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�	�
�� #����� �	�. ���.
� ���������� 	*/��	�� 

$�#�� ��� #�
��� ��#*��. 

��� ��	�
��, «����� � ���» 

-���
������ ������ 	����������� ����� ��#����� �
�������	
�� ��*
� ������	� �� 
��������#����, 
������ ���������	� � #����� �#*������� �
�������	
��� �����		� 
���
������ ����������	
�� �����.4 � ��	���*4/�� �		��������� 	���	�� ���� 

������ ��!� ���������	
��� ��������, ��!� �� �	���� ���������� ����	����-
�.��+ �
	����������. �	���.#������ ����������	
�+ ������� � �
�����
� ����� 
!���� ��� 	������44 �	����4. ��������, ���� �# �����+ ������� �������� 


��
*������ (�. �*���) !��� ��*!��
����� � 1838 �., � ����# �����
�  . ���.��	 
*$� �������� ����������	
�� ������ ��� ������ 
*�	� ��������	
�� �
������ � 
 �#���	
�� *�����	�����. � ��	���/��* ������� � �
�������	
�� ������ ������ 

#�
������	. ��#������ ������ �#�������	���� ���
�� ��!���� 	���, ������� � 

�����, ������ ��������*
����� � ���������*
����� 0���, �����. ��������� 
�����!�����, �����. 
��
*������ 0��� �� ���
� ������� � ��*���, 
������, �� 

	*/�	��*, ����4�	� �������	���� ��������. 

����
� �������4/�� !��.6��	��� �
�������	
�+ �����		�� �����
���, �� 

�������, �	���	���� ���� 	������	��*4/�� ����������	
�� ������ ����4�	� � 
�������� ��������	
���. ����� �# �����������+ ���+���� 
 ������#�������4 

��#����� �
�������	
�+ �����		�� 	�*$�� �#*����� 	��/���� ���
� �������	�� 
��������	
�� 	�	����, ��#������� �#�������� ��+ ��� ���+ ���������� ������. 

5�
�� (
��#�	�����������) ���+�� �������	� �� 
�4���*4 
�������4 


��		���	
�� ������
������ — «�������*4 �*
*» ����� �����. ��
 �#��	���, 

��� 
�������� �������	� �� ������#* � 	*/�	�������� �� 
��
*������+ ���
�+ 

����������	
��� �������	���� ��+���#��. 
�	���.#������ 
��#�	������������ ���+��� 
 �����#* ��������	
�+ �����		�� 

�
�����
� ������� 
 ��	���	�������4 �!/��� 



����	�������� � ���, ��� ��#����� �4!�� 	��$��� 	�	���� ��$�� ��		��������. 

�
 	���* ������ *	��������� 	�	������ ��*��� 	 
���
�� �������� ����+������ 

�����		� ��$�* ����. ����
� �����# ����.��� �
�������	
�� ������
� �� �	���� 
��
��� ���+��� ��$�� �
�#��.	� �6�!�����, ��	
��.
* ������ ���������	���� 

��#����� �����+ �
�������	
�+ �����		�� ��$�� �
�#��.	� 	��6
�� ������.���, 

���!� �� ��$�� !��� �����!���.. ���
��	�� ������� ��$��	�. �		��������� 
�
�������	
�+ �����		�� � ������
�, 
��		�
 	���������� �
�������	
�� ��*
� 

�. ���6��� ���������� �	���.#������ 
��#�	������������ ���+��� ��� ����
� 

�#������� �� ���
� ���, ��� «��6 �����# �	� �/� ���!����� � ��������	
�� 

��#��	��». 

�������, ��� ��
�� ���+�� ������	� �00�
������ ��6. �� ���� �� �������, 

��
�, � 	��* ��
�����+ ������, +���
��� 	������������ 	�	������ �� �#�����	� 

�������.��� �!��#��. ����!��� �#�������, ��#������� !�0*�
������, 

��������$�� *$� 
 �!��	�� �����$���� ������� ����������� ��������	
��� 

�����#�, ��#����� 
������� �������� 
 �	� !��.6��* ��	���	�������4 ��
�� ���
� 

#�����: «��� — ��� ��	������� ��#�����, ������ ��*	�������	�., � ������� 

	��!���#���� — ��6. 
���
�� �	�����
� �� ���� �*��». 

&�������	
�� ����������	
�� ������ +���6� #���
���������6�� 	�!� � 0�#�
�, � 
#���� � !�������, ���4� ����� �!/���, +��� � 	�+����4� 	����0���	
�� 
�	�!����	�� 
�$��� �# ���+ ��*
. �����	 ������ ����� 
��		� �	� 6��� 
�������4�	� � 	��������� � �
�����
�. � ��	���/��* ������� 	���������� 
����������� �����#� ���������+ ��������	
�+ 	�	��� �0������	. � ����� ��*�-

��� �����������, ��#������� 	��������
��. 
�� ��$��	����������� ��*
� 
�������� �� ��������� �!/�+ ��������� ����4��� � 	���������#���� 	��$��+ 

	�	��� � ��#�����+ �!��	��+ #����� �� �	���� ��	������� � �		��������� 
���������+ ��������	
�+ ����������	
�+ �������. ��$���� ��������� 

	��������
� ����4�	� «
���	���0�», «!�0*�
����», «������.��� ��
�», «	������� 

�����
���», «��		��������� 	��*
�*��», «!��*/�� �����» � �. �. ��#��
�4/�� ��� 

�	���.#������ 	��������.�� ���	��+ ���������+ �������, ��� ������� ��#����4� 
��� ��*!$� �����
�*�. � 	*�. �����+ �����		�� � �������. 7�#�
�, +����, 
!������� � �#�!���� �����	����*4� ������� *	��6���� ���������� ���� 

�����������. � ��� ��$�� ����	�� 0�#���� ����+��� ��$�* ����������� 	�-

	�������� ��/�	���, �*�!*������� ������� $��
�	��, 	��*
�*�� � 	����+ ��� 

������� ����
���������	
�+ ���
���, ����� $�#�� � ����� �������, 
���!���� 
��	�����	�� ��������+ ���*����� � ��. 

��*�������.��, ��� ��� *�����	��.��� �����������, ��#��
6�� 	��������.�� 

������� � +���6� #���
���������6�� 	�!� � �	��	���#�����, 	���� �����
��. � � 
����������� �*���������� ��*
�, � 



� ����*4 ������. � �
�����
*. �� !��	. �6�!��.	�, ��$�� *����$���., ��� �4!�� 

��#��� �
�������	
�� ��*
� ��$�� !��. ����	�� 
 �!��	�� �����$���� 

	��������
�, ��	
��.
* ��� ��		�������� �4!��� ��������	
��� �
�������	
��� 

�����		� �	���� ���	*�	��*�� � 
���	��� ���	��*4/��� 0�
���� ��
������ 

�
������, �. �. �	*/�	����4/�� �!����*4 	��#. �������. ������*, �	�� �� +���� 

#�����*�. #� ����#��� *#
��� ����, � 
������ �	� ����	�������	� *	�������� � � 

������ ��� ��	�� 
���	���0�� � ����	����
��, ��� �� �!����	. !�# �	���.#������ 
	����������	
��� ���+���. 

� ������������ �������4 ��������� 
���� �.-'. (���� «�����������	
�� 
�
�����
�» 	������ �����
� ���. �!/�� ����	�������� � ��#��$��	��+ 

	����������	
��� ���+��� � �
�����
�. ��� ���� �	������ �������� *������ 

��		�������4 	��������.�� ���	��+ ����������	
�+ ������� ����� ��#�����	��, 


������, 
�
 �������, *����	� �		�������. ���������	
��� ��������. �	���.#���-
��� ������� 	��������
� � �
�����
� — �� ���. ����, � ��	*/��� �����!��	�. 
������.	� ������ #� �������, ���������� ���
��� 
��#�	������������ ���+���, 
�	
��. ����� �*�� ���������� ��/��+ 	���������+ ����	�����.��+ 	���	�� ��� 
��6���� 	��.�#��+ ���
����	
�+ #����. 

����������	
�� ��	��*�������� 
���� ����	������� 	�!�� ��	������� 


����
���� ��!�� �������, ��#����4/�+ ��������. ��	.�� �00�
������ �����# 
���������+ ������� ����.��+ �
�������	
�+ �����		��. ��	�������� 
��	����	��� �	���.#*����� ���+��� 	�	���� � ���, ��� �����# �!	*$�����+ � 
���� 
������� ����� ��#�����	�� ���
� �������	� �	��	����4, ��	
��.
* ��!�� 

	���	��, ����4/�+	� ���!���� ��
��� 	���	������ ���������	��, ��	������� 

���������. ������* �	���.#������� � 
���� ����������	
�� ������� ���$�� 	���. 
�� ���.
� �#!*
�� ��� ������ ��
������ �
�����	���, �� ������������ � ���
��, 

�� 
������ ���$�� ��	�������.	� ��������� ����������	
�� ��������
� �
���-

����	
�+ �*#��. ��-�������*, ������ � 	��#� 	 ���� �.-'. (��� ��
�����*�� 	��4 


���* �� ���.
� 	�������	���, �� � 	�*������ �
�������	
�+ 	������.��	���. 

��	6��!��	�. #�����, 
����*4 ��	����� ����� 	�!�� �����, �� ��#������ ��* 
�#!�$��. ��
�����+ ����	���
��. 
�� 
�	���	� ���$�� �	��� ���#������ 


��	��
�����	�� �#��$���� �	����������4/�+ ������# ��� 0���*�����
� 
����������	
�+ �������, ���, 
 	�$�����4, ���	*/� �� ���.
� ����, �� � ������ 

��*��� 
����� �� ����������	
�� �
�����
�. ��$�� �������. � ��; ��� 

�
�������	
�� ������ � 
���� #���	�*4 	�*$�� 
�
 !� ���4	�������� �#��	���+ 

����������	
�+ ��#*�.�����. 
�� 	����� ��		����������� ������ � ����������� 
����$���� �� ����6���4 
 ����������	
��* �������*, ���, 
������ $�, �� ��$�� 
�� ��#���. % ���������-�
�����	��� ��
������� �*�	��� �������.	���. ����
� 



� ��#*�.���� ��
��� ���+��� ������ 
 �#��$���4 ��������� �������. �!���*$�����, 
��������, ��� �
�������	
�� ��
�� ��
$� �	��	������, 
�
 
���!���� 
��	�����	�� ���*�����, � «	
��
�» � �!/�	���, �. �. �#������� �����4�������� 

����, — 
�
 0�#���� ����+��� ��� ��/�	���. 5�
 ��� 
 ����* ��$�� ����	��.	� 
�
 


 ����������* ������������	
��* ���+��* � ������ ���������, 
������ 

���*$���� ��������� !���� �/����.�� ���
��. � �� 	
*��� 	���
�, � 
�����+ 

�#��$��� �	������ ������#� � ����������	
�� 
��	��*
��� �������, � ��������. 
��
	��*� 	���	������.��	�� ��� �	��	����� �� ���.
� �#�������+ ��#*�.�����, 
�� � ��������-1�	
�� ��	�����
� #�����. 

� ��
������ 	*!8�
������ ����
�� (� 	�������
��) ������ �������4 	���*�� 
����	��.	� ��	������� 
�������. ��������, ������ � �������� ���������� 
-�
���, ����#��$�� �� *�����*�. � � ��*��� 0���*�����
� ����� �������� — 

������� 5�+����� ��� 	�	��� *�������� 	 	���*������� ��#�*/������. � ���!/�, 
������ � 	��������
�, 	���*�� ������., ��� ������ �� ��#*�.���� ����	���	������ 

	��#��� 	 ��#������ ����������	
��� �������������, * �	��
�� 
������� � ��6�� 

	����� 	����� �. �. &���������, �. �. ���	���, �. �. �����	
�� � ��. (��� 
*��!	��� ��������� �� �������� � 
���� ����� �����	����� ��!��.6�� 	��	�
 
�������*�� �� �*		
�� �#�
� �� ������ ������
�). 

���	�� 	 ��� �� +����� !� �!�����. �������� ��������� �� ������� 
��	����	��� 
����: � ����� �����* *����	. ���. 6���
*4 �������* 	�	������ ��� 

� 	������6��� 	��������
� �� ������� �����#� 	��������.�� ���	��+ ������� 

��������	
�+ �
�������	
�+ �����		��. '���� ����, 
���� �������� �� 
0����������� * ��������� ����������� 	���� ��6�����, ��� ��$�� � �4!�� �!��	-
�� #�����, � ��� ��	��, 
������ $�, � � 	���������� �
�����
�. 

��� ��!��� ��� �*
���	.4 �������� #��������� �������	�� ��������� �� 

�	������� !�# �	�!�+ �������
, � ���, ��� ��� !��� ���!+�����, 	������ 

���	������� ����������. �	�!� 	���*�� �������., ��� �*!��
���� 
���� �� 
�*		
�� �#�
� �	*/�	������ !�������� ���������� ���������
� 
���� �. �. 

�	����	
��, ������$��6��* �� ���������* "�		��	
��* 0���* 0*���������.��+ 

�		��������� (�����.��
 �#�����.	
��� ������ �. &. ����
��), 	���*���
�� 

�#�����.	��� «���», � ��
$� �. �. 7������*, ��������6��* *��	��� � �������� 5 � 

9 ����. 
�� ��
$� +����� !� ����#��. !���������	�. �����* 
���� ���0. �.-'. (���* #� 

�������� 
 �*		
��* �#����4 — �� �4!�#�� ���	��� �� ��6�� ���	.!� 	��	�
 
�������
, 
������ *���� � �*		
�� �#�����, � ��
$� ������� �� ��� �����	�� �� 

*�������4 �����.��+ ��	� ��
	��. � #�
�4����� �� ����$��� ����$�*, ��� 
���� 
!*��� ����#�� �	�� ���������, ������	*4/��	� �����$������ ������� 
����������� �����#� � �
�����
�. ��� #����, ��$�� !��. 	���� ��+ �
�$*�	� � ��, 

�� ������ 	 �� ����/.4 �* 	��*4 ���., ��	�*����� 
����*4, *��	�	� ��!���.	� �� 

���
�� 	����������	
�� 
������ ��+ �
�������	
�+ ���!���, 
������ �� �	� 
	������ ����$����� �, ���� ��* 
�����* ����� 	�!��, ����� ����.��� �*�� 
 
��	������* �
�������	
��* ��#����4. 
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��������	�� 


�� 
���� — � ������
� �
�������	
�+ � ��*��+ 	�����.��+ 	�	���. ��� ����	��� 
� )���	
�� ��	���*�� ���	��
�����+ �		��������� � ������������� �� 
	��	���*4 	�����* ���!��� �
�������	
�� ����4��� � !�	���+ 	��*
�*���+ 

�������. 

���������� #��	. �����# ��	�� 	��#�� 	 	��������
��. 
�� �#������, ��� ��
��� 

(��� �
������*�� �������� �� ��� 0�
��, ��� �
�������	
�� � ���� 	�����.��� 
�������� ��$�� �����#�����. �� ������$�	��� "
�
�
� � ���	���
� 

���������+. %	���������, ��� ��
������ �# ��������+ ���������+ ���4� 	��	� 


����
�����+, �.�. ���*� �����. ���. ���������� �����
� � �
�������	
�+ � 

	�����.��+ 	�	����+. 

� !��.6�� ��� ���.6�� ������������ ����������	
��� �������� ��
�� 
�����#������� ���	*�	��*�� � � !���� �����+ �����
�+ ��������	
��� �����#� 
�
�����
�. ����� ����!��� ������ ��.0��� ���6��� � 	���� *��!��
� �/� � 
������������� ��
� � ���. ���*��.	�� � «�	����+ �
�������	
��� �����#�» � 1940 

���*. ����
� ��� �� ������������ ��#��$��	�� ������� ��6���� �������+ 

���!���, 
����*4 �����#*������ ��#�������� #��	. ���+�� 
 �
�����
�. &�
��� 

(��� �� ���.
� ������$�� ������* ����������4, �� 
��
����� ��
�#�����, 
�
 
��!���4� ������ 	��������
� � ��������	
�� �����#� ��$���6�+ 


�*�����	6��!��+ ���!��� �
�������	
��� ��#�����. ���� �# ��� ���!���� 
��$��+ ������� 	�	���� � ���, ��� ��� ������������ �����#������� �#�������	�-
�*4/�+ ���	�	��� �� !�	���� � ��������� ��$�� ��	���. ����	
�#*���	�� �+ 

���������, 
������ ����� ���$�� !��. ���#���� ������	
�#*����, �.�. 
+������	
��. ����� ����, ����������� �����# ��
�#�����, ��� ����������, 
����4/�� �� ���������� �����
�, ���*� 	���. ��	��*������ 	���������	
�� 

������
�. '��.6��	��� ��
�+ ���������+ ����	��	� 
 ���* ��������+ �, 

	���������.��, 	��� ���*� ��		��������.	� 
�
 ��������� �����
� �� *����� �
�-

������	
�� 	�	����. ��	������ ����������	
� �#������, ��� ��� ���������� 
����4� �� �������� 	���������	
� ��$��+ ��6����, �.�. �
�#���4�	� 
��	��*������ ������
�, ��������������� � !*�*/��. 
������#�������� !*�*/���, !�#*	�����, ��$��, ����
� ��� ���
� ��$�� 

�!�����.	� � !�	��������� 0����#��, �	�� �� !�#������. ��� �� ����$��� 

������������	
�� 0*��������. ���� �# ������+ 
����� � ���� 0*������� #���$�� 

	���� 
����� ��
��� (���. 

%�� &. %��������, 
���0�		�� �
�����
� *�����	����� %���, 

����
��� )���	
��� ��	���*�� ���	��
�����+ �		��������� 



���� ����
�	��, 
��
��
� 
�� � ����	� ��	 �� �
��
�
��� �
�� 

... �	�� ������
	��.��� �
�������	
�� ��*
� #�-
+���� � �*��
, ������* 	���*�� �	
��. �� � 
�!/�� 	��*
�*��, 
������ 	 !��.6�� �/����� 

!��� �������� ����� �� ������	
�� 	������	�� 

� ���������������	��, �� � ��	*�	���� �	��	�� 

� �!/��	�� � ��	��
�+. 

#$. �. '���� (1936) 

�� 
	���
 

����� �#������ �� ���.
� �
�������	
�� *
��� �!/�	���, �� ���	�� 	��� ������
� 

� 
�4����� �
�������	
�� ����. ������� 	��6
�� ���� 	*���. �! �	������	
�� 

#������� �
���� � �
�������	
*4 ��*
* �����6�+ �
�����	���, ��	
��.
* 

�
�����	��-
��		�
�, ��
�� 
�
 "�
����, ���.�*	, ���
	, ���.��	 � ���6��� 

$��� � ���� ����� � ��������$�� ���� 
*�.�*���. ����� — �*�6�� ��!���. 

5��.
� ����� ������� ��� ��	������� �*���	��, ���!� ���#���., ��� ���� ����, 


������ 
�#���	. 	������ ��
��� #�������.���� � ������!�/�4/���, ���4� 
�����.�� �����+��	���� +���
���. 

�� ���.
� 6���
�� �*!��
�, �� ������ �
�����	�� �	� !��.6� *�������4� 
���* � ��#��$��	�. ���������� �
�������	
�� ��*
� 
 ����.��	��, +��� *�����. 
�
�������	
�+ #����� � ��	������ ����� #�������.�� ����	: ������, ��$�* 
��*���� #������ � �������� 
 ��*
� ��� ���	��� #���	���	��. 

��$�� ����*���. ���$�	��� ������, �� 
������ �
�����
� �6�!���	� � 
	���+ �����
�+ �!8�	���. ���	������.��	�.. � ����� 	������, 	�� ����.��� ��� 

��#
� *	��$���	� � ��	������ ��	��������. 5�+�������, ��	���*�� �!/�	���, 

���	��� $�#��, *	��������� �4���, �+ �����, 
������ � ���6��� ������	. 
����	����.�� ��������, 	����	, 
�
 �������, �#����4�	� ����#�� !�	����. 
�� 
�	�!����	�. 	����������� �!/�	��� ������ #���*������.����, �	�� �� ���	�� 

����#��$����, �����
� �!8�	����� �
�������	
�� $�#�� 	 ��#���� ��	��� 

��*
�. � ��*��� 	������, ������������ ���������	
�� �
�����
� ����� 	��� 

��*������� �����������: ��� ���������� �����*/�	������ 	������	
��� � 

	��!���#���������� �#��� �
�������	
��� 	�	������. ���������� 
��*	�������� �����		�, ��
��, 
�
 ���*������ � �����*������ 
���!����, 
������ 
����4�	� �	������� �!8�
���� ��6��� �		���������, � ������������ �����#� 
	����4�	� 	�*������� ��!� ��#�������.���� ���������. 



� ���� 
���� ��		�������4�	� ���!����, ����	�/��	� 
 ����4��� � ��������� 

� ���������+ ��*	�������+ �
�������	
�+ 	�	����+. �� 	�	���������	� �� ��
�+ 

�	��
��+ ��������	
�+ �
�������	
�+ 	�	���, 
�
 ���������	�., ��*	�������	�., 
!�0*�
���� � +��	. &�� �����#� +���
����	��
 ���������+ ��������	
�+ 

�
�������	
�+ 	�	��� �� ���������� ���*4 �����4 — «	����������	
*4 

�
�����
*», !�#��*4/*4	� �� 	��������
� -�
���. �����������	
�� �
�����
� 
������ *��� �� �#�������	���� �������	�� � ���������	��, *	�������	�� � 

��*	�������	��, ����������	�� � ��#����, ��	����	��� � 	��*
�*���+ ������� � 
���������	 	���	���� ��	��� �������	��, *	�������	��, ����������	�� � 

��	����	���. ���������	�. � ��*	�������	�. � 	����������	
�� �
�����
� 
��		�������4�	�, 	
���� 
�
 �	�����
� ��#���!��#�� � 	��$��	�� �
�������	
�� 

������
�, ��$��� 
�
 �	�����
� 6*��� � 	�*�����+ �������, 
�
 ��� ������	� � 
������������ �
�����
�. 

� ��
������ 	��	��, ��� 
���� ����� ���.4 #����6��. #����*, 
����*4 	����� 

����� 	�!�� ���. �. ���*��.	��, 
���� ��	�� 	��� ����4/��	� «�	���� 

�
�������	
��� �����#�». �� ��#����� ��#����� ���������	
�� �
�����
� 

�������� �� ���. !��.6�+ ������. ������ 	��#�� 	 ������ ���.��	�, * 
������� 

�� ��+���� 
*�.������4 ���� ������������������ �������	�� � 	������	
��� 

*�����. ������ � ��*��� 	������ 	���*4/�� 6��, 
������ ��� � �	���* ������ 

	��������.��� 	����
�. 5����� 6��, 	��#����� 	 ��
	���#����� ���	���� 
�
�������	
��� �!8�
��, !�� 	����� &$��	����, ��*�
��, -�
	�� � �������. 

:�������� ��	��$���� 	��#��� 	 ��
������ �������� 	������	����. «����� 6��, 

������ �	��	������ 	�����. ��	�� ����, 
�
 �� �		�������� ��
��
 	�	���� �� 
�#������� #������+ ���������� — ��� �		�������. �� ��������� � #���	���	�� �� 
�������». '���� ����, ���*��.	�� ������
����, ��� «���.#� �� �4!��� 

���������	
��� ��	������� 	�	���� � ���, ���!� �����. +���
��� ��������� 
�
�������	
�+ ���������+ � #���	���	�� �� �����������+ �����+ ��� 

����������. 
�� 	���������� 
�
 ��� ������
�, ��
 � ��� 	����
�. ����������.��, 

	���*4/�� ������	
�� 6���� ���$�� !��. ������ 	�#����� ������ 

	��������.��� ������
�. ��� ���$�� �� ���.
� �
�4���. � 	�!� �����4 

	��������.��� 	����
� 
�
 ��	���� 	�*���, � ��
$� �	� ������	������ ��6� 
��#���� �
�������	
�� ������, �� ��
�����. #�������.�� !���� 6���
*4 �!��	�.» 

(���*��.	��, 1946). ����� 6�� !*��� ��#��!������.	� � ������ 
����. 

�� 
���� ��		������ �� 	�*������-�
�����	��� � �
�����	���-�		�����������. 

��� ��$�� !��. ��
$� ����#�� *�����, ������	*4/��	� �����$������ 

���������� ��������	
�� ������ 
 �
�������	
�� ���!�����. 

���
���.�, �4�., 1990 �.-(. )��  
 



��
���
������ 

; ����. �!�#�� ����* *�����4, ���0�		��* �
� 2. �����		��*. 2�� ������� ���
� 

���������. �� 	�������+ ���� 
����, �������, 
�
 � �� �	�� ���� 

���0�		�����.��� !�����0��. ; !��������� ��* #� �����	����� 
 ���� 
����. 
; +���� !� ��
$� ����#��. ��4 ��*!�
*4 !���������	�. ���0. ,������* 

-�
��*, ���0. '.<�$* &$���		��* � ���0. 5.<�* �** #� �+ ������ #��������. ; 

!��������� ��
���* �. �.  ��� � ��		�	 �. ���#��, ��!����
�� �#�����.	��� 
)�������, #� 	���*�����	���. 

; +��* ��
$� ����#��. ���#�����.��	�. CERUM *�����	����� %��� � 

��	���*�* ���	��
�����+ �		��������� � ���
���.�� #� �!�	������� *	����� � 

	�#����� !������������ �������
�*��.��� �!	�����
�, 	���*�������6�+ ��� 

�		���������. ; !��������� CERUM � ��	���*�* ���	��
�����+ �		��������� #� 
0����	��*4 ������$
*. 



1  ��
�
��
  

�� ��
���� �� ������� �
�������.��� �	�����, 

� ��6. ��+����	� � ��	������� ���	
�. 

'��	 �. *����� (1972) 

:�� �	�. �����? ��
�� �!��#�� ����	+���� ��������? �*/�	��*�� �� 

*�����	��.��� #�
��, *������4/�� +���� �������? � �	�� �� 	*/�	��*��, �� 

��#��$�� �� ��� ��	���.? � 	����� ������ ������#���� ��������	��� �	���� ����� 

����� �����	���. ��� ���	*/� 
�
 #�������, ��
 � ��	������ 
*�.�*��, � �� 
���.
� � ���
�+ ��*
�. "�#�*�.� �! ����4��� 	��� �� 	�!� ����	�����4� 
����4������� �����		, 
�
 �	���	���� 	��$��	�� ���!����, ��
 � �� ������� 
�����������	�� ��6��� ���������. 
� ���� 
���� ��		�������4�	� ���!����, 	��#����� 	 ������
�� �
�������	
�+ 

	�	���. 

�������	
�� ����4��� 	�	��������	
� �		��������	., ������� �/� 	 
����� �����, +��� ������ ������ ��
 � �� ��#��
��. �	��� �� ����� 

����6�	������
��, �� ��������	� �#����*�. ��	
��.
� ���.6� �!������. 

(��	. !*�*� #�����*�� �� �	� �	��
�� �
�������	
��� ����4�������� �����		�. 
�� 	�	���������	� ��6. �� ��
�����+ �# ��+, ��
�+, 
�
 ���������	�., 
��*	�������	��, !�0*�
���� � +��	 � ��������	
�+ �
�������	
�+ 	�	����+. 

���$�� �	���, �� �������� �!#�� ��
�����+ ������ ������������ �
�����
�. (�-
��� ��� �����#� 	���	�� ���������+ ��������	
�+ �
�������	
�+ 	�	��� �� 

#�����	� ��	�������� ����� ������ — «	����������	
�� �
�����
�». 2� 
0*���������.��� �������� ������	� ��, ��� 	����������	
�� �
�����
� ������� 
�	�!�� #������� �� ��������, � ���������� �	��
��� �
�������	
��� 

����4�������� �����		�, �� *	�������	��, � ��*	�������	���, �� ����������	��, � 
��#�����, �� ��	����	��*, � 	��*
�*���� �#�������� — � �����������$��	�. 
������������* ��		�������4 �������	��, *	�������	��, ����������	�� � 

���#�����	��. �����������	
�� �
�����
� ���
�*�� ���������	�. � 

��*	�������	�. 
�
 �	�����
 ������!��#�� � 	��$��	�� �
�������	
�� ������
�, 

� �� 6*��� � 	�*�����+ ��#�*/����, 
�
 ��� ������ �
�����
� ������������. 



«�����������	
�� �
�����
�» !���� 	��� ������ �# ��*
� 	��������
�, �	���� 


������ !��� #���$��� ,�������� -�
���� (1977, 1983). ���� 	��������
� 
����������	� 
�
 ��*
� � 
����
�����+ 	������	
�+ � ��������	
�+ �������+ � 
#�
����+ � ��
����+ �����
����������+ 	�	����+ 	 «
������������» �#����-

���	����� ��$�* ���������� 	�	����. � 0�#�
�, +���� � !������� 	��������
� 

���������*��	� �� 	��*
�*���+ �	�!����	��+ ���	����	������-��������� 

	���������#���� 	�	��� �� ��
��	
�����	
�� *�����. �
�#�����	�, ��� �� ���� 

*����� ��$�* ��#������� 	�	������ 	*/�	��*�� ��	��� ��������, ��$� �	�� ��� 

	�	���� �# ��#�������+ ��������� 	 	*/�	������ ��������� ������������� 

�#�������	������. ��� ���� ����� *���� #����� � �	��	������+ ��*
�+ ������4� 
��#��!������.	� ������ � ���, 
�
 ������
 ���� ������ +��	*, �� � +��	� 
#���$����	� ����� ������
, � �# +��	� ����. ��#��
��� ������
. 
�� $� 	���	��� 
����4������+ 	�	��� �#*���� �����������	
�� �
�����
�. 

��
������ �����, 
������ 	��������
� ������� �	�!�� #�������, ��$�� 

�!���*$��. � � ������������ �
�����
�. 5����������� ������ �
�������	
�� 

������
� �	�#��4� ���. �#�������	���� � 
��������� ��$�* ��#������� 

��	���� �
�������	
�+ 	�	���.  �6. �������� �
�����	�� 	���*� �������. 
	*/�	�������� � �
�����
� ���������+ �#�������	����. ����
� �� ��
�$��, ��� 

������ � ���� ��*	�������	�� ���������+ 	�	��� �� #���� 	��6
�� ����. 

���������
� -�
��� � ��!��� �����$���, ��	��/����� ��		��������� 

	��*
�*���, ���	
�#��� ��� ����� �*�. 	�	��������	
��� �#*����� 	��$��	��� 

�
�������	
�� ����4���. 

� 	����������	
�� �
�����
� �
�������	
�� ����4��� ���
�*��	� 
�
 

���!������� �����		. �*/�	�����*4 ���. � ��������� ���!������+ �����		�� 
����4� ����� � +������	
�� ������
�. ���!������	�. � ����4��� ��#��
�4� 
�
 

	���	���� 	��$��	�� 
����
������� ��������� ��*������ ���	��+ �!8�
���. 
�� 

�������� ����	������� 	�!�� ���* �# ���$*/�+ 	�� #������� ��*
� (�����$��, 

1980, �����$�� � �������	, 1984). "����, ��� 	��.��� �������� �.4������	���, 
�
�����	�� (!�#�������) ���
������ �
�������	
*4 ����4��4 
�
 �����		 
�!�������. ������� ���4�	� �
�������	
�� ������, 
������ ���*� ���
� 

�!�	�����. ��� ���!������	�.. ����� �*�. ��� ��������� ���!������+ �����		�� 
��
������ 
�������� +��	�. 

�����������	
�� �
�����
� ��#������	� �� !�#� ������������. ��� ��������� 
��
������ ���� ������������ �
�����
� � ���
�*�� ��#*�.���� ������������ 

�
�����
� 
�
 ��	����, � �� �!/�� 	�*���. �	������ 
�������� ������������ 

�
�����
� — 
�������� ��������.���� ��������� � �����.��� 
��
*������, 

����4� 0*���������.�*4 ���. � ��� ��#����� 	����������	
�� �
�����
�. ��6� 
��	+�$����� 	 ������������ �
�����
�� 	�	���� � ���, 



��� �� ���
�*�� ��*	�������	�� ���������+ 	�	��� 
�
 �	�����
 	��$��	�� 

�
�������	
�� ������
�. 

�������, ���.#� �������., ��� «��������	
�� *� �#����� !.��	� ����!�� 

�	�*������ �����, 	�����	. �#!�$��. +��	�, 
������ ���	�������� ��� ���	4�* ...», 

�� 
 ��� ��� �� ����	��	�. �� �����!*�� �		�������., 
�
�� �!��#�� � +��� 
����4�������� �����		� �	���	���� ��������	
��� �#�������	���� ��#�����+ 	�� 

��#��$�� ��*���	�	������ (����������) ��������� +��	�. �� ��
�$��, 
�
�� 

�*��� � �
�������	
�+ 	�	����+ ����� �� �������	�� ��#����4�	� 	��$��� 
	��*
�*��: ��
��, ����������	
�� ���$����, +��	 � 	��$�� ������#�������, 
#���	�/�� �� �������, *�!���	����	
�� �!��#������. �		��������� �	�+ ���+ 

������� � �	�. ��, ��� 	�	������� ��#���* ��$�* ������������ �
�������	
�� 

������� � 	����������	
�� �
�����
��. 

&�� ��	������� «	����������	
�� �
�����
�» �� ������
��� ������ 

��#�����+ �
�������	
�+ ������ � «6
��». �� �� !*��� ������.	� � ������ ���+ 

�������, ��	
��.
* 6
�� #����������	� ���$�	���, � ��#���� ��$�* ���� ��*��� 

*������. 
�� ������ ��	*/�	����� ��� ��	��$���� ��6�� ����, ��	
��.
* � 
�	������ ��	 ������	*4� ������������	
�� 	������ �
�������	
��� �����#�. 

 4!�� ������ ��$�� �!8�	���. ��6. ��
������ �	��
�� ����.���� ����. 


�������	
�� ������, 
������ 	������	� �!8�	���. ������������*4 

�
�������	
*4 ����4��4, ��$�� �
�#��.	� !�		��.��� �!8�	���. 

���
���������� �
�������	
�� �������, ����!�� ���* 
�
 ������ !�	���+ 

�����		�� ����	� ��$�� !��. ���������� ��� �����$��*/�+ 	�����.��+ 	�	��� 

)*�������. ����
�, �	�� �
�����	�� �����*� 	�!� �����, 
�
�� ��������$���� 
���� ��� ������ ������� � �
�������	
�� ������, �, �� ���� 
�
 �������. ��!���, 

���������	� � ���, 
 
�
��* 
��		* (�. �. 
 !�	��� ��� �������� �����
�4/�� 

�����		��) ����	�� �
�������	
�� �������, 
������ �����$�� ���������	
��* 

�	��	����4, �� �#������ ������������� ��$�* ��#������� 6
����� ���*� !��. 
� #�������.��� 	������ *	�������. ����*�� #������., ��� �����������	
�� 
�
�����
� �� ������������ 	��������� 
�
��-��!� �	�!�� 6
��� � ���
�+ 

	*/�	��*4/�+ �
�������	
�+ *�����. � 
�$��� ������ ��� ��+���� �����*/�	��� 
� ����	���
�. ��$�� �������., ��� 
�
�+ �������� *	�����+ ��������� 

��#*�.���� 
�$��� �# �
�������	
�+ ������. 

����
�*�6�	. 	 �6�!
��� ������������ �
�����
� ��� �!8�	����� ����.��+ 

�������, �
�����	�� ��������	. ���	�� � �
�����
* ��
�� �������, 
�
 

��	����6����� 
��
*������, �������� ��0������� � ����������.��	�.. � 

��	���/��* ������� �� ���� �*�� ������$��� ������ ������. �� ����� 

���������	�*4 ��
���
�����
*, �
�����
* 	��.�, ��	��*4 �
�����
*, � ��
 

�����. ����. ���*����� ��
$� �	���.#����. ��
���
�������	
�� ���+�� 




 �����#* ��
���
�������	
�+ �����		��. � ��6� ����� � ����.��� 
�
�����
�, � �
�������	
�� ������ 	���� «+������	
���». %���	���. 
�
�������	
�� ������� �� �� ��$��. �� � �	���� ��������	
�� ������� 

��$�� 	��������� 
 �	���� 	 ��#���� ���	���� � 
��	���. &�� �!8�	����� 
	��$��	�� ����.���� ���� �� �	���� ������	� ���	
��. ���	��� � 

*�����	��.��� �*��. � ��� ��	 �	��	������ �����.	� ��	�����. �����4, 


������ ����� !� �!8�	���. 	��$��� �������, �	���.#*�, ��	
��.
� ��� 

��#��$��, ���	��� 
�������� � ������. 

� ���.6�, � 1930-+ � 1940-+ ����+, ��+�����	. �
�����	��, 	�#�����6�� 
#������� ��*	�������	�� ���������+ ��������	
�+ 	�	��� ��� �
�����
�. 

� �	������ ��� !��� �
�����	��, 
������ �#*���� ������� ��
��. ����
� 

���.#� 	
�#��., ���!� ��� 	�	��������	
� �	���.#����� ������� 
��*	�������	�� ��� ��		��������� ��� 
�
 �	�����
 	��$��	�� ����.���� 

����. 7�
����	
� ��� �
�����	��� !��� ����� ����#��$�� !�# #���*������ 

������. ���� ���������	��, ��	
��.
* +������	
�� ������� � ��*	�������+ 

���������+ ��������	
�+ 	�	����+ ���*� !��. ������ ���.
� 	 ����/.4 

��������
� � ��+����	� #� ��������� ��6�+ ���*������+ ����	��������. 

�� ��$� ��������
� ���� #���� � ���������+ ��*	�������+ ��������	
�+ 

	�	����+ � �� �����. 
����* ����, ��� ��� 
���� ����	��� ��� 	�*������-�
�����	���, 	 ���
� 

#����� �����#� ��� ��$�� ��
�#��.	� ��+����	
� 	��$���, ��
 
�
 ����� �	� 
�	������ ���� ����$��� �#�
�� ��������
�. �� ������	. 	�����. �����# 
��	
��.
� ��#��$�� ���	���, +��� ������ � !��� ���*$���� �	���.#����. 
	��$��� ���������	
�� ������. ��� 
�$��	� ����#��$��� �!	*$���. 
��*���� ����, �	���.#*� ���� ��6. ���	��� 	���	���. :��!� ��$�* 

��������� � ������� *	��������	. �#�������������, 
�$��� ������� 

���$�� �����$��. 	��4 ���4 *	����. 

��	���������.��	�. 	��#�� ��$�* ��	���� 
���� ������#�����, 
�
 

��
�#��� �� ��	. 1.1. 

5����. �#��$�� �����.�� 	����$���� 
�$��� �����. 

,���� 2 
�	���	� ������� � ������� � �
�����
� � �
�������	
�� 

�����#�. �� ���	����� 	��$��	�� �
�������	
��� ��#�����, ���$�� �	��� � 
�!/�+ �����+. (���� �� ���� �!#�� �������	��+ � ��������	
�+ ������ � 
�
�����
�. &���� �� �!	*$���� ������� 	������	���� � ��� �����������. 
��
����, �� �	�����������	� �� ��$��	�� 	���	�� ���������	�� � 

��*	�������	��. 

� ��. 3 �� ���� �����������.��� 	������� � ��
�����+ ���������	
�+ 

������+ ��� ��������	
�+ 	�	���, ��$��+ 	 ���
� #����� 	����������	
�� 

�
�����
�. "�#��� 3.1 ��	��/�� ������������ ��������	
�+ 	�	��� � 


�������� *	�������	��. ��������� ��*�����+ (�������+) 

��00��������.��+ *�������� �� �#*���� � ��#�. 3.2. � ��#�. 3.3 

����	������� ��$��� �������, 
������ 



 

*	����������� 	��#. ��$�* ����������� � 	������	��*4/��� �� 

�������#�������� 	�	������, � #���� ���� �����$���� ���� ������� 
 ������ 

5�!���. � ��#�. 3.4 �!	*$����	� ������ �����  ��*���� � ��� �����$���� � 
�
�����
�. � ��#�. 3.5 	0���*�������� 
�������� 	��*
�*���� *	�������	�� � 

��*	�������	�� � &��� �+ �����$���� 
 	�	���� «+�/��
-$�����» (� 
 ������ 

,*�-����). � ��#�. 3.6 ���� ����������� 
��	���������+ � ��		��������+ 	�	��� � 

�#*���� ��
������ 	���	��� 
��	���������+ 	�	���. � ��#�. 3.7 �!	*$����	� 
������ !�0*�
���� � ��#��$��	�� �� ���������� 
 ��������	
�� �
�����
�. � 

��#�. 3.8 ������� ��
������ 
�������� ������ �	�!����	��� � ��
�#���, 
�
 ��� 


�������� ���*� !��. �����$��� 
 
��
������* *�������4, 	����$�/��* 

!�0*�
���4 ��#�������. � ��#�. 3.9 ��
�#���, 
�
 ��� �����#� ��������� 
��������	
�+ 	�	��� ��$�� ��������.	� (������������) 



������ 
���	���0. � �����$���� 
 ��. 3 ��������� ��	
��.
� #�������� 

����	����.�� ������ !�0*�
����. 

� ��. 4 #��������4�	� �����	� 	*/�	�������� ���$�	��� �������	�� � 

	��*
�*���+ �#������� � �
�������	
�+ 	�	����+. � ��#�. 4.1 

��������	��������� ����������� ������������� 	��������.���� 	������	
��� 

�����#� � �!	*$��4�	� ��#��$��� �����$���� ������ 
���	���0 
 �#*����4 

	��*
�*���+ �#�������. � ��#�. 4.2 �#*����	� ��������	
�� ��������� ������ 

��������.���� ��#�����; ��������$�/�� �����	��*. � ��#�. 4.3 �!	*$����	� 
��������	
�� �#�������	���� ��$�* ������ ��0����� � 	���
�� ��������. � ��#�. 

4.4 ��������� ��	
��.
� ��������, ���4	����*4/�+ 
�������4 	��*
�*���+ 

�#�������. ������� ��		������� �����. �������� ��
�� �������, ������!������� 
��������, ����� ��
�#���, 
�
 � ������ *��������� ��!����	����, ������$����� 

����
��, ����� �#������� ���������� ���*� �����	�� 
 ���#�����* 

#�������.���* �#������4 ���������+. (���� ��������	� !�0*�
�������� �����# 
��� ������ ��
�� ��!��� ���� ����	�����, ������$����� &����!*����, ���.�� � 

�����. ��
����, ��
�#��� 	*/�	�������� ���$�	��� �������	�� � ������ 

��#������ �������� ���.	���. � ��#�. 4.5 ���� ���������� !�0*�
��������� 

������ =�		� � &$�#�0� 
 ������ �
�������	
��� ��	��, ������� ������$����� 

(�����. � ��#�. 4.6 ����	������� ��#��$��� �����$���� 
 �
�������	
��* 

�����#* ������ �	�!����	���. "�#��� 4.7 #����6��� ����*. 

� ��. 5 �#*��4�	� �
�������	
�� ��
��. � ��#�. 5.1 ��		�������4�	� 
������������ ������ ������+ ��
���. � ��#�. 5.2 ����	������� ������� �*��
���-
'�����
	��� � !�0*�
�������� ������� -��0� � �!	*$��4�	� �+ �����$���� 
 
�
�������	
�� #������. � ��#�. 5.3 �		�������� 	*/�	�������� ������.��+ ��
��� 

� *���/����� ������ �������� ��
�� ����	�. � ��#�. 5.4 ��
�#���, 
�
 ��$�� 
��������.	� ��	*�	���� �������	�� � ���������	��� ��
���
�������	
�� ������, 

������$����� 

��.!���� � (�����. � ��#�. 5.5 ��
�#��� 	*/�	�������� 
���������+ ��
��� � �!�!/����� ������ 5�!���. � ��#�. 5.6 �� ��
�#�����, 
�
 
�	���	���� ����+ 	������ !�0*�
��������� ��������� � ��!������ ������ ��	�� 
��� ��� ��4�� ������4�	� 	��*
�*���� �#������� — �� 	����������� ���
� �� 

������.���� ��
��. � ��#�. 5.7 ��		���������	� 	*/�	�������� �������.��� 

���������	
�� ������
� #�����	�� ��� ��
���
�������	
�� ������ ��������� 
0���� � �����.�� ��0������������ 	����. � ��#�. 5.8 �#*��4�	� ���������� 
0�*
�*���� � �����	�
�����+ ������+ ��	��+. � ��#�. 5.9 ��#���� ��
������ 
���������	
�� ������ ��� ������0�
���� ��	���*4/�+ !�0*�
���� #� 
!�0*�
����� -��0�, ���	����� � ���� �����. � ��#�. 5.10 ��
�#�����	� 
	*/�	�������� �
�������	
�+ ��
��� � ������ ����
����4/�+	� ��
������. 



� ��. 6 �#*����	� �
�������	
�� +��	 � ����������������+ ��������	
�+ 

	�	����+. � ��#�. 6.1 ���� ����������� ������� +��	� � �!	*$���� ��#��$��� �*�� 

��#��
������� +������	
��� ��������� � ����������������+ 	�	����+. � ��#�. 6.2 

	0���*�������� ��
������ 
�������� ��	
�����+ ���!��$���� � ��������	� 
������ 	*/�	�������� +��	� � ��	
������ ������ ����	�
������ �
�����
�, 

������$����� )�*�����. � ��#�. 6.3 �� ��
�#����� 	*/�	�������� 
����������	
�+ ��6���� � ������+ ��	�� �������.��� �����	�
������ �
�����
�. 

� ��#�. 6.4 ��
�#���, ��� *��������  ������ ���*� !��. �	���.#����� ��� 
���	���� ����+ *�!���	����	
�+ 	�	���. � ��#�. 6.5 �������	� � ���, ��� 

��$�*�������� 	���*�����	��� ��$�* ����.���� �
�������	
��� 	�	������, 


������ � 	�*��� ��#���	���	�� �!����4� ������.���� ��
����, ��$�� �����	�� 


 ��#��
������4 	�������� �����
���� �, 	���������.��, +��	�. � ��#�. 6.6 �� 

��
�#����� 	*/�	�������� �
�������	
��� +��	� � ��*+��������.��� ������, 

������$����� �**. � ��#�. 6.7 �		���*4�	� ��	���	����, 
 
������ ��$�� 
�����	�� ������� �
�������	
��� +��	�. � ��#�. 6.8 ���� ��	
��.
� #�������� 
 
�����. � �����$���� 
 ��. 6 �� ��
�#����� ��
������ 
�������, ��
��, 
�
 
	*/�	�������� 	����������+ ����
 � ������.��+ ��
���, ������4/�� ���*������ 
���$���� � ����������	
�� ��6���� �� �	������� +��	�. 

� ��. 7 ��		���������	� ������� 	��+�	����	
�+ �����		�� (	 �*������ 

	������� #���������) �� +�� �
�������	
�� ����4���. � ��#�. 7.1 ����/�� �!#�� 

��
�����+ ���� ������������ �
�����
�, 
�	�4/�+	� ������� 	��+�	����	
�+ 

�����		�� �� �
�������	
*4 ����4��4. � ��#�. 7.2 �� ���������� ��
������ 
!�#���� 
�������� � �#*����� 	��+�	����	
�+ �����		�� — 	������ ���� ������-
����� ��
�����+ ������� ������ ��������	���, #���� ������ ������� 
	��+�	����	
��� �����		� � �������� ��#������ ������� 	��+�	����	
�+ 

�����		��. � ��#�. 7.3 �� �	���� �	���.#������ ��	���-*�������� ��
�#���, ��� 

����� 0�*
�*���� ���*� *��	�� 	�	���* ����
� �� �� ����������.��� ����
�����. 

� ��#�. 7.4 �� �����	����*�� 
���	������� ���+�� 
 	�	����� 	�����.��� ��-

����
�, ������$����� ������� ������+�� � -�����, � �������� ������ ����, 
�
 
���� ���+�� ��$�� !��. �	���.#���� ��� �!8�	����� «��	�� )*�������». � ��#�. 

7.5 	����$��	� ���.���6�� �!8�	����� 6*����+ �00�
��� � ���������+ 

	��+�	����	
�+ 	�	����+ �!��#� 
������	
�+ ����
. � ��#�. 7.6 �� �����.�� 

��		��������� ������� 	�*�����+ ��#���	���� 	���� �� ��*������ �����������-

������ 	�	���� �!��#� 
������	
�+ ����
. "�#��� 7.7 #�
�4���� ��� �		���������. 
� ��. 8 �� �#*���� ��#������ �����		� ������!��#������: ��	 ������	*�� ���. 

	��*
�*���� *	�������	�� � �����		�+ 0����������� �������. � ��#�. 8.1 ���	��� 

��#������ ���+��� 
 *�!���	����	
�� ��������	
�� �����		�� � ��*
� � 

�������+, �
�����
� � ������0�� �������. � ��#�. 8.2 �� �		���*�� ���. 
	��*
�*���� *	�������	�� � �����		�+ �!��#������ �������. � ��#�. 8.3 ��� 
���4	������ 	��$��	�� �����	
�� ������
� ��������	� ���	����	������� 
��
����	
�� �����. !�#��	� �** «�*�.�����
����-�
	��������». � ��#�. 8.4, 

�	���.#*� �����. (����, �� ��
�#�����, ��� �����	
�� 	�	���� ��$�� 

	��!���#������. ��������� ��00*#�����+ ������. � ��#�. 8.5 ����� ���� 	 



��������	
��� �����		��� ��#������� � 	�	*/�	�������� $������ ������, 

������ ���	���4�	� 	�	����� ���������+ *�������� � ��	���+ ����#�����+. � 

��#�. 8.6 �� �		���*�� �����. ������, 
������ �!��#� 
������	
�+ ����
 ��������� 
���������, ����!��� !��*/�� ������. � ��#�. 8.7 �!	*$����	� ������� 
��*	�������	��� �� �����		� �!��#������ �������. � �����$���� 
 ���� ����� �� 

�������� ��� ������� ������� �!��#������ 	��*
�*� — �����. ���0�����#� � 

«'�4		������». 

� ��. 9 ����	������� ��
������ ������ ��������	
��� �
�������	
��� �����#� 
� �!	*$����	� ���. +���
����	��
 	����	����	
�+ ����6���� � ��������+ 

��	6��!�� � �
�������	
�� �����#�. � ��#�. 9.1 �!	*$����	� ������� ���������� 
-�
��� � ��� #������� ��� �
�������	
��� �����#�. � ��#�. 9.2 	0���*�������� 
������� � �������.��� ������!��#��. � ��#�. 9.3 ��������� ��
������ ������ 

������ 	���*�����+ ��#�*/����. � ��#�. 9.4 �� ��
�#�����, ��� ���������� � 
�
�����
�, ��
��, 
�
 ���.��, #���!����� �����, ����, ����*
���, 
������, 

���������� 	���
� � ��+�������, ���4� ��#��� +���
����	��
� � ��#�����+ 

������+. � ��#�. 9.5 �		���*4�	� 	�����6���� ��$�* ��	6��!�� ������� � 

+���
����	��
��� 	����	����	
�+ ����6����. � ��#�. 9.6 ������$��� ��
������ 
���������� 	����������	
�� �
�����
� ��� ��������� ��������	
��� ��������� 
��������	
��� 	��!/�	���. � �����$���� 
 ��. 9 �� ��
�#�����, 
�
 ������� 

���������� -�
��� ��$�� !��. �����$�� 
 	��+�	����	
�� ��00��������.��� 

*���������. 

� ��. 10 ����	� ����������� 	����������	
�� �
�����
�; �!	*$����	� 
	�����6���� ��$�* 	����������	
�� �
�����
�� � ������������ �
�������	
�� 

�������; �		���*4�	� �����$���� 	����������	
�� �
�����
� 
 �����#* 

��#�����+ �
�������	
�+ ���!���. � ��#�. 10.1 ����������	� ������� 
	����������	
�� �
�����
� � �		���*��	� �#����	��#. ��$�* 	��������
�� -�
��� 
� �
�������	
�� �������. � ��#�. 10.2 �!	*$����	� 	��#. ��$�* 	����������	
�� � 

������������ ��������	
�� �
�����
��. � ��#�. 10.3 ��		������� �����$���� 
	����������	
�� �
�����
� 
 ������ 
��
*������� � �������� �
�����
�. "�#��� 

10.4 ��	��/�� ���������4 	����������	
�� �
�����
� ��� �����#� 
�
�������	
��� ��#�����. 

� ��#�. 10.5 �#*����	� 	�����6���� ��$�* ��#��$��	�.4 � ���!+�����	�.4 � 
�
�������	
�� $�#�� 	 ���
� #����� 	����������	
�� �
�����
�. � ��#�. 10.6 

�!	*$����	� ���. 	����������	
�� �
�����
� � �������� ��6���� �
�������	
�� 

������
�. � ��#�. 10.7 �� ��		��������� �#����	��#. ��$�* ��
��- � ��
��-

�
�����
��. 

,���� 11 	����$�� #�
�4�����.��� ������. 



2 ��
�� � �
�
�
�� � 

��������

��� �
���� 

�	�����
 ��*���	��� �� � ����+ ����+, � � ���, ��� 

	�����, �� 
�����+ !��� ��	������ !��.6��	��� �# ��	, 
� 
������ �����
�� � 
�$��� *����
 ��6��� 	�#�����, 
�� ������4� ���	������.��	��. 

#$. �. '���� (1936) 

2.1 

�������	
�� ����4���. �������� 

�*�. $�#�� — ��������. 

��� +�� 

��	�� ������ ������� ����� ����#�6�� *�������.��� �
�������	
�� �������: ��� 
	����� — (������� ,������� � ;�����, 
������ ���������	. #�������.��� 

��#�*6����� � +��� ����� (�� 
������ ���� 0�#���	
��), !��� ��		��������� � 

	���� ��#�����.	� 	� #�������.�� !��.6�� 	
���	�.4, ��� 	�����, �������6�� 
����*. '*���� �
�������	
�� ��	�, !�	���� *�!���#���� � �������	������ 
�
�������	
�� *	��+� ��!�4����	. � ��	��������� ���� � � ��*��+ 	�����+, +��� 
������ �+ ��#����� +���
����#�����	. #�������.���� (�����*�������) 

0�*
�*������. &�$� ��*��� ����� 	����� � ��#�����+ �������+ �����	. ��#�����. 
����� ��� !����� 	���. ����
�, ��� ��$�� !��� ���*���., !*��� �4��, ��	���-
4/�� ��#��� �!��	��, ���$���4� �� � ����� � ��� $� 	����� — ����� ��������: 

����� � ��	�� ����4� ��������4/*4 ���. � 0����������� � �#������� 

+���
����	��
 �������**��� � 	��!/�	��. 


�����	�� ������$��� ����� ������ ��� �!8�	����� 0������� 

�
�������	
�� ����4���. ����
� ������ �
�������	
�� ������
� �	� �/� 
�	���.#*�� *���/����� ���+���. &� 	�+ ��� �	������ ������	 � �������*�� !�� 

	�	��������� �� *	�����+ 	*/�	��������, ����	������	�� � *	�������	�� 

	����������+ 	�	������. 



� ��	��	�.4, � ����.��� �
�����
� ��� ���� ��������� �� #�����	���������. 

���	�� ����� ����.��� �
�����
� ��������� 	��$�*4 ������
*: ���������	
�� 
��
��, �����*������ 0�*
�*���� � +��	. ��$�* ���	������.��� �
�������	
�� 

��#������ � �
�������	
��� �������� ����� ��	�� ��#���, � ���� ��#��� �� 	�-


��/���	� 	 �������� �������. ����� !� �
�����	�� �� �!��/���	. 
 ���!����� 

������
�, ��� ��+���� ����� ��� ��#�����	��. '�#*	�����, 	 ����� 	������, ��� 

��$�� ����	+����. �	���	���� 	��$��	�� �
�������	
�+ 	�	���, 	 ��*��� 	������ 

— �#-#� ��	*�	���� �#������������� ��$�* 	����� �
�����	����. '���� ����, 

�4!������, ��� ��#��� ��$�* ������� � ���	������.��	�.4 �� 	�
��/���	� 	 
���������� ��/��+ 
���.4����� � ��
�������� 	����	����	
�+ �����+. ������, 

���� � ��, ��� *	����6��	�������� � ��+��
� ����	����� � ������������� ���*� 
��6��. �	� ���!���� �
�������	
��� ��#�����, ���� �� ��������� — �����# 
����.��+ �����+ ���� � ��� �������, �	�� �� ����$�� �� ���
������ +���6�� 

�������. 

2.2 5����� �������	�� � �
�������	
�� �����#� 

���	��� 0�#�
� ���������	�, ���.
� �	�� 

������.�� #���� �����	 ... 

X. ,. -��
�� (1988) 

����� ��� 
�
 ���. �!#�� �	�����+ 
�������� ������ �
�������	
�� ������
�, 

�� ���	���, 
�
 ��$�� ��� ��������� ��������	
�� �
�����
� �
�����
� 
	������	
��. 

���������$���� ���*������ #��	. 	�*$�� �� �!	������.	���, ��� ���!���� 
��$��� ��#*�.���� � �
�������	
�� �����#� !��� ���*���� �# �������	��+ 

������. ����!�� ��
������ ��*��� 
��������� �
�������	
��� �����#�, ������� 
«�������	��» � �
�����
� ��#���	������� �# ���������	
�� ��+���
�. ��������� 
�������	�� !��� �#��	��� ��+���
�� #������ �� �*!��
���� «'����	�	������ 
�����» � 1776 ���*, � 	����6���� ��������, ��� ���� ���� ������ 	��� ���� � 
��
�����+ ��+�����	
�+ ��������+. ����
� ��	
��.
* � ���	������.��	�� �� 
	*/�	��*�� ��
�� �
�����
�, 
������ ����� !� !��. #�0�
	������� � 	�	������ 

��
��, �����# �������	�� ����� ���� ����������*4 ���������	�.. ��#��
��� ��-

���	, ��#��$�� ��, ���.#*�	. �������� �������	���� �����#�, ������. 
�
��-�� 

	��� �� ���!���� ����4���. 5�� �� �����, ��#����� �
�������	
�� ������ 

��
�#���, ��� �����# �������	�� ������	� ��	.�� � ��	.�� ����#���. 

������	 �
�����	��� 
 �������	��� 	��*����� ��$�� ��������. ����
�. ��-

�����+, 	�	������ �������	�� ���4� �	�!�� ����� 



�� ��6� ��������, �����* ��� 
���� �� 	���6����� 	�!�, 
�
 *	������ ��
�� 
����������#������� �
�����
�, 
������ �/� � �00�
����� �� �!���*$�����, ��� 

#���	�*4 ��
�� �
�����
� ��+����	� � 
��
*������ �������	�� (
������ 
����	������� 	�!�� 	����������� 	�	������). �������, ��� �� ���$�� �#�����., ��� 

�	�
�� 	�	���� 	����6����� 
��
*������ �!�#��� ����. ����$���*4 ��������4 
 
�������	�4 — ���	���6�� �������� ���* ������	� ��*�����!��#��� ������
� 

��
*������� ������ («������� � ��*����»). '���� ����, � 	���������� �������*�� 
� ������+ ��
��+ � �
�������	
�� +��	� ��
�#���, ��� 	��������� 
 �������	�4 

����� ��	�� ��6. � ������������ ���� 	�*����. ������ ���*������ � ���.#* 

�#*����� �������	��, 
������ !�� ������*� ����������.�� ���6�����, ������	� 
*����$����� � ���, ��� � �4!�� ����.��� �
�����
�, �	�� ��� �� ��+����	� � 
	�	������ �������	��, ���	��*4� 	��� 
������ 	������	� ����*�. �� 
 �������	�4. 

���$�	��� �������� �# ���� 
���� ��
�$��, ��� � �!/�� 	�*��� ���� ���*����, 
*��, ��	�	��������. 

5� $� �	����������4/�� ���*����� ��$�� �!���*$��. � � �!�	������� 


�������� «��������� �*
�» �����. ��	������ ������ �#������ ��� 	�����.��� 
	�	����, ���$���� ��� ���	����� ��#���	���+ 	�� 
 ��#������ 	�	�������, 

	����	*��	� ��� ���� 	 �
�������.��� ����$����� �������	��. � ����� ��#*�.���� 


��
*������ ���*� !��. 	����6���� ������� �� ��+, 
������ �����	. � ���* 

*��	���
���. ���� 	0���*������� ���!���� ��$��� ����� �!/�� �������	��� 

������ — 	��	�!��	�. 
��
*���*4/�� 	�	���� ��	�����. ��
��� ��	���������� 
��	*�	��, 
������ � ������������ 	��	�� �
�#�����	� �00�
������. "�
���� 

(1817), ����. (1848) � ���
	 (1867), �.� ��!��� #�������� ��
������ ������	
�� 
���!��� * �����, �	� ���*� !��. ����	��� 
 ������ ����	��������� �!/�� ������ 

��������	
��� �������	��. ����
� ��
�� �# 
��		�
�� �� ������ ������ �!/�� 

������� �������	��, ��
�� ���� �� 	0���*������� ���. 	���	�. 
)*������ (1934, 1975) ���� !��#
*4 ���6���* ���
* #����� ����	����.�� 

�������	��. ����
�, 	����	�� )*������*, � 
�������	����	
�� 	�	���� 
�
�������	
�� �������	�� ���!/� �� ��$�� !��. ��	����*��, �����* ��� �	���� 
	*/�	��*4� ���6�	���, 
������ 	�����4� 	�	���* �# ����$���� �������	�� — ��� 

�� �����, �� 	����� ��$��� �#*����� �������	��+ 	��*
�*�, ��
 
�
 ��� ��#����4� 
����	���. ��������4 ����.��+ �����		�� �
�������	
�� ����4���. 

������ 0���*�����
� �!/�� 
�������� �������	�� ��$�� !��. ����	��� �� 
	��� ���.��	�, +��� ������ �� �������� !��� ��#���	��� ��#��!������. �. 

&$����	�� � �. ��������. "�!��� ���.��	� #���$��� 0*�������, �� 
������ � 

������ �����4�	� �
�����	�� 



:��!� �+�����. �!��	�� �!����, ����#���	���, 
������� � �����, �� ��#��� �!/*4 

�����4 �������	�� � *��0����������� 0���*�����
�. 
������ �������	�� ���.��	� ����. 	���� �!	*$���.	� � ������ 1950-+ ����� 

(	�., ��������, &�!��, 1959, 
���* � -��, 1971). "�!��� ��	�����+, 
������ ��	�� 

��#���4� �!/�� ������� �������	��, !��� 	0�
*	������� �� �����	� 
	*/�	�������� 
��
*������+ �������	��, ��������������+ �������	���� ������. 

5�
�� �!��#��, �!/�� ��������	
�� �����# ������������� *	�������	�.4 ��
�+ 

�������	��. &�����
� #��	., � �	������, 	�	���� � «�	
*		������+» �����		�+ 

���*��������� ���. ��� 	*/�	������� �!��#�� 	��#��� 	 *	�������	�.4 

�������	��, ������������� � ���
�+ 	����
� (
���* � -��, 1971). 

� �#��	���� 
���� «�	���� �
�������	
��� �����#�» ���*��.	�� (1947) 

��	������� �	���.#������ 
�������� �������	��, ���*������*� ��� ���, ��� ������ 
�
�������	
�� ���!���� ���*� ��		��������.	� 
�
 #����� ��
	���#���� � 

������#����. �� ���*��.	��*, ������ ��������� �����!����� � 0���� ����4�	� 
���	���� �����$������ ������� *	������ ��
	���#���� (��
	���#���� 	 
�������������). 
��� ������� �!���*$����� �� ���.
� ����*4 	��*
�*�*, 

��$�/*4 � �	���� 	���+ ��#��+ ���!���, �� � 	�*$�� �	�����
�� ����+ 

���������	
�+ ����	
�#����. ����� �# ���!���� ���*�����+ �������, 
�	���.#*���+ ��� ���� ���+���, ������	� 	��������.��� 	������	
�� �����#, 	*�. 

������� #�
�4����	� � �#*����� ������� 	����� #������� �
�������	
�+ 

����������. ����� ���� ��� ��0������4 � ���, 
�
 �#�����	� �������	�� � 
��#*�.���� �
#������+ ��#���	���� (6�
��). �� ��6�� 6���
�� ���������� � 
��#�����+ #�����+ �
�����
�. � ��#�. 4.1 �� �!	*��� ���� ����� � ������+. 

2.3 &�������	
�� ������ � �
�����
� 

�	����� ��*
� ����
� �� ������������ — #� 
�	
�4������ ���� *�����+ ���!��$����, 

���	���*4/�+ ��*������� ����. 2� +�� ����� 

������������ � ������	
�#*���+ ���������. 

.. *�� �$�� � .. /
�� ��� (1984) 

����� ���$�� �+����. � 
���	��� ��#���	���� ���������� � ���	���� 
�$��� 

�
�������	
�� ��������. ��
�
�� ������ �
�������	
�� ������
� �� ��$�� 
�#!�$��. ��		�������� ��������+ #���	���	���. � ������+ �������	�� ����� 
�	
�4����, �����* ��� ������������	�, ��� 	�	���* ��$�� ������$����. � ��
�� 

	�	������, 
���� ����6���� �#�������	���� ��$�* ����������� �	��4�	� 
���#�������. 
�� ��������$���� 	����������, �	�� ������ 



��!�4����� ����. 
�����
 ��� �	�� �� ����� ���� ���.
� 	� 	������������ 

	�	��������, � 	���������.��, ����� �� ������ ����. &� �#��	���� 	������, 

�������	��� �����# ��$�� ��		��������. 
�
 ��	���� 	�*��� �����#� 
��������	
���. 

�� ������ �
�������	
�� ������
� �����	� �!6����� �������*��. �	������ 
��!��� � �!��	�� �
�������	
�� ����4��� ����	��	� 
 �����	�� �
�������	
��� 

��	�� � ������+ ��
���. ��	�� ���� 
�
 � ��. 5 !*��� ��� �!#�� ������ ������+ 

��
���, �� �!�����	� � 
 ������ �
�������	
��� ��	��. 


�������	
�� ��	� ������	� 
��		���	
�� ��������� �
�����
�. 

(�������.��� �
��� � ��� �����4 	����� ������ ������, &. "�
����, 5. ". 

���.�*	��, �. ���
	��, &$. ������ � ��*����. 

� ������� ������� 	 1870 �� 1920 ���� � �������*�� ������������ ���+�� 

��	������� �������	�� ���6���� � ���+�� �!/��� �������	�� ���.��	�. � ��*��+ 

'���-'����
�, ����
�, ��
	���� � 7�6��� !��.6�� ��#����� ���*���� ��
$� 
������ 
������� � ���!���. ����
�; �� 
������ ���� � 	���� 	���������+ 

����	��������, �+ ��!��� ��	�� 	������� *���/����� 0���*������
 � ��������� 

��������. ��$�� 	�����., ��� «�������#�, 
�������#� � ����
�����» (1975), 

«5����� �
�������	
��� ��#�����» (1934) &$. �. )*������� � «5����� 
�
�������	
��� ��	��» �. �.  .4�	� (1955) ��
$� �� ��+���� #� ���
� 


��		���	
�+ ��������. �	� ��� ��!��� +���
����#*4�	� ���, ��� ��� �!8�	����� 
+��� �
�������	
��� ��#����� �������4� �� �������� �� ���.
� «��	�� �
�����-

��	
�� ����������», �� ��
$� � ��
������ 	�����.��� 0�
����, ��
�� 
�
 �����., 
���
�, �!/�	������� ��	���*�� � �. �. 

� ����4������� 	�	���� )*������� ��$�*4 ���. ��� ��	������� ������ 

������ 
�������� ���������. 
�� ������� ����	��	� 
 ��#������ �	��
��� 

������������ — ��
��, 
�
 ��������� ����+ �����!��	��� � �#������� 
����������, 	�	�����4/�� ��	�. �����		� 	�����.���� �!*�����; ��#��!��
� ����+ 

�������, *����������4/�+ �*$�� �����!������; �	���.#������ ����+ ������� � 

�!��*������� ��� *	������ 
��
*�����	��	�!��	��; ������$���� ����+ 

������#�������+ ������� � ��
����� ����+ ���
��. � 	��* 	*/�	�������� 
���������, 
��
*������� 
�������	����	
�� �
�����
� �� ��$�� !��. *	��������. 

����
�, �� )*������*, ��
�� ��*	�������� ����4��� �� �#������ ��#�*6���� 
	�	����. ��$���* �
#�������* ��#���	���4 	������	��*�� ����� 	�	������ 
�������	��, � ����������� 
������� ���$��	� ����.��� 	�	����. � ��	���/��* 

������� ��� �!8�	����� ������
� �
�������	
�+ 	�	��� ��� *����+, 

����*6�������+ ���	��
������, ��
������ )*��������, ��#��!����� 

«����4�����*4 �
�����
*» (	�., ��������, ���.	�� � ������, 1982). (��	. ������ 

«����4���» #���	�*4 ����	��	� 
 �������������� �����		�� � ������		����� 

���������. 



5����� «���-�������	��» ��� �+ ���+��� ������	� 
�4����� 	����� � !��.6�� 

	������, ��$��� ������ «�������	��». � ���� ����6���� 	����������	
�� 
�
�����
� �
�#�����	� ��	.�� ��+�$�� �� «����4�����*4 �
�����
*». 

������	 
 ��
���
�������	
�� ������ ��	�� ��#������ «�!/�� ������» ����	�, 
+��� ��� ��!��� 	
���� ��$�� !��. �+���
����#����� 
�
 «��	�-������
�», ��� 

���	�� ������
�. «�!/�� ������» �!��	����� 
�����* �#�������	���� 

�������������+ ��
���
�������	
�+ ���������+. 

����*�� #������., ��� ��� ����	� � ��
�����+ ��� ��	����������� ����4��� 

�������	����	
�� 	�	���� ������	� ���������.�� ��	��!��.���, ����� 
�
, 

	����	�� ���
��		���	
��* ���+��*, �
�������	
�� ��	� +���
����#*��	� 
�
 
*	�������� �����		. ����	 �������, ��� ��������.	��� ��$�� 	��!���#������. 
�
�����
*, �������� ������ ��������	
�� ��6����. 5�
�� �!��#��, ����� �# 
�	�����+ ���!��� 
���	���	
�� ������ ������	� �����	 � ���, 
�
�� �!��#�� 

	��!���#������. �
�������	
*4 	�	���*. (�������.�*4 ���. � ��#����� 

	���������� �
�������	
�� ������ ��	�� 	������ ��!��� ���*��.	���, ����*, 

����6���, -�
	�,  ����.��� � ��*��+. 
�� ��!��� 	0�
*	������� �� �����		�+ 

�

*�*����� 
�������, ���������4/�+	� 	 *���������� ����#���	��� � 

�����!�����, �� ����� �	� ��� ��������� � ��������$���� #�������� 

*	�������	�� 	�	���. � ��� ��� !*���, �	�� 	�	���� ��+����	� � ��*	�������� 

	�	������, 	
�#��� ����. 

��$�* 
��		���	
�� � 	���������� �������� �
�������	
��� ��	�� 	*/�	��*�� 
���$�	��� ��#�����. ��������, ��������	
�� 0�
��, 
������ ������	� �!8�	���. 
	���������� �
�����
� ��	��, 	����6���� ������� �� ��+, 	 
������� ����� ���� 


��		���	
��. 5�
, �
�#���	., ��� ��
������ �# ���!���� ��$��+ ����	
�#���� 

������ ���.�*	� � "�
����, �� �����#*4�	�. �����
� ��, 	������ ���� 
#����������.��� �� �������� ��#��	��4/��, ��	������ �� ��	��� !�	����, ��� 

����*
��, � ���. 	��.	
��� +�#��	��� �� ����6���4 
 �����6�����	�� #������ 

	��$���	�. 
� ��*��� 	������, �	������ ��������� 	���������� �
�����
� ��	�� ������	� 

�!8�	����� 	������ � ����#���	���, #�����	�� � �
��������� 
������� ��	�*/�� 

�
�����
� � �#��������6���� ��$�* ����� �����������, � ��
$� �!8�	����� 
���$���� ��	���������� ��+��� ��$�* *��	���
��� ����#���	���. ����������� 
������ ��	�� ������	� �������. 
������*��.��� ���
�, � 
�����+ ���*� ����. 
��	�� ����#�� !���� #�������.��� ��������	
�� �		���������. 5��� �
�����
, 


������ ������	� ���	��. 	���������� ������, ����4�	� 	*/�	������ !���� 
��#������ � ���*	������#����������. ������� � ��*� � ��
�+ �
�����
�+ — ��� 
��������� ���
�, �� 
�����+ 0�
*	��*��	� �	������ ��������. 



(����, 
������ ������	� ��$��� 0�
����� � 
��		���	
�� ������ ��	��, #��	. 
�!���� �������*��	�. �����# � �	������ 
���������*��	� �� 	�����6����+ 

«�����!�����-����	�����», � �� �� ��	���������� ��$�* ��.������������ 

����	������� ��� ��.������������ �����!����.	
��� ��������. 

-��� ��
������ ������ � ���� 
���� ��#��!�����4�	� � ���
�+ 	���������� 

�
�����
� ��	��, �	������ ���+�� 
 �
�������	
��* ��#����4 * ��	 ��*���. �� 

!*��� �		�������. �����*/�	������ �� �
�������	
�� �00�
��, 
������ 
�������4�	�, 
���� �������������� �������	�� ��+����	� � �����		� *	����������. 

2.4 ������� 	������	���� ���*��.	��� � ��� ����������� 

�������*� �
�������	
�� �����		�, �� �!���� ������ ���������, 
������ 
�	��4�	� ���#������� � ������� �		���*����� �������. &�� ���	���� ���6��+ 

��#���	���� �	���.#*4�	� ��
�� �������, 
�
 «�
�*$����», «�
�������	
�� 
������
�» � «	��*
�*�� ��		����������� 	�	����». ��	
��.
* ��� ��������� 

���*� �#�����.	�, ��$�� #���. ������� �+ �#������� �� ��������� 	�	����. &�� 
�����#� ���+ �00�
��� ������$��� 	��������.��� 	������	
�� �����# � ������� 

	������	����. 
���*��.	�� ��6�� ��� �	�����
� ��0�������, �� 
�����+ ��$�� 	�����. 

�
�������	
�� ������#�. ��-�����+, ��
������ ��#*�.���� 	��������.��� 	����
� 

��$�� ���*���. �# ��������$���� � ��������.��� ��������� ���������. �� 

��		������ ��* ���* � ��#�. 4.1. (���� ���*��.	�� ��
�#��, ��� �/� !���� ��$��� 
��0������� ��$�� !��. ���*���� �# ��������$���� �! *	�������	�� 

�
�������	
�� ������. (��	. �� ��
�$�� ��#��$��	�� � ����������� ����� 

������. 
���$�� �	���, ��		������, 
�
 �!8�	����	� ������� ���.��	� �����		, � +��� 


������� ������$���� � 	���	 *�������6���. ������������	�, ��� ��� �4!�� ����, 
�	�� 	���	 �����6��� ������$����, ���� !*��� ��	��; �	�� ������$���� 
�����6��� 	���	, �� ���� !*��� �����.. � ����� ���� ��� ��$�� #���	��. 
	���*4/�� �!��#��: 

 

��� �(0) = 0, �' > 0, � — ����, 0 — ��������, 	������	��*4/�� �
#������� 

0�
�����, a D � S ����	�����4� 	������	������ 	���	 � ������$����. &�� 
���	���� �*	�. � = 1. �!��#� ���
� �������	�� �= �0 	�����6���� (2.4.1) ��$�� 

���!��$���� ������	��. 
�
 



 
��� ��*/��� �����, 	����$�/�� ��	6�� 	������ (�-�0)

1
. 2	�� �!�#�����. 

�����.�*4 ���* 
�
 �(0), �� ��6���� *�������� (2.4.2) ����	� 0���*��� 

 
2	�� �������	�� *	�������, �� ��� t>+ ? ����� ��	�� �(t)> �0. 
�� ���������	� � 
��� � ���.
� ��� 	�*���, �	�� 

 

����� 
����� ������$���� ����� ����$����.��� ��
���, ��	������ *	����� 
���������	�. 2	�� $� ��
��� ���������.���, �� ���$�� !��. ����� 
�*���, ��� * 

����� 	���	�. 5�
 ��� �	�� ��������� *	����� *	�������	��, �� ����� �� 
��	��������� �����	 ���*���: 
���� ��	��� 	���	, ���$�� ��	�� ����. 5�
�� 

�!��#��, ��#*�.���� 	��������.���� 	������	
��� �����#� ���*� !��. �������� �# 
*	����� *	�������	��. 

� �����������$��	�. ������ ���.��	�, � ������ ������.��� ���� ���6���� 

�����	��� ������$���� ������������	� ��������� 	������*���*����. 2	�� «���� 
	���	�» �����6��� «���* ������$����», 
�����	��� ������$���� !*��� 
*���������.	�. ��+����� �!�#������� (2.4.2) � �#!����6�	. �� ��	6�+ 	�������, 

���*��� *�������� 

 
��6����� 
������� ������	� 

 

&�� ���� ���!� �������	�� !��� *	��������, �����!*��, ���!� 

 
�. �. ��
��� 
����� ������$���� ����	����.�� �	� ���.6�, ��� * 
����� 	���	�. 
2	�� Dp < 0, ����� (S� - Dp)/Sp > 0. ����������.��, *	����� *	�������	�� 

���6���� ���!*4�, ���!� 
�����	��� 

1(��	. Dp � Sp — ����#������ �� ���������� � 0*�
��� D � S 	������	������.—*���. ���. 
 



������$���� *����������	. � �4!�� 	�*���, �	�� *����������	� 	���	, ����� 
�
 
�#������� ���� �
�#���4�	� ������ #���	�/��� �� #��
�, ��
���� 
����� 

������$����. 5�
�� �!��#��, �# ��0������� �! *	�����+ *	�������	�� �� 

���������� ���*����, ��� ��	� 	���	� �������� 
 *��������4 ����#���	���2
. 

5�
�� 	�����6���� ��$�* *	������� *	�������	�� � ��#*�.������ 

	��������.��� 	����
� ��#���� ���*��.	���� «��������� 	������	����». 

������������	., ��� �	�� ���� ������� �����, �� ����� 	�������� 	 �������	��� 

��$�� ���#���. ������ ��� ����������� ��	���	���� �����+ �����������	
�+ 

�#�������. 2	�� #������� �����������. �����		 *	��������, �� ����� �#������� 
���������� ���*� ��������. ���.
� 
 ������� �#�������� ���������+. ��
�
�+ 

���#����+ ������� ��!�4���.	� � �� ��$��. 
�����������	�. �������� 	������	���� #���	�� �� �����������.���� 

��������$���� �! *	�������	�� �
�������	
�+ 	�	���, ��$�� �		�������., ��� 

����#�����, �	�� ��� ��������$���� �	��!��.. 

2.5 ��*	�������	�. � �
�������	
�� �����#� 

�# 	
�#������ ��6� �� �����, ��� ������#� *	�������	�� ��$��, ��	
��.
* ��	�� 	 
�� ����/.4 ��$�� ���*���. �	��	������ �
�������	
�� ��#*�.����. 

�������	������ *������ �����$���� �������� 	������	���� 
 ��#������ 

�
�������	
�� ���!����� ��
�#���, ��� ���� ����� �����.�� ����#��. ����
� 

���!+����� ������
�*�., ��� �������� ������#� *	�������	�� �� �#������, ��� 

�
�����	��� �*$�� �������*�. 0�
� ������� ��*	�������	��, ���	�� ����6���� 
 
��*	�������	��� � �
�������	
�� �����#� ���$�� !��. �#������. 

�#������� ��#���� !��.6��	��� �
�����	��� ����	����.�� ������#� 

��*	�������	�� � �
�������	
�� �����#� ��$�� ������4	��������. �����$
��� 

�# ��	��������� ���*��.	��� 
�
 
��		�
�-�������
�, ����	�/�+	� 
 1932-37 

�����: «��	
��.
*, �	��	������, �������
 �������	�� 	������	� ��		��������. 
������, � 
�����+ �����		� *	������4�	� 
 ����	�������* ����$���4 ��-
#���	��� �� �����.��+ *	�����... ��	��� ������, ��, �������
�, �������	. �� 
������. ������� ��	����#�	� � ��6* �����...., �� � ����.��	�� �� ������ 

�	���.#����� ������, 	����$�/�� ��	����#�	: 
�	����� �� ����� !� �	�����.	� ���$��� ��	�� ���*�!�... ��������, ��� � ��
�+ 

������+ � ��#*�.���� �������� � 	�	���* ������������� 

 

 

 

 

 

 

 

2(��	. ������������	�, ��� � ���
� �������	�� ��������� *	����� Sp > Dp. �# ����� �������	��� 
	���*��, ��� ��� �!�	������� *	�������	�� ���
� �������	�� ���!+�����, ���!� Dp < 0. — *���. ���. 



��#!����	��*4/��� 0�
���� � �	� ���	������.��� ���������� �� �	��4�	� 
���#�������...» (���*��.	��, 1972, 	. 540-1). 

�������� 
�������� *	�������	�� � �
�������	
�� �����#� !��� � 
#�������.��� 	������ �!*	������� ��#������ �	��	������+ ��*
, ��� ��� 
���������� �	��	������� �����#� ��������	
�+ 	�	��� ���!�����	. �+ 

*	�������	�.. &�� �
	����������.��+ ��*
 ��� #�����, ��� ��	
��������� ������ 

���$�� ��������. 
 ����� � ��� $� 
���	������� ��#*�.�����, �	�� �
	�������� 
���������	� ��� ����+ �#�������+ *	�����. 5�
�� ����6���� 
 ����.��	�� ��-

��
��� �# �����!��	�� � ���, ���!� ��� !��� ���	������.�� *	�������� � 
��
������ 	��*
�*���� 	��	��. � *!�$����� � ���, ��� ����� �#������� 
�
�*$�4/�+ *	����� �� ������*� 
 
������� � 
���	������� ��#������ � 
��������� ����.��� 	�	����, ����	������� 	�!�� ��	����� ��+���	����	
� 

���������������� 19-�� ��
�. � 	������	���� 	 ������ ���������	����	
�� 

��+���
�, 	��$��� �������, 
������ �� ���*� !��. �!8�	���� 	 ������������ 

�!����+ �������, 	�����	� ��!� 
 ��	�*���*, ��� ����!��� ������� �� �����$�� 
���������	
��* ��		�������4, ��!� 
 *����$����4, ��� 	�	���� ��+����	� ��� 

��#���	����� ��	�� 	��+�	����	
�+ �������. ��
 	���	����, +������	
�� ������� � 
����4������+ 	�	����+ ���
�*4�	� 
�
 ���+���/�� ������� ��� ���	��� 
��#�*/���� �������������� �������	��� ����4���. 

���� ��� ���
� #����� �� *	�������	�. ���������� �#�������. %	�������	�. 
!���� �� ������������	� � ��*
� ��������. ��
�#���, ��� ����� 	����� ���������� 
���*� ��������. 
 	��*
�*���� �#�������� ��������	
�+ 	�	���. 5�
�� 
	��*
�*���� �#������� � ����4������+ 	�	����+ ����4�	� �� �	
�4�����.����, 

�, 	
����, �!/��� 	�*�����. &�� ���������+ ��*	�������+ 	�	��� +���
����� 

	��$��� �������, ��
��, 
�
 ���*������ �	�������� � +��	. &�$� � ����	����.�� 

���	��+ ���������+ ��������	
�+ 	�	����+ ��$�� ��!�4���.	� 	��������� 
�!��#������ (�# +��	�) 	��$�� ������#������+ 	��*
�*�. '��� �������, ��� 	��$�� 

������#������� ���	����	�������, ��������� ��� ���	����	������-��������� 
	��*
�*�� ��#��
�4� �# +������	
�+ 	�	������, � � ��
�+ 	���������#*4/�+	� 
	�	����+ ���	�� *	�������	�� � �������� �� �!���*$����� ����4������� 
�����		�, �������/�� 
 �/� !��.6��* ��#���!��#�4 � *	��$����4 	��*
�*� 

(��
���	 � �����$��, 1977, -�
��, 1977, 1983). 

�� ��
�$��, ��� ��� ���� ���*� !��. �����$��� � 
 �
�����
�. � 

	���������+ �
�������	
�+ 	�	����+ �� ����	�
� ��� �
�#���	. ��������� 
�����		�, 	����4/��	� ��#
���, ������ ������	
�#*����� ����������. 



�������	
�� 	�	����, ��
��, 
�
 ���
� ��*��, 
�������-����$��� ���
�, 

*�!���	����	
�� 	�	����, 	�	���� ������#�
 � 	��#�, +���
����#*4�	� �������� 

+��	�. 



�	� ��� +���6� ��!�4������, #��*������ ������� �� ���*� !��. ���
����� 

�!8�	���� 	*/�	��*4/��� �
�������	
��� ��������. "�	�*/�� ���#����� 
#������� ����!��+ �����*�����	��� — ��� 	��*
�*���+ �#������� � +������	
�+ 

������� — ��#����� 0*���������.�*4 �����!��	�. � ����+ ���������	
�+ ����+ � 

��	��*�����+, 
������ ����� !� ��#�����. ��������. �		��������� #� ��������� 

������������ �
�����
�, !�#��*4/��	� �� ������ ������#����, �����#� 
*	�������	�� � 	��������.��� 	����
�. �����������	
�� �
�����
� �����	������� 
����� ���������	
�� ���
� � ������, 	��	�!��� *�����������. ��� �����!��	��. 

����*6�������� 	����������� ��!����� ��������
�� � ����	��������� 

�	��	������+ ��*
 � �!��	�� ���������+ ��������	
�+ 	�	���, ��
������ 
�
�����	�� ���	�*���� 
 �!8�	����4 	��$��+ �
�������	
�+ �������, ����� � 
��������	
�� �����# 0�
���� ��*	�������	�� � ���������	��. 
�� �		��������� 
���� ������ �����* ����������4 � �����#� �
�������	
�+ �������. 



3  ��
�
���  ���
�����
 
���  

� 
����  �������

���  
�
� 
�  

���!��$���� 
 !���� ��*!�
��* ��������4 �	-
�����+ ��������� 0�#�
� 	��#��� 	� �	� !���� 
	��$���� ����������	
��� ��������. 

%	�"��
 1��2
��� 

��������
�—	�*$��
� 	���������� ��*
�. '�# �� *��	��� ���� �� �
�#���	. !� 

��#��$�� ������ �# ����6��+ ��*!�
�+ �����
������� ��*
� � 	*�. �������. � 

��*��� 	������, ��������
� $���� 	���� 	�!	������� $�#�.4. 5�*�� �.4����, 
 ��!���� � 0�� ������� ����4� 	�!�� ���
��	��� ������ �#�������	���� ��$�* 

��������
�� � ��*���� ��*
���. 

��$�� *����$���., ��� � 	���������� �
�����
� +���
����#*��	� ����������� 

��������
� 
 	���� ��#��� 	���� ���!�����. ���!���� ������� ��������� ��	�� 

�
�������	
�+ �����	�� ���.#� ��	���. !�# ����������� ��������
�. �� ���!���� 

 �#�
* ��������
�, !��� !� ��*��� �!8�	���. ������� �
�������	
��� 

�������	�� � ���������	��, *	�������	�� � ��*	�������	��, �
�������	
� 

*	�������+ 	�	������ � �
�������	
��� +��	�. 
�	����� ���������� ��������
� � �
�����
� ��
 $� 	����, 
�
 �	����� 	���� 

��������
�. &�00��������.��� �	��	����� �	���.#�����	. � �
�����
� �/� 	 
������ �������������� ��
� (�*���, 1838). ������ !�������� �	���.#�����4 ����� 

�������� ���.��	 (1874) � ������ (1908) 	0���*�������� �����4 �!/��� �
�-

������	
��� �������	��, 
������ � ������ ������ ������� ����� ��	����� 	���� 


*�.������� � «�������� � 
�������» -�
	� (1939) � «�	����+ �
�������	
��� 

�����#�» ���*��.	��� (1947). ��	�� ������ ������� ����� 6���
�� ���������� � 
�
�����
� ��6�� ��
�� ��#���� ��������
�, 
�
 ���*
��� �����#, ��������� � ��. 

(��
����, 1968, 
���* � -��, 1971, 5�
����, 1985, ��
-������, 1985, �����	��, 


���* � ����	, 1988). � ��	������ ����� ��� �		��������� �
�������	
�+ 

����4������+ �����		�� �	� 6��� 	���� �	���.#����. �����4 
���	���0 � �����4 

!�0*�
����. ����	�������	�, ��� #���#������� �� ������� ��$�* ���*������ 



����������	
�+ ��#*�.����� � �+ �����$����� � �
�����
� ����� ��������4 
 

	�
��/���4 — � 	���� ����, ���$��; ��� ��6�� ���������� �	��	����� 
!�	
������ ����+, ���6�� �
��� ���*���� 	�������; � ���!� ����� ���������� 
������ 
���	���0 � ������ !�0*�
����, �
�����	��� ������!���	. �	��� 

��	
��.
� ���. 
� ���� ����� �!	*$��4�	� ��
������ ����������	
�� ������, ���������.�� 

����#��� 	 ���
� #����� 	����������	
�� �
�����
�. (��	. �#*��4�	� ���.
� ��
�� 
��������	
�� 	�	����, 
������ ���	���4�	� ������������������ 

�!�
��������� ��00��������.���� *����������. &�*��� ���� ��������	
�+ 

	�	���, 	��#����� 	 ���	����	�������� #���	���	���� � 	��+�	�����	�.4, !*�*� 
�!	*$���.	� ��#$�. 

3.1 &�����
� � �������	�� 

�!�
�������� ��00��������.��� *�������� 6���
� �	���.#*4�	� � ������ 

�
�������	
�� ������
�. � �!/�� 	�*��� ��������	
�� �#�������	���� ��$�* 

�
�������	
��� �����������, ��
���, 
�
 ����, #���!����� ����� � 
������, 

���	���4�	� 	�	������ ��00��������.��+ *��������. ��
������ ��������	
�� 
#����� �������� 
 (����!�����	
��) *��������� � ��	���+ ����#�����+, �� ��� 

���� *�������� �� ��		������, 
���� !*��� �#*���. ���!���� 0����������� 
�����	
�+ 	��*
�*�. � �!/�� ���� ��������	
�� 	�	���� ��$�� !��. #���	��� ��
: 

 

��� x: = x(r,t) — ��
��� #���	���+ ���������+, r — ��		������, ƒ (�) — ���������� 
��
���-0*�
��� �� �, a D — ������� ��00*#��. ��������, � *���/����� ������ 

����	�, � 
������ !*��� ���. � ��#�. 5.3, 
����������� ��
���� � (��� D = 0) 

����4�	� ��������.��� ��+�� � 	���
� ��������. � ������ ������ �# ��#�. 8.4 

���������� x(r, t) ����	������� 	�!�� ������	�. ��	������ � #����.�*4 ����*, � r 

— ��		������ �� ����#���.��� ���
� �����	
��� ���	����	��� �� �������.���� 

�������� ������ (@&"). 5�
�� �!��#�� 	�	���� (3.1.1) ��$�� �	���.#����.	� ��� 
���	���� �����		� �����0�����������, 
������ ���!��$���	� ������
�� 

���������� � � ���	����	���. � ���.���6�� �� �����!��$�� ��00*#������� 

�������. &�00��������.��� *�������� � ��	���+ ����#�����+ !*�*� ��		������� 

�����.�� � ��. 8. 

'�# *���� ���	����	������+ #���	���	��� 	�	���� (3.1.1) ��$�� !��. #���	��� 

�
 

x=f(x).                         (3.1.2) 

�� ����� !����� ����
 ��
�����+ ������� �����#� ��
�+ *��������. 



(� !���� ������ �#��$����� ��	����� ��������, ��������, 
 ����������* � 

 ����	��* (1955) ��� 
 :* � -���* (1982). 

������ �	������ *����$����� ����	����.�� ��
�+ *�������� �#��	��� 
�
 

������� ��
���-��6�- ��6���, 
������ #�*��� 	���*4/�� �!��#��: 

5������ 3.1.1. "�		������ 	�	���* *�������� 

x= f(x,t). 

�*	�. 0*�
��� fi(x, t) *����������4� *	������  ��6��� �� �	�� 	���� 

���������� (�. �. ���������� � ���������� � ��
������ #��
�*��� �!��	��, � ��� 
�	�+ �, �' �# ���� �!��	�� 	*/�	��*�� ��
�� ��	������� L, ��� 

( ) ( ) � -¢£-¢
k

kkii xxLtxftxf ,,  — *���. �����.). 5���� � �
��	���	�� t = t0 

	*/�	��*�� ����	������� ��6���� � = x(t), *����������4/�� �����.��� *	������ 

x(0). '���� ����, ��� ��6���� ������	� ����������� 0*�
���� �����.��+ *	�����. 

2	�� 

õ� = f(x,t,r), 

��� r — ��������, � 
�$��� 0*�
��� fi, � �
��	���	�� ���
� r0 *������������ 
*	����4  ��6��� ���������� �� r � ������	� �� r �����������, �� ������*/�� 
*����$����� �������4�	� �� �	�� �
��	���	�� r0. � 	���+ ����, � = x(t,r) ������	� 
����������� � ���� �
��	���	��. 

������� *	�������	�� ����������	� 	���*4/�� �!��#��. 

���
�
�
��
 3.1.1. (3�
�������
�.) "�		������ 	�	���* dx/dt = f(x, t). "�6���� 
� = u(t), ������������ �� [t0, ?], *	�������, �	�� ��� �4!��� #�������� ˛ > 0 

	*/�	��*�� ��
�� d, ��� �	�� �*(t0) — ����#���.��� ��
���, *����������4/�� 

*	����4 

 
�� ��6���� x=u*(t) 	 �����.���� *	������� x(t0) = u*(t0) 	*/�	��*�� �� [t0, ?] � 

*������������ *	����4 

 

��� �	�+ t ‡ t0. 

���
�
�
��
 3.1.2. (%����
�
������� ��
�������
�.) "�6���� u(t) 
�	���������	
� *	�������, �	�� (�) ��� *	������� � (b) 	*/�	��*�� m > 0, ��
��, 
��� �	�� 

 

 



�� 

 

"�6���� �	���������	
� *	������� � �����, �	�� m. ��$�� !��. ��!���� 

����#���.�� !��.6��. 

���
�
�
��
 3.1.3. (����
�������
�.) "�6���� �(t) ��*	�������, �	�� ��� 
��
������� ��	������� ������ ����$����.���� ˛ � �4!��� d > 0 	*/�	��*�� 
��6���� u*(t), ��
��, ��� ��� ��
������� t > t0 �������4�	� *	����� (�) 

 

� ���	�������� $�#�� ��$�� ����� ���$�	��� ��������, ������4/�+ �����. 
	*�. ������� ��*	�������	��. ��
���6��	� ����������.�� $��
�	�., ������� 
 

��
��	
�����	
�� 
���!�����, ��� 	���� ����+���� �� 	������ 	�	������ 
�������	�� � �����, �����, ��
�� �!��#��, 	��4 *	�������	�.. � *	�����+ 

0�#���	
��� �
	���������, 
���� �� �#������ ������������ *	�����, �������� 

�+���*4 ��/��	�., 	�	���� ��$�� ������ ����# ��� ��*	�������+ 	�	������, 

�������/�+ 
 	����6���� ��#������ ����� ���������. ���$��� ��*	�������� 
��������� ��$�� �#*���. ��
$� �� ������� ������
� �!�����+ 
*�	�� ���4� �� 
�
�������	
�+ ���
�+. 

���
�
�
��
 3.1.4. (!�"�
�	���� ��
�������
�.) "�6���� u(t) ���������� 

	�	���� dx/dt = f(x) ������	� ��!����.�� *	��������, �	�� ��� �4!��� ������� 

˛ > 0 	*/�	��*�� d > 0, ��
��, ��� �	�� 

 
��� �4!��� t ‡ t0. 

������� *	�������	�� � ��!����.��� *	�������	�� �� 	���*�� �*���.. &�� 
���4	������ ��#����� �� ��	. 3.1 �������� 	���*4/�� ������. ��������$��, ��� 

/ � /' — ��� ��!��� ��#��+ ��������. -��� ��		������ ��$�* ���� �	����	� �	� 
����� ������������, ��		������ ��$�* ��*�� ���
��� 1 � 1¢ �� ���+ ��!���+ 

�	���	���� 	����� 0�#, ����$������� ��#��	�.4 ��������, 	 �������� ������� 

��$�� *���������.	�. 5�
�� �!��#��, ��$� �	�� 

�� 

� (b) 



 

"�	. 3.1. ��������� ������� *	�������	�� � ��!����.��� *	�������	��. 

��!��� / ��!����.�� *	�������, 	������	��*4/�� �� ��6���� �� �!�#����.�� 

*	�������. 

�	� ��� �����������, 	0���*���������� ��� dx/dt = f(x,t), 	���������� � ��� 
���������+ 	�	���, 
���� f(x,t) = f(x). 
5��
� �������	�� ���������� 	�	���� x0 ����������	� �# *	����� f (x0) = 0. � 

���� 	�*��� � = x0 ������	� ��6����� �	+����� 	�	���� *��������. "������	�� 
������	� (�	���������	
�) *	��������, �	�� ��6���� � = x0 (�	���������	
�) 

*	�������. 

&�� ���4	������ ���+ ������� ��		������ �����. �
�������	
��� ��	�� ����*. 

�� �����. ������ ��$�*4 ���. � ���
��		���	
�� ������ �
�������	
��� ��	��. 
��$�� 	
�#��., ��� !��.6��	��� ���
��		���	
�+ ������� ��	�� ����4�	� 
��	6�������� � �!�!/������ ������	
�+ ��!�� ����* (1956) � ����� (1956) (	�. 

��
$� (���, 1989). 

��� ��	������� ������ ����* �����������, ��� �	�. ���.
� ���� ��� ������ 
(������.���� ���.#������); ���
� 	!��� ����*
��� ��!���4� !�	����!����; 

������$���� ����#���	������+ 0�
����� �����	����� (�. �. ��� 	*/�	������ �� 
����$�4�	� � �� ����6�4�	� ��� �#������� ���), � �	� ��	�*���� 0�
���� � 
�$-

��� ������ �����	�.4 �	���.#*4�	�. �	� 	!���$���� ���$������ ��!�����.�� 

	��4�	� � �!	��!��*4�	� 0������ ��� ��
������� 
�������. �*/�	��*4� ��� 
����#���	������+ 0�
����: 
������ ' � ��*� L. 5�+������� �� ������$��� ��
�
�� 

�#��������. �����		 ����#���	��� ���	�����	� ��
������ ��	������� ����
�� 

0*�
���� 

Y=F(K, L),                   (3.1.3) 

��� Y — ����
 ����*
���, #���	�/�� �� 
��
�����+ #������� ' � L. 
����#���	������� 0*�
��� F 	������	� ���
��		���	
��, �	�� ��� *������������ 
	���*4/�� *	������: (1) F(K, L) �����������.��, �	�� ' � L �����������.��; (2) 

F(0,0) = 0; (3) �����	�� 



0*�
��� FK � FL �����������.��; (4) 	*/�	��*4� ������ ��	���� ����#������ 
0*�
��� F �� ' � L; (5) 0*�
��� ��������� ������� �����
�: F(rK, rL) == rF(K,L) 
��� �	�+ �����������.��+ r; (6) 0*�
��� 	����� 
��#�����*��. 
������������	�, ��� L �
#������ ��#��	���� 	 ��	������� ������ ��	�� �: 

L = L0exp(nt). 
������������	� ��
$�, ��� ��	������� ���� s �!/��� �!8��� ����#���	��� ���� 

�� 	!���$���� �, ������� �# 	0��� �����!�����, ��!������	� 
 	*�������* 


������*. 2	�� �����!���. �����		�� �!�	��������� 
�������, �� ����� 

dK/dt = sY, '(0) > 0. � 	�*��� ���
��		���	
�� 0*�
��� ���+���� 
 	�����6���4 

 
��� k = K/L, f(k)= F(K,L)/L = F(k, 1). 7*�
��� f(k) �!������ 	���*4/��� 	���	�����: 

f(0) =0, f '(k) > 0 ��� k‡0;  f "(k)< 0 ��� k‡0. 

�*/�	�������� ��6���� *�������� (3.1.4) ��$�� ��
�#��.. -���6� �#��	���, 

��� � ������ ����* ��	�� ����������� ������
� �!8��� 
������� �� �*6* 

��	������ ��$�� !��. ��		������ ������
� �	�+ �	���.��+ ���������+ — ', Y, 
�����!�����, ��
�������, #���!����� �����, 	*��� �������+ �����$��. 

�
��
�� 3.1.2. (/�4��
������� ����������.) 2	�� � � s *����������4� 
�������	��* 

 
�� 	*/�	��*�� ����	������� ����$����.��� #������� k0, ��
��, ��� sf(k0)/n = k0. 

&�
�#����.	��� ������� ��$�� �����, �������� * �*����	� (1965). 7�#��*4 

��������* ������ ����* ��� *	����� (3.1.5) ��$�� ����	�����. 	+�������	
�, 
�
 
�� ��	. 3.2. 

����*4/�� ��$� ������� ��
�#����� *	�������	�. �������	�� � ������ ����*. 

�
��
�� 3.1.3. (3�
�������
� ����������.) ��	���� ����* ���!��.�� *	������� 
(
���* � ,*����, 1958). '���� ����, � �!��	�� k > 0 �������	�� ������	� 
�	���������	
� *	��������. 

�	���������	
�� *	�������	�. ��$�� !��. ��
�#��� 	 ����/.4 0*�
��� 

 ��*���� V = U2, ��� U = k — k0 ('*����	��� � &�!���, 1970). &�����
* 

�
�������	
��� ��#����� ��$�� ���	��. 



 

	���*4/�� �!��#��: 	����*� �# �4!�� ����#���.��� ���
�, �
�����
� �	���� 
���������� 	+����	� 
 ����	�������* #������4 	�����6���� «
������/��*�» �� 
!��.6�+ �������+. '���� ����, ����. �������	��� ����
����� ��	�� 
������ 

��#��	���� 	 ��� $� 	
���	�.4, ��� ��	��� ��	�����	�. ��	������ — ��� ���	��� � 


��	���� 	���	���� ������ ��	�� ����*. �	������	
�� �!#�� ��#����� ���� ������ 

��$�� ����� � ��!����	
�� ��
��� ����* 1987 ���� (����*, 1988). 

3.2 ���		�0�
���� ��00��������.��+ 

	�	��� ������� �����
� 

2	�� f(�) = %�, ��� % — ��	������� ��	����� �������, �� 	�	���� dx/dt = %� 

��#�����	� �������� ���������� 	�	�����. �#��	���, ��� ����	������� ���
� 
�������	�� � = 0 *	�������, �	�� ��� 
�$���� 	�!	�������� #������� ������� % 

���������	� *	����� Re (z) £ 0, ������ ��� Re (z) = 0 	�!	������� #������� z !*��� 
���	���. '���� ����, �������	�� �	���������	
� *	������� � ��� � ���.
� ��� 

	�*���, �	�� ��� 
�$���� z ���������	� *	����� Re (z) <0. 

:��!� ������4	��������. ��
������ 
��������, ��#����� 
 ��	���/��* 

�������, ��		������ ������*4 	�	���* ��� ��*+ ���������+ 

 
��	
��.
* 	�	���� �������, �� �/�� ��6���� � ���� 

 



��� � � v — 
��	�����. 5�
�� �!��#��, ����� 

zu=au+bv, zv = cu+dv.            (3.2.2) 

��	���� (3.2.2) ��#��6���, 
���� |A - zI| = 0, ��� A — ������� 	�	���� (3.2.1), �.�. 

���� z ������	� 	�!	������� #�������� �������, � (�, v)

T
 — 	������	��*4/�� 

	�!	������� ��
�����. ��!	������� #������� ����������	� �# +���
����	����	
��� 

*�������� 

 

��� 
T = � + d,  W= ad-bc, 

����	�����4� 	�!�� 	������	������ 	��� � �����������. ������� %. 
� �!/�� 	�*��� *�������� (3.2.3) �!������ ��*�� ��#������� 
������ z1 � z2. 

����������.��, ��6���� 	�	���� (3.2.1) ����� ��� 

 

��� c1, c2 ��������4�	� �����.���� *	�������, � 
��00������� Q1, Q2 ����4�	� 

������ *�������� 

 
�# ���+ ����$���� ���
� *	�������., ��� 
���	������� +���
����	��
� ��6���� 
�����	�.4 ��������4�	� ����� 	�!	������+ #�������. ��	
��.
* 	�!	������� 
#������� *����������4� 
���������* *�������4 (3.2.3), ���4/��* 
���� z1 � z2, 

��$�� �������. 	���*4/�� 	�*��� (	�., ��������, '������, 1986) 
3
. 

I) �*	�. z1 � z2 ���	������.�� � ��#����� � ���4� ���� � ��� $� #��
. 5���� 
�������	�� *	�������, �	�� ��� ���������.��, � ��*	������� — �	�� 

����$����.��. � ���� 	�*��� ���
� �������	�� ��#�����	� *	�������� ��� 

��*	�������� *#���. 5���
����� ���4� 0���*, ��
�#���*4 �� ��	. 3.3. 

II) 2	�� z1 � z2 — ���	������.�� � ���4� ��#��� #��
�, �������	�� ��#�����	� 
	������� ���
�� ��� 	�����. �������	��*4/�� ����
����� ��
�#��� �� ��	. 3.4. 

III) �*	�. z1 � z2 
�����
	�� 	����$���.  � ���� 	�*��� Re(z1) = Re (z2) = Re (z). 

'�������� ������ ��	�� 	�!	������+ #������� ����
����� �� 0�#���� ���	
�	�� 

!*�*� �+�������. ���
* �������	��. 2	�� Re (z) < 0, ��� !*�*� ������.	� �� 

	������ 
 

 

 

 

��. ��
$� �����.� �. �. !"
�������
� �����������	��
� ���������, �.:, ��*
�, �#�. 3, 1984, 

272 	. — ����. ���. 



 

"�	.3.3. &�� 	�!	������+ #������� ���	������.�� � ���4� ���� � ��� $� #��
, (�) 
*	�������� *#��, (b) ��*	�������� *#��. 

 

�������	�4, 
�
 ��
�#��� �� ��	. 3.5�, � � 	�*��� Re(z) > 0 — � �����������, 

�����������$��� �������	�4, 
�
 �� ��	. 3.5b. 5�
�� �������	�� ��#�����	� 
*	�������� ��!� ��*	�������� 0�
*	��. 2	�� Re(z) = 0, ����� ������.��� 	�*��� 

— �����, ��
�*� 
������� ����
����� #���
�4�	�, 
�
 ��
�#��� �� ��	. 3.6. 

IV) 5����. ��		������ 	�*��� ��*+ �����+ 	�!	������+ ��	��. '�# ������ 

�!/��	�� ��$�� 	�����. � = d � bc = 0. 2	�� ��� *	����� �� ���������	�, 
�	+���*4 	�	���* ��$�� �����	�� 
 ������ 0���� �������� ����!��#������� 

��� ��������� �	�� �� 0�#���� ���	
�	��. � ��		����������� 	�*��� ���4�	� ��� 
��#��$��	��. ������ b = � = 0. 
��� 	�*��� ��
�#�� �� ��	. 3.7. ������ ��#��$-

��	�. — b (��� �) ����� �*�4 (��	. 3.8). �!� �������	�� ����	��	� 
 ���* *#��. 

V) ��	������ ��#��$��	�. 	�	���� � ���, ��� ���� (��� �!�) 	�!	������+ 

#������� ����� �*�4. � ���� 	�*��� ������� % 	���*�����, 



 

 

	*/�	��*�� ���������.��� ��6���� %(x, �)
T
 = 0, � �	� ���
� q(x,y)

5
 ����4�	� 

�������	���� (��� q —���	������.��� 
��	�����). ����������.��, � ���� 	�*��� 
�*�. �� ������	� !��.6� �#����������� �	�!�� ���
��. 

����*�� #������., ��� 
��		�0�
���� ���+ 	�*���� � 	������	���� 	� #��������� � 

� W ���� � 
���� ��
���	� � �����$��� (1977). 

 



����!��� �!��#�� ���*� !��. ��������#������� � 	�	���� !��.6�+ 

��#�����	���. 

3.3 ������� *	�������	�� �� ��������* 
���!��$���4 

��	
��.
*, 
�
 �������, ��	 ������	*�� *	�������	�. ��	����� ��6���� *�������� 

 
�!���� !����� *��!�� ��		��������. ��������� ��
�+ *�������� � �
��	���	�� 

�����.���� «�	+������» 	�	������ (��������, � �
��	���	�� ����$���� �������	�� 
�0). �� ��$�� ��		��������. ����#���.��� ��6���� �(t) 
�
 ��
������ 
����#�*/����� ��6���� u(t), 
������ ����������	� ���������� ���	��*4/��* 

���6���* ��#�*/���4 ��� ��*������� 0�*
�*���� X(t). 
�� ��#����� 	���� 
��6���� u(t) 
 �����* ��6���4 

�(t) = u(t) + X(t)   (3.3.2) 

������6���� (3.3.2) ���������� ���*4 	�	���* 
�������� � 0�#���� ���	����	��� 
	 ������� �� � ���
� (0,...,0), � � ����� ���
� �. "�		������ 	�*���, 
���� � — ��� 

	����������� �������	��� ��6���� �0. �	+���*4 	�	���* ��$�� ������	��. � ���� 

X=�(X)=AX+N(X),  (3.3.3) 

��� % — �������, N(X) = �(5) ��� 5 > 0, (�.�. ��� ‰5‰> 0 ���������	� 
|N (X)| / |X| > 0). ��������� N(X) ����	������� 	�!�� ���������� ���� *��������. 
(��	. ������������	�, ��� �(5) ��	������� ����
�� 0*�
���, ���*	
�4/�� ��
�� 
����	��������, � ,��(0) = 0. 

%	�������	�. �	+������ ����$���� �������	�� x0 	��#��� �����. 	 
*	�������	�.4 «�������.���� ��6����» 5 = 0. ����*4/�� ��$� 6���
� 

�#��	���� ��#*�.��� ���4	����*�� 	�����6���� ��$�* *	�������	�.4 ���������� 

	�	���� � 	������	��*4/�� �� �������#������� 	�	����. 

5������ 3.3.1.   ������#������� 	�	����, ���*������ �# (3.3.3), ����� ��� 

 
2	�� ������� % ��
���, ��� (�) �	� 	�!	������� #������� ���4� ���������.�*4 

���	������.�*4 ��	�., ��� (!) �� 
������ ���� ���� 	�!	������� #������� ����� 
����$����.�*4 ���	������.�*4 ��	�., 



�� � ��	������� ����� �
��	���	�� �*�� *	�������	�. �������.���� ��6���� 
���������� 	�	���� (3.3.3) ����� ��� $� +���
���, ��� � *	�������	�. 
�������.���� ��6���� �������#������� 	�	���� (3.3.4). ����
� �	�� 

�������#������� 	�	���� ����� ���� ��� !���� 	�!	������+ #������� 	 �*����� 

���	������.��� ��	�.4 � �� ����� 	�!	������+ #������� 	 ����$����.��� 

���	������.��� ��	�.4, �� ���������� 	�	���� !*��� *	�������, ��*	������� ��� 

�	���������	
� *	������� � #���	���	�� �� 	���+ ���������+ ������. 

&�
�#����.	��� ������� ��$�� �����, ��������, * ����������� �  ����	��� 
(1955) � * 
���*	���� � ����	� (1982). 

�� �� !*��� �	����������.	� �� *	�����+ *	�������	�� �������+ 	�	���, ��
 

�
 �+ ��$�� ����� � �4!�� 	���������� *��!��
� �� ��00��������.��� 

*���������. 

:��!� ������4	��������. �����$���� 	0���*���������+ ��6� 
�������� 
 
�
�����
�, �� ��		������ �����. �
�������	
��� ��	��, *������4/*4 ����$��� 
�!��/����. ��	
��.
* ��� �����. !*��� �	������.	� � 
���� � ���.6�, �� ����� 

#��	. �� �����!��� �����# (	�. (���, 1989). 

��$� ������������	�, ��� ����#���	������� 0*�
��� ��������� ���, ��� 

�	���.#����� � ������ ����*. ������������	� ��
$�, ��� !����	�	������ ��	������ 
��$�� �!�	�������.	� ��	
��.
��� �#�����	
�4��4/��� �*����. &��.��, 

!�	������ �������*���� (�������� � �!����) ��������.	����, 	�*$�� �����. 
&��.�� ���!*4�	� ��� ���������� 	����
 � ����	�����. ����	 �� ���.�� #���	�� �� 
��	���������� ��+���� � !����	�	������ ��	������. ����
� ��� ���	���� �� 

��������$��, ��� ����$��� 	���	 �� �*6* ��	������ ������	� 0*�
���� ��+��� 
�� �*6* ��	������, !����	�	������ �� �*6* ��	������ � ���!���, �$������� ��� 

������ ���$���� 
�������. ������������	�, ��� ����$��� ����
 �	���� ��+����	� 
� �������	��, �. �. 	���	 �� ���.�� �	���� ����� ������$���4. ������������	� 
��
$�, ��� 0*�
��� 	���	� �� ���.�� ����� 	���*4/�� ���: 

 

��� 
 (=M/L, ��� � — �!8�� ����$��+ #���	��, a L — ��*����� ��	*�	�) — ��� 

�!8�� ����$��+ #���	��, ���+���/��	� �� �*6* ��	������, G — ����������� 
0*�
��� 	���+ ���*������, � — ����#���	��� ����*
��� �� �*6* ��	������, 
w (= pk + 
, ��� � — ����) — ��� !����	�	������ � ����$��� �
��������� . �� �*6* 

��	������, � r — �$������� �����
 ����� �� 
������ (r = f'(k) — d+ E[dp/dt/p], ��� k 
— 
������, ���+���/��	� �� �*6* ��	������, d — 	
���	�. ������#����, E[dp/dt/p] 
— �$������� 	
���	�. ��0�����). ����*� ��������� 
���	���	���, 	������	�, 



��� ���.�� ������#������ ��� *������������� ������������� � 	��
*��������� 

	���	�, � 0*�
��� G/p = � (k,r) �� ������	� ���������� �� k. 
"���.��� !����	�	������ W � ����.��� ��	���������� ��+�� Yd ��������4�	� 

	������	������ 
�
 
W=K+M/p, 
Yd = F(K, L) - dK + d(M/p)/dt. 

��	
��.
* F(K, L) = / + dK + dK/dt, ��� / —�����!�����, ����� Yd = dW/dt + /. 
5�
�� �!��#��, ����.��� ��	��� ��	���������� ��+�� ����� �#������4 ����.���� 

!����	�	������ ��4	 ����.��� �����!�����. ������������	�, ��� ����.��� 
�����!����� 	�	������� �	���� 0�
	�������*4 ���4 �� ����.���� ��	���� ��+��� 
/ = cYd, 0 < � < 1, ��� � — ������.��� 	
�����	�. 
 �����!����4. �� �	���� ���+ 

��������$���� ���*���� dW/dt = sYd, ��� s = (1 — �). ������	��� ����� � ����.��+ 

����+ �� �*6* ��	������ ����������	� 
�
 � = M/pL. � 	������	���� 	 ����� 

��������$������ ����� 

 
��� � — 0�
	��������� 	
���	�. ��	�� ��	������, � z — ��	������� 	
���	�. ��	�� 
�������.��+ ����$��+ ��
�������. �������� z 0�
	��*��	� ��������.	����. 

&�� ���� ���!� #����. ������
* ��	�� ���, ������� 	������ ������� 
��������$����, ��� ��0��������� �$������ �	���� 	������	��*4� ����.��� 

��0����� E[dp/dt/p] = dp/dt/p. 5�
�� �!��#��, ����� dp/dt = p[r - f'(k) + d]. � ��*��� 

	������, �# *	����� �������	�� (3.3.5), �� ��$�� ���������. z 
�
 0*�
��4 k � x: 

r = u(k, �), ��� �k > 0, �x < 0. � ��#*�.���� ������
� ��� ����������	� 	�����6����� 

 

	 *����� 
������� (3.3.6) ��$�� ������	��. 
�
 

 
��� v = z - d- �. 
&�� 
������� ��	��$�� ���*���. 	���*4/�� *��������: 

 



 

��	����, 	�	���/�� �# *�������� (3.3.7) � (3.3..8), ��	�� ��#����� ������ 5�!��� 
(	�. (���, 1989). �# 	
�#������ 	���*��, ��� ��6� ��		�������� ���������� ��6. 
��� �!��	�.4 #������� ���������� #�����, 
������ ���4� 	��	� 	 ���
� #����� 
�
�����
�. 
��, 
���� �������, �#������, ��� ��� �����$�/�+ *	�����+ ��$�� 
!��. ������������� 	*/�	�������� ����	�������� ����$����.���� �������	�� 
('*����	��� � &�!���, 1970). � ����$���� �������	�� 	
���	�. �#������� ��� 

��$�� !��. ����$����.���, ���������.��� ��� �*����� � #���	���	�� �� #��
� 
(r — �). ��$�� ��
�#��., ��� �������	��� #������� k � 	�*��� ��	*�	���� ����� 
(� = 0) !��.6�, ��� �������	��� #������� ����6���� «
������/��*�» ��� ������� 

�����. 5��
� �������	�� ������	� 	�����. ���4	������� ��������� 	�	���� �!��#� 

�������	�� ��$�� ��	�*$��. ��	. 3.9. 


�� ������ ���
� ��������., �������� ���	����� ��6� ���������	
�� 
��#*�.����. 

3.4 ������ �����  ��*���� 

�		��������� *	�������	��, �	�������� �� 	�	���� �������#������+ � 
�
��	���	�� �������	�� *��������, �������� 
 ���!+�����	�� ������� 

�������������� ���� 	�	����. &�� 	�	���, 	����$�/�+ ���$�	��� �
�������	
�+ 

���������+, ��� #���	�*4 �� �*�6�� ��+�� �# ����$����, �	�!���� 
���� 
*�����*��� �������	�� ���� #���	�� �� ������� �/��� ���	����	������+ 

���������+. 



� �����������$��	�. ����* �����* �����, �#��	���� 
�
 ������ (��� ������) 

�����  ��*����, �!�	�������� ��	 *	������� *	�������	��, 
������ (�) �� ���!*4� 
�������������� �������#������� 	�	����, (!) �����$��� 
 ��6����� �4!��� 

����, �
�4��� ���� #���	�/�� �� ������� �/��� ���	����	������+ ���������+, � 

����	���	������ ��������� 
 ���������� 	�	�����, ����!��� (3.1.1). ����*�� 
#������., ��� ��� 	�*���, 
���� ���������� ����� 	*/�	������ ��� ����������� 
�������	��, �� ��	�������� ����. ��!��.6�� ��	��� ������ �!/��� +���
����, ��
 
��� �!���� ���!+����� ��		��������. 
�$�*4 ���*4 	�	���* �����.��. ������ 

������* �������  ��*���� � ������ *	�������	�� ������ �	�!���� ��$�*4 ���.. 

��� ����� ��+���� 6���
�� ���������� � � �
�����
� (	�., ��������, 
���* � 

-��, 1971). 

���
�
�
��
 3.4.1. (6������ ��������.) 7*�
��� V : Rm > R ��#�����	� 
����$����.�� ������������, �	�� (�) V(0) = 0 � (!) V > 0 �� �	�+ �	���.��+ ���
�+ 

�# ��
������ ��
����� �!��	�� G˛Rm
 	����$�/�� �*���*4 ���
*. &�� �4!��� 

��6���� � = x(t) *�������� dx/dt == f(x) 0*�
��� V(x) = V(x(t)) #���	�� �� ������� t, 
� �� ������ ����#������ ����������	� 
�
 

 

��� ��	������� ����
�� 0*�
��� V. 7*�
����  ��*���� V : Rm > R 	�	���� 

*�������� dx/dt = f(x) ��#�����	� ����$����.�� ������������ 0*�
���, 
�!����4/�� ������������ ����#�������, ��
���, ��� dV/dt £ 0 �� G ��� �4!��� 

��6���� � 	�	���� dx/dt = f(x). 

�
��
�� 3.4.1. 2	�� ��� 	�	���� (3.3.1) ��� f(0) = 0 	*/�	��*�� 0*�
��� 
 ��*����, �� �������	�� � �*�� ������	� *	��������. 

�
��
�� 3.4.2. 2	�� 0*�
���  ��*���� 	*/�	��*�� � - dV/dt ����$����.�� 

����������, �� �*�. �	���������	
� *	������. 

�
��
�� 3.4.3. "������	�� x = 0 ��*	�������, �	�� 	*/�	��*�� ����$����.�� 

������������ 0*�
��� V 	�	���� *�������� dx/dt = f(x), 
������ � �*�� �!��/���	� 
� �*�. (V(0) = 0), � � �
��	���	�� �*�� �!������ 
������� ����#������ � 

*������������ 	�����6���4 V(dV/dt) > 0. 

&�
�#����.	��� ���� ������� ��$�� ����� * ����������� �  ����	��� (1955) 

��� 
���*	���� � ����	� (1982). 
 



� 
���	��� ������� ��		������ 	�	���* 

 

��� h ���������� �!��#� �*�� � h(0, 0) = 0. � �*�� �������#������� 	�	���� 
�!������ �	�!�� ���
�� ���� �����. "�		������ 0*�
��4 V(x, �) = �2 + �2. 
�� 
0*�
��� ����$����.�� ����������, � ����� ��	�� 	�����6���� dV/dt = 2Vh(x,y). 

����������.��, �	�� h ������	� ���������.�� ������������ 0*�
����, �� �*�. � 
��
������ 	���� �
��	���	�� ������	� �	���������	
� *	��������, � �	�� 

����$����.�� ������������ — �� �*�. ��*	������. 
��� ��#*�.��� ��	�� 
����
��.��� +���
���. 

��	���.#*��	� ������ �������  ��*���� ��� ��
�#����.	��� *	�������	�� 

�����		� 	�������#���.���� *	���������� ��� � ������ 
���*-&�!��. ����*4/�� 

��$� ������ �	����� �����*/�	������ �� ��!��� -��� (1982). 

��������$��, ��� �
�������	
�� 	�	���� ��!����� �� ����#���	��� N ����� 
������� � �
�4���� � 	�!� � ����6��+ +�#��	�� � F 0���-����#���������. 

��������� �h
 ˛ RN

 
�
 ��
��� ��������� 	��.�� +�#��	��� h; �=
h

hxx . 

����������, * f ˛ RN
 ����	������� 	�!�� ��
��� �
�����	�� 0���� f, ��� 

����$����.��� 
��������� �#����4� ���*	
 ����*
���, � ���������.��� — 

�	���.#������ ��	*�	��: �=
f

fyy . 

�*	�. z — ��
��� 	���
*����� �#!��
� 	���	�, a s — ��
��� 	���
*����� �#!��
� 
������$����, ������������ 
�
 

z = x-y = -s.  (3.4.2) 

�*	�. ��� *��!	��� Z, X, Y � S �!�#����4� ��
���� z, �, � � s !�# ������ 


���������. �*	�. � ˛ NR+ . — ��
��� ���, � � — ��
���, ������ (l/p1)p !�# ������ 


���������. ������������	�, ��� p1 > 0. �
��� h-��� +�#��	��� � �����!����� 

#���6�� 
�
 wh
 ˛ NR+ . ��������� 

 
�� ��		��������� �
�����
�, �!����4/�� ���������� ��00�������*����� 

0*�
����� �#!�������� 	���	� (������$����). -���6� �#��	���, ��� � 	�*��� 
��������.���� ��������� �����!������ � ����#��������� �#!������� 
������$���� � 	���	 ��$�� ���������. 
�
 0*�
��� � � 
*, �.�. s = s(p,w*) � 

z = z(p,w*). 



��� ����4�	� ����������� 0*�
����� �� � � �������4�	� #�
��* ���.��	� 

 

�*	�. {D = �‰� > 0, }1=�
i

ip , � �*	�. G — ������� �!��	�� D. 

���
�
�
��
 3.4.1. (����������.) 5��
� �* ˛ D\G ������	� �������	���, �	�� 

��� 
�$���� i (I) 0*�
��� si (�*, w*) �����������.�� � (II) ii sp* (�*,w*) = 0. 

��� 	������	��*4/�+ *	�����+ 	*/�	�������� ����	�������� �������	�� 
��������*��	�. "�		������ 	���*4/�� 	�*��� ������
� ���: 

 

��$�� ��
�#��., ��� ��6���� (3.4.4) ����������. ��������� 

 

�� #�
��* ���.��	� ����� dV/dt = 2p*s(p). ��$�� ��
�#��., ��� �	�� �	� ������ 

�!����4� 	���	���� ������� #�������	��, �� p*s(p) < 0, ��� � �� ������ kp* ��� 
k > 0. 5�
�� �!��#��, ���*��� 	���*4/�� ��#*�.���: 

�
��
�� 3.4.4. 2	�� �	� ������ �!����4� 	���	���� ������� #�������	��, �� 

��� *	����� (3.4.5) ����	������� ����$���� �������	�� 	�	���� (3.4.4) ������	� 
���!��.�� �	���������	
� *	�������� 

4
. 

���	����� ��6� �����		 *	���������� ��$�� �!�!/��. (-��, 1982). ����� 
����, � �������*�� ��$�� ����� ���$�	��� ��*��+ ��#���!��#��+ �������� 
����������+ �����		�� *	���������� (	�. 
���* � -��, 1971). 

4��. �����!���  ��
�	��� �., ��
���
������� ���������, �.: �����	
�� "����, 1972. — *���. ���. 



3.5 ���*
�*���� *	�������	�. 

"�#����� ��6� 
�������� *	�������	�� �������� �� �����	, 
�
�� �!��#�� 

��������	
�� 	�	���� ������*�� �� ��#�*/���� �����.��+ *	�����. ����
� ������ 
��	 ������	*4� 	���	��� 0*�
������.��� 0���� ��������	
�� 	�	����. 

��������, !����� ��$�� ��0������� �! *	�������	�� 	���� 0*�
��� ������$���� 
�����. ����	������� 	���	��� 0*�
��� ��+���� ����$���� � 
�������� 

	��*
�*���� *	�������	��. 

�� 	����� �
�������	
�� ������, ���!� �!8�	���. ����.��� �������. ����
� 

��#*�.��� ��$�� �
�#��.	� ��	.�� �*�	������.��� 
 �����6�� �#�������� 

������. � ���� 	�*��� ����#���.�� ����� �#������� ������ �������� ��	 
 ��*��� 

������ 	 	*/�	������ ��������� 	���	�����. :��!� ������4	��������. 

�������4 	��*
�*���� *	�������	��, �!�����	� 
 +���6� �#��	���� !������-

��	
�� ������ «+�/��
-$�����», 
����*4 ��� ������� ��		�������� � �����$���� 


 �
�����
�. ��	���� «+�/��
-$�����» 	�	���� �# ��*+ ��00��������.��+ 

*�������� 	���*4/��� ����: 

 
� �������*�� �� ������
� ������� ��� �����. �	���.#*��	� ��� ���	���� ������
� 

����+ �����	
�+ ������� (&�������	 � �*������, 1983, (���, 1988	). ���������� � 

� (3.5.1) �#������ ������	�. #�������.#������, � — #����.�*4 ����*, a, b  �1, y1 — 

��
������ ���������. ��	���� ���	����� ���	�*4 �����. 	���	�-������$���� 
	��
*�������� #����.��� ����� 	 *����� !*�*/�+ ��������� ��� ��	����� 

	������4/�+ �$������+ 	� 	������ #�������.#�������� � #����������.���. 
&�*��� �����$���� ������ ����� ���� 
 �
�����
� ���� ,*������ (	�. ��
$� 

,�!�6 �  �����, 1986). ��	
��.
* 	�	���� «+�/��
-$�����» !*��� �� ��# 
*�������.	� � �����, ����	�������	� ����#��� ���	��. �����. ,*����� !���� 
�����.��. 

�����. ,*����� ��	������ ��� ���	���� 
��		���� !��.!�. "�		������ ��� 
���� ���$���: ��!���+ � 
�������	���. "�!���� ������ ��	. 	��� ��+�� wL �� 
�����!�����, 
�������	�� ��
������4� 	��� ��+�� Y — wL, ��� Y — ����*
��� 
����#���	���. @��� �����!����.	
�+ ������� ������������� 
 �������. �*	�. ' 

�#������ 
������, � = �0 �+�(�t) = Y/L — ����#�������.��	�. ��*��, ��#��	��4/*4 	 
��	������� 	
���	�.4 �, k = K/Y — 
��00������ 
���������
�	�� ����*
���, � 
N =N0 exp(nt) —������$���� �� ���
� ��!���� 	���, 
������ *����������	� 	 
������ ��	�� n. &��� #����� �� �����* ��*�� �� ����6���4 
 ��������.���* 



��+��* 	�	������� wL/Y = w/a. ����������.��, ���� ���!��� 
�������	��� 
	�	������� 1 - w/a. ��	
��.
* 	!���$���� ���������� 
�
 S == Y —wL = (1 — w/a)Y, 
���� ����	����� 	�	������� dK/dt = S = (1 - w/a)Y ��� (dK/dt)/K = (1 - w/a)/k, ������ 

��!����� 
������� �� �����!�����. ��� ��	������� #������� 
���������
�	�� k 

���*����, ��� YdK/dt = KdY/dt. ���
, � 	��* 

 
� (dK/dt)/K = (1 -w/a)/k ���*��� (dL/dt)/L = (1 - w/a)/k - �. ����� ����� ���������� 
— ���4 #����� �� �����* ��*��, � = w/a, � 
��00������ #�����	�� � = L/N, ��$�� 

��
�#��., ��� 

 

��� (da/dt)/a = �, '*��� 	�����. 	���
* #���!����� ����� !�	���� ����������, 


������ ����������	� � 	������	���� 	 
����� 7�����	�, �.�. 

 

 ������� �����
	������ ����� 	�����6���� (dw/dt)/w = —r + b� �������� ��	 
 

(dy/dt)/y = -r +b� - �. 5�
�� �!��#��, ���� ���*���� �����. ,*����� � 	���*4/�� 

����: 

 
��������, ��� �����. ,*����� 	�������� 	 �����.4 (3.5.1). �	� ������ �!/��� 

+���
����, 	����������� ��� 	�	���� (3.5.1), 	���������� � ��� ������ ,*�����. 
7�����.��� 	+��	��� ������ ,*����� 	 �����.4  ��
�-���.����� «+�/��
-

$�����» ��#������ *	�������. �������4 ��$�* ��������� 
��		���� !��.!� � 

!��.!�� !��������	
�+ 	��!/�	��5
. �����. ,*�����, *������� �#�������	���� 

5&�� ���	���� !��������	
�� 
��
*������ �	���.#*4�	� ��*��� ������ ��$��� �����. «+�/��
-

$�����». � ���, � ��	���	��, ����	��	� ��
 ��#������� �����. 
��
*������ #� ��	*�	 (	�., ��������, 

�����$�� 9.�.,  ���0�� &.�., %	�������	�. !��������	
�+ 	��!/�	��,- �: ��*
�. 1978). 5�
�� �����. 
��� ��*+ 
��
*���*4/�+ ����� ��������	� �� (3.5.1) #��
�� ����� ��	�� �� ������ *��������. - 

*���.���. 



��$�* *������ #�����	�� � #�
��������.�� *	����������� ����� ����	����� �� 
�����* ��*��, ��	.�� ���������� 
��		���	
�� ������ ��������	
�� �
������. 

��#������� ������ ������
	�	�	
�� �����.4, ��� ����. ������
�� �������� 
 

��*��� �
�����	���-
��		�
��, ��
�+, 
�
 "�
����, ���� � ���
	. ����������� 
�!�!/���� ������ ������ ��������$��, ��������, &�	�� (1973), ���*������ 

(1978), )�+* � &�	�� (1981), ��� ��� ��4�* (1983, 1987), 7��6��4 (1984) � (���* 

(1988�). 
�!	*$������ �����. ����. ���	�� � ��$�� �����	�� 
 �	����������� 

�00�
���. ����
� �� �����$���� ���������� � 	��* �� 	��*
�*���� 

��*	�������	��. ��
 �#��	���, � ���� 	�*��� ��$� ����� �#������� 
0*�
������.��� 0���� !*�*� �����. �� 
���	������� 	���	��� 	�	����. 5�
�� 

�!��#��, ������$����� �����. �� ��$�� !��. ������	��� �� ����.��� �#*������ 
�������, �����* ���, 	���� �����. ����.��� 	��*����, �� ������#��*�� � *���/�-
�� ��, ��
 
�
 �	� �+���/�� ��������� �#��	��� ��� ��6. ���!��$����. 

2	��	������, ����� ��#��
��� �����	, 
�
�� �!��#�� �������. �� 	���	��� ������ 

�#*������� �������, 
������ �� !*�*� 	��6
�� �*�	������.�� 
 ����� 

�#�������� ������, � 	���������.��, ���*� ��		��������.	� 
�
 	���	��� 
����.���� �����		�. 
�� ��
�� 	���	��� *
�#����� ��� ������� 	��*
�*���� *	�������	��. 

-��� 0*���������.��� ���� 
�������� 	��*
�*���� *	�������	�� ��������$�� 
�*��
���, 	���������� ��� ��� ����!���� � ��!���+ ��������� � ���������� 
1937 ����. (�������.���� ������		� � ������ 	��*
�*���� *	�������	�� ��� 
0�#���+ ���	����	�� ����� ��#�����	�� ��!��	� ����� (1967). �� ��
�#��, ��� ��� 
0�#���+ ���	����	�� !��.6�+ ��#�����	��� 	*/�	��*4� 	�	����, � �
��	���	�� 


�����+ ��� 	��*
�*��� *	�������+ 	�	���. 
��� ��#*�.��� �#������, ��� ���!���� 
������ ����������	
�� 
��		�0�
���� ��00��������.��+ *�������� � �����-

������ 0�#���� ���	����	��� !�#����$��, ��$� �	�� ���������.	� ���.
� 

�������� *���������� � ���.
� ������$������� 	�*�����. 

:��!� ���	���. ���4 	��*
�*���� *	�������	��, ��		������ �� ��
������ 

������!��#�� � ��00��������.��� *�������� dx/dt = f(x), ��� f ��������$�� 
#�������* ��
������* ���4. 

���
�
�
��
 3.5.1. ,������, ��� ��� 	�	���� ����������	
� ��!����.�� 

�
����������, �	�� 	*/�	��*�� ��������0�#� 0�#����� ���	����	��� ������ 

	�	���� �� 0�#���� ���	����	��� ������, ��������/�� ��������������� 0�#���� 

����� ������ 	�	���� �� ��������������� 0�#���� 
����� ������ 	�	����. ��� 

���� �� ���!*��	� ��
�
�� 
���������� ���$���� 	������	��*4/�+ 0�#���+ 


����+. 



���
�
�
��
 3.5.2. �*	�. � — 
����
���� ������!��#�� (
��		� Ck-1, k > 0). 

�*	�. f — ��
������ ���� 
��		� k (�	�� � �!������ ��������, �� ������������	�, 
��� f �� 
�	����.�� 
 ���). ��	���� (�, f) ��#�����	� 	��*
�*��� *	��������, �	�� � 
���	����	��� /1

 	*/�	��*�� ��
�� �
��	���	�. f, ��� 
�$��� ��
������ ����, 
��$�/�� � ���� �
��	���	��, ���������� 	�	���*, 
������ ����������	
� 

��!����.�� �
���������� �	+�����, � ��������0�#� �
����������	�� !��#�
 

��$��	�������* ��������0�#�*. 

��	����, 
������ �� *������������ *	������ 	��*
�*���� *	�������	��, 

��#�����	� 	��*
�*��� ��*	��������. � ���� 	��	�� 	�	���� (3.5.1) ������	� 
��*	��������. �������� �/� ���� ������ 	��*
�*��� ��*	�������� 	�	����. 

&��$���� ������
� 	 ������� ���	�����	� *��������� d2x/dt2
 = dy/dt = —� — r�. 

2	�� r = 0, �� �	� 0�#���� 
����� #��
�*��. 2	�� r > 0, ��� ��������4�	� �� 

	������ �� ���
* � = � = 0, 
������ ����	������� 	�!�� �#���������*4 �	�!*4 

���
*. ����������.��, �	�� 
��00������ ������ !�� ����� �*�4, ��� ����� 
�#������� 
���	������ �#������ +���
��� ��������� 0�#���+ 
����+. 2	�� 


��00������ ������ !�� ������� �� �*�� � ����$������, 
���	�������� �#������� 
�!/�� 
������ �� ��!�4����	�. 
�� ��$�� ���. �/� !���� ���	��� ���	����� ����� �������, 
�������, �������, 

��� ��	 !*��� ������ ��	�������. ��	���� dx/dt = f(x) ������	� 	��*
�*��� 

*	��������, �	�� ��� ��	������� ����+ ��#�*/���� �(�) 	*/�	��*�� 
��������0�#�, ��������/�� ����
����� dx/dt = f(x) � ����
����� dx/dt = f(x) +�(�). 
�!�#����� ����# � ��*�����44 �!��	�. #��
�*��� 
�����, �� ���4/�� 


�	���� 	 ��		������������ ��
������� ������, � �*	�. G — ���$�	��� �	�+ 

���+ ��
�����+ ����� Ck
. ����������� 	���*4/�� �������: 

�
��
�� 3.5.1. 7*�
��� f(x) � G 	��*
�*��� *	������� � ��� � ���.
� ��� 

	�*���, �	�� 
�$��� ���
� �������	�� � 
�$��� ���������	
�� ��!��� ���4� 
�����!�����	
�� ���, � ��$�* 	�������� ���
��� ��� 	���������. ���$�	��� 

	��*
�*��� *	�������+ 	�	��� ������	� ��
����� � ������� � G. 

�� ����, 
�
 � ������� 3.5.1, ��������$�� :* � -���* (1982)

6
. 5������ 

0���*���*�� ���!+������ � ��	�������� *	����� 	��*
�*���� *	�������	�� 

��������	
�� 	�	����. ����
� ��������. ��� ��#*�.���� � ����.��� 	��*���� �� 
��
-�� ���	��, ��	
��.
* ���������� *	����� ������� ��*��� ��������.. 

6��. ��
$� ��������, ��������� (1937) � �����.� (	��	
� � ��#�. 3.2). — *���. ���. 



3.6 ���	���������� 	�	���� 

� ���� ��#���� �� ��������� ������� 
��	���������� 	�	����, �#*��� 	���	��� 
��
�+ 	�	��� � ��
�$��, 
�
��� 	��#. ��$�* 
��	���������	�.4 	�	���� � �� 
	��*
�*���� *	�������	�.4. 

"�		������ ��������	
*4 	�	���* dx/dt = f(�). 7*���������.��� 	���	���� 


��	���������� 	�	���� ������	� 	*/�	�������� ��
�� 0*�
��� #���	���+ 

���������+ 	�	����, 
������ ������	� 
��	������ *�������� ���$���� � ������ 
���. «�������». ��	���� ������	� 
��	����������, �	�� 	*/�	��*�� 0*�
��� G(x), 
��#������� ������ ���������� ��� ���	�� ���������� 	�	����, ��
��, ��� 

 
���.#*�	. 0�#���	
�� �������������, ��$�� 	
�#��., ��� 
��	���������� 	�	���� 

+���
����� ���, ��� � �����		� ����4��� ������� «�!8���» � 0�#���� 

���	����	��� �#������ ���.
� 0���*, 	�+����� 	��4 �������*7
, ����� 
�
 ��� 

��		��������+ 	�	��� �!8�� 	 �������� ������� *���.6���	�. 
�� ��#����� 
������4	��������� �� ��	. 3.10. � ��		��������+ 	�	����+ ����
����� �����-
����4�	� 
 �������$��� ���
�, � 0�#���� �!8�� 	$�����	�, � � 
��	���������+ — 

���
� �!��/�4�	� ��
�*� ���������	
�� �������$��� ���
�, 	�+����� 0�#���� 

�!8��. 

 

"�	. 3.10. (�) &�		��������� 	�	����, (b) 
��	���������� 	�	����. 

'*��� ��#����. 	�	���* �!�
�������+ ��00��������.��+ *�������� 

dx/dt = f(x,t), x ˛Rn
 ��		���������, �	�� 	*/�	��*4� ��
�� ��	�� R > 0 � t1 > 0, ��� 

��� �	�+ ��6���� �(.) 	�	���� �# *	����� ‰x(0)‰£ R �	���� 	���*�� ‰x(t)‰ < R � 
�4!�� ������ ������� t ‡ t1. &�� ��		��������+ 	�	��� �� ����� 	���*4/*4 

��$�*4 ������*: 

7������.��� �������. � 	�+������� �������� ��		� ��� ���+���/�� �!��#�� #������� ������	��, 


����*4 ��$�� 	�����. ��	������� ��� �������+ 	�	���. � �
��	���	�� ����$���� �������	�� (
�
 �� 
��	. 3.10(b)) ��
�� ������	�. !��#
� 
 ��	�������. — *���. ���. 



���
���
��
. &�		��������� 	�	���� dx/dt = f(x,t), x ˛ Rn
 ����� ���������	
�� 

��6���� ������� � > 0, �	�� (I) 0*�
��� f �-���������� �� t, � (II) ��� 
�$���� 

�����.���� #������� x0 ˛ Rn
 	*/�	��*�� ����	������� ��6���� x(.), ��
��, ��� 

�(0) = x0, x(t) ���������� � �4!�� ������ ������� t ˛ [0,?) � ���������� �� x0. 

#�����
�	��
��. :��!� ��
�#��. ��� *����$�����, ��	���.#*��	� 	���*4/�� 

�������� � �������$��� ���
�, ��������$�/�� '��*��*. 

�*	�. � : 5 > 5 — 
����
���� �������� �� Rn
 (��� 5 ����	��#��). 

��������$��, ��� ��� ��
������� #�������� ���*���.���� 
 ���$�	��� %m
(X) 

����������. 5���� % ����� �������$�*4 ���
*. 
��	����� �������� 	����� % : Rn

 > Rn
 ���� %�0 = �(�). (��	. �(.) — ��6���� 

	�	����. 5���� Amx0 = �(
�). ���$�	��� G ��������� 
�
 G = {x ˛ Rn
: |x| < R}. 

5�
�� �!��#��, Amx0˛G ��� �	�+ x0, ��������$�/�+ #���
���4 G, � ��	������� 

!��.6�+ 
. ����������.��, % ����� �������$�*4 ���
*, 
������ 	������	��*�� 
�	
���� ���������	
�� ��6����. 

��
 �������, 
��	���������� 	�	���� �!����4� ���������	
��� ��6������ � 

!�������� ����* 6���
� �	���.#*4�	� ��� ������������� �������, ����!��+ 

�	��������� ���*����� +�/��
�� � $����, �#����	��#� �����	
�� #����.��� 

����� � �����	����	�� #�������.#������, !�#��!����� � ������
� 

�
�������	
��� ��	��, � �. �. 

:��!� ��
�#��., ��� 	�	���� (3.5.1) 
��	���������, �������� 	���*4/�� 
����!��#������: 

 
��� ���� 	�	���� (3.5.1) ������6��	� 
�
 

 
 ��
� ����� ������ �������� ���� 	�	����: 

 
��� % — 
��	�����. ��	
��.
* ��� ���$���� ����. ����
�����, ����	�����4/�� 

��6���� 	�	����, G(u, v) �� ������	�, ��� ����
����� ��������4�	� *��������� 

G(u,v) = % � #�������� 
��	����� %. �# ����� ���������� 	���*��, ��� �	�!�� ���
� 
(1,1) �� ��$�� 



!��. *	�������� 0�
*	��. 2	�� !� ��� !��� �� ��
, �� �	� 
����� � �� �
��	���	�� 

*	��������	. !� 
 ���� ���
�, �, 
�
 	���	����, ����� !� ��	�� G(u, v) = G(1, 1) � 
	��* ����������	�� 0*�
��� �. �� ��� �#������, ��� � �
��	���	�� ���
� (1,1) 

0*�
��� G ��	������, ��� ������������ �� ����������4. �# ��+ $� 	��!��$���� 

	���*��, ��� �� 	*/�	��*�� �� *	�������+, �� ��*	�������+ ������.��+ ��
��� 	 
������� � ���
� (1,1). �	� ����
�����, !��*/�� ������ � ����$����.��� 
��������, 
����������, ��
 ��� �	����	� ����	������� ��#��$��	�. — 
���� 0�#���� 
���	
�	�. ��
���� #��
�*���� ����
������� 	 ������� � �	�!�� ���
�, ������ 

��#��� ����
������ 	������	��*4� ��#������ #������� ������� G(u,v). 
����������.��, �����. ��!����.�� *	�������, +��� � ��*	������� �	���������	
�. 

��� �	�
�� �����
� ������������� �� ���*$���� �����!�����. 
�
���-�� 

�00�
����. ����
� �*$�� !��. *��������, ��� ��
��: �����!��$���� �� �
�$�� 
	
��.
�-��!*�. 	��.�#���� ������� �� �
�������.��� ��6����. 5� �	�. ���!� 

�����. +���6� ����$��� ���!���*, ���!+����� �����!����. �� 	��*
�*��*4 

*	�������	�. 8. 
:��!� ��
�#��., 
�
 ����� ��#�*/���� ����4� �� ��������� 	�	���� (3.6.1), 

������� ���!���� 
 ������* *�������4 ���� -r�2. ���*��� 

 

2	�� �������� r !�	
������ ���, �	��	������ ���!����., ���!� �� �� �
�#�� 

#�������.���� ������� �� ��6���� �	+����� 	�	����. ����
� �����# 	�!	������+ 

#������� �������#������� 	�	���� ��
�#�����, ��� �������	�� � ���
� (1,1 - r) 

������	� *	�������� 0�
*	��, �, 	���������.��, *	�������� 0�
*	�� 

��	6������� ���������� 	�	����, 
�
�� !� ����� �� !��� r. 7�
����	
� 

0*�
��� V(u,v) = s(u — logu) + v — (1 — r) log v ������	� ���!��.��� 0*�
���� 

 ��*���� 	�	���� (� ����$����.��� 
��������). "�6���� ����� 	�	���� �� 

	������ ��������4�	� �� �������	��, � ��
�� 	�	���� !��.6� �� ��$�� 
�	���.#����.	� ��� ������������� �	�������� �����	
�� ������
�. 

�!/�� ������ ��#�*/���� � �����$���� 
 	�	���� (3.6.1) 

 

8�*/�	�������� �����+ ���������� ��$�� !��. ����*	������� � �	+����� ��	�����
� (
�
, 

��������, � #�����+ ��!�	��� ��+���
�). — *���. ���. 



��� fi (i = 1,2) — 0*�
��� ��#�*/����, �#*������ 7�������� � ���.������ (1975). 

�	���.#*� ������* � ������� 0*�
���, ��� ��
�#���, ��� ��$� �	�� � ����#���.�� 

����, ��� ��
�����+ 0*�
��� f ��#��$�� ��������� *	�������+ (� ��*	�������+) 

��
���, 
������ 
���	������ ������� �� �	+������ ���������	
��� ��6���� 9. 
���	���������� 	�	���� +���6� ���, ���, 
�
 �������, �����4�	� �����#*, �� � 


���	��� ������� ����.��+ 	�	��� ���4� ��� !��.6�+ ����	���
�� — ��	
��.
* 

�	� 
��	���������� 	�	���� 	��*
�*��� ��*	������� ('������, 1986), �+ �*$�� 

�	���.#����. 
����� �	����$��. 

� #�
�4����� �������� ������ 
��	���������� �
�������	
�� ������, 

������$����� �����		���� � (����� (1988�). �����. 	�����	� � ���
�+ 	�	���� 

 ����.��� «#������-���*	
». 

�����
� 	�	���� �# n 	�
�����, �� ���4/�+ 

�!8��������+ ����#���	��. �
���	�. ��	�� �
�����
� ���*���*��	� 
��������.	����. �����. ���	����� ������
* ��� � ����#���	��� 	�	����� 

*�������� 

 

��� �=(�1,.. . ,pn)
T
 - «�������������» ��
��� ���, x=(x1,..., x�) -«�������������» 

���*	
 ����*
���, A = (�ij) � � = (bij) — ������� ��+��������	
�+ 
��00�������� 
� 
��00�������� ����	����� 	������	������. 7*�
��� �(�,�) � (3.6.3) ���	����� 
	
���	�. �
�������	
��� ��	�� 	�	����. �
���	�. ��	�� ����������	� ���-
�����.	����, 
������ ��
	���#��*�� 0*�
��4 «	�����.���» ����#��	��, 

��#���	��*� �� ��+��������	
�� ��/��	��. 

%�������� ��� � (3.6.3) �#������, ��� �	�� 	���	 �� i-�� ����� �����6��� 
������$���� ����� ������, �� ���� i-��� ������ ���$�� ��#��	��, � ���!����. 
%�������� *�������� ��������� �����!������. � 
�����	������� ����$���� ��� 

	������	��*�� ���*, ��� �	�� �!/�� 	�!�	�����	�. ������� i-�� ����*
��� 

�����6��� ���* �����$� ����� ������, �� � i-�� 	�
���� �!8�� ����#���	��� 
���$�� !��. *���.6��, ���!� *���.6��. ������. 

�
��
�� 3.6.1. &�������	
�� 	�	���� (3.6.3) ������	� 
��	����������. 

9� ��*!�� 	�*��� *	�������	�. ���������	
�� ����
����� ����������	� #��
�� ��
�#�����, 
����	������� 
�
 �������� �� ����
����� �� 	���� �������#���� 	�	���� (	�. '�*��� �. �.,  �������� 

2. �., ��
��
 � �����
 �����
����� � ���	�������� ������������ ���
�� �� �	�����
�, �: ��*
�, 
1990, ��. 5). — *���. ���. 



#�����
�	��
��.  ��
� *!����.	�, ��� 0*�
��� 

 
������ ���. ������� ��������� 	�	����. �  

(������, ��� �����		���� � (����� (1988�) ������$��� � !���� �!/�� 
��������	
�� �����		� *	����������, �� �	����������.	� #��	. �� ��+ �� �� 
!*���. 

� #�
�4����� ������� ��
$�, ��� +��� 
��	���������� 	�	���� �� �!����4� 
�����
������ � 0�#���� ���	����	���, �.�. �� ���4� �� ���������4/�+ 

�������$��+ ����
, �� ���������4/�+ ������.��+ ��
���, �� «	������+» 

�����
�����, �	� $� � #��	. �� �!���*$����� «+��	» 	 ����$����.��� '-

���������, �.�. � 0�#���� ���	����	��� ���	*�	��*4� «	�������», «+������	
��» 

�!��	��, �� ��� �� ����4�	� �!��	���� �����$���� � ���*� ��	�� ����������.	� 	 
�!��	���� ���*�����	�� ��
�+ 	�	��� (	�. )*	���, 1988). ����
� � ��6�� 
���� 
�� �� !*��� #���������. ���+ ��	.�� 	��$��+ ���!���. 

3.7 5����� !�0*�
���� 

����������	
�� ��
�����, ����� � !��.6��, ... 

��
���� �� ��$��4�	� 	��������. �+ ��������� �	���� 
������������, ��� ����� !��� �!��.�� #�	���� 
	������� �����������.��+ #����� � +���6� 
������������ �����		�� 
�
 	�#�����.���, ��
 � 

���	�#�����.��� ��!���. 

%��� *������� 

�	������ ��#������� ����� ��#���� — �������� ��
�����+ ������� ������ 

!�0*�
����. 

"�#����4� ��� �	��
�� ������ !�0*�
����: 	������	
�� � ��������	
��. 

�������	
�� ������ !�0*�
���� ����� ���� 	 �#���������, ��#��
�4/��� � 
	��*
�*�� ���$�	��� �*��� 0*�
��� ��� �#������� ����������, �+���/�+ � ��� 

0*�
���. � 	�*��� ��00��������.��+ *�������� �������	��� ��6���� ����4�	� 
�*���� ��
������� ����, 	���������.��, � 
 ��� ����	���	������ ��������� 

������ 	������	
�� ������ !�0*�
����. &�������	
�� ������ !�0*�
���� �#*���� 
�#�������, 
������ ��#��
�4� � 	��*
�*�� ��6���� ��00��������.��+ *�������� 

��� �#������� ���������� ��
������� ����. 
�#������� 
���	������+ 	���	�� ��$�� �#�����. � �#������� 	���	��� 

*	�������	�� �	+����� 	�	����, �, 	���������.��, � ���� 	�*��� 	�	���� ���$�� 
�!�����. �/� 
�
��-�� 	�	�������, �������� �� �	+������. �� ����� 	�����+ 

�����������, 	
�$�� ��6., 



��� #������� ����������, ��� 
�����+ ���4� ��	�� ��
�� 
���	������� �#�������, 
��#���4�	� !�0*�
���������. &�� ������� ��������� ��������� 	�	���� #����� 
�� !�0*�
�������+ ���������� �!	��4��� ���!+�����. "�		������ 	���*4/�� 
����4������� *��������: 

 
��� � ���������� � ��
������ ���	����	���, r ����	������� 	�!�� ��
��� 

����������, � f — ��
���-0*�
���, *����������4/�� ������������ ���!�������. 

% ���� ���*� !��. ��6���� ��#�����+ ����� — (I) ��	�������, (II) ���������	
��, 
(III) 	*!���������	
��, (IV) �	���������	
� 
��#����������	
�� � �.�. 

"�		������ 	�*��� �������	�� f(x,r) = 0. 2	�� �	�!� �� ���������, ����� �	���� 
!*��� �����������., ��� f ��00�������*��� 	���.
� ��#, 	
��.
� ��� ���!+�����. 

����$���� �������	�� �� ��$�� ��		��������. 
�
 0*�
��4 ����������. ��� 

#������� ��!��� ���������� *�������� ��	�� ��$�� ����. �� ����, � ��	
��.
� 

����$���� �������	��, � �	������ �����	, 
������ �� #��	. �������� �!	*���., 
	�	���� � ���, 
�
 �������	�� #���	�� �� ���������� #�����. 

�*	�. ��� *��!	��� x � r ��������$�� R1. '�0*�
�������� (	������	
��) #����� 
�
���������� �		��������4 
����+ f(x,r) = 0 � �+ �	�!�+ ����
. �	������ 

��	��*������ ��
�#����.	��� 	*/�	�������� ��6���� � ������ !�0*�
���� 

������	� ������� � ������� 0*�
��� ��� ��
�����#�����+ 0*�
��� �����+ 

���������+ (	�., ��������, :* � -���, 1982). � ���������� 	�*��� ��* ������* 

��$�� 	0���*�������. 	���*4/�� �!��#��: 

 
���. (������� � ������� ������� � R1
.) �*	�. f(x0,r0) = 0 � f ��������$�� 


��		* /1
 � ��
������ ��
����� �
��	���	�� ���
� (x0,r0) �� ���	
�	�� (x,r). 5���� 

�	�� fx „0, �� 	*/�	��*4� ��
�� a, b >0, ��� (I) �	�
�� ��#, 
���� x0 - b < � < �0 + b � 

r0 - a < r < r0+a, *�������� f(x, r) = 0 ����� ����	������� ��6���� � = �(r), � (II) 

	*/�	��*�� xr(r), ������ xr(r) = -fr(x(r)/fx(x(r),r). 

��$�� �����	�� 	���*4/*4 
��		�0�
���4 ����
, ��������$�/�+ 
����� 

��6���� (	�. =�		 � &$�#�0, 1980, '������, 1986). 

���
�
�
��
 3.7.1. (!�������
� �	����.) 

i "��*������ ���
�� (x0,r0) ��� f(x, r) = 0 ��#�����	� ���
�, � 
������ ��!� 

fx „ 0, ��!� fr „ 0. "��*������ ���
�� �������� ��#�����	� ��
�� ���*������ 
���
�, � 
������ rx(�) �#������ #��
. �� ��	. 3.11a ����	������ 	�*��� fx = 0 

��� fr „ 0 � ���
� �. 



ii �	�!�� ���
� — ��� �����*������ ���
� 	�	������ �������	��, � 
������ 

fr = fx = 0. 

iii 5��
�� !�0*�
���� ��#�����	� ��
�� �	�!�� ���
�, ����# 
����*4 ���+���� 
��� ��� !���� ������ ��6���� *�������� f(x,r) = 0. 

iv &������ ���
� — ��� ��
�� �	�!�� ���
�, ����# 
����*4 ���+���� ��� � 

���.
� ��� ����� ��6���� *�������� f(x,r) = 0, ���4/�� ��#��� 

�	����.���, ������ �	� ������ ����#������ �� f � ���� ���
� �� 
�!��/�4�	� � �*�. ������������. &������ ���
�� �������� ��#�����	� 
������� ���
�, � 
������ �� 
�
��-��!� �# ������ ����#������ rx �#������ 
#��
 (��	. 3.11b). 

v 5��
� 	������
�	������� — ��� ���
� 	����
�	������� ������� �����
� 
��*+ ������ 
����� (��	. 3.11	). 

vi �����$����� ���
�� ��#�����	� �#����������� �	�!�� ���
� 
����� 

f(x,r) = 0. 

vii �	�!�� ���
�� ��	6��� �����
� ��#�����	� �	�!�� ���
�, � 
������ �	� ��� 

������ ����#������ 0*�
��� f(x, r) �!��/�4�	� � �*�.. 

 

5����� !�0*�
���� �#*���� �����	� 	*/�	�������� � *	�������	�� 

�������	��+ ��6����, ��
 
�
 � ����.��� 	��*���� ��*	�������+ �������	��+ 

��6���� *�������� �� ��!�4����	�. �
�$�� #��	. �/�, ��� ��$�* ���*6����� 

*	�������	�� � !�0*�
����� 	*/�	��*�� ��	��� 	��#.. (� !���� 	������ 

�#��$����� ������ !�0*�
���� ��	����� �������� 
 
����� ���������� (1973), 

=�		� � &$�#�0� (1980) ��� :* � -���� (1982)
10

. ��$� ��� ���4	������ ������� 
!�0*�
���� �������� ��	
��.
� ��������. 

 

 

10��. ��
$� 	��	
* � ��#�. 3.2. — *���. ���. 



 

"�	. 3.12. '�0*�
�������� ��������� *�������� (3.7.2). 

 
"�	. 3.13 '�0*�
���� -��0�.  

"�		������ *�������� 

 
2�� !�0*�
�������� ��������� ����	������� �� ��	. 3.12, ��� 	���6��� ������ 

�!�#������ *	�������� ����., � �*�
����� — ��*	��������. 
&�� *�������� 

 

���
� r = 0 ������	� ���
�� !�0*�
���� 0�#����� ����
� (��	. 3.13). �� 
�������	���� ��6���� (0,0) ����������	� ���������	
�� ��!��� x2

 + �2
 = r, ��� ���� 

����	+���� �#������� +���
���� *	�������	��, 
�
 ��
�#��� �� ��	*�
�. 
��� ��� 

!�0*�
���� 



 

 

(!�0*�
���� -��0�) ������	� 	���	����� ���������� ��������	
�+ 	���	�� 
	�	����. &�� *�������� 

 
���
� r = 0 ������	� ���
�� !�0*�
���� 	 ����
�������, ����	���������� �� ��	. 
3.14 (	�. :* � -���, 1982). 5��
� �������	�� (0,1) �#������ 	��� 	���	��� 
*	�������	�� ��� ����+��� r �� ���������.��+ 
 ����$����.��� #��������. 

"�		������ *�������� 

 
��� b > 0, � > 0, b� > 1, d „ 0 — 0�
	��������� ���������, � � � v — 

!�0*�
�������� ���������, �#����4/��	� � �
��	���	�� �*��. ����*4/�� ��$� 
������� ���� ������ ���	���� !�0*�
����, 
������ ��#��
�4� � ���� *�������� 

(	�. :* � -���, 1982). 



�
��
�� 3.7.2. �*/�	��*�� ��
�� �
��	���	�. U ���
� (�,�) = (0,0) � ��
�� 
�
��	���	�. V ���
� (u,v) = (0,0), ��� ��� ��������� � �
��	���	�� V ����!��	���, 


�
 ��
�#��� �� ��	. 3.15, � 
�����+ ����
 	�	���� � 
�������� � ‡ 0, � ‡ 0 ����� 
���, �#�!��$����� �� ��	. 3.16, ��� �4!�+ ����
 (�, v) � ����!��	�� ��$�* L'2 � L''2 

�����	� �� 
������ ���� ���� ���������	
�� ��!���. ������ L1, L'2, L''2, #���4�	� 
0���*���� 

 

��� v £ 0, � 
��	����� h' � h" ���
� ����	���.. ��$��� �# !�0*�
���� ����� ��� 

«	����-*#��», #� �	
�4������ ��+, ��� ��#��
�4� ��� ����+��� ������ L'2 � L''2, ��� 
��� L''2 ����� !�0*�
���4 -��0�, � ��� L'2 — ������
������	
*4 ��!��*. 

 

���!/�� �/� ��
������ ����#��� 	������� �# ������ !�0*�
����. ��������� 


�	
�� !�0*�
���� 
�
 ��	���������.��	�. !�0*�
���� ��6���� ���������+ 
*�������� ��� *��������� !�0*�
��������� 



 

��������� (��	. 3.17). ��$��� !�0*�
���� ��$�� �����	�� � 
 !���� 	��$���* 

��������4, ��� *$� ��		���������. �������� ��$�� ��	�*$��., � ��	���	��, 

���������  ����*--��0�. �������� ��
��: 	����������� (���	����	������ 

����������) 	�	������ ��	������	� �� ����� 	����������� (���	����	������ ��-
����������) 	�	������. ��$��� ����� !�0*����*�� ����� 
 	�	�����4 

�	������������ ���� (!�0*�
���� -��0�). (���� ������.��� ��
� !�0*����*�� 
 
���*.  ����* (1944) ��	
�#�� ��������$����, ��� ��� ���� ����+���� 
������$�4�	� ����� ��
�� �!��#��, ��� 	�	���� �	�������� ��	���������.��� 
!�0*�
���� 
 ����� �	� !���� � !���� ��	�
�+ ��#�����	���. 

��$�� *����$���., ��� � ����.��� 	��*���� ���	����� ��6� !�0*�
���� 

��!�4��4�	� ���
�, ��	
��.
* ������ ����+��� � 	������	��*4/�� 	��*
�*���� 
�#������� 	���$���4�	� �	���� ���	*�	��*4/��� �� ���
��
� ��0�
���� � 

��#�*/������. 

� 
���	��� ������� ��		������ �!/*4 ��������*4 #����* 

 
"�6���� � = x(r, h) #���	�� �� ��*+ 	
������+ ���������� r � h. �������� r, 
��#������� !�0*�
�������� ����������, ������	� «�+����� ������*���» 

	�	���� (3.7.5), � ����� �������� h — ������*��� �������������	��. 2	�� h = 0, 

�		��������� F(x, r, 0) ����	������� 	�!�� !�0*�
������*4 #����*. 2	�� h �� 
����� �*�4, ��#���� (3.7.5) ��#�*/����� ��� �������������� !�0*�
�������� 

#������. 

"�		������ 	�*���, 
���� h = 0, � r — ���
� !�0*�
���� 0*�
��� F(x, r, 0). �� 
��	. 3.18 ��
�#��� ��� ���� !�0*�
����, 
������ ��#��
�4� �!��#� ���	��� ���
� 

!�0*�
���� r = r0. 5������� ��������� ��
��
� ��6���� �������������� 

!�0*�
�������� #����� 	�!���� �� ��	. 3.19. �� �������� 	 r0 ����������	� ����� 



 


������	
�� �������� r = rc < r0. 5��
� rc ��#�����	� ������.���. 

3.8 5����� �	�!����	��� 

������ �
�������	
�� ���!���� 	�����	� 
 �		��������4 	���	�� ����
�+ 

0*�
���. ��������, ��������.��� ��������� ��������������� ��� ����+�#���� � 
*	�����+ �����.���� ���
� ��$�� ���	��. 0*�
�����, #���	�/��� �� ���. 

�������� �����4 	��������.��� 	����
�, ��$�� �		�������., 
�
 �#�����	� 	���	 
��� ������$���� ��� �#������� �������+ ���. �	����*4 ���. ��� �		��������� 

��������� ���
��� ����#�������� � �����!����� ����4� ����#���	������� 
0*�
��� � 0*�
��� ����#��	��. 5����� �	�!����	��� #�������	� 
��		�0�
����� 

� �#*������ ����
�+ 0*�
���. 
�� ������ ����� 	*/�	������� ��	��$����. 5����� 

���	���0 — ���� �# ���!���� ��$��+ ����������� � 	���������� ���
������ 

��������
� — ������	� �� ��	���� 	�*����. 

"�		������ ����
*4 0*�
��4 f : Rn>Rm
 � ��������$��, ��� � ������ 


�������� f ����� 
������	
*4 ���
* � ������ 
��������, �.�. Df(0) = 0. 5����� 
�	�!����	��� �#*���� 	���*4/�� �����	�: 



1. ���!���* �����������	��: 
�
�� ��
��.��� +���
��� 0*�
��� f � �
��	���	�� 

�*��? 7�
����	
� ���� �����	 �
���������� �����	*: «� 
�
�� ���
� ��$�� 

!�# ���	���� �!�����. ��� 5������ 0*�
��� f?» 

2. ���!���* ��#����
�: 
�
��� 	*/�	������� ��#�*/���� 0*�
��� f? 5� �	�., 

�
�� ��#�*/���� 0*�
��� f �#����4� �� 
���	�����*4 ������* � �� ���*� 
!��. *	������� #������ ���������+? 

3. ���!���* 
��		�0�
����: ��$�� �� �����	�� 
��		�0�
���4 ����� 
�	�!����	��� 0*�
��� f? 


����������� ������ 
���	���0 ��6��� ��� ���!���� ��� 
 = 1. 2� �!�!/���� 
— ������ �	�!����	��� — ��6��� ������ ��� ���!���� � ���� ����	����.�� 

����*4 ��0������4 � ����.�� ��� ����+ ���. 
:��!� ������4	��������. ���������� ������ �	�!����	���, ��	���.#*��	� 

��������: �!	*��� 	 ���
� #����� ������ �	�!����	��� !�0*�
���4 «����0��
» 

— !�0*�
���4 ���� ���
� (���� ������ �����.�� ��#�!��� � 
���� ,��*!��
��� � 

)�00���, 1984). 

"�		������ *�������� 

 

��� r — ��������. 7*���������.��� 	���	���� ����� *�������� ������	� ������� 
!�0*�
���� ���� ���
�, �. �. ��� ����+��� ���������� r ��
������ �������� 

r0 (= 0) ��	�� ��6���� �(r) 	
��
��!��#�� ��#��	���� �� ������ �� ���+. ���$�	��� 

��6���� (3.8.1) ��
�#��� �� ��	. 3.20. 

 

��
 *$� ��������	., ��� ���������� ������ �	�!����	��� 
 �����#* 

!�0*�
���� ��#��
�4� ��� 	��$��+ �����	�. ������ ����	��	� 
 	������ 

��$��	�� �
���� ������ ��	6�+ �����
��. ����� 	������, �����	 ��$�� 

	0���*�������. ��
: �� 
�
�+ ��� 




���	������� ��������� 0*�
��� f(x, r) � �
��	���	�� !�0*�
���� ����������	� 
������� ��#6�+ �����
�� ��#��$���� 0*�
��� � ��� 5������, ��#����� 
�����!�����. ��#��$��� �������� ������ ��	6�+ �����
��? �*	�. � 	�*��� 
!�0*�
���� ���� ���
� ��� f(x, r) ��� (x, r) = (�0, r0) ����� 

 

��������, (3.8.1) *������������ ����* ���!�����4. � ���� 	�*��� #������� �(r), 

��	�� ��6���� f(x, r), 	
��
�� ��#��	���� �� ������ �� ���+ ��� ����+��� r ����# 
��������� #������� r0. 
�� ��$�� ��
�#��., ��	���.#����6�	. �������� � ������� 

0*�
���. ����
� � ������ �	�!����	��� ��
�#��� #�������.�� !���� 	��.��� 
*����$�����. ��$�� ��
�#��., ��� �4!�� 0*�
��� f, *����������4/�� (3.8.2), 

��$�� !��. ��������� 
 	���������� ������ !�0*�
����-���
� �3 — r� = 0 

���+���/�� #������ 
��������. 5�����, �	�� f *������������ (3.8.2), �� 

	*/�	��*4�: (I) ��
��.��� ��00�����0�#� R2
 ���� (x, r) > (5(�, r), Y(r)), 

���!��$�4/�� ������ 
�������� � ���
* (�0, r0), � (II) ���*����� 0*�
��� S(x, r), 

��
��, ��� � �
��	���	�� �*�� ����� ��	�� 

 

��� 5�(�, r) > 0 � Y¢ > 0. ��	
��.
* S �� �!��/���	� � �*�., ��6���� *�������� 
f (�, r) = 0 ������4�	� �� ��6���� x3

 – r� = 0 	 �����	�.4 �� ��00�����0�#��. 
�� 

�#������, ��� ����� ��	6��� �����
� � ��#��$���� f �� ����4� �� 
���	������� 
��������� ������ � ����� — ��� ���*� !��. *�����$��� ���+���/�� #������ 


��������. 
%�������� (3.8.3) �������� ��	 
 ����������4 0*���������.���� ������� 

������ �	�!����	��� — ������� �
����������	��. &�� !�0*�
�������� #����� f � � 

�
����������, �	�� ��� ���*� !��. 	��#��� 	�����6����� 

 

��� S �� ����� �*�4 � ����$����.��, � (X, Y) — ��
��.��� ��00�����0�#�, 

	�+����4/�� ���������4 x � r. 

2	�� f � � �
����������, �� ��
�� ��� ������#������ 0*�
��� 	��#��� 

	�����6����� 

 

��� ����	������� 	�!�� ���� �# ��$���6�+ 	���	���� �+ �
����������	��.. 



�		��������� !�0*�
���� ���� ���
� ������	� +���
������ ��� �!/��� 

���+��� ������ �	�!����	��� 
 ���!���� �����������	��. &���� !*��� ��#����. 
x3

 – r� = 0 ������.��� 0����� !�0*�
���� ���� ���
�. �	�
�� !�0*�
�������� 
#����� f(x, r), 
������ � ��
������ ���
� (�0, r0) *������������ *	������ 

 

�
���������� ���� ������.��� 0����. '*��� �������., ��� *	����� (3.8.5) 

��#��6��� #����* ������0�
���� ��� ������ ������.��� 0����. 

����������� 
!�0*�
�������� #����� �!����4� �����
����� 
���	�������� 	���	�����; ������ 
������, 
���	������� 	���	��� — ��� ��, 
������ ��� ������� �
����������	�� 	�-

+����4�	�. 
������ 	��$��� �����	�� ������	� �����	, 
������ ��#��
��� ��� �#*����� 

����, 
�
 ���*� #���	��. !�0*�
�������� #����� �� ���������� — ���. ����� 
�#������� �	���������.��+ ���������� !�0*�
�������� #����� f (�, r) � �	�!�� 

���
� 0*�
��� f ��������, 
�
 �������, 
 
���	������� �#�������� 

!�0*�
�������� ���������. "�		������ ��#�*/���� !�0*�
���� ���� ���
�: 

 

�������	��*4/�� !�0*�
�������� ��������� ��� 	�*��� s „ 0 ����	������� �� 
��	. 3.21. 

 

� 
��		���	
�� �������*�� ��#����4� ��� �	�����
� ��������� ����������.��+ 

���������� !�0*�
�������� #�����. ��-�����+, 	��� �	+����� 0���*�����
� 
�
�������	
�� ������ ��$�� 	����$��. ���$�	��� �	���������.��+ ����������. 
��-�����+, ����� ��������� ��#��
�4� ��� *�������� !���� ��*!�� ������. � 

���+���, ��#�������� ������� �	�!����	���, ��#��
������� ����������.��+ 

���������� ����	+���� 	���*4/�� �!��#��. ������ ��� ������ !�0*�
�������� 

#����� f 	�����	� ������������ +���
������ 	����	��� ��#�*/���� f. �*	�. 
F(�, r, s1,..., sk) ��� ���	�� 



F(x, r, s) — k-�����������	
�� !�0*�
�������� #�����. ��#���� 0*�
��4 F 

��#�*/����� f, �	�� 

F(x, r, 0, ..., 0) = f(x, r).  (3.8.7) 

&�� ��6���� ���!���� 
��		�0�
���� �� �/�� k-�����������	
�� 	����	��� F 

��#�*/���� 0*�
��� f, �!����4/�� ��� 	���	����, ��� 
�
�� !� �� !��� 0*�
��� 
f, �4!�� �� ��#�*/���� �
���������� F ��� ��
������� s � �
��	���	�� �*��. 5� 

�	�., ��� ����#���.���� ��#�*/�4/��� ����� hp(x, r, h) 	*/�	��*4� ��
�� #������� 
���������� s1(h),.. ., sk(h), ��� ��� ������ s 0*�
��� f + hp �
���������� F. ��#���� 

��
*4 F *�����	��.��� ��0�������� 0*�
��� f. ����*�� #������., ��� ��	�� k 

����������, ���!+�����+ ��� 	*/�	�������� *�����	��.��� ��0�������, #���	�� 
�� 	���	�� �		���*���� 0*�
��� f. 5�
, ��������, ��$�� ��
�#��., ��� 

 
������	� *�����	��.��� ��0�������� ���
�. 

��������� *�����	��.�*4 ��0������4 f, �		���*�� ���	����	��� ���������� 
��0������� Rk, ���!� ���������. ��	�� ��#�����+ !�0*�
�������+ �������� 

{(�, r) : F(x, r, s) = 0}. &�� *�����	��.��� ��#����
� ���
� (3.8.8) �����	� ������ 
�	�����+ !�0*�
�������+ ���������, �#�!��$����+ �� ��	. 3.22, 
������ 
��#��
�4� ��� �#������� s (,��*!��
�� � )�00��, 1984). 

 

����*�� �������., ��� �	�� � �����. ���	�� ��� � !���� ����������, �� ��
�
��� 

������ ��������� �� �� �!���*$��. 
�� ����
��� �# ���� 0�
��, ��� (3.8.8) 

������	� *�����	��.��� ��#����
�� ���
�. 



������ ������ �	�!����	��� ��#����4� ���������. ������ ��	�� ����������, 
���!+�����+ ��� ���	���� ���!���� �!/�+ ��#�*/���� !�0*�
�������� #�����. 

���+��, �	�������� �� ������ �	�!����	���, �������� ��
$� 
 #������ 

*	�������	��. (� ���.���6��� 	��������� ��	����� �������� 
 
����� 

,��*!��
��� � )�00��� (1984, 1988). 

3.9 5����� 
���	���0 

"�		������ ��������	
*4 	�	���* 

 
��� xi ����	�����4� 	�!�� ��#���	���� ����������, � r — ��������� (��#������� 
� ������ 
���	���0 �!���� *������4/���). 

���.��� ��������$����, 
������ ������ ��$�*4 ���. � ������ 
���	���0 — 

+��� �������������	� �������� ��	�� ������
 ��� �	��!��. — 	�	���� � ���, ��� 

	�	���� (3.9.1) ��$�� !��. ���*���� 	 ����/.4 	���*4/�+ 	�����6����: 

 
��� V — «���������.���» 0*�
���. 
�� ��������$���� �#������, ��� (3.9.1) 

������	� ����������� 	�	�����. 

�!/�� 
��		�0�
���� ��6���� 	�	���� (3.9.2) ��$�� !��. ��������� �� �	���� 
	���	��� ���*6���� �+ 	��*
�*���� *	�������	�� 	���*4/�� �!��#��. ��$�� 

���������. ���
�, � 
�����+ ���*6���	� *	�������	�. 	����������+ 	�	������. 


�� ���
� � ���	����	��� ���������� �!��#*4� ����������+��	��, ����. 
�����+ 

����� ��	�� ��!� ��������� ��6���� *��������, ��!� 0*�
��� V ��	������ 
�!	��4����� �����*�� �� �����, ��� � ��*+ ��#�����+ ���
�+. &�*���� 	������, 

��� ����	������ ���+ ����������+��	��� ����	+���� ����+�� �# �!��	�� 	 ����� 

����� ������
� � �!��	�. ������
� 
���	������ ����. 

5����� 
���	���0 ��+���� ���$�	��� �����$���� � ��#�����+ �!��	��+ ��*
�. 

������� �����$���� ���� ������ 
 	�����.��� 	�	����� ��$�� �����, ��������, 

� 
���� ���.	��� (1981). �� ����� ��	
��.
� ��
�+ �������� � ��. 4, �. �. �������� 

�		��������� 	��*
�*���+ �#������� ��������	
�+ 	�	���, 
������ ��������4�	� 

��
������� 0������ 0*�
��� V(�, r), ��� � ˛ Rn

 � r ˛ Rk
 (	�. ,�����, 1981). 

���$�� �	���, 
�	���	� ��
��.��+ 	���	�� 0*�
��� 

 



����	��� ���� 0*�
��� ��������4�	� ����� ������ 0*�
������.���� �����#� — 

�������� � ������� 0*�
���, ������ ���	� � �������� 5���. 
5������ � ������� 0*�
��� *����$����, ��� �	�� �������� ÑxV �� ����� �*�4 � 

��
������ ���
�, �� ��$�� ����!���. ��
�� ����
�� (���4/�� ����#������ 
����#���.�� ��	�
��� �����
�) ����!��#������ ���������+ 

 

��� V ��$�� !��. ����	������� � ���� 

 

��� � — 
��	�����. 

���
�
�
��
 3.9.1. ('��
������� 
���� �����.) ������������ ���
�, ��� 


������	
�� ����
�����, ����
�� 0*�
��� V(x) — ��� ���
�, � 
�����+ ÑxV = 0. 

�������	
�� ���
�, � 
�����+ det Vij „ 0, ��� Vij = ¶2V|¶xi¶xj, ��#���4�	� 
�#������������ ������$������� ��� 
������	
��� ���
��� ���	�. 

2	�� 	����������� ���
� ������	� 
������	
�� ���
�� ���	�, �� ����� ���	� 
��������*�� 	*/�	�������� ��
��� ����
��� ����!��#������ ���������+, ��� 

��������� ��$�� !��. ��
��.�� ����	������ � ���� 
����������� 0���� 

 

��� Qi — 	�!	������� #������� ������� *	�������	�� Vij, ����	������ � ���
� 
�������	��. ����+�� 
 �����* ��	6��!* ���� � ����+ 
���������+ zi = �i�Qi�

1/2
 

��������� 
���������*4 0���* (3.9.5) � 
�������	
*4 0���* ���	� 

 

7*�
��� )(zM n
i  ��#�����	� i-	����� ���	�. � 	�	������ �������	�� ��
��.��� 

�����*��� �!����4� ���.
� 0-	���� ���	�, ��
 ��� ���.
� ��
�� 	���� ����4�	� 
��
��.�� *	���������. 

���
�
�
��
 3.9.2. (��������
 ���
������� 
����.) �������	
�� ���
� 

0*�
��� V(x), � 
�����+ det Vij = 0, ��#���4�	� ���#������������, 

����$�������, ��� �����	����� 
������	
��� ���
���. 



2	�� ��������� #���	�� �� ������ ��� !���� *������4/�+ ���������� �, �� 
���+ ���������� #���	�� � ������� *	�������	�� Vij, � �� 	�!	������� #������� 
Qi. ����������.��, ������ ��#��$��, ��� ��� �����������+ #������� 

*������4/�+ ���������� ���� ��� !���� 	�!	������+ #������� �!��/�4�	� � 
�*�.. � ���� 	�*��� det Vij = 0, �.�. *	�����, ��� 
�����+ 	���������� ����� 
���	�, !���� �� �������4�	�. 2	�� m 	�!	������+ #������� Q1(r),..., (Qm(r) ��� 

r = r0 �!��/�4�	� � �*�., �� ��$�� ��	���.#����.	� ������ 5��� � ��	/������� 

���������� �� ���	��* � �����	��* ��	��: 

 
��� 
 «���+�+» 
�������� �i(�, r) (i = 1,..., m), 	��#����+ 	 �!��/����� � �*�. m 

	�!	������+ #������� Qi(r), #���	�� �� x � �� r. «-���6��» 
��������� ym+j (�) 

(j = 1, …, �–
), 	������	��*4/�� ���*����� 	�!	������� #�������� Qm+j (r), 

����4�	� ����
��� 0*�
����� ���.
� �	+����+ ���������+ x. � ���
� (�0, r0) 
������� *	�������	�� ¶2fN|¶yi¶yj (1 £ i, j £ m) ��������� �*����� #������� (�	� 
��������� �������� �!������	. � �*�.), ����� 
�
 (� — m)·(� — 
)-������ 
������� *	�������	�� 0*�
��� ���	� ������$����. ��� 	������	��*4/�+ 

*	�����+ (k £ 5, ��	����������	�� � ��	*�	���� ��*��+ ����������.��+ *	����� * 

	����	��� ���������.��+ 0*�
���) ������� 5��� ��������*�� 	*/�	�������� 
����
�� #����� ���������+, �������/�� ��������� 
 
�������	
��* ���* 

 

��� 0*�
��� CG(m) ��	�� ��#����� ��	�
� 
���	���0�. � ��!���� 3.1 �� �������� 

�	� 
�������	
�� ��	�
� 
���	���0 ��� 	�*���� k £ 5, 
������ 	������	��*4� 
�����* (m = 1) ��� ��*� (m = 2) �*����� 	�!	������� #��������. 

����*�� #������., ��� ��#��$���� (3.9.7) � �
��	���	�� (�0, r0) � R
n
 · Rk

 +��� � 

	����������, �� �� ���� 
��
������ 0���� fN; ��#��$���� (3.9.8) 	���������� 

���.
� � �
��	���	�� x0 � Rn
, �� 
��
����#��*�� ��� fN, ��#������� ��	�
�� 


���	���0�. �� 	���� ���� 5�� ��6�� !���� ����#��� ��#��$����, ������: �	�� 

x0— �����	��� 
������	
�� ���
� 0*�
��� V (�, r) ��� r = r0, �� � ��
����� 

�
��	���	�� (�0, r0) � R
n
 · Rk

 ����� ��	�� 

 



��!��"� 3.1. 
����������� 
���	���0� 5���. 
������������ k "�	��
 ��#�*/���� 

A2 1 x3 �1� 

A±3 2 ±�4 �1� + �1�
2 

%4 3 x5 �1� + �2�
2
 +  �3�

3 

%±5 4 ±�6 �1� + �2�
2
 + �3�

3
+ �4�

4 

A6 5 x7 �1� + �2�
2
 + �3�

3
+ �4�

4
 �5�

5 

D-4 3 x2y - �3 �1�+ �2y + �3y
2 

D+4 3 �2� + �3 �1�+ �2y + �3y
2 

D5 4 �2� + �4 �1�+ �2y + �3x
2
 + �4y

2 

D-6 5 �2� - �5 �1�+ �2y + �3x
2
 + �4y

2+ �5y
3 

D+6 5 �2� + �5 �1�+ �2y + �3x
2
 + �4y

2+ �5y
3 

E±6 5 x3y±y4 �1�+ �2y + �3xy + �4y
2+ �5xy2 

 

7*�
��� Cat(m, k) ��#�����	� 0*�
���� 
���	���0� ��� ���	�� 
���	���0��. 

����	���0� 	�	���� �# ��*+ ��	���: ��	�
� 
���	���0� CG(m) � ��#�*/���� 
Pert(m, k), �.�., Cat(m, k) = CG(m) + Pert(m, k). � ��!�. 3.1 ������	���� 
�������	
�� 
0���� 
���	���0 �� ����� � ��*+ ���������+. 7*�
��� 
���	���0� 	�����	� 
 

��	�
* 
���	���0� ��� �����	��� 0�#���	
��� *������4/��� ��������� ri �������� 
ri0 ��� ��� �*����+ ����������	
�+ *������4/�+ ���������+ aj (j = 1,... ,v). 

���
, 	 ����/.4 ���� ������ �� ���	��� ��
��.��� +���
����	��
� 

����������. � ��. 4 � 8 �� ��	���.#*��	� ��
������� (�������������) 

��#*�.������ ������ 
���	���0. 

�����$����: ��
������ #�������� � ������ !�0*�
���� 

��	
��.
* ������ !�0*�
���� ������ ����. ��$�*4 ���. � 	����������	
�� 

�
�����
�, +�����	. !� ���. ��
������ ���	����� �� �����.��+ ��#*�.�����. 
���$�� �	���, �!	*��� ��
������ �!/�� �������, #���4/�� *	����� 

��#��
������� !�0*�
����. &�� ����� #���6�� (3.7.1) � ���� 

 
��� L — �������#������� ��������, � N �
�4���� � 	�!� �	� ��!��
�, ���������� 
�� �. 

����������� 	��	�! 	0���*�������. ��* ���!���* 	�	���� � ���, ���!� 

���������. r ��
�� �!��#��, ���!� ��$�� !��� �������. �����.�� ��	�. J0, �� 
#���	��*4 �� r, � ���������*4 ��	�., ������������.�*4 r, ��
 ��� 

J0x -rx+ N(x, r) = 0,  (3.�.2) 

 



��� 

 

�
��
�� 3.#.1. (������� r� ��$�� !��. ���
�� !�0*�
���� (3.�.2) ���.
� � ��� 

	�*���, �	�� ��� ������	� 	�!	������� #�������� ��������� J0. 

�!������ *����$����� �� �	���� 	����������. �� �������, ��� z� ������	� 
	�!	������� #�������� 
��������� ������� L(r) ����!�����	
�� 
�����	�� k, �	�� 

 

��� h(zc) �� ����� �*�4. 

�
��
�� 3.#.2. 2	�� zc (�� ������ �*�4) ������	� 	�!	������� #�������� J0 � 
(3.�.2) �������� 
�����	��, �� zc — ���
� !�0*�
���� ����� *��������. 

� 
���	��� �!�!/���� ������� 3.�.2 ��		������ 	�*��� ��
������ ���������� 

� ˛ 5, ��
������� ��������� r ˛  � ˛  Rm
, r = (r1, r2,..., rm), F : 5 · � >Z 

 

��� � � Aj (j = 1,..., n) — ������������ �������� ���������, N(0, r) = 0, 

DxN(0, r) = 0. 5��
* r ��#���� 	�!	������� #�������� (�, A1,..., Am), �	�� �*�. — 

	�!	������� #������� ��������� L(r). 

5������ 3.#.3. �*	�. 5 � Z — !���+��� ���	����	���, � — ��
����� �������� 

� F ˛  Cm
(M · X, Z) (
 ‡ 2). 2	�� r0— ���	��� 	�!	������� #������� (�, A1,..., Am), 

	������	��*4/�� ���*�����* 	�!	�������* ��
���* �0, �� (r, x) = (r0, 0) — ���
� 
!�0*�
���� F(r, x) = 0. '���� ����, 	*/�	��*4� /n-1

 0*�
��� 

 
��
��, ��� ��� ���	������.��+ v �!��#� �*�� 

 

�	� �*�� F �!��#� ���
� (r, 0) ����4�	� ��!� �������.���� ��6������ � = 0, 

��!� #���4�	� ����$����� (3.�.4). 2	�� F — ���������	
�� 0*�
��� � �
��	���	�� 

���� ���
� ��� � ���
� (r0, 0), �� ��
��� $� r* (v), x*(v) �!��#� v = 0. 


�� ������� ��������$�� :* � -���* (1982). 
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4 ��������	 
	�������� 
� ��

��

��� ��������� � 
������������� ������	� 

"�#����� ���������	
�� �
�����
� � 
����������� 	��������.��� ������
� ���$�� 

	�+�����.	� � � !*�*/��. 2	�. ����$��, ��� ���� 
�*�. �������� 
 ��6���4 �����+ ���!��� ..., 

��$� ...���!��.��+ ���!��� �
�������	
��� 

��#�����. 

*. %. /����	���� (1947) 

����� �# ���!���� ��$��+ ��������� �
�������	
��� �����#� ������	� �		��������� 
������� �#������� ���6��+ ���������� �� ��������� �
�������	
�+ ���������+. �����# 
����!��+ �00�
��� ��#�����	� 	��������.��� �����#��. � #���	���	�� �� ����, 

�	*/�	������	� �����# 	������	
�� ��� ��������	
�� ������, ��#����4� 	��������.��� 

	������	
�� � 	��������.��� ��������	
�� �����#. ����� 	�	���� *	�������, 
	��������.��� ��������	
�� �����# ��	�� ��#����� �������� 	������	���� ���*��.	���. 
���������.��� �����# � ��� ����, 
�
 �� �#��$�� � «�	����+» ���*��.	���, �� ��#����� 

������������ 	��������.��� �����#��. � ���� 
���� �� �������� �#*���. �� ���!���� 

	��������.���� �����#�, 
������ ������������ 	��������.��� �����# �!+����. 

4.1 5����� 
���	���0 � 	��������.��� 

	������	
�� �����# 
��
 *$� !��� 	
�#��� � ��. 2, �#��$���� ���*��.	���� «�	��� �
�������	
��� �����#�» 

!�#��*��	� � ����� �� ��*+ ��	.�� �!/�+ ������#�+. ������ 	�	���� � ���, ��� *	����� 
�������	�� �
���������� *	������ ��
	���#���� (������#����) ��
������ ��������. 
�� 
������#� � !��.6��	��� 	�*���� �#������ 	����������	�. (�������������) 	��������.���� 

	������	
��� �����#�, �# 
������� ��$�� ����	�� ����� ��$��+ ������ �
�����
�. ������ 
������#� 	�	���� � ���, ��� 	�	���� ��+����	� � «*	��������» �������	�� 



��!� � ���$����. ��
 ��
�#��� � ��. 2, �# ������ ������#� 	���*�� 	����������	�. 
�������� 	������	���� ��$�* 	��������.��� 	����
�� � ������
��. -���, �� !��.6�� 

��	��, � ���� 
���� �		���*��	� ��������� ��������	
�� 	�	���� � ��+ 	�*���+, 
���� �� 
��!����� ������ ������#�, �� ����� ��$�� �������., ��� ����#�����, �	�� �	��!��. ����*4 

������#*. ������* ������ ��#��� ��	��/�� ������ ������#�. 
,�����#� ���������	� 
 	��������.��� 	����
�. �	���.#������ ����� �!/��� ������ 

(��������, � ��
���
�����
� � �
�����
� !����	�	������) ��#������ ���*���. 
#�������.��� ��#*�.����. � 	�*��� 
���� �������	��� #������� ���������+ ��$�� 

���
�����. 
�
 ��6���� #����� ������#����, 	�������	� ��#��$��� ����#����� ���������. 
����������� �#������� ��6���� � #���	���	�� �� 	����� ����������. &�� ���4	������ 

�������� ��� ���	��+ ������� (���*��.	��, 1947). 

"�		������ 0���*, ��� 
������ #����� 0*�
��� 	���	� � ����#���	������+ �#���$�
. 
��������$��, ��� 0���� �!������	� ������� �������� r �� ������* ����*
���. 5���� 
��+�� 0���� ����������	� ��
: 

D = +�(+) - �(+) - �+.  (4.1.1) 

(��	. x, � � / ����	�����4� 	������	������ �!8�� ����#���	���, ���* ����*
��� � 

�������.��� 	*������� ����#���	������� �#���$
�. 7���� ���������� *�����. 
����#���	��� ��� 
�$��� #������� �������� ������. ��� 
�$��� #������� ��������� 	���
� 
	*/�	��*�� �������	��� �!8�� ���*	
�. "�		������, 
�
 � 	������	���� 	 �#�������� 

�������� ������ ������	� �!8�� ����#���	���, ������������ 0�����. 

��������$��, ��� 0���� ��!����� ��
�� �!8�� ����#���	���, 
������ ��
	���#��*�� 
�� ��+��. "�6����, ��
	���#��*4/�� D � (4.1.1), !*��� �������	��� ���������. 

���!+������� � ��	��������� *	������� ��
��.���� ��
	��*�� ����4�	� Dx = 0, Dxx < 0. 
�# Dx = 0 ����� 

 
��
*�� �� ��$�� ���������. ���
* �������	�� � = �(r). &�00������������� (4.1.2) �� r 

���� 

 
����
� ��	
��.
* Dxx = [��(�) - /(�)]xx ���$�� !��. ���������.���, �# (4.1.3) ����� 

 
5�
�� �!��#�� #�
�4����, ��� �	�� 0���� ��+����	� � �������	�� �� � ��	�� 

�������!��$����, *��������� ������ �	���� ��#���� 



������� ����#���	���. ��6� �� �� ���������� ��� 0*�
��� �(�) � /(�). ��6� 
����	������� ���!������ 	�	����� � ���, ���!� #����� ����� ���*������ ��
	����.��� 
��6����. 
���� ��	������� ��� ����, ���!� ���������. ����������� �#������� � ��	�� ����-

���!��$����. ����������.��, �� �#��	���� ��0������� � ���, ��� 0���� ��
	���#��*�� 
���!��., �� ��$�� ����	
�#��. ��������� 0���� ��� �#������� ��������� ������
�. 
��� 
������ 	�*$�� �������� ���4	������� ����, ��� �� �������� ��� 	��������.��� 

	������	
�� �����#��. 

5����. ��		������, ��� ����#�����, �	�� ������#�, �������� � 	��������.��� 

	������	
�� �����#�, !*�*� �	��!����. 

"�		������ #����* ������#���� 

minf(x, r), 
��� � ����	������� ����������, � r - ���������. �����*� f ��	������	�, 
���� 

grad f = 0.  (4.1.5) 

"�6���� (4.1.5) ���� ���
* �������	��, 
������ ������#��*�� 0*�
��4 ���������� 
f(x, r). ��� �#������� r �������.��� ��6���� ���������� �����+��	�. � ���	����	��� (x, r), 

�� 
������ ��	����$��� ��#��$��� 	�	������ �������	�� 	�	����. � 	������	���� 	 
������������ 	��������.��� 	������	
�� �����#�� ��� ����
�+, ��������+ � ����+ 

�#�������+ r �� ��$�� �$����. 	������	��*4/�+ ����
�+ ����+ �#������� �. � ��#*�.���� 
����
����� �������	�� � ���	����	��� (x, r) !*��� ����
�� � �� ��$�� !��. ��
��� �!��#�� 

	
��������. 

�*	�. � ����$���� �������	�� ������ ����#������ 0*�
��� f(x, r) ����� �*�4 ��� 

��		��� 	���*�����. � ���+ 	�*���+ ����$����, ������������ *	������ (4.1.5), ���*� �� 
!��. �������.����. 5�
�� ���
� �������	�� �#��	��� 
�
 �	�!��, � ������ � ��
�+ ���
�+ 

� �!��#� ��+ ��$�� ��!�4���. ���!����� ��������� 	�	����. ��
 ��
�#��� � ��. 3, 

������������ #������ ������ 
���	���0 ������	� 
��		�0�
���� ��#��$��+ ����� 
�	�!����	���. 5����� 
���	���0 ����� ���� 	 ���#������ � ��	
������� �#��������� 

	�	������ 	�	����, 
������ ����4�	� ��#*�.����� ��������+, ����
�+ � ����+ �#������� 

������ � !���� ����������. � 	�*��� ��	�� *������4/�+ ���������� ��
���� r ���.6��� ��� 

������� 4, ��	�� ��#��$��+ �	�!����	���, � ����������	
�� 	��	��, ����	����.�� ���� 

(	�. ��. 3). 

"�		������ ���	��� ������ — 	!��
* — ���* �# �����������+ 
���	���0 5���. ��� 
��+���� ���!���� 6���
��; ���������� � ��*
� !�������� 	���� ���	���� � �������	��. 

"�		������ ���������.�*4 0*�
��4 

 



������������ #������� ��+����	� �������������� df /dx �*�4: 

 
5�
�� *�������� ��$�� ����. ��!� ����, ��!� ��� ���	������.��+ 
����. 2	�� 

 
*�������� ����� ��� ���	������.��+ 
����. � ��������� 	�*��� ��� ����� ���.
� ���� 

���	������.��� 
����.. ,������ �!��	��� ����	�������� � ������	�������� ��6���� 

����������	� ����$����� 

 
��� ���������� ����������4/�� 	!��
* 
����� �� *������4/�� ������!��#��—

���	
�	�� (r1, r2) (	�. ��	. 4.1). 

��
 ��
�#��� �� ��	. 4.1, ��� 	!��
� �����	� ���.
� ���� 
����., � �� �	���� 
	������	��*�� �����*�* ���������� f(x, r). ��*��� �!��	�� �����	� ��� ���	������.��+ 


����: ���� �# ��+ 	������	��*�� ��
	��*�* (��*	�������� 	�	������), � ��� — �����*�*, 

��� ��$�� ��������., �		���*� ����*4 ����#����*4 0*�
��� f. (�6���+������� �!��	�. 
����	������� 	�!�� �!��	�. 
���	���0, � ������� — !�0*�
�������� ���$�	���, ��� 
��
��.��� �����*� �	��#���. ��
 ��� ����	+����, ��$�� *�����. �� ��	. 4.1, ��� � ���
�+ 3 

� 7 �� ������� �!��	�� �	��#�4/�� �����*�� 0*�
��� 	����4�	�, �!��#*� ���
* ������!�. 
�	. r1 ��� r1 < 0 ����	������� 	�!�� 
��0��
���� ���$�	���, ��� 	*/�	��*4� ��� �����*�� 

 



������ ��*!��� (���
� 5 �� ��	. 4.1). � 	�*��� 	!��
� �������� r1 ��	�� ��#����� 
«��	/����4/��� ���$�����», a r2 — «������.���� ���$�����» ((����, 1977). �	�������� 

��� ��!��� ��
��� ������������ ������	� �� �!	������.	���, ��� ������ �������� r1 

����������, !*��� �� ����
����� ��$��. � �!��	�� 	
���
� �����+��	��: �	�� r1 > 0, 

�����+��	�. ����#�����, ����� 
�
 � 	�*��� r1 < 0 ��� ��*#�����; 	 �#�������� $� ��������� 
r2 ���������� � �#������	� ��������� � ����������, #� �	
�4������ 	
��
�� � ���
�+ 

!�0*�
����. 

�����+��	�. �������	��+ #������� (x, r) ��
�#��� �� ��	. 4.2. 

�� ��	. 4.2 ��
�#��� ��� ���� ���������, 
������ ���������� ��� ������������� 

�
�������	
��� �����#�. � ������) (1) ���#����� 	
���
 (��� 
���	���0�), (2) ��	����#�	 — 

�!������ ���$���� 
 ��
������ ���
�, �������� �� �����.���; � (3) ��	+�����	�. — ����� 
��
������� ��� ���!��$���� 
 ���
� ��#����� �������� 	�	���* �� ���+�44 ��� ��$�44 

�����+��	�. �, 	���������.��, � ��	.�� ��#������ 	�	������. 

��� ��� ��������� ���.#� �!8�	���. 	 ����/.4 ������������� 	������	
��� �����#�. 

����������.��, �	�� �	��!��. ��������$���� ������������� 	��������.���� �����#�, 
��������� 	�	���� ����	���� +���
����#����.	� ����#������ � ����
�� ���
���� �� ����� 
	����� ����������. ���*� ��#��
�*�. ���$�	������� 	�	������ �������	�� � ���#����� 
	
��
�. 

 
$�
. 4.2. ����	���0� 	!��
�. 



 

�������� ������ �����$���� ������ 
���	���0 
 ������ �#���� (1977) �����	
�+ � 

��������.��+ 	��*
�*���+ �#�������. � ������ �#���� ���������� � ����	������� 	�!�� 

��	������ ������ ��� �������, � *������4/�� ���������� r1 � r2 	������	������ 

����#�������.��	�. �� ������* ��	������ � ������ �
��� ������� ��	������ � �!/�� 
!����	�	������. ������������	�, ��� ���������.��� 0*�
��� ����� 
�������	
*4 0���* 

 
��� / — 
��	�����. 
���������.��� 0*�
��� �����������*��	� 
�
 0*�
��� !����	�	������ �!/�	���. (����� 

	�	���� � ���, ���!� ���	
��. ��6����, ��
	���#��*4/�� !����	�	������. :��� r2� � (4.1.9) 

����	������� 	�!�� ������ �
��� � !����	�	������, ���� r1�
2/2 — ����$����.�*4 

	���
*��*4 ���!��., � ���� � �4 — ���������.��� ���6��� ��	+���, ��� ��		�����. �� ��	. 
4.3 ���� ���4	������ ��#�����+ ��#��$��+ ����
�����. 

�# ������������ ��6� �!	*$����� �����, ��� ������ 
���	���0 ��$�� !��. 
�	���.#����� ��� ��!��� 	 ���� ���!������ 	��������.��� 	����
�, 
������ ������������ 

	��������.��� 	������	
�� �����# ��6��. �� ��$��. ��
 !*��� ��
�#��� ���.6�, ������ !�-

0*�
���� � ������ �	�!����	��� ��
$� ��	.�� ����#�� ��� �
�������	
��� �����#�, ��
 
�
 
���*� �����. ��� � �����#� #����, 
������ �� ��6�4�	� �������� ������������� 

�
�������	
��� �����#�. 



4.2 ������������� ��������.��� ������
� 

:��!� ��
�#��., 
�
 
�������� !�0*�
���� ��$�� !��. �	���.#����� ��� �!8�	����� 
������
� �
�������	
�� ����4���, ��		������ ������
* ��������.���� ��#�����. 

��4������ ������ 	���������� �������*�� �� ��#����4 �������� 	���� ���#����� � 

������	
�#*��� ���*6���� ����������	�� ��#����� (	�., ��������, ���.	��, 1981, 

�����		�� � '�����, 1988). � ����4��� ������� ���������� ��
��� ���� ��������� !��� 

��������*�� ���!��.���* �����#*. ������ — �		��������� ��		� (1975). � 
���	��� 
��������� ���
� ��� �����#� 	��*���� � ���� �!��	��� #�����	�� �� �#�� ������#* ������� 
(1925). �����	�� ���� ������#�, �	������ �������� ��#��$����� 
�*���+ � ���
�+ ������� 
2����� � ���+* ��#����� 	�������
��.� !��� ��������� 	��!����� �������� �, 
�
 
	���	����, *�*�6���� 	�	��� ����	��������
� �������. �	�������	. �� ���+ �		���������+, 

�����		�� (1986) *����$���, ��� 0*���������.��� �#������� � ������� �
�����
� 
��	������� ��	�������� ���*� !��. �!8�	���� �#�������� 	��*
�*�� ����	����	
�+ 

	�	���, �. �. 	�	��� 	��!$����. &�*���� 	������, 
�*���� 	��*
�*���� �#������� +���
���� 
����#���	���; ��#��/���� ����#���	��, +���
���� ��*��, 
*�.�*�� � �!/�	������+ 

��	���*��� ��#���4�	� ����������, ������� �#��������� � 	������	��*4/�+ 

����	����	
�+ 	���+.  ���	����	
�� 	��� — ��� ��
�� ���	����	������� 	�	����, 
������ 
���*� �	���.#����.	� ��� ���$���� �������, ��0�������, �4��� � ����� � #���	���	�� �� 
����#���	��� � �����!����� �������. ����*4/�� ��$� ������ ��
�#�����, 
�
 
�������� 
����	����	
�+ 	�	��� �������� �!8�	���. 
���	������� �	��
�� ��������.��� ����4���. 

�����. ������+ ����	����	
�+ �����4��� ����	������� #��	. 	����	�� ��!���� 

�����		��� (1986) � �����		��� � '������ (1988). ������������	�, ��� �	� 0�*
�*����, 

��!�4��4/��	� � ��#����� �������, ���*� !��. �+������ ���, �� 
������ ����, 
���	������ 

�����
	��������� 	�	����� ��00��������.��+ *�������� 	 
*!���	
��� ���������	���� 

�
�
�

�
�
�
�

�
---= xry

y
T

dt

dy

3

3

, «!�	���� *��������», 

(4.2.1) 

yT
dt

dx 1--= , «��������� *��������», 

��� r — *������4/�� ��������, � T — 
��00������, ���4/�� 	��	� 	
���	�� 

*	���������� (���������). ���������� � ��$�� !��. ����������������, ��������, 
�
 
��
�	�. ������ � ����6���� ����������#���	���, � x — 
�
 ��� ��	�*���	�. ��� ����	����� 
� 	��#�. &����� 	�	���� ����	������� 	�!�� ����0�
���4 �#��	����� *�������� ��� ��� 

����. �!���*$���, ��� ��#���� �������� 



� ���*� ��#��
��. � � ��� 	�*���, 
���� �������� � ������ ������	� � 
������	
�+ 

���������+ ����������. "�	. 4.4 ���4	����*�� �������� ��
�, � 
������ ���*� ����. ��	�� 

�������4/��	� 	
��
�. 

"�#
�� ���8��� � ������� �!8���� ����#���	��� ��������� ��!�4��4�	� � ���*� !��. 
	������������� ��	�������� �#�������� � ��	���+ *	�����+. ��4����� ��������, 


������ �*$�� �	�#���. ��� ����, ������	� ��� 0�
�, ��� �#������� #������� «!�	����» 

���������� ��$�� ����	+����. ���	������.�� ����	����.�� !�	���. 5�
�� �!��#��, �	�� 

�����	�� ��!�4����� 	�	���� ����	���	������ ����� � ����	���	������ ��	�� �#*������ 

��������, �� ��$�� �����.�� 	�����. �����, ��� «���������» ���������� �� ���4� 
!��.6��� �������. «���������» 0�#� �	���� !*��� ������������. �� !��.6�+ �������+, 

����� 
�
 «!�	����» ��������� 	�	���* � 	*/�	������ �������� ��$��. 

 

��������� ��#����� 	��� ��0��	��*
�*�� (x) �*��� ����	����� 0�#���	
��� 
������� 
��$�� �����	�� 
 ���*, ��� ����
����� �
�$*�	� ��	����$������ � #��� L (��	. 4.4). 

����������.�� 	�	���� ��+�����	. � ����$���� %. � �#�������� � � 
���� 
����� 
��	������	� ���
� �, ��6� 
������ 	��� ������� ����#�������.��� ��
�	�� ������ #������ 

�#������	�. � ���� ���
� �������	�� ������ 	���	��� *	�������	��, � ��������	� «0�#���� 

����+��». �
���	�. �#������� � ���������	��� 0�#� ����������	� �������� 
�������, 
��*����+ � ��*��+ ���!+�����+ ��	*�	��, 
������ !*�*� �	���.#����.	� � #���$��4/��	� 
��$��� ����#���	���. 



��4����� �	�!����	�.4 ����� ���� ����������� �����#� ������	� ��� ��
�����	�.. 
����� ��� ��	��$���� #��� � ���
�����.	� ����	������, 
�
 �������� �����������. 
�����		 �!�	���������, � 	�	���� ��$�� 	�	�. �� ����
����4, �#�!��$���*4 � #��� �, ��
�, 
��
����, �� ������	� 
 ����������.���* ����$���4 D � #���� 	�����	� �!����� � #��* L. 
����*�� #������., ��� �	�#���. ���!����� +���
��� 
������	
�+ ����
 � � D �� ��
-�� 

���
�.  �$�/�� � �	���� ���+ �#������� �����		 ��$�� !��. ����	�� 
 ��	+���/��	�, 
�����* ��� �����������, +��� � �����, �#������� ��
�	�� 	���� ��0��	��*
�*�� ��$�� 
��#���. ���$������ !��.6�� 0�*
�*���� �������	��+ #������� ����������#���	���. 
�� 

����	+���� �*��� 	
��
��!��#��+ �#������� 	�	������ ��� 0�#���+ ����+����. ����+�� 

����� ��	�� ��#���	��� �� ����, 
�
 �������� *����������	� ��
�	�. 	����, � ��� #�����, ��� 

��#����� ������ ��$�� !��. 	���*�������� ���	�� ��!�������� � 	��. ������ �����.
���, 

�� ��$���� #����. 5� �	�. �	�� 	�	���� ��+����	� �!��#� 
������	
��� 	�	������, �� 	��!�� 
��	+�$����� � *	�����+ ����	��������
� ����*
��� ���*� �����	�� 
 ��������* ������4 � 

������� ��������
�	��. 

��#��
��� �	��	������� �����	: ��$�� �� ����!��� �#�������	
�� ����������	
�� 

�����#, �������� ��6. ��	��/�����, �!8�	���. ���8��� � ������� ��#�����+ ������� � 
���6���. �� �*����, ��� ��
�� �����. ��$�� !��. �	���.#����� ��� 
���	������� 

���4	������ �������. ��� ��$�� �����. *��*!����4 ��6�+ ����	�������� �! �	�!����	��+ 

����.��� ����4��� �������. 
"�		������ ������ ��#��$���� ���������� ���� ������. ����*� �����		��* (1986), 

��#����� ������� � ��$��������.��+ �
�������	
�+ 	��#�� � ���� � ������ 	 1000 �� 2000 

��. ��6�� ��� ��$�� ����	�����. 	�!� � ���� ������+ �����4���: (I) ��������	� � 11 ��
� � 
������ � #����6���	� � 16 ��
� � �������� 2�����; (II) !���� ������ � 16 ��
� � �	�����, 

����*����� � ������ � �
��������	� � 19 ��
� � �������� 2�����; (III) ��������	� � ������ 

� 18 ��
� � �
��������	� � ��#����4/�+	� 	�����+, ��������$����.��, � 21 ��
�, � (IV) 

��������	� � ;�����, )��������, (������� ,������� � )����� � 
���� 20-�� ��
�. 
��		���������� 	����+ �������+ �*��� � ��#�!�������� ��#��$��	�� �������$���� 

����# 2����* � �#�4 �� ��$�� ��		��������. 
�
 0�#� ���������� *�*�6���� 	���� 

��0��	��*
�*�� — ��� ��+���� ����$���� � �	��!����� �������+ !��.����, ����$��+ 

���	��	���, 	�����	�� ����	��������
� � ��*��+ ����������� �������$����. 
��� ������ 

	������	��*�� ������ ����	����	
�� �����4���. 

� ��	���/�� ����� �� ������	� 	���������� ������ :�������� ����	����	
�� 

�����4���, 	��#����� 	 ��#��	������ �!8��� 



�!��!��������� ��0������� � ��	6������� 	���� 	��#�, � ��
$� ��	��� �!8��� 
��*���+ #�����. %�*�6���� 	�	��� ����	�����, � �	�!����	�� 	��� ����	����� ��#�*6����, 

��*
����� *���.6��� #������� ������0���	
�� !��#�	�� �!��	��� � ��������. 
5������� �������� ��� �����#� :�������� ����	����	
�� �����4��� ��$�� !��. 

)����� (	�. �����		�� � '�����, 1988). &�� ���	����� ��#����� ��*����� ��	*�	� �� 
������ ����: ���0�		��, 	��#����� 	 ��*
�� (I), *���������� � �!��!��
�� ��0������� (II), 

�!	�*$������� (III) � ����#���	���� ��������.��+ �����	��� (IV). ��!�� ��	������$���� 
�!8�
��� ��*
���
��� ����#���	��� 	*/�	������ #���	�� �� ��#��$��	�� ����������� 
	�������	��� 	 ��	�
�� *������ �!��#������ � 
����0�
����. ����������.��, � ��#����� 

�������� ��#��	���� ���. *�����	������ � ��*��+ ��	6�+ *��!��+ #�������� � ��*���+ 

*����$�����. 5�
�� �!��#��, �� ���$�� �	�#���., ��� 
�4����� +���
����	��
�� 

:�������� ����	����	
�� �����4��� ������	� ��*
������ ��	6������ ��*���� !�#� �. 
������6���� ��$�* � � ��
�	�.4 ����#���	��� � ���	��� #��	. *��������� (4.2.1). 

5���
����� ���$���� � ���� 	�*��� ���������� ����	��������� �� ��	. 4.4. 

�*$�� #������., ��� � �����6�����	�� *$� 	����	 ��$�� �!���*$��. �#������� � 
	��*
�*�� 
����������$����. ��������, � 1977 ���* !��.6� 17% #����� � �		��������� � 

��#��!��
� (R&D) ��#��/��� ����. ��!��.6�� ��	�� 0���. 
�� ��*��� ��	�������� �� 
!���� 7% �� �!/�� �������� �����6������� 	�
���� )�����. � 	������	���� 	 
	������6���� ����
���, � 1985 ���* ��	�� 0���, ��������4/�+ !��.6� 17% #����� �� 
R&D, 	�	������ � )����� !���� �������� 	���
*����� ����#���	�������� 
�������. �4�� 
����	��	� +�����	
�� ����#���	���, 	���
�	�������, 	�������	�������, 
�	����	
�� 
��+��
�, �!��*������� ��� «��	�
�+ ��+�������», ��6���	������� � ��!�����+��
� 
(�����		�� � '�����, 1988). 

4.3 ��
������ ������� 	��*
�*���+ �#������� 
� ���� ��#���� ����	������� ��
������ ������� �����$���� ������ 
���	���0 � ������ 

!�0*�
���� 
 	�����.��� 	�	�����. 
�� �����$���� 	0�
*	������� �� 
���	������+ 

+���
����	��
�+ 	�����.��+ ��������	
�+ 	�	���. �	� ����������� ��$� ������� ��$�� 

����� * ���.	��� (1981). 

4.3.1 &������ ��
�� � ������ ������� 
"����� �����$���� ������ 
���	���0 
 �
�����
� ��������$�� ������* (1979), 
������ 

����	����� *	����6��	�������*4 ���	�4 



������ ������� 

 
��� � — ��������.��� ��+��, / — ��	+��� �� �����!�����, I — �!8�� ����	�����, w — 

!����	�	������, k — 
������, � I0 — «#���/����» ����	�����. �������� a — 
��00������ 
��������� (	
���	�. *	����������). 7*�
��� ��	+���� �� �����!����� ����������	� 
	���*4/�� �!��#��: 

 
5�
�� �!��#��, 	!���$���� 	�	�����4� 

 
7*�
��� ����	����� I(�, k) ������������	� ����	����	
� ��#��	��4/�� 	 ��	��� � � 

*���.6�4/��	� 	 ��	��� k. ��	������ �������	�� 	�	���� #�����	� *���������� 

 
�� ��	. 4.5 �#�!��$��� ������� ��#�����+ 
����+ � ����
 �������	��. 

 

�# ��	*�
� �����, ��� ��#��$�� ��!� ����, ��#
� (��� ��	�
�) ��$�/�� �������	��� 
#������� �, ��!� ���. � 	�*��� ��	
��.
�+ �������	�� ��� ���6��+ *	�������, ����� 
�
 

��*������� ��*	�������. 
��� 	�*��� ����$���� 	
���
* �� dy/dt = 0. ��	
��.
* 0*�
��� 
	!���$���� #���	�� �� w, ��#������ #������� !����	�	������ 	������	��*4� ��#������ 

	�*���� �������	��. ��$�� ��
�#��., ��� 
������� ��#��$��� *	�������� 	�	������ 
�������	�� ���4� 0���* 	!��
�, 
�
 �� ��	. 4.6. 



 
"�	. 4.6. ���*
�*���� �#������� � ������ ������� (k � w — ��������� ����������). 

:��!� ��
�#��., 
�
 ��$�� �!��#����.	� (��	����#�	���) ��
�, ��������$��, ��� 

���������� � ������� #�������, ��������$�/�� ���+��� ��	�� ������!��#�� �� ��	. 4.6. � 

���� ������ ������
� 	�	���� �����	�.4 ����������	� ������
�� ��������+ ���������+. 

&�� ���	���� �*	�. w 0�
	�������. ��������$��, ��� ���	*�	��*4� ����� ���6��� 
��#�*/���� �������	�� &. 2	�� ��#�*/���� ����. ����, � 	�������	���� 	 ������
�� k 

	�	���� !�	��� ��#���/���	� 
 &. ����
� 	���� k, ��#��	���, �����	��. #������� �, 
��#��
��� 
���	���0�, � ��+�� ������ �� ��$��� �����. ��������	� ��������� ���$���� 
����. ����� dy/dt = 0 �� ��+ ���, ��
� �� !*��� ��	����*�� ���
� !�0*�
���� /, ��� 
��#��
��� ��*��� 
���	���0�, � � ����	
�
����� 	���� �� ���+�44 ����.. 

4.3.2 %��������� ��	*�	��� 

"�		������ #����* *��������� ��!����	����, ��		�������*4 � ��!��� ����
� (1976). 

�!�#����� �!/�� �!8�� ���*����� ��! ����# x(t), � ����* ������ ����# h(t). 2	�� 

��������$��., ��� �	��	������� �����	� ���*����� #���	�� �� x � � �!/�� ���� ���-

	�����	� 0*�
���� F(x), �� ����� 

 
�*	�. & — �������� ��*����+ #����� �� ��������� �����, ��
 ��� ����� ������ ��$�� 

!��. #���	��� 
�
 

 

�� �#������, ��� ����� ������ ������� ������������.�� 
�
 �������� ��*����+ #�����, 

��
 � �������� ��������+ ��!��+ #���	��. 



�!�#����� ���
* �������	�� *�������� (4.3.5) ����# �*. 5���� ������$������� �!8�� 

*���� Y #�����	� ����$����� Y = Ex*. 
"�		������ 	�*���, 
���� F(x) — 
����� ��	����#���	���, ������ 0*�
��� F(x)/x 

��#��	���� � ��
������ ��������� 0 < � < '*. &�� ����+: F(x), ��� �, 	
�$��, � ��������� 
0 < � < '0 < '*, * ��� �����	� 
������	
�� (���������.���) ��	����#���	���. Be������ '0 

��#�����	� �������.��� *������ $�#��	��	�!��	�� ���*�����. 5�
 
�
 ��������� 	�	��� 

� 	�*���+ 
������	
��� � ��
������	
��� ��	����#���	��� ����. !��#
�, �� ��		������ ��-

�.
� 	�	���� 	 ��
������	
�� 0*�
���� ��	����#���	���. 
'�#���� ��������� ��� ����� 	�*��� ����	������� �� ��	. 4.7. 

 
"�	. 4.7. ��*��� ��
������	
��� ��	����#���	���. 

 
"�	. 4.8. ����	���0� 	
���
� ��� 0*�
��� ��+��� ����*
��� � #���	���	�� �� ����� 

������. 

���4� ��	�� ��� ����$���� �������	��. ��$�� ��
�#��., ��� �*����� ���
� *	�������, 
�	�� & > &+ (= F'(0)). &���� ��������$��, ��� & > F'(0). (������� x+ �	���� ��*	������� � 

	������	��*�� (��*	��������*) ��+��* ����*
���, 
������ ����	������ �*�
������ 

*��	�
�� �� 
����� «��+�� ����*
��� — ��*����� #������» (	�. ��	. 4.8). 2	�� & �������� 
��#��	���. 	 ��$���� *�����, �� 	*/�	��*�� ���
� �������	�� � 	������	��*4/�� �� #��-
����� ��� ��+��� ����*
��� &�*(= &*). 
�� #������� ��	������ 



��
	��*��, 	
�$��, ��� &M. ��������#��*��, ��� ����#�����, �	�� ���������� 

*���������. ����* ������ ��!� ���.6�. ����� #������� E� ��������, ����� 	����� 

��#���	���� ���������� �������� ��6. 
 ����� �#�������� 0*�
���. ����
� �	�� & 
���+���� #������� &*, ��+�� ����*
��� ���#���� ������ �� �*��. 5����. �*	�. & 

*���.6���	�. ��	
��.
* ��� E� > &+ ������ 
�������� — ���
� *	��������� �������	��, 
�*��� ��
��� *���.6���� 	��*���� �� ��$�� ��		�������.	�. ����� & *����� �� *�����, 
���.6��� &+, �*����� �������	�� 	����� ��*	��������, � ��$�� !*��� �����. �������� 

*���������. & �� E� 	����. ����������.��, ����� ��	�� ��	����#�	, 
������ � ��
�#�� �� 
��	. 4.8. 

4.3.3 &�������	
�� ��!�� ���� ����	����� � !�0*�
���� 

"�		������ �����$���� ������ !�0*�
���� 
 ����	������� #������. &����� �����. 
������$��� &���!*����, �� ���.�� � ����� (1979). ��� ��		�������4� ������������ ���� 

«�	+����� �*�
�—�*�
� ��#�������», ��$�* 
������� ���$�� !��. ��������� ��
������ 

�����	��� D ������#�
, ��	����������� ��$�* ��*�� ������ ����	����� (
 ������*, 
����!*	��� � ������!��.��� ������#
�). �*	�. xi �!�#����4� ��	�� ������#�
 ���� i (i = 

1,2). &�����
� ��!��� ���� ����	����� #�����	� ����$����� 

 
��� *	����� x1 + x2 = D. 2	�� �� ����	����� ������������.��	�. ���� i 
�
 Ai (x), �� Di 

������ ��� 

 
���
������ ��� ������
� #���	�� �� ����, 
�
 ���������� 0*�
��� Ai. �� ��		������ 

#��	. ���	��� 	�*���, 
���� ������������.��	�. Ai ������������.�� 	
���	��. 

��������$�� 

 
��� vi — 	������ 	
���	�. ����	��������
� ���� i. '*��� 	�����., ��� ��$�* ������ 

����	����� ��� ������� �#�������	����. �*	�. ��� �����������	�� ��� 1 — ������!��.��� 
������#
�, � ��� 2 — ����!*	���. ������������	�, ��� ��� �
������ �	���.#������ 	
���	�. 
������!��.���� ����	����� 	��$���	� �	���	���� ������*#
� ����	������, ����� 
�
 
	
���	�. ����!*	��+ ������#�
, 



������*� �� ����8�������� ���!������, ����������.�� ����6���	�, �� #���� ��
$� 
������. 
�� ��������$���� ��+���� ����$���� � 	���*4/�+ 0���*��+; 

 
&�� ���	���� ��!���� � = r = s = 1. &�����
� ������#�
 #�����	� *���������� 

 
%�������� (4.3.9) ���4� ��� ���
� �������	��. �� ��	. 4.9 �� ��
�#����� ��������� 

	�	���� ����	����.�� !�0*�
��������� ��������� D ��� �	���.��+ ���������+, 

#�0�
	��������+ ����#���.��. 

 
"�	. 4.9. &�������� !�0*�
���� ��!��� ���� ����	����� � #���	���	�� �� ��������� 

!�0*�
���� D. 

% &���!*���, �� ���.�� � ���� (1979) ��������#������� � !���� 	��$��� 	�*���. ��� 

�		��������, ��������, 	�*���, 
���� ������������.��	�. ���� ����	����� #���	�� �� 
������� ��
���� � ��		����� �����$����: ��� !��.6� �4��� ��!���4� 
�
��-�� ��� 

����	�����, ��� !���� ���*������ �� 	�������	�. 

4.3.4 ���$�	��� �������	�� � ������ 

��#������ �������� ���.	��� 
��$��� ������ ������� ���������� ������ 
���	���0 
 �
�������	
�� ������0�� � 

��*
� � �������+ ����	������� 	�!�� �����. ��#�����+ ��� ���.	��� (���.	��, 1981). �� 
�	���� ���� ������ 



�#*����	� ��������� �����!������, �����#$�4/�+ �� ��	� ���$������ (��� ��!���) 
 
�������� �������. @��. ������ — �		�������., 
�
 ��������� �����!������ #���	�� �� 
#�������� ���	����	�������� ��	���������� �������+ �������. ��!����� ���
������ 

#������ ������	� ����������� �+ �������.���� ��	����$���� � ��#�����. ������������	�, 
��� 	*/�	��*�� �#����#���	���	�. ��$�* ������� �� *��������� ��#����� ��������� ������ 
� ��#��	������ 	�����	�� ����#�� �� !��.6��� ������, � ��� ��!��� ��	����$���� � 

��#����� ������ ���!���
 ��!���4�	� !����	� ��$�* �$������� ���!��.4 � #�������� �� 
	��!$����. 

�*	�. ���	����	������� 	�	���� 	�	���� �# � #�� (i = 1,..., �), Sij — ����
 �������+ ����� 
�� ��#������� #��� i 
 ����#���� � #��� j. ��������$��, ��� �� ����������	� 
�
 

 
��� �i — 	������ �� �*6* ��	������ ��	+��� �� ��
*�
* ������� ��#�������� � #��� i, �i 

— ��	�����	�. ��	������ � #��� i, Wj ����������	� 
�
 ������
����.��	�. ����#���� � #��� j 
— ��������, ��	�� �#�������� ��#����� ��������� ������, cij — 	�����	�. ���#�
� �# i � j � 
	������	��*4/�+ �������+, � � b — 
��	�����. 

�*	�. k — ��
������ 
��	�����, +���
����#*4/�� 	�����	�. ������� ������$���� 
������. &�����
� �����		� ����������	� ��� 

 
��� 	
���	�. *	���������� ��!���� ������ �������, � Dj — �!/�� ��+��, ���*������ � 

������ j, 

 
� �!/�� ���� ������
� �����		� ��$�� !��. #���	��� 
�
 

 
��� Mj — ���������� 0*�
��� �� W = (W1,..., Wn)

T. ������	�� �����., 
�
�� �!��#�� �� 
�������	��� �������� ����4� ��������� k, �, b, �i � �i. ������� ���������� �, b � k �� 
�������	��� #������� ����	������� 	������	������ �� ��	. 4.10-12 (�#��� * ���.	���, 1981). 

� 	��$��� 	�*��� ����#�� �	������. ��
������ ������ ���.	��� ����	����.�� 

��������� ������. '��.6�� #������� � � ����� b �������� 
 ���*, ��� 	�	���� ����� 
����	����.�� ����� ��	�� !��.6�+ �������+ ������� � ���!����. 2	�� ����
 ��������, 

����$�4/�� ���*, ��	�� ������� ����� ��������4 
 	�
��/���4. &�� 



 


��
������ #��� � 
��
������ ����� � ���	����	��� ���������� �����	� �����+��	�., �� 

���* «	�����*» 
������ ��#����� ������ #��� ��#��$��, �� ��*�*4 — ���. 
�� �!��	�� � 
���	����	��� ���������� ��#���� «"�» (��#����� ��#��$��) � «"��» (��#����� 
����#��$��). �������� 
�$���� �# ���������� ��$�� 
��		�0��������. �� ����* ���#��
*. 
��������, � = 1 ������	� 
������	
�� ���������: ��� � < 1 #��� �	���� ��+����	� � 
����$���� "�, ��� � > 1 ��� �� ��
. ����� ���	������.�� ����� ��	�� ��#�����, ����+�� #��� 

�# 	�	������ "�� 
 	�	�����4 "� �#������ «	
���
» 
��
������� #������� Wj. 5�
�� 	
���
 

��$�� �����	�� 
 ���������* 	
��
* ��*��+ ���������+ Wk. 

4.4 '�0*�
�������� �����# ������ 

�
�������	
��� ��	�� 
� ���� ��#���� ���� �����$���� ������� !�0*�
��������� �����#�, ��#����+ =�		�� � 

&$�#�0�� (1980), 
 	���������� ������ �
�������	
��� ��	��, ������$����� ������� 

((���, 1989 � 1989�). �����. ���	����� ������� �������
�*���� �� �
�������	
�� ��	�. 



������������	�, ��� �����	� ���.
� ���� �����, 
������ ��$�� �	���.#����.	� 
�
 ��� 
�����!�����, ��
 � ��� ��
�������. �������	������, 	*/�	��*�� ����	������� 	�
��� 

����#���	���, ����*
��� 
������� ��$�� �	���.#����.	� 
�
 ��� ����	����� � ���-

�#���	���, ��
 � ��� �����!����� ��	�������. ������������	�, ��� ��� �����		� 
����#���	��� ���!+����� ��� 
��������� — (0�#���	
��) 
������, #����� (��������	
�� 


������) � 0�#���	
�� ��*�. 

��������$��, ��� �!/�� ��*����� ��	*�	�, �!�#�������� 
�
 L, ��	�*� 	 ��	������� 

	
���	�.4 �. %��	���
� ����#���	��� (��*����� ��	*�	�) �����#����4�	� �� ��!����
�� 
*�	�������� � 0�#���	
��� ��*��, �!�#�������� 	������	������ 
�
 L1 � L2, ������ L1 = n1L, 
L2 = n2L, n1 + n2 = 1. �� 	������, ��� n1 � n2  — 
��	�����. 

���*
�*�� ����#���	��� ���	�����	� 	���*4/�� ����#���	������� 0*�
���� 

 
��� Y — ��������.��� ��+��, G — #����� (��������	
�� 
������), ' — 0�#���	
�� 


������, a � b — ����$����.��� 
��00������� (a + b < 1). &�� ���	���� ��������� A(G) = 

Gg, ��� g — ����$����.��� 
��	�����. '���� ����, �����!*�� a + b + g = 1. 
�� *	����� 
�#������, ��� ����#���	������� 0*�
��� ������	� ������� ����������. 

����� ���!��� �� ������* �	���.#������+ ��*����+ ��	*�	�� ����� Y/L. ������������, 

��� *�����. �����!����� ��!����
�� 0�#���	
��� � *�	�������� ��*�� ����� 

�������������� �������� Y/L. %�����. �����!����� ��!����
�� 0�#���	
��� ��*�� 
������������	� ������ c1Y/L, � ��!����
�� *�	�������� ��*�� — c2Y/L, ��� c1 � c2 — 

����$����.��� 
��	�����. 

�����		 ��
������� 
������� ���	�����	� *��������� 

 
��� r — 0�
	��������� ����� ������#���� 
�������. &�� �
�����
� � ����� ���� 

�����!����� #�����	� ��������� �1�1 + �2�2, ���� 	!���$���� ����� 1 – (�1�1 + �2�2). 

5����. �!	*��� �����		 ��
������� #�����. �� �����		 ��
������� #����� �
�#����� 
������� ��������� ��!����
�� 0�#���	
��� � *�	�������� ��*��. "�!����
� *�	�������� 

��*�� ��
������4�' #����� ��	���	���� ������� �!��#������ � #� 	��� *��	��� � ��*���-

�		���������.	
�� ��!���, ����� 
�
 ��!����
� 0�#���	
��� ��*�� *���	� «!�# ������ �� 
����#���	���» (
���*, 1962). 
�� ��	.�� 	��.��� ��������$����. � ������*, ��!����
� 

0�#���	
��� 



��*�� ���*� ��������. *��	��� � ��*���-�		���������.	
�� ��!���, � ��!����
� 

*�	�������� ��*�� — ��������. *��	��� � �����		� ����#���	���. ���������.��� ������
� 
��	�� #����� ������������	� 	���*4/��: 

 
��� �������� pY ���	����� �00�
�� «�!*����� �� ��!���� ��	��» ��!���+, � — 

0*�
���, ����$�4/�� �
��� ��!����
�� *�	�������� ��*�� � �����		 ��
������� #�����, � 
m — 0�
	��������� �������� ����� �!�	��������� #�����. ���������	
�� ������������� 
0*�
��� � ���� (����� (1989). �� ���������� � 
�
 

 
��� a1, d � Q — �����������.��� ���������. �������� a1 �����������*��	� 
�
 ���� 

�00�
�����	�� *�	�������� ��*��. 2	�� a1 ����� �*�4, *�����. �����!����� �� ������ �� 
��	� #�����. 2	�� ��� �������� !�	
������, 0*�
��� � �!��/���	� � �*�., � �������
�*��� 

������ �� ��4� ��� �!/��� *��������� ��*����� ����������. � �!/�� 	�*��� ���$�� 

��������.	� 0 < a1 < ¥. �# (4.4.4) �����, ��� �	�� *�����. �����!����� c1Y/L ��	������� ��-

	�
, �� �� �� ������ �� ��	� #�����. � ��	��� L1 � G 0*�
��� � ��#��	����, ��$� �	�� ��� 
«�������.��» ����	����.�� L1 � G. 

&�����
� 	�	���� ���	�����	� ����4�������� *���������� (4.4.2) � (4.4.3). ��	���* 

��$�� ������	��. � ���� 

 
����	��� ���� 	�	���� �����.�� ��������#������� (����� (1989�). �������� #��	. 

!�0*�
�������� �����# 	�	���� ����	����.�� ��������� �. 
������� #��*���	� ��������� ����, ��� 	*/�	��*�� ����	������� ����$���� �������	��, 

� ������ *	����� *	�������	�� ����� �������	��. "������	�� ����������	� �# ��6���� 
	�	���� *�������� 

 



�# ������� �# *�������� (4.4.7) �� ��$�� ���*���. 

 
��� r' = (r + �)/(1- �1�1 - �2�2). ���	������ (4.4.8) �� ������ �# *�������� (4.4.7), ����� 

 
:��!� �		�������. �����	 � 	*/�	�������� ��6���� *�������� (4.4.9), ��������� 

0*�
��4 / 
�
 

 

��$�� ��
�#��., ��� C(0) = 0, /( ) = – , /¢(0) > 0. 
�� 	���	��� C(k) ��������*4� 

	*/�	�������� ����$����.���� ��6����. ��������$�� �����., ��� �����	� ��	
��.
� 

����$���� �������	��. �# 	���	�� C(k) �����, ��� �	�� ��	�� �*��� C(k) �� ����� �������, 
�� �+ 
�
 �����*� ���. ��������� 0*�
��4 c(k) = (a1 + r' c1k)C(k)/k. :�	�� �*��� ���� 

0*�
��� 	�������� 	 ��	��� �*��� 0*�
��� C(k). ��	4�� 	���*��, ��� 	*/�	��*�� 
����$����.��� #������� k, ��
��, ��� �" = 0. � ��*��� 	������, ��$�� ��
�#��., ��� �	�� 

a/g –1 > 0 �  

(1 – b)Q/g –1 < 0, �� �" �	���� ���������.�� ��� �4!��� ����$����.���� k. ����������.��, 

a/g –1 > 0 � (1 – b)Q/g –1 < 0 ����4�	� ��	��������� *	������� ����	������	��. 

����*�� #������., ��� ����	������	�. ��$�� !��. *	��������� � ��� !���� �!/�+ 

*	�����+. ���*������ ��6� ��	�������� *	����� ���������	�, �	�� a >g > Q > 0. 5� �	�. 
�������� ��������� 
������� � ������ ����#���	������� 0*�
��� ��6�, ��� �������� 
��������� #�����; � �� $� ����� �������� ��������� #����� � ������ ����#���	������� 

0*�
��� !��.6�, ��� � 0*�
���, ����$�4/�� ���4 �������
�*��.���� ��*��. 2	�� 

��	������ *	����� �� ���������	�, �� ��$�� ���*���. ���$�	��� �������	��. ���
, ���� 

��
�#��� 	*/�	�������� �� 
������ ���� ����	�������� �������	��, 
������ ����� 
�!�#������	� 
�
 (k0, �0). 

������ �����. *	����� *	�������	�� ����� �������	��. ��$�� ���
� ��
�#��., ��� ��� 
	�!	������+ #������� (q1 � q2) �
�!����, 	������	��*4/��� ����$���4 �������	��, 
#���4�	� *��������� 

 



��� 

 
�������� �' � � ����$����.��. ��	
��.
* � ���
� �������	�� ����� ��/��+ �(�, �)/� = m 

+ �, 	���������� 	�����6���� 

 
��� a1g/( a1 + �1�) < 1. 2	�� Q ��	������� ����, N ���������.��. �������� N ���������.�� 

� � ������.��� 	�*���, 
���� #����� �� ����4� �� 0*�
��4 ��	�� #����� � (�.�. 
���� Q = 0). 

� 	�*��� Q = 1 ����� ��	�� N = py(g- l)/� + a1�1g�/(a1+ �1�)2- 2	�� � +��� ��
������� #����� 

�00�
� �!*����� � +��� ����#���	��� ��	*�	��*�� (�.�. � = 0), N ����$����.��, � �	�� 

������� ����� 0�
���� ����
�, �� N ��$�� 	���. ���������.���. 

 ��
� �����., ���, �	�� m1 < 0, �������	�� ��*	�������. � 	�*��� 
���� m1 > 0, �	�� 
 

���* $� 2
1
2 4mm < , 	�	���� *	�������. 2	�� 2

1
2 4mm >  � 
2 ����$����.��, 	�	���� ��
$� 

*	�������; �	�� �� ���������.��, 	�	���� ��*	�������. ����� 
2 = 0, 	�	���� �������.��. 
&��. ������������ #�
�4����� �! *	�������	�� 	�	���� �����
�, �����* ��� ����$���� ��� 
m1 � m2 	��6
�� 	��$��. (��� ��������#������ ������� ��#�����+ ���������� �� �������-
	��. ��	
��.
* #��	. �� ����� ���� � �	������ 	 �����$������ ������ !�0*�
����, 

�!	*��� ��6. 	�*��� m2 = 0. 

���. 	
��� 
� ��$�� !��. ��� ����$����.���, ��� ���������.���, �� �� ������	� 
�����*	����� ��������$���� � 	*/�	�������� ����������, �!�	������4/�+ �����	��� 

m2 = 0, 	����������� � 	�*���, �	��  

(n'by/k – r - n)N = n'gyM/�. 5�
 
�
 � ����$����.��, � 	�*��� ���������.���� (n'/by/k – r - �) 

0*�
��� N ��
$� ���������.��. 
�!�#����� ����# �0 �������* �, ��� 
������ ���������	� m2 = 0, � ��!���� � � 
���	��� 

!�0*�
��������� ���������. &�� 



*��!	��� �!��#� �������	�� ������6�� 	�	���* � ��
��.��� 0����. �*	�. 

 
5���� 	�	���� ��$�� !��. #���	��� � ���� 

 
��� 

 
������ U = (U1U2)

T, (r1 = n'/by/k – r - �), Mk, M�, � N� — ��	���� ����#������ �� � � N �� 

���������� k � � 	������	������. � (4.4.12) ���.
� r1 � N #���	�� �� �. ��$�� ��
�#��., ��� 

Mk � N� ���������.��, � M� — ����$����.��. 

&�� 	������	��*4/�+ #������� ���������� �����: (I) ���� 	�!	������� #������� ����� 

�*�4, (II) ��� 	�!	������+ #������� ����� �*�4 	 ����
	�� "�		� ���11; � (III) ��� 
	�!	������+ #������� �*����� 	 ����
	�� �������. '�0*�
���� ��$�� ��!�4���. �� �	�+ 

���+ ���+ 	�*���+. &�� ���	���� 
�	���	� ���.
� 	�*��� (I).  
5�
 
�
 m2 = 0, a N — ���������.��, ����� q1(n0) = 0 � q2(n0) = – m1 < 0. �� ��	
��.
* 

�������	�� ������	� 
������	
�� 	�	�������, �����#������. ������� �#������� ���������� 

� �� ��������� 	�	���� �������� ������������� 	��������.���� �����#� ����#��$��. 

���������#*�� !�0*�
�������� ����� 	���*4/�� �!��#��: 

 
��� e — ����� �������� ��#��$���� ������*��, � w(e) � z(e) — ���#��	���� 

����������� 0*�
���. ��	 ������	*�� ��������� U � 	�*���, 
���� ez(e) �� ����� �*�4. 

��� e = 0 ����� f(= (f 1, f 2)T) = 0 � 
2 = 0. ��	����� ��6���� *�������� f = 0 ��� Q, �� 
������� �*�4. ���	������ (4.4.13) � (4.4.12), ���*���� 

 

11��������, ��� ���� 	�*��� 	������	��*�� ����������.��� $��������� 
���
� (	�. =�		, &$�#�0, 

1980). — *���. ���. 



 
�� �/�� 	����������� !�0*�
�������� ��6���� 

 
�����!*�� ������� 

 
�.�. r1+n'gyw0/�=0, M+Nw0=0. ��	
��.
* m2=0, ������ ���*����� ��6���� *�������� 

����	����.�� w0(= –M/N = – � r1/n'gy). 5�
 
�
 N ���������.��, w0 ����$����.��. 

�*	�. w(h) = w0 + ew1(e). ���	����� ��� ����$���� � (4.4.15) � ��6�� 

 

��� 

 
��� �"(= 1/(�¢gy/��N)) > 0. 5�
�� �!��#��, �� ���*���� 

 
��� �	� ��������� �#��	���. 



��	
��.
* �	� ���*������ ����$���� ����. 	��$��, �!	*$���. *	�������	�. ������ 

�������	�� �� �� !*���. �		��������� ��� *	�������	�� ��$�� �����	�� 	���������� 

������� �������#���� �!��#� �������	��. 
����*�� #������., ��� dn/de, dk/de � d�/de #���	�� �� ���������+ ������ 	�	����. 5� �	�. 

�������#������� ����� �� ���*� ������ ���������. ������� ���������� �� ��������� 
���������+. ������� 	������	���� �� ��!�����, �����* ��� �� ��������� ���!������ 
*	�������	��. ����
� ��*	�������	�. �� �#������ ��#�*6���� 	�	����. ���	�� 

*	�����������	� ����� �������	��, 
������, � 	��4 ������., ��$�� !��. 
�
 *	��������, ��
 

� ��*	��������. 

��	
��.
* w0 ����$����.��, ��$�� 	�����. �����, ��� ������� �#������� 	
���	�� 

��	�� ��	������ #���	�� �� #��
� z0. 2	�� z0 ����$����.��, *��������� � �������� 
 
����6���4 �������� 
������� �� �*6* ��	������ � �������� *�����. #�����; �	�� z0 

���������.��, *��������� 	
���	�� ��	�� *���.6�� 
������ � *�����. #�����. 5�*��� ���. 
�
�������.��� #�
�4����� � ������� ��	�� ��������	������ �� �	���� *�������� z0 = Nw10 + 

Mk + w0M� + 
2
0w N�, ��� Nw10 �������������, Mk � 

2
0w N ���������.��, � w0�� ����$����.��. 

:��!� ��������	��������. 	��$��	�. ���������+ 	�	���, ���� ��������#������� 
���������.�� ��*	�������� 	��*����. &��.���6�� !�0*�
�������� �����# ��$�� �����	�� 

��������, ��#������ =�		�� � &$�#�0�� (1980). 

4.5 5����� �	�!����	��� 

� �
�������	
�� �����#� 
�� ������� ��
������ ������� �����$���� ������ 
���	���0 � ������ !�0*�
���� 
 

��#������ ���!����� �
�����
�. 5����. �� ����������	� ������	���. ��
������ 
�����������, ��� 
 �
�������	
��* �����#* ��$�� ��������.	� ������ �	�!����	���. 

��$�� #������., ��� !��.6��	��� 	��.�#��+ ��	
*		�� � �
�����
� 
�	�4�	� 
	*/�	�������� (*	�������+) ����6���� ��$�* �����������. ��������, � ���
��		���	
�� 

������ ��	�� ������	� 0*���������.��� ��������$���� � ���, ��� 	*/�	��*4� ����#-
���	������� 0*�
���, 
������ ���	���4� ��+��������	
*4 	��*
�*�* ����#���	���. 
�*/�	�������� ��
�+ 0*�
���, 
�
 ������� -�
	 (1965), — �����	, ����	�/��	� 
 �!��	�� 

«	������	
�+ ������� � ��������	
�� ������» (	�. (���, 1989). � �������*�� �� �
�����
� 
��$�� �!���*$��. ����� ����!��+ 0*���������.��+ ��!��, ����	�/�+	� 
 ������ �!��	��. 

����� ����, ���4�	� #�����, ����	�/��	�, ��������, 
 	*/�	�������4 0*�
��� 	���	� 
�����, ��� ������	� 	���� ��$��� ��������$����� � «��������#��», 
 



	*/�	�������4 0*�
��� �����!����� �������, 0*�
��� 	!���$����, 0*�
��� 	���	� 
�������. �	� ��� 0*�
��� �	���.#*4�	� � ��������	
�� �����#�. 

��
 ���.
� �� ������� ��������$����, ��� ��$�* ����������� ���4�	� ����!��� 
*	�������� 	�����6����, 	���*4/�� ���!����� 	�������	� ��������� 0*�
������.��+ 

0���, 
������ ���*� !��. ���������.�� ����#��. 5��������	
� �����	� ���$�	��� 

0*�
���, 
������ ��$�� �	���.#����. � �����#�. ��	
��.
* �����	�������. 
�$�*4 �# ��+ 

����#��$��, ���. 
��		�0�
���4 ���+���/�+ 0*�
������.��+ 0��� ����. ��$�� � 	 
���
����	
�� 	������. � ���������	
�� ���
� #�����, �� +����� !� ����� 	���� ��#��$��+ 

0*�
������.��+ 0��� ���	���6��, 
������ *����������4� ������������ ������������, � 

������. 	��� �� ��� ���!���� �������� ������ �	�!����	���. (�����	� ��� ���	���� 

0*�
���� 	���	� �����. 
7���*���*� �����4 	���	� �����, 7������ (1953) ������
����, ��� ���.�� ����4�	� 

����	������� !�����, ����	������� 	���	���� ������$���� #�����.� �
�����
�, � ��� 

	���	 �� ��+ ��$�� ��������#������., �	���.#*� 	��������*4 �����4 �����!����.	
��� 

��!���. �� #���	�� 0*�
��4 	���	� ����� 
�
 

 
��� 	���	 �� ���.�� #���	�� �� ��+���, �$�������� ���$������� �
��� � �!�������, �� 

�$�������� ����� ��0�����, �� 	�����6���� !����	��� � 0���� ��������	
��� 
������� 
(�!��#������, ���0�		�����.��� ����
�, 
����0�
����) � !����	���, �����/������ � 
��������.��+ � ����$��+ �
����+, �� ����.���� ��+��� (Y/P) � ���������+, ����$�4/�+ 
�
*	� � ������������ �����!������ (�!�#�������+ !*
��� �). ����*� 7������*, 

�����	������� ������ 	����$�� ��� *����$�����: (I) ��������	
*4 ������#*, ��� 	���	 
����� *	������ � (II), ��� ���4�	� ��$��� 0�
����, ����4/�� �� ���		�4 �����, �� �� �� �+ 

	���	. 
��
 ���.
� ��� 0*�
������.��� 0���� ���� ��������	
� ����������, �� ���$�� 

��!���. 
�
��-�� 
��
������ 0*�
��� ��� ������
� ������. &�� ������ ���$�� !��. 
�#��	��� ��
������ ��0�������, ��������, ������ � ������ ��	���� ����#������ ��6�� 

0*�
��� ����$���� 	���	� �� �	�� ����������. (��� �+, �� ����������, 
�
�� ������ 

0*�
��� ���$�� !��. �	���.#����� � ��������	
�+ �		���������+. � ��6�� 	�*���, 
�
 
��$�� ���	
�#��. ��� ������ �	�!����	���, 
���	������ ����#���� �
�#���4�	� ��6. 
��	
��.
� 
��
�����+ 0*�
���. &�*���� 	������, �	�� ��0������� � ��	���+ ����#�����+ 

�����, �� ����� ��6. ��	
��.
� 0*�
���, 
������ ��$�� �	���.#����. ��� �����#�. 
����������.��, �� ���$�� ��		������. ������ ��� ��#��$��� 0*�
���. 



&�*��� ���!���� 	�	���� � ���, ��� ��� �	���.#������ 0*�
��� ����$���� 	���	� �� 

�	���� ��*	
��� ��
������ ��$��� 0�
����. ���!+����� �����!����., ���!� 

�����!��$���� ����� 0�
������ �� �
�#����� 	��.�#���� ������� �� 
���	������� 	���	��� 
��	�������� 0*�
���. � ��*��� 	������, ���	������.�� ����#�*4 0*�
��4 ����#��$�� 

���*���. ��������	
�. 5����� �	�!����	��� ������� ���, 
�
�� 0*�
��� ���!/� ���*� !��. 
�	���.#����� ��� ��	��������+ �����. 

��
����, �*$�� ������
�*�., ��� �����$���� ������ �	�!����	��� ����. ��*��� � 
��+����	
�� ����6����. ����� ����, ��	
��.
* !��.6��	��� ��#*�.����� ���� ������ ��	�� 
��
��.��� +���
���, ��� ���
����	
�� �
�������	
�� �����#� �� ���$�� �������. 	�!� 
����� � �+ �����������	��. 

4.6 (�������� 
��	���/�� ����� 
�	���	. � �	������ 	��*
�*���+ �#������� �������	��+ ��6���� ��� 

��#�����+ �
�������	
�+ 	�	���. �� ��
�#���, ��� �	�� ��������$���� ������������� 

	��������.���� �����#� �	��!����, ��� 	����� ���������� �!��#� �+ 
������	
�+ #������� 

���*� ������.	� ���$�	������� ���
� �������	�� � ��#��
�*�. ���$������� �#������� 
	��*
�*�� ��6����. � �������������� 	��	��, ���������, �#*������ � ������ �����, �� 
������� �� #���	��. � 	���*4/�� ����� �� �		���*��, 
�
 ��� �#������� ���������� 
�������	��+ ��6����, �� #���	�/�+ �� �������, 0�����*4�	� 	��*
�*��, 
������ �!����4� 
��������� #���	���	�.4. 



5 ������������� ����� 

������� ����	������� 	�!�� �����#���4 

���	���6�+ �# ��#��$��+ ����������	
�+ ����. 

%	�"��
 1��2
��� 

� ������*/�� ����� �� ��
�#���, ��� ����� �#������� ���6��+ ���������� ���*� 
�����	�� 
 ��#
�� �#�������� +���
���� �
�������	
�� ����4��� ���������+ 

��������	
�+ �
�������	
�+ 	�	��� �!��#� 
������	
�+ ����
. � ��
�+ ��*	�������+ 

	�	����+ �� �	
�4���� 	*/�	�������� �� ������, � ���$�	��� �������	��. 2	�� *��	�. ��� 

����, ��� ����� ��#�*/���� ���������� ���*� ��	��. 	�*������ +���
���, �� ��� �#������, 
��� �*�� �
�������	
�� ����4��� �� �������4�	� ������* �	������	
��* ���������#�*, � 

	�*�����	�. ��$�� 	*/�	������ �#�����. ����
����4 ��#�����. ����
� �
�������	
�� 
�������, ��		��������� � ��. 4, �� #���	�� �� �������. � ��	���/�� $� ����� �� 
�	���	� 
��
�+ 	��*
�*���+ �#������� (��#�����+ ������ 	������� ����������), 
������ �������� 

 ���*������* ��������4, #���	�/��* �� ������� — ������.��� ��
���. 

5.1 5����� �
�������	
�+ ��
��� 



�������	
�� $�#�. ������$��� ��������� 

... ����	�� �	���	���� �#������� � �����+, ... �� 

	*/�	��*�� � ��*���... �	�����
 ... �#�������... � 
�
�������	
�� 	�	����, 
������ ���	*/ 	���� 

	�	���� � ��$�� � �	���� 	���. ��$��+ �������, 

��� ��� ����	�����4�	� #�	�*$���4/��� ����-
�.��� ������. 

#$. %. -����
�� (1934) 

7�*
�*����, 
������ �� ��!�4���� � �
�������	
�+ �����+, ��	.�� ��#����� � �� 

������*��, � �� �!��	�� ��	���	��������, � �� ������.��	��. 
�� ������� ���*� !��. 
�
 
��������.��, ��
 � �������������.�� �� �+���*, � ������ ��	.�� 	���
� — �� �	�
�� 

	�*���, ��	������� ������$����.��, ���!� ��#�����. ��#���.	� 




��*��������* ���$���4 	�	���� 
�
 � ����������� ��	��, ��
 � #��*+����. @�
�� 

������� �
�����	�� ����4�	� ��������$��	�.4 	���������� �
�����
� 	 
�#����#���	����� ���
���, 	��!����� ��������������.	���� � ��	���� 	�!	������	�.4 

�� 0����	���� �
���� � 	���	��� ����#���	���. ��� ���*���� ��#����� � ���+* 

	��������.���� ��	�� ���*	����, !��
�� � 
������. ��� �#����4�	� � ����	0�����*4�	�, 
��$� �	�� 	�+����4� 	��� �	������ +���
����	��
� *	�������	�� � 
��	���������	��, � 
��
$� �	�!�� ���*������ 	���	��� ������*���+ � ��������+ #���	���	���. � 
���	��� 
���4	������ �� ��	. 5.1 ��
�#��� 6�	�. ��������+ #���	���	��� ��� �)� � ��	��������� 
����: ����.��� ������� ��������.��� ����*
� (���), *�����. !�#��!�����, ���������� 
	���
�, ����� �#������� ����.���� ����$���� ������$����, *�����. ��0�����, 

����#�������.��	�. ��*�� � 	������ ����������� ����.��� #���!����� �����. 
���������� — ����.��� ���, *�����. !�#��!����� � ��+�� � ������
�-��	 — �� 

����������+ ���0�
�+ �����	����*4� �����*������ 
��*�������� ���$����. � 1954, 1958, 

1960, 1970 � 1974-1975 ����+ ��!�4����	� ������������ 	���, 
������ +���
����#*��	� 
*���.6����� ����.���� ��� � 	������	��*4/�� *���������� *����� !�#��!�����. 

����*�� #������., ��� ����������� 
������ ��!�4����	� � � ��*��+ (��#����+) 	�����+. 

(������	� �����	��: ��#��$�� �� �!8�	���. � ����	
�#��. ����!��� 0�*
�*����? 


�������� ��� �
#������ ������� ��
��? 
�� ���!���� 	 ��#�����+ ����
 #����� 
�!	*$��4�	� � ��	���/�� �����. 

&�� �!8�	����� �
�������	
�+ 0�*
�*���� !��� ������$��� ��� �	������ �������. 

��-�����+, �� �
�������	
*4 	�	���* ��#���	��*4� 	�*������ ���6��� 0�
����, ��� 

�������� 
 	��/���4 	�	���� �� ����$���� �������	��. ��
� 	�	���� 	�+������ !��#�	�. 
 
�������	�4, ��#*�.���*4/�� ����
����� �
�����
� ��$�� ����. ��� �	����������+ 

	
��
�� — ����������� �!��#�� ��$�� ����$���.	� ����������	�. 0�#���	
�+ 

+���
����	��
 ��6�� ��� #�����, 
������ ��������4�	� 0�#���	
�� ��#���	�����. ��-

�����+, �	�������� ���*� ��#��
�*�. �	���	���� 	��$��+ ���������+ �#�������	���� 

��$�* �����������. 5�
�� ���� �	�������� ��������� �� ����������4 � ��+����	� #� 
��������� ��6��� ���*�������� ���������. �#*����� ���������+ �
�������	
�+ ��
��� 
������	� ����� �# ���!���� ��$��+ ��������� �
�������	
�� ������. 
�� ����� 
�	���	� � 
�	������ ������+ ��
��� � ���������+ 	�	����+. 



�����	��—�������
� 	
����� 	����6��.	� 	 ���, ��� ������� ��
�� ���4� 
�����*/�	������ ���������� ����	+�$�����, �
�4��� ���������	
�� 0�*
�*���� 

	�����6���� ���������+ � ����.��+ ���������+, ��� � �!8���� ����#���	���, �$������ � 



 

"�	. 5.1. ������� �
�������	
�+ 0�*
�*����: (�) ����.��� ���, (b) *�����. !�#��!�����, 

(	) ���������� 	���
�. 

�+ �����#����, +��� ��� $� �
�����	�� ����������.�� ��	+����	� �� ������+, 
�
�� �# 
0�
����� ����4� ���*/*4 ���., � 
�
�� ���������*4. 

���	�������� �$���	����� ��� �$�
������.��� 	���
�, � 
�����+ ����	������� 

�������	������ � ��#���!��#��� ��
�#�����, 



 
���. 5.1. ������� 	
�����
��
�� ���
������ (�����������): (d) ����� ��������� 
��������� ��������� �����������, (�) ����� ��������, (f) �����, ������������ �� 
���� 
�����
�-
��. 

�� �!���*$�����, ��� ������� ��
�� ��$�� ���
� �������. �� &�*��+ 0�*
�*����, 

�����* ���, 
�
 �������, ��� !��.6�, ������$����.��� � 6���
��+������. � 

�����������$��	�. 	�#����� � &�*��� ���������, 
������ ������$�4�	� � ������� ���� � 

�����, � +��� ��
�+ ������+ ��
��� �#������� � �
�����
� *	�����4�	� 



 
���. 5.1. ������� 	
�����
��
�� ���
������ (�����������): g) �������� 
���������� ����� (NSA) ( ���
��
: !�������, 1979.) 

�� ���������+ � ��	
��.
� ���, ����$�� �������������� ��������� � �#�������	���� � 

��������� +�� ��#����� �� ��	��������. 
��
 ��
�#��� * (�������� (1985), � ������� �������� ��
�� ������	 
 ������� �
�����	�� 

	�� ��	�� �������� +���
���, ��#��	��� � +��� � �� �
������� �*�!*�������� ������� � 

�����		�� � ����� � ������� ����	����.��� 	��!��.��	�� � ������������ ��	��. 
���		�
� �������*�� �� ������� ��
��� ���	�� ��	���� �
��� � ���	���� � �����# 

��#����� ���*	�����.��+ �������+ �
�������	
�+ 	�	���. �� ���	�� ��#���� ��
������ 
�# ���+ ������. "��. ��	+�$����� ��$�* ���
�� � «�	��	�������» ���������� 	���
�� 

�����	���� �		��������	. ��*��� ��
	���� (1898). -���� (1913) �#*��� �!/�� �����		� 

��	6������ ��0����� � ��0��������+ 	$����, ��#�����+ 0�*
�*������ !��
��	
�+ 


�������, 
������, � 	��4 ������., 	���$���4�	� ��	�*���	�.4 ���4/�+	� � ������� 

!��
��	
�+ ��#�����, 	������	��*4/�+ #������* 	�������*. ��� �������+ 	���
�+ ��$� 
�������	��+, �#!������� !��
��	
�� 
����� ��#����� ����6���� ����	����� � ����	�� 

����#���	��� 	���	�� ����#���	��� � ����*$���� 
 «���*$������ 	!���$�����» ��+, ��� 

��	� ��+���� ��	���� �� *����� ��0����� (-���
, 1933). ���������� �#������� 	��#��� 	 
����.���� �����
��.���� ��	�����������, 
������ ����$�4� ��	!����	 ��$�* 
����#���	���� 	���	�� ����#���	��� � �����!����.	
�+ ������� ��� ��$�* 	���
*���	�.4 

����	��������+ ������ � 	!�����4/�+ ��6���� (5*���-'������	
��, 1894, )���+�0, 

1953). '��� �		�������� ������� 	�#������� � $�#�� 	���	�� ����#���	��� � ��
������ 
��
����	
�� �	��
�� ��������� *	
������ (�0���.��, 1913, ����
, 1917). � ������ 
�������������	�� �#����#���	���� �$������ !�#��	����� ��#���4� 6���
� 

��	���	��������� �6�!
� ������#�� ��� ��	6������ � ��		���#�� ��� 	�
��/���� 

������� 



�
�����	�� (���*, 1927). ������	
�#*���� 	����� 	���	� ��� ������$���� �������� 
 
���*6����� ��+���#��� ����#�����.���� ���*��������� �
�����
� — 	���+����	������ � 
��
�����+ 	�
����+ ("�!���	��, 1915). 7�*
�*���� � ���!��.��	�� ��������������.	���, 

������ ����	+���� � ��#*�.���� 0�*
�*���� 	�����	�� ������� ��*����+ #����� � 

	�����	�� ����#���	���, ������� �!8�	���. ��
����	
�� ���$���� ����	����� � ���*	
� 
����*
��� (�������, 1913). )*������ (1939) ����� �
�������	
�� ��	� 
�
 	�!	������ 

��
����	
�� �����		, ����$�4/�� ��+��������	
�� ������		 � ����
 ���������. ����	 
(1936) �+���
����#���� ���#������ ����������, #���$���� 	������ � ��	��������� ���-

������� ���8����� �������� ��
��. "�#
�� 	���� ��� «
��#�	�» �� �!8�	��� ���#����� 


�����	�� ���������!��.���� 
�������. ����
� �����# ����	� 	����$�� � 	�!� ������
* 

��6. ������ � ��	�����. �
�#����� #��	. ���4	����*�� 6���
�� ��#!��	 ������, ���	*/�� 

������������ �
�����
�, +��� ��$�* �	��� ����� �������� �	�. � ������ �!/���. 

�*/�	������� �!/�� ����$����� �	�+ �����+ ������ ������	. ���#����� ����������� 

+���
���� �
�������	
�+ ��
���, �. �. #�������� 
����������� �� ��*������� ������
� 
	�	���. � ����� ��� ������ *����$����, ��� � ��#*�.���� ��
�� ������
� 	���������� 
���*	�����.��� �
�����
� ������$��� ���������	
�� 0�*
�*����� 	 
�*�����	6��!���� 

���*������� #�
��������	����, 
������ ��$�� �!8�	���. �
�������	
�. "��. �
#������+ 

	�� 	������	. �����	��������, ��$� ��	����� �� ��, ��� !�������� �+ �����������* 

��#���	���4 ��� 	��� ��	�*��4� 
�
 �	�����
� � ��#!*������ ���������+ �����		�� � 

���*� *	
����., #������#��., �������. ��� ������*�. �	���. ���������� ���$���� 
�
�������	
�� 	�	����. ����� ����, � ���+ ������+ � �!/�� ���#������	. 	��.�#��	�. 
���!���� �
�������	
�� ��	��!��.��	��, +��� ��*	�������	�. � �� ���
������	. 
�
 

�	�����
 0�*
�*����, 
�
 ��� ������	� * ��	. �����	�� ���� �������, �
�����
� �	���� 
��+����	� � �������	�� ��!�, � 
������ 	�*���, 	������	� 
 ���*. 
�� ��$�� !��. ����� �# 
������ ����, ��� � ������� ������.���� ������� ������� ��
�� ��		���������	. 
!��.6��	���� �
�����	���-�������
�� ���	�� 
�
 ��#*�.��� «����+», �������� 

��
����4/�+ 	�	���* �� �������	��. 
� 30-�+ � 40-�+ ����+ ���������� 	������� ��!�4����	. ��#
�� *��������� ��	�� 

0�����.��+ ������� �� 	*/�	��* ���������+ ��
��� �������� ���*	
� ����*
���, � 

�����+ �	���.#�����	. ��#������ ���	�� �
	��������� ����	����� � �*�.�����
����� 
�����!����� (-�����, 1936, �����
��, 1937, ���*��.	��, 1939, �������, 1941, -�
	, 1950). 

5�	�� 	��#����� 	 ����, �� !���� �!/�� 
��		 ������� �	����� �� �������� ���*��������� 

������� (��� «��!
�� �
	���������»): ��
*/�� ����	����� ����� ��
������ 



���� ��#���� ��$�* $������� � ����.��� 
��������. 3������� #���	 �#������	� 
����	���	������ 	 ��������.��� ��+����. :�	��� ����	����� ��	�*� 	 ��	��� 

��������.���� ��+��� � *���.6�4�	� ��� *��������� �����.���� #������� 
������� 
(�����
��, 1935, ������, 1940, ,*����, 1951). &�����
� ���+ ������� ����������	� 
#���#��������, ���������	�.4 ��� �!���� 0�
������ 	��#*, +��� � ��
�����+ 

���������	
�+ ������+ ������+ ��
��� ������	� ������������ ���������	��. �!�	�������� 
�	���.#������ ���������	��� � ������ ������+ ��
��� 	�	��������	
� ���	*�	��*�� � 
�������*�� ��	�����+ ���. 

������� ��� �����#� 
�*���+ �
�������	
�+ 0�*
�*����, �
�4��� 
��#�	�, �����		�4, 

��#
�� �������� � ������.��� ��
�� 6���
� �������4�	� ��
�� ���������	
�� ������, 
�
 
������ !�0*�
����, ������ 
���	���0, ������ �	�!����	���. � ��	���/�� ����� �� 

������$�����	� ������ ����� �����������. 
�#*����� ������+ ��
��� !��#
� 	�����	��	� 	 ��������� ��
���
�����
� 

!�	�����
*/�+ �����		�� � ����� ��	�*4 	��#. 	 �
�����
�� ��	��, �����, ��0����� � 

�$������. ���4�	� ��������	�	
�� ������������� ������+ ��
���, ����	�����4/�� 	�!�� 

�������	��� ������ 	 �������� ������������� � ��$���������� #���/������. 

-�� ��#����� �
�������	
�� ������ ������ ��	 	������ �� «���������+» 
 

«��������.���» �$�������. 

"�������.��� ���+��, � 	��	�� *�������	�� � 	����������	�� ����	�������� � 

��������	�	
�+ 6�
�+, ������	� � ����� ��������	�	
��, �� ����� ��$�	�� ������	�� �� 
�#������� �������.���� 	���	� � ���*��������� #���#������� ��� �� ��0����������� #�-
��#������� � ���
��4 ������$����. "�$��4�	� ����� ���!���� � 	��$��	��, 
������ 
�������� 
� �	� ����� �����
�� �!8�	����� $��*��	�� ��
����	
��� ���$����, ���� � ��� 

�������������	�� � 0����	���� ��	��!��.��	��, ����.��+ 	
��
��, ��	���������.���� 

���*��������� ��� � ��
 ����� (	�., ��������, '����, 1989). 

5.2 ��
������ ����������	
�� ��#*�.���� 

������ ������.��+ ��
��� 

5.2.1 5������ �*��
���-'����
	��� 
� �� �����$���� 
 �
�����
� 

"�		������ 	������ 	�	���* �!�
�������+ ��00��������.��+ *�������� ������� 

�����
� 

 



��� � = (�1, �2)
5 ������ � �#������	� � �������+ U Ì R2, � f � � — ��	������� ����
�� 

0*�
��� �� �. �	�	�������� �		��������� ������.��+ ��
��� 	�	��� ������� �����
� 
��������� =� � ��. (1986) (	�. ��
$� '�*���,  ��������, 1990, 	��	
� � ��#�. 3.6. — "��.). 

5��
� �* ����������	� 
�
 ������.��� ���
� �, �	�� 	*/�	��*�� ��
�� 
��	���������.��	�., ��� lim Wt(x) = �* ��� t>�, ��� Wt(x) — ����
 	�	����. 

�
��
�� 5.2.1. (*�������-(��������.) ���*	��� 
����
���� ������.��� ���$�	��� 

���������� ��00�������*���� ��������	
�� 	�	���� �  2, 
������ �� 	����$�� ����
 
�������	��, ����	������� 	�!�� #��
�*�*4 ��!��*. 

����*4/�� ��$� ������� ������	� 	���	����� ������� 5.2.1. 

�
��
�� 5.2.2. �!��	�., ������������ #��
�*��� ����
������ ���������� 

��00�������*���� ��������	
�� 	�	���� � R2, ���$�� 	����$��. ���
* �������	�� dx/dt = 

0. '���� ����, �	�� ����
����� ��������$�� #��
�*���* �����������* ������$�	��* D � U, 

�� �� ������.��� ���$�	��� L(x) ���*	��, #��
�*�� � 	��#��. 

���	� ���+ ������ #�
�4����	� � ���, ��� �	�� � ���$�	��� U ��$�� ��!���. ��
������ 
������$�	��� D ��
�� �!��#��, ��� ������.��� ���$�	��� L(x) ���*	��, ������	� 
����
��� 

� �� 	����$�� ����
 �������	��, �� ��� ������.��� ���$�	��� ����	������� 	�!�� 

#��
�*�*4 ��!��*, �
�*$�4/*4 ���
* �������	��. ����*�� #������., ��� ������	������ 
��6� ������� �� �	
�4��4� ��#��$��	�� 	*/�	�������� ��	
��.
�+ ������.��+ ��
���. 

�*	�. D — ����	��#��� �!��	�. � U. ����� 	���*4/*4 ������*: 

�
��
�� 5.2.3. ((��������.) ��������$��, ��� f � � � (5.2.1) �!����4� � D ������������ 

������� ����#�������. 2	�� 	*��� (¶f/¶x1+¶�/¶�2) �� ������ #��
� �� �	�� �!��	�� D, �� 

���������	
��� ��6���� 	�	���� (5.2.1), ����
�� ��$�/��� � D, �� 	*/�	��*��. 

5������ '����
	��� 0���*���*�� *	����� ��	*�	���� ������.��+ ��
��� � �!��	�� D. 

5������ 5.2.4. (#� (�  ��.) �*	�. 	�	���� 	��*
�*��� *	�������. 5���� ��� ����� � D 

��6. 
������� ��	�� ������.��+ ��
���, 
������ ����������� *	������� � ��*	������� � 
�	���������	
�� 	��	��12. 

12��. 	��	
� � ��#�. 3.2 � 3.6. — *���. ���. 



�*/�	��*�� ���$�	��� �����$���� ������� �*��
���-'����
	��� 
 �
�����
� (	�. 

)���	�, 1982, �������, 1985, 1986). � ��	���	��, :��� � ���� (1971) ������� �����$���� 
������� �*��
���-'����
	��� 
 ������ ������� (1940) �������� ��
��. �����. :����-
����� ����������	� 
�
 

 
��� Y, ', S � I(Y, K) �!�#����4� 	������	������ ����.��� ��+��, 
������, 0*�
��4 

�����!����� � 0*�
��4 ��	��+ ����	�����. '*��� �����������., ��� SK < 0 � �IK 	>�SK� 

� ���
� �������	�� ����#������� 	�!	������+ #������� ����� a(SKIY - SY IK). � 	�*��� 
��	������� ���
� ��� �������� ���$�� !��. ����$����.���. 2	�� ���!����. ��*	�������	�. 
	�	������ �������	��, �� 	*��� 	�!	������+ #�������, ������ a(IY — SY) + IK, ���$�� !��. 
	����� ����$����.���. :��� � ���� ��
�#��� 	���*4/*4 ������*: 

�
��
�� 5.2.5. (7��  � /��
.) 2	�� 	�	���� (5.2.2) ���������� � 2
+R  � �!������ 

	���*4/��� 	���	�����: 

(i) IK < SK < 0, IY > 0, SY > 0; 

(ii) � ���
� �������	�� (K0, Y0) ����� ��	�� a(IY — SY) + IK  > 0 � SK IY > SY IK; 

(iii) ����#������ dK/dt = 0 ����	�
��� '-�	. � 
������� ���
� K(0) > 0; 

(iv) dY/dt = 0 ����	�
��� Y-�	. � 
������� ���
� Y1 > Y0 � +¥=
fi

K
Y 0
lim ; 

(v) 	�	���� 	��*
�*��� *	�������, 
�� 
�$��� ����
����� ��!� ������	� ������.��� ��
���, ��!� ���!��$���	� 
 

������.���* ��
�*. 

�� ������� ��������� ������� �*��
���-'����
	���. ����� �#��	���, ��� �����. 

������� 1940 �. ����	������� 	�!�� ����*4 ��������*4 �����. �������� ��
��, +��� �� 
������� �� 6���
� �#��	���� ������, :���� � ����� ��	.�� ��#�������.�� � ��	�� 0��-

���.��� +���
���. 

5������ 5.2.5 0���*���*�� *	����� 	*/�	�������� ������.���� ��
��. � ��� 

����	������	�� ������ �� �������	�, ��
 
�
 ������� �*��
���-'����
	��� ��
�#����� 
	*/�	�������� �� 
������ ���� ������ ������.���� ��
��, �. �. ������ ��#��$�� 	��*����, 

���� 	*/�	��*4� ������������ ��	
��.
� ��
���, ����������� *	�������+ � 

��*	�������+. 
�� #�����, ��� ��, �� 
�
�� ������.��� ��
� 



������� � !*��� ������.	� 	�	����, #���	�� �� �����.��+ *	�����, ����$����+ �� 
����������. 

�����
� ��#��6��. ���!���* ����	������	�� ��� ������ :����-����� 	 ����/.4 

�������  ����	���-����� !��� ����������� �������  ������� (1986). -��� ��� ��#*�.��� 
��	�� �����.�� ��	���� +���
���, ��� �� ����� �� ��	.�� ��$��, ��	
��.
* �����	 � 

����	������	�� ������.���� ��
�� � ���������+ ������+ ������+ ��
��� ���
� 

���������	� � �������*��. 
���$�� ��� 	��!/��. ��#*�.���  ������, �	�������	� �� �������  ����	���-�����. 

"�		������ ��
 ��#������� �!�!/����� *��������  .����� 

 
��� �
����������� ��* *�������� 

 

�
��
�� 5.2.6. (�������� � /��
, 1942.) %�������� (5.2.3) ����� ����	������� ��6����, 
�	�� �������4�	� 	���*4/�� *	�����: 

i) f' � � ��������$�� /1; 

ii) f'(x) < 0 ��� � ˛ (-x1, x2), ��� x1, x2 > 0; f'(x) ‡ 0 ��� �	���.��+ �; 

iii) ��� (�) > 0 ��� �4!��� �, �� ������� �*�4; 

iv) ¥==
¥fi¥fi

)(lim)(lim xGxF
xx

, ��� 

 
v) G(-x1) = G(x2). 

�������� ��* ������* 
 (5.2.2). 5����. (5.2.2) ��$�� ������	��. � ���� 

 
&�00������������� *�������� ���*���*����� �����!����.	
��� ���
� �� ������� 

�������� 
 *�������4 

 



%�������� (5.2.4) ���.#� ����	�� 
 ���*  .�����. :��!� �	���.#����. ������* 5.2.6, 

��������$��, ��� �#������� 
������� ����������	� ���.
� 0*�
���� ��
�������, �.�. dK/dt 
= S, ��� S = S(Y), ��������$�� ��
$�, ��� ����$���� (IY - SY), �!�#�������� ����# W(Y), � 
��
$� IK �� #���	�� �� �������� ��
������� 
�������. 5���� (5.2.4) ��$�� ������	��. 
�
 

 
 ����� (1986) ��
�#��, ��� � ��� ��
�����+ ��*��+, ������ ���������+ 

��������$����+, ��� 0*�
��� ����	����� � ��
�������, 	����������+ ����	����.�� Y, 

���������	
�� ��6���� *�������� (5.2.5) ����������	� ����#�����. 

5.2.2 5������ -��0� � !�0*�
����+ 

��	
��.
* ������� �*��
���-'����
	��� ��	���	�������	� ��6. �� 	�	���� ������� 

�����
�, �� ���������� � �
�����
� �����.�� �����������. '��.6��	��� �
�������	
�+ 

	�	��� ���4� ����#�� !��.6�� ������
, ��
 ��� $������.�� ����. � ��	����� ���������	
�� 
������, ��������� ��� 	�	��� ��	�
�+ �����
��. ��	.�� ����#��� 	 ���� ���
� #����� 
�
�#�����	� !�0*�
�������� ������� -��0�. 

�*$�� �������., ��� ������� �*��
���-���������--��0�, ��#������� �!���� 

!�0*�
�������� �������� -��0�, ������	� ���!���� ��$��� ��#*�.����� ������ 

!�0*�
����. 5������� «!�0*�
���� -��0�» ��#���4� ������� ��$����� ���������	
�� 

��!��� �# 	������������ 	�	������ ����4�������� *�������� ��� �#������� 

!�0*�
��������� ���������. '�0*�
�������� ������� -��0� 0���*���*�� ��	�������� 
*	����� ��
��� ���������. ��#��$��, #� �	
�4������ �������� ��
	��*�� ����������, � 
��������
� !��.6� ��� �������, 
������ ����� !� 	���. 6���
�� ����������. ��
 ��� 


�$��	�, ������� ���� ���*�����	�� 
��4�	� � 	���*4/��: 

(i) %	����� ��#��
������� !�0*�
���� -��0� ���
� �!���*$��.; 
(ii) 5������ ��������� ��� �4!�+ ��#�����	��� � ���	����	��; 
(iii) '�0*�
���� -��0� — ����	������� ��� ��	������������ ���������, 
������ 

+���6� ����� � ���
�+ ������ !�0*�
����; 

(iv) 5������ ���� ��
�� ������ ��#����� ��$�* ��������� � ����������� ���������; 

�, 
���� ����, 

(v) �������� � 	�	���* �����		 ��+�$����� ���������	
�+ ��!�� «� �����». 

�������� 	��������*4 0���*�����
* !�0*�
�������� ������� -��0�. "�		������ 

��������*4 	�	���* 
 



 

��� f : Rn · R > Rn 
��		� / , � r — !�0*�
�������� ��������, ������ � = 0 ������	� 

���
�� �������	�� 	�	���� ��� �	�+ #������� r. 
-��0 (1942), � #���� ���	��� � ��
-���
�� (1976) ��
�#���13, ��� �	�� 0*�
��� f 

*������������ ��
������ *	������, ��� 	�	���� (5.2.6) ��$�� ��	�����. 
���������������	
�� 	����	��� ���������	
�+ ����
�����, �	+���/�+ �# ���
� (x, r) = 

(0, 0). �*	�. %(r) — ;
�!��� ��#�����	�� � · � 0*�
��� f �� 	����������� ��6����. ������ 
��������$���� -��0� 	�	���� � ���, ��� 

(i) %(0) ����� ���* ���*����+ ��	�� �����+ ���	��+ 	�!	������+ #������� ±iz0 � 

(ii) %(0) �� ����� ��*��+ 	�!	������+ #������� �� ������ �	�. 

(5.2.7) 
(������, ��� ��������$���� (ii) ��$�� �	��!��.. ��$�� ��
�#��., ��� ���������	
�� 

��!��� 	*/�	��*4� � � ��� 	�*���, �	�� %(0) ����� �� ������ �	� � ��*��� 	�!	������� 
#�������, ��� *	�����, ��� �� ���� �# ��+ �� ������	� ����� 
������ #������4 ±iz0. ����� 
����, �� ���!*��, ���!� %(r) ����� ���	��� 	�!	������� #������� ���� z1(r) ±iz2(r), ��� z1(0) 

= 0, z2(0) = z0, ������ zi - ����
�� 0*�
��� ���������� r. 
�� 	���*�� �# ���� 0�
��, ��� 

�������� ������� %(r) ���	������.�� � ����
� #���	�� �� r, � ��	�� ������ 	�!	������� 
#������� ����4�	� ���	����. 

������ ��������$���� -��0� 	�	���� � ���, ��� 

zi'(0) �� ����� �*�4, 

(5.2.8) 
�� �	�. ��� ����+��� r ����# �*�. ������ 	�!	������� #������� ������� %(r) 

����	�
�4� ����*4 �	. 	 ���*����� 	
���	�.4 (	�. ��	. 5.2). 

� ������� -��0� � !�0*�
����+ *����$����	�, ��� �	�� ��������� *	����� (5.2.7) � 

(5.2.8), �� *�������� dx/dt = f(x, r) �!������ ���������������	
�� 	����	���� ���������	
�+ 

��6����. 
13
C�. ����� �. �. ��	
���� «

�������� ���
�� 
�����
� � «������ ����
�����» 

� «����� ������������» � �
�������� ����������������� ��������». �. R. Ac. 

Sci., Paris, 189, 15 (1929), �. 559-561, � ����� ��������
�� � ����� �. �. 

�
����	� (������ � 
� 	. 3.2). — ����. ���. 



 
&�� ������� �����#� ��������� 	�	���� ��$�� #���. ��
$�, ������	� �� !�0*�
���� 	*!- 

��� 	*���
������	
�� � *	����� !�0*�
�������� *	�������	�� ��
���. �	� ��� �����	� 

��		������� � ��
�+ 
����+, 
�
, ��������, ���	��� � ��
-���
�� (1976); =�		 � &$�#�0 

(1980), :* � -��� (1982) ��� ,��*!��
�� � )�00�� (1984)14. 

�������� 	���*4/�� ������ !�0*�
���� -��0�. "�		������ 	�	���* 

 
������ 
�������� (0,0) ������	� �� ���
�� �������	��.  ������� �����# ���� 	�	���� 

��#������ 	�����. 	���*4/�� #�
�4�����. &�� r < 0 	����������� ��6���� ������	� 
*	��������, ����� 
�
 ��� r > 0 ��� ��*	�������. ��� r = 0 	�	������ �������.��. 5�
�� 

�!��#��, !�0*�
���4 -��0� ��$�� ��!�4���. ��� ��#��	����� r �� �*�� � 	�����* 

����$����.��+ #�������. ,��*!��
�� � )�00�� (1984) ��
�#���, ��� 0�#���� ������� ���� 

	�	���� ��$�� !��. ����	������ � ����, �#�!��$����� �� ��	. 5.3. ��� r > 0 * 	�	���� 

(5.2.6) �	�. � �����	�� ���� ���������	
�� ��6����. '���� ����, ��� ��6���� *	������� � 
��� 	��	��, ��� �	� ��!���, ��+���/��	� � ��� �
��	���	��, 
 ���* 	������	�. 5�
�� 

�!��#��, 

14��. ��
$� *�������6��	� ����� 
���� '�*���� �  �������� (1990) � �����.�� (1984). — *���. 
���. 



*	�������� ��� r < 0 	����������� ��6���� x = 0 	 ��	��� r ������ *	�������	�., � 

����	+���� #���$����� ���������	
�+ ��6����, *	�������+ ��� r > 0. 

 

�*!���	
�� ����� 	�	���� (5.2.9) ��������4� � ����*��. 
�*��� ��� = const. � 	�*��� 
!��.6�+ |x| ��� ����� ����!����4�, 	������� ��!��� 
 �
��	���	�� �*��. � ��*��� 	������, 


���� ��� ����, �������*4� �������� �����, � �	�� r > 0, �������� ����� �����
���4� 
��!��� �# �
��	���	�� ������ 
��������. �*/�	�������� ���������	
�+ ��6���� ������	� 
��#*�.����� 
��
*������ ���+ 	��. 

�����	� ���$�	��� 	�����, � ��� ��� ���� 	������ �!�!/�4/�+ !�0*�
������*4 

������* -��0� (� ��	���	��, �� 	�*��� 	�	��� !�	
������ !��.6��� �����
�), � ��
$� ��� 


���, � 
�����+ ��		������� �����$���� ���� ������� � ��#�����+ �!��	��+ ��*
� (	�., 

��������, ���	��� � ��
-���
��, 1976, ,*�� � "�	���, 1979, -�		���, ��#������ � ���, 

1981). � ��	���/�� ����� ��� 6���
� �	���.#*��	� � � �
�����
� (	�.; ��������, '��+�!�! 

� �����, 1981, '��+�!�! � ��6��*��, 1986, (���, 1988d, 1989b, 1990�) — ���� �������� 

��	��/��� �	���.��� ��	�. �����. 

5.3 %���/����� �����. �������� ��
�� ����	� 
"�		������ ��������	
*4 �
�������	
*4 	�	���*, 
������ ������$��� ����	�� � ��� 

«�!/�� ������». %���/����� �����. �������� ��
��, 	����	�� ����	*, ���	�����	� 
*���������� 

 
(��	. �	� ��������� � ���������� ����$����.�� � �#����4� 



Y — ��������.��� ��+��; 

R — ��������*4 	���
*; 
I(Y, R) — 0*�
��4 	���	� �� ����	����� (IY > 0, IR < 0); 

S(Y, R) — 0*�
��4 	!���$���� (SY > 0, SR > 0); 

L(Y, R) — 	*������� 	���	 �� ���.�� (LY > 0, LR < 0); 

Ls — ������$���� ����� (0�
	��������� ��������); 
a, b — ����$����.��� ��������� *	���������� 15. 


�� 	�	���� ����$��� ��� ���	��� 0�
�, ��� �����6���� 	���	� �� ����	����� ��� 

	!���$������ �������� 
 ��#��	����4 ��+���, � ���!����; � ��� �	�� 	���	 �� ���.�� ��6�, 
��� �+ ������$����, �� 	���
� �������� ���!��� ��	���. 

%	�����, ���������� �� �+���/�� � 	�	���* 0*�
��� � �+ ����#������ (IY > 0, IR < 0, SY 
> 0, SR > 0, LY > 0, LR < 0), �#����4�, ��� ����	����� ��+����	� � ������ #���	���	�� �� 
�!8��� ���*	
� ����*
��� � � �!������ �� ���������� 	���
�. 
�� #����� ��
$�, ��� ��	� 
��������.���� ��+��� ��� ���������� 	���
� !*��� ��!*$���. ��	������ 
 !��.6�� 

	!���$�����, � ��� *	����� ��	�� ����#���	��� ����*
��� ��� *���.6���� ���������� 

	���
� 	���	 �� ���.�� ��#��	����. 
� ��
�� ������ ������������	� 	*/�	�������� ����$����.���� �������	�� (Y0, R0); 


������ ����������	� ����	������� 
����+ L(Y, R) = Ls � F(Y, R) = 0. "�		�������� 	�	���� 

��	������� ���������. ��
��.��� �!��	�.4 ���	����	��� �!��#� �������	��. 
������� ��
��� � ���� ������ ������ ��������$�� 5���� (1977). �� �������� #��	. 

��� �����#. 
:��!� ��	���.#����.	� !�0*�
�������� �������� -��0�, �� ���$�� ���������. 

*	����� 	*/�	�������� ���� ��	�� �����+ 	�!	������+ #������� � ���	���., 
���� 
�������	�� ������ *	�������	�.. '�������� 5���� (1977) �� #����, ��� ��� *	����� ��-

�����4�	�, �	�� � ���
� �������	�� ����� ��	�� 

 
��	
��.
* a ��$�� ��������. �4!�� #������� �# R+, ������	� � ��
�� #�������, ��� 


������ ���������	� ������ �����	��� �# (5.3.2). � ��	
��.
* FY = IY - SY, *	����� FY > 0 

�#������, ��� ��� #������� �!8��� ����#���	��� ������.��� ����	����� � 

15 ���00������� a � b � ������ 
����
	�� ��#���4� ��
$� ����������� ��������� ��� 


��00��������� ���
���. ��	������, �� ��6 �#����, ���!���� *�����, ��	
��.
* ��� 
��00������� 

��������4� ��#*�.���*4/*4 ���
��4 �
�������	
�+ ������� �� ��
������� 	�	���� �� 	�	������ 
�������	��. — *���. ���. 



����#���	��� ��6� ������.��+ 	!���$����16. '���� ��#����*��� ������������� 
	�����6���� (5.3.2) �	�. * 5���� (1977). 

�
��
�� 5.3.1. �*	�. (5.3.2) �������4�	�. 5���� � 	�	���� (5.3.1) 	*/�	��*4� 
������.��� ��
�� 	 ������� � ���
� (%�,&�) (!�0*�
���� -��0�). �������	
�� #������� 
!�0*�
��������� ��������� a ����� a0. "�$������ � ��#*�.���� !�0*�
���� ��
�� ������� 
2p/w(e) ���!��$���� ���	���4�	� *���������� 

 
��� z0 = {a0b (FYLR — FRLY )}1/2, e- �������� ��#��$���� �� ������*��, � 

 
��� �2 � w2 —
��	�����. '���� ����, �	�� �2 ����$����.��, �� ���������	
�� ��6���� 

!*��� *	��������, � 	�*��� ���������.���� �2 — ��*	��������. 

#�����
�	��
��. &�� ��
�#����.	��� ������� ��	���.#*��	� ������� =�		� � &$�#�0� 
(1980). ��	
��.
* 	*/�	�������� ���������	
�+ ��6���� ��
�#��� 5���� (1977), ��� �*$�� 

��
�#��. #��	. ���.
� ����� ���!��$������ ��	���� ���������	
�+ ��6����. 

:��!� #���	��. �	+���*4 	�	���* � ��
��.��� ����, ������ ����� 0*�
��� U1 = Y – Y0 � 

U2 = R – R0, ��� 0*�
��� Y � R *����������4� (5.3.1). '*
��� � �!�#������ ����� ��
������� 
��������� a �� #������� a0, �.�. � = a — a0. 5���� (5.3.1) ��$�� ������	��. 
�
 

 
��� U = (U1, U2)

T — �
�!��� � ���
� �������	�� 

 
� N - �����, 
����������� �� U. ���� �	
���+ 	�!	������+ #�������  

16%	����� FY > 0 �#������, ��� #��	. ��		���������	� ����$������ 	�*��� ������ ����	�, 
���� IS-


����� ��������� ��#��	���� — *���. ���. 



�
�!���� ����������	� �# ����$���� 

 
��� a = a0 + �. � ���
� � = 0 � 	�*��� ���������� *	����� (5.3.2) ����� ���* ��	�� 

�����+ 	�!	������+ #������� ±iz0. 2	�� �!�#�����. ����# z(x) 	�!	������� #�������, 

������ ��� � = 0 ����� iz0, �� R�[zx(0)] �� !*��� ������ �*�4, ��� �!*	��������� �����4 

*	�������	�� �������	��. 5�
�� �!��#��, �� ������ *	����� !�0*�
���� -��0�. 
:��!� ���*���. ����*4 0���*�* ��� ���������	
�+ ��6����, ������ �# 

 
	�!	������� ��
��� 5 � 	����$����� 	�!	������� ��
��� X*, 	������	��*4/�� 

	�!	�������* #������4 z(x), 
������ *����������4� *	������ 
X, X*� = 1 � 
 Õ , X*�= 0, ��� 
(,) — �������� !��������� 0���� � /2. ����� 

 

5�
 
�
 5 � Õ  ������� ��#���	���, U ��$�� ����#��. � ���� �+ �������� 
��!������ 

 
��� 0*�
��� s (t) ��
� ���#��	���. ���	������ (5.3.9) � (5.3.5), *���$�� ���*������ 

0*�
��� �� *Õ  � 	
������� #���� ���*������ *��������, ���*��� 

 
��� rj — ��
�� 
�����
	��� ��	��, 
������ �� #��	. ����	����. �� !*���. ��
 ��
�#��� 

� 
���� =�		� � &$�#�0�, ��6���� (5.3.10) ��$�� ��	�����. � ���� ����� 

 



 

��� 

 
���00������� ��� ��#6�+ 	������� e  ��������4�	� �# 	�����6���� 

 
�# (5.3.12) ��$�� ���*���. ������ #������� ������� �j, wj (j = l,2,3), s1 � s2. 

��������� D 
�
 

 

��� � = �2e2/2+O(e4). � 	������	���� 	 �������� 0�
����#���� (	�. =�		 � &$�#�0, 1980, 

��. VII), �	�� D ����$����.��, ��
� ��*	������, �	�� ���������.�� - *	������. 5�
�� 

�!��#��, �� ���������� *	����� *	�������	�� ��� ������� 5.3.1. 

�� �� ����	��� #��	. �����+ ����$���� ��� rj, wj, xj � ��*��+ ����������, ��	
��.
* 

��� 	��6
�� �����#�
�. "�	*��
 5.4 ���4	����*�� ��������� 	�	����. "���*	 ��
�� 
#���	�� �� ��������� !�0*�
����: ��� *������� ��������� �� 
������	
��� #������� ����*	 
��	���. 



���������� 	���
� ��$�� �� ��$�, �� ��6� ���
� �������	��, �.�. +��� ��� � ��$�� 
���!��$��.	� 
 #������4 R0, �� �� ��$�� ��	������ �	�����.	� ��* ������. ���!��#��6�	. 

 �������	�4, ��� 	������	� �� ���� ����.. 2� ��!*$���� 
 ����* ���������� +���
��� 

�#�������	���� ���������� 	���
� � �!8��� ����#���	���. ���������� ��$�� �!8�	���. 
��������� ��������.���� ��+��� %. 

�# (5.3.3) ����� 

 
��� dR(t) = {R(t) - R0}/2e, dY(t) = {Y(t) – Y0}/2e. 5�
 
�
 dY(t) — ���������	
�� 0*�
���, 


������ «�� #���	��» �� dR(t), �����, ��� �#�������	���� ��$�* ��*�� ����������� ��$�� 
!��. ��	.�� 	��$���. 

5.4 -���
��� ���������	��	�� � ������ 

!�# �������	�� 

� ���� ��#���� �� ����� �����$���� ������� -��0� � !�0*�
����+ 
 ������ 

*��������� #���	���, ��#����� � ���
�+ ��
���
�����
�, �� �!����4/�� �������	���. 
�� 
�����. ����������.�� !��� ������$��� � ��!��� 

��.!��� (1985). (��� (1989f) *������ �� 
��������� ���������� 0*�
��� ���*��������� ����#���	���. &��.���6�� �#��$���� 
�	��������	� �� ��#*�.����+ (����. 

�*	�. �
�����
� 	�	���� �# ��*+ 	�
����� — ����+�#��	�� � 0���, � ���+ ����� ������: 
�����, ��*�� � ����*
��� ����#���	���. ����*
�� ����#���	��� ���*� ��
�������.	� 
0������, �� �� ����+�#������. 7���� ���4� �����������.��� �$������ (����
�) 	���	� 
����*
��� � #���*$�4� ����#���	��� 	 *����� �$�������� 	!���, ������$���� #������� 
����6���� ��$�* 	!������� � ���4/��	� � ������� (��
��������) �������. 

����#���	��� ���*$����	� 
 0*�
�����������4 	����� 	�!	�������� ��/��	����. 

������������	�, ��� ����+�#���� � 0���� �	�����4�	� �� ���
� ��*��. 5�
*/�� 
�������� �!���� �� ���
� ��*�� #�����	� 0���*��� L = min(L*, Ld), ��� L* — 

0�
	��������� �!8�� ��*��, ������������� ����+�#������ 
 �����$�, Ld — �!8�� ��*��, 

������ 0���� ����4�	� 
*���.. ������������	�, ��� Ld = Ld (V, SE), ��� V — �!8�� #���	� 
�������, SE — �!8�� �$�������� 	!���. ������������	�, ��� � 	������	��*4/�+ �������+ 
�#������� ��
*/�� �!8�� ��+��� ����*
��� ����� dL(d > 0). ������������	� ��
$�, ��� 

0���� *������4� ����#���	���� ��
�� �!��#��, ��� V = f(SE), ��� f' > 0 � f" �� ����� �*�4. 

�������	��� f' > 0 �#������, ��� �������� ���!*���+ #���	�� (��
�������) ������ ������	� 



��#��	��4/�� 0*�
���� SE. 
�� 	������	��*�� �������*���� ������ �� 

��
����
��������. 

��������$��, ��� �00�
������ 	���	 �����!������ S ��������� �� ��
	���#���4 

0*�
��� ����#��	�� ��!!�-&*���	� U = ASb(M/p)l-b, ����$�4/�� 	!�� ��*�� 
�
 ������ � 

!4�$����� �����������, ��� � — ���� ������, �/� — $������� !����	, % (% > 0) � b (0 < b < 

1) — ���������. 7*�
��� S #�����	� 	�����6����� 

 
��� � = b�0/�, � = wb/pd, w — �������.��� #���!����� �����, � �0 — ��$��� *�����. 

����$���� �����!����� ��	������. 
7���� ����#����� 	���.
� ����*
���, 	
��.
�, 
�
 �� 
�$��	�, ��� ���*� ������., SE, 

��4	 ������
* �� ��
������� f(SE) — V. (�����, �����!��	�. � ��*�� #�����	� 0���*��� Ld = 

[SE + f(SE) — V]/d. � ��*��� 	������, �	�� �� ���
� ��*�� �����	� ����	����
, �!8�� 

����#���	��� �� ��$�� �����	��. �������* Q* = dL*. 5�
*/�� ���*	
 ����*
��� ���$�� 

	�	������. 

 
� ���� ���������	��� ������ ����
 ��*�� ��
$� �� ����� �������	��, �� 0���� ���*� 

������$����. ����#���	���, ��#����4/�� *�����������. �00�
������ 	���	 ��	������. � 

��*��� 	������, +��� ����
 ������� �	���� ��+����	� � �������	��, 0���� ���*� 
	���
����.	� 	 ���������	��� 	��*�����, �	�� $������� � ����.��� ��
������� �
�$*�	� 
��#�����. 

�� !*��� �����������., ��� �#������� 0*�
��� V ����� Q — S, � ��� SE ��������� 

���*���*��	� � 	������	���� 	 ��#��	�.4 S — SE. &�����
� 	�	���� ���	�����	� 
*���������� 

 
������ ����
�4����� ����������	� *��������� SE + f(SE) — V = Q*. ���	
�	�. (V, SE) 

��#������ ���� 
����� �� ��� ��	��: 

 
 ��
� �����., ���, �	�� ��
*/�� ����
����� ��������$�� �!��	�� W2, 	�	���� �������. 


��� 	�*��� �����.�� �#*��� 

��.!���� (1985). 



�� �	�������	� ���.
� �� 	�*��� (V, SE) ˛ W1. ������ � ���� 	�*��� �� ���
� ��*�� 
��#��$�� !�#��!�����. &�����
� 	�	���� ���	�����	� *���������� 

 
2���	������� ���
� �������	�� #�����	� 	�����6������ 

 
��!	������� #������� zi ����� 

 
�*	�. c0 *������������ *	����4 2� — 2 + 	f' = 0. 5�
 
�
 �0 = 2/(2+f') � f' > 0, ����� ��	�� 

�������	��� 0 < c0 < 1. ��	
��.
* � = wb/pd, ��� 0 < b < 1, *	����� 0 < c0 < 1 ����
��� �# ����, 

��� pd > 0. ����
� �# Q = dL �� �����, ��� w < pd �#������, ��� ���!��. 0���� !*��� 
����$����.���. ��$�� ����� � 	������	��*4/�� #������� c0 0*�
��� �. ��� � = c0 

	�!	������� #������� ����� 	������	������ iv � —iv, ��� v = (1 — c0)
1/2. '*��� 

��		��������. 	 
�
 !�0*�
�������� ��������, ���4/�� 
������	
�� #������� c0. 5�
 
�
 � 

= wb/pd, �4!�� �#������� ������� w, b, � ��� d �������� 
 	����* ��������� �. �*	�. � = � 

— c0. 5� 	�!	������� #�������, 
������ ��� � = 0 ����� iv, �!�#����� ����# z(�). 

&�00������������� z(x) �� ���������� � ���� 

 
�# (5.4.7) �����, ��� ���	������.��� ��	�. zx(0) ����$����.��. ����������.��, ������ 

*	�������	�� *	���������. ��� � = 0 ���������	� !�0*�
�������� ������� -��0�. 

�
��
�� 5.4.1. � �
��	���	�� �������	�� ��� ����+ x 	*/�	��*�� ������.��� ��
�. 

'�0*�
�������� ��
� ������� 2p/s(e) #�����	� *���������� 

 



��� e — ������*���� �������� ��#��$���� � 

 
'���� ����, !�0*�
���� ������	� 	*���
������	
��. 


�� ������� ��
�#��� (����� (1988f). �������	��*4/�� ���������	
�� ���$���� 
�#�!��$��� �� ��	. 5.5. 

 
$�
. 5.5. 0�*
�*���� �
�����
� (�) �� �0 
 �, (b) �� c1 
 �2. 

2	�� �� 	��$�� ������$����. �������� e ��	������� �����, �� �	���� !*��� ����. 
��
� � �!��	�� W1. 

:��!� �����!��� ���	���. ��
����	
�� +���
��� ��������� 	�	����, ��#����� ��
� �� 
������ ��	��, 
�
 �� ��	. 5.5b. �*	�. 	�	���� ����������.�� ��+�����	. � ���
� D, � 
������ 

	
���	�. �#������� ��
������� ����� �*�4. � ����� ������� �$������� �!8�� 	!��� 
�������� �����.. 5�
 
�
 �!8�� ����#���	��� 0���, Q, ����� �����!����.	
��* 	���	*, S, � 
�� ����� 
�
 �������������� �!8�� 	!��� �����6��� 	���	, ����#�������� ���$�� ������-

���. !*�*/�� 	��$���� 	!��� �� 	�������4 	 �������������� � ��	���/�� �����. 
����������.��, ��#��
��� 	��$���� �������� S . &���� 	�	���� ��
����� ���
* D, � 
�������� SE ������$��� *���.6��.	�. ����
�, ��	
��.
* Q = SE + f(SE) - V, *���.6���� SE 

�������� 
 	��$���4 �������� Q. 5�
 
�
 �����!����.	
�� 	���	 ������	� 0*�
���� 

�!8��� ����#���	���, *���.6���� �$�������� �!8��� 	!��� ������ �������� 
 	��$���4 

�����!����.	
��� 	���	�. ��	
��.
* 	
���	�. �#������� ��
������� ����� Q — S, � �!� 
�������� Q � S *���.6�4�	�, 	
���	�. �#������� ��
������� ��$�� �
�#��.	� � 

����$����.���, � ���������.���. �#�������	���� ���+ 	�� �������� 
 ���$���4 	�	���� 

�� ����������4 
 ���
� %. 



 

� ���
� % 	�	���� �� ��$�� �	�������.	�, �����* ��� �!8�� ����#���	��� 	�������	� 
��$� 	���	�. �	���.��� *��	�
� ���$���� �� ��
����	
�� ����
����� ���*� !��. 
�!8�	���� ����!��� $� �!��#��. &��$���� !*��� ��������.	� �� ��+ ���, ��
� �� 
��#��
�*� 	���*4/�� !�0*�
����. 

��	
��.
* ����� �# ��	����	�� ���� ������ ������	� �!8�	����� ��!�4������� � 
����.��	�� ��
����	
��� ��������� ����6���� ��
������� � 	!���, 	���*�� �� ���.
� 

*
�#��. �� 0�
� ��
�����	��, �� � �#*���. ��� +���
���. � �!��	�� W1 ��
*/�� #������� 
����� �������!���� ����	� 0���*��� 

 
����������.��, ���� 
��00������ ��$� ���������� (��	. 5.6). 

5.5 ���������� ��
�� � �!�!/����� 

������ 5�!��� 
� ��#�. 3.3 �� *$� �������� � ������ 5�!��� (	�. ��
$� 5�!��, 1965, 1969). "������	�� 

���� 	�	���� ��*	�������. �� ����	������ �����#, ������ 5�!����. �!�!/����� �����., 
����	��������� � ���� �����, ��������$�� (���* (1990A). -��� �����., 
����*4 �� ��#����� 

#��	. �!�!/����� �����.4 5�!���, ��+�$� �� �����. 5�!���, 	0���*��������*4 � ��#�. 

3.3, ��� ��	.�� ��#���	� � ������
� ���, 	���	���+ *	�������	�� � ��
�����+ ��*��+ 



�	��
��+. �� �����!��$�� #��	. �00�
���� ������#����, �.�. � 0���*�� (3.3.8) !*��� 

	�����. d = 0. 5�� �� �����, 	�����6���� (3.3.6) � (3.3.8) ��� �!�!/����� ������ �	��4�	� 
	������������. �	� ����������, 
������� �� !*��� �*� ���.#����.	�, ���4� ��� $� 	��	�, 

��� � � ��#�. 3.3. 

� �!�!/����� ������ 5�!��� ������������	�, ��� �#������� ��� ����$�4� 
�
 
�#!������� 	���	 (��� �#!������� ������$����), ��
 � ���������� �$������. �� 

��������� #� �	���* ���
* #����� ���.��	� � ���, ���, 
���� ����� ��	�� �#!������� 	���	, 
���� ��	�*�, � 
���� ����� ��	�� �#!������� ������$���� — ����4�. �� #�
��* ���.��	� 
�#!������� 	���	 �� ������ � *	�*�� ����� �#!�������* �� 	�������4 	 �������	��� 

������$���4 (������, ��� ����
*) ����.��+ 	���	��. �� �������� � ��	��� ��0��������� 
�$������, �� ��$�� ��������$��. 	���*4/*4 ������
* 

 
��� a— ����$����.��� ��	������� ��������, q ����	������� �$�����*4 	
���	�. 

��0�����. � 	�*��� ������ �#����#��������	�� ��*+ ������� — 
������� � �����, ��$�� 

	�����., ��� 0*�
��� � *������������ 	���*4/�� *	������: �k = +¥, �q = -¥, � � 	�*��� 
�������� �+ ��$��	������	�� — �k > 0 � �q < 0. 

������������	�, ��� �$������� 	
���	�. �#������� ��� ��$�� �������.	� �� ����.��� 

	
���	�� ��0�����. 
�� ������
� ��$�� ����. ��� 

 
��� b — ��
 ��#������� «
��00������ �$������». 

(����6�� ��	������� ������ #���	.4 *��������, 
������ !*��� ��#����. �!�!/����� 

�����.4 5�!��� 

 
��� ������ ��� *�������� 	������	��*4� (3.3.6) � (3.3.8) (	 *����� d = 0). 

����$����.��� ������.��� �������	�� (k0, x0, q0) ����������	� 
�
 ��6���� *�������� 

 



�# (5.5.4) ����� 

 
��� ����$��� ���4�. �� �������.�*4 ���. ����� ��� ������ � ��� 	��	��, ��� 

����6���� «
������/��*�» � ���������� ������ ���.6�, ��� � ������������. 2	�� �0 = 0, 

����� sf(k0)/n = k0 - 
�
 � ������ ����*. 2	�� �0 ����$����.��, �� sf(k0)/n > k0, ��� f(k0)/k0 > 

n/s, �# ���� � 	���*�� 0�
� ��	*�	���� �������.��	��. 

5�
 
�
 ��	 ������	*�� ���.
� *	�������	�. �������	�� � ��
��.��� ��������� 	�	����, 

����6�� 	�	���* �!��#� �������	�� � ��
��.��� ����. ������ ���������� 

 
��� (k, �, q) *������������ (5.5.3), � ��
��� U = (U1, U2, U3)

T ��	������� ���. ���	�����
� 
(5.5.5) � (5.5.3) �������� 
 

 
��� A — �
�!���, ����	������ � ���
� �������	��, a N(U, U) — 
����������� ����. 

 
;���� ��� 
������������ ����� N(U, U) ����	����. �� !*���, ��	
��.
* � ���.���6�� 

�� �� �	���.#*��	�. ������ �������� 

 
(5.5.8) 

��!	������� #������� �
�!���� QI ��������4�	� �# 	�����6���� 

 



���!+������ � ��	�������� *	����� *	�������	�� �������	�� �#��	��� 
�
 
������� 

"�*	�-,*�����, ������: (i) �i > 0; � (ii) a1a2 — a3 > 0. ��
 ��
�#��� � ��!���+ '��+�!�!�-
����� (1981) � (���� (1990b), � #���	���	�� �� #������� ���������� �������	�� 
�		���*���� ���� 	�	���� ��$�� �
�#��.	� 
�
 *	��������, ��
 � ��*	��������. 

��������, �	�� �� ���$��	� �� ���������+ �$������ � 	�����* ������� �����������, 
��$�� ��#��
�*�. ��*	�������� 	������� ���
�. :��!� ������4	��������. ��� *����$�����, 
��		������, ��� ����	+���� � ���
� �������	�� ��� ��#��	����� �!8��� ����$��� ��		�. 

����������� 	���	����� ����� ������	� ����6���� *����� ���, � ����.��� �!8�� 

����$��+ #���	�� 	������	� ��#������.	� 
 ���$���* *����4, ����
� ����������.��� 
��#��	����� ����$��� ��		� �������� 
 ����6���4 ������+ �$������ � 	��$��� 
��
�������� 
������. �!� ��	�����+ �00�
�� ��#���4� ������� ����$���� ������$���� � 

���*� 	����. �������� ����, ��� �!8�� ����$��+ #���	�� !*��� �����6��. 	��� �������	��� 
#�������. 2	�� ����$��� ������$���� ������$��� �����. ��$� *����� �������	��, 
���������� ����4�	� ��	����: 

�!8�� ��
������� 
������� ��#��	����, � �$������ 	��$�4�	�. � 	�������� 	 ������ 

�������� �!8��� ����$��+ #���	�� �� ����$��� ��
������� ��� �������� �����. 
 

�#������4 ����������� ������
� ����$��+ #���	��. 
�� 	��!��$���� ������� ��	 �� 
��	�. � ��#��$��	�� 	*/�	�������� �������������+ �	��������. 

&�
�#����.	��� 	*/�	�������� !�0*�
���� -��0� � �!�!/����� ������ 5�!��� 
��������$�� '��+�!�!* � ����� (1981). �+ ��#*�.���� ��$�� 	0���*�������. � ���� 
	���*4/�� �������: 

�
��
�� 5.5.1. 2	�� 	*/�	��*�� ��
�� ��!�� #������� ����������, 
������ �!�	�������� 
*	�������	�. �������	��, ��$�� ����� ��
�� #������� b0, ��� 
������ �
�!��� 	�	���� 

����� ���* ��	�� �����+ 	�!	������+ #�������. '���� ����, 	*/�	��*�� ����������� 
0*�
��� v(e)[v(0) = 0] ��������� e, ��
��, ��� 
���� �������� e ��	������� ���, �!�!/����� 
�����. 5�!��� ����� ����������� 	����	��� ���������	
�+ ��6���� (k(t, e), x(t, e), q(t, e))T, 


������ ��� e > 0 	��������	� 
 ���
� �������	�� (k0, �0, q0). 


�� ������� ��	.�� ��$��, ��
 
�
 ��
�#����� 	*/�	�������� ���*�����+ 
���!���� � 
	�	����. 2	�� ��
� *	������, ��
�� 
���!���� !*�*� ������$��.	� !�	
������ �����. 5�
�� 

�!��#��, ���������	��� �
�������	
�� ��#����� ������ �� 	���*�� ��		��������. 
�
 
!�	�����
*/�� �����		, � �!�!/����� �����. 5�!��� 	�������	� ��������� ��� ���	���� 
������+ ��
���. �� ������$�� �		��������� '��+�!�!� � ����� 	 ���, ���!� (i) ����� 

*	����� *	�������	�� ��
���; (ii) ���. ����*4 ������������4 ��������� e; (iii) ����� ����� 
����$���� ��� ��
����	
�+ ����
�����; (iv) 



���!� ���������., � 
�
�+ 	�*���+ !�0*�
���� -��0� ������	� 	*���
������	
�� ��!� 

	*!
������	
��. ���$�� �	���, ��
�$��, ��� �	�� �
�!��� ����� ���* ��	�� �����+ 

	�!	������+ #�������, �� �	� ��� #���4�	� 0���*���� 

 
��
 *	��������� '��+�!�!�� � �����, �	� �i (i = 1, 2, 3) ����$����.��. ������� ��	�� 

�����+ 	�!	������+ #������� �#������, ��� (5.5.9) ��$�� ������	��. 
 	���*4/��* ���*: 

 
(5.5.11) 

����������.��, 	�����6���� (5.5.10) 	����������. 

��	���*4/�� �����# �	���.#*�� b � 
���	��� !�0*�
��������� ���������. (������� b, 


������ *������������ (5.5.11), �!�#����� 
�
 b0, � ����� ��
������� b �� b0 
�
 v, �.�. v = b 

— b0. ��!	������� #������� ����4�	� ������������ 0*�
����� ��������� b. �!�#����� 

����# Q(v) 	�!	������� #�������, ������ iQ0 � ���
� v = 0 (�.�. b = b0). ��$�� ��
�#��., ��� 

������ ��#*��� 	�����. Qv(0) �� ������ �*�4 (	�. '��+�!�! � �����, 1981). 

������ 	���*4/�� ���	������.��� ��������: 

 
(5.5.12) 

��� �* = 1/[(1 — s){
2
0Q + (a�0 — a��q)

2}]. ��$�� ��
�#��. 	���*4/*4 ������*. 

�
��
�� 5.5.2. '�0*�
�������� ��
� � �!�!/����� ������ 5�!��� ����� ������ 2p/S(e) 

� ��$�� !��. ���!��$���� ���	�� 0���*���� 

 



��� e — �������� ��#��$���� ������*��, 

 

� v2 � S2 —��
������ 
��	�����. � 	�*��� Re(Qv)>0, �	�� v2 > 0, ��
� 	*���
������	
� 

*	������; �	�� v2 < 0 — ��*	������. ����� Re(Qv) < 0, �	�� v2, ���������.�� — ��
� 

	*!
������	
� *	������; �	�� v2 ����$����.�� — ��*	������. 


�� ������� ��
�#��� (����� (1989). 

5������ ��
�#�����, ��� ������ *	�������	��, 
������ ��#��
��� � 	�*��� ���*��������� 
�$������, 	��#��� 	 ��#��
�������� ��	������+ �����������+ 
���!���� ���, �!8��� 
����#���	��� � �$������. ��
 !�	��� �	*/�	������	� ��� ���*���������, �� ����� ��
�
��� 

#�������, ��	
��.
* �������� b, ��� 
������ �������	�� ������ *	�������	�., 	*/�	��*�� 
�	����. ��������� ��
�� 	�	���� ���4	����*�� ��	. 5.7. 

'*�*� !�0*�
���� 	*!
������	
��� ��� 	*���
������	
���, #���	�� �� ���������+ 

������ ��	6�+ �����
��. "�		������ ����� 	*!
������	
�� 	�*���. � ����� �
��	���	�� b0 

�
�����
� �!��#� ���
� �������	�� !*��� ��
��.�� *	��������. ���.��� �����
 (6�
)  

 

$�
. 5.7. '�0*�
����-��0� �� 0�
	��������� ���
� (�) 
 ������.���* ��
�* (b) � 

��������� Z (	). 



 

 

��$�� 	���
�*�. �
�����
* 	 ��!���, � � ���� 	�*��� ��� �� !*��� 	������.	� ����*�.	� 

 ���$��� 	����������� ���
�. ������ ��� ���	���� ���������� 

 
(������, ��� #��	. �k > 0, �q < 0 � �* > 0. 2	�� � �������� ����� sf'(k0), �� ����� G2 < 0 � 

���!��$���� 

 
��� �', �", b' - ����$����.��� 
��	�����, a b"(= Q0/�0 + nG2/�0) �� ����������. 

&�������	
�� �#�������	���� ��$�* ����� ����� ����������� ��	.�� 	��$��. 

��#��	����� �!8��� 
������� �� �*6* ��	������ ��$�� !��. 	��#��� 	 *���������� ��!� 

*���.6����� M0(t) — ��������, 
����*4 ��$�� ���������. 
�
 «0�#*» 	�	����. 



������	�� ��		������. ��������� ��*��+ ���������+ ��
��. &�����
� ��� #�����	� 
����$����� 

 
��� � — 
��	�����, a v*= z - �. ��������� ��� ��
�#��� �� ��	. 5.8. � �������� �������, 

�	�� 	
���	�. ��	�� #�����	�� �� ����� 	
���	�� ��	�� ����$��+ #���	��, ���� !*�*� 
*	�������.	� 
 !�	
������	�� ��� �*�4. &�� K(t) = k(t)L(t) ������
� 
������� ����	������� 
�� ��	. 5.9. 

5.6 �	�������� � ��!������ ������ 

��	�� ��� ��� ��4�� 
� �������*�� �� ������ �
�������	
��� ��	�� ��		�������4�	� ��� ��+���#�� 

��	��$���� 	!����	���������� �
�������	
��� ��	��. � �	���� ������� ���+��� ��$�� 
���.�*#���	
�� ��+���#� ���*���������� �#����. ������ ���+�� — ���
��		���	
��, 

��		��������� �#����	��#. ��$�* ��*��� � 
�������� (
�
, ��������, � ������ ����*). 
5�����, ��#������� ��	�-
���	���	
��, ������������ 	����*4 �#��������������	�. 
0�
����� ����#���	���. 5� �����., 
 
������ �!�����	� ��, �	������ 
�
 �� 
���
��		���	
��, ��
 � �� ��	�-
���	���	
�� ���+���+. 

"�		������ ������.��� ��
�� � ��!������ ������ 
��0��
�� 	 #��*+����� �# ��!��� 

��� ��� ��4�� (1983). �����. 	�	���� �# ���+ �!�
�������+ ��00��������.��+ *��������. 

�	������ ���� ��!��� ��� ��� ��4�� �#��� �# 
���� ,*����� (	�. 		��
* 1967�. ��!� ��#�. 

3.5 ������ 
����). &��*/���� ,*����� � 	������ �#��������������	�� 0�
����� 
����#���	��� ��� ��� ��4� �	��!��, ����� � ��		�������� 0�
��� ��+��������	
��� 

������		� � ���*	��� ��#��$��	�. ��� ��!���������� ��������. ��*����� ��	*�	� �� ��+ 

���, ��
� ������.��� ����#�������.��	�. ��*�� 	������	��*�� ����.��� #���!����� �����. 
�	������ ���. ��� ��� ��4�� — �		��������� ������.��+ ��
��� 	�	���� �!��#� 

�������	��� ���
� 	!����	���������� ��	��. ��� ��� ��4� �!���*$�� ������.��� ��
�� 

������ �������������� ��������� 	�	����. �� *	������� *	����� 	*/�	�������� 
������.��+ ��
���. ����*4/�� ��$� ��#*�.���� �#��$��� � ��!��� (���� (1988�). 

��������$��, ��� � 	�	���� ����#�����	� ���.
� ���� ��� ������ � ��� �����!�����, � � 
����+ ����	�����. ������$���� ��*��, L, �
#������ ��#��	���� 	� 	
���	�.4 �. ����	 �� 
����*
��4 	������	� �# ��	��, ������4/�� �����!����4, (C, � ��	��, ������4/�� 

����	������, I. �!8�� ����#�������� ����*
���, Q, �!�	�������� ��	��� ��+�� Y � ���� 
#���!����� �����, WE (��� W — *�����. 



#���!����� �����, & — ��	�� #�����+ � ����#���	���), ��	��� ���!���, f, � 

������#�������+ ��	+����, D, � ������ .������#���� d1. :�	��� ��+�� �	���.#*��	� �� 
����!������� ������� ��� �� ��
�������, S. '����	���� 	�����6���� ����� ��� 

 
7*�
��� �����!����� #���	�����	� � ���� 

 
��� s � r — 
��00������� 	
�����	�� 
 	!���$���4 ��	���� ��+��� � 	
�����	�� 
 

*��������4 !����	�	������, 	������	������. ����#���	������� ��#��$��	�� 

+���
����#*4�	� ���������� 
���������
�	�� a � 	
���	�.4 ��	�� ����#�������.��	�� w 

(«�������� ��+����	
��� ������		� �� ����#�������.��	�. ��*/��»). ,�������������� 
	
���	�. �
�������	
��� ��	�� #�����	� 0���*��� 

 
��� b = a-1– d1 ����	������� ����6���� �������� ��	��� ���!��� 
 
������*. 

2	��	������� 	
���	�. ��	��, 
������ ��$�� ������$����.	� ��� ������ �	���.#������ 

��*����+ ��	*�	�� � ]B �����+ *	�����+ ��+����	
��� ������		�, #�����	� 	�����6����� 

 
,�������������� 	
���	�. ��	�� *����������	�, 
���� *	�������	� ������	����$����	�. 


 	!���$����� � 
���� 	��$�4�	� !����	�	������, 	
���	�. ������#���� ��� �������� 


���������
�	��, ��	
��.
* ��� 0�
���� 	��	�!	��*4� !��.6�� �

*�*����� � 

��#��	����4 ����#���	��� ����*
��� ��� 	*/�	��*4/�+ ��/��	��+ ����#���	���. ��� 

�������������� 	!����	��������� ��	�� ��������������� 	
���	�. ��	�� ���$�� !��. 
����� �	��	������� 	
���	��. ����#�������.��	�. ��*�� ����������	� �# ����#���	������� 

0*�
��� ��!!�-&*���	� ��	�� ������ ����$���� 0�
���� ��+����	
��� ������		� � ����+��� 
�� �00�
�����+ ������ 
 ����������.���* ��	6��!* 

 
��� 
��	����� d #���	�� �� �����.���� 	�	������ �
�����
�, &* �!�#������ ��������*4 

& (��	�� #�����+), �#������*4 � �00�
�����+ �������+, � w* — 
��	�����, #���	�/�� �� 
0�
���� ��+����	
��� ������		�. 



�
���	�. �#������� 
��00������� #�����	�� b = &/L #�����	� 	�����6����� 

 
��� �(=�" – da/dt/a) - ��
*/�� 	
���	�. ��	�� ����.���� ����#���	���, � s* ����������	� 


�
 

 
��� z — ���� #����� �� �����* ��*�� � ��	��� ��+��� 

 
s1 � s' — 
��00������� �
������ 	������	������ ���!��� � #���!����� �����. 

������������	�, ��� ��	� ����.��� #���!����� ����� W #���	�� �� �������� 	�����	�� 

��!���� 	���, 	������	��*4/�� *����4 �#!������� �����!��	�� � ��*����+ ��	*�	�+. 

�
���	�. �#������� ���� �������� #�����	� 
����� 7�����	� � ���� 

 
��� m1 � 
2 — ��	������� ���������. 

&�����
� ��������� 
���������
�	�� � ���� #����� �� �����* ��*�� � ��	��� ��+��� � 
��������$����, ��� �������� 
���������
�	�� �	���� 	������	� 
 	���� «$�������» 

��������, 
������, � 	��4 ������., ����������	� �������.��� ���������� ��!����������, 

#�����	� 	���*4/��� *���������� ((���, 1988�): 

 
��� v(> 0) — 	
���	�. *	����������. 
������ ��!������ �����. 	�	���� �% ���+ ��00��������.��+ %�������� (5.6.3), (5.6.5) � 

(5.6.6). 2���	������� �������	�� 	������	��*�� ���
� 

 
"������	�� ��	������	� ��� 	������	��*4/�� ���� ��*����+ #�����, 	!����	��������� 

#�����	�� � �����	��� ��������� 
���������
�	�� $������� ��������. 



(������, ��� 	*/�	��*�� ��
������ #������� �������� v, �!�#�������� ����� ����# v0, 
��
��, ��� 

 
��
 ��
�#��� (����� (1988�), ��� v = v0 ���� �# ���+ 	�!	������+ #������� �
�!���� 

���������.��, � �	���.��� ��� ��	�� �����. � 	������	���� 	 !�0*�
�������� �������� 

-��0� ��� � �	�. ��	�������� *	����� ��#��
������� � �
��	���	�� �������	�� !�0*�
���� 

-��0�. ��!���� � ��6�� �		��������� � 
���	��� !�0*�
��������� ��������� �������* v, 


�
 ��� 	����� ��� ��� ��4�, +��� ��$�� !��� !� ��!���. � ��*��� ���������. �*	�. � 

�!�#������ ����� ��#�*/���� �������� v ����	����.�� v0, �.�. � = v - v0. 2	�� ���	�� 

����$����.�*4 �������* �, ��
*4, ��� 

 
�� ��$�� ��
�#��., ��� ��� � = 0 ��� ��	�� �����+ 	�!	������+ #������� ����� 

	������	������ iu � —iu. 
:��!� *!����.	�, ��� �������	�� ������ *	�������	�., �� ���$�� ����	���. 

���	������.�*4 ��	�. ����#������ �� � �� 	�!	�������� #������� iu. '��� ��
�#���, ��� � 
�!/�� 	�*��� ��	�������, ���!� ��� �������� �� �������	. �*�4, +��� 	 �
�������	
�� 

���
� #����� ��� ���!������ ��*����!8�	����. 

�
��
�� 5.6.1. ��� ����+ � � �
��	���	�� �������	�� 	*/�	��*�� ������.��� ��
�. 

@�
�, !�0*����*4/�� �� �������	�� 	 �������� 2p/S(e), ��$�� #���	��. � ���� 

 
��� e — �������� ��#��$���� ������*��, � x � S — 0*�
��� �� ���������� 	�	����. 

&�
�#����.	��� ������� ��$�� ����� * (���� (1988�). ����*�� �������., ��� ���� 

��		������ 	���6�� ����� ��#��$���� � ������� *	����� *	�������	�� ������.���� ��
��. 
�	� ���*������ *	����� 	*/�	�������� ������.��+ ��
��� ��$�� ��������. �� �������+, 

����������+ ��� ��� ��4��� (1983). 

��������	� �����. ���. ������������4 ������� 5.6.1 	 �
�������	
�� ���
� #�����. 
���������	� 	������ ���	
�	�.4 (a, z). 



 
$�
. 5.10. @�
����	
�� ������
� �� ���	
�	�� (�, z). 

2	�� �����!���. 	���6��� �������, ��
����	
�� ���$���� ���������+ � � z ��$�� 

���	��. ���	�� � ���� 

 
��� b1 � b2 — ���������, ������������ �# (5.6.10) (��	.5.10). 

"�		������ 	�*���, 
���� 	�	���� �������� ���$���� �# �!��	�� I. �������� 


���������
�	�� *���.6���	�, ����� 
�
 ���� #����� �� �����* ��*�� � ��	��� ���!��� 

��#��	����. 
�� ��$�� ����. ��	�� � ��� 	�*���, �	�� ��#��	��4� 
����0�
���� � ��	���	��� 

��!����
��. �� ���6�	���� ��
������� �������, 
���� ���� #����� �� �����* ��*�� 
��	������ ��
	����.���� #�������, ��� ������ 	��$��.	� ��� ������$�4/��	� ������� 

��������� 
���������
�	�� (�!��	�. II). 
�� 	��*���� ��#��
���, �	�� ��� *��	��� � 
����#���	��� ���������� #�������.��� ��*����� ��	*�	�. &��$���� � �!��	�� III �#������, 
��� � 	�	���* �
�4����	� ����*
������ ��+�������. ��������� 	�	���� ��
���� �� 	����� 
�������	��� (	�����������). 

�# ������� 5.6.1 �� �����, ��� ������
� 
��00������� #�����	�� ����#�� 	��$���, ��� 

��*+ ��*��+ ���������+. �#������� 
��00������� #�����	�� ��$�� ����#��. � ���� 
�������� 
��!������ ���� ��*����+ #����� � ��������� 
���������
�	��. �*	�. d 

�!�#������ ��#��	�. ��$�* ��
*/�� ��������� ���������� ��
�� � �� �������	��� 

#��������. 5���� �����: 

 
��� �1 � a2 — ����$����.��� ���������, ������������ �# (5.6.10). ����� ���� #����� �� 

�����* ��*�� � ��	��� ���!��� ��#��	���� 	���+ �������	���� #�������, ��
*/�� 


��00������ #�����	�� 	������	� 	���. ��6� 	���� �������	��� ��������. 2	�� 	���+ 

�������	�� ��#��	���� �������� 
���������
�	��, 
��00������ 



 
$�
. 5.11. '�0*�
���� -��0� � ������ ��� ��� ��4��. 

#�����	�� 	������	� 	���. ���.6� �������	����. �#������� 
��00������� #�����	�� 

«	�����	��	�» 	 �#�������� ���� ������ ��*�� � ��������� 
���������
�	��. 



�������	
�� ��
� ��$�� ���������������. � 
�
 	��*
�*��*4 ����	����
* 	�	����. 

@�
� !�0*����*�� �� 	����������� ���
�, ������ 	�	���� ����+���� �� *	�������	�� 
 

��*	�������	��. ����� ��� ��
����	
��� ��������� ����	+���� �	���	���� ��+-

��������	
�+ �#�������, � 	�*���, 
���� !�0*�
�������� ���������� ������	� 	
���	�. 
���	����
� 
��00������� ����#���	��� 
 ��� �������	���* #������4. ��#�*/���� ����� 

��������� �#������, ��� ��+��������	
�� +���
����	��
� 	�	���� ���������� �#�������, � � 
��#*�.���� ���+ �#������� 	���� 	��*
�*�� 	�	���� ����6�� �� *	��������� �������	�� 
 
���������	��	��. 

� � #�
�4����� ������4	����*�� 	*���
������	
�� ������.��� ��
� �� ���������� � 

��	. 5.11. 

5.7 �������.��� ���������	
�� ������
� 
#�����	�� 

� ���� ��#���� �� ������� ���������	
��� ��������� 0��� � 	���� 	 ������ 

��0�������� �� 
�	���	� �����$���� ������� -��0� 
 �
�������	
�� #�����, 
���	������� 	�	����� *�������� ���������� �����
�. 

�#*��� ��������� 0���� � #���	���	�� �� ������
� ��������.	���. �����., 
����*4 

�� !*��� #��	. ��		��������., ������$���  ����� � (�!����� (1985) � ��#���� � ��!���+ 

��������� � ��. (1986) � (���� (1988f). 

�������*��	� ��������� 0���� ��� �������� 0����	���+ 	*!	���� ��!� 6���0��, 
���������+ ��������.	����. ����*
��� 0���� �����$�� �����$� �� ���
� 	 
��
*������� 

@��� ����*
���, �, #����� �#���, ��
 
�
 0���� �� ��$�� ��#���	������. 



�� ����
. ��	
��.
* ����
 ��*�� ��
$� ������	� 
��
*�������, #���!����� ����� w 

��$� #����� �#���. � ������� ��		������������ ������� 
������ �� �#������	�, � �!8�� 

����#���	��� #���	�� ���.
� �� 
�����	��� #�����+ ��!���+ L. ����#���	�����*4 0*�
��4 

�!�#����� 
�
 F(L) (F'(0) = , F'( ) = 0, F' > 0 � F"(L) < 0 ��� 0 < L < ). 

������������	�, ��� 0���� ��$�� *�������. *������ ����#���	��� 	 ����/.4 


��00������� «�����/*���.�����» v, � ��� 0���� ������ #������ �� �!*����� ����+ 

��!����
�� � �����* �� ��+����+ ��	�!��. �!�#����� 0*�
��4 #����� �� *��������� ��*-
������ ��	*�	��� (�!*�����, *
�*������ � 	�
��/����) ����# k(v) � ��������� �� 
�
 k(v) = 
v2/2. @��.4 0���� ������	� ��
	���#���� ��
*/�� �������� ����
� ���!��� 

 
��� *	�����, ��� 

 
��� % �	�. ����� #�����	��, ������������ ��������.	����, r — ���� ��0����� 

(�!�	���������), q — ���� *���.����� �� 	�!	�������* $�����4. ������������	�, ��� 

����� #�����	�� ����������	� ��������.	���� 	 *����� «�����	�����» *����� #�����	�� �� 
0����. ������� #������� ����6�	��*4/��� *����� #�����	�� #�����	� 
�
 

 
��� 
 — ����$����.��� ��	��. &�00������������� (5.7.2) �� t �������� 
 dA/dt = m(L - 

%). 
��������� ��������.	��� ���	�����	� 0*�
���� f(L—A), 
������ *������������ 

*	������ 

 
������ 0*�
��� f(L - %) ��00�������*��� ��	�������� ��	�� ��#. 5�
 
�
 �� ���
� ��*�� 

�	���� �	�. !�#��!�����, ��������.	��� +����, ���!� 0���� #����� 
�
 ��$�� !��.6� 
�4���. %�������� (5.7.3) ����$��� ��� 0�
�, ��� �	�� 0���� ��6��� ������. * 



	�!� *�����. #�����	�� ��6� �����, ������������ ��������.	����, �� ��� ��$�� 
���*���. �� ��������.	��� 0����	���� ���/����� (	*!	���4); �	�� 0���� ��6��� 	��#��. 
*�����. #�����	��, ��� ������ ��������.	��* 6���0 (�����). 

,����.������ 	�	���� ����������	� 
�
 

 
��� a � b — #�������� ����������. ���������� �������� ��
	��*�� ���������� 

�������� 
 	���*4/�� 	�	����: 

 
%	����� ����	���	��.��	�� #���4�	� � ���� 

 
��
�$��, ��� ��� (5.7.5) � (5.7.6) ���������	� !�0*�
�������� ������� -��0�. 
(��� (1988f) ��
�#��, ��� ��� ��
�����+ #������� ���������� � ���� 	�	���� 	*/�	��*�� 

����	������� ����$����.��� �������	��, 
������ �!�#����� (A0, L0, a0, b0). 

&�
������
��
 5.7.1. �*	�. �����	� ��
�� ��!�� ����������, ��� ��� 	�!	������+ 

#������� �
�!����, 	������	��*4/��� ������ #�����, ���4� ���������.��� ���	������.��� 
��	��, � ��� ��*��+ ��	�� �����. 

�� ��$�� *!����.	� � 	����������	�� ����� ��������$����, ����$�� f ������, 

��������, 

 
��� z = L - %, � �i — ����$����.��� 
��	�����. 5�
�� 0*�
��� *������������ 

���!�������, ���������� �� 0*�
��4 0����	��������. 2	�� �#��. 
 = r = q = -pF"(L0)/f"(0), 

	�!	������� #������� !*�*� ����� 	������	������ -
, -q, ±i(f")l/2. 



��!���� � 
���	��� !�0*�
��������� ��������� ���� *���.����� �� 	�!	�������* 

$�����4 � �!�#����� #������� q, *����������4/�� ��������$���4 1, #� q0. �*	�. � = q — 

q0. ��� x = 0 	*/�	��*�� ���� ��	�� ������ 	�!	������� #������� iv 	 v > 0. 

&�
������
��
 5.7.2. �*	�. (2q0 — r)(m�1 — v�2) �� ����� 2v(
�2 + v�1), ��� �i 

��������� 
�
 

 


�� ��������$���� ��������*�� �����4 *	�������	�� ����$���� �������	�� � 	�*���, 

���� q 	��/���	� � 	�����* �� q0. 

�
��
�� 5.7.1. �*	�. ��������� ��������$���� 1 � 2. 5���� � �
��	���	�� �������	�� 
	*/�	��*�� ������.��� ��
� ������� 2p/s(e). @�
� ���!��$���� ���	�����	� 0���*���� 

 

��� e — �������� ��#��$���� ������*��, � �(e) � s(e) #���4�	� 
�
 

 

��� �2 � s2 — ���	������.��� ��	��, #���	�/�� �� ���������� 	�	����. 2	�� N1 

����$����.��, �� ��
� *	������, �	�� ���������.�� — ��*	������. ;���� ����$���� ��� �2, 

s2 � N1 ��$�� ����� � ��!��� (���� (1988f). 

%$� �# (5.7.2) �	��, ��� �	�� 0*�
��� L(t) ����������, �� A(t) ����� ��� $� ������. 

%��������� ��
*/��� *����� #�����	�� L(t) ���4�. �� �#������, ��� ����� *����� #�����	�� 

A(t) 	����� ��6�. 
�� ���
� *�����. �# 	���*4/��� 	�����6����: 

 



���*������� �# (5.7.9). � ����$���� (5.7.11) d% = (% — %0)/e, dL = (L — L0)/e. 
�*/�	�������� ������.���� ��
�� ������	� 	���	����� ��������� ��������.	���, 
������ 
���������� ����* *����� #�����	�� �# *���� ����6�	��*4/��� *����� #�����	��. 

����� 
��00������ ����� � *���.����� v ����� �*�4, �� d% = dL. 5� �	�. �#������� 
*����� �����, ����*	���������� ��������.	����, ����� ����.���* �#������4 *����� 
#�����	�� ��6. � ���� ��	���� 	�*���. 

5.8 �������.��� �
�������	
�� ��	�, 	��#����� 

	 ����������� 0�*
�*������ 

����. ������	��� ������ ������+ ��
��� ����	������� 	�!�� �����	�
������ �����. 
�������.���� ��	��. ������� ��
��� ���� ��	��/��� ����� ��!�� (	�., ��������, ��		 � 

)���, 1976, '��
 � )���
���, 1976, ���*�$� � )���
���, 1977). -���6� �#��	���, ��� ��� 

���� ������� ���������.�� ��*	�������. ��#$� '��+�!�! � ��6��*�� (1979) � (��� 
(1988A) ����. ��		������� ������
* ���+ ������� �� �	���� ������� -��0� � !�0*�
����+. 

"�		������ ��� 	�	���� 

 
	���*4/*4 #����* �������.���� ��	��: 

 
��� ��
���� � � k ����	�����4� 	�!�� 	������	������ ���*	
 ����*
��� �� �*6* 

��	������ � #���	� ��������.���� 
������� �� �*6* ��	������, �����!����� #�����	� 
0*�
���� � = �(�, k), � 0*�
��� U(T) — ��� ����#��	�., ���*������ �� �����!�����. ���00�-

������ �(‡ 0) � r(‡ 0) — 	
���	�. �����	�� ��	������ � ����� �������� ���!��� 

	������	������. 

&�� ��
�#����.	��� 	*/�	�������� !�0*�
���� -��0� '��+�-!�!�� � ��6��*��� (1979) 

������� 6�	�. 	���*4/�+ ��������$���� (
������ ������ #��	. � ��): 

�1) �	� ����*
��� ����#�����	� ��������������, ������ ����#���	������� 0*�
��� 
������	� ������� ����������, 	����� 
��#�����*�� ��� �����������.��+ #�������+ 

0�
����� � ���$�� ��00�������*��� ��� ����$����.��+. 

�2) 2	�� ����# (Kij) �!�#������ ���$�	��� 0�
�����, ��������4/�+ ����#���	��� j-���� 

������, �� j-�� ����� �� ��$�� 



!��. ����#����� !�# (Kij). ���������� �������� ��
	��*�� 
 #����� (5.8.1)-

(5.8.2) �������� 
 	�	���� *�������� 

 
��� �i � wi — ���� � �������� �������� ����� ��� i-��� ������ � �������+ ��� 

�����!����.	
�+ �������. &�� r ˛ (�, r*), ��� r* #����� � ��$�� !��. !�	
������ 

!��.6�� (����$����.���), ��� �������� ���������� ����#�����. (����� ����� 
����	������� �������	��. 

A3) � ���
� �������	�� ������� 
��00�������� 
������� ����#��$���. 

A4) � ����$���� �������	�� ��� ����#���	��� �����!����.	
��� ������ ���!+����� 


����������$���� +��� !� �� ����	������� 
��������� � ����	���	������� 
���������� ��*��. 

�5) � �
��	���	�� �������	�� ������.��� ����#��	�. �� �����!����� ��	������, �. �. U" 
= 0 � U' = 1. �, ��
����, 

�6) � �
��	���	�� �������	�� ������� �+����+ �����+ ������$����. 

���!+�����	�. ���+ ��������$���� �!�	������ '��+�!�!�� � ��6��*��� (1979) � 

	��#��� 	 ���, ��� ��� ��#����4� #���	��. 	�	���* � ��
��.��� ����. 
��$�� ��
�#��., ��� �	�� ��������$���� (�1)-(�6) ���������, �� (i) 0*�
��� �(�, k) 

���$�� ��00�������*���; (ii) ������
� 	�	���� � �
��	���	�� �������	�� #�����	� 
*���������� 

 
��� � � w ��00�������*���; (iii) ���
� �������	�� (k0, p0) 	�	���� (5.8.4) ����	������� 

�!��#�� ���������� ��� r ˛ (�, r*), ��� ��< r* < + ; (iv) �	� 0*�
��� ���������� r, ������, 

�(r), �(r), k(r) � �(r), � ���
� �������	�� ����$����.�� � ���������� ��� 



r˛(����*) � (v) ��� 0�
	��������� k � �
��	���	�� �������	�� 0*�
��� T(k, �) 	����� 

����*�� �� �. 

&�
������
��
 5.8.7. �*	�. 	*/�	��*�� ��
�� #������� r, �!�#�������� 
�
 r0, ��� 

�
�!��� � ���
� �������	�� ����� ���* 
�����
	�� 	����$����+ 	�!	������+ #������� z1,2 

= a(r) ± ib(r), 
������ ��� r = r0 *����������4� *	������ a(r0) = 0, b(r0) > 0 � da(r0)/dr „ 0. 

��������, ��� ��������$���� 5.8.7 ���!*��	� � *	����� ������� 2 '��+�!�!� � 

��6��*�� (1979). ��!���� r � 
���	��� !�0*�
��������� ��������� 	 
������	
�� 

#�������� r0. ������ �!�#������� � = r - r0 � z(x) = a(�) + ib(x). �!�#����� ����# L �
�!��� 

	�	���� (5.8.4), ����	������ � ���
� �������	��. 

&�
������
��
 5.8.8. �*	�. ±ib0 — ���	��� �#����������� 	�!	������� #������� 
�
�!���� L(0). 

&�
������
��
 5.8.9. &��	������.��� ��	�� �	�+ 	�!	������+ #������� �
�!���� L(0), 

#� �	
�4������ z1,2(r), ���������.��. 

&�
������
��
 5.8.10. ��$�� ������������. 	����*4 �����4 *	�������	��, �.�. 
�������� R1 �� ����� �*�4, ��� R1 = Re (R), 

 
� Y � Y* — ��6���� 	�	���� 

 
��� 
,� — �������� ����#������� � /2n. 

2	�� ��������$���� 5.8.8 ���������, �� �	���� ��$�� ����� ���* Y � Y*, 
������ 
*������������ (5.8.5). ��
���� Y � Y* ��$�� �����, ���	�� ��6�� ����!�����	
�� *��������, 
+��� 	�� ��	��� ��$�� �
�#��.	� ��	.�� *�������.���. ��������$���� 5.8.9 �#������, ��� 
�	� 	�!	������� #������� �
�!���� L(0) ����4�	� �������, ��
 
�
 	����	�� ������� 3 � 
��!��� '��+�!�!� � ��6��*�� (1979), ���	������.��� ���*����� 	�!	������� #������� L(0) 

�!��#*4� ���� ��#��+ #��
��. 
����� ���	������.��� ��	�� 

 



��� [N(U1, U2), X*] ���������� � ��!��� (���� (1988b), �� 	0���*���*�� 	���*4/*4 

������*: 

�
��
�� 5.8.1.  �*	�. #����� ������#���� *������������ �	�� ��������$����� 1-10, 

0*�
��� y(k, p) � w(k, p) ��������$�� ���	����	��* CQ, Q ‡ 3. 5���� ��� !�0*�
��������� 

��������� r 	 
������	
�� #�������� r0 	*/�	��*4� ������.��� ��
��, !�0*����*4/�� �� 
�������	�� (k0, p0), ������� 2p/s(e), 
������ ���	���4�	� 	�����6������ 

 
��� e — �������� ��#��$���� ������*�� � 

 
'���� ����, �	�� N1 — ����$����.��, �� !�0*�
�������� ��
� ��*	������. 2	�� $� N1 

���������.��, �� ��
� 	*���- ��� 	*!
������	
� �	���������	
� *	������, � #���	���	�� �� 
����, ����$����.�� ��� ���������.�� �������� R1. 


�� ��#*�.���� ��	���	�����4�	� � �� 	�*��� �����.��� 
��
*������, � �� #����� 

��
	���#���� 0*�
��� ����#��	��. ��*	�������	�. �/� �� �#������, ��� �	���	���� 
��*	��������� ��	�� �
�������	
�� 	�	���� ���$�� ��#�*6��.	�. ����
� �
�������	
�� 
�����		� � ��
�+ ��*	�������+ 	�	����+ ���*� !��! ��	.�� � ��	.�� 	��$����. 

5.9 (�������� � ��#��$��+ ��	���*4/�+ 

!�0*�
����+ ������.��+ ��
��� 
�� ������� ��
������ �������, ���4/�� ���.4 ��
�#��., ��� ������� ��
�� ���*� 

��#��
�*�. � ��#*�.���� ��#���!��#��+ �
�������	
�+ ��+���#���. 
�� ������� ����	��	� 

 	���� ��#��� �
�������	
�� �������. ��*	�������� ����4��� �� ���������� 
�
��-�� 

	������.��� ����� ���
� ��� ���	����� 
�
���-�� ������ �
�������	
��� ��+���#��. 
����������� ��#*�.���� �������4� 	��� � �� ������* ��!�4�����+ � ����.��	�� 

�
�������	
�+ 0�*
�*����. ��� ��
�#���4�, ��� ��
�� �	�������� ���*� ��#��
�*�. 
��������� �	���	���� ��	�� �
�������	
�+ ������. 



��	���	� ��
�����+ ���������	
�+ ���!���, ������$�4/�+ ��#*�.���� ���� �����. 

"�		������ ��������*4 ��������	
*4 	�	���* ��	�
��� �����
� 

 
��� r — ��������. ��������$��, ��� ��� #������� r0 ��������� r ����� ��	�� 

�������	��, � 	������	��*4/�� ��* �
�!��� �!������ � ������ ��	�� �����+ 	�!	������+ 

#������� � 
 �*������. ��	 ������	*�� ��������� �
�������	
�� 	�	���� ��� 	����� 
��������� r �� #������� r0. -��� ��� #����� 	 ��#��+ 	����� �		��������	. ��������
���, ��� 
��
 � �� ��6��� �
�������.��. '�0*�
���� -��0� — ��� �	��� ��6. �� ��	���� 	�*���. � 

	���*4/�� ����� �� ��		������ 	�*��� ��*+ ��� ��	�� �����+ 	�!	������+ ��	�� � 

������	
�� ���
�. -*	��� (1986) ��
�#��, ��� �	�� 	�	���� ��+����	� �!��#� 
������	
�� 

���
�, � 
������ �� �
�!��� �!������ ��*�� �*������ 	�!	�������� #��������� ����
	� 
������� � ����� ��	�� �����+, ��� ��$�� ���������.	� 	������	
�� !�0*�
�����, 

!�0*�
����� -��0�, ��������� !�0*�
����� -��0� � !�0*�
����� 
 ��*������ ��!� 

���+������ �����. 

&�*��� �����	 	�	���� � 	���*4/��. ��������$��, ��� 
�
 � � ������*/�+ �������+; 

���� ������� *	�������� ������.��� ��
��. ��	
��.
* #�0�
	������. ��������� 

��	�������� ����#��$��, �� ��$�� #���., ��� ����#�����, �	�� �	���	���� 	����� ����-
������ 	�	���� 	����� ��*	��������. � ������*, ���*� �� ��#��
�*�. ��������� 
!�0*�
����. 
��� ���!���� ��	��/��� ���$�	��� ��!�� (��������, -�
��, 1983, :* � -���, 

1982). %������� ��$� ��
������ 	�*��� ���.���6�+ !�0*�
����. &����.��� �!	*$����� 
����� �����	� ��$�� ����� � 
���� =�		� � &$�#�0� (1980). 

"�		������ 	���*4/�� ���������� ��00��������.��� *��������: 

 
��� f ������������	� ��	������� ����
�� � f(r, 0) ���$�� !��. ���*�����. �� �/�� 

*	�����, ��� 
�����+ �� T-���������	
�+ ��6���� ����� !� !�0*��������. 
	*!���������	
�� — ��-���������	
�� 	 ����� � ‡ 1. ��$�� ����. �		�������. � ���� 

����������� �	� ����������� ��6� �������. ����
� ��� ��	������� ��6. �������., 
�
 

��� !� !��. �������� ����!��� �����#. 
(������� ���������	
�� ��6���� ���4� ��� 

 
��� w(r) — ��	����. ��������, X(s,t) = �0(r) + U(s,r) ��$�� !��. ��6����� -��0� �# 

������*/�+ ��������, ��� �0 — ���
� �������	��, a U — ��
������ ���������	
�� 0*�
���. 
"�6���� 5 



*������������ 	�����6���4 

 
����� �= X(s, r) + v(t), s = w(r)t, ���*��� �������#�����*4 #����* 

 
��� fv (r,X(s,r)�v) — ������ ����#������ 0*�
��� f(r, �), 
�
 0*�
��� v, ����	������ � 

���
� x=X(s, r). 5����� 7��
� *����$����, ��� �� ��$�� *	�������. *	�������	�. ��
�� 
X(s, r), �#*��� ��
�#����� z(r) = a(r) + ib(r) � ����	�������� v(t)=L(s)exp(zt), L(s) = L(s+2p). 

�� ��
�#����� ����4�	� 	�!	�������� #��������� 	��
����.��� #����� 

 
�����$����� #����� ����������	� 
�
 

 

��� *
vF (r, X(s, r)�.) — ����#������ �������� ��������, *����������4/�� *	����4 

 
��� 
,� — ����#������� ���������� � /n, � % � � ˛ /n. ��������$��, ��� ���������	
�� 

��6���� ����� �	�!����	�. ��� r = r0, �. �. �(r0) = 0, b(r0) = b0. ������ �!�#������� w(r0) = 

w0, X (s, r0) = X0(s) � 

 
� �	�!�� ���
� 	��
����.��� #����� 	�����	� 
 

 
2	�� � �	�!�� ���
� ��
�#����. 7��
� ib0 ������	� 	�!	������� #�������� �
�!���� J0, 

�� i(b0+jw0) ��
$� ������	� 	�!	������� #��������, 	������	��*4/�� 	�!	�������* ��
���* 

 



��� j — �����. � �	�!�� ���
� ���$����. 7��
� 

 
���!��$��� ��������� (���������	
� �������4/��	�) ���
� ������ �	� 
�����
	��� z-

���	
�	�� � ����	������� ���
� 
�����
	��� k-���	
�	��. ��������� ��		�������� 
�	������ ����.4 

 
��� b0 � w0 ����������, 
�
 � ��6�, �� ��$�� ��
���. ����� ���
��� ��������� 
�*� 

�� k-���	
�	��. '*��� �������., ��� ���
� �# (5.9.8), *����������4/�� 	�����6���4 

 
��������$�� ���$�	��* ��������.��+ ����
, �	�� 
 � � �����, � ��� 
 = 0, 
���� � = 1; 

� ��������� 	�*��� m �� ����� �*�4. �� ��		������ #��	. ���.
� 	�*���, ��� 
�����+ 

���������	� (5.9.9). 

&�
������
��
 5.9.1. ��������$��, ��� �	�� b0 =0, �� 0 ������	� ��*
������ 

�#����������� 	�!	������� #�������� �
�!���� J0; �	�� $� b0 �� ����� �*�4, �� b0 ������	� 
���	��� �#����������� 	�!	������� #�������� J0. 

��
 ��
�#��� =�		�� � &$�#�0��, ���!� ������������. 	*/�	�������� 
	*!���������	
�� !�0*�
���� 2p/w(r)-���������	
�+ ��6����, ��	������� *	����� 
	������� ����	������. ��� 	������ ����	������� �� �������� *	����� ar(r0) > 0. %	����� 
	������ ������ *	�������	�� �#��$��� � 
���� =�		� � &$�#�0� (1980). 

�*	�. ��������$���� 5.9.1 ���������	� ��� b0/ w0 = 
/� �����* 	 *	������� 	������� 

����	������. 5���� 

i) � 	�*��� n = 1 �� �!� 	������ �� �	�!����	�� !�0*����*�� ����	������� 
���������������	
�� h-	����	��� 2p/s* (h)-���������	
�+ ��6���� *�������� 
(5.9.1). ����� � = 2, ����	������� ���������������	
�� h-	����	��� ��6���� 	 
�������� 4p/s* !�0*����*�� �� ���* 	�����* �� �	�!����	��. �*���
������	
�� 
(r(h) > 0) !�0*�
�������� ��6���� *	�������; 	*!
������	
�� (r(h) < 0) 

!�0*�
�������� ��6���� ��*	�������. 



ii) � 	�*��� � = 3 � ��#*�.���� !�0*�
���� ��#��
��� ����	������� ���������������	
�� 
	����	��� 6p/s*(h)-���������	
�+ ��6����, � ��� ��*	������� �� �!� 	������ �� 
�	�!����	��. 

iii) ����� � = 4, 
 = 1 ��� 3, !�0*����*4� ��� ���������������	
�+ 	����	��� 8p/s*(h)-

���������	
�+ ��6����. �+ *	�������	�. #���	�� �� ���������� #�����. 

iv) ����� � ‡ 5, ����������*���� 2p/s*(h)-���������	
�� ��6���� � �
��	���	�� 

�	�!����	�� ���!/� ��	*�	��*4�. 

����*�� #������., ��� *���$����� (iii) � (iv) 	���������� ��� ���������� �/� 
��
�����+ ����������.��+ *	�����. �� �	�+ ���+ 	�*���+ s* ��
���, ��� s*(0) = w0, ��
 ��� 

!�0*����*4/�� ��6���� ���4� �������, !��#
�� 
 ���������, 
������ 2p/w(h). 

�������� �������. ��$�� �����!����. �����	�� �		��������� ��������+ !�0*�
���� 

��� #����, ����������+ � ���� �����. 

5.10 ���
*������� ������� ��
�� � �
�����
� 
	 ����
����4/���	� ��
�������� — 

��	
������ �����. 
� ��+ ��� 
�
 ,��� (1973) �!���*$��, ��� � ������+ 	 ����
����4/���	� ��
�������� 

��#��$�� �������	��� ��
��, �#��	���, ��� �����.��� 
��
*������� �
�����
� ��	������ 

������$��� 0�*
�*����� ��$� � *	�����+ ���6���� «�����6����.	���» (	�., ��������, 

34�.��, 1988, ,��������, 1985, 1986). ��$� �� ���6�� ��	
����*4 ��������	
*4 �����. 
�
�����
� 	� 	��$��� ����������, 
������ ��������$�� 34�.��* (1988). 

������������	�, ��� �
�����
� ����#����� ����	������� ��� ������, 
������ ��$�� 
!��. �����!��� � ������� ������������� ������� ��� 	!���$�� 
�
 �	���� ��� !*�*/��� 

��	����#���	��� (
�������#���� ������). ��$��� ��
������ $���� ��� ������� � ��������� 

��	����#�����	�. ����� (�������) ��
������ ������� ���* ������* ��*�� ��� ����.��� 

#���!����� ����� wt, �����!���� 
�����	��� ������ /1t � 	!������� ����.�*4 �������* St � 
���� &���� � 
������� ��� 	���*4/��� ������� �����!�����. ����6�� ��
������ ������ �	� 
	��� 	!���$���� ������*/��� �������. 5������� �����!����. ��6��� 	���*4/*4 #����* 
������#����: 

 



��� U — 0*�
��� ����#��	��, Rt+1 �!�#������ ����.�*4 ��������*4 	���
* �� ����#
� 
������� ��$�* t � t + 1. ��� �����������+ ��������$����+ #����� ����� ����	������� 
��6����, 
������ +���
����#*��	� 0*�
���� 	!���$���� S(wt, Rt+1)- 



�����
� ����������.�� �!�	��������	� 0�
	��������� ��������� 
������� k0 � 


�����	���� ����� �. %�����. ����#���	��� ����������	� 	 ����/.4 ���
��		���	
�� 

����#���	������� 0*�
��� 	 ��	������� �00�
��� �� ��	6��!�. �������* 
������������� 

�!�#����� ����# yt = f(kt). ����	����.�� 	���	�� 0*�
��� S � f 	������ 	���*4/�� 
��������$����: 

H1) 0 < S(w,R) < w, S — ���������� ��00�������*���, ��#��	���� 	 ��	��� w � RS 

��#��	���� 	 ��	��� R, 

 

�2) 7*�
��� f ��#��	��4/��, 	����� ����*�� �� ���$�	��� R+. � ��������$�� 

���	����	��* /2 �� *
+R  

 
� kf'(k) �� *!�����. 

���
*������ 0��� �������� 
 �����������4 ������.��+ ����#�������.��	��� � 

�$��� 	�
���� 
 �+ �#���$
�� 

 

���
�
�
��
 5.10.1. �����6����� ����������� �������	��� ��#���� ��
*4 

��	���������.��	�. ��� (pt)t‡0, ��
������� (kt)t‡0 ���� �������� ���!��� (Rt)t‡0 � ����.��+ 

#���!����+ ���� (wt)t‡0, 
������ ��� 
�$���� #������� t ��	������ 
��
*�������� ���������� 

�������	��. 
%	������� 	����6������ ������������ �������	�� ����4�	� 

 
��� mt = M/pt. �� ��#����� �������	�� ������������ ��� ���������� � 	������	���� 	 

*	������ 
0 = 0 ��� 
0 > 0. �!8������ ��� *��������, �� ��$�� #���	��. ������ �# 
*�������� (5.10.3) 
�
 

 



��
*�� ��$�� ���*���. kt = �(kt+0, m t+0).  ��
� ��
�#��., ��� �(k, 
) ��������$�� /1, 
��#��	���� �� 
�$���* �# 	���+ ���*������ � ��� 0�
	��������� 
 	������	� 
 �*�4 

(!�	
������	��), 
���� k 	������	� 
 �*�4 (!�	
������	��). 5����. *	����� 	����6������ 

������������ �������	�� ��$�� #���	��. 
�
 

 

��� F(k, 
) = (�(k, 
), m/f'(k)) ��� k > 0 � 
 ‡ 0. 
������ 0*�
��4 Xt= (kt,mt). ���������� 	����������� 	�	������, X* = (k*, 
*), 

����������	� ��6����� 

 
�# *	����� f'(k*) = 1 �� ����� ������ ������������ ��6���� k*. ��$�� ��
�#��., ��� 

�	�� S(W(k*),1)) > k*, �� ��� *	�����+ H1 � �2 	*/�	��*�� ����	������� ���������� 
	����������� 	�	������ X* � �� 
������ ���� ���� ���00�
������ ������������ 	�����-

������ 	�	������ (k > k*). ����*�� ��		��������. ���.
� ���* ��
*4 ���
*, �. �. ��#����. 
������������ 	����������� 	�	������� ���
*, � 
������ S (W(k), f'(k)) = k. 

&�� ���� ���!� ��������	��������. 	*/�	�������� ���������	
�+ ��6���� * 
���!��$���� (5.10.4), 34�.�� 	��� ������� ��*����*4 #����* 
 ����������, � #���� *$� 
*	������� 	*/�	�������� ��
�+ ��6����. ����#�� ��#�����	�. #�����. 

��������� ���!��$���� Fn(X) = (kn(X), 
�(5)), 
������ ���������� �	���	���� ����, ��� 

W(�(k, 
)) > m/f'(k) +k. 

�
��
�� 5.10.1. �*/�	��*�� 
����
���� ���$�	��� ' ˝ 
*
+R 2 � *!���4/�� 0*�
��� h 


��		� /1 �# *
+R  � *

+R , ��
��, ��� �	�� �� ��������� ���$�	��� 

 

�� {,, ,+,,_} ������	� F-������������ ��#!������ 
*
+R 2 � 

 

 ��� ��	������� !��.6�+ �. 



�
��
�� 5.10.2. 2	�� (-t)t‡0 — 	����6����� ����������� 
��
*������� �������	��, �� 

��� t >  ����� ��	�� �� 
������ ���� ���� �# 	���*4/�+ ��*+ 	��*����: (1) Xt 	������	� 
 

, ��� (2) Xt 	������	� 
 ���00�
������* ������������* �������	�4. 

&�
�#����.	��� ���+ ������ ���� � ��!��� 34�.��� (1988). 5������ 5.10.2 ��������*��, 
��� �	� ��
�� ��������$�� 
����� ,. 
�� ��#������ ��� ���������. ��#�����	�. 
���!��$���� ��������, 	���� #����* 
 ������
� �� 
����� ,. ��������� �����. ���*4 

0*�
��4 

 
7*�
��� 7 �!������ 	���*4/��� 	���	�����; 7 ��������$�� /1, ��� 
 < 
* 

	���������� 	�����6���� 7(
) — 
 > 0, ����� 
�
 ��� 
 > 
* ����� ��	�� 7(
) — 
 < 0. 
�*	�. '0 — ����
��� ���$�	��� ' �� ����*4 �	.. ���$�	��� '0 — 7-������������ 
��-

��
���� ���$�	���, ��������$�/�� *
+R . 

�# ������� 3.7.1 ��$�� ����	��, ��� �	�� 5 = (k,m) — ��
����	
�� ���
� �����
� �, �� 5 

��������$�� ,, � V (l,h'(m)) — 	�!	������� ��
��� ��������� DFn(X), 	������	��*4/�� 

������.6��* 	�!	�������* #������4 (���� �������� ����� ��� ��#��+ 	�!	������+ 

#�������). � 	������	���� 	 ������������ ��
����	
��� ��6���� ����� Fp(X) = 5 ��� � — 

������.6�� �����, ��� 
������� ��� 	�����6���� ���������	�. 5���� 5 ��������$�� 

����� ,, ��
 
�
 ��� ��!��� ����������. ��	
��.
* ��
��� V � ���
� 5 
�	���	� ,, � , — F-

���������, ��
��� DFp(X)V ��
$� 
�	���	� , � ���
� 5. ����������.��, 	*/�	��*�� ��
�� a, 

��� DFp(X)V = aV. ��
��� V ������	� 	�!	������� ��
����� ��������� DFp(X), �� �	� 
�������� ��������� DFp(X) ����$����.��, � �� ����� ��� ���	������.��+ 	�!	������+ 

#�������. ���������� 	�!	�������� ��
����, 	������	��*4/��� ���!��.6��* 	�!	�������* 

#������4, ���4� ���� � ��� $� #��
. ���������� 	�!	�������� ��
����, 	������	��*4/��� 

������.6��* 	�!	�������* #������4, ���*� !��. �����������$�� �� #��
*. ����#������ 
h'(m) ���������.��, ��
 ��� a ���$�� !��. ������.6�� 	�!	������� #��������. 

@�
�� 7 �
���������� ��
��� F � ��� 	��	��, ��� �� �� ����� �*�4 � 

 

�
��
�� 5.10.3. &�	�������� *	������ 	*/�	�������� ��
�� ������� �����
� ������	� 

 



#�����
�	��
��. ����	���	������� ��	��� ��
�#�����, ��� *�������� (5.10.5) 

�
���������� *	����4 7'(
*) < -1. ��$�� ��
�#��., ��� ��� ��	������� ����+ 
 �������� 
72(
) !��.6�, ��� 
 � �
���������� 
/f' (ks), ��� 

 
�� 7'(
*)2 > 0, ��
 ��� ��� 
, ���.6�+, ��� 
*, �� ��	������� !��#
�+ 
 ���� ��������, 

���������	� 72(
) < 
. �# ����������	�� 	���*��, ��� ��$�* �*��� � 
* 	*/�	��*�� ���
� 
��, ��
��, ��� 72(
) = 
. 

����*�� �������., ��� 34�.�� (1988) ����� ��
$� *	����� 	*/�	�������� ��
��� 
����.��� �����
� � ������ ������� 2- � 3-���������	
�+ 	�*����. 
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6 ������������� �	�� � 

����
����
��	���� ������	� 

����������.��, �	� #���	�� �� ������.��� ��	�����
� ���+ !���� 
���
�+ ���!���, �� ��#��$��	�� ������� �+ ��6���� 	 ����/.4 

���4/��	� �� 	������6��� ���. ��+��
� � �� ����!��
� �������, 

���*	
�4/�+ �!�!/����. 

#. ,�	�"��
 

� ������*/�� ����� �� �#*���� ������� ��
��, ��#������ ��#������� 

�
�������	
��� ��+���#����. ����
� �� ���
��
� �
�������	
�� ������ ���
� 

�����	����*4� ��
�� ���*������ �	������������ ���������. ���������� � 
�
�����
� ��/� �	��� ������$��� �����*������ 0�*
�*�����. � ���� ����� !*��� 
���� �!8�	����� ����!��+ ���������+ «+������	
�+» �
�������	
�+ �������. �� 

��
�$��, ��� � � +��	� �	�. ������
; «	�*������» �
�������	
�� ��������� ��$�� 
����. � �	���� ���	�*4 ����������	
*4 �����������*. ����!��� ������� 
��������������� �� 	���� ������� � �������4�	� ������������ ��������, 


������ �� 	����$�� �� �����6��� �������� 	�*�����	��. � ������ !*�*/�� 
�����	�.4 �������������� ���6���; �� ���
��
� $� ����� ����	
�#��. !*�*/�� � 
������� +��	� ����� ����#��$��. 

6.1 ���� � ����	
���	�����
� �����
�� 

�����	�� «'�����	
�� ����
�������», 	���� «+��	» �!��#����� �� �����	
��� � 

����������.�� �#������ !�	
������� �*	��� ���	����	���, 	*/�	������6�� �� �	�+ 

��/��. '���� ��#���� �����	
�� 
�������� ���
������ +��	 
�
 ����������.�*4 

	��*4 !�	0������*4 ��		*, � 
����*4 5����� ���	�� ������
 � �������4. 

� ��	���/�� �		��������� ���* � ��� ��+����	
�� ��������� �����	�����	� 
�����*������ ���$����, �������*���� ����������� 	�	������, �.� ��������	
�� 
#�
��� ����#����� ��������4� �������*4 ����4��4 	�	���� �� �� #������� 

�����	����� 
 ��
*/��* 	�	�����4. 



��� «����������������� ���$�����» �� �!���� �������� ������� 
#�
��� ��!� � ���� ��00��������.��+, ��!� � ���� ��#��	���+ *��������, 


������ ��#������ ��		�����. ������
* 	�	���� �� �	���� #������+ 

�����.��+ *	�����. ��� ����, 
�
 �������, ������������	�, ��� 

����������������� ���$���� 	
���� ���*�����, ��� +�������. ����
� �� 
�*!�$� ��
�� �*��
��� �!���*$��, ��� ������������ ��+�����	
�� 
	�	����, ����4��� 
�����+ ���������	� *��������� ,����.����, ���*� 
��������. +�������	�.. � ��	��	�.4, ��� !��� ��	������� 
�
 
*�.�#, � 

���6�� 70 ���, ���$�� ��� � 1963 �. 2. �.  ����� �!���*$��, ��� ��$� 
���	��� 	�	���� ���+ 	��#����+ ���������+ ��00��������.��+ *�������� 

������� �����
� ��$�� �����	�� 
 �����	�.4 +������	
�� ����
������. 

 ����� ��6�� ���� �# �����+ �������� ������������������ +��	� � 
��		��������+ 	�	����+. 

������� «����������������� +��	» — ���� ��� ��	.�� �
�����+ 

�		���������. &�� 
��		�0�
���� ��#�����+ ����� +��	� ��#��!����� 

���$�	��� �������. ����*�� ������
�*�., ��� �!/���������� ����������� 
+��	� �� 	*/�	��*��, � � �������*�� +��	 ��/� �	��� ����������	� � 

����
	�� ��		��������+ 	�	��� 
�
 �������, 	��#����� ����������� 

	�*�����	�� � ������	
�#*���	�� � �����	�.4 ����������������+ 

	�	����+, ��� �!�#������	� 
�
 «��������	
�� 	��+�	�����	�.», 

«����������������� +��	», «	�����#!*$������ 6*�», «��*������� 
	��+�	�����	�.» � «,����.������ 	��+�	�����	�.» (	�. -��, 1984, 

,*
��+������ � -���	, 1983, ������	, 1988). � �����$���� 
 ���� ����� �� 

�������� ��
������ 
�������, ��#����4/�� �������. +��	 �� ���*������� 

���$���� ���� ������.��+ ��
��� � ����������	
�+ ���$����. 

� ��	���/��* ������� �#��	��� �� 
������ ���� ��� �*��, 
������� ��� 

�#������� ���6��+ *������4/�+ ���������� ���������� 	�	���� ���+���� 

 +��	* ()*	���, 1984). ��$��� ��� +�������	�� ��$�� !��. �����#���� 

�
	����������.��. ��� ���� ��������� 	�	���� �!���*$����� 
*�������.�*4 *�����	��.��	�., 	+���*4 	 *�����	��.��	�.4, 
����*4 

��$�� ����� � ����+���+ ��$�* ���
��� �������	�� 	�	��� ������� 

�����
�. ������ �*�. ����+��� 
 +��	* !�� ������ ������������ 

,��		����� � 5��� (1977), 7�����!�*��� (1978) � ����� � 5��		���� 

(1978). ��� ��		��������� ���	��� ��#��	���� *��������, 
������ 
�	���.#�����	., ��������, � !������� ��� ���	���� ��������� #���	���	�� 

���*�����, � ��6��, ��� ���*����� �	������*�� �� ������� ��$�* 

*	��������� ���������� (�������$���� ���
���), #������� 
�����+ 

��		�������4�	� ��
$� � 
���	��� ����+ #������� ���6��+ ����������. 
�� 

������$���	� �� ��+ ���, ��
� ��	�� �������$��+ ����
 �� 	�������	� 
!�	
�������, ������ #������� ���������, ��� 
������ ��������� 
�#������� ���*����� 	�������	� �����*�������, �	����	� 
�������. 

������ ���+��, �#��	���� 




�
 	������� ������$����	��, !�� ��#��!���� ���������� � ���� (1979). 

������$����	�. �#������, ��� ���*������ �� ������� 	����� ���������	� 
	����	����	
� ��	������������ ����������� �����*������� ���$���� 
(������$�4/��	� ��#���). ��� �������� ���6���� *������4/��� 

��������� 	������ ��	�� ���+ ��#����� *����������	� �� ��+ ���, ��
� 
���$���� �� 	�������	� �����	�.4 +������	
��. 

5����� �*�. !�� ������ "4���� � 5�
��	�� (1971) � �.4+�*	�� 	 
	��������� (1978). ��� ������$��� ����+�� 
 �*�!*�������* ���$���4, 

�������� �� ������$������ ����� �����  ����* (1944) �  ����* � 

 �06���� (1959).  ����* ��		�������� �*�!*������	�. �� ������� 
�
 

������ !�	
������� ��	���������.��	�� ��*	�������	��� (!�0*�
���� 

-��0�), 
�$��� �# 
�����+ �������*�� ���*4 �	����*4 ��	���*. ����
� 

"4��., 5�
��	 � �.4+�*	 ��
�#���, ��� ��$� ��	�� ��*+ ��*	�������	���, 

*$� �� ����.�� 6���, ����
����� ������4� ���$����.	� 
 ������������ 

�!��	�� 0�#����� ���	����	���, ��� ����������.�� !��#
�� ����
����� 

�
	���������.�� ��#!���4�	�, ��
 ��� ���$���� 	�������	� +������	
��. 


�� �	�!�� �!��	�� 0�#����� ���	����	��� ��#���� 	�������� 

�����
������. �� ��	. 6.1� ��������	�������� 	������� ����+��� 
 +��	* �� 

 ����* � ��
�#���, ��� 	 *���������� ��������� r !�0*�
���� -��0� 
����$���� �	� !��.6� � !��.6� �	�����+ ��	���. �� ��	. 6.1b �� 

���4	����*�� ����+�� 
 +��	* 	����	�� "4��4-5�
��	*-�.4+�*	*. 

�� ��������+ #���	���	��+ �����+ �
�������	
�+ ���������+ ��$�� 

��!�4���. 6*����� 0�*
�*����. 5����������� �!8�	������ ��
�+ 

0�*
�*���� ������	. *����$����� � ���, ��� �
�����
� ����������	� 
	�*������ ��#�*/�����: �� �
�������	
*4 ������.��	�. (��������, 

	��.	
�+�#��	�����*4) ����4� 6�����, #�������	���� � ��*��� ����!��� 
�
#������� 0�
����. ������� �� �
�������	
*4 ��*
* �
�#��� ��#���	���� 
�����6�� ����������	
�� �		��������� +��	�, � �
�����	�� ����4�	� 
���������������. +������	
�� ������� � �������+ ����������������+ 

	�	���. 

 

"�	. 6.1.(�) ����+�� 
 +��	* ��  ����*. (b) ����+�� 
 +��	* �� "4��4-

5�
��	*—�.4+�*	*. 



"�		�������4�	� 	��*����, 
���� �
�������	
�� +��	 ����������� �� 
���.
� �
#�������� 6�
���. %����$����	�, ��� �
�������	
�� +��	 ��$�� 
!��. ��#��� ��������� � ����	����.�� ���	��+ ���������+ 	�	����+. 

�� +����� !� *�����*�. #��	. ��
������ �		���������, 
�	�4/��	� 
�
�������	
��� +��	�. '��+�!�! � &�� (1981, 1982) � ,������� (1985) 

��	������ ������ ���������+ ������� 	 ����
����4/���	� ��
�������� � 


��#���������	
�� ������ �����!����.	
��� ��!��� 	 ����������� 

��������������, �������4/�� +������	
*4 ������
*. &�� (1983) 

��		�������� �����		 
��		���	
��� �
�������	
��� ��	��, 
������ 

����	������� 	�!�� �����. «���.�*#���	
���» ����, ��� *�����. 
����#���	��� ���������� 	
���	�. ��	�� ��	������. ����#���	���, � 	��4 

������., #���	�� �� ��*����+ ��	*�	��. �#�������	���� ���+ ��*+ 0�
����� 
��$�� �����	�� 
 ��
��� ��� +��	*. &��� � �����*���� (1986) �!	*$���� 

��#��
������� ���������	
�+ � +������	
�+ ������� � �*����.��+ ����+, � 

�����+ 0���� 	������	� ��
	���#������. ��	
����������*4 	*��* 

���!��� � �	���.#*4� ���
��	
�� 	�������� ��	��$���� �����.���� 

�������	��. -��	 �!���*$�� ��
$� � ���
��		���	
�� �������.��� ������ 

��	�� (	�., ��������, '������ � �����*����, 1986, &��
��� � ����
��, 

1986). ��$� �� �!	*���, 
�
�� �!��#�� � ����������������+ 

��������	
�+ 	�	����+ ��$�� #������.	� +��	. 

6.2 �����
������� ���� � ����	����� 

�����
� 

� ���� ��#���� ��
�#���, ��� ��
������ ����. ���	��� *�������� ���*� 
���	����. �����.�� 	��$��� ��������	
�� ���������. �� ��		������ #��	. 
���������� ��	
������ ���!��$���� 

 

-���6� �#��	���, ��� +��	 ��$�� ��#��
�*�., ��$� �	�� ��	
������ 
���!��$���� ����� ����. ���	��� ���. 

�����., 
����*4 �� �!	*��� ��$�, ������$��� )�*������ (1980). �� 

	������ ��		������ ��
���
�������	
*4 �����. ��	��, ������$���*4 

-�����.�� (1954). 

 

��� N — ��	�����	�. ��	������, Y — ����.��� �!8�� ����#���	���, � 0, 8, � 

� % — 
��	�����. ���	�����
� ������� *�������� � 



������ �������� 
 

 

�� �����, ��� #�
�� ��	�� ����	������� 	�!�� �!�!/���� ����������� 

����	����	
�� 0����, 6���
� �	���.#*���� � ������ !��������	
�+ 

���*����� � �
�������	
�� �����#�. ��������, ������
� ���� 	�	���� 

����. ���	��. 2	�� �����.��� *	����� ����	������� 	�!��                           

N(0) > (<)(a A/8)1/(1-a)
, ����� � 9, � Y ��������� *���.6�4�	� 

(*��������4�	�) �� ��+ ���, ��
� �� ��	����*� 	���+ ����	����.��+ 

����	������+ �������	��+ #�������. 

2	�� ���	�� ��	
������ ����� � #������. ����#������ �� ������� 

������� ��#��	����, �� (6.2.2) ��$�� ������	��. 
�
 

 

� #���� �����	�� ��� ����$���� 
 ���* 

 

��� ����� ���������� ����������	� #������ 

 

��������#��*�� ������
* (6.2.3). ���$�� ��� ���	�*���. 
 �����#*, 

��������� ��	
��.
� �	�����+ ����$����, 
�	�4/�+	� ��#��	���+ 

*�������� ������� �����
� xt+1 = F(xt), ��� F : J fi J ���������� � J — 

#��
�*��� ������������ �������� �� ���	������.��� ������. �!�#����� 

����# Fn(x) n-
����*4 �������4 F, ������ F0
(x) = x �!�#������ 

��$��	������� ���!��$����. 

���
�
�
��
 6.2.1. (9-������������� 
����.) 5��
� p ˛ J ��#�����	� 
������$������ [����$������] ���������	
�� ���
�� 	 �������� �, ��� n-

���������	
�� ���
��, � ��� � ���.
� ��� 	�*���, �	�� Fn(p) = � � p „ 
[=]Fk(p) ��� �	�+ [��
�����+] 1 £ k < �. 5��
� p ˛ J ��#�����	� 
���������	
��, �	�� ��� ��
������� n ‡ 1 ��� ������	� n-���������	
��. 

����-���������	
�� (1-���������	
��) ���
� ��#�����	� 	����������� 

	�	�������, ��� �������	���, ��� �������$��� ���
�� F. 

����������� 6.2.2. (+��	, ������.)    2	�� p �	�. �-���������	
�� ���
�, �� 


�$��� ���
� � ��	���������.��	�� 



{p,F(p),…,Fn-1(p)} ��
$� �-����������, � 	��� ��	���������.��	�. ��#�����	� 
���������	
�� ��!���� ��� ��
��� ���
� �. 2	�� � — ������$����, �� �	� 
���
� ���������	
�� ��!��� ��#�����, � �������, ��� ��!��� ����� ����* 

��� ������ �. 

"�		������, ��������, ���	���6�� ��#��	���� *�������� 

 

��6����� 
������� ������	� ct = �0h
t
, ��	�*/�� �
	���������.�� ��� ‰h‰ > 1. 

����� 0 < h < 1, 	�	���� 	������	� 
 	�����������* 	�	�����4. � ���� 

	�*��� ��� h = -1 	*/�	��*�� 2-��
�, 
������ ��#��
��� ���.
� ��� ������ 

����� #������� ���������. 

���
�
�
��
 6.2.3. (%����
�
������� �����������
�.) 5��
� � ������	� 
�	���������	
� ���������	
��, �	�� 	*/�	��*�� ���������	
�� ���
� q „ �, 
��� 
������ 

 

���
�
�
��
 6.2.4. (����	���� ��
�������
�.) ,������, ��� k-

���������	
�� ���
� p � 	������	��*4/�� �� ���������	
�� ��!��� ��
��.�� 

�	���������	
� *	�������, �	�� � 
�$��� ���
� x ��
������� ��
������ 

��������� I, 	����$�/��� �, ���������	� *	����� 

 

���
�
�
��
 6.2.5. (5��
������� ��������.) 5����� «+������	
�� 
������
�» ����	��	� 
 ��������	
��* ��������4 �����������+ *�������� 

F, 
������ �!����4� �) ��� 
�$���� � ‡ 1 ������$������ n-���������	
�� 

���
�� � !) ��	������ ���$�	���� S ˛ I, �� 	����$�/�� ���������	
�+ 

����
 � �	���������	
�+ ���������	
�+ ����
. 5���
����� ��
�+ ����
 

!�*$��4� � I «	�*������» �!��#��. 

&�� ���4	������ �#��$������ � ���� ��#���� ��#.��� I = [0,1] � ����$�� 

� (6.2.3) ��� ���	���� a = 1/2. � ���� 	�*��� F ���!��$��� I � 	�!�. ����*�� 
#������., ��� 
���	������� 	���	��� F ��
�
 �� #���	�� �� ��!��� 

��
������� #������� 0 < a < 1. 5�
�� �!��#��, �����. #���	�����	� � ���� 

 

,�������� F ��� ��#��+ #������� a (0 £ a £ 5.75 � �(0) ˛ [0,1]) �#�!��$��� 
�� ��	. 6.2. 



 

&�� 
�$���� #������� � B ���
� �������	�� #���4�	� ����	������� 

���0�
� F(xt; �) 	 ������ ������ ��� *���� 45°, 
�
 �� ��	. 6.2. &�� 
�$��� 

�������� a > 0 ���4�	� ��� ����$���� �������	��: x0 = 0 � x0 = [B/(1 + �)]2
. 

5��
� x0 = 0 ��*	������� � �����
����� 	�	����� ���
�.  �
��.��� 
*	�������	�. ��*��+ ����
 ��$�� !��. ���������� �*��� ��������#���� 

���!��$���� � ���
� �������	��. ����� 

 

 �
��.�*4 *	�������	�. �0 ���������� 	�!	������� #������� Q(B). 2	��       

0 < Q < 1, 	�	����� ���
� ���������4�	� 
 x0 �
	���������.�� � ���������. 

2	�� 0 > Q > -1, 	+�����	�. 
 x0 ����� ��� #��*+�4/�+ 
���!����. �����     
Q = -1, x0 �� *	�������, �� ��*	�������17

. ��
����, �	�� ‰Q‰>1, �� �0 

��*	�������. 
�� ���� ��������� ���4� ��	�� 	������	������ � 	�*���+      

0 < a< 2, 2 < a < 4, a = 4 � 4 < a < 5.75, 
�
 �#�!��$��� �� ��	. 6.2. 

����� �������	�� *	�������, �.�. B < 4, ��� ��	������	� �4!�� 

����
������, ������4/��	� �# ����#���.��� ���
�. � ���� �!��	�� 

� 
�	��
 �!'
�� �����
��� ���
�� 	
�������
�� ������

�� �� 
"
����( ����
��� 

	
�������� 2-��!��� 
����
�
��	
� 	
�������
�� ������������ 
�	���. — ����. ���. 



 

���������� ������������� 	��������.���� 	������	
��� �����#� 
��
�#�����, ��� ��� ��	������� !��.6�+ t *��������� ��������� a ����� 
 

*��������4 xt. 2	�� 4 < a < 5.75, ����
����� �� �+���� � �������	��, � 
�	��4�	� � �!��	��, ������������ �*��� � ��������. 7�
����	
�, 
�
 ���.
� 

�������� a �����6��� 4, ��*	�������� ���
� �������	�� ��	������	� �� ��� 
*	�������� ���
� 	 �������� 2, �.�. �� *	�������� ���������	
�� ��!��� 

����� 2. &�� a = 4.2 �� ��	. 6.3 ��
�#��� ��� ������$������ �������$��� 

���
� ���!��$���� F2
(x; 4.2), �!�#�������� 
�
 2

01x  � 2

02x  	������	������. 

��
 ��
�#��� )�*������, 2-���������	
�� ��
� 	�������	� 
��*	�������� ��� #������� a, �����6�4/�+ 4.8, � 
�$��� 2-���������	
�� 
���
� ��	������	� �� ��� 4-���������	
�� ���
�, 	������	��*4/�� 

*	��������* ��
�* ����� 4, �!�#��������* 
�
 {
4

01x , 
4

02x , 
4

03x , 
4

04x }· 

"�	*��
 6.4 ���4	����*�� ���� 0������. 

��� *��������� ��������� a ���� !�0*�
�������� �����		 %������� 
������$���	�, �������*� ������$������ ��!��� ����� 2

k
 (k =2,...).  5�
�� 

��!��� ��#���4�	� �������
��� 2-���������	
�� ��!���. ��$�� ��
�#��., 
��� �	� �������
� ��#��
�4� ���$��, ��� �������� a ��	������ #������� 
5.54, +��� ��� ������ ��������� #������� ���#��	���. 5�
�� �!��#��, �!��	�. 
�#������� a, ��*��� 
������ ����������.�� #���$��4�	� *	�������� 



 

��� ��!��� ����� k, 
������ #���� 	�������	� ��*	��������� � 

��	����4�	� �� 2k-���������	
�� ��!���, ��� ��	��$���� ���������� a 

������.���� #������� a	 < 5.54, 	$�����	�. 
�������� a	 < a £ 5.75 ��#��� �!��	�.4 +��	�. ��� ��	��$���� ���� 

�!��	�� #������� ��������� a ���*� ��#��
�*�. 	������� �������. 
��������, �!��#� #������� 5.540 	*/�	��*4� 3-���������	
�� ��!���. �� 
��+ 	����*�� �!��#������ 3k

-���������	
�+ ��!�� (k = 2,…) ���	����� ��6� 
	��	�!��. �� 	���� ����, �	�� �� ��$�� ��
���#����. 3-���������	
*4 

��!��*, #��������.��� �������  � � =��
� (1975) *����$����, ��� � ���� 

	�*��� ��� �4!��� F(xt; �) ���$�� 	*/�	������. ��
$� ������$������ 
���
� �	�+ �������� � ��	������ ���$�	��� ���������	
�+ (�� 
�	���������	
� ���������	
�+!) ����
, �.� ����
����� 	�*������ �!��#�� 

!�*$��4� � �!��	�� F. 

�
��
��. (�� � :����.) �*	�. J — ��������, � ���!��$���� F : J fi J 

����������. ��������$��, ��� 	*/�	��*�� ���
� a1 ˛ J, ��� 
������ ���
� 

a2 = F(a1), a3 = F2
(a1) � a4 = F3

(a1) *����������4� 	�����6����� 

 



5���� (i) &�� 
�$���� k = 1,2,... � J 	*/�	��*�� ���������	
�� ���
� ������� 
k; (ii) 	*/�	��*�� ��	������ ���$�	��� S ˛ J, (�� 	����$�/�� ���������	
�+ 

����
), 
������ *������������ 	���*4/�� *	������: 

�) &�� ����#���.��+ ������� �������+ �, q ˛ S 

 

') &�� 
�$��� ���
� p ˛ S � ���������	
�� ���
� q ˛  J 

 

��� ��
������ #������� a ��6� ��������	
�� �
�������	
�� 	�	���� 
*������������ ���!������� �������. ������ +������	
��� ��������� 
�������� �� ��	. 6.5. 

�*����*� 	
�#�����, #�
�4����, ���, �	�� ��#���	��� �#����4/��	� 
�������� B �����6��� ������������ #�������, 	+�����	�. 

 




 �������	�4 ����	���� !��. ����������, � ��#��
��� 	+�����	�. 
�	������������ ����. 2	�� a *���������. �����, ��$�� ����� ��
�� 
#�������, ��� 
������ 	�	���� �������*�� ��
� ����#���.���� ������� k. 
�*/�	��*�� ��
$� ��	������ ���$�	��� �����.��+ *	�����, ��� 
�����+ 

���*/����� ����
����� 0�*
�*��*4� � ������������ �!��	�� 

����������	
� � ������	
�#*���, �����#*� ��
������ 	��+�	����	
�� 

(+������	
��) �����		. 
����	����.�� ����� �#������� 	��*
�*���+ ���������� ���*� �����	�� 


 !��.6��, 
���	�������, �#�������� ��������� 	�	����. ����� ����, �� 
+���
��� ����4��� ���������� 	�	���� ��#
��� �����
� ���*� �
�#����. 
	��.��� ������� �����.��� *	�����. ��� 
��	��*�������� ������� ��� 
#���	���	�. ��	�� �������� �# ���� #�����. ��$�� #�
�4���., ��� 


���	������� �#������� 	��*
�*���+ ���������� � �����.��+ *	�����, 

���	�� 	 ��#��$���� �����6��	���� �#������� ���+ ����������, 
#�	�����4� *	�����.	� � ��#��$��	�� ����	
�#���� ��������� ���������+ 

	�	��� � *��������� ���. 5�
�� �!��#��, ��$� �	�� �����. ��	������ 
�����, �� ���
��
� ����	
�#���� � *��������� ���*� �
�#��.	� ��-
��#��$���� �	���	���� ��*	�������+ �6�!�
 �#�������. 


��� ������ ��
�#�����, ��� ����
����� ���	���� ����������� 

������������������ ��#��	����� *�������� ������� �����
� ��$�� !��. 
������$��� +������	
�� 0�*
�*�����, 
������ �������� 	�*������� � 

�6�!���� ���*� !��. ����	��� �� 	��� ������� ��*������+ ���������+, 

��� *������+, �� �������������+ 	�*�������. � ����������������+ 

�������+ ��#��	���+ *��������+ ����!��� ������� �� ��!�4��4�	� — 

+��	 ����$���	� ������ ���������	�.4. 
��� ����� �#������ ��
$�, ��� � 

����
	�� ������� ��
���
�������	
�+ �������, �	�������+ �� �������+ 

��#��	���+ *��������+, �������� � 	��*
�*���� *�������� ������-

����!��+, ���������	
� ����������+ ���������	��� ��$�� �!8�	���. 
�
�������	
�� 0�*
�*���� ��
 $� *	��6��, ��� �/� !���� *	��6��, ��� 

�������� 	�*�����+ ���������+. 

&�	
������ ���	�� ��������.��� ������ -�����.�� ����� 	����6���� 

��*��� 
���	������� 	���	���. ��	���� !��.6� �� ��������� !�#*	������ 

���������� 	+�����	�� 
 �������	�4. 
�� #�����, ��� ��	
������ ������ 
����������� 	�	���� �� ��$�� !��. ����$�� �!�	����� ���	��� #������ 

����#�����+ ������� ��#��	����. ��������, ��	*�	���� �����������	�� � 
���, 
�
 ����	�����. ����.�*4 	�	���* � ��	
������ ����, �������� 
 

*	�����4 0*���������.���� #������� ���� 0�
��, ��� ��!�� ��������� 
������� ��$�� ����. #�������.��� ������� �� 
���	������� 	���	��� 
������. 



6.3 ���	���������� ����
����
� 

�����
������� 	��� 

� ��. 5 �� ��
�#���, ��� �	�� ��������� ������������ *	�����, �� � 
	���������� ������ �������.���� ��	�� ���*� ��!�4���.	� ������.��� 
��
��. � ���� ����� !*��� ��
�#���, ��� � ��
�+ ������+ ��$�� ��#��
��. 
!���� 	��$��� ���������, ��� ���*�����-���������	
��. ����� �������	�� 
������ 	��4 *	�������	�. �#-#� ����, ��� ��� ���� 
�����
	�� 	����$����+ 

	�!	������+ #������� �������#������� 	�	���� ������������ ����	�
�4� 
����*4 �	., � 	�	���� ���*� ��#��
��. �����*������ 
���!����. 

�� �#*���� �
�������	
�� 	�	����, 	�	���/�� �# ���+ ��	���: 

��*+ ����#���	������+ � ����� �����!����.	
��. "�		������ 	���*4/*4 

#����* �������.���� ��	��: 

 
���������� ���������� � ��#�. 5.8. �*	�. (�1-�6) �# ��#�. 5.8 ���������. 

5���� 	�	���* ��$�� #���	��. � 0���� 

 

:��!� ������������. 	*/�	�������� ����������	
�+ 
���!����, 	������ 

	���*4/�� ��������$����. 

&�
������
��
 6.3.7. �*	�. 	�	���� (6.3.3) �!������ ��*�� ������ 

���	��+ 
�����
	�� 	����$����+ 	�!	������+ #�������, �!�#�������+ 

	������	������ 
�
 z1,2 (r), z3,4 (r) 

 

��� ai � bi, — ���	������.��� ��	��. ������������	�, ��� 	*/�	��*�� ��
�� 
#������� r = r0, ��� 

 

����	����.�� 



(��	. �� ��
$� ���!*��, ���!� ‰r— r0 ‰!��� ��	������� ����. 
�� 

#�����, ��� �
�!��� ����� ��� ���� ��	�� �����+ 	�!	������+ #�������, 


������ ��� ���+�$����� r ����# 
������	
�� #������� r0 ������������ 

����4� *	�������	�.. �# ��������, ����������+ * '��+�!�!� � ��6��*�� 

(1979), �� �����, ��� ��� ��������$���� ������	� ������ ����������. 

�*	�. x = r— r0 , � ����6�� ��#�� zi(�) ���	�� zi (r). �# (6.3.5) 	���*��, ��� 

���	������.��� ��	�� 	�!	������+ #������� �	���� ���4� �����
���� #��
. 
2	�� x �#������	� ��
, ��� a1(x) � a2(�) ����4� #������� 	 ���������.��+ �� 
����$����.���, �� *	�������	�. ������	�. �����	�� ������ !�0*�
����, � 
���� ������ �� ����� (k0,p0) ���*� #������.	� ����� (��#��$��, �����.�� 

	��$���) ��6����, #���	�/�� �� �������. ��
 ���.
� x ����	�
��� ������* 

�!��	�� *	�������	�� � ��*	�������	�� (� = 0), �������� ������ 
*	�������	�� ����	
�#����� �����4 *	�������	�� 	������������ 	�	������ 
����* �
	���������.��� #���	���	�� 0*�
��� �� ������� t. 5�
�� 
�
	���������.�� ��	�*/�� 0*�
��� �� ��$�� ���	����. ����.��� ��6���� 
	�	���� �� !��.6�+ �������+, ��	
��.
* 	 �������� ������� �	� 
	*/�	������� 	�������	� ���������� �����. ������ �� ���� ������� ��� 

�#*����� ��*	�������+ ��������	
�+ 	�	��� �� ���$�� ��������. �� 

�������� ���������	��. 

������ �������� ��#��$���� ������*�� 

 

(��� (1989) ��
�#�� 	���*4/*4 ������*. 

�
��
�� 6.3.1. �*	�. #����� ������#���� *������������ (� 1-A7). 2	�� ‰b1 -2b2‰, 

‰b1-b2 ‰2b1 -b2‰ �	� �����
� O(1) �� ;, �� 

 

��� /i � Di — ��	������� ������+������ ��
���� � 

 

� R(m), S(m), A*(m) � �*(
) ����4�	� 	
�������� 0*�
�����, 



 

$�
. 6.6. �����*������ 
���!���� ���. 

������������� �# 	�����6���� 

 
(��	. N = (nij)4·6. �������� Ci, Di, w2, v2, N ���������� * (���� (1989d). 

&�
�#����.	��� ���� ������� ���� (����� (1989d). 

���!��$���� (6.3.7) 	���������� ��� �������� ������� �����
� O(1/e2
). 

%	�������	�. ��6���� ����������	� �	���������	
�� ���������� 0*�
��� 

R(m) � S(m) ��� 
 fi ¥. 2	�� ��� 	������	� 
 ��	�������* #������4 ��� 

�	������*4�, �� !�0*�
�������� ��6���� *	�������. "�	��� ���������� 
������� ���	�, �� *���������. 

5������ ����	��	� 
 ��#��$��� �����*������ 
���!�����, �����/��	� 
�� 	�	������ �������	��. � ����*4 �����������$��	�. 	�*��4 !�0*�
���� 

-��0�, ��� ���� ���	��+ 
�����
	��+ 	�!	������+ #������� #���	�/�� �� 
������� ��6���� �� �!�#����.�� ����������. �*�����#���� �������
 % � �, 
� 	�*���, �	�� b1 � b2 ��	��#������, �� ������	� ���������	
�� 0*�
����. 

5���� ����	
�#��. ��������� ��
�� 	�	���� ����� ����#��$��. 

���4	������ ��������� pi (e, t) ��� ��	��#������+ b1 � b2 ���� �� ��	. 6.6. 



 

$�
. 6.7. "�	� 
������� ��$�� ����
� ��
�����.	� �� �������	��. 

"�#��	�. ��$�* ���	������.��� ������ �	������� 
������� �� �*6* 

��	������ � ��� �������	��� #�������� 	�	���� �# ��*+ ��	��� ����:          
C11R(m) sin A + C21R(m) cos % � D11S(m) sin � + D21S(m) cos �. ����������.��, 

�	�� b1 � b2 	��#������, ��!�4���� ���*������ ���������	
�� ���$����, 
+��� � ������� 
�$���� ������� ��������� ����	�������	� �����*������. 

������	�� �		�������. ��������� ��*��+ ���������+ 	�	����. 2	�� 

*	����� ������� ���������, ����#���	��� � �����!����� �	������*4�, 
+��� �+ ���$���� #�
�4���� � �!��	�� �!��#� 	������	��*4/�+ 

�������	��+ #�������. ��	������� �� ������
* ��
������� 
������� K1(t). 
2	��  K1(t) = k1(e,t)L0 exp(�t), ��� L0 — ����������.��� ��	�����	�. 
��	������, �� 0��� 
������� ��	��� �	����������, 
�
 ��
�#��� �� ��	. 6.7. 

�� ����. !��.6�+ �������+ t �	������ 
������ ��$�� ����
� ��
�����.	� �� 
�������	���� #�������. 

�# ����������+ ��		*$����� �����, ��� �!��#� �������	�� ���������� 
���$*�	� «	�*������ �!��#��». 
�� ���$���� ��$�� !��. ���������	
�� 

��� ����������	
�� � #���	���	�� �� #������+ �����.��+ *	�����. 

6.4 ����
��� ��	���� — �����
� ��	���� 

����������� ������� ��
�#��� ����. ��$��� �	�!����	�� ����4������+ 

	�	���. � ��
�+ 	�	����+ 	 �������� ������� �*��� !�0*�
���� ��#��
�4� 
����� ���� ���������. ��	���������.��	�. !�0*�
���� ��$�� ������	�� 

	�	���* �� �������	���� 	�	������ 
 +������	
��*. �������� #���$����� 
+��	� ����# ��	���������.��� !�0*�
���� ������	� 	�������  ����*--��0� 
(	�. ��#�. 3.7). ��
 *����$���� "4��. � 5�
��	, ������������, ��� ���� 
	������� � ������� �����#*��	�. &�� ���*����� ��#
���#������� 

������!��#�� 



� 0�#���� ���	����	���, ��#�������� 	������� �����
�����, ��	������� 

������+ ��	���������.��+ !�0*�
����. ������$����� 	+��� ��$�� !��. 
����	������� 	���*4/�� �!��#��: 

�������$��� ���
� fi ������.��� ��
� fi 2-������ ��� fi 3-������ ��� 

fi 	������� �����
���. 


�� 	+��� ������������ ���� �*�. �		��������� +��	� � ��������	
�+ 

	�	����+. ������� ����������� 	������+ �����
����� ������	� 	���*4/��: 

���
�
�
��
 6.4.1. (/
����
� �

���
��.) "�		������ n-����*4 

	�	���* dx/dt = f(x, r), ��� r — 	
����. ������������ ���$�	��� A � Rn 

������	� 	������� �����
����� 	�	����, �	�� 	*/�	��*�� ���$�	��� U, 

�!����4/�� 	���*4/��� 	���	�����: 

i) U ������	� n-������ �
��	���	�.4 %. 

ii) 2	�� �(0) ��������$�� U, �� ��� �4!��� ����$����.���� t x(t) ��
$� 
��������$�� U � x(t) fi %. 

iii) 2	�� �(0) ��������$�� U, ����� ��	�� 	��.��� #���	���	�. �� 
�����.��+ *	�����, �.�. ����� �������� x(0) #� 
����
�� �����$*��
 

������� �������� 
 	*/�	������� ��#������ ����
����� 	�	����. 

iv) �����
��� ������	� ����#��$���� ���$�	����. 

�*/�	�������� 	�������� �����
���� � ����������� �� ������� 

��������	
�� 	�	���� �#������ 	��.�*4 �����*�����	�. ���������. 
��
�$��, ��� ��
�� ��������� ��$�� ��!�4���.	� � ����. ���	��+ 

���+�����+ ��������	
�+ 	�	����+. 

&�� ���4	������ +������	
�+ ������� � ��00��������.��+ *��������+ 

���!���� �#��	��� 	�	����  ������. � 1963 �., ��� 	��#� 	 ������ 

!�0*�
����,  ����� ��*!��
���� 	���.4, ��	��/���*4 �*�!*������	��. 

��	���� *��������  ������ 	�	���� �# ���+ �!�
�������+ 

��00��������.��+ *�������� 

 

��� <, r � b - ���	������.��� ����$����.��� ���������. 



 ����� ���*��� ��* 	�	���* �# 	���*4/�+ 	��!��$����. &�*������ 
����
� $��
�	�� ���������	� 	��#* � �+��$����	� 	���+*, ��� ����$���� 
���$���� $��
�	�� — 
����
��4. "�#*�.���*4/�� 
����
������ ���$���� 
�������*��	� *��������� � ��	���+ ����#�����+. ���������� � *�������� 

��#����4�	� �� ����� � !�	
������� ���, � 
������ �	� 	��������, 
���� 
���+ (6.4.1), ��$��	������ ����� �*�4. ���������� x � (6.4.1) ����	������� 
	�!�� 	
���	�. 
����
������� �!����. ���������� � � z — ��� 	������	�-
����� ����#�����.��� � �����
��.��� �������� ��������*��. 5�� ��������� 
<, r � b ������������.�� 	������	������ ��	�* ��������, ��	�* "���� � 

��
������* 
��00������*, ����$�4/��* 0�#���	
�� 	���	��� 
��		����������� �!��	��. 

��� �#������� ���������� ��������� ����
� ��$� �#������	�. :�	����� 

��
�#���, ��� ��� ��
�����+ #������� ���������� ��6���� *�������� 

�	����-	�*����� (+������	
�) �	������*4�, ������ ��-�������*, 
!�	
������ �����. ���!���
, 	*/�	��*4� ��
������ #������� ����������, 
��� 
�����+ ��!�4����	� ������� «�����*�!*������	��» — 
���� � ������� 
������.���� ������� ������� ����
����� +������	
� �	������*4�, ���$�� 
��� 	�	�. �� *	�������� 	����������� ��� *	�������� ���������	
�� 
���$����. �� �������� ��
$� «������$�4/��	� +��	», 
���� �����*4�	� 
+������	
�� � ���� *	�������� *��	�
� ����
����� ���$����. ��	���� 
��$�� ��������. ��
$� ��� ���$����, ��#������� «#�6*������� 

���������	
��», 
���� ����
����� +�������, +��� �	��4�	� ��	.�� !��#
� 
 

��*	�������� ���������	
�� ��!����. ��� �����
����  ������ �������� �� 
��	. 6.8, ��� < = 4, r = 80, b= 8/3 (	�. -�
��, 1983, 	��. 31). 

������	��, ��� 	 ����/.4 �����
����  ������ ��$�� �����������. 
������ ��*��� �������. ��������, -�
�� (1975) ���*��� *�������� 
 ������, ��6�� #����* �����*������� ��	���������� ��
	��*��� ��#������ 

�#�*�����, ����� 
�
 =��
� � =��
� (1979) �!���*$��� ���, ��6�� #����* � 


����
��� � ��������.��� �!��	��. ���!��+ (1981) ��6��, ��� 
 	�	���� 
 ������ 	�����	� #����� � ��	
���� ������. �����	
� � 7������ (1980) 

�	���.#����� *��������  ������ ��� ���	���� ������
� 

	��!���*	�������+ 

 

$�
. 6.8. �����
���  ������. 



!���
������	
�+ ���� 
������� ������*��. �*/�	��*4� � ��*��� #�����, 


������ ��$�� �����������. ����� *���������� (	�. ������, 1982). � 

#����6���� ����� 	��	
� �� ��
�$��, ��� *��������  ������, �� 
������ 

���� �� ����+ �������+, ��$�� �	���.#����. ��� ���	���� ������
� 

��!��.6�+ �����	
�+ 	�	���, �+���/�+ � 	�	��� ����������. 

"�		������ � ���	����	��� ���������� ��
*4 �����	
*4 	�	���*. 

������������	�, ��� � ����6���� �
�������	
�� ������.��	�� ��� ����. 
«����» � 	�������� 	 �����������. 
�� #�����, ��� �4!�� �#������� 
�
�������	
�+ *	����� � �����	
�� 	�	���� �� ����4� �� �	� ���	����	��� 

����������, 
������ �	����	� 	��*
�*��� *	�������� � ������� ������� 

��!�4�����. �� ����� ���� 	 
���
�	������ ������
��, 	���������.��, 

���	����	��� ���������� ��$�� ��		��������. 
�
 	����������� 
�
�*$����. ��������, ��� ��� ��������$���� �� !��.6�+ �������+ 

��	����������. 

������������	�, ��� 0���� � ��	������� ��	������ 	��!���� � ��!��� 
��	����+�$����� � � �����	
�� ���	����	���, � �� «���6��� ����». 

��	
��.
* �����	
�� ���	����	��� ����. ����, ��!�� ����$���� � 

��	���������� 0��� � ����+�#��� � ������ �� ��$�� �����. �� 
��	����$���� ��*��+ 	�	�����+ ��	��� ����������. 

������������	�, ��� ��
�������� +���
����	��
� �����	
��� 

���	����	��� ���	���4�	� 	���*4/��� ����� �����������: 

= — ����*
���, ����#������� �����	
�� 	�	�����; 

Y — ��	�����	�. 
�������� ��	������; 
> — #����.��� �����. 

����*
��� �����	
�� �����6�����	�� ��$�� ���� �� �����!����� 
��	������ ��� �
	����������.	� �����. �� ������������, ��� ��#��$�� 
	���*4/�� ������
� ������: 

 

��� ai, �i, � di, - ����$����.��� ���������. 

�������� a2 �� ���������� 
�
 	���	 �� �����	
*4 ����*
��4, 

������������� �� �*6* ��	������. �������� �# �����������*��	� 
�
 

*�����. ������$���� ����*
��� ��*��� ������. ��	
��.
* 	���	 $������ �� 
�����	
*4 ����*
��4 � ������$���� �� �� �����	
�� ���
� 
����������4�	� #���	�/��� �� �!8��� ����#���	��� � ��	�����	�� 

��	������, ��� ��� ��������� ���*� #���	��. �� ���������+ 	�	����. 

�������, ��$�� 	�����. a2 � a3 ��	��������, 



��	
��.
* �� !*��� ��		��������. ���.
� ��!��.6�� ����#
� �������. � 

	������	���� 	 ��������� �������������, ��������, ��� a2Y — ��� �!/�� 

	���	 $������ �� �����	
*4 ����*
��4, � a35 — �!/�� ����
 �����	
�� 

����*
��� �� �����	
�� ����
. 5�
�� �!��#��, *�������� (6.4.2) �#������, 
��� ���� �#������� �����	
�� ����*
��� �������������� �#!��
* 	���	�. 
2	�� 	���	 !��.6� ������$����, ����#���	��� ����� ��������4 
 

��	6�����4, � ���!����. �������� a1 — 
��00������, ���4/�� 	��	� 

	
���	�� *	����������. &�� ���	���� ��������$��, ��� #����.��� ����� �� 
������ �� ����#���	���, �.�. ���� �#������� #���	�� ��6. �� �#!��
� 	���	� 
�� �����	
*4 ����*
��4. 

�� ������������, ��� �#������� ��	�����	�� �����	
��� ��	������ 
#�����	� ��*�� ������� �1(�25 — c3Y) � — c4XZ. �������* �2 �� 

�����������*�� 
�
 	���	 �� ��*� 	� 	������ 0��� ��� ����#���	��� 
������� ����*
���. ����������.��, �25 — ��� �!/�� 	���	 �� ��*� �� 
�����	
�� ���
� ��*��. �������� 	# ����������	� 
�
 ����6���� 
��	�����	�� �����	
�+ $������, ��!���4/�+ ��!��* � ������, 
 �!/�� 

��	�����	�� �����	
��� ��	������. �������� c3Y #����� �!/*4 �������* 

������$���� ��*�� �� �����	
�� ���
� ��*��. :��� (�25 — c3Y) — �#!���
 

	���	� �� ��*� � ������. �� ������ �� ����������� ��������. �� �������4 

������ ��
$� �������� #����.��� �����, ��
 
�
 �4�� ��!���4� ��� 
���$������ ��	���	�� 	 ��#
�� ����� �� #���4. :��� — c4XZ *�������� 
���� 0�
���. 

� (6.4.4) �� ������������, ��� �4!�� �#������� �������� #����.��� 

����� ���������.�� ������ �� �� ��
*/�� *�����.. 
�� 	��!��$���� 
�	������ �� ���, ��� �	�� #����.��� ����� ����. ��	�
�, �� *�������. �� 
���.6� ��*���. :��� d1XY �#������, ��� �� �#������� #����.��� ����� 

����$����.�� ����4� = � ?. 
:��!� ��
�#��., ��� 	�	���� (6.4.2-4) ��������� 	�	����  ������, 

�������� 	���*4/�� ����!��#������: 

 

 

 ��
� *	�������., ��� (6.4.5) ����!��#*�� (6.4.2-6.4.4) � (6.4.1). 5�
�� 

�!��#��, �� ���� ������������4 *��������  ������ � 
����
	�� ���!��� 

�����	
��� ����#���	��� � �������� ��	������, ��
�#�� 



 

$�
. 6.9. -������	
�� ������
� ������. 

��#��$��	�. �+ ���������� ��� �!8�	����� 0������� ��#����� �������. 
�		��������4 ��������� 	�	����  ������ ��	��/��� ����� ��!�� 

(��������, ������, 1982). &�� �#*����� 	�	���� ������$��� ���$�	��� 

���+����, 
��!����*4/�+ ��#������ ���������	
�� � ��	������ ������. 

�� �#��� ��� ��	���� 	���*4/�� #������� ������������+ ���������� < 

= 10, b = 8/3 � r = 28. ��������� 	�	���� 	������	������� ��#*�.����� 

������������� � ��!��� ������ (1982). "�#*�.���� ��6��� ��	���� 
����	������� �� ��	. 6.9. 

�# ��	*�
� ����� ��
������ 	���	��� ��6����: (I) ����
����� �� 
����4�	� ���������	
���; (II) ��	*��
 �� �#�!��$��� ����+����� 

(��*	��������) �����		, ��
 
�
, � #���	���	�� �� ����, 
�
 ����� 

������$���	� ��	������ ��������������, ����
����� ������$��� 
���������.	�, �� ���!��$��	. �� 
 
�
�� ���������	
�� ��!���, � �� 
 


�
��* 	�����������* 	�	�����4; (III) ��������� ��	*�
� �� #���	�� �� 
��!��� �����.��+ *	����� ��� ������ ��������������; � (IV) ����	
�#��., 

�
 !*��� ��	�� 	�!� ����
����� � ������� 	
��.
�-��!*�. ������.���� 

�����$*�
� ������� ����#��$��. 

6.5 ���� � 
����� 
������	����� �����
��� 

� ���� ����� �� ��
�$��, ��� ��$�*�������� �������� ��$�* �
�����
���, 

� 
�����+ ��!�4��4�	� ������.��� ��
��, ��$�� �����	�� 
 ��������4 

	�������� �����
���� �, 	���������.��, ��#��
������4 +��	�. 
��$�*������*4 �������4 � ��
������ 	��	�� ��$�� ��		��������. 
�
 

��#�*/���� �#����������+ �
�����
.  ������� (1987) ������$��� 
	���*4/�� �����.. 
"�		������ ��� �
�����
� (��������.���, ��������.��� ��� �����	
��), 

�$��� �# 
�����+ ���	�����	� *���/������ ������������������ 



*���������� ����	� (	�. ��. 5) 

 

��� ����
	 i �!�#������ ����� �
�����
�, � �	���.��� ���������� 
���������� 	���*4/�� �!��#��: 

Y — �����; 
r — ���������� 	���
�; 
L — 0*�
��� 	���	� �� ���.��; 

@ — ��	������� �������.��� ����$��� ������$����; 
p — 0�
	��������� ���� �������; 
I(Y, r) — 0*�
��� 	���	� �� ����	����� (AY > 0, Ir < 0); 

S(Y, r) — 0*�
��� 	!���$���� (SY > 0, Sr > 0); 

0, 8 — ����$����.��� ��������� *	����������. 
���$�	��� ����
 {(Yi,ri)|Li(Yi, ri)} = Si(Yi,ri)} �!��#*4� IS-
���*4 i-�� 

�
�����
�; ���$�	��� ����
 {(Yi, ri)|Li(Yi, ri) = Mi/pi} �!��#*4� LM-
���*4 i-
�� �
�����
�. 

%�������� (6.5.1) ����	�����4� 	�!�� 	�	���* ��00��������.��+ 

*�������� 6�	���� �����
�, 
������ ��$�� !��. #���	��� 
�
 �!8�������� 
���+ ��#���	���+ ��*�����+ 	�	���, �!����4/�+ ������.���� ��
���� 

(��� 	������	��*4/�+ *	�����+). 2	�� �	� ��� �
�����
� ����4�	� 
�	������*4/���, �!/�� ���$���� 	�	���� (6.5.1) 	�	���� �# ���$���� �� 

���+������* ���* 53
, 
������ ����*$�� � ���	����	��� R6. 

�������� � �#����������� 	�	���� 0�
���� ��$�*�������� �������� 

(�
	����� � �������) 	 ����/.4 0*�
��� 

 

�������� 
 *��������� 

 

��� �i* — 0�
	��������� ������$���� ����� � i-�� �
�����
�, ����$�4/�� 
!����	 �����$��+ �������	��. 

"�	6������� 	�	���� (6.5.2) 	�	���� �# ���+ 	��#����+ �����������+ 

�	����������. ��
 ��
�#��� �.4+�*	��, "4���� � 5�
��	�� (1978), 

��#�*/���� ���$���� �� ���+������ ����� ��$�� �����	�� 
 	�������* 

�����
���*. 



��������, ��� 	*/�	�������� 	�������� �����
���� �����#*������ 
+�������	�. ����
�����. ����*��� *	�������., ��� 	�	���� (6.5.2) 

*������������ *	������ ������� ���+�*	�-"4���-5�
��	�. 5�
�� �!��#��, 

� ��$�*�������� ������ �� *	�������� 	*/�	�������� 	������+ 

�����
�����. 

&�
����
��
 6.5.1. 2	�� �	� ��� ���������� �
�����
� ��������$�� 
 

�	�����������* ���*, �������� ��$�*�������� �������� ��$�� �����	�� 
 

	*/�	�������4 	�������� �����
���� � �!8��������� �
�����
�. 

 ����� ��
�#��, ��� 	*/�	�������� +������	
�+ ����
����� � 
	������	��*4/�+ ������+ ��$�� *	�������. ��	������ ��������������. 

6.6 ���� � �����
������� �	������	������ 

����
�� ��/. ��*
� ����������	� 	��	�!��	�.4 ������#������. !*�*/��. 

�� 	��	�!��	�. ������	� #������� � ��������+ ����6����+ ��$�* 

	�	������� ���������� �		���*���+ �������. �	������	
� ��$���6�� ���� 

� ��#��$��	��+ ��*���+ ����	
�#���� 	0���*��������  ����	�� � 

�*��
���. �+ �#����� �
�#��� #�������.��� ������� �� ��������� �����		� 
�
�������	
�� ����4���. 

7����*#	
�� ��������
  ����	 	�����, ��� #�
��� ������� ��	*� � 	�!� 
	������ ���������#� � ����*4 ����	
�#*���	�..  �6. ��	����6��	��� 

������� ��!�4����� ��#����� �����!��	�. � ������ ��������	���. �� 

 ����	*, «��
*/�� 	�	������ 	�	��� � ������� ������	� ��������� 

	���	����� 	�	������ � ����6�	��*4/�� �������, � �	�� �� 	��$�� 

��	���. �	4 ��0������4, 
������ � ������ ���
� ����$��� �	� 	��#� �	��� 

	*/��� �� �	�������, �� 	����� ��#��$��� *	���������� ����	����.��+ 

����$����, 	
���	��� � �#������� ������� 
�$���� 	�	�����4/��� 

�������� � �4!�� ��	���/�� � !*�*/�� ������ �������.... ���	���� 
#�
���� ���$���� ��!�	��+ ��� � 	�����6���� ��$�* �+ ��		��� � ��	-
	�������� ��#������ ���	�����. �+ ���$���� �� �4!�� #������� ���
�; ��� 
���� ���!� ���������. 	�	������ 	�	���� ���+ ��
���!8�
��� � ���6��+ 

��� !*�*/�+ ��
�+, ��� ��������
� �����.��, ���!� �+ ����$���� � 

	
���	�� !��� #����� � �4!�� ����#���.��� ������ �������. 
�� 

��#��$��, !�������� ������ ��	��*������, ����������� � 
�	���������	
�+ ��!�4�����+, � ��!��.6��* ��	�* 	�����6����, 

�	���.#*���+ � ��	����+. �� ��� �		��������� ��������� !��.6��	��� 
��*��+ ������� ������� �������� #����� ������, ��#���4/�+ �������, 
�����!��$���� �+ 	��$��	�.4, 



�
*�� 	 �����6��	���� �����#�, �� ��#����4� ��� ��	�����. ��
�� $� 
�����������	��. 5�
�� �!��#��, 	*/�	��*4� �������, ��� ��	 
��������������, �������, !���� ��� ����� ���������, � �� �/�� �*�� 


�����	���� ����	�������	�� ��6��� #�����, ����� ��#��� 	������ 

��������	�� ���+ �������. 5�
 ��� ���� �# ���!���� ���
�+ ����������	
�+ 

������, ��*
� � ��#��$��	��+ � ��������	��+ �!�#��� 	���� 	*/�	��������� 

	��!�	�� ��������	
��� ��#*��». 

�*��
��� ��
�#��, ��� ����#���.�� ����� �������������	�� 	�	������ 
	�	���� 	 �������� ������� ���*� *	������.	�; �����, ��
�� �!��#��, 

����#��$��� ����	
�#���� ����������� !*�*/���. �� �*��
���, «����. 
����� �������, 
������ *	
��.#��� �� ��!�4�����, ��$�� ���������. 
#�������.��� �00�
�, 
������ �� *�����. ����#��$��, � ����� �� �������, 

��� �00�
� 	�*����. 2	�� ��� ����� �#��	��� #�
��� ������� � ����$���� 
� ���	����	��� � �����.��� ������, �� ��$�� ����� ����	
�#��. 	��*���4 

� ���	����	��� � ������ ��	���*4/��. �� ��$� �	�� #�
��� ������� �� 
	�	�����4� ��� ��	 !���� 	�
����, �����.�*4 	��*���4 �� ��$�� #���. 
��6. ���!��$����. 2	�� ��� #����� ��#������ ��� ����	
�#��. 	��*���4 	 
��� $� 	�����.4 ���!��$���� — ��� �	�, ��� ��� �*$��, � �� ��$�� 

	
�#��., ��� ������� ���� ����	
�#���, ��� ��� *
��������	� � #�
���. �� 

��� �� �	���� ��
. ��$�� 	�*���.	�, ��� ����� ��	+�$����� � �����.��+ 

*	�����+ �����
*� #� 	�!�� !��.6�� ��
������� � 
����, ����� �6�!
� �� 
	����� ������*� 
 �������� �6�!
�� � 0�����. ������#�������� 	�������	� 
����#��$���, � ��� ����� ���� 	�*������ �����		». 

�� �#�����+ �� ����	
�#*���	�. �� 	���*�� �*��
���. -��� �����	�.4 

����	
�#��. ������
* 	�	���� ����#��$��, ��� �� �#������, ��� ��� ������ 

	
�#��. � !*�*/�� ����#���.��� 	�	���� � ����#���.��� ������ �������. 

��6� 	��	�!��	�. 
 ����	
�#���4 #���	�� �� ����, ��� #� ������� �� 

�#*����: ��������, �� �	���� #�
���� ���������� ��$�� 	 *	��+�� 

����	
�#����. #������� �� ��	��� ��� ������. ����
� ����$��� 
����	
�#���� ������ 	������ 	����6���� ����#��$��, +��� ���$���� 
����	0��� ���������	� #�
���� 0�#�
� � ��� $� 	������, ��� � ���$���� 
������. ��6 �����	: ��� $� ������ ���$���� ����+ 	�	��� !���� 
����	
�#*����, ��� ��*��+? 

��
 � � �����	�+ ������#�������� ������, 6���
�� �*!��
� �	����	� 
����	�
��� ������ �! �
�������	
�� ������#��������. � ��*
� � 

������#�������� ������, � �
�������	
�� ������#�������� ����4�	� 
����	
�#��. ��#*�.��� ��#����� ����. !��.6�+ 	�	���, 
��������� 
�����+ 

	��$���6�� �!��#�� �#�������	��*4� ��$�* 	�!��. �#����*4/�� � 

*���/�4/�� ������, 
������ ����4� �������.�*4 ���. � ��#����� ��*
�, 

��� �����#� ��
�+ 	�	��� ������������. '���� ����, ��	
��.
* ����!��� 
!��.6�� �#�������	��*4/�� 



	�	���� ��	�� ��	��!��.��, ����	
�#��. ��������� ��
�+ 	�	��� �� !��.6�+ 

�������+ ���
����	
� ����#��$��. 

&�� ���� ���!� ������4	��������. ��*���	��, ��#��
�4/�� ��� 

������#�������� 	��*
�*���+ �#������� � �
�����
�, ��		������ 

������	��� �����	, ����. ��	��������� ������� &������	��, 7����� � 

)����� (1988): ��$�� �� !��� #������ ����	
�#��. ����
*4 �����		�4? 

��� ��
�#���, ��� �� 	���������� �������
�, �� �����6�� ������� �����#� 
��������+ ����� �� ���*� ���. ������# �!���.���� ������� ����#���	���, 
��#������� '��.6�� ���+��. �+ ����� �	����� � �� �����#� ������#�� 
,������� � =���, � �� ���������� 	���������+ ������� ��������+ �����, 
�	���.#������+ �� �����+ ,������� � =���, � �� �����6�+ �	������	
�+ 

�����+. 

� 1920 �. � ����������+ )����+ 	�*$!� ������#�������� � ,������� � 

=��� !���, ��������, ��*�� ���!���� 
������������ 	�*$!��� 

�
�������	
��� ������#��������, 
������ �����	. � ��	����$���� !�#��	� 
� ��	*���	���. � ��������+ ����+ ����� 	������� 

�������	
�� 	�*$!� 
,������� (
�,) �#������ �$���	����� �!#��� ��
*/��� � ��������������� 

	�	������ �
�����
�. &�� ������#� 
�, �	���.#����� ��� ����
	�, 
����	�����4/�+ 	�!�� ���������	
�� ������# (
����� �), !�#��	 (
����� �) 

� ���.�� (
����� �). 5�
�� �!��#��, ����	
�#���� ,������� !��� �	������ 

�� 	�����6����+, �����������+ �# ���+ ���+ 
����+ � ������� 
�$��� 

������ 0�#� �������� ��
��, �� ������*�� ��
�� �� ��
� �� ������� �� 

�$��� �# 
����+. �������� ����
	� ��
�#��� �� ��	. 6.10 � 6.11 

	������	������ ��� �������� 1903-1914 ��. � 1919-1931 ��. �	� ��� ���+ 

����
	� ������ 	
���� #���#�������, ��� ����������� 	�!���� 

(�
�������	
��� ���+�, � ��	���	��). 

��
 ���	���� &������	, 7��� � )����� (1988), 	�*$!� ,������� � =��� 
�� ���.
� �� ����	
�#����� ������� ����#���	��� �� ���+�, �� � �� ������ 


�
�+-��!� ��		���	����	
�+ ������#�� �
�����
� 	��#* �	��� #� ���+��. 

&�� �#*����� �����	� � ����	
�#*���	�� &����		�� ��� ������ ��������� 

��!�� ��
�����+ ���������		�����+ �������, �	���.#*� ������ 	�*$!� 

,�������, ������ 7�6��� � �	������	
�� ��+����� ������. "�#*�.���� 

����
� ��
�#���, ��� !��.6�� 	���� ��+���� � �����.��� 	����� &����		�� 

�� !��� 	
��.
�-��!*�. ������ ����	
�#��� �� #� ��	�� �� ���+�, �� 
���� 
�#��	��� � ���+� 	���� 0�
���. &����		�� �
�#���	. ����	�*���� 

������#�������4 	 �	���.#������� ������� ��������+ ";&��. 5�
�� 

�!��#��, ��$�� ��������. � 	�*$!� ,������� � =���, � 	�������	��� �� 

�
��������
�, ����*$����+ 	����������� �������� ��������+ ����� � 

	����������� �������, #� �+ ������	����	
�� �
�������	
�� ������#� 


�
 ��
��*�� ���+�, ��
 � ��	�� 	�*	��. 



 

"�	. 6.10. ����
	� 
�,, 1903-1904 ��. 

 
"�	. 6.10. ����
	� 
�,, 1919-1931 ��. (�	�����
: Amer. Econ. Rev. 74, �.597) 

&�
���)�	 �
�����
 �!*�
�
��� +
��


�� !��� �
������ �� 

��
������
���� 
��	��	���� 	
�������
�� � ���
���
��, 

���%���
) �
��%������ ������) ������	 ����� 
��	��	���� 

�%�
�
���. ,��
��
���

��� �
 ��������� ��%����
� ��
�����) 

����������	(' �
���( ��� �!*�
�
��� ������, ��%���-�� 

+
��


�(. 



6.7 ��
�����  

� ��	���/�� ����� !��� ��		������� �����	� 	*/�	�������� +��	� 
(#������, ��� ����������	
�� ��6���� — ��� �� +��	). �� �!	*���� 


�������4 +��	� � *	�������� ������� +��	� � ��
��������+ ��	��, ������+ 

��#����� ������� � ������+ ��������.��� � �������������.��� �
�����
. 
'��� ��
�#���, ��� �
�������	
�� +��	 ��$�� ��#��
�*�. ��$� � 

������+, ���	������+ 	����6���� ���	���� ��00��������.���� 

*����������. 
�� �6������4/�� ��
����� �#������ ��6� �#����� �� 
�����		 �
�������	
��� ��#�����. ��
����� +��	� 	�#���� ���*4 ��������* 

�
�������	
��� �������������. ��	���� �!����4� ��*�������� 

	���	�����, ����$��4/��� ���	��	�. ������	
�#*����� ���������. �� 

�!���*$����� ����� 0*���������.��� ����������� ��#��$��	��� 

�
�������	
��� ������#��������. '���� ��#����*��: ����	
�#��. !*�*/�� 
����!��+ 	�	��� ��#��$��, �� �4!�� �6�!
� � �����.��+ *	�����+ ��
 

!�	��� ��#��	����, ��� �� ������#� ���
����	
� ������ �� �	����	�. 
�*/�	�������� +��	� ��� ��	 ��*�������.��. -��	 	����	*��	� 	 !��.6�� 

��	�.4 ��6��� �$��������� ����� � !��.6�� 	������, ��$��� ������ 
����	
�#*���	�. — *�������.��, ��������, ��, ��� +��	 ��$�� ��#��
�*�. � 
����������������+ *��������+. 

�*$�� ������
�*�., ��� ���+�� 
 ���	���4 �
�������	
�+ ������� 	 
����/.4 +������	
�+ ��������	
�+ 	�	��� ����� 	��� ����$����.��� 
�	��
��, � ��	���	�� �����-	��+�	����	
�� ��������� ���� ���*� !��. 
����$���� �# ����!��+ 	�	��� !�# 
�
�+-��!� 		���
 �� ����#���.�� 

��	�*���������� �
#������� ��#���	����. &��������#�, ���	*/�� +��	*, 
�#������, ��� ������ 	�*������ �
�������	
�� ������� !���� ����	
�#*���, 

��� �� �*����. � ���� ����6���� ���*� !��. ��	.�� ����������� 

�����$���� +������	
�+ ��������	
�+ 	�	��� 
 �����#* ���6��+ 

�
�������	
�+ �	��������. 

� ��
������ 	��	�� !��.6� !�	��
��	��� ��	������� *����$�����, ��� 

�������.��� ���$���� ������	� +������	
��. 
�� ���$�� �#�����., ��� 

�������*��.��� ��������.��� ��������� ����� ����#��$�� �����#����. �� 
���
��
�. �� �����!�� �!	*��� �
�������	
�� �	��
�� 	*/�	�������� 
+��	� � ��. 9. 

!	��������: "�����	
� �	���	�� 

������#������ ���	����	�� 

�� ��#����� +��	�� �����*������ ���$����, ����	+���/�� �# ��-
��������������+ *��������. 5�*���	�. 	�	���� � ���, 
�
 �#�����. 
«�����*������ ���$����». 

��
 ����� �# ������*/�+ ����, � ����������������+ 	�	����+ 



��$�� �!���*$��. ��#������ ���������: ��������, ���$���� 
 *	��������* 

0�
*	*, ������.��� ��
��� � ���*������ 0�*
�*���� ���� 
	*!���������	
�+ !�0*�
����. 5�
 
�
 ��� ���*������ ���$���� ��
$� 
����. 	��$��, �� $������.�� ����. 
������� ��� ������� ���*������� � 

+������	
��� ���$����. 

6.7.1 ���	�	���� ���
���	 �����
����	����� 



	������ 

$�

������ ������
 
�
�	('

 �
���
���
 ��..
�
�"���)��
 
*�������� 

 

��� F - ���������� ��
���-0*�
��� �� �. �*	�. x0(t) - ��6���� (6.A.1). ����� 
x(t) = x0(t) + X(t), ���*��� �������#������� *�������� 

 

��� L(x0(t)) = ( ¶ Fi (x0(t))/ ¶ xj)n·n. ��
�#�����  ��*���� ��������4�	� 
�
 

 
��$�� ��
�#��., ��� � #���	���	�� �� ��#�����+ �����.��+ #������� X(t) 
��� t = t0 ���*� 	*/�	������. ��#������ ��
�#�����  ��*����, �� �� !���� n 
���������. ��$��, ��������, ��
�#��. 	���*4/*4 ������* (-�
��, 1983). 

�
��
��. 2	�� ��� t fi¥ ����
����� x(t) ���������� 	�	���� �	����	� � 
������������ �!��	�� � �� 	����$�� �������$��� ���
�, �� �� 
������ ���� 
���� ��
�#����.  ��*���� �!��/���	� � �*�.. 

����*�� ������
�*�., ��� ��
�#�����  ��*���� ����4�	� ��	���� 

	�*���� «�!�!/����+ +���
����	����	
�+ ��
�#������». �#��	���, ���, �	�� 

�	� �!�!/����� +���
����	����	
�� ��
�#����� ���������.��, 	�	���� 
*	�������. 

��
�#�����  ��*���� ��$�� �	���.#����. ��� +���
����	��
 ��#�����+ 

����� �����
�����. ��������, � 	�*��� ��#�����	�� ���� ���4�	� ���.
� 

*	�������� �������$��� ���
�, ��� ��
��
� ��
�#�����  ��*���� z 

���������.��. � 	�*��� ��#�����	�� ��� ��#��$�� ���.
� ��� 
��		� 
�����
����� — *	�������� �������$��� ���
� � ������.��� ��
��. &�� 
*	�������� �������$��� ���
� ��� ��
�#�����  ��*���� (
������ ���*� 
	�������.) ���������.��. &�� ������.���� ��
�� (z1,z2) = (-,0). � 	�*��� 



 

$�
. 6.12. ,��%) �
��	 ����%��
����  ��	���� � ������������. 

��#�����	�� ��� ����� 	���*4/�� �������� 
��		�: 

(z1,z2,z3) = (—, —, —) ��� *	�������� �������$��� ���
�,  

(z1,z2,z3) = (0, —, —) ��� *	��������� ������.���� ��
��,  
(z1,z2,z3) = (—, 0,0) ��� *	��������� ����,  
(z1,z2,z3) = (+, 0, —) ��� 	�������� �����
����. 

�� ��	. 6.12 ��
�#��� 	��#. ��$�* ��#�����	�.4 ���	���� �����
����, 
����*$������ � ���+������ 0�#���� ���	����	���, � #��
��� ��� ��
�#������ 

 ��*����. 
-��	 ��$�� ��#��
�*�., �	�� ���� �# ��
�#������  ��*���� ����$������. 

��	
��.
* ��� +������	
��� �����
���� �� 
������ ���� ���� �# ��
�#������ 

 ��*���� ����$������, 	�	����� ����
����� ����. !�	��� ��#!���4�	�. 
��������, (z1,z2,z3)=(+,0,0) ��$�� �#�����., ��� �� ����� ���� 	 
��*	�������� �����. 2	�� �����
��� �!������ ��
�#�������   

(z1,z2,z3)=(+,0,—), �� ��� ��$�� 	�����. +������	
��. ����*��, ����
�, 

������
�*�., ��� �� ��
� �/� ����. ���� #���� � 	��#� 	���	�� �����
����� 
	 ��
�#�������  ��*���� � � ���, 
�
 ��		�������. ��� ��
�#�����. 

6.7.2 ���	�	���� ���
���	 ��� ����
����� 

��� 
	����� 

"�		������ ��	
������ ���!��$���� ���� 

 



��� x�, n = 1,2,... — ��
���� � M-������ ���	����	���. �#*��� 	��	�! 

����������� ��
�#������  ��*���� ��� (6.�.4). 

 

$�
. 6.13. ��
�#�����  ��*���� ��� ����	����	
��� ���!��$����. 

� 	�*��� ��	
������� ���!��$���� ����
����� 	�	���� �# 

��	���������.��	�� ����
 x�, n = 0,1,.... �!�#����� ����# 0

nx  ����
����4, 

�
��	���	�. 
������ �� 	�!�����	� �		�������.. �*	�. 

 

��� x� � 
0

nx  *����������4� 	�����6����� (6.�.4), � 5� — ����� ��#�*/����. 

���	������ (6.�.5) � (6.�.4), ���*��� �������#�����*4 	�	���* 

 

��� ( ) ( )[ ]jk

0

n x/xfxL ¶¶=  ��� x=
0

nx . 
�� *�������� ��$�� ��6��. ������� 

��������. ����� 

 

��
�#�����  ��*���� ��������4�	� 
�
 

 

#���	���	�� �� ����������� 50 �� ��$�� ���*���. ��#������ #������� z. 
&�� ����������� ���!��$���� ����� 

 



"�		������, ��������, ����	����	
�� ���!��$���� 

 

��
�#�����  ��*���� 
�
 0*�
��� ���������� a ����	������� �� ��	. 6.13. 

����$����.��� #������� ��
�#������ 	������	��*4� +������	
��* 

���$���4, � ���������.��� — ������4 ���*�����	�� (����������	��) (	�. 

-�
��, 1983). 

6.7.3 !�"�	�, �����
 ��#�����, �
����� 

	�����

������ � ��� 
	����� �
	��	
� 

%������� �����. ��
������ ��#��$��� 
������� +�������	�� ���$����. 
&�� ����, ���!� �����	�� ��#����� ��$�* �������	������ ���������	
�� 

���$����� (
������ ��$� ��$�� ��������. �����.�� 	��$��) � +��	��, 

��	�� !����� *��!�� ��	���.#����.	� 7*�.�-����!��#������� ���������� 

x(t): 

 

&�� ��������������	
��� ���$���� 	��
�� ��/��	�� P(�) = |x(�)|
2 	�	���� 

���.
� �# ��	
�����+ ����� 	������	��*4/�+ ��	���, ����� 
�
 +������	
�� 
���$���� (
������, ��������, �����������) �!������ 6���
�� 6*����� 

	��
���� P(�), ��
���#������� �����*/�	������ � �!��	�� ��#
�+ ��	���. 
&�� ���� ���!� ���������. +��	, �� ��$�� ��
$� ��	���.#����.	� 

��������� ����
������������� 0*�
���

 

�� 0*�
��� �	����	� ��	������� ��� �	������*�� � 	�*��� ���*������� 

���$���� � !�	��� *!�����, �	�� x(t) 	�������	� ��
�������������� � 
+������	
�� ��$���. �*$�� 	
�#��., ��� �(�) � C(v) ��	*� ���* � �* $� 
��0������4. 

���� ���!��$���� �*��
��� ��$�� !��. ����	������� 	���*4/�� 

�!��#��. �� ��$�� ��		������. ���$�	��� ����
����� � n-������ 

���	����	��� � �		�������. ���
�, � 
�����+ ����
����� ����	�
�4� ��
*4 

����������+��	�.. � ���	����	��� ���+ �#������� ��� ��$�� ����	�����., 

�
 ��
�#��� �� ��	. 6.14�. �� 

��� 



 

$�
. 6.14. ���!��$���� �*��
���. 

��	.6.14b ���
� ����	������ 	�������� ����
�� 
�����. � ���� 	�*��� 
���!��$���� �*��
��� 	�����	� 
 ����������* 	�����4 �� ��*������ 

���	
�	��, +��� 	��� ����
����� ��������$�� ���+������* ���	����	��*. 

� 	���*4/�� ��$� ��!���� ��
�#���, 
�
 �������� �	� ��� ��	����� 

������� ��� +��	�. 5�!���� �#��� �# 
���� )*	���� (1988, 	. 10). 

�# ��!���� �����, ��� ��� +��	� +���
����� 	���*4/�� ������ 

�������: (I) ��������� #���	���	�. 	������ «�������� +�������»; (II) 

	��
�� ��/��	�� ����	������� 	�!�� 6���
�����	��� 6*�; (III) 0*�
��� 
����
��������� !�	��� ��	������	�; (IV) ���!��$���� �*��
��� #�������� 
���������� ��
����*4 �!��	�. ���	����	���. �����!��� �!8�	����� ���� 

��!���� ��������� * )*	���� (1988). 



5�!���� 6.1. 5��� +��	�, � ���	��� 	�	����. 

 



7 !���	��������� �
������ 

� �����������	� ����$��� 

... /
�) ��	�� � ���, ���!� �������) ��
�������
 

�!*�
�
��� �

�	, ��� !� �� ����
!�����
) �!*�
���). 
���� ". ������ (1972) 

7.1. ��*������ �����		� � �
�������	
�� ����4��� 

�� ��
�#���, ��� 	�*������ ��������� ��$�� �!���*$��. � �
�������	
�+ 
	�	����+, ���	������+ ��$� ���	���� ��00��������.���� *����������. ��� 
����	����.�� ���	��+ �#�������	����+ ��$�* �
�������	
��� ����������� � 
	�	���� ���*� !��. ��������� ��#!*$���� ���*������ � �����*������ 
���!����. � 
+��	� ������	��*�� ������
. ����
�, 
�
 �� *$� ��������, �	�. � ��*��� �*�. 
�!8�	����� �
�������	
�+ 0�*
�*����: �����*������ ���$���� ��$�� ��#��
��. � 
	�	����+, ������$����+ ��#���	���4 ���6���� 	�*������� 0�
����. �!�����	� #� 
�������� 
 ���	���* *�������4 ���������	
��� ���$���� ������
� (	�. )*	���, 
1988) 

 

��� r — �������� #��*+����, % — ������*��, B — ��	���� ���*$��4/�� 	���. 

�� *�������� ��6���	. ��	����� ��� ��#�����+ ��!���� ���������� (A,B, r), � �� 
��	. 7.1 �����, ��� 
���� ������*�� % ��	������ ������������ �������� %�, 
�#������� *��� ��
������� ������
� x 	� �������� �������� ���	�� +������	
���. 
�����.��� #������� ��6����, ������������ �� ��	. 7.1, ����� �(0) = 0 � dx(0)/dt =0, 
r= 0.2, � ������ ���
� �� ��	. 7.1	 	������	��*4� ��� #�������� ���������� (C, B), 
��� 
�����+ ���$���� ������
� +�������. 



 

$�
. 7.1. ����+�� 
 +��	* 
���!���� ������
� ��� ���6��� ��#���	�����. 

���!+�����	�. *���� � �
�����
� 0�
���� 6*�� ����$��� �� �!	������.	���, ��� 
��
������ 	�!���� ����4�	� ��	�� 	�*�������, ������!�� ������6� � �������. 
�������	�, ��� �
�������	
�� 	�	���� !���4� ��	�� ������$��� ��#���	���4 
�
�*$�4/�� 	����. 5�
�� ��#���	���� ��	��������� �� ������� � � ���	����	��� 
	�*������ �!��#��. &�*��� ���
� #����� 	�	���� � ���, ��� ��$� �	�� 
�
��-�� 
	�!���� — !��.6�� ��� ����� *��$��, �#�!������� � ��
 ����� — � ��������, 
���*� !��. ���	��� �� �	���� ������������������ ��+���#��, 	 ���
� #����� 
�
�����
� 	�*���� 0�
� �+ ���������. 2	�� �	�������� ��� �������� � 
���	��� 
���!��$���� 	��+�	����	
�� ������ ��	�*$��� ��	������, �� 
�
 ���.
� ��+���#� 
!*��� �������, �����. ���$�� !��. #������� �� ���������������*4. 

� ���� ����� �� ��		������ «	��+�	����	
�� ���+��» 
 �����	�� �
�������	
�� 
������
� � �		���*�� ������� �� +�� �
�������	
�� ����4��� ����+ 0�*
�*����. 

-���
������ ������ ��
��� ���+��� 
 �
�����
� ��$�� ����� � ��!���  *
�	� 
(1975). ��
���
�������	
�� �����.  *
�	� !�#��*��	� �� 	�	���� �������+ 
��#��	���+ *�������� 	� 	��+�	����	
��� �������. 

�����
� �����#������	� �� 
«�	�����» (�!��	��). ��0����������� ����
� ��$�* ��#������� �	������� 
�������. 
�� ������0���	
�� �	�!����	�. �#������, ��� 
���� ������ ������4� ��	� 
���, ��� �� ���*� 	
�#��., ��#��	�� ���� ��6. 



�� �	����� �+ �!������ ��!� ���	���	���. 5�
�� �!��#��, ��	�� �������.��� 

���!���� ��� ���*� ��!*���. �4��� 
 ����	������ 	���	��, �	�� ��� �� #��4� 
����.��+ !���� �������+ ��#��$��	���. ��	
��.
* 
������, ����	���������� � 
������� �������.��+ 
���!���� ���, �����$��, �00�
� �������	� ��6. ��
������ 
����� 	�*	�� ��	�� ��#�*/����. ��$�� ��
�#��., ��� � ���
�+ ���� ������ ��$�� 
!��. ��#!*$���� 
��#����������	
�� ���$���� 
�
 ���, ��
 � ��� ��	�� ��+���, 

������ ����	��������. 
�� ������ ��#*��� �!8�	���� ����
���������, ��!�4������ 
� ��
���
�������	
�+ �����+. 

������� 	�*�����+ ������� ��$�� ����� � � 0�#�
�, �������� !��*���	
�� 
���$����. 
�� �������, 	�	���/�� � ���, ��� �#��6���� � ���� ����� ��	���� 
���!���4� � 	�	������ !�	����������� ���$����, !��� ������� 	�	��������	
� 
�#*���� � 1827 �. "�!����� '��*���. � �����. � ��� 0*���������.��� ������	
�� 
"�!��� ��� «!�	����������» ���$���� ���*���� ��#����� !��*���	
���. (��������� 
������� �� !��� �!8�	���� � ������ ���� �� ��!��� 
��6�����, 1905 �. � ���+��� 

��6����� 
 ��6���4 ���!���� �������� ��� ��������� ���
�: (1) ���$���� 
��#���� ���#������� ��	���� *������ �� ��	����� 	� 	������ ���������� 
���$*/�+	� ����
*� ����, � 
������ ��� ��	���� ��+����	�; (2) 	��� ���$���� ���+ 
����
*� ��
 	��$��, ��� �+ ��#���	���� �� ��	���� ��$�� !��. ���	��� ���.
� � 
�������+ ��	��+, 	����	����	
� ��#���	���+ *�����. &�� ���	���� 0�*
�*����, 
����!��+ ����, �00�
������ ��	��*������ ������	� 	����	��
�. 
������ ���+�� 
 �!8�	����4 �����*������� ���$���� 	0���*������� � 

��#*�.���� �#*����� ��������� ����������������+ 	�	���. �� *$� ������� 
��
������ ������� ��
��� ���+���. � �����, �� �������	� �� *����$�����, ��� 
����������������+ *�������� � !�# *���� 
�
�+-��!� 0�*
�*���� ��	������� ��� 
���	���� �
�������	
�� ������
� �� ��*� ��������. ��-�����+, 0�*
�*���� ���4� 
���*4 �����	����	�.. ��-�����+, 0�*
�*���� �������4�	� � !���� !�	���� �� 
	�������4 	 ��
��	
�����	
��� *���������� ��������� ��	6��!�. � ���� ����� �� 
��
�$��, ��� ����!��� ��
� #����� 	���������� ���.
� ��� ��
������� 
������������� �	�� 	�*����. &�$� 0�*
�*���� 	 �*����� 	������ #�������� 
��	�!�� 	����*�. 	�	���* ����
� �� �������	��; ����� 0�*
�*���� ���*� ��#���. 
	��*
�*��*4 ����	����
* �	�� ��������	
�� 	�	����. 5�
�� �!��#��, 
0�*
�*������ � ��������	
�� �����#� �����!�����. ���.#�. ����*�� ������
�*�., 
��� ���� ��$��� ����� ����	��	� ��6. 
 ��*	�������� ��������	
�� 	�	�����, �� 

������ 	����� *��� � ��6�� ���+��� 
 ���!����. 
��#��
��� � ��*��� �����	: 
�
�� �# ���+���� — �	�������� �� 
�������� 

��*	�������	�� ��� �� 
�������� �
#������+ 6�
�� — #��� �������������� ��� 
�!8�	����� ��!�4�����+ �����*�����+ 



0�*
�*���� �����+? �� ���� �����	 � �������� ����#��$�� �������., ������	. 
��6. �� �		��������� �
�������	
�� ������, �����* ���, � 
���� 
�����, �!� 
���+��� 	����$�� 	*/�	������� *���/���� ����.��+ �
�������	
�+ �����		��. 
����
� �� ���$�� 	0���*�������. ��
������ 
������� ��� ����������� ����, 
�
�� 
$� ���+�� � 
���� !���� ��������. 2	�� ������. #� �	���* *����$����� 7������� 
(1953) � ���, ��� � �
�������	
�� ������ �����#� �� ������	� 	������.4, �� �*$�� 
	����	��.	�, ��� �����#� ���$�� ���	*�	������. � ������ � ��� 	������, � 
�
�� 
�����. 	��!/��� ��� �! �
�����
� ����� ����#���. ����
� +���6�� �
�������	
�� 
������ ���$�� *
�#����. �� �	������ ��+���#�, 
������ ��#��� �� ��� ���� 
�
�������	
�� �������. �	+��� �# �����, ���.#� �����. ������������ �!8�	����4 
0�*
�*���� � ������+ �������� ��
�� ��6. �� �	���� �
#������+ 6�
�� � */��! 
��������4 �+ � �������+ ���������+ �#�������	���� ��$�* �����������. 

���	�� 	 ��� ���.#� �������., ��� �4!�� �
�����
� ������$��� 	�*������ 
��#���	�����. ���!+�����	�. �+ *���� ������	� 	���	����� ��6��� ������������� 
��������� #�
���� ������� � ��*��+ 0�
�����. ��������, �� �� ��$�� ����� 
����	
�#��. �����*, #�������	���� � ��
 �����. 2���	������� 	��	�! *��	�. �+ � 
�
�������	
�� �����#� — 	�����. 	�*�������. 

�*/�	��*�� *����$�����, ��� ���.
� �� +���
����	��
 	�	���� #���	��, ��#���� 
�� 	�*������ *��� 	��.�#��� ��	���	����. &�� *	�������� 	�	����, �!����4/�� 
	���	���� !�	��� ��#���/��.	� 
 �������	�4, ��#���	���� ���6���� *���� !*��� 
��#�������.��. ����
�, 
�
 ��
�#��� � ���� �		���������, �	�� 	�	���� ��*	�������, 
������� 	�*�����+ ��#���	����, ��$� �	�� �+ 	������ #������� ����� �*�4, ����. 
	��$�� — ��� ���$�� !��. ������� �# ������*/��� �����#�. �� ��
�#���, ��� 
��*	�������� 	�	���� ��$�� ���������. 	��*
�*��*4 ����	����
* ��$� � ��� 	�*���, 

���� �#������� ���������� !*�*� ����. ����������.��, ��$�� ���*������ 
	����	��.	�, ��� �	�� 	�	���� �!������ «�����.4», 	��+�	����	
�� �����		 ��$� 	 
�*������ 	������� ��$�� 	��	���. 	�	���* ����
� �� ����#�*/������ �������	��. 

����������.��, ���!� ����	
�#��. ��������� 	�	����, �*$�� ��	�����. �����4 
0�*
�*���� �!��#� 
������	
�+ 	�	������. &���� � ���� ����� �#*����	� ���. 
0�*
�*���� � 	�	����+ 	 ��		�������. 

7.2. ���+�	����	
�� �����		�. �������� 

� ���� ��#���� ���� ����������� ��
�����+ �����������+ ������� ������ 
	�*�����+ �����		��. ���$�� ��� �!�����.	� � 	�*������ �����		��, ��� �*$�� 
���. ����������� ��
�����+ ������� �# ������ ��������	���. 



7.2.1. ��
������ ������� ������ ��������	��� 

�*	�. ���$�	��� ��		����������+ 	�!���� �!�#������ 
�
 %*. 2	�� 	�!���� 
���*� !��. #��*�������� ������ ��	����, �� %* ��$�� #���	��. 
�
 %* = {x1, x2,...}, 
��� xi, — ���� �# 	�!���� �# A*. �*	�. A — 
�
��-��!*�. ������$�	��� �# A*, � A — 
���$�	���, �� 	����$�/�� 	�!���� (�*	��� ���$�	���). 

�������	�. 	�!���� A, �!�#�������� 
�
 �(A), ����������	� 
�
 0*�
��� �� A, 
*����������4/�� 	���*4/�� �
	����� ��������	���: 

i) C (%) ‡ 0 ��� �	�+ A; 

ii) �(A*)=1; � 

iii) 2	�� Ai, (i = 1,2,...) — 	������ (��#��$��, !�	
�������) 	���
*���	�. 

������	�
�4/�+	� ���$�	��, �� ( )�� =�
�

�
�
�

�

i

i

i

i APAP . 


��+ ���+ �
	��� ��	������� ��� ����������� ��������	��. �# ��+ �� 
�����: 

iv) 2	�� A — ���$�	��� �	�+ 	�!���� �# A*, 
������ �� ��������$�� A, �� �( A ) 

= 1 — �(%), � 

v) �(A)=0. 

�� ���*������� *����� ��������	�. C (%) �#������, ��� �	�� �# ���$�	��� %* �� 

N ��# 	�*������ �!��#�� ��!���� ��
������ 	�!����, �� ��� 	��������� ��	�� N 
 

!�	
������	�� ��	���� ����, ��� 
��
������ ��!������ 	�!���� �
�$��	� 
��������$�/�� %, ���!��$���	� 
 ��	�* C (%). ��!�� ��$�� ����#�����	� ��	����-

�����.��, ���� 	�!���� #� ��*���, ��� ������������. 

�����	���� ��������	�. C(D˙E) ����������	� 
�
 

 

��� x — 	�!����, 	����$�/��	� � �!��+ ��		����������+ 
��		�+ A � �. � 

����/.4 ����� ������� �� ��$�� ���������. *	����*4 ��������	�. �(%|�) 
�
 

 


������ �	�. ��������	�. ����, ��� 
�$��� �# 	�!���� ���$�	��� A 	����$��	� � 
�. � ������ ��������	��� ��� ���$�	��� 	�!���� A � � ��#���	���, �	�� 
*����$�����, ��� ��
������ ��	���� 	�!���� ��������$�� �, �� ������ �� 
��������	�. ����, ��� ��� 



��������$�� A, ��� �(%|�) �� #���	�� �� �. 5� �	�., �������, ��� ���$�	��� % � � 
��#���	���, �	�� 

 

����������� *����$����� ��$�� 	�����. ����	����.�� ��	
��.
�+ ���$�	�� 
	�!����. 

������� 	�*������ �������� ����������	� 	���*4/�� �!��#��. ��������$��, 
��� * ��	 �	�. �!	���
���� ��������	���� ���	����	���, ����$������ 	�!������, 
�!�#��������� x, ������ x ��$�� !��. ����������� ��� ��	
������. ��*������ 
�������� 5(�) ����������	� 
�
 0*�
��� �, 
������ ��� 
�$���� x ��������� 
������������ #�������. ��*������ �������� X1,X2,... !*��� ��#����. 
��#���	�����, �	�� �	� #������� Xi, ���������� ��#���	��� �� �	���6�+	� ������� 
Xi. 

"�		������ 	�*���, 
���� !�#���� 	�!���� ����������. ������� #������� 
	�*������ �������� 5(�) ����������	� 
�
 

 

��� �(�) — ��������	���� 0*�
���. ����������, �	�� 	�!���� x 	�����, �� 

 

&�� ����� ���������� ����������	� ��	���	�� 

 

&�	���	�� ���������� �	�. ���� *
������� #������� 5 �� 	������� #������� 
X�. 
� 	�*��� ��	
��.
�+ ���������+ ����������� ������� ��	�� ��#����� 

������������ �������, ������ ij-��� ������� ���� ������� ����������	� 
�
 

 

2	�� ���������� ��#���	���, �� ��� ������� ��������.��. 
"�		������ ��
����*4 ��	���������.��	�. 	�*�����+ ������� {=i}. 

�*/�	�������� ������� ��	���������.��	�� Xi ��� nfi¥ 

 

�#������, ��*!� ������, ��� 	�*������ ���������� 5 ��$�� !��. D ���!��$��� 
��	���������.��	�.4 {=i}. ��$�� ��	�����. ����� 



����������� �������, �������� �	�. ����� ��	�������� ������, 
	�����
����������� ������, 	��+�	����	
�� ������ (��� ������ �� ��������	��) � 
������ �� ��	���������4 (	�., ��������, ,�������, 1983). 

� 
���	��� �����$���� ��������+ ������� ��		������ #�
�� !��.6�+ ��	��. 
�#����� N ��# ���* � �* $� �������*, ���*��� ��!��
* #������� 	�*������ 
���������� 5(�) (� = 1,2,...). ��������$��, ��� ��� 
�$���� � �������� 5(�) ����� 
���� � ��� $� #�
�� ��	���������� ��������	��. ����*�� #������., ��� #������� 5(�) 
���*� !��. #���	�����. ��$�� ��
�#��., ��� ����������� ��� |� — 
|fi¥ 
��	������� !�	��*4 	+�����	�. 
 �*�4 
��������� 
5(�),5(
)�, �� !*��� ����. 

 

;	��, ��� XXN fi . ����	��� �����. ��	���	�4 XN � ��
�$��, ��� ���    N 

fi¥ � �����������+ *	�����+ ��� 	������	� 
 �*�4. 5�
 
�
 var { XN } �������	� 

 

�����������, ��� 
=n,=m� ��	������� !�	��� 	������ ��� !��.6�+ |n —m|, ������, 

��� 

 


�� �#������, ��� ������ lim NX  ������	� ����������������� ����������, 


������ ����� 
X�. 

7.2.2. ���+�	����	
�� �����		� 

��� 	��+�	����	
��� �����		��� �� �������� 	�	����, � 
�����+ ���	*�	��*�� 
��
������ 	�*������ ���������� X(t). � 6���
�� ��������� ��� 	�	����, 
������ 
����4������*4� �� ������� � ��������	���� 	��	��. �����#*������	�, ��� #������� 
�1, x2,... · 0*�
��� X(t) � ������� t1,t2… ���*� !��. �#������ � ��� 	*/�	��*�� 
���$�	��� 0*�
��� 	����	���� ������	�� ��������	�� 

p(x1, t1, x2, t2,…) 

��� 



����!�� ���*, 
�
 ��� ������	� � ������ ��������	���, �� ��$�� ���������. 
*	������ ������	�� ��������	���. :��!� ������4	��������., 
�
 ���������	�. 
��$�� �����. �� 	��	�! ���	���� ���$���� 	�	����, ��		������ ������
* 
��$�����	�� N(t), ��� 9 — ��	�� �������**��� ��
������ ���*�����. �*	�. 
��������	�. ����, ��� #� !�	
������ ����� ����#�
 ������� dt ��	�����	�. ���*-
����� ��#��	��� �� N �� 9 + 1, ������������.�� N � dt, �. �. 

 
��� C — ��������	�., � a — ��
������ 
��	�����. 2	�� �� ����#�� 

������������*4 ��	�����	�. ���*����� 0*�
���� � = F(9), �� ���*��� 	���*4/�� 
��00��������.��� *��������: 

 

����
�, �	�� ���	�� � 	�	���* ��������*4 #���	���	�. ��������	�� �� �!8��� 
���*����� 

 

��� 8 — 
��	�����, �� 0*�
��� n (= F(9)) !*��� *�����������. *�������4 

 

����������.��, �	�� �� !*��� ��������� E(N2) = (E(N))2, �� �� ��$�� #���	��., 
��� 

 

��	
��.
* ��#��	�. E(N2) — (E(N))2 �	�. ��	���	�� N, �� ��
� N ����� ���*4 
��	���	�4, ��$�� ���.#����.	� ���� 	�����6����� ���!��$����. ����������� 
����� 	��������� ��� 	�*��� �00�
��� ��	6�+ �����
��. 2	�� ��		���������	� 
	�*��� !���� ��� ����� ����������, �� !*��� ���!����. ����	�. 
���������. 

���	���6�� ��� 	�*������� �����		� — �����		 	 �����	�.4 ��#���	����� 
����������� 

 

��� �#������ ����*4 ��#���	���	�. ���������� = � ������ t �� �� ���6��+ (��� 
!*�*/�+) #�������: 2	��, 
���� ����, p(xi,ti) � 



(7.2.1) �� #���	�� �� ti, �.�. �	�� � �4!�� ������ ������� 	��������� ���� � ��� $� 
��������	���� #�
��, �� ��
�� �����		 ��#�����	� �����		�� '���*���. ��#����� 
�����		�� ��#����4�	� � 	������	���� 	� 	���	����� �+ 0*�
��� ������	�� 
��������	��. ��������, � ���
��	
�� �����		� #����� ��	���/�� 	��*���� ����-
������ !*�*/*4, �. �., *	������ ��������	�. ���
��	
��� �����		� ����������	� 
����	���	������ �# ��0������� � ���!���� !��#
�+ ��
*/�+ #�������+ 	�*�����+ 
������� 

 

 �� t1 ‡ t2…‡ t1
* ‡ t2

*… 

��	
��.
* 	���*4/�� 0���*�� 	���������� ��� �	�+ 	��+�	����	
�+ �����		�� 

 

�� �	�� ��� �����		� ��������� ���*/���� ���
���, ����� 

 

%�������� (7.2.2) ��	�� ��� :������-�����������. ��
�$��, ��� ��� ��
�����+ 
*	�����+ ��� *�������� ��$�� !��. #���	��� � ��00��������.��� 0����. &�� 
�4!��� ; > 0 �����!*�� ���������� 	���*4/�+ *	�����: 

 

���������� �� ��
����� �, z � ������� t ��� |� — z| < ;; 

 

 

�!� ��	�����+ ������� ���������� �� z, t � ;. 

i

i

i



��$�� ��
�#��., ��� ��� ���+ *	�����+ �	� 
��00������� ��	6�+ �����
�� � 
0���� (7.2.4) � (7.2.5) ���$�� 	������.	� 
 �*�4. ��� ��
�����+ ��*��+ *	�����+ 
��		����������� 	�*������ �����		 ��$�� !��. #���	�� 	���*4/�� �!��#�� 
(,�������, 1983, ��#�. 3.4)18: 

 

�� *�������� ��#�����	� ��00��������.��� *��������� :������-�����������.  

2	�� ���+���/�� �!��#�� ���������. 0*�
��� A(x,t), B(x,t) � W(x|y,t), �� * ����� 
*�������� !*��� 	*/�	������. �����������.��� ��6����. 
2	�� ����$��. Ai(z,t) = Bij(z,t) = 0, ���*��� ��	���-*�������� 

 
� 	���*4/�� ��#���� �� ������� ��� *�������� ��� �����		�� ��$�����-��!��� 

� �		���*�� ��� 	���	���. 
2	�� ��������$��., ��� �������� W(z|x,t) ����� �*�4, �� *�������� :������-

����������� �������� � ��
 ��#������� *�������� 7�

���-����
� 

 
�������	��*4/�� �����		 �#��	��� � ��������
� 
�
 �����		 ��00*#��. 

�����$���� ����� *�������� 
 	�����.��� 	�	����� ��		������� ������+�� � 
-����� (1983). ��
��� A(z,t) ��#�����	� ��
����� ����0�, � ������� B(z,t) — 
�������� ��00*#�����+ 
��00�������� (��00*#������ ��������). 

2	�� �� ����� �*�4 ���.
� ������ ���� ��00��������.���� %�������� :������-
�����������, �� ����� ��	���� 	�*��� *�������� 

18��. ��
$�, ��������, ,�+��� �. �., �
���+�� �. �. �������� � 
����G �	�����
� 
���������. �.: ��*
�, 1965, 656 	. — *���. ���. 



 �*����� 

 

������$��� � ��
������ ��*��� 0���� 	��+�	����	
�+ *��������, � ��#������ 
������ �+ ��6����. ��$� �� �������� ��
������ ������� �����$���� 
	����	����	
�+ �������, ���4/�� ���.4 ��
�#��., 
�
 ��6� ������� ���� 
���������	�� � ��*	�������	�� �������� ��	 
 �����* ��������4 ����4������+ 
�����		�� � �
�����
�. 

7.3. �����		� ��$�����—��!��� � ��	���-*�������� 

� 
��		* �����		��, ��#������+ �����		��� ��$�����-��!���, ��$�� !��. 
����	�� 6���
�� 	��
�� ������� (,�������, 1983). ��#����� ����	+���� �� #����� 
������������� ������
� ��������	
�� ���*����� ��� ���*����� $������+, � 

������ *��������	� ��$����� � 	����. �������**���. �����. «+�/��
-$�����», 
*�������6��	� � ��. 3, — ���� �# ���!���� *���
����.��+ ������� ����!���� ����. 
� ������ ��#���� �� ���6�� ��
�� �����		 �� �	���� ������ ��������	��� 	 
����/.4 ��	���-*��������, � ��
$� � �������+ *�������� ������
�. ���	���� 
����� �����.�� 
���
��, ��
 
�
 ������ �����# ������ ��	.�� 	��$�� � +���6� 
�#��	��� � �������*��. 

������������	�, ��� 	�	���� 	�	���� �# �	�!�� ��*+ �����, ���� �# 
�����+ 
�+����	� �� ��*��� 	 ���.4 ����������, ������ ��� ������$����� 	��� 
	*/�	�������� �# ���	��/�4/���	� �	�����
� ��/�. �*	�. ����# = �!�#������ 
������� ���*����� $����, ����# Y — ������� ���*����� +�/��
��, %* — ��/� 
$����, �* — 	������	�. +�/��
��. �		���*���� �����		 ��$�� ������4	��������. 
	+���� 

 

� 
������ ������ *�������� 	������#��*�� 	8������ $������ ������� ��/� � 
����������� ��	����#���	���, ������ 	������#��*�� �����!����� +�/��
�� 
������� ���*����� $���� (
������, 	���������.��, ����!�4� — � ��� ��� ��+ 
����	������� ��� 	������	��) � ����������� ��	����#���	���, � ��	������ 
*�������� ����$��� �	��	�����*4 	������	�. +�/��
��. ��$� ��� 
�����	�������� 



�!�#������� ������� = � ? �	���.#*4�	� 	������	������ 	������ x � �. 2	�� 
��������$��., ��� ������ «���
���» ����$��� 	
���	�. ��	����#���	��� = 
������������.�� ����#������4 x � �!8��* 	8������� ��/�, ������ — ��� 
��	����#���	��� +�/��
�� ? � �����!����� $���� = � ������ 	
���	�.4 
������������.�� �������� x�, ����.� — 	
���	�. *���.6���� ���*����� ?, ��� 
	������	�. Y ������������.�� �, �� #����� ��$�� !��. ���	��� 	 ����/.4 
*�������� «+�/��
-$�����» 

 
����	��� ���� 	�	���� !��� �#*���� � ��. 3. �!	*��� 	���
*���� ��#���	���� �� 

��
*4 	�	���* ����+ 	�*�����+ ��#�*/����. �����, ��� ����� ��#�*/���� ���*� 
��#���. !�*$����� ��6���� ������������������ *�������� ��$�* ����
������� 
	�	���� �� ��+ ���, ��
� ��� � 
���� 
����� �� ���
���	� �� �	. x = 0 ��� � = 0. 2	�� 
	�	���� ���	����� ������
* ���*�����, ��� �#������ ��!��. ���*����� $���� ��� 
+�/��
��. 5�
�� �!��#��, �����. �����
����� ���	����� �������������� 
�	�������� 	�	���� «+�/��
-$����». ���4�	� ��
������ �����������, ���������� 
�� *�������� ����.��� �	������������ 	�	�����. 

2	�� �� +���� ���$��� �!��#�� �
�4���. � ��		�������� 0�*
�*����, �� 
���	���6�� 	��	�! — ��	���.#����.	� ��	���-*���������� ��$�����-��!��� (	�. 
��
���	 � �����$��, 1977, ,�������, 1983). ��������$��, ��� ��	���������� 
��������	�� ��	�� �������**��� � #������� ������ ������� — �(�,y,t). ��������	� 
����� ���������� ��������	���� #�
��, 	������	��*4/�� 	�	���� «+�/��
-
$�����». 
��������$��, ��� �� !�	
������ ����� ����#
� ������� dt �������4�	� 

	���*4/�� #�
��� ��������	���+ ����+����: 

 

5�
�� �!��#��, �� ��$�� #������. ��������	
�� #�
��� 	
���	��� 
��������	����� #�
�����. ��������	�. ������ 	�	������ � ������ t + Ht �� ��$�� 
#���	��. 
�
 	*��* 	�������+, 
�$��� �# ������+ ����	������� 	�!�� ��������	�. 
������*/��� 	�	������, 



�����$������ �� ��������	�. ����+��� � �����. �*	�. ��� ���	���� b=1. ����� 

 

������ ��� d fi 0 ���� 	��+�	����	
�� ��00��������.��� *��������. � (7.3.3) �� 

������������, ��� ��������	�. 
�$���� ����	+���/��� 	�!���� ��$�� !��. ������ 
���������� #������ ������� x � � — ��� �	�. ��	�*��� ���
���. � ���������� 
 
�
�����
� ��� ��������$���� ���$�� �	���.#����.	� 	 !��.6�� �	����$��	�.4, ��
 

�
 ��� �� ��#������ *�������. �����	����4. � #�����+ � ���*�����+ 
�������� 
��������, �. �. ��� 0�
�, ��� ��������� �����	��� 	��#��� 	 ���������� ���������, 
�������� ������������ ���
��	
��* ��	�*���*. ��������� ��������$���� 
	���������� �� ��� 	������, � 
������ ����!�� ��#������ �������**�� ������ 
����. 

%�������� ���� (7.3.3) �	�����4�	� � 	���+ ��#��+ �!��	��+ ��*
� (	�., 
��������, ,�������, 1983, ������+ � -���, 1983). ����� �����		�� ��$�����-��!���, 
��������� 	�	���, 
������ ���*� !��. ���	��� ��
�� �!��#��, ����4�	� 	�	���� 
����
*� ��#�����+ +�����	
�+ 	���������, ���
�������, !��������	
�� 	�	����, 
#����� � ��������	
�� ����	������ � ���* ����!���. ���
������ ��!�� 
��������	��� ����+���� �	*/�	������	� �� ��#���!��#��+ �	�������+, �����������+ 
��� 	�����.4 ��0�������, 
������ �#��	��� ����	����.�� ��		����������+ 
�����		�� ��$����� � ��!���. 

%�������� (7.3.3) �� ����� ���	���� ��6����. 2�� ��6���� ��������4�	� 
�
 
�������� ���!��.���� ������������������ ���$����, ��
 � �������� 0�*
�*����. 
����� ����, 0�*
�*���� ���4�, 
�
 �������, ��� $� ������
 ��������, ��� � 

��������� 
����. �# ��	�� ��		����������+ � ������ �������**���. ������, 
�
 
��
�#��� * ,�������� (1983), ��	�� ���	*�	��*�� �����������, �� ��#����4/�� 
�	���������	
� ����	�����. ��6���� ��	���-*�������� � ���� ����������������� 
��	�� ��4	 0�*
�*����. 

:��!� ������4	��������. ��#����� ��$�* 	���	����� ��6���� *�������� 
«+�/��
-$�����» � 	��+�	����	
��� *��������, �� ��	. 7.2 ����	������� ��
������ 
��#*�.���� ��	������� ������������� (��	. 7.2� 	������	��*�� ��	. 1.3� � 
���� 
,�������� (1983), ��	. 7.2b — ��	. 1.3	). ����6��� ����� �!�#������ $���� (x), 
�*�
��� — +�/��
�� (�). 

"�		������ �����., 
�
 ��$�� !��� !� ��6��. *�������� (7.3.3). ���!���� 
*��!�� ��������. �		��������� *�������� 	 ����/.4 



 

 

$�
. 7.2. ��������� #���	���	�� � 	�	���� (�) ����������������+ *��������, (b) 

	��+�	����	
�+ *��������. 

����	�������� � ���� ����#����/�� 0*�
���. 
�� ����	�������� ����������	� 

�
 

 

���	�����
� (7.3.4) � (7.3.3) ���� *�������� 

 


������ ��#�����	� ��	���-*���������. (��	. 

 

%�������� (7.3.5) — ��� *�������� � ��	���+ ����#�����+ 	 ����������� 

��00���������. "�6��. ��� *�������� � �!/�� ���� 



�����
�. ����
� � ��
�����+ ��	���+ 	�*���+ ��� ��$�� !��. ��6��� 
���!��$���� (��
���	 � �����$��, 1977). ��������, �	�� � #����� ��	 ������	*�� � 
�	������ ��
���#�������, �� ��#*��� ����$��. 

 
��� ���!+����� ���������. 0*�
��� f � N. ��	
��.
* ��
��.���� �	��
���� 

��
�����+ �������, �������� 0�*
�*������ � ����+ «�!8���+», ��$�� �����!���., 
�	���������	
�� ��6���� ��$�� !��. ���*���� �# ��������$����, ��� �������� N 
����. ����
� � ����$����.��. � ���� 	�*��� ���	�����
� (7.3.7) � (7.3.5) �������� 
 

 
��� a = AN, b = B9, t* = tN, � %, � = � (1). 5�
 
�
 N ����. ����
�, ����, 

	����$�/�� ����*4 ����#����*4, *���$���*4 �� 1/N, ��$�� !��. ��*/��. "�6���� 
��� (7.3.8) �/�� � ���� 

 
��� 
��00������� ��#��$���� 	��#��� 	 ��������� 0*�
��� ��	���������� 

��������	��. ��������, a1 = F(x)/9, a2 = E(y)/N � bij ����4�	� ��	���	���� ������� x 
� �. ���	������ (7.3.9) � (7.3.8), ���*��� 

 
2	�� �����!���. �������, 	����$�/��� 1/N, 	�	���� (7.3.10) !*��� ���*	
��. 

	����������� ��6���� 

                          a1 =B,     a2= %,                              (7.3.11) 


������ ��������� 	������	��*4/��* �������	���* � 	�	���� «+�/��
-$�����». 
����
� � ��6�� ������ !���� ��$�� #���. 	���	��� ��	���	��. ����� 

 



�����, ��� ��� *�������� �� ���4� ��6����, �� #���	�/�+ �� �������. 
��������$��, ��� ��� t = 0 	�	���� ���	�����	. �*�		����	
�� ��	����������� 
���������+ x � �. 
�� ��������$���� �#������, ��� bij(t = 0) = 0. "�6���� *�������� 
(7.3.12), *����������4/�� �����.��� *	������, ����� ��� 

 
�� �����, ��� +��� �����.��� �������� �*����� � 	�	���� ������	� 

��
��	
�����	
��, �������� bii (i = 1, 2) �� ������� ��#��	��4�, ��������� 
��
�����	. �� 	���+ �����.��+ #�������. &�	���. ������ �������	�� �������� 
����#��$��. �# 	��+�	����	
�+ ����	�������� ��
��	
�����	
�� �������	�� (7.3.11) 
!�		��	����� ��$� � ������� ����+ 0�*
�*����, 	������	��*4/�+ ��!��	�����4 
������, *!���4/�+ 
�
 1/9. ��������� 	�	���� ������$��� ������.��� 
0�*
�*�����, 
������ ������� ��#��	��4� �� ������� �� 0��� ���������	
��� 
«6*��», ���4/��� ��	���*, ����� �����6�4/*4 ��	���* ��
��	
�����	
��� 
���$����. 
�� 0�*
�*���� �������� 
 �#������4 �����
� �������� ������, 
	����$�/�+ ���$����� 1/N, 
������ �� ���*� !���� �� *�������.	�, �, � �����, 
 
	����* 	�����+ #������� �� 	������������ 	�	������ � 	�����* ��������	
��� 
��$���. 
�� �#������, ��� 0�*
�*���� ����4� ��6�4/*4 ���., 
���	������ �#����� 
������ ��
��	
�����	
��� �����#�. 
��#��$��	�. 	���������� ��
������� �� ��$��� � ��#*�.���� 0�*
�*���� ���� 

����#����.��� ������ ���*6���� #�
��� !��.6�+ ��	��. ��
 ��
�#��� ��
���	�� � 
�����$���� (1977), ��� 	����6���� ����� 	��*���� ������	� 	���	����� «	��#�», � 
��#*�.���� 
������ ����+��� ��� �������� 	��+�	����	
�+ ���������+, &�$� � 
!��.6�+ 	�	����+, �� ����4�	� 	����	����	
� ��#���	����� 	�!������. 
7������#� ��$�����-��!��� �!������ ��
������� �������������. ��������, 

���+��, ��� 
������ ��������	�� ����+���� ����	��4�	� � �������+ 
�������������+ ���������+, ����	�/�+	� 
� �	�� 	�	����, �#������; ��� � ���	���� 
	�+����4�	� ���.
� �	
�4�����.��� 0�*
�*����. "�		�������� 	�	���� 
�
 ������ 
��$�� �����	�� 
 ���������4 0�*
�*����, 	��#����+ 	 ��
��� 	���	�����, 
�
 
��#���, �����#��, � 
������ ��� �������4�	�, � &���� 
���������, � �������+ 

������ ��� ��	�� 	�	���� «�*�	��*4�» ��*� ��*��. 



7.4. ���������	��� �����. ��	�� )*������� 

� 
�*� 0*���������.��+ ���!��� �
�����
� �+���� ���!���� ������ 
��
��	
�����	
�+ 	���	�� �����
����������+ 	�	��� �� �	���� �����������+ 

��
��
�����	
�+ 	���	�� 	�	�����4/�+ 
��������. ���� �# #���� ��
��� ���+��� 
	�	���� � ���	����� ����, 
�
�� ������ ��
������������ ��� #������+ *	�����+ 

���*� �
�#��.	� #������ ��� ���	���� ������
� 	�	����. ��������, ��	.�� ��-

�*����� 	�����. 
�$�*4 �
�������	
*4 �����4, �	+��� �# ��������$���� � 

��������.��� ��������� ����+�#��	�� � 0���. ��
 	�����	��	� ��$�* 	�!�� ��� 

���� 	*��� ��	��� � �����, ������	� ��� �
�����
� 	*/�	������� �����	��. 

� �����, � �
�����
� ������� 	�����., ��� ��$� �	�� ��������� 
�$��� 0���� 

(��� ����+�#����) �� ��
��*����� ��#���� �������������� ��+���#���, 

��
����������� 	�	���� ��$�� !��. ���	��� ��	
��.
��� 	���
*����� 

����������� (	������� #���������), ��� ��#������ ��������. ���.���6�� �����#. 
������$��� � ������, 
������ *������4� �������������	��, +��� !��.6��	��� �+ 

���������� ���
��� 	������	
��� �����#�. 
����. �!/�� 
�����	������� ���+�� ��� �����#� ��������	
�+ �����		�� � 

	�����.��+ 	�	����+ !�� ������$�� ������� ������+�� � -����� (1983). 
�� 

���+�� «	����	����	
�� 0�#�
�» — �� ��#��� �� �	���� ������� ���	����	��� 
����6����, ���	����	��� 	����-
��0��*����� � 	��*����. ������ ����4�	� ���	��. 
������
* ��
��	
�����	
�+ ���������+, �	���.#*� ��������	���� 
0�������������	
�� ���	���� ��
������. ;������, ��		����������� � ���
�+ ����� 

���!��$����, � ��
����	6��!� ��������$�� �!��	�� 	����-��������	
�� 

�	�+������ �������**���, 	 ����
�4/��� ��	4�� 
����
������ ��������.���, 

�
�������	
�� � �!	���
���� 	��*
�*���� � ��
����	6��!�. 
�� ���6�� ���� ���+�� � �������� ������ ��� �����$���� 
 �
�����
�. 
�*	�. ��		����������� 	��!/�	��� 	�	���� �# N �������**��� � �����#������	� 

�� C �����*�� Pk (k = 1,... ,�), 
�$��� �# 
�����+ 	�	���� �# Nk, ������: N = N1 + ... + 

Nk + … + Np. ��	
��.
* ���4� ��	�� �����		� ��$�����/	����� � �������-
���/���������, �������� Nk ���*� �����.	�. ������������	�, ��� 	*/�	��*�� 
��
������ 
�����	��� % ��#�����+ «�	��
��� $�#��», ����	�/�+	� 
 ��
�� �!��	���, 


�
 �������, �!��#������, �����!����� � ����#���	���, � 
�����+ �������**��� 

�����	���4�	� ������������ ����. &�� 
�$���� �	��
�� a (a = 1,..., %) 	*/�	��*�� da 

��#�����+ ��#���� (i� = 1,.. .,d�). ���	����	��� ��#���� 



G ��#�����	�� % 	�	���� �# % ��#�����+ �	��
���. ��#���� �������**�� 
�!�#����4�	� ��
����� i = {i1,..., iA}. :�	�� ��#��$��+ 
��!������ ��#���� L 
#�����	� 
�
 

 

�������**�� ���4� � ��#������ ��#����. �*	�. nki — ��	�� ������ Pk, 
���4/�+ ��#���4 i. �!/�� ��	�� �������**���, ���4/�+ ��#���4 i, �!�#����� 
����# Ni . � 	������	���� 	 ����� ������������� ����� 

 

��	
��.
* nki ��$�� �#�����.	�, �� ��$�� ���	�� ����������� 	����-

��0��*����� � ������ t 

 


������ ���	����� ��
��	�	������ 	�	����. �����-
��0��*����� 	�	���� �# / = 
PL �����������.��+ ����+ ���������. 
��#���� � 	����-
��0��*����� ����	��	�, � �	������, 
 �	�+������ � �
�����	�� 

�������**���. &�� ���� ���!� ���	��. ��#����� �!/�	���, � ���������� 
 ���� 
���������� �*$�� *��	�. ��������.��� 	�	������ �!/�	���. ��������.��� 
	�	������ �
�4���� � 	�!� 
�����	������� +���
����	��
�, ��
��, 
�
 ���������� 
�
�������	
�� ���������, 	�����. �00�
�����	�� ��������.	��� � ���* ����!���. 
��������$��, ��� 	*/�	��*�� 
�����	������� ���� �b (b = 1,..., S), 
������ 
�+�������� S-������ ���	����	��� 	��*���� I. ���*���� ���	�����	� 	��*�������� 
��
����� 

 

��������$�/�� H. 
5�
�� �!��#��, ������
� �!/�	��� ���	�����	� �#�������� �� ������� 	����-


��0��*����� � 	��*��������� ��
����. ��������, ��� �#�������	���� ��$�* n(t) � 
y(t) ��#����� �����.�� 	��$��� ���������. ������+ � -��� ��������� ��� ������� 
��� �!8�	����� �����		�� �������� �/��� ��$�����	��-	������	�� ���*�����, 
�����		�� 0����������� �!/�	�������� ������ � ����4��� �����6�����	��. ��$� 
�� �������� �����. ���*	�����.��� ������
�, ������$���*4 ������+�� � -����� 
(1983, ��. 5). 



�����. ���������� «�������� 	�
����� )*�������», 
������ �� ������ 
��������� ��	����* � ��	*���	�������* �����6������* ����#���	��*. � �	������ 
�#*��4�	� ��������� ����	���� (� ����������) � 	�������� ��� ��������� � *	�����+ 

��
*������ ��� �#������ �����!��$���� �������� ��
���
�����
� � ����	��-
�����, «���*�����������» 	���	��. ��#������� ������ — ���. ��	��*4 �����4 
���������	���� ���$���� ���*	�����.��+ 	�	��� 	���� � ��������. �����. 	�����	� 
�� 	+��� «��	�� )*�������» � ��� 	��	��, ��� �� ���$*/��	� ��	��, ��+���#� 
���$���� � 	�	���� *��������� ����4�	� ������� 6*��������	
���. � ������ 
��	�� )*������� ��� �!8�	����� !�	�����
*/�+ ���������	��+ �
�������	
�+ 
�����		�� ������	� *��� �� 	*/�	�������� �
�����+ ���6��+ ��
���
�������	
�+ 
	�� � 	��.���� 	���$���4/��� � !����	��*4/��� ��#���	���� 	� 	������ 
������$����. �����. 	�����	� �� �	���� ��
���
�������	
�+ ��#�����, �. �. �� 
�����������	�� ����*
��� � ����#���	������+ �����		��. 
�� ��#����� ������4� 
�����. ���. �� ��$��� ���*����� �
�������	
�� 	�	���� (�� *����� 0���, ���
��, 
�����6�����	��). 7����������� ��
�+ ��#����� ������	� �!8�
������ 0�
����� 
����	��������� 	�������� ����������������, 
������ � 	������	���� 	 �+ ��
*/��� 
����������� �����#����4�	� �� «�
	���	�������» � «���������#������». 
������������ 	����� ����0��� ����	����� �� ����	����� �����*/�	������ 
�
	���	������� +���
���� 
 ����	������ �����*/�	������ ���������#�������� 
��#����� �����6������ 0�*
�*����. � +��� ��
����	
��� �����		� � ���	
�+ 
�������.��+ ���!���� ���������� � ���������������-������� #�+������4� 
�����	���, ���	��*� � �����������, �����������$��� ��
����	
��* ���$���4 
����	��������+ 	��������. 

���!+����� 	
�#��., 
�
 	�����	��	� ��� ��	���� �����. 	 �!/�� 
���������, 
�#��$����� ��6�. ���0��*����� ����	�����, 
����*4 ���!*��	� ���������., 
������	� ��	���� 	�*���� 	����-
��0��*�����. "�		����������� #��	. 
�������**�� ����4�	� ������ ��*����� ����������������, ��+���/�+	� � 
	�	������ �������� ����	��������+ ��6����. �������� ��� �
�������	
�� 
��6���� ����	���	������ 	��#��� 	 ��������.���� ����������� — 	 «����
	�� 
	��*
�*�� ����	�����», 
������ �� ��������� ��$�. 

"�		������ 	������ ����	��������� 	��������, � #���� «
��0��*����4» 
����	�����. ������������	�, ��� ���$�	��� 	�������� ����	���� 	����$�� ���.
� ��� 
��.���������: �
	���	������ (��	6������ ����#���	���) ��!� ���������#�������� 
(	����6��	�������� ����#���	���) ����
��. 5�
�� �!��#��, �!/�� �!8�� 
����	����� I(t) 	�	������� 

 



��� & � R — (�����������.���) �!8���, 	������	������, �
	���	�����+ � 
���������#�������+ ����	�����. 2	�� �!�#�����. ����# E0{t) � R0(t) 
	������	��*4/�� �!8��� E(t) � R(t), *	��������� �� ��������� ����������, ��$�� 
��#��$��. & � R � 	*��* ���� 

 

��� B(t) ��#�����	� �	������*4/�� 	������, ������ —&0 < B(t) < R0 . ����
	 
	��*
�*�� ����	����� ����������	� 
�
 

 

��� Z0 = (&0 – R0)/I, z = 2�/I, -1 < Z(t) < 1. "�!��* ��	�� )*������� 
��������	����*��, ��!�4��� ���������	��� ���$���� ����
	� 	��*
�*�� 
����	����� Z(t) (��� z(t)). 

&�� ���� ���!� �*�6� ���	���. ������� 
��0��*����� ����	�����, ��������$��, 
��� 
�$��� 0���� ��$�� ��������. *��	��� ���.
� � ����� ����
��; � ��� �	� 
����
�� (�!/�� ��	�� 
�����+ 	�	������� 2N) ���4� ���� � ��� $� 0����	���� 
�!8��. 
"�		������ ���!��$������ «�������.����» ����	����, 
������ ����� 	�!� � 

	������	���� 	� 	������ �������������� ����	��������� ����������. 2�� 
�������*��.��� ����	��������� ����
� �!8��� i = I/2N 	�	���� �# ����	����� � 
��	6������ ����#���	��� (�
	���	������ ��	��) e0 � ����	����� � 
	����6��	�������� ����#���	��� (���������#�������� ��	��) r0, ��
, ��� 

 

��� e0 = E0/2N, r0 = R0/2N. ����
� ����.��� ����	���� ���*� 	�!� �� ��
, 
�
 
*	������ �������.��� ����	���. �*/�	��*4� ����	���� &- ���� (R-����), 
������ 
���	�� 	������ *	����6��	� ��������� ����4� ������������ �
	���	������ 
(���������#��������) ����	������. &�� ����	����� &- � R-����� ����
�, ���4/�� 
�!8�� i, ��$�� !��. #���	�� 
�
 

 

��� �E = e0 + b, r& = r0 -8, eR = e0 - 8, rR = r0 + 8, 8 > 0. �� 	�������4 	 �������.��� 
����	�����, ��� ����	���� E-���� �������� 8 ��!������	� 
 �
	���	������ 
	�	�����4/�� ����	�����, ����� 
�
 ��� ����	���� R-���� — 
 ���������#�������� 
��	��. &�� ���	���� �� ������������, ��� ��� ����	����� �!��+ ����� ��� ���� � �� 
$� ��������. 



�*	�. n& �!�#������ ��	�� ����	����� E-����, � nR — ��	�� ����	����� R-����. 
����� 

 

���*
�*�� ����	����� +���
����#*��	� ����� [E(t), R(t)], � 	�������� 
����	��������� ������.��	�� — ����� {n&(t), �R(t)}. ��#���� ���* {n&, �R} 

��0��*������ ����	����� � ��������� ����
	 
��0��*����� ����	����� 
�
 

 

��� n(t) = [nE(t) - �R (t)]/2, ������ -1 £ x(t) £ 1. 2	�� 
��0��*����� ����	����� 
�#������	� 	����	�� ����+��* 

 

��� 

 

�. �. �	�� ����	��� R-���� 	�������	� ����	����� E-���� ���, ���!����, ����� n(t) 
��$�� *�������.	� ��!� *���.6��.	� �� ������*. ��#��$�� ��
$� 
�����	�*�������� �#������� 
��0��*����� ����	����� (� fi n — <, ��� < — �����). 

�# ����������� �����, ��� �!/�� �!8�� �
	���	�����+ � 
������������#�������+ ����	����� #�����	� ����$������ 

 

��� � 
��!������ 	 (7.4.2) ���� 

 

��� 

 

� ����$���� (7.4.8) ����$�� ��� 0�
�, ��� 0�*
�*��*4/�� ��	�. z(t) ����
	� 
	��*
�*�� ����	����� Z(t) ������������.�� ����
	* 
��0��*����� ����	����� x(t). 
5�
�� �!��#��, �	�������� 
��0��*����� ����	����� !*�*� ��������.	� � 
�	��������+ ����
	� 	��*
�*�� ����	�����. ����$���� (7.4.8) ���������� 
	�����6���� ��$�* 	��*
�*��� ����	����� � 
��0��*������ ����	�����. 



��$� �� ������� *�������� ���$���� ��*+ 
�������� ����	����� — ��� 

��0��*����� ����	����� � ��� ������	����$����	�� 
 ����	������, 
������ 
����������	
� ����$�4� �#������� ���*	�����.��� �
�����
�. 

��
���
�������	
�� ���!��$���� �#������� 
��0��*����� ����	����� {�&,�R} 
�
�4���� � 	�!� ���4 ��������	����� ����+��� �������**�� �# R-���� � E-��� � 
�!�����. ���+�	����	
�� ���+�� �	���.#*��	� ��� ���	���� ��������� ����	����� � 
*	�����+ �������������	��, 	����$�/�� 0�
��� ��	
�. 

����+�� �� ����� 
��0��*����� ����	����� 
 ��*��� ��$�� !��. ���������, 
	��#����� 	 ����������� ����*
��� ��� ����������� �����		� ����#���	��� ����� 
����	�����, ��� �����
������, ��� ��	�� ����� ��	�� �#-#� �����$���� (��������). 
5�
�� �����		� ����4�	� ��������������� ����* ���	*�	���� 0�
���� ��	
� � 
����4/�+ �� ��������� ��*��+ 0�
�����. ��������� 	���*4/�� ��������: 

�fi{�) — ��������	�. ����+��� � ������* ������� �� ����	����� R-���� 
 
����	������ E-����; 

�‹(n) — ��������	�. ����+��� � ������* ������� �� ����	����� E-���� 
 
����	������ R-����. 

��������	�� �������*��.��+ ����+���� �������� 
 ������4 ������ ��������	�� 

�#������� 
��0��*����� ����	�����. ����+�� { �E, �R} fi { �E + 1, �R - 1} ����� ��	�� 
��� ������ ��������	�� ����+��� 

 

����������, ��� ����+��� { �E, �R } fi { �E – 1 �R + 1} ����� 

 

��������	�. ����, ��� � ������ t 
��0��*����� ����	����� !*��� ����. ���       { 
�E, �R }, �!�#������	� 
�
 

 

��	
��.
* ���� �# 
��0��*����� �	���� �����#*��	�, � �4!�� ������ t ����� 

 

��	���-*�������� ���	����� ���$���� ��������	�� p(n;t). ��������	�. p(n;J) 

��0��*����� � ��$�� ��#��	���. �	���	���� ����+���� 
 n �� ����� �# ��*+ 
	�	����+ 
��0��*����� n—1 ��� � + 1, 



������ �	���	���� �!�����+ ����+���� �� n 
 n — 1 ��� n + 1 ��������	�. �(�; t) 
!*��� *���.6��.	�. �# ��		�������� ��
��� !����	� ���������� ���*��� 	���*4/�� 
��	���-*��������: 

 
� 
������ ������ ���� ���	����� ����
 ��������	�� ����+��� 
 
��0��*����� n 

� ������* �������, � ������ ���� — ����
 �� 
��0��*����� �. ��	���-*�������� 
(7.4.13) ����	������� 	�!�� 2N+1 	��#����+ ��00��������.��+ *�������� 
����	����.�� p(n;t) � � �!/�� ���� ��*�����#��6���+. ��������$�� ��� ���	����, 
��� �(�;t) ���4� ����$����� ��
 � *�������.�� ����	����.�� 	���+ 	�����+ 
n�t: 

 

&�00�������*� (7.4.14) �� ������� � ���	������ � ����#����*4 	�����6���� 
(7.4.13), ���+���� 
 	�����6���4 

 

��� ���!��$���� ��$�� #���	��. 
�
 

 

�# (7.4.6) � (7.4.15) �� ��$�� ���*���. *�������� ����	����.�� 	������ 
�������� x 

 

��� 	
���	�. K(
x�t), #���	�/�� �� 
x�t, ����$���	� 
�
 

 

�� ��$�� ������	��. (7.4.16) 
�
 

 

��� x ����	������� 	�!�� 
x�t. ������+ � -��� #���	���4� (7.4.17) 
�
 

 



��� ����������4�, ��� ���6��� 	��� #���	�� �� ��
*/�� 
��0��*����� x(t) �	�+ 
����	����� 	�	���� � �� ��������	��� ����+����, �#����4/�+ ��* 
��0��*����4. 
��	������, � 	��4 ������., #���	�� �� �	�+ ����	��������+ 	
�����	���, 
���������#������+ ���������� a � k. ����� ����, � (7.4.18) 

 

� d — 	
������� ��������, �	���.#*���� � 
���	��� ���������� ��	6��!�. 
�������� a � (7.4.18) ������	� «��.����������», ����	�����4/�� 	�!�� 

����
�4�����. ������������ ����	���� ��$�* ����	������� &- � R-����� � 
#������+ *	�����+. ��� ����������� ��������	��� ����+���� ��.�������� B 
�	���.#*��	� 
�
 ��������, �������4/��	� 	���*4/��* ������*: ����$����.��	�. 
a �#������, ��� ������������ ������	� ����+��* 
 ����	������ E-����; ��� 
���������.��� a ��!�����	� ����+�� 
 ����	������ R-����. ������������	�, ��� 
��.�������� #���	�� �� �������. 
��� �������� ������ ��$�*4 ���. � 0����������� 
��
����	
��� ���$���� (��	�� )*�������). �������� k — ��� «
����������», 
����$�4/�� �����	����	�. �#�������	���� �������*��.��+ ����	����� � #������+ 
*	�����+. &�*���� 	������, �������� k ���	����� 	
�����	�. ����	����� 
	����	������. 	��� ��������� 	 ���������� �	���.��+. ��������������� �00�
� 
!*��� ��������.	� 
�
 	��+����#���� � �����$���� ����	���� ����	������, 
������������ ��*����. 
���6�� �����. ������
* ��.��������� a — ��������� ��!��� 	�������� 

����	���� ��� ���6��� 	��� '. ���$�� �	���, #������, ��� �	�� !��.6��	��� 
����	����� ����� ��������4 ��
	���#������. �����* � ������ ������ �������, 
��	6���� (���������#��*�) ������� ��������, ��
 ��� x(t) > 0 (x(t) < 0), �� ��
������ 
���������� � ��������+���� (#���4/�� �����������) !*�*� �����.	� *�*�6��. 
	��� �������� ��#���� ����������� ���
��0����	�	
�� 	��������, �����	. 
���*���. 	���+���!��. � +��� �#������� 
*�	�. � �� �����, 
���� �
	���	������� 
����	�������, ������������� !��.6��	���� ����	�����, ��������	� ������������ 
���8��, ��� �4�� (#���4/�� �����������) 	������	� �#�����. ����������� 	���+ 
*	���� � �����. 	��$��. ������� ���, ������� 	������	��*4/�� ����	�����. � ���� 
	�*��� �	���.��� ���*$���� ���	�������.	� � ��
$� ��������. 
���������#�������� ����	�����, �$���� ���.���6��� ������� ���. ����������� 
�!��#��, 
���� ��������	� 	��$���� ��� �	���	���� �!������� ��#���	���� 
����	����� � ���������#���4 (	����6��	�������� ����#���	���), �����������+ 
!��.6��	���� ����	�����, ��������+���� ������4� �!������ ���$���� 
 

���	�������* 	�
���* � �������+ 



��#*����� ���
����#��. 
�� �������� 
 ��������4 �*�6�� ����*
���, 
�����������4 ����	�����, ��	6���4/�+ ����#���	��� � �	���	���� ����� 
���*$���� �	���.��+ 
 �����$���4. 5�
�� �!��#��, �+ ������
� ��	6������ 
����#���	��� � *�*�6���� 
���	��� ��#����� 	��+����#���4, ��� !*��� ��!�4���.	� 

�
 ������� ��
�� $�#�� ����*
���. �� �����, ��� � 	����	�� 	 ���� ��		*$������ 
*�������� ���$���� ��.��������� �, 
������ � �������+ �������������+ 
���������+ ����$��� �#������� ������.��	�� ���������������� � ��#�����+ 
�!��	��+ �����6�����+ ����	�����, ��� ����������+ ��6� *	�����+ ���$�� 
����$���. ����
�4�����. ��
 	
�#��� � 
���� ������+� � -���� (1983), 
���������.�� ���+���/�� ��� ��������	
��� ��������� ��$�� !��. #���� *���-
������ 

 

��� L — ���*$��4/�� 	��� ��0�������	
�� 	��������, K — �������� 
	���������	
�� ��!
�	��, ����$�4/�� ��!
�	�. ����	����� ����	����.�� �#������� 
	�������� �� �
	���	������ 
 ���������#�������� � �!�����, E — �������� 	
���	�� 
��������� 
 �������*, B1 — �������� ������� 	��������, ����$����.��� ��� 
���������.��� � 	������	���� 	 ���, ������	� ��	. ������ � ����� �
	���	������ 
��� ���������#��������, � B0 — ������*�� 	���������	
��� ��!���, 
������ 
�	���.#*��	� 
�
 ����������� ��	6��!��*4/�� 
��	�����. 

������ ��������	
�� 	�	���� 	����$�� *�������� (7.4.18) � (7.4.19). &�� 
���	���� ������ ���������� t* = 2Ht � ; = K/H. ��	���� ��$�� !��. #���	��� 
�
 

 

�*/�	�������� �������	�� � ��� ���
� ������������., +��� ����	������	�. 
��
�#��. ���.#�. 7�
����	
�, #��	. ��$�� !��. ����, ��� ��� ���. ����
 �������	��, 

������ #���	�� ���.
� �� 
��
�����+ #������� ����������. ����� ����, �������� 
�����4 �*��
���-'����
	���, ������+ � -��� *	�������� ������� � 	�	���� �����-
�.��+ ��
���. 

� #�
�4����� ����	����� ��
������ ��#*�.���� ��	������� �������������. 
��!���� 	���*4/*4 
��!�����4 ����������; 

k = 1.5, B0 = 0.5, B1 = 0, E = 4.0, F = 0.5. 

� ���� 	�*��� k = 1.5 ������	� ��������� #�������� ����+��� 
 �����* ���* 
��6����. (��	. ���������	� 
������	
�� ��#���	���� 



 

 

�00�
�� #��*+����. -��� ������ 
�������� ������	� ����	������� �������	���, � 
��� *	�������, ����
	���� 
���!���� 
���!���� ����	� � ������� ��	.�� 
#�������.���� �������. 
��� ��� ��������� ��
�#�� �� ��	. 7.3 (	�. ��	. 5.5 � 
���� 
������+� � -����).  

2	�� �#��. 	���*4/�� #������� ����������: 

k = 1.6, B0 = 0, B1 = 0, E = 4.0, F = 0.5, 

��#��
��� *	�������� ������.��� ��
�. ������ 
�������� ����	������� 	�!�� 
��*	�������� 0�
*	 ��� ���$���� �
�����
�. 
�� ��������� ���4	����*�� ��	. 7.4 
(	�. ��	. 5.6 � 
���� ������+� � -����). 
������+ � -��� ��������� 	��4 �����. 
 �		��������4 �
�����
� 7����������� 

"�	�*!��
� ,������� � ������ 1955-1980 ��. �� ��	. 7.5 ��
�#��� ��#*�.���� 
��������	
��� �����#�, 	�	��������� �# ��	
��.
�+ ��	���, 
������ 	������	��*4� 
���������4 ������ ��� ����������, ��������$�/�+ ���� ���������� �������: 



 

$�
. 7.5. ,����
��
 �
%	�)����� ���
�����

���� ���
��������� � ������ 

��!�(�
���. 

�������� 1955-1965 ��., 1967-1971 ��. � 1973-1980 ��. &����.��� ���	����� 
��#*�.����� ���� � 
���� ������+� � -���� (1983). 

7.5. ������� 6*��� �� ����
����� ���������+ 	��+�	����	
�+ 

	�	��� �!��#� �	�!�+ ����
 

�� ��
�#���, ��� �
�������	
�� �����., *������4/�� ������� 	��+�	����	
�+ 
��#���	����, ���$�� ����$��. 	�����., 	 
������ ��� �
#������� 	��� ���*� 
�������. �� 
������� ��#*�.���� �������������. 2	�� ��#*�.���� ������������� 
��6�4/�� �!��#�� #���	�� �� �
#������+ 	��+�	����	
�+ 	�� � � ����� 	������ 
�	������4� ������� �#�������	���� �
�������	
�+ ���������+, �����. �� 
����	������� ������	�. � ��*��� 	������, �	�� *��� 	��+�	����	
�+ �00�
��� 
�
�#����� ����#������� ������� �� 
���	������� ��#*�.����, �� 	��+�	����	
�� 
0�
���� ���*� !��. �����	�.4 �	
�4���� �# �����#�. ����
�, 
�
 	
�#��� � ��#�. 
7.1, 0�*
�*���� ���*� �����. ��6�4/*4 ���. � ��#����� �
�����
�, ��$� �	�� 
��#����� ����������	� ������������������ ��+���#����. �������� 0�*
�*���� �� 
����������������� ��#����� ���.#� �����!���. � 	�*���, �	�� ����������������� 
*�������� ��		�������4�	� �!��#� 
������	
�+ ����
. 

� ������*/�� ��#���� �� ������ *�������� ��
��	
�����	
��� �����		� �# 
��		�������� �����		� ��
��	
�����	
���. �!	*$��� ��	���-*��������, �� 
���	����, ��� �����	�.4 �����!���. ��
��� ��
��	
�����	
��� �����		��� ���.#�, 
��	
��.
* ��� ����$��4� 0�*
�*��*4/�� ���*$��4/�� 	���, 	��	�!��� *��	�� 
	�	���* ����. �� �������	��. � ���� ��#���� �� ����	���	������ �#*��� ������
* 
	���
*���+ ���������+, ��		�������� ��
��	
�����	
�� 



0�*
�*�������� 	��� 
�
 �	�����
 6*��, *����������4/�� ������������ 
���!�������. 

���4��� �� ������� #���	�� �� ������, ����	
�#��. 
������ 	 �!	��4���� 

�����	�.4 ����#��$��. �!���� ����!��� ������� ��		�������4�	� 
�
 
0�*
�*��*4/�� 	��� F(t). 5�
�� �!��#��, ������
* 	�	���� (3.1.2) ��$�� #���	��. 

�
 

 

��� F(t) #�����. 
�� 0���� *���� 0�*
�*��*4/�+ 	�� � ��00��������.��� 
*�������� ��#�����	� ���������� 6*���. %��� 	�*������� ��#���	���� 
�
�*$�4/�� 	���� ��$�� �����	�� � ��*��� 0����. ��������, �	�� ��	� ���*����� 
����� 0�*
�*����, �� ������
� ���*����� #�����	� ����$����� 

 

��� G — ��	�����	�. ���*�����, a(t) — 	�*������ 	
���	�. ��	��. 
��� ��� 
0�*
�*���� ��#�����	� �*�.�����
������� 6*���. � ���� ��#���� ��	 !*��� 
������	����. ������� ����������� 6*�� �� ������
* 	������	��*4/�+ 
����������������+ *�������� dx/dt = f(x) �!��#� ��*	�������+ �	�!�+ ����
. 
��������$��, ��� 0*�
��� F 	��������.�� ���� � ��� 	��	��, ��� ��� �� 

�#������ #������ +���
��� ���$����. 
�� �#������, ��� ��*	�������	�. ���	��� � 
	�	���* �� 	� 	������ 0�*
�*��*4/�+ ��	���, � 	� 	������ ����������������� 
��	�� f(x). 
5������� �������� *�������� ���� (7.5.1) ������	� *��������  ��$����� ��� 

!��*���	
��� ���$���� 

 

��� xi, � �i — ����$���� � ������ ���$���� «!��*���	
��» ��	����, �#��6����� 
� ��#�. ����, ���	��*4/�� �� !��*���	
*4 ��	���*, ��	������	� �� 	�	��������	
*4 
��	�. r�i � «	�*����*4» 0�*
�*��*4/*4 
��������* Fi. 2	�� �����!���. 
0�*
�*������, &��$���� !��*���	
�� ��	���� ���$�� #��*+��. �� 	�	������ ���-
���� ��
��� ������� 0�*
�*���� ��$�� �����	�� 
 �����
��/�4/��*	� 
�����*������* ���$���4 ��	���� (��	. 7.6). 

:��!� ������$��. �#*����� ������� 0�*
�*����, ������ ������� ��
 
��#�������� ��	��!��: ��		������ ��	��!�. ��
��	�	���, 



 

���4/�+ �����
���� 	�	��� � ���	������+ ����� � ��� $� ���$�	���� 
��
�����������+ xi. ��$��� ��� ���� �!�#����� !*
��� j. "�		������ 	�*���, 
���� 

�$��� ���� ����������	� ��#���	���4 ��#�����+ ��
��	
�����	
�+ 0�*
�*���� Fi. 
��$�� �$����., ��� ��� ��#��+ ������ ��	��!�� �� !*��� ��!�4���. ��#������ 

����
����� 
j

ix (t), ��$� �	�� #������� ���������+ � �����.��+ *	�����+ 
j

ix (0) !*�*� 

������ � ���� $�. �*	�. 
xi(t)� �!�#������ 	����44 �� ��	��!�4 �������* 

 

7�*
�*���� ��$�� ���������. ��#���� 	��	�!���. �� !*��� �����������., ��� 
��� �	�+ i ����� ��	��  
Fi(t)�=0, +��� �+ 
��������� �� ����� ��$��	������ �*�4. 
�� ��$�� ���*���. ��� 	��*
�*��� ��#�����+ 	�*���: 

(i) ��������$��, ��� ��6���� ��� 
�$���� 
j

ix (t) ��� ����� � ��� $� �����.��� 

*	����� ��#�������.�� ��
����4�	� �� 	���+ 	�����+ #������� 
xi(t)�. � ���� 	�*��� 
�� ���*��� 	���*4/�� ���!��$����� *�������� ��� 
xi(t)� 

 



 


�� 	�	���� ���������+ ��00��������.��+ *��������. 2� ��6���� ����. 

��#�������.�� ��
������	� �� 	���� ����
����� 
j

ix . � ���� 	�*��� ��
������������ 
j

ix (t) ���!��$���� *����������4� #��
�*��� ���������� ���	�	���� *�������� 

������
�. 5�
�� �!��#��, !�	��� 0�*
�*��*4/�� 	�*������ 	���, ���	��*4/�� �� 
��
������������, �������� ��6. 
 ����� ��
�������� ��
�����������+ �� 
����
�� 
����� 	������� �� ��	��!�4 (	�. ��	. 7.7). 

(ii) "�		������ ����������������� *��������, 	������	��*4/�� *�������4 
(7.5.1), 

 

'��.6�� ��	�� �������� �# ������*/�+ ���� ������� � ���, ��� � ��
�� 	�	���� 
���*� ��#��
�*�. !�0*�
����. 
�� �#������, ��� ��6���� *�������� (7.5.1), 	����*� � 
�
��	���	�� �	�!�� ���
� 	� 	���
� ��������� �����.���� #��������� xi(0), ���*� 
����. 	����6���� ��#������ ����
����� xi(t). 5�
�� �!��#��, ��!������� 
0�*
�*���� � ��
*4 	�	���* ��$�� �����	�� 
 ����
������, �����	�.4 �������� �� 
����
����� 	������	��*4/��� ������������������ *��������. ����� 	������, 
!�	
������ ����� ��#���� � 
�
�+-��!� «�������+» ��$�� �����	�� 
 ����. !��.6�� 

��#���� � «��	���	����+». � ���� 	�*��� �������*��.��� ����
����� j
ix  ��$�� 

#�������.�� ��
�����.	� �� 	������ �������� 
xi(t)�. ����������.��, *	��������� 
*�������� ������
� �� �����	� ��� ���	���� ����4��� 	�	���� (	�. ��	. 7.8). 

"�		������ ���	��� ������ «+�/��
-$�����» � 	��+�	����	
�+ *	�����+ 
�
�*$�4/�� 	����. ���		 ��		����������+ ������� 



 

��
��: 

 

��� xi ����	������� ������	�. i-��� ���� ���*�����, Bij — ���6��� 
��	����� 
 ��
�-���.�����, a si(xi) 	������	��*�� ��*���������� �#�������	�����19. 
������������	�, ��� �	�� i — +�/��
, �� si(xi) = ui (���.�*#���	
�� #�
�� ��	��); �	�� 
$� i — $�����, �� 

 
�������� ri(t) � (7.5.4) ����4�	� 	�*������� �����������, ��#���	��*4/��� �� 

	������ 
��00������� ui ��� ������� ������	
�#*���+ 	�!����, ��
 ��� 

 

��� 
.� �#������ 	������ �� ��	��!�4. �� ������������, ��� �������� ri �� 

�������*4� ��*� 	 ��*��� � ���4� ���.��-
��������4 

19���
���, ��� %�

) ���
�� �
 �������
� � %����� �����
����. — ����. ���. 



�� ������� (H) 	 ��	������� ��	���	��� (<). ��������, ��� �����. ,*����� � �� 
�!�!/���� ����4�	� ��	����� 	�*����� ���� ������
�. ����������.��, �� ��$�� 
���������������. ��#*�.����, ���*������ ��� ���+ ��������	
�+ 	�	��� � �������+ 
�
�����
�. 
������	�� �		�������. ������� 	�*������� ��#���	���� 	���� 	 �*����� 	������ 

�� ��������� 	������	������� ����������������� 	�	���� 	 �������4/��	� 
��$��	���� ri(i)=0. ��$� �� ������������, ��� ����������������� *��������, 
	������	��*4/�� *��������� (7.5.4), 

 
���4� ������.��� ��
�. -���6� �#��	���, ��� � ������+ ����� ���� ������.��� 

��
�� ������ ��#��$��. �������� ������* -��0� � !�0*�
����+, �� ��$�� 
���*���. ������ *	����� 	*/�	�������� ������.��+ ��
���. 
� �������*�� ���4�	� ��
������ ��	.�� ������	��� ��#*�.���� ����	����.�� 

������� 0�*
�*���� �� 	�	���* (7.5.4). ��������, �������� ����0�
���4 ������ 
�	��������,  �� � ��� (1977) ���*���� 	���*4/�� ��#*�.����: ��� ������� 
������.���� ��
�� (�) 	 *	������� 6*�� ����*	 ������.���� ��
�� *���.6���	�; (b) 
�	�� ��	���	�� 6*�� !��.6� ����*	� ������������������ ��
��, ������.���� ��
�� 
�� ��#��
���; � (	) ��	���	�� *������ ���������� ������� ��	��� 	� ��������. 
����� (b) ��$�� �#�����., ��� �	�� 6*� ����	����.�� ����
, 	����������� 

��	���������� ��������	��� ������ ������������������ ������.���� ��
�� ��*��� 
�������. �� ��	���������� *	��������� 0�
*	�. 

7.6. ��#���	���� 	�*�����+ ���6��+ 0�
����� �� 	�	���* 

������� �����
� � �
��	���	�� �	�!�+ ����
 

5��.
� ��� �� ������� ������� «+�/��
-$�����» �� ��
�#���, 
�
 ������ �� 
��������� ����������������� 	�	����, ���4/�� ������.��� ��
�, ���6��� 6*� 	 
�*����� 	������. ���	�� 	 ��� � ��. 5 ���� *	��������� 	*/�	�������� 
�	������*4/�+ ��6���� ��� 6���
��� 
��		� �
�������	
�+ 	�	���. ��	
��.
* 
��#*�.���� ������*/��� ��#���� ����	��	� 
 !��������	
�� �������, ��$�� 
��	���	������. �+ �� �!/�� 	�*���. 
"�		����������� ���� 	�	���� ������� �����
� � �!/�� ���� ���	���4�	� 

*���������� ���� 

 



��� r — ��������. � ��
�����+ 	�*���+ ��
�� 	�	���� ��$�� ����. ��	
��.
� 
������.��+ ��
���. ��	���� �����	�.4 ���������������. 7�*
�*���� �� 
��		�������4�	�. 

� ��!��� ������� (1980) !��� �		�������� ������� 0�*
�*���� �� 	�	���� 	 
����� � ��	
��.
��� ������.���� ��
����. �� ��		�������� ������ ���� 
���������	
�+ ���$����. ������: (1) �������$��� *	�������� ������.��� ��
�, 
�+������4/�� ���
* ��*	��������� 0�
*	� (��	. 7.9�); (2) �������$��� ��*	���-
����� ������.��� ��
� ��
�*� *	��������� 0�
*	�, #�
�4������� ��*��� 
*	��������� ������.���� ��
�� (��	. 7.9b); (3) #����� � !�0*�
����+ -��0� � (4) 
«�*��.���» !�0*�
����, � 
�����+ ��!�4����	� 	��	����� ��*	��������� ��
�� � 
*	��������� 0�
*	� (��	. 7.9	). �	� ��� ���� ��������� ���
� �!���*$��. � ������-
��	
�+ 	�	����+. 

������. *��� 6*� � *��������+ (7.6.1) 	���*4/�� �!��#�� 

 

��� Xi — 	������	��*4/�� 	�*������ 0*�
��� ���������� xi, � Y — 	����������� 
	�*������ �����		 	 �*����� 	������. �������� ; (0 < F « 1) +���
����#*�� 
�����	����	�. 0�*
�*����. 2	�� � ��	������� ����, 	�*������ �����		 X(t) 	+����	� 

 ��00*#������* �����		*. 

��� ���	���� � ����������������� *�������� 0�*
�*���� ��#��
��� ��� 
�����	��, 	��#����+ 	 �������� ����������������+ *��������. ��������, �	�� 
����
����� 	�	���� �	���� 	������	� 
 *	��������* ������.���* ��
�*, 
�
 �� ��	. 
7.9�, ��$�� #���., ���*� �� 0�*
�*���� *��	�� 	�	���* �� ������.���� ��
��. 

&�� ���	���� 	��+�	����	
�+ ��6���� *�������� ������ 0*�
��4 ������	�� 
��������	�� Q(x,t) 	�*������� �����		� X(t): 

 
��� x ����������	� 	�����6������ (7.6.1), a X(t) — 	�����6������ (7.6.2). 2	�� t 

>¥, �� ������	�. ��������	�� Q(x,t) *	������	� 
 �������	��� ��� 	����������� 
������	�� Q(�), 
������ �#������ ��#��$��	�. ��+�$����� �����		� � ��������� (x, x 
+ Hx). ������	�� ��������	�� Q(t,x) 	������	��*�� �����.��� ������	�. Q(0,=(0)), 

������ +���
����#*�� ��	���������� 	�*������ �������� 5(0) = x(0). 

� 	�*��� !�0*�
���� -��0� ��	 ������	*�� ������	�. ��������	�� 	�*������� 
�����		� X(t) � #���	���	�� �� !�0*�
��������� 



 

"�	. 7.9. (����6��� ����� �#������ *	�������	�. ����
�����, �*�
��� — ��*	�������	�..) 

��������� r, 
����*4 !*��� �!�#�����. Q(t,x;r). "�		������ �*��.�*4 
!�0*�
������*4 	�	���* -��0� (��	. 7.9	). &�� ����+ r 0�#���� ���
� ��
���� 
�
��	���	�. 0�
*	� C ��� �
��	���	�. ��*�������� ������.���� ��
�� U � !*��� 
���!��$��.	� 
� ���6���* ������.���* ��
�* L 	 ��
������ ��������	�.4. ��� r=0 
�	�!����	�. P/U !*��� ��������.	� � ����. ��������� ����������������� 
�����
������ �� �. �*	�. L* —�
��	���	�. *	��������� ������.���� ��
��, � �*	�. 

5(+) = E{t: X(t} ˛ L*, X(s) ˇ L
*
, s < t�X(0) = 

x}.                        (7.6.4) 

5�
�� �!��#��, T (x) — ����� ��������������� ��������� � �!��	�. L* ��� 

*	����� 5(0) = �. 
��� ��		�������� ��*	��������� ������.���� ��
�� U, �
�*$������ *	�������� 

������.��� ��
��� 
�
 �� ��	. 7.10, �����.��� ����$���� 0�#���� ���
� ������	� 
��6�4/�� 0�
�����. 
7�#���� ���
�, ����������.�� ��������$�/�� �
��	���	�� U, c ��������	�.4 

������� ��
����� ��* �
��	���	�.. &�$� �	�� 5(0) ��+����	� �� 	���� ������.��� 
��
�� U, 0�*
�*���� *���*� ����
����4 �� ����� ����$����. ��	
��.
* #����� 
����������� ��������	�� ����, ��� 0�#���� ���
� ������� � �
��	���	�. 0�
*	� C ��� 
������.���� ��
�� L 	��6
�� 	��$��, 	0���*���*�� 	���*4/*4 



 

��.���������*4 #����*. �*	�. s — ��		������ �� ��*	��������� ��
�� �� 
�������, ��!������ ��
, ��� s > 0 	������	��*�� ���6��� ����������. �*	�. 

 
"�		������ ��������	�. 

f (t, x) = G {����, ��� �� ������ t 0*�
��� X(t) ��6�� 
#� ������� 
��.�� (S1, S2) ����# ������* S1�X(0) = x}. 

(7.6.6) 
������������ �������� 0*�
��� f (t, x) ������	� 0*�
��� f ( x), 
������ 

����	������� 	�!�� ��������	�. ����, ��� ����
����� �����		� X(t) ����������.�� 
��
���� �!��	�. 
��.�� (S1, S2) ����# ������* S1. 

��$�� 	*���. ��		�����. ��� �������� �# 	�	���� (7.6.2). ������. ���*��� �+ 	 
����/.4 ������ ��00*#������� ���!��$���� ������
���* � ������ (	�. ������., 
1980). � ���� ���!��$���� �	� 0*�
��� Q(t, x), f (t, x) � �(�) *����������4� 
����������������� *��������� � ��	���+ ����#�����+. ��������, *��������, 
��������4/�� 	����������� 0*�
��� Q � f ��� «
�������	
��» #�����, ���4� ��� 

 

	 *����� 	������	��*4/�+ ��������+ � �����.��+ *	�����. 7*�
��� % (x) � 
*��������+ (7.6.7) ��$�� ����� ��		�����. ����# 0*�
��� F � Y. 5�
�� �!��#��, 
	�������	� ��#��$��� �����# 	�	���� ������������� �������� *�������� � 
��	���+ ����#�����+. 



�������� (1980) !��� ��		������� #�����, 	������	��*4/�� *	�������� � 
��*	�������� ������.��� ��
���; � #����� !�0*�
���� -��0�. 7*�
��� Q(t,x) � f 
(t, x) ��		��������	. ��� ��#�����+ 	�*���� 	 ����/.4 0�����.��+ 
�	���������	
�+ �������. ��������, ��� ����!��� �����# ��$�� !��. �������� ��� 
�	�+ ���	����+ � ��. 5 ��������	
�+ 	�	���, �!����4/�+ ������.���� ��
����. 

7.7. ������ 

&�� ���	���� �
�������	
�� ����4��� � ��
���
�����
� �!���� ��!�����	� 
��6. ������������ ��	�� �������������+ ���������+. ;��� ��� ������ 

������������	�, ��� ��
��	
�����	
�� ���	���� ����� ����, � �	������, 	 
*	��������� ���������� � ��� ��������	���� 0�
���� � 	�*������ 0�*
�*���� (	 
�*����� 	������) �� ����4� ����. 5�
�� ���+�� ��#�!����� � �
�����
� ��	�� ��-
���4���, ����#�������� ����	��. ��	�������, ��� ���
� #����� ����� �	�������, �� 

���.
� �	�� ����6�	��*4/�� �����#�� !��� ��
�#��� *	�������	�. 	�	����. 

������ �	���	���� 	���	��� *	�������	�� ����� 	����� ���������� (���6��+ 

*	�����) ���*� ��#���. ���.
� ����� �#������� ���������+. ����
�, �	�� �
�-

������	
�� 	�	���� ��*	�������, �� ���$�� !��. �	����$�� � ����
�+ ������� 
	�*�����+ 0�*
�*����. ����� 0�*
�*���� ���*� *��	�� 	�	���* ����
� �� 
����������.��� ����
�����. �� ���*������� *����� ��� ������ �������, ��
 
�
 

��������� ������*/�� ����� ��
�#���, ��� ��*	�������� ���������� 	�	���� 

����. �*�	������.�� 
 ����� �#�������� ����������. (���	�*4 	��*
�*���� 
�#������� (��� 0�#���� ����+���) ��!�4��4�	� � 	�	���� ������ 
�
 	���	���� 
����+ 	������ ����������. ��	4�� ��$�� ��������$��., ��� ��� *	�������+ 	�	��� 

0�*
�*����, +��� � �#�������, ���$�� �	�����.	� ������ � 	�������� 	 ��
��-

	
�����	
��� �����������, �� ��� *����$����� ��	���������� � ���
� 0�#����� 

����+���, ��� «�����4���». 5� �	�. � ��	������ 	�*��� � �
��	���	�� 
������	
�� 

���
� 0�*
�*���� *	�����4�	�, &�	����� ��
��	
�����	
��� *�����, � ��������� 
	�	���* � ����� 	�	������. � 
������	
�� �!��	�� �!��#� �	�!�+ ����
 	�	���� 
��������� #������ 	����	������� ���������, ��	�� 	������$������ 

�*�����	6��!���� 0�*
�*������. 

�� ��
�#���, ��� 	*/�	��*4� ��
��	�	����, � ����4��� 
�����+ 	*/�	�����*4 
���. ����4� 0�*
�*���� � ��������	���� ���	����. � ����/.4 ����������+ 
�������� �� ��$�� ��������	��������., ��� �!��#� �	�!�� ���
� �4!�� ����� 
0�*
�*���� �
�$*� �� �
�������	
�� ��#����� #�������.��� �������. ��� ���*� 
��
�����. ��������� 	�	���� �� 	�������. � ���� #�
�4����	� �	������ 



 

"�	. 7.11. ��������� ��6���� *�������� (7.7.1): (�) ����	����	
�� ���!��$���� � ��� ��
�#����� 

 ��*���� z, (b) ����	����	
�� ���!��$���� � ���	*�	���� ���6���� 6*�� � 	������	��*4/�� 
��
�#�����  ��*���� 

	��	� 
�������� ���$���� 
 �����
* ����# 0�*
�*���� (��
���	 � �����$��, 1977). 
-�
�� (1983) 	
�#�� ����$��, ��� «	��� ������� !�0*�
���� � 	��#���*4 	 ��� 

����������	
*4 ���!���* (
������ ��	������� 	��$��) 0�*
�*���� ������/�4� � 
#�������.�� !���� 	��$��� ������� �, 	������	������, � !���� 	��$�*4 #����* 
���������	��+ 0�#���+ ����+����». �������, ����������� � ���� �����, ��
�#���4�, 

�
�� �!��#�� ��� �������� ����+ 0�*
�*���� ���*� ��#��
�*�. 	��$��� �
�������	
�� 
�00�
��. 

� #�
�4����� ��� ���.���6�� ���4	������ ����, �#��$����+ � ���� �����, �!�����	� 
 
����	����	
��* *�������4, ��������*���* ��#���	���4 ���6���� 6*�� (	�. )*	���, 1988) 

 

��� r — ��������, Qn — 0�*
�*����, *����������4/�� *	����4 

 

� *�������� (7.7.1) �������� Qn —������	�. ��*		��	
��� <-�#�������� !����� 6*��. 
�� ��	. 7.11� ��
�#��� ��������� ��6���� *�������� (7.7.1) � ��	*�	���� ���6���� 6*�� (H 
= 0), � �� ��	. 7.11b — 	 *����� 6*�� (H = 10-3). �������� z �� ���+ ��	*�
�+ ����	������� 
	������	��*4/�� ��
�#�����  ��*����. ����*�� #������., ��� +��� 6*� ��#������ �#�/�*4 
	��*
�*�* ����	����	
��� ���!��$����, �!8�
������ ����+�� 
 +��	* �	����	� ���#������, 
!*�*�� 	��#�� 	 �#�������� #��
� z �� ��	. 7.11b.
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8 %
	����
��
��	��� — 


�����������, ��

��

��� 

��������� � �	�� 

2	�� ��, 
�� ������ 0�#���	
*4 ��*
*, � �� 
�����+ 

�������������� �*!��
� ������� ����	�������� �! 

*����+-0�#�
�+ ... � ���	
� ��#����
 ���� ������� 

���6�� 
 ���!+�����	�� �#*����� � !��.6�� ���� 
�	�!����	��� � ��*	�������	���, ��$��� 	���	�� 
����������	�� � *	�������	�� ������� ��/��, �� 

��*���� ��	�. ��$�� � 
���� . 
����� ���	� ��
�#��.	� 
�� ���	���	��� 
 ���������#�*, 
������, ��-�������*, 
����	��
��� �# ����	�������� � 0�#���	
�� ��*
� 
!*�*/��� 
�
 �	��� ��6. *���������� �!��#� ��*
� 

���6����. 

#$���� '	��� ������		 
(�����*��	� �� 
���� )*	����, 1988) 

�	�
�� �
�������	
�� ������.��	�. 	�����	��	� 	 ������������ �������� � ��	���, � 
�����* ��$��� �	��
��� ����4������+ 	�	��� ������	� *��� ���	����	������+ 
#���	���	���. � ������		�� � *	�����+ ����	��������
� � 	��#� �#�������	���� ��$�* ��#-
������� �
�������	
��� ����������� 	�������	� � #�������.��� ���� #���	���� �� 
��	����$���� � ���	����	���. -���6� !��� !� �����. +���
����	��
� ��
�+ 
���	����	������+ �#�������	����. 
� ������*/�� ����� �� ���	�� �����!������ ���.4 0�
���� ��	������$���� � 

�
�������	
�� ��#�����. � ��
������ 	��	�� ��� *���/���� 	����������, �� ��6. �� ��+ 
���, ��
� ���	����	������� #���	���	�� ���*� !��. �00�
����� ����	������� 
«���������������» �����������. � ���� ����� #��������4�	� ���	����	������-��������� 
�����		� �
�������	
�� ����4���. � ��	���	��, �� ��		������ ���	����	�����*4 
	���������#���4, ������ ����$��� 	���	��� �#������� 	��*
�*�� � 	��$��� ��������	
�� 
���������. �� ��
�$��, ��� �������� ��
*/�� �����0�����*4/�� �����		� ���*� !��. 
	��#��� 	 ���*������� � �����*������� ���������� �	����������. 



8.1 !	���	��������� ���	�	
���  
�����
��� � �������� �	������ 
�	����$	�������  

���!���� ������� ��	.�� *	��$����	. � ��#*�.���� ��+��������	
��� ������		� � 
�#������� ��������� �4���. ,����	
�� 	�	���� ��6��� ������� +���
����#*4�	� 
��#��	������ ���	����	�������� � ���������� ��#���!��#�� �����
�4/�+ � ��+ �����		��. 
@�������#���� ������� ��!�4����	. 
�
 � ��#����+, ��
 � � ��#����4/�+	� 	�����+; �� ��� 
� ��
�����+ ��#����+ 	�����+ ������ ��������.	� �����		� ����������#����, � 	������ 
��/� �� ��!�4���� ������������ �����	
�� �!��#������, ��$��� ����������. �!��#���� 
	��$��	�� �����	
�+ 0��� ����4�	� ����������, ��
��, 
�
 �.4-=��
, ���
���.�, ����$ � 
5�
��. 

� ������0�� � ��*
� �! �
�����
� ������� � �������� ��	������ ���$�	��� ������� ��� 
�!8�	����� ��	���/�+ � ������#� !*�*/�+ �����		�� �����0�����������. � ��
*/�� 
�������*�� ����!����4� ��� �	�����+ ���+���. ������, ��#������� ���
��		���	
�� 
�
�����
�� �������, ��#�����	� �
�����	����-*�!���	����. � ��+ ���, 
�
 ����	� (1964) 
��*!��
���� 	��4 �#��	��*4 ��!��*, !��� ��	������ ���$�	��� ����������+ �������. 
����!�� ���*, 
�
 ������ �������	�� !��� �#�/�� ��0���������� ��!����� &�!��, 
���* � 
��*��+, ��� ����� ��!��� �� �
�����
� ������� *��*!��� ��6� ��������� �
�������	
�+ 
��+���#��� �+ ��#�����. �� ���+�� ���
��		���	
�� �
�����
� ���������, 
�
 �������, 
�����#�� �������	��+ 	�	������ � #������� ������������ �+ *	�������	�.. 

������ ���+�� ��#��!������	�, � �	������, �		������������ � �!��	�� ��*
� � �������+ 
� ������0�� (��������, ���.	��, 1981). ����� � ��	�� � ���� ���+��� ����4� 	*/�	�����*4 
���.. ����
�, ��	
��.
* ��� ���� ���	����	��� ��#!�����	� �� ��	
������ #���, 
�
�#�����	� ����#��$��� �!8�	���. ��*�����44 	��*
�*�* �����	
�+ ������� (	�. '�
��� 
� �**, 1985). 

5����� ���+��, ��#������� ���	����	������� ��������	
�� ���!��$�����, ��� 
�		��������� ���!��� ������
� ������� �	���.#*�� ����������� ���	����	��� (��������, 
'�
���, 1952, '�
��� � �**, 1985, �**, 1987, �����	�� � (���, 1988, (���, 1988�, (���, 1990). 
����*�����	��� ��$�* '�
����� � �** ������� 
 ��#��!��
� 	���������� ���	�� ���+��� 
0�� 54���� 
 
��		���	
�� ��
�������� � ���	����	������� �
�����
�. � �����������$-
��	�. 	���������� ��������� ��������.��� �
�����
�, ��� ���	����	������� 	��*
�*�� 
!��� ��!��6��� � #������� ���	���� ��������� �!	���
���+ ��		������, '�
��� � �** � 
	���� ���+��� 
 ���	����	������ #���	���� �
�����
� �	��������	. �� ��������+ 0�� 
54����: ���	����	������ #���	��� 	��� �
�������	
�� ������.��	�., 
������ ���	�����	� 
	���� ���	����	������� ������	�.4. � 0�
*	� ����� ���+��� ��+����	� ������ ���!���� 
����4��� 



��*������� 	��*
�*�� �������. 5�
�� �!��#��, #����� � ��#����� ������ ��/� �	��� 
���	�����	� 	�	����� *�������� � ��	���+ ����#�����+ 	 	������	��*4/��� ���������� 
� �����.���� *	�������. �	�������	. �� ��
�� ���+���, � ���� ����� �� �		���*�� 
�#�������	���� ���������+ � �����		� �����0�����������. 
:��!� ���	���. �	�!����	�� ����� ���+���, ��		������ �����. ����	��������
� � 

����������� ���	����	���. ��	������� ������ � �� ��	6������ �����	�.4 ��������$�� 
'�
���* � �** (1985). 
�� �����. ����	������� 	�!�� ������ *���� ���	����	������+ 
�00�
��� � ���	����	������ ��������	
�� ���!��$����. 
������������	�, ��� �
�������	
�� 	�	���� ��	��������	� � ����������� ��*������ 

���	����	���. �*	�. �#*������ �!��	�. % #��
�*��. ��������$��, ��� � 
�$��� ���
� 
#����� 
�����	��� ����#��������� � �����!������� ������. ��	 ������	*��, ��$�� �� ��� 
���	����	������ �����$����+ 
��
*������+ ���
�� ���������. �������	��� ����, �!8�� � 
����������� ������#
� �������, � �	�� �������	�� 	*/�	��*��, ���	���. *	�����, ��� 

�����+ ��
�� 
��
*������� �
�����
� *	�������. 
��������$��, ��� 	���	 � ������$���� ������� � 
�$��� ���
� ���	����	��� #����� � 

���� 0*�
��� ���	����	������� ������	��. "�#��	�. ��$�* ������	���� 	���	� � 
������$���� � 
�$��� ���
� (�1, �2) �	�. q = q(�1, �2) � ������	� #������� 0*�
���� ��-
��$���� � ���	����	���. ��	
��.
* �!��	�. #��
�*��, *	������ �������	�� 
���	����	������+ ���
�� ������	� 

 

��������$��, ��� 	*/�	��*4� �!��	��, ��� 0*�
��� q(�1, �2) �� ����� ��$��	������ �*�4. 
������6���� (8.1.1) �#������, ��� �	�� 	*/�	��*4� �!��	�� �#!��
� ������� 	 
���������.��� #�������� �����6���� 	���	� ��� ������$�����, �� ���$�� ��
$� 	*/�	�-
�����. �!��	�� ��0����� ������� 	 ����$����.��� �����6����� 	���	�. �������	������, 
	*/�	��*�� ���$���� ������� � ����������� �� ����
 �����6������ ������$���� 
 ���
�� 
�����6������ 	���	�. '*��� ���	����. ���$���� ������� 	 ����/.4 ������������ 
��
������� ���� ����
� �������. ��
��� ����
� �!�#����� 
�
 U = U(�1, �2) = (U1(�1, �2), 
U2(�1, �2)). ������6���� ��$�* ������ ����
� � ��
��.��� �����6����� 	���	� #�����	� 

�
 

 

��� ���� ���!+������ *	����� 	�+������� �!8��� ������� � ����#���.��� 
���	����	������� 	�	����. %�������� ��$�� ����	�� 	���*4/�� �!��#��. �+���/�� � 
��+���/�� ����
� �����*���.���  



����
� 	� 	�������� ������ Hx1 � Hx2 ������ ��#���� �����
��.��� � ����#�����.��� 

��������, 
�
 ��
�#��� �� ��	. 8.1. 

 
$�
. 8.1. ����� ������������ #�
���. 


�� 
��������� #���4�	� ��
: 

i) ����#�����.��� �+���/�� ����
 = U1(�1, �2) Hx2, 

ii) ����#�����.��� ��+���/�� ����
 = U1(�1, + Hx1, �2) Hx2, 

iii) �����
��.��� �+���/�� ����
 = U2(�1, �2) Hx2, 

iv) �����
��.��� ��+���/�� ����
 = U2(�1, �2 + Hx2) Hx1. 

����������.��, ��#��	�. �+���/��� � ��+���/��� ����
�� ����� 

 
5�
 
�
 �������4�	� ���!��$����� �����	��� 

 

� ��#*�.���*4/�� ������$���� � ����� �!��	�� ����� �������� –q(�1, �2) Hx1 Hx3, �� 
�����	��� ����
�� �#������, ��� ����� ��	�� 	�����6���� 

 

�. �. ���������	� (8.1.2). %�������� (8.1.2) ���������� ������������* #�
��* � 
�������+���
� � �����������
�, 
������ ���	����� 	�����6���� ��$�* ����
�� $��
�	�� 
(�����), ��� �	��
��� � 	��
���. 



�# #��
�*��	�� 	�	���� 	���*��, ��� 

 

��� n �!�#������ ���*$��� �����������, ���������.��� 
 ������� � I% �!�#������ ������* 

�!��	�� %. 
����*�� ������
�*�., ��� (8.1.2) �� ����� �
�������	
��� 	��	��, �� ����	������� 	�!�� 

0�#���	
�� *	�����. �*	�. k(x) �#������ �#���$
� ����	��������
� ������� ������� �� 
��������� ��		������ � ���
� x = (�1, �2), � �(x) — ���* ������. �*	�. DU �!�#������ 
����#����*4 �� ����������4 ����
� U. ����������.��, ���!��. �� �����$� ������� 
������ ��$�* ��*�� 	�	������ �*�
����, ��#��������� ��		������� ds, ����� DUp(x)ds; 
�#���$
� ����	��������
� ��� $� ������� ������ 	�	�����4� k(x)ds. � *	�����+ ��	��� 

��
*������ �����$� �	*/�	������	� ���.
� �����, 
���� �������� �� ���4� �����.. 
�� 
�#������, ��� |gradp(x)| = k, ��� gradp(x) = (I�/I�1, I�/I�2). 5�
 
�
 ����������� ��������, ��� 

������ ��	������	� �����	��� ���!��� � ����	������+ #�����, ����	������� ����������� 
���������, �� 

 

����� U 	����� ������ �*�4, ���$�� ��������.	� |gradp| J k. %�������� (8.1.5) ��	�� 
��#����� ������������ #�
���. &����������� #�
�� ���������� 	�����6���� ��$�* 

�����	�������� �����������, ����������� #�
�� — ��$�* �����������. %�������� 
(8.1.2) � (8.1.5) ����	�����4� 	�!�� *	����� �������	�� ��� �� ���	����	������-
��	����������+ ���
�+. ��$�� ��
�#��., ��� ����
 ������� U/�U� ����#����� ��������� � 

�$��� ���
� ���	����	���. 2	�� U ����� �� �!��/���	� � �*�. (#� �	
�4������, !��. 
��$��, ���$�	��� �	�!�+ ����
 ���� �*�.), �� p ���������� ����#����� 	 �����	�.4 �� 
����#���.��� ���������� 
��	�����. 

���
, �� ��	������ �����. ����	��������
� � *	�����+ ��+���#�� �����.��� 

��
*������. 5�
�� $� �����. ��$�� !��. ��	������ ��� �������� �
�����
� 	 
������#����� ������ 	�����	�� ����	��������
� (	�. '�
��� � �**, 1985). 
��	
��.
* ��	 ������	*�� � �	������ ������
�, �� �� !*��� �#*���. � ������+ 

�������	�*4 #����*, � ���	�� � �����. 
��
*������+ ���
�� ��#��$�*4 ������
*. 
�*	�. ���� � ��
��� ����
� ����������.�� �� !��� � �������	��. 5�
 $�, 
�
 � � 

������������ �������	��� ���!��$���� (
���* � -��, 1971), �� ��������� ��������	
�� 
��+���#� *	����������, 
������ ���$�� �����	�� ��#�*/���*4 	�	���* � 	�	������ 
�������	��. 
�� !*��� �#�����., ��� ��������� ������
� *	������� � �������������� 
��	6��!�. 



�*	�. � � U — ��#��$��� �������������4/�� ��	����������, 
������ *����������4� 
��������� *	������; �� �� �!�#��� *�����������. *	������ �������	�� — ������������* � 
�����������* #�
����. ��!��� ���+���/�� ������� �#������� �������, �� ��������� 
	���*4/�� #�
��� *	���������� 

 
� *�������� (8.1.6) ������ ��	�. gradp — U/�U� ���������� ����������� ������#�
 �������, 

������ �!�	�������� ��
	��*� ���!��� ��� �����*� �����.. ������ ��	�. � *�������� 
(8.1.7) �	�. ��
��.��� 	*��� ��	���� 	���	� � ��	���� �
	�����. 2	�� ��� 	*��� 
����$����.��, � ���� ���
� 	*/�	��*�� �#!���
 ������$����, � ���� #��	. ���$�� 
	��$��.	�. "������	�� ��� (8.1.6) � (8.1.7) ����������	� ������������ � ����������� 
#�
�����. 

:��!� ��
�#��. *	�������	�. (8.1.6) � (8.1.7), ��������� 0*�
��4 #����� ' 
�
 

 

�	���.#*� 	�����6���� 

 

� ��������.�*4 ������* ,�*		� 

 
�� ��$�� ���*���. 	���*4/�� *��������: 

 
� 	�*���, �	�� �� ���*6��� 
�
��-��!� *	����� �������	��, ��� �������� 	����� 
���������.��. �*	�. Kmin — �������.��� #������� ��������� �#���$�
 ����	��������
�. 
��������� 0*�
��4 ' [U,p] - Kmin - 
�� 0*�
��� ������ ���. 0*�
���  ��*����. ��� 
�����������.��, �!��/���	� � �*�. ��6. � �������	�� � ��������� *!����� 	� ��������. 
����������.��, 	�	���� *	�������. 
 



8.2 %��� ��	����	��� 
������������  
� ���
�	��� �����
��� 

� ��. 2 �� ���������� ������� *	�������	�� � 	��*
�*���� *	�������	�� � �!	*���� 
�
�������	
�� 	��	� *	�������	�� ��� ��������	
�+ 	�	��� � �
�����
�. ������� 
	������	���� ���*��.	��� *����$����, ��� �# ��������$���� �! *	�������	�� 
�
�������	
�� 	�	���� ��$�� 	�����. ����� ����#��+ �������. %	�������� ��������	
�� 
	�	���� �!���� �!����4� 	���	����� ����	������	�� 	������������ 	�	������ � ��� 
*	�������	�� � �������������� ��	6��!�. � ����/.4 �������� !��� ��
�#���, ��� �	�� 
�� �	��!�� ���!������ *	�������	��, ��������� 	�	���� #�������.�� *	��$���	�. ����
� 
�� �� ������� �/� �����#� ������� 	��*
�*���� *	�������	��. � ���� ��#���� �� ��
�$��, 
��� �# ��������$���� 	��*
�*���� *	�������	�� ��$�� ���*���. �/� !���� #������� 
�
�������	
�� ��#*�.����. 

��	���*4/�� �#��$���� !�#��*��	� �� ��!���+ �** (1981) � '�
���� � �** (1985, ��. 4). 
���$�� �	��� �!�����	� 
 ����������� ������ ���	����	������� �
�����
�. ���
������ 
��!�� �� ��
 *$ ��$��, ��
 
�
 ������ +���6� �����$��� 
 6���
��* 
��		* �������. 
������������	�, ��� � �
�����
� ����	������ ���� ��� ������, 
������ ����#�����	� 

��*��� �����	
��� ���	����	���, � ��� ���4�	� ��� ���6��+ 0�
���� — 
������ L(�1, �2), 
��*� L(�1, �2) � #���� �(�1, �2). ��������$��, ��� ��+������� �� #���	�� �� 
���	����	������� ����������, +��� 
��!������ 0�
����� ������	� � ���	����	���. 
����#���	��� � 
�$��� ���
� ���	�����	� ����#���	������� 0*�
���� ��!!�-&*���	� 

 
��� 0*�
��� Q[= Q(�1, �2)] — ��� ��+�� ����*
��� � ���
� (�1, �2), ������ B, 8, E ‡0, B+8+E  = 
1. �� ��$�� ������	��. (8.2.1) � 0���� 

 
��� q = Q/M, k = L/@, l = L/M. �����	�� ���
��		���	
�� ������, �������4�	� 	���*4/�� 
*	�����: 

 
��� r — 	���
� ��������, w — #���!����� �����, � — #����.��� ����� � � — ���� �� 
����*
��4. 2	�� r, w, � � � #�����, �� 



��� 	���� ���������� �������� k � l. ��������$��, ��� 	���
� �������� r ������	� 
���������� � ��	��$������� ������. 
�� ��������$���� ���������	�, �	�� 
������ 
��!����, � ����
 
������� ��+����	� � *	�����+ �����.���� 
��
*�������� �������	��. ��
 
!*��� ��
�#��� ��$�, ���� �� ����*
��4 � #���!����� ����� #���	�� �� ��	��, � #����.��� 
����� ����������	� � ���� �	���
� �� ��
��.��� ���!��.��	�� ����#���	���. 

:��!� ���	��. ���$���� ������� � ��!���� 	���, ������ ��� ��
�����+ ���� 

 

��� U � V ����	�����4� ����
� 	������	������ ������� � ��!���� 	���. ��������$��, ��� 
��
��.��� 	���	 �� ������ q* � ��
��.��� ������$���� ��!���� 	��� l* #�����. 5���� 
������������ #�
��� ��� ������� � ��!���� 	��� #���4�	� *���������� 

 

,���������� #�
��� ��������4�	� 	���*4/�� �!��#�� 

 

��� 	
������� ���� f (�1, �2) �!�#������ ��
��.��� #������ �� ��� ��#
� ������� ��� ��!���� 
	���. 7*�
��� #����� �� ������#
* KD ����� � ��!���� 	��� ��� ���+���/�� ��!��� 
������� �#������� ���*� �
�#��.	� �������. �# *�������� (8.2.2)-(8.2.6) � #������+ 
��������+ *	����� �� ��$�� ���������. �������	�*4 	��*
�*�* ���	����	������� 
�
�����
�. ����*�� #������., ���, ��#���� � 
������ ����$���� (8.2.6), �� ��$�� ���*���. 
*�������� � ��	���+ ����#�����+ ��� ��� �� ����*
��4 � #���!����� �����. 

&�� ���	���� ��������$��, ��� ����
� *����������4� *	����4 

 

������ �#������, ��� ��� ��� ���� ���4� �����������$��� �����������: ��!���� 	��� 
���$��	� �� ��	� �!������ 
 �����6������ �!8�
���, ����#�������� ������ — � 
�����������$��� �����������. 
�� ��������$���� ��#������ ��� #���	��. ���* ����*
��� 
�(�) � #���!���*4 ����* w(x) 
�
 

 



��� � — ��
�� ���������. �# (8.2.6) �����, ��� ����� ����
� � 
������� 	���� ��������4�	� 
(#�������) ��
��.��� 0*�
���� #����� �� ����	��������
* f (�1, �2)· ���	�� ����� �� ��$�� 
�����. ��������$��., ��� �#��	��� ��#*�.���*4/�� ���������.��� 0*�
��� �(�1, �2). 
��	
��.
* ����� ��
� ����4�	� ������� ��������� ����������, �� ��$�� ����!���. 
���+���/*4 ���������#���4 ����� ��
� ��
, ��� ��� !*�*� ��6������ ��00��������.��+ 
*�������� 

 
��� s — «��	���������� ��������». ���*
�*���� *	�������	�. ��6���� �#������, ��� �	�� 
��� 
�
��-��!� ��*��� ���������.��� 0*�
��� �* (�) ��#��	�. ��$�* ������ � ������ 
��	����� ����#������� 0*�
��� � � �* 	������	������ �� ���������� �1 � x2 &�	������� 
����, �� 
����� ��6���� ��� ��*+ ����������� �� ���4� 	��*
�*���+ ��#�����. 5����� 
����������� ����� ������� ���� � ��#�. 3.5. 
���*���. �!/�� +���
����	��
� 	��*
�*��� *	�������+ 	�	��� ����. ��*���, �� ��� 

	��*
�*��� *	�������+ 	�	��� �� ���	
�	��, 
 	��	�.4, �����	� +���
����#�������� 
�������. ��� *����$����, ��� *	�������� ����
 ��$�� ����. ��6. 
������� ��	�� �#���-
�������+ �	�!�+ ����
 � ��6. ��	.�� �����������+ 
�������� � ������	� ���������� �� 
�	�� �	���.��� ���*������ �!��	��. ���*��� ��
$� ���!��.��� ��#*�.��� � ���, 
�
 ���*� 
!��. 	��#��� �	�!����	�� ��$�* 	�!��. 
�� ������ ��#��$��� ��	������� ����. �����+ 
	+�� 	��*
�*��� *	�������+ ����
�� � ���	����	������� ������#���� �
�����
�, 
	������	��*4/�� ��
�� ����
��. 
�����	�� ���
	��� (���
	���, 1977), 	���	���� 	���	��� 	��*
�*���� *	�������	�� 

��$�� �!8������. � 	���*4/�� �������: 

�
��
�� 8.2.1. 2	�� 	�	���� (8.2.9) 	��*
�*��� *	�������, ��: 

i) ����
 ���*����� ���	4�*, #� �	
�4������, !��. ��$��, 
�������� ��	�� 
�#����������+ �	�!�+ ����
; ���, ��� ���� � �� $�, ����
 ����������	
� 
�
���������� ���$�	��* ��������.��+ �����+; 

ii) ��#��$�� �	�!�� ���
� ���� *#�� (�	�����
� � 	��
�) � ���	��� 	������� ���
�; 

iii) �� 	*/�	��*�� ����
�����, 	������4/�+ 	������� ���
�. &�� 
�$��� 	������� 
���
� 	*/�	��*4� ������ ����������+ ����
�����: ���� �+���/�+ � ���� 
��+���/�+. ����������.��, ��
�
�� �# ��+���/�+ ����
����� �� ��$�� �� 
#�
�������.	� �� ��*��� 	����, ��, 	����� ����4, ��#������.	� � ���$��� 	���� 
�
 
�+���/��. 



 

$�
. 8.2. ����
 � ���	����	������� ������#���� ��
�*� �	�!����	�� ���� *#��. 

"��*�����	�. ����
� �#������, ��� ����# 
�$�*4 ���
* ���+���� ���.
� ���� ����
�����. 
5����. ��		������ ������������4 ���+ ��#*�.����� � �������+ ������#���� 
���	����	������� �
�����
�. 
�	�����
 — ��� ���
�, �� 
������ ��	+����	� �	� ����
����� �# �
�*$�4/��� !�		���� 

�����
������. ��� �!��#*4� ���$�	��� ������.��+ ����
�����, ���������.��+ 
�*����� 

����������	
�� ������� 
���*���. 

�������	
�� ������#���� — ��� ������#���� 

����������	
�+ 
���� ��#������ �
�������	
�� ������.��	��, � �*�� ����	��������
� 
������.�� (	�. ��	. 8.2). "�	*��
 ����. 	+�$ 	 �������� 0�� 54���� ��� 	� 	�*���� ����� 
�����	
�� �
�����
�. � 	�*��� 	��
� �	� ����
����� �# �
�*$�4/��� !�		���� �����$���� 
	+����	� 
 �	�!�� ���
�, 
���*�� ��� ����. !*�*� #��
�*���� 
����������	
��� 
������, 
� ���	����	������� ������#���� — 	�	����� 
����������	
�+ 
����. ����������� ����
�� 
� ���+ ��*+ 	�*���+ �����������$��. �	�����
� ��$�� ��		��������. 
�
 ������ 
����#���	���, 	��
� — 
�
 ������ �����!�����. 
� �*�
�� (i) ������� 8.2.1 
���� 	��
�� � �	�����
�� ��#���4�	� ���	��� 	����. &�� 


�$���� 	���� 	*/�	��*4� ��� ���� ���+���/�+ ����# ���� ����
�����: ���� ���� 
�+���/�+ � ��*��� - ��+���/�+. ���	����	��� ��
�*� 	���� ��#!��� �� ������ 	�
����, 

�$��� 	����$�� �����!�����	
�� ����
�����, ���������4/��	� 
 �	�!����	��, �� �� 
�+���/�� � ���. ���$�	��� ������+ 
���*���, 
 
������ ��� �����!�����	
�� ����
����� 
���������.��, ��$� 	�	���� �# �����!��. "�#������ #��� �
�������	
�� �
�����	�� 



 

"�	. 8.3. ����
 � ���	����	������� ������#���� ��
�*� �	�!����	�� ���� 	����. 

��	����$��� �����. ��$�* ������ �����!�� � �����������$��+ 	�
����+, � ������#���� 
���	����	��� 	�	���� �# 	�
����� ��
�*� 	������� �	�!����	��. 5�
�� �!��#��, ��	
��.
* 
�	� ����	������� �*�� ��
����4�	� �� ������ �����, � �
��	���	�� 	���� ����	��������
� 
���$�� !��. ����. !�����������. �������� ���
� ����4�	� «������ 
�����������» 
���	����	��� 	 �	�!���� !������������� *	������� ����	��������
� (	�. ��	. 8.3). 
5����., �*
����	��*�	. ��� ���������, ��� ��
�
�� ����
����� �� 	�������� 	������� 
���
�, ��	����� ���!��.�*4 	+��* ����
�� � @�����+ 
���*���. ��	
��.
* ��6. ������ 
����
����� � �
��	���	�� 	���� ����������, ���$���� ����. �4!�� �# ��+ �������� ��!� 
 
����	�����4 ������� �����	
��� ���	����	���, ��!� 
 ��������4 � �	�!����	�., 
������ 
��$�� !��. ���.
� *#���. (������, ��� ��� ��
�+ *#�� ���$�� !��. �	�����
���, � ��� 
��*��+ — 	��
���. ����������.��, ������������ ����
� ��$�� ��	����$��. �� 
��������� 
	��
�, 	�	��������� ���.
� �# ����
�����, ����������+ 
 	������� ���
��. �	�!�� ���
� 
— ��� *#�� (���
� ����	������) 	��
�. 
�����
����	. �� �4!�� ����#���.��� 	������� ���
�, �� ��$�� ���	��. �����	
*4 

	��*
�*�* � �����. ��	
��.
* 
�$��� 	���� �
�*$��� ��*�� *	��������� � ��*�� 
��*	��������� *#����, L^ ��$�� #�
�4���., ��� � ��������.��� ����������� �� �	+������ 
	���� ����. �	�. 	������� ���
�, ��
 
�
 ��� ����� ����
����� 



 

"�	. 8.4. �!/�� 	+��� 	��*
�*��� *	�������+ ����
��. 

 

"�	. 8.5.  ���6�0� ���. 

�+��� � ��+���. ���	����	������� ������#���� �����	
��� ���	����	��� ����	������� 	�!�� 
��	����$����� � 6�+������ �����
� *��	�
� ���*	�����.���� � $����� ����, 
�
 ��
�#��� 
�� ��	. 8.4. ��������, ��� ���	����	������� ������#���� �� ��	. 8.2 



 

"�	. 8.6. ��#��$��� 	��*
�*�� ����
�� ��� 	�*��� ���������	
�� ��!���
�. 

� ��	. 8.3 ����4�	� ��
��.���� �!��	���� �!��#� *#�� � 	������� ���
� �� �!/�� ��	*�
�. 
�������	��*4/�� ���������.��� �����+��	�., ��� «����6�0� ���», ��
�#�� �� ��	. 8.5. 

������������	�, ��� ��!���� 	��� ������
��� ����. ����������� ���������, � ������ — � 
�����������$��� �����������. ��!�� 
��!������ 
������� � ��!���� 	��� � (8.2.2) 
#���	�� �� ��	������$���� (
��������� ���
�). 

�# ����������+ ��6� ��		*$����� �����, ��� ���	��� ��������$���� � 	��*
�*���� 
*	�������	�� ������ ��#��$��� ������ � ����������	
�� ����6���� ���	���� 
���	����	������� 	��*
�*�� �
�����
�. ����!�� ���* 
�
 �# �������� 	������	���� ��$�� 
�#����. 
�����	�����*4 ��0������4, ����������	
�� ��0������� � ���	����	������� 
	��*
�*�� �
�����
� ���*���� �# ��������$���� � 	��*
�*���� *	�������	�� 	�	����. 
5�
�� ��0������� ��$�� 	
�#��. ��� !��.6�, ��� ��� 
�$��	� �� ������ �#����. ��������, 
�	�� 	�	���� 	��*
�*��� *	�������, �� ��������� ���	����	������� ������#���� 
���	�������- �6� �������, ��	
��.
* �� ��
	������.��� *#�� ��
�
�� ����������	
�� 
����!��#������� �� ��$�� !��. �������� 
 ���	����� ��6� 	��*
�*��� *	�������� 
����
��. 

�����$���� ����� ��#���� !��� ���������� 	�*���� 	��*
�*��� *	�������� 	�	����. 
2	��	������ #����. �����	: 
�
��� !*�*� 



 

$�
. 8.7. ��#��$��� 	��*
�*�� ����
�� ��� 	�*��� �����!�����	
�� ��!���
�. 

��#��$��� 	��*
�*�� ���	����	������� �
�����
�, �	�� �	��!��. *	����� 	��*
�*���� 
*	�������	��? �	���.#*� �����4 
���	���0, ����� �� ���� �����	 ��� �**. 

2	�� �� ��������$��, ��� ���������.��� 0*�
��� #���	�� ���.
� �� ���+ ���������� 
(��������, �� 
��	��*
��� ����� � �+ ��!����� 	�	������, #���*$����	�� ����	����� � ��� 
�� �������), �� �# ������� 5��� 	���*��, ��� ��� �*$�� ��		������. ��6. 
�������	
�� 
0���� ���������	
�+ � �����!�����	
�+ ��!�����	
�+ ����
 

 
��� 0, 8 � E — ���������. �		���*� ��#��
�4/�� � ����������+ ����+ y-0*�
��� �	� 
��#��$��� 
��!������ B, 8 � E; �� ���*��� ������ ���	���� ��#��$��+ 	��*
�*�. �� ��	. 
8.6 � 8.7 ���� ���4	������ �	�+ 
�������	
�+ 0��� 	������	������ ���������	
�+ � 
�����!�����	
�+ ��!�����	
�+ 
���	���0. � ���+��� ��	�� 
�$���� ��	*�
� �#�!��$��� 
!�0*�
�������� ������!��#�� � ���	����	��� ����������. ��$� ���� ���� ����
�� ��� 
��#�����+ 




��!������ ����������. ��
� ��������� � (B, 8, E )-���	����	��� ���$*�	�, �� ����	�
�� 
!�0*�
��������� ������!��#��, ����
�� 	����� ���������� ��#���4� ���.
� ����
�� 
�#������� 	��*
�*�� ����
�. � �
��	���	�� !�0*�
��������� ������!��#�� ����� ��	�� 

���	������� �#������� +���
���� 	��*
�*�� ����
�. 

8.3 �����
������� ����
 � 
�	���	���������� 
����� 
«
������������	-������	���	» 
!�� 

� ������*/�� ��#���� �� ���� �!/�� �		��������� �����	
�� 	��*
�*��, �	���.#*� 
������� 	��*
�*���� *	�������	�� � ��*	�������	��. @��. ����� ��#���� — �#*���. �����		 
0����������� ��*	�������+ �����	
�+ 	��*
�*�. �� ��		������ #��	. ���	����	�����*4 
��������	
*4 �����. �
�����
�, ������$���*4 �** (1986). 
�� �����. ����	������� 	�!�� 
��	6�����*4 0���* ������ �������� ��
�� ���� «�*�.�����
����-�
	��������», 
������ 
!��� ��	������ ���*��.	���� (1939) � ��#���� ��#���� -�
	�� (1950) � ��*����. 
�*/�	�������� ���������� ������ ����4�	� 	!���$���� (��� �����!�����) � 

«���*����������» ����	�����. ������������	�, ��� 	!���$���� ����� ��	�� ��������.���� 
��+��� Y 	 #������� 
��00�������� ������������.��	�� s. ���*���������� ����	����� 
������������.�� 	
���	�� �#������� ��������.���� ��+��� dY/dt; 
��00������ 
������������.��	�� (�
	��������) ����� M. ����������� 	!���$���� ����	������, sY = 
MdY/dt, ���+���� 
 ������ -������ 	!����	���������� ��	��. �
���	�. �#������� 
��������.���� ��+��� � ����	����� ��$�� ���������. 	������	������ 
�
 

 

��������, ��� ��� 	�	���� ������	� ��	���� 	�*���� �������, ��		��������+ � ��#�. 6.6. �# 
���+ *�������� ����� 

 

"�6���� ���� ������ ���������� �	+����� ��	
������ ������ ���*��.	���--�
	�, �. �. ��� 
��6���� ���	���� ���������	
��� �	��������� 	 #��*+����� ��!� ����#��*+����� ������ 
������������� �������. 
�!�!/�� �����. *�������� (8.3.1) � ��		������ � ����������� ��*������ ���	����	��� 

�
	���� � ������. �!�#����� 	
�����	�. 
 ������* 
�
 
. �������� ��������.�*4 ������* 
,�*		�, 



��$�� ��
�#��., ��� �	������ ����� ���	����	������+ 
���!���� ��������.���� ��+��� 
	�*$�� �����	��� 0*�
��� ��+��� Ñ2Y = IY2/ Ix2 + I2Y/I�2 ('�
��� � �**, 1985). 

:��!� 	�����. �����. ����������, �� ������ ��		*$����� -�
	� � «��$��� ������» 
	�
��/���� 
����������$����, 
���� 
������ �� ��	����#�����	� � �!�	��������	� 	 
�	��	������� 	
���	�.4, � � «�����
� ����	�����», 
���� �	� ��*��� 0�
����, ������ 

�������, 	�������	� 	��#���4/���, � �+ 	�!	������� 	
���	�. ��	�� ������������ 
����	�����. -�
	 (1950) ���� ��� ����������� � ���� �������+ �������	��. �� $� ��� 
*���/���� �����#� #������ ���� MdY/dt � (8.3.1) ����������� 0*�
���� Mth(dY/dt), 
������ 
����� 	��	� �
	��������� 	 ���+��� � ��$��� ��������. �!��#� �*�� ��� 0*�
��� ����� 
������� ����	����.�� 	����� ���*����� dY/dt, �� ��� !��.6�+ ���������.��+ � 
����$����.��+ ��� #�������+ �	���������	
� 	������	� 
 -1 ��� +1. 

� ���+ ��������$����+ (8.3.1) ��$�� ������	��. � 0���� 

 


�� ���������� *�������� � ��	���+ ����#�����+. ���� �# ��� ��6���� *������������ 
*	����4 Ñ2Y = 0, ��� �#������ ���������� ��	���������� ���#��	���� 0*�
���. 

� 
���	������� ��������� ���� (����������) ������ ��$�� 	�	�����. ����	�������� �# 
�����#� 0�#���� ��������� � ���	����	��� (Y, dY/dt). &�� !��.6�+ Y � dY/dt 	�	���� 
#��*+���. � 	�*��� M > (1 + s) � 0�#���� ���	����	��� �!��#� ������ 
�������� 	*/�	��*�� 
�
��	���	�., 
����*4 ��$�� ��#���. #���� ����#��*+����, � � 	�*��� �����������$���� 
*	����� — #���� #��*+����. ���!������ ����#��*+���� � ������ � #��*+���� �� ����0���� 
��$�� �#�����. 	*/�	�������� ������.���� ��
��. 
�� �������$���� ��	������ �����# 
������, ����������� �** (1986) (	�. ��	. 8.8). &�� ��+�$����� *	����� 	*/�	�������� 
��
��� #��	., ��������, ��$�� !��. �	���.#����� ������� -��0� � !�0*�
����+. 

�*/�	�������� 	����������+ ��	���������� ������!��#*4/�+ 0*�
��� ��$�� 
�!���*$��., ����$�� d2Y/dt2 = dY/dt = 0. �# ���+ ��*+ ��	���+ 	�*���� �� �����, ��� ��$�� 
	*/�	������. 
�������		 ��$�* ���������� �#��������� � ���	����	������� 
�����������	�.4. �*	�., ��� �������, 
 = s = 0.5, M = 2, r = (x2 + y2)1/2· 5�
�� �!��#��, 
(8.3.1) ��$�� !��. #���	��� � ���� 

 
��� ?' � ?" �!�#����4� ����#������ �� Y �� ���������� t – r. �� ��	. 8.9 ��������� 
���4	������ 
���!���� ��� ��#�����+ #�������+ 



 

"�	. 8.8. %	�������� � ��*	�������� ������.��� ��
��. 

 

$�
. 8.9. �
"����"�� �� ��%��� ��

������� (r = 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5). 

r. &�� ����*	��, ���.6�+ �������, 	�	���� #��*+���, � ������.���� ��
�� ���. &�� !��.6�+ 
����*	�� ��#��
�4� ������.��� @�
�� ��#��	��4/�+ ������*�, 	���� ���.��� �� ������ 
	������	��*�� !�	
�������* ����*	*. -��� ������*�� ��
��� ��#��	��4� 



 

$�
. 8.10. �	���������	
�� ���	����	������� ��	����������. 

	 ��		������� �� ������ 
��������, ������ ��
���, ��-�������* �����
�� (�**, 1986). 
�	���������	
�� ��6���� ������� ���!��$���� ��
$� ��	������ �**. "�6���� 

���������� ���	����	������� ��	���������� ��� #������� t. � ���� 	�*��� ���	����	������� 

��������� ��		���������	� 
�
 !�0*�
�������� �������� ��������� #���	���	��. 
��������� �	���������	
�+ ��6���� ����� �# ��	. 8.10. 

��
�#���, ��� �������� ���	����	������� #���	���	�� ��#�*6��� �����.�*4 �������*4 
����������	�. �	+����� ������ � �������� 
 #����� ���	���� ���������	
��� ���$���� �� 
�����*������ �� �������. � ���� ����6���� ���	����	������� #���	���	�. ����!�� 
���	���4 ��	����������� 	�	���� 	 #���#��������. 

8.4 !	���	���������  ��##���  
��� ���$�������	 

������*/�� ������ !��� ��	������ � ���
�+ ���+���, ������$������ '�
����� � �**. 
������� ���� 
���� ������� ������$��� ��	
��.
� ��*��� �����. ������, ��� � 0�
*	� 
�������� ��+����	� ���	����	������� ��	���������� ��	������ � ��
�����+ &�*��+ 
���������+, +���
����#*4/�+ �����. ������������	�, ��� �
�������	
�� ������.��	�. 
	�	���������� � �����.��+ ���
�+ ������. � �	���6��	� ��	�� ����� �� ��		������ ��� 
������� � ���
�+ ��
��� ���+���. 

��	 ������	*�� ������������� ��������� ����������.��� � 



���	����	���. -���6� �#��	���, ��� ��	���������� ��	������ � 	����-�
�������	
�� 
������.��	�� ������4� 
 ��������� � ���������#����. �������� ���������#���� ��$�� 
	�*$��. ������� «��	6��!��+ 0�
�����» ��� �4��� � �+ �
�����	��. "�#*�.����� ��
�+ 
��������� ������	� ������������	�. ��	���������� ��	������ � 	����-�
�������	
�� 
������.��	�� � ���	����	��� � �������. � ���� ��#���� ��������	� �����., ��#��!������� 
(����� (1988	) ��� *���� �00�
��� ���	����	������� ��00*#�� ��� 0����������� 
�����	
�� 	��*
�*��. 

"�		���������	� �����	
�� 	�	����, 	�	���/�� �# ���+ ��	���: �������.���� �������� 

������ (@&"), �������4/�� �!��	�� � ������� �����	
��� ���	����	���. @&" — ��� ��	��, 

��� �����#*��	� !��.6�� ��	�. 	����-�
�������	
�� ������.��	��, �� 	����-�
�������	
�� 
������.��	�. ��$�� ����. ��	�� � � ��*��+ ��	��+ �����	
�� 	�	����. &�� ���	���� �� 

	������ @&" ���
��. ������������	�, ��� ������� �����	
��� ���	����	��� �����
��� 
 
�!��	�� 	��.	
�+�#��	�������� #�������.#������. ��$�* @&" � �������� ��$�� �!��	�., 
��#������� �������4/�� ���	����	����, ��� �4�� ���*� 	�����. ���� � #������.	� ��*��� 

	����-�
�������	
�� ������.��	�.4. 
�����		 0����������� �����	
��� ���	����	��� ���	�����	� ���$����� ������	�� 

��	������ � #����.��� ����� �� ������� � ���	����	���. ������ �����������: 

x(r,t) — ������	�. ��	������ � ���
� (r,t), 

y(r,t) — #����.��� ����� � ���
� (r,t), 

��� r — ��		������ �� @&" �� ���
� �������4/��� ���	����	���. ����� ���������� x(r,t) � 
y(r,t) �� #���	�� �� r, �� �������, ��� �����	
�� �����. ���������, � ��������� 	�*��� — 
�����������. �����	�� &�������	* � �*������ (1985), �	�� �����	
�� ���	����	��� 
��	������� ����, ������
� 	�	���� ��$�� !��. ���	��� �����.4 «+�/��
-$�����», 
�
 � 
��#�. 3.5, 

( )

( ) ,yxx
dt

dy

,xyy
dt

dx

1

1

-b=

-a=  

��������� 
������ ���������� ��� $�. �� #����, ��� ��6���� ���� 	�	���� �	���������� 
� ��� 	�	���� 	��*
�*��� ��*	�������. ��#��
��� �����	, ��#��$�� �� 	��!���#������. 
	�	���* 	 ����/.4 ��00*#�����+ �00�
���. 
��� ��
�����+ ��������$����+ � «���$����» #����.��� ����� � ��	������ �����. ������ 
���� «+�/��
-$�����» ��������� 

(3.5.1) 



������� ((���, 1988	) ��00*#������� ������� 	���*4/�� �!��#��: 

 

��� r0 — ��		������ �� @&" �� �����	
�� �������, Q1 — ��������, +���
����#*4/�� 
	��������� �#!�$��. 	
������� ��	������, Q2 — «
��00������ ���������	�� �����». 
,��������» *	������� ����4�	�                                       1 

 

������6���� (8.4.2) �#����4�, ��� «����
» ��	������ � ����� ����# ������* �����	
��� � 
	��.	
�+�#��	�������� ���	����	��� ��	*�	��*��. �*	�. �����.��� �����	
�� 	��*
�*�� 
���	�����	� 0*�
����� 

 

������ �����. ������ 	�	���� �# (8.4.1)-(8.4.3). ��$�� ��
�#��., ��� ��� 	�	���� ����� 
�	4�* ����$����.��� ��6����. 

"�		������ 	����� 	�*��� ( )Q=Q=Q 2

2

2

1 . %�������� (8.4.1) ���*� !��. ������	��� � 
���� 

 

�
��
�� 8.4.1. 2	�� Q1 = Q2, �� ��� t fi¥ �����	
�� 	��*
�*�� 	�������	� ����������, �. 
�. xr(r,t) = yr (r,t) = 0 ��� tfi¥. 

&�
�#����.	��� ��$�� ����� � ��!��� (���� (1988	). 
��� ��#*�.��� ���*��� ��������� 
0*�
��� 

 

	 ����/.4 
������ #����* ��$�� #���	��. 
�
 

 

	 	������	��*4/��� ���������� � �����.���� *	�������. 7*�
��� F #���	�� �� x � � 
�
 

 



�������� ������� ��
	��*�� 
 ����!�����	
�� ����������, �� ��$�� ��
�#��., ��� ��� t 
fi ¥ ����� ��	�� F fi 0 ��� �
���������� ���������	�� �����	
�� 	��*
�*�� ��� 
��	������� !��.6�+ t. 

��� ��#*�.��� ����#�� !���� ������	�� �� 	�������4 	 ��#*�.����� &�������	� � 

�*������ (1985). ��� �� ��		��������� ������� ���	����	������� ��00*#�� �� �����	
*4 
	��*
�*�*, ��������$��, ��� �����	
�� ���	����	��� ����. ����. 5������ 8.4.1 ��
�#�����, 
��� �+ ���
���
� �����	
�� 	�	���� 
�
 ��
���� 
����������� #������� 	���������� ��� 
	������ ���������� *	����� Q1 = Q2. � ���� 	�*���, �	�� ���.
� ��	 ������	*�� 	����-
������� 	�	������, �������� ��00*#�����+ �00�
��� �� �������� �� ��������� 	�	����, 
+��� ��$�� �������. �� �� *	�������	�.. 

�
��
�� 8.4.2. 2	�� ND � �# ���*�����, �� 	�	���� (8.4.1) �� ����� �����������+ 
���������	
�+ ��6����. 

"�		������ 0*�
��4 

 
 ��
� ��������., ��� dW(t)/dt £ 0, �. �. 0*�
��� W(t) — ���������� ����#��	��4/�� 0*�
��� 
�������. ����� ����, ��� ���������� 	��#* �*���, �, 	���������.��, ���������	� ������� 
8.4.220. 
5�
�� �!��#��, �������� ������0���	
�+ 0�
����� ���*6��� ��#��$��	�. �����������+ 

�	�������� �����	
�� ������ «+�/��
-$�����». 

8.5 %��������� � ����&���������� 
	����	���
� �	��� ��������  
��	��� 


��� ��#��� ��	��/�� �#*����4 ���	����	�������� � ���������� ��	���������� $������ 
������. ��	������ �����#������	� �� ��#������ ��*��� � 	������	���� 	 �+ �
�������	
��� 
� �������*��.���� +���
����	��
���. ��	������ ��$�� 
��		�0��������. �� ����* 
�$� 
�� !���+ � �����+, �� *����4 ��+��� ��� �!��#������. � ����������+ )����+ � ��
�����+ 
��*��+ 	�����+ 	�	*/�	�������� ��*�� ��	������, ��������$�/�+ ��#������ ��	��, 

207*�
������ (8.4.5) ��#������ ������	�� ��#*�.��� ������� 8.4.1 �� !���� �!/�� 

	�*��� ������� 8.4.2. (������, ��� �� *!����� ���.
� �� ���	����	������ �����������+ 

��6����+. ���������� ���������	
�� ��6���� (3.5.1) %������������ 	�	���� (8.4.1). — 
*���. ���. 



����$���� 	��.�#��� 	�����.��� ���!���� � �����* �#*����	. 	 ��#�����+ ����
 #�����. 
�� ��		������ ��� ���	���� ���.
� ��� ��*���, �!�#�������� 
�
 ��*��� 1 � ��*��� 2. 
������������	�, ��� ��$�* �!���� ��*����� 	*/�	��*�� �#�������	���� � ��� 	��	��, ��� 
�+ ����6���� ����4� �� +���
��� ��	���������� ��	������. ����6���� ���*� !��. 
��*$��4!����; ����*$��4!���� � «�������.����». ��
�$��, ��� ��#������� � 
	�	*/�	�������� #���	�� �� ���+ ����6����. �!�#����� ������	�� ��	������ ���+ ��*�� 

�
 X(r,t) � Y(r,t), ��� r — ��		������ �� @&" �� ��	�� ���$������. "�		����������� �!��	�. 
������0���	
� ����!�� �!��	�� �# ������*/��� ��#����. 

&���� � ���� ��#���� 	���*�� ��!��� ������ ((���, 1989	). 
���4��� �!��+ ��*�� ��$�� 
!��. ���	��� 	���*4/�� �!��#��: 

 
��� 0, b, � � di (i = 1,2) — ��	�������, W — �!��	�., �����
�4/�� 
 @&". 

��������� Q1Xrr � *�������� (8.5.1) ����$��� �00�
� ������0���	
�� ��00*#�� 
��	������. ,�����0���	
�� ��00*#������ ����� �#����4� 	
�����	�. �4��� 
 ���$�����4 
� ����� #�	������� ��	���	��. �������� Q1 �� 	���� ���� ��$�� #���	��. �� ���#��	���+ 

0*�
��� � ��#���	���+ ���������+ — 
��������� � �������. :��� a5(� - b5 - �Y) 
���	����� ���
��4 ��	������ �� �
�������	
�� *	�����. �� �����������*�� 0 
�
 
«0�#���	
*4» ���	����	�. �����	
��� ���	����	��� � ���
� �. ����� �������� B ��	������ 
(
��	�����), 0�#���	
�� ���	����	�. ��������� � ���	����	���. 2	�� ��������$��., ��� (b5 
+ cY) — 
�����	������� ���� ���	����	���, #���������� �!���� ��*�����, �� �������* (� - 
b5 - cY) ��$�� ��		��������. 
�
 �#!���
 ������$���� 0�#���	
�� ���	����	��. ����� ��� 
�������� � ��
������ ���
� 	�������	� !��.6� �*��, �� ������ ��	�� ���$������ 
�
�#�����	� !���� ������
����.��� ��� ��	������. ��������, ��� 
���� ��� ����� �*�4, � 
����� —d1XY � ��00*#������ �00�
�� �����!��$��� ����, �������� ��	������ 
���
��/���	�. ���$����. �5 � *�������� (8.5.1) — ��� 	
���	�. *	���������� �������	���� 
��	���������� ��	������ � ��*��� 1: �	�� ������	�. ��	������ ��	�
�, �� *	���������� 
�������	�� #��������, ��
 
�
 	�	���� ����� ��0����������. :��� — d1XY 	�*$�� ��� 
�#������� �#�������	���� ��*��. 
��� ���� �� ����� ����6���� 
 �
�������	
�� 0�
�����, 
����$�� 	�����.��� �#�������	����. ���00������ d1 ��$�� !��. � ����$����.���, � 
���������.���, � �*�����. 2	�� �� ����$������, ��*��� 1 �� ������	� $��. 	 ��*���� 2. 
2	�� d1 = 0, «��	����» ����*!�$����� ��	*�	��*4�. 2	�� d1 �����������, ��	�
�� ������	�. 
��*��� 2 ����������� ��	������ ��*��� 1. ��������, 



�� ��$�� 
��		�0��������. ��	������ � 	������	���� 	 �!��#������.��� *������, � ����� 
�!��#������� �4�� ���*� 	������.	� 
 ���$�����4 � ������ 	 ����!�������� !���� 
��	�
��!��#������+. 

����!��� $� �!��#�� ��$�� ���������������. *�������� (8.5.2). 
����*�� #������., ��� ��* 	�	���* ��$�� ��	6����., � ������ ��#������� �*����. 

��������, �� ��$�� ��#!��. ��	������ �� N ��*�� (N > 2). �� �������� 	 ��6�� !�#���� 
�����.4, ���	����	������� � ��������� ��	���������� ��	������ � ���� 	�*��� ��$�� 
#���	��. � �!/�� ���� 
�
 

 

���	�� 	 	������	��*4/��� �����.���� � ���������� *	�������. (���� ��$�� �		�������. 
��#���!��#��� *	����� 	����	����� � ��#���.���� ���$������ ��#�����+ 
��!������ ���+ 
��*��. 

�� ��$�� ��
$� *��	�. �#�������	���� ��$�* ������	�.4 ��	������ � ��*���� 
�����������, +���
����#*4/��� ����� (������!��#*4/��� �����������), ��
���, 
�
 
����� � 
�����	��� $��.�. �������� ��
��� ���+��� 	�*$�� �����. �# ������*/��� 
��#����. 

��$�� ��
$� ���	�� ��#������ �
#������� 	���, ��#���	��*4/�� �� 	��*
�*�* ������. 
��������, ��������.	��� ��$�� ��������. 	������.�*4 ������
*, ���!� ������������. 
	�	*/�	�������� ��	������. � ���� 	�*��� 	�	���* (8.5.1)-(8.5.2) ��$�� �!�!/��. 
 
	���*4/��* ���* 

 

��� E1(r,t) � &2 (r,t) — �
#������� «�+���». ��������, &1 ��$�� �#�����. ���������4 ��*��� 
1 � ������ ������. 2	�� &1 �� #���	�� �� ��		������, �� �!8�� ���������� #�����	� 
�
 
�������� &1, *���$����� �� ��#��� �����	
��� ������. 

&�� ���	���� �� ���������	� ���!���� ���
�� 	�*���� (8.5.1)-(8.5.2). ������6�� 
�����. 
�
 

 



�����.��� � ��������� *	����� ��#.��� 	������	������ � ���� 

 
��� n �!�#������ �����������, ������.��� 
 ������� � ��������������� �����, ¶W — 
������� �����	
��� ���	����	���, � �i � qi (i = 1,2) — 
��	�����. ,�������� *	����� 
��������4�	� ���, 
�
 �����	
�� 	�	���� �#�������	��*�� 	 «���6��� �����». 2	�� 
	�����., ��� ¶5/¶� � ¶Y/¶� — �������� ��	������, �� ������$����� ��������� *	����� 
�#����4�, ��� �������� #���	�� ���.
� �� ������	�� ��	������. 

� ��!��� ������ ((���, 1989	) ����������.�� �����#��*��	� 	�*��� b = � = 0 � di > 0 (i = 1, 
2). 
�� #�����, ��� �!8�� ���	����	���, #���������� ��	�������, �� ������ �� �������4, � 
����6���� ��$�* ��*�� ��*����� ��	�� 
��
*�������. '��� ��
�#���, ��� � ��#*�.���� 
��#�*/���� �����.��+ *	����� ����������.�� ���������� �����	
�� 	��*
�*�� 	�������	� 
������������. 

5����. ��	 ������	*�� �!/�� 	�*���, 
���� �� 	�	���* (8.5.3) ����$��� ��������� 
*	����� �������, �. �. p1 = �2 = 1 � q1 = q2 = 0 ��� 

 

�� #�����, ��� �������� ��$�* ������� � «�
�*$�4/�� �����» ��	*�	��*��. ������ 
�������� 

 
�
��
�� 8.5.1. �*	�. (X,?) — ��6���� 	�	���� (8.5.3) 	 ���������� *	������� (8.5.5), � 

�*	�. � 
�$��� ���
� r ˛ W �����.��� *	����� *����������4� �������	���� 0 < F(r) < K � 0 
< H (r) < d. 5���� ����� 

 



 

 

 

 

�*	�. ��� ���	���� ������������� Q1 = Q2 = 0. �������	��� 0 < F (r) �#������, ��� 
�����.��� ������	�. ��	������ ��*��� 1 �� ����� �*�4 �� � 
�
�� ���
� �����	
��� 
���	����	���. 2	�� #������, ��� a1/c1 = a/(� + d1), �� ������ ��	�. �������	��� F(r) < a/(� + 
d1) �#������, ��� �����.��� ������	�. ��*��� 1 ���������� 	���+* ���	����	�.4 �����	
��� 
���	����	��� � �!8���� ���	����	���, #������� ��*���� 2.   5�
 
�
 a2/c2 = a/(�+ d2), �� 
��$�� ��
 $� ���	�� �!8�	���. 	��	� �������	��� F(r) < a2/c2. 

%����$����� ������� (i) ���������	�, �	�� 

 

��	������ 	���������� � ��� 	�*���, �	�� d2 > 0 � d1 < 0. ��	
��.
* d1 (d2) ������	� ����� 
��#���	���� ��*��� 2 (��*��� 1) �� ��*��* 1 (��*��* 2), �� �����, ��� �	�� ��*��� 1 
	������	� $��. �!��#� ��*��� 2, +��� ��*��� 2 ��	������ ����*$��4!�� �� ����6���4 
 
��*��� 1, �� ��*��� 2 � 
���� 
����� �
�$��	� ����	������ ��*���� 1. �� �����, 
�
 
�����
��� ���� ����4������� �����		. �	���������	
�� �������	�� �� #���	�� �� ������� 
d1 � d2 — ��� �	��	������, �����* ��� � �	�������
� ��� !��.!� � 
��		���	
�� 	��	��. 5�
 

�
 5(r, ¥) = �/b, �� �����, ��� � ������� �	� �����	
�� ��
�	�. !*��� �	���.#����� ��*���� 
1: � ��������� 	�*��� ��*��� 2 	��$�� ��	�������. 	��� $���/� � �����	
�� ���	����	���. 
��*��� (ii) ��$�� !��. ��������������� ����������� �!��#��. 

��	
��.
* *	����� (in) ��$�� ������	��. � 0���� 

 

���!+����� �����!����., ���!� d1 � d2 !��� ���������.�� — ��$�* �4�.�� ��	*�	��*�� 
��������� (���!������, 
������ �����.�� 



���
� ���������	� �� ���
��
�). � ���� 	�*��� ����	�������� ��#��+ ��*�� ��	������ ���*� 
���$����. �� ����� � ��� $� ����������. ����*�� #������., ��� (iii) ���������	� ���.
� ��� 
����$����.��� h. ��*��� ���������.���� h �� �!	*��� ��$�. 

2	�� ��		��������. ����
��	���� ����� d1XY � d2XY 
�
 ����$���� �#�������	���� 
��*�� �� �00�
�����	�. �	���.#������ ��
�	�� �����	
��� ���	����	���, ���*������ 
��#*�.���� 	�������	� ���*������ �����������. 2	�� d1 ����$����.��, �� ��
������ ��	�. 
�����	
��� ���	����	��� �� ��$�� !��. �00�
����� �	���.#�����. 
�� ��$�� �	��	���., 
����$�� Q1 = 0. 5���� � 	�*��� �������	�� ����� 0 = b5 + �Y + d1Y. ��������, ��� ���� d1Y 
�� ����$��� �	���.#������ ��	������� �����	
��� ���	����	���. 

�
��
�� 8.5.2. �*	�. (X,?) — ��6���� *�������� (8.5.3) 	 *����� ��������+ *	����� 
(8.5.5) � b1/b2 < 01/02 < c1/c2. 5���� ����� 

 

 

��	
��.
* *	�����  b1/b2 < 01/02 < c1/c2 ��������� *	������ b/(b+ d2) < 1 < (�+ d1)/c � h < 
0, ���!+�����, ���!� d1 > 0 � d2 > 0. 5�
�� �!��#��, ��*��� 1 � 2 ��	�� 
��
*������. � ���� 
	�*���, �� ���6�	���� �������, ��$���� ���.
� ���� ��*���. ��$�� ��������., ��� 	�	���� 
����� ��� *	�������+ � ��� ��*	�������+ ��	������+ 	����������+ ��6����. 
�	���������	
�� �������	�� #���	�� �� �����.��+ *	�����. � 	�*��� (i), ��
 
�
 ������	�. 
��	������ ��*��� 1 ����. ��	�
�, � ��*��� 2 ��#
�, ��*��� 2 ���$�� !��. ����	���� � 
���� 

����� ��*���� 1. ���������� ��$�� �!8�	���. 	�*��� (ii). (��	. *��	��� #������., ��� ��� 
����	������ �� �������� �	��#������� � !��������	
�� 	��	��, �����* ��� �������� � 
������ �� ����*	���������	�. 
��6� �� «�#���������» �����	
*4 	�	���*, #���� �� ������� *	����� �������. 

������	�� ��	������., ��� ����#�����, �	�� �� «��
����» 	�	���*. "�		������ 	���*4/�� 
��������� *	�����: 

 



�0���*���*�� #����* �� 	�!	������� #������� 

 

��� k — 	�!	������� #�������, a S — 	������	��*4/�� 	�!	������� ��
���. 
�� *�������� � 
��	���+ ����#�����+ ��#�����	�� 1, � ��6���� ��� +���6� �#��	���. �!�#����� 
������.6�� 	�!	������� #������� 
�
 k0, � 	������	��*4/�� 	�!	������� ��
��� 
�
 f(r). 
��������*�� ���� ��
��� ��
, ��� maxf(r)= 1. ��$�� ��������., ��� k0 � f(r)����$����.��. 

�
��
�� 8.5.3. �*	�. ���������� *	������� #����� (8.5.3) ����4�	� *	����� (8.5.12). 
5���� �������.��� ��6���� (0,0) #����� (8.5.3) �	���������	
� *	������� � ���!��.��� 
	��	�� (����	����.�� �����������.��+ ��#�*/����), �	�� a1 < k0Q1, a0 < k0Q2, � 
��*	�������, �	�� a1 > k0Q1��� a2 > k0Q2. 

2	�� ��
�	�. �����	
��� ���	����	��� 	��6
�� ����, � ��� �� ����	���	� ��
�
�� 
��*���. %	����� ��*	�������	�� �#������, ��� ����#���.��� ����� ��#�*/���� 
�������.���� ��6���� �������� 
 ����� �����	
�� 	��*
�*��. �������, ��	 ������	*�� 
���.
� 	�*��� ��*	�������	�� �������.���� ��6����. "������	�� 	�	���� (8.5.1) 
����������	� 
�
 ��6���� 	�	���� *�������� 

 

�
��
�� 8.5.4. �*	�. 	�	���� (8.5.3) *������������ ��������� *	������ (8.5.12). 5���� 

i) 2	�� a1 > k0Q1� a2 < k0Q2, �� 	�	���� (8.5.14) ����� ����	������� ����$����.��� 
��6���� (X* (r), 0); � ��� �4!�� ���� �����.��+ 0*�
��� (F, H), *����������4/�+ 
*	������ 

 

��� ; ��$�� !��. ����#���.�� �����, ��6���� (8.5.3) *������������ *	������ 

 

ii) 2	�� a1 > k0Q1 � a2 > k0Q2, �� 	�	���� (8.5.13) �!������ ����$����.��� ��6����� (0, Y* 
(r)), � ��� �4!�� ���� �����.��+ 0*�
��� (F, H), *����������4/�+ *	������ 

 



��� ; ��$�� !��. ����#���.�� �����, ��6���� 	�	���� (8.5.3) *������������ 
*	������ 

 

5�
 
�
 a1 > k0Q1, *	����� a2 < k0Q2 � �*�
�� (i) ��$�� ������	��. � ���� Q1/k1 < a/k0 < 
Q2/k2; ��� �#������, ��� ���	����	�. �����	
��� ���	����	��� ���������� 	���+* 
+���
����	��
�� ��*��� 1 � 	��#* — ��*��� 2. � ���� 	�*��� ��*��� 2 	 �������� ������� 
����	���	� ��*���� 1. 

��
����, ��$�� ��
�#��., ��� �	�� a1 > k0Q1 a2 > k0Q2 �� ��� ���+���/�+ �����.��+ 
*	�����+ � 	�	���� ���*� 	�	*/�	������. �!� ��*���. ;���� ��� ��
�+ �����.��+ *	����� 
��$�� ����� � ��!��� (���� (1989	). 

8.6 '	$������������ �$	�������  
���� $���&�� ���� 

� ������*/�+ ��#����+ �� �����#������� ��#���!��#��� ���!���� �����0�����������. 
'��� ��
�#���, ��� ��	�� ��#��$��+ 0��� �����	
�+ 	��*
�*� � 	��*
�*��� *	�������+ 
	�	����+ �����.�� ����������. ��*	�������	�. *���������� ��#���!��#�� �����	
�+ 
	��*
�*�. :��!� ������4	��������., 
�
 ������ ��*	�������	�. ��$�� *	��$���. 
�����	
*4 	�	���*, �� ��		������ �����. ������, 
������ �!��#� ��*	�������+ �	�!�+ 
����
 ����� 	�!� ����!�� !��*/�� �����. 
�� �����. !��� ������$��� ������� 
���� ((���, 
1989�). 

,�����0���	
�� +���
���	��
� ��		����������� �����	
�� 	�	���� ����!�� ���, ��� 
��������� � ��#�. 8.4. ������������	�, ��� �����. ���	�����	� ��*�� �����������: 

n(r,t) — ������	�. ��	������ � ���
� (r,t); 

q(r,t) — 
���	��� $���/���� 0���� � ���
� (r,t), 

��� r — ��		������ �� @&" �� ��	�� ���$������. 
����*�� ������
�*�., ����
�; ��� �����., �!	*$������ � ��#�. 8.4, 
�	���	� ���+ 

�	��
��� �����		� 0����������� �����	
�� 	��*
�*��, ��$��� �� �����., 
����*4 �� 
!*��� 	�����. #��	.. 

������������	�, ��� � ������� �#*������� ������� ��	�����	�. ��	������ �� �#������	�. 
�� �����!������ �������0���	
��� �����		��� � �����		��� �������� ��$�* ������� � 
«���6��� �����». �����	�� ��!��� (���� (1989�), �����	
�� 	�	���� ���	�����	� 
	���*4/��� ��������	
��� *����������: 



 
��� G �!�#������ �!��	�. �����	
��� ���	����	���, � — �������� ���������, Q � d — 
	������	������ �������� ��00*#�� ��	������ � 	
���	�. ��#�*6���� $����� 0����. 
��	���� *������������ ������������ �����.��� � ��������� *	������. &�00*#������ 
�00�
�� �#������� 
���	��� $��.� ��	*�	��*4�. 

&�� ������������� (8.6.1) ��*	��� ��00*#������ ����. ���
, ����� 

 

�������	�, ��� ��� 0*�
��� f(q) ��$�� ����� �# ��������$���� ��������.��	�� ��������� 
����+�#��	��. 
�� 0*�
��� ���������� �������	��� #������� ������	�� ��	������ ��� 
#������� 
���	��� $����� 0����. 

%�������� (8.6.2) ���	�����, 
�
 
���	��� $��.� �#������	� �� �������. :��� —dq 
���	����� �00�
�� ��#�*6���� $����� 0����. ������������	�, ��� 	�	������ $���/ 
������$�����	� ������.����, 
������ ��������4� �������* ��	+���� �� 	����$���� $����� 
0����, � 	�����	�. $��.� #���	�� �� ��+��� ������.�� 	 ������� $����� 0����. �*	�. 
�!/�� ��+�� �!�#����� 
�
 I. &�+�� � ������������ ���
� #���	�� �� ������	�� ��	������ � 

���	��� $����� 0����, �. �. I = I(n, q), ������ ����#������ In ����� 0*�
������� 
#��
�������������, � ����#������ Iq ����$����.��. (��
 In � �!/�� 	�*��� ��� 
0�
	��������� *����� q �� ���������, ��
 
�
 *��������� ��!� *���.6���� ��+��� ��� 
*��������� ������	�� ��	������ #���	�� �� 
��
������ 	��*����. ����#������ Iq 
����$����.��, �����* ��� *�*�6���� 
���	��� $��.� ��� 0�
	��������� *����� ������	�� 
��	������ ���$�� �����	�� 
 ��#��	����4 ��+��� ������.��. ������������	�, ��� #������ �� 
������$���� $����� 0���� ����$����.�� 	��#��� 	 ��+����, �. �. dH/dI > 0. &�� ���	���� 
�� ��������� 0*�
��4 #����� �� ������$���� $����� 0���� 
�
 

 

��� K � < — ����$����.��� 
��00�������. 2	�� ���������������. q2/(l + <n) 
�
 ����* 
������� $����� 0����, �� �������� nq2/(1+<n) ����	������� 	�!�� ������ ��+�� 
����������.�� � ������ ���
�. �������� K ��$�� ���������������. 
�
 ����6���� #����� �� 
������$���� 0���� 
 �!/��* ��+��*. 



&�� �����#� 	�	���� �������� 	���*4/�� ����!��#������: 

 

� ��#*�.���� 	�	���� (8.6.1)-(8.6.2) ��$�� !��. #���	��� 
�
 

 

	 	������	��*4/��� �����.���� � ���������� *	�������. �� ������������, ��� � 	�	���� 
(8.6.5) �	���������	
�� �������	�� 	*/�	��*��. ��	 ������	*�� 	*/�	�������� 
���������	
�+ ��6���� ���� !��*/�+ ���� �!��#� �	���������	
��� 	������	
��� �������-
	��. &�� ��6���� ���� #����� ��	���.#*��	� ������� !�0*�
����. 

���������	
�� ��6���� ���� !��*/�+ ���� �!���� ��� *�������� � ��	���+ 
����#�����+ � ��	�� ��!�4��4�	� � 0�#�
�, +���� � !�������. ����!��� ��������� ��$�� 
������4	��������. 	+����, ����������� �� ��	. 8.11. 2	�� ���������������. ��
�� 
��������� 
�
 ����4��4 �����	
�� 	��*
�*�� � ���	����	���, �� �����, ��� � �����.��� 
	����� ���!���� ������ #�	������� ���	����	���, �. �. ���	����	��� 	 ���!��.6�� 
��#��	�.4 ��$�* ����.��� � �������	��� ������	�.4, ��	��������	� �!��#� @&". � ����-
���� ������� ���!���� ������ #�	������� ���	����	��� *������	� �� @&", � ��#$� 
���!��.6*4 ������	�. ��$�� �!���*$��. �
��� 	������� �������4/��� 
 �����* 
�����	
��� ���	����	���. 

"�6���� 	�	���� (8.6.5) ���� !��*/�� ����� ��$�� #���	��. � 

 



 
��� ; — ����$����.��� ��������, 
������ �*$�� �/� ���������.. ���������	
�� �����	
�� 
	��*
�*�� ���� !��*/�� ����� ����������	� 
�
 ��6����, ���������	
�� ����	����.�� r - ;t. 
����� 0*�
��4 W(r - ;t) = N'(r - ;t) � ���	����� (8.6.6) � (8.6.5), �� ���*��� 

 

��� 6���+ �#������ ����#����*4 �� (r- ;t). 5�
�� �!��#��, ��6� #����� 	�����	� 
 
��
�#����.	��* 	*/�	�������� ������.���� ��
�� � 	�	���� (8.6.7). (��	. ��������� ������� 
-��0� � !�0*�
����+. 

��
 ��
�#��� � ��!��� ������ ((���, 1989�), �������	�� � 	�	���� (8.6.7) — 
������ 
�!�#����� ����� 
�
 (N0, W0, Q0), ��� W0 = 0, — ����������	� �� 	+���, �#�!��$����� �� ��	. 
8.12. 

&�
�#����.	��� 	*/�	�������� ������.��+ ��
��� ��$�� �����	��, �	���.#*� ����� 
������ !�0*�
����, ���	����� � ��. 5. � ��!��� (���� (1989�) ��
�#��� 	���*4/�� �������: 

5������ 8.6.1. �����	� ���*	��� ���$�	��� #������� ����������, ��� 
�����+ � 	�	���� 
(8.6.7) 	*/�	��*�� ���������	
�� 

 

"�	. 8.12. �*/�	�������� ����	�������� ����$����.���� �������	��. 

���
 



�����	
�� 	��*
�*�� ���� !��*/�� ����� ���� 

 

��� D ����������	� ����������� #�����, � ; ��	������� ����. 

����*�� #������., ��� � 
���	��� !�0*�
��������� �� ��!���� �������� M. ��	
��.
* M 

= d/�, #������� ����� ��������� ��$�� !��. �#������ ��!� ��� �#������� 0�
���� �#��	� 
$����� 0����, ��!� ��� �#������� 	
���	�� *	���������� � *�������� ��� ������	�� 
��	������. ��
 	
�#��� � ��!��� (���� (1989�), ������� *����$����, ��� ��� ����� 
��#�*/���� !�0*�
��������� ��������� 0�����*��	� ����� �����	
�� 	��*
�*��. 
�������	
�� �	���������	
�� �����	
�� 	��*
�*�� !�0*����*�� 
 #���	�/�� �� ������� 
	��*
�*�� ���� !��*/�� �����. 

5�
 
�
 �������� ; ��	������� ���, #����6���� ������� ��
�� � 	�	���� ���!*�� 
#�������.���� �������. 

8.7 "������������� � 
�	����$	�������� 

� ���� ����� �� ��		��������� ��#���!��#��� ������ ������ � ���
�+ ���!��$���� 
��������	
��� ���	����	�������� �#�������	����. 5�
 $�, 
�
 � � ������*/�+ �����+, ��	 
������	*�� ��*	�������� ����4��� ������. "�#�!������ ���� ������� ��
�#���4�, ��� 
��*	�������	�. ������	� �	�����
�� 	��$��� ����4���. �	������ *��� � ���� ����� !�� 
	����� �� +���
��� �����	
�� 	��*
�*�� � �� �#�������. '��� ��
�#���, ��� �	���	���� 
����+ �#������� ���6��� 	���� �� ����������, �� #���	�/�� �� ������� �����	
�� 
	��*
�*�� ���*� !�0*��������. ���	����	������ *������������, #���	�/�� �� ������� 
������������ 	��*
�*��. 

�# ��������, ����������+ #��	., �� �����, 
�
*4 ��$�*4 ���. � �����		� 
0����������� �����	
�� 	��*
�*�� ������ 0�
��� ��00*#��: ��*	�������� �����. ������ 
��$�� !��. 	��!���#������� ��������� ���	����	������+ ���������+. �������, ��$�� 
����� � �����������$��� �������. 7�
����	
� ������� ��#����� � 0�
���� ��00*#�� �� 
����4��4 ������ �/� ���� �#*����. ����	�������	�, ��� ����� �����	
�� ������ ���4� 
��������4 
 ���������	��, ����� 
�
 !��.6�� — 
 �����������	��. ��	
��.
* �����		 
��	6������ ������ �!���� ����� ����. ��������, �� ��$�� ��		��������. ��#��� ������ 

�
 !�0*�
�������� ��������. ��� ����+��� ����� ��������� ����# ��
������ 
������	
�� 
#������� ���*� ��#���.	� !���� 	��$��� �����	
�� 	��*
�*��. 
�� 



���*������� ��������$���� �������� 
 ����* �!8�	����4 ��#���!��#�� � 	��$��	�� 
����4������+ �����		�� � ������+. ����
�, ���!� +���6� �����. ����!��� �����		�, 
���!+����� ��	�����. !���� 	��$��� ������ ������� � ��#��!����. !���� ��/��� �����-
����	
�� ������ �		���������. 

!	��������: (�	����	�
� ��
�����  � 

������
��������� 
����� 

� ���� �����$���� �� �������� ��� ������� ������� 0����������� 	��*
�*�. �� 
��
�$��, 
�
 �������4�	� ��#������ ���������	
�� ������ 
 �		��������4 ��������� 
��6���� *�������� � ��	���+ ����#�����+. ��$��� �������� ��� �!8�	����� 
�������� 
#���$����� �����
� �# +��	� 	�*$�� � 	��������
� �����. ���0�����#� (	�. -�
��, 1977). � 

���	��� $� �������, ���4	����*4/��� �����		 	���������#���� � ��		��������� 	�	����, 
+���6� �#��	��� �����. !�4		�������. 

8.7.1 ������ ��
��"����	 

���
��	��� �����.4 ���0�����#� ������	� ����� — $���� 	*/�	��� ������ � ��	
��.
� 
�����������, 	�	���/�� �# ~ 105 
����
 �������� 15 �����. ������������	�, ��� �����		 
���0�����#� ��$�� ��#����.	� *��	���� � !��+�����	
�+ �����		�+ �� 
������ 

 



���� ��*+ ����� +�����	
�+ ��/�	��: �
�������� � ����!�����. �!�#����� 
����������4 
�
�������� !*
��� �, � ����!����� — !*
��� h. �����. #���	�����	� 	���*4/�� �!��#��: 

 

��� r, k', s, �, v, Da � Dh, — 
��	�����, x — ��	���������� ��������. �� ��	. 8.13 � 8.14 
��
�#��� ��
������ ��#*�.���� ��	������� ��6���� ���� 	�	���� (	�. -�
��, 1977). 
��	
��.
* ��	 �� ������	*4� 
��
������ #������� ����������, ���	�� ���6�� ��
������ 
��#��$��� 	��*
�*��. 

 

$�
. 8.14. &�*������ �����. ���0�����#�: �) 
����������� �
�������»! b) 
����������� 
����!�����. 



�����  �!�#�������  

 

��  ��$��  ������	��.  (8.� .1) 
�
  

 

������������  ����������  ��6����  	�	����  (8.� .2) �����  ���  

 

�����  ���������  q1 = % – A0 �  q2 = I  — � 0, ���*���  ���*4  0���*  	�	����  (8.� .2) 

 
&��  ���������  �����#�  *	�������	��  	������������  ��6����  �����  %�������� , ��*	���  g(q) 
�  ���	�����  q = 08xN(J8f  + qt), ���  0, 8 �  f [= (X,?)T] — ��
���� , ��  ���*���  	���*4/��  
	�!	�������  #������� : 

 


