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ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Предмет и метод общей механики

Общая (или теоретическая) механика — это наука об общих за­
конах движения и равновесия материальных тел и о возникающих при 
этом взаимодействиях между телами. Общая механика представляет 
собой одну из научных основ всех современных технических дисцип­
лин; она лежит в основе изучения механического движения как на 
микро-, так и на макроуровне.

Механическим движением называется изменение взаимного поло­
жения материальных тел и отдельных их точек относительно друг 
друга. Механическое движение является неотъемлемым компонентом 
функционирования человеческого организма. Движения человека — 
своеобразное отображение всех процессов, (биохимических, физиоло­
гических и психологических), происходящих в его организме, 
В 1863 г. в работе «Рефлексы головного мозга» великий физиолог 
II. М. Сеченов писал: «Все бесконечное разнообразие внешних прояв­
лений мозговой деятельности сводится окончательно к одному яв­
лению — к мышечному движению».

Тело человека принадлежит к материальным телам. Материаль­
ные тела различны, но движение их обладает многими общими свойст- 
1шми, в том числе и не зависящими от физических свойств самих тел. 
Так, например, можно говорить о траектории центра тяжести какого- 
либо предмета (скажем, спортивного снаряда) и тела человека не 
принимая во внимание различий между живыми и неживыми телами. 
Эти общие свойства механического движения тел и изучаются в об­
щей механике. Ее задача — «дать наиболее полное и возможно более 
простое описание движений, происходящих в природе» (Р. Кирх- 
гофф).

Исходными понятиями общей механики являются: «пространство», 
«время» и «масса». Общая механика не пользуется, по существу, ни 
одним понятием, которое не являлось бы производным от этих трех 
основных понятий. Правда, это не единственные возможные исход­
ные понятия, и для первого восприятия они обладают даже значитель­
но меньшей наглядностью, чем, например, «скорость» и «сила» (ко­
торые во всех случаях и остаются для нас единственными средствами
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дли щмгрпши прострлпстма, времени п массы), но для изучения меха­
ническою движения особенно выгодны и силу наибольшей простоты 
выводов.

Напомним, что мироио.тфенпе, пытающееся все явления и свойства 
предметом вывести п:> п о н я т и й  пространства, времени и массы, носит 
полому памвание механистического. Однако не следует думать, что 
всякое применение законов механики для описания, например, дви­
жений человека является механицизмом. При анализе движений че­
ловека важно выделить те элементы (свойства) системы движений, 
которые ограничиваются кругом механических характеристик (кине­
матических, . динамических, условий равновесия и т .п .) . Описание 
у г и х  члемептов с помощью законов механики не будет противоречить 
современным диалектическим позициям в естествознании. В настоя­
щее время нет никаких оснований говорить о «неприменимости» за­
конов общей механики для описания движений человека. Однако 
необходимо всегда четко представлять себе тот круг их свойств, ко­
торый очерчивается возможностями законов общей механики, пост­
роенных на определенных абстракциях и предположениях.

Дли наиболее полного и простого описания движения общая ме­
ханика прибегает к схематизации явлений, выделяя их наиболее су­
щественные стороны. Поэтому она рассматривает движение не тех 
материальных тел, которые реально существуют в природе, а неко­
торых абстрактных моделей, отражающих только определенные общие 
свойства их. Наиболее простыми из этих моделей являются: матери­
альная точка, система материальных точек, абсолютно твердое 
тело, стержневая система (рычаг, кинематическая цепь, стержневая 
конструкция) и т. п.

Материальной точкой называется тело определенной массы, раз­
мерами которого можно пренебречь в данных условиях. Она отли­
чается от геометрической точки тем, что имеет конечную массу. За 
материальную точку в механике принимается не только мельчайшая 
частица тела, но иногда и тело весьма больших размеров. Так, напри­
мер, за материальную точку можно принять молот или ядро при изу­
чении их полета, а в ряде движений и тело человека. Когда размера­
ми тела пренебречь нельзя, можно мысленно разделить его на части 
и принять их за материальные точки. В этом случае само тело следует 
рассматривать как систему материальных точек. При изучении дви­
жения нескольких тел иногда можно принять их за материальные 
точки и рассматривать все вместе как систему материальных точек.

Все физические тела под влиянием внешних воздействий дефор­
мируются. Если деформация тела незначительна и ею можно прене­
бречь, считая расстояния между его частицами неизменными, то такое 
тело называют абсолютно твердым.

Применение в общей механике понятий материальной точки и 
абсолютно твердого тела упрощает проводимые в ней исследования. 
При отказе от этих абстракций нельзя было бы установить общих 
для всех тел законов движения, которые затем применять к реально 
существующим физическим телам (упругим, упруго-вязким, жидким
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п т. д., свойства и движения которых изучаются в различных разде­
лах механики, ставших, по существу, самостоятельными науками: 
сопротивлении материалов, математической теории упругости, гид­
равлике и др.).

Таким образом, в общей механике изучаются движения абсолют­
но твердых тел, с которыми в природе мы не встречаемся. Однако 
практика подтверждает правильность следствий, вытекающих из зако­
нов общей механики» Построенные на основании этих законов лег­
кие мосты выдерживают большие нагрузки, работают машины, пла­
вают корабли, летают самолеты, а космические аппараты достигают 
конечной цели.

Законы общей механики могут быть применены также для точного 
описания отдельных элементов системы движений человека. Но 
область применения их в данном случае ограничена теми специфи­
ческими особенностями, которые отличают живые системы от нежи­
вых.

Отличие биологических систем от неживых тел можно рассматри­
вать только в биомеханическом смысле; в основе этого отличия лежит 
отнюдь не то обстоятельство, что биологические системы не являются 
абсолютно твердыми телами. (Это обстоятельство в данном сравнении 
имеет тот же удельный вес, что и при сравнении двух неживых тел. 
И не более.)

В наибольшей мере интересам биомеханики отвечает концепция 
живых систем Э. С. Бауэра*, выражающаяся в форме нескольких 
законов, свойственных всем системам, которые принято обозначать 
как живые, и характерных только для них. Эта концепция получила 
название принципа устойчивого неравновесия, который определяет 
следующие свойства живых систем.

1. Всем биосистемам свойственно прежде всего самопроизвольное, 
т. е. не вызванное внешними причинами, изменение своего состояния. 
Если материальная система находится в состоянии покоя или движет­
ся тогда и туда, когда и куда ее двигают соответственно ее массе, 
инерции и сопротивлению трения, то никто не назовет эту систему 
живой. Самопроизвольное изменение состояния биосистемы возмож­
но благодаря таким скоплениям энергии в самой системе, которые при 
господствующих в ней условиях и при неизменных условиях окру­
жающей среды могут разряжаться.; То есть в биосистеме существуют 
такие разности потенциалов, которые могут разряжаться, т. е. вы­
равниваться, помимо внешнего содействия, а освобождаемая при 
этом энергия может проявиться по-разному, в том числе и в виде 
механической работы.

Этого свойства, однако, не достаточно для полного определения 
живой системы, так как им обладают также любые «заведенные» ма­
шины (часовой механизм, аккумуляторная батарея и т. п.).

* Основной труд Э. С. Бауэра — «Теоретическая биология». М.— Л ,, 
изд-во ВИЭМ, 1935.
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2. Биосистемы обладают устройствами, с помощью которых они 
могут измеиить внешнее воздействие (толчок, тягу, доставку тепла 
и т. п.) посредством процессов, протекающих за счет разности потен­
циалов. Этот существенный признак биосистемы характеризуется в 
биологии двумя свойствами — раздражимостью и возбудимостью. В 
современных технических устройствах принципиально можно смоде­

лировать раздражимость и возбудимость, однако для биосистем эти 
свойства постоянны, и в этом принципиальное отличие биосистем 
от искусственных систем. Например, чтобы ослабленную пружину 
натянуть вновь, необходимо произвести работу извне. Мышца произ­
водит эту работу после напряжения, возникающего вследствие раз­
дражения, которое является результатом процессов, происходящих 
и мышце без внешнего воздействия. Изменения, которые происходят 
и мышце после каждого ее раздражения, связаны с доставкой энер­
гии и восстановлением разности потенциала и отличают мышцу от 
простой пружины.

3. Работа живых систем при всякой окружающей среде направ­
лена против равновесия, которое должно было бы наступить при дан­
ной окружающей среде и при данном первоначальном состоянии сис­
темы. Биосистемы способны превращать свободную энергию в работу, 
повышающую работоспособность системы. Живые системы никогда 
не бывают в равновесии и за счет своей свободной энергии постоянно 
исполняют работу против равновесия.

Здесь лишь схематически отмечены принципиальные отличия 
живых систем от неживых. Но и этого достаточно, чтобы понять, на­
сколько сложна проблема полного описания движений человека как 
совершеннейшей из биосистем.

Физиология, биофизика и другие биологические науки, воору­
женные современной радиоэлектронной аппаратурой, много сделали 
для раскрытия закономерностей биологических процессов в организ­
ме человека. Цель биомеханики — объединить механические и био­
логические знания о движениях человека с тем, чтобы установить 
основные закономерности их формирования и развития.

Одна из задач предстоящих исследований заключается в том, 
чтобы ответить на многие вопросы двигательной координации чело­
века в экстремальных условиях, где движения нередко феноменаль­
ны. Особенно часто такие движения встречаются в спорте, когда при 
достижении рекордных результатов человек как биосистема раскры- 
вается наиболее ярко. Проявляемые в экстремальных ситуациях 
«сверхвозможности» представляют существенный интерес для тренеров 
и педагогов. Анализ двигательных возможностей человеческого орга­
низма — важнейшая задача биомеханики.

Законы общей механики позволяют описать окончательный резуль­
тат проявления этих возможностей, установить связи механических 
характеристик уже совершившегося или предполагаемого (при дан­
ных условиях) явления, поэтому эти законы не могут вступить в 
противоречие с теми биологическими свойствами системы, которыми 
определяются возможности организма.
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Знание общих законов механики *— необходимое условие позна- 
пия всех сторон двигательной деятельности человека. Именно с этих 
законов следует начинать изучение движений в спорте.

Курс основной механики принято делить на три раздела: статику, 
кинематику, динамику. Статика изучает условия равновесия твердых 
тел, кинематика — движения тел без учета действующих на них сил
и, наконец, динамика — механическое движение в связи с силами, 
приложенными к движущимся объектам.

§ 2. Основные законы механики*

Основные законы механики представляют собой результат обоб­
щения вековых наблюдений за движением материальных тел в при­
роде и при эксперименте.

Первый закон (закон инерции). Всякое изолированное от внеш­
них воздействий тело сохраняет состояние покоя или равномерного 
прямолинейного движения до тех пор, пока воздействия других тел 
не заставят его изменить это состояние.

Мы наблюдаем, что любое тело, как будто бы предоставленное 
самому себе, постепенно уменьшает скорость и, наконец, останавли­
вается (например, бильярдный шар после удара по нему кием, фут­
больный мяч после удара по нему ногой и т. д.). Это кажущееся про­
тиворечие закону инерции объясняется различным внешним влиянием 
на движение данного тела: трением о поверхность, по которой оно дви­
жется, сопротивлением воздуха и т. п. Они-то и замедляют движение 
тела. Если уменьшить сопротивление движению, то оно будет приб­
лижаться к равномерному. Если бы удалось устранить всякое сопро: 
тивление движению тела, то скорость его не изменилась бы ни по на­
правлению, ни по величине (следовательно, движение было бы пря­
молинейным, равномерным).

Взаимодействие материальных тел, в результате которого проис­
ходит изменение скорости движения этих тел (или их деформация), 
называется механическим.

Практически, конечно, нельзя изолировать тело от воздействия 
на него окружающих тел, в частности полностью устранить силы со­
противления движению тела. Поэтому для поддержания движения 
тела к нему нужно приложить некоторую силу Р. Если эта сила будет 
меньше силы сопротивления Р , то движение будет замедляться и тело 
остановиться; если она будет больше силы сопротивления, то скорость 
тела будет увеличиваться; если же величины этих сил будут равны, 
скорость тела будет неизменной. В этом случае силы, приложенные 
к телу, взаимно уравновешиваются. Такие силы не влияют на движе-

* Основные законы механики рассматриваются здесь в той мере 
в какой это необходимо для усвоения |;понятия о силе и изучения статики. 
Они изложены в третьем разделе курса — динамике — и описаны более под­
робно.
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име тела. Следовательно, можно сделать следующее заключение: 
веяное /пело, находящееся под действием взаимно уравновешенных сил, 
сохраняет свою скорость неизменной. 13 частном случае, когда скорость 
раина нулю, тело сохраняет состояние покоя. Если какое-либо тело 
движется с непммеиной скоростью, то можно говорить о том, что все 
деПствующт* на пего силы взаимно уравновешиваются.

('охранение шелом состояния своего движения (в частности, состоя­
ния покоя) неизменным при отсутствии действия на него сил (или 
при и \ равновесии) называется инерцией тела.

Второй закон. Между силой и изменением скорости (ускорением) 
существует прямо пропорциональная зависимость*.

Третий закон (закон равенства действия и противодействия). 
Силы, с которыми действуют друг на друга два тела, всегда равны и 
направлены по одной прямой в противоположные стороны (рис. 1).

Равенство действия и противодействия имеет место, например, 
при ударе по мячу (рис. 2 ): рука ударяет по мячу, а сила противодей­
ствия со стороны мяча действует на руку.

Человек испытывает ощущение мускульного усилия, перемещая 
какое-либо тело с одного места на другое, при изменении его скорости 
и т. п. По аналогии с этим ощущением силой называют всякое дейст­
вие одного тела на другое, в результате которого тело изменяет свое 
механическое состояние.

Природу возникновения тех или иных сил изучает физика; общую 
механику интересуют лишь механические изменения состояния дан­
ного тела в результате действия на него какой-либо силы (силы тя­
жести, силы трения и т. д.)«

* Этот закон является основным законом динамики и рассматривается 
в соответствующем разделе.

Рис. 1. Рис. 2.

§ 3. Понятие силы
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Пели изменение состояния тела выражается в изменении скорости 
(то движения, то говорят о динамическом проявлении силы. При мед­
ленной деформации тела имеет место статическое проявление силы.

Действие силы на тело определяется: 1) точкой приложения силы, 
2) направлением силы и 3) численным значением (модулем) силы, ко­
торое находят путем ее сравнения с некоторой другой силой, прини­
маемой за единицу.

За единицу силы в практике и в технической системе единиц при­
нимается килограмм, т. е. вес международного эталона, равный весу 
одного кубического дециметра чистой воды при 4°С на уровне моря 
и на широте 4 5 \

В международной системе единиц* за единицу силы принимается 
сила, называемая ньютоном.

1 кГ =  9,80665 н »  9,81 н «  10 — для приближенных рас­
четов, или 1 н == 0,101971 кГ  »  0,102 кГ  ж 0,1 кГ  — для прибли­
женных расчетов; 1 меганьютон (М н) =  1 н • 106 (1 М н  «  100 000 кГ)\
1 килоньютон {Кн) =  0,001 М н =  1 н • 103 (1 К н  ~  100 кГ).

Приборы, служащие для измерения силы, называются динамо­
метрами. Принцип действия динамометра основан на том, что до из­
вестных пределов деформация упругого элемента (пластины) или 
растяжение пружины пропорциональны силе, их вызывающей, и пре­
кращаются по прекращении действия силы.

§ 4. Скалярные и векторные величины

Существует два ряда физических величин, значительно отличаю­
щихся друг от друга. Такие величины, как температура, время, мас­
са и т . д., характеризуются (при выбранной единице меры) числами и 
называются скалярными величинами, или просто скалярами. Для ха­
рактеристики же таких величин, как сила, скорость, ускорение и 
др., указания одного их .численного значения недостаточно, нужно 
знать еще и их направление в пространстве. Такие величины назы­
ваются векторными величинами, или просто векторами.

Всякая векторная величина графически изображется прямоли­
нейным отрезком А В (рис. 3), длина которого в выбранном масштабе 
соответствует численному значению вектора, а направление совпадает 
с его направлением и указывается стрелкой. Точки А и В отрезка АВ 
являются соответственно началом и концом вектора А В . Численная 
величина вектора есть положительная скалярная величина, опреде­
ляемая арифметическим числом.

Так как действия над векторами существенно отличаются от дей­
ствий над скалярными величинами, то для их отличия друг от друга 
векторные величины обозначают одной или двумя буквами (первая 
обозначает начало, а вторая^конец вектора) с чертой наверху. Модуль 
вектора обозначают той же буквой (буквами), что и вектор, но без

* Система СИ — система интернациональная; подробнее см. в~гл. X II, § 60,
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черты. Для обозначения векторных величин часто применяют жирные 
буквы, л дли скалярных * обычные. Иногда с целью подчеркнуть, 
что интерес представляет только модуль, букву, обозначающую век­
тор, ст/шит и прямые скобки. Так, например / Р I — модуль вектора 
/*’, I АН I -модуль иоктора А В,

Различают три типа векторов:
I. Векторы еин:$апныс, имеющие определенную точку приложения.

2. Векторы скользящие, за начало которых может быть принята 
любая точка, лежащая на линии их действия. Скользящие векторы 
можно переносить вдоль этой линии.

3. Векторы свободные, за начало которых может быть принята 
любая точка пространства.

Два свободных вектора называются равными, если они имеют оди­
наковые модули и одинаковое направление (т. е. параллельны и 
направлены в одну сторону). Так, например, векторы А и В  (рис. 4)
— равные векторы. Векторы же Л и С, хотя и имеют одинаковые 
модули, не равны, так как направления их различны,

Рис. 3. Рис. 4,



Раздел I 

СТАТИКА

Г л а в а  I. 
ВВЕДЕНИЕ В СТАТИКУ

§ 5. Предмет и аксиомы статики

Статикой называется раздел теоретической механики, изучающий 
условия равновесия тел и механических систем, т. е. те условия, при 
которых приложенные к телу силы не изменяют его движения, а так­
же определяются возможные положения, равновесия.

В основе статики помимо первого и третьего законов классической 
механики лежат еще аксиомы статики. Они подтверждаются много­
вековой практикой и принимаются без доказательств.

Прежде чем говорить об аксиомах статики, необходимо ввести 
несколько определений. Предварительно следует заметить, что все 
положения статики применимы только к абсолютно твердому телу. 
При применении же их к реальным деформируемым телам необхо­
димо учитывать особенности последних.

1. Совокупность сил, действующих на данное тело, называется 
системой сил.

2. Система сил, под действием которой свободное тело не изме­
няет своего равномерного движения или продолжает оставаться в 
покое, называется уравновешенной системой сил.

3. Сила, присоединяемая к системе сил, действующих на тело, 
и приводящая систему к равновесию, называется, уравновешивающей 
силой.

4. Две системы сил, если они оказывают одинаковое механическое 
действие на одно и то же свободное твердое тело, называются экви­
валентными.

Первая аксиома. Абсолютно твердое тело находится в равновесии 
под действием двух сил тогда и только тогда, когда эти силы равны 
по величине и направлены по одной прямой в противоположные сто­
роны.
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Вторая аксиома. От присоединения к телу или устранения от 
него урлнпоношеииой системы сил равновесие тела не нарушается.

Следствие. Всякую силу, приложенную б какой-либо точке абсо­
лютно тиердого тел и, можно, не изменяя ее действия, переносить в 
любую другую точку, лежащую на линии действия этой силы.

Дли абсолютно тиердого тела существенна не точка приложения 
силы, л липни дейстипи ее. Можно сказать, что по отношению к аб­
солютно тпердому телу сила является 
скользящим ментором.

Треп,я аксиома. Равнодействующая 
днух сил, приложенных в одной точке 
и пнпр.'шленных -под углом друг другу, 
приложена и той же точке и по величине

и направлению равна диагонали параллелограмма, построенного на 
этих силах, как на сторонах.

Параллелограмм, построенный на данных силах, называется па­
раллелограммом сил, а сам способ нахождения равнодействующей та­
ким путем называется правилом параллелограмма.

Сложение сил по правилу параллелограмма называют их геомет­
рическим сложением. Как и сложение любых векторов, оно обозначает­
ся обычным знаком сложения (-]-), стоящим между буквенными изо­
бражениями векторов сил. Если Н есть равнодействующая двух сил 

и приложенных к одной точке О тела гимнаста* (рис* 5), то 
можно записать:

+  (1)

Третья аксиома говорит о равнодействующей двух сил, приложен­
ных в одной точке. Если же две силы приложены в различных точках 
тела (А и В) и пересекаются, то, пользуясь следствием, можно пере­
нести обе силы в точку пересечения их линий действия и затем сло­
жить по правилу параллелограмма (рис. 6 ).

* Здесь тело гимнаста находится в движении, и природа сил Рг и Р2 будет 
выяснена в разделе «Динамика». В данном примере важно обратить внимание 
только на геометрическое сложение этих сил.
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П р и м е р  I. 1. Альпинист весом «2 =  70 кГ, висящий на тросе, 
оттягивается в сторону веревкой с силой Р =  70 кГ. Найти равнодей­
ствующую этих сил, учитывая, что угол а  =  90°.

Р е ш е н и е .  Складывая по правилу параллелограмма силы @ и 
/ ’, определим их равнодействующую: Я. =  ф +  Р. Так как угол а  
между заданными силами равен 90°, диагональ параллелограмма 
/ /? / будет равна:

IЯI =■ V О 2 +  Р2 =  Т/ 702 +  702 =  98,96 кГ  =  960 н.

Таким образом, усилие в тросе, удерживающем альпиниста, при от­
тягивании увеличилось.

§ 6, Связи и реакции связей

Под свободным телом понимают тело, которое под действием сил 
может перемещаться в любых направлениях (например, летящий мяч, 
капли дождя). Практически наиболее часто приходится иметь дело 
с телами несвободными, т. е. с такими, которые соприкасаются или 
связаны (соединены) с другими телами, благодаря чему перемещения 
данного тела ограничены или невозможны.

Если тело несвободно, то говорят, что на него наложены связи. 
Связями называются тела, ограничивающие свободу перемещения дан­
ного тела. Так, для человека, стоящего на полу, связью является 
пол: он препятствует перемещению человека ниже пола. Для гим­
наста, находящегося в висе на перекладине, связью является гриф 
перекладины. Для отдельных звеньев тела человека, соединенных 
между собой (голень, бедро, стопа, позвоночник и т. п.), связями 
являются суставные поверхности, связки, суставные сумки и, конеч­
но, мышцы.

Сила, с которой связь действует на тело, препятствуя его переме­
щению в том или ином направлении, называется силой реакции этой 
связи, или просто реакцией связи. Сила реакции связи равна по мо­
дулю силе давления на связь и направлена в сторону, противополож­
ную последней. Так, например, если тело весом $  находится на глад­
кой поверхности стола (рис. 7), то его вес* направлен по вертикали 
вниз. Сила реакции Н со стороны стола, действующая на тело, на­
правлена по вертикали вверх. Модули этих сил равны: / ф / =  / Я /. 
Реакции связей существуют только тогда, когда данное тело действует 
на связи; как только прекращается это действие, перестают сущест­
вовать и реакции связей. Вес тела относится к категории активных 
сил. Силы, не являющиеся силами реакций связей, являются актив­
ными силами.

* Вес тела — сила контактная, она приложена к связи. Сила тяжести — 
дистантная сила, она приложена к центру тяжести.
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В приведенном примере сила тяжести (] остается неизменной по 
величине п направлению. При |)ен1еиин задач, где объектом исследо­
вания является несвободное тело, рассматриваемая сила приложена 
к различным телам. Поэтому вместо одного тела имеется система 
тел, а задача заключается и определении силы, действующей на изу­
чаемое тело, или н установлении условия равновесия этого тела. Так,

если нам нужно найти реакцию опоры како­
го-то предмета (см. рис. 7), то мы имеем дело 
с этим предметом и опорой (пол), являю­
щейся связью. Поэтому задачи статики — в 
том числе на равновесие несвободных 
тел — решаются при следующем^допущении. 
Всякое несвободное тело рассматривают 
как свободное, мысленно освобожденное 
от связей, действие которых на тело заме­
нено силами реакций этих связей (принцип 
освобождаемости связей).

При исследовании физических упражне­
ний для определения действующих сил часто 
приходится пользоваться принципом освобо­

ждаемости связей. Поэтому следует познакомиться с основными 
типами связей.

Простейшей связью является поверхность пола, препятствующая 
движению тела в определенном направлении, Она показана на рис. 7. 
Эта поверхность может быть шероховатой или идеально гладкой (не 
создающей трения). Связь в виде идеально гладкой поверхности назы­
вается идеальной. В ряде случаев трение тела о поверхность (связь) 
столь мало, что им можно пренебречь и рассматривать связь как иде­
альную. Пока речь пойдет об идеальных связях.

Направление реакции связи всегда противоположно тому направ­
лению, по которому данная связь мешает перемещаться телу. Так как 
абсолютно гладкая поверхность препятствует не скольжению тела по 
ней, а лишь перемещению, направленному по нормали к поверхности 
в точке соприкосновения тел, то ее реакция Ы2 (рис. 8 ) направлена 
по этой нормали. Величина силы реакции равна давлению, произ­
водимому телом на поверхность. Поэтому реакция^! перпендикулярна 
гладкой поверхности бруса.

В большинстве случаев направление реакции связи заранее не 
может быть указано и определение его является сложной задачей. 
Например, связь, возникающая в плечевом суставе, который прибли­
жается по своей форме к шаровому шарниру (рис. 9), имеет неопре­
деленное пространственное направление, а связь в плечелоктевом 
сочленении (блоковидном) (рис. 10) имеет неопределенное направление 
в плоскости плечевой и локтевой костей.

Для определения реакции связи на плоскости следует заменить 
ее двумя составляющими реакциями, линии действия которых могут 
быть выбраны произвольно. Удобнее неизвестную реакцию разложить 
на горизонтальную и вертикальную составляющие. В таком случае
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(рис. 11), хотя модули составляющих Кх и # у остаются неизвестными, 
направление этих сил уже задано.

Разлагая реакцию на составляющие, при постановке задачи можно 
пс заботиться об их направлении. Оно может быть выбрано неправиль­
но. В этом случае при решении задачи получится отрицательное 
мпачение— это укажет на истинное направление силы.

Вместо реакции шарнирно-неподвижной опоры можно, как уже 
было сказано, определить модули двух составляющих этой реакции. 
Поэтому, когда в изучаемой системе встречается шарнирно-неподвиж- 
ная опора двух стержней, необходимо помнить о наличии двух неиз­
вестных элементов (Вх и Ру).

До сих пор речь шла о связях с абсолютно гладкими поверхнос­
тями. Эти связи препятствуют перемещению тел только в направлении, 
перпендикулярном к поверхности, и характеризуются одной нормаль­

ные. 10. Рис. И .

ной реакцией (например, как на рис. 8 ). Негладкая поверхность за­
трудняет перемещение по самой поверхности. Следовательно, реакция 
негладкой поверхности должна быть сложной и иметь две составляю­
щие: одну — нормальную, к поверхности, и другую — лежащую в 
плоскости скольжения и направленную в сторону, противоположную
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перемещению тела, к которому приложены активные силы. Первая со­
ставляющая N  является нормальной реакцией, вторая — /?тр носит 
название силы трения. Следовательно, негладкие опорные поверх­
ности отличаются тем, что сила реакции 7? есть сумма двух состав­
ляющих N  и НТ{):

Я =  N  +  Ятр. (2)

щ ш  
в

а)

Рис. 12.

Рис. 13.

Хотя идеально гладких поверхностей, а следовательно, и идеаль­
ных связей в действительности не существует, во многих случаях 
величина силы трения бывает настолько малой, что ею можно прене­
бречь и практически считать связи идеальными. Примером таких 
связей являются суставные поверхности.
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Помимо связей, осуществляемых путем непосредственного сопри­
косновения поверхностей тел, бывают связи, осуществляемые 
через промежуточные тела. Например, тело гимнаста действует на 
блочный подвес колец через пару тросов, а тело фигуриста оказывает 
давление на лед через лезвие конька.

Пусть на кольце А троса АВ, другой конец которого неподвижно 
прикреплен к крюку В , висит тело (гимнаст) весом <2 (рис. 12). Реак­
ция троса Т  направлена вертикально вверх и численно равна весу 
тела ф. Важно заметить, что трос оказывает равное по величине, но 
противоположное по направлению действие на тела, с которыми он 
соприкасается своими концами.

Если трос, на котором висит тело, мысленно перерезать, то дей­
ствие усилия в тросе на подвес и на тело следует показать стрелками, 
как, например, на ри<?. 12, а. Если такой метод мысленного сечения 
применить к сжатому стержню, то усилия, действующие в этом стерж­
не, следует приложить к телам, которые он соединял, как показано 
па рис. 12 , б.

Г л а в а  I I ,

ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СХОДЯЩИХСЯ СИЛ 

в 7. Сложение двух сил, приложенных в одной точке

< '.модищимиги силами называют систему сил, линии действия ко- 
щрыч пересекаются и одной точке. Если все силы данной системы 
Нянчим' 1 и по лини нм их действии и общую точку А пересечения этих 
линий, 1»| диЙ» ппн’ системы на абсолютно твердое тело не изменится. 
М|м жммолищ люОую с 1н тему сходящихся сил заменить эквивалентной 
ни н'МпП сил, приложенных и одной точке. Здесь можно ограничиться 
р т  смотрением системы с.чпднщихеи сил, лпппп действия которых рас­
положены и одной илоекопп. Такую систему сил называют плоской 
инчемой сходящихся сил.

Сложение двух сил, приложенных к телу в одной точке, графи­
чески ̂ решаете и просто. Пусть в точке А твердого тела приложены две 
силы / \  и Р 2 (рис. 13). На основании правила параллелограмма 
сил равнодействующая этих сил Я приложена в той же точке А и оп­
ределяется по модулю и направлению диагональю параллелограмма, 
построенного на этих силах, как на сторонах.

Для нахождения равнодействующей вместо параллелограмма 
ЛИСО удобнее и проще построить только один треугольник АВС, 
Для этого из конца вектора одной силы (Р 4) проводим вектор {ВС), 
равный вектору второй силы (Р2). Замыкающая сторона АС  треуголь­
ника АВС  изображает по модулю и направлению равнодействующую

--- „г, г — Г.1-Г-
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двух данных сходящихся сил. Остается лишь в принятом масштабе 
измерить ее длину и определить числовое Значение. Треугольник АВС  
называется силовым треугольником, а данный способ сложения двух 
сил — правилом треугольника.

Равнодействующую двух сил, приложенных в одной точке, можно 
найти вычислением, используя тот же силовой треугольник.

Рис. 14.

§ 8. Разложение силы на две сходящиеся 
составляющие

Разложить силу на две составляющие — значит найти такую си­
стему двух сил, которая бы производила на тело то же самое действие, 
что н одна данная сила. Из ранее сказанного следует, что две сходя­

щиеся силы Р ± и Р2 можно 
заменить одной равнодейству­
ющей силой Р. Очевидно, и 
действие на тело одной дан­
ной силы Р можно заменить 
действием двух сил и Р2, 
обязательно сходящихся на 
линии действия данной силы 
Р. При этом сила Р должна 
быть диагональю параллело­
грамма, сторонами которого
ЯВЛЯЮ ТСЯ СИЛЫ р 1 и Р2.

Так как на данной диаго­
нали можно построить бесчис­
ленное множество параллело­
граммов (рис. 14), то для то­
го, чтобы решение было опре­
деленным, необходимо знать 
либо два направления, по 
которым должны действовать 
составляющие силы; либо 
модуль и направление одной 
из составляющих сил; либо 
модули обеих составляющих 
сил; либо модуль одной силы 
и направление другой.

Несмотря на широкое 
применение разложения сил 
на две и более составля­

ющие, нужно всегда помнить, что этот метод является услов­
ным и удобен для решения задач, но не всегда соответствует реально
существующим силам в изучаемой системе. Поэтому без тщательного 
анализа нельзя говорить о существовании сил, полученных на основе 
производимого разложения.
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П р и м е р  II. 1. При исследовании физических упражнений наи­
более часто силу (I требуется разложить на две сходящиеся силы, на­
правления которых О А  и О В заданы (рис. 15). В данном примере речь 
идет о реальных силах, действующих на опору в точках А  и В. Сила 
(1 известна, угол а  =  60°, (3 =  30°, Требуется определить состав­
ляющие силы <}.

Р е ш е н и е .  Из начала вектора силы ф проводим прямые О А и 
ОБ, а также О'А' и О 'В '. В результате имеем параллелограмм О А'О 'В , 
для которого сила ф является диагональю. Составляющие этой силы
ость вектор О А ' и вектор О В'. Данные составляющие могут быть оп­
ределены графиками и расчетами. Так, если сила тяжести ф =

70 кГ , то:
О А ' =  <2 соз а =  70 со5 60° — 35 кГ$

ОВ' — Особ р =  70 соз 30° =  60 кГ.

Из рис. 15 видно, что численная величина составляющих сил тем 
больше, чем больше угол между их направлениями. При достаточно 
большом угле модуль каждой из составляющих может быть и больше 
модуля разлагаемой силы. Это обстоятельство следует учитывать, 
если мы имеем дело с реальными силами и способом разложения поль­
зуемся с целыо учета этих сил.

П р и м е р  II. 2. Альпинисту нужно перебраться через расще­
лину пз точки А в точку В  с помощью подвесной люльки (рис. 16). 
Нее люльки и альпиниста <2 =[200 кГ, расстояние I =  10 м. Опре­
делить натяжение Т 1 и Т 2 тросов при стреле прогиба СИ, равной
0 ,'2Г> м\ 0,5 м\ 1,0 м.

т, ^  -у * с г„

т т | |  ОВ пп II АР '

Рис. 16.

Р е ш е н и е .  Разложим силу С1 на две составляющие Т 1 и Г2. 
Иитяжение троса Т 1 равно:

Т 1 =  — .
2з т а
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Н аходим, что
СП

2

СО

Далее находим значения а ь а 2, а 3 при заданном значении провеса СО 
и синусы этих углов (табл. 1).

Т аблица 1
Расчетная таблица к примеру II. 2 (значения натяжения троса)

СП (#) 18 а а/ 51П а Т1

0,25 0,05 2°50' 0,05 2000 кГ  (20 кн)
0,50 0,10 5°50' 0,10 1000 кГ  (10 кя)
1,00 0,20 11°20' 0,20 500 кГ  (5 кн)

Расчеты показывают, что если запас прочности троса невелик, 
то Перемещаться следует при больших стрелах его провеса.

§ 9. Силовой многоугольник

Многоугольник, стороны которого равны сходящимся силам и их 
равнодействующей и одинаково с ними направлены, называется си­
ловым многоугольником. Пусть, например, даны три сходящиеся силы 
Р1, Р%, Р3, которые необходимо сложить. Покажем данные силы в про­
извольном масштабе векторами, приложенными в точке А (рис. Л7). 
Выберем в плоскости действия сил произвольную точку О и отложим 
от нее вектор ОВ, равный в принятом масштабе силе Рг\ из конца его 
(точка В) проведем вектор ВС, равный силе /у , из конца_этого вектора 
(точка С) проведем вектор СО, равный силе Р3. Вектор А О , соединяю­

щий точки О и Г), в выбранном 
с о масштабе будет равнодействующей

сил Ръ Р2 и Р3. Полученный много­
угольник ОВСО — силовой много­
угольник. Замыкающая сторона 
его 0 0 , направленная от начала 
вектора первой силы к концу век­
тора последней, изображает равно­
действующую данной системы схо­
дящихся сил как по величине, 
так и по направлению. Чтобы 

о / к - определить линию действия рав-
Рис. 17. но действующей, достаточно про-
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нести через общую точку А линий действия сходящихся сил 
прямую, параллельную замыкающей стороне силового многоуголь­
ника од'.

Правило сложения сходящихся сил является общим правилом 
сложения любых векторов и называется геометрическим сложением. 
Оно справедливо при любом числе сходящихся сил.

Геометрическое сложение сил можно записать так:

5  = ? ! + ? »  +  ^3 (3)

или сокращенно:

т г =  Ё  ?п- (4)
п ' 1

Символ 2  обозначает, что нужно сложить выражения, стоящие за 
1

мим, придавая индексу п все целые значения от указанного под 
символом до указанного над символом. Иногда для упрощения записи 
пределы изменения индекса опускают, записывая:

(5)

В таком случае подразумевают, что складываются все силы, начиная
от Р1 до Рп. Равнодействующая системы сходящихся сил равна гео­
метрической сумме составляющих. Порядок, в котором строится 
векторный многоугольник, может быть изменен, так как от перемены 
мест слагаемых геометрическая сумма не меняется.

§ 10. Определение вектора по его проекциям

Геометрическое сложение векторов, например сил при построении 
силового многоугольника, связано с графическими построениями и 
не дает достаточно точных результатов. Поэтому часто прибегают к 
аналитическим вычислительным методам, основанным на применении 
метода проекций.

Пусть А В =  Р и ось х  лежит; в плоскости чертежа (рис. 18, а). 
Опустим на нее перпендикуляры из начала А и конца В вектора. Ос­
нования перпендикуляров (а и Ь) называются проекциями этих точек 
па данную ось.

Длина отрезка (аЪ) на оси проекций называется проекцией вектора 
на данную ось. Проекцию вектора на ось будем обозначать той же бук­
вой, которой обозначается вектор, указывая индексом ось проекции. 
Так, например, проекция вектора Р на ось х обозначается через Р х. 
Проекция вектора на ось считается положительной, если ее направ­
ление совпадает с направлением оси, и отрицательной-— в противо­
положном случае. На рис. 18, а и 18, б видно, что проекция вектора
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на ось положительна, когда вектор составляет острый угол с направ­
лением оси проекций; проекция вектора отрицательна, когда этот 
вектор составляет с направлением оси проекцшьтупой угол. Следова­
тельно:

1'1х =  аЬ9 Р2х ^ —'С(1.
Важно отметить, что проекция вектора накось представляет собой не 
векторную, а скалярную величину, так как она вполне определяется 
знаком и численным значением соответствующего отрезка оси проек­
ций. Часто оказывается удобным проектировать вектор на ось,; про­
ходящую через начало вектора, параллельную данной и одинаково

Рис. 18.

Рх

Ох1| О̂; Рх II Г |

х О хЕсли РиОх,то|Р̂ =Рх

О  х

Если РЮх.то Рх=в
Рис. 19.

направленную. Проекции вектора на две параллельные и одинаково 
направленные оси равны между собой как отрезки параллельных 
между параллельными. Это хорошо видно из рис. 19. Ось^ параллель­
на данной оси х  и одинаково с ней направлена. Из прямого треуголь­
ника ЛВС имеем:

Рх =  Р соз а. (6 )

Проекция вектора на ось равна модулю этого вектора, умноженному 
на косинус угла между вектором и положительным направлением оси 
проекций.
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Это равенство определяет численное значение проекции и ее знак. 
В рассматриваемом случае (см. рис. 18, а) угол а  острый, следователь­
но, его косинус положителен и проекция силы Рг положительна. На 
рис. 18, б проекция вектора Р2 отрицательна, так как угол |3 между 
вектором и положительным нап­
равлением оси проекций тупой и 
косинус этого угла отрицателен.

Если вектор параллелен оси 
проекций (а =  0  или а  =  180°), 
проекция вектора равна его мо­
дулю, взятому со знаком плюс 
или минус в зависимости от нап­
равления вектора. Если вектор 
перпендикулярен к оси проекций 
(а =  90°), то его проекция равна 
нулю.

Д ля определения вектора на 
плоскости нужно знать его проек­
ции на две оси прямоугольной системы координат. В этом случае, 
как видно из рис. 2 0 , вектор Н является диагональю прямоугольника, 
стороны которого численно равны проекциям вектора на координат­
ные оси. Отсюда следует, что модуль вектора Я равен:

Рис 20.

+  (?)

Направление вектора определяется из равенств 

Ях =  Я С05(Я, X) и Я у =  Я С 05(Ъ у)

где (Я, х) и (/?, у) — углы, образуемые вектором с положительным 
направлением соответствующей оси проекций. Отсюда:

С05 (Я, х)^=  соз (Я, у) =  - ^ р .  ](8)

Таким образом, всякий вектор йа плоскости вполне определяется 
(задан), если даны две его проекции на координатные оси. Для оп­
ределения вектора в пространстве нужно знать его проекции на три 
координатные оси.

§ 1 1 .  Проекция геометрической суммы векторов на ось

Теорема. Проекция геометрической суммы векторов на какую- 
либо ось равна алгебраической сумме проекций составляющих векто­
ров на ту же ось.
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Пусть дано несколько векторов, иапример, Ръ Р2, Р3, расположен­
ных в одной плоскости. По правилу сложения векторов геометричес­
кой суммой их будет вектор А й  =  ^  Рп, представляющий собой

замыкающую сторону вектор­
ного многоугольника АВС1), 
сторонами которого служат со­
ставляющие векторы (рис. 2 1 ).

Проектируя векторы на ка­
кую-нибудь ось х , получим:

Р1Х — аЬ, [Т*1 2  ̂ — Ьс,
РВх =  —ей, Я х — ай.

Из рисунка видно, что 
ай =  аЬ +  Ъс — ей, т. е.

Л, =  ^  +  /4* +  ^  =  2 ^ , -  (9)
что и требовалось доказать.

Данная теорема справедлива для векторов, расположенных не 
только в плоскости, но и как угодно в пространстве, и при любом их 
количестве.

§ 12. Определение равнодействующей плоской 
системы сходящихся сил

Как уже говорилось, равнодействующая системы сходящихся сил 
равна их геометрической сумме; проекция геометрической суммы век­
торов на какую-либо ось равна алгебраической сумме проекций сос­
тавляющих векторов на ту же ось.

Отсюда следует, что проекция равнодействующей системы сходя­
щихся сил на какую-либо ось равна алгебраической сумме проекций 
составляющих сил на ту же ось:

кх =  X, +  х ; + ; х ,  + . . .  +  х„ =  2  х я,

К>=1У1 +  У1 +  У,+-- +  Уп =  1>У„. (10)

Эти уравнения дают возможность определить, если известны проек­
ции сил на какую-либо ось, проекцию равнодействующей на ту же 
ось. Зная проекции какой-либо силы на две взаимно перпендикуляр­
ные оси, в плоскости которых лежит вектор данной силы, можно оп­
ределить по формулам (7) и (8 ) ее модуль и направление. Модуль рав­
нодействующей плоской системы сходящихся сил, лежащих в одной 
плоскости, определяется по формуле:

И = У Я \ + П ]  =  У(Ъ Х„)2 +  (2 К„)*. ( 11)

О

Рис. 21.
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У глы между равнодействующей и координатными осями можно опре­
делить по формулам:

Углы принято обозначать (Я, х) или (Я, у), т. е. указывать направ­
ления векторов или осей, между которыми лежит искомый угол. Так, 
угол а =  х), угол |3 =  (Я, у) (рис. 22). Формулы (11) и (12) дают 
возможность определить модуль и направление равнодействующей 
системы сходящихся сил, применяя алгебраические вычисления (ана­
литический метод).

§ 13. Условия равновесия плоской системы 
сходящихся сил

Ранее было показано, что всякая система сходящихся сил может 
быть заменена равнодействующей. Если эта система сил находится 
в равновесии, то ее равнодействующая должна быть равна нулю.

Рассмотрим геометрическое условие равновесия плоской системы 
сходящихся сил.

Равнодействующая сходящихся сил определяется как замыкающая 
сторона силового многоугольника. Чтобы равнодействующая равнялась 
нулю, замыкающая сторона многоугольника должна также равняться 
нулю. Иначе говоря, необходимо, чтобы силовой многоугольник замы­
кался сам по себе. Это положение можно сформулировать так: для 
равновесия системы сходящихся сил необходимо и достаточно, чтобы 
силовой многоугольник, построенный для этой системы сил, был зам­
кнутым.

На рис. 23 для находящейся в равновесии плоской системы схо­
дящихся сил Р 1у Р2, Р 3 и Р 4 построен замкнутый силовой многоуголь­
ник. В нем конец вектора последней силы совпадает с началом вектора 
первой. Это и есть геометрическое условие равновесия.

Теперь рассмотрим аналитическое условие равновесия плоской 
системы сходящихся сил. При использовании аналитического метода 
для анализа равновесия величина равнодействующей определяется., 
по формуле:

К =  1 /(2Х „)’ +  (2К„)*. (13)
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Рис. 23

Если Н ■■ 0, п при условии, что (2 Х п)2 и (2  Уп)2— всегда положи­
тельные, будем иметь:

2Х „ =  0 и Е Г „  =  0. . (14)

Эти уравнения называются уравнениями равновесия.
Таким образом, для равновесия плоской системы сходящихся сил 

необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую 
из двух любых взаимно перпендикулярных осей, лежащих в плоскости 
действия сил, равнялись нулю. На практике очень часто приходится 
встречаться с действием трех непараллельных сил, лежащих в одной 
плоскости. Если три непараллельные силы, лежащие в одной плос­
кости, взаимно уравновешиваются, то линии их действия пересе­
каются в одной точке.

Это нетрудно доказать путем построения треугольника равновесия 
этих сил.

§ 14. Решение задач о равновесии плоской 
системы сходящихся сил

Задачи о равновесии плоской системы сил, расположенных любым 
образом, рекомендуется решать в определенном порядке. Прежде 
всего следует, пользуясь принципом освобождаемости (см. § 6 ), 
освободить тело или точку, равновесие которых рассматривается, от 
их связей, заменяя последние соответствующими реакциями. Затем 
нужно сделать схематический чертеж, нанеся на него все активные 
силы и все реакции связей, приложенные к телу или точке. (Напомним, 
Что и статике признаком равновесия тела является его неподвижность.) 
Далее надо использовать условия равновесия сил в геометрической 
или аналитической форме, смотря по тому, какая из них оказывается 
более простой и удобной в данной задаче. В первом случае для сис­
темы сходящихся сил определяют искомые силы или другие неизвест­
ные в данной задаче величины при помощи построения замкнутого 
силового многоугольника. Во втором — находят искомые величины, 
пользуясь методом проекций, из уравнений равновесия (14).

За начало координат удобно принимать ту точку, в которой схо­
дятся силы. Координатные оси следует направлять так, чтобы проек-
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ции сильна эти оси можно было находить наиболее просто: часто рас­
полагают одну из осей перпендикулярно к линии действия одной из 
неизвестных сил, в этом случае проекция этой неизвестной силы ис­
ключается из соответствующего уравнения равновесия и расчеты 
упрощаются.

П р и м е р  И. 3. На велосипедиста, движущегося по окружнос­
ти с некоторым радиусом, действуют сила тяжести С1 =  81 кГ и цен­
тробежная сила Р' =  30 кГ  (рис. 24). Необходимо найти равнодейст­
вующую /?, если известно, что система велосипедист — велосипед 

отклонена от вертикали под углом а — 20° 
к горизонту (т. е. под углом, равным углу 
наклона трекового пути к горизонту).

Р е ш е н и е .  Точку О удобно принять за 
начало координат, а линию действия силы Р

за ось х. Ось у  направлена перпендикулярно к оси х. Проектируя 
силы на координатные оси, имеем:

Х х =  <2 соз (5, х) =  0,

Х 2 =  Р соз (?, х) =  30 соз 0° =  30 кГ  (295 н),

У! =  С1 соз (0, у) =  81 соз 0° =  81 кГ (794 я),

У2 =  Р соз {р, у) =  30 соз 90° =  0.

По формуле 10 определяем проекцию равнодействующей на ось х: 

Ях =  2  Х „ '=  0 +  3 0 >  30>Г  (295 я),

=  8 1 + 0  =  81 к Г (794 к).

По формуле 11 определяем величину (модуль) равнодействующей:

Я =  У Щ л К  =  1/ 8 >2 +  302 =  8 6  кГ  (844 к).
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Н аправление равнодействующей определяем по одной из формул 12:

Отсюда (по таблицам тригонометрических функций) находим:

Итак, равнодействующая /?, проходящая через точку О и точку О' 
(место соприкосновения колеса с грунтом), наклонена к горизонтальной 
поверхности иод углом а '=  70°.

П р и м е р  II. 4*. На гимнаста, выполняющего большой оборот, 
в некоторый момент времени действуют силы, приложенные в точке О: 
сила тяжести ($ =  80 кГ, центробежная сила Вц=  200 кГ  и сила, с 
которой тренер помогает ему выполнить упражнение, Р =  40 кГ 
(рис. 25). Нужно найти равнодействующую сил, приложенных к телу 
гимнаста. Известно, что сила Р перпендикулярна линии действия 
силы Рп. Угол а между С) и Р в исследуемый момент равен 20°.

Р е ш е н и е .  Примем центр тяжести тела гимнаста за начало коор­
динат, оси которых расположены по вертикали и горизонтали.

Определим проекции сил на оси координат.
Проекция на ось Ох:

Рх =  Р со5 (90° -  а) =  40 • соз 70° -  40 . 0,34 =  13,6 кГ  (133 я),

=  соз 90° = 0 ,  

р пх =  _  соз а =  — 200 • соз 20° =  — 200 • 0,94 =

=  — Ш к Г  ( -  1850 я).

Проекция равнодействующей на ось Ох:

Кх==р х +  С1х +  г пх =  13,6 +  0 -  188 -  -  174,4 кГ  (-[1710  я). 

Проекция на ось Оу:

Р у =  — Р соз а =  -  40 соз 20° =  — 40 • 0,94 =  -  38 кГ (— 373 я),

Рпх = ~  К  СО5'70° =  — 200 . 0,34 -  -  6 8  кГ  (— 670 я)в 
Проекция равнодействующей на ось Оу:

Ку =  р у +  С1у +  р пу =  _  38 -  80 - -  6 8  -  -  196 кГ  ( -  1920 я)

к  =  V &  +  У Х -  174,4)* +  ( -  196)2 =  263 кГ  (2580 «).

* Данный пример не относится к статике — он приведен здесь для упраж­
нения в определении равнодействующей методом проекций.

(Я, х) =  6 9 °3 0 '»  70°.

<2,  =  <2 =  — 80 кГ,

Равнодействующая:



Угол между осью Ох и равнодействующей Я находим по фор­
муле 12 :

Ях  _  Пх  _  - 1 7 4 ,4 .СОЗ (я . *) Я
V

263
=  — 0,664.

Он равен 48°36'. Знак минус перед 
косинусом означает, что угол не­
обходимо отложить от отрица­
тельного направления оси х.

П р и м е р II. 5. Определить 
усилия в тросах гимнастических 
колец Р г и Р 2 при выполнении 
гимнастом упора руки в сторо­
ны (рис. 26). Сила тяжести гим­
наста (ф)'дана.

Р е ш е н и е .  Примем центр тя­
жести тела гимнаста за начало ко­
ординат х я у, направленных го­
ризонтально и вертикально. Опре­
делим проекции сил Р ъ Р 2 на 
оси координат.
Проекции на ось л;:

Р1х =  Рг соз а,

Р2х =  — Р2 соз а,

<Э, =  0 .

Проекция равнодействующей на ось х:

Ях =  Рг СОЗ а — Р 2 СОЗ 0Г,

или, так как при равновесии Я х— 0 , то |Я/|/==|Ра1»
Проекция на ось у:

Р 1у =  Рг 31П а,

< З у = -< 2 - '

Проекция равнодействующей на ось у\

Яу =  Р 1 51П ос Р 2гз т  а. — 0  =  2Р^31П а — [ф,

или, так как при равновесии Яу =  0, то Р — ---- - -----«
2 з т а

На рис. 26 показана также схема графического решения этой задачи. 
В построенных силовых треугольниках является уравновешиваю-
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щей силой для усилий » тросах. Из рисунка видно, что при укоро­
чении подвески колец (при уменьшении а) усилие в каждом тросе 
увеличивается; увеличивается также горизонтальная составляющая 
усилия, называемая распором, которая оказывает «заклинивающее» 
действие на тело гимнаста в данном упражнении и облегчает удер­
жание «креста». Поэтому укороченными подвесками колец целесооб­
разно пользоваться при обучении данному упражнению. Обычно 
применяют пояс (ручную лонжу), делая с помощью него перехваты 
тросов па различных уровнях.

Г л а в а  III»
ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ СИЛЫ, ПАРА СИЛ 

И МОМЕНТЫ СИЛ

§ 15. Сложение параллельных сил. 
Пара сил и ее действие на тело

Сложение двух параллельных сил, направленных в одну сторону, 
производится в соответствии с теоремой*: равнодействующая двух 
действующих на абсолютно твердое тело параллельных сил, направ­
ленных в одну сторону, равна по модулю сумме модулей слагаемых сил, 
параллельна им и направлена в ту же сторону; линия действия рав­
нодействующей проходит между точками приложения слагаемых сил 
на расстояниях от этих точек, обратно пропорциональных силам.

Система двух равных по модулю и параллельных сил, направлен­
ных в противоположные стороны, называется парой сил. Примером 
такой системы сил могут служить усилия, передаваемые от рук шофе­
ра на рулевое колесо автомобиля (рис. 27, а). Пара сил имеет очень 
большое значение при анализе спортивных движений.

Сумма сил пары равна нулю: — / 2 =  0  (рис. 27, б), т. е. пара
сил не имеет равнодействующей. Несмотря на это, тело, на которое 
действует пара сил, не находится в равновесии. Пара сил, как 
показывает опыт, стремится вращать тело, к которому она прило­
жена. Это свойство количественно определяется моментом пары**, 
равным произведению одной из сил на кратчайшее расстояние между 
линиями действия сил.

Обозначим момент пары через М , а расстояние между силами — 
через Н. Тогда абсолютная величина момента (см. рис. 27, б) будет:

М = ГН = РХН. (15)

* Предлагается доказать учащимся.
** Момент пары есть векторная величина. Здесь имеется в виду модуль 

момента пары.
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Кратчайшее расстояние между линиями действия сил называется 
плечом пары, поэтому можно сказать, что момент пары сил численно 
равен произведению одной из сил пары на ее плечо.

Так как пара сил не имеет равнодействующей, ее нельзя уравно­
весить одной силой. Пара сил

уравновешена дру-может быть 
гой парой.

Поскольку в технической 
системе единиц силу измеряют 
в килограммах, а плечо в мет­
рах, момент пары сил измеряется 
в килограммометрах (кГм). В 
Международной системе единиц 
(СИ) силу измеряют в ньюто­
нах, а плечо в метрах. Соответ­
ственно момент пары 
ме СИ измеряется в 
метрах {нм).
1 меганьютонметр 
1000  кнм (мнм я
1 килоныотонметр
0 ,001  мнм (1 кнм я

Момент пары сил

в систе- 
ньютоно-

(мнм) =  
105 кГм), 

(кнм) =  
100 кГм). 

считают
положительным, если пара 
стремится вращать тело против 
хода часовой стрелки, и отри­
цательным, если по ходу часо­
вой стрелки. Рис. 27.

Две пары сил считают эквива­
лентными в том случае, когда пос­
ле замены одной пары сил другой состояние тела не изменяется, т. е. 
по изменяется диижение тела или не нарушается равновесие. Пару 
сил » плоскости ее действия можно переносить в любое положение: 
эффект действия пары сил на твердое тело от этого не зависит.

Основой для сложения пар является следующее свойство пары 
сил: можно как угодно изменять величины сил и плечо пары, не нару­
шая состояния тела, если момент пар остается неизменным. Так, пару 
сил РРХ с плечом Нг (рис. 27, в) можно заменить парой с пле­
чом /г2, сохраняя момент пары неизменным.

Примером пары сил в биомеханических системах может служить 
пара: активная мышечная тяга (Р) — реакция суставного сочленения 
(Я) (рис. 27, г).

§ 16. Сложение пар сил

Пары сил, подобно отдельным силам, можно складывать. Пара 
сил, заменяющая собой данные пары, называется результирующей.
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Сложим дне лары, расположенные в одной плоскости: Р ХРХ и Р 2Р2 
с плечами Л, и Л2 (рис. 28), т. е.

М ^ Р . Н ^

М 2 =  — Р2 ^2*
Приведем данные пары к одному плечу, не изменяя величины мо­

ментов каждой пары. Некоторый отрезок А В  — Н  примем за общее 
плечо преобразованных пар. Обозначим С}ъ <32 и Р2 силы эквива- 
лептпых пар. Тогда

= Р1к1 ~  0.Н,

М 2 = - Р 2к2 =  - Р 1Н.

Складывая силы, приложенные в точках А я В,  найдем их равно 
действующие:

_  (16)
Равнодействующие и ^ 2, равные по величине и направленные 

в противоположные стороны, образуют пару сил Я1Я 2У момент ко­
торой

М  =  Я1Н =  Я2Н. (17)
Пара Я\Я2 представляет собой результирующую пару. Подставим 

в уравнение 17 значение Я из уравнения 16. Получим: ~
М =  Я1Н =  (С}1- Р 1)Н .

А так как

С}Н = М 1У

-  рхн = м2,

то

М = М1 + м2.
г 2

Рис. 28.

Таким образом, приходим к заключению, что момент результи­
рующей пары равен алгебраической сумме моментов составляющих пар. 
Это положение применимо к любому числу пар, лежащих в одной 
плоскости. Поэтому при произвольном числе слагаемых пар момент 
результирующей пары определяется по формуле:

м = м1 + м2 +... + м;=  2  мь. (18)
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Д ля равновесия системы пар необходимо и достаточно, чтобы мо­
мент результирующей пары равнялся нулю или чтобы алгебраическая 
сумма моментов пар равнялась нулю.

п
м =  2  мг = о. (19)

§ 1 7 .  Момент силы относительно точки

Пусть некоторое тело (пластина) будет вращаться около точки О 
(рис. 29, а). Чтобы привести его во вращательное движение, нужно 
приложить силу Р. Если она будет направлена вдоль линии, прохо­
дящей через ось О, то движения (вращения) не произойдет, так как 
эта сила будет уравновешена реакцией опоры (оси). Если сила Р 
будет иметь какое-либо другое направление, то она вызовет вращение 
тела. Мерой действия силы, вызывающей вращение тела, служит 
момент силы.

Моментом силы относительно точки* называется произведение 
величины силы на плечо, т. е. на перпендикуляр, опущенный из данной 
точки на линию действия силы (рис. 29, б). Точка, относительно ко­
торой берется момент, называется центром момента, а перпендику­
ляр Н — плечом силы относительно центра момента.

Момент силы Р относительно О обозначается:

Моменты сил измеряют в килограммометрах (кГм) илй в ньюто­
нометрах (нм), как и моменты пар.

Принято считать момент силы положительным, если сила стре­
мится вращать тело против хода часовой стрелки (рис. 29, в), и отри­
цательным— в противоположном случае (рис. 29, г). Когда линия 
действия силы проходит через данную точку, ее момент относительно 
этой точки равен нулю, так как плечо равно нулю. Величина и на­
правление (знак) момента силы зависят от положения точки, отно­
сительно которой определяется момент.

П р и м е р  III. 1. На рис. 30 показаны три положения гимнаста 
относительно грифа перекладины (точка О). Вес гимнаста (ф) равняет­
ся 70 кГ. В зависимости от его положения плечо Н принимает значе­
ния На=  0,45 м\ Нь=  1,0 м и Нс=  0,25 м. Необходимо определить 
момент силы тяжести, действующей на гимнаста в положениях а, Ь 
и с. Плечи — длины перпендикуляров, опущенных из точки О на ли­
нию действия силы (2 , приложенной в центре тяжести тела,— заданы.

* Момент силы относительно точки есть векторная величина/Здесь имеется 
в виду модуль момента силы.
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Р е ш е н и е .  Момент силы тяжести ф относительно точки О 

М 0 { Ъ)  =  Чк

во всех трех случаях будет отрицательным, так как сила стремится 
вращать тело гимнаста по ходу часовой стрелки.

Мо  ( ё ) =  -  0На =  -  70 • 0,45 =  -  30,5 кГ  ( -  0,305 кнм),

Мо (<2) =  — 0НЬ =  -  70 • 1,0 =  -  70,0 кГм ( -  0,700 кнм),

М с0 ( ^ ) =  — <}кс =  — 70 • 0,25 =  -  17,5 кГм  ( -  0,175 кнм).

§ 18. Момент силы относительно оси

Наиболее часто центром момента является точка, лежащая на оси 
вращения. Эффект действия силы на тело в этом случае зависит от 
величины силы, ее наклона к оси и расстояния от точки приложения 
силы до оси. Силы, проходящие через ось, и силы, параллельные оси, 
не могут вызвать вращения тела вокруг этой оси. Для оценки враща­
тельного эффекта силы относительно закрепленной оси пользуются 
понятием момента силы относительно оси М 2 (.р), где г — ось вра­
щения.

Пусть на тело в какой-либо точке, например точке А (рис. 31), 
действует произвольная сила/7, не параллельная оси вращения С}2 и не 
пересекающая ее. Проведем плоскость ф, перпендикулярную оси Ог 
и проходящую через начало А вектора силы. Разложим заданную 
силу Р на две составляющие: Ръ расположенную в плоскости ф, и 
Р параллельную оси 0 2.

Составляющая Р2, параллельная оси 0 2, не создает момента отно­
сительно этой оси. Составляющая Ръ действующая в плоскости <2, 
создает момент относительно оси 0 2 или, что то же самое, относительно
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Рис. 31.

точки О. Момент силы Рх измеряется произведением модуля самой 
силы на длину перпендикуляра к , опущенного из точки О на линию 
действия этой силы, т. е.

М г{Р)=Рф -  (21)
В выражение момента силы относительно оси входит только со­

ставляющая сила, лежащая в плоскости, перпендикулярной оси 
нращения.

Знак момента по общему правилу определяется направлением 
иращения тела: (+ ) при вращении против хода часовой стрелки, (—) 
при вращении по ходу часовой стрелки. При определении знака мо­
мента следует находиться со стороны положительного направления 
оси. Поэтому на рис. 31 момент силы Р относительно оси 02 отрица­
телен.

Итак, для определения момента силы относительно оси* нужно: 
1) спроектировать силу на плоскость, перпендикулярную оси, 2 ) най­
ти момент проекции силы на плоскость относительно точки пересе­
чения оси с этой плоскостью. Нередко определение момента силы от­
носительно оси сводится к определению момента силы относительно 
точки на оси вращения (как на рис. 31). При исследовании спортивных 
движений определять момент силы относительно точки или оси вра­
щения приходится очень часто: выполняя различные упражнения, 
спортсмен совершает движения в вертикальной плоскости, располо­
женной перпендикулярно оси вращения.

§ 19. Рычаги. Равновесие рычага
Рычагом называется твердое тело, шарнирно закрепленное на 

некоторой оси. В технике рычаг — это чаще всего брус правильной 
формы. В биомеханике и анатомии тело, образующее рычаг, может 
иметь довольно сложную форму (рис. 32). При решении многих задач 
приходится рассматривать равновесие тела, шарнирно закрепленного 
н;| некоторой неподвижной оси (рычаг).
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Рычаг может вращаться вокруг оси закрепления или центра шар­
нира. Рычаг будет находиться в равновесии, когда алгебраическая 
сумма моментов всех действующих на него сил относительно его непод­
вижной точки О равна нулю:

Д ля рычага (рис. 33, а)\

или

2  Мо  ( р , ) = о.
I

— ^1^1 “Ь ^У*2 =  0 

=  РгК-

(22)

(2 2 а)

Ь| I >12-М| Т г

Подбирая соотношения плеч, можно изменять соотношение сил. 
Рычаги, показанные на рис. 33, б, служат для получения большей 
силы при малой приложенной (Р2"> Рд- Рычаг на рис. 33, в требует 
приложения силы Р г большей, чем сила Р 2; однако здесь при малом 
перемещении силы Р г достигается относительно большое перемещение 
точки приложения силы Р 2-

§ 20. Составные рычаги

В биомеханике часто встречаются составные рычаги, нагруженные 
на конце. По существу, это стержни, связанные шарниром, лежащие 
почти на одной прямой линии (рис. 34). Чтобы расположить их вдоль 
прямой 0 0 ',  нужно преодолеть ничтожно малый угол а . Подобная 
система характерна для сочленения бедренной и большой берцовой» 
локтевой и плечевой костей.

Приложив к составному рычагу малую силу Р (рис. 35), можно 
преодолеть большую силу 0, (почти выпрямленная рука при ударе
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в боксе, почти выпрямленны е ноги при подъеме тяж ести и т. д .):

(23)

где 5 — удлинение сложного рычага,
I — длина звеньев составного рычага, 
а  — малый угол.

Сила Р намного больше С}, так как / относительно велика, а угол 
а — мал. Для решения данной задачи допустим, что имеется состав­
ной рычаг (рис. 36), включающий стержни ЛВ  и ВС, соединенные меж­

ду собой в точке В шарниром. В точке А рычаг также «связан» шарни­
ром, а в точке С упирается в тело О и может его перемещать. Пусть 
в точке В приложена сила Т, направленная по вертикали вниз. Сила Р 
в точках А и С действует на основание: Ра и Рс (в результате сим­
метрии они равны между собой). Определим эти силы, произведя 
разложение силы Р на две составляющие (см. § 8 ):

Каждая из этих сил значительно больше силы Р , оказывающей дав-

а)

Рис. 35.

При <к-+-0 О -*• оо

Рис 34. Рис. 36.

Р «  =  Р с  =
р

2 соз а

ление на шарнир В. Если / — 0,4 м, а (1 =  0,005 м у то Ш =  =  80. 
Значит, силы Ра и Рс будут превосходить силу Р приблизительно в
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40 раз. Поэтому, несмотря на то, что сама сила р  в результате специфи­
ческого действия многосуставных мышц не достигает значительных 
величин, силы Ра и Ре оказываются весьма большими. Подобную сис­
тему рычагов представляют собой верхние и нижние конечности че­
ловека.

Кости скелета человека являются элементами сложных биомеха­
нических систем. Костные рычаги образуют своеобразные кинематичес­
кие цепи, дополненные мышечными тягами. На рис. 37 схематически 
представлена верхняя конечность человека. В ней можно выделить 
рычаг, состоящий из костных стержней (локтевой и лучевой костей).

Конец этого рычага имеет шарнирное соединение (локтевой сустав). 
Если в руке груза нет, то сила ($ =  0. В этом случае на рычаг дейст­
вует сила <7 — сила тяжести предплечья и сила тяги мышц-сгибателей 
предплечья. Для равновесия рычага необходимо, чтобы сумма момен­
тов относительно точки О была равна нулю:

М 0 = ' % М 0 (Г1) =  0.

Если предположить, что сгибание предплечья производит только дву­
главая мышца плеча, то можно составить равенство:

РЬр —1 ч \  — о. р  =  ^ г - -Пр

Как видно из рис. 37, к Р<  поэтому сила Р , развиваемая мышцей, 
должна быть больше силы <7. С изменением угла между локтевым и 
плечевым звеньями меняется величина плеч. Плечи р ы ч а г о в , кц 
й к(1 изменяют свою длину в зависимости от угла а.
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Если к кисти руки приложена сила <2, условие равновесия может 
быть записано так:

РНр — дНя — Окя =  0.

Отсюда:

г _  дЬд +  ОЬц
ьР

Сила Р, развиваемая мышцей, должна быть очень большой, так как 
величина к<э значительно больше кр .

П р и м е р  III. 2 . Найти величину усилия Р у сжимающего кость 
в испытательном прессе, при следующих условиях: сила Р =  20 кГ 
и направлена перпендикулярно к рычагу ОЛ, имеющему неподвижную 
ось О; в рассматриваемом положении пресса тяж ВС перпендикулярен 
к ОВ и делит <  ЕСИ пополам; причем <  СЕВ  =  агс1ц 0,2 =  1Г20'; 
ОА == 1 м ;  ОВ =  10 см (рис. 38).

Р е ш е н и е .  Механизм ЕС й  представляет собой кинематическую 
цепь — составной рычаг. Угол между этим рычагом и прямой ЕЭ  
относительно мал (1Г20'). Один конец рычага зафиксирован в точке 
^  с помощью шарнира, другой — «связан» шарниром с захватом для 
нижней головки кости. К точке С приложена сила Р , стремящаяся 
выпрямить рычаг. Ее можно определить, так как О А  — это рычаг, 
закрепленный в точке О. Д ля его равновесия необходимо, чтобы
Р-ОВ =  Р' ОА,  откуда:

Р =  Р ' 0А =  -20' 1,0- =  200 кГ (2 кн).
ОВ 0,1 ’

Определим силу РЕ , действующую на нижний захват кости. Д ля 
этого силу Р разложим на две составляющие: Ре и Ро , направленные 
по СЕ и СИ.  Из начала вектора Р  по направлению звеньев СЕ и СО 
проведем линии дйствия сил РЕ и Р0 ; из конца — линии, параллельные 
линиям СИ и СЕ.  Точка к  — конец вектора РЕ , а точка п — конец 
вектора Ра . В силу симметрии модули сил РЕ и Р 0 равны. /-С к т = § =
— 1Г20'; Спт также равен == 11°20'. Отрезки Ск и Сп равны. 
АСтк — прямоугольный. Ск — гипотенуза этого треугольника, Ст — 
катет, равный половине силы Р (см. треугольник равновесия). Поэтому:

1 ^ 1  -- --------- —  -- ------------—  =  500 кГ  (5 кн).
1 Е] 2 зшр 2 51П (11°20') 4 1

Итак, в совокупности два рычага СЕ и СО привели к увеличению 
силы в 25 раз, на долю составного рычага приходится увеличение 
только в 2,5 раза (для заданного угла 11°20'). При дальнейшем дви­
жении рукоятки АО (точка А) составной рычаг будет выпрямляться
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еще больше, что поведет к уменьшению угла |3, а следовательно, к воз­
растанию силы РЕ (табл. 2).

Т а б л и ц а  2
Расчетная таблица к примеру Ш . 3

(3° Сила Р Е Усиление за счет составного рычага

11°20' 5 кн (500 кГ) 2,5 раза
5°00' 11,5 кн (1150 кГ) 6 раз
1 ° 0 0 ' 66 кн (6600 кГ) 33 раза

Увеличение силы за счет составного биомеханического рычага ценно
при малых углах, когда сокращенная 
мышца уже не в состоянии выполнять 
необходимую механическую работу (рис. 
39). В отличие от пресса, у которого 
обычный и составной рычаги работают 
одновременно (см. рис. 38), в биомеха­
нической цепи сначала работает толь­
ко обычный рычаг, а затем в работу 
включается составной рычаг. Тяговое 
усилие в обычном рычаге, вероятно, 
создается четырехглавой мышцей бедра 
(I), а в составном — мышцами-разги­
бателями бедра (II) и сгибателями го- 

Рис. 39. лени (III).

Г л а в а  IV .

СИСТЕМА ПРОИЗВОЛЬНО РАСПОЛОЖЕННЫХ 
НА ПЛОСКОСТИ СИЛ

§ 21. Приведение силы к точке

Как уже говорилось, силу можно переносить в любую точку, 
находящуюся на линии действия этой силы, не изменяя при этом ме­
ханического состояния тела.

Силу можно переносить и в точку, не лежащую на линии действия 
силы (рис. 40). Такой перенос называется приведением. Пусть имеет­
ся сила Р , приложенная в точке С. Требуется перенести эту силу па-
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раллельно ей в некоторую точку О. Приложим в точке О две противо­
положно направленные силы Р' и Р", равные по модулю и параллель­
ные заданной силе Р. Состояние тела от этого не изменяется, так как 
силы Р' и Р "  взаимно уравновешиваются. Опустим из точки О на ли­
нию действия силы Р перпендикуляр к , тогда полученную систему 
трех сил можно рассматривать как состоящую из силы Р', приложен­
ной в точке О, и пары сил РР" с моментом М =  Рк. Такую пару сил 
называют присоединенной.

Таким образом, при приведении силы к точке получается экви­
валентная система, состоящая из силы, равной по модулю и направ­
лению данной силе (Р), и присоединенной пары сил, момент которой 
равен моменту данной силы относительно точки приведения:

М 0 { Р )  =  РН. (24)

Приведение силы к данной точке удобно использовать для выяв­
ления характера действия силы на тело. Например, к телу приложена

сила О,, параллельная оси у, на расстоянии к от нее (рис. 41). Приведя 
эту силу к точке О, лежащей на оси у , можно определить, что при­
веденная сила ф' давит на жердь, а присоединенная пара фф" с момен­
том М =  Ок стремится повернуть тело по ходу часовой стрелки. Если 
гимнаст удерживает свое положение неизменным (состояние равно­
весия), значит эта пара сил уравновешена другой парой сил с моментом, 
равным М,  но противоположным по направлению. Вторая пара сил 
может быть создана гимнастом в месте хвата (при небольшом к).

На рис. 42 показан вис на гимнастической стенке. Вес тела ф 
приложен в точке А.  При переносе силы ф в точку В возникает пара 
сил, прижимающая тело спортсмена к гимнастической стенке.
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§ 22. Приведение плоской системы сил 
к данной точке

Метод приведения одной силы к данной точке можно применить к 
какому угодно числу сил. Допустим, что в точках тела А,  В и С 
(рис. 43, а) приложены силы Р ъ Р2 и Р3, лежащие в плоскости ЛВС. 
Требуется привести эти силы к точке О данной плоскости. Приведем 
сначала силу Рг. Приложим в точке О две силы: Рх' и Рх", равные 
порознь по модулю заданной силе Ръ параллельные ей и направ-

у А

Ц к  I .

ТРо,
о

Рис. 43.

б)

ленные в противоположные стороны. В результате приведения силы 
Т ъ получим силу Рг\  приложенную в точке О, и пару сил / у 7/  с 
плечом Нг. Поступим таким же образом с силой Р2, приложенной веточ­
ке В , и получим силу / у ,  приложенную в точке О, и пару сил Р?Р2 
с плечом к. И т. д.

Система сил, приложенных в точках Л, В и С, в данном случае 
заменена сходящимися силами Р г\  Р2 и /У , приложенными в точке
О, и парами сил с моментами, равными моментам заданных сил от­
носительно точки О:

Мг =  М0 ( Г 1 ) =  - Р 1Н1, 

М л =  М 0 [р%) =  Р2^2»

м ,  =  м 0 { р , ) = р 3к г.

Сходящиеся в точке силы можно заменить одной силой Я ', равной 
геометрической сумме составляющих:

Я' =  Р1 +  Р'2 +  Рз =  Р1 +  Р * + ' Р 3 =  % Р (;
/=1

(25)
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' Сила Я' ,  равная геометрической сумме заданных сил, есть главный
вектор системы сил. На основании правила сложения пар сил, лежа­
щих в одной плоскости, их можно заменить результирующей парой 
сил, лежащих в той же плоскости. Момент результирующей пары сил 
равен алгебраической сумме моментов заданных сил относительно 
точки О:

М 0 =  М , +  М2 +  М 3 =  2  М г. (26)

Такой момент называют главным моментом системы относительно 
данного центра приведения (О). Следовательно, в общем случае плоская 
система сил в результате приведения к некоторой точке О заменяется 
эквивалентной ей системой, состоящей из одной силы — главного 
вектора системы сил — >и одной пары, момент которой называют глав­
ным моментом заданной системы.

Из рассмотренного материала и уравнений 25 и 26 следует, что 
приведенная система не эквивалентна только одной силе Я, а поэтому 
главный вектор Я ' не является равнодействующей данной системы 
сил, за исключением частного случая, когда главный момент равен 
нулю.

Величина и направление главного вектора не зависят от выбора 
центра приведения. Величина и знак главного момента М 0 зависят 
от положения центра приведения, так как величины плеч составляю­
щих пар зависят от взаимного положения сил и точки (центра), отно­
сительно которой берутся моменты.

При приведении системы сил к точке могут встретиться следующие 
случаи.

1. Я 'ф  О, М 0Ф  О— общий случай, система приводится к глав­
ному вектору и к главному моменту.

2 . Я ' ф  О, М 0=  О — система приводится к одной равнодействую­
щей, равной главному вектору системы.

3. Я '=  О, М 0 Ф  0 — система приводится к паре сил, момент ко­
торой равен главному моменту.

4. Я '=  О, М 0=  О— система находится в равновесии.
В общем случае, когда Я 'ф  0 и М 0Ф  0, можно найти такую точку>

относительно которой главный момент системы сил ^авен нулю.

§ 23. Уравнение равновесия плоской системы сил

Всякая система произвольно расположенных в плоскости сил 
может быть приведена к главному вектору и главному моменту. Поэ­
тому условия равновесия сил на плоскости имеют вид:

Я ' =  0; М о =  % М о ( Т { ) =  0. . - (27)
1=1
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Итак, для равновесия системы сил, произвольно расположенных в 
плоскости, необходимо и достаточно, чтобы главный вектор и главный 
момент этих сил относительно любого центра равнялись нулю.

Главный вектор Я есть геометрическая сумма всех сил, составляю­
щих систему и перенесенных в центр приведения его. Величину ^  
можно определить с помощью проекции на координатные оси всех сил 
системы. Применив, для сумм проекций всех сил на оси х  и у  сокра­
щенные обозначения 2  Р1х и И, Р Ьу, получим для величины главного 
вектора выражение:

Л -  У (2/>„)■ + ( 2  ^„)*
Для равновесия системы сил необходимо, чтобы ее главный вектор 

был равен нулю. Поэтому:

2 / ^  =  0 ; 2 / ^  =  0 . (28)
Кроме того, для равновесия необходимо, чтобы главный момент 

также был равен нулю, т. е.

2  м о (р г) =  0 - (29)
Уравнения 28 и 29 являются уравнениями равновесия тела, нахо­

дящегося под воздействием системы сил, произвольно расположенных 
в плоскости. Уравнения 28 представляют собой равенства нулю алге­
браических сумм проекций всех сил системы на две произвольные коор­
динатные оси; уравнение 29 выражает равенство нулю суммы моментов 
всех сил относительно произвольно выбранной точки. С помощью 
уравнений 28 и 29 решаются задачи статики для плоской системы сил,
правда лишь в том случае, если число неизвестных сил (или число
уравнений равновесия) не больше трех. В противном случае задача 
является статически неопределимой и решается более сложными 
методами, которые здесь не рассматриваются.

§ 24. Уравнения равновесия плоской системы 
параллельных сил

Пусть к данному телу приложена уравновешенная система парал­
лельных сил Р[, Г 2, Г 3, Р~к (рис. 43, б). Через произвольную точку О, 
взятую в плоскости действия сил, проведем ось Ох, перпендикулярную 
силам, и ось Оу, параллельную им. Запишем для данной системы сил 
уравнения равновесия:

=  о; I X  =  о; Е м 0 = о .
1 1 1

Каждая сила перпендикулярна оси Ох, и проекция силы на эту 
ось равна нулю. Следовательно, первое уравнение обращается в тож­
дество 0  =  0  и выполняется независимо от того, уравновешиваются



\

силы или нет. Таким образом, для плоской системы параллельных сил 
остается только два уравнения равновесия. Так как проекции сил 
на ось Оу равны силам, уравнение равновесия для плоской системы 
параллельных сил принимает вид:

п * п

И = о; I! м0 = о. (зо).
1 1

При решений задач на равновесие плоской системы сил необхо­
димо пользоваться уравнениями равновесия 28 и 29. Прежде всего 
следует убедиться в статической определимости задачи. Далее надо 
рационально выбрать координатные оси и центры моментов для уп­
рощения вычислений, связанных с решением уравнений. Просто ре­
шается система уравнений, каждое из которых содержит только одну 
из неизвестных сил: это достигается соответствующим выбором на­
правления координатных осей и центра моментов. За центр моментов 
следует брать точку пересечения двух неизвестных сил, тогда уравнение 
моментов относительно этой точки будет содержать только одну неиз­
вестную силу. Направление координатных осей х и у  нужно выбирать 
так, чтобы они были перпендикулярны некоторым неизестным силам, 
тогда проекции неизвестных сил, перпендикулярные соответствующей 
оси, в уравнения равновесия не войдут. Определение неизвестных сил 
лучше начинать с уравнений моментов, а затем переходить к урав­
нениям проекций.

§ 25. Уравнения равновесия произвольной 
пространственной системы сил

Произвольную пространственную систему сил, как и плоскую, 
можно привести к какому-нибудь центру О и заменить одной резуль­
тирующей Я и парой с моментом М 0. Значения Я и М 0 определяются 
равенствами:

Я (31)
м 0 = Е М 0 ( ? „ ) .  (32)

Рассуждая так же, как и в § 23, можно заключить, что для равновесия
этой системы сил необходимо и достаточно, чтобы одновременно Я =
=  0 и М 0=  0. Но векторы Я и М 0 могут обратиться в ноль только
тогда, когда равны нулю все их проекции на оси координат, т. е.
когда Я х= Я у=  Яг=  0  и М х = М у =  М г=  0 , или

ЯХ =  '%Р пх\ Яу = 2  р пу\ Яг =  %Р пг\ (33

М х =  2  М х (Рп); М у = 2 М у (Рп); /

М Ж =  2 М Ж( Г Я), (34)
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т. е. когда действую щ ие силы удовлетворяю т условиям:

2 ^ „ , =  0 ; 2 ^  =  0 ; 2 ^ „ 2 =  0 

Е М ,( / д  =  0; 2  М у (Рп) =  0; Ъ М г (Рп) =  0

Таким образом, уравнения 35 выражают необходимые условия рав­
новесия свободного твердого тела, находящегося под действием любой 
пространственной системы сил: для равновесия пространственной 
системы сил необходимо и достаточно, чтобы сумма проекций сил 
на каждую из трех координатных осей и суммы их моментов относи­
тельно этих осей были равны нулю.

Д ля пространственной системы параллельных сил можно составить 
три уравнения равновесия: два уравнения моментов и одно уравнение 
проекций.

§ 26. Порядок решения задач на равновесие 
" плоской системы сил

1 . Выделить тело, равновесие которого надо рассмотреть.
2. Изобразить расчетную схему, условно показывая связи и за­

данные силы.
3. Отбросить связи, изобразить на схеме их реакции.
4. Провести оси координат так, чтобы одна ось была перпендику­

лярна некоторым неизвестным силам. Наметить центры моментов 
в точке пересечения линий действия двух неизвестных сил или на 
линии действия одной неизвестной силы.

5. Составить уравнения равновесия.
6 . Решить уравнения и определить неизвестные силы.
П р и м е р IV. 1 . Для выполнения упражнений в равновесии на 

подвижной опоре был применен брус А В , весом Р , одним концом 
прикрепленный к горизонтальному полу Л, другим — привязанный 
к стене веревкой ВС (рис. 44, а). Определить реакцию шарнира в 
точке А  и натяжение веревки — Г, если дано:

^ С Е Э  =  а; =

Р е ш е н и е .  Отбросим связи и заменим их реакциями связей» 
как это показано на рис. 44, б. В точке А  (шарнирная опора) направ­
ление реакции опоры неизвестно, поэтому надо заменить ее проек­
циями Я х и Нг  В точке В приложена реакция Т  веревки. Сила Р  
приложена в точке Л , лежащей на середине стержня А В.  Обозначим 
длину бруса через I. Составим уравнения равновесия, учитывая, что

А В Е  =  а — |3, а плечо силы Т АР =  I з т  (а — |3):



2  Рх — Ях +  Т  соз а =  О,

2  Ру =  К у — Р +  Т. 51П а =  О,

Ъ М Л =  — р -у с о з р  + 7 ’/51п(а — Р) =  0.

Из уравнений равновесия имеем:

Т  = Р С05 (3

2 з1п (а  —-Р )  *

0  с о з а  соз р

2  31П (а - Р )  ’

51П а СОЗ Р

П р и м е р  IУ.2. Простейшее подъемное устройство для лыжников 
состоит из троса А В и барабана с мотором В (рис. 45, а). Определить 
тяговое усилие Р при равномерном движении лыжника при условии, 
что плоскость подъема наклонена к горизонту под углом а  =  30°, 
вес лыжника С1 =  79 кГ,  если:

1. Коэффициент трения скольжения /  =  0;
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2. Коэффициент трения скольжения /  =  0,1.
Р е ш е н и е .  1 - й  в а р и а н т :  /  =  0 .
На рис. 45, б в центре тяжести лыжника — точке О приложены 

сила тяжести С} =  70 кГ и сила тяги Р,  направленная параллельно 
склону. Силу можно разложить на составляющие: нормальную 
реакцию N  и силу С1Х, препятствующую подъему. Оси координат на­
правим параллельно и перпендикулярно склону. Составляющая

(1Х =  (2 соз р =  70 • соз (90° — 30°) =  35 кГ  (343 н).

Д ля определения тягового усилия составим уравнение равновесия: 

Е Рх =  — С1Х +  Р =  0. Отсюда:
Р =  С1х =  <2 соз р =  35 кГ  (343 я).

2 -й  в а р и а н т :  /  =  0 , 1 .
На рис. 45, в в точке О приложены сила тяжести ф и сила тяги Р,  

а в точке О'— сила трения «лыжи — снег» Ртр. Оси расположены так 
же, как в 1-м варианте. Начало координат в точке О. Перенесем в
точку О силу Ртр, так как это было показано в § 23, направленную про­
тивоположно силе тяги Р.  При этом возникает момент силы Р7р с 
плечом Н, которое для взрослого человека в среднем равно 0,9 м.  Силу 
тяжести как и в 1-м варианте, можно разложить на две составляю­
щие: нормальную реакцию N  и горизонтальную составляющую С1Х.

Так как ЕМ0=. —Ргр Н ф  0, то возникшая пара сил будет вра­
щать спортсмена вокруг точки опоры (опрокидывать его). Д ля равно­
весия должен еще существовать момент силы М ъ так что

ъ м 0 = - р ^ . н  +  м г =  о.

Из уравнения равновесия следует, что М ±=  Ртр. Н. Фактически 
такой момент создается за счет некоторого отклонения спортсмена 
назад по отношению к направлению движения. Теперь найдем выра­
жение для (?х и Ртр:

<2Х =  (2 соз 60°; Ртр =  /А1 =  /<2 соз 30° 
и составим уравнение равновесия:

2  Рх — — <ЭХ — Ртр +  Р =  0 .
Отсюда:

р =  <2 х +  р тр = (2 С03 60° +  /<2 соз 30° =  70 • 0,5 +  0,1 • 70 • 0,87 =

=  41 кГ  (402 я).

П р и м е р  IV. 3. На рис. 46 показан человек, опирающийся в 
точке В руками о стену. Вес его С1 = 70 кГ и приложен в точке С. 
Расстояние АС  =  СИ =  1 м, а, расстояние ВЭ  =  0,8 м. Линия СВ 
параллельна А В . Найти реакцию в точке В.

Р е ш е н и е .  Отбрасывая связи (пол и опорную стену), следует 
заменить их реакциями связей. Реакция Я а в точке А будет направ­
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лена по линии АС. Направление и величина реакции в точке В не­
известны, поэтому заменим ее двумя составляющими ЯЬх и ЯЬу, на­
правление которых совпадает с осями координат в точке В.

Составим уравнение равновесия:
2  Рх =  Яа соз а +  НЬх =  О,

2  Ру — Яа 51П а  — С} -}- Ньу — О,
Ъ М ь =  - Я ак +  С1-СВ =  0.

В1)Заметим, что: з т  а =  ^ - =  0,8; а =  54°; соз а  =  0,59.
Кроме того, ЕСВ =  а  =  54°; к =  СВ з т  а  =  С/)- соз а - з т  а  =

Рис. 46. Рис. 47.

— 1,0-0,59-0,8 =  0,48 (ж); СВ =  СИ-соз а  =  0,59 (м). 
Решив уравнение равновесия, получим:

Кьх =  — К а С05 а =  — 0,59#а;

^ у =  7 0 - 0 ,8 /? в;
Я - С В  70 - 0 , 59

к 0,48
=  8 6 ,2  кГ  (845 н)\

ЯЬх =  — 0,59 • Яа — — 51 кГ  (— 500 н)\ 
р>Ьу =  70 — 0,8 • 0,86,; 20 «  1 кГ (10 н).

Пренебрегая ЯЬу — 1 КР как величиной малой, можно говорить о 
том, что реакция в точке В направлена от стены в еторону человека 
по горизонтали. Знак минус у ЯЬх .показывает, что направление реак­
ции было выбрано неправильно.

П р и м е р 1У.4. Определить усилия в плечевой мышце и в дугла- 
вой мышце плеча (рис. 47) , допустив, что каждая из этих мышц без; 
участия в работе других обеспечивает удержание груза в руке. 
(Кстати, только в этом случае задача будет статически определимой.)

Р е ш е н и е .  Составим расчетную схему работы плечевой мышцы. 
Она начинается от нижней половины передней поверхности плечевой



кости и прикрепляется к бугристости локтевой кости и ее венечному 
отростку. Эта мышца имеет плечо относительно точки А , равное при­
близительно 2  см.

Используем уравнения равновесия:
Е М А =  0;

Р± • 2 — <2 • 35 =  0.
Отсюда:

Рг =  - ^ 1  =  263 кГ  (2580 н).

Двуглавая мышца плеча начинается на лопатке и прикрепляется 
на предплечье к бугристости лучевой кости и к фасции предплечья. 
Она имеет плечо относительно точки А , равное у взрослого мужчины 
около б см.

Используем то же уравнение равновесия и получим:

р г =  =  78,9 кГ  (773 и).
6

Таким образом, один и тот же груз вызывает различные усилия в мыш­
цах, имеющих различное положение.

Этот пример подтверждает слова П. Ф. Лесгафта о ловких и силь­
ных мышцах: сильные мышцы имеют большие плечи относительно оси

рычага (в данном при­
мере — это двуглавая 
мышца плеча), а ловкие 
расположены близко к 
опоре рычага, действу­
ют с большим напряже­
нием, быстро утомляют­
ся (в данном примере 
это плечевая мышца).- 

П р и м е р  IV. 5. 
Определить усилия в 
верхних конечностях 
гимнаста в положении 
горизонтального боко­
вого упора (рис. 48, а) 
и в стойке с разведен­
ными руками (рис. 48, б).

Р е ш е н и е .  Для 
определения усилий в 
верхних конечностях 

достаточно построить треугольники равновесия (решение выполне­
но на рисунке графическим методом). В масштабе строится вектор 
силы тяжести тела спортсмена. Затем из начала и конца вектора про­
водятся линии параллельно осям верхних конечностей. Векторы, об­
разовавшиеся на этих линиях, будут определять искомые усилия.

>̂7 ев
О твет:' 

Рправ=+ 120 кг 
К лев  = -1 2 0  КГ

1 4  Клев

1/|Г  Клрав

Ответ? 
Рправ  = 4 5  кг 
К лев  = 4 5  к г

Рис. 48.
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Г л а в а V.
ТРЕНИЕ

§ 27. Виды трения

Трением называется сопротивление, возникающее при перемещении 
одного тела по поверхности другого. Трение — одно из распростра­
ненных явлений природы и встречается почти повсюду. В зависимости 
от характера перемещения различают: трение скольжения и трение 
качения.

Примерами трения скольжения могут служить: трение лыж о 
снег, коньков о лед, подошвы обуви о пол или покрытие беговой до­
рожки и т. д. Примерами трения качения служат: трение при пере­
катывании колес велосипеда по земле, трение в шариковых и роли­
ковых подшипниках и т. д. В большинстве практических расчетов 
пользуются эмпирическими законами трения, установленными Куло­
ном в 1781 г.

§ 28. Трение скольжения

Трением скольжения называется сопротивление, которое возни* 
кает при скольжении одного тела по поверхности другого.

Основной причиной, вызывающей сопротивление, являются не 
абсолютно гладкие поверхности соприкасающихся тел. При пере­
мещении одного тела по поверхности другого требуется некоторая 
сила для преодоления этого сопротивления. Даже если с технической 
точки зрения поверхности идеально гладки, все равно необходима 
приложить силу для преодоления молекулярного взаимодействия меж­
ду частицами поверхностных слоев соприкасающихся тел. -

Кулон установил следующие (приближенные) законы трения:
1. Сила трения при прочих равных условиях не зависит от раз­

меров трущихся поверхностей. Этот закон справедлив лишь до неко­
торой величины давления, приходящегося на единицу площади тру­
щихся поверхностей.

2. Величина силы трения прямо пропорциональна нормальному 
давлению одного тела на другое.

Под нормальным давлением понимается давление, направленное 
по нормали к поверхности скольжения. Когда плоскость горизонталь­
на (рис. 49), нормальное давление равно весу тела. Если тело лежит 
на наклонной плоскости, то на величину силы трения влияет лишь 
составляющая перпендикулярная к плоскости скольжения. В эр­
гометрах используются конструкции, в которых помимо веса на 
движущееся тело действует добавочная сила Р  (рис. 50). В этом слу­
чае в качестве нормального давления следует считать сумму сил 
< 2 +  Р.
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3. Величина силы трения зависит от материала и состояния тру­
щихся поверхностей, от наличия и рода смазки между ними. Сила 
трения металла по металлу меньше силы трения дерева по дереву; 
сила трения между сталью и бронзой меньше силы трения между сталью 
и сталью и т. д. Чем лучше обработаны трущиеся поверхности, тем 
меньше трение. Смазывание трущихся поверхностей уменьшает тре­
ние (полусухое и жидкостное трение). Это хорошо известно лыжникам.

п

Качество смазки также имеет большое значение. Лыжные мази подби­
раются в зависимости от состояния снежного покрова и температуры 
воздуха.

На основании данного закона Кулона сила трения выражается 
так:

Ятр =  /ЛГ =  /<2. (36)

Коэффициент /  называют коэффициентом трения или скольжения 
при покое, или предельным коэффициентом трения. Он характери­
зует состояние трущихся поверхностей, род материалов, их обработку, 

К.
смазку и равен: /  =  Из этого равенства следует, что коэффици­
ент трения скольжения есть число отвлеченное (безразмерное).

4. Сила трения при движении меньше силы трения при покое. Что­
бы вывести тело из состояния покоя, нужно (при прочих равных ус­
ловиях) преодолеть большую силу трения, чем при движении тела. 
Сила трения при движении зависит от относительной скорости дви­
жения. Величину силы трения при движении определяют по формуле 
36, подставляя в нее вместо коэффициента трения при покое коэф­
фициент трения при движении. Ориентировочные значения коэф­
фициентов трения скольжения приведены в табл. 3.

В спорте проблема трения имеет огромное значение. В табл. 4 
дано значение коэффициента трения лыжи о снег.

Некоторые материалы в зависимости от расположения по отно­
шению к направлению движения обладают различным коэффициен-
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Т а б л и ц а  3
Коэффициент трения различных материалов

Материалы трущихся 
поверхностей

Коэффициент трения

покоя (сцепление) движения I[скольжение)

насухо со смазкой насухо со смазкой

Сталь — с т а л ь .................... ...  . 0,15 0 ,1—0,12 0,15 0,05—0,1
Сталь — бронза............................ 0,15 0 ,1—0,15 0,15 0,1—0,15
Мягкая сталь — дуб ................ 0,6 0,12 • 0 ,4—0,6 0,1
Дерево — д е р е в о ........................ 0 ,4—0,6 0,1 0 ,2—0,5 0,07—0,15
Кожа — д у б ................................ 0,6 — 0,3—0,5 —
Кожа — ч у г у н ............................ 0 ,3—0,5 0,15 0 , 6 0,15
Резина — чугун ............................. — — 0 , 8 0,5
Сталь — л е д ................................ 0,4 — 0,01—0,03 —
Дерево — лед (—1 4 ° ) ................ — — 0,05 —

Т а б л и ц а  4
Характеристика трения лыжи о снег

Характеристика снегового 
покрова Оценка скольжения

Коэффициент
трения

скольжения

Твердый, промерзлый, крепкий весенний 
наст

Отличное, хорошее 0,02—0,06

Укатанный снег У довлетворител ьное 0,06—0,1
Снег с подлипом, сыпучий глубокий снег, 

снег с проваливающейся коркой
Плохое 0,1 —0,9

том трения. Например, значения /  различны у древесины при движе­
нии вдоль волокон и поперек, у шкуры оленя — при движении по шерс­
ти и против шерсти.

Коэффициент трения стали по льду зависит от качества льда и 
полоза конька. Чем чище вода, из которой изготовлен лед, чем мень­
ше в ней примесей, тем меньше коэффициент трения. Неровности и 
грязь на льду или полозе конька резко повышают его. При скольже­
нии конька по льду непосредственно под полозом вода подтаивает, 
образуя очень тонкий слой смазки, которая уменьшает трение в 8 — 
10 раз. Чем ниже температура воздуха и тверже лед, тем меньше обра­
зуется смазки. В то же время, недостаточно прочный лед под конь­
ками разрушается. Наилучшим скольжение бывает при наибольшей 
разнице между температурой льда и температурой окружающего воз­
духа, что возможно на катках с искусственным льдом и на высокогор­
ных катках. На обычных катках скольжение лучшим бывает при тем­
пературе воздуха минус 3—5° С.
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Для определения коэффициента трения используют наклонную 
плоскость. На нее кладут брус. Угол наклона плоскости может из­
меняться. При некотором угле а  брус удерживается на плоскости; 
если постепенно увеличивать угол, то наступит момент, когда брус

начнет скользить. Измерив этот 
угол, можно определить значение 
предельного коэффициента трения.

П р и м е р у .  1. На наклонной 
дубовой доске положен брус из 
стали в форме куба весом 100 кГ. Он 
начинает скользить, как только угол 
наклона плоскости достигает 32°. 
Определить значение коэффициента 
трения.

Р е ш е н и е .  В точке О приложе­
ны силы: вес куба ф, нормальная ре­
акция N  и сила трения /?тр. На­
правим оси координат параллель­

но (х) и перпендикулярно (у) наклонной плоскости (рис. 51). К мо­
менту начала скольжения сила С}х, заставляющая груз перемещаться 
по доске, равна силе трения:

1<2х1 =  1 # т р |  =  / # ;

(2Х =  0  51П а; N  — С} соз а;

/  =  =  1е32° =  0,62.
N Я соз а

Необходимо отметить, что коэффициент трения /  в данном случае 
определяется только одним углом а: /  =  а.

§ 29. Угол и конус трения

Когда тело опирается на гладкую поверхность, имеется только 
одна нормальная реакция — N. Если же опорная поверхность шеро­
ховатая, то при действии сдвигающей силы Р  появится сила трения, 
действующая по касательной к плоскости и направленная в сторону, 
противоположную Р. Для критического момента, когда тело будет 
находиться на грани между покоем и движением, сила трения будет 
максимальна =  [М. Нормальная реакция N  и касательная (сила 
трения) ^ тр, складываясь по правилу параллелограмма, дадут пол­
ную реакцию Я опорной поверхности, направленную под некоторым 
углом ф к нормали.

Наибольший угол ср, на который вследствие трения отклоняется 
от нормали реакция шероховатой поверхности, называется углом 
трения. В примере, приведенном на рис. 52, имеем:
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Следовательно:
*§Ф =  “1 Г  =  /•

*8Ф =  Л , " (37)
Тангенс угла трения равен коэффициенту трения скольжения.
Если тело может перемещаться по шероховатой поверхности в 

любом направлении, то линии действия возможных реакций этой по­
верхности образуют коническую поверхность (рис. 53). Конус, обра­
зующие которого наклонены под углом трения к нормали к поверх­
ности скольжения в данной точке, называется конусом трения.

Если коэффициент трения при движении тела в различных на­
правлениях по данной поверхности одинаков, то полная реакция Н 
этой поверхности отклоняется от нормали во всех направлениях на 
одинаковый угол трения и конус трения будет круглым с углом при 
вершине, равным 2 ф. Если же коэффициент трения при движении тела 
в разных направлениях имеет различные значения, то конус трения 
будет некруглым (например, в горных охотничьих лыжах).

Предположим, что к телу, находящемуся на горизонтальной ше­
роховатой поверхности, приложена сила ф, составляющая с нормалью 
к плоскости угол а  (см. рис. 53). Сила ф может быть разложена на 
две силы: силу Р , прижимающую тело к поверхности и уравновеши­
ваемую нормальной реакцией N  к поверхности:

N =  Р  =  ^  соз а, 

и силу 5 , стремящуюся сдвинуть тело с места:

5  =  0. 51П а».

Шероховатость поверхности вызывает силу трения 7?тр, действую­
щую в направлении, противоположном силе 5. При равновесии:

5  —  Я тр Я т р . шах ~  =  [ 0 . ^ 0 5  ОС.
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Чтобы тело под действием приложенного усилия могло быть сдви­
нуто с места, необходимо, чтобы сила 5  была по величине больше 
или равна /?тр. тах, т. е., чтобы

<3 51П а >  /ф соз а,
или

/ = = 1 § ф < * ё а .
откуда

а  >  ф.
Это значит, что какая бы сила ни была приложена к телу, если

а  будет меньше <р, то тело останет­
ся в равновесии, т. е. перемещаться 
не будет. Иными словами, если уси­
лие, приложенное к телу, лежит в 
пределах конуса трения, то оно не в 

'трттттг состоянии вызвать перемещение 
тела.

На рис. 54 показан лыжник. По­
ка усилие С}, развиваемое им, лежит 
в пределах конуса трения, опреде­
ляемого углом 2 ф, его левая нога 
(и лыжа) остается неподвижной (в 
противном случае лыжа будет прос­
кальзывать назад и отталкивания 
не произойдет). Для этого подбирают 

мазь так, чтобы сила трения покоя Ятр. тах была значительно боль­
ше силы трения скольжения.

§ 30. Трение качения

Сопротивление перекатыванию возникает главным образом от­
того, что как катящееся тело, так и основание, по которому оно ка­
тится, не являются абсолютно 
твердыми и всегда несколько 
деформируются, при взаимо­
действии. Например, при 
перемещении тяжелого цилинд­
ра (рис. 55) всегда нужно 
преодолевать некоторый «барь­
ер» (на рисунке показан стрел­
кой). Этим физический харак­
тер трения качения отличается 
от трения скольжения. Чтобы 
сдвинуть цилиндр весом <2 
(начать его перемещение), нужно 
лу, равную:

на уровне центра приложить си-
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р  =  — с2,
Г

.(38)

где к — коэффициент трения качения, г — высота приложения силы 
тяги Р (в данном случае — радиус перекатываемого цилиндра), 
<2 — нагрузка на грунт. Размеренность к — единица измерения длины.
Поэтому — — величина безразмерная (относительная). В табл. 5
даны примерные значения коэффициентов трения качения.

Т а б л и ц а  5
Коэффициент трения качения некоторых материалов

Материалы трущихся поверхностей
Коэффициент 

трения к (см)

Сталь мягкая —  сталь м я г к а я ............................................................
Сталь закаленная — сталь закаленная ............................................
Дерево — сталь .........................................................................................
Резина — д е р н .........................................................................................
Резина — асфальтовое п о к р ы т и е .........................................................

0,005
0,001

0,03—0,04
0,10—0,15

0,04

В спорте коэффициент трения качения имеет большое значение 
при анализе езды на велосипеде. Для велосипедного колеса коэф­
фициент трения качения представлен в табл. 6 .

I
Т а б л и ц а  б

Коэффициент трения качения велосипедного колеса

Дорожное покрытие * ' = 4

Естественный грунт в хорошем состоянии ....................................
Бетон, асф альт..................................................................................... ....
Снег утрамбованный .............................................................................
Булыжная мостовая .............................................................................

0,02
0,004—0,006

0,2
0,02

Формула для определения силы тяги Р (равномерное движение
кс малой скоростью), если известно значение /  =  —  , может быть за-
Г

писана так:
Р = /< 2 . (39)

Например, чтобы катить велосипед по асфальтовому грунту (гори­
зонтальному), нужно приложить силу:

Р =  /<? -  0,004 . 15 -  0,06 КГ (0,59 н).

Если на велосипеде находится человек весом 85 кГ, тогда
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(2 =  15 +  85 =  100 к Г , а необходимое усилие Р — 0,004-100 =

=  0,4 кГ  (3,9 н).

Нужно заметить, что тяговая сила Р  резко возрастает со скоростью 
движения, увеличением подъема дороги, усилением ветра и т. д.

П р и м е р V. 2. Лыжник А подобрал лыжную мазь, обеспечи­
вающую коэффициент трения покоя / тах =  0,2; лыжник Б — мазь, 
обеспечивающую /ш а х —  0,5. Определить максимальную возмож­
ность угла отталкивания для лыжников А и Б.

Р е ш е н и е .  Так как /тах =  ф , то ф А =  0,2; Фб  == 0,5. 
Отсюда, пользуясь таблицами, находим: фА = 1 1 °2 0 /; фБ =  27°. 
Следовательно, угол отталкивания для лыжника А должен быть не 
больше: ад — 90°— 11°20' =  78°40', а для лыжника Б не больше: 
ав =  90°— 27°= 63°.

Г л а в а  V I.

ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ ТЕЛА

§ 31. Понятие о центре параллельных сил

Одной из важнейших характеристик движущегося тела является 
центр его тяжести. Однако прежде чем говорить о центре тяжести, 
необходимо остановиться на понятии центра параллельных сил.

Пусть к твердому телу в точках А ъ А 2, ..., А п приложены парал­
лельные и одинаково направленные силы Р ъ Ръ Р3 ... Рп. Очевидно, 
что равнодействующая этой системы сил Я направлена так же, как и 
слагаемые силы, причем ее модуль равен Я  =  2  
Если все силы, приложенные к телу, одновременно одинаково пово­
рачивать около их точек приложения, то равнодействующая сил в 
новом положении также изменит направление, сохраняя точку при­
ложения и модуль Я *•

Точка, через которую проходит линия действия равнодействующей 
системы параллельных сил при любых поворотах этих сил около их 
точек приложения в одну и ту же сторону и на один и тот же угол, на­
зывается центром параллельных сил.

Положение точки, где приложена равнодействующая параллель­
ных сил, по отношению к телу является неизменным и не зависит от 
выбора системы координат. Действительно, если к телу (2 (штанга 
с 4 грузами) в точке С приложена равнодействующая параллельных 
сил Я , то какую бы систему координат х, у  или х ' , у' ни применять,

* Это положение можно принять без доказательства: оно есть в любых 
курсах теоретической механики. "
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в ней будут изменяться только координаты точки С, но положение 
ее по отношению к телу не изменится. Это дает возможность избирать 
любую систему координат.

Возьмем произвольные координатные оси х, у, г и обозначим 
координаты точек:

■̂ 1 С̂ 1’ ■̂ 2 (^2» У21 ••• »

С ( Хс » Ус » ) •

Пользуясь тем, что от направления сил положение точки С не 
зависит, повернем силы около их точек приложения так, чтобы они 
стали параллельны оси Ог и применим к повернутым силам р г' , Р2', 
..., р\ теорему Вариньона: если дан­
ная система сил не эквивалентна нулю и 
имеет равнодействующую, то момент 
этой равнодействующей относительно 
любой оси равен алгебраической сумме 
моментов слагаемых сил относительно 
той же оси*. Поэтому, беря момент от­
носительно оси Оу, получим:

(40)М У (К ')  =  Ъ М У [Р'1).

Из рис. 56 видно, что

М у {К') =  Яхс ,

где Я — модуль равнодействующей Я, равный модулю~Я'; — коор­
дината точки С на оси Ох (является плечом равнодействующей силы
Ю -

Аналогично для всех составляющих сил:

М у (Г ,)  =  Р1х1.

Поэтому уравнение 40 можно написать так:

*ХС =  Р\Хх "Ь РъН +  ••• РIх
откуда

V _  Р1Х1 +  Р&г +  . . .  +  РгХ1
Я

(41)

Таким образом, получена координата для точки приложения 
равнодействующей. Чтобы получить координату ус, необходимо идти 
тем же путем, беря моменты относительно оси Ох. Чтобы получить 
координату гс, нужно сначала повернуть все силы, сделав их парал­

Доказательство этой теоремы есть в курсах теоретической механики.
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лельными, например, оси Оу, а затем искать моменты относительно 
оси Ох.

В результате получится:

Хс =  - Ц — ’’ Ус =  — Г ~ ; гс = — й---  ( }

Итак, если известны модули сил и координаты точек их приложе­
ния, пользуясь выражением 42, можно определить путем простых ариф­
метических действий координаты точки приложения равнодействую­
щей этих сил.

§ 32. Центр тяжести твердого тела

На любую частицу тела, находящегося вблизи земной поверх­
ности, действует направленная вниз по вертикали сила, называемая 
силой тяжести. Для предметов, с которыми обычно приходится иметь 
дело, ввиду их малых размеров относительно размеров Земли; силы 
тяжести частиц тела можно считать параллельными друг другу и сох­
раняющими для каждой частицы постоянную величину.

Если силы, действующие на отдельные частицы тела, есть Р ъ 
Р 2, ..., Р 1У а равнодействующая их Р , то модуль этой силы равен весу 
тела и определяется равенством

р  =  2 р (. (43)

При любом повороте тела силы Р г остаются приложенными в 
одних и тех же его точках, параллельными друг другу и сохраняют

свое направление. Изменя­
ется только их направле­
ние по отношению к телу 
(рис. 57). Следовательно, 
равнодействующая Р сил 
Р г будет при любых поло­
жениях тела проходить
через одну и ту же точку 
С, неизменно связанную 
с телом, являющуюся 
центром параллельных сил 
тяжести Р. Эта точка на­
зывается центром тяже­
сти тела.

Иными словами центр тяжести твердого тела есть неизменно 
связанная с этим телом точка, через которую проходит линия дейст­
вия равнодействующих сил тяжести частиц данного тела при любом 
его положении в пространстве.
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Координаты центра тяжести, подобно координатам центра парал­
лельных сил, могут быть определены по формулам:

2  2  РгУг  2  Р&Уъ / л л\
хс =  р ’ Ус=  ~р ’ ~  р ’ ( )

где х г, у и 2 г— координаты точек приложения сил тяжести Р 1 от­
дельных элементов тела.

В ряде случаев приходится иметь дело с массами тела. Если обоз­
начить массу тела через М , а массы отдельных его частиц соответ­
ственно через тъ т2, ..., т1У то Р — М§, Р 1 =  где §  — уско­
рение силы тяжести.

Подставляя эти значения в выражение 44, получим:
I I I

1 1 1 /ЛСЧ
хг = ----------- ; у г  ------------ ; = ------ • (45)с м с м с м 7

Точка С, координаты которой определяются формулами 45, назы­
вается центром масс тела*.

Если в равенствах 44 вместо веса отдельных частиц тела Р1 по­
ставить р V;, а вместо веса тела Р — р У, где соответственно к V ~  
объем частицы тела и объем тела, а р  — вес единицы объ*ема тела, то

2 В Д  ЪЩУг  2  0*2* / у 1 / , ч

хс ~  у * Ус V ’ у * • (46)

Из этих равенств следует, что центр тяжести однородного тела за­
висит только от его геометринеской формы и не зависит от плотнос­
ти р . В силу этого точку С, координаты которой определяются по 
формуле 46, называют центром объема V.

Выражения 2 2  и 2  стоящие в числителях формул
46, называют статическими моментами объема относительно плос­
костей уОг, хОг и хОу.

Во многих случаях приходится иметь дело с телами, вырезанными 
из пластины, толщина которой постоянно сохраняется. Такие тела 
можно рассматривать как плоские фигуры. Для них координаты центра 
тяжести площади 5  будут:

2  $гх1 2  ЗгУг г л*7\
хс ~  5  ’ Ус ~  5  » (47)

где 5  — площадь всей пластины, а 3 1 — площади ее отдельных час­
тей.

* Хотя положение центра масс тела совпадает с положением центра тяжести 
тела, понятия эти не тождественны. Понятие «центр тяжести» имеет смысл по 
существу только для твердого тела, находящегося в однородном поле тяжести. 
Понятие «центр масс» имеет смысл для любой системы материальных точек, не­
зависимо от того, находится ли она под действием каких-либо сил.
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Величины 2 и 2 8 1у 1 называют статическими моментами 
плоской фигуры относительно осей у и х .

Для определения центра тяжести линии , например, кривой из 
проволоки, используют формулы:

2 кч  2  кУь 2  Нг1 /ло\
хс =  ~  * Ус =  I  » гс ~  ~ » (^8)

где Ь — длина всей линии, а ^ — длины отдельных.ее частей.
Необходимо подчеркнуть, что все сказанное относится к однород­

ным телам. Тело человека не является однородным. Мышцы и другие 
мягкие ткани имеют плотность, близкую к р =  1 г1смъ, костные тка­
ни — 1,5—2,0 г/сж3, а ткань легких — 0,25—0,35 г/см3. Поэтому в 
приведенные в данном параграфе формулы, если речь идет о теле че­
ловека, необходимо вносить значительные поправки.

§ 33. Определение центров тяжести тел

1. Аналитические (расчетные) методы. На основании формул 
44—48, имеющих общий вид, разработан ряд практических способов 
определения центров тяжести тел. При этом большое значение имеет 
наличие симметрии. Если однородное тело имеет плоскость, оси или 
центр симметрии, то его центр тяжести лежит соответственно в плос­
кости симметрии, или на оси симметрии, или в центре симметрии.

Рис. 59.

На рис. 58, а показаны тела, которые имеют плоскость симметрии. 
Каждое такое тело можно разбить на ряд элементарных тел одинакового 
веса, симметрично расположенных относительно этой плоскости. При­
чем если сложить силы тяжести, приложенные к симметричным час­
тицам тела, всегда получится равнодействующая, лежащая в плос­
кости симметрии. Следовательно, и центр всех сил тяжести будет 
лежать в этой плоскости. Таким же образом можно показать, что при 
наличии оси симметрии центр тяжести будет лежать на этой оси
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(рис. 58, б) или при наличии центра симметрии центр тяжести будет 
совпадать с ним (рис. 58, в). То же самое можно сказать и о плоских 
фигурах.

При определении центра тяжести аналитическим методом тело 
мысленно разбивают на конечное число частей, для каждой из кото­
рых положение центра тяжести известно. Координаты центра тяжести 
всего тела можно вычислить, применяя формулы 46 или 47. При этом 
число слагаемых в каждом числителе будет равно числу частей, на 
которое разбито тело. Пусть дано тело (рис. 59), состоящее из трех 
шариков, координаты которых (хъ (х2, у 2) и (х3, у 3). Вес шариков, 
одинаков (весом соединительных проволок можно пренебречь). 
Вес всего тела Р  равен ЗРг. Согласно формулам 47 имеем:

2  РгХ± +  Рхх2 +  РХХз Рх (хг +  *2+*з) *1 +  *2 +  *3
хс р — р ~  ЗРХ 3 •

Точно так же находится другая координата общего центра тя­
жести:

_Уг +  Уъ +  Узу  . — #

Наиболее часто приходит­
ся иметь дело с плоскими 
фигурами, у которых всегда 
есть плоскость симметрии, 
как бы расслаивающая плос­
кое тело на две равные поло­
вины. Центр тяжести при 
этом, как уже говорилось, 
всегда будет лежать в этой 
плоскости.

П р и м е р  VI. 1-. Опре­
делить координаты центра 
тяжести однородной пласти­
ны (рис. 60). Все размеры 
даны в сантиметрах.

Р е ш е н и е .  Выбираем оси координат. Разбиваем данную фигуру 
на три прямоугольника. Вычисляем координаты центров тяжести 
каждого из них и определяем их площади. Результаты приведены 
в табл. 7. По формуле 47 находим:

_  2  х 181 _ — 1 - 4 + 1 -  14 +  4 -  8 _  42 1 с
Хс —  ^  26 ~26~ ~  ’

_  2  0*5* _  1 -4  +  3 ,5 .  1 4 +  6 - '8 101
Ус — ^ 26 =  “ 26“  “  3’ *

Найденное положение центра тяжести отмечено точкой С.
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Расчетная таблица к примеру VI.!
Т а б л и ц а  7

Отдельные фигуры

Координаты
1-я 2-я 3-я

XI ................................................................................... — 1 +  1 + 4
У1 ........................................................................ +  1 + 3 ,5 + 6
2 / ........................................................................................ 0 0 0
Площадь ............................................................ 4 14 8

З а м е ч а н и е .  Оси координат можно выбирать произвольно; 
иногда удобно начало координат, совместить с центром тяжести одно­
го из звеньев, тогда сумма статических моментов уменьшится на 
один член.

Ш ////////Ш  

А С

Рис.

2. Инструментальные методы. Один из простых инструменталь­
ных методов — метод подвешивания. Он состоит в том, что тело подве­
шивают на нити поочередно за различные его точки. Направление 
нити, на которой подвешено тело, будет каждый раз указывать на­
правление силы тяжести. Точка пересечения этих направлений будет 
центром тяжести (С). На рис. 61 показан треугольник, подвешен­
ный первый раз за вершину угла В , второй раз — за вершину угла А. 
Линии, нанесенные на треугольник — продолжение нити, на которой 
он подвешен; точка пересечения этих линий (линий действия сил тя­
жести) — центр тяжести треугольника.

Другим практически важным методом является метод взвешива­
ния. На рис. 62 показан человек, стоящий на брусе АВ, один конец 
которого укреплен на опорной призме, а другой подвешен к пружине 
динамоментра. Сила тяжести человека О, определена предварительным

У ////////Ж

61.
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взвешиванием. Реакцию Я ь в точке В можно определить по показанию 
динамометра. Реакция Я а в точке Л, очевидно, равна <2 — # ть. Пусть 
расстояние от А до В  будет равно /, а расстояние от А  до линии дей­
ствия силы, проходящей через центр тяжести, будет а . Если прирав­
нять нулю сумму моментов всех сил относительно центра тяжести 
человека (С), получится

— Каа +  %ь — а) =  О, 
откуда: — Я аа+ Я ь1—Яьа = 0 , (Яа+ Я ь)а=%ь1; а так как # а+ Я ь=С1,

Линию (вертикаль), которая проходит через центр тяжести чело­
века, находим, отсчитав расстояние а от точки А , которое легко опре­
делить по формуле 49. Чтобы определить высоту центра тяжести тела 
человека в основной стойке, можно воспользоваться этой же форму­
лой, но человек должен принять для этого положение лежа на дина­
мометрическом брусе.

3. Графический метод. Пусть дана плоская фигура (рис. 63). 
Разобьем ее на три прямоугольника отрезками аЪ и .ей. Площади этих 
прямоугольников (или веса при однородности фигуры) обозначим циф­
рами 1 , 2  и 3 и будем считать их векторами, приложенными в центрах 
тяжести прямоугольников и направленными вертикально вниз. Сло­
жим их последовательно (1, 2 , 3) графически. Выберем произвольный 
полюс О. Построим так называемый веревочный многоугольник, сое­

то

(49)

к

о

Рис. 63.
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диняя полюс О с началами и концами векторов 1 , 2  и 3 с помощью 
отрезков а , 1—2, 2—3, со. Проведем луч а  (параллельно отрезку а  
в веревочном многоугольнике) до пересечения с направлением век­
тора 1. Из полученной точки пересечения проведем отрезок 1—2, 
далее 2—3 и со. Продолжив лучи а  и и до их взаимного пересечения, 
получим точку К. Искомый центр тяжести лежит на вертикали, пере­
секающей эту точку. Далее повернем силы 1, 2 и 3 вокруг их точек 
приложения на прямой угол так, чтобы они заняли положение Г , 
2 ', 3 '. Построим веревочный многоугольник для этой новой системы 
сил. Стороны его будут перпендикулярны сторонам а, 1—2, 2—3, 
со первого веревочного многоугольника. Так что фактически строить 
его не обязательно, важно только найти точку К '— точку пересечения 
лучей а/ и о ' .  Искомый центр тяжести лежит на пересечении верти­
кали, проходящей через точку К  и горизонтали, проходящей через 
точку /( '.

§ 34. О центре тяжести тела человека

Определение положения общего центра тяжести (о.ц.т.) тела че­
ловека важно для решения различных вопросов механики спортивных 
движений. По положению центра тяжести судят об устойчивости рав­
новесия, о рациональности движения. Одной из важнейших характе­
ристик любого движения является траектория центра тяжести. Кроме 
того, положение центра тяжести зависит от распределения масс тела 
и служит одним из показателей соматических особенностей спортсме­
на. Дело в том, что у разных людей при одинаковых линейных разме­
рах тела положение центра тяжести может быть различным в зависи­
мости от удельного веса тех или иных тканей и органов. Когда речь 
идет о центре тяжести тела человека, фактически подразумевается не 
геометрическая точка, а сфера, в которой эта точка непрерывно пере­
мещается. Это перемещение обусловливается процессами кровообра­
щения, дыхания, пищеварения, мышечного тремора и др. Ориентиро­
вочно можно считать, что диаметр той сферы, внутри которой проис­
ходит постоянное перемещение о.ц.т. при спокойном положении тела, 
равняется около 10 мм. В процессе движений он значительно увели-, 
чивается и смещение о.ц.т. может оказать влияние на технику выпол­
нения упражнений.

§ 35. Определение центра тяжести тела человека

1. Аналитический метод. Определение центра тяжести тела чело­
века по фотографии или по промеру производится, как и для симмет­
ричного твердого тела, по формулам 44 для плоской фигуры. Чтобы 
определить о.ц.т., необходимо знать веса отдельных звеньев тела че­
ловека и положение их центров тяжести (табл. 8 ).
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Относительный вес и координаты центров тяжести звеньев тела
человека

Т а б л и ц а  8

Части тела

Относи­
тельный 

вес звена 
(%)

Относительное 
расстояние от 

проксимального 
конца до  

центра тяжести  
звена (%)

Голова . ......................................................................... 7
Т у л о в и щ е ................................ ........................................ 4 3 44
Плечо правое..................................................................... 3 4 7
Плечо левое ..................................................................... 3 4 7
Предплечье п р а в о е .................... ........................ . . . 2 4 2
Предплечье левое ............................................................. 2 4 2
Кисть п р авая .................................................................... 1
Кисть левая ..................................................................... 1
Бедро правое ....................................  . .................... 12 4 4
Бедро левое ..................................................................... 12 4 4
Голень правая . . . .  ................................................ 5 4 2
Голень левая . . ............................................................. 5 4 2
Стопа п р авая ................ .................................................... 2 44
Стопа л е в а я .................... ................................................ 2 4 4

Так, центр тяжести головы расположен на середине линии, соеди­
няющей верхние края наружных слуховых отверстий. Центр тяжести 
кисти с полусогнутыми пальцами находится в области головки третьей 
пястной кости.

2. Инструментальный метод. В процессе физических упражнений 
положение тела многократно изменяется. Меняется при этом и поло­
жение центра тяжести. Определить расположение центра тяжести при 
различных положениях тела можно с помощью прибора, состоящего 
из треугольной платформы, укрепленной на 3 динамометрах (рис. 64). 
Динамометры регистрируют реакции, представляющие суммы реак­
ций незагруженной треугольной платформы и реакции, вызванные 
несом тела.

Вследствие весовой симметрии реакции от веса платформы равны 
между собой (Рг=  Р 2=  Рз), поэтому они могут автоматически исклю­
чаться из динамометрических показателей (или динамометры перед 
опытом могут быть поставлены на ноль).

С помощью уравнений равновесия могут быть определены отрез­
ки а, Ъ и с, по которым находят центр тяжести тела человека, поме­
щенного на платформу:

<?„ + 2дс { Ь = % ± Щ а 1. с = 0с + ЭДй_; (50)
2<2 2(2 2(2 '

где ф — вес тела человека, равный фа -|- С1с— показаниям дина­
мометров (из которых вычтена 1/3 веса платформы).
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Перед тем как положить человека на платформу, ее покрывают 
листом бумаги, предварительно очертив контур позы человека. После 
этого, на основании показаний динамометров и расчета по формулам 
50, откладывают на бумаге отрезки а , Ь, с.

3. Графический метод ( п р и м е р  VI. 2). На рис. 65 показано 
построение, с помощью которого определяется положение центра 
тяжести руки человека. Методика этого построения описана на стр. 60.

Г л а в а  VII.
УСТОЙЧИВОСТЬ РАВНОВЕСИЯ

§ 36. Понятие об устойчивости равновесия тела

Вопрос устойчивости равновесия тел при изучении физических 
упражнений имеет исключительно важное значение. Здесь рассмат­
ривается в основном устойчивость равновесия тела, когда сила, дей­
ствующая на него, длительно сохраняет свою величину, т. е. когда 
условия приближаются к статике.

Равновесие тела называется устойчивым, если после малого откло­
нения от положения равновесия тело возвращается к этому положе­
нию. Равновесие тела называется неустойчивым, если в результате 
малого отклонения от первоначального положения равновесия тело 
не возвращается к этому положению.

Примером устойчивого равновесия может служить равновесие 
шарика, касающегося вогнутой поверхности в ее нижней точке 
(рис. 6 6 , а), примером неустойчивого равновесия — равновесие шари­
ка, касающегося выпуклой поверхности в ее верхней точке (рис. 6 6 , б). 
Если поверхность, на которой лежат шарики, гладкая, сила реакции



будет направлена по нормали к поверхности. В этих двух случаях 
шарики будут находиться в равновесии, так как приложенные к ним 
силы <2 кВ . равны по величине и противоположны по направлению. 
Если отклонить шарики от положения равновесия, то реакция опоры 
изменит свое направление. Равнодействующая сил С1 и Н в первом 
случае будет возвращать шарик в первоначальное положение, а во 
втором еще более удалять от него.

Для шарика, находящегося на горизонтальной плоскости 
(рис. 6 6 , в), силы (2 и Н будут оставаться уравновешенными при лю­
бом его смещении. Такое равновесие называется безразличным.

Рис. 67.

Такое неустойчивое равновесие, какое рассмотрено в примере с 
гладким шариком на вершине выпуклой поверхности, удержать 
практически невозможно. Только хорошо натренированные люди — 
жонглеры, цирковые гимнасты, эквилибристы — благодаря быстроте 
реакции способны удерживать предмет или свое тело в положении 
неустойчивого равновесия. Длительное время, как правило, тело может 
находится только в состоянии устойчивого или безразличного равно­
весия.

Вместе с тем в процессе тренировки широко используется поло­
жение неустойчивого равновесия. Так на нем основан прибор (рис. 67) 
для тренировки футболистов и определения быстроты реакции. Ставя 
ногу на педаль А , футболист обязан удержать шарик в очерченной 
зоне Б  на выпуклой поверхности, жестко соединенной с педалью и 
посаженной на шаровой шарнир В.

§ 37. Устойчивость равновесия тела, имеющего 
точку опоры или ось вращения

Примером равновесия тела, имеющего одну точку опоры или ось 
вращения, может служить равновесие тела гимнаста в стойке 
(рис. 6 8 , а) или в висе (рис. 6 8 , б). Равновесие тела является устойчи­
вым, если при отклонении его от положения равновесия центр тяжести 
тела поднимается, и неустойчивым, если при отклонении тела от по­
ложения равновесия центр тяжести его опускается. Следовательно, 
равновесие тела, имеющего точку опоры или ось вращения, будет

Рис. 66.
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устойчивым, когда его центр тяжести занимает самое низкое из всех 
возможных положений; неустойчивым, когда он занимает самое вы­
сокое положение; безразличным, когда высота его центра тяжести 
при всех положениях тела остается неизменной.

§ 38. Устойчивость равновесия тела, 
опирающегося на плоскость

Если твердое тело, опирающееся своим основанием на горизон­
тальную плоскость (рис. 69, а), повернут вокруг ребра А (положе­
ние II) так, чтобы сила тяжести тела <3 проходила слева от него, то 
эта сила создает относительно оси поворота момент, стремящийся 
возвратить тело в прежнее положение равновесия. Когда тело займет 
положение III, то сила тяжести будет проходить через ось опоры и 
относительно ее момент силы тяжести будет равен нулю. В этом случае 
тело с одинаковой вероятностью может либо возвратиться в первона­
чальное положение, либо упасть вправо. Поэтому положение III — 
положение неустойчивого равновесия. В положении I тело будет на­
ходиться в состоянии устойчивого равновесия, так как при малом 
отклонении от него тело опять возвращается в первоначальное по­
ложение.

Угол поворота а , на который следует повернуть тело, чтобы пере­
вести его из устойчивого положения в неустойчивое, называется 
углом устойчивости. Он тем больше, чем шире основание тела и чем 
ниже расположен его центр тяжести. Если то же самое тело положить 
на другую плоскость (рис. 69, б), угол устойчивости будет больше 
(ах>  а). Для опрокидывания тела в этом случае потребуется поворот 
его на больший угол. Эти обстоятельства широко используются в 
практике спорта для создания положения устойчивости. На рис. 70 
показано, как постановка ног способствует повышению угла устой­
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чивости. В технике борьбы и бокса приемы увеличения угла устойчи­
вости особенно разнообразны.

Способность тела возвращаться к первоначальному положению 
равновесия по прекращении действия на тело сил, нарушающих это 
равновесие, называется динамической устойчивостью тела. Она воз­
растает с увеличением ширины площади опоры тела и с понижением 
его центра тяжести. Если твердое тело опирается не всем основанием, 
а несколькими точками, не лежащими на одной прямой, то за площадь 
опоры надо принимать площадь, об­
разуемую линиями, 
эти точки.

соединяющими

Рис. 69.

Способность тела сопротивляться всякому, хотя бы и малому, на­
рушению его равновесия, называется статической устойчивостью 
тела. Пусть на тело с сечением А ВС И, имеющее вес С2, действует 
сила Р, стремящаяся опрокинуть 
тело вокруг ребра В. Равновесие 
тела будет возможно лишь в том 
случае, если равнодействующая 
Я сил <3 и Р  будет пересекать 
плоскость опоры внутри контура 
основания тела (рис. 71, а). Если 
же равнодействующая пройдет 
справа от точки В , то она будет 
создавать момент, стремящийся 
опрокинуть тело вокруг этой точ-" 
ки (рис. 71, б). В случае предель­
ного равновесия, т. е. когда рав­
нодействующая Я пройдет через 
точку В, ее момент относительно
этой точки будет равен нулю. Но по теореме Варинь- 
она момент равнодействующей Я равен сумме моментов составляющих 
сил. Следовательно, в случае предельного равновесия тела 0.1 — РН —
— 0 . Произведение веса тела на его плечо относительно возможной 
оси вращения тела называется моментом устойчивости-тела. Произ­
ведение модуля опрокидывающей силы на ее плечо относительно воз­
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можной оси вращения тела называется опрокидывающим моментом.
Сила Р =  -2^. , т. е. минимальная сила, при которой твердое тело 

Н
опрокидывается, называется критической силой.

Для статической устойчивости тела необходимо, чтобы момент 
устойчивости его был больше опрокидывающего момента. Отношение 
момента устойчивости к опрокидывающему моменту называется ко­
эффициентом устойчивости:

6уст =  —  • - (51)уст РН

Д ля устойчивого положения тела коэффициент устойчивости должен 
быть больше единицы.

§ 39. Статическая устойчивость равновесия 
тела человека

Все вычисления, связанные с устойчивостью тела, усложняются, 
когда речь идет не о геометрически правильном твердом теле, а о 
теле человека. У человека стопы ног не имеют правильной формы, 
они не абсолютно жестки и при опрокидывании тела деформируются. 
Площадь опоры стоп (5) при опрокидывании будет уменьшаться. При 
этом точка опрокидывания будет перемещаться к середине площади 
опоры. Определим критическую силу для человека в основной стой­
ке. Вес тела С? =  70 кГ , расстояние от пола до центра тяжести Н =  
=  0,9 м. Длина стопы I =  0,25 м. Ширина стопы с =  0,1 м. Предпо­
ложительно проекция центра тяжести проходит через центр площади 
опоры.

Если тело человека принять за абсолютно жесткое и если опроки­
дывающая сила Р х приложена к центру тяжести тела и направлена 
вдоль оси х  горизонтально, то для ее определения можно воспользо­
ваться формулой:

( 2 - 4 г  7 0 - ^ .0 ,1 2 5
Рх = ------- —  = ---------------=  9,7 кГ  (95 н).

х Н —0,9

Если опрокидывающая сила Р направлена вдоль оси г/, то ее крити­
ческое значение будет:

<2 • —

Ру =  — =  4,35 кГ  (43 я).

Однако в действительности критическое значение опрокидывающей 
силы значительно меньше. Поэтому на практике для решения зада­
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чи об устойчивости тела человека нужно воспользоваться другими 
формулами.

Предварительно следует ввести геометрическое понятие — мо­
мент сопротивления (Щ . Эта величина служит для характеристики 
площади сечения или (в данном случае) площади опоры и зависит не 
только от величины площади, но и от ее формы. Момент сопротивления 
для прямоугольной площади опоры длиной /, шириной 2  с, относитель­
но оси, перпендикулярной / и проходящей через центр тяжести пло­
щади, вычисляется по формуле:

Г  =  ~ . (52)

Момент сопротивления измеряется в см3 или (в системе СИ) в м 3, 
1 см3=  10“6 ж 3.

Рабочая формула для определения критической силы Р и опроки­
дывающего момента М 0 для человека:

(53)

где <2 — вес тела (кГ), 8  — площадь опоры (см2), V? — момент сопро­
тивления площади опоры (см3). Так как М  =  РН, критическое зна­
чение опрокидывающей силы будет:

8Н

Определим критическую силу Р х по данной формуле

—  г ,  =  - 2 - .  — .
х ЗН х 8Н 6 

Учитывая, что 8 =  2 с1, получим:

Р =  . (54)
* 2с1 • 6 4 6 7

Для конкретного случая:

р  =  3,24 кГ  (31,8 к).
* 6 • 0,9

Полученное расчетным путем по формуле 54 значение критичес­
кой силы соответствует опытным данным.

В табл. 9 приведены формулы для расчета критической силы в за* 
висимости от позы спортсмена.
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Формулы к анализу статической устойчивости человека в некоторых положениях

Таблица 9

- р Щ— 1
X

НЕ

V

^  Рх=0,54Рх4
Ру =  0,94Ру 4

Рх=0 ,88Р х4

Ру=0,88Ру4

Ь=1,06 Ь4

Промежуточное положение 

СЬ

Предельное положение 

Рх =-СЬ

Примечание:

Предельное положение 
определяется углом р

Промежуточное положение 

СЬ 

6 Ь:Р х ,= —
Предельное положение 

СЬ
Р х =

3.311,

Р С (сг+3а2) 
6(1, (а+с) Р У =

С(с2+3а2)
З.ЗИ, (а+с)

Примечание:

Предельное положение 
определяется углом оС

(1=0,55(1,

с)=е Рх с Гс(сг+12аг)+Ь(Ь2+12а2)] 

7 6 И, (сг+сЬ) (2с1 +с)

р у С (с 2+3а2)

7 6Ь, (а+с)

Р х = Р *2± .

Приведенные формулы верны 

в случае равномерной передачи 
веса тела на обе ноги.



Раздел II 

КИНЕМАТИКА

Г л а в а  VIII. 
ВВЕДЕНИЕ В КИНЕМАТИКУ

§ 40. Основные понятия

Кинематикой называется раздел механики, в котором изучается 
движение тел без учета их инертности и действующих сил. Поэтому 
иногда говорят, что кинематика изучает геометрические свойства 
движения, т. е. происходящее с течением времени изменение взаим­
ного положения тел в пространстве.

Кинематика занимает исключительно большое место в биомеха­
нике физических упражнений.

Кинематические методы исследования имеют самостоятельное 
практическое значение при изучении сложных траекторий движения, 
передач движений от одного органа другому и т. д.

Напомним, что под движением в механике понимают изменения 
положения данного тела в пространстве по отношению к другим телам, 
происходящие во времени. Чтобы зарегистрировать изменения поло­
жения тела, необходимо применить какую-то систему отсчета. Поэто­
му определение движения тела следует уточнить: движение есть изме­
нение положения тела с течением времени относительно неподвижной 
системы отсчета. Это добавление существенно, что подтверждается 
следующими примерами. Велосипедист видит с седла, что носки его 
ног «проходят» круговой путь (рис. 72, а). Человек, стоящий на обо­
чине дороги, видит, что носки велосипедиста «проходят» волнооб­
разный путь (рис. 72, б). Пассажир на пароходе, наблюдая за своим 
спутником, подбрасывающим мяч вверх, видит, что он движется вер­
тикально вверх и вниз. Наблюдатель, стоящий на берегу, видит, что 
мяч описывает параболу.

Несмотря на то, что неподвижных тел нет, условно обычно счи- 
\ тают неподвижным твердым телом, с которого удобно наблюдать про­

цессы движения, Землю. К неподвижным телам при решении ряда
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задач причисляют также пол аудитории, площадку для игры и т. д. 
При этом сознательно оставляют без внимания суточное движение 
Земли.

Система координат, связанная с телом, относительно которого 
рассматривается изучаемое движение, называется системой отсчета. 
Если условно считать Землю неподвижной, та система отсчета непод­
вижна относительно Земли. Движеиие тел по отношению к этой систе­
ме отсчета, т. е. по отношению к Земле, принимается (условно) за 
абсолютное (результирующее).

Пространство в механике рассматривается как трехмерное евкли­
дово пространство. Все измерения в нем производятся на основании 
методов евклидовой геометрии. За единицу длины принимается один 
метр, за единицу времени — Одна секунда. Время является скаляр­
ной, непрерывно изменяющейся, величиной. Время I принимается за 
независимую переменную (аргумент). Все другие переменные величины 
рассматриваются как функции времени I. Обычно этими переменными 
величинами являются расстояние, скорость, ускорение и т. д.

Всякий момент времени  ̂ определяется числом секунд, которые 
прошли от какого-то начального момента до данного. Разность 
между этими последовательными моментами {I — 20) или какими-либо 
другими называется промежутком времени.

Когда в кинематике говорят, что изучаемое движение задано, это 
значит, что указано положение тела или точки относительно данной 
системы отсчета в любой момент времени.

Изучение кинематики удобно начать с простейшего объекта — 
точки. Только после изучения кинематики точки рационально пере­
ходить к изучению движения твердого тела.
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§ 41. Способы задания движения точки

1. Естественный способ. Пусть точка совершает движение по 
некоторой линии А В (рис. 73, а). Эта линия носит название траектории 
точки. Выберем на ней произвольную неподвижную точку О и будем 
считать ее началом отсчета расстояний. Измеренная в линейных еди­
ницах, длина дуги ОМ называется расстоянием точки М  от начала

отсчета, или ее дуговой координа­
той. (Это расстояние обозначим 
малой буквой 5 ; путь, пройден­
ный точкой, принято обозначать 
большой буквой 5.)

Примем какое-то направление 
от начала отсчета О за положи­
тельное, например вправо от точ­
ки О; тогда расстояние, отложен­
ное от точки О в этом направле­
нии, будет положительным, в про­
тивоположном — отрицательным. 
Расстояние в не всегда есть путь 
5 , пройденный точкой за заданный 
промежуток времени. Когда 
путь, пройденный точкой, ис­

числяется от начала отсчета в одном направлении, расстоя­
ние 5 равно пути 5. Если же, например, точка, двигаясь из начала О, 
доходит до положения М , а затем, перемещаясь в обратном направ­
лении, проходит в положение М 1У то в этот момент ее координата 5 =
=  ОМг, а пройденный за время движения путь равен ОМ +  М М Ъ 
т. е. не равен 5 . * •

В любой данный момент точка может занимать только одно поло­
жение на траектории, поэтому ее расстояние 5 от начала отсчета — 
некоторая однозначная функций времени:

Рис. 73.

(55)

Это уравнение, выражающее функциональную зависимость между 
расстоянием точки («) от начала отсчета и временем ( )̂, истекшим от 
начала движения, называется уравнением движения точки по данной 
траектории.

Допустим, что диск брошен под углом а  к горизонту, АВСОЕ  
есть траектория центра тяжести диска (рис. 73). В этом случае путь, 
пройденный за некоторое время есть дуга А ВС. Если закон движе­
ния по данной траектории известен, т. е. 5 является, известной функ­
цией 1У то, пользуясь уравнением движения, можно для любого момента 
времени определить расстояние, которое прошла точка от начала от­
счета, и указать ее положение на траектории.

Траектория точки может быть задана аналитически (дано урав­
нение кривой) или геометрически (например, указывают, что, выпол­
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няя обязательные упражнения, фигурист движется по окружности 
диаметром й — 11,4 м).

Функция 5 =  1(1) может быть дана в виде уравнения или графика. 
График ее называется графиком движения. Он может быть построен 
по уравнению 5 =  /(2). Следует отметить, что как уравнение, так и 
график движения дают возможность определить путь, пройденный 
точкой от начала отсчета. По графику на рис. 74 можно сказать, что 
в момент времени точка нахо­
дится на расстоянии от начала ^
О. Данный график не является 
траекторией точки.

П р и м е р  V III. 1. Мяч подбро­
шен вверх с начальной скоростью

Рис. 75.

V{)=  29,4 м/сек. Вертикальная линия О А — его траектория (рис. 75, а). 
Положение точки 5 =  1(1) представлено графиком (рис. 75, б). Гра­
фик 5 =  ((I). — есть закон движения.

П р и м е р  V III. 2. Изучая скорость бегуна на 100-метровой дис­
танции, отмечают путь, пройденный атлетом в различные промежутки 
времени. На основании этих данных строят график 5 =  /(*) (рис. 76), 
Правда, в большинстве случаев отмечают время 2, соответствующее 
прохождению определенной дистанции.

Таким образом, при естественном способе задания движения точки 
должны быть известны: а) траектория точки в выбранной системе от­
счета, б) начало и положительное направление движения, в) закон 
движения -точки по данной траектории в виде уравнения 5 =  [(I) 
или графика.

2 . . Координатный способ. Естественный способ задания движе­
ния точки прост и нагляден. Однако траектория точки заранее не 
всегда бывает известна. Поэтому чаще приходится пользоваться дру­
гим способом — координатным.

Положение точки М  по отношению к системе отсчета Охуг (рис. 77) 
можно определить ее координатами х , у , г. При перемещении точки 
все эти координаты с течением времени будут изменяться: в какой- 
то другой момент времени, например I, координаты точки будут хъ 
у ъ гг и т. д. Чтобы знать закон движения точки, на основании которого 
можно было бы определить ее положение в пространстве в любой
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момент времени, надо знать значение координат для каждого момента 
времени. Поэтому необходимо задать функции координат в зависимо­
сти от времени:

* =  №)< у =  М )<  2 =  / 3(0- (56)
Эти уравнения — уравнения движения точки в декартовых прямо­

угольных осях координат. Они определяют закон движения точки при 
координатном способе задания движения.

Если движение точки происходит в одной плоскости и если эту 
плоскость принять за систему отсчета (плоскость Ох), то будет только 
два уравнения движения:

* =  У - М У  (57)

При прямолинейном движении точки, если вдоль траектории на­
править координатную ось Ох, движение будет описываться одним 
уравнением

* =  ЛЮ . (58)
как при естественном способе движения.

При исследовании большинства физических упражнений, движе­
ние отдельных точек тела спортсмена рассматривают как плоское дви­
жение, т. е. движение, которое мож,ет быть задано уравнениями 57. 
Только в последнее время благодаря новой стереограмметрической 
аппаратуре стали пользоваться уравнениями 56. Уравнения 56 и 57 
представляют собой одновременно уравнения траектории точки в 
параметрической форме. Роль параметра играет время I. Поэтому 
уравнение 56 или 57 содержит всю необходимую информацию о дви­
жении точки как во времени, так и в пространстве. Чтобы получить 
уравнение траектории в обычной форме, необходимо исключить из 
уравнений 56, 57 или 58 время и найти взаимоотношение координат 
точки.

Если движение задано уравнением 56, то, зная, что 
йз2=  йх2 йу2 йг2, или

во



и т. д.; можно (приняв во внимание, что при I — 0  и 5 =  0 ) получить:

8 =  |  У х 2 +  У* +  г2 Л .
О*

Это уравнение используется для перехода от координатного способа 
задания движения к естественному.

П р и м е р V III. 3. При прыжке спортсмена в воду положение 
его центра тяжести задано с помощью уравнений движения в коорди­
натной форме:

х  =  3(;

у — 6 ,С№ — 6 ,0 /2.

Требуетс'я найти траекторикГцентра тяжести прыгуна.

Р е ш е н и е .  Найдем траекторию движения точки. Для этого 
исключим I из заданных уравнений. Заметим, что:

Ъ 9

Подставим эти значения в исходное уравнение для у:

6х 6%2у  = --------------- , или
* 3 9

у = 2 х -----—х\
3

Полученное уравнение есть уравнение параболы. График этого урав­
нения— траектория центра тяжести прыгуна (рис. 78).

П р и м е р  V III. 4. Движение мяча по наклонной плоскости 
задано уравнениями:

х  =  Ы — 4^2; 

у =  6* — ЗЛ

Определить траекторию мяча и записать движение естественным спо­
собом.

Р е ш е н и е .  Для определения траектории исключим  ̂ из задан­
ных уравнений. Для этого помножим первое уравнение на 3, второе 
па 4 и вычтем из первого уравнения второе. Получим:



з
Отсюда: у  =  — х. Следовательно, искомая траектория— прямая ли­
ния (рис. 79), имеющая наклон к оси х  под углом а, тангенс которого

*§а =  т -4
Чтобы записать дан­

ное движение естествен­
ным способом, восполь­
зуемся формулой 59, 
применив ее для плос­
кого движения:

5  = +  У2 ли

Производные от х  и у: х  =  8  — 8 /, у  — 6 •— б/.
Поэтому:

*   / __________
х =  | у г(8 - 8 /)а +  (6 - 6 /)аЛ  =  1 1/ ( 1 0 — 10/)* Л  =

о о

=  |  (10 -  10/ )Ш =  |  Ю Л— 1 1 0 /Л  =  10/ -  б '2.
0 и О

Итак, 5 =  10/ — 5/2. Это запись данного движения мяча естественным 
способом. Заметим, что при I =  0 5 =  0; при / =  1 5 =  5. Это значит,
что через 1 сек. мяч поднимется в точку А. При 1 =  2 сек. 8 =  0. Это
значит, что через 2 сек. мяч, скатываясь по наклонной плоскости, 
достигнет начала координат. При / >> 2 сек. 5 — отрицательна и ее 
абсолютная величина непрерывно увеличивается. Таким образом, 
мяч, поднявшись по наклонной плоскости до точки А , скатывается 
вниз по закону 5 =  10/ — 5/2.



Г л а в а  IX.

КИНЕМАТИКА ТОЧКИ

§ 42. Скорость точки

Скоростью точки называется вектор, определяющий в каждый 
данный момент быстроту и направление движения точки.

Для равномерного прямолинейного движения определить скорость 
точки наиболее просто. В этом случае характерным является то об­
стоятельство, что всегда в равные промежутки времени точка про­
ходит равные пути, перемещаясь вдоль прямой линии. Поэтому от­
ношение пути 5, пройденного точкой за некоторый промежуток вре­
мени I, к величине этого промежутка представляет собой модуль у  
скорости точки:

(60)

Направление вектора V скорости точки в этом случае совпадает с 
направлением ее траектории. Иначе говоря, вектор скорости точки 
направлен по прямолинейной траектории точки в сторону ее дви­
жения.

Как видно из формулы 60, скорость имеет размерность
г , длина 
№ ] « -------- .

. время

Для любого криволинейного движения скорость точки определяется 
иначе. Например, точка М  движется по траектории А В  (рис. 80). 
Пусть в момент времени I точка зани­
мает положение М, определяемое 
радиусом — вектором /у а в другой 
момент (I +  АО положение М^ оп­
ределяемое радиусом— вектором г{.
Здесь Д/ — малое приращение вре­
мени. ___

Вектор М М и начало которого 
совпадает с точкой М  (т. е. с поло­
жением точки в начале данного про­
межутка времени), а конец с точкой 
М { (с положением точки в конце 
промежутка времени), — перемеще­
ние точки за данный промежуток 
времени. Следовательно, перемеще­
ние точки за промежуток времени =  [(/ +  Ы)—  Л опреде­
ляется вектором Л Ш „ который можно назвать вектором перемещения
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точка. Он направлен по хорде, если точка движется криволинейно, 
Из треугольника ОММг видно, что г +  М М г и следовательно:

М М г =  г± — г =  Аг.

Допустим, что точка М  движется не по дуге М М и а по ее хорде 
М М и причем равномерно, перемещаясь за промежуток времени 
из положения М  в то же положение М ^  Скорость этого (воображае­
мого) движения называется средней скоростью точки за промежуток 
времени АЛ

Средняя скорость Vср будет равна:

-  _  _  Л7 (61)
р м  м

Т ак как перемещение точки М М 1 есть вектор, то и средняя скорость 
юср как вектор, деленный на скалярную величину Ы , есть также век­
тор. Средняя скорость точки позволяет судить только о направлении 
конечного перемещения точки за время А  ̂и о некоторой средней скорости 
перемещения, но еще не дает представления о действительной скорости 
движения точки в каждый данный момент времени. Средняя скорость 
точки зависит от величины промежутка времени АЛ чем он меньше,
тем меньше ошибка при замене дуги ММ* хордой М М 1. Поэтому по 
мере уменьшения промежутка времени А/ непрерывно уменьшается

величина перемещения М М и при этом отношение стремится к
некоторому определенному предельному значению, или, как говорят, 
стремится к пределу.

Этот предел есть мгновенная скорость в данный момент времени. 
Обозначая ее через V, будем иметь:

— ,. — ,. ММг «. А гV =  п т  уср =  п т ------- =  п т ------
д /-о  м-*о А{ д/-*о А*

Вектор V будет направлен по касательной МО  к траектории точки 
в сторону ее движения.

Модуль | V | этой скорости будет равен:

{V =  Н т мм,
м

(62)

А ггде М М 1 длина хорды М М ±. Но предел отношения при А/-Я)

^представляет собой первую производную от вектора г по аргументу I 
и обозначается, как и производная скалярной функции, символом 
йг



В результате:

V =  —  - (63)
м

Это можно выразить словами так: вектор скорости точки в данный 
момент времени равен первой производной от радиуса вектора точки 
по времени.

Так как предельным направлением секущей М М Х является каса­
тельная, то вектор скорости точки в данный момент направлен по 
касательной к траектории точки в сторону движения.

Обращаясь к соотношению 62, можно сказать, что

1-1 л\ШЛ (64)
' ' <и

Но М М , есть расстояние 5, пройденное точкой за время А/, поэтому 
соотношение 64 можно написать так:

И  =  — . (65)1 1 <и 4

Таким образом, численная величина скорости в данный момент вре­
мени равна первой производной от расстояния (криволинейной коор­
динаты) по времени.

Чтобы определить численное значение (модуль) скорости по задан­
ному уравнению движения 5 =  /(/) в какой-нибудь момент времени 
I =  следует взять производную от функции 5 по времени I. В най­
денное выражение производной надо подставить вместо аргумен­
та / его частное значение I, соответствующее тому моменту времени, 
для которого определяется скорость. Полученное значение и будет 
модулем определяемой скорости в момент времени

П р и м е р  IX. 1. Мяч подброшен вертикально вверх с начальной 
скоростью у0- Уравнение движения:

где Vо равна 29,4 м1сек\ Н  — переменная высота подъема мяча над 
уровнем земли; § =  9,8 м/сек2.

Необходимо определить скорость в момент времени I =  2  сек. 
Р е ш е н и е :

Найдем производную от Я:
йН

Подставим заданные значения: а0— 29,4 м/сек\ §  =  9,8 м/сек2\ I =  
=  2  сек.
Получим: V =  29,4—9,8- 2 =  9,8 м/сек.
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§ 43. Определение скорости точки по уравнениям 
ее движения в прямоугольных координатах

Рассмотрим движение в плоскости хОу, которое задано уравне­
ниями X =  /*(/) и у  =  / 2(/).
Пусть в момент времени I и I +  А( движущаяся точка занимает по­
ложения М  и М^. На рис. 81 эти положения описываются координа­
тами (х, у) и (х +  А*, у  +  А у). ___

Соединив точки М М и получим вектор Л Ш 4.
Средняя скорость уср за этот промежуток времени будет:

-  ММХ ТТЛ— МА.р М

Рис. 81.

Деля вектор ММ  * на А/, получим 
вектор М А . Из чертежа*следует, что

м с  =  МА  

м в  ~  м м х ’

но М С — М ХА х — {МА)Х — ( ^ с р ) а 
(^ср)л есть проекция вектора МА  
(средней скорости точки) на ось х, 
скалярная величина. М В  — М хМ 1х =

м м г

м

=  А х — проекция вектора ММ! на ось х •
МА =  Vср‘— модуль вектора М А 1 (средней скорости точки)

Но модуль вектора средней скорости точки уср

Подставляя данные значения в пропорцию, получим:
ММг

I Рср X | _  , А / =  _1_

Ах ~  ММх М ’

Отсюда проекция средней скорости точки на ось х:
Ах 
А / ’

Переходя к пределу при А /-> 0  и обозначая проекцию истинной 
скорости точки на ось х  через \юх\, получим:

\ИХ] =  П т |у Срд:| =  Н т  =  —  . (6 6 )
1 х ' д/-*-о Р* 1 м-*о А* а*

уср.л:1 =

Подобным образом можно показать, что



Это дает возможность говорить о том, что проекции скорости точки 
на неподвижные оси координат равны первым производным от соот­
ветствующих координат движущейся точки по времени.

Зная проекции вектора на две неподвижные оси координат, в 
плоскости которых лежит вектор, можно найти для всякого вектора 
его модуль и направление. Это положение справедливо и для вектора 
скорости. Модуль вектора скорости будет равен:

(68)

Направление вектора скорости можно 
определить также, пользуясь рис. 82:

СОЗ ср =  соз (у, х) =  ~  

СОЗ а =  СОЗ (у, у ) = ~ ' (69)

Рис. 82.
Следует заметить, что в выражении соз (у, 
х) поставлены вектор V и его проекции.
Это значит, что речь идет об угле между 
вектором V и его проекцией х  или у.

Если точка совершает движение не в плоскости, а как угодно в 
пространстве, то ее движение будет задано тремя уравнениями 56, 
а скорость представлена тремя проекциями скоростей Vx, и у2.

__ йх _  йу __ йг

Х)* ~  сИ ’ Х)у ~  И  ’ Х)г~~ Ий'
Соответственно этому модуль о будет равен (рис. 83):

(70)

V —  У  о *  +  +  и :г,
Vу п Усоз а =  — ; соз В =  — ; соз т =  —
V V V

Обычно при исследовании спортивных движений опыт ставят 
так, чтобы можно было рассматривать движение точки только в од­
ной плоскости хОу.

П р и м е р  IX. 2. Движение диска задано уравнениями:
1). х =  Ы\ 2 ) у  =  —/2 + 8 / (х и у — в метрах, I — в секундах).
Необходимо определить: а) уравнение траектории; б) наибольшую 

высоту полета—Я; в) дальность полета— г) скорость V4 в наивысшей 
точке траектории; д) скорость у2в момент падения диска на землю. Со­
противление воздуха можно не учитывать*.

* Решение задачи о движении легкоатлетических снарядов с учетом со­
противления воздуха изложено в книге В. Н. Тутевича «Теория спортивных 
метаний» (ФиС, 1969).
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Р е ш е н и е .  Чтобы определить траекторию полета диска у — 
=  }(х)у нужно из заданных уравнений движения диска исключить
время I. Из первого уравнения определяем которое равно это
значение I подставляем во второе уравнение. В результате получаем:

у = - 1 *  +  В( =  - ^  +  х .
64

Это уравнение и есть уравнение траектории, которая является пара­
болой. На основании данного уравнения можно определить у , за­
давая различные значения х:
х  0 10 20 30 32 40 50 60 64
у  0 8,44 13,75 15,95 16 15 11 4,0 0

Пользуясь этими значениями, построим траекторию диска (рис. 84). 
Она пересекает ось х  в двух точках, ордината которых равна нулю 
(у =  0). Подставим это значение у  в уравнение траектории, найдем 
абсциссы точек пересечения кривой с осью х:

у =  х -  —  =  0 ; х  (1  — — ) =  0 .
у 64 V 64 /

Левая часть уравнения может быть равна нулю, когда х 1=  0 или
когда (1 —~ ) =  0; при этом х2=  64 м.

Очевидно, Х1=  0. Эта точка относится к началу полета, а х2 соот­
ветствует моменту приземления диска. Длина полета I, равна:

Ь =  х 2 — 64 м.

Наивысшую точку А , которую достигает диск при полете, можно 
определить, считая что при этом И =  утах,

Чтобы найти максимум функции, следует отыскать первую произ­
водную и приравнять ее к нулю:
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Следовательно, максимальное значение утах будет при х =  32 ж. 
Подставив это значение в уравнение для у , получим:

*а по (32)2
Утах — х  г-. — 32 — 16 ж;

64 64

Н  =  Утах =  16 м.

Чтобы определить скорость диска, необходимо найти проекции 
скорости на координатные оси, применяя формулы 70:

^  =  8 (м/сек);

Л/. =  1 Ь <2 +  8.1  =  _  21 +  8 (м/сек).
у М 61

Необходимо отметить, что проекция скорости снаряда на ось х  
постоянная и не зависит от времени I. Проекция же на ось у  зависит 
от времени I.

В наивысшей точке траектории скорость диска направлена по ка­
сательной к ней и параллельна оси х. Поэтому V̂ у =  0; V^x— 8  м/сек. 
Этот же результат может быть получен и другим путем. Известно, 
что наивысшая‘точка имеет координаты х  =  32 ж; у =  16 ж. Поэтому 
легко определить время, по истечении которого диск достигнет точки 
А с координатами 32 и 16. В заданные уравнения движения х =  8 /; 
у  =  — 2̂+  Ы делаем подстановку: х  =  8 / =  32; у =  — / 2 +  Ы =  
=  16. Откуда находим  ̂ =  4. Подставляя I =  4 в выражение для 
ьу найдем — (— 21 +  8 ) =  0 , т. е. тот же результат, что и при 
рассмотрении графика на рис. 84.

Скорость диска оа в момент падения его на землю может быть оп­

ределена с учетом дальности полета Ь =  64 ж, х  =  8 / =  64; при этом 
I — 8  сек.
у2х=  8  м/сек, так как -—■ =  8  м/сек и не зависит от времени.

V2у=  (—2 1 + 8 ) =  (— 16 + 8 ) =  —8  м/сек.
Модуль скорости диска у2 будет равен:

=  V  +  «4  =  +  ( -  8)а =  11.31 м/сек.

Направление вектора скорости VI определяется по формулам:



Задав уравнения движения л: =  Д(/) и у =  / 2(/), получаем подробную 
информацию о движении точки тела.

П р и м е р  IX. 3. Копье брошено с начальной скоростью 
24 м/сек под углом а  =  45° к поверхнос­
ти земли (рис. 85). Найти:

1) уравнение движения в координат­
ной форме:

х = и  (*ти у = и  уу>
2 ) траекторию движения у =  }(х)\
3) дальность полета Ь\
4) наибольшую высоту полета # тах;
5) длительность полета /;

риС' 85. 6 ) скорость в момент, когда точка дос­
тигнет # тах и при приземлении. Сопро­
тивление воздуха можно не учитывать. 

Р е ш е н и е .  Зная вектор чжорости V (в условии дано, что его 
модуль равен | V | =  24 м/сек) и угол а, можно найти его составляю­
щие по осям координат х  и у,

V  4  +  V* =  V.

Угол V,  х  равен 45°, поэтому

Vx =  VV =  ——  — =  17 м/сек.У ут ут

Зная, что составляющие у х=  17 м/сек и уу =  17 м/сек, можно на­
писать уравнения движения: х  =  17/; у =  17/— 4,9/2. При записи 
второго уравнения необходимо обратить внимание на то, что движе­
ние по вертикали возможно при начальной скорости (17/) и действии 
сил тяжести

( - п г = - 4 ’9 ' 2

Чтобы получить уравнение траектории, нужно исключить время 
/ из уравнений для х я у, так как уравнение траектории есть у =
=  /(*). Если х  =  17 /, то / =  — ,



172 289 ’

Подставим значение I в уравнение для у:

у =  \71 — 4,9<2 =  х ----
59

Это и есть уравнение траектории полета копья. Дальность полета 
Ь будет равна координате х, при которой у  =  0  (момент приземления)

у =  х -  —  =  0 ; х ( \ - ~ — ) =  ,
* 59 V 59)

Уравнение может быть равно нулю, когда

х  =  0 ,

1 -----—) =  0 .
591

Отсюда находим: х^~  0 (это соответствует началу полета) и хг =  59м 
(это соответствует приземлению), Ь =  х 2=  59 м.

Полное время полета I можно найти из уравнения х  =  Ш :

/ =  ± -  =  =  3,47 сек.
17 17

Максимальную высоту полета # тах можно найти, определив 
максимальное значение функции у =  /'(*). Чтобы найти значение х , 
при котором наступает максимум функции, следует взять первую 
производную по х  и приравнять ее к нулю:

х2у — х -------- ;
у 59

у — 1 -----—  =  0; х  =  29,5 м.
* 59

1
Подставляя эти значения х  в уравнение траектории, найдем 

г/ *а оп с 29,52 л . -г^шах =  Ушах =  х  — —  =  29 ,5 ------ —  =  14,75 м.

Скорость в любой точке равна:

„ у - а Т 4 - у г {
где х к у —  координаты точки.

о , =  —  =  (1 7 /) '=  17л*/сек, ,
<и

=  ( 17/ — 4 ,9 *̂)' =  17 9 ,8/ .
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Пользуясь уравнением х =  17/, найдем время, когда снаряд 
достигнет Н тах:

29,5/ =
17 17

-1,75 сек.

Зная это время, можно определить проекции скоростей, соответствую­
щих заданной точке. Поэтому ух=  17 м/сек; VV =  17 — 9,8/ =
=  17— 9,8.1,75 =  0.
В результате скорость в наивысшей точке полета равна:

xи^ Vx — 17 м/сек.

Скорость в точке В  к моменту приземления равна:

V;' =  17 м/сек,

=  17 — 9,8/ =  17 — 9,8 • 3,47 =  — 17 м/сек.

V =  V  VI +  VI =  У 172 +  (— 17)2 =  24 м/сек.

Угол наклона вектора этой скорости (о, х) =  а  может быть опре­
делен так:

— 17 
17

=  - 1 ;  а =  345°.

П р и м е р  IX. 4. Точка совершает гармоническое колебание по

закону * =  асоз^-у- /1 ., (рис. 8 6 ). Определить скорость точки.

Примером гармонического колеба­
ния может служить перемещение 
проекции точки А  на ось Ох при 
равномерном вращении этой точки 
по окружности с радиусом а. Т  — 
период колебания, т. е. время, в 
течение которого точка А совер­
шает один оборот. Действительно, 
угол между радиусом а и осью Ох 
в любой момент времени будет

2тс о 2тсравен —  / =  а. Здесь ---- угловая

скорость радиуса О А , или круговая
2тсчастота: —  =  со.
Т

Проекция радиуса а на ось Ох будет равна:

---

» / | \

/ V  V
г 4  1

1 о'  

| \
1 V

1 1  

1 А 
1 / |  

11 х .
1

1

-а | о

— -^1  1

1 1

х |  |+а х

Рис. 86.



Таким образом, задано уравнение движения х  =  /(/). Поскольку 
движение происходит вдоль линии (ось Ох), проекция скорости на. 
ось х  будет равна скорости V:

йх /  2тт: ,
V =  ---  =  ---  а 51П --- - П =  а(1) 5111 ш/.л г \ г /

Скорость в данном случае есть также функция от 1\

V =  (I).

Так как синус может изменяться в зависимости от угла в пределах: 
от (— 1) до ( + 1), то очевидно, что максимальное значение скорости, 
будет:

' 2 тш
С'тах =  —  =  О0).

§ 44. Изменение скорости во времени

Изменение скорости во времени в процессе выполнения физичес­
ких упражнений имеет исключительно важное значение. Поэтому, 
зная скорость в каждый данный момент времени или в определенной 
точке траектории, можно построить график функции

V = ^{^) (71)

ИЛИ V =  ср (5). (72)

Последнее выражение может быть задано через координаты

"у =  («у)- (73>

В предыдущем примере было показано, что скорость перемещения 

проекции точки на ось Ох непрерывно изменяется от — а  ̂ да 

+  а  ̂ , переходя через нулевые' значения.

На рис. 87, а показано изменение скорости в беге на дистанции 
100 ж в зависимости от пути. Эта кривая есть V =  ср(5). Зависимость 
скорости от времени V =  /(I) при беге показана на рис. 87, б. Кривые 
похожи одна на другую, но это относится только к данному примеру.

Кривая функции V =  /(/) представляет большой интерес с точки 
зрения определений характера бега; она дает ответ на вопрос, как 
быстро была достигнута необходимая скорость, как она удерживалась, 
нарастала или убывала в конце бега и т. д. Эта кривая интересна еще
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и по следующим соображениям. На рис. 8 8  дан график V =  /(/). Пря­
моугольник с основанием Д^ и высотою имеет площадь чис­
ленно равную (с известным приближением) пути, пройденному телом 
за время, Д^. Вообще же площадь, ограниченная кривой V =  /(/), 
отрезком на оси равным 2̂, и перпендикулярами, восстановленными

Рис. 87.

из концов этого отрезка, равна 
пути пройденному телом за 
время /, и может быть представ­
лена в виде интеграла:

и
8  =  V(^  ̂ (74)

о

Если надо узнать путь, пройденный за время начиная от до 12, 
то выражение 74 примет вид:

8М  =  |  «И. (75)

Допустим, что ведется наблюдение за скоростью бега спринтера 
и автоматический прибор вычерчивает кривую V =  [((). Второй при­
бор (интегратор) может определить площадь, ограниченную осью 
Ох и координатами начала и конца движения. Таким образом, будет 
известна не только скорость, но и путь 5, пройденный спринтером в 
данный момент времени.

П р и м е р  IX. 5. Фигурист выполняет обязательную фигуру — 
круг диаметром О =  11,4 м со скоростью V, которая постепенно па­
дает, подчиняясь экспоненциальной зависимости: V =  у0е_а*.
В момент отталкивания начальная скорость V^= 4,5 м/сек; а  ^  0,1.

Определить, способен ли спортсмен при заданной начальной ско­
рости сделать полный круг. Какая скорость будет к моменту заверше­
ния полного круга? Каково наибольшее перемещение фигуриста, если 
считать конечную скорость V =  0 ,1
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Р е ш е н и е .  Путь фигуриста при полном круге: 5  =  п й  =  
=  3,14-11,4 =  36 м.
Путь 5, пройденный спортсменом, равен:

*
5 = |  т .

О

Подставим значение скорости под знак интеграла:

5 =  \  V̂ е~л* Ш = — V̂ \ — е ~ а*\о = — V0[ ^ — е ].
,) а аО -

Путь задан: 5  =  36 м, поэтому

—  0.11-е— '] =36.а

Подставляя значения а  =  0,1 и V ^ =  4,5 м/сек, имеем:

- ^ - • 4 ,5 ( 1  — <Г0,") =  36; =  0,2.

Пользуясь таблицами функции е~х, находим, что показатель сте­
пени (0,1 /) должен быть равен 1,61. Отсюда время движения по ок­
ружности I — 16,1 сек.

Теперь можно определить, какова будет скорость V,  когда спорт­
смен пройдет один круг:

в =  ~ =  4,5е~ 0,ы<м =  4,5 • е~ 1,61 =  4 ,5 - 0 2  =  0,9 м)сек.

Это дает возможность ответить на первые два вопроса. Фигурист опи­
шет окружность за 16,1 сек. и будет иметь скорость, равную 0,9 м/сек. 

Какой длины путь 5  способен пройти спортсмен?
По условию задачи можно считать, что практически движение 

закончено, когда V =  0,1, ^о= 0,1-4,5 =  0,45 м/сек. Пользуясь урав­
нением V =  Vф~0■̂, подставив в нёго V =  0,45 м/сек, р0— 4,5 м/сек, 
а  =  0 , 1 , -в итоге получим:

е—ол/ _  _у_ = о,1.
^0

Пользуясь таблицами функции е~х, найдем, что 0,1/ должно быть рав- 
2 3но 2,3. При этом  ̂ = 2 3  сек., т. е. движение практически за­

кончится через 23 сек. Это позволяет определить путь, пройденный 
фигуристом за данное время,
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23 4,5
0,1

5 =  |4,5-е-0,иЛ  =
о

=  45 11 — ё~ 0,1,231 =  45 (1 — 0,1) =  40,5 м.

Итак, спортсмен при начальной скорости 4,5 м/сек способен пройти 
путь, равный 5  =  40,5 м.

' Движение точки с постоянной скоростью как по модулю, так и по 
направлению, происходит тогда, когда силы, приложенные к точке, 
взаимно уравновешиваются. Однако подобного рода движение встре­

чается не так часто. В большин­
стве случаев скорость точки не

Пусть точка движется по некоторой криволинейной траектории 
(рис. 89). В момент времени / она занимает положение М , а в момент 
времени (/ +  А/) — Векторы скорости и и ^ в  этих точках будут 
направлены по касательным к траектории.

Определим изменение вектора скорости точки за промежуток вре­
мени АЛ Для этого перенесем начало вектора V  ̂ в точку М\ вектор 
А В , соединяющий концы А .и В векторов V и есть разность векто­
ров VI— V,- поэтому можно написать, что

в течение которого происходило изменение скорости, есть среднее

§ 45. Ускорение точки

Рис. 89.

А остается постоянной. Изменение 
скорости может происходить 
либо по модулю (неравномер­
ное прямолинейное движение), 
либо по направлению (равно­
мерное криволинейное движе­
ние), либо по модулю и нап­
равлению одновременно (нерав­
номерное криволинейное дви­
жение). Величина, характеризу­
ющая быстроту изменения век­
тора скорости как по модулю, 
так и по направлению, назы­
вается ускорением.

Вектор Ау также удобно перенести в точку М . Он представляет собой 
приращение скорости точки за промежуток времени АЛ

Отношение приращения скорости Аа к промежутку времени А/,

Я6



ускорение точки. Вектор среднего ускорения принято обозначать сим­
волом аср:

а =  ^
Р М А*

При делении вектора МС  на скалярную величину Д/ получается 
также вектор, который называется средним ускорением. Вектор аср 
по своему направлению будет совпадать с вектором МС.

Итак, средним за данный промежуток времени ускорением точки 
называется вектор, равный отношению вектора приращения скорости 
точки за некоторый промежуток времени к величине этого проме­
жутка.

Среднее ускорение (аср) говорит о конечном изменении вектора 
скорости за промежуток времени Ы  и 
не дает представлении о действительном 
изменении величины и направления 
скорости точки в каждый данный мо­
мент времени. Среднее ускорение в об­
щем случае не является постоянной ве­
личиной и зависит от выбранной вели­
чины ириращения Д/. Однако по мере 
приближения Ы  к нулю вектор среднего 
ускорения будет стремиться к опреде­
ленному пределу, характеризующему 
истинное ускорение точки в данный 
момент времени*.

Ускорение точки равно:

а =  Нш йср= Н т  — • (76)
д*-о Д/ - 0  А/

Ускорение точки в данный момент времени  ̂равно пределу ее среднего 
ускорения за промежуток времени А(, когда величина этого промежут­
ка стремится к нулю.

Следует заметить, что вектор а по своему направлению не совпа­
дает с векторами До и аср, так как вектор соответствует предельному 
направлению, до достижения которого по мере уменьшения промежут­
ка Д/ изменялось и направление аср.

При равномерном движении точки по окружности (рис. 90) ско­
рость точки по модулю постоянна, но по направлению все время из­
меняется. Модули | V | и | скорости точки в моменты I и (̂  +  Ы) 
решны между собой и Ду =  | у4| — | V | =  0 , но векторы и и ^  этих 
скоростей различны.

* В дальнейшем истинное ускорение точки будет называться ускорением 
точки и обозначаться символом "а.
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Поэтому Да =  VI— V =  М В  — М А — МС--фО. Это дает осно­
вание говорить, что несмотря на то, что модуль | Да | = 0 , ускорение

— — ,. Дг>точки а, равное а — п т — -  не равно нулюФ
д^о м  _

Здесь еще раз следует подчеркнуть, что ускорение а — вектор­
ная величина, П т  — векторная производная, 

м
Прежде чем перейти к способам определения ускорения точки, 

необходимо сказать о размерности ускорения
г , Г Аа 1 скорость длина длина[а] =  ----- =  — -̂-----= -------- : время = ---------.

|_ А/  ̂ время время время2
В зависимости от выбора единиц длины и времени ускорение будет 
выражаться в м!сек2\ см!сек2 и т. д. Размерность ускорения в техничес­
кой системе единиц и системе СИ совпадает.

§ 46. Определение ускорения точки 
при криволинейном движении

Напомним, что при естественном способе задания точки уравнение 
движения ее по заданной траектории есть

$  =  /(*).
Наиболее простым случаем криволинейного движения является 

движение точки по окружности. При движении точки по дуге окруж­
ности в моменты времени / и I +  Д/ точка занимает положения М  и

М 1 (рис. 91). Соответствующая скорость точки — V и VI. Как уже 
говорилось, вектор скорости не остается постоянным, а получает 
некоторое приращение Да. Чтобы определить его, надо построить от-
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резки, равные и совпадающие по направлениям с векторным направ­
лением скорости V (в моменты времени I) и VI (в момент времени
I +  А^). Направления этих векторов совпадают с направлением каса­
тельной к окружности в том месте, где находится точка в данный 
момент. Вычитая вектор V из вектора получим вектор Д а Он не 
будет перпендикулярен ни к одному из векторов (у и Но если А  ̂
будет уменьшаться и стремиться к нулю, то приращение скорости 
также будет стремиться к нулю и направление вектора Ау в пределе 
при А/ -> 0  будет стремиться расположиться перпендикулярно к 
вектору скорости V.  Следовательно ускорение а будет перпедикулярно 
к скорости и направлено к центру круга. Если, рассматривая парал­
лелограммы скоростей и точки, движущейся по окружности, предста­
вить себе, что А а  -»■ 0 , то будет видно, что направление вектора Ау 
стремится стать перпендикулярным к вектору V и совпадает с направ­
лением ускорения а (сравним положения а , б, в),

Из рис. 91 видно, что при малом Аа

Др ^  уДа. (77)

Путь, пройденный точкой за время А/, равен:

а Д ^ Я Д а .  (78)

Исключая из двух уравнений Да, получим:

А Ъ '^  —  А{ (79)
К

Да ^  V2

=  ~/Г *

Таким образом, при движении точки по окружности с постоянной 
скоростью возникает приращение скорости, имеющее направление 
по нормали к касательной данной окружности. Этому изменению 
скорости соответствует так называемое нормальное (центростреми­
тельное) ускорение, определяющееся выражением:

(«>)

Итак, численная величина ускорения точки, движущейся равно­
мерно по окружности, равна квадрату скорости, деленному на ра­
диус. Ускорение направлено к центру окружности.

В спортивной практике чаще всего траектории криволинейных 
движений представляют собой не окружности, а более сложные кривые.

Как уже говорилось, рассматривая любую кривую, удобно вы­
брать следующие ориентиры: касательная к кривой в данной точке 
всегда занимает определенное положение («определяется однознач­
но»), оно удобно, так как скорость в данной точке всегда направлена
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по касательной; линия, перпендикулярная касательной, проведенная 
через данную точку, является нормалью. Для окружности радиус, 
проведенный через точку касания, перпендикулярен касательной.

Пусть траекторией точки будет какая-то кривая АВЭ  (рис. 92).
Расположим по обе стороны точки В еще какие-либо точки, напри­

мер К и М . Из геометрии известно, что через три точки всегда можно 
провести окружность и притом только одну. Пусть этими тремя точ­
ками и будут точки К, В и М . Проведем через них окружность с цен­
тром в точке С. Чем меньше будет расстояние между точками К  и М, 
тем меньше элемент кривой КВМ  будет отличаться от соответствующей 
этим точкам дуги окружности. В пределе точки К  и М  будут неогра­
ниченно приближаться к точке В, и бесконечно малый элемент траек­

тории КВМ  будет совпадать с дугой окружности и иметь с ней общую 
касательную в точке В.

Окружность, проведенная через точки В, К  и М , называется ок­
ружностью кривизны кривой в точке В. Радиус р окружности кри­
визны, проведенной для данной точки кривой", называется радиусом 
кривизны кривой в этой точке. Центр круга кривизны называется цент­
ром кривизны кривой в данной точке.

Величина к , обратная радиусу кривизны кривой в данной точке,
называется кривизной кривой в этой точке к =  . Чем меньше искрив­
лена кривая в данной точке, тем больше ее радиус кривизны и тем 
меньше кривизна к .

У одной кривой в разных ее точках различная кривизна. У прямой 
линии кривизны нет (к =  0 ), поэтому радиус кривизны прямой р =  
=  оо. Любой достаточно малый участок криволинейной траектории 
можно заменить дугой соответствующей окружности и определить 
ее радиус, а следовательно, и радиус кривизны р этой кривой.

В рассмотренном частном случае равномерного движения точки 
по окружности модуль приращения скорости был равен нулю (До =
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=  0 ), а ускорение \ ап | =  —  и направлено по радиусу к центру
А

окружности, или по нормали. В более общем случае, когда траек­
тория точки может быть произвольной кривой, а модуль скорости из­

меняется по времени, Да =/=■ 0 ; ускорение а точки будет

представлено вектором, направление которого отлично от нормаль­
ного (рис. 93). Разложим вектор ускорения а на две составляющие, 
одну из них ах направим по касательной к кривой, а другую ап— 
по нормали. Вектор ускорения а можно представить как сумму его 
составляющих и написать:

а =  +  ап. (81)

Составляющую ускорения ах принято называть тангенциальной, она 
совпадает по направлению со скоростью для данного положения точки. 
Составляющая ап носит название нормальной составляющей (направ­
лена по нормали), ее модуль равен —  , где р — радиус кривизны.

р
Если траекторией точки является окружность, то радиус кривизны 

равен радиусу окружности.
Модуль тангенциальной составляющей ускорения равен:

(82)

Согласно рис. 93 можно написать:

|а |  =  ] / а ? +  а% =  | / / Г( ^ 2 +  ( ± - (83)

Касательное и нормальное ускорения есть не что иное как проекции 
вектора на две взаимно перпендикулярные оси, касательную (М Т ) и 
нормаль (ОЩ. Поэтому можно определить не только модуль ускоре­
ния а точки, но и направление вектора а.

соз (я, ат) =  — ; ^  а, а% =  а; (84)

соз (а, ап) =  — ; ^ а ,  ап =  90° — а. (85)
а

Полезно заметить, что если траектория точки есть прямая, то ско­
рость может изменяться только по модулю. При этом, если движение 
неравномерное,
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Так как радиус кривизны р прямой равен бесконечности, то:

Дп =  —  =  0 .
Р

Следовательно, при неравномерном прямолинейном движении 
точка имеет только одно касательное ускорение.

Когда точка совершает равномерное криволинейное движение и 
скорость точки V изменяется только по направлению, модуль остается

неизменным, | V | =  сопз!, касательное ускорение ах — —  =  0 , а нор-(И
о2

мальное ускорение ап =  — =̂ =0 .
Р-

Следовательно, при равномерном криволинейном движении точка 
имеет только нормальное ускорение.

В табл. 10 даны значения ах и ап в зависимости от характера дви­
жения точки.

Т а б л  и д а  10

Величины ах и ап в зависимости от характера движения точки

Характер движения точки Касательное ускорение Нормальное ускорение

Неравномерное
криволинейное =  1 Г  •

у2
ап — -----  Ф 0

Р

Неравномерное
прямолинейное

(IV
“  1 Г  ф 0

V*
а„ =  —  =  °

Равномерное
криволинейное

1IV
а' =  ~йГ =  0 а п  — Ф ® 

р

Равномерное — по окружно­
сти, радиус р =  Я • н II

 ̂
С2 II о

V*
ап =  ——  =  сопз!:

Равномерное
прямолинейное

(IV

а'  =  И Г = 0 ап =  -----  =  0
ОО
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П р и м е р  IX. 6 . Велосипедист едет по повороту, имеющему ра­
диус Я =  25 м, с постоянной по модулю скоростью, равной 10 м/сек. 
Определить величину ускорения.

Р е ш е н и е .  Гонщик испытывает только нормальное ускорение, 
определяющееся изменением вектора скорости по направлению. Ве­
личина его:

° п =  "/Г =  “ я Г  =  4 (м/сек*)-

П р и м е р  IX. 7. При малых углах отклонения груз маятника 
(рис. 94) движется по окружности радиуса / по закону 5 =  Ь з т  со/. 
Начало отсчета в точке О; Ь и со — постоянные 
величины. Найти скорость, касательное и нор­
мальное ускорение груза и те положения, в ко­
торых эти величины равны нулю.

Р е ш е н и е .  Скорость находим 
водную пути по времени:

V =  —  =  Ьш соз ш/.
<и

ш ш т

как произ-

Касательное ускорение:-

—  == — Ы)2 51П «)/.
<и

Нормальное ускорение:
V2 62со2ап =
/ /

соз2 со/.

Рис. 94.Из заданного закона движения следует, что 
груз совершает вдоль траектории гармонические 
колебания с дуговой амплитудой Ь. В край­
них положениях (т. е. в точках А и В) з т  со/ =  +  1 и, следователь­
но, соз со/ =  0. Поэтому в крайних точках скорость и нормальное 
ускорение равны нулю; касательное же ускорение имеет наибольшее 
по модулю значение: Ьы2. Когда груз проходит начало отсче­
та, то 5 =  0 и, следовательно, з т  со/ =  0, а соз со/ =  1. В этом по­
ложении ах=  0 , а у^и ап имеют максимальное значение:

6 2 0)2

З а м е ч а н и е .  Показанное в этом примере колебательное дви­
жение весьма часто встречается при выполнении физических упраж­
нений. Так, при выполнении гимнастом упражнений на перекладине 
или на кольцах его тело в ряде задач можно рассматривать как физи­
ческий маятник. В процессе физических упражнений отдельные звенья 
опорно-двигательного аппарата спортсмена совершают колебательные 
движения в суставах. Например, бедро при беге можно рассматривать 
как физический маятник, имеющий точкой подвески тазобедренный

103



сустав. В беге очень важно знать направление и -величину ускорений, 
которые испытывают нижние конечности. Изменения этих ускорений, 
по существу, определяют динамическую структуру бега.

П р и м е р  IX. 8 . При скоростном спуске на санях спортсмен 
начинает двигаться по закруглению радиуса Я =  40 м и, пройдя путь 
5 ^  30 м, приобретает скорость 1̂ =  36 км/час. Определить скорость 
и ускорение спортсмена в середине этого пути.

Р е ш е н и е .  Так как спортсмен движется равноускоренно и при 
этом V0=  0 , то закон его движения (если считать, что 5 0=  0 ) будет:

а скорость движения: V — а^(.
Исключая из этих уравнений I, получим V2= 2 ат5. По условию зада­
чи при 5  =  $1  V =  VI. Следовательно:

а =  ——.
2$ !

5В середине пути при 52 =  скорость V2 равна:

= | 1/_а Д ~  =  .

Нормальное ускорение в этом месте траектории равно: ап% —

У1 гт= -----= ------, Полное ускорение в середине пути
Я Я

а, =  V  а? +  =  А - +  ±- ■

Подставляя численные значения, найдем: V2^  7,1 м/сек; а2ж
« 2,2 м/сек2«

§ 47. Определение ускорения точки при координатном 
способе задания движения

Рассмотрим случай, когда точка совершает плоское движение, 
заданное уравнениями: х  =  / х(/); у =  / 2(/).
Проекции скорости точки в этом случае будут равны:

йх
* <и

с1уV =  —  .
у <и
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Ускорение точки есть быстрота изменения ее скорости и было опре-

скорости как быстроты изменения пути, можно показать, что проек­
ции ускорения точки на неподвижные коор­
динатные оси равны первым производным У л 
по времени от проекции скорости точки 
на соответствующие координатные оси 
или вторым производным от соответст­
вующих координат точки по времени.

Таким образом, проекции ускорения а> 
точки будут равны:

По известным проекциям ускорения (а* и ау) можно определить 
само ускорение (рис. 95). Складывая ах и ау как векторы, получим 
ускорение а.

Модуль (а )  будет равен:

П р и м е р  IX . 9. На рис. 96, а схематически показан аттрак­
цион «колесо смеха». Колесо — платформа Л, устроенная заподлицо 
с полом, приводится во вращение вокруг неподвижной оси. Люди, 
лежащие или сидящие на этой подвижной платформе, оказываются 
под влиянием больших ускорений.

Необходимо дать уравнения движения в прямолинейных коорди­
натах и определить скорость и ускорение в точке А платформы. Рас­
стояние точки А от оси 0 0 ' га = 3 м. Угол поворота платформы отно­
сительно ее оси изменяется по закону ср =  со

Р е ш е н и е .  Возьмем систему координатных осей х  и у с началом 
координат в точке О. Координаты точки А в этой системе:

делено как . Поэтому, рассуждая по аналогии с определением

X(86) Эх
Рис. 95.

(87)

(88)

Направление вектора а определяется следующим образом:

соз а =  соз (а, х) =  —  ;
а

соз (90° — а) =  соз (а, у) == •

(89)

(90)

х —’ОК — г соз ф =  г соз со/; 

у == ОЬ =  г 31п ф =  г з т  (о/.
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йх .V]с = --- =  — № 51П Ы;х ш

Эти уравнения и представляют собой закон движения точки А.
Проекции скорости точки А  на координатные оси:

= —  =  ГО) СОЗ <*>/. 
у Л

Модуль скорости точки А:

V =  У  1?х +  VI =  У  (— ГШ 51П О)/)2 +  (ГО) СОЗ О)/)2 =  ГО),

л 2тсV = т \ V =  4со; о) =  —  .
Г

Если Т  =  15,7 сек., то о) =  2 ' 3,14  =  0,4 (1/сек); V =  гсо =
15,7

= 4 -0 ,4  =  1,6 м/сек.
Скорость точки А по величине постоянна. Направление вектора ско­
рости в этой точке можно определить по формуле:

ч Ь х  Г (о 5 Ш  и>{ ,СОЗ (V, X) — —  ==-------------— =  — 31П (*>/ =  — 51П ф;
V (̂Л

ч Х}У г ш  СОЗСОЗ (у, у) =  —  =  ----------- --- СОЗ о)/ =  СОЗ ф.
Р по
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а => =  (— до зш со/)' =  — по2 соз со/;
* Л2 Л-

Проекции ускорения точки А на координаты оси:

ау = =  (/-(О СОЗ О)/)' =  — /ЧО2 31П со/. 
Л2 (И 4

Модуль ускорения:

а =  I /  а* +  =  ] / ( — гсо соз со/ ) 2 +  (— до2 з т  со/ ) 2 =  гсо2;

а =  гы2=  4-(0,4)2=  4-0,16 =  5,4 м/сек2.

Ускорение по величине постоянно и равно: а 5,4
9,8

§  =  0,55^,

т. е. несколько больше половины ускорения свободного падения 
на Земле.

Ускорение, как показали расчеты, значительно, несмотря на то, 
что модуль скорости постоянен | V | =  4со =  сопз1. Это объясняется 
тем, что направление скорости непрерывно изменяется.

Направление вектора а ускорения точки А можно определить по 
формулам:

соз (а, х) =  —  = ----------- =  — соз со/ =  — соз ср;

е.08 — ГСО2 31П  оо/
г

— — ЗШ со/ =  — ЗШ ср.

Как следует из рис.»96, б, ускорение а направлено по радиусу 
О А к центру. -

П р и м е р  IX. 10. Точка тела, брошенного с горизонтальной 
скоростью V0, движется по закону, определенному уравнениями:
х  =■ у0/, у  =  —  ^ /2, где & — постоянные величины.

2
Найти траекторию движения, скорость 

и ускорение точки; ее касательное и нор­
мальное ускорения; радиус кривизны тра­
ектории в любом положении, выразив по­
лученные значения через скорость точки в 
этом положении (рис. 97).

Р е ш е н и е .  Определяя из первого урав­
нения / и подставляя его во второе, получим:

гг

У
2уо

Таким образом, траектория движения точки
— парабола.
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[»* =  ■* =  "о; «у = у  =  §(■
Отсюда:

о =  У  Уо +  &Чг .

' Чтобы определить ускорение точки, найдем его проекции ах=  х  =  0; 
ау =  у =  §. Следовательно, а =  §.
Следует обратить внимание на то, что движение точки здесь не равно­
переменное, так как условием равнопеременного движения является 
не а =  сопз!, а ах=  сопз!. В рассматриваемом же движении, как 
будет видно дальше, ах не постоянно.

Ускорение ах выразится так:
д _  ау _  ёч -= ёч

1 * V 4+**
Но поскольку о2=  р / 4 -еЧ 2, ( =  —  ]Га2 — а].

8

Применяя это значение /, выразим ах через V:

Отсюда следует, что, когда V =  у0, ах=  0. Затем с увеличением V 
величина ах будет расти и при V ->  о о  ах-> Для определения 
обратимся к зависимости:

Определим проекции скоростей точки:

Таким образом, в начальный момент (когда V — V̂ ) ап=  а затем 
с увеличением V величина ап убывает, стремясь в пределе к нулю. 

Радиус кривизны траектории можно определить по формуле:
Х)г  о 2 V 3ап =  —  , откуда р =  —  = -----.
Р «л

В начальный момент радиус кривизны имеет наименьшее значение:

Ртш = ----- » затем с увеличением V он увеличивается, и, следова-
§

тельно, кривизна траектории уменьшается. При V о о  р о о ,  а 
кривизна стремится к 0 .
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§ 48. Частные случаи движения точки

Зная, что такое скорость и ускорение точки, и умея определять 
их при различных способах*задания движения (естественный и коорди­
натный), интересно рассмотреть некоторые частные случаи движения 
точки. -

1. Прямолинейное движение. При прямолинейном движении траек­
торией точки является прямая линия. В прямой линии кривизны 
нет, радиус кривизны р =  о о .  Поэтому нормальное ускорение от­
сутствует:

^  _ V2 __ V2 _ 0
П р оо

Ускорение а точки равно только одному касательному ускорению:
(IV

а — а =  —  . 
г М

При прямолинейном движении ускорение направлено вдоль тра­
ектории. Поэтому касательное ускорение характеризует численное из­
менение скорости.

2. Равномерное криволинейное движение. Равномерным криво­
линейным движением точки называется такое движение, в котором 
численная величина скорости остается постоянной: V — сопз!. В

этом случае: ах =  ~  =  0. Все ускорение точки определяется толь­

ко одним нормальным ускорением: а =  ап =  — . Вектор а направ-
р

лен по нормали к траектории точки. Ускорение появляется только 
вследствие изменения направления скорости. Поэтому нормальное 
ускорение характеризует изменение скорости по направлению.

Примером такого движения может служить движение молота в 
установившемся режиме, когда линейная скорость уже больше не
возрастает. Скорость точки V в этом случае равна: V =  . Это дает

<н
возможность определить путь, пройденный точкой за время (И: й8 =  
=  гхИ. ,

Пусть в начальный момент движения (/ =  0) точка находится от 
начала координат на расстоянии 5 0. Чтобы найти путь, пройденный точ­
кой за конечное время /, необходимо полученное уравнение проинтег­
рировать. Беря от левой и правой частей равенства определенные 
интегралы в соответствующих пределах, получим:

О
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Индекс $о внизу интеграла указывает на то, что путь отсчитывался 
с некоторого начального значения. В результате интегрирования, учи­
тывая, что V  =  сопз!, получим:

5  — 50 =  VI или 5  =  5 0 +  VI. (91)

Если предположить, что 5  =  0, т. е. что отсчет пути начался в на­
чале движения, то путь, пройденный точкой за время I, будет равен:

5  =  VI.

Следовательно, при равномерном движении путь, пройденный точ­
кой, растет пропорционально времени, а скорость движения равна 
отношению пути ко времени.

3. Равномерное прямолинейное движение. Когда прямолинейное
движение является равномерным, то V =  сопз! и =  0.

Следовательно, при равномерном прямолинейном движении точки 
ускорение равно нулю: а — ах-\-ап=  0 .

Здесь, как и в предыдущем случае, 5  =  5 0+  VI при 5  =  0, 5  =
=  VI', V — —  =  сопз!.

4. Равнопеременное криволинейное движение. Равноперемен­
ным называется такое криволинейное движение точки, при котором каса­
тельное ускорение остается все время величиной постоянной: ах~  
=  сопз!.
Закон этого движения 5  =  /(/) может быть определен так. Предпо­
ложим, что при I — 0  5  =  5 0; V =  р0, где V0— начальная скорость 
точки. Касательное ускорение равно:

___ (IV.

~  (И
Следовательно, (IV =  ах(Ц.
По условию ах=  сопз!. Проинтегрировав обе части равенства

V I I
|  йю — |  а^И =  а^ |  Ш,
о, 0 0

получим V — V0=  ах1, или V — V0-\- ах1.
Зная, что V =  , будем иметь:

(Л

=  а0 +  а или (18 =  (у0 +  аЗ) Ш.

Вторично интегрируя, найдем закон равнопеременного криволи­
нейного движения точки:
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5  =  50 +  V')} +  ах — (92)

Если при криволинейном движении модуль скорости со временем 
возрастает, то движение называется ускоренным, а если убывает — 
замедленным.

Так как изменение модуля скорости характеризуется касатель­
ным ускорением, то движение будет ускоренным, если величины V и 
ах имеют одинаковые знаки, и замедленным, если они имеют разные 
знаки.

Среди спортивных движений часто встречаются такие, в законе 
которых путь является функцией I более высокого порядка, чем 2 .

5. Прямолинейное неравнопеременное движение. Рассмотрим прямо* 
линейное движение, в законе которого путь является функцией / 3.
Допустим ах~  сопз!; а — ах\ ^  =  к =  сопз1; йа =  Ш .

Проинтегрировав обе части равенства

а 9 О

получим, что ускорение равно: а =  а0-\-к(„
т т (IVНо ускорение есть —  , поэтому

или йу  =  (Ы +  а0) <И.
Проинтегрировав обе части этого выражения получим!

о

V =  +  ~  •<6

Зная, что скорость точки есть —  , получим:

или

Проинтегрировав это выражение, получим
*
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>5„ +  г У + - ^

В тех случаях, когда 5 0=  0; а0=  0; а0=  0,
№_

6
5  =  ^ .

6 . Гармоническое колебание. Рассмотрим прямолинейное движе­
ние точки, при котором ее расстояние х  от начала координат изме­
няется со временем по закону:

г соз («/.х (93)

Пусть точка А (рис. 98) совершает равномерное движение по окруж­
ности с радиусом г. В это время проекция точки движется по оси Ох. 
Величина этой проекции равна 
г соз а , где а  =  о / .  Точка М  со­
вершает при этом движении коле­
бания между положениями 
М 0(* =  +  г) и М х{х =  —/*)по 
закону, описываемому уравнени­
ем: * =  г соз со/. Такие колеба­
ния называются простыми гар­
моническими колебаниями.

Величина г, равная наибольше­
му отклонению точки от центра

х Л
Л *  1 \

ч в м 1 Мо х

Рис. 98. Рис. 99.

О, называется амплитудой колебания. При / =  0  проекция точки А 
находится в положении М0(* =  г), далее по мере увеличения / точ­
ка перемещается влево. Переходя нулевое положение, она достигает 
положение М г(х =  —г), затем вновь двигается вправо и в момент 
/ ь  для которого созю/ =  + 1 , т. е. когда 0 /1=  2 я ,  занимает поло­
жение М 0. Далее описанный цикл движений повторяется.

Промежуток времени =  — , в течение которого точка совер­
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шает одно полное колебание, обычно обозначается буквой Т  и назы­
вается периодом колебания:

гр_ 2тс
(О

Величина /  =  равная числу колебаний, совершенных точ­

кой за 1 сек., носит название линейной частоты колебаний. Если раз­
мерность Т  есть время (секунды), то размерность

[/]  ----- !----- =  —!— == сект1.
(время) сек

Величина а> — круговая частота колебаний. Она также измеряет­
ся в сект1.

Чтобы определить скорость и ускорение колебаний (численные зна­
чения), следует взять производные от х  по 1\

V =  Ух  —  (г СОЗ Ы ) '  =  — Г (Л 31П О)/; 

а  =  ъ'х  =  (г соз Ы ) "  =  —  г ю 2 СОЗ 0>/.

Интересно и крайне важно отметить, что как скорость, так и ускоре­
ние точки, изменяясь со временем, тоже совершают гармонические 
колебания. Графики значений пути (х), скорости (у) и ускорения (а) 
при колебательном движении показаны на рис. 99.

§ 49. Исследование кинематики точки методом 
графического дифференцирования

Правила графического дифференцирования в механике основаны 
на следующих математических зависимостях:

1. Если производная положительная, то функция возрастает. 
Например, если ускорение положительно, то скорость увеличивается.

.2. Если производная отрицательная, то функция убывает. Напри­
мер, если скорость отрицательна, то путь убывает (движение идет^в 
обратную сторону).

3. Если функция постоянная, то производная ее равна нулю. На­
пример, скорость постоянная — ускорения нет.

4. При экстремальных значениях функции (максимумы и миниму­
мы) производная равна нулю. Например, если скорость достигла мак­
симума в какой-то точке, то до этого'она увеличивалась, а после это­
го стала уменьшаться. Данная точка, таким образом, характеризует 
переход от ускорения к замедлению, следовательно, в ней ускорение 
равно нулю.

5. В точках «перегиба» функции производная имеет максималь­
ное или минимальное значение. Точка «перегиба» функции означает 
окончание увеличения или уменьшения тангенса угла наклона каса­
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тельной к линии этой функции. Тангенс же угла наклона касательной 
характеризует производную.

6 . Если производная постоянна, то функция линейна. Например, 
если ускорение постоянно, то скорость изменяется по линейному за­
кону. Если производная линейна, то функция — кривая второго по­
рядка. Если производная — кривая второго порядка, то функция — 
кривая третьего порядка и т. д.

, Эти правила не трудно проверить, рассматривая, например, зави­
симости, представленные на рис. 99.

С помощью графического дифференцирования можно по заданно­
му закону движения построить график скорости и ускорения. График 
пути в спортивных исследованиях получают на основе обработки ма­
териалов киносъемки или других фактических материалов. После 
измерений на карте — промере получим: 5 =  $(/); х  =  х(1)\ у  — у({). 
Поэтому, дифференцируя 5 =  $ ( / ) ,  находим график скорости: V —

— /(О, или, дифференцируя х —

Рис. 100.

; (/) и у  =  у  (/), получаем х — юх
и У =  уу> гДе у * и у у — проекции 
скорости на оси х  и у.

Повторное дифференцирование 
позволит получить графики уско­
рений в зависимости от време­
ни.

Приемы графического диффе­
ренцирования относительно прос­
ты и при некотором навыке отни­
мают немного времени. Наиболее 
простым является «метод прира­
щений». Он основан на том, что в 
течение достаточно малого интер­
вала Д/ скорость и ускорение 
исследуемой точки принимаются 
изменяющимися приближенно по 
прямолинейному закону, а средняя 
скорость и среднее ускорение, вы­
численные для этого интервала, 
совпадают с истинными их значе­
ниями в середине интервала. Рас­
смотрим этот метод на простом 
примере.

Возьмем небольшой отрезок 
кривой 8  =  8(() (рис. 100). Вы­
делим на оси абсцисс участки 
2 —3 , 3—4, 4—5; длина каждого 
участка равна 2 см. По оси абсцисс 
отложено время: 1 см =  ц, сек. =  
=  0,05 сек., следовательно, мас­
штаб ^  — 0,05. По оси ординат
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отложен путь в метрах: 1 см =  2  м =  р м, поэтому' ^  == 2 .
с  ' А5Будем считать, что аср = ---- , относя среднее значение к сере­

да
дине участка. Для участка 2—3 А53_ 2 =  5 3— $ 2=  3,3 см —
— 1,5 см =  1,8 см. Из точки 2' удобно провести линию, параллельную 
оси абсцисс, тогда отрезок 3"—3' и будет равен Д$з_2. Очевидно Vср, 
отнесенное к точке а, находящейся на середине отрезка 2 —3, будет
равно —д*~2 . Численная величина Vср зависит только от заданных

масштабов при вычерчивании этого графика.
Так как отрезки 2—3, 3—4, определяющие Д/, равны между собой, 

то величина скорости зависит только от величины Д5.
Масштаб ^  для скорости уср, определенный по данным рис. 100, 

равен:

|х =  - = ----- -----=  2 0  (м/сек/см).
Го [Л/Д/ 0 ,0 0 5 -2  4 '

Это дает возможность определить скорость для точки а , лежащей на 
отрезке 2—3, точки Ь — на отрезке 3—4, точки с — на отрезке 4—5 
и т. д.

=  Д$з_2<\, =  1,8 * 2 0  =  36 м/сек;

о4_з =  Д54_3̂  =  0 ,8  * 2 0  =  16 м/сек\

Vь_  ̂— Д$б_4^  =  * 2 0  =  8  м/сек.

Для вычерчивания графика скоростей следует выбрать масштаб 
для оси ординат. Например, исходя из вычисленных величин скорос­
тей, примем (а =  10, т. е. 1 см — 10 м/сек. Величины вычисленных 
скоростей откладываем на вертикалях, проходящих через точки аг 
Ь', с' и т. д. (см. рис. 1 0 0 , б).

Размещение рисунков 1 0 0 , а и 100, б на одном листе позволит 
получить точку Л х на оси абсцисс (рис. 100, б). Так как экстремуму 
кривой (в данном случае максимуму в точке А кривой, рис. 1 0 0 , а) 
соответствует производная, равная нулю, то

V =  0 -
(И

Поэтому, если из точки А (рис. 100, а) опустить перпендикуляр на 
ось абсцисс (рис. 100, б), то точка их пересечения А х будет "соответ­
ствовать значению V =  0.

Вновь полученную кривую всегда следует проверять по экстре­
мумам (максимумам и минимумам) исходной дифференцируемой кри­
вой. Это позволяет найти дополнительные опорные (надежные) точки.

Если „ полученную кривую скоростей V =  /(/) (рис. 1 0 0 , б) вновь 
продифференцировать, то получим кривую ускорений исследуемой 
точки, так как
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___ (IV  ^  Д р

~  си ~  ы
Чтобы получить кривую ускорений а — /(/), поступают так же, 

как при определении скоростей.
На кривой (рис. 100, б) разности Ду3_2, Ау4_3 позволяют опре­

делять значение ускорений для точек а , Ь, с. Определим масштаб 
ускорений \ьа для кривой рисунка 100, б по формуле:

№ =  —1Д - .» а Л ; •
1 * / Д /

Значения ^  и АI остались прежние, без изменений: ^  =  0,05;
А/ =  2,0. На рисунке масштаб по оси ординат: 1 см =  10 ж/се/с, поэ­
тому =  10.

= ------ —--------= 1 0 0  (;'м/сек2/см)
0,05 • 2,5

Для точки а ' а — ДУ3_ 2^а =  —2,5 X 100 — —250 м/сек2.
Для точки ДУ4-3  - —1,3 см\ а =  Д ^ -з  =  —1,3-100 =  

=  —: 130 м/сек2 и т. д.
Ускорения для этих точек отрицательны, так как кривая скорости 

убывает.

Г л а в а  X.
КИНЕМАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

§ 50. Поступательное движение

В кинематике, как и в статике, рассматривают абсолютно твердые 
тела, считая расстояния между двумя любыми точками тела неизмен­
ными. Задача кинематики твердого тела состоит, во-первых, в задании 
движения и, во-вторых, в изучении кинематических характеристик 
движения как всего тела в целом, так и каждой из точек тела в отдель­
ности.

Наиболее простое движение твердого тела — поступательное. По­
ступательным движением твердого тела называется такое движение, 
при. котором всякая прямая, неизменно связанная с этим телом, дви­
жется, оставаясь параллельной самой себе. Поступательное движение 
яе следует смешивать с прямолинейным. При поступательном движе­
нии тела траектории его точек могут быть любыми кривыми линиями. 
Рассмотрим примеры поступательных движений.

1. Если тело А (рис. 101, а) перемещается по горизонтальной 
поверхности вдоль прямой линии из положения I в положение И, 
то траекториями всех его точек будут прямые линии, а следовательно,
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прямая, проведенная через точки аиЬ  будет перемещаться параллель­
но самой себе.

2. На рис. 101, б показан механизм, называемый спарником. Те­
ло А В при вращении кривошипов ОгЛ и 0 2В (ОгА =  0 2В) движется 
поступательно, так как любая прямая, проведенная в этом теле будет 
оставаться параллельной самой себе. Все точки тела А В  движутся 
по окружностям.

Термин «поступательное движение» применим только к движению 
тела и не применим к движению точки. Из определения поступатель­
ного движения вытекает следующее положение. При поступательном 
движении твердого тела все его точки движутся по одинаковым и 
параллельно расположенным траекториям и имеют в каждый данный 
момент времени равные скорости и равные ускорения. Поэтому можно 
сказать, что поступательное движение тела вполне определяется 
движением какой-либо одноС его точки.

Следовательно, задача изучения поступательного движения твер­
дого тела сводится к изучению движения точки, т. е. к тем задачам 
кинематики точки, которые уже были рассмотрены.

Необходимо заметить, что говорить о скорости и ускорении тела 
(зная скорость и ускорение одной точки) можно только в том случае, 
если движение этого тела поступательно: При всех других типах дви­
жения тела этого делать нельзя, ибо различные точки тела имеют раз­
личные скорости и ускорения. Например, на рис. 102 показано дви­
жение пластины, которая вращается около точки О. Точки А , В, С 
и О имеют разные скорости и ускорения.

§ 51. Вращательное движение

Вращательным движением называется такое движение твердого 
тела, при котором какие-либо две его точки остаются все время не­
подвижными.

На рис. 103 показано тело, совершающее вращательное движе­
ние. Прямая АВ, проходящая через неподвижные точки А и В, на­
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зывается осью вращения. Все точки, принадлежащие оси вращения, 
будут неподвижны; все остальные точки тела будут описывать окруж­
ности, плоскости которых перпендикулярны к оси вращения, а центры 
лежат на этой оси.

о  о ,

и) и)

Рис. 104.

Чтобы определить положение вращающегося тела, надо провести 
через ось вращения АЪ  две плоскости: I — неподвижную и II как бы 
врезанную во вращающееся тело, а потому и вращающуюся вместе 
с ним (рис. 104). Наличие этих двух плоскостей позволяет однозначно 
определить положение тела углом ср между ними. Угол <р называют 
углом, поворота тела. Его считают положительным, если он отложен 
от неподвижной плоскости в направлении против хода часовой стрел­
ки,, для наблюдателя, смотрящего с положительного конца оси О, 
и отрицательным, если наблюдатель будет видеть движение плоскости 
по ходу часовой стрелки.

Напомним, что наряду с градусным измерением углов в механике 
применяют радианное измерение. Величина угла а  — центрального 
для произвольной окружности — измеряется отношением длины дуги 
/, на которую этот угол опирается, к длине радиуса г этой окруж­
ности: а =  —  . При этом за единицу измерения принимается ра-

г
диан — угол, являющийся центральным для дуги, длина которой

180равна радиусу окружности. 1 радиан равен ------=  57° 17' 44".

1°= 0,01745 радиана. Переход одного измерения к другому произ­
водится по формулам:

а° _  _1Ё5_ а (радианов); а (радианов) =  — а°.

т



В частности, 360°= 2я рад\ 180°= л  рад\ 90°= рад.
Чтобы знать положение тела в любой момент времени, надо знать 

зависимость угла <р от времени I:
ф =  ф(0- (94)

Уравнение 94 выражает закон вращательного движения тела и на­
зывается уравнением вращательного движения тела.

Основными кинематическими характеристиками вращательного 
движения твердого тела является его угловая скорость со и угловое 
ускорение е.

Пусть тело совершило поворот на угол Дф =  фх— ф за промежуток 
времени Д/ =  — I. Его средняя угловая скорость за этот промежуток
времени будет равна:

Лео

<»ср =  —  •

Угловая скорость в данный момент времени I есть предел величины 
, когда промежуток времени Д/ стремится к нулю.

Д*
со =  Нш или со — . (9 5 )

АМ  А( ш х }
Слсдонитсльпо, угловая скорость тела в данный момент времени чис­
ленно равна первой производной от угла поворота по времени.

Знак, стоящий перед со, определяет направление вращения тела. 
При вращении против хода часовой стрелки со >■ 0, а когда враще­
ние происходит по ходу часовой стрелки, то со <  0 .

Как известно, углы измеряются в радианах, время — в секундах, 
поэтому размерность угловой скорости будет:

и  — Г Угол 1 __ Г радиан 1 
[_ время ] [  секунда ]

гг длина диги длинаТак как радиан равен отношению ---------- -—  ----------- , то размер-
радиус длина

ность угловой скорости будет:

■ и
_радиан ~|

секунда ]

Угловую скорость тела можно изобразить в виде вектора со, чис­
ленная величина которого |со I равна и который направлен вдоль

й1
оси вращения в ту сторону, откуда вращение видно происходящим 
против хода часовой стрелки (см. рис. 104). Такой вектор определяет 
модуль | со | угловой скорости, ось, около которой происходит вращение, 
и направление вращения вокруг этой оси.

Угловое ускорение дает нам представление об изменении угловой 
скорости тела с течением времени. Пусть угловая скорость тела изме-



нилась на величину Дсо, равную со х— со, за промежуток времени А'/, 
равный — /, при этом среднее угловое ускорение тела за время А/ 
будет численно равно:

Дсо

Угловое ускорение тела в данный момент времени I будет равно пре­
делу, к которому стремится величина , когда Д/ стремится к нулю.

Следовательно, е =  Пш — — - .  Известно, что со, в свою очередь,
д/-*.о Д̂  (И

равно

сИ

Поэтому

е =  —  =  ^ М '  - . (96)
си м си* 4 '

Угловое ускорение тела в данный момент времени численно равно первой 
производной от угловой скорости или второй производной от угла по­
ворота тела по времени.

Размерность углового ускорения можно определить следующим 
образом:

[
скорость 1 _

время ^
радиан

секунда
секунда _

Угловое ускорение можно представить в виде вектора е, направлен- • 
ного вдоль оси вращения тела.

Если модуль угловой скорости со возрастает, т. е. происходит ус­
коренное вращение тела, направление векторов со и е совпадает; 
при замедленном вращении тела векторы со и е направлены в проти­
воположные стороны. Векторы со и е относятся к скользящим.

§ 52. Равномерное и равнопеременное вращение

Равномерным называется такое вращение тела, при котором угло­
вая скорость вращения тела остается все время постоянной:
о)= =  сопз!или Жр= сосИ. Считая, что при I — 0 и <р =  0, про- ,

интегрировав обе половины равенства
ср г

=  (о |  Ш, (97)
6 о

получим:
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При равномерном вращении, когда со =  сопз1, 

0) =  е =  - ^  =  0 .
г а

Угловую скорость вращения со в практике определяют числом 
оборотов в минуту, обозначая эту величину через п об/мин. При 
одном полном обороте тело поворачивается на угол 2я ,  при п оборо­
тах — на 2л я, т. е. ср =  2я п. Этот поворот производится за время 
{ =  1 мин. или 60 сек., поэтому

^ __  ср __ 2%п

60

При некоторых видах вращения тела угловая скорость со не остает­
ся постоянной, поэтому и угловое ускорение е ф  0. Пусть в рассмат­
риваемом случае угловое ускорение тела во время движения остается 
постоянным: е =  сопз!. Вращение*в этом случае движения называется 
равнопеременным. Найдем закон этого вращения. Предположим, что 
в начальный момент времени I =  0 , угол ф =  0 , а угловая скорость 
со — со о* Из формулы 96 имеем с?со =  ес?/. Интегрируя левую часть 
этого уравнения в пределах от (о0 До со, а правую от 0  до I, получим:

со— со0 =  в/; (98)

<*) =  (°о 4-
Подставив это выражение в равенство

Л -  =  <в =  («) +  в*),
си

получим: =  (со0+  г1)(Н.
Вторично интегрируя, найдем:

9 * 2 
|  |  К  +  М-, ф =  V  +  - у -  • (99)
о о

Если угловая скорость о) =  и е имеют одинаковые знаки, вра-
<и

щение будет равноускоренным; если разные — равнозамедленным.
По-видимому, при описании очень резких движений спортивных 

упражнений величина углового ускорения е Ф  сопз!. Допустим,
что — к , т. е. йв =  Ы1. Трижды последовательно интегрируя, 

сМ
найдем закон этого переменного вращательного движения:



П р и м е р  X. 1. При выполнении сальто угловая скорость гим­
наста равна 11 рад/сек. Какое время необходимо гимнасту для выпол­
нения одного полного оборота?

Р е ш е н и е .  Известно, что о = ------, или со =  где N  —
60

— число оборотов в 1 сек. 
со =  2л N — 11 (рад/сек) \

отсюда определим число оборотов N  за 1 сек.: N  =  =  1,75 об.
2%

Один полный оборот потребует время, равное:

/ =  —  =  — =  0,57 (сек.).N  1,75 • V /

П р и м е р  X. 2. Диск в начале броска делает 380 об/мин. Оп­
ределить его угловую скорость.

Р е ш е н и е :
пОГ, об 2тъп 2% • 380 лп  радп =  380------- ; о) = -------= ------------ =  40-

мин 60 60 сек

§ 53. Скорости и ускорения точек 
вращающегося тела

Уже говорилось, что только при поступательном движении тела 
его траекторию, скорости и ускорения можно характеризовать дан­
ными, присущими одной точке. Во всех других случаях движения 
разные точки тела имеют различные скорости и ускорения.

Рассмотрим твердое тело, которое вращается около оси А2. (см. 
рис. 103). Возьмем точку М, находящуюся на расстоянии г от оси 
вращения. При вращении тела точка М  будет описывать окружность 
радиусом г, плоскость которой перпендикулярна к оси вращения, а 
центр лежит на самой оси.

За время Ш, когда тело совершает поворот на угол с?ср, точка М  
переместится по своей траектории на элементарный отрезок пути 
йз =  я/<р. Зная его, можно определить скорость точки М:

или
V =  гсо. (100)

Чтобы отличить скорость V от угловой скорости тела, ее называют 
линейной или окружной скоростью точки М.

Линейная скорость точки вращающегося твердого тела численно 
равна произведению угловой скорости тела на расстояние от этой точ­
ки до оси вращения тела. Линейная скорость направлена, по каса­
тельной к окружности, описываемой точкой М. Это направление будет
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перпендикулярно к плоскости <3 , проходящей через ось вращения А7. 
и радиус точки М. Ускорение точки М  определяется так же, как для 
криволинейного движения:

бХ)а =
си а„ =  ■

В рассматриваемом случае р = г.
Переходя к угловым скоростям, будем иметь:

йу _  __

а  ~  ~дГ ~
•2 ,л2Г* о) =  го)2.

Полное ускорение тЪчки М  будет равно:

а — V  =  ] / г 2еа + г 2со4

I ли
а =  г ' | / г 2 +  о)4 .

(101)

(102)

(103)

Угол, составленный вектором полного ускорения а и радиусом окруж­
ности, описываемой точкой, это угол [а (рис. 105), тангенс которого 
равен:

*61* =  - П Г Г -  <1 0 4 )

У=24 -М. сек

Рис. 106.

Подставляя в это равенство значения ах =  гв и ап— т 2, получим:

I 1 ге I е ! (105)

П р и м е р  X. 3. Молот получает необходимую скорость для 
метания: V =  24 м/сек за 4 полных оборота. Найти ускорения в, а 
и ’1§ (х, считая движение равноускоренным. Длина рукоятки молота 
1,2  м (рис. 106).

12.3



Р с ш с н и е. Так как молот движется равноускоренно, закон дви­
жения можно записать так:

е/2<р = <»«/ + — .
ю — +  8̂ -

В данном случае начальная угловая скорость (о0=  0- Следователь­
но, со =  е(. Максимальная линейная скорость по условию задачи 
равна: V = т  =  24 м/сек; г =  1,9 м (1,2 + 0 ,7 ) , так как радиус 
состоит из длины рукоятки молота и руки метателя. Поэтому угловая 
скорость со будет

24 >0 =  12 ,6  рад/сек.
1,9

По условию задачи молот делает, 4 полных оборота, поэтому
Ф =  2я п =  2я • 4 =  8 я .

Пользуясь законами движения, можно записать:
1) о) =  в*; в! =  1 2 ,6  (рад/сек);

о\ е̂2 е*2 о2 ) ф = -----; ------=
' Т 2 2

Таким образом, имеется два уравнения с двумя неизвестными: 1 и 8 .
12 6Из первого уравнения находим, что I =  — !— . Это значение I под-

е
ставляем во второе уравнение:

е /  16тс сек2

Время раскручивания молота I найдем так:

. 12,6 12,6
3,1

=  4,1 сек.

П р и м е р  X. 4. Аппарат для тренировки хоккеистов состоит 
из диска Л, делающего п об/мин, помещенного в кожух (Б) с выпускным 
каналом. Шайбы загружаются в канал кожуха и выбрасываются из 
канала с линейной скоростью V — 40 м/сек. Определить число оборо­
тов диска, если радиус диска в месте расположения центра шайбы 
равен 0,25, 0,30 и 0,35 м. Можно считать, что проскальзывания шайбы 
на диске нет (рис. 107).

2 пп
Р е ш е н и е .  Линейная скорость V =  юг =  60 - г, 

п _  .-6Р_-  (об/мин)]
2 пг
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при /*!= 0,25 м
=  .М о . . _1_ =  « Ь 4 0  _1_ =  333 _!_ =  1550 о б /м и н .

2те гх 2те /*!

при V2== 0,30 М

пг =  383 -----!—  =  1275 об/мин\
* 0,30

при г3=  0,35 м

По — 383 • — -—  = 1 1 0 0  об!мин.
3 0,35

§ 54. Плоскопараллельное движение твердого тела
Плоскопараллельным движением твердого тела называется такое 

движение, при котором расстояние каждой точки тела от данной 
неподвижной плоскости остается постоянным, или иначе такое дви­
жение, при котором все точки тела движутся в плоскостях, параллель­
ных данной неподвижной плоскости.

Пусть некоторая плоская фигура движется в плоскости чертежа 
(рис. 108). Отнесем это движение к неподвижной системе координат

Оху\ кроме того, на самой фигуре возьмем неизменно с ней связанные и 
вместе с ней движущиеся координатные оси О'х'у'. Ясно, что поло­
жение движущейся фигуры на неподвижной плоскости определяется 
положением подвижных осей О 'х'у ' относительно неподвижных Оху, 
а это последнее определяется положением подвижного начала О', 
т. е. координатами х0 и у0 и углом поворота ф, который будем отсчи­
тывать от оси Ох в направлении, обратном движению часовой стрелки. 
Отсюда следует, что положение плоской фигуры будет вполне опре­
деленным, если для каждого момента времени будут известны значе­
ния х0, у0 и ф.

При движении плоской фигуры координаты подвижного начала 
х0 и у0 и угол ф, изменяясь с течением времени, являются некоторыми 
однозначными и непрерывными функциями /, т. е.

*0 =  М 0> Уо =  /».(*)> Ф =  /з(0 - ' (106)

'1

шайба

Рис. 107.
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Эти уравнения вполне определяют движение плоской фигуры и 
называются уравнениями движения плоской фигуры, движущейся в 
свой плоскости, или, что тоже, уравнениями плоскопараллельного дви­
жения твердого тела.

Движение плоской фигуры в общем случае можно разложить на 
два движения: 1) поступательное — со скоростью, равной скорости 
произвольно выбранного полюса, и 2 ) вращательное — вокруг этого 
полюса.

Скорость всякой точки (М ) движущейся плоской фигуры равна 
векторной сумме двух скоростей: 1) скорости произвольно выбранной 
точки О' этой фигуры и 2 ) скорости точки М  во вращательном движе­
нии вокруг точки О' (рис. 109).

В связи с этим возникает вопрос, имеет ли фигура такую точку, 
скорость которой в данный момент равна нулю, и как найти такую 
точку? Повернем полупрямую, по которой направлена скорость V0 
(рис. 110), на прямой угол вокруг точки О' в направлении вращения 
фигуры и затем на повернутой полупрямой отложим отрезок О'С —

------> т. е. отрезок, равный отношению линеинои скорости точки
О' к угловой скорости фигуры. Тогда точка С будет искомой точкой. 
В самом деле, скорость ее равна векторной сумме двух скоростей: ско­
рости о0'и  скорости во вращательном движении вокруг точки О'. Вра­
щательная скорость перпендикулярна к О' С и по модулю равна югс — 
=  о)*0'С. Как видно из. рис. 110, эти две скорости направлены по 
одной прямой в противоположные стороны, а потому:

Таким образом, скорость точки С, называемой мгновенным центром 
скоростей, в данный момент равна нулю. Поэтому распределение ско­
ростей в движущейся плоской фигуре в этот момент, очевидно, такое 
же, как при вращении фигуры вокруг неподвижной точки С. В самом 
деле, при разложении движения плоской фигуры на поступательное 
и вращательное точку О' можно выбрать произвольно; если при раз­
ложении движения вместо точки О' выбрать точку С, то согласно ска-

Рис. 109. Рис. 110.
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Ум— Ус +  Уме,
где юМс — скорость точки М  во вращательном движении фигуры вокруг 
ТОЧКИ С. Но УС =  0, потому См =  VМс, т. е. скорость любой точки фи­
гуры в данный момент равна по мо­
дулю и направлению той скорости, 
которую имеет в тот же момент эта 
точка во вращательном движении 
фигуры вокруг точки С. Поэтому та 
точка неподвижной плоскости, с 
которой совпадает в данный момент 
мгновенный центр скоростей, назы­
вается мгновенным центром враще­
ния фигуры.

Если положение мгновенного 
центра вращения в данный момент 
времени найдено и угловая скорость 
фигуры в этот момент известна, 
то скорости всех точек фигуры определяются весьма просто: как уже 
говорилось, скорость каждой точки будет равна по модулю и направ­
лению вращательной скорости этой точки вокруг мгновенного центра. 
Например, дли точек Л и  В движущейся фигуры (рис. 111) будем 
иметь: Уа~  СЛчо и Уа± СА,  V̂)~СВ^^д и 7 &1  СВ.
Отсюда следует, что мгновенный центр вращения фигуры лежит в 
точке пересечения перпендикуляров, восстановленных в начале век­
торов скоростей двух любых точек этой фигуры.

В спорте плоскопараллельное движение встречается очень часто; 
по существу, это все движения, в которых нет вращения тела спорт­
смена вокруг продольной оси.

Г л а в а  XI.
СОСТАВНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ

§ 55. Абсолютное, относительное и переносное 
движение точки

В некоторых случаях движение точки по отношению к неподвиж­
ной системе координат (системе отсчета) удобно рассматривать как 
сложное, состоящее из двух одновременных движений.

Движение точки по отношению к подвижной системе отсчета назы­
вается относительным движением. Движение точки подвижной системы 
отсчета по отношению к неподвижной системе отсчета называется пе­
реносным движением.

ванному для скорости любой точки М  фигуры будем иметь:
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Многие физические упражнения состоят из сложных движений. 
Например, точка М  на оси педали велосипеда (рис. 112) совершает 
движение по отношению к Земле по кривой М М гМ 2М 3М 4, носящей 
название циклоиды. Это движение можно считать состоящим из двух 
простых движений: движения точки по окружности по отношению к

раме велосипеда и движения точки вместе с поступательно движу­
щимся велосипедом. Круговое движение точки М  по отношению к ра­
ме велосипеда — относительное движение. Движение точки М , жест­
ко связанное с рамой велосипеда,— переносное движение. Движение 
точки М  по отношению к Земле будет абсолютным (результирующим) 
движением.

Другой пример. Человек движется по полу железнодорожного 
вагона, в свою очередь перемещающегося по рельсам. Движение че­
ловека по отношению к полу вагона — относительное движение; дви­
жение точки вагона по отношению к рельсам — переносное; движение 
человека по отношению к рельсам — абсолютное.

Или: гимнаст выполняет упражнение на кольцах в каче. Движе­
ние какой-либо точки тела гимнаста по отношению к кольцам — отно­
сительное; движение тела, условно жестко связанное с кольцами, по 
отношению к Земле — переносное; движение избранной точки тела 
гимнаста по отношению к Земле — абсолютное.

Исходя из определений переносного и относительного движений, 
можно указать на следующий метод изучения движений. Для изучения 
относительного движения точки следует мысленно остановить пере­
носное движение и рассматривать его далее по законам и правилам аб­
солютного движения точки. Если необходимо изучать переносное 
движение точки, следует мысленно остановить относительное движение 
точки и рассматривать его по формулам кинематики точки в абсолют­
ном движении.

Введем теперь несколько дополнительных понятий. __
Абсолютной скоростью (уабс) и абсолютным ускорением (аабс) 

данной точки называются ее скорость и ускорение по отношению к не­
подвижной системе отсчета.
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Относительной скоростью (Ъ0ТН/) и относительным ускорением 
(а0тп) данной точки называются ее скорость и ускорение по отношению 
к подвижной системе отсчета.

Переносной скоростью (упер) и переносным ускорением (апер) на­
зываются скорость и ускорение относительно неподвижной системы 
отсчета той точки, неизменно связанной с подвижной системой от­
счета, с которой совпадает в данный момент времени движущаяся 
точка.

При поступательном движении подвижной системы отсчета ско­
рости и ускорения всех связанных с ней точек одинаковы. Переносная 
скорость и переносное ускорение движущейся точки не зависят от 
ее положения относительно подвижной системы отсчета, поэтому под 
ними следует понимать скорость и ускорение подвижной системы 
отсчета относительно неподвижной.

Если движение подвижной системы отсчета отлично от поступа­
тельного относительно неподвижной системы отсчета, определение 
переносной скорости и переносного ускорения точки усложняется,

§ 56. Сложение скоростей при составном движении

Уже говорилось о том, что составное движение можно предста­
вить в виде двух движений — относительного и переносного. Зная 
это, можно утверждать, что абсолютная скорость точки равна геомет­
рической сумме ее переносной и относительной скоростей:

^абс == ^пер ^отн. (Ю 7 )

Например, на прямолинейном участке железнодорожного пути 
находится тележка, перемещающаяся со скоростью упер по отно­
шению неподвижной системы координат хОу. По тележке бежит чело­
век со скоростью у0тш причем направление скоростей упер и уотн 
совпадает. Ясно, что человек по отношению к Земле или (что тоже) по 
отношению к координатам хОу передвигается со скоростью уабс =  
=  уотн +  ^пер- Д ля отыскания абсолютной скорости (уабс) нужно 
сложить два вектора: упер и уотн, т. е. произвести геометрическое 
сложение. На рис. 113 показаны эти векторы в некоторый момент вре­
мени. Если модули переносной и относительной скоростей точки и 
угол а между ними известны, то модуль абсолютной скорости можно 
найти, пользуясь теоремой косинусов:

у абс —  '  у пер +  ^ о т н  +  2 У пер • У отн • СОЗ ОС.
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Если направления векторов апер и V01Н перпендикулярны друг дру- 
то а  =  90°; соз а  == 0 и

V '

ту

а̂бс
2 2п̂ер ЭДэтн •

Если векторы апер и аотн направлены_по одной прямой в одном на­
правлении, то а  =  0  и Vа6с =_опер +  уо™; _  при противоположном 
направлении этих векторов аабс =  Vтр — причем вектор аабс
направлен в сторону большей составляющей.

П р и м е р  XI. 1. На теннис­
ной площадке морского лайнера 
идет игра. На коротких расстояни­
ях мяч летит прямолинейно парал­
лельно палубе корабля. Сопротив­
ление воздуха можно не учитывать.

Рис. 114.

Скорость лайнера у3=  18 км/час (рис. 114). Каждый из игроков спо­
собен послать мяч с относительной скоростью V^=  — 30 м/сек.

Определить абсолютные скорости мячей, ударенных игроками А  
и В.

Р е ш е н и е .  Выберем неподвижную систему отсчета. Скорость 
лайнера, как известно, а3=  18 км/час — 5 м/сек.

Д ля игрока А скорости а3 и VI направлены по одной прямой в про­
тивоположные стороны, поэтому Vг̂бс̂ =  п̂ер +  у о т н  =  — 5 -}- 30 =  
=  + 2 5  м/сек. Для игрока В скорости V3 и а2 имеют одинаковое направ­
ление, поэтому Vабс̂  =  Упер +  о̂тн =  —5 — 30 =  —35 м/сек.

§ 57. Сложение ускорений при составном движении

Наиболее простым случаем сложения ускорений является тот, 
когда движение подвижной системы отсчета поступательное: абсо­
лютное ускорение точки равно геометрической сумме переносного и 
относительного ускорения.

Когда переносное движение не является поступательным, для аб­
солютного ускорения выводится формула:

^абс ~  ^пер “Ь ^отн +  2  ((о X ^отн) • (108)
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В этом случае абсолютное ускорение точки складывается из трех 
ускорений: переносного (апер), относительного (аотн) и ускорения, 
равного 2(о) X V0̂ п), которое называется ускорение Кориолйса. Обо­
значая ускорение Кориолйса через ак имеем:

ак =  2  ( о. х  у отн) • (109)

Следовательно: аа6с =  апер +  а от„ +  ак.

Физический смысл кориолйсова ускорения можно пояснить следую­
щим примером. Стрелок производит стрельбу во вращающемся тире 
и всегда предусматривает не­
которое упреждение попадания 
в цель. Объяснить необходи­
мость упреждения зрителю, 
который находится в этом вра­
щающемся тире, т. е. в подвиж­
ной, неинерциальной, системе 
отсчета, невозможно. Если же 
зритель находится вне тира (в 
пеподиижиой, инерциальной, 
системе отсчета), то ему быстро 
псе становится ясно: пока пуля
летит от стрелка к цели, цель успеет повернуться на некоторый 
угол, который и требует определенного упреждения в стрельбе.

Таким образом, необходимость в понятии кориолйсова ускоре­
ния возникает у зрителя, находящегося в неииерциальной систе­
ме отсчета. Этим ускорением можно объяснить появление сил инер­
ции, которые и обеспечивают отклонение пули при стрельбе.

На рис. 115 показан вектор кориолйсова ускорения. Модуль этого 
вектора определяется выражением:

ак =  2шуотн 51п@. (ПО)
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Для определения направления короилйсова ускорения можно поль­
зоваться правилом левой руки: если кисть левой руки расположить 
так, чтобы вектор угловой скорости переносного движения выходил 
из ладони, а пальцы (кроме большого) показывали направление скорос­
ти относительного движения, то большой палец покажет направление 
вектора кориолйсова ускорения (рис. 1,16). Ускорение Кориолйса 
всегда перпендикулярно оси вращения. Если упер Ц со, то 0  =  0 
или © =  180° и, следовательно, з т  0  =  0, а потому ак~  0 , т. е. в 
этом случае ускорение Кориолйса обращается в нуль. На рисунках 
117 и 118 показаны примеры спортивных движений, при выполнении 
которых возникает ускорение Кориолйса.

/

П р и м е р  XI. 2. Тело акробата в свободном полете имеет мгно­
венный центр скоростей в точке Р.

Известно, что угловая скорость со в данный рассматриваемый мо­
мент равна 6,4 рад!сек. Определить скорость юа и уъ в точках А и В  
соответственно. Вращение тела происходит по ходу часовой стрелки. 
Д ля определения расстояний РА  и РВ  приведен масштаб (рис. 119).

_±.
1,0 2,0 м

Рис. 119.
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Р е ш е н и е .  Определяем расстояние РА =  1,1 м , РВ =  0,75 л*. 
По формуле V =  (ог вычисляем скорости в точках А и В:

ьа =  ыг =  о)РА =  6,4 • 1,1 =  7,15 м/сек\
=  сог =  (оРВ =  6,4 • 0,75 =  4,8 м/сек.

Скорости направлены от точек А и В  вправо под углом 90°.
П р и м е р  XI. 3. Найти скорость точки М  обода ренского коле­

са* , катящегося по прямолинейному участку пути без скольжения 
(рис. 120), если скорость центра колеса С равна: V — 4 м/сек, а 
А  ВКМ  =  а. Диаметр колеса й =  2Я =  1,93 м.

Р е ш е н и е .  Скорость точки С задана: ьс = 4  м/сек, поэтому удоб­
но принять эту точку за полюс. Тогда скорость любой точки будет 
равна: — ъс -\- у1о, где ь1с всегда перпендикулярна линии /С, со­
единяющей точки I и С. Для точки М: Vтп=  Vс-\-V п̂с.

Существует еще одна точка, представляющая интерес— точка /С 
Это точка касании колоса п площадки. При условии, что скольжение 
отсутствует, в данный момент времени скорость в точке К  равна нулю: 
ик =  0. Вместе сцгсм скорость Vк точки К  может быть определена по 
формуле: Vк = Vс-}-^ис. _  _  __
Если Vк ~  0 , то и ъс-\-укс =  0 . и направлена перпендику-
лир1ю КС в сторону, противоположную скорости Vс. С другой сторо­
ны, уке ^  «> КС.
КС  — есть радиус колеса, который равен 0,96 м. Зная, что | Vкс\ =  | Vс\ 
имеем:

со =  _!А1  =  —-— ^  4  рад/сек.
Я 0,96 н

Скорость точки М  может быть определена по формуле:

Ът =  ] / 4 2 +  42 =  4 У 2 м/сек.

Vт перпендикулярна отрезку КМ»
Скорость ут может быть определена с помощью других рассужде­

ний. Точка К  неподвижна в данный момент, поэтому она является мгно­
венным центром скоростей. С ко р о сть^  точки М равна: ут=  ыКМ . 
КМ  найдем из прямоугольного треугольника КМ В: КМ  — К В - 
соз а  =  2Я соз а.

П р и м е р  XI. 4. Катушка с радиусом Я катится по горизон­
тальной плоскости НН  без скольжения Хрис. 121). На.средней цилин­
дрической части катушки с радиусом г намотана нить, конец которой 
В перемещается со скоростью и по горизонтальному направлению 
вправо. Определить скорость V перемещения оси катушки.

* Гимнастические колеса (ренские) — снаряд для тренировок вестибуляр­
ного аппарата — выпускаются следующих диаметров: 1,73; 1,83 и 1,93 м.
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Р е ш е н и е .  Прежде всего необходимо знать, куда будет двигать­
ся катушка, если потянуть ее за нить.

Точка касания К  катушки с плоскостью является для данного 
момента времени неподвижной, следовательно может быть принята 
за  мгновенный центр скоростей.

=  0>КА =  т(Ц — г); <о =  =  н “_ г ;

ц0 =  и>КО = и>К =

Угловая скорость со создает вращение, направленное по ходу часовой 
стрелки, благодаря этому катушка будет перемещаться вправо.

Достаточно изменить направление скорости конца нити (и2), 
(рис. 125, б), как центр катушки будет двигаться влево. Почему так 
происходит?

П р и м е р  XI. 5. Цепная передача в велосипеде (рис. 122) сос­
тоит из цепи, охватывающей звездочку Л с 26 зубцами и звездочку В 
с  9 зубцами, которая неизменно соединена с задним колесом С, диа­
метром 0,7 м. Определить скорость велосипеда, если звездочка А 
делает в секунду один оборот, а колесо С катится при этом без сколь­
жения по прямолинейному пути.

Р е ш е н и е .  Определим угловую скорость ю2 звездочки В около 
ее центра, зная, что угловая скорость звездочки А  около ее центра 
<о1=  1 об/сек.

Очевидно, отношение угловых скоростей будет равно отношению 
числа зубцов щ  и п2.

а>2 Пл 26 л 26 - /  26 п ы—— =  — ; соо == —— • (о, = -----  1 = ------об!сек = -----   2 тс г/сек.
о»! пг Пг 1 9 9 9

Скорость точки С колеса будет равна:

V» — ыг =  • 2тг • —’7-  =  6,35 м/сек.
0 9 2

или 22,87 км/час.
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П р и м е р  XI. 6 . Выполняя сальто прогнувшись на батуте, 
спортсмен начинает снижаться от некоторой точки А с начальной 
скоростью, равной нулю; при этом он вращается около центра тяжес­
ти с постоянной угловой скоростью: со =  11,5 рад/сек (рис. 123). Оп­
ределить скорость в точках тела Е  и О, находящихся на расстоянии 
от центра тяжести С на 0 ,8  и 0,9 м, когда линия ЕО горизонтальна. 
Когда начальная скорость точки С была равна нулю, линия Е й  с 
вертикалью составляла угол ф =  45°.

Г

Р е ш е н и е .  Снижение тела спортсмена происходило в течение 
времени, необходимого для поворота на 45°, что соответствует

2п . г ъ -ч
Ф = -----------  45 =  —  рад.

360 4

Время прохождения этого угла:

/ =  =  0,07 сек.
о> 11,5

Скорость центра тяжести к моменту, когда ось тела будет горизонталь­
на, составит:

ус ~  &  — 9,8* 0,7 =  0,685 м/сек.

Скорость точки й  равна: Vа =  Vс-\- & (СО) =  0,685 +  11,5-0,8 =
=  9,885 м/сек.
Скорость точки Е  равна: =  ус +  со (СЕ) — 0,685 +  (— 11,5-0,8) =
=  — 9,715 м/сек. Скорость ье направлена по вертикали вверх, ско­
рость — по вертикали вниз.

, П р и м е р  XI. 7. В один из моментов при темповом сальто дви­
жение тела акробата слагается из поступательного и вращательного 
(рис. 124). При этом точка С, которую можно принять за полюс, дви­
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жется вправо со скоростью Vс — 44 м/сек\ угловая скорость тела со =  
=  11 рад!сек. Определить скорость точек А и В, а также мгновенный 
центр скоростей. Расстояние от полюса С до точек А и В равно 0,8 м. 
Вектор ус направлен под углом ср =  45° к отрезку Л С.

Р е ш е н и е .  Скорость в точке А равна: юа =  Vс-\- со АС. Скорость 
юс =  4 м/сек и направлена по горизонтали. Вектор Vс перенесем в 
точку А . Скорость направлена по перпендикуляру к отрезку АС и 
равна: ~оас=  «  АС  =  11-0,8 =  8 ,8  м/сек. Vа может быть определена 
графически (как на рис. 121) либо аналитически*.

* Аналитическое решение предлагается сделать самостоятельно.
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Раздел III 

ДИНАМИКА

Г л а в а  XII. 

ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИКУ

§ 58. Предмет динамики и ее основные задачи

Динамика изучает зависимости между механическим движением 
материальных тел и действующими на них силами.

Изучение динамики начинается обычно с изучения движения ма­
териальной точки как наиболее простого объекта.

Иногда бывает, что в условиях конкретного исследования даже 
значительными размерами тела можно пренебречь. Например, при 
поступательном движении тела все его точки движутся одинакова 
и для определения движения тела достаточно знать движение какой- 
либо одной его точки. Центр тяжести тела движется, как материальная 
точка, в которой сосредоточена вся масса тела и к которой приложе­
ны все действующие на него силы. Поэтому поступательно движуще­
еся тело можно рассматривать в динамике как точку, находящуюся 
в центре тяжести тела, имеющую массу, равную массе этого тела. 
В тех же случаях, когда размерами движущегося тела пренебречь нель­
зя, можно мысленно разбить его на малые части и считать их мате­
риальными точками. Всякое тело или несколько тел, соединенных 
вместе, обычно рассматривают как совокупность материальных точек. 
Совокупность материальных точек, взаимодейтвующих между собой 
по закону равенства действия и противодействия, называется механи­
ческой системой материальных точек или просто механической сис­
темой. Таким образом, в механической системе движение каждой 
точки и положение ее в пространстве зависят от движения и положе­
ния в пространстве других точек. В связи с тем, что предметом изу­
чения может быть материальная точка или система материальных 
точек, динамика подразделяется на динамику материальной точки и 
динамику механической системы. Движение абсолютно твердого тела*
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которое можно рассматривать как систему материальных точек, рас­
стояния между которыми не изменяются, изучается в динамике меха­
нической системы.

Динамика решает прежде всего следующие две задачи.
1. По заданному движению материальной точки или системы оп­

ределить силы, действующие на эту точку или систему.
2. По заданным силам, действующим на данную материальную 

точку или систему, определить закон движения этой точки или си­
стемы.

§ 59. Основные законы динамики

В основе динамики лежат законы, установленные путем обобщения 
результатов целого ряда опытов и наблюдений над движением тел. 
Эти законы впервые были изложены Исааком Ньютоном* (1643— 1727).

Первый закон (закон инерции), открытый Галилеем (1638), гла­
сит: изолированная от внешних воздействий материальная точка сох­
раняет свое состояние покоя или равномерного и прямолинейного дви­
жения до тех пор, пока приложенные к ней силы не заставят ее изме­
нить это. состояние. .

Движение, совершаемое точкой при отсутствии сил, называется 
движением по инерции. Закон инерции указывает на одно4 из ос­
новных свойств материи — пребывать неизменно в движении. Состоя­
ние покоя рассматривается как частный случай движения (скорость 
равна нулю) по инерции.

Система отсчета, по отношению к которой выполняется закон инер­
ции, называется инерциальной системой отсчета.

Д ля решения большинства технических задач инерциальной мож­
но считать систему отсчета, жестко связанную с Землей.

Второй закон (основной закон динамики). Ускорение материаль­
ной точки пропорционально приложенной к ней силе и совпадает с ней 
по направлению. Этот закон имеет и другую формулировку: произве­
дение массы точки на ускорение, которое она получает под действием 
данной силы, равно модулю этой силы; направление ускорения сов­
падает с направлением силы.

Математически этот закон может быть представлен равенством:

т а =  Р. (111)

Необходимо обратить внимание на то, что по второму закону с 
направлением силы совпадает направление ускорения, а не направ­
ление самого движения (направление скорости). Это же вытекает и 
из формулы 1 11 , так как в левой части ее а — вектор, т — скаляр; 
в правой части Р — вектор, следовательно векторы а и Р имеют оди­

* Основной труд Ньютона «Математические начала естественной филосо­
фии» (1687). На русский язык он был переведен акад. А. Н. Крыловым.
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наковое направление. Направление движения в общем случае не сов­
падает с направлением приложенной к точке силы. Так, например, 
тело, брошенное под углом к горизонту, движется по кривой линии 
(парабола), все время изменяя направление своего движения, в то 
время как действующая на точку сила тяжести и сообщаемое ею уско­

рение всегда направлены по верти­
кали вниз (рис. 125).

Направление приложенной силы 
будет совпадать с направлением 
движения в том случае, если она дей­
ствует на свободную точку, находив­
шуюся до этого момента в покое.

Пусть, например, какая-либо точ­
ка М  движется равномерно пря-

м г

Рис. 125. Рис. 126.

молипейно со скоростью V, направленной вдоль оси Ох (рис. 126). При­
ложим к этой точке силу Р, действующую в направлении ее движения. 
От этого направление движения точки не изменяется, но модуль ее 
скорости будет возрастать. Если приложить к точке М  силу в проти­
воположном направлении, то скорость точки будет уменьшаться, со­
храняя свое направление.

При толкании ядра, в момент, предшествующий отделению ядра 
от руки спортсмена, оно уже имеет определенную скорость. Поэтому 
направление силы Рт, приложенной к ядру в момент толчка, и направ­
ление движения ядра V не совпадают (рис. 127).

Если на точку М  будет действовать сила Р (рис. 128), перпендику­
лярная к направлению движения точки, она будет иметь только нор­

мальное ускорение ап\ касательное 
же ускорение будет равно нулю. 
Следовательно, движение точки пе­
рестанет быть прямолинейным 

0 ).

Рис. 127.
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Из повседневного опыта известно, что одна и та же сила сообщает 
различным телам неодинаковые ускорения. Модуль ускорений зави­
сит не только от модуля действующей силы, ной от массы тел. Массой 
тела называется мера его инертности, численно выражающаяся отно­
шением модуля силы, действующей на тело, к вызванному ею ускорению. 
В практике часто массу тела определяют по значению его силы тя­
жести. Но она изменяется в зависимости от географической широты 
места, в котором производится взвешивание. Масса же тела явлйется 
величиной неизменной. Отсюда следует, что вес тела нельзя принять 
в качестве точной меры его массы. В каждом данном земном пункте 
все тела падают в пустоте с одинаковым ускорением. Модуль этого 
ускорения (§) находится в той же зависимости от места наблюдения, 
что и сила тяжести (вес) тела, так как отношение силы тяжести тела 
к ускорению его свободного падения есть величина постоянная; это 
отношение и принимают за меру массы тела.

Обозначая массу тела через т ,  силу тяжести его через ф и ускоре­
ние свободного падения через будем иметь:

т  =  —  . (112)
8

Третий закон (закон равенства действия и противодействия).
Силы, с которыми действуют друг на друга две материальные точки, 
равны по величине, направлены в противоположные стороны вдоль 
одной прямой. Этот закон был рассмотрен на стр. 8 .

Закон независимости действия сил. Ускорение, получаемое мате­
риальной точкой при одновременном действии на нее нескольких сил, 
равно геометрической сумме тех ускорений, которые она получила 
бы под действием каждой из данных сил в отдельности.

Пусть на точку, масса которой равна т ,  одновременно действуют 
силы Р и Р2, Р3, ..., РпУ сообщая ей ускорение а. Ускорение, сообщае­
мое точке при раздельном действии на нее каждой из данных сил, обо­
значим через аи а2, а3, ..., ап. Закон независимости сил позволяет 
сказать, что а =  ах-\-а^-\-а3 +  ,* .+ а п.
Умножая обе части данного равенства на скалярный множитель т 
(масса точки), получим:

т а =  т а1 +  т а2 +  т а 3 +  +  т а п. (113)

Согласно второму закону динамики, т а 4=  Рй та2= Р2\ та3= Р3, 
...,  тап= Рп, поэтому уравнение 113 можно записать:

. пГа =  Рх'+  Р2 +  Р 3 +  ... +  Рп =  Я, (114)

где Я — равнодействующая системы сил, приложенных в данной точ­
ке, равная их геометрической сумме, т . е. та =  Я.
Следовательно, в задачах раздела динамики систему сил, приложенных 
в точке, можно заменять одной равнодействующей, как и в задачах 
раздела статики.
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§ 60. Системы единиц

В механике приняты две системы единиц — техническая и физи­
ческая (международная система — СИ). Единицами*измерения вели­
чин являются три основные единицы, определяющие систему единиц. 
Двумя основными единицами служат: единица длины (Ь) и единица 
времени (Т). За третью основную единицу принимается либо единица 
силы, либо единица массы (М). Другие величины, такие как скорость, 
ускорение и др., являются производными от основных. Так, например,

длина
скорость имеет размерность врем~~, т - е- единица скорости яв­
ляется производной от двух основных единиц: единицы длины и еди­
ницы времени: Ь1 Г -1. Модуль силы и масса связаны между собой 
определенной зависимостью, выражаемой основным уравнением ди­
намики Р — та. Следовательно, для измерения силы и массы за ос­
новную (независимую) единицу можно принять только одну из них, 
единица же другой величины будет уже производной от трех основных 
единиц.

В основу технической системы единиц положены единицы длины
силы Р и времени Т. За основную принимается единица силы, а еди­

ница массы является производной.
За основную единицу в физической системе единиц принимается 

единица массы, а единица силы является уже производной.
1. Техническая система единиц*. Основными единицами в этой 

системе являются: единица длины— метр (м), единица времени — 
секунда (сек), единица силы"'— килограмм (кГ). Размерность массы в 
этой системе определяется из основного уравнения динамики:

сила сила • время2масса — -----------= ---------- -— *—  .
ускорение длина

Единица массы в технической системе называется технической еди­
ницей массы (или сокращенно т. е. м.).

Таким образом, 1 т. е. м .=  1 кГ-секЧм.
Технической единицей массы является такая масса, которой сила, 

равная 1 кГ , сообщает ускорение, равное 1 м/сек2.
Зная силу тяжести тела С} и ускорение §  силы тяжести в данном 

месте земной поверхности, можно найти массу тела по формуле 1 1 2 :

Так как изменение силы тяжести тела ф и ускорения ^  невелико 
для различных пунктов Земли, в качестве среднего значения прини­
мают §  — 9,81 м/сек2*

* В данном учебном пособии представлены расчеты, выполненные в техни­
ческой системе единиц, а результаты расчетов чаще всего даны и в технической 
системе, и в системе СИ.



Чтобы найти массу тела в технических единицах, нужно вес тела, 
выраженный в килограммах, разделить на 9,81 м/сек2.

т — —- — кГ .сек2/ м = —- — т .е .м .
9,81 9,81

2 . Физическая система единиц (СИ). За основные единицы для 
измерения механических величин в этой системе приняты: единица 
длины — метр (.м), единица времени — секунда (сек.) и единица мас­
сы — килограмм (кг).

Размерность силы определяется из основного уравнения динамики:

масса • длинасила =  масса • ускорение =
время*

Единица силы в системе СИ называется ньютоном (н). Для выра­
жения единицы силы через основные единицы надо в формулу 111 
подставить единицу массы — 1 кг, единицу длины — 1 м и единицу 
времени— 1 сек. Таким образом, 1 м =  1 кгм/сек2.
Ньютон — есть сила, сообщающая массе в 1 кг ускорение в 1 м/сек2. 
Из формулы 112 имеем: ф =  т@. Отсюда следует, что при ускорении 
§  =  9,81 м/сек2 вес тела с массой т — 1 кг будет равен: 1-9,81 =  
=  9,81 кгм/сек2=  9,81 н.

§ 61. Классификация сил, действующих 
на механическую систему

Все силы, действующие на материальные точки механической 
системы, можно разделить на два вида: 1) заданные (активные) силы, 
выражения которых в зависимости от времени, положения движу­
щихся материальных точек системы и от их скоростей известны, так 
что для отыскания этой зависимости нет надобности знать движение 
данной системы; 2 ) реакции связей (если на систему наложены неко­
торые связи); например, реакция поверхности, по которой принуждена 
перемещаться данная материальная точка системы, реакция нити, 
которой связаны две точки системы, реакция шарнира, при помощи 
которого закреплено твердое тело, входящее в состав данной системы, 
и т. п. Эти силы заранее, до исследования движения системы, неизвест­
ны (в некоторых случаях, как об этом говорилось в разделе статики, 
можно заранее указать только направления реакций).

Силы, действующие на материальные точки системы, можно 
еще классифицировать по другому признаку, а именно: 1) внутрен­
ние силы, т. е. силы, с которыми материальные точки данной системы 
действуют друг на друга, и 2 ) внешние силы, т. е. силы, с которыми дей­
ствуют на данную систему тела или материальные точки, не принад­
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лежащие к ней. Эта классификация сил имеет важное значение в ди­
намике системы.

На бегуна, например, действуют внешние силы (собственный вес, 
реакция покрытия беговой дорожки) и внутренние (мышечные усилия). 
Эти же силы можно классифицировать иначе: вес тела и усилия в 
мышцах являются заданными силами, а реакция покрытия — реакцией 
связи. Одни и те же силы могут рассматриваться и как внешние и 
как внутренние в зависимости от условия задачи. Например, мышечные 
усилия, обеспечивающие движение нижних конечностей, следует 
рассматривать как внешние по отношению к бедру, голени, когда речь 
идет о движении этих звеньев относительно туловища, или как внут­
ренние по отношению ко всему телу, когда рассматривается его дви­
жение в целом.

Внутренние силы, согласно закону равенства действия и противо­
действия, всегда попарно равны по модулю и противоположны по 
направлению, поскольку представляют собой взаимодействия между 
материальными точками данной механической системы.

§ 62. Динамическая характеристика 
механических связей

В разделе статики уже говорилось о механических связях и неко­
торых методах определения их при условии равновесия тел. При 
динамическом анализе реакций связей необходимы некоторые допол­
нительные понятия.

Стационарные (склерономные) связи — это такие связи, реакции 
которых не изменяются со временем.^

Нестационарные (реономные) связи— это такие связи, реакции 
которых являются явными функциями времени.

Идеальные связи — это стационарные связи, сумма работ всех 
реакций которых при элементарном перемещении системы равна нулю. 
Например, если связью является поверхность, трением о которую 
можно пренебречь (например, суставная поверхность), то при пере­
мещении тел по такой поверхности работа реакции равна нулю.

Геометрические связи — это такие связи, которые ограничивают 
положения точек системы в пространстве, но не их скорости. Напри­
мер, нить для физического маятника является геометрической свя­
зью. Связи отдельных костей скелета в суставах являются геометричес­
кими связями. Мышцы, окружающие сустав, при движении могут 
играть двойную роль: быть геометрическими и негеометрическими 
связями, в зависимости от двигательной задачи и координированности 
спортсмена.

Кинематические (дифференциальные) связи — это такие связи, 
которые налагают ограничения не только на координаты, но и на 
скорости.

Голономными связями называются дифференциальные интегрируе­
мые и геометрические связи.
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Неголономными связями называются дифференциальные неинте- 
грируемые связи.

П р и м е р  X II. 1. Колесо с радиусом Я катится без скольжения 
по прямолинейному рельсу (рис. 129). Движение колеса является 
плоскопараллельным, положение в пространстве определяется коорди­
натами х с, ус и углом поворота <р. Здесь ус =  Я (геометрическая связь).

Так как скорость точки К  равна нулю, то: л;с=  или х с— #ср=0 
(кинематическая, или дифференциальная, связь). Уравнение этой
связи можно проинтегрировать и получить зависимость х с от ср: 
х с— =  соп$1. Интегрируемость связи указывает на то, что эта
система является голономной.

П р и м е р  X II. 2. Фигурист движется на одном коньке со ско­
ростью, изменяющейся по закону: =  ай. Допустим, что лезвие
конька врезается в лед и перемещение конька в направлении, перпен­
дикулярном плоскости конька, исключено (рис. 130). Такое допуще­
ние требует, чтобы скорость юь всегда была в плоскости лезвия конька. 
Это приводит к следующим соотношениям координат хь, уи*л и 0 :

хк =  Ш сов 0 ; ук — а( зш 0 .

Данные уравнения, если © — не постоянный угол, не могут быть 
проинтегрированы. Следовательно, рассмотренная система является 
неголономной. Описание движения такой системы чрезвычайно за­
труднено. Чтобы уравнения связи были интегрируемы, необходимо 
угол 0  определить в функции времени. Поэтому нужно описать мате­
матически условия разрушаемости льда лезвием конька. В спорте эта 
задача несколько упрощается, так как есть возможность задать ф у н к ­
цию ©(/) как «программу места», т. е. задать известную в фигурном 
катании на коньках фигуру, которую спортсмен должен выполнить»
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Г л а в а  X I I I .

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ  
ТОЧКИ И ИХ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

§ 63. Прямолинейное движение точки

При прямолинейном движении точки скорость и ускорение ее все 
время направлены вдоль одной прямой. Действие силы совпадает по 
направлению со скоростью и ускорением.

Пусть на материальную точку М  действуют силы Р± ... Рь с равно­
действующей Я — 2 /^  (рис. 131). Положение точки на траектории 
определяется ее координатой хт.
Задача динамики в этом случае ■ ■< ^
заключается в том, чтобы, зная о х
Я, найти закон движения точки, и-----  — ►
т. е х =  /(/). о РиС' т

Как известно, основной закон 
механики может быть представлен
равенством т а  =  Р или, если на тело действует несколько сил, ра­
венством та — 2 ,р 1=Я-

Перемещение материальной точки х  необходимо связать с действую­
щей на нее силой Р. Проектируя обе части предыдущего равенства 
на ось Ох, получим:

Уравнения, в которые входят независимая переменная, искомая 
функция и производные или их дифференциалы, называются диф­
ференциальными уравнениями. В уравнение 116 искомая величина х  
входит под знаком производной. Это и есть дифференциальное уравне­
ние прямолинейного движения точки.

Данное .уравнение можно заменить двумя дифференциальными 
уравнениями, содержащими первые производные. Так как проекция
скорости юх =  можно написать:

т а х = Я х.

(12Х

(115)

Зная, что ах ----- заменим ах величиной
№х
йР

(116)

(117)
йх

х
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Чтобы найти закон движения точки, т. е. х =  /(/), необходимо 
проинтегрировать дифференциальное уравнение. В полученном реше­
нии будет произвольная постоянная величина с, так как Ц{х)йх — 
= ф(*) +  с1 - После повторного интегрирования в полученном решении 
будут две постоянные сх и с2, значение которых нужно будет опре­
делить. Для этого необходимо принять во внимание дополнительные, 
или, как говорят, начальные условия: положение и скорость точки в 
начальный момент времени.

В случае прямолинейного движения заданные начальные условия 
будут иметь следующий вид: при I =  0  х = х0\ ух=  или при I =  О 
х  =  0 ; юх=  0 .

Зная начальные условия, после интегрирования дифференциаль­
ного уравнения можно определить значения постоянных сх и с2. Н а­
пример, пусть на точку действует сила РЛ постоянная по модулю и 
направлению. Уравнение движения будет иметь вид:

Учитывая, что Р х есть постоянная величина, уравнение 118 можно 
переписать так:

Постоянная величина | с"— с '\  может быть обозначена через и 
тогда

(118)

т

Интегрируя это выражение, получим:

&ьх =  Ш.

Ух +  С' =  —  ? х + с " .  т
ИЛИ

т

V; =  —- Рх( +  сх.
т

Но , поэтому:

(П9)

Умножим обе части равенства на 61\
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Интегрируя это выражение:

Iйх =  ( [ ~ р х  ̂+  сх)(И,

получим:
х  = / у 2 + СХ1 + с2. (120)

2т

Полученный результат — общее решение уравнения 116.
Для определенного, частного решения задачи необходимо знать 

конкретные значения постоянных сх и с2. Зададим начальные условия:
с1х

пусть при I =  0  х =  х0 и V0,̂ так как при I =  0  Vx =  -----  =  у0*
(И

то, делая соответствующие подстановки в уравнения 119 и 120, полу­
чим: V0= сг\ х0= с2.
Подставив полученные значения сх и с2 в уравнение 120, будем иметь:

х =  х0+ У 0>, +  ~ ^ Р ^ \  ( 121)

Как следует из уравнения 121, материальная точка под действием: 
постоянной силы Р совершает равнопеременное движение.

Интегрируя соответствующие дифференциальные уравнения дви­
жения, можно решить много интересных и практически важных задач; 
механики спортивных движений.
В типичных задачах сила, дейст­
вующая на материальную точку, 
находится в зависимости от ряда 
условий, например, сила зависит 
от времени: Р =  /(/); от пройден­
ного пути: Р =  /(5); от скорости:
Р =  Ш) И т. д.

П р и м е р  X III. 1. Тело ве­
сом ф, будучи в состоянии покоя, Рис. 132.
начинает двигаться вдоль горизон­
тальной плоскости под действием
силы Р, величина которой растет пропорционально времени по закону 
Р =  Ы. Найти закон движения тела.

Р е ш е н и е .  Выберем за начало отсчета точку О, в начальном 
положении тела (рис. 132) и направим ось Ох в сторону движения. 
Начальные условия будут: при I =  0  х =  0 ; ух=  0 . Сила, действую­
щая на тело, Р х= Р = Ы, поэтому равенство та =  Р можно запи­
сать:

ё м
Затем, умножая обе части равенства на й1у получим:

Г гг | п 1 *IУ/////////////////////////
а
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к§ Р .
Vх  — -----------------------  • --------- [- С-,.

х  а  2  1

Так как при I — 0 ух=  0, то, делая соответствующую подстановку, 
получим, что сх также равно нулю.

г с1хЗаменим юх = ----- и, умножая обе части равенства на &ЬУ

получим:
йх =  - ^ - № .

2 <э

Интегрируя второй раз, получим:

х  =  1Ъ +  с2.

Подстановка начальных данных Ь — 0; х — 0 показывает, что с2=  0. 
Окончательно имеем:

Интегрируя это выражение, имеем:

х  = ■Р.

Из полученного уравнения следует, что путь, проходимый телом, 
будет пропорционален кубу времени. С подобным характером нарас­
тания силы часто приходится встречаться в момент «разгона» какой- 
либо системы (например при «разгоне» велосипеда, диска, молота) 
и т. п.

П р и м е р  X III. 2. Академическое гребное судно весом 15 кГ 
толкнули, сообщив ему начальную скорость у0=  3,0 м/сек. Сила со­
противления воды при малых скоростях пропорциональна первой
степени скорости и равна Я — №*, где р, =  1 кГсек/м (9,8 н .
Определить, через сколько времени скорость лодки уменьшится вдвое

и какой путь пройдет лодка за 
^  это время.

Следует учесть, что сила, 
которая сообщила лодке толчок, 
действовала на нее до момента 

^  времени Ь =  0 ; лодка приобре­
ла скорость а0 как результат 
действия этой силы. С момента 
времени I =  0  на лодку дейст­

вие. 133. вует (рис. 133) активная сила

* Величина сопротивления, испытываемого телом, может быть представлена 
в общем виде формулой: Ц — {лол . Если Н измерять в системе СИ (я), то [л (не­
которая постоянная величина) будет измеряться в н-сек/м; V (относительная ско­
рость движения) — в м/сек. Показатель степени п зависит от величины V и для 
характерных в спортивной практике скоростей применяется в пределах 1—3.
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<2 — сила тяжести; реактивные силы N  и Я появляются в резуль­
тате действия на лодку воды.

Р е ш е н и е .  Исходим из основного уравнения динамики:

.2 ^ 1* =  — я  =  — р».

Поскольку юх=  V, т =  — [ар.

Прежде чем интегрировать это уравнение, нужно разделить пере­
менные:

V т

Затем, проинтегрировав уравнение

! ±  =  - а ( лV т ^
VI) О

и учитывая, что при  ̂ =  О V =  V0, получим:

^пV — 1п =  -— — I.
т

Отсюда имеем:

р, V

По условиям задачи необходимо найти время I =  1Ъ когда V =  0,5 у0. 
,  т  , уа т  , п  г\ пг\ т^1 =  ■— 1п— 2— =  —  1п 2  =  0,69 —

[л 0 ,5 о0 [л. ̂

1Х =  0 ,6 9 -^ -  =  1,05 сек.

Д ля определения пройденного пути 5  рационально основное урав­
нение написать так:

йУлт — — =  — (ху.

Затем, если надо искать зависимость скорости от координат х , а не 
от времени I, или если сами силы зависят от х, это уравнение следует
преобразовать, умножая его на :

с1у _ йу йх _  Ау йх __  йу ^
(Н сИ йх йх й1 йх

Заменяя V ,  имеем:
* й1 йх



Сокращая это уравнение на у и учитывая, что при х =  О V =  V0 
будет иметь:

V X

=  ---- — йх\
V̂ О

И
х  =  — (у— у0)т 

И-
Полагая, что V =  0,5 V;), найдем, что лодка пройдет путь, снизив ско­
рость на половину, равный:

* =  25_3. = 2  2 5 м
1 2р. е ■ 2

З а м е ч а н и я .  Эта задача интересна тем, что, зная вес лодки, ее 
начальную скорость у0 (определив ее), регистрируя время 1Ъ можно 
экспериментально определить коэффициент [а и сопротивление Я. 
На практике оказалось, что этот метод определения сопротивления 
судна значительно удобнее и точнее метода буксировки, особенно при 
определении качества смазки, где необходима большая точность из­
мерений.

§ 64. Движение тела в сопротивляющейся среде

Падение тела в воздухе. В спорте очень часто приходится встре­
чаться с падением тела в сопротивляющуюся среду, например, при 
прыжке с парашютом, прыжке в воду, прыжке лыжника с трамплина. 
При движении тела в какой-либо среде оно испытывает сопротивление, 
зависящее от формы и размеров тела, скорости его движения, а также 
от свойств самой среды. При падении тела в воздухе сила сопротив­
ления Я может быть определена по формуле:

Я =  - у  с х?3ь* =  /Со2, (122)

где р — плотность среды (для воздуха при температуре 15° С, и дав­
лении 760 мм рт. ст. р =  —  кГсек?!мк, или 1,23 нсек21м^).

8
Площадь 5 — площадь проекции тела на плоскость, перпендику­

лярную направлению движения (иногда ее называют площадью ми­
деля). Как показано на рис. 134, площадь проекции куполообразного 
парашюта во втором случае будет меньше, чем в первом.

Сх— безразмерный коэффициент сопротивления, который зависит 
от формы тела.

Пусть тело падает с относительно небольшой высоты, при которой 
плотность воздуха р и вес тела С} можно считать постоянными. Коорди­
натную ось Ох направим вертикально вниз (рис. 135). Необходимо
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определить, как будет изменяться скорость падения тела в зависи­
мости от пройденного пути х  при начальной скорости V0=  0 .

На падающее тело действуют силы <2 — вес тела и Я  — сила со­
противления. Поэтому можно написать уравнение:

2 ^  <2 - к .

Рис. 135.

Так как интерес представляет зависимость V от я, уравнение удобнее 
записать так:

т у - ^ - = ^  — Я\йх

—  V =  С1 —  к  V2 ИЛИ
8 Лх

= „ / 1 _
йх \  (}

К  1Обозначим —  = -----,
0. а2

тогда уравнение будет иметь вид:
с Ь  ( «  V 2 \

Разделим переменные

■Ах.а2 — о2 а2

Интегрируя обе части равенства, получим:
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^  а2 - а 2 а2 ^

- - - - - — 1п ( а 2 —  V2) =  — л: +  с г .
2 а2

Так как при х 

получим:

или

Отсюда находим

Это выражение — закон изменения скорости падающего в воздухе • 
тела в зависимости от пройденного пути. По мере возрастания пути,

-2-^-х
пройденного падающим телом, величина е а убывает, стремясь 
к нулю, когда о становится достаточно большим ( * - > о о ) .  В это время 
скорость падения V возрастает и стремится к постоянной величине а , 
которая представляет собой предельную скорость падения для данного 
тела (у пр) .

Для тела человека предельная скорость падения достигает 60 м/сек. 
Поэтому с какой бы высоты человек не падал, скорость его падения 
не будет превышать этого значения. Когда человек прыгает с парашю­
том, сопротивление движению после раскрытия парашюта резко воз­
растает вследствие его больших размеров и куполообразной формы. 
Предельная скорость поэтому равна 5— 6  м/сек и соответствует такой 
скорости, которая была бы достигнута при прыжке без парашюта с 
высоты около 2 м.

В табл. 11 представлены некоторые аэродинамические характерис­
тики тела человека.

Т а б л и ц а  11
Мидель в рабочей среде (м 2) и коэффициент сопротивления Сх

Спортивная специализация Мидель 5  (м2) Среднее значение Сх

Прыжки в воду (из основной стой­ 0,05—0,1 0,01—0,03
ки)
Лыжный спорт 0,3—1,0 0,5—0,9
Конькобежный спорт 0,35—0,5 0 ,9—1,1
Велосипедный спорт 0,4—0,5 0,7—0,9

0  у =  0 , то сг= ---- 1п а2; подставив это значение,

1 п '& = * ± = ^ 2 - & - х

а 2 —  V2 2  а 2 Х
— гз---- =  е

V =  а у  1 —  е . (123)
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П р и м е р  X III. 3. Спортсмен прыгает в воду с вышки (к =  Юм), 
сохраняя вертикальное положение («солдатиком»). Определить ско­
рость его падения к моменту входа в воду. Вес спортсмена С} —

Скорость для материальной точки в пустоте (без учета сопротивления 
воздуха) была бы равна:

При сложных прыжках мидель и Сх являются переменными величи­
нами и значительно большими, чем* было принято в рассмотренном 
примере, поэтому и снижение скорости в сложных прыжках больше.

П р  и м е р  X III. 6 , Как уже говорилось, предельная скорость 
человека при падении с большой высоты не превышает 60 м/сек. Опре­
делить величину Сх‘8  для этого случая. В формуле 123 по мере воз-

- 2  4 - Н -2-4- Л
растания Не убывает и, когда Н о о , е а - ^ 0 .
В это время скорость падения V возрастает и стремится к постоянной 
величине а, которая равна:

=  70 кГ.
Р е ш е н и е .  Скорость определяется по формуле 123:

где

Значения СХу 8  приведены в табл. 11. 
Примем

р =  — ; 5  =  0,1 ж2; Сх =  0,02.
8

Отсюда находим:

2 2 8 

Определим значения коэффициентов, входящих в формулу:

К  = —  рС,5 =  —  • 0,1 -0,02 =  1,25- 10~4.'  о г х о а

V =  7,5 • 102 1 — е 5>6-1и =  13,5 м1сек.

V =  У2§Н  =  14,0 м/сек.

поэтому
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п̂р =  а =  ] / -
2(3

схр8
По условию задачи V =  60 м!сек\ 0  =  70 кГ. Отсюда:

2(3 2 - 7 0  ' 1120
8 - С  =

Р̂ пр 1 602 3600
=  0,31.

Большое значение 8С Х прежде всего объясняется большим миделем. 
При падении человек принимает различные позы; кроме того, мидель

возрастает за счет теплой громозд­
ив кой одежды; несомненно резко

возрастает и величина Сх.
Спуск велосипедиста под ук­

лон. Во время спуска велоси­
педиста под уклон на велосипед 
и спортсмена действуют сила тя­
жести ф и силы сопротивления Рс. 
Разложим силу ф на составляю­
щие: одна из них <3 2=  Ф соз а
и направлена по нормали . к 
поверхности М, другая ( ф з т а  
и направлена параллельно по­
лотну дороги. Она создает разгон 
велосипеда. Сила трения Ртр и 
сопротивление воздуха /?в направ-

Рис. 136.

лены параллельно полотну дороги (рис. 136). 
Запишем уравнение движения:

ат =  (2 з т  а — /ф соз а — Яв (124)

где ф — вес велосипеда и велосипедиста, т — масса этой системы, 
/  — коэффициент трения, Н — сопротивление воздуха. Сила /0, соз а — 
сила сопротивления качения. Эта величина при хорошей трассе прак­
тически не зависит от скорости движения. Учитывая, что соз а  при 
углах в пределах от 0 до 30° изменяется незначительно (1,000—0,856), 
очень часто считают, что сопротивление качению равно /ф. Д ля хоро­
шей дороги (асфальт) /  =  0,004, для плохой (булыжная мостовая) 
/  возрастает до 0,008—0,01.

Сопротивление воздуха (Яв) равно:

#в =_$ Р

Полагаем, что Сх, 8  и р — величины неизменные для данного велоси­
педиста. Если Сх=  0 ,8 , 5  =  0,5, р =  0,125, то

С г 5 р  _  0,8 • 0,5 • 0,125 
2 2

=  0,025.
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=  0,039.
2

Поэтому можно считать, что сопротивление воздуха равно 0,022 V 2.

Здесь следует оговорить, что V — это относительная скорость дви­
жения, при большей скорости перемещения воздушных потоков (ве­
тер) величина "V не будет соответствовать скорости движения велоси­
педиста.

Подставляя полученные значения в уравнение 124, получим:

ат = 0. з т  а — 0,004(2 — 0,022у2. (125)

Когда действующие силы будут равны нулю, велосипед будет двигать­
ся с постоянной скоростью, и она будет максимальной при условии, 
что спуск совершается свободно и велосипедист «не работает».

$  5Ш а — 0,004<2 -  0,022у2 =  0.

0,022у2 =  С1 ( з т  а — 0,004),

^тах =  У  (3 (8Ш0 ,0 2 2 ,0°4) М/СвК' (126>

Формулу 126 иногда удобно записать в ином виде:

=  У0. ■ У  5‘" о д а 004 М/СеК■ (127)

При а  =  10° (з т  10°= 0,174) и весе велосипедиста с велосипедом 
90 кГ  максимальная скорость будет:

утах =  | / " - ° ’°04  ̂ =  26,4 м/сек =  95 км/час.

Учитывая, что ускорение
йю д?х

~ И Г  ~  ш2 ’

уравнение 125 может быть переписано так:
Н%гт ------=  (2 ( з т  а — 0,004) — 0,022с;2 (128)
Ш2

или в другой форме:

/да • - ^ -  =  С>(5та — 0,004) — 0,022о2, (129)

или:

—  с • —  =  (? ( з т  а — 0,004) — 0.022ц2 . ' (130)
ё  Лх

При Сх=  0,6
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Обозначим
(зш а — 0,004) через к2, а 

- а * .
0,022

Введя эти обозначения в уравнение 130, будем иметь:

—  V --------=  Ц к 2 ~  — —  V ИЛИ
§ йх а2

дю ип I а2 — у2У---  =
(131)

\ а2

После' разделения переменных получим:

а2 — о2 а2

Беря интеграл от обеих частей этого равенства

_  Г I) — — —  =  _  Г с(х
 ̂ а2 — у2 а? }

(интеграл левой части — простой табличный интеграл, он помещен в
таблицах всех кратких справочников),
имеем:

1п (а3 -  V2) =  -  х  +  сх. (132)

При х =  0, скорость V =  0. Следовательно, 1па2= сх.
Подставляя это значение сх в уравнение 132, получим:



Значит:
Г ^  ( з т  а — 0,004)]/ 0,022

Поэтому формулу 133 можно переписать так:

V =  Vтаx ' У  1
—  2  ̂ (51П  а — 0,004) _ _

т а х
(134)

Эта формула дает возможность вычислить, как изменяется скорость
V в зависимости от длины пробега.
При возрастании х  величина

— 2$ (зт  а — 0,004) х
е

убывает, стремясь при х  оо к нулю. При этом скорость велосипе­
диста стремится в пределе к постоянной величине, равной Vтаx при 
данных условиях спуска.
Показатель степени

2 ^  ( з т  а —  0 ,0 0 4 )- . х
Vгпах

2 §  (51П а —  0 ,0 0 4 )

/ ~ <3-(81П а —  0 ,0 0 4 )

V 0,022

X —

2ё • 0,022 =  0’432 у х.

Д ля дальнейших расчетов целесообразно построить вспомогательную 
табл. 1 2 .

Т а б л и ц а  12
Расчетная таблица

а з т  а — 0,С04
Скорость Vтаx (при <3=90 к Г )

з т  а—0,004
У 0,022 м/сек км/час

5 ° 0 ,0 8 3 1 ,9 5 1 8 ,5 6 6
1 0° 0 ,1 7 0 2 , 8 2 6 ,6 9 5
15° 0 ,2 5 5 3 , 4 3 2 ,3 115
2 0 ° 0 ,3 3 8 3 ,7 8 3 5 ,8 129
2 5 ° 0 ,4 1 9 3 ,9 2 3 7 ,2 134
3 0 ° 0 ,4 9 6 4 ,1 6 3 9 ,4 142

Подставляя это значение показателя степени в формулу 134, получим:

(м/сек). (135)

— 0,432
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Представляет интерес изменение скорости в зависимости от длины 
спуска х. Для данного велосипедиста С1 =  сопз!. Пусть, как
и ранее, ф =  90 кГ. При этом • х =  0,0048л:.

0.
Составим расчетную табл. 13.

Т а б л и ц а  13
Расчетная таблица

X в м 0,0048л: в—0,0048* 1 _  е—0,0048л: У !_е—0,0048л:

0 0 1 0 0
10 0,048 0,950 0,050 0,024
50 0,240 0,787 0,213 0,468

100 0,480 0,619 0,381 0,617
300 1,340 0,262 0,738 0,859
500 2,400 0,091 0,909 0,953

1000 4,800 0,008 0,992 0,996

Рис. 137.

надо преобразовать в уравнение:

Я - . =  (2^ .
я а

Из табл. 13 и рис. 137 
видно, как быстро нарастает 
скорость к концу спуска: 
при х =  500 м скорость уже 
близка к предельной.

Интересно исследовать 
изменение скорости ( у )  в  

зависимости от времени (/), 
т. е. найти аналитическое 
выражение для функции 
V = т .

Для этого уравнение 125

та =  (2 (зш а — 0,004) —

— 0,022а2

0.&

ИЛИ

Разделив переменные

* _  =  1 5 .  0.1
а 2—  ф а2
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и проинтегрировав обе части этого равенства
г Г I
]  о! - о ’  ̂ я2

(левая часть представлена табличным интегралом), получим:

—  АгсОп. —  =  / +  сг
а а а? %

При I =  О V — 0 и 0, следовательно:

Агс№-Н- =  ^ - Л
а а

Так как
^  ~  ^ т а х >

Агс1Ь —  =  I. (136)
у т а х  у т а х

Функция АгсШ носит название Арктангенса (обратная гиперболичес­
кая функция)*. Если у  =  АгсШ х, то х  есть 1Ь у  (гиперболический 
тангенс), х  =  1Ь у\

, и 51п Ь у . , ех — е~х
1п у = ---- зтН  у = ------------- ----- ;

соз Ьу 2

соаЬ у — ‘■Г + ‘-Х .

Так как предстоит узнать, как изменяется скорость (у) от времени 
(/), то зависимость, данную уравнением 136, нужно представить в  
виде V =  /(^):

_ 2 _ =  1Ь 1 - ^ (

или
» =  (137)

\  у шах /

Проследим, как изменяется скорость (у) в период разгона в зави­
симости от времени (I). Для угла наклона а  =  10° ьтах =  26,6 м/сек 
(см. табл. 12);
$№ =  9,81 (з т  10°— 0,004) -  9,81-0,170 -  1,67;
— =  —,6— =  0,063. Расчеты представлены в табл. 14.
^шах 26,6

* Таблицы для гиперболических функций, как и для обычных тригономе­
трических, даются в различных справочниках (Н. Н. Б р о н ш т е й н  и 
К.  ' А.  С е м е н д я е в .  «Справочник по математике для инженеров и учащих­
ся втузов»; А. К. М и т р о п о л ь с к и й  «Краткие математические таблицы» 
и др.).
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Расчетная таблица
Т а б л и ц а  14

1 ( сен)
$Ьг 4 1ъ( ёкг А

Vш а х 1 хзт а х  )

0 0 0 ,0 0
1 0 ,0 6 0 ,0 6
5 0 ,3 1 0 ,3 0

10 0 ,6 1 0 ,5 7
15 0 ,9 4 0 ,7 4
2 0 1 ,2 6 0 ,8 5
2 5  - 1 ,5 7 0 ,9 2
3 0 1 ,8 7 0 ,9 5
4 0 2 , 5 0 0 ,9 9

Рис. 138.

Р е ш е н и е .

Данные этой таблицы пред­
ставлены в виде графика V =  
=  [({) на рис. 138. Подобным 
образом можно исследовать ско­
рость для любых углов наклона.

П р и м е р  X III. 5. Опре­
делить скорость, которую дос­
тигнет велосипедист (не педа­
лируя), спускаясь- под уклон 
при а  =  2 0 °, через 20  сек. пос­
ле спуска, если его вес равен 
80 кГ, а вес велосипеда 10 кГ. 
Какова возможная максималь­
ная скорость?

(} ( з ш  а —  0 ,0 0 4 )  

0,022
=  ] / 9 °-(0 .3 4 2  -  0.004) =  35 ^

V 0,022

Скорость V через 20 сек., считая от момента спуска, можно определить 
по формуле:

о =  ^тах Й  1\ ушах

^ 3 5 , 8 Ш Т Ь 81^ - 20° - ° - 004) • 2 р] =
I  2 8 ,8  ]

=  35,81:11 (2,3) =  35,8 • 0,98 -  35,3 м/сек,

Представляет интерес определить время Т 0, по истечении которого 
скорость достигнет максимума. Д ля этого момента времени формула 
137 примет вид:

0 № | ^ - Г 0 1 =  1
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или

‘'тах
• Т0 =  Агс1Ь 1 =  3,8;

В данном примере:

гр _  3,8 • Утах _  _______3,8 ■ Утах_____ П38^
0 9,81 • /г2 9,81- ( з т  а — 0,004) * '  '

т = ------- 3,8-35,8------- =  4 0  сек.
9,81 (81п 20°— 0,004)

П р и м е р  X III. 6 . По истечении какого времени скорость вело­
сипедиста, едущего под уклон при а  =  10°, достигнет утах, если его 
вес равен 80 кГ, а вес велосипеда 10 кГ?

Р е ш е н и е .  Известно, что при а =  10° ютах =  26,6 м/сек. Поль­
зуясь формулой 138, находим:

  _______ 3 ,8 -Утах_____    0,39 • У щ а х    0,39 • 26,6   ^^ СвК
0 — 9,81 • (з т  я — 0,004) ~  з т  10° — 0,004 “  0,170 ~

З а м е ч а н и е .  Время Т =  61 сек. относительно велико. За 30 сек. 
(см. рис. 138) скорость достигает 0,95 Vтаx, и почти такое же время 
(61,0 сек — 30 сек.= 31,0 сек.) требуется, чтобы поднять скорость на 
0,05 V̂тx. Поэтому, по-видимому, рационально определять не теоре­
тическое1 значение Т, а некоторое меньшее время, в течение которого 
велосипедист достигает о^олопредельной скорости.

Для этого можно применять формулу:

В таком случае

1И Ж - . Т
ушах V,

0,95.
шах

Т =  Агс1Ь 0,95 =  1,83.
‘■тах

1 ,83 • У т а х  0, 187 • 1)п
9,81 (мп а — 0,004) з т  а—0,004 ' (139)

Решая пример X III. 6 . по формуле 139, получим время разгона (Т):

Т  х= в ’ * ^тах _  0.187 • 26,6 _  2д
51 п а — 0,004 0,170

Спуск лыжника с горы. При спуске лыжника с горы, которая 
имеет вид наклонной плоскости (прямолинейный спуск), на него 
действуют силы: С1 — сила тяжести, ^ сн — сопротивление трения о 
снеговую поверхность и Яв— сопротивление воздуха—сила, прило­
женная в центре тяжести. Реакция со стороны поверхности спуска N  
направлена перпендикулярно линии * спуска.

Пусть ось Ох направлена вдоль линии спуска, а ось Оу перпенди­
кулярно ей (рис. 139). Разложим силу тяжести ф на две составляющие: 
одну ((}]), направленную параллельно склону, а другую (<32), — пер-
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пепдикулирно ему. Величины этих составляющих зависят от кру­
тизны склона, характеризуемого углом а (рис. 140). Максимально 
допустимый угол наклона (атах) принимают равным 45°.

Величина силы направленной параллельно склону, опреде­
ляет скорость движения лыжника. Она растет почти пропорциональ­
но углу наклона а. Величина силыф2, перпендикулярной поверхности 
ската, изменяется незначительно с изменением угла наклона и при 
малых углах (до 2 0 °), можно считать, остается постоянной.

Сила сопротивления снега (Ясн) движению лыжника зависит от:
1) силы трения лыжи — снег — 2 ) силы, расходуемой на прео­
доление снежного валика впереди носового загиба, — 3) силы,
преодолевающей сопротивление снега выдавливанию лыжами,— /?3; 
4) силы, преодолевающей боковое трение лыж и выступающих частей 
креплений,— Я4. Таким образом:

Ясн — ^ 1  +  К-2 +  Я3 +  ^ 4* (140)

В большинстве случаев силами Я 2, и Я 4 во время слалома и 
скоростного спуска на укатанном плотном снегу можно пренебречь. 
Тогда сила трения лыжи — снег будет равна:

Лен =  #1 =  <2г/ =  Ч СОЗ <*/.

Коэффициент трения /  зависит от состояния снегового покрова, тем-
пературы воздуха, типа лыж, качества смазки и скорости скольже­
ния лыж по снегу. В последнем случае характер трения может пере­
ходить от «сухого» к «жидкостному». При жидкостном трении на 
величину силы сопротивления движению влияет смачиваемость сколь­
зящей поверхности водой. Сопротивление трения Я равно:

Я  =  4 5 - 7 - ,  (141)о

где у] — вязкость (в кГсек/м2) (для воды т] =  1);
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V — относительная скорость (м/сек);
8  — площадь соприкосновения трущихся поверхностей (м2)\
6 — толщина слоя воды, смачивающей трущиеся поверхности (ж);

— сила трения (кГ).
В свою очередь, сила трения /? зависит от нагрузки (удельного

давления): р =  —  (кГ/см2), так как толщина слоя смачивающей
5

жидкости б является функцией давления р. Поэтому сила трения Я 
зависит от силы ф2: Я =  /ф2> но и является функцией величин ч\у 
б, р и V:

* - ’ № ) •

Сила сопротивления воздуха Яв движению лыжника зависит от 
размеров и формы его тела, плотности воздуха и (в значительной 
мере) скорости относительного перемещения тело — воздух.

Сила сопротивления Я может быть представлена следующим вы­
ражением:

/?В =  С , 5 - ^ ,  (142)

где V — скорость движения лыжника (м/сек);
8  — площадь проекции тела на плоскость, перпендикулярную 

направлению скорости (м-);
Сх— аэродинамический коэффициент, зависящий от формы и 

состояния поверхности тела и его ориентировки по отно­
шению к направлению движения; 

р — массовая плотность воздуха (кГсек2/мк).
В начале движения лыжника по склону скорость его мала, а затем 

начинает возрастать. Если бы сил сопротивления не было, то она 
возрастала бы беспредельно. Развитию скорости лыжника препят­
ствуют силы сопротивления воздуха и сопротивления скольжения. 
Сила, вызывающая ускорение движения, равна разности силы С?* 
и силы сопротивления Я. Поэтому

та = — Я, (143)

где а — ускорение, т — масса лыжника. По мере возрастания ско­
рости V растет и сопротивление Я\ в результате наступит такой момент*
когда сила Я будет равна силе т. е. Я =  0 . Тогда лыжник
будет продолжать движение с постоянной скоростью Vтаx (рис. 141). 
Если принять, что сопротивление Я движению лыжника складывает­
ся из сопротивления воздуха Яв и сопротивления скольжения Я и 
то для моментов времени, когда скорость достигает своего максималь­
ного значения, будем иметь:

<?! -  Д. - =  0 . ( Ш у
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Тик как р  51 п а, <?/ соз а,

п  С у.5 р а/?в — -  х г-- У ,в 2 тах 

то, делая соответствующие подстановки, получим: 

ф з т  а — соз а =  р*.

Рис. 141.

Решив это уравнение относительно Vтаx, имеем:

2<3 (<чп а — / соз а)
(145)

Площадь проекции лыжника на плоскость, перпендикулярную на­
правлению скорости, зависит от роста лыжника, его фигуры, характера 
одежды и стойки во время спуска (рис. 142).

Для мужчины весом (̂  = 70 кГ , ростом 170 см, в обычной спортив­
ной одежде, при высокой стойке площадь проекции тела 5  лежит в 
пределах от 0,8—1,0 м2. В табл. 15 даны примерные площади проекции 
тела лыжника.

Т а б л и ц а  15
Площадь 5  проекции тела лыжника на плоскость, 

перпендикулярную направлению скорости

Стойка М л*) Площадь при облегающей 
одежде (м2)*

Высокая 0.8—1,0 0,68—0,85
Средняя 0,6—0,8 0 ,5 1 -0 .6 8
Низкая 0,4—0,6 0,34—0,50

1 Тип одежды может повлиять на величину площади 5 в пределах 10—15%.
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С, =  2С^-, (146)

где С — коэффициент, получаемый опытным путем при продуве мо­
дели в аэродинамической трубе;

Н — рост человека (м)\
8 — площадь проекции (м2).
При высокой стойке, когда к  =  1,7. ж, С =  0,14;

Сх =  2С —  =  2-0,14 =  0,8.
*  5  1,0

Когда туловище лыжника наклонено вперед, сила сопротивления 
воздуха изменяет свое направление (см. рис. 142). Если разложить 
эту силу на составляющие по осям, найдем, что Явх тормозит дви­
жение лыжника, а составляющая Я Ву будет поднимать лыжника 
вверх, уменьшая тем самым величину <32.

Величина этой подъемной силы равна:

~  »*. (147)

т. е. подъемная сила также зависит от аэродинамического коэффици­
ента Су, площади проекции, плотности воздуха и (очень сильно) 
от скорости V.

В табл. 16 даны значения коэффициентов Сх и Су для различных 
стоек лыжника.

Аэродинамический коэффициент Сх определяется по формуле: ^

Т а б л и ц а  16 
Коэффициенты Сх и Су для различных стоек лыжника

Стойка Угол наклона туло­
Аэродинамический коэффициент

вища а (градусы)
Сдг СУ

Высокая
Средняя
Низкая
«Конькобежец»

80—90
70—50
60—70

0

0,75—0,80
0,70—0,75
0,65—0,70
0,55—0,65

0,25 
0,15—0,2  
0,2—0,3  
0,3—0,4

Массовая плотность воздуха при нормальных условиях, т. е. при 
давлении воздуха, равном 760 мм рт. ст., и температуре его +15° С 
равна: р =  0,123 кГсекУм4. • ' '

В зависимости от высоты местности, температуры и плотности 
воздуха р изменяется и может быть рассчитана по соответствующим
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формулам или определена по таблицам*. При высоте Н  =  2500 м 
плотность воздуха снижается до 0,10 кГсек2/м4.

Итак, максимально возможная скорость (а)тах лыжника при спус­
ке с горы, как это видно из формулы 146, зависит от его веса ф, коэф­

фициента трения /, коэффициен­
тов Сх, р и 5. На рис. 143 дан 
график зависимости атах от 
крутизны склона при различ­
ных значениях /, Сх и 5.

Д ля исследования движения 
лыжника при спуске с горы 
необходимо составить уравнение 
движения. Направим ось Ох 
вдоль поверхности спуска, ось 
Оу — по нормали к поверхнос­
ти. Ради упрощения можно счи­
тать, что коэффициент трения /  
есть постоянная величина: /  =  
=  сопз1:. Аэродинамический ко­
эффициент Су =  0, т. е. подъ­
емная сила, действующая на 

лыжника, очень мала и ею можно пренебречь.
При этих условиях уравнение движения будет иметь вид:

пш =  С11^ Я в — Я1
или

т а  =  С 2$та---- р2 — СЦ соз а. (148)
2

Чтобы получить зависимость V от х, составляем дифференциальное 
уравнение:

т а ^  =  ЪР1х. 4149)
йх

Учитывая, что ь х =  V,  получим:

Л . V . * ^  =  ^ ^ &т а - ^ ^ с о в а ) - ■ ^ - V ^  (150)
8 йх 2

Введем обозначения:
(2 $ т а  — <2 / соз а =  а также:

2
Схр8

Тогда уравнение 150 примет вид:

=  а2. (151)

* См. в технических и физических справочниках.
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Деля обе части равенства на —  , получим:
8

Ах *  а 2 

После" разделения переменных будем иметь:

а% —  о»

Берем от обеих частей интегралы, умножив их на —1:
С у<1о (Ш* ,— \ - • -------- \ йх\ в результате получим:
Л а» — V* Л

1 м (а * -о а) = - ^  х  +  сх. - (153)

При х  =  0 скорость V =  0, следовательно, 1п а2=  Подставляя в 
уравнение 153 значение сх получим:

1п (а* — о2) =  -  х  +  1п а*;
а2

1п =
а2 а*

или
2 §к*

— а* Х
----------- =  е

Отсюда окончательно находим:
2&к*

1» _ 0* =  а«в

[  __М*1 х
V =  а \  1 - е  °г • (154)

Эта формула характеризует закон изменения скорости лыжника 
в зависимости от пройденного им пути х.

Ч* х
С позрастанием х  величина е а2 убывает, стремясь при 

х  ->оо к пулю. Скорость спуска лыжника (у) возрастает, стремясь в 
пределе к постоянной величине а , которая является предельной ско­
ростью спуска (1\„пх) при данных условиях движения.

Из равенства ■ =  а2 найдем, что 
С^рЗ



Зная, что к2=  51П а  — /  соз а , будем иметь:

<155>

После достижения 1)тах лыжник будет двигаться уже с постоянной 
скоростью: ртах =  сопз!. Промежуточные значения скорости^могут 
быть определены так:

-----X
шах (156)

П р и м е р  X III. 7. Определить предельную скорость спуска 
лыжника, если известно, что его вес вместе с лыжами 0. =  70 кГ , 
5  =  0,6 ж2; Сх=  0,8; /  =  0,05; а — 20°; р =  0,125.

Р е ш е н  и е. Предельную скорость спуска Vтаx следует опреде­
лить по формуле 155, учтя, что з т  2 0 °=  0,342; соз 20°= 0,940.

2(3 (51 п а — /  соз о?) __

Схр8»ти  =  у Г -

_  у Г  2 . 7 0 . (0,342 -  0.05 ■ 0.94) . =  2 & м /с е к  (Ю 8 км1час).
У 0,8 • 0,125 • 0,6

П р и м е р  X III.8 . Определить предельную скорость спуска 
лыжника, еслй известно5, что его вес вместе с лыжами (? =  70 /сГ, 
5  =  0,6 ж2; Сх=  0 ,8 ; /  =  0,1; а  =  10°; р =  0,125.

Р е ш е н и е .  з т  а  =  з т  10°= 0,174, 
соз а  =  соз 10°= 0,985.

2 ( 8 1 П а —  !  СОЗ а )

С*р5

=  Г  2 - 7 0 . ( 0  Л 7 4 -0 ^ 1  . 0 ^ 5 )  =  ^  ^  8 ^
V  0,8 • 0,125 • 0,6

П р и м е р  X III.9. Найти скорость спуска на расстоянии отрав­
ном 10, 20, 40, 80, 160, 320 и 640 ж при условии, что 0. =  70 кГ, 8  =  
=  0,6 ж2; Сх=  0,8; /  =  0,05; а =  30°, р -  0,125.

Р е ш е н и е .  Применяем формулу 156:

V1шах

.  Г 2 (}  (51П а /со з а) =  Г  2_- 70 •_0.457 _  _  39 в ж/се<с.
у  Схр5 У  0,8 • 0,125 • 0,6



Показатель степени, равный — -~х удобно обозначить чер^з
гг =~* .тах

Ах. В данном случае задан ряд значений расстояния х; величина А 
остается постоянной.

Известно, что к2=  ( з т  а  — /  соз а); к2=  ( з т  30°—0,05-соз 30°) =
=  (0,5—0,05-0,866) =  0,457. Численное значение Л будет:

2 - 9 .8 1 .0 .4 5 7  = _8196_,=  5
(39,6)2 1560

А =
4 , а х

Расчеты приведены в табл. 17.

Расчетная таблица
Т а б л и ц а  17

*  (М)

1
Ах е—А* \-е -А х о (м/сек)у  1-е -Л х

10 0,057 0,942 0,058 0,24 9,2
20 0,114 0,896 0,104 0,32 12,7
40 0,229 0,794 0,216 0,47 18,6
80 0,459 0,631 0,369 0,69 24,2

100 0,918 0,398 0,618 0,79 31,4
320 1,837 0,165 0,835 0,91 1 36,0
640 3,674 0,025 0,945 0,98 39,0

Результаты расчетов, данные в последнем столбце'табл!. 17, на­
несены на график (рис. 144), из которого видно, что по мере прохож­
дения пути скорость спуска \
(р) приближается к макси­
мальной (утах =  39,6 м/сек).

З а м е ч а н и я .  Для 
слаломиста, очевидно, важ­
но знать расстояние*, при 
котором скорость перестает 
быстро нарастать. Прак­
тически это происходит на 
г/3 пути , необходимого для 
достижения Vтаx.

В результате исследо­
вания формул 155 и 156 
получены данные о длине 
пути, который должен пройти 
нет максимальной скорости.

Если уравнение

лыжник прежде, чем он достиг-

та =  ф з ш а

принимая во внимание, что

V2 — ф/ соз а,
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а йо
т

сРх
№

представить в ином виде, а именно 
(РХт ■
(Ш%

ф (31П а — /  соз а)

то, решая его, можно получить время по истечении которого спорт­
смен приобретает максимальную скорость Vтаx, Готовая формула 
имеет вид:

2<3 (зш а — /  соз а)
СхрЗ

§  ( з т  а — /  соз а)
(157)

Выражения (з т  а  — /  соз а) =  к2 и ^ (з т  а  — /  соз а) =  §к2 встре­
чаются очень часто, а входящие в них параметры а  и /  варьируют не 
в очень широких пределах. Значения этих величин даны в табл. 18.

Т а б л и ц а  18
Значения к 2 и &к2 в зависимости от а и /

а Г (з т а —Гсоза) § (зШа—[соза)

10° [ 0,03 0,171 1,66
0,05 0,169 1,64
0,16 0,076 0,73
0,15 0,026 0,23

' 20° • 0,03 0,339 3,29
0,05 0,337 3,27
0,10 0,248 2,40
0,15 0,201. 1,95оОСО 0,03 0,497 4,82
0,05 0,496 4,81
0,10 0,491 4,76
0,15 0,487 4,72

40° 0,03 0,641 6,21
0,05 0,639 6,20
0,10 0,635 6,16
0,15 0,631 6,12

П р и м е р  X III. 10. Определить, через какое время лыжник 
весом С} =  70 кГ , спускаясь с горы с уклоном а  =  30°, достигнет мак­
симальной скорости, если /  =  0,05; 5  =  1; Сх~  0 ,8  и р =  0,125.

Р е ш е н и е .  Подставив в формулу 157 соответствующие значе­
ния (з т  а  — /  соз а) и ^ (з т  а  — /  соз а), которые можно взять из 
табл. 18, получим:

г :
2 ( 3  (3 1 П  а  —  /  СОЗ а )

СхР$_____
§ (51П а — /со з  а)

2 • 70 • 0,496 
0,8 • 1,125 • 1 

4,81
=  19,7 сек.
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По-видимому, имеет значение не только время I, но и некоторое 
время 1Ъ когда скорость перестает быстро нарастать, например время, 
соответствующее скорости в точке А (см. рис. 144). Это время в 2—2,5 
раза меньше времени необходимого для достижения г/тах.

П р и м е р  X III. 11. Прямолинейный участок горы разгона лыж­
ного трамплина имеет длину х  =  40 м, угол наклона а  =  40°. Опре­
делить, какой скорости (а) достигнет спортсмен после прохождения 
этого участка, если вес его с лыжами ($ =  70 кГ\ /  =  0,05; 5  =  0,6; 
Сх=  0 ,8 ; р =  0,125.

Р е ш е н и е .  Максимально возможная скорость при данных ус­
ловиях равна:

- V

2(3 (31П а  —  /  соз
Схр8

±  =  т / - 2 -70.: ° ' 639 -  38,8 м/сек.
V 0,8 • 0,125 . 0,6

Искомая скорость определяется по формуле 156:

V =  Vп

Г  Г

ах V  1 -е  ^ ах =  38,8 • V  1

=  38,8 - У  1 -

— 2§ (31П а —  ̂соз а) • 40 
38,82

• 12,4 • 40 
38,82 =  38,8- У \

=  38,8 • 0,53 =  20,6_м!сек.

-0,33

§ 65. Движение тела, брошенного под углом 
к горизонту

Движение тела, брошенного под углом к горизонту с началь­
ной нулевой скоростью Vо, исследуется для анализа легкоатлетических

метаний и различных спор- 
У тивных прыжков.

На данную точку массой 
т (рис. 145) действует толь­
ко. сила Р  (сопротивление 
воздуха не учитывается)! 
Проекции этой силы на ко­
ординатные оси: Р х=  0;
Ру =  --- Р — — -Ш с-Рл =  <•’.
Следовательно:

Рис. 145.

т
(II =  0 ;

(IV V
т — -  =  

ш т йуг
~дГ ■= 0 .

Используя второе уравнение в виде



Умножая обе части его на (II и интегрируя, получим:

Л и  у  =  —

°у =  — 81 +  с2.

Интегрирование первого и третьего уравнений дает: ух=  сг\ у2— с3
(т. е. скорости постоянны, так как производные от них — ускорения —
равны нулю).

При 1 =  0 х =  0, у ~  0, г =  0.
Следовательно: уХ9 .=  а0соз а; — у051п а; а2в — 0.
Таким образом: юх= сг— а0соз а; ау =  сг =  у0з т  а  
или

йх 6у . ,—  =  соз а; —2- =  51П а —
61 0 61 0 6

Интегрируя, получаем: х =  гУсоз а  с4;

у — у0( з т  а — +  сь.

При 1 =  0 х ~ у  = 0. Следовательно, с^= с5=  0.
Окончательно имеем:

х  =  соз а; у  =  зш а -----— . (158)
2

Имея эти уравнения, исследуем движение точки методами кине­
матики. Определим траекторию точки. Д ля этого исключим из урав­

нений 158 время I и найдем зависимость х  от у: I — ---- ------,
1>в СОЗ а

у =  х{& а --------^ ------ . (159)
У  &  2 ^ д  СОЗ2 а  4

Уравнение траектории в данном случае есть уравнение параболы. Оп­
ределим дальность полета, т. е. х  при у =  0 :

2а% соз2 а а
X =  ---:-----------

8
или (так как з т  2 а =  2  з т а  соза)

1 =  х  шах =  — з!п2 а (160)
ё

Известно, что з т  2а =  з т  (180°— 2а) =  з т  2(3, где 2$ =  180°— 2а;
0 =  90°— а. Поэтому при броске тела под углом |3 =  90°— а дальность 
полета будет той же (см. рис. 145).



Определим высоту траектории, т. е. у при х, равном половине даль­
ности:

П р и м е р  X III. 12. Допустим, что начальная скорость полета 
(у0) тела спортсмена при прыжке в длину равна 8м/сек и направлена 
под углом а  =  20°. Найти длину прыжка и максимальную высоту 
о.ц.т. тела атлета, если в конце отталкивания эта высота равнялась
1 м (рис. 146).

Исключая I из этих уравнений, найдем зависимость х  — х(у), т. е, 
траекторию о.ц.т.:

Поэтому
51П2 С052 а

2V̂  С052 а§28 8

и?
---------51П2 а =

2 8
Таким образом:

(161)

у у

х1

X

Рис. 146.

Р е ш е н и е .  Определим проекции начальной скорости на осях 
х н у . I

005 а — 8  соз 20° =  7,45 м/сек 

Ууо =  5*п а =  8  зш 20° =  2,72 м/сек
Используя формулы 158, получим: л: =  и0ко$ а  . =  7,45/;

у  = > 0/ з т  а — =  2,721 — 4,9/2.
л*
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у  =  0,365 х  — 0,088 х2. Это уравнение, параболы. Найдем произ­
водную от у:

Когда о.ц.т. тела атлета поднимется на максимальную высоту, вер-

т. е. 0,365—0,18л: =  0. Этому положению будет соответствовать х  =  
= 2 м. Следовательно, дальность прыжка I — 2х =  4м. Это же зна­
чение можно получить и с помощью формулы 160:

Эта длина прыжка не является фактической. Реальная длина прыжка 
будет больше на величину 11 (см. рис. 146). Поэтому для определения 
реальной длины прыжка целесообразно воспользоваться уравнением 
траектории, найдя значение х  при у — — I м. В данном примере полу­
чится квадратное уравнение: 0,365 х  — 0,088 х2+  1 =  0, 
или х2— 4х — 11,3 =  0. Решение этого уравнения:

—0,7 (м)\ х2=  4,7 (м).

Как видно из рис. 146, хх есть /4, а х2— длина прыжка, уменьшенная 
на величину б .

Определим высоту подъема о.ц.т. тела спортсмена в полетной фазе 
прыжка:

Это же значение можно получить, пользуясь уравнением траектории.

=  0,365-2—0,088-22=  0,37 м.
П р и м е р  X III. 13. Допустим, что прыжок в высоту выпол­

няется при начальной скорости V0=  5 м/сек, вектор которой направ­
лен под углом а  =  80°. Определить траекторию о.ц.т. и высоту прыжка. 

Р е ш е н и е .  Проекции начальной скорости на оси координат:

у — 0,365 — 0,18 х.

тикальная составляющая скорости его будет равна нулю: у =  0 ,

/ =  —  51П 2а =  —— 5Ш 40° =  4 мт 
8  9,89,8

X = | / ~  ^ - ( - 1 1 , 3 )  = 2  ± 2 ,7 ;

—-------з т 2 20° =  0,37 м.
2 • 9,81 .

Для этого необходимо вычислить у  при х =  =  2 м. Н  =  утах =

ухо — уоС05 ^0° =  5 • 0,17 =  0,85 м/сек; 

=  а0 з т  80° =  5 • 0,98 =  4,9 м/сек.



Следовательно, х =  I =  0,85 /; у =  =  4,9/ — 4,9/2.

Траектория о.т.ц. тела прыгуна:

4,9х  4,9х2 с. пс  а о—----------:— ; */ =  5,75* — 6 ,8*2.*/ = 0,85 0,852

Скорость по оси у : у =  5,75—13,6 я. В момент, когда данная скорость
достигает нуля: у  =  0 =  5,75—13,6 х, длина х — 0,42 м (рис. 147). 
При этом высота подъема о.т.ц. тела ат­
лета: Н '=  у  =  5,75-0,42 — 6 ,8 - 0,422 =
=  1 ,2 2  м.

Общая высота прыжка составит:
Я  =  Н' +  Н =  1 ,2 2  +  1 ,0  =  2 ,2 2  м.

П р и м е р  X III. 14. Определить даль­
ность полета ядра, вылетевшего при тол­
чке с места с р0=  12,5 м/сек под углом 
а 0=  42°.

Р е ш е н и е .  Дальность полета ядра 
при толчке без стартового разгона зави­
сит от трех величин: и к0— высоты
выпуска. Для определения дальности по­
лета легкоатлетических снарядов можно 
пользоваться приближенной формулой:

Рис. 147.

(162)

При этом нужно помнить, что сопротивление воздуха уменьшает 
дальность полета в среднем на 0,9%.

Приняв к0=  2,1 м, будем иметь:

1 ' =- Ц ' + 2 Л ^ 18-0л1-

Фактическая длина с учетом сопротивления воздуха: Ь =  18,0— 
— 18,0*0,009=17,8 м.

З а м е ч а н и е .  Исследования техники спортивных метаний 
(В. Н. Тутевич) показали, что дальность полета ядра зависит от гео­
графической широты и высоты местности над уровнем моря. 
В частности, у экватора ядро (как, впрочем, и другие легкоатлетичес­
кие снаряды) летит дальше на 0,4—0,5%. На высоте 2 км над уровнем 
моря дальность полета всех снарядов, кроме диска, увеличивается 
на 0,5% (дальность полета диска с увеличением высоты уменьшается).



Г л а в а  X IV .
ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ 

§ 66. Понятие о количестве движения 
и кинетической энергии

Общие теоремы динамики устанавливают наглядные и простые 
зависимости между основными динамическими характеристиками 
движения материальных тел и поэтому дают возможность изучать спор­
тивные движения. Основными динамическими характеристиками меха­
нического движения являются количество движения и кинетичес­
кая энергия*.

Количеством движения точки называется вектор, равный произ­
ведению массы точки на вектор ее скорости.

Направление вектора количества движения точки совпадает с на­
правлением вектора ее скорости, модуль равняется произведению 
массы точки на модуль скорости точки. Размерность количества 
движения:

(количество движения) =  (масса • скорость) —

-  (  сила ■время2 ■ ■ =  (сила . время).
\  длина врем я}

В технической системе единиц количество движения измеряется
з килограмм-секундах (кГсек), а в системе СИ — в ньютон-секундах 
(нсек).

Кинетической энергией точки называется скалярная величина, рав­
ная половине произведения массы точки на квадрат ее скорости.

Размерность кинетической энергии:

(кинетическая энергия) =  (масса * скорость2) =

=  /  сила ■ времФ_  _длина^_\ __ , ^ ц ш )-
\  длина время2 )

В технической системе единиц кинетическая энергия измеряется 
в килограммометрах (кГм) (здесь к Г — килограмм-сила), в системе 
СИ в кем2/сек2 (здесь к г — килограмм-масса).

Действие, оказываемое на тело силой за некоторый промежуток 
времени, характеризуется импульсом силы. Импульс за бесконечно 
малый промежуток времени сИ называют элементарным импульсом 
силы. Это векторная величина, равная произведению вектора силы на 
элементарный промежуток времени:

Л  =  т .  (163)

чи

: * Здесь дается определение этим характеристикам, основанное на спосо­
бу их измерения. Позже будет ясен их физический смысл.
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Вектор й^ по направлению совпадает с силой Р. Импульс любой силы 
Р за конечный промежуток времени определяется как интеграл от эле­
ментарных импульсов силы:

/  =  р Ш .  (164)
и

В частном случае, когда сила Р постоянная (по модулю и направ­
лению),

^  = К .  (165)
Ввиду того, что направление импульса силы ^  и направление си­

лы Р одинаковы, можно для вычисления модуля импульса силы ис­
пользовать его проекции (рис. 148), как при определении модуля силы.

Проекции на координатные оси импульса постоянной силы за не­
который промежуток времени равны произведениям соответствую- 
щих проекций этой силы на данный промежуток времени,

^ x =  X^, /у. =  К/, (166)

где X  и У — проекции силы Р на соответствующие координатные оси.
Импульс силы имеет размерность, одинаковую с размерностью 

количества движения: (импульс силы) =  (сила- время). Поэтому он 
измеряется так же, как и количество движения: в технической сис­
теме единиц в килограмм-секундах (кГсек), а в системе СИ — в нью­
тон-секундах (нсек).

§ 67. Теорема о количестве движения 
материальной точки

/
Точка, имеющая массу т ,  движется под действием приложенной 

к ней силы Р на траектории АВ  (рис. 149) относительно некоторой 
неподвижной системы координат, В начальный момент времени,
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когда / =  0, эта точка занимала положение М 0 и имела скорость р0; 
в момент времени ^  она занимает положение М 1 и имеет скорость 
Йроекция векторного равенства та =  Р на координатную ось х :

т а ,  =  Г*  =  X. (167)Л* * Х
Проекция ускорения на ось Ох равна 
первой производной по времени от 
проекции скорости точки на ту же 
ось:

ах = •— - .
•* а

Подставляя это значение в уравнение 
167, получим:

т
<и

=  Х .

Постоянный множитель т можно ввести под знак дифференциала:
а
<и

(тух) =  Х . (168)

Это равенство можно распространить на проекцию силы на другие 
оси координат и сформулировать в более общем виде так:

Производная во времени от проекции количества движения точки 
на какую-либо ось равна проекции на ту же самую ось действующей 
на точку силы.

Умножим обе части равенства 168 на Ш:

й (тух) — ХШ.

Интегрируя в заданных пределах (I =  0; / =  *1), имеем:

В левой части равенства пределы интегрирования будут юхй и 
т. е. скорости, соответствующие времени I =  0 1= 1^. Проекция X  
постоянной силы Р есть постоянная величина, поэтому ее можно вы­
нести за знак интеграла. Интеграл от равен тих% таким обра­
зом:

" Ф ,  СЛ =  Х 1^ -

После подстановки пределов интегрирования получаем: 

твЛ — 'том =  Х1х =  1х.
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По аналогии в проекциях на ось у  имеем:

Уравнения 169 и 170 говорят о том, что изменение проекции коли­
чества движения точки на какую-либо ось равно проекции на ту же 
ось импульса силы, действующей на точку за то же время.

Это положение и есть теорема о количестве движения материаль­
ной точки. В случае прямолинейного движения точки вдоль оси х 
теорема выражается одним уравнением (169).

Предполагалось, что речь идет о свободной материальной точке. 
Но все сказанное можно отнести и ко всякой несвободной материаль­
ной точке, движение которой ограни­
чено связями, мысленно освобождая 
ее от связей и заменяя их действие 
реакциями этих связей.

Теорема о количестве движения 
точки дает возможность решать та­
кие задачи, встречающиеся в меха­
нике спортивных движений, в кото­
рых устанавливается зависимость 
между массой (или весом) материаль­
ной точки и ее скоростью в началь­
ный и конечный моменты движения, 
между силой и временем ее действия*

Предполагалось, что сила Р и ее проекция на любую из осей пос­
тоянны. В действительности при решении многих спортивных задач 
сила изменяется со временем: Р =  /(/). Н а рис. 150 дана проекция 
силы Р на вертикальную ось при отталкивании спринтера от стартовых 
колодок. В этом случае проекция импульса силы на ось у будет равна:

(171)

Площадь, описанная кривой Ру{1), равна определенному интегралу 
(171). Выражение 170 для этого случая может быть записано:

и
г™ V I  —  т иуо =  |  ?у (0 <М\ ' ■

поскольку при начале отталкивания скорость Vу0 была равна нулю, 
имеем:

пп>у1 =  |  Ру (I) <и.
I,

скорость после отталкивания зависит толь- 

не зависит от формы кривой импульса.

тьуХ — тоу 0 =  У7* =  1у. (170)

Следовательно, конечная 

ко от величины
и
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На этот идеализированный случай, когда не учтен ряд связей, не 
всегда можно ориентироваться при решении практических задач, в 
том числе и при анализе фазы отталкивания в спортивных локомоциях.

П р и м е р  XIV. 1. Лыжник, подойдя к спуску, имел скорость 
V0=  1,5 м/сек; на спуск он затратил 2 сек. Определить скорость спорт­
смена в конце спуска, если его вес с лыжами С} =  80 кГ , угол а  
равен 30°. Трением и сопротивлением’ воздуха можно пренебречь.

Р е ш е н и е .  Так как вес ф тела уравновешивается нормальной 
реакцией плоскости скольжения, то равнодействующей всех сил, дей­
ствующих на данное тело при его движении по гладкой плоскости, 
будет приложенная к нему сила (2Х, являющаяся составляющей силы 
ф и равная X  =  С1Х=  ф зт  а  =  80-0,5 =  40 кГ  (395 н).
Применяя теорему о количестве движения, можно написать:

— ти0=  XI, откуда:

V, =  х *- =  1,5 +  10 =  11,5 м/сек.
т '

П р и м е р  XIV. 2. На Ладожском озере среди юношей было раз­
вито катание на коньках с парусом. Пусть конькобежец движется по 
гладкому льду со скоростью V^= 1 м/сек. В этот момент порыв ветра 
(со скоростью 10 м/сек) действует на конькобежца и парус в течение 
3 сек. Используя данные табл. 19, определить скорость конько­
бежца (у) к концу третьей секунды, если известно, что парус имеет 
площадь 1,5 м2 и поставлен перпендикулярно направлению ветра; 
вес конькобежца С} =  68,5 кГ. Сопротивлением коньки — лед мож­
но пренебречь.

Т а б л и ц а  19
Справочная таблица

• Сила, действую'дая на 1 м2
Характер ветра

Скорость ветра 
(м/сек)

поверхности

- ( кГ) (н)

Очень слабы й................................................ 0,50 0,040 0,395
1,00 0.140 1,38
2,00 0,540 5,32

Слабый ....................................................... 3.00 1,050 10,4
4,0 2,170 21,2
5,0 2,910 28,7
6,0 4,870 48,0
8,0 6,430 63,5

С и л ь н ы й ................ ........................... 10,0 13,540 134,0
14,0 23,000 228,0

•
20,0 46,520 460,0

Р е ш е н и е ,  Можно применить формулу: 

ш х1 — тVx о =  XI,
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где в данном случае Vx^=  у0=  1 м/сек\ юх1= V,, X  =  Р.
Искомая скорость V, определяется так:

хг ,
* 1 = — + 0 ,

При площади паруса 2 ж2 и скорости ветра 10 м/сек.

Р =  13,54 • 1 ,5 >  2 0 ,3 > Г  (2 0 0 » ,

Определяем искомую скорость:

^1 =  - 2° ’3 ‘ 3 +  1 =  9,7 м/сек =  35 км/час.
68,5
9,8

Скорость 9,7 м/сек несколько завышена, потому что не были учте­
ны силы сопротивления.

П р и м е р  XIV. 3. На рис. 151 дана кривая силы отталкивания 
спринтера от колодок, получен­
ная на тензодинамометрической 
установке. Определить началь­
ную скорость безопорного дви­
жения Vь если вес спортсмена 
$  =  60 кГ.

Р е ш е н и е .  Полученная 
кривая почти симметрична и 
может быть условно принята за 
трапецию, нижнее основание 
которой равно 5 см, верхнее 
3 см. Площадь трапеции

3 = 1 2  см. Единица пло­
щади ее 1 см2 соответствует: 50 кГ • 0,025 сек.=  1,25 кГсек. Вся 
площадь трапеции соответствует: 1,25-12 см2=  15 кГсек (148 нсек). 
Поэтому:

0.125
1 = |  РсМ =  \ЬкГсек.

-  0

Применяя уравнение 169, получим:

тдх — тV0 =  ^ Г(И.

Так как 0О=  0, а §Р& =  15 кГсек, то ту,— 15 кГсек. Приняв

т =  -  6—-  ^ 6  т. е. м., получим: — ^ —  =  2,5 л/се/с.
9,8 * 1 т  6

П р и м е р  XIV. 4. Человек прыгает с высоты Н '= 2,3 м без 
начальной скорости. Амортизационная фаза приземления длится I =



■я 0,10 сек. (премн гашения скорости до 0). Определить среднюю ве­
личину реакции опоры.

Р е ш е н и е .  На тело действуют силы: сила тяжести ф, направ­
ленная вниз по вертикали, и реакция опоры N. которая изменяется 
в течение 0 ,1  сек. и также направлена по вертикали, но вверх.

Используя уравнение 169, получим:

тю1 — тV  ̂ =  I =  XI.

Начальная скорость у0 зависит от высоты площадки над уровнем 
положения центра тяжести человека. (Среднее значение его 80 см). 
Поэтому:

Н' =  2,30 — 0,80 =  1,50 ж;

V,, =  У 2§Н' =  У  2 • 9,81 • 1,50 =  5,45 м/сек.

Сила, действующая на человека, равна: X  =  1$ — N. Подставляя это
значение в основную формулу, будем иметь: 
гпо —̂ ту0=  (ф — Л ^. Отсюда:

^ = ^ + (Э .
I

70Подставив О =  70 кГ, т -----------  7 т. е. м. в это равенство, по-
ё

лучим:

N  =  — Д ’45 - +  70 =  451,5 кГ  (4450 к).

Отношение =  6,45 носит название среднего коэффи­

циента динамичности. На величину реакции опоры N  значительное 
влияние оказывает время приземления. Снижение перегрузок дости­
гается путем применения различных подстилок, матов, способных 
деформироваться в момент приземления и тем самым удлинять его 
время. .

§ 68. Работа

Работа является эффектом действия силы, выражающимся в 
изменении кинетической энергии точки или тела.

Если точка приложения постоянной силы Р движется по прямой, 
совпадающей с линией действия силы, то работа этой силы равна 
произведению ее модуля Р на длину пути 5, пройденного точкой, взя­
тому с определенным знаком (плюс или минус).

Если работу обозначить через А , то

А =  Р8 или А =  — Р8. (172)

182



Работа считается положительной, если направление силы совпадает 
с направлением движения точки, или отрицательной, если сила 
направлена в сторону, противоположную движению точки.

Размерность работы выражается так: (А) =  (сила-длина), а по­
тому работа в технической системе единиц измеряется в килограммо­
метрах (кГм), а в системе СИ — в джоулях. 1 кГм =  9,8 дж.

Предположим, что модуль силы Р есть величина переменная. 
В таком случае для вычисления работы на пути 5  надо разбить этот 
путь на п очень малых участков Д32 •••» Л $л. Значения пе­
ременного модуля силы в начале каждого из этих участков обозначим 
соответственно через Р±, Р2У ..., Рп. Так как участок АЗ* очень мал,
то величину Рг на нем приближенно можно считать постоянной (с
тем большей точностью, чем меньше АЗ*). Поэтому элементарная ра­
бота на пути АЗ*, согласно равенству 172, будет равна:

Т7! А54 или — Р1А81 (173)

Взяв сумму этих элементарных работ и переходя затем к пределу 
при АЗ*-*- 0  и п о о ,  получим работу переменной силы на конечном 
пути 5. В пределе эта сумма выразится определенным интегралом и, 
следовательно, будет:

п 8
А =  П т  Ц  Р, Д5г =  Г РЛ8. (174)

*=1 О
Это равенство означает, что работа численно может характеризовать­
ся площадью, ограниченной линией Р =  Р (8), осью абсцисс и орди­
натами (рис. 152).

Работа силы тяжести. Пусть материальная точка М  весом Р пе­
реместилась по некоторой криволинейной траектории из положения

(лч, у и 21) в положение М 2 (х2, у%, г2) (рис. 153, а). Проекции силы 
Р на координатные оси будут равны: X =  О, У =  0 и 2  — — Р 
(ось г направлена по вертикали вверх). Следовательно, элементарная * 
работа этой силы будет равна: Х&х +  Х йу  +  Х6г =  — Рс1г, а работа 
на конечном пути М ^М2 равна:

**
Ае =  — |  Рйг =  Р (гх— г,).

Полагая, что г4*— г2= Н , получим

Ае =  РН. (175)

Отсюда следует, что работа силы тяжести, действующей на материаль­
ную точку, не зависит ни от длины пути, ни от вида траектории этой 
точки и равна произведению ее веса на разность ее высот в начальном 
и конечном положениях, причем эти высоты отсчитываются от произ­
вольно выбранной горизонтальной плоскости.

Работа сил, приложенных к вращающемуся телу* Элементарная 
работа силы Р (рис. 153, б) будет равна: йА — Рй8 =  Р Ы <р.
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Здесь с18 =  кЛу, где — угол поворота. Но Г к — есть вращающий 
момент, поэтому йА =  М врс1ц>.
Следовательно, при повороте на конечный угол ср работа будет равна: 

Мс1(р, а в случае постоянного момента

А  =  Мер. (176)

Эта формула аналогична формуле 175; здесь роль силы играет вра­
щающий момент, а путь определяется угловым смещением.

Работа силы трения. Если точка весом Р движется прямолинейно 
по негладкой горизонтальной плоскости, то работа силы трения на 
пути 5  выразится так:

Атр= - / Р 5 ,  (177)
где / — коэффициент трения.

Работа деформации упругого тела. На рис. 154 показан график 
удлинения упругой пружины в зависимости от приложенной внешней

силы. Работа внешней силы числен­
но равна работе внутренних упру­
гих сил и определяется площадью 
заштрихованного на рисунке треу­
гольника.
Поэтому:

Аупр =  ± Р Л 1 .  (178)

Упругую силу по закону Гука 
можно выразить через удлинение 
АI и жесткость пружины с:Рис. 154.
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Р =  сА1, (179)

Жесткость пружины с —  это сила, которую нужно приложить к пру­
жине, чтобы удлинить ее на единицу длины. Размерность жесткости:
[с] =  I Таким образом, жесткость измеряется в кГ/м; кГ/см

[длина ]
или (в системе СИ) — в н/м. Используя выражение 179, работу де­
формации упругого тела можно вычислить по формуле:

АуПр =  1/асА/а. (180)

Понятие о работе деформации весьма важно для анализа механизма 
мышечного сокращения.

§ 69. Потенциальная и кинетическая энергия

Одной из основных характеристик движения материи является 
энергия. Под энергией тела понимают способность его совершать 
работу. Различают два вида механической энергии: потенциальную 
и кинетическую.

Энергия, зависящая только от взаимного расположения тел, назы­
вается потенциальной (от латинского слова ро1еп1а\и§, что значит скры­
тая, возможная; в данном случае— скрытая до какого-то момента). 
Она измеряется той работой, которую тело может совершить при пере­
мещении его из данного положения в какое-либо другое. Например, 
тело весом ф, находящееся на высоте Н над поверхностью земли, обла­
дает относительно этой поверхности потенциальной энергией, равной 
произведению О.Н. Данная величина равна работе, которую тело может 
совершить, перемещаясь с высоты. Н на уровень поверхности земли, 
В этом случае работа совершается силой тяжести.

Но система может обладать потенциальной энергией и в том слу­
чае, если при изменении ее положения действуют другие силы, напри­
мер силы упругости. Потенциальной энергией обладает упругое де­
формированное тело, например: растянутая или сжатая пружина, 
напряженная мышца и т. д. Силы упругости, возникающие при де­
формации тела, могут совершить определенную работу в процессе вос­
становления формы тела. Так, изогнутый фибергласовый шест обла­
дает запасом потенциальной энергии, которую спортсмен может ис­
пользовать, чтобы увеличить высоту прыжка.

Кинетической энергией называется энергия тела, зависящая от 
его механического движения. Она измеряется той работой, которую дви­
жущееся тело может совершить при его затормаживании, и зависит 
только от массы и скорости тела.

Кинетическая энергия имеет ту же размерность, что и работа 
силы. В технической системе единиц кинетическая энергия измеряет­
ся в килограммометрах (кГм), а в системе С И — в джоулях (дж).
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§ 70. Теорема о кинетической энергии 
материальной точки

Пусть материальная точка М  с массой т под действием приложен­
ной к ней силы Р движется по прямой (рис. 155). Сила Р сообщает 
точке ускорение а. Векторы силы Р и ускорения а всегда совпадают

по направлению, в данном случае 
это относится к направлению век­
тора у скорости точки. В результате 
действия силы Р скорость точки 
возрастает.

Численное значение а равно про­
изводной от численной величины 
скорости по времени:

Рис. 155. а
а = (181) 

61 К 1
с1т)Выражая а через ----- и умножая обе части равенства на беско-
61

нечно малое перемещение (18 точки М , получим

т  —  й$ =  Рс13. (182)
61

Левую часть этого равенства можно переписать следующим обра­
зом:

т -^ -6 ,8  =  т -^ ~  (IV =
61 61 '

Известно, что производная -----  равна модулю скорости точки.
6{

Таким образом, равенство (182) принимает вид:

т юйу = Р (18.

Уже говорилось, что под действием силы Р скорость, присущая точке 
М , возрастает; при этом с перемещением точки М , сила Р произво­
дит некоторую работу.

Интегрируя обе части данного равенства, выбираем пределы интег­
рирования от у0 (что соответствует модулю начальной скорости точки, 
когда путь 5, пройденный ею, равен нулю) до конечной скорости 
точки у (что соответствует моменту, когда длина пройденного точкой 
пути равна 5). Будем иметь:

V з

|  тV(^V =  |  Рй8.
V0 0

Интеграл, стоящий в правой части данного равенства, представ­
ляет собой работу Л силы Р, приложенной к точке на ее пути, равном .
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Л * - -----(183)
2 2 4 '

Это равенство говорит о том, что приращение кинетической энер­
гии материальной точки на некотором пути равно работе прило­
женной к ней силы на том же пути. Данная формулировка и является 
теоремой о кинетической энергии материальной точки.

Если движение материальной точки совершается под действием 
не одной, а нескольких сил, приложенных к ней, то под работой А 
в уравнении 183 следует понимать работу равнодействующей этих 
сил.

Если под действием каких-либо сил, например сил сопротивления, 
приложенных к данной материальной точке, она останавливается (ко­
нечная скорость ее V =  0), уравнение 183 принимает вид:

— ^ -  =  А.

5 . Проведя интегрирование в заданных пределах, получим:

Представляет интерес произвести^анализ уравнения 

тог _ туо _

Допустим, что на тело действуют две противоположно направлен­
ные силы: сила тяги РТЯГ и сила сопротивления РС0П?. При переходе 
тела из точки В  в точку С будет затрачена работа, равная РТяг 5; 
одна часть этой работы будет израсходована на преодоление сопротив­
ления (Рсопр 5), а другая — на наращивание скорости, так как в точ­
ке С скорость V будет больше скорости V0 (в точке В). В связи с этим, 
если работа приложенных к точке движущих сил будет больше ра­
боты сил сопротивления, то правая часть равенства будет положи­
тельной. Следовательно, и левая часть равенства должна быть поло­
жительной. Таким образом, в данном случае кинетическая энергия и 
скорость точки увеличиваются.

Если работа движущих сил будет равна работе сил сопротивления, 
то правая часть равенства будет равна нулю. В этом случае кинетичес­
кая энергия и скорость точки остаются неизменными.

Если же работа движущих сил окажется меньше работы сил сопро­
тивления, то правая часть равенства будет отрицательной. Следова­
тельно, и левая часть равенства должна быть отрицательной. Отсюда 
следует, что кинетическая энергия и скорость точки уменьшаются.

Теорема о кинетической энергии точки позволяет определить 
работу при переходе точки из одного положения в другое даже в 
тех случаях, когда непосредственное вычисление работы невозможно. 
Решая задачи с использованием этой теоремы, необходимо знать
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массу точки и модули ее скорости в начальном и конечном положе­
ниях.

Можно решать и другую задачу — найти модуль скорости точки 
в одном из положений, если известны: работа приложенных к точке 
сил, ее масса и скорость в другом ее положении.

П р и м е р  XIV. 5. Макет гимнаста (рис. 156) опускается из 
положения I без начальной скорости. Центр тяжести макета находит­

ся в'точке М на расстоянии к =  1,2 м от гри­
фа перекладины. Вес макета гимнаста 0. =  
=  70 кГ. Определить скорость у2 центра 
тяжести макета в положении II. Трением
о гриф и сопротивлением воздуха можно 
пренебречь.

Р е ш е н и е .  Перемещение точки М  из 
положения I в положение II происходит под 
действием силы тяжести ф.

По теореме о кинетической энергии материальной точки

А.

Работа силы тяжести А ё равна: А ё =  2кС1.
Скорость V, точки М в положении I равна нулю, поэтому:

0% =  У =  V ^ 8  =  V *  ■ 1.2 - 9,8 =  6 .8  м/сек.

Точка М  движется по окружности с радиусом г = к  =  1,2 м. Зная 
это, можно определить угловую скорость модели:

(о =  ~  = 5 66 рад!сек.г Н 2,2 У

П р и м е р XIV. 6 . Лыжник движется под уклон со скоростью 
36 км/час и переходит на горизонтальную часть пути. Считая силу 
сопротивления Я равной З.П к Г  (пренебрегая всеми другими силами1
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сопротивления), определить, на каком расстоянии 5 (длина выката 
и через сколько времени от начала горизонтального пути спортсмен 
остановится, если никаких движений для перемещения он не предпри­
нимает и движется только по инерции. Вес лыжника ф =  8 р кГ.

Р е ш е н и е .  Лыжника рассматриваем как материальную точку, 
на которую действуют (рис. 157) силы: ф — сила тяжести и Я — сила 
сопротивления.

Для определения пути выката 5  применяем теорему о кинети­
ческой энергии точки:

ть\ то2,
“ 1  2~~ '

По условию задачи начальная скорость лыжника а0=  36 км/час — 
=  10 м/сек, конечная скорость 0. Работа А равна работе силы
приложенной к лыжнику: А — Н8 — 35.

Для данного случая уравнение кинетической энергии принимает 
вид:

Отсюда:
80

102

2Я 2 -3
9 8 1  = 136 м.

Для определения времени (^) торможения можно воспользоваться 
теоремой о количестве движения точки. Приняв направление движе­
ния лыжника за направление оси х , напишем уравнение 169: 

тУ1— то0= ^ x.
В данном случае 0; у0— Ю м/сек. Действующая на лыжника сила, 
заданная условием, постоянна, поэтому: ;

— ^ — /7Ш0 =  —-

т ^ =  8 _Ш = 2 7 2 с е к _
К 9,8 • 3

П р и м е р  XIV. 7. Мяч брошен под углом к горизонту с началь­
ной скоростью V;,. Найти скорость мяча в тот момент, когда он подни­
мется на высоту Н.

Р е ш е н и е .  На мяч действует только сила тяжести Р =  т§. 
Работа этой силы при перемещении мяча на высоту 'Н  : А =  т§Н, 
Применяя теорему о кинетической энергии точки, получим:

2

Отсюда искомая скорость:
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V =  V  VI —  2 § Н .

П р и м е р  XIV. 8 . Груз весом Р подвешивается к пружине
(рис. 158) и отпускается без начальной скорости. Найти наибольшее

расстояние, на которое опустится груз, 
если жесткость пружины с известна.

Р е ш е н и е .  Пусть в начальный момент 
груз находится в точке О. Промежуточное 
положение груза обозначим через М, а самое 
нижнее, соответствующее максимальному 
удлинению пружины, — через В. Если 
удлинение пружины до промежуточного по- 

а ложения обозначить через X, а ее макси­
мальное удлинение через Хт, то ОМ =  К и
О В =  кт. На груз действуют две силы: вес 
Р и реакция пружины Р , направленная 
вверх. Сила Р определяется по формуле
Р — ск. Так как скорость груза в точках О и 
В  равна нулю, то (по теореме о кинетичес­

кой энергии) работа сил Р и Р на пути ОВ равна нулю:

Рис. 158.

А

следовательно,

—  рХ т +  - ~ с 'к 2т = 0 .

Отсюда:

В положении равновесия груза силы Р и Р равны по модулю. 
Если статическое удлинение пружины, соответствующее этому поло­
жению, обозначить через Хст, то с Хст =  Р,

откуда ХСТ =  —  
с

и, следовательно, Хт =  2 ЯСТ.
З а м е ч а н и е .  К аналогичному результату можно прийти, рас­

сматривая вместо пружины балку, стержень или нить. Подобные за­
дачи могут встречаться при изучении взаимодействия спортсмена с 
различными упругими снарядами (перекладиной, брусьями, штангой, 
шестом и т. п.), а также в Механической теории мышечного сокра­
щения.
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§ 71. Теорема о моменте количества движения 
материальной точки

Момент количества движения относительно точки О можно пред­
ставить так же, как и момент силы, в виде векторного произведения 
радиуса-вектора г на вектор ту, т. е»

К 0 =  М 0(т.у) = г X т у. (184)

Между моментом количества движения ту относительно данной 
точки О и моментом относительно какой-нибудь оси, проходящей 
через эту точку, существует такая же зависимость, как и между теми 
же моментами силы Р. Поэтому проекции вектора К о на координат* 
ные оси равны моментам количества движения относительно этих 
осей, т. е.:

К 0х =  т х  (ту); #оу = т у № ) '*  #0* = т г (ту)* (185)
Теорема моментов доказывается в курсах теоретической механики. 

Теорема моментов относительно оси гласит: производная по времени 
от момента количества движения материальной точки относительно 
какой-нибудь неподвижной оси равна моменту действующей на эту 
точку силы относительно той же оси.

Эту теорему выражают уравнения:

АКХ
(II

(1КУ

(II

тх (Г),

■тЛР), (186)

—  = т г (Р).(И 24 ’

Теорема моментов относительно точки формулируется так: производ­
ная по времени от момента количества движения материальной точки 
относительно какого-нибудь неподвижного центра О равна моменту 
действующей на эту точку силы относительно того же центра:

^ Г  =  К .  '( 1 8 7 )

§ 72. Законы сохранения энергии и движения 
материальной точки

• Законы сохранения энергии и движения материальной точки можно 
рассматривать как следствия теорем о кинетической энергии, коли­
честве движения и моменте количества движения.
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Закон сохранения энергии: при движении материальной точки 
в потенциальном силовом поле сумма кинетической и потенциальной 
энергии остается постоянной. Математическое выражение этого 
закона:

+  П =  сопз!. (188)

Закон сохранения количества движения: если на точку не действуют 
никакие внешние силы; то количество движения ее остается постоян­
ным (сохраняется).  Действительно, если в уравнении 169 X  =  О, 
то тУьх— ти0х=  О, 
или

тУ 1Д. =  т у 0х. (189)
Закон сохранения момента количества движения: если момент 

действующей силы относительно какой-либо неподвижной оси все время 
равен нулю , то момент количества движения материальной точки 
относительно этой оси остается постоянным. Действительно, если в 
выражении 187 0, то

/С о^сопз!. (190)

(если производная равна нулю, то функция постоянна).

Г л а в а  Х У .

ЭЛЕМЕНТЫ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ

§ 73. Главный вектор и главный момент 
внутренних сил системы

На рис. 159 представлена простая система, состоящая из трех то­
чек: А , В и С. Известно, что силы взаимодействия между всякими дву­
мя материальными точками всегда равны по модулю и противополож­
ны по направлению. Сила Г а в , с которой точка А действует на точку

В , будет, очевидно, равна по модулю 
и противоположна по направлению силе 

'Рва,с которой точка В действует на точ­
ку А . Сила Г'вс, с которой точка В дей­
ствует на точку С, будет равна по моду­
лю и противоположна по направлению 
силе Гсв, с которой точка С действу­
ет на точку В. В свою очередь, 
Г са =  — Г ас- Комбинируя попарно 
силы взаимодействия между всеми точ­
ками данной системы (внутрен­н е .  159.



ние силы системы), найдем, что геометрическая сумма всех внутрен­
них сил всякой системы (т. е, их главный вектор) равна нулю:

2 ^ = 0 .  (191)

Алгебраическая сумма проекций на любую ось всех внутренних 
сил системы также равна нулю:

2  4  = 0; 2  У ‘к = 0; 2  2* = 0. (192)

Полученные выводы имеют большое практическое значение и зна­
чительно упрощают исследование вопросов, связанных с системой, 
в том числе с твердым телом. В ряде случаев, рассматривая движение 
тела, внутренние силы не учитывают.

Аналогично можно показать, что векторная сумма моментов (глав- 
ный момент) всех внутренних сил относительно любого центра и оси 
равняется нулю:

2  тх (Я) =  0 ; 2 "М Я ) =  0 ;

% т 2(П  =  0\ 2 ^ о ( а = 0 .  (193)
Эти уравнения показывают, что момент внутренних сил не сказы­

вается на движении системы в целом.

§ 74. Закон сохранения количества 
движения системы

Количеством движения системы называется мера механического 
движения ее, равная геометрической сумме векторов количеств дви­
жения всех точек системы:

7  =  2  т, V„ (194)
где тI— масса одной какой-либо точки системы,

— вектор скорости этой точки.
Так как количество движения точки или отдельного тела, вхо­

дящего в систему, является вектором, то можно говорить о проекции 
этого вектора на какую-либо из осей координат. Известно, что гео­
метрическая сумма векторов на любую ось равна алгебраической 
сумме проекций на ту же ось составляющих векторов, поэтому:

- Г , - 2  **"*«. (195)
Проекция количества движения системы на какую-либо ось равна 

алгебраической сумме проекций на эту ось количеств движения всех 
точек системы.

Как известно, для одной материальной точки производная проек­
ции количества движения на какую-либо ось равна проекции силы на 
ту же самую ось, т, е.: 1
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-± -т а х =  Х , (196)

где X  — проекция равнодействующей всех сил, действующих на 
точку.

Рационально все силы, действующие на точку системы, разделить 
на внешние и внутренние. Проекцию на ось равнодействующей внеш­
них сил, приложенных к какой-либо 1-й точке системы с массой т ь 
обозначим через Х ге, а проекцию на ту же ось равнодействующей 
внутренних сил, приложенных к той же точке, через X / ,  проекцию 
на ось скорости данной точки обозначим через у1х. После этого выра­
жение 196 можно написать так:

4 -Я.1 V̂ x =  X I!̂ + X^^ . 
аъ

Для всей системы в целом, суммируя проекции количества движе- ■ 
ния отдельных ее элементов, получим:

=  +  ' (197)

Так как сумма проекций на любую ось всех внутренних сил равна 
нулю (2Х/ =  0), равенство 197 можно записать так:

Левая часть его — сумма производных по времени от т-у1х. Зная, 
что она равна производной от суммы слагаемых, полученное выраже­
ние можно переписать так:

- ^ - 1  (198)

Иначе говоря, производная от проекции количества движения 
системы на какую-либо неподвижную ось равна сумме проекций на 
ту же ось всех внешних сил, действующих на систему.

Если сумма проекций внешних сил на какую-либо ось, например 
на ось Ох, равна нулю, то 2Х? =  0,

- ± - % т ^ 1х= 0 .

Такое равенство возможно, если производная взята от постоянной 
величины.

Иначе говоря, в данной ситуации дифференцируемое выражение 
2 /л ^ я  должно быть постоянной величиной:

2  т* =  С0П8*- '(^99)
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Если сумма проекций всех внешних сил системы на какую-либо 
неподвижную ось равна нулю , то проекция на ту же ось количества 
движения системы является величиной постоянной.

В то же время геометрическая сумма внешних сил, действующих 
на систему, может при этом быть и не равной нулю. Например, если 
на систему действуют только вертикальные силы, то сумма их проек­
ций на горизонтальную ось равна нулю, а их геометрическая сумма 
не равна нулю. Если геометрическая сумма всех внешних сил системы 
равна нулю (2 Т7/ =  0 ), то обязательно будет равна нулю и сумма 
проекций этих сил на любую ось. Следовательно, в этом случае будут 
постоянными проекции количества движения системы на любую ось.

Из рассмотренных положений, представленных уравнениями 197, 
198 и 199, вытекает закон сохранения количества движении системы: 
если на систему не действуют никакие внешние силы, то количество 
движения системы остается постоянным (сохраняется). Из этого 
закона следует, что внутренние силы не могут изменить общего коли­
чества движения системы.

Если рассматривать тело спортсмена, выполняющего прыжок в 
длину в направлении оси х , как самостоятельную систему, то после 
отрыва от земли на него действует, по существу, только одна внешняя 
сила тяжести — ф, остающаяся во все время свободного полета пос­
тоянной.

В этом случае

Следовательно, движение тела в свободном полете определяется це­
ликом силой тяжести и начальной скоростью тела. Внутренние силы 
не могут изменить количества движения этой системы.

Винтовка и пуля — одна система; давление пороховых газов при 
выстреле будет внутренней силой. Сообщая некоторое количество 
движения пуле, оно одновременно сообщает винтовке такое же коли­
чество движения, направленного в противоположную сторону (это 
вызывает явление, называемое отдачей винтовки). Сумма возникших 
количеств движения при выстреле будет равна нулю.

В разговоре о количестве движения системы предполагалось, что 
она изолирована (замкнута), т. е. не соприкасается с другими телами, 
не принадлежащими к данной системе. В неизолированных (разомкну­
тых) механических системах внутренние силы, вызывая движение от­
дельных частей системы, вследствие взаимодействия с внешними тела­
ми могут вызвать внешние силы в виде реакций связей, а они, в свою 
очередь, изменить количество движения системы.

П р и м е р  XV. 1. Из спортивной винтовки весом $ 1=  4,5 кГу 
расположенной горизонтально, вылетает пуля весом <32=  0,007 кГ  
со скоростью 450 м/сек. Определить отдачу винтовки (ее скорость), 
если она неплотно приложена к плечу.

■ Р е ш е н и е .  До выстрела скорость винтовки и пули была равна 
нулю, следовательно, и количество движения системы (винтовка и 
пуля) было равно нулю:

— 2 > ( о ,, =  0 .
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2  т щ 1 =  т ^ 10 +  т 2у20 =  0.

Давление пороховых газов в канале винтовки является внутрен­
ней силой, действующей на систему. Внешние силы — это вес винтов­
ки, пули и реакция опоры. Эти силы вертикальные, поэтому сумма их 
проекций на горизонтальную ось Ох равна нулю: 2Х? =  0.

В этом случае, сумма проекций количеств движения на ось Ох 
должна быть неизменной как до выстрела, так и после него. До вы­
стрела эта величина была равна нулю, она сохранится и после вы­
стрела: 2 \т1Х 1 =  т 2°2  +  тр 1 =  0 *

4,5  . 0 ,007-450  Л------Ч--------- 2----------- =  0 .
8 8

0,007 - 450 п „  ,V, = ------------------ ---  0,7 м/сек.
4,5

§ 75. Теорема о кинетической энергии системы

Кинетической энергией системы называется сумма кинетической 
энергии всех материальных точек системы (кинетическую энергию 
системы принято обозначать буквой Т):

' Г  = 2 - ^ - -  (2 0 0 )
2

Для одной материальной точки, согласно теореме о кинетической 
энергии материальной точки,

ту2 ть*

где и тх%> — кинетическая энергия точки соответственно в
2 2

конце и в начале некоторого пути, А — работа силы, приложенной 
к точке на том же пути.

Д ля всех точек системы

2 2

Обозначая кинетическую энергию системы ^  ть в ее начальном

2 2

_Л  
2~

положении через Т 0 и кинетическую энергию системы \  т * в ее
2

конечном положении через 7 \ получим:

Т - Т 0 =  % А . (201)
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Изменение кинетической энергии системы при перемещении ее 
из одного положения в-другое равно .сумме работ всех заданных сил, 
действовавших на систему при ее перемещении. Под заданными силами 
понимаются как внешние, так и внутренние силы. При определении 
суммы работы 2 Л, произведенной всеми силами, необходимо иметь 
в виду следующее.

1. При всяком перемещении твердого тела сумма работы его внут­
ренних сил равна нулю, так как в этой системе расстояния между 
ее точками не изменяются.

2. Сумма работы реакций идеальных связей при всяком перемеще­
нии системы, допускаемом этими связями, равна нулю.

Например, реакция связи тела, лежащего на идеально гладкой гори­
зонтальной поверхности, направлена по нормали к перемещению тела, 
поэтому

А =  Яп8  соз 90° =  0.

Если же связи не идеальные, т. е. трением в них пренебречь нельзя, 
то в сумму работы сил, приложенных к системе, включается и работа 
сил трения.

При движении в свободном полете тело человека принципиально 
нельзя рассматривать как твердое тело. Но очень часто ради упроще­
ния это все же делают. Кроме того, при больших скоростях движения 
(хотя явных связей как будто бы и нет) необходимо учитывать сопро­
тивление воздушной среды.

§ 76. Кинетическая энергия твердого тела 
при различных видах движения

При решении многих задач приходится определять кинетическую 
энергию движущегося твердого тела. Поэтому этот вопрос имеет смысл 
рассмотреть самостоятельно при различных видах движения твердого 
тела.

Поступательное движение. При поступательном движении твердого 
гела скорости всех его точек в каждый данный момент равны между 
собой. Поэтому кинетическая энергия тела равна:

ть

Сумма масс всех точек тела 2  тк есть масса твердого тела М, 
поэтому

Т =  - У ? - . (202)

Кинетическая энергия поступательно движущегося твердого тела 
равна половине произведения массы тела на квадрат его скорости.
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По формуле 202 вычисляется также и кинетическая энергия лю­
бой системы, движущейся так, что модули скоростей всех ее точек 
одинаковы. (Например, кинетическая энергия тонкого обруча, вра­
щающегося около центральной оси.)

Вращательное движение. При вращении тела вокруг неподвижной 
оси модуль скорости любой к -й точки тела равен произведению 
угловой скорости со тела на расстояние гк данной точки от оси вра­
щения.

Кинетическая энергия тела:

Сумма Ъткггь —момент инерции (У) тела относительно его оси вращения 
(подробнее см. § 85). Следов-ательно, при данном движении тела его 
кинетическая энергия равна:

Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг неподвижной 
оси, равна половине произведения момента инерции тела относитель­
но оси вращения на квадрат угловой скорости.

Плоскопараллельное движение. При плоскопараллельном движе­
нии твердого тела все точки его движутся в плоскостях, параллельных 
некоторой неподвижной плоскости. Если заданы угловая скорость 
со фигуры и скорость ьс центра тяжести тела, то можно найти поло­
жение мгновенного центра скоростей фигуры. Он лежит, как извест­
но (см. § 54), на перпендикуляре, восстановленном из какой-либо 
точки фигуры к направлению скорости этой точки, на расстоянии, 
равном отношению линейной скорости данной точки к угловой ско­
рости фигуры.

Плоскопараллельное движение тела можно рассматривать в каж­
дый данный момент времени как вращательное движение вокруг мгно­
венной оси, проходящей через мгновенный центр скоростей фигуры.

Таким образом, для данного момента времени кинетическую энер­
гию тела можно определить как кинетическую энергию вращатель­
ного движения тела по формуле:

/„О)*
Г =  - | — , (204)

где 3р —  момент инерции тела относительно его мгновенной оси вра­
щения, проходящей через точку Р (рис. 160).

Однако применять формулу 204 для определения кинетической 
энергии тела при его плоскопараллельном движении неудобно, так 
как для каждого момента времени необходимо определять положение 
мгновенной оси вращения тела и вычислять момент инерции его, соот­
ветствующий данному положению тела. Применяя теорему о момен­
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тах инерции относительно параллельных осей (см. § 87), можно на 
писать;

I  = ^ с +М (РС )* =  ^ с +  М (205)

где 3с — момент инерции тела относительно оси, проходящей через 
центр тяжести тела и параллельной мгновенной оси, М — масса тела, 
РС — расстояние между данными параллельными осями, равное
О/.

Подставив в формулу 204 значение ^ р, взятое из уравнения 205, 
найдем:

Т  =  =  +  м А . ) л ^ .
2 ш* /  2

Раскрыв скобки и произведя сокращение, получим:

М с̂ , <»ат =
2

В правой частит этого выражения находятся два слагаемых
Мг%  у  ш а

------ и —±— э из которых первое определяет кинетическую энергию
2 <2

тела при его поступательном движении, а второе — при вращатель- 
ном. Поэтому можно сказать, что кинетическая энергия тела при 
его плоскопараллельном движении равна кинетической энергии тела 
при поступательном движении со скоростью его центра масс, сложен­
ной с кинетической энергией враща- —
тельного движения вокруг оси, прохо­
дящей через центр масс.

П р и м е р  XV. 2. На консолях укреплено тренировочное ус­
тройство (рис. 161), состоящее из маховика и шкива, на который на­
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мотан канат. С какой силой следует тянуть канат, чтобы через 10 обо­
ротов маховик начал вращаться со скоростью 90 об/мин.'? Маховик 
изготовлен из чугуна, диаметр маховика О =  40 см, толщина б =  
=  10 см, диаметр шкива й =  20 см. Весом шкива и сопротивлением 
трения можно пренебречь.

Р е ш е н и е .  Определить искомое усилие можно применяя тео­
рему о кинетической энергии системы:

г - г 0 =  2 Л

Кинетическую энергию маховика в конце рассматриваемого периода 
его работы находим по формуле 204: Т  = —— . Так как в на­

чальный момент маховик был неподвижен, его кинетическая энер­
гия была:

_  «К _  д 
2 ’

значит Т — 2  А. Следовательно, кинетическая энергия маховика изме­
няется только за счет приложенного к нему постоянного вращающего 
момента, работа которого, согласно формуле 176, равна:

А = М врФ=  Р ф,

так как М в? — ^ ~тг< гДе — плечо силы Р .

Таким образом, уравнение, определяющее кинетическую энергию 
системы, принимает вид:

Уо>2 г й=  г —  ф.
2 2

Отсюда вращающий момент:

М вр =  .Г А  =  ^
р 2 2ср а9

Момент инерции /  маховика определяем по формуле:
7 №
у ~ Т “ :

* К = —  =  =  2 0  см = 0 ,2  м.
2 2

Р 5 7800 (0,40)2 Л чМ — ------------тс • -  - - -  • 0 ,1 0  =  10 0т .е.м .)
§ 4 9,8 4 4 7

Следовательно, момент инерции:
а д 1 = к ь а д 1  =

2 2



Угловая скорость маховика:

(О —
30

=  Зтс рад/сек.
30

Угол, на который повернется маховик, сделав 10 оборотов, равен: 
Ф =  2л; 10 =  20л радиан. Используя эти данные, определяем силу, с 
которой надо тянуть канат, чтобы маховик начал вращаться со ско­
ростью 90 об!мин:

Подобные устройства могут быть использованы в тренировочном 
процессе. Прямая динамометрия может быть заменена учетом показа­
ний счетчиков оборотов и электросекундомеров.

П р и м е р  XV. 3. При исполнении сальто гимнаст вращается 
около оси, проходящей через центр тяжести его тела с угловой скоро­
стью со =  14 рад/сек. Момент инерции тела относительно этой оси 
равен /  =  1,8 кГмсек2. Какова кинетическая энергия тела? На ка­
кую высоту можно было бы повысить центр тяжести тела спортсмена, 
если бы кинетическую энергию вращения использовать для этой цели? 
Вес тела гимнаста равен 70,5 кГ.

Р е ш е н и е .  Применяя формулу для определения кинетической 
энергии вращающегося тела, находим:

Высоту Н  подъема центра тяжести можно найти, зная, что работа 
А , затрачиваемая на подъем, равна 0.Н и должна быть равна Т.

В теоретической механике доказывается, что при перемещении 
системы в потенциальном силовом поле сумма работы сил этого поля 
равна разности значений силовой функции, соответствующих конеч­
ному и начальному положениям системы, т. е.:

7  =  =  ’ ; 8 ' 2<14)2 =  176 кГм  (1740 дж).

Отсюда:
А =  С1Н =  Т\

т

§ 77. Закон сохранения механической 
энергии системы

(П)

(206)

8— 19 201



В качестве примера найдем силовую функцию для поля силы тя­
жести. Если ось г направим по вертикали вверх, то будем иметь:

Х к =  У к =  0; 2 к =  — тк§  (к =  1 , 2 ........ я). •

Следовательно,

Ш  =  2 (л'а  й х к +  У *  йУь +  2* 0гк) =  -  2 т к 8 й гк =  

к=\ к=  1 

п
• .

к=  1

Интегрируя это выражение, находим:
я

и  =  — ^  2 т ь гь + сопз4-
к=  1

Но, как известно, *
л
2 т * г* =

где М  — масса всей системы и гс— координата центра тяжести С 
этой системы, а потому: II =  —М§гс-\- сопз!.

Потенциальной энергией, соответствующей данному положению 
системы, называется работа, совершаемая силами поля Рк при пере­
мещении системы из данного положения в некоторое «нулевое» поло­
жение. Если потенциальную энергию обозначить через П, то на ос­
новании этого определения и равенства 206 получим:

П =  Ц0- Ц .  (207)

На основании равенств 201 и 207 уравнение, выражающее теорему о 
кинетической энергии системы, примет вид: Т  — Т0=  Ц0— V . 
Отсюда

Т  +  11 =  Т 0 +  170 =  сопз1. . (208)

Это уравнение выражает закон сохранения механической энергии 
системы: при движении системы в потенциальном силовом поле сумма 
кинетической и потенциальной энергии тела, называемая общей меха­
нической энергией, остается постоянной (сохраняется).

§ 78. Закон сохранения момента количества 
движения (кинетического момента) системы

Аналогично теоремам о моменте количества движения точки 
(см. § 71) можно доказать две теоремы о моменте количества движения 
системы.
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I теорема. Производная по времени от кинетического момента сис­
темы относительно какой-нибудь неподвижной точки равна главному 
моменту внешних сил, действующих на эту систему, относительно 
той же точки, т. е.:

II теорема. Производная по времени от кинетического момента 
системы относительно какой-нибудь неподвижной оси равна главному 
моменту внешних сил, действующих на эту систему, относительно 
той же оси, т. е.:

нее равенство выражает закон сохранения момента количества 
движения системы относительно точки: если главный момент внешних 
сил, действующих на систему, относительно данной неподвижной точ­
ки все время равен нулю, то кинетический момент системы относитель­
но той же точки остается постоянным.

Если в формулах 210 М х=  М у=  М 2 =  0, то К х— сопз!; К у =  
=  сопз!; Кг =  сопз!, т. е. если главный момент внешних сил, действую­
щих на систему, относительно данной неподвижной оси все время равен 
нулю, то кинетический момент системы относительно той же оси 
остается постоянным. Так формулируется закон сохранения момента 
количества движения системы относительно оси.

§ 79. Теорема о движении центра масс системы

Центром масс, или центром инерции, системы материальных точек 
называется геометрическая точка Су положение которой определяет­
ся следующими координатами:

где тк— масса одной произвольной точки системы; хк , ук , гк — коорди­
наты этой точки; 2  тку к , 2 тк хк , 2  ткгк — алгебраические суммы, 
составленные из произведений массы каждой данной системы на соот­
ветствующие ее координаты; М  — масса всей системы.

(209)

(210)

Допустим теперь, что М =̂' 0, тогда =  0; Ко= сопз!. Послед-

2  ть хъ 2  т у к
м > У с -  м

(211)
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От формул, определяющих центр масс тела, легко перейти к фор­
мулам, определяющим координаты центра тяжести: так как вес точки 
<7 равен т@, достаточно умножить числители и знаменатели правых 
частей равенств на §: 1

У\ЯкХк 2  Уь
%с <2 ’ Ус *

^  =  (212)

Из сравнения формул 211 и 212 следует, что центр тяжести неиз­
меняемой системы совпадает с ее центром масс (центром инерции). 
Несмотря,на это, понятие центра тяжести системы отлично от понятия 
центра ее масс.

Центр тяжести неизменяемой системы есть точка, через которую 
проходит равнодействующая сил тяжести всех материальных точек 
или тел данной системы. Когда под неизменяемой системой подразу­
мевается тело спортсмена, то имеется в виду, что положение звеньев 
тела неизменно. Как только поза тела изменилась, сразу же изменяет­
ся и положение центра тяжести. Понятие центра тяжести применимо 
поэтому только к неизменяемым (в какой-то отрезок времени) систе­
мам, которые находятся под действием силы тяжести. Иначе обстоит 
дело с центром масс. Независимо от характера действия сил (для всех 
скоростей тел, существующих на Земле), масса тела неизменна. И 
положение центра масс, определяемое формулами 2 1 1 , зависит только 
от распределения масс точек и тел, составляющих данную систему, 
и совсем не зависит от того, какие силы действуют на нее.

Рассмотрим движение системы.

Формулу х с =  2 ” *** ,

определяющую ординату центра масс системы, можно переписать так:

М хс =  ^ т к хк,

где М  — масса всей системы; хс— изменяющаяся со временем коор­
дината центра масс движущейся системы; тк — масса одной какой- 
либо к-й точки или тела системы и хк — изменяющаяся во времени 
координата этой точки или центра тяжести тела системы. Беря про­
изводные по времени от обеих частей данного равенства, получим:

АхиГПи
<ХЬ с11 ^  ^  К <11

(1хНо производная — -  есть проекция V на ось л; скорости центра
6.1

д,хъмасс, а производная —-  есть проекция на ту же ось скорости 
Iа

к -й точки или центра тела системы.
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Произведя соответствующие замены, получим:

2 т кVIIX =  МVсx. (213)

То же самое будем иметь, если возьмем проекции на какую-либо дру­
гую ось. Поэтому можно сказать, что проекция на какую-либо ось ко­
личества движения системы равна проекции на ту же ось количества 
движения центра масс этой системы, если предположить, что в этом 
центре сосредоточена вся масса системы.

Вновь продифференцируем обе части равенства 213. Так как
производная — у. от проекции скорости точки равна проекции на 

сН
ту же ось ускорения асх этой точки, получим:

^ 2 т Л ,  =  Л 1 ^  =  Л*а,с. (214)

С другой стороны, согласно формуле 198, имеем:

2/пЛ ,  =  2 Х ек ■ (215)

На основании равенств'214 и 215 можно написать:

Масх= Ъ Х I .
По аналогии для двух других координат ус и гс центра масс будем 

иметь:
М асу =  2У |,

М ас2 =  Ш%. (216)
Объединяя равенства 215 и 216, получим:

Масх =  2Х?,

Масу =  2  УЬ (217)

М асг =  22*.

Левые части равенств 217 представляют собой проекции — про­
изведения массы системы на вектор ускорения ее центра масс; пра­
вые части равенств — проекции на координатные оси вектора геомет­
рической суммы всех внешних сил, действующих на систему. Следо­
вательно, уравнения 217 представляют собой одно векторное 
равенство

М ас =  2  РЪ (218)

где ас — вектор ускорения центра масс системы, а Р% — вектор гео­
метрической суммы всех внешних сил.

Сравнивая полученное уравнение с основным уравнением дина­
мики для отдельной материальной точки, можно усмотреть, что урав­
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нение движения центра масс представляет собой уравнение движения 
материальной точки массы М, к которой приложены все внешние силы, 
действующие на систему.

Теорема о движении центра масс системы формулируется так: 
центр масс системы точек или тел движется как материальная точ­
ка , масса которой равна массе всей системы и к которой приложены 
все действующие на данную систему внешние силы.

При поступательном движении твердого тела его центр масс, со­
впадающий с центром тяжести, движется так же, как и все остальные 
точки этого тела. Поэтому, определив движение центра масс тела, 
мы тем самым определяем и движение всего тела. Таким образом, при 
исследовании поступательного движения тела его можно рассматри­
вать как материальную точку, сосредоточив всю массу тела в его 
центре тяжести и перенеся в нее все внешние силы, действующие на 
тело.

Если тело движется плоскопараллельно, то можно разложить 
это сложное движение на поступательное движение вместе с центром 
тяжести и на вращательное — вокруг центра тяжести. Поступатель­
ное движение как часть сложного движения тела может быть определе­
но с помощью уравнения 218. Отсюда следует, что тело можно прини­
мать за материальную точку в случае его непоступательного движения, 
но только тогда, когда вращательная часть этого движения не рассмат­
ривается, например при изучении траектории центра тяжести тела 
гимнаста, выполняющего акробатические упражнения.

В уравнение 218 движения центра масс внутренние силы системы 
не входят. Отсюда следует, что внутренние силы системы не влияют 
на движение ее центра масс. -

При движении акробата в безопорном положении на него действует 
только одна внешняя сила — сила тяжести, остающаяся во время 
свободного полета постоянной. Поэтому траектория центра тяжести 
после отталкивания от опоры предопределена действиями акробата 
на опоре. Внутренние силы механической системы не могут изменить 
эту траекторию. Изменяя позу тела, они способны только изменить 
характер вращательного движения около центра тяжести.

Если сумма внешних сил равна нулю, т. е.

2  П  =  О,

то, как следует из уравнения 218, ускорение центра масс тоже равно 
нулю: ас =  0 .

Следовательно, центр масс движется равномерно прямолинейно 
или находится в состоянии покоя.

Практически наибольший интерес представляет другой случай, 
когда геометрическая сумма внешних сил не равна нулю, но сумма 
проекций этих сил на какую-либо ось равна нулю.

В уравнении

Масх =  2 Х  1 =  0 .
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проекция на ось Ох ускорения центра масс системы равна нулю и, 
следовательно, центр масс вдоль этой оси движется равномерно.

Уже говорилось, что при движении снарядов (например, при тол­
кании ядра) в момент свободного полета на снаряд действует только 
одна сила тяжести, проекция которой на горизонтальную ось равна 
нулю (см. § 65). В силу этого проекция центра масс ядра на эту 
ось движется равномерно. Если в начальный момент проекция ско­
рости центра масс на данную ось равна нулю, то она остается равной 
нулю и во все время движения системы.

Приведем еще несколько примеров.
Единственная внешняя сила, действующая на снаряд при полете,— 

сила тяжести снаряда (сопротивлением воздуха можно пренебречь). 
Поэтому центр тяжести его движется по параболе, как и всякая мате­
риальная точка тела, брошенного под углом к горизонту. При разры­
ве снаряда во время полета осколки разлетаются в разные стороны, 
но их центр масс продолжает прежнее движение, пока хотя бы один 
из осколков не достигнет земли. Возникающие при взрыве снаряда 
силы — суть внутренние силы, и потому они не могут изменить дви­
жение его центра масс.

Человек, стоящий на абсолютно гладкой горизонтальной поверх­
ности, не может сам передвинуться в горизонтальном направлении. Этот 
идеализированный пример можно наблюдать (в известном прибли­
жении), если человека, не уме­
ющего кататься на коньках, 
поставить на идеально гладкий 
лед. Внешними силами для сис­
темы, которую представляет со­
бой человек, будет вес чело­
века и нормальная реакция 
гладкой горизонтальной плос­
кости. Обе эти силы вертикаль­
ны, и потому сумма их проек­
ций на любую горизонтальную 
ось равна нулю. Проекция ус- ' Рис. 162.
корения центра тяжести челове­
ка на эту ось равна нулю. Если
человек вначале стоял неподвижно, то никакими внутренними 
усилиями нельзя переместить его центр тяжести. Как только человек 
вынесет вперед одну ногу, другая нога сейчас же отодвинется назад и, 
следовательно, общий центр тяжести будет оставаться на прежнем 
месте. Перемещение человека в горизонтальной плоскости возможно 
только благодаря внешней горизонтальной силе, возникающей вслед­
ствие трения. В случае негладкой поверхности, когда человек выносит 
одну ногу вперед, другая не может переместиться назад, так как ме­
шает трение подошвы ног о поверхность.

Л  р и м е р  XV. 4. Платформа может двигаться без трения по 
рельсам, расположенном горизонтально, но в данный момент находит­
ся в покое (рис. 162). Стоящий на ней человек переходит с одного кон­
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ца ее на другой. Определить, на какое расстояние передвинется при 
этом платформа, если ее вес равен (%!= 280 кГ, длина I =  10 м, вес 
человека $ 2=  70 кГ.

Р е ш е н и е .  На платформу с человеком действуют только верти­
кальные внешние силы С?! и ф2, а также нормальные реакции опор. 
Сумма их проекций на горизонтальную ось х  равна нулю:

ЪРьх = 0.1 + 0.% — (#1 + _= о.
Поэтому на основании теоремы о движении центра масс горизонталь­
ная скорость центра масс системы (платформа — человек) должна быть 
постоянной. Так как вначале система была неподвижна, то центр 
масс ее должен остаться неподвижным и при перемещении человека. 
""'"За неподвижное начало координат можно взять первоначальное 
положение точки А. Абсцисса центра масс системы в первоначальном 
положении системы равна:

х 1с =
С?1 ~Ь ($2

Допустим, что при перемещении человека из конца В в конец А 
платформа перемещается вправо на расстояние 5. Тогда абсцисса 
центра тяжести системы в новом ее положении (при том же начале 
координат) будет равна:

д1(5+ т ) +(г*5х  = ---- ----------- --------— .
Рь 4" Фг

Так как центр тяжести системы остается неподвижным, то х1с =  
= х 2с- Отсюда получим:

<21 4 - +  «1 ( 5  +  !■ )  +2
01 +  @1 +  @2 

Решая это уравнение относительно 5 , находим:

5  =  — ^ —  =  70 ' 10 =  2,5 м.
Ч1 +  <Э2 280 +  70

§ 80. Дифференциальные уравнения движения 
материальной системы

Известно, что все силы, действующие на точки материальной сис­
темы, могут быть разделены на две группы, причем двояким образом: 
или на внешние и внутреннние, или на заданные силы и реакции свя­
зей. Дифференциальные уравнения движения материальной системы 
также могут быть записаны двумя способами.
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Представим себе материальную систему, состоящую из к материаль­
ных точек: М ъ М 2, ..., М к (рис. 163, а). Разделим все силы, прило­
женные к точкам системы, на внешние и внутренние. Равнодействую­
щую всех внешних сил, приложенных к 'точке М ъ обозначим через 
Р\, равнодействующую всех внутренних сил, приложенных к той 
же точке,— через р[\ равнодействующие внешних и внутренних 
сил, приложенных к остальным точкам, — соответственно через Р \у 
Р12 , ..., Р%, Р\. Обозначим координаты точек М ъ М ъ ..., М к че­
рез хъ уъ гъ х2, у2, г2, ..., хк, у кУ гк. Д ля каждой точки системы можно 
написать три дифференциальных 
уравнения движения. Взяв какую- 
либо точку М п (п =  1,2,  ..., к) и 
обозначая проекции сил Реп и 
приложенных к этой точке, через 
X I  К ,  г еп и Х ‘п, У ', 2 ' ,  полу- 
чим:

т пх п  =  х п ~ ь  х п 

П п У п  =  К  +  у ‘п < 2 1 9 )

т п*п =  2 '  +  2 ‘п.
Теперь представим себе мате­

риальную систему, состоящую из 
точек М и М 2, ..., М к (рис. 163, б), 
и разделим все силы, действующие 
на эти точки, на заданные силы и 
на реакции связей. Обозначим рав­
нодействующую всех заданных сил, приложенных к точке М ъ через 
Ръ равнодействующую всех реакций связей, действующих на эту 
точку,— через Р\. Для остальных точек введем аналогичные обозна­
чения: Р2, Р2, Рп, Рп- Взяв координатные оси х, у, г и обозначив
проекции сил Рпя Рп, действующих на точку М п, через Х ПУ Уп> 
^п-И Хп, У„, 2'п, получим:

“Ь > 

т пУп ~  У п  “ Ь

т п г п —  % п  +  .

(220)

Если бы все силы, действующие на все точки системы, были извест­
ны, то интегрирование (решение) уравнений 219 и 220 привело бы 
к определению движения системы под действием заданных сил. Однако 
в большинстве случаев число материальных точек системы настолько 
велико (для тела человека п —  о о ) ,  что применение этих уравнений
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практически неосуществимо. Кроме того, известно, что реакции связей 
существенно зависят от движения системы и поэтому могут быть опре­
делены после того, как изучено движение самой системы. Поэтому 
практическое значение данных уравнений невелико. В прикладных 
разделах механики удобными являются другие уравнения (см. § 90), 
из которых исключены внутренние силы или реакции связей.

§ 81. Принцип Даламбера

Рассмотрим какую-нибудь точку М к данной „системы. На эту точ­
ку действуют заданная сила Рк и реакция связей Ык. Если прило­
жить к этой точке еще силу инерции Р™, равную по модулю произве­
дению массы точки7на модуль ее ускорения и направленную противо­
положно ускорению, то эти три силы взаимно уравновесятся. То же 
самое можно сказать в отношении всех остальных точек системы, т. е .:

Рк =  Ык +  Р Г  =  0 (6 =  1 , 2 , . . . , /г). (2 2 1 )

Отсюда приходим к заключению: если в любой момент к каждой мате­
риальной точке данной системы приложить силу инерции этой точки, 
то силы инерции всех точек будут уравновешиваться заданными си­
лами, действующими на систему, и реакциями связей. В этом и состоит 
принцип Даламбера для системы.

Таким образом, вводя силы инерции, можно в задачах динамики 
составлять уравнения в той же форме, как и в задачах статики, при­
нимая во внимание, что поскольку заданные силы, реакции связей 
и силы инерции взаимно уравновешиваются, то сумма проекций всех 
этих сил на любую ось и сумма их моментов относительно любой точки 
или любой оси равны нулю. При этом следует иметь в виду, что если 
эти уравнения составлены для всей системы в целом, то внутренние 
силы в них, конечно, не войдут. Принцип Даламбера имеет очень важ­
ное значение, так как дает общий метод решения динамических задач. 
Этим методом особенно удобно пользоваться для определения динами­
ческих реакций связей, т. е. реакций, возникающих при движении 
системы.

Применяя понятие «сила инерции», необходимо помнить о его двоя­
ком значении. Существует реальная сила инерции и фиктивная (да- 
ламберова) сила инерции. Реальная сила инерции всегда приложена к 
связи и направлена против ускорения. Наггример, если при финаль­
ном разгоне ядро движется с положительным ускорение а, то реальная 
сила инерции действует на руку спортсмена, сжимает руку и равна 
р ™ =  — т а . В принципе же Даламбера вводится фиктивная сила 
инерции: Р ^л — — т а , но приложенная к телу, которому сообща­
ется ускорение (в данном случае к ядру).

П р  и м е р XV. 5. Найти натяжение нити маятника (рис. 164).
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Р е ш е н и е .  На тело действуют силы Т  (натяжение нити) и Р  — 
вес тела. Присоединим к телу касательную и нормальную силы инер­
ции. В соответствии с принципом Даламбера тело будет в равновесии. 
Тогда сумма проекций всех сил на вертикальную ось будет:

Т  — Р — — 0; р ““ =  т
п * л  I

Т  — +  Р — искомое натяжение нити. Здесь V — скорость груза,

которую можно определить на основании теоремы об изменении кине­
тической энергии материальной точки*.

П р и м е р  XV. 6 . Буксировка санного поезда производится си­
лой ф (рис. 165). Вес первых саней Р ъ  вторых — Р 2. Определить уско­
рение саней и натяжение троса, связывающего их. Коэффициент тре­
ния известен.

Р е ш е н и е .  Определим силы инерции. Так как сани движутся с 
ускорением а, то Р"н=  — а; Р Т ~~^Г а-
Силы трения: Р1тр=  (Ръ Р2тр =  / ^ 2- В соответствии с принципом Д а­
ламбера, под действием заданных сил, реакций связей и сил инерции 
система должна находиться в равновесии. Поэтому сумма проекций 
всех сил на горизонтальную, ось будет:

а -П Р1  +  Р*)-±-(Рг +  Р*)а =  0.
Отсюда

“-‘ЬгЬг-')-
Очевидно, санный поезд будет двигаться, если /  < с ---- - -----.

^1  +  ^2

* Определить V предлагается самостоятельно.
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Для определения силы натяжения Т  надо расчленить систему 
и рассмотреть силы, действующие на первые сани. Спроектируем 
эти силы на горизонтальную ось:

РТ  — [Р2 — —— а =  0. Подставив сюда значение а и, сделав неслож- 
ё

ные преобразования, получим:

т ЯР*
Рх +  Р*

Из этой формулы видно, что натяжение троса, соединяющего сани, 
не зависит от сйлы и коэффициента трения.

§ 82. Принцип возможных перемещений

Как уже говорилось, всякая задача динамики может быть сведена 
к соответствующей задаче статики посредством введения сил инер­
ции точек системы. Наиболее общий прием для решения задач ста­

тики — прием, одинаково
применимый к вопросам о
равновесии каких угодно 
систем,— дает принцип воз­
можных перемещений.

Представим себе матери­
альную систему М ъ М 2, ..., 
М п, находящуюся в равнове­
сии под действием приложен­
ных к ней сил (рис. 166). Все 
силы, действующие на точки 
системы, разделим на задан­
ные силы и на реакции свя­
зей. Равнодействующие за­
данных сил, приложенных к 
каждой из точек, обозначим 

через Ри Р2, ..., Рп; равнодействующие реакций связей — через Р[> 
Р2» Рп. Так как по предположению каждая из точек М 1у
М 2, ..., М п находится в равновесии, то сила Рг должна уравнове­
шиваться с силой Р\, сила Рг с силой Р2 и т. д. Отсюда следует, 
что силы Рг и Р\ равны и направлены по одной прямой в противопо­
ложные стороны; то же относится к силам Р2и Р 2, Рз и Рз и т. д.

Мысленно сместим систему из занимаемого ею положения равно­
весия, дадим ей некоторое возможное перемещение («возможным» пере­
мещением системы называют всякое такое ничтожно малое переме­
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щение, которое допускается связями, существующими в ней)*. Обо­
значим ничтожно малые перемещения точек М ъ М 2, М п через 

6 x,6 а, 6 П и вычислим сумму работы всех сил (как заданных, так и 
реакций связей) на рассматриваемом перемещении системы.

Так как силы Рг и Р\ равны и направлены в противоположные 
стороны, то работа этих сил на перемещении 61  численно одинакова 
и отличается знаком; сумма работы равна нулю. То же можно сказать 
про работу сил Р2 и Р2 на перемещении 6 2 и т, д. Отсюда вытекают 
равенства:

соз (Рг, У  +  р ! ^  соз (р и 31) =  0;

Р282 соз (Р2, 82) +  Р2^2 соз (р'2, 8а) =  0,

^ А с о з  (рп, 8„) +  К&п соз (р'п, 8„) =  0 .
Складывая эти равенства почленно, получим: ,

2Р &  соз (Р„ 8 ,) +  2Р'& соз {Р1 «,) с= 0.

Предположим, что все связи в системе идеальные, относя силы 
трения, если таковые существуют, к числу сил заданных. В таком слу­
чае сумма работьгреакций связей на всяком возможном перемещении 
системы, вычисленная с точностью до малых величин 1-го порядка 
малости (включительно), равна нулю. Следовательно, ограничиваясь 
этой степенью точности, можно отбросить второй член в предыду­
щем равенстве. Тогда получится уравнение:

2 ^ Л с о з ( ^ , а * )  =  0 .

Итак, если все связи в системе идеальные, то условие равновесия 
ее может быть выражено следующим образом: сумма работы заданных 
сил на всяком возможном перемещении системы из положения равно­
весия, вычисленная с точностью до малых величин 1-го порядка малости 
(включительно) ,  равна нулю. Этот принцип называется принципом 
возможных перемещений; уравнение, выражающее его,— уравнением 
работы.

Принцип возможных перемещений является одним из важнейших 
и основных принципов механики/ Все теоремы статики могут быть 
выведены как следствия из него. Принцип возможных перемещений 
имеет всеобъемлющее значение не только в учении о равновесии, но 
также и в учении о движении. В то же время он имеет очень большое 
практическое значение: применение его ведет к наиболее простому

* Следует подчеркнуть, что перемещение системы, о котором идет речь, 
отнюдь не вызывается силами, действующими на точки системы; эти силы по 
предположению взаимно уравновешиваются и никакого перемещения системы 
дать не могут; имеется в виду лишь мысленное смещение системы из ее поло­
жения равновесия.
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решению многих вопросов механики, поскольку из уравнения работы, 
выражающего принцип возможных перемещений, автоматически ис­
ключены все реакции связей.

Уравнению работы можно придать несколько иной вид, если вос­
пользоваться известным трехчленным выражением элементарной ра­
боты. Возьмем прямоугольные координатные оси х, у, г и обозначим 
проекции на эти оси силы Р1 через Х ь У ь 2, ь а координаты точки 
М г — через х г, у г, гг\ приращения к этим координатам, когда точка 
М 1 получит перемещение б обозначим через б хь 8 у г, б2*. Тогда: 
Р&  соз (Рг, Ьг) =  Х М  +  У М  Н- 2 М -

Уравнение работ примет вид:

2  ( Х М  +  У М  +  2 М )  =  0 .  ( 2 2 2 )

Уравнение в таком виде называют общим уравнением статики. 
Оно имеет значение в теоретических исследованиях; в практике удоб­

нее пользоваться первоначальным 
уравнением.

П р и м е р  XV. 7. Определить на 
основе принципа возможных пере­
мещений условие равновесия рычага.

Пусть твердое тело, закрепленное 
при помощи цилиндрического шарни­
ра О, находится под действием систе­
мы сил Р 1у расположенных в плоско­
сти,- перпендикулярной оси вращения 
тела (в плоскости чертежа, рис. 167). 
Сообщим телу возможное перемеще­
ние, т. е. повернем его вокруг оси О, 
перпендикулярной плоскости чертежа, 

на произвольный элементарный угол б ф. Точка А х тела получит при 
этом перемещение б а*!, направленное перпендикулярно ОЛх и равное 
по модулю ОЛ1-бф*. Элементарная работа силы Ръ приложенной в 
этой точке, будет равна:

=  Рг соз ах • | | =  Рг • ОАг • соз ах • 8ф,

где а х— угол между Рг и б г±. Если из точки О опустить на линию дей­
ствия силы Р ! перпендикуляр Нъ то Нх=  ОЛхСОз а х, 
а потому 6 ^ ! =  ^ А б ф .

Но произведение Р ^  представляет собой момент силы относитель­
но оси О, следовательно, б Л х=  ШоС^бф.

Сумма элементарной работы всех сил, приложенных к рычагу* 
выразится, следовательно, так:

26  А %-= 2  т0(рг)дФ =  бф2  тй(Р^).

* Вектор йгх направлен по касательной к дуге окружности, которую опи­
сывает точка Л \у а его модуль равен длине этой элементарной дуги.

Рис. 167.
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Приравнивая эту сумму к нулю, получим условие равновесия ры­
чага: б ф2  щ(Р%) — О, 
или, так как бф ф  О, 2  т0(Р1) — 0 ;
следовательно, чтобы рычаг в данном положении оставался неподвиж­
ным, необходимо и достаточно, чтобы сумма моментов всех приложен­
ных к нему сил относительно оси его вращения равнялась нулю.

§ 83. Общее уравнение динамики

Согласно принципу Даламбера, заданные силы, действующие на 
механическую систему, реакции связей и силы инерции материаль­
ных точек этой системы в каждый данный момент, находятся в равно­
весии. Из принципа возможных перемещений следует, что сумма 
элементарных работ всех этих сил при всяком возможном переме­
щении системы равна нулю. В случае совершенных связей (сумма 
работ реакций этих связей всегда равна нулю) сумма элементарных 
работ заданных сил и сил инерции будет равна нулю при любом воз­
можном перемещении системы, т. е.:

2  (Х&х +  УЬу +  ХЪг) +  Б [Р?Ьх +  Р^Ьу +  Р^Ьг) =  0,

где б*, 8у  и б2 обозначают проекции возможных перемещений точек 
системы на координатные оси X , У, I  — проекции заданных сил 
и Р*н, Р™, Р Т  — проекции сил инерции на те же оси. Но проекции 
силы инерции на координатные оси выражаются так:

ин й 2х  г ин й 2иР = — та г — — т ------; р  =  — та,, =  — т  — — ;
*  х  й 12 у у Ш 2

г ин Л2гр г =  — таг =  — т -----,
*  й12

где т — масса материальной точки, а аХу ау и аг — проекции ее уско­
рения на координатные оси. Поэтому предыдущее уравнение прини­
мает вид:

2 [(Л - т Щ Ьх + ( г  -  т - ж ) Ьу +  (2 -  т 52] = °- (223)

Это уравнение, вытекающее из двух основных принципов механики — 
принципа Даламбера и принципа возможных перемещений,— назы­
вается общим уравнением динамики. От общего уравнения статики 
2 2 2  оно отличается только тем, что кроме проекций заданных сил 
на координатные оси в него входят еще проекции сил инерции на те 
же оси.

Таким образом, вводя силы инерции и пользуясь уравнением 
223, можно применять принцип возможных перемещений и в задачах 
динамики.
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§ 84. Основное уравнение динамики 
для вращательного движения твердого тела

Вращательное движение является элементом очень многих физи­
ческих упражнений. Оно встречается в преобладающем числе гимнас­
тических и акробатических упражнений, прыжках в воду, фигурном 
катании на коньках и т. д.

Рассмотрим твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси
2 под действием приложенных к нему сил Ръ Р2, ..., Рп (рис. 168). 
Для равновесия тела, имеющего неподвижную ось, необходимо, 
чтобы алгебраическая сумма моментов всех приложенных к нему 
активных сил Ръ Р2, ..., Рп относительно оси была равуа нулю:
2  шг(Рк) — 0 ; в противном случае тело будет вращаться вокруг оси 
г с некоторым угловым ускорением г:

ч-

в — йи>
И Г

Угловое ускорение е вращающе­
гося тела является одной из важ- 

*ных кинематических характерис­
тик. Чтобы определить его, приме­
няют принцип Даламбера, услов­
но присоединяя к активным силам, 
приложенным к телу, силы инер­
ции всех его частиц. Тогда можно 
считать, что система находится как 
бы в равновесии. При этом сумма 

моментов приложенных к телу активных сил и сил инерции всех его 
частиц относительно оси вращения тела должна равняться нулю.

Чтобы определить силы инерции, разобьем данное тело (см. рис. 168) 
на частицы с массой тк (каждая такая частица находится на рас­
стоянии гк от оси).

Сила инерции, присущая каждой такой частице, будет равна 
РИ̂ =  тка. Разложим ее на составляющие: центробежную, равную 
по модулю Р1п =  ткгк(а2 и направленную по радиусу от центра, и 
касательную, равную по модулю /'I? =  ткгкг и направленную по 
перпендикуляру к радиусу в сторону, противоположную касательному 
ускорению. Так как главный момент приложенных к телу сил Рг$ 
Р2, ..., Р п положителен (под действием этих сил тело вращается против 
хода часовой стрелки), угловое ускорение будет также положи­
тельно.

Поскольку центробежные силы инерции пересекают ось 2 вращения 
тела, моменты их относительно этой оси равны нулю.^Касательная, 
составляющая силы инерции для одной частицы, дает> относительно 
оси вращения тела момент тг(Р™ ) =  — Р™ г =  — т к г 2кг.

■0)

216



Сумма моментов касательных сил инерции для всех элементарных 
частиц тела будет равна:

Ътх(Р™) =  -  Т.Р™ г = - Ъ т к г \г .

Угловое ускорение е тела можно вынести за знак суммы, как общий 
множитель, поскольку оно одинаково для всех элементарных частиц.

Правая часть равенства состоит из двух множителей: е и 2 ш ,/2Л. 
Последний является характерной величиной для вращающегося тела 
и носит название момента инерции относительно оси вращения. Его. 
принято обозначать через

Моментом инерции тела относительно какой-либо оси называется 
величина, измеряемая суммой произведений массы каждой частицы тела 
на квадрат расстояния этой частицы до данной оси.

Следует заметить, что, говоря о моменте инерции вращающего­
ся тела, необходимо указывать, относительно какой оси или точки зна­
чение ^  вычисляется, так как гЛ, входящее в выражение и опреде­
ляющее момент инерции, характеризует расстояние от каждой эле­
ментарной массы до оси или точки вращения.

Сумма моментов сил инерции материальных частиц тела теперь 
может быть записана так:

2т г (рТ^) =  - ^ е .  (224)

Для равновесия тела необходимо, чтобы сумма моментов всех 
сил, как активных, так и сил инерции, была равна нулю. Поэтому, 
прибавляя сумму моментов сил инерции к сумме моментов всех при­
ложенных к телу активных сил, получим равенство: Итг (Рк) 4- 
Ътг (РТ) =  (Рк) - ^ в  =  0.
Алгебраическую сумму моментов всех приложенных к телу активных 
сил относительно оси г вращения тела принято называть вращающим, 
моментом и обозначать через М вр.

М вр = 1 т ,(Р к). (225)

Введя новые обозначения, получим М вр — /е  =  0 или

М вр =  Л .  (226)

Д ля тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, вращающий момент 
равен моменту инерции тела относительно этой оси, умноженному 
на угловое ускорение тела.

Уравнение 226 — основное уравнение динамики вращательного 
движения твердого тела.

Если вращение тела происходит около определенной оси, то 
для него момент инерции есть величина постоянная. Поэтому если и 
вращающий момент также постоянен, то и угловое ускорение есть 
величина постоянная, т. е. тело совершает равномерно-переменное 
вращение.
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Если приложенный к телу вращающий момент М вр равен нулю, 
то угловое ускорение тела 8 также равно нулю. Поэтому тело или вра­
щается с постоянной угловой скоростью, или остается в покое.

На тело могут действовать различные вращающие моменты. Н а­
пример, на вал в маятнике Обербека (рис. 169) действуют два про­
тивоположно направленных момента: момент УИвр ==— вращает

систему по ходу часовой стрелки; 
момент МтР препятствует , этому 
вращению- Если сумма 2(М вр +  Мтр) 
будет равна нулю, то вал будет 
вращаться равномерно.

Если момент движущих сил боль­
ше момента сил сопротивления, то 

Хг вал будет вращаться ускоренно. Если 
момент движущих сил меньше момен­
та сил сопротивления, то вал будет 
вращаться замедленно.

Из табл. 20 видно, что по своей 
структуре основное уравнение ди­
намики для вращательного движения 
тела подобно основному уравнению 
динамики для материальной точки 
(или, что то же, для поступательного 
движения тела): Р — та.

Момент инерции тела при его 
вращательном движении играет 

ту же роль, что масса тела при поступательном движении. Так же 
как масса тела является мерой его инертности при поступательном 
движении, так и момент инерции тела относительно данной оси яв­
ляется мерой его инертности при вращательном движении вокруг 
этой оси.

Т а б л и ц а 20
Характеристики поступательного и вращательного движения твердого тела

Поступательное движение Вращательное движение

Сила Р Момент сил т (Р)
Масса т Момент инерции У
Скорость V Угловая скорость со
Ускорение а Угловое ускорение е
Основное уравнение "динамики: Основное уравнение динамики:

Р — т а Мвр =  ^ з

Если задан вращательный момент (Мвр), который сохраняется 
постоянным (Мвр =  сопз!), то угловое ускорение е будет нахо­
диться в зависимости от величины оно будет тем меньше, чем больше 
момент инерции тела относительно оси вращения.
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Несмотря на то, что момент инерции как бы выполняет роль массы 
(инертности) во вращающейся системе, необходимо указать на отли­
чие его от массы тела. Масса тела является для него величиной пос­
тоянной, в то время как момент инерции тела зависит не только от 
самой вращающейся массы, но и от распределения массы относительно 
осй вращения. Это хорошо иллюстрируется при помощи скамьи Ж у­
ковского (рис. 170). Человек, стоящий на приведенной во вращение

ц
ц.

3|>Эг
ц<.ю*

ЗаЧ 7

[Ъ |с с1

аь=0,12 Зс=0,8 3(1=0,23;

Рис. 170. Рис. 171.

скамье, может изменять ее угловую скорость, изменяя распределение 
массы тела и тем самым момент инерции системы относительно оси 
ее вращения. Вращение системы будет ускоряться, если человек при­
близит руки к груди и, наоборот, замедляться, если он удалит их от 
оси вращения.

Момент инерции тела человека относительно оси, проходящей 
через центр его тяжести, будет изменяться с изменением позы тела 
(рис. 171)*.

§ 85. Определение момента инерции тела человека

Для определения момента инерции твердого тела относительно 
какой-либо его оси, например г (рис. 172), надо разбить все тело на 
очень большое число п очень малых частиц; затем получить сумму 
из произведения массы каждой частицы тела на квадрат расстояния 
этой частицы до оси г и вычислить предел этой суммы, предполагая,, 
что число п частиц стремится к бесконечности, а масса каждой части- 
ц ы — к нулю.

* Числовые значения момента инерции даны в кГм  • сек2.
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л-*-со
т - +  О

Л->оо 
т-*-0

Часто слово «предел» опускают и момент инерции тела относительно 
какой-либо его оси определяют просто как сумму, составленную 
из произведений массы каждой частицы тела на квадрат расстояния 
этой частицы от данной осд;

^ =  2т к^^. (227)

Размерность момента инерции * Ц] =  (масса-длина2). В системе 
СИ момент инерции измеряется в килограммометрах в квадрате 
(кгм2). В технической системе единиц размерность момента инерции

Ш  = ~С~иЛ̂ '1инаЯ' ’ длина2 I =  (сила-длина-время2). Таким обра­
зом, в технической системе единиц момент инерции измеряется в

килограммометросекундах в квадрате 
(кГм - сек2) .

Иногда вводят такое понятие, как 
«радиус инерции». Для этого момент 
инерции тела относительно оси представ­
ляют в виде произведения массы тела на 
квадрат длины некоторого отрезка г, на­
зываемого радиусом инерции тела отно­
сительно данной оси: V =  М г2.

Если момент инерции тела относитель­
но оси известен, то радиус инерции тела 
относительно этой оси будет:

Рис. 172. - У ж - (228)

Радиус инерции тела относительно данной оси равен расстоянию от 
данной оси до точки, в которой нужно сосредоточить всю массу тела, 
чтобы получить момент инерции этой точки, равный моменту инерции 
тела относительно данной оси.

В ряде случаев бывает необходимо, зная момент инерции тела 
относительно какой-либо оси, определить момент относительно дру­
гой оси. Например, опытным путем легко найти момент инерции ^г1 
относительно оси, около которой происходит качание системы, в то 
время как для исследования спортивных движений интересно знать 
момент инерции относительно оси г. Решение этой задачи дает тео­
рема Гюйгенса: момент инерции ^г1 тела относительно любой оси 
равен моменту инерции ^ г этого тела относительно оси 2 , параллель­
ной данной и проходящей через центр тяжести тела, сложенному с 
произведением массы. М тела на квадрат расстояния I между данными 
осями:
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П р и м е р  XV.8 . Момент инерции тела человека относительно 
оси г, проходящей через центр тяжести, равен: ^ г =  1,7 кГмсек2. 
Определить момент инерции тела человека относительно оси г1у если 
расстояние между осями I =  1,00 м, вес тела ф =  73,5 кГ. 

Р е ш е н и е .  Пользуясь теоремой Гюйгенса, находим:
7 3 ,5 . 1»

9,8
9,2 кГмсек2.

Рассмотрим определение моментов инерции однородных тел рас­
четным методом.

1. Пусть дан прямой однородный тонкий стержень А В  постоян­
ного поперечного сечения, поперечные размеры которого малы срав­
нительно с его длиной I. Необходимо определить момент инерции от­
носительно оси г, проходящей через конец стержня (рис. 173).

Цг е/2

Рис. 173. Рис. 174.

Выделим из стержня очень малый отрезок длиной йх, находящийся 
на расстоянии х  от оси г. Его масса йт будет:

с1т = рйх, (230)

где р — линейная плотность стержня (масса, приходящаяся на едини­
цу длины стержня). Момент инерции выделенной элементарной части­
цы <1 /  будет равен:

М г =  хЧ т . (231)

Чтобы получить момент инерции ^ 2 всего стержня относительно 
оси 2 , необходимо это выражение проинтегрировать:

I * *
У г =  ^ х 2с1т =  рхЧх:^= р | х Ч х  = _р/з_

3

Обозначая массу всего стержня, равную р/, через М  и подставляя это 
значение в найденное выражение момента инерции стержня, оконча­
тельно получим:

(232)

, 2. Момент инерции стержня относительно поперечной оси г1
{рис. 174), проходящей через центр тяжести стержня, можно получить 
так же, как в предыдущем примере:



И 2

^г1 — 2 р х 2с1х =  2р
,1/2X3 I _  _рР_ _  М/2

3 |о ~  12 12 '

Это же выражение можно получить, применяя теорему Гюйгенса: 

=  К  +  М 1\ учитывая, что ^г = _— момент инерции стержня
относительно оси 2 , проходящей через конец стержня; ^ 2̂ — момент 
инерции стержня относительно оси гъ параллельной оси г и проходящей
через центр тяжести стержня; М  — масса стержня; - -̂----расстояние
между параллельными осями г и гх.

Искомый момент инерции стержня:

л ,  =  / г - м ( ^ - У  =
М/2

—  М =  . (233)

Поступая принципиально так же, можно рассчитать моменты 
инерции различных тел правильной формы (табл. 2 1 ).

Момент инерции тела человека имеет большое значение для ана­
лиза спортивных движений. Произведем расчет момента инерции ^  
человека. Вес «стандартного человека» ф =  70 кГ\ рост Н =  1,7 м. 
Этому телу соответствует эквивалентный цилиндр высотой Н =  1,7 ж,

Г  70диаметром 6, — 23 см, плотностью р =  1 -----, массой М — -------- =
см  ̂ 9,31

7,13 т .е . м. . -
На рис. 175 показан цилиндр, вращающийся около оси, проходя­

щей через центр тяжести. Момент инерции цилиндра равен:

Н \  2 
2 М  . 1,72 

12
=  1,7 кГм сек2 =  16,8 кГм2.

Если ось у  проходит через дно цилиндра (т. е. на уровне головы или
подошв человека), то момент 
инерции ^ у равен:

__ 6 ,8  кГ мсек2
— з

В позиции «большой оборот» 
момент инерции будет: ^ х— 
=  +  М12 =  1,7 +  7,13.
(1,2)2=  12,3 кГмсек2.

Эти расчетные данные до­
вольно хорошо совпадают с 
экспериментальными (табл.Рис. 175.
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Моменты инерции некоторых тел

Таблица 21

22). Полученные ориентировочные значения момента инерции тела 
человека показывают, что в процессе физических упражнений зна­
чение момента инерции может измениться в несколько раз.

К экспериментальным методам определения моментов инерции 
тела человека относятся: метод качелей, метод монофилярного под­
веса и метод крутильных колебаний.

Метод качелей (физического маятника). Твердое тело, закреплен-
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Моменты инерции (кГм сек2) тела 

человека Мужчины нормальноготелосложения 0 = 7 0  кг. Н=1.7)

Таблица 22

ное на горизонтальной оси так, что оно может качаться относитель­
но нее под действием собственного веса, называется физическим маят­
ником (рис. 176).

Если / 0 момент инерции этого тела относительно оси (О), й рас­
стояние от оси до центра маятника, то период малых колебаний Т  будет 
равен:
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=  2*

Следовательно, если определить период колебаний 7 \ то, зная вес 
тела ф и положение центра тяжести (с1), можно определить момент 
инерции тела

'  -  Ш ' ■ (234)

Прибор, применяемый в лабораториях для определения момента 
инерции тела человека (рис. 177), состоит из рамы (1), подвешенной 
на горизонтальной оси х — х  с помощью шариковых подшипников (2 ) 
(поэтому практически трение рама—ось сведено к нулю). Положение 
центра тяжести рамы известно, расстояние до него от оси х — х  равно 
й0, вес рамы (качелей) также известен: @0. Измеряя период качаний 
Г0, можно определить момент инерции качелей относительно оси 
х — х.

На нижней части рамы укреплена площадка (3), на которую встает 
человек. Необходимо определить момент инерции его тела. Вес 
человека и положение о.т.ц. /0 известно по предварительным изме­
рениям. По величине /0 можно определить центр тяжести человека 
относительно оси х — х, (1^= Ь0— /0. Теперь имеется система (каче­
ли +  человек), вес которой фсист ф0+  расстояние от оси до 
центра тяжести системы х  — х  равно:

Л _ * ~Ь (21̂ 1
сист_ <2о +  <21 ’

Заставив систему качаться, определим период Тс 
ции системы.

Т —  \2

и момент инер-

4  =  (С о  +  Р х )  • <*с„ст
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Момент инерции системы равен сумме момента инерции каче­
лей ./* и момента инерции человека /■[. Отсюда имеем: ^ x= \ — «/*.
Метод каче^й  прост и удобен. Недостаток его в необходимости пред­
варительного определения о.ц.т. человека.

Зная момент инерции ^ x относительно оси х — х, можно по формуле 
определить момент инерции ^у около другой параллельной оси, на­

пример проходящей через центр тяжести че- 
^  ловека.

Метод монофилярного подвеса. Монофи- 
лярным называется подвес в виде одной нити 
(в отличие от других систем подвеса в виде 
нескольких 'нитей)*

Прибор (рис. 178) состоит из кронштей­
на (1), жестко укрепленного на стене, про­
волоки, неподвижно защемленной на крон-. 
штейне (2 ), и рамки, которая укреплена на 
нижнем конце проволоки (3). На рамку можно 
подвесить исследуемую деталь, например 
диск (4).

Системе (подвес — деталь) можно сооб­
щить крутильные колебания. При этом пери­
од колебания будет определяться взаимодей­

ствием сил упругости закручиваемой проволоки и сил инерции иссле­
дуемого тела. В случае симметричного тела, на основании принципа 
Даламбера можно написать следующее уравнение: М у+  М н =  0, где 
М у— момент сил упругости проволоки; М н— момент сил инерции. 
Сделав соответствующие подстановки и решив полученное уравне­
ние, найдем, что период крутильных колебаний Т 0 будет равен:

О

Рис. 178.

Т̂ 1 = 2 ъ У ^ <1к .  

Отсюда искомый момент инерции тела будет:

* п
•V

Т%к

4тт:2 39,44
к ,

(235)

где к — константа, зависящая от размеров проволоки и материала, 
из которого она изготовлена.

Значение & можно определить, подвешивая предмет, момент инер­
ции которого известен:

39,44 _кт1_
39,44

(236)

Практически к проволоке всегда подвешено некоторое тело, момент 
инерции ( / 0) которого известен. На него и подвешивают тело, момент 
инерции которого следует определить.



Момент инерции системы (подвес +  исследуемое тело) будет 
равен:

Т2
— ^0 Л- 3 г — к

39,44
(237)

Деля почленно уравнение 237 на уравнение 236, найдем:
гр2

■Л) 4 -  ^  1 __  сист

Отсюда

гр21 О
1 (238)

Метод крутильных колебаний.
Определить момент инерции тела 
относительно заданной оси при 
различных его положениях удоб- 

, нее всего, если человека в задан­
ной позе положить на горизон­
тальную крышку стола, совмещая 
ось стойки стола и ось, относитель­
но которой определяется момент 
инерции тела (рис. 179).

На систему (стол — исследуемое 
тело) действуют два взаимно проти­
воположных момента: момент упругих сил, создаваемых спиральной 
пружиной М у, и момент, создаваемый силами инерции М и. Момент 
инерции ^ 0 стола равен:

Рис. 179.

— к
гр2

39,44

Момент инерции человека равен:

т21 с и с т

(241)

П р и м е р  XV.9. Определить момент инерции ^ г мяча около 
оси, проходящей через его диаметр, если диаметр мяча 2 г — 2 2  см =  
=  0,22 м\ вес <2 =  0,450 кГ.

Р е ш е н и е .  Считаем, что вся масса мяча расположена на по­
верхности. Момент инерции для сферической оболочки (см. табл. 21) 
равен:

2Мг*_ =  ^ -М 5_ 0 1 , )2 =  з  7 . 10-4 кГм ,
3 3 9,8
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П р и м е р  XV. 10. На рис. 180 дан разрез диска для метания. 
Определить момент инерции диска относительно оси г. Размеры диска 
удовлетворяют правилам соревнований для мужчин.

Р е ш е н и е .  Определим вес диска. Обод и пластины сделаны из
стали, р =  7,8 Г/см3; ос­
нование диска — из дуба, 
р =  1,0 Г/см5. Сечение 
обода равно 1,38 см2; объем 
обода — приблизительно 
равен длине обода (при его 
диаметре 2 0 ,8  см), умножен­
ной на сечение: Уоб =
20,8 . и • 1,38= 91 см3.
Вес обода равен: ф =  

=  рУоб =  7,8 . 91 =
=  830 Г  (0,83 кГ).

Объем пластин равен:

=  2 —  к =  2 • - ^ !4-<5’60)г • ° ' 4 =  19,4 сж3
4 4

Вес пластин равен ^ пл =  рУпл =  7,8- 19,4 = 1 5 1  Г  =  0,151 кГ.
Для определения объема и веса деревянной части диска продолжим 

на чертеже наклонную линию диска до пересечения с горизонталь­
ной осью. Тогда деревянную часть диска можно будет рассматривать 
как конус. Нижнее основание его имеет диаметр с1 =  27 см. Высота 
конуса к =  2,7 см.

УК0Й =  = *  . А  =  в !  =  5 7 5  и » .
кон 4 3 12

, Объем деревянной части состоит из 2 таких конусов, поэтому 
2УК0Н =  2-575 =  1030 см3; 

при р =  1,0 Г/см3, вес дерева фдер =  р-2Укон =  Ы 0 3 0  =  1030 Г.
Общий вес диска равен:

Фдиска =  830 +  151 +  1030 =  2010 Г. "
Момент инерции относительно оси вращения х диска можно рас­

смотреть как сумму моментов инерции: ^ об — момент инерции обода; 
2 /диска— момент инерции дисков; ^ дер — момент инерции деревянной 
части диска: / г= 7 0б +  2 / диска + / дер.
При определении момента инерции железного обода можно считать, 
что вся масса его сосредоточена в кольце с некоторым средним диамет­
ром (в данном случае 0  =  10,4 см). Момент инерции ^ 2 кольца равен: 
^  =  М кг \

В данном случае М к =  0,830  ; г — 10,4 см =  0,104 м.
9 > 8

, = _МЗ_ /о Ю4)2 = _МЗ_ . о,0108 = 0,00091 кГмсек2 = 
г 9 ,8  9,8

* = 9 , 1 -  10~4 кГмсек2.

I2

Рис. 180.
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Момент инерции деревянной части:

Лео =2Л«ш =  2- —  Мг* =  2  • —  • - 1 ^ - .  (0,135)2 =
р кон 10 10 2 • 9,8

=  0,00057 кГмсек2 =  5,7 • 10-4 кГмсек2.

Момент инерции металлического диска очень мал, поэтому его вели­
чиной можно пренебречь. Итак, имеем =  0,00091 +  0,00057 =
-  0,00148 кГмсек2 =  14,8- К)"4 кГмсекК

З а м е ч а н и я .  Если бы преобладающую массу диска сосредо­
точить на ободе, то момент инерции, его был бы значительно больше. 
Сосредоточив массу диска около его оси, взяв тяжелые сплавы (р =  
=  19 кГ/см3), можно понизить ./, до 3 • 10"4 кГмсек2.

Интересно определить кинетическую энергию, если известно, что 
диск делает до 500 об/мин\

со =  . 2 тг =  52,3 рад/сек.
60

ткт =  "  =  ° '00148-52’-за =  2 кГм.
кин 2 - 2

По-видимому, изменяя конфигурацию обода и металла, можно в 
значительной степени изменять момент инерции диска, оставляя раз­
меры его и вес в пределах требований правил соревнований.
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