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Въ разсужденіи «О нѣкоторыхъ нриложеніяхъ алгебраическпхъ пепрерывныхъ дробен» 
мы показали, какимъ образомъ но даннымъ величинамъ интеграловъ 

S'0fWa \[yf(y)dy-, \/f{y)dy,...., j'y-'f^dy 

находятся предѣльныя величины нѣкоторыхъ другихъ интеграловъ, если ф ѵ н к ц і я f(y)  
ограничена однимъ неравенствомъ 

f(y) > о. 

ІІаномнимъ, что вопросы объ этпхъ предѣлыіыхъ велнчинахъ подняты Чебыше-
вымъ въ мемуарѣ *) «Sur les valeurs limites des intégrales» п рѣшеніе пхъ основано на 
доказанныхъ и обобіценныхъ нами неравенствахъ Чебышева. 

Въ настоящей статьѣ мы покажемъ, какъ рѣшаются подобный задачи, если Функція 
f(y) ограничена двумя неравенствами 

L > m > о. 

§ 1, Начнемъ съ такой задачи: 

Даны 

/д f(y)dy — »Ol fQyf(y)dy = « , , . . . j Q y i ~ l f { y ) d y = at._l (1); 

требуется найти наибольшее и наименьшее значенія интеграла 
% 

jl/f(y)dy, 

при условіи 
L > f ( y ) > О (2). 

*) Journal de Liouville; 1874. 
Записки 'I'm.-Мат. Отд. 1 



2 A. A. M А Г К О В Ъ, 

Приступая къ рѣшенію нашей задачи, положимъ, что мы остановились на какой ни-
будь онредѣленной Функцін f (у), которая удовлетворяетъ условіямъ (1) и (2). 

Возьмемъ между 0 п I какія нибудь і -+- 1 чиселъ 

In Іо' • • • » W> ^І-Ы 

и около нихъ безконечно .малые элементы одной и той же длины а. 
Затѣмъ на этпхъ элементахъ а иопробуемъ дать Фупкціи f (у) такія, положительный 

или отрицательныя, постоянныя нриращенія 

8„ 3 2 , . . . , S., S F H _ J , 

которыя не нарушали бы ни одного изъ условій ( ! ) и (2). 
Предполагая элементы а безконечно малыми, мы вмѣстѣ съ тѣмъ будемъ предпола-

гать, что на каждомъ изъ нихъ, въ отдѣльности, f (у) можетъ достигать только одного изъ 
своихъ крайпихъ значеній L п 0, а не обоихъ. 

Если на какомъ нибудь элементѣ с Функція f (у) не имѣетъ ни одного изъ своихъ 
крайпихъ значеній L и 0, то соотвѣтствуюіцее приращеніе 3 должно быть только численно 
достаточно малымъ, знакъ же его можетъ быть произвольнымъ. 

Это прпращеніе S должно быть отрицательнымъ, если на элементѣ a Функція f (у) 
имѣетъ крайнее значеніе L ; напротпвъ 3 должно быть ноложительнымъ, если на элемент!; а 
функція f (у) имѣетъ значеиіе 0. 

Такъ ограничены 8 условіемъ 

L > f(y) > 0. 

Что же касается требованія неизмѣнности величинъ 

J0 f(y) dy, J^ yf(y) dy,..., J'f' y'f{y) dy, 

то въ виду безконечной малости элементовъ а оно выражается системой уравненій 

8j -I- 32 -+- 8. н- 8f_|_1 = 0, 

«.S. f - . . . . h - ЗД. 4 - 5 . ^ ^ = 0, 

3 , г * ' 1 - 3 2 | 2 l ' - , - b - . . . . - H 3,. Ѵ - н з ^ , g ; - 1 = 0 . 

Отсюда находимъ 



полагая 
О (у) = (у—5,) ( у ( у - £,-) (у - _ 

причемъ общій множитель г можетъ имѣть любое значеніе.  
Найденпыя нами выраженія для прираіцепій 

8„ 82, , 8{, 8 . ^ , 

показываюгь, что их'і> знаки одинаковы со знаками 

( - 1 ) 4 ( - І ) ' - 1 « , . . . . , — s , £, 
если 

< 1 , -
какъ мы и предполагаемы 

( 'лѣдователыю разбираемое нами измѣненіе Функціи f (у) возможно тогда и только 
тогда, когда знаки 

( — 1 ) 4 ( — , — s , е 

не противурѣчатъ вышесдѣланнымъ замѣчаніямъ о знакахъ S для тѣхъ элементовъ о-, 
гдѣ f (у) имѣегъ свои нредѣльныя значенія On L.  

Соогвѣтствующее ириращеніе интеграла 

j ' У f (У) dy 

равно 

a {8, g / - 8 Д / - . . . . H- 8. Ѵ - ь a . { j ^ 4 - ^ . . . . 4 -

ЧТО ІфИВОДПТСЯ к ъ 
as ; 

такъ какъ 

8' (Ç,) 8' (?2) ^ в' (S,) в' ,) 

вт. силу извѣстной Формулы: 

1 _ 1 і__ 1 
Щ — ( г - £,) в'(5,) " • " ( « - ?2) 0' (У (* - Zi+i) Ö'dti-i) ' 

Мі.і видимъ, что при s > 0 нашъ интегралъ получаетъ положительное прпращеніе, а 

при £ < 0 напротпвъ отрицательное. 
Поэтому Функція f(y) не даетъ напболыпаго значенія для интеграла 

j' У* f [У) dy, 
J о 



если s можно взять положительным^., и не даегь наименьшего значенія для того же инте-
грала, если s можно взять отрпцательнымъ; наконецъ она недаетъ ни наиболыиаго ни иаи-
меныпаго значевія, если за s можно брать числа любого знака. 

Отсюда вытекаютъ слѣдующія заключенія. 

I. Интегралъ 

J0 У* f (У) dy 

не достигаетъ ни наибольшей ни наименьшей величины, если на какой нибудь части про-
межутка отъ у — О до у — I ф ѵ н к ц і я f (у) не достигаетъ ни одного изъ своихъ преді,ль-
ны хъ значеній 0 и L. 

II. Интегралъ 

J y f ( y ) d y 

не достигаетъ наибольшей величины, если между О и I можно указать, въ порядкѣ возра-
стающихъ значеній у, г-л- 1 промежутков !,, гдѣ поочередно f (у) равняется О и L, при 
чемъ въ нослѣднемъ промежуткѣ 

f(y) о. 
III. Интегралъ 

( J m dy 

не достигает], наименьшей величины, если между 0 и I можно указать, въ порядкѣ возра-
стающихъ значеній у, і -+- 1 промежутковъ, гдѣ поочередно f (у) равняется О и L, при 
чемъ въ послѣднемъ промежугкѣ 

fiy) - L. 

Итакъ, если нельзя удовлетворить условіямъ (1) и (2) такою функиіею f (у), которой 
соотвѣтствовало бы дѣленіе всего промежутка, отъ у = О до у = I, на г или меньшее 
число частей, гдѣ поочередно 

Ш = О И f {у) = L ;  

то предѣльныя величины интеграла 
j ' y f (У) dy 

соопшітістоуютъ такнмъ функціямъ f (y), для которыхъ весь промежутокъ, отъ 

у = 0 до у — I, 

дѣлится на г н- 1 частей, гдѣ поочередно 

f(y) = о и f(y) = L. 



При этомъ въ послѣдней чаши, которая заканчивается числомъ I, должно быть 

fis) = £ 
для наибольшей и 

f(y) = о 
для наименьшей величины интеграла 

J 0 У1 f (У) dy-

§ 2 . Положнмъ теперь, что соответственно значеніямъ Функціи f(y) весь промежу-
токъ, ОТЪ 

у = О до у = 1, 

действительно дѣлится на і -+-1 частей, гдѣ поочередно 

f(y) = О и f(y) = L; именно 

f (У) = ' f2 L, или f(y) = - — L , при 0 < y < * / , , 

f (У) = о1'' L, или f {y) = — L , при y 1 < y < y î , 

f i s ) = 0, или /•(«/)= L, при y i _ l < y < y i , 

f ІУ) — L, или f (y) = 0, при y { < y < l . 

Пусть далѣе E(?/) какая нибудь другая Фупкція, удовлетворяющая тѣмъ же условіямъ 
(1) и (2): 

J0' ̂ (У)ЙУ = «о, J^ = «!,...., J0' У*~1 Ffo) dy = а._t, 

L>F(y)> 0. 

Тогда 
j 'Q(y) f{y)dy — J^ О (?/) 

для всякой цѣлой Функціи Ii (у), степень которой меньше г. 
По этому, разематривая разность 

/ 0 У Ш % — f I s ' F i s W t 

\ 

мы можомъ прибавить къ ух любую цѣлую Функцію il (у) степени г — 1. 



Принимая за Ci (у) разность 

(У — Уі) (У — Уз) (У — Уі_,) ІУ — Уі) — у\ 
нолучаемъ 

^ У* f (У) dy — ^ У* F (у) dy = { f{y) — F (у)} (y—y,) (y—y,) {y—y{) dy. 

Всѣ элементы послѣдняго интеграла 

\'о I f{y) — F(y)\ (у — у,) (у — у2) (у — у{)dy 

имѣютъ одпнъ и тогь же звакъ; именно знакъ н - , если f (у) = L при у{ < у < I, и 
знакъ — , если f (у) — 0 при у. < у < I. 

Слѣдовательно тотъ же знакъ имѣетъ и разность 

J'o У* f (зО dy — j ' y * F (y) dy. 

Такимъ образомъ проверяется наше рѣшеніе и доказывается единственность его. 
Мы исключили тѣ случаи, когда условіямъ (1) и (2) можетъ удовлетворять такая 

Функція f (у), которой соотвѣтствуегъ дѣленіе всего промежутка, отъ у — О до у = 1, 
на і, или меньшее число, частей, гдѣ поочередно f (у) = 0 и f(y) = L. 

Обращаясь къ исключеннымъ случаямъ, донустпмъ, что соотвѣтственно значеніямъ  
О и L Функціи f (у) промежутокъ, отъ у = 0 до у = 1, дѣлится на к -+- 1 частей, при 
чемъ к < г. 

Такая Функція f (у), на основаніп предыдущаго, должна представлять единственное 
рѣшеніе задачи объ опредѣленіп наибольшей или наименьшей величины интеграла 

)'0Ук f (у) dy, 

когда даны 

j'Qf(y)dy = ao, foyf(y)dy = *1, , і'0Ук~1 f(y)dy = cLk_l 

и ѵсловіе 

L > f(y) > 0. 

Слѣдователыю данное нами значеніе ак интеграла 

j'oVk f (У) dy 



оказывается наибольшими или наименьшимъ изъ всѣхъ, какія только можетъ получать 
этотъ интегралъ при условіяхъ 

]lJ{y)dy = «.0, $'oyf(y)dy = «!,...., jlQyk~1f(y)dy = аА_1? 

ь > f(y) > о. 

Вмѣстѣ съ тѣмъ совокупность условій 

fQf(y)dy=a0, j'oyf(y)dy = a v . . . . , f / ' 1 f(y)dy = f / f ( y ) d y = aA„ 

X > Ш > 0 

опредѣляегь Функцію f (y ), помимо всѣхъ другихъ требованій. 
Именно, имъ удовлетворяетъ только одна вышеупомянутая Функція f(y), которой 

соотвѣтствуегь дѣіеніе всего промежутка, отъ 0 до I, на к -t- 1 частей, гдѣ поочередно 

f(y) = 0 и f(y) = L. 

Такіе случаи по справедливости надо считать исключительными и они не могутъ 
встрѣтиться, если числа а0 , а , , . . . . , а ( ._ 1 взяты изъ равенствъ 

*0 = $oF[y)dy. 'oyF{y)dy,...., ii__l=foyi~'F(y)dy ' (3), 

гдѣ F (у) какая нибудь данная Функція, всѣ значенія которой удовлетворяют'!, условію 

L>F(y)> О, 
но не всѣ совпадаютъ съ 0 пли L. 

§ 3 . Посмотримъ теперь, какъ изъ указанныхъ нами условій на самомъ дѣлѣ можно 
найти Функцію f (у), даюіцую наименьшее значеніе для интеграла 

foy(f(y)dy 

и Функцію f {у), дающую наибольшее значеніе для того же интеграла. 
Для отличія ихъ другь отъ друга будемъ обозначать: первую изъ нихъ черезъ fmin, 

а вторую черезъ fmax-
Далѣе условимся обозначать черезъ 

Г Ч 
? ) fe • > Ч 



— съ разными значками внизу пли безъ значковъ — соотвѣтствевно тѣ величины у, гдѣ  
въ порядкѣ возрастающихъ значеній у происходить нсреходъ 

f . отъ 0 къ L, L , отъ 0 къ L, / . отъ L къ 0, /* „„ отъ L къ 0. 
' min ' ' max > ' min ' ' max 

Наконедъ условимся обозначать 

черезъ Ѵ{(,) (г) произведете всѣхъ множителей г — 

F/">(*) 

VP {») 

Щ"\г) 

г 

Z 7) 

1 > 
1/ 

При нашихъ обозначеніяхъ условія (1) задачи выразятся для Функцій fmin и f\  
уравненіями 

L ( S i j ' - S g ' " ) = 2a,, L (i!2 - н 2 т | " а - Х Г 3 ) = 2a„ 
(4) *) 

L ( S T l ' - s r ' ) = 4 - 1 » s V ' - s g " ' ) = . 

А наименьшая и наибольшая величины интеграла 

у' f (У) dy 
соответственно будутъ 

V = f0 У'fmin = С ^ ) 
i / i* 1 і/ t " ' 1 \  

V - J 0 С ^ = ^ ( 4 т т - s Ъ т - 2 т т т ) 

, І-Ы, 

С// ' •+• 1V ( 5 ) . 

Для дальнѣйшаго важно разсмотрѣть отдѣлыю случай г четнаго и случай г иечетнаго. 
Если г равно четному числу 2п, имѣемъ 4«. неизвѣстныхъ 

< V, < 6» < Va < < è„ < Vn> 

Т Г ] 1 < І 1 < Т І 2 < І 2 < < 1 ) „ < Ç „ . 

и опредѣляюіція ихъ уравненія (4) равносильны требованію, чтобы нсрвые 2 а членовъ 
разложеній выраженій 

z — " z — Т)'» 

*) S знакъ суммы. 



L_ у _ L „ _ L L_ 
г z — " z — V 

но убывающимъ степенямъ z, совпадали съ 

а0 2 а( За2 2» а2„ , 

Откуда, иомноживъ всѣ выраженія на dz п проинтегрировавъ отъ z до оо, выво-
димъ, что первые 2 п членовъ разложеній, но убывающимъ степенямъ s, выраженій 

, J 1 0 g ( * - V ) •••(«-ч»0 
и 

7 in» *<*-ёі" ) (*-£,")••-.(«-8,")  
1 J ( г _ ^ _ ^ п п " ) (г _ I, 

должны совпадать съ 

Иначе скачать, д о л ж н ы с у щ е с т в о в а т ь т а к о г о р о д а Ф о р м у л ы 

Л*) 
an . 
С) и . M 

üfi -4 -
Le Ls* 

°2П—1 
" і г г п 

" 2П 

2П 
/ . г Z ? 2 

0 - 7 ) 7 / (г) • 

а 2 П — 1 
L ï 2 n 

h"an 

пли, что все равно, 

О 
и 0 ) 

2П 
О 7/ (г) 
ОИ 

/„г і г 2 

= е 

{») гѴ (г) 
2П 7 

(") 
(л - 7) 77 (г) 

ъ> . уч. 
Lz Lz2 ' 

= е 

2П — 1 
7 г 2 П 

а2ІІ — 1 

А'. 
Х,ггпн-і 

j ." Л 9| 

(6). 

Вмѣстѣ съ тЬмъ нетрудно видѣть, что Ь'„п и Ь"„п определяются по Формуламъ (5), 
при і = 2п, т. е. представляютъ соотвЬтствующія нашимъ даннымъ предельныя величины 
интеграла 

\/f{y)dy. 
«Записки Фнз.-Мат. Отд. 2 



А . А . М А Р К О В Ъ , 

Введемъ теперь Функнію F (у), о которой мы упомянули въ концѣ предыдущаго 
параграфа; такъ что числа а мы будемъ онредѣлять уравненіями (3). 

Тогда полученныя нами Формулы (6) можно замѣнить слѣдующими вполнѣ имъ равно-
сильными 

1 f.F(y)dy  
L J г — у , 

0 ж гп ~ а2п . 
F ( 0 <„ 

гп 4 '. 
. 0 U (г) 

2П 

(") еѴ (г) 
гп к ' — е 

J_f F(y)dy  
L)n s —у 

(г-l) U (г) 
\ ' гп 

/ г2 

вторую пзъ которыхъ мы перепишемъ еще такъ 

ü ( z ) гп 

Совершенно такимъ же иутемъ при г — 2 п — 1 найдемъ 

Г (,) ± f' F(y)dy 
zV ' (г) L Jft z — У 

гп—14 ' - 0 

гп—I ' 

V (z) 
2fl — 1 . 

t M t f .W 

1 r' F(y)dy 
i j n z - y 

Ь'гп— t — a2r> — l 
L z2n 

. П"гп—\ — агп — \  
Lz™ 

Послѣднія Формулы мы перепишемъ еще такъ 

U» и * 
гп—1 

l f ' F (у) dy 
L J •y 

(") 
V (z) 

*»-* = ( г —I) е 
U (z) 

гп— 1 

1. Г F(y)dy 
L J , z — y 

Ь"гп — I ~ " Г П — 1  

-

0 - , ^"гп агп , 
z Ь Т. г2« + 1 • • • • 

(7), 

(8). 

О ) . 

(10) 



и такъ 
J L f' F(y)dy • 

C - ^ ^ n - . W —I L ] 0 Z ~ V  

(0 = — f 

2»—1 
(») 

zf / (г) 

г — г о X J z — 
F{y)dy 

У 

H ' M — 1 — A 2 N — I 
L г2П 

^ 2П—I — а2П — I 
Lz™ 

(11). 

Замѣтимъ, что числа h'2n_l и A"2f|_, опредѣляются Формулами (5) при г — 2и—1 

§ 4. И31, Формула, (7), (8) и (10) въ виду того, что степени фѵнкдііі 

равны п, а степень Функщи 

С) <") С) 
ff*«. U2n (в) и U2n_^) 

и ^ ) 

равна п — 1, вытекаегъ слѣдующая теорема. 

Т е о р е м а I . 

/ _ 

Если функція F (у) удовлетворяетъ условію 
L>F(y)> 0, 

то возможны такія разложснія 

1 ( F{y)dy 
L Jn z - y 

= (12) 
! Рг g — q. — 

, Рз  
* — Яг —. n f  

1 — Яз 

1 f' F(y)dy 1 f F (y) 
L J в — 

z-l У _ , 

z — ЯІ 
n. 



1 г' F(y)dy  

1 X j o Z ~ y 

7 е = — ^ І Ѵ " ( 1 4 ) , 
z — s , ' — "1 T T 

z - s , ' -

j ± f F(y)dy 
L J z — y 

(z — l)e ° — s0" ^ — (15), 
г — s." -—T-, 

1 z — Y . 

гдѣ всѣ коэффнціенты 
P, Ъ r, s 

числа положителъныя, равно какъ и разности 

I — q и I — s. 

Подходящими дробями для разложены (12), (13), (14) и (15) соотвѣтственно  
служатъ 

С) (") С) (") 
V (г) V (z) V (г) V (г) 

2П 2П ' 2П—I „ 2,1 — I 
С) ' ( " ) ' С) " П ( " ) 

V (z) и (z) и (г) U (г) 
2Л 2П 2П — 1 4 2П—1 

Вмѣсто указанныхъ четырех'!, разложевій (12), (13), (14) и (15) мы будемъ пользо-
ваться другими тѣсно съ ними связанными. 

Новыя разложенія вытекаютъ изъ Формулъ (7), (8), (9) и (11). и заключаются въ 
слѣдующей теореме. • 

Т е о р е м а II. 
Если функигя F (у) удовлетворяешь условію 

L > F(y) > О, 
то возможны такія разложения 

1 f' F (у) dy 
L} *-V 

е = - Ч ( 1 6 ) , 
1 — £ L 



JL ( F(y)dy  
L J г —у 

в = 1 - ^ (17), 
2 - I + - 1 ?  

1 - - A ?  

1 -н . 

1 г -Р1 (у) У̂  
J, J г - у 

г 

- Ä 7 

1 Гг F (у) dy 

т Г . .> 2 — У 

^ 0 -Г-тг- (19)' 
1Н--2Ц г — г-н-. 

при помощи которых?, введенный нами функціи U и V опредѣляются какъ формулами 

F ( , ) 0) , 

1 г — . 
С2П—1 
г - с 1 п 

С) 
zV (z) i гп—1ѵ — _L 
U ig) 1 _ Ai  

гп—14 c2 

(21), 

F («) d 

F (f) 
2П—l . 

«77 2П- » 



14 Л. A. МАРІСОВЪ, 

такъ и формулами 
С) 

V (г) ѵ  2П ] . Yl 
Z-1-+- ЧІ 

Ys 
Z — 1-Х- • 

Y2tl— 1 
Z — I -Ь Г2П 

V (z) 
2П —1 4 Yl 

г —/ч- YÎ 
(25), 

1 -+- Ys 
С — I -f- . 

Y2n — 1 
г —I 

( " ) 
F W 1 

2П  

I/ (z) ~ 

(26) , 

Z-1 + 
1 -+- . 

и2П — 1 
Z — I •+- S, 

С) 
(z - 1) F (z) ! 2П —1 1 

M * гГ~ 
z — г ч — 

(27). 

1 -H . 
• *2Я—I 

г —I 

Здп>съ всѣ коэффицгснты 
с, д, у, 8 

числа положительный. 
Выводъ указанныхъ нами разложеній не представляетъ никакихъ затрудненій. 

§ 5 . Одно изъ преимуществъ разложеній (16), (17), (18) и (19), тиігь которыхъ 
нами заимствованъ изъ мемуара Стіелтьеса «Recherches sur les fractions continues», ne- 
редъ (12), 13), (14) и (15) состоитъ въ нростотѣ соотношеній между пхъ коэффиціентами 

с, д, у, S 
съ одной стороны и числами 

a , h\ h" 

съ другой. 
Именно, въ силу извѣстныхъ нредложеній теоріи непрерывныхъ дробей, эти соотно-

шенія выражаются Формулами 
' л 

С1 = Yl = 
«С 
Г > 

Lcxc2 с. == а — h' ._1, Ьдф2 д. = — а_1 

L l l Ъ Т г ж — 1 = а 2 , п - 2 — 4 m - 2 > L S i s 2 • • • § 2 т - 1 = h\m-.2~ 

L Tl Ï2 Т 2 ж = h \ m - — > L 8iS2 • • • • 8 — а — /г' 
2m 2m—I 2m—i 



изъ которыхъ непосредственно вытекаюгь неравенства 

с,- > 0, д { > 0 , у,- > 0, 3 < > 0 ; 
ибо 

Другое преимущество разложеній (16), (17), (18) и (19) заключается въ приводимыхъ 
нами ниже простыхъ предложеніяхъ. 

Если обыкновенная несократимая дробь равна 

1 — Î L 

1 — . 

і - ( - і )  
г 2 

и всѣ числа 
« 1 , «21 «31 « і 

больше нуля, то всѣ корни уравненія 
ф ( * ) = <), 

равно какъ и всѣ корни уравненія 
<?(*) = О, 

вещественны, различны между собой и не меньше пуля; при томъ корни одного изъ этихъ 
уравненій перемежаются съ корнями другого. 

© ( г ) 
Ііодобнымъ же образомъ, если обыкновенная несократимая дрооь ^ равна 

1 -+-
Я - 1 -

1 - + - — ^ 
g— I -+- . 

• . - + -

(г-Ii 2 

и всѣ числа 
«11 «21 > « і 

но прежнему больше нуля, то всѣ корни уравнения 

ф « . = 0 , 



равно какъ п всѣ корни уравнонія 
<р(*) = 0, 

вещественны, различны между собой и не больше /; при томъ корни одного изъ этихъ 
ураВненій перемежаются съ корнями другого. 

Благодаря такимъ простымъ предложеніямъ, является возможность обратной про-
верки нашихъ заключений, основанныхъ на томъ, что задача, объ оиределепіи наибольшаго 
и наименьшаго значенія интеграла 

fyif(y)dy 
о 

при условіяхъ 

' Ù(y)dy=\lF(y)dy,.. . \ if-'f (у) dy= у(~{ F (у) dy, 
О О " О "О 

L>№> О, 

должна иметь решеніе и что, следовательно, должны существовать Функціи 

UP (z), VP (,), Up' (z), Vp\z), 

отъ которыхъ завпсптъ это рѣшеніе. 
ІІамъ достаточно теперь знать о существованіи этихъ Функцій при какомъ нибудь 

значеніи і для того, чтобы при помощи послѣдовательныхъ увеличеній числа і на единицу 
можно было заключить объ пхъ существованіи при всехъ дальне.йшихъ значеніяхъ і . 

А при і = 1 ихъ существованіе не подлежать никакому сомнѣнію, такъ какъ въ этомъ 
случае оне определяются весьма простыми равенствами 

VP(z)=Üp)(z)=l, uP(z) = z - l ° , Vp\z) = z - l + 

§ (і. До сихъ поръ речь шла только о предѣльныхъ величинахъ интеграла 

j'yif(y)dy. 
о 

Нетрудно однако убедиться, что найденный нами Функціи f m i n и f m a х даюгъ ріипеніс  
и для общей задачи : 

Соотвѣтственно даннымъ 

f/(y)dy = а0, \lyf(y)dy = ax, fyi~lf(y)dy = 

и условію 
О <№<L 



найти точные высшій и иизшій предѣлы для интеграла 

\'"Hy)f(y)dy, 
' о 

ідѣ данная функція Ф (у) такова, что ея производная і-го порядка 

dy1 

в?, промежутки, отъ у — О до у — I, сохраняетъ постоянно одинъ и тотъ же знакъ. 
Действительно, принимая обозначенія § 2 и полагая 

ü [у) — ф ^ ' (у, - Уд-• • • (У, - Уд • • • • 1 [Уі) (Уі -Уд - -(Уі - Уі-.)' 

можемъ написать такія равенства 

•'о о о 

где у меняется вместе съ у, но всегда остается между 0 п I. 
Следовательно 

f' Ф (у) F [у) d y - f Ф (у) f(y) dy = \1(y-?tn'iy7yi) Ш - ГШ фІ Ш dy. 
Jo о О 

Л пзъ подъ знака послѣдняго интеграла можно вынесть среднее значеніе множителя 
Фг (у'), такъ какъ пропзведеніс 

( у ~ у ' ) ( ѵ і х у г ) : . ѵ ( у " у < ) г ш 

сохранястъ у насъ постоянно одинъ и тотъ же знакъ: -г- для f(y) = fmin и — д л я 

Г(У) = Гтах-
Такимъ образомъ мы прихрдимъ къ Формуле 

f Ф { y ) F { y ) d y = Г ' Ф Ш Ш У н - № (29), 
о "о о 

где 
« (у) = (.9 — Ух) (у — Уг) (У — Уі), 

a Ç некоторое среднее число между 0 п I. 
Записки Фмз.-Мат. Отд. 3 



Наша Формула (29) относится ко всякой ф ѵ н к ц і и Ф (у). 
Для тѣхъ же ф ѵ н к и д й Ф (у), производныя которыхъ г-го порядка 

Ф*(У) 

сохраняютъ, въ промежутке отъ у = 0 до у — I, постоянно одинъ и тотъ на: зиакъ, она 
вполнѣ опредѣляетъ знакъ разности 

эта разность оказывается чпсю.мъ положительными пли отрицательным!,, смотря по тому, 
будетъ ли f (у) Функціею fmin пли fmax; если же 

ф''(у)<о, 

функціи fmin и fmax меняются ролями. 

§ 7 , Примѣняя этотъ результатъ къ Функціп 

и предполагая для определенности число z бблынпмъ чѣмъ I, нриходимъ къ такой теоремѣ. 

Именно, при 

f <p(y)F(y)dy-\~ <b(y)f(y)dy. 
о ^о 

Ф ' Ы > 0 

Ф(у) = І ± 

Т е о р е м а I I I . 

Если при 
L > F(y) >0 и z > l > О 

мы разложимъ выражены 

е 

соотвѣтственно въ непрерывный дроби 

и 



и затѣмъ ограничимся въ этихъ дробяхъ какимъ нибудь число мъ первыхъ звеньевъ, то всегда 
будемъ имѣгпь величины соотвѣтственно меныиія чѣмъ 

1 ïlF(y)dy - 1 rlF(y)dy 
L J0 z-y L J0 z - y 

e и T e 
z - I 

Если оке мы разложимъ, при тѣхъ же условіяхъ, 

L > f(y) > 0 и z > l > 0, 
выраокенгя 

1 f *"(у)Лу - 1 f' F (y) dy 
L J0 z — y _ L )n z —y 

e 

соотвіьтственно въ непрерывный дроби 

ï i 

z — I -t- Y г 
U 1-Ь 

Y3 

z — h 

z — I - + -
Ya 

1 Н-
z — l-t-

u въ послѣднихъ дробяхъ ограничимся какимъ нибудь числомъ первыхъ звеньевъ, то при не-
четномъ числѣ звеньевъ получимъ величины соотвѣтственно меныиія чѣмъ наши выраокенгя 

1 с ' F(y)dy -!(•' F(y)dy 
L J0 z - y g L J0 z - y 

a при четномъ — напрогпивъ большія чіьмъ они. 
Отсюда вытекаеть новый способъ для приближеннаго вычисленія интеграла 

lF(y)dy. 

з г~У ' 

приближенпыя величины этого интеграла выражаются у насъ логарифмами раціональныхъ 
дробей. 

Въ предѣлыюмъ случаѣ, когда L — oo, нашъ снособъ долженъ сводится къ обыкно-
венному разложенію самого интеграла 

f ' F (у) dy 
J0 " - У 

въ непрерывную дробь. 



ІІереходъ отъ безконечнаго значенія L къ конечному, если только оігь допускается 
условіемъ 

£ > F {у), 

долженъ сопровождаться, вообще говоря, усложиеніемъ вычисденій и новышеніемь  
точности получаемыхъ приближеній. 

Съ точки зрѣнія точности результатовъ наивыгодиѣйшимъ будетъ, конечно, наименьшее 
изъ всѣхъ возможныхъ значеній L , т. е. точный высшііі предѣлъ всѣхъ значеніп Функціи  
F (y), въ промежутке отъ у = 0 до у — 1. 

§ 8. Перейдемъ теперь къ вопросу о предѣлъныхъ величинахъ интеграла 

f0f(y)dy, 

если данное число х заключается между 0 и а остальныя условія остаются прежними. 
Предварительно, однако, докажемъ следующее нредложеніе.  
Если 

I, < І2 < 1 3 < • • • • < ч < < • • • • < %і < 

и 0(z) означаетъ произведете 

{z — У (0 — У {z — у (z — Ê,.^), 
то сумма 

1 1 1 
Ö' (У Т б' (У V (У 

пмеетъ тотъ же знакъ, какъ и ея послѣдній членъ 

в'(6*) 1 

Для доказательства этого вспомогательнаго предложенія припомнимъ, что для всякой 
целой Фуикціи il(z), степень которой меньше і, сумма 

Hiliî Ё і У . q (m-H-I )  
в'(У о'(У 

равна нулю. 
Въ виду произвольности целой Функціи О (z), которая должна быть только степепи 

і — 1 или меньшей, можно положить 

С1(У) = û (g . ) = . . . . = О ( У ) = 1 , 

О ( І і + 2 ) = Ü = . . . . = Û = о . 

Для определенной такимъ образомъ Функціи О (z) получимъ 

1 , 1 , . _ } _ . O f a - H l ) _ А 
0' (У ѳ' (У О' 9' g ^ y — • 



Оьдругой стороны нетрудно видѣть, что между z = % k и z — ,, первая производная 
нашей Функціи О (z) по z не можетъ обращаться въ нуль и следовательно должна 
оставаться отрицательною; а сама Функція Q(z) должна убывать. 

Поэтому 
0 < Û ( ? t J < l , 

а сумма 
] 1 1 

б'(?2) б'(£*) 
заключается между 

О И .-туг-—-т. 
6 (U-t-1) 

Отсюда и вытекаетъ высказанное нами предложеніе, такъ какъ О'(%к) п О' 
числа разныхъ знаковъ. 

Обращаясь къ нашей задаче, ноложимъ (какъ въ § 1), что мы остановились на какой 
нибудь определенной Функціи f (у), которая удовлетворяет, условіямъ (1) и (2). ЗатЬмъ 
понробуемъ сделать въ f (у) то самое измененіе, которое мы разсматривали въ § 1, при 
чемъ сохранимъ и обозначения § 1. 

Пусть 
5 , < < • • • . < \ к < X < < І к + 2 < < 

При такомъ иредположеніи разбираемому нами пзмененію Функціи f (?/)соответствуетъ 
прираіценіе интеграла 

Çj(y)dy 
равное 

(S, -+- 8a - н . . . . - + - Sj) a, 
т . e. e ff ІИіо ИіГ) Ш)і • 

Последнее выраженіе, въ силу только что доказаннаго предложенія, и м е е т знакъ 

одинаковый съ 

^і. = "й77 

Следовательно прираіценіе интеграла 

Г f(y)dy 
J о 

будетъ положительнымъ при Ьк > 0 и отрицательнымъ при Ьк < 0. 

Отсюда нетрудно вывести такія заключенія.  

L Интегралъ 

\'f(y)dy 



не достигаетъ наименынаго значенія, если можно найти ?'-+-1 промежутковъ, удовлетво-
ряющихъ условіямъ: 

a) какъ между 0 и х, такъ и между х и I, лежитъ но крайней мѣрѣ одинъ изъ нихъ; 
b) Функдія f (у) въ этихъ нромежуткахъ, которые мы располагаем"!, въ порядкѣ воз-

растающихъ значеній у, поочередно не достигаетъ то значенія 0, то значенія L: 
c) въ послѣднемъ изъ промежутков!,, лежащихъ между 0 и х, Функція f (у) не дости-

гает!, значенія 0. 

П. Интегралъ 

Çj (у ) dy 

не достигаетъ своего наибольшаго значенія, если можно найти і -+- 1 промежутковъ, удо-
влетворяющихъ условіямъ : 

a) какъ между 0 и х, такъ и между х и I, лежитъ по крайней мѣрѣ одинъ изъ нихъ; 
b) Функція f (у) въ этихъ промежутках!,, которые мы располагаем!, въ порядкѣ воз-

растающихъ значеній у, поочередно не достигаетъ то значенія 0 то значенія L ; 
c) въ нослѣднемъ изъ промежутковъ, лежащихъ между 0 и х, Функція f (у ) не дости-

гаетъ значенія L. 
Что касается тѣхъ случаевъ, когда при у пли при ? / > х Функція f(y) постоянно 

равна 0 или постоянно равна X, то на основаніи изслѣдованій предыдущихъ параграфов!, 
мы можемъ утверждать, что безъ измѣненія величины интеграла 

fj(y)dy 

можно въ этихъ случаяхъ замѣнить Функцію f (у) другою, значенія которой дѣлятъ весь 
промежутокъ отъ 0 до I на і -+- 2 частей, гдѣ поочередно она равна 0 и X, при чемъ х 
будетъ границею двухъ изъ этихъ частей. 

Изъ всего сказаннаго нами ясно, что при разысканіи наибольшаго и наименьшего зна-
чены интеграла 

Çf(y)dy 
J о 

можно ограничиться такими Функціями f (у), для которыхъ весь промежутокъ отъ 0 до I 
дѣлится на г - н 2 или г н - 1 частей, гдѣ поочередно Функція имѣетъ значенія 0 и Ц мень-
шаго числа частей мы не допускаемъ, согласно прежнимъ объясненіямъ. 

Нетрудно также видѣть, что изъ оставшихся случаевъ можно исключить тѣ, гдѣ х ле-
житъ внутри какой нибудь одной изъ вышеупомянутыхъ частей, а не служить границею 
двухъ частей, такъ что при переходѣ у черезъ значеніс х величина Функціи f ( y ) не мѣняется. 

Остается разсматривать только тѣ Ф у н к ц і и f (г/), значеніями 0 и L которыхъ весь 
промежутокъ, отъ у = 0 до у = I, дѣлптся на г ч - 2 или г ч- 1 частей, при чемъ у = х 
служить границею двухъ частей. 



Пакопецъ и случай г -+-1 частей надо признать исключительны мъ, такъ какъ онъ 
можетъ быть только при х равномъ одному изъ корней уравнсній 

UP (x) — О, VP (х) = 0, Up] (х) = 0, Ѵр\х) = 0. 

Итакъ, вопросе, о предѣлмыхъ величинахъ интеграла 

Çj(y)dy 
/ 

долженъ разрѣшаться такими функціями f (у) значениями 0 и L которыхъ весь гіромежу- 
токъ, отъ у= 0 до у —I, дѣлится на і -+- 2 частей, щт чемъ х служить границею двухъ 
изъ нихъ. 

Различая же наибольшую величину интеграла 

Cfiy)dy 
J о 

отъ наименьшей, мы должны, въ силу предыдущихъ зак.тюченій, поставить еще одно тре-
бованіе. 

Именно, при разысканіи наибольшей величины интеграла 

Çjiy)dy 

мы должны требовать, чтобы при иереходѣ у черезъ х, отъ менылихъ величинъ къ ббль-
шимъ, Функція f (у) переходила отъ значенія L къ значенію 0. 

Напротпвъ, при разысканіи наименьшей величины интеграла 

Çj(y)dy 

мы должны требовать, чтобы при переходѣ у черезъ х, отъ менылихъ величинъ къ боль-
шимъ, Функція f(y) переходила отъ значенія 0 къ значенію L. 

§ J). Этими условіямн пскомыя Функціи f (y) вполнѣ опредѣляются, что мы сейчасъ 
и докажешь. 

Пусть въ самомъ дѣлѣ мы нашли какую нибудь Функцію f{y), значенія 0 и L которой 
отделяются другь отъ друга такими величинами у. 

«/,, У9, , У иг Ук+\> > Уѵ 
при чемъ 

Уі < У* < < Уи < х < Ук+х < • < Уі-



Пусть далѣе F [у) какая нибудъ другая «ьункція, удовлетворяющая условіямъ (1) и (2), 
такъ что 

f0 F {у) dy - j'of(y).dy, i'oyF(y)dy=foyf(y)dy,. . . ., \/"lF{y)dy = f{jy)dyt 

L > F (y) > 0. 

Тогда для всякой цѣлой Функцін LI (у), степень которой меньше г, должно быть 

£ { f\y) - F(y)\ Q(y)dy =--(). 

Распорядимся коэффиціентамп этой Функціи U (y) такъ, чтобы было 

а(Уі) = QW = . . . . = Ll(yk) = 1, û(yk^) = . . . . = ЩУі) = 0, 

т. е. положимъ 

О ( у ) _ (У — У г ) - - - - ( У —У») (У —Уі) (у —Уз)- • • - (У — Уі) (У ~ У і ) - - ( У - У к - 1 ) ( У ~ 3 
J > (У і— Уг) - • • • ( У і — У») ( У 2 - У і ) ( У 2 — У з ) - - - - ( У г - У і ) " " (УА-Уі)—(У*-УЛ—і)(УА~ 

- У A—i) (У - У * - н і ) — ( У - У»)  
УАні ) - - (УА-Уі ) " 

Введемъ еще ф ѵ н к ц і ю о (у) равную едииицѣ при 0 < у < ж и нулю при ж < у < 
такъ что 

f ' { Ш - F {у)} « {у) dy = Г* f (У) dy - Г F (у) # . 

Сравнивая между собой взятыя нами Ф у н к ц і и LI (у) и «(у), не трудно убѣдиться, что 
при непрерывномъ возрастаніи у пхъ разность 

со {у)—О {у) 

мѣняетъ свои знакъ тогда и только тогда, когда у переходить черезъ значенія 

Уѵ Ул 1 Уѵ хі Ук+ѵ » Vi-

Именно, должно быть 

( _ ! ) * { c o ( t / ) - Q ( , v ) | > 0 , при 0 < у < у „ 

( - І ) * - 1 ! « ^ ) — Û ( y ) } > 0 , при y k < y < y t , 

— {о (у) — а (?/)} > О, при у к _ х < у < ук, 

и(у) — &(у) > 0 , при у к < у < х , 

— {о(у) — О(« / ) }> 0, при x<y<yk_t_l, 

( - l ) M + > ( j ) - Q ( ? ) ) > 0 , при Уі<У < I. 



Подобнымъ же образомъ мѣняегь свой знакъ и разность 

f(y)—F(y). 

Поэтому произведете 
\f(y)-F(у)\ {<%) — Ù(y)\, 

для всѣхъ разсматривасмыхъ нами значены у, сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ: оно бу-
детъ постоянно чпсломъ ноложительнымъ, если въ промежуткѣ 

отъ у = ук до у = х 

ФѴНКЦІЯ f (у) имѣетъ величину X; напротивъ оно будетъ числомъ отрицательнымъ, если въ 
томъ же промежуткѣ 

отъ у = ук до у — х 
Функція f(y) имѣетъ величину 0. 

Следовательно разность 

Çj(y)dy—ÇoF{y)dy, 

равная 

$[[№ — F{y)\ \*(y)-Lï(y)\dy, 

навѣрно число положительное, если 

f(y) = L при ук<у<х] 

напротивъ эта разность число отрицательное, если 

% ) = О при ук<у<х. 

Такимъ образомъ подтверждается правильность нашего рѣшенія и доказывается 
единственность его. 

Небольшое исключеніе представляютъ тѣ случаи, когда х меньше всѣхъ 

У и Уѵ ) Уі 
или больше пхъ всѣхъ. 

Въ этихъ случаяхъ, очевидно, пнтегралъ 

С f (У) dy 

получаетъ при нашей Функціи f {у) свое наибольшее пли наименьшее значеніе; но онъ мо-
жетъ получать то же значеніе и при другихъ Функціяхъ f(y). 

Заішсвн <1>из.-Мат, Отд. 4 



§ 10. Покажемъ теперь, кауь при помощи ранѣе введенныхъ нами Функцій II и V, 
можно на самомъ дѣлѣ найти искомую Функцію f(y) или, лучше сказать, соотвѣтствующія  
ей числа 

Ус Уз, , Ус 

Предварительно условимся обозначать черезъ т] тѣ величины у, гдѣ происходить не-
реходъ Функціи f(y) отъ L къ 0, а черезъ ç тѣ, гдѣ происходить обратный переходъ отъ 
О къ L; при этомъ между числами тг) и ç не будемъ считать х. 

Условимся также произведете всѣхъ множителей z — Е обозначать черезъ F (z), а 
произведете всѣхъ множителей z — ч] черезъ Q (л). 

Наконецъ символами 
2 Н и У.Ѵ 
X X 

будемъ обозначать соответственно сумму всѣхъ меныпихъ х, и сумму всѣхъ т], мень-
ШИХЪ X. 

Этихъ обозначеній мы будемъ придерживаться во всѣхъ дальнѣйшихъ выводахъ 
о предѣльныхъ величпнахъ интеграла 

Çj{y)dy. 

Мы разберемъ здѣсь подробно тотъ случай, когда г число четное 2 « и требуется 
найти наименьшее значеніе интеграла 

У (У) dy. к 

Для рѣшенія нашей задачи приходится разематривать отдѣльно два предположен!я, 
которыя отличаются другъ отъ друга величиною Функціи f(y) для значеній у смежныхъ съ 
нулемъ. 

Въ одномъ изъ этихъ предположеній, которое мы назовемъ нервымъ, числа | и т) 
располагаются согласно слѣдующей схемѣ: 

въдругомъ, которое мы назовемъ вторымъ, они располагаются согласно слѣдующей схемѣ: 

о < % < Ii < < ! * _ , < nk < X < I* < . . . . < \ < |„_, < < l. 
Начнемъ съ перваго предположенія. 
При этомъ иредположеніи, произведя такія же выкладки какъ въ § 3, находимъ, что 

разложеніе разности 

, , Lz Lz* • Lz™ 
(.z — x) P(z)  
( « - ' ) e w 



но убываюіцимъ степенямъ z должно начинаться къ члена вида z 2 r !P t и что сл едовательно 

С) 
V (г) К' 

Ом ' 
г — х Р(г) гп 
z — I Q(z) С) С) ' 

игп[г) (z-l)Ç(z)U2n(z) 

гдѣ К означает'!, число постоянное. 
(О 

F С) 
Сопоставляя этотъ результат!, съ разложеніемъ —^— въ непрерывную дробь (24) 

Viz) 
приходимъ къ такой ФОрмулѣ 

z — x Р(г) 
Z — I Q(Z) , } | Ï2 

Уз 
2 — I И- . 

Ï2H 

1 - 1 7 

Z — 1 

которая равносильна двумъ 

(z-x) P(z) = (z—l) Ѵ^ ( Я ) н - у vl_pz),  

Q(z)= ü{'] (z) -н y U{"' (z). 
2П 4 ' 1 2П — 1 

Остается найти только постоянное число у. 
Оно определяется условіемъ, что цѣлая Функція, отъ z, 

(z — l) V{,) {z) -+- у F 1 ' 0 (z) 
v ' гпv ' ' гп — 1 4 

должна дѣлиться на z — х. 
Это условіе даетъ намъ уравненіе 

( j B _ ï ) F ( V ) + y 7 ( b ) (») = 0, 
V У 2rt 2Я — l 

откуда находимъ 
Л — ж) V (х) 
' 2П W 

I — („) 
F (X) 

2П — 1 > 

т е же функціи P{z) и Q (z) могутъ быть опредѣлены и другими Формулами. 
Для вывода другихъ Форму.гь замѣтимъ, что разложеніе разности 

«I . , а2П—1 
Lz Lz1 Lz™ 

(z-x)P(z) z—J 
z Q(z) Z * > 
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h . 
по убывающимъ степенямъ г, должно также начинаться съ члена вида , и что сл I, 

довательно 

< « - « ) ? ( « ) = ~ к " 

2П 2Л 

гдѣ К" число постоянное. 
F (Z) 

Затѣмъ остается сопоставить этотъ результап, съ разложеніемъ въ неире 
ü (о) 

рывную дробь (22), чтобы придти КЪ ФОрмулѢ  

(z-x) PU) _ 1  

*Q W , 

1 — 
д2П — 1 

4 m 

1 - - 4 

которая равносильна двумъ 

С) f") 

Что касается постояннаго числа д, то оно определяется уравненіемъ 

С) 
X V (х) 

д = ^ 
ѵ I "I 

V (X) 
2П—1 

Мы привели всѣ эти Формулы для того, чтобы рѣшить вопрось о возможности пер 
ваго предноложенія. Въ силу предложены, ирпведенныхъ въ § 5, условія этой возмож 
ности, очевидно, выражаются неравенствами 

I 
Y > 0 и д > О, 

которыя СВОДЯТСЯ КЪ ОДНОМУ 

là > О, 

такъ какъ y и д не могутъ одновременно оказаться отрицательными. 
Невозможность для y и à одновременно быть отрицательными вытекаетъ изъ слѣ  

дующихъ простыхъ Формулъ 

К' = Yi Y2 • • • • lin Y» к " = д і д 2 à2n д, 
(") (0 " '  

zV (z) V (z) K'+K" h - h 
2t» 2П _ __ 2n 2fl 

(z-l)u "'(z) V{,) (г) г2"-«-' Le2n~*~l 

4 ' 2M ' 2И 



которыя даютъ такое равенство 
и г 

L П Y« • • • • Ъп ( \ д2---- д2п д = Кп — Кп : 
гдѣ произведенія 

L Yl Y2 Ъп, LK К д2п 
и разность 

ч I 
Кп — Кп 

числа положительныя. 
Итакъ, первое предположеніе оправдывается тогда и только тогда, когда 

уд > О, 
т. е. когда 

О (") 
K a r t " (X) 

числа одного п того же знака. 
Тѣмъ же путемъ придемъ для второго предположенія къ Формуламъ 

z (г — X] Р (г) 1 
<2 M 

» 02 
1 — . 

ст — 1 

г С г п 

1 
z 

(z-x)P(z) = r^Jz)-cV2ii_l(z), 

(О 
V (iг) 

л 2 ПѴ 

JÔ ' 
F (X) 

2 П—1 
(г - J) (z - х) F (z) _ 1  

Q(z) 
1 -+-

z — 2 • 

z — l 

(z-x)P(z)= V2n(z) 

Q(z) = (z~l) U2JZ)4-8 U^2n_l(z), 

(")  
F (x) 

S = 2 n — 
V ( X ) 

2П — 1 

L c 2 . . . . c2n с -+- L 8l Ь„ s 2 r i S = h2n — 
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С) (") 

Отсюда видно, что второе нредположеше оправдывается, когда F (®) и F 2 n (x)  
числа различныхъ знаковъ. 

Итакъ, надо остановиться на первомъ иредположеніи при 

и на второмъ при 

О) (//) 
ѵт(х)>0 

О (") 
Ѵгп ¥) Кп (ж) < 0 • 

Подобнымъ же образомъ рѣшается наша радача и въ остальныхъ случанхъ, для ко-
торыхъ мы приведемъ здѣсь только окончательные выводы. 

§ И. I. Если даны 

L > f(y)> О, 

Г f(y) dy, 

п.условіе 

то наименьшее значеніе интеграла 

определяется при 

Формулами 

а при 

Ф о р м у л а м и 

<0 
ѵгп(х) Ѵ,п(х)>0 

(z-x)P(z) = l д. 
z Q (z) 

1 — . 

xV {x) 
д = -2n 

1 z 

F (ж) 
2 П—1 ' 

C) (") 
2П V > 2П  

2 ( г - ж ) JP(2) 1 

1 — £ L 

î — 
С2П — 1 

С2П 

F (ж) 
ом 4 ' 

1 - І -e 

О ' 
F (®) 

ом î 4 ' 

' 0 1 x x I 



II. Если даны 

Г f(y) dy = а 0 , J ' у f{y) dy = а , , , ^ у2 " / " (у ) dy 
и условіе 

£ > fly) > о, 
то наименьшее значеніе интеграла 

f f ( y ) d y 
о 

определяется при 
О со 

Формулами 
( г - ж ) Р(* ) _ j  

Я И г _ 

1 - А 

j _ 4 г п - и 
г — д 

V (X) 0 1 

гп 
а при 

Формулами 

о ") 
F (ж) F ( ж ) < 0 

2П -4- 1 V / 2П-4-1 V ' ^ 

Q (о) 1 - X l . 

1 — . 
С2П 

J С2П-»-1 

С) 
жУ (ж) х / , 

с = Г f(y)dy = L 2ті-2ф 
F (ж) 0 * 

2Я ' 
III. Если даны 

'о 

и условіе 

= j'oyf(y)dy=al,...., \[y-n-Xf{y)dy 

L > f (y) > О, 

то. наибольшее значеніе интеграла 

* f (у) dy 
* ЯС 

J . 
определяется при 

С) (") 
ѴЛ*) U(x)>0 



Формулами 
« -Р(') _ 1 

(z — x) Q (г) 1 с 

1 — . 
С2ІІ — 1 

1 - А -z 

С = 
(О 

x t/ (x) 2f> 
С) 

tf » 
, J e V ( y ) d y = L { . H - 2 1 1 - 2 1 } 

а при 

Формулами 

0) (") 
U2n(x) U(x)< О 

. = I  
x [z—x) Q(z) г__д± 

д2П — 1 

1 - ± г 
СО 

(«) 
à = Р " , Cf(y)dy=L{x + Z7)—sd 

тт 1 s 0 , I г ' 
îy (x) 

2fJ —1 
IV. Если даны 

f ' f (y) dy — a 0 , f ' y f (y) dy = a , , , j ' */2n f {y) dy 
и ѵсловіе 

L > f(y) > 0, 
то наибольшее значеніе интеграла 

jj(y)dy 

определяется при 

Формулами 
P(z) _ J  

(г — х) 

1 — . 

j _ ®2П-»-_!._ 
Z — С 

vi . » 
С = у , = s ç } 

F (x) 0 а s 

2П 



а при 

Ф о р м у л а м и 

С) (") 
U2n^(x)< О 

Р(') _ ! _ Л 
(*-*)<?(«) z _ ik ' 

д. гп -hi 
г — д 

д = 
(") ж 7/ (ж) гп-нг ' 
(") 

§ 12. Во всѣхъ нашпхъ разсужденіяхъ мы предполагали I числомъ конечнымъ. 

Посмотримъ теперь, какъ надо измѣнить наши выводы для I = оо. 
Воиросъ о наименьшей всличинѣ интеграла 

j'y{f(y)dy 

р ѣ ш а е т с я и для 1 = о о , очевидно, прежними Формулами, к о т о р ы я прпводятъ к ъ разложенію  
выраженія 

Г-F (У)' 
L С - ! 

1 f'F(y)dy 
L J0 (* —У) 

е 

въ непрерывную дробь 

1 - А -

1 с* « — 

Воиросъ же о наибольшей величин!; интеграла 

J y t f ( y ) d y 
*о 

падаетъ, такъ какъ ее можно сдѣлать произвольно большою. Вмѣстѣ съ тѣмъ приходится 
отбросить Функціп JJ[ , ,) и Ѵ { , , ) и тѣ непрерывный дроби, которыя такъ или иначе связаны 
съ ними. 

Далѣе иадаетъ воиросъ о наибольшей величин!; интеграла 

J Ф (y)f(y)dy 
Jo 

З&пкскі Фнз.-Мат. Отд. 



для всякой данной Функціп Ф (?/), производная которой г-го порядка постоянно остается, 
въ нромежуткѣ отъ у — 0 до у = 1, положительною; такъ какъ при нашпхъ данныхъ 
этотъ интегралъ можно сдѣлать произвольно большимъ. 

Вопросъ же о наименьшей величин!; того же, интеграла 

['ф (y)f(y)dy 
Jo 

рѣшается, очевидно по прежнему вмѣстѣ съ вопросомъ о наименьшей величинѣ интеграла 

У* f (У) dy. 

Теорема III, въ виду сдѣланнаго въ ней иредположенія 

г >1, 
теряетъ значеніе. 

Но можно было сдѣлать другое предположеніе: 

г < 0. 

Останавливаясь на этомъ предположены и для удобства полагая 

z = — t, 

мы можемъ рядомъ съ теоремой III поставить слѣдующую, которая сохраняетъ свою силу 
и при I = оо. 

Если при 

мы разложимг выраженіе 

въ непрерывную дробь 

Т е о р е м а IV. 

L > F(y) > 0 и t > О 

L L t 
- 4 ' l F ( y ) d y  

о - t У 

i - f -

1 -+-

то всѣ коэффиціенты с будутъ числами положительными и можно написать неравенства 

- 1 f' F(y)dy - 1 г Fi  
L } t -+- у 

< е < - і — (30) 



§ 13. Въ вопросѣ о предельныхъ величинахъ интеграла 

J'f(y)dy 

надо обратить, при 1 = оо, особое вниманіе на те случаи, где наиболыпимъ изъ всѣхъ  
введенныхъ въ § 10 чиселъ g и •») является некоторое 

Это последнее конечно, надо принять равнымъ оо. Такимъ образомъ вместо преж-
них!. і-1-2 частей, на который делятъ числа х, \ п т) промежутокъ отъ 0 до I, мы будемъ 
иметь только г —»— 1 частей, если не считать особенную часть между \ — оо и 1 = оо. 

Отбросивъ часть между двумя безконечностями мы вынуждены условіе 

все же остальныя требованія остаются прежними. 
Затемъ при изследованіи возможности решенія отпадаетъ требованіе, чтобы всѣ  

\ и 7] не превосходили I, такъ какъ I = со. 
После сделаиныхъ нами замЬчаній нетрудно уже преобразовать результаты, относя-

щіеся къ предельнымъ величинамъ интеграла 

для I конечнаго, въ соответственные результаты для / = о о , которые мыприводимъ ниже. 

I. При условіяхъ 

00 00 00 00 
jof(y)dy = ao, joyf(y)dy = *v...., Jo Угп~г f (y)dy = a2n_2, Jo ^n~lf{y)dy<a., 

заменить неравенствомъ 
f {У) dy = &i_] 

j'/-1f(y)dy<a._l; 

Çj(y)dy 

наименьшая величина интеграла 
L>f(y)> О, 

Çj(y)dy 
определяется Формулами 

z (z — x) Р(г) 1 

QO j £i_ 

1 — 
e 
g 
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если 

и Формулами 
Ѵ 1 (х) О к > 0 , 

(« — .ж) P(z) J_ 
ем ~~, 

1 — . 
С2П —1 
г — с 

С = 

С) 
Х F 2 „ _ . ( * ) 

(Л 
ж У (ж) — У (ж) 

2П—1 2ПѴ ' 

W .« I • \ 
FT, jof(y)dy = L 

если 

О » О к о -
И. При условіяхъ 

СО „00 „00 оо 
J 0 Ю d y = a 0 , J e y f û f ) ^ = e l l . . . . f J . i r - V W r f y « ^ , , Soymf(y)dy<c 

L > > 0, 
наименьшая величина интеграла 

fj(y)dy 

определяется Формулами 

(z — ж) P(z) 1 
в M 

1 — . 

с = 

С) - -ж У (ж) 
2 П И 1 

Л ж ) 

С2П-+-І  
Z — С 

если 

и Формулами 
О к О ) > о , 2Г»-НІ 17 2» 

«(« —ж)Р(я) I 
Q С) 1 — — 

1 — . 

1 

г О С2П-Н1 F (ж) 
— J , 

У ° (ж)-У(,) (ж)' 
2П 2П -H 1 



если 

III. При условіяхъ 

оо оо оо оо 
= ао> joyf(y)dy = a.1, , Jo yin *f(y)dy—a2n_„ /ц ym 1 f(y)dy<a2n_v 

L > f{y) > 0, 
наибольшая величина интеграла 

Çj(y)dy 
оиредѣляется Ф о р м у л а м и 

2 Р(2) 1 
(2 - x ) Q (2) х Cj_ 

1 — . 

1 - - І . г 

С), , 
жі/ (*) 

С = а 

и" («) 
гп—1 

, ff{y)dy=L[x + ?,T\— £§}, 
-'О , I I ' 

если 

и Формулами 

* ( « ) _ 1 
(2 - Ж) У (2) 1 Cl 

1 — . 
С2П—I 

С = 
с , „ г Ч (ж) 
"* 2П—1 ѵ ' 

С ) С ) 
£7 (ж) - t / (ж) 

2П —1 2П 
- О v i x ' 

если 

IV. При условіяхъ 

J™f{y)dy = «о» = J 0 ° V 2 n f ( у ) d y — a2fi—i> / 0 ° Ѵ " f(y)dy<oc2n, 

L > f ( y ) > 0 , , t 

наибольшая величина интеграла 

Cf(У) dy 
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определяется Формулами 
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если 

и Формулами 

(z-x) Q (z) 
1 — 

1 — . 
С2П 

1 _ С2П-«-1 

U < ° (*) 00 , , 
с = 2 П 7 ' , Г f{y)dy = L\x-+- 2 7 1 - 2 1 , 

•'о \ X X , и (x) 
2 П 

uILa*) U{Jx)>0, 

z P(z) _ J_ 
(z-x)Q(z) ~ 

1 — . 
С2П 

С = С) о  
xU (x)- U (x) 

2П V ' 2П-І-1 V ' 
если 

О 
C2,l -4- 1 X U (Я) x . 

, Jo f (y) dy = L\x271 — 

и{Ух) < 0 . 

Мы сохранили здѣсь обозначенія § 1 1 . 

§ 1 4 . Опредѣленіе коэФФиціентовъ 

с, д, у, 8, 
4 „ I 

по даннымъ числамъ а, не представляетъ никакихъ теоретическихъ затрудненій, но тре-
буетъ довольно длинныхъ вычисленій. 

Чтобы найти, напримѣръ, КОЭФФИЦІОНТЫ С можно поступать слгѣдующимь образомъ. 
Сначала обращаемъ выраженіе 

^ О . «1 , а2 . 
Lz ljzi Lz3 

e 
въ рядъ 

1 . ßo . ßl . ß2 . 



коэффиціенты ß котораго последовательно вычисляемъ по Ф о р м у л а м и 

L ß0 == а0,  

2 i ß 1 = 2 a 1 4 - a 0 ß 0 ) 

3 L ß 2 = 3 a 2 - 4 - 2 a i ßo-ьвоРі» 

4 X ß 3 = 4 a 3 - f - 3 a 2 ß 0 4 - 2 a 1 ß j - b o ^ , 

5 L ß4 = 5а4 -и 4a3 ß0 -+- За2 ßt ч - 2a1ß2 н - а0 ß3, 

Зат4мъ для разложенія ряда 

въ непрерывную дробь 

1 J o ^ і і . 
z z2 z 

(31). 

1 — 

вычисляемъ, при п = 1 , 2 , 3 , . . . . , величины определителей 

ѣ_ 

ßo ß n - ! 

ßi > ßa» > ßn 
J 4 + 1 — 

1 , ß o , ßl , ß „ _ l 

.ßo , ß l > ß2 , . . . . . ß„ 

ß„_,> ß„> ) ß 2 n -2 ßfl—1> ßn) ßn-Hl' ' $211—1 

съ помощью которыхъ находимъ наконецъ коэффиціенты с изъ такихъ Формулъ 

А ' , _ 
сі — с 2 — ^ , 

«п — 1 Л + 1 
С2п — с„_ . . = 

Б , Аг 

Б „ Д „ ' « н - 1 В п А п + ! 

(32), 

(33)* ) 

§ 15. Однимъ изъ слѣдствій добытыхъ нами результатовъ является такая теорема. 

*) S t i e l t j e s . Recherches sur les fractions continues. 



Если рядъ 

Т е о р е м а V. 

1 + М ѵ + ч 
s z 2 г 3 

обращается въ непрерывную дробь вида (С) : 

(С) 
1 — 

съ положительными числителями с; то должны быть положительными не только всѣ ею 
коэффиціенты ß, но и всѣ коэффиціенты а ряда 

— 1 і 1 1 
г г 2 г 3 

въ который разлагается его логарифмъ: 

Кромѣ того выраженія 

+ ^ + . ( , + А + А + . . . . f , 

при произвольномъ значеніи [х лежащем гполько между 0 и 1, должны разлагаться въ не-
прерывный дроби того же вида (С) и также съ положительными числителями. 

Пусть въ са.чомъ дѣлѣ 

Jo . . 3 _ 
z z 2 z 3 • • • 

e — 1 Jo_ h h 

z S*. 
1 - Л 



при чемъ всѣ числа 
С1 > С2 > сз > • • • • 

больше нуля. 
Обозначимъ, подобно прежнему, черезъ 

Г % 

А ) 
2П 

обыкновенную несократимую дробь равную 

1 — . 
С2П —1 

г С2П 
а корни уравненій 

Кп(*)=о П &„(*) = о 
соответственно черезъ 

Y ' Y ' Y ' ' . ' ' 
Ч > Ч ? • • • •, Ч» п ^ і і , Х -

Въ виду положительности чиселъ с, все эти корни бѵдутъ также числами положитель-
ными и расположатся въ возрастающему порядке такъ: 

W „ ' ^ У ' ^ > j ^ Y * ' 

Съ другой стороны, на основаніи иредыдущихъ изследованій, нетрудно видѣть, что 
числа U и г)' должны быть связаны съ коэФФиціентамп a уравненіями 

/ y' ' Y' ' Y ' 
Ч і — Cl -+- 4« — -*- V a0 

,2 y. ,2 ,2 y. ,3 ,2 y. ,2 
— 4 X — 4 -+-• L. — ?» = 2 œ ! 

,2« ,2П ,2И ,21» ,2П 2П 
I l — Ч — - 2 " ^ П — ? =2ПаІП-і' 

Здесь все разности 

больше нуля. 
По этому п все выраженія 

также больше нуля. 
Записки Ф из.-Мат. Отд. 

,к у ,к 

X — ч 

а 0 , 0 4 , . . . . , a 2 n _ j 
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Такимъ образомъ, въ виду произвольности числа п, мы убѣждаемся въ положитель-
ности всѣхъ коэффиціеігговъ а. 

Для доказательства второй части нашей теоремы замѣтимъ, что согласно разыскапіямъ  
§§ 1, 2 и 3 дробь 

и{,) (z) гп 

даетъ рѣшеніе вопроса о наименьшей величипѣ интеграла 

QPf{y)dy 

при условіяхъ, выражаемыхъ равенствами 

„СО 00 03 

J 0 f (у) dy = а0, Jo yf(y)dy = « l ) . . . . , join-1f(y)dy = «2n_l  

и неравенствами 
О < f(y) < 1. 

Следовательно въ условіяхъ этого вопроса ігЬтч. никакого протпвуречія.  
А въ такомъ случаѣ не можетъ оказаться никакого противурѣчія въ условіяхъ и но 

замѣнѣ неравенствъ 
О < f(y) < 1 

на неравенства 
О < f ( y ) < L , 

если все ирочія условія останутся безъ измѣненія п данное число L больше единицы. 
Что же касается вопроса о наименьшей величине интеграла 

j}inf(y)dy, 

когда даны 

. 00 00 00 

j 0 f(y)dy = %, J 0 yf(y)dy = al, , J e y-n f(y)dy=cL2n_x 

и неравенства 
0 < f ( y ) < L , 

то его рѣшеніе при произвольномъ п сводится, какъ мы видели, къ разложение въ непре-
рывную дробь вида (С) выраженія 

_?о , g l , а2 , 
Lz Lz3 Lz3 • • • • _L 

e равнаго ( l - ь - н j » - ь ^ -»- ) ' , 
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если L число конечное, и выраженія 

1 р а в н а г о і l o g і 1 4 - - ^ 4 - ^ 4 - - - - ' ) '  

если L — оо. 

Всѣ числители с этой непрерывной дроби, при / , > 1, должны быть положительными; 
такъ какъ ноявленіе отрицательныхъ числителей с указывало бы на несовместность на-
шихъ данныхъ: 

S0f(y)dy = «„ іо У f (у) dy = œ j, , Jo у2П 1f(y)dy = am_l, 

0 < f ( y ) < L , 

a обращеніе одного изъ числителей с въ нуль указывало бы на исключительный случай, 
при которомъ условія 

Cfiy)dy = a.0, j"yf(y)dy = а , J q ~ ] f ( y ) d y = а2п  

нссовмѣстны съ неравенствами 
0 < Ш < 1 -

Итакъ высказанная нами теорема доказана вполнѣ. 

§ 16. Въ заключеніе остановимся еще на томъ способѣ приблнженнаго вычисленія  
интеграловъ, который вытекаетъ изъ нашихъ изслѣдованій. 

Объ одномъ частномч, примѣненіи этого способа мы упомянули уже въ § 7 но поводу 
разложенія выражеиій 

1 f' F(y)dy - 1 f' F (у) dy 
L К S ~ y и 2 L J0 г ~ У 

е т Ч т е 

въ непрерывный дроби. 
Онъ состоять въ замѣнѣ вычисляемаго интеграла 

интеграломъ 
J 

\ fmin Ф (у) dy пли f fmax Ф (у) dy, 
'о О 
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который сводится къ суммѣ интеграловъ вида 

L Jj Ф (у) dy, L Ç Ф {у) dy, L J'I Ф {y) dy. 

Мы придерживаемся здѣсь обозначеній § 3, соединяя только и въ одномъ знак!; 
а т]' и 7]" въ одномъ знакѣ т\. 

Погрешность получаемой такимъ образомъ приближенной Формулы легко выражается 
черезъ среднее значеніе соответствующей производной ФѴНКЦІП Ф (у), согласно резуль-
татамъ § 6. 

Положимъ теперь 
Ф ( * / ) = < ? ' ( * / ) a F r (у) = g (у), 

имея въ виду сблизить иашъ способу приближенного вычисленія интеграловъ съ однимъ 
изъ способовъ, указанныхъ Чебышсвымъ въ статье *) «Sur les quadratures».  

При установленных!, нами обозначеніяхъ интегралу 

jJ(y)<P(y)dy 

сводится КЪ сумме 
Жф (I) — No (о) -+- L 2 ф (7)) — LI ф (£), 

где Ж и N равны 0 пли L. 

Съ другой стороны интегрпроваиіе по частямъ даетъ 

JЛ09(У) ? (У) dy = F (I) ф (l)-F(o) ф (о) — Ф (y)dy. 

Сопоставляя в с е наши замечанія, нетрудно придти к ъ приближенной Формулѣ вида 

(д(У) ? (у) dy = L' ф (I) —L" ф (о) - t - L 2 ? (?) — L2 ? (т)) ( 3 4 ) , 

где 
L' — F (і) — Ж и L" — F (о) — N. 

Въ этой приближенной Формулѣ F (у) означаетъ какую нибудь положительную Функ-
дію, удовлетворяющую условію 

F'(у)=д(уУ, 
такъ что 

F(y)=--^g{y)dy+C 

*) Journal de Lionville, II Série XIX, 1874. 



и постоянное G должно быть назначено согласно неравенству 

j"g(y)dy + c> о , 

при всѣхъ значеніяхъ у, лежащихъ между О я I. 
Затѣмъ число L ограничено неравенством!, 

L > \\j(y)dy+C, 

при тііхъ же значеніяхъ у. 
ІІаконецъ, если буквою і обозначить по прежнему число велпчпнъ £ и т), входящпхъ 

въ составъ приближенной Формулы (34), то ея погрешность можно представить въ виде 
произведенія 

Ко^Щ, 

где К число постоянное, а % заключается между 0 п I. 
Числа L' п L", вообще говоря, отличны отъ нуля и отъ ± L. 
Если же L' и L" приводятся къ 0 пли ± L, наша Формула становится по внешнему 

виду, совершенно одинаковою съ тою, которою занимается Ч е б ы ш е в ъ въ §§ 7, 8, 9 и 
10 вышеупомянутой статьи «Sur les quadratures». 

Вся разница состоптъ только въ величине общаго множителя при значеніяхъ ФѴНКЦІИ  
<р (у), взятыхъ по переменно со знаками -+- и — . 

Однако, благодаря измепенію величины этого множителя, мы можемъ утверждать, 
что въ нашихъ вычисленіяхъ не встретится мнимыхъ чиселъ. 

Для Формулы же Ч е б ы ш е в а вопросъ объ отсутствіи мнимыхъ чиселъ остается от-
крыты мъ. 

Равнымъ образомъ намъ неизвестно, чтобы кто нибудь нашелъ выраженіе дополни-
тельнаго члена этой Формулы. 

Числа L' и L" могутъ обращаться въ нуль пли ± L только въ тЬхъ случаяхъ, когда 
интегралъ 

Г 9 (У) dy, 
J А 

равенъ нулю или представляетъ одно изъ крайнихъ значеній интеграла 

jVo 9 (У) dy 
при 

О < у < I. 
Если интегралъ 

f 9 (y)dy 
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равенъ нулю, то для обращенія L' н L" въ нуль плн ± L мы должны положить 

С= 0 или С = L. 
Полагать 

С = 0 

можно только въ томъ случаѣ, если для всѣхъ значеній у, лежащихъ между 0 и I, имѣегъ  
мѣсто неравенство 

f09(y)dy> 0. 

Напротпвъ приравнивать G числу L можно только въ томъ случай;, если 

jV09(y)dy< О 

для всѣхъ значеній у, лежащихъ между 0 и I. 
Числу лее L . какъ при 

f09(y)dy> О (0 <у<1) 
такъ и при 

?09(y)dy<О (0 <у<1), 

мы должны дать значеніе не меньшее чѣмъ наибольшая изъ абсолютных!, велпчгшъ шгге-
грала 

У о (y)dv 
при 

о < у < I. 

Итак о, если 

f09(y)dy = О 
а интегралъ 

Ç09{y)dy, 

въ промежуткѣ отъ у = 0 до у = 1, сохраняешь постоянно одинъ знакъ, то приб.гижен-
нымъ образомъ мы можемъ представить интегралъ 

9 (У) ? (У) dy 

въ видѣ суммы произведены нѣкоторыхъ значены функцги о (у), въ промеоюуткѣ отъ у=0 
до у = 1, на одно и то же число L, взятое по перемѣнно со знаками -н и —. 



Это число L ограничено однимъ неравенствомъ 

L*>{?og(y)dy)\ 

которое должно оправдываться при всѣхъ значеніяхъ у, въ промежутке отъ у—0 до у—1. 
Сделаемъ теперь другое предположеніе : 

fog(y)dy = L, 

которое влечетъ за собою равенство 
С = О 

и возможно только въ томъ случае, когда для всего промежутка отъ у — 0 до у — 1 
величина интеграла 

f09(y)dy 

лежитъ между 0 и L и достпгаетъ значенія L при у = 1. 
Разсматривая при этихъ предположеніяхъ Формулу (34), мы нриходимъ къ следую-

щему заклоченію. 
Если для всѣхъ значены у, лежащихъ между Oui, имѣемъ 

0 <?09(y)dy<fog(y)dy,  

то приближеннымг образомъ можемъ представить интегралъ 

/0 9 ІУ) ? (У) dy 

въвидгь суммы произведены пѣкоторыхъ значены функціи о [у), въпромежуткіь отъ у— О 
до у—1, на величину интеграла 

Г 9 (У) dy 
• О 

t 

взятую по псремѣнно съ знакомь -+- и — . 
Прибавимъ, что за нижній предѣлъ разематриваемыхъ нами интеграловъ можно 

вместо нуля взять любое другое число. 

§ 17. Пусть, напрпмѣръ, 
9 (У) = У 

и намъ надо вычислить интегралъ 

f g (у) ? Шу= J y?(y)dy-
—1 - 1 



Тогда 
•Ы -1-1 
f О (у) dy — )' ydy = О 

- 1 —г 
и 

f g (у) dy = I'" ydy = • 

- г — 1 

Соотвѣтственно этому можомъ иоложпть 

• C = L = ± и F(y) = dÇ-, 

связывая приблпженпое выражепіе разсматриваемаго интеграла съ разложеніемъ въ не-
прерывную дробь одной изъ слѣдующпхъ четырехъ ф у н к ц і й о т ъ z: 

Уг dy  
г —у 

+ 1 

J у- dy 4-1 
J У1 dy 

z — 1 

У y*dy  
- Z — у 

— 1 
(z—l)e 

+1 

f 
- 1 

Мы не будемъ останавливаться на всѣхъ этпхъ непрерывных!, дробяхъ, а огранп-
чимся только первыми звеньямп одной пзъ нихъ : 

у1 У2 dy 

- 1 z —у 4 
2—1 , 3 

е = 1 — г О 1 7 
г + 1 ' 

2 135 
2 • 3 2612 

6615 г — 

Ея ІІОДХОДЯІЦИМЪ дробямъ 

2 , 2 2 — 2 — 2 3 3 135 
2 , 2 2 -4- —— 22 H —2 3 3 135 

соотвѣтствуютъ такія Ф о р м у л ы 

J ; у ? (у) dy = -L { ? (-§•) - ? ( - A ) } -+- X 

R- X ^ 

J y?(y) dy = T {? (zx) — ? (*,) -+- ? Оз) — Ф W K A ?V (?)» 
4 - 1 

J — 1 
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гдѣ 
1 - . / 22 л 

Ч — —X— ~з у Î 3 6 — 7 3 7 0 2 . . . 

« , = — « , = — - н ] / ~ = 0 , 0 7 0 3 5 . . . . 

д 1306 

и паконецъ 
„ „ « » 2 2 9 6 3 5 0 

о̂ и ç; 

нѣкоторыя среднія чпсла между —• 1 и -+-1. 
Для другого примѣра возьмемъ интегралъ 

J <Р (У) dy, 

гдѣ 
9 (У) = I-

Въ такомъ случае, для полученія Ф о р м у л у желаемаго вида, надо положить 

L = ^giy)dy = 2, F(y) = \ g(y)dy=\+y 
- 1 - г 

и разлагать въ непрерывный дроби слѣдующія выраженія 

У (1-f-y) dy (1 -У-у) dy У (1 H- у) dy у (1-ьу) dy 

J j 2 (в -у) 2 і 2 (« -у ) У 2 (« — у) У 2 (г — у) 
е . » T è r e , ( » — ! ) « 

Ограничиваясь опять первыми звеньями одной изъ этпхъ непрерывныхъ дробей, 
лучаемъ 

У (lH-y)rfy 
- 1 2 ( 5 - » ) -g-

(« — \)е = г —-J5- 
60 

3821 
16380 г 

3005293 
(3276) (3821) « 

г — . 

H соответственно подходящпмъ дробямъ 

z 
' ' , 13 

Z Z — — 

Записки Физ.-Мат. Отд. 



можемъ написать такія Формулы 

•+•1 
f — г 

Т ? (У) dy = 2 { 9 ( ) _ ? (0) н - ф 
13 

гдѣ 

360.75600 ' 

a Ç0, и Ç нѣкоторыя среднія числа между — 1 и + 1 


