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ПРЕДИСЛОВИЕ

Модель вязкопластической среды, построенная А.Ж.К. Сен-Венаном, 
Ф.Н. Шведовым, Э.К. Бингамом и X. Генки, в настоящее время является 
классической двухпараметрической моделью. Когда один из двух параметров 
равен нулю, она превращается либо в вязкую жидкость, либо в модель 
идеальной пластичности. В природе и технике существует достаточно 
много материалов, в которых необходимо учитывать свойства вязкости 
и пластичности совместно: различные виды грунтов, глинистые почвы, 
торфоматериалы, коллоидные растворы, порошкообразные смеси, смазочные 
материалы, цементные растворы, металлы при обработке давлением, пищевые 
полуфабрикаты, биожидкости и многие другие материалы. Обычно эта модель 
лишь кратко излагается в некоторых монографиях по вязкой жидкости: 
Лойцянский Л.Г. [46]; пластичности: Качанов Л.М. [37], Колмогоров В.Л. [38], 
Соколовский В.В. [85], Хилл Р. [93], Ишлинский А. Ю. [34], Ишлинский А. Ю. 
Ивлев Д.Д. [35] и др.; в общих курсах по механике сплошной среды: Мейз Дж. 
[49], Жермен П. [26], задачнике [50] и др.; или же в монографиях по реологии, 
например, Рейнер М. [78].

Во избежание путаницы необходимо оговорить, что в механике сплошной 
среды термин «вязкопластичность» традиционно употребляется как в 
деформационной теории, так и в теориях течения, причем в последнем случае 
синонимом термина «вязкопластическая среда» является термин «бингамовская 
среда» или «среда Бингама». Ниже в монографии рассматриваются именно 
бингамовские среды и некоторые их нелинейные обобщения.

Пожалуй, единственной монографией, целиком посвященной теории 
вязкопластических течений, была монография Огибалова П.М., Мирзаджанзаде 
А.Х. [58]. Однако в настоящее время эта теория пополнилась многими новыми 
результатами.

Книга состит из двух частей. Материал первой части: Климов Д.М., 
Петров А.Г. «Вязкопластические течения: динамический хаос, перемешивание» 
существенно отличается от существующих монографий тем, что в ней 
наиболее полно изложены все известные точные решения краевых задач, 
как стационарных, так и нестационарных, подробные постановки краевых 
задач в напряжениях и скоростях в функциях напряжений и в функциях 
тока, вариационные формулировки задач, асимптотические и вариационные



методы построения решений. Кроме того, изложены новые постановки 
задачи перемешивания вязкопластической среды в сосудах, граница которых 
периодически меняется со временем, и даны оригинальные подходы к 
исследованию этой проблемы.

Первые две главы - это введение в теорию вязкопластических течений. В 
них даны основные сведения из тензорного анализа и механики сплошной 
среды, а также постановки краевых задач для вязкопластических течений. 
Уравнения выписываются в общем виде в различных криволинейных системах 
координат. В гл. III дан подробный обзор точных решений задачи стационарного 
вязкопластического течения.

В остальных главах первой и второй частей изложены новые результаты, 
полученные авторами в ходе выполнения проектов, поддерживаемых 
Российским Фондом Фундаментальных исследований. Проекты были 
направлены на создание теоретических основ нового поколения пищевых 
технологических машин, работающих на вибрационно-волновых принципах. 
Работа по разработке и внедрению таких технологий ведется в Институте 
проблем механики РАН.

Результаты, опубликованные за первые годы выполнения проекта РФФИ 
093-13-17722 по разработке асимптотического метода решения задачи в 
тонком деформируемом слое: [22], [23], [60], по оптимизации процессов 
управления [59] и развитию вязкопластического течения [65], были ранее 
собраны в небольшом монографическом отчете [24]. Они вошли и в данную 
монографию в более расширенном виде с подробным выводом уравнений 
движения в тонком криволинейном слое и обоснованием на базе вариационного 
принципа. Основным же содержанием книги являются результаты, полученные 
и опубликованные авторами в ходе выполнения последующих проектов РФФИ 
96-01-01862, 99-01-00250 и 02-01-00567.

В гл. IV изложены многопараметрические серии точных решений задач 
нестационарного вязкопластического течения в «плоских» [61], [62], [66] 
и круглых [71] трубах. Решения описывают вязкопластические течения 
с переменным во времени жестким ядром под действием переменного 
во времени перепада давлений. Такие течения могут быть реализованы 
в лабораторном эксперименте. Полученные точные решения полезны для 
тестирования численных схем.

Гл. V посвящена приближенным методам исследования вязкопластического 
течения. Основное содержание -  это вывод уравнений движения среды в тонком 
деформирующемся слое, аналогичных уравнениям Рейнольдса. Приведены 
примеры решений уравнений в задачах вытеснения среды параллельными 
пластинами и дисками. Развитая здесь асимптическая теория применяется в 
последующих главах.



В гл. VI и VII излагаются постановки задач о перемешивании 
вязкопластической среды в сосудах, границы которых периодически меняется 
со временем. Предлагается оригинальный метод ее исследования. Для 
плоскопараллельного течения сначала строится функция тока. Затем изучаются 
уравнения Гамильтона для движения частиц жидкости. Гамильтонианом 
является построенная функция тока. Перемешивание связывается с 
динамическим хаосом, который возникает в полученной неавтономной 
гамильтоновой системе. Идея такого подхода обсуждается в монографиях 
[31, 102] и др. В силу сложности проблемы обычно ограничиваются 
рассмотрением простейших модельных задач потенциальных течений 
идеальной жидкости. В гл. VI и VII изучается процесс перемешивания для 
краевых задач нестационарного течения вязкой жидкости и вязкопластической 
среды с помощью оригинальной техники построения параметрических 
отображений Пуанкаре, следуя работам, опубликованных авторами. В работах 
[66, 69, 68, 72, 74] метод демонстрируется на решении задач классической 
механики, а в [64, 67, 70, 73] применяется для моделирования и описания 
процесса перемешивания в вязкой жидкости и вязкопластической среде.

С восьмой главы начинается вторая часть книги Климов Д.М., Георгиевский 
Д.В. «Вязкопластические течения: устойчивость». В гл. VIII даются общие 
сведения о нелинейных тензорных функциях в теории определяющих 
соотношений и о месте вязкопластической модели в этой теории. Приводятся 
материальные функции для различных глинистых и нефтесодержащих 
материалов, а также для крови, рассматриваемой с точки зрения биомеханики 
как феноменологически однородный объект с эффективными свойствами. Гл. 
IX посвящена нестационарным режимам движения вязкопластических сред. 
Наряду с обзором приводятся решения некоторых важных начально-краевых 
задач.

В гл. X и XI основное внимание будет уделено гидродинамической 
устойчивости вязкопластических течений относительно начальных малых 
возмущений. На основе вариационных (интегральных) методов будут 
даны достаточные оценки параметров устойчивости. Подробно исследуются 
классические стационарные одномерные сдвиговые течения, о которых идёт 
речь в первой части.

Гл. XII также посвящена устойчивости, но уже относительно малых 
возмущений самих материальных функций среды, в частности, малой вариации 
предела текучести. В качестве основных невозмущенных процессов взяты 
течения вязкой жидкости в конфузоре и над вращающейся плоскостью.

Книга полезна тем, кто интересуется разделами механики сплошной среды: 
гидродинамикой, механикой деформируемого твердого тела, реологией. Она 
доступна специалистам с университетским или техническим образованием.



Понимание всех разделов не требует специальных знаний, так как они 
изложены в самой книге.

Авторы благодарят рецензентов И.Г. Горячеву, А.Г. Куликовского и 
Д.Л. Быкова, взявших на себя труд ознакомиться с материалом книги и внести 
свои замечания, которые авторы по возможности учли. Большую помощь в 
написании глав 6 и 7 авторам оказал В.Ф. Журавлев, которому авторы выражают 
особую благодарность.

Авторы благодарны Сорокиной И.А., тщательно проверившей основные 
формулы и текст первой части книги и внесшей немало поправок.
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Часть первая
Вязкопластические течения: 

динамический хаос, перемешивание

(Климов Д.М., Петров А.Г.)



Глава 1

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ МЕХАНИКИ 
СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

В связи с необходимостью записывать физические соотношения в инвари
антной, т. е. не зависящей от системы координат форме, в механике сплошной 
среды (МСС) [26, 33,49, 82] используются тензоры.

1.1. Тензоры второго ранга

1. Определение тензора. Пусть имеются две декартовы системы коорди
нат, которые условно назовем старая и новая. Базисные векторы э \ новой сис
темы координат выражаются через старые базисные векторы э,-

Э/ = Cki k̂j =  Ф/> iyj =  1 j 2,3, (1.1.1)

где Cij — ортогональная матрица, 8ц — символ Кронекера. Здесь и далее по 
повторяющимся индексам подразумевается суммирование от 1 до 3. Формула
(1.1.1) называется законом преобразования базиса.

Тензор £ определяется как инвариантный объект, не зависящий от выбора 
системы отсчета. Для тензора второго ранга это означает равенство диад

I  =  ti/Щ  =  ?ЦЩ .  ( 1.1.2)

В (1.1.2) выражение э/э/ есть тензорное (или диадное) произведение векторов, 
которое часто обозначают э,- ®э). Скалярное произведение двух векторов э,- и за
будем обозначать э; • §), а их векторное произведение обозначим как э,- х э).

2. Закон преобразования. Соотношение (1.1.2) выполняется тогда и толь
ко тогда, когда компоненты тензора преобразуются по ковариантному закону

t'lj =  Сц1 Cjj'tl>j'. (1.1.3)

3. Инварианты. Три скалярные функции компонент тензора

— tu, /2 =  tijtij, /3 =  tijtjhthi (1.1.4)

не зависят от выбора системы координат. Такие функции называются инвари
антами тензора L Для симметричного тензора других независимых функцио-



нально инвариантов нет. Сумма диагональных элементов tu тензора, называется 
с л е д о м  тензора или его п е р в ы м  и н в а р и а н т о м .

Тензор называется д е в и а т о р о м ,  если его след равен нулю. Тензор А&ц 
называется шаровым. Любой тензор можно единственным образом представить 
в виде суммы шаровой части и девиатора

*«/ =  (J[/3)6ij + t?jt /, =  tu. (1.1.5)

4. Главные оси. Рассмотрим симметричный тензор L Привести тензор 
к главным осям означает найти базис э®, i = 1, 2,3, в котором матрица тен
зора ,* имеет диагональный вид. Для этого составляется характеристическое 
уравнение

*11 -  А /[2 *13
*12 <22 -  А *23
*13 *23 *33 -  А

=  0 .

После раскрытия определителя получим кубическое уравнение

А3 - / , А 2 +  /2А- / 3 =  0,

W i , /2 =  (Л2 -  /2) /2, ( 1.1.6)

/3 =  (У,3 -  3/,/2 +  2У3)/6.

Доказывается, что уравнение (1.1.6) имеет три действительных корня Aj, А2, .A3, 
которые называются собственными числами. Они и будут диагональными эле

ментами =  Ai, t°2 =  А2, t§3 =  A3.
Нетривиальное решение х\, Х2, Х3 вырожденной линейной системы

(*и — Aj)a:i +  ^ 2^2 +  *13*3 =  0

*12*1 +  (*22 ~  Aj)^2 +  *23*3 =  0  (1 .1 .7 )

*13*1 +  *23*2 +  (*зз — АОлГз =  О

определяет единичный вектор э ® =  (х\Э\+Х2Э2+хзэз)/(х1 +Х2+х3у /2. Векторы 
э 2 и а® получим аналогично, заменив в уравнениях Ai на Аг и Аз соответствен
но. Три единичных вектора э 9, i =  1,2,3 — взаимно ортогональны и образуют 
базис декартовой системы координат. Векторы, параллельные э 9, называются 
собственными. Они определяют три взаимно ортогональные собственные на
правления или главные оси.

Через собственные числа можно выразить инварианты

/1 =  Ai +  Аг +  A3, /2 =  Aj +  А2 +  A3, /3 =  А̂  +  А| +  A3,
I\ =  Х\ +  А2 +  A3, /2 =  А1А2 +  Ai A3 +  А2А3, /3 =  А1А2А3.

( 1.1.8)



1.2. Пространственное напряженное состояние

1. Вектор напряжений. В качестве £  рассмотрим тензор напряжений1 
а  =  сг/уэ/эу. Будем рассматривать классический случай, когда тензор а  — сим

метричный (сг/у — aji). На площадке с единичной нормалью п вектор напряже
ний р(л) имеет компоненты

P[a) = Vijnh i = 1,2,3. (1.2.1)

Как видно из (1.2.1), на каждой площадке, проходящей через одну и ту же 
точку пространства, вектор напряжений свой, поэтому Р ^  не образует вектор
ное поле в R3.

Нормальное напряжение N М на площадке есть проекция на единичную
нормаль п и согласно (1.2.1) имеет вид

дг(л) =  р(п)п . = ацп.п .' (1.2.2)

Проекция вектора Я-(л) на саму площадку называется касательным напряжением 
т W (рис. 1.1)

т (я) =  ^/\Р -п)\2 -  (NW )2 =  yjaijauttiink -  (сг//п,-и/)2. (1.2.3)

2. Эллипсоид напряжений. Коши предложил рассматривать равенство
(1.2.1) как линейное преобразование вектора п в вектор Р(п). Преобразование
(1.2.1) переводит сферу |Я| =  1 в эллипсоид, который называется эллипсоидом 
напряжений (рис. 1.2).

Заметим, что слово «тензор» («tensor») произошло именно от слова «tension» («напряже
ние», «усилие»).



3. Главные направления и главные значения тензора напряжений.
Система уравнений (1.1.7) для тензора а определяет три собственных направ
ления §i°, §2°, эз° и три собственные значения Ai =  <г\, Аг =  а^  Аз =  <73. 
Векторы §/ °, / =  1,2,3 направлены по главным осям эллипсоида напряжений и 
называются главными направлениями тензора напряжений. Собственные значе
ния 07 называются главными значениями. На площадке с нормалью § /0 вектор 
напряжений определяется так Р(п) =  сг/э/ 0 (суммирование по / нет).

Таким образом, главные направления и главные значения тензора напряже
ний имеют следующие свойства.

1. Кубическое уравнение (1.1.6) всегда имеет три действительные корня. 
Они и есть главные значения сгь сг2, аз.

2. Для каждого главного значения а/ из системы (1.1.7) находится одно глав
ное направление э; °, / = 1, 2,3.

3. Три главные направления Э10, §2°, Э30 взаимно перпендикулярны и на
правлены по осям эллипсоида напряжений.

4. Длины полуосей эллипсоида напряжений равны главным значениям тен
зора напряжений а\, a<i> <тз-

5. На площадке с нормалью главного направления щ 0 касательное напряже
ние равно нулю, а вектор напряжений Р(п) коллинеарен э,-0 и равен по величине 
главному значению 07, / =  1, 2,3.

6. В главных осях (декартова система координат с единичными векторами 
3J °, §2°, э3°) вектор Р(п) имеет составляющие а\П\> сг2^2> ^з^з> нормальная 
составляющая равна

Д/М =  а\п\ +  аъп\ +  азп\. (1.2.4)

4. Экстремальные значения компонент тензора. Нормальное напряже
ние (1.2.4), как функция компонент нормали к площадке N ^  имеет три экс
тремальных значения, равные собственным N =  a\tN ^  =  0*2, N3̂  =  
Отсюда имеем следующий вывод: наибольшее нормальное напряжение на пло
щадке равно наибольшему собственному значению.

В следующем пункте будет показано, что касательные напряжения имеют 
локальные экстремумы

Tl2 =  ^ k 2 “ ^l|. 7*23 = |̂сг3 — €7*21. Пз = 2^3 “ O'll (1.2.5)

и носят названия главных касательных напряжений. Максимальное значение 
равно наибольшему из этих трех значений числу. Таким образом, получим вто
рой вывод: наибольшее касательное напряжение на площадке равно наиболь
шей полуразности собственных значений.



Рис. 1.3.

<Т2 03

Круги Мора

Этот результат получен независимо 
Гестом (Gest J. 1900) и Мором (Mohr О. 
1900). Для плоского напряженного со
стояния результат был достигнут еще 
Сен-Венаном.

5. Круги Мора. Удобное двумер
ное графическое представление о тен
зоре дают круги Мора [89]. Из это
го представления легко получить гео

метрическое решение задачи об экстремумах нормальных и касательных 
напряжений.

Рассмотрим тензор напряжений <т,у. Будем предполагать, что собственные 
значения оу, i =  1,2,3 различны. Тогда их можно расположить в порядке воз
растания СГ[ < <72 < аЪ-

Пусть на площадке с нормалью Н(п\,П2, щ) вектор напряжений имеет 
нормальную а =  и касательную т  =  составляющие. В главных осях 
формула (1.2.1) для компонент вектора примет вид Р ^  =  о\П\, Р ^  =  02П2,
Яд”* =  СГ3Я3. Запишем формулы для квадрата длины и нормальной компоненты
(1.2.2) вектора Р^п\  а также условие для единичной нормали

of nf +  о\п \ + о \п \ =  сг2 +  т2,

o\tif +  СГ2Л2 + °гп \ — 0< ( 1.2.6)
nf +  п\ + п\ =  1.

Соотношения (1.2.6) можно рассматривать, как систему уравнений относи
тельно неизвестных nf, п\, я2. Разрешить ее можно так [26]. Введем квадратич
ную функцию /(сг) =  асг +  Ьсг +  с с неопределенными пока коэффициентами. 
Умножим первое уравнение (1.2.6) на а, второе на Ь, третье на с и сложим их. 
В результате получим уравнение

nf fieri) + n\f{o2) +  n\f(oz) =  /(сг) +  ат2,

в котором квадратичная форма произвольна. Выберем ее в виде 
f(cr) = (а -  02)(сг -  03). Тогда /(стг) =  /(<73) =  0, а =  1 и из уравнения 
получим nff(o i)  =  / (сг) +  т2. Отсюда находим nf

п2 = (сг -  <Т2)(0 -<?з) +  Т2
1 («Л -  02) (°2  -  03)

Выбирая квадратичную функцию 

f(a) = (0 - а \ ) ( 0 - 0з)



И

/(ст) =  (сг -  C7l)(<7 -  Ст2).

найдем
я2 =  {cr- а з  )(cr-o-i) +  r 2

2  (СГ2  -  СГ3 )(С Г З  -  С Г |)

п2 =  (o' -  cri)(g ~  oj) +  т2
3 (<*3 -  ^l)(^3 ~  04)

Определим геометрическое место точек с координатами = а, =  т 
при всевозможных положениях вектора п. Для этого нужно записать условие 
неотрицательности квадратов компонент нормали

(сг -  а 2)(а  -  аз) +  т2 =  (а -  £(а2 +  а 3))2 +  т2 -  | ( а 3 -  а 2)2 ^  О,

(а -  а 3)(а  -  а{) +  т2 =  (а -  £ (аi +  а 3))2 +  т2 -  £(а3 -  а ^ 2 < О,

(а -  а [)(а  -  а 2) +  т2 =  (а -  |( a i  +  а 2))2 +  т2 -  | ( а 2 -  a i)2 >  0.

Полученные неравенства определяют на координатной плоскости , тМ все
допустимые значения касательного и нормального напряжений на площадках. 
На рис. 1.3 множество допустимых значений изображено в виде затененной 
области, ограниченной изнутри окружностями с диаметрами <72 — а\, as — <72 
и снаружи окружностью с диаметром <73 — а\. Экстремальные значения каса
тельного напряжения г ^  — это радиусы кругов: Т12, Т23 и Т13, совпадающие с 
выражениями (1.2.5). Наибольшее касательное напряжение равно наибольшему 
экстремальному значению ттах =  Т13.

6. Девиатор и шаровая часть тензора напряжений. Как и любой тензор 
второго ранга тензор напряжений ац разлагается на девиатор 8ц и шаровую 
часть

ац =  -р5ц  -h sq, р =  —(сг 1 +  (72 +  <73)/3, (1*2.7)

гдер называется давлением.
Главные значения девиатора s\t $2 и S3 связаны с главными напряжениями 

Sa =  СГа +  Р, Л =  1,2,3.

7. Интенсивность напряжений. Первый инвариант девиатора £ равен ну
лю. Второй квадратичный инвариант связан с интенсивностью напряжений аНу 
которая вводится так

<7ц =  y/sijsij-

С помощью (1.2.7) ее можно выразить через инварианты тензора а 

a 2 =  сцсгц +  2рсгц +  Зр2 =  а цац -  3р2,



а также через главные значения тензора о

=  of +  &2 +  ““* (<̂ 1 +  +  ^з)2/3

или главные касательные напряжения

( 1.2 .8)

Покажем, что инвариант Т = ап/\/2  и наибольшее касательное напряжение на 
площадке ттах =  (<?з — 0*1 )/2  подчинены неравенствам

Обозначим Т2з/т1з =  г, тогда т\2/ т\ъ =  1 -  2 и равенство приведется к виду 

Т/ттах = \/2 /3 \Д Щ , f(z) = 2 - 2z + 2z2

Так как 0 <  z  1, то т а  х /(г )  =  2 при г  =  0 и г  =  1, т т / ( г )  =  /(1/2) =  3/2. 
Отсюда и получим неравенство (1.2.9).

8. Условие пластического течения. Алгебраическое неравенство

T{t,x) > r s, х = (хи х2,хг) (1.2.10)

называется условием пластичности Губера-Мизеса (MT.Huber, 1904; R.Mizes, 
1913). 2 В тех точках тела Jc и в те моменты времени t, где и когда оно спра
ведливо, наступает пластическое течение. Постоянная материала т$, имеющая 
размерность напряжения, называется пределом текучести при сдвиге.

С учетом (1.2.8) квадратичный инвариант Т можно выразить через собствен
ные значения 5), $2. «з девиатора напряжений и записать условие ( 1.2.10) так:

(s\ -  s2)2 + (s2 -  s3f  +  (si -  s3)2 > 6tj

или в силу (1.2.7) в виде

(<71 -  Ст2) 2 +  (<72 -  <73) 2 +  (<71 -  <7з) 2 >  6 т2 .

Условие (1.2.10) иногда записывают так сги > as =  т8у/2.
Значительно раньше был сформулирован другой критерий пластичности 

(H.Treska, 1868). Согласно нему пластическое течение возникает, когда макси

2Согласно С.П. Тимошенко это условие впервые было сформулировано Максвеллом в письме 
к Томсону (Тимошенко С.П. История науки о сопротивлении материалов, с краткими сведениями 
из истории теории упругости и теории сооружений. Гостехиздат, 1957).

(1.2.9)

т. е. равенство Т =  ттах верно с точностью до 15% [33]. 
Действительно, из (1.2.8) следует, что



мальное касательное напряжение т\$ превышает предельное напряжение сдвига 
т*, как и rs являющееся постоянной для данного материала:

Ттах =  т-13 =  (ст3 -  а \)/2  > т». (1.2.11)

Поскольку ттах «  7\ то критерии Мизеса (1.2.10) и Треска (1.2.11) близки 
друг к другу, а т5 =  т*.

Критерии Мизеса и Треска можно изобразить графически. С помощью ра
венств Т2 =  2, 7"i3 =  Ti2 +  Т2з и (1.2.8) величину Т2 можно выразить через
Л2 И 7*23.

Т2 =  | ( т,22 +  723 +  (т12 +  Т2з)2) =  |( ^ 2  +  723 +  Т^гз)-

Таким образом, поверхность текучести Мизеса Т =  т8 в осях Т|2 и 7*23 пред
ставляется уравнением

3
^2  +  *23 +  7127-23 =  , TI2 >  0, г23 ^  0. (1.2.12)

С помощью соотношения ттах =  Т13 =  Т12 +  Т23 поверхность текучести Треска 
Ттах =  г* представляется линейным уравнением

712+7-23=7-. (1.2.13)

Кривые (1.2.12) и (1.2.13) изображены на плоскости (Т12, 753) на рис. 1.4. Об
ласть, в которой отсутствует пластическое течение по критерию Мизеса, огра
ничена дугой эллипса и координатными осями. Отношение осей эллипса равно 
А  малая ось направлена по биссектрисе координатного угла. Часть плоскости, 
где отсутствует пластическое течение по критерию Треска, представляет собой 
равнобедренный прямоугольный треугольник, катеты которого расположены на 
осях (ti2, 7*23) и равны г* (рис. 1.4 а). При надлежащем выборе отношения rs/r* 
расхождение критериев невелико. В частности, если взять ts =  г*, то площадь

Рис. 1.4. Условия пластичности Мизеса и Треска



заштрихованной части эллипса равна 7г\/Зт5/12 =  0 ,453т* и составляет около 
90% площади треугольника ОАВ (рис. 1.4 б). При условии

Л2 =  7*23 =  Лз/2

критерии Мизеса и Треска тождественны. Именно этот случай реализуется при 
плоской деформации сплошной среды (см. разд. 1.6).

1.3. Кинематика деформируемой среды

1. Поле скорости. Распределение скоростей в малой окрестности 
сплошной среды. Движение сплошной среды полностью описывается по
лем скорости v =  1/,-эр. Компоненты вектора скорости Vi зависят от времени 
t и координат точки х(х\,х2,хз). Рассмотрим точку х и ее малую окрестность 
х +  5х, 6х(5х\, 5x2, бхг). Распределение скорости в малой окрестности можно 
описать с помощью тензора дисторсии vq =  dvi/dxj. С точностью до малых 
второго порядка 6х 2 поле скорости будет линейным по координатам Sxi.

Vi =  vf +  vitjSxj (1.3.1)

Тензор дисторсии можно разложить на симметричную и/у =  (vq + V j j ) / 2  и 
антисимметричную <j/y =  (vq — vhi)/2 части. Матрица а;/у выражается через 
компоненты вектора вихря гоШ

cji = ^(rotv)»

1 (  dv{ d vs \  
Ш2 ~ 2 \д х 3 d x j '

_  1 /  dvz 9^2 A
Wl 2 \d x 2 d x z )  ’

1 f  dV2 dv\ \  
Шз~ 2 \ д х 1 dx2) '

( 0  - Ш2 ^
Uij =  u>3 0

\ - u 2 0
Если подставить viч = ШЦ +  Ofj

(1.3.2)

то получим теорему Коши-Гельмгольца

v(x +  5x) — v(x) + ш x Sk+v* v* — vijSxj. (1.3.3)

Первые два слагаемые правой части совпадают с формулой Эйлера для распре
деления скоростей точек твердого тела; v(x) — поступательная скорость в точке 
х, ш — вектор угловой скорости. Последнее — третье слагаемое v* определяет 
чистую деформацию. В абсолютно твердом теле v* =  0.

2. Тензор скоростей деформаций. Деформационное течение определяется 
тензором

Щ =  о(у<У +  » /Д (1.3.4)



Выясним как изменяется элемент сплошной среды 6х. Изменение вектора 6х 
обусловлено тем, что конец и начало его движутся с разными скоростями v(x) 
и v(x +  5х). Отсюда с помощью (1.3.3) имеем

d5x _ -  _
—  = и х  5x + v* (1.3.5)

Умножая обе части равенства (1.3.5) скалярно на вектор 6х, получим

Ь х ^ -  — Sxv* =  vuSxiSxj. 
at

Учитывая тождество
f d S x  1 d -+ -  1 d\Sx\2 i f xd\8x\

-  2 S (fa& >  -  2 "У- -  |&|Уг’
найдем относительное удлинение волокна среды, направленного по единичному 
вектору п

1 d\Sx\
Vijnitlj, (1.3.6)

Если единичный вектор ft направить по оси Х\, он будет иметь компонен
ты #(1,0, 0). Тогда из (1.3.6) получим, что относительное удлинение волокна 
направленного по оси х\ будет равно v\\. Таким образом, диагональные эле
менты тензора скоростей деформаций ^11,^22.̂ 33 ~  это о т н о с и т е л ь н ы е  
у д л и н е н и я  в о л о к о н ,  направленных по соответствующим координатным
ОСЯМ Х\,Х2, Х3.

Покажем, что удвоенные значения компонент с неравными индексами 
2^12,2^13, 2^23 равны изменениям углов 0i2.0i3.023 между волокнами распо
ложенными в направлении координатных осей соответственно Х\,Х2\ х\,хъ и

Для этого выберем два бесконечно малых вектора р и Р  вдоль координатных 
осей Х\ и Х2. Запишем для них уравнения

dpi/dt =  (ш х p)i +  Vijpj, i =  1,2,3,

d v jd t  =  (ш x P)i +  уцЩу i =  1,2,3.

Умножим первую группу уравнений на а вторую на pi и просуммируем их. 
Тогда получим

= Щр+  T t ^  =  2viiuW  =
так как (шхp)itSi+((2xP)iPi =  0. Для скалярного произведения имеем равенство 
рр = \р\\Р\ cos012. Подставляя его в уравнение и учитывая, что в начальный



момент времени co s# i2 =  0, sin ^12 =  1, получим

№ l ^ ^  = 2"i2№|.
Отсюда следует

2^12 =  —dQyi! dt, 2^3 =  - dO\$/dt, 2^3 =  —de^/d t.

Удвоенные компоненты с неравными индексами 2^12, 2^ 13, 2^23 называются 
с к о р о с т я м и  с д в и г а  и определяют скорости изменения прямых углов меж 
ду волокнами, направленных по координатным осям.

3. Главные направления и главные значения. Для тензора скоростей де
формаций справедливы все выводы, которые получены для тензора напряжений 
в разд. 1.2. Его можно привести к главным осям э Эг> э §, в которых тензор v 
будет иметь диагональный вид

V =  U\Э  ̂-Ь Uyb 2 +  ^зЭ 3Э I

где и\, U2 , щ  — главные значения тензора v.
Из рассмотрения кругов Мора для тензора скоростей деформаций полу

чим, что собственные значения u\,U2,u^ являются экстремальными значени
ями относительных удлинений. Если расположить их в порядке возрастания 
U\ ^  U2 <  ^з, то и\ будет наименьшим, а щ  — наибольшим относительным 
изменением волокон. Наибольшая скорость сдвига равна итах = и^ — и\.

4. Инварианты. Интенсивность деформаций. Первый инвариант тензора 
скоростей деформаций v

оц = и\ -b U2  +  W3 =  divfT

определяет кубическое расширение частицы среды. Для несжимаемой среды он 
равен нулю, а тензор v является девиатором. В дальнейшем будем рассматри
вать только несжимаемые среды. Второй инвариант связан с интенсивностью 
деформаций уи, которая вводится так

=  yjvijvij-

Для наибольшей скорости сдвига итах =  и\ можно получить неравенство 

Umax =  Щ -  U\ =  V 2 v „  ^ (2/ \ / 3) U  «  1, 156/, (1.3*7)

аналогичное (1.2.9).



1.4. Уравнения движения сплошной среды

1. Формула дифференцирования по времени интеграла, взятого по по
движному объему. Рассмотрим интеграл

J F(t,Xi)dV
V

от функции F, взятой по области V, которая движется вместе с частицами сре
ды. Такую область будем называть материальной. Производная от интеграла, 
взятого по материальной области будет определяться формулой

j t J F(t, Xi)dV =  J ^ dV +  j  FvndS. (1.4.1)
V V dV

Здесь первый интеграл учитывает изменение функции F от времени, а второй, 
взятый по границе 8V, — изменение материальной области. Символом 8V обо
значена граница области V, vn — проекция скорости на внешнюю нормаль к 
границе 8V (Подробный вывод этой формулы приведен, например, в [82]).

Пользуясь теоремой Гаусса-Остроградского, формулу (1.4.1) можно записать 
так

i , j Fd V- j { % +a- W ) dV ( ,А 2 >
V У

Введем понятие полной производной по времени от функции F(t,Xi). Она учи
тывает закон движения материальных частиц х&), / =  1,2,3. По правилу диф
ференцирования сложной функции 

d , . чч 8F dxi 8F

Заменяя
dxi
~dt =  vi9

получим выражение 
c t f ^ d F  8F_ 
dt ~  dt +V‘dXi'

(1.4.3)

которое называется полной производной по времени от F . Второе слагаемое
(1.4.3) называется конвективной производной. С помощью формулы полной 
производной (1.4.3) производную интеграла (1.4.2) можно записать так:

j,SFdv‘ S { ii+Fî ) iv
V V

(1.4.4)



2. Закон сохранения массы. Сохранение массы вещества в материальной 
области V с помощью формулы (1.4.2) можно записать в виде

где р — плотность вещества в момент времени t в точке пространства с коорди
натами Х(. Учитывая, что это равенство имеет место для любого материального 
объема, получим дифференциальное уравнение

Это уравнение называется уравнением неразрывности. Его можно записать так
же в виде

Для несжимаемой среды плотность частицы сохранятся, что выражается 
уравнением dp/dt =  0. Таким образом, закон сохранения массы в несжимаемой 
среде записывается в виде двух уравнений

Уравнения (1.4.5)-(1.4.8) нетрудно записать в любой криволинейной системе ко
ординат. Для этого достаточно выразить дивергенцию вектора diva или div(pa) 
в этой системе координат по соответствующей формуле (см. разд. 2.1.3).

Если заменить в (1.4.4) подынтегральную функцию F на pF, то под интег
ралом в правой части получим

Таким образом, формулу (1.4.4) можно записать в следующей компактной 
форме:

v v

dp +  d(pvj)
dt dxi (1.4.5)

dp/dt +  pdivo =  0. (1.4.6)

dp/dt =  0, divu =  0.

Если среда однородна и несжимаема, то

(1.4.7)

р =  const, diva =  0. (1.4.8)

и, пользуясь уравнением неразрывности (1.4.6), упростим

V V

(1.4.9)



3. Уравнение количества движения. Закон изменения количества движе
ния для материального объема среды можно записать так

^  =  J pgdV +  J P{n)dS. (1.4.10)
V dV

Здесь Q — количество движения среды, заключенной в материальном объеме V

v
Применяя формулу (1.4.9), получим

d 0
dt ! dv

i v

Правая часть (1.4.10) — это сумма сил, действующих на среду. Первое слагаемое 
— это суммарная сила тяжести. Второе слагаемое — это сумма поверхностных 
сил. Преобразуем проекцию суммарной поверхностной силы на ось Х[ с по
мощью формулы (1.2.1) и теоремы Гаусса-Остроградского

dv dv V
Таким образом, закон (1.4.10) можно записать так

dV

и отсюда получим дифференциальные уравнения движения, которые удобно 
записать в тензорном виде

Р ( ^ )  =  +  DlV~ ‘ (1-4.11)

Такая форма позволяет легко записывать уравнения в любой криволинейной 
системе координат. Для этого достаточно спроектировать соответствующие век
торы на орты системы координат и воспользоваться соответствующими форму
лами для компонент дивергенции тензора (см. ниже разд. 2.1.3).

В декартовой системе координат уравнения количества движения имеют вид

( д Vi dvi \  дап .
+У1Щ ) ~ № + Щ ‘ ' - 1'2’3' (1.4.12)

4. Закон изменения кинетической энергии. Из уравнения (1.4.11) можно 
получить закон изменения механической энергии. Для этого нужно умножить



обе части уравнения на и,- и просуммировать их по i = 1,2,3. Затем воспользо
ваться тождествами

d(vi<Jij) дVi __ d(vj<Jij)( d v \  d v2 dan
p \  d i ) t Vi = pTt~2 ' Vi^  = dx: -  a.

4 dx, dx/
- o ,4v‘i-

После подстановки получим уравнение изменения кинетической энергии в 
дифференциальной форме.

d v2
Gi j V i j . (1.4.13)

Левая часть уравнения — изменение кинетической энергии среды в единице 
объема. В правой части первое слагаемое — работа в единице времени (мощ
ность) внешних массовых сил тяжести, второе слагаемое — мощность внешних 
поверхностных сил и третье слагаемое — мощность внутренних поверхностных 
напряжений. Чтобы получить закон изменения кинетической энергии в матери
альном объеме V нужно проинтегрировать обе части уравнения (1.4.13) по объ
ему V и воспользоваться теоремой Гаусса-Остроградского и формулой (1.4.9)

d_n _  дт(е) . дr(e) i д/(0
(Ц * -*  КИН —  I y ,g  I ‘‘ VllOB I ■‘ ЧЮ В

EK„H = f p % d V ,
V

Âiob = J ViGijTljdS,

4 е) = J p ( g d ) d V ,
v

Мюв = — f  crijVijdV

(1.4.14)

Здесь л£е), Л4&, N £ B — мощности в объеме V внешних массовых сил тяжести, 
внешних поверхностных сил и внутренних поверхностных напряжений.

Мощность внутренних поверхностных напряжений Л^оВ определяет поте
ри механической энергии. Для классических моделей сплошных сред величи- 
на А^ов ^  0. Противоположная ей по знаку величина D =  -А^ов называется 
диссипируемой в объеме V механической энергией. Она определяет ту часть 
механической энергии, которая переходит в другие виды энергии, например, в 
тепло. Диссипируемые энергии в единице объема и в объеме V не могут быть 
отрицательными

GijVij ^  0
- / d V > 0.

Мощность силы тяжести можно представить как изменение потенци
альной энергии силы тяжести £ пот

4 е) = - ^ 1 , £ пот =  -  JpgiX idV  =  J p g z d V ,

где z
v v

координата, направленная вертикально вверх.



Если движение среды происходит в области, на границе которой поверх
ностные силы работы не совершают, то закон (1.4.14) можно представить как 
закон изменения полной механической энергии Е 

dE
=  Е)у Е =  EKliH +  Епот. (1.4.15)

Заметим, что работа внешними поверхностными силами не совершается на 
твердой стенке и на свободной поверхности. На твердой стенке вследствие 
условия прилипания v =  0 мощность равна нулю п/оуу/гу =  0. На свободной 
поверхности Г обычно задается условие отсутствия касательного напряжения 
т(л) __ о, а нормальное напряжение равно постоянной величине ро. Тогда 

Г dVViGijtlj =  VnPo =*► / Vnp0dS =  P0~jJ' 
г

Так как объем несжимаемой среды не меняется dV/dt =  0, то NnJB =  0 и закон 
(1.4.15) также имеет место.

1.5. Классические модели несжимаемых жидких сред

Для построения моделей жидких сред нужно установить связь между деви- 
аторами скорости деформации и напряжений. Для изотропных сред это соот
ношение не должно зависеть от выбора направления осей декартовой системы 
координат. В тензорно линейных моделях такая связь задается соотношениями

Sij =  2 Kvij, dij =  p5ij +  S{j, (1.5.1)

в котором К может зависеть от второго и третьего инвариантов тензора v (пер
вый инвариант в несжимаемой среде равен нулю). В классических моделях 
предполагается зависимость К только от второго инварианта. В качестве вто
рых инвариантов тензоров v и а удобно ввести U =  vuV2 и Т = ан/у/2. Тогда 
из (1.5.1) вытекает следующее соотношение между инвариантами

Т =  UK, Т =  у /Sij Sij/ 2 , U = J b ^ j .  (1.5.2)

В связи с (1.2.9) и (1.3.7) зависимость (1.5.2) можно приближенно заменить на 
Ттах =  итахК и найти зависимость К(итах) из эксперимента.

Если связь (1.5.1) установлена, то, подставляя ее в уравнения движения 
(1.4.12) и присоединяя уравнения (1.4.7) или (1.4.8), получим замкнутую систе
му пяти уравнений для определения функций p.p, v\% i>2. з̂-

Несмотря на кажущуюся простоту, соотношения (1.5.1) описывают сложные 
нелинейные зависимости напряженного состояния среды от скорости деформа
ции. Однако соотношение (1.5.1) не исчерпывает всех возможных моделей для



жидкостей. Общий подход к построению моделей с самыми общими нелиней
ными связями деформаций и напряжений изложен в гл. VIII.

1. Идеальная жидкость. В соотношении (1.5.1) принимаем, что К = 0. 
Тогда тензор а будет шаровым

<7ij = -p5ij. (1.5.3)

Касательные напряжения на площадках в идеальной жидкости отсутствуют, т. е. 
7  =  0. Эта простейшая модель введена Эйлером. Модель не содержит ни одно
го феноменологического параметра. Она хорошо описывает инерционные эф
фекты жидкости и применяется для изучения течений с большими скоростя
ми, кавитационных течений, существенно нестационарных течений, течений со 
свободными границами, для описания волн на поверхности тяжелой жидкости. 
Однако эта модель не описывает трение на границе жидкости с движущемся 
в ней твердым телом. Диссипируемая энергия aijVij тождественно равна нулю, 
потерь механической энергии нет. Эти эффекты учитываются в более сложных 
моделях.

2. Вязкая ньютоновская жидкость. В соотношении (1.5.1) принимаем, 
К =  /х, где /х — феноменологическая постоянная. Она называется коэффициен
том динамической вязкости. Тензор напряжений определяется так

&ij — P&ij "Ь 2/ХУ/у =Ф‘ 7  — flU.

Для сдвигового течения около твердой стенки vx =  ky, vy =  vz =  0 получим 
закон Ньютона для трения вязкой жидкости о твердую поверхность у  =  0

г  =  сгху =  \id v jd y .

С помощью этой формулы измеряется коэффициент ц. Единицей измерения ц  вг
системе СГС принята HI =  1-------, называемая пуазом. Коэффициенты вязкос-

см • с
ти (j, для некоторых жидкостей при температуре 20°С приведены в табл. 1.1.

Таблица 1.1

Вещество р, г/(см • с) Вещество /х, г/(см • с)

Ацетон 0,00337 Ртуть 0,0159
Спирт метиловый 0,00632 Масло оливковое 0,9
Вода 0,0105 Масло машинное 6,6
Спирт этиловый 0,0122 Масло касторовое 12
Уксусная кислота 0,0127 Глицерин 13,9

Диссипируемая энергия вязких жидкостей в единице объема вычисляется так: 

(TijVij =  2pLVijVij = TU — /jlU2 =  Т2/ц.



3. Идеально пластическая среда. Для коэффициента К предполагается 
следующая зависимость от инварианта U:

К  =  ts/U.

Отсюда получим соотношение 

оц =  -p5ij +  2rs Vij/U, Т =  rs.

При течении в идеально пластической среде второй вариант тензора напряже
ний постоянен. Максимальные напряжения на площадках близки к постоянному 
значению rs. Диссипируемая энергия идеально пластической среды такова

SijVij =  TU =  tsU.

4. Вязкопластическая среда. Зависимость коэффициента К от инварианта 
U такова

К = р + rJU ,

а реологические соотношения имеют вид

07/ =  -pSij +  2(р +  Ts/U)vij, Т = pU + rs.

Эти соотношения для общего трехмерного течения введены Генки (Hencky H.Z., 
1925) [98]. Среда определяется двумя параметрами: р — динамический коэффи
циент вязкости, Т5 — предельное напряжение сдвига.

При т8 =  0 получаем вязкую жидкость, при р =  0 — идеально пластическую 
среду.

Предельное напряжение сдвига имеет размерность давления. За единицу из
мерения т8 в системе СИ принят паскаль 1Па =  1Н/м2 =  10г/(смс2). Единицу 
измерения коэффициента вязкости П можно выразить через паскаль-секунду 
1П =  ОЛПа • с.

В табл. 1.2. приведены данные этих характеристик для смесей глицерина с 
мелко размолотым порошком мела и глины, а также смазки «фаэтол».

Таблица 1.2

Вещество Тг,Па д1,Па*с рг г/см3

Мел с глицерином, весовое отношение 3:2 2,9 4,39 1,7

Глина с глицерином, весовое отношение 4:5 6,44 2,55 1,5

Смазка «фаэтол» 11,5 22 1,?

В движущейся вязкопластической среде может быть жесткая зона, в которой 
скорость деформации равна нулю U =  0. В этой области второй инвариант Т



неопределен и подчиняется неравенству Т ^  т5. Окончательная формулировка 
реологического соотношения, учитывающая наличие жестких зон, будет такой

s,, = 2<M + j,/U )v i l 'l 
Т = ts + ц и  J
Т <  ts , U = 0.

(1.5.4)

Это соотношение можно разрешить относительно компонент тензора дефор
маций и выразить их через компоненты тензора напряжений. Полученное со
отношение будем называть обратным соотношением девиаторов напряжений и 
деформаций

и  = ( Т -т 3)/(л 
U = 0,

т > Ts,

Т <  rs.

(1.5.5)

Диссипируемая энергия в ядре равна нулю, а в области U > 0 определяется 
так:

SijVij = TU = piU2 + tsU =  (Т2 -  т3Т)/(л.

1.6. Плоская задача

1. Общий вид тензоров скорости деформаций и напряжений. Важным 
случаем, часто встречающимся в приложениях, является плоская задача. Тече
ние в этом случае определяется полем скорости, компоненты которого имеют 
следующий вид

Vl = Vi(t,Xi,X2), V2 = V2(t,Xi,X2), v3 = 0. (1.6.1)

Тензор скоростей деформаций для плоской задачи упрощается

/Щ\ 012 0 \
Щ = Oi2 V22 О

\ 0  0 0 /

Для несжимаемой среды тензор v имеет всего две независимые компоненты

Vu = -V 22 =  dvi/dxi, Vi2 = (dv\/dx2 + dv2/dx{)/2 .

Девиатор напряжений для вязкопластической среды имеет также две независи
мые компоненты, определяемые по (1.5.4)

5ц =  2 (/X +  Ts/U )vn , Si2  = 2(n +  Ts/U)v 12, и  =  2(uf, +  vf2) l/2.



2. Закон преобразования. Ортогональные 
преобразования на плоскости сводятся к поворо
там системы координат на угол а. Координаты де
картовой системы х =  Х\, у =  *2, z =  Ч  преоб
разуются при повороте с помощью ортогональной 
матрицы (рис. 1.5)

( cos a sin а  
- s i n  а  cos а  

О О

х ' =  ;ccosa +  у sin а , у' =  - х  sin а  +  у cos а,

Рис. 1.5. Преобразование по
ворота

z'  =  z. (1.6.2)

Компоненты тензора у  в новой системе координат х ', у' находятся по закону 
преобразования компонент тензора (1.1.3)

v'n =  CuCyVij, v'l2 =  CUC2jVij,

v'u =  (cos2a)ou +  (sinacosa)i»i2 +  (sinacosa)t»2i +  (sin2a)i/22.

v[2 =  (—cosasina)t»n +  (cos2a)oi2 -  (sin2a)o2i +  (sinacosa)t>22.

Для плоской задачи удобно переобозначить компоненты тензора так: 
v\\ =  vxx, V\2 =  vxy. Тогда закон преобразований получим в виде

vxiX' =  vxx cos 2a +  vxy sin 2a, vx<yi =  —vxx sin 2a +  vxy cos 2a. (1.6.3)

3. Инварианты. Главные значения. Наибольшие скорость сдвига и 
касательное напряжение. Закон (1.6.3) можно представить в виде

х̂'у* ~  \J®хх ^ху cos (2a  2ао), ^х'у' ~  tfcy sin(2a  2ас),

tg 2a 0 =  vxy/vxx.

Следовательно,
1) главные оси х', у' расположены к оси х под углом ао и ао +  п /2;
2) главные значения тензора v равны ±^Jv\x + v\y и являются соответственно 
наибольшим и наименьшим значениями компоненты vx>y>;
3) .в главных осях х', у' тензор v имеет вид

( ф х х  + 4 у 0 \
\  0 - ^ v 2xx + v2xy )



4) наибольшая скорость сдвига достигается на площадке а  = ао +  7г/4, распо
ложенной под углом 45° к главной оси тензора напряжений

«шах =  2тах |оду  | =  2^jvlx + vly =  U.

Этот результат получится также при рассмотрении кругов Мо
ра. Располагая главные значения тензора v в порядке возрастания 
(щ = -U /2 , и2 =  0, «з =  U/2), найдем итах = uz~U \ = U.

Таким образом, для плоской задачи скорость скольжения итах тождественна 
второму инварианту U =  2^jv^x +  v\y тензора скоростей деформации.

4. Реологические соотношения для вязкопластической среды. Прямое 
и обратное реологические соотношения (1.5.4) и (1.5.S) для плоской задачи при
мут вид

ГsXx =  2(/х +  ts/U )vxx, sxy = 2{fi +  Ts/U)vxy, U > 0, 
\ Т  < ts, U = 0;

(1.6.4)

_  T —rs ^
VXX------n $XJ(>

U = 0,
2 p

T - ts
Vxy = ~ 2f j r Sxy' T > TS, 

T  ^  ts.
(1.6.5)

Для плоской задачи зязкоппастического течения скорость скольжения и наи
большее касательное напряжение тождественны инвариантам U и Г, для кото
рых имеют место соотношения

U =  2 ф 2хх + ъ1у, Т  =  ф 1 х +  sly =  y j(ахх -  аху)2/А + а\у, g
Т = ts + pU.

Площадки с наибольшей скоростью сдвига и наибольшим касательным на
пряжением совпадают. Направление такой площадки называется направлени
ем скольжения. В системе координат х ', у ' с осью ж лежащей в направлении 
скольжения, тензоры v, s  и а  имеют вид

С помощью обратного закона преобразования (1.6.3) можно выразить через U 
и Т  компоненты тензоров v, s и а в произвольной системе координат х, у

vxx = —(( / /2) sin 2а, vxy =  (U /2) cos 2а,
sxx = —Т sin 2а, sxy = Tcos2a, (1.6.7)
ахх — —р -  Т s in 2а, <тХу =  Т cos 2а, ауу =  - р  + Т sin 2а, 

где а  — угол между направлением скольжения и осью х .



Таким образом, плоскопараллельное вязкопластическое течение имеет сле
дующие свойства:

1) направления площадок с наибольшей скоростью сдвига (скорость сколь
жения) и наибольшим касательным напряжением совпадают;

2) условия пластичности Треска и Мизеса в плоской задаче тождественны.
5. Система уравнений Сен-Венана. Сен-Венан [83] выбрал в качестве

искомых функций две компоненты скорости vx =  и, vy =  w и три компоненты 
тензора напряжений сгхх =  ах, аху =  т, сгуу =  сгу и получил для них замкнутую 
систему уравнений, эквивалентную системе уравнений в случае чисто пласти
ческого течения. Он записал уравнение неразрывности (1.4.8) и два уравнения 
движения (1.4.12). Для двух оставшихся уравнений он сформулировал два усло
вия:

1) на площадке, где касательное напряжение является наибольшим, это по
следнее равно постоянному максимальному напряжению сдвига то;

2) на площадке, где касательное напряжение является наибольшим, скорость 
относительного сдвига также наибольшая.

Пользуясь этими условиями он получил

Далее Сен-Венан делает замечание: «если к компонентам напряжения приба
вить соответственно члены

то те же уравнения будут пригодны для изучения ламинарного движения жид
костей, в которой существуют касательные напряжения двух родов, одни — за
висящие от скоростей, другие — не зависящие от скоростей» [83].

Таким образом, Сен-Венан почти вплотную подошел к созданию модели 
вязкопластической среды. Последний шаг до конца Сен-Венан не сделал. По
этому вместо неравенств у Сен-Венана фигурирует равенство (1.6.9) для иде
альной пластичности. Необходимый реологический закон (1.6.4) для вязкоплас
тической среды им не приводится.

/ dw д и \ j  (dw  д и \  
\д у  дх )  /  V дх +  ду )

(1.6.8)

Т2 =  max т\,у, =  г2 +  ((ау -  ах)/2)2 =  т2. (1.6.9)



Глава 2

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 
ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ

В этой главе рассматривается модель несжимаемой однородной вязкоплас
тической среды.

Система уравнений для трех компонент вектора скорости и, давления р и 
шести компонент девиатора напряжений £  состоит из следующих уравнений:
1) уравнения количества движения (1.4.11) (три);
2) уравнение сохранения массы (1.4.7) (одно);
3) уравнения, связывающие девиаторы напряжений и скоростей деформаций,
(1.5.4) (шесть). Выпишем эти уравнения в тензорном виде

' pdv/dt = -g rad  р +  Div^s +  pg,

Напомним, что Уц — компоненты тензора скоростей деформаций, а характерис
тики деформационного U и напряженного Т состояния среды с точностью до 
постоянных множителей являются вторыми инвариантами девиаторов скорости 
деформаций и напряжений (формулы (1.5.2)).

Первые два уравнения системы (2.1.1) выполняются во всей области £1. В 
области ft поле скорости — дважды непрерывно дифференцируемо, а поле дав
ления и девиатора напряжений — непрерывно дифференцируемо. Область те
чения ft состоит из двух частей: область пластического течения ffy и жесткая 
зона ft5. В области девиаторы напряжений и скоростей деформаций связа
ны между собой соотношениями Генки (группа соотношений системы (2.1.1)

2.1. Уравнения трехмерного движения. 
Граничные условия

2.1.1. Уравнения в тензорной форме

divu =  О,

(2.1.1)
Т = ts + цЦ, 
Т ^  т$

U >  0 .

U = 0 .



с U > 0) и однозначно вычисляют
ся из уравнений движения. В облас
ти f\  скорости деформаций равны ну
лю, а напряженное состояние не опре
делено. Оно подчинено лишь условию 
Т =  ^StfSij ^  т5.

Тензорная форма уравнений удобна 
для записи их в любой криволинейной 
системе координат. Для этого нужно вос
пользоваться формулами для компонент 
векторов dv/d t, grad/?, Div^g, divt? в со
ответствующей системе координат и под
ставить их в уравнения (2.1.1). Вывод 
этих формул приводится в руководствах 
по тензорному анализу [12, 39] или в 
учебниках по механике сплошной среды 
[82] или гидродинамике [39, 46].

Рис. 2.1. Координатные линии и базис
ные векторы

2.1.2. Ортогональная криволинейная система координат

1. Базисные векторы, коэффициенты Ляме. В механике сплошной среды 
часто используется общая криволинейная система координат. Они вводятся с 
помощью замены х =  x(qi tq2, qz), У =  yiqi, q<i, ?г), z =  z(qltq2, q2) -  рис. 2.1.

При постоянных cj2t <73 уравнения замены определяют координатную линию 
q\. Аналогично при постоянных ?з и ?ь Я2 определяются координатные ли
нии q2 и #3. Координатные линии взаимно ортогональны, если

{Щ) =  о, 1 7̂  U / , / =  1,2,3,

где ё/, i =  1,2,3 — базисные векторы, параллельные координатным лини
ям. В этом случае элемент радиус-вектора, который в декартовой системе 
имеет вид г =  Xdx +  Jdy +  kdz, удобно разложить по базисным векторам 
? =  H\dq\e\ +  Я2^72^2 -hH ^dq^. Тогда для элемента длины получим соотно
шение

dr2 =  H\dq2 +  H2dql +  H2dqf ,

в которое не войдут перекрестные произведения dqidqj, i ^  /.
Коэффициенты Н\, Я2, Я3 называются коэффициентами Ляме (Lame, 1834). 

Через них можно выразить все тензорные величины, входящие в уравнения 
(2.1.1) движения среды.



2. Компоненты ускорения, в криволинейной системе координат можно 
вывести методом, который применяется в классической механике при выводе 
уравнений Лагранжа [28, 40],

d v \  J_  fd _ d T  _  д Т \  
d t ) ~  H t\d td q i д ъ ) ' 1 - 1' 2 ' 3 T = \(H lq t + H U l + H lql).

Подставляя после дифференцирования обобщенные скорости qi = 
получим

( d v \  _ ± (  d(HjVj) of Щ  v\ дН2 v\ д н Л  . _
\ d t ) i Hi \  dt H\ dqi H2 dqi Hz dqt J  ’ 1 l , A 6

Ч /Ъ ,

3. Компоненты градиента давления, (gradp),- =  i =  1,2,3.
4. Компоненты дивергенции тензора.

(Div~ )l ~ щ д т ъ W i iH2fi3Sn)+ W 2 {HzHxSn)+ i k {HxH2Sxz),

+
S)2 dH\ sj3 дН\ s22 дН2 S33 dHz

+
Я,Я2 dq2 H\HZ dqz HXH2 dqx Я,Я3 dqx ’

(D ivs)2
1

H\H2HZ 

si2 dH2

0^-(H2HzS\2) + — ^(HzH\s22) + ~^(H \H 2s2Z) +

+ +
S23 dH2 sn dH\ S33 dHz

H\H2 dq\ H2HZ dqz H\H2 dq2 H2HZ dq2 ’

(Div s)z = H\H2HZ _dqx (Я2Яз5,з) +  dq2 (ЯзЯ‘*2з) +  Qqz (Я'Я2533) 

s,3 dHz s23 dHz 5ц dH\ s22 dH2

+

+H\HZ dq\ H2HZ dq2 HxH2 dqz H2HZ dqz '
Подставляя найденные выражения в первое векторное уравнение (2.1.1), полу
чим три уравнения для компонент.

5. Компоненты тензора скоростей деформаций.
v2 dH\ vz dHx_  \_dvx

V u ~ H [ d ^ x + НХН2 dq2
+ Я,Я3 dqz ’

_  \ d v 2 vx dH2 vz dH2
V22 ~  H2 dq2 Я,Я2 dqx H2HZ dqz ’

_  \ d v z vx dHz v2 dHz
ЩЪ ~  Hz dqz Я,Я3 dqx H2HZ dq2 '

1 /  1 dv2 1 dvx\  1 (  dHx dH2\
Щ2 ~ 2 U i dqx +  H2 dq2)  2Я,Я2 Г  dq2 + °2 dqx ) '



_ 1 / 1  dvz 1 dv\
у ,э"  2 \н [ Ъ й  +  7Гг ЩьЩг 2 \Hidqt + Hzdqz) 2Я ,я Д

1 ( ± . 0*  + ____ 1— (

1 _1_ Л * \  1 (.
и23 2 \Я 2 дс\ч +  Я3 dqz)  2Я2Я3 V

1 /  1 9у3 1 flt/2
2 \Т Ь ^ 2  + Ж д К

6. Уравнение неразрывности.

-  , , 1 {д(щН2divi» =  V\\+V22+V22 =  у  0 ^div £7 =  VU+V22+V22 =  { - ^ -  +
d(viЯ2Я3) | d(v2HzHi) | Э(1>3Я,Я2)

&7i dq2 dqz ) - °
7. Реологические соотношения.
sq =  2 (д +  Ts/U)vij, 1, /  =  1,2,3.

Я =  [2(i/2 +  0| 2 +  vy  +  ц у22 + 02з +  u|3) j1/2

Г =  [*<4 +  s 22 +  53з) +  4  +  4  +  4 ] 1/2
Приведенные формулы можно применить для записи физических зато

нов в декартовой, цилиндрической, сферической и многих других системах 
координат.

2.1.3. Уравнения в различных ортогональных системах координат

1. Декартова система координат, х, у, г. Единичные векторы (орты) на
правлены по осям I, /, k, а все коэффициенты Ляме равны единице

Градиент давления:
(grad р)х =  др/дх, (grad р)у =  др/ду, (grad р)г =  др/дг. 
Дивергенция тензора:

(Div ,*)* =  dsXx/dx + dsXyfdy +  dsxJ d z ,

(D*v f̂)y =  ds*y/dx +  dsyy/ду  +  dsyZ/dz,

Hi = I, i =  1,2,3. 
Ускорение:



(Div s)z = dsXz/dx  +  d sy jd y  +  dsZz/dz.
r u

Дивергенция вектора:

div и =  dvx/dx  +  dvy/dy  +  dvz/d z  =  vxx +  vyy + vzz

Компоненты тензора скоростей деформации:
_  dvx _  1 ( dvx dvy \

Vxx~ ~ d x ........ Vxy~  2 [ d y  + ~dx) ’ "  "
Вторые инварианты:

и  = [2 ( 4  + V2yy +  v2zz) +  4 (v2Xy +  V2XZ +  vlz)}1/2

T =  [(&  +  syy +  4 ) / 2 +  (4  +  4  +  4 )]
11/2

Подставляя найденные соотношения в уравнения (2.1.1), получим требуе
мую систему уравнений. В области пластического течения ее кратко можно 
записать так

dvi dvj 
dt JrV'dxj

£ - o .uX[

Щ + 2^  + гт‘ ш Х ' и ) + ш ‘ i , /  =  1,2,3. (2.1.2)

где Х\ = х, Х2 =  У , хз =  z  и v\ = vx, V2 = vy , из =  vz. По повторяющимся 
индексам предполагается суммирование.

2. Цилиндрическая система координат, г, ф, 2 вводится с помощью за
мены декартовых координат: х = г cos ф, у  =  г sin ф, z  =  z (рис. 2.2).

Единичные векторы (орты) ег, ёф, ег определяются через связь элемента 
радиуса-вектора в декартовой и цилиндрической системах координат

dr =  drer +  Ыфёф +  dzez =  d x l + d y j  +  dzk.

Коэффициенты Ляме: Hr = 1, Нф =  r, Hz =  1. 
Ускорение:

dvr dvr , dvr dvr <иф
at or r dip dz r

_ д щ  , п д0ф , 0ф диф дьф ьгуф 
dt r dr r d<j> г dz г

_ d v z dvz vr dvz dvz
dt r dr r d<f> 2 d z '

Градиент давления:

(grad/?), =  (grad/?)* =  (grad p)z =



Рис. 2.2. Координатные линии и базис
ные векторы в цилиндрической системе 
координат

Рис. 2.3. Координатные линии и базис
ные векторы в сферической системе ко
ординат

Дивергенция тензора: 
dsrr

(Div s)r = 

(Div s)^ =

dr
dsr<p

1 д5фг dszr srr
г дф dz r
1 dS(p(j) dsZ(j) Sf-ф +

dr r dф dz r
dsrz 1 ds(f)Z dszz Srz
dr r dф dz r

(Div s)z =

Дивергенция вектора:
_ 1 d(rvr) 1 dv<p dvz

i ", ” - - r S r  + 7 W  + ^ - v"  + 4
Компоненты тензора скоростей деформации:

| +  Vz.

dvr /1  dv<f> vr \  1 ( dv<k va 1 dvA
Vrr ~  ~дг' Ьфф- \ 7 ~ д ф + 7 J '  игф~ 2 \ д Г ~ Т  + г д ф ) '

dvz 1 ( dvr dvz \  1 / 1 dvz dv<j,\
Vzz ~  d z ’ Vrz ~  2 \  dz + dr )  ' ифг~ 2  \ ? 1 ф + l z )

3. Сферическая система координат. R, в, ф
х — R sin в cos ф, у =  R sin в sin ф, z = Rcos9.

Единичные векторы (орты): ёц, ёд, ёф (рис. 2.3).



Коэффициенты Ляме: Hr =  1, Hg = R, Щ  =  /?sing. Соотношения для 
радиус-вектора в декартовой и сферической системах координат имеют вид

Зг = dR$R +  RdOeg + R sin ddtpe'f, =  dxT +  d y f + dz3.

Ускорение:

d d \ dvR dvR щ dvR
1 =  “=— +  vR-qFT +  — ~̂ 7T +

Щ dvR Vg+Vl
dt dR

dt )g  dt +VRdR +  R дв ' Я sing дф

R дв Я sing дф 

| Уф dvgd v \  dvg t _ dvg t VgdVg ( Уф dvg VRVg v
R

(d V \  _  дУф дУф УддУф Уф дУф УКУф ЩУф  ̂ а
K dtJ j, dt +Vr dR + R дв +  Я sin в дф + R  +  R g ' 

Градиент давления:

(*rad',)* -  m  (grad',)* " s i > (gradrt* -  дзнгЦ -
Дивергенция тензора:

1(Di v s )R = ^  +  i ^  +  v ~)R dR R d e

1(Div s)g = ? i* l + L<*M +
K ~ fe 9R R дв R sin e  дф

+  (3SRg +  (Sgg — вфф) ctg в),

1
(Div s)j, = ^ SR<t> + * ,
( Л)ф dR + R дв + R sin e  дф
Дивергенция скорости:

дЧф f  ^ ( 3 ^  +  2% c tg 0).

^  _ 1 d(R2vR) ,
divy =  „„ +

1 (  d(vg sing) дУф
Я2 dR R sind  V дв 

Компоненты тензора скоростей деформации
) -

VRR +  Vgg +  Щф-

Vrr =
dvR
d R ’

_  1 dVg Vr

99 R дв +  R ’

v/гФ

1 дУф Vg Vr

Щф~  R sine  дф + R Ctge+ R ’

I f  1 dvR , дУф Уф\  ̂ _  1 fdvg dug ^ l_ dvR ̂
“  2 V is in g  дф +  ~dR r ) '  Vr9~ 2  \d R  R + R дв )  '

v°*=m & - v*ctgl>) 2R  sin g дф *



Базисные векторы в декартовой, цилиндрической и сферической системах 
координат взаимно ортогональны. Такие криволинейные системы координат на
зываются ортогональными. Характеристики U и Т во всех криволинейных ор
тогональных системах координат выражаются через компоненты тензоров так

и  =  [2(t>2 +  у§2 +  4 з )  +  4(uf2 +  v\z + 4 з ) ]1/2

Т =  [(«И +  4 >  +  s33>/2 +  S?2 +  s ?3 +  52з ] 1/2

2.1.4. Граничные условия

Уравнения по форме близки к уравнениям Навье-Стокса для вязкой жидкос
ти. Поэтому на границах области течения можно выставлять такие же условия 
как и для вязкой жидкости. Обычно существуют два вида граничных условий. 
На твердых движущихся границах ставится условие прилипания

И=Ь, x e d V v. (2.1.3)

Такое условие будем называть условием в скоростях.
Второй вид граничного условия связан с заданием силы /, распределенной 

на границе

-p m  +  Si/rij =  Д-, х е  dVf . (2.1.4)

Такие условия называются условиями в напряжениях.
Могут ставиться смешанные граничные условия: на одной части границы 

dVv выполняется условие (2.1.3), а на второй части дЦ — условие (2.1.4).
Металлы при обработке их давлением имеют отличительную особенность. 

Если касательное напряжение на поверхности контакта превышает некоторое 
пороговое значение, то может иметь место скольжение металла по поверхности 
инструмента [38]. В этом случае граничные условия ставятся так: 1) нормаль
ные скорости среды и граничной поверхности равны; 2) разность vs касательной 
скорости среды и касательной скорости инструмента связывается с нормальным 
ап и касательным напряжением ат по закону трения Кулона <jt(vs) =  kan, где 
k — коэффициент трения, зависимость aT(vs) задается.

Условия на границе ядра. Для вязкопластической среды могут 
реализоваться два различных по своему характеру течения. В первом случае 
решение краевой задачи (2.1.1), (2.1.3) и (2.1.4) таково, что во всех точках 
области U > 0. Такое деформационное всюду течение с гладким полем 
скорости близко по своему характеру к течению вязкой жидкости. Во втором 
случае гладкое во всей области решение краевой задачи отсутствует. Тогда при 
решении следует учесть внутри области течения жесткое ядро, в котором U =  0. 
деформации отсутствуют U =  0. Для определения границы этой области на ней



нужно выставить шесть условий, вытекающих из равенства нулю компонент 
тензора деформаций.

Щ\ =  V22 =  ЩЗ = Щ2 =  ЩЗ =  ^23 =  0. (2.1.5)

Применяя к области ядра закон количества движения, можно получить 
соотношение, которому должно удовлетворять распределение напряжений на 
границе дП8, движущейся со скоростью D в направлении своей нормали

- [d t j

Поскольку область ядра fis в разные моменты времени состоит из различных 
частиц среды, то левая часть равенства отличается от dQ/dt в законе изменения 
количества движения (1.4.10). Разница равна потоку количества движения через 
поверхность ядра, за счет поступления и ухода из него частиц среды. Она 
учитывается в третьем слагаемом правой части (2.1.6). Вывод и применение 
этого соотношения для различных частных случаев приводится в гл. IV и V.

Возникает задача с неизвестной границей, аналогичная краевой задаче 
Навье-Стокса со свободной границей. Следует отметить, что в отличие от 
условий (2.1.3) и (2.1.4), условия (2.1.5) не ставятся, а выводятся из краевой 
задачи.

pvdV = J  P{n)dS + J  pgdV  +  J  pv(D -  vn)dS. (2.1.6)

2.2. Двумерные движения

Если в какой-либо криволинейной системе координат <7ь <7г. Яз компонента 
скорости оз тождественно равна нулю, а остальные компоненты скорости не 
зависят от ^з, то такое движение называется двумерным. Примерами двумер
ных движений являются осесимметричные и плоскопараллельные течения. Эти 
примеры наиболее часто встречаются в теоретических и экспериментальных 
исследованиях.

2.2.1. Уравнения осесимметричного движения

При осевой симметрии удобно рассматривать уравнения движения в цилин
дрической или сферической системах координат. Осевая симметрия означает 
независимость компонент скорости и тензора напряжений от угловой перемен
ной ф. Течения, в которых компонента Уф Ф 0, называются течениями с закрут
кой. Мы рассмотрим течения без закрутки Ьф = 0. В этом случае надо найти 
три функции vr, vz, р в зависимости от г, z  и времени t. Приведем уравнения 
движения в цилиндрической системе координат. Их можно получить из общей



системы уравнений в цилиндрических координатах, полагая в ней 

Уф = dvr/дф =  dvz/d4> = др/дф = О

л о. „ дх)г, „ диЛ  _  дР , , 5szr , 2srr 4
Р V dt+ r dr+  2 dz )  +  +  r

„ ( ^ 1  4. 7. _l_ „ dVA  -  dSrZ J_ dSzZ _L ^2
\  0/ r <?r 2 dz /  dz dr dz

1 d(rvr) d v z _ n
r dr + dz ’

+ $zz

( , ТЛ  vr (  , ГЛ f  dvr . dvz \
\ f ,+  u ) Srz ^ { Р + ц ) ( dz + « г )

где

U =
1/2

(2.2.1)

2.2.2. Уравнения плоскопараллельного движения

Поле скорости в декартовой системе координат имеет две компоненты vy 
и не зависит от координаты г. Уравнения упрощаются и их можно воспроизвес
ти в окончательном виде в любой криволинейной системе координат.

1. Уравнения в декартовой системе координат.

Р

Р

dvx dvx dvx \
- d t +V* l £ +V^ )

Vxdx +Vy dy )
dvy
dt

dx dy

dp dSjcxdsXy
dx dx dy
dp dsxg _  dsxx
dy dx dy

U =  yj A{dvx/dx)2 +  {dvjdy  +  dvy/dx)2,

2. Уравнения в ортогональной криволинейной системе координат, с
коэффициентами Ляме Н\,Н2, третий коэффициент #з =  1. Для плоскопа
раллельного движения координаты вводятся с помощью замены х = x{q\ ,



у  =  y(qu q2). Задача сводится к отысканию трех функций V\t V2,р, зависящих от 
двух координат qu q<i. Уравнения нетрудно получить из общих формул криволи
нейных ортогональных координат (см. разд. 2.1.2), полагая в них Щ =  1, 1/3 =  О 
и производные по <73 от всех функций равными нулю. Тогда получим компонен
ты ускорения

'd (HjVi) _  v [ m  _  у \д Н 2У 
dt Н\ dqi H2 dqi ,

i =  1,2;

, , ч 1 dpкомпоненты градиента давления (gradp),- =  — 7— и компоненты дивергенции
Hi oqi

тензора
/гл. ч 1 Г д  . д  . дН2 дНЛ(DlV s)i =  77-77- д- ( Я 25ц) +  д— (Я,5,2) +  5ц -д— +  Sl2—  ,

~  п\Н 2 [oqi cfq2 oq\ dq2

,TV \ 1 5 > , d  . дЯ2 dH\(DlV s ) 2 =  77-77- 7ч- ( Я 25,2) -I- д— (Я,522) +  S127T- -  Sn—-
~  /7i/72 aq2 oq\ Щ2

Подставляя найденные выражения в первое векторное уравнение (2.1.1), по
лучим два уравнения для его компонент

/ д{Нхух) d{Hxvi) d(HiVi) vf Щ  v\ д н Л  1 dp 
1 dqi 2 dq2 H idqi H2 dqi i H\dqi

P_ 
Hi \ dt

+
1

Я,Я2
d . a  . а я 2 а я /

k  \
( ш « 2> , . . Ш ъ )  , . 8{Н-Л) 

щ -  + щ~ д Г + г~ Щ Г
v2x dHx v\ dH2
Hi dq2 H2 dq2

1 dp 
H2 dq2

+
1 d  . d . dH2 dHx 

и  и  a T ^ 2Si2  ̂+  a l~ (^ is22) +  Sl2 o r/7i/72 [ ^ 1  C^2_
Компоненты тензора скоростей деформаций

1 ОД ^2 ОД 
Уп “  TTidqi +  Тйн2 ~dq2

1 / 1  dv2 1 а и Л  1 (  dHi dH2\  
Щ2 ~  2 U  dqi +  H2 dq2)  Я,Я2 Г  dq2 +  °2 a?1 j

Уравнение неразрывности имеет вид
1 ( д(Н2щ) d(Hiv2) \

HiH2 \  dqi +  dq2 )
div if =  Vu + v22 =

Реологические соотношения

sq =  2 (p +  Ts/U)vij, i , j  =  1, 2.+  U,22*



3. Уравнения в полярной системе координат, г, ф можно получить, под
ставляя в предыдущие уравнения коэффициенты Ляме Н\ =  1, //2 =  г

1. Безразмерные переменные. Приведем безразмерный анализ уравнений 
вязкопластического течения подобно тому, как это делается в гидродинамике 
[40, 43, 46, 15]. Вводим безразмерные переменные

где T ,L ,V  — характерные время, длина и скорость течения среды, g  — уско
рение силы тяжести. Тогда для скорости деформации и реологического закона 
получим

Давление р входит в уравнения движения под знаком производной. Пусть ха
рактерное изменение давления равно 8р происходит на длине порядка /, тогда 

др _  8р др'
dxi I дх\'

Величина I, вообще говоря, отлична от L. Например, для течения в трубе ха
рактерная длина L, на которой меняется скорость равна радиусу трубы, а за I 
следует принять длину трубы, на которой задается перепад давления.

р \ д{гуф) д(гуф) Уфд(гуф) 1 1 др dsr<i> 2 1  dsrr
г dt Vr дг г д ф  г дф dr г г dф ,
1 d{rvr) 1 дУФ_
г dr г dф

2.3. Уравнения в безразмерной форме. 
Критерии подобия

2.3.1. Безразмерные критерии

t =  T t\ Xi = Lx-, Vi =  Vv\, gi =  gg-,

(2.3.1)



Уравнения движения (2.1.1) в безразмерном виде будут иметь вид

ShM  +  V' M  ,  _ E u ^  +  A M  +  ±  (<L
bn at1 + ' ax? b ax; + Re ax’ + Re axj I w
dv•

a ir0'
(2.3.2)

2. Безразмерные критерии. Итак вязкопластическое течение характери
зуется пятью безразмерными критериями:

S e = %fj,V

Re =
pVL

Sh = ^ ~  
TV

— число Сен-Венана,

— число Рейнольдса,

— число Струхаля,

V2
Fr =  —  — число Фруда,

§ 6р L
Eu =  - у 2 j  — число Эйлера.

Число Сен-Венана называется также параметром пластичности. Это единст
венный дополнительный критерий подобия, которым модель вязкопластической 
среды отличается от модели вязкой жидкости.

Для представления порядков слагаемых уравнения (2.3.2) с учетом (2.3.1) 
удобна запись слагаемых по порядку величин

Sh +  1 =  Eu +  —  +  —  +  — • (2.3.3)

Число Эйлера является зависимым от других безразмерных величин. Эта 
зависимость находится из решения задачи. По порядку величины чис
ло Ей можно оценить как наибольшее слагаемое уравнения (2.3.3), т. е. 
Eu ~  max(Sh, 1 ,1/Re, Se/Re).

Число Фруда проявляется в задачах со свободной границей, которую не
обходимо определять из соответствующей краевой задачи. Например, граница 
раздела жидкости и газа, на которой задается нормальное напряжение, а каса
тельное напряжение отсутствует (волны на поверхности тяжелой вязкопласти
ческой среды).

3. Модифицированное давление. Зависимости от ускорения силы тя
жести. Если движение границы задается, то массовую силу тяжести можно 
легко учесть, отнеся ее к модифицированному давлению р = р + pgz, где г  — 
координата, направленная вертикально вверх. Постановка краевой задачи для 
скорости будет такой же, как если бы сила тяжести отсутствовала. Поэтому



когда на границе задается только скорость, то поле скорости не зависит от си
лы тяжести и число Фруда в число безразмерных критериев не войдет. Не бу
дут зависеть от силы тяжести девиаторы скорости деформаций и напряжений. 
Распределение модифицированного давления также не зависит от силы тяжес
ти. Отсюда легко найти зависимость физического давления от силы тяжести 
р = р — pgz. Зависимость от силы тяжести компонент тензора напряжений 
войдет только в его шаровую часть — давление р.

2.3.2. Уравнения различных приближений

Из сравнения безразмерных чисел по порядку величин можно делать вывод 
о существенности соответствующих слагаемых и получать те или иные прибли
женные теории.

Число Струхаля существенно в задачах с высокочастотными вынужденны
ми колебаниями или в задачах развития течения под действием внезапно при
ложенных сил. Числа Рейнольдса и Сен-Венана являются показателями сущест
венности инерционных, вязких или пластических эффектов.

В расположенной ниже таблице 2.1 отражены приближенные теории движе
ния вязкопластической среды (ВПС) с заданным движением границы области, 
представляющие наибольший интерес.

Таблица 2.1
Приближение Уравнения

1. Sh »  1, max(l/Re, Se/Re) »  1 
Sh+ /  = Eu + 1/Re + Se/Re + рAv‘+ 2 т*ш, (tj)

a) Se <  1 
(вязкая жидкость) If = - 1£ +/*М-

6) Se »  1
(идеальная пластичность)

2. Sh ~  1, max(l/Re, Se/Re) »  1 
£11+ Д = Eu + 1/Re + Se/Re ~§х, + ^ Аи‘ + 2т*Щ ($) = 0

a) Se <  1 
(вязкая жидкость) “ Л + ^Аи< = 0

б) Se »  1
(идеальная пластичность) » ) -< > •

В левой колонке таблицы приводятся условия применимости приближения 
и соотношение (2.3.3) с перечеркнутыми слагаемыми, которыми следует пре
небречь. В правой колонке таблицы приведены уравнения соответствующего 
приближения.



2.4. Безынерционное приближение

2.4.1. Система уравнений

Наиболее важным приближением является безынерционное приближение. 
Оно соответствует второму случаю таблицы 2.1.

Здесь можно пренебречь инерционными эффектами и систему уравнений дви
жения (2.1.1) можно заменить системой уравнений равновесия

Div сг =  0 , divu =  0 .
r s j

В декартовой системе координат они имеют вид

' да ij/dxj= 0 ,
<

dvi/dxi =  0 .
(2.4.1)

К этим уравнениям нужно присоединить реологические соотношения
ГSij =  2 (ц + ts/U ) vij, U > 0,

[Т 2= 5SijSij <  i f , U =  0,
(2.4.2)

U =  2vijVij, aij = -pSij + s^, i, j  =  1,2,3.

В уравнениях (2.4.1) массовые силы опущены. Их можно легко учесть, если 
под давлением понимать модифицированное давление, включающее гидроста
тическое распределение давления.

В теории вязкой жидкости это приближение ввел Стокс. Поэтому оно назы
вается приближением Стокса. Его также называют ползущим движением, имея 
ввиду малость скорости движения. Уравнения Стокса для вязкой жидкости по
лучаются подстановкой в (2.4.1) реологических соотношений (2.4.2) при т$ = 0. 
Они линейные относительно скорости. Для вязкопластической среды уравнения 
Стокса — нелинейные.

2.4.2. Функции напряжений

Уравнения равновесия (2.4.1) линейны относительно напряжений. Их можно 
разрешить и выразить компоненты напряжений через три скалярные функции 
координат Ф], Фг и Фз> которые в теории упругости называются функциями 
напряжений. Эти соотношения получены Максвеллом (Maxwell, 1870) [47]:



_ 0 2Ф3 _  ^Фз
а " 0х2 0х | ’ a '2 0xi 0х2’ а '3 0Х10хз’

_  02Ф, , 02ф3 02Ф, 02Ф2 , ^Ф,
СТ22 0Х2 + 0Х2 ’ СТ23 0Х20Х3' СТЗЗ_ 0*2 + 0Х2 ‘

Другой вид функций напряжения предложил Морера (Могега, 1892) [47]

(2.4.3)

02ф1 _ 02ф2 _ 02Ф3
<г" 0х20х3’ 4722 "  0х,0х3’ а з з ~ 0х10х2’

_  1 _0_ ( д Ф, 0Ф2 0Ф3\  (2‘4'4)
ап 2 0Хз \  0X1 +  0Х2 0X3 /  +

Уравнения в напряжениях. Уравнения в напряжениях можно получить, 
если выразить компоненты деформаций через компоненты тензора напряжений 
по (1.5.5). Уравнения для напряжений можно не разрешать, а выразить ком
поненты напряжений через три функции напряжений по формулам (2.4.3) или
(2.4.4). В результате получим выражения компонент тензора деформаций через 
функции напряжений. Для функций напряжений Максвелла (2.4.3) они имеют 
вид

1 -  т3/т а 2Ф3 1 — т$/т / а 2Ф3 д Ч 2
2/х дх\дх2 %' "  Vn 2ii I дх\ дх\

Т > rSi

где Т выражается через вторые производные функций напряжения.
Теперь нужно потребовать, чтобы по компонентам уц можно было опре

делить компоненты вектора скорости t/,-. Необходимое и достаточное условие 
этого — шесть условий совместности, которые можно записать в виде шести 
условий равенства нулю компонент симметричной матрицы Щ [16]

/?11 =  /?22  =  /?33  =  ^ 2 3  —  *1 3  =  *1 2  —  О ,

=  д2у22 дРузз _  о д2у2з
0х| 0х| 0Х20Хз ’

= + —  (  дг)2г + + дщ2 
0Х20Хз 0X1 \  0X1 0Х2 0X3 ) '

(три уравнения)

(три уравнения)

Между Rij выполняются три тождественных соотношения

dRij/dxj =  0 , i = 1, 2,3.



На этом основании в монографии [16] делается вывод, что приведенные шесть 
уравнений совместности не являются независимыми и их можно заменить на 
три условия в области течения и шесть условий на границе. 1

=  /?22 =  Дзз =  0 . x e V ,  (7 4 5)
R\\ =  /?22 =  Дзз =  #23 — #13 =  #12 =  0» € dV
Уравнения в напряжениях полезны, когда граничные условия ставятся для 

напряжений.

2.4.3. Уравнения в цилиндрической системе координат

Уравнения (2.4.1) нетрудно записать в любой ортогональной криволинейной 
системе координат, пользуясь формулами, приведенными в разд. 2.1.2. Напри
мер, в цилиндрической системе координат уравнения будут такими 

dp dsrr 1 дэфг dszr srr — Бфф _
дг +  дг +  ~г дф dz +  г “  ’
1 др дЭгф 1 дЗфф d s ^  2 _  
гдф дг +  Г дф dz Г

(2.4.6)др dsrz 1 дэфг dszz srz _
dz +  дг +  г дф дг +  г ~  ’

1 д(гуг) 1 дх)ф
г дг г дф dz

К этим уравнениям нужно добавить реологические соотношения (2.4.2), запи
санные в цилиндрической системе координат

f  Sr r  $гф  Sr z  \  Т  ( и г  г  Угф V rz

$гф Sфф Бфг J = 2  yfJ, +  j  I игф “Офф Уфг
Sфz \Vrz Щг Vzz

и  =  д/2(»2г +  х)фф +  v\z) +  4 (v2r<j) +  v% + у2фг),

dvr 1 диф vr dvz 1 ( 1  dvz dvs \
Vrr~~dF' Ьфф~ 7 ~ д ф + 7 ’ Vzz~ ~ d z ’ игф~ 2 \ 7 ~ д ф + ~ д г ) ’

1 ( dvr , dvz \  1 / дьф va 1 dvr \
Vrz~ 2  \ d z  +  д г ) ’ Ьгф~ 2  \ д г ~ ~  +  'г~дф)' *

*B работе Георгиевский Д.В., Победря Б.Е. О числе независимых уравнений совместности в 
механике деформируемого твердого тела// ПММ. 2004. Т. 68. Вып. 6. с. 1045-1048 приводится 
контрпример неэквивалентности уравнений совместности уравнениям (2.4.5)



2.5. Безынерционное плоскопараллельное течение 
вязкопластической среды

Уравнения движения вязкопластической среды на плоскости представлены 
в статьях Сен-Венана [83] и Ильюшина [32], которые мы кратко изложим, ис
пользуя современные понятия тензорного исчисления [82].

2.5.1. Функция напряжений и функция тока

1. Общая система уравнений. Уравнения (2.4.1), (2.4.2) ползущего вязко
пластического течения

daxx daxy _ dp dsxx dsXy _  
dx dy dx dx dy 

d(JXy dcTyy dp dsxy dsxx 
dx d y ~ d y dx dy ’

(2.5.1)

dvx dvu
(2.5.2)s** + syy = - f c + -fy = °>

J  $xx = 2 (fi +  t s / U ) vx x , sXy =  2 (y, +  Ts/U)vXy, U>  0,

1T ^  ts, U = 0. (2.5.3)

и  =  2{v2xx +  v2y]1/2. Т =  [s2x +  4 , ] 1/2.

можно свести к уравнениям для одной скалярной функции. Для этого соверша
ем следующие операции:

1. Через функцию напряжений Эри разрешаем систему (2.5.1).
2. Через функцию тока разрешаем уравнение неразрывности (2.5.2).
3. Из реологических соотношений получаем систему двух уравнений для 

функций напряжения и тока.
4. Исключаем из системы уравнений одну из функций и получаем уравнение 

для другой функции.
В результате получим одно уравнение для функции напряжений Эри или 

для функции тока. Оба уравнения приведены в работе [32]. Перейдем к выводу 
этих уравнений.

2. Функция напряжений Эри. Систему (2.5.1) разрешаем с помощью 
функции напряжения Эри Ф (см. также (2.4.3))

дЧ  дЧ  дЧ
(Txx- - p  + Sx x - — 2 , <yyy - - p - S x x - — 2-, Gxy -  Sxy -  =»

P = sxx  — Sxy — (2.5.4)



Здесь, Д  — оператор Лапласа, Z>j и /?2 — Два линейных дифференциальных 
оператора

Отметим, что D\ и D<i — это два гиперболических оператора. Они введены Иль
юшиным ([32]). При повороте координат х, у  на 45°, один оператор преобра
зуется в другой. Сумма их квадратов является бигармоническим оператором 
D2 +  =  Д 2.

3. Функция тока. Разрешаем уравнение неразрывности (2.S.2) с помощью 
функции тока Лагранжа Ф и выражаем через нее компоненты скорости дефор
маций

vx =  д'Ф/ду, vy = —дЪ/дх  =>•

Vxx = ^ А Ф . vxy =  (2.5.6)

М аксимальные скорость скольжения и напряжение сдвига, можно вы
разить соответственно через Ф и Ф, подставляя в последнюю формулу (2.5.3) 
соотношения (2.5.4) и (2.5.6)

и  =  \ / ( А Ф )2 +  (А>Ф)2, Г =  1 у ( А Ф )2 +  ФгФ)2- (2.5.7)

2.5.2. У равнения И лью ш и н а

1. Система уравнений для двух функций. Подставляем (2.5.4) и (2.5.6) в 
реологические соотношения Генки (2.5.3). В результате получим два уравнения 
для двух скалярных функций

АФ = - 2 ( м + т5/(/)/)2Ф. /%Ф = 2(р +  т,Д/)АФ. (2-5.8)
2. Система уравнений для функции напряжений и функции тока. Для

определения направления площадок с наибольшей скоростью сдвига удобно 
исходить из уравнений (1.6.7). Подставляя в них выражения (2.5.4) и (2.5.6) 
получим

А Ф  =  —U cos 2а , А Ф  =  —U sin 2а,

A $  =  27 's in2a , А Ф  =  — 2Т cos 2а, (2.5.9)

Т  =  \iU + ts.

Здесь а  — угол, который составляет площадка наибольшей скорости сдвига с
осью х.



Исключая из пяти уравнений U, Т и а, получим систему уравнений для Ф
и Ф эквивалентную (2.5.8)

(ДФ)(ДФ) +  (А>Ф)(А>Ф) =  О,

^/(А Ф )2 +  Ф 2Ф)2 -  2/х>/(А Ф )2 +  (А Ф )2 =  2rs.

3. Уравнение для функции тока. Чтобы получить уравнение для Ф нужно 
исключить Ф. Это можно сделать с помощью соотношения Д Д Ф  - Д Д Ф  =  О 
и уравнений (2.5.8).

Пользуясь тождеством D2 +  £>| =  Л 2, уравнение удобно записать в таком виде

4. Уравнение для функции напряжений. Наконец, исключая из системы 
уравнений Ф, Ильюшин получил уравнение для функции напряжений

Его можно преобразовать так Д 2Ф =  2т5С{Ф}, где 6{Ф} — тот же нелинейный 
дифференциальный оператор, что и в предыдуще формуле.

5. Уравнения Ильюшина в полярной системе координат. Из уравнений 
равновесия (2.4.6) для плоскопараллельного движения получим

dp dsrr 1 dsr(p srr Бфф _  
д? 7~дф г ~
1 др д Бгф 1 дзфф 2 Эгф =
гдф + дг + г дф 

1 d(rvr) 1 диф _  
г дг ^  г дф

(2.5.10)

/хД2Ф +  rsG{3'} =  0,

(2.5.11)

г
(2.5.12)



Первые два уравнения (2.5.12) разрешаем с помощью функции напряжения 
Эри Ф

_ _______1 д Ч  (г,ф) , 1дФ (г,ф)
<ТГГ = - p  + srr =  ^  д-7Г  +  7

СГг ф — в г ф —

дг
1 дЧ (г, ф) 1 эф (г, ф)
г дгдф дф

<Тфф =  —р  +  8фф =
д2Ф (г, ф) 

дг2 ‘
Отсюда, учитывая равенство srr +  $фф =  0, найдем

р =  - 1 д ф ,  Srr =  -S 44 =  - ^ Д Ф , $гф =  — Д Ф  (2.5.13)

Здесь Д  — выражение оператора Лапласа в полярной системе координат, a one- 
раторы D\ и D2 имеют вид

_ a2 1 а 2 1 э  п „ л  з 2 1 д \
' ~ д г 2 г2 дф2 г д г ’ 2 ~ 2 \ г д г д ф ~  Т^дф) (2.5.14)

Далее разрешаем уравнение неразрывности в системе (2.5.12) с помощью функ
ции тока Ф и выражаем через нее компоненты скорости деформаций 

1дФ дФ
Vr~  г дф ’ Щ ~  д г ^  

vrr =  ^ Д Ф , ьгф =  “ Д Ф . (2.5.15)

Мы видим, что полученные уравнения (2.5.13) и (2.5.15) в полярной системе 
координат совпадают с уравнениями (2.5.4) и (2.5.6) декартовой системы. Сле
довательно все последующие уравнения декартовой системы будут справедли
вы и для полярной системы. Необходимо лишь заменить операторы (2.5.5) на
(2.5.14).

2.5.3. Краевые условия

1. Условия для функции тока. Выразим условия на границе для скорости
(2.1.3) через функцию тока

дФ /ду =  дх, дФ/дх =  - v y, х е dSv,

где знак тильда ставится над функциями, заданными на границе.
Если заданы нормальная v„ и касательная щ компоненты скорости, то мож

но спроектировать вектор v на направление векторов нормали (пх, пу) и ка
сательной (sx, sy). Нормаль выбираем внешнюю к контуру dS, а вектор каса-



тельной должен соответствовать обходу контура против часовой стрелки. Тогда 
имеем соотношения пх = sy, пу = —sx. С их помощью найдем проекции ско
рости на нормаль и касательную

<9Ф 9Ф _(ЭФ 9Ф <9Ф _  <9Ф
д ^ Пх~ д ^ Пу~ ^ ’ d j Sx~ t e Sy~ ~ f a

и получим требуемые условия

ЭФ/ds = vn, ЭФ/dn = - v s. (2.5.16)

2. Условия для функции напряжений. Выразим условия на границе для 
напряжений (2.1.4) через функцию напряжений Ф

дЧ  & ф _ -
W nx ~ ~ tx’

дЧ  дЧ  _  - 
:Пх~ ~о£Пу ~  у<дхду

Z e d S f

Пусть на границе заданы нормальная fn и касательная Js компоненты силы. Тог
да, аналогично предыдущему случаю для этих компонент условие на границе 
запишется так

д2Ф 2 _  „ „ , ^ Ф „2 _  г
ду2 х дхду х у +  дх2 у ~ ‘п'
дЧ
ду‘

дхду
д2Ф д2Ф -г

■nxsx -  — ~(sxny + synx) +  -Q £nysy =  fs-дхду

x € dSf

Введем угол д наклона касательной к оси х: sx = —пу =  cost?, sy =  пх = s in -д. 
Тогда получим граничные условия в следующем окончательном виде

-~5D ^sin2i9 +  5£ ^ c o s 2tf =  /т,
x e d S f .  (2.5.17)

|  ДФ +  |Д Ф  cos 2т9 +  5А Ф  sin 2i9 =  /„

Если заданы смешанные граничные условия, т. е. на части границы dSv условие
(2.5.6) , а на второй части границы dSf условие (2.5.4), то необходимо решать 
систему уравнений для Ф и Ф. Если же имеется только условие для скорости
(2.5.6) или только для напряжения (2.5.4), то получим краевую задачу для одной 
функции Ф или Ф соответственно.

2.6. Вариационные принципы
Система уравнений (2.4.1) (2.4.2) с различными видами граничных условий 

допускает вариационные формулировки. Они играют большую роль для тео
ретического изучения соответствующей сложной нелинейной краевой задачи 
[8, 16, 51, 52]. Из нее доказывается теорема существования и единственности.



На основе вариационных принципов разработаны аналитические методы при
ближенного решения краевых задач, начатых в работах Бубнова и Галеркина. 
Иногда могут быть получены полезные оценки для различных физических ха
рактеристик [8, 51, 52]. Кроме того, вариационные методы применяются для 
разработки численных схем метода конечных элементов [16].

2.6.1. Принцип виртуальной мощности

Пусть Svi, i =  1,2,3 произвольные в области V функции, равные нулю на 
границе dVVi на которой выполняется условие (2.1.3)

Svi =  0, х ed V v. (2.6.1)

Такие функции называются вариациями кинематически допустимых полей ско
рости. Их также называют виртуальными скоростями или вариациями скорости, 
совместимыми со связями. Под связями понимается условие (2.1.3). Если $  и х?' 
подчинены этим связям, то их разность (вариация) подчинена условию (2.6.1).

Через введенные вариации скорости уравнения движения (2.4.1) и гранич
ное условие (2.1.4)

daij/dxj =  0, х e V \  crijtij =  fi, x e dVv. (2.6.2)

можно записать в виде вариационного соотношения

J  ^ 5vidV -  J (aijtij -  fdSvidS, х  € 8Vv.
V 1 dV

Принимая во внимания тождества
daij dSvi д  , 9_ ,  - С1, —  +

и теорему Гаусса-Остроградского, вариационное соотношение можно привести 
к виду

-  J aijSvijdV + J fiSvidS =  0 . (2.6.3)
V dV

Это вариационное тождество называется принципом виртуальной мощности и 
представляет собой фундаментальный принцип в механике сплошной среды 
[26]. Левая часть равенства (2.6.3) называется в и р т у а л ь н о й  м о щ н о с т ь ю .  
Она содержит два слагаемых: первое называется виртуальной мощностью 
внутренних сил, второе — виртуальной мощностью внешних поверхност
ных сил. Для действительного движения мощности внутренних Рщ и внешних 
поверхностных сил Р(е) получаются из формул для Р« ) * Р[е) заменой Ноу и <5у,- 
на действительные деформации о,у и скорости о,-.



П р и н ц и п  в и р т у а л ь н о й  м о щ н о с т и  (2.6.3) можно сформулировать 
так. При действительном движении, виртуальная мощность равна нулю для 
всех вариаций скорости совместимых со связями (2.6,1). Обратно, если вирту
альная мощность тождественна нулю для любых вариаций скорости совмес
тимых со связями (2 .6.1), то будут выполнены уравнения и граничные условия
(2.6.2).

Принцип виртуальной мощности не касается реологического соотношения 
и относится к медленному движению любой сплошной среды. Ниже будут рас
смотрены принципы в виде экстремума некоторых функционалов. Экстрема
лями функционалов будут решения краевых задач течения сплошной среды с 
заданными реологическими законами.

2.6.2. Функционалы и их вариации

1. Диссипативные потенциалы. Диссипативные потенциалы определя
ют связь компонент тензора напряжений и тензора скоростей деформаций в 
сплошной среде. Рассматриваются два типа потенциалов: потенциал напряже
ний W(vij) и потенциал деформаций W(sij). Они вводятся дифференциальными 
соотношениями

dW(vij) =  Sijdvij, dW(sij) =  Vijdsij =*► W + W  =  вцоц (2.6.4)

Последняя формула W +  W = SijVij позволяет легко выразить друг через дру
га. Преобразование W(vij) —> Wfaj) называется преобразованием Лежавдра. 
Если же потенциал не дифференцируем, то вводится его обобщение —
преобразование Юнга [51, 52]. Потенциалы определяют прямое и обращенное 
реологические соотношения в среде

Sij =  д Ф & ц У д и ц ,  V ij =  д Щ з ц ) / д 8ц (2.6.5)

Потенциалы легко вычислить, подставляя в (2.6.4) конкретные реологические 
соотношения 5г/ (и{/) или Vij(sij) и интегрируя их.

Для вязкопластической среды с помощью реологического соотношения
(2.5.3) получим

W(vij) =  y.U2/ 2 +  tsU, U =  f e f e h  

W(sij) =  (T — ts)2 /(2ц), T =  y jSijSij/2.
(2.6.6)

2. Вариации функционалов. Введем функционал, зависящий от поля ско
рости в области V

э»m - J w ^ x i v .  "«= !(!;+ § )
V

(2.6.7)



и два функционала, зависящие еще от поля давления р

S (u , р ) =  Q 0 ( u )  -  J pdiv t W ,  $>1(0 , р ) =  Q ( v , р )  - J J i V i d S  (2 .6 .8) 
v dv

и рассмотрим их вариации. Вариация первого функционала при произвольном 
изменении аргументов v, р вычисляется так

SQ(v,р) = J ( ^ ~ й ич — <5pdivu — pd iv SffJ dV

Преобразуем этот интеграл, используя первое равенство (2.6.5), соотношение 
для напряжений <т// =  —р<5,у +  s,y и теорему Гаусса-Остроградского

dp div i? — div (p do) +
t H * 1' -

=  J (^-^-(sijSvi) -  div (pSv) -  Sp div v — dV

Щи,р) =  J  (W(vij) -  pdiv xj) dV, 
v

d9(o,p) =  J OijSvitijdS — J  ^dp div о +  dV

%{р,р) = Ш р ) ~  /  b id S (2.6.9)
av

<5^1 (v, P) = J {Pijfij - fi) SvidS - J (sp  div 6 + \ dV
____________dV _____________________ V_________________[_________

<Tij =  - p 6 i j  +  d W ( v i j ) / d V i j ,  V ij =  5 ( d v i / d X j  +  d v j / d x i )

Здесь в обеих формулах вариации Sv, Sp — произвольные дифференцируе
мые функции в области j? € V и на границе х е 8V

Если выразить потенциал W(vy) через W(sij) и подставить его в функцио
нал Q?(t7), т0 получим двойственный функционал

% (sih v) = J{sijVij -  W (Sij))dV 
V



Варьируя этот функционал по sy, v, получим

& о(*ц , &) =  J  (v ij -  SsijdV +  J  SijSvijdV
v '' V

Далее пользуясь тождеством
dSvi д dSfj

S‘i 5 v i i  ~  S ii d x j  ~  d X j {S ii5 V i)  ~

и теоремой Гаусса-Остроградского, вариация приведется к виду

6Ы *ц, v) =  J  &(/ -  ^ Svi dV +  J SijtijSvidS.
v 4 1 ev

Отсюда нетрудно найти вариацию для двойственного к 9?i (v,p) функционала

(2.6. 10)

Здесь вариации <5s,y, i , j  =  1,2,3 и 6р — произвольные дифференцируе
мые в области К и на границе dV  функции.

2.6.3. Вариационные принципы для трехмерных течений

Запишем полную систему уравнений безынерционного вязкопластического 
течения (2.4.1) и (2.4.2)

daq/dxj =  0, (А)

dvJdxi — Q div? =  0, (В)

fs/y =  2 (jj, +  —^ U > 0,

> 2 =  fo g y  <  т1  и  = О,

U =  2 Vi/Vij, cry =  -pSij +  sij,

I ;
(С)

i,j  =  1,2,3.



Решение уравнений (А)-(С) можно свести к решению задач экстремума неко
торых функционалов. Соответствующие вариационные принципы можно полу
чить с помощью обведенных в рамочки равенств для вариаций (2.6.9) и (2.6.10).

1. Принципы для граничных условий в скоростях. Решением краевой 
задачи в скоростях будем называть решение системы уравнений (А)-(С), 
удовлетворяющее условию для скорости (2.1.3) на границе области

v = v, х  е  dVv. (*)

П р и н ц и п  1. Среди всех возможных полей скорости удовлетворяющих 
уравнению (В) и граничным условиям (*), точное решение краевой задачи в 
скоростях доставляет минимум функционалу

ш и )  =  J  m v ij)d v
v

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Задача экстремума функционала 9о(#) при двух 
условиях с Помощью множителя Лагранжа р сводится к экстремуму 
функционала Що,р) с единственным ограничением на поле скорости (*) на 
границе 8V

Из формулы (2.6.9) видно, что его вариация на точном решении равна нулю: 
первый интеграл равен нулю, так как 5v =  0 в силу граничного условия (*) и 
второй интеграл равен нулю в силу уравнений (А). Обратно, в силу граничного 
условия (*) и уравнений (А) вариация $(£7, р) равна нулю при любых вариациях 
6v, 6р , х Е V. Отсюда получим уравнения (А) для экстремали.

Диссипативный потенциал W{vij) строго выпуклый по аргументу оц и 
ограничен снизу как неотрицательная функция. Поэтому экстремум выпуклого 
и ограниченного снизу функционала будет минимумом. Таким образом, 
сформулированный вариационный принцип доказан.

Из полученного вариационного принципа вытекает важное следствие.
С л е д с т в и е .  Решение краевой задачи в скоростях существует и 

единственно.
Для вязкой жидкости эти результаты получены Гельмгольцем (Helmholtz Н. 

1868).
Можно упростить формулировку принципа 1, используя вместо 

функционала &о(Ю функционал Що,р). Тогда условие соленоидальности 
поля скорости (В) накладывать не нужно.

П р и н ц и п  2. Среди всех возможных полей скорости и давления в 
области V при фиксированном значении скорости на границе (*) наименьшее 
значение функционала 9(£/, р) достигается на точном решении краевой задачи 
в скоростях.



2. Принципы для граничных условий в напряжениях. Решением 
краевой задачи в напряжениях будем называть решение системы уравнений
(A) , (В) и (С), удовлетворяющее условию для напряжения (2.1.4) на границе 
области:

-рщ  + Sqrij =  /;, х е  dVf. (**)

П р и н ц и п З .  Среди всех возможных полей скорости и давления 
в области V, включая границу области, наименьшее значение функционала 
$ 1  (v , р) достигается на точном решении краевой задачи в напряжениях.

Принцип 3 вытекает из равенства (2.6.9). Достоинство его состоит в том, 
что на допустимые поля скорости и давления не накладываются никакие 
ограничения. Задается только связь девиатора напряжений и тензора скоростей 
деформаций (С).

В следующем вариационном принципе тензор напряжений считается 
произвольным. Из условия экстремума получаются не только уравнения (А),
(B) , граничное условие (**), но и реологическое соотношение (С).

П р и н ц и п  4. Среди всех возможных полей скорости и напряжения
в области V, включая границу области, наименьшее значение функционала

{Sij, v, р) достигается на точном решении краевой задачи в напряжениях.
Доказательство проводится на основе равенства (2.6.10).
3. Принципы для смешанных граничных условий. Часто встречаются 

задачи, когда задаются условие для скорости (*) на одной части границы dV\ 
и условие для напряжения (**) — на другой ее части сД .̂ В этих случаях 
можно исходить из принципов 3 и 4, наложив на скорости ограничение (*) 
на dV\. Так из принципа 3 можно получить для смешанной задачи следующий 
вариационный принцип.

П р и н ц и п  5. Среди всех возможных полей скорости в области V, 
удовлетворяющих условию (*) на dV\ и всех полей давления в области 
V, включая границу области, наименьшее значение функционала $S\{v,p) 
достигается на точном решении смешанной краевой задачи.

Принцип 4 с условием для скорости на границе сформулирован Рейснером 
(ReisnerE. 1950) [103].

В работе П.П. Мосолова и В.П. Мясникова на основе принципов экстремума 
функционала и двойственного к нему функционала §i был развит 
метод двухсторонних оценок [52], позволяющий находить оценки сверху и 
снизу нижней грани функционала дать оценку снизу для коэффициента 
предельной нагрузки. В этой же монографии обсуждаются тонкие моменты, 
связанные с недифференцируемостью функционалов для вязкопластических 
сред. Дано полное обоснование вариационных принципов в этом случае.



2.6.4. В ариационны е п ри н ц и п ы  д ля  двум ерны х течений

Для плоской задачи можно ввести функцию тока Ф для поля скорости (2.5.6) 
и функцию Эри для напряжений (2 5 4). При этом уравнения (В) и (А) удовлет
ворятся.

Диссипативный потенциал W (2.6.6) и функционал (2.6.7) можно выразить 
через Ф с помощью выражения (2.5.7)

Щ ф ) =  ^ и 2 +  TSu  =  ^М (А Ф )2 +  + W ( A 4 0 2 +  (А>Ф)2,

Зо(Ф) = J  W(9)dS.
S

Принцип 1 можно переформулировать так.
П р и н ц и п  6. Среди всех возможных функций тока Ф в области S, удов

летворяющих условиям (2.5.6) на границе 3S точное решение краевой задачи в 
скоростях доставляет минимум функционалу В таком виде вариацион
ный принцип сформулирован Ильюшиным [32].

Вариационный принцип, приспособленный для решения смешанных крае
вых задач, можно получить с помощью вариационного тождества (2.6.9) для 
функционала 5i(t/,p ). В качестве варьируемого аргумента выберем функцию 
тока Ф. Учитывая равенство /до = fnvn + fsvs =  fnd^/ds — fsd^/dn, (2.6.9) 
получим

S l( * ) _ a „ № > - / ( / . £ - / . Ц ) * .
as

Таким образом в функционале принципа 3 вместо аргументов v,p  остался 
единственный аргумент Ф. Формулировка нового принципа будет такая.

П р и н ц и п 7. Среди всех возможных функций тока Ф в области S, 
удовлетворяющих условию (2.5.6). на границе 8S точное решение смешанной 
задачи для уравнения (2.5.10) доставляет минимум функционалу ^ (Ф ).

Аналогично можно сконструировать двойственный функционал Qi(<E>) и 
сформулировать соответствующий вариационный принцип.



Глава 3

ТОЧНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ

3.1. О методах получения точных решений
Общий подход получения точных решений заключается в специальном вы

боре геометрии течения. Для этого подбирается система координат Х1,Х2,хз, 
вообще говоря, криволинейная, так, чтобы в ней были отличны от нуля толь
ко одна компонента скорости v\ ф 0 и одна компонента тензора деформации 
v\2 = V2\ ф 0. Следовательно, U =  2v\2 и девиатор напряжения будет иметь 
только одну, не равную нулю, компоненту — S\2. Тогда связь девиаторов напря
жений и скоростей деформаций (1.5.4) будет линейной

512 = 2fMU\2 ±  TS при |$12| > Ts,

где знак перед rs совпадает со знаком v\2. В результате уравнения движения
(2.1.1) будут линейными.

Этот закон для одномерного течения называется законом Шведова-Бингама.

3.2. Течения между двумя параллельными пластинами

3.2.1. Формулировка краевой задачи

1. Однонаправленные плоскопараллельные движения. Будем предпо
лагать, что вектор скорости во всех точках пространства имеет одно направле
ние. Такое движение называется однонаправленным. Выберем ось х по направ
лению скорости. Тогда поле скорости будет иметь одну компоненту v(v, 0, 0). 
Компонента скорости для плоскопараллельного движения не зависит от одной 
из декартовых координат у. Из уравнения неразрывности divu =  dv/dx =  0 
заключаем, что v(z) — функция зависящая только от z . Тензор скоростей де
формаций имеет только одну компоненту vxz =  ^dv/dz ф 0. Как выше отмеча
лось в этом случае девиатор напряжения имеет тоже одну компоненту sxz =  т, 
которая связана с vxz линейным соотношением Шведова-Бингама.

2. Постановка задачи. Однонаправленные плоскопараллельные движения 
можно применить для решения краевой задачи о течении в области 0 ^  z  ^  2Л 
между двумя параллельными пластинами z =  0 и z =  2h (рис. 3.1). Пластина



z =  0 — неподвижна, а пластина z  =  2h движется с постоянной скоростью и, 
направленной по оси х . В сечениях х = а и х = b давление постоянно и равно 
соответственно ра и р&. Под действием перепада давления и движения одной 
из пластин создается течение среды, расположенной между пластинами, поле 
скорости которой и нужно определить.

3. Краевая задача. Из первого векторного уравнения (2.1.1) получаем сле
дующие уравнения для определения однонаправленного плоскопараллельного 
пластического течения среды

0 = -др /дх  + дт/d z , 0 = —др/ду, 0 = -др/дг\

Sxz =  t (z) =  pLv'(z) + resign v'{z), sxx =  szz =  0; v'{z) =  dv/dz Ф 0.

Отсюда заключаем, что градиент давления является постоянной величиной. 
Обозначим его так —др/дх  =  (ра -  Рь)/{Ь — а) = i. Пусть 0 <  z\ <  z  <  Z4 <  2h 
— область ядра, в которой v'(z) = 0, а оставшаяся область — область пластичес-
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Рис. 3.2. Варианты вязкопластического течения между двумя пластинами

кого течения, в ней v'{z) ф 0. Для расположения ядра возможны три различные 
ситуации:
1) ядро расположено в области течения 0 < Z\ < z2 < 2А, (см. рис. 3.1);
2) ядро примыкает к одной из пластин Z\ =  0 или z2 =  2А, рис. 3.2 а) и б);
3) ядра нет, рис. 3.2 в).

Для первой ситуации из системы (2.1.1) получаем следующую краевую за
дачу:

Здесь условия в точках z = z\ и z =  z2 вытекают из непрерывности 
полей скорости и напряжений, последнее условие — это уравнение баланса 
поверхностных сил, действующих на ядро: силы трения 2т$(Ь -  а) и сил 
давления (ра -  Рь){*2 -  Z\), рис. 3.3.

Когда ядро примыкает к одной из пластин, то последнему условию не 
ставится. Достаточно равенства скоростей на поверхности ядра, примыкающей 
к границе течения: ц(гг) =  и(2А) =  и или v(z\) =  и(0) =  0. Если же ядро 
отсутствует, то достаточно условий и(0) =  0, о(2ft) =  и. В этом случае задачи 
для поля скорости вязкопластического и вязкого течений тождественны.

Прежде чем дать решение задачи (3.2.1) покажем, что при заданном 
градиенте давления i и скорости движения пластины и всегда существует 
единственное поле скорости вязкопластического течения v{z). Это следует из 
вариационной формулировки задачи.

о(0) =  0, v'{z\) =  i / f e )  =  0, v{zi) =  o(z2), v(2 А) =  и,
2т, = i(z2 -Z i) .



Рис. 3.3. Баланс поверхностных Рис. 3.4. Напряжение сдвига в
сил, действующих на ядро ядре

4. Вариационная формулировка задачи вязкопластического течения 
между двумя пластинами. В аргумент функционала вариационного прин
ципа 5 в разд. 2.6.3 подставим v(z), а вместо нормального напряжения на гра
ницах х = а и х = b давления ра и рь, тогда получим следующий функционал:

2 h

I Ш )  =  J  [W(v'(z)) -  iv(z)] dz, W(v'(z)) = £/x(i/(z))2 +  rs\v'(z)\.
0

Множество M  варьируемых функций v(z) на отрезке z  € [0,2h] определим так. 
Для функции v(z) е  М выполнены условия:

1) непрерывность на всем отрезке z  € [0 ,2Л];
2) существование второй производной v,!(z) в области v'(z) Ф 0;
3) v(0) = 0, о(2И) = и.

Тогда имеет место следующий вариационный принцип.
П р и н ц и п 5 а . Среди всех возможных полей скорости v(z) G М существует 

единственная функция, минимизирующая функционал I(v(z)). Наименьшее зна
чение функционала достигается на скорости v(z) вязкопластического течения 
между двумя параллельными пластинами, одна из которых z  =  0 неподвижна, 
а вторая z  =  2h движется со скоростью и, при заданном градиенте давления 
i = (Ра — Рь)/(Ь — а). Напряжение трения т определяется формулой

t (z) =  dW (v')/dv'

Здесь диссипативный потенциал W (v') — недифференцируем в точке г/ = 0. 
Поэтому т(г) определено однозначно только в области пластического течения 
v' Ф 0. В области ядра v' =  0 производная не определена и может меняться в 
пределах |т| <  т$. Это неравенство можно установить, если приближать функ



цию W(v') в окрестности v' =  0 последовательностью гладких функций в пре
деле совпадающей с ней. Угол наклона касательной dW/dv' сглаженного в ну
ледиссипативного потенциала меняется между двумя предельными значениями 
-т$ и т$ (рис. 3.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем, что у функционала I(v) существует 
единственный минимизирующий его элемент о (г) € М. Будем исходить из тео
ремы существования и единственности минимума выпуклого и ограниченного 
снизу функционала. Заметим, что для функционалов не дифференцируемых в 
некоторых точках эта теорема требует особого доказательства, которое приво
дится в монографиях [51, 52]1.

Докажем выпуклость функционала. Для этого с помощью интегрирования 
по частям приведем его к виду

Подынтегральная функция F(v') =  W (v ')-i(2 h -z)v ' — выпуклая по о', т. е. для 
нее выполнено неравенство F{\(vJ +  v2)) < ^(F(v\) + F(v2)). Отсюда следует 
такое же неравенство и для самого функционала, т. е. его выпуклость.

Ограниченность снизу подынтегральной функции вытекает из неравенства
F(v') = — t(2/t — z)/fi)2 — i2(2h -  г)2/(2ц) + rs|u'| ^  - 2 i2/i2/M- Следова
тельно и сам функционал ограничен снизу. Таким образом, по теореме [51, 52] 
минимизирующий элемент существует и единственен.

В уравнении экстремали 61 = 0 непосредственно определить вариацию 
61 нельзя, так как подынтегральная функция недифференцируема в точке 
v'(z) =  0. Чтобы обойти эту сложность, нужно разбить отрезок интегрирования 
[0,2Н] на интервалы, в которых v'(z) =  0 , и интервалы, в которых v'{z) ф 0 . 

Ограничимся рассмотрением первой ситуации, когда область v'{z) =  0 пред
ставляет отрезок [21, 22], лежащий строго внутри отрезка [0 ,2Л]. Тогда разо
бьем отрезок интегрирования [0,2Л] на три интервала: [0, z\), [21, 22], (22, 2А]. 
В области ядра [21, 22] имеем равенства v'(z) — 0, 0(2) =  vs, W(v') =  0. Таким 
образом, функционал представляется суммой интегралов

Все подынтегральные функции теперь дифференцируемы. Вариация первого

'Для определения производной от негладкой функции можно также использовать понятие 
субдифференцируемости, которое обобщает обычное дифференцирование [96].

0



интеграла находится так
2| 21

S J \W (d{z)) -  iv{zj\ dz  =  J [t (z) 6 v' — i8v] dz+5z\ [W(v'(z\)) — io(zi)] =  
о о

(Продолжаем преобразование, учитывая равенства v(z\) = vs, 5v{z\) =  6vs, 
6v(0) =  0 и интегрируя по частям)

ZJ \d r  ]
’ 6vdz + 6z i[ W (v '( z i ) ) - iv s] ==  t (z )6 v

i: - /
о

z\
=  t (z \ - 0 ) 6 vs -  J

Tz + l

dr
Tz + l 6vdz +  6zi [W{v'(z{)) -  ivs] ,

где под r(zi — 0) понимается предельное значение функции т(г) =  dW /dz, 
z  G [0, zj) при стремлении z  —* Z\.

Аналогично преобразуется вариация интеграла по отрезку (z2,2h]. С по
мощью равенств 8v(0) =  Sv(2h) = 0, 5v{z\) =  Sv(z2) =  Svs находим вариацию 
функционала I(v(z))

Z | 2 Л
<5/ (w(z)) =  -  f  [gf +  i] -  /  [ ^  + 1] Svdz+

0 22
+ ^ (u '(z !) )fe i -  W (v'(z2))Sz2 + [r(zi -  0) -  r (z 2 +  0) -  i(z2 -  z\)] 5vs,

r(z) =  dW /dv' =  nv'(z) + resign v' (z).

В силу произвольности функций 5v(z) при z  е  [0, z \) П (z2, 2h\ и чисел 8z\, 5z2, 
6vs получаем все уравнения и условия краевой задачи (3.2.1).

Таким образом, минимизирующим элементом функционала I(v) является 
решение краевой задачи (3.2.1) и доказательство полностью завершено.

3.2.2. Решение краевых задач

1. Сдвиговое безградиентное течение. При отсутствии градиента давле
ния i =  0 решение задачи (3.2.1) строится наиболее просто. Напряжение трения 
в этом случае постоянно т  =  r s +  ду/(2Л), а скорость линейна по координа
те v = zu /(2h). Ядро отсутствует, а профиль скорости ничем не отличается от 
сдвигового течения вязкой жидкости (рис. 3.5). Такое течение в гидродинамике 
часто называется течением Куэтта.

2. Построение общего решения. Приведем построение решения за
дачи, когда ядро расположено внутри области течения. Решая уравнение 
(3.2.1) для напряжения с условиями t[z\) =  ts, t(z2) =  - ts, получаем



( T s + ( z i - z ) i ,  0 < z < z i ,  
\ - r s +  (z2 - z ) t ,  z2 <  z <  2h.

Отсюда из соотношения Шведова-Бингама 
получим уравнение для скорости

\iv (21 -  z)t, 
(z2 -  z)i,

0 < z < z b 
z2 < z ^  2/t.

Рис. 3.5. Течение Куэтга

Интегрируем это уравнение с учетом условий и(0) =  0, v(2h) =  и

{ - /  [(zi -  z)2 -  z f l , 0 < z <  zb
г  ,

- t  |̂ (z2 -  z)2 -  (2h -  z2)2J +  u, z2 <  z <  2A.

Неизвестные zi, z2 и vs находятся из системы уравнений v(zi) = w(z2) =  
i(z2 -  zj) =  2ts. Разрешая систему относительно Zj и z2, найдем

zi/A =  1 — Л +  5/(1 — Л), 
z2/ft =  1 +  Л +  5/(1 — Л),
Л  =  Ts / ( h i ) ,  В =  nu/(2h2i).Эти формулы можно применять, если выполнены условия |В| < (1 — А )2, 

О < А < 1, вытекающие из неравенств 0 < Z\/h < z2//i < 2.
3. Течение между двумя неподвижными пластинами. Решение этой за

дачи представлено М.П. Волоровичем и А.М. Гуткиным в работе [17]. В случае 
неподвижных пластин В =  0 и поле скорости симметрично относительно сре
динной плоскости z  — h (рис. 3.6, а). Решение примет вид

i  f z ( 2 z i - z ) ,  0 < z < z i ,

2/i j 2f, z x ^ z ^ h ,

z\ -  h (  1 -  A), A = Ts / ( h i ) ,  i  = (pa -  Рь)/(Ь -  a).

В интервале h ^  z  <  2h поле скорости достраивается по симметрии 
v(z) — v(2h — z). Формулы имеют место при А < 1, а противоположное нера
венство А ^  1 — условие запирания течения.

Для расхода получим 
л

Q = 2 J v{z)dz =  l- z \{ h  -  z,/3) =  |£ - ( 1  -  Л)2(1 +  Л/2). 

о
При А — 0 получим известный из гидродинамики [15, 40] параболический



Рис. 3.6. Вязкопластическое течение: а — между двумя неподвижными пластинами, 
б — стекание с наклонной плоскости

профиль скорости для вязкого течение Пуазейля в плоском слое. При А ^  О 
течение называют вязкопластическим течением Пуазейля в плоском слое. Оно 
отличается от классического вязкого течения тем, что внутри слоя содержится 
жесткая зона Z\ ^  z  <  2h — z\ (ядро). В ней все точки среды движутся с оди
наковой скоростью vs = iz\/{2fi). Ширина ядра равна 2hA. С увеличением А 
размер жесткой зоны увеличивается. При А =  1 ядро охватывает всю область 
течения, скорость среды равна нулю и, как говорят, наступает стопор.

4. Движение тяжелого слоя вдоль наклонной плоскости. Полученные 
формулы можно интерпретировать как стекание тяжелого вязкопластического 
слоя толщины h с плоскости, наклоненной к горизонту под углом а  (рис. 3.6,
б). В этом случае следует положить i =  pgsin a. Ha свободной границе слоя ка
сательное напряжение равно нулю. Уравнение z\ =  h( 1 — А) можно переписать 
так p(h — Z \ ) g  sin а  =  r s. Оно выражает баланс сил тяжести и трения действу
ющих на границе ядра. Из условия запирания можно найти критический угол 
наклона sin а* =  rs/{phg). Среда стекает с наклонной плоскости при а  > а», 
иначе она покоится. Расход в слое толщиной h будет равен половине расхода 
между двумя пластинами, находящимися на расстоянии 2h, т. е.

Q =  =  "~ | -*1Па(1 -  Л)2(1 +  А /2).

Рассмотренная задача моделирует поведение геофизических структур, нахо
дящихся в гравитационном поле на наклонном ложе. Примерами таких струк
тур могут служить снежнопылевые лавины из мягкого снега [95], податливые 
участки верхних слоёв земной коры [77,101], соляные породы в предельном со
стоянии [92], последождевые оползни почвы [79], ледниковые образования [80], 
[21]. Для последних особенно характерно наличие массивной недеформируемой



корки, занимающей до 95 % толщины ледника, и тонкой сдвиговой зоны вблизи 
основания. На вязкопластическую природу льда обращено внимание в моногра
фии [81], с. 166: «Поскольку у льда не обнаружено предела длительной проч
ности, введём понятие “практически предельного состояния”, при котором лёд 
настолько незначительно деформируется во времени, что дальнейшую дефор
мацию можно считать отсутствующей . . .  можно определить длительное сопро
тивление, что имеет большое значение при характеристике несущей способнос
ти ледяного тела во времени». Это длительное сопротивление фактически яв
ляется пределом текучести при сдвиге. Экспериментально найденные значения 
материальных функций для широкого класса льдов и снежных потоков лавинно
го типа приведены в обзоре [55]. Нетрудно показать, что при условии отсутст
вия стопора 0 ^  А < 1 справедливо неравенство Q/Qo =  (1 -  Л)2(1 +  Л/2) < 1, 
где Q и Qo — расходы для вязкопластического и вязкого течений соответствен
но Это говорит об уменьшении расхода Q при появлении предела текучести по 
сравнению с соответствующей величиной Qo для вязкого течения.

5. Течение между неподвижными пластинами при заданном расходе. В 
дальнейшем понадобится решение задачи вычисления скорости и перепада дав
ления при заданном расходе. Это решение приводится в работе [60]. Следуя 
[60], вводим безразмерные расход а и координату границы ядра Z\

*  =  £  =  ' - А  (3.2.2)

Тогда с помощью решения, приведенного в п. 3, безразмерный градиент давле
ния выразится через Z\ как

]_ Ы = 1
A rs 1 -  Z \'

(3.2.3)

а безразмерный расход как

z f g - z i / z )
1 - Z ,

(3.2.4)

Скорость выражается через безразмерное распределение скорости U(Z, а) с 
единичным расходом

U(Z,a)
1 jZ (2 Z ,-Z ) ,

2 a ( l - Z ,( e ) )  izf,
О < Z 4  Zu 
Z\ < Z <  1,

l

Z =  v = (Q/h)U(Z , a), 2 J U(Z, a)dZ =  1.
о

(3.2.5)

Зависимость Zi(a) находится из разрешения кубического уравнения (3.2.4). Его 
корень можно вычислить по известной формуле Тарталья-Кардано. Однако, по



лученные формулы громоздки и неудобны. Более эффективно представить ко
рень уравнения рядом Лагранжа (метод Лагранжа описан ниже)

7 = 1 —3 V '  (m +  1 )bm 
* (3m +  l)(a +  l)3m+l’

1 _  3 , .v bm
l - Z i  2 K ^  4  Z - , ( a  +  1)3m+2>

nt—0

(3.2.6)

2 24 22m+l(3m +1)!
9 ’ &1 35 ’ " ’ m 33m+2(2m +  l)!(m +  1)!’

Ряды (3.2.6) сходятся при всех а ^  0. Для вычислений функций Z\ и 
0 <  а <  ао удобнее пользоваться разложениями

г ' - а 'п - Ь - т / п + Ь а2+

r ~ z ,  ~ 1 + а 'п  + \ а  + Ш“3/! + k *  +
С погрешностью менее 0,0015 корень можно вычислять так 

2 8 32

■Z\ при

(3.2.7)

Zi(a) =  <
1 -

3(a +  1) 81(a +  l)4 36(a +  l)7’

a i/2 _  I a  _  l a 3/2 +  j _ a 2 
3 18 27 ’

a > 0.33;

a £  0.33.

Градиент давления вычисляется с помощью подстановки рядов (3.2.6) и (3.2.7) 
в (3.2.3).

6. О корнях уравнения (3.2.4). Функция a(Z\), заданная формулой (3.2.4), 
монотонно возрастает на интервале [0,1) и принимает любое неотрицательное 
значение ровно один раз. Для нее существует обратная функция Z\{a) е  [0,1) 
и определяет единственный корень уравнения (3.2.4) из интервала [0,1) при 
любом а ^  0.

Для вывода рядов (3.2.6), соответствующих корню уравнения (3.2.4) из ин
тервала Z\(a) £ [0,1) преобразуем уравнение (3.2.4) к виду

( 1 - ^ ) 3 +  2
3(a + 1 ) —

1 - 2 ,
(3.2.8)

и воспользуемся теоремой Лагранжа [90] об обращении рядов.
Т е о р е м а  Л а г р а н ж а . Пусть имеется уравнение относительно у вида
у  = А+ хФ (у), (3.2.9)

где х  — переменная, А — постоянная величина, Ф {у) — функция аналитическая 
в точке у  = А. Тогда существует окрестность х 6 (—е, е), в которой корень



уравнения (3.2.9) представляется рядом
°°  ХП Ml- 1

я=2
(3.2.10)

Чтобы получить ряды (3.2.6) достаточно преобразовать уравнение (3.2.8) 
к виду (3.2.9), а затем вычислить коэффициенты, входящие в ряд Лагранжа
(3.2.10). С помощью замен

Х = 3 (а + \) ' y = l ~ Zu *(У) = У3 + 2, Л =  0 (3.2.11)

уравнение (3.2.8) приводится к виду (3.2.9).
Производные от ФЯ(Л) в (3.2.9) в точке А =  0 выражаются через биномиаль

ные коэффициенты С™т+[ и, подставляя эти выражения в ряд Лагранжа (3.2.10), 
получим первый ряд (3.2.6).

Вторая замена переменных уравнения (3.2.8)

* =  27(а +  1)3 ’ У=  3 ( a + l ) ( l - Z , ) ’ ф^ =у2> A = l
также приводит его к виду (3.2.9). Подставляя эти выражения в ряд Лагранжа
(3.2.9) и вычисляя производные функции ФЯ(А) =  Л-2я в точке Л =  1, получим 
второй ряд (3.2.6).

Покажем, как строить наилучшие приближения с помощью частичных сумм 
рядов (3.2.6) и разложений (3.2.7) на примере четырехчленных разложений

Z, =  l 

Z\ — а

3 (а + 1)

1/2 _  ! я _  ± аз/2 +  _ а  
3 18 27

8
81(а +  1)4 

1 2

32
36(а +  1)7’

а > ао\

а < ао.
(3.2Л2)

Задача заключается в определении граничной точки ао, при которой формулы
(3.2.12) определяют функцию Z\(a) с наименьшей погрешностью. Погрешность 
приближения (3.2.12) при а > ао и при а < ао оцениваются величинами соот
ветственно г+ и Г—

г ~ 29 г ец — а5/2
+ ~ 3 9( а + 1 ) 10’ 216

Наилучшее приближение и наибольшая погрешность находятся из уравне
ния |r+(a)| =  |r_(a)|. Откуда получим ао =  0,33; наибольшая ошибка 
|г+| = |г_| =  0,0015.

Аналогично можно построить наилучшее трехчленное приближение. Для 
него получим наибольшую ошибку |г+| =  |г_| =  0,005 при ао =  0,366.

Точно так же находим наилучшие двух-, трех- и четырехчленные приближе
ния для функции 1/(1 — Z\). Результаты приведены ниже



Таблица 3.1
Z, (1

п ао м  = м ао \г+\ = V-
2 0,50 0,0200 0,070 0,0460
3 0,37 0,0050 0,130 0,0130
4 0,33 0,0015 0,237 0,0021

В верхней строке указан вид функции. В первой колонке указано число сла
гаемых в частичных суммах рядов (3.2.6) и разложений (3.2.7). В последующих 
колонках указаны значения ао и наибольшей ошибки г±. Учет каждого после
дующего члена уменьшает погрешность примерно в четыре раза.

3.3. Течения с осевой симметрией

Рассмотрим однонаправленные течения с осевой симметрией. Такие тече
ния возникают в круглой трубе или в кольцевом зазоре между двумя соос
ными трубами. Для вывода уравнений и краевых условий следует повторить 
все рассуждения, приведенные для течения между пластинами. Выберем ось 
z по направлению скорости. Тогда поле скорости однонаправленного осесим
метричного движения будет иметь одну компоненту v(v, 0 ,0). Компонента ско
рости v зависит от г и г и не зависит от угла ф. Из уравнения неразрывности 
div v =  dv/dz  =  0 заключаем, что v(r) зависит только от цилиндрической коор
динаты г.

У тензора скоростей деформаций отличны от нуля только компоненты 
vrz =  vzr и реологическое соотношение определяется линейной связью

srz =  fidv/dr +  rssign (dv/dr), |sr2| > rs, srr =  szz =  0. (3.3.1)

Система уравнений осесимметричного движения (2.2.1) в этом случае имеет 
вид

0 =  dp/dr, 0 =  -d p /d z  +  dsrz/dr  +  srz/r, 
srz =  pdv/dr +  resign (dv/dr), srr =  szz =  0,

который показывает, что градиент давления также постоянная величина. Обо
значим его как и для пластин i =  —(dp/dz). Тогда уравнение движения будет 
иметь вид

d(rr(r))/dr =  -ir , (3.3.2)

где r(r) =  srz находится из закона Шведова-Бингама (3.3.1).
Интеграл уравнения (3.3.2)

27ггт(г) — 2тгг'т(г1) =  /7г(г2 -  (г')2) (3.3.3)



представляет собой уравнение баланса поверхностных сил, действующих на 
кольцевой слой между цилиндрами радиуса г и г '

3.3.1. Течение в кольцевом зазоре

1. Постановка задачи. Рассматриваем течение в кольцевом зазоре меж
ду двумя круглыми трубами радиуса R\ < г < R2. Внутренняя труба покоится, 
а внешняя движется со скоростью и. В сечениях х = а и х =  Ь давление 
постоянно и равно соответственно ра и рь. Под действием перепада давления 
внутри трубы и движения внешней трубы относительно внутренней создается 
течение среды, поле скорости которой и нужно определить. По постановке и 
методу решения эта задача аналогична рассмотренной выше задаче о течении 
вязкопластической среды между двумя пластинами.

2. Краевая задача. Также как и для течения между двумя пластинами для 
расположения ядра возможны три ситуации:
1) ядро расположено внутри области течения;
2) ядро примыкает к одной из труб;
3) ядра нет.

Для первой ситуации с помощью уравнений (3.3.1) и (3.3.2) получаем сле
дующую краевую задачу

г € [R\,ri)U(r2,R2}
d(rr)/dr = -ir,

т(г) =  pv'{r) + Tssign v'(r), v'(r) Ф 0,

o(fli) =  0, v(R2) =  u,
v'(n) = v'(r2) = 0, v(ri) =  v{r2), т (г\) = т$, r(r2) =  - r s.

(3.3.4)

Здесь принимается условие прилипания на границах трубы г =  R\ и г = R2. На 
границах ядра г — г\ и г =  г2 условия вытекают из непрерывности скорости и 
напряжения.

Аналогично можно поставить краевые задачи для двух других случаев рас
положения ядра. Во всех случаях будет существовать единственное решение 
задачи.

3. Вариационная формулировка задачи вязкопластического течения в 
кольцевом зазоре. Аналогично задаче течения среды между пластинами ре
шение краевой задачи (3.3.4) минимизирует функционал

/ ( Ф ) )  =  J  [И ф '(г)) -  /о(г)] rdr, W(v'{r)) =  ^ ( « ' ( r ))2 +  Ф '( г ) \.  

Я.



Множество М  варьируемых функций v{r) на отрезке г 6  [0, /?] определяется 
аналогично.

Для функции v(r) € М  выполнены условия:
1) непрерывность на всем отрезке г € [/?ь /?г];
2) существование второй производной v"(r) в области о'(г) ф 0;
3) v(Ri) =  0, v(R2) =  и.

Функционал выпуклый и ограничен снизу. Поэтому у него существует 
единственный минимизирующий элемент.

Покажем, как получить решение краевых задач в двух наиболее важных 
случаях: в круглой трубе и в кольцевом зазоре между соосно расположенными 
трубами.

3.3.2. Течение в круглой трубе

1. Постановка задачи. Рассматриваем течение в круглой трубе радиуса 
R. В сечениях х  =  а и х = Ь давление постоянно и равно соответственно ра и 
Рь. Под действием перепада давления создается течение среды, поле скорости 
которой и нужно определить. Аналогичная задача для вязкой жидкости носит 
название задача Пуазейля. Для вязкопластической среды ее называют задачей 
Пуазейля вязкопластического течения.

2. Краевая задача. Для течения внутри трубы всегда будет существовать 
ядро 0 ^  г < ло < R внутри области течения. Баланс сил трения на цилин
дрической поверхности радиуса г и сил давлений в сечениях z  =  а и z  =  b 
выражается уравнением 2тггт(г) =  iirr2. Его можно также получить, положив 
г' =  0 в уравнение (3.3.3).

Краевая задача формулируется так

Гт(г) =  -£<>, 
го < г R { 2

\т(г) = p,v'(r) + resign I/(г), v'{r) ф 0, (3.3.5)

v(R) =  0, о'(го) =  0, т(г0) =  - ts .

Здесь принимается условие прилипания на границе трубы г = R. Условия при 
г =  го вытекают из непрерывности v(r), v' (г) и т(г).

3. Построение решения. Решение задачи о вязкопластическом течении в 
трубе круглого сечения получено Букингемом (Bukingham 1921). Приведем по
строение решения задачи. Из последнего условия на границе ядра находим гра
ницу ядра го =  (2/ t) r s.

Из соотношения Шведова-Бингама получим уравнение для скорости 

pv'(r) =  т(г) -  т(г0) =  i(r0 -  г)/2.



Интегрируя это уравнение с учетом условия v(R) =  0, получим

(Я -  го)2 - ( г -  г0)2, г0 < г <  R,

2 \ ( R - r o ) 2, 0 < г < г 0,
го = 2 Ts/i.
Расход вычисляется с помощью интегрирования по сечению трубы. Вычис

ление интеграла можно упростить [46] 
я  я

Q - / и(г)^(тгг2) =  (тгг2о(г))|0 -  J irr2^dr. 

о о
В ядре dv/dr =  0, на границе v(R) =  0, поэтому

я

го
Перейдем от независимой переменной г к переменной т  с помощью замен 
y'(r) =  (t.s +  r)/fi и г2dr =  - ( 2 /i)3T2dr. Тогда 

„ ,т (Я )
Q  =  £  ( ! )  /  ( r  -  T ( /b ) ) r 2rfT =

т(г0)

=  = ( f ) 3 ( ^ 4f (a)4 -  т(л0) т(Л)- зт М )

Подставляем т(/?) =  -iR /2 , т(го) — -iro/2, получим

0яж ** Ы  r°R3 R*
W 2ц 12 3 4

Окончательное выражение расхода удобно записать так: 

тг<7?4 Г 4г0 1 /Й Л 4! 2rs
8 7 [ 1‘ ЗЛ +  з Ы ] ’ ° Т

Течение запирается при условии го =  2rs/ j  ^  Л.

<3 =

3.3.3. Сдвиговое безградиентное течение

1. Постановка задачи. Рассмотрим течение в кольцевом зазоре между дву
мя круглыми трубами радиуса R\ ^  г <  R% Внутренняя труба покоится, а внеш
няя движется со скоростью и. Давление в сечениях х  =  а и х — b одинаково 
и градиент давления равен нулю i = 0. Под действием движения внешней тру
бы относительно внутренней создается течение среды, поле скорости которой и 
нужно определить. Эта задача аналогична задаче о вязкопластическом течении



Куэтта между двумя пластинами. Однако здесь возможно существование ядра, 
примыкающего к внешнему цилиндру.

2. Напряжение и поле скорости. При i =  0 уравнение (3.3.2) для т  легко 
интегрируется т  =  С/r . Пусть для определенности С > 0. Тогда условием того, 
что жесткой зоны нет, является неравенство C/R% ^  r s. Скорость находится ин
тегрированием закона Шведова-Бингама (3.3.1) с условием v(R\) =  0 и учетом 
того, что sign v'(r) =  1

Постоянная С определяется из условия о(/?г) =  и, откуда 
_  т$(/?2 -  R\) +  ци 

In (Л2/Я,) '
Жесткого ядра не будет, если С > 7?2Ts. В безразмерной форме неравенство 
можно записать так

В противном случае будет существовать жесткая зона в области, примыкающей 
к внешнему цилиндру Г\ < г < R^. Из уравнений r fo )  =  rs и v(r{) =  и находим 
постоянную С =  r\Ts и получаем трансцендентное уравнение для r\/R\

Отсюда можно определить зависимость r\/R\ = fo(Q. График функции /о(£) 
изображен на рис. 3.7 штриховой линией. Его легко построить в осях £, /о с 
помощью зависимости £ =  /о(1п /о — 1) +  1. Через функцию /о можно выразить 
постоянную С =  R\Tsf (0  и найти распределение скорости.

Результаты можно записать в следующем окончательном виде.
1. При ограниченной скорости относительного движения цилиндров

или

существует ядро, граница которого г\ определяется уравнением

В области пластического течения R\ ^  г < г\ 
v R\TS . (  ум \  . г г " R\ с (  ци



В области ядра r\ <  г ^  R\
v/u =  1, |т| <  rs.

2. При выполнении противоположного неравенства

ядра нет. Поле скорости, также как и напряжение, в области R\ ^  г ^  #2 
выражаются едиными аналитическими выражениями,

3. Движение цилиндра вдоль своей оси в безграничной вязкопластичес
кой среде. В пределе при R2 —> оо с помощью приведенных формул можно ре
шить следующую задачу. В безграничной вязкопластической среде, покоящейся 
на бесконечности, движется бесконечно длинный круговой цилиндр радиуса R 
со скоростью —и. Найти поле скорости и силу сопротивления, действующую 
на цилиндр. Если цилиндрическую систему координат связать с цилиндром, то 
возникающее в среде поле скорости можно определить по приведенной выше 
формуле в области R[ =  R < г < г\> где граница жесткой зоны определяется 
по формуле r\ =  Rf (£). Сила сопротивления, приходящаяся на единицу длины 
цилиндра, определяется так F = т(/?)27г/? =  27г/?т5/о (^ )*

Вязкопластическими течениями Куэтта-Тейлора будем называть течения 
между двумя соосными круговыми цилиндрами, вращающимися с разными уг
ловыми скоростями. Массовых сил нет. Решение этой задачи построено Рейне- 
ром и Ривлиным (Reiner М., Riwlin 1927) [78].

1. Течения с круговыми линиями тока. Течениями с круговыми линия
ми тока будем называть плоскопараллельные течения, у которых поле скорости 
в полярных координатах г,ф имеет одну компоненту v# =  v(r, ф)9 а вторая равна 
нулю vr = 0. Частицы среды в таком течении движутся по концентрическим 
окружностям. Из уравнения неразрывности (см. разд. (2.2.2)) для таких движе
ний следует dv/дф =  0. Таким образом, поле скорости определяется функцией 
v(r) одной переменной.

У тензора скоростей деформаций отличны от нуля только компонента х)Гф. 
Ее удобно выразить через угловую скорость u(r) = v/r

vr<t> =  ^ru)'(r), J {r )  =  duj/dr.

tsR i Г R2 — R\
+ R i - r  + Ы г/Ri) _  ts(R2 -  Ri) +  pa 

In (R2/R1)’ T r\n(R2/Ri)Ц |>(Д2/Д1)

3.3.4. Течение Куэтта-Тейлора



Реологическое соотношение Шведова-Бингама определяется линейной связью

Выделим мысленно цилиндрическую поверхность радиуса г и высоты h, На 
элемент этой поверхности с углом йф действует сила трения БгфНгйф и момент 
этой силы dM =  гЗгфкЫф. Интегрируя dM по углу, вычислим суммарный мо
мент силы, приложенный к жидкой цилиндрической поверхности радиуса г

Запишем систему уравнений плоскопараллельного движения в полярной 
системе координат (см.разд. (2.2.2)). Ее удобно выразить через функции ш(г) 
и т(г)

m(r) = /2r3u/(r) +  r2rssignu/(r),

—puPr =  —dptdr, dm!dr =  0 , u/(r) ф 0 .

Отсюда видно, что т и момент М не зависят от г. Это же следует из уравне
ния изменения момента количества движения цилиндрического слоя (г, г +  dr). 
Действительно, момент количества движения не меняется со временем и значит 
M{r +  dr) -  M(r) = M'(r)dr = 0.

2. Постановка задачи. Течениями с круговыми линиями тока можно опи
сать следующую задачу. Пусть вязкопластическая среда помещена в кольцевой 
зазор между двумя соосными круговыми цилиндрами радиусов R\ и /?2. Внут
ренний цилиндр радиуса R\ вращается с угловой скоростью ш\> а внешний — с 
угловой скоростью и>2. В области между цилиндрами R\ ^  г < R2 устанавлива
ется течение среды. Нужно найти поле скорости v(r), давление и моменты сил, 
действующие на цилиндры. По постановке и методу решения эта задача ана
логична рассмотренной выше задаче о продольном течении вязкопластической 
среды в кольцевом зазоре между цилиндрами.

3. Краевая задача. Также как и для продольного течения Куэтта, между 
двумя цилиндрами возможны две ситуации.
1. Образуется ядро г\ < г ^  # 2, примыкающее к внешнему цилиндру. Из сис
темы уравнений (3.3.6) в этом случае получим следующую краевую задачу для 
определения функции и>(г), и числовых значений г\ и т

вГф =  /W ( r )  +  resignо/(г), \и/(г)\ ф 0,

М  <  т$ И  г)\ =  0.

М =  2'irhm, m(r) =  r2sr0.

(3.3.6)

(3.3.7)



2. Ядра нет. Краевая задача такова

J(r) = (Щ -  — )  Sign (u>2 -  Wi), R\ <  г < Я2,V #/Г° //.Г / (3.3.8)
a>(/?i) =  а;ь ы(/?2) =  о>2-

В обоих случаях принимаются условия прилипания на твердых границах г = R\ 
и г =  /?2. Этот случай реализуется, если найденное значение г\ не будет превос
ходить /?2- В противном случае пластическое течение охватывает всю область 
между цилиндрами. В краевой задаче нужно два последних условия заменить 
на одно о>(/?2) =

4. Решение. 1. Приведем решение первой краевой задачи (3.3.7), когда ядро 
примыкает к внешнему цилиндру. Находим решение уравнения, удовлетворяю
щее первому условию co(R\) =

Из второго условия ш(г\) =  и>2 получаем уравнение для границы ядра г\ и 
находим т

Полученная функциональная зависимость £ =  ^(rf/R^) монотонная и имеет 
обратную функцию rf/R* = \m\/(rsR\) =  /(£). График ее в осях £, /  легко 
построить с помощью зависимости ^ =  /  — 1 — 1п/ (на рис. 3.7 сплошная линия).

Функция /(£) определяет безразмерную границу ядра как функцию безраз
мерной разности угловых скоростей £. Приведенное решение с ядром примыка-

2,0

1,0 -
0,0 0,2 0,4

Рис. 3.7. Графики функций f(Q и /о(О



ющим к внешнему цилиндру реализуется при достаточно малой относительной 
угловой скорости £ < £♦ =  R \/R \ — 1 — In(R^/Rf).

2. В противном случае £ ^  £, пластическое течение охватывает всю область 
течения. Распределение угловой скорости и т находится из решения краевой 
задачи (3.3.8)

* г)■ Ь  у щ -  ? ) '  ё |л w sie" ~ Ы{)+ “’"

^2|w2 -  Ш|| +  ^  In j l j  sign (Ы2 -  Wl).

Через m выражается и момент силы М = 2nhm.
В завершение приведем зависимость безразмерного момента силы 

М  =  \М\/(2nh.TsRf) от безразмерной угловой скорости £ =  2 \и>2 — u>\\^/ts

где. £ ^  е>

" " ‘ A M S ' 1. 1,
Эту зависимость проще воспроизводить в виде обратной функции £(/Й)

(М  -  1 -  1пЛГ, М < Д |/Я?,

^ {(1 -  R\/R \)M  -  W l / R \ ) ,  М  >  R \/R \.

На рис. 3.8 приведена зависимость М(£) при R^/Rf =  2. При изменении £ от 
нуля до бесконечности момент силы возрастает от порогового значения М  =  1 
до бесконечности. При М ^  момент силы линейно зависит от £.

5. Ротационный вискозиметр. На полученной формуле для момента си
лы основан способ измерения коэффициентов /z и т5. Ротационный вискозиметр 
Волоровича устроен следующим образом [7]. Корпус вискозиметра выполнен в 
виде осесимметричного стакана с расположенным внутри него соосно осесим
метричным ротором. Между стаканом и ротором имеется зазор. Ротор имеет 
возможность вращения вокруг оси симметрии. Радиус цилиндрической части 
ротора /?ь а цилиндрической части полости стакана /?2. Высота погружаемой в 
среду рабочей цилиндрической части ротора А. При вращении ротора с доста
точно большой угловой скоростью ш

2\и\ц/т$ > R \!R \ - 1  -  \n(R\!R\)



Рис. 3.8. Безразмерный момент силы в зависимости от безразмерной угловой скорости

пластическое течение охватывает все пространство между цилиндрами. Тогда 
на внутренний цилиндр действует момент силы, линейно зависящий от угловой 
скорости и

М =  Аи  +  В,

р2р2
А =  47гдЛ-—J—2-

Щ - Щ '

В =  2ж Ts h
р2 р2 р2
к \ к 2 |п 2 1

По результатам эксперимента строится график зависимости М(ш) и аппрокси
мируется прямой. Тогда тангенс угла наклона будет определять А , а отсеченный 
отрезок на оси ординат — В . Вычислив А, находим по приведенной для него 
формуле коэффициент /х, а вычислив В , находим т5.



Глава 4

ТОЧНЫЕ НЕСТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ

4.1. О методах получения точных решений
Также как и в стационарном случае (см. разд. 3.1)) подбирается система 

координат jci, Х2»̂ з> в которой реологическое соотношение имеет вид одномер
ного закона Шведова-Бингама. В результате уравнения движения (2.1.1) будут 
линейными. Однако условия на границе ядра останутся нелинейными, что яв
ляется основным препятствием получения точного решения в нестационарном 
случае. Краевые условия должны выводиться из уравнений движения и требо
вания непрерывности скорости и напряжений на границе ядра.

Для плоскопараллельного течения между двумя параллельными пластинами 
одно точное автомодельное решение приведено в монографии [58]. Градиент 
давления подбирается в виде С/уД, толщина ядра примыкающего к одной из 
пластин, меняется пропорционально уД. Скорости движения пластин подбира
ются равными значениям скорости потока на них.

В [61, 62, 100] получены более общие серии многопараметрических точных 
решений, в которых скорости движения пластин задаются и, в частности, могут 
быть неподвижными. Эти решения излагаются в следующем разделе.

4.2. Течения между двумя параллельными пластинами

4.2.1. Формулировка краевой задачи

1. Однонаправленные плоскопараллельные движения. Будем предпо
лагать, что вектор скорости во всех точках пространства имеет одно направле
ние. Такое движение называется однонаправленным. Выберем ось х  по направ
лению скорости. Тогда поле скорости будет иметь одну компоненту v(v, 0 ,0). 
Компонента скорости для плоскопараллельного движения не зависит от одной 
из декартовых координат у. Из уравнения неразрывности diva =  dv/dx  =  0 
заключаем, что v(t,z) — функция только двух аргументов. Тензор скоростей 
деформаций имеет только одну компоненту vxz =  \d v /d z  ^  0. Как выше отме
чалось в этом случае девиатор напряжения имеет тоже одну компоненту sxz =  т, 
которая связана с vxz линейным соотношением Шведова-Бингама.



Рис. 4.1. Схема течения между двумя пластинами

2. Ускорение ядра. Однонаправленные плоскопараллельные движения 
можно применить для решения краевой задачи о нестационарном течении в 
области 0 <  z  <  2h между двумя параллельными пластинами z  =  0 и г  =  2А 
(рис. 4.1). Будем искать решения, в которых область ядра 0 < z\ <  z <  zi < 2h 
расположена внутри течения. Границы ядра Z \ ( t )  и 22(f) зависят от времени и 
подлежат определению.

Найдем ускорение ядра. Для этого надо применить закон количества движе
ния к области Z j ( t )  ^  z  ^  Z2(f)> на границах которой сверху и снизу действует 
касательное напряжение ts , слева и справа приложены давления р \ , р 2 (рис. 4.2). 
Ускорение d v / d t  можно получить двумя способами.

Способ 1. Применяем закон изменения импульса к материальному прямо
угольнику ABCD, состоящему из одних и тех же частиц, движущихся со ско
ростью v ( t )  (см. рис. 4.2, а). В начальный момент Z\  и z<i — границы ядра. В 
следующий момент времени каждая частица сдвинется по оси х на расстоя-



г i
Zn

Рис. 4.2. Законы изменения импульса для материального объема (а) и для ядра (б)

ние vdt и соответственно сдвинется материальный прямоугольник. Изменение 
количества движения его равно поверхностной силе

pl(z2 -  2 i ) ^  = (P l-  p2)(z2 -  Zi) -  2TS1.

Способ 2. Применяя закон изменения импульса к ядру ABCD, нужно учесть 
добавочное слагаемое pl(z2 — z\)v — поток импульса через его границу, обус
ловленный вовлечением в него новых материальных частиц среды (см. рис. 4.2,
б). Изменение количества движения запишется так (см. (2.1.6))

plTt ^  ~  2^  и1 =  to  “  P2)(z2 ~ z i) ~  2Tgl +  pl{z2 -  zi)v.

Нетрудно видеть, что оба способа эквивалентны. Они приводят к следующему 
соотношению для ускорения:

z \(Г) <  2 < z2(T) dv/dz = 0, |t | < ts,

p d v / d t  =  - д р / д х  -  2ts/(z2 -  Z \ ) .  (4.2.1)

3. Уравнения в области деформационного течения. Вне ядра скорость 
деформации отлична от нуля, напряжение сдвига т  =  sxz находится из закона 
Шведова-Бингама, и уравнение движения (2.4.1) принимают следующий вид

0 < 2 < Z ) ,  z2 <  z  <  2h \т\ >  TS



dv . dv
Т - » Т г ± Т ’Тг (4.2.2)

dv d2v dp 
p dt ~  ^dz? ~  d x ’ 
n dP n dP

(4.2.3)

0 m W  0 = m -
Из уравнений (4.2.1) и (4.2.3) следует, что —др/дх =  i зависит только от време
ни. Таким образом, получаем уравнения 

dv _  2Ts , ./-Л
р~я* ~  ~'‘, п -  s ,  ,

(4.2.4)
О ^  z < z\, Z2 ^  z  < 2А.

at
dv

}dt

(Z2 “  Zi)
d2o 

L dz2P m  =  МБТ2 +  *(0.

4. Начальные и краевые условия. В начальный момент * =  0 следует 
задать значения границ ядра и начальное распределение скорости

у(0, z) =  l»o(z), Z i(0 ) =  Zio, 22(0) = 220.

На пластинах скорость среды совпадает со скоростью движения пластин
«1(0. «2(0

v{t, 0) =  u i0(0 , v(t, 2h) =  ыг(0-

Условие непрерывности т на границах ядра с помощью (4.2.2) запишется в виде

v'z(t,Zi) = v'z(t,Z2) = 0. (4.2.5)

Из уравнений (4.2.4) и непрерывности ускорения dv/dt получаем условия на 
границах ядра

<(/,.,) -  <&«,«) -  -  • <4-2-«
Краевая задача (4.2.4)-(4.2.6) является аналогом задачи Стефана для урав

нения теплопроводности. На свободных границах zi(0, 22(0 условия (4.2.5) и
(4.2.6) отличаются от условий в задаче Стефана.

В [58] приводится точное решение, в котором ядро примыкает к нижней 
пластине, а давление меняется по специальному закону

2| =  0, Z2 =  2а.2'Лл, i(t) =  pa \fu fu

v{t, z) =  \fv t exp(a2)
ap \

£(Erf(0 -  Erf(a)) + ^exp(-^2)^ + 20



где а  и /3 — две произвольные постоянные. Пластины в этом решении движутся 
специальным образом, так что их скорости соответствуют значениям v(t9 0), 
v ( t,2h).

Ниже излагается общий метод построения многопараметрических точных 
решений, в которых скорости пластин, либо градиент давления могут задавать
ся произвольно. Особое внимание будет уделено точным решениям для неста
ционарных течений между неподвижными пластинами.

1. Трехпараметрическое семейство решений. Для границ ядра принима
ем следующие законы

Функцию /i(£, а) и постоянную с нужно выбрать так, чтобы удовлетворялись 
следующие условия:
а) уравнение движения в области пластического течения (4.2.4);
б) непрерывность скорости;
в) условие на границах ядра (4.2.5) (непрерывность касательного напряжения);
г) условие на границах ядра (4.2.6) (непрерывность ускорения);
д) условия прилипания на пластинах v(t, 0) =  щ и v(t, 2h) =  u2.
Тогда поле скорости (4.2.7), (4.2.8) будет точным решением задачи вязкопласти
ческого течения.

Условие а). Находим производные скорости (4.2.8) в областях 0 <  z  <  z\ и 
z2 <  z  <  2А

4.2.2. Серия точных решений, описывающая 
торможение среды

z\ =  b +  2a\\fvi, z2 =  b +  2a2\/W. 

Поле скорости ищем в виде

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

Подставляя их в уравнение (4.2.4), получим



Подчиним функцию /1 (£, а<) двум условиям

f{(ai,ai) = 0, щ) =  1. (4.2.12)

Тогда функция /] определится из уравнения единственным образом 

Ш ,Ъ ) = exp (a?) (£(Erf(£) -  Erf(a,)) +  £ехр(-£2) ) ,

* 2 (4-2.13)
Erf(£) =  /  e~x dx, i =  1,2. 

о
Функция /](£, а) имеет следующие производные первого и второго порядков 

/,'(£, а) =  ехр(а2) (Erf(0 -  Erf(a)), /,"(£ а) =  ехр(а2 -  £2). (4.2.14)

Условие б). Формулы (4.2.8) определяют функцию v(t,z) — непрерыв
ную на границах ядра z  = z\ и z  =  Z4. Действительно, при z  =  г,- имеем 
f  = а,- и /i(£, а,) =  /i(a;, а,). Из уравнения (4.2.11) и условий (4.2.12) следует 
/|(а,, а,) =  1/2, / =  1,2, т. е. непрерывность функции v(t, г).

Условие в). Условие (4.2.5) выполнено в силу первого равенства (4.2.12).
Условие г). Из (4.2.10) и (4.2.14) находим

d2v 
dz2 С //'(£. a/) =  С

г=г/ A\fvt A\fvt'
i =  1,2.

Подстановка в условия (4.2.6)
с__________ Ts_____ 1_

4\/ь7 ~  #i)
показывает, что они удовлетворятся при 

4ts

М(<*2 ~ а \У
(4.2.15)

Итак, постоянная с и поле скорости определены.
Условие д). Условия прилипания на пластинах будут тоже удовлетворены, 

если скорости пластин таковы

«](/) =  v(t, 0) =  ̂i(t)dt + cVut /1 ^
. 2 v V “ ' ) '

(4.2.16)

«г(0 =  v{t, 2h) i(t)dt + c\fvi Д
( 2  h - b  \  
V 2y/i4 ’ /

Приведенное трехпараметрическое точное решение верно при
произвольном градиенте давления и описывает движение вязкопластичес
кой среды между двумя плоскостями, которые могут двигаться с различными 
скоростями. В частности, можно подобрать функцию i{t) так, чтобы пластины 
были неподвижны.



Из закона Шведова-Бингама нетрудно найти касательные напряжения на 
площадках параллельных пластинам

т(/, z)

/
TS +

flj)
2 О ^  z  ^  Z\\

|t / ts | < 1 , Z\ < 2 <  г2;

, c / i9 /i(^ a 2) 
Ts + ~Z------37---- Z2 < 2  < 2Л;

(4.2.17)

Очевидно функция r(i, 2) — непрерывна.
2. Течение между двумя неподвижными пластинами. Условию прили

пания на пластинах можно удовлетворить, если положить в серии (4.2.7), (4.2.8) 
a2 =  —а\ = а, Ь =  А и подобрать функцию i(t). Для этого запишем уравнение 
(4.2.4) при 2 =  2Л с учетом условия прилипания v(t, 2h) = О

d2v 
Мdz2

-Ь /(/) =  О
z=2h

и с помощью уравнения (4.2.9) найдем

е - h
2y/Ui

Подставляя сюда значение постоянной (4.2.15) и вторую производную (4.2.14), 
найдем значение градиента, при котором выполнено условие прилипания на 
верхней пластине z =  2h

На отрезке времени t 6 (0, fo). to =  h2/(Aa2u) функция i(t) меняется от значе
ния *(0) =  0 до порогового значения градиента давления

i(to) =  h  = rs/h.
При \i\ ^  io среда покоится, а при |/| > /о среда трогается с места. Функцию 
i(t) удобно представить в безразмерной форме

-  =  4а24 .  
to h2



При этом значении градиента из серии (4.2.8) при z<i ^  z ^  2h найдем
% v(t,z) =

В области 0 <  z/h  <  1 решение доопределяется по симметрии 
v(t, z) =  v(t, 2h — z).

Решение (4.2.19) определяет течение среды между двумя неподвижными 
пластинами под действием градиента давления (4.2.18) на отрезке времени 
t € (0, to), to =  h2/(4a2u).

При t =  h2/{2v) (t/to =  2a2) функция i(t) имеет абсолютный максимум, 
равный imax =  г'о exp(a2)/(a\/2e). Если а ^  л/2/2, то функция i(t) монотонно 
возрастает на отрезке t 6 (0, to). При а < л/2/2 функция /(/) не монотонна.

На рис. 4.3, а представлены функции i(f)/*o в зависимости от при 
значениях параметра а =  0,2; a =  0,707; a =  1; a =  3. На рис. 4.3, б-д 
представлены профили безразмерной скорости V =  (h / { t sK ) ) v  в моменты вре
мени t/to =  0; 1/16; 1/4; 9/16; 1 при четырех различных значениях параметра 
а = 0,2; 0,7; 1; 3. Значение параметра а указано на соответствующем рисунке. 
В начальный момент t=0 профиль скорости имеет вид треугольника

С течением времени область твердого ядра увеличивается, а движение среды за
медляется. Таким образом, представленное решение описывает процесс тормо
жения среды от треугольного профиля скорости при t = 0 до полной остановки 
при t = to.

При а > 0 ,7  среда томозится, так как градиент давления меньше порогового 
значения. При а < 0 ,7  градиент давления меньше порогового значения в начале 
торможения. В остальное время процесс торможения продолжается по инерции 
при градиенте давления не меньшем порогового значения.

Касательное напряжение в области деформационного течения находится из 
закона Шведова-Бингама и равенства (4.2.10)

0 <  2 <  h 1/(0, z/h) — k{z/h),

h < z  ^  2h 1/(0, z/h) =  k{2 -  z/h),



О 0,1 0,2 0,3 у  0,4 0 0,02 0 ,04  у

Рис. 4.3. Градиент давления i/io в зависимости от безразмерного времени t/to и про
фили безразмерной скорости V в моменты времени t/to =  0; 1/16; 1/4; 9/16; 1

Обозначение специальной функции Erf взято из [6]. Используя асимптотику

Erf(£) =  —̂ е х р ( - £ 2) ±  ^  при £ - » о о

найдем

Отсюда видно, что при а2 »  1 профиль скорости линейный с угловым коэф
фициентом dv/dz  =  Ts/(2pLd2) всюду, кроме тонкого пограничного слоя вблизи 
границы ядра £ =  а. Толщина пограничного слоя Sz соответствует изменению



величины £2 порядка единицы: 5(£2) =  2а6£ =  a5z/y/vi ~  1. Отсюда находим 
5z ~  y/ut/a =  h\/t/to /(2a2). На толщине пограничного слоя Sz происходит 
гладкий переход от линейного профиля v =  rsz /(2^a2) к профилю с нулевым 
наклоном dv/dz  =  0 .

Таким образом, при достаточно большом значении параметра а профиль 
скорости в каждый момент времени имеет вид трапеции. Верхнее основание с 
постоянным замедлением приближается к нижнему, а наклон боковых сторон 
остается неизменным. В окрестности середины между пластинами происходит 
нарастающее с течением времени «отвердение» среды. Вблизи пластин дефор
мационное течение остается неизменным (см. рис. 4.3, д при а =  3).

4.2.3. Двойственная серия точных решений при отсутствии ядра 
в конечный момент времени

1. Трехпараметрическая серия. Аналогично (4.2.7—(4.2.17) при t ^  0 
можно построить двойственные серии точных решений

z\ =  В -f 2i4i \J—vt, Z2 =  В +  2A<i\F-vt, т? =
z - B  

2 y/—u t ’
(4.2.21)

v(t,z) i(t)dt -Ь C\J—ut

/

<
F i M ) .
1/ 2.

Fi(n< ̂ 2)

0 < 2 < z\, 
z\ <  2 <  22, 
22 <  2 <  2A;

(4.2.22)

r(t,z)

, CndF\(i),A\)
T < + т — щ — '

< |t / ts | <  1,
, CfidFiir), a2)

~ T S  +  H ------------ 5 1 --------

0 < 2 ^  2), 

Zl <  2 < 22l

22 < 2 < 2ft.

(4.2.23)

Формально предлагаемая серия решений отличается от (4.2.7)-(4.2Л7) тем, 
что в ней переменная t заменена на — функция /1 заменена на F\ и постоянные 
с, а\, a-i, b заменены соответственно на С,Л|, Лг> В. Для функции F\{rj) получим 
уравнение, похожее на (4.2.11)

F" -  2t]F[ +  2Fi =  0. (4.2.24)

Условия на границе оставляем такие же, как и (4.2.12).

F[{Am) = 0, F['{Am) = 1. m =  l,2 (4.2.25)



(4.2.26)

Решение получается из решения (4.2.13) заменами £ =  щ  а =  iA 
F\{rj, А) =  ехр(—Л2) (ту(ЕгП(т?) -  ЕгП(Л)) -  ^exp^2) ) ,

F 'faA )  =  ехр(-Л 2) (ЕгП(т?) -  ЕгП(Л)),

F / 'fa  А) =  ехр(-Л 2 +  г?2), Erfi(ту) =  /  e*dx,
о

Аналогично определяется постоянная С 
г  =  4rs

М Л 2 -Л 1 )’
Эта трехпараметрическая серия описывает иной физический процесс. Ши

рина ядра будет убывать с течением времени и в конечный момент времени 
t = 0 обратится в ноль.

2. Течение между двумя неподвижными пластинами. В частном случае, 
который определяет течение между двумя неподвижными пластинами, анало
гично рассмотренному выше, полагаем А 2 = —А\ =  А, В =  А и определяем 
функцию i(t) из условия прилипания

С jJL

(42.21)

dv d2v
p a i  “ + ' ‘a ?  “ ,< ( )+ 4 ^ /ц я K M

m  = ‘s F"  
2a s / —v t  1

h -T,A
2 y/—v t ’

(4.2.28)

Полное решение удобно записать в безразмерном виде

~  у/~ь

F l[ A ^ t ,A ] - т Л ) .
(4.2.29)

В области 0 ^  z/h  < 1 решение доопределяется по симметрии
v(t, z ) =  v(t, 2h — z).

Решение (4.2.29) описывает течение среды между двумя неподвижными 
пластинами под действием градиента давления (4.2.28) на отрезке времени 
t 6 (-/о> 0), to =  Л2/(4 у421/). Функция i(t) меняется от порогового значения 
/(0) =  h  = Ts / ( p h )  до бесконечности при / —> —0. Течение начинается из состо
яния покоя в момент времени t =  — to, когда градиент давления i(t) превышает



Рис. 4.4. Градиент давления i / i o  в зависимости от безразмерного времени t / to  и про
фили безразмерной скорости V от безразмерной координаты z/h в моменты времени 
t /to = - 0,4 ; - 0, 3 ; - 0,2

пороговое значение /о- Происходит разгон течения под действием увеличиваю
щегося во времени градиента давления на интервале t 6 ( - to. 0)- При этом i(t) 
и скорость v(t , z ) возрастают неограниченно.

Ядро заполняет область 1 -  2Ayf^ t  =  zj ^  2 ^  z^ =  1 +  2/1 >/-7, ширина ко
торого уменьшается по закону 4/1 >/--?. На рис. 4.4, а представлена зависимость 
градиента давления от времени t/to. Профили скорости при значении параметра 
А = 1 в моменты времени t/to =  —0,7;  - 0 , 6 ;  —0,5 изображены на рис. 4.4, б 
и в моменты времени t/to =  - 0 , 4 ;  - 0 , 3  ; - 0 , 2  на рис. 4.4, в.



4.2.4. Серии точных решений с постоянной шириной ядра

1. Трехпараметрические серии. Примем следующий закон движения гра
ниц ядра:

Zj =  bj + 2а\ЛЛ, /  =  1,2. (4.2.30)

Ширина ядра постоянна Д z  — z2 — Z \  =  — b \  и не зависит от времени, а
область ядра сдвигается пропорционально \Д.

Автомодельные переменные в первой 0 < z ^  z x и второй z2 <  z <  2 
деформационных областях обозначим соответственно через ( | и (2

£/ =
z — bi

7 =  1, 2 .

Поле скорости будет выражаться через функцию /2

( /2(^1.а), 0 < 2  < z i
v ( t ,  z )  =   ̂J i ( t ) d t  +  c t  < 1/4, Z \  < z <  z2 

. /2 (6 2 . a), 22 ^  z <  2A 

Производные в области 0 <  2  <  z \ , z2 <  z <  2Л таковы

(4.2.31)

(4.2.32)

| ^  =  ± f(0  +  c ( / 2& a ) - | / 2U a ) ) .

#z U)' Udz> ~  4^ ’й)'
Подставляя в уравнение (4.2.4), получим уравнение для функции /2

№ < а) + 2 т < а ) - Ш Ь а )  = 0.

Также как и в предыдущих сериях подчиним функцию /2 условиям 

/ ;2, (й ,а )  =  0, % ( а , а )  =  1.

Решение уравнения, удовлетворяющее этим двум условиям, имеет вид

/2(1, а) = 5 exp(a2) (?i(a)M3  ~ h x(a)q2(0) . 4i( 0  = 2£Erf(£) + exp(-£2)-
42(0 = (4f2 +  2)Erf(£) +  2£exp(—£2), A,(0 -  %  A2(0  =  ^ 2 +  2.

Производные этой функции таковы

Ш ,  в) -  г exP(fl2) Ш Ф \ { §  ~ q\{§hx(a ) ) ,
/2"(£ .а ) =  2aexp(a2) (Erf(a) -  Erf(£)) +  1.

Из граничного условия (4.2.6) находим постоянную с

С =  _ _ _ _ ®Z*___ (4.2.33)
1л(Ь2 - Ь хУ



Аналогично строится двойственная серия с заменой в (4.2.30)-(4.2.32) t на 
-t. Границы ядра представляются в виде

г,- — Bi + 2A y/-u t, г =  1,2 (4.2.34)

и вводятся автомодельные переменные в первой и второй областях деформаци
онного течения

т =
z — B\
2 y/=Ut' V2 2 j= U t'

Тогда решение представляется в виде
(  h i m , A ) ,  0 < 2 ^ 2 i;

v(t, Z) — ~ J  +  Ct <

z - В г
(4.2.35)

(4.2.36)-1 /4 , z x ^  z  < г2;

. h i m , А), 22 < г < 2 Л .

Аналогично находим решение уравнения и граничные условия для функции f 2 

F?im А) -  2 ^ (7 ? , А) + 4F2(77. А) = 0,

Fi(A,A) =  0 , Fi'iA,A) =  1.

Определяем его решение

F2iv,A) =  - i  ехр(—Л2) (0,(Л)Я2(т?) -  Я1(Л)02(т7) ) ,

Qliv) =  2т?ЕгП(т/) -  ехр(т72),

Q2(»?) =  (4т?2 -  2)Erfi(rj) -  2т?ехр(т?2),

Я, (7?) =  27/, Я2 (77) =  4т/2 -  2

и производные

^2(т?, Л) =  - 1 еХр (-Л 2) (Q ,m (7 7 )  -  01(т7)Ях(Л)), 

Filin, А) =  2Лехр(—Л2) (Erfifa) -  ЕгП(Л)) +  1.

Из граничного условия (4.2.6) находим постоянную С 
8 ts

С =
м(Я2 Я])

(4.2.37)

2. Течения около неподвижной пластины при постоянном градиенте 
давления. Рассмотрим подробнее частный случай, когда пластина 2 =  0 непо
движна, а градиент давления постоянный и не зависит от времени. Расположим 
вторую пластину на уровне 2 =  2h. Будем полагать, что ядро примыкает ко вто
рой пластине, так, что z\ ^  2h <  г2. Скорость пластины будем считать равной 
скорости ядра.



Рис. 4.5. Градиент давления и профили скорости

Параметры течения в серии (4.2.32) задаются так: Ь\ =  0, 62 =  Д 2 ^  2А. Из 
условия прилипания на неподвижной пластине найдем

i/io =  4/2(0 , а) =  /2" (0, а) =  1 +  2а exp(a2)Erf(a), t'o =  2 r s/A z.

В безразмерном виде из (4.2.32) получим решение при 0 <  t < t 0 = h2/(a2u)

й в1{'г)~ ^ Н ^ ~ 4/г( ш а))'  0 < г < 2‘, ' / й - ( 4 U 8 )
В ядре, примыкающем к пластине г  =  2/х, скорость изменяется линейно со



временем по закону

Пластина z  =  2h движется со скоростью ядра с постоянным ускорением.
Параметры течения в серии (4.2.36) задаются аналогично: В\ =  0, 

B<i = Дг ^  2h. Аналогично найдем градиент давления

О < 2 < 2Ay/^Ui,

В ядре, примыкающем к пластине z  =  2h, скорость изменяется линейно со 
временем по закону

Пластина z  = 2h движется со скоростью ядра с постоянным замедлением.
Таким образом, в решении (4.2.38) течение начинается из состояния покоя 

и ускоряется. В решении (4.2.39) в начальный момент времени t =  —to течение 
имеет некоторый профиль скорости и замедляется до полной остановки при 
1 =  0.

Градиент давления i/io  можно представить на одном графике (рис. 4.5,
а). По оси X откладывается параметр X  =  а2 при X > 0 либо X  =  —Л2 при 
X < 0, а по вертикальной оси откладывается значение i/io. Из рис. 4.5,а видно, 
что функция i/io  принимает наименьшее значение —0,284 при X  =  —2,26, 
А = \ /2 ,26 = 1 ,5 . Каждому значению параметра X соответствует одно зна
чение i/io  ^  -0 .284  и решение, определяющее либо разгон течения при 
i/i0 > 1 (X > 0), либо торможение при -0 ,2 8 4  < i/io < 1(Х < 0). Для каждо
го отрицательного значения 0 > i/io > —0,284 существует два решения, соот
ветствующие двум параметрам X: одно X  < -2 ,2 6 , второе-----2,26 < X < 0 .
Все профили скорости деформационной области в различные моменты времени 
афинно подобны и определяются функциями /2(а, г?) или /^(Л, т?) и соответст
вующим значением градиента давления i/io. На рис. 4.5,6 показано несколько 
профилей этого семейства при а =  2, 0 ,5  и Л =  1; 2; 3. Соответствующие им 
значения градиента давления i/io =  193; 1,59; -0 ,069 ; —0,2; -0 ,0761 можно 
найти по графику на рис. 4.5,а. На каждом профиле указано значение параметра 
а при ускорении течения, либо параметра -Л  при замедлении. По вертикальной

{i/io)F% (0, Л) =  1 -  2Л ехр(Л2)ЕгП(Л), г0 =

В безразмерном виде из (4.2.36) получим решение при -to  ^  f ^  0

(4.2.39)



оси откладывается z/h, а по горизонтальной v(t,z)/vо„ i>o =  v(t,z\). Профили 
при X  > —1,2; А < 1, 1; а ^  0 — выпуклые, при X  < —1,2 профили имеют 
точку перегиба. В пределе X  -* оо профиль скорости имеет форму параболы.

На рис. 4.6,а представлено развитие течения из состояния покоя 
при значении параметра а — 1, i/iQ =  5,06. Безразмерные профили 
скорости V (/, z/h) =  z) представлены в моменты времени
t/to = 0; 0,25; 0,5; 0 ,75;*1.

На рис. 4.6,6 и в представлены процессы торможения течения 
при значении параметра /4 =  3, t/г'о =  0,076 в моменты времени 
t/to =  -1 ; -0 ,7 5 ;  - 0 ,5 ;  -0 ,2 5 ; 0. В последний момент времени t =  0 
среда останавливается.



При достаточно большом значении параметра А процесс торможения 
происходит при отсутствии градиента давления (i & 0). Происходит 
постепенное «отвердение», среды. «Отвердение», распространяется от верхней 
движущейся пластины по направлению к нижней. Область деформационного 
течения примыкает к нижней пластине. Профили скорости имеют форму одной 
и той же параболы с осью, совпадающей с нижней пластиной.

Таким образом, в области деформационного течения никаких изменений не 
происходит. Уменьшается лишь ширина этой области. Аналогичный эффект 
при течении между двумя неподвижными пластинами был описан ранее (см. 
рис. 4.3,д а =  3).

4.2.5. Приложение к  разд. 4.2

1. Общий метод. Можно достичь существенного обобщения всех рас
смотренных выше решений, если поле скорости в области 0 ^  z  ^  г\ или 
22 < z  ^  2h при t ^  0 представить рядом

v(t,z) =  ~п f  i(t)dt+  ^  ck(Vi4)kfk(Zj,aj),
р J *=-оо (4.2.40)

£/ =  zi =  bi +  2 ajy/vt, j  =  1, 2.

Автомодельная переменная и законы движения границ ядра Zj(t) подобраны 
так, что на границе z  =  Z/(t) автомодельная переменная постоянна =  щ.

Подставляя ряд (4.2.40) в уравнение (4.2.4), получим обыкновенные диффе
ренциальные по переменной f  уравнения для функций /*(£, а)

fk + 2ff* -  Щ к  =  0, £ =  1,2,... (4.2.41)

Также как и выше, подчиним функцию условиям

№ ,« )  =  0 , fk(a,a) = 1.

Тогда поле скорости (4.2.40) будет удовлетворять условиям (4.2.5). Из условия
(4.2.6) получим соотношение

< (< .2,) =  —  ° k ^ t ) k 2 =
k=—oo

- 2  rs_________ 1__________
М Ьг -  b\ +  (d2 -

(4.2.42)

Правую часть можно представить в виде ряда по степеням \ fv t  и найти с*. 
Четырехпараметрическая серия будет построена. При = Ь\ получим вырож
денный случай, в котором ряд содержит только одно слагаемое. Он рассмотрен 
в разд.4.2.2. Другой вырожденный случай «2 =  а\ изучен в 4.2.4. Двойственная



серия при t < 0 представляется рядом

v{t,z) = -  f  i(t)d t+  ^ 2  C k W -v t)kFk(rij, a.j) 
P J b—-r^ (4.2.43)

Vi = i $ i >  zi =  Bi +  'l& j'f-vU j  -  1.2.

Подставляя ряд (4.2.43) в уравнение (4.2.4), получим обыкновенные дифферен
циальные по переменной 77 уравнения для функций />(77, А)

Также как и выше, подчиним функцию Fk условиям 

F^A,A) = О, F£(A,A) =  1.

Тогда поле скорости (4.2.43) будет удовлетворять условиям (4.2.5). Из условия
(4.2.6) получим соотношение

Правую часть можно представить в виде ряда по степеням \J -v t  и найти Ск. 
Двойственная четырех параметрическая серия будет также построена. Таким 
путем можно определить четыре четырехпараметрические серии. Здесь также 
имеются два вырожденные случая: B<i =  В\, рассмотренный в разд. 4.2.3 и 
Ач =  А\, изученный в разд. 4.2.4.

2. Автомодельные функции. Приведем сводку формул по которым можно 
легко вычислять автомодельные функции, определяющие перечисленные выше 
решения Функции Д(£, а) находятся из решения краевых задач

FH-2r}F'k + 2kFk = 0, Л =  1 ,2 ,.. . (4.2.44)

^ « ,2 / )  =  - ^  £  Ск( ^ ) к- 2 =
(4.2.45)

fk + 2 ^  -  2kfk = О, Ш  = 0, /* »  = 1 
При k = 0 ,1 ,2 , . . .  решение имеет вид

Ш ,а )  =  ( - 1) Ч е х р ( а 2) -  hk.,{a)qk{0 )

ak =  \ / m k)

qki.0 =  e x p ( - ^ ) ^ ( e x p ( ^ ) E r f ( 0 ) ,



Erf(£) =  f  exp(—x 2)dx 
о

Функции Л*(£), ЯкЮ вычисляются по рекуррентным формулам

Л о -1 , h\ =  2£, Л2 =  4£2 +  2; 

hk+1 =  2£/i* +  2khk-\, k =  1, 2, . . . ;

?о =  Erf(0, <7i =  2^Erf(0  +  exp(-£2),

<72 = (4̂2+2)Erf(0 + 2̂ expK2).

Qk+i = 2£<7л “Ь 2^ _ i ,  k — 1, 2, . . .

Для производных справедливы формулы 

h'k =  26/ i * _ i , <7* =  26<7А_ ! , /г =  1 , 2 , . . .

Функции Fk(i],A) находятся из решение двойственной краевой задачи 

F*" -  2rjF'k +  2 ^  =  0, О Д  =  0, /^'(Л) =  1.

Решение представляется по аналогичным формулам

Fk(v,A) =  —а* ехр(—Л2) (QA_, (Л)//*(т7) -  ЯА_ ,(Л )< Ш ):

Я*(т?) = (-1)*ехр(т72)̂ ехр(-772).

С Ш  =  (—1)* ехр(т?2)^ ^ (е х р (—772)ЕгП(т7)),

ЕгП(г?) =  ]  exp (x2)dx
о

Я0 =  1, Я, =2т?, Я2 =  4т?2 -  2,

Я*+1 =  2т?Я* -  2 Щ _ 1 , 6 =  1 ,2 ,...

Qo =  Erf i (77),



Qi =  2т7ЕгП(?7) -  ехр(7?2); Q2 =  (4т?2 -  2)Erfi(£) -  2т}ехр(т}2),

Q&+1 — 27]Qk k — 1, 2, . . .

Для производных справедливы формулы 

Hl = 2kHk- lt Q'k = 2kQk_lt * =  1 ,2 ,.. .

Функции Hk(r]) являются известными полиномами Эрмита, hk(rj) — полиномами 
Эрмита мнимого аргумента.

Для вычисления функций Erf(£) и Erfi(Ty) полезны разложения для малых и 
больших значений аргументов соответственно [6]

Последние два ряда имеют смысл асимптотических рядов.

4.3. Точные решения задачи нестационарного течения
в круглой трубе

В работе [71] получены две однопараметрические серии точных решений 
задачи вязкопластического нестационарного течения в круглой трубе. Получен
ные серии аналогичны однопараметрическим сериям точных решений (4.2.19) 
и (4.2.29) задачи нестационарного течения между двумя неподвижными парал
лельными пластинами. Для круглой,трубы граничное условие на ядре остается 
нелинейным, но, кроме того, уравнение движения сложнее, что существенно 
затрудняет построение точных решений.



4.3.1. Формулировка краевой задачи

— gradp~
2

ю
v ( t yr )

1. Уравнения. Рассматривается нестационарное течение вязкопластичес
кой среды в круглой трубе г ^  R под действием переменного, зависящего от 
времени t , градиента давления др/дг, где г, г — цилиндрические координаты, 
R — радиус трубы.

Течение в круглой трубе отно
сится также к классу однонаправ- г 
ленных движений рассмотренных в 
разд. 4.2.1, и для вывода уравнений 
и краевых условий следует повто
рить все рассуждения, приведенные в 
этом разделе. Поле скорости среды в 
круглой трубе имеет одну компонен
ту v(t, г), направленную вдоль оси z 
и зависящую от времени t и поляр
ной координаты г (рис. 4.7)). От ко
ординаты z  скорость v зависеть не 
будет в силу уравнения неразрывнос
ти dv/dz =  0. У тензора скоростей 
деформаций отличны от нуля только 
компоненты vrz =  vzr и реологическое соотношение определяется линейной 
связью (см. разд. 4.1 и (4.2.2))

Srz =  tidv/dr -  TS, |srz| >  TS (4.3.1)

Ускорение в ядре г <  го находится также как и для плоскопараллельного 
течения и формула для него аналогична (4.2.1)

pdv/dt = -д р /д г  -  2т3/го, |sr2| <  rs. (4.3.2)

Система уравнений осесимметричного движения (2.3.2) в области г > r$ 
для поля скорости существенно упрощается 

др

Рис. 4.7. Схема течения в трубе

0 = дг'
dv =  _др dsrz srz

Pdt дг dr г '
Из полученных уравнений видно что градиент давления зависит только от вре
мени. Вводя обозначение i(t) =  —др/дг, и подставляя srz из реологического 
соотношения (4.3.1), получим уравнения, аналогичные (4.2.4)

dv -/4\ от*
' , 8 7 - ,( ' ) - 2V

Г <  г0,

dv f& v  \ d v \ ts
(4.3.3)

Г >  r0 .



2. Начальные и краевые условия. Начальные и краевые условия фор
мулируются аналогично задаче течения между пластинами. В начальный мо
мент t =  О следует задать значения границ ядра и начальное распределение 
скорости

и(0 , г) = v0(r), г0(0) =  г00.

На границе трубы принимаем условие прилипания 

v(t,R) = 0.

Условие непрерывности srz на границе ядра с помощью (4.3.1) запишется в виде

Из уравнений (4.3.3) и непрерывности dv/dt и i(t) получаем условия на грани
цах ядра

Краевая задача (4.2.4)-(4.2.6) является аналогом задачи Стефана для осесиммет
ричного уравнения теплопроводности.

Перейдем к построению двух однопараметрических серий точных решений.

4.3.2. Серии точных решений

1. Сведение задачи к обыкновенному дифференциальному уравнению.
Для границы ядра принимаем закон

v'r(t,r0) = 0. (4.3.4)

v'rr(t, r0) = -T s/(/Ur0). (4.3.5)

го =  2А \ / —fivt. (4.3.6)

Здесь 0 < А < оо — параметр, /3 =  ±1 — параметр индекс серии. 
Выражение для скорости принимаем аналогичным (4.2.8)

v(t, z) = -  [  i(t)dt + C ^ /- 0vtFp(^,A) + — г, £ =  ■
p J H p> 2 y j-fiv t

(4.3.7)

Вычисляя производные

%  =  + ^ ’ A) ~  ^ A)) -
(4.3.8)

(4.3.9)

и подставляя их в уравнение (4.3.3), получим

+  (1 -  2p e )F fc ,A )  + 2ftF p& A )  =  0. (4.3.10)



Подчиним функцию F(£, А) двум условиям при £ =  А
F'p(A,A)=A, F ^A ,A ) = l. (4.3.11)

Тогда условия (4.3.4) и (4.3.5) примут вид найдем С

— + I* =  0 ^  _______ Ti
2 ц ' 4y/—f3vt 2 (jAy/—$vt

Они будут выполнены при

C ~ S T  (4.3.12)

На границе трубы г = R

е - е  -  R ^  _ л  
* “  2 N/ = ^ T  d t ~ ° '

Отсюда из (4.3.8) и (4.3.12) найдем градиент давления

i(t) =  6 * (& ^ (& М ) -  , (4.3.13)

а из (4.3.7) получим распределение скорости

е(*. 2) =  (^ (£ ,Л ) -  FpifaA)) + %(Г -  R). (4.3.14)
М

Для окончательного определения скорости и градиента давления необходимо 
найти Fp(£, А) из решения уравнения (4.3.10) с граничным условием (4.3.11).

2. Автомодельная функция. Как следствие (4.3.10) и (4.3.11), на границе 
(при £ =  А) квазитвёрдого ядра, имеем

F0{ t,A ) \^ A = A 2 -(3

Окончательно получим следующую задачу Коши для функции
m = F p t i ,A )

£F" + (1 -  2pg )F ' +  2 ftF  =  0
,  (4.3.15)

F(A) = A2 - P ,  F'(A) = A

Замена x =  /?£2 приводит задачу (4.3.15) к уравнению для вырожденной 
гипергеометрической функции. Однако, в данном случае можно значительно 
упростить решение, выразив его через модифицированные функции Бесселя и 
экспоненту. Подстановкой х =  £2/2, Fp(£, А) =  е&* у(х), а = А2/ 2 задача
(4.3.15) приводится к виду

ху" +  у ' - ( х -  20)у =  0,

-0а Iу(а) =  (2а -  Р)е у'(а) = 2( \ -Р а )е -0а.

(4.3.16)

(4.3.17)



Общее решение линейного дифференциального уравнения (4.3.16) имеет вид

у(х) =  (1 -  2/3*)Z0(*) + 2 * ^ ,  (А)

где Z0(x) — решение уравнения Бесселя нулевого порядка
xZq + Z q -  xZq =  0. (В)

Убедиться в этом можно непосредственной подстановкой (А) в уравнение
(4.3.16).

Упрощение возникающих в этой проверке выкладок можно осуществить 
операторным методом. Для этого, обозначив D =  d/dx, введем два дифферен
циальных оператора

L = xD2 + D - ( x - 2 /3 ) ,  М =  2xD +  (1 -  2/3*).

Тогда уравнение (4.3.16) можно записать в виде Ly = 0, а замену (А) 
так у  =  M zq. Подстановка (А) в уравнение (4.3.16) приведет к уравнению 
LM Zq =  0.

Установим тождество для трижды дифференцируемых функций w(x)
LMw = NBw,

о (4.3.18)
B = xD2 + D - x ,  N  = 2xD + (3 -  2/3*),

где В — дифференциальный оператор уравнения Бесселя (В), &N — дифферен
циальный оператор первого порядка.

Из тождества (4.3.18) видно, что, если w удовлетворяет уравнению Бесселя 
(В) Bw =  0 =  Zq, то выражение (А), равное у =  M zq, будет общим
решением уравнения (4.3.16).

Доказательство тождества (4.3.18) проводится так. Подставляем в операторы 
L и М их выражения, раскрываем скобки

LM =  (xD2 + D - x  + 2/3) (2xD +  1 -  2/3*) =

=  2 x D 2x D  + xD2 — 2/3x D 2x  +  2 DxD + D — 2(3Dx—

—2x2D — x  +  2/3*2 +  4/3xD + 2/3 -  4*. 
и с помощью тождеств

D2xD =  xD3 + 2D2, D2x = xD2 + 2D,

DxD =  xD2 + d, Dx = xD +  1 
упрощаем

LM =  2 x 22 D 3 + (7* -  2/3x 2) D 2 + (3 -  2/3* -  2x2)D -  5* +  2/3*2.

Раскрывая и упрощая аналогично оператор NB, получим для выражение тож
дественное LM. Тем самым тождество (4.3.18) доказано.



Теперь найдем решение задачи Коши (4.3.16) и (4.3.17). Из общего решения 
(А) выделяем два независимых частных решения

yi(x) =  (1 -  2fix)I0(x) +  2х ! х(х),

У г { х )  =  (1 -  2fix) К0(х) -  2хК\{х),

где 1и(х), Ки(х) — модифицированные функции Бесселя порядка v =  0,1. Реше
ние ищем в виде

у{х) = С\У\{х) +  С2у2(х).

Тогда постоянные С\ и С2 находятся из условий (4.3.17)

С, =  —/За К ^ е - ^ ,  С2 =  - f ia lx{a)e~0a.

Отсюда находим решение для автомодельной функции
Fpit.A) =  —fiaexp(fi(x -  а)) {2х [Кх(а)1,(дс) -  h(a)K\{x)\ +

+ 0 - 2 (Зх) [Kl(a)I0(x)+h(a)K0}}

3. Безразмерная форма решения. Из (4.3.6) следует, что на интервале 
времени —fit £ (0, to), to =  Д2/(AA2v) ядро го меняется от нуля до радиуса 
трубы /?. Удобно ввести нормированное время t' так, чтобы оно менялось в 
интервале V  € [—1, +1]. Это можно сделать с помощью замены

/' =  /? +  t/to, Р — sign/'

Тогда граница ядра будет меняться по универсальному параболическому зако
ну

Го/Д =  у/Г = Щ

и не зависит от параметров /ЗиЛ.
Автомодельные переменные выражаются через t7 так:

=  £ =  (г/Д)&.

Градиент давления отнесем к пороговому значению *о =  2rs/(pR) и введем 
безразмерные градиент давления Щ  и скорость Vp

z )
Пд =  2 -

«о Rts

Тогда из (4.3.12)-(4.3.14) получим 
_  . . (  at' \  2а

K l ( a ) / ° ( r q ? i ) + , l ( “ ) ' f o ( r q ? i ) .  •
a = л 2т -



значениях параметра А = 0,2, 1/3, 0,5, 1 и 2

V0(t',r/R)

F0(£r,A) -  F0(£,A) г 
Ah  +  R

| F0(SR,A)+I3 ,
l  A&

r0 < r ^ R ;  

О ^ r < r0.

Интервал нормированного времени t1 G [—1,0) соответствует торможению 
О3 =  —1); интервал нормированного времени f  € (0 , + 1] соответствует разго
ну (Р =  +1), Состояние покоя вязкопластической среды (конец торможения или 
начало разгона) наступает для f  — 0 .

4. Градиент давления. Градиенты давления для обеих серий /3 = — 1 и 
/3 = 1 в зависимости от нормированного времени t1 изображены на рис. 4.8. 
Отрицательному полуинтервалу времени t' соответствует серия (3 =  —1, описы
вающая процесс торможения. Положительному полуинтервалу времени t' соот
ветствует серия /3 = 1, описывающая процесс разгона. Зависимости градиента 
давления H0(t',A) от нормированного времени t' при различных значениях па
раметра А представлены на рис. 4.8. При 1 <  А < +оо на всем интервале 
/ ' е [—1, +1] функция U.0(t',A) монотонно возрастает от значения Пд(—1, А) из 
интервала 1 < Пд(—1 ,А) < 1,54, до значения Пд(1 ,А) =  +оо. При 0 < А ^  1 на 
всем интервале t' € [—1, + 1] функция П0(t',A) имеет три локальных экстрему
ма (рис. 4.8). А именно, в точке t' =  — 1 — локальный минимум, в точке t' — 0 
— локальный минимум или точка перегиба, а в точке t' =  t't € [ - 1, 0] — ло
кальный максимум. Для А «  2/3 два локальных минимума градиента давления



совпадают. При всех А в точке t' — ± 0  имеется одинаковый скачок производной 
nfl( + 0 , i4 ) - n /J(-0 ,i4 ) =  2.

Рассмотрим указанные временные точки подробнее. Градиент давления в 
начальный момент торможения определяется из (4.2.8) предельным переходом 
при t' —► —1

Пд(-1,Л) =  \/2а/пехр(а)К 1(а), /3 =  - 1, а =  Л2/  2,

% ( - 1,Л)

( 2 + А2 + . . .
А уД

3
, (2Л)2

15/2
(2Л)4

А <  1, 

А »  1.

Как функция параметра А он монотонно убывает от +оо при А =  0 до 1 при 
А = +оо.

При фиксированных значениях параметров А ^  1, /3 =  -1  градиент
Цд(/', А) как функция нормированного времени t' имеет локальный максимум 
р* в точке t' =  € [—1,0]. Эти значения /*(Л), зависящие от выбора А, найде
ны как решение следующего уравнения

K ^ h j a ^ - m K ^ a b )  1 , 1
К,{а)1о{аЬ)+1,{а)К0{аЬ) Р 2аЬ ’ 2 ’ 1 - | М '

Из решения этого уравнения определится функция /,(Л) € (—1,0). В част
ности, со значением градиента давления р* =  2 точка U =  О, А =  1, /3 =  — 1 
является решением (3.5). На интервале 0 < А < 1, /3 =  — 1 аппроксимация 
указанной функции такова

U{A) =  1 л 2(5 -  ЮЛ +  9Л2) -  1.

При /3 =  +1 действительные решения уравнения отсутствуют, так как в этом 
случае функция А) — монотонна.

5. Торможение (замедление) среды (J3 =  -1). При отрицательном /3 на 
отрезке f  €  [—1,0] происходит торможение среды. Профили скорости V0 в раз
личные моменты времени t' =  —1, —15/16, —3/4, —5/16, —0 при значениях 
параметра Л =  0 ,2 , 0 ,5 , 1 и 2. показаны на рис. 4.9. В начальный момент 
времени t' = — 1 профиль скорости имеет форму конуса. Образующая конуса 
связана с величиной градиента давления Пд(-1, Л) > 1

V0(t’,r/R ,A )  // =  _ 1 =  [Пд(—1, Л) -  1] (1 -  r/R).

Торможение заканчивается состоянием покоя при /' =  0 с пороговым значе
нием Пд(0, Л) =  2.



Рис. 4.9. Профили скорости Vp в моменты времени =  -1, -15/16, —3/4, —5/16, 
-О  при значениях параметра А =  0 ,2 , 0 ,5 , 1, 2

6• Разгон (ускорение) среды (/? =  4*1). Движение вязкопластической сре
ды в круглой трубе начинается с величины градиента давления Пд(4*0, Л) =  2. 
Далее, на отрезке времени ? Е [0,1] происходит монотонное неограничен
ное увеличение как градиента давления (см. рис. 4.8), так и скорости ядра 
Vp(t\ го//?, А) ^  0 для всех А . На рис. 4.10 представлены профили скорости 
при А =  1 в различные моменты времени.

7. Особенности осесимметричного точного решения. Описанные вре
менные эволюции профиля скорости и градиента давления в задаче нестаци
онарного течения вязкопластической среды в круглой трубе во многом анало
гичны течениям между двумя параллельными пластинами. Однако, имеются и 
определенные различия.

На участке торможения потока в круглой трубе градиент давления в началь
ный момент времени Up(—l,A) строго больше единицы, тогда как в течении 
между двумя параллельными пластинами градиент давления равен нулю. Раз
ность Up(—1, А) — 1 > 0 определяет наклон образующей начального конического 
профиля скорости.

При А —> 4-00 профиль скорости течения между двумя параллельными плас
тинами имеет форму трапеции. В случае осесимметричного нестационарного 
течения в поперечном сечении круглой трубы форма профиля скорости в дефор-



Рис. 4.10. Профили скорости Vp в моменты времени t' =  0 ,3, 0,4 , 0,5, 0 ,6 , 0 ,7  
и 0,8 при значении параметра А =  1

мационной области — криволинейна при любом как угодно большом значении 
А (сравните профили скорости при А =  3 на рис. 4.3 и 4.9).

8. Функции Бесселя. При решении используются функции Бесселя от 
мнимого аргумента первого рода 1о(х) и 1\(х) и второго рода Ко(х) и К\(х). 
При \х\ < 4 они вычисляются с помощью следующих рядов

” (*/2)“ ЛИ- i f  W2)“т - i + E
*=1 (k\)2 2 ^ ( k \ ) ( k  + l)V

Ко(х) =  - Ш  \п(х/2) +  j r  (x/2fk
k=0 (k\)2



ш  -  т  in(x/2) -  f  W 2 )« + I ,
*=o

fl—1
4>(n) = -C  + ^ 2  Uk, n =  2 ,3 . . .  V>0) =  - c  =  -0 .5772 16 .

*=1

Для достижения относительной точности 10~6 при \х\ =  4 в рядах нуж
но учесть 10 членов. При х > 4 эти функции вычисляются с помощью 
асимптотических рядов

2 =  1/ ( 8*), а„ =  (2л -  1)2/п , =  ((2л -  I)2 - 4)/я, л =  1, 2, . . . ,
о*

Ы х)  =

/ | W  =

у/Ъгх
(1+  га\ + г*а\а2 + глаха2аз +  •••).

\ /2пх
(1 -  zb\ — irbifa -  z zb\b2h  - • • • ) .

К0(х) = *(1 -  zax + z 2axa2 -  z3axa2az +  . . . ) ,

K\(x) — У ^ е - *(1 +  z î _  z2bxb2 + z zbxb2bz - . . . ) .

Для достижения относительной точности 10-6  при \х\ =  4 в рядах нужно учесть 
7 членов.

Формулы для производных таковы 
dIo(x)/dx = I\(х), dl\ (x)/dx  =  /о -  h /x , 
dK0(x)/dx =  -K i(x), dK\(x)/dx =  -K 0 -  KJx.

Правильность построения численных алгоритмов может быть проверена с по
мощью тождества

10(х)Кх(х) +1х(х)К0(х) =  \/х.



Глава 5

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

5.1. Течение в тонком деформирующемся слое

5.1.1. Криволинейные координаты в тонком слое

1. Базисные векторы и коэффициенты Лямэ. Рассмотрим плоскопарал
лельное течение вблизи твердой границы L. Кривая L задана параметрически 
го = a(q\)T+ b(qi)f, где Г, / — орты декартовой системы координат, То — радиус- 
вектор, q\ — координата точки на кривой L равная текущему расстоянию по 
кривой от фиксированной точки 0\ рис. 5.1.

В окрестности кривой L каждой точке с ра
диус вектором 7 можно поставить в соответст
вие пару чисел q\,q2, определяемых из уравнения 
? — То +  <7г<?2> где ег — единичная нормаль к кри
вой L; q2 — расстояние до L ([50] Т.1, с. 34).

Единичные базисные векторы системы коор
динат qi, q2 введем следующим образом

_ da~ db db -  da-?
61 ~  lq [ l +  dqi1’ 62 ~  ~ lq \ +  Iq y '

С помощью формул для дифференциалов

dfo = 7\dq\, dfy =  —e\dq\,

2-r = (1 +  q2/R)S\dq\ +  ^ d q 2

найдем коэффициенты Лямэ Hi =  1 +  <72//? 
и Я2 =  1.

2. Общие соотношения в окрестности кривой L. Выпишем уравнения 
вязкопластического течения в этой системе координат, пользуясь уравнениями 
в разд. 2.2.2. При подстановке проведем упрощения с помощью следующих 
приближенных формул

dH\/dt «  V2/R , dH\/dq\ «  0, 

dHi/dq2 «  1 //?, Hi «  1.

Рис. 5.1. Схема течения в тон
ком слое



После подстановки получим

и =  2 ^ 2  +у22, 5ц =  2(/х + Ts/ U ) v  и, 512 = 2 { ц  +  T s/ U ) v  ]2.

divf? =
Oq\ <Jq2 К

dsn +  foi2 +  2£i2 &?12 ^ 1 1  $11
dq\ dq2 R ’

5.1.2. Вывод уравнений в приближении тонкого слоя

1. Постановка задачи. Рассматриваются вязкопластические течения уста
новившиеся или близкие к установившимся, так что в ускорении частиц среды 
можно пренебречь слагаемыми dvi/dt, i = 1, 2.

Течение среды со скоростью v(t> q \, q2) происходит в слое, в котором попе
речная координата q2 меняется в пределах 0 ^  q2 <  h(t, q{). Геометрическими 
характеристиками слоя являются: толщина слоя Л, характерные масштабы изме
нения скорости в поперечном направлении 6 < h и в продольном направлении 
/, а также радиус кривизны границы слоя R.

2. Малые параметры. Понятие тонкого слоя предполагает наличие сле
дующих малых параметров

3. Оценки. Слагаемые, входящие в уравнение неразрывности, оценивают
ся по порядку величины так: v\//,  v2/5, v2/R. Отсюда определяем порядки 
величин компонент вектора скорости и тензора скоростей деформаций

V\ ~ v ,  v2 ~  (S/l)v, v\2 =  v /6, v\\ ~  v/l ~  v\25/l = >

и с точностью до малых порядка 62/ 12 находим компоненты девиатора 
напряжений

s\2 = ^dv\/dq2 ±  rs, s\\ ~  s\26/l.

h / l c  1, h /R C  1, d h /d q i< l  d R /d q iC l. (5.1.1)

U =  2|^i2|(1 +  0 (62/ l 2)),



Первое уравнение движения упростится так:
(  dv\ dv\ \
Г&71 2 dq2)

dp dsi2 
dqi +  dq2 '

В правой части слагаемые имеют одинаковый порядок. Поэтому изменение дав- 
ления по переменной q\ и его характерная величина оцениваются как

dp/dqx ~  Su/6  р ~  si2l /6.

Оценку изменения давления по переменной q2 можно получить из второго урав
нения движения

dp/dq2 ~  (Div 5)2 ~  512// =Ф Ар ~  s^S/l.

Таким образом, изменение давления в поперечном направлении слоя на два 
порядка меньше, чем характерна величина давления и можно считать, что 
dp/dq2 =  0. Присоединяя к уравнениям движения уравнение неразрывности, 
получим систему уравнений вязкопластического течения в тонком слое

(  dvi dvi \

dv\ f dv2 _  _ 
dqi + dq2 U’

др_ dsn dp
dq{ dq2 ’ dq2

s\2 =  p
dv 1
dq% s'

M  <  rs.

dv\
dqi
dv\
dqi

> 0,

=  0.

(5.1.2)

В области \dv\/dq2\ ф 0 уравнения по форме совпадают с уравнениями по
граничного слоя Прандтля. Эти уравнения можно еще больше упростить, если 
пренебречь ускорением частиц жидкости. Перейдем к выводу условий такого 
приближения.

4. Уравнения Рейнольдса. Обычная оценка безынерционного приближе
ния Re =  pVL/p. <®С 1, приведенная в разд. 2.3.2, здесь не пригодна, так как 
без анализа не ясно, что понимать под характерными длиной L и скоростью 
V. Кроме того, нужно учесть, что в слое постоянной толщины с однородными 
условиями на границе слоя частицы среды движутся равномерно без ускоре
ния независимо от значения числа Рейнольдса. Поэтому в тонком слое нужно 
вывести свой критерий безынерционного приближения.

Определим число Рейнольдса Re* как характерную величину отношения 
инерционной силы p(dv/dt) \ к силе вязкого сопротивления ds\2/dq2. Из приве



денных оценок получим

p(dv/dt) 1 ~  pvdv/dqy, dsn/dq2 ~  pv/д2 ^

v dqi

Это число определяет критерий безынерционного приближения Re* <С 1. Урав
нения (5.1.2) упрощаются. Они называются уравнениями Рейнольдса для вязко
пластического течения в тонком слое

dvi/dqi +  dv2/dq2 =  0 .

Уравнения этого приближения для вязкой жидкости были впервые опубли
кованы Рейнольдсом (Reynolds О. On the Theory of Lubrication. Phil. Trans., 
CLXXVII, 157 (1886)). Они являются основой гидродинамической теории смаз
ки [25]. Уравнения Рейнольдса для вязкопластического течения справедливы, 
когда выполняются условия (5.1.1) и, кроме того, условие малости числа Рей
нольдса. Выпишем все эти условия, при которых уравнения (5.1.3) справедливы

В число Рейнольдса входит толщина зоны пластического течения <5. В сле
дующем пункте будет показано как оценить эту величину.

5. Толщина зоны пластического течения и число Рейнольдса. Первые 
два уравнения (5.1.3) вместе с законом Шведова-Бингама определяют продоль
ную скорость V\(^2) в сечении с координатой q\. Эти уравнения совпадают с 
уравнениями вязкопластического течения между двумя пластинами, рассмот
ренными в разд. 3.2.1. При одинаковых условиях на границе слоя и одинако
вом расходе распределение скорости vx (<72) совпадет с распределением скорости 
между двумя параллельными пластинами. При нулевой скорости на пластинах 
решение определяется по (3.2.2)-(3.2.5). С помощью (3.2.6) и (3.2.7) находится 
порядок толщины пластической зоны 62 =  min(h2a,h2), где а =  p\Q\/{rsh2) и 
число Рейнольдса в тонком слое, на границах которого продольная скорость t>\ 
равна нулю

dp/dqi = d s l2/dq2, dp/dq2 = 0 ,

(5.1.3)

h /l <C 1, h/R  <  1, dh/dqi <  1, 

dR/dqx «  1, Re* =  $  f  «  1.
(5.1.4)

(5.1.5)



Покажем как вычисляется число Re* и определяется условие применимости 
приближения Рейнольдса на двух примерах.

Пр и м ер 1. Выдавливание вязкопластической среды двумя параллельными 
пластинами. Пусть в плоскости z  =  О расположена неподвижная пластина. Вто
рая пластина, расположенная в плоскости z =  2h(t), сближается с неподвижной 
пластиной со скоростью —2h и выдавливает находящуюся между ними вязко
пластическую среду. Расстояние h между пластинами предполагается малым по 
сравнению с длиной пластин /.

Координаты q\ и q<i выбираем равными декартовым координатам, направ
ленным параллельно пластине q\ =  х и перпендикулярно q<i =  г. Начало коор
динат поместим на ось симметрии течения. Тогда объемный расход выдавливае
мой среды в сечении х  равен изменению объема между пластинами Q =  - 2 hx\ 
характерная скорость в слое v =  \h\x/h. Применяя формулу (5.1.5), найдем чис
ло Рейнольдса и условие применимости приближения Рейнольдса

П р и м е р  2. Течение среды между эксцентрично вращающимися круго
выми цилиндрами. Пусть внешний круговой цилиндр радиуса /?2 неподви
жен, а внутренний радиуса R\ вращается с угловой скоростью и> около своего 
центра 0 \9 несовпадающего с центром 0<i внешнего цилиндра (рис. 6.1). При 
(/?2 -  R\)/R\ 1 толщина слоя h в зависимости от полярного угла ф меняется
так

В качестве координат тонкого слоя между цилиндрами выбираем q\ =  R\ ф, г.  
Из уравнения сохранения расхода получим д(ку)/дф = hdv/дф +  vdh/дф =  0. 
Отсюда получаем оценку dv/дф ~  (v/Н)дН/дф ~  ve. Подставляя характерное 
значение скорости v ~  uR\, получим dv/dq\ ~  ие и из формулы (5.1.5) найдем 
условие применимости приближения Рейнольдса

5.1.3. Анализ уравнений вязкопластического течения в тонком слое

1. Квазиядро в тонком слое. Профиль скорости v\ тонкого слоя совпа
дает с точным решением соответствующей задачи вязкопластического тече
ния между двумя пластинами. Поэтому может существовать зона, в которой 
щ2 =  dv\/dq2 =  0. Эту зону назовем квазиядром. Она соответствует области 
жесткой зоны точного решения.

(5.1.6)

h =  (Д2 -  R\)(l -  е cos ф), е =  0 j0 2/(/?2 -  #i)-

Re* =  uem in р и а д - я о  (Л2 - / ? , ) 2
« 1 .



С физической точки зрения квазиядро в тонком слое и ядро в точном 
решении отличаются. В квазиядре тонкого слоя скорости деформаций 0ц и 
022 отличны от нуля. Поэтому квазиядро жесткой зоной не является. Можно 
лишь констатировать, что в квазиядре величины 0ц и V\2 являются малыми 
порядка 6/1 по отношению к этим величинам в пластической зоне. Уравнения 
Рейнольдса позволяют с точностью до малых 6/1 вычислить поле скорости. 
Определить же границы области физического ядра в этом приближении нельзя. 
Нельзя ответить также на вопрос, существует или не существует жесткая зона 
в точной постановке рассматриваемой задачи.

2. Теоремы существования и единственности. Система уравнений
(5.1.3) расщепляется на две независимые задачи. Первая задача определения 
компоненты 01(91, 92) сводится к решению всех уравнений системы, исключая 
последнее. Если на границах тонкого слоя 92 =  0 и 92 =  h условия для скорости 
01 будут совпадать с условиями задачи течения между двумя пластинами 
(см. разд. 3.2.1), то обе задачи в точности совпадут. Доказанная теорема 
существования и единственности задачи течения между двумя параллельными 
пластинами распространяется и на задачу для компоненты 01 в тонком 
слое. Соответственно и найденные решения задачи течения между двумя 
параллельными пластинами можно отнести к задаче течения в тонком слое. 
После того, как будет вычислена компонента 01, вторая компонента скорости 02 
в тонком слое определяется из последнего уравнения системы (5.1.3) (уравнение 
неразрывности). Покажем, как получить полное решение задачи течения в 
тонком слое при нулевых условиях компоненты скорости.

3. Метод построения решения в тонком слое. Рассмотрим 
вязкопластическое течение в тонком слое а ^  q\ ^  Ь, 0 ^  <72 ^  2h(t), 
толщина которого изменяется со временем по заданному закону h(t,q\). 
На границах слоя для поперечной компоненты 02 выполняются условия 
непротекания среды через границу, а для продольной компоненты 0i(£, 91, 92) 
задаются условия

vi(t,q it0) = ui, v\{t,qh ti) = и2.

На одной из границ 91 =  а или q\ = b обычно задается расход или давление. 
Требуется найти компоненты скорости частиц среды в этом слое V\ ( t ,  91, 92) и 
V2(t, <7ь <72)-

Решение уравнений Рейнольдса с выписанными условиями на границе 
можно построить следующим образом [64]. Из уравнения неразрывности

2 dh/dt +  dQ/dqi =  О

и условия при q\ =  а или q\ = b найдем расход Q(t, q\) среды через сечение 
q\. Таким образом, решение задачи о вязкопластическом течении в тонком слое



свелось к решению задачи течения между двумя пластинами, находящимися на 
расстоянии 2Л, с заданным расходом Q, уже построенному (см. (3.2.5)).

4. Решение уравнений Рейнольдса при нулевой продольной скорости 
на границе слоя. Скорость течения вязкопластической среды между двумя 
пластинами, находящимися на расстоянии 2h с заданным расходом Q и нуле
выми значениями скорости на границе, описывается формулой (3.2.5). Она и 
определяет компоненту v\(t, q\, 42)

vi(t, qu ф ) =  (Q(t, qi)/h(t, qi))U(q2/h, a),

U(Z,a)
1 fZ(2Zi-Z),  

2a(l -  Z\(a)) 1^2
0 < Z  < Zb 

Z\ < Z  1,

(5.1.7)

где функция Z\(a) представляется рядами (3.2.6) и (3.2.7). Вторая компонента 
скорости г>2 находится из уравнения неразрывности.

Удобнее пользоваться функцией тока Ф (см. разд. 2.5.1)

*(*. Яь Я2) =  / М < й  =  QJU(Z,  a)dZ, а =
0 0

_  Q Г Z 2Z\(a) -  2 3/3, 0 <  Z < Z,.

2а(1 -  Z,(e)) { ZZi(a)2 -Z i( e ) 3/3. ^  < Z ^  1.

Через нее находятся компоненты скорости v\ — d'f>/dq2, v2 =  —d^/dq\. Нако
нец, с помощью формулы (3.2.3) для градиента давления

й  "  " Т Г Г Ш 5'®"13' (5л '9)
можно вычислить давление в вязкопластической среде. Этот способ построения 
решения можно применить к средам с более сложной реологией. Ниже при
ведены примеры, в которых изложенный подход применяется для проведения 
конкретных расчетов.

5.1.4. Вытеснение среды двумя параллельными пластинами

Рассмотрим, следуя работе [60], задачу вытеснения вязкопластической сре
ды двумя параллельными пластинами в приближении тонкого слоя (при малом 
отношении расстояния между пластинами к длине пластин). Основное внима
ние уделим вычислению силы F , действующей на единицу ширины пластины. 
Приведем известные решения этой задачи в следующих частных случаях.

Случай 1) Сила, действующая на пластины, при вытеснении вязкой жидкос
ти равна F = Fo = — 2 (//Л)3 /лк. Аналогичный результат для осесимметричной 
задачи получен Рейнольдсем (О. Reynolds, 1886) (см. разд. 5.1.5)



Рис. 5.2. Профили скорости: а — между двумя неподвижными параллельными пласти
нами; б — между двумя сближающимися пластинами

Случай 2). Сила, действующая на пластины, при вытеснении пластической 
среды F = Fqo = —{rsl2/h ) sign h. Точные выражения для напряжений в задаче 
о вытеснении чисто пластической среды получены Прандтлем (L. Prandtl, 1923) 
[89]).

3) Сила, действующая на пластины, при вытеснении вязкопластической сре

ды при малом коэффициенте вязкости равна F = Fo0
2lp\h\
rsh2

и была

определена В.П. Мясниковым 1963 [53]. (Здесь 2h — расстояние между пласти
нами 2h скорость изменения расстояния между пластинами, 21 — длина плас
тин).

Решение Мясникова отличается от решения Прандтля наличием тонкого 
пристеночного пограничного слоя, в котором деформации отличны от нуля. Ни
же дается решение, построенное в работе [60], задачи вытеснения вязкопласти
ческой среды при любых соотношениях между коэффициентами /х и r s.

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о течении несжимаемой вяз
копластической среды между двумя параллельными пластинами, которые сбли
жаются (расходятся) в направлении, перпендикулярном плоскости пластин (рис.
5.2, а). Будем считать выполненными условия

h /l <.1, Re»
phi h2 
ts ’ v <  1,

при которых справедливо приближение Рейнольдса тонкого слоя (5.1.3).
Примем условия прилипания на границах пластин. Тогда получим краевую 

задачу для уравнений Рейнольдса с нулевыми условиями на границе.



2. Решение краевой задачи. Координаты слоя введем так q\ = х, <72 =  z. 
Тогда функция тока и поле скорости поставленной выше задачи имеют решение 
(5.1.8) и (5.1.9). В них нужно подставить выражения для расхода и параметра а

где расход Q равен скорости изменения объема между пластинами.
Таким образом, получено решение задачи о течении вязкопластической сре

ды между двумя пластинами при их сближении или удалении. Течение в произ
вольном сечении полностью определяется единственным безразмерным пара
метром а, который по своему смыслу является местным обратным числом Сен- 
Венана. При сближении пластин течение в сечении с параметром подобия а бу
дет подобно течению между двумя неподвижными параллельными пластинами 
с расходом, соответствующим тому же значению а. На рис. 5.2,а показан про
филь компоненты скорости vx вязкопластического течения между между сбли
жающимися пластинами в сечении, в котором местное число Сен-Венана равно 
а. Профиль скорости в точности совпадает с профилем скорости вязкопласти
ческого течения между двумя неподвижными параллельными пластинами со 
значением расхода, который согласно (5.1.10) равен Q =  arsh2/[i (рис. 5.2 б). 
Пунктиром изображена граница квазиядра. На рис. 5.2, б она не меняется, а на 
рис. 5.2, а зависит от координаты х.

Точное выражение Прандтля для распределения напряжений 
в задаче о вытеснении чисто пластической среды таково

Полагая в решении (5.1.9) Z\ =  0, найдем давление р =  ро -  rsx/h. Оно 
отличается от точного на малую величину порядка h/x <  1. Сдвиговое напря
жение sxz в приближении Рейнольдса совпадает с точным.

Представленное решение для напряжений и для скоростей справедливо в 
тонком слое при h/x  <  1 во всем диапазоне чисел Сен-Венана.

3. Сила. Силу, действующую на единицу ширины пластины, можно вычис
лить, интегрируя давление по его поверхности и преобразуя соответствующий 
интеграл по частям

Q =  - 2  hxy
(5.1.10)

а =

Р = Ро~ rs(x/h +  2у/\ -  (z — h)2/h2), sxz =  rs(z -  h)/h.

о о
Градиент давления определяем по (5.1.9)



(5.1.11)

Согласно (5.1.10) dx =  \rsh2/(2fih)\da, откуда имеем

(5.1.12)

(5.1.13)

где pi — давление на границе пластины при х = /, я/ — обратное чис
ло Сен-Венана; Fo и соответственно силы для случаев чисто вязкой 
(ts = 0, а/ =  оо) и чисто пластической (р = 0, щ = 0) сред.

Подставляя второй ряд (3.2.6) или второе разложение (3.2.7) в интеграл
(5.1.13), найдем

Ряд (5.1.14) сходится для всех а ^  0. Для а < 1 удобнее пользоваться разложе
нием (5.1.15).

Из полученного результата следует, что сила определяется единственным 
параметром подобия а/. При больших числах Сен-Венана (я/ <  1) из (5.1.12),
(5.1.13) и (5.1.15) получим асимптотическое разложение, найденное ранее [53]

f(a ) =  I f l3 +  | а2 -  | l n (а +  1) +  а+

(5.1.14)

4. Движение пластин под действием постоянной силы. При заданной 
постоянной силе F выражения (5.1.12), (5.1.13) превращаются в дифференци-



апьное уравнение относительно h(t). Действительно, выражение (5.1.12) можно 
привести к виду

h _  2f(a,) _  rsl2
h o '  a* ’ ft0 _ |F|

(5.1.16)

В силу неравенства 2/(fl/)/af > 1 заключаем, что h > ho, т. e. ho — наимень
шее расстояние, на которое могут сблизиться пластины под действием силы F. 
Переменную щ, исходя из ее определения (5.1.13), можно представить через 
производную по времени следующим образом:

ai = ho to =  — ,
TS to „ /* !£ !

&
(5.1.17)

Тогда, подставляя (5.1.17) в соотношение (5.1.16), получим дифференциаль
ное уравнение для безразмерной функции Ао/А от безразмерного времени t/tо. 
Можно убедиться проверкой, что решение этого уравнения представимо в сле
дующем параметрическом виде:

Ао , ,  ч t 
j - Ч т ) .  То

Ф '{a)da 
а (

Ф(а) =
2№ )

(5.1.18)



Можно получить асимптотические разложения при достаточно малых а :

Укажем значения первых семи коэффициентов Фл, входящих в разложения
(5.1.19): 0,0404; -0 ,0107 ; -0 ,0112; -0 ,0013 ; 0,0027; 0,0014; -0 ,0 0 0 3 .

При а < 1 ,4  с погрешностью менее 1% функцию t(a) мож
но вычислять по формуле (5.1.19). При а >  2 вычисления с той 
же погрешностью можно проводить по асимптотической формуле 
t/ t0 =  a/(2f(a)) +  4 /ln (l +  3/(2а)) -  2/(За).

Таким образом, установлено, что движение пластин при любых значениях 
силы, коэффициента вязкости, предельного напряжения сдвига и геометричес
ких характеристик определяется одной универсальной зависимостью А/Ло от 
t/to. Вид этой зависимости изображен на рис. 5.3 сплошной линией.

5. Условие безотрывного разведения пластин. Разведение пластин под 
действием постоянной силы происходит по той же траектории h(t), что исбли- 
жение, но в обратном направлении. Однако на некоторых участках траектории в 
силу понижения давления до нуля на поверхности пластин может образоваться 
каверна (отрыв течения). С помощью (5.1.11) и (5.1.10) условие безотрывного 
движения можно записать так:

(использована замена dx = Ша/сц).
Подставляя в приведенное неравенство вместо h закон движения (5.1.16), 

получим условие безотрывного разведения пластин

Подставляя в интеграл (5.1.20) второй ряд (3.2.6) или второе разложение (3.2.7), 
получим

(5.1.19)

(5.1.20)

G(ai) =  Ж ) Р Ш  ^  Т  Fl = 2lP‘-
(5.1.21)

/>(с) =  | а 2 +  | а - 0 + £
т-0 (3 т +  1)(а +  1)3я,+1

(5.1.22)



0 - Е
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Ът + 1
0 ,2496,

Р(а) = а+  | а 3/2 +  ^ а 2 +  ^ а 5/2 +  ^ а 3 +  (а < 1). (5.1.23)

Полученные разложения (5.1.22) и (5.1.23) для Р(а) и разложения (5.1.14) и
(5.1.15) для /(а )  дают исчерпывающую информацию относительно функции 
G(a). При изменении аргумента 0 ^  а < оо функция G{a) монотонно убывает 
от значения G(0) =  2 до значения G(oo) =  3/2.

Отсюда следует, что при F < FJ2 разведение пластин будет всегда безот
рывным. При F ^  2/УЗ, наоборот, произвести разведение безотрывно невоз
можно. В промежуточном случае FJ2 ^  F ^  2/7/З разведение пластин будет 
безотрывным при А ^  А*. Критическое значение А* определяется из совмест
ного решения уравнения (5.1.16) и уравнения, вытекающего из (5.1.20), т. е.

hjho  =  2f(ai)/af, G(ai)=F/Ft.

На рис. 5.3 штриховой линией изображена зависимость А*/Ао от F/F/. Пере
менная F/Fi отложена на верхней горизонтали, а переменная А*/Ао — на вер
тикальной оси слева. С помощью графика 5.3 при заданном отношении F/Fi 
в диапазоне FjF[ е  (1/2,2/3) можно вычислить значения А, при которых раз- 
ведение пластин будет безотрывным. Например, при F/Fi =  0,56 разведение 
пластин будет безотрывным при расстоянии Л > А* = 2 ,12Ло.

Предельный случай вязкой жидкости. Из уравнений Рейнольдса для вяз
кой жидкости находим давление р =  6(л:2 -  l2)ph/hz + pi и вычисляем силу, 
действующую со стороны жидкости на пластину F =  8/3/zA/A3. Давление внут
ри жидкости положительно при р(0) =  Pi— 6/2/iA/A3 > 0. Отсюда найдем усло
вие F/Fi < 2/3 безотрывного разведения пластин. При F/Fi > 2/3 раведение 
пластин сопровождается отрывом.

Сопоставление вязкого и вязкопластического течений показывает, что для 
вязкого течения отсутствует переходная область F/Fi € (1/2,2/3). Однако для 
вязкопластического течения Ао —► 0 и А* —> 0 при rs —* 0, поэтому в пределе 
т5 —> 0 в переходной области условие безотрывного разведения пластин Л > А* 
выполняется при любом зазоре, что в точности соответствует вязкому течению.

5.1.5. Вытеснение среды двумя параллельными дисками

Задача о течении вязкопластической среды, между двумя круглыми парал
лельными пластинами при их соосном поступательном движении относительно 
друг друга решается аналогично рассмотренной выше.

1. Постановка задачи. Рассмотрим осесимметричное движение вязкоплас
тической среды в тонком слое между параллельными круглыми дисками г ^  /?,
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Рис. 5.4. Схема течения между двумя дисками

О < 2  ^  2А(/), где R — радиус дисков, 2А — расстояние между дисками (рис. 
5.4). .Диск 2 =  0 неподвижен, а другой 2 =  2Л приближается к нему со ско
ростью 2dh/dt = 2Л. На дисках принимаются условия непротекания и прили
пания. Нужно определить компоненты скорости vr, vz и давление.

2. Решение краевой задачи. При условии (5.1.6) Re* 1 можно пользо
ваться уравнениями Рейнольдса (5.1.3) с той лишь разницей, что уравнение не
разрывности плоскопараллельного течения нужно заменить на уравнение осе
симметричного поля скорости 

д(гуг) д(гуг)
дг дг

Функция тока осесимметричного движения вводится так
1 дФ 19Ф

v , - - r W . (5.1.24)

Компонента скорости уГ совпадает с найденной компонентой У\ (5.1.7) для тон
кого слоя с соответствующим значением функции расхода Q(t, г), которую легко 
найти из уравнения сохранения массы 2irrQ =  — irr22h. Таким образом, приме
няя формулы для функции тока (5.1.8) и давления (5.1.9), получим

Ф =  -
r2h Z 2Z\(a) — Z 3/3,

dp
дг

2a(l —Z\(a)) [ ZZi(a)2 - Z i ( a ) 3/3,

Ts 1 - - - i  „ _  tAh\ r 7 _
h l - Z i ( a )  g h ’ Tsh 2 ' Z

0 < Z < Z b 

Z i ^ Z ^ l ,

z
h'

(5.1.25)

где функция Z\(a) вычисляется с помощью рядов (3.2.6) и (3.2.7).
Формулы (5.1.24) и (5.1.25) позволяют вычислить все кинематические и ди

намические характеристики вязкопластического течения.
3. Давление и касательное напряжение. Давление и касательное напря

жение с помощью (5.1.25) можно выразить через параметр а и безразмерную



координату Z — z/h.

Р - п  шР1а)ш r _ J * _
TjSign h Jo 1 -Zi(a)

Тгг
rs

= -s ig n  A 1 - Z
i - а д -

Z,2( 1 -2 /3 Z ,)  
0  - 2 , ) 2

(5.1.26)

где po — давление при г =  0. Ряды для функция Я (а) были приведены ранее в 
(5.1.22) и (5.1.23).

4. Сила. Рассмотрим две задачи динамики. Первая состоит в определении 
силы F, под действием которой пластины движутся по заданному закону h(t) 
(см. рис. 5.4). Вторая обратная задача состоит в нахождении закона движения 
пластин под действием заданной силы F. Перейдем к решению первой задачи.

Интегрируя давление по внутренней поверхности за вычетом постоянного 
внешнего давления ря на внешней поверхности диска и преобразуя соответст
вующий интеграл по частям, получим

F = 2 « l  (Р ~  Pn)rdr =  - 2 т г ^  j ^ d r ,  

т г* dr
r — * * 4 J '  T = W Y  к ф й - (5Л27)

Обозначим через Fo и F ^  соответственно силы для случаев чисто вязкой 
(rs =  0) и чисто пластической (р =  0) сред

Fq = -
ЗтгД4мА 

8А3 ’ Foo =  -sign  h
nrsR3
I F "

(5.1.28)

Перейдем в интеграле от переменной г к переменной а с помощью линей
ного соотношения г = {R/a^)a. Тогда из (5.1.27) и (5.1.28) следует

Р _  8 Пая) 
F0 3 а*

pR\h\
a R  =  — Т о 1 ,тяпг

F_
Foo"

и ш

3/(вя)

_  / а 
~ 1о Ь 1

a2da
Zi(a) '

(5.1.29)

(5.1.30)

Подынтегральную функцию можно представить сходящимся по обратным сте
пеням 1/(1 +  а) рядом. Для этого подставим а2 =  (а +  I)2 — 2(а +  1) +  1 и ряд
(3.2.6) функции 1/(1 — Z\(a)). Тогда под интегралом получим степенной ряд

- 2 3 , ............., 3.
1 -Z \(a )  2-к(« + 1) “3(а+1)4+ 2^а +

Ад
т-0

1
+■( а +  1)3т (а +  1)3т+1 (а +  1)3*+2



Интегрируя его в пределах от 0 до а, получим ряд для функции f\{a). Первые 
члены разложений этой функции приведены в [22]

(1 /3 )4  +  (2 /7 )47/2) +  (1 /6 )4  +  (5 /81)49/2) +  . . .  ,aR «  1, (5Л.31)

(3 /8 )4  +  (1 /2 )4  ад 1.
Верхняя и нижняя асимптотики (5.1.31) приближают функцию f{ap) с погреш
ностью, не превышающей 1% в областях ар ^  2 и ар >  2 соответственно. 
Формулы (5.1.27)—(5.1.31) дают полное решение первой задачи об определении 
силы, действующей на диск при заданном законе его движения.

Ввиду неравенства zq > 0 из (5.1.27) следует, что |F| > \Fool Таким обра
зом, среду между дисками можно привести в движение при условии I/7) > \Foo\. 
При меньшем абсолютном значении силы F диски и среда между ними будут 
находится в состоянии покоя.

Из неравенства |F| > |Foo| и (5.1.28) можно сделать второй важный вывод. 
Существует минимальное расстояние hmin сближения дисков под действием по
стоянной силы F

Предельный случай ар 1, когда основную роль играет область пластическо
го течения, для силы из (5.1.28) — (5.1.31) получим

5. Движение дисков под действием постоянной силы. Закон движе
ния получается из решения уравнения, которое вытекает из (5.1.28), (5.1.29) 
и (5.1.34). Решение уравнения можно представить в параметрическом виде

При помощи (5.1.31) можно получить следующие асимптотические разложения 
зависимостей (5Л .35)

Мая) =

hmin =  ttts/?3/(3F) . (5.1.32)

(5.1.33)

Параметр подобия ад можно представить аналогично (5.1.17)

(5.1.34)

ОО

(5.1.35)

{
h/hmin = (3/2) (1 +  (3/4)а) +

а »  1 (5.1.36)



Рис. 5.5. Закон движения дисков под Рис. 5.6. Зависимость F от А
действием постоянной силы

h/hmin =  1 +  (6/7) у/а +  (1/2 )а +  

t =  (6/7) у/Е +  (23/98)1па - 0 ,7 8 .

После исключения параметра а из (5.1.36) и (5.1.37) получим асимптотичес
кий закон изменения h/hmin от безразмерного времени 1. На рис. 5.5 представле
на зависимость безразмерного расстояния h/hmin от безразмерного времени t/tQ. 
При малом времени величина h/hmin — 1 изменяется обратно пропорционально 
квадратному корню из времени, а при большом — обратно пропорционально 
времени.

6. Условие безотрывного удаления дисков. Удаление дисков под дейст
вием силы растяжения происходит по той же кривой h(t), что и сжатие, но в 
обратном направлении.

При Л 0 давление достигает в центре своего минимального значения, 
которое можно вычислить с помощью (5.1.26).

При ро =  PR — т$(Я/Н)Р(ар)/ар < 0 в окрестности центра диска образуется 
каверна. Рассуждая точно также как и в случае дисков, придем к следующему 
условию безотрывного разведения дисков:

0 \Ш  =  Fr = nR2pR. (5.1.38)

Проведенный анализ полученного соотношения (5.1.38) показывает следую
щее. Если F <  Fr/ 3, то удаление дисков под действием силы F будет безотрыв
ным во время всего процесса. При F > /т?/2, процесс безотрывного удаления 
дисков невозможен.

В промежутке F#/3 ^  F <  Fp/2 удаление будет безотрывным при А > Л*, 
где критическое расстояние Л* определяется из условия (5.1.38). На рис. 5.6



представлена зависимость F =  F/Fp от h =  /г*/Л,лт» в параметрическом виде
Р f ( aR) г _  3/(ад)

a2RP(aR) ’

Предельный случай вязкой жидкости. Для дисков решение находится по ана
логии с решением для пластин. В результате получим, что при условии 
F/Fp < 1/2 разведение пластин будет безотрывным, а при F/Fp > 1/2 разведе
ние пластин сопровождается отрывом. Таким образом, для раздвижения дисков 
в вязкой жидкости также как и для пластин отсутствует переходная область 
F/Fp е  (1/3,1/2). К этому условию можно придти, если в полученном для вяз
копластического течения решении перейти к пределу rs —> 0 аналогично слу
чаю пластин.

5.2. Развитие течения вязкопластической среды между 
двумя параллельными пластинами

В разд. 4.2 приведены многопараметрические серии точных нестационар
ных вязкопластических течений между двумя параллельными пластинами. Од
нако они не охватывают решения всех краевых задач, которые здесь возникают. 
В частности, задача развития течения из состояния покоя под действием посто
янного перепада давления не может быть точно решена предлагаемыми метода
ми. Ниже проведено приближенное исследование этой задачи, которое состоит 
в следующем.

а) При большом числе Р приведено точное решение о разгоне течения нью
тоновской жидкости. Методом разделения переменных решение представлено 
в виде ряда, быстро сходящегося на стадии установления течения. Для Q(t,P) 
получена новая преобразованная форма ряда, быстро сходящегося на начальной 
стадии течения. Даны оценки остаточных членов обоих рядов.

б) На начальной стадии развития решение представлено в виде разложения 
по степеням корня квадратного из времени. Коэффициенты разложения зависят 
от автомодельной переменной и находятся из решения полученных обыкновен
ных дифференциальных уравнений. На стадии установления решение строится 
методом возмущений. Построено составное разложение решения для любого 
момента времени.

в) При произвольном конечном числе Р представлено упрощенное при
ближенное решение. На основе идеи метода Слезкина-Тарга получено обык
новенное дифференциальное уравнение для расхода и найдено его решение. 
Проанализирована погрешность решения. Максимальная погрешность найден



ной функции расхода Q(t,P) при больших Р не превышает 13,5% от точного 
значения.

1. Постановка краевой задачи. Рассматривается течение вязкопластичес
кой среды (в области 0 ^  z ^  2h) между двумя неподвижными параллельными 
пластинами z  =  0, z = 2h. В начальный момент времени t = 0 среда покоится. 
К ней приложен постоянный градиент давления i =  —др/дх, под действием ко
торого среда приходит в движение. Требуется определить поле скорости среды. 
В разд. 4.2.1 было показано, что такое движение является однонаправленным 
с единственной компонентой скорости v(t, г). Для функции v(t, z) и границы 
ядра 2i (0  краевая задача ставится так 

dv d^v
p d t = f id^* 4 4  ° ^ 2 < 2 iW- 

v(t, 0) =  0,

с начальными условиями v(0, z) — 0, Z|(0) =  0.
Введем безразмерные величины: параметр Р, переменные Z, t и функции 

V (t,Z ),T (t,Z )H Z 0(t)
v = i(h2/fi)V, i = (Ts/h)P, z = Zh, zq =  Zoh, T = (ph2/n )t. (5.2.1)

Тогда для безразмерных скорости V(t, Z) и функции Zo(t) получим краевую 
задачу

дУ d2V
~ d i= d z 2 +  1, t> 0 ,  ° < z ^ z oW-

(5.2.2)

V(t, 0) =  0, Vl(t,Zo) =  0, V£z {t,Zo) =  -
1

P Q - Z o )
(5.2.3)

m z ) “ 0, Zo(0) =  0 , (5.2.4)

где Vz  — производная функции V(t,Z) no Z.
2. Решение задачи для вязкой жидкости. Приближение вязкой жидкости 

соответствует пределу Р —► оо. Из (5.2.2)-(5.2.4) получим лийейную краевую 
задачу для классического уравнения теплопроводности

8V ^  д2У 
dt ~  dZ2 +  1(

t ^ 0, 0 < Z < 1 ,

1/«,0) =  0, V j ( f , l ) - 0 ,  V ( 0 ,Z ) - 0 . (5.2.5)



Методом разделения переменных [48, 36] можно получить для поля скорости 
решение в виде ряда Фурье

F((, Z) -  Z  -  \ z *  -  |  f ;  e x p t- i rV  -  1/2 f t ) . (5.2.6)

Отсюда следует выражение для расхода Q
1 оо

Q = 2 j v d Z  = l - ^ ' 5 2 ( n -  1/2)—4 ехр(—7г2(л -  1/2)2/ ) . (5.2.7)
о п=]

Ряд (5.2.7) сходится при всех значениях t . Однако для малых значений t 
эффективнее пользоваться тождественным рядом (вывод его дан ниже в п. 7.)

Q = 2 t -  £ =/3/2 +  r(t), r(t) < -^= /3 /2 е-1Л _ (5.2.8)
Оу/ 7Г Оу7Г

r(t) =  £ ( - 1Г ' а п, an = ^ = J d t ' j  е - п1/х 
п=х О о

Ряд (5.2.8) сходится существенно быстрее, чем (5.2.7), если t достаточно мало. 
Порядок малости остаточного члена г в (5.2.8) выше любой, как угодно боль
шой степени t. Функция r(t) неаналитична в окрестности t =  0 и представля
ется сходящимся знакопеременным рядом, остаточный член в котором меньше 
первого отброшенного члена. Первый линейный по t член разложения в (5.2.8) 
нетрудно получить из асимптотического решения (5.2.5). Однако второй член 
разложения и, тем более, последующие неаналитические члены получить 
обычными приемами, по-видимому, невозможно.

Продемонстрируем эффективность полученных рядов (5.2.7) и (5.2.8) для 
вычисления расхода Q{t). Ограничимся двумя членами в частичных суммах 
Q+(t) ряда (5.2.7) и £?_(/) ряда (5.2.8)

<Э+(0 =  2/3 -  0,657 ехр(—2,471) , (5.2.9)

Q _(0  =  2 f - l , 5 0 4 / 3/2, (5.2.10)

которые определяют соответственно верхнюю и нижнюю оценки для Q(t).
Тогда расход можно определять при t ^  <о по фор

муле < 2 ( 0  =  Q+(t) -  r+(t), при / < to по формуле 
<2(0 =  <2-(0 +  г_(0 , где г+(0 «  0 ,00811е-22,2< ^  0,0081 le " 22-2'», 
г_ (0  *  3, o i /3'V - ,/4  3, O l ^ V 1̂ .



На рис. 5.7 изображены функции 
г+(0» и г - (0, определяющие погреш
ности двучленных частичных сумм
(5.2.9) и (5.2.10). Наибольшая по
грешность достигается в точке to «  
0,153 и равна r+(t) =  г_(0 « 2 , 7  
10~4, а относительная погрешность 
менее 0,13%. Если определить зави
симость Q(t) по формуле

Q ( 0  =  < 3 + ( 0 ,  t > t0,

Q ( 0  =  < 3 - ( 0 .  f ^  to « 0 ,1 5 3 ,

Рис. 5.7. Погрешность асимптотических 
разложений

(5.2.11)

то наибольшая относительная погрешность не будет превышать 0,13%, т. е., 
учитывая всего два члена в рядах (5.2.7) и (5.2.8), получаем приближение
(5.2.11) для расхода с тремя верными знаками.

3. Решение методом осреднения ускорения. Метод Слезкина-Тарга был 
предложен в работах [87, 84] для расчета течений вязкой жидкости. Этот метод 
использовался также для решения задачи об ударе вязкопластической среды 
[5, 34]. Ниже, следуя [60], излагается модификация метода Слезкина-Тарга, ко
торая отличается от традиционного тем, что будет получено общее обыкновен
ное дифференциальное уравнение для расхода. Зависимость расхода от времени 
можно будет определять, минуя детальный расчет поля скорости, и для решения 
ряда практических задач этого может оказаться достаточно.

Сначала проиллюстрируем метод и его эффективность на решении задачи 
(5.2.5) для чисто вязкой жидкости. Ускорение в (5.2.5) заменяется на среднее по 
сечению, т. е. 

dV 1 dQ
w ~ m  (5'212)

Тогда для скорости получим

V(Z) =  (1 -  (dQ /dt)/2) (z -  Z 2/2)  (5.2.13)

Интегрируя V(t, Z), получим искомое уравнение для расхода Q

(5.2.14)
О

Уравнение (5.2.14), удовлетворяющее условию Q(0) =  0, имеет решение 

<3(0 =  (2/3)(1 -  е ' 3‘) (5.2.15)



Решение (5.2.15) имеет ту же асимптотику 21 при t <С 1, что и точное реше
ние, а при t 1 эта асимптотика имеет некоторое отличие от (5.2.9). Наиболь
шая разница равна 0,044 при t =  to, что составляет 13,5% от точного значения.

Перейдем к решению краевой задачи (5.2.2)-(5.2.4) методом Слезкина-Тарга 
для вязкопластической среды. Заменяем ускорение на среднее (5.2.12). Тогда ре
шение уравнения (5.2.2), удовлетворяющее первым двум условиям (5.2.3), при
мет вид

V =  (1 -  (dQ /dt)/2) (ZQZ -  Z 2/ 2). (5.2.16)

Отсюда, используя третье граничное условие (5.2.3), получим
IdQ  1
2 dt P ( l - Z o )

V = ZqZ — Z 2/2
Я О -Z o )

Интегрируя скорость no Z, получим выражение для расхода
z0

Q =  2 J V dZ  + 2( \ -  Zo)V(Zo) =  
о

Его удобно выразить 
n(Zo) =  1/(1 — Zq)

(5.2.17)

через

z20 -zl/z
р  (1 -Z o ) -  

безразмерную функцию давления

и продифференцировать по t 
dQ =  2_ (  _  _1_\ dll 
dt "  ЪР V П3J d t '

Подставляя это выражение в первое равенство (5.2.17), получим уравнение 
для П

' г { ' - т ) ‘ш + П - р - п ( 0 ) - ‘ ' (5'218)

Решение уравнения (5.2.18) с начальным условием П(0) =  1 имеет вид

+  +  <5.2.19)

Перейдем к получению асимптотического разложения решения краевой задачи
(5.2.2)-(5.2.4) при / 1 и сравним его с найденным приближенным решением.



4. Асимптотическое решение на малых временах.
(5.2.2Н5.2.4) ищем в виде разложения по степеням уД

V =  tF (0  + № i ( 0  + . . . .  Со = А + Byft + . . . ,

£ =  Z /(2 n/F), fo (0  =  Z0(t)/(2Vi).

Решение задачи

(5.2.20)

Из краевой задачи (5.2.2Н5.2.4) для определения функций F(Q , F\{Q и посто
янных А, В получим два уравнения второго порядка и шесть условий 

F"(0  +  2£F'(£) -  4F(£) +  4 =  0,

F(0) =  0, F'{A) =  0, F"(A) = -4 /P ,

Fl'(0 +  2SFKQ -  6FdO =  0. P,(0) =  0. P,'(A) +  В F"(A) =  0. ( ' ' 

Fl'(A) + В F'"(A) = -&A/P

Решение уравнений таково

F(0 = - 2 ?  + 2 ^  exp (A2) ^(2£2 +  1 ) J  e~x* dx +  $T«2

4(3 +  2^)$  d _  _  1 +  2A2 
,w  3P(3 +  2A2) ’ 3 +  2A2

Постоянная А найдется из уравнения 
A

P =  1 +  2 AeA* J  e~x2 d x . 
о

(5.2.22)

(5.2.23)

Правую часть можно представить рядом с бесконечным радиусом сходимости 
или асимптотическим рядом

1 +  aiA 2 +  а 2Л4 +  азЛ6 +  • • • +  а„Л2л + .

Р "  )  JF A e#  +  (q£|A2)- 1 -  (а2А4) - '  +  (а3А6) - ' (5.2.24)

где ап =  2л/(2п -  1)!!, (а, =  2, а 2 =  4/3, а 3 =  8 /15 ,...).
5. Асимптотическое решение на больших временах. Решение краевой 

задачи (5.2.2М5.2.4) ищем в виде

V =  К«(2) -  e(Z) exp(~a2t), Z0 = Zoo- p  ex p (-a2/),
,  (5.2.25)

Vco(Z) =  Zoo Z -  Z 2/2, Zoo -  1 -  1/P,

где Vco(Z), Zoo — соответственно скорость и граница твердого ядра установив
шегося при t —► оо течения.



Подставляем (5.2.25) в (5.2.2)-(5.2.4) и учитываем только линейные по е 
и (3 слагаемые. Тогда для определения функции e(t) и постоянной /3 получим 
следующую краевую задачу: 

e"(Z) +  a 2e(Z) =  О,
(5.2.26)

6(0) =  0, e'iZoo) =  /?, e"(Z00) = -(3P

Решение краевой задачи (5.2.26) представляется в виде линейной комбинации
собственных функций еп sin(a„Z), п =  0 ,1 ,2 ,__ Наименьшему собственному
значению с*о соответствует решение

e(Z) =  ео sin aoZ, (3 =  e'(Zoo) =  бо«о cos Х0, (5.2.27)

где «о — корень уравнения

Его можно вычислить с помощью разложений

а 0 =

Р(Р -  1 )-,/2(1 -  У6(Р -  1) +  п/ ш (Р ~  О2).

7Г 1 /  7Г \ 3 / 1  1 \  7Г \ 5

2 + 3 \2 Р )  ~  \ 5 ~ 3 p )  \2 р )

Р ^ 2 ;  

Р >  2
(5.2.28)

с относительная погрешностью менее 1%.
6. Составное разложение. Неопределенный пока коэффициент ео опреде

лим с помощью условия гладкой сшивки расхода Q(t).
Определяем расход Q(t)

Z0

Q =  2(1 -Zo)V (t,Zo) + 2 J v d Z
0

из разложения на малых

Q- = 2/(1 -  1 /Р) -  exp (Л2) +  (5.2.29)

и больших временах

Q+ = Q o o ( P ) - m  exp ( - a 2/),

л , m (2Р + 1)(Я-1)2 , лео ( ао(Р - 1 ) ^  (5230)
Qoo(P) = -------- з р 4-------- . А =  4— sin ^ ------------ J

Потребуем, чтобы в некоторой промежуточной точке to выполнялись условия 
непрерывности расхода и его производной (условие гладкой сшивки)

Q+(t0) = Q -(t0), Q'+(t0) =  Q-(to). (5.2.31)



Таким образом, найдем

к  = б'5 > -Т 2 ’ А = ехР(ао̂ о)(<Зоо -  Q-(fo)). (5.2.32)

Величина to — определяет границу действия двух асимптотик Q+(0 и Q-(t). 
Погрешность в ее определении ма
ло влияет на значение величины А.
Поэтому для функции t0{P) приве
дена простая интерполяция. Состав
ное разложение для поля скорости 
V{t}Z), расхода Q(t) и границы яд
ра Zo(t) определяется по разложени
ям на малых временах при / < to и 
больших временах при t ^  to- Перей
дем к анализу полученных решений.

На рис. 5.8 представлены зави
симости Q{t)/Qoo при трех различ
ных значениях параметра А , зна
чения которого указаны (А =  0,3;
Р(Л) =  1,19; Л =  0,5; Р(Л) =  1,59;
Л = 1,2, Р(А) =  9,17). Сплошной линией обозначен расчет по асимптотичес
ким формулам (5.2.29), (5.2.30), штриховой линией — расчет по приближенному 
решению (5.2.19), полученному методом Слезкина-Тарга.

Зависимость Q(0/Qoo при А = 1,2 мало отличается от точной зависимос
ти для вязкой жидкости (5.2.9)—(5.2.11). Наибольшее отличие приближенного 
решения (5.2.19) от точного достигает значения 0,066 при t =  0,39, что состав
ляет 9,5% от точного значения. Наибольшая относительная ошибка решения 
(5.2.19) равна 13,5% при to ы 0,153. При уменьшении параметра Р относи
тельная ошибка уменьшается. Таким образом, относительная погрешность для 
расхода, вычисленного методом Слезкина-Тарга, не превышает 13,5%.

Зависимости от параметра Р времени установления tQ для расхода и tz для 
границы твердого ядра определяются из условия того, что соответствующая 
величина отличается от своего предельного значения ровно на 1%. С помощью 
асимптотических зависимостей на больших временах с постоянными (5.2.32) 
найдем

Рис. 5.8. Сравнение асимптотического 
и приближенного решений

tQ =  ~2 In
ОД

100А 
Ооо ’

25Аао
Р - Г



При Я -  1 <  1 найдем tQ «  4 ,54 (Р -  1), tz т 3 ,15(Я -  1). При Р »  1 най
дем tQ «  1,86, tz «  1,5 -  0,405 In Р.

На рис. 5.9 представлены зависимости *q(P) и tz{P). Функция /q(P) мо
нотонно возрастает. Функция tz(P) возрастает на участке 0 ^  Я < 2,4, при 
Р «  2 ,4  она достигает наибольшего значения tz «  0,93, и при Р > 2,4  мед
ленно убывает. При Я «  28 величина tz и  t0. При Я > 28 время установления 
границы твердого ядра меньше to и его следует находить из внутренней асимп
тотики Z -(t), откуда

Таким образом, при большом значении Я граница твердого ядра Zq =  1—1 /Я 
устанавливается очень быстро и затем происходит более длительный процесс 
установления скорости и расхода.

7. Приложение. Вывод (5.2.8) можно осуществить с помощью формулы 
Пуассона [6], с. 167

оо /  оо \

J 2  е - пЧх~2птх =  jc- ' / V 0** I 1 +  2 £  е~пЧ1х cos гш2а ) (5.2.33)
п=-ОО \  Л=1 /

следующим образом. Продифференцируем дважды по t ряд (5.2.7)
ОО ОО

Q,f(t) = —2 ^ 2  =  —2е~ж2̂ 4 ^-Л^+лтг2/
п=—оо п=—оо

Рис. 5.9. Время установления расхода и границы ядра



Полагая nt = х  и Q"(t) — —2е ехр(-я27гх +  тгх), преобразуем
Л=—00

сумму по формуле Пуассона (5.2.33) при а — -1 /2

Q"{t) =  -
_2_ оо

1 + 2 ^ ( - 1 ) яе
/1 =  1

Возвращаясь к исходному аргументу t = х /7г, получим

<Э"«) =  -
2

л/тг?

ОО
1 + 2 '£ ( - \ ) Пе 

/ 1=1

(5.2.34)

Полагаем t =  0 в ряде (5.2.7) для <?(/) и в его производной Q'(t) = 0. Пользуясь 
известными значениями для числовых рядов

В »  -  1 /2 )-  .  £ ;< „  -  1 /2 ) - * ,  £ .
Л-1 /2=1

получим <2(0) =  0, <5'(0) =  2. Отсюда, интегрируя дважды ряд (5.2.34) получим 
ряд (5.2.8).



Глава 6

ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ

В этой и следующей главе описывается один из механизмов перемешива
ния в средах, движущихся по периодическому во времени закону. Он связан 
с особым характером движения частиц среды. Для описания соответствующих 
эффектов потребуется изложить основные сведения теории динамических сис
тем и гамильтоновой механики. Более полное освещение этих вопросов имеется 
в монографиях [1, 31, 44, 91, 94].

6.1. Сведение задачи о движении частиц к 
гамильтоновой системе

1. Динамические системы. Пусть несжимаемая среда заполняет некото
рый объем, границы которого движутся по заданному закону, периодическому 
во времени. Компоненты скорости v-} частиц среды являются дифференцируе
мыми функциями координат Х[ и времени. Тогда закон движения частиц среды 
будет находится из решения задачи Коши для системы обыкновенных диффе
ренциальных уравнений

dx‘Xi =  =  Vi(t, Xj), Xi(tQ) =  xOi, i, j  =  1,2,3.

Эта задача называется динамической системой.
Трехмерное пространство переменных хи i = 1,2,3 называется фазовым 

пространством.
Система называется автономной, если функции vi(xj) явно не зависят от 

времени. В противном случае система называется неавтономной. Наибольшее 
внимание мы будем уделять изучению неавтономных систем, в которых ком
поненты скорости имеют период по времени v/(t +  7\*/) =  Vj(t,Xi) равный Т. 
Такие неавтономные системы особенно важны для моделирования различных 
технологических процессов.

2. Гамильтоновы системы. Выделим класс неавтономных периодических 
систем, описывающих плоскопараллельные движения несжимаемой среды. По
ле скорости имеет две компоненты vx и vy, зависящие от времени t и двух прост
ранственных координат х  и у. Уравнение неразрывности dvx/dx  +  dvy/dy  =  О



разрешается с помощью функции тока H (t,x, у) 
vx = dH/dy, vy = -dH /dx.

Тогда уравнения движения частиц жидкости будут иметь вид уравнений Га
мильтона. Динамическая система превращается в гамильтонову систему или, 
более определенно, в задачу Коши для уравнений Гамильтона системы с одной 
степенью свободы. Теория таких систем называется гамильтоновой механикой 
и излагается в курсах теоретической механики [28]. Здесь и далее привычное 
в гидродинамике обозначение для функции тока Ф (см. 2.5.6) заменено на еще 
более употребительное обозначение для функции Гамильтона Н.

Обозначим координаты индивидуальной частицы среды через X  и Y Тогда 
ее траекторию движения можно вычислить, решая следующую задачу Коши

Таким образом, траектории движения частиц несжимаемой среды определя
ются из решения гамильтоновой системы.

3. Теорема Лиувилля. Верно и обратное утверждение. Оно в гамильтоно
вой механике называется теоремой Лиувилля.

Рассмотрим отображение (Хо, Уо) -* (X(t), ^(0)> где X(t), Y{t) — решение 
задачи (6.1.1). Такое отображение называется отображением на фазовом потоке 
системы (6.1.1). При этом отображении область Dq переменных Xq,Yq пере
ходит в область D переменных X , Y Площади же этих областей равны. Этот 
результат составляет содержание теоремы Лиувилля. Формулировка ее такова.

Т е о р е м а  Л и у в и л л я . При отображении (Л .̂УЬ) У) на фазовом
потоке гамильтоновой системы площадь области сохраняется

Для двумерных отображений характерны свойства:
1) несжимаемость: dvx/dx  +  dvy/dy  =  0, (vx = Х, vy =  Y);
2) сохранение фазового объема: д{Х, Y)/d{Xо, Уо) — U
3) существование функции тока для поля скорости vx = Ну, vy =  — Нх (гамиль- 
тоновость).
Перечисленные свойства 1), 2) и 3) эквивалентны друг другу. Этот результат 
будем называть теоремой Лиувилля для двумерных отображений.

Также как и динамические системы, гамильтоновы системы могут' быть 
автономными и неавтономными. Главное внимание уделим неавтономным 
гамильтоновым системам с периодическим по времени гамильтонианом

Х = НУ, Y = -H x , X(t0) = X о, Y(t0) = Y0 
Нх =  дН/дХ, HY =  dH/dY

(6.1.1)



H[t, X, У) =  H(t +  Т, X, Y). Перейдем к описанию методов исследования га
мильтоновых систем.

6.2. Первый интеграл гамильтоновой системы

1. Понятие первого интеграла. Пусть функция Гамильтона определена в 
некоторой области D фазовой плоскости. Тогда скалярная функция G(t, X, У), 
не являющаяся тождественно константой, определенная в той же области D, что 
и рассматриваемая гамильтонова система, называется первым интегралом этой 
системы, если она остается постоянной вдоль любого решения этой системы 
[28]. Кривые, задаваемые уравнением G{t,X, Y) =  const называются интеграль
ными кривыми. Если функция Git.Xy Y) дифференцируема, то необходимым и 
достаточным условием существования первого интеграла является следующее 
тождество:

dG
dt =  — +  {Я ,0}  =  О, {Я ,0}  =

сШсЮ 
dY дХ

сШсЮ
d X d Y '

Выражение {H,G} называется скобкой Пуассона двух функций H (X,Y) и 
G{X, Y). Этот факт следует из правила дифференцирования сложной функции 
G(ttX (t),Y (t))  по времени и уравнений Гамильтона (6.1.1). Первый интеграл 
позволяет расслоить фазовую плоскость на интегральные кривые. Они непре
рывно заполняют все фазовое пространство.

Системы, у которых существует первый интеграл, называются интегрируе
мыми системами. Решения интегрируемых гамильтоновых систем можно полу
чить в виде квадратур. Однако, обратное утверждение не верно. Системы могут 
иметь решение в виде квадратур, и даже выражаться через элементарные функ
ции, но могут не иметь при этом первого интеграла. Простым примером неин- 
тегрируемой системы является линейный осциллятор с трением х  +  х +  х =  О 
[28], хотя решение этой системы в элементарных функциях выписывается без 
труда. Приведенный пример относится к негамильтоновой динамической сис
теме. Ниже мы увидим, такие примеры и для гамильтоновых систем.

Вообще, решение динамической системы существует всегда для достаточно 
гладких правых частей. Это диктуется только теоремой существования реше
ния системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Часто это решение 
представляется рядами, квадратурами или же элементарными функциями. Но 
первый интеграл существует в исключительных случаях. Некоторые случаи ин
тегрируемости гамильтоновых систем перечислены ниже.

2. Автономные гамильтоновы системы. Если функция Гамильтона явно 
не зависит от времени, то необходимое и достаточное условие существования 
первого интеграла dH /dt =  {Я, Я} =  0 тождественно выполняется и, следова-



Рис. 6.1. Линии тока между двумя эксцентрично вращающимися цилиндрами

тельно, всегда имеется первый интеграл

Н(Х, Y) =  const.

В теоретической механике этот интеграл называется интегралом энергии. Фазо
вые траектории являются изолиниями функции Гамильтона. В гидродинамике 
этот факт также хорошо известен: для установившегося течения на линии тока 
функция тока Н(Х , Y) постоянна. Таким образом, гамильтоновы системы име
ют простую гидродинамическую интерпретацию. Фазовый поток гамильтоно
вой системы — это течение несжимаемой среды. Имея функцию тока (гамиль
тониан), легко построить картину течения. Для этого надо изобразить изолинии 
функции тока.

На рис. 6.1 показаны линии тока установившегося течения вязкой жидкости 
между двумя вращающимися цилиндрами [99]. Внешний цилиндр имеет ради
ус /?2 =  1 и вращается с угловой скоростью =  1, а внутренний — R\ =  0.3 
и вращается с угловой скоростью П\ =  - 4  в противоположном направлении. 
Эксцентриситет (отношение расстояния между центрами к разности радиусов) 
равен O A /(/? i — /?г) =  0, 5. Общее решение такой задачи дано Жуковским и 
Чаплыгиным (1904). Течение (см. рис. 6.1) имеет две критические точки, в ко
торых X — Ну = 0, Y =  — Нх — 0. Одна точка — it эллиптического типа. В 
ее малой окрестности линии тока — эллипсы. Вторая точка — гиперболического 
типа. В ее малой окрестности линии тока — гиперболы. Точка эллиптического 
типа соответствует устойчивому положению равновесия. Гамильтониан в этой 
точке имеет строгий максимум или минимум. При любом достаточно малом от
клонении от положения равновесия частица жидкости вечно движется в малой 
окрестности этой точки.



Гиперболическая неподвижная точка соответствует неустойчивому положе
нию равновесию. При любом, как угодно малом, отклонении от положения рав
новесия частица жидкости за достаточно большое время отклоняется от по
ложения равновесия на конечное расстояние. В точке равновесия функция Га
мильтона не имеет ни локального минимума ни максимума.

Частицы, находящиеся на одной линии тока, будут находится на ней вечно. 
Если окрасить эти частицы, то краска по другим линиям тока не распростра
нится. Окрашенной останется только одна линия. Таким образом, если первый 
интеграл существует (а это будет для любого установившегося течения), то пе
ремешивания пассивной примеси не произойдет.

Ниже будет показано, что неавтономные системы первым интегралом, как 
правило, не обладают, и в этом случае перемешивание пассивной примеси воз
можно.

3. Неавтономные гамильтоновы системы. Первый интеграл неавтоном
ных гамильтоновых систем существует лишь в исключительных случаях. При
мером такой интегрируемой системы является система с гамильтонианом

Первое слагаемое соответствует вращению частицы с угловой скоростью е от
носительно начала координат, второе слагаемое — поступательному колебатель
ному движению параллельно оси Y Траектория движения находится из реше
ния линейной системы дифференциальных уравнений. Эту же систему можно 
записать в виде уравнения второго порядка для X (t)

X + е2Х  =  —e2bs\nt,

которое описывает вынужденные колебания линейного осциллятора единичной 
массы под действием внешней силы — e2b sin t.

Решение, удовлетворяющее начальным условиям X{to) = Xq, Y(to) =  Го, 
можно представить в виде

Я =  е ~(X2 + Y2)+ X b sin t (6.2.1)

Скорость частицы жидкости является суммой двух слагаемых

X -  Хс =  (*0 -  Хс) cos(e(t -  t0)) + (К0 -  Yc) sin(e(t -  t0)) +  A (t) , 

Y - Y c = ~(X0 -  Xc) sin{e(t -  t0)) + (K0 -  Yc) cos(e(t -  to)) + B (t) ,

Xq — 9 sin/0,
1 — ег

Yc =  ■;----- ,  COS to ,
1 - e l



2 fog
A(t) =  ------ n (sin t -  sin /о), B{t) =  ------ о (cos t -  cos to).

1 — e* l —el
Первый интеграл имеет следующий вид:

G(t,X,Y) = R2,

G(t,X, Y ) = [ X - X C-  A ( t) f  + [ Y -Y C-  B(t)]2

R2 = (XQ- X C)2 + (Y0 - Y C).

В фазовом пространстве t, X, Y интегральные поверхности G = R2 можно пред- 
ставить себе так. Сечением этой поверхности t =  const является окружность 
радиуса R с центром Хс +  A{t), Yc +  B(t). Радиус окружности не зависит от t, 
а координаты центра меняются по гармоническому закону. Таким образом, ин
тегральная поверхность является криволинейной трубкой. Ось трубки в прост
ранстве t ,X ,Y  представляет собой винтовую линию с шагом t =  27г. Интег
ральные поверхности заполняют все трехмерное фазовое пространство. Если 
рассматривать t как угловую координату в цилиндрической системе координат, 
то в ней интегральные поверхности будут торами.

Список интегрируемых гамильтоновых систем включает в себя все автоном
ные системы аналогичные (6.2.1) с гамильтонианом, у которого квадратичная 
часть не зависит от времени. Все остальные гамильтоновы системы за редким 
исключением не имеют первого интеграла.

6.3. Канонические преобразования

6.3.1. Определение и общие свойства

1. Определение канонического преобразования. Каноническое преоб
разование на плоскости можно определить так. Преобразование переменных 
q{t, QtP), p{t,Q ,P) называется каноническим, если его якобиан равен едини
це

d(q,p) _  dq dp dq dp _
d(QtP) dQdP dPdQ  *

Иначе говоря, каноническое преобразование iq%p) —> (Q, P) сохраняет площадь.
С л е д с т в и е .  Если преобразование (q,p) —► (QtP) — каноническое, то об

ратное преобразование (Q, Р) —► iq,p) — тоже каноническое.
2. Преобразование уравнений Гамильтона при канонической замене пе

ременных. Гамильтонова система q =  Нр, р =  - Hq при каноническом пре
образовании iq,p) —> (Q,P) переходит опять в гамильтонову систему с новым, 
вообще говоря, гамильтонианом Н (/, Q, Р).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отображе
ние (<7о»Ро) -» (<7,Р) сохраняет
площадь. Канонические отображения 
(<7о.Ро) (Qo>Po) и (q>p) -> (Q,P) 
тоже сохраняют площадь. Значит и 
(<2о»Лэ) —> (<2,Я) сохраняет пло
щадь и по теореме Лиувилля систе
ма (QoyPo) -> (Q (0 .^ (0 )  -  гамиль
тонова, что и требовалось доказать. 
Пояснение к доказательству дано на 
рис. 6.2. Площадь окрестности точ
ки (ро.Ро) равная dS сохраняется при 
всех отображениях.

3. О валентных канонических 
преобразованиях. В некоторых кни
гах [4, 19] вводят расширенный класс 
канонических преобразований в виде 
суперпозиции канонического преоб

разования (q, р) —> (Q, Я) и преобразования Q =  Q/c, Р = Я. Этот класс харак
теризуется дополнительным параметром с, который называется валентностью. 
С учетом валентности преобразования тоже сохраняют гамильтонову форму 
уравнений. Верно и обратное утверждение: преобразование (q,p) —> (Q,P), 
сохраняющее гамильтонову форму уравнений, является каноническим валент
ности с.

Мы будем следовать монографиям [1, 28, 42, 88], в которых под каноничес
ким преобразованием понимают унивалентное преобразование, т. е. имеющее 
валентность с — 1. Данное выше определение является унивалентным канони
ческим преобразованием.

Свойство сохранения гамильтоновой формы уравнений при канонических 
преобразованиях играет важную роль в теории гамильтоновых систем. Его так
же часто берут за определение канонического преобразования [28, 42, 88]. Хотя 
здесь, не учитывая валентность, часто допускается неточность в рассуждениях 
(см. замечания в книге [1] о таких неточностях, допущенных в книге [42]).

4. Критерии каноничности для независящих от времени преобразова
ний. Для преобразований q(Q, Я), p(Q, Р) имеют место следующие два крите
рия каноничности:
1) Выражение PdQ — pdq является полным дифференциалом;
2) Для любого гамильтониана Н (/, q, р) замена q(Q, Я), p(Q, Р) переводит урав
нения Гамильтона в переменных q, р в уравнения Гамильтона в переменных Q, Р 
с новым гамильтонианом, равным H(t, Q, Р) =  H (t, q(Qt P),p(Q , Я)).

Рис. 6.2. Преобразование уравнений Га
мильтона при канонической замене пере
менных



Доказательство критерия 1) вытекает из теоремы Грина для произвольного 
интеграла по замкнутому контуру dd, охватывающего область d и такой же 
теоремы для преобразованных контура 8D и области D

(6.3.1)

Правые части равенств — это площади области d и преобразованной D. Они рав
ны в силу каноничности преобразования. Значит интеграл по любому замкнуто
му контуру от разности PdQ -  pdq равен нулю, т. е. выражение PdQ -  pdq есть 
полный дифференциал, что и требовалось доказать. Отсюда следует, что вели
чина интеграла по контуру § pdq остается неизменной при любом каноничес
ком преобразовании. Эта величина называется относительным интегральным 
инвариантом Пуанкаре.

Доказательство критерия 2) можно провести с помощью следующей леммы 
Лемма.  Уравнения Гамильтона q =  Нр, р =  —Hq с функцией Гамильтона 

Н(t, q, р) при автономной замене переменных q(Q, P),p(Q , Р) с неравным нулю 
якобианом Д ф 0 преобразуются в уравнения

0 - ± я Р. P - — HQ.

д(д,р) dq dp dq др
d(Q,P) dQdP dP dQ ’

H(t,Q,P) =  H(t,q(Q,P),p(Q,P)).

Отсюда немедленно следует критерий 2).
Д о к а а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя по времени автономные замены, по

лучим

Разрешаем линейную систему по правилу Крамера

й - 1 dq/dP
др/дР

1 (  др . dq Л  
=  Д {d P q - d P p) ’

- 1  (-ЁЕ-л  
Д V dQq

dq .dq/dQ q 
dp/dQ p

Далее подставляем в правые части q =  Нр, р =  —Hq и, пользуясь правилом 
дифференцирования сложной функции, получим

1 fd p d H  dq d H \  1 dH



• _ 1  (др_дН_ dq_dH\ = _}_дН_
Р ~  Д  \dQ  dp +  dQ dq )  A d Q ’

что и требовалось доказать.
5. Теорема о каноничности отображения на фазовом потоке. Пусть 

q(t), p(t) решение задачи Коши для уравнений Гамильтона. Тогда отображением 
на фазовом потоке называется взаимно однозначное соответствие точки ?о»Ро 
в момент времени to точке q,p в момент времени t. На гидродинамическом 
языке отображение на фазовом потоке представляет собой перенос частиц нес
жимаемой жидкости по своим траекториям. Площадь, занимаемая частицами, 
сохраняется и, следовательно, отображение на фазовом потоке — каноничес
кое. Такой способ замены переменных весьма эффективен при асимптотическом 
построении решения гамильтоновой системы.

6.3.2. Теорема об интегральном инварианте Пуанкаре-Картана

1. Формулировка теоремы. Пусть при канонической замене 
q(t,Q ,P),p(t,Q ,P) гамильтониан H{t%q,p) преобразуется в гамильтони
ан H{t, Q,P), а замкнутый контур с в пространстве (q,p,t) преобразуется 
в замкнутый контур С в пространстве (Q, Р, t). Тогда циркуляция вектора 
(р, 0, —Н) по контуру с равна циркуляции вектора (Я, О, —Н) по контуру С:

j>(pdq -  Hdt) =  ji(PdQ  -  Hdt)

Циркуляция по контуру с 

j)(pdq -  Hdt) (с)

называется интегральным инвариан
том Пуанкаре-Картана.

Теорему об интегральном инвари
анте можно переформулировать более 
кратко.
Циркуляция, определяемая формулой 
(с), при каноническом преобразовании 
сохраняется, т. е. является инвари-

Рис. 6.3. Трубка тока

2. Определения. О п р е д е л е н и е  1. Векторное поле v =  (q,p,z) для сис
темы дифференциальных уравнений q =  Hpt р = —Hqy z  =  1 в пространстве 
q,p, t назовем полем скорости гамильтоновой системы H (t, q,p).



О п р е д е л е н и е  2. Линией тока I гамильтоновой системы H(t, q,p) назы
вается линия, у которой касательная в каждой точке направлена по скорости 
v = {q,p,z).

О п р е д е л е н и е  3. Трубкой тока называется цилиндрическая поверхность, 
состоящая из линий тока / (см. рис. 6.3).

Пусть с — замкнутый контур в пространстве q,p, z. Проведем через каж
дую точку контура с линию тока /. Цилиндрическую поверхность, состоящую 
из этих линий тока назовем трубкой тока, натянутой на контур с. Контур с 
называется контуром, образующим трубку тока. Для данной трубки тока обра
зующий контур с можно получить как пересечение его с произвольной поверх
ностью z  =  z(q,p). На рис. 6.3 изображены два контура с и cq, образующих 
одну и ту же трубку тока. Эта трубка тока натянута на контуры с и со-

3. Лемма Стокса. Для данной трубки тока циркуляция вектора 
F = (р, О, —Н) по любому ее образующему контуру с постоянна.

£  Fdr =  j)(pdq -  Hdt) =  const

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем два контура Cq и с, образующих данную по
верхность тока (см. рис. 6.3). Тогда по теореме Стокса циркуляция по контуру 
вектора скорости равна потоку вектора вихря через поверхность, натянутую на 
контур. Отсюда получим

РЗг — j> РЗг =  J
с0

rotP nds,

где s — поверхность тока, натянутая на контуры с и со, Я — нормаль к поверх
ности тока, вектор rotF определится так

rotF =
/  k

д/др d/dz  
О —H{t,q,p)

— —Hpi +  Hqj — k,

где i, j nk — единичные базисные векторы в пространстве (q,p, z).
Отсюда rotF =  —v в силу определения 1. Поле скорости v ортогонально 

нормали п на трубке тока, поэтому на поверхности трубки rot/* Н =  — v it = 0. 
Таким образом,

j) РЗг = j i  Fdr = >  j)(pdq -  Hdt) =  j){pdq -  Hdt),
С Со С Со

что и требовалось доказать.



Рис. 6.4. Трубки тока для исходной и пре
образованной систем

4. Доказательство теоремы об 
инварианте Пуанкаре-Картана.
Возьмем произвольный замкнутый 
контур с и натянем на него труб
ку тока 5 гамильтоновой системы 
H it,q,p) (рис. 6.4). При сечении 
трубки тока плоскостью z  =  zq 
образуется контур cq.

При канонической замене конту
ры с, трубка тока 5 и контур со пре
образуются соответственно в С, S и 
Со, изображенные также на рис. 6.4.

Циркуляции по контурам со и Со равны 

j>(pdq -  Hdt) =  j)(PdQ -  Hdt).
Со Со

Действительно, в силу dt =  dz =  0, циркуляции равны относительному ин
тегральному инварианту Пуанкаре. Он, согласно равенству (6.3.1), не меняется 
при каноническом преобразовании, не зависящим от времени.

По лемме Стокса циркуляция по контуру со равна циркуляции по контуру 
с. Так же точно циркуляция по контуру Со равна циркуляции по контуру С. 
Отсюда следует

f (pdq  -  Hdt) =  <ji(pdq- Hdt) =  £(PdQ  -  Hdt) =  £(PdQ  -  Hdt)
С Со Co C

и доказательство завершено.

6.3.3. Общий критерий каноничности преобразований

1. Вывод и формулировка критерия. Из векторного анализа известно, 
что дифференциальная форма dF будет полным дифференциалом тогда и толь
ко тогда, когда интеграл от нее по замкнутому контуру равен нулю. Отсюда из 
теоремы об интегральном инварианте Пуанкаре-Картана следует, что выраже
ние

PdQ -  pdq -  [H{t, Q, P) -  H{t, q, p))dt =  dF, (6.3.2)

является полным дифференциалом. _
Здесь q,p,H  — исходная гамильтонова система, a Q ,P,H  — преобразован

ная с помощью канонической замены q,p,H  —> Q,P,H. Полученное соотно
шение (6.3.2) является критерием каноничности общей замены переменных



q(t,Q,P), p(t, Q,P). В нем F — произвольная функция трех независимых пе
ременных, например, t, q и р, a dF ее полный дифференциал

d F - w d , + % d ‘<+d£ dF-
Общий критерий включает в себя и ранее полученный критерий для незави
сящей от времени замены переменных q(Q1P)ip(QtP)- Он справедлив для га
мильтоновых систем произвольного порядка [1, 28].

2. Примеры канонических преобразований. Прим ер  1. Канонические 
полярные координаты или переменные действие-угол задаются формулами

P = (q2 + р2) /2, Q =  arctg(<7/p).

Имеем

dQ = 1 pdq —qdp 
1 +  q2/p2 p2

pdq —qdp 
q2 +p2

PdQ -  pdq = {pdq — qdp)/2 — pdq = d{—qp/2).

Согласно критерию каноничности 1) преобразование каноническое.
Это преобразование очень полезно при исследовании систем с гамильтони

аном аналогичным осциллятору Дуффинга Н =  [q2 + р2 +  q4/ 2] /2. В новых 
переменных гамильтониан упростится Р + Р2 sin4 Q.

Рис. 6.5. Отображение криволинейной области на прямоугольник

Пример 2. Каноническое преобразование криволинейной области в прямоу
гольник.

Область 0 <  X  ^  2тг, 0 <  Y < 1 +  h{t,X) с криволинейной границей, пло
щади 2п можно отобразить каноническим преобразованием в прямоугольник 
О ^  X' < 27Г, 0 <  Y' <  1 следующим образом (рис. 6.5):



X
X' =  X + J h(t, X)dX, Y' =  Y/( 1 +  h(t, X)).

0
Малая трапеция ABCD отображается на прямоугольник AfB,CtDr той же пло
щади. Отображение на фиксированный прямоугольник удобно при исследова
нии движения частиц несжимаемой среды в области с меняющейся во времени 
границей [64, 70, 67]. Гамильтонова система сохраняет свой вид. Выражение 
преобразованного гамильтониана приводится ниже в разд. 6.3.5 п.З, пример 3.

канонического преобразования Q(q,p), P(q,p) определяется линеаризованным 
преобразованием с помощью матрицы Якоби А

с определителем единица: det(i4) =  ЛцЛгг — ^ 12̂ 21 =  1. При поворотах сис
темы координат элементы матрицы преобразуются по тензорному закону (см. 
главу 1).

являются независимыми инвариантами и при поворотах не меняются. Они 
определяют внутреннюю, независящую от выбора системы координат струк
туру отображения.

По известной в аналитической геометрии теореме о полярном разложении 
матрица А всегда представляется в виде матрицы поворота и симметрической 
матрицы. В свою очередь поворотом системы координат симметрическая мат

6.3.4. Отображение малой области

6Q = AnSq + A^Sp ^  
6Р = A2\Sq +А228Р,

Рис. 6.6. Отображение малой области

Выражения

h =  И и  +Д>2)/2, /2 =  И 12 - ^ 2 i ) /2



рица может быть приведена к главным осям. Таким образом, получим

л - смсы ($ I ) с(->ро), ад) - ( « J JJ ), (6 3 3)
h k  =  1-

Отсюда следует, что отображение с матрицей Л преобразует единичный круг 
в эллипс той же площади с осями l \J 2- Угол <£о определяет направление волокна 
в круге (Sq)2 +  (5р)2 =  1, который при отображении максимально удлиняется. 
Угол <р определяет поворот этого волокна (рис. 6.6). С помощью соотношений
(6.3.3) вычисляются: наибольшее 1\ и наименьшее /2 удлинения волокон, а также 
углы <poHip

h = R + VR2 -  l, /2 =  / ? - \ / F ^ T ,

Я2 =  if +  i f, tg ip = - i 2/ i i , (6.3.4)

tgfa +  2<̂ o) =  И 12 + ^ 2 i) /(^ n  - ^ 22) •
Характеристики 1\ЛъЧ> являются внутренними инвариантами отображения, а 
Ро зависит от выбора системы координат.

6.3.5. Производящие функции

Производящие функции позволяют конструктивно строить канонические 
преобразования.

1. Производящие функции Якоби. Обратимся к общему критерию кано
ничности (6.3.2). В полном дифференциале dF можно выделить дифференциал 
функции зависящей от t, q, Р

PdQ -  pdq - { Н -  H)dt =  d(PQ) -  QdP -  pdq - ( H - H ) d t  = d(PQ) -  dS .

Правая часть есть полный дифференциал, следовательно дифференциальная 
форма

QdP + pdq +  (Н -  H)dt =  dS(t, q, P) (6.3.5)

тоже полный дифференциал функции 5 трех независимых переменных t% q> Я. 
Эта функция называется производящей функцией и позволяет конструктивно 
строить канонические преобразования. Делается это так. Берется произвольная 
дифференцируемая функция смешанных переменных S(tt q,P) и составляются 
соотношения для ее частных производных, вытекающих из (6.3.5)

Q =  Sp(t, q, Р), р = Sq(t,q,P).

Разрешая первое уравнение относительно q, получим зависимость q(tt Q} Я). 
Подставляя ее во второе уравнение, получим вторую зависимость 
р =  Sq(t, q(t, Qt Я), Я). Система с гамильтонианом Н (/, q,р) переходит в



систему с новым гамильтонианом

H{U <?, Р) =  St(U q(t, Q, Я), Я) +  Я(/, q(t, Q, Я), p(f, Q, Я)). (6.3.6)

Таким образом, формула полного дифференциала (6.3.5) позволяет не только 
строить каноническое преобразование, но и находить по данному гамильтониа
ну исходной системы преобразованный гамильтониан.

В полном дифференциале dF можно выделить дифференциал функции, за
висящей от /, Q, р

PdQ -  pdq — ф  — H)dt =  -d(pq) +  PdQ +  qdp -  (H -  H)dt

Отсюда получаем полный дифференциал второй производящей функции 
Я(/, Q,p) и формулы канонического преобразования

dR =  -PdQ  -  qdp +  (Я -  H)dt =>
Р = - R Q(ti Qtp)i q = -R p(t,Q ,p)t (6.3.7)
H{t9Q9P) = Rt(t9Q9p) + H (t9q9p).
Аналогично можно найти еще две производящие функции. Одна зависит от 

U q» Q, Другая от /, р, Я [28].
2. Условие существования. Для существования канонических отображе

ний, выраженных через производящую функцию 5 нужно, чтобы уравнение 
Q = Sp(t, q, Я) имело обратную функцию q(t, Q, Я). Это возможно при условии 
монотонной зависимости Sp от q, т. е. производная Sqp не должна менять знака. 
Следовательно, каноническое преобразование выражается через производящую 
функцию S{t, q, Я) в области, в которой выполняется неравенство Sqp ф 0.

Точно также показывается, что каноническое преобразование с производя
щей функцией Я(/, Q , p )  существует в области, в которой R q p  ф  0.

3. Примеры. П р и м е р  1. Найти отображение с производящей функцией 
S  =  qP2.

Реш ение .  Дифференциал dS =  P2dq +  2qPdP приравниваем к диффе
ренциалу (6.3.5) QdP +  pdq. Из равенства коэффициентов при dq и dP следует 
отображение q =  Q/(2P)t р =  Я2. Нетрудно проверить, что его якобиан равен 
единице. Отображение существует в области SqP = 2Р ф 0.

П р и м е р  2. Найти производящие функции S(q,P) и R(Q,p) для тождест
венного преобразования q =  Q, р =  Я.

Р е ш е н и е .  По (6.3.5) и (6.3.7) находим формулы для полных дифферен
циалов функций S и R

dS =  QdP +  pdq = qdP +  Pdq =  d(Pq) => S = qP, 
с?Я =  -Яй<Э -  pdp =  -pdQ  -  Qdp =» Я =  -Q p.

П р и м е р  3. Найти производящую функцию и закон преобразования для га-



мильтониана при каноническом преобразовании криволинейной области в пря
моугольник (см. рис. 6.5).

Решение .  Это преобразование рассмотрено в примере 2 разд.6.3.3,2. Оно 
имеет производящую функцию 

х
S = XY + ?J  h(t,X)dX.

о

Преобразованный гамильтониан H(t, X, Y) в новых переменных будет таким 

H(t, X, Y) =  Н  + 5, =  H(t, X(t, X, Y Y)) -  AY,

A =  -§ i  fh ( t ,X)dX.
0

Здесь через А обозначен вытесненный через сечение X  расход жид
кости, равный уменьшению объема. Условие существования отображения 
SXy = 1 + h(t,X)  > 0 означает, что верхняя граница не должна смыкаться с 
нижней (см. рис. 6.5).

П рим ер  4. Найти производящую функцию S(q,P) для поворота на 
угол а

Q = q cos a  -f-psina, Р =  —p s i n a +  pcosa.

Решение .  В формуле (6.3.5) dS(q, Р) =  QdP +  pdq переменные q и Р — 
независимые. Выражаем через них Q и р

р =  q tg а +  Р/  cos a , Q =  q/  cos a +  P tg a.

и подставляем их в выражение для dS

dS =  ( — ---- \- P i g a )  dP + ( <7 tg a  Н— — J dq =>
\ c o s a  J \  cos a )

5 = +  l ( P 2 +<72)tg  cos a  2

Отсюда видно, что при а = ±тг/2 производящая функция не существует, т. е. 
каноническое преобразование Q =  р, Р = - q  нельзя представить через произ
водящую функцию.

П р и м е р  5. Привести гамильтониан Н = ^р2 -  е cos / sin q к стандартному 
виду (гамильтониан стандартного вида имеет множитель е, см. (6.4.10).

Реш ение .  Выберем производящую функцию с таким расчетом, чтобы пер
вое слагаемое при его преобразовании уничтожилось. Это достигается следую
щим выбором производящей функции /?(/, Q,p) =  - \ p 2t -  Qp. Из выражения



(6.3.7) для ее полного дифференциала
dR =  -PdQ  -  qdp + (Н -  H)dt = -pdQ ~(p t  + Q)dp -  (p2/2)dt 

находим
p = P, q = Pt + Q, H — H -  p2/2 = —ecostsin(Pt + Q).

4. Отображение на фазовом потоке. Пусть дано X(t), Y(t) решение 
уравнений системы с гамильтонианом Н (t, X, У) при начальных условиях 
X(t0) =  Уо, У (/о) =  Уо- Отображение (Хо, Уо) —► (X(t), Y(t)) называется ото
бражением на фазовом потоке системы с гамильтонианом Н(t, X,  У).

Поставим задачу: по данному гамильтониану # ( / ,  X,  У) найти про
изводящую функцию S(t, Хо, У) для отображения на фазовом потоке 
С^о. Уо) -*• (X, У).

Р е ш е н и е  можно получить, если дать поставленной задаче следующую 
эквивалентную формулировку. Даны два гамильтониана: исходный Н — О с 
решением Л̂о =  const, Уо =  const и преобразованный H(t,X,Y).  Найти про
изводящую функцию функцию S(t,Xiо, У) для отображения на фазовом потоке 
(Х0, У0) -» ОС, У).

Исходя из выражения (6.3.5) для полного дифференциала производящей 
функции и полагая в нем q = Xq, р = Yq, Н =  0 и Q — X, Р =  У, 
Н =  H(t,X,  У), получим

dS(t, Х0, У) =  XdY + Y0dX0 + H(t, X, Y)dt =»

X = Sy(t,X0,Y), Y0 = SXo(t,X0,Y),
St(t,Xo, Y) — H(t, SY, Y).

Последнее соотношение называется уравнением Гамильтона-Якоби. В момент 
времени t = to преобразование должно быть тождественным. Отсюда найдем 
начальное условие для производящей функции S(to,Xo, У) =  ^о^- Полученная 
задача Коши для функции S  эквивалентна нахождению всех фазовых траекто
рий системы с гамильтонианом H(t,X,  У).

5. Производящая функция Пуанкаре. Для автономной канонической за
мены переменных (q,p) —» (Q,P) Пуанкаре в своей книге 1889г. «Новые мето
ды небесной механики» ([76] с. 191), показал, что дифференциальная форма

Q - q  Р - р
dQ + dq dP + dp

является полным дифференциалом (см. также [1]). Полный дифференциал опре
деляет однозначную функцию полусумм \(q  +  Q), \(р + Р), если якобиевая 
матрица А =  d(Q,P)/d(q,p) не имеет собственных значений равных —1. Пу
анкаре применял эту функцию для исследования характера устойчивости непо
движных точек отображения (q,p) —> (Q, Р). Он показал, что для устойчивости



неподвижной точки необходимо и достаточно, чтобы у функции Ф в неподвиж
ной точке был локальный максимум или минимум. Кроме того, существование 
функции Пуанкаре не зависит от выбора координат q, р. Производящая функция 
Якоби S таким свойством не обладает, и ее существование зависит от выбора 
системы координат. Для одного и того же канонического преобразования произ
водящая функция 5  в одной системе координат может существовать, а в другой 
нет. «Удручающая неинвариантность производящих функций» отмечается в 
монографии [1].

Однако, замечательные свойства функции Пуанкаре трудно использовать 
для проведения анализа гамильтоновой системы, так как в ней не выделены 
явно независимые аргументы. В работах [63], [64] эти недостатки снимаются 
с помощью параметризации канонического преобразования. Функция Пуанкаре 
обобщается для произвольных неавтономных канонических преобразований и 
выражается через независимые параметры.

Обобщение на неавтономные канонические преобразования можно полу
чить, следуя работе [72]. В ней показано, что комбинация производящих функ
ций (6.3.5) и (6.3.7)

Ф =  [S(£, q, Р) -  qP +  R(t, Q,p) +  Qp] / 2.

имеет следующий полный дифференциал
Q - q  Р - р  

dQ +  dq dP +  dp + (H -  H)dt. (6.3.8)

При dt — 0 дифференциал d$  совпадает с полным дифференциалом Пуанкаре.

6.3.6. Теория последования Пуанкаре для неавтономных 
гамильтоновых систем

1. Точки последования Пуанкаре. На траектории
R{X(t, to,Xo, Уо). Y(t, to.Xo, То)}, определяемой из решения системы (6.1.1), 
рассмотрим положения точек через интервалы времени, кратные периоду 
8n{X(tn,to,X0,Yo),Y(tn,to,X0,Yo)}, tn — tQ + Tn, я =  О, ±1,±2, —  Такие 
точки называют точками последования Пуанкаре (ТПП). Множество ТПП — это 
след частицы при киносъемке с частотой кадров, соответствующей периоду Т 
ТПП образует счетное множество точек на плоскости, которое зависит, вообще 
говоря, от /0, Ло, Ко-

2. Отображения Пуанкаре. При периодической зависимости гамильтони
ана от времени множество ТПП может быть вычислено по рекуррентным фор
мулам /?„ =  P^(/?„_i), где Р£( (Д t = t -  to) — отображение на фазовом потоке 
системы (6.1.1), или попросту решение задачи (6.1.1). Отображение за период 
Р£ называется отображением Пуанкаре. Поскольку в гамильтоновой системе



фазовый объем сохраняется, то и отображение Пуанкаре должно быть подчи
нено условию сохранения фазового объема. Математически это означает, что 
якобиан отображения Пуанкаре равен единице dei(dRn/dRn-\)  =  1.

3. Инвариантная кривая. Если множество ТПП принадлежит одномер
ной линии, то такая линия называется инвариантной кривой. Следует отличать 
понятие инвариантной кривой от интегральной кривой. Интегральная кривая 
существует тогда, когда в системе есть первый интеграл. Тогда через каждую 
точку плоскости проходит интегральная кривая. Она же будет и инвариантной 
кривой, т. е. при наличии первого интеграла инвариантные кривые и интег
ральные кривые отождествляются. Ниже будут приведены примеры систем, в 
которых нет первого интеграла. В этом случае интегральных кривых нет, а ин
вариантные кривые могут быть. Они проходят не через каждую точку плоскос
ти, могут заполнять плоскость или часть плоскости достаточно плотно, а часть 
плоскости совсем не заполнять.

4. Отображение Чирикова. Приведем пример рекуррентных соотноше
ний, определяющих последовательность точек Хп, Yn

I  Xn+l= X n + KsinYn 
\  Yn+l = Yn + X n + KsmYn

Якобиан отображения вычисляется так

dXn+i дУп+\ 
дХп д¥п

дХп+1 дУц+\ 
дУп дХп

= \+ KcosYn - K c o s Y n =  1.

Таким образом, представленное отображение с якобианом единица моделирует 
отображение Пуанкаре на фазовом потоке некоторой воображаемой гамильто
новой системы с периодическим во времени гамильтонианом. Это отображение 
введено Чириковым и называется стандартным отображением.

При К =  О ТПП лежат на интегральных кривых Хп =  const. При К > О 
первого интеграла для ТПП не существует, а есть только инвариантные кривые. 
При достаточно малых К они плотно заполняют фазовую плоскость. Показы
вается, что наибольший размер щели между инвариантными кривыми не пре
восходит трансцендентально малую величину порядка е~с^ >  т. е. меньшую 
любой степени К [20].

На рис. 6.7 показаны ТПП для этого отображения при различных значени
ях параметра К. Начальные точки обозначены звездочкой. При К =  1/2 щели 
между инвариантными кривыми настолько малы, что на рисунке не заметны. 
Поэтому через любую начальную точку проходит инвариантная кривая, на ко
торой располагаются все ТПП. Инвариантные кривые плотно покрывают фазо
вую плоскость также как и для интегрируемой системы. На периоде Y € [0, 2тт)



Рис. 6.7. Фазовые портреты отображения Чирикова

имеются две неподвижные точки: эллиптическая X  = О, Y =  ж и гиперболи
ческая X  =  О, Y =  0. При К =  0,7 наблюдается хаотизация в окрестности 
гиперболической неподвижной точки. С ростом К хаотизация нарастает. Это 
типичная картина поведения ТПП на фазовой плоскости для любой гамильто
новой системы с периодическим во времени гамильтонианом.

6.4. Параметризация канонических преобразований

6.4.1. Определение и общие свойства параметризуемых 
канонических преобразований

1. Теорема о параметризации. Общий результат параметризации канони
ческой замены переменных в гамильтоновых системах сформулируем в виде 
теоремы [72].

Т е о р е м а  1. Пусть преобразование переменных (д,р) ► (Q>Р) записано
в параметрической форме

( q =  x - ^ y Г<3 = * + 2 Ф0

\р  = у + х 1 =  1/ —
(6.4.1)



где Ф( t ,x,y)  — дважды непрерывно дифференцируема в окрестности точки
to>*o>yo-

Тогда 1) якобианы двух преобразований q = q(t, х ,у) ,р = p(t, х, у) и 
Q = Q(t, х, у), Р — P(t, х, у) тождественно равны

9(q,p)
д(х,у)

т , р )
д(х,у) J(t,x,y); (6.4.2)

2) При J(to,xo,yo) ф 0 существует окрестность точки to, Хо, у  о, в которой 
преобразование (6.4.1) переменных q,p  —*■ Q, Р переводит гамильтонову сис
тему Н =  H(t, q,p) в гамильтонову систему Н — H{t,Q,P) по следующему 
закону

Ф/(*, а:, У) + H(t, q, р) = H(t, Q, Р), (6.4.3)

где аргументы q ,p u Q ,P  в гамильтонианах Н и Н выражены через параметры 
х ,у  по (6.4.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1) Вычисляем

d(q, р) dq dp dq др
д(х, у) дх ду ду дх

- ( i - j ® , , )  ( i +  j * « ) + ! « « * » -

Аналогично вычисляется второй якобиан и он оказывается равный первому.
2) Доказательство второго пункта теоремы проведем с помощью кри
терия каноничности, согласно которому дифференциальная форма 
6F = PSQ — p5q — {Н — H)5t является полным дифференциалом некото
рой функции 6F(t, х , у) =  Ft5t +  Fx6x +  Fy5y (см. разд. 6.3.3).

Подставляем в дифференциальную форму 5F вместо q,p и Q, Р их выраже
ния (6.4.1) через параметры х, у и заменяем Н — Н на Ф/ согласно (6.4.3). После 
очевидных преобразований получим

SF = (у — %'&х)(5х +  3Ф ytSt +  ^ у х й х  +  ^Ф yyfy)—

- ( У +  j ®jc) ( ^  -  3ФytSt -  3ФyxSx -  3ФуУ6у) -  ФtSt =
=  y№yt8t +  Ф ух&х +  Ф yyfy) — ^хбх — Ф tSt =  S(y^y — Ф),

что и требовалось доказать. В работах [67, 72] эта теорема доказана для гамиль
тоновых систем произвольного порядка.

Зададимся целью исследовать, для каких канонических преобразований су
ществует параметризация.



2. Параметрическое представление производящей функции Пуанкаре.
Введенная функция Ф(/, х , у) есть параметрическое представление функции Пу
анкаре (6.3.8). Действительно, в силу равенств

Vy = Q - q ,  Ф х = - ( Р - р ) ,  Ф t = H - H ,  
х =  (Q + q)/2 , у = (Р + р)/2

полные дифференциалы функции Ф и (6.3.8) совпадают йФ =  с1Ф. Таким обра
зом, функция Пуанкаре параметризована и теперь она зависит от двух незави
симых аргументов х ,у  и времени /: Ф =  Ф(£, х л у).

3. Отображение малой области. Выше в разд. 6.3.4 было рассмотрено ото
бражение малой области канонического преобразования Q(q,p)tP(qtp), опреде
ляемое якобиевой матрицей А . Согласно представлению (6.4.1) матрица Л равна

произведению обратной матрицы Л11 отображения И

Л+ отображения ^  ^ 

A = AZlA+,

т. 1 j т а

И; и матрицы

Л± =  £ ± -

Пользуясь тождеством А_} =  A+/J матрицу А можно представить в виде

Ф*у
- Ф «

Ф,УУ
ф

£  =
1
О

/  =  1 +  ^  ( ф« ф«, -  ф^ )

(6.4.5)

Отсюда выражаем компоненты матрицы локального отображения через вто
рые производные функции Ф и для сравнения через вторые производные про
изводящей функции S(t, q, Р) (6.3.5)

А\\ — 2 - J , *xy ._  ( V )2' — SqqSpp

J / SqP

*yy _ Spp
Л21 =  ■

Vxx Sqq

J = V ’ J Sqp

2 - J Ф*У 1
J / SqP

(6.4.6)

■̂ 22 =  ~~Т~ г =

Последнюю группу равенств можно получить, исходя из соотношений Q = Sp, 
р — Sq. Дифференциалы этих соотношений можно представить так

dQ — A\\dq +  A^dp = A\\dq + A\i{Sqqdq +  SqpdP) =  Sqpdq + SppdP, 
dP — A%\dq +  A22dp =  A2idq + A22(Sqqdq +  SqpdP)I :



Приравнивая коэффициенты при dq, dP, получим систему уравнений

Отсюда и получим требуемые равенства.
4. Локальное условие параметризуемости. Отображение малой окрест

ности (5q, 6р) —► (6Q, SP) с матрицей А имеет относительно поворотов системы 
координат два независимых инварианта

Для параметрического отображения /  и ДФ =  Фхх +  Ф ^ — также инварианты, 
так как они выражаются через инварианты i\ и i<r*

Если в какой либо точке J(t, х, у) ^  0, то в окрестности этой точки парамет
рическое представление (6.4.1) определяет каноническое преобразование. И на
оборот, если в окрестности некоторой точки преобразование (q,p) —* (Q,P) 
— каноническое и i\ ф —1, то в этой окрестности J Ф 0 и это преобразова
ние представляется в виде (6.4.1). Условие существования параметрического 
представления канонического преобразования в окрестности некоторой точки 
назовем локальным условием его параметризуемости.

Пуанкаре из требования однозначной зависимости Ф от полусумм ^(q +  Q) 
и j (p  Н- Р) получил следующее условие. Корни характеристического уравнения 
rrr — 2i\m +  1 =  0 не равны —1. Оно эквивалентно полученному выше нера
венству i\ ф —1.

5. Инвариантность параметризуемое™. Условие параметризуемое™ вы
ражается через инвариант матрицы i\ и не зависит от выбора системы коорди
нат. В противоположность этому условие существования отображения с произ
водящей функцией Якоби Sqp > 0 не инвариантно. Действительно, вследствие 
последнего соотношения (6.4.6) это условие можно представить в виде А22 > 0. 
Выполнение его зависит от выбора системы координат. В системе координат 
dq ' , dp', повернутой на угол 6 относительно осей dq, dp, это условие таково: 
(А\\ +  А22) — {А и "  А22) cos 26 +  (у4 12 4" ^ 21) sin 26 > 0.

Если каноническое отображение (q,p) —> (Q,P) задано аналитически, то 
для него можно найти функцию Ф(х,у) и представить его в параметрическом 
виде (6.4.1). Переход к такому представлению назовем параметризацией. При
ведем два примера параметризации отображений, заданных аналитически.

h =  И 11 +  ^ 22) /2, /2 =  И 12 -  4н )/2 .

J =  2/(i{ +  1), ДФ =  4/2/( / i +  1).

6.4.2. Примеры параметризации



1. Преобразование поворота. Найти параметризацию для поворота на 
угол a: q =  Q cos а -  Р sin а , р = Q sin а  +  Р cos а.

Реш ение .  Параметризация существует при 1 + г'| =  1 +  cos а ф 0. Отсюда 
следует, что на окружности [0 ,2л) исключается только одна точка а  =  л. При 
а Ф л  параметризация определяется так. Из (6.4.4) находим

х =  [Q(l +  cos а) — Р sin а] /2 =  2 cos(a/2) (Q cos(a/2) -  P sin (a/2)), 
у =  [Qsina  +  P( 1 +  cos a)] /2 =  2cos(a/2) (Q sin(a/2) + P cos(a/2)),
Ф* =  Q sin a  -  P(1 -  cos a) =  2 sin(a/2) (Q cos(a/2) -  P sin(a/2)),
Фу =  Q(1 — cos a) +  P sin a  =  2 sin(a/2) (Q sin(a/2) +  P cos(a/2)).

Отсюда Ф* =  2jc tg(a/2), Ф? =  2у tg(a/2) и находим функцию 

Ф(х, у) =  (х2 +  у2) tg (a /2), а ф л .

Выше было показано, что производящие функции не существуют в двух точках 
на окружности 7г/ 2 , 37г/2.

2. Отображение Чирикова. Найти параметрическое представление для 
однопараметрического семейства канонических преобразований Чирикова

(Хп+{ = Хп + К sin Yn ,
1 Yn+1 =  Уп +  Хп +  К sin Yn .
Реш ение .  Из критерия параметризуемости

i\ + 1 =  (дХп+\/дХп +  dYn+\/dYn)/2 +  1 = 2  + (К/2) cos Yn > 0 получим, 
что параметризация существует на всей бесконечной плоскости переменных 
Хп, Yn при |/f| < 4. Функция Ф определяется из уравнения

<*ф =  \(X„+l -  xn)d (Yn + Yn+l) -  1(Уя+1 -  Yn)d (ХП + Xn+l) .

Выражая Xn+i, Yn+i через независимые переменные Хп, Yn, получим

</Ф =  ±К sin Ynd (Хп +  К sin Yn + 2Y„) -  %(Хп + К sin Yn) d(2Xn + К sin Yn) =  
- \ K  sin YndXn + К sin YndYn -  XndXn -  \Xnd(K sin У„) =»

Ф =  -\xl -  \xxn sin Y n - K  cos Yn,

x =  Xn + s*n n̂« 1/ =  2'^я +  ^  2^  s'n ^n•

Ее можно можно представить как функцию х, у сходящимся при |Я] < 4 рядом 

Ф(х> у, X) — —jx 2 — К cos (у -  $х) -  %К2 sin2 (у -  |х )  +

+%2К3 cos (г/ -  jx )  sin2 (у -  £ х ) ...

Из (6.4.1) находим требуемое параметрическое представление отображения



Чирикова

I

Хп = х -

Yn = y  + ^ x
п — л — 2* У Х п+1 = х  +  ^Ф у 

Yn+l= y - ± V x

Диапазоны параметра К , при котором существуют производящие функции 
S(Xn, Yn+1) и R(Xn+ь Yn) зависят от системы координат, в которой она вычисля
ется. Так функция S(Xn, Yn+1) существует при dYn+\/dYn =  1+ К cos Yn > 0, т. е. 
при \К\ < 1. Если же повернуть систему координат на 90°, диапазон параметра 
К определится из неравенства дХп+\/дХп =  1 > 0, т. е. производящая функция 
другой пары переменных R(Xn+\, Yn) будет существовать при всех значениях 
параметра К. Находится она с помощью (6.3.7) dR = —Yn+\dXn+\ — XndYn. 
Подставляем сюда Yn+\ = Yn +  Хп+\ и Х п = Хп+\ -  К sin Yn

Таким образом, существование производящей функции зависит от удачного вы
бора системы координат. Параметризация же существует во всех системах ко
ординат.

Ниже будет показано еще одно замечательное свойство функции Ф(х>у). 
Она приближает инвариантные кривые для последовательности точек отобра
жения Пуанкаре.

6.4.3. Параметризация отображений на фазовом потоке 
гамильтоновой системы

1. Постановка задачи построения отображения. Поставим задачу: най
ти отображение X(to), Y(to) —» X{t)% Y(t) на фазовом потоке системы с задан
ным гамильтонианом H{ttX yY). Выше был рассмотрен метод ее решения с 
помощью производящей функции. Ее также можно решать методом генератора 
Ли [28].

Можно предложить третий весьма эффективный параметрический метод 
[63,64,67-70,72]. Поставленная задача эквивалентна определению каноническо
го преобразования переводящего гамильтониан Н =  0 в данный гамильтониан 
H{t,X, Y). Применяя формулы (6.4.1), (6.4.3) теоремы 1 о параметризации ка
нонического преобразования, получим искомое отображение

dR =  -{Yn + X n+l)dXn+l -  (Xn+l - К s in Yn)dYn =* 
R = - Y nXn+l-±X*n+l- K c o s Y n.

(6.4.8)



в котором функция Ф должна определяться из решения задачи Коши

Ф/(Лх,у) = н х + у,у- Ф̂̂  , Ф(/0,ЛГ,у) = 0. (6.4.9)
2. Алгоритм построения отображения Пуанкаре для гамильтоновой 

системы стандартного вида. Гамильтонова система называется системой 
стандартного вида, если ее гамильтониан представим в виде сходящегося на 
интервале |б| < eq ряда 1

/ / ( / ,X,  У, е) = eHi(t,X, Y) +  e2H2(t,X, У) +  e3H3(t,X, Y) + (6.4.10)

Для таких систем решение задачи (6.4.9) для Ф можно представить в виде ряда 
по е. Отсюда вытекает следующий алгоритм построения отображения Пуанка
ре.

А л г о р и т м  1. Пусть гамильтониан с периодом по времени Т системы 
(6.1.1) имеет стандартный вид (6.4.10), где все коэффициенты Н\,Но, # з , .. 
— дважды непрерывно дифференцируемы в открытой области. Тогда решение 
системы на периоде t 6 (/о. 0̂ +  Т) определяется в параметрическом виде
(6.4.8), в котором функция Ф имеет разложение

ф it, х, у, е) =  еФ( +  е2Ф2 +  е3Ф3 +  0(е4), 

ф i(t ,x,y) = f H i d t , ф2(t.x,y) =  f  [Я2 -  dt,
to h

ф3(t ,x.y)  =  /  [Яз -  % № ,  ф.} +  {Ни Ф2})+
*0

“Ь 8 (Н \х х ^ 1  \у^1 \у  2 H l x y ^ \ X ^ \ y  M yy^ljc^ljc)] d t % . . . ,

(6.4.11)

ТПП вычисляются по рекуррентным формулам

\ ̂ п —1 % 2 ^  У
. Yn-l =  У +  5Ф*

I Хп — X +  2 Фу 

[Уп = у - № х
(6.4.12)

где функции Ф имеет аргументы Ф(/о *+* Т,х,у).
Фигурными скобками обозначены скобки Пуассона {g, h} =  gyhx — gxhy.
Для того, чтобы найти коэффициенты Ф1,Ф2»Фз> достаточно разложить

уравнение (6.4.9) по степеням е в виде ef\ +  е2/г Н---- =  0 и записать равенства
/, =  0 , /2 =  0 , . . . .

3. Алгоритм построения отображения для автономной гамильтоновой 
системы. Построение параметрического отображения на фазовом потоке авто
номной гамильтоновой системы с гамильтонианом Н(Х, Y) сводится к решению

*К стандартному виду приводятся также гамильтонианы Н  = Но +  sH\ +  s2H -2 + . . . ,  если H q 
не зависит от X  или У  (см. пример 5 в разд. 6.3.5, п. 3).



задачи Коши

Ф/(*. X, у) =  Н(х + ^Ьу,  у  -  ^Ф*), Ф(0, л:, у) =  О, (6.4.13)

которая отличается от (6.4.9) тем, что функция Н явно не зависит от времени. 
В этом случае решение обладает симметрией и формулы (6.4.11) для коэффи
циентов ряда существенно упростятся. Этот результат сформулируем в виде 
теоремы [63, 66, 67, 72].

Т е о р е м а  2. Пусть гамильтониан Н(Х , Y) явно не зависит от времени. 
Тогда, если существует решение задачи (6.4.13) Ф(t,x,y) на полуинтервале 
О ^  t < fa, то существует и решение на всем интервале |£| ^  to нечетное по 
аргументу t, т. е. Ф(/, х, у) = —Ф(—t,x,y).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для автономной гамильтоновой системы имеет мес
то интеграл H(X,Y) = H(Xo,Yo). Пусть Ф( t ,xty) — решение (6.4.9). Тогда, 
определяя решение ОДУГ в параметрическом виде (6.4.8) и подставляя его в 
интеграл, получим

Н (  1 0Ф 10Ф
\ Х + 2 д у ’ У 2 дх

1 дЪ_ _̂ 0Ф \ 
2 ду ’ У + 2 дх )

при 0 ^  t < to. С учетом этого равенства после замены t =  — 7, Ф =  — Ф задача 
Коши (6.4.13) не изменится

Фt(i ,x,y) = H П ,х  + ^Фу, у -  , Ф(0,х,у)  = 0.

Следовательно существует решение Ф(?,х,у) =  —Ф(—t,x,y)  на отрицательном 
полуинтервале и функция Ф(/, х, у) — нечетная, что и требовалось доказать.

С л е д с т в и е .  Решение задачи Коши (6.4.13) представляется рядом по не
четным степеням t. С точностью до функция Ф имеет вид

Ф =  Ш(х, у) + (tz/ 24) \НХХЩ -  2НхуНхНу +  НууН11 +  0 ( t f  (6.4.14)

Отсюда вытекает алгоритм асимптотического построения ТПП для решения 
(6.1.1) по данному автономному гамильтониану.

А л г о р и т м  2. Пусть гамильтониан H (X ,Y , е) явно не зависит от време
ни и имеет стандартный вид (6.4.10), где все коэффициенты # i ,  # 2» 7/з, . . .  
— дважды непрерывно дифференцируемы в открытой области. Тогда ТПП в 
моменты времени tn =  to +  пТ , п =  0 , 1, 2, . . .  вычисляются по рекуррентным 
формулам (6.4.12), где функция Ф имеет разложение

Ф (х,у,е) = еТН1(х , у )+ е 2ТН2(х,у) + е3ТНз(х,у)+ 

+£3(Т3/ 24) \Я{ххн]у -  2Н1хуН [хН1у + Н\УУЩ  +  0 (е4).
(6.4.15)

Для вывода разложения (6.4.15) используем метод «замораживания» пара-



метра. Запишем разложение гамильтониана (6.4.10) в виде Я =  еН(Х, К, ej), 
Я = Я 1 +  £i#2 +  +  . . .  и подставим его в уравнение (6.4.13). С помощью
замены т =  e(t -  /о) задача Коши (6.4.13) приведется к виду

Фг(т, х, у) =  Н{х + у -  ^Ф*), Ф(0, i/) =  0,

который отличается от (6.4.13) только заменой t и Н на т =  e(t — to) и Я. 
Следовательно, и решение ее можно получить из разложения (6.4.14) этими же 
заменами

Ф =  е7Я(*. у, е,) +  1 ( е 7 ) 3[Я„Я* -  2НхуНхНу + НтЩ] + 0(еТ)5

Отсюда, «размораживая» параметр е\ =  е, получим разложение (6.4.15), что и 
требовалось.

Алгоритм решения обратной задачи построения автономного гамильтониана 
по данному отображению

будет описан в разд. 6.5.2 п. 2.

6.5. Асимптотические методы исследования 
гамильтоновых систем

6.5.1. Краткие сведения об асимптотических методах

1. Общая задача метода возмущений, гамильтоновых систем со
стоит в следующем. Пусть имеется интегрируемая система с гамиль
тонианом Ho(t,q,p). Рассматривается возмущенная гамильтонова система 
Н (t , q, р) =  Яо(Л q, р) +  еН\ (/, qtp) + ...  при достаточно малом значении пара
метра £, решение которой на достаточно большом отрезке времени требуется 
изучить. Для изучения таких задач развиты методы, которые объединяют под 
общим названием «теория возмущений». Ниже излагаются краткие сведения 
классической теории возмущений. Более подробно с этой теорией можно озна
комится по монографиям [1,3,26-28]. Излагается также аппарат асимптотичес
кой теории с помощью параметризации канонических преобразований, недавно 
разработанный в статьях [64,66,67-70,72-74].

2. Задача метода усреднения. Пусть дан гамильтониан стандартного вида 
Т — периодический по времени. Нужно найти каноническую замену q>p —> Q,P 
так, чтобы в разложении нового гамильтониана до й-го члена разложения не 
содержалось времени. Тогда в новых переменных система с точностью до 
К + 1-го порядка будет автономной и, следовательно, интегрируемой. Ниже



изложен классический метод решения этой задачи с помощью производящей 
функции. Он назван алгоритмом последовательного исключения времени. Для 
сравнения приведен также параметрический метод усреднения.

3. Алгоритм последовательного исключения времени. Опишем алго
ритм на примере следующего гамильтониана Н =  е{\р2 — cost sin q). Система 
с этим гамильтонианом описывает движение твердой сферической частицы в 
жидкости под действием стоячей акустической волны [57]. Координата части
цы q определяется из уравнения q =  е2 cos t cos q.

Производящая функция S{t,q,P,e),  определяющая каноническую за
мену (q,p) —» (Q,P), связана с преобразованным гамильтонианом Н 
уравнением (6.3.6)

St + H(t9q,Sq) = R(Sp,P).

Будем искать производящую функцию и преобразованный гамильтониан в виде 
рядов

S(t, q, Р, e) = qP + eSx(t, q, P) + e2S2(t, q, P) +  е35з(/, q, P) +
H(q, P, e) =  eHx{q, P) +  e2H2(q, P) +  e*H3(q, P).

Коэффициенты Si, S2, . . .  будем искать в виде сумм тригонометрических гар
моник периода, кратного Т =  2п. Раскладывая уравнение в ряд по £ и собирая 
члены при одинаковой степени по е, получим уравнения первого, второго и 
третьего приближений

е1 S u + 5Я2 — cos t sin q =  H\ (q, P) =*>
Hx = 5 P2, S\t =  cos / sin <7 =?► Sj =  sin t sin q.

e2 S2t + HipSiq = H2(q,P) =►
S2t + P sin t cos q =  H2(q, P) =►
S2 = P cost cos q, H2 = 0.

e3 S3/ +  H\pS2q +  H2pS\q +  \H\PPS 2q = H3(q, P) =>■
S3, -  P 2 cos t sin q +  5 sin2 1 cos2 q = H3(q, P) ^
#3 =  |  cos2 q, S3, =  P2 sin q cos t +  \  cos2 q cos 21 =*►
S3 =  P 2 sin q sin t +  j  cos2 q sin 21.

Собирая все члены разложения, получаем преобразованный автономный га
мильтониан и уравнения для замены переменных с точностью до е4

Н =  е \Р 2 +  е3|  cos2 Q  + . . . ,
S =  qP +  е sin t sin q +  e2P cos t cos q +  e3(P2 sin q sin t +  5 cos2 q sin 2/) +  .••



Уравнения замены переменных:
Q =  Sp =  q +  е2 cos t cos q +  2егР sin q sin 
p =  =  P +  £ sin t cos <7 -  е2Я cos / sin </+

+e3(P2 cos q sin  ̂-  g sin 2? sin 2t) +
Для ТПП в моменты времени t = 2т  имеем

Qn = qn + e2 cos qn,
Рп = Рп~ е2Рп sin qn.

Точки Qn, Рп с точностью до е4 приближаются интегральными кривыми 

е^Р 2 + е3^  cos2 Qn = С.

В исходных переменных точки qn,Pn приближаются кривыми

e 2( l - i L , „ ) 2 +  COs!(,“ +  C0S ”  с ■
4. Параметрический метод усреднения. Усредненный гамильтониан 

Н(q, р) можно найти из равенства Ф(/о +  Т , х, у) =  Ф(х, у), в котором функции 
Ф и Ф представляются разложениями (6.4.11) и (6.4.15). В этом случае ТПП в 
моменты времени tn = to + Тп, п = 0 ,1 ,2 , . . .  для гамильтоновых систем Н и 
Н совпадают. Для неинтегрируемых систем добиться точного равенства нельзя. 
Для систем стандартного вида (6.4.10) можно удовлетворить равенству с любой 
асимптотической точностью по малому параметру и найти с соответствующей 
точностью усредненный гамильтониан. Во втором приближении из равенства 
разложений (6.4.11) и (6.4.15) найдем

Н(х,у) =  f  Ф(?о + Т,х,у) + 0 (е3) =--

t0+T
= 4  /

to
еНх +  е2 f Нч -  £ |  Я ,, f  Hxdt И  dt + 0 (е3).

(6.5.1)

Последнее равенство совпадает с известной общей формулой для усредненного 
гамильтониана [11]. Кратко ее можно записать так

to+T

Н(х,у) =  i  J
to

Н, J  Hdt
to

dt + 0 (£3).

Покажем на рассмотренном примере Н = е(\р2 -  cos t sin q) как вычислить 
с помощью (6.5.1) усредненный гамильтониан с точностью до £3.



Потребуем, чтобы для гамильтоновых систем Н и Н совпадали ТПП в мо
менты времени tn =  27га, п =  0 ,1 ,2 ,__ Тогда

2тг /  t

1 ( ы ) 4 / г 4 " ' / м
Я  Л  +  0 {ег) =  \ е р 2 + 0 (е3).

Усредненный гамильтониан с более высокой точностью е4 вычисляется так. 
Вычисляем коэффициенты разложения (6.4.11)

Н\(t,x,y)  =  \ry2 -  cos /s inх, Н2 = Н3 = О,

W 1
Ф1 ( t,x,y)  = j  ̂ H \( t , x , y ) d t= - y 2t - s i n t sinx,

- ^ { Я ь Ф ,}  =  if /  sin  ̂COSx — 7} (cos / cosx) y t ,

Щ (t,x,y) = - ^  J  {Hh $ i } d t =  ( - c o s t - ^ t s i n t  + l ' j ycosx,

Вычисляем коэффициенты Фь Ф2 и Ф3 в момент времени 27т
1 Г2п 3 3

~ 2 j 0 {Н1,Щ} dt = -iry2 sin х  + cos2 х,

1 f 2" ( & H x{t,x,y) { д Ш * . У ) \ 2 , &Hi(t ,x,y) f d ^ ( t , x , y ) \ 2\  Jt
8 У0 V ^  V a* J Ж  { — Ьу )  ) dt-

=  -  [cos1 X) +  2 У s\nx

Коэффициент Ф3 равен сумме последних двух интегралов. Отсюда находим три 
первых коэффициента разложения

Я>1(2ж,х,у) =  7Гу2, Ф2(27г, х, у) =  О,

Ф3(27г, jc, у) =  (тг/2) cos2 * +  2пу2 sin х .

С учетом Н\{х,у) = у2/2  и Я \ХхН\у -  2Я и уЯ ^ Я ^  +  Я \уун\х =  0 разложение
(6.4.15) примет вид

Ф (х,у,е)  =  2жН{х,у,е).
Из равенства его Ф(27г, я, у, е) =  ежу2 +  e37r ((cos2х) /2  +  2р2 s inх) найдем 
усредненный гамильтониан с точностью до е4

Я =  £р2/2  +  е3 (р2 sin р +  (cos2 q)/4)



Уравнение инвариантных кривых для ТПП сразу находим в исходных перемен
ных

H(qn,Pn) = с,
которое очевидно с точностью до е4 совпадает с найденным в п. 4. данного 
раздела.

5. Метод Пуанкаре-Цейпеля. Предположим, что гамильтониан приведен 
к виду Н =  #о(р) +  e # i(t, q,p) +  . . . ,  в котором невозмущенный гамильтони
ан зависит только от одной переменной. Тогда можно поставить задачу: най
ти каноническую замену (q,p) —► (Q,P) приводящую гамильтониан к виду, в 
котором все слагаемые до k-ro приближения включительно зависят от одной 
переменной Р . Алгоритм этого метода описан, например, в [28]. Ниже будут 
приведены более эффективные методы построения решения для таких систем. 
Один из них — это приведение гамильтониана к стандартному виду и примене
ние метода усреднения. Второй метод инвариантной нормализации.

6. Метод нормальной формы Биркгофа. Идея приведения гамильтоно
вых систем к нормальным формам восходит к Линдштедту и Пуанкаре. В га
мильтоновой системе нормальная форма гамильтониана называется нормальной 
формой Биркгофа [10]. Наиболее компактное определение этой формы можно 
найти в [13]. Во всех случаях порождаемый гамильтониан выбирается в виде 
простейшей квадратичной формы для линейной колебательной системы, а опре
деление нормальной формы привязывается к выбору порождаемого гамильто
ниана и имеет неинвариантный характер [1-3, 10,13].

Определения зависят от вида гамильтониана и вводится по разному для ре
зонансного и не резонансного, автономного и неавтономного случаев.

Например, в монографии [1] вводится такое определение нормальной фор
мы для системы с одной степенью свободы в простейшем нерезонансном слу
чае.

Нормальной формой Биркгофа степени s для гамильтониана называется 
многочлен степени s от канонических координат Q, Р, являющийся в действи
тельности многочленом от переменной р =  (Q2 + Я2) /2

Яг м =  а\р + О.ЧР2 +  • • • +  атрт, p = (Q2 + Р2)/2.
В литературе наиболее распространены два способа построения канонических 
замен, приводящих систему к нормальной форме. Один способ основан на ис
пользовании производящих функций. Так поступал Биркгоф [10]. При другом 
способе вместо производящих функций применяются генераторы Ли. Этот спо
соб удобнее, поскольку не требует обращения степенных рядов, что является 
необходимым в случае производящих функций. Среди аналитических методов 
метод нормальной формы является наиболее надежным и точным. Он приме



няется для весьма тонких исследований, когда другими методами добиться же
лаемого результата нельзя. Однако, приведение гамильтониана к нормальной 
форме — это сложная задача и требует проведения больших выкладок. Описа
ние соответствующих алгоритмов приведено в цитируемой выше литературе.

Ниже излагается недавно разработанный В.Ф. Журавлевым метод инвари
антной нормализации гамильтонианов, который значительно сокращает выклад
ки. Он основан на универсальном характере определения нормальной формы, 
единым для всех случаев.

7. Метод инвариантной нормализации гамильтониана по Журавлеву.
В [28, 29] предложен общий критерий нормальной формы Биркгофа для возму
щенного гамильтониана Н (t , q, р, е) =  Ho(t, q, р) +  F(t , q} р, е),
F(t, q,p, е) =  eFi(t, q,p) +  e2F2(t, q,p) +

О п р е д е л е н и е .  Возмущенный гамильтониан имеет нормальную форму 
тогда и только тогда, когда возмущение является первым интегралом невоз
мущенной части +  {#о, =  0, где {/, g} =  fpgq — fqgp — скобки Пуассона.

Преимущество такого определения перед известными [1, 10, 13, 2, 3] обус
ловлено тремя причинами.

Причина 1. Решение полной системы дифференциальных уравнений Га
мильтона с гамильтонианом в нормальной форме получается суперпозицией 
решений невозмущенной системы и решения системы с автономным гамильто
нианом, равным F(0, q,p,e). Этот результат сформулирован в [29] в виде тео
ремы

Т е о р е м а  Ж у р а в л е в а .  Если система с гамильтонианом Н удовлетво
ряет условию нормальной формы, то для построения общего решения соот
ветствующих уравнений Гамильтона, достаточно:
Л. найти общее решение порождающей системы с гамильтонианом Ho(tt р, q); 
Б. найти общее решение системы, определяемой только возмущением 
/^(0 , р, 7̂, е), при условии, что в этой системе явно входящее в гамильтони
ан время полоэюено равным нулю.
Тогда общее решение исходной неавтономной системы представляется ком
позицией в произвольном порядке полученных решений (вместо произвольных 
постоянных в решении второй системы подставляются решения первой или 
наоборот).

Причина 2. Инвариантный характер критерия позволяет осуществлять нор
мализацию без предварительного упрощения невозмущенной части и без разде
ления на случаи автономный — неавтономный, резонансный — нерезонансный.

Причина 3. Асимптотики нормальной формы и замены переменных, приво
дящей гамильтониан к нормальной форме, находятся последовательными квад
ратурами от известных на каждом шаге функций (см. алгоритм инвариантной 
нормализации в разд. 6.5.4).



8. Теория последования Пуанкаре. Выше было даны понятия точек по
следования Пуанкаре ТПП. Вычисление ТПП можно проводить через отобра
жение Пуанкаре за период. Их вычисление значительно проще, чем вычисле
ние всей траектории движения. Вместе с тем ТПП определяют все основные 
свойства гамильтоновой системы. Нахождение периодической траектории сво
дится к определению неподвижной точки отображения Пуанкаре. Устойчивость 
периодического движения соответствует устойчивости неподвижной точки.

6.5.2. Исследование систем стандартного вида с помощью 
параметризации отображения Пуанкаре

1. Построение инвариантных кривых по параметризованной функции 
Пуанкаре. Если отображение параметризовано, т. е. представлено в виде
(6.4.12) и функция Ф содержит малый множитель е, то, по крайней мере, до 
четвертого порядка е4 инвариантная кривая ТПП приближается уравнением 
У(Хп, Yn) =  const. Покажем это, следуя работе [72].

Лемма.  Пусть функция f(x) имеет непрерывные производные до третье
го порядка, когда —а ^ х ^ а .  Тогда

/ ( а ) - / ( - а )  =  2 ( а / ' ( 0 ) + Л 3) ,  Я3 =  (а3/6)/'"(0а), -1  < 1. (6.5.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем с помощью двух тождеств Коши

~ (im+ad - т о +“2{1 ~1)2rw'j -
h (над - .a+т о +

Интегрируя первое тождество в пределах от 0 до 1, а второе — от (-1) до О

/(а) -  / ( 0) -  а / '(0) -  у / " ( 0) =  у  J \  1 -  t?i'"{ta)dt

ПО) -  f ( - a ) -  а П 0) +  у /" (О ) =  у  j f V  -  t )Y \ ta )d t

и складывая их, получим

f{a) -  Н - а ) -  2а/'(0) =  Я3, Я3 =  у  j f '  (1 -  |/|)2/'"(fa)<//.

Отсюда по теореме о среднем получим

Я3 =  J l (\ -  \t\fdt -  y H t e ) .

что и требовалось доказать.



Теперь легко установить теорему. 

Т е о р е м а  3.
рическими соотношениями

j  у ы а п и в ш ь  1сирому.

, гг ( Хп-\ \  ( Х« \3. Пусть векторы I у J и I у  J

( Х _ 1  = * - § Ф  у

Y n - i^ y  + ^ x

определяются парамет-

(6.5.3)

где Ф(х, у) — трижды непрерывно дифференцируема в области fi. Тогда в этой 
области

Ф(Хп, Yn, К) -  Ф(Л-я_ь Yn. h K) =
6 (6.5.4)

/(а) =  ф ( *  +  |ф у, 0 - | ф х)

Теорема 3 непосредственно вытекает из леммы, так как левая часть равенства 
равна /(а) — / ( —а) и /'(0) =  0. Оценка теоремы 3 неулучшаема, что видно из 
следующего примера.

Пример.  Построить инвариантные кривые последовательности точек 
Чирикова при qn < у/К с точностью до малых порядка К2

qn = qn-.\ + К sinрп-и рп = qn- \+ K s \npn-i  + р л- ь  (6.5.5)

Решение.Сделаем замены: qn = у/КХп, рп =  Yn. Тогда рекуррент
ные соотношения Чирикова преобразуются в соотношения (6.5.3) теоремы 
3, где параметр а =  у/К, а функция Ф выражается через функции (6.4.7) 
Ф(х, у , К) =  Ф{у/Кх, у , К)/К. Ее разложение по малому параметру К таково

Ф(х,у,К) = - { \ х 2 +  cosy) -  j(x  sin у)>/АЧ- 
+g (х2 cos у -  sin2 у) К +  0{Кг/2).

Находим функцию /(а) и ее третью производную 

/(а) =  -  j  (х + ^asiny) 2 -  cos (у 4- \ах) +

0  “ -  (И 3 sin {у + 1ах) +
По теореме 3 получим оценку

/(3/2 уЗ
№ х п, Yn,K) -  Ф(Хп.и  Yn- 1 Д )| < —24-3- + ° ^ 2)-

Возвращаясь к исходным переменным, получим уравнение инвариантной кри
вой Ф{qn,pn) =  const с асимптотической по малому К оценкой

№яп.рп, К) -  ЩЯп-ьРп-и к )I ~  (K/24)ql  (6.5.6)

где функция Ф определяется формулой (6.4.7). Из оценки следует, что при не
больших значениях К nqn точки последования Чирикова лежат на кривых близ-
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Рис. 6.8. Инвариантные кривые последовательности Чирикова при К = 1/2. а — точ
ный расчет, б — асимптотическое выражение (6.4.7)

ких к Ф(<7„,рп) =  const. Это видно также из приведенного рис. 6.8. На рис. 
6.8,а приведены точки qn,Pn при п =  0 ,1 , . . . ,500,  рассчитанные по точным 
рекуррентным формулам. Начальные положения точек qo,Po отмечены крес
тиками. На рис. 6.8,6 приведены соответствующие им аналитические кривые 
Ф(<7п.Рл) =  const.

Оценку (6.5.6), полученную из теоремы 3, можно проверить непосредствен
но, подставив в левую часть выражение функции Ф (6.4.7)

Отсюда, с помощью неравенств |jt-2 sin (* /2 )| < х3/24 и |лг — sin л:| < х3/ 6, где 
х = (qn +  <7n_i)/2, получаем оценку

которая для малых К согласуется с (6.5.6).
Перейдем к изложению алгоритма построения автономного гамильтониана 

по данному отображению. Это обратная задача к задаче, решение которой дает
ся следующим алгоритмом.

2. Алгоритм построения автономного гамильтониана по параметризо

ванному отображению Пуанкаре. Пусть , л = 0,1,2, . . .  — после

довательность точек, определяемых с помощью рекуррентных соотношений

y(qn,Pn,K) -  Ф(<7л-ьРл-ьЯ) =

I* (qn.Pn.K) -  H q n-LPn-bK)\ < (2\К\ +  tf2)(maxM)3/48,



(6.5.3). Тогда асимптотическое разложение

F(X, Y, а) =  Ф(Х, Y ) - ^  [фххФ2 -  2ФхуФхФу + Ф^Ф2] + 0 (а 3) (6.5.7)

определяет инвариантную поверхность для этой последовательности точек, 
так что F(X„, Yn, а) -  F(Xn^ ь Yn- Ua) = 0 (а4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Задача, решаемая предложенным алгоритмом обрат
ная к задаче построения отображения Пуанкаре по автономному гамильтониану. 
Также как и при решении прямой задачи будем исходить из уравнения (6.4.14). 
Полагая в нем т =  а, Ф = аФ и разрешая это уравнение относительно Н 
с точностью до 0 (а 3), получим для F(X,Y,a) = Н/а требуемое разложение
(6.5.7). Инвариантные кривые будут асимптотически приближены интегралом 
автономной гамильтоновой системы F(XntYn,a) =  const. Первый член этого 
ряда — функция Ф(х,у), для которой приведена оценка порядка а3 (6.5.4) тео
ремы 3. С учетом следующего члена ряда эта оценка будет иметь порядок а4 и 
так далее.

Пример.  Найти инвариантную кривую для последовательности точек 
Чирикова (6.5.5) в более высоком приближении по сравнению с найденным в 
примере п. 1 данного раздела.

Решение .  Представим решение сразу в исходных переменных, не 
выделяя малого параметра. Из (6.5.7) получим следующее разложение 
для автономного гамильтониана, соответствующему отображению Чирикова 
Н(х, у, К) =  Н® +  Н<3> +  Я (1) =  Ф{х, у, К),

Н™ =  - щ х 2 cos (у - \ х ) К +

( I*2 cos (20 -  х) +  sin2 [у -  Jjc)) К2—

~Ш4  (cos (У ~  5*) “  cos (3У ~  §*)) к3
Здесь Ф(х, (/, К) определена формулой (6.4.7). Уравнение H(qn,pn) =  const при
ближает инвариантные кривые в более точном приближении по сравнению с 
уравнением Ф{qn,pn) =  const.

3. Исследование устойчивости неподвижных точек по отображению Пу
анкаре. Выше было установлено, что параметризованная функция Пуанкаре 
Ф(xty) содержащая малый множитель е, по крайней мере, до е4 совпадает с 
гамильтонианом автономной системы. Таким образом ТПП с этой точностью 
можно определять из решения системы уравнений Гамильтона с гамильтони
аном Ф (Xt Y). Для автономной системы известны условия существования по
ложения равновесия и устойчивости (см., например [28]). В окрестности точки 
равновесия Ф* =  Фк =  0 гамильтониан определяется квадратичной формой 
Фхх€2 +  2'&Ху£Т1 +  ФyyV2- Если функция Ф в точке равновесия имеет локальный 
максимум или минимум, то равновесие устойчиво. Это условие записывается



так

Ф*д№уу ~~ (Фди/)2 > 0 .

В окрестности такой точки интегральные кривые Н =  const — эллипсы. Поэто
му эти точки называются эллиптическими точками. В противоположном слу
чае

интегральные кривые в окрестности равновесия — гиперболы. Точка равновесия 
неустойчива.

Иногда полезно провести анализ устойчивости неподвижной точки с по
мощью линеаризованного отображения Пуанкаре. Оно определяется матрицей 
А и выражается через матрицу гессиана Ф по (6.4.6). В окрестности непо-

Zn+\ =  Azn- Его решение имеет вид

=  (т )Па\ + (m2)nS2,
где т\ и m2 — собственные значения, 3\,а2 — собственные векторы матрицы А. 
Они находятся из уравнения Az  =  mz.

Характеристическое уравнение системы

Корни действительные при |/i| > 1. Так как т\т2 =  1, то один из корней будет 
больше 1 и, следовательно, \zn\ —> оо при п —► оо. Неподвижная точка — неу
стойчива. Используя связь (6.4.6) матриц >4 и Ф легко показать, что это условие 
эквивалентно неравенству Ф**Ф^ — (Ф.^)2 < 0, которое было получено выше.

В противоположном случае |м| < 1 корни т\ и m2 — комплексно сопря
женные числа по модулю равные единице. В этом случае неподвижная точка 
устойчива. Собственные значения т\ и m2 называются характеристическими 
множителями. Если \т\ \ > 1, то \т\\ =  lim \zn+[/zn \ при п —> оо. Таким образом, 
характеристический множитель \т\ > 1 определяет относительное увеличение 
вектора zn.

Пример. Найти, с точностью до £6, ТПП в моменты времени tn = 2пп 
для неавтономного нелинейного уравнения второго порядка q =  е2 cos t cos q.

Ре ш е ние .  Построение решения с точностью до г4 было приведено в 6.5.1 
методами усреднения. Решение этой же задачи с точностью до £6 удобнее по
лучить, исходя из иной функции Гамильтона Н =  \р 2 -  6 cost sin q. Уравнения 
Гамильтона имеют вид q = р, р =  5 cost cos q => q = Scostcosq. При 6 =  e1

Ъ х х Ъ у у  -  (Ф ^)2 < 0

определяются из линейного соотношения

Апд 21т А п - т  ==m2 _ 2l’im + 1 =  °> 2м = А и + А22.



получаем исходное уравнение. Для достижения заданной точности достаточно 
найти два приближения по параметру 6.

а

б

Рис. 6.9. Точки ТПП. а — численный расчет, б — аналитическое решение

Канонической заменой q =  и +  v(t -  7г), р =  v приводим гамильтониан к 
стандартной форме Н =  - 6costs\n{u + vt -  wr). С помощью (6.4.11) и (6.4.12) 
получим решение для Ф в моменты времени кратные периоду t =  2пп

Ф = е2Ъ\(х,у) + е 4Ф2(х,г/) + 0 (е6),

2У^i(x,y) = -r— ^sinxs inny ,  Ф 2(х,у) = 
*■ У

тг(1 + у2) у (1 + у 2) sin2yn

+

4(1 — У2)2
7rw2(cos 2уп -  cos 2х) 1 -  Ъи2 -  2ы4

2(1 - у 2)2 +  Ы \ - у 2)*

+ 2(1 -  1/2)3 +

sin(2t/7r) c o s 2jc



и рекуррентные соотношения для ТПП

Un~\ =  -тфл-i + х -  {дП = т  + х + \ъ у

1рл- 1 = 1 /  +  5 Ф* \ р п = У - \ У х

Асимптотические решения позволяют легко провести качественный анализ 
ТПП: найти неподвижные точки, исследовать характер их устойчивости, найти 
сепаратрисы. На рис. 6.9,а приведены ТПП при е =  0,4, найденные численным 
расчетом исходных дифференциальных уравнений, и на рис. 6.9,6 — построен
ные по аналитическим формулам. Крестиками обозначены положения точки в 
момент времени t =  О, точками — в моменты времени t =  2ш , п=  1, 2, . . .  500. 
При небольшом увеличении е наблюдается хаотизация. Картины хаотического 
расположения ТПП, найденные численно и аналитически, близки друг к другу.

6.5.3. Сравнение параметрического метода и метода 
производящих функций

1. Построение отображения Пуанкаре методом производящих функций.
Метод производящих функций используется для канонических преобразований 
[1, 28]. Этот же аппарат можно применить для построения отображения Пуан
каре. Рассмотрим задачу Коши (6.1.1) для системы с одной степенью свободы. 
Отображение Xq% Yq —> X, У, сохраняющее фазовый объем, представляется че
рез производящую дифференцируемую функцию смешанных переменных вида 
S(t, Хо, Y) =  XoY +  S{t, Хо, Y) в виде соотношения

X = Х0 +  dS/dY , Г0 =  Y +  д5/дХо (6.5.8)

При выполнении условия

1 +  d2S/dX0dY > 0 (6.5.9)

систему можно разрешить относительно X , К, что дает в результате представле
ние отображения с якобианом, равном единице. Если производящую функцию 
S определить из уравнения Гамильтона-Якоби

$t(t,Xо, Y) =  H(UXо +  5у(*,*о. П . У). 5(0Д 0| Y) =  0, (6.5.10)

то отображение (6.5.8) будет решением гамильтоновой системы (6.1.1).
Для системы стандартного вида (6.4.10) функция S представляется рядом 

по степеням е. Любое конечное число членов разложения будет определять ото
бражение, у которого фазовый объем будет точно сохраняться. В этом состоит 
удобство применения метода производящих функций. Однако, в этом методе 
есть существенные недостатки. Отметим два из них (см. ниже пример гармони
ческого осциллятора).

1. Отображения вида (6.5.8) не являются универсальными. (Например, по



ворот на 90° в виде (6.5.8) не представим. Для такого отображения нужно в 
производящей функции выбрать другую пару переменных, но тогда в этих пе
ременных нельзя представить тождественное преобразование [1, 28].)

2. Условие разрешимости существенно ограничивает диапазон измененения 
параметра е. Кроме того, это условие (6.5.9) не инвариантно по отношению к 
преобразованию поворота декартовых координат на фазовой плоскости [1].

Предлагаемая новая схема параметрического представления отображения, 
свободна от этих недостатков.

2. Преимущества параметрического отображения. В параметрическом 
методе функция Ф{t,x,y) играет роль производящей функции. Так же как и 
в методе производящих функций, Ф (t,x,y)  определяется из уравнения типа 
Гамильтона-Якоби. Любая конечная сумма первых членов ряда по е для Ф будет 
давать отображение, сохраняющее фазовый объем точно при условии J > 1.

Однако у параметрического метода выше был отмечен ряд преимуществ 
перед методом производящих функций. Они состоят в следующем.

Г  Через производящую функцию нельзя выразить отображения очень прос
того вида. Например, через 5(Л̂ о, Y) нельзя выразить поворот на 90° (отображе
ние X = Yq,Y  =  —Хо). Это отображение можно выразить через производящую 
функцию с другой парой переменных, но тогда через нее нельзя представить 
тождественное отображение. Параметрическое представление в этом смысле 
более универсально.

2° Условие разрешимости (6.5.9), вообще говоря, зависит от выбора декар
товой системы координат X , Y, тогда как в параметрическом методе условие 
/  > 0 инвариантно по отношению к поворотам координат X , Y

3° В приближениях одинаковой по малому параметру е точности диапазон 
изменения параметра £, удовлетворяющего условию J > 0, существенно шире 
по сравнению с диапазоном изменения параметра е, удовлетворяющего уело- 
вию 1 +  d2S/dX0dY > 0.

4° Коэффициенты Фя ряда Ф =  еФ[ +  е2Фг +  существенно меньше 
коэффициетов ряда Sn для производящей функции.

5° Для автономной системы функция Ф представляется рядом по нечетным 
степеням е.

6° С точностью до е3 отображение за время t и усредненный гамильтониан 
связаны простым соотношением Ф =  tH(x,y).

Покажем преимущества параметрического метода на примере, в котором 
отображение находится точно.

3. Вынужденные колебания линейного осциллятора. Гамильтониан 
имеет следующий вид

^ (X 2 + Y2)+Xbsin(t0 + t)Н = е



Система уравнений точно интегрируется (см. разд. 6.2, п. 3) и координаты Хп, Yn 
точек последования через период в моменты времени tn =  2тгп таковы:

Хп -  Хс =  (Хп_{ -  Хе) cos(2тге) +  (Yn^  -  Yc) М 2 ъ е ) ,

-  Ус =  -  Хе) sin(2Tте) +  (У,_! -  Ув) cos(2tt£) ,
fce2 be

Хс =  *:----- о Sin 0̂» 1----- О COS to .1 — 1 — £z
Точки последования лежат на окружности с центром Хс, Yc с угловым расстоя
нием друг от друга 2те.

Параметрический метод дает

V(x,y) =  tg7re [ (х -Х с)2 + (у -  / с)2] , /  =  l/cos2(7re) > 0.

Согласно методу производящих функций имеем

S(xn. lt Yn) =  -  Yc)+
COS I'KE

+ \  tg27T£ [(*„_, -  Xcf  +  (Ya -  Yc)2] ,

1 + =
1

> 0 .
cos 2тге

На рассмотренном примере легко убедиться во всех вышеперечисленных 
преимуществах Г  — 6° параметрического метода перед методом производящих 
функций. Дополнительно к этому можно заметить, что
а) формула для Ф короче, чем для 5;
б) радиусы сходимости рядов по степеням е для Ф в два раза больше радиусов 
сходимости рядов для 5 (в параметрическом методе допускаются повороты до 
180°, а в методе производящих функций только до 90°);
в) коэффициенты ряда Фл примерно в 2п раз меньше коэффициента 5Л; соот
ветственно для остаточных членов этих рядов гп и Rn имеем гп = 2~nRn.

6.5.4. Алгоритм инвариантной нормализации гамильтониана 
с помощью параметризации

Выше в разд. 6.5.1, п. 7 уже было сформулировано определение В.Ф. Журав
лева инвариантной нормальной формы. Автор определения предложил эффек
тивный алгоритм вычисления нормальной формы, в котором замена перемен
ных находится методом генератора Ли с помощью формул Кэмбела-Хаусдорфа. 
В этом методе нужно построить автономный гамильтониан некоторой вспомо
гательной системы, фазовый поток которой и определяет необходимую замену. 
Метод можно применять для автономных гамильтоновых систем. Если же сис



тема неавтономна, то ее нужно привести к автономному виду в расширенном 
фазовом пространстве.

Здесь излагается модификация метода инвариантной нормализации, пред
ложенная в работах [69, 74]. В них используется замена переменных в пара
метрической форме. Алгоритм применяется непосредственно к неавтономной 
системе. Показывается, что для автономных систем в модифицированном ал
горитме параметрическая функция Пуанкаре и производящий гамильтониан в 
алгоритме Журавлева совпадают в первых двух приближениях.

1. Вывод гомологической цепочки. Покажем, как уравнение (6.4.1) тео
ремы о параметризации свести к гомологической цепочке уравнений, аналогич
ных цепочке уравнений Журавлева [28, 30].

Пусть дан гамильтониан H(t, q,p) =  Ho(t, q,p) 4- F(t , q,p, e),
F(t , qy p, e) =  eF\ (t , q, p) +  e2/ ^ ,  q»p) +  . . который требуется привести 
к нормальной форме. Пусть # (/г)(/, Q, Р, е) =  #о(/, Q. Р) +  F ^ ( t ,  Q, Р, е) 
— асимптотика k-ro порядка нормальной формы 
F(k){t, q,p, е) =  eFx{t, Q, Р) +  • • • +  ekFk{t, Q, P) с канонической заменой 
(6.4.1) и

Ф(<!)(/, jc, у, е) =  е Ф^/, х, у) +  • • • +  е*Ф *(*, х, у)

асимптотика k-ro порядка функции Ф(t, х, у, е) в (6.4.1). Тогда асимптотика Ф® 
будет удовлетворять уравнению (6.4.3), которое можно записать так:

dbW/dt  + H0(t,х -  ±ФР , у  +  ^Ф?>) -  H0(t, * +  ±Фf , y -  А ф ^)+

+ F W ( t , x -  ^ ! l f , y  + ±Ф<*>) =  F W ( t , x + № y, y - ^ x).
Если Но — полином не выше второй степени по q и р. Тогда это уравнение 
приведется к виду

зф  w /dt + {н0, ф <*>}+ /г«  =  pw ,
R{k) =  eRi + e2R2 +  • • • +  ekRk =

=  F ( t , x -  \ * y, У + ^Фх) - Р Щ , х  + %$у, у -  ^Фх) + № Ц , х , у ) .
Отсюда следует цепочка уравнений для определения коэффициентов разложе
ний канонических замен Ф,- и нормализованных гамильтонианов Fx

d ^ i/dt  + {Ho,^i} + Ri = Fi,
d'Fi/dt +  {//о, Fi> =  о, £ =  1,2, . . .  1 '

Здесь функции /?,• вычисляются последовательно по формулам

R l = F u R2 = F2 + ^{Fi + F i , ^ l} .......  (6.5.12)

Аналогичная цепочка уравнений (6.5.11) получена в [28, 30]; уравнения названы



гомологическими. Их можно записать в следующей форме
Ri = F i -d V i /d t ,  dFi/dt =  0, / =  1,2, .. . .  (6.5.13)

Здесь полные производные d/dt вычисляются по правилу дифференцирова
ния СЛОЖНЫХ функций Фi{t,X,y)\Fi{t,X,y), в которых x(t) и y(t), как функции 
времени определяются из решения задачи для невозмущенной системы с га
мильтонианом Ho(t, х, у)

х = Ноу, У = x(t0) = x о, y(to) = y0. (6.5.14)

2. Решение гомологически уравнений. Если в (6.5.13) вместо х и у под
ставить решение системы (6.5.14), то из второго уравнения (6.5.13) следует, что 
функция Fi не зависит от времени t. Тогда интеграл по времени первого урав
нения будет иметь вид

t
jRi(t)dt = ( t -  to)Fi(t0,xo,yo) + Vi(to,xo,y0) -  Фi(t,x,y). (6.5.15)
h

Он и дает ключ к полному решению проблемы: квадратура (6.5.15) определяет 
нормальную форму и функции Ф,• в замене переменных (6.4.1).

К сожалению, представить интеграл от функции /?£- в виде (6.5.15) единст
венным образом не всегда возможно. Единственность будет, если функция /?t- 
после подстановки в нее решения (6.5.14) окажется квазипериодической (сум
мой периодических по t функций). В этом случае интеграл от /?/ равен линейной 
функции и квазипериодической /(/). Из f(t) можно вычесть не зависящую от 
времени среднюю часть f(t) и отнести ее ко второму слагаемому правой части
(6.5.15). Представление (6.5.15) тогда будет единственным образом определять 
Fi(to,xo,yo) и функцию Ф |(/о,*ь»0) с нулевым средневременным значением 
Ф(/, x(t),y(t)) =  0. Условие квазипериодичности /?,■ накладывает на парамет
ры ограничения , при которых существует нормальная форма. Сформулируем 
полученный результат.

Асимптотики k-го приближения нормальной формы и замены переменных, 
приводящей к ней, существуют и единственны, если после подстановки реше
ния (6.5.14) в функции Ri, / =  1,2,.. .k, они окажутся квазипериодическими по 
времени функциями. Тогда в правой части интеграла (6.5.15) Ж/о»*0» */о) ~  ко
эффициент линейного по t слагаемого, Ф/(/о. *0» Уо) — не зависящее от времени 
слагаемое.

3. Сравнение алгоритма Журавлева и модифицированного алгоритма.
Отличие приведенного здесь алгоритма от [28, 30] показано в таблице 6.1



Таблица 6.1
Настоящий алгоритм Алгоритм [28, 30]
Исходная система Н(t% q, р) 
— не автономна

Система H(q,p) — автономна 
Исходная система сводится к 
автономной с повышением порядка

Функция Ф(t,£,x,y) Производящий гамильтониан G(e, Q, Я)
Каноническая замена ищется 
в параметрической форме (6.4.1)

Каноническая замена ищется
на фазовом потоке гамильтоновой системы

Св язь  п р о и з в о д я щ е г о  г а м и л ь т о н и а н а  G и ) ф у н к ц и и  Ф ус
танавливается так. В методе Журавлева замена q,p —> Q,P ищется на фазовом 
потоке гамильтоновой системы

dX/dr = GY, dY/dr = -Gx . (6.5.16)

При т =  0 Х(0) =  q, У(0) =  р\ а при т =  е Х(е) = Q, Y(e) =  Я, где т 
вспомогательный параметр 0 ^  т ^  е — аналог времени t.

Эта же замена в настоящем алгоритме осуществляется с помощью парамет
ризации. Функция Ф, определяющая отображение на фазовом потоке гамильто
новой системы (6.5.16), будет определяться из уравнения

Фт(т,х,у ) =  G(x + ^ у ,  у -  ^Ф*), ф (0 ,х ,у) =  0.

С точностью до т3 =  е3 получим Ф =  eG. Поэтому асимптотики Ф1 =  Go, 
Ф2 =  G\ первых двух приближений в обоих методах совпадают, а следовательно 
/?ь Я2 в обоих методах также тождественны. Остальные приближения для Я3, 
Я4, . . .  будут отличаться. Хотя сама нормальная форма от выбора метода не 
зависит.

4. Алгоритм инвариантной нормализации для асимптотического опре
деления последовательности точек Пуанкаре. Предложенный выше алго
ритм позволяет найти асимптотику общего решения Л-го порядка. Алгоритм 
допускает еще большее упрощение для периодических во времени гамильто
нианов. В этом случае полезно получить не траектории движения q{t), p(t), а 
выделить на ней последовательность точек qm = q(Tm), рт =  р(Тпг) в кратные 
периоду Т моменты времени t = tm = Tm, m =  0,1,2, . . . .  Эту последователь
ность точек на траектории будем называть точками последования Пуанкаре или 
сокращенно ТПП.

Асимптотическое решение для ТПП строится так. Из квадратур (6.5.15) при 
i =  1,. •. k находим функции ЯД0, Q, Я) и ФД0, х, у). Причем последнюю квад
ратуру можно упростить, полагая в (6.5.15) to =  0. Таким образом, находим



асимптотики &-го приближения
F(k\  О, Q, Р, е) =  eF{ (О ,Q,P) + . . .  + £% (0 , Q, Р),
Ф(А)(0 ,х ,у ,е)  =  еФ[(0,л:,#) Н------Ье*Ф k(0,x,y)

После этого применяется теорема Журавлева.
Пусть Q(Tт, а, Ь), Р(Тт, а, Ь) — ТПП невозмущенной системы.

Пусть Х(Тт, Qq, Pq), Y(Tm, Qo, Pq) — ТПП, найденные из решения системы 
уравнений

*  =  ^ (кЧ0,Х, Y,e), Y =  ~ F ^ ( О Д , Y,e), X(0) = Q0, Y(0) =  P0.

Тогда ТПП Qm,Pm полной гамильтоновой системы в новых переменных Q, Р 
получаются подстановкой а =  X(Tm,Qo,Po), b = Y(Tm, Qo, Pq) в функции 
Q(Tm,a,b), Р(Тт, а, Ь), т — 0,1, . .

В исходных переменных ТПП находится с помощью параметрической заме
ны с функцией Ф(/г)(0, х, у, е). В этой замене параметры х, у можно исключить, 
выразив их через q,p

x(q,p) =  q +  |Ф Р(<7,р) +  К ф- ф/>) +  
y(q,p) =  p -  ^Ф9( ? , р ) - | { ф, ф,7} +

Новые переменные выражаются через старые так Q =  2x(q,p) — q,
P = 2y(q ,p ) -p .

В результате получим связь новых переменных со старыми 

Я(й>Р) =  Q +  Фр(?»р) +  Фр} +
P(q,р ) =  р -  ф9(?.р) -  | { ф. ф9} +

Чтобы выразить старые переменные через новые, достаточно в формулах
(6.5.17) их заменить друг на друга и затем изменить знак у Ф на противопо
ложный

(6.5.17)

(6.5.18)? (о . / , ) =  д - Ф />( о , р ) + Н ф. ф/>} +
P(Q, Р) = Р + 9 q(Q, Р)  -  |{ф, фд} +

Заметим, что в методе инвариантной нормализации [28, 29] для этой цели при
меняются формулы Кемпбелла-Хаусдорфа, которые до второго приближения со
впадают с (6.5.17) и (6.5.18) с точностью до замены Ф на производящий гамиль
тониан G. Они в [28, 29] записаны в следующей симметричной форме

Q(q,p) = q + {Ф, q)  + {̂Ф, {Ф, q}} +
P(q.p)  = р + {Ф,р} + 5(Ф, {Ф.р}} +

q(Q, P) = Q -  {Ф, Q} + Н ф- {ф- <?}} + ••■• 
p(Q, Р)  = Р -  {Ф. Р)  + Н ф- ( ф-р}) +



которые, очевидно эквивалентны (6.5.17) и (6.5.18).
5. Примеры асимптотических решений. Весьма поучительные примеры 

в [28, 30] демонстрируют существенные упрощения перед всеми известными 
ранее. Данный метод по простоте эквивалентен методу [28, 30], но отличается 
тем, что цепочка уравнений для асимптотик записывается в исходной гамиль
тоновой системе независимо от того, автономна система или неавтономна. В 
методе [28, 29] неавтономную систему надо свести к автономной с повышени
ем порядка системы и потом для нее писать цепочку уравнений для асимптотик.

Продемонстрируем предлагаемый метод на двух примерах решения задач 
о вынужденных колебаниях в резонансе. Для решения этих задач классичес
ким методом приходится вводить другое определение нормальной формы [13]. 
Данным методом этого делать не надо. Нормальная форма вычисляется непо
средственно из квадратуры и затем находится решение. Покажем это.

Пример  1. Найти общее решение задачи о вынужденных колебаниях ли
нейного осциллятора при резонансе q +  q =  е sin t.

Пр и м ер 2. В задаче о вынужденных колебаниях нелинейного осциллятора 
Дуффинга q +  q =  e{smt — q* +  2Xq) найти А, при котором решение будет 
периодично по времени с периодом 27г. Исследовать устойчивость этого реше
ния.

В обоих примерах уравнения гамильтоновы, имеют один и тот же невоз
мущенный гамильтониан Но =  ^{q2 +  р2) и решение соответствующей ему 
невозмущенной системы уравнений

q = qo cos{t-to)+pos\n{t-to), p =  -<70 sin(*-f0)+/?ocos(*--/o) • (6.5.19)

Оно является базовым для построения нормальной формы в обоих примерах.
Найдем первое приближение в примере 1. Уравнения имеют гаильтонову 

форму с гамильтонианом Н =  \{q2 +  р2) -  eqsmt.  Подставляя в выражение 
/?1 =  Z7! =  — q sin t решение (6.5.19), получим периодическую по времени функ
цию /?,(0 , интеграл которой имеет вид

S ^ \ { t ) d t  = F\(to, qo,Po)(t -  to) +  $\(to,qo,Po) + f(t) =

=  \  {q0 sin t0 + Po cos t0) (t - 10) -  \  {qo cos t0 +  po sin /0) +  f { t ) .

Отсюда найдем первые коэффициенты F\ и Ф1 и разложения нормальной формы 
Н =  Но +  eF\ и функции Ф = еЪ\

Н =  1-{Q2 +  Р2) + F(t, Q, Р, е), F(t, Q,P,e) = - i  (Q sin t + P cos t ) ,

Ф(/, Q, P, e) =  (Q cos t + P sin t)

Решение первого приближения получаем, используя теорему В.Ф. Журавлева



[29]. Возмущенной части гамильтониана Я(О, Q, Я) = —еР/2 соответствует сис
тема Q =  — е /2 , Я = 0 и решение Q = Qo — zt/2, Р = Pq.

Подставим Q и Я вместо до и Ро в (6.5.19) и положим в нем to =  0. Получим 
решение системы уравнений в переменных Q,P

Q =  (Qo -  e t/2) cos £ +  Я0 sin /, Я =  -(Q 0 -  et/2) sin f +  Я0 cos t .

Решение системы уравнений в исходных переменных q,p получается так. 
Подставляя функцию Ф(*, Q, Я, б) в формулы (6.5.18), найдем замену

q =  Q +  (е/4) sin t, р =  Я -  (е/4) cos f 

и, пользуясь ей, найдем решение в исходных переменных

q = (Qo -  et/2) cos t +  (Яо +  e/4) sin t = (qQ-  et/2) cos t +  (po 4- e/2) sin f .

В линейной задаче все последующие члены ряда по е равны нулю поэтому 
первое приближение является точным решением.

Решение примера 2 методом усреднения приведено в [28] и [11]. Для срав
нения приведем решение методом нормальной формы. Исходный гамильтониан 
системы имеет вид Н =  Но +  eF\, где F\ = —q sin t — Ар2 +  g4/4. Опять поль
зуемся квадратурой (6.5.15). Подставляя решение (6.5.19) в выражение R\ =  F\, 
получим подынтегральную функцию R\(t). Из квадратуры (6.5.15) найдем ко
эффициент разложения нормальной формы fi(f, ф,Я) и, полагая в нем t =  0, 
получим

Периодическому решению будет соответствовать неподвижная точка. Ее коор
динаты Q, Я находятся из решения системы уравнений

Отсюда находим Q =  0, Я =  ±А при А =  § А2 ±  где А =  y/Q2 + P2 
— амплитуда. Зависимость и  =  1 -  еХ от А называется амплитудно-частотной 
характеристикой.

Неподвижная точка будет устойчивой, если функция F\ в ней достигает 
строгого минимума или максимума. Отсюда получим условие устойчивости пе
риодического решения

что согласуется с аналогичным условием, полученным методом усреднения. 
Приводим третий пример (рассмотренный ранее в разд. 6.5.1). Он показывает

т ,  Q, Р ) =  - l- P  -  ^ (Q 2 +  Р2) +  ^ ( Q 2 +  Я2) 2



как с помощью параметризации более эффективно находить высокие прибли
жения.

П рим ер  3. Найти ТПП в моменты времени tn =  27га для нелинейного 
уравнения q =  е2 cos tf cos q с точностью до е6.

Это уравнение уже встречалось в разделах 6.5.1 и 6.5.2. Оно описывает раз
ные задачи механики и физики. Одна из них — вибрационное движение сфери
ческой частицы в жидкости, в которой создается плоская стоячая акустическая 
волна [18, 57]. Пусть имеется вертикальная труба с жесткой горизонтальной 
крышкой. В трубе возбуждается стоячая волна, в которой скорость жидкости 
изменяется по следующему закону v =  Aw sin ut cos/гг, где w — частота вол
ны, t — время, k — волновое число, z — ось, направленная вертикально вверх, 
А — амплитуда перемещения частиц жидкости, которая считается малой. Часто
та и волновое число связаны со скоростью звука в жидкости и  =  kc. Если для 
частицы радиуса а выполняется условие p/(pkca2) 1, то сила трения Сток
са и наследственная сила Бассэ пренебрежимо малы по сравнению с силами 
инерции. Тогда уравнение движения частицы имеет вид

(р + 2po)zo =  3pw -  2(р0 -  p)g,
w =  dv/dt +  vdv/dz «  dv/dt =  Aw2 cos wt cos kz.

Здесь p и po — плотности жидкости и твердой частицы, р — коэффициент ди
намической вязкости жидкости.

Для частицы нейтральной плавучести р = ро уравнение приводится к урав
нению примера 3, в котором q = kzo, t' =  u>tt e = Ak.

В [18, 57] для решения этого уравнения применяется классический метод 
усреднения [11]. Разложение ведется по параметру е. Для исследования задачи 
требуется три приближения. Решение получается в виде q = ef\ +  е2/г +  е3/з+ 
+ 0(£4).

Покажем, как получить решение предлагаемым методом. Разложение будет 
вестись по параметру 6 =  е2. Поэтому для достижения существенно большей 
точности порядка е6 требуется всего 2 приближения с гораздо меньшими вы
кладками.

Р еш ен и е. К уравнению примера сводится система уравнений Гамильтона 
с функцией Гамильтона Н =  \р 2 + 5F\(t, q,p), F\ =  -  cos t sin q.

Находим решение невозмущенной системы q =  <70 +  Po(t — to), Р = Ро 
и подставляем его в R\ =  Fj. Получим периодическую функцию R\(t) и из 
интеграла R\dt =  — с°г+02̂  +  C°S;[~2p ^  + /i(0  находим на первой итерации

Fi = 0. $\(t,q,p)
cos(t + q) cos{-t + q)

2 +  2p + 2 - 2  p (6.5.20)



На второй итерации
D _  1 dFx аФ,
R<1 2 dq Эр -  cos t cos 

4 Ч
( cos (t +  q) cos (t - q ) \
l  (1 +p)2 (1 - p )2 )

Из интеграла (6.5.15) находим линейную F2 и независящую от времени Ф2 час
ти. Окончательный вид нормальной формы и функции, определяющей парамет
рическую замену, таков

Я  =  1Р2 + W  +  (1Гр)?] +

Ф(0 , х, у) = cos х -  5 j g j / f i * s'n +

Функция Ф(0,x,y) имеет знаменатель, обращающийся в нуль при у =  0, ±1. 
Это известная проблема малых знаменателей асимптотической теории для га
мильтоновых систем [1]. Покажем, как строить инвариантную нормальную фор
му, в которой малых знаменателей не будет.

6. Алгоритм уничтожения малых знаменателей. Для устранения малых 
знаменателей у функций F(ttQ,P) и Ф(t,x,y) во втором приближении мож
но добавить к невозмущенному гамильтониану tfo(f, ?»р) слагаемое - / ( / ,  ?,р), 
а противоположное по знаку слагаемое f{t,q,p) отнести к возмущению. Га
мильтониан не изменится, однако, асимптотические разложения для нормаль
ной формы и замены переменных изменятся так, что в них особенности будут 
исключены.

Покажем как уничтожить малый знаменатель у в функции ФгС*:, у) примера
3. Невозмущенный гамильтониан Hq и возмущение F представим в виде

1 52
Л0 =  2 р2 + H cos2q'

<52F =  -(5cos t sin q -  — cos 2q.
О

Очевидно, что гамильтониан системы Н = H q + F при этом не изменится. 
Получим асимптотическое решение для ТПП с точностью до малых порядка 
53 =  е6 методом инвариантной нормальной формы. Решение невозмущенной 
системы представляем в виде разложения по параметру 6

q =  а +  bt +  S2 cos 2а -  ^ 7(sin(a +  bt) -  sin а)) + 0(53), 

р =  Ъ +  (cos а -  cos(a +  bt)) + 0(<53),

где через а и b обозначены начальные значения ?(0),р(0).
Из квадратуры первого приближения получаем то же, что и в пре

дыдущем решении (6.5.20). Выражение для /?2 изменится на величину 
F2 ?= — g cos 2q = —■$ cos(2а +  2bt). Соответственно изменится и квадратура от 
/?2. Вычисляя ее, получим нормальную форму и замену переменных с исклю-



ченной особенностью при у —> 0. Нормальную форму

Н = 1 р 2 + 62
1 1

+  ^ cos 2 Q
2‘ ' “ Vl6(l + P ) 2 16(—1 + Я) 2 ' 8

можно преобразовать, добавляя к ней несущественное постоянное число,

Я =  \:Р2 +  52 ( р 2 3 ~- Р2 2 -  т sin2Q ] +  0(<53).
2 I 8 (1 -  Р 2)2 4

Функция, определяющая параметрическую замену, имеет вид
и (5 — и2)

Фх(0, Jf, я) =  /. оч cos -У, Ф2(0,л:,«/) =  — 7-------7? sin 2л:,
( 1 - г )  16 (1 -  я2)

Ф(0, х,у) =  № i(0, х, у) +  <52Ф2(0, х, у) + 0(63).

(6.5.21)

(6.5.22)

Как видно функция Ф не содержит малого знаменателя у .
Нормальная форма позволяет найти неподвижные точки и исследовать их 

устойчивость. Из уравнения неподвижных точек dH/dQ = 0, дН/дР  =  0 на
ходим Р =  0, sin Q cos Q =  0 и определяем на периоде Q £ [0 ,27т) координаты 
четырех неподвижных точек: Mi(Qi, /^) =  ( ( / -  1)7г/2, 0), / =  1,2,3,4. ТочкиМ% 
и М4 соответствуют минимуму функции Я и по теореме Лагранжа устойчивы. 
По теореме Ляпунова они соответствуют устойчивому периодическому реше
нию. Точки М\ и Мз являются точками гиперболического типа. Функция Н не 
имеет в них ни минимума, ни максимума и, следовательно, эти точки неустой
чивы. Они соответствуют двум неустойчивым периодическим решениям.

Инвариантные кривые, на которых лежат ТПП, являются интегралом нор
мальной формы H(QmtPm) =  <52С/4. Отсюда с точностью до малых по
рядка <53 получим однопараметрическое семейство инвариантных кривых для 
Qm> Рт* М = 0, 1, 2, . . .

Рт 0  +  52 4 0  I l f ) 2)  =  1 г2(С +  Sin2 Qm)2

С помощью замены переменных р =  Р(\ — S sin Q + +  0(53)),
Q = q +  Scosq -  %52 sin2̂ 7 +  0(53), вытекающей из (6.5.18) и (6.5.22), 
найдем инвариантные кривые в исходных переменных. С точностью до малых
порядка 53 они имеют вид рт =  ±6 (1 -  6sin qm) yJ(C +  s\n2(qm +  6cos qm)) /  2.

В интервале — 1 ^  С < О ТПП лежат на замкнутых инвариантных кривых. 
Они соответствую финитному движению вокруг неподвижной точки М2 либо 
М4. Если учесть как угодно малую силу трения, то эти инвариантные кривые 
превратятся в спирали, по которым ТПП будут при t —► 00 стремится либо к 
М2, либо к М4. При С > О инвариантные кривые соответствуют инфинитному



Рис. 6.10. ТПП для системы с гамильтонианом Н = р2/ 2 -  £cos t sin q

движению. При С =  0 получаем сепаратрису с уравнением

рт =  ±(5 /\/2) (1 -  (5 sin <7ш) I sin(<7m +  cos qm) |, (6.5.23)

разделяющую финитное движение от инфинитного. На рис. 6.10 изображены 
ТПП, полученные численно из исходных уравнений при 5 = 0,16. Начальные 
значения ТПП обозначены звездочками. ТПП лежат на инвариантных кривых, 
которые не отличимы от кривых, определяемых уравнением (6.5.23). Жирны
ми точками отмечены положения неподвижных точек М i = 1,2,3,4. В пере
менных q, р их координаты таковы Mi(2тг -  S, 0), (тг/2,0), Мз(ж +  <5,0),
М4( Зтг/2,0).



Глава 7

ПЕРЕМЕШИВАНИЕ В ВЯЗКИХ 
И ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ СРЕДАХ

7.1. Динамический хаос

7.1.1. Упорядоченное и хаотическое движения

До настоящего времени пока нет общепринятого определения хаотических 
движений. Для систем с одной степенью свободы можно дать геометрическое 
простое определение хаоса, хотя и не вполне строгое математически. 
Рассмотрим гамильтонову систему с Г-периодическим гамильтонианом. Она 
определяет движение лагранжевых частиц несжимаемой среды на плоскости. 
Рассмотрим положения, которые занимает лагранжева частица через интервалы
времени, кратные периоду tn =  to + Тп, п =  0 ,± 1 ,± 2 ,__ Такие точки
мы назвали точками последования Пуанкаре (ТПП), образующими счетное 
множество точек на плоскости, которое зависит, вообще говоря, от to,Xo,Yo. 
Они вычисляются по рекуррентным формулам с помощью отображения 
Пуанкаре.

Упорядоченным движением мы назовем такое движение, при котором 
множество ТПП лежит на одномерной линии (инвариантной кривой). 
При упорядоченном движении все множества ТПП образуют семейство 
инвариантных кривых. Во всех интегрируемых системах движение ТПП 
упорядоченное.

В интегрируемой системе частицы, находящиеся на одной линии тока, 
будут находится на ней вечно. Если окрасить эти частицы, то краска по 
другим линиям тока не распространится. Окрашенной останется только одна 
линия. Таким образом, если первый интеграл существует (а это будет для 
любого установившегося течения), то перемешивания пассивной примеси не 
произойдет.

Альтернативой упорядоченных движений являются хаотические движения, 
которые могут быть только в неинтегрируемых системах, т. е. в системах, у 
которых нет первого интеграла. При этом само решение может быть выписано 
в простом аналитическом виде. При хаотическом движении ТПП при некоторых 
начальных значениях ^оДо. Уо заполняют область конечной площади. В



неинтегрируемых системах инвариантные кривые могут достаточно плотно 
заполнять некоторую область движения и хаотизация не будет заметна. Такое 
движение тоже будем называть упорядоченным. Топологическая структура ТПП 
при упорядоченном движении на фазовой плоскости практически не отличима 
от структуры интегрируемых гамильтоновых систем. В этом случае линии тока 
непрерывно заполняют всю рассматриваемую область, как это имеет место для 
автономной системы изображенной на рис. 6.1.

Упорядоченные и хаотические движения можно наблюдать на фазовом 
портрете последовательности точек, определяемых по отображению Чирикова. 
На рис. 6.7 представлены фазовые портреты ТПП при различных значениях 
параметра К . При К = 0,5 хаос не наблюдается, хотя система не имеет первого 
интеграла. При К =  0,7 видна хаотизация в окрестности сепаратрисы. Площадь 
хаотизации увеличивается с ростом К, что видно из следующих рисунков при 
К =1 и К = 1,5.

При хаотическом движении пассивная примесь помещенная в как угодно 
малой окрестности точки to,Xo,Yo распространится за достаточно большой 
промежуток времени на область конечной площади. Площадь отнесенную к 
площади движения можно принять за меру хаоса.

Примеры расчетов хаотических движений представлены в следующих 
разделах. Динамический хаос связывается с процессом перемешивания 
пассивной примеси в движущейся среде.

Заметим, что введенное определение хаотизации не зависит от to. 
Действительно, при изменении на h  +  0 < At < Т множество
ТПП преобразуется с помощью непрерывного отображения При этом 
одномерная линия или двумерная область переходят соответственно в 
одномерную линию или двумерную область. Если At = kT т. е. кратно периоду, 
то отображение Pfc* = PtkQT переводит ТПП в себя. При произвольном значении 
At можно представить в виде At = kT +  At', 0 < At1 < T Отображение 
тождественно отображению Р£1' и не меняет топологической структуры ТПП.

В дальнейшем для определенности выбирается to = 0, а при обозначении 
отображения Пуанкаре верхний и нижний индексы будем убирать: Р = Р0Г.

7.1.2. Качественный анализ гамильтоновой системы 
стандартной формы

Исследование хаотичности движения с помощью отображений Пуанкаре на
зывают также методом сечений Пуанкаре. Этой теме посвящены монографии 
[31,44, 91, 94, 102]. Однако само построение отображения Пуанкаре — сложная 
вычислительная задача. Поэтому обычно ТПП находятся численно, а аналити



ческие методы для вычисления ТПП в гидродинамических системах не приме
няются (за исключением очень простых искусственных примеров [41]).

Для качественного исследования систем с одной степенью свободы с га
мильтонианом стандартной формы

Н  = еН\ + £^//2 + £^//3 + (7.1.1)

где £ — малый параметр, полезны следующие теоретические результаты. Из
вестно, что автономная гамильтонова система (гамильтониан явно не зависит от 
времени) является интегрируемой. Лагранжевы частицы лежат на одномерных 
линиях тока Н{ХП1 Yn) =  const, и движение упорядоченное. Для неавтоном
ной системы стандартного вида асимптотическая процедура метода усредне
ния [11, 29] позволяет построить для любого целого k > 0 близкую к тождест
венной каноническую замену переменных X, Y —> X, Y} так что с точностью до 
малых порядка £*+1 уравнения для новых переменных будут иметь вид авто
номной гамильтоновой системы с гамильтонианом H{X,Y).

Последовательностью канонических замен гамильтониан системы можно 
привести к почти автономному виду Н(Х , Y) +  p{t,X, У). Теорема А.И. Ней- 
штадта [56] устанавливает для неинтегрируемых систем с аналитическим га
мильтонианом существование неулучшаемой оценки \р\ < С\ ехр(-С/е). При 
р =  0 система имеет интеграл, и в случае одной степени свободы, хаоса не 
будет. Хаос вызывает именно экспоненциально малая величина p(tt X , У), кото
рую методами усреднения определить невозможно. Поэтому применение мето
да усреднения для конструктивного описания перехода к хаотическим движе
ниям в системах с одной степенью свободы оказывается бесполезным. Однако 
качественно можно констатировать следующую типичную картину нарастания 
хаоса при увеличении параметра £. При достаточно малом е множества ТПП 
лежат на инвариантных кривых Н(Хп, Yn) = const, определяемых методами ус
реднения с точностью до р =  Ci ехр(-С/£). В этом случае в силу малости р 
хаос практически не заметен. При достаточном увеличении е экспоненциальная 
добавка начинает проявляться, хаос становится заметным и площадь хаотиза- 
ции достаточно быстро увеличивается с ростом е.

Системы типа #о+ £#1+ . •., с интегрируемой невозмущенной частью Hq ве
дут себя похожим образом. При малом е  хаотизация не наблюдается. Начиная с 
некоторого значения е  появляется хаотичность и она нарастает с увеличением £.

7.1.3. Методы исследования хаотических движений

Обычно начало хаоса связывают с существованием неустойчивых непо
движных точек отображения Пуанкаре [3-7]. Неподвижной точке P(R) =  R 
(точке Pk(R) =  R) соответствует периодическое решение с периодом Т (с пери
одом kT). Задача устойчивости по Ляпунову периодического решения сводится



к решению задачи устойчивости неподвижной точки отображения. Для ее реше
ния применяется метод показателей Ляпунова [91]. Поскольку аналитический 
вид отображения Р неизвестен, то показатели Ляпунова определяют численно. 
Ниже будет показано, как найти отображение Р и показатели Ляпунова анали
тически в виде разложений по е, а в конкретной гидродинамической системе с 
точностью до е5.

Доказательство хаотичности на основании какого-либо строгого 
определения хаоса, даже для системы с одной степенью свободы — 
черезвычайно трудная задача. Доказательства хаотичности для некоторых 
простых отображений были приведены в [41]. Для доказательства хаотичности 
в гамильтоновых системах используется теорема Мельникова [91], связанная 
с вычислением достаточно сложного интеграла. Аналитически методом 
Мельникова можно доказать хаотичность движений математического маятника 
с вибрирующей точкой подвеса. В такой системе с гамильтонианом, 
периодически зависящим от времени, имеется сепаратриса, представимая 
в простом аналитическом виде. Это и обеспечивает возможность применения 
данной теоремы чтобы установить расщепление сепаратрис [1, 20]. Обычно 
проверка хаотичности по теореме Мельникова или другим способом 
определяется лишь численными достаточно громоздкими методами.

Обстоятельный анализ различных механизмов перемешивания в 
гидродинамических системах приведен в монографии [102]. Представлены 
многочисленные иллюстрации поведения частиц жидкости для различных 
течений, а также описываются методы исследования перехода системы к 
динамическому хаосу.

Вместе с тем в литературе практически отсутствуют исследования движения 
вязкой жидкости в области, граница которой меняется со временем. Одно 
из таких исследований [64] было посвящено анализу движения частиц 
несжимаемых сред с различной реологией в тонком деформирующемся слое; 
на границах слоя принимались условия отсутствия касательной скорости. 
Численные расчеты показали, что в такой системе при малых числах 
Рейнольдса хаос практически отсутствует.

Ниже предлагается конструктивный параметрический метод построения 
отображений на фазовом потоке гамильтоновой системы. Установлены в общем 
случае и показаны на примерах преимущества параметрического метода перед 
известным методом производящих функций. Развитая асимптотическая теория 
описания перехода к хаотическому движению применяется к анализу более 
общего движения жидкости с большой вязкостью в тонком деформирующемся 
слое с учетом касательной скорости на границе. На основании найденного 
отображения Пуанкаре дается объяснение численных экспериментов по 
отсутствию хаоса при нулевой касательной скорости на границах. При наличии



касательной скорости на границе хаос возможен при достаточно малых 
амплитудах деформации волны.

7.2. Перемешивание вязкой и вязкопластической сред 
в тонком деформирующемся слое

7.2.1. Функция тока как гамильтониан для движения частиц 
вязкой и вязкопластической сред

1. Постановка задачи. Рассматривается движение несжимаемой среды в 
расположенной на плоскости области ограниченной двумя вертикальными пря
мыми 0 ^  х < I ,  снизу горизонтальной прямой и сверху криволинейной 
границей, изменяющейся со временем по некоторому периодическому закону 
О < у ^  b(\ +  eh). В безразмерных координатах X  =  kx, Y — у lb, t =  wT, 
где k =  2-k/L — волновой вектор, ш — частота колебаний границы, такую об
ласть О/ можно представить в виде: 0 < X < 2л-, 0 <  К < 1  +  eh{t,X), где 
h{t,X), ограниченная по абсолютной величине функция, с периодом по време
ни 27г, е — амплитуда периодической во времени деформации границы. Области 
в начальный момент времени По и через период Пг* совпадают (рис. 7.1).

Рис. 7.1. Схема течения в тонком слое



На нижней границе Y =  0 принято условие прилипания, а на верхней гра
нице vy = —ecos(X — t), vx = 3e2a(l -  cosX) -  условие непроницаемости и 
условие, налагаемое на касательную составляющую (рис. 7.1). На боковых стен
ках расход равен нулю. При а =  0 задача движения частиц вязкопластической 
среды изучена в работе [64]. При произвольном параметре а задача движения 
частиц вязкой жидкости исследована в [67, 68].

2. Функция тока при отсутствии касательной скорости на границах. 
Рассмотрим случай а  =  0. В 5.1.3 описан метод построения функции тока для 
для течения произвольной несжимаемой среды в приближении тонкого слоя 
b/L <  1. Согласно этому методу нужно найти расход в сечении с координа
той X. Обозначим его через eq(t,X). Он определится из уравнения сохранения 
массы

dh/9t +  dq/dX  =  0, <7(*,0) =  0. (7.2.1)

Тогда распределение продольной скорости в сечении X  будет совпадать с рас
пределением ее между двумя параллельными пластинами с таким же расходом 
eq(t, X) Если ввести безразмерную координату т? =  К/(1 +  eh), то из равенства 
распределений скорости получим уравнение для функции тока

Hr, = q(t, X)U(q, ад, H(t, X, 0) =  0, (7.2.2)

где U — безразмерный профиль скорости берется из решения задачи о течении
Пуазейля рассматриваемой среды между двумя параллельными пластинами с 

1
условием нормировки /  Udrj = \.

о
Пример 1. Движение частиц несжимаемой вязкой жидкости в тонком де

формирующемся слое. Для определенности предполагается отсутствие продоль
ной скорости на границе области Y =  1 +  eh(t,X). Для вязкой жидкости в при
ближении тонкого слоя профиль скорости U находится из решения известной 
задачи о течении Пуазейля

U = 6 t) -  6т?2, Н =  q(3rf -  2q3). (7.2.3)

Для ламинарного течения вязкой жидкости профиль скорости — параболичес
кий и не’ зависит от каких-либо дополнительных параметров.

Пример 2. Движение частиц несжимаемой вязкопластической среды в тон
ком деформирующемся слое. Для вязкопластической среды профиль скорости U 
будет состоять из примыкающих к границам параболических частей и прямоли
нейной части в квазитвердом ядре. Функция тока находится интегрированием 
уравнения (7.2.2) по переменной q

Н =  qf(a,q),



=  3 f г)Нщ -  77/3),
7 ^ ( 3 -2т/0) \т 7^(?7 — 770/З),

0  <  7? <  770,

770 < 7? < 1/2, (7.2.4)

77о(1 _  (2/3)tjo)/(1 -  2т7о) =  а, (7.2.5)

где а — местное число Сен-Венана, пропорциональное расходу q(t, * ).
В область 1/2 < rj < 1 функция (7.2.4) продолжается из соображений чет

ности производной df/dr) по аргументу т/ — 1/2.
Для случая а >  1 из уравнений (7.2.4) (7.2.5) с точностью до малой 

1/(4а +  I)4 получим

/  =  Зт?2 -  2т/3 +
т/ -  2т73 
4 а +  1 ’

О 7? < 77о =  ^
1

3(4а +1)
(7.2.6)

Функция деформации Л(£,*) и безразмерный расход q(t,X) связаны урав
нением сохранения массы несжимаемой среды (7.2.1). При деформировании по 
закону бегущей волны функции h и q представляются в виде

h =  h(X -  0 , q = h { X - t ) -  h{-t) (7.2.7)

3. Функция тока течения вязкой жидкости при наличии касательной 
скорости на деформируемой границе. Гамильтониан системы (функция тока) 
в приближении тонкого слоя

//(* ,* , Y) =  eq(3Y2 -  2Y3) -  Зе2а ( ? 2 -  У3)(1 -  cos*), (7.2.8)

Y =  Y/{\ + eh(t,X))

Здесь X ,Y  — безразмерные координаты, координата Х/(2п) отнесена к длине 
слоя, У — к его толщине. Безразмерная функция расхода eq{t,X) через сече
ние *  =  const выражается через функцию деформации слоя eh с помощью 
уравнения сохранения массы (7.2.1).

7.2.2. Движение частиц вязкой и вязкопластической сред 
при отсутствии касательной скорости на границе

1. Метод исследования. Исследование задачи движения частиц среды про
ведем параметрическим методом построения отображения Пуанкаре. В этой 
задаче гамильтониан имеет стандартный вид с малым параметром е равным 
амплитуде деформации верхней границы. Покажем как строится отображение 
на примере решения задачи Стокса о переносе массы прогрессивной волной 
длины 27г на поверхности идеальной несжимаемой жидкости конечной глуби
ны d. Гамильтониан представляет собой известную функцию тока, разложение



которой по амплитуде волны имеет вид [86]

Н =  е sh(7 +  d) sin(X + t)/ sh(d) +  0(e2), d = 2irb/L. (7.2.9)

Безразмерная функция тока H  представляется разложением по амплитуде волны 
е, где второй и все последующие члены разложения выражаются линейно через 
гармоники sink(x+t)t cosk(x+t). Применяем формулу (6.5.1) для усредненно
го гамильтониана. Первый член разложения равен нулю. Вычисляя второй член 
разложения, с точностью до £3 находим усредненный гамильтониан и скорость 
переноса частиц жидкости (Стокс, 1847):

й  е2 sh [2(К +  d)\ деН e2ch[2 (Y + d)
** — “ О » Vx — глу — О I Vy — О*

4 sh2 d dY 2 sh2 d
Заметим, что вывод этого результата обычным способом требует значительно 
больших выкладок [86].

2. Движение частиц в вязкой жидкости. Функция тока Н для течения 
вязкой жидкости в приближении тонкого слоя определяется по (7.2.3) Продоль
ная скорость Нп как функция поперечной координаты q изменяется по параболе, 
обращаясь в ноль на границах 77 =  0 и rj = 1. Определяем по (6.5.1) усреднен
ный гамильтониан

Н = 6е2 <qh> ?72(1 -  ij)2(2q -  1). (7.2.10)

При деформировании по закону бегущей синусоидальной волны: 
h =  s\n{X -  t) находим q = sin(^ -  /) + sin f, <qh>= 1/2(1 -  cos A").

Функция Ff(X,Y) принимает наибольшее Hmax и наименьшее Hm[n значе
ния при X  =  7г, г)= 1/2 ±  \/5/10. Фазовые траектории при 0 < Н ^  Нтах не
прерывно заполняют верхнюю половину области По, при Hmin ^  Я ^  0 — ее 
нижнюю половину. На рис. 7.2 изображены ТПП за время, равное 2007г: для ус
редненного гамильтониана Н (рис. 7.2,а) и для исходного гамильтониана (7.2.3) 
(рис. 7.2,6), найденные численным интегрированием уравнений Гамильтона. В 
начальный момент времени точки имели координаты Xq =  7г; Yq = 0,09; 0,16; 
0,25; 0,75; 0,83; 0,91. Как видно из рис. 7.2, ТПП располагаются на замкнутых 
интегральных кривых для усредненного гамильтониана. Вычисления показыва
ют, что в этой задаче при любой конечной амплитуде 0 < е < 1 существует 
усредненный гамильтониан и ТПП лежат на замкнутых кривых. Топологичес
кая структура траекторий ТПП не зависит от е.

Нарушение устойчивого характера усредненного движения можно ожидать, 
если будет нарушено резонансное условие теоремы Арнольда. Для вязкой жид
кости в силу < q > =  0 при любом периодическом деформировании усредненный 
гамильтониан еН пропорционален е2. Поэтому частота собственных колебаний 
и>0 около критической точки усредненной системы пропорциональна е2. Чис
ленный расчет показывает, что даже при е =  0,8 собственная частота cjq ~  1/6,



Рис. 7.2. ТПП вязкой жидкости в тонком слое при деформации границы по закону 
синусоидальной волны с амплитудой е = 0,2. а — параметрический метод, б — точный 
расчет

что существенно меньше первой критической резонансной частоты 1/4. Как и 
следовало ожидать, в этом случае ТПП в течение длительного времени будут 
располагаться на замкнутых интегральных кривых усредненной системы.

3. Движение частиц в вязкопластической среде. Функция тока еН для 
вязкопластического течения в приближении тонкого слоя определяется по
(7.2.4), (7.2.5) или при 5 =  \iwel(rskb) »  1 по приближенной формуле (7.2.6). 
Покажем, что при s >  1 перемещения частиц за период, вообще говоря, имеют 
первый порядок по е. Применяя формулу осреднения (6.5.1) и асимптотическую 
формулу (7.2.6), получим

еН = т?(1-2г1)^1 (Х ),
2тг

1(Х) = 1 f  4sq(t,X)dt _  1
2-тг J  4s|«7(f,JO|+l “  2тr

о

2 7Г

J  signqdT
о

(7.2.П)
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Рис. 7.3. ТПП вязкопластического течения при несимметричной деформации границы

Если функция q(T) имеет постоянный знак на половине периода, то интег
рал в (7.2.11) /  =  0. Такой вариант соответствует симметричному во времени 
деформировании поверхности. В этом случае для перемещения за период будет 
также вырождение первого порядка.

Пусть Т+ < 27г — длина отрезка, на котором q(T) > 0, тогда интегралы 
в (7.2.11) пропорциональны величине АТ  =  |Г+ — 7г|/27г. При 5 <  1 следует 
пользоваться другой асимптотикой решения (7.2.4). Эта асимптотика соответ
ствует течению близкому к пластическому. Можно показать, что первый член 
усредненного гамильтониана еН стремится к нулю при s —► 0. Таким образом, 
собственная частота luq осредненного движения около критической точки долж
на иметь максимальное по параметру 5 значение. Эти выводы справедливы и 
для конечных значений амплитуды деформации е.

Была рассмотрена несимметричная деформация вида 
h =  sin(A' — t + ej(l -  cos{X -  t))). При амплитуде e =  0,7 и коэффици
енте асимметрии е\ =  0,69 был обнаружен резонанс четвертого порядка. 
Собственная частота а>о =  1/4 практически не зависела от числа 5 в диапазоне 
0,2 < 5 < 1. При меньших и больших значениях параметра 5 частота уменьша
лась. Тем не менее и в условиях резонанса ТПП в течение длительного времени 
ложатся на интегральные замкнутые кривые. На рис. 7.3 представлены ТПП за 
200 периодов при 5 =  1, е =  0,7; е\ =  0,69. Начальные точки выбирались из 
сечения X  =  2.

Таким образом, при периодическом деформировании границы тонкого слоя 
частицы однородной несжимаемой среды в течение, по крайней мере, экспо



ненциально большого времени порядка ехр(С/е) двигаются по замкнутым ин
тегральным кривым и перемешивания не происходит. Для перемешивания од
нородной среды необходимо применять непериодическое во времени дефор
мирование. Перемешивание может также происходить вследствие изначально 
неоднородной среды.

7.2.3* Движение частиц вязкой жидкости при наличии касательной
скорости на границе

Движение частиц жидкости определяется из решения системы уравнений 
Гамильтона с гамильтонианом (7.2.8). Учет малой порядка е2 скорости vx на 
границе приводит к качественным изменениям движения частиц жидкости.

Для исследования системы удобно использовать каноническую замену, ото
бражающую область течения в прямоугольник (см. пример 3 в разд. 6.3.5)

х % YMUX% У)-*, ?Ж *Х  У)
• х

с производящей функцией S{t,X,Y) = X?  +  е? f  h(ttX)dX. Переменные и
о

гамильтониан преобразуются так

Х = ^ = Х  +  е J  h(t,X)dX , Y = ^  = Y(l+eh(t,X)),  
о

R{t, X, ?) =  Н +  dS/dt = Н — eq?

Удобство замены состоит в том, что в переменных X , Y система имеет га
мильтонову форму, а область переменных — фиксированный прямоугольник 
X  6 (0, 27г), Y е  (0,1) (рис. 6.5).

Исследование системы можно провести аналитически, при общем законе де
формирования. Отображающую функцию с точностью до е3 можно вычислить 
по формуле (6.4.11)

Ф(х, г/) =  6 т е 2 2 <<7/i> (2г/-  1)(1 — у)2г/2 — а(1 — у)г/2(1 — cosjc) (7.2.12)

где q находится из уравнения сохранения массы и граничных условий на боко
вых стенках

dh/dt + dq/ЭХ =  0, q(0) =  q{2it) =  0

При выводе формулы (7.2.12) используются равенства



Ограничимся исследованием частного случая деформирования по закону бегу
щей волны h =  sin (А" — t). Из уравнения сохранения массы вычисляем

2тг
q =  sin(Ar -  t) +  sin < qh > ■(1-cosX)

0
и, подставляя в выражение (7.2.12), получаем 

Я>(х,у) =  6ire2F(y, а)(1 - c o s Z ) ,

F(y, а) =  (2у -  1)(1 -  у)2у2 -  а(1 -  у)у2 ,

/  =  1 +  97x2e4[F(y> а)Р"(у, а) cos*(l -  cosjc) -  

- ( F f(y,a) sinjc)2] > 0.

(7.2.13)

Переменные х, у занимают область такого же прямоугольника х е (0 ,27т), 
у е (0,1). Таким образом, для исходной системы получено двухпараметричес
кое семейство отображений.

Если а  < 0,236, то якобиан /  достигает наименьшего значения при 
cos Л" = — 1, а если а > 0,236, то при cosX = 0. Таким образом, область при
менимости отображения (7.2.13) такова:

m in/ =  1 -  97г2е4 max(2F(y, a)F"{y, а;)) > 0 при а < 0,236; 
min/  =  1 — 97г2£4 т а x{F'{y, а))2 =  1 — 97г2£4а 2 > 0 при а > 0,236. 
Исследование функции Ff(y, а) на максимум показывает, что при 

а 6 (-оо, —0.5) |J (l/8 , оо) функция \F'{y> а )| достигает наибольшего значения, 
равного а , на границе у =  1. При остальных а функция \F'(y, а)| достигает 
наибольшего значения в промежутке у £ (0,1).

Область min /  > 0 на плоскости параметров (а,е), изображена на рис. 7.4. 
Граница определяется уравнением m in/ =  Ф(е,а) =  0 и представляет собой 
кусочно гладкую линию.

Для сравнения приведем асимптотические формулы отображения, получен
ные по методу производящих функций, в том же приближении, что и (7.2.13). 
Отображение будет определяться по (6.5.8) с функцией S(ZQ), Y) =  Ф(Л^, Г), где 
функция Ф та же, что и в (7.2.13). Условие применимости отображения таково:

min(l +  Ф*0к) =  1 +  67Г£2 min(Ff{Y, a)) sin/fo) =  1-

—б7гв2 max \F'(Y, а)| > 0

При а 6 (—оо, —0.5) U 0/8 , оо) получаем б7Г£2|а | <1. Граница области, опреде
ляемая по методу производящих функций, приведена на рис. 7.4 штриховой 
линией. Она также вычисляется аналитически, представляет собой кусочно
гладкую линию и расположена значительно ниже границы области существо
вания параметрического отображения min/  = 0.



0,25 < S/ S q < 0,5 0,5 < S/ S0 <  0,75 0,75 <  S/ S0

Рис. 7.4. Плоскость параметров а, е

До хаотического режима (е < £о(а), £о(а) — критическое значение пара
метра е) фазовые портреты ТПП легко исследуются с помощью усредненного 
гамильтониана

Н =  3 £2F(Y,а)(1 -  cos X) +  0 (е3) , 

вычисленному по (6.5.1) и (7.2.13).
ТПП лежат на инвариантных кривых F(Y, а)(1 — cos^f) =  const. Фазовые 

портреты точек последования Пуанкаре имеют пять топологически различных 
структур, изображенных на рис. 7.5.

Структура 1 (см. рис. 7.5) при а Е (-оо, -1) — движение против часовой 
стрелки по замкнутым траекториям с одной неподвижной точкой.

Структура 2 при а 6 (—1,0) — две области движений, разделенных сепа
ратрисой у = 3/4 — \/1 — 8а/4, обозначенной на рис. 7.5 штриховой линией. 
В верхней области — движение против часовой стрелки по траекториям с од
ной неподвижной точкой. В нижней области — движение по часовой стрелке по 
траекториям с одной неподвижной точкой.

Структура 3 при а  Е (0,1/8) — три области движений, разделенных дву
мя сепаратрисами у = 3/4 ±  \/1 -  8а/4, обозначенных на рис. 7.5 штриховыми



а в  (—1; 0) а в  (0; 1/8)

Рис. 7.5. Топологические структуры фазовых портретов

линиями. В верхней и нижней областях — движение по часовой стрелке по тра
екториям с одной неподвижной точкой в каждой области. В средней области — 
движение против часовой стрелки по траекториям с одной неподвижной точкой.

Структура 4 при а  € (1/8; 0,205) — движение в трех областях, разделенных 
сепаратрисами. Это единственный случай, в котором есть неподвижная точка 
гиперболического типа, соответствующая неустойчивой периодической траек
тории. Все остальные неподвижные точки в этом и других случаях соответст
вуют устойчивым периодическим траекториям.

Структура 5 при а  е (0,205; оо) — движение по часовой стрелке по замкну
тым траекториям с одной неподвижной точкой.

При е < £о(а) ТПП, найденные путем непосредственного решения уравне
ний Гамильтона с гамильтонианом (7.2.8), движутся по траекториям, тополо
гия которых соответствует одной из пяти перечисленных выше структур. Тип 
структуры определяется интервалом, в каком находится параметр а.

При превышении критического значения параметра е ТПП с одним и тем 
же начальным положением может заполнить некоторую область площади 5/. 
Совокупность этих областей будем называть областью хаотического движения. 
Область хаотического движения имеет площадь S =  5/. Мерой хаоса усло
вимся считать отношение а =  S/So, где So ~~ площадь всей области движения.

На рис. 7.4 в области двух параметров е, а изображены области хаотическо
го движения с различными мерами хаоса. Область 1 с мерой хаоса в интервале 
(1/4,1/2), область 2 с мерой хаоса в интервале (1/2,3/4), область 3 с мерой



£ =  0,7; а = 0 ,1

Рис. 7.6. ТПП. R-K — численный расчет, Р — параметрический метод

хаоса более 3/4 и наконец чистый фон 4 соответствует области с мерой хаоса 
менее 1/4.

Расчеты ТПП методом отображений (Р) с функцией (7.2.13) в области су
ществования отображения /  > 0 неотличимы от расчета уравнений Гамильтона 
методом Рунге-Кутта (R-K). Примеры расчетов показаны на рис. 7.6-7.8 при 
разных значениях е,а. Начальные положения точек обозначены крестиками. 
Точками показаны их положения в течение 500 периодов.

На рис. 7.6 представлены расчеты положения ТПП до перехода к хаосу. 
Топологическая структура ТПП на верхней части рис. 7.6 соответствует топо
логической структуре 4 (а 6 (1/8,0,205)) рис. 7.5 и на нижней части рис. 7.6 
— структуре 3 (а 6 (0,1/8)) рис. 7.5. В нижней части рис. 7.6 штриховыми 
линиями обозначены сепаратрисы ? =  3/4 ±  >/1 — 8а/4. Пример расчетов при



£ =  0,255; а  =  1,5

Рис. 7.7. ТПП. R-K — численный расчет, Р — параметрический метод

переходе к хаосу показан на рис. 7.7. Все обозначения такие же, как на рис. 7.6. 
Топологическая структура точек Пуанкаре соответствует случаю а > 0,205.

Обе фигуры демонстрируют хорошее согласие расчета по параметрическо
му методу и непосредственного численного расчета исходных дифференциаль
ных уравнений, тогда как асимптотические формулы по методу производящих 
функций при этих значениях параметров а  и £ выходят за пределы области 
применимости. На рис. 7.8 представлены численные расчеты ТПП, когда мера 
хаоса превышает 3/4. Эта область параметров лежит вне области применимос
ти отображения с функцией (7.2.13). При этих значениях параметров следует 
пользоваться параметрическим отображением в следующем приближении. Тог
да как методом производящих функций получить отображение в этой области 
параметров невозможно ни в каком приближении, так как в окрестности не
подвижной точки в этом случае ТПП совершают полный оборот менее чем за 
четыре раза.

Рассмотренный пример показывает возможность аналитического описания 
перехода к хаосу в достаточно сложных гидродинамических системах. Пара
метрический метод построения отображения Пуанкаре оказывается особенно 
полезным в задачах со многими параметрами. Вычисленные таким способом



е =  0,4

Рис. 7.8. ТПП. Хаотические режимы. Численный расчет

отображения имеют допустимую точность даже в том диапазоне параметров, 
когда классическим методом отображение Пуанкаре получить принципиально 
невозможно.

7.3. Перемешивание вязкой жидкости меяеду двумя 
эксцентрично вращающимися круговыми цилиндрами

7.3.1. Краткий обзор результатов

Задача о течении вязкой жидкости между двумя вращающимися круговыми 
цилиндрами имеет важные приложения. Сюда относится описание движения 
жидких смазочных масел в зазоре между вращающимся валом и подушкой под
шипника. Эта проблема широко освещена в учебной [40, 46, 15] и специальной 
литературе [25, 84, 87]. Другое направление связано с вопросами теории гид
родинамической устойчивости, начало которой положено исследованиями Дж. 
Тейлора (Taylor G.I. 1923) (см. [9, 40, 43,45]).

1. Течение Куэтта-Тейлора. Простейшее решение получается в случае 
осесимметричного вращения цилиндров с постоянными угловыми скоростями. 
Для вязкой жидкости решение изучено Н.П. Петровым в 1883 г. [75] с при
ложением к теории трения в подшипниках. Исследование Н.П. Петрова было 
опубликовано на 3 года раньше работы О. Рейнольдса (Reinolds О., 1886) [104], 
на которую обычно ссылаются как на пионерскую работу по теории гидроди
намической смазки.

Для вязкопластической среды решение получено Рейнером и Ривлиным в 
1927г. [78] и приведено в разд. 3.3.4.



2. Эксцентричное установившееся течение. Когда внутренний круговой 
цилиндр равномерно вращается около своего центра Оь смещенного относи
тельно центра Ог внешнего цилиндра, в среде, помещенной между двумя ци
линдрами, возникает стационарное течение. В этом случае частицы среды дви
жутся по линиям тока Н(Х , Y) =  const, где Н — функция тока. Линии тока не 
зависят от времени. Пример картины линий тока см. на рис. 6.1.

3. Решение задачи стационарного эксцентричного вращения для вяз
кой жидкости. Н.Е. Жуковский впервые рассмотрел задачу течения вязкой 
жидкости между двумя эксцентрично расположенными круговыми цилиндра
ми и вращающимися около своих неподвижных осей ([27], с. 121-132; впервые 
опубликовано в Сообщениях математического общества при Харьковском уни
верситете, 1887). При малых числах Рейнольдса им получено бигармоническое 
уравнение и найдено его точное решение. Зоммерфельд (Sommerfeld А., 1904) 
дал упрощенное решение задачи течения вязкой жидкости в приближении тон
кого слоя между двумя цилиндрами. Ввиду своей простоты и высокой точности 
приближение, найденное Зоммерфельдом, часто используется в гидродинами
ческой теории смазки. Его решение приведено также во многих монографиях 
(см., например, [40]). Почти сразу после выхода публикации Зоммерфельда в 
статье 1906 г. Н.Е. Жуковский и С.А. Чаплыгин провели сопоставление при
ближенного решения Зоммерфельда со своим точным решением, записанным в 
биполярных координатах ([27], с. 133-151). Значительно позднее Баллай и Рив- 
лин (Ballal B.Y., Rivlin R.S. Arch. rat. Mech. Anal. 1976, 237-294) без ссылок 
привели точное выражение Жуковского и Чаплыгина для функции тока. На эту 
работу обычно ссылаются в зарубежной литературе без упоминания пионерских 
работ Н.П. Петрова, Н.Е. Жуковского и С.А. Чаплыгина.

4. Перемешивание при эксцентричном вращении. При вращении ци
линдров с постоянными угловыми скоростями (в условиях задачи Жуковского 
и Чаплыгина) перемешивания не будет. Задача о движении частиц среды в этом 
случае представляет собой интегрируемую автономную гамильтонову систему. 
Если же круговые цилиндры вращаются с переменными, зависящими от време
ни скоростями, то система становится неинтегрируемой. В работе [99] рассмат
ривается медленное изменение угловой скорости типа u{t) =  u>q +  и>\ cos(euot)y 
е <£. 1. Изучаются точки последования Пуанкаре через период 2тг/(еи>о) в ади
абатическом приближении. Характерное время хаотизации много больше этого 
периода. Поскольку цилиндры вращаются около своих осей, то область течения 
со временем не меняется.

5. Центр вращения не совпадает с центрами ни одного из цилиндров.
Пусть центр вращения не совпадает ни с центром внутреннего цилиндра Оь 
ни с центром внешнего цилиндра О2. Тогда область между цилиндрами будет 
меняться со временем. Задача о движении частиц среды помещенной между ци



линдрами будет нестационарной даже при постоянной угловой скорости цилин
дров. Этим данная постановка существенно отличается от предыдущих. Задача 
движения частиц вязкой жидкости, расположенной между цилиндрами, при та
ком вращении изучалась в работах [70, 73]. Хаотизация продемонстрирована на 
непосредственных численных решениях уравнений Гамильтона. Замечено, что 
площадь хаотизации достигает наибольшего значения при безразмерном значе
нии эксцентриситета, равного 0,5.

Также построено отображение Пуанкаре параметрическим методом с точ
ностью до куба эксцентриситета. Показана высокая точность полученного ана
литически отображения. Оно дает фазовые портреты ТПП, практически не от
личающиеся от численных вплоть до максимальной хаотизации движения час
тиц. Функция тока (гамильтониан Н) имеет временной период, равный периоду 
обращения внутреннего цилиндра 27г/щ, т. е. в е раз меньше, чем период га
мильтониана в работе [99]. Соответственно и время хаотизации будет меньше.

Перейдем к изложению результатов этих работ.

7.3.2. Вращение внутреннего цилиндра около центра, 
не совпадающего с центрами цилиндров

1. Кинематика движения круговых цилиндров. Рассматривается дви
жение кругового цилиндра, расположенного внутри другого кругового непо
движного кругового цилиндра. Оси обоих цилиндров направлены по вертика
ли. На рис. 7.9 изображено поперечное сечение цилиндров, представляющее 
собой область между двумя окружностями. Внешний круг и его центр О% не
подвижны. Внутренний круг вращается с угловой скоростью 2и  так, что центр 
внутренней окружности 0 \ описывает окружность с неподвижным центром О 
и радиусом е/2.

Угол O1OO2 меняется со временем по закону ZO1OO2 =  2аЛ. Из прямоуголь
ного треугольника 0^0 \Р следует, что расстояние между центрами меняется по 
гармоническому закону 0\0<i =  esino^ (см. рис. 7.9 в правом верхнем углу).

Линия центров (ось х) перпендикулярна катету 0\Р и вращается с угловой 
скоростью и>. Если рассматривать движение цилиндров в системе координат с 
неподвижной линией центров (см. рис. 7.9 в левом верхнем углу), то внутрен
ний цилиндр будет вращаться с угловой скоростью и , а центр его колеблется 
по закону х =  O1O2 =  esinatf. Внешний цилиндр в этой системе коорди
нат будет вращаться в противоположную внутреннему цилиндру сторону со 
скоростью —и.

Пусть радиус внутреннего круга равен /?, а радиус внешнего — R -f 1. Вы
числим расстояние АВ между двумя окружностями, при большом значении R.



Рис. 7.9. Схема вращения цилиндров

Для этого применим теорему косинусов к треугольнику OjCVl 

(0]02)2 +  (0*4)2 -  2 0 ,0 2 • 0*4 • cos <р =  (О,Л)2

Подставляя 0\02 =  esinutf, О1Л =  /?, О2Л =  /? +  1 — ЛВ, получим уравнение 
относительно ЛВ

б:2sin2tut Ч- (/? + 1  — АВ)2 -  2es\nujt(R + 1 -  ЛВ) cos</> = /?2 =*>

2Я(1 -  ЛВ -  esin tjf cos</?) +  0(1) =  О 

откуда найдем

Л В =  1 -  esinutcosip+ 0(l/R). (7.3.1)

2. Функция тока. Перейдем к решению задачи о течении вязкой несжи
маемой жидкости в слое между двумя цилиндрами. В нашем случае задача 
существенно нестационарна за счет изменения области течения со временем. 
Частота изменения области течения совпадает с частотой вращения цилиндров. 
Функция тока (гамильтониан Н) имеет временной период равный периоду об
ращения внутреннего цилиндра 2тт/и>, т. е. в е раз меньше, чем период гамиль
тониана в работе [99]. Соответственно и время хаотизации будет меньше.

Будем использовать асимптотическое приближение R »  1 теории смазочно
го слоя. Такой подход описан в монографиях [[40], с. 534-542 и [46], с. 413-417].

Функцию тока ищем в виде зависимости /?//(/,</?, У), Y = R + 1 -  г, а 
компоненты скорости

Vip =  Rip =  RdH/dY , v y = Y = -дН/д<р, (7.3.2)



где г, ц> — полярные координаты с центром в точке О2. В переменных <р, Y об
ласть течения такова: р е  (0 ,2тг) Y е (0, Ymax)> где верхняя граница определя
ется уравнением (7.3.1):

Ymax — АВ =  1 — е sinut cos у>.

Уравнения движения жидкости при R »  1 имеют вид

цр  = п 9р _ , р \
dY ' Rdy ^д У 2 ‘

Отсюда следует, что давление р зависит только от угла <р. Подставляя вместо v9 
ее выражение через функцию тока, получим для нее уравнение

dp{<p) _
Мц> ^  дУ3’

На границах цилиндров выполняются условия прилипания

(7.3.3)

У =  О Н =  0, дН/дУ = -и , (7.3.4)

У =  Утах =
дн_
д<р

дУтах дУтах дН +  ш- = ш. (7.3.5)
dt ' ~ д<р ' дУ 

Кроме того, нужно потребовать однозначность функции давления р(0) =  р(2тг). 
В силу (7.3.3) это условие запишется так:

Краевая задача (7.3.3)-(7.3.6) решается так. Вводим функцию расхода 
Q(t, <р) = Н(t, ip, Утах). Тогда решение представляется в виде

Я =  Q(t, ip)(3Y2 -  2У3) +  а>Утах [-? (1  -  У)2 +  У2(-1  +  У)} ,

?  =  У/Утах.

В этом представлении функция тока удовлетворяет уравнению (7.3.3), краевым 
условиям (7.3.4) и второму условию (7.3.5). Подставляя в первое условие (7.3.5), 
получим уравнение сохранения массы в слое dQ/dip +  dYmax/dt — 0. Интегри
руя это уравнение, получим Q =  ewcoswfsinip +  c{t). Из условия однознач
ности давления найдем, что c(t) =  0. Таким образом, гамильтониан системы в 
приближении тонкого слоя имеет вид

У) =  wecosut sin<£>(3y2 -  2У3) +  ш(? -  У2)Ута,. (7.3.7)



7.3.3. Движение частиц вязкой жидкости в слое между 
эксцентрично вращающимися цилиндрами

1. Точки последования Пуанкаре. Численный расчет. Положения точек 
последования Пуанкаре (рп, Yn в моменты времени tn =  2пп/и  находятся из 
решения задачи Коши для уравнений Гамильтона (7.3.2)

В эти моменты времени оси 0\ и Ог внутреннего и внешнего цилиндров со
впадают, а в переменных </?, Y область течения — прямоугольник р е [0 ,2тт),

На рис. 7.10 изображены точки последования Пуанкаре (ТПП) при раз
личных значениях параметра е, найденные численным решением уравнений
(7.3.8) методом Рунге-Кутта. Точки выводятся в моменты времени tn =  2т/ш, 
п = 0 ,1 , . . . ,  500, при которых центры окружностей 0\ и О2 совпадают. Началь
ные точки обозначены жирными точками. Неподвижные точки обозначены кру
жочками. При е =  0 течение жидкости представляет собой простое сдвиговое 
течение Куэтта, точки движутся по прямым Y = const (в полярных коорди
натах это концентрические окружности). Уже при малых значениях е фазовая 
картина осложняется и виден переход к хаосу, который генерируется в точке 
<р = 7г, У =  1/2. Интересно, что наибольшая площадь хаотизации достигает
ся при е = 0,5. При £ > 0,5 с ростом £ в середине области течения растут 
две подобласти с инвариантными кривыми точек последования. Попадая в эти 
подобласти, точки последования из нее никогда не выйдут. Таким образом, наи
лучшее перемешивание достигается при £ =  0,5.

2. Приведение гамильтониана к стандартному виду. Для приведения 
гамильтониана (7.3.7) к стандартной форме сделаем две канонические замены. 
Используем аппарат производящих функций (см. 6.3.5).

Первая замена ip,Y —> q, р отображает область течения с криволиней
ными границами € [0,27т), Y е (0, Ymax) на прямоугольник q е [0 ,27т), 
р 6 (-1 /2 ,1 /2). Она имеет производящую функцию

(р = ЭН/dY, Y = -dH/d<p,

№  = vo. У( 0) = П>.
(7.3.8)

К 6(0,1).

о
По формуле (6.3.5) определяем аналитический вид замены

(7.3.9)



Рис. 7.10. ТПП между двумя вращающимися цилиндрами. Численный расчет



и гамильтониан в новых переменных

H(tt q> р) — 4- Н =  —up2 4- ей (р2 — - [sin ut cos <р -  2р cos ut sin <p],

где зависимость ip(t, p) определяется первым уравнением (7.3.9).
Вторая каноническая замена, приводящая систему к стандартному виду 

q>p -» qyp имеет производящую функцию S2{t}q,p) =  utp2 -  qp (см. пример 
5. в разд. 6.3.5). Аналитический вид замены и преобразованный гамильтониан 
таковы

q =  - d S ^ d p  =  q -  2put, p =  -d S ^ d q  =  p , (7.3.10)

p) = euF(tt iptp)t

F =  (p2 -  {) (sinutfcosp -  2pcosu;/sin<p).

Здесь <p как функция <7, p определяется неявно из уравнения 

ip -  е sinut sin ip = q — 2put.

Уравнения движения частицы в переменных ^,р

. _  дН _  (dF  2сut dF \  . ecj dF
4 дР ~ еш [dp  Ymax d<p)’ p ~  Ymax^

Из (7.3.12) можно найти частные производные 
dip/dt =  ( -2 ри 4- ей cos ut sin ip)/YmaXi 
dip/dq = l/YmaXi dip/dp =  —2ut/Ymax 

и полную производную
dip .dip . dip

'e ~ - m + q ' d j + p d f
Пользуясь полученными формулами для производных, можно записать уравне
ния движения частицы (7.3.13) в исходных переменных ip, Y

(7.3.11)

(7.3.12)

(7.3.13)

(7.3.14)

d<P _  п _  с _ £ _  
dut Р Ymax
dp
dut

р2 -  ^  ) cosutf sinp,

И )
(sin ut sin ip + 2p cos ut cos ip), (7.3.15)

" G + p )
Полученная система уравнений эквивалентна исходной (7.3.8). Отсюда можно 
численно найти ТПП и результат будет тождественен полученному выше.



3. Отображение Пуанкаре. Отображение Пуанкаре позволяет вычислять 
ТПП из рекуррентных соотношений. Запишем разложение гамильтониана
(7.3.11) по степеням е

Й(т, <7, р) =  ешН\ +  е2шН2 +  0 (£3),

=  (р2 ~  ?) (sinг cos(? -  2рт) -  2р costsin(? -  2рт)), ^

Н2 — — (р2 -  j )  [sin2 rsin 2(2(<7 — 2рт)) +  5 sin2rs in (2(<7 — 2pr))] ,

T  =  Lot

и применяя формулу (6.4.11), можно получить параметрическую функцию 
Ф(х,у) для отображения Пуанкаре с точностью до е3. Возвращаясь к исход
ным переменным <р, У с помощью преобразований (7.3.9,7.3.10) получим ото
бражение для ТПП ((ро, Уо) —► (<Рь Ц) в виде суперпозиции трех отображений

г Уо =  Ро +  1/2, <ро =  Qo +  2тг/70,

< (Qo,A>)->(Q i.A). (7.3.17)

kA =  У1 -  1/2, Qi =  <Pi +  2тгр!

Промежуточное отображение (Qo,Ро) —3► (Qi,Pi) находится в параметрическом 
виде с помощью (6.4.12)

(Qo = х' — ^Ф у f Qi =  х! +  ^Ф*,

1 р о = Р  +  5Ф*' \ p i = y - ^ x '

У(х',у) = е^\{х',у) + £2^ 2{х',у) + 0 (е3),
Ф1 (х',у) =  - 2 f(y) sinx', Щ(х',у) = u(y) +  v(y) cos(2^), 

f(y ) =  (У2 ~ \)ь\п2-ку,

«(р) =  7Г (Р2 -  \ f  ( |  ~  COS47I4/) -  р (р2 -  £) Sin47T2/,

v(y) =ir{y2 ~ \ f  ~ {У2 ~  | )  (p2 -  I )  t j t *.

(7.3.18)

(7.3.19)

Приведем вывод формул (7.3.18) и (7.3.19) более подробно. Для упрощения 
выкладок введем функцию

g(r, q,p) =  cos q -  cost cos(q -  2рт).

Тогда

(7.3.20)



Для первого приближения найдем

Ф|(<7>р) =  (Р2 -  \ )  g(2тг, <7,р) =  —2/(р) sin(Q),

/(р ) =  (р2 -  ?) sin 2яр, Q = q -  2тгр.
Для второго приближения

*2(9. р) =  * 2 l(9 .p )  +  *22(<7.р).

} 27Г

dr, V22(q,p) =  j H 2dT.

О
С помощью тождеств

2тт f т

*2!(9 .р ) =  - 5  / г ь /  
О I О

(7.3.21)

(7.3.22)

(g rq g p  ~  g rp g q )  +  2р — ЙГтвч).

g r q g p - g r p g q  =  - 2  sin <7 ̂  [r(cos т sin(<2)] +  2(cosrsin(Q))2

2тг

J ( g r q g p  -  g rp g q )  =  7T(1 -  2 COS 4тф) +  
0

2тг

J ( g r q g  ~  g r g q )  =  2?ф -  Sin 4*p 
0

находим интегралы в (7.3.22) и функцию Ф для отображения Пуанкаре 

Ф(<7 ,р) =  e*i(Q . Р) +  £2Ф2(С?.Р) +  0 (е3),

Фг(С.р) =  «(р) +  Ф )  cos(2Q),

Ц(р) =  7Г (р2 -  { ) 2 ( |  -  COS 4яр) - р ( р 2 -  | )  Sin 47Гр,

»(P)=<r(P2 - J ) 2 - ( P 2 - } ) ( p 2 - l ) ^ .

которые позволяют вычислять координаты следующей точки последования Пу
анкаре <7i,pi по координатам предыдущей точки qo,po. Исходные координа
ты ТПП находятся по формулам <ро =  qo, <pi =  <7i -  47rpi. Это отображе
ние можно еще упростить, перейдя к новым переменным Qq = qo~ 27гро, 
Qi =  <71 — 27rpi, х' =  х — 2тту. В результате получим требуемое отображение 
Пуанкаре (<р0, Y0) - » (<рь У,) (7.3.17), (7.3.18), (7.3.19).



4. Отображение Пуанкаре за полупериод. Найденное отображение
(7.3.17)—(7.3.19) можно существенно уточнить, если представить отображение 
за период в виде двух отображений за полупериод. В моменты времени, кратные 
полупериоду, центры цилиндров также совпадают. Область (p,Y в эти моменты 
времени является также прямоугольником. Отображения строятся аналогично. 
Отображение (<ро, Уо) —* (<̂ 1/2» Y1/2) за первый полупериод имеет вид

Qo =  ^0 -  тгро, Ро = Уо ~ 1/2,

Г<Эо =  ^ - 5 фу fQl/2 =  * ' +  5 ^  (7.3.23)
\ а > =  У +  [Pi/2 = У ~  f

.Р]/2 =  Ql/2 ~  ^Р\/2> У\/2 = Р\/2 +  1/2,

а за второй полупериод отображение (<Pi/2. У1/2) 
параметрической функцией

IQl/2 = Р\/2 -  Лр\/2> Р\/2 =  0̂ -  1/2,

(0]/2 = Х -  $$!/ ( Q i = X + $  Фу

[pi/2 =  у +  \ p i = y -
<Pi = Q \ - m >  У1 — Pi + 1/2-

Функции Ф и Ф вычисляются так:

(ipi, У!) отличается только

(7.3.24)

Ф(х, у) =  еФ\(х, у) + е2Ф2(х, у) +  0 (е3),

Ф(х,у) =  -еФ\{х,у) + е2Ф2(х,у) +  0 (е3),

Ф](л:,г/) =  2(i/2 -  |)cos.*:cos(7n/),
(7.3.25)

Ф2(х,у) = “(У) + v(y) cos(2;c),

и(у) =  т(У 2 ~  | ) 2 +  |( i /2 -  ?)2 cos 2тгг/ +  у(у2 -  ±) s in 2т/, 

w(y) =  - f  (У2 -  l ) 2 -  (У2 -  i)(8y2 -  5 ) ^ .

Остаточный член найденных отображений имеет порядок (Те)3, где Т — 
временной интервал. Поэтому отображение за два полупериода имеет в четыре 
раза меньшую погрешность по сравнению с отображением за период. Отобра
жение за период применимо на интервале 0 < е < 0,45, а отображение за два 
полупериода применимо в большем диапазоне 0 < е < 0,59.

На рис. 7.11 приведены фазовые портреты ТПП при е =  0 ,2  и е =  0,4, 
найденные с помощью аналитического отображения Пуанкаре: слева за один 
период из решения алгебраических уравнений (7.3.17)-(7.3.19) и для сравнения



справа — за два полупериода из решения уравнений (7.3 Л 7)—(7.3.19). Последний 
фазовый портрет при е =  0,5  определен по (7.3.23)-(7.3.25), а отображение
(7.3.17)-(7.3.19) в этом случае не существует. Фазовые портреты справа лучше 
согласуются с точными расчетами на рис. 7.10.

II о to £ = 0,2

- ---- ------------—___

^-.г-з__£=
. TIT1. 7. -ГГ_ . --- ♦; Z

r l ^ ....;■
---------------—

£ =  0,4 £ = 0,4

'' а— ■ — '■ • rt,'U ‘ •• ■ '

O'--------------------------------------------1 о
7Г ip 2тг

е =  0,5

Рис. 7.11. ТПП между двумя вращающимися цилиндрами. Аналитическое отображе
ние Пуанкаре



5. Сравнение фазовых портретов. Сравнение рис. 7.11 с соответствую
щими фазовыми портретами на рис. 7.10 показывает не только их качественное 
совпадение, но и количественное. Так, положения неподвижных точек, обозна
ченных кружочками, практически совпадают. Эллиптические и гиперболичес
кие точки соответствуют друг другу. Области хаотизации точек и их упоря
доченного движения на соответствующих рисунках мало отличаются друг от 
друга. Таким образом, при е < 0 ,5 точность функций (7.3.19), (7.3.25) и по
лученных с помощью них параметрических отображений достаточны, чтобы 
определять фазовые траектории ТПП и описывать переход к хаосу.

6. Неподвижные точки отображения Пуанкаре. Фазовый портрет ТПП 
можно качественно описать, если найти неподвижные точки отображения и ис
следовать их устойчивость. Устойчивые неподвижные точки называют точками 
эллиптического типа. В ее окрестности ТПП лежат на замкнутых инвариантных 
кривых, близких к эллипсам. Это движение упорядоченное. Неустойчивые не
подвижные точки называют точками гиперболического типа. В ее окрестности 
расположение ТПП может быть хаотичным.

Основные неподвижные точки определяются из системы уравнений

Уо =  У ь  <£>о =  ч>\

Их можно найти аналитически с помощью отображения (7.3.17)-(7.3.19)

Ро = Pi =  У, Yq = Yi = 1/2 + у, ip0 = ipl=  х', (7.3.26)

3V =  - 2eco s*'(/(*/) +  2ev(y) sin*') =  0,

Фу — 4пу = е2{и'{у) + v'(y) cos2*') — 2ef'(y) sin*' — 4ny = 0. 

Система (7.3.27) эквивалентна двум системам уравнений

{cos х' =  0 ,

s2(u'{y) -  v’(y)) -  2 ef'(y) sin*' -4 п у  = 0,

(7.3.27)

(7.3.28)

f(y) + 2ev(y) sinx' =  0 ,

e2(u'(y) + v'(y) cos 2x') -  2ef'(y) sin x' -  4m/ =  0 .
(7.3.29)

Первая система (7.3.28) имеет два корня, которые можно получить с помощью 
асимптотических разложений по степеням у. Точки, соответствующие этим кор
ням, обозначим через М\И М2

(х' =  7г/ 2  , ( V  =  3 7 Г /2  ,
Ml < е =  4у + 104г/3 , М2 < е =  - 4 у -  104у3 , (7.3.30)

U  6 (о, о, 1), ( у е  ( - 0 , 1, 0).



система (7.3.29) при любом е имеет два следующих решения

(7.3.31)

и, кроме того, при е > 0, 587 решения определяемые асимптотическими разло
жениями е =  О,587 +  17,7у2 +  sin У = -4 ,5 4 у -  32,2уъ +  Однако 
при е > 0 , 5  найденное отображение неприменимо и поэтому последнее реше
ние рассматриваться не будет. Таким образом, решение (7.3.31) определяет еще 
две неподвижные точки Ms и М4. Их координаты tpt Y, как следует из (7.3.26) и
(7.3.31), таковы:

М$(<р =  0, Y = 1/ 2), М4(<р =  тг, Y =  1/2)

и не зависят от е. Найденные неподвижные точки соответствуют периодичес
ким решениям уравнений Гамильтона с периодом u t  =  27г. Существуют также 
серии неподвижных точек, соответствующих периоду 2ш. Эти точки определя
ются из уравнений фп =  7го +  2тгk,pn =  /?о> и их также можно находить анали
тически. Ограничимся рассмотрением устойчивости найденных неподвижных 
точек (7.3.30) и (7.3.31).

7. Устойчивость неподвижных точек. Зная отображения 
(Qo.Po) (Q1.P1) -> (<Р\,Р\) и (wbflo)->(Qo,flo) мы можем построить 
отображение ((ро,ро) —3► (<р\,р\) и вычислить его якобиеву матрицу. В окрест
ности неподвижной точки имеем 

[ dQ\ =  A\\dQo +  >4i2^po»

[dp\ = A2\dQo -\-A22dpQ ,

{dQo =  dipo -  2irdpo,

=  dQ\ — 27rdpi,

где коэффициенты Ац выражаются через вторые производные параметричес
кой функции Ф(х,у), определяемой по формуле (7.3.19). Из последней группы 
линейных соотношений найдем

{dip\ =  Audipn + ^ 12̂ Ро *
dp\ =  +  A22dpo, ^  3 32)

Лц =  Лп — 27гЛ21, Л12 =  Л12 ~  27г(Лц + Л 22) +  47Г̂ Л2Ь 
Л21 =  Л21, Л22 =  Л22 -  2тгА21 .

Первый инвариант отображения (7.3.32) таков:

/  =  А\[ +  Л22 =  А\\ +  Л22 — 4тгЛ21.



Коэффициенты матрицы выражаем через функцию Ф

I  =  2—j — + 4 т г^ р , /  =  1 +  ^ ( Ф ХХЩУ -  9%). (7.3.33)

Характеристическое уравнение т2 — Im + 1 =  0 при |/| ^  2 имеет комплексные 
корни, модуль которых равен единице. В этом случае неподвижные точки будут 
устойчивы (точки эллиптического типа). С учетом (7.3.33) условие устойчивос
ти будет иметь вид

-1  ^  7гФ ^/ =  2пef(y) sin а:' -  4ne2v(y) cos2x' ^  -  1,
. 0 (7.3.34)

J - \  = \ { 9 xx9 y y - 9 % ) .
Исследуем устойчивость неподвижных точек М\ и М2 (7.3.30). С 

помощью разложений v(y) =  — (3/32)тг +  ((3/ 8)7г +  (5/ 12)7г3)у2 + 
f(y) =  —(тг/2 )у + (2тг +  7г3/3  )у3 + условие (7.3.34) примет вид
—1 ^  —10(7гу)2. Отсюда находим, что при

0 ^  у ^  уо «  1/(7гл/Т0) «  0 , 1, е ^  го «  0,505

точка Mj(cp =  7г/ 2, Y = 1/2 +  е/4 +  0 (е3)) устойчива. Вторая, симметрично рас
положенная, неподвижная точка Мг(^ =  37г/ 2, Y = 1/2—ег/4+0(е3)) устойчива 
при тех же значениях параметра е. Эти неподвижные точки на численных экспе
риментах (рис. 7.10) обозначены кружочками. При е =  0,1; 0,2; 0,3; 0 ,4  точки 
имеют эллиптический тип. В их окрестности ТПП расположены на замкнутых 
инвариантных кривых. При е =  0 ,5  неподвижные точки М\ и М2 теряют устой
чивость, ТПП хаотично заполняют почти всю область течения.

Устойчивость неподвижных точек М3 и М4 (7.3.31) исследуется аналогично. 
Вычисляем вторые производные Ф в этих точках 

Ф « =  -4 e 2v(0) =  (3/8)тс2, 

фУУ =  еНи"(0) +  о"(0)) «  е2(|7Г +  ^тг3) =  60) g ^

Ф Ху =  2 е / ' (0 )  =  -етг ,

/  -  1 =  —2 ,467е2 +  17,9е4.

Подстановка в условие устойчивости дает—1 < 3.7е2 < —2.47е2+17.9е4. Отсю
да следует, что неподвижные точки Мз((р =  0, Y =  1/2) и =  тг, Y =  1/2) 
неустойчивы всегда при е < 0.587, т. е. являются точками гиперболического 
типа. Устойчивы точки при е > 0.587, однако это заключение принимать во 
внимание не надо, так как отображение (7.3Л 7)—(7.3.19) при е > 0 ,5  неприме
нимо.



8. Процесс перемешивания частиц жидкости. Для описания процесса 
перемешивания приведем решение следующей задачи. Рассмотрим малый пря
моугольник фазовой плоскости </?о ^  ^  +  а , ^  У ^  УЬ +  Ь, где а  и
b — стороны прямоугольника. Построим в этом прямоугольнике сетку, разбив 
каждую сторону на п  равных отрезков. В узлы сетки п х п  поместим начальные 
точки ТПП. Будем фотографировать эти точки через 1, 2, 3 , . .  К  периодов. При 
отсутствии хаоса эти точки будут располагаться в окрестности инвариантной 
кривой, проходящей через выбранный прямоугольник. Пример такого расчета 
при е  =  0 ,1  представлен на рис. 7.12. Левый верхний угол начального прямоу
гольника выбран в точке с координатами =  0 ,2  х 27т, Уо =  0 ,7 . Стороны пря
моугольника в 50 раз меньше сторон прямоугольной области течения жидкости, 
т. е. а  =  27г/5 0  и b  =  1/50. В малом прямоугольнике в узлах сетки 50 х 50 поме
щены 51x51 =  2601 точка. На первом рисунке (в верхнем левом углу) приведен 
прямоугольник, заполненный начальными точками и точками, в которых части
цы жидкости окажутся через период. Как видно, прямоугольник с точками через 
период преобразовался в вытянутый параллелограмм. Иначе говоря, отображе
нием Пуанкаре через период прямоугольника является параллелограмм. Через 
два периода точки переходят в еще более вытянутый параллелограмм, который 
является повторным отображением Пуанкаре параллелограмма на первом пе
риоде. Этот параллелограмм показан на втором рисунке справа. На следующих 
рисунках показаны отображения начальных точек через 3, 4, 5, 10, 20 и 200 
периодов. Эти значения приведены на рисунках. Как видно, точки равномер
но перемешались в узкой криволинейной полосе, толщина которой сравнима с 
размером начального прямоугольника. За пределы этой узкой полосы частицы 
жидкости никогда не проникнут. Этот режим не является хаотическим.

Следующий расчет при е  =  0 ,5  представлен на рис. рис. 7.13 и демонст
рирует хорошее перемешивание частиц жидкости. Точки из расположенного в 
том же месте прямоугольника через 10 периодов равномерно распределяются 
по достаточно широкой области, сравнимой по площади со всей областью тече
ния жидкости. Область перемешивания соответствует фазовому портрету ТПП 
при е  =  0 ,5  (см. рис. 7.10).

Расчеты показанные на рис. 7.12 и рис. 7.13 выполнены с помощью пара
метрического отображения, что примерно в 100 раз сокращает время расчетов 
без существенной потери точности.



t = T t = 2T

t = 4T

Рис. 7.12. Перемешивание частиц жидкости между двумя вращающимися цилиндрами 
при € =  0 ,1



t = T t = 2T

t = \OT

рис. 7.13. Перемешивание частиц жидкости между двумя вращающимися цилиндрами 
ПРИ £ =  0 ,5



9. Выводы. Численный эксперимент находится в согласии с полученными 
теоретическими выводами. Неподвижные точки M s  и М ^  обозначенные на рис. 
7.10 кружочками, являются точками гиперболического типа. При малых е хаос 
появляется в малых окрестностях этих точек. Области хаотизации возрастают с 
увеличением £. При е  «  0 ,5  площадь хаотизации максимальна. В этом случае 
все неподвижные точки М\, М2, Ms, М 4 — неустойчивы.

ТПП расположены на инвариантных кривых (см. рис. 7.10) и ха
оса нет. Отображение Пуанкаре за период имеет четыре неподвиж
ные точки (см. рис. 7.10): две эллиптические M\(ip = ir/2t Y =  1 /2 +  £/4), 
M^itp — 37г/ 2, Y =  1/2 — в/4) при е < 0.5 и две гиперболические
Ms(ip =  0, Y =  1/2), М 4 ((р =  7г, Y =  1/2) при любых £. В окрестности гипер
болических точек начинает наблюдаться динамический хаос при £ > 0 , 2 .  Пло
щадь области хаотизации ТПП увеличивается с ростом е до значения £ « 0 , 5 .  
При £ =  £q «  0 , 5  точки М \ и М 2 становятся гиперболическими на коротком ин
тервале Д£. В этот момент площадь хаотизации максимальна. При е > £о +  Д£ 
точки М \ и М 2 становятся опять эллиптическими. В их окрестности движение 
упорядоченное, а площадь хаотизации соответственно уменьшается.

Аппарат параметрических отображений Пуанкаре позволяет эффективно 
вычислять неподвижные точки, исследовать их устойчивость и описывать пе
реход к хаосу. Фазовые портреты ТПП, полученные с помощью аналитическо
го отображения Пуанкаре, хорошо согласуются с численными экспериментами 
(см. рис. 7.11).

Рассмотренный пример представляет собой математическую модель миксе
ра для перемешивания сред с большой вязкостью. Наилучшее перемешивание 
достигается при £ « 0 , 5 .

Развитая теория параметрических отображений Пуанкаре представляет со
бой конструктивный математический аппарат для описания перехода к динами
ческому хаосу в гидродинамических системах подобного типа, что и показывает 
приведенный пример.
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Глава 8

МОДЕЛИ ИЗОТРОПНЫХ 
УПРУГО-ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ СРЕД

Для реш ения задачи М СС, описывающ ей некоторый физический процесс, 
обычно необходимо выполнить три этапа:

а) как и в лю бой ф еноменологической теории выписать постулаты , являю
щиеся законами изменения или сохранения основны х динам ических величин;

б) выбрать те или иные определяю щ ие соотнош ения среды , тем  самы м за
мкнув систем у уравнений в области тела, а также сформулировать граничные и 
начальные условия;

в) аналитико-численно решить следую щ ую  из п. п. а) и б) математическую  
начально-краевую задачу.

Пункты а) и б) этой условной схемы, цель которых поставить адекватную  
физическому явлению математическую проблему, призван реализовать меха
ник. Н аиболее ответственный здесь  этап — правильный вы бор м одел и  среды  
или определяю щ их соотнош ений, не слишком услож няю щ ий математическую  
задачу (иначе её  невозмож но будет реш ить), но и не упрощ аю щ ий её  д о  такой 
степени, что суть явления окажется выхолощ енной.

В самом общ ем  смы сле определяю щ ие соотнош ения данной  среды  описы
вают связь «процесса» и «реакции» или «отклика на п роц есс»  [89 , 93] в этой  
среде. М ожно также сказать, что они связывают основны е термодинамические  
величины с производными, причём последние являются потоками основны х  
[166 , 171].

В английском переводе сочетание «определяю щ ие соотнош ения» звучит д о 
словно — «constitutive relations» либо, если речь идёт о терм одинам ических ве
личинах, «constitutive law s». По-видимому, более точным обратны м переводом  
бы ло бы «устанавливающие соотнош ения» или даж е «конституционны е соот
нош ения». П оследнее сочетание мож но встретить в работах 5 0 -6 0 -х  годов. О д
нако термин «определяю щ ие соотнош ения» за последние полвека прочно усто
ялся. Теория определяю щ их соотнош ений, начавшаяся формироваться в связи 
с развитием теории пластичности и общ ей теории процессов [9 0 -9 2 , 2 0 0 , 297- 
2 9 9 , 317 ], в настоящее время с учётом связанности электро-, магнито-, термо- 
и механических полей [67, 100, 106, 147, 314], наличия внутренних парамет



ров, микроструктуры и повреждаемости материала [31, 68, 167, 286], физико
химического взаимодействия и взаимодиффузии компонентов (если тело — ком
позит) [166, 169, 170, 172], фрактальности геометрических границ [168, 205, 
233], а также использования дробного интегро-дифференциального исчисления 
[185, 309, 326] представляет собой далеко не законченную и интенсивно разви
вающуюся часть МСС [52, 260].

8.1. Изотропные тензорные функции
Характерными объектами изучения в МСС являются тензоры чётного ранга, 

.обладающие симметрией относительно тех или иных преобразований прост
ранства. К их числу принадлежат, например, уже упоминавшиеся тензоры 
второго ранга: тензор напряжений Коши а = aijkikj, тензор деформаций 
€ = Eijk[kj, тензор скоростей деформаций v =  ity-A/fty, такие что

<7;/ = <7/t. е«/ =  £/;, vy =  Vji, (8.1.1)

и тензоры четвёртого ранга, являющиеся материальными функциями ли
бо константами определяющих соотношений: тензор модулей упругости 
С = Cijukikjkkki, тензор вязких модулей В =  Bijkikikjkhki такие, что

Сцы =  Cjiki =  Ckuj, Bijki = Bjiki =  Bkitj (8.1.2)

Каждый вид симметрии (8.1.1), (8.1.2) — следствие определённого физического 
закона. Из (8.1.2) следует, что Сщ = Сщ  и Вщ  =  Вщ.

8.1.1. Тензорный вид определяющих соотношений

Чаще всего определяющие соотношения записываются в виде 

а =  Ш .  (8-1.3)

где а и b — симметричные тензоры второго ранга, описывающие некоторые 
процессы в деформируемой сплошной среде, a F — тензор-функция.

Определение 8.1. Тензор-функция F называется изотропной, если она ин
вариантна относительно полной ортогональной группы в R3, т. е.

Q~l £ (6 )-g  = £ (g “'-fe-S) (8.1.4)
для любого ортогонального тензора Q [165].

Каждой изотропной тензор-функции F можно сопоставить некоторую ска
лярную функцию F(x) такую, что значения F на спектре b определяют а [189, 
196]. Разным аспектам теории изотропных тензор-функций, их представлениям 
в для различного вида материальной симметрии, а также представлению их 
инвариантов с использованием обобщённых символов Кронекера &Jxf2 ' fn посвя
щены работы последних десяти лет [270, 280, 307, 318, 323, 345, 346].



Наиболее общий вид в R3 нелинейной изотропной функции (8.1.3) 
следующий [165,317]

и =  Ло/,Н" A\h Н~ ̂ 2$?» (8.1.5)

где /  — как и ранее, единичный тензор второго ранга, а Л о, А\, A<i — скалярные 
функции трёх инвариантов 4 j, h b  4 з:

hi =  tr f t , / и  =  trft2 ^  0 ,  /*з =  У  tr£ 3 (8.1.6)

Выберем 1ь2 в качестве нормы ||й|| тензора Ь. Поскольку инварианты этого тен
зора являются симметричными комбинациями его собственных значений Аь Аг, 
Аз, то можно также считать, что Aq, А\у A<i — функции трёх любых независимых 
симметричных комбинаций из элементов (Аь Аг, Аз) [287].

8.1.2. Инварианты тензорных функций

Соответствующие (8.1.6) инварианты

Ia \ =  t r a , 1а2 =  л/ t r a 2 ^  0 ,  /дз =  tr a 3 (8 .1 .7)

согласно (8 .1 .5 ) выражаются через 1 ы , 4 2 , 4 з :

/д1 =  ЗЛо +  h\A\ +  /^Лг (8.1.8)

/а22 =  ЪА1 +  2/мЛ0Л, +  1 22(А2 +  2Л0Л2) +  2 /33Л И 2 +  (8.1.9)

/ 33 =  ЗЛ3 +  3/МЛ2Л, +  3 /22Л0(Л2 +  Л0Л2)+

+ /633Л,(Л2 +  6Л0Л2)+  (8.1.10)

+ 3 tr 64Л2(Л? +  Л0Л2) +  3 tr g A xA\ + t r&А\

Исходя из формулы Гамильтона—Келли

b3 = hib2 - J bb + A bL, (8.1.11)

где

h  =  \Vbi -  fa )  • At =  delb =  i ( / 63, -  3/M/ 22 +  2 /33) ,

инварианты tr£n (n =  4,5,6), входящие в (8.1.9), (8.1.10), выразим через hi> 
1ь2> hz  [63]:

'e t r i 4 = ih  -  W A + « ь А + з i}2 

{ з  1гё 5 *= lli -  У ь А  +  +

12tr46 = /,», -  3/.УЙ + 4/Д /|, -  9/.V&+
. + l2W & /&  +  3 /^  +  4/«3

(8.1.12)



С учётом (8.1.12) соотношения (8.1.8) -  (8.1.10) можно рассматривать как 
систему алгебраических уравнений относительно hi, 1Ь2,1ьз- Решая её, найдём

hi = h l(h l ,h 2,hz) , h i  =  hidal, I h z ) . hz = hzda\ , hit hz) (8.1.13) 

Таким образом, обратная к (8.1.5) тензор-функция имеет вид

b = BqI  + В\а + В 2£ , (8.1.14)

где скалярные функции Во, В\, В2 инвариантов Iai, hi, hz (8.1.7) находятся 
после подстановки (8.1.5) в (8.1.14):

' 1
Во = 77“И(И? + AqA2 +  2ImAqA[A2+

+  Ub\ ”  h)AoA\ -  2&ьА\А\ -  1ь[&ьА\]

В\ —  [2AqA2 +  А\ +  2IblA{A2 +  (Ib\ — ЛИг)

R A<1
f i2 = V

(8.1.15)

причём

Кь = —А\ — 2h\A\A2 — {I2i + Jb)A\A\ + (А* -  h\h)A\
В соотношениях (8.1.15) следует принять во внимание известную связь (8.1.13).

8.1.3. Потенциальные тензорные функции

Наличие скалярного потенциала W {hi,hi,hz) такого, что а = dW/db, на
кладывает три ограничения на функции Aq, А\, А2

ЭАо
д!ы

дА\ дАо _  ,2 дА2
=  hi~Ki , ^  = 1,d h \ ' dhz 1bZdl,b\

r _  ,2 ___
h2dhz b3dlbi

8A2 (8.1.16)

Пусть теперь тензоры а и Ь  являются девиаторами, т. е. Iai — 0 и hi = 0. 
Тогда с учётом (8.1.8) Aq =  -1 22А2/ 3 и общий вид нелинейной изотропной 
тензор-функции, связывающей два симметричных девиатора, таков [153, 155, 
209]

& L) (8.1.17)а =  М О , h i, hz)b +  А2(0, hi, hz) (b2 -  |

Вместо (8.1.9), (8.1.10) имеем

I 2ai =  l 2b2A\ +  2 11ъА,А2 +  {-1'Ь2А\ (8.1.18)

âZ — №  +  ~  36^2^2 +  (8.1.19)

Соотношения (8.1.18), (8.1.19) являются системой двух алгебраических уравне



ний относительно 1ь2, hz- Зная функции А\, А2 и решая эту систему, найдём 
аналогично (8.1.13)

1ь2 =  IЬ2 (Ja2» 4з) . ^3 =  4з(̂ а2» ̂ аз) (8.1.20)

Обратная к (8.1.17) тензор-функция записывается в форме

Ь =  5,(0, /а2) /а3)й +  В2(о, /а2, /аз) (й* -

причём функции 5, и Б2 определяются из (8.1.15) (Bq =  —/ |25 2/ 3): 

- 6 A \+ ll2A\ d 6Л2
5 i = . В2 =

(8.1.21)

-6 ^3  +  3/й22Л,Л2 +  2/З3ЛЗ ’ - 6ЛЗ +  3/22Л,Л2 +  2/33Л |

Первые два условия потенциальности а (8.1.16) преобразуются к виду
ал, 9Л2 _ з ал2 з ал2 _

3з / м + , и а й + М 2 ~ 0,  3 ,мв / м + / и д а « - 0 '

(8.1.22)

(8.1.23)

а третье остаётся без изменений. В соотношения (8.1.23) входят частные произ
водные по 1ьи которые взяты при 1ы =  0. Эти частные производные не обязаны 
быть равными нулю.

8.2. Нелинейные упруго-вязкопластические модели
В теории определяющих соотношений нет чёткого деления сред на «твёр

дые тела», «жидкости» и «газы», как это делается, например, в физике на ос
новании аморфного состояния вещества. Если используется лагранжев подход 
и кинематика деформирования описывается вектором перемещения и тензором 
деформаций, то говорят о твёрдом теле. Если же используется эйлеров подход и 
кинематика характеризуется вектором скорости и тензором скоростей деформа
ций, то речь идёт о жидкости или газе. Последние же различаются между собой 
только тем, что в жидкости сжимаемостью можно пренебречь [166].

8.2.1. Материальные функции определяющих соотношений

Тензорные (векторные) определяющие соотношения в МСС имеют вид по
добный (8.1.5), (8.1.14), а для несжимаемых жидкостей — (8.1.17), (8.1.21). В по
следнем случае а и Ь имеют смысл девиатора напряжений s и тензора скоростей 
деформаций у, совпадающего со своим девиатором в силу несжимаемости.

Определение 8.2. Инварианты 1а2 и 1ь2 называются интенсивностями на
пряжений аИ =  ||sj| и скоростей деформаций ии =  ||п||, а Iaz — hz и hz  =  Ая — 
кубическими инвариантами напряжений и скоростей деформаций.



Определение 8.3. Функции A\(09vHlIvz), ^4г(0, t;H, /^з) и связанные с ними 
соотношениями (8.1.22) fii(0, сги, / 5з), ^ ( 0 ,  <7и,/$з) носят название материаль
ных функций определяющих соотношений (8.1.17), (8.1.21).

Определение 8.4. Связи (8.1.18) и (8.1.19) инвариантов тензоров s и о, за
писываемые в виде

"I -  ч1А\ + 2/;sA,A, + (8.2.1)

4  -  '„V l +  +  j/„634 , (8.2.2)

носят название скалярных определяющих соотношений среды.

8.2.2. Представление материальных функций 
в виде кратных степенных рядов

Наложим следующее физически естественное требование на материальные 
функции А\, А2: они должны быть такими, чтобы из (8.2.1) следовало

НИИ < оо  = »  ||£|| <оо (8.2.3)

С учётом (8.2.3) А\ можно представить в виде ряда
ОО

Л|(0, vH, Iv3) =  ^ 2  °п (Ъ зК , (8.2.4)
П= — I

Тогда третье условие потенциальности (8.1.16) даёт выражение для А2:

А2(0, ц„, /и3) - i f ;  + /(/«*), (8.2.5)

гДе /(Л,з) — произвольная функция, которую без ограничения общности поло
жим равной нулю. Общее представление материальных функций в форме крат
ных степенных рядов по инвариантам содержится в монографии [179]. В [283] 
также идёт речь об потенциале изотропной тензор-функции как полиноме от 
инвариантов аргумента этой функции.

Подставляя ряды (8.2.4), (8.2.5) в (8.2.1), получим

+2/„3f £ f S s f e ' C' V

п+2ии

2 (8.2 .6)



Выясним характер зависимости коэффициентов ап (п ^  — 1) от Рас
смотрим кинематический процесс двумерного растяжения—сжатия пространст
ва R3, для которого скорости деформации в главных осях имеют вид 
vaQ =  — vpp = с 0, Пуу =  0, а инвариатны v„ и /Уз равны у/2 \с\ и нулю со
ответственно. Так как 0 < vn < оо, то согласно требованию (8.2.3) сги < оо и, 
следовательно, в выражении (8.2.6) все слагаемые должны быть конечны. Но 
третье слагаемое будет конечным, если

lim
/«з-о

a'ndv з) 
/ 2 <  ОО, п ^  - 1, (8.2.7)

т. е. либо ап вообще не зависит от Iv3, либо an(Iv3) =  0 (1^ е) (е >  0) по базе 
/Уз —* 0.

Устремим теперь в скалярном определяющем соотношении (8.2.6) ии> а тем 
самым и Iv3 к нулю. Нетрудно показать [47], что vH ^  v^6 |/„з| или ^  3\/б | Ду|, 
причём равенство реализуется в случае vQOc =  — 2vpp =  —2 ^ .  Поэтому два 
последних слагаемых в (8.2.6) стремятся к нулю при ии —> 0, предел же первого 
слагаемого зависит от коэффициента a^\(Iv̂ ).

8.2.3. Классификация несжимаемых 
сплошных сред (жидкостей)

Определение 8.5 (терминология). Общепринята следующая классифика
ция несжимаемых сплошных сред (жидкостей):

а) если a_i постоянно и равно <т5, то \imaH =  crs и среда называется вязко
пластической с пределом текучести crs;

б) если a_i =  0 или а_ i =  0 ( 7 ^ ) ,  то Нтсги =  0 и среда называется вязкой;
в) если ни один из коэффициентов ап не зависит от Iv3, то среда называется 

тензорно линейной или квазилинейной, для неё Ач =  0 и 5 =  A\{Vu)xy, при этом, 
если а_ 1 =  as, а0 =  2/х, ап = 0 (п ^  1), то имеем среду Бингама—Ильюшина с 
динамической вязкостью \х и пределом текучести a s; если же ао =  2 ц, ап =  О 
(я =  — 1, 1, 2,3 , . . . ) ,  то имеем ньютоновскую жидкость с вязкостью /л;

г) если хотя бы один из коэффициентов ап зависит от Iv3, то среда называ
ется тензорно нелинейной.

Из всех перечисленных видов сред физически линейной (или линейной и в 
тензорном и в скалярном смыслах) является лишь ньютоновская жидкость, для 
которой 5 =  2fiv. Обратные определяющие соотношения, связывающие тензоры 
v и £, следуют из (8.1.21), (8.1.22), куда надо подставить выражения материаль
ных функций в виде рядов (8*2.4), (8.2.5).



8.2.4. Тензорно нелинейные упругие среды

Обратимся вновь к тензор-функции (8.1.5) и обратной к ней функции
(8.1.14) и рассмотрим в качестве а тензор напряжений Коши а =  aijkjkj, а в 
качестве Ь тензор малых деформаций е =  Тогда соотношения

£ = С0/  +  С\£ +  Сге^ (8.2.8)

е = А)/. +  А г  +  02£2 (8.2.9)

являются определяющими соотношениями изотропной тензорно нелинейной 
упругой среды [63, 132, 248, 252]. Кристаллическая структура твёрдых, в част
ности, упругих тел такова, что в отличие от жидкостей эффектом сжимаемости 
пренебречь нельзя. Поэтому (8.2.8), (8.2.9) связывают между собой не девиато- 
ры, а сами тензоры £ и е.

Материальные функции Со, С\ и C<i определяющих соотношений (8.2.8) 
зависят от инвариантов тензора е, в качестве которых обычно выбираются

дилатация в =  1£\, интенсивность деформаций еи =  -  /^ /З  — ^2 — ||g||,
где е = е -  0 //3  — девиатор тензора деформаций, и кубический инвари
ант 1£з. Материальные функции Dq, А  и А  определяющих соотношений
(8.2.9) зависят от инвариантов тензора а, в качестве которых выберем сред
нее гидростатическое напряжение а =  1а\/Ъ, интенсивность напряжений

<7И = Ф 'л  -  ' .V 3 =  h 2 =  ||s||, о которой уже шла речь в определении 8.2, и 
кубический инвариант 1„з, вычисляемый согласно (8.1.6).

Тогда условия потенциальности (8.1.16) тензор-функций (8.2.8), (8.2.9) име
ют вид

(8.2.10)

(8.2.11)

Тензорная линейность или квазилинейность упругой среды имеет место, ес- 
ли Сч, — 0 и А  =  0. Эти требования равносильны в силу третьего равенства 
системы (8.1.15). Тогда материальные функции Со и Ci не зависят от /£з и свя
заны первым равенством (8.2.10), а £>о и D\ не зависят от 1аз и связаны первым 
равенством (8.2.11). Случай тензорной линейности носит также название соос
ности тензоров напряжений и деформаций. В [139, 140] показано, что в этом 
случае в главных осях напряжения выражаются через деформации и обратно с 
помощью линейных соотношений, коэффициенты которых суть функции сме-



Рис. 8.1. Последовательное соедине
ние упругого и вязкопластического эле
ментов (аналог тела Максвелла)

Рис. 8.2. Параллельное соединение 
упругого и вязкопластического элемен
тов (аналог тела Фойгта)

шанных инвариантов [155], а именно, обобщённых модулей объёмного сжатия 
и сдвига и фазы подобия девиаторов.

Физическая линейность (как и ранее, это линейность и в тензорном и в 
скалярном смыслах или операторная линейность) означает, что

Со(0, с„) =  А0 , с„) =  2р , (8.2.12)

где А и ц — постоянные Ламе упругого материала. Аналогично
Q 1 -

с и) =  — ’ D^ a’ -  ~]Г~ • (8.2.13)

где Е — модуль Юнга, v — коэффициент Пуассона. Постоянные Ламе Л, ц  вза
имосвязаны с техническими постоянными Е, и (эту связь можно установить и 
из общих формул (8.1.15)):

. Ev Е ц{Ъ\ + 2ц) А
“  "(1 +  i/)(l -  2и) ' ^  _  2(1 +  и) ’ А +  м ’ 2(А +  /х)

В [271, 322] утверждение о том, что изотропный тензор четвёртого ранга 
со всеми классическими видами симметрии (8.1.2) имеет две независимые кон
станты А и р естественно обобщается на случай n-мерного пространства.

8.2.5. Тензорно нелинейные упруго-вязкопластические среды

Будем помечать верхними индексами «vp» и «е» параметры вязкопластичес
кой и упругой сред, о которых шла речь в этом параграфе. Выпишем определя
ющие соотношения (8.1.17), (8.1.21), (8.2.8), (8.2.9) этих сред в координатах

^ р =  а % - + / Ц р + Л 2 (8.2.14)



q  = ^  =  в , Ц р - ^ < 5 1/)+

+в2 ({<% -  ovp8ik){avp -  c?vp5ki) -  № р)26^ (8-2Л5)

<7ец =  ОА/ +  С\£ец +  C2£eik£ekj (8.2.16)

4  =  A>fy +  Aof/ +  B>2aeik<jekj (8.2.17)

причём Aa = A a(0,v°p, I vvp), Ва = Ва(0 ,а У ,ф , Са =  Са(0е, 4,1%), 
Da = DQ(ae,a eK,I^3).

Разные комбинации вязкопластической (8.2.14) и упругой (8.2.16) моделей 
позволяют получить целый набор упруго-вязкопластических сред так же, как 
это делается в теории вязкоупругости на основе упругого и вязкого элементов 
(«пружины» и «поршня») [94]. Последовательное соединение (рис. 8.1), ана
лог которого в теории вязкоупругости называется телом Максвелла, описывают 
следующие структурные соотношения

v ( z vp, о е ) =  v vP ( a vP) +  Vе ( а е ) , а  =  а ир =  с? (8.2.18)

При таком соединении тело, будучи пластически несжимаемым, может быть 
упруго сжимаемым, т. е. величина ееи в (8.2.17), а следовательно, и могут 
быть отличны от нуля.

Параллельное соединение (рис. 8.2) или аналог тела Фойгта характеризуется 
структурными соотношениями

г(йор, Vе ) =  a vp( v vp) +  a e ( v e ) , v  =  v vp =  Vе (8.2.19)

Эти соотношения таковы, что trv?p =  trve =  0, т. е. тело как пластически так и 
упруго несжимаемо. Для физически линейной упругой среды при положитель
ном модуле Юнга Е это означет, что и =  1/2, Л =  оо и

С0 =  lim X0 = Cq , С ™ ,  =  А  =  (8-2.20)
0—>0 О ZC Zb

Рис. 8.3. Последовательное соедине- Рис. 8.4. Параллельное соединение п
ние аналогов тела Максвелла и тела аналогов тела Максвелла
Фойгта



причём Со — новая неизвестная функция.
Комбинации тел Максвелла и Фойгта — модели из трёх, четырёх и т. д. 

элементов (рис. 8.3, 8.4) — приводят к более сложным структурным связям тен
зоров а и v. Вязкоупругие аналоги таких струюур достаточно полно собраны в 
[183]. ~

Функции и в (8.2.18) и (8.2.19) представляют собой
тензор-функции двух формально независимых тензорных аргументов. Теория 
нелинейных анизотропных тензор-функций от нескольких аргументов приме
нительно к теории определяющих соотношений МСС существенно развита в 
[130, 131]. В [273] дано представление изотропной вектор-функции, зависящей 
от произвольного числа векторов, а также симметричных и антисимметричных 
тензоров второго ранга, через инварианты аргументов.

8.3. Совместное растяжение и сдвиг
Выберем для определённости модель (8.2.18), где упругий и вязкопласти

ческий элемент соединены последовательно (рис. 8.1). Определяющие соотно
шения для такой среды можно записать на основании (8.2.15), (8.2.17)

v ij =  (D o S ij +  D\<Jij +  D2Gikakjy 4- B\Sij + sikskj ~ (8.3.1)

8.3.1. Трёхосное растяжение—сжатие

Исследуем деформации, возникающие в теле с соотношениями (8.3.1) при 
некоторых стандартных пространственных напряжённых состояниях. Одним из 
таких состояний является трёхосное растяжение—сжатие (рис. 8.5)

0aa = Qa(0 • $аа =  g(2Qa ~~ Qft ~ Qy) » &ар =  $а0 =  0 » (8.3.2)

где {а; /?; 7 } =  {(1; 2; 3), (2; 3; 1), (3; 1; 2)}. Инварианты поля напряжений (8.3.2) 
следующие

<*=■ з(<21+<?2 + <Эз). &  = 2+<г! + <?3. 11з =  Qf +  Q l + Q3 
° \  =  §(Q,2 +  Q\ +  Q$ -  Q1Q2 -  Q2Q3 -  Q3Q1) 3 3

7s33 =  5 [2<3? +  2Q$ + 2Ql -  3QiQ2(Q1 +  Q2) -  3Q2Q3(Q2 + Q3)~

-SQzQiiQz +  Qi) +  12Q1Q2Q3]

Подставляя (8.3.2) в (8.3.1), получим выражения для диагональных компонент 
скоростей деформаций

Ой =  [ЗА) +  A(Q. + Q 2 +  Q3) + D2(Q\ + Qi +  Q32)]' Ф 0 (8.3.4)



Рис. 8.5. Трёхосное растяжение- 
сжатие пространства

Рис. 8.6. Одномерный плоскопарал
лельный сдвиг в плоскости (Х\Хъ)

Vaa = (А) + AQq + А@а) + §"(2 Qa — Qp “ Q7) +
(2Q2 _  Q2 _  Q2 _  2 0 ^ 0  _  2QaQ7 +  4 < З Д  (83 '5)

Недиагональные же компоненты vap равны нулю.
В частном случае Qi =  Q2 =  Q3 =  Q(0 имеет место всестороннее 

растяжение—сжатие (гидростатика). Для такого процесса 5 =  0, ан =  Is3 =  О, 
o = Q> l\<i =  3Q2, /^3 =  3Q3 и

=  (А  +  A Q  +  A>Q^) =  3(Д) +  A Q  + АС^) (8.3.6)

Таким образом, при трёхосном, а, следовательно, и двухосном «?7 =  0) и 
одноосном (Qp =  Q7 =  0) растяжении—сжатии (8.3.2) тензоры а и v (а и е) 
соосны при любых тензор-функциях (8.2.15), (8.2.17). Качественных эффектов, 
связанных с тензорной нелинейностью определяющих соотношений, здесь, как 
видно, нет.

8.3.2. Одномерный плоскопараллельный сдвиг

Рассмотрим теперь одномерный плоскопараллельный сдвиг в плоскости 
Овд), при котором единственной отличной от нуля компонентой а будет а\ч 
(рис. 8.6):

0*12 =  512 =  S(t) (8.3.7)

Представлению произвольного симметричного девиатора как комбинации трёх 
чистых сдвигов (8.3.7) во взаимно ортогональных направлениях в пространстве 
посвящены работы последних лет [84, 99, 232].



Инварианты напряжённого состояния (8.3.7) следующие

a 2 =  2S2 , a = IsZ = IaZ =  0 (8.3.8)

Используя определяющие соотношения (8.3.1), найдём кинематику сдвига. Име
ем

Щ2 =  (D\S)' +  B \S , v\\ =  V22 =  (Do +  D2S2)' +  3B2S2 ^

vzz = Do -  lB 2S2, vn = 3D0 + 2(D252)'

По полю скоростей деформаций (8.3.9) подсчитаем и сами деформации 
t I

е\2 =  D\S +  JB \S  d r , ец =  £22 =  А> +  D2S 2 +  j  /  B2S dr
° , 0 (8.3.10)

езз =  А) -  |  /  В25 2 d r . в =  ЗД> +  2D25 2
0

Материальные функции Д*, Ва в данном случае зависят лишь от 5(0-
Сравнивая (8.3.9) или (8.3.10) с (8.3.7), можно заключить, что тензоры о иц  

( а и е )  несоосны, если только одновременно не выполняются равенства

Д)(0, \/2 |S |, 0) =  0 , Z)2(0, \/2 |S |, 0) =  0 , В2(0, ч/2|5|, 0) =  0 (8.3.11)

Последние два равенства в (8.3.11) говорят о тензорной линейности упруго
вязкопластической среды, а первое — ещё и о физической линейности (см.
(8.2.13)). Если же (8.3.11) не выполняется, то в смысле кинематики чистого 
сдвига в плоскости (х\Х2) не будет, что является качественным проявлением 
нелинейности тензор-функции (8.3.1).

Рассмотрим подробнее конкретный пример. Пусть у некоторого упруго
вязкопластического слоя (рис. 8.6) с определяющими соотношениями (8.3.1) 

=  0, Dq и D\ имеют вид (8.2.13), а В2 = В% > 0 — материальная констан
та, не зависящая от инвариантов напряжений. Зададим в (8.3.7) периодическую 
функцию S(t): S(t) = Sosinut. Тогда исходя из формул (8.3.10)

.  sin2wA 
£" -  U  4« ) (8.3.12)

и в моменты времени tn =  2ип/ш
, ч тmBSSZ

£11 «*) = (8.3.13)

При многоцикловом чисто сдвиговом процессе нагружения слоя (8.3.7) его 
толщина монотонно и неограниченно изменяется. Для предотвращения такого 
изменения, очевидно, надо прикладывать дополнительное сжимающее усилие 
вдоль оси Х\.



8.3.3' Эффекты совместного процесса нагружения

Исследуем поэтому процесс нагружения, являющийся совместным одноос
ным вдоль оси Х\ растяжением-сжатием и сдвигом в плоскости (л ;^) (рис. 8.7). 
Отличные от нуля компоненты тензора напряжений следующие

<7ц =  Q(t) , сг12 =  S (0 (8.3.14)

Выпишем инварианты напряжённого состояния (8.3.14) 

* = § .  °и =  f  Q2 +  2S2 1 f 22 =  Q2 +  2S2 

I?3 = lQ 3 + QS2’ / 23 =  Q3 +  3Q52
(8.3.15)

и по формулам (8.3.1) подсчитаем кинематику процесса 

о» =  [Do + D\Q +  D2(Q2 +  S2)]- +  I  BiQ +  £B2(2Q2 +  3S2) 

t/22 =  (D0 +D 2S 2y -  -  ^B2(Q2 -  3S2)

1/33 =  Do -  ^BiQ -  ±B2(Q2 +  6S2) (8.3.16)

V\2 =  (D\S +  D2 QSy +  B\S +  gB2QS 

vu = [3D0 + DlQ + D2(Q2 + 2S2)Y

Из (8.3.16) видно, что для того, чтобы при действии касательного напряже
ния S(t) не возникало деформаций вдоль оси Х\, необходимо приложить осевое 
напряжение Q(t), определяемое из дифференциального уравнения

[D0 +  D,Q +  D2(Q2 +  S2)]- +  |f l ,Q  +  ^B2(2Q2 +  3 S2) =  0 (8.3.17)

Определяющие соотношения
(8.3.1) выписаны для компонент 
тензоров в ортогональной декарто
вой системе координат. В силу их 
алгебраического характера такие же 
соотношения справедливы в любой 
ортогональной системе, в частности, 
в цилиндрической (г, у?, г). Здесь 
типичное проявление тензорной 
нелинейности заключается в том, 
что при создании крутящего момента 
вдоль оси z  в пространстве, т. е. 
чистого сдвига в каждой плоскости 
(г, </?), осевые деформации вдоль оси 
z будут отличны от нуля [132]. Ещё 
одним свидетельством отсутствия

Рис. 8.7. Совместное одноосное вдоль оси 
х\ растяжение—сжатие и сдвиг в плоскости 
* 1*2



квазилинейности в соотношениях между напряжениями и деформациями 
является появление меридиональных деформаций в шаре, скручиваемом 
постоянным моментом. В результате этого шар превращается в эллипсоид 
вращения с малым эксцентриситетом.

8.3.4. Эффекты второго порядка.
Эффекты Пойнтинга и Малышева (рэтчет)

Теоретические качественные эффекты, о которых шла речь ранее, находят 
многочисленные подтверждения в экспериментальной МСС [23, 24]. Впервые 
ещё в середине XIX века, проводя опыты с кручением металлических цилин
дров, Г.Вертгейм (Вертхайм) обнаружил и измерил удлинение цилиндров. Им 
было проведено около шестидесяти таких опытов [336, 337], в них осуществля
лись малые деформации сплошных и полых, стальных и латунных цилиндров 
кругового и эллиптического сечения. В начале XX века Дж.Пойнтинг также экс
периментально наблюдал изменение длины и объёма скручиваемых стальных 
образцов, но уже при больших деформациях [311, 312]. Относительное удлине
ние образца приближённо пропорционально квадрату угла закручивания, а при 
фиксированном значении угла удлинение пропорционально квадрату радиуса. 
Пойнтингом же доказано, что удлинение образца и изменение его объёма не 
связано с изменением упругих постоянных Е и и.

Для явления возникновения деформаций в направлении перпендикулярном 
направлению чисто сдвиговых усилий К.Трусделл в 1952 году ввёл термин «эф
фект Пойнтинга». Ещё ранее в [262, 263] это же явление было отнесено к так 
называемым «эффектам второго порядка». Исследование кручения упругого ци
линдра с нелинейными определяющими соотношениями и анализ на основе 
асимптотических методов эффектов второго порядка выполнены в [241].

В [15] эффект Пойнтинга качественно описан на основе предложенной 
программы экспериментальной конкретизации общего варианта соотношений, 
определяющих свойства изотропного упругого материала. Тензорная нелиней
ность здесь может проявляться также в виде дилатационных эффектов и откло
нения свойств от частного постулата изотропии. Вывод о неприменимости в 
ряде случаев квазилинейной модели для изучения тонкого поведения упругих 
тел сделан и в [36]. В этой работе проведено сравнение результатов численного 
и асимптотического (с сохранением квадратичных относительно градиента пе
ремещений слагаемых) решений для различных моделей нелинейной упругос
ти. Обобщённые эффекты второго порядка в предварительно деформированных 
призматических стержнях обнаружены в [226].

Эффект Пойнтинга имеет место не только для изотропных тел. Так в слу
чае больших деформаций для простого сдвига полулинейного трансверсально



изотропного материала Джона он изучен в [220]. В [2] этот эффект описан для 
сплошного несжимаемого вязкоупругого цилиндра при больших деформациях.

Количественное выражение эффекта Пойнтинга для металлов, металлокера
мики и эластомеров невелико: при углах закрутки метрового образца на 15-г20° 
осевая деформация составляет менее 1%. Тем не менее это явление именно в 
силу своей малости нашло применение при изготовлении прецизионной изме
рительной техники и в машиностроении, например, при монтаже и демонтаже 
прессовых соединений типа вал — втулка. Кроме того эффект Пойнтинга необ
ходимо учитывать в эксперименте при нахождении материальных функций.

В 1958 году в работах Б.М.Малышева [137, 138] приведены результаты пер
вых экспериментальных исследований по кручению различных образцов под 
действием крутящих моментов при непрерывном пластическом растяжении. В 
[138] испытания велись при нагружении, мало отличающемся от простого. В 
[137] описано поведение медных и латунных трубок при внезапном измене
нии малого крутящего момента в процессе непрерывного пластического растя
жения. При некоторой осевой деформации момент внезапно прикладывался и 
снимался. Отмечено, что «... при таком явно сложном нагружении имели мес
то различного рода аномалии в поведении образцов, дать объяснение которым 
пока не представляется возможным».

Данные аномалии свидетельствуют ещё об одном помимо эффекта Пойн
тинга явлении, показывающем на тензорную нелинейность определяющих 
соотношений,— рэтчете (рэтчеттинге), хотя ему логично было бы дать назва
ние «эффект Малышева». Он заключается в гораздо более сильном изменении 
осевых деформаций при совместном растяжении и циклическом кручении (пло
скопараллельном сдвиге) с ненулевым средним чем при отдельном растяжении 
без кручения (сдвига). Учёт тензорной нелинейности определяющих соотноше
ний, как было показано ранее (см. кинематику (8.3.16) для соответствующего 
процесса), позволяет достаточно эффективно описать данное явление.

Рэтчету посвящено большое количество публикаций в периодических изда
ниях по механике деформируемого твёрдого тела и инженерных журналах, при 
этом число их с каждым годом растёт [225, 238, 247, 275, 289, 290, 292, 301]. 
Внимание уделяется как развитию экспериментальных исследований, описанию 
новых экспериментальных программ и обнаружению данного эффекта в новых 
материалах, так и попыткам построения универсальной феноменологической 
модели. Среди последних в настоящее время наиболее популярна кинемати
чески упрочняющаяся модель, в которой возникновение рэтчета связывается с 
несимметричным изменением границы поверхности текучести.



8.4. Нелинейные вязкопластические модели
Основная причина использования в механике сплошной среды вязкопласти

ческой модели заключается в том, что эта модель совмещает в себе как свойства 
вязкой жидкости, так и твёрдого тела. Если напряжения, реализуемые в области, 
которая занята средой, достаточно малы и некоторая их скалярная характерис
тика не превышает критического значения, то материал ведёт себя как твёрдое 
тело (абсолютно жёсткое, упругое, вязкоупругое). Если же эти критические зна
чения достигнуты, то поведение материала очень напоминает течение вязкой 
жидкости. При дальнейшем увеличении напряжений эта разница исчезает прак
тически совсем. Отсюда следует, что модель вязкопластического тела удобна в 
том диапазоне внешних нагрузок, когда возникающие напряжения сравнимы с 
критическими или предельными.

8.4.1. Квазилинейные (тензорно линейные) среды

Следуя классификации несжимаемых жидкостей по виду определяющих со
отношений, данной в разд. 8.2 (определение 8.5), квазилинейной называется 
среда, у которой девиатор напряжений 5 и тензор скоростей деформаций v свя
заны тензорно линейными определяющими соотношениями

£  =  i4i(uH)2 , (8.4.1)

где материальная функция А\(уИ) зависит лишь от интенсивности скоростей 
деформации vH = V  trv2 и не зависит от кубического инварианта Iv3 =  \/  tr£3 
тензора v. В терминах рядов это означает, что ни один из коэффициентов ап 
ряда в правой части (8.2.4) не зависит от Iv3.

8.4.2. Вязкопластические среды. Среда Шведова — Бингама

Умножим тензорное равенство (8.4.1) само на себя и произведём полную 
свёртку. Тогда

<?и = А\{иИ)х)И, (8.4.2)

что, конечно, следует и из (8.2.1) при А2 =  0, или с учётом (8.2.4)
оо

аИ =  а_ 1 +  ^ 3  anv»+i • (8.4.3)
л=0

Предел при vH —j► 0 интенсивности <ти будет равным нулю либо положительным 
в зависимости от того, равен нулю или положителен коэффициент а-\ в разло
жении (8.2.4). Именно с этим связано отличие вязкопластического материала от 
несжимаемой вязкой жидкости. Как уже сказано в определении 8.5, в случае



= <js > 0 мы имеем вязкопласти
ческую среду, причём величина <js, 
размерность которой совпадает с раз
мерностью напряжения, называется 
пределом текучести.

Характерные графики зависимос
ти (8.4.3) изображены на рис. 8.8. Из 
всего веера кривых выделим лучи а) и 
б). Луч а), соответствующий случаю

°И = &3 , (8.4.4)

т. е. равенству нулю всех коэффици
ентов по» аи а2 • • • определяет иде- 
ально пластическую среду с преде- Рис.^^8̂  Характерные графики зависимое-
лом текучести as. В каждой точке та
кой среды независимо от степени деформирования компоненты девиатора на
пряжения s связаны между собой алгебраическим соотношением (8.4.4), кото
рое можно переписать в виде

s \\ +  522 +  s33 +  %s\2 +  2s | 3 +  2s 2! =  сг2 (8 .4 .5)

Частный случай as =  О приводит нас здесь к идеальной жидкости, в которой 
Sij = 0 и Оц =  -рбу.

Луч б) на рис. 8.8 соответствует следующему выбору коэффициентов ап: 
ао =  2ц > 0, а\ =  =  • • • =  0, т. е. согласно (8.4.3)

сгИ =  crs +  2/я>и (8.4.6)

Коэффициент /х носит название динамической вязкости. Скалярное определяю
щее соотношение (8.4.6) называется соотношением Шведова—Бингама, а вязко
пластическая среда с таким соотношением — средой Шведова—Бингама.

Часто из тех или иных соображений в качестве квадратичных инвариантов 
тензоров £  и и выбирают не интенсивности, а другие скаляры, линейно связан
ные с ними. К их числу относятся максимальное касательное напряжение

гр СГ„ s i j s ij

и максимальная скорость скольжения

U  =  V2v„ =

Вводя предел текучести при сдвиге rs: 
Os

Ts~  у/2'

(8.4.7)

(8.4.8)

(8.4.9)



соотношение (8.4.6) можно переписать в виде

Т =  rs +  fill (8.4.10)

Заметим, что случай as =  0 приводит нас к ньютоновской жидкости с вязкостью 
/х.

Равенства (8.4.6) и (8.4.10) легко обратить

Vu = & и <yS или U — T - T s
(8.4.11)

2 /х /х

Поскольку инварианты i/„ и U неотрицательны и равны нулю только при отсут
ствии деформаций, а правые части в (8.4.11) могут принимать и отрицательные 
значения, встаёт вопрос об области применимости соотношений (8.4.6), (8.4.10), 
(8.4.11).

8.4.3. Жёсткие (упругие, вязкоупругие) зоны

Пусть в каждой точке х некоторой подобласти Пг тела П в момент времени t 
выполняется неравенство <ти(х, t) < as или Т < т8. Тогда вместо (8.4.11) можно 
выбрать разные законы поведения в Пг. Перечислим некоторые из них.

а) Положим ии =  0 в Пг, тем самым делая срезку (рис. 8.9) и предполагая, 
что область ПГ движется как абсолютно жёсткое тело (деформации отсутству
ют независимо от напряжений сги < crs). Данная область в разных приложениях 
носит названия жёсткой зоны, стопорной зоны или ядра течения. Этот случай 
соответствует наиболее часто встречающейся в теории так называемой жёстко
вязкопластической модели. Именно её по умолчанию и называют вязкопласти
ческой.

Рис. 8.9. График зависимости vn(a„) 
для среды Шведова—Бингама

б) Пусть, по-прежнему, =  0 в Пг, 
но область Пг ведёт себя как упругое тело 
со своими константами, никак не связан
ными с ц. Другими словами, скорости де
формации зависят не только от напряже
ний, но и от скоростей напряжений. Тог
да идёт речь об упруговязкопластической 
модели.

в) В данном случае, являющемся 
обобщением б), полагается, что в Пг ма
териал ведёт себя вязкоупруго со свои
ми функциями релаксации и ползучести 
[134].

Отметим сразу, что в начально
краевых задачах область Пг заранее не



известна и подлежит такому же определению, как и другие параметры (часто 
именно она и вызывает главный практический интерес). В этом заключается ос
новное отличие постановок задач о вязкопластическом течении от постановок 
задач, например, для вязкой жидкости, где жёсткие зоны в принципе отсутст
вуют. С одной стороны, решение задачи в заранее неизвестной области гораздо 
сложнее и аналитически и в вычислительном аспекте, с другой, введение вяз
копластической модели позволяет учитывать эффекты на границе фаз «твёрдое 
тело» — «жидкость».

Итак, определить среду Шведова-Бингама означает задать пару 
материальных констант {сг5; /i} или {т$; ц}, а также выбрать закон пове
дения в подобласти, где сги < сг*. Значения констант определяются с помощью 
установочных экспериментов. В качестве последних удобно взять такие, в ко
торых реализуется одномерное напряжённое состояние, в частности, состояние 
чистого сдвига. В этом состоянии девиатор напряжений s и тензор скоростей 
деформации v имеют лишь одну отличную от нуля компоненту sap и vQp, а Ф (3 
(например, S 12 , V\2 или srg, vro). Тогда формулы (8.4.6) и (8.4.10) сведутся к 
связи sap и vQp:

М  = т5 + 2/л\уар\ (8.4.12)

8.4.4. Установочные эксперименты.
Ротационные и капиллярные вискозиметры

Установочные эксперименты реализуются на вискозиметрических течени
ях, т. е. течениях, допускающих восстановление определяющих соотношений 
среды по экспериментальным данным. Соответствующие приборы называются 
вискозиметрами. Их условно можно разделить на две группы по виду течений, 
которые в них осуществляются, — ротационные и капиллярные [22].

Ротационные вискозиметры (рис. 8.10) состоят из двух абсолютно жёстких 
концентрических цилиндров либо конусов, между которыми заключена иссле
дуемая среда. Цилиндры вращаются с разными угловыми скоростями, так что 
между ними реализуется течение Куэтта—Тейлора. Если зазор выбирается мно
го меньше радиусов каждого из цилиндров, то данное течение становится близ
ким к плоскому течению Куэтта. Задаётся закон вращения внешнего цилиндра 
Цшеш и измеряется вращающий момент Мвнутр, передаваемый через жидкость, 
на внутренний (либо наоборот). Затем из расчётных формул, представляющих 
собой точное решение задач Куэтта и Куэтта—Тейлора, по шине1П и Л4внутр вы
числяются материальные константы (вязкость, предел текучести и др.).

Основную часть капиллярных вискозиметров (рис. 8.11) составляет цилин
дрическая труба, длина которой много больше радиуса сечения, заполненная 
исследуемой средой. Осуществляя заданный перепад давления Др на концах



А р

Рис. 8.10. Схема ротационного виско
зиметра

Рис. 8.11. Схема капиллярного виско
зиметра

рабочего участка трубы, можно добиться течения близкого к стационарному те
чению Пуазейля, параметры которого хорошо известны. В выходном сечении 
трубы нетрудно замерить расход QBbIX, например, находя время заполнения со
суда с фиксированным объёмом. По данным Ар и QBbIX из расчётных формул 
вычисляются константы, входящие в определяющие соотношения.

Часто вместо абсолютных определяют относительные характеристики. В ка
пиллярных вискозиметрах измеряется время истечения из градуированных ка
пилляров одинаковых больших объёмов данного вещества и воды. Отношение 
расходов пропорционально некоторой степени отношения вязкостей. Так, эм
пирическая вязкость крови оказывается в 4,3-5,3 раз больше вязкости воды у 
мужчин и в 3,9-4,9 раз у женщин [121, 190].

Отметим также динамические эксперименты, проводимые на вискозимет
рах, т. е. эксперименты, в которых существенна нестационарность режима те
чения. Здесь важен сам процесс перехода от одного стационарного режима к 
другому. По его числовым характеристикам опять же из известных решений 
восстанавливаются материальные константы. К подобным экспериментам мож
но отнести, например, следующие:

а) Внутренний цилиндр ротационного вискозиметра неподвижен,
а внешний совершает колебательные движения с угловой скоростью 
^внеш(0 =  ^внеш периодически зависящей от времени. Тогда мо
мент, передаваемый на внутренний цилиндр, также периодически зависит 
от t : MBHyTp(t) =  Л4внутР sin(kt + (p). Изменение сдвига фаз </? при различных 
частотах k зависит от свойств среды и позволяет из обратных формул найти 
эти свойства.

б) Перепад давления в капиллярном вискозиметре периодически зависит от 
времени: Ар  =  Ар° slnkt. Тогда расход через выходное сечение трубки также



имеет периодический вид: С?вых( 0  = <ЭВых sin(kt + <р), где сдвиг фаз (р опять 
же зависит от частоты перепада давления. По этой зависимости устанавливают 
константы, входящие в реологические соотношения материала. Динамические 
эксперименты осуществляются главным образом для вязкоупругих жидкостей и 
других сред с временными эффектами.

в) В среде устанавливается резонансный механический элемент. Число его 
свободных колебаний, за которое амплитуда уменьшается в N  раз (декремент 
затухания), пропорционально вязкости. Элемент калибруется по стандартным 
жидкостям (вода, глицерин).

8.5. Реология дисперсных систем и крови
Анализ поведения целого ряда коллоидных дисперсий, растворов, суспензий 

и взвесей, использующихся в промышленности и встречающихся в задачах гид
рогеодинамики и геотектоники, показывает, что течение наступает только после 
достижения определённой нагрузки, а скорость течения зависит от вязкости 
среды. Это наводит на мысль использовать для моделирования таких сред рео
логическое соотношение, которое для сдвиговых процессов сводится к (8.4.12).

8.5.1. Нефтесодержащие смеси. Глинистые растворы

Говоря о типичных нефтесодержащих смесях, с которыми имеют дело в 
нефтяном промысле, приведём данные опытов, проведённых в капиллярном 
вискозиметре. Так, для нефтепесочной (с 40% содержанием нефти) и нефте
цементной смесей, имеющих плотность 1,6-5-1,7 103 кг/м3, значения предела 
текучести и динамической вязкости равны 36 Н/м2, 12,6 кг/(м • с) и 140 Н/м2, 
8 кг/(м • с) соответственно. Чем меньше содержание нефти, тем менее вязким 
становится раствор, а также снижается пороговое напряжение. Для чисто це
ментных растворов средние значения этих констант по более чем ста пробам 
цемента из различных мест равны 6 Н/м2 и 0,38 кг/(м • с) [157]. При буре
нии глубоких нефтяных и газовых скважин на физико-механические свойства 
большое влияние оказывают внешние факторы — высокая температура и забой
ное давление. Кроме того многие проблемы бурения таких скважин могут быть 
успешно решены с использованием искусственных промывочных и синтетичес
ких материалов.

Неньютоновость многих нефтецементных и глинистых растворов объясня
лась их некоторыми упругими свойствами, в частности, наличием упругого мо
дуля сдвига. Это, по-видимому, относится ко всем так называемым структури
рованным системам, т. е. системам, где внутренняя структура на мезо- и микро
уровне может существенно изменяться под действием приложенных внешних 
усилий. Структурообразование начинается при достаточно малом содержании



дисперсной фазы. Так, например, в классических опытах П.А.Ребиндера [177] с 
глинистыми растворами, осуществлённых ещё в довоенное время, имели место 
лиофильно-сетчатые образования за счёт сцепления удлинённых частиц глины 
в углах и рёбрах, т. е. там, где происходит утончение плёнок дисперсионной 
среды. Поскольку поведение глинистых растворов имеет важное значение в 
практике бурения нефтяных и газовых скважин, данный эффект был подроб
но исследован. Для подобных лиофильных растворов оказалось характерным 
следующее явление, названное тиксотропией: после сильного механического 
перемешивания система становится жидкой, а после отстаивания вновь затвер
девает.

Для структурированных тиксотропных систем имеются две характерные об
ласти внешних нагрузок [177]. При малых напряжениях сдвига данные системы 
обладают огромной динамической вязкостью, сравнимой с вязкостью земной 
коры, без заметного разрушения структуры. При напряжениях сдвига гораздо 
больших предельного имеется обычная ньютоновская вязкость, определяемая в 
вискозиметрах.

Таким образом, предельное напряжение сдвига — чрезвычайно важная мате
риальная функция для глинистых и нефтесодержащих растворов, характеризу
ющая прочность образовавшейся сетчатой структуры и способность вещества 
удерживать утяжелитель и выбуренную породу. Это, действительно, функция, 
а не материальная константа, поскольку зависит от многих внешних факторов: 
скорости деформации, шероховатости поверхности, действия высокой темпера
туры и давления, процентного содержания воды в растворе. [157].

Измерения предельного напряжения, как и структурной вязкости, прово
дятся на приборах, основанных либо на капиллярном эффекте (проталкивание 
глинистого раствора через капиллярную трубку), либо на сдвиговом смещении 
пластинки в смеси (аппарат Вейлера—Ребиндера), либо на вращении раствора 
между коаксиальными цилиндрами.

8.5.2. Кровь в состояниях in vivo и in vitro. Плазма и эритроциты. 
Показатель гематокрита

Ещё одну сложнейшую природную среду, в разных аспектах являющуюся 
объектом изучения гидродинамики, биомеханики, биохимии и медицины, пред
ставляет собой кровь. Особенностью поведения, существенно отличающей её 
от других многофазных сред, взвесей, суспензий и растворов, можно назвать 
разницу в механических и биохимических свойствах в состояниях in vivo, т. е. 
при жизни организма, и in vitro, т. е. после его смерти. Построение определя
ющих соотношений крови и других биоматериалов, в материальные функции 
которых в качестве параметров входит «фактор жизни», представляет собой



главную задачу биомеханики сплошных сред, которая в настоящий момент да
лека от своего разрешения.

Известно, что кровь состоит из достаточно однородной плазмы с плот
ностью около 103 кг/м3 и чуть более тяжёлых форменных элементов с плот
ностью 1,МО3 кг/м3, занимающих у взрослого человека около 46% всего объ
ёма крови. К основным форменным элементам относятся эритроциты, лейкоци
ты и кровяные пластинки (тромбоциты). Число эритроцитов в 1 мм3 крови до
стигает пяти миллионов и существенно превышает число других элементов (на
пример, лейкоцитов в таком же объёме не более десяти тысяч), поэтому реоло
гические свойства определяют концентрация и поведение именно эритроцитов.

Эритроциты представляют собой маленькие упругие мембранки, легко де
формируемые и упруго формоизменяемые [18, 178, 213]. В связи с этим кровь 
проявляет эффекты, свойственные твёрдым телам, такие как, например, неболь
шая сжимаемость. В процессе движения по сосудам эритроциты могут осе
дать на стенки, а также сцепляться друг с другом, образуя при этом макро
конгломераты или, как их называют, «монетные столбики». После длительного 
оседания в условиях гравитации или после центрифугирования в специальном 
приборе — гематокрите — кровь разделяется на две фракции. Относительный 
объём тяжёлой фракции — эритроцитов — называется показателем гематокрита 
Н (0 < Н < 1) и является существенным фактором, определяющим вязкость 
крови.

8.5.3. Моделирование определяющих соотношений крови

Эксперименты на ротационных вискозиметрах показывают, что зависимость 
sro{%vro) хорошо аппроксимируется реологическим соотношением Шведова- 
Бингама (8.4.12). Типичный график этой зависимости для цельной крови здо
рового донора изображён на рис. 8.12 [244]. Расчёт вязкости ц по графику как 
тангенса угла наклона кривой к оси абсцисс показывает, что при 2vre < 2 с""1 
вязкость составляет около 7 10" 3 кг/(м-с). С ростом vr$ кривая немного за
гибается вниз, что означает небольшое уменьшение /г. При довольно высо
ких скоростях сдвига 2vtq «  100 с” 1 вязкость практически постоянна и равна 
4 -г 5 ■ Ю~3 кг/(м-с). Это значение называют асимптотической вязкостью.

Как уже отмечалось, параметр рь сильно зависит от показателя гематокри
та Н. Линейный диапазон этой зависимости имеет место лишь при Н < 0,01 
(рис. 8.13) [121]. Действительно, при низких Н поведение крови хорошо опи
сывается моделью ньютновской жидкости, для которой справедливо уравнение 
Эйнштейна

/* =  Й )(1 + а  Н), (8.5.1)

где а =  2,5  для суспензии, состоящей из сферических твёрдых частиц, а  =  8 в
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Рис. 8.12. Типичный график зави
симости sre(2vre) для цельной кро
ви

Рис. 8.13. График зависимости 
вязкости крови р от показателя ге- 
матокрита Н

случае, если твёрдые частицы являются сплюснутыми эллипсоидами вращения 
с отношением полуосей равным 0,1 [119].

С ростом Н эритроциты взаимодействуют друг с другом, так что зави
симость р(Н) становится существенно нелинейной. Некоторые эмпирические 
формулы, соответствующие степенной, дробно-рациональной и экспоненциаль
ной связи р и Я, приведены ниже [240]

Для объединения в одном эмпирическом уравнении зависимости вязкости крови 
от показателя гематокрита и скорости сдвига коэффициенты а, 6, с, d , а , входя
щие в (8.5.2), нужно считать функциями vrQ.

К числу других факторов, от которых зависит вязкость крови, следует от
нести концентрацию белков в плазме, степень деформируемости эритроцитов, 
масштабно-временные эффекты и температуру Т [121]. Так, при охлаждении 
крови с 37°С до 10°С асимптотическая вязкость возрастает в два раза. Данная 
зависимость описывается эмпирическим уравнением Аррениуса

где R — газовая постоянная, Е — энергия активации, которая для крови человека

и  —  ^  ___ _________d>_______Г ~ 1-аН'Я ' Iх (1-6Я)5/2 * (8.5.2)
М =  Моуг377 . М =  Мое“я (а  «  2 ,5 )

Е
М =  МО ехр —  , (8.5.3)



равна 5,15 • 103Дж/кг при Я =  0,44. Опыты в ротационном вискозиметре с 
коаксиальными цилиндрами подтверждают линейность зависимости 1п(/х//ио) 
от 1 /Т  [244].

8.5.4. Эритроцитные агрегаты и наличие 
предела текучести у крови

Как видно из рис. 8.12, график srQ(2vre) начинается не в начале координат, 
а в некоторой точке с положительной абсциссой. Данный феноменологический 
факт можно интерпретировать как наличие у крови положительного предель
ного напряжения сдвига т8. Физический смысл этой величины состоит в том, 
что эритроциты, сцепляясь друг с другом в агрегаты, образуют непрерывную 
структуру и мешают развиваться течению при малых сдвиговых усилиях (ма
лых перепадах давления в сосудах). В связи с этим следует ожидать чёткой 
зависимости величины rs от показателя гематокрита Я. Действительно, ориен
тация и расположение отдельных агрегатов эритроцитов влияют на вовлечение 
их в структуру течения, но чем больше показатель Я, тем больше количество 
вовлечённых агрегатов и, следовательно, больше т8.

Имеется определённая величина Яо (0,013 < Яо < 0,065 [121, 240]), ниже 
которой кровь можно считать не вязкопластическим материалом, а несжимае
мой вязкой жидкостью с коэффициентом вязкости, определяемым уравнением
(8.5.1). В диапазоне Hq < Н < 0 , 5  связь т8 и Я удовлетворительно отвечает 
квадратичному закону

ts — а(Н — Hq)2 , (8.5.4)

а при Я > 0, 5 экспоненциальному

т8 = ЬеГсН (8.5.5)

где а, Ь, с — некоторые эмпирические константы [338].
Один из экспериментальных методов измерения предела текучести крови 

связан с явлением оседания эритроцитных агрегатов в трубке с расширенным 
нижним концом. На некотором уровне расширения с диаметром do данные аг
регаты сами распадаются, после чего по величине do подсчитывается т8 [121]. 
Предельное напряжение сдвига невелико и по самым разным оценкам лежит в 
пределах от 5-10” 3Н/м2 до 5*10“2 Н/м2, но степень его влияния на кровоток в 
медицинском аспекте вследствие высокой чувствительности организма доволь
но значительна.

Концентрация эритроцитных агрегатов вблизи оси сосуда гораздо выше чем 
у его стенок. При показателе Я меньшем 0,5 пристенный слой, где эритроцитов 
практически нет, а присутствует одна плазма, занимает от 0,5% до 5% диаметра 
сосуда, причём толщина пристенного слоя S меняется со временем для режимов



Рис. 8.14. Типичный профиль продольной скорости течения крови по сосуду

разгона, торможения и пульсирующих течений. Известна обратная зависимость 
S от Я  [121]. Так, например, увеличение показателя Я с 0,1 до 0,5 влечёт утонь- 
шение пристенного слоя в два раза.

Средняя скорость эритроцитного ядра вокруг оси сосуда выше чем средняя 
скорость пристенной плазмы. Профиль продольной скорости по радиусу изо
бражается графиком на рис. 8.14 типичном для вязкопластических течений в 
круглой трубе. В трубках диаметром D = 6 -г-10 ■ 10""6 м отношение этих скорос
тей приближённо равно 1,3, а при уменьшении диаметра стремится к единице. 
Данная разница приводит к тому, что время пребывания каждого эритроцита в 
сосуде меньше времени пребывания плазмы (эффект Фареуса). Поэтому можно 
говорить о кажущемся показателе гематокрита или динамическом гематокрите 
Ядин, отличающемся от статического Яст:

Таким образом, самые общие экспериментальные данные о физико
механических характеристиках крови не противоречат использованию в ка
честве реологической модели скалярного соотношения Шведова—Бингама. Не
смотря на структурную неоднородность кровь можно моделировать однородной 
жидкостью с экспериментально определяемыми эффективными свойствами, а 
присутствие упруго деформируемых эритроцитов феноменологически заменять 
наличием предела текучести.

(8.5.6)



Глава 9

МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ ТЕЧЕНИЙ

Общая формулировка определяющих соотношений вязкопластической сре
ды для одномерных и плоских процессов деформирования связана с имена
ми таких выдающихся учёных XIX века как А.Ж.К.Сен-Венан, Ф.Н.Шведов,
Э.К.Бингам (Бингхэм). Точные аналитические решения задач о вязкопласти
ческом течении получены, в основном, для случаев чистого сдвига и чистого 
растяжения-сжатия, когда интенсивность скоростей деформаций равна по моду
лю одной из компонент либо линейной комбинации компонент тензора скорос
тей деформаций. Характеристики всех таких стационарных решений известны 
довольно давно (в частности, они собраны в обзорном докладе [34] по исто
рии реологии и состоянию дел к началу 50-х годов, а также в более поздних 
монографиях и обзорных статьях [55, 148, 157, 174, 230, 242, 269], посвящён
ных тем или иным аспектам теории вязкопластического течения). Так же, как 
и работа [34], многие отечественные статьи 40-60-х годов по математическому 
моделированию вязкопластических течений опубликованы в «Коллоидном жур
нале». Более сложные течения, пусть даже и стационарные, в которых в отли
чие от линейно вязкого случая автомодельности уже нет, допускают аналитико
численные решения. В силу физической нелинейности модели каждое новое 
исследование в этой области представляет определённый интерес.

9.1. Неодномерные нестационарные задачи 
вязкопластичности (обзор)

Остановимся в данном обзоре на некоторых характерных задачах, модели
рующих технологические процессы обработки материалов, качение жёсткого 
тела по слою смазки, поведение пластов земной коры при длительной нагрузке, 
динамическое взаимодействие элементов вязкопластических конструкций. Осо
бое внимание будем уделять наличию или отсутствию жёстких зон (стопорных 
зон; ядер течения) и устойчивости процесса.



9.1.1. Вязкопластическое течение в диффузоре и конфузоре

Известно, что поиск стационарного решения в задаче о вязкопластическом 
течении под действием давления на бесконечности в плоском диффузоре или 
конфузоре в виде v(r, 9) =  V (6)/г, как это делается для вязких жидкостей, и в ко
ническом диффузоре или конфузоре в виде v(r, в) =  V(6)/r2 приводит к проти
воречиям. С трудностями такого рода впервые столкнулись авторы работ [203, 
204]. Ещё ранее в [34, 35] проведено кинематическое исследование процесса те
чения в конусе методом просвечивания рентгеновскими лучами, найдено экспе
риментальное распределение скоростей в конусах с растворами 10°-25° и уста
новлена формула для зависимости расхода от давления. Отмечено, что сдвиг ско
рее всего происходит по боковой поверхности цилиндра с диаметром, равным 
диаметру выходного отверстия (следовательно, этот цилиндр является жёстким 
ядром (рис. 9.1)). Аналитический же поиск решения в таком виде опять не при
вёл к результату. Это говорит о том, что линии тока непрямолинейны, и их се
мейство представляет собой сложную картину на плоскости либо внутри конуса.

ми использован в [197]. Факт малого влияния корректирующих функций 
подтверждён и экспериментально на примере движения торфа в конической 
насадке с углами раствора 5°-10°. В торфяную массу помещались свинцовые 
реперы, и с помощью рентгеновской установки фотографировалось их поло
жение в процессе движения. Снимки показали, что линии тока очень близки 
к прямым, проведённым из вершины конуса. Экспериментальная кривая гово
рит о том, что при движении вязкопластической массы имеет место пристенное 
скольжение.

Медленное вязкопластическое течение в коническом и плоском конфузорах 
при малом угле раствора исследовано в [69]. В качестве основного взято реше-

В [103] в случае плоского конфу- 
зора функция тока ф(г, в) искалась в 
виде

оо

о

Рис. 9.1. Вязкопластическое течение в ко
ническом конфузоре

Основная функция ш\(9) в (9.1.1) 
определяет величину расхода; 0^ (0) и 
о>з (9) на расход не влияют, а лишь 
корректируют форму профиля. Дока
зано, что ядра потока в данном слу
чае не будет. Аналогичный подход в 
задаче о вязкопластическом течении 
между двумя коаксиальными конуса-



ние для пуазейлевского течения в цилиндрической трубе либо в плоском слое. 
Далее допущено, что течение происходит не в цилиндре, а в конусе с малым 
углом раствора /?. Получена следующая формула для расхода Q в первом при
ближении по (3:

971- t g 2/?

32 цт$
(  2rs г2 (9.1.2)

где р и r s — динамическая вязкость и предел текучести при сдвиге материа
ла, р\ и р2 — давления во входном и выходном сечениях, г\ и Г2 — радиусы 
этих сечений. Для плоского диффузора формула аналогичная (9.1.2) выглядит 
следующим образом:

Q = tg 2/? а2а2
(а2 -  ai)2

(9.1.3)

где 2а\ и 2аг — расстояния между стенками диффузора во входном и выходном 
сечениях. Такой же метод в случае материала Балкли—Гершеля избран и в [109].

Движение вязкопластической среды в плоском параболическом конфузоре 
вариационным методом изучено в [120]. Минимум функционала энергии реа
лизуется на действительном поле скоростей. В [211] исследовано сложное вяз
копластическое течение внутри клина, а в [210, 212] внутри двугранного угла 
и соосных конусов. Высокоскоростное вязкопластическое течение, в котором 
безразмерный предел текучести много меньше безразмерной вязкости, и проис
ходящее в коническом конфузоре, рассмотрено в [237].

В [333] решена задача медленного установившегося течения вязкопласти
ческого материала в сходящемся коническом канале применительно к процес
сам экструзии и литья под давлением. Параметры найденного процесса дефор
мирования близки к соответствующим параметрам ньютоновского течения в 
конусе под действием давления на бесконечности.

В монографии [55] и последующих работах [5, 104] исследована задача о 
движении в плоском конфузоре с прямолинейными стенками материала, в ко
тором пластические свойства выражены слабо, т. е. близкого к ньютоновской 
жидкости. Решение начально-краевой задачи для такой среды сводится к реше
нию соответствующей «вязкой» задачи и линеаризованной по безразмерному 
пределу текучести задачи первого приближения. Выписаны уравнения асимп- 
тотическх границ жёстких зон, появляющихся при возмущении предела теку
чести. Решение данной задачи позволяет судить об устойчивости основного 
процесса (исходного вязкого течения) по отношению к возмущению материаль
ных функций (появлению предела текучести).



9.1.2. Качение цилиндра по поверхности со слоем 
вязкопластической смазки

Впервые уравнения движения для случая качения цилиндра по поверхности, 
покрытой слоем пластической смазки, проинтегрированы в [113], а вязкоплас
тической — в [112]. Получены выражения для распределения давления в слое 
смазки, грузоподъёмности смазочной прослойки и мощности, затрачиваемой на 
преодоление силы трения при качении. Отмечено, что в случае экспоненци
альной зависимости предельного напряжения сдвига и вязкости от давления 
существует предельная минимальная толщина смазочного слоя.

Результаты экспериментов [32] в работе [141] даны в виде зависимос
ти коэффициента сопротивления течению Л от числа Рейнольдса Re, постро
енного по эффективной вязкости смазочного слоя: А «  64/Re в диапазоне 
2 • К Г 4 <Re<  6.

В [239, 303] приведены эксперименты по определению зависимости мо
мента трения от нагрузки, скорости вращения вала в роликовом подшипнике 
скольжения, размеров подшипника и реологических свойств вязкопластическо
го (консистентного) материала, из которого изготовлена смазка.

Реодинамическая теория пластической и вязкопластической смазки развита 
в [202]. Течение в плоском подшипнике рассмотрено в области между бесконеч
ной плоскостью, движущейся с постоянной скоростью, и наклонной к ней непо
движной плоскостью. Вся область разбита на три зоны со своими граничными 
условиями и со своим распределением скоростей и давлений. Доказано сущест
вование у поверхностей обеих пластин жёстких зон в случае k «  Л1/Л2 > 2, где 
h\ — ширина входного, а Лг — ширина выходного отверстий. Найдены ширина 
h слоя, движущегося с постоянной скоростью

Л = k - 2
k + 1

(9.1.4)

и условия устойчивости жёстких зон. Вязкопластическая смазка имеет свои 
преимущества по сравнению с вязкой. Для вязкой смазки происходит разрыв 
масляной плёнки, что приводит к вытеканию масла из зазора, в вязкопласти
ческой же среде, как следует из (9.1.4), при k ^  2 этого не происходит вследст
вие более равномерного распределения давлений на плоскость вкладыша под
шипника. Кроме того существование сплошных твёрдых стопоров обеспечивает 
полноту течения, причём входной стопор ограждает от попадания в смазочный 
слой воздуха. На особенности поведения пластичных смазок в зоне трения по 
сравнению с ньютоновскими средами обращено внимание и в  [111].

Плоское течение вязкопластической смазки в малом зазоре между изделием 
и внутренней поверхностью насадки при волочении рассмотрено в [110]. При



ведены пять качественно различных схем течения в зависимости от скорости 
волочения, расхода и реологии смазочного материала.

Экспериментальное изучение поведения вязкопластических смазок при 
сложном сдвиге для разных температур приведено в [332]. Методы и резуль
таты лабораторных испытаний вязкопластических масел и смазок при трении, а 
также принципы подбора последних для снижения трения и изнашивания три- 
босопряжений изложены в справочнике [142].

С использованием метода конечных элементов в [342] выполнено чис
ленное моделирование течения билинейной неньютоновской жидкости (жид
кости с кусочно-линейной вязкостью) в смазочном слое опорного подшипни
ка. В качестве предельного случая обсуждён бингамовский предел. Результа
ты расчётно-экспериментального исследования нелинейно-вязкопластической 
смазки в гидростатическом упорном подшипнике представлены в [219]. Для 
снижения потерь на нагнетание смазки следует увеличивать как эффективную 
вязкость, так и предельное напряжение сдвига.

9.1.3. Движение вязкопластической плёнки 
над вращающимся диском

К вопросам деформирования слоя смазки тесно примыкают и задачи о дви
жении вязкопластического слоя над вращающимся диском. В [70] найдено рас
пределение vr{r, z) для такого движения и получено уравнение в частных про
изводных первого порядка, из которого определяется толщина слоя Л (г). Анало
гичная задача о равновесии и течении вязкопластического материала над враща
ющимся конусом рассмотрена в [71]. Здесь определена максимальная толщина 
слоя смазки, который может оставаться в покое на поверхности конуса.

Определению толщины вязкопластической плёнки над вращающимся дис
ком посвящены работы [274, 288]. В [253] даны приближённые аналитические 
решения для двух типов такого течения. В случае, когда вязкость и предел те
кучести не зависят от радиуса, толщина плёнки уменьшается с удалением от 
центра. Для среды с меняющимися параметрами картина может быть обратной.

В [235] рассмотрена задача о нанесении токой плёнки из вязкопластическо
го материала на вращающийся диск. В качестве определяющего соотношения 
использована модель с кусочно-линейной вязкостью, где предельным слуаем 
является вязкопластическая модель. На основе конечноразностного моделиро
вания установлено, что вся область состоит из трёх зон (рис. 9.2): жёсткой зоны 
у оси вращения; области сдвигового течения, примыкающей к диску; жёсткой 
зоны вблизи свободной поверхности.



Если в центре вращающегося дис
ка имеется отверстие, то на кине
матическое поле осесимметричного 
вращения накладывается также осе
симметричное поле, соответствую
щее стоку в начале координат. Для 
такого течения в [76] получены рас
пределения тангенциальной скорости 
и её циркуляции.

Большой интерес представляло 
бы численное-аналитическое реше
ние вязкопластического аналога зада
чи Кармана. Поиск решения в том же 
виде, как это делается в случае ли
нейной вязкой жидкости, не приво
дит к результату из-за отсутствия ав
томодельности. Наиболее интересны 
здесь три вопроса: каково распреде

ление жёстких зон при стационарном движении? С какой скоростью «подсасы
вает» вращающийся диск среду из бесконечности (г —> оо) и наблюдается ли 
этот эффект в данной задаче вообще?; Существует ли предельный переход в 
решении вязкопластической задачи Кармана к решению соответствующей вяз
кой задачи при устремлении предела текучести при сдвиге к нулю? Последний 
вопрос тесно связан с проблемой устойчивости процессов деформирования от
носительно возмущений материальных функций [43].

Рис. 9.2. Тонкая плёнка из вязкопластичес
кого материала на вращающемся диске

9.1.4. Неодномерный и нестационарный сдвиг 
вязкопластической среды

Задача о вязкопластическом течении в зазоре между двумя круглыми 
коаксиальными трубами при совместном действии момента, приложенного 
к внутреннему цилиндру, и градиента давления вдоль оси рассмотрена 
в [305, 306]. Приведены общие условия осуществимости течения.
Решение справедливо, когда напряжение сдвига на стенках цилиндра в 
результате поступательного течения намного превышает напряжение сдвига, 
возникающего вследствие вращения цилиндров. Это частный случай течения 
бурового раствора в кольцевом канале обсадных труб, при котором градиент 
скорости на стенке трубы, связанный с поступательным движением, намного 
превышает градиент скорости, возникающий в результате вращения внутренней 
штанги.



Экспериментальное изучение течения жирового солидола на сдвоенном ро
тационном вискозиметре с коаксиальными цилиндрами, позволяющем исследо
вать взаимное влияние осевого и окружного течений с учётом концевых эф
фектов, приведено в [32]. Показано, что осевое течение повышает сопротивле
ние деформированию при окружном течении. Суперпозиция же двух указанных 
чистых сдвигов возможна лишь в первом приближении.

Комбинация вязкопластических течений Куэтта и Пуазейля в плоском зазо
ре изучена в [150]. Для наглядности характер течения поставлен в зависимость 
от двух безразмерных переменных, определяющих координаты точки на плос
кости. Выявлены три области, отвечающие наличию, частичному наличию и 
отсутствию течения. Аналогичный подход осуществлён и для комбинаций те
чений Куэтта—Тейлора и Пуазейля между двумя коаксиальными цилиндрами. 
На изображающей плоскости существуют пять областей с различным характе
ром деформирования.

Вязкопластическое течение между двумя бесконечными пластинами под 
действием касательного усилия и градиента давления, направленного под про
извольным углом к этому усилию, рассмотрено в [28]. Такая модель использу
ется для анализа течения в канале экструдера.

В [134] реология жидкости описана моделью, образованной путём последо
вательного соединения вязкопластической и произвольной вязкоупругой моде
лей. Цилиндрическая труба заданного радиуса и длины вращается с постоянной 
угловой скоростью и равномерно движется вдоль оси внутри неподвижной и ко
аксиальной с ней цилиндрической трубы с вязкоупругопластической несжима
емой жидкостью. Подробно изучено стационарное течение при сложном сдви
ге, а также определены границы вязкоупругого ядра. Аналогичное спиральное 
течение вязкопластической среды при вращении внутреннего цилиндра и нали
чии осевого перепада давления численно изучено позднее в [231]. Аналитичес
кое решение получено в приближении плоской щели. Если перепад давления 
меньше критического, то у внешней трубы существует неподвижный жёсткий 
участок. Найдена скорость внешней трубы, при которой этот участок исчезает.

Решения многих задач о сложном и нестационарном сдвиге вязкопласти
ческих материалов, имеющих отношение к выкачиванию нефти и движению 
нефтепродуктов по буровым скважинам, приведены в монографии [157]. Не- 
стационарность обуславливает изменение границы жёсткой зоны (обычно ци
линдрического ядра в середине трубы) при разгоне либо торможении. Многие 
рассмотренные задачи можно свести к нелинейной задаче типа Стефана в об
ласти с заранее неизвестной границей.

В приближении тонкого слоя в [60, 61] рассмотрена общая задача течения 
вязкопластической среды, когда материальные точки граничных поверхностей 
смещаются по нормали по заданному закону. Поставлена также задача об опре



делении закона деформирования материала в узком канале при заданном рас
пределении давления на границах этого канала. Полученные выражения расхо
да и давления позволяют ставить задачи управления течением в тонком слое и 
оптимизировать эти процессы.

9.1.5. Сдавливание вязкопластического слоя между 
сближающимися жёсткими плоскостями

Задача о сжатии вязкопластического слоя прямоугольными жёсткими пли
тами в предположении малости расстояния между плитами по сравнению с их 
размерами решена в [149]. Получен следующий результат: вблизи плит всег
да существует область течения, в которой преобладающую роль играют вяз
кие напряжения; оставшуюся среднюю область охватывает близкое к идеально
пластическому течение, параметры которого ищутся как некоторая поправка к 
классическому решению Прандтля. В [40] рассмотрено сдавливание вязкоплас
тического слоя круглыми пластинами с отверстием в центре. Сделана гипотеза 
о наличии жёсткой зоны постоянной толщины в средней части зазора.

В [62] решение задачи о сжатии вязкопластической среды между круглыми 
параллельными пластинами при их соосном поступательном движении дано в 
безынерционном приближении тонкого слоя. Коэффициент вязкости и предел 
текучести могут принимать произвольные значения. Учтено также изменение 
толщины жёсткого ядра в процессе сжатия.

Медленное сжатие вязкопластического слоя (трёхкомпонентная модель) 
между круглыми параллельными пластинами проанализировано с помощью ва
риационных методов в [347]. Получены верхние и нижние оценки решения, 
причём последние, как следует из экспериментальных наблюдений, довольно 
близки к точному решению. Сходным вопросам посвящена работа [321], где ис
следовано вытеснение неньютоновской, в частности, вязкопластической, среды 
двумя параллельными круглыми дисками. Сделаны два предположения: отно
шение расстояния между дисками к радиусу дисков мало; отношение касатель
ного напряжения на границе к пределу текучести постоянно. Получено значение 
результирующей силы, действующей на диски.

Сжатие вязкопластической среды между сближающимися параллельными 
плитами экспериментально исследовано в [284]. Существенное влияние на ре
зультаты испытаний и расчётов оказывает тип граничных условий: имеет ли 
место прилипание либо внешнее трение и по какому закону это трение про
исходит. Эксперименты проводились на некоторых смолах, пластилине и дис
персиях кремнезёма, причём из независимых экспериментов на сжатие предел 
текучести определялся как напряжение, при котором начинается медленное де
формирование.



Отметим здесь также работу [198], где изучена модель разрыва вязкоплас
тического слоя между двумя поверхностями не при их сближении, а, наоборот, 
раздвижении. На смену квазиравновесного процесса деформирования в опре
делённый момент (при некотором найденном аналитически значении скорости 
деформации) наступает разрыв или «диспергирование» слоя.

Задача о плоскопараллельном вязкопластическом течении при сближении 
либо раздвижении жёстких плит с заданной скоростью решена в [164] в безы
нерционном приближении тонкого слоя при произвольных параметрах вязкос
ти и предела текучести. Получены аналитические выражения для скорости и 
давления и найдена граница жёсткой зоны внутри области. При заданном зако
не движения плит определена сила, действующая на плиту конечного размера. 
Кроме того найдено условие безотрывного раздвижения плит.

9.1.6. Удар вязкопластического стержня о жёсткую преграду

Одномерная задача об ударе о неподвижную жёсткую преграду вязкоплас
тического стержня конечной длины впервые была поставлена в [97]. Показа
но, что после удара возникают две зоны: в одной из них, примыкающей к 
преграде, возникает вязкопластическое течение, и поле скоростей удовлетво
ряет уравнению теплопроводности с неизвестной границей; в другой матери
ал не деформируется. Для решения задачи используется приближённый метод 
Кармана—Польгаузена. Зона течения сначала увеличивается, а затем начина
ет уменьшаться, никогда не достигая свободного конца стержня. В некоторый 
момент эта область исчезает совсем, после чего деформирование прекращает
ся. Схема численного решения данной задачи была позднее предложена в [37]. 
Численно задача решалась в напряжениях, что дало возможность не выделять 
линию раздела вязкопластической и жёсткой зон. Переход в жёсткое состояние 
при разгрузке после удара учтён в [116], а различие в вязких свойствах при 
нагрузке и разгрузке в [214].

Удар жёсткого тела по вязкопластическому стержню рассмотрен и в се
рии работ [327, 329]. Соударение происходит с такой скоростью, что возни
кают большие пластические деформации. Рассчитаны напряжения для случаев: 
постоянная скорость удара по полубесконечному и конечному стержню; удар 
жёсткого тела конечной массы по полубесконечному и конечному стержню. Ес
ли связь интенсивностей напряжений и скоростей деформаций произвольна, то 
задача сведена к решению нелинейного параболического уравнения с подвиж
ной границей.

В [98] действительный стержень конечной длины заменён некоторым схе
матическим, масса которого сосредоточена в конечном числе сечений. Между 
массами материал лишён инерции, но подчиняется вязкопластическому закону.



Задача сведена к последовательному решению систем обыкновенных диффе
ренциальных уравнений с изменяющимся числом искомых функций. Числен
ные результаты оказались близкими с аналитическими выводами работы [97].

Распространение волн в бесконечном цилиндрическом стержне изучено в 
[227]. Нелинейные определяющие соотношения линеаризованы путём разло
жения корня из интенсивности напряжений в ряд Тейлора вблизи некоторого 
значения. Для подобной среды установлено, что при высоких частотах вязко
пластический стержень ведёт себя как упругий.

Движение круглой защемлённой плиты, вызванное ударом сосредоточенной 
массы в центре, рассмотрено в [279]. Задача об ударном сжатии вязкопласти
ческого образца с постоянным поперечным сечением и массой много меньшей 
массы бойка решалась в [143].

Классическая работа [339] посвящена распространению малых возмущений 
в пластической и вязкопластической средах. Линеаризация уравнений состояния 
проведена вблизи положения, отвечающего предварительному одноосному нагру
жению тела, при котором материала вышел в пластическую область. Изучено, в 
частности, распространение осесимметричной продольной гармонической волны 
в цилиндрическом стержне, внешняя граница которого свободна от напряжений.

В [154, 199] рассмотрена задача динамического деформирования
жёстковязкопластической нити, встречающей жёсткую матрицу, при дейст
вии на нить равномерно распределённого постоянного давления. Получены 
уравнение свободной части нити и условия в окрестности точки контакта.

Различным вопросам удара вязкопластического цилиндрического стержня 
конечной либо полубесконечной длины и вязкопластической нити о жёсткую 
преграду посвящены также более поздние теоретические исследования [65, 75, 
156, 254, 296].

9.1.7. Устойчивость вязкопластических течений 
по отношению к малым возмущениям

Краевые задачи устойчивости даже одномерных течений по отношению к 
малым либо конечным возмущениям являются неодномерными. При анализе 
устойчивости стационарных плоскопараллельных сдвигов идеальной или вяз
кой жидкости, как утверждает теорема Сквайра [26], достаточно ограничиваться 
двумерными в плоскости сдвига возмущениями. Плоская картина малых вариа
ций позволяет свести задачу к одному уравнению относительно функции тока, 
а после отделения множителя еа/ к спектральной задаче Рэлея либо Орра— 
Зоммерфельда.

Сложнее обстоит дело с неньютновскими и вязкопластическими течениями, 
где утверждение аналогичное теореме Сквайра уже не имеет место [38, 53, 55],



т. е. необходимо исследовать трёхмерную картину возмущений. В [53] доказана 
обобщённая теорема Сквайра, которая формулируется следующим образом.

Обобщённая теорема Сквайра. В случае одномерного стационарного вязко
пластического сдвига в плоскости (Ох\Хз) среди всех нарастающих трёхмерных 
возмущений, удовлетворяющих условию

5̂ 23 =  0 (9.1.5)

всегда можно найти двумерное в той же плоскости (Ох 1X3), нарастающее с 
той же скоростью но при меньшем значении числа Рейнольдса Re и большем 
значении безразмерного предела текучести т5.

Условие (9.1.5), отсутствующее в случае вязких течений, существенно огра
ничивает класс возмущений. Заметим, что это условие достаточно, вопрос о 
том, насколько оно необходимо остаётся открытым.

Проблемы устойчивости деформирования вязкопластических тел были 
впервые затронуты в классических работах [87, 95, 96]. Уравнения плоского 
движения вязкопластического тела представлены в [87] в виде системы двух не
линейных уравнений относительно функции напряжений Ф и функции тока Ф

ЦФ)ЦФ) +  4М(Ф)Л4(Ф) =  0 (9.1.6)

v/L2($) +  4М2(Ф) -  \ /£ 2(Ф) +  4М2(Ф) =  к (9.1.7)

д2 д2 д2
дх2 ду2’ дх ду

(9.1.8)

Параметр к в (9.1.7) равный отношению предела текучести при сдвиге к 
динамической вязкости, будучи обезразмеренным, носит название число Иль
юшина. Систему (9.1.6), (9.1.7) можно свести к одному уравнению четвёртого 
порядка относительно каждой из функций Ф или Ф. Кроме того система (9.1.6),
(9.1.7) эквивалентна вариационному принципу минимума мощности внутрен
них сил.

В [87] дана постановка краевой задачи устойчивости вязкопластического те
чения относительно малых возмущений (метод Пуанкаре). Линеаризация урав
нений движения проведена вблизи основного состояния, причём это состояние 
считается известным из тех или иных геометрических и физических соображе
ний. Возмущения наложены как на уравнения границы тела, так и на известные 
кинематические и динамические поля величин внутри области течения. Внеш
ние данные — поверхностные нагрузки и скорости границ — не варьируются. 
За счёт этого система уравнений, которая получается после подстановки фунда
ментальных решений линеаризованных уравнений движения в граничные усло
вия, снесённые на невозмущённые поверхности, однородна. Выпишем систему 
двух линеаризованных уравнений относительно возмущений £Ф и ЙФ вблизи



основного состояния, помечаемого нулевым индексом

ЦФ0)Ц 6Ф) +  ЦФ0)Ц 6Ф) +  4Л4(Ф0)М(£Ф) +  4М(Ф0)М(£Ф) =  0 (9.1.9)

Л//.2(Ф0) +  4Л42(Ф0) [L(Фo)L(^Ф) +  4М(Ф0)М(ЙФ)] =

=  у ^ 2(Фо) +  4М2(Ф0) [ЦФ0)Д£Ф) +  4М(Ф0)Л1(£Ф)] (9ЛЛ0)

Далее в [87] предложен способ нахождения закона движения, т. е. лагран- 
жевых координат каждой частицы тела. В приложениях в качестве основных 
течений вязкопластической среды выбраны растяжение -  сжатие бесконечной 
полосы и растекание толстостенной полой сферы под действием внутреннего 
давления. В последнем случае одним из типов возмущений, наложенных на од
номерное растекание u°(r, t), принимается эксцентриситет внутреннего отвер
стия трубы. Таким образом, в [87] устойчивость основного движения иссле
дуется относительно малых вариаций начальных данных и геометрии области. 
Результаты задачи о растяжении — сжатии полосы, полученные в [87], обобще
ны в [101] с учётом нелинейности скалярного соотношения вязкопластического 
материала.

Устойчивость вязкопластического течения полосы, круглого прута и круг
лой пластины изучены в [95, 96] с точки зрения эйлерова подхода. Критерий 
устойчивости основного движения в этих работах связан с тем, что в любой 
точке границы тела угол между вектором перемещения в данной точке и век
тором возмущения границы должен быть тупым. Если же этот угол острый, то 
движение по определению считалось неустойчивым. Об устойчивости растя
жения полосы и деформирования кольца идёт речь также в работах [73, 192] 
соответственно.

После выход в свет работ [87, 95, 96] основной интерес отечественных ис
следователей на время переключился с теории вязкопластического течения на 
развитие деформационных подходов в теории пластичности. Это объясняется 
спецификой военного времени и выходом на повестку дня неотложных практи
ческих задач, связанных с обороной. А.А.Ильюшин в своём автобиографичес
ком очерке [88] пишет о необходимости «. . .  разобраться в явлениях, происхо
дящих в артиллерийском снаряде при движении по каналу ствола, и обосновать 
вытекающую из этого возможность коренного изменения, упрощения и удешев
ления проектирования, расчёта, производства и военной приёмки снарядов...».

Ещё одна классическая задача об устойчивости вращения вязкопластичес
кой среды между двумя коаксиальными цилиндрами (течение Куэтта—Тейлора) 
аналитически исследовалась в [17]. Был сделан вывод о том, что при перехо
де от ламинарного к турбулентному режиму движение всегда устойчиво, ес
ли внутренний цилиндр неподвижен, и всегда неустойчиво, если неподвижен 
внешний цилиндр. Экспериментально переход к турбулентности в таком тече



нии ранее был обнаружен в [144]. Проблемам центрифугирования и связанной 
с ними линеаризованной задаче устойчивости относительно малых возмущений 
вязкопластического течения Куэтта—Тейлора уделено внимание в [48].

Необходимость выбора вязкопластической модели во многих технологичес
ких задачах отмечена во многих работах, где исследовано движение в трубах 
вязких жидкостей степенного типа, т. е. не учитывается недеформированная зо
на в середине трубы. Переход же к турбулентности в пуазейлевом течении в 
круглой трубе с учётом предела текучести материала наступает, когда некото
рый безразмерный параметр достигает своего критического значения. На этом 
основании в [125, 265] выведена зависимость критических чисел Рейнольдса и 
Хёдстрема. Некоторые критерии, определяющие переход бингамовского тече
ния из ламинарного в турбулентный режимы, обсуждены также в [221].

В [173] рассмотрена устойчивость процесса выдавливания металла через 
щель в одном из пуансонов, сдавливающих вязкопластический слой. Задача 
сведена к решению двух задач Римана—Гильберта для аналитических функций. 
Установлено, что при определённых геометрических параметрах происходит от
липание материала от части поверхности одного из пуансонов, расположенной 
против щели в другом пуансоне.

Потеря устойчивости вязкопластического течения как невозможность су
ществования стационарного распределения скоростей и температуры в потоке 
рассмотрена в [25]. Допущено, что вязкость и предел текучести обратно пропор
циональны температуре. В [325] под потерей устойчивости вязкопластической 
трубы под действием внутреннего давления, крутящего момента и осевой силы 
понимается состояние, когда скорость упрочнения недостаточна для компенса
ции увеличения напряжений из-за уменьшения толщины трубы.

Конвективная неустойчивость плоского вязкопластического слоя, подогре
ваемого снизу, рассмотрена в [59]. Для плоскопараллельного движения в слое 
найдено точное решение задачи. Решение существует, если число Рэлея, опре
делённое по вертикальному градиенту температуры и полуширине слоя, боль
ше некоторой константы. С увеличением числа Рэлея в этой области ширина 
зоны течения растёт, а амплитуда скорости уменьшается. Такое движение не
устойчиво относительно малых возмущений. Для возбуждения конвекции из 
состояния покоя амплитуда возмущения должна превосходить критическое зна
чение, зависящее от безразмерного предела текучести («жёсткое возбуждение 
неустойчивости»).

В [158,160] изучена устойчивость течения Пуазейля вязкопластического ма
териала относительно малых и конечных возмущений. В области сдвига вблизи 
границы ядра потока показано, что течение устойчиво по отношению к воз
мущениям бесконечно малой амплитуды. Конечное же возмущение представ
лено в виде суммы стационарного искажения профиля основного течения и



нестационарной части. Получены зависимости числа Re от волнового числа, 
соответствующего кривой нейтральной устойчивости. Эти же кривые, но для 
более сложной реологической модели тела (модели Кэссона с показателями т 
и п) построены для различных значений т и п и размеров жёсткой зоны в 
[193]. Показано, что реология существенно влияет на устойчивость плоского 
градиентного течения. Гидродинамическая неустойчивость вязкопластического 
течения Гартмана проанализирована в [159]. Современные численные резуль
таты, относящиеся к устойчивости течения Пуазейля бингамовского материала 
содержатся в [258].

В [206, 266] даны попытки определения условий перехода из ламинарного 
режима в турбулентный для вязкопластического тела с трёхконстантным урав
нением Балкли—Гершеля. Введён так называемый локальный параметр устой
чивости, критическое значение которого определено по потере устойчивости 
ньютоновской жидкости. Указано, при каких показателях степенного закона ма
лые значения rs стабилизируют ламинарное течение, а при каких наблюдается 
обратное.

Полуэмпирическое описание турбулентного режима вязкопластического те
чения в круглой трубе дано в 127]. Полученные зависимости для осреднённых 
скоростей и коэффициента гидродинамического сопротивления являются обоб
щением известных полуэмпирических соотношений для ньютоновских жидкос
тей.

Потеря устойчивости развитого течения вязкопластической среды в трубе 
изучена в [295]. На основе анализа поведения малых возмущений численно 
найдено критическое число Re, хорошо согласующееся с экспериментальным 
значением, когда радиус жёсткой зоны превышает 0.6 радиуса трубы. В бо
лее поздней работе этих же авторов [294] для описания турбулентного течения 
вязкопластических тел предложена определённая модель («£ — е модель»).

Анализ неустойчивости простого сдвига вязкопластического материала, об
ладающего свойством деформационного разупрочнения, выполнен в [236]. 
Предложена методика решения линеаризованной начально-краевой задачи и 
устойчивости невозмущённого процесса деформирования на конечном интер
вале времени. Основную роль играют два безразмерных коэффициента, один из 
которых определяет вязкие свойства, а другой кинематику деформации. Уста
новлены соотношения подобия между этими коэффициентами.

Теоретический анализ устойчивости некоторых сдвиговых течений термо
вязкопластического материала со смешанными граничными условиями, связы
вающими тепловые и механические параметры, дан в [285]. Такого типа реше
ния используются при моделировании тектонических явлений в литосфере и 
на границах литосферных плит. Здесь важно обосновать выбор тех или иных 
граничных условий применительно к разным геофизическим задачам.



В цикле работ [78, 79] предположено, что весомая слоистая вязкопластичес
кая среда голономно диссипативна, и с использованием вариационного прин
ципа [148] в ортогональной криволинейной системе координат выведены ос
новные соотношения теории устойчивости. Изучены задачи об устойчивости 
осесимметричного течения двухслойной круглой пластины и растекании поло
го шара под действием внутреннего давления.

Устойчивость некоторых двухслойных сдвигов вязкопластического материа
ла проанализирована в [308, 335]. В [335] речь идёт о двухслойном течении по 
наклонной плоскости и устойчивости к малым двумерным возмущениям дан
ного течения. В длинноволновом приближении получены значения критичес
ких чисел Re и изучено влияние предела текучести т5 на устойчивость. В [308] 
исследована линеаризованная устойчивость поверхности раздела между двумя 
бингамовскими телами в прямолинейном канале под действием градиента дав
ления. Результаты численных расчётов указывают на стабилизирующее влияние 
на поверхность раздела увеличения предела текучести. При дискретизации за
дачи использованы разложения по многочленам Чебышёва.

Линеаризованная задача устойчивости плоскопараллельного сдвига вязко
пластического слоя 0 < хз < 1 (картина возмущений двумерная в плоскости 
слоя (0 *1X3)) в случае отсутствия жёстких прослоек по толщине может быть 
сведена к одному уравнению относительно амплитуды ф функции тока ф, т. е. 
ф{х\, *3, t) =  ф(х3) exp(/5*i +  at), [45, 53]

Здесь а °(* з)  — профиль скорости невозмущённого течения, к — число Иль
юшина. Последнее слагаемое в левой части (9.1.11) учитывает влияние пласти
ческих свойств материала по сравнению с вязкими. Без этого слагаемого соот
ношение (9.1.11) совпадает с известным уравнением Орра—Зоммерфельда. Сис
тема (9.1.11), (9.1.12) названа в [53] обобщённой задачей Орра—Зоммерфельда. 
В случае же наличия жёстких прослоек и изменения их границ в возмущённом 
движении с плоских на криволинейные вместо условий (9.1.12) необходимо 
выписывать условия на границах жёстких зон. Краевая задача при этом сущест
венно усложняется [53].

В [42] на основе методов интегральных соотношений (см., например, [107]) 
в комплекснозначном гильбертовом пространстве #2 даны верхние оценки 
действительной части собственного значения а  и соответственно нижние оцен
ки критического числа Рейнольдса в зависимости от к. Эти достаточные оцен

(9.1.11)
=  is [(и° — у )  (Фп — ь2Ф) — У°"ф\ Re, а 6 С

и граничным условиям

*з =  0 ,  *з =  1 ф =  ф1 =  0 (9.1.12)



ки устойчивости свидетельствуют о стабилизирующей роли параметра плас
тичности в сравнении с вязкими течениями. Аналогичные энергетические (ва
риационные) оценки устойчивости для вязкопластического течения Куэтта- 
Тейлора выведены в [41], а для процесса диффузии вихревого слоя в вязко
пластической полуплоскости в случаях тангенциального разрыва скорости либо 
касательного напряжения — в [54].

В цикле работ [44, 46, 49, 50, 56, 58, 261] методы интегральных соотно
шений получили дальнейшее развитие применительно к задачам устойчивости 
вязкопластических тел с учётом: нестационарности основного течения; двумер
ной и трёхмерной кинематики основного течения; достаточно произвольного 
скалярного определяющего соотношения среды; слабой неоднородности, т. е. 
малой вариации плотности и функции упрочнения (в частности, вязкости и 
предела текучести) при переходе от однородного основного течения к неод
нородному возмущённому.

Во всех перечисленных случаях на основное течение наложена трёхмерная 
картина возмущений, и ограничения типа (9.1.5), предъявляемые обобщённой 
теоремой Сквайра, можно опустить.

Важным самостоятельным разделом в тематике устойчивости процессов 
вязкопластического деформирования является бифуркация и потеря устойчи
вости конструкций и составных тел. В [255, 256, 340] исследовано осесим
метричное прощёлкивание цилиндрической оболочки из материала с линейным 
скалярным соотношением под действием радиальной импульсной нагрузки. В 
[341] аналогичная задача решена для сферической оболочки, но с учётом не
осесимметричных возмущений. В частности, найдено влияние меридионально
го перемещения на значение критического импульса и на критические моды. В 
наиболее полной постановке задача о динамической потере устойчивости вяз
копластической оболочки (с учётом неосесимметричности, произвольности ска
лярного соотношения материала, наличия температурного поля) исследована в 
[234]. В [293] исследовано явление неустойчивого формоизменения металлов 
и полимеров при больших деформациях, которое заключается в образовании и 
развитии полос сдвига («shear bands»). Эта стадия переходная от устойчивого 
деформирования к разрушению. На примере термовязкопластического течения 
Куэтта (упругие деформации не учитываются) в замкнутой форме получены 
критические условия локализации сдвига. В случае более общего плоского дви
жения начало локализации полос сдвига рассмотрено в [222]. Установлены кри
тические условия их образования, наиболее вероятные направления развития, а 
также получены оценки скорости роста зарождающихся полос сдвига. Полосам 
сдвига как проявлению неустойчивости посвящены работы [331, 334].

В [330] исследовано зарождение и развитие шейки в круглом полимерном 
образце из вязкопластического материала при одноосном растяжении. Начало



образования шейки обусловлено введением начальных геометрических возму
щений. С помощью метода конечных элементов найдено распределение напря
жений на разных стадиях нагружения и эволюция профиля образца.

Математическим аспектам существования, единственности и устойчивос
ти решений краевых задач вязкопластичности посвящены работы [176, 223, 
229, 281, 282]. В [122, 123] уравнения движения вязкопластической и термо
вязкопластической сред с произвольными скалярными соотношениями проана
лизированы с точки зрения их групповых свойств (см. также [13]). Получен 
полный набор инвариантных решений первого ранга. В [123] построены ре
шения некоторых задач о течении и теплообмене в ограниченных областях, в 
полуплоскости и в бесконечной среде при движении цилиндра. Точно решена 
автомодельная задача о вращении тонкого стержня с постоянным теплоотво
дом в теплопроводной вязкопластической среде. В [122] рассмотрена задача 
о продольно-поперечном движении среды со степенной зависимостью интен
сивностей напряжений и скоростей деформаций. Современный обзор инвари
антных свойств уравнений термовязкопластичности с различными скалярными 
определяющими соотношениями дан в [124].

Рассматривая перспективные направления в фундаментальном изучении по
ведения вязкопластических тел под нагрузкой, выделим две задачи. Первая из 
них связана с перемешиванием вязкопластических структур под действием пе
риодических нагрузок и поведением жёстких ядер в таком процессе. Несмотря 
на то, что глобальное перемешивание является тематикой многих конференций 
и других научных мероприятий в последнее время, остаются вопросы даже на 
уровне определений: что математически означает, произошло ли к моменту t пе
ремешивание или ещё нет ? Отметим здесь работу [163], привлекающую методы 
аналитической механики гамильтоновых систем и хаоса к исследованию дан
ных процессов. В ней описан метод построения усреднённого гамильтониана 
автономной системы, не требующий находить нелинейные замены переменных 
в канонических уравнениях Гамильтона, что обычно представляет трудоёмкую 
задачу. Введено понятие стробоскопически усреднённого гамильтониана, кото
рый можно вычислять в виде разложений по малому параметру из решения 
некоторой системы уравнений. Развитие данного метода приведено в [162], а 
результаты изложены в части I.

Вторая задача связана с подходом к описанию даже однородного вязкоплас
тического материала как к композиту, у которого зона течения и жёсткое яд
ро формально являются компонентами с различными физико-механическими, 
тепловыми и химическими свойствами, а граница раздела имеет фракталь
ную структуру [168]. Этим задачам предстоит уделить внимание в ближайшем 
будущем.



9.2. Разгон и торможение тяжёлого вязкопластического 
слоя вдоль наклонной плоскости

Задача о деформировании тяжёлого вязкопластического слоя с большой вяз
костью на наклонной плоскости моделирует поведение геофизических струк
тур, находящихся в гравитационном поле на наклонном ложе. Примерами та
ких структур могут служить снежнопылевые лавины из мягкого снега [218], 
податливые участки верхних слоёв земной коры [175, 300], соляные породы в 
предельном состоянии [208], последождевые оползни почвы [184], ледниковые 
образования [182]. Для последних особенно характерно наличие массивной не- 
деформируемой корки, занимающей до 95 % толщины ледника, и тонкой сдви
говой зоны вблизи основания. На вязкопластическую природу льда обращено 
внимание в [181, стр. 166]: «Поскольку у льда не обнаружено предела дли
тельной прочности, введём понятие «практически предельного состояния», при 
котором лёд настолько незначительно деформируется во времени, что дальней
шую деформацию можно считать отсутствующей. можно определить дли
тельное сопротивление, что имеет большое значение при хара!сгеристике несу
щей способности ледяного тела во времени». Это длительное сопротивление 
фактически является пределом текучести при сдвиге. Экспериментально най
денные значения материальных функций для широкого класса льдов и снежных 
потоков лавинного типа приведены в обзоре [151].

Установившееся плоскопараллельное движение тяжёлого вязкопластическо
го слоя по наклонной плоскости принадлежит к числу классических и давно 
исследованных задач [34]. При таком движении область вблизи свободной по
верхности слоя занята жёсткой зоной, которая присутствует всегда и может 
охватывать весь слой, если гравитационных усилий недостаточно для страги- 
вания. Устойчивость этого течения относительно двумерной картины возмуще
ний исследована в [55]. Известны многочисленные обобщения данной задачи 
на случай вязкопластической жидкости с нелинейной вязкостью, упругой сжи
маемостью, а также двухслойности и стратифицированное™ течения [126].

С другой стороны, выполнено много исследований по изучению движения 
фазовых границ при нестационарном сдвиге материала. Граничные условия 
здесь надо ставить на заранее неизвестной границе, движение которой опре
деляется в процессе решения (задачи типа Стефана). Достаточно полный обзор 
по неустановившемуся деформированию с учётом движения жёстких зон дан в 
монографии [157].

В данном параграфе определяются параметры нестационарного одномерно
го сдвига вязкопластического слоя на наклонной плоскости в поле силы тяжес
ти, т. е. процесса разгона либо торможения. Находится изменение со временем 
толщины жёсткой зоны вблизи свободной границы, а также другие характерно-



тики течения. Задача с неизвестной границей сводится к задаче с фиксирован
ной во времени границей. Предлагается метод решения подобных задач, кото
рый проиллюстрирован на данном примере. Аналитически исследуются асимп
тотики при t —> оо в случае, когда число Рейнольдса много меньше квадрата 
числа Фруда [57].

9.2.1. Начально-краевая задача и стационарный режим

В поле силы тяжести g (|g| =  g) имеется несжимаемый вязкопластичес
кий слой с плотностью р, пределом текучести при сдвиге rs и динамической 
вязкостью /х, который движется вниз по наклонной плоскости под углом (3 к 
горизонту. В любой момент времени t > 0 физическая область ft, занимаемая 
материалом слоя, имеет вид ft =  {-оо < Х\ < оо, 0 < x<l < h}. Нижняя граница 
*2 =  0 неподвижна, а верхняя x<i =  h свободна от напряжений.

Тензорные определяющие соотношения вязкопластического материала с не
линейной вязкостью, связывающие девиатор напряжений 5 =  Sijki®kj и тензор 
скоростей деформаций v = Vijki <g> kjy записываются в виде

8ц = 2Т(и)Уц/и (9.2.1)

где Т = (tTS2/2)1̂2 — максимальное касательное напряжение, U =  (2tru2)1/2 — 
максимальная скорость скольжения. Инварианты Т и U связаны скалярным 
определяющим соотношением Т =  T(U), которое уже подставлено в (9.2.1).

В базис обезразмеривания включим величины р, g  и А, не меняющиеся в 
процессе деформирования. Все дальнейшие формулы этого параграфа выписа
ны в безразмерном виде. Два уравнения движения

dv\ . Л
~Р, 1 +  Sli.i =  ----Sin /3, —рш 2 +  $2м + “ ' (9.2.2)

вместе с условием несжимаемости

Vi.i =  0 (9.2.3)

и соотношениями (9.2.1), куда надо подставить связь тензора v и веюх>ра vy 
замыкают систему в области ft относительно давления р и компонент uj и V2.

Граничные условия при хг =  0, хг =  1 и на прямой =  £(0> отделяющей 
зону вязкопластического течения Щ =  {—оо < Х\ < оо, 0 < x<i < f(0} от 
жёсткой прослойки ftr =  {-оо < Х\ < оо, f(0  < x<i < 1} (рис. 9.3) запишем в 
виде

*2 =  0 V\ =  V2 =  0 ; Х2 = 1 р =  S\2 =  0
*2 =  f  (0 Т = Ts

Будем разыскивать плоскопараллельные течения в ft, такие что

Vi=v(x2J ) } 1>2 = 0, U =  2\v{2\ =  \vt2 l  5ц =522 = 0, = | 1̂2| (9.2.5)



Кроме того в начальный момент времени зададим функцию v fa ,  0)

v(x2, 0) =  v0(x2) (9.2.6)

где Vo(x2) е Cl(Q) — монотонно неубывающая функция равная константе на 
некотором интервале S < х2 < 1. Число 1 -  Е равно начальной толщине жёсткой 
зоны (0 < Е < 1).

Из второго уравнения (9.2.2) определяется профиль давления по толщине 
(гидростатика)

р(х2) =  (1 -  х2) cos /3, (9.2.7)

а после подстановки (9.2.7) в первое уравнение (9.2.2) выписывается уравнение 
движения

«12.2 =  О/ -  sin/3, vt = dv/dt (9.2.8)

Проинтегрируем (9.2.8) по х2 в пределах жёсткой прослойки и воспользу
емся граничными условиями (9.2.4) при х2 =  1 и х2 =  £(f)

х2 = т  " ' “ S i n / J - j - ^  (9.2.9)

Равенство (9.2.9) служит для определения неизвестной границы £(<). Им можно 
заменить условие (9.2.4) для S12 при х2 =  1 и свести задачу к нахождению 
решения только в области ffy.

Выпишем сначала характеристики стационарного режима движения вязко
пластического слоя по наклонной плоскости. Будем помечать параметры такого 
режима градусом. Решение

«1°2 =  0  -  х2) sin р , ?  = 1 - Л -  (9.2.10)
snip

является классическим [34]. Заметим, 
что 5j°2 > 0 всюду в Г2, следова
тельно, v°2 > 0, v°2 > 0 в П и 
знаки модулей в (9.2.5) могут быть 
сняты. Слой £° < Х2 < 1 занят жёст
кой зоной, движущейся поступатель
но вдоль плоскости вниз, причём эта 
зона может охватывать всю область П 
в случае, когда r s > sin/?. Гравита
ционных сдвиговых усилий при этом 
недостаточно, чтобы преодолеть по
роговый предел, и будет иметь место 
покой. Распределение скоростей в об-

Рис. 9.3. Зона вязкопластического течения 
Qf и жёсткая прослойка



ласти Cl следующее

V°(x2) =  ^

[о

[о

-7?) sin/?] d.T),

- г ] )  sin/?] dt],

о < Х2< е

е < х 2 < \

(9.2.11)

Расход же через весь интервал 0 < x<i < 1 для кинематики (9.2.11) определяется 
формулой

£° *2
Q = f f T  ! [(1 — 77) sin/3] dr)dx2 + 

о 0

+ sin/j /  7 -1 [0  -  tj) sin /3] dr]
О

(9.2.12)

9.2.2. Нелинейное параболическое уравнение в области 
с переменной границей

Перейдём к основной задаче неустановившегося движения слоя. Функция 
v(x2, t) согласно (9.2.8) и (9.2.10) удовлетворяет уравнению

[T(v,2) \ 2 = vt - ts
1 - е

(9.2.13)

Данное уравнение с граничными условиями, заданными при х2 =  0 и х2 =  £(0> 
относится к классу нелинейных параболических задач в области с неизвестной 
границей, определяемой в процессе решения [62, 115, 157].

Перейдём от пары независимых переменных (х2 \ t) к паре (у; /) с помощью 
замены у =  1 — х2/£(0> так чт0 в каждый момент времени все точки 0 < у < 1 
принадлежат зоне течения fty. В переменных (у, /) начально-краевая задача при
нимает следующий вид

=  +  £(1 -  y)vy -
1 - е

(9.2.14)

У = 1 1> =  0 ; у = 0 иу = 0 , vt +  ^(1 - y ) v y = (9-2-15)

t = 0 v(y) = vQ((l -  у ) Б) , Е =  £(0) (9.2.16)

Напомним, что дополнительное (второе) условие при у — 0 в (9.2.15) и в ниже 
следующих постановках задач служит для нахождения неизвестной функции 
£(/). В этом заключается особенность формулировок задач о вязкопластическом 
течении в области с неизвестной границей.



Исследуем сначала случай линейного скалярного соотношения 

T = ts + ij,U  (9.2.17)

Постановку (9.2.14)-(9.2.16) можно переформулировать следующим образом:
Т с2

=  £  v ,  +  t t ( \ - y ) v y -  (9.2.18)

т с2
У  =  1 и =  0; у  =  0 v y  =  0 , ушуу =  -  (9.2.19)

а начальное условие (9.2.16) останется в прежнем виде. 
Введём новую неизвестную функцию u { y j )  заменой

т * е ( \ - у 2)
V =  и  +

2/Ю -  О
(9.2.20)

тем самым обеспечивая однородность граничных условий (9.2.19)

/ Ш у у  -  ? u t -  & (1  -  у ) и у  =
-  TstHe-e) . r^|(l-y)(2Hf+yO 

( i - { ° ) ( l - { )  +  2M( i - 0 2

У  =  1 ы =  0 ;  г/ =  0  Uy =  О, Ыуу =  О

< - 0  a f a ) - P o ( ( l - y ) 3 )  -  Тз д (|1_ | ) > s «о (г/)

(9.2.21)

(9.2.22)

(9.2.23)

Решение начально-краевой задачи (9.2.21)—(9.2.23) в области с постоянными 
границами // =  0 и у  =  1 будем разыскивать методом разделения переменных. 
Удовлетворяя однородным граничным условиям (9.2.22), представим и ( у ,  t )  в 
виде степенного ряда

00

u(y,t) = Ts ' £ , U t ) ( \ - y n) (9.2.24)
п=3

Подставим ряд (9.2.24) в уравнение (9.2.21) и приравняем зависящие от t 
коэффициенты при одинаковых степенях у

оо

Е Ъ  — о-ею-о 2 м ( 1 - 0 2
(9.2.25)

7ч =  .?*3 бм*(1-0’ 24 /х *(1 -0 * +  4 ^ 3  

^  С27-я-« ( /> 7 -я- ( П+ 1)Гл+|)  ^  оч
Г« + 2 ------ ШШ+Ш--- L («  ̂3>

(9.2.26)

Все функции Тп (п > 3) выражаются через £(/) с помощью рекуррентной цепоч
ки (9.2.26), после чего подставляются в уравнение (9.2.25). В итоге получится



обыкновенное уравнение относительно £(t) бесконечного порядка. Аналитичес
кое исследование данной задачи связано с учётом конечного числа членов ряда, 
стоящего в левой части (9.2.25).

9.2.3. Приближение Re у/Рг
Заметим, что безразмерная вязкость ц, использовавшаяся до сих пор, выра

жается в базисе {/9,g, h} через размерную Д следующим образом

Д Д V у/Рг
=  =  Н еР = (9.2.27)

py/ghh pVh yjgh
где V — некоторая характерная скорость, Re — число Рейнольдса, Fr — число 
Фруда. Поэтому приближение ц >  1 или Re у/Рг соответствует случаю, 
когда вязкие составляющие проявляют себя гораздо сильнее гравитационных.

Нулевое приближение по параметру 1//х даёт стационарный режим £ =  £°, 
вообще говоря, не согласующийся с начальным условием £(0) =  S. В первом 
приближении по \/р  из (9.2.25) будем иметь задачу Коши

2/х « - П О - О
s = - i i - e  « 2 - 0

Точное решение (9.2.28) имеет вид

« о  =  е . если s = е

« 0 ) =  Е

2/Л =  In -  £°(2 -  f ) In

- d - m - s ) .

i z £
2-«° 

если S ^  4°

(9.2.28)

(9.2.29)

Учёт первого и первых двух членов ряда в левой части (9.2.25) при
водит к двум независимым задачам Коши для уравнений второго порядка 
относительно £(0

s - e  « 2 - 0 $7з = -
( 1 - 4 ° ) ( 1 - 0  2м(1 - 0 2

(9.2.30)

либо

% +  % =  -
о - е ) ( 1 - 0

« 2  -  0 ё 
2м(1 - 0 2

(9.2.31)

Начальная граница жёсткой зоны, по-прежнему, равна S, а « 0 ) вычисляется из 
первого по 1 /ц  приближения (9.2.29) по формуле (9.2.28).

На рис. 9.4 для случая £° =  1/2 приведены решения трёх задач Коши: 
кривые (а) соответствуют точному решению (9.2.29) первого приближения при 
S =  0 .99,0 .7 ,0 .3 ; кривые (Ь) и (с) — решениям уравнений (9.2.30) и (9.2.31) 
при тех же начальных значениях S. Поведение всех кривых показывает, что при



предельная толщина жёсткой зоны вблизи свободной границы достаточ
но быстро стремится к своему значению в стационарном движении. При этом 
переходный процесс торможения слоя (2 > £°) происходит медленнее процесса 
разгона (2 < £°).

Предположим, что при t —> оо решение уравнения второго порядка (9.2.31) 
имеет стационарную асимптоту

« 0 - Г +  7 (0 . 7 .7 .7 -»  0 (9.2.32)

и линеаризуем по 7 (9.2.31)
( 2 - 0 77 +12 fi

( 4 - 3 0 0
+  2V (4-300 =  0 (9.2.33)

Коэффициенты при 7 и 7 в (9.2.33) положительны, что говорит об отрицатель
ности действительных частей характеристических корней Aj, А2

А1.2 =
( 4 - з о е 2

—л/3(2 -  О  ±  ^ 9 0  -  20£° +  12 (9.2.34)

Из (9.2.34) видно, что Ait2 действительны при любом £°, т. е. 7 (0  экспоненци
ально убывает к нулю, а в силу (9.2.32) граница жёсткой прослойки £(0 экспо
ненциально стремится к £°.

Рис. 9.4. Графики зависимости f(f) при различных начальных значениях £(0) =  ^



9.2.4. Модели с нелинейным скалярным соотношением

Приведём постановки начально-краевых задач в некоторых случаях нели
нейной скалярной связи Т и U (вместо (9.2.17)), а именно, логарифмической и 
тригонометрической.

Стационарный профиль продольной скорости v°(x2) в случае логарифми
ческого скалярного соотношения

T(U) = rs + fjb\n(l +  U) (9.2.35)

имеет вид (0 < x<i < £°) 

"  (
v° =

sin /3 — rs (1 - * 2) sin (3 - r s 
exp--------------- exp------

) - *2 (9.2.36)
sin/? \  fi ' fi

а расход Q через сечение слоя вычисляется по формуле (9.2.12). Подставляя 
(9.2.35) в (9.2.14), придём к нелинейному уравнению

№уу = {£,- Vy) (tv t +  £(1 -  y)vy - (9.2.37)

к которому необходимо добавить начальное условие (9.2.16) и граничные усло
вия

у = 1 v = 0\ у — 0 Vy = 0 , цУуу =  -  vy) (9.2.38)

Однородность условий (9.2.38) достигается заменой v =  u + w, где w(y, t) удов
летворяет линейной задаче

HWyy -  Y ~ w y +  =  0 (9.2.39)

у = 1 w = 0 ; у = 0 Wy =  0 (9.2.40)

Заметим, что в задачу (9.2.39), (9.2.40) время или функция £(/) входят лишь как 
параметры.

Тригонометрическое упрочнение
T(U) =  r s +  (2/x/Tr)arctg U (9.2.41)

означает, что максимальное касательное напряжение ограничено снизу констан
той т5, а сверху константой rs +  jU. Материал при большой скорости скольжения 
ведёт себя как идеально пластическое тело с пределом текучести при сдвиге 
rs+/x. Такое тело моделирует движение, при котором соседние слои слабо сцеп
лены друг с другом (камнепад, мелкозернистый селевой поток и т. д.). Профиль 
стационарного течения имеет вид (0 < л;2 < £°)

о =  2^  cos [тг((1 -  х2) sin в  -  т>) /( 2/*)1
7Г sin /3 cos [7r(sin /3 — rs)/(2//)]

V' (9.2.42)



Подставляя (9.2.41) в (9.2.14), получим нелинейное параболическое уравнение

к которому необходимо добавить начальное условие (9.2.16) и граничные условия

Решение двух нелинейных параболических задач (9.2.37), (9.2.38), (9.2.16) 
и (9.2.43), (9.2.44), (9.2.16) позволяет описать влияние сложной реологии на 
параметры разгона и торможения тяжёлого слоя на наклонной плоскости.

9.3. Схлопывание сферического пузырька 
в вязкопластическом пространстве

При схлопывании сферического пузырька в несжимаемой идеальной жид
кости скорость поверхности пузырька, направленная к его центру, перед самым 
схлопыванием неограниченно растёт как г~ ^ 2 Большие приращения местных 
давлений (порядка сотни атмосфер) считаются возможной причиной возникно
вения кавитации [14, 105].

В вязкой жидкости при наличии поверхностного натяжения существуют 
два режима схлопывания [80, 310]: при давлении на бесконечности меньшем 
критического пузырьки схлопываются за неограниченное время; при давлении 
большем критического в некоторый момент происходит быстрое схлопывание, 
сопровождающееся неограниченной кумуляцией энергии. Численный анализ 
этих явлений выполнен в [3, 27]. Влияние релаксационных эффектов в вязко- 
упругих жидкостях в рамках общей модели Максвелла учтено в обзоре [29], 
а некоторые результаты физических и численных экспериментов приведены 
в [228, 257, 320].

Ниже описывается эволюция радиуса пузырька в вязкопластической сре
де и нелинейно-вязкой жидкости с логарифмическим и тригонометрическим 
упрочнениями. Проводится сравнение полученных результатов с имеющимися 
классическими для ньютоновской жидкости [51].

Рассмотрим эволюцию сферического пузырька радиуса R(t) в несжимаемой 
вязкопластической среде с произвольным упрочнением, параметры которой мо
гут зависеть от расстояния до центра. Будем предполагать, что движение среды 
в сферической системе координат, связанной с центром пузырька, радиальное

(9.2.43)

9.3.1. Движение границы пузырька 
в сферически неоднородной среде. Задача Коши



(Vo = v<p = 0). Тогда из условия несжимаемости следует, что

•? II 1 N
.

(9.3.1)

Имеем единственное уравнение движения
доrr 2 о ГГ  -  Ogg -  ow  dvr , dvr
d r + r - 8 i + v ' e r (9.3.2)

с граничными условиями <тгг(оо) =  ~Роо> o-rr(R) =  0, где — заданное давле
ние на бесконечности.

Векторные определяющие соотношения вязкопластической среды, связы
вающие девиатор напряжений sq и скорость деформаций и/у, имеют вид 
sq =  2М(U) vq. Функцию М(U) для удобства представим следующим образом

PTSR2( 0)M (t/) =  — +  1 — F(U), т = (9.3.3)

где т — безразмерный параметр задачи, зависящий от радиуса г; р — динами
ческая вязкость среды при U —> 0; F(U) — функция упрочнения, удовлетворяю
щая необходимым условиям монотонности и выпуклости [45]. Все дальнейшие 
соотношения параграфа выписаны в безразмерном виде, причём в базис обез- 
размеривания включены величины {р, /?(0), р,}.

Используя (9.3.3), найдём, что ненулевые компоненты напряжений связаны 
с V{t) следующим образом

сгп =  - р  +  ^  +  4(1 ~р ~, аев = aw  = - P ~ ^ ~  2{l~pV ■ (9-3-4)

Проинтегрируем уравнение движения (9.3.2) по г в пределах от R(t) до 
бесконечности с учётом выписанных ранее граничных условий

оо . „
, , 2(7rr-OQ0- ° W  _  V V

—Poo +  / ---------------------------dr — ~ ~  —
/

(9.3.5)

и подставим (9.3.4) в (9.3.5). Пользуясь тем, что на границе пузырька 
К(<) =  —R2(t)R(t), после некоторых преобразований запишем

оо
RR + |  R2 = - f  + 2 \ /3 f  ^p-dr+

R

+12R2R J F  ( ^ 3 ^ )  £  -  Poo
(9.3.6)

R( 0) =  1, R( 0) =  0 (9.3.7)



Задача Коши (9.3.6), (9.3.7) описывает эволюцию радиуса пузырька при 
t > 0. В случае идеальной жидкости (т =  0, F =  1) она аналитически 
интегрируется

Положив в (9.3.8) R =  0 получим результат Рэлея — безразмерное время полно 
го схлопывания пузырька

t = 3 Г(5/6)Г(1/2) 
2роо г(1/3)

0,915
у/Роо

(9.3.9)

В случае же ньютоновской жидкости (т =  0, F = 0) имеют место результаты 
работ [3, 27, 80, 310].

В общем виде задача Коши (9.3.6), (9.3.7) эквивалентна интегродифферен- 
циальному уравнению относительно Q(R) = R

оо
RQQ' + |<Э2 =  - 4 §  + 2 V 3 J  Т-& dr+

ОО . _ * (9.3.10)
+12R2Q J  F ( = ^ - S )  ^  -  Роо

R 4 J
с граничным условием Q(l) =  0.

9.3.2. Влияние пластической составляющей

Исследуем влияние нелинейности и неоднородности среды на движение 
границы пузырька. Пусть сначала F =  0, а т(г) — произвольная кусочно
непрерывная функция, такая, что дробь т{г)/г интегрируема на интервале 
R < г < оо. В частности, если вязкопластическая среда однородна и неогра- 
ничена, то в правой части (9.3.6) имеется логарифмическая особенность на бес
конечности, и при любом конечном роо вся область 1 < г < оо занята жёсткой 
зоной.

Численный анализ обнаружил наличие двух давлений: страгивающего р** и 
критического р*. Радиус пузырька начинает уменьшаться, если poo > Р**

Р
** =  2Уз min

0<Я<1
(9.3.11)

и при роо < р* плавно стремится к положительной константе /?(оо), определяе-



мой из уравнения
оо

2\/3 J ~̂ -dr =  Р оо

Я(оо)

(9.3.12)

При Роо > р* в некоторый момент времени происходит быстрое схлопывание 
пузырька [66]. Давление страгивания р** в вязкой жидкости равно нулю.

На рис. 9.5 приведены кривые R(t) при разных р^  > р** для 
зависимости т(г)

( г  =  const, если R < г < (/?3 +  7?3 — l)1̂3 

(О, если г ^  (/?3 +  /?3 — 1)1̂3
(9.3.13)

Значения R\ и т выбраны равными 10 и 1; кривым 7-4 соответствуют дав
ления роо =  8; 10; 15 и 20. Значения страгивающего и критического давлений 
в данном случае приближённо равны 7,976 и 16, 55 соответственно. Для зави
симости т(г) =  1/r, г > R кривые R(t) имеют аналогичный вид (р** «  3,464, 
р* »  39, 63).

Рис. 9.5. Графики зависимости радиу
са пузырька R  от времени при различ
ных значениях роо

1 п ( - £ )

Рис. 9.6. Решения задачи Коши 
(9.3.6), (9.3.7) для функции упроч
нения (9.3.14) при различных зна
чениях роо



9.3.3. Влияние упрочнения

Пусть теперь т(г) =  0 и физическая нелинейность среды связана только с 
наличием F(U). Исследуем численно поведение пузырька для логарифмическо
го и тригонометрического упрочнений

F(U) =  1 -  f l 1" 0 * * 7*, Fi > 0. (9.3.14)

F(U) =  1 -  —  аГС̂  U , F2 > 0 (9.3.15)

На рис. 9.6 в фазовой плоскости (/?, In (- R )) изображены решения задачи 
(9.3.6), (9.3.7) с функцией F в виде (16.14) при F\ = 1 для роо =  1; 5; 50 и 100 
(кривые 1-4 соответственно. Для первых трёх значений р ^  штриховой линией 
отмечены кривые (5-7) в случае ньютоновской жидкости. Значение критичес
кого давления р*, для ньютоновской жидкости, при котором эти кривые начи
нают стремиться в +оо при R —> 0 (t —► оо), равно 70, 6 [80]. Этот результат 
подтверждается и настоящим численным анализом (р* «  71,4). Наличие лога
рифмического упрочнения (9.3.14) очень сильно снижает критическое значение 
р* по сравнению с вязким случаем: p*n «  1, 75.

Тригонометрическое упрочнение в виде (9.3.15) означает, что максималь
ное касательное напряжение ограничено сверху величиной при сколь угод
но большом U, и данная модель близка к идеальнопластической модели Сен- 
Венана. Решения задачи (9.3.6), (9.3.7) с функцией F в виде (9.3.15) качествен
но не отличаются от решений, приведённых на рис. 9.6. Значение критического 
давления р*rctan в Данном случае равно 2 ,66, что также во много раз ниже кри
тического значения для вязкой жидкости.

Введение физической нелинейности окружающей пузырёк среды, как 
видно, существенно влияет на безразмерное критическое давление на 
бесконечности.



Глава 10

ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
И МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ СООТНОШЕНИЙ

Исследование устойчивости невозмущённого состояния в физическом теле 
относительно малых возмущений приводит к линеаризованной краевой пробле
ме, включающей в себя систему линейных по скоростям уравнений в области, 
систему граничных условий, снесённых на невозмущённые поверхности тела, 
и, возможно, начальные условия. В случае стационарного основного движения 
эта проблема сводится к задаче на собственные значения. Примером здесь слу
жит классическая задача Орра—Зоммерфельда для одномерного сдвига вязкой 
жидкости [26, 64].

Подобная методика применима и при изучении устойчивости тел с нелиней
ными определяющими соотношениями. Структура соответствующих уравнений 
здесь существенно сложнее чем в линейной модели. Для вязкопластических те
чений задача осложняется наличием жёстких зон, границы которых могут ме
няться в процессе возмущённого движения.

10.1. Краевая задача устойчивости 
относительно малых возмущений

Настоящий и следующий параграфы посвящены постановке и анализу ли
неаризованной краевой задачи устойчивости тела с достаточно общей связью 
напряжений и скоростей деформаций, допускающей как упрочнение, так и су
ществование предела текучести. Основное течение рассматривается в трёхмер
ной либо двумерной области, на границе которой заданы условия одного из трёх 
типов. Обсуждаются случаи, когда трёхмерная картина возмущений может быть 
сведена к двумерной. На основе метода интегральных соотношений строятся 
различные независимые оценки устойчивости основного течения. В эти оцен
ки входят физические свойства материала, геометрия области и максимальная 
скорость скольжения в невозмущённом состоянии. Основные результаты фор
мулируются в виде нескольких теорем и следствий из них [44, 46, 50].



10.1.1. Определяющие соотношения материала

В главе 8 уже подробно шла речь о различных видах определяющих соотно
шений в МСС, а разд. 8.4 был посвящён вязкопластическим моделям. Однако в 
силу большой важности и сильной зависимости результатов в задачах устойчи
вости от определяющих соотношений материала ещё раз остановимся вкратце 
на этих вопросах.

Пусть тяжёлое изотропное несжимаемое тело с плотностью р занимает в 
момент t физическую область П эйлерова пространства с декартовой системой 
координат {Ох\ХгХз). Эта область ограничена кусочно-гладкой поверхностью Е 
(Е =  E„U Es). Выделим также в Q некоторую совокупность £1Г подобластей 
с кусочно-гладкими границами Ег;, причём Ег,- могут иметь общие точки с Е„ 
либо с Es.

Определяющие соотношения в теле Q, связывающие напряжения сг,у (х, t) 
и скорости деформаций у,у(х, t), могут быть представлены в виде объ
единения векторных (тензорных) и скалярных определяющих соотноше
ний. Векторные соотношения связывают девиатор s,y(x, t) напряжений 
(Sij(x, t) =  <j ij(x, t) + p{x, t)5ij) и девиатор скоростей деформаций, который в си
лу несжимаемости совпадает с самим тензором скоростей деформаций Ьц(х, t).

Общий вид изотропной потенциальной функции, связывающей два симмет
ричных тензора s и v с нулевыми следами, таков (см. (8.1.17) и (8.1.21))

где М| и Мг -  скалярные функции двух инвариантов тензора v : мак
симальной скорости скольжения U =  (2о,уП/у)1/2 и кубического инвариан
та J = /^3 =  VijVjkVki- Третье условие потенциальности (8.1.16) означает, что 
З и д М у / d J  =  д м 2 / э и .

Если же изотропная тензорная функция (10.1.1) ещё и квазилинейна (см. п. 
8.4.1), то Мг =  0, Mi =  М((У), что соответствует нелинейно-вязкой жидкости 
либо вязкопластическому телу

Величина М представляет собой отношение максимального касательного 
напряжения Т = (sijS,у/2)1/2 к максимальной скорости скольжения U. Скаляр
ное определяющее соотношение Т = T(U) для квазилинейных (тензорно ли
нейных) тел (10.1.2) характеризует собственно реологию материала. В случаях, 
когда кривая T(U) выпукла вверх (Т** < 0), говорят, что материал обладает 
мягкой характеристикой, а если вниз (Г** > 0), то жёсткой. Жирная точка • 
в верхнем индексе всюду означает производную от данной величины по ска
лярному аргументу U. Единственная физически линейная модель, описываемая

(10.1.1)

si; =  2М(U) vq (10.1.2)



соотношениями (10.1.2), имеет место при М =  р =  const и представляет собой 
ньютоновскую жидкость с динамической вязкостью р.

Деформирование вязкопластических тел с пределом текучести rs происхо
дит лишь там и тогда, где и когда Т(х, t) > rs, остальная же область Пг занята 
жёстким ядром течения. Таким образом, граница Ег определяется из условия

* € £ г T( x J )  = ts (10.1.3)

Выберем одной из физических величин, входящих в базис обезразмерива- 
ния, плотность р. В качестве двух других могут быть выбраны характерные ско
рость V и линейный размер h области Г2. В таком базисе величины, обратные 
безразмерной вязкости и безразмерному ускорению силы тяжести gy как извест
но, называются числом Рейнольдса Re =  pVh/p и числом Фруда Fr =  V2/(gh). 
Если динамическая вязкость материала р зависит от U, то число Re также явля
ется функцией U. Если же в этом случае р надо включить в базис обезразмери- 
вания, то будем выбирать значение р при U —> 0. Введём в рассмотрение также 
число Сен-Венана—Ильюшина к  =  Tsh/(pV), характеризующее влияние плас
тических свойств по сравнению с вязкими и играющее важную роль в теории 
вязкопластичности [87].

10.1.2. Постановка начально-краевой задачи устойчивости

Уравнения движения и условие несжимаемости в безразмерных переменных
имеют вид

д

-Ра +  Sij.j +  Fi =  +  VjVi,j (10. 1.4 )

Vij =  0 (10.1.5)

Для задания граничных и начальных условий потребуем

х е Е у  v(x,t) = W (x,t) (10.1.6)

х е  £ s aij(x9 t)nj(x, t) =  Pi(x, t) (10.1.7)

/ =  0 n(x) =  ?o(jc), x e f i  (10.1.8)

Пусть уравнения самих поверхностей Е^: Fv(xJ) =  0, Es: Fs{xJ) =  0, 
Er : Fr(x, t) =  0 допускают представления *3 =  /„(.Vi , a'2, 0 , *з =  Л(*1.*2» 
x3 =  fr(x\ , X2t t) соответственно. Движение этих поверхностей с течением вре
мени определяется из уравнений

df(v\s\r) _  df{v\s,r) ж1 ^/(y;s;r)
~ д Г х е  £ (v:s-,r) (10.1.9)



Для постановки начально-краевой задачи четыре уравнения (10.1.4), (10.1.5) 
и шесть соотношений Стокса, из которых в силу (10.1.5) только пять независи
мы, следует замкнуть в области шестью определяющими соотношениями сре
ды 5 =  jF(v) или v = 0 (s) 9 из которых независимы также только пять, задать 
граничные условия (10.1.3), (10.1.6), (10.1.7) на поверхностях, движущихся по 
закону (10.1.9), и начальное условие (10.1.8). В результате решения и определе
ния четырнадцати функций в С1 (три компоненты а/, функция давления р, и две 
пятёрки независимых компонент тензоров s и v) из (10.1.3) можно найти закон 
изменения границ Ежёстких  зон.

Для статически определимой исходной начально-краевой задачи по найден
ному полю напряжений строится величина Т (х , t) и в случае, если она при
нимает значение т8 на множестве, объёмная мера которого равна нулю, из
(10.1.3) однозначно определяются поверхности Еп-, ограничивающие жёсткие 
зоны (жёсткие ядра) В случае же статически неопределимой задачи, ре
шаемой в скоростях, единственность решения зависит от класса функций, в 
котором оно ищется. Если векторное поле v(xt t) разыскивается в классе не
прерывно дифференцируемых вплоть до границы Cl функций, то поверхности 
жёстких зон Еri и само поле скоростей определяются однозначно.

Основное движение, являющееся решением поставленной начально-краевой 
задачи будем помечать индексом «о». Для исследования устойчивости предпо
ложим, что на основное состояние системы наложены малые возмущения

Vi = vf + Svit Vij =  V°j +  5xiij, <Tij =  CF°j +  6<7ij,

p = p° + Sp, Sij =  s°j +  6s(j
(10.1.10)

Так как в дальнейшем будут встречаться величины, входящие только в правые 
части равенств (10.1.10), то будем опускать знак 6 у возмущений.

Линеаризуем уравнения (10.1.4), (10.1.5) и соотношения Стокса вблизи ос
новного движения, считая квадраты безразмерных возмущений всех величин 
много меньше самих возмущений. Получим

Зх)'
- P i  + 4 i  = ~dt + vi v‘-i + vl i vi (10.1.11)

vu = 0 ( 10.1.12)

2 Vij = vq +  Vjj (10.1.13)

Варьируя определяющие соотношения, взятые в общем виде (10.1.1), после 
некоторых преобразований найдём, что

Sij =  Щ/kl v‘j ’ (10.1.14)



где

vi(k6Di -  R f y )  +

'°mni ~  +  Vtnatfi} + (Ю.1.15)

(10.1.16)

Открывающиеся и закрывающиеся скобки в индексах означают операцию аль
тернирования. Тензоры четвёртого ранга W°jkl и V?kl зависят только от основ
ного состояния системы, поэтому помечены индексом «о», причём Vl°kl зависит 
лишь от кинематики невозмущённого движения. Этот тензор имеет стандартные 
типы симметрии У°)Ы =  У-°ш =  Ущ, а кроме того V°kl =  0 в силу несжимаемос
ти основного течения и Ущ =  1 в силу нормировки.

Если же связь тензоров s и о квазилинейна, т. е. выбрана в форме (10.1.2), 
то соотношения (10.1.15) упростятся:

Проблемы устойчивости процессов деформирования таких тел впервые были 
затронуты в классических работах [87, 95, 96].

Линеаризация граничных условий (10.1.6), (10.1.7), (10.1.3)
представляет собой их снесение с возмущённых поверхностей
*3 = /(«;s;r)(*i.*2.0 + %wr)(*i.*2.0 на невозмущённые *з =  /(tw)(*b*2.0- 
Будем иметь

где 6Wj, SPi — вариации внешних данных, заданные на соответствующих по
верхностях. Если же внешние данные фиксированы в основном и возмущённом 
движениях, то в (10.1.18), (10.1.19) надо положить =  0, SPi =  0.

Компоненты нормали п° и бщ, входящие в условия (10.1.19), выражаются 
через fs и ns следующим образом

(10.1.17)

*з =fs(xi,x2,t)

*3 =fv(Xl,X2,t)

*3 =fr(xi,x2,t)

(10.1.18)

(10.1.19)

(10.1.20)

(10.1.21)



Если область Л занимает две среды (I) и (2) с границей раздела 
£<> *з = / ( * ь * 2»0 в основном движении и *3 =  (/с +  %)(xi»*2»0 в возму
щённом, то необходимо ставить контактные условия на Ес. Линеаризованные 
кинематические условия совместности, снесённые на Ес, имеют вид

уП) _  у(2) +  -  v f ]) =  0 , (10.1.22)

а динамические
д

(< f -  < f  К  + („ у ' -  -  < 1'К 1  -  о (10.1.23)

Линеаризуя далее уравнение (10.1.9), получим закон движения возмущён
ных поверхностей Е„, £ s, Ег, Ес

&П(u;s;r;c) ..Оdr)(v.s\r\c) .. df(v,s\r,c) „  _  л п  i о л
<101'24)

Кроме того потребуем, чтобы

/ =  0 (В Д  =  0 (10.1.25)

о(1) 0(2) Р(1) о(2К ?1 _

Таким образом, трёхмерная краевая задача устойчивости нелинейного те
чения заключается в решении четырёх уравнений (10.1.11), (10.1.12), куда с 
помощью (10.1.13), (10.1.14) подставлены выражения s через v, с граничными 
условиями (10.1.18) -  (10.1.20) и, возможно, (10.1.22), (10.1.23), выполненны
ми на поверхностях, определяемых уравнением (10.1.24). Для нестационарного 
основного течения присоединим и начальное условие (10.1.25).

10.1.3. Общая схема метода интегральных соотношений

Приведём ниже общую схему применения метода интегральных соотноше
ний для анализа линеаризованной краевой задачи устойчивости некоторого не
возмущённого процесса деформирования. Этот метод, использованный ранее 
в задачах устойчивости одномерного плоскопараллельного сдвига в слое иде
альной (задача Рэлея), вязкой (задача Орра—Зоммерфельда), идеальной стра
тифицированной (задача Тейлора—Гольдштейна), а также вязкой стратифици
рованной (задача Дразина) жидкостей, позволяет получать довольно общие (в 
основном, достаточные) признаки устойчивости. В широком смысле он включа
ет в себя использование различных интегральных неравенств (типа неравенств 
Фридрихса, Пуанкаре, Шварца) и априорных оценок в различных функцио
нальных пространствах. В силу сложной структуры уравнений устойчивости 
в области (несмотря на их линейность) и невозможности выписать их точные 
фундаментальные решения для дальнейшей подстановки в граничные условия, 
учитываются лишь общие характеристики невозмущённого процесса такие, как



физико-механические параметры, геометрия области, профиль скорости. Начи
ная с первых классических результатов по устойчивости течений идеальной 
жидкости (теорема Рэлея о точке перегиба, теоремы Фьортьофта и Ховарда о 
полукруге) вплоть до современных исследований, учитывающих рейнольдсо- 
ву и рэлеевскую вязкости тела, электромагнитные свойства и другие эффекты, 
метод интегральных соотношений нашёл широкое применение (см., например, 
обзор [107]).

Пусть жёсткие зоны в области течения П отсутствуют, а вся поверхность 
Е, ограничивающая П, состоит из части Еу, т. е. на ней заданы только ки
нематические граничные условия, не меняющиеся при переходе от основного 
движения к возмущённому:

Пусть также каждая компонента v — элемент вещественнозначного прост
ранства F ^ fi)  со стандартной в нём нормой [180]. Умножим обе части (10.1.11) 
на V(9 просуммируем по i и проинтегрируем по П. Тогда с учётом (10.1.12),
(10.1.26) получим

п
Из неравенства Шварца, применённого к первому слагаемому в правой час

ти (10.1.27), следует цепочка неравенств

Оценка снизу второго интеграла в правой части (10.1.27) может про
изводиться двумя путями. Первый из них основан на чисто алгебраи
ческих преобразованиях, а именно на минимизации квадратичной формы: 
Si/Vij = s ^ j  =  WfikiVkiVij ^  К Vij Vij у где компоненты W°kl имеют вид (10.1.15). 
Таким образом, имеем

х е Е Vi = 0 (10.1.26)

(10.1.27)

где

If{t) =  J vfdCl

где

<7<у(0 =  s u p  \v°:11 < 2 ( 0  =  max (2qaa + qap +  qpa + q ^  +
si ' <*=1,2,3

(10.1.29)



где

Kx{t) = \n\K(x,t), = J  tf jd n
п

Второй способ основан на непосредственном применении неравенства Кор- 
на [267, 268] в случае стандартных типов симметрии W?kl = W{jlk =  №щи.

J  SijVijdQ, =  J  WijklvktiV ijdn  >  J  KvijVi'jdCl >  ^ K2Ify-///, (10.1.30)

n ci n
где

K2(t) = 2inlK(x, t)

Л е м м а  10.1. Пусть область ft можно заключить
а) в параллелепипед 1\ х /2 х /3 либо
б) в бесконечный цилиндр прямоугольного 1\ х /2 сечения либо
в) между плоскостями, отстоящими друг от друга на расстоянии 1\.
Тогда для любой функции v(x,t) с компонентами из L ^ f i)  справедливо

неравенство
Iijhj >  Afrjlj, (10.1.31)

где а) =  7r2(/j"2 +  1̂ 2 + / J 2) либо б) =  7r2(/j“2 + l^ 2) либо в) =  7Г2/ /2.
Доказательство леммы 10.1 вытекает из неравенств Фридрихса для функций 

с компактным носителем в Q [180].
Собирая вместе вспомогательные оценки (10.1.28) -  (10.1.31) и подставляя 

их в (10.1.27), получим

^ Ы Щ ^ О - А ^ К а ,  t>  0 (10.1.32)

где а  =  1 или а  =  2 в зависимости от выбора цепочки (10.1.29) или (10.1.30). 
Из (10.1.32) следует утверждение о том, что при t > 0 функция Ij(t)Ij(t)eF̂  не 
возрастает, т. е. заведомо

//(0//(f) < //(0)//(0)e-f W, t > 0, (10.1.33)

где
t

F{t) =  J ( h l K a{r) -  Q(r))</r (10.1.34)
0

Таким образом, доказана следующая
Т е о р е м а  10.1. Достаточным условием устойчивости невозмущённого 

течения v°{x, t) в М3 относительно трёхмерных возмущений является сово



купность требований к F(t):
a) infF(0  > -оо; б) lim F(t) =  +оо

/> 0 /—>+оо

10.1.4. Устойчивость стационарных течений. В случае установившегося 
течения (Q =  const, Ка =  const) из (10.1.34) и теоремы 10.1 следует

Т е о р е м а  10.2. Достаточным условием устойчивости невозмущённого 
стационарного течения v°(x) в R3 относительно трёхмерных возмущений яв
ляется неравенство Q < А^Ка.

Так как //// =  / п \v\2d£l, то в формулировках теорем 10.1 и 10.2 имеется 
ввиду устойчивость по паре мер (po,pt) [145, 146, 194, 195], где

P t =  J  \v\2(Х, t) cm, P o ~ J  M 2(*. fa) da = pt(0) (10.1.35)
n a

Это соответствует понятию асимптотической устойчивости по Ляпунову— 
Мовчану: невозмущённое течение называется (асимптотически) устойчивым, 
если для любого е > 0 существуют 5 > 0 и ^  =  Г > 0  такие, что при ро < 5 и 
t > Т имеет место неравенство р < е.

Теорема 10.1 утверждает, что числа е и 6 можно выбрать произвольно, а 
момент времени Т определяется равенством F(T) = 1п(5/е). При выполнении 
условий а) и б) теоремы такое время всегда существует.

Неравенство Q < А^Ка, входящее в формулировку теоремы 10.2, ограничи
вает в пространстве безразмерных параметров задачи область заведомой устой
чивости основного процесса. В силу стационарности последнего границы этой 
области со временем не меняются. В случае ньютоновской вязкой жидкости 
это неравенство равносильно тому, что некоторая комбинация чисел Re, Fr и, 
возможно, других не превосходит своего критического значения.

10.1.4. Устойчивость процессов на конечном интервале времени

Наряду с (асимптотически) устойчивыми рассматриваются условно устой
чивые или устойчивые на конечном интервале времени процессы: невозмущён
ное течение называется условно устойчивым, если существует R > 0 при ко
тором для любого е найдутся 6 > 0 n t  — Т > 0  такие, что при ро < 8 и 
t > Т имеет место неравенство р < /? +  £*. Аналогично теореме 10.1 можно дать 
достаточный признак условной устойчивости.

Т е о р е м а  10.3. Достаточным условием условной устойчивости невоз
мущённого течения v°(x, t) в R3 относительно трёхмерных возмущений яв
ляется объединение следующих требований к функции F{t), определяемой



соотношением (10.1.34):
a) inf F(t) > -оо; б) lim F(t) = Foo> 0

<>0 /-»+оо

Доказательство почти дословно повторяет вывод теоремы 10.1, а из нера
венства (10.1.33) видно, что 5 можно взять опять же произвольно, в качест
ве R выбрать число <5ехр(—Д»), а в качестве Т такой момент времени, что 
F(t) > In[£/(/? +  е)] при t > Т. При выполнении условий а) и б) теоремы 10.3 
такое время Т всегда существует.

Из общей схемы применения метода интегральных соотношений, приве
дённой выше, и получения достаточных интегральных признаков устойчивости 
видно, что основной проблемой в каждой конкретной задаче будет нахождение 
оценивающих параметров Ka(t), Лп и Q(t), входящих в определение (10.34) 
функции F(t).

10.2. Устойчивость процессов деформирования 
квазилинейных тел

Общий вид связи тензоров s и v для квазилинейных материалов представ
ляется соотношениями (10.1.2). Связь же возмущений тензоров s и v даётся 
формулами (10.1.14), (10.1.17).

Для формулировки линеаризованной краевой задачи устойчивости в возму
щениях подставим (10.1.17) в (10.1.14), а затем (10.1.13) и (10.1.14) в уравнения 
движения (10.1.11). Получим

где М0 н  M(l/°); MJ =  (dM/dU){U°).
Три уравнения (10.2.1) вместе с условием несжимаемости (10.1.12) образу

ют замкнутую систему в области Cl относительно четырёх функций и,-, р. Воз
мущения начальных и граничных условий на поверхностях Е 0, Es, Ег и, воз
можно, Ес производятся таким же образом, как это было сделано в разд. 10.1, 
поэтому сейчас на этом останавливаться не будем.

В случае стационарного основного движения сведём поставленную задачу 
в области к задаче на собственные значения. Для этого выпишем отдельные 
гармоники возмущения по осям (Ojcj), (Охг); учёт всех гармоник равносилен 
применению преобразования Фурье по переменным Х\ и х^. Представим неиз

10.2.1. Постановка задачи и её сведение 
к проблеме на собственные значения

~P,i + 2{м 0ы ^ )  + и ° ы у ^ М у ) ) . ( 10.2.1)



вестные величины в форме

v{x, t) = vy (xz) exp {isMxM +  at) 

p(x, t) =  py (x3) exp (isMxM +  at),

( 10.2.2)

(10.2.3)

где Si, S2 — вещественные компоненты двумерного волнового вектора s; S3 фор
мально положено равным нулю; а  =  a ,+ ia tt — комплексная частота. Критери
ем устойчивости основного течения является неравенство а* < 0, выполненное 
при любых Si, S2.

Подставим (10.2.2), (10.2.3) в систему (10.2.1), (10.1.12) и получим для ком
плексных амплитуд vy, ру :

причём 2vym =  iSjVy +  ismvy +  6̂ у' + Штрих означает дифференциро
вание по Х3 .

10.2.2. Сведение трёхмерной картины возмущений к двумерной

Ограничим невозмущённое движение классом плоских течений v° =  
У°(*1.*з)> v2 — 0> v3 -  из(х 1’хз)> возмущения же, по-прежнему, оставим трёх
мерными. Умножим уравнение (10.2.4) на sm и просуммируем по т. Предва
рительно вводя обозначения s =  y/smsm, иу =  smvy/s, «3 =  v%, qy — spy/s\, 
7 =  as/s\, будем иметь

Третье уравнение (10.2.4) и условие несжимаемости (10.2.5) в новых пере
менных имеют вид

Рассмотрим теперь вместо (10.2.2), (10.2.3) двумерную картину возмущений в

(10.2.4)

(10.2.5)

(10.2.6)

(10.2.7)

isuiV +  Ц3' =  0 (10.2.8)



ПЛОСКОСТИ (0 * 1 * 3 ) :

щ (х\,х3, t) =  U|(jc3) exp (isx\ +  7  0 , v2 = 0 , 
«з(*1. *з> t) = из(хз) exp (isxi + 7 0.

p(x 1, *3l /) =  q{xz) exp (isx\ + 7 1)

(Ю.2.9)

(10.2.10)

Подставляя (10.2.9), (10.2.10) в (10.2.1), (10.1.12), получим 

- isq  + M0j(isuiSji + isuj + 5jZu\) +  2(t/°M;Vj°w),/uw+

+M0( - s 2Wl +  «") +  2iU°MlVl°klsukl +  2U°MlV°Zklu'k[ =  (10.2.11)

=  7U1 +  vJ(is8j\U\ +  5jZu[) +  v°jUj

-q ' + M0j(isuz5ji +  u'j +  Sjzu'z) +  2(U°MlV3°jkl)tjukl+

+Mo (~s2u3 + Ы3) +  2iU°MZV°m suki +  2U°MlV3Zklu'kl = (10.2.12)

=  7«3 +  v°(isSj\Uz +  8jzu3) +  v ljU j

isu\ +  «з =  0 (10.2.13)

Идея преобразования Сквайра, предложенного в 1933 г. в работе [324] 
для одномерного стационарного сдвига ньютоновской жидкости, заключает
ся в сравнении систем уравнений, полученных для трёхмерной и двумерной 
в плоскости сдвига картин возмущений. Если эти системы совпадают с точ
ностью до коэффициента s\/s при числе Re, то в силу неравенства Si <  $ и 
пропорции а /Si =  7/s  устойчивость волны возмущения, распространяющейся 
под углом к плоскости основного сдвига, повышается. В этом и состоит теорема 
Сквайра [26].

Формальное обобщение преобразования Сквайра на случай произвольного 
плоского основного движения и достаточно общего типа сред проведено выше. 
Оно приводит к сравнению систем (10.2.6) -  (10.2.8) и (10.2.11) -  (10.2.13). 
Как видно, уравнения (10.2.6), (10.2.7) существенно отличаются от уравнений
(10.2.11), (10.2.13) и не могут быть получены из последних переобозначением 
коэффициентов. Это говорит о невозможности сведения в столь общем случае 
трёхмерной картины возмущений к двумерной. На подобный факт в теории 
устойчивости неньютоновских жидкостей отмечалось и ранее [38].

Выделим здесь три важных независимых случая.
А) Пусть М((/) =  р  =  1/Re, т. е. имеется вязкая жидкость. Тогда уравнения

(10.2.6), (10.2.7) упростятся и примут вид

10.2.3. Обобщённая теорема Сквайра



~ qV> +  s ^ - s 2 “3 +  « О  =  7ыз +  4 SU3 +  из ^ из' +  v i i j v y  (10.2.15) 

Уравнения же (10.2.11), (10.2.12) запишутся в виде

-isq  +  +  и\) =  7“i +  iv°sui + vlu[ + v°jUj (10.2.16)

-Я 1 + - J - ( - s 2U3 +  «з) =  7«3 +  iv°su3 +  П3Ы3 +  1»з jUj (10.2.17)

Сравнивая (10.2.14), (10.2.15) с (10.2.16), (10.2.17), видно, что трёхмерные 
возмущения сводимы у двумерным только, если v$ =  0 и v° =  и°(хз), т. е. невоз
мущённое состояние — стационарный одномерный сдвиг в плоскости (Ол^лгз). 
Следовательно, даже физической линейности модели недостаточно для обоб
щения утверждения Сквайра на произвольное плоское основное состояние.

Б) Пусть

Vmjkl =  +  fy<Mm3<ta +  fy<^m3<fo+ ^

+5т\5п$з5кз) =  ^m(\^k(l^3)lS3)j>
т. е. изучается устойчивость одномерного сдвига в плоскости (Ох^з) 
(и° =  и°(хз), =  1/3 =  0, U° = |у°'|). Подставим (10.2.18) в уравнения (10.2.6),
(10.2.7) , (10.2.11), (10.2.12). После некоторых преобразований вместо (10.2.6),
(10.2.7) будем иметь

-isq*  + '0(isu% +  « И  +  ^[U'MKisuV + < ) ] '+

+ £ M 0( - s V  +  < " )  -  *[U °K (iS2vZ + $ ') ] '  =  (10.2.19)

=  7M[V +  isv°u{ +  v°'u^

- q v' +  2fM '0u%' + i£u°Ml(isu% + < ')  + ^M o(-s2w3V + “з")~

- i sjfU°MZ{is2v% +  i#') =  7 «з +  isv°u3 •

а вместо ( 10.2.11), (10.2.12):
—isq + Mo(«s«3 +  u\) +  [U°Ml(isu3 +  u{)]'+

+M0( - s 2«i +  «") =  7«i +  isv°ui +  v°'uz

( 10.2.20)

( 10.2.21)

- q '  +  2M '0и'г +  isU°Ml(isu3 +  u\) +  M0( - s 2u3 +  u'{) 

=  7 Ы3 +  isv°u3
( 10.2.22)

Видно, что, если is2v2 +v%' =  0 или, другими словами, t$3 =  0, то (10.2.19),
(10.2.20) с точностью до коэффициента s/s\ при функции М0 совпадают с
(10.2.21) , (10.2.22) соответственно. Таким образом, справедлива обобщённая те
орема Сквайра для материалов с произвольным скалярным соотношением:



Т е о р е м а  10.4. В случае одномерного сдвигового течения в плоскости 
(Ох 1*з) среди всех нарастающих трёхмерных возмущений, удовлетворяющих 
условию V23 =  0, всегда можно найти двумерное в той лее плоскости (Ох\Хз), 
нарастающее с той же скоростью, но при большем значении функции М0.

Ограничение V23 =  0 достаточно в условии теоремы 10.4. Оно допускает 
учёт довольно широкого класса возмущений, выходящих из плоскости (Ох\Хз). 
Роль критического числа Рейнольдса Re* (точнее, числа обратного к нему) иг
рает критическая кривая [T(U) — T(0)]/U.

В) Отметим невозможность обобщения формулировки теоремы 10.4 на тече
ния, являющиеся сдвиговыми в других эйлеровых ортогональных системах ко
ординат, например, в цилиндрической (г, 9tz). При анализе устойчивости про
цессов, происходящих в плоскостях (г, в) (течения Куэтта—Тейлора), и (г, г) 
(продольные течения внутри поверхностей вращения) необходимо учитывать 
возмущения в третьих направлениях либо искусственно ограничивать их. Такие 
возмущения могут существенно влиять на переход из ламинарного режима в 
турбулентный и на смену типов устойчивости даже для ньютоновских жидкос
ти. Соответствующими примерами могут служить образование тейлоровских 
вихрей и сприальных движений в плоском круговом течении Куэтта [304] и 
турбулентных «пробок» в пуазейлевом течении в круглой трубе [245]. Вопросы 
линейной теории устойчивости и начальной стадии перехода к турбулентности 
здесь тесно смыкаются с собственно переходными (нелинейными) являениями. 
К числу таких явлений стоит отнести перемежаемость режимов, постепенное 
выравнивание профиля скорости, кризис сопротивления тел плохо обтекаемой 
формы и другие эффекты.

10.2.4. Обобщённая задача Орра—Зоммерфельда (0 3 0 3 )

Вернёмся к декартовой системе координат (Ох[) и исследуем двумер
ные возмущения (^ь^з), накладываемые на плоское невозмущённое состояние 
v° =  v\(x\,xz , 0, =  О, v3 =  из(*ь*з.О- Дифференцируя первое уравнение
движения в возмущениях (10.2.1) по Хз, третье по Х\ и вычитая одно из другого, 
тем самым исключая р, сведём систему (10.2.1), (10.1.12) к одному уравнению

£'т [ М о (€//'0,у7 +  t jr t j i)  +  U°MZV$kl(ekn1>Jn+

+eini>,kn)\,jm = ^

относительно функции тока -ф{х\,хг,t): vt =  Все индексы в
(10.2.23) принимают значения 1 и 3; е*л — двумерный символ Леви-Чивиты 
(tkntnm — К уравнению (10.2.23) надо добавить граничные условия



(10.1.18) -  (10.1.21), выраженные через ф, 

*3 =  /»(•*!> 0
, d(W° -  За?)

V\m =  Vv-------------------— + SWi, (10.2.24)

*3 /«(■*!> 0  P^i 4” [Molf/mV’./n/ “b C/m'0,mi) +

+(/°M ^?ft/(e/[mV’,m/ + е1тФ ,mk)]n°i = -^-Л/ + %
8U°

*3 =  fr(xi, t) v°j{ешф,т1 +  е;тф>па) + r?r(7°—

d(P°-°°,n?)
dx3

• =  0,

+Я5,
(10.2.25)

(10.2.26)

и закон движения возмущённых поверхностей
^7l(v;s:r:c) __  ~/. r f o  ^(v.s.rx) л/. _ df(v:s\r:c) «  х-аг -  - v .i  -  «I - т&, -  * е  ь (и;5;г;с (10.2.27)

Аналогично (10.1.22), (10.1.23), если необходимо, в терминах <ф записываются 
контактные условия на границе раздела Ес.

Таким образом, линеаризованная краевая задача устойчивости сводится к 
одному уравнению (10.2.23) в ft и группе граничных условий (10.2.24)—(10.2.26) 
на соответствующих поверхностях, уравнения которых определяются требова
ниями (10.2.27).

Среди всех граничных условий, приведённых выше, выделим (10.2.24) при 
7jv =  0, SWi =  0 и Е =  Еу. Это означает, что на Е задана кинематика, которая 
не меняется при переходе из невозмущённого состояния в возмущённое:

х е  Е : grad яр =  0 (10.2.28)

На рис. 10.1 изображена возможная область ft и возможное задание на её
границе условий, удовлетворяющих
(10.2.28).

Уравнение (10.2.23) в случае вяз
кой жидкости и кинематики основно
го движения (10.2.18) (стационарный 
одномерный сдвиг) сводится к хо
рошо изученному уравнению Орра— 
Зоммерфельда, а вместе с граничным 
условием (10.2.28) образует задачу 
Орра—Зоммерфельда [26, 64, 217, 
302]. Сформулированную выше зада
чу естественно назвать обобщённой 
задачей Орра—Зоммерфельда (0303). 
Обобщение проводится и на опре
деляющие соотношения (функция М 
произвольна) и на выбор основного 
движения (V>°, V°fkl произвольны).

Рис. 10.1. Возможная область ft и задание 
на её границе условий (10.2.28)



Обобщение классической задачи Орра—Зоммерфельда ранее было дано и на 
случай стратифицированных плоскопараллельных течений, т. е. р и р — функ
ции глубины *3. Впервые такая постановка приведена в [249], там же доказан 
аналог теоремы Сквайра, согласно которому для любого нарастающего трёхмер
ного возмущения всегда можно указать двумерное возмущение, нарастающее с 
той же скоростью, но при меньшем значении Re и большем значении мини
мального числа Ричардсона J =  —p'0/(p0Fr). Уравнение Орра—Зоммерфельда— 
Дразина с однородными кинематическими условиями на твёрдых стенках было 
исследовано в [108], где получен ряд независимых оценок устойчивости. Устой
чивость ламинарного погранслоя степенной неньютоновской жидкости путём 
численного интегрирования обобщённой проблемы Орра—Зоммерфельда иссле
дована в [82]. Там же рассчитаны характеристики устойчивости погранслоя на 
продольно обтекаемой полубесконечной пластине.

В [107] дан обзор работ и по некоторым другим задачам на собственные зна
чения применительно к устойчивости идеальных и вязких стратифицированных 
течений таких, как планетарные течения, течения с рэлеевской вязкостью, тур- 
булизованные движения.

10.2.5. Достаточные интегральные оценки устойчивости

Для анализа поставленной 0303  (10.2.23), (10.2.28) воспользуемся методом 
интегральных соотношений, идея которого была изложена в п. 10.1.3.

Пусть 'ipixi, хз, t) — элемент вещественнозначного гильбертова пространства 
W°(2)(H), являющегося замыканием множества бесконечно дифференцируемых 
функций с нулевыми значениями на границе области. Замыкание производится 
по метрике пространства W ^ H ) ,  вводимой скалярным произведением [180]

№ . t e ) w<*>=53 (10.2.29)
2 щ&ь

где /  — мультиндекс; |/ | =  j\ Н------ 1- /V; D1̂  = д^ф/(дх[1.. .дх$).
В дополнение к предыдущим потребуем ещё одно ограничение на область 

П, а именно, односвязность её границы. Это даёт возможность построить сле
дующую цепочку

grad^ €E =  о
d'lp
ds

=  0 С

Постоянная С едина для всей поверхности Е, и её можно положить равной нулю 
в силу того, что ф определяется с точностью до константы. Следовательно, в 
случае односвязности границы П условия (10.2.28) примут вид

ф = 0, grad ф = 0 (10.2.30)



Умножим обе части (10.2.23) на и проинтегрируем по неподвижной об
ласти Из условия несжимаемости основного течения и (10.2.30) следует, 
что интеграл от последнего слагаемого в правой части (10.2.23) равен нулю. 
Действительно,

еуг J  (ФУФ^лФ^О. =  f  (v 'ji>.jk).k'>pdQ. =  -  J  vJ^rp^dQ,  =

a n  а

= \  j  = ~ ^ J (у°ФлФл) ^  + ̂  J  ̂ °:,ФлФл̂  = 0 + 0 = о
П П О

В результате получим

5^ (7!2 + / |)  = I  “  Ът ЛМо(€й .̂/7 + 6// .̂i/)+
п п

’\-U°M.0V?jili(eiin'iptin +  )],/m !

(10.2.31)

где

(0  = J  ( D Jr p f d n

Неравенство Шварца в W ^2\  применённое к первому интегралу в правой 
части (10.2.31), даёт цепочку неравенств

/ Уц'Ф jdQ, ^  ^  Qijhlj

<  ? " +<?33+g,3+?3i (/[2 +  /2 )  =  +  213+23,)(/2 +  / | )

(10.2.32)

Функции времени qq определяются кинематикой невозмущённого движения: 
?//(/) =  supa |у?.|.

Следуя далее работе [87], параметризуем компоненты и,у
t/° (10.2.33)=  ~ узз =  - у  cos /?, г>?3 =  - у  sin /3

и введём дифференциальные операторы второго порядка

! - J L - J L  / о а 2
, _ з*з2 а*2 ’ 2 -

Если невозмущённый процесс представляет собой чистое растяжение — сжа
тие в направлениях (Oxj), (Охз), то sin /3(дс, /) =  0; если же это чистый сдвиг 
параллельный (Ох\)9 то cos/?(*, t) =  0.



После подстановки (10.2.32), (10.2.33) в (10.2.31) и некоторых преобразова
ний получим

ЪШ 1п(А2 +  / | )  ^  9н +  <?1, 2<?31 ~

f[A (L rf)2 + 2 В{Ьхф){Ь2ф) +  C(Z.2V-)2] ^ ,
(10.2.34)

Здесь А(х , 0э £(*, 0> С(х, /) — функции материала и невозмущённого движения, 
которые можно записать в любой из двух форм

A =  M0 +  t / tX s i n 2/?, В =  t/°M*sin/3cos/3, С =  М0 +  £/°М* cos2 /3

либо
А =  М0 cos2 /3 +  Го sin2 /3, £  =  (Г0* -  М0) cos/3sin /3,

С =  М0 sin2 /3 +  Г* cos2 /3
(10.2.35)

Предположим, что существует такая функция A(t), что при t > 0

J Щ Цф)2 +  2В(Цф)(Ь2ф) + С(Ь2ф)2]сЮ, > Л2^ 2 +  / | )  (10.2.36)
п

Тогда неравенство (10.2.34) перепишется в виде

— In (/j2 + / | )   ̂2?п + 913 + 931 - 2Л2 (10.2.37)

Т е о р е м а  10.5. Пусть F(t) — первообразная функции
(2Л2 -  2q\\ -  <713 -  ?3i)(0 w F(0) =  0. Тогда для устойчивости невозму
щённого течения v°(x, f) в плоской области Cl с односвязной границей 
достаточно одновременное выполнение условий

a) inf F(t) > - 00; б) lim F(/) =  +00 (10.2.38)/>о t-* + 00

Доказательство. Перепишем неравенство (10.2.37), пользуясь введённой 
функцией F(t)

^[1п(/,2+ / |)  +  л < 0 ,  / > о
Так как функция, стоящая в квадратных скобках, со временем не возрастает и 
F( 0) =  0, то

/,2 +  /32 <  е” ™ (/,2(0) +  / | ( 0)] (10.2.39)

Видно, что при одновременном выполнении требований (10.2.38) левая часть 
(10.2.39) с одной стороны остаётся ограниченной в любой момент времени, а с 
другой, стремится к нулю при t —> + 00.



Данное утверждение является следствием общей теоремы 10.1 в случае ма
териалов с векторно линейными определяющими соотношениями. Однако спо
собы получения оценивающего параметра A(t), о которых пойдёт речь далее, 
здесь свои. Аналогично теореме 10.3 сформулируем и достаточный признак 
устойчивости течения на конечном интервале времени. Доказательство его поч
ти дословно повторяет предыдущее, а выбор параметров R и 7\ входящих в 
определение условной устойчивости процесса, таков же, как и при выводе тео
ремы 10.3.

Т е о р е м а  10.6. Пусть F(t) — первообразная функции (2Л2 — 2q\\ — q\$ — 
?3i)(0 и F(0) =  0. Тогда для условной устойчивости невозмущённого течения 
v°(x> t) в плоской области VL с односвязной границей достаточно одновремен
ное выполнение условий

а) \nlt>o F(t) > -оо;
(10.2.40)

б) lim/_>+00 F(t) = Foo > 0

В случае, когда поле скоростей v явно не зависит от времени, коэффициен
ты уравнения (10.2.23) суть функции только координат. Это позволяет искать 
решение ф(хi, *2, t) в спектральном виде

ф =  ф(х\,Хз)йы , а =  а* +  /а** Е С (10.2.41)

Подставляя (10.2.41) в (10.2.23), (10.2.30), придём к 0303, поставленной 
для нелинейного течения в области с заданной на границе кинематикой. Ком
плексная амплитуда теперь является элементом комплекснозначного гильберто
ва пространства Н гф ) со стандартной в нём нормой [180]. Техника получе
ния оценок устойчивости с помощью метода интегральных соотношений здесь 
принципиально сохраняется. Выпишем лишь общую последовательность дейст
вий и приведём конечное утверждение: 

а) домножение обеих частей уравнения

С//л [Мо(€//0,у/ +  €цф%ц) +  и°ЪЛ1]/щ(еьпФ,1п +  е/л0,*и)],//я — 

=  аАф  +  €//(0,/^л +
(10.2.42)

на комплексно-сопряжённую функцию ф и интегрирование по ft с учётом гра
ничных условий

х б Е  ф = 0, grad 0 =  0 (10.2.43)

б) выделение действительных и мнимых частей в получившемся интеграль
ном равенстве и нахождение а* и а**;

в) оценка сверху частотного параметра а* с помощью неравенств Фридрих- 
са и Шварца для квадратичных функционалов в H2(ft).



Предположим, что Л таково, что справедливо неравенство (10.2.36), в кото
ром теперь

' Im  s  /  PVl!<«
п

Тогда имеет место следующее утверждение.
Т е о р е м а  10.7. Для устойчивости стационарного течения v° (дс) в плоской 

области П с односвязной границей достаточно выполнения условия

2<?i 1 +  ?1з +  <731 <  2Л2, qij =  sup | vf, | (10.2.44)
п

Доказательство. Функция F(t) в стационарном случае имеет вид 
F(t) =  (2Л2 - 2 qn -  qi3 -  qZ\)t, и из справедливости неравенства (10.2.44) сле
дует выполнение требований (10.2.38).

10.2.6. Минимизация квадратичных функционалов

Задачу точного определения A(t) можно свести к задаче на собственные 
значения

Lx{ALxf )  +  2Ц{ВЦф) + L 2(CL2ip) +  Х2Аф =  0 , (10.2.45)

где кроме того удовлетворяет граничным условиям (10.2.30). Умножим ра
венство (10.2.45) на ф и проинтегрируем по П. Получим, что A(t) совпада
ет с минимальной ненулевой собственной функцией \ min(t) задачи (10.2.45), 
(10.2.30).

С другой стороны, нахождение A(t) эквивалентно проблеме минимизации 
квадратичного функционала, стоящего в левой части (10.2.36). Для неотри
цательной определённости соответствующей квадратичной формы необходи
мо выполнение двух условий: А +  С ^  0 и АС > в 2 или согласно (10.2.35) 
М0 +  Т* ^  0 и М0Т* >  0. Следовательно, в точках с абсциссами U°(x, t) функ
ция Т* должна быть неотрицательной, т. е. диаграмма материала не должна 
быть падающей.

Найдём всевозможные пары функций {К\(х, t) \К2(х, /)} такие, что для лю
бой функции ф 6 W°(2)(fi)

А (иф )2 + 2В{Цф){Цф) +  С(Цф)2 >  К{{Цф)2 + К2(12ф)2, (10.2.46)

т. е. матрица
( А - К х В \
^ В С - К 2)

неотрицательно определена. Это в свою очередь равносильно системе нера-



Рис. 10.2. Область на плоскос
ти {К\ \ К2), точки которой удов
летворяют системе (10.2.47) при 
т; ф М0

К\

Рис. 10.3. Область на плоскос
ти (К\\К2), точки которой удов
летворяют системе (10.2.47) при
т; = Мо

венств

к х +  к 2 ^  Мо +  т ;\к хк 2 -  СК\ -  а к 2 +  м 0г0* ^ о (10.2.47)

На рис. 10.2 на плоскости (К\\К2) заштрихована область, точки которой 
удовлетворяют системе (10.2.47) при Т* Ф Мс. Координаты отмеченных на 
рис. 10.2 точек следующие

а =  (М0 +  Т*-, 0), Ь =  (0; М0 +  Т*),

с =  (М0 sin2 /3 + Т* cos2 /3-, М0 cos2 /? +  Т* sin2 /?), 

g  =  (min{M0, 7;*}; min{M0, 7;*}), Л =  (max{M0, Т*}\шах{М0, Т*}),

И М»г* Л  . ( п. Мо г*
М 0 s in 2 Р+Т‘  c o s 2 /3 ’ )  ' 1 \ ’ М о  c o s 2 0+Т£ s in 2 0 )■

При Т* =  М0 (например, для ньютоновской жидкости) заштрихованная на 
рис. 10.2 область вырождается в квадрат (рис. 10.3).

В силу условий (10.2.30) имеем

/[/Г , ( ^ ) 2 +  /Г2Ц.20 2]Л 1 £
л

^  inf Щ х, 0 /((^ .з з  -  и)2 +  =

=  inf Щ х, t) [/2 +  2 / 2 +  /|з  +  4 / ( | - l ) $ 3dfi

Здесь и далее нижняя грань берётся по всем х € ft.



Выбирая на криволинейном отрезке (fgd) (рис. 10.2) произвольную точку 
с ординатой К\, найдём для неё угловой коэффициент Кч!К\ и подставим в 
(10.2.48). В результате получится вполне определённая оценка снизу левой час
ти (10.2.36). Все такие оценки независимы. В частности, если взять точку g , то 
будем иметь

f[A(L\ip)2 +  2В{Цф){Цф) +  C(L2tp)2№  > 
п

^  inf min{M0, Т*}(1^ +  2/,23 +  /323) ^  (10.2.49)

^  Л2 inf min{M0, T;*}^,2 +  / | )

Последнее неравенство следует из вспомогательного утверждения (аналога лем
мы 10.1).

Л е м м а  10.2. Если область Cl можно заключить в прямоугольник 
[Ль Н{\ х [Лз,#з] (рис. 10.1) либо в полосу [hatHa], то

I\\ + 2/]з + /з2з ^  Л^(/j2 + /|), (10.2.50)

где
7Г

+
7Г

M - A 0 *  ( Я 3 - Л 3 ) 2
либо Лц =

7Г

(Ha - h a)2

Доказательство леммы вытекает из неравенств Фридрихса для функций с 
компактным носителем в П [180].

Следовательно, в качестве одной из возможных функций A2(f)i входящей в 
неравенство (10.2.36), а также в условия теорем 7.2 -  7.4, можно взять

Л2(0  =  An inf min{M0(x, t), Т’(х, 0} (10.2.51)

Другой независимый от рассмотренного способ оценки Л(/) связан не с 
(10.2.46), а с цепочкой неравенств

J W , V О2 +  2В{Цф)Ц2ф) +  C(L2rp)2]d{l >

> infM x, t) / [ ( > зз -  фЛ1)2 +  f  (V\ зз -  Фм)Ф, 1з+

=  inf Л(дсг, t) JCij&tjdCl ^
п

^  inМ (х, t ) f (K3f n + 4K4f l3 + K3i>233)dn,

(10.2.52)

где

С
1 0 - В /A \
0 1 В/А , £ =

-В /Л  В/A С / А -  1/2/

>.п \  
>.зз ]

.> ,1 3 /



Рис. 10.4. Область на плоскос
ти (cos2/?; Го/Mo), точки которой 
удовлетворяют системе (10.2.53)

Рис. 10.5. Область на плоскости 
точки которой удовлетво

ряют системе (10.2.54)

Матрица С квадратичной формы неотрицательно определена, если 
2АС -  Л2 -  4Б2 ^  0. Подставляя сюда А , Б, С из (10.2.35), получим возмож
ную область изменения отношения Т*/М0:

cos2 р  Г0в 1 +  sin2/? 
l +  cos2/ ? ^ M 0 ^  sin2/?

(10.2.53)

Эта область на плоскости (cos2 /3; Т*/М0) заштрихована на рис. 10.4. Как видно, 
неравенству (10.2.53) независимо от (3 удовлетворяют, например, ньютоновские 
жидкости и другие материалы, у которых 1/2 < |7^*/М0| < 2.

Существование неотрицательных оценивающих функций А3(х, t) и К${х, t), 
входящих в (10.2.52), равносильно неотрицательной определённости матрицы 
С -  diag{A3; /Q}, т. е. выполнению системы неравенств

< U  Аз 4  1. 0 а 2 *В*Кз) (Ю.2.54)

На рис. 10.5 на плоскости (A3; /Сj) заштрихована область, точки которой 
удовлетворяют системе (10.2.54). Координаты отмеченных на рис. 10.5 точек 
следующие

а 12ЛС-Л2-4В 2 
\  2 АС-А*

где

с\

^ Mo+CMo-T l̂Sin2^ 
~А 1

< 7 ? + ( 7 ? - M 0)cos2/?
4 »

если Г0* > М0; 

если Т* < М0;

,1, если Г* =  М0.



Выбирая на криволинейном отрезке (bed) (рис. 10.5) произвольную точку и 
подставляя её координаты (К^\/С4) в (10.2.52), получим вполне определённую 
оценку левой части (10.2.36). В частности, если взять точку с, то будем иметь

SIA(L\4О2 + 2В(ЦШ *Ф) + С М ) 2]с1П >

^  \п1А(ху 0  • inf ci(Ху 0(/|2i + 2/j23 + / | 3) ^  (10.2.55)

^  A^inf>4(x, 0* inf ci(ж, t)(I? + I$),

где Л^, по-прежнему, определяется из леммы 10.2.
Следовательно, другой, отличной от (10.2.51) возможной функцией Л(/), 

входящей в неравенство (10.2.36), а также в условия теорем 10.5 -  10.7, яв
ляется

Л2(0 =  Л ^Ы Л (х, 0  • infCi(Ху t) (10.2.56)

Полученные интегральные оценки устойчивости (для вязких жидкостей — 
критические числа Рейнольдса) достаточны, поэтому возможные дальнейшие 
результаты связаны с выяснением того, насколько они необходимы в случае тех 
или иных определяющих соотношений материала.

10.3. Обобщенная задача Орра—Зоммерфельда 
для вязкопластических течений

Как важный частный случай общих определяющих соотношений, резуль
таты которого будут использованы в главе 11, рассмотрим вязкопластические 
течения.

10.3.1. Оценки устойчивости вязкопластических течений 
как следствия полученных в разд. 10.2

Функция М(/7), входящая в (10.1.2), и функция T(U) имеют вид

m U ) =  V  + Te' n U )  -  + I '  Г  *  Га -  “ nst <1(Ш >
Линеаризованные уравнения устойчивости произвольного несжимаемого 

вязкопластического течения следуют из (10.2.1) и (10.3.1)

До,- 2 х  ( Vij ~  Ущ Уы \

Pj +  Re +  Re (  U° )  .
d v i  , О , 0—  +Vj Vi,j+Vi'iVj (10.3.2)

Уравнение же устойчивости в терминах функции тока является следствием 
(10.2.23) и (10.3.1)

+ jfetim[v?jkl(eknipini + ein4>,nb)},jm =
(10.3.3)



гДе tfjki ~  — V°jkl)/U°.
Функции А, В, С, определяемые (10.2.35), с учётом (10.3.1) запишутся сле

дующим образом

Л =  ^ c o s 2/ ? + ^ ,  В =  —j j  cos/? sin/?, C =  ^ s i n 2/ ? + - ^  (10.3.4)

Стоящий в левой части (10.3.36) функционал, оценки снизу которого прово
дились в п. 10.2.6, теперь представляет собой сумму двух слагаемых — «вязко
го» и «пластического»

1 Ш хф)2 +  2 В (Ц Ш Ш )  +  с м ) 2} <т =  ^ ( / 2 +  2/ 23 +  /33)+

+ 1 и [2*13 sin /3 -  (V»,33 ~  * 11) cos 0]2dSl ^ (10.3.5)

Re (I и +  2/j2 +  / 3 3 ) +  ^ / [ 2^,13 sin/? — (V>,33— * 11) cos /?]2dfl,

где
n

12 /  АЛQ(t) =  sup U°(x, 0 , Q ^  Ww +  (<713 +  ?3i) 
n

Видно, что в качестве оценивающей функции Л2(/), входящей в (10.2.36), 
можно взять

л2(0  = ^  (Ю-3.6)
к е  У

где определяется геометрией области из леммы 10.2, а Л2(0 в свою очередь 
является оценивающим параметром в неравенстве

[2 ,̂13 sin/? -  (V>,33 “  Ф.п) cos(3]2dO, ^  Л2(/,2 +  /32) 
а

для любой функции ф е  с граничными условиями (10.2.30).
Входящая в утверждение общей теоремы 10.5 функция F(t) в случае вязко

пластического течения запишется следующим образом

/ ■
(10.3.7)

/ t

F{t) = + 2Ts /  o f ? ~ / {2qu + *13 + ?31Ж) ̂  (10‘3‘8)
о о

Формулировки теорем 10.5, 10.6 с учётом (10.3.8) останутся прежними до
словно, а признак устойчивости стационарного течения (следствие теоремы 
10.7) сформулируем следующим образом.

Т е о р е м а  10.8. Для устойчивости стационарного вязкопластического те
чения v°(x) в плоской области ft с односвязной границей достаточно выполне-



ния условия
2 Л | 27WV|
Re Q > 2qu + <7i3 +  <731 (Ю.3.9)

10.3.2. Стабилизирующее влияние предела текучести

Слагаемые с числом Рейнольдса («вязкие» слагаемые) и безразмерным 
пределом текучести («пластические» слагаемые) входят в (10.3.8), (10.3.9) с 
одним и тем же знаком, при этом увеличение Re компенсируется ростом т5. 
Это говорит о стабилизирующем влиянии параметра пластичности на течение 
ньютоновской жидкости, если > 0 и о его нейтральном влиянии, если 
Ат =  0. В любом же случае введение в линейно вязкую модель нелинейности 
в виде пластического слагаемого при указанных выше ограничениях на 
геометрию области и граничные условия дестабилизировать исходное течение 
не может. В качестве приведённого числа Рейнольдса Re ' следует брать

Re' =
QRe

Q +  rA2i?e’
(10.3.10)

На аддитивный характер зависимости между критериями подобия 
вязкопластических течений было обращено внимание ещё в [201], а также 
в последующих работах [133, 215]. Он следует из самого скалярного 
определяющего соотношения (10.3.1). Критические значения обобщённого 
числа Рейнольдса были получены в [125], где также выведены зависимости 
критического числа Рейнольдса и критерия Хёдстрема.

При масштабном моделировании существуют два критериальных уравнения 
La =  /(ИО, И2 =  g(Hi), где La — число Лагранжа, Hi — число Ильюшина [134], 
И2 — число Ильюшина—Олдройда.

Найдём теперь оценивающую функцию Лг(/), используя результаты п. 
10.2.6 для тел с произвольным скалярным упрочнением. Согласно, например, 
оценке (10.2.51) имеем

Л2 Ajj inf min г j _  j _  _тД
{R e ’ R e + U° ) Re (10.3.11)

Из (10.3.6), (10.3.11) следует Лт =  0, и величина Л совпадает со
своим значением для течения ньютоновской жидкости. Оценки устойчивости 
любого вязкопластического течения, удовлетворяющего условиям (10.2.30), 
вычисленные на основании (10.2.51), не будут отличаться от оценок 
устойчивости соответствующего вязкого течения. Нечувствительность к 
параметру пластичности rs в модели (10.3.1) объясняется достаточным 
характером этих оценок.



10.3.3. 0 3 0 3  для одномерного вязкопластического сдвига

Для основного состояния (10.2.18) уравнение (10.3.3) упрощается и имеет вид

± а а *  + —  ( =  
Яе V K I / .1 3

дАф
dt +  v ° ( A i p ) t\ -  v°" ip11 (10.3.12)

Представляя /ip(x\ix^1 t) в виде отдельной гармоники возмущения 
гр = ф(х з) exp (isx\ +  а0,преобразуем(10.3.12)кспекгральномувиду

ф1У -  2sV ' +  s4</> -  4xs2 ( Д )  =

=  is -  у  )  (0" -  s2<£) -  Re
(10.3.13)

Последнее слагаемое в левой части (10.3.13) учитывает влияние пластических 
свойств материала по сравнению с вязкими. Без этого слагаемого соотношение 
(10.3 Л 3) совпадаете классическим уравнением Орра—Зоммерфельда.

Так как основное движение происходит в слое 0 < *з < 1, то кинематические 
граничные условия при *з =  0 и*з =  1 имеют вид

*3 =  0, *з =  1 ф = ф' = 0 (10.3.14)

Выпишем граничные условия (10.2.26) на Ег. В самом общем слу
чае одномерного сдвига область Пг представляет собой набор N  слоёв 
(О < £i < *з < &) U (£з < *з < £4) U • • • U (&/V-1 < *з < v ^  1),где£ь . ,£2N 
определяются из основного течения. Пусть *3 =  £ — одна из составляющих 
границы Ег, на которой U° = 0. Тогда условие (10.2.26) запишется в форме

v°"(0r1r + 2vu(a = 0 (10.3.15)

Положим7]r(x\t t) =  Нехр(/5*1 +  аО.Таккак2ц1з =  (<//'+s2</Oexp(/s*i-t-aO> 
то (10.3.15) равносильно соотношению для амплитуд

Нп°"(0 +  Ф"(0 +  s 4 (  О  =  0 (10.3.16)
Связь константы Н и значения ф(£) следует из закона движения (10.2.27) поверх
ности Ег:

[а + isv°(0] Н +  is<KQ =  0 (10.3.17)

Таким образом, 0303  для одномерного плоскопараллельного вязкопластичес
кого сдвига заключается в решении уравнения (10.3.13) в слое П при выполнении 
условий (10.3.14) на границах слоя и условий (10.3.16), (10.3.17) на границах жёст
ких зон, уравнения которых в основном и возмущённом процессах могут разли
чаться.

Грубость оценок типа (10.3.11), найденных для вязкопластических материа
лов из общих соотношений, заставляет более точно изучить устойчивость таких 
течений. Особое внимание уделим вопросам устойчивости вязкопластического 
сдвига. Это объясняется тем, что интегральные оценки устойчивости, получен
ные ранее для течений в слое Г2 =  {0 < *3 < 1} либо в кольце Л =  {R\ < г < /?2}, 
напрямую неприменимы, поскольку в данных случаях границы П неодносвязны.



Глава 11

УСТОЙЧИВОСТЬ СДВИГОВЫХ 
ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ ТЕЧЕНИЙ

Обратимся к уравнению (10.3.13) устойчивости одномерного сдвигового те
чения в вязкопластическом слое относительно двумерных возмущений. Изучим 
в настоящей главе три типа граничных условий, соответствующих трём класси
ческим стационарным профилям v°(x3): течению Куэтта, течению Пуазейля и 
движению слоя по наклонной плоскости в поле силы тяжести. Задачи устойчи
вости рассматриваются и для других типов течений с произвольным профилем 
1/°(*з), не являющимся точным решением уравнений движения. Обоснование 
такого подхода для ньютоновских жидкостей дано в [107].

11.1. Вязкопластическое течение Куэтта в плоском слое

11.1.1. Нижние оценки критических чисел Рейнольдса

Примем, что основное течение характеризуется произвольной монотон
но возрастающей непрерывно дифференцируемой функцией о°(хз) такой, что 
|и0,| < q и fo dxz/\v°'\ < 00. Жёсткие зоны по толщине слоя отсутствуют (имен
но такое движение берётся в качестве невозмущённого), и граничные условия 
для амплитуды ф(хз) имеют вид

Течение Куэтта в узком смысле означает, что и°(хз) =  хз (рис. 11.1).
Пусть ф — элемент комплекснозначного гильбертова пространства Иг (О) с 

нормой

имеющий четыре непрерывные производные. Умножим (10.3.13) на 
комплексно-сопряжённую функцию ф и проинтегрируем по Хз от 0 до 1. 
Принимая во внимание (11.1.1), получим

хз =  0 и хз =  1 ф =  ф' =  0 (11.1.1)

( 11. 1.2)
О



где

— I  \Ф I d*3 » т — 0, 1, 2, Iv — f  dx3t
О О 1 1

1
Q = Q* H- /Q**, Q** = f  v f{(f>f ф)**с1хз,

о

Q* =  +  ( 5y0/' +  s2y°)l</,|2 dx3

Выделим в (11.1.3) действительную и мнимую части

/22 +  2s2/]2 +  s4/q +  4*rs2/ 2\
ос* =

1

а** =  -

/ 2 +  S2/ 2

sQ*

sQ**
Re

/ 2 +  S2/ 2

(11.1.4)

(11.1.5)

и воспользуемся неравенством Шварца в пространстве Н2 (fi) с нормой (11.1.2)
1

|Q * . |  <  J \и°'\\ф'\\ф\йхг <  9/ o / i  ( П . 1.6)

Рис. 11.1. Профиль плоского течения Куэтта в узком смысле



Из (11.1.4), (11.1.6) следует
Т е о р е м а  11.1. Пусть a(s, Re, я) — произвольное собственное число 0303 

для течения Куэтта. Тогда
^  qsIohRe -  ( / |  +  2s2/,2 +  s4/ 2 +  4xs2/ 2) 

( /2 +  s2/02)Re
(11.1.7)

Достаточным условием устойчивости движения, следовательно, является от
рицательность правой части неравенства (11.1.7).

Аналогичное утверждение в теории устойчивости ньютоновских несжимае
мых жидкостей было получено ещё в [328].

С л е д с т в и е  1. Если

(11.1.8)

то а* < 0.
Доказательство следует из теоремы 11.1, очевидного соотношения 

sIq!  1 <  (I2 +  в2ф / 2 и неравенств Фридрихса I 2 ^  7t2/q, I 2 ^  47т2/ 2, q l2 ^  I 2.
Для того, чтобы получить нижнюю оценку критического числа Рейнольдса 

Re*, необходимо найти минимальное значение правой части (11.1.8) по s. Про
водя соответствующий анализ, придём к следующему результату: если я  ^  q/2, 
то Re* > 8тг2!q, и самыми медленно затухающими будут длинноволновые

Рис. 11.2. Кривые устойчивости вязкопластического течения Куэтта на плоскости 
(x!q\ qRe)



возмущения s 0; если 0 ^  х  < q/2, то Re* > An2[2x/q  +  (3 -  4x /q )x/2\/q, и 
самыми медленно затухающими будут гармоники 5 =  7г[(3 -  4x /q )l/2 -  1]1/2.

По выведенным достаточным оценкам устойчивости на плоскости 
(x/q\qRe) (рис. 11.2) построена кривая 1. Для вязкого предела (х  -> 0) 
qReQ > 68.38.

С л е д с т в и е  2. Если

где Aj «  22.373 является наименьшим положительным корнем уравнения 
cos y/X{chy/Xl = 1, то а* < 0.

Доказательство аналогично предыдущему, в нём надо использовать ещё од
но неравенство Фридрихса: / |  ^  A2/q.

Найдём нижнюю оценку критического числа Рейнольдса Re*, пользуясь 
следствием 2: qRe* > 47r[Ai(l +  2 х /^ )]1/2. При этом самыми медленно затухаю
щими будут гармоники 5 =  [Ai/(l +  2 x /^)]1̂2. Кривая qRe =  47r[Ai(l +  2x/q )]^2 
построена на рис. 11.2 (кривая 2). В вязком пределе будем иметь qReq > 59.43.

С л е д с т в и е  3. Если

то а* < 0.
Доказательство аналогично доказательству следствия 2.
По данной оценке самым медленно затухающим возмущением бу

дет возмущение с волновым числом s0, являющимся корнем уравнения 
s3 +  {тг/ у/2 )>cs2/q  -  т т \ [/ ( 2 у / 2 )  = 0. Следовательно, нижняя оценка имеет вид 
qRe* > 27rAi/s<> +  Airxsjq  +  2 y / 2 s 2. Соответствующая кривая 3 изображена на 
рис. 11.2, при к  0 она стремится к qReg =  72.25 (вязкий предел).

Достаточные интегральные оценки устойчивости (11.1.8) — (11.1.10) неза
висимы, поэтому можно дать общую нижнюю оценку критического числа Рей
нольдса. При фиксированном x/q

т. е. область параметров под верхней огибающей кривых 1-3 — область абсо
лютной устойчивости вязкопластического течения Куэтта. Для течения Куэтта 
в узком смысле везде необходимо положить <7 = 1.

Как видно, все три кривые 1-3 являются неубывающими, что позволяет сде
лать важное предположение о стабилизирующем влиянии пластичности в дан
ной задаче. Оценки аналогичные (11.1.8) -  (11.1.10) в теории вязких жидкостей 
впервые были получены Д.Джозефом в [276, 277], поэтому носят название оце
нок Джозефа. Затем они были уточнены в [86, 343].

(11.1.9)

2j A, +  4!i* £ +  2v/5s2 
s q

(11.1.10)

qRe* > т а х{1,2 ,3}, (11.1.11)



11.1.2 . Фазовая частота колебаний

Обратимся теперь к фазовой частоте колебаний а** (11.1.5). Ни в (11.1.5), ни 
в выражение для Q* пластические составляющие не входят, поэтому следующая 
теорема будет справедлива как для вязких жидкостей, так и для вязкопластичес
ких тел. Сформулируем её как и в [276].

Т е о р е м а 11.2. Пусть a(s, Re, я) — произвольное собственное число 0303 
для течения Куэтта. Тогда

О ^
vmin < ~Т“

V°min +
2 v°"*итт а , О—о//

+
7Р

2von-*итт
+  4.S2

а** < v l „ о  / / < 0

Доказательство полностью переносится из [276].
Заметим, что, как и в вязких течениях [344], фазовая скорость a * J s  может 

выходить за пределы основного потока [у° (Л; и°ад].

11.2. Вязкопластическое течение Пуазейля 
в плоском слое

11.2.1. Нижние оценки критических чисел Рейнольдса

Невозмущённое вязкопластическое течение Пуазейля в плоском канале с 
постоянным перепадом давления Др имеет вид

v° =  0 < *3 < £

е° =  [Ь * )|2|Г(1—*з)1, l - S < X 3 < l (11'2Л)

Здесь £ =  1/2 — Ts/A p ,  область С1Г =  {£ < х% < 1 — £} занята жёсткой зоной, 
которая присутствует всегда и занимает всю область П =  {0 < х$ < 1}, если 
Др < 2 ts . Характерная скорость V при обезразмеривании в (11.2.1) выбрана 
так, чтобы у°(£) =  1 (рис. 11.3), т. е. V =  Др£2/(2р).

В силу симметрии основного течения относительно плоскости *з =  1/2 
достаточно исследовать его устойчивость в области ffy =  {0 < хз < £}. Как 
и в разд. 11.1 будем полагать, что вместо (11.2.1) в ffy имеется произвольная 
монотонно возрастающая непрерывно дифференцируемая функция о°(хз) такая, 
что К |  <  q и / 0°° х  ^Хз/|у0/| < оо для любой функции х(*з)> удовлетворяющей 
условию х(£) =  0.



Рис. 11.3. Профиль плоского вязкопластического течения Пуазейля

Граничные условия в краевой задаче возмущённого движения для данного 
случая следуют из (10.3.16), (10.3.17)

*3 =  0 ф = ф' = 0]
= S ф' =  0 , ф" +  s (s  -  ф = 0 (11.2.2)

Они выписаны с учётом движения границы жёсткой зоны в возмущённом дви
жении.

Пусть, как и ранее, ф — элемент комплекснозначного гильбертова прост
ранства Н2(П/) с нормой

£
\\Ф\? = f  \<t>"\2dxz, (11.2.3)

о
имеющий четыре непрерывные производные. Умножим обе части равенства
(11.2.1) на ф и проинтегрируем по *з в пределах от 0 до £. Учитывая граничные 
условия (11.2.2), получим

/ |  +  2s2/,2 +  s4/ 2 +  4*s2/ 2 +  ( ^ М 2) '  ( 0 -  

- s 2(M 2)'(£) =  - М /,2 +  s2/02) +  isQ)Re,
(11.2.4)

о

т =  0 , 1, 2, / 2 f  w? 
J i » ° ' i2dxз

где



Величина Q принимает то же значение, что и в формулах (11.1.3). Заметим, что 
/у < оо в силу того, что ф'(£) =  0 и оговорённых выше требований на о°(хз). 
Разделим действительную и мнимую части в (11.2.4), получим

/ |  +  2s2/,2 +  s4/ 2 +  4 x s2/ 2 + SL)0//(Q *«+SU °)
a2+(a**+su0)2\Ф\2 iO - U l.2.5)

- s 2(|0|2)/(O =  -[a*(/,2 +  s2/02) -

at
su°"a,

+  (a*. +  so0)2 \Ф\2 (0 = - [a „ ( /,2 + s2/o2)+sQ.]Ke (11.2.6)

Систему (11.2.5), (11.2.6) можно рассматривать как систему двух уравнений 
для а» и а**. После её решения подробный анализ должен быть проведён с 
основным параметром устойчивости а*.

Ограничимся здесь рассмотрением случая, когда граница жёсткой зоны в 
возмущённом процессе деформируется незначительно, и можно принять, что её 
уравнение в любой момент времени имеет вид х$ = £. Вместо условий (11.2.2) 
будем иметь

*з =  0 ф =  ф' — 0 ;
=  £ Ф' =  0, ф" +  s20 =  0, (11.2.7)

а система (11.2.5), (11.2.6) перепишется в виде

n. _  1 ( . п  / |  +  2s2/,2 +  s4/q +  4 x s2/ 2 — $2(|ф|2У(£)
* / 2 +  s2/2 l Q"  Re

( 11.2.8)

sQ*
Tf+ Щ

(11.2.9)

Т е о р е м а  11.3. Пусть a(s, Re, я) — произвольное собственное число 0303 
для течения Пуазейля. Тогда

„  Qsl0l,Rc -  | / |  +  2 s 2/,2 +  Л 2 +  W / 2 -  s 2 ( M 2 ) ' ( f ) l  
( / 2 +  s = / 2 ) R e

(11.2.10)

Доказательство теоремы 11.3 непосредственно следует из неравенства 
Шварца в пространстве Н гФ /) с нормой (11.2.3):

С
10**1 <  J \ v ° ’\W M d x 3 < qloh (11.2.11)

о
Для вывода следствий теоремы 11.3 воспользуемся неравенствами Фридрихса 

£2/,2 ^  тг2/02; q ll > /,2; / |  -  s2(|0 |2) '(0  > A|(s)/,2;



/22 -  s2(|<£|2)'(£) >  A|(s)/q; inf A2(s) =  inf A3(s) =  tt2/£2,

которые получаются из решения соответствующих изопериметрических 
задач. Здесь Аг(5) — минимальный положительный корень уравнения 
sA2f  =  (2s2 — A2)tg(A£/2), a A3(s) — минимальный положительный корень урав
нения Asin(\/A£)sh(v^4 ) =  s2[l -  cos(\/A£)ch(\/AO].

С л е д с т в и е  1. Если

. А9(5)7Г2 +  27г2(1 +  2 x/q )s2 +  s4£2 
< 2 - ----------------------------------------

то а* < 0.
С л е д с т в и е  2. Если

7Г3  Л /1 2 х \
, R e < ; ?  +  2« ( i-  +  ¥ j .

то а* < 0.
С л е д с т в и е  3. Если

(11.2.12)

(11.2.13)

qRe<  5 L  +  2s2v/2 +  ^ r ,  (11.2.14)
s ?  q£.

то а* < 0.
Для получения нижних оценок критического числа Рейнольдса 

Re* найдём минимальные по s значения правых частей неравенств
(11.2.12) -  (11.2.14). Из (11.2.12) следует, что Re* > 27г2/(?£2) и са
мые медленно затухающие возмущения длинноволновые. Неравенство
(11.2.13) даёт Re* > 27г2[2(1+ 2х /^ )]1/2/ ( ^ 2), а неравенство (11.2.14) 
-  qRe* > 7t3/ ( £ 3s0) +  4x 7rs j(q 0  +  2 \/£s2, где s0 -  корень уравнения 
4s3\/2  +  47rxs2/(qO  -  7r3/ f 3 =  0.

На рис. 11.4 по полученным выше оценкам построены три достаточные гра
ницы устойчивости 1 -  3. В силу независимости следствий 1 -  3 можно дать 
общую нижнюю оценку критического числа Рейнольдса

?£2R e * > m a  х{ /,2 ,3 } , (11.2.15)

Для течения Пуазейля в узком смысле (г;°(лгз) выбирается в виде (11.2.1)) 
необходимо везде положить q =  2/£. Как и для течения Куэтта, все три кри
вые на рис. 11.4 неубывающие. При х  —> 0 они стремятся к значениям 19.74; 
27.91; 26.38 соответственно, однако прямого вязкого предела в данной задаче 
нет, поскольку граничные условия (11.2.2) или (11.2.7) не сводятся при х  —* 0 
к классическим условиям вязкого течения Пуазейля в плоском слое.



Рис. 11.4. Кривые устойчивости вязкопластического течения Пуазейля на 
плоскости (x/q\ qt;2 Re)

11.2.2. Сдвиг тяжёлого слоя вдоль наклонной плоскости

Анализ устойчивости соответствующего движения ньютоновской жидкости 
выполнен в [74, 85, 216, 217] для однослойной структуры и в [207] для двух
слойной. В [12] изучено изотермическое течение вязкого слоя по наклонной 
плоскости и показано, что оно менее устойчиво чем чисто гидродинамическое. 
Если вязкой диссипацией можно пренебречь, то конденсация стабилизирует, а 
испарение дестабилизирует поток.

Классическое решение задачи о стационарном движении вязкопластичес
кого слоя по плоскости, наклонённой под углом (3 к горизонту, в поле силы 
тяжести g  следующее

„ о  х з ( 2 £ ~ х 3 )

v = — r ~
0 < *з < (11.2.16)

где £ =  1 — rsFr/ sin /?; Ft =  V2/(gh) — число Фруда; h — толщина слоя; V — 
характерная скорость течения.

В безразмерных координатах (в базис обезразмеривания включены плот
ность тела р, а также величины h и V) жёсткая зона Пг занимает слой 
{£ < хз < 1} вблизи свободной границы. Эта зона движется как твёрдое целое 
со скоростью о°(£) =  1, при этом V =  pg(?h2 sin/3/(2/x). В случае rsFr > sin/3 
сдвиговых гравитационных усилий для выведения системы из состояния покоя 
недостаточно.

Как видно, основное течение (11.2.16) полностью совпадает с течением Пу
азейля (11.2.1) в области {0 < *3 < £}> кроме того граничные условия 0303



(11.2.2) либо (11.2.7) на границах этой же области имеют место и здесь. За
метим, что совпадение граничных условий в этих двух течениях имеет место 
только, если предел текучести материала отличен от нуля, и зону ffy от сво
бодной границы слоя отделяет жёсткая прослойка. В случае же ньютновских 
жидкостей граничные условия в этих двух задачах принципиально различны 
из-за появления свободной границы. Следовательно, при наличии предела те
кучести математические постановки краевых задач возмущённого движения в 
разд. 11.1 и 11.2 идентичны, и все оценки устойчивости вязкопластического 
течения Пуазейля могут быть перенесены на движение тяжёлого слоя по на
клонной плоскости.

11.3. Вязкопластическое течение Куэтта—Тейлора
Рассмотрим пример анализа обобщённой задачи Орра—Зоммерфельда в кри

волинейной ортогональной системе координат, а в качестве основного движения 
выберем несжимаемое вязкопластическое течение между двумя соосно враща
ющимися цилиндрами.

11.3.1. Невозмущённое движение и условия его существования

Обозначим радиусы внутреннего и внешнего цилиндров а и 6, а угловые 
скорости их вращения ша и щ  соответственно. Характерной скоростью в дан
ной задаче будет иаа, поэтому базис обезразмеривания фактически состоит из 
величин {р, ша, а}. Тогда безразмерные параметры Re и к  равны Re =  риаа2/р у 
к  =  rs/(pwa)9 а сам предел текучести при сдвиге rs следует отнести к величине 
ри%а2. Введём также отношения R = Ь/а9 и> = — и>а)/иа-

Единственная ненулевая компонента скорости ve(r) =  v°(r) в невозмущён
ном стационарном течении Куэтта—Тейлора имеет вид

На границах г =  1 и г =  R приняты условия прилипания, т. е. и°(1) =  1, 
v°(R) = R{1+ lo).

Другие характеристики невозмущённого движения являются следующими 
функциями радиуса г

(11.3.1)

(11.3.2)

(11.3.3)



Верхние знаки в формулах (11.3.1) -  (11.3.3) следует брать, если и  > 0, и 
нижние, если и> < 0.

Граница г =  £, разделяющая область вязкопластического течения и жёсткую 
зону, которая вращается как абсолютно твёрдое целое, определяется из условия 
Т°(г) =  т8. Область ilf состоит из тех точек тела, где Т°(г) > т8 или U°(r) > 0.

В плоскости параметров (/?; 2\и>\/я) выделим две области А и Б (рис. 11.5), 
разделяемые кривой 2\и\/я  =  /?2 — 1 — 21п/?. Из вида U°(r) (11.3.2) следует, 
что, если исходная система с её геометрией и физико-механическими характе
ристиками принадлежит области А, то вязкопластическое течение имеет место 
при 1 < г < R, и жёсткая зона отсутствует. Если же изображающая точка лежит 
в области Б, то появляется жёсткая зона, примыкающая к внешнему цилиндру. 
В этом случае (/°(£) =  0, т. е.

< п 'з '4)

Заметим, что £ ^  1 при R > 1, т. е. жёсткая зона не может занимать весь 
зазор между цилиндрами (кроме, разумеется, случая и  =  0). Такое было бы 
возможным, если на одной из границ задавалось бы динамическое условие, 
например, удерживающий момент. На рис. 11.6 приведена зависимость £(/?), 
отражаемая формулой (11.3.4), при различных значениях 2\ш\/я.

1 3 R

Рис. 11.5. Области А и Б на плос
кости (/?; 2\ш\/я)

Рис. 11.6. Графики зависимости 
£(/?) (11.3.4) при различных значе
ниях 2\ш\/я



11.3.2. Постановка обобщённой задачи Орра—Зоммерфельда

Выбранное в качестве невозмущённого известное течение (11.3.1) -  (11.3.3) 
является одномерным сдвигом. В теории линейных вязких жидкостей, изучая 
устойчивость установившихся плоскопараллельных сдвигов, достаточно рас
сматривать только двумерные возмущения в плоскости основного движения. 
Для вязкопластических материалов при этом надо требовать дополнительное 
условие (см. обобщённую теорему Сквайра 10.4), которое тем не менее допуска
ет широкий класс возмущений, выходящих из плоскости основного движения. 
Как указано в п. 10.2.3 (случай В), в криволинейной ортогональной системе 
трёхмерная картина вариаций вообще не сводится к двумерной. Поэтому ана
лиз устойчивости течения Куэтта—Тейлора справедлив лишь при искусственном 
ограничении vz =  0.

С учётом выше сказанного исследуем двумерную картину вариаций ско
ростей (vr,VQ, 0). Линеаризуя определяющие соотношения и подставляя в них 
соотношения Стокса, получим

° п  =  -Р  +  ]f i (Ф  + 0  fjh

< '« - & ( &  + 0  ( * »  +  £ - ? ) .

авв =  -Р +  ^  {zp> +  О ( 7^  +

Введём функцию тока ф ( г , в , t )

1 д ф  д ф

(11.3.5)

(11.3.6)

тем самым удовлетворив условию несжимаемости. Подставим далее соотно
шения (11.3.5) в линеаризованные уравнения движения, исключим давление и 
стандартным путём, используя (11.3.6), придём к уравнению относительно ф

А  Д ^ + ^ (
Ф.Г-Ф/Г

и° ) ,евг

I
г Re

(11.3.7)

К (11.3.7) надо добавить граничные условия при г =  1 и г =  /?, если ис
ходное движение принадлежит области А на рис. 11.5, либо при г =  1 и г =  £, 
если исходное движение принадлежит области Б. Рассмотрим сначала подробно 
первый случай:

г =  1, г =  /? ф г = ф в = 0 (11.3.8)



Разложим функцию тока в ряд Фурье по в
оо

■ф(г, e , t )= ^ 2  Фп(г)е,пв+ап‘< ап = Oin* + ian** е  с  (11.3.9)
п=—оо

и исследуем устойчивость отдельной гармоники возмущения с номером п. Кри
терием устойчивости будет условие а л* < 0 для любого п.

Подставляя ряд (11.3.9) в (11.3.7), (11.3.8) и опуская для краткости индекс 
п, получим обыкновенное дифференциальное уравнение 

/  \  2 /  \  /
d2 , \ d i  _  пЛ 
dr2 г dr 71

1 d , _ 4x712 j ф'—ф/r

ф»+ £ _ п ^ \ + 2щ,ф Re

с граничными условиями

г =  1, г — R ф = ф' =  О

(11.3.10)

(11.3.11)

Линеаризованная краевая задача (11.3.10), (11.3.11) представляет собой 
0 3 0 3  для стационарного вязкопластического течения между соосно вращаю
щимися цилиндрами.

11.3.3. Интегральные оценки устойчивости

Пусть комплексная амплитуда ф(г) — элемент пространства Иг [1; с соот
ветствующей нормой 

я

1Ж0112 =  J  \Ф"\2Фх3, (11.3.12)

Умножим обе части (11.3.10) на г, затем на комплексно-сопряжённую функ
цию ф и проинтегрируем от 1 до R. Используя однородные граничные условия
(11.3.11), будем иметь

L =  +  я /̂q) +  inQ]Re,

L = J$ + (2л2 +  l) /2 +  л2(л2 -  4)Jq + Анп2{К2 - K q + К2),

R R
t i  = J  \Ф{т)\2r2m~ldr, =  |  \ф(т)\*г2т~Чг,

(11.3.13)



1 1 
R

Q +  Q. +  Q**, Q** =  J  и°(ф'ф)„йг, m =  0,1,2,
i

л о

Q* = J  ( ”°\Ф'\2 + ^ \ Ф \ 2 + и°(Ф'Ф)*-2х1^ dr
1

Выделим в уравнении (11.3.13) действительные и мнимые части 
л<2** -  L/Re nQ+

O L* — Го ГТо , Л * *  —

А2 +  п 2 ^0 У1 ^ 111о

я я

/  £ /° |^ '||0 |rfr =  J U 'y / P t f l ^ d r ^ q h h ,

(11.3.14)
/? +  п2/*

В силу неравенства Шварца [180] в Нг [1; /?] с нормой (11.3.12) имеем 
я я

_ . UI
(11.3.15)

г
1 1

где
q =  max t/°(r)

1<г^Я

Воспользуемся также очевидным неравенством п1о1\ ^  (/2 +  п2ф /2 .  Из
(11.3.14), (11.3.15) следует довольно общая интегральная оценка устойчивости 
основного течения. Сформулируем её в виде следующей теоремы.

Т е о р е м а  11.4. Пусть а(п , Re, х, и>> R) — произвольное собственное число 
0303 для течения Куэтта—Тейлора. Тогда, если

f  (11.3.16)
?(/,2 +  пЩ)

то а* < 0, и исходное течение устойчиво относительно двумерных
возмущений (vr\ vq\ 0).

Оценка (11.3.16) носит достаточный характер. Дальнейший анализ основан 
на применении неравенств Фридрихса

! ? > ? &  4 > * I  * > « £ ± £ « 4 ,  ,11.3.17)
М ^  In2/?’ 2 Inz /?' In2/?

доказательства которых приводятся ниже.
Доказательство 1. Рассмотрим уравнение гф" + ф' + \ 2ф/г = 0 с гра

ничными условиями <£(1) =  0(0) =  0. Умножим это уравнение на ф 
и проинтегрируем от 1 до /?, получим А2 =  / 2/ / q• Точное решение



ф(г) =  А\ cos(A In г) +  А2 sin(A In г) после подстановки в граничные условия да
ёт А =  In/ In R (/ =  1,2,...). Таким образом, Aт-1П =  7г2/  In2 R и i f  ^  7t2/q/  In2 Я.

Доказательство 2. Рассмотрим уравнение гф,у +2фш+ \ 2ф"/г —А2ф*/г 2 =  О 
с граничными условиями (11.3.11). После умножения его на ф и интегрирова
ния от 1 до R с учётом (11.3.11) будем иметь А2 =  / 2/ / 2. Подставляя точное 
решение ф(г) = А\ + Л2Г2 + Л 3Г cos(A In г) + Л 4Г sin(A In г) в граничные условия 
и приравнивая к нулю характеристический определитель, получим

1 -  cos(A In R) =  1)Л sin(A In R) (11.3.18)
R + 1

либо

1 +  cos(A In R) = -  ^  +  1)A sin(A In R) (11.3.19)
R — 1

Нетрудно показать, что минимальный положительный корень уравнений 
(11.3.18) и (11.3.19) лежит в пределах 7г /1пЛ < Атщ < 27г/1пЛ, поэтому за
ведомо справедлива оценка /22 > 7г2/ 2/ In2/?.

Доказательство 3. Рассмотрим уравнение ф"/г — ф'/г2 + А2ф/г3 =  0 с гра
ничными условиями ф{ 1) =  ф'№) =  0. После выполнения аналогичных преды
дущим операций получим А2 =  J2/Jq. Точное же решение имеет вид

ф(г) =  |^1 ехр ( \ / 1 -  A2 In rj +  A<i exp ( — \ / 1 -  A2 In г) J г, если |А| < 1,

ф{г) = (А\ + A<i lnr)r, если |А| =  1,

ф(г) =  А\ cos^\/A 2 — 1 In г) -t- sin ( —\ / A2 -  1 In r )  J r, если |A| > 1

Характеристические уравнения в каждом из трёх случаев в итоге сводятся к 
одному

tg (V А2 — 1 In/?) =  - \ / А 2 -  1 (11.3.20)

Минимальный положительный корень Ат|Я уравнения (11.3.20) удовлетво
ряет неравенству А2 > (л2 +  In2 R)/ In2 R. Поэтому J2 ^  (д2 +  In2 R )J f/In2 R.

Выпишем теперь следующие мажорантные оценки

^  <  / 2 ^  if , К2 > Jt ,  K2q / =  0,1,2, (11.3.21)

где

s =  min U°(r)
l^r^R

Воспользуемся квадратичными неравенствами (11.3.17), (11.3.21) примени
тельно к (11.3.16) и сформулируем результате виде следствия теоремы 11.4.



С л е д с т в и е  1. Если
R2qRc ^  4 тт2п 2х  . 7г2+ л 2 1п2 /? . 7г2 T ^ + ln 2 R[\—4n2(\+>c/s)]

2 ^  q(n4n*\n*R) ^  йТд ^  7г2+1п2 Д  тг2+ п 2 1п2 Я (11.3.22)

то а* < 0.
Для получения общей нижней оценки критического числа Рейнольдса необ

ходимо найти минимальное по п € Ъ значение правой части (11.3.22). Исследу
ем аналитически некоторые частные случаи задачи, которые’ дают характерные 
качественные и количественные результаты.

11.3.4. Осесимметричные возмущения. При п — 0 (осесимметричные воз
мущения) из (11.3.22) следует достаточное условие устойчивости

R c <  2 ( тг2 +  1п 2 / ? ) ( Д 2 - 1 )

" /?2 1п2/?[2/?2М +  х(2Я2 1 п Л -Я 2 +  1)]
(11.3.23)

Для изучения влияния пластической составляющей на линейно вязкое те
чение надо от х  перейти к другому безразмерному числу rs, не содержащему 
параметр вязкости. Подставляя х  =  rsRe в (11.3.23), после решения квадратного 
неравенства получим

Re <
/з (Л)т,

W )T s
/ | № 2

- 1  . (11.3.24)

fi(R) =  2(тг2 +  In2 R)(R2 -  1)(2R2 InR -  R2 + 1), 

/2(Л) =  Я3 In R, /3(R) =  R(2R2 In R -  R2 +  1) In R
Оценка (11.3.24) позволяет получить асимптотику при малых ts либо при 

больших относительных скоростях вращения (и>2 2> т5). Удерживая первые три 
члена разложения Тейлора, будем иметь

Re < 0г2+1п2 Я )(Я 2- 1 )  
я 4 Mi n2/?

(ff2+ ln 2 /?)2(/?2- l ) 2(2/?2 ln /? -/? 2+l)Ts , q (  _т£ _ \  
2/г|0 |ш|3 in4 r  V M 5 /

(11.3.25)

Как видно из (11.3.25), при т$ —> 0 существует равномерная сходимость по 
ts к вязкому пределу. Устремляя ts / cj2 к  нулю, мы, по-прежнему, остаёмся в 
области А (рис. 11.5), жёсткой зоны при этом не возникает.

В случае узкого зазора между цилиндрами, т. е. R — 1 «С (/? +  1)/2, доста
точное условие устойчивости имеет простой вид

9^2
К е « М У Г П )  (11.3.26)

Предыдущие исследования проводились в предположении о том, что исход
ная система и траектории предельных переходов лежат в области А (рис. 11.5).



Если же параметры системы принадлежат области Б, и тем самым зона течения 
сужается от 1 до £, то граничное условие прилипания при г = R (11.3.11) (либо
(11.3.8)) следует изменить на условие при г =  £, на поверхности жёсткой зоны 
в возмущённом движении.

11.3.4. Коротковолновые возмущения

При п »  1 (коротковолновые возмущения) из общей нижней оценки
(11.3.22) следует асимптотическая оценка

^R 2qRe ^  п2 + С, (11.3.27)

где С — не зависящая от п функция х, /?. Следовательно, гармоники возму
щения с большими номерами всегда устойчивы, и критические числа Рейнольд
са, им соответствующие, стремятся в бесконечность. Напоминаем, что везде в 
этом параграфе речь идёт об устойчивости относительно двумерной картины 
возмущений.

11.3.5. Вязкий предел

Покажем, что вязкий предел в данной задаче существует не только в случае 
осесимметричных возмущений, но и для любого п. При х  =  0 достаточное 
условие устойчивости (11.3.22) имеет вид

* 4 .  < - £ -  +  « *  +  * 2 * 2 +  < 1 - 4 л г ) 1 п г Я
In Я 7Г2 +  In2 R -к2 +  п2 In2 R

(11.3.28)

где

<7о =
_  2/?2|а>|

Д2 - 1
Формальный минимум правой части (11.3.28) достигается в точке

7Гп = а 15 а2 + 1 
а2 +1

-  а а =
In У? (11.3.29)

Можно показать, что правая часть (11.3.29) при любом а > 0 меньше едини
цы, а при а2 > 2 + V5 (R < 4,6016) и меньше нуля. Таким образом, минимум 
в (11.3.28) достигается при п = 0 и совпадает с (11.3.23). Предельные перехо
ды при t s —► 0 и п = 0 из самого общего случая вязкопластического течения 
оказываются перестановочными. Для узкого зазора между коаксиальными ци
линдрами остаётся справедливым условие устойчивости (11.3.26).

Итак, из всех гармоник л € N в вязком пределе наиболее опасны осесиммет
ричные, что подтверждается классическими результатами [114, 250, 259, 313].



11.4. Наследственно вязкопластические 
сдвиговые течения

Среди многих моделей неньютоновских жидкостей особенно популярны в 
исследованиях релаксационные модели, в которых напряжения зависят от всей 
истории деформирования (полимерные или вязкоупругие жидкости с затухаю
щей памятью [29, 224]). Ниже предлагается скалярное определяющее соотно
шение, являющееся обобщением линейной вязкоупругой жидкости и вязкоплас
тического тела, построенного на основе модели Шведова—Бингама. Векторные 
соотношения между девиаторами напряжений и скоростей деформаций прини
маются линейными. Таким материалам даётся название наследственно вязко
пластические.

Одновременный учёт релаксации вязких свойств материала и наличие пре
дела текучести позволяет в задачах о плоскопараллельном сдвиге описать изме
нение толщины жёсткой зоны. Заметим, что это изменение вызвано не перемен
ными внешними данными (переменным градиентом давления в течении Пуазей- 
ля, переменной скоростью границы в течениях Куэтта и т. д.) [1, 16, 21, 33, 39, 
83, 135, 136, 186-188, 191, 246, 315], а именно явной зависимостью материаль
ных функций от времени при постоянных внешних воздействиях. Приводится 
также постановка линеаризованной краевой задачи устойчивости одномерного 
наследственно вязкопластического сдвига относительно малых возмущений.

11.4.1. Наследственно вязкопластическое течение Пуазейля
в плоском слое

Пусть максимальное касательное напряжение T(x,t) и максимальная ско
рость скольжения £/(*, t) связаны следующим образом

Здесь H ( t )  — функция Хевисайда, М  — интегральный оператор разностного 
типа

с регулярным ядром М(/) ^  0, описывающий релаксацию вязкости.
Рассматривается плоскопараллельное течение материала со скалярными со

отношениями (11.4.1), (11.4.2) в слое 0 < *з < Л, причём причиной сдвига яв
ляется постоянный по времени перепад давления Vp по оси Ох\ (обобщённое 
течение Пуазейля). В качестве базиса обезразмеривания проще всего выбрать

T = T8H ( t )  + (n -jC i)U (11.4.1)

(11.4.2)

о



тройку величин {Vp, р, Л}. Роль числа Рейнольдса Re выполняет комбинация 
\/pA 3Vp//i, безразмерный же предел текучести равен rs/(AVp).

Единственное уравнение движения для продольной скорости 
t) =  v(x% t) в безразмерных переменных принимает следующий вид

Наследственно вязкопластическое течение реализуется в двух не связанных 
между собой пристеночных слоях 0 < х < 4(0 и 1 — 4(t) < х < 1, где 4(0 — 
неизвестная граница, отделяющая зону течения от жёсткой прослойки.

Таким образом, на границах х =  0, х =  4 ( 0  и при х =  1/2 (из соображений 
симметрии относительно оси х =  1/ 2) должны выполняться условия

В качестве начального условия можно взять соответствующее стационарное ре
шение в слое 0 < х < 4о =  1/2 — rs, полученное при М (0 =  0 .

Одним из методов исследования краевой задачи (11.4.3), (11.4.4) является 
применение преобразования Лапласа. Его использование в области с меняю
щейся со временем границей предполагает привлечение специальных методов 
и приёмов операционного исчисления. Таким приёмом может быть аналитичес
кое продолжение функции в более широкую область, включающую исходную, и 
решение задачи в изображениях в ней. Физически это означает некоторое дооп
ределение скорости внутри жёсткой прослойки с последующим выполнением 
граничного условия на подвижной границе.

11.4.2. Наследственно вязкопластическое течение Куэтта 
в плоском слое

В случае плоскопараллельного течения Куэтта с заданной скоростью верх
ней границы V в безразмерный базис естественно включить величины {р, V , А}. 
Дальнейшие рассуждения в постановочном плане аналогичны проведённым в 
п. 11.4.1. Существенным же отличием здесь является отсутствие подвижной 
границы жёсткой зоны, что упрощает применение преобразования Лапласа

(11.4.3)

х = 0 : v = 0] х = 4(0 : Т =  т5; х =  -  7 =  0 (11.4.4)

00

(11.4.5)
о

Единственное уравнение движения



с граничными условиями х = О v = 0, х =  1 о =  1 в изображениях 
выглядит следующим образом

v" -  aRe*t>* =  0, у*(0) =  0; о*(1) =  1 (11.4.7)

и имеет решение

v*(*з) = Shg fr^  ■ Л =  VaRe^ia) (11.4.8)

Длительное число Рейнольдса Re* (а) связано с мгновенным Re соотноше
нием 1/Re*(a) =  1/Re -  М*(а). В силу неотрицательности функции М (0 спра
ведливо неравенство Re* (а) > Re.

Исследуем далее вязкопластический предел в данной задаче. Если наследст
венные свойства у материала отсутствуют, т. е. М =  0, и, следовательно, 
Л =  VaRe, то из (11.4.8) можно получить известное решение в пространст
ве оригиналов задачи о вязкопластическом течении Куэтта.

Применение обратного преобразования Лапласа (преобразования Мелина) 
к изображению (11.4.8) позволяет перейти в пространство оригиналов и найти 
функцию v(x, t). Рассмотрим два характерных вида ядер М (0 — экспоненци
альное и степенное.

а) Экспоненциальное ядро, релаксирующее до нуля М(/) =  еГ^п/(пЯе). 
Здесь п — время релаксации. В данном случае М*(а) =  [(1 +  /ict)Re]-1 и соглас
но (11.4.8) A(a) =  y/(l/n  + a)Re.

б) Степенное ядро М(/) =  A/[{t -(- <o)2Re]; A, t =  const, А Ф to. Изображение 
М* и собственное число А имеют вид

M*(a) =  ^  ^ j -  +  a  exp (a/o)E i(-afo)^ (11.4.9)

А =
____________atpRe___________
to — A[l + atp exp (ato)Ei(-a^o)] ’

(11.4.10)

где Ei(x) — интегральная показательная функция.
Из выражения (11.4.8) видно, что, если для некоторого ядра релаксации пре

дельное при a  —» 0 значение А равно нулю (например, для степенного ядра), то 
предельный профиль, если он существует, представляет собой линейную функ
цию. Для экспоненциального ядра, релаксирующего до нуля, как было найдено 
выше, Ао =  y/Re/n. Предельные профили скоростей для некоторых Ао 

sh(Aox)
lim v(x, t) =t—>0O shAo

(11.4.11)

изображены на рис. 11.7. Видно, что, если Ао ^  1 (время релаксации мало), то 
почти весь слой за исключением тонкой пристеночной области практически не 
движется. Если же Ао 1 или Ао «  1, то определяющую роль играют мгно



V
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Рис. 11.7. Предельные профили скорости в наследственно вязкопластическом 
течении Куэтга для экспоненциального ядра при различных значениях Ао 
(Aoi < Лог < Лоз < А(м)

венные свойства материала. Полный анализ длительного поведения материала 
в пространстве оригиналов может быть основан на разложении изображения
(11.4.8) в ряд по а  [118].

11.4.3. Постановка линеаризованной задачи устойчивости

Приведём постановку линеаризованной краевой задачи устойчивости одно
мерного наследственно вязкопластического сдвига. Подставим в уравнения дви
жения в возмущениях (10.1.11) проварьированные с учётом (11.4.1) веююрные 
определяющие соотношения

SPP = Tfv'Vpp* / ?=1 ,3 ,  $13 =  £^13 -  2 f M ( t  -  О у1з(О^С (11.4.12)

и далее стандартным путём придём к одному уравнению относительно функции 
тока *ф(хьХз, t)

о

^ д + д Л А  + 4 U - /M ( / - c K /° ( C ) r f C
(11.4.13)

- /м(/-о Д-Д-̂ (С) “ т?  +of (Д» . 1  -0133̂ .1 •
О

где Д *  =  д2/(#* ,)2 ±  <Р/(д*з)2-



Уравнение (11.4.13) с соответствующими условиями на прямолинейных гра
ницах слоя представляет собой обобщение задачи Орра—Зоммерфельда для на
следственно вязкопластических течений.

Представляя функцию ф (х\,хз^) в виде интеграла Фурье с гармониками 
ф =  Ф(*3t t)exp(isx\) и применяя к обеим частям уравнения (11.4.13) преобра
зование Лапласа по /, сведём это уравнение к интегро-дифференциальному (а, 
как и прежде,— параметр преобразования Лапласа)

1
Re* (<№ -  2s20* +  sV*) -  4s2M*</>"—

~Ш ( I  E(a ~ г )Ф'Лг ) dz )  =  «  (Ф* ~ s2<t>*) + (11.4.14)

+ m  I  K ( «  -  z ) (Ф* -  ^Ф*) (z ) -  vi"(a ~ z )^*(z )] dz
7

(11.4.15)

a 7 — некоторая вертикальная прямая в комплексной плоскости г.
Таким образом, постановка спектральной задачи устойчивости плоского на

следственно вязкопластического сдвига включает в себя уравнения (11.4.14),
(11.4.15) с соответствующими граничными условиями при *з =  0 и хз =  1. 
Отметим, что исследование устойчивости течений со свободными либо дви
жущимися во времени границами осложнено тем, что преобразование Лапласа 
здесь необходимо проводить в области с постоянными границами, включающей 
в себя исходную.

Получение оценок устойчивости в выписанной выше линеаризованной 
краевой задаче может быть связано с развитием метода интегральных соотно
шений для уравнений типа (11.4.14) и формулировкой критериев устойчивости 
процесса в пространстве изображений.



Глава 12

ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ 
С МАЛЫМ ПРЕДЕЛОМ ТЕКУЧЕСТИ

В данной главе приводится постановка линеаризованной краевой задачи 
устойчивости течения по отношению к малым возмущениям скалярного опреде
ляющего соотношения материала. Тензорные определяющие соотношения сре
ды принимаются линейными. Учитывается наличие жёстких зон в области тела 
и изменение их границ в возмущенном движении. Подробно в качестве основ
ного течения рассматривается течение ньютоновской жидкости. В этом случае 
выводится уравнение асимптотической границы жёсткой зоны, которая появля
ется при малом варьировании предела текучести и переходе к вязкопластическо
му материалу. В качестве примеров выбраны классические течения Джеффри- 
Гамеля и Кармана.

12.1. Устойчивость по отношению к возмущению 
материальных функций

Анализ устойчивости процессов деформирования относительно возмуще
ния материальных функций связан с исследованием решений дифференциаль
ных уравнений при вариации коэффициентов [152]. Варьироваться могут не 
только постоянные коэффициенты, но и целые функции и функционалы, ха
рактеризующие материал, такие как функция упрочнения, функционалы ползу
чести и релаксации и т. д. Неустойчивость интерпретируется как смена типа 
краевой задачи [171], влекущая качественное изменение свойств решения. С 
этим также связаны многие классические парадоксы в механике и инженерных 
приложениях (предельные переходы, дестабилизация, ложные резонансы и др.) 
[161].

В этотм параграфе дадим постановку линеаризованной задачи устойчивости 
течения несжимаемого материала с квазилинейными соотношениями (задачи 
первого приближения).



12.1.1. Постановка задачи устойчивости

Исследуем процесс деформирования несжимаемого тела со скалярным 
определяющим соотношением, взятым в достаточно общем виде

T = T(U) (12.1.1)

где Г(х ,0  — максимальное касательное напряжение (8.4.7) (Т =  аи/у/2), 
[/(х, t) — максимальная скорость скольжения (8.4.8) (U =  y/2vu). Функция T(U) 
непрерывна вместе с первыми двумя производными по своему аргументу при 
U > 0. Тензорные соотношения принимаются линейными, поэтому связь девиа- 
тора напряжений s с тензором скоростей деформаций v при учете соотношения
(12.1.1) имеет вид (см. (8.4.1))

2 T(U)
s =

U
(12.1.2)

Величины, входящие в соотношения (12.1.1), (12.1.2) и последующие уравне
ния, приведены к безразмерному виду в базисе {р; V \ h ) , где р — постоянная 
плотность тела, V и h — характерные скорость и линейный размер соответст
венно.

Для общности выпишем в произвольных ортогональных криволинейных ко
ординатах постановку задачи о течении материала с определяющими соотноше
ниями (12.1.2) в области О, эйлерова пространства. Область П состоит из зоны 
течения Qf и жёсткой зоны fir, граница Ег которой с ^  в каждый момент 
времени определяется из уравнения

Er =  {x: 7 [ ( / ( x , 0 ] = r J , (12.1.3)

где т8 — предел текучести при сдвиге.
В подобласти ffy имеем условие несжимаемости

trtj =  0 (12.1.4)

и уравнения движения с массовыми силами F

- g r a d p  +  2 Div T(U)e
U

+ F =
d\
I t

в которые надо подставить соотношения Стокса 
v =  Def v

(12.1.5)

(12.1.6)

для получения замкнутой системы четырёх уравнений относительно одной век
торной функции v(x, t) и одной скалярной функции р(х, t).

Граничные условия
х е  Е у v =  и ;

х е Е ,  - р п  +  5 • п =  Р



задаются, вообще говоря, на движущихся поверхностях Fj(xt t) =  0, уравнения 
которых имеют следующий вид

^ > = 0 , х б Е / .  i = v ,a  (12.1.8)

Если движение среды нестационарно, необходимо задать и начальные условия 

v(x, 0) =  w(x) (12.1.9)

Решение начально-краевой задачи (12.1.4)—(12.1.9) с «входными данными» 
(F; u; Р; w) возможно отыскать только в заранее неизвестной подобласти fy те
ла. Поверхность же Ег, определяемая условием (12.1.3), находится, как извест
но, в самом процессе решения задачи (12.1 .4 )-(12.1.9).

Предположим, что для некоторой фиксированной функции T°(U) решение 
задачи (12.1.4)—(12.1.9) с «входными данными» (F; u; Р; w) известно. Известно 
также уравнение поверхности Е ,. Данное решение, помечаемое по аналогии с 
обозначениями в главах 10 и 11 нулевым индексом, будем называть основным 
или невозмущённым.

Наряду с основной задачей рассмотрим задачу (12Л .4)-(12.1.9) с теми же 
«входными данными», но для материала с другой функцией T(U) (возмущён
ную задачу), причём

T(U) = T°(U) +  6T{U) =  T°(U) +  а Т Щ и )
... (12.1.10)

t f W J e C W j O j + o o l ,  a  =  suP(/>0 |(57'((/)|

так что |7’̂ )((/)| <  1.
Считая а  малым параметром (a 1), представим решение возмущённой 

задачи следующим образом:

р(х, 0  =  р°(х. t) +  ар (1)(х, t ) , . . . ,  s(x, t) =  s°(x, t) +  a s (1)(x, t) (12.1.11)

а уравнение поверхности ЕГ) отделяющей жесткую зону от зоны течения в воз
мущённом процессе, определяется из (12.1.3):

Ег =  {х: Г [ ( / (х , / ) ]= т°  +  а т ^ }  (12.1.12)

Отметим, что

т° =  lim T°(U) , г]') =  Пт T^(U)  (12.1.13)s и-> о и-> о
Подставим выражения (12.1.11) в (12.1.4)—(12.1.9) и примем во внимание 

тот факт, что величины с нулевым индексом — решения основной задачи. При
равнивая к нулю коэффициенты при а  в каждом из уравнений, получим в П/ 
следующую пока незамкнутую начально-краевую задачу первого приближения



уО) =  DefV1)

х G Ец у*1* =  0; х € Еа - p (I*n +  s(1̂ • п =  О 

v(1)(x, 0) =  0 (12.1.18)

(12.1.17)

(12.1.16)

Подставляя далее (12.1.11) в определяющие соотношения (12.1.2), после не
которых преобразований выпишем связь тензоров 5^  и или аналог опреде
ляющих соотношений так называемой среды первого приближения:

Как следует из (12.1.20), величина U^  не есть максимальная скорость сколь
жения, построенная на тензоре и может принимать даже отрицательные 
значения.

Так как v°, U° известны из основного движения, то среда первого прибли
жения линейна не только тензорно, но и скалярно. Эта среда с начальными 
напряжениями 2T^(U °)iP/U 0, которые после подстановки (12.1.19) в (12.1.15) 
можно считать фиктивными массовыми силами. В области fty система урав
нений относительно переменных с индексом единица становится замкнутой. 
Заметим, что в (12.1.15) войдут вторые производные от Т° по U и первые про
изводные от по U. Непрерывность этих функций в fIf оговорена ранее 
классами гладкости, которым принадлежат T°(U) и Tm (U).

s<‘> =  ^ [ 7 ° ( l / ° ) 2 (,) +  T^(U°)  o°j +
(12.1.19)

+2 [ r 0,((/°) -  1/° :  t>(1),

o _  2v° <g> v° _  v°
~  (JO2 ~  £ °  v °

Тензор четвёртого ранга V° определяется кинематикой основного течения. 
Здесь было учтено, что из соотношения

имеем

и°
( 12.1.20)



12.1.2. Устойчивость течения относительно возмущения 
скалярной функции

Представление (12.1.11) с последующим анализом начально-краевой задачи 
первого приближения (12.1.14) -  (12.1.19) и нахождением асимптотических 
границ жёстких зон из (12.1.12) является возмущением известного решения 
при соответствующем возмущении материальной функции (в данном случае 
функции упрочнения материала).

Близость в том или ином смысле при t > 0 возмущённого и основного 
решений позволяет судить об устойчивости или чувствительности течения к 
вариации материальных функций. К понятиям такого рода можно подойти, 
обобщая классический метод Ляпунова—Мовчана устойчивости по двум 
метрикам [146, 194].

Дадим определение устойчивости процесса деформирования относительно 
начальных возмущений и вариации скалярной функции [43].

Определение 12.1. Невозмущённый процесс деформирования называется 
устойчивым по парам мер

{ ( р° . рШ,  (p2'P2(t))....... (p°k>Pk(t))}
и по мере 7 , если для любого набора положительных чисел е =  {ej , . . . ,  е*}
существуют числа tfi(e)....... (ё) , такие что для любого возмущённого
процесса, удовлетворяющего неравенствам

||£v(x,0)||po < Si , ||<5<т(х,0)||ро < 62 ,
(12.1.21)

• • •. 11<^а(х,0)||рс < Sk, ||<57'(£/(х,0))||7 < 6Ш
при t =  0, имеют место неравенства

ll<fr(x. OIL < £1. ||<*£(х. 0||р2 < £2 .

||^ а (х , OIL < е*
(12.1.22)

при t > 0 .
Первые k неравенств в (12.1.21) и все неравенства в (12.1.22) ограничивают 

начальные и текущие возмущения всех кинематических и динамических 
параметров движения (их всего k), включая уравнения поверхностей тела. 
Последнее неравенство в (12.1.21) ограничивает начальное возмущение 
скалярной функции материала. В силу (12.1.10) в качестве меры отклонения 
7  этого возмущения надо выбрать расстояние в пространстве функций 
из С ^ ] 0 ; +оо[.

Приведём далее примеры сред первого приближения для некоторых 
стандартных типов скалярных функций (12.1.1) и возмущений (12.1.10).



12.1.3. Устойчивость ньютоновских течений 
относительно возмущения предела текучести

В данном случае

Г ° ( * / ) - Й .  n U ) - T t + f c ,  6T(U) =  ts

Т Щи )  = 1, т° =  0,  r j ' ^ 1, а  =  rs «  1

где Re — число Рейнольдса. Определяющие соотношения (12.1.19) среды пер
вого приближения примут вид

. 0)
.  f v °

\ W  +  ~Ш) (12.1.24)

т. е. эта среда соответствует линейной ньютоновской модели с начальными на
пряжениями, которые известны из основного течения. Для формулировки крае
вой задачи первого приближения соотношения (12.1.24) необходимо подставить 
в (12.1.15), (12.1.17).

После нахождения из этой задачи тензора уравнение (12.1.12) асимпто
тической границы £ г с учетом (12.1.23) запишем так:

Er =  (х  : 2av° vm =  - t / ° 2} (12.1.25)

Вопросы предельного перехода вязкопластических течений к вязким под
робно исследованы с точки зрения вариационных неравенств [77]. В качест
ве нерешенной была сформулирована следующая математическая проблема: 
« . . .  можно ли доказать (из соображений механики это очевидно . . . ) ,  что об
ласть, где скорости деформации равны нулю, увеличиваются с ростом предела 
текучести ?» ([77], с. 289).

Частичный ответ на этот вопрос (при малых пределах текучести) следует из 
уравнения (12.1.25). Действительно, жёсткие зоны, отсутствующие в ньютонов
ских течениях, начинают образовываться вокруг тех точек х Е  Si, в которых U0 
и 7° равны нулю. Обозначим множество таких точек в каждый момент времени 
7°(0: 7°(0  =  {х 6 Cl: t/°(x, t) =  0}. Множеству 7°(0 могут принадлежать и 
бесконечно удалённые точки тела. Тогда жёсткие зоны в любой момент пред
ставляют собой некоторые окрестности бесконечности.

Асимптотическое увеличение областей Пг с ростом т8 представляет интерес 
и в практических задачах о вязкопластическом течении там, где точное решение 
при любом т8 затруднительно. В то же время соответствующие вязкие течения 
хорошо известны. К числу таких примеров отнесем задачи, подробно исследу
емые в последующих параграфах данной главы, а именно, задачу Джеффри- 
Гамеля о радиальном течении вязкой жидкости в плоском конфузоре и задачу



Кармана о движении вязкого полупространства над вращающейся в своей плос
кости границей [114, 128].

12.1.4. Иллюстративный пример

Приведём пример, носящий чисто иллюстративный характер, где в качестве 
основного течения взят плоскопараллельный сдвиг тяжёлого вязкого слоя вдоль 
наклонной плоскости. В декартовых координатах (Ол̂ л̂ ) (рис. 12.1) известное 
стационарное решение невозмущённой задачи имеет вид

^ * г ( 2 - х2) sin/3, v§ = 0 , v°a = О 

v%{x2) =  т  = 0  -  *2) sin/?

Р°(х2) =  (1 -  х2) cos /3, s°a = 0, =  Т° = (1 -  х2) sin /3

Характерная скорость V принята равной \fgh.
Краевая задача первого приближения формулируется следующим образом:

и?1.* =  О 1,1

- p f  +  4 v  =  Ч г  +  Rex2(l -  x2) v ^  5\i sin /3 +  ^  x2(2 -  x2)vj't} sin /3

oO) =  J L  „(1) c (‘ ) _  1 +  _ L  ( V W  +  „соЛ
Soca g e  v aa  » 5 12 1 +  д е  \^ 1 ,2  +  V2,\J

x2 = 0 vjl) =  0 , x2 =  1 pW =  s\l) =  0

Разыскивая её решение в П в классе плоскопараллельных полей (of1* =  of1*(*2)./i\ * 1
t»2 ’ =  0), получим

v(\ ]{x2) = -R e x 2 , = 0 , v\y = , p (1) =  0 , =  0

Множество 7°(0  состоит из прямой x2 
жёсткой зоны определяется из (12.1.25):

I ах2 = 1 — —  
sin/3

=  1, а асимптотическая граница

(12.1.26)

Таким образом, при малом возмущении предела текучести вблизи свобод
ной границы слоя образуется жёсткая корка толщины а /  sin /3. Заметим, что по
лучающееся после подстановки в (12.1.11) решение задачи вязкопластического 
течения по наклонной плоскости в поле силы тяжести, так же как и формула 
(12.1.26) справедливы не только при малом, но и при любом конечном а. Так, 
если а  >  sin /3, то сдвиговых усилий для деформирования недостаточно, и весь 
слой покоится.



Рис. 12.1. Плоскопараллельный сдвиг тяжёлого вязкого слоя вдоль наклонной плос
кости

12.1.5. Устойчивость идеальножёсткопластических течений 
(течений Сен-Венана) относительно возмущения вязкости

что соответствует добавлению малой нелинейной вязкости (упрочнения) в иде- 
альножёсткопластическую модель. Из (12.1.19) будем иметь

где Д — единичный тензор четвёртого ранга. Решив линеаризованную 
начально-краевую задачу первого приближения (12.1.14)—(12.1.18), (12.1.28), 
можно найти кинематику v и тензор Однако в выражение (12.1.12) для 
асимптотической границы £ г компоненты этого тензора входить не будут. 
Действительно, подставляя соотношения (12.1.27) в уравнение (12.1.12), име
ем

т. е. при переходе от невозмущённого движения (течения Сен-Венана) к возму
щённому уравнения границ жестких зон остаются теми же.

Как и ранее, задача первого приближения представляет интерес в случаях 
известных классических решений для идеальножёсткопластической среды. К

Положим

T°(U) =  ts , T w '(U)>  О, 7 ^ =  о , и >  о (12.1.27)

(12.1.28)

(12.1.29)



числу последних отнесём решения многих квазистатических задач, собранные 
в монографии [81]. Эти течения моделируют процессы обработки материалов 
давлением, движения по поверхностям и в тонких слоях [102].

12.2. Вязкопластическое течение Джеффри—Гамеля
Задача Джеффри—Гамеля о стационарном радиальном течении вязкой нес

жимаемой жидкости в плоском конфузоре — одна из немногих неодномерных 
задач гидродинамики ньютоновской жидкости, допускающая точное автомо
дельное решение. Поэтому полное исследование во всей области изменения 
безразмерных параметров — угла раствора конфузора и числа Рейнольдса — 
представляет большой теоретический и прикладной интерес.

В данном параграфе для случая малого предела текучести при сдвиге ис
следуется задача о стационарном течении вязкопластической среды в плоском 
конфузоре. Решение строится в первом приближении по малому пределу теку
чести, для которого порождающим является решение задачи Джеффри—Гамеля. 
Определяются и комментируются основные характеристики процесса — асимп
тотические жёсткие зоны и области течения, а также изучается их поведение в 
широкой области изменения параметров.

12.2.1. Постановка классической задачи Джеффри—Гамеля

Возобновившийся в последние годы интерес к задаче Джеффри—Гамеля 
и другим классическим задачам механики сплошной среды обусловлен 
как возросшими возможностями современных компьютеров, разработкой 
программного обеспечения, так и практическими потребностями решения более 
широкого класса задач о выдавливании неньютоновской и вязкопластической 
среды с малым пределом текучести из плоских щелей и конфузоров. Для 
таких течений решение Джеффри—Гамеля является опорным или нулевым 
приближением.

Рассмотрим стационарное течение вязкой несжимаемой жидкости в области 
ft =  {(г, в) г > 0, \в\ < /3} (рис. 12.2), имеющее особенность типа источник- 
сток мощности —Q в точке О. В зависимости от знака Q область ft называется 
плоским диффузором (Q < 0) или плоским конфузором (Q > 0). Жидкость 
характеризуется плотностью р и динамической вязкостью р.

Кроме четырёх величин /3, Q, р9 р  других характерных параметров в задаче 
нет. Поскольку из данной совокупности невозможно выбрать три размерно 
независимые величины, так как [Q] =  [р]/[р]9 то полностью обезразмерить 
последующие уравнения не удаётся. Имеются два безразмерные параметра — 
угол раствора 2/3 (0 < /3 < 7г) и число Рейнольдса Re =  pQ/p  (—оо < Re < оо),— 
от которых будет зависеть решение.



Известно, что в плоском случае решение, описывающее данное течение, 
можно искать в автомодельном виде. Поле скорости v =  (vrt щ) радиально

Уг =  Vg = 0. (12.2.1)

Представление (12.2.1) обеспечивает выполнение условия несжимаемости. По 
кинематике (12.2.1) выписываются отличные от нуля компоненты тензора 
скоростей деформации

(12.2.2)

Подставляя (12.2.2) в определяющие соотношения вязкой жидкости 

оар =  -р 5 ар +  Sap =  -р5ар + (12.2.3)

находим поле напряжений

arr,oe = - p ± ^  V(0), ozz =  —р, = (12.2.4)

Два уравнения Навье—Стокса в проекции на радиус и угол с учётом
(12.2.1), (12.2.4) приводят к обыкновенному дифференциальному уравнению 
относительно безразмерной функции V { в ) :

V" + 4 V -  ReV2 =  С (12.2.5)



и выражению для давления р :

(12.2.6)

Из условий прилипания материала на границе П 

V(±P) =  О (12.2.7)

ясен смысл неизвестной постоянной С:

С =  V"(±p). ( 12.2.8)

Кроме того имеется интегральное условие постоянства расхода
Р

(12.2.9)

служащее для определения С.
В результате после решения краевой задачи (12.2.5), (12.2.7), (12.2.9) могут 

быть найдены силовые характеристики течения. Компоненты Рг и Р$ вектора 
напряжений Р  в любой точке дуги окружности г =  const, |0| < /3 согласно
(12.2.4), (12.2.6) имеют вид

Компоненты Fr и Fg суммарной силы F (точнее, её плотности вдоль оси г) 
с учётом выражений (12.2.10) на расстоянии г равны

т. е. выражаются через постоянную С.
Аналогично (12.2.12) вычислим плотность мощности N  сил, обусловленных 

напряжениями Р:

Pr(r,e) = arr(r,6) = -$-e { m e ) - % ) ,  

Pe(r,6) = a rg{r,e) = - $ ^ V ' ( e ) ,
(12.2.10)

а в граничных точках этой дуги в = ±/3 согласно (12.2.7) вид

(12.2.11)

N - }  rarrvr йв =  /  (4V2 -  f )  d9
-0  -0

= $ - e ( i - M V'W -  ■"<-« + 4 -  2̂ ) )

(12.2.13)



Уравнение (12.2.5) с граничными условиями (12.2.7) и одним интегральным 
условием (12.2.9) представляет собой классическую задачу Джеффри- 
Гамеля, название которой связано с Дж.Б.Джеффри и Г.Гамелем, впервые 
исследовавшими течение вязкой жидкости между сходящимися плоскостями и 
указавшими на автомодельность решения [264,272]. Аналитическому изучению 
задачи (12.2.5), (12.2.7), (12.2.9) посвящена обширная специальная и учебная 
литература по гидродинамике [30, 114, 119, 128, 319]. Необходимо оговорить, 
что иногда под термином «задача Джеффри—Гамеля» подразумеваются не 
постановка (12.2.5), (12.2.7), (12.2.9), а некоторые другие задачи. В частности 
[291], интегральное условие (12.2.9) заменяется дополнительным «локальным» 
условием У(0) =  1, т.е. задаётся не расход, а скорость на оси диффузора- 
конфузора. Это существенно меняет аналитико-численное исследование задачи 
и свойства решения.

Отметим, что в соотношения (12.2.5), (12.2.7), (12.2.9) входят лишь 
безразмерные известные и неизвестные функции и константы. Это произошло 
не в силу обезразмеривания (полное обезразмеривание на базе собственных 
параметров задачи, как уже было сказано, здесь провести нельзя), а благодаря 
автомодельности [19].

Уравнение (12.2.5), очевидно, допускает понижение порядка после 
домножения на V1 и выделения полных производных. Имеет место первый 
интеграл

^  + № 2 . Re^ . Cv . ^ M > (12.2.14)

Классические результаты связаны с интегрированием в эллиптических 
функциях уравнения (12.2.14) [114, 119]. Анализ получающихся эллиптических 
интегралов, зависящих от нескольких параметров, а также корней системы двух 
трансцендентных уравнений относительно двух постоянных интегрирования 
затруднён. Построить явное решение краевой задачей с условием постоянства 
расхода для произвольных (3, Re не удаётся.

В литературе считалось, что диффузорное течение (Re < 0) является 
более сложным и многообразным, чем конфузорное (Re > 0). Для него 
были известны как несимметричные относительно оси 0 = 0 профили 
скорости, так и многомодовые режимы. Под многомодовостью здесь и далее 
понимается чередование секторов вытекания и стока жидкости. Наличие 
многомодовых и несимметричных течений наряду с всегда существующим 
одномодовым симметричным свидетельствует о неединственности решения 
нелинейной краевой задачи Джеффри—Гамеля с условием постоянства расхода. 
Некоторые теоремы о единственности классического одномодового профиля 
при асимптотически малых числах Рейнольдса доказаны в [316].



Стационарное течение вязкой жидкости в диффузоре при достаточно 
больших числах Re теряет устойчивость [251], что приводит к наступлению 
турбулентности.

Как несимметрия, так и многомодовость профиля скорости не были 
явно установлены в классической литературе для конфузорного течения. 
Оставался открытым вопрос о возможности таких профилей (фактически 
о единственности конфузорного течения) и о свойствах соответствующих 
решений.

На основе модифицированного численно-аналитического метода 
ускоренной сходимости [10, 11] в [6-9] явно построено и проведено 
исследование одно- и многомодовых конфузорных течений в широком 
диапазоне параметров /? и Re.

Краевая задача (12.2.5), (12.2.7), (12.2.9) может быть записана не 
относительно функции V от угла 0, а в терминах другой безразмерной функции 
у от безразмерной переменной х :

у =  20V, х
]_
2 0 < а: < 1. (12.2.15)

Имеем

у" + а2у - Ь у 2 = А, а =  4/3, b = 2(3Re (12.2.16)

1

у(  0) =  у( 1) =  0, J  у(х) dx =  1. 
о

(12.2.17)

Постоянные А =  8/?3С =  у"(0) =  у"( 1) и j  =  у'{0) неизвестны и подлежат 
определению при заданной паре параметров а и Ь. От А можно избавиться 
дифференцированием, однако в результате получается нелинейное уравнение 
третьего порядка.

Введём также функцию z(x), характеризующую расход жидкости согласно
(12.2.17)

z' = у  - \ ,  z(0) = г (1) = 0. (12.2.18)

Исходя из (12.2.6) находим, что давление р связано с у{х) следующим 
образом

2pQ2 А — а2у
р(г, 0) = (12.2.19)г2 а2Ь

Из (12.2.19) видно, что при b —* 0 давление становится неограниченным 
и имеет место осбенность, хотя решение задачи (12.2.16), (12.2.17) может 
быть регулярным. Кроме того, для практического осуществления радиальности



движения давление на любом расстоянии г должно определённым и заранее 
неизвестным образом зависеть от х (или угла в).

12.2.2. Аналитические и асимптотические разложения

Приведём аналитические выражения у(х) для различных значений парамет
ров а и b (/? и Re).

1°. Случай 0 < Re <  1 реализуется при медленном движении очень вязкого 
материала в различных технологических приложениях (вытяжка листа, выдав
ливание пластических масс и др.). Решение у(х) для произвольных углов /? мо
жет быть найдено в виде разложения по степеням параметра b при конечном а

оо оо
у(х) =  £  Ьпуп(х), А =  £  Ьп\ п (12.2.20)

п—0 л=0

и удерживания нескольких первых членов ряда (12.2.20). В частности, 
имеем [9]

Уо(х) =  Щ [cos(2/3(2x -  1)) -  cos 2/3] =

s  Г—(2/a)tg (а/2) ( l  -  cos ax — tg I  sin a x ) , ( 12.2.21)

D =  sin 2 /3 -  2/3cos 2/3, Ao = cos2/3,  70 =  ^  sin 2/3.

Нулевое приближение (12.2.7) теряет смысл при D = 0, т.е. при значениях 
/3, являющихся корнями уравнения tg 2/3 =  2/3. Наименьший положительный 
корень этого уравнения /3 =  /3* к  2.247 соответствует вполне определённому 
конфузору с развёрнутым углом раствора.

Для коэффициентов последующих приближений уп{х), п ^  1 могут быть 
поставлены линейные краевые задачи вида

Уп + ° 2Уп =  А „ +  Fn(yo, у\.......yn-i),

Уп( 0) =  уп{\) =  0, f y n(x) dx = 0 
о

(12.2.22)

с неизвестными постоянными Ап =  у" (0) =  у"{ 1) и с известной функцией Fn. 
Так, например, F\ (уо) =  у§. Вычисления при п >  1 становятся громоздкими и 
при b ~  1 нерациональными из-за низкой точности.

2°. Случай 0 < / 3 « 1 ,  0 < К е ~ 1  или 0 < a <  1, 0 < 6 <  1 соответствует 
почти параллельным стенкам конфузора. В уравнении (12.2.16) асимптотичес
кие регулярные разложения по степеням /3

У(х) =  £  Р пУп(х),  А =  £  /3я А„ 
л=0 /1=0

(12.2.23)



приводят к аппроксимации решения многочленами по х:

уо(х) =  6х(1 -  х), у\{х) =  ^ х ( 1 4 х 5 -  42jc4 +  З5х3 -  9* +  2),
(12.2.24)

А0 =  -12, А, =  -Щ Яе.

Профиль уо(х) в (12.2.24) отвечает течению Пуазейля между двумя парал
лельными плоскостями. Степень каждого многочлена уп (я) нарастает довольно 
быстро и равна 4п +  2.

3° Случай Re 1, (3 ~  1 формально означает предельный переход к иде
альной жидкости. При Re =  оо имеет место разрывное в граничных точках 
решение

У о о М  =  1, 0  <  JC <  1 , ^ о о ( О )  =  1 /о о (1 ) =  0 . (12.2.25)

Наличие малого параметра 1/6 при старшей производной в (12.2.16) требует 
привлечение сингулярных асимптотических методов [72, 129]. В первом по 1 /Ь 
приближении решение может быть представлено формулой Кочина [55, 114]

1 i+ch [a rc h s+ v ^ u -^ -ii)]  *
A (b) = -b ,  7 (b) = f .

(12.2.26)

Данная формула приводит к удовлетворительной точности уже 
при 6 ~  103 -f-104.

4°. Пусть 0 < /? 1, но b ~  1, что соответствует течению с большими
числами Рейнольдса между почти параллельными стенками. В нулевом при
ближении левая часть (12.2.16) не содержит члена а2у. Однако интегрирование 
получающейся краевой задачи, как и в общем случае, приводит к эллиптичес
ким функциям. Некоторое упрощение состоит лишь в том, что решение зависит 
от одного параметра Ь.

12.2.3. Интегральные оценки

Поставленная в п. 12.2.1 краевая задача (12.2.16), (12.2.17) эквивалентна 
изопериметрической вариационной задаче 

1

\  I  (y,2- « 2y2 + W )dx

y (0 )= y (D  = o,

min,

(12.2.27)

f y ( x ) d x  = 1.
о

На основе (12.2.27) могут быть построены интегральные оценки у(х), А и 7 .



Для любой функции f(x) е  С1 [0; 1] справедливо равенство 
*2

J (У" +  а2у -  by2) f 'dx  =  А(Д*2) -  / f a ) ) ,  (12.2.28)

где 0 ^  х\ < Х2 ^  1. Выберем в качестве Х\ и *2 произвольные различные 
корни у(х):

У(х\)=У(х2) = 0. (12.2.29)

1°. Пусть f(x)  =  у(х), тогда после интегрирования (12.2.28) по частям с 
учётом (12.2.29) получим важные равенства

у \ х 2) = ± у ,{хх). (12.2.30)

Если х\ =  0, х2 =  1, то нижний знак в (12.2.30) соответствует классическому од
номодовому режиму, а верхний -  многомодовому. Условие у'{ 1) =  у'(0) влечёт 
за собой многомодовость режима течения.

2°. Пусть / '  =  у , f (x i) =  0, тогда с учётом неравенства Фридрихса [180]
*2 х 2

Х \  Х \

из (12.2.28) имеем оценку параметра А: 

X f y d x  = f { —y '2 + а2 у2 -  by3) dx <
Х\

(12.2.31)

Х\

< ( а* у 2йх- ь?!?йх-
\  /  Х \  Х \

(12.2.32)

Оценка (12.2.32) оказывается весьма точной для случая одномодового течения
(*, = 0, х 2 = 1).

3°. Пусть /  =  у \  тогда, интегрируя (12.2.28) по частям, запишем равенство 
*2

n \y ’(xi) = J (у"2 — а2у2 +  2byy') dx, (12.2.33)
*1

где п =  0 для функций у(х), у которых в (12.2.30) следует выбрать верхний 
знак, и п = —2, если нижний. При п =  0, т.е. для функций с граничными 
условиями

у {т\х \ )  =  у {т)(х2), т =  0 , 1,2 (12.2.34)



Рис. 12.3. Возможные многомодовые профили течения Джеффри-Гамеля

Рис. 12.4. Возможные несимметричные профили течения Джеффри—Гамеля

справедливо ещё одно неравенство Фридрихса

1 уМ‘и > ъ £ & 1 уа'‘х-х\ х,
Из него и (12.2.33) следует оценка

4тг2
(x2 - x i )2

— а2 + 2 by

(12.2.35)

у /2 dx <  0 . (12.2.36)



Для некоторых Х\, x<i, а, Ь равенство в оценке (12.2.36) достигается, напри
мер, в случае Х\ =  0, *2 =  1, я =  27г, b =  0. При этом, конечно, выполняются 
условия (12.2.34).

В [6-9] на основе модифицированного метода ускоренной сходимости [10, 
11] построены профили скорости у(х) для течения Джеффри—Гамеля в доста
точно широком диапазоне параметров (/?, Re) или (а; Ь). Выделены случаи ре
гулярного продолжения решения по числу Рейнольдса и отсутствия такого про
должения. Отмечено наличие некоторого критического угла раствора конфузора 
2/?* «  257°, при котором качественно перестраивается профиль скорости. Впер
вые доказано существование решений, соответствующих многомодовым (рис. 
12.3) и несимметричным (рис. 12.4) течениям в конфузоре.

12.2.4. Устойчивость течения Джеффри—Гамеля 
по отношению к вариации предела текучести

Вместо ньютоновской вязкой жидкости с определяющими соотношениями
(12.2.3) исследуем вязкопластическую среду с соотношениями

&а/3 = -рйаР +  SQp = -р5ар +  2 vap9 (12.2.37)

которым отвечает известная скалярная связь квадратичных инвариантов Т и U

Т = т5 + Ф -U. (12.2.38)
Re

Следуя разд. 12.1, представим решение задачи о течении среды с определя
ющими соотношениями (12.2.37) в конфузоре в форме асимптотических рядов
(12.1.11) (о; =  т)

v(r, 9) =  v°(r, в) + тг»(/)(г, в) + О (т2) ,

&(г, &) -  У°(г, в) +  ттЛ»(г, в) + О (т2) , 2

р(г, 9) =  р°(г, в) + тр(1)(г, в) + 0  (т2) ,

&(г, в) =  s°(r, 9) + TS(l)(r, 9) +  О (т2) .

Здесь верхним нулевым индексом помечено решение задачи Джеффри—Гамеля, 
аналитическому и численному изучению которого посвящены п.п. 12.2.1-12.2.3. 
Это решение фактически зависит от одной функции 1/(0). Поправки порядка т и 
выше уже нарушают автомодельность и приводят к двумерной краевой задаче.

В выражениях (12.2.39) т — искусственный безразмерный параметр (т 1), 
который пока никак не связан с пределом текучести при сдвиге r s, фигури
рующим в (12.2.37), (12.2.38). Его введение обусловлено тем, что размерную 
величину т8 нельзя обезразмерить, используя входные параметры задачи /?, Q,



р, р. Асимптотики (12.2.39) являются промежуточными [19] и в окончательные 
формулы для решения числовой параметр т  не войдёт [4].

Уравнения (12.1.14), (12.1.15) задачи первого приближения по т  имеют вид

Линеаризуя векторные определяющие соотношения (12.2.37) и пользуясь
(12.1.20), запишем связь тензоров и i/W для среды первого приближения 
аналогичную (12.1.19) и (12.1.24)

Пусть размерный предел текучести rs таков, что первое слагаемое в правой 
части (12.2.43) — величина порядка 0(1), а второе — порядка т. Тогда тензорный 
коэффициент 5 W в разложении (12.2.39) имеет такой же вид, как и (12.1.24):

Среда с соотношениями (среда первого приближения) соответствует ньютонов
ской вязкой модели с начальными напряжениями, которые известны из основ
ного течения.

Параметризуем две известные из решения задачи Джеффри—Гамеля функ
ции v®r(6) и и^(0), входящие в (12.2.2) и связанные с U°(0) соотношением

С учётом (12.2.45) и линеаризованных соотношений Стокса, перепишем по
компонентно тензорное равенство (12.2.44)

Граничные условия прилипания на стенках конфузора и условие по
стоянства расхода приводят к следующим однородным условиям на

(12.2.42)

(12.2.40)

(12.2.41)

(12.2.43)

(12.2.44)

(12.2.45)

(12.2.46)



функции Vr̂  и Vq̂ :
РvM(±p) =  =  О , J rv?) de = 0 . (12.2.47)

Подставим выражения (12.2.46) в уравнения движения (12.2.40), (12.2.41) и
получим замкнутую относительно трёх функций Vrl\  v^  и р{1) систему уравне
ний (12.2.40)-(12.2.42) с граничными условиями (12.2.47). Система неоднород
на из-за наличия слагаемых с Ф в правых частях (12.2.46).

Будем искать решение данной системы в виде (ср. с [103]): 
т5 rW'{0) AX) т8

« д о - -rW(e),rpQ 2 * rpQ
автоматически удовлетворяя условие несжимаемости (12.2.42). 
(12.2.48), выпишем поле скоростей деформаций

, 0)
вв ~  rpQ 2 ’ гв ~  rpQ 4 

Установлено [55], что задачу можно редуцировать к одному линейному

rs W"(0)

(12.2.48) 

Используя

(12.2.49)

обыкновенному уравнению относительно безразмерной функции W (в)
W '1 4W'

+  2V'W +  2(cos Ф)' +  4 sin ФRe Re 
с однородными граничными условиями

W(±p)  =  0, W'(±P) =  0.

=  0 (12.2.50)

(12.2.51)

Таким образом, поиск добавки к радиальному полю скоростей, являюще
муся решением задачи Джеффри—Гамеля, в виде (12.2.48) хоть и нарушает ра
диальность последнего, но, по-прежнему, имеет автомодельный характер, по
скольку допускает сведение к обыкновенной краевой задаче (12.2.50), (12.2.51). 
Кроме (12.2.48) возможны и другие плоские возмущения течения Джеффри- 
Гамеля, также отличающиеся от него на величину порядка т$, но автомодель
ностью не обладающие. Именно в силу этого остановимся подробнее на поиске 
добавок v^  и Vg* в виде (12.2.48).

После нахождения W{6) из краевой задачи (12.2.50), (12.2.51) определяется 
добавка давления р(1):

р<» = - ^ ( Г "  +  4 Г ) +

((cos Ф)' +  2 sin Ф) +  pQV'W In r +  />,(0).
(12.2.52)

Р!(в) =  2pQVW -  - ( s i n  Ф)' +  2 -  cos Ф.
т  т



Обратим внимание на то, что функция р^  имеет логарифмическую 
особенность по г.

12.2.5. Асимптотические границы жёстких зон

Исследуем вопрос об асимптотических границах Ег, отделяющих области 
Пг и Clf и образующихся при малой вариации предела текучести. В любой точке 
конфузора, находящейся на конечном расстоянии от его вершины, U0 > 0. Так 
как U°(r,0) —+ 0 при г —> оо, то множество 7 0 =  {х  Е  П и°(г,в) = 0}, о 
котором шла речь в разд. 12.1, состоит из бесконечно удалённых точек. При 
предельном переходе т8 —> 0 (т —* 0) граница Ег при любом в стремится по г в 
бесконечность. Запишем уравнение этой границы подобно (12.1.25)

£ г =  {(г, в) 2т£° : £ (1) =  - ( t / 0)2} (12.2.54)

Здесь существенно то, что параметр rs (или т) асимптотически малый, а не 
конечный. При любом же конечном, пусть и малом значении предела текучести 
жёсткие зоны (ядра течения), понимаемые в классическом, а не асимптотичес
ком смысле, отсутствуют. В [5, 104] области Пг, ограничиваемые поверхностя
ми £ г, названы квазижёсткими.

Иногда, например, в задаче о вязкопластическом течении Пуазейля или в 
примере п. 12.1.4, квазижёсткие зоны в указанном выше смысле совпадают с 
жёсткими. Так, для течения Пуазейля в плоском слое они представляют собой 
полосу толщины порядка rs в середине слоя, а для течения в круглой трубе — 
прут с диаметром порядка rs в середине трубы. В неодномерных же задачах со 
сложной кинематикой, где жёсткие зоны чаще всего отсутствуют, определённую 
информацию об областях с малыми скоростями деформаций может дать картина 
квазижёстких зон Пг.

Подставим в уравнение (12.2.54) выражения (12.2.2) компонент тензора £° 
через V{9) и выражения (12.2.49) компонент тензора через W(9). Получим 
в полярных координатах уравнение кривой

r*(0) = Q
/  р 2(V'2 +  4V2) \ 1/2 
\ ts 4 V W  - V W " )

_  Qy/P
m , (12.2.55)

бесконечно удалённой от вершины конфузора при т8 —> 0.
Как следует из (12.2.1), (12.2.2), (12.2.48), (12.2.49), на кривой (12.2.55) ком

поненты вектора скорости и тензора скоростей деформаций имеют вид (приве
дены лишь первые члены разложений)

V  ЛВГ'\ FFS
R 2 )  V р'

(12.2.56)



v*r---- ьвв — ^
у_
Я2 2 )  pQ' vrO — —

(
V  W " \  

2Я2 + 4 )
I I
pQ'

(12.2.57)

В работах [5, 104] численно построены кривые (12.2.55), определяющие в 
первом приближении жёсткие (квазижёсткие) зоны и области течения, а также 
изучено их поведение в широкой области изменения параметров. Установлены 
новые эффекты, имеющие механическое содержание (бифуркации картины те
чения, форма и расположение жёстких зон, поведение скорости частиц среды 
на их границах).

12.3. Вязкопластическое течение Кармана
Задача о стационарном течении несжимаемой вязкой среды в полупро

странстве над вращающейся плоскостью (задача Кармана) — известная зада
ча гидродинамики ньютоновской жидкости, которая благодаря автомодельнос
ти допускает сведение к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
(см., например, [128]). Если плоскость заменяется диском конечного радиуса 
(а полупространство соответственно полубесконечным цилиндром) или если 
среда проявляет неныотоновские свойства, задача теряет автомодельность и су
щественно усложняется.

12.3.1. Задача Кармана и ее решение

Полупространство Q =  {х z > 0} заполнено вязкой несжимаемой жид
костью с плотностью р и кинематической вязкостью и. Граница 2 =  0 данного 
полупространства вращается вокруг оси z  с постоянной угловой скоростью 
увлекая за собой вязкую среду. Интерес представляет стационарный осесиммет
ричный режим течения. Классическая задача Кармана рассматривает невесомую 
среду, однако для общности будем полагать, что жидкость весома и находится 
в поле силы тяжести с ускорением g, противо- либо сонаправленным с осью г.

Включим в базис обезразмеривания тройку величин {р, vyw} 9 так что 
единственной безразмерной комбинацией параметров задачи является число 
Фруда Fr =  gi/” 1/2u;“ 3/2, где g =  |g|. Возможны два случая Fr > 0, если 
ускорение g сонаправлено с осью (Oz), и Fr < 0, если противонаправлено. Все 
дальнейшие соотношения выписаны в безразмерном виде.

Поле скоростей (i/{?(r,z), i$ (r,z), v®(rt z)) в цилиндрической системе коор
динат удовлетворяет граничным условиям на плоскости z =  0 и на бесконеч
ности:

2 =  0 V, =  Vg =  0, Vq =  г\ 2 =  оо V, =  vff = 0 (12.3.1)

Три уравнения Навье-Стокса и условие несжимаемости образуют замкну
тую в П систему четырех уравнений относительно скоростей и)?, vf}9 v° и дав



ления p°(r,z). Эта система должна быть дополнена граничными условиями
(12.3.1).

Будем искать решение в форме

v°r =rF{z), v°e =rG(z), о° =  # (г ), р0 =  - Я (2) + 2  Fr (12.3.2)

что обеспечивает автомодельность и приводит к системе четырех обыкновен
ных дифференциальных уравнений относительно четырех функций F,G ,H tP 
одной переменной z  [128]:

F2 -  G2 + F'H =  F", НН' = Р' + Н",
(12 3 31

2FG + G'H =  G", H' — -2 F  ' ' ’

Из условий (12.3.1) следуют граничные условия для F, G, Н

2 =  0 F = Н = 0, G =  1; 2 =  оо F = G = 0 (12.3.4)

Функция P(z) входит лишь в одно из уравнений (12.3.3), поэтому из системы
(12.3.3) можно выделить замкнутую подсистему для функций F,G,H. Найдя 
последние, легко определить и давление Р(г), для чего необходимо задать еще 
одно граничное условие

2 =  0 Р( 0) =  Р°

Выпишем также компоненты тензора скоростей деформаций:

v% = v°e$ = F, 4  = Я', 4  = 0, 4  = l-rF ', 4  = l-rG ' 

и тензора напряжений ст° =  —p°I +  s:

4  = cr% = P - z F r  + 2F, <7°zz = P - z Ft + 2H',

4  =  °> 4  =  rF\  4  =  rG'

1

(12.3.5)

(12.3.6)

(12.3.7)

Максимальная скорость скольжения U® =  (2v® и максимальное ка-

сательное напряжение Т° =  (s° s 0/ 2)‘/2, вычисленные на основе (12.3.6),
(12.3.7), имеют вид

T° = U° = y/l2F2 + r2(F’2 + G'2) ( 12.3.8)

Исходя из (12.3.8), параметризуем функции F.F' и G' двумя углами 
Ф2(г) и Ф ^г, г): 

цО
F  =  ^ = c o s $1, rl*  « t /ОsinФ, cosФ2, rG' =  (7°s in Ф[ s i nФ2 (12.3.9)



Рис. 12.5. Кривые F(z), G(z) и H(z), характеризующие вязкое течение 
Кармана

Заметим, что ни в системе (12.3.3), ни в условиях (12.3.4), (12.3.5) не при
сутствует никаких безразмерных параметров. Число же Фруда Fr аддитивно 
вошло в выражения (12.3.2), (12.3.7) для р° и диагональных компонент сг° и
в дальнейших выкладках участия не принимает. Таким образом, задача Карма
на (12.3.3) -  (12.3.5) в отличие от других автомодельных задач гидродинами
ки ньютоновской жидкости (например, задачи Джеффри — Гамеля о течении 
в конфузоре или диффузоре [9,114], где имеются два безразмерных парамет
ра) «ноль-параметрична», а следовательно, ее асимптотический и численный 
анализ в некоторой степени более прост и универсален. Отметим также, что 
постановка задачи (12.3.3) -  (12.3.5) принадлежит Т. Карману [278].

Систему (12.3.3) нетрудно редуцировать к двум уравнениям относительно G 
и Я:

4G2 +  2ЯЯ" -  Я '2 =  2Я'", G 'H -G H ' = G" (12.3.10)

или, выражая в (12.3.10) G через Я, к одному нелинейному уравнению пятого 
порядка относительно Я, которое не будем здесь приводить из-за громоздкос
ти. Добавляя к этому уравнению пять граничных условий (12.3.4) в терминах 
функции Я  (г), получим нелинейную краевую задачу, требующую численного 
интегрирования.

Результаты численного анализа задачи Кармана хорошо известны [128]. На 
рис. 12.5 приведены кривые F(z),G(z),H(z), использующиеся далее как нуле



вое приближение решения задачи о вязкопластическом течении. Выделим ха
рактерные особенности кривых:

а) lim H(z) «  —0, 886, т.е. вращающаяся плоскость «подсасывает» средуг—юо
из бесконечности (по z) с постоянной (по г) скоростью и «отбрасывает» ее на 
бесконечность (по г) из-за наличия центробежных усилий;

б) F \ Gf, Н' 1 на достаточном удалении от плоскости z  =  0, что говорит 
о погранслойном эффекте вблизи вращающейся границы П.

12.3.2. Задача первого приближения по пределу текучести

Рассмотрим вязкопластическую среду со скалярным определяющим соотно
шением

Т = t + U, т =  —  > 0 (12.3.11)
pvo)

где т  и т$ — безразмерный и размерный пределы текучести, и квазилинейными 
тензорными соотношениями s =  2Tv/U  или с учетом (12.3.11)

r s j  f \ J

£ - 2 ( I  +  l ) „  (12.3.12)

В области ft имеем три уравнения движения и условие несжимаемости

—gradp +  Div s[u(v)] +  Frez =  px, divv =  0 (12.3.13)
r s j  fSJ

относительно трех компонент v и давления р. В уравнениях (12.3.13) учтены 
определяющие соотношения (12.3.12) среды и связь v и v. Кинематические гра-

r s j

ничные условия по-прежнему остаются в форме (12.3.1).
Положим 1 и представим решение задачи (12.3.13), (12.3.12), (12.3.1) в 

виде асимптотических разложений по т:
V  =  V 0  +  +  , V =  V0 +  TVW  +

р = р° + трт + (12.3.14)

s =  s°  +  r s (1) +
/ V  / V  /V

Первые члены разложений (12.3.14) отвечают классическому течению Кармана.
Перейдем к постановке задачи первого приближения по т  для величин с 

верхним индексом 1 (возмущений). Подставляя (12.3.14) в (12.3.13) и линеари
зуя относительно возмущений, получим с учетом (12.3.2)



-rf!>+ « + $ ,  + ; ( $ > - $ > “
-  rFvff +  Fa"1 +  На<" +  rp v ?  -  2Gve >•

4e.r + 4 1  + -/re  =  rFv!} + 2 GvM + Hv!l +  rG 'v .+  Fv® (12.3.15)

_p(0 +  S0)2 +  8m +  * L  =  гл>© +  //«£> -  2 F 4 » ,
, 0)

„ (1)

Систему (12.3.15) необходимо замкнуть определяющими соотношениями 
«среды первого приближения» [43,55], получаемыми при линеаризации
(12.3.12). Эта псевдосреда является вязкой жидкостью с известными из нуле
вого приближения (12.3.9) начальными напряжениями

4 r  =  ^ cos ф 11+24 !г . 4 * =  cos ф>+  ’

„(о
*« =  ~ 7 | + cos ф 1+ 4? =  4? -  т "  -

S<‘> =  sin ф] sin Фг +  4 |г- 4 г  =  sin ф 1 cos ф2 +  4!г +  4 ,г

(12.3.16)

При подстановке (12.3.16) в (12.3.15) получим систему четырех линейных урав
нений относительно компонент и р^К Граничные условия для v(|) согласно
(12.3.1) и (12.3.14) однородны:

2 =  0 v(1) =  0; 2 =  00 о<|) =  4 ' ) =  0 (12.3.17)

Пользуясь тем, что течение вязкопластической среды разыскивается в классе 
осесимметричных полей, можно ввести функцию тока

4') =  - “Ф,г, 4° = ----V’.rГ Г
(12.3.18)

и редуцировать систему (12.3.15) к системе двух уравнений относительно 
■ф(г,г) и Vg\r,z).  Одно из двух уравнений этой системы имеет вид

о(0 +сО) + !(с(1>_с<») _с(0 _оО) -led) + _L(i)_ brr,rz ^ brz,zz ' \^rr ь09'>г bzzjz brzjr r TZ'r ' Г ~~

=  rFv!)z — Fv^} +  Hvtyz + rF"v^  — 2 G 'v ^ —

- 2 Gv!} -  rFv(z}r -  Hv(z}z + Fv!)

(12.3.19)



а другое совпадает со вторым уравнением (12.3.15) (при этом в (12.3.19) и в
(12.3.15) следует подставить выражения (12.3.16), (12.3.18)). Заметим, что функ
ция тока в задаче Кармана имеет вид ф° =  - г 2Я /2.

Известно, что при деформировании вязкопластической среды возможно об
разование жестких зон Пг С $7:

=  { х : Т(х) < т} (12.3.20)

При малых же т граница £ г, отделяющая Пг от зоны течения ffy, находится из 
равенства [43]

Е г =  {х : 2t v °  : и(1) =  - U °2} , (12.3.21)

где U° имеет вид (12.3.8). Образование жестких зон при малом возмущении т 
начинается вокруг тех точек или областей, где U0 =  0. В исследуемой задаче 
множество таких областей состоит из полюса О, где F = 0 и г =  0, и бесконеч
но удаленной плоскости z  =  оо, на которой F =  0, F' =  0 и G1 =  0. Подставим 
в (12.3.21) выражение (12.3.8) и получим уравнение асимптотических границ 
жестких зон, примыкающих к точке О либо к бесконечности:

r(6Ft4z ~  rF’v% -  rG'Vfe) = 12F2 +  r2(F'2 +  G'2) (12.3.22)

12.3.3. Асимптотические границы жестких зон

Как видно, (12.3.22) представляет собой алгебраическое уравнение, связы
вающее г и z  на поверхности £ г при малых т. В него входят неизвестные функ
ции Vzz, Vrz и Vfa, для нахождения которых необходимо численно решать сис
тему (12.3.15). Ограничимся аналитическим поиском координат характерных 
точек А(го, 0), B(Q,zo) поверхности Т,г\, примыкающей к О, и точки С(0 , 2оо) 
поверхности £ г2, примыкающей к бесконечности (рис. 12.6).

Точка А. Подставим г =  Гоиг  =  Ов (12.3.22), положим Го =  т/?о и предста
вим функции 4 г  (го, 0), Vrz{ro, 0) и v^(ro, 0) их рядами Тейлора вблизи точки
О. Так как F(0) = 0, получим

Л0 =  -
f /(0)^(0,Q) + G/(0)^)(0,0)

Р 2( 0) +  С '2(0)
(12.3.23)

Функции F, G, Н имеют следующие разложения в ряды при малых z : 

F = a0z -  X- z 2 -  y oz3 -  ^b%z4 +

G = l + b 0z +  ^ a0z3 +  j^{a0b0 -  1 )z4 +

H =  —cioz2 +  gZ3 +  g boz4 +



Рис. 12.6. Характерные точки Л, Б и С асимптотических границ жёстких зон 
в вязкопластическом течении Кармана

и при больших z :

F = А е~сг + . А(А* + В*)

G = В е-сг
В(Л2 +  В2) Зсг 

12с4
+  . . . (12.3.24)

и  _  _ с  , 2А е - с г  _  е- 2«  +  Л(Л2 +  Д2) е -3сг +
с 2с3 + 6с®

где ао «  0,510; Ьо «  -0 ,616 ; с «  О,886; А и  0,934; В «  1,208 [128,243].
Таким образом, F'(0) =  ао, G'(0) =  bo, и для определения из соотношения

(12.3.23) значения Rq необходимо знать возмущения V& и «£> в неподвижной 
точке О.

Точка В. Аналогично предыдущему подставим г — 0, z =  Zo в уравнение 
(12.3.22), положим zq =  tZq и  проведем разложения в ряды Тейлора вблизи О  

функций Ozz (0,20), Urz (0, го) и v $ (0 ,z Q). Получим

2 Ь =  ^ ( 0 , 0) / ( 2^ ( 0))

Опять же для того, чтобы определить Zo, необходимо найти значение возмуще
ния в точке О.

Точка С. На бесконечности функции F, G и Н представимы экспонен
циальными рядами (12.3.24), поэтому положим c z ^  =  —In (rZ0о) и  подставим 
в (12.3.22) г =  0, z  =  Zqo. Проводя разложения в окрестности бесконечности,
получим

Wzz(O.oo)
2 А zoo ~ 1 т ^ (О .о о )

с 2А
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The monograph summarizes the modem theory of viscoplastic flows, which has been developed 
during the twentieth century into an independent section of hydromechanics and solid mechanics. Along 
with both the classical formulations of initial-boundary value problems and the exact stationary solu
tions, the new directions in investigation of viscoplastic flows, developing due to progress in computer 
simulation, are analysed in detail. They include non-steady and transient regimes, dynamical chaos, 
hydrodynamical stability, and mixing.

The monograph is destined for specialists in continuum mechanics, scientific workers, postgradu
ates and students who study hydromechanics and solid mechanics.
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