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Глава 1 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

1.1. Предмет курса 
 
В курсе «Теория переноса нейтронов» изучаются основные за-

кономерности распределения нейтронов в среде, характерные, пре-
жде всего, для ядерных реакторов, а также рассматриваются и 
анализируются различные модели, описывающие эти распределе-
ния.  

Описание распределения нейтронов в среде связано с необхо-
димостью решения двух задач. 

1. Описание процесса взаимодействия одного нейтрона (или 
нейтронной волны) с ядром. Решение этой задачи рассматривается 
в других курсах (ядерная физика, квантовая механика, эффектив-
ные нейтронные сечения) и не является предметом изучения дан-
ного курса. В курсе «Теория переноса нейтронов» используются 
лишь результаты этого рассмотрения. 

2. Статистическое описание распространения ансамбля 
(большого числа) нейтронов в среде. Изучение этого вопроса и яв-
ляется предметом данного курса. Подчеркнем, что все величины, 
которые используются для описания распределения нейтронов в 
среде, носят статистический характер и являются результатом ус-
реднения по большому числу случайных событий – столкновений 
нейтронов с ядрами среды. 

Материал, изложенный далее, ориентирован на описание ней-
тронного поля в классических задачах физики ядерных реакторов. 
Хотя необходимо отметить, что рассмотренные модели могут ис-
пользоваться и для описания распределения нейтронов в других за-
дачах. Область их применения ограничена лишь приближениями, 
заложенными в ту или иную модель, описывающую нейтронное 
поле.   

1.2. Свойства свободного нейтрона 
 
Существование нейтрона было предсказано на заре ХХ в. вели-

ким английским исследователем Резерфордом в лекции по поводу 
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присуждения ему Нобелевской премии. Планетарная модель атома, 
которую разработал Резерфорд, подразумевала существование на-
ряду с протоном, который в те времена уже был открыт, неизвест-
ной элементарной частицы по основным свойствам (масса, спин и 
др.), близкой к свойствам протона, но не имеющей электрического 
заряда. Немецкие физики Боте и Беккер, продолжая опыты Резер-
форда по облучению α-частицами легких атомов и наблюдению 
ядерных реакций, обнаружили, что в некоторых случаях, например 
при облучении лития, бериллия или бора, появляется сильно про-
никающее излучение, которое проходит через свинец легче, чем 
наиболее жесткое γ-излучение, испускаемое естественными радио-
активными веществами. Новым излучением заинтересовались 
французские физики Ирен и Фредерик Жолио-Кюри, которые от-
крыли свойство излучения образовывать ядра отдачи с большой 
кинетической энергией. Если считать, что ядра отдачи возникают 
под действием γ-квантов, то энергия этих γ-квантов должна быть 
настолько большой, что ее невозможно согласовать с энергетиче-
ским балансом ядерной реакции взаимодействия α-частицы с лег-
ким ядром. Предположение о том, что γ-кванты могут передать 
практически всю свою энергию ядрам отдачи противоречило зако-
ну сохранения импульса при этом взаимодействии. Природу зага-
дочного излучения объяснил англичанин Чедвик в 1932 г., предпо-
ложив, что исследуемое излучение представляет собой не поток 
γ-квантов, а поток тяжелых (по сравнению с γ-квантами) частиц, не 
имеющих электрического заряда. Измерив энергию отдачи ядер 
водорода и азота, он вычислил массу предполагаемой частицы, ко-
торая оказалась в пределах точности эксперимента равной массе 
протона. Это и был нейтрон, предсказанный Резерфордом за не-
сколько десятилетий до его открытия. Основные свойства свобод-
ного нейтрона в сравнении со свойствами протона приведены в 
табл. 1.1. 

Таким образом, нейтрон не имеет электрического заряда, обла-
дает дипольным магнитным моментом и не стабилен. Свободный 
нейтрон испытывает β-распад по следующей схеме: 

 
n → p + e– + eν~  
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Таблица  1.1 

Свойства свободного нейтрона и протона 

Свойства Протон Нейтрон 
Электрический заряд, единицы 
заряда электрона 

1±10–15 <10–17 

Масса, МэВ/с2 938,2786 ± 0,0027 939,573 ± 0,0027 
Время жизни свободной частицы > 2·1030 лет 918 ± 14 с 
Радиус распределения заряда,  
10–13 см 

0,805 ± 0,010 0,36 ± 0,01 

Спин, единиц h  1/2 1/2 

Лептонный заряд 0 0 
Барионный заряд  +1 +1 
Странность 0 0 
Изотопический спин 1/2 1/2 
Дипольный магнитный момент,  
µяд  =  5,0538·10–24 эрг/Гс 

2,79274 ± 6·10–5 –1,191314 ± 10–5 

 

На основании приведенных свойств можно утверждать, что ней-
трон принимает участие в следующих взаимодействиях: 

1) сильное (ядерные силы); 
2) слабое (β-распад); 
3) электромагнитное; 
4) гравитационное. 
Ввиду отсутствия электрического заряда нейтрон не участвует в 

кулоновском взаимодействии, т.е. для него не существует кулонов-
ского барьера ядра, имеет возможность при сколь угодно малой 
кинетической энергии проникнуть в область действия ядерных сил 
и вступить в сильные (ядерные) взаимодействия. Из всех перечис-
ленных взаимодействий наиболее сильными являются ядерные. 
Ядерные силы – короткодействующие и проявляются на расстоя-
ниях порядка радиуса ядра (около (1 – 10)·10–13 см). 

В нейтронной физике принята классификация нейтронов в зави-
симости от их энергии (табл. 1.2). 

В зависимости от того, нейтроны каких энергий определяют 
нейтронно-физические процессы, протекающие в ядерных реакто-
рах (прежде всего – поглощение нейтронов и деление ядер топли-
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ва), среди ядерных реакторов различают реакторы: на тепловых 
нейтронах (вся современная ядерная энергетика базируется на ре-
акторах этого типа: ВВЭР, РБМК, PWR, BWR, ABWR и др.), на 
промежуточных нейтронах (например, ядерные реакторы космиче-
ского назначения) и на быстрых нейтронах (единственный дейст-
вующий энергетический реактор на быстрых нейтронах – БН-600). 

 
Таблица  1.2 

Классификация нейтронов в зависимости от их энергии, эВ 

Энергия* Ниже 
10–7 

[10–7, 10–3] [10–3, 1] [1, 10+5] [10+5, 5·10+7] Выше 5·10+7 

Название Ультра-
холодные

Холодные Тепловые Промежуточные 
(резонансные) 

Быстрые Сверх-
быстрые 

 
* Энергетические границы носят достаточно условный характер и приведены 

для качественного описания. 
 
В ядерном реакторе нейтроны получаются в результате реакции 

деления ядер топлива. При этом доля нейтронов с энергией выше 
12 МэВ пренебрежимо мала (см. разд. 1.4). С другой стороны, чем 
меньше энергия нейтронов, тем активнее они поглощаются ядрами 
среды. Поэтому в реальных средах относительная доля нейтронов с 
энергиями ниже 10–3 эВ также пренебрежимо мала. Таким образом, 
в ядерных реакторах присутствуют нейтроны, энергия которых с 
подавляющей вероятностью лежит в интервале [10–3 эВ, 12 МэВ]. 

Из атомной физики известно, что любую частицу можно харак-
теризовать приведенной длиной волны де Бройля – D , которая за-
висит от энергии частицы: 

 

p
h

D = ,  или 
Em ⋅

=
2
h

D  [см], 

 
где h  – приведенная постоянная Планка; p – импульс нейтрона; 
m – масса нейтрона; E – кинетическая энергия нейтрона. 

Приведенная длина волны нейтронов де Бройля для нейтронов 
различных энергий дана в табл. 1.3. 
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Таблица  1.3 

Приведенная длина волны де Бройля  
для нейтронов различных энергий 

Энергия, эВ 10–3 0,5 10+4 10+6 

λ, см 1,43·10–8 6,0·10–10 4,55·10–12 4,55·10–13 

 
Поскольку для характерной для ядерных реакторов энергетиче-

ской области приведенная длина волны де Бройля нейтронов (см. 
табл. 1.3) существенно больше или сравнима с размером ядра (по-
рядка 1 – 10·10–13 см), то при описании акта взаимодействия ней-
трона с ядром нейтрон необходимо рассматривать как нейтронную 
волну. В то же время, если говорить об описании распределения 
нейтронов в среде, то необходимо сравнивать приведенную длину 
волны де Бройля нейтрона с расстоянием между соседними ядрами 
(порядка 10–8 см), поскольку неопределенность положения нейтро-
на в пространстве определяется величиной приведенной длиной 
волны де Бройля, а распределение нейтронов в среде формируется 
в результате их столкновений с ядрами среды. В этом случае в ши-
роком диапазоне энергий (по крайней мере, для промежуточных и 
быстрых нейтронов) приведенная длина волны де Бройля нейтрона 
много меньше расстояния между ядрами, а, следовательно, для 
описания положения нейтрона в пространстве он может рассматри-
ваться как точечная частица. Только для нейтронов тепловых энер-
гий последнее утверждение нарушается, и необходимо учитывать 
волновые свойства нейтрона. 

Время ядерного взаимодействия (время жизни составного ядра) 
составляет около 10–13 – 10–17 с, а время жизни поколения нейтро-
нов в среде, т.е. среднее время между рождением нейтрона и его 
поглощением ядром среды ~ 10–3 – 10–8 с. Эти времена намного по-
рядков меньше среднего времени жизни свободного нейтрона (см. 
табл. 1.1), следовательно, как для описания акта взаимодействия 
нейтрона с ядром, так и для описания нейтронного поля в среде 
нейтрон может рассматриваться как стабильная частица. 

Таким образом, можно сделать следующие выводы: 
• свободный нейтрон по сравнению с протоном немного тяже-

лее, не имеет заряда и претерпевает β-распад; 



 10

• нейтрон, не имея электрического заряда, легко проникает в об-
ласть действия ядерных сил и участвует в ядерных взаимодействиях; 

• нейтрон необходимо рассматривать как волну при описании 
взаимодействия нейтрона с ядром, и в то же время как точечную 
частицу при описании нейтронного поля в среде (кроме тепловой 
области энергий); 

• нейтрон рассматривается в качестве стабильной частицы как 
при описании взаимодействия нейтрона с ядром, так и при описа-
нии нейтронного поля в среде. 

1.3. Основные ядерные реакции – источники нейтронов 
 
Поскольку свободный нейтрон – нестабильная частица, то необ-

ходимы внешние, т.е. не зависящие от нейтронного поля, источни-
ки нейтронов. Под источником нейтронов понимается устройство, 
в котором в результате ядерных реакций появляются нейтроны. 
Источники нейтронов характеризуются мощностью (или интенсив-
ностью излучения) – количество нейтронов, испускаемых единицей 
массы вещества, эффективностью (т.е. количеством нейтронов, ко-
торые получаются в расчете на одну частицу, вызвавшую ядерную 
реакцию), распределением нейтронов по энергии, периодом полу-
распада и интенсивностью сопровождающего гамма-излучения. 
Кратко рассмотрим основные источники нейтронов, которые на-
шли в настоящее время широкое применение в нейтронно-
физических экспериментах. 

1. Источники на основе (α, n)-реакции.  Излучателями α-час-
тиц в источниках данного типа являются радиоактивные нуклиды, 
имеющие сравнительно высокую удельную α-активность. К ним, 
например, относятся следующие нуклиды: 210Ро (Т1/2 = 138,4 дня), 
226Ra (Т1/2 = 1622 года), 227Ас (Т1/2 = 22 года), 238Pu (Т1/2 = 86,4 года), 
239Pu (Т1/2 = 24360 лет), 241Am (Т1/2 = 458 лет), 242Cm (Т1/2 =  
= 162,7 дня), 244Cm (Т1/2 = 18,4 года). 

Реакция (α,n) может происходить только в том случае, если:  
• кинетическая энергия α-частицы выше кулоновского барьера 

ядра-мишени; 
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• энергии возбуждения составного ядра, получившегося после 
захвата α-частицы ядром-мишенью, больше, чем энергия связи 
нейтрона в этом составном ядре.  

Поэтому в качестве ядра-мишени используют легкие ядра, 
имеющие малый заряд ядра и, следовательно, низкий кулоновский 
барьер. Например, для ядра 9Be высота кулоновского барьера для  
α-частицы составляет около 4 МэВ и при облучении мишени, со-
стоящей из ядер 9Be, протекает следующая реакция: 

 
4He + 9Be → 13C* → 12C + n + 5,704 МэВ 

 
9Be используется в качестве ядра-мишени еще потому, что после 

захвата им α-частицы образуется возбужденное ядро 13С*, у кото-
рого аномально низкая энергия связи нечетного нейтрона. 

К основным характеристикам источников на основе (α, n)-реак-
ции относятся: период полураспада основного α-излучателя, энер-
гетический спектр нейтронов, интенсивность γ-излучения и выход 
нейтронов. В табл. 1.4 приведены характеристики для наиболее 
распространенных источников нейтронов на основе (α, n)-реакции, 
по которым можно судить об их преимуществах и недостатках. 

 
Таблица  1.4 

Характеристики нейтронных источников на основе (α, n)-реакции 

Источник 
нейтронов 

Т1/2 Выход* 
нейтронов, 

108 нейтр./(Ки·с) 

Средняя энергия 
нейтронов, МэВ 

Po-Be      138,4 дн.           2,5 4,3 
Ra-Be      1 622 года           10 4,5 
RaBeF4      1 622 года           2 4,5 
Ac-Be      22 года           10 4,6 
Pu-Be      24 360 лет           2 4,5 

 
* Выход нейтронов может меняться в пределах 10 – 20 % в зависимости от тех-

нологии изготовления источника. 
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Из данных табл. 1.4 видно, что если требуется стабильный во 
времени источник, то его основой может служить радий или плуто-
ний. Недостатком радиевых источников нейтронов является боль-
шая интенсивность γ-излучения радия и продуктов его распада. Плу-
тоний излучает гораздо меньше γ-квантов. Когда необходим источ-
ник, практически не испускающий γ-квантов, используют Po-Be. 
Однако Ро имеет сравнительно малый период полураспада, поэто-
му с таким источником нельзя проводить длительных измерений 
без введения поправок на распад полония. 

Методы изготовления источников нейтронов на основе (α, n)-
реакции сравнительно просты, но требуют тщательного перемеши-
вания используемых веществ (α-радиоактивного нуклида с вещест-
вом-мишенью) и их надежной герметизации.  

2. Источники на основе (γ, n)-реакции. Реакция (γ, n), или фо-
тонейтронная, может происходить в том случае, если энергия 
γ-квантов выше, чем энергия связи нейтрона в ядре-мишени. 
Обычно энергия связи нейтрона в ядре составляет 6 – 8 МэВ и 
только у нуклидов 9Be и 2H она аномально низкая (соответственно 
1,67 и 2,23 MэВ). Энергия γ-квантов, испускаемых радиоактивными 
нуклидами не превышает 3 – 4 МэВ, но этого оказывается доста-
точно, чтобы фотонейтронная реакция могла протекать на ядрах 
бериллия и дейтерия. Соответствующие реакции можно записать 
следующим образом: 

 
9Be + γ → 9Be* → 8Be + n 

2Н + γ → 2Н* → 1Н + n 
 
Нейтроны источников типа (γ, n) практически моноэнергетичны. 

Способ изготовления источников данного типа весьма прост: ам-
пулу с γ-радиоактивным веществом помещают либо в заготовку из 
металлического бериллия, либо в сосуд с тяжелой водой.  

В табл. 1.5 приведены основные характеристики часто исполь-
зуемых фотонейтронных источников, в которых γ-излучателями 
являются искусственно полученные радиоактивные нуклиды. 
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Таблица  1.5 

Характеристики фотонейтронных источников 

Источник 
нейтронов 

Т1/2 Выход 
нейтронов, 

104 нейтр./(Ки·с) 

Энергия 
нейтронов, 

МэВ 

Энергия 
γ-квантов, 

МэВ 
24Na-Be   14,8 ч             13     0,830 2,76 
24Na-D2O   14,8 ч             27     0,22 2,76 
88Y-Be   104 дн.             10     0,158 1,85 (99 %) 
88Y-D20   104 дн.             0,3     0,310 2,8 (1 %) 
124Sb-Be   60 дн.             19     0,024 1,7 
140La-Be   40 ч             0,3     0,620 2,5 
140La-D2O   40 ч             0,8     0,151 2,5 

 

Фотонейтронные источники, приведенные в табл. 1.5, имеют 
общие недостатки: большую интенсивность γ-излучения, значи-
тельные геометрические размеры и очень малый период полурас-
пада. Кроме того, выход нейтронов на 1 Ки излучения на несколько 
порядков ниже, чем в источниках на основе (α, n)-реакции. Наибо-
лее важным фотонейтронным источником является Ra-Be, приня-
тый в ряде стран в качестве эталона нейтронного излучения. Выход 
нейтронов этого источника составляет 1,26·106 нейтр./с на 1 г ра-
дия. Спектр нейтронов его состоит из нескольких групп, лежащих в 
диапазоне от 20 до 670 кэВ (средняя энергия – около 300 кэВ). 

3. Источники, на основе (p, n)-реакций. Реакции (p, n) являют-
ся экзотермическими и пороговыми. При бомбардировке тонких 
мишеней протонами с энергией, несколько превышающей порог 
реакции, имеется возможность получить монохроматический ис-
точник нейтронов. Из-за необходимости проникновения протона со 
сравнительно небольшой энергией через кулоновский барьер набор 
подходящих мишеней ограничивается легкими ядрами. Наиболее 
широкое распространение нашли две реакции: 

 
3Н + 1Н → 3Не + n (Епор = 1,019 МэВ) 
7Li + 1Н → 7Be + n (Епор = 1,88 МэВ) 

 

При осуществлении этих реакций источником монохроматических 
протонов обычно является генератор Ван-де-Граафа. Использова-
ние приведенных реакций позволяет получать нейтроны с энергией 
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от десятков килоэлектронвольт до нескольких мегаэлектронвольт с 
выходом около 106 – 107 нейтр./с на 1 мкА тока протонов. Так как 
на генераторах Ван-де-Граафа можно достигать токов протонов 
порядка одного миллиампера, то выход нейтронов может быть 
весьма высоким. 

Отметим, что ускорители могут использоваться для получения 
нейтронов на основе реакции электронов с тяжелыми ядрами. 
Электроны, ускоренные до энергий в сотни мегаэлектронвольт или 
даже несколько гигаэлектронвольт, падают на мишень, состоящую, 
например, из ядер урана-238. В результате получаются нейтроны, 
из которых формируют монохроматические пучки на основе вре-
мяпролетной методики. 

4. Источники на основе реакции синтеза. Эти реакции – эндо-
термические и отличаются относительно высоким выходом ней-
тронов. Для основных реакций синтеза 

 
2H + 2H → 3He + n + 3,28 МэВ 
3H + 2H → 4He + n + 17,6 МэВ 

 
сравнительно высокий выход нейтронов уже достигается при энер-
гии дейтонов (ядра дейтерия) около 100 кэВ. В качестве мишеней 
обычно используются циркониевые подложки, адсорбировавшие 
газообразный дейтерий или тритий. Установки, на которых полу-
чают нейтроны по приведенным выше реакциям, называются ней-
тронными генераторами. Энергия ускоренных ионов дейтерия ко-
леблется в пределах от нескольких десятков до нескольких сотен 
килоэлектронвольт. Эти установки сравнительно дешевы, компакт-
ны и удобны в эксплуатации. Выход нейтронов в первой реакции 
достигает порядка 106 нейтр./(с·мкА), во второй – в сотни раз боль-
ше. Таким образом, нейтронный генератор с дейтонным током в 
сотни микроампер может генерировать до 108 – 1010 нейтр./с в за-
висимости от типа реакции. 

5. Ядерная реакция деления как источник нейтронов. Для 
самых тяжелых ядер средняя энергия связи нуклона примерно на 
1 МэВ ниже, чем у наиболее устойчивых ядер (рис.1.1). 
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Рис. 1.1. Зависимость средней энергии связи нуклона в ядре от массового числа 

 
Поскольку энергия связи – убыль энергии покоя частицы в свя-

занном состоянии, превращение тяжелого ядра в два более легких 
сопровождается выделением свободной энергии. Если энергетиче-
ски выгодный процесс возможен, но не происходит немедленно, 
это означает, что его течению препятствует энергетический барьер. 
Отделение одной части ядра от другой сначала сопровождается 
возрастанием потенциальной энергии, которая снижается лишь по 
достижении высоты энергетического барьера Uб. Так как барьер 
при делении определяется силами поверхностного натяжения, ко-
торые направлены на сохранение формы ядра, соответствующей 
минимуму поверхностной потенциальной энергии, то начальное 
изменение формы ядра возможно только при получении извне ка-
кого-то количества энергии, т.е. при возбуждении ядра. 

Процесс деления энергетически выгоден уже для ядер с массо-
выми числами более 80. Но выигрыш в энергии сначала очень мал, 
а высота барьера Uб столь велика, что при возбуждении ядер идут 
реакции с испусканием нуклонов, а не реакции деления. Только для 
самых тяжелых ядер энергетический барьер оказывается примерно 
равным величине энергии связи нуклона, так что распад составных 
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ядер по каналу деления становится существенным, а в некоторых 
случаях и преобладающим. 

Представление об абсолютных величинах барьеров Uб дают экс-
периментальные пороги деления ядер под действием γ-квантов 
(табл. 1.6). 

 
Таблица  1.6 

Экспериментальные пороги деления ядер под действием γ-квантов 

Нуклид 232Th 233U 235U 238U 239Pu 
Энергия порога  
(γ, f)-реакции, 
МэВ 

5,9 5,5 5,75 5,85 5,5 

 
Эти данные свидетельствует о том, что энергетический барьер у 

самых тяжелых ядер по отношению к делению мало зависит от со-
става ядра, а относительно малые величины этих барьеров говорят 
о возможности спонтанного деления ядер (табл. 1.7). 

 
Таблица  1.7 

Параметры спонтанного деления ядер 

Нуклид Период полураспада при 
спонтанном делении, лет 

Число делений в 1 с 
в 1 г вещества 

232Th > 1021 > 6·10-8 
233U 1,2·1017 8,6·10-4 
235U 3,5·1017 2,99·10-4 
238U 8,2·1015 1,36·10-2 
239Pu 5,5·1015 2,18·10-2 

241Am 1,05·1014 1,18 
242Cm 6,56·106 2,1·107 
252Cf 85,5 2,34·1012 

 
Другими словами, если деление энергетически выгодно, то оно 

возможно и без предварительного возбуждения ядра. Если тяжелое 
ядро находится в возбужденном состоянии, например после про-
цесса захвата нейтрона, то вероятность деления резко возрастает, 
если энергия возбуждения ядра больше, чем энергия порога его де-
ления.  
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Во время деления тяжелых ядер под действием нейтронов в ре-
зультате каждого акта деления появляются новые свободные ней-
троны, способные вызвать последующие акты деления, таким обра-
зом возникает возможность для получения самоподдерживающейся 
цепной реакции. При возбуждении процесса нейтронами делится 
ядро с массовым числом на единицу большим, чем массовое число 
ядра мишени. Например, при поглощении нейтронов ядрами 235U 

или 238U протекают следующие реакции: 
 

235U + n → 236*U → (A1Z1) + (A2Z2) + νn 
238U + n → 239*U → (A3Z3) + (A4Z4) + νn 

 
т.е. фактически делятся ядра 236U или 239U (составные ядра), кото-
рые находятся в возбужденном состоянии. Для того, чтобы выяс-
нить возможности деления исходных ядер, нужно сравнить энергии 
возбуждения составных ядер, образующихся при захвате нейтро-
нов (в данном случае 236U и 239U), с величинами энергетических 
барьеров. Поскольку минимальная энергия возбуждения составно-
го ядра равна энергии связи присоединяющегося к ядру нейтрона, 
то (в случае если эта энергия связи больше величины энергетиче-
ского барьера) исходное ядро может делиться при поглощении ней-
тронов с любой кинетической энергией. Если же энергия связи 
меньше величины барьера, то деление возможно только при усло-
вии: кинетическая энергия нейтрона такова, что в сумме с энергией 
связи превосходит величину барьера. Энергии связи нейтронов в 
ядрах, являющихся составными при делении наиболее важных 
нуклидов, приведены в табл. 1.8. 
 

Таблица  1.8 

Энергии связи нейтронов в ядрах, являющихся составными 
при делении наиболее важных нуклидов 

Нуклид 233Th 234U 236U 239U 240Pu 
Энергия связи 
нейтронов, МэВ 

5,07 6,77 6,40 4,76 6,38 

 
Так как энергия связи парного нейтрона всегда больше, чем не-

парного, то энергия связи нейтрона в ядрах 234U, 236U и 240Pu оказы-
вается больше величины энергетического барьера деления, а в яд-
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рах 233Th и 239U – меньше. Это и обуславливает возможность деле-
ния 233U, 235U и 239Pu нейтронами любых энергий. Нуклиды, кото-
рые делятся нейтронами с любой кинетической энергией, называ-
ются делящимися. Напротив, 232Th и 238U могут делиться только 
нейтронами с достаточно высокой кинетической энергией, так как 
пороги деления у них составляют у 232Th около 1,2 МэВ, а у 238U – 
около 1 МэВ.  

Процесс деления ядер хорошо объясняется на основе капельной 
модели ядра. Если ядру сообщена энергия возбуждения, то в нем 
возникают колебания, сопровождающиеся отклонением от началь-
ной формы. В недеформированном состоянии ядерным силам при-
тяжения противостоят силы кулоновского отталкивания, которые 
препятствуют наиболее прочной связи нуклонов в ядре. Энергия 
ядерного притяжения пропорциональна числу частиц, а энергия 
кулоновского отталкивания – квадрату числа заряженных частиц. 
Поэтому при деформации ядра-капли и рассредоточении нейтронов 
и протонов эффективность кулоновского противодействия в каж-
дой половине капли ослабевает. Если энергия активации принимает 
значение большее, чем порог деления, то становится возможной 
критическая деформация ядра, при которой электрические силы 
больше не препятствуют ядерным силам связать нуклоны более 
эффективно. Однако это достижимо только в двух новых ядрах, 
каждое из которых имеет меньше протонов. Увеличение энергии 
связи участвующих в процессе нуклонов означает, что в результате 
работы ядерных сил энергия покоя каждого из нуклонов уменьши-
лась примерно на 1 МэВ, что для ядра в целом составляет пример-
но 200 МэВ. 

Электростатическое отталкивание осколков деления приводит к 
тому, что потенциальная энергия кулоновского поля переходит в 
кинетическую энергию осколков деления. Двигаясь в веществе, ос-
колки ионизируют другие атомы, и их кинетическая энергия пре-
вращается в энергию теплового движения частиц среды. Часть ос-
вободившейся при делении энергии переходит в энергию возбуж-
дения осколков деления. Энергия возбуждения каждого осколка 
значительно больше энергии связи нейтрона, так что при переходе 
новых ядер в основные энергетические состояния сначала испус-
каются нейтроны, один или два каждым осколком, а затем γ-кван- 
ты. Эти нейтроны и γ-кванты называются мгновенными. После 
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торможения в среде осколки деления превращаются в нейтральные 
атомы с ядрами в основных энергетических состояниях и называ-
ются продуктами деления. Поскольку устойчивые тяжелые ядра 
имеют в составе избыток нейтронов по сравнению с устойчивыми 
ядрами средних массовых чисел, продукты деления содержат из-
быточное число нейтронов и являются β--радиоактивными. Разных 
атомов-продуктов образуется очень много, и каждый из них в 
среднем претерпевает по три β-распада, прежде чем становится 
стабильным. В некоторых случаях в результате β-распада продук-
тов деления испускаются нейтроны, которые называются запазды-
вающими. Так, бета-распад ядра 87Br, которое может образоваться в 
результате деления ядра 235U, примерно в двух случаях из 100 при-
водит к образованию ядра 87Kr с энергией возбуждения 5,8 МэВ, 
которая выше энергии связи нейтрона в ядре 87Kr (5,53 МэВ). В 
этом случае ядро 87Kr с большой вероятностью испускает нейтрон, 
а не испытывает гамма- и бета-распады. 

Полная энергия деления включает в себя как мгновенно осво-
бождающуюся энергию (кинетическую энергию мгновенных ней-
тронов деления, кинетическую энергию осколков), так и энергию 
β-излучения, энергию, которая уносится нейтрино и гамма-
квантами, и энергию, выделяющуюся при поглощении нейтронов.  

При делении ядер 235U тепловыми нейтронами образуется более 
тридцати различных пар осколков, преимущественно не равной 
массы. Сумма массовых чисел парных осколков равна 234, так как 
фактически делится ядро 236U, а осколки деления, находящиеся в 
возбужденном состоянии, в среднем испускают два нейтрона. На 
рис. 1.2 показано распределение выходов продуктов деления как 
функция массового числа. 

Наибольший выход (около 6 %) имеют осколки с массовыми чис-
лами 95 и 139. Самое же легкое и самое тяжелое ядра-продукты из 
зарегистрированных при делении 235U имеют массовые числа 72 и 
161 соответственно. Деление на равные части с А = 117 маловероят-
но. В ядерном реакторе, работающем на мощности, когда состояние 
равновесия в продуктах деления достигнуто, четверть всех продук-
тов деления – редкоземельные элементы. Из других элементов наи-
более важны цирконий – 15 %, молибден – 12 %, цезий – 6,5 %. Газы 
ксенон и криптон составляют 16 %. 



 20

 

 
 

Рис. 1.2. Массовое распределение продуктов деления 235U тепловыми нейтронами 

 
Среднее число вторичных нейтронов, приходящееся на один акт 

деления, играет определяющую роль в развитии цепной реакции. В 
табл. 1.9 приведены характеристики мгновенных нейтронов для 
основных делящихся нуклидов при делении тепловыми нейтрона-
ми и для 238U при делении быстрыми нейтронами. С увеличением 
энергии нейтрона, вызывающего деление, несколько возрастает 
энергия возбуждения ядер-осколков, и это приводит к небольшому 
росту среднего числа испускаемых ими нейтронов. 

 
 
 



 21

Таблица  1.9 

Среднее число мгновенных нейтронов на один акт деления 

Нуклид Нейтронов на один акт 
деления 

Зависимость от энергии 
нейтрона dn/dE, 1/МэВ 

233U 
235U 
239Pu 

2,507 
2,442 
2,881 

0,115 
0,115 
0,110 

238U 2,8 Пороговая 
 
 
Параметры распределения по энергии нейтронов деления опре-

деляются из эксперимента. Характерный спектр мгновенных ней-
тронов при делении ядра 235U тепловыми нейтронами приведен на 
рис. 1.3. Средняя энергия мгновенных нейтронов близка к 2 МэВ, а 
энергия максимума распределения около 0,7 МэВ. В экспериментах 
были зарегистрированы отдельные нейтроны деления с энергией до 
18 МэВ, но в области энергий выше 12 МэВ нейтронов так мало, 
что практического значения в реакторной физики они не имеют. 
Поэтому считается, что спектр энергий нейтронов деления прости-
рается до 12 МэВ.  

 

 
 

Рис. 1.3. Спектр мгновенных нейтронов деления 235U тепловыми нейтронами 
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1.4. Основные процессы взаимодействия нейтронов 
с ядрами среды 

 
Процессы, которые могут происходить при взаимодействии 

нейтрона с ядром (ядерные реакции), принято делить на два основ-
ных вида – рассеяние и поглощение. Поглощение включает все 
взаимодействия нейтрона с ядром, в результате которых появляют-
ся новое ядро и новые частицы (в том числе и нейтроны). Под рас-
сеянием понимаются такие взаимодействия нейтрона с ядром, в ре-
зультате которых новых ядер не образуется, а происходит только 
перераспределение кинетической энергии и момента количества 
движения между нейтроном и ядром. Любое столкновение нейтро-
на с ядром приводит или к рассеянию нейтрона, или к его погло-
щению. Эта классификация процессов взаимодействия нейтронов с 
ядрами основана на балансе нейтронов, что является принципиаль-
ным в физике ядерных реакторов. Действительно, рассеяние может 
рассматриваться как взаимодействие, в результате которого баланс 
нейтронов не изменился. В тоже время любое поглощение приво-
дит к исчезновению исходного нейтрона. Надо понимать, что в ре-
зультате реакции поглощения могут появиться новые нейтроны, но 
они будут учитываться как источники в соответствующих уравне-
ниях баланса. Процессы, протекающие при взаимодействии ней-
трона с ядром, определяются свойствами ядра и кинетической 
энергией нейтрона.  

Среди процессов рассеяния нейтрона выделяют потенциальное, 
упругое резонансное и неупругое рассеяния. 
Потенциальное рассеяние представляет собой рассеяние ней-

тронной волны на потенциале ядра без проникновения нейтронной 
волны внутрь ядра. При этом происходит перераспределение энер-
гии и импульса между нейтроном и ядром, но квантовое состояние 
ядра в процессе взаимодействия не меняется. Потенциальное рас-
сеяние идет при любой кинетической энергии нейтрона, а его вели-
чина зависит только от радиуса ядра.  

Все другие ядерные реакции взаимодействия нейтрона с ядром 
при кинетической энергии нейтрона примерно до 20 МэВ хорошо 
описываются моделью составного ядра. Этот механизм предпола-
гает, что реакция протекает в две стадии. Первая стадия реакции 
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состоит в поглощении ядром-мишенью нейтрона и образовании 
промежуточного, или составного ядра. Вероятность образования 
составного ядра зависит от структуры энергетических уровней ядра 
и кинетической энергии нейтрона. Вероятность образования со-
ставного ядра максимальна, если кинетическая энергия нейтрона 
соответствует энергии энергетического уровня составного ядра (с 
учетом неопределенности в энергии этого уровня), которое может 
образоваться в результате поглощения нейтрона ядром-мишенью. 
В противном случае вероятность образования составного ядра ма-
ла, и идет только реакция потенциального рассеяния нейтрона. Со-
ставное ядро находится в возбужденном состоянии и существует 
около 10–13 – 10–17 с. Вторая стадия реакции состоит в распаде со-
ставного ядра с испусканием той или иной частицы. Адекватность 
такого описания подтверждается многочисленными эксперимен-
тальными данными.  

Энергия возбуждения Е* составного ядра, образовавшегося при 
поглощении свободного нейтрона, приблизительно (с точностью до 
энергии отдачи ядра, что для тяжелых ядер является не существен-
ным) равна сумме энергии связи Есв нейтрона в составном ядре и 
его кинетической энергии Е:  Е* = Есв + Е. 

Энергия связи в среднем для легких ядер составляет 5 – 7 МэВ, 
а для средних и тяжелых – 7 – 9 МэВ (см. рис. 1.1). Она несколько 
варьируется в зависимости от индивидуальных особенностей обра-
зующегося составного ядра, хотя для данных ядра-мишени и ну-
клона эта величина есть константа. Кинетическая энергия нейтрона 
может меняться в широком диапазоне от долей электронвольт до 
мегаэлектронвольт.  

Реакции, описываемые через механизм составного ядра, полу-
чили названия исходя из способов распада составного ядра. Для 
физики ядерных реакторов важную роль играют следующие резо-
нансные реакции взаимодействия нейтронов с ядрами. 

1. Упругое резонансное рассеяние – реакция рассеяния нейтрона, 
в результате которой составное ядро при распаде испускает ней-
трон с кинетической энергий, равной той, которую имел нейтрон 
до столкновения с ядром. Таким образом, при упругом резонанс-
ном рассеянии энергия нейтрона не меняется 
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B + n  BB + n = A
Z

*A+
Z

A
Z ⇒1  

 
где здесь и далее приняты следующие обозначения: B – символ 
элемента; Z – число протонов в ядре (заряд ядра); A – атомная мас-
са ядра; n – нейтрон; * – символ, показывающий, что ядро находит-
ся в возбужденном состоянии. 

2. Неупругое рассеяние – реакция рассеяния нейтрона, в резуль-
тате которой составное ядро при распаде испускает нейтрон с энер-
гией меньше, чем кинетическая энергия, которую имел нейтрон до 
столкновения с ядром. Разница в энергиях нейтрона до и после 
взаимодействия равна разнице в энергиях соответствующих энер-
гетических уровней составного ядра и уносится гамма-квантами. 
При этом возможна значительная потеря энергии нейтроном:  
 

γ1  + nB +   BB + n = A
Z

*A+
Z

A
Z ′⇒  

 
где n´ обозначает нейтрон с кинетической энергией меньшей, чем у 
нейтрона, обозначенного символом n. 

3. Радиационный захват – реакция поглощения нейтрона, в ре-
зультате которой нейтрон захватывается ядром, т.е. образуется но-
вый изотоп (новое ядро), а вся энергия возбуждения составного яд-
ра уносится гамма-квантами:  

 
γ⇒  11 B +  BB + n = A+

Z
*A+

Z
A
Z  

 
4. Деление – реакция поглощения нейтрона, в результате кото-

рой составное ядро распадается на несколько осколков (подробно 
рассмотрена в разд. 1.2):  

 
  2

2
1
1

1 γ+ν+⇒ nD C +   BB + n = A
Z

A
Z

*A+
Z

A
Z  

 
где C и D – осколки деления; Z = Z1 + Z2; A = A1 + A2 + (ν – 1). 

5. Реакции с испусканием нескольких нейтронов – реакции по-
глощения, в результате которых составное ядро испускает несколь-
ко нейтронов, так называемые (n, 2n)- и (n, 3n)-реакции. Естествен-
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но, что для протекания этих реакций кинетическая энергия нейтро-
на должны быть достаточной, для того чтобы преодолеть энергию 
связи вылетающих из ядра нейтронов. Поэтому данные реакции – 
всегда пороговые, т.е. протекают только при значении кинетиче-
ской энергии сталкивающегося нейтрона большей, чем некоторая 
величина, которая зависит от свойств ядра: 

 
 211 γ++⇒ − n C   BB + n = A

Z
*A+

Z
A
Z  

 321 γ++⇒ − n C   BB + n = A
Z

*A+
Z

A
Z  

 
Отметим, что возможны и другие реакции с образованием вто-

ричных частиц (например, протона, альфа-частицы и т.п.), но они, 
как правило, протекают только при кинетической энергии нейтро-
на, близкой к верхней границы рассматриваемой области энергий, 
и не имеют существенного значения для физики ядерных реакто-
ров. Хотя необходимо отметить, что существуют ядра с аномально 
низкой энергией связи нуклонов (например, 10В), на которых реак-
ции с образованием вторичных частиц протекают при существенно 
меньших значениях энергии нейтрона. Реакции упругого резонанс-
ного рассеяния, неупругого рассеяния, радиационного захвата и 
деления часто называются резонансными, поскольку вероятность 
их протекания зависит от соотношения энергии резонанса состав-
ного ядра и кинетической энергии нейтрона. 

Для легких ядер первый энергетический уровень, как правило, 
расположен в области высоких энергий (выше сотен килоэлектрон-
вольт), а для тяжелых – в области около тепловой энергии (элек-
тронвольты). Поэтому резонансные реакции на тяжелых ядрах про-
текают при кинетической энергии нейтрона, начиная с электрон-
вольтной области энергий, а на легких – только в областях выше 
сотен килоэлектронвольт. Однако существуют исключения из этого 
правила (например, ядро 6Li), с аномально низким расположением 
первого энергетического уровня. 

На рис. 1.4 изображена схема возможных взаимодействий ней-
трона с ядром. Пунктирной линией обведены процессы, описывае-
мые через механизм составного ядра. 
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Рис. 1.4. Схема возможных взаимодействий нейтрона с ядром 

 

1.5. Эффективные нейтронные сечения 
 
Рассмотрим следующий эксперимент: на тонкую фольгу (тол-

щина фольги Х [см] много меньше длины свободного пробега ней-
трона в веществе фольги) площадью S [см2], содержащую N [1/см3] 
ядер в единице объема, падает коллимированный моноэнергетиче-
ский пучок нейтронов интенсивностью I [нейтр./см2·с] перпенди-
кулярно поверхности фольги-мишени. 

Очевидно, что скорость взаимодействия нейтронов с ядрами 
среды в фольге (Rвз) пропорциональна интенсивности нейтронного 
пучка и полному числу атомов в фольге (N⋅S⋅Х): 
 

Rвз ~ I ⋅ (N⋅S⋅X)  [взаимодействий/с]. 
 
Коэффициент пропорциональности в этой зависимости называ-

ется эффективным микроскопическим сечением взаимодействия 
нейтронов с ядрами и обозначается σ:  

                                                 
σ = Rвз /(I⋅N⋅S⋅Х). 

 
Таким образом, физический смысл эффективного микроскопи-

ческого сечения – скорость взаимодействия нейтронов с ядрами 

Взаимодействие нейтрона с ядром

Рассеяние Поглощение

Потенциальное          Резонансное

Радиационный
захват

Деление Реакции с образованием
вторичных частиц

. . . . .

Упругое       Неупругое
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среды, приходящаяся на один атом мишени при единичной интен-
сивности падающего пучка. 

Эффективное микроскопическое сечение характеризует вероят-
ность протекания данного типа реакции при взаимодействии ней-
трона с ядром и зависит от типа ядра (энергетической структуры) и 
кинетической энергии нейтрона. 

Очевидно, что размерность σ – это сантиметры в квадрате (см2). 
В качестве единицы измерения микроскопического сечения удобно 
использовать не см2, а барны (б):  

 
1 б = 10–24 см2. 

 
Любому процессу взаимодействия нейтронов с ядрами среды, 

рассмотренному в разд. 1.4, соответствует свое эффективное мик-
роскопическое сечение: 

σtot – полное микроскопическое сечение  взаимодействия (total); 
σa – микроскопическое сечение реакции поглощения (absorp-

tion); 
σs – микроскопическое сечение реакции рассеяния (scattering); 
σc – микроскопическое сечение реакции радиационного захвата 

(capture); 
σf  – микроскопическое сечение реакции деления (fission); 
σel – микроскопическое сечение упругого рассеяния (elastic); 
σin – микроскопическое сечение неупругого рассеяния (ine-

lastic); 
σ(n, 2n) – микроскопическое сечение (n, 2n)-реакции и т.д. 
Согласно введенной в разд. 1.4 терминологии и учитывая, что 

по определению эффективное микроскопическое сечение – вели-
чина аддитивная, выполняются следующие равенства: 

 
σtot = σa + σs,  σa = σc + σf + σ(n, 2n) + … ,     σs = σel + σin. 

 
Учитывая, что процессы взаимодействия нейтронов с ядрами 

среды сложным образом зависят от энергии нейтрона, что обсуж-
далось в разд. 1.4, зависимость микроскопического сечения взаи-
модействия (количественная характеристика этих взаимодействий) 
от энергии нейтрона носит, в общем случае, сложный характер. 
Типичные зависимости для ряда микроскопических сечений приве-
дены на рис. 1.5 – 1.7. 
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Рис. 1.5. Зависимость микроскопического сечения от энергии для C12
6  

 
Рис. 1.6. Зависимость микроскопических сечений от энергии для U238

92  
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Рис. 1.7. Зависимость пороговых микроскопических сечений от энергии для U238

92  

 
Из рис. 1.5 видно, что поскольку для легких ядер первый резо-

нансный уровень лежит в области высоких энергий, то резонансная 
зависимость микроскопического сечения от энергии проявляется в 
области выше сотен килоэлектронвольт (для углерода – выше 
1 МэВ), а до этих энергий сечение не зависит от энергии, поскольку 
идет только процесс потенциального рассеяния. Совершенно другая 
картина наблюдается для тяжелых ядер (см. рис. 1.6). Первый резо-
нансный уровень для ядра урана-238 расположен при 6,7 эВ, поэто-
му, начиная с энергии в несколько электронвольт, зависимость сече-
ния от энергии носит ярко выраженный резонансный характер. В 
области резонансной зависимости сечения от энергии принято выде-
лять область разрешенных резонансов – область энергий, где неоп-
ределенность в энергии каждого энергетического уровня меньше, 
чем расстояние между соседними уровнями и, как следствие этого, 
каждый резонанс в микроскопическом сечении «вырисовывается» 
отдельно. Для ядра урана-238 область разрешенных резонансов ле-
жит от нескольких электронвольт до нескольких килоэлектронвольт. 
Выше расположена область энергий, где соседние энергетические 
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уровни ядра начинают перекрываться, и каждый отдельный резонанс 
в сечении не может быть разрешен. Это так называемая область не-
разрешенных резонансов. На рис. 1.6 – это область энергий от еди-
ниц до десятков килоэлектронвольт. В области более высоких 
энергий идет возбуждение непрерывного спектра ядра, и зависи-
мость сечений от энергии носит плавный характер. В области энер-
гий выше энергии связи нейтрона в ядре (несколько мегаэлектрон-
вольт) начинают идти пороговые реакции (n, 2n), а выше двух 
энергий связи нейтрона в ядре – (n, 3n)-реакции, сечения которых 
для ядра урана-238 приведены на рис. 1.7. 

Величину i∑  = σi⋅N, где σi – микроскопическое сечение взаи-
модействия процесса i (поглощение, рассеяние, деление, радиаци-
онный захват и т.д.); N – число ядер среды в единице объема, назо-
вем макроскопическим сечением среды по отношению к i-му про-
цессу взаимодействия нейтронов с ядрами. Размерность макроско-
пического сечения – 1/см. Если среда состоит из смеси ядер, то 
макроскопическое сечение среды по отношению к процессу i рас-
считывается как 

 
                                      k

k

k
ii N∑ ⋅=Σ σ , 

 
где k

iσ – микроскопическое сечение i-го типа взаимодействия ней-
тронов с k-м типом ядер; Nk – количество ядер k-го типа в единице 
объема. 

Макроскопическое сечение является характеристикой среды и 
зависит от ее состава и кинетической энергии нейтронов. 

Свойства некоторых изотопов, нуклидов и веществ, играющих 
важную роль в физике ядерных реакторов, приведены в прил. 1 и 2.  

1.6. Длина свободного пробега нейтрона в среде 
 
Длина свободного пробега λ [см] – среднее расстояние, которое 

проходит нейтрон в среде от точки рождения до точки первого 
взаимодействия. Если при взаимодействии нейтрона с ядрами его 
энергия не меняется, то длину свободного пробега можно рассмат-
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ривать как среднее расстояние между двумя последовательными 
взаимодействиями. Это, например, имеет место для модели диффу-
зии моноэнергетических нейтронов, которая будет рассмотрена да-
лее. Для вычисления длины свободного пробега в бесконечной сре-
де (в среде, характерный размер которой много больше длины 
свободного пробега) рассмотрим полубесконечную среду, состоя-
щую из атомов одного типа, на которую перпендикулярно к грани-
це падает коллимированный пучок моноэнергетических нейтронов 
интенсивностью I0 [1/(см2·с)] (рис. 1.8). Количество атомов в еди-
нице объема среды – N [1/см3], микроскопическое сечение взаимо-
действия нейтронов данной энергии с ядрами среды – σ [см2]. 

 

X
0 x dxx +

0I

)I(x
)I( dxx +

 
 

Рис. 1.8. Схема задачи для расчета длины свободного пробега 

 
Вычислим длину свободного пробега, исходя из ее определения: 

как среднее расстояние, которое проходит нейтрон в среде от точки 
влета в среду (x = 0) до точки первого взаимодействия, т.е. 

 

∫

∫
∞

∞

λ

0

0

)(

)(
 = 

dxxw

dxxx w
, 

Х

I0 

I(x)
I(x + dx)
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где w(x)dx – вероятность первых взаимодействий, которую можно 
определить как произведение вероятностей двух независимых про-
цессов, т.е. прохождение нейтроном в среде пути x без взаимодей-
ствия (Р1) и взаимодействие нейтрона на пути dx около точки x 
(Р2): w(x)dx = P1 · P2. 

Рассчитаем упомянутые выше вероятности. Любое взаимодей-
ствие нейтронов с ядрами среды выводит нейтрон из начального 
пучка, так как произойдет изменение энергии и направления дви-
жения нейтрона в случае рассеяния нейтрона на ядре или он погло-
тится, в противном случае. Обозначим: I(x) – интенсивность пучка 
нейтронов, которые не испытали взаимодействие с ядрами среды 
на пройденном в среде пути (от 0 до x). Рассмотрим баланс нейтро-
нов в слое [x, x + dx]. Очевидно, что скорость взаимодействий ней-
тронов с ядрами среды в этом слое, в расчете на единичную пло-
щадь, равна разности в интенсивностях пучка нейтронов на грани-
цах слоя: 

 
I(x) – I(x + dx) = σ⋅I(x)⋅N⋅∆x. 

 
Перепишем это уравнение в дифференциальной форме: 
 

–dI(x) = I(x)⋅Σ⋅dx 
 

с начальным условием 
 

I(0) = I0. 
 

Здесь учтено, что 
 

dI = I(x + dx) – I(x)   и   Σ = σ⋅N. 
 
Решением этого дифференциального уравнения с приведенным 

начальным условием является функция 
 

I(x) = I0exp{–Σx}. 
 



 33

Функция I(x) описывает распределение вдоль оси х нейтронов, 
которые еще не испытали взаимодействие с ядрами среды (непро-
взаимодействовавшие нейтроны). Очевидно, что величина  

 
I(x)/I0 = exp{–Σx} 

 
является вероятностью пройти нейтрону в среде путь х без взаимо-
действия, а величина 
 

⏐dI(x)/I(x)⏐ = ⏐d(I0exp{–Σx}) / (I0exp{–Σx})⏐ = Σ dx 
 

вероятностью нейтрону испытать взаимодействие на пути dx. От-
сюда следует физический смысл макроскопического сечения – это 
вероятность нейтрону испытать взаимодействие на единичном 
пути в среде. 

Таким образом, 
 
w(x)dx = P1 · P2 = Σdx exp{–Σx}  и  w(x) = P1 · P2 = Σ exp{–Σx}. 

 
Подставив найденное выражение для плотности вероятности в 

выражение для средней длины свободного пробега нейтрона в сре-
де, получим: 

Σ
=

ΣΣ

ΣΣ
λ

∫

∫
∞

∞

1  
}{– exp  

}exp{–  
 = 

0

0

xdx

xdx x
 [см]. 

Получая последнее выражение, не оговаривался тип процесса 
взаимодействия нейтронов с ядром. Различают длину свободного 
пробега до первого взаимодействия, до первого рассеяния и до по-
глощения в выражениях, для которых стоят соответствующие мак-
роскопические сечения: 

 

.1 =     ;1 =      ;1 = 
a

a
S

S
tot Σ

λ
Σ

λ
Σ

λ  
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1.7. Описание нейтронного поля в среде 
 
Под нейтронным полем будем понимать совокупность нейтро-

нов в среде, характеризуемых распределением по пространству, 
энергии, направлению движения в данный момент времени. При 
описании нейтронного поля в среде важно подчеркнуть следующие 
утверждения, которые являются общими для всех рассматривае-
мых в данном курсе моделей. 

1. Как было показано в разд. 1.2, в задачах, связанных со стати-
стическим описанием распределения нейтронов в среде, нейтрон 
может рассматриваться как точечная частица, поскольку для ней-
тронов, имеющих энергию от единиц электронвольт до нескольких 
мегаэлектронвольт, приведенная длина волны де Бройля много 
меньше расстояний между соседними ядрами в среде. Это утвер-
ждение нарушается только при энергиях нейтронов в тепловой об-
ласти (существенно ниже 1 эВ) – в так называемой области терма-
лизации нейтронов, которая будет рассмотрена отдельно в специ-
альной главе данного пособия. 

2. Плотность ядер в среде ~ 1021 – 1022 [яд./см3]. В ядерных реак-
торах плотность нейтронов составляет 107 – 108 [нейтр./см3] (в спе-
циальных ловушках может доходить до 1012 нейтр./см3). Таким об-
разом, вероятность нейтрону столкнуться с нейтроном в среде го-
раздо меньше, чем вероятность нейтрону столкнуться с ядром, и, 
следовательно, взаимодействия нейтронов с нейтронами можно 
не учитывать при описании нейтронного поля. Математическим 
следствием этого факта является линейность уравнений, которые 
описывают нейтронное поле в среде.   

3. Поскольку среднее время жизни поколения нейтронов в сре-
де, а тем более время ядерного взаимодействия, на много порядков 
меньше периода полураспада нейтрона, то нейтрон может рассмат-
риваться как стабильная частица. 

4. Все функции, описывающие нейтронное поле в среде, носят 
статистический характер, т.е. являются результатом усреднения 
по большому числу событий. Поскольку плотность нейтронов в 
среде достаточно высока, то среднестатистические значения хоро-
шо описывают рассматриваемые процессы. Таким образом, не учи-
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тываются флуктуации нейтронного поля. Это справедливо для 
практически всех задач физики ядерных реакторов. 

Точечная частица в пространстве в каждый момент времени опи-
сывается следующим набором фазовых переменных: )( = zy,x,rr  – 
радиус-вектор, описывающий пространственное положение ней-
трона; ) ,θ( = ϕΩ

r
 – единичный вектор направления скорости ней-

трона ( θ  – полярный угол, ϕ  – азимутальный угол); Е – энергия 
нейтрона. 

Поэтому в общем случае область определения функций, описы-
вающих нейтронное поле, – это семимерное фазовое пространство 
( )tE,r ,, Ω

rr
. В конкретных моделях нейтронное поле может описы-

ваться в фазовом пространстве меньшей размерности. 
Рассмотрим основные функции, описывающие нейтронное поле 

в среде. 
Плотность нейтронов: ),,( tE,rn Ω

rr  [1/(см3⋅эВ⋅стер)] – средне-
статистическое число нейтронов в единице объема около точки rr , 
направление вектора скорости которых лежит в единичном угло-
вом диапазоне около направления Ω

r
, энергия – в единичном ин-

тервале около энергии Е, в данный момент времени t. В различных 
моделях используется плотность нейтронов, определенная в фазо-
вом пространстве меньшей размерности: 
 

∫
π

ΩΩ
4

),,( d = )( tE,rntE,,rn
rrrr

 [1/см3⋅эВ] 

и  

∫
max

0
)( = )(

E
tE,,rdE nt,rn rr  [1/см3], 

 
которые имеют тот же физический смысл, только для всех направ-
лений скорости нейтронов, или в дополнении к этому и для всех 
значений энергии нейтронов соответственно. Emax – максимально 
возможная энергия нейтронов которая для ядерных реакторов со-
ставляет около 12 МэВ. Часто функцию ),,( tE,rn Ω

rr  называют диф- 
ференциальной плотностью нейтронов, ),( tE,rn r  – полной плотно-
стью нейтронов, а )( t,rn r  – глобальной плотностью нейтронов. 
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Плотность потока нейтронов: ),,( tE,r ΩΦ
rr  [1/(см2⋅с⋅эВ⋅стер)] – 

среднестатистическое число нейтронов, направление вектора ско-
рости которых лежит в единичном интервале около направления 
Ω
r

, энергия – в единичном интервале около E, и которые в единицу 
времени пересекают воображаемую единичную площадку, распо-
ложенную в окрестности точки rr  таким образом, что единичный 
вектор нормали к этой площадке совпадает с направлением вектора 
скорости нейтронов Ω

r
.  

В различных моделях используется плотность потока нейтро-
нов, определенная в фазовом пространстве меньшей размерности: 

 

∫
π

ΩΦΩΦ
4

),,( = )( tE,rdtE,,r
rrrr  [1/(см2⋅с⋅эВ)]   

и 

∫ ΦΦ
max

0
)( = )(

E
tE,,rdEt,r rr  [1/(см2⋅с)], 

 
которая имеет тот же физический смысл, только по отношению к 
единичным площадкам, ориентированным всевозможными спосо-
бами в точке rr  – функция )( tE,,rrΦ , и в дополнениe к этому по от-
ношению к всевозможным энергиям нейтронов – функция )( t,rrΦ . 

Часто функцию ),,( tE,r ΩΦ
rr  называют дифференциальной 

плотностью потока нейтронов, )( tE,,rrΦ  – полной плотностью по-
тока нейтронов, а )( t,rrΦ  – глобальной плотностью потока нейтро-
нов. 

Плотность потока нейтронов связана с плотностью нейтронов 
следующим соотношением: 
 

V ),( = ),( ⋅ΩΩΦ tE,,rnt,E,r
rrrr ,          (1.1) 

 
где V – скорость нейтронов. 

Это равенство получается из рассмотрения объема около точки 
rr  с боковой поверхностью dS (рис. 1.9). 
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Рис. 1.9. Схема для получения связи плотности потока с плотностью нейтронов 

 
Площадку dS с нормалью snr , совпадающей с Ω

r
, в единицу 

времени в единичном угловом диапазоне около Ω
r

 пересекут толь-
ко те нейтроны, которые расположены внутри объема, определен-
ного dS и V, направление скорости которых лежит в единичном 
диапазоне около направления скорости Ω

r
. А это значит, что вы-

полняется равенство 
 

dStE,,rndStE,,r ⋅⋅ΩΩΦ V ),( = ),(
rrrr , 

 
левая часть которого по определению плотности потока представ-
ляет собой количество нейтронов, пересекающую описанную выше 
площадку в единицу времени, а правая – полное число нейтронов в 
описанном выше объеме, которые в единицу времени пересекут эту 
же площадку. После сокращения dS, получается приведенное выше 
равенство (1.1). 
Плотность тока нейтронов: ),( tE,,rin Ω

rr  [1/(см2⋅с⋅эВ⋅стер)] – 
среднестатистическое число нейтронов, направление вектора ско-
рости которых лежит в единичном интервале около направления 
Ω
r

, энергия – в единичном интервале около E, которые пересекают 
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в единицу времени единичную площадку с нормалью Snr , располо-
женную в точке rr . Плотность тока нейтронов всегда определяется 
через конкретную площадку (поверхность), что подчеркивает ин-
декс нормали n в обозначении ),( tE,,rin Ω

rr .   
В различных моделях используется плотность тока нейтронов, 

определенная в фазовом пространстве меньшей размерности: 
 

∫
π

ΩΩ
4

),( = )( tE,,ridtE,,ri nn
rrrr  [1/(см2⋅с⋅эВ)]  

и 

∫
max

0
)(= )(

E

nn tE,,rdE it,ri rr  [1/(см2⋅с)], 

 
которые имеют тот же физический смысл, только по отношению к 
всевозможным направлениям скорости нейтронов Ω

r
 – функция 

)( tE,,rin
r  и в дополнении к этому по отношению к всевозможным 

энергиям нейтронов – функция )( t,rin
r . 

Часто функцию ),( tE,,rin Ω
rr  называют дифференциальной плот-

ностью тока нейтронов через единичную площадку с нормалью Snr , 
)( tE,,rin

r  – полной плотностью тока нейтронов, а )( t,rin
r  – гло-

бальной плотностью тока нейтронов. 
Функция плотности тока нейтронов связана с функцией плотно-

сти потока следующим выражением: 
 

)( ),( = ),( Sn ntE,,rtE,,ri rrrrrr
⋅Ω⋅ΩΦΩ ,         (1.2) 

 
которое следует из определения этих функций. 

Площадку dS с нормалью Snr  (рис. 1.10) в единичном угловом 

интервале около Ω
r

 по определению плотности тока нейтронов пе-
ресекает dStE,,rin ⋅Ω ),(

rr  нейтронов. С другой стороны, площадку 
Sd ′ , которая получается поворотом dS таким образом, чтобы нор-

маль к площадке Sd ′  совпадала с направлением скорости нейтро-
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нов Ω
r

, пересекает точно такое же количество нейтронов, которое 
по определению плотности потока нейтронов может быть записано 
как dS'tE,,r ⋅ΩΦ ),(

rr . Из этого факта, с учетом очевидного равенст-

ва )(= SndSdS' rr
⋅Ω⋅ , вытекает формула (1.2). 

 
 

   dS  
 
 
   Ω

r
 

 
         snr                        Sd ′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1.10. Схема для получения связи плотности тока и потока нейтронов 

 
Рассмотрим выражение для полной плотности тока нейтронов и 

тождественно преобразуем его следующим образом: 
 

.)( ),(  )( ),(  

),(     ),,(           

),( )(                        

0)(0)(

0)(0)(

4

∫ ⋅ΩΩΦΩ+∫ ⋅ΩΩΦΩ=

=Ω∫ Ω+Ω∫ Ω=

=Ω∫ Ω=

<⋅Ω>⋅Ω

<⋅Ω>⋅Ω

π

n
S

n
S

n
n

n
n

nn

ntE,,rdntE,,rd

tE,,ridtE,rid

tE,,ridtE,,ri

rrrr

rrrr

rrrrrrrrrr

rrrrrr

rrrr

 

Введем в рассмотрение функции, которые называются односто-
ронними токами нейтронов (в направлении нормали к площадке и 
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в противоположном направлении) и определяются следующими 
выражениями: 
 

)( ),(  = ),( = )(
0)(0)(

+ ∫∫
>⋅Ω>⋅Ω

⋅ΩΩΦΩΩΩ
SS n

S
n

nn ntE,,rdtE,,ridtE,,ri
rrrr

rrrrrrrrr ; 

)Ω( ),ΩΦ( Ω–  = ),Ω( Ω– = )(–
0)Ω(0)Ω(

∫ ⋅∫
<⋅<⋅ SS n

S
n

nn ntE,,rdtE,,ridtE,,ri
rrrr

rrrrrrrrr . 

 
По физическому смыслу эти функции представляют собой количе-
ство нейтронов, которые пересекают площадку dS в полусферу, оп-
ределяемую направлением нормали Snr , – функция )( tE,,rin

r+  и в 
полусферу, определяемую противоположным направлением, – 
функция )( tE,,rin

r− . Очевидно, что выполняется следующее равен-
ство:         

 
)( tE,,rin

r  =  )( tE,,rin
r+  – )( tE,,rin

r− . 
 

 
Отметим, что односторонние токи всегда положительные вели-

чины, а функция )( tE,,rin
r  может быть как положительной, так и 

отрицательной величиной. Отрицательное значение этой функции 
говорит о том, что единичную площадку в направлениях, опреде-
ляемых полусферой против нормали, пересекает больше нейтро-
нов, чем в направлениях, определяемой полусферой по нормали. 

По существу, функцию плотности тока нейтронов )( tE,,rin
r  

можно рассматривать как проекцию векторной функции – вектора 
плотности тока нейтронов )( tE,,rin

r  на нормаль к площадке: 
 

    )( tE,,rin
r  = [ ]SntEri rrr

⋅),,( .    (1.3) 
 
Используя формулу (1.2), из (1.3) для вектора плотности тока 

нейтронов легко получить выражение: 
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∫
π

ΩΦ⋅ΩΩ
4

),(  = )( tE,,rdtE,,ri
rrrrrr .          (1.4) 

 
Направление функции вектора плотности тока нейтронов в про-

странственной точке rr  в момент времени t совпадает с направле-
нием преимущественного движения нейтронов, энергия которых 
лежит в единичном диапазоне около энергии E, а модуль этой 
функции равен количеству нейтронов с рассматриваемыми пара-
метрами, пересекающими в единицу времени единичную площад-
ку, расположенную в точке rr , таким образом, что ее нормаль сов-
падает с направлением преимущественного движения нейтронов. 
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Глава 2 
ТЕОРИЯ ДИФФУЗИИ 

МОНОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ НЕЙТРОНОВ 

 
Основное приближение модели диффузии моноэнергетических 

нейтронов заключается в предположении, что все нейтроны имеют 
одну и ту же энергию, т.е. считается, что при взаимодействии с яд-
рами среды энергия нейтронов не изменяется. Это возможно, если 
при взаимодействии нейтронов с ядрами среды идут только про-
цессы поглощения, упругого резонансного рассеяния или потенци-
ального рассеяния на тяжелых или жестко связанных в кристалли-
ческой решетке или молекуле ядрах среды, поскольку при протека-
нии всех перечисленных процессов взаимодействия нейтронов с 
ядрами среды энергия нейтрона не меняется. Показано, что для 
сред, состоящих из ядер с атомной массой более 10 атомных еди-
ниц массы (а.е.м.), использование диффузионного приближения 
дает хорошие результаты в случае, если это применение возможно, 
исходя из других ограничений, рассмотренных ниже. Рассматри-
ваемая модель позволяет получать пространственное распределе-
ние нейтронов как в неразмножающих, так и в размножающих сре-
дах. Естественно, что модель диффузии моноэнергетических ней-
тронов допускает рассмотрение только моноэнергетического ис-
точника. Обобщение модели диффузии моноэнергетических ней-
тронов на многогрупповой случай, которое будет сделано в гл. 5, 
позволяет описывать не только пространственное, но и энергетиче-
ское распределение нейтронов для широкого класса задач расчета 
ядерных реакторов.  

Если рассматривать изотропный внешний источник и учесть, 
что рассеяние на тяжелых ядрах изотропно в лабораторной системе 
(это будет показано в гл. 3), то из семимерного фазового простран-
ства остается только пространственная и временная переменные: 

)( t,rr . Таким образом, модель диффузии моноэнергетических ней-
тронов описывает только изменение во времени пространственного 
распределения нейтронов. 
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2.1. Балансное уравнение для скоростей процессов 
 
Все уравнения, описывающие нейтронное поле в том или ином 

приближении по сути отражают закон сохранения нейтронов в 
элементарном фазовом объеме, т.е. являются балансными уравне-
ниями. Для вывода уравнения модели диффузии моноэнергетиче-
ских нейтронов рассмотрим баланс нейтронов в фазовом объеме, 
характерном для данной модели, а именно, в элементарном про-
странственном объеме ∆V с поверхностью ∆S, расположенным 
около точки rr . Баланс нейтронов отражает закон сохранения ней-
тронов в объеме, т.е. тот факт, что разность между скоростью гене-
рации нейтронов в объеме и скоростью исчезновения нейтронов из 
объема есть скорость изменения числа нейтронов в объеме. По-

следняя величина определяется как V
t

t,rn
∆

∂
∂ )(r . Появляться в рас-

сматриваемом фазовом объеме нейтроны могут за счет внешнего 
источника нейтронов ( )( t,rQ r  – скорость генерации нейтронов 
внешними источниками) и деления ядер среды ( )( t,rF r  – скорость 
генерации нейтронов за счет деления ядер среды). А исчезать из 
фазового объема – за счет процессов поглощения нейтронов ядра-
ми среды ( )( t,rA r  – скорость поглощения нейтронов в объеме) и 
утечки нейтронов через поверхность объема ( )( t,rL r  – скорость 
утечки нейтронов через поверхность объема). Под термином 
«утечка нейтронов» понимается результирующий процесс пересе-
чения нейтронами границы объема как в направлении из объема в 
среду, так и в обратном направлении. Процесс утечки в общем ба-
лансе нейтронов отнесен к процессам, описывающим исчезновение 
нейтронов в фазовом объеме, поскольку принято всегда выбирать 
внешнюю (т.е. по направлению из объема) нормаль для границы 
объема. Если при вычислении утечка нейтронов будет иметь знак 
минус, то это означает, что в единицу времени больше нейтронов 
втекают в объем через его границу из окружающей среды, чем по-
кидают объем через его границу. В этом случае член утечки авто-
матически (из-за знака минуса) перейдет в группу членов, описы-
вающих скорость генерации нейтронов в объеме. Уравнение балан-
са скоростей процессов имеет вид 
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– )( t,rL r
 – )( t,rA r

 + )( t,rF r
 + )( t,rQ r

 = V
t

t,rn
∆

∂
∂ )(r

. (2.1) 

 
Прежде, чем определить каждый из членов в левой части урав-

нения (2.1), получим общее выражение для вычисления скорости 
реакции в фазовом объеме. Если скорость нейтронов V [см/с], а 
длина свободного пробега нейтрона до i-го типа (любой из воз-
можных типов) взаимодействия с ядром – λi [см], то среднее время, 
которое проходит между двумя взаимодействиями i-го типа – 

Viλ . Обратная величина – iλV  представляет собой число взаи-
модействий i-го типа, которое испытывает нейтрон в единицу вре-

мени, а величина )(V t,rn
i

r

λ
 – среднее число взаимодействий i-го 

типа в единице фазового объема (другими словами, скорость реак-
ций i-го типа в единице фазового объема). Тогда в фазовом объеме 
∆V скорость реакций i-го типа будет рассчитываться по формуле  

 

Vt,rn
i

∆
λ

)(V r , 

 
и с учетом формулы (1.1) и выражения для длины свободного про-
бега через макроскопическое сечение, последнее выражение можно 
переписать в виде 
 

Vt,rrt,rR ii ∆⋅Φ⋅Σ= )()()( rrr ,  (2.2) 
 
где )( t,rRi

r  – скорость реакции i-го типа в фазовом объеме ∆V. 
Таким образом, для расчета скорости реакции i-го типа взаи-

модействия нейтронов с ядрами среды в фазовом объеме необхо-
димо соответствующее типу реакции макроскопическое сечение 
умножить на плотность потока нейтронов и на величину фазово-
го объема. 

С учетом выражения (2.2) скорость реакций поглощения ней-
тронов и генерации нейтронов за счет реакций деления ядер опре-
деляются выражениями: 
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)( t,rA r  = Vt,rra ∆⋅Φ⋅Σ )()( rr ,   )( t,rF r = V,trrff ∆⋅Φ⋅Σν )( )( rr , 
 
где fν  – среднее число нейтронов, которое возникает в результате 
одной реакции деления ядра (среднее число мгновенных нейтронов 
деления).  

Если задана функция распределения мощности внешних источ-
ников нейтронов – )( t,rS r , то скорость генерации нейтронов в фа-
зовом объеме внешними источниками записывается как )( t,rQ r = 
= Vt,rS ∆⋅)(r . 

Член утечки можно записать следующим образом, если в ходе 
математических преобразований использовать теорему Остроград-
ского – Гаусса и принять во внимание, что рассматриваемый объем – 
элементарный: 

 
)( t,rL r = )(

Г
t,rird SnS

rr
∫  = [ ])()(

Г
SSnS rnt,rird rrrrr

⋅∫  = 

             = ∫
∆V

t,ri rd )(div rrr  = Vt,ri ∆⋅)(div rr , 

 
где Г – граница фазового объема; sr

r  – радиус-вектор границы фа-
зового объема; rr  – радиус-вектор фазового объема ∆V; )( srn rr  – 
единичный вектор внешней нормали границы Г фазового объема в 
точке sr

r . Здесь и далее srdr  обозначает элементарную площадку 
около точки sr

r , а rdr  – элементарный пространственный объем 
около точки rr . 

Подставим полученные выражение в уравнение (2.1), сократим 
на  ∆V, учтем выражение (1.1), связывающее плотность нейтронов 
и плотность потока нейтронов, и получим уравнение баланса ско-
ростей процессов в единичном фазовом объеме: 

 

– )(div ,tri rr – )()( ,trra
rr

Φ⋅Σ + )()( ,trrff
rr

Φ⋅Σν + )( ,trS r =
t

,tr
∂

Φ∂ )(
V
1 r

.  (2.3) 

 
Уравнение (2.3) получено в рамках следующих предположений: 
• все функции – статистические величины; 
• нейтрон рассматривается как точечная частица; 
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• взаимодействия нейтрон-нейтрон не учитываются; 
• нейтрон – стабильная частица; 
• все нейтроны имеют одну и ту же энергию. 
Уравнение (2.3) записано относительно двух неизвестных функ-

ций – плотности потока и вектора тока нейтронов, поэтому для на-
хождения функции плотности потока нейтронов необходимо полу-
чить еще одно уравнение, связывающее эти две функции. 

2.2. Закон Фика 
 
Закон Фика – уравнение, которое в рамках дополнительных 

предположений устанавливает связь между плотностью потока и 
вектором тока нейтронов. Дополнительные предположения, кото-
рые необходимо будет сделать в ходе вывода этого закона, выделе-
ны далее по тексту курсивом. 

Рассмотрим большую среду – среду, характерные размеры кото-
рой много больше длины свободного пробега нейтронов в этой 
среде. Рассчитаем количество нейтронов, которые пересекают в 
единицу времени около момента t площадку dS, расположенную в 
начале координат так, что ее нормаль совпадает с осью Z в направ-
лении из верхнего полупространства (Z > 0) в нижнее (Z < 0), см. 
рис. 2.1. Исходя из определения односторонних токов, ищется ве-
личина ( ) dStiz ⋅− ,0 . 

Z

Y

X

rr

snr

dV

dS
Θ

ϕ

 
 

Рис. 2.1. Схема к выводу закона Фика 
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Выберем элементарный объем dV около точки верхнего полу-
пространства, определенной вектором rr , или в сферической сис-
теме координат модулем вектора rr  – r , и двумя углами – Θ и ϕ 
(см. рис. 2.1). Из выражения (2.2) следует, что величина 

dV,t'rrs ⋅Φ⋅Σ )()( rr  – скорость рассеяния нейтронов в объеме dV в 
момент времени Vrtt' −= , где V – скорость нейтронов; а следо-
вательно, Vr  – время, которое необходимо нейтрону для прохож-
дения пути r . Предположим, что рассеяние изотропно в лабора-
торной системе, а это для потенциального рассеяния справедливо, 
как будет показано в гл. 3, в случае, если среда состоит из доста-
точно тяжелых ядер (атомная масса ядер должна быть больше 

10 а.е.м.). В случае изотропного рассеяния 24
1
rπ

 из всех рассеяв-

шихся нейтронов имеют направление движения в сторону единич-
ной площадки на поверхности сферы радиусом r  с центром в точ-
ке рассеяния. Для рассматриваемой площадки это число нейтронов 

составляет 24
cos
r

dS
π

Θ⋅ от общего числа рассеянных в объеме ней-

тронов, где Θ⋅ cosdS  – проекция рассматриваемой площадки dS на 
поверхность соответствующей сферы. Вероятность нейтрону прой-
ти путь r  без взаимодействия в среде – }exp{- rtotΣ , поэтому из 
всех нейтронов, которые испытали рассеяние в объеме dV в момент 
времени t´, после рассеяния только 

dV,t'rrs ⋅Φ⋅Σ )()( rr
24

cos
r

dS
π

Θ⋅ }exp{- rtotΣ⋅  нейтронов имеют направ-

ление движения в сторону площадки dS, достигнут площадку в мо-
мент времени t и, следовательно, пересекут ее. Проинтегрировав 
последнее выражение по всему верхнему полупространству (Z > 0), 
получим полное число нейтронов, которые пересекают площадку 
dS против направления нормали в момент времени t, т.е. величину 

( ) dStiz ⋅− ,0 . При интегрировании учтем, что в сферических коорди-

натах ϕ⋅Θ⋅⋅Θ= dddrrdV sin  2 . Величина dS не зависит от пере-
менных интегрирования, и сократится в правой и левой частях 
уравнения. Таким образом, 
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( )tiz ,0− = ∫ ∫ ∫
∞ π

π

Θϕ
0

2

0

2

0

 dddr )()( ,t'rrs
rr

Φ⋅Σ 24
cos

rπ
Θ }exp{- rtotΣ Θsin2r . 

 
Под интегралом в правой части последнего равенства стоит функ-
ция }exp{- rtotΣ , которая при значении показателя rtotΣ , уже рав-
ном трем, близка к нулю (а этот случай соответствует значению 

λ3=r ). Поэтому подавляющий вклад в величину ( )tiz ,0−  вносит 
область интегрирования от нуля до нескольких длин свободного 
пробега нейтрона. Предположим, что для рассматриваемой области 
справедливы следующие утверждения: 

1) эта область находится далеко (более 2 – 3 длин свободного 
пробега нейтрона) от локальных неоднородностей (локализован-
ные источники нейтронов, граница «среда – вакуум», граница раз-
дела двух сред с разными свойствами); 

2) в этой области слабое поглощение нейтронов ( as Σ>>Σ  т.е. 

stot Σ≈Σ ); 
3) сечение рассеяния в этой области не зависит от простран-

ственной координаты; 
4) среднее время между двумя последовательными процессами 

рассеяния нейтрона ( )Vsλ  много меньше времени, в течение ко-
торого существенно меняется плотность потока нейтронов в 
точке наблюдения. 

Утверждение 3) после сокращения на 2r  дает возможность пе-
реписать последнее выражение в виде 

 

( )tiz ,0− =
π

Σ
4

s ∫ ∫ ∫
∞ π

π

Θϕ
0

2

0

2

0

 dddr )( t',rrΦ }exp{- rtotΣ  ΘΘ sin cos . 

 
Предположение 4) позволяет утверждать, что выполняется сле-

дующее равенство: )()( ,tr,t'r rr
Φ≈Φ , поскольку моменты времени t´ 

и t отличаются на интервал времени не больший, чем время между 
двумя последовательными столкновениями нейтрона в среде, а со-
гласно предположению 4) за это время функция плотности потока 
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меняется не существенно. Предположения 1) и 2) дают возмож-
ность утверждать, что функция плотности потока нейтронов слабо 
меняется в рассматриваемой области, а следовательно, она доста-
точно хорошо может быть описана двумя первыми членами разло-
жения ее в ряд Тейлора около нуля: 
 

zt
z

yt
y

xt
x

t,tr ⋅
∂
Φ∂

⋅
∂
Φ∂

⋅
∂
Φ∂

Φ≈Φ ),0(+),0(+),0(+)(0,)(r , 

 
где координаты x, y и z выражаются в сферических координатах 
следующим образом: 
 

ΘcossinΘsincosΘsin r=;   zr=;   yr=x ϕϕ . 
 

После подстановки последних выражений в ряд Тейлора, а его – в 
формулу для ( )tiz ,0− , получим справа четыре слагаемых, два из ко-
торых будут равны нулю, поскольку будут содержать интегралы 

∫
π

ϕϕ
2

0

sin d  или ∫
π

ϕϕ
2

0

cos d , которые равны нулю. Окончательно имеем: 

 

( )tiz ,0−  = 
π

Σ
4

s )(0,tΦ ∫ ∫ ∫
∞ π

π

Θϕ
0

2

0

2

0

 dddr }exp{- rtotΣ ΘΘ sin cos  + 

+  
π

Σ
4

s ),0( t
z∂
Φ∂

∫ ∫ ∫
∞ π

π

Θϕ
0

2

0

2

0

 dddr Θcosr }exp{- rtotΣ ΘΘ sin cos . 

 
После вычисления интегралов, получим:  
 

( )tiz ,0− = ),0(
4

s t
tot

Φ
Σ
Σ  + ),0(

6 2
s t

ztot ∂
Φ∂

Σ

Σ . 

 
Учитывая, что одним из условий получения последнего уравне-

ния являлось выполнение предположения 2), т.е. следующего ра-
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венства stot Σ≈Σ , сократим макроскопическое сечение рассеяния в 
числителе дробей с полным макроскопическом сечением в знаме-
нателе и получим следующее выражение для одностороннего тока: 

( )tiz ,0−  = ),0(
4
1 tΦ  + ),0(

6
1 t

ztot ∂
Φ∂

Σ
. Совершенно аналогично, пу-

тем интегрирования по нижнему полупространству (Z < 0), можно 
получить выражение для одностороннего тока в направлении нор-

мали к площадке dS – ( )tiz ,0+ : ( )tiz ,0+  = ),0(
4
1 tΦ  – ),0(

6
1 t

ztot ∂
Φ∂

Σ
. 

Знак минус в последнем равенстве получается в результате интег-

рирования по углу Θ  в пределах ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

π ,
2

, что отвечает нижнему по-

лупространству, а не в пределах ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

2
,0 , как это было сделано для 

верхнего полупространства выше. 
Если провести рассмотрения, аналогичные уже проведенным, 

для площадки dS, расположенной не в начале координат с нор- 
малью, ориентированной по оси Z, а для произвольной площадки 
dS с нормалью nr , расположенной в точке rr , то для односторонних 
токов можно получить следующие выражения: 
 

)( ,tri-
n
r  = )(

4
1 ,trrΦ  + )(

6
1 ,tr

ntot

r
r

∂
Φ∂

Σ
, 

)( ,tri+
n
r  = )(

4
1 ,trrΦ  – )(

6
1 ,tr

ntot

r
r

∂
Φ∂

Σ
, 

 
а следовательно, для проекции вектора тока на нормаль nr  – 
 

)( ,trin
r  = )( ,trin

r+  – )(– ,trin
r  = – )(

3
1 ,tr

ntot

r
r

∂
Φ∂

Σ
. 
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Величину 
)(3

1
rtot
r

Σ
 называют коэффициентом диффузии и обозна-

чают )(rD r : 

)(rD r = 
)(3

1
rtot
r

Σ
 [см]. 

 

Производная по нормали )( ,tr
n

r
r

∂
Φ∂  представляет собой проекцию 

градиента функции на нормаль )( ,tr
n

r
r

∂
Φ∂  = ( )n,tr

rr
⋅Φ )(grad  и обозна-

чается как ).( t,rn
r

Φ∇  Учитывая этот факт и то, что )( ,trin
r  = 

= ( )n,tri rrr
⋅)( , из последнего равенства получается искомая связь 

между вектором тока нейтронов и плотностью потока нейтронов – 
закон Фика: 
 

)( – = )( rD,tri rrr )( ,trrΦ∇ .      (2.4) 
 

 
Суммировав используемые при выводе закона Фика предполо-

жения, можно утверждать, что закон Фика справедлив для больших 
(размер среды много больше длины свободного пробега нейтрона в 
среде) слабопоглощающих ( )as Σ>>Σ  сред, состоящих из тяжелых 
(атомная масся больше 10 а.е.м.) ядер, далеко (более трех длин 
свободного пробега нейтрона в среде) от локальных неоднородно-
стей и в случае, если макроскопическое сечение рассеяния слабо 
зависит от пространственной переменной. 

При выводе закона Фика для односторонних токов в диффузи-
онном приближении получены выражения: 

 

)( ,tri-
n
r  = )(

4
1 ,trrΦ  + )(

2
)( ,trrD

n
r

r

Φ∇ ;   

)( ,trin
r+  = )(

4
1 ,trrΦ  – )(

2
)( ,trrD

n
r

r

Φ∇ .      (2.5) 
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Необходимо отметить, что в рамках диффузионного приближе-
ния возможно учесть слабую анизотропию упругого рассеяния, ес-
ли для определения коэффициента диффузии вместо полного мак-
роскопического сечения использовать так называемое транспорт-
ное макроскопическое сечение trΣ , которое рассчитывается по 
следующей формуле: trΣ  = stot Σ⋅µΣ – , где µ  – средний косинус 
угла рассеяния в лабораторной системе. Если рассеяние в лабора-
торной системе изотропно, то средний косинус угла рассеяния ра-
вен нулю, и транспортное сечение равно полному сечению. 

2.3. Уравнение диффузии моноэнергетических нейтронов 
 
Подставив закон Фика (2.4) в уравнение баланса скоростей про-

цессов (2.3), получим: 
 

   )()(div ,trrD rr
Φ∇ – )()( ,trra

rr
Φ⋅Σ + )()( ,trrff

rr
Φ⋅Σν + 

                                     + )( ,trS r  = 
t

,tr
∂

Φ∂ )(
V
1 r

.     (2.6) 

 
Уравнение (2.6) называется уравнением диффузии моноэнерге-

тических нейтронов и справедливо только, если выполняются все 
предположения, сделанные при выводе закона Фика, т.е. для боль-
ших слабопоглощающих сред, состоящих из тяжелых ядер, далеко 
от локальных неоднородностей и в случае, если макроскопическое 
сечение рассеяния слабо зависит от пространственной переменной. 
Во всех других случаях использование уравнения (2.6) для описа-
ния нейтронного поля будет приводить к неадекватным результа-
там, причем погрешность описания будет тем больше, чем сущест-
веннее нарушаются перечисленные условия. 

Запишем уравнение диффузии моноэнергетических нейтронов 
для нескольких частных случаев: 

1) стационарная задача (нет зависимости от временной пере-
менной) – 

 
)()(div rrD rr

Φ∇ – )()( rra
rr

Φ⋅Σ + )()( rrff
rr

Φ⋅Σν + )(rS r  = 0; 
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2) стационарная задача, среда неразмножающая (сечение деле-
ния равно нулю) – 

 
)()(div rrD rr

Φ∇ – )()( rra
rr

Φ⋅Σ + )(rS r  = 0; 
 

3) гомогенная (свойства среды не зависят от пространственной 
переменной) неразмножающая среда, стационарная задача – 

 
)(rD r

∆Φ – )(ra
r

Φ⋅Σ + )(rS r  = 0. 
 

Поскольку в случае гомогенной среды ее свойства не зависят от 
пространственной переменной, следовательно, в первом слагаемом 
коэффициент диффузии можно вынести за знак дивергенции, а дивер-
генция от градиента функции – лапласиан этой функции. Этот факт 
учтен в последнем уравнении. Разделим последнее уравнение на ко-

эффициент диффузии и введем новое обозначение: 
a

DL
Σ

=2  [см2]. 

Введенная величина называется квадратом длины диффузии ней-
тронов, а L [см] – длиной диффузии нейтронов соответственно. 
Перепишем последнее уравнение в виде 

 

)(rr∆Φ – )(1
2 r

L
r

Φ⋅ + )(1 rS
D

r  = 0.  (2.7) 

 
Еще раз отметим, что (2.7) – стационарное уравнение диффузии 

в гомогенной неразмножающей среде с внешним источником ней-
тронов. 

 

2.4. Условия однозначного выбора решения уравнения 
диффузии моноэнергетических нейтронов 

в физических задачах 
 
Уравнение (2.6) (или (2.7)) – дифференциальное уравнение вто-

рого порядка относительно функции )( ,trrΦ . Следовательно, общее 
решение этих уравнений имеет две произвольные константы, кото-
рые необходимо определить из физической постановки задачи. В 
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данном разделе будут рассмотрены условия, которые позволяют 
это сделать. 

Условия для функции плотности потока нейтронов, сле-
дующие из ее определения. Эти очевидные условия отражают тот 
факт, что по определению функция плотности потока нейтронов не 
отрицательна и ограничена. 

Начальное условие по времени. Это условие важно для реше-
ния нестационарного уравнения диффузии (2.6) и говорит о том, 
что в начальный момент времени t = 0 функция плотности потока 
известна, например, из решения соответствующего стационарного 
уравнения: )(=0),( rfr rr

Φ , где )(rf r  – известная функция. 
Условие на границе раздела сред с разными свойствами. Это 

условие сшивки плотности потока нейтронов на границе раздела 
двух сред с разными свойствами. Необходимо отметить, что при 
получении этого условия будут использоваться выражения для од-
носторонних токов в области около границы раздела двух сред, по-
этому погрешность решения уравнения диффузии в этой области 
будет высокой. В то же время, допуская большую погрешность ре-
шения в области около границы раздела, получаются условия для 
сшивки решений на границы раздела двух сред, которые гаранти-
руют хорошую точность решения вне этой области. Рассмотрим 
границу раздела сред (рис. 2.2). 

  
 

СРЕДА 1  СРЕДА 2 
11  , ΦD    22  , ΦD  

 
 

 1=dS    nr  
  
 
       srr  

 

 

Рис. 2.2. Граница раздела сред с разными свойствами 
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Если на линии границы нет локальных источников и поглотите-
лей нейтронов, то количество нейтронов, которые пересекают еди-
ничную площадку, расположенную в точке Srr , из первой среды во 
вторую, равно количеству нейтронов, которые влетают во вторую 
среду из первой через эту же площадку, и наоборот. Это значит, 
что выполняются следующие точные равенства: 
 

=)(+
,1 ,tri Sn
r )(+

,2 ,tri Sn
r    и    =)(–

,1 ,tri Sn
r )(–

,2 ,tri Sn
r , 

 
которые отражают этот факт. Воспользуемся для односторонних 
токов выражениями (2.5): 
 

)(
4
1

1 ,trS
r

Φ  – )(
2 1

1 ,trD
Sn
r

Φ∇  = )(
4
1

2 ,trS
r

Φ  – )(
2 2

2 ,trD
Sn
r

Φ∇ , 

)(
4
1

1 ,trS
r

Φ  + )(
2 1

1 ,trD
Sn
r

Φ∇  = )(
4
1

2 ,trS
r

Φ  + )(
2 2

2 ,trD
Sn
r

Φ∇ . 

 
Это уже приближенные (с точностью до применимости диффузи-
онного приближения) соотношения. После сложения этих равенств 
получим одно условие – )(1 ,trS

r
Φ = )(2 ,trS

r
Φ , а после вычитания – 

второе: )(11 ,trD Sn
r

Φ∇ = )(22 ,trD Sn
r

Φ∇ . 
Таким образом, на границе раздела двух сред с разными свойст-

вами функция плотности потока нейтронов и проекции вектора то-
ка на нормаль непрерывны. 

Условие на невогнутой границе «среда – вакуум». Рассмот-
рим невогнутую границу «среда – вакуум», т.е. такую границу, что 
все нейтроны, покинувшие среду, обратно возвратиться из вакуума 
в среду не могут. Необходимо отметить, что при получении этого 
условия будет использоваться выражение для одностороннего тока 
в области около границы «среда – вакуум», поэтому погрешность 
решения диффузионного уравнения в этой области будет высокой. 
В то же время, допуская большую погрешность решения в области 
около границы среды и вакуума, получается условие для плотности 
потока на этой границе, которое гарантирует хорошую точность 
решения внутри среды. Рассмотрим границу раздела двух сред 
(рис. 2.3). 
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Рис. 2.3. Невогнутая граница среды с вакуумом 

 
Поскольку граница «среда – вакуум» – невогнутая, то нет ней-

тронов, которые имеют направление движения из вакуума в среду, 
поэтому через единичную площадку, расположенную в точке Srr , 
нет тока нейтронов из вакуума в среду, т.е. 0=)( ,tri S

-
n
r . Использова-

ние для одностороннего тока выражения (2.5) приводит к равенству: 

)(
4
1 ,trS

r
Φ  + 0=)(

2
,trD

Sn
r

Φ∇ , из которого получается искомое усло-

вие на границе «среда – вакуум»: 
α

Σ
Φ

Φ∇ 1– = 
2
3–= 

2
1– = 

)(
)(

tr
S

Sn

D,tr
,tr

r

r

, 

где комплекс, стоящий в левой части уравнения, часто называют 

логарифмической производной, а величину trλ=α
3
2  – длиной ли-

нейной экстраполяции плотности потока в вакуум. Для выяснения 
смысла этого названия рассмотрим одномерную плоскую геомет-
рию (рис. 2.4). 

Экстраполируем линейно функцию плотности потока, которая 
определена внутри среды, в вакуум. Необходимо подчеркнуть, что 
выполненная линейная экстраполяция не имеет никакого отноше-
ния к описанию нейтронного поля в вакууме, это просто удобный 
математический прием. Используем полученное выше условие на 
границе «среда – вакуум» (точка Sx  на рис. 2.4) для одномерной 

плоской геометрии: 
α

−=
Φ

Φ =

1)(
)(

1

sxxS dx
xd

x
. 

ВАКУУМСРЕДА
Φ ,D

1=dS
nr

srr
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Рис. 2.4. Иллюстрация понятия длины линейной экстраполяции потока в вакуум 

 
Найдем значение 0x , при котором функция, описывающая при  

x ≥ xS линейную экстраполяцию потока в вакуум: 21)( CxCx +=Φ , 
обращается в нуль. Для этого получим систему линейных уравне-
ний, первое из которых определяет обращение в нуль )(xΦ  при  
x  = 0x : 0201 =+ CxC , а второе – условие на границе «среда – ваку-

ум», написанное выше: 
α

−=
+

1

21

1

CxC
C

S
. Решив эту систему урав-

нений, получим: 0x = Sx + α . Таким образом, длина линейной экст-
раполяции плотности потока в вакуум – расстояние от границы 
среды и вакуума, на котором плотность потока нейтронов обра-
щается в нуль при ее линейной экстраполяции от границы среды в 
вакуум. А воображаемая граница, на которой функция, линейно 
экстраполирующая поток в вакуум, обращается в нуль, называется 
экстраполированной границей «среда – вакуум». 

В диффузионном приближении часто ставят условие равенства 
плотности потока нулю на экстраполированной границе «среда – 
вакуум»: 0)( =⋅α+Φ ,tnrs

rr . 
Поскольку диффузионное приближение применимо для описа-

ния нейтронного поля в средах, размер которых много больше дли-
ны свободного пробега нейтрона, то добавкой nr⋅α  часто пренеб-
регают и используют условие равенства потока нулю на границе 
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среды и вакуума. При этом, естественно, точность описания ней-
тронного потока около границы еще более ухудшается, но это не 
оказывает существенного влияния на точность описания нейтрон-
ного поля на расстояниях более трех длин свободного пробега ней-
трона от границы.  

Используя более точные приближения, чем диффузионное, 
можно показать, что (для обеспечения наилучшей точности описа-
ния плотности потока нейтронов внутри среды в рамках диффузи-
онного приближения) длину линейной экстраполяции плотности 

потока в вакуум надо рассчитывать не как trλ
3
2 , а как trλ71,0 . 

Условие локализованного источника. Рассмотрим среду, в 
которой в точке 0r

r  расположен точечный источник мощностью S 
[1/c]. Перепишем уравнение (2.3) для случая стационарной задачи и 
данного вида источника: 

 
– )(div ri rr – )()( rra

rr
Φ⋅Σ + )()( rrff

rr
Φ⋅Σν + )–( 0rrS rr

δ⋅ = 0,  

 
где )–( 0rr rr

δ  – дельта-функция Дирака, которая равна единице, ес-
ли rr = 0r

r , и нулю – в противном случае. Окружим источник сферой 
радиусом R с центром в точке расположения источника, проинтег-
рируем последнее равенство по объему получившегося шара и 
возьмем предел при стремлении радиуса шара к нулю: 
 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫→
V

0 )(div lim– rirdR
rrr

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ΦΣ∫→
V

0 )()( lim– rrrd aR
rrr + 

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ΦΣν∫→
V

0 )()( lim rrrd ffR
rrr + )–( lim 0

V
0 rrSrdR

rrr δ⋅∫→ = 0. 

 
Во втором и третьем членах в левой части уравнения стоят инте-
гралы от ограниченных функций при стремлении области интегри-
рования к нулю, так как объем шара бесконечно малого радиуса 
равен нулю. Предел от этих интегралов равен нулю. Интеграл от 
последнего члена в левой части равен S. В первом же члене перей-
дем от интеграла по объему шара к интегралу по его поверхности 
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Г. В результате получим следующее условие локализованного ис-

точника: Srird SnSR =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫→
Г

0 )(lim rr . В левой части этого равенства 

стоит выражение, которое равно числу нейтронов, которые пересе-
кают в единицу времени поверхность сферы бесконечно малого ра-
диуса, окружающей источник. Естественно, что это число нейтро-
нов равно мощности внешнего источника. 
 

2.5. Характерные задачи стационарной теории диффузии 
моноэнергетических нейтронов 

 
В дальнейшем в этой главе будут рассматриваться стационар-

ные задачи для гомогенных неразмножающих сред. Уравнение 
диффузии моноэнергетических нейтронов для этого случая имеет 
вид (2.7):   

 

)(rr∆Φ – )(1
2 r

L
r

Φ⋅ + )(1 rS
D

r  = 0. 

 
Процесс решения этого уравнения состоит из нескольких эта-

пов: запись общего уравнения (2.7) применительно к конкретной 
геометрии среды (лапласиан в первом члене и переменные, от ко-
торых зависит решение) и конкретному виду внешнего источника; 
нахождение общего решения дифференциального уравнения вто-
рого порядка; определение констант, входящих в это решение. Рас-
смотрим три характерные геометрии: сферическую, плоскую и ци-
линдрическую. 

Точечный источник мощностью q [1/с] в бесконечной не-
размножающей гомогенной среде. В данном случае решение бу-
дет зависеть от r  – расстояния от источника до точки наблюдения. 
В качестве оператора Лапласа необходимо взять часть лапласиана в 
сферической геометрии, которая отвечает за пространственную пе-
ременную, так как задача полностью симметрична по полярному и 
азимутальному углу и соответствующие члены в лапласиане обра-
тятся в нуль. Член источника )(rS r  имеет вид )(rqδ . Поэтому для 
данной постановки задачи уравнение (2.7) запишется в виде 
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)(1 2
2 r

dr
dr

dr
d

r
Φ – )(1

2 r
L

Φ⋅ + )(1 rq
D

δ  = 0, r ≥ 0. 

 
Вне точки расположения источника, т.е. для r  > 0, последний 

член, содержащий дельта-функцию, будет равен нулю и уравнение 
примет вид 

 

)(1 2
2 r

dr
dr

dr
d

r
Φ – )(1

2 r
L

Φ⋅  = 0, r > 0. 

 
Общее решение этого однородного дифференциального уравнения 
второго порядка имеет вид 
 

r
L
r

C
r

L
r

Cr ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−

Φ
exp

+ 
exp

 =)( 21 . 

 
Для нахождения констант, прежде всего, рассмотрим поведение 

решения при ∞→r . В этом случае второй член в решении неогра-
ниченно возрастает, что нарушает условие ограниченности функ-
ции плотности потока нейтронов во всей области ее определения. 
Поэтому константа .02 =C  Для определения оставшейся константы 
воспользуемся условием локализованного источника: 

qrird SnSR =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫→
Г

0 )(lim rr . В рассматриваемом случае направление 

вектора тока всегда совпадает с направлением внешней нормали к 
поверхности сферы и drnd =

r , поэтому на поверхности сферы 
 

( )
{ } { }

.
–exp–exp

C                

)(–)(–=)()(

21 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

=
Φ

=
Φ

⋅=
==

LRR
D

dr
rdD

nd
rdDRinRi

L
R

L
R

RrRr
n r

rr
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Решение рассматриваемой задачи зависит только от расстояния от 
источника, поэтому в любой точки на поверхности сферы решение 
одно и тоже, т.е. 
 

{ })(4lim = )(lim 2
00 RiRr ird nR

S
SnSR ⋅π

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

→→ ∫
rr = 

= .C4expexpC4lim 110 qD
L
R

L
R

L
RDR =π=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−π→  

 
 

Отсюда следует, что 
D

qC
π

=
41  и функция плотности потока ней-

тронов в бесконечной гомогенной неразмножающей среде от то-

чечного источника мощностью q имеет вид 
r

L
r

D
qr ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−

π
Φ

exp

4
=)( . 

Заметим, что для бесконечной гомогенной неразмножающей сре-
ды константа 1C  может быть определена из условия стационарности 
задачи: скорость генерации нейтронов источником должна быть 
равна скорости поглощения нейтронов во всей среде, а именно: 

 

r
L
r

Crdddrrrdq aa
V

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−

ΘϕΘΣΦΣ ∫ ∫ ∫∫
∞ π π exp

 sin  = )( = 1
2

0 0

2

0

rr  = 

= .4 = 4 1
2

1 DCLC a πΣπ  

Из этого равенства находится константа 
D

qC
π

=
41 . 

Найдем величину 2r  – средний квадрат смещения нейтрона (по 
прямой) от точки рождения до точки поглощения. Как любую 
среднюю по объему величину, 2r необходимо рассчитывать по 

формуле: 2r  =  
)( 

)(  2

∫

∫

V

V
rpdV

rprdV
, где )(rp  – величина, пропорцио-
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нальная плотности вероятности того процесса, относительно кото-
рого рассчитывается среднее значение. В данном случае – величи-
на, пропорциональная плотности вероятности поглощения нейтро-
нов. Очевидно, что плотность вероятности поглощения нейтронов 
прямо пропорциональна скорости реакции поглощения в единич-
ном объеме, т.е. )( =)( rArp aΦΣ , где А – произвольная константа. 
Используя найденное выражение для плотности потока нейтронов 
и выполнив интегрирование по всему пространству в сферической 
геометрии, получим следующее выражение для среднего квадрата 
смещения нейтрона от точки рождения до точки поглощения: 
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⎩
⎨
⎧

0

0

3

–exp 

–exp 

L
rdr r

L
rdr r

= 26L . 

 
При вычислении интегралов, получающихся в вышеприведенном 
равенстве, удобно пользоваться следующим табличным интегралом 

[1]: { } npxdx xn  = –exp
0
∫
∞

! 1––np . 

Таким образом, величина 2L , которая была ранее введена как 
формальный коэффициент в уравнение диффузии, имеет следую-
щий физический смысл: квадрат длины диффузии нейтронов – од-
на шестая среднего квадрата смещения (по прямой) нейтрона от 
точки рождения до точки поглощения.  

Плоский источник мощностью q [1/(см2·с)] в бесконечной не-
размножающей гомогенной среде. В этой задаче плотность потока 
нейтронов будет зависеть от x – расстояния от источника до точки 
наблюдения (считается, что источник расположен при x = 0). Опера-
тора Лапласа в данной геометрии записывается как вторая произ-

водная по переменной x. Член источника )(rS r  имеет вид )(
2

xq
δ , по-

скольку полная мощность источника q  [1/(см2·с)] распределяется 
между полупространством x > 0 и полупространством x < 0. Таким 
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образом, для данной постановки задачи уравнение (2.7) запишется в 
виде: 

)(2

2

x
dx
d

Φ – )(1
2 x

L
Φ⋅ + )(

2
1 xq
D

δ  = 0, [ ]∞∞∈ ,+–x . 

 
Очевидно, что решение симметрично относительно точки распо-
ложения источника (x = 0), поэтому найдем решения этого уравне-
ния только в области x > 0. Вне точки источника (x = 0) третий член 
в левой части уравнения обращается в нуль, а решение однородно-
го дифференциального уравнения второго порядка  
 

)(2

2

x
dx
d

Φ  – )(1
2 x

L
Φ⋅  = 0 

 
при x > 0 хорошо известно:  
 

 –exp=)( 1
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧Φ

L
xCx .exp + 2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L
xC  

 
Функция плотности потока нейтронов должна быть ограничена 

во всей области определения (x > 0), поэтому константа 02 =C , по-
скольку второй член в решении не ограничен при ∞→x . Для оп-
ределения константы 1C  рассмотрим условие локализованного ис-

точника. В данной геометрии оно имеет вид 
2

)( lim 0
qix =ε→ε  и от-

ражает тот факт, что единичную площадку с нормалью по оси Х, 
расположенную бесконечно близко к плоскости источника, в еди-

ницу времени пересекает 
2
q  нейтронов. Поскольку в рассматри-

ваемом случае для х > 0 направление вектора тока всегда совпадает 
с направлением оси Х, т.е. dxnd =

r , то выполняется равенство 

ε
Φ

=ε =
)(–)( xx dx

xdDi . 
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Учитывая, что 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

Φ
L
x

L
C

dx
xd –exp–)( 1 , условие локализованного 

источника для данной задачи примет вид: =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ε

→ε LL
D –expC lim 1

0  

2
C1 q
L

D
== . Отсюда следует, что 

D
qL
2

C1 = , и плотность потока 

нейтронов определяется как 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧Φ

L
x

D
qLx –exp
2

=)(  для области x > 0. 

Учитывая симметрию задачи, а следовательно, и решения относи-
тельно точки x = 0, решение для всей области изменения перемен-
ной x, за исключением точки источника x = 0, можно записать как 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ L
x

D
qLx –exp
2

=)( , х ≠ 0. 

Необходимо отметить, что на расстояниях порядка нескольких 
длин свободного пробега нейтрона от источника это решение имеет 
максимальную погрешность, а анализ его в точке источника (х = 0) 
вообще не имеет смысла. Погрешность решения диффузионного 
приближения около внешних источников нейтронов обусловлена 
тем фактом, что в этой области нейтронное поле во многом форми-
руется прямопрострельными нейтронами, т.е. нейтронами, которые 
еще не испытали ни одного столкновения с ядрами среды, а реше-
ния, получаемые в диффузионном приближении, есть результат ус-
реднения по большому числу столкновений нейтронов с ядрами 
среды и, следовательно, вообще не учитывают прямопрострельные 
нейтроны. 

Нитевидный источник мощностью q [1/(см·с)] в бесконечной 
неразмножающей гомогенной среде. В данном случае решение 
будет зависеть только от ρ – расстояния от нитевидного источника 
до точки наблюдения. В качестве оператора Лапласа необходимо 
взять пространственную часть оператора Лапласа в цилиндриче-
ской геометрии. Член источника )(rS r  имеет вид )(ρδq . Поэтому 
для данной постановки задачи уравнение (2.7) запишется в виде 
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)(1
ρΦ

ρ
ρ

ρρ d
d

d
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2 ρΦ⋅
L

+ )(1
ρδq

D
 = 0, 

 
а вне области источника (ρ > 0)  
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ρρ d
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2 ρΦ⋅
L

 = 0. 

 
Из теории специальных функций [2] известно, что общее решение 

последнего уравнения имеет вид ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ρΦ LICLKC ρ + ρ)( 0201 , где 

)(0 xK  – модифицированная функция Ганкеля нулевого порядка; 
)(0 xI  – модифицированная функция Бесселя нулевого порядка. Из 

рис. 2.5, на котором изображены эти функции, следует, что кон-
станта 2C  в общем решении должна быть равна нулю, поскольку 
модифицированная функция Бесселя нулевого порядка бесконечно 
возрастает при стремлении аргумента к бесконечности, т.е. не 
обеспечивает ограниченность решения во всей области определе-
ния. Для определения константы 1C  воспользуемся условием лока-

лизованного источника: qr ird
S

SnSR  = )(lim 0
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∫→

rr . 

В нашем случае в качестве поверхности выступает цилиндр еди-
ничной длины, радиусом R и осью, совпадающей с источником. 
Поскольку направление вектора тока всегда совпадает с направле-
нием внешней нормали к боковой поверхности цилиндра и в рас-
сматриваемом случае направление вектора тока всегда совпадает с 
направлением и ρ= dndr , поэтому 
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В последнем равенстве использовано следующее свойство мо-

дифицированных функций Ганкеля [2]: )(– = )(
1

0 xK
dx

xdK , где 

)(1 xK  – модифицированная функция Ганкеля первого порядка. 
 

Рис. 2.5. Модифицированные функции Ганкеля и Бесселя нулевого порядка 
 

 
Решение рассматриваемой задачи зависит только от расстояния 

от источника, поэтому в любой точки на боковой поверхности ци-
линдра решение одно и тоже, т.е. 
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В последнем равенстве использовалось следующее свойство 

функции )(1 xK [2]: [ ] .1)(lim 10 =→ xxKx  Отсюда следует, что 

I0

  r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0 

1 

2 

3 

4 

K0 



 67

D
qC
π

=
21  и решение уравнения диффузии в цилиндрической гео-

метрии в бесконечной неразмножающей гомогенной среде имеет 

вид: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=Φ LK

D
q ρ

2
)ρ( 0 . 

 

2.6. Диффузионные функции влияния (функции Грина).  
Принцип суперпозиции источников  

 
По своему физическому смыслу функция Грина ( )0r,rG rr  (функ-

ции влияния) – поток нейтронов в точке rr  от единичного точечного 
источника, расположенного в точке 0r

r .  
Для нахождения диффузионных функций влияния в общем слу-

чае необходимо решать уравнение диффузии 
 

)( )( div 0r,rGrD
rrv ∇ – )()( 0r,rGra

rrr
⋅Σ + )()( 0r,rGrff

rrr
Σν + )–(1 0rr rrδ⋅  = 0 

 
с соответствующими граничными условиями и условиями сшивки 
решений на границах раздела сред с разными свойствами.  

В случае бесконечной неразмножающей гомогенной среды, ис-
пользуя полученные в разд. 2.5 выражения для плотности потока 
нейтронов от источника мощностью q, диффузионные функции 
влияния (диффузионные функции Грина) записываются следую-
щим образом: 

0

0

0 –

–exp

4
1=)(

rr
L

rr

D
r,rG rr

r

rr ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

π
 – диффузионная функция влияния 

(диффузионная функция Грина) точечного источника в бесконеч-
ной неразмножающей гомогенной среде;  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L
xx

D
Lx,xG 0

0
–

–exp
2

=)(  – диффузионная функция влияния 

(диффузионная функция Грина) плоского источника в бесконечной 
неразмножающей гомогенной среде;  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ−ρ
π

=ρρ LK
D

G 0
00 2

1),(  – диффузионная функция влияния 

(диффузионная функция Грина) нитевидного источника в беско-
нечной неразмножающей гомогенной среде. Отметим, что в общем 
случае функции Грина имеют существенно более сложный вид. 

Рассмотренные функции по определению представляют собой 
поток нейтронов в точке rr  (для точечного источника), точке x (для 
плоского источника) или точке ρ (для нитевидного источника) в бес-
конечной неразмножающей гомогенной среде от единичного источ-
ника (точечного, плоского или нитевидного соответственно), распо-
ложенного в точке 0r

r , 0x  или ρ0 соответственно. Они удовлетворя-
ют соответствующему диффузионному уравнению для гомогенной 

неразмножающей среды: )( 0r,rG rr
∆ – )(1

02 r,rG
L

rr
⋅ + )–(1

0rr
D

rr
δ  = 0 с 

условием ограниченности на бесконечности и условием локализо-
ванного источника. В случае бесконечной гомогенной среды для 
функций Грина справедливо соотношение взаимности: 

)( 0r,rG
rr = ),( 0 rrG rr . 

Если в среде расположен не один источник нейтронов, то ре-
зультирующее нейтронное поле будет представлять собой суперпо-
зицию нейтронных полей от каждого из источников, поскольку при 
описании нейтронного поля не учитывается взаимодействие ней-
тронов между собой, т.е. соответствующие уравнения диффузии, 
описывающие нейтронное поле линейны. В этом заключается прин-
цип суперпозиции источников. Например, если в бесконечной 
однородной гомогенной среде действует I точечных источников 
нейтронов различной мощности (рис. 2.6), то поток нейтронов в 
точке rr  будет определяться выражением: 
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Φ ∑∑  

 
Если в среде существует область 0V , в которой находится рас-

пределенный источник нейтронов мощностью )( 0rq r , то, согласно 
принципу суперпозиции источников, поток нейтронов в точке rr  
будет определяться выражением:  
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)()(  = )( 00
0

0 r,rGrqrdr
V

rrrrr
∫Φ , 

 
где конкретный вид функций Грина будет определяться постанов-
кой задачи.  
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     . 
     . 
   
 
 
 

 

 

Рис. 2.6. Расположение точечных источников в среде 

 
В качестве иллюстрации применения принципа суперпозиции 

источников рассмотрим задачу о нахождении плотности потока 
нейтронов от плоского источника, используя известную функцию 
плотности потока от точечного источника (рис. 2.7). 

Поток нейтронов в точке x от точечного источника единичной 
мощностью, расположенного в любой точке на окружности радиу-
са ρ, определяется выражением 
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1=)(point , 

 
где r – расстояние от окружности до точки х (рис. 2.7). 

Представим плоский источник как совокупность точечных ис-
точников. Для этого выделим на плоскости элементарное кольцо 
радиусом ρ и толщиной δρ. Это кольцо представляет собой источ-
ник нейтронов мощностью S(ρ) = (2πρδρ)q [1/с], где q [1/(см2·с)] – 
мощность плоского источника. Поток нейтронов в точке x от эле-
ментарного кольца будет определяться выражением 
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)( )( = )( point rSxdS ΦρΦ , а от всей плоскости – выражением 
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Рис. 2.7. Схема к примеру использования принципа суперпозиции источников 

 
С учетом очевидной связи r 

2 = ρ 

2 + x 

2, после перехода от интег-
рирования по переменной ρ к интегрированию по переменной r, 
это равенство принимает вид 
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что совпадает с полученным ранее выражением. 

Отметим, что принцип суперпозиции в общем случае легко при-
меним лишь для расчета распределений нейтронов в бесконечной 
неразмножающей гомогенной среде, поскольку в этом случае удает- 
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ся построить функцию Грина, зависящую только от расстояния меж-
ду источником и точкой наблюдения. Для других сред функции 
влияния (функции Грина) будут зависеть непосредственно от коор-
динаты источника и точки наблюдения. В качестве примера в прил. 
3 рассмотрена задача по нахождению функции Грина пластины ко-
нечной толщины. Однако для полубесконечной неразмножающей 
гомогенной среды удается довольно просто построить функцию 
влияния, используя прием, известный как «метод ложного источ-
ника». Проиллюстрируем этот прием на решении задачи о нахожде-
нии функции влияния точечного источника, расположенного в полу-
бесконечной гомогенной неразмножающей среде на расстоянии а от 
границы этой среды с вакуумом (рис. 2.8). 

 

     

          

       

                                 

                          

             
               

 

Рис. 2.8. Метод ложного источника 

 

Искомая функция ),( 0rrG rr , по определению, должна удовлетво-
рять уравнению  
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должим среду в вакуум, и симметрично реальному источнику q = 1 
(который расположен в точке 0r

r ) относительно экстраполирован-

ной границы в точке *
0r
r  расположим точечный источник отрица-

тельной мощности q = –1 (ложный источник). Согласно принципу 
суперпозиции источников, функция плотности потока нейтронов в 
бесконечной неразмножающей гомогенной среде с таким располо-
жением источников имеет вид 
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и удовлетворяет уравнению  
 

)Ф(rr∆ – )Ф(1
2 r

L
r

⋅ + )–(1
0rr

D
rr

δ  – )–(1 *
0rr

D
rr

δ  = 0. 

 
Видно, что функция )(Ф rr  удовлетворяет уравнению для функции 

),( 0rrG rr  и обращается в нуль на границе Sr
r , поскольку источники 

расположены симметрично относительно границы. Следовательно, 
по определению, она является искомой функцией влияния точечно-
го источника в полубесконечной среде.  

 

2.7. Альбедо. Постановка граничных условий 
с помощью альбедо 

 
Среду конечных размеров, в которой распределены источники 

нейтронов, нейтроны покидают через границу среды. Этот процесс 
называется утечкой нейтронов из среды и отрицательно влияет на 
баланс нейтронов в среде. В случае, если среда окружена вакуу-
мом, то покинувшие ее нейтроны обратно не возвращаются. Для 
улучшения баланса нейтронов в среде путем возврата в нее части 
покинувших ее нейтронов размножающую среду, например актив-
ную зону ядерного реактора, окружают веществом, которое хоро-
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шо рассеивает и плохо поглощает нейтроны ( sa Σ<<Σ ). Это веще-
ство называется отражателем. В этом случае часть нейтронов, 
покинувших размножающую среду в результате утечки, после ряда 
рассеяний в отражателе вернется в размножающую среду. Осталь-
ные нейтроны или поглотятся в отражателе, или вылетят из него в 
вакуум. Поэтому эффективность отражателя тем выше, чем лучше 
его рассеивающие свойства, меньше поглощение в нем нейтронов и 
чем толще его слой. Для количественной характеристики эффек-
тивности отражателя введем величину, которая называется альбедо 
и определяется выражением: 

 

)(
)(

S
+
n

S
-
n

ri
ri
r

r

=β , 

 
где Sr

r  – радиус-вектор границы размножающей среды и отражателя. 
Альбедо – отношение числа нейтронов, которые пересекают 

единичную площадку в единицу времени в направлении из отража-
теля в размножающую среду (возвращаются в активную зону ядер-
ного реактора), к числу нейтронов, которые пересекают в единицу 
времени ту же самую площадку в направлении из размножающей 
среды в отражатель (покидают активную зону). Очевидно, что 

10 ≤β≤ . Но так как среда, из которой состоит отражатель, хоть 
мало, но поглощает нейтроны, и отражатель имеет конечные раз-
меры, то альбедо всегда меньше единицы.  

Если для односторонних токов использовать выражения (2.5), то 
получим следующую формулу для альбедо в диффузионном при-
ближении: 
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где индекс «о» показывает, что поток нейтронов и коэффициент 
диффузии берутся для отражателя. Отметим, что поскольку в диф-
фузионном приближении на границе «активная зона – отражатель» 
справедливы следующие условия сшивки решения:  
 

)()( co SS rr rr
Φ=Φ   и   )()( ccoo SnSn rDrD rr

Φ∇=Φ∇ , 
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где индекс «с» относится к размножающей среде, то в выражении 
для альбедо можно использовать функцию плотности потока ней-
тронов и коэффициент диффузии, взятые не для отражателя, а для 
активной зоны. 

Найдем альбедо плоского слоя толщиной а (рис. 2.9). В отража-
теле уравнение диффузии имеет вид 
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Рис. 2.9. Альбедо плоского слоя  

 
Решением этого однородного дифференциального уравнения 

второго порядка является функция:  + –exp=)(
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венства можно найти связь между константами С1 и С2: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

o
21

2exp– L
aCC . С учетом этой связи выражение для плотности 

потока нейтронов в отражателе примет вид 
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где 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

o
2 exp–2 L

aCK  – произвольная константа, а )sh(x  – гипер-

болический синус. В формулу для альбедо входит комплекс 
)(/)( oo SSn rr rr

ΦΦ∇ . Определим его, используя найденное выражение 
для функции плотности потока: 
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где )sh()ch()cth( xxx ≡  – гиперболический котангенс.  

Таким образом, для альбедо плоского слоя толщиной а получим 
выражение: 

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

β

oo

o

oo

o

cth2+1

cth2–1
=)(

L
a

L
D

L
a

L
D

ax , 

 
где индекс х говорит о том, что рассматривается плоская геометрия. 

Чем меньше вклад процессов поглощения в полное сечение 
взаимодействия нейтронов с веществом в отражателе, тем больше 
длина диффузии нейтронов в отражателе, и, следовательно, при 
неизменной толщине отражателя, тем ближе значение альбедо 

плоского слоя к единице. Заметим, что функция 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

o
cth L

a  приблизи-

тельно равна единице уже при значениях аргумента порядка трех. 
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Другими словами, при толщине отражателя порядка трех длин диф-
фузии нейтронов в отражателе его эффективность практически сов-
падает с эффективностью полубесконечного отражателя. 

При выводе уравнения диффузии моноэнергетических нейтро-
нов отмечалось, что диффузионная теория неприменима около гра-
ницы раздела зон с сильно отличающимися физическими свойст-
вами, поскольку в этой области функция плотности потока нейтро-
нов может претерпевать существенные изменения, и ее аппрокси-
мация двумя членами разложения в ряд Тейлора может быть не 
адекватной. В связи с этим использование обычных условий сшив-
ки решения уравнения диффузии на указанной границе (например, 
на границе «активная зона – отражатель») приводит к существен-
ным ошибкам при описании нейтронного поля в среде. Поэтому 
для уточнения пространственного распределения нейтронов в раз-
множающей среде в окрестности границы с отражателем, при ре-
шении уравнения диффузии в качестве граничного условия исполь-
зуют значение альбедо, которое получено либо экспериментально, 
либо в результате расчетов с использованием более точных моде-
лей описания нейтронного поля. 

Пусть известно значение альбедо β, которое, например, рассчи-
тано в более точном, чем диффузионное, приближении, или полу-
чено экспериментально. Выразим из уравнения (2.8), записанного 
через параметры размножающей среды, а не отражателя, комплекс 

)(/)( cc SSn rr rr
ΦΦ∇ : 

β
β

Σ=
Φ
Φ∇

+1
–1

2
3–

c

c
totr

n
s
r , который будем использо-

вать в качестве граничного условия на границе размножающей 
среды и отражателя. Вспомним, что в диффузионном приближении 
на границе «среда – вакуум» было получено условие: 

totr
n

s
Σ=

α
=

Φ
Φ∇

2
3–1–

c

c r . 

Видно, что условие на границе «среда – отражатель», получен-
ное в случае наличия отражателя, отличается от аналогичного гра-
ничного условия, полученного в диффузионном приближении для 

границы «среда – вакуум» наличием множителя 
β
β

+1
–1 , который 

учитывает влияние отражателя. 
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2.8. Решение уравнения диффузии в конечной среде на примере 
математического обоснования экспоненциального эксперимента 

 
Для решения уравнения диффузии в неразмножающих средах 

необходимо знать характеристики среды, а именно, коэффициент 
диффузии и квадрат длины диффузии, или полное макроскопиче-
ское сечение взаимодействия нейтронов и макроскопическое се-
чение поглощение нейтронов для среды. Полное макроскопиче-
ское сечение взаимодействия нейтронов можно измерить, напри-
мер, в экспериментах по ослаблению интенсивности монохрома-
тического пучка нейтронов, падающего перпендикулярно к по-
верхности пластины из вещества изучаемой среды (рис. 2.10). Ес-
ли на тонкую пластину падает пучок нейтронов интенсивностью 
I0 [1/(см2·с)], а после прохождения пластины интенсивность пучка 
равна I(∆x), то { }xIxI tot∆Σ∆ –exp=)( 0 , откуда можно определить 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∆

∆
=Σ

0

)(ln1– I
xI

xtot  и рассчитать коэффициент диффузии 

tot
D

Σ3
1= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.10. Схема эксперимента по определению полного макроскопического 
сечения взаимодействия нейтронов в среде 

 
В подобных экспериментах измеряется полное макроскопиче-

ское сечение взаимодействия нейтронов в среде, а следовательно, и 
коэффициенты диффузии этих сред. Квадрат длины диффузии оп-
ределялся в специальных экспериментах, которые получили назва-

∆x 

I(∆x) 
I0 
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ние «экспоненциальный эксперимент». Рассмотрим эксперимен-
тальную установку, которая представляет собой прямоугольную 
призму высотой b, в основании которой лежит квадрат со стороной 
а, набранную из исследуемого материала, которая со стороны 
меньшей грани облучается источником тепловых нейтронов 
(рис. 2.11). Установку собирают таким образом, что b >> a, а a – 
много больше длины свободного пробега нейтронов в веществе, 
т.е. все грани призмы, кроме облучаемой нейтронами, можно рас-
сматривать как экстраполированные границы среды с вакуумом. 
Поскольку длина свободного пробега нейтронов в веществе со-
ставляет несколько сантиметров, то размеры установки получаются 
порядка нескольких десятков сантиметров (до метра). Для того 
чтобы получить источник тепловых нейтронов, внешний источник 
помещается в среду, хорошо замедляющую нейтроны (например, 
парафин). 

 
aa

b

X

Y

Z

 
 

Рис. 2.11. Схема установки экспоненциального эксперимента 

 
Уравнение диффузии нейтронов в призме имеет вид: 
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и удовлетворяет условиям симметрии по переменным x и y, а также 

граничным условиям 0,,
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±Φ zya , 0,

2
, =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±Φ zax , 

0)( =Φ bу,x, . Подобные уравнения решаются методом разделения 
переменных, т.е. будем искать решение уравнения в виде произве-
дения трех функций, каждая из которых зависит только от одной 
переменной: )()()(=)( zZyYxXx,y,zΦ . После подстановки такого 
вида решения в исходное уравнение и деления обоих частей полу-
чившегося равенства на )(x,y,zΦ , получим: 
 

2
1

)(
)(

)(
)(

)(
)(

L
 = 

zZ
zZ + 

yY
yY + 

xX
xX ′′′′′′

        (2.9) 

 
с условиями симметрии X(–x) = X(x), Y(–y) = Y(y) и граничными ус-

ловиями 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±

aX , 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±

aY . 

Из уравнения (2.9) следует, что сумма трех независимых друг от 
друга функций, каждая из которых зависит только от своей пере-
менной, всегда равна одной и той же константе. Это возможно 
только, если каждое из слагаемых есть константа. Рассмотрим по-
следовательно каждое из слагаемых в левой части уравнения (2.9). 

Если первое слагаемое в (2.9) равно произвольной положитель-

ной константе µ2 , то решением уравнения 2
)(
)( µ=

′′
xX
xX  является 

функция 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L
xC

L
xCxX –expexp=)( 21 , которая ни в каких слу-

чаях, кроме тривиального С1 = С2 = 0, не может удовлетворить ус-
ловию равенства потока нулю на экстраполированной границе 

«среда – вакуум»: 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±

aX . Следовательно, первое слагаемое в 

(2.9) должно быть равно отрицательной константе (–µ2). В этом 

случае решением уравнения 2–)(
)( µ=

′′
xX
xX  является функция 

{ } { }xBxAxX µ+µ sincos=)( , где BA,  – произвольные константы. 
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Постановка задачи такова, что решения должны быть четными 
функциями относительно оси OX, поэтому константа B  = 0 для то-
го, чтобы нечетные функции (синусы) в решении отсутствовали. 
Для нахождения константы µ, которая пока может принимать лю-

бые значения, рассмотрим граничное условие 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±

aX . После 

подстановки в него решения получим: 0
2

cos =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧µ

a . Следователь-

но, константа µ может принимать не одно, а бесконечное множест-
во значений, удовлетворяющих постановке задачи: a1)+2( π=µ mm , 

где m = 0, 1, 2, …, а решением по оси OX может быть любая линей-
ная комбинация функций, соответствующих этим значениям: 

 

( ) ( ) .12cos
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mAxX mm  

 
Проведя аналогичные рассуждения для второго члена в (2.9), 

получим, что нетривиальное решение существует только в случае 
равенства второго члена отрицательной константе (–ν2), константа 
ν может принимать любое значение из набора a1)+2( π=ν nn , где 

n = 0, 1, 2, …, а решением по оси OY может быть любая линейная 

комбинация функций ( ) ( ) .12cos
⎭
⎬
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⎩
⎨
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Тогда для нахождения функции Z(z) получим следующее урав-

нение 22
2

1
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nmLzZ
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. После обозначения 
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Λ
 это уравнение переписывается в виде 
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. Решением последнего уравнения является функция 
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Так как размер рассматриваемой системы по оси OZ много 
больше других размеров и длины свободного пробега нейтронов в 
среде, то для определения решения в этом направлении внутри сис-
темы (далеко от ее границ) можно считать, что в направлении оси 
OZ система бесконечно большая, а следовательно, константа 2C  в 
решении по оси OZ равна нулю. Учитывая, что постановке задачи 
удовлетворяет любая линейная комбинация найденных функций, 
плотность потока нейтронов в призме запишется в виде 
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21–

2

22

2

22

2
1)+2(1)+2(1

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ π
+

π
+=Λ

a
n

a
m

Lmn ; m, n = 0, 1, 2, … 

В решение одним из множителей входит функция 
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

Λmn
z–exp . 

Чем больше параметр mnΛ , там дольше «затухает» экспоненциаль-
ная функция. Следовательно, начиная от какого-то расстояния от 
облучаемой грани, основной вклад в решение будет вносить член 
ряда, в котором в качестве сомножителя стоит экспоненциальная 
функция с максимальным параметром mnΛ , поскольку остальные 
экспоненциальные функции на этом расстоянии от источника уже 
будут близки к нулю. Параметр mnΛ  имеет максимальное значение 

при m = 0 и n = 0:  
21–

2

2

200 21
⎥
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⎢
⎣

⎡ π
+=Λ

aL
. Таким образом, на неко-

тором расстоянии от облучаемой поверхности решение внутри 
призмы будет иметь вид  
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Если в точках вдоль оси OZ, т.е. при x = y = 0, в призме измерить 

величину, пропорциональную плотности потока нейтронов (на-
пример, активационным методом), и построить график зависимо-
сти логарифма этой величины от координаты z, то по тангенсу угла 
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наклона получившейся прямой можно определить параметр 00Λ . 

Действительно, 
00

zln=)(ln
Λ

−Φ Kz  и 
00

1)(ln–=tg
Λ

=
∆
Φ∆

α
z

z  

(рис. 2.12). 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.12. Зависимость логарифма потока нейтронов от z 
 

 
В областях около z = 0 и z = b приведенная на рис. 2.12 зависи-

мость будет отклоняться от прямой линии из-за влияния граничных 
условий (около z = b) и наличия еще на «затухнувших» экспонент в 
решении (около z = 0). 

Таким образом, описанный выше эксперимент позволяет опре-

делить 
α

=Λ tg
1

00  и, следовательно, 
–1

2

2

2
00

2 2–1
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡ π
Λ

=
a

L и рассчи-

тать макроскопическое сечение поглощение среды 23
1

Ltot
a

Σ
=Σ . 

Данный эксперимент получил название «экспоненциальный» экс-
перимент из-за экспоненциального вида зависимости плотности 
потока нейтронов вдоль оси OZ. 

*
*
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*
*

*
*
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Глава 3 
ТЕОРИЯ ЗАМЕДЛЕНИЯ НЕЙТРОНОВ  

ПРИ УПРУГОМ РАССЕЯНИИ 

 
В предыдущей главе была рассмотрена теория диффузии моно-

энергетических нейтронов, т.е. описывался процесс пространствен-
ного распространения нейтронов в веществе без учета изменения их 
энергии в процессе взаимодействия с ядрами среды. Цель данной 
главы – рассмотреть закономерности формирования энергетическо-
го распределения нейтронов в среде без учета их пространственной 
миграции. Таким образом, в данной главе будет рассматриваться 
бесконечная неразмножающая гомогенная среда, в которой рав-
номерно распределены изотропные монохроматические стацио-
нарные источники нейтронов. Такая постановка задачи с учетом 
того факта, что потенциальное рассеяние нейтронов изотропно в 
системе центра масс (будет обсуждено далее) приводит к тому, что 
семимерное фазовое пространство ),,,( tEr Ω

rr , в котором в общем 
случае определяются функции, описывающие нейтронное поле, 
сводится к одномерному – )(E . Зависимость Φ(Е) называется 
спектр нейтронов. Нейтроны, которые испускаются внешним ис-
точником с энергией Е0, в результате столкновений с ядрами среды 
теряют свою энергию. Этот процесс называется замедлением ней-
тронов и играет важную роль в физике ядерных реакторов. Дейст-
вительно, средняя энергия нейтронов деления в реакторе составля-
ет около 2 МэВ, т.е. большая часть нейтронов рождается при энер-
гии порядка мегаэлектронвольт, а, с другой стороны, основные 
процессы взаимодействия нейтронов с ядрами среды, определяю-
щие физические особенности ядерных реакторов на тепловых ней-
тронах, протекают в области энергией ниже 1 эВ. Именно в резуль-
тате процесса замедления нейтроны переходят из области высоких 
энергий, где они рождаются, в область низких энергий, где они по-
глощаются ядрами среды. Необходимо отметить, что замедление 
нейтронов идет как в результате упругого, так и неупругого рас-
сеяния. В данной главе будут изучаться особенности формирова-
ния спектра нейтронов в различных средах только в результате уп-
ругого рассеяния на легких ядрах, хотя надо иметь в виду, что в 
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быстрой области энергий существенное значение для замедления 
нейтронов играет также неупругое рассеяние на тяжелых ядрах.  

Естественно, что при упругом столкновении с легким ядром 
нейтрон потеряет больше энергии, чем при упругом столкновении 
с более тяжелым ядром. Поэтому в тепловых ядерных реакторах 
присутствуют вещества, состоящие из легких ядер, основная цель 
которых – обеспечить замедление нейтронов. Это вещество назы-
вается замедлителем. В качестве замедлителя в основных энерге-
тических тепловых реакторах используются вода (все типы водо-
водяных реакторов, например ВВЭР), тяжелая вода (реакторы типа 
CANDU) и углерод (графитовые канальные реакторы, например 
РБМК). В реакторах специального назначения в качестве замедли-
теля используется также бериллий, оксид бериллия и гидрид цир-
кония. Все замедлители имеют малое макроскопическое эффектив-
ное сечение поглощения нейтронов (см. данные таблицы в прил. 2). 

 

3.1. Микроскопическое эффективное сечение 
упругого рассеяния нейтронов 

 
Замедления нейтронов происходит в результате их рассеяния на 

ядрах среды. Как было показано в разд. 1.4, процесс рассеяния ней-
тронов включает в себя потенциальное, упругое резонансное и не-
упругое резонансное рассеяния. Потенциальное и упругое резо-
нансное рассеяния называют упругим рассеянием. Сечение рассея-
ния нейтронов в зависимости от кинетической энергии нейтрона 
имеет сложную зависимость, но из анализа соответствующих дан-
ных можно сделать вывод, что для легких ядер в широком диапа-
зоне энергий идет только процесс потенциального рассеяния, сече-
ние которого не зависит от кинетической энергии нейтрона. На-
пример, из рис. 3.1 видно, что область потенциального рассеяния 
для ядра углерода простирается от границы тепловой области энер-
гий до около 105 эВ.  

Резонансная зависимость эффективного микроскопического се-
чения упругого рассеяния от энергии описывается формулой Брей-
та – Вигнера [3], которая получается в результате квантово-
механического рассмотрения процесса взаимодействия нейтронной 
волны с потенциалом ядра. В общем случае зависимость эффек-
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тивного микроскопического сечения упругого рассеяния от энер-
гии описывается формулой: 
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2
Ea

EE
gE

r

n
JS σ∆+π+
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⎜

⎝

⎛
+

D ,    (3.1) 

 
где Jg  – статистический множитель, учитывающий взаимную ори-
ентацию спинов нейтрона и ядра (для рассматриваемого случая 
равен единице); D  – приведенная длина волны нейтрона; Гn – ней-
тронная ширина энергетического уровня ядра с энергией Еr; Г – 
полная ширина энергетического уровня ядра с энергией Еr; Е – ки-
нетическая энергия нейтрона в системе центра масс; Еr – энергия 
резонансного уровня составного ядра; a  – константа, примерно 
равная радиусу ядра; )(Eσ∆  – интерференционный член. 

Нейтронная и полная ширины резонансного уровня – параметры 
энергетического уровня ядра, которые описывают неопределенность 
в энергии данного резонансного уровня по отношению к процессам 
упругого резонансного рассеяния и полного взаимодействия нейтро-
на с ядром соответственно. Согласно принципу неопределенности 
Гайзенберга ширина Гi энергетического уровня ядра для процесса i 
связана со временем жизни iτ  составного ядра до распада по i-му 
каналу соотношением: ii Γ=τ h , где h  – приведенная постоянная 
Планка. Ширины энергетических уровней для данного ядра приве-
дены в соответствующих справочниках и определяются как шири-
на резонанса микроскопического сечения соответствующего про-
цесса на его полувысоте. 

В формуле (3.1) первый член описывает упругое резонансное 
рассеяние (формула Брейта – Вигнера). Он отличен от нуля только 
в области, где кинетическая энергия нейтрона Е практически сов-
падает с энергией резонансного уровня ядра Еr и максимален при 
Е = Еr. В этой области зависимость сечения от энергии носит ярко 
выраженный резонансный характер и имеет вид гауссовой кривой. 

Второй член в формуле (3.1) описывает потенциальное рассея-
ние, не зависит от энергии нейтрона и приблизительно равен пло-
щади поперечного сечения ядра. В области энергий, где резонанс-
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ное рассеяние отсутствует, сечение упругого рассеяния совпадает с 
сечением потенциального рассеяния. 

Интерференционный член (третье слагаемое в формуле (3.1)) 
отличен от нуля только в области энергий, где идут одновременно 
потенциальное и резонансное рассеяния и связан с интерференцией 
двух нейтронных волн, одна из которых есть результат потенци-
ального рассеяния исходной нейтронной волны, а вторая – пред-
ставляет собой нейтронную волну, которую испускает ядро в ре-
зультате процесса упругого резонансного рассеяния. У этих двух 
волн существует разность фаз, связанная с тем, что процесс потен-
циального рассеяния идет без задержки во времени, а процесс ре-
зонансного рассеяния связан с образованием составного ядра, вре-
мя жизни которого 10–13 – 10–17 с. Интерференция этих двух волн 
приводит к тому, что идеальная картина резонанса в сечении (гаус-
сова кривая) искажается. Реальная зависимость микроскопического 
сечения рассеяния для C12

6  приведена на рис. 3.1. Подробная теория 
потенциального рассеяния приведена, например, в монографии [3]. 

 
 
 

       
 

 
Рис. 3.1. Зависимость микроскопического сечения рассеяния от энергии для C12

6  
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Поскольку у легких ядер, как правило, первый резонансный 
уровень лежит в области высоких энергий (энергия первого резо-
нансного уровня Еr1 составляет не менее сотен килоэлектронвольт), 
то естественно, что до этой области энергий на легких ядрах идет 
только процесс упругого потенциального рассеяния (см. рис. 3.1).  

До тех пор, пока длина волны нейтрона больше или сравнима с 
размером ядра, на котором происходит рассеяние, угловое распре-
деление рассеянных нейтронов изотропно в системе центра масс. 
Поскольку легкие ядра имеют относительно небольшие размеры, и 
длина волны нейтрона обратно пропорциональна его кинетической 
энергии, то для легких ядер в широком диапазоне энергий выпол-
няется указанное выше соотношение между длиной волной и раз-
мером ядра, а следовательно, рассеяние нейтронов изотропно в 
системе центра масс. Чем тяжелее ядро, тем оно больше и, следова-
тельно, потенциальное рассеяние становится анизотропным при 
меньших значениях кинетической энергии нейтрона. Пороговое 
значение кинетической энергии нейтрона, при которой рассеяние 
становится анизотропным в системе центра масс (максимальное 
значение энергии, при котором рассеяние еще изотропно в системе 
центра масс), оценивается по формуле: 
 

32max
МэВ 10

A
E = , 

 
где A  – атомная масса ядра, а.е.м. Исходя из этой формулы, потен-
циальное рассеяние становится анизотропным при рассеянии на 
ядре водорода при 10 МэВ, а при рассеянии на ядре углерода – при 
около 2 МэВ. В качестве примера на рис. 3.2 приведены зависимо-
сти эффективного микроскопического сечения потенциального 
рассеяния нейтронов от косинуса угла рассеяния в системе центра 
масс для ядра углерода и урана. Видно, что для нейтронов с энер-
гией 14 МэВ потенциальное рассеяние анизотропно на обоих яд-
рах, в то время как для нейтронов с энергией 0,5 МэВ на ядре 
меньшего размера (ядро углерода) потенциальное рассеяние изо-
тропно, а на ядре большего размера (ядро урана) – анизотропно.  

  
 



 88

                           C12
6                                                  U238

92  

 
 
Рис. 3.2. Зависимости эффективного микроскопического сечения потенциального 

рассеяния нейтронов от косинуса угла рассеяния в системе центра масс 

 
В дальнейшем будем рассматривать процесс замедления ней-

тронов для области энергий, где замедление идет только за счет 
упругого потенциального рассеяния, изотропного в системе центра 
масс. Схематически эта область энергий приведена на рис. 3.3.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.3. Схема энергетических областей 
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Для легких ядер область изотропного потенциального рассеяния 
простирается от границы тепловой области энергий до нескольких 
сотен килоэлектронвольт. Отметим, что выше рассматриваемой 
области энергий (область быстрых нейтронов) существенную роль 
с точки зрения замедления нейтронов будут играть процессы неуп-
ругого резонансного рассеяния на тяжелых ядрах, поскольку в ре-
зультате неупругого рассеяния на тяжелом ядре в этой области 
энергий возможна большая потеря энергии нейтроном.  

Таким образом, в результате рассмотрения процесса рассеяния 
нейтронов на легких ядрах среды можно сделать два вывода, на ко-
торых будет основываться все последующее рассмотрение в дан-
ной главе: 

• сечение рассеяния нейтронов в области замедления не зависит 
от энергии нейтрона, поскольку замедление нейтронов идет только 
за счет процессов упругого потенциального рассеяния на ядрах за-
медлителя; 

• рассеяние нейтронов изотропно в системе центра масс. 
 

3.2. Кинематика замедления 
 
Рассмотрим процесс замедления нейтронов за счет упругого по-

тенциального рассеяния, т.е. столкновений нейтрона с ядром, при 
котором меняется только скорость нейтрона и ядра, но не кванто-
во-механическое состояние ядра. Будем считать, что:  

• нейтроны сталкиваются со свободными ядрами, т.е. ядро не 
связано в молекуле или кристаллической решетке (это хорошее 
приближение для рассматриваемой области энергий, такой подход 
позволяет описывать процесс рассеяния нейтрона на ядре как 
столкновение двух упругих шаров); 

• до рассеяния ядро покоится в лабораторной системе (ЛС), т.е. 
кинетическая энергия нейтрона на много больше энергии теплово-
го движения ядер среды (это утверждение верно для рассматривае-
мой области энергий нейтронов и нарушается только в тепловой 
области).  

Задача заключается в нахождении связи энергии нейтрона после 
рассеяния (Е2) с энергией нейтрона до рассеяния (Е1) и углом рас-
сеяния в системе центра масс. 
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На рис. 3.4 приведена схема упругого рассеяния нейтрона в ЛС 
и в системе центра масс (ЦМ). 
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Рис. 3.4. Схема рассеяния нейтрона на ядре: 

А – атомная масса ядра, а.е.м.; 1V
r

– скорость нейтрона в ЛС до взаимодействия; 

2V
r

 – скорость нейтрона в ЛС после взаимодействия; V
r

 – скорость ядра в ЛС по-

сле взаимодействия; Θ – угол рассеяния в ЛС; ЦV
r

– скорость системы ЦМ отно-

сительно ЛС; aV
r

– скорость нейтрона в системе ЦМ после взаимодействия, 

Ц1 VVV −=a ; bV
r

 – скорость ядра в системе ЦМ после взаимодействия, ЦVV =b ; 
ψ – угол рассеяния в системе ЦМ 

 
При упругом рассеянии в системе ЦМ скорости по величине ос-

таются неизменными, но меняется направление движения нейтрона 
и ядра. Так как атомная масса нейтрона равна единице, то учиты-
вая, что в системе центра масс суммарный импульс равен нулю, 
можно записать: 

 
ЦЦ1 VVV ⋅=− A , 

откуда следует: 
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1
VV 1

Ц +
=

A
. 

 
Очевидны следующие выражения, определяющие переход от 

системы ЦМ к ЛС:       
 

.VV

,VVV

ЦЦМ

ЦМ2
rr

rrr

−=

+= a                                 (3.2) 

 
Связь скоростей и углов рассеяния в различных системах при-

ведена на диаграмме скоростей (рис. 3.5). 
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Рис. 3.5. Диаграмма скоростей 

  
Возведем обе части первого выражения (3.2) в квадрат:  
 

                                            ( )2ЦМ
2
2 VVV

rr
+= a , 

                                            cosψVV2VVV ЦМ
2
ЦМ

22
2 ⋅⋅⋅++= aa . 
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Учитывая следующие соотношения 
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VVVVV 1

1
1Ц1 +

=
+

−=−=
A

A
Aa ;             
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=
A

, 

 
перепишем последнее выражение в виде 
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Приведенная атомная масса нейтрона равна единице, следова-

тельно, его кинетическая энергия записывается как 
2

V2
=E . Под-

ставим это выражение в (3.3): 
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Таким образом, получаем искомую связь энергии нейтрона до (Е1) 
и после (Е2) рассеяния: 
 

( )2
2

12
1

1cos2
+

+ψ⋅+
=

A
AAEE .                             (3.4) 

 
Рассмотрим два предельных случая.  
1. Если угол рассеяния в системе ЦМ равен нулю ( 0=ψ ), что 

соответствует случаю отсутствия рассеяния, то 1cos =ψ  и, следо-
вательно, из формулы (3.4):     

 

( ) 12

2

12 1
12 E

A
AAEE =

+
++= . 

 
Таким образом, получен очевидный результат: если не было 

столкновения нейтрона с ядром, то его кинетическая энергия не 
изменилась. 
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2. Если угол рассеяния в системе ЦМ равен π ( π=ψ ), что соот-
ветствует рассеянию нейтрона «прямо назад», то 1cos −=ψ , и, сле-
довательно, из формулы (3.4):  
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где 
2

1
1
⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛

+
−=α

A
A . 

Поскольку второй случай соответствует максимальной потере 
кинетической энергии нейтрона, то Е2 – минимально возможная 
энергия нейтрона после рассеяния. Величину α называют макси-
мальной относительной потерей энергии при одном столкновении 
нейтрона с ядром. Отметим, что эта величина определяется только 
атомной массой ядра, а возможный диапазон изменения α лежит от 
единицы в случае бесконечно тяжелого ядра до нуля в случае само-
го легкого ядра (водород – А = 1). 

Таким образом, энергия нейтрона после упругого столкнове-
ния с ядром не может быть любой, а лежит внутри интервала от 

1Eα  до 1E :  
 

121α EEE ≤≤   или  [ ]112 ;α EEE ∈ .                    (3.5) 
 
Интервал энергий [αЕ1; Е1] называется ступенькой замедления. 
Отметим, что в случае замедления на водороде А = 1 и 0=α , сле-
довательно, нейтрон может потерять всю свою кинетическую энер-
гию в результате одного столкновения с ядром. Для водорода сту-
пенька замедления имеет вид [ ]10; E .   
 

3.3. Законы упругого рассеяния 
 
В разд. 3.2 было показано, что нейтрон с энергией E1 после рас-

сеяния будет иметь энергию E′  в диапазоне [ ]11;α EE , т.е. энергия 
нейтрона после рассеяния лежит в пределах ступеньки замедления. 
Найдем распределение энергии рассеянного нейтрона ( E′ ) внутри 
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ступеньки замедления. Это распределение описывается функцией 
( )EEp ′→1 , которая представляет собой плотность вероятности то-

го, что нейтрон, обладающий до столкновения энергией E1, после 
столкновения будет иметь энергию E′ . Тогда функция 
( ) EdEEp ′′→1  представляет собой вероятность того, что нейтрон, 

обладающий до столкновения энергией E1, после столкновения бу-
дет иметь энергию в диапазоне [ ]EdEE ′+′′; .  

Для того чтобы определить функцию ( )EEp ′→1 , сначала най-
дем функцию ( )ψW  – плотность вероятности рассеяния нейтрона 
на угол ψ  в системе ЦМ. При этом воспользуемся тем, что в рас-
сматриваемом интервале энергий рассеяние изотропно в системе 
ЦМ. Схема процесса рассеяния нейтрона на угол ψ в системе ЦМ 
приведена на рис. 3.6. 

 

R

ψ

ψd

r

a

b

a1
b1

O ••
O⇐

r

R

 
 

Рис. 3.6. Схема рассеяния нейтрона в системе ЦМ 

 
На рис. 3.6 точкой О обозначена точка рассеяния. Все нейтроны, 

направление движения которых после рассеяния ограничено кри-
выми a-a1 и b-b1, рассеялись в ψd  около ψ . Так как рассеяние изо-
тропно в системе ЦМ, то вероятность рассеяния в ψd  около ψ  

равна 
S
S *

, где S  – площадь сферы; *S  – часть площади сферы, ог-
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раниченная кривыми a-a1 и b-b1 (заштрихованная область на 
рис. 3.6). Площадь сферы 24 RS π= . Поскольку ψd  – элементар-

ный угловой диапазон, то =ψ⋅ψ⋅π=⋅⋅π= RdRabrS sin22*  

ψψπ= dR sin2 2 , так как ψ= sinRr , а ψ= Rdab . 
Вероятность рассеяться на угол ψd  описывается функцией 
( ) ψψ dW . Таким образом, 
 

( ) ψψ=
π

ψψπ
==ψψ d

R
dR

S
SdW sin

2
1

4
sin2

2

2*

. 

 
Из последнего выражения следует, что 
 

( ) ψ=ψ sin
2
1W .                                          (3.6) 

 

Очевидно, что ( ) 12
2
1sin

2
1

00
=⋅=ψψ=ψψ ∫∫

ππ

dWd , т.е. вероятность 

рассеяния на любой угол в интервале от 0 до π равна единице.  
Из курса теории вероятности известно, что для двух функций 
)(xℑ  и )(yℜ  в случае, если переменные x и y однозначно связаны 

между собой, справедливо следующее выражение: 
 

( ) ( ) )(xdyydxx ℜ=ℑ , 
 
которое представляет собой равенство соответствующих вероятно-
стей. 

В рассматриваемом случае известна функция ( )ψW , а надо оп-
ределить функцию ( )EEp ′→1 , в которой переменная E′  одно-
значно связана с переменной ψ выражением (3.4), т.е. в рассматри-
ваемом случае ( )ψ′=′ EE . Используя вышеприведенные соотноше-
ния, получаем: 

 



 96

( ) ( )

( ) ( ) .

;

1

1

Ed
dWEEp

dWdE'EEp

′
ψ

ψ=′→

ψψ=′→
   (3.7) 

 
Первое из приведенных выражений имеет очевидный физический 
смысл: поскольку энергия нейтрона после рассеяния E′  однознач-
но связана с углом рассеяния в системе ЦМ ψ выражением (3.4), то 
вероятность рассеяния в энергетический интервал Ed ′  равна веро-
ятности рассеяния в соответствующий угловой интервал dψ. 

Найдем 
Ed

d
′

ψ  из (3.4): 

( )
A

A
E
E

A
A

2
1

2
1cos

2

1

2 +
−

′+
=ψ . 

 
После дифференцирования правой и левой частей этого уравнения 
получим: 
 

( ) ;
2

1sin
1

2
Ed

AE
Ad ′+

=ψψ−  

( )
1

2

2
1

sin
1

E AE
A

d
d +

ψ
=

′
ψ . 

 
После подстановки последнего выражения и (3.6) в (3.7) находим, 
что: 

( ) ( ) ( )
1

2

1

2

1
1

4
1

2
1

sin
1sin

2
1

EA
A

AE
AEEp +

=
+

ψ
ψ=′→ . 

 

Учитывая, что 
( )2

22

1
12

1
1

+
+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=α

A
AA

A
A , имеем: 

 

( ) ( )22

222

1
4

1
1212

1
111

+
=

+
−+−++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−=α−

A
A

A
AAAA

A
A . 
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Окончательно получаем выражение для ( )EEp ′→1 : 
 

( )
( ) 1

1 1
1

E
EEp

α−
=′→ .                                    (3.8) 

 
Отметим, что последнее выражение не зависит от E′  – кинетиче-
ской энергии нейтрона после рассеяния. Зависимость (3.8) пред-
ставлена на рис. 3.7. Вероятность того, что после рассеяния ней-
трона его энергия будет лежать внутри ступеньки замедления, оп-
ределяется выражением:  

 

( )
( )

( ) .11
1
11

1
1

1
1 =α−⋅

α−
=′→′= ∫

α

E

E
E

E
EEpEdY  

 
 

)( 1 E'Ep →

)1(
1

1 α−E

1E
E

1Eα  
 

Рис. 3.7. Закон упругого рассеяния (распределение нейтронов 
по энергии после рассеяния внутри ступеньки замедления) 

 
Таким образом, закон упругого рассеяния гласит, что после рас-

сеяния при энергии Е1 нейтроны равномерно (равновероятно) рас-
пределены внутри ступеньки замедления. 



 98

Зная ( )EEp ′→1 , можно рассчитать любые величины, характе-
ризующие акт рассеяния нейтрона на ядре. Рассмотрим некоторые 
из этих величин. 

1. Средняя потеря энергии нейтрона на одно столкновение с 
ядром массой А, т.е. 

( )EEE ′−=∆ 1 , 
 

( ) ( )

( )
.

1

1α
1

1

1α
11

∫

∫

′→′

′−⋅′→′

=∆ E

E

E

E

EEpEd

EEEEpEd

E  

 
Вероятность замедлиться в пределах ступеньки замедления: 

( ) 1
1

1α
1 =′→′∫

E

E
EEpEd . Тогда далее получаем: 

 

=∆E ( )
( )

( )
( ) ( )

=
α−

⋅′⋅′−
α−

α−⋅
=

α−
′−′ ∫∫

αα 1

1

11

11
1

1 1

1
1

1
1

1
1 E

EEd
E

EE
E

EEEd
E

E

E

E
 

( )
( ) ( )( )

( )
=

α−
α+α−

−=α−
α−

−=
12

11
2
1

1
1 1

1
2
1

22
1

1
1

EEEE
E

E ( )
2

11
1

α+
−=

EE . 

 
Отсюда следует, что средняя энергия после столкновения 

2
α1

1
+

=′ EE ; средняя потеря энергии на одно столкновение 

2
α1∆ 1

−
= EE . 

2. Средний косинус угла рассеяния в ЛС. В рассматриваемой об-
ласти энергий рассеяние изотропно в системе ЦМ (т.е. средний ко-
синус угла рассеяния 0ψcos = ). Рассчитаем Θcos  – средний коси-
нус угла рассеяния в ЛС. 

Прежде всего, найдем связь между cosψ  и Θcos . Из рассмотре-
ния приведенной на рис. 3.4 схемы следуют следующие соотноше-
ния:  
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ψcosVVЦМ aОА += ,  

Θ= cosV2ОA . 
 

Следовательно,  
 

ψcosVVЦМ a+ cosΘV2= .                                 (3.9) 
 

Используя полученные выше выражения для скоростей 

1
1VV 1ЦМ +

=
A

, 
1

VV 1 +
=

A
A

a , cosψV2VVVV ЦМ
2
ЦМ

22
2 aa ++= , по-

сле подстановки их в (3.9) получим: 
 

1
1V1 +A

=
+

+ ψcos
1

V1 A
A  

 

( )2
2

1

2
1

2

1 1
ψcosV2

1
VV

1
cos

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
Θ=

A
A

AA
A ; 

 
ψcos21cosψcos1 2 AAA ++Θ=+ ; 

ψcos21

ψcos1cos
2 AA

A

++

+
=Θ .                           (3.10) 

 
Определим средний косинус угла рассеяния в ЛС, используя полу-

ченную связь (3.9): ( ) =ψf Θ=
++

+ cos
ψcos21

ψcos1
2 AA

A . Под средним 

значением функции ( )ψf  понимается следующее выражение: 

( )
( ) ( )

( )∫

∫
π

π

⋅

⋅
=

0

0

ψψ

ψψψ
ψ

Wd

Wfd
f ,                                     (3.11) 

где ( ) ψsin
2
1ψ ⋅=W  и ( )∫

π

=⋅
0

1ψψ Wd . 
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( ) =ψf ∫
π

=⋅
++

+
⋅=Θ

0 2
ψsin

2
1

ψcos21

ψcos1ψcos
AA

Ad  

∫
− ⋅++

⋅+
⋅=

1

1 2 21

1
2
1

xAA

xAdx , 

 
где ψcos=x . 

Используя справочные данные [2]:  
 

∫ = z
bz

dx 2 ,   ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

2
3
1

b
zaz

z
xdx , 

 
где bxaz += , выполним тождественные преобразования последне-
го выражения, учитывая, что А > 1: 
 

∫∫
−−

=
⋅++

+
⋅++

=Θ
1

1 2

1

1 2 212212
1cos

xAA

xdxA

xAA

dx  

( ) =
⋅++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⋅+++⋅++=

−
−

1

1

2

2
22

1

1

2

4
212121

3
1

2
21

2
2

2
1

A
xAAAxAAAxAA

A

( )[ ]+−−+= 11
2
1 AA
A

 

( ) ( ) ( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−+−+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−++

⋅
⋅

+ 1121
3
11121

3
1

42
2 2222

2 AAAAAAAA
A
A

( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+= 1

3
2

3
2

3
21

3
2

3
2

3
2

4
11 22 AAAAAA
AA

 

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−++−−+−−+=

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2

2
2

3
2

3
2

4
11 232322 AAAAAAAAAA
AA

AAAAA 3
2

3
11

3
4

4
11

=−=⋅−= . 
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Таким образом, даже если рассеяние изотропно в системе цен-
тра масс ( )0ψcos = , то в лабораторной системе оно анизотропно, и 
при этом  

A3
2cos =Θ .                                         (3.12) 

 
Рассмотрим два предельных случая:  

• А = 1 (водород), тогда 
3
2cos =Θ ;  

• А ∞→ , тогда 0cos →Θ  (уже для ядер с массой большей 10 
рассеяние практически изотропно в ЛС).  

Таким образом, показано, что требование изотропии рассеяния в 
ЛС эквивалентно тому, что среда состоит из тяжелых ядер.  

3. Среднелогарифмическая потеря энергии при столкновении 
нейтрона с ядром: 

 

E
EEE
′

=′−≡ 1
1 lnlnlnξ ,                             (3.13) 

где −1E кинетическая энергия нейтрона до столкновения с ядром; 
−′E  кинетическая энергия нейтрона после столкновения с ядром. 

 

( ) ( )∫ ∫ =
′

⋅′
−

=
−

⋅
′

⋅′=
1

1α

1

1α

1

11

1 ln
α1
1

α1
1lnξ

E

E

E

E E
EEd

EEE
EEd  

( ) ( ) =′−′⋅′
−

−=
1

1α1
1 ln

α1
1ln

E

E

EEE
E

E  

( )
( )[ ]=+−−

−
−= 111111

1
1 ααlnαln

α1
1ln EEEEEE

E
E  

( )
[ ]=+−−−

−
−= 1111111

1
1 αlnααlnαln

α1
1ln EEEEEEE

E
E  

=
−

+−−−
−=

α1
ααlnαlnα1lnln 11

1
EEE  

=
−

−+++−−
=

α1
ααlnαlnα1lnαlnln 1111 EEEE lnα

α1
α1
−

+ . 
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Таким образом, среднелогарифмическая потеря энергии на одно 
столкновение нейтрона с ядром не зависит от энергии нейтрона, 
при которой произошло это столкновение: 
 

.ln
α1

α1ξ α
−

+=                                  (3.14) 

 
В табл. 3.1 приведены значения величин α  и ξ  для различных 

изотопов.  
 

Таблица  3.1 

Значения величин α и ξ  для различных изотопов 

Изотоп H1
1  D2

1  Be9
4  C12

6  О16
8  U238

92  ∞→A  

α  0 0,111 0,640 0,716 0,779 0,983 1 
ξ  1 0,725 0,352 0,159 0,12 0,00838 0 

 
Чем больше ξ , тем при прочих равных условиях эффективнее 

замедлитель. 
 

3.4. Летаргия 
 
В разд. 3.3 было показано, что средняя потеря энергии на одно 

столкновение нейтрона с ядром 
2

1
1

α−
=∆ EE  и зависит от Е1 – 

энергии нейтрона, при которой произошло столкновение. В то же 
время среднелогарифмическая потеря энергии на одно столкнове-

ние нейтрона с ядром α
α−

α
+=ξ ln

1
1  не зависит от Е1. 

Поэтому в ряде случаев удобно использовать не переменную 
энергии – Е, а переменную летаргии – u , где летаргия однозначно 
связана с энергией следующим соотношением: 

 

.ln ист

E
Eu =                                          (3.15) 



 103

Здесь Еист – максимально возможная энергия нейтрона (энергия ис-
точника), а Е – текущее значение энергии, которой соответствует 
летаргия u. Летаргия – величина безразмерная. Летаргия нейтро-
нов, энергия которых равна Еист, равна нулю, а в процессе замедле-
ния с уменьшением энергии нейтрона летаргия возрастает. Рассчи-
таем средний прирост летаргии на одно столкновение нейтрона 
ядром: 

 

,lnlnlnlnlnln 11
ист

1

ист ξ=′−=−′=
′

−=∆ EEEE
E

E
E

E
u  так как 1EE <′ . 

 
Получаем, что средний прирост летаргии за одно столкновение 

равен среднелогарифмической потере энергии на одно столкнове-
ние ξ , не зависит от энергии нейтрона, при которой произошло 
столкновение с ядром, и определяется только массой ядра замедли-
теля. Максимально возможная потеря энергии на одно столкнове-
ние (ширина ступеньки замедления) равна =−= 11max α∆ EEE  

( )α11 −= E  и зависит от Е1, а максимально возможный прирост ле-

таргии на одно столкновение 
α
1lnln

α
ln∆

1

ист

1

ист
max =−=

E
E

E
Eu  не за-

висит от Е1 и определяется только массой ядра замедлителя. 
Таким образом, если процесс замедления описывать в перемен-

ных энергии, то он носит неравномерный характер, т.е. с уменьше-
нием энергии нейтрона уменьшается как средняя потеря энергии на 
одно столкновение нейтрона с ядром, так и ширина ступеньки за-
медления. Если же процесс замедления описывать в переменных 
летаргии, то он носит равномерный характер в том смысле, что 
средний прирост летаргии на одно столкновение нейтрона с ядром 
и ширина ступеньки замедления являются величинами постоянны-
ми, не зависят от текущего значения летаргии нейтрона и опреде-
ляются только массой ядра замедлителя. Это отличие в описании 
процесса замедления отражено на рис. 3.8. 
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Рис. 3.8. Схема замедления нейтрона в переменных энергии и терминах летаргии 

 
Описывая процесс замедления в переменных летаргии, легко 

рассчитать среднее число столкновений нейтронов с ядрами среды 
N, необходимое для замедления от энергии E1 до E2: 

 

ξ

ln

ξ

lnln
2

1

1

ист

2

ист

12 E
E

E
E

E
E

uuN =
−

=
ξ
−

= . 

 
В табл. 3.2 приведены значения величины N для различных сред 

при замедлении от энергии в 1 МэВ до 1 эВ. Необходимо помнить, 
что приведенные величины носят среднестатистический характер, 
т.е. представляют собой результат усреднения для большого числа 
нейтронов. 
 

Таблица  3.2 

Среднее число столкновений нейтрона с ядрами среды при замедлении 
 от 1 МэВ до 1 эВ 

Среда H1
1  D2

1  Be9
4  C12

6  О16
8  U238

92  
N 13,8 19,1 39,2 86,8 115 1647 
 

Рассмотрим, как будет выглядеть закон рассеяния в переменных 
летаргии, т.е. получим функцию ( )uuW ′→  – плотность вероятно-
сти того, что нейтрон имел до столкновения с ядром летаргию u, а 
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после столкновения его летаргия стала u′ . Для этого воспользуем-
ся для плотностей вероятностей выражением, которое было ис-
пользовано в разд. 3.3. Поскольку энергия и летаргия однозначно 
связаны между собой, будет выполняться следующее равенство: 

 

( ) ( )
ud
EdEEpuuW

′
′

′→=′→ .           (3.16) 

 

Из выражения (3.16) рассчитаем 
du
dE  и выразим энергию через 

летаргию:  

EE
E

E
u lnlnln ист

ист −== , следовательно, 
E

dEdu −=  и E
du
dE

= . 

 

E
E

u истln= , откуда 
E

E
eu ист=  и ueEE −⋅= ист , ueEE ′−⋅=′ ист . 

Окончательно имеем: ueE
ud
Ed ′−⋅=

′
′

ист .   

Подставим это выражение в (3.16) и перейдем от энергии к ле-
таргии. Получим: 

 

( )
( ) ( )

( )

α−
=

α−
=

α−
=′→

−′−

−

′−

111
1

ист

ист
uu

u

u e
eE

eE
du
dE

E
uuW .     (3.17) 

 
Таким образом, распределение нейтронов внутри ступеньки замед-
ления в переменных летаргии носит экспоненциальный характер. 

Рассмотрим как спектр нейтронов, записанный в энергетической 
переменной ( )EΦ , можно записать в переменных летаргии. 

( )dEEΦ  – среднестатистическое число нейтронов, энергия кото-
рых лежит в интервале энергии dE  около E , и которые пересека-
ют в направлении нормали единичные площадки, всевозможными 
способами ориентированные в пространстве. Наряду с функцией 

( )EΦ  рассмотрим функцию ( )uΨ  – тот же самый спектр нейтронов, 
но записанный в переменных летаргии. Так как 0<du , то 
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{ ( )duuΨ− } – число нейтронов, летаргия которых лежит в интерва-
ле летаргии du  около u , и которые пересекают в направлении 
нормали единичные площадки, всевозможными способами ориен-
тированные в пространстве. Очевидно, что если dE и du – взаимо-
согласованные интервалы, то и количество нейтронов, пересекаю-
щих в направлении нормали единичные площадки, всевозможными 
способами ориентированные в пространстве, должно быть одним и 
тем же, т.е. выполняется равенство: 
 

( )dEEΦ ( )duuΨ−= , 
 

которое с учетом того, что E
du
dE

= , переписывается в виде 

 
( ) ( ) .EEu ⋅Φ=Ψ                                     (3.18) 

 
Таким образом, для того, чтобы функцию плотности потока, за-
писанную в терминах энергии, переписать в терминах летаргии, 
необходимо сначала умножить ее на энергию, а затем переписать 
через переменную «летаргия». 
 

3.5. Уравнение замедления нейтронов в бесконечной  
неразмножающей гомогенной среде 

 
Процесс замедления – вероятностный, в том смысле, что каж-

дый отдельный нейтрон испытывает различное число столкнове-
ний с ядрами среды в процессе замедления от энергии источника 
до данного значения энергии. Нейтронное поле описывается сред-
ними величинами, поэтому рассмотрим процесс замедления, ус-
редненный по большому количеству столкновений нейтронов с яд-
рами среды. Рассмотрим бесконечную неразмножающую гомоген-
ную среду, в которой равномерно распределены изотропные ста-
ционарные источники нейтронов мощностью q , которые испуска-
ют нейтроны с энергией 0E .  

Рассмотрим фазовый объем, который в данном случае представ-
ляет собой интервал энергий dE  около энергии E, и баланс ней-
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тронов в фазовом объеме. Для этого определим всевозможные про-
цессы, приводящие к изменению числа нейтронов в фазовом объе-
ме dE : 

( )EPS  – скорость исчезновения нейтронов за счет упругого рас-
сеяния; 

( )EA  – скорость исчезновения нейтронов за счет процессов по-
глощения; 

( )ERS  – скорость появления нейтронов за счет рассеяния ней-
тронов с более высокими энергиями; 

( )EQ  – скорость появления нейтронов за счет генерации внеш-
ними источниками. 

Учитывая вышесказанное, уравнение баланса нейтронов в фазо-
вом объеме имеет вид 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0=++−− EQEREAEP SS .                    (3.19) 

 
Рассмотрим ( )EPS  – число нейтронов, которые за счет рассея-

ния на ядрах среды покидают dE  в единицу времени. Так как dE  – 
элементарный интервал энергий, т.е. величина dE  много меньше 
ступеньки замедления, поэтому все нейтроны, испытавшие столк-
новение в dE , покинут его, так как вероятность попасть в интервал 
dE  после рассеяния при энергии E определяется выражением 

( )
1

1
<<

α− E
dE . Число нейтронов, испытывающих рассеяние в интер-

вале dE  в единицу времени, определяется выражением: 
 

( ) ( ) ( )dEEEEP SS ΦΣ= .                             (3.20) 
 
Скорость исчезновения нейтронов из интервала dE за счет про-

цессов поглощения находится как 
 

( ) ( ) ( )dEEEEA a ΦΣ= .                              (3.21) 
 
Скорость появления нейтронов в интервале dE  за счет генера-

ции внешними источниками определяется выражением: 
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( ) ( )dEEEqEQ 0δ −= .                                      (3.22) 
 
Рассчитаем величину ( )ERS  – скорость появления нейтронов в 

интервале dE  за счет их рассеяния при более высоких энергиях.  В 
интервал dE  нейтрон может попасть только при рассеянии из ин-

тервала ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

α
, EE  (ступенька замедления вверх от Е), или [ ]0EE, , ес-

ли 
α0
EE <  (рис. 3.9). Выберем произвольный интервал Ed ′ в пре-

делах рассматриваемого интервала. 
 
 

E⊗⊗

E E'

dE dE'

α/E

0E 0E

 
 

Рис. 3.9. Схема расположения энергетических интервалов для расчета ( )ESR  

 
Количество нейтронов, которые рассеялись в интервале Ed ′  в 

единицу времени, определяется выражением: ( ) ( ) EdEES ′′Φ′Σ . Ве-
роятность нейтрону попасть в интервал dE  после рассеяния при 

энергии E′  можно рассчитать как 
( )E

Ed
′α−1

. Тогда число нейтро-

нов, которые в единицу времени рассеялись в интервале Ed ′  и их 
энергия после рассеяния принадлежит интервалу dE , рассчитыва-
ется как 

( ) ( ) EdEES ′′Φ′Σ
( )E

Ed
′α−

⋅
1

. 
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Для определения ( )ERS  необходимо данное выражение проинтег-
рировать по Ed ′  от Е до минимальной из двух возможных вели-

чин: 0E , если 
α

<
EE0  или 

α
E , в противоположном случае: 

 

( ) ( )
( )∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α

⋅
′−

⋅′
⋅′=

EE

E

S
S Ed

E
(E')EEdER

,0min

α1
ΣΦ .                 (3.23) 

 
Подставив полученные выражения (3.20), (3.21), (3,22) и (3.23) в 

уравнение баланса (3.19) и сократив на Ed , получим искомое 
уравнение замедления, которое по существу представляет собой 
уравнение баланса нейтронов в единичном фазовом объеме: 

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) +ΦΣ−ΦΣ− EEEE aS
( )
( )∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
′α−

Σ⋅′Φ
⋅′

α
,0min

1
)(

EE

E

sS

E
E'EEd  

 ( ) 0   0 =−δ+ EEq .   (3.24) 
 
Введем следующие тождественные обозначения:  
 

( ) ( ) ( )EEEF SS ΦΣ=  –                                  (3.25) 
 

плотность рассеяния, т.е. скорость рассеяния нейтронов в еди-
ничном фазовом объеме, и 
 

( ) ( ) ( )EEEF tot ΦΣ=  –                                  (3.26) 
 

плотность взаимодействий (столкновений), т.е. скорость столк-
новений нейтронов с ядрами среды в единичном фазовом объеме. 

В этом случае уравнение замедления (3.24) можно переписать в 
виде 
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( )
α−

=
1

1EF ( ) ( )0

α
,min 0

EEq
E

EFEd

EE

E

S −δ+
′

′
⋅′∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

.          (3.27) 

 
Отметим, что в случае замедления на водороде ( 0=α ) всегда вы-

полняется условие 
α

<
EE0 , и уравнение замедления (3.27) прини-

мает вид 

( ) ( ) ( )0
0

EEq
E

EFEdEF
E

E

S −δ+
′

′
⋅′= ∫ .                   (3.28) 

 

3.6. Плотность замедления нейтронов 
 
Рассмотрим функцию, которая описывает количество нейтронов 

в единичном пространственном объеме, энергия которых в процес-
се замедления в единицу времени меняется от значения большего E 
до значения меньшего E. Эта функция называется плотностью за-
медления и обозначается как ( )Ej .  

Получим выражение для плотности замедления, исходя из ее 
определения. Рассмотрим единичный пространственный объем и 
энергию E. Пересечь это значение энергии в процессе замедления 
могут нейтроны, которые рассеялись при энергиях выше чем E. 
Выберем интервал E'd  в области энергий выше чем E (рис. 3.10). 
Число нейтронов, рассеявшихся в единицу времени в интервале 

E'd , определяется выражением ( ) ( ) EdEES ′′Φ′Σ . Из всех этих ней-
тронов пересекут значение энергии E в процессе замедления только 
те нейтроны, энергия которых после рассеяния лежит ниже чем E, 
т.е. в интервале [ ]EE ,α ′ . Вероятность того, что энергия нейтрона, 
который до рассеяния имел энергию E′ , после рассеяния окажется 

в интервале [ ]EE ,α ′ , рассчитывается как 
( )E

EE
′−
′−

α1
α . Таким образом, 

из полного числа нейтронов, рассеявшихся в интервале E'd , пере-
секут энергию E в процессе замедления только 
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( ) ( )
( )E

EEEdEES ′−
′−

⋅′′Φ′Σ
α1
α  нейтронов. Для расчета ( )Ej  необходи-

мо данное выражение проинтегрировать по E'd  от Е до мини-

мальной из двух возможных величин: 0E , если 
α0
EE < , или 

α
E  – в 

противоположном случае: 
 

( ) ( )( ) .
α1
αα

,min 0

E
EEEFEdEj S

EE

E ′−
′−′⋅′= ∫

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

                     (3.29) 

 
 
 

E⊗⊗

E E'

dE'

α/E

0E 0E

E'α

)(Ej

 
 

Рис. 3.10. Схема энергетических интервалов для определения 
плотности замедления 

 
В случае если замедление происходит на водороде ( 0=α ), всегда 

выполняется условие 
α0
EE <  и формула (3.29) принимает вид 

 

( ) ( )
E
EEFEdj S

E

E ′
′⋅′= ∫

0
E .                                  (3.30) 

 
Рассмотрим бесконечную неразмножающую гомогенную и непо-

глощающую среду ( )0=Σa  с равномерно распределенным моно-
хроматическим нейтронным источником мощностью q . Тогда в 
случае стационарной задачи любое значение E «пересекают» q  
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нейтронов в секунду, поскольку уменьшение числа нейтронов яв-
ляется следствием или пространственной утечки, или поглощения 
нейтронов, которые при рассматриваемой постановке задачи отсут-
ствуют. Таким образом, в бесконечной гомогенной непоглощаю-
щей среде плотность замедления постоянна и равна мощности 
внешнего монохроматического источника нейтронов. 
 

3.7. Замедление нейтронов в непоглощающей среде на водороде 
 

Рассмотрим бесконечную неразмножающую гомогенную и не-
поглощающую среду из водорода с равномерно распределенным 
объемным монохроматическим (Е0) источником нейтронов мощ- 
ностью q . Найдем спектр нейтронов ( )EΦ  в такой среде. Так как 
рассматривается замедление на водороде, то А = 1 и 0=α . В слу-
чае непоглощающей среды ( 0=Σa ) уравнение замедления на водо-
роде (3.28) принимает вид 

 

( ) ( ) ( )∫ =−δ+
′
′

′+−
0

0 0
E

E
SS EEq

E
EdEFEF ,                     (3.31) 

 
где ( ) ( ) ( )EEEF SS ΦΣ= . 

Будем решать уравнение (3.31) относительно плотности рассея-
ния FS(E). Уравнение (3.31) имеет особенность при 0EE = , поэтому 
решение FS(E) будем искать в виде 

 
( ) ( ) ( )0EEqEEFS −δ+ℑ= ,                           (3.32) 

 
где функция )(Eℑ  представляет собой плотность рассеяния ней-
тронов, которые до этого испытали хотя бы одно столкновение с 
ядрами среды («рассеянные» нейтроны), а второй член описывает 
плотность рассеяния нейтронов источника («нерассеянных» ней-
тронов). Другими словами, второй член в уравнении (3.32) – плот-
ность первых рассеяний.  

Отметим, что при любых значениях энергий нейтронов, не рав-
ных энергии источника (Е0), формула (3.31) имеет вид 
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( ) ( )EEFS ℑ= . 

 
После подстановки (3.32) в (3.31) получим: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00

0
0

0 =−δ+
′

−′δ+′ℑ′+−δ−ℑ− ∫ EEq
E

EEqEEdEEqE
E

E
, 

или  

( ) ( ) 0
0

0
=+

′
′ℑ′+ℑ− ∫ E

q
E
EEdE

E

E
.                         (3.33) 

 
Уравнение (3.33) аналогично уравнению (3.31), только вместо сла-
гаемого ( )0EEq −δ , описывающего, как было отмечено, плотность 

рассеяния нейтронов источника, присутствует слагаемое 
0E

q , ко-

торое описывает распределение по энергии нейтронов после перво-
го рассеяния или плотность вторых рассеяний. Действительно, по-
сле первого рассеяния на ядре водорода при энергии E0 согласно 
закону рассеяния нейтроны будут равномерно распределены внут-
ри ступеньки замедления на водороде (1/E0). Если мощность моно-
хроматического источника равна q , то после первых рассеяний 
будет сформирован распределенный в пределах ступеньки замед-
ления на водороде (от 0 до Е0) источник мощностью q/E0. Естест-
венно, что в случае бесконечной непоглощающей среды полное 
число нейтронов источника сохраняется.  

Продифференцируем (3.33) по E, воспользовавшись правилом 
дифференцирования интегралов с переменной дифференцирова-
ния, стоящей на нижнем пределе: 

 

( ) ( ) ;0=
ℑ

−ℑ−
E

EdEEd  

( )
( ) E

Ed
E
Ed

=
ℑ
ℑ

− . 
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Решением последнего дифференциального уравнения является 
функция: 

( ) ,
E
CE =ℑ                                          (3.34) 

 
где С – произвольная константа. 

Для нахождения константы рассмотрим уравнение (3.33), кото-
рое справедливо для любых значений ][0, 0EE ∈ , в точке Е = Е0. В 
этой точке интегральное уравнение (3.33) принимает вид 

( )
0

0 E
qE =ℑ . С другой стороны, из (3.34) следует, что при Е = Е0 

( )
0

0
C
E

E =ℑ . Из сравнения двух последних выражений следует, что 

q=C . Тогда 
 

( )
E
qE =ℑ  

 
и    
 

 ( )
( )

,
EE

qE
S ⋅Σ

=Φ                                (3.35) 

 
где )Φ(E  – спектр рассеянных нейтронов, т.е. нейтронов, которые 
испытали хотя бы одно рассеяние на ядрах среды.  

Спектр, описываемый формулой (3.35), называется спектром 
Ферми, и имеет физический смысл плотности потока рассеянных 
нейтронов. Перепишем спектр Ферми в переменных летаргии: 

 
( ) ( ) const==⋅ℑ=ℑ qEEu , 

или 

( )
( )u
qEEu

SΣ
=⋅Φ=Φ )( . 
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Таким образом, отличительной особенностью спектра Ферми 
является тот факт, что плотность рассеяния рассеянных нейтронов, 
записанная в терминах летаргии, – величина постоянная. 

Определим плотность замедления для данной задачи, восполь-
зовавшись выражениями (3.30) и (3.32):  

 

( ) ( )∫ =′
′

′=
0E

E
S Ed

E
EEFEj ( )∫ =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −′+

′′
′0

0δ
E

E
EEq

E
q

E
EdE  

=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′

−=
0

01
E
qE

E
qE

E

E
=+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′

−
0

01
E
qE

E
qE

E

E
q . 

 
Получили ожидаемый результат: плотность замедления в беско-

нечной непоглощающей среде постоянна и равна мощности внеш-
них источников. 

 

3.8. Замедление нейтронов в непоглощающей среде 
на ядрах с атомной массой больше единицы 

 
Рассмотрим задачу о нахождении спектра нейтронов )Φ(E  в 

бесконечной неразмножающей гомогенной и непоглощающей сре-
де, состоящей из ядер с атомной массой, большей единицы (А > 1), 
в которой равномерно распределен объемный источник нейтронов 
мощностью q , испускающий нейтроны с энергией E0.   

Для того чтобы понять физическую картину замедления нейтро-
нов, рассмотрим нейтроны, испытавшие разное число столкновений 
(рассеяний) с ядрами среды. Поскольку все нейтроны появляются с 
энергией E0, плотность первых столкновений (или плотность столк-
новений нейтронов источника) описывается выражением: 

 
( ) )( 00 EEqE −δ⋅=Ψ    (3.36) 

 
Свое первое рассеяние нейтрон всегда испытывает при энергии E0, 
поэтому функция, определяемая выражением (3.36), отлична от ну-
ля только в точке E0. После первого рассеяния нейтроны распреде-
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лены по закону ( )
( ) 0

0 1
1

E
EEp

α−
=→  в пределах ступеньки за-

медления [ ]00α E,EE ∈ . Поэтому плотность вторых столкновений 
(или плотность столкновений однократно рассеянных нейтронов) 
описывается формулой: 
 

( )
( ) 0

1 1 E
qE
α−

=Ψ .                                 (3.37) 

 
Функция ( )E1Ψ  определена в пределах первой ступеньки замедле-
ния, т.е. в интервале [ ]00α E,EE ∈ . 

Найдем ( )E2Ψ  – плотность третьих столкновений (или плот-
ность столкновений нейтронов, испытавших два рассеяния). Так 
как источником для функции ( )E2Ψ  служит функция ( )E1Ψ , кото-
рая определена в первой ступеньки замедления [ ]00α E,EE ∈ , то 
функция ( )E2Ψ  будет отлична от нуля в двух первых ступеньках 

замедления, т.е. в интервале [ ]00
2α E,EE ∈  и ее вид будет зависеть 

от наличия или отсутствия источника, а следовательно, от ступень-
ки замедления. Поэтому для расчета ( )E2Ψ  надо рассмотреть пер-
вую и вторую ступеньки замедления отдельно. 

1. Первая ступенька замедления, [ ]00α E,EE ∈ . Рассмотрим схе-
му, приведенную на рис. 3.11, т.е. энергию Е и интервал dE в пре-
делах первой ступеньки замедления. ( ) EdE2Ψ  – число нейтронов, 
энергия которых после второго столкновения лежит в интервале 
dE. Рассмотрим энергию Е´, большую чем Е, и соответствующий 
интервал энергий Ed ′ . Тогда величина ( ) EdE ′′Ψ1 представляет со-
бой число нейтронов, энергия которых после первого столкновения 
лежит в интервале Ed ′ , т.е. число нейтронов, которые испытают 
второе столкновение в этом энергетическом интервале.   
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E⊗

E E'

dE dE'
0E

0Eα

)(1 EΨ

 
Рис. 3.11. Схема для определения ( )E2Ψ  в пределах первой ступеньки замедления 

 
После столкновения эти нейтроны будут распределены по энер-

гии согласно закону рассеяния ( )
( )E

EEp
′−

=→′
α1
1 , а, следова-

тельно, вероятность того, что энергия нейтрона после рассеяния 

будет лежать в интервале dE, определяется выражением 
( )E

dE
′−α1
. 

Чтобы найти функцию ( ) EdE2Ψ , необходимо выражение 

( )
E

dEEdE
′−

⋅′′
α)(1

Ψ1  проинтегрировать по всем возможным значе-

ниям Е´, т.е. по интервалу от Е до Е0: 
 

( )
( )

=
′−

′
α−

=
′

′′
α−

= ∫∫
0

0

0

12 α1)1(
1)(Ψ

)1(
Ψ

E

E

E

E EE
qEddE

E
EEddEdEE  

 

.ln
)1(

0
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α−
=

E
EqdE  

Таким образом, 
 

( )
( ) E

E
E

qE 0

0
22 ln

1
Ψ

α−
= ,      [ ]00 ,α EEE ∈ .           (3.38) 

 
2. Вторая ступенька замедления, [ ]00

2 , EEE αα∈ . Рассмотрим 
схему, приведенную на рис. 3.12. В этом случае энергия Е и интер-
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вал dE  лежат уже в пределах второй ступеньки замедления. 
( )dEE2Ψ  – число нейтронов, столкнувшихся второй раз выше E и 

попавших в интервал [ ]00
2 , EEE αα∈ . Отметим, что, так как ис-

точником нейтронов для функции ( )E2Ψ  служит функция ( )E1Ψ , 
которая отлична от нуля только в пределах первой ступеньки за-
медления, то второе столкновение нейтронов с ядрами среды воз-
можно только при энергии нейтрона, принадлежащей интервалу 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

α
,α 0

EE .  

 

E⊗

E E'

dE dE'
0E

0Eα

)(1 EΨ

0
2Eα α/E

 
 

Рис. 3.12. Схема для расчета ( )E2Ψ  в пределах второй ступеньки замедления 

 
Рассмотрим энергию Е´, большую чем αЕ0, и соответствующий 

интервал энергий Ed ′ . ( ) EdE ′′Ψ1 – число нейтронов, столкнув-
шихся второй раз, имея энергию в интервале Ed ′ . 

После столкновения эти нейтроны будут распределены по энер-

гии согласно закону рассеяния ( )
( )E

EEp
′−

=→′
α1
1 , а, следова-

тельно, вероятность того, что энергия нейтрона после рассеяния 

будет лежать в интервале dE, определяется выражением 
( )E

Ed
′−α1
. 

Чтобы найти функцию ( ) EdE2Ψ , необходимо выражение 

( )
E

EdEdE
′−

⋅′′Ψ
α)(11  проинтегрировать по всем возможным значе-

ниям Е´, т.е. по интервалу от αЕ0 до Е/α: 
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( ) ( )
( )∫ =

′−
′

′=Ψ
α

0α

1
2 α1

Ψ
E

E E
EEdEdEdE

( )∫ =
′α−

′
α

0α 0
21

E

E EE
qEdEd  

( ) 0
2

0
2 α

ln
1 E

E
E

qEd
α−

= . 

 
Таким образом, 
 

( )
( ) 0

2
0

22 α
ln

1 E
E

E
qE

α−
=Ψ ,   [ ]00

2 α,α EEE ∈ .         (3.39) 

 
Окончательно получаем следующие выражения для функции 

( )E2Ψ : 
 

( )
( )

[ ]

( )
( )

[ ]
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈
−

=

∈
−

=

.α,α,
α

ln
α1

Ψ

;,α,ln
α1

Ψ

00
2

0
222

00
0

22

EEE
E

EqE

EEE
E
EqE

           (3.40) 

 
Из формулы (3.39) следует, что:  

а) если 0αEE = , то ( )
( ) α−

=
1ln

α1
Ψ

0
22 E

qE ; 

б) если 0EE = , то ( ) 02 =Ψ E ; 
в) если 0

2α EE = , то ( ) 02 =Ψ E . 
Аналогично можно найти ( )E3Ψ  – плотность столкновения ней-

тронов, которые до этого испытали два рассеяния на ядрах среды 
(плотность третьих столкновений). Источником для этой функции 
будет являться найденная функция ( )E2Ψ  и т.д. Поскольку функ-
ция ( )E2Ψ  определена на первых двух ступеньках замедления, то 
функция ( )E3Ψ  будет определена на первых трех ступеньках за-
медления. 
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Функция плотности столкновения рассеянных нейтронов (всех 
нейтронов, кроме нейтронов источника) представляет собой сумму 
функций ( )EiΨ : ( ) ( )∑=

i
i EEF Ψ , где i = 1, 2, 3, … На рис. 3.13 в 

качестве примера приведены распределения по энергии плотности 
столкновений нейтронов, испытавших одно, два и три столкнове-
ния с ядром бериллия от единичного источника с энергией 1 МэВ. 
Исходя из анализа поведения найденных нескольких функций 

( )EiΨ , можно утверждать, что их сумма будет иметь следующие 
особенности: 

• имеет разрыв величиной 
0)1( E

q
α−

 на границе первой сту-

пеньки замедления, т.е. при Е = αЕ0; 
• производная искомой функции будет иметь разрыв на границе 

второй ступеньки замедления, т.е. при Е = α2Е0; 
• вторая производная искомой функции будет иметь разрыв на 

границе третей  ступеньки замедления, т.е. при Е = α3Е0. 
 

 
Рис. 3.13. Плотность столкновений ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅ссм
1
3  в среде из бериллия от единичного 

источника с энергией 1 МэВ для разных поколений нейтронов 
 

E, МэВ

(E)
(E) 

(E)
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Для того чтобы найти ( )EF , надо решать уравнение замедления 
последовательно в пределах каждой из ступенек замедления. Сде-
лаем это для первой ступеньки замедления [ ]( )00 ,α EEE ∈ . Уравне-
ние замедления в пределах первой ступеньки замедления имеет вид 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )∫ =−δ+

′−
′

′+−
0

0

1
1 0

α1

E

E

S
S EEq

E
EFEdEF ,             (3.41) 

 
где верхний индекс (1) подчеркивает, что ищется плотность рас-
сеяния в пределах первой ступеньки замедления. Будем искать ре-
шение уравнения (3.41) в виде 
 

( )( ) ( )( ) ( )0
11 EEqEEFS −δ+ℑ= ,                    (3.42) 

 
где функция )()1( Eℑ представляет собой плотность столкновений 
(рассеяний) рассеянных нейтронов в пределах первой ступеньки 
замедления; )( 0EEq −δ  – плотность рассеяния нейтронов источни-
ка (плотность первых столкновений); ( )EFS  – полную плотность 
рассеяния нейтронов в пределах первой ступеньки замедления. 
Подставим выражение (3.42) в уравнение (3.41): 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )∫ =−δ+

α−
+

′α−

′ℑ
′+−δ−ℑ−

0

0
0

1

0
1 0

11

E

E
EEq

E
q

E
E

EdEEqE ; 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )∫ =
α−

+
′α−

′ℑ
′+ℑ−

0

0

1
1 0

11

E

E E
q

E
E

EdE .               (3.43) 

 
Последнее слагаемое в уравнении (3.43) описывает источник 

нейтронов, сформированный однократно рассеянными при энергии 
0E  нейтронами. Продифференцируем уравнение (3.43) по Е, ис-

пользуя правило дифференцирования интегральной функции, где 
переменная дифференцирования стоит в качестве нижнего предела 
интегрирования: 
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( ) ( )
( ) ( )
( )

0
1

1
1 =

α−
ℑ

−ℑ−
E

EdEEd , 

 
что приводит к дифференциальному уравнению 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )E

Ed
E
Ed

α−
−=

ℑ
ℑ

11

1

. 

 
Решением последнего дифференциального уравнения является 
функция 
 

( ) ( )
α1

1
1

−

=ℑ

E

CE .                                 (3.44) 

 
Константу С найдем, сравнивая выражения (3.44) и (3.43) при 
Е = Е0. Уравнение (3.43) при Е = Е0 переходит в равенство: 
 

0
0

)1(

)1(
)(

E
qE
α−

=ℑ , 

 

а из (3.44) следует, что 
α1

1

0

0
(1) )(

−

=ℑ

E

CE . Сравнивая два последних 

равенства, приходим к следующему выражению: 
 

( ) 0α1
1

0
α1 E
q

E

C
−

=
−

. 

 
Отсюда имеем, что 

α1
α

0α1
−

−
= EqC , 

 
и окончательно для плотности столкновения рассеянных нейтронов 
получаем 
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( ) ( )
α1

1

α1
α

0
1 α1

−

−

−=ℑ

E

Eq

E ,                                    (3.45) 

 
а для полной плотности рассеяния в пределах первой ступеньки 
замедления: 
 

( )( ) ( ) [ ].α,1
000

α1
1

α1
α

0
1 E,EEEEq

E

Eq

EFS ∈−δ+α−=
−

−

         (3.46) 

 
Запишем решение (3.45) в переменных летаргии, учитывая, что 

( ) ( ) ( ) ( ) EEu ⋅ℑ=ℑ 11  и ueEE −⋅= 0 : 
 

( ) ( ) =⋅
α−

= −
−

− α1
11

α1
α

0
1

1
EEquF =⋅

α−
−

−
− α1

α
α1
α

01
EEq  

α−
α

α−
α

−
−

−

α−
=⋅⋅

α−
= 11α1

α

0
α1
α

0 11
uu

eqeEEq . 

 
Таким образом, плотность столкновений рассеянных нейтронов в 
пределах первой ступеньки замедления в переменных летаргии 
имеет вид 
 

( )( ) =ℑ u1 α−
α

α−
1

1
u

eq                                       (3.47) 

 
и зависит от летаргии в отличие от случая замедления на водороде. 

Рассмотрим теперь уравнение замедления в пределах второй 
ступеньки замедления ( )][α 00

2 E,EE ∈ : 
 

( ) ( ) ( )
( )∫

α
=

′α−
′

′+−

E

E

S
S E

EFEdEF 0
1

2 ,                             (3.48) 
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где )2(

SF  – плотность рассеяния, определенная во второй ступеньке 
замедления, а )(EFS ′  равна или известной функции )()1( E′ℑ  в пре-

делах первой ступеньки замедления ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈ ]

α
,[α 0

EEE , или искомой 

функции )()2( EFS ′  в пределах второй ступеньки замедления 
( )]α,[ 0EEE ∈  – рис. 3.14. В уравнении (3.48) разобьем интеграл на 
два интеграла, соответствующие каждой из ступенек замедления: 
 

( )( )
( )( )

+
′

′
′

α−
= ∫

α 0 2
2

1
1 E

E

S
S E

EFEdEF ( )
∫
α

′
′ℑ′

α−

E

E E
EEd

0α

)1(

1
1 .       (3.49) 

 
 

E⊗

E

dE

0E

0Eα

)(1 Eℑ

0
2Eα α/E

)(2 EF

 
 
Рис. 3.14. Схема для расчета плотности рассеяния во второй ступеньке замедления 

 
Так как ( ) ( )E′ℑ 1  определена равенством (3.45), то интегральное 

уравнение (3.49) может быть решено относительно функции 
( )( )EFS
2 . Покажем, что плотность рассеяния имеет разрыв при 

0αEE = , т.е. на границе первой ступеньки замедления. Для этого из 
(3.49) найдем ( )( )0

2 EFS α : 
 

( )( )
( )( )

∫ ′
′ℑ′

α−
=

0

0α

1

0
2

1
1α

E

E
S E

EEdEF . 
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В то же время из (3.43) следует: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )∫ α−
+

′

′ℑ
′

α−
=α

0

0α 0

1

0
1

11
1 E

E
S E

q
E

E
EdEF . 

 
Сравнивая два последних уравнения, можно сделать вывод, что 
плотность рассеяния имеет разрыв на границе первой ступеньки 

замедления, и величина этого разрыва равна 
( ) 01 E

q
α−

. После ре-

шения уравнения замедления в пределах второй ступеньки замед-
ления можно решить его в третьей ступеньке и т.д. 

Рассмотрим асимптотическую область энергий. Считается, что 
асимптотическая область энергий начинается после третьей сту-
пеньки замедления от энергии источника. Нейтрон должен испы-
тать достаточно много столкновений с ядрами среды для того, что-
бы его энергия попала в асимптотическую область. Асимптотиче-
ская область энергий характеризуется тем, что плотность рассеяния 

( )EFас  уже не зависит от номера ступеньки замедления. Уравнение 
замедления в асимптотической области энергий имеет вид 
 

( ) ( )
( )∫

α

α−′
′

′=

E

E E
EdEFEF

1асас , 

а его решение: 

( ) const,ас == C
E
CEF . 

 
Найдем константу С, воспользовавшись тем, что в бесконечной од-
нородной непоглощающей среде ( ) qEj == const . Определим плот-
ность замедления в асимптотической области энергий: 
 

( ) ( ) ( )
( )

=
′

′−′
−

=
′−

′′−′= ∫∫
α

2

α α
α1α1

α
E

E

E

E E
EEEdC

E
EdEEEFEj  
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⎤

⎢⎣
⎡

−
−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

−
−=

α
1ln

α1
α1ln

α
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α1
α CEECC qC =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
+ lnα

α1
α1 . 

 
Вспомним, что согласно (3.14): 
 

lnα
α1

α1ξ
−

+= . 

 

Таким образом, окончательно получаем 
ξ

=
qC , и для асимптотиче-

ской плотности рассеяния: 
 

( )
E
qEF

ξ
=ас                                      (3.50) 

 
или для асимптотического спектра нейтронов: 
 

( )
( )

.ас EE
qE

SΣξ
=Φ                                 (3.51) 

 
В переменных летаргии выражения (3.50) и (3.51) можно перепи-
сать следующим образом: 

( ) ,ас ξ
=

quF                         (3.52) 

( )
( )u

qu
SΣξ

=Φас .    (3.53) 

 
Отметим, что в асимптотической области энергий устанавливается 
спектр Ферми – выражения (3.50) – (3.53). Показано, что использо-
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вание ( )EасΦ  в виде спектра Ферми оправдано уже для четвертой 
ступеньки при замедлении даже на легких ядрах. 

На рис. 3.15 приведен график функции ( )uFS  в относительных 
единицах для разных атомных масс замедлителя А. Впервые эта 
функция была получена и исследована чешским ученым Плачеком 
в 1948 г., поэтому она носит название «функция Плачека». 

Видно, что в пределах первой ступеньки замедления поведение 
функции плотности рассеяния нейтронов определяется выражени-
ем (3.47), на границе первой ступеньки замедления исследуемая 
функция терпит разрыв, а после третьей ступеньки замедления вы-
ходит на асимптотическое значение (3.50). 

 

 
 
 

Рис. 3.15. Функция Плачека для разных масс ядер замедлителя 
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3.9. Замедление в непоглощающей среде, состоящей из смеси 
нуклидов (асимптотическая область энергии) 

 
Рассмотрим бесконечную неразмножающую гомогенную и не-

поглощающую ( )0=Σa  среду с равномерно распределенным объ-
емным монохроматическим источником нейтронов мощностью q , 
испускающим нейтроны с энергией 0E . Для этого приведем урав-
нение замедления в асимптотической области энергий: 

 

( ) ( )
( )∫ =

′α−
′

′+−
α

0
1

E

E

S
S E

EFEdEF . 

 
Это уравнение записано для случая, если среда состоит из одно-

го нуклида. Если среда состоит из смеси нуклидов, то необходимо 
учитывать замедление на каждом из них, и уравнение замедления 
записывается в виде суммы соответствующих уравнений для каж-
дого из нуклидов: 

 

( ) ( )
( ) ( )

0
1

1 ас
ас =

′

′Φ′Σ
′

α−
+ΦΣ− ∑ ∑ ∫

α

i i

i

E

E

iS

i
iS E

EE
EdEE .       (3.54) 

 
В уравнении (3.53) ( )EасΦ  – асимптотический спектр. Отметим, 
что асимптотический спектр нейтронов устанавливается в среде и 
не зависит от типа нуклида i , на котором происходит рассеяние 
нейтрона. В то же время сечения рассеяния и максимальная отно-
сительная потеря энергии на одно столкновение зависят от типа 
нуклида. Предположим, что макроскопические сечения рассеяния 
для разных нуклидов зависят от энергии единым образом, т.е. вы-
полняется равенство:  
 

( ) ( )EfE
ii SS ⋅Σ=Σ .                             (3.55) 
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Отметим, что на практике сечения рассеяния для замедлителей в 
рассматриваемой области энергий вообще не зависят от энергии, 
т.е. ( ) 1=Ef . Используя (3.55), перепишем уравнение (3.54) сле-
дующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

ас
ас =

′
′Φ′

′
α−

Σ
+ΣΦ− ∑ ∑ ∫

α

i i

i

E

Ei

iS
iS E

EEfEdEfE .        (3.56) 

 
Введем обозначения: ∑Σ≡Σ

i
iSS  – полное макроскопическое сече-

ние среды; ( ) ( ) ( ) SEfEEF ΣΦ= асас  – асимптотическая плотность 
рассеяния. В этом случае уравнение (3.56) принимает вид 
 

( ) ( )
∑ ∫

α

′
′

′
Σ

Σ

α−
=

i

i

E

ES

iS

i E
EFEdEF ас

ас 1
1 . 

 
Решением этого уравнения является функция 
 

( )
E
CEF =ас .                                 (3.57) 

 
Действительно, подстановка (3.57) в уравнение приводит к тожде-
ству: 

∑ ∫
α

=
′

′
Σ

Σ

α−
=

i

i

E

ES

iS

i E
CEd

E
C

21
1

∑
∑

=
Σ

Σ
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ α

−
Σ

Σ

α−
=

i S

i
iS

i

S

iS

i E
C

E
C

EE
C 1

1
1 . 

 
Так как рассматривается непоглощающая среда, то константу С 
определим из условия того, что плотность замедления – величина 
постоянная и равна мощности внешнего источника. Если среда со-
стояла из одного нуклида, то уравнение для плотности замедления 
имеет вид  
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( ) ( )
( )E

EEEFEdEj S

E

E ′−
′−′⋅′= ∫

α

α1
α . 

 
Если среда состоит из смеси нуклидов, то уравнение для плот-

ности замедления будет представлять собой сумму уравнений для 
каждого из них: 
 

( )
( )( )

( )
=

′α−

′α−′ΦΣ
′= ∑ ∫

α

i

i

E

E i

iiS

E
EEE

EdEj
1

ас  

( ) ( )( )
( )

=
′α−

′α−′Φ′Σ′
Σ

Σ
= ∑ ∫

α

i

i

E

E i

iS

S

iS

E
EEEEfEd

1
ас  

( )
( )

=
′α−
′α−′

Σ

Σ
= ∑ ∫

α

i

i

E

E i

i

S

iS

E
EEFEd

1
ас ( )

( )
=

′α−
′α−′

Σ

Σ
∑ ∫

α

i

i

E

E i

i

S

iS

E
EEEdC

1
 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅αα−

α
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

−
α−Σ

Σ
= ∑

i ii

ii

iS

iS

E
E

EE
EC ln

1
1

1
 

i
i S

iS

i
i

i

i

S

iS CC ξ
Σ

Σ
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α

α−
α

+
Σ

Σ
= ∑∑ ln

1
1 . 

 
Таким образом, если определить среднелогарифмическую поте-

рю энергии в среде, состоящей из смеси нуклидов, следующим об-
разом: 

 

,∑ ξ
Σ

Σ
=ξ

i
i

S

Si                                     (3.58) 

 
то для плотности замедления в асимптотической области энергии 

получим выражение ( ) ξ== CqEj , а следовательно, 
ξ

=
qC  и 

асимптотическая плотность рассеяния определяется выражением 
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( )
E
qEF

ξ
=ас  ,                                        (3.59) 

 

или в переменных летаргии ( )
ξ

=
quFас .   

Таким образом, в асимптотической области энергий при замед-
лении в бесконечной непоглощающей гомогенной среде, состоя-
щей из смеси нуклидов, устанавливается спектр Ферми. При этом 
среднелогарифмическая потеря энергии в среде рассчитывается по 
формуле (3.58). 

 

3.10. Микроскопическое эффективное сечение поглощения. 
Понятие эффекта Доплера  

 
В предыдущих разделах было рассмотрено замедление в непо-

глощающих средах. Но для реальных замедлителей поглощение 
всегда присутствует, поэтому нейтрон при столкновении с ядром 
может как рассеяться, так и поглотиться. Кроме того, среда, как 
правило, состоит из смеси ядер замедлителя и топлива, а при взаи-
модействии нейтронов с ядрами топлива преобладающей является 
именно реакция поглощения, а не рассеяния. Для учета поглощения 
нейтронов при замедлении, прежде всего, необходимо рассмотреть 
зависимость микроскопического эффективного сечения поглоще-
ния от энергии. Из всех ядерных реакций поглощения в рассматри-
ваемой области энергий преобладает реакция радиационного захва-
та. Поэтому далее в этой главе под реакцией поглощения понима-
ется реакция радиационного захвата. 

Ядерная реакция поглощения, как было рассмотрено ранее, идет 
через образование составного ядра. При этом энергия возбуждения 
Е* составного ядра представляет собой сумму кинетической энер-
гии нейтрона в системе центра масс (Е) и энергии связи нейтрона в 
составном ядре (Есв): 

 
EEE += св

* . 
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Существование составного ядра является экспериментальным 

фактом, причем его время жизни составляет 1713 1010 −− ÷  с. После 
этого составное ядро распадается по одному из возможных кана-
лов. Реакция радиационного захвата характеризуется тем, что в ре-
зультате взаимодействия нейтрона с ядром образуется новый изо-
топ, а энергия возбуждения уносится гамма-квантами. Таким обра-
зом, реакция радиационного захвата приводит к поглощению ис-
ходного нейтрона ядром и всегда сопровождается гамма-излуче- 
нием.  

Микроскопическое сечение реакции радиационного захвата 
равно произведению микроскопического сечения образования со-
ставного ядра и вероятности распада составного ядра по каналу 
(n, γ)-реакции: 

( ) ( ) ( ) ., γ⋅σ=γσ WEn c                          (3.60) 
 

Вероятность распада составного ядра по тому или иному каналу 
определяется только энергией возбуждения E* и свойствами со-
ставного ядра, но не способом его образования. А сечение образо-
вания составного ядра определяется свойствами исходного ядра и 
кинетической энергией налетающего нейтрона в системе центра 
масс. 

Микроскопическое сечение образования составного ядра опи-
сывается формулой Брейта – Вигнера [3]: 

 

( )
( )

,

2
Г

ГГ
2

2

н2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⋅
πλ=σ

r

c

EE
gE            (3.61) 

где g – статистический множитель (зависит от взаимной ориента-
ции спинов нейтрона и ядра), в нашем случае g = 1; λ – приведен-
ная длина волны де Бройля нейтрона; нГ  – нейтронная ширина 
уровня; Г – полная ширина уровня, ∑=

i
iГГ  (Гi – парциальные 

ширины уровня); Er – энергия резонансного уровня; E – кинетиче-
ская энергия нейтрона в системе ЦМ. 
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Отметим, что величины Гi и Г являются известными параметра-
ми данного уровня ядра и приведены в соответствующих справоч-
никах. Гн называется нейтронной шириной уровня, Гγ – радиацион-
ной шириной, Гf  – делительной шириной. Полная ширина уровня 
всегда есть сумма всех возможных для данного уровня парциаль-
ных ширин. Парциальные ширины измеряются как ширина резо-
нанса в микроскопическом сечении соответствующей ядерной ре-
акции на его полувысоте (рис. 3.16), а полная ширина – как ширина 
резонанса полного микроскопического сечения взаимодействия 
нейтрона с ядром на его полувысоте. По существу, парциальная 
ширина уровня характеризует неопределенность в энергии данного 
энергетического уровня по отношению к конкретному типу ядер-
ной реакции. 
 
 

 

EE r

σ i 

E r

Гi 

 
 

Рис. 3.16. Схема определения парциальных ширин уровня 

 
Вероятности различных каналов распада составного ядра рас-

считываются как отношение соответствующей парциальной шири-
ны уровня к полной ширине этого уровня: 

 

( )
Г
ГiiW = .    (3.62) 
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Таким образом, подставив (3.61) и (3.62) в (3.60), получим фор-
мулу Брейта – Вигнера, описывающую зависимость микроскопиче-
ского эффективного сечения радиационного захвата от энергии: 

 

( )
( )

2
2

н2

2
Г

ГГ
,

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⋅
πλ=γσ γ

rEE
gn .                 (3.63) 

 
Отметим, что формула (3.63) дает возможность описать резо-

нансную часть зависимости микроскопического эффективного се-
чения радиационного захвата от энергии как систему гауссовых 
кривых, расположенных при Е = Еr. Если рассмотреть зависимость 
микроскопического сечения радиационного захвата от энергии во 
всей области энергий, то можно выделить четыре характерные об-
ласти энергий (рис. 3.17), которые наиболее ярко проявляются  для 
тяжелых ядер (топливо): 

• тепловая область энергий (ниже 1 эВ), в этой области для 
большинства ядер зависимость микроскопического сечения радиа-

ционного захвата от энергии описывается выражением 
E
1V1 = ; 

• область разрешенных резонансов (от долей электронвольт до 
килоэлектронвольт области энергий), в этой области каждый от-
дельный резонанс в сечении, описываемой формулой (3.63), можно 
измерить отдельно (таких резонансов для тяжелых ядер может 
быть несколько сотен, причем высота резонансов падает с ростом 
кинетической энергии нейтрона); 

• область неразрешенных резонансов лежит в килоэлектрон-
вольтовой области энергий (эта область характеризуется тем, что в 
ней идет перекрытие отдельных резонансных уровней). Вместе об-
ласть разрешенных и неразрешенных резонансов называется резо-
нансной областью энергий; 

• быстрая область энергий (выше верхней границы области не-
разрешенных резонансов), в этой области энергий сечение имеет 
плавную зависимость от энергии нейтрона, которая, как правило, 
хорошо описывается функцией E1 .  
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Рис. 3.17. Зависимость микроскопического сечения 

радиационного захвата U238
92  от энергии 

 
Для самого нижнего резонанса, который для ряда тяжелых изо-

топов лежит около тепловой (или даже в тепловой) области энер-
гий, кинетическая энергия нейтрона сравнима (или становится 
сравнимой при повышении температуры среды) с энергией тепло-
вого движения ядер среды. В этом случае необходимо учитывать 
направление движения ядра в момент взаимодействия с нейтроном. 
Естественно, что при этом в зависимости от направления движения 
ядра меняется значение кинетической энергии нейтрона в системе 
ЦМ. Действительно, если в момент взаимодействия с нейтроном 
ядро двигалось в направлении от нейтрона, то кинетическая энер-
гия нейтрона в системе ЦМ, которая определяет энергию возбуж-
дения составного ядра, будет меньше, чем в случае покоящегося 
ядра. А в случае, если ядро двигалось навстречу нейтрону – боль-
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ше. Эту возникающую неопределенность в кинетической энергии 
нейтрона можно учесть, если, применяя формулу Брейта – Вигнера 
(3.63) для описания самого нижнего резонанса в сечении тяжелого 
ядра, вместо табличных значений парциальных ширин и полной 
ширины уровня взять соответствующим образом поправленные ве-
личины парциальных и полной ширин. Это, в свою очередь, приво-
дит к тому, что гауссова кривая, описывающая резонанс, становит-
ся ниже и шире (рис. 3.18). Естественно, что поскольку средняя ки-
нетическая энергия нейтрона (относительная кинетическая энергия, 
усредненная по всем возможным направлениям движения ядра) ос-
тается неизменной ввиду хаотичности движения ядер среды, то 
площадь под кривой остается также неизменной. 

 
  

E Er

T2 

Г          Ширина 

σ c 

(движение ядер 
учитывается) 

T1 (движение ядра не учитывается)

T2 > T1 

Eth 
 

 

Рис. 3.18. Схема изменения формы резонанса вследствие эффекта Доплера 

 
Этот эффект называется эффектом Доплера, а явление описан-

ного изменения формы самого нижнего резонанса при увеличении 
температуры среды – доплеровским уширением резонанса. Отме-
тим, что достаточно строгое математическое описание эффекта 
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Доплера можно найти, например, в работах [4, 5]. Доплер-эффект 
играет принципиальную роль для обеспечения безопасности ядер-
ных реакторов. Поскольку одновременно с повышением мощности 
реактора нагревается топливо, то требование увеличения радиаци-
онного захвата при повышении температуры топлива – обязательное 
для безопасной работы реактора. Ответственным за выполнение это-
го требования является эффектДоплера. На рис. 3.19 Еth – граница 
тепловой области энергий. В тепловых ядерных реакторах физику 
реактора определяют скорости процессов в тепловой области энер-
гий. При T1 (рабочей температуре топлива) первый резонанс в сече-
нии радиационного захвата для U238

92 , которого в топливе 94 – 98 %, 
расположен выше тепловой области энергий (Еr1 = 6,7 эВ). Предпо-
ложим, что произошло какое-либо событие, приведшее к увеличе-
нию мощности реактора. При этом температура топлива момен-
тально повысится до T2 , и первый резонанс в сечении радиацион-
ного захвата U238

92  изменит форму и станет соответствовать T2. Но 
при этой температуре уже значительная часть резонанса попадает в 
тепловую область энергии, а следовательно, возрастет среднее се-
чение радиационного захвата нейтронов в тепловой области, что 
приведет к уменьшению относительного количества делений ядер 
топлива, т.е., в конечном счете, к понижению температуры топли-
ва. Этот эффект называется отрицательной обратной связью по 
температуре топлива. 

3.11. Замедление на водороде при наличии поглощения   
 
В случае рассмотрения замедления нейтронов с учетом их по-

глощения важной величиной является вероятность избежать по-
глощения при замедлении от энергии Е0 до энергии Е – ( )EE ,0ϕ . 
Очевидно, что вероятность избежать поглощения при замедлении 
можно рассчитать по формуле: 

( ) ( )
( )0

0 ,
E
EEE

j
j=ϕ , 
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где ( )Ej  – плотность замедления при энергии Е; ( )0Ej  – плот-
ность замедления при энергии Е0 . 

Поскольку в поглощающей среде всегда ( ) ( )0EjEj < , то 

( ) 1,0 <ϕ EE . Только в непоглощающей бесконечной среде 
( ) ( ) qEjEj == 0  и ( ) 1,0 =ϕ EE . 
Рассмотрим бесконечную неразмножающую гомогенную среду 

с равномерно распределенным объемным изотропным монохрома-
тическим источником нейтронов мощностью q и энергией E0. Сре-
да состоит из смеси атомов водорода H1

1 , который будем называть 
замедлителем, с тяжелыми ядрами (например, 238U) – поглотите-
лем. Необходимо найти спектр нейтронов, который установится в 
данной среде. Поскольку поглотителем нейтронов являются тяже-
лые ядра, на которых практически не происходит замедления, то 
будем считать, что все замедление происходит на ядрах водорода. 
Уравнение замедления в этом случае имеет вид 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0Φ 0
0

=−δ+
′

′Φ′Σ′+Σ− ∫ EEq
E

EEEdEE
E

E

S
tot  

 
Введем вспомогательную функцию: 
 

( ) ( )
( ) ( ) .10, ≤<

∑
∑= Eh

E
E

Eh
tot

S  

 
Случай ( ) 1≅Eh  соответствует ( ) ( )∑≈∑ Stot EE , а следова-

тельно, поглощение пренебрежимо мало. Учитывая, что 
( ) ( ) ( )∑ ′=∑ ′′ Stot EEEh , перепишем уравнение замедления в виде 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0 1 EEq

E
EEEhEdEE

E

E
tottot −δ+

′
′Φ′Σ⋅′⋅′=ΦΣ ∫ .   (3.64) 

Решение этого уравнения будем искать в виде 
 

( ) ( ) ( ) ( )0EEqEEEtot −δ+ℑ=Φ∑ .     (3.65) 
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Таким образом, полная плотность столкновений ( ) ( )EEtot Φ∑  

представляется как сумма плотности столкновений рассеянных 
нейтронов ( )Eℑ  и плотности столкновений нейтронов источника 

( )0EEq −δ . Подставив (3.65) в (3.64), получим: 
 

( ) ( ) =−δ+ℑ 0EEqE ( ) ( ) ( ) ( )0
0

0
0 1 EEq

E
Ehq

E
EEhEd

E

E
−δ+

⋅
+

′
′ℑ⋅′⋅′∫ , 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0

00

E
Eqh

E
E

Eh
E

E
EdE +

′
′ℑ

′∫ ′=ℑ .      (3.66) 

 
Продифференцируем выражение (3.66), используя правило диф-

ференцирования интегральных выражений, где переменная 
дифференцирования стоит на нижнем пределе, и получим следую-
щее дифференциальное уравнение: 

 

( ) ( ) ( )
E
EEhdEEd ℑ

⋅−=ℑ ,    

или 
( )

( )
( ) .dE
E
Eh

E
Ed

−=
ℑ
ℑ  

 
Общим решением последнего дифференциального уравнения, 

учитывая область интегрирования в исходном интегральном урав-
нении (3.66), является функция 

 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′
′

′=ℑ ∫ E
EhEdCE

E

E

0
exp .           (3.67) 

Для нахождения константы С вспомним, что уравнение (3.66) 
выполняется для любых значений энергий, а значит, и при E = E0. 
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В этом случае уравнение (3.66) принимает вид ( ) ( )
0

0
0 E

Ehq
E

⋅
ℑ = . В 

то же время из уравнения (3.67) следует при E = E0: ( ) CE =ℑ 0 , 

следовательно, 
0

0 )(
E

EqhC = , и выражение (3.67) для плотности 

столкновений рассеянных нейтронов перепишется в виде 
 

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′
′

′⋅
=ℑ ∫ E

EhEd
E

EhqE
E

E

0

0

0 exp .    (3.68) 

 
В случае отсутствия поглощения ( ) 1≡Eh , и учитывая, что 

∫ =
′

′
0

0ln1E

E E
E

E
Ed , для плотности столкновений рассеянных ней-

тронов получаем выражение ( )
E
qe

E
qE E

E

==ℑ
0ln

0

, т.е. спектр 

Ферми. Если же поглощение присутствует, то  
 

( ) 1≠Eh , 
и 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )∑ ′

∑ ′
−=

∑ ′
∑ ∑ ′−′

=
∑ ′
∑ ′

=′
E

E
E

EE
)E(

)E(Eh
tot

a

tot

atot

tot

S 1 . 

 
С учетом этого проведем тождественные преобразования выра-

жения (3.68): 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ;

Σ
Σexp                             

Σ
Σlnexpexp            

;
Σ
Σln

Σ
Σ11

0
0

0
0

0

0
0

00
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⎨
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⎨
⎧
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⎨
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′
′

′
′
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′
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′
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′
′

′

∫

∫∫

∫∫∫

E

E tot

a

E

E tot

a
E

E

tot

a
E

E

E

E tot

a
E

E

E
E

E
Ed

E
E

E
E

E
Ed

E
E

E
EhEd

E
E

E
Ed

E
E

E
E

E
Ed

E
EhEd

 

( ) ( ) ( )
( ) .

Σ
Σexp

0
0

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′
′

′
′

−
⋅

=ℑ ∫
E

E tot

a

E
E

E
Ed

E
EhqE  (3.69) 

 
Найдем плотность замедления ( )Ej  в рассматриваемой среде   
 

( ) ( ) ( ) ( )
=

′
′′

′=
′
′

′= ∫∫
0 Φ0 E

E

SS

E

E E
EEEΣEd

E
EEFEdEj  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(∫ ∫ +′ℑ

′
′⋅′=′′⋅

′′
′

′=
0 0

Φ
E

E

E

E
tot

tot

S E
E
EEhEdEEΣ

EEΣ
EEΣEd

( )) ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

E
EEhq

E
EEhEdEEEqδ

E

E

⋅
+

′
′ℑ′⋅′=−′+ ∫ . 

 
При выводе было использовано выражение для h(E) и формула 

(3.65). Функция ( )Eℑ  удовлетворяет уравнению (3.66), следова-
тельно, для плотности замедления окончательно получим: 

 

( ) ( )EE
E

E E
Eqh

E
EEhdEEEj ℑ=∫ +
′
′ℑ′⋅⋅= ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 0

0

0 )()()( , 

 
или, используя (3.69): 
 

( ) ( ) ( )0EqhEEEj =ℑ⋅=
( )

( ) ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′′
′

′− ∫
0

Σ
Σexp

E

E tot

a

EE
EEd .      (3.70) 
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В свою очередь, на основе вышеприведенных выкладок можно за-
писать: 

( ) ( )
E
Ej

E =ℑ .    (3.71) 

 
Если ∑ =a 0 , то для бесконечной среды ( ) qEj =  и из (3.71) сле-

дует, что ( ) ( )
E
q

E
Ej

E ==ℑ , т.е. в среде устанавливается спектр 

Ферми. 
Используя выражение для плотности замедления (3.70), найдем 

вероятность избежать поглощения при замедлении от энергии Е0 до 
энергии Е: 

 

( ) ==ϕ
)(

)(,
0

0 EJ
EjEE ( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∫ ′′Σ
′Σ′−

0 1exp
E

E tot

a
EE

EEd . (3.72) 

 
В прил. 4 приведен пример использования формулы (3.72) для 

расчета избежать поглощения на первом резонансе урана-238 при 
замедлении на водороде.  

 

3.12. Замедление на ядрах с атомной массой больше единицы 
с учетом поглощения 

 
Рассмотрим задачу о нахождении спектра нейтронов и вероят-

ности избежать поглощения при замедлении в среде, состоящей из 
смеси ядер замедлителя с атомной массой больше единицы и по-
глотителя (тяжелые ядра). Оказывается, что уравнение замедления 
в данной постановке задачи без дополнительных приближений (как 
в случае замедления на водороде) решить не представляется воз-
можным.  

По отношению к энергии источника (это область мегаэлектрон-
вольт) область резонансов (до сотен килоэлектронвольт) – асим-
птотическая область энергий, т.е. область, отстоящая от энергии 
источника более, чем на три ступеньки замедления на замедлителе. 
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Но даже в асимптотической области энергии необходимо исполь-
зовать приближенные модели для решения уравнения замедления. 
Во всей области энергий, где происходит поглощение на ядрах по-
глотителя, можно выделить две характерные области: область, где 
поглощение много меньше рассеяния (случай слабого поглоще-
ния), и область, где в сечении поглощения поглотителя расположен 
резонанс. Рассмотрим последовательно обе эти области энергий. 

Случай слабого поглощения. Случай слабого поглощения оз-

начает, что ( )
( )

1<<
∑
∑

E
E

s

a , и реализуется в области неразрешенных 

резонансов и в областях между разрешенными резонансами. В этих 
областях микроскопическое сечение рассеяния замедлителя имеет 
тот же порядок величины, что и микроскопическое сечение погло-
щения поглотителя (единицы – десятки барн), поэтому с учетом то-
го факта, что концентрация ядер замедлителя существенно больше 
концентрации ядер поглотителя, можно утверждать, что макроско-
пическое сечение рассеяния среды будет существенно больше мак-
роскопического сечения поглощения. 

Рассмотрим энергетический интервал ∆E (рис. 3.19) в области 
[E1, E2], где реализуется случай слабого поглощения, и баланс ней-
тронов в этом энергетическом интервале. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.19. Схема баланса нейтронов в энергетическом интервале 

 
Исходя из определения плотности замедления и основываясь на 

законе сохранения нейтронов, можно утверждать, что изменение 
плотности замедления на энергетическом интервале ∆Е равно ско-
рости реакции поглощения нейтронов в интервале ∆Е, т.е. 
 

j(E) 
j(E+∆E)

 

E 

Поглощение 

∆E 

E2 E1 
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( ) ( ) ( ) ( ) EEEEjEEj a ∆Φ∑=−∆+ .         (3.73) 
 

Так как рассматривается случай слабого поглощения, то в каче-
стве спектра нейтронов в правой части уравнения (3.71) можно ис-
пользовать спектр Ферми, который бы установился в среде из за-
медлителя в асимптотической области энергий. Только вместо 
мощности внешнего источника в этом спектре должна стоять соот-
ветствующая плотность замедления, что позволяет учесть погло-
щение нейтронов в области энергий выше рассматриваемой: 

 

( ) ( )
( )∑ ⋅⋅ξ

≈Φ
S EE

Ej
E .           (3.74) 

 
В случае отсутствия поглощения qEj =)( и (3.74) представляет 

собой спектр Ферми в асимптотической области энергий в непо-
глощающей среде. 

Подставим (3.74) в (3.73): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∑ ⋅ξ

∑ ∆
=∆≡−∆+

S EE
a EEjE

EjEjEEj
)(

 

 
и перейдем к дифференциальному уравнению 
 

( )
( )

( )
( ) E

dE
E

E
Ej
Edj

S

a

∑ξ
∑= , 

 
решением которого на рассматриваемом интервале энергий [E, E2] 
является функция 
 

( ) ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∫ ′
′

′Σξ
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Учитывая слабое поглощение, т.е. равенство ( ) ( )∑ ′≈∑ ′ EE totS , 
получим выражение для вероятности избежать поглощения при за-
медлении на интервале [E1, E2]: 
 

( ) ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∫ ′
′

′Σξ
′Σ

−==ϕ
2

12

1
12 exp

)(
)(,

E

E E
Ed

E
E

Ej
EjEE

tot

a .         (3.75) 

 
Случай узкого изолированного резонанса. Определим веро-

ятность избежать поглощения в энергетическом интервале [E1, E2] 
при замедлении на ядрах с атомной массой больше единицы, если в 
рассматриваемом энергетическом интервале в сечении поглощения 
(радиационного захвата) поглотителя расположен узкий изолиро-
ванный резонанс (рис. 3.20).  

На рис. 3.20 выделены две характерные области энергий: 
область I, где реализуется случай слабого поглощения, т.е. 

Sa ∑∑ << ; 
область II, где в сечении поглотителя расположен узкий изоли-

рованный резонанс и, следовательно, априорно неизвестны соот-
ношения макроскопических сечений поглощения и рассеяния. 

 

 
Рис. 3.20. Зависимость сечения поглощения от энергии 

E2 E

II I 

Er E1

∆E ′

Г
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Резонанс называется узким, если ширина резонанса Г много 
меньше средней потери энергии при одном столкновение нейтрона 

с ядром замедлителя ( )з1
2

Г α−<< rE
. 

Резонанс называется изолированным, если расстояние между 
ним и следующим, расположенным выше, резонансом много боль-
ше ступеньки замедления для замедлителя ( )з1 α−>> rED . 

Узкие изолированные резонансы реально существуют. Напри-
мер, рассмотрим первый резонанс 238U при замедлении на углероде. 
Первый резонанс 238U имеет следующие параметры: Er

 = 6,7 эВ, Г = 
= 26,5·10-3 эВ. Второй резонанс 238U лежит при энергии 21 эВ. Для 
углерода α = 0,716. Проверим выполнимость условий узости и изо-
лированности первого резонанса урана-238 при замедлении на уг-
лероде: 

 

( ) ( )

эВ. 9,1)1(                

эВ; 95,0
2

716,017,6
1

2
C

C

≅α−

≅
−⋅

=α−

r

r

E

E
 

 
Оба из условий 26,5·10–3 << 0,95 и (21–6,7) = 14,3 >> 1,9 эВ с 

хорошей точностью выполняются, поэтому первый резонанс урана-
238 можно считать узким и изолированным при замедлении на уг-
лероде.  

Подчеркнем еще раз, что говорить об узости и изолированности 
резонанса в сечении поглощения поглотителя можно только по от-
ношению к замедлению на конкретном замедлителе. При этом надо 
отметить, что далеко не все резонансы урана-238 при замедлении на 
реальных замедлителях можно считать узкими и изолированными. 

Условие узости резонанса позволяет утверждать, что вероят-
ность того, что энергия нейтрона при замедлении попадет в область 
резонанса, т.е. в область энергий [E – 3Г, E + 3Г], мала, поскольку 
эта область существенно меньше ступеньки замедления на замед-
лителе. 
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Условие изолированности резонанса  позволяет утверждать, что 
на пути от предыдущего резонанса к рассматриваемому нейтрон 
испытает много столкновений с ядрами среды, т.е. в области слабо-
го поглощения на интервале ступеньки замедления до резонанса 
сформируется невозмущенный спектр Ферми, характерный для 
асимптотической области энергий. Действительно, для урана-238 
при замедлении от энергии второго резонанса до энергии первого 

резонанса нейтрон в среднем испытает 2,7
158,0
142,17,6

21ln
≈=

ξ
=

C
N  

столкновений с ядрами среды в области слабого поглощения. 
Выберем в пределах резонанса (в интервале энергий [E1, E2]) ин-

тервал E′∆  и рассмотрим уравнение баланса нейтронов (3.75): 
                                     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) EEEEjEjEEj a ′∆′Φ∑ ′=′∆=′−′∆+′ . 
 

Но если в случае слабого поглощения в качестве спектра ней-
тронов ( )E′Φ  можно было использовать невозмущенный спектр 
Ферми, то в данном случае в области резонанса возможно сильное 
поглощение нейтронов, а следовательно, и возмущение спектра 
нейтронов.  

Найдем спектр нейтронов в области узкого изолированного ре-
зонанса ( )E′Φ  (рис. 3.21). 

 
  

E2 EE 1 

∆E′

E′ 
α

Область резонанса
Область слабого поглощения  
          (спектр Ферми) 

Е′ 
 
 

Рис. 3.21. Схема для нахождения спектра нейтронов в области резонанса 
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Резонанс – узкий, поэтому выполняется равенство 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

α
′

<<′− 22 EEEE , т.е. в интервал E′∆  подавляющее боль-

шинство нейтронов приходит из интервала ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

α
′EE ,2 . А это – об-

ласть слабого поглощения, в которой установился невозмущенный 
спектр Ферми ( )E0Φ  вне зависимости от того, есть резонанс или 
его нет, поскольку наличие резонанса ни как не влияет на спектр 
нейтронов в более высокой области энергий. Наличие или отсутст-
вие резонанса влияет только на спектр нейтронов в области 
[E ′, E2], размеры которой по сравнению со ступенькой замедления, 
а следовательно, и вклад в баланс нейтронов в интервале E′∆  ма-
лы. Таким образом, в интервал E′∆  приходит примерно одинако-
вое число нейтронов за счет рассеяния при более высоких энергиях 
вне зависимости от наличия или отсутствия резонанса. Но в случае 
стационарной задачи скорость генерации нейтронов в E′∆  всегда 
равна скорости исчезновения нейтронов из E′∆ . Таким образом, 
получается логическая цепочка, изображенная на рис. 3.22. 

В изображенной на рис. 3.22 логической диаграмме все знаки 
равенства, за исключением жирного, обсуждены выше. А жирный 
знак равенства следует из логики приведенной диаграммы. 

Таким образом, скорость исчезновения нейтронов из E′∆  не за-
висит от наличия или отсутствия резонанса. Но в случае наличия 
резонанса эта величина определяется соотношением 

( ) ( ) EEEtot ′∆′Φ∑ ′ , поскольку любое столкновение с ядром среды 
приводит или к рассеянию, или к поглощению нейтрона. А в случае 
отсутствия резонанса реализуется случай слабого поглощения, т.е. 

Stot Σ≈Σ , и устанавливается невозмущенный спектр нейронов – 
спектр Ферми – )(0 E′Φ . Поэтому в случае отсутствия резонанса 
скорость исчезновения нейтронов из E′∆  рассчитывается как 

( ) ( ) EEES ′∆′Φ∑ ′ 0 . 
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Рис. 3.22. Логическая диаграмма 

 
Итак, получено следующее равенство: 

 
( ) ( ) EEEtot ′∆′Φ∑ ′ = ( ) ( ) EEES ′∆′Φ∑ ′ 0 ,  (3.76) 

 
где  

( ) ( )
( )∑ ′′ξ

′
=′Φ

S EE
EjE0 . 

 
Отметим, что поскольку сечение рассеяния замедлителя факти-

чески не зависит от энергии, а плотность замедления слабо меняет-
ся на малом интервале [E1, E2] в случае слабого поглощения, то 
правая часть равенства (3.76) фактически не зависит от энергии. А 
это означает, что плотность столкновений (левая часть (3.76)) по-
стоянна в области узкого изолированного резонанса. Поскольку 
плотность замедления слабо меняется на малом интервале [E1, E2] в 
случае слабого поглощения, то в формуле для невозмущенного 
спектра Ферми (Ф0) заменим в числителе j(E ′) на j(E2), где j(E2) – 
плотность замедления, «падающая» на резонанс: 

 

( ) ( )
( )

( )
( )∑ ′′ξ

≈
∑ ′′ξ

′
=′Φ

SS EE
Ej

EE
Ej

E 2
0 . 

 
Подставим последнее выражение в (3.76) и выразим спектр ней-

тронов Ф(Е) в пределах узкого изолированного резонанса: 
 

Скорость генерации нейтронов в
∆E′ в случае наличия резонанса 

Скорость генерации нейтронов в
∆E′ в случае отсутствия резонанса 

Скорость исчезновения нейтронов из
∆E′ в случае наличия резонанса 

Скорость исчезновения нейтронов из
∆E′ в случае отсутствия резонанса 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( )∑ ′′ξ

=
∑ ′

∑ ′Φ′
=′Φ

tottot

S
EE

Ej
E

EEE 20 . 

 
Таким образом, в пределах узкого изолированного резонанса ус-

танавливается следующий спектр: 
 

( ) ( )
( )

,2

∑ξ
=Φ

tot EE
Ej

E     (3.77) 

 
который называется спектром Вигнера. Отметим, что в отличие от 
спектра Ферми в знаменателе спектра Вигнера стоит не макроско-
пическое сечение рассеяния замедлителя, которое фактически не 
зависит от энергии, а полное сечение, которое сильно зависит от 
энергии, поскольку включает сечение поглощения поглотителя: 
 

)()()()()( ЗЗПП ЕЕЕЕE aSSatot Σ+Σ+Σ+Σ=Σ . 
 
Если пренебречь сечением поглощения замедлителя по сравнению 
с сечением рассеяния замедлителя и сечением рассеяния поглоти-
теля по сравнению с сечением поглощения поглотителя, то для 
полного сечения получится следующее выражение: 
 

ЗЗППЗП )()()( SaSatot NЕNЕE σ+σ=Σ+Σ≅Σ .           (3.78) 
 

Если в среде очень мало поглотителя (случай бесконечного раз-
бавления), то каким бы большим не было микроскопическое сече-
ние поглощения поглотителя первое слагаемое в (3.78) стремится к 
нулю, следовательно, полное сечение стремится к сечению рассея-
ния замедлителя, а спектр Вигнера – к спектру Ферми (кривая 1 на 
рис. 3.23). При повышении концентрации ядер поглотителя растет 
влияние первого слагаемого в (3.78) и в спектре нейтронов (3.77) 
начинает наблюдаться «провал», который ведет себя противопо-
ложным образом по отношению к микроскопическому сечению по-
глощения (кривая 2 на рис. 3.23).  
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Чем больше доля ядер поглотителя, тем сильнее депрессия спек-
тра нейтронов в области резонанса. Этот эффект «выедания» спек-
тра нейтронов на резонансе при повышении доли ядер поглотителя 
в среде называется эффектом резонансной самоэкранировки. Он 
приводит к тому, что при повышении концентрации ядер поглоти-
теля в среде скорость поглощения на резонансе, которая определя-
ется интегралом по энергии от произведения макроскопического 
сечения поглощения поглотителя на спектр нейтронов, растет мед-
леннее, чем макроскопическое сечение поглощения поглотителя. 

 

E
Er

1 

2

aσ

Φσ ,a

 
Рис. 3.23. Спектр нейтронов в области резонанса 

 
Подставим найденный спектр Вигнера (3.78) в уравнение балан-

са нейтронов в интервале E′∆ : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

Ea EE
Ej

EEa EEEj
tot

′∆∑
∑ ′′ξ

′=′∆∑ ′Φ′=′∆ 2 . 

 
Рассчитаем скорость поглощения на резонансе, проинтегрировав 
последнее выражение по интервалу энергий [E1, E2]: 
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( ) ( ) ( )212 EjEjEj =−
( )
( )∫ ′′Σξ

Σ′
2

1

E

E tot

a
EE

EEd . 

 
Вероятность избежать поглощения при замедлении в области 

энергий [E1, E2] будет определять следующей формулой: 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

=
−

−==ϕ
2

12

2

1
12 1,

Ej
EjEj

Ej
Ej

EE ( )
( ) ≈

′
′

′Σξ
′Σ

− ∫ E
Ed

E
EE

E tot

a
2

1

1  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Σξ
Σ

−≈ ∫
2

1 )(
)(exp

E

E tot

a
EE

EdE . 

 
В последнем равенстве учтено, что интеграл всегда существенно 

меньше единицы, и использована формула разложения экспонен-
циальной функции около нуля. 

Таким образом, для вероятности избежать поглощения на узком 
изолированном резонансе при замедлении на ядрах замедлителя с 
атомной массой большей единицы получена следующая формула: 

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Σξ
Σ

−≈ϕ ∫
2

1
12 )(

)(exp),(
E

E tot

a
EE

EdEEE .  (3.79) 

 
Если учесть, что функция 1/E слабо меняется на небольшом ин-

тервале [E1, E2], то для расчетов вероятности избежать поглощения 
на узком изолированном резонансе при замедлении на ядрах за-
медлителя с атомной массой большей единицы можно использо-
вать следующую формулу: 

 

( )
( ) Ed
E
E

E
EE

E

E tot

a

r
′

′Σ
′Σ

ξ
−≈ϕ ∫

2

1
12

11),( .   (3.80) 

 
Необходимо подчеркнуть, что в ( )∑ ′tot E  входит и ( )∑ ′a E , и 

( )∑ ′S E , причем в ( )∑ ′S E  входит ( )∑ ′ЗS E  – слабоменяющаяся 
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функция и ( )∑ ′ПS E  – сильноменяющаяся резонансная функция. Но 

поскольку рассматривается тяжелый поглотитель, то замедлением 
на поглотителе часто пренебрегают (это так называемое приближе-
ние бесконечной массы поглотителя). При этом в ( )∑ ′tot E  учиты-

вают только ∑ З ,S  считая, что ЗП SS ∑<<∑  даже в резонансе, и 

( )∑ ′Па E , пренебрегая ∑ З ,a  по сравнению с ∑ З ,S  Этот случай рас-

смотрен в прил. 5. 
  

3.13. Поглощение нейтронов на группе  
узких изолированных резонансов 

 
Рассмотрим задачу о нахождении вероятности избежать погло-

щения на группе узких изолированных резонансов в сечении по-
глощения поглотителя, расположенных в асимптотической по от-
ношению к замедлителю области энергии. Отметим, что результат 
будет приближенным, поскольку не все резонансы в сечении по-
глощения поглотителя реально являются узкими и изолированны-
ми по отношению к замедлению на реальных замедлителях. 

Всю энергетическую область в данной задаче представим как 
совокупность непересекающихся энергетических интервалов 
(рис. 3.24), в каждом из которых выполняется одно из нижесле-
дующих условий: 

• макроскопическое сечение поглощения много меньше макро-
скопического сечения рассеяния (область слабого поглощения), это 
условие реализуется между узкими изолированными резонансами 
или в области неразрешенных резонансов; 

• внутри интервала расположен узкий изолированный резонанс 
в сечении радиационного захвата поглотителя. 

В предыдущем разделе были получены выражения для расчета 
вероятности избежать поглощения при замедлении для обоих, пе-
речисленных выше, случаев: выражение (3.75) для случая слабого 
поглощения и (3.79) для случая узкого изолированного резонанса. 
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Видно, что вид этого выражения не зависит от рассматриваемого 
случая. Для расчета вероятности избежать поглощения при замед-
лении для всей энергетической области [E1, E2] необходимо пере-
множить вероятности избежать поглощения при замедлении для 
каждого из энергетических интервалов, составляющих эту область 
(см. рис. 3.24), при этом каждая из вероятностей определяется од-
ним и тем же выражением (3.75) или (3.79): 
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Рис. 3.24. Схема разбиения энергетической области на интервалы 

 
Необходимо отметить, что последнее выражение:  
• точное для замедления на водороде; 
• приближенное для случая слабого поглощения при замедлении 

на ядрах с атомной массой большей единицы; 
• приближенное для случая одного или нескольких узких изоли-

рованных резонансов в сечении поглощения поглотителя при рас-
положенных в асимптотической области энергии по отношению к 
замедлению на замедлителе с атомной массой большей единицы. 

  Номер 
  интервала    I      I–1                          i                                      2           1 

             E1                              Ei                Ei+1                                            E2            E
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В физике ядерных реакторов большой интерес представляет ве-
роятность избежать поглощения при замедлении от Е0 – энергии, 
при которой нейтроны рождаются (около 2 МэВ), до Еth – верхней 
границы тепловой области энергии (1 – 5 эВ). Естественно, что эту 
вероятность можно рассчитать по формуле: 

 

( )
( )

.exp),(
0

0 ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
∫ ′

′
′Σξ

′Σ
−≈ϕ

E

E E
Ed

E
EEE

th tot

a
th    (3.81) 

 

3.14. Эффективный и истинный резонансные интегралы 
 
Расчет вероятности избежать поглощения при замедлении по 

общей, пусть даже приближенной, формуле (3.81), представляет 
собой сложную задачу. Действительно, для каждой конкретной то-
пливной композиции необходимо вычислить интеграл по энергети-
ческой переменной от функции, которая имеет сложную (резо-
нансную) зависимость от энергии и которая стоит и в числителе, и 
в знаменателе подынтегральной функции. Задача существенно ус-
ложняется для реальных сред, состоящих из нескольких десятков 
резонансных поглотителей (тяжелых ядер).  

В показателе экспоненты в выражении (3.81) стоит интеграл 
( )
( ) E

Ed
E

ER
E

thE tot

a
′
′

′Σξ
′Σ

= ∫
0

, который пропорционален скорости поглоще-

ния нейтронов. Действительно, скорость поглощения нейтронов в 
области от Еth до Е0 рассчитывается по формуле: 

 

( ) ( )∫ ′′Φ′Σ=
0

1

E

thE
a EdEER , 

 
где в общем случае под интегралом стоит спектр Вигнера  
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( )
( )∑ ′′

′Φ
ξ EE

E
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1~ . Поэтому 
( )
( ) R

E
Ed

E
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E

thE tot
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′Σξ
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∫
0

1 ~ . 

Перепишем R в переменных летаргии: ( )
( )du'

u

u'
u'R

th
a∫ Σξ

Σ
=

0
, где uth – 

летаргия, соответствующая Еth. 
Если во всей области замедления реализуется случай слабого по-

глощения, то полное макроскопическое сечение приблизительно 
равно макроскопическому сечению рассеяния замедлителя и не за-
висит от энергии нейтрона ( З)( Stot E Σ≈Σ ). В этом случае выраже-
ние для R можно переписать следующим образом: 
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где введено обозначение  
 

.)(
0

П∫ σ≡
th

a

u
u'du'I  

 
Величина I называется истинным резонансным интегралом, пред-
ставляет собой интеграл от микроскопического сечения поглоще-
ния поглотителя по всей области замедления и измеряется в бар-
нах. Истинный резонансный интеграл не зависит от соотношения 
ядер поглотителя и замедлителя в среде, а является характеристи-
кой данного нуклида. Для всех значимых в физике ядерных реакто-
ров нуклидов он рассчитан и приведен в соответствующих спра-
вочниках. Таким образом, если во всей области замедления реали-
зуется случай слабого поглощения, то вероятность избежать резо-
нансного захвата может быть рассчитана по формуле: 
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В общем случае преобразуем выражение для R следующем об-
разом: 
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где введено обозначение 
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Величина Iэф называется эффективным резонансным интегралом и 
измеряется в барнах. Эффективный резонансный интеграл рассчи-
тывается для конкретной среды, поскольку он зависит от соотно-
шения ядер поглотителя и замедлителя в среде, т.е. от изотопного 
состава среды. Эффективный резонансный интеграл в отличие от 
истинного учитывает резонансную самоэкранировку, поскольку 
использует спектр Вигнера. Зная эффективный резонансный инте-
грал в данной среде, можно рассчитать вероятность избежать по-
глощения при замедлении: 
 

( ) ,exp,0 эф
З

П

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

Σξ
−=ϕ INu

S
th               (3.82) 

 
где ПN  – концентрация ядер поглотителя в среде. 

Исходя из последней формулы, легко дать определение эфI . 

Эффективный резонансный интеграл – эффективное микроскопи-
ческое сечение поглощения ядер резонансного поглотителя, кото-
рое позволяет на невозмущенном спектре замедления (спектре 
Ферми – 1/ξΣS) правильно рассчитать интегральную величину – ве-
роятность избежать поглощения при замедлении.  
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Рис. 3.25. Зависимость эффективного резонансного интеграла 
от соотношения количества ядер замедлителя и поглотителя в среде 

 
Естественно, что эффективный резонансный интеграл всегда 

меньше истинного и стремится к нему в случае бесконечного раз-
бавления (рис. 3.25). При этом спектр Вигнера стремится к спектру 
Ферми и резонансная самоэкранировка играет все меньшую роль. 
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Глава 4 
ПРОСТРАНСТВЕННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

ЗАМЕДЛЯЮЩИХСЯ НЕЙТРОНОВ 

 
В данной главе в рамках одной модели будут рассмотрены как 

пространственное распределение (диффузия), так и энергетическое 
распределение (замедление) нейтронов, которые обсуждались по 
отдельности в гл. 2 и 3 соответственно. После рождения внешним 
источником, или в результате деления ядер среды, нейтроны стал-
киваются с ядрами, теряя энергию, и одновременно смещаются от 
источника нейтронов в пространстве. Поэтому для описания ней-
тронного поля в среде необходимо учитывать взаимосвязанные 
процессы диффузии и замедления нейтронов, или, другими слова-
ми, описывать пространственно-энергетическое распределение 
нейтронов. Таким образом, фазовое пространство для модели опи-
сания нейтронного поля, которое будет рассмотрено в данной гла-
ве, представляет собой совокупность переменных ( )Er ,r . Будет 
рассматрена конечная гомогенная неразмножающая и слабопогло-
щающая среда )( Sa Σ<<Σ , состоящая из тяжелых ядер (А >> 1). 
Размер среды должен быть существенно больше длины свободного 
пробега нейтронов в этой среде. Модель нейтронного поля будет 
формулироваться для пространственных областей, расположенных 
далеко (более трех длин свободного пробега нейтрона в среде) от 
локальных неоднородностей и в асимптотической области энергий. 
В случае замедления на ядрах с атомной массой существенно 
большей единицы, как было показано в гл. 3, упругое потенциаль-
ное рассеяние изотропно в ЛС. Если при этом рассматривать изо-
тропный источники нейтронов, то можно сформулировать уравне-
ния относительно интегральных по угловой переменной функций, 
т.е. исключить зависимость от угловой переменной. Отметим, что 
требование того, чтобы среда состояла из тяжелых ядер, является 
необходимым для применимости рассматриваемой модели (для 
сред, состоящих из водорода и дейтерия, данная модель не приме-
нима), но расчетные исследования показали, что данная модель 
может с успехом использоваться для описания нейтронного поля в 
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средах, состоящих из веществ с атомной массой больше десяти, т.е. 
для реальных замедлителей (H2O, C, D2O, Be и др.). 

4.1. Уравнение замедления в диффузионном приближении 
 
Рассмотрим баланс нейтронов в элементарном фазовом объеме 

dVdE  около точки фазового пространства ( )Er ,r . При этом одно-
временно учтем два процесса – замедление нейтронов и их диффу-
зию. Рассмотрим стационарную задачу и неразмножающую среду, 
состоящую из тяжелых ядер.  

Уравнение баланса нейтронов в элементарном фазовом объеме в 
данном случае будет иметь вид 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,, =++−− ErQErRErAErL rrrr , 

 
где ( )ErL ,r  – скорость утечки нейтронов из dVdE  через границу 
объема dV за счет диффузии; ( )ErA ,r  – скорость исчезновения 
нейтронов из dVdE  за счет процессов поглощения и рассеяния 
нейтронов; ( )ErR ,r  – скорость генерации нейтронов в dVdE  за 
счет замедления при EE >′ ; ( )ErQ ,r  – скорость генерации ней-
тронов в dVdE  внешним источником.  

Отметим, что любое рассеяние нейтрона уводит его из фазового 
объема dVdE , поскольку вероятность того, что энергия нейтрона 
после рассеяния останется в элементарном интервале dE бесконеч-
но мала. Каждое из слагаемых в уравнении баланса можно записать 
известным способом, который подробно обсуждался или в гл. 2, 
или в гл. 3 при выводе соответствующих уравнения баланса ней-
тронов: 

 
( ) ( ) ,,, dVdEEridivErL rrr

=  
 
где ( )Eri ,r

r
 – вектор тока нейтронов; 
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( ) ( ) ( ) ,,,, dVdEErErErA tot
rrr

Φ∑=  
 
где ),(),(),( ErErEr Satot

rrr
Σ+Σ=Σ ; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) dVdE
E

EdErErErR
EE

E
S ′α−

′
′Φ′Σ= ∫

α

1
,,,

),0min( rrr ; 

 
( ) ( ) ,,, dVdEErSErQ rr

=  
 

где ( )ErS ,r  – мощность внешних источников нейтронов (заданная 
функция). 

После подстановки полученных выражений в уравнение баланса 
нейтронов в фазовом объеме dVdE  и сокращения dVdE  получим 
уравнение баланса нейтронов в единичном фазовом объеме  

 
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) .0,
1

,,

),(,,div
),0min(

=+
′α−

′
′Φ∫ ′Σ+

+ΦΣ−−
α

ErS
E

EdErEr

ErErEri
EE

E
S

tot

rrr

rrrr

 

 
Это уравнение – точное и отражает закон сохранения нейтронов, 

но содержит две неизвестные функции – плотность потока и вектор 
тока нейтронов. Для связи вектора тока нейтронов с плотностью 
потока нейтронов используем полученный в гл. 2 закон Фика, ко-
торый обобщим на случай рассматриваемого фазового пространст-
ва: ( ) ( )ErErDEri ,grad),(, rrrr

Φ−= . После подстановки закона Фика 
в последнее уравнение получим искомое уравнение замедления в 
диффузионном приближении (или уравнение диффузии замедляю-
щихся нейтронов):  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) .0,
1

1,,'

,,,,div
)min( 0

=+
′α−

′Φ′Σ+

+ΦΣ−Φ∇

∫
α

ErS
E

ErErdE

ErErErErD
EE

E
S

tot

rrr

rrrr
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Поскольку это уравнение использует закон Фика, то оно приме-

нимо только в случае применимости закона Фика, т.е. для больших 
слабопоглощающих сред, состоящих из тяжелых ядер, далеко от 
локальных неоднородностей и в случае, если сечение рассеяния по-
стоянно на расстоянии нескольких длин свободного пробега ней-
трона от рассматриваемой точки пространства. 

В случае гомогенной среды (параметры среды не зависят от 
пространственной переменной) уравнение замедления в диффузи-
онном приближении принимает вид 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) .0,
1

1,'

,,
),min( 0

=+
′α−

′Φ′Σ+

+ΦΣ−∆Φ

∫
α

ErS
E

ErEdE

ErEErED
EE

E
S

tot

rr

rr

         (4.1) 

 

Третий член в этом уравнении, т.е. ( ) ( )
( )

,
1

1,'
),min( 0

E
ErEdE

EE

E
S ′α−

′Φ′Σ∫
α r  

часто называется интегралом столкновений. 
 

4.2. Модель непрерывного замедления 
(диффузионно-возрастное приближение) 

 
Рассмотрим асимптотическую область энергий, т.е. будем раз-

бирать уравнение (4.1) в области, отстоящей от области источника 
более чем на три ступеньки замедления. 

Преобразуем  интеграл столкновений в уравнении (4.1). В инте-
грал столкновений входит функция ( ) ( ) ( )∑ Φ= SS ErEErF ,, rr

 – 
плотность рассеяния нейтронов около точки rr  при энергии Е. Из 
теории замедления (см. гл. 3) известно, что в бесконечной гомоген-
ной неразмножающей и непоглощающей среде при замедлении на 
ядрах с атомной массой больше единицы в асимптотической облас-
ти энергий устанавливается спектр Ферми: 
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( )
E
qErFS ξ

, =
r    или   ( )

ξ
, qurFS =
r , 

 
где q – мощность внешнего источника нейтронов. Этот спектр, за-
писанный в переменных летаргии, не зависит от энергетической 
переменной. В данном случае рассматривается конечная (но боль-
шая) поглощающая (но слабопоглощающая) среда с неоднородным 
расположением источников нейтронов. Поскольку рассматривае-
мое уравнение применимо только для больших слабопоглощающих 
сред далеко от локальных неоднородностей, то можно ожидать, что 
функция плотности рассеяния слабо меняется по энергетической 
переменной (летаргии) в пределах ступеньки замедления, а следо-
вательно, функцию ( )urFS ,r  в пределах ступеньки замедления 
можно адекватно описать двумя членами разложения в ряд Тейлора 
по летаргии u (летаргия после рассеяние) около летаргии u′ (летар-
гия до рассеяния):  
 

( ) ( )
( )

( )uu
u

ursF
urFurF SS −′

∂

∂
+≈′

,
,,

r
rr  .     (4.2) 

 
Это выражение точное в бесконечной гомогенной среде без по-

глощения даже без второго члена. Введением второго члена в раз-
ложении (4.2) учитывается конечность среды, наличие поглощения 
и локальных неоднородностей для большой слабопоглощающей 
среды далеко от локальных неоднородностей. Заметим, что чем 
меньше ступенька замедления, т.е. чем тяжелее ядра среды, тем 
меньше интервал, на котором проводится разложение функции, и, 
следовательно, точность аппроксимации функции двумя первыми 
членами разложения в ряд (4.2) выше. Отметим, что использование 
разложения (4.2) подразумевает, что энергия нейтрона в процессе 
замедления меняется непрерывно, а не дискретным образом. Это 
модель непрерывного замедления (рис. 4.1). 

Необходимо отметить, что на рис. 4.1 приведена качественная 
картина замедления для среднего нейтрона. Реально при описании 
нейтронного поля имеют дело с величинами, усредненными по 
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большому количеству нейтронов, и, естественно, что ступенчатый 
график на рис. 4.1 трансформируется в гладкую функцию после не-
скольких первых ступенек замедления.  

 
E

E0

t
 

 
Рис. 4.1. Потеря энергии во времени при замедлении среднего нейтрона 

 
Для выполнения описанных выше преобразований перейдем в 

уравнении (4.1) от энергетической переменной к летаргии и запи-
шем его в асимптотической области энергий, т.е. для нейтронов, 
которые испытали уже большое количество столкновений с ядрами 
среды. Для этого умножим уравнение замедления в диффузионном 
приближении на E  и перейдем к переменной u, учитывая, что 

( ) ( )urEEr ,, rr
Φ=⋅Φ :  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

,,,)( =
′α−

′
′Φ′Σ−ΦΣ+∆Φ− ∫

α

E
EdErEEuruuruD

E

E
Stot

rrr . 

 
В последнем уравнении отсутствует член внешнего источника, 

поскольку оно записано для асимптотической области энергий. Пе-
рейдем к переменной летаргии в интеграле столкновений с учетом 
равенств ueEE −= 0  и EdErFudurF SS ′′−=′′ ),(),( rr : 
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где 01ln >
α

≡g , так как 1<α . 

Таким образом, уравнение замедления в диффузионном при-
ближении в асимптотической области энергий в перменных летар-
гии записывается в виде 

( ) ( ) ( ) ( )
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где ( ) ( ) ( )uruursF S ,, rr

ΦΣ=  – плотности рассеяния. 

В последнем уравнении в выражение под интегралом подставим 
разложение плотности рассеяния ( )ursF ′,r  в ряд (4.2):  
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Выполним интегрирования в последнем выражении: 
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так как α== α
−−

1ln
ee g . 
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В ходе вычисления интеграла I2 используем замену переменных: 
uuy ′−= , uddy ′−= . Тогда 
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так как α−=∫− − 1
0

dye
g

y  и α== αα
−

ln
1ln

ee . 

Таким образом, для интеграла рассеяния получаем выражение: 
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В этом случае уравнение замедления с учетом диффузии ней-

тронов принимает вид 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0),(ξ,,,)( =∑ ∑
∂
∂

+Φ−Φ+Φ∆− ursF
u

uruuruuruD Stot
rrrr

 
Здесь учтено, что ( ) ( ) ( )∑ =ΦS urFuru S ,, rr .    

После выполнения сложения второго и третьего члена в этом 
уравнении получим: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,ξ,,)( =∑ Φ
∂
∂

+ΦΣ+∆Φ− S uru
u

uruuruD a
rrr . (4.3) 

 
Последнее уравнение называется уравнением замедления в мо-

дели непрерывного замедления. Оно справедливо в асимптотиче-
ской области энергий в том случае, если можно использовать закон 
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Фика. Отметим, что чем тяжелее ядра среды, тем более точно раз-
ложение (4.2), а следовательно, тем более адекватно уравнение 
(4.3) описывает пространственно-энергетическое распределение 
нейтронов в среде. 

 

4.3. Уравнение возраста 
 
Выполним тождественные преобразования уравнения (4.3)  

к более удобной форме. В асимптотической области энергий  
в случае слабого поглощения устанавливается спектр Ферми: 
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r . Перейдем в уравнении (4.3) от плотности потока 

нейтронов к плотности замедления:  
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Введем новую переменную τ , которая удовлетворяет следую-
щему равенству: 

 

( ) ( )
( )∫ ∫ ΣΣ

′
=′

′Σ
′

=τ
u u

StrS uu
udud

u
uDu

0 0 )'()'(ξ3ξ
 [см2] 

 

и называется возрастом нейтронов. Тогда ≡
ΣΣ

=τ
)()(ξ3 uu

dud
trS

 

)(ξ
)(
u
duuD

SΣ
≡  и рассматриваемое уравнение запишется в виде: 

 

( ) ( ) ( ) .0
,

,
)(

)(
, =

τ∂
τ∂

−τ
τ

τΣ
−τ∆

rj
rj

D
arj

r
rr

  (4.4) 
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Уравнение (4.4) называют уравнением возраста, которое, по 

существу, есть уравнение баланса скоростей процессов в единич-
ном фазовом объеме около точки ( )τ,rr  в модели непрерывного за-
медления. Первый член в этом уравнении описывает скорость из-
менения плотности замедления за счет диффузии нейтронов (утеч-
ка через границу пространственного объема), второй – скорость 
изменения плотности замедления за счет процессов поглощения, а 
третий – скорость изменения плотности замедления за счет процес-
сов рассеяния при более высоких энергиях. 

Уравнение (4.4) можно применять для описания пространствен-
но-энергетического распределения нейтронов в асимптотической 
области энергий для больших слабопоглощающих сред, состоящих 
из тяжелых ядер, далеко от локальных неоднородностей и в случае, 
если макроскопическое сечение рассеяния слабо зависит от про-
странственной переменной. 

Уравнение возраста можно преобразовать к более простой фор-
ме. Для этого наряду с уравнением возраста (4.4), записанного от-

носительно функции ( )τ,* rj r  – плотности замедления в реальной 
поглощающей среде: 

 

( ) ( ) ( ) 0
,*

,*
)(
)(,* =

τ∂
τ∂

−τ
τ
τΣ

−τ∆
rj

rj
D

rj a
r

rr ,                  (4.5) 

 
рассмотрим уравнение возраста в аналогичной по геометрии и со-
ставу среде, но будем считать, что в среде отсутствует поглощение 
нейтронов: 
 

( ) ( ) 0
,

, =
τ∂

τ∂
−τ∆

rj
rj

r
r ,   (4.6) 

 
где ( )τ,rj r  – плотность замедления в не поглощающей среде. 

При τ = 0 для обоих уравнений должно выполняться начальное 
условие:  
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( ) ( ) ( )rSrjrj rrr
== 0,0,* .   (4.7) 

Найдем связь между функциями ),(* τrj r  и ),( τrj r . Будем искать 

эту связь в виде ( ) ( ) ( )τρ⋅τ=τ ,,* rjrj rr . Подставив это выражение в 
уравнение (4.5), получим: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0,
,

,
)(
)(, =

τ
τρ∂

τ−
τ∂

τ∂
τρ−ττρ

τ
τΣ

−τ∆τρ
d

rj
rj

rj
D

rj a r
r

rr  

 
Или после группировки слагаемых: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
)(
)(,

,
, =

τ
τ

+τρ
τ
τΣ

τ−
τ∂

τ∂
−τ∆τρ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

d
dj

D
rj

rj
rj ar

r
r . 

 
Выражение в первых квадратных скобках представляет собой 

правую часть равенства (4.6), а следовательно, всегда равно нулю. 
Таким образом, для того, чтобы оставшееся равенство выполнялось 
для любого значения ),( τrj r , необходимо, чтобы выражение во 
вторых квадратных скобках было тождественно равно нулю, т.е.  

 
( ) ( ) ,0

)(
)(

=τρ
τ
τΣ

+
τ
τρ

Dd
d a  

 
и, следовательно 
 

( )
( )

.
)(

)(

τ

τΣ
τ−=

τρ
τρ

D
ad

d
 

 
Из начального условия (4.7) получаем, что .1)0( =ρ  Решение 

последнего уравнения с данным начальным условием имеет вид 
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( ) exp=τρ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ τ

τ′
τ′Σ

τ′− ∫
0 )(

)(
D

d a . 

 
Тождественно преобразуем интеграл в полученном выражении: 
 

∫ ′′Σξ
′Σ′=∫ ′Σξ

′Σ′=
τ′
τ′Σ

∫ τ′
τ 0

00 )(
)(

)(
)(

)(
)( E

EE
EEd

u
uud

D
d

E S

a
u

S

aa . 

 
Для вышеприведенных преобразований был использован пере-

ход от переменной «возраст» к переменной «летаргия» по формуле 

S

uDdd
Σξ

′
=τ′ , а затем от переменной «летаргия» к переменной «энер-

гия» по формуле: 
E
Edud
′
′

−=′ . 

Таким образом, если учесть, что в слабопоглощающей среде 

Stot ΣΣ ≈ , получим, что ( ) ( )
( ) ⎭

⎬
⎫

′Σξ
′Σ

∫−≡τρ
⎩
⎨
⎧

'
'exp

0

E
dE

E
E

tot

a
E

E
 – вероят-

ность избежать поглощения при замедлении от энергии источника 
Е0 (τ = 0) до текущего значения энергии Е, соответствующего воз-
расту τ. А следовательно, плотности замедления в среде с погло-
щением и в точно такой же среде, но без поглощения, связаны ме-
жду собой выражением: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫ ′
′

′Σξ
′Σ

−⋅τ=τ
0

exp,,*
E

E S

a
E
Ed

E
Erjrj rr                 (4.8) 

 
или ( ) ( ) ),0(,,* τϕ⋅τ=τ rjrj rr . 

Таким образом, вместо уравнения возраста (4.5) можно решать 
более простое уравнение возраста без учета поглощения:  
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( ) ( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
τ∂

τ∂
−τ∆

.0,

;0
,

,

rSrj
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r
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Для получения решения в среде с поглощением необходимо, со-

гласно (4.8), найденное решение умножить на вероятность избе-
жать поглощения при замедлении от τ = 0 до текущего значения τ. 
Отметим, что вероятность избежать поглощения при замедлении 
может быть рассчитана любым из известных способов, рассмот-
ренных в гл. 3, независимо от решения уравнения возраста. 

  

4.4. Возраст нейтронов и время замедления 
 
Возраст нейтронов τ  зависит от Е – текущего значения энергии, 

и Е0  – энергии источника: 
 

( )EE
E
Edduu E

StrStr
,

3
1

3 0
0

0

0
τ≡

′
′

ΣΣξ
=

ΣΣξ
=τ ∫ ∫ .  (4.9) 

 
Отметим, что возраст нейтронов, энергия которых равна энер-

гии источника Е0, равен нулю. В процессе замедления возраст ней-
тронов, как и летаргия, возрастает. Поскольку макроскопические 
сечения измеряются в см–1, то единица измерения возраста – см2. В 
дальнейшем будет показано, что τ  определяет средний квадрат 
смещения нейтрона при замедлении от Е0 до Е.  

Происхождение названия «возраст нейтрона» связано с тем, что 
τ  однозначно связан и с хронологическим возрастом нейтронов – 
средним временем замедления нейтрона от Е0 до Е. Действительно, 
если V – скорость нейтрона, то dtdS V=  – путь, проходимый ней-

троном за время dt, а 
S

dt
λ
V  (где Sλ  – средняя длина свободного 

пробега до рассеяния) – среднее число актов рассеяния на ядрах 
среды, которое испытал нейтрон на пути dS. В среднем за одно рас-
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сеяние летаргия возрастает на ξ , т.е. после 
S

dt
λ
V  рассеяний прирост 

летаргии du можно определить как ξ
λ

=
S

dtdu V . Поскольку 

trS

dud
ΣΣξ

=τ
3

, то после подстановки выражения для du имеем: 

dtDdtd
trSS

V
3
V

=
ξ

=τ
ΣΣξλ

. Отсюда легко получить среднее время 

замедления до возраста τ : 
 

   ( ) ∫
τ

ττ
τ

=τ
0 )'(V)'(

'
D

dT .   (4.10) 

 
Получим T(E0 , E) – среднее время замедления нейтрона от E0 до 

E. Для этого надо перейти от переменной «возраст» к переменной 
«энергия» в последнем выражении, воспользовавшись равенством: 

EE
dEED

u
duuDd

SS )(
)(

)(
)(

Σξ
−=

Σξ
=τ . 

С учетом этого равенства и того факта, что возраст, равный ну-
лю, соответствует Е0, получим искомое выражение: 

 

( ) ∫ ′
′

Σξ
=

0
0 )()(V

1,
E

E S E
Ed

EE
EET .  (4.11) 

 
Получим формулу для определения времени замедления ней-

тронов. Для этого в уравнении (4.11) перейдем от энергии к скоро-

сти, воспользовавшись равенством VV ,V
2
1 2 ddEE == , поскольку 

масса нейтрона равна одной атомной единицы массы, и получим 
выражение для времени замедления через скорость нейтронов:  
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( ) ∫ ′Σξ

′
=

0V

V
20 V

V2V,V
S

dT , 

 
где V0 – скорости нейтронов источника; V – текущее значение ско-
рости. 

Поскольку в области замедления сечение рассеяния слабо меня-
ется от энергии нейтрона: SS Σξ=Σξ , то время замедления можно 

рассчитать по формуле: ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Σξ
=

0
0 V

1
V
12V,V

S
T . Практически 

всегда VV0 >> , поэтому 
V
1

V
1

0
<<  и время замедления можно 

оценить по формуле: 
V

2

S
T

Σξ
≅ . В табл. 4.1 приведены характер-

ные времена замедления и возраст нейтронов для разных замедли-
телей при замедлении от 2 МэВ до 1 эВ (границы тепловой области 
энергий). 

 
Таблица  4.1 

Характерные время замедления и возраст нейтронов 
для основных замедлителей 

Замедлитель     Тх106, с τ , см2 
H2 O 6,7 27 
D2 O 48 120 
Be 59 98 
C 149 350 

 
Отметим, что все полученные выше формулы носят приближен-

ный характер, поскольку еще до первого столкновения нейтрона с 
ядром он прошел некоторый путь от источника, на протяжении ко-
торого его возраст не менялся и был равен нулю, и который ни од-
на из приведенных выше формул не учитывает. А, с другой сторо-
ны, после последнего столкновения с ядром, когда у нейтрона 
энергия станет равной Е, нейтрон пройдет некоторый путь в среде 
до столкновения с ядром, а следовательно, до изменения своей 
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энергии. Этот факт также не учтен ни в одной из формул. Все это 
следствие того факта, что приведенные выше формулы получены в 
рамках модели непрерывного замедления, хотя реально замедление 
носит ступенчатый характер. Для учета перечисленных выше эф-
фектов, например при сравнении экспериментальных и расчетных 
данные, в формулу для возраста (4.9) необходимо прибавить член, 
учитывающий пробег до первого и после последнего столкновения 
нейтрона с ядром:  

 

{ } ( )
( )

.)(2)0(2)(
0

22 ∫ ′Σξ
′

′+λ+λ=τ
u

S
SS u

uDuduu  

 
Поправочный член в фигурных скобках может быть очень су-

щественным. Так, для воды он составляет примерно одну треть 
полного возраста при замедлении от энергии деления до границы 
тепловой области энергий. Особенно существенным этот член ста-
новится при описании замедления быстрых нейтронов, что будет 
рассмотрено в разд. 4.8. 

Формула (4.9) не учитывает также отклонение от моноэнерге-
тичности источника нейтронов. Если источник нейтронов имеет 
спектр ( )Eχ  (например, спектр деления), то вместо формул (4.9) и 
(4.11) необходимо использовать следующие формулы:  

 

( ) ( ) ( )∫ ′τ′χ′=τ
∞

0
, EEEEdE  

и 

( ) ( ) ( )∫ ′′χ′=
∞

0
, EETEEdET . 

 
При этом для спектра деления в средах, состоящих из смеси за-

медлителя и тяжелых ядер, становится необходимо учитывать про-
цессы неупругого рассеяния нейтронов на тяжелых ядрах. Этот 
эффект будет обсуждаться в разд. 4.8. 
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4.5. Условия однозначного выбора решения уравнения 
 возраста в физических задачах 

 

Уравнение возраста ( ) ( ) 0
,

, =
τ∂

τ∂
−τ∆

rj
rj

r
r  представляет собой 

дифференциальное уравнение второго порядка и имеет в общем 
решении две неопределенные константы, т.е. с математической 
точки зрения оно имеет бесконечное множество решений. Но для 
физически однозначно сформулированной задачи необходимо из 
всего бесконечного множества решений выбрать одно, соответст-
вующее именно рассматриваемой постановке физической задаче. 
Это достигается путем использования одного или нескольких усло-
вий, приведенных ниже. 

1. Условие неотрицательности и ограниченности плотности 
замедления. Исходя из определения для плотности замедления, 
должно выполняться следующее условие:  

 
)(),(0 rSrj rr

≤τ≤ . 
 

2. Условие на внешней невогнутой границе среды с вакуу-
мом. Это условие получается из соответствующего условия для 
плотности потока в диффузионном приближении: 

 
( ) 0, =τα+Φ nrS

rr , 
 
где Sr

r
 – радиус-вектор границы; α  = 0,71 trλ  – длина линейной 

экстраполяции потока в вакуум, путем использования выражения 
для связи плотности потока и плотности замедления: 
 

( ) ( )τΦτξ=τ Σ ,)(, rrj S
rr  . 

 
Тогда условие для плотности замедления имеет вид: 

 
( ) 0, =τα+ nrj S

rr . 



 176

Отметим, что α  через величину trλ  зависит от τ , так как при раз-
ных энергиях trΣ  различно. Но поскольку рассматриваются боль-
шие среды, и размеры среды велики по сравнению с trλ , то можно 

считать, что α~  = 0,71 trλ
~  не зависит от τ , и тогда для всех значе-

ний возраста можно использовать одно граничное условие 
( ) .0,~ =τα+ nrj S

rr  Более того при реальных расчетах больших сред 
часто пренебрегают экстраполированной добавкой и используют 
условие равенства плотности замедления нулю на реальной грани-
це «среда – вакуум». При этом сознательно идут на ухудшение и 
так «плохого» решения уравнения возраста в области около грани-
цы «среда – вакуум», анализируя решение уравнение возраста 
внутри рассматриваемой области (далеко от границы «среда – ва-
куум)». 

3. Условия на границе раздела сред с разными свойствами. 
Эти условия получаются из соответствующих условий для плотно-
сти потока нейтронов в диффузионном приближении на границе 
раздела двух сред: 
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путем использования выражения для связи плотности потока и 

плотности замедления ( ) ( )
)(

,
,

τΣξ
τ

=τΦ
S

rj
r

r
r . Подставив это выражение 

в приведенную выше систему, получим условия для плотности за-
медления: 
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Таким образом, если плотность потока на границе раздела двух 
сред непрерывна, то плотность замедления терпит разрыв, величи-
на которого равна отношению замедляющих способностей сред 
( )SΣξ . Точно так же, как и при анализе диффузионного приближе-
ния, надо понимать, что уравнение возраста дает максимальную 
погрешность около границы раздела двух сред с разными свойст-
вами, и анализировать его решение имеет смысл только на рас-
стояниях более трех длин свободного пробега нейтрона от рас-
сматриваемой границы. 

4. Условие внешнего источника. Это так называемое началь-
ное условие, или условие при τ = 0: 

 
( ) ( )rSrj rr

=0, , 
 
где ( )rS r  – заданная мощность источника нейтронов с 0=τ  

( )0,00 EEu ===τ . 
 

4.6. Решение уравнения возраста 
 
Рассмотрим несколько характерных задач, которые решаются с 

использованием возрастной теории. 
Задача 1. Определить плотность замедления от плоского моно-

энергетического источника мощностью S [1/(cм2с)], расположенно-
го в центре бесконечной гомогенной пластины толщиной а, кото-
рая окружена вакуумом (рис. 4.2). 

Уравнение возраста для 0>τ  (вне энергии источника) имеет 
вид 

 
( ) ( )

τ∂
τ∂

=
∂

τ∂ ,,
2

2 xj
x
xj

. 

 
Источник расположен в пространстве при х = 0, т.е. 

( ) ( )xSxS δ= , а соответствующее начальное условие по возрасту 
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имеет вид ( ) ( )xSxj δ=0, . Будем считать границы пластины (± а/2) 
экстраполированными, тогда граничные условия нашей задачи 
имеют вид ( ) 0,2 =τ± aj  для любого возраста, большего нуля. 

Очевидно, что задача – симметричная относительно х = 0, т.е. 
имеет место условие симметрии: ( ) ( )τ=τ− ,, xjxj . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4.2. Плоский источник в центре пластины 

 
 
Уравнение возраста решается методом разделения переменных, 

т.е. решение ищется в следующем виде: 
 

( ) ( ) ( )∑ ψτ=τ
n

nn xfxj ,  .   (4.12) 

 
В этом случае граничные условия и условие симметрии примут 

вид 
0)2/( =±ψ an  – граничные условия,  (4.13) 

)()( xx nn ψ=−ψ  – условие симметрии.  (4.14) 
 

После подстановки (4.12) в исходное уравнение получим: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 02

2
=∑

τ
τ

ψ−
ψ

τ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

n

n
n

n
n d

df
x

dx
xd

f . 

     S(E0) 
 
            С  Р  Е  Д  А 
 
 
 
     Вакуум       Вакуум 
 
 
 
 
 
 
               Х 
         -a/2           0         a/2 

S(E0)

–a/2 a/2
x
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Разделим обе части уравнения на )()( xf nn ψτ : 
 

( ) ( ) 0
)()(

=∑
τ
τ′

−
ψ
ψ ′′

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

n n

n

n

n

f
f

x
x

. 

 
В последнем уравнении первое слагаемое зависит только от пе-

ременной x, а второе – только от переменной τ. Эти переменные 
независимы, а значение выражения в квадратных скобках при лю-
бых значениях каждой из переменных всегда равна нулю. Это воз-
можно только в случае, если первое и второе слагаемые равны од-
ной и той же константе. Рассмотрим возможные варианты: поло-
жительная и отрицательная константы (константа, равная нулю не 
рассматривается, поскольку соответствует тривиальному реше-
нию). 

Если константа положительная: 02 >nB , то для функции )(xnψ  

получается уравнение: )()( 2 xBx nnn ψ=ψ ′′ , общее решение которого 
имеет вид )exp()exp()( 21 xBCxBCx nnn −+=ψ  и не может удовле-
творить граничным условиям (4.13), кроме тривиального решения 
при С1 = С2 = 0. 

Если константа отрицательная: 02 <− nB , то для функции )(xnψ  
получается следующее уравнение с соответствующим граничным 
условием: 

 
( ) ( )

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=ψ=−ψ

ψ−=
ψ

.022

;2
2

2

aa

xB
dx

xd

nn

nn
n

 

 
Общее решение этого уравнения имеет вид 
( ) +=ψ )cos(

1
xBCx nnn )sin(

2
xBC nn .  

Чтобы удовлетворить условию симметрии (4.14), необходимо 
положить константу 

2nC = 0, поскольку синус – функция нечетная 
и не удовлетворяет (4.14). 
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Таким образом, )cos()( xBCx nnn =ψ . Для определения констан-
ты Вn воспользуемся граничным условием (4.13): 

 

0
2

cos
2

cos =−= ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ aBCaBC nnnn  . 

 

Отсюда следует, что ...2,1,0,  ,
2

  
2

=π+
π

= nnaBn . Получаем вы-

ражение для определения константы Вn:    
 

 ...,2,1,0  ),21( =+
π

= nn
a

Bn .  (4.15) 

 
Система функций { })cos( xBn , где Вn определяются выражением 

(4.15), ортогональна на отрезке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
aa , т.е. выполняется выраже-

ние: 

( ) ( )∫
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
−

2

2
.,0
;,2

coscos

a

a
nm mn

mna
dxxBxB     (4.16) 

 
В рассматриваемом случае (константа отрицательная: 02 <− nB )  

для функции )(τnf  получается следующее уравнение: 

( ) ( ) 02 =
τ
τ

+τ
d

dfBf n
nn , решением которого являются функции: 

( ) ( )τ−=τ 2exp nnn BAf . 
Таким образом, общее решение исходного уравнения возраста, 

согласно (4.12), имеет вид 
 

( ) ( )∑ τ−ℜ=τ
n

nnn xBBxj cosexp, 2 ,             (4.17) 
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где Вn определяется выражением (4.15), а константа nℜ  включает в 
себя константы Аn и Cn. Для определения константы nℜ  использу-
ем начальное условие (решение (4.17) при τ = 0): 
 

( ) ( ) ∑=δ=
n

nn xBAxSxj cos0, . 

 
Умножим обе части последнего уравнения на ( )xBmcos  и проин-

тегрируем по отрезку ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
aa :       

 

( ) ( )∫ ∑ ∫=δ
− −

2

2

2

2

)cos()cos(cos

a

a n

a

a
mnnm dxxBxBAxxBdxS . 

 
Воспользовавшись ортогональностью системы косинусов (4.16) 

и правилами интегрирования дельта-функции, получим: ,
2
aAS m=  

а следовательно, 
a
SAm

2
= . Таким образом, окончательно имеем 

решение исходного уравнения возраста: 
 

( ) ( )∑ τ−=τ
n

nn xBB
a
Sxj cosexp2, 2 ,    (4.18) 

 
где коэффициенты nB  определяются выражением (4.15).  

Задача 2. Определить плотность замедления от плоского моно-
энергетического источника мощностью S, расположенного в бес-
конечной гомогенной среде. 

Необходимо решить уравнение возраста: 
 

( ) ( )
τ∂

τ∂
=

∂

τ∂ ,,
2

2 xj
x
xj
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с начальным условием ( ) ( )xSxj δ=τ, , условием симметрии 
( ) ( )τ−=τ ,, xjxj  и условием ограниченности плотности замедле-

ния на бесконечности. Поскольку среда бесконечна, то, основыва-
ясь на методе разделения переменных, решение уравнения возраста 
будем искать в виде 
 

 ( ) ( ) ( ) .,,, ∫ ψτ=τ
∞

∞−
dBBxBFxj           (4.19) 

После подстановки (4.19) в исходное уравнение получим: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ,0,,,, 2

2
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

τ∂
τ∂

ψ−
∂
ψ∂

τ∫
∞

∞−

BFBx
x

BxBFdB  

 
причем функция ),( Bxψ  должна удовлетворять условию ограни-
ченности при стремлении переменной x к плюс, минус бесконечно-
сти и условию симметрии по переменной x. Разделим обе части по-
следнего равенства на произведение функций ),(),( BxBF ψτ  и по-
лучим следующее уравнение: 
 

( ) ( ) 0
),(

,
),(

,
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τ
τ′

−
ψ
ψ ′′

∫
∞

∞− BF
BF

Bx
BxdB . 

 
В последнем уравнении первое слагаемое зависит только от пере-
менной x, а второе – только от переменной τ. Эти переменные не-
зависимы, а выражение в квадратных скобках при любых значени-
ях каждой из переменных всегда равно нулю. Это возможно только 
в случае, если первое и второе слагаемые равны одной и той же 
константе. Рассмотрим возможные варианты: положительная и от-
рицательная константы (константа, равная нулю, не рассматривает-
ся, поскольку соответствует тривиальному решению). 

Если константа положительная: 02 >B , то для функции ),( Bxψ  

получается уравнение: ),(),( 2 BxBBx ψ=ψ ′′ , общее решение кото-
рого имеет вид )exp()exp(),( 21 BxCBxCBx −+=ψ  и не может удов-
летворить условию ограниченности на бесконечности, кроме три-
виального решения при С1 = С2 = 0. 
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Если эта константа отрицательная: 02 <− B , то для функции 

),( Bxψ  получается следующее уравнение: ( ) ( )BxB
x

Bx ,, 2
2

2
ψ−=

∂
ψ∂ , 

решение которого имеет вид 
 

( ) )cos()()sin()(, 21 BxBCBxBCBx +=ψ . 
 
Для удовлетворения условию симметрии необходимо принять 

равной нулю константу С1, поскольку функция sin(x) – нечетная. 
Таким образом, решение будет иметь вид ( ) )cos()(, BxBCBx =ψ .   

В рассматриваемом случае (константа отрицательная: 02 >− B ) 
для функции ),( τBF  получается следующее уравнение: 

 
( ) ( )τ−=
τ∂

τ∂ ,, 2 BFBBF , 

 
решением которого является функция  
 

( ) ( ) ( )τ−=τ 2exp, BBHBF . 
 

Таким образом, согласно формуле (4.19), решение исходного 
уравнения возраста будет иметь вид 

 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
τ−= dBBxBBGtxj )cos(exp, 2 , 

 
где константа G(B) включает в себя константы C(B) и Н(B). 

Для нахождения константы G(B) используем начальное условие 
по возрасту. При 0=τ  

 

( ) ( ) .)cos(∫=δ
∞

∞−
dBBxBGxS  

 
Известно [2], что ( )xδ  может быть представлена в виде 

( ) ∫
π

=δ
∞

∞−
dBBxx cos

2
1 . Тогда из выражения 
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dBBxBGdBBxS )cos()()cos(
2 ∫ ∫=

π

∞

∞−

∞

∞−
 

 

определяется константа ( )
π

=
2
SBG . 

Таким образом, решение уравнения возраста для данной задачи 
можно записать в виде 

 

( ) ( ) dBBxBSxj )cos(exp
2

, 2∫ τ−
π

=τ
∞

∞−
. 

 
Интеграл в последнем выражении можно вычислить, используя 
следующий табличный интеграл [1]: 

 

( ) ( ) a
b

e
a

dxbxax 4

2

0

2

4
cosexp

−∞ π
=∫ − . 

 
В нашем случае xba =τ= ,  и интеграл преобразовывается сле-
дующим образом: 
 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ

−
τ

π
=τ−=τ− ∫∫

∞∞

∞− 4
exp

4
2)cos(exp2)cos(exp

2

0

22 xdBBxBdBBxB . 

 
В результате для плотности замедления получаем: 
 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

τ
−

πτ
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

τ
−

τ
π

π
=τ

4
exp

44
exp

2
2

2
,

22 xSxSxj . 

 
И окончательно, плотность замедления в рассматриваемой задаче 
имеет вид 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
−

πτ
=τ

4
exp

4
,

2xSxj .                  (4.20) 

 
Задача 3. Определить плотность замедления от изотропного 

моноэнергетического точечного источника мощностью S в беско-
нечной гомогенной среде. 
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Решим данную задачу, используя принцип суперпозиции источ-
ников. Для этого воспользуемся найденным в предыдущей задаче 
решением.  Пусть мощность источников плоскости равна единице: 

S = 1 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⋅ 2смс
1 . Тогда, согласно (4.20), плотность замедления на 

расстоянии x от плоскости определяется выражением: 
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
−

πτ
=τ

4
exp

4
1,

2

пл
xxj  .                      (4.21) 

 
Представим плоскость как суперпозицию точечных источников. 

Для этого возьмем кольцо радиусом ρ и шириной dρ. Все точечные 
источники, расположенные на этом кольце, удалены на одинаковое 
расстояние r от точки x (рис. 4.3). Построим плотность замедления 
от плоскости плj  как суперпозицию плотности замедления от то-
чечных источников. 

 

• •

•

Xx

rρ

ρd

Область точечных 
источников

 
 
 

Рис. 4.3. Схема для расчета плотности замедления от точечного источника 
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Плотность замедления djпл(x, τ) от выбранного кольца площадью 
ρπρd2  определяется выражением: 

 
( ) ( )τρπρ=τ ,2,пл rjdxdj Т . 

 
Тогда плотность замедления от всей плоскости можно вычис-

лить как 

( ) ( )∫
∞

ρρτπ=τ
0

пл ,2, drjxj Т . 

Учитывая, что  
 

rdrdrx =ρρ=ρ+ ,222 , 
 

интеграл в последнем выражении можно переписать как 
 

( ) ( )∫
∞

τπ=τ
x
Т rdrrjxj ,2,пл . 

 
Продифференцируем последнее выражение по переменной х: 
 

( ) ( )τπ−=
∂

τ∂ ,2,пл xxj
x
xj

Т , или ( ) ( )
x
xj

x
xjT ∂

τ∂
π

−=τ
,

2
1, пл . 

 
Вычислим производную в последнем равенстве, используя (4.21): 
 

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

τ
−

πττ
−=

∂
τ∂

4
exp

44
2, 2

пл xx
x
xj . 

 
Окончательно получаем: 
 

( )
( ) 23

2

4

4
exp

,
πτ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

τ
−

=τ

x

xjT . 
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Таким образом, если при r = 0 в бесконечной гомогенной среде 
расположен изотропный точечный источник мощностью S, то 
плотность замедления рассчитывается по формуле: 
 

( )
( ) 23

2

4

4
exp

,
πτ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

τ
−

=τ

r

Srj .  (4.22) 

 
Отметим, что интеграл от плотности замедления по всему объе-

му бесконечной среды равен мощности внешнего источника, по-
скольку решение уравнения возраста получено для непоглощаю-
щей среды (решалось уравнение возраста в непоглощающей среде): 

 

=⎟
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⎛

τ
−

πτ
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=τπ=τ ∫∫∫
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SSdtttS
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⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛

τ

π
⋅

πτ
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
−

πτ

π
= ∫

∞

23

21

23
0

21
23

4
12

)4(2
4

4
exp

42
4 . 

 
При вычислении интеграла последовательно использовались вы-
ражение для dV в сферических координатах (dV = 4πr2) и замена 
переменных ( )212   ,2 trrdrdtrt === , а также табличное значение 
определенного интеграла, взятое из [1]: 

 

( ) ( )

2
1

0

2
1

2

!!12exp
+

∞ − π−
=−∫

nn

n

p

ndxpxx ,   (4.23) 

при 
τ

==
4
1   ,1 pn . 

Вычислим средний квадрат смещения (расстояние по прямой) 
нейтрона при замедлении от энергии Е0 (точки источника) до той 
точки пространства, где в процессе замедления его возраст стал ра-
вен τ: 
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⎛
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⎠
⎞
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⎛

τ

π
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3
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При вычислении интеграла использовались выражение для dV в 

сферических координатах (dV = 4πr2), замена переменных 
)  ,2( 212  trrdrdtrt ===  и значения интеграла (4.23): 

в знаменателе 
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4
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4
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⎜
⎝
⎛
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в числителе 
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4

exp
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⎠
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π
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⎠
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⎝
⎛

τ
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∞
dttt . 

 
Таким образом, возраст нейтронов – одна шестая среднего 

квадрата смещения (расстояние по прямой) нейтрона в процессе 
замедления от точки, где его энергия равна Е0 (энергия источни-
ка), до той точки, где его возраст стал равен заданной величине τ. 
Еще раз отметим, что этот вывод получен в рамках модели непре-
рывного замедления и не учитывает как пробег нейтрона до перво-
го столкновения, так и смещение нейтрона после последнего 
столкновения. Плотность замедления ( )τ,rj  от единичного источ-
ника в бесконечной непоглощающей среде (см. формулу (4.22)) как 
функция расстояния от источника r при разных значениях возрас-
та τ  приведена на рис. 4.4. 



 189

 

 
 

Рис. 4.4. Зависимость плотности замедления от расстояния 
от точечного источника 

 
Из формулы (4.22) следует, что зависимость ( )τ,rj  от r – распре-

деление Гаусса. Чем меньше возраст нейтронов τ , тем ближе рас-
пределение ( )τ,rj  стремится к дельта-функции и переходит в нее 
при 0=τ , т.е. чем ближе к источнику, тем больше относительная 
доля нейтронов с малым возрастом. Чем больше возраст нейтронов, 
тем реализуется более широкое распределение по пространственной 
переменной, т.е. нейтроны большего возраста в среднем группиру-
ются дальше от источника. При стремлении расстояния от источника 
к бесконечности соответствующая плотность замедления стремится 
к нулю, т.е. для любого возраста  нейтронов τ  смещение на очень 
большое расстояние от источника маловероятно.   

Функция плотности замедления ( )τ,rj  для той же самой задачи 
в зависимости от возраста нейтронов τ при разных расстояниях от 
источника r изображена на рис. 4.5.  

j(r, τ)

r,

см2

см2
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Рис. 4.5. Зависимость плотности замедления от возраста нейтронов 
 
Отметим, что поскольку плотность замедления однозначно свя-

зана с плотностью потока нейтронов, то рис. 4.5 дает представле-
ние о спектре нейтронов от точечного источника на различных рас-
стояниях от него. Чем дальше от источника, тем более мягкий 
спектр нейтронов устанавливается в среде, так как с удалением от 
источника возрастает относительная доля нейтронов с большим 
возрастом. 
 

4.7. Пространственное распределение замедляющихся 
нейтронов в среде из водорода 

 
В настоящей главе неоднократно подчеркивалось, что модель 

непрерывного замедления можно применять только в средах, со-
стоящих из тяжелых ядер, поскольку, во-первых, при выводе ис-

см

см

j(r, τ)
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ходного уравнения замедления в диффузионном приближении ис-
пользовался закон Фика, а, во-вторых, при выводе диффузионно-
возрастного уравнения использовались только два первых члена 
разложения плотности рассеяния в ряд по летаргии. Оба, перечис-
ленные ранее, приближения реализуются только для сред, состоя-
щих из тяжелых ядер. Рассмотрим особенности пространственного 
распределения замедляющихся нейтронов в среде, состоящей из 
чистого водорода. Зависимость сечения рассеяния водорода от 
энергии дана на рис. 4.6. Средняя энергия нейтронов деления – 
2 МэВ. Рассмотрим источник быстрых нейтронов мощностью S, 
расположенный в среде из водорода. 
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Рис. 4.6. Зависимость сечения рассеяния водорода от энергии 

 
 
До первого столкновения с ядрами среды нейтроны источника, 

т.е. нейтроны, не испытавшие до этого ни одного столкновения с 

ядрами среды, в среднем пройдут путь ( )0
0

1
ES

S Σ
=λ . После пер-

вого столкновения средний прирост летаргии будет составлять 
1=ξ=∆u , а следовательно, средняя энергия после рассеяния будет 
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0
1

01 37,0 EeEE ≈= − . Из рис. 4.6 видно, что энергии Е1 после рас-
сеяния соответствует ( ) ( )01 EE SS σ>>σ , а следовательно, среднее 
расстояние, которое будут проходить нейтроны между первым и 
вторым рассеянием, будет существенно меньше среднего расстоя-
ния, пройденного нейтронами до первого рассеяния: 

)(
1

)(
1)(

01
1 0 EE

E
S

S
S Σ

=λ<<
Σ

=λ . 

Таким образом, пространственное распределение замедляющих-
ся нейтронов в среде из водорода нейтроном будет определяться 
пространственным распределением первых взаимодействий, по-
скольку, как было показано ранее, все замедление происходит око-
ло точки первого рассеяния. Для вычисления пространственного 
распределения первых взаимодействий диффузионное приближе-
ние неприменимо. Построим приближенно это распределение. Ес-
ли ]c[ 1−S  – мощность изотропного источника быстрых нейтронов, 

то 24 r
S
π

 нейтронов источника будут иметь направление движения 

в пределах единичной площадки сферы радиусом r. Из них 

{ }rE
r

S
s )(exp

4 02 Σ−
π

 нейтронов долетят до этой площадки и пере-

секут ее, т.е. данное выражение представляет собой плотность по-

тока нейтронов. А, соответственно, { } )()(exp
4 002 ErE

r
S

SS Σ⋅Σ−
π

 – 

количество нейтронов, которые испытывают первое взаимодейст-
вие в единичном объеме на расстоянии r от источника, т.е. про-
странственное распределение первых взаимодействий. Если рас-
сматривается непоглощающая среда, то любое значение энергии 
при замедлении около точки r будет пересекать примерно такое же 
количество нейтронов, так как, это было показано ранее, весь про-
цесс замедления будет происходить в пространственной области 
около r. Таким образом, 
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{ } )()(exp
4

),( 002 ErE
r

SErj SS Σ⋅Σ−
π

≈ , 

 
т.е. все замедление нейтронов будет происходить в непосредствен-
ной близости от точки первого столкновения нейтрона с ядром. 
Особенности пространственного распределения замедляющихся 
нейтронов на водороде необходимо учитывать в любой среде, со-
держащей в значимых количествах водород. Например, для воды 
основное замедление идет на ядрах водорода, но рассеяние на яд-
рах кислорода приводит к тому, что нейтрон не так далеко уходит 
от источника до первого взаимодействия. И возраст нейтронов в 
воде примерно в два раза меньше, чем в случае, если все ядра ки-
слорода заменить на ядра водорода. 

 

4.8. Особенности замедления быстрых нейтронов 
 
Все полученные в данной главе результаты относятся к замед-

лению нейтронов при упругом рассеянии в асимптотической об-
ласти энергий в случае, если рассеяние изотропно в ЛС. При опи-
сании пространственно-энергетического распределения быстрых 
нейтронов уже существенную роль играют процессы неупругого 
рассеяния на тяжелых ядрах и анизотропия рассеяния на легких и 
средних ядрах. Оба этих процесса приводят к существенному от-
клонению измеренного в экспериментах возраста нейтронов от 
рассчитанного в рамках возрастной теории значения. 

Анизотропия рассеяния наиболее существенна при расчете про-
странственно-энергетического распределения от источника нейтро-
нов с большой энергией (например, нейтронов, появившихся в ре-
зультате термоядерной реакции) в средах, состоящих из ядер не-
большой и средних масс. В этом случае рассеяние нейтрона идет 
преимущественно в направлении его первоначального движения и 
не приводит к существенному изменению энергии нейтрона при его 
столкновении с ядром среды. Следовательно, нейтроны источника 
без существенной потери энергии (прямопрострельные нейтроны) 
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удаляются от источника на расстояния, существенно большие, чем 
дает расчет с использованием теории возраста, и необходимо вво-
дить поправочный член в формулу расчета возраста нейтронов (4.9), 
который в ряде случаев существенно превосходит значение возраста, 
рассчитанное по этой формуле. Таким образом, в этом случае про-
странственное распределение замедляющихся нейтронов во много 
определяется той точкой пространства, где анизотропия рассеяния 
прямо вперед перестает играть существенную роль, и начинается 
классический процесс замедления нейтронов при упругом рассеянии 
на ядрах среды, который рассмотрен ранее.    

Процессы неупругого рассеяния играют существенную роль при 
расчете пространственно-энергетического распределения от источ-
ника быстрых нейтронов (например, спектр нейтронов деления) в 
средах, состоящих из смеси ядер замедлителя и топлива (тяжелых 
ядер). Неупругое рассеяния быстрого нейтрона на тяжелых ядрах 
приводит к существенной потери энергии нейтронов в результате 
одного столкновения нейтрона с ядром. Следовательно, при расче-
те возраста нейтронов по формуле (4.9) будут получены завышен-
ные результаты для возраста нейтронов, поскольку будет учиты-
ваться только эффект уменьшения количества ядер замедлителя в 
смеси замедлителя и поглотителя по сравнению со средой, состоя-
щей из чистого замедлителя, и не будет учтено, что появление тя-
желых ядер в среде приводит к реакциям неупругого рассеяния бы-
стрых нейтронов на этих ядрах. В качестве иллюстрации этого эф-
фекта на рис. 4.7 приведены результаты экспериментального опре-
деления возраста нейтронов (от спектра деления до значений энер-
гии 1,47 эВ) в среде, состоящей из смеси воды и металла, для раз-
личных сред и разных объемных отношений металла и воды – 

водам VV . Кривая 1 на данном рисунке соответствует результатам, 
которые были получены в рамках теории возраста без учета эффек-
та от процесса неупругого рассеяния нейтронов на ядрах металла 
(учитывается только эффект уменьшения плотности ядер воды за 
счет замещения их ядрами металла).   
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Рис. 4.7. Возраст нейтронов (от спектра деления до энергии 1,47 эВ) 
 в среде, состоящей из смеси воды и металла  

 
Из рис. 4.7 видно, что чем тяжелее ядро металла, тем сущест-

веннее влияние процессов неупругого рассеяния быстрых нейтро-
нов на результаты определения возраста нейтронов. Естественно, 
что с ростом отношения водам VV  возраст нейтронов повышается 
(замедление идет менее эффективно, чем в чистой воде, поскольку 
меньше ядер замедлителя), но увеличение возраста гораздо менее 
существенное, чем дает расчет без учета процессов неупругого рас-
сеяния на ядрах металла. 
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Глава 5 
ГРУППОВОЕ ДИФФУЗИОННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

 
В гл. 4 была рассмотрена теория возраста, или модель непре-

рывного замедления, которая позволяет рассчитать пространствен-
но-энергетическое распределение нейтронов в среде. Было рас-
смотрено решение уравнения возраста в простых случаях. Но для 
расчета реальных систем – многокомпонентных гетерогенных мно-
гомерных сред – найти аналитическое решение уравнения возраста 
не представляется возможным. Поэтому в практике расчетов ядер-
ных реакторов используют другую модель описания пространст-
венно-энергетического распределения нейтронов – групповое при-
ближение. 

Рассмотрим уравнение баланса нейтронов в фазовом объеме 
dVdE , которое было получено в гл. 4 (4.1): 
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и перепишем его в более общей форме, дополнив законом Фика: 
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        (5.1) 

 
В первом уравнении системы (5.1) по сравнению с (4.1) в интеграле 
столкновений поставлен верхний предел Emax, и одновременно вы-

ражение ( )
( )E

ErS
′α−
′Σ

1
,r  записано в виде  

 
( ) ( )EErWErS →′⋅′Σ ;, rr , 
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где ( )ErS ′Σ ,r  – макроскопическое сечение рассеяния в точке с ко-
ординатой rr  при энергии E′ , а ( )EErW →′;r  – плотность вероят-
ности нейтрону при рассеянии в точке rr с энергией E′  приобрести 
энергию E . Эту функцию называют индикатрисой рассеяния. Если 
реализуется только упругое потенциальное рассеяние, то индикат-
риса рассеяния имеет известный вид: 
 

( ) ( )
[ ]
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EE

EEE
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А в общем случае это – более сложная функция, описывающая 

все возможные процессы рассеяния: как упругие, так и неупругие. 
Разобьем весь энергетический интервал ],0[ maxE на G непересе-

кающихся диапазонов (рис. 5.1). Нумерация диапазонов произво-
дится от самых высоких значений энергий (номер 1) вниз по энер-
гии. Каждый из диапазонов называется энергетической группой. 
Таким образом, разбив весь энергетический интервал на диапазо-
ны, была определена групповая структура (количество энергети-
ческих групп и их границы). 

 
 

•••••• E
maxEE0

1E∆gE∆GE∆

1gG

Номер энергетической группы  
 

Рис. 5.1. Групповая структура 

 
Проинтегрируем первое уравнение системы (5.1) по энергетиче-

скому интервалу gE∆ : 
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(5.2) 

 
Одновременно в третьем слагаемом интеграл от текущего зна-

чения энергии Е до Emax был заменен суммой интегралов по каждой 
из энергетических групп от самой верхней группы с номером 1 до 
данной группы с номером g. 

Интегральную по группе функцию плотности потока нейтронов  
будем описывать через интегральную по данной группе  плотность 
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следующим образом: 
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Функцию )(rg

r
Φ  называют потоком нейтронов в группе g, или 

групповым потоком нейтронов. 
Введем в рассмотрение интегральный по группе ток нейтронов 
( ) ( )∫≡

∆ gE
g dEEriri ,r

rrr
 – ток нейтронов в группе g, и интегральный по 

группе источник нейтронов ( ) ( )∫=
∆ gE

g dEErSrq ,rr  – источник ней-

тронов в группе g. 
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Тождественно преобразуем второй член в уравнении (5.2): 
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Величину )(rg

r
Σ  называют полным макроскопическим сечением 

взаимодействия нейтронов в группе g, или полным групповым мак-
роскопическим сечением. При этом второй член в уравнении (5.2), 
который описывает скорость взаимодействия нейтронов в группе g, 
записывается как произведение полного макроскопического сече-
ния в этой группе на поток нейтронов в этой группе. 

Тождественно преобразуем выражение, стоящее под суммой в 
третьем члене в уравнении (5.2): 
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Величину )(' rgg

s
r→Σ  называют макроскопическим сечением перево-

да нейтронов из группы g´ в группу g, или макроскопическим сече-
нием межгрупповых переводов. 

Таким образом, используя введенные обозначения, уравнение 
(5.2) можно тождественно переписать в виде системы уравнений 
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g = 1, 2, …, G. 
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Аналогично преобразуем второе уравнение в системе (5.1), предва-
рительно проинтегрировав его по энергетической группе g: 
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Величину )(, rgtr

r
Σ  называют транспортным макроскопическим се-

чением в группе g. 
Таким образом, система уравнений (5.2) тождественно перепи-

шется в виде  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;0div
1

∑ =+ΦΣ+ΦΣ−−
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′
→′g

g
gg

gg
Sggg rqrrrrri rrrrrrr

    (5.3) 

 
)()(3)(grad , rirr ggtrg
rrrr

Σ−=Φ ,   g = 1, 2, …, G.       (5.4) 
 

Необходимо подчеркнуть, что уравнения (5.3) и (5.4), записан-
ные для всех энергетических групп от первой до G-й, полностью 
тождественны системе (5.1), поскольку были получены из нее по-
следовательными тождественными преобразованиями. Для реше-
ния уравнений (5.3) и (5.4) необходимо знать групповые макроско-
пические сечения, которые могут быть получены, как следует из их 
определения, путем усреднения соответствующих макроскопиче-
ских сечений по функции плотности потока нейтронов (плотности 
тока для транспортного сечения), которая зависит от энергетиче-
ской переменной. А для того, чтобы найти зависимость плотности 
потока нейтронов от энергии внутри каждой энергетической груп-
пы, надо решить исходную задачу – систему уравнений (5.1).  
Предположим, что для каждой группы нейтронов  нейтронное 

поле внутри gE∆  имеет одинаковое пространственное распреде-
ление, т.е. функции плотности нейтронов и тока нейтронов допус-
кают разделение переменных: 
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где функция )(ESg  называется внутригрупповым спектром ней-
тронов. 

Тогда, используя формулу ( ) ( ) ( )ErNEr ii σ=Σ
rr, , где )(rN r  – 

плотность ядер, из дробно-линейных функционалов, которые опре-
деляют макроскопические сечения в группе, можно получить 
функционалы для определения микроскопических сечений в груп-
пе. Так, полное макроскопическое сечение в группе g было опреде-
ляется следующим дробно-линейным функционалом: 
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Воспользовавшись выражением для представления плотности 

потока нейтронов как произведения скорости на плотность нейтро-
нов и выражением (5.5) для плотности нейтронов, получим: 

 
( ) ( ) ( ) ( )ESrREErnEEr gg

rrr )(V,)(V, =⋅=Φ . 
 

После подстановки в выражение для полного макроскопического 
сечения в группе данного представления для плотности потока 
нейтронов имеем: 
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и после сокращения функций, не зависящих от энергетической пе-
ременной, получим: 
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Аналогичную процедуру можно проделать и для сечения меж-

групповых переводов и транспортного сечения. В результате для 
соответствующих микроскопических сечений получаются следую-
щие выражения: 
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Необходимо отметить, что для микроскопических сечений реак-

ций радиационного захвата, рассеяния и деления в группе можно 
получить выражения, полностью аналогичные (5.6). Набор всех не-
обходимых микроскопических сечений, полученный для выбран-
ной групповой структуры, называется каталогом групповых  мик-
роконстант, а база данных, которая содержит каталоги групповых 
микроконстант для ряда изотопов, – библиотекой групповых сече-
ний, или групповой библиотекой констант. В настоящее время су-
ществует много различных библиотек групповых сечений. Напри-
мер, БНАБ-26 – 26-групповая библиотека микроконстант. Библио-
теки групповых сечений генерируются независимо от решения 
уравнений, описывающих нейтронное поле. Для того чтобы полу-
чить групповую библиотеку констант, необходимо знать зависи-
мость соответствующих микроскопических сечений от энергии 
внутри каждой энергетической группы и внутригрупповые спектры 
нейтронов. Зависимости микросечений от энергии известны и хра-
нятся в специальных базах данных, которые называются файлами 
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оцененных ядерных данных (например, ENDF/B – Evaluated Nuclear 
Data Files). В качестве внутригрупповых спектров в простейшем 
случае берутся стандартные спектры нейтронов в зависимости от 
того, в какой области энергий расположена рассматриваемая энер-
гетическая группа: для быстрой области энергий – спектр деления, 
для области замедления – спектр Ферми, для тепловой области 
энергий – спектр Максвелла. Процедура генерации групповых биб-
лиотек констант автоматизирована и выполняется, например, про-
граммным комплексом NJOY. Ранее описан простейший подход к 
генерации групповых библиотек. Более сложные подходы учиты-
вают в том или ином приближении состава среды, а в качестве 
внутригруппового спектра нейтронов берутся не стандартные спек-
тры, а спектр, характерный для рассчитываемого реактора. Необ-
ходимо отметить, что при выборе групповой структуры уже, как 
правило, учитываются особенности спектра рассчитываемой сис-
темы. Например, для расчета тепловых реакторов необходимо 
иметь достаточно много групп в тепловой области энергий, по-
скольку именно эта область определяет физику теплового реактора. 
С другой стороны, для расчета бланкетов термоядерных реакторов 
необходимо выбирать много энергетических групп в высокой об-
ласти энергии, а тепловая область может содержать всего одну 
группу. Именно поэтому говорят, что групповые библиотеки кон-
стант проблемно ориентированы, т.е. предназначены для расчета 
определенного класса установок. Чем больше число групп, тем ме-
нее проблемно ориентирована библиотека. И только библиотеки, 
содержащие десятки тысяч групп, могут рассматриваться как уни-
версальные, естественно, если при этом правильно выбрана груп-
повая структура.  

В уравнении (5.3) в третьем слагаемом выделим член, относя-
щийся к рассматриваемой группе g: 
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и введем макроскопическое сечение поглощения в группе g : 

( ) ( ) ( )rrr gg
Sg

g
a

rrr →Σ−Σ=Σ . Таким образом, макроскопическое сече-
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ние поглощения в группе определяется как полное сечение за вы-
четом сечения внутригруппового рассеяния и описывает все про-
цессы, приводящие к исчезновению нейтрона из данной группы, 
т.е. радиационный захват в группе, деление в группе и все процес-
сы рассеяния нейтрона из рассматриваемой группы в нижележа-
щие: 
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и называется сечением замедления из группы g.  

Используя закон Фика (5.4), перепишем последнее уравнение в 
виде 
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Σ
=  – коэффициент диффузии нейтронов в группе g. 

Формула (5.7) называется уравнением диффузии в групповом 
приближении. Отметим, что поскольку в нем использован закон 
Фика, то применимость уравнения (5.7) ограничена всеми усло-
виями применимости этого закона. Для гомогенной среды это 
уравнение принимает вид 
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Используя групповые библиотеки констант для определения соот-
ветствующих макроскопических сечений, система уравнений (5.8) 
может быть решена относительно пространственной переменной 
для каждой энергетической группы последовательно с учетом гра-
ничного условия 0)( э =Φ rg

r  на экстраполированной границе среды 
с вакуумом и условий сшивки ( )( Sg rrΦ  и )( Sgng rD r

Φ∇  непрерыв-
ны) на границах раздела сред.  

Рассмотрим в качестве примера трехгрупповую систему диффу-
зионных уравнений. Введем групповую структуру (рис. 5.2). 
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Рис. 5.2. Групповая структура и групповые сечения для трехгрупповой задачи 

 
Запишем уравнение (5.8) для каждой из групп, начиная с пер-

вой: 
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где сечения поглощения в группах определены выражениями: 
 

;
3121111 →→ Σ+Σ+Σ+Σ=Σ SSfca  
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;32222 →Σ+Σ+Σ=Σ Sfca  

.333
fca Σ+Σ=Σ  

 
Уравнение для первой группы нейтронов может быть решено 

относительно плотности потока нейтронов в первой группе. После 
этого в уравнении для второй группы нейтронов может быть опре-
делено третье слагаемое, описывающее источник нейтронов во 
второй группе за счет переводов нейтронов из первой группы во 
вторую, и второе уравнение может быть решено относительно 
плотности потока нейтронов во второй группе. Далее в третьем 
уравнении рассчитывается источник за счет переводов нейтронов 
из первой и второй групп в третью (третье и четвертые слагаемые 
соответственно), и уравнение для третьей группы решается относи-
тельно плотности потока нейтронов в третьей группе. Естественно, 
что аналогичный подход к решению системы диффузионных груп-
повых уравнений сохраняется для любого числа энергетических 
групп. 

Более подробно многогрупповое приближение рассмотрено в 
работе [5]. 
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Глава 6 
ОСНОВЫ ТЕРМАЛИЗАЦИИ НЕЙТРОНОВ 

 
Вся теория замедления нейтронов при упругом рассеянии, при-

веденная ранее, основывалась на законе рассеяния, который был 
получен в результате рассмотрения упругого взаимодействия ней-
трона со свободным покоящимся ядром. Эти условия имели место 
для рассматриваемой области энергий – области замедления, но 
ядро уже нельзя считать свободным и покоящимся при описании 
взаимодействия нейтронов в области энергий ниже примерно не-
скольких электронвольт, т.е. в тепловой области энергии. Тепловая 
область энергий представляет собой область от примерно 10–3 до 
нескольких электронвольт. Нейтронов с энергией ниже 10–3 эВ в 
ядерном реакторе пренебрежимо мало, поскольку сечение погло-
щения с уменьшением энергии растет, как правило, пропорцио-
нально V1 , где V – скорость нейтронов. Значение верхней энерге-
тической границы тепловой области Eth зависит от состава среды и 
ее температуры и составляет, как правило, несколько электрон-
вольт или 4 – 5 kT, где k – постоянная Больцмана; T – абсолютная 
температура среды. Процесс рассеяния нейтронов на ядрах среды в 
тепловой области энергий всегда носит неупругий характер, назы-
вается термализацией и имеет ряд характерных особенностей. 

1. В тепловой области кинетическая энергия нейтрона становит-
ся сравнима с энергией теплового движения ядер среды – kT23 . 
Это означает, что при описании рассеяния нейтрона на ядре уже 
необходимо учитывать тепловое движение ядер среды, т.е. ядро не 
может считаться покоящимся. Учет теплового движения ядер сре-
ды приводит к тому, что энергия нейтрона после рассеяния может 
быть не только меньше, чем до рассеяния, как это было всегда в 
области замедления, но и возрастать в случае, когда, например, яд-
ро движется навстречу нейтрону.  

2. С уменьшением кинетической энергии нейтрона длина волны 
де Бройля соответствующего волнового пакета возрастает, и в теп-
ловой области энергий становится существенно больше размера 
ядра и сравнима с размерами молекулы или размерами соответст-
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вующих кристаллических структур. Это приводит к тому, что при 
рассмотрении рассеяния нейтронной волны необходимо учитывать, 
что она взаимодействует не с отдельным ядром, как это было в об-
ласти замедления, а с молекулой жидкости (газа) в целом или с со-
ответствующей областью кристаллической структуры для твердых 
тел. При описании взаимодействия нейтронной волны с молекулой 
необходимо учитывать возбуждение колебательных и вращатель-
ных уровней соответствующей квантово-механической системы, а 
при описании взаимодействия нейтронной волны с кристалличе-
ской структурой – интерференцию рассеянных от разных кристал-
лических плоскостей нейтронных волн. Тепловую область энергий 
часто называют еще областью термализации. Верхняя граница 
этой области выбирается таким образом, что выше ее справедлива 
теория замедления, рассмотренная в гл. 3.  

Учет вышеперечисленных фактов приводит к существенному 
усложнению описания процесса рассеяния нейтрона в тепловой об-
ласти энергий, которое может быть выполнено только с использо-
ванием подходов квантовой физики. Задача существенно упроща-
ется, если ограничиться учетом только теплового движения ядер 
среды при описании процесса рассеяния нейтрона – это, так назы-
ваемая, модель одноатомного газа. В рамках этой модели фактиче-
ски рассматривается равновесное состояние двух одноатомных га-
зов, одним из которых являются нейтроны (легкий газ), а вторым – 
тяжелый газ, моделирующий среду и распределение ядер которого 
по энергии известно из классической термодинамики (распределе-
ние Маквелла). Такой подход позволяет выявить и проанализиро-
вать основные закономерности формирования спектра нейтронов в 
тепловой области энергии. В рамках модели одноатомного газа 
аналитически возможно найти закон рассеяния, т.е. плотность ве-
роятности рассеяния нейтрона с энергией E  до энергии E'  – 
функцию )( E'Ep → , зависимость отношения которой к закону уп-
ругого рассеяния, полученного в области замедления, от отноше-
ния энергии нейтрона после рассеянии к энергии нейтрона до рас-
сеяния в случае среды, состоящей из чистого водорода, изображена 
на рис. 6.1. Вид плотности вероятности уже зависит от той энергии, 
которую нейтрон имел до рассеяния – E . В случае, если эта энер-
гия существенно больше средней энергии теплового движения ядер 
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среды ( kTE >> ), закон рассеяния совпадает с законом упругого 
рассеяния, который был получен в гл. 3. Чем ниже кинетическая 
энергия нейтрона E , тем более явно проявляется неупругий харак-
тер рассеяния нейтрона, связанный с учетом теплового движения 
ядер, что приводит к возрастанию относительной доли нейтронов, 
энергия которых после рассеяния E'  становится больше, чем энер-
гия нейтрона до рассеяния – E . 

 

E
E'

E
E'Ep

/1
)( →H1

1 kTE >>

kTE ≈

kTE <

0 0,5

0,5

1,0

1,0

1,5 2,0  
Рис. 6.1. Закон рассеяния на водороде в модели одноатомного газа 

 

6.1. Уравнение замедления в области термализации 
 
Рассмотрим бесконечную гомогенную среду с равномерно рас-

пределенным источником нейтронов с энергией Е0, а также тепло-
вую область энергий [0, Eth], которая всегда расположена в асим-
птотической области энергии. Возьмем фазовый объем, который в 
данном случае представляет собой интервал энергий dE  около 
энергии E  в тепловой области энергий. Рассмотрим баланс ней-
тронов в фазовом объеме. Для этого определим все возможные 
процессы, приводящие к изменению числа нейтронов в фазовом 
объеме: 
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( )EAP  – скорость исчезновения нейтронов за счет процессов 
взаимодействия с ядрами среды (поглощение и рассеяние); 

( )ERS  – скорость появления нейтронов в dE за счет рассеяния 
при других (необязательно более высоких) значениях энергий; 

( )EQ  – скорость появления нейтронов за счет их рассеяния при 
энергиях, больших чем Еth (верхняя граница тепловой области). 

Учитывая вышесказанное, уравнение баланса нейтронов в фазо-
вом объеме имеет вид: 

 
( ) ( ) ( ) 0=++− EQEREAP S .                              (6.1) 

 
Число нейтронов, которые испытывают взаимодействие с ядрами 
среды в рассматриваемом фазовом объеме в единицу времени, оп-
ределяется выражением: 
 

( ) ( ) ( )dEEEEAP tot ΦΣ= .                                   (6.2) 
 
Скорость появления нейтронов в фазовом объеме за счет их рас-
сеяния при энергиях, больших чем Еth, определяется выражением: 
 

( ) dEESEQ )(= ,                                     (6.3) 
 
где )(ES  – мощность источника нейтронов в тепловой области, ко-
торый формируется нейтронами, рассеявшимися при энергиях вы-
ше, чем граница тепловой области – из области замедления. Этот 
источник называется источником замедляющихся нейтронов, он 
отличен от нуля только в интервале энергий ],[ thth EEα  и возраста-
ет с ростом энергии внутри этого интервала.  

Рассчитаем величину ( )ERS  – скорость появления нейтронов в 
интервале dE  за счет их рассеяния при других значениях энергии. 
В интервал dE  нейтрон может попасть при рассеянии из  любого 
интервала Ed ′ в пределах тепловой области (рис. 6.2). 
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thE0 E E'E'

dE dE'dE'  
Рис. 6.2. Схема расположения энергетических интервалов для расчета ( )ERS  

 
Количество нейтронов, которые рассеялись в интервале Ed ′  в 

единицу времени, определяется выражением: ( ) ( ) EdEES ′′Φ′Σ . Ве-
роятность нейтрону попасть в интервал dE  после рассеяния при 
энергии E′  можно рассчитать как dEEE'p )( → . Тогда число ней-
тронов, которые в единицу времени рассеялись в интервале Ed ′  и 
энергия которых после рассеяния принадлежит интервалу dE , рас-
считывается как: 

 
( ) ( ) dEEE'pEdEES )( →′′Φ′Σ . 

 
Для определения ( )ERS  необходимо данное выражение проинтег-
рировать по Ed ′  от нуля до границы тепловой области Eth: 
 

( ) ∫ ⋅→ΣΦ⋅′=
thE

SS dEEEpEEEdER
0

)'()'()'( .         (6.4) 

 
Подставив полученные выражения (6.2), (6.3) и (6.4) в уравнение 
баланса (6.1) и сократив на dE , получим искомое уравнение за-
медления, которое, по существу, представляет собой уравнение ба-
ланса нейтронов в единичном фазовом объеме, расположенном в 
тепловой области: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

,0)(                                           

)()()(
0

=+

+∫ →ΣΦ⋅′+ΦΣ−ΦΣ−

ES

EE'pE'E'EdEEEE
thE

SaS    (6.5) 
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или, используя понятия плотности столкновений и плотности рас-
сеяния, придем к следующу виду:  

 

( )+− EF +→⋅′∫
thE

S EE'pE'FEd
0

)()( 0   )( =ES .                 (6.6) 

 
В общем случае ввиду сложности функции )( EE'p →  решить по-
лученные уравнения аналитически не представляется возможным.  

Проинтегрируем уравнение (6.5) по тепловой области энергии  
и, учтя следующее равенство 

 

=∫ →ΣΦ⋅′ ∫
thE thE

S EE'pdEE'E'Ed
0 0

)()()( ∫ ΣΦ⋅′
thE

S E'E'Ed
0

)()( , 

 
которое справедливо, поскольку интеграл от плотности вероятно-
сти по всей области ее определения равен единице, получим сле-
дующее выражение: 
 

( ) ( ) ∫∫ =ΦΣ
thE

a
thE

EdESEEdE
00

)( . 

 
Левая часть последнего равенства представляет собой скорость по-
глощения нейтронов во всей тепловой области энергий, а правая – 
скорость появления нейтронов в тепловой области энергий за счет 
их рассеяния при энергиях, выше Eth, т.е. количество нейтронов, 
энергия которых в единицу времени меняется от значений, боль-
ших Eth, до значений, меньших чем Eth. А это, по определению, есть 
плотность замедления через энергию Eth . Таким образом, инте-
гральный баланс нейтронов в тепловой области энергий выглядит 
следующим образом: 
 

( ) ( ) )(
0

tha
thE

EjEEdE =ΦΣ∫  
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и отражает тот факт, что скорость прихода нейтронов в тепловую 
область за счет их замедления в надтепловой области энергий рав-
на скорости поглощения нейтронов в тепловой области энергий. 

 

6.2. Спектр Максвелла. Температура нейтронного газа. 
Эффект диффузионного охлаждения 

 
Рассмотрим бесконечную гомогенную непоглощающую среду и 

предположим, что в тепловой области энергий нет источника за-
медляющихся нейтронов. В этом случае уравнение замедления 
имеет вид 

( ) ( ) =ΦΣ EES ∫ →ΣΦ⋅′
thE

S EE'pE'E'Ed
0

)()()(  

и в приближении модели одноатомного газа может быть решено 
аналитически. Фактически в данном случае устанавливается тер-
модинамическое равновесие двух газов: тяжелого – ядра среды с 
температурой T, и легкого – нейтроны. Данная задача решена в 
рамках классической термодинамики и получено распределение 
ядер легкого газа (в данном случае нейтронов) по энергии, которое 
называется спектром Максвелла:   

 

,exp2
)(

2)( 23М ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

π
π

=Φ
kT
EE

mkT
nE                          (6.7) 

 
где n – плотность нейтронов; k – постоянная Больцмана; Т – абсо-
лютная температура среды (в градусах Кельвина); m – масса ней-
трона; Е – энергия нейтрона. 

При выводе спектра Максвелла может быть получено соотно-
шение детального баланса нейтронов, которое отражает факт тер-
модинамического равновесия между двумя любыми единичными 
интервалами энергий: 

 
)'()()()()()( ММ EEpE'E'E'EpEE SS →ΣΦ=→ΣΦ .       (6.8) 

 



 214

Таким образом, в случае бесконечной гомогенной непоглощаю-
щей среды и отсутствии источника замедляющихся нейтронов рас-
пределение нейтронов по энергии в тепловой области будет повто-
рять распределение по энергии ядер среды с температурой T. Необ-
ходимо отметить, что это – идеальный случай, который в реальных 
средах никогда не реализуется, поскольку из-за поглощения ней-
тронов ядрами среды, утечки нейтронов через границу среды и на-
личия около верхней границы тепловой области замедляющихся 
нейтронов термодинамического равновесия нейтронов со средой 
никогда не наступает. На рис. 6.3 приведен характерный вид спек-
тра Максвелла (кривая 1). Он имеет максимум при Е = kT и прак-
тически равен нулю на границе тепловой области энергий.  

                                            

 
Рис. 6.3. Спектр нейтронов в тепловой области энергий: 1 – спектр Максвелла; 
2 – спектр в среде с учетом поглощения и замедления из надтепловой области 

 
В реальной среде в тепловой области всегда присутствует по-

глощение нейтронов и источник замедлившихся из надтепловой 
области энергий (эпитепловых) нейтронов. Эти процессы приводят 
к отклонению спектра нейтронов от идеального спектра Максвел-
ла. Поскольку микроскопическое эффективное сечение поглощения 
нейтронов в тепловой области энергий для большинства изотопов 

Ф(E

EkTНkT 
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имеет зависимость, пропорциональную E/1 , то учет поглощения 
нейтронов приводит к тому, что относительная доля нейтронов с 
малыми энергиями уменьшается, а следовательно, относительная 
доля нейтронов с более высокими энергиями возрастает. Посколь-
ку источник замедлившихся нейтронов формируется за счет рас-
сеяния нейтронов на ядрах среды в надтепловой области энергий, 
где рассеяние еще идет по классическому закону упругого рассея-
ния, то величина этого источника максимальна в области около Eth 
и равна нулю ниже энергии αEth (граница ступеньки замедления). 
Поэтому учет в тепловой области источника замедляющихся ней-
тронов приводит к возрастанию в спектре доли нейтронов с отно-
сительно высокой энергией. Можно показать, что в случае учета 
перечисленных выше факторов спектр нейтронов в тепловой об-
ласти энергий можно описать функцией, аналогичной (6.7), если 
вместо температуры среды Т в формуле (6.7) использовать величи-
ну Tн – эффективную температуру нейтронного газа, которая все-
гда по описанным выше причинам выше температуры среды и за-
висит от температуры и свойств среды. Эффективную температуру 
нейтронного газа можно оценить по формуле: 

 

,1н ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Σξ
Σ

+=
S

aaTT                                          (6.9) 

 
где макроскопические сечения рассчитываются при энергии, соот-
ветствующей температуре среды; а – параметр, лежащий в интер-
вале от единицы до двух, который находится из эксперименталь-
ных данных и известен для всех замедлителей. Очевидно, что чем 
больше сечение поглощения нейтронов, тем меньше в спектре от-
носительная доля нейтронов с низкими энергиями и, следователь-
но, тем выше эффективная температура нейтронного газа. В силь-
нопоглощающих средах (например, в топливе) эффективная темпе-
ратура нейтронного газа может отличаться от температуры среды 
более чем на порядок. На рис. 6.3 кривая 2 изображает спектр ней-
тронов в тепловой области энергий, который учитывает поглоще-
ния нейтронов и их замедление из надтепловой области энергий. 
Этот спектр в области ниже 0,2 эВ (кривая 2 на рис. 6.3) может 
быть описан формулой (6.7) с использованием эффективной темпе-
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ратуры нейтронного газа вместо температуры среды. Часть кривой 
2 выше области примерно 0,3 эВ описывается уже не спектром 
Максвелла, а спектром Ферми, т.е. пропорциональна E1 , посколь-
ку практически полностью определяется источником рассеянных в 
надтепловой области нейтронов. Область 0,2 – 0,3 эВ (кривая 2 на 
рис. 6.3) является переходной между спектром замедляющихся 
нейтронов (спектром Ферми) и спектром тепловых нейтронов 
(спектром Максвелла).  

Если рассматривается не бесконечная среда, а среда конечных 
размеров, то существует эффект утечки нейтронов через внешнюю 
границу среды в вакуум. Утечка нейтронов из среды наиболее эф-
фективно происходит из приграничного слоя размером 2–3 длины 
свободного пробега. Поскольку для нейтронов с более высокой 
энергией эффективное макроскопическое сечение поглощения, а 
следовательно, и полное эффективное сечение имеют более низкое 
значение, то длина пробега таких нейтронов в среде больше, чем 
длина пробега в среде нейтронов с более низкими нейтронами. Это 
приводит к тому, что вероятность нейтронам с более высокими 
энергиями вылететь из среды выше, чем соответствующая вероят-
ность для нейтронов с более низкими энергиями. Таким образом, в 
спектре нейтронов, который устанавливается в области размером 
2–3 длины свободного пробега около границы «среда–вакуум» для 
среды конечных размеров, относительная доля нейтронов с более 
высокими энергиями меньше, чем в спектре нейтронов, который 
устанавливается в этой среде вне области около границы. Этот эф-
фект называется диффузионным охлаждением среды и приводит к 
понижению эффективной температуры нейтронного газа в области 
около границы «среда–вакуум» по отношению к эффективной тем-
пературе нейтронного газа во внутренних областях среды. При 
этом спектр нейтронов во внутренних областях большой среды 
может быть описан формулой (6.7) с соответствующей эффектив-
ной температурой нейтронного газа.  

 

6.3. Диффузия тепловых нейтронов 
 
В общем случае описание диффузии нейтронов в тепловой об-

ласти энергий – сложная задача, требующая усреднение сечений по 
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реальному спектру нейтронов. Ограничим рассмотрение случаем 
спектра Максвелла.   

Рассмотрим уравнение замедления в диффузионном приближе-
нии (4.1), в котором интегральный член запишем, исходя из того, 
что рассматривается тепловая область энергий: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
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Преобразуем интегральный член в этом уравнении, воспользовав-
шись соотношением детального баланса нейтронов (6.8): 
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С учетом этого факта уравнение замедления в диффузионном при-
ближении в тепловой области энергий в случае установления в ней 
спектра Максвелла запишется в виде 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,, ММ =+ΦΣ−∆Φ ErSErEErED a

rrr
. 

 
Проинтегрируем последнее уравнение по тепловой области энергий: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,
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0

М
0
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Последний член в этом уравнении представляет собой число ней-
тронов, которые в единицу времени появляются в тепловой облас-
ти энергий за счет замедления из надтепловой области. Очевидно, 
что он представляет собой плотность замедления через энергию Eth, 
т.е. ),( thErj r , которая может быть найдена из решения уравнения 
возраста за счет замедления. Введем в рассмотрение средние сече-
ния в тепловой области энергий. Если считать, что функция плот-
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ности потока нейтронов допускает разделение переменных: 
)()()( ММ Erf,Er Φ=Φ

rr , то, используя многогрупповой подход, 
средние сечения в тепловой области определяются выражениями: 
 

Т

0
М )()(

Φ

ΦΣ
=Σ
∫
thE

a

a

EEdE
, 

Т

0
М )()(

Φ

Φ
=
∫
thE

EEdED
D ,              (6.10) 

 

где ∫ Φ=Φ
thE

EdE
0

МT )( .  

С учетом определенных выше средних сечений уравнение диф-
фузии в тепловой области записывается в виде 

 
( ) ( ) ( ) ,0, =+ΦΣ−∆Φ tha ErjrrD rrr                            (6.11) 

 

где ∫ Φ=Φ
thE

ErdEr
0

М ),()( rr  – интегральный по тепловой области по-

ток нейтронов, который часто называют тепловым потоком ней-
тронов. 

Уравнение (6.11) обычно записывают в виде 
 

( ) ( ) ( ) 0,11
2
Т

=+Φ−∆Φ thErj
D

r
L

r rrr
,                       (6.12) 

 

где введено обозначение: 
a

DL
Σ

≡2
Т  [см2]. Величина 2

ТL  называется 

квадратом длины диффузии тепловых нейтронов и характеризует 
средний квадрат смещения нейтрона от точки, где он стал «тепло-
вым», т.е. его энергия стала меньше Еth, до точки его поглощения в 
процессе диффузии.   

В физике ядерных реакторов используется величина, которая 
называется квадратом длины миграции нейтрона и определяется 
выражением: thLM τ+= 2

Т  [см2]. Эта величина характеризует сред-
ний квадрат смещения нейтрона от точки рождения источником 
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(быстрый нейтрон) до его точки поглощения в тепловой области 
энергий с учетом того, что сначала нейтрон перемещался в про-
странстве, замедляясь при столкновении с ядрами среды (область 
замедления), а затем перемещался в пространстве в процессе диф-
фузии в тепловой области энергий (рис. 6.4).  

 
 

⊗

Траектория нейтрона в процессе замедления

Траектория нейтрона в процессе диффузии в тепловой области 

Характеризует возраст

Характеризует квадрат 
длины диффузии 

теплового нейтрона

Точка рождения
быстрого нейтрона 0τ

0

=
= ЕЕ

Точка , где нейтрон
стал тепловым

th

thЕЕ
ττ =

=

Точка поглощения 
нейтрона

 
 

Рис. 6.4. Схема движения нейтрона в среде 

 

6.4. Расчет средних сечений в тепловой области 
 
Для решения уравнения диффузии тепловых нейтронов (6.11) 

необходимо уметь определять средние сечения в тепловой области 
энергий, которые определены выражениями (6.10). Скорость ядер-
ной реакции типа i взаимодействия нейтрона с ядрами среды в еди-
ничном пространственном объеме в тепловой области энергии оп-
ределяется выражением: 
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)()( М
0

EEdER
thE

ii ΦΣ= ∫ .                              (6.13) 

 
При расчете этой величины в рамках модели одноатомного газа в 
тепловой области энергий необходимо учитывать тепловое движе-
ние ядер среды. Обозначим через vr  – скорость движения нейтрона, 
V
r

 – скорость движения ядра в момент их взаимодействия, а rv  – 
модуль относительной скорости нейтрона и ядра в момент взаимо-
действия, который зависит от vr  и V

r
 (рис. 6.5).  

 

vr

V
r vr

V
r

−
rv

 
 

Рис. 6.5. Схема скоростей 

 
Тогда v)v( rr dn  – количество нейтронов, скорость которых лежит 

в интервале ]vv,v[ rrr d+ ; v)v(v rr dnr  – плотность потока нейтронов с 
относительной скоростью rv , скорость которых лежит в интервале 

]vv,v[ rrr d+ ; V)V(
rr

dN  – количество ядер среды, скорость которых 
лежит в интервале ]VV,V[

rrr
d+ ; )v( riσ  – эффективное микроскопи-

ческое сечение процесса i взаимодействия нейтронов и ядер среды, 
которые имеют относительную скорость rv . 

С учетом вышесказанного, формула (6.13) для расчета скоростей 
ядерных реакций в тепловой области энергий запишется в виде: 

 

rrii nNddR v)v()v()V(Vv∫ ∫ σ=
rrrr .                              (6.14) 
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В случае, если в тепловой области энергий зависимость микро-
скопического эффективного сечения пропорциональна rv1 , а это 
характерно для сечения поглощения большинства нуклидов, то эта 
зависимость может быть представлена в виде  

 

r
ara v

v)v()v( 0
0σ=σ ,                                  (6.15) 

 
где индексом «0» обозначены значения функций в так называемой 
тепловой точке, которая характеризуется следующими значениями: 

см2200v0 = , Е0 = 0,0253 эВ, Т0 = 20,46 оC. Именно в тепловой 
точке принято измерять или рассчитывать эффективные микроско-
пическое сечения в тепловой области энергий, если их зависимость 
от энергии может быть описана формулой (6.15). Подставив выра-
жение (6.15) в формулу (6.14), получим следующее выражение для 
расчета скорости реакции поглощения в тепловой области энергий: 
 

,)v()v(v                                 

)V(V)v(v)v(vv)v(
v
v)v()V(Vv

0000

00
0

0

ΦΣ=σ=

=σ=σ= ∫∫∫ ∫

aa

ar
r

aa

Nn

NdndnNddR
rrrrrrrr

 

 
где )v( 0aΣ  – эффективное макроскопическое сечение поглощения, 
а 0Φ  – плотность потока нейтронов, определенных в тепловой точ-
ке. С другой стороны, скорость реакции поглощения в тепловой 
области энергий можно определить через среднее по тепловой об-
ласти энергии сечение поглощения и тепловой поток нейтронов из 
формул (6.10): 
 

Т
0

М )()( ΦΣ=ΦΣ= ∫ a
thE

aa EEdER . 

 
Из последних двух выражений следует, что среднее по тепловой 
области энергии сечение поглощения может быть определено из 

выражения 
Т

0
0 )v(
Φ
Φ

Σ=Σ aa . Согласно (6.10) ∫ Φ=Φ
thE

EdE
0

МT )( . 
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Подставим в это выражение спектр Максвелла (6.7) с эффективной 
для данной среды температурой нейтронного газа и вычислим ин-
теграл, воспользовавшись тем фактом, что на верхнем пределе ин-
тегрирования при Е = Еth ∼ 5 kTн значение функции, стоящей под 
интегралом практически равно нулю из-за множителя exp{–E/kTн}, 
поэтому возможно заменить верхний предел интегрирования бес-
конечностью: 
 

.22)(2
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n2exp2
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н

0 н
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Используя полученное выражение и соотношение 

m
kTnn 0

00
2v ==Φ , запишем выражение для расчета среднего по 

тепловой области сечения поглощения: 
 

.)v(
222
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н

0
0

н
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Таким образом, получено выражение для расчета среднего по теп-
ловой области сечения поглощения (или любого другого сечения) в 
случае, если в тепловой области энергий зависимость микроскопи-
ческого эффективного сечения пропорциональна rv1 : 
 

 
н

0
0 )v(

2 T
T

aa Σ
π

=Σ .                                (6.16) 

 
В случае, если зависимость эффективного микроскопического 

сечения в тепловой области отличается от rv1 , а это имеет место 
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для ряда тяжелых ядер, первый резонанс в сечении которых пол- 
ностью или частично расположен в тепловой области энергий, для 
расчета средних по тепловой области сечений можно применять 
следующую формулу: 

 

н

0
0н )v(

2
)(

T
TTg aii Σ

π
=Σ ,                           (6.17) 

 
аналогичную (6.16), за исключением множителя )( нTgi , который 
называется фактором Вескотта и учитывает как отклонение зави-
симости эффективного микроскопического сечения в тепловой об-
ласти от rv1 , так и отклонение реального спектра нейтронов в об-
ласти термализации от спектра Максвелла, который использовался 
для получения выражения (6.16). Естественно, что ввиду наличия 
эффекта Доплера факторы Вескотта зависят от температуры среды, 
а следовательно, и от эффективной температуры нейтронного газа. 
Эти факторы рассчитаны для разных процессов i и для различных 
нуклидов (табл. 6.1). 

 
Таблица  6.1 

Факторы Вескотта 

235U 239Pu Тн, оС 
ga gf ga gf 

20 0,9780 0,9759 1,0723 1,0487 
100 0,9610 0,9581 1,1611 1,1150 
400 0,9294 0,9208 1,8905 1,6904 

1000 0,9118 0,8956 3,5353 3,0079 
 
Подробно теория термализации нейтронов рассмотрена в моно-

графии [6]. 
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Глава 7 
ГАЗОКИНЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПЕРЕНОСА НЕЙТРОНОВ 

В НЕРАЗМНОЖАЮЩИХ СРЕДАХ 

 
В данной главе будет рассмотрена самая общая модель переноса 

нейтронов в неразмножающих средах. Рассмотрим конечную не-
размножающую среду с внешними источниками нейтронов и полу-
чим уравнение, описывающее стационарное нейтронное поле в 
этой среде в фазовом пространстве ),,( Ω

rr Er . Уравнение будет за-
писано относительно функции плотности потока нейтронов 

( )ΩΦ
rr ,, Er ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅⋅⋅ стерэВссм
1

2 , которая, по определению, представ-

ляет собой среднестатистическое число нейтронов с энергией в 
единичном интервале около энергии E  и направлением скорости в 
единичном телесном угле около направления Ω

r
, которые пересе-

кают в единицу времени единичную площадку, расположенную в 
точке rr  таким образом, что вектор нормали к этой площадке сов-
падает с вектором Ω

r
. При выводе уравнения будут использованы 

только самые общие положения, принятые для описания нейтрон-
ного поля: 

1) нейтрон рассматривается как точечная частица;  
2) нейтрон рассматривается как стабильная частица; 
3) взаимодействие нейтронов с нейтронами не учитывается; 
4) все величины, описывающие нейтронное поле носят стати-

стический характер. 
 

7.1. Уравнение Больцмана 
 
Рассмотрим баланс нейтронов в элементарном фазовом объеме 

ΩdVdEd  для стационарной задачи в неразмножающей среде с 
внешними источниками нейтронов. Скорость убыли нейтронов из 
рассматриваемого фазового объема определяется двумя процесса-
ми: 
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( )Ωrr ,, ErL  – скоростью утечки нейтронов через границу фазово-
го объема; 

( )Ωrr ,, ErAP  – скоростью убыли нейтронов за счет процессов 
взаимодействия с ядрами среды. 

Отметим, что процесс утечки связан с пересечением нейтрона-
ми, энергия и направление полета которых лежат внутри dE  и Ωd  
соответственно, границы пространственного объема dV . Значение 
утечки представляет собой разность числа нейтронов, которые в 
единицу времени вытекают из объема ,dV  и числа нейтронов, ко-
торые за этот же промежуток времени втекают в объем dV  в соот-
ветствующем угловом и энергетическом диапазонах. Если утечка 
имеет положительный знак, то она присутствует в уравнении в ка-
честве члена, описывающего убыль нейтронов в фазовом объеме. В 
противном случае член утечки будет описывать поверхностный ис-
точник нейтронов и войдет в уравнение со знаком плюс. 

Любое столкновение с ядром среды нейтрона, который находит-
ся внутри пространственного объема dV , энергия и направление 
полета которого лежат внутри dE  и Ωd  соответственно, приводит 
или к процессу поглощения нейтрона, или к его рассеянию. Оче-
видно, что поглощение приводит к исчезновению нейтрона. В ре-
зультате процесса рассеяния меняется энергия нейтрона Е и на-
правление полета Ω

r
, а новые значения энергии и направления по-

лета будут лежать вне рассматриваемых элементарных интервалов 
dE  и Ωd . Следовательно, и любое рассеяние нейтрона приводит к 
его исчезновению из рассматриваемого фазового объема. 

Скорость генерации нейтронов в фазовом объеме может проис-
ходить за счет двух процессов: 

( )Ωrr ,, ErR  – скорости генерации нейтронов за счет рассеяния 
при других значения энергии и с другими направлениями полета;  

( )Ωrr ,, ErQ  – скорости генерации нейтронов  внешними источни-
ками нейтронов. 

Таким образом, уравнение баланса нейтронов в элементарном 
фазовом объеме ΩdVdEd  для стационарной задачи будет иметь 
вид: 

 
( ) −Ω−

rr ,,ErL ( )Ωrr ,, ErAP ( ) +Ω+
rr ,, ErR ( ) 0,, =Ω

rr ErQ . 
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Выразим каждый из членов в этом уравнении через известные ве-
личины (параметры среды и внешний источник) и плотность пото-
ка нейтронов. ( )Ωrr ,, ErL  – число нейтронов с энергией, лежащей в 
интервале dE  около Е и направлением полета в угловом диапазоне 
Ωd  около Ω

r
, которые в единицу времени пересекают границу 

объема dV . Рассмотрим площадку dS  поверхности объема dV , 
расположенную в точке Sr

r . Snr  – вектор внешней нормали к пло-
щадке dS . По определению функция проекции вектора тока на 
нормаль к площадке ),,( Ω

rr Eri Sn  описывает среднестатистическое 
число нейтронов, энергия которых лежит в единичном интервале 
около энергии Е, направление полета – в единичном телесном угле 
около направления Ω

r
, которые в единицу времени пересекают 

единичную площадку с нормалью Snr , расположенную в точке Sr
r . 

Тогда площадку размером dS  в единицу времени будет пересекать 
ΩΩ dSdEdEri Sn ),,(

rr  нейтронов, энергия которых лежит в интервале 
dE  около Е, и направлением полета в угловом диапазоне Ωd  око-
ло Ω

r
. Если последнее выражение проинтегрировать по всей по-

верхности объема dV  – S, то это и будет искомое выражение для 
утечки нейтронов: 
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( ) ( ) ( )
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В ходе вышеприведенного тождественного преобразования ис-
пользовались следующие тождества: 
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( );),,(),,( Ω⋅≡Ω
rrrrrrr

ErinEri SSSn  

);,,(),,( ΩΦΩ≡Ω
rrrrrr ErEri SS  

SdndS S
rr
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V

S
S

rfdVrfSd rrr
 

 
Скорость взаимодействия нейтронов с ядрами среды в фазовом 

объеме рассчитывается как 
 

( ) ( ) ( ) ΩΩΦΣ=Ω dVdEdErErErAP tot
rrrrr ,,,,, . 

 
Если известно распределение мощности внешних источников 

),,( Ω
rr ErS , то скорость генерации нейтронов в фазовом объеме рас-

считывается как 
 

( ) ( ) ΩΩ=Ω dVdEdErSErQ
rrrr ,,,, . 

 
Чтобы найти член ( )Ωrr ,, ErR , рассмотрим фазовый объем 

Ω′′dEdVd . В этом фазовом объеме в единицу времени проис- 

ходит ( ) ( ) Ω′′Ω′′Φ′Σ dEdVdErErS
rrr ,,,  процессов рассеяния нейтро-

нов. Из них в фазовый объем ΩdVdEd  попадут 

( ) ( ) ( ) Ω⋅Ω→Ω′′⋅Ω′′Ω′′Φ′Σ dEdEErWdVdEdErErS
rrrrrr ,,;   ,,,  нейтро-

нов, где функция ( )Ω→Ω′′
rrr ,,, EErW  – индикатриса рассеяния: 

плотность вероятности нейтрону с энергией E′  и направлением 
полета Ω′

r
 после рассеяния в точке rr иметь энергию E  и направ-

ление полета Ω
r

. Тогда выражение ( ) Ω⋅Ω→Ω′′ dEdEErW
rrr ,,,  пред-

ставляет собой вероятность того, что после рассеяния в точке rr  
нейтрона с энергией E'  и направлением полета 'Ω

r
 его энергия бу-

дет лежать в интервале dE  около энергии Е, а направление поле- 
та – в угловом диапазоне Ω

r
d около направления полета Ω

r
.  
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Естественно, что выполняется нормировка:  
 

( )∫ =Ω→Ω′′Ω∫
π

∞

40
1,,;

rrrr
EErWddE . 

 
Проинтегрировав выражение  
 

( ) ( ) ( ) Ω⋅Ω→Ω′′⋅Ω′′Ω′′Φ′Σ dVdEdEErWdEdErErS
rrrrrr ,,;   ,,,  

 
по всем возможным значениям энергии до рассеяния E'  и всем 
возможным направления полета нейтрона до рассеяния 'Ω

r
, полу-

чим выражение для члена, описывающего скорость генерации ней-
тронов в фазовом объеме за счет процессов рассеяния при других 
значениях энергии и направлениях полета: 
 

( ) ( ) ( ) ( ).,,;,,,,,
40
∫ Ω→Ω′′Ω′′Φ′ΣΩ′∫ ′Ω=Ω
π

∞ rrrrrrrrr EErWErErdEddVdEdErR S

 
Подставим найденные скорости процессов в уравнение баланса 
нейтронов в фазовом объеме, сократим на величину ΩdVdEd  и по-
лучим уравнение баланса нейтронов в единичном фазовом объеме: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).,,,,;,,,

,,,,,

40
Ω+∫ Ω→Ω′′Ω′′Φ′ΣΩ′∫ ′=

=ΩΦΣ+ΩΦ∇⋅Ω

π

∞ rrrrrrrrr

rrrrrr

ErSEErWErErdEd

ErErEr

S

tot
 (7.1) 

 
Формула (7.1) называется уравнением Больцмана. Oно представля-
ет собой интегродифференциальное уравнение. Название этого 
уравнения пришло в теорию переноса нейтронов из теории газов, в 
которой подобное уравнение было получено Больцманом задолго 
до открытия нейтрона.  

Отметим, что в рамках положений, отмеченных в начале данной 
главы, это уравнение точное. Хотя в данном уравнении и не учтены 
( )fn, -, ( )α,n -, ( )pn, -, ( )nn 2, -реакции, но это легко можно сделать 
путем добавления соответствующих членов в уравнение. Уравне-
ние Больцмана – наиболее общая форма уравнения переноса ней-
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тронов, поскольку при его выводе не было сделано никаких допол-
нительных предположений. Из уравнения Больцмана путем мате-
матических преобразований возможно получить любое из рассмот-
ренных ранее приближенных уравнений (моделей), описывающих 
нейтронное поле в среде. В качестве примера в прил. 6 из уравне-
ния Больцмана получено уравнение модели диффузии моноэнерге-
тических нейтронов. 

Поскольку применение уравнения Больцмана неограничено ни-
какими дополнительными предположениями, то его решение вы-
ступает в качестве эталонных значений при решении задач перено-
са нейтронов. Другими словами, сравнение решения задачи пере-
носа нейтронов, полученного в каком-либо из рассмотренных выше 
приближений, с решением уравнения Больцмана позволяет сделать 
вывод о применимости той или иной модели описания нейтронного 
поля для конкретной физической задачи. В качестве примера в 
табл. 7.1 приведено значение критического параметра 

totfSC ΣΣ+Σ= )ν(  гомогенной пластины толщиной Н (в длинах 
свободного пробега нейтронов) для различных значений Н, рассчи-
танное в диффузионном приближении и путем решения уравнения 
Больцмана. Отметим, что в данной постановке задачи существуют 
полуаналитические методы решения уравнения Больцмана. Приве-
денные значения параметра С соответствуют критическому со-
стоянию пластины. 
 

Таблица  7.1 

Значение критического параметра С гомогенной пластины толщиной Н 

Длина Н свободного 
пробега нейтрона 

Уравнение 
Больцмана 

Диффузионное 
приближение 

1 1,6154 4,8381 
2 1,2771 1,4826 
6 1,0583 1,0658 

 
Из приведенных значений с очевидностью следует, что диффузи-
онное приближение неприменимо для расчета систем размерами 
меньше шести длин свободного пробега нейтрона, поскольку в 
противном случае не выполняется предположение о слабой зави-
симости плотности потока от пространственной координаты, зало-
женное в диффузионное приближение. 
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7.2. Условия однозначного выбора решения 
уравнения Больцмана в физических задачах 

 
1. Условие конечности и неотрицательности функции плот-

ности потока нейтронов следует из определения ( )ΩΦ
rr

,, Er  и 
имеет вид ( ) ∞<ΩΦ≤

rr
,,0 Er . 

2. Условие для плотности потока нейтронов на внешней 
границе «среда – вакуум». Рассмотрим невогнутую границу сре-
ды и вакуума (рис. 7.1). Невогнутая граница означает, что нейтро-
ны, вылетевшие из среды, не могут в нее вернуться. 
 

СРЕДА

ВАКУУМ

Srr
Snr

 
 

Рис. 7.1. Невогнутая граница среды и вакуума 

 
Поскольку в вакууме отсутствует рассеяние нейтронов, то одно-

сторонний ток нейтронов из вакуума в среду равен нулю: 

0),,( =Ω− rr Eri SnS
. Это равенство можно переписать в виде: 

( ) ( ) 0,, =ΩΦ⋅Ω
rrrr

Ern SS  для всех Ω
r

, таких, что ( ) 0<⋅Ω Snr
r

 (любое на-
правление движения нейтрона из вакуума в среду). Из последнего 
равенства следует искомое условие: ( ) 0,, =ΩΦ

rr ErS  для всех Ω
r

, та-
ких, что ( ) 0<⋅Ω Snr

r
. Таким образом, плотность потока нейтронов 
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на границе «среда – вакуум» равна нулю для всех направлений по-
лета нейтронов из вакуума в среду. 

 

                   
S∆

1∆S
2∆S

1nr

nr
2nr

Sr
r

СРЕДА 1 СРЕДА  2

V∆

 
 

Рис. 7.2. Граница двух сред с разными свойствами 

 
3. Условие для плотности потока нейтронов на границе раз-

дела двух сред. Рассмотрим границу раздела двух сред с разными 
свойствами (рис. 7.2), на которой отсутствуют локальные источни-
ки нейтронов. Определим объем V∆  (заштрихованная область на 
рис. 7.2) и проинтегрируем уравнение Больцмана по этому объему: 

 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) .0,,

,,;,,,

,,,,,

40

=∫ Ω−

−∫ Ω→Ω′′Ω′′Φ′ΣΩ′∫ ′∫−

−∫ ΩΦΣ+∫ ΩΦ∇Ω

∆

π

∞

∆

∆∆

V

S
V

V
tot

V

rdErS

EErWErErdEdrd

rdErErrdEr

rrr

rrrrrrrr

rrrrrrrr

 

 
Рассмотрим предел записанного выражения при стремлении об-

ласти интегрирования (объема V∆ ) к нулю таким образом, что по-
верхности 1S∆  и 2S∆ стремятся к поверхности S∆ . Тогда все сла-
гаемые, кроме первого, будут равны нулю, поскольку они пред-
ставляют собой интегралы от ограниченных функций по области 
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интегрирования, стремящейся к нулю. Преобразуем первое слагае-
мое, использую теорему Остроградского – Гаусса при переходе от 
объемного интеграла к поверхностному в первом равенстве: 

 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) .0,,,,

,,lim,,lim

,,lim,,lim

2211

2
2

21
1

1

2

1
0

=∫ ΩΦ⋅Ω+ΩΦ⋅Ω=

=∫ ΩΦ⋅Ω+∫ ΩΦ⋅Ω=

=ΩΦ∫ ⋅Ω=∫ ΩΦ∇Ω

∆

∆∆→∆∆∆→∆

∆→∆

∆→∆∆→∆

S
SS

S
SSSS

SSS

S
VS

S

SS

SSVV

dSErnErn

dSErndSErn

dSErnrdEr

rrrvrrrv

rrrvrrrv

rrrvrrrr

 

 
Учитывая, что ( ) ( ) ( )nnn rvrvrv

⋅Ω≡⋅Ω−=⋅Ω 21 , где nr  – внешняя нор-
маль к S∆ , из последнего равенства получим:  

 
( ) ( ) ( ) ( )ΩΦ⋅Ω=ΩΦ⋅Ω

rrrvrrrv
,,,, 21 ErnErn SS , 

 
или окончательно: 
 

( ) ( )ΩΦ=ΩΦ
rrrr ,,,, 21 ErEr SS . 

 
Таким образом, плотность потока нейтронов непрерывна на 

границе сред с разными свойствами. 
4. Условие локализованного источника. Рассмотрим среду, в 

которой в точке 0r
r  расположен локализованный точечный источ-

ник нейтронов мощностью ( )Ωrr
,, Erq . Тогда в уравнении Больцмана 

(7.1) источник будет иметь вид: ( ) ( ) ( )0,,,, rrErqErS
rrrrrr

−δΩ=Ω . Окру-
жим точечный источник сферой радиусом R (рис. 7.3). Проинтег-
рируем уравнение Больцмана по объему сферы RV∆  и возьмем пре-
дел получившегося выражения при «стягивании» сферы к точке 
источника. При этом предел от второго и третьего членов будет ра-
вен нулю, поскольку они представляют собой интеграл от ограни-
ченной функции при стремлении области интегрирования к нулю. 
Из оставшегося равенства 
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( ) ( ) ( ) ,,,lim,,lim 000
∫ −δΩ∫ =ΩΦ∇Ω

→∆→∆
RVRV

RVRV
dVrrErqdVEr rrrrrrr

 

 
после проведения интегрирования в правой части и тождественных 
преобразований левой части получим искомое условие локализо-
ванного источника: 
 

( ) ( ) ( )Ω∫ =ΩΦ⋅Ω
→

rrrrrr
,,,,lim

0
ErqdSErSn

RSR
. 

 
 

⊗

R

0r
r

RV∆

RS

)Ω,,(
rr Erq

 
 

Рис. 7.3. Локализованный источник 

 
Физический смысл этого условия заключается в том, что число 

нейтронов с энергией Е, которые пересекают в направлении Ω
r

 в 
единицу времени поверхность сферы бесконечно малого радиуса, 
окружающую источник нейтронов, равно числу нейтронов с энер-
гией Е, которые испускает источник нейтронов в направлении Ω

r
 

в единицу времени. 
 

7.3. Интегральная форма уравнения переноса нейтронов 
 

Рассмотрим ограниченную неразмножающую среду, помещен-
ную в вакуум, с распределенными внешними источниками нейтро-
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нов. ( )Ωrr ,, Erq  – мощность внешних источников нейтронов. Выбе-
рем внутри среды точку 0r

r  и направление скорости нейтронов Ω
r

 
(рис. 7.4). Расположим в точке 0r

r  площадку dS  таким образом, 
чтобы вектор нормали к площадке nr  совпадал с вектором направ-
ления скорости нейтронов Ω

r
. В единицу времени площадку dS  

пересекает ( ) ΩΩΦ
rrr dSdEdEr ,,0  нейтронов, энергия которых лежит 

в интервале dE  около энергии Е, а направление вектора скорости – 
в интервале Ω

r
d  около направления, определенного вектором Ω

r
. 

Это следует из определения функции плотности потока нейтронов. 
Найдем это число нейтронов другим способом, а именно «соберем» 
все нейтроны с энергией dEE∈  и Ω∈Ω

rr
d , которые появились в 

среде в результате действия внешнего источника или процесса рас-
сеяния нейтронов на ядрах среды, полетели в направлении пло-
щадки dS , прошли путь до нее без взаимодействия, а следователь-
но, пересекли площадку dS . 

 

dS

Ω
r

d

0Ω
r

d

Ω
rr  ,n

rr

'rr

0r
r

l
'l

),( 0 Ω−
rrrR S

Вакуум

Среда
dl

 
 

Рис. 7.4. Схема к выводу интегрального уравнения 
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Решим поставленную задачу, используя сферическую геомет-
рию. На расстоянии l  от площадки dS  выделим элементарный 
сферический слой толщиной dl  (см. рис. 7.4). В слое dl  нейтроны 
появляются за счет действия внешних источников и рассеяния на 
ядрах среды. Только нейтроны, родившиеся в области слоя dV  (за-
штрихованной на рис. 7.4), и только в случае, если направление их 
скорости лежит в угловом диапазоне 0Ω

r
d  (телесный угол, под ко-

торым видна площадка dS  из точки rr ), полетят в направлении 
площадки dS  и, в случае избежания столкновений с ядрами среды, 
пересекут эту площадку в угловом диапазоне Ω

r
d . Объем заштри-

хованной части сферического слоя dV  равен Ωπ
r

dldl24 . Если 
( )Ωrr ,, Erq  – мощность внешних источников нейтронов, то из за-

штрихованной области сферического слоя в направлении dS  в диа-
пазоне энергий dE  полетит ( ) 0,, ΩΩ

rrr dVdEdErq  нейтронов, где 

20 4 l
dSd
π

=Ω
r

. Аналогично, в результате рассеяния нейтронов на яд-

рах среды в объеме dV  в направлении площадки dS  полетит 
 

( ) ( ) ( )∫ ΩΩ→Ω′′Ω′′Φ′ΣΩ∫
π

∞

4
0

0
,,;,,,

rrrrrrr ddVdEEErWErEr'ddE' SS  

 
нейтронов, энергия которых лежит в интервале dE . Однако пло-
щадку dS  пересекут не все нейтроны, которые после рождения 
имеют соответствующее направление скорости, а только те, кото-
рые на пути к площадке не столкнулись с ядрами среды. Вероят-
ность нейтронам пройти в гетерогенной среде путь l  без взаимо-

действия равна ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫ ′Σ−
l

tot ldE'r
0

,exp r . Умножим полное количество 

нейтронов, которые в результате рождения в элементарном сфери-
ческом слое имеют энергию в интервале dE  и такое направление 
вектора скорости, что они полетели в направлении площадки dS  в 
угловом диапазоне Ω

r
d , на вероятность нейтронам пройти в гете-

рогенной среде путь l  до площадки dS  без взаимодействия и про-
суммируем по всем возможным значениям l  от 0=l  до 
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( )Ω−=
rr ,0rRl S , где ( )Ω− rr ,0rRS  – расстояние от рассматриваемой 

точки 0r
r  до границы среды в направлении, противоположном на-

правлению вектора Ω
r

. В результате получим искомую функцию: 
среднестатистическое количество нейтронов, энергия которых ле-
жит в интервале dE  около энергии Е, а направление вектора ско-
рости – в интервале Ω

r
d  около направления, определенного векто-

ром Ω
r

, и которые в единицу времени пересекают площадку dS , 
расположенную в точке 0r

r  таким образом, что вектор нормали к 
площадке nr  совпадает с вектором направления скорости нейтро-
нов Ω

r
.   

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

.
4

4                                    

,,;,,,,,

,exp,,         

2
2

40

,0

0 0
0

l
dSdEdl

EErWErErdEdErq

ldE'rdldSdEdEr
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rSR l
tot

π
⋅⋅Ωπ×

×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∫ Ω→Ω′′Ω′′Φ′ΣΩ′∫ ′+Ω×

×∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫ ′Σ−⋅≡ΩΩΦ

π

∞

Ω−

r

rrrrrrrrr

rrrr
rr

 

 
В последнем выражении учтено, что Ωπ=

r
dldldV 24  и 

20 4 l
dSd
π

=Ω
r

. 

Таким образом, после сокращения Ω
s

dSdEd  и учитывая, что 
lrr ⋅Ω−=

rrr
0  и l'r'r ⋅Ω−=

rrr
0 , окончательно получим: 
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      (7.2) 
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Эта формула называется уравнением переноса нейтронов в инте-
гральной форме. Граничное условие для этого уравнения имеет 
очевидный вид: ( ) 0,),,( 00 =ΩΩ−⋅Ω−Φ

rrrrr
ErRr S . Интегродифференци-

альное уравнение Больцмана и интегральная форма уравнения пе-
реноса полностью эквивалентны, т.е. одно уравнение может быть 
получено из другого путем тождественных математических преоб-
разований (прил. 7). 

 

7.4. Интегральное уравнение Пайерлса 
 
Интегральное уравнение Пайерлса – частный случай интеграль-

ного уравнения переноса нейтронов и получается из последнего, 
если выполняются следующие условия. 

1. Среда – гомогенная. В этом случае макроскопические сечения 
не зависят от пространственной координаты: ( ) ( )EEr Σ=Σ ,

r , а сле-

довательно, ( ) ( ) lEldEr
l

⋅Σ=∫ ′′Σ
0

,
r . 

2. Внешние источники изотропны, т.е. функция, описывающая 
мощность внешних источников не зависит от угловой переменной: 
( ) ( )ErqErq ,,,

rrr
=Ω . 

3. Рассеяние изотропно в лабораторной системе (среда состоит 
из тяжелых ядер). В этом случае, с учетом гомогенности среды, ин-
дикатриса рассеяния принимает вид  

 
( ) ( )EEWEErW SS →′=Ω→Ω′′

rrr
,,; . 

 
С учетом этих предположений интегральное уравнение перено-

са нейтронов (7.2) примет вид 
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exp,,              

40

,

0

0

0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ω′Ω′′Φ→′′Σ⋅′+×

×Σ−⋅=ΩΦ

∫∫
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SS

rSR

tot
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Проинтегрируем последнее уравнение по переменной Ω
r

, т.е. 
сформулируем уравнение относительно интегральной по углу 
функции плотности потока нейтронов: 

 

( ) ( ){ }
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( ) ( ) ( ) ( ) .,,;,,

exp,,

4

,

044
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0

⎥
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rrrRS
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dl

 
 

Рис. 7.5. Схема к выводу уравнение Пайерлса 
 
Введем обозначение: ( ) ( )ErdEr ,,, 0

4
0

rrrr
Φ=ΩΩΦ∫

π
 – интегральная 

по угловой переменной плотность потока нейтронов (полная плот-
ность потока нейтронов). С учетом равенства Ωπ=

rr dldlrd 24 , где 
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0rrl
rr

−=  (рис. 7.5), перейдем в последнем уравнении от интегри-
рования по переменным Ω

r
d  и dl  к интегрированию по объему 

среды, воспользовавшись равенством 
( )

∫∫∫
−π

=Ω
Ω−

π V

rSR

rr

rddld 2
0

,0

04 4
rr

rr
rr

, и 

получим: 
 

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) .,,

exp
4
1,

0

2
0

0
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
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×∫
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−Σ−
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=Φ

∞
ErEEWEEdErq
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rrE

rdEr
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V

tot

rr

rr

rr
rr

              (7.3) 

 
Формула (7.3) называется уравнением Пайерлса. Это – инте-

гральное уравнение с источником, стоящим в квадратных скобках, 
и ядром (множитель впереди квадратных скобок). 

Подробно газокинетическая теория переноса нейтронов рас-
смотрена, например, в монографии [7].  
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Приложение 1 

СВОЙСТВА НЕКОТОРЫХ ИЗОТОПОВ, ВАЖНЫХ 
ДЛЯ ФИЗИКИ ЯДЕРНЫХ РЕАКТОРОВ 

Атомный 
номер 

Изотоп Содержа-
ние изотопа 
в нуклиде, 

% 

Период 
полураспада 

σа, 
б (*) 

σf, 
б (*) 

1 1Н 99,985  0,332  
 2Н 0,015  0,053  
 3Н  12,33 года   
3 6Li 7,42  940  
 7Li 92,58  0,037  
5 10B 19,6  3837  
 11B 80,4  0,0055  
6 12C 98,89  0,0034  
 13C 1,11  0,0009  
 14C  5730 лет   
7 14N 99,63  1,88  
 15N 0,37  0,000024  
8 16O 99,759  0,000178  
 17O 0,037  0,235  
 18O 0,204  0,00016  

53 135I  6,7 ч   
54 135Хе  9,17 ч 2 650 000  
61 149Pm  53,1 ч   
62 149Sm 13,83  41,000  
90 232Th 100 1,41×1010лет 7,40  
 233Th  22,2 мин 1515 15 

92 233U  1,55×105 лет 578,8 531,1 
 234U 0,0057 2,47×105 лет 100,2  
 235U 0,72 7,13×108 лет 680,8 582,2 
 236U  2,34×107 лет 5,2  
 238U 99,27 4,51×109 лет 2,70  
 239U  23,5 мин. 36 14 

94 239Pu  24390 лет 1011,3 742,5 
 240Pu  6540 лет 289,5 0,030 
 241Pu  15 лет 1377 1009 
 242Pu  3,87×105 лет 18,5 < 0,2 

 
(*) Сечение в тепловой точке.  
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Приложение 3 

ДИФФУЗИОННЫЕ ФУНКЦИИ ВЛИЯНИЯ ПЛАСТИНЫ 
КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ 

 
Рассмотрим задачу о нахождении функции плотности потока 

нейтронов в неразмножающей гомогенной пластине толщиной а с 
симметрично распределенным источником нейтронов мощностью 
S(x): S(–x) = S(x), таким, что S(±a/2) = 0.  

Уравнение диффузии моноэнергетических нейтронов и гранич-
ное условие (считаем, что границы среды – экстраполированные) в 
данном случае имеют вид 

 

D
xSx

Ldx
xd )()Φ(1)Φ(

22

2
−=− ,        .0

2
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛±Φ a  

 
Ввиду симметрии задачи решение также должно быть симметрич-
но, т.е. Ф(–x) = Ф(x). 

Найдем систему собственных функций { }nϕ  и собственных зна-

чений αn оператора диффузии 22

2 1
Ldx

d −  с соответствующими по-

становки задачи условиями. Для этого решим задачу на собствен-
ные функции и собственные значения оператора 

 

)()(1)(
22

2
xαx

Ldx
xd

nnn
n ϕ=ϕ−

ϕ
 

 
с условием симметрии )()( xx ϕ=−ϕ  и граничным условием 

.0
2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛±ϕ a

n  

Перепишем это уравнение в виде 
 

0.=)(1)(
22

2
x

Ldx
xd

nn
n ϕ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ α+−

ϕ
       (П3.1) 
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Последнее уравнение имеет решения, удовлетворяющие гранично-

му условию 0
2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛±α a

n , только в случае, если 0– 1 2
2 <=α+ nn B

L
. 

Действительно, в противном случае решением уравнения будет су-
перпозиция двух экспонент, которая удовлетворяет граничному ус-
ловию только при тривиальном решении, которое нас не интересу-
ет. В данном же случае решение уравнения будет иметь вид 

{ } { }xBCxB=Ax nnnnn sincos)( +ϕ . Поскольку нас интересуют только 
четные решения, константа 0=nC . Использование граничного ус-
ловия дает возможность определить константы nB : 
 

...,=, n+na  B   aB     a
nnn ,10)12(π0

2
cos0

2
=⇒=
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⎠
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⎜
⎝
⎛ϕ  

 
Таким образом, собственными функциями оператора диффузии 

в данной задаче являются функции ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +
π

=ϕ т
a
xxn 21cos)( . Дан-

ная система собственных функций ортогональна на отрезке  
[–a/2, a/2]. Легко показать, что выполняется следующее равенство: 

 

∫
⎪
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⎪
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⎧
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ϕϕ
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2– . ,
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; 0,=)()(

a

a
mn

n=ma
mnxxdx  

 
Известно, что любую четную функцию )(xf , удовлетворяющую 

граничным условиям 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±

af , можно на отрезке [–a/2, a/2] раз-

ложить в ряд по системе ортогональных функций: 
)()( xCxf n

n
nϕ= ∑ , где коэффициенты разложения рассчитываются 

как 

∫ ϕ=
2

2–
)()(2

a

a
nn x'x'dx'f

a
C . 
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Разложим четные функции )(xΦ  и )(xS , которые удовлетворя-
ют необходимому краевому условию, по системе ортогональных 
функций { }nϕ : 

 
)(=)( xKx n

n
nϕ∑Φ ,     (П3.2) 

 
)()( xS=xS n

n
nϕ∑ , 

 
где коэффициенты nS  рассчитываются по формуле:  
 

∫ ϕ=
2

2–

)()(2
a

a
nn xxdxS

a
S .      (П3.3) 

 
Подставим эти разложения в исходное уравнение: 
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Так как функции )(xnϕ  удовлетворяют уравнению (П3.1), то 
 

)(–
)( 2

2

2
xB

dx
xd

nn
n ϕ=

ϕ
. 

 
Учтя этот факт в последнем уравнении, получим: 
 

)(11)( 2
2 xS

DL
BxK n

n
n

n
nnn ϕ∑=∑ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +ϕ . 

 
Умножим обе части этого равенства на функцию )(xmϕ  и проин-
тегрируем по отрезку [–a/2, a/2]. Тогда, с учетом ортогональности 
системы функций { }nϕ , получим равенство: 
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2
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2 aS
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BK mmm =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . 

 
Из этого равенства выразим коэффициенты Km:  
 

22+1 m

am
m BL

SK ∑
= . 

 
Подставив найденные коэффициенты в формулу (П3.2) и учтя вы-
ражение для коэффициентов Sn (см. формулу (П3.3)), получим 
окончательно: 
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Вспомним, что согласно принципу суперпозиции источников: 
 

∫ ′′′Φ
2

2–

)()(=)(

a

a
xx,GxSxdx . 

 
Сравнивая это выражение с полученным выражением для плотно-
сти потока легко определить функцию Грина для данной задачи: 
 

⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧

+

′ϕϕ
Σ

=′ ∑
n n

nn

a LB
xx

a
xx,G 221

)()(2)( . 

 
Видно, что в отличие от рассмотренных функций Грина для беско-
нечных гомогенных неразмножающих сред функция Грина для го-
могенной неразмножающей пластины зависит от точки наблюде-
ния x и точки, где расположен источник x'. 
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Приложение 4 

РАСЧЕТ ВЕРОЯТНОСТИ ИЗБЕЖАТЬ ПОГЛОЩЕНИЯ  
НА РЕЗОНАНСЕ ПРИ ЗАМЕДЛЕНИИ НА ВОДОРОДЕ 

В ПРИБЛИЖЕНИИ БЕСКОНЕЧНОЙ МАССЫ 
ПОГЛОТИТЕЛЯ. СЛУЧАЙ СИЛЬНОГО РАЗБАВЛЕНИЯ 
 
Получим формулу для численных расчетов вероятности избе-

жать поглощения на резонансе при замедлении на водороде в слу-
чае сильного разбавления и приближения бесконечной массы по-
глотителя. Преобразуем формулу Брейта – Вигнера (3.63) следую-
щим образом: 

 

( )
( ) ( )

2
2

γн2
2

2

н

Г
21

1
Г
Г

Г
Г4

2
Г

ГГ2,

⎟
⎠
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⎝
⎛⎟

⎠
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⎝
⎛ −+

π=

+−

γπ=γσ

rr EE
g

EE
gn DD . 

 
В резонансе (при E = Er) 
 

( ) rr gE σ=π=σ γ
γ Г

Г
Г
Г4

Г
Г γн2D , 

 

где 
Г
Гγ  – вероятность распада составного ядра по ( )γ  каналу; 

Г
Г4 н2gr Dπ=σ  – значение сечения образования составного ядра в 

максимуме резонанса (при Е = Еr). 
Таким образом, зависимость сечения радиационного захвата от 

энергии с учетом введенных выше обозначений можно описать 
формулой: 

 

( ) 2
γ

1
1

Г
Г

x
E r

+
σ=σγ ,  где ( )rEEx −=

Г
2 .   (П4.1) 
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Рассмотрим величину 
tot

a
Σ
Σ , которая входит в формулу (3.72) для 

),( 0 EEϕ : 
 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ENENENEN

ENEN
E

E

аSаS

а

tot

а

′σ+′σ+′σ+′σ

′σ+′σ
=

∑ ′
∑ ′ γ

ППППНHHH

НHПП . 

 
Водород – слабый поглотитель, поэтому ∑ ∑<<Н H ,а S  и вторым 

членом в знаменателе последнего выражения можно пренебречь по 
отношению к первому члену. Поскольку микроскопическое сече-
ние рассеяния водорода и поглотителя имеют один порядок вели-
чины, а концентрация ядер водорода существенно больше, чем по-
глотителя (случай сильного разбавления), то третьим членом в 
знаменателе последнего выражения можно пренебречь по отноше-
нию к первому. Необходимо отметить, что возможен случай резко-
го возрастания сечения рассеяния поглотителя в области резонанса, 
но приближение бесконечной массы поглотителя дает возможность 
этот случай не рассматривать. Рассматривается случай сильного 
разбавления, т.е. концентрация ядер поглотителя много меньше, 
чем концентрация ядер водорода. Пусть соотношение концентра-
ции ядер такое, что выполняются условия: ∑ ∑<<Н Па а и 

,П H∑ ∑<<a S  т.е. требуется, чтобы выполнялось соотношение: 

∑ ∑ ∑<<<<Н П H.а а S  Найдем диапазон отношения концентраций 
ядер поглотителя и водорода, при котором последнее соотношение 
выполняется. Для этого учтем порядок величин для микроскопиче-
ских эффективных сечений в области замедления: Haσ  ∼ 10–3 б, 

HSσ  ∼ 10 б, Паσ  ∼ 104 б в резонансе. С учетом этого легко найти 
искомый диапазон изменений NП/NЗ: 
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Таким образом, случай сильного разбавления соответствует 

[ ]46

H

П 10,10 −−∈
N
N . При этом выполняется условие 

∑ ∑ ∑<<<<Н П H ,а а S  и в числителе анализируемого выражения вто-
рым членом можно пренебречь по отношению к первому, а в зна-
менателе – четвертым по отношению к первому. Таким образом, в 
рассматриваемом случае: 
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( )

( )
( )EN
EN

E
E

Stot

a

′σ

′σ
≈

∑ ′
∑ ′

HH

γПП .        (П4.2) 

 
 
 

          
EE r E 2E 1

σsn
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σγn

   
        

Рис. П4.1. Пояснения к расчету вероятности избежать поглощения при замедлении  

 
 
Подставим (П4.2) в (3.72) и преобразуем получившееся выраже-

ние: 

σγn 

σSn
1/Ε 

Ε Ε2 Εr Ε1 
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Рассмотрим отдельно интеграл в последнем выражении, вос-
пользовавшись (П4.1): 
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где )(
Г
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r11 ЕЕa −= , )(
Г
2

r22 ЕЕa −= . 
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 E r Г -Г -3Г 

Г 

3Г  
 

Рис. П4.2. Выбор пределов интегрирования 

 

Учитывая, что основной вклад в интеграл от функции 21
1
x+

 

вносит область около х = 0 (рис. П4.2), т.е. около Е = Еr, выберем  
Е1 = Еr – 3Г и Е2 = Еr + 3Г. В этом случае а1 = –6, а а2 = 6 и c хоро-
шей точностью arctg(6) ≈ π/2, а arctg(–6) ≈ –π/2. Тогда для вероят-
ности избежать поглощения на резонансе поглотителя при замед-
лении на водороде получим выражение: 

  

( ) ( ) .
2

Г
exp,

HH

П
21

⎭
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σ
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−≈ϕ γ

rrS
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Оценим ( )21 , EEϕ  для первого резонанса 238U, который имеет сле-

дующие параметры: rE  = 6,7 эВ, HГ  = 1,5⋅10–3 эВ, γГ  = 25⋅10–3 эВ, 

Г = 26,5⋅10–3 эВ. Видно, что поскольку на ядре 238U при энергии 6,7 
эВ идут только процессы резонансного рассеяния и поглощения, то 

γН ГГГ += . При этом вероятность распада составного ядра по ка-

налу реакции радиационного захвата ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Н

γ

Г
Г

 примерно в 16,5 раз 

больше, чем по каналу резонансного рассеяния. Рассчитаем значе-
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ние сечения образования составного ядра в максимуме резонанса: 

Г
Г4 Н2Dπ=σr . 

Длину волны де Бройля нейтрона можно рассчитать по формуле:  
 

EmE

101055,4
2

−⋅
==

h
D  [см], 

 
где Е – кинетическая энергия нейтрона, эВ; 
 

( ) см1076,1
7,6

1055,4 10
10

−
−

⋅=
⋅

=rED . 

 
Тогда 

( ) .б102,2см102,2
105,26

105,11076,14 420
3

3
202 ⋅=⋅≅

⋅
⋅

⋅⋅⋅π=σ −
−

−
−

r  

 
Таким образом, видно, что в максимуме резонанса сечение дос-

тигает десятков тысяч барн. 

Возьмем для определенности б30,10 H
4

H

П ≈σ= −
SN

N . В результа-

те получим: 
 

( )

{ } .99957,01043,0exp

7,6302
1025102,210exp,

3

344

21

=⋅−≈

≈
⋅⋅

π⋅⋅⋅⋅⋅
−=ϕ

−

−−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧EE

 

 
Видно, что вероятность избежать резонансного поглощения прак-
тически равна единице.  Это следствие того, что ширина резонанса 
Г много меньше ступеньки замедления на водороде. Поэтому, хотя 
в максимуме резонанса сечение достигает нескольких десятков ты-

сяч барн, но в эту область энергий попадает только ∼
0

Г
E

 от полно-

го числа нейтронов. 
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Приложение 5 

РАСЧЕТ ВЕРОЯТНОСТИ ИЗБЕЖАТЬ ПОГЛОЩЕНИЯ 
НА УЗКОМ ИЗОЛИРОВАННОМ РЕЗОНАНСЕ 

В ПРИБЛИЖЕНИИ БЕСКОНЕЧНОЙ 
МАССЫ ПОГЛОТИТЕЛЯ 

 
Получим формулу для расчета вероятности избежать поглоще-

ния на узком изолированном резонансе в приближении бесконеч-
ной массы поглотителя. Рассмотрим выражение:  

 

ЗЗПП

ЗП

)()(
)(

)(
)(

аSSа

аa

tot

a

ЕЕ
Е

E
E

Σ+Σ+Σ+Σ
Σ+Σ

=
Σ
Σ . 

 
В числителе этого выражения можно пренебречь макроскопиче-

ским сечением поглощения замедлителя по сравнению с макроско-
пическим сечением поглощения поглотителя, поскольку микроско-
пическое сечение поглощения замедлителя (10–3 и менее барн) 
меньше микроскопического сечения поглощения поглотителя в 
максимуме резонанса (порядка 104 б) на 6 – 7 порядков, а концен-
трация ядер поглотителя в реальных средах меньше концентрации 
ядер замедлителя всего на один-два порядка. В знаменателе рас-
сматриваемого выражения можно пренебречь сечением поглоще-
ния замедлителя по отношению к сечению рассеяния замедлителя 
(разница в сечениях составляет более трех порядков), а также сече-
нием рассеяния поглотителя по отношению к сечению поглощения 
поглотителя, поскольку рассматривается приближение бесконеч-
ной массы поглотителя. 

С учетом вышесказанного подставим в формулу (3.80) выраже-
ния для сечений. Согласно (П4.1) 

 

( ) 2
γ

П 1
1

Г
Г

xrEa +
∑=∑ ,  где  ( )rEEx −=

Г
2 . 

 
Тогда  

( ) ( )    
1

1
Г
Г

2З П З
γ

x
EE S a S rtot

+
∑ ∑ ∑ ∑+=+=∑  
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и

( )
( )

( )

( )

( ) =−==∫
∑ ∑

−′+

+

∑
−′+

′=∫
∑ ′
∑ ′

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

r

E

E
S r

r

rE

E tot

a EE'x

rEE

EE
Ed

E
EdE

Г

2

1 З 2
γ

2

γ

2

1

2

Г
21

1
Г
Г

Г
21

1
Г
Г

 

( )

( )
,

2
Г

1
1

Г
Г
1

1
Г
Г

2
Г

З З
2

2Г
2

12
Г

З 2
γ

2
γ

∫
∑ ∑ ∑++

∑
≈∫

∑ ∑
+

+

∑
+=

∞

∞−

γ
−

− S S r

r
rEE

rEE S r

r

x
dx

x

xdx  

 
при выполнении последнего равенства учтено, что ГГγ ≈ , далее 
получаем: 
 

.
2
Г

                              
З

Зγ

З

З

γ
2

З

2З 1
tgarc

2
Г

1
2
Г

∑ ∑+
∑

∑

∑

⋅
π

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

∑
∑+

∑⋅
∑

=∫

∑
∑++

∑⋅
∑ ∞

∞−

∞

∞−

γ

S r

S

S

r

S

rS

r

S

rS

r x

x

dx

 

 
В ходе последних преобразований была проведена замена пре-

делов интегрирования по соображениям, аналогичным обсужден-
ным в прил. 4. Кроме того, в знаменателе было использовано при-
ближенное равенство ГГγ ≈ , которое становится точным в случае 
отсутствия резонансного рассеяния (приближение бесконечной 
массы поглотителя). Вероятность избежать поглощения на узком 
изолированном резонансе в приближении бесконечной массы по-
глотителя получается после подстановки найденного выражения в 



 

 258

(3.80): 
∑ Σ+

Σ

∑ξ

Σπ
−≈ϕ γ

ЗЗ

з
2

1
S rS r

r s
E

Г
, где ∑ σ⋅=σ∑ = З ЗЗП ; S Srr NN ; 

Г
Г4 Н2Dπ=σr . Коэффициент 

∑ ∑+
∑=
З

З

S r

Sk  называется коэффи-

циентом самоэкранировки резонанса. Он связан с эффектом резо-
нансной самоэкранировки.  

Если ∑∑ << ЗSr (слабый резонанс), то 1≈k . Этот случай соот-
ветствует бесконечному разбавлению.  

Если ∑∑ >> ЗSr (сильный резонанс), то 1<<k  и 

r

S

r

S Nk
σ

∑
=

∑
∑≈ ПЗЗ . Используя полученную формулу и ре-

зультаты расчетов, проведенных в прил. 4, выполним численную 
оценку ( )21, EEϕ  для первого резонанса 238U при замедлении на 

С12
6  и 4

З

П 10−=
N
N . Сечение рассеяния для углерода примем равным 

5 б, а 158,0=ξ : 

( )

.986,0
102,2105

510
7,65158,02
102,210251

2
Г

1,

44
4

43

ПЗЗ

ЗЗ

ЗЗ

П
21

≈
⋅⋅+

⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅π

−=

=
σ+σ

σ
σξ

σπ
−=ϕ

−
−

−

γ

rS

S

rS

r

NN
N

EN
N

EE
 

 
Коэффициент самоэкранировки резонанса в этом случае состав-

ляет 0,883. Таким образом, вероятность избежать поглощения  рав-
на 98,6 %, вероятность поглотиться – 1,4 %. Заметим, что действи-
тельно величина, вычитаемая из единицы (в данном случае – 
0,014), значительно меньше единицы, поэтому правомерно исполь-
зованное ранее при выводе формулы (3.80) разложение экспонен-
циальной функции вблизи нуля. 
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Приложение 6 

ВЫВОД УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ 
МОНОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ НЕЙТРОНОВ  

ИЗ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА 
 
Уравнение Больцмана в случае, если все нейтроны имеют одну 

и туже энергию, принимает вид 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .;,     

,,,grad

4
∫ Ω′Ω→Ω′Ω′ΦΣ+

+Ω=ΩΦΣ+ΩΦΩ

π

rrrrrrr

rrrrrrrr

drWrr

rqrrr

SS

tot
 

Проинтегрируем это уравнение по Ω
v

, учитывая в первом члене 
равенство ( ) ( )ΩΦΩ=ΩΦΩ

rrrrrr
,div,grad rr : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .;,          

,,,div

44

444

∫ ΩΩ→Ω′⋅Ω′∫ Ω′ΦΣ+

+Ω∫ Ω=Ω∫ ΩΦΣ+Ω∫ ΩΦΩ

ππ

πππ
rrrrrrrr

rrrrrrrrrrr

drWdrr

drqdrrdr

SS

tot

 

 
Введя в рассмотрение вектор тока нейтронов 

( ) ( ) Ω∫ ΩΦΩ=
π

rrrrrr drri
4

, , глобальную плотность потока нейтронов 

( ) ( ) Ω∫ ΩΦ=Φ
π

rrrr drr
4

, , интегральный источник ∫ ΩΩ=
π4

),()(
rrrr rqdrq  и 

учитывая, что интеграл от индикатрисы рассеяния равен единицы, 
из последнего уравнения получим: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rrrqrrri Stot

rrrrrrr
ΦΣ+=ΦΣ+div . 

 
Принимая во внимание, что Stota Σ−Σ=Σ , окончательно полу-

чаем уравнение баланса нейтронов в единичном пространственном 
объеме:  

 
( ) ( ) ( ) ( )rqrrri a

rrrrr
=ΦΣ+div .     (П6.1) 
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Получим закон Фика, т.е. найдем связь между вектором тока 
нейтронов )(ri rr  и плотностью потока нейтронов )(rrΦ . Для этого 

разложим функцию ( )ΩΦ
rr,r  в ряд по переменной Ω

r
 и ограничимся 

двумя слагаемыми, т.е. рассмотрим случай почти изотропного по-
тока: 

( ) ( ) ( ) Ω⋅+=ΩΦ
rrrrrr rBrAr , .                        (П6.2) 

 
Проинтегрируем уравнение (П5.2) по Ω

v
: 

 
( ) ( ) ( ) Ω∫ ⋅Ω+Ω∫=Ω∫ ΩΦ

πππ

rrrrrrrrr drBdrAdr
444

)(, . 

 
Левая часть этого уравнения равна глобальной плотности потока 
нейтронов ( ) ( )rdr rrrr

Φ=Ω∫ ΩΦ
π4

, , первый член в правой части урав-

нения легко вычисляется: ( ) ( )rAdrA rrr
π=Ω∫

π
4

4
, а второй член в пра-

вой части уравнения равен нулю: ( ) 0
4

=Ω∫ ⋅Ω
π

rrr
dB . Для того, чтобы 

это проверить, распишем скалярное произведение под интегралом: 
)()()())(( rBrBrBrB zzyyxx
rrrrrr

⋅Ω+⋅Ω+⋅Ω=⋅Ω . Тогда с учетом со-
отношений (рис. П6.1) 
 

ϕΘΘ=ΩϕΘ=Ω

ϕΘ=ΩΘ=Ω

dddy

xz

sin;sinsin

;cossin;cos
r                       (П6.3) 

 
легко показать, что выполняются следующие равенства: 
 

0
444

=ΩΩ∫=ΩΩ∫=ΩΩ∫
πππ

rrr
ddd zyx , 

 
а следовательно, ( ) 0

4
=Ω∫ ⋅Ω

π

rrr
dB .  
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                               X

Y

Z

Ω
r

xΩ
yΩ

zΩ

Θ

ϕ  
              

Рис. П6.1. Система пространственных и угловых координат 

 
Таким образом, из уравнения (П6.2) после его интегрирования 

по Ω
v

, получаем, что коэффициент )(rA r  определяется выражени-

ем: )(
4
1)( rrA rr
Φ

π
= , а следовательно, разложение (П6.2) имеет вид 

 

( ) ( ) ( ) Ω⋅+Φ
π

=ΩΦ
rrrrrr rBrr

4
1, .     (П6.4) 

 
Для нахождения коэффициента )(rB r  умножим уравнение (П6.4) 

на zΩ  и проинтегрируем полученное уравнение по переменной Ω
v

: 
 

( ) ( ) ( ) ∫ ΩΩΩ+∫ ΩΩΦ
π

=Ω∫ ΩΦΩ
πππ 444 4

1,
rrrrrrrrr dzrBdrdr zz .      (П6.5) 

 
Для вычисления интегралов в последнем равенстве воспользуемся 
соотношениями (П6.3). Тогда интеграл в первом слагаемом в пра-
вой части (П6.3) примет вид 
 

0cossin
2

004
=∫ ϕ∫ ΘΘΘ=Ω∫Ω

ππ

π
dddz

r
, 
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Рассмотрим в уравнении (П6.5) второе слагаемое 
 

( ) ( )∫ Ω⋅ΩΩ=∫ ΩΩΩ⋅
ππ 44

)(  
rrrrrrrr drBzdzrB . 

 
Скалярное произведение под интегралом можно расписать как 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).rBrBrBrBeeerB zzyyxxzzyyxx

rrrrrrrrrrr
Ω+Ω+Ω=⋅Ω+Ω+Ω=⋅Ω  

 
И, следовательно, 

 

.)()(

)())((

44

44

ΩΩ∫Ω+ΩΩ∫Ω+

+ΩΩ∫Ω=ΩΩ⋅∫Ω

ππ

ππ
rrrr

rrrrrr

drBdrB

drBdrB

zzzyzy

xzxz

 

 
Рассчитаем интегралы в правой части последнего выражения, учи-
тывая (П6.3): 
 

0cossincos
2

00

2

4
=∫ ϕϕ∫ ΘΘΘ=ΩΩ∫Ω

ππ

π
dddxz

r
, 

 

0sinsincos
2

00

2

4
=∫ ϕϕ∫ ΘΘΘ=ΩΩ∫Ω

ππ

π
dddyz

r
, 

3
4

3
cos2cossin

0

32

0

2

0

22 π
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ Θ
−π=∫ ϕ∫ ΘΘΘ=Ω∫Ω

π
π

π

dddz
r

. 

 
Следовательно, 
 

( ) )(
3

4  
4

rBdrB zz
rrrrr π

=∫ ΩΩΩ⋅
π

. 
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Рассмотрим правую часть уравнения (П6.3): 
 

( ) ( )ridr zz
rrrr

=∫ ΩΩΦΩ
π4

, , 

 
так как по определению ( ) ( )∫ ΩΩΦΩ=

π4
,

rrrrrr drri . 

Таким образом, после умножения уравнения (П5.4) на zΩ  и со-
ответствующих математических преобразований получили:  

 

( ) ( )rBrJ zz
rr

3
4π

= . 

 
Совершенно аналогично, умножив уравнение (П5.4) на yΩ , можно 
получить: 

( ) ( )rBri yy
rr

3
4π

= , 

 
а после умножения на xΩ        
 

( ) ( )rBri xx
rr

3
4π

= . 

 
Таким образом, получено следующее соотношение: 

( ) ( )rBri rrrr

3
4π

= , а следовательно, коэффициент )(rB r  определяется 

соотношением:     
 

( ) ( )rirB rrrr

π
=

4
3 . 

 
Таким образом, с учетом найденных коэффициентов разложение 

(П6.2) принимает вид 
 

( ) ( ) ( )Ω
π

+Φ
π

=ΩΦ
rrrrrr rirr

4
3

4
1, .   (П6.6) 
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Подставим разложение (П5.6) в уравнение Больцмана для моно-
энергетических нейтронов с изотропным источником: 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] .3;

4
1

4
1

3
4
13

4
1

4
Ω′Ω′+ΦΩ→Ω′∫Σ

π
+

π
=

=Ω+ΦΣ
π

+Ω+Φ∇Ω
π

π

rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

drirrWrrq

rirrrir

SS

tot

   (П6.7) 

 
Рассмотрим интеграл рассеяний: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .;3;

3;
4

                 

44
∫ Ω′Ω→Ω′Ω′Σ+∫ Ω′Ω→Ω′ΦΣ=

=Ω′Ω′+ΦΩ→Ω′∫
π
Σ

ππ

rrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrr

drWrirdrWrr

drirrWr

SSSS

SS

 

 
В последнем выражении ( ) 1

4
=∫ Ω′Ω→Ω′

π

rrr
dWS  по определению 

индикатрисы рассеяния. 
С учетом преобразованного интеграла рассеяния умножим 

(П6.7) на zΩ  и проинтегрируем по переменной Ω
r

: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .;3

3

)(3

44

444

444

Ω′Ω→Ω′∫Ω′∫ ΩΩΣ+

+∫ ΩΩΦΣ+∫ ΩΩ=∫ Ω⋅ΩΩΣ+

+∫ ΩΩΦΣ+∫ Ω⋅Ω∇ΩΩ+∫ ΩΦ∇ΩΩ

ππ

πππ

πππ

rrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrr

drWridr

drrdrqrir

drrdridr

SzS

zSzztot

ztotzz

(П6.8) 

 
Рассмотрим интегралы в последнем уравнении. Уже было полу-

чено, что 0
4

=∫ ΩΩ
π

r
dz . 

Теперь разберем интеграл во втором слагаемом в левой части 
(П6.8) ( )( )∫ Ω⋅Ω∇ΩΩ=

π4
1

rrrrr
driI z . Скалярное произведение под  

интегралом можно представить следующим образом: 
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)()()()( riririi zzyyxx
rrrrr

Ω+Ω+Ω=⋅Ω . Тогда градиент от этого выра-
жения имеет вид 

 

( )
z
ie

y
i

e
x
ieri z

zz
y

yy
x

xx ∂
∂

Ω+
∂

∂
Ω+

∂
∂

Ω=⋅Ω∇
rrrrrr

)( , 

 
поскольку оператор градиента действует только на пространствен-
ную переменную. Таким образом, с учетом того, что вектор Ω

r
 мо-

жет быть представлен как zzyyxx eee Ω+Ω+Ω=Ω
rrrr

, рассматривае-
мый интеграл принимает вид 
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Используя равенства (П5.3), можно вычислить I1: 
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поскольку  
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Рассмотрим интеграл в первом слагаемом в левой части (П6.8): 

∫ ΩΦ∇ΩΩ=
π4

2
rr

dI z . Используя уже полученные результаты, этот 

интеграл находится как 
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Вычислим интеграл в четвертом члене в правой части уравнения 

(П6.8), используя полученные ранее результаты: 

( ) zzzzzyyxxzz ididiiidiI
3

4)(
4

2

44
3

π
=∫ ΩΩ=∫ ΩΩ+Ω+ΩΩ=∫ Ω⋅ΩΩ=

πππ

rrrrr
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Z

Ω
r

z'Ω
r

Θ

ϕ  
 

Рис. П6.2. Схема рассеяния нейтрона 

 
Рассмотрим интеграл в последнем члене в правой части уравне-

ния (П6.8) ( ) ( ) Ω′Ω→Ω′∫Ω′∫ ΩΩ
ππ

rrrrrrrr
drWrid Sz ;

44
 и преобразуем его, 

учитывая, что индикатриса рассеяния в случае практически изо-
тропного в ЛС рассеяния зависит не от конкретных значений на-
правления скорости нейтрона до столкновения с ядром – 'Ω

r
 и на-

правления скорости нейтрона после столкновения с ядром – Ω
r

, а 
только от косинуса угла между этими двумя направлениями (угла 
Θ  на рис. П6.2), который обозначим 0µ . 
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( ) ( ) ( ) ( ) Ωµ∫Ω∫ ΩΩ′=Ω′Ω→Ω′∫Ω′∫ ΩΩ
ππππ

rrrrrrrrrrrrrr
drW'dridrWrid SzSz 0

4444
;; . 

 
Интеграл по Ω

r
 может быть преобразован, используя тригоно-

метрические тождества и тождества поворотов к следующему ви-
ду: 
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В последнем равенстве введено обозначение µ  – средний косинус 
угла рассеяния. Подставив последнее равенство в выражение для 
интеграла по 'Ω

r
, получим, учитывая результаты, полученные при 

вычислении I3: 
 

( ) ( ) ( )( ) zzSz i'dridrW'dri
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4
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44
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πππ

rrrrrrrrrr . 

 
Таким образом, после вычисления всех интегралов (П6.8) прини-
мает вид 
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или после тождественных математических преобразований – 
 

( )
z
rrri Stotz ∂

Φ∂
−=Σµ−Σ

)()()(3
r

rr . 

 
Совершенно аналогично можно выполнить преобразования после 
умножения (П6.7) на xΩ  или yΩ  и интегрирования по переменной 

Ω
r

. В результате получим следующие равенства соответственно: 
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( )
x
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y
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)()()(3
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Последние три равенства можно записать в векторной форме: 
 

( ) )()()(3 rrri Stot
rrrr

Φ−∇=Σµ−Σ , 
 
или в виде закона Фика: 
 

)()()( rrDri rrrr
Φ∇−= , 

 

где введен коэффициент диффузии 
)(3

1)(
r

rD
tr
r

r

Σ
≡  и транспортное 

сечение )()()( rrr Stottr
rrr

Σµ−Σ≡Σ . 
Полученное ранее уравнение (П6.1) вместе с законом Фика 

представляют собой систему уравнений модели диффузии моно-
энергетических нейтронов. В данном случае она была найдена в 
приближении почти изотропного потока нейтронов, практически 
изотропного рассеяния и относительно интегральных по угловой 
переменной функций. Требование наличия лишь слабой анизотро-
пии функции плотности потока нейтронов эквивалентно одновре-
менному требованию слабого поглощения, практической неизмен-
ности сечения рассеяния от пространственной координаты в рас-
сматриваемой области и удаленности рассматриваемой области от 
локальных неоднородностей. Ограничение случаем практически 
изотропного рассеяния в ЛС эквивалентно требованию того, чтобы 
среда состояла из тяжелых ядер.  
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Приложение 7 

ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ 
И ИНТЕГРАЛЬНОЙ ФОРМ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА 

 
Рассмотрим интегродифференциальное уравнение Больцмана 

(6.1): 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).,,,,;,,,

,,,,,                       

40
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rrrrrr

ErqdEErWErErEd

ErErEr

SS
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Выберем в среде точку О, характеризующуюся радиусом-

вектором 0r
r , и точку А, характеризующуюся радиусом-вектором rr  

(рис. П7.1). 
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Рис. П7.1. Схема для преобразования уравнения Больцмана 
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Перепишем уравнение Больцмана для отрезка [ ]A,0  в декарто-
вых координатах, имея ввиду следующие соотношения: 
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(П7.1) 

 
Полученное уравнение представляет собой дифференциальное 
уравнение типа: 

 
( ) ( ) ( ) ( )xfxyx

dx
xdy

−=Σ−               (П7.2) 

 
на интервале [ ]xx ,0  с начальным условием ( ) ( )00

xyxy xx == .  

Известно, что решение подобного дифференциального уравне-
ния имеет вид 
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Проверим это. Действительно при 0xx =  из уравнения (П7.3) с 
очевидностью следует начальное условие ( ) ( )00

xyxy xx == . Рассчи-

таем производную функции (П7.3): 
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Полученное равенство подтверждает, что на функциях (П7.3) урав-
нение (П7.2) обращается в тождество.  

Используя решение этого уравнения на интервале [ ]xx ,0  запи-
шем решение уравнения (П7.1) по лучу на интервале [ ]ll ,0 : 
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В рассматриваемом случае 0=l , ( )Ω−=

rr ,00 rRl S  и граничное усло-
вие ( )( ) 0,,,00 =ΩΩ⋅Ω−−Φ

rrrrr ErRr S , так как SR  – граница «среда – ва-
куум». Таким образом, с учетом вышесказанного окончательно по-
лучаем: 
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где lrr Ω−=

rrr
0 ; lrr ′Ω−=′

rrr
0 . 

Последнее уравнение представляет собой интегральную форму 
уравнения переноса нейтронов (см. формулу (П7.2)). 
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