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Ïåðåä ôèçèêîé XXI âåêà îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ ïåðñïåê-
òèâà � ïåðåéòè îò èçó÷åíèÿ ìèêðîìèðà ê èçó÷åíèþ ìèðà
Âûñøåé ðåàëüíîñòè, ñîäåðæàùåãî, â ÷àñòíîñòè, îáøèðíóþ
èíôîðìàöèþ î ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíàõ, ëåæàùèõ â îñ-
íîâàíèè ôèçèêè è ãåîìåòðèè, è îòâåò íà âîïðîñ: ïî÷åìó
íàø ìèð óñòðîåí èìåííî òàê, à íå èíà÷å.
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ÓÄÊ 530.12; 539.12 Îõðàíÿåòñÿ çàêîíîì ÐÔ îá àâòîðñêîì ïðàâå.
ÁÁË 22.31 Âîñïðîèçâåäåíèå âñåé êíèãè èëè ëþáîé å¼ ÷àñòè

Ê 30 çàïðåùàåòñÿ áåç ïèñüìåííîãî ðàçðåøåíèÿ èçäà-
òåëüñòâà.

Êóëàêîâ Þ.È. Ê 30 Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
� Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî �Àëüôà Âèñòà�, 2004. � 851 ñ., èë.

Êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, ðàçðàáîòàííîé ïðîô. Þ.È.Êóëàêîâûì è ðàçâèòîé âïîñëåäñòâèè åãî ó÷åíè-
êàìè � äîêòîðîì ô.-ì. íàóê Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî è êàíä. ô.-ì. íàóê Â.Õ.Ëüâîì.

Ýòè èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â 1961 ãîäó, ìîæíî îòíåñòè ê �îñíîâàíèÿì ôèçèêè�,
åñëè ïîíèìàòü ýòîò òåðìèí â íåñêîëüêî èíîì ñìûñëå, ÷åì ýòî ïðèíÿòî â �îñíîâàíèÿõ
ìàòåìàòèêè�. Â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð èçó÷àþòñÿ îáùèå ñòðóêòóðû, ëåæàùèå â
îñíîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, íî íå íà óðîâíå ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè, à êàê ñëåäñòâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íîâîãî òèïà ñèììåòðèè � ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè,
íàêëàäûâàþùåé íà âèä ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñóùåñòâåííûå îãðàíè-
÷åíèÿ.

Öåëü êíèãè � äîâåñòè äî øèðîêîãî êðóãà ôèçèêîâ, ìàòåìàòèêîâ è ôèëîñîôîâ ñî-
äåðæàíèå òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � íîâîé è óæå äåòàëüíî ðàçðàáîòàííîé ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ëåæàùåé â îñíîâàíèè âñåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè è îáëàäàþùåé
â ñèëó ýòîãî íåîæèäàííî ãëóáîêèì ìèðîâîççðåí÷åñêèì ñìûñëîì. Ýòà êíèãà ïðåäíà-
çíà÷åíà äëÿ íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ, ïðåïîäàâàòåëåé âóçîâ, àñïèðàíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ
è ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ óíèâåðñèòåòîâ è âóçîâ ñ óãëóáë¼ííîé ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé, ñîõðàíèâøèõ æèâîé èíòåðåñ ê ñâîåé ïðîôåññèè, åù¼ íå
óòðàòèâøèõ ñïîñîáíîñòè óäèâëÿòüñÿ ïðîñòûì âåùàì, èùóùèõ íîâûå è òðóäíûå çàäà-
÷è, ëåæàùèå â ñòîðîíå îò ïðîòîðåííûõ äîðîã, è æåëàþùèõ ïîíÿòü íå ñòîëüêî � êàê
óñòðîåí Ìèð, ñêîëüêî � ïî÷åìó îí óñòðîåí èìåííî òàê.
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ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê)
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Îáùèé ïëàí êíèãè

Þ.È.ÊÓËÀÊÎÂ

ÒÅÎÐÈß ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

(Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà ôèçè÷åñêîé
ãåðìåíåâòèêè)

Ïðåëþäèÿ

×àñòü I. Èñòîêè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

×àñòü II. Òðè ïåðâûõ øàãà â ìèð ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

×àñòü III. Îïðåäåëèòåëè � ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ ÒÔÑ

×àñòü IV. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

Ïðèëîæåíèÿ



Ëèøü ñòîÿ íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ ìîæíî çàãëÿíóòü
çà ãîðèçîíò îðòîäîêñàëüíîé íàóêè.

Ìû óíàñëåäîâàëè îò íàøèõ ïðåäêîâ îñòðîå ñòðåìëåíèå ê îáúåäèí¼ííîìó ,
âñåîõâàòûâàþùåìó çíàíèþ. Ìû ÿñíî ÷óâñòâóåì, ÷òî òîëüêî òåïåðü íà÷èíàåì
ïðèîáðåòàòü íàä¼æíûé ìàòåðèàë äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúåäèíèòü â îäíî öåëîå âñ¼,
÷òî íàì èçâåñòíî; íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè íåâîçìîæíûì äëÿ
îäíîãî óìà ïîëíîñòüþ îâëàäåòü áîëåå ÷åì êàêîé-ëèáî îäíîé íåáîëüøîé ñïåöè-
àëüíîé ÷àñòüþ íàóêè. ß íå âèæó âûõîäà èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ (÷òîáû ïðè ýòîì
íàøà îñíîâíàÿ öåëü íå îêàçàëàñü ïîòåðÿííîé íàâñåãäà), åñëè íåêîòîðûå èç íàñ
íå ðèñêíóò âçÿòüñÿ çà ñèíòåç ôàêòîâ è òåîðèé, õîòÿ áû íàøå çíàíèå â íåêîòîðûõ
èç ýòèõ îáëàñòåé áûëî íåïîëíûì è ïîëó÷åííûì èç âòîðûõ ðóê, è õîòÿ áû ìû íå
ïîäâåðãàëèñü îïàñíîñòè ïîêàçàòüñÿ íåâåæäàìè [1].

Ýðâèí Øð¼äèíãåð



Ï Ð Å Ë Þ Ä È ß 1

Verba volant, scripta manent.2

Âåëåíüþ Èñòèíû, Íàóêà, áóäü ïîñëóøíà.
Íàïàäîê íå ñòðàøàñü, íå òðåáóÿ âåíöà,
Õâàëó è êëåâåòó ïðèåìëè ðàâíîäóøíî
È íå îñïàðèâàé ãëóïöà.

� (Ïî Ïóøêèíó)

1. Îãëàâëåíèå
2. Ïóøêèí. �Ïîýòó�
3. Dem Gott und den Menschen
4. Òàìì
5. Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû � êëþ÷ ê Ïëàíó Òâîðåíèÿ
6. Äþðåð. �Ìåëàíõîëèÿ�
7. Ïðåäèñëîâèå
8. Ïðåàìáóëà
9. Áëàãîäàðíîñòè
10. Ëèòåðàòóðà ê Ïðåëþäèè
11. Ïðîñòîòà � êðèòåðèé Èñòèíû

1Ïðåëþäèÿ (îò ëàò. praeludere � èãðàòü ïðåäâàðèòåëüíî) � èíñòðóìåíòàëüíàÿ ìóçûêàëüíàÿ
ïüåñà, ÿâëÿþùàÿñÿ âñòóïëåíèåì ê äðóãîìó ìóçûêàëüíîìó ñî÷èíåíèþ, îáúåäèíÿþùåìó â ñåáå
íåñêîëüêî öèêëîâ; âñòóïëåíèå, ïðåäâåñòíèê.

2Ñëîâà óëåòàþò, íàïèñàííîå îñòà¼òñÿ.



ÏÐÅËÞÄÈß

Î Ã Ë À Â Ë Å Í È Å

Ïðåëþäèÿ
×àñòü I. Èñòîêè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ãëàâà 1. Î ÿçûêå, íà êîòîðîì íàïèñàíû çàêîíû ïðèðîäû
Ãëàâà 2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
Ãëàâà 3. ×òî æå òàêîå Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð?

×àñòü II. Òðè ïåðâûõ øàãà â ìèð ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ãëàâà 4. Ìåõàíèêà Íüþòîíà � öàðñêèé ïóòü â ìèð ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð

Ãëàâà 5. Çàêîí Îìà � ïðîñòåéøèé ïðèìåð ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 3)

Ãëàâà 6. Ýìïèðè÷åñêèå îñíîâàíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
Ãëàâà 7. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � î÷åâèäíàÿ è íåâåðîÿòíàÿ

×àñòü III. Îïðåäåëèòåëè � ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ãëàâà 8. Ñåêñòåò ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé íà äâóõ
ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû

Ãëàâà 9. Ðåïðåçåíòàòîðû êàê êîðíè ñàêðàëüíûõ òîæäåñòâ
Ãëàâà 10. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ



Ïðåëþäèÿ 11

×àñòü IV. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
Ãëàâà 11. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ (1961 � 1997)

Ãëàâà 12. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
âòîðîãî ïîêîëåíèÿ (1998 � 2002)

Ãëàâà 13. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ
Ãëàâà 14. Ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà

×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ãëàâà 15. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ ïåðâîãî ðîäà,
íå ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Ãëàâà 16. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ âòîðîãî ðîäà,
ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû

Ãëàâà 17. Âçãëÿä ñî ñòîðîíû

Ïðèëîæåíèå I. Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ
Ïðèëîæåíèå II. Ñàêðàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ñèìîíîâà
Ïðèëîæåíèå III. Ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ ïî ÒÔÑ
Ïðèëîæåíèå IV. Ïîëíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ÒÔÑ
Ïðèëîæåíèå V. Ñòðàíèöû èç ëè÷íîãî àðõèâà



12 Ïðåëþäèÿ

Ïîýòó

Ïîýò! Íå äîðîæè ëþáîâèþ íàðîäíîé.
Âîñòîðæåííûõ ïîõâàë ïðîéä¼ò ìèíóòíûé øóì;
Óñëûøèøü ñóä ãëóïöà è ñìåõ òîëïû õîëîäíîé,
Íî òû îñòàíüñÿ òâ¼ðä, ñïîêîåí è óãðþì.

Òû öàðü: æèâè îäèí. Äîðîãîþ ñâîáîäíîé
Èäè, êóäà âëå÷¼ò òåáÿ ñâîáîäíûé óì,
Óñîâåðøåíñòâóÿ ïëîäû ëþáèìûõ äóì,
Íå òðåáóÿ íàãðàä çà ïîäâèã áëàãîðîäíûé.

Îíè â ñàìîì òåáå. Òû ñàì ñâîé âûñøèé ñóä;
Âñåõ ñòðîæå îöåíèòü óìååøü òû ñâîé òðóä.
Òû èì äîâîëåí ëè, âçûñêàòåëüíûé õóäîæíèê?

Äîâîëåí? Òàê ïóñêàé òîëïà åãî áðàíèò
È ïë�þåò íà àëòàðü, ãäå òâîé îãîíü ãîðèò,
È â äåòñêîé ðåçâîñòè êîëåáëåò òâîé òðåíîæíèê.

(1830)

Ýòè ñòèõè Ïóøêèíà, ïåðåïèñàííûå Ãàëèíîé Âèøíåâñêîé,
õðàíÿòñÿ Ìñòèñëàâîì Ðàñòðîïîâè÷åì êàê òàëèñìàí â ôóòëÿðå
åãî âèîëîí÷åëè.







Ñâîåìó ó÷èòåëþ
Èãîðþ Åâãåíüåâè÷ó Òàììó

ïîñâÿùàþ

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû - êëþ÷
ê Ïëàíó Òâîðåíèÿ

ß ñ÷àñòëèâ, ÷òî ìíå íå ïðèøëîñü äîëãèå ãîäû áûòü
îäíèì èç âèíòèêîâ ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ôàáðèêè è ðàáî-
òàòü òîëüêî íàä çàäà÷àìè, óêàçàííûìè íà÷àëüñòâîì.
Ðîäèñü ÿ â ýïîõó íûíåøíåãî óìñòâåííîãî ôåîäàëèçìà,
ìíå óäàëîñü áû äîñòèãíóòü íåìíîãîãî. ß îò âñåãî ñåðäöà
æàëåþ ñîâðåìåííûõ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ, ìíîãèå èç êîòîðûõ
îáðå÷åíû ñëóæèòü èíòåëëåêòóàëüíûìè ëàêåÿìè [2].

� Íîðáåðò Âèíåð



Äþðåð. Ìåëàíõîëèÿ (1514).

Âî âðåìåíà Âîçðîæäåíèÿ ìåëàíõîëè÷åñêèé òåìïåðàìåíò îòîæäåñòâëÿëè ñ
òâîð÷åñêèì íà÷àëîì. Íà ãðàâþðå Äþðåðà Ìåëàíõîëèÿ îêðóæåíà àòðèáóòàìè
çîä÷åñòâà è ãåîìåòðèè, îò÷åãî ìàòåìàòèêè ñ÷èòàþò ýòîò øåäåâð îëèöåòâîðåíèåì
òâîð÷åñêîãî äóõà ìàòåìàòèêè, à ñàìó Ìåëàíõîëèþ � ïðåäñòàâèòåëüíèöåé ìàòå-
ìàòèêè â Ìèðå âûñøåé ðåàëüíîñòè.



Ïðåäèñëîâèå

Êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð, ðàçðàáîòàííîé ïðîô. Þ.È.Êóëàêîâûì è ðàçâèòîé âïîñëåäñòâèè
åãî ó÷åíèêàìè � äîêòîðîì ô.-ì. íàóê Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, êàíä. ô.-ì. íàóê
Â.Õ.Ëüâîì è àñïèðàíòîì Àíäðååì Ñèìîíîâûì.

Ýòè èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â 1961 ãîäó, ìîæíî îòíåñòè ê �îñíîâàíèÿì ôè-
çèêè�, åñëè ïîíèìàòü ýòîò òåðìèí â íåñêîëüêî èíîì ñìûñëå, ÷åì ýòî ïðèíÿòî
â �îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè�. Â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð èçó÷àþòñÿ îáùèå
ñòðóêòóðû, ëåæàùèå â îñíîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, íî íå
íà óðîâíå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, à êàê ñëåäñòâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íîâîãî òèïà
ñèììåòðèè � ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, íàêëàäûâàþùåé íà âèä ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ.

×èòàòåëü, ïðèñòóïàþùèé ê èçó÷åíèþ ýòîé êíèãè, ïîäãîòîâëåí âåêîâûìè òðà-
äèöèÿìè - ôèçèêîé è ìàòåìàòèêîé, êîòîðûì îí îáó÷àëñÿ â øêîëå è â óíèâåðñè-
òåòå. Îí ïðèâûê ìûñëèòü îáðàçàìè, îïåðèðîâàòü íàãëÿäíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè,
îïèðàÿñü íà òðàäèöèîííîå ôèçè÷åñêîå ìèðîâîççðåíèå. È îò ýòîãî åãî íå íóæ-
íî îòó÷àòü, íå ãîâîðÿ óæå � âîîðóæàòü åãî ïðîòèâ ýòîãî. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé
ýòîé êíèãè ÿ3 ïîñòàðàþñü îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä ê íîâîìó ôèçè÷åñêîìó ìûø-
ëåíèþ ïîñòåïåííî, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ôàêòû, õîðîøî èçâåñòíûå èç
òðàäèöèîííîé ôèçèêè.

Íåäàâíî ìíå èñïîëíèëîñü 76 ëåò. Èç íèõ 52 ãîäà ÿ ïîñâÿòèë ïðåïîäàâàíèþ
ôèçèêè. ß îáó÷àë ôèçèêå ñòóäåíòîâ è â òåõíè÷åñêèõ âóçàõ Íîâî÷åðêàññêà è Òà-
ãàíðîãà, è íà ïðîñëàâëåííîì Ôèçòåõå â Äîëãîïðóäíîì, è â Ìîñêîâñêîì óíèâåð-
ñèòåòå, è íà ôèçìàòå Ãîðíî-Àëòàéñêîãî óíèâåðñèòåòà, è â ñïåöèàëüíî äëÿ ìåíÿ
ñîçäàííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ãðóïïå Íîâîñèáèðñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà. Íî áîëüøå âñåãî � 40 ëåò, ÿ îòäàë ñòóäåíòàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïðè ýòîì ÿ ïîñòîÿííî áûë íåóäîâëåòâîð¼í ïîñòàíîâêîé ôèçè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ è íà ôèçôàêå ÍÃÓ, è âîîáùå � ó íàñ â ñòðàíå è çà ðóáåæîì.

ß âñ¼ âðåìÿ ÷óâñòâîâàë íåîáõîäèìîñòü íîâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
èäåé è îñíîâàííûõ íà íèõ íîâûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.

3Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ýòîé êíèãè ÿ èçáåãàþ ïîëüçîâàòüñÿ ìåñòîèìåíèåì �ìû�. Ýòî ñëîâî
èìååò îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê � îíî óäîáíî, íî íè ê ÷åìó íå îáÿçûâàåò. �ß� � ñëîâî
îáÿçûâàþùåå. Îíî áåñêîíå÷íî ñêðîìí�åå ñëîâà �ìû�; �ÿ� � âûðàæåíèå îòâåòñòâåííîå è îäíîâðå-
ìåííî äåéñòâåííîå.
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Íåîáõîäèìî ó÷èòü ñòóäåíòîâ íå òîëüêî óìåíèþ ðåøàòü ñëîæíûå óçêîñïåöè-
àëüíûå çàäà÷è è ðàññ÷èòûâàòü íà êîìïüþòåðå áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìîäå-
ëåé, âîçíèêàþùèõ â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùåé òðàäèöèîííîé ôèçèêè. Íî è ó÷èòü
ñòóäåíòîâ ìûñëèòü øèðîêî, ñâîáîäíî, âñêðûâàÿ îãðîìíûå ýâðèñòè÷åñêèå âîç-
ìîæíîñòè, çàêëþ÷¼ííûå â óíèâåðñàëüíûõ, îáùèõ ïðèíöèïàõ, åäèíûì îáðàçîì
îõâàòûâàþùèõ âñ¼ ðàçíîîáðàçèå Ìèðà.

Íî êàê ïðîáóäèòü è ðàçâèòü ó ñòóäåíòà äðåìëþùåå òâîð÷åñêîå íà÷àëî, áåç
êîòîðîãî íåìûñëèìà äåÿòåëüíîñòü ïîäëèííîãî ó÷¼íîãî?

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äàâíî íàçðåëà íåîáõîäèìîñòü èìåòü êàïèòàëüíûé
òðóä �Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôèçèêà�, â êîòîðîì âñÿ ôèçèêà è ãåîìåòðèÿ âûâîäè-
ëèñü áû èç íåáîëüøîãî ÷èñëà èñõîäíûõ àêñèîì Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è
ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (îïöèé).

Â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð èçó÷àþòñÿ îáùèå ñòðóêòóðû, ëåæàùèå â îñ-
íîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è âîçíèêàþùèå êàê ñëåäñòâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñàêðàëüíîé4 ñèììåòðèè, íàêëàäûâàþùåé íà âèä ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ.

Õàðàêòåðíîå îòëè÷èå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îò îðòîäîêñàëüíîé ôèçè-
êè Ëàíäàó ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

îðòîäîêñàëüíàÿ ôèçèêà èçó÷àåò ôèçè÷åñêèå çàêîíû, èñõîäÿ èç âíåøíèõ íà-
áëþäàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé;

îáúåêòîì èçó÷åíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ ñóù-
íîñòü ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé.

Ýòî ñòàëî âîçìîæíûì ïîñëå òîãî, êàê áûë íàéäåí ñòðîãî îïðåäåë¼ííûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé îáúåêò (ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà), çàìåíÿþùèé òóìàííîå ôèëîñîô-
ñêîå ïîíÿòèå �ñóùíîñòü� (êàíòîâñêàÿ �âåùü-â-ñåáå�).

Ïðîãðàììà ïåðåñòðîéêè è ïîñòðîåíèÿ âñåé ôèçèêè íà îñíîâå Òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð âåñüìà îáøèðíà, çíà÷èòåëüíà è ïåðñïåêòèâíà. Íî óæå ñåé÷àñ
ìíîãèå ðàçäåëû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ìîãóò áûòü ç�àíîâî ïîñòðîåíû íà íîâûõ
îñíîâàíèÿõ. Ïðè ýòîì õîðîøî èçâåñòíûå åù¼ èç ñðåäíåé øêîëû ôèçè÷åñêèå ïî-
íÿòèÿ, âåëè÷�èíû è çàêîíû ïðèîáðåòàþò íîâûé ñìûñë è çàíèìàþò ñâî¼ çàêîííîå

4Ñàì òåðìèí ñàêðàëüíûé ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî ñë�îâà ëàò. sacer � ñâÿùåííûé.
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ìåñòî â Åäèíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ìèðà. Âîçíèêàåò òàêîå îùóùåíèå, áóäòî
êòî-òî ïðîâ¼ë âëàæíîé òðÿïêîé ïî äàâíî íåìûòîìó ñòåêëó è ìèð çàèãðàë, çàèñ-
êðèëñÿ âñåìè öâåòàìè ðàäóãè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ôèçè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì ïðèìåðàì, èëëþ-
ñòðèðóþùèì îñíîâíóþ èäåþ, ëåæàùóþ â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, ÿ õî÷ó ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëåé ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òîãî ÿçûêà, íà êîòî-
ðîì áóäåò âåñòèñü äàëüíåéøåå èçëîæåíèå. Òàêèìè ïîíÿòèÿìè ÿâëÿþòñÿ îáú¼ì
è îïðåäåëèòåëü, õîðîøî èçâåñòíûå ëþáîìó ïåðâîêóðñíèêó.

Îêàçûâàåòñÿ, ïîäîáíî òîìó, êàê âñ¼ ðàçíîîáðàçèå æèâûõ îðãàíèçìîâ, íà÷è-
íàÿ ñ áàêòåðèé è ëèøàéíèêîâ è êîí÷àÿ ïðèìàòàìè è ÷åëîâåêîì, ìîæåò áûòü
îïèñàíî íà åäèíîì ÿçûêå ÄÍÊ ñ íàáîðîì ÷åòûð¼õ íóêëåîòèäîâ (À � àäåíèí, Ò �
òèìèí, Ã � ãóàíèí è Ö � öèòîçèí), èãðàþùèõ ðîëü ñâîåîáðàçíûõ áóêâ, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ ïðîãðàììà æèçíè òîãî èëè èíîãî æèâîãî îðãàíèçìà, òàê
è âñ¼ ðàçíîîáðàçèå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè ñâîäèòñÿ ê
ðàâåíñòâó íóëþ øåñòè 5 òèïîâ îïðåäåëèòåëåé

N

K 00,
N

K 01,
N

K 10,
N

K 11,
2

M 02,
2

M 20.
Â òîì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ÷èòàòåëü ìîæåò óáåäèòüñÿ, ïîçíàêîìèâ-

øèñü ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèìåðàìè, ïðèâåä¼ííûìè â ×àñòè V.
Íî õîðîøî âñåì èçâåñòíûå îáú¼ìû è îïðåäåëèòåëè ÿâëÿþòñÿ ëèøü âíåøíåé

÷àñòüþ áîëüøîãî àéñáåðãà � íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ � èñ÷èñëåíèÿ
êîðòîâ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íàèáîëåå àäåêâàòíûé èíñòðóìåíò, ïðåäíàçíà-
÷åííûé äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè. Ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
èçëàãàåòñÿ â ×àñòÿõ I, II, III è IV.

Íî äëÿ óñâîåíèÿ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, èç-çà åãî íåïîõîæåñòè íà
âñ¼ èçâåñòíîå ðàíåå, òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êóëüòóðà.

Ïîýòîìó, åñëè ïåðåøàãíóòü ÷åðåç ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñà-
ìîäîñòàòî÷íîñòè, ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå óíèêàëüíû è âîñïðèíèìàþòñÿ êàê ÷óäî (�÷óäî Êóëàêîâà�
Ìèõàéëè÷åíêî�), òî íà ñëåäóþùåì ýòàïå, â ×àñòÿõ II è V îòêðûâàåòñÿ ïîèñòèíå
íåîáîçðèìàÿ îáëàñòü ïðèëîæåíèé Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê îñíîâàíèÿ
ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè, ãåîìåòðèè è íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ÷èñòîé ìà-
òåìàòèêè.

Ìû æèâ¼ì â óäèâèòåëüíîå âðåìÿ, êîãäà íå òîëüêî ðóøèòñÿ êàçàâøååñÿ âå÷-
íûì ìàðêñèñòñêî-ëåíèíñêîå �ó÷åíèå�, íî è ïðîèñõîäèò äðóãîé, ìåíåå çàìåòíûé
ïðîöåññ, êîãäà ñîâðåìåííàÿ íàóêà, íå æåëàÿ â ýòîì ïðèçíàòüñÿ, âïëîòíóþ ïîäî-
øëà ê òîìó ïîíÿòèþ, ñ îòðèöàíèÿ êîòîðîãî îíà íà÷àëà ñâî¼ ïîáåäîíîñíîå øå-
ñòâèå áîëåå òð¼õñîò ëåò òîìó íàçàä, � ê ïîíÿòèþ Áîãà. Óæå îäèí òîëüêî áîëåå
ãëóáîêèé ñîâìåñòíûé àíàëèç îñíîâàíèé ôèçèêè è áèîëîãèè ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ
â ýòîì.

5Òàê êàê îïðåäåëèòåëè
N

K 10,
2

M 20 â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ñëîâà ýêâèâàëåíòíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îïðåäåëèòåëÿì

N

K 01,
2

M 02 , òî, ïî ñóòè äåëà, âñ¼ ðàçíîîáðàçèå ôóíäàìåíòàëüíûõ
çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ íå øåñòè, à ÷åòûð¼õ îïðåäåëèòåëåé
N

K00,
N

K01,
N

K11,
2

M02
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Ïîýòîìó íåîáõîäèìî êîðåííûì îáðàçîì ïåðåñìîòðåòü è èçìåíèòü ôîðìû âçà-
èìîîòíîøåíèé íàóêè è õðèñòèàíñêîé êóëüòóðû, ñäåëàòü èõ áîëåå òåñíûìè, îò-
êðûòûìè è òîëåðàíòíûìè.

Íàêîíåö, îñòà¼òñÿ ïîíÿòü, êàêîå ìåñòî çàíèìàþò ôèçèêà è ìàòåìàòèêà â Åäè-
íîé êàðòèíå Ìèðà, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ íå òîëüêî ôèçè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü, íî è
ÿâëåíèå æèçíè, ôåíîìåí ÷åëîâåêà êàê ëè÷íîñòè è ñóùåñòâîâàíèå Áîãà êàê Âûñ-
øåãî Ñâåðõëè÷íîñòíîãî Ïåðâîíà÷àëà âñåãî ñóùåãî. Ýòè âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ
âî âòîðîì òîìå íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ (�Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. II.�).

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ öåëü ýòîé êíèãè � äîíåñòè äî øèðîêîãî êðóãà ôèçè-
êîâ, ìàòåìàòèêîâ è ôèëîñîôîâ ñîäåðæàíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � íîâîé
è óæå äåòàëüíî ðàçðàáîòàííîé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ïðåòåíäóþùåé íà
ðîëü îñíîâàíèÿ ôèçèêè è îáëàäàþùåé â ñèëó ýòîãî íåîæèäàííî ãëóáîêèì ìèðî-
âîççðåí÷åñêèì ñìûñëîì.

Ýòà êíèãà � íå ó÷åáíèê è íå íàó÷íàÿ ìîíîãðàôèÿ. Ñêîðåå âñåãî � ýòî ñòðîãî
ìàòåìàòè÷åñêè àðãóìåíòèðîâàííûé ïóòåâîäèòåëü â åù¼ íåâ�åäîìûé ìèð ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð. Èìåííî çäåñü, â ýòîì ìèðå íàõîäÿòñÿ îòâåòû íà ìíîãèå �åðåòè-
÷åñêèå� âîïðîñû.

Ýòà êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ � ñòó-
äåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ, àñïèðàíòîâ, ïðåïîäàâàòåëåé è óæå ñëîæèâøèõñÿ ó÷¼íûõ,
ñîõðàíèâøèõ æèâîé èíòåðåñ ê ñâîåé ïðîôåññèè, åù¼ íå óòðàòèâøèõ, íåñìîòðÿ íà
ñóùåñòâóþùóþ ñèñòåìó îáðàçîâàíèÿ, ñïîñîáíîñòè óäèâëÿòüñÿ ïðîñòûì âåùàì,
èùóùèõ íîâûå è òðóäíûå çàäà÷è, ëåæàùèå â ñòîðîíå îò ïðîòîðåííûõ äîðîã, è
æåëàþùèõ ïîíÿòü íå ñòîëüêî êàê óñòðîåí Ìèð, ñêîëüêî ïî÷åìó îí óñòðîåí èìåí-
íî òàê. Ýòà êíèãà îáðàùåíà êî âñåì òåì ôèçèêàì, êòî íåñìîòðÿ íà äàâëåíèå
êîíúþíêòóðû è òðåáîâàíèå ñêîðåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, îôîðìëåííûõ â âèäå ñûðûõ
îò÷¼òîâ è ñêîðîñïåëûõ ñòàòåé, ïî-ïðåæíåìó ëþáèò ôèçèêó, êòî íå óòðàòèë íà-
äåæäû íà å¼ ëó÷øåå ïîíèìàíèå è îòâàæèâàåòñÿ çàäàâàòü �åðåòè÷åñêèå� âîïðîñû.

Ýòà êíèãà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé è èíòåðåñíîé è äëÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ
ìàòåìàòèêîâ, òàê êàê â íåé îíè ñìîãóò íàéòè ïîñòàíîâêè è ìåòîäû ðåøåíèÿ
íîâûõ íåòðèâèàëüíûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Êðîìå òîãî ÿ íàäåþñü, ÷òî ýòà êíèãà ìîæåò ïðåäñòàâèòü îïðåäåë¼ííûé èí-
òåðåñ äëÿ òåõ ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ, äëÿ êîòîðûõ âîïðîñ �÷òî åñòü Èñòèíà?�
è âîïðîñû îá îñíîâàíèÿõ è îáùèõ ïðèíöèïàõ Áûòèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íàäóìàííû-
ìè è ïðàçäíûìè, à òàêæå äëÿ ôèëîñîôîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ îíòîëîãè÷åñêèìè
ïðîáëåìàìè. Âîïðîñû, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé êíèãå, îòíîñÿòñÿ íå ê ÷àñòíûì
è óçêîñïåöèàëüíûì ôèçè÷åñêèì çàäà÷àì, à òåñíî ñâÿçàíû ñ îñíîâàíèÿìè âñåãî
ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ è íîñÿò âñåîáùèé ìèðîâîççðåí÷åñêèé õàðàêòåð.

È, íàêîíåö, îòìåòèâ íåäàâíî ñâî¼ ñåìèäåñÿòèïÿòèëåòèå è îãëÿíóâøèñü íà
ïðîéäåííûé ýòàï ñâîåé æèçíè, ÿ ðåøèë îïóáëèêîâàòü â Ïðèëîæåíèè V ÷àñòü
ñâîåãî ëè÷íîãî àðõèâà, íà ìîé âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿþùóþ èíòåðåñ äëÿ øèðîêîãî
êðóãà ÷èòàòåëåé.

Îñíîâó ëîãîòèïà, îòðàæàþùåãî ãëàâíîå ñîäåðæàíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
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ñòðóêòóð, îáðàçóþò äâå êîìïëåìåíòàðíûå äðóã äðóãó ñêðèæàëè6, íà êîòîðûõ
çàïèñàí ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí Ìèðîçäàíèÿ. Íà ñêðèæàëÿõ èçîáðàæåíû ñèì-
âîëû äâóõ äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ äðóã ñ äðóãîì ìíîæåñòâ:
N � ìíîæåñòâî ëåâûõ (íèæíèõ) ñóáýéäîñîâ è
M � ìíîæåñòâî ïðàâûõ (âåðõíèõ) ñóáýéäîñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîîáðàçàìè ôèçè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ ìèðà ýìïèðè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ñèìâîëû s è r îçíà÷àþò ðàíã ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îïèñûâàþùèõ âñ¼
ìíîãîîáðàçèå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû àáñòðàêòíûå ñêðèæàëè êàê áû îá-
ðàçóþò ïðÿñëà ôàñàäíûõ ñòåí äðåâíåðóññêèõ õðàìîâ,
íàãëÿäíî óòâåðæäàÿ òåì ñàìûì ìûñëü, ÷òî ïî áîëüøîìó
ñ÷¼òó Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � ýòî äîðîãà, âåäó-
ùàÿ ê Õðàìó.

Ëîãîòèï çàâåðøàåòñÿ êðåñòîì � õðèñòèàíñêèì ñèì-
âîëîì íðàâñòâåííîé ïîçèöèè ÷åëîâåêà, îçíà÷àþùèì ãî-
òîâíîñòü ìóæåñòâåííî ïåðåíîñèòü æèçíåííûå ëèøåíèÿ,
òÿæ¼ëûå îáÿçàííîñòè è ñòðàäàíèÿ, áûòü âñåãäà â ñîãëà-
ñèè ñ âåëåíèÿìè ÷èñòîé ñîâåñòè7.

Ýòà êíèãà èç-çà å¼ áîëüøîãî îáú¼ìà òàê è îñòàëàñü
áû â âèäå íåèçäàííîé ðóêîïèñè, åñëè áû íå àêòèâíàÿ
ïîìîùü ñî ñòîðîíû ìîåãî áëèæàéøåãî ñîòðóäíèêà è âåðíîãî äðóãà Âëàäèìèðà
Ìèõàéëîâè÷à ÑÀÐÀÍÈÍÀ, âçÿâøåãî íà ñåáÿ òèòàíè÷åñêèé òðóä ïî íàáîðó
â ðåäàêòîðå LATEX2 ε ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ è ìíîãî-
÷èñëåííûõ ÷åðòåæåé è ãðàôèêîâ. ß ñ ïîëíûì íà òî îñíîâàíèåì ñ÷èòàþ åãî
ñîàâòîðîì ýòîé êíèãè.

Èòàê, îáùàÿ íàïðàâëåííîñòü êíèãè �Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñèìâîëàìè âåðû:

Ôèçè÷åñêîå êðåäî � ïðèçíàíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â êà÷åñòâå
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà ñîâðåìåííîé ôèçèêè;

Ôèëîñîôñêîå êðåäî � ïðèçíàíèå â ðóñëå íåîïëàòîíèçìà, íåîòîìèçìà è
ìåòàôèçè÷åñêîãî ðåàëèçìà â êà÷åñòâå îñíîâû Áûòèÿ èåðàðõèè èäåàëüíûõ ñóù-
íîñòåé, îáðàçóþùèõ Ìèð Âûñøåé Ðåàëüíîñòè;

Òåîëîãè÷åñêîå êðåäî � Credo ut intelligan (Âåðþ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíèìàòü)
ïðèçíàíèå Ìèðîâîãî Ñâåðõëè÷íîñòíîãî Ðàçóìà â êà÷åñòâå Âûñøåãî íàäìèðíîãî
Ïåðâîíà÷àëà.

ß íàäåþñü, ÷òî ýòà êíèãà áóäåò îòâå÷àòü øèðîêîìó êðóãó èíòåðåñîâ ôèçèêîâ,
ìàòåìàòèêîâ, ôèëîñîôîâ � èíòåðåñîâ íàó÷íûõ, ìèðîâîççðåí÷åñêèõ, äóõîâíûõ,
êîòîðûå íå ìîãóò íå âîëíîâàòü ó÷¼íîãî êàê ëè÷íîñòü è êàê ãðàæäàíèíà.

6Ïîä ñêðèæàëÿìè ïîíèìàþòñÿ äâå êàìåííûå äîñê�è, íà êîòîðûõ íà÷åðòàíû Çàêîíû, ïîëó-
÷åííûå Ìîèñååì îò Áîãà.

7Íåäàâíî, âî âðåìÿ �Ìàêàðüåâñêèõ ÷òåíèé�, ïðîõîäèâøèõ â Ãîðíî-Àëòàéñêå ñ 11 ïî 14 äå-
êàáðÿ 2000 ã., ÿ óçíàë î ñóùåñòâîâàíèè ïîõîæåãî ëîãîòèïà Èíñòèòóòà ïåðåâîäîâ Áèáëèè.



ÏÐÅÀÌÁÓËÀ
Íàñòîÿùàÿ ñìåíà òåîðèé íå åñòü ñìåíà óðàâíåíèé �

ýòî ñìåíà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Áåçóìíàÿ èäåÿ,
êîòîðàÿ ëÿæåò â îñíîâó áóäóùåé ôóíäàìåíòàëüíîé ôè-
çè÷åñêîé òåîðèè, áóäåò îñîçíàíèåì òîãî, ÷òî ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë èìååò íåêîòîðûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáðàç,
ðàíåå íå ñâÿçûâàâøèéñÿ ñ ðåàëüíîñòüþ [3].

� Þ.È.Ìàíèí

1. Ïðîáëåìà îñíîâàíèé ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Â 1961 ãîäó ÿ îáíàðóæèë ñóùåñòâîâàíèåÓíèâåðñàëüíîãî ôèçèêî-ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî êîäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïî Åäèíîìó Ïëàíó çàïèñûâàþòñÿ âñå
ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ôèçèêè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàêîäèðîâàíû îñíîâàíèÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ è êîì-
ïëåêñíûõ n -ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è òàê íàçûâàåìûõ ñàêðàëüíûõ ãåî-
ìåòðèé, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ: n -ìåðíûå åâêëèäîâû è ïñåâäîåâêëèäîâû
ãåîìåòðèè, n -ìåðíûå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî è Ðèìàíà, ÷¼òíîìåðíûå è íå÷¼ò-
íîìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ãåîìåòðèè, ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Åäèíûé ôèçèêî-ãåîìåòðè÷åñêèé êîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâûé, äî ñèõ
ïîð íåèçâåñòíûé âèä ñèììåòðèè � êàê ñàêðàëüíóþ ñèììåòðèþ, ïîðîæäàþ-
ùóþ ñâîåîáðàçíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, èíâàðèàíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå
õîðîøî èçâåñòíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû.

Íà ýòîé îñíîâå íàó÷íîé øêîëîé Êóëàêîâà (Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, Â.Õ.Ëåâ,
Â.Ê.Èîíèí, À.À.Ñèìîíîâ) ñîçäàíà è äåòàëüíî ðàçðàáîòàíà ïðèíöèïèàëüíî íî-
âàÿ ìåòàòåîðåòè÷åñêàÿ îáëàñòü ôèçèêè � Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñâîåîáðàçíóþ �ôèçè÷åñêóþ àëãåáðó�, îáúåêòîì èçó÷åíèÿ êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå äîïóñòèìûå ôîðìû ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.

Â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð äà¼òñÿ òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà è ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü âñåãî ÷åòûð¼õ (!) àïðèîðíî äîïóñòèìûõ ôîðì ôóíäàìåíòàëü-
íûõ çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè (Òåîðåìà Ìèõàéëè÷åíêî).

Ðàñïðîñòðàíåíèå Èîíèíûì è Ñèìîíîâûì îñíîâíîé èäåè ñàêðàëüíîé ñèììåò-
ðèè íà ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû ïîçâîëèëî âçãëÿíóòü íà ìàòåìàòèêó
â öåëîì ñ âûñîòû �ïòè÷üåãî ïîë¼òà� è ïîíÿòü, ÷òî ñêðûâàåòñÿ çà àêñèîìàòèêîé
òåîðèè ãðóïï, êîëåö è àññîöèàòèâíûõ òåë, çà �àëìàçíûì ôîíäîì âûñøåé ìàòåìà-
òèêè� � ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè è ïîñòîÿííûìè e è π è çà òàêèìè, õîðîøî
èçâåñòíûìè åù¼ èç íà÷àëüíîé øêîëû, áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, êàê ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå.

Õàðàêòåðíîå îòëè÷èå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îò îðòîäîêñàëüíîé ôèçè-
êè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

îðòîäîêñàëüíàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà (�àíòðîïíàÿ�, äîëüíÿÿ ôèçèêà ïåðâîãî
ïîêîëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ôèçèêîé ÿâëåíèé è èçó÷àåò ôèçè÷åñêèå çàêîíû, èñõîäÿ
èç óñòàíîâëåííûõ ýìïèðè÷åñêèì ïóò¼ì ôàêòîâ, ñ ïîìîùüþ óäà÷íî íàéäåííûõ
íàãëÿäíûõ (àíòðîïíûõ) ìîäåëåé;
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Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ìåòàòåîðåòè÷åñêàÿ, ñàêðàëüíàÿ, ãîðíÿÿ ôèçè-
êà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ôèçèêîé ñóùíîñòè è èçó÷àåò ñóùíîñòü (êàí-
òîâñêóþ �âåùü-â-ñåáå�) ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, îñíîâíûõ ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé; èñõîäíûì ïîíÿòèåì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêò-
íûé óíèâåðñàëüíûé ïðèíöèï ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì, âñêðûâàÿ ñóùíîñòü ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà ãëóáèííîå ñîäåðæàíèå òàêèõ óæå
ïðèâû÷íûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êàê àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, òåî-
ðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ðàâíîâåñíàÿ òåðìîäèíàìèêà, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ,
ñòàòôèçèêà, îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è òåîðèÿ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

2. Íåîáõîäèìîñòü íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Ïîäîáíî òîìó êàê ìåõàíèêà Íüþòîíà ïîòðåáîâàëà ñîçäàíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ, ýëåêòðîäèíàìèêà � äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö � ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, òàê è
òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîãî çàêîíà ïîòðåáîâàëà ñîçäàíèÿ èñ-
÷èñëåíèÿ êîðòîâ8 � íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, àäåêâàòíî îïèñûâàþ-
ùåãî ñâîéñòâà è ñòðîåíèå ðàöèîíàëüíîãî ôóíäàìåíòà Ìèðà Âûñøåé ðåàëüíîñòè,
�ïëàòîíîâñêîé òåíüþ� êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìûé íàìè Ìèð ìàòåðèàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîñòè.

Â îñíîâàíèè èñ÷èñëåíèÿ êîðòîâ ëåæèò íåèçâåñòíîå ðàíåå ñàìîäîñòàòî÷íîå
ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (s, r) � îáùåçíà÷èìîå òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî
âûáîðà äâóõ ãðóïï íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåå äâå íåèçâåñòíûå ôóíê-
öèè � ðåïðåçåíòàòîð è âåðèôèêàòîð, îïðåäåëÿþùèå ñóùíîñòü ôóíäàìåíòàëü-
íûõ çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Óíèêàëüíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî ñàìîäîñòàòî÷íîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî âñå íåèçâåñòíûå � ðåïðåçåíòàòîð è âåðèôèêàòîð âìåñòå ñ îáëàñòüþ èõ îïðå-
äåëåíèÿ, ðàíã è äàæå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâ N è M , èç êîòîðûõ
áåðóòñÿ äâå ãðóïïû íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ, íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ.

3. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � êëþ÷ ê Ïëàíó Òâîðåíèÿ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ðàñïðîñòðàíåíèå å¼ âû-
âîäîâ íà íîâûå îáëàñòè çíàíèé ïðèâîäèò ê ïðèíöèïèàëüíî íîâîé êàðòèíå Ìèðà.
Ñîãëàñíî ýòîé êàðòèíå, îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèé Óíèâåðñóì íå èñ÷åðïûâàåòñÿ
ìèðîì ýìïèðè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè � ìèðîì âîñïðèíèìàåìûì íàøèìè îð-
ãàíàìè ÷óâñòâ, � ñóùåñòâóåò îñîáûé Ìèð Âûñøåé ðåàëüíîñòè, â êîòîðîì äëÿ
êàæäîãî ìàòåðèàëüíîãî îáúåêòà ã èìååòñÿ äâà ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ïðîîá-
ðàçà � íèæíåãî 〈 a | è âåðõíåãî | a 〉 . Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð óñòàíàâ-
ëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èäåàëüíûìè, ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèìè ôèçè÷åñêèìè

8Êîðò � ñîêðàù¼ííàÿ ôîðìà îò ñëîâà �êîðòåæ�. Êîðò äëèíû r � óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç r ïðîèçâîëüíûõ íå÷èñëîâûõ ýëåìåíòîâ.
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ñòðóêòóðàìè è ôóíäàìåíòàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè, äåéñòâóþùèìè â ìè-
ðå ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

Îáùåå ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, çàìåíÿþùåå â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå
òóìàííîå ïîíÿòèå ìàòåðèè, ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà ïðîáëåìó Òâîðå-
íèÿ âåùåñòâåííîãî ìèðà, íà ñîîòíîøåíèå è âçàèìîñâÿçü íàóêè è òåîëîãèè.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå èìååò àíàëîãîâ è ïðåäøåñòâåííèêîâ íè ó íàñ
â Ðîññèè, íè çà ðóáåæîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíà, ÷òîáû
îõâàòèòü ñ ïîìîùüþ îäíîãî îáùåãî ïðèíöèïà ñàìûå ðàçëè÷íûå îáëàñòè ôèçèêè
è ãåîìåòðèè, à ñ äðóãîé, äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíà, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîíêðåòíûå
âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ÷åòûð¼õ àïðèîðíî äîïóñòèìûõ ôîðì ôóíäàìåíòàëüíûõ çà-
êîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íî-
âûì íàïðàâëåíèåì â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, ïîçâîëÿþùèì ñòàâèòü è ðåøàòü ôóí-
äàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû, íå ðàññìàòðèâàåìûå äî ñèõ ïîð àêàäåìè÷åñêîé íàóêîé.
Ñîäåðæàòåëüíîñòü è ïëîäîòâîðíîñòü ïðîãðàììû ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîäòâåð-
æäåíû ìíîãî÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè øêîëîé ïðîôåññîðà Êóëà-
êîâà â Íîâîñèáèðñêîì óíèâåðñèòåòå è øêîëîé ïðîôåññîðà Âëàäèìèðîâà â Ìîñ-
êîâñêîì óíèâåðñèòåòå.

Èëëþñòðàöèåé ýôôåêòèâíîñòè èäåé ãðóïïîâîé è ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, ëå-
æàùèõ â îñíîâàíèè ñàêðàëüíîé ôèçèêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ, ìîæåò ñëóæèòü Òàá-
ëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ. Ýòà òàáëèöà, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé Ïå-
ðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ, íå èìååò íè îäíîãî èñêëþ÷åíèÿ è àäåêâàòíî
îïèñûâàåò ñâîéñòâà âñåõ èçâåñòíûõ è åù¼ íå îòêðûòûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

Ââåäåíèå íîâîãî ïîíÿòèÿ ìåòàìîðôèè êàê ïàðíîãî ê ïîíÿòèþ ñòðóêòóðû
îòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû íåïîâòîðèìîñòè è
èíäèâèäóàëüíîñòè, à ââåäåíèå íîâîãî ïîíÿòèÿ ïðîãðàììû êàê ïàðíîãî ê ïîíÿòèþ
çàêîíà, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèçíàíèÿ Öåëè è Òâîðöà.

Çà îòêðûòèå è ðàçðàáîòêó íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ïðî-
ôåññîðóÞ.È.Êóëàêîâó â 1972 ãîäó ïðèñâîåíî çâàíèå ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà Centro
Superiore di Logica e Scienze Comparate (Bologna, Italy) 9.

9Âûñøèé Öåíòð ëîãèêè è ìåæíàó÷íûõ èññëåäîâàíèé (Áîëîíüÿ, Èòàëèÿ)
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Áëàãîäàðþ òåáÿ, Ãîñïîäè, òâîðöà ìîåãî, çà òî, ÷òî òû
äàë ìíå ñîçåðöàòü êðàñîòó òâîðåíèÿ ðóê òâîèõ.

� Êåïëåð (1571 � 1630)

Ñ áîëüøîé ëþáîâüþ âñïîìèíàþ ÿ ñâîåãî îòöà Êóëàêîâà Èâàíà Âàñèëüå-
âè÷à (1900 � 1945) � áóõãàëòåðà-ýêîíîìèñòà Îòðîæñêîãî âàãîíî-ðåìîíòíîãî çà-
âîäà, íåïîñòèæèìûì ïóò¼ì îêàçàâøåãîñÿ ìîèì ïåðâûì ó÷èòåëåì ôèçèêè.

Îí áûë àðåñòîâàí â 1937 ãîäó êàê �âðàã íàðîäà� è íåñêîëüêî ìåñÿöåâ ïðîâ¼ë
â òþðåìíîé êàìåðå ñ îäíèì ïðîôåññîðîì ôèçèêè Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà.
×óäåñíûì îáðàçîì ðåàáèëèòèðîâàííûé, îòåö âûøåë íà ñâîáîäó â êîíöå 1939
ãîäà è ñ þíîøåñêèì àçàðòîì ïîñòàðàëñÿ ðåàëèçîâàòü íà ïðàêòèêå ïîëó÷åííûå
èì â òþðüìå çíàíèÿ ïî ôèçèêå. Îí ïðèâë¼ê ìåíÿ, 12-ëåòíåãî ìàëü÷èøêó, ê
ñîçäàíèþ â íàøåé äåòñêîé êîìíàòå è íà êóõíå äîìàøíåé ëàáîðàòîðèè, ÷åì-òî
íàïîìèíàâøåé ñðåäíåâåêîâóþ ëàáîðàòîðèþ àëõèìèêà. Òåì ñàìûì îí ïåðâûé
ââ¼ë ìåíÿ â òàèíñòâåííûé, åù¼ íåâåäîìûé ìíå, ìèð ôèçèêè.

Êîãäà îòåö íàõîäèëñÿ â îäíîì èç îòäàë¼ííûõ êîíöëàãåðåé Óíæëàãà, ÿ, ñ áëà-
ãîñëîâåíèÿ ìîåé ìàìû � Àíòîíèíû Êîçüìèíè÷íû Èâàíîâîé, íåëåãàëüíî ïðîíèê
â ýòîò êîíöëàãåðü è ïðîâ¼ë ñ îòöîì îäíó íåçàáûâàåìóþ íî÷ü. È òàì, â áàðàêå,
ïîä õðàï è ñòîíû ñïÿùèõ çàêëþ÷¼ííûõ, ïðè ñóìåðå÷íîì ñâåòå ëåòíåé ïîëÿðíîé
íî÷è, îòåö ïðåïîäàë ìíå íà âñþ æèçíü óðîê áîëüøîãî ãðàæäàíñêîãî ìóæåñòâà.

Ñâåòëîé ïàìÿòè ìîåãî îòöà � ìîåãî ïåðâîãî ó÷èòåëÿ ôèçèêè, ïîãèáøåãî â
êîíöëàãåðå ïîä Áåðëèíîì âî âðåìÿ Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû, ÿ ïîñâÿùàþ
ïåðâóþ ãëàâó ýòîé êíèãè � �Èñòîêè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�.

Ïðåæäå âñåãî, ÿ ìíîãèì îáÿçàí ìîåìó Ó÷èòåëþ � àêàäåìèêó Èãîðþ Åâãå-
íüåâè÷ó Òàììó (1895 � 1971) � çàìå÷àòåëüíîìó ÷åëîâåêó, âûäàþùåìóñÿ ôèçè-
êó, âåëèêîìó ãðàæäàíèíó. Åãî ñâåòëîé ïàìÿòè ïîñâÿùàþ ÿ ýòó êíèãó.

Íî áîëåå, ÷åì êòî-ëèáî èíîé, äâèæóùåé ñèëîé â ìîåé ðàáîòå íàä ýòîé ìî-
íîãðàôèåé íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ ïÿòíàäöàòè ëåò áûëà ìîÿ æåíà Ëþñÿ10.
Èìåííî îíà â ïåðâóþ î÷åðåäü ñîäåéñòâîâàëà ñîçäàíèþ æóðíàëà-äåïîçèòàðèÿ
Credo, ïîñòîÿííî ïîáóæäàåò ìåíÿ ê èçäàíèþ ìíîãîòîìíîé ìîíîãðàôèè ïî Òåî-
ðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è òåðïåëèâî ïåðåíîñèò âñå ìàòåðèàëüíûå òðóäíîñòè, ñ
êîòîðûìè íåèçáåæíî ñâÿçàíî òàêîãî ðîäà èçäàíèå.

ß áëàãîäàðåí Îëüãå Àëåêñàíäðîâíå Ëàäûæåíñêîé � ìàòåìàòèêó Áî-
æèåé ìèëîñòüþ, çàìå÷àòåëüíîé æåíùèíå, äåéñòâèòåëüíîìó ÷ëåíó Ðîññèéñêîé
Àêàäåìèè íàóê çà âûñîêóþ îöåíêó Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ñàìîì ïåð-
âîì ýòàïå å¼ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ.

Âèêòîð Èâàíîâè÷ Øàõîâ, ìîé ñòàðèííûé óíèâåðñèòåòñêèé äðóã, ñ êîòî-
ðûì ìû ñâÿçàíû ÷óâñòâîì áîëüøîé ïðèâÿçàííîñòè óæå áîëåå ïÿòèäåñÿòè (!) ëåò,
� îäèí èç ïåðâûõ, êîìó ÿ õîòåë áû âûðàçèòü çäåñü ñâîþ ëþáîâü è ïðèçíàòåëü-
íîñòü.

10Ëþäìèëà Ñåðãååâíà Ñû÷¼âà
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ß áëàãîäàðåí åìó çà íåóãàñèìûé èíòåðåñ ê Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ ñà-
ìîã�î å¼ ñîçäàíèÿ, çà óäèâèòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü çàäàâàòü ãëóáîêèå �åðåòè÷åñêèå�
âîïðîñû, çà ñòðåìëåíèå íàâåñòè ïîëíóþ ÿñíîñòü ïî êàæäîé ïðîáëåìå ôèçèêè,
ìàòåìàòèêè è Ìèðîçäàíèÿ, êîòîðûå ìû îáñóæäàåì ïðè íàøèõ âñòðå÷àõ, çà åãî
äîáðîòó è çàáîòó îáî ìíå è î äðóãèõ ó÷àñòíèêàõ íàøåé øêîëû. Ìíå òðóäíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå èñòîðèþ ñîçäàíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è å¼ äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå áåç Âèêòîðà Èâàíîâè÷à � íåïðåìåííîãî ó÷àñòíèêà âñåõ íàøèõ øêîë
è ðåâíîñòíîãî õðàíèòåëÿ íàøèõ òðàäèöèé.

Èííà Èííîêåíòüåâíà Òû÷èíñêàÿ � ìîé âåðíûé äðóã, ñîàâòîð è åäè-
íîìûøëåííèê. Å¼ ñòèõè è ïîíèìàíèå âàæíîñòè âûáðàííîãî ìíîé ïóòè ñîïðî-
âîæäàþò ìåíÿ êàæäûé ðàç, êîãäà ÿ âûõîæó íà ïðîñ¼ëî÷íóþ äîðîãó, âåäóùóþ ê
Õðàìó � â ìèð ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, è äàëåå � â Ìèð Âûñøåé ðåàëüíîñòè. Îíè
ïðèäàþò ìíå íîâûå ñèëû, êîãäà ÿ âòîðãàþñü â äî ñèõ ïîð çàïðåòíóþ îáëàñòü
çíàíèÿ.

ß ñ áîëüøèì óäîâîëüñòâèåì âûðàæàþ çäåñü ñâîþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó ïåð-
âîìó ó÷åíèêó è äðóãó Ãåíå Ìèõàéëè÷åíêî11 çà åãî íàó÷íûé ïîäâèã � ïîëíîå è
îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå î÷åíü òðóäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è: äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà (r, s) , çà åãî ïðå-
äàííîñòü èäåå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è çà åãî âîèñòèíó ñûíîâíåå îòíîøåíèå êî
ìíå.

ß ïðèíîøó ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó âåðíîìó äðóãó è áåñêîðûñòíî-
ìó ëåòîïèñöó Âëàäèìèðó Ìèõàéëîâè÷ó Ñàðàíèíó, ñàìîîòâåðæåííî çàïè-
ñûâàþùåãî íà ìàãíèòîôîí è çàòåì îáðàáàòûâàþùåãî âñå ìîè ëåêöèè. Åù¼ â
�äîêîìïüþòåðíóþ ýïîõó� îí ïî ñîáñòâåííîé èíèöèàòèâå ïðèñòóïèë ê íàáîðó ìî-
åé êíèãè ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â âåñüìà íåñîâåðøåííîì ðåäàêòîðå
�CHIWRITER� è â íàñòîÿùåå âðåìÿ îêàçûâàåò ìíå íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïî íà-
áîðó äëÿ íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ ñëîæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ è ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ÷åðòåæåé è ðèñóíêîâ â âåëèêîëåïíîì ðåäàêòîðå LATEX2 ε .

Ñóùåñòâåííóþ ñïîíñîðñêóþ ïîìîùü â íàáîðå ýòîé êíèãè îêàçàëè ìíå êðóï-
íûé ñïåöèàëèñò ïî æåëåçíîäîðîæíîìó ñòðîèòåëüñòâó Àíàòîëèé Ôèëåíîâè÷
Êèì è åãî æåíà Âàëåíòèíà Èâàíîâíà.

ß âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó áîëüøîìó äðóãó � Þðèþ Ñåð-
ãååâè÷ó Âëàäèìèðîâó çà àêòèâíîå è èíèöèàòèâíîå ó÷àñòèå âî âñåõ íàøèõ
ñîâìåñòíûõ øêîëàõ ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, çà ñîçäàíèå áèíàðíîé ãåî-
ìåòðîôèçèêè, ïîçâîëèâøåé ðàñïðîñòðàíèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ Òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð íà òåîðèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, çà ïîñòîÿííûå ïðèãëàøåíèÿ
âûñòóïèòü ñ äîêëàäîì î íîâûõ ðåçóëüòàòàõ íà ðóêîâîäèìîì èì òåîðåòè÷åñêîì
ñåìèíàðå â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, çà åãî íåèçìåííî äîáðîæåëàòåëüíîå êî ìíå
îòíîøåíèå.

Ïîëíîå ïîíèìàíèå ðàçðàáàòûâàåìîãî ìíîþ íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêå ÿ íàø¼ë â ëèöå ìîåãî áîëüøîãî è âåðíîãî äðóãà Äæî (ßçåïà
Àðîíîâè÷à Ýéäóñà) � ïî-åâðîïåéñêè øèðîêî è ãëóáîêî îáðàçîâàííîãî çàñëóæåí-

11Ãåííàäèþ Ãðèãîðüåâè÷ó Ìèõàéëè÷åíêî
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íîãî ó÷¼íîãî Ëàòâèéñêîé ðåñïóáëèêè, ïåðåâîä÷èêà ñ ëàòèíñêîãî íà ëàòûøñêèé
ÿçûê ïîýìû Òèòà Ëóêðåöèÿ Êàðà �Î ïðèðîäå âåùåé�, îáëàäàòåëÿ äâóõ äîêòîð-
ñêèõ ñòåïåíåé (Dr. chem è Dr. phys), ïî÷¼òíîãî ÷ëåíà îäíîãî èç êîëëåäæåé
Ëîíäîíñêîãî óíèâåðñèòåòà, çàñëóæåííîãî ñîðîñîâñêîãî ïðîôåññîðà, îáëàäàòåëÿ
ìåäàëè Ãèëëåðà ÀÍ Ëàòâ.ÑÑÐ, ëàóðåàòà ïðåìèè Äæîðäæà Ñîðîñà è ò. ä. Åãî
íåîáûêíîâåííàÿ ñóäüáà, îäíîâðåìåííî òðàãè÷åñêàÿ è ñ÷àñòëèâàÿ, ìîãëà áû ëå÷ü
â îñíîâó ñîâðåìåííîãî îñòðîñþæåòíîãî ðîìàíà.

ß áëàãîäàðþ ñâîåãî ó÷åíèêà è âåðíîãî äðóãà Âîëîäþ Ëüâà12 çà ìíîãîëåòíåå
ñîòðóäíè÷åñòâî, çà âåðíîñòü èäåÿì Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, çà òîò ïðåêðàñ-
íûé ó÷àñòîê æèçíåííîãî ïóòè, êîòîðûé ìû ïðîøëè ñ íèì â îäíîé ñâÿçêå.

Ïîëüçóþñü ñëó÷àåì, ÷òîáû ïîáëàãîäàðèòü ñâîåãî áûâøåãî ó÷åíèêà Èçþ
Øðåéáåðà (Èñààêà Ðóâèìîâè÷à Øðåéáåðà) çà òî, ÷òî îí, áóäó÷è çàìåñòèòåëåì
äèðåêòîðà Èíñòèòóòà êðèîñôåðû Çåìëè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ (Òþìåíü), â òðóäíîå äëÿ
ìåíÿ âðåìÿ, íàø¼ë âîçìîæíîñòü ñîçäàòü â ñâî¼ì èíñòèòóòå äëÿ ìåíÿ è äâóõ ìîèõ
ó÷åíèêîâ ñïåöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïðîñóùå-
ñòâîâàâøåå òðè ñ ïîëîâèíîé ãîäà.

È, êîíå÷íî, ÿ ãëóáîêî áëàãîäàðåí âñåì ìîèì ó÷åíèêàì è ïîñòîÿííûì ó÷àñò-
íèêàì ñåìèíàðà ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ÍÃÓ, êîòîðûì ÿ ðóêîâîæó
òðèäöàòü ïÿòü ëåò, çà íåèçìåííûé èíòåðåñ ê ÒÔÑ è, ïðåæäå âñåãî, ìîåìó âåðíî-
ìó ó÷åíèêó è äðóãó Àíäðåþ Ñèìîíîâó, óñïåøíî ðàçðàáàòûâàþùåìó ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâûé àñïåêò òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

ß áëàãîäàðåí ÷åëîâåêó, ïîæåëàâøåìó îñòàòüñÿ íåèçâåñòíûì, ïåðåäàâøåìó
ìíå êðóïíóþ ïî òåì âðåìåíàì ñóììó äåíåã, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ïî-
êóïêè ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà.

Ñóùåñòâåííóþ ïîìîøü â ïðèîáðåòåíèè ýòîãî êîìïüþòåðà îêàçàë íàì ìîé
ó÷åíèê Àíàòîëèé Ñóâîðèí.

ß áëàãîäàðþ Äèìó Áàêøååâà çà ïîñòîÿííóþ è áåçîòêàçíóþ ïîìîùü â óñòà-
íîâêå è îñâîåíèè ìíîþ �âîñõèòèòåëüíîãî LATEX-à�. Íåâîçìîæíî ïåðåîöåíèòü åãî
ðîëü â ëèêâèäàöèè ïîñëåäñòâèé êàòàñòðîôû, âîçíèêøåé ïî ìîåé âèíå, â ðåçóëü-
òàòå ñëó÷àéíîãî óíè÷òîæåíèÿ âñåõ ôàéëîâ, ñîäåðæàùèõ ïîëíûé òåêñò ýòîé, óæå
íàáðàííîé, êíèãè.

Íî îñîáîå ÷óâñòâî ïðèçíàòåëüíîñòè ÿ èñïûòûâàþ ïî îòíîøåíèþ ê ìîåìó
íàä¼æíîìó è áåñêîðûñòíîìó ïîìîøíèêó, ãëàâíîìó àðõèòåêòîðó è ñòðîèòåëþ
æóðíàëà-äåïîçèòàðèÿ Credo Àëåêñåþ ßêîâëåâó, ïðîÿâëÿâøåãî áóêâàëüíî
÷óäåñà èçîáðåòàòåëüíîñòè ïðè ñîçäàíèè îðèãèíàë-ìàêåòà ýëåêòðîííîãî æóðíàëà
Credo. Íàõîäÿñü â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Ñîåäèí¼ííûõ Øòàòàõ Àìåðèêè, îí íàø¼ë
âîçìîæíîñòü âîçðîäèòü íàø æóðíàë-äåïîçèòàðèé Credo íà àìåðèêàíñêîé ïî÷âå,
íàéäÿ äëÿ íåãî ïîäõîäÿùèé ñàéò.

ß áëàãîäàðþ àìåðèêàíñêîãî àñòðîôèçèêàÁèëëà Ñàìíåðà (William Sumner)
è ìàòåìàòèêà Åâãåíèÿ Åâãåíüåâè÷à Âèòÿåâà çà æèâîé èíòåðåñ ê Òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ñîçäàíèå ïî èõ èíèöèàòèâå ñàéòà äëÿ ìîèõ ðàáîò ïî ÒÔÑ:

Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü ÿ ïðèíîøó Åëåíå Ìàñîÿí, êîòîðàÿ â òðóäíîå äëÿ
ìåíÿ âðåìÿ îêàçàëà ìíå áåñêîðûñòíóþ ôèíàíñîâóþ ïîìîùü.

12Âëàäèìèðà Õàíàíîâè÷à Ëüâà
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ß ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Àëåêñåþ Àíàòîëüåâè÷ó Ãëåáîâó, âëîæèâøåìó
íåìàëî òðóäà è ñðåäñòâ, ÷òîáû ñîõðàíèòü íà âèäåî íàøè øêîëû-ñåìèíàðû è ìîè
âûñòóïëåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì íàó÷íûì è ôèëîñîôñêèì ïðîáëåìàì.

Ïðèíîøó ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü áåñêîðûñòíîìó ïîäâèæíèêó � áèáëèîãðà-
ôó Àëüáåðòó Ïåòðîâè÷ó Çàðóáèíó çà ïîñòîÿííóþ áèáëèîãðàôè÷åñêóþ èí-
ôîðìàöèþ è íåóãàñèìûé èíòåðåñ ê ìîèì ðàáîòàì.

Ïîëüçóþñü ñëó÷àåì îòìåòèòü, ÷òî èìåííî â ìîëîäîé Ðåñïóáëèêå Àëòàé ñî
ñòîðîíû ìîåãî áûâøåãî ó÷åíèêà, à íûíå ïðåäñåäàòåëÿ Êîìèòåòà ïðèðîäíûõ ðå-
ñóðñîâ, êàíäèäàòà ôèç.-ìàò. íàóê Âàëåðèÿ Âëàäèìèðîâè÷à Êóäà÷èíà è Ãî-
ñóäàðñòâåííîãî Ñîáðàíèÿ � Ýë Êóðóëòàÿ � áûëî ïðîÿâëåíî ãëóáîêîå ïîíèìàíèå
íåîáõîäèìîñòè ðàçâèòèÿ â Ðåñïóáëèêå Àëòàé ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè.

Ýòà êíèãà âðÿä ëè ñìîãëà áû âûéòè â íàñòîÿùåì âèäå áåç àêòèâíîãî ó÷àñòèÿ
â å¼ èçäàíèè áûâøåãî âûïóñêíèêà ÍÃÓ, à íûíå äèðåêòîðà èçäàòåëüñòâà �Àëüôà
Âèñòà� Ñêðèííèêîâà Àëåêñàíäðà Âàëåðüåâè÷à, îáðàòèâøåãîñÿ ê âûïóñêíè-
êàì ÍÃÓ � ìîèì áûâøèì ó÷åíèêàì � ñ ïðåäëîæåíèåì ïðèíÿòü ó÷àñòèå â èçäàíèè
ýòîé êíèãè â êà÷åñòâå ñïîíñîðîâ.

Áëàãîäàðþ òàêæå ìîèõ êîëëåã ïî êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÍÃÓ çà èõ
ñíèñõîäèòåëüíî-èðîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ê ñîçäàâàåìîé ìíîþ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, ïîñòîÿííî ñòèìóëèðîâàâøåå ìåíÿ ê å¼ äàëüíåéøåìó ñîâåðøåíñòâîâà-
íèþ è ðàçâèòèþ.
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Öåðêîâü Ïîêðîâà íà Íåðëè. 1165 ã.

Áóäòî ñêàçî÷íîå âèäåíüå ïëûâ¼ò ýòà öåðêîâü
íàä âîäîé âî âðåìÿ ïîëîâîäüÿ.

Ïîæàëóé, ñàìûì òðóäíûì è âìåñòå ñ òåì îáÿçàòåëüíûì
â àðõèòåêòóðíîì òâîð÷åñòâå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà. Ïðîñòîòà
ôîðì îáÿçûâàåò ïðèäàâàòü ïðåêðàñíûå ïðîïîðöèè è ñî-
îòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñîîáùèëè áû èì íåîáõîäèìóþ ãàðìî-
íèþ.

Àêàäåìèê À.Â.Ùóñåâ (1873 � 1949)



×àñòü I

ÈÑÒÎÊÈ ÒÅÎÐÈÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ
ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Sic itur ad astra13

Ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðîÿâèëîñü ñòðåìëåíèå íàéòè äëÿ
óíèôèêàöèè âñåõ îòðàñëåé íàóêè òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó,
îáðàçîâàííóþ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ïîíÿòèé è ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, èç êîòîðûõ ëîãè÷åñêèì ïó-
ò¼ì ìîæíî áûëî áû âûâåñòè âñå ïîíÿòèÿ è ñîîòíî-
øåíèÿ îòäåëüíûõ äèñöèïëèí. Âîò ÷òî ìû ïîíèìàåì
ïîä ïîèñêîì ôóíäàìåíòà äëÿ ôèçèêè â öåëîì. Ãëóáîêîå
óáåæäåíèå â äîñòèæèìîñòè ýòîé öåëè ÿâëÿåòñÿ ãëàâ-
íûì èñòî÷íèêîì ñòðàñòíîé ïðåäàííîñòè, êîòîðàÿ âñå-
ãäà âîîäóøåâëÿåò èññëåäîâàòåëÿ.

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Ãëàâà 1. Î ÿçûêå, íà êîòîðîì íàïèñàíû çàêîíû ïðèðîäû

Ãëàâà 2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ãëàâà 3. ×òî æå òàêîå Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð?

13Òàê èäóò ê çâ¼çäàì.
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Ýòà èñòîðèÿ íà÷àëàñü ñîðîê ëåò
òîìó íàçàä ...

Â ñìÿòåíüå ÷óâñòâ è ïîìûñëîâ íåâîëüíî
Ñìîòðþ íà ôîòîãðàôèþ ñâîþ.
Êàê íè ïå÷àëüíî ìíå, êàê ìíå íè áîëüíî,
ß ñàì ñåáÿ íà íåé íå óçíàþ [1].

Ðàñóë Ãàìçàòîâ



Ãëàâà 1

Î ÿçûêå, íà êîòîðîì íàïèñàíû
çàêîíû ïðèðîäû.

Non fingendum aut, excogitandum, sed inveniendum, qui
natura facit aut feratÍå âûäóìûâàòü, íå èçìûøëÿòü, à èñêàòü, ÷òî

òâîðèò è ïðèíîñèò ñ ñîáîé ïðèðîäà.

Çàíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêîé ìîæíî ñðàâíèòü
ñî ñòðîèòåëüñòâîì ìîíóìåíòàëüíîãî çäàíèÿ, ñêàæåì,
Ñàðòðñêîãî ñîáîðà. Ìû, ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ñòðîèì
òàêîå çäàíèå ñîáîðà � Åäèíóþ ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó Ìè-
ðà. È õîòÿ ðåçóëüòàòû íàøèõ óñèëèé, êàê è Ñàðòðñêèé
ñîáîð, íàõîäÿò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå � öåëü íàøåé
ðàáîòû, êàê îíà áûëà áû âûðàæåíà â ñðåäíèå âåêà, � ïðî-
ñëàâëåíèå Ãîñïîäà. È òîëüêî ñ ïîìûñëàìè, ïîäîáíûìè
ýòîìó, ëþäè ìîãóò ïîñòðîèòü ñîáîð, à íå ôàáðèêó. È
òî÷íî òàê æå, êàê íåèçâåñòíû ñåãîäíÿ èìåíà ñòðîèòå-
ëåé ñðåäíåâåêîâîãî ñîáîðà (èáî çíà÷åíèå èìååò ëèøü äåëî
èõ ðóê, íî íå îíè ñàìè), òàê è âêëàä áîëüøèíñòâà ó÷¼íûõ
îñòà¼òñÿ àíîíèìíûì. Ñîáîð � ýòî îáùåå äåëî, à ó÷¼-
íûå � ïîäìàñòåðüÿ ìîùíîé áðèãàäû ñòðîèòåëåé, èëè,
ðàññìàòðèâàÿ èõ äåÿòåëüíîñòü âî âñåìèðíîì ìàñøòà-
áå, îíè � áðàòüÿ âñåìèðíîãî îðäåíà, â êîòîðîì ëè÷íûå
àìáèöèè óõîäÿò íà âòîðîé ïëàí ïåðåä âåëèêèì îáùèì
äåëîì [2].

� Õ.Î. Ïàéòãåí, Ï.Õ. Ðèõòåð

§ 1. Â íà÷àëå áûëî ñëîâî.
§ 2. Î Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
§ 3. Ôèçèêà êàê öåëîñòíàÿ ñèñòåìà çíàíèé.
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Àííîòàöèÿ ê Ãëàâå 1

Î ÿçûêå, íà êîòîðîì íàïèñàíû
çàêîíû ïðèðîäû

Â ýòîé ãëàâå ÿ âñïîìèíàþ î òîì, êàê â êîíöå 1960 ãîäà, ìîèì Ó÷èòåëåì Èãî-
ðåì Åâãåíüåâè÷åì Òàììîì áûëà ïîñòàâëåíà ïåðåäî ìíîé ñîâåðøåííî íåîáû÷íàÿ
çàäà÷à � íàéòè åäèíûé óíèâåðñàëüíûé ÿçûê, íà êîòîðîì íàïèñàíû âñå ôóíäàìåí-
òàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, è îïèðàÿñü íà íåãî, ïåðåñìîòðåòü è ïåðåîñìûñëèòü
îñíîâàíèÿ âñåé ôèçèêè.

Äàëåå ðå÷ü èä¼ò î ñàìûõ ïåðâûõ øàãàõ ñîçäàíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè â ñòåíàõ Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííî-
ãî óíèâåðñèòåòà, î âîçíèêíîâåíèè íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà � Âñåñîþçíîé Øêîëû ïî
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ âçãëÿä íà
ôèçèêó êàê íà åäèíîå öåëîñòíîå çíàíèå.

Êàê èçâåñòíî, Í. Áóðáàêè ïðåäëîæèëè ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòèêè
êàê öåëîñòíîé ñèñòåìû çíàíèé. Èìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îñíîâàíèè ìàòåìà-
òèêè ëåæàò òðè (!) íåçàâèñèìûå ïîðîæäàþùèå ñòðóêòóðû � àëãåáðàè÷åñêàÿ,
òîïîëîãè÷åñêàÿ è ñòðóêòóðà ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à �áóðáàêèçàöèè� ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è â ôèçèêå (çà-
äà÷à ïîñòðîåíèÿ ôèçèêè êàê öåëîñòíîãî çíàíèÿ). Ñìûñë å¼ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ñâåñòè âñ¼ ìíîãîîáðàçèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ïîíÿòèé è âåëè-
÷èí ê îäíîé (!) óíèâåðñàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðå, èìåþùåé ñìûñë îñîáîé
ñêðûòîé ñèììåòðèè, ñóùåñòâóþùåé â ìèðå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.
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§ 1. Â íà÷àëå áûëî ñëîâî.

Ìåíÿ, Äàíèèëà, ñèëüíî ñìóùàëè ðàçìûøëåíèÿ ìîè, ...
íî ñëîâî ÿ ñîõðàíèë â ñåðäöå ìî¼ì.

� Äàí. 7. 28.

Ýòà èñòîðèÿ ïîèñêîâ åäèíñòâà çàêîíîâ ïðèðîäû, ïîèñêà ÿçûêà, íà êîòîðîì
àäåêâàòíûì îáðàçîì íàïèñàíû ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, íà÷àëàñü
â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå áîëåå ñîðîêà ëåò òîìó íàçàä.

Òîãäà ìíå ïîñ÷àñòëèâèëîñü ñòàòü àñïèðàíòîì âûäàþùåãîñÿ ôèçèêà, íîáåëåâ-
ñêîãî ëàóðåàòà, çàìå÷àòåëüíîãî ÷åëîâåêà Èãîðÿ Åâãåíüåâè÷à Òàììà [3].

Â òî âðåìÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà ïåðåæèâàëà ñîñòîÿíèå ãëóáîêîé äåïðåññèè.
Ïîñëå ïîðàæàþùèõ âîîáðàæåíèå óñïåõîâ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè äàëüíåé-
øåìó äâèæåíèþ âïåð¼ä ïðåïÿòñòâîâàëî îòñóòñòâèå ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ôèçè-
÷åñêèõ èäåé. Ìíîãèå ôèçèêè-òåîðåòèêè òîãî âðåìåíè áûëè çàíÿòû ñîçäàíèåì
íîâûõ, è êàê âûÿñíèëîñü â äàëüíåéøåì, íåýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé ñèëüíûõ âçà-
èìîäåéñòâèé, îòëè÷íûõ îò ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé.

Òàìì: �Íóæíî íàó÷èòüñÿ �ñëóøàòü�
ïðèðîäó, ÷òîáû ïîíÿòü å¼ ÿçûê�.

Íåñìîòðÿ íà øèðîêîå ïðè-
çíàíèå ìèðîâîé íàó÷íîé îáùåñòâåííî-
ñòüþ ìîäåëè Òàììà � Äàíêîâà, Èãîðü
Åâãåíüåâè÷ ñ ïðèñóùåé åìó ñàìî-
êðèòè÷íîñòüþ ãîâîðèë ìíå: �Çíàåòå,
Þðèé Èâàíîâè÷, ìû ñ âàìè ðàáîòàåì
äëÿ êîðçèíû. ×åðåç äåñÿòü ëåò ýòî íè-
êîìó íå áóäåò íóæíî. Îá ýòîì çàáó-
äóò. Íî íóæíî ÷òî-òî äåëàòü, íåëüçÿ
ñòîÿòü íà ìåñòå!�

ß áûë îçàäà÷åí. Íî ñëîâà è òîí,
êàêèìè îíè áûëè ñêàçàíû, çàïàëè â ïà-
ìÿòü è îñòàëèñü íàâñåãäà êàê îáðàçåö
ïðåäåëüíîé ÷åñòíîñòè â îöåíêå ñâîåé ðàáîòû.

Èãîðü Åâãåíüåâè÷ íåîäíîêðàòíî ãîâîðèë ìíå î òîì, ÷òî, èçîáðåòàÿ ðàçëè÷-
íûå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèé, ìû íàâÿçûâàåì ïðèðîäå íàø ñîáñòâåííûé �÷åëîâå-
÷åñêèé� ÿçûê. Íî ïðèðîäà íå ïîíèìàåò íàøåãî ÿçûêà, è äèàëîãà íå ïîëó÷àåòñÿ.
�Ïîýòîìó, íàøà ïåðâåéøàÿ çàäà÷à, � ãîâîðèë Òàìì, � íàó÷èòüñÿ �ñëóøàòü� ïðè-
ðîäó, ÷òîáû ïîíÿòü å¼ ÿçûê�. Íî ãäå îí ýòîò ÿçûê? Â ÷¼ì? Îí â çàêîíàõ. Â
çàêîíå Íüþòîíà, â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà, â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, â çàêîíàõ
êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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Âñå ýòè çàêîíû íàïèñàíû íà íåêîòîðîì åäèíîì ÿçûêå. Ýòî êàê ïîýìû Ãîìå-
ðà, Áèáëèÿ, ðîìàíû Äîñòîåâñêîãî, �Èñòîðèÿ� Êàðàìçèíà, "Àðõèïåëàã ÃÓËÀÃ"
Ñîëæåíèöûíà. Âåùè ðàçíûå, íî íàïèñàíû íà îäíîì è òîì æå ÿçûêå.

Òàê âïåðâûå, â êîíöå 1960 ãîäà, áûëà ïîñòàâëåíà ñîâåðøåííî íåîáû÷íàÿ çà-
äà÷à � íàéòè åäèíûé óíèâåðñàëüíûé ÿçûê, íà êîòîðîì íàïèñàíû âñå
ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, è, îïèðàÿñü íà íåãî, ïåðåñìîò-
ðåòü è ïåðåîñìûñëèòü îñíîâàíèÿ âñåé ôèçèêè.

Êàê-òî, âî âðåìÿ ïîåçäêè â Äóáíó, Èãîðü Åâãåíüåâè÷ ñêàçàë ìíå: �Åñëè Âû
õîòèòå ñòàòü íàñòîÿùèì ôèçèêîì, à íå âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûì ðåìåñëåííè-
êîì, Âû íå äîëæíû èñêëþ÷àòü âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ èíûõ ôîðì ðåàëü-
íîñòè, îòëè÷íûõ îò ôîðìû ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Âû
äîëæíû ÷èòàòü è âíèìàòåëüíî èçó÷àòü àâòîðîâ, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê îáÿçà-
òåëüíîé ëèòåðàòóðû, ïðåäëàãàåìûé îôèöèàëüíîé ôèëîñîôèåé, è, ïðåæäå âñåãî,
ðóññêèõ ôèëîñîôîâ � Áåðäÿåâà, Ëîññêîãî, Âëàäèìèðà Ñîëîâü¼âà, Ôðàíêà. Îíè
î ìíîãîì äîãàäûâàëèñü, õîòÿ íå ìîãëè ñôîðìóëèðîâàòü ñâîþ èäåþ âñååäèíñòâà
íà ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå. Ïîïðîáóéòå, ìîæåò áûòü, Âàì óäàñòñÿ ýòî
ñäåëàòü!�.

Â òå óæå äàë¼êèå âðåìåíà, âî âðåìåíà ãîñïîäñòâà �äèàëåêòè÷åñêîãî è èñòî-
ðè÷åñêîãî ìàòåðèàëèçìà�, ýòè ñëîâà êàçàëèñü ìíå åðåòè÷åñêèìè, âûçûâàëè ñëà-
äîñòíîå îùóùåíèå çàïðåòíîãî ïëîäà è îòêðûâàëè ïåðåäî ìíîé íîâûå ãîðèçîíòû.
Íî òîëüêî òåïåðü, ñïóñòÿ ìíîãî ëåò, ÿ ïî-íàñòîÿùåìó ïîíÿë èõ ãëóáîêî ïðîâè-
äåíöèàëüíûé ñìûñë.

Äåëî â òîì, ÷òî èñòîðè÷åñêè âîçíèêøèå èç îïûòà � �ñíèçó�, ðàçëè÷íûå ðàç-
äåëû ôèçèêè � ìåõàíèêà, òåðìîäèíàìèêà, ýëåêòðîäèíàìèêà, òåîðèÿ îòíîñèòåëü-
íîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà � ñîõðàíèëè ñâîé, õàðàêòåðíûé äëÿ êàæäîãî ðàçäå-
ëà, ïîëóýìïèðè÷åñêèé ÿçûê. Íî åñëè ïîäíÿòüñÿ íà äîñòàòî÷íî âûñîêèé óðî-
âåíü àáñòðàêöèè è âçãëÿíóòü íà õîðîøî èçâåñòíûå ðàçäåëû ôèçèêè �ñâåðõó�, òî
ìíîãî÷èñëåííûå äåòàëè, âàæíûå ïðè ðåøåíèè òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷,
ïîñòåïåííî èñ÷åçàþò, è âìåñòî íèõ îáíàðóæèâàþòñÿ íîâûå ôóíäàìåíòàëüíûå
ôèçè÷åñêèå çàêîíû, íàïèñàííûå íà íîâîì óíèâåðñàëüíîì ÿçûêå.

Ïåðåä íàìè îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ ôèçèêà, ñ íîâûìè öåëÿìè, íîâûìè çàäà÷àìè
è íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì.

Íå÷òî ïîäîáíîå ïðîèñõîäèò ïðè âîñõîæäåíèè íà âûñîêóþ ãîðíóþ âåðøèíó.
Ñíà÷àëà àëüïèíèñòû èäóò ïî óùåëüþ. Ïåðåä èõ âçîðîì ïðîõîäèò ìíîæåñòâî
ðàçíîîáðàçíûõ îáúåêòîâ � âàëóíû è êàìíè, ïîòîêè, âîäîïàäû, êóñòàðíèêè è
äåðåâüÿ. Ïîäíèìàÿñü âñ¼ âûøå è âûøå, îíè ïîïàäàþò â îáëàñòü àëüïèéñêèõ
ëóãîâ. À çàòåì, ïðåîäîëåâ ñëîé îáëàêîâ, îíè âèäÿò ïåðåä ñîáîé âåëè÷åñòâåííóþ
êàðòèíó � ãîðíûé õðåáåò ñ ïîêðûòûìè âå÷íûìè ñíåãàìè âåðøèíàìè, áåçäîííîå
ñèíåå íåáî, îñëåïèòåëüíî ñèÿþùåå ñîëíöå, à âíèçó óæå íå âèäíî äåòàëåé, íî çàòî
õîðîøî ïðîñìàòðèâàåòñÿ ïðîéäåííûé èìè ìàðøðóò.

Êàê âûÿñíèëîñü ïîçæå, ñóòü ëþáûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
ñîñòîèò â îáúåêòèâíîì ñóùåñòâîâàíèè àáñòðàêòíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � îñî-
áîãî ðîäà îòíîøåíèé, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èäåàëüíûå �äâîéíèêè� � ïðîîáðà-
çû îáúåêòîâ ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Â îòëè÷èå îò õîðîøî èçâåñòíûõ
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé, ýòè îòíîøåíèÿ èìåþò ñîâåðøåííî èíóþ ïðèðîäó,
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îïèñûâàþòñÿ íà òîì ñàìîì åäèíîì óíèâåðñàëüíîì ÿçûêå, î êîòîðîì ðàíåå ãîâî-
ðèë ìíå Òàìì, è âûðàæàþò íàèáîëåå àäåêâàòíûì îáðàçîì èäåþ öåëîñòíîñòè è
âñååäèíñòâà îñîáîãî Ìèðà âûñøåé ðåàëüíîñòè, òåíüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âè-
äèìûé íàìè âåùåñòâåííûé ìèð [4].

Ðàçðàáîòàííàÿ ìíîé è ìîèìè ó÷åíèêàìè Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
âîçíèêëà èç àíàëèçà ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
è ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñàíèÿ ãëóáèííûõ ñëî¼â ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè. Ïðè-
ìå÷àòåëüíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïî-
ëó÷åííûõ èç ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé î ðàâíîïðàâèè èñõîäíûõ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, îò÷¼òëèâî ïðîñìàòðèâàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ ëèíåéíîé àëãåáðîé è åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèåé. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, äàæå åñëè äëÿ ýòîãî ïðèøëîñü áû ïîéòè ïî
ïóòè ïåðåñìîòðà è îáîáùåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ãåîìåòðèé.

×òî òàêîå òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð? ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì åå èçó÷å-
íèÿ? ê êàêîé îáëàñòè ôèçèêè îíà îòíîñèòñÿ?

§ 2. Î òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
Òà îñîáàÿ öåëü â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êî-

òîðàÿ êàæåòñÿ ìíå îñîáåííî âàæíîé, ñîñòîèò â ëîãè-
÷åñêîé óíèôèêàöèè òåîðèè

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð âîçíèêëà íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà ïî÷òè ñîðîê ëåò òîìó íàçàä è â òå÷åíèå âñåãî ýòî-
ãî âðåìåíè, âîïðåêè ñíèñõîäèòåëüíî-èðîíè÷åñêîìó îòíîøåíèþ ê íåé ñî ñòîðîíû
îôèöèàëüíîé íàóêè, óñïåøíî ðàçâèâàëàñü, âðåìÿ îò âðåìåíè âñòóïàÿ â íåèçáåæ-
íûå êîíòàêòû ñ àêàäåìè÷åñêîé íàóêîé (ïóáëèêàöèÿ â öåíòðàëüíûõ àêàäåìè÷å-
ñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ, çàùèòà ïÿòè
êàíäèäàòñêèõ è îäíîé äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè ïî �åðåòè÷åñêîé� òåìàòèêå, ÷òå-
íèå ñïåöêóðñîâ ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â Ìîñêîâñêîì, Ëåíèíãðàäñêîì,
Êèåâñêîì, Ëàòâèéñêîì, Ñîôèéñêîì (Áîëãàðèÿ) è äðóãèõ óíèâåðñèòåòàõ ñòðàíû è
áëèæíåãî çàðóáåæüÿ, âûñòóïëåíèÿ ñ äîêëàäàìè íà Âñåñîþçíûõ è Ìåæäóíàðîä-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ, ñèìïîçèóìàõ è êîíãðåññàõ). Îäíàêî, äî ñàìîãî ïîñëåäíåãî
âðåìåíè èç-çà íåîáû÷íîé äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ôèçèêîâ ïîñòàíîâêè
çàäà÷è è ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ å¼ ðåøåíèÿ, Òåîðèÿ ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð áûëà èçâåñòíà ëèøü ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ãðóïïå ôèçèêîâ
è ìàòåìàòèêîâ, ïðèâëå÷¼ííûõ åñòåñòâåííîé ïðîñòîòîé å¼ èñõîäíûõ ïîñòóëàòîâ è
ãëóáèííûì ñîäåðæàíèåì ñàìîé òåîðèè.

Ýòà ãðóïïà îáðàçîâàëà íåêîòîðîå íàó÷íîå ñîîáùåñòâî � Øêîëó ïî Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, àêòèâíî ðàáîòàþùåå íàä äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è íàä å¼ ôèçè÷åñêèìè è ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿ-
ìè. Â ðàìêàõ ýòîé Øêîëû, íà÷èíàÿ ñ ëåòà 1984 ãîäà, ðåãóëÿðíî ïðîâîäÿòñÿ
Øêîëû-ñåìèíàðû ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íà êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ êðèòè÷åñêèé ðàçáîð ïîëó÷åííûõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ñòàâÿòñÿ íîâûå çàäà÷è
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è îáñóæäàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûå ñ ôèçè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè îáùèå ïðîáëåìû
Ìèðîçäàíèÿ.

Çà 40 ëåò ñ ìîìåíòà ñîçäàíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìíîé è ìîèìè ó÷å-
íèêàìè ðàññìîòðåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ èç ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäå-
ëîâ ôèçèêè, ãåîìåòðèè è ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, èëëþñòðèðóþùèõ îñíîâíóþ èäåþ
ÒÔÑ, ñîçäàí ñîâåðøåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò � èñ÷èñëåíèå êîðòîâ, ëå-
æàùèé â å¼ îñíîâàíèè, äîêàçàíà îñíîâîïîëàãàþùàÿ òåîðåìà Ìèõàéëè÷åíêî î ñó-
ùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè âñåãî ÷åòûð¼õ (!) àïðèîðíî äîïóñòèìûõ ôîðì
ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ çíà÷èòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ýòîé
òåîðåìû, ìîæíî îòíåñòè ñîçäàíèå ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèèÑì. Ãëàâà 1, Ðàçäåë
4, II. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � î÷åâèäíàÿ è íåâåðîÿòíàÿ., ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ëèíåéíàÿ (âåêòîðíàÿ) àëãåáðà, à ñ äðóãîé �
åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.

Ðàñïðîñòðàíåíèå Èîíèíûì è Ñèìîíîâûì îñíîâíîé èäåè ñàêðàëüíîé ñèììåò-
ðèè íà ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû ïîçâîëèëî âçãëÿíóòü íà ìàòåìàòèêó
â öåëîì ñ âûñîòû �ïòè÷üåãî ïîë¼òà� è ïîíÿòü, ÷òî ñêðûâàåòñÿ çà àêñèîìàòèêîé
òåîðèè ãðóïï, êîëåö è àññîöèàòèâíûõ òåë, çà �àëìàçíûì ôîíäîì âûñøåé ìàòåìà-
òèêè� � ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè è ïîñòîÿííûìè e , π , �çîëîòûì ñå÷åíèåì�
ε = 1.618... è çà òàêèìè, õîðîøî èçâåñòíûìè åù¼ èç íà÷àëüíîé øêîëû, áèíàð-
íûìè îïåðàöèÿìè, êàê ñëîæåíèå è óìíîæåíèå.

Õàðàêòåðíîå îòëè÷èå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îò îðòîäîêñàëüíîé ôèçè-
êè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

îðòîäîêñàëüíàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà (�àíòðîïíàÿ�, äîëüíÿÿ ôèçèêà ïåðâîãî
ïîêîëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ôèçèêîé ÿâëåíèé è èçó÷àåò ôèçè÷åñêèå çàêîíû, èñõîäÿ
èç óñòàíîâëåííûõ ýìïèðè÷åñêèì ïóò¼ì ôàêòîâ, ñ ïîìîùüþ óäà÷íî íàéäåííûõ
íàãëÿäíûõ (àíòðîïíûõ) ìîäåëåé;

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ôèçè÷åñêàÿ ãåðìåíåâòèêàãåðìåíåâòèêà � èñ-
êóññòâî ïîíèìàíèÿ, ìåòàòåîðåòè÷åñêàÿ, ñàêðàëüíàÿ ôèçèêà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ)
ÿâëÿåòñÿ ôèçèêîé ñóùíîñòè è èçó÷àåò ñóùíîñòü (êàíòîâñêóþ �âåùü-â-ñåáå�)
ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿ-
òèé; èñõîäíûì ïîíÿòèåì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûé óíèâåðñàëüíûé
ïðèíöèï ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì, âñêðûâàÿ ñóùíîñòü ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà ãëóáèííîå ñîäåðæàíèå òàêèõ óæå
ïðèâû÷íûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êàê àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, òåî-
ðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ðàâíîâåñíàÿ òåðìîäèíàìèêà, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ,
ñòàòôèçèêà, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Ïîäîáíî òîìó êàê ìåõàíèêà Íüþòîíà ïîòðåáîâàëà ñîçäàíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ, ýëåêòðîäèíàìèêà � äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö � ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, òàê è
òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîãî çàêîíà ïîòðåáîâàëà ñîçäàíèÿ èñ-
÷èñëåíèÿ êîðòîâÊîðò � ñîêðàù¼ííàÿ ôîðìà îò ñëîâà �êîðòåæ�. Êîðò äëèíû r
� óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç r ïðîèçâîëüíûõ íå÷èñëîâûõ
ýëåìåíòîâ.íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåãî ñâîéñòâà
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è ñòðîåíèå ðàöèîíàëüíîãî ôóíäàìåíòà Ìèðà Âûñøåé ðåàëüíîñòè, �ïëàòîíîâñêîé
òåíüþ� êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìûé íàìè Ìèð ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëü-
íîñòè.

Â îñíîâàíèè èñ÷èñëåíèÿ êîðòîâ ëåæèò íåèçâåñòíîå ðàíåå ñàìîäîñòàòî÷íîå
ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (s, r) � îáùåçíà÷èìîå òîæäåñòâî îòíîñèòåëü-
íî âûáîðà äâóõ ãðóïï íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåå äâå íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè � ðåïðåçåíòàòîð è âåðèôèêàòîð, îïðåäåëÿþùèå êîíêðåòíûé âèä
ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè è èõ ñóùíîñòü, êàê óñòîé÷èâîå
îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñóáúýéäîñàìè � íèæíèì (ëåâûì) è âåðõíèì (ïðàâûì),
ÿâëÿþùèìèñÿ ïðîîáðàçàìè ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ìèðà ýìïèðè÷åñêîé äåéñòâè-
òåëüíîñòè.

Óíèêàëüíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî ñàìîäîñòàòî÷íîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî âñå íåèçâåñòíûå � ðåïðåçåíòàòîð è âåðèôèêàòîð âìåñòå ñ îáëàñòüþ èõ îïðå-
äåëåíèÿ, ðàíã è äàæå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâ N è M , èç êîòîðûõ
áåðóòñÿ äâå ãðóïïû íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ, íàõîäÿòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ ýòîé
íåîáû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è.

Â îáùåé ñëîæíîñòè ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ 1968 ãîäà îïóáëèêîâàíî
áîëåå 150 ðàáîò (ñì. Ïîëíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.)

Â Íîâîñèáèðñêîì óíèâåðñèòåòå óæå â òå÷åíèå 35 ëåò ðàáîòàåò ïîä ìîèì ðó-
êîâîäñòâîì ðàáî÷èé ñåìèíàð ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Àíàëîãè÷íûé ñåìèíàð ðàáîòàåò ñ 1995 ãîäà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî â Ãîðíî-Àëòàéñêîì óíèâåðñèòåòå.

§ 3. Ôèçèêà êàê öåëîñòíàÿ ñèñòåìà çíàíèé.
Ìíîãîîáðàçèå îòäåëüíûõ çàêîíîâ ïðîíèçàíî íåêèìè îá-

ùèìè ïðèíöèïàìè, êîòîðûå òàê èëè èíà÷å ñîäåðæàòñÿ
â êàæäîì çàêîíå.

� Ðè÷àðä Ôåéíìàí

Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ïîïûòîê îáíàðóæèòü åäèíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ëèøü îäíà, â êàêîé-òî ñòåïåíè, óâåí÷àëàñü
óñïåõîì è ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà íàçâàíèå óíèâåðñàëüíîãî ïðèíöèïà. Ýòî � õî-
ðîøî èçâåñòíûé ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà, âçÿòûé â êà÷åñòâå îáúåäèíÿþùåãî íà÷àëà
â ôóíäàìåíòàëüíîì êóðñå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Ëàíäàó è Ëèôøèöà.

×òî æå êàñàåòñÿ áîëåå ÷àñòíûõ îáëàñòåé ôèçèêè, òî çäåñü íàéäåíî äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷èñëî ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îáúåäèíÿþùèõ ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷-
íûå ðàçäåëû ôèçèêè. Òàê, íàïðèìåð, åù¼ äàâíî îáíàðóæåíà åäèíàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ), ñâåòà è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé (óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà), ãåîìåòðèè è
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè), êâàíòîâîé è ðåëÿòèâèñò-
ñêîé ìåõàíèêè (êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà) è óæå ñîâñåì íåäàâíî îáíàðóæå-
íà åäèíàÿ ñòðóêòóðà ñëàáûõ, ýëåêòðîñëàáûõ è ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé (òåîðèÿ
Âàéíáåðãà�Ñàëàìà�Ãëåøîó).
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Â 1968 ãîäó ìíîþ áûë ñôîðìóëèðîâàí íîâûé âçãëÿä íà ïðèðîäó è ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è îñíîâíûõ ôèçè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé [5], [6].

Ñóòü åãî â ñàìûõ îáùèõ ÷åðòàõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
Íà÷èíàÿ ñ Ãàëèëåÿ è ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ, ôèçèêà, êàê ïðàâèëî, ñòðîèòñÿ

è èçëàãàåòñÿ èíäóêòèâíî, ò. å. èç îãðîìíîãî ìíîæåñòâà íàáëþäåíèé è îïûò-
íûõ ôàêòîâ âûáèðàåòñÿ íåáîëüøîå ÷èñëî ñâîéñòâ è âûðàáàòûâàþòñÿ îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ, â òåðìèíàõ êîòîðûõ ôîðìóëèðóåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ. ß ïðåäëàãàþ
äåäóêòèâíûé ïóòü ïîñòðîåíèÿ ôèçèêè.

Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè ìíîé íàéäåíà íåêîòîðàÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Ýòà ñòðóêòóðà îêàçàëàñü âåñüìà ýôôåêòèâíîé ïðè óñòà-
íîâëåíèè ïðèðîäû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ââåäåíèè â òåîðèþ
îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé, è ïîòîìó ÿ íàçâàë å¼ �òåîðèåé ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð�.

Êàê èçâåñòíî, Í. Áóðáàêè ïðåäëîæèëè ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòèêè
êàê öåëîñòíîé ñèñòåìû çíàíèé. Èìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îñíîâàíèè ìàòåìà-
òèêè ëåæàò òðè (!) íåçàâèñèìûå ïîðîæäàþùèå ñòðóêòóðû � àëãåáðàè÷åñêàÿ,
òîïîëîãè÷åñêàÿ è ñòðóêòóðà ïîðÿäêà [7].

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à �áóðáàêèçàöèè� ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è â ôèçèêå (çà-
äà÷à ïîñòðîåíèÿ ôèçèêè êàê öåëîñòíîãî çíàíèÿ). Ñìûñë å¼ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ñâåñòè âñ¼ ìíîãîîáðàçèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ïîíÿòèé è âå-
ëè÷èí ê îäíîé óíèâåðñàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðå, èìåþùåé ñìûñë îñîáîé
ñêðûòîé ñèììåòðèè ìèðà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Ôèçèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ èåðàðõè÷åñêóþ ñèñòåìó ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ïîíÿòèé, îñíîâíûõ óðàâíåíèé è îáùåôèçè÷åñêèõ
ïðèíöèïîâ, íàáëþäàåìûõ è íåíàáëþäàåìûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ðàâíîâåñíûõ è
íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ. Â ñàìîì å¼ îñíîâàíèè ëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè-
÷åñêèå çàêîíû, ïîðîæäàþùèå äîñòàòî÷íî áîãàòûé íàáîð èñõîäíûõ ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí è ïîíÿòèé, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, ìàññà è ñèëà,
òåìïåðàòóðà, ýíòðîïèÿ, ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ñîïðîòèâëåíèå è ò. ï. Èñïîëüçóÿ
ýòè ïîíÿòèÿ è ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû êàê èñõîäíûé ñòðîèòåëüíûé ìàòåðèàë, îêà-
çàëîñü âîçìîæíûì ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã � ñôîðìóëèðîâàòü èñõîäíûå äèíàìè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ èãðàþò â ôèçèêå íàñòîëüêî âàæíóþ ðîëü, ÷òî
âîçíèêàåò ñîáëàçí ñêàçàòü, ÷òî âñÿ ìåõàíèêà çàêëþ÷åíà â óðàâíåíèè Íüþòîíà,
ýëåêòðîäèíàìèêà � â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà, òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ � â óðàâíåíèè
Ýéíøòåéíà, íåðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà � â óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà,
ðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà � â óðàâíåíèÿ Äèðàêà è ò. ä.

Îäíàêî, ñâîäÿ ñîäåðæàíèå ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì
óðàâíåíèÿì, ìû, ñàìè òîãî íå çàìå÷àÿ, ðèñêóåì ëèøèòü ôèçèêó å¼ ïîäëèííîãî
ñìûñëà, èáî ãëàâíîå ñîäåðæàíèå ôèçèêè, êàê òåïåðü âûÿñíÿåòñÿ, íóæíî èñêàòü
íå íà óðîâíå óðàâíåíèé, à íå áîëåå ãëóáîêîì óðîâíå � íà óðîâíå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ïîíÿòèé è ñïåöèôè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí,
ïîðîæäàåìûõ îñîáûì âèäîì ñèììåòðèè ñèñòåìû ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþò íåîæèäàííóþ ñâåæåñòü, ïî-
ÿâëÿÿñü çàíîâî ñîâñåì â äðóãîì àñïåêòå. Äåëî â òîì, ÷òî ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ
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ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, îñíîâàííàÿ íà êâàíòîâîé ìåõàíèêå, âî ãëàâó óãëà ïîñòà-
âèëà òó ÷àñòü êâàíòîâîé òåîðèè, êîòîðàÿ ðàíüøå çàíèìàëà ëèøü ïîä÷èí¼ííîå
ìåñòî. Ðå÷ü èä¼ò î òåîðèè ãðóïï. Â îáû÷íîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðóïïû ñèììåò-
ðèè èãðàëè ëèøü âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü: â îñíîâå òåîðèè ëåæàëî �äèíàìè÷åñêîå
óðàâíåíèå� (óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà èëè óðàâíåíèå Äèðàêà), êîòîðîå â îïðåäå-
ë¼ííûõ óñëîâèÿõ îêàçàëîñü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãðóïïû ïðå-
îáðàçîâàíèé. Ñ÷èòàëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ â ïðèíöèïå ìîãëè áû áûòü ðåøåíû è áåç
ãðóïï, à ãðóïïû ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü êàê ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä, ïîçâîëÿþ-
ùèé èçâëåêàòü ÷àñòè÷íóþ èíôîðìàöèþ î êâàíòîâîé ñèñòåìå áåç èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé.

Ðàçâèòèå òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â ïîñëåäíèå ãîäû îáðàòèëî, â èçâåñò-
íîì ñìûñëå, ñîîòíîøåíèå ìåæäó óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è ãðóïïàìè ñèììåòðèè.
Òåïåðü ñèììåòðèÿ âûñòóïàåò íà ïåðåäíèé ïëàí, òàê êàê îêàçàëîñü, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï íåñóò â ñåáå ñàìóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ èíôîðìà-
öèþ î ñèñòåìå. Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðèÿ îêàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì, íàèáîëåå
ãëóáîêèì èíñòðóìåíòîì äëÿ ôèçè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðèðîäû [8].

Íî ïðåäëîæåííàÿ ìíîþ Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå
èä¼ò äàëüøå, òàê êàê â å¼ îñíîâàíèè ëåæèò íîâûé òèï ñèììåòðèè, èìåþùèé ìå-
ñòî â ìèðå ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ýòà ñèììåòðèÿ, íàçâàííàÿ
ìíîþ ñàêðàëüíîé, ïîçâîëÿåò ñîâåðøåííî ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà ñàìî ïîíÿ-
òèå ôèçè÷åñêîãî çàêîíà è íà ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé,
èãðàþùèõ òàêóþ âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

×òî æå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçèêà â öåëîì? Ïî îòíîøåíèþ ê ôèçèêå ìîæíî
çàäàòü òîò æå âîïðîñ, êîòîðûé çàäàþò Í. Áóðáàêè ïî îòíîøåíèþ ê ìàòåìàòèêå:
�ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îáøèðíîå ðàçðàñòàíèå ðàçâèòèåì êðåïêî ñëîæåííîãî îðãàíèç-
ìà, êîòîðûé ñ êàæäûì äí¼ì ïðèîáðåòàåò âñ¼ áîëüøå è áîëüøå ñîãëàñîâàííîñòè è
åäèíñòâà ìåæäó ñâîèìè âíîâü âîçíèêàþùèìè ÷àñòÿìè, èëè, íàïðîòèâ, îíî ÿâëÿ-
åòñÿ òîëüêî âíåøíèì ïðèçíàêîì òåíäåíöèè ê èäóùåìó âñ¼ äàëüøå è äàëüøå ðàñ-
ïàäó, îáóñëîâëåííîìó ñàìîé ïðèðîäîé ìàòåìàòèêè. . . Îäíèì ñëîâîì, ñóùåñòâóåò
â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíà ìàòåìàòèêà èëè íåñêîëüêî ìàòåìàòèê?� [9].

Ïîèñê îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ, ñîñòàâëÿþùèé ïðåäìåò óæå íå ôèçèêè, à ñïåöè-
ôè÷åñêîé îáëàñòè çíàíèÿ, êîòîðóþ ïî àíàëîãèè ñ ìàòåìàòèêîé ìîæíî áûëî áû
íàçâàòü �ìåòàôèçèêîé� èëè, áîëåå òðàäèöèîííî, � �îñíîâàíèÿìè ôèçèêè�, ïðèâ¼ë
ìåíÿ â 1968 ãîäó ê ñîçäàíèþ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [10], [11].
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Ãëàâà 2.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß ÒÅÎÐÈÈ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Omne initium difficile est 14

Çàäà÷à îáíîâëåíèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïîíÿòèéíîãî
àïïàðàòà ñîâðåìåííîé ôèçèêè îêàçàëàñü î÷åíü òðóäíîé �
êàê ñî ñòîðîíû å¼ �ìàòåìàòè÷åêîãî îáåñïå÷åíèÿ�, òàê,
ïî�âèäèìîìó, è ñî ñòîðîíû å¼ ìåòîäîëîãè÷åñêîãî îñìûñ-
ëåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ðåâîëþöèÿ â ôèçèêå îêàçûâàåò-
ñÿ ïëîäîòâîðíîé òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîçâîëÿåò âû-
ÿâèòü òîò êîíêðåòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå íàè-
áîëåå ãëóáîêèå çàêîíîìåðíîñòè íîâîé îáëàñòè äåéñòâè-
òåëüíîñòè [1].

� È.À.Àê÷óðèí

§ 1. Îòíîøåíèÿ � âàæíåéøàÿ îñîáåííîñòü Ìèðîçäàíèÿ.
§ 2. Ïðèìåðû âîçìîæíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ôèçè÷åñêèìè

îáúåêòàìè.
§ 3. Ðåïðåçåíòàòîð, êîðò, ðàíã.
§ 4. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàí-

ãà (s, r) .
§ 5. Ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíàÿ, òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ

ôîðìóëà.
§ 6. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (s, r) .
§ 7. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïåðâîå ðåøåíèå.
§ 8. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî.

14Âñÿêîå íà÷àëî òðóäíî.



§ 1. Îòíîøåíèÿ � âàæíåéøàÿ îñîáåííîñòü Ìèðîçäàíèÿ.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ íàøåãî Ìèðà ÿâëÿåòñÿ
• äèñêðåòíîå ñòðîåíèå âåùåñòâà è
• íàëè÷èå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñî-

áîé îïðåäåë¼ííûé âèä òàê íàçûâàåìûõ ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé.
Ïåðâîå îáñòîÿòåëüñòâî áûëî îáíàðóæåíî êàê ãåíèàëüíàÿ äîãàäêà åù¼ â àí-

òè÷íûå âðåìåíà (àòîìèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà, âûñêàçàííàÿ Ëåâêèïïîì ( ∼ 500 -
440 äî í.ý.) è åãî ó÷åíèêîì Äåìîêðèòîì (460 - 370 äî í.ý.) è áëåñòÿùå ïîäòâåð-
æäåíî ñîâðåìåííîé ôèçèêîé.

×òî æå êàñàåòñÿ âòîðîãî, òî íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, íèêòî ðàíåå íå îáðàùàë
íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âíèìàíèÿ, òàê êàê ñàìî ïîíÿòèå ñàêðàëüíûå îòíîøåíèÿ
âîçíèêëî ëèøü â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Â îòëè÷èå îò âñåõ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé, îáúåêòîì èçó÷åíèÿ êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ òå èëè èíûå êîíêðåòíûå êëàññû, íà êîòîðûå ðàçáèòû âñå ôèçè÷åñêèå
îáúåêòû:

◦ äâèæóùèåñÿ ìàòåðèàëüíûå òåëà (ìåõàíèêà);
◦ ñïëîøíûå ñðåäû (ãèäðî- è ãàçîäèíàìèêà, òåîðèÿ óïðóãîñòè);
◦ ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñèñòåìû, íàõîäÿùèåñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìî-
äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (òåðìîäèíàìèêà);

◦ ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö
(ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà);

◦ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (ýëåêòðîäèíàìèêà);
◦ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ);
◦ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû (êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà);
◦ îïòè÷åñêèå ñðåäû (ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà);
◦ äèýëåêòðèêè, ìåòàëëû, ïîëóïðîâîäíèêè, ñâåðõïðîâîäíèêè, ôåððîìàãíåòè-
êè (òåîðèÿ òâ¼ðäîãî òåëà è ò.ï.);

◦ ìîëåêóëû, àòîìû, íóêëèäû (ìîëåêóëÿðíàÿ, àòîìíàÿ, ÿäåðíàÿ ôèçèêè)
◦ ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû (òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö) è ò. ï.,

îáúåêòîì èçó÷åíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå, íî
äîñòàòî÷íî øèðîêèå, êëàññû ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, îñîáåííîñòüþ íàøåãî Ìèðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåñü
îí ïðîíèçàí îòíîøåíèÿìè. Âñ¼ ñâÿçàíî ñî âñåì, âñå íàõîäÿòñÿ â òåõ èëè èíûõ
îòíîøåíèÿõ ñî âñåìè. Â îñíîâàíèè Ìèðà, íàðÿäó ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöàìè,
ëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû.

Íî çàêîí � ýòî è åñòü óñòîé÷èâûé òèï ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé.
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Èòàê, âåñü Ìèð ñóùåñòâóåò ïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò îòíîøåíèÿ.
Èìåííî ñàêðàëüíûå îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåì êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì, êîòîðîå ëå-
æèò â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

§ 2. Ïðèìåðû âîçìîæíûõ îòíîøåíèé ìåæäó
ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè

Òàê â îïðåäåë¼ííûõ îòíîøåíèÿõ ìåæäó ñîáîé íàõîäÿòñÿ
♦ òî÷êè íà ïðÿìîé;
♦ òî÷êè íà ïëîñêîñòè è íà ñôåðå;
♦ òî÷êè â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå;
♦ ñîáûòèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â îäíîé è òîé æå òî÷êå;
♦ ñîáûòèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ðàçíûõ òî÷êàõ â îäíîé è òîé æå ñèñòåìå

îòñ÷¼òà;
♦ óñêîðÿåìûå òåëà è àêñåëåðàòîðû (óñêîðèòåëè);
♦ ïðîâîäíèêè è èñòî÷íèêè ïîñòîÿííîãî òîêà;
♦ ïðîèçâîëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû è ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå îáú-

åêòû, ïðèíÿòûå çà ýòàëîí;
♦ ðàçëè÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ îäíîãî è òîãî æå òåðìîäèíàìè-

÷åñêîãî òåëà;
♦ ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ îäíîé è òîé æå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû;
♦ çàðÿæåííûå òåëà è èñòî÷íèêè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ;
♦ ýëåêòðè÷åñêèå òîêè è èñòî÷íèêè ìàãíèòíîãî ïîëÿ;
♦ ëèíçû è òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè ñâåòà è ò. ï.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò îòíîøåíèÿ èíîãî òèïà. Íàïðèìåð, îòíîøåíèÿ
ìåæäó
♥ ðîäèòåëÿìè è äåòüìè;
♥ ó÷èòåëåì è ó÷åíèêîì;
♥ ïðîäàâöîì è ïîêóïàòåëåì;
♥ ïðåäïðèíèìàòåëåì è íà¼ìíûì ðàáî÷èì;
♥ ìóæ÷èíîé è æåíùèíîé;

èëè îòíîøåíèÿ ìåæäó
♥ ëþäüìè, ïðèíàäëåæàùèìè ê îäíîìó ñîîáùåñòâó;
♥ ëþäüìè è ïðèðîäîé;
♥ ðåëèãèîçíûìè êîíôåññèÿìè;
♥ ñòðàíàìè è ò.ï.

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îòíîøåíèé òèïà ♦ îò îòíîøåíèé òèïà ♥ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî òîëüêî â ïåðâîì ñëó÷àå îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ëèáî âåùåñòâåííûì, ëèáî êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå
îòíîøåíèé òèïà ♥ â ïðèíöèïå íåëüçÿ óêàçàòü ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî
õàðàêòåðèçîâàëè áû ýòè îòíîøåíèÿ.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè õàðàêòåðèçóþòñÿ, êàê
ïðàâèëî, âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ðåçóëüòàòû ñîîòâåò-
ñòâóþùåé èçìåðèòåëüíîé îïåðàöèè. Òàê, íàïðèìåð:

♦ îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k , ëåæàùèìè íà ïðÿìîé, íà ïëîñ-
êîñòè, â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, õàðàêòåðèçóåòñÿ êâàäðàòîì ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó íèìè l2ik ;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k , ëåæàùèìè íà ïîâåðõíîñòè ñôå-
ðû, õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè λik , èçìåðåííûì âäîëü ïîâåðõ-
íîñòè ñôåðû;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè i è k , ïðîèñõîäÿùèìè â îäíîé
è òîé æå òî÷êå, õàðàêòåðèçóåòñÿ êâàäðàòîì ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ýòèìè
ñîáûòèÿìè t2ik ;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè i è k , ïðîèñõîäÿùèìè â ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè �
êâàäðàòîì ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè X = t2ik è êâàäðàòîì
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè Y = l2ik ;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó óñêîðÿåìûì òåëîì i è àêñåëåðàòîðîì (óñêîðèòåëåì)
α õàðàêòåðèçóåòñÿ óñêîðåíèåì aαi , êîòîðîå ïðèîáðåòàåò ýòî òåëî ïðè äåéñòâèè
íà íåãî àêñåëåðàòîðà α ;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó ïðîâîäíèêîì i è èñòî÷íèêîì òîêà α õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñèëîé òîêà =iα , ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ýòîò ïðîâîäíèê i ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê íåìó
èñòî÷íèêà òîêà α ;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè i è k îä-
íîãî è òîãî æå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òåëà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàáîòîé ATS(ik), ñî-
âåðøàåìîé ñèñòåìîé ïðè ïåðåõîäå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i â ïðîìåæóòî÷íîå
ñîñòîÿíèå p ïî èçîòåðìå, à çàòåì ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ p â êîíå÷íîå ñî-
ñòîÿíèå k ïî àäèàáàòå;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè i è k îäíîé è òîé æå êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè
〈i | k〉 , ðàâíîé ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ êåò-âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ | k〉 íà áðà-
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 〈i | ;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó çàðÿæåííûì òåëîì i è èñòî÷íèêîì ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ α õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèëîé fiα , ñ êîòîðîé ïîëå, ñîçäàâàåìîå èñòî÷íè-
êîì α , äåéñòâóåò íà òåëî i ;

♦ îòíîøåíèå ìåæäó êîíòóðîì i , ïî êîòîðîìó òå÷¼ò ýëåêòðè÷åñêèé òîê, è
èñòî÷íèêîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ α õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîìåíòîì ñèëû Miα , ñ êîòîðîé
ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå èñòî÷íèêîì α , äåéñòâóåò íà êîíòóð i ;
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§ 3. Ðåïðåçåíòàòîð, êîðò, ðàíã

Âîîáùå ãîâîðÿ, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð èìååò äåëî ñ äâóìÿ ìíîæåñòâà-
ìè ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû:

N = {α, β . . .} è M = {i, k . . .},

Îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè α è i õàðàêòåðèçóþòñÿ
÷èñëîâîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ:

ϕ : N×M → IR (èëè 1C)

(α, i) 7−→ ϕαi,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðåïðåçåíòàòîðîì (îò ôð. repr�esentant � ïðåäñòàâèòåëü).

Ðèñ. 1. Îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè
α è i õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåïðåçåíòàòîðîì ϕαi .
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè α è i � âåêòîðû, òî ðåïðåçåíòàòîð ϕαi èìååò ñìûñë
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ;

åñëè æå α è i � òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òî ϕαi èìååò ñìûñë êâàä-
ðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè15.

Ïîäîáíî òîìó êàê ñëîâî ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì ÿçûêà, è ïîäîáíî
òîìó êàê ÷åòûðå íóêëåîòèäà � àäåíèí(À), òèìèí(Ò), ãóàíèí(Ã) è öèòîçèí(Ö)
ÿâëÿþòñÿ ïåðâè÷íûìè ïîíÿòèÿìè ãåíåòèêè, òàê è êîðò ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ïîíÿ-
òèåì Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ñàì òåðìèí �êîðò" âåä¼ò ñâî¼ íà÷àëî îò ñëîâà �êîðòåæ" êàê åãî ñîêðàùåííàÿ
ôîðìà.

15Óïîòðåáëÿåìûé Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâûì [2], [3] âìåñòî ââåä¼ííîãî ìíîþ òåðìèíà �ðåïðåçåíòà-
òîð�, íîâûé òåðìèí �ïàðíîå îòíîøåíèå� ÿâëÿåòñÿ, íà ìîé âçãëÿä, âäâîéíå íåóäà÷íûì:

âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ÷èñëåííàÿ âåëè÷èíà ϕiα ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé
äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ i è α , à íå îòíîøåíèåì ìåæäó i è α â ñòðîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà [4], [5];

âî-âòîðûõ, ïîòîìó, ÷òî ôðàçà � �îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè i è α
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðíûì îòíîøåíèåì ϕiα � î÷åíü íàïîìèíàåò ñëîâîñî÷åòàíèå �ìàñëî ìàñëÿ-
íîå�.
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Ïîíÿòèå êîðòåæà íåñêîëüêî ìåíåå ïîïóëÿðíî, íåæåëè ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, íî
ïî÷òè ñòîëü æå ôóíäàìåíòàëüíî [6]. Òàê æå, êàê ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, îíî çàèì-
ñòâîâàíî èç îïûòà, õîòÿ ôîðìàëüíî ýòî ïîíÿòèå, ïðàâäà, âåñüìà èñêóññòâåííî,
ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ïîíÿòèå ìíîæåñòâà [4].

Èòàê, ïîä êîðòîì ìû áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè
êîíå÷íûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ èç êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà:

As = 〈α1 . . . αs | ∈ Ns

Ir = | i1 . . . ir 〉 ∈ Mr.

Öåëûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà s = 1, 2, . . . è r = 1, 2, . . . , ðàâíûå ÷èñëó ýëåìåíòîâ
â ñîîòâåòñòâóþùåì êîðòå, íàçûâàþòñÿ ðàíãàìè êîðòîâ.

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ëèøü îòíîøåíèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè α è i , â Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
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〈α1 . . . αs | | i1 . . . ir 〉
••
· · ·•
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〈α1 . . . αs | i1 . . . ir 〉

Ðèñ. 2. Âåðèôèêàòîð 〈α1 . . . αs | i1 . . . ir 〉 , õàðàêòåðè-
çóþùèé îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈α1 . . . αs | è
| i1 . . . ir 〉 .

Çàìåòèì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí â ïðèíöè-
ïå íå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ îòäåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
Äåëî â òîì, ÷òî ãëóáèííîå ñîäåðæàíèå ëþáîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà ñîñòî-
èò â ñóùåñòâîâàíèè îñîáûõ ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîðòàìè.

Îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈α1 . . . αs | è | i1 . . . ir 〉 õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé, íàçûâàåìîé âåðèôèêàòîðîì 〈α1 . . . αs | i1 . . . ir〉 (Ñì.
ðèñ.2).

Ñàêðàëüíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈α1 . . . αs | è | i1 . . . ir〉 ñâî-
äÿòñÿ ê s r ïîïàðíûì îòíîøåíèÿì ìåæäó ýëåìåíòàìè α1 . . . αs ñ îäíîé ñòîðîíû
è ýëåìåíòàìè i1 . . . ir � ñ äðóãîé, òî åñòü âûðàæàþòñÿ ÷åðåç s r ðåïðåçåíòàòîðîâ

ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,
. . . . . . . . . . . . .

ϕαsi1 , . . . , ϕαsir
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〈α1, . . . , αs | | i1, . . . , ir 〉

Ðèñ. 3. Ñâåä�åíèå îòíîøåíèé ìåæäó êîðòàìè 〈α1 . . . αs | è | i1 . . . ir 〉
ê ïîïàðíûì îòíîøåíèÿì ìåæäó ýëåìåíòàìè α1 . . . αs è i1 . . . ir.

c ïîìîùüþ âåðèôèêàòîðà ðàíãà (s, r) � âåùåñòâåííîçíà÷íîé, çàðàíåå íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè s r âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (Ñì. ðèñ. 3)

Φ(u11, . . . , u1r,
. . . . . . . . . .
us1, . . . , usr).

Ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ çàðàíåå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé � ðåïðåçåíòàòîðà è âåðè-
ôèêàòîðà � ïðèâîäèò ê óäèâèòåëüíîìó ÿâëåíèþ � �ñàìîïðîèçâîëüíîìó� âîçíèê-
íîâåíèþ ëèíåéíûõ è äðîáíîëèíåéíûõ ñòðóêòóð � ïðîîáðàçîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ
çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Áîëåå ïîäðîáíî ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: Çàäàäèì äâà öåëûõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñëà s, r = 1, 2, . . . è ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè �
âåðèôèêàòîð (÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ s r ÷èñëîâûõ äâóõèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ)

Φ(u11, . . . , u1r,

. . . . . . . . . .
us1, . . . , usr).

è ðåïðåçåíòàòîð (÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ)

ϕ(α, i)

Åñëè ïîäñòàâèòü s r çíà÷åíèé

ϕ(α1, i1) . . . ϕ(α1, ir)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(αs, i1) . . . ϕ(αs, ir)

îäíîãî è òîãî æå ðåïðåçåíòàòîðà ϕ(α, i) â ïðîèçâîëüíûé âåðèôèêàòîð Φ , òî â
èòîãå ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ s + r íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

Φ{ϕ(α1, i1) . . . ϕ(α1, ir)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(αs, i1) . . . ϕ(αs, ir)}

= Ψ(α1, . . . , αs; i1, . . . , ir)



Ãëàâà 2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð 51

Óòâåðæäàåòñÿ (theorema egregium16 Ìèõàéëè÷åíêî[8]), ÷òî, åñëè ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû íåïðåðûâíàÿ, äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ψ îñòàâàëàñü áû òîæäåñòâåí-
íî ðàâíîé íóëþ ïðè ëþáîì âûáîðå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α1, . . . , αs è i1, . . . , ir,
òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ s è r èç �õàîñà� ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ϕ è Φ
âîçíèêàþò óïîðÿäî÷åííûå ëèíåéíûå èëè äðîáíî-ëèíåéíûå ñòðóêòóðû.

§ 4. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (s, r) .

Èòàê, ìû ïîäîøëè ê êëþ÷åâîìó ïîíÿòèþ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà äâóõ ìíîæåñòâàõ N = {α1, α2, . . .} è M =

{i1, i2, . . .} èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (s, r), åñëè ïðè ïðî-
èçâîëüíîì âûáîðå äâóõ êîðòîâ ðàíãà s è r As = 〈α1, . . . , αs | ∈ Ns è Ir =
| i1, . . . , ir 〉 ∈ Mr, ñóùåñòâóþò òàêèå äâå ôóíêöèè � ðåïðåçåíòàòîð ϕαi � ÷èñ-
ëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è âåðèôèêàòîð Φ � íåïðåðûâíàÿ,
äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ sr ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

Φ(u11, . . . , u1r,
. . . . . . . . . .

us1, . . . , usr) ,

÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîå òîæäåñòâî:
Φ(ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,

. . . . . . . . . . . . . .
ϕαsi1 , . . . , ϕαsir) ≡ 0.

Ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ N è M è
íå óêàçàíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåïðåçåíòàòîðà ϕαi. Ýòî áóäåò ñäåëàíî ïîçæå â
ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå.

§ 5. Ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíàÿ òîæäåñòâåííî
èñòèííàÿ ôîðìóëà.

Èòàê, ñàìîé âàæíîé ñîäåðæàòåëüíîé äîãàäêîé, ïîëîæåííîé â îñíîâàíèå âñåé
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî âñå ôóíäàìåíòàëü-
íûå çàêîíû ôèçèêè è ãåîìåòðèè ñîäåðæàòñÿ �â çàêîäèðîâàííîì âèäå� â
ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé òîæäåñòâåííî èñòèííîé17 ôîðìóëå:

∀α1, . . . , αs ∈ N; ∀i1, . . . , ir ∈ M

16áëèñòàòåëüíàÿ òåîðåìà
17Â ëîãèêå òîæäåñòâåííî èñòèííîé èëè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëîé (òàâòîëîãèåé) íàçûâàåòñÿ

ôîðìóëà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå �èñòèíà� ïðè ëþáûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïðåäèêàòíûõ
è ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð ∀A,B èìåþòñÿ ñëåäóþùèå òàâòîëîãèè: A ⊃ A
èëè A ∨ ¬A èëè (A ∨ A) ∨ (¬B ∨ ¬A). Âñÿêàÿ òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ ôîðìóëà âûðàæàåò
ëîãè÷åñêèé çàêîí.
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Φ(ϕα1,i1 , . . . , ϕα1,ir ,
. . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαs,i1 , . . . , ϕαs,ir) ≡ 0. (1)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ìíå óäàëîñü ýòî ñäåëàòü åù¼ â 1968 ãîäó), ÷òî ðåïðåçåíòà-
òîð ϕαi, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íåêîòîðóþ çàðàíåå íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ äâóõ
íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α è i, ìîæåò áûòü ñâåä¼í ê äðóãîé íåèçâåñòíîé äîñòà-
òî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè (r − 1) + (s− 1) ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

ϕαi = ϕ(ξ1(α), . . . , ξr−1(α); x1(i), . . . , xs−1(i)).

Â ðåçóëüòàòå ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîå òîæäåñòâî (1) ïðåâðàùàåòñÿ â ñàêðàëüíîå
óðàâíåíèå

Φ(ϕ(α1, i1), . . . , ϕ(α1, ir),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(αs, i1), . . . , ϕ(αs, ir)) ≡ 0

(2)

îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé:
ðåïðåçåíòàòîðà

ϕ(α, i) = ϕ(ξ1(α), . . . , ξn(α); x1(i), . . . , xm(i)),

ãäå n = r − 1 m = s− 1

è âåðèôèêàòîðà
Φ (u11, . . . , u1r,

. . . . . . . . . . . . . . . .
us1, . . . , usr),

§ 6. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (s, r) .

Àêñèîìàòèêà Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäèòñÿ ê ñïå-
öèàëüíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ íåèçâåñòíîãî ðàíåå âèäà � ê ñàêðàëü-
íîìó óðàâíåíèþ ðàíãà (s, r) .

Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå (2), âîçíèêøåå â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
â ðåçóëüòàòå òðåáîâàíèÿ ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, ëåæèò â ñ�àìîì Íà÷àëå Ìè-
ðîçäàíèÿ, òàê êàê èìåííî èç íåãî ïîëó÷àþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ôèçèêè
è ãåîìåòðèè êàê åãî åäèíñòâåííî âîçìîæíûå ðåøåíèÿ.

Îñîáåííîñòü òàêîãî ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè
èçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîèò â íàëè÷èè äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

îäíîé ôóíêöèè s r ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

Φ ( u11, . . . , u1r,
. . . . . . . . . . . . . . . .
us1, . . . , usr )
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è îäíîé ôóíêöèè n + m íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

ϕ(α, i) = ϕ (ξ1(α), . . . , ξn(α) ; x1(i), . . . , xm(i))

è â îòñóòñòâèè â ýòîì óðàâíåíèè êàêèõ-ëèáî âíîñèìûõ èçâíå îïåðàöèé
è ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ èëè ôóíêöèé.

Åãî õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ ïðîñòîòà è ñàìîäîñòà-
òî÷íîñòü.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì óðàâíåíèè íåò íè÷åãî ëèøíåãî, âíîñèìîãî èçâíå �ðóêà-
ìè�. Íåñìîòðÿ íà ïðåäåëüíóþ îáùíîñòü, ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò, â ñòðîãî îïðå-
äåë¼ííîì ñìûñëå, åäèíñòâåííûå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, èç êîòîðûõ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàþò ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû, ëåæàùèå â îñíîâàíèè ôèçèêè è
ãåîìåòðèè.

Äàæå ðàíã (s, r) è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåïðåçåíòàòîðà ϕ(α, i) è âåðèôè-
êàòîðà Φ íå çàäàþòñÿ çàðàíåå, à íàõîäÿòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ.

Âñ¼ ðàçíîîáðàçèå òàêîãî ðîäà óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì äâóõ ïàð
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � ðàíãà (s, r) è ðàçìåðíîñòè [n,m] , ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

n = r − 1

m = s− 1

Äðóãîé îñîáåííîñòüþ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü î÷åíü ïðîñòûõ ðåøåíèé ïðè îäíèõ çíà÷åíèÿõ (s, r) è íåâîç-
ìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ðåøåíèé ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ (s, r) .

Íå îá ýòîé ëè ôîðìóëå ìå÷òàë Ïëàíê, êîãäà ïèñàë: �Ñ äàâíèõ âðåì¼í, ñ òåõ
ïîð, êàê ñóùåñòâóåò èçó÷åíèå ïðèðîäû, îíî èìåëî ïåðåä ñîáîé â êà÷åñòâå èäå-
àëà, êîíå÷íóþ, âûñøóþ çàäà÷ó: îáúåäèíèòü ï¼ñòðîå ìíîãîîáðàçèå ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé â åäèíóþ ñèñòåìó, à åñëè âîçìîæíî, òî â îäíó-åäèíñòâåííóþ ôîðìóëó�
[9].

Simplex sigillum veri (Ïðîñòîòà � ïå÷àòü èñòèíû) � ýòî äåâèç, íà÷åðòàííûé íà
ñòåíå ôèçè÷åñêîé àóäèòîðèè Ã¼òòèíãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïî áîëüøîìó �ãàìáóðãñêîìó� ñ÷¼òó Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð óäîâëåòâî-
ðÿåò âûñøåìó êðèòåðèþ Ïðîñòîòû, êàê â ñëó÷àå çíàìåíèòîé Òåîðåìû Ôåðìà,
ïðîñòà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðîñò îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

×òî æå êàñàåòñÿ ñàìîã�î ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìîèì áûâøèì àñïèðàíòîì, à
íûíå äîêòîðîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ãåííàäèåì Ãðèãîðüåâè÷åì Ìèõàé-
ëè÷åíêî, òî îíî ïî òðóäíîñòè ìîæåò áûòü ñðàâíèìî ëèøü ñ ïîêîðåíèåì âîñüìè-
òûñÿ÷íèêà � ñ çàâåòíîé ìå÷òîé êàæäîãî Ìàñòåðà ñïîðòà ïî àëüïèíèçìó.
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§ 7. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïåðâîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ ìíîþ â îáùåì âèäå åù¼ â 1967 ãîäó, ñîñòîÿëà â ñëåäó-
þùåì:

Íàéòè äëÿ âñåõ ðàíãîâ (s, r) âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (2), òî åñòü íàéòè íåâûðîæäåííûå ðåïðåçåíòàòîð ϕ(α, i) è âåðèôèêà-
òîð Φ , îáðàùàþùèå ñîîòíîøåíèå (2) â òîæäåñòâåííûé íîëü îòíîñèòåëüíî
âñåõ s(r − 1) + r(s− 1)

ξ1(α1) . . . ξr−1(α1) x1(i1) . . . xs−1(i1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ1(αs) . . . ξr−1(αs) x1(ir) . . . xs−1(ir)

ïåðåìåííûõ.

Â ñëó÷àå ðàíãà (2,2) � ïðîñòåéøåì íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå, çàäà÷à ñîñòîÿëà â
òîì, ÷òîáû íàéòè äâå ôóíêöèè

ϕ(ξ; x)

è
Φ (u11, u12,

u21, u22),

òàêèå, ÷òîáû ïðè ëþáûõ ξ, η; x, y èìåëî ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

Φ
(
ϕ(ξ, x), ϕ(ξ, y),

ϕ(η, x), ϕ(η, y)
) ≡ 0.

Ýòà çàäà÷à áûëà âïåðâûå ðåøåíà ìíîþ â 1967 ãîäó [10], [11].
Îêàçàëîñü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé èìååòñÿ äâà

ðåøåíèÿ:
àääèòèâíîå

Φ1 (u11, u12,
u21, u22)

=

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 u11 u12

−1 u21 u22

∣∣∣∣∣∣
= u11 + u22 − u12 − u21

ϕ1(ξ, x) = ξ + x

è ìóëüòèïëèêàòèâíîå

Φ2 (u11, u12,
u21, u22)

=

∣∣∣∣
u11 u12

u21 u22

∣∣∣∣ = u11u22 − u12u21

ϕ2(ξ, x) = ξ x.
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§ 8. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî.

Èòàê, ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ðàíãà (s, r) áûëî âïåðâûå áëåñòÿùå îñó-
ùåñòâëåíî Ãåííàäèåì Ãðèãîðüåâè÷åì Ìèõàéëè÷åíêî, (íûíå äîêòîð ôèç.-ìàò. íà-
óê, ïðîôåññîð Ãîðíî-Àëòàéñêîãî óíèâåðñèòåòà), èñïîëüçîâàâøèì äëÿ ýòîé öåëè
ðàçðàáîòàííûé èì �ôóíêöèîíàëüíûé ìåòîä�.

Âñëåä çà íèì Âëàäèìèð Õàíàíîâè÷ Ëåâ (íûíå ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Èíñòèòóòà ÿäåðíîé ôèçèêè ÑÎÐÀÍ) ïîëó÷èë òå æå ñàìûå ðåçóëüòàòû, ïðèìåíèâ
èíîé � �ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä� [12].

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð ïðè ñïåöèàëüíî âûáðàííîì ðàíãå (s, r) ÿâèëîñü òåìîé êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî �Ðåøåíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ôèçè÷åñêîãî çàêîíà� [7] è èçëîæåíî èì â îòäåëüíî èçäàí-
íîé ìîíîãðàôèè �Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� [8].

Òåîðåìà Ìèõàéëè÷åíêî:
Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (2) èìåþò îòëè÷íûå

îò íóëÿ ðåøåíèÿ òîëüêî â ñëó÷àå ñëåäóþùèõ ðàíãîâ:
(r, r) � äâà ñåìåéñòâà ðåøåíèé Φ(1)

r,r è Φ(2)
r,r

(r, r + 1) � îäíî ñåìåéñòâî ðåøåíèé Φr,r+1

(r + 1, r) � îäíî ñåìåéñòâî ðåøåíèé Φr+1,r, ãäå r = 1, 2, . . .

(2, 4) � îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Φ2,4

(4, 2) � îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Φ4,2

Âñ¼ ýòî ïîõîæå íà ÷óäî, ïîäîáíîå ñîòâîðåíèþ Âñåëåííîé �èç íè÷åãî�, êîãäà
èç âåñüìà îáùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2), ñâÿçûâàþùåãî ìåæäó ñîáîé
äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ϕ è Φ , êàê áû ñàìè ñîáîé âîçíèêàþò

◦ äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ðàíãà (s, r) ,
◦ âåðèôèêàòîð Φ è
◦ ðåïðåçåíòàòîð ϕ ,

èìåþùèå, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé
ñìûñë, è îïðåäåëÿþùèå â êîíå÷íîì èòîãå âèä âñåõ èçâåñòíûõ (è åù¼ íåèçâåñò-
íûõ) ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.

Ýòîò óäèâèòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêò ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê ôàêò îáú-
åêòèâíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � ïðîîáðàçîâ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ çàêîíîâ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì, êàê áû èç íè÷åãî, ÷åòûðå ñåìåéñòâà ðåãó-
ëÿðíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðîäà

n+1

K 00(
n
a) ≡ 0;

n+1

K 01(
n
u) ≡ 0;

n+1

K 10(
n
v) ≡ 0;

n+1

K 11(
n
w) ≡ 0

è äâå ñïîðàäè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû Ìèõàéëè÷åíêî
2

M02(
1

p) ≡ 0
2

M20(
1

q) ≡ 0
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ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè ñàêðàëüíûìè çàêîíàìè, ëåæàùè-
ìè â îñíîâàíèè ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ñâîéñòâàìè èäåàëüíûõ îáúåêòîâ Ìèðà Âûñøåé ðåàëüíîñòè è ôóí-
äàìåíòàëüíûìè çàêîíàìè â ìèðå ýìïèðè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

Îäíàêî, îáúåäèíÿþùàÿ ìîùü Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, çà ðåäêèì èñ-
êëþ÷åíèåì, ñïåöèàëèñòîâ èíòåðåñóåò ìåíüøå ÷åì íåñïåöèàëèñòîâ.

Íå÷òî ïîäîáíîå ìû èìååì â áèîëîãèè, êîãäà îãðîìíîå ðàçíîîáðàçèå ðàñòåíèé
è æèâîòíûõ âòèñêèâàåòñÿ â îäíó è òó æå óíèâåðñàëüíóþ ïðîãðàììó:

âñå æèâûå îðãàíèçìû ñîñòîÿò èç êëåòîê,
êàæäàÿ êëåòêà ñîäåðæèò â ñåáå ÿäðî,
ÿäðî ñîäåðæèò õðîìîñîìû,
õðîìîñîìû ñîñòîÿò èç áèîïîëèìåðíûõ ìîëåêóë ÄÍÊ,
ñîäåðæàùèõ î÷åíü äëèííóþ ëèíåéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ, â ñëó-

÷àå ëþáûõ æèâûõ îðãàíèçìîâ, èç îäíèõ è òåõ æå áóêâ: À (àäåíèí), Ã (ãóàíèí),
Ö (öèòîçèí) è Ò (òèìèí).

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ãäå ñîçäàâàëàñü Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
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A realibus ad realiora18

È ïðåäàë ÿ ñåðäöå ìî¼ òîìó, ÷òîá èññëåäîâàòü ìóäðî-
ñòüþ âñ¼, ÷òî äåëàåòñÿ ïîä íåáîì; ýòî òÿæ¼ëîå çàíÿ-
òèå äàë Áîã ñûíàì ÷åëîâå÷åñêèì, ÷òîáû îíè óïðàæíÿ-
ëèñü â í¼ì.

� Åêêë. 1, 13.

18Îò ðåàëüíîãî ê ðåàëüíåéøåìó
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Íàñ óìèëÿåò, ïîðàæàåò è ïî÷òè îæèãàåò â ïðîèçâåäåíèè Ðóáë¼âà âîâñå íå
ñþæåò, íå ÷èñëî �òðè�, íå ÷àøà çà ñòîëîì è íå êðèë�à, à âíåçàïíî ñä¼ðíóòàÿ ïåðåä
íàìè çàâåñà íîóìåíàëüíîãî ìèðà, è íàì, â ïîðÿäêå ýñòåòè÷åñêîì, âàæíî íå òî,
êàêèìè ñðåäñòâàìè äîñòèã èêîíîïèñåö ýòîé îáíàæ¼ííîñòè íîóìåíàëüíîãî è áûëè
ëè â ÷üèõ-ëèáî äðóãèõ ðóêàõ òå æå êðàñêè è òå æå ïðè¼ìû, � à òî, ÷òî îí âîèñòèíó
ïåðåäàë íàì óçðåííîå èì îòêðîâåíèå.

Ñðåäè ìÿòóùèõñÿ îáñòîÿòåëüñòâ âðåìåíè, ñðåäè ðàçäîðîâ, ìåæäóóñîáíûõ
ðàñïðåé, âñåîáùåãî îäè÷àíèÿ è òàòàðñêèõ íàáåãîâ, ñðåäè ýòîãî ãëóáîêîãî áåçìè-
ðèÿ, ðàñòëèâøåãî Ðóñü, îòêðûëñÿ äóõîâíîìó âçîðó áåñêîíå÷íûé, íåâîçìóòèìûé,
íåðóøèìûé ìèð, �ñâûøíèé ìèð� ãîðíåãî ìèðà. Âðàæäå è íåíàâèñòè, öàðÿùèì â
äîëüíåì, ïðîòèâîïîñòàâèëàñü âçàèìíàÿ ëþáîâü, ñòðóÿùàÿñÿ â âå÷íîì ñîãëàñèè,
â âå÷íîé áåçìîëâíîé áåñåäå, â âå÷íîì åäèíñòâå ñôåð ãîðíèõ.

Âîò ýòîò-òî íåèçúÿñíèìûé ìèð, ñòðóÿùèéñÿ øèðîêèì ïîòîêîì ïðÿìî â äó-
øó ñîçåðöàþùåãî îò Òðîèöû Ðóáë¼âà, ýòó íè÷åìó â ìèðå íå ðàâíóþ ëàçóðü �
áîëåå íåáåñíóþ, ÷åì ñàìî çåìíîå íåáî, äà, ýòó âîèñòèíó ïðåíåáåñíóþ ëàçóðü,
íåñêàç�àííóþ ìå÷òó ïðîòîñêîâàâøåãî î íåé Ëåðìîíòîâà, ýòó íåâûðàçèìóþ ãðà-
öèþ âçàèìíûõ ñêëîíåíèé, ýòó ïðåìèðíóþ òèøèíó áåçãëàãîëüíîñòè, ýòó áåñêî-
íå÷íóþ äðóã ïåðåä äðóãîì ïîêîðíîñòü � ìû ñ÷èòàåì òâîð÷åñêèì ñîäåðæàíèåì
Òðîèöû.

×åëîâå÷åñêàÿ êóëüòóðà, ïðåäñòàâëåííàÿ ïàëàòàìè, ìèð æèçíè � äåðåâîì è
çåìëÿ � ñêàëîþ, � âñ¼ ìàëî è íè÷òîæíî ïðåä ýòèì îáùåíèåì íåèññÿêàåìîé áåñ-
êîíå÷íîé ëþáâè: âñ¼ � ëèøü îêîëî íå¼, èáî îíà � ñâîåþ ãîëóáèçíîþ, ìóçûêîé
ñâîåé êðàñîòû, ñâîèì ïðåáûâàíèåì âûøå ïîëà, âûøå âîçðàñòà, âûøå âñåõ çåìíûõ
îïðåäåëåíèé è ðàçäåëåíèé � åñòü ñàìî íåáî, åñòü ñàìà áåçóñëîâíàÿ ðåàëüíîñòü,
åñòü òî èñòèííî ëó÷øåå, ÷òî âûøå âñåãî ñóùåãî.

Àíäðåé Ðóáë¼â âîïëîòèë ñòîëü æå íåïîñòèæèìîå, ñêîëü è êðèñòàëüíî-òâ¼ðäîå
â íåïîêîëåáèìî-âåðíîå â�èäåíèå Ìèðà. Íî, ÷òîáû óâèäåòü ýòîò Ìèð, ÷òîáû âî-
áðàòü â ñâîþ äóøó è â ñâîþ êèñòü ýòî ïðîõëàäíîå, æèâèòåëüíîå âåÿíèå äóõà,
íóæíî áûëî èìåòü õóäîæíèêó ïðåä ñîáîþ íåáåñíûé ïåðâîîáðàç, à âîêðóã ñåáÿ �
çåìíîå îòîáðàæåíèå, � áûòü â ñðåäå äóõîâíîé, â ñðåäå óìèð¼ííîé. Àíäðåé Ðóá-
ë¼â ïèòàëñÿ êàê õóäîæíèê òåì, ÷òî äàíî åìó áûëî. È ïîòîìó íå ïðåïîäîáíûé
Àíäðåé Ðóáë¼â, äóõîâíûé âíóê ïðåïîäîáíîãî Ñåðãèÿ, à ñàì ðîäîíà÷àëüíèê çåì-
ëè Ðóññêîé � Ñåðãèé Ð�àäîíåæñêèé äîëæåí áûòü ïî÷èòàåì çà èñòèííîãî òâîðöà
âåëè÷àéøåãî èç ïðîèçâåäåíèé íå òîëüêî ðóññêîé, íî è, êîíå÷íî, âñåìèðíîé êèñòè.

Ïàâåë Ôëîðåíñêèé. Òðîèöå-Ñåðãèåâà ëàâðà è Ðîññèÿ. �
Â êí.: Òðîèöå-Ñåðãèåâà ëàâðà. Ñåðãèåâ ïîñàä, 1919. Ñ. 19-20.



Ãëàâà 3.

×òî æå òàêîå Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð?

Non multa, sed multum19.

Ïðîãðåññ íàóêè ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè âçàèìîñâÿçåé,
â íàñòîé÷èâûõ è èçîáðåòàòåëüíûõ ïîèñêàõ, äîêàçûâàþ-
ùèõ, ÷òî ñîáûòèÿ íàøåãî âå÷íî èçìåí÷èâîãî ìèðà � âñå-
ãî ëèøü îòðàæåíèÿ íåìíîãî÷èñëåííûõ îáùèõ ñîîòíîøå-
íèé, íàçûâàåìûõ çàêîíàìè. Îòûñêàíèå îáùåãî â ÷àñò-
íîì, âå÷íîãî â ïðåõîäÿùåì è ñîñòàâëÿåò çàäà÷ó íàó÷íîãî
ìûøëåíèÿ [1].

� Àëüôðåä Óàéòõåä

§ 1. Ìíîãîëèêàÿ Òåîðèÿ
§ 2. Êîíöåïöèÿ äâóõ ìèðîâ
§ 3. ßâëåíèå è ñóùíîñòü
§ 4. Àíòðîïíàÿ ôèçèêà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
§ 5. Ãåðìåíåâòèêà � âûñøàÿ ôîðìà çíàíèÿ
§ 6. Ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îðòîäîêñàëüíîé ôèçèêè

è Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

§ 7. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà, ïîëíîå
è îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå Øåñòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà
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19Íå ìíîãîå, íî ìíîãî.



§ 1. Ìíîãîëèêàÿ Òåîðèÿ

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå ÿâëÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ðàçäåëîì ôèçèêè, õîòÿ
èìååò ê íåé ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè, õîòÿ ýòà
êíèãà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé è èíòåðåñíîé äëÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ ìàòåìàòè-
êîâ, òàê êàê â íåé îíè ñìîãóò íàéòè ïîñòàíîâêè è ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðèíöèïè-
àëüíî íîâûõ íåòðèâèàëüíûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � ýòî íîâîå íàó÷íîå íàïðàâëåíèå, îñíîâíàÿ öåëü
êîòîðîãî � îïèðàÿñü íà ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûé äëÿ ýòîé öåëè ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àïïàðàò, îòâåòèòü íà âîïðîñ:

� ×òî ñêðûâàåòñÿ çà îáùåïðèíÿòûìè ïîíÿòèÿìè, õîðîøî çíàêîìûìè åù¼
ñ äåòñòâà, ñî øêîëû, ñ óíèâåðñèòåòà, òàêèìè êàê ìàññà è ñèëà, òåìïåðàòóðà è
ýíòðîïèÿ, ýíåðãèÿ, ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ôèçè-
÷åñêèå çàêîíû, àòîìû, ïîëÿ è ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû?

Ìîæíî ïîéòè äàëüøå è ïîïûòàòüñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ýòî íàïðàâëåíèå íà ñàìó
ìàòåìàòèêó è îïèðàÿñü íà òîò æå ñàìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîñòàðàòüñÿ
îòâåòèòü íà àíàëîãè÷íûå âîïðîñû:

� ×òî ñòîèò çà òàêèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè êàê ëîãèêà, ëèíåéíàÿ àëãåáðà
è åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, òåîðèÿ ãðóïï è òåîðèÿ êîëåö?

� ×òî ñêðûâàåòñÿ çà òàêèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîíÿòèÿìè ìàòåìàòèêè êàê
îïðåäåëèòåëü, ïðîèçâîäíàÿ, ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ÷èñëà e è π , �çîëîòîå ñå-
÷åíèå� ε = 1.618... , àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ?

Èòàê, íà Òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîæíî âçãëÿíóòü ñ ðàçíûõ òî÷åê çðå-
íèÿ:

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê ìåòàòåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà (Óíèâåðñàëüíûé
ÿçûê ñîâðåìåííîé ôèçèêè).

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê ìîñò ìåæäó ãåîìåòðèåé, ëèíåéíîé àëãåáðîé
è ôèçèêîé (Åäèíûé Ïðèíöèï ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè).

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê îáùàÿ òåîðèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé (Àë-
ãåáðà è àíàëèç äâóõèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ).

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê Óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ñàêðàëüíîé ñèììåò-
ðèè.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê òåîðèÿ ñàêðàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.



62 ×àñòü I. Èñòîêè ÒÔÑ

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê òåîðèÿ ñàêðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.
Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê ïðîîáðàç ëèíåéíîé àëãåáðû (àêñèîìû ëè-

íåéíîé àëãåáðû êàê ÷àñòíûå ñëåäñòâèÿ èç åäèíîãî Ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèì-
ìåòðèè).

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê îáîáùåíèå ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ñëó-
÷àé äâóõ ìíîæåñòâ (ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ìíîæåñòâå �áåëûõ� è �÷¼ðíûõ�
òî÷åê).

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ �ñèñòåìû êîîðäèíàò�.
Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê îñíîâàíèå ãëîáàëüíûõ ãåîìåòðèé (åâêëèäî-

âîé, ïñåâäîåâêëèäîâîé, ãåîìåòðèè Ðèìàíà è ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, ñèìïëåê-
òè÷åñêîé è ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèé).

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê îñíîâàíèå ôèçèêè (õðîíîìåòðèè, êèíåìàòè-
êè, òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ìåõàíèêè Íüþòîíà, ëàãðàíæåâîé è ãàìèëüòîíîâîé
ìåõàíèê, ýëåêòðîäèíàìèêè, òåðìîäèíàìèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè).

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîãîîáðàçèé, îá-
ëàäàþùèõ �âíóòðåííåé ñàêðàëüíîé� ñèììåòðèåé.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è Øåñòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà.

Íàêîíåö, ìîæíî ñäåëàòü ïîïûòêó ýêñòðàïîëèðîâàòü ãëàâíóþ èäåþ ýòîãî íà-
ó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ � ïîèñê åäèíñòâà, çà ïðåäåëû ôèçèêè è ìàòåìàòèêè è ïî-
ïðîáîâàòü îòâåòèòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé íà �âå÷íûå� âîïðîñû:

� ×òî ñêðûâàåòñÿ çà òàêèìè ïîíÿòèÿìè êàê ìàòåðèÿ, æèçíü, ñîçíàíèå, ÿçûê?

Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî æå òàêîå Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, è
êàêîå ìåñòî çàíèìàåò îíà â èåðàðõèè îáùå÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðû, íåîáõîäèìî
ñïóñòèòüñÿ íà íåñêîëüêî ñòóïåíåê âíèç.

Çèìà. Àêàäåìãîðîäîê
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§ 2. Êîíöåïöèÿ äâóõ ìèðîâ
Ñ ñàìîãî íà÷àëà ÿ èñõîæó èç òîãî, ÷òî îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèé Ìèð íå

èñ÷åðïûâàåòñÿ ìèðîì ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, ìèðîì âîñïðèíèìàåìûì
íàøèìè îðãàíàìè ÷óâñòâ, äàæå ìíîãîêðàòíî óñèëåííûìè ñîâðåìåííûìè ïðèáî-
ðàìè.

Íåîáõîäèìî ïðèçíàòü ñóùåñòâîâàíèå äðóãîãî, îñîáîãî, èíôîðìàöèîííî ãî-
ðàçäî áîëåå ¼ìêîãî ìèðà � Ìèðà âûñøåé ðåàëüíîñòè, òåíüþ êîòîðîãî (â ïëàòî-
íîâñêîì ñìûñëå) è ÿâëÿåòñÿ íàøà âèäèìàÿ Âñåëåííàÿ.

Èòàê, èñõîäíûé Óíèâåðñóì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâî äâóõ ðàçëè÷íûõ
ôîðì áûòèÿ, òåñíî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé:

íåíàáëþäàåìîãî Ìèðà èäåàëüíûõ ñóùíîñòåé � íåâèäèìîãî ìèðà àáñòðàêò-
íûõ, îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèõ ïåðâîîáðàçîâ è ñòîëü æå îáúåêòèâíî ñóùåñòâó-
þùèõ îòíîøåíèé ìåæäó íèìè è

íàáëþäàåìîãî Ìèðà ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè � âèäèìîãî, âåùåñòâåí-
íîãî, ôèçè÷åñêîãî ìèðà, âîñïðèíèìàåìîãî íàøèìè îðãàíàìè ÷óâñòâ è ÿâëÿþùå-
ãîñÿ îáúåêòîì ýìïèðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ (Ñì. ðèñ. 1).

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Ìèð ìàòåðèàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîñòè

Ìèð èäåàëüíûõ
ñóùíîñòåé

?

Ðèñ. 1. Ïåðâàÿ äèõîòîìèÿ: Ìèð èäåàëüíûõ ñóùíîñòåé �
Ìèð ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

§ 3. ßâëåíèå è ñóùíîñòü
Ïîä ÿâëåíèåì ÿ ïîíèìàþ ÷àñòíîå ïðîÿâëåíèå (âûðàæåíèå) ïðåäìåòà � åãî

ýìïèðè÷åñêè óñòàíàâëèâàåìàÿ, âíåøíÿÿ ôîðìà ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ïîä ñóùíîñòüþ ÿ ïîíèìàþ ðåçóëüòàò ïåðåõîäà îò ìíîãîîáðàçèÿ âíåøíèõ

ôîðì ê âíóòðåííåìó ñîäåðæàíèþ è åäèíñòâó.
Îäíà åäèíàÿ ñóùíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ è íàõîäèò ñâî¼ âûðàæåíèå âî ìíîæåñòâå

ÿâëåíèé.
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¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

ßâëåíèå
åäèíè÷íîå, ÷àñòíîå

îáùåå, öåëîå, åäèíñòâåííîå

Ñóù-
íîñòü

Ìèð àíòðîïíûõ
ìîäåëåé

Ìèð âûñøåé
ðåàëüíîñòè

Ìèð Äåìîêðèòà

Ìèð Ïëàòîíà
Ìèð Êàíòà (�âåùè â ñåáå�)

Ðèñ. 2. Âòîðàÿ äèõîòîìèÿ: Ìèð ñóùíîñòåé (Ìèð âûñøåé ðåàëüíîñòè) �
Ìèð ÿâëåíèé (Ìèð àíòðîïíûõ ìîäåëåé).

Êàíò áûë óáåæä¼í, ÷òî òî, ÷åì âåùü ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ (�ôåíîìåí�), è òî, ÷òî
îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà ñàìîì äåëå (�íîóìåí�) � ýòî ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå
õàðàêòåðèñòèêè Ìèðà, òðåáóþùèå äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ äâóõ ðàçíûõ ÿçûêîâ.

§ 4. Àíòðîïíàÿ ôèçèêà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
Àíòðîïíàÿ ôèçèêà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ âîçíèêëà èç îïûòà, è å¼ âûâîäû ìîãóò

áûòü ïðîâåðåíû íà îïûòå. Áîëåå òîãî, èìåííî ñîãëàñèå ñ îïûòîì ÿâëÿåòñÿ çäåñü
åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì èñòèíû.

Âîçíèêøàÿ èç ìèðà ýìïèðè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè, ôèçèêà ïåðâîãî ïîêî-
ëåíèÿ èìååò äåëî ñ îãðîìíûì ðàçíîîáðàçèåì ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è ôàêòîâ, ÷àñò-
íûõ çàêîíîìåðíîñòåé è ìíîãî÷èñëåííûõ ìîäåëåé, è ïîòîìó îñîáåííî ïðèâëåêà-
òåëüíà äëÿ òåõ ôèçèêîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ñèëüíî ðàçâèòûì ëåâûì ïîëóøàðèåì
ãîëîâíîãî ìîçãà è ñòðàäàþò èç-çà ýòîãî îïðåäåë¼ííîé �áëèçîðóêîñòüþ�. Äåëî â
òîì, ÷òî äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ôèçèêîâ, îáëàäàþùèõ �ëåâîïîëóøàð-
íûì� ñïîñîáîì ìûøëåíèÿ, õàðàêòåðíà ñêëîííîñòü ê èçó÷åíèþ äåòàëåé, ñîçäàíèþ
íàãëÿäíûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé, âèðòóîçíàÿ ñïîñîáíîñòü ðåøåíèÿ ìåëêèõ, õîòÿ
è î÷åíü ñëîæíûõ è òðóäî¼ìêèõ çàäà÷. Ñðåäè íèõ ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî
çàíÿòî ðåøåíèåì ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Óðàâíåíèÿ

àíòðîïíûå ìîäåëè
6 6

ïîêîëåíèÿ
ôèçèêà ïåðâîãî

Àíòðîïíàÿ

(Ïîëüçà)
òåõíîëîãèè
Îñíîâà

Ðèñ. 3. Îðòîäîêñàëüíàÿ ôèçèêà (Ìîäåëüíàÿ ôèçèêà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ).
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Ïîä îðòîäîêñàëüíîé (ìîäåëüíîé ôèçèêîé ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ) � ïîä ôèçèêîé
Ëàíäàó � ÿ ïîíèìàþ ñëåäóþùèé íàáîð äîñòàòî÷íî àâòîíîìíûõ è â òî æå ñà-
ìîå âðåìÿ êàê-òî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé, ñëåäóþùèõ ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèí,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ:

1. Ìåõàíèêà, 2. Ãèäðîäèíàìèêà, 3. Òåîðèÿ óïðóãîñòè, 4. Òåîðèÿ îòíîñè-
òåëüíîñòè, 5. Òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ, 6. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, 7. Ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ ôèçèêà, 8. Ôèçè÷åñêàÿ êèíåòèêà, 9. Òåðìîäèíàìèêà, 10. Êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà, 11. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, 12. Ôèçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö,
13. Ôèçèêà òâ¼ðäîãî òåëà, 14. Àñòðîôèçèêà.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ îðòîäîêñàëüíîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:
∗ èñïîëüçîâàíèå íàãëÿäíûõ (àíòðîïíûõ) ìîäåëåé,
∗ áåçãðàíè÷íîå äîâåðèå ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì,
∗ âû÷èñëåíèÿ è îáúÿñíåíèå âìåñòî ïîíèìàíèÿ,
∗ îñíîâíàÿ çàäà÷à � ïîëó÷åíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ,
∗ óñïåõ òåîðèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñèåì ñ ýêñïåðèìåíòîì; îïûò �

åäèíñòâåííûé êðèòåðèé èñòèíû,
∗ èíòåðåñ ê äåòàëÿì è ê ÷àñòíîñòÿì,
∗ îòíîøåíèå ê ìàòåìàòèêå: ìàòåìàòèêà � ýòî ëèøü óäîáíûé èíñòðó-

ìåíò äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè,
∗ âàâèëîíñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ (îòñóòñòâèå åäèíîãî èñõîäíîãî

ïðèíöèïà),
∗ íåëþáîâü ê �ôèëîñîôèè�,
∗ îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ äåéñòâèòåëü-

íîñòü (êàíòîâñêàÿ �âåùü-äëÿ-íàñ�),
∗ ïðåíåáðåæåíèå òî÷íûìè ôîðìóëèðîâêàìè.

§ 5. Ãåðìåíåâòèêà � âûñøàÿ ôîðìà çíàíèÿ

Â îòëè÷èå îò îáúÿñíåíèé â îðòîäîêñàëüíîé ôèçèêå, ñâîäÿùèõ ëþáîå ôèçè-
÷åñêîå ÿâëåíèå èëè çàêîí ê íàãëÿäíûì (àíòðîïíûì) ìîäåëÿì, ïîíèìàíèå èä¼ò
äàëüøå; îíî âûñòðàèâàåò öåïî÷êó ïîíÿòèé äî ïîñëåäíåé îáùåçíà÷èìîé ïåðâî-
ïðè÷èíû íåæèâîé ïðèðîäû � äî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Â ñâåòå âûøåñêàçàííîãî, ãåðìåíåâòèêà � ýòî ôîðìà çíàíèÿ, â îñíîâàíèè êî-
òîðîé ëåæèò âûÿâëåíèå ñóùíîñòè è ñìûñëà, ñêðûòûõ çà î÷åâèäíûìè ÿâëåíèÿìè.

Íàóêå XXI âåêà åù¼ ïðåäñòîèò ñîçäàòü íîâûå îáëàñòè çíàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
ïî ñóùåñòâó îòâåòèòü íà âîïðîñû:

â ÷¼ì ñîñòîèò ñóùíîñòü íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ (â ñóùåñòâîâàíèè íåëè-
íåéíîñòè? òî÷åê áèôóðêàöèè? óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ?);

â ÷¼ì ñîñòîèò ñóùíîñòü æèçíè (â ïðîãðàììå ãåíåòè÷åñêîãî êîäà?);
â ÷¼ì ñîñòîèò ñóùíîñòü ñîöèóìà è ïîïóëÿöèè (â ñóùåñòâîâàíèè �ïîïóëÿ-

öèîííîãî ãåíèÿ�? èëè â ñóùåñòâîâàíèè åù¼ íåèçâåñòíîé �ïîïóëÿöèîííîé ïðî-
ãðàììû�?);

â ÷¼ì ñîñòîèò ñóùíîñòü ëè÷íîñòè (â ñâîáîäå? â òâîð÷åñòâå? â îòêðîâåíèè?).
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×òî æå êàñàåòñÿ ñóùíîñòè ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàêîíîâ, òî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, â ÷¼ì ñìûñë è ñóùíîñòü îñíîâíûõ çàêîíîâ è ïîíÿòèé ôèçèêè
è ãåîìåòðèè, íåîáõîäèìî áûëî ñîçäàòü íîâóþ îáëàñòü çíàíèÿ ñ íîâûìè öåëÿìè,
ñ íîâûìè çàäà÷àìè, ñ íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì � èñ÷èñëåíèåì êîðòîâ.

Ïåðåä íàìè ñòîèò íåîáû÷íàÿ çàäà÷à: ðåêîíñòðóêöèÿ ôèçèêè êàê åäèíî-
ãî öåëîãî íà ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ îñíîâàíèÿõ ñ öåëüþ

ðàñêðûòèÿ å¼ âíóòðåííåé ïðîñòîòû, ñàìîñîãëàñîâàííîñòè è ãàðìîíèè;
óñòàíîâëåíèÿ íîâîãî âçãëÿäà íà õîðîøî èçâåñòíûå åù¼ ñ äåòñòâà ïðèâû÷íûå
ïîíÿòèÿ è çàêîíû;
îáëåã÷åíèÿ ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè â ñðåäíåé øêîëå è â óíèâåðñèòåòå;
óñòðàíåíèÿ íàêîïèâøèõñÿ â ôèçèêå ìèôîâ;
îáúåäèíåíèÿ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè â åäèíóþ îáëàñòü çíàíèÿ è
óñòàíîâëåíèÿ ãðàíèöû èõ ïðèìåíèìîñòè.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, õèìèÿ,
áèîëîãèÿ, ïñèõîëîãèÿ, ýêîíîìèêà,

ñîöèîëîãèÿ, ñèíåðãåòèêà

Ñóùíîñòü ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ñóùíîñòü
âñåãî îñòàëüíîãî

Ñóùíîñòü ëè÷íîñòè, ñîöèóìà,
ïîïóëÿöèè, æèçíè,

íåîáðàòèìîñòè. Èñòèíà

Áîã

Ìèð ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè

Àíòðîïíàÿ íàóêà è
àíòðîïíàÿ ðåëèãèÿ

Îáùàÿ ãåðìåíåâòèêà

Ôèçè÷åñêàÿ ãåðìåíåâòèêà

Ñâåðõëè÷íîñòíîå
âñåãî

Ïåðâîíà÷àëî
ñóùåãî

Ðèñ. 4. Ìåñòî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â Åäèíîé ñèñòåìå Ìèðà



Ãëàâà 3. ×òî æå òàêîå Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð? 67

§ 6. Ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îðòîäîêñàëüíîé ôèçèêè
è Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Îðòîäîêñàëüíàÿ
ôèçèêà

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð

Îïðåäåëåíèå

Îðòîäîêñàëüíàÿ ôèçèêà � íàó-
êà î ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
èëè ôèçè÷åñêàÿ ãåðìåíåâòèêà �
íàóêà î ñóùíîñòè ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé.

Èñõîäíûå ïîíÿòèÿ

Íàãëÿäíûå (àíòðîïíûå) ìîäå-
ëè: ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, ýëå-
ìåíòàðíûå ÷àñòèöû, âçàèìîäåé-
ñòâèÿ.

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû êàê
ïðîîáðàç óíèâåðñàëüíîãî ïðèí-
öèïà èíâàðèàíòíîñòè (îäíî-
ðîäíîñòè, ðàâíîïðàâèÿ, ñèììåò-
ðèè).

Áëèæàéøàÿ öåëü

Îáúÿñíåíèå � ýòî ñâåä�åíèå
òîãî èëè èíîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâ-
ëåíèÿ ê ôóíêöèîíèðîâàíèþ íà-
ãëÿäíîé ìîäåëè. Áëèæàéøàÿ
öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáú-
ÿñíèòü, êàê ïðîèñõîäÿò êîí-
êðåòíûå ÿâëåíèÿ è ïðåäñêàçàòü
íîâûå ýôôåêòû.

Ïîíèìàíèå � ýòî óñòàíîâëå-
íèå ïåðâîïðè÷èíû äàííîãî ôè-
çè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ èëè ïðîîá-
ðàçà òîãî èëè èíîãî ïîíÿòèÿ.
Áëèæàéøàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû
èìåþò òàêîé, à íå èíîé âèä.

Êîíå÷íàÿ öåëü

Êîíå÷íàÿ öåëü ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ñâåñòè âñ¼ ìíîãî-
îáðàçèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ê
ñâîéñòâàì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
è ïîëåé.

Êîíå÷íàÿ öåëü ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ñâåñòè âñ¼ ìíîãî-
îáðàçèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ ê ïåðâè÷íûì
ôèçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì.
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Õàðàêòåð èññëåäîâàíèÿ

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ îð-
òîäîêñàëüíîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ
ýêñòåíñèâíûé õàðàêòåð èññëå-
äîâàíèé, öåëü êîòîðûõ ñîñòîèò â
îáúÿñíåíèè è ïðåäñêàçàíèè ðàç-
ëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ÿâëåíèé,
îïèðàÿñü íà èçâåñòíûå ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíûé õàðàê-
òåð èññëåäîâàíèé, öåëü êîòî-
ðûõ ñîñòîèò â îòêðûòèè íî-
âûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷å-
ñêèõ çàêîíîâ è ïîíÿòèé, òî åñòü
â óñòàíîâëåíèè íåáîëüøîãî ÷èñ-
ëà îáùèõ ïðèíöèïîâ, èç êîòî-
ðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåä-
ñòâèÿ áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ìåíü-
øåé ñòåïåíè îáùíîñòè.

Ãëàâíûé àñïåêò

Ïðåèìóùåñòâåííàÿ òî÷êà
çðåíèÿ, ñ êîòîðîé ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â îðòîäîêñàëüíîé
ôèçèêå îñíîâíûå ÿâëåíèÿ è
ïîíÿòèÿ, èìååò ÿâíî âûðà-
æåííûé ñóáñòàíöèîíàëüíî-
àíàëèòè÷åñêèé õàðàêòåð, òî
åñòü íåÿâíî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
�ñâîéñòâî öåëîãî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâîì åãî ÷àñòåé�.

Îñíîâíàÿ òî÷êà çðåíèÿ, ñ
êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ â
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ, ïîíÿ-
òèÿ è çàêîíû, èìååò ÿâíî
âûðàæåííûé ñòðóêòóðíî-
ñèíòåòè÷åñêèé õàðàêòåð, òî
åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî
ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷å-
ñêîãî çàêîíà � ýòî ñâîéñòâî
ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà
ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, à íå
ñâîéñòâî ñàìèõ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò

Àíàëèòè÷åñêèé àñïåêò îïðå-
äåëÿåò øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
÷èñëîâûõ ôóíêöèé ÷èñëîâûõ ïå-
ðåìåííûõ.

Ñèíòåòè÷åñêèé àñïåêò òðå-
áóåò èñïîëüçîâàíèÿ îñîáûõ ñà-
êðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé: âåðèôèêàòîðà � ÷èñëî-
âîé ôóíêöèè ÷èñëîâûõ ïåðåìåí-
íûõ è ðåïðåçåíòàòîðà � ÷èñëî-
âîé ôóíêöèè íå÷èñëîâûõ ïåðå-
ìåííûõ.
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Òèïè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
(òåìû äèïëîìíûõ ðàáîò è äèññåðòàöèé)

Èñõîäÿ èç âïîëíå îïðåäåë¼í-
íîé íàãëÿäíîé ìîäåëè, ïðîèçâå-
ñòè íåîáõîäèìûé ðàñ÷¼ò, ÷òîáû
íàéòè èçìåðÿåìóþ íà îïûòå ôè-
çè÷åñêóþ âåëè÷èíó è ñðàâíèòü
å¼ ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Íàéòè ïðîîáðàç òîãî èëè èíî-
ãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà èëè ïî-
íÿòèÿ, òî åñòü îòâåòèòü íà âî-
ïðîñ: â ÷¼ì ñóùíîñòü òîãî
èëè èíîãî ðàçäåëà ôèçèêè èëè
ãåîìåòðèè, êîíêðåòíîãî ôèçè÷å-
ñêîãî çàêîíà èëè õîðîøî çíàêî-
ìîãî åù¼ ñ äåòñòâà ïîíÿòèÿ (íà-
ïðèìåð, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðà-
çîì ÷èñëà π , îïðåäåëÿþùèì
åãî ñóùíîñòü?).

Îòíîøåíèå ê ìàòåìàòèêå

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îðòîäîêñàëüíî-
ãî ôèçèêà ìàòåìàòèêà � ýòî ìíî-
æåñòâî ïðèäóìàííûõ ìàòåìà-
òèêàìè èñêóññòâåííûõ ñòðóê-
òóð, êîòîðûå íåïîñòèæèìûì îá-
ðàçîì îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâ-
íûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè èõ â
êà÷åñòâå ìîäåëåé ðåàëüíîãî ìè-
ðà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ Òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìàòåìàòèêà �
ýòî íàóêà îá îáúåêòèâíî ñó-
ùåñòâóþùèõ ñòðóêòóðàõ Ìè-
ðà âûñøåé ðåàëüíîñòè. Ìàòåìà-
òèêè îòêðûâàþò, à íå ïðèäóìû-
âàþò èõ.

Êðèòåðèé èñòèíû

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îðòîäîêñàëü-
íîãî ôèçèêà åäèíñòâåííûì êðè-
òåðèåì èñòèíû ÿâëÿåòñÿ ñîãëà-
ñèå ñ îïûòîì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ Òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð ãëàâíûì êðè-
òåðèåì èñòèíû ÿâëÿåòñÿ, ïî-
õîæàÿ íà ÷óäî, ñàìîäîñòà-
òî÷íîñòü èñõîäíîãî ïðèíöèïà
èíâàðèàíòíîñòè è ñàìîñîãëà-
ñîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøå-
íèé, îïèñûâàþùèõ ôóíäàìåí-
òàëüíûå çàêîíû, îòíîñÿùèåñÿ ê
ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ôèçèêè è
ãåîìåòðèè.



70 ×àñòü I. Èñòîêè ÒÔÑ

Èòàê, ðå÷ü èä¼ò î Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê î íîâîé îáëàñòè
çíàíèÿ � î ôèçè÷åñêîé ãåðìåíåâòèêå � íàóêå î ñóùíîñòè ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé, ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ïîíÿòèé, ëåæàùåé íà ãðàíèöå ôèçèêè,
ìàòåìàòèêè è ôèëîñîôèè.

§ 7. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà, ïîëíîå
è îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå Øåñòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà

Äàâèä Ãèëüáåðò (1862 � 1943)

îêàçàë ñèëüíîå âëèÿíèå íà âñþ ìàòåìàòèêó
è ôèçèêó XX âåêà.

Íàäî ñêàçàòü,÷òî çàäà÷à ïåðåñòðîéêè îñíîâàíèé ôèçèêè áûëà ïîñòàâëåíà
äàâíî. Â 1900 ãîäó íà Âòîðîì Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â
Ïàðèæå Äàâèä Ãèëüáåðò îãëàñèë ñôîðìóëèðîâàííûé èì ñïèñîê äâàäöàòè òð¼õ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Ñ òåõ ïîð áîëüøèíñòâî èç íèõ áûëè ðåøåíû, ïðè÷¼ì
íåêîòîðûå ñîâñåì íåäàâíî.

Îäíàêî èçâåñòíàÿ Øåñòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà - ïðîáëåìà àêñèîìàòèçàöèè
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè:
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�Ïðîâåñòè ïîñòðîåíèå ôèçè÷åñêèõ àêñèîì ïî îáðàçöó àêñèîì ãåî-
ìåòðèè òàê, ÷òîáû íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì àêñèîì îõâàòèòü âîçìîæíî
áîëåå îáùèé êëàññ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé� � äîëãî îñòàâàëàñü íåðåø¼ííîé.

Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íåäîñòàòî÷íî íàâåñòè âíåøíèé
ìàòåìàòè÷åñêèé ëîñê íà ñóùåñòâóþùèå, èñòîðè÷åñêè ñëîæèâøèåñÿ, íåñòðîãèå è
ïðîñòî çàïóòàííûå ôîðìóëèðîâêè ôèçè÷åñêèõ òåîðèé. Íåîáõîäèìà íîâàÿ, ôè-
çè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíàÿ èäåÿ, ïîçâîëÿþùàÿ âñêðûòü çà âíåøíèì ðàçíîîáðàçèåì
è íåïîõîæåñòüþ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèí ãëóáîêóþ ñóùíîñòü ôèçè÷å-
ñêèõ çàêîíîâ, è áëàãîäàðÿ ýòîìó óâèäåòü òó åäèíóþ, óíèâåðñàëüíóþ ôèçè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò îñíîâàíèå ôèçèêè êàê êîíöåïòóàëüíîé ñèñòåìû
è êîòîðàÿ ìîæåò è äîëæíà áûòü ïîäâåðãíóòà âïîëíå åñòåñòâåííîé, ïðîñòîé è
ñòðîãîé àêñèîìàòèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, òðóäíîñòè, âîçíèêøèå ïðè ïîïûòêå äàòü òî÷íóþ ôîðìóëè-
ðîâêó ýòîé ïðîáëåìû, êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿ-
çàíà ñ íàèáîëåå îáùèìè çàêîíàìè, ïðèñóùèìè ðàçëè÷íûì ôèçè÷åñêèì òåîðèÿì,
è òðåáóåò äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ ñîâåðøåííî íîâîãî ôîðìàëèçìà, îêàçàëèñü ñòîëü
âåëèêè, à êîíêðåòíûå óñïåõè ôèçèêè íà÷àëà XX âåêà ñòîëü âïå÷àòëÿþùèìè, ÷òî
Øåñòàÿ ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ âåëèêèì ìàòåìàòèêîì, áûëà âîñïðèíÿòà ìíîãè-
ìè ôèçèêàìè êàê ëèø¼ííàÿ ãëóáîêîãî ñîäåðæàíèÿ.

Ïîëíûì ðåøåíèåì Øåñòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà ÿâèëîñü áû ñîçäàíèå íåêî-
òîðîé ìåòàòåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðàÿ äàâàëà áû âîçìîæíîñòü:

1. óñòàíîâèòü íà îñíîâàíèè îïûòíûõ äàííûõ ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâè÷-
íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ � ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè
ôèçèêè;

2. ïîíÿòü íàëè÷èå îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí (äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò,
âðåìåíè, ìàññû, ñèëû, òåìïåðàòóðû, ýíòðîïèè, âåêòîð-ïîòåíöàëà ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ¼ìêîñòè, èíäóêòèâíîñòè, ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ò.ï.)
êàê ðåçóëüòàò ñóùåñòâîâàíèÿ ñâîåîáðàçíûõ �ñàêðàëüíûõ� èíâàðèàíòîâ;

3. óñòàíîâèòü âíóòðåííþþ íåîáõîäèìîñòü è âûñîêóþ ñòåïåíü îäíîçíà÷íîñòè
ñóùåñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé;

4. óíèôèöèðîâàòü è îáúåäèíèòü â åäèíîå öåëîå � �ôóíäàìåíòàëüíóþ ôèçè-
êó� � äî ñèõ ïîð ðàçðîçíåííûå è îòîðâàííûå äðóã îò äðóãà ðàçëè÷íûå ðàçäåëû
ôèçèêè;

5. ñîçäàòü �ãåíåðàëüíûé ïëàí ôèçèêè�, íà êîòîðîì êàæäîìó ðàçäåëó òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè áûëî áû îòâåäåíî ñâî¼, âïîëíå îïðåäåë¼ííîå ìåñòî.

Ñîçäàíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ðåøåíèåìØåñòîé
ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà.

×òî æå êàñàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ, âûòåêàþùèõ èç òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòóêòóð, òî ÿ âèæó èõ, ïðåæäå âñåãî, â ÷óâñòâå ãëóáîêîãî óäîâëåòâî-
ðåíèÿ, âîçíèêàþùåì ïðè óñòàíîâëåíèè íàèáîëåå ãëóáîêèõ çàêîíîâ ïðèðîäû, â
âîçìîæíîì ñîäåéñòâèè ïðåîäîëåíèþ ñóùåñòâóþùèõ òðóäíîñòåé â ñîâðåìåííîé
ôèçèêå ïóò¼ì âûÿâëåíèÿ íîâûõ ôèçè÷åñêèõ èäåé, âîçíèêàþùèõ ïðè âñÿêîé íî-
âîé òî÷êå çðåíèÿ íà óæå èçâåñòíûå ôàêòû, è, íàêîíåö, â ñîäåéñòâèè óëó÷øåíèþ
è ñîâåðøåíñòâîâàíèþ ñàìîé ñèñòåìû ôèçè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.



Øàðæ Èðèíû ÊÓËÀÊÎÂÎÉ (12 ëåò)



Ëèòåðàòóðà ê ãëàâå 3

[1] Whitehead A.N., An enquiry concerning the principles of natural knowledge
(Cambridge University Press, New York, 1919), p.18.

Þðèé Âëàäèìèðîâ è Þðèé Êóëàêîâ
Íåðàçäåëüíî è íåñëèÿííî
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ÒÐÈ ÏÅÐÂÛÕ ØÀÃÀ Â ÌÈÐ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

In usum profanorum20

Êàæäîìó, êòî õîòü êîãäà-íèáóäü èçó÷àë ìàòåìà-
òè÷åñêèå òåîðèè, çíàêîìî òî íåïðèÿòíîå ÷óâñòâî, êî-
òîðîå îõâàòûâàåò, êîãäà øàã çà øàãîì ïðîñëåæèâàåøü
âñ¼ äîêàçàòåëüñòâî è ïîñëå âñåõ òÿæêèõ òðóäîâ âäðóã
îñîçíà¼øü, ÷òî óïóñòèë ãëàâíóþ èäåþ, êîòîðóþ àâòîð
íå ïîä÷åðêíóë ëèáî âñëåäñòâèå íåóìåíèÿ ÿñíî âûðàçèòü
ñâîè ìûñëè, ëèáî (÷òî îñîáåííî ÷àñòî âñòðå÷àëîñü ðàíü-
øå) èç-çà êàêîãî-òî íåïîíÿòíîãî, ïî÷òè êîìè÷åñêîãî êî-
êåòñòâà. Ïîìî÷ü ýòîé áåäå ìîæåò ëèøü áåçãðàíè÷íàÿ
÷åñòíîñòü àâòîðà, êîòîðûé íå äîëæåí áîÿòüñÿ äàâàòü
â ðóêè ñâîèõ ÷èòàòåëåé ðóêîâîäÿùèå èäåè äàæå â òîì
ñëó÷àå, åñëè ýòè èäåè íåñîâåðøåííû [1].

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Ãëàâà 4. Ìåõàíèêà Íüþòîíà � öàðñêèé ïóòü â Òåîðèþ ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ãëàâà 5. Çàêîí Îìà � ïðîñòåéøèé ïðèìåð ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (2, 3)

Ãëàâà 6. Ýìïèðè÷åñêèå îñíîâàíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

Ãëàâà 7. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � î÷åâèäíàÿ è íåâåðîÿòíàÿ

20Äëÿ íåïîñâÿù¼ííûõ.



20 èþëÿ 1969 ãîäà â 20 ÷àñîâ 17 ìèíóò ïî ñðåäíååâ-
ðîïåéñêîìó âðåìåíè ñïóñêàåìûé àïïàðàò �Îð¼ë� êîñ-
ìè÷åñêîãî êîðàáëÿ �Àïîëëîí � 11� îïóñòèëñÿ íà Ëóíó.
21 èþëÿ â 3 ÷àñà 56 ìèíóò ïåðâûå èç çåìëÿí � Íèë
Àðìñòðîíã è Ýäâèí Îëäðèí1 ñòóïèëè íà ëóííóþ ïî-
âåðõíîñòü.

Ãîðàçäî âàæíåå òî, ÷òî Õðèñòîñ âñòóïèë íà Çåìëþ,
÷åì òî, ÷òî ÷åëîâåê âñòóïèë íà Ëóíó.

Äæåéìñ Èðâèí 21

20Íà ôîòîãðàôèè Ýäâèí Îëäðèí âî âðåìÿ �ëóííîé ïðîãóëêè�. Â ñòåêëå åãî ñêàôàíäðà îòðà-
æàåòñÿ Íèë Àðìñòðîíã

21Àìåðèêàíñêèé êîñìîíàâò, âñòóïèâøèé íà Ëóíó âî âðåìÿ ïîë¼òà �Àïîëëîíà � 15� (26 èþëÿ
� 7 àâãóñòà 1971)
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Ãëàâà 4.

ÌÅÕÀÍÈÊÀ � ÖÀÐÑÊÈÉ ÏÓÒÜ Â

ÒÅÎÐÈÞ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Salus per mechanica22

Íå çíàþ, ÷åì ÿ ìîãó êàçàòüñÿ ìèðó, íî ñàì ñåáå ÿ
êàæóñü òîëüêî ìàëü÷èêîì, èãðàþùèì íà ìîðñêîì áåðå-
ãó, ðàçâëåêàþùèìñÿ òåì, ÷òî îò ïîðû äî âðåìåíè îòûñ-
êèâàþ êàìåøåê áîëåå öâåòèñòûé, ÷åì îáûêíîâåííî, èëè
êðàñèâóþ ðàêîâèíó, â òî âðåìÿ êàê âåëèêèé îêåàí èñòèíû
ðàññòèëàåòñÿ ïåðåäî ìíîé íåèññëåäîâàííûì [2].

� Èñààê Íüþòîí

§ 1. Èñõîäíàÿ çàäà÷à.

§ 2. Çàêîí Íüþòîíà � çàêîí èëè îïðåäåëåíèå?

§ 3. Òðóäíîñòè îïðåäåëåíèé îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìåõàíèêè.

§ 4. Î ïåðâè÷íûõ íåîïðåäåëÿåìûõ ïîíÿòèÿõ ìåõàíèêè.

§ 5. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû è èõ åäèíèöû.

§ 6. Ôóíäàìåíòàëüíûé îïûòíûé ôàêò, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè ìåõàíèêè.

§ 7. Äâà ñàêðàëüíûõ èíâàðèàíòà ϕ(α, β) è µ(i, k) .

§ 8. ×òî æå òàêîå ñèëà è ìàññà?.

§ 9. Çàêîí Íüþòîíà â ñëó÷àå òð¼õìåðíîãî äâèæåíèÿ; ñêàëÿðíàÿ
ïðèðîäà ìàññû è âåêòîðíàÿ ïðèðîäà ñèëû.

§ 10. Çàêîíû àääèòèâíîñòè ñèë è ìàññ.

§ 11. Çàêîí Íüþòîíà â ñëó÷àå äâèæåíèÿ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà. Ïåðâûé ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò bσ .

§ 12. Ïî÷åìó �ñèëà òÿãîòåíèÿ� íå ÿâëÿåòñÿ ñèëîé?.

22Ñïàñåíèå äóøè ÷åðåç ìåõàíèêó.
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§ 13. Ïðåäïîñûëêè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñîäåðæàùèåñÿ â
çàêîíå Íüþòîíà.

§ 14. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2).

Sir Isaac Newton (1642 � 1727)

Çàêîí I. Corpus omne perseverate in
statu suo quiescendi vel movendi uniformiter
in directum, nisi quatenus illud a viribus
impressis cogiur statum suum mutare.

Çàêîí II. Mutationem motus propor-
tionalem esse vi motrici impresssae et
fieri secundum lineam rectam qua vis illa
imprimitur.

Çàêîí III. Actioni contrariam semper et
aequalem esse reactionem: sive corporum
duorum actiones in se mutuo semper esse
aequales et in partes contrarias dirigi.



78 ×àñòü II. Òðè ïåðâûõ øàãà â ìèð ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ñåé÷àñ, ñïóñòÿ ïÿòüäåñÿò âîñåìü ëåò, ÿ âñïîìèíàþ ñâî¼ ïåðâîå ÿðêîå âïå÷àòëå-
íèå, êîòîðîå ïðîèçâ¼ë íà ìåíÿ ñèìâîë âûñîêîé íàóêè, âèñåâøèé â Áîëüøîé ôèçè÷å-
ñêîé àóäèòîðèè â ñòàðîì çäàíèè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà
íà Ìîõîâîé.

Ýòî áûëà áåëàÿ äîñêà â ÷¼ðíîé ëàêèðîâàííîé ðàìå, íà êîòîðîé ïî ëàòûíè áûëè
íàïèñàíû Òðè çàêîíà Íüþòîíà. È òî, ÷òî îíè áûëè íàïèñàíû íà íåèçâåñòíîì ìíå
ÿçûêå, ïðèäàâàëî ýòèì, õîðîøî èçâåñòíûì åù¼ ñ äåòñòâà, çàêîíàì îñîáóþ ãëóáèíó
è òàèíñòâåííîñòü. Ìíîãî ëåò ñïóñòÿ ÿ îáíàðóæèë ýòó äîñêó çàäâèíóòîé â ïûëüíûé
óãîë, êàê íåíóæíûé õëàì, çà øêàôîì â äåìîíñòðàöèîííîì êàáèíåòå óæå íîâîãî
ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà íà Ëåíèíñêèõ ãîðàõ.

Äóìàë ëè ÿ òîãäà, ÷òî ñîðîê ïÿòü ëåò ñâîåé æèçíè ÿ ïîñâÿùó ñîçäàíèþ íîâîé
ñïåöèàëüíîé îáëàñòè çíàíèÿ � ôèçè÷åñêîé ãåðìåíåâòèêè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ âû-
ÿâëåíèÿ ñìûñëà è ñóùíîñòè âñåõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ïîíÿòèé, è âîçíèêøåé èç
åñòåñòâåííîãî æåëàíèÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ: ÷òî æå òàêîå Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà �
çàêîí èëè îïðåäåëåíèå?

×òî æå êàñàåòñÿ ôîðìóëèðîâêè Òð¼õ çàêîíîâ ìåõàíèêè Íüþòîíà íà ëàòèíñêîì
ÿçûêå, òî ÿ îáðàùàþñü ê íåé äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ñàêðàëüíîå ïðîèñõîæäå-
íèå ôèçè÷åñêîé ãåðìåíåâòèêè, ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà êîòîðîé ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå
ñîäåðæàíèå ýòîé êíèãè.

Ïåðåõîä èç ïðèâû÷íîãî ìèðà ýìïèðè÷åñêîé (ìàòåðèàëüíîé) äåéñòâèòåëüíîñòè
â êà÷åñòâåííî èíîé Ìèð Âûñøåé ðåàëüíîñòè ïîäîáåí âîñõîæäåíèþ îò ïåðåíàñåë¼í-
íûõ áåçáëàãîäàòíûõ ãîðîäñêèõ êâàðòàëîâ ê áëàãîäàòíûì âåðøèíàì âûñøåãî çíàíèÿ,
ñêðûòûõ îò ïîñòîðîííåãî âçãëÿäà ñëîåì îáëàêîâ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå
æåëàíèå ïåðåäàòü ÷èòàòåëþ âñþ ãàììó ÷óâñòâ, îõâàòûâàþùèõ ïåðâîîòêðûâàòåëÿ
ïðè âîñõîæäåíèè ê âûñøåìó çíàíèþ, ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ ñðåäñòâ (�îòñòóï-
ëåíèé è óêðàøåíèé�), âûõîäÿùèõ çà ðàìêè ñòðîãîé è ïî-ñâîåìó ñîâåðøåííîé è êðà-
ñèâîé ìàòåìàòèêè.
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Àííîòàöèÿ ê Ãëàâå 4

Ìåõàíèêà Íüþòîíà � öàðñêèé ïóòü â Òåîðèþ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû âîçíèêëî ïðè àíàëèçå Âòî-
ðîãî çàêîíà ìåõàíèêè Íüþòîíà.

×òîáû îáíàðóæèòü ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ëåæàùóþ â îñíîâàíèè ìåõàíèêè
Íüþòîíà, íåîáõîäèìî âçÿòü äâà òåëà i è k è äâà àêñåëåðàòîðà (�óñêîðèòåëÿ�)
α è β , íàïèñàòü ÷åòûðå óðàâíåíèÿ Íüþòîíà

miaαi = fα; miaβi = fβ; mkaαk = fα; mkaβk = fβ,
èñêëþ÷èòü èç íèõ ìàññû mi è mk è ñèëû fα è fβ è ïîëó÷èòü ñàêðàëüíîå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷åòûðüìÿ óñêîðåíèÿìè aαiaβk−aβiaαk = 0 , âèä êîòîðîãî íå
çàâèñèò îò âûáîðà òåë i è k è àêñåëåðàòîðîâ α è β .

Èç ýòîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò îïðåäåëåíèå ìàññû m(i, e) = aεe/aεi è ñèëû
f(α, ε) = aαe/aεe, åñëè â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî òåëà âçÿòü òåëî e , à â êà÷åñòâå
ýòàëîííîãî àêñåëåðàòîðà âçÿòü àêñåëåðàòîð ε .

Èìåÿ ìàòðèöó èçìåðÿåìûõ íà îïûòå óñêîðåíèé ||aαi||, ìîæíî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî ìàññà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à ñèëà � âåêòîðîì.

Èçìåðÿÿ íà îïûòå òðè óñêîðåíèÿ aαe, aβe è aα⊕β e, , ìîæíî óáåäèòüñÿ â
ñóùåñòâîâàíèè çàêîíà àääèòèâíîñòè ñèë fα + fβ = fα⊕β . Àíàëîãè÷íî, èçìåðÿÿ
íà îïûòå òðè óñêîðåíèÿ aεi, aεk è aε i⊕k ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè
çàêîíà àääèòèâíîñòè ìàññ mi + mk = mi⊕k .

Â ñëó÷àå ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùåéñÿ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà σ,
çíàÿ ìàòðèöó èçìåðÿåìûõ íà îïûòå óñêîðåíèé ||ãαi;σ|| , ìîæíî íàéòè ïîñòóïà-
òåëüíîå óñêîðåíèå íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà σ îòíîñèòåëüíî �ïåðâè÷íîé�
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà

bσ = −(ãαi;σ ãβk;σ − ãαk;σ ãβi;σ)/(ãαi;σ + ãβk;σ − ãαk;σ − ãβi;σ)
Îïèñàí ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïîçâîëÿþùèé óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî �ñèëà òÿ-

ãîòåíèÿ�, èìåÿ èíóþ ïðèðîäó, íå ñêëàäûâàåòñÿ ñ �íîðìàëüíîé� ñèëîé fα àêñåëå-
ðàòîðà α ; îíà âûçûâàåò ýôôåêò, ýêâèâàëåíòíûé èçìåíåíèþ óñêîðåíèÿ íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Â çàâåðøåíèå ïðèâîäèòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðîñòåéøåé ôèçè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2) è íà ïðèìåðå çàêîíà Íüþòîíà äà¼òñÿ ôèçè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.



Ãëàâà 4

Ìåõàíèêà Íüþòîíà � öàðñêèé ïóòü â òåîðèþ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

§ 1. Èñõîäíàÿ çàäà÷à.

Áåçóìíàÿ èäåÿ, êîòîðàÿ ëÿæåò â îñíîâó áóäóùåé ôóí-
äàìåíòàëüíîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè, áóäåò îñîçíàíèåì òî-
ãî, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò íåêîòîðûé ìàòåìàòè-
÷åñêèé îáðàç, ðàíåå íå ñâÿçûâàâøèéñÿ ñ ðåàëüíîñòüþ [4]

� Þ. È. Ìàíèí

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à, èç êîòîðîé âîçíèêëà Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
âûãëÿäåëà âåñüìà ñêðîìíî � âûÿñíèòü, â êàêîé ñòåïåíè Âòîðîé çàêîí ìåõàíè-
êè Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿåìûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì, à â
êàêîé îïðåäåëåíèåì ñèëû, ìàññû, èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ïðè ýòîì âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå èñõîäíûì ïîíÿòè-
ÿì (ñèëå, ìàññå, èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà), êîòîðûå, â îòëè÷èå îò òóìàí-
íûõ, ðàñïëûâ÷àòûõ è íåêîíñòðóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé, âðîäå �ìàññà � åñòü ìåðà
èíåðöèè, à ñèëà � ìåðà ìåõàíè÷åñêîãî äåéñòâèÿ� èëè �èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îò-
ñ÷¼òà � ýòî òàêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâû çàêîíû Íüþòîíà� [5], áûëè
áû êîíñòðóêòèâíû, ëîãè÷åñêè áåçóïðå÷íû è ïîçâîëèëè áû îïðåäåëèòü ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå ââîäèìûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóò¼ì.

Öåëü áûëà äîñòèãíóòà: âûÿñíèëîñü, ÷òî Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿåìûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì (â
ôîðìå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷åòûðüìÿ óñêîðåíèÿìè aαi, aαk, aβi, aβk , îòíîñÿùè-
ìèñÿ ê äâóì ïðîèçâîëüíûì òåëàì i è k è ê äâóì ïðîèçâîëüíûì àêñåëåðàòîðàì23

α è β , aαiaβk − aβiaαk = 0 ) è ñîäåðæèò â ñåáå òðè íåçàâèñèìûõ îïðåäåëåíèÿ
(îïðåäåëåíèå ñèëû, ìàññû è èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà).

Îäíàêî, êàê ýòî èíîãäà áûâàåò, íàðÿäó ñ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé, âåñüìà
÷àñòíîé çàäà÷è, áûëî ïîëó÷åíî íå÷òî ãîðàçäî áîëüøåå.

Îêàçàëîñü, ÷òî õîä ðàññóæäåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óäàëîñü ïîëó÷èòü èí-
äèâèäóàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó òåëà � ìàññó mi è àêñåëåðàòîðà � ñèëó fα , èñõî-
äÿ ëèøü èç âçàèìíûõ îòíîøåíèé ìåæäó íèìè, ìîæåò áûòü ïåðåíåñ¼í è íà äðóãèå
ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû. Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî çà òàêèì õîðîøî

23Ïîä àêñåëåðàòîðîì (óñêîðèòåëåì) ìû áóäåì ïîíèìàòü âñåâîçìîæíûå ïîëÿ èëè óñêîðÿþùèå
ìåõàíèçìû, ñîîáùàþùèå òåëàì îïðåäåë¼ííûå óñêîðåíèÿ.
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èçâåñòíûì åù¼ ñî øêîëû çàêîíîì, êàê Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ñòîèò öåëàÿ
íåèññëåäîâàííàÿ îáëàñòü ñàêðàëüíûõ (êîëëåêòèâíûõ, ñèñòåìíûõ) îòíîøåíèé
ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, ïîðîæäàþùèõ, â ÷àñòíîñòè,
ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå çàêîíû.

Âîçíèêøàÿ ïðè ýòîì òåîðèÿ, íàçâàííàÿ ìíîþÒåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, èñõîäèò èç õîðîøî èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è îñíîâíûõ óðàâíåíèé è
âûäåëÿåò èç íèõ íå÷òî îáùåå, óíèâåðñàëüíîå, ïðèñóùåå âñåì ôóíäàìåíòàëüíûì
ôèçè÷åñêèì çàêîíàì íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîé �ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû� èçó÷àå-
ìûõ îáúåêòîâ è èñïîëüçóåìûõ ïðè ýòîì èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ êàæäûì ôóíäàìåíòàëüíûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì òåñíî
ñâÿçàí îïðåäåë¼ííûé òèï óñòîé÷èâûõ îòíîøåíèé (ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îïðå-
äåë¼ííîãî ðàíãà), íå çàâèñÿùèé íè îò �ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû� èçó÷àåìîãî ôèçè-
÷åñêîãî îáúåêòà, íè îò âûáîðà èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà.

Ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû äå-
ëàåò âîçìîæíûì èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ äî èõ êîíêðåòíîé
ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ïîäîáíî òîìó êàê àáñòðàêòíûå ìåòîäû ýëåìåíòàðíîé
àëãåáðû ïîçâîëÿþò íà áóìàãå ðåøàòü êîíêðåòíûå øêîëüíûå çàäà÷è, âçÿòûå èç
ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, íå ïðèáåãàÿ ê àíàëèçó ýòîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

Èìåííî Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ãëóáîêîå åäèí-
ñòâî ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè. Îïèðàÿñü íà ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå
â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå, âíåøíå íå ïîõîæèå äðóã íà
äðóãà ðàçäåëû ôèçèêè, êàê ìåõàíèêà, ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ôå-
íîìåíîëîãè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ðàâíîâåñíàÿ
òåðìîäèíàìèêà êàê áû âûðàñòàþò èç åäèíîãî êîðíÿ, ðåàëèçóÿ òåì ñàìûì ôèçè-
÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàçëè÷íûõ ðàíãîâ [7].

Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû âîçíèêëî
ïðè àíàëèçå Âòîðîãî çàêîíà ìåõàíèêè Íüþòîíà, ðàññìîòðèì åãî áîëåå ïîäðîáíî.

§ 2. Çàêîí Íüþòîíà � çàêîí èëè îïðåäåëåíèå?
Îáùåïðèçíàííûå ìíåíèÿ è òî, ÷òî êàæäûé ñ÷èòàåò

äàâíî ðåø¼ííûì, ÷àùå âñåãî çàñëóæèâàþò èññëåäîâàíèé.
� Ã. Ê.Ëèõòåíáåðã

Ýòî íà÷àëîñü áîëåå ñîðîêà ëåò òîìó íàçàä. Â 1957 ãîäó ïîñëå îêîí÷àíèÿ àñïè-
ðàíòóðû ÌÃÓ ÿ îêàçàëñÿ â Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå. Êîãäà
ìíå ïðåäëîæèëè ïðî÷èòàòü êóðñ ìåõàíèêè, ÿ çàäóìàëñÿ íàä å¼ îñíîâàìè: ÷òî òà-
êîå Çàêîí Íüþòîíà � çàêîí èëè îïðåäåëåíèå? ÷òî òàêîå ìàññà? ÷òî òàêîå ñèëà?
÷òî òàêîå èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò? Î òîì, êàê óäàëîñü ìíå îòâåòèòü
íà ýòè âîïðîñû, êàê ðàç è ðàññêàçûâàåòñÿ â ýòîé ãëàâå.

Íà÷í¼ì ñ ïîíÿòèÿ �ôèçè÷åñêîãî çàêîíà�. Ïîâîäîì äëÿ òàêîãî àíàëèçà ñëóæèò
òà íåîïðåäåë¼ííîñòü, êîòîðàÿ äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ ïðè òðàêòîâêå ôóíäàìåíòàëü-
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íîãî çàêîíà ìåõàíèêè � çàêîíà Íüþòîíà

ma = f (1)

çàêîíà Îìà
I =

U

R
, (2)

èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè

F = qE (3)

è öåëîãî ðÿäà äðóãèõ ïîäîáíûõ ñîîòíîøåíèé: ÿâëÿåòñÿ ëè êàæäîå èç âûïèñàí-
íûõ ñîîòíîøåíèé �ôèçè÷åñêèì çàêîíîì� èëè îïðåäåëåíèåì, ñîîòâåòñòâåííî, ñè-
ëû f , ñîïðîòèâëåíèÿ R , íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ?

Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèõ ïðîáëåì íå âîçíèêàåò, êîãäà ðå÷ü èä¼ò î çàâèñèìî-
ñòè, íàïðèìåð, äàâëåíèÿ ðåàëüíîãî ãàçà p îò åãî îáú¼ìà V è òåìïåðàòóðû T .
Çäåñü ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî èìååò ìåñòî ïðîñòåéøèé �ôèçè÷åñêèé çàêîí� � ñâÿçü
ìåæäó òðåìÿ íåçàâèñèìî îïðåäåë¼ííûìè, èçìåðÿåìûìè íà îïûòå ôèçè÷åñêèìè
âåëè÷èíàìè pi , Vi è Ti , îòíîñÿùèìèñÿ ê ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì i ðåàëüíîãî
ãàçà

pi = p (Vi, Ti).

Êîãäà æå ðå÷ü çàõîäèò î çàêîíå Íüþòîíà (1) èëè î ñîîòíîøåíèÿõ (2) è (3), ñèòó-
àöèÿ ñèëüíî îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, õîðîøî îïðåäåë¼ííûìè è èç-
ìåðÿåìûìè íà îïûòå âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü óñêîðåíèå a â ïåðâîì ñëó÷àå,
ñèëà òîêà I � âî âòîðîì è ñèëà F , äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä q â ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëå E � â òðåòüåì 24.

×òî æå êàñàåòñÿ ñèëû f è ìàññû m â ïåðâîì ñëó÷àå, ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
U è ñîïðîòèâëåíèÿ R � âî âòîðîì, çàðÿäà q è íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ E � â òðåòüåì, òî âîïðîñ îá èõ íåçàâèñèìîì îïðåäåëåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íå òàêèì ïðîñòûì, êàê ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä.

Âîò ÷òî ïèñàë ïî ïîâîäó èçëîæåíèÿ ìåõàíèêè Ãåíðèõ Ãåðö: �Êàæåòñÿ ïî-
÷òè íåâîçìîæíîé ñàìà ìûñëü èñêàòü ëîãè÷åñêèå íåñîâåðøåíñòâà â ñèñòåìå, êî-
òîðàÿ ðàçðàáîòàíà ëó÷øèìè óìàìè. Íî ïðåæäå ÷åì îòêàçàòüñÿ îò äàëüíåéøåãî
èññëåäîâàíèÿ, ñëåäóåò ñïðîñèòü, âñå ëè, â òîì ÷èñëå è ëó÷øèå óìû, áûëè óäîâëå-
òâîðåíû ýòîé ñèñòåìîé. . . Ïî ìîåìó ìíåíèþ, ïðåæäå âñåãî íóæíî óêàçàòü íà òî,
÷òî êàê ðàç ââåäåíèå â ìåõàíèêó î÷åíü òðóäíî èçëàãàòü âäóì÷èâûì ñëóøàòåëÿì,
íå îùóùàÿ ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòè òî òóò, òî òàì ïðèíîñèòü ýòèì ñëóøàòåëÿì,
êîíå÷íî, íå áåç íåêîòîðîãî ñìóùåíèÿ, èçâèíåíèÿ è íå èñïûòûâàÿ æåëàíèÿ ïî-
áûñòðåå ïåðåéòè îò ââåäåíèÿ ê ïðèìåðàì, êîòîðûå ãîâîðÿò ñàìè çà ñåáÿ� [6].

Ñòàðàÿñü îáúÿñíèòü, ïî÷åìó Ãåðö íå áûë óäîâëåòâîð¼í èçëîæåíèåì ìåõàíèêè
â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, Àíðè Ïóàíêàðå ïèñàë: �Ïðåæäå âñåãî ìû îêà-
çûâàåìñÿ ïåðåä òðóäíîñòÿìè, êîãäà õîòèì äàòü îïðåäåëåíèå îñíîâíûì ïîíÿòèÿì.
×òî òàêîå ìàññà? �Ýòî, � îòâå÷àåò Íüþòîí, � ïðîèçâåäåíèå îáú¼ìà íà ïëîòíîñòü�.

24Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì (èåðàðõè÷åñêîì) ïîñòðîåíèè ôèçèêè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ýëåê-
òðîñòàòèêå ïîíÿòèå ñèëû çàèìñòâóåòñÿ èç ìåõàíèêè, ãäå îíî óæå îïðåäåëåíî. Ïîýòîìó â çàêîíå
F = qE ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèëó F êàê õîðîøî îïðåäåë¼ííóþ âåëè÷èíó.
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� �Ëó÷øå áûëî áû ñêàçàòü, � îòâå÷àþòÒîìñîí èÒýò, � ÷òî ïëîòíîñòü åñòü êîëè-
÷åñòâî ìàññû â åäèíèöå îáú¼ìà�. � ×òî òàêîå ñèëà? �Ýòî, � ñêàæåò Ëàãðàíæ, �
ïðè÷èíà, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèò äâèæåíèå òåëà èëè êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ïðîèçâåñòè
äâèæåíèå�. � �Ýòî, � îòâå÷àåò Êèðõãîô, � ïðîèçâåäåíèå ìàññû íà óñêîðåíèå�.
Íî òîãäà ïî÷åìó íå ñêàçàòü, ÷òî ìàññà åñòü êîëè÷åñòâî ñèëû, ðàññ÷èòàííîé íà
åäèíèöó óñêîðåíèÿ? Ýòè çàòðóäíåíèÿ íåïðåîäîëèìû. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ñèëà
åñòü ïðè÷èíà äâèæåíèÿ, � ýòî ìåòàôèçèêà, è ýòî îïðåäåëåíèå, åñëè áû ïðèøëîñü
äîâîëüñòâîâàòüñÿ èì, îêàçàëîñü áû ñîâåðøåííî áåñïëîäíûì. ×òîáû îïðåäåëåíèå
ìîãëî áûòü ïîëåçíûì, îíî äîëæíî íàó÷èòü èçìåðÿòü ñèëó; âïðî÷åì, ýòîãî äîñòà-
òî÷íî, íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè, ÷òîáû îíî îáúÿñíÿëî, ÷òî òàêîå ñèëà â ñåáå è
÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé èëè ñëåäñòâèåì äâèæåíèÿ. Èòàê, ìû âîçâðàùàåìñÿ
ê îïðåäåëåíèþ Êèðõãîôà: �ñèëà ðàâíà ìàññå, óìíîæåííîé íà óñêîðåíèå�.
Íà ýòîò �çàêîí Íüþòîíà� ïåðåñòàþò, â ñâîþ î÷åðåäü, ñìîòðåòü êàê íà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûé çàêîí, îí ñòàíîâèòñÿ òîëüêî îïðåäåëåíèåì. Íî ýòî îïðåäåëåíèå òàêæå
íåäîñòàòî÷íî, ïîòîìó ÷òî ìû íå çíàåì, ÷òî òàêîå ìàññà. . . Íå îñòà¼òñÿ íè÷åãî, è
íàøè óñèëèÿ áûëè áåñïëîäíû, � ìû îêàçàëèñü ïåðåä íåîáõîäèìîñòüþ ïðèáåãíóòü
ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ, êîòîðîå, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàíèåì íàøåãî
áåññèëèÿ: ìàññû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå óäîáíî ââîäèòü
â âû÷èñëåíèÿ (ñì. [8]. � Þ.Ê.). . .Ìû äîëæíû ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ïîìî-
ùè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû íåâîçìîæíî äàòü óäîâëåòâîðèòåëüíóþ èäåþ î ñèëå è
ìàññå� [10].

Èòàê, òðóäíîñòè, âîçíèêøèå ïðè ïîïûòêå ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ìàñ-
ñû, ñèëû, èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Êàê ïî-
êàçàëè ðàáîòû Ãåðöà, Êèðõãîôà, Ãåëüìãîëüöà, Ïóàíêàðå, ýòè òðóäíîñòè íîñÿò
ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð. Äëÿ èõ ïðåîäîëåíèÿ íåîáõîäèìî âûéòè çà ðàìêè
ñóùåñòâóþùåé ïàðàäèãìû. Íî ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, íåîáõîäèìî ñîçäàòü íîâóþ
êîíöåïòóàëüíóþ ñèñòåìó, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæàëè áû íîâûå êîíñòðóêòèâ-
íûå ïîíÿòèÿ è ïðèíöèïû.

Îáðàòèìñÿ ê èñòîêàì ýòîé êîíöåïòóàëüíîé ñèñòåìû è ïîïûòàåìñÿ ïî-íîâîìó
âçãëÿíóòü íà õîðîøî èçâåñòíûé âñåì åù¼ ñî ñðåäíåé øêîëû Âòîðîé çàêîí ìå-
õàíèêè Íüþòîíà, ðàññìîòðåíèå êîòîðîãî ñ íîâîé è íåîæèäàííîé òî÷êè çðåíèÿ
ïðèâåëî ìåíÿ â 1961 ãîäó ê ôîðìóëèðîâêå îáùåãî ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåò-
ðèè, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [9], [11].

§ 3. Òðóäíîñòè îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ
ïîíÿòèé ìåõàíèêè.

Ïî-âèäèìîìó, âñåì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå, äîñòàòî÷íî âäóì÷èâîå èçó-
÷åíèå îñíîâàíèé ìåõàíèêè, íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè â ïîíè-
ìàíèè å¼ èñõîäíûõ ïðèíöèïîâ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî â òðàäèöèîí-
íîé ôîðìóëèðîâêå Âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà: �Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
ïðîèçâåäåíèå óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà å¼ ìàññó ðàâíî ïî âåëè÷èíå è
íàïðàâëåíèþ äåéñòâóþùåé íà íå¼ ñèëå�, ââîäèòñÿ äàëåêî íå òðèâèàëüíîå ïîíÿ-
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òèå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òðåìÿ ôèçè-
÷åñêèìè âåëè÷èíàìè � óñêîðåíèåì, ìàññîé è ñèëîé, äâå ïîñëåäíèå èç êîòîðûõ
ïðåäâàðèòåëüíî íå îïðåäåëåíû.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ýòè òðóäíîñòè ÷àñòî âîñïðèíèìàþòñÿ, êàê íå ïðèíöèïè-
àëüíûå, ñâÿçàííûå ïðîñòî ñ ýëåìåíòàðíîé ìàíåðîé èçëîæåíèÿ, è ëåãêî óñòðàíè-
ìûå ïðè äîñòàòî÷íî àêêóðàòíûõ ôîðìóëèðîâêàõ íà êàêîì-òî áîëåå ñîâðåìåííîì
óðîâíå. Íî ýòî çàáëóæäåíèå, èáî âîñõîæäåíèå íà òàêîãî ðîäà óðîâåíü òðåáóåò
îñîáîé ðàáîòû ìûñëè, òåì áîëåå, ÷òî ýòîò óðîâåíü íåîáõîäèìî åù¼ âîññîçäàòü.

Òðóäíîñòè îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìåõàíèêè áûëè èçâåñòíû êàê ñà-
ìîìó Íüþòîíó, òàê è áîëåå ïîçäíèì àâòîðàì. Îäíàêî òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå
îñíîâàíèé ìåõàíèêè íà÷àëîñü ëèøü â ñåðåäèíå ïîçàïðîøëîãî XIX âåêà. Íà÷è-
íàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ïðèíöèïû íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè ñòàíîâÿòñÿ ïðåäìåòîì
êðèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé òàêèõ ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ êàê Ñåí-Âåíàí, Ìàõ,
Êèðõãîô, Ãåðö è Ïóàíêàðå. Ïðîâîçãëàñèâ èäåþ ñâåä�åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïîíÿòèé
ê êèíåìàòè÷åñêèì, îíè ìíîãî ñäåëàëè äëÿ óñòðàíåíèÿ èç íüþòîíîâñêîé ìåõà-
íèêè âñåé òîé ìåòàôèçèêè, êîòîðàÿ ñ ñ�àìîãî íà÷àëà áûëà ñâÿçàíà ñ îñíîâíûìè
ïîíÿòèÿìè ìåõàíèêè.

Òåì íå ìåíåå, ñèòóàöèÿ, ñëîæèâøàÿñÿ ê íà÷àëó äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ, îêàçà-
ëàñü äàëåêî íå ïðîñòîé. Ýòî õîðîøî ïîíèìàëè ó÷¼íûå òîãî âðåìåíè, è ïðîáëåìà
òðàêòîâêè çàêîíîâ Íüþòîíà è îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ìàññû, ñèëû è èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïî-ïðåæíåìó ïðîäîëæàëà îñòàâàòüñÿ ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåí-
íûõ äèñêóññèé â ñïåöèàëüíûõ æóðíàëàõ è íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ.

Áëåñòÿùèå óñïåõè è íå ìåíåå çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè íîâåéøåé ôèçèêè çà-
ñëîíèëè ýòó ñòàðóþ ïðîáëåìó. Íî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îíà íå ñòîèò â öåíòðå
âíèìàíèÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè, åù¼ íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ïðîáëåìà èñ÷åðïàëà ñå-
áÿ. Íàïðîòèâ, ìû äîëæíû ïðèçíàòü, ÷òî ôóíäàìåíò ñîâðåìåííîé ôèçèêè, îñíîâ-
íûå å¼ ïîíÿòèÿ è ïðèíöèïû äî ñèõ ïîð îïóòàíû ñåðü¼çíûìè íåîïðåäåë¼ííîñòÿìè
è ïðèâîäÿùèìè â ñìóùåíèå òðóäíîñòÿìè, íå ïðåîäîë¼ííûìè äî ñèõ ïîð.

Òàê, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñ ìîìåíòà ôîðìóëèðîâêè Âòîðîãî çàêîíà Íüþòî-
íà (1687) ïðîøëî áîëåå òð¼õñîò ëåò, äî ñèõ ïîð íåò îêîí÷àòåëüíîé ÿñíîñòè ïî
ñëåäóþùèì âîïðîñàì:

÷òî òàêîå ìàññà?
÷òî òàêîå ñèëà?
â êàêîé ñòåïåíè Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì (ìàññû? ñè-

ëû? èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà?), à â êàêîé � îïûòíûì ôàêòîì?
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âîïðîñ î òîì, ÷òî òàêîå ìàññà? Âñå èçâåñòíûå ïîïûò-

êè ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ìàññû íå ïðèâåëè êî ñêîëüêî-íèáóäü óäîâëåòâîðèòåëü-
íîìó ðåøåíèþ ïðîáëåìû, òàê êàê âñå ðàññìîòðåííûå ðàíåå îïðåäåëåíèÿ ëèáî
îñíîâàíû íà ïîíÿòèè ñèëû êàê ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîíÿòèÿ, ëèáî ïðåäïîëàãàþò ñó-
ùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî äèíàìè÷åñêîãî çàêîíà, ÿâíî èëè íåÿâíî èñïîëüçóþùåãî
ïîíÿòèå ñèëû. Ê ýòîìó ñëåäóåò äîáàâèòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåîïðåäåë¼í-
íîñòüþ ïîíÿòèÿ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. �Ìû ïîëó÷àåì íàøè çíàíèÿ î
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ñèëàõ, � çàìå÷àåò Óàéòõåä, � èìåÿ íåêîòîðóþ òåîðèþ ìàññû, à íàøå çíàíèå ìàññû
ìû èìååì íà îñíîâàíèè íåêîòîðîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî ñèëû� [12].

Ìíîãî÷èñëåííûå íåóäà÷íûå ïîïûòêè ëîãè÷åñêè ïîñëåäîâàòåëüíîé ôîðìóëè-
ðîâêè íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè, êàçàëîñü áû, ïîäòâåðæäàþò ýòó òî÷êó çðåíèÿ.
Òàê, àíàëèçèðóÿ ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âîïðîñà î òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå çàêîíîâ
Íüþòîíà, èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò ïî èñòîðèè ôèçèêè Ìàêñ Äæåììåð ïèøåò: �Õî-
òÿ íüþòîíîâñêàÿ ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé òåîðèåé, êàêóþ ôèçèêà êîãäà-
ëèáî ñîçäàâàëà, è õîòÿ äëÿ îáû÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñðåäíèõ ìàñøòàáîâ
ìåõàíèêà Íüþòîíà â âûñøåé ñòåïåíè ñïðàâåäëèâà, òåì íå ìåíåå å¼ ëîãè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà íå ïîääà¼òñÿ ïîïûòêàì ïîëíîãî ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, åñëè äîïóñòèòü,
÷òî òàêîé àíàëèç ïðåäïîëàãàåò ÿâíîå îïðåäåëåíèå ñîäåðæàâøèõñÿ â ýòîé ñòðóê-
òóðå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé� [13].

Îäíàêî, ê ñ÷àñòüþ, òàêàÿ ïåññèìèñòè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäè-
ìîìó, îøèáî÷íîé. Â ýòîé êíèãå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà Âòîðîãî çàêî-
íà Íüþòîíà, ïîçâîëÿþùàÿ ðàññìàòðèâàòü ìåõàíèêó êàê çàêîí÷åííóþ êîíöåïòó-
àëüíóþ ñèñòåìó, îáëàäàþùóþ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíüþ ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ñòðîãîñòè.

§ 4. Î ïåðâè÷íûõ íåîïðåäåëÿåìûõ ïîíÿòèÿõ ìåõàíèêè.

Èòàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðèíöèïîì ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, ìû, ïðåæ-
äå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü òîò èëè èíîé ôèçè÷åñêèé çàêîí, äîëæíû óêàçàòü:

ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íà êîòîðîì îïðåäåë¼í ýòîò çàêîí, è
ýêñïåðèìåíòàëüíóþ îïåðàöèþ µ , ðåàëèçóþùóþ ýòîò çàêîí ïóò¼ì ñîïîñòàâ-

ëåíèÿ êàæäîé ïàðå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ (α, i) îïðåäåë¼ííîãî âåùåñòâåííîãî
÷èñëà � ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû a(µ)αi .

Åñëè ðå÷ü èä¼ò î çàêîíàõ ìåõàíèêè, òî ñðåäè ìíîæåñòâ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ îñîáîå çíà÷åíèå èãðàþò äâà:

ìíîæåñòâî òåë M è
ìíîæåñòâî àêñåëåðàòîðîâ25 N .
Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïîíÿòèå �òåëî� è �àêñåëåðàòîð� ââîäÿòñÿ íàìè â òåî-

ðèþ êàê ïåðâîíà÷àëüíûå, èíòóèòèâíî ÿñíûå ïîíÿòèÿ. Ìû íå ìîæåì äàòü èì
êàêèå-ëèáî ðàçóìíûå îïðåäåëåíèÿ, íå ðèñêóÿ âïàñòü â òàâòîëîãèþ (íàïðèìåð,
�òåëî � ýòî îòäåëüíûé ïðåäìåò�); åäèíñòâåííîå, ÷òî ìû ìîæåì ñäåëàòü, ýòî óêà-
çàòü íà ðåàëüíûå îáúåêòû è ñêàçàòü: �Âîò ýòî è ýòî � òåëà, à ýòî � àêñåëåðàòî-
ðû�.

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñòîëü òóìàííîå îïðåäåëåíèå èñ-
õîäíûõ ïîíÿòèé íåìèíóåìî äîëæíî ïðèâåñòè ê íåèçáåæíîé íåêîððåêòíîñòè â
ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Íî, ê ñ÷àñòüþ, ýòîãî íå ïðîèñõî-
äèò. Äåëî â òîì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìè ïîíÿòèÿ �òåëî� è �àêñåëåðàòîð�
îñòàþòñÿ íåîïðåäåë¼ííûìè, ìîæíî äàòü ïðåäåëüíî ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèþ

25Ïîä àêñåëåðàòîðîì ìû áóäåì ïîíèìàòü âñåâîçìîæíûå ìåõàíèçìû è ïîëÿ, ñîîáùàþùèå
òåëàì ðàçëè÷íûå óñêîðåíèÿ.
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îòíîøåíèé, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ òåëà è àêñåëåðàòîðû, è íà óðîâíå êîòîðûõ êàê
ðàç è âîçíèêàþò ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ � ìàññà è ñèëà.

Òàêèì îáðàçîì, íå èìåÿ âîçìîæíîñòè äàòü ñîäåðæàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ òåð-
ìèíàì, îáîçíà÷àþùèì ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû (òåëà, àêñåëåðàòîðû è ò.ï.)
ìû, òåì íå ìåíåå, ìîæåì è îáÿçàíû äàòü ïðåäåëüíî ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ îñíîâ-
íûì ôèçè÷åñêèì ïîíÿòèÿì � ìàññå, ñèëå, èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ýòî
íåîáõîäèìî ñäåëàòü, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñ¼ çäàíèå ôèçèêè, è, â ÷àñò-
íîñòè, ìåõàíèêè, îêàçàëîñü áû ïîñòðîåííûì íà ïåñêå [14].

Îáðàùàÿñü ê ýêñïåðèìåíòàëüíîé îïåðàöèè µ , ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîìó òå-
ëó i è êàæäîìó àêñåëåðàòîðó α îïðåäåë¼ííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a(µ)αi , ìû
ñòàëêèâàåìñÿ ñ òîé æå ïðîáëåìîé � ìîæíî ëè àïðèîðè, íè÷åãî íå çíàÿ íè î òå-
ëàõ, íè îá àêñåëåðàòîðàõ, óçíàòü, ÷òî ýòî çà îïåðàöèè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòî
íåâîçìîæíî; íèêàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ íå â ñîñòîÿíèè ïðåäóãàäàòü ýòó
ýìïèðè÷åñêóþ ïðîöåäóðó. È èìåííî çäåñü, â ïîèñêàõ èçìåðèòåëüíîé îïåðàöèè,
îòðàæàþùåé çàêîíîìåðíîñòè îòíîøåíèé ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè (ìåæ-
äó òåëàìè è àêñåëåðàòîðàìè, â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå) äîëæíà ïðîÿâèòüñÿ
èíòóèöèÿ ôèçèêà, îòêðûâàþùåãî òîò èëè èíîé ôèçè÷åñêèé çàêîí.

Äîëæåí ðîäèòüñÿ ãåíèé, òàêîé êàê Ãàëèëåé èëè Íüþòîí, ÷òîáû ñêàçàòü:
�Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì òåë è ìíîæåñòâîì
àêñåëåðàòîðîâ íåîáõîäèìî âçÿòü, âîïðåêè Àðèñòîòåëþ, íå ñêîðîñòü, à óñêîðåíèå�.

×åðåç äâåñòè òðèäöàòü ëåò äðóãîé ãåíèé � Ýéíøòåéí � âíåñ¼ò ïîïðàâêó:
�Â êà÷åñòâå ýòîé õàðàêòåðèñòèêè íóæíî âçÿòü íå îáû÷íîå òð¼õìåðíîå óñêîðåíèå
aν = dvν

dt
, à îáùåêîâàðèàíòíîå 4-óñêîðåíèå

a(α, i)n = gnm
dum

dτ
+ Γn,mlu

mul,

êîòîðîå, òàê æå êàê è aν , ìîæåò áûòü èçìåðåíî íà îïûòå, òî åñòü âûðàæåíî
÷åðåç òð¼õìåðíûå ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ�.

Óòî÷íèëàñü, èçìåíèëàñü â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìà-
òèêè èçìåðèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà

∗
µ , íî ñóòü îñíîâíîãî çàêîíà ìåõàíèêè, êàê ìû

óâèäèì íèæå, îñòàëàñü òîé æå.

§ 5. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû è èõ åäèíèöû.

Òî, ÷òî â ïåðâóþ î÷åðåäü îòëè÷àåò òåîðåòè÷åñêóþ ôèçèêó îò ìàòåìàòèêè,
ýòî øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí � äëèíû, âðåìåíè, ñêîðîñòè,
óñêîðåíèÿ, òåìïåðàòóðû, ñèëû, ìàññû, ýíåðãèè è ò.ä. � è ñîîòâåòñòâóþùèõ åäè-
íèö � ìåòðà, ñåêóíäû, ìåòðà â ñåêóíäó, ìåòðà íà ñåêóíäó â êâàäðàòå, êåëüâèíà,
íüþòîíà, êèëîãðàììà, äæîóëÿ è ò.ä.

×òî æå òàêîå ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà?
Ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò ïðåæäå âñåãî îò ñàìîã�î ôèçè÷åñêîãî

îáúåêòà i è îò ñîîòâåòñòâóþùåé èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðû σ , ïîçâîëÿþùåé
âûÿâèòü òå èëè èíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà.
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Îáû÷íî, èìåÿ ïåðåä ñîáîé ïðîñòåéøóþ, íàãëÿäíóþ îïåðàöèþ èçìåðåíèÿ äëè-
íû ñòåðæíÿ, òðàêòóþò ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû êàê
ïðîöåäóðó �îòêëàäûâàíèÿ� ýòàëîííîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà e íà èçìåðÿåìîì
îáúåêòå i [15]. Ýòó îïåðàöèþ åù¼ ìîæíî êàê-òî ïðåäñòàâèòü è îñóùåñòâèòü â
ñëó÷àå èçìåðåíèÿ äëèíû, ñëîæíåå � ïëîùàäè, è óæå ñ áîëüøèì òðóäîì � îáú¼ìà.

Íî ÷òî çíà÷èò �îòëîæèòü� ýòàëîííîå ñîñòîÿíèå íà èçìåðÿåìîå ñîñòîÿíèå òîãî
èëè èíîãî ôèçè÷åñêîãî òåëà â ñëó÷àå èçìåðåíèÿ åãî òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòè
èëè íàìàãíè÷åííîñòè? Êàê, íàïðèìåð, �îòëîæèòü� îäèí ãðàäóñ Êåëüâèíà íà
ñîñòîÿíèå íàãðåòîãî òåëà?

Äåëî â òîì, ÷òî ïðè áîëåå ñòðîãîì ðàññìîòðåíèè ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ ñ
òî÷êè çðåíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî óíèâåðñàëüíûé àë-
ãîðèòì èçìåðåíèÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ íà-
ãëÿäíûì �îòêëàäûâàíèåì� ýòàëîíà.

Ïðîöåññ èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå öåëî-
ãî ìíîæåñòâà

S = {σ, λ, . . .}
ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé êîíñòðóêöèè ïðèáîðîâ ñ ðàçëè÷íûìè ðàâíîìåðíûìè øêàëà-
ìè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçìåðåíèÿ îäíîé è òîé æå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðè-
âàåìîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà i .

Ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íå÷èñëîâûõ ïå-
ðåìåííûõ:

ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà i ∈ M

è ñîîòâåòñòâóþùåãî èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà σ ∈ S , òî åñòü

a : S × M −→ IR

( σ, i ) 7−→ aσ (i)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ïðèáîð σ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ôè-
çè÷åñêîìó îáúåêòó i ÷èñëî aσ (i) , íàçûâàåìîå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé ôèçè÷å-
ñêîãî îáúåêòà i .

Ìåæäó ìíîæåñòâîì ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ M è ìíîæåñòâîì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ S èìåþò ìåñòî âïîëíå îïðåäåë¼ííûå óñòîé÷è-
âûå îòíîøåíèÿ, íàõîäÿùèå ñâî¼ âûðàæåíèå â ôàêòå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòåéøåé
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷åòûðå
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû

aσ (i), aσ (k) è aλ (i), aλ (k),

îòíîñÿùèåñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì ôèçè÷åñêèì îáúåêòàì i è k è ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå äâóõ èçìåðèòåëüíûõ îïåðàöèé σ è λ , ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðî-
ñòåéøèì ñîîòíîøåíèåì:∣∣∣∣

aσ (i) aσ (k)
aλ (i) aλ (k)

∣∣∣∣ = aσ (i) aλ (k) − aσ (k) aλ (i) = 0

èëè
aσ (i)

aσ (k)
=

aλ (i)

aλ (k)
= . . . = a (k, i),
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òî åñòü îòíîøåíèå äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí aσ (i)
aσ (k)

= a (k, i) íå çàâèñèò îò âû-
áîðà èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà σ .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

aσ (i) = aσ (k) · a (k, i). (4)

Åñëè ñðåäè âñåõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ê ìíîæåñòâó M âû-
áðàòü îäèí îáúåêò

e ∈ M

è íàçâàòü åãî ýòàëîííûì ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì, òî ðàâåíñòâî (4) ïðèîáðåò¼ò
âèä:

aσ (i) = aσ (e) · a (e, i). (5)
Èòàê, ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà aσ (i) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé aσ (e) è a (e, i) .
Ïåðâàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ aσ (e) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó

ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà e , ïðèíÿòîãî â êà÷åñòâå ýòàëîíà. Ïî òðàäèöèè ýòà ÷èñëî-
âàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ �åäèíèöåé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû� è îáîçíà÷àåòñÿ òàê
[16] [ñòð. 12]:

aσ (e) = [ e ]σ.

Îíà êàê áû âáèðàåò â ñåáÿ �íåíóæíóþ� ïåðåìåííóþ � ïðîèçâîëüíóþ èçìåðè-
òåëüíóþ îïåðàöèþ σ , äåëàÿ òåì ñàìûì âåëè÷èíó a (e, i) èíâàðèàíòíîé îòíî-
ñèòåëüíî âûáîðà îïåðàöèè σ .

Ïî òðàäèöèè ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ a (e, i) íàçûâàåòñÿ �÷èñëåííûì çíà÷åíèåì
ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà i ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå ýòàëîíà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà e
è îáîçíà÷àåòñÿ òàê [17] [ñòð. 12]

a (e, i) = { a }.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (5) â òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

aσ = [ e ]σ · { a }. (6)
Â ñëó÷àå, åñëè ýòàëîííûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò e � �ñàíòèìåòð� è a (ñì, i) = 12 ,
òî ðàâåíñòâî (6) ïðèìåò çíàêîìûé åù¼ èç ñðåäíåé øêîëû âèä:

`σ = ñìσ · 12 èëè ` = 12 ñì.

Ïî òðàäèöèè, èäóùåé îò íàãëÿäíîé ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ äëèíû ñòåðæíÿ
ïóò¼ì îòêëàäûâàíèÿ íà í¼ì ñòåðæíÿ, ïðèíÿòîãî çà ýòàëîí, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åäèíè-
öà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì,
ïðèíÿòûì â êà÷åñòâå ýòàëîíà. Íî åñëè ýòî òàê, òî åäèíèöà ñêîðîñòè äîëæíà
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ îòðåçêà åäèíè÷íîé äëèíû íà ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè ñîáûòèÿìè, ïðèíÿòûìè çà ýòàëîí,
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íàïîìèíàÿ ïðè ýòîì íå÷òî íåñóðàçíîå òèïà ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ïèðîãà íà ñàïîãè.
Èòàê, óñòàíîâëåíèå ÷èñëîâîé ïðèðîäû ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû aσ (i) è å¼ åäè-

íèöû aσ (e) ñíèìàåò ìíîãèå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâ-
íåíèé, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå çàêîíû, à èìåííî:

• îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ �èìåíîâàííûõ ÷èñåë�, èìåþùèõ ÿêîáû
êàêóþ-òî îñîáóþ íå÷èñëîâóþ ïðèðîäó;

• äåëàåò âîçìîæíûì îñóùåñòâëÿòü ñ åäèíèöàìè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îáû÷-
íûå îïåðàöèè � óìíîæåíèå è äåëåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå
êîðíÿ 26.

• ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü è íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ôèçè-
÷åñêîãî çàêîíà â âèäå, èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî âûáîðà ýòàëîíîâ e è ïðîöå-
äóðû èçìåðåíèÿ σ .

Â ÷¼ì æå ñîñòîèò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ìåõàíèêè è, ïðåæäå âñåãî, ìåõàíèêè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè?

×òîáû ïîíÿòü ýòî, íà÷í¼ì ñ õîðîøî èçâåñòíîãî åù¼ èç ñðåäíåé øêîëû Âòî-
ðîãî çàêîíà Íüþòîíà.

§ 6. Ôóíäàìåíòàëüíûé îïûòíûé ôàêò, ëåæàùèé
â îñíîâàíèè ìåõàíèêè.

Â ÷¼ì æå ñîñòîèò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ìåõàíèêè, è ïðåæäå âñåãî, ìåõàíèêè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè?

×òîáû ïîíÿòü ýòî, íà÷í¼ì ab ovo.
Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà: M � ìíîæåñòâî òåë i, k, · · · , l, · · · è N �

ìíîæåñòâî àêñåëåðàòîðîâ α, β, · · · , γ, · · · .
Àêñåëåðàòîð α , äåéñòâóÿ íà òåëî i , ñîîáùàåò åìó óñêîðåíèå aαi . Åñëè

ðàññìîòðåòü äåéñòâèå âñåõ àêñåëåðàòîðîâ èç N íà âñå òåëà èç M , òî ìíîæåñòâî
âñåõ ïîëó÷åííûõ ïðè ýòîì óñêîðåíèé aαi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé

26×òî æå êàñàåòñÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ, òî â íèõ, â ñèëó ñïåöèôèêè ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí, ïðîñòî íåò íåîáõîäèìîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû âîçíè-
êàþò â ðåçóëüòàòå ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ M è ìíîæåñòâîì èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ S , â îñíîâàíèè êîòîðûõ ëåæèò ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2), îáåñïå÷èâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòîâ
a (e, i) = aσ (i)

aσ (e) = . . . = aλ (i)
aλ (e) , íå çàâèñÿùèõ îò ñëó÷àéíîãî âûáîðà òîé èëè èíîé èçìåðèòåëüíîé

îïåðàöèè σ . Äðóãèìè ñëîâàìè, ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, èìåÿ ÷èñëîâóþ ïðèðîäó, îáëàäàåò åù¼
îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì: îòíîøåíèå äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
âûáîðà êîíêðåòíîé èçìåðèòåëüíîé îïåðàöèè.
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ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû


a


 =




aαi aαk · · · aαl · · ·
aβi aβk · · · aβl · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aγi aγk · · · aγl · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




(7)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ìàòðèöå çàëîæåíà âñÿ èíôîðìàöèÿ îá îòíîøåíèÿõ ìåæäó
òåëàìè èç M è àêñåëåðàòîðàìè èç N . Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçâëå÷ü å¼
èç ýòîé ìàòðèöû è âîïëîòèòü å¼ â ôèçè÷åñêèé çàêîí � Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè
Íüþòîíà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà (7), ñîñòîÿùàÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñêîðåíèé, èçìåðåííûõ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, îáíà-
ðóæèâàåò ñëåäóþùóþ çàìå÷àòåëüíóþ çàêîíîìåðíîñòü:

å¼ ðàíã ðàâåí åäèíèöå.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñêîðåíèÿ aαi, aαk, aβi, aβk, èçìåðåííûå â èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷¼òà è îòíîñÿùèåñÿ ê äâóì ïðîèçâîëüíûì òåëàì i è k , è ê äâóì
ïðîèçâîëüíûì àêñåëåðàòîðàì α è β , ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îäíèì è òåì æå
ñîîòíîøåíèåì

∣∣∣∣
aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣ = 0. (8)

Â òîì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, çàìå÷àÿ, ÷òî

aαi =
fα

mi

.

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñõîäèòü èç îïûòà, êîòîðûé
ïîêàçûâàåò, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ïðèðîäó òåë i, k, . . . è ïðîèçâîëü-
íóþ ïðèðîäó àêñåëåðàòîðîâ α, β, . . . óñêîðåíèÿ, îáðàçóþùèå ìàòðèöó (7), íå
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè; ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå äâóõ òåë i è k è äâóõ
àêñåëåðàòîðîâ α è β , óñêîðåíèÿ aiα, aiβ, akα, akβ, îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì (8).

Èòàê, ñîîòíîøåíèå (8), ñîäåðæàùåå òîëüêî èçìåðÿåìûå íà îïûòå óñêîðåíèÿ
aαi, aαk, aβi, aβk , è ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì âûáîðå äâóõ òåë i è k è äâóõ àê-
ñåëåðàòîðîâ α è β , ìîæíî òðàêòîâàòü êàê

ôóíäàìåíòàëüíûé îïûòíûé ôàêò,
ëåæàùèé â îñíîâàíèè äèíàìèêè òî÷êè.

Ìû ïîëó÷èëè åãî, èñõîäÿ èç òðàäèöèîííîãî Çàêîíà Íüþòîíà ma = f . Îä-
íàêî, ÷óòü íèæå ìû ïîêàæåì è îáðàòíîå: ïðèíèìàÿ ñîîòíîøåíèå (8) â êà÷åñòâå
èñõîäíîãî îïûòíîãî ôàêòà, ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ýòàëîííî-
ãî òåëà e è ýòàëîííîãî óñêîðèòåëÿ ε , Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà â åãî
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ma = f .
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Ñ ôîðìàëüíîé ñòîðîíû ñîîòíîøåíèå (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ôóíê-
öèîíàëüíóþ ñâÿçü

Φ(aαi, aαk, aβi, aβk) = 0 (9)
ìåæäó ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè aαi, aαk, aβi, aβk , êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî-
âîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ (òàê óñêîðåíèå aαi åñòü ÷èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ àêñåëåðàòîðà α è òåëà i ), à âñ¼ ñîîòíîøåíèå â öåëîì ñîäåðæèò ÷å-
òûðå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ � äâå ïåðåìåííûå i è k è äâå ïåðåìåííûå α è
β .

Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñâÿçü (9) ñîõðàíÿëà áû ñâîé âèä ïðè ëþáîì âûáîðå
íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α, β è i, k , òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ×àñòè IV, ñîîò-
íîøåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ýòîìó
òðåáîâàíèþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáîâàíèå ñàêðàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè, òî åñòü èíâàðè-
àíòíîñòè îòíîñèòåëüíî âûáîðà äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

{α, β} ⊂ N {i, k} ⊂ M

íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê ôóíäàìåíòàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (8).
Ðåçþìèðóÿ âñ¼ ñêàçàííîå, íàçîâ¼ì ðàâåíñòâî (8) âåðèôèöèðîâàííîé27 ôîð-

ìîé Çàêîíà Íüþòîíà.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî âåðèôèöèðîâàííàÿ ôîðìà Çàêîíà Íüþòîíà (8) íå ñîäåðæèò

íè÷åãî èíîãî, êðîìå èçìåðÿåìûõ íà îïûòå óñêîðåíèé, è ïîýòîìó ìîæåò áûòü
ïîäâåðãíóòà íåïîñðåäñòâåííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû áóäåì íàçûâàòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì28 îñíîâàíèåì
òàêóþ ñèñòåìó àêñèîì, â êîòîðîé èñõîäíûìè ïîíÿòèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òàêîé âåëè÷èíû
ïðèíèìàåòñÿ óñêîðåíèå aαi.

§ 7. Äâà ñàêðàëüíûõ èíâàðèàíòà ϕ(α, β) è µ(i, k) .

Èòàê, èçìåðÿÿ óñêîðåíèÿ ðàçëè÷íûõ òåë ïîä âîçäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ àê-
ñåëåðàòîðîâ, ìû îáíàðóæèì, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè ïàðû òåë i è k è ïàðû
àêñåëåðàòîðîâ α è β , âñåãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî:

∣∣∣∣
aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣ = 0. (10)

Ïðèíèìàÿ ýòîò îïûòíûé ôàêò çà îñíîâó, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ
óñêîðåíèé aαi è aβi îäíîãî è òîãî æå òåëà i ïðè äåéñòâèè íà íåãî äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ àêñåëåðàòîðîâ α è β íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîãî òåëà, òî åñòü

aαi

aβi

=
aαk

aβk

=
aαl

aβl

= . . . = ϕ(α, β), (11)

27Îò ñëîâà âåðèôèêàöèÿ [ôð. v�erification < ëàò. verus èñòèííûé + facere äåëàòü] � óñòà-
íîâëåíèå èñòèííîñòè òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé îïûòíûì ïóò¼ì.

28Îò ñëîâà ôåíîìåí [ãðå÷. ϕαινóµενoν � ÿâëÿþùååñÿ, ϕαίνoµαι � ÿâëÿþñü].
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ãäå ϕ(α, β) � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, ÿâëÿþùàÿñÿ îòíîñèòåëüíîé õàðàêòåðèñòè-
êîé àêñåëåðàòîðîâ α è β , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðà òåë (âòîðîé29
ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò).

Òî÷íî òàê æå èç ðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ óñêîðåíèé aαi

è aαk äâóõ ðàçëè÷íûõ òåë i è k ïðè ïîî÷åð¼äíîì äåéñòâèè íà íèõ îäíîãî è
òîãî æå àêñåëåðàòîðà α íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîãî àêñåëåðàòîðà, òî åñòü

aαk

aαi

=
aβk

aβi

=
aγk

aγi

= . . . = µ(i, k), (12)

ãäå µ(i, k) � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, ÿâëÿþùàÿñÿ îòíîñèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé
òåë i è k , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðà àêñåëåðàòîðîâ (òðåòèé ñàêðàëü-
íûé èíâàðèàíò).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àðãóìåíòîâ α è β ïðè îáîçíà÷å-
íèè ñàêðàëüíîãî èíâàðèàíòà

ϕ(α, β) =
aαi

aβi

è ïðîòèâîïîëîæíîå ðàñïîëîæåíèå àðãóìåíòîâ i è k ïðè îáîçíà÷åíèè ñàêðàëü-
íîãî èíâàðèàíòà

µ(i, k) =
aαk

aαi

.

Ïðè âûáîðå îáîçíà÷åíèé äëÿ ñàêðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ϕ(α, β) è µ(i, k) ìû
ðóêîâîäñòâîâàëèñü ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè: ñîîòíîøåíèå

aαi =
aαk

aβk

aβk
aβi

aβk

,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïåðåïèñàòü âåðèôèöèðîâàííóþ ôîðìó Çàêîíà Íüþòîíà
(10) â âèäå, ðàçðåø¼ííîì îòíîñèòåëüíî aαi :

aαi = aαk
1

aβk

aβi =
aαk

aβk

aβk
aβi

aβk

,

ïðèîáðåòàåò ÿâíî ñèììåòðè÷íûé âèä, åñëè ââåñòè ïðèâåä¼ííûå âûøå îáîçíà÷å-
íèÿ:

aαi = ϕ(α, β) aβk µ(k, i). (13)

Ñèììåòðèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè óðàâíåíèå (13) ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî aβk

aβk =
1

ϕ(α, β)
aαi

1

µ(k, i)
= ϕ(β, α) aαi µ(i, k).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáà ñàêðàëüíûõ èíâàðèàíòà ϕ(α, β) è µ(i, k) îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèè

ϕ(α, α) = 1 µ(i, i) = 1

29ïåðâûé ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò áóäåò ðàññìîòðåí â § 14.
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îáðàòèìîñòè
ϕ(α, β) =

1

ϕ(β, α)
µ(i, k) =

1

µ(k, i)

è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè
ϕ(α, γ) = ϕ(α, β) ϕ(β, γ)

µ(i, l) = µ(i, k) µ(k, l)

Óðàâíåíèå (13) ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíûì ïðîîáðàçîì òðàäèöèîííîãî óðàâíåíèÿ Íüþ-
òîíà. Ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ñàêðàëüíîé ôîðìîé Çàêîíà Íüþòîíà

§ 8. ×òî æå òàêîå ñèëà è ìàññà?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, îáðàòèìñÿ ê Çàêîíó Íüþòîíà, çàïèñàííîìó
â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå:

a(α i) = ϕ(α, β) a(β k) µ(k, i), (14)

ãäå ñàêðàëüíûå èíâàðèàíòû ϕ(α, β) è µ(k, i) , õàðàêòåðèçóþùèå, ñîîòâåòñòâåí-
íî, îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ àêñåëåðàòîðàìè α è β è îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ
òåëàìè i è k , èìåþò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèé âèä:

ϕ(α, β) =
a(α k)

a(β k)
(15)

µ(k, i) =
a(β i)

a(β k)
. (16)

1. ×òîáû ïîëó÷èòü íîâûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êàæ-
äûé àêñåëåðàòîð α è êàæäîå òåëî i â îòäåëüíîñòè, âûáåðåì è çàôèêñèðóåì
â êà÷åñòâå ýòàëîíîâ îäèí àêñåëåðàòîð ε èç ìíîæåñòâà N è îäíî òåëî e èç
ìíîæåñòâà M.

Çàìåíÿÿ â âûðàæåíèÿõ (15) è (16) β íà ε è k íà e , ïîëó÷èì äâå íîâûå
÷èñëîâûå ôóíêöèè îò îäíîé íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé α èëè i :

ϕ(α, ε) =
a(α e)

a(ε e)

µ(e, i) =
a(ε i)

a(ε e)
. (17)

Ôóíêöèÿ ϕ(α, ε) � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò, îïèñûâàþùèé
ñâîéñòâî ïðîèçâîëüíîãî àêñåëåðàòîðà α ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàëîíîì ε ;

×òî æå êàñàåòñÿ ôóíêöèè µ(e, i) , òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàêðàëüíûé
èíâàðèàíò, îïèñûâàþùèé ñâîéñòâî òåëà e , ïðèíÿòîãî çà ýòàëîí, ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûì òåëîì i .
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×òîáû ïîëó÷èòü ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò, îïèñûâàþùèé ñâîéñòâî ïðîèçâîëü-
íîãî òåëà i ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàëîíîì e , ïåðåñòàâèì â âûðàæåíèè (17) ìåñòàìè
e è i :

µ(i, e) =
1

µ(e, i)
=

a(ε e)

a(ε i)
.

Èòàê, èìååì äâà ñàêðàëüíûõ èíâàðèàíòà, îïèñûâàþùèå
àêñåëåðàòîð α

ϕ(α, ε) =
a(α e)

a(ε e)

è òåëî i

µ(i, e) =
a(ε e)

a(ε i)
.

Íàçîâ¼ì ïåðâûé èç íèõ îòíîñèòåëüíîé ñèëîé àêñåëåðàòîðà α

f(α, ε) =
a(α e)

a(ε e)
, (18)

à âòîðîé � îòíîñèòåëüíîé ìàññîé òåëà i

m(i, e) =
a(ε e)

a(ε i)
. (19)

Ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (14) β = ε è k = e, ïîëó÷èì
a(α i) = ϕ(α, ε) a(ε e) µ(e, i)

èëè
a(α i) = a(ε e)

f(α, ε)

m(i, e)
è îêîí÷àòåëüíî

m(i, e) a(α i; ε e) = f(α, ε), (20)

ãäå
a(α i; ε e) =

a(α i)

a(ε e)

Ñîîòíîøåíèå (20) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Çàêîí Íüþòîíà, çàïèñàííûé â áåçðàçìåð-
íîì âèäå.

Ïîñêîëüêó âñå âõîäÿùèå â âûðàæåíèå (20) âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èçìå-
ðÿåìûå íà îïûòå óñêîðåíèÿ, òî Çàêîí Íüþòîíà (20) äîïóñêàåò íåïîñðåäñòâåííóþ
ïðîâåðêó íà îïûòå.

2. Âåðí¼ìñÿ ê îïðåäåëåíèÿì îòíîñèòåëüíîé ñèëû (18) è (19).

Ïðèïèøåì ýòàëîííîìó àêñåëåðàòîðó ε ÷èñëî [ε]a, à ýòàëîííîìó òåëó i ÷èñ-
ëî [e]b è íàçîâ¼ì íîâîå ÷èñëî

[α]a = f(α, ε)[ε]a (21)
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àáñîëþòíîé ñèëîé àêñåëåðàòîðà α ,

à äðóãîå íîâîå ÷èñëî

[i]b = m(i, e)[e]b (22)

àáñîëþòíîé ìàññîé òåëà i .
Òåïåðü îñòà¼òñÿ âûÿñíèòü, ÷òî æå ñêðûâàåòñÿ çà ââåä¼ííûìè òîëüêî ÷òî ÷èñ-

ëàìè [ε]a, [α]a, [e]b, [i]b?

×èñëà [ε]a è [α]a ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷èñëà äåëåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïðè-
áîðà a ñ ðàâíîìåðíîé øêàëîé, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èçìå-
ðåíèÿ ñèëû (íàïðèìåð, äèíàìîìåòðà) ïðè èçìåðåíèè, ñîîòâåòñòâåííî, ñèëû ýòà-
ëîííîãî àêñåëåðàòîðà ε è ñèëû ïðîèçâîëüíîãî àêñåëåðàòîðà α .

Òî÷íî òàê æå, ÷èñëà [e]b è [i]b ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷èñëà äåëåíèé ïðî-
èçâîëüíîãî ïðèáîðà b ñ ðàâíîìåðíîé øêàëîé, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ íåïîñðåä-
ñòâåííîãî èçìåðåíèÿ ìàññû (íàïðèìåð, âåñîâ) ïðè èçìåðåíèè, ñîîòâåòñòâåííî,
ìàññû ýòàëîííîãî òåëà e è ìàññû ïðîèçâîëüíîãî òåëà i .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà [e]b è [i]b , òî åñòü �íàèìåíîâàííàÿ ìàññà� è �åäèíèöà
ìàññû� êàê áû âïèòûâàþò â ñåáÿ íåñóùåñòâåííûå ñâåäåíèÿ îá èçìåðèòåëüíîì
ïðèáîðå b , ñîõðàíÿÿ âàæíóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó � ìàññó m(i, e) � íåçàâè-
ñÿùåé îò êîíêðåòíîé ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ.

Â òðàäèöèîííîé ôèçèêå ôîðìóëû (21) è (22) è èì ïîäîáíûå èñòîëêîâûâàþòñÿ
äîâîëüíî òóìàííûì îáðàçîì:

÷èñëî [α]a íàçûâàþò �íàèìåíîâàííîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé � ñèëîé�,
÷èñëî f(α, ε) = f íàçûâàþò �÷èñëåííûì çíà÷åíèåì ñèëû�,
÷èñëî [ε]a íàçûâàþò �åäèíèöåé ñèëû�
è çàïèñûâàþò âûðàæåíèå (21) â âèäå f = f äèí
èëè êîíêðåòíî f =120äèí.

Àíàëîãè÷íî
÷èñëî [i]b íàçûâàþò �íàèìåíîâàííîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé � ìàññîé�,
÷èñëî m(i, e) = m íàçûâàþò �÷èñëåííûì çíà÷åíèåì ìàññû�,
÷èñëî [e]b íàçûâàþò �åäèíèöåé ìàññû�
è çàïèñûâàþò âûðàæåíèå (22) â âèäå m = m ãðàìì
èëè êîíêðåòíî m =500ãðàìì.

§ 9. Çàêîí Íüþòîíà â ñëó÷àå òð¼õìåðíîãî äâèæåíèÿ;
ñêàëÿðíàÿ ïðèðîäà ìàññû è âåêòîðíàÿ ïðèðîäà ñèëû.

Äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èâàëèñü ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî äâèæå-
íèÿ. Â ñëó÷àå òð¼õìåðíîãî äâèæåíèÿ, êîãäà âìåñòî îäíîé êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ
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a (α i) ìû äîëæíû ðàññìaòðèâàòü òðè ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ ax(α i), ay(α i), az(α i),
íà �îñè x, y, z, âñÿ ëîãèêà ðàññóæäåíèé â îñíîâíîì îñòà¼òñÿ ïðåæíåé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óñêîðåíèå ~a (α i) êàê âåêòîðíóþ
ôóíêöèþ äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ � àêñåëåðàòîðà α è òåëà i , òî åñòü:

a : N×M −→ R3

(α i) 7−→ aµ(α i) = {ax(α i), ay(α i), az(α i)},
ãäå µ = x, y, z.

Ïîëàãàÿ
aµ(α i) = fµ

1

m(i)
,

íàõîäèì, ÷òî îäíîòèïíûå êîìïîíåíòû ÷åòûð¼õ óñêîðåíèé

aµ(α i), aµ(α k), aµ(β i), aµ(β k)

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé õîðîøî èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì:
∣∣∣∣

aµ(α i) aµ(α k)
aµ(β i) aµ(β k)

∣∣∣∣ ≡ 0 (23)

Â ïðèíöèïå, òðè êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ aµ(α i) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ àêñåëåðàòîð α è
òåëî i , äâóìÿ ñïîñîáàìè:

aµ(α i)

aµ(α i) = ξµ(α) x(i)

ãµ(α i) = ξ̃(α) x̃µ(i)

³³³³³³1

PPPPPPq

ãäå ξµ(α) = fµ(α) � âåêòîð ñèëû, õàðàêòåðèçóþùåé àêñåëåðàòîð α,

x(i) = 1
m(i)

; m(i) � ñêàëÿðíàÿ ìàññà, õàðàêòåðèçóþùàÿ òåëî i ;

ξ̃(α) = f̃(α) � ãèïîòåòè÷åñêàÿ ñêàëÿðíàÿ ñèëà, õàðàêòåðèçóþùàÿ
àêñåëåðàòîð α,
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x̃µ(i) =
(

1
m(i)

)
µ
� ãèïîòåòè÷åñêèé âåêòîð îáðàòíîé ìàññû, õàðàêòå-

ðèçóþùèé òåëî i ;

Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíû îáëàäàòü êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ aµ(α i) â ïåð-
âîì ñëó÷àå, è êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ ãµ(α i) � âî âòîðîì?

Ìîæíî ëè îïûòíûì ïóò¼ì óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàññà ñêàëÿðîì, à ñèëà �
âåêòîðîì?

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà ìàññà � ñêàëÿð, ñèëà � âåêòîð è
êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ èìåþò âèä aµ(α i) = ξµ(α) x(i) , âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

∣∣∣∣
aµ(α i) aµ(α k)
aν(β i) aν(β k)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ξµ(α) x(i) ξµ(α) x(k)
ξν(β) x(i) ξν(β) x(k)

∣∣∣∣ ≡ 0. (24)

Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
∣∣∣∣

aµ(α i) aµ(β i)
aν(α k) aν(β k)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ξµ(α) x(i) ξµ(β) x(i)
ξν(α) x(k) ξν(β) x(k)

∣∣∣∣ =

= x(i) x(k)

∣∣∣∣
ξµ(α) ξµ(β)
ξν(α) ξν(β)

∣∣∣∣ 6≡ 0. (25)

Åñëè æå èìååò ìåñòî âòîðîé ãèïîòåòè÷åñêèé ñëó÷àé (ìàññà � âåêòîð, à ñèëà �
ñêàëÿð), òî ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âîçíèêàåò ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ:

∣∣∣∣
aµ(α i) aµ(α k)
aν(β i) aν(β k)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ξ(α) xµ(i) ξ(α) xµ(k)
ξ(β) xν(i) ξ(β) xν(k)

∣∣∣∣ =

= ξ(α) ξ(β)

∣∣∣∣
xµ(i) xµ(k)
xν(i) xν(k)

∣∣∣∣ 6≡ 0,

íî ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
∣∣∣∣

aµ(α i) aµ(β i)
aν(α k) aν(β k)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ξ(α) xµ(i) ξ(β) xµ(i)
ξ(α) xν(k) ξ(β) xν(k)

∣∣∣∣ ≡ 0

Èòàê, ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ìû îáíàðóæèâàåì ìåæäó ìíî-
æåñòâîì àêñåëåðàòîðîâ N è ìíîæåñòâîì òåë M îïðåäåë¼ííîå ðàâíîïðàâèå; è
àêñåëåðàòîðû, è òåëà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñêàëÿðíûìè ñèëîé f è ìàññîé m .

Îäíàêî ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àåâ äâóìåðíîãî è òð¼õìåðíîãî äâèæåíèé ìû
çàìå÷àåì, ÷òî ðàâíîïðàâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè M è N íàðóøàåòñÿ; òåëà ïî-
ïðåæíåìó õàðàêòåðèçóþòñÿ ñêàëÿðíîé ìàññîé m(i) , à àêñåëåðàòîðû õàðàêòåðè-
çóþòñÿ âåêòîðîì ñèëû fµ(α) .
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Ýòà àñèììåòðèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè äâóõ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ
ìàòðèö A è Ã , ñîñòîÿùèõ èç ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò óñêîðåíèé:

A =





ax(α i) ax(α k) ax(α m) · · ·
ay(α i) ay(α k) ay(α m) · · ·
az(α i) az(α k) az(α m) · · ·
ax(β i) ax(β k) ax(β m) · · ·
ay(β i) ay(β k) ay(β m) · · ·
az(β i) az(β k) az(β m) · · ·
ax(γ i) ax(γ k) ax(γ m) · · ·
ay(γ i) ay(γ k) ay(γ m) · · ·
az(γ i) az(γ k) az(γ m) · · ·
· · · · · · · · · · · ·





Ã =





ax(α i) ax(β i) ax(γ i) · · ·
ay(α i) ay(β i) ay(γ i) · · ·
az(α i) az(β i) az(γ i) · · ·
ax(α k) ax(β k) ax(γ k) · · ·
ay(α k) ay(β k) ay(γ k) · · ·
az(α k) az(β k) az(γ k) · · ·
ax(α m) ax(β m) ax(γ m) · · ·
ay(α m) ay(β m) ay(γ m) · · ·
az(α m) az(β m) az(γ m) · · ·
· · · · · · · · · · · ·





Íåðàâíîïðàâèå ñêàëÿðíîé ìàññû m è âåêòîðíîé ñèëû ~f ïðîÿâëÿåòñÿ â
íåðàâíîïðàâèè ìàòðèö A è Ã . Êàê ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (23) è (24) è
íåðàâåíñòâ (25) òîëüêî ìàòðèöà A èìååò ðàíã ðàâíûé åäèíèöå, â òî âðåìÿ êàê
ìàòðèöà Ã ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Èòàê, âñÿ èíôîðìàöèÿ î íàèáîëåå ãëóáîêèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ îòíîøåíèé ìåæ-
äó òåëàìè è àêñåëåðàòîðàìè çàëîæåíà èìåííî â ìàòðèöå A , è Âòîðîé çàêîí
ìåõàíèêè Íüþòîíà â åãî òðàäèöèîííîé âåêòîðíîé ôîðìóëèðîâêå

m~a = ~f

åñòü íå ÷òî èíîå êàê íåÿâíîå âûðàæåíèå îñíîâíîãî è åäèíñòâåííîãî å¼ çàìå÷à-
òåëüíîãî ñâîéñòâà:

ðàíã ìàòðèöû À ðàâåí åäèíèöå
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§ 10. Çàêîíû àääèòèâíîñòè ñèë è ìàññ.

Èòàê, â § 8 ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ
∣∣∣∣

aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣ = 0

ñëåäóåò ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ñàêðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

f(α, ε) = ϕ(α, ε) =
aαe

aεe

m(i, e) = µ(i, e) =
aεe

aεi

õàðàêòåðèçóþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, àêñåëåðàòîð α è òåëî i .
Íî ïðè ýòîì âîçíèêàåò íîâûé âîïðîñ � à êàê âåäóò ñåáÿ ýòè èíâàðèàíòû ïðè

êîìïîçèöèè àêñåëåðàòîðîâ è òåë?
Ýòî íîâàÿ ôèçè÷åñêàÿ ïðîáëåìà, è çäåñü ïðè å¼ ðåøåíèè ìû áóäåì îïèðàòüñÿ

íà îïûò.
Ýòîò îïûò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå òåëî i è äâà ïðîèçâîëüíûõ àêñåëåðàòîðà α è

β è èçìåðèì òðè óñêîðåíèÿ:
óñêîðåíèÿ aαi è aβi è óñêîðåíèå aα⊕β i òåëà i ïðè îäíîâðåìåííîì äåéñòâèè

àêñåëåðàòîðîâ α è β .
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåäëèâîå

ïðè ëþáûõ α , β è i :
aα⊕β i = aαi + aβi. (26)

Ïîäñòàâëÿÿ â (26) âûðàæåíèÿ

aαi = ϕ(α, ε) aεe µ(e, i),

aβi = ϕ(β, ε) aεe µ(e, i),

aα⊕β i = ϕ(α⊕ β, ε) aεe µ(e, i),

ïîëó÷èì, ÷òî ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò ϕ(α, ε) è ðàâíàÿ åìó ñèëà fα , îáëàäàþò
ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè:

ϕ(α⊕ β, ε) = ϕ(α, ε) + ϕ(β, ε)

fα⊕β = fα + fβ

Óêàæåì íà åù¼ îäíó ôîðìó çàïèñè çàêîíà àääèòèâíîñòè ñèë:
∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 fα⊕δ fα⊕ϑ

1 fβ⊕δ fβ⊕ϑ

∣∣∣∣∣∣
= fα⊕ϑ + fβ⊕δ − fα⊕δ − fβ⊕ϑ = 0.
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Êàê ìû óâèäèì â ×àñòè V, ðàâåíñòâî íóëþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ Êåëè-Ìåíãåðà
óêàçûâàåò ía ñóùåñòâîâàíèå íà ìíîæåñòâå àêñåëåðàòîðîâ N àääèòèâíîé ôèçè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2).

2. Ðàññìîòðèì äàëåå äâà ïðîèçâîëüíûõ òåëà i è k è îäèí ïðîèçâîëüíûé
àêñåëåðàòîð α è èçìåðèì òðè óñêîðåíèÿ:

óñêîðåíèÿ aαi è aαk è óñêîðåíèå aα,i⊕k òåëà, ïîëó÷åííîãî ïóò¼ì îáúåäèíå-
íèÿ â îäíî öåëîå òåë i è k , ïðè äåéñòâèè àêñåëåðàòîðà α .

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðåçóëüòàòû òð¼õ èçìåðåíèé îêàçûâàþòñÿ ñâÿ-
çàííûìè ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî, ýòà ñâÿçü èìååò
íåñêîëüêî èíîé âèä:

1

aα,i⊕k

=
1

aαi

+
1

aαk

(27)

Ïîäñòàâëÿÿ â (27) âûðàæåíèÿ

aαi = ϕ(α, ε) aεe µ(e, i),

aαk = ϕ(α, ε) aεe µ(e, k),

aα,i⊕k = ϕ(α, ε) aεe µ(e, i⊕ k),

ïîëó÷èì, ÷òî ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò

µ(i, e) =
1

µ(e, i)
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åìó ìàññà mi , îáëàäàþò ñâîéñòâîì àääè-
òèâíîñòè:

µ(i⊕ k, e) = µ(i, e) + µ(k, e)

mi⊕k = mi + mk

Çàêîí àääèòèâíîñòè ìàññ ìîæåò áûòü çàïèñàí åù¼ â îäíîì âèäå, ÿâíî óêàçû-
âàþùåì íà ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå òåë M àääèòèâíîé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2):

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 mi⊕p mi⊕q

1 mk⊕p mk⊕q

∣∣∣∣∣∣
= mi⊕q + mk⊕p −mi⊕p −mk⊕q = 0.
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§ 11. Çàêîí Íüþòîíà â ñëó÷àå äâèæåíèÿ â íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Ïåðâûé ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò bσ .

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Íî ÷òî òàêîå èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà? Ìîæíî ëè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì ïóò¼ì óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà èíåðöèàëüíîé
èëè íåò?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû è åù¼ ãëóáæå ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóí-
äàìåíòàëüíîãî çàêîíà ìåõàíèêè � çàêîíà Íüþòîíà, îòêàæåìñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà
îò ïîíÿòèÿ �èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà� è íàðÿäó ñ ðàññìîòðåííûìè âû-
øå ìíîæåñòâîì òåë M è ìíîæåñòâîì àêñåëåðàòîðîâ N ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
ñèñòåì îòñ÷¼òà (äëÿ ïðîñòîòû � îäíîìåðíûõ), ïðîèçâîëüíî äâèæóùèõñÿ äðóã
îòíîñèòåëüíî äðóãà

S = {σ, λ, . . .}
Èçìåðÿÿ óñêîðåíèÿ

ã(α i; σ) =

(
dv

dt

)

αi;σ

ðàçëè÷íûõ òåë i, k, . . . ïîä äåéñòâèåì àêñåëåðàòîðîâ α, β, . . . â ðàçëè÷íûõ
ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà σ, λ, . . . , ìû òåì ñàìûì çàäà¼ì ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ ã(α i; σ)
òð¼õ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

ã : N×M×S −→ R

(α, i, σ) 7−→ ãαi;σ

(ïðîñòîòû ðàäè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì îäíîìåðíîãî äâèæå-
íèÿ), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû òð¼õìåðíîé ìàòðè-
öû.

Êàê èçâåñòíî, çàêîí Íüþòîíà â ñëó÷àå äâèæåíèÿ â îäíîìåðíîé íåèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èìååò âèä:

mi ãαi;σ = fα −mi bσ, (28)

ãäå bσ � óñêîðåíèå ñèñòåìû îòñ÷¼òà σ îòíîñèòåëüíî �ïåðâîíà÷àëüíîé� èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (28) â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîì âèäå, íå ñîäåðæàùåì
íè ìàññû mi , íè ñèëû fα .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà àêñåëåðàòîðà α è β è äâà óñêîðÿåìûõ òåëà i è
k è çàïèøåì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ:

mi(ãαi;σ + bσ) = fα, mi(ãβi;σ + bσ) = fβ,

mk(ãαk;σ + bσ) = fα, mk(ãβk;σ + bσ) = fβ,
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Èñêëþ÷àÿ èç íàïèñàííûõ ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé ÷åòûðå íåèçâåñòíûå fα , fβ ,
mi è mk , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó óñêîðåíèÿìè ãαi;σ, ãβi;σ,
ãαk;σ, ãβk;σ, ñîäåðæàùåå îäèí, ïîêà íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð bσ :

(ãαi;σ + bσ) (ãβk;σ + bσ)− (ãαk;σ + bσ) (ãβi;σ + bσ) = 0. (29)

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî óñêîðåíèÿ ãαi;σ, ãβi;σ, ãαk;σ, ãβk;σ âõîäÿò â ñîîòíî-
øåíèå (27) â âèäå îäíîé è òîé æå êîìáèíàöèè ñ bσ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
âïîëíå îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé x è îäíîãî ïàðàìåòðà bσ

χ(x) = x + bσ,

ïðåîáðàçóþùàÿ èçìåðÿåìûå íà îïûòå �ýìïèðè÷åñêèå� óñêîðåíèÿ ãαi;σ â íîâûå
âåëè÷èíû

aαi = χ(ãαi;σ) = ãαi;σ + bσ, (30)
Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó óñêîðåíèÿìè a èìååò óæå
çíàêîìûé âèä: ∣∣∣∣

aαi aβi

aαk aβk

∣∣∣∣ = 0. (31)

×òîáû ïðèäàòü ñîîòíîøåíèÿì (29) è (30) ñòàòóñ ôèçè÷åñêîãî çàêîíà, íåîá-
õîäèìî óêàçàòü ðåöåïò, ïî êîòîðîìó ìîæíî èçìåðÿòü âåëè÷èíó bσ , âõîäÿùóþ â
êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî â óñêîðåíèå aαi.

Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì (29) ëåãêî íàõîäèì ïåðâûé ñàêðàëüíûé èí-
âàðèàíò, íå çàâèñÿùèé íè îò âûáîðà àêñåëåðàòîðîâ γ è δ , íè îò âûáîðà óñêî-
ðÿåìûõ òåë m è n

bσ = − ãγn;σ ãδm;σ − ãγm;σ ãδn;σ

ãγn;σ + ãδm;σ − ãγm;σ − ãδn;σ

, (32)

ãäå m è n � ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå òåëà,
γ è δ � ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå àêñåëåðàòîðû.

Èòàê, ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà aαi, ðàâíàÿ ñóììå äâóõ íåïîñðåäñòâåííî èçìå-
ðÿåìûõ íà îïûòå âåëè÷èí ãαi;σ è bσ , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì
çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷¼òà σ , âçÿòàÿ êàê åäèíîå öåëîå, íå çàâèñèò îò
âûáîðà σ , òî åñòü

aαi = ãαi;σ + bσ = ãαi;o

Òàêèì îáðàçîì, bσ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé �êîìïåíñèðóþùèé� ÷ëåí, èñ-
ïðàâëÿþùèé �íåèíåðöèîííîñòü� ñèñòåìû îòñ÷¼òà σ. Èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé

îòñ÷¼òà o ∈ S ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ñèñòåìó σ ∈ S , äëÿ êîòîðîé ïåðâûé
ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ:

bσ = 0.
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Èòàê, âåëè÷èíû ãαi;σ , aαi è bσ äîïóñêàþò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ:

ãαi;σ � ýòî óñêîðåíèå òåëà i ïîä äåéñòâèåì àêñåëåðàòîðà α , èçìåðåííîå â
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà;

aαi � ýòî óñêîðåíèå òåëà i îòíîñèòåëüíî �ïåðâè÷íîé� èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà o ;

bσ � ýòî óñêîðåíèå ñàì�îé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà σ
îòíîñèòåëüíî �ïåðâè÷íîé� èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà o .

§ 12. Ïî÷åìó �ñèëà òÿãîòåíèÿ� íå ÿâëÿåòñÿ ñèëîé?

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü îñîáóþ ïðèðîäó �ñèëû òÿãîòåíèÿ� ðàññìîòðèì ëà-
áîðàòîðèþ, íàõîäÿùóþñÿ â êîñìè÷åñêîì àïïàðàòå, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ðåàê-
òèâíîãî äâèãàòåëÿ ïåðåìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ óñêîðåíèåì ~a0 . Ìîæíî ëè,
íàõîäÿñü âíóòðè ýòîãî àïïàðàòà, èçìåðèòü óñêîðåíèå ~a0 è �ñèëó òÿãîòåíèÿ� ñî
ñòîðîíû ìàññèâíîãî òåëà ñ ìàññîé M , óêðåïë¼ííîãî íà ñòåíêå àïïàðàòà?

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
1. òÿãîòåþùåå òåëî M îòñóòñòâóåò;
2. òÿãîòåþùåå òåëî M äåéñòâóåò íà òåëî i ñ ìàññîé m â òîì æå íàïðàâ-

ëåíèè, ÷òî è ñèëà fα ;
3. òÿãîòåþùåå òåëî M äåéñòâóåò íà òåëî i â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëå-

íèè, íåæåëè ñèëà fα .

Âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
• âîçüì¼ì äâà ïðîèçâîëüíûõ òåëà i è k è äâà ïðîèçâîëüíûõ àêñåëåðàòîðà

α è β , èçìåðèì ÷åòûðå óñêîðåíèÿ

ã(α i), ã(α k), ã(β i), ã(β k)

è íàéä¼ì çíà÷åíèå ïåðâîãî ñàêðàëüíîãî èíâàðèàíòà:

b = − ã(α i) ã(β k)− ã(α k) ã(β i)

ã(α i) + ã(β k)− ã(α k)− ã(β i)
,

• âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé àêñåëåðàòîð α , ýòàëîííûé àêñåëåðàòîð ε è ýòà-
ëîííîå òåëî e , èçìåðèì äâà óñêîðåíèÿ

ã(α e), ã(ε e)

è íàéä¼ì çíà÷åíèå âòîðîãî ñàêðàëüíîãî èíâàðèàíòà � ñèëû

f(α, ε) =
ã(α e) + b

ã(α e) + b
,

• âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå òåëî i , ýòàëîííûé àêñåëåðàòîð ε è ýòàëîííîå
òåëî e , èçìåðèì äâà óñêîðåíèÿ

ã(ε i), ã(ε e)
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è íàéä¼ì çíà÷åíèå òðåòüåãî ñàêðàëüíîãî èíâàðèàíòà � ìàññû

m(i, e) =
ã(ε e) + b

ã(ε i) + b
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
♦ â ïåðâîì ñëó÷àå

~-

-

fα

a0

ã1(α i)

b = a0 f = fα m = mi

mi

♦ âî âòîðîì ñëó÷àå

~- -

-

fα

a0

GM
r2

ã2(α i)

b = a0 −GM
r2 f = fα m = mi

&%

'$

M

mi

♦ â òðåòüåì ñëó÷àå

~
&%

'$
-

¾

-

fα

−GM
r2

a0

ã3(α i)

b = a0 + GM
r2 f = fα m = mi

mi

M

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî �ñèëà òÿãîòåíèÿ� íå ñêëàäûâàåòñÿ ñ �íîðìàëüíîé� ñèëîé
fα àêñåëåðàòîðà α ; îíà âûçûâàåò ýôôåêò, ýêâèâàëåíòíûé óìåíüøåíèþ óñêîðå-
íèÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà âî âòîðîì ñëó÷àå è óâåëè÷åíèÿ åãî � â òðåòüåì ñëó÷àå. Ýòîò
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ôàêò íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ âûâîäàìè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
[18].

§ 13. Ïðåäïîñûëêè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
ñîäåðæàùèåñÿ â çàêîíå Íüþòîíà.

Ðàññìàòðèâàåìûé ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ àíàëèç ñòîëü
æå øèðîê, êàê è ñàìà ïðèðîäà. . . Ãëàâíûì åãî àòðèáó-
òîì ÿâëÿåòñÿ ÿñíîñòü; â í¼ì íåò çíàêîâ äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ ïîíÿòèé.

� Æàí Áàòèñò Ôóðüå (1768�1830)

Ðàññìîòðèì âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà â åãî òðàäèöèîííîé ôîðìå:

ma = f (33)

Âõîäÿùèå â íåãî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû � ìàññà m è ñèëà f ñ îäíîé ñòîðîíû, è
óñêîðåíèå a ñ äðóãîé, èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðè-
ðîäó. Òàê, ìàññà m çàâèñèò îò óñêîðÿåìîãî òåëà i è íå çàâèñèò îò àêñåëåðàòîðà
α , ñîîáùàþùåãî òåëó i óñêîðåíèÿ a ; ñèëà f , íàïðîòèâ, çàâèñèò îò àêñåëåðà-
òîðà α è íå çàâèñèò îò òåëà i . ×òî æå êàñàåòñÿ óñêîðåíèÿ a , òî îíî çàâèñèò
êàê îò òåëà i , òàê è îò àêñåëåðàòîðà α .

Òàêèì îáðàçîì, ìàññà mi ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé îä-
íîé íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé � òåëà i , ò. å.

m : M → R,

ãäå M = {i, k, . . .} � ìíîæåñòâî âñåõ óñêîðÿåìûõ òåë i, k, . . . ; R � ìíîæåñòâî
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; ñèëà fα ÿâëÿåòñÿ äðóãîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé îäíîé
íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé � àêñåëåðàòîðà α , ò. å.

f : N → R,

ãäå N = {α, β, . . .} � ìíîæåñòâî âñåõ àêñåëåðàòîðîâ α, β, . . . ;
óñêîðåíèå æå aαi ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðå-

ìåííûõ � òåëà i è àêñåëåðàòîðà α , ò. å.

a : N×M → R.

Èòàê, ñïåöèàëüíî âûäåëÿÿ íåçàâèñèìûå íå÷èñëîâûå ïåðåìåííûå α ∈ N è
i ∈ M , ïåðåïèøåì çàêîí Íüþòîíà (33) â âèäå:

miaαi = fα (34)
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Òàêèì îáðàçîì, çàêîí Íüþòîíà, çàïèñàííûé â âèäå (34), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâåííî ðàçíîðîäíûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè: îäíîèí-
äåêñíûìè ìàññîé mi è ñèëîé fα ñ îäíîé ñòîðîíû è äâóõèíäåêñíûì óñêîðå-
íèåì aαi ñ äðóãîé, ò. å.

aαi = a(fα, mi, ) =
fα

mi

.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òåëî i õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì (m = 1) ïà-
ðàìåòðîì � ìàññîé mi è àêñåëåðàòîð α õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì30 (n = 1)
ïàðàìåòðîì � ñèëîé fα . Äðóãèìè ñëîâàìè, è ìíîæåñòâî òåë M è ìíîæåñòâî
àêñåëåðàòîðîâ N � îäíîìåðíû.

Íàçîâ¼ì ñîîòíîøåíèå
aαi = ξαxi, (35)

ãäå ξα = fα , xi = 1
mi

êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé Âòîðîãî çàêîíà ìåõàíèêè Íüþòî-
íà.

Çàìåòèì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, åäèíñòâåííûìè èçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè â ìå-
õàíèêå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû, âðåìÿ, ñêîðîñòü è, â êîíå÷íîì èòîãå, óñêîðåíèå.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåïèøåì çàêîí Íüþòîíà (34) â âèäå, íå ñîäåðæàùåì íè ìàññû
mi , íè ñèëû fα .

×òîáû èñêëþ÷èòü âñå ìàññû è ñèëû, íóæíî âçÿòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà
(r = 2) òåëà i è k è äâà (s = 2) àêñåëåðàòîðà α è β è çàïèñàòü ÷åòûðå
(k = r · s = 2 · 2) ðàâåíñòâà

aαi =
fα

mi

aαk =
fα

mk

aβi =
fβ

mi

aβk =
fβ

mk

, (36)

ñîäåðæàùèå ÷åòûðå (N = m · r + n · s = 4) íåèçâåñòíûõ mi,mk, fα, fβ .
Çäåñü è â äàëüíåéøåì ÷åðåç r è s ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òî ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðîå íóæíî âçÿòü, ñîîòâåòñòâåííî èç ìíîæåñòâ M è
N , ÷òîáû èñêëþ÷èòü èç ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé âñå ïàðàìåòðû
x1(i), . . . , xm(i) , õàðàêòåðèçóþùèå ýëåìåíò i ∈ M è âñå ïàðàìåòðû ξ(α)1, . . . , ξ(α)n ,
õàðàêòåðèçóþùèå ýëåìåíò α ∈ N .

Ïàðó (s, r) ìû áóäåì íàçûâàòü ðàíãîìôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, à ïàðó (n,m) �
ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâ N è M . Èòàê, ìû èìååì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ (36), ñîäåð-
æàùèõ ÷åòûðå íåèçâåñòíûå mi, mk, fα, fβ . Îñîáåííîñòü ýòîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç íå¼ ìîæíî èñêëþ÷èòü âñå íåèçâåñòíûå mi, mk, fα, fβ ,
ïîëó÷èâ ïðè ýòîì îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó aαi, aαk, aβi, aβk , íî íåëüçÿ âûðàçèòü
mi, mk, fα, fβ ÷åðåç óñêîðåíèÿ aαi, aαk, aβi, aβk .

Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷àÿ èç íàïèñàííûõ ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé (36) ÷åòûðå
íåèçâåñòíûå mi, mk, fα, fβ , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷åòûðüìÿ
óñêîðåíèÿìè:

aαiaβk − aαkaβi = 0 (37)
30Èìååòñÿ â âèäó ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ.
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èëè â âèäå, ðàçðåø¼ííîì îòíîñèòåëüíî aαi :

aαi = aαk
1

aβk

aβi (38)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî çàêîí Íüþòîíà, çàïèñàííûé â âèäå (37) èëè (38), èìååò ÿâíî
âûðàæåííûé óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, òàê êàê íå çàâèñèò íè îò âûáîðà äâóõ òåë
i, k ∈ M , íè îò âûáîðà äâóõ àêñåëåðàòîðîâ α, β ∈ N ò. å.

∀i, k ∈ M ∀α, β ∈ N

Φ(aαi, aαk,
aβi, aβk)

=

∣∣∣∣
aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣ = 0 (39)

Ñîîòíîøåíèÿ (37), (38), (39) ìû áóäåì íàçûâàòü Âòîðûì çàêîíîì ìåõàíèêè Íüþ-
òîíà â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå ñîäåðæàò íè÷åãî, êðîìå èçìåðÿåìûõ íà
îïûòå óñêîðåíèé, è ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû íåïîñðåäñòâåííîé ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé ïðîâåðêå. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ôóíäàìåíòàëüíîå ñîîòíîøåíèå (39) êàê äîñòà-
òî÷íî òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå èç çàêîíà Íüþòîíà, çàïèñàííîãî â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå (35). Íî ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî, ÷òî çäåñü âîçìîæåí è îáðàòíûé ïåðåõîä:
ïðèíÿâ â êà÷åñòâå èñõîäíîãî îïûòíîãî ôàêòà ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
(39) ìåæäó ÷åòûðüìÿ èçìåðÿåìûìè íà îïûòå óñêîðåíèÿìè aαi, aαk, aβi, aβk , ìû
ìîæåì ñíîâà ïîëó÷èòü îòñþäà Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå (35).

Äåéñòâèòåëüíî, íàçîâ¼ì îäíî èç òåë (íàïðèìåð, òåëî k ) è îäèí èç àêñåëå-
ðàòîðîâ (íàïðèìåð, àêñåëåðàòîð β ) �ýòàëîííûìè� è ïåðåîáîçíà÷èì èõ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷åðåç 1 è 1 . Ïîëàãàÿ â (38) k = 1 , β = 1 áóäåì èìåòü:

aαi = aα1

1

a11

a1i =
a11

c1

· aα1

a11

· c1

a1i

a11

, (40)

ãäå c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñðàâíèâàÿ (40) ñ (35), ïîëó÷èì Âòîðîé çàêîí
ìåõàíèêè Íüþòîíà â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

aαi = ξαxi =
fα

mi

åñëè ïîëîæèì
ξα = fα = c1

aα1

a11

.

xi =
1

mi

=
a11

c1

· a1i

a11

Ïîñòîÿííàÿ c1 (è àíàëîãè÷íûå ïîñòîÿííûå â äðóãèõ ñëó÷àÿõ) ñóùåñòâåííî ñâÿ-
çàíà ñ âûáîðîì ñèñòåìû åäèíèö è îáåñïå÷èâàåò òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííóþ
ñâîáîäó âûáîðà çíà÷åíèé ìàññû è ñèëû. Ôîðìàëüíî ïîñòîÿííàÿ c1 âîçíèêàåò
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èç-çà òîãî, ÷òî xi è ξα íå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, òàê êàê ñóùåñòâóåò îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé

x =
1

c1

x m = c1m

èëè
ξ = c1ξ f = c1f

,

ñîõðàíÿþùàÿ âèä âûðàæåíèÿ

aαi = ξαxi = ξαxi

èëè
aαi =

fα

mi

=
fα

mi

.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ìîæåò áûòü çàïèñàí â äâóõ ýê-
âèâàëåíòíûõ ôîðìàõ: â êàíîíè÷åñêîé

aαi = ϕ(ξαxi) = ξαxi =
fα

mi

è â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé

Φ(aαi, aαk,
aβi, aβk)

=

∣∣∣∣
aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣ = 0

èëè â âèäå, ðàçðåø¼ííîì îòíîñèòåëüíî aαi :

aαi = f(aαk, aβk, aβi)

aαi = aαk
1

aβk

aβi

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî óñêîðåíèå aαi ïðîèçâîëüíîãî òåëà
i ïîä äåéñòâèåì ïðîèçâîëüíîãî àêñåëåðàòîðà α çàâèñèò îò óñêîðåíèÿ aβi

òåëà i ïîä äåéñòâèåì ýòàëîííîãî àêñåëåðàòîðà β , îò óñêîðåíèÿ aαk ýòàëîííîãî
òåëà k ïîä äåéñòâèåì àêñåëåðàòîðà α è, íàêîíåö, îò óñêîðåíèÿ aβk ýòàëîííîãî
òåëà k ïîä äåéñòâèåì ýòàëîííîãî àêñåëåðàòîðà β . Òî åñòü Çàêîí Íüþòîíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè, ëåâûì è ïðàâûì
〈α β| è |i k〉 (ñì.ðèñ. 1).
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〈α β| |i k〉
Ðèñ. 1.
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§ 14. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2).

Îïèðàÿñü íà ðàññìîòðåííûé ïðèìåð, ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (2,2):

Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà:
M = {i, k, . . .} � ìíîæåñòâî óñêîðÿåìûõ òåë è
N = {α, β, . . .}. � ìíîæåñòâî àêñåëåðàòîðîâ (óñêîðèòåëåé).
Ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ñàìîãî

íà÷àëà ìû òðåáóåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ îòîáðàæåíèé
z : M → R i 7→ z(i) è ζ : N → R α 7→ ζ(α).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ N è M ðàçìåðíîñòè (1,1) îïðå-
äåëåíà ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2), åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

ϕ : R× R→ R (ζ, z) 7→ ϕ(ζ, z)

òàêàÿ, ÷òî ÷åòûðå ôóíêöèè
z1 z2

ζ1 ϕ(ζ1, z1) ϕ(ζ1, z2)
ζ2 ϕ(ζ2, z1) ϕ(ζ2, z2)

îáðàçîâàííûå èç ôóíêöèè ϕ(ζ, z) ïóò¼ì âñåâîçìîæíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ζ è
z íà íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ζ → ζ1, ζ2 è z → z1, z2

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì
Φ(ϕ(ζ1, z1), ϕ(ζ1, z2),

ϕ(ζ2, z1), ϕ(ζ2, z2))
≡ 0 (41)

èëè
ϕ(ζ1, z1) = f(ϕ(ζ1, z2), ϕ(ζ2, z2), ϕ(ζ2, z1)) (42)

ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ζ1, ζ2, z1, z2 .
Íå ñëó÷àéíî â ýòîì îïðåäåëåíèè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû íè÷åãî íå ãîâîðèò-

ñÿ î �ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå� ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà M è N . Âàæíî ëèøü,
÷òî êàæäûé ýëåìåíò i èç ìíîæåñòâà M õàðàêòåðèçóåòñÿ êàêèì-ëèáî îäíèì
÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì zi , à ýëåìåíò α èç ìíîæåñòâà N � êàêèì-ëèáî îäíèì
÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì ζα . Äàëåå ñóùåñòâåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò êàêàÿ-òî (çàðàíåå
íåèçâåñòíàÿ) ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ϕ(ζα, zi) , õàðàêòåðèçóþùàÿ ïàðíûå îòíîøåíèÿ
ìåæäó ýëåìåíòàìè i ∈ M è α ∈ M . È, íàêîíåö, ñàìîå ãëàâíîå, ÷òîáû å¼
÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ

ϕ(ζα, zi) ϕ(ζα, zk)
ϕ(ζβ, zi) ϕ(ζβ, zk)

áûëè áû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êàêîé-òî (òîæå çàðàíåå íåèçâåñòíîé) ôóíêöèî-
íàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

Φ(ϕ(ζα, zi), ϕ(ζα, zk), ϕ(ζβ, zi), ϕ(ζβ, zk)) ≡ 0
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èëè
ϕ(ζα, zi) = f(ϕ(ζα, zk), ϕ(ζβ, zk), ϕ(ζβ, zi))

òîæäåñòâåííîé îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïåðåìåííûõ ζα, ζβ, zi, zk

ãäå
Φ : R4 → R

f : R3 → R

äâå íåïðåðûâíûå è äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ñîîò-
âåòñòâåííî, ÷åòûð¼õ è òð¼õ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Îêàçûâàåòñÿ, è ýòî ñîñòàâëÿåò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå è âåñü ïàôîñ Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ýòè âåñüìà îáùèå òðåáîâàíèÿ ôàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íî (ñ
òî÷íîñòüþ äî ñòðîãî îïðåäåë¼ííîé ýêâèâàëåíòíîñòè) îïðåäåëÿþò êîíêðåòíûé
âèä ôóíêöèé ϕ è f (èëè Φ ), â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþùèõ åù¼ äî âñÿêîé
ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, åäèíñòâåííî âîçìîæíóþ êàíîíè÷åñêóþ è ñàêðàëüíî-
èíâàðèàíòíóþ ôîðìû ôèçè÷åñêîãî çàêîíà.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòêðûâàåò ïåðåä òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêîé íîâûå âîçìîæ-
íîñòè, ïîçâîëÿÿ ñâåñòè âñå ìûñëèìûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû ê íåáîëüøîìó ÷èñëó
ñàêðàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, âèä êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèÿìè ñà-
êðàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè.

Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ϕ(ζ, z) è

Φ(ϕ11, ϕ12,
ϕ21, ϕ22)

èëè f(ϕ12, ϕ22, ϕ21),

îáðàùàþùèå ðàâåíñòâà (41) è (42) â òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ ζ1, ζ2; z1, z2 .

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è íà÷àëàñü ñ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è.

Ìíîþ áûëî ïîêàçàíî [3], ÷òî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

∀ ξ1, ξ2; x1, x2 ∈ R
Φ(ϕ(ξ1, x

1), ϕ(ξ1, x
2),

ϕ(ξ2, x
1), ϕ(ξ2, x

2))
≡ 0

îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

ϕ : R2 → R

è
Φ : R4 → R

èìååò äâà è òîëüêî äâà ðåøåíèÿ, îïðåäåë¼ííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó ôîðìàõ:
àääèòèâíîé

ϕ1(η, z) = Aλ;α,f (η, z) = λ(α(η) + f(z))
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Φ1(ϕ11, ϕ12,
ϕ21, ϕ22)

=

=

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 λ−1(ϕ11) λ−1(ϕ12)
−1 λ−1(ϕ21) λ−1(ϕ22)

∣∣∣∣∣∣
= λ−1(ϕ12) + λ−1(ϕ21)− λ−1(ϕ11)− λ−1(ϕ22);

è ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ϕ2(η, z) = Bχ;β,g(η, z) = χ(β(η) · g(z));

Φ2(ϕ11, ϕ12,
ϕ21, ϕ22)

=

=

∣∣∣∣
χ−1(ϕ11) χ−1(ϕ12)
χ−1(ϕ21) χ−1(ϕ22)

∣∣∣∣ = χ−1(ϕ11)χ
−1(ϕ22)− χ−1(ϕ12)χ

−1(ϕ21);

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (41) ïîëó÷à-
åòñÿ èç äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé:

àääèòèâíîãî
a(ξ, x) = ξ + x

Φ1(a11, a12,
a21, a22)

=

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 a11 a12

−1 a21 a22

∣∣∣∣∣∣
= a12 + a21 − a11 − a22;

è ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
b(η, y) = η · y

Φ2(b11, b12,
b21, b22)

=

∣∣∣∣
b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣ = b11b22 − b12b21;

ïóò¼ì ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ àðãóìåíòîâ:

a → λ(a) ξ → α(ξ) x → f(x)

b → χ(b) η → β(η) y → g(y)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ

ξ ↔ η è x ↔ y

α(ξ) = ln(β(η)) è îáðàòíî β(η) = exp(α(ξ))

f(x) = ln(g(y) è îáðàòíî g(y) = exp(f(x))

è ñëåäóþùèå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé λ(u) è χ(v)

λ(u) = χ(exp(u)) è îáðàòíî χ(v) = λ(ln(v))
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî àääèòèâíàÿ è ìóüòèïëèêàòèâíàÿ ôîðìû ðåøåíèÿ ôóíêöè-
îíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (41) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

ϕ1(ξ, x) = Aλ;α,f (ξ, x) = λ(ln β(η) + ln g(y)) =

= λ
(
ln(β(η) · g(y))

)
= χ

(
β(η) · g(y)

)
= Bχ;β,g(η, y) = ϕ2(η, y)

Èòàê, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âèä óðàâíåíèÿ Íüþòîíà miaαi = fα è âèä íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçàííîãî ñ íèì ñîîòíîøåíèÿ

∣∣∣∣
aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣ = 0

íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè; îíè îêàçûâàþòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè, åñëè â
îñíîâàíèå ìåõàíèêè ïîëîæèòü ïðèíöèï ñàêðàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè ðàíãà
(s, r) = (2, 2) , ò. å. òðåáîâàíèå, ÷òîáû ÷åòûðå óñêîðåíèÿ

i k
α aαi aαk

β aβi aβk

îòíîñÿùèåñÿ ê äâóì (r = 2) ïðîèçâîëüíûì òåëàì i è k è ê äâóì (s = 2)
ïðîèçâîëüíûì àêñåëåðàòîðàì α è β áûëè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îäíèì ôóíê-
öèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

Φ(aαi, aαk, aβi, aβk) = 0

èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî âûáîðà äâóõ òåë i è k è äâóõ àêñåëåðàòîðîâ α è β .
ß ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàþñü íà Âòîðîì çàêîíå ìåõàíèêè Íüþòîíà, òàê êàê óæå â
ýòîé ãëàâå õî÷ó èçëîæèòü ãëàâíóþ èäåþ, êîòîðàÿ ëÿæåò â îñíîâàíèå îòäåëüíîãî
òîìà �Ìåõàíèêà�, âõîäÿùåãî â ìíîãîòîìíèê �Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôèçèêà�.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëåäóþùåìó ïðèìåðó, èëëþñòðèðóþùåìó ïîíÿòèå ôè-
çè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,3).

Çàìåòêè íà ïîëÿõ
Â ãëàçàõ ñîâðåìåííèêîâ Íüþòîí áûë �íîâûì Ìîèñååì�, êîòîðîìó Áîã ÿâèë

ñâîè çàêîíû, íà÷åðòàííûå íà ñêðèæàëÿõ, è êîòîðîìó áûëà ÿâëåíà Èñòèíà, ëå-
æàùàÿ â îñíîâå Ìèðîçäàíèÿ. Íî ïðè ýòîì �Íà÷àëà� � êíèãà âåñüìà òðóäíàÿ äëÿ
ïîíèìàíèÿ äàæå äëÿ ñîâðåìåííîãî ÷èòàòåëÿ. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ñòóäåíòû Êåì-
áðèäæà, âñòðå÷àÿ Íüþòîíà, ãîâîðèëè: �Âîò èä¼ò ÷åëîâåê, íàïèñàâøèé êíèãó, â
êîòîðîé íè îí ñàì, íè êòî äðóãîé íè÷åãî íå ïîíèìàåò�.
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Òå, êòî ïîäîáíî Íüþòîíó, óìåþò âîñïîëüçîâàòüñÿ ôàê-
òàìè äëÿ ñîçäàíèÿ âåëèêîãî õðàìà íàóêè, òå, êîìó äàíî
ðàçãàäàòü ñîêðîâåííóþ ñóòü âåùåé, ñîñòàâëÿþò, åñëè ìîæ-
íî òàê âûðàçèòüñÿ, êðóã ëè÷íûõ ñîâåòíèêîâ Áîãà, âñå ïðî-
÷èå òðóäÿòñÿ äëÿ íèõ.

Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö



Äèàëîã î äâóõ ãëàâíåéøèõ ñèñòåìàõ ìèðà.

Ôðîíòèñïèñ èçäàíèÿ íà ëàòèíñêîì ÿçûêå. 1641.

Ñåé÷àñ, êàê è 350 ëåò íàçàä, âíîâü îñòðî âñòàë âîïðîñ Î äâóõ ãëàâ-
íåéøèõ ñèñòåìàõ ìèðà.

�Â íà÷àëå áûëî Ñëîâî...� (Èîàí. 1,1) èëè ïî-ïðåæíåìó
�Â ìèðå íåò íè÷åãî, êðîìå äâèæóùåéñÿ ìàòåðèè�.
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Ãëàâà 5.

ÇÀÊÎÍ ÎÌÀ � ÏÐÎÑÒÅÉØÈÉ ÏÐÈÌÅÐ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

ÐÀÍÃÀ (2,3)

Dimidium facti qui coepit habet:
sapere aude; incipe! 31

Òåîðèÿ, ïðèòÿçàþùàÿ íà çâàíèå íåïðåõîäÿùåé è ïëî-
äîòâîðíîé äîëæíà, ïî-ìîåìó, îáíàðóæèâàòü ñâî¼ áëàãî-
ðîäíîå ïðîèñõîæäåíèå íå â ïóñòîé ñëîâåñíîñòè, à â òîì,
÷òîáû äåéñòâèòåëüíî âñþäó âûÿâëÿòü ñâî¼ ðîäñòâî ñ äó-
õîì ïðèðîäû, èçúÿñíÿÿñü ïðîñòûìè è ïîëíûìè âûðàæå-
íèÿìè, áåç âñÿêèõ ñëîâåñíûõ ïðèêðàñ [1].

� Ãåîðã Ñèìîí Îì

§ 1.×òî ñòîèò çà çàêîíîì Îìà?

§ 2. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà, ÝÄÑ è âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå
èñòî÷íèêà òîêà êàê ñàêðàëüíûå èíâàðèàíòû.

§ 3.Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,3).

31Òîò óæå ïîëäåëà ñâåðøèë, ÷òî íà÷àë: îñìåëüñÿ áûòü ìóäðûì; è íà÷èíàé!



Ãåîðã Îì (1787 - 1854)

Àìïåð ñ÷èòàë íåîáõîäèìûì îñîáî ïîä÷åðêíóòü,
÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ
ÿâëåíèé âûâåäåíà èì èñêëþ÷èòåëüíî èç îïûòà.

Âèëüãåëüì Âåáåð

Ñêàæèòå ìíå, ÷òî òàêîå ýëåêòðè÷åñòâî, è ÿ
îáúÿñíþ âàì âñ¼ îñòàëüíîå.

Âèëüÿì Òîìñîí

118
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Çàêîí Îìà � ïðîñòåéøèé ïðèìåð ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2,3)

×òîáû îáíàðóæèòü ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ëåæàùóþ â îñíîâàíèè çàêîíà
Îìà äëÿ âñåé öåïè, íåîáõîäèìî âçÿòü äâà èñòî÷íèêà òîêà α è β è òðè ïðî-
âîäíèêà i, k, m è íàïèñàòü øåñòü óðàâíåíèé;

J (α i) = Eα

Ri+ρα
; J (α k) = Eα

Rk+ρα
; J (α m) = Eα

Rm+ρα
;

J (β i) =
Eβ

Ri+ρβ
; J (β k) =

Eβ

Rk+ρβ
; J (β m) =

Eβ

Rm+ρβ

èñêëþ÷èòü èç íèõ ñîïðîòèâëåíèÿ Ri, Rk, Rm , ýëåêòðîäâèæóùèå ñèëû Eα, Eβ è
âíóòðåííèå ñîïðîòèâëåíèÿ ρα, ρβ è ïîëó÷èòü ñàêðàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
øåñòüþ ñèëàìè òîêîâ Jαi, Jαk, Jαm, Jβi,Jβk,Jβm

∣∣∣∣∣∣

Iαi Iαk Iαm

Iβi Iβk Iβm

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

ãäå Iαi = 1
Jαi

, âèä êîòîðîãî íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîâîäíèêîâ i, k,m è èñòî÷-
íèêîâ òîêà α, β .

Èç ýòîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò îïðåäåëåíèå ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëû èñòî÷íèêà
òîêà

Eα = (R2 −R0) · Jα0Jα2

Jα0 − Jα2

âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ

ρα =
R2Jα2 −R0Jα0

Jα0 − Jα2

è ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäíèêà

Ri =
R2J12(J10 − J1i)−R0J10(J12 − J1i)

J1i(J10 − J12)

Â çàâåðøåíèå ïðèâîäèòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (2,3) è íà ïðèìåðå çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè äà¼òñÿ ôèçè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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Çàêîí Îìà � ïðîñòåéøèé ïðèìåð ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2,3)

Èìåííî ïåðåõîä ñ îäíîé ñòóïåíè íà äðóãóþ, áîëåå âû-
ñîêóþ � îò ÿâëåíèÿ ê çàêîíàì ïðèðîäû, îò çàêîíîâ ïðè-
ðîäû ê ñèììåòðèè, èëè ïðèíöèïàì èíâàðèàíòíîñòè, �
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî, ÷òî ÿ íàçûâàþ èåðàðõèåé íàøå-
ãî çíàíèÿ îá îêðóæàþùåì ìèðå [2].

� Þäæèí Ïîëü Âèãíåð

§ 1. ×òî ñòîèò çà çàêîíîì Îìà?

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè

J =
U

R
(1)

ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ è ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè èìååò òî æå ñàìîå ñòðî-
åíèå èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, òó æå ñàìóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è òîëüêî
÷òî ðàññìîòðåííûé çàêîí Íüþòîíà. Â ñàìîì äåëå, ïîëàãàÿ

Iαi =
1

Jαi

, xi = Ri, ξα =
1

Uα

,

ãäå Ri � ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà i ,
Uα � ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà âûõîäå èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ α ,
Jαi � ñèëà òîêà ÷åðåç ïðîâîäíèê i ïðè ïîäêëþ÷åíèè åãî ê èñòî÷íèêó íàïðÿæå-
íèÿ α ,
ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè:

Iαi = ξα · xi, (2)

ñîâïàäàþùóþ ñ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé çàêîíà Íüþòîíà.
×òî æå êàñàåòñÿ çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè

J =
E

R + ρ
, (3)

òî åãî ñòðîåíèå � åãî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà � ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ôèçè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû Âòîðîãî çàêîíà ìåõàíèêè Íüþòîíà, è ïîòîìó ìû ðàññìîòðèì
åãî áîëåå ïîäðîáíî.
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Âõîäÿùèå â (3) ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû � ñèëà òîêà J , ñîïðîòèâëåíèå ïðî-
âîäíèêà R , ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà E è âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå ρ èñòî÷íèêà
òîêà èìåþò, êàê è â òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîì çàêîíå Íüþòîíà, ðàçëè÷íóþ ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó. Òàê, ñîïðîòèâëåíèå Ri ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé
îäíîé íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé � ïðîâîäíèêà i , ò. å.

R : M → R,

ãäå M = {i, k, . . .} � ìíîæåñòâî ïðîâîäíèêîâ i, k, . . . ,
ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà Eα è âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå ρα ÿâëÿþòñÿ ÷èñ-

ëîâûìè ôóíêöèÿìè îäíîé íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé � èñòî÷íèêà òîêà α , ò. å.

E : N → R

ρ : N → R,

ãäå N = {α, β, . . .} � ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ òîêà α, β, . . . ,
ñèëà æå òîêà Jαi ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåí-

íûõ � ïðîâîäíèêà i è èñòî÷íèêà òîêà α , òî åñòü

J : N×M → R.

Èòàê, ñïåöèàëüíî âûäåëÿÿ íåçàâèñèìûå íå÷èñëîâûå ïåðåìåííûå i ∈ M è
α ∈ N , ïåðåïèøåì çàêîí Îìà (3) â âèäå:

Jαi =
Eα

Ri + ρα

. (4)

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí Îìà â ôîðìå (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçü ìåæäó ñó-
ùåñòâåííî ðàçíîðîäíûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè � îäíîèíäåêñíûìè ñîïðî-
òèâëåíèåì Ri ïðîâîäíèêà i , ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé Eα è âíóòðåííèì ñîïðî-
òèâëåíèåì ρα èñòî÷íèêà òîêà α ñ îäíîé ñòîðîíû è äâóõèíäåêñíîé ñèëîé òîêà
Jαi ñ äðóãîé, òî åñòü

Jαi = ϕ(Eα, ρα; Ri) =
Eα

Ri + ρα

.

Íàçîâ¼ì ñîîòíîøåíèå
Iαi = ξαxi + ηα, (5)

ãäå
Iαi =

1

Jαi

xi = Ri, ξα =
1

Eα

, ηα =
ρα

Eα

êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè.
Çàìåòèì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, åäèíñòâåííîé èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé â ýòîì

ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ñèëà òîêà Jαi . Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåïèøåì çàêîí Îìà (4) â
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âèäå, íå ñîäåðæàùåì íè ñîïðîòèâëåíèÿ Ri , íè ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëû Eα , íè
âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ ρα . ×òîáû èñêëþ÷èòü âñå ñîïðîòèâëåíèÿ, ýëåêòðî-
äâèæóùèå ñèëû è âíóòðåííèå ñîïðîòèâëåíèÿ, íóæíî âçÿòü, êàê ïîêàçûâàåò ïðî-
ñòîé ïåðåáîð âàðèàíòîâ, ïî êðàéíåé ìåðå òðè (r = 3) ïðîâîäíèêà i, k, m ∈ M

è äâà (s = 2) èñòî÷íèêà α, β . Èòàê, çàïèøåì øåñòü k = r · s = 6 ðàâåíñòâ:

Jαi =
Eα

Ri + ρα

Jβi =
Eβ

Ri + ρβ

Jαk =
Eα

Rk + ρα

Jβk =
Eβ

Rk + ρβ

(6)

Jαm =
Eα

Rm + ρα

Jβm =
Eβ

Rm + ρβ

,

ñîäåðæàùèõ ñåìü (N = mr + ns = 1 ·3 + 2 ·2 = 7) íåèçâåñòíûõ Ri.Rk, Rm; Eα,
ρα, Eβ, ρβ .

Îáðàòèì ïðè ýòîì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîâîäíèê i õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì
(m = 1) ïàðàìåòðîì � ñîïðîòèâëåíèåì Ri , à èñòî÷íèê òîêà α õàðàêòåðèçóåòñÿ
óæå äâóìÿ (n = 2) ïàðàìåòðàìè � ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé Eα è âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì ρα .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ïðîâîäíèêîâ M îäíîìåðíî, à ìíîæåñòâî èñ-
òî÷íèêîâ òîêà N äâóìåðíî.

Èòàê, ìû èìååì øåñòü óðàâíåíèé (6) ñîäåðæàùèõ ñåìü íåèçâåñòíûõ
Ri.Rk, Rm; Eα, ρα, Eβ, ρβ . Îñîáåííîñòü ýòîé ñèñòåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç øå-
ñòè óðàâíåíèé (6) ìîæíî ìîæíî èñêëþ÷èòü âñå ñåìü íåèçâåñòíûõ, ïîëó÷èâ ïðè
ýòîì îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó òîêàìè

Jαi Jαk Jαm

Jβi Jβk Jβm

Èñêëþ÷àÿ èç øåñòè óðàâíåíèé (6) ñåìü íåèçâåñòíûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó øåñòüþ çíà÷åíèÿìè òîêà Jαi èëè ìåæäó øåñòüþ èõ îáðàò-
íûìè çíà÷åíèÿìè Iαi =

1

Jαi

:

∀i, k,m ∈ M ∀α, β ∈ N∣∣∣∣∣∣

Jαi Jαi Jαm

Jβi Jβi Jβm

JαiJβi JαiJβk JαmJβm

∣∣∣∣∣∣
= 0 (7)

èëè ∣∣∣∣∣∣

Iαi Iαk Iαm

Iβi Iβk Iβm

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 (8)

Ñîîòíîøåíèå (8) ìû áóäåì íàçûâàòü ñàêðàëüíî-èâàðèàíòíîé ôîðìîé çà-
êîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè.
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Îíî íå ñîäåðæèò íè÷åãî, êðîìå èçìåðÿåìûõ íà îïûòå ñèë òîêîâ (òî÷íåå,
èõ îáðàòíûõ çíà÷åíèé Iαi = J −1

αi ) è ìîæåò áûòü, òàêèì îáðàçîì, ïîäâåðãíóòî
íåïîñðåäñòâåííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå.

Èòàê, ôóíäàìåíòàëüíîå ñîîòíîøåíèå (8) èëè (7) ïîëó÷åíî íàìè êàê î÷åâèä-
íîå ñëåäñòâèå èç çàêîíà Îìà (4). Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàêîíà Îìà (5) (èëè (4)), â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà êàê ñëåäñòâèå èç ñàêðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (8).

Òîëüêî çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïàðàìåòðû xi, ξα, ηα , âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (5), íå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, òàê êàê ñóùåñòâóåò äâóõïàðàìåò-
ðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé32

x = c1(x− c2)

ξ =
1

c1

ξ

η = η + c2ξ,

ñîõðàíÿþùàÿ âèä âûðàæåíèÿ

ξαxi + ηα = ξαxi + ηα.

×òîáû ïåðåéòè îò ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìû çàêîíà Îìà (8) ê êàíî-
íè÷åñêîé (5), íàçîâ¼ì äâà ïðîèçâîëüíûõ ïðîâîäíèêà, íàïðèìåð k è m , è îäèí
ïðîèçâîëüíûé èñòî÷íèê òîêà, íàïðèìåð β , �ýòàëîííûì� è ïåðåîáîçíà÷èì èõ, ñî-
îòâåòñòâåííî, ÷åðåç �2�, �0� è �1�. Ïîëàãàÿ â (8) k = 2 , m = 0 , β = 1 , áóäåì
èìåòü: ∣∣∣∣∣∣

Iαi Iα2 Iα0

I1i I12 I10

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
Iαi − Iα0 Iα2 − Iα0

I1i − I10 I12 − I10

∣∣∣∣ ≡ 0

Äàëåå èìååì:
Iαi − Iα0 =

I1i − I10

I12 − I10

· (Iα2 − Iα0)

èëè
Iαi = (Iα2 − Iα0)

(
I1i − I10

I12 − I10

+
Iα0

Iα2 − Iα0

)
. (9)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (9) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä ïðè âíåñåíèè â íåãî äâóõ ïðî-
èçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ c1 è c2 :

Iαi =
Iα2 − Iα0

c1

· c1

(
I1i − I10

I12 − I10

− c2 +
Iα0

Iα2 − Iα0

+ c2

)
=

Ri + ρα

Eα

.

32Ïîñòîÿííàÿ c1 çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû åäèíèö, à ïîñòîÿííàÿ c2 îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì
íà÷àëà îòñ÷¼òà âåëè÷èíû ñîïðîòèâëåíèÿ.
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§ 2. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà, ÝÄÑ è âíóòðåííåå
ñîïðîòèâëåíèå èñòî÷íèêà òîêà êàê ñàêðàëüíûå èíâàðèàíòû

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
äëÿ ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëû èñòî÷íèêà òîêà α

Eα =
c1

Iα2 − Iα0

,

äëÿ âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ èñòî÷íèêà òîêà α

ρα = c1

(
Iα0

Iα2 − Iα0

+ c2

)

è äëÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäíèêà i

Ri = c1

(
I1i − I10

I12 − I10

− c2

)
,

ñîäåðæàùèå äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå c1 è c2 .
×òîáû íàéòè ýòè ïîñòîÿííûå, ïðèïèøåì ýòàëîííûì ïðîâîäíèêàì �0� è �2�

ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèé R0 è R2 . Ïðè ýòîì áóäåì èìåòü

R0 = −c1c2

R2 = c1(1− c2),

îòêóäà ïîëó÷àåì:
c1 = R2 −R0;

c2 = − R0

R2 −R0

Èòàê, â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ Eα, ρα è Ri

÷åðåç èçìåðÿåìûå íà îïûòå ñèëû òîêîâ Jαi :

Eα =
R2 −R0

Iα2 − Iα0

= (R2 −R0) · Jα0Jα2

Jα0 − Jα2

(10)

ρα =
R2Iα0 −R0Iα2

Iα2 − Iα0

=
R2Jα2 −R0Jα0

Jα0 − Jα2

(11)

Ri =
R2(I1i − I10)−R0(I1i − I12)

I12 − I10

=

=
R2J12(J10 − J1i)−R0J10(J12 − J1i)

J1i(J10 − J12)
(12)
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Åñëè â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî ïðîâîäíèêà �0� âçÿòü �ïðîâîäíèê êîðîòêîãî çà-
ìûêàíèÿ� è ïðèïèñàòü åìó çíà÷åíèå ñîïðîòèâëåíèÿ R0 = 0 , òî ôîðìóëû (10),
(11) è (12) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìóò ñâîé îêîí÷àòåëüíûé âèä:

Eα =
R2

Iα2 − Iα0

= R2 · Jα0Jα2

Jα0 − Jα2

ρα = R2
Iα0

Iα2 − Iα0

= R2
Jα2

Jα0 − Jα2

Ri = R2
I1i − I10

I12 − I10

= R2
J12(J10 − J1i)

J1i(J10 − J12)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (7),ñâÿçûâàþùåãî ìåæäó ñîáîé èç-
ìåðÿåìûå íà îïûòå ñèëû òîêîâ Jαi , ìû ïîëó÷èëè õîðîøî èçâåñòíûé åù¼ èç
ñðåäíåé øêîëû çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè

J =
E

R+ ρ

è ïîïóòíî � êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëû E , âíóòðåííåãî
ñîïðîòèâëåíèÿ ρ è ñîïðîòèâëåíèÿ R .

Èòàê, ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè ìîæåò áûòü çàïèñàí
â äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ:

â êàíîíè÷åñêîé
Iαi = ϕ(ξα, σα; xi) = ξαxi + σα

ãäå Iαi = 1
Jαi

, ξα = 1
Eα

, xi = Ri, σα = ρα

Eα

è â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé

Φ(Iαi, Iαk, Iαm

Iβi, Iβk, Iβm)
=

∣∣∣∣∣∣

Iαi Iαk Iαm

Iβi Iβk Iβm

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
≡ 0

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ñèëà òîêà Jαi ÷åðåç ïðîèçâîëüíûé
ïðîâîäíèê i ïîä äåéñòâèåì ïðîèçâîëüíîãî èñòî÷íèêà òîêà α çàâèñèò âïîëíå
îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì îò ñèëû òîêà Jβi ÷åðåç ïðîâîäíèê i ïîä äåéñòâèåì ýòà-
ëîííîãî èñòî÷íèêà òîêà β , îò ñèë òîêîâ Jαk , Jαm ÷åðåç ýòàëîííûå ïðîâîäíèêè
k è m ïîä äåéñòâèåì èñòî÷íèêà òîêà α è, íàêîíåö, îò ñèë òîêîâ Jβk , Jβm ÷å-
ðåç ýòàëîííûå ïðîâîäíèêè k è m ïîä äåéñòâèåì ýòàëîííîãî èñòî÷íèêà òîêà β .

Òî åñòü Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå
ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè, ëåâûì 〈α β| è ïðàâûì |i k m〉 (ñì.ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2.

§ 3. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 3).

Îïèðàÿñü íà ýòîò ïðèìåð, ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ðàíãà (2,3):

Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà
N = {α, β, . . .} � ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ òîêà è
M = {i, k, . . .} � ìíîæåñòâî ïðîâîäíèêîâ.
Ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ñàìîãî

íà÷àëà ìû òðåáóåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ îòîáðàæåíèé

v : N → R2 α 7→ ξ(α), η(α)

u : M → R i 7→ x(i)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ N è M ðàçìåðíîñòè (2,1) îïðåäåëå-
íà ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,3), åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
òð¼õ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

ϕ : R2 × R→ R

ξ, η; x 7→ ϕ(ξ, η; x)

òàêàÿ, ÷òî øåñòü ôóíêöèé
x1 x2 x3

ξ1, η1 ϕ(ξ1, η1; x1) ϕ(ξ1, η1; x2) ϕ(ξ1, η1; x3)
ξ2, η2 ϕ(ξ2, η2; x1) ϕ(ξ2, η2; x2) ϕ(ξ2, η2; x3),

îáðàçîâàííûõ èç îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ϕ(ξ, η; x) ïóò¼ì âñåâîçìîæíîé çàìåíû
ïåðåìåííûõ ξ, η è x íà íîâûå ïåðåìåííûå

ξ, η → ξ1, η1; ξ2, η2

x → x1, x2, x3,

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Φ(ϕ(ξ1, η1; x1), ϕ(ξ1, η1; x2), ϕ(ξ1, η1; x3),
ϕ(ξ2, η2; x1), ϕ(ξ2, η2; x2), ϕ(ξ2, η2; x3))

≡ 0 (13)
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èëè

ϕ(ξ1, η1; x1) ≡ f(ϕ(ξ1, η1; x2); ϕ(ξ1, η1; x3); ϕ(ξ2, η2; x1); ϕ(ξ2, η2; x2); ϕ(ξ2, η2; x3))
(14)

ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
ξ1, η1; ξ2, η2; x1, x2, x3 .

Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ϕ(ξ, η; x) è

Φ(ϕ11, ϕ12, ϕ13

ϕ21, ϕ22, ϕ23)
èëè f(ϕ12, ϕ13, ϕ21, ϕ22, ϕ23),

îáðàùàþùèå ðàâåíñòâà (13) è (14) â òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3; ξ1, η1; ξ2, η2 .

Ýòà çàäà÷à áûëà âïåðâûå ðåøåíà Ã. Ã.Ìèõàéëè÷åíêî [3], [4], [5] ðàçðàáîòàâ-
øèì îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ íåîáû÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (13),
âîçíèêàþùèõ â ðàìêàõ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èì áûëî ïîêàçàíî [5], ÷òî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

∀ξ1, η1; ξ2, η2; x1, x2, x3 ∈ R
Φ(ϕ(ξ1, η1; x1), ϕ(ξ1, η1; x2), ϕ(ξ1, η1; x3),

ϕ(ξ2, η2; x1), ϕ(ξ2, η2; x2), ϕ(ξ2, η2; x3))
≡ 0

îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

ϕ : R2 × R→ R

Φ : R6 → R

èìååò îäíî è òîëüêî îäíî(!) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, îïðåäåë¼ííîå ñ òî÷-
íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè

a(ξ, η; x) = ξx + η

Φ(a11, a12, a13,
a21, a22, a23)

=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
Îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ïóò¼ì ïðîèçâîëüíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ àðãóìåíòîâ

ϕ(ξ, η; x) = ψ(u(ξ, η) · f(x) + v(ξ, η))

Èòàê, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìà çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè

Jαi =
Eα

Ri + ρα
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è âèä íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííîãî ñ íèì ñîîòíîøåíèÿ
∣∣∣∣∣∣

Iαi Iαk Iαm

Iβi Iβk Iβm

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0

íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè; îíè îêàçûâàþòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé), åñëè â îñíîâàíèå ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ
ïîëîæèòü ïðèíöèï ñàêðàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè ðàíãà (2, 3), òî åñòü òðåáîâà-
íèå, ÷òîáû øåñòü ñèë òîêîâ

i k m
α Jαi Jαk Jαm

β Jβi Jβk Jβm,
îòíîñÿùèåñÿ ê äâóì (s = 2) ïðîèçâîëüíûì èñòî÷íèêàì òîêà α è β è ê òð¼ì
(r = 3) ïðîèçâîëüíûì ïðîâîäíèêàì i, k,m áûëè áû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îäíèì,
çàðàíåå íåèçâåñòíûì, ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì:

Φ(Jαi Jαk Jαm

Jβi Jβk Jβm)
≡ 0,

èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî âûáîðà äâóõ èñòî÷íèêîâ òîêà α, β è òð¼õ ïðîâîä-
íèêîâ i, k, m .

Nicola Clanfanelli, 1841 Àëåññàíäðî Âîëüòà äåìîíñòðèðóåò

ñòîëá Íàïîëåîíó
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Ãëàâà 6.

ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÀÍÈß
ÅÂÊËÈÄÎÂÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Salus per geometria33

Òðóäíî íàçâàòü âûäàþùåãîñÿ ãåîìåòðà, êîòîðûé íå
îòäàë áû äàíè îñíîâàíèÿì ãåîìåòðèè. Äåêàðò, Ëåéáíèö,
Ëîãðàíæ, Ëåæàíäð, Ôóðüå, Ãàóññ, Êîøè, Àìïåð � âñå
ýòè òâîðöû íîâîé ìàòåìàòèêè � ëþäè, ÷ðåçâû÷àéíî ðàç-
ëè÷íûå ïî ñâîèì íàó÷íûì, ôèëîñîôñêèì, ïîëèòè÷åñêèì
óñòàíîâêàì, � âñå ðàçìûøëÿëè îá îñíîâàíèÿõ ãåîìåòðèè,
ñòàðàëèñü, ïî âûðàæåíèþ Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ïðîëèòü
ñâåò íà òå �òåìíûå ïîíÿòèÿ, ñ êîòîðûõ, ïîâòîðÿÿ Åâ-
êëèäà, íà÷èíàåì ìû ãåîìåòðèþ�. Ñëåäóåò çàìåòèòü ïðè
ýòîì, ÷òî è îáúåì, è ñîäåðæàíèå ãåîìåòðèè, à ìîæåò
áûòü è âñåé ìàòåìàòèêè, ãëóáîêî èçìåíèëèñü ïîä âëè-
ÿíèåì èäåé, êîòîðûå ïðèíåñëè ñ ñîáîé ðàçìûøëåíèÿ íàä
å¼ îñíîâàíèÿìè, � ÷òî ýòè èäåè ïîëîæèëè ÷¼òêî âûðà-
æåííóþ ïå÷àòü íà âñ¼ ïîñòðîåíèå òåîðåòè÷åñêîãî åñòå-
ñòâîçíàíèÿ [1].

� Â.Ô.Êàãàí

§ 1. Ãåîìåòðèÿ, ôèçèêà è Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

§ 2. Âîçìîæíî ëè òî÷íîå îïðåäåëåíèå èñõîäíûõ ïîíÿòèé?

§ 3. Îá îäíîì çàìå÷àíèè Ýéíøòåéíà.

§ 4. Íàãëÿäíûå ñîîáðàæåíèÿ.

§ 5. Ôîðìóëà Ãåðîíà.

§ 6. Êâàäðàòû îáú¼ìà òî÷êè, äëèíû îòðåçêà, ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà è îáú¼ìà òåòðàýäðà.

§ 7. r -òî÷å÷íûå äèàãîíàëüíûå îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà è èõ
ñâÿçü ñ îáú¼ìàìè.

§ 8. ×òî æå òàêîå òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî?

33Ñïàñåíèå äóøè ÷åðåç ãåîìåòðèþ.



§ 9. À åñëè îïðåäåëèòåëü Kikmst; ikmst(`
2) íå ðàâåí íóëþ?

§ 10. Òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ òî÷íîñòüþ δ`. .

§ 11. Íàø ìèð êàê ÷åòûð¼õìåðíûé ñëîé òîëùèíû ∆4. .

§ 12. Íàø ìèð êàê òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

§ 13. Ñóùåñòâîâàíèå �ðåàëüíîãî� (ôèçè÷åñêîãî) ïðîñòðàíñòâà
êàê îïûòíûé ôàêò.

Renatus Cartesius � Ðýíå Äåêàðò (1596 � 1650)
Ôðàíöóçñêèé ôèëîñîô, ìàòåìàòèê è åñòåñòâîèñïû-
òàòåëü, îñíîâàòåëü ñîâðåìåííîãî ðàöèîíàëèçìà.

Âñ¼ ðàçâèòèå, ïðèâåäøåå ê ïåðåâîðîòó â ïîíèìàíèè ãåîìåò-
ðèè, ñëåäóåò ïðèçíàòü çà çäîðîâîå è ñèëüíîå äâèæåíèå. Ïîäãî-
òàâëèâàåìîå ñòîëåòèÿìè, çíà÷èòåëüíî óñèëèâøååñÿ â íàøè äíè,
îíî íèêîèì îáðàçîì íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ óæå çàêîí÷åííûì. Íà-
ïðîòèâ, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî äâèæåíèå ýòî ïðèíåñ¼ò åù¼ áîãà-
òåéøèå ïëîäû [2].

Ýðíñò Ìàõ
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Ãëàâà 6

Ýìïèðè÷åñêèå îñíîâàíèÿ åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè

§ 1. Ãåîìåòðèÿ, ôèçèêà è Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ äîëæíà ñ÷èòàòüñÿ ôèçè÷åñêîé
íàóêîé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêà, ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî å¼ çàêîíû íå
çàâèñÿò îò ñïåöèôè÷åñêîé ïðèðîäû òåë, îòíîñèòåëüíûå
ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ îíà èçó÷àåò.

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Ýòà ãëàâà èìååò äåëî ñ îñíîâàìè òåîðèè, êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
íàèáîëåå äðåâíÿÿ ÷àñòü ôèçèêè, à èìåííî, ñ îñíîâàìè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Â òå÷åíèå ïî÷òè ñòà ëåò îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà �ôèçè÷åñêîãî� ïðîñòðàíñòâà
è îñîáåííî ïîñëå ñîçäàíèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ëåæàùåé â îñíîâàíèè îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Íåñìîòðÿ íà ýòî, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü âïå÷àòëåíèþ,
ïðîèçâîäèìîìó íåêîòîðûìè ó÷åáíèêàìè ïî ôèçèêå, ïðåäìåò ýòîò åù¼ äàë¼ê îò
çàâåðøåíèÿ. Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ è èíòåðïðåòàöèè ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèé ÷àñòî
èãíîðèðîâàëàñü ÷àñòè÷íî ïîòîìó, ÷òî ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ ñòðîãîñòü çàìåíÿëàñü (è
óñïåøíî) ôèçè÷åñêîé èíòóèöèåé è ÷àñòè÷íî ïîòîìó, ÷òî ïðîáëåìû áåçíàä¼æíî
ïåðåïóòàíû è òðóäíû ïî ñóùåñòâó.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïîëîæåíèþ äåë â ìàòåìàòèêå, îñíîâàíèÿ ôèçèêè âñ¼
åù¼ íàõîäÿòñÿ â �ïðåäáóðáàêîâñêîì� ñîñòîÿíèè. Â ýòîé ãëàâå, ïî ñóòè äåëà âïåð-
âûå, èçëàãàåòñÿ íîâàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ ñ ïîçèöèé Òåîðèè
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Êàê èçâåñòíî, òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ Ýéíøòåéíà îòîæäåñòâëÿåò ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå ñ èñêðèâëåíèåì ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé è òàêèì îáðàçîì
ñâîäèò òÿãîòåíèå ê ãåîìåòðèè. Âîçíèêëà èäåÿ îáúåäèíèòü ãðàâèòàöèîííîå è
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëÿ â íåêîòîðîå åäèíîå ôèçè÷åñêîå ïîëå, îòîæäåñòâëÿÿ åãî ñ
íîâîé îáîáù¼ííîé ãåîìåòðèåé.

Ýéíøòåéí ïîñâÿòèë ýòîé èäåå áîëåå òðèäöàòè ëåò æèçíè, íî íè îäèí èç âû-
äâèíóòûõ âàðèàíòîâ åäèíîé òåîðèè ïîëÿ íå äàë ðåàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, è ôèçèêè,
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â êîíöå êîíöîâ, îòêàçàëèñü îò ìûñëè ñâåñòè ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ôèçèêè
ê ãåîìåòðèè. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â Òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñàìà èäåÿ ñâåä�åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè ê íåêîòîðîé
îáîáù¼ííîé ãåîìåòðèè íå òîëüêî íå ÿâëÿåòñÿ àáñóðäíîé, íî, íàïðîòèâ, îêàçûâà-
åòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ãëóáîêîé.

Ìîæíî ñòðîãî ïîêàçàòü, ÷òî âñå çàêîíû ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè � òå ñà-
ìûå, êîòîðûå ìû îáû÷íî ïðèíèìàåì â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ïîñòóëàòîâ (âòîðîé
çàêîí Íüþòîíà â ìåõàíèêå, ïðèíöèï ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà â òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè, ïåðâîå è âòîðîå íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
â ýëåêòðîäèíàìèêå, ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè è ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå è ò. ä.), ÿâëÿþòñÿ, â êîíå÷íîì èòîãå, òåîðåìàìè íåêîòîðîé
îáîáù¼ííîé ãåîìåòðèè, íàçâàííîé ìíîþ ñàêðàëüíîé. Â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè
ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ëåâûé (íèæíèé) ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò � 〈 i | è ïðàâûé
(âåðõíèé) ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò � | k 〉 .

Çàìåòèì, ÷òî ãåîìåòðèÿ âñåãäà ðàññìàòðèâàëàñü êàê íåêîòîðàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà, çàäàííàÿ íà îäíîì ìíîæåñòâå M = {i, k, . . .}, ñîñòîÿùåì èç
ýëåìåíòîâ i, k, . . . ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, íàçûâàåìûõ �òî÷êàìè�. Â çàâèñè-
ìîñòè îò òîé èëè èíîé ñèñòåìû èñõîäíûõ àêñèîì ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðî-
ñòðàíñòâà: åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ïðîñòðàíñòâî àôôèííîé ñâÿçíîñòè, ñèìïëåêòè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî è, ñîîòâåòñòâåííî, � ðàçëè÷íûå ãåîìåòðèè.

Íî êàê áû íè áûëè ðàçëè÷íûìè âñå òðàäèöèîííûå ãåîìåòðèè, âñå îíè îò-
íîñÿòñÿ ê îäíîìó êëàññó ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, çàäàííûõ íà îäíîì ìíîæå-
ñòâå M .

Òùàòåëüíûé àíàëèç ñàìîã�î ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîãî çàêîíà (íå êîíêðåòíîãî çà-
êîíà Íüþòîíà èëè êîíêðåòíûõ çàêîíîâ òåðìîäèíàìèêè, à ôèçè÷åñêîãî çàêîíà
âîîáùå) ïðèâ¼ë ìåíÿ ê ñîçäàíèþ ñïåöèàëüíîé ìåòàòåîðèè � Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð � ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íå êîíêðåòíûå ôèçè÷åñêèå
ÿâëåíèÿ èëè ôèçè÷åñêèå îáúåêòû (òàêèå, êàê, íàïðèìåð, òâ¼ðäûå òåëà, êîíäåí-
ñèðîâàííûå ñðåäû èëè ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû), à ñàìè ôèçè÷åñêèå çàêîíû, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå êàê ñïåöèàëüíûå òèïû îòíîøåíèé ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòà-
ìè.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ óñòà-
íîâëåíèå ãëóáîêîé ñâÿçè ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè è
îñîáîé, ïðèíöèïèàëüíî íîâîé, ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèåé, íàèáîëåå àäåêâàòíî
îïèñûâàþùåé ôèçè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî �ñàêðàëüíàÿ ãåî-
ìåòðèÿ� � ýòî, ïî ñóòè äåëà, òà æå Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íî èçëîæåííàÿ
íà ñïåöèôè÷åñêîì ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå, â êîòîðîì øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ òàêèå
ïîíÿòèÿ, êàê �òî÷êà� è �ðàññòîÿíèå�.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðà,
çàäàííàÿ íå íà îäíîì ìíîæåñòâå M , êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé òðàäèöè-
îííîé ãåîìåòðèè, à íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M = {i, k, . . .} è N = {α, β, . . .} , ñî-
ñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. (Áóäåì äëÿ íàãëÿäíîñòè íàçûâàòü
ýëåìåíòû èç M �÷¼ðíûìè òî÷êàìè�, à ýëåìåíòû èç N �áåëûìè òî÷êàìè�. Òîãäà
ñàêðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü íàãëÿäíî èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ãåîìåòðèÿ,
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ðàçëè÷àþùàÿ äâà òèïà òî÷åê � �áåëûå� è �÷¼ðíûå�).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà, çàäàííàÿ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ, áîëåå ïðîñòà è, â

òî æå ñàìîå âðåìÿ, áîëåå ñîäåðæàòåëüíà, ÷åì èçâåñòíûå äî ñèõ ïîð ñòðóêòóðû íà
îäíîì ìíîæåñòâå, òî åñòü òðàäèöèîííûå ãåîìåòðèè. Ïðè ýòîì ñàêðàëüíàÿ ãåî-
ìåòðèÿ ïåðåõîäèò â îáû÷íóþ ãåîìåòðèþ â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà
M è N �ñîâïàäàþò�, òî åñòü òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî i ∈ M ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò α(i) ∈ N òàêîé, ÷òî �ðàññòîÿíèå� `iα(i) ìåæäó íèìè ðàâíî
íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðó < i, α(i) > åñòåñòâåííî íàçâàòü �òî÷êîé� â òðàäèöè-
îííîì ñìûñëå ñëîâà.

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, òàêèå êàê ðàññòî-
ÿíèå, âðåìÿ, ìàññà, ñèëà, òåìïåðàòóðà, ýíòðîïèÿ, ñîïðîòèâëåíèå, òåíçîð ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ò. ï., íå ââîäÿòñÿ â Òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ïðåä-
ñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñàêðàëüíóþ ãåîìåòðèþ, äîïîëíåííóþ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðå-
òàöèåé) èçâíå �ðóêàìè�, à âîçíèêàþò â íåé åñòåñòâåííûì ïóò¼ì êàê ñâîåîáðàçíûå
ñàêðàëüíûå èíâàðèàíòû.

§ 2. Âîçìîæíî ëè òî÷íîå îïðåäåëåíèå èñõîäíûõ ïîíÿòèé?

Óæå ïðè òðàäèöèîííîé ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ çàêîíîâ ìåõàíèêè � ïðî-
ñòåéøåé ôèçè÷åñêîé òåîðèè � ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè òàêèå êëàññè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ, êàê òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, âðå-
ìÿ, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå, ìàññà è ñèëà, èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà. Ýòè
ïîíÿòèÿ ïðèâû÷íû ñ äåòñòâà è ïîòîìó íàèáîëåå òðóäíû äëÿ àíàëèçà.

Òàê, Àíðè Ïóàíêàðå (1854 � 1912) ïèñàë ïî ýòîìó ïîâîäó: �Ïðåæäå âñåãî
ìû îêàçûâàåìñÿ ïåðåä òðóäíîñòÿìè, êîãäà õîòèì äàòü îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûì
ïîíÿòèÿì... Ýòè çàòðóäíåíèÿ íåïðåîäîëèìû� [3].

Äåéñòâèòåëüíî, íåëüçÿ äàòü òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ èñõîäíûì ïîíÿòèÿì, îñòà-
âàÿñü â ðàìêàõ òðàäèöèîííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ïîäíÿòüñÿ íà áîëåå âûñîêèé ìåòàòåîðåòè÷åñêèé óðîâåíü � íà óðîâåíü Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Îäíàêî ìîæíî äîñòè÷ü çíà÷èòåëüíîãî ïðîãðåññà â ïîíèìàíèè ñóùíîñòè ìíî-
ãèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé (à èìåííî ýòó öåëü ïðåñëåäóåò íàø êóðñ
ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè), äîñòàòî÷íî äîëãî îñòàâàÿñü â ðàìêàõ òðàäèöèîííîãî
ôèçè÷åñêîãî ìèðîâîççðåíèÿ. È ëèøü â ñàìûé ïîñëåäíèé ìîìåíò íàì âñ¼ æå ïðè-
ä¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, âûòåêàþùèìè êàê
ñëåäñòâèå èç ÷ðåçâû÷àéíî îáùèõ è î÷åâèäíûõ àêñèîì, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, íà÷í¼ì ñ âîïðîñîâ:
• ÷òî òàêîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî? è
• ÷òî òàêîå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû?
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§ 3. Îá îäíîì çàìå÷àíèè Ýéíøòåéíà.

Ïåðâûìè, êòî îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî �åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ . . . ñîäåðæèò
íå÷òî áîëüøåå, ÷åì ïðîñòûå äåäóêöèè, ïîëó÷åííûå èç îïðåäåëåíèé ëîãè÷åñêèì
ïóò¼ì�, áûëè Ìàõ è Ýéíøòåéí.

Ýéíøòåéí, ðàññìàòðèâàÿ âîïðîñ î ñâÿçè ãåîìåòðèè ñ îáúåêòàìè ïðèðîäû,
ïèñàë: �Ôèçèêà çàíèìàåò âîïðîñ, ñïðàâåäëèâû ëè òåîðåìû ãåîìåòðèè.

Åðíñò Ìàõ (1838 � 1916)

Òî, ÷òî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ ñîäåðæèò íå÷òî áîëüøåå,
÷åì ïðîñòûå äåäóêöèè, ïîëó÷åííûå èç
îïðåäåëåíèé ëîãè÷åñêèì ïóò¼ì, âèäíî èç
ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî ðàññóæäåíèÿ.

Ìåæäó N òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà ñó-
ùåñòâóþò 1

2
N(N − 1) ðàññòîÿíèé `ik ;

ìåæäó `ik è 3N êîîðäèíàòàìè èìåþò ìå-
ñòî ñîîòíîøåíèÿ
`2
ik = (xi − xk)

2 + (yi − yk)
2 + (zi − zk)

2 (1)
Èç ýòèõ 1

2
N(N − 1) óðàâíåíèé ìîæ-

íî èñêëþ÷èòü 3N êîîðäèíàò, è òîãäà äëÿ
`ik îñòàíåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, 1

2
N(N −

1)− 3N ñîîòíîøåíèé34. Ïîñêîëüêó `ik �
èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû è, ïî îïðåäåëåíèþ,
íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà, ýòè ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó âåëè÷èíàìè `ik íå ÿâëÿþòñÿ íåîá-
õîäèìûìè a priori" [20].

Â äðóãîì ìåñòå Ýéíøòåéí îòìå÷àåò, ÷òî �Ìàõ áûë åäèíñòâåííûì, êòî ñåðü¼ç-
íî äóìàë îá èñêëþ÷åíèè ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå îí ïûòàëñÿ çàìåíèòü
ïðåäñòàâëåíèåì î âñåé ñóììå ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ìàòåðèàëüíûìè òî÷êà-
ìè�.

Çàìåòèì, ÷òî ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ è âèä ñâÿçè ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè íà ïðÿ-
ìîé, íà ïëîñêîñòè, â òð¼õìåðíîì è n-ìåðíîì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû áûëè èçâåñò-
íû ìàòåìàòèêàì äàâíî [13], [17], [18], [6]. Î ñóùåñòâîâàíèè óïîìÿíóòûõ âûøå
ñâÿçåé ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè èíîãäà ãîâîðèòñÿ è â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, íà-
ïðèìåð, â êíèãå Ñèíãà [19], â êíèãå Âåéíáåðãà [8] èëè â êíèãå Ìèçíåðà, Òîðíà,
Óèëåðà [14].

Íàïðèìåð, â êíèãå Âåéíáåðãà ìû ìîæåì ïðî÷èòàòü ñëåäóùåå: �Ñóùåñòâóåò
ïðîñòîé ïðèìåð, ê êîòîðîìó îáðàùàëèñü Ýéíøòåéí, Óèëåð è äð., ÷òîáû ïðî-
èëëþñòðèðîâàòü, êàê èññëåäîâàíèå ìåòðèêè ïîâåðõíîñòè ïîçâîëÿåò èçó÷èòü å¼
âíóòðåííèå ñâîéñòâà.

34Ôàêòè÷åñêè, èç-çà ñïåöèàëüíîãî âèäà óðàâíåíèé (1) èç ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû ìîæíî èñêëþ-
÷èòü íå 3N , à òîëüêî 3N − 6 è òîãäà äëÿ lik îñòàíåòñÿ íå 1

2N(N − 1)− 3N ñîîòíîøåíèé,
à 1

2N(N − 1)− 3N + 6 . Îäíàêî ÿñíî, ÷òî ïîäîáíîå óòî÷íåíèå íå ìåíÿåò ñóùåñòâà äåëà.
( � Þ.Ê.)
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Ðàññìîòðèì N òî÷åê íà ïëîñêîñòè (Ñì. ðèñ. 1). Îäíó èç íèõ ïðèìåì çà íà-
÷àëî êîîðäèíàò. Îñü X ïðîâåä¼ì èç íà÷àëà êîîðäèíàò ÷åðåç äðóãóþ çàäàííóþ
òî÷êó, òîãäà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè áóäóò çàäàâàòüñÿ ñ ïîìî-
ùüþ 2N−3 êîîðäèíàò, à èìåííî ñ ïîìîùüþ x2 � êîîðäèíàòû âòîðîé òî÷êè è x �
è y � êîîðäèíàò îñòàëüíûõ N−2 òî÷åê. Ñóùåñòâóåò 1

2
N(N−1) ðàçëè÷íûõ ðàñ-

ñòîÿíèé ìåæäó N òî÷êàìè, è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N èõ ìîæíî ñâÿçàòü M
ðàçëè÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ãäå M = 1

2
N(N−1)− (2N−3) =

= 1
2
(N − 2)(N − 3). Â ïðîñòåéøåì íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå N = 4 ìîæíî ëåã-

êî ïîêàçàòü (!?), ÷òî ðàññòîÿíèÿ `ik ìåæäó i -òîé è k -òîé òî÷êàìè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì:

`4
12`

2
34 + `4

13`
2
24 + `4

14`
2
23 + `4

23`
2
14 + `4

24`
2
13 + `4

34`
2
12+

+`2
12`

2
23`

2
31 + `2

12`
2
24`

2
41 + `2

13`
2
34`

2
41 + `2

23`
2
34`

2
42−

−`2
12`

2
23`

2
34 − `2

13`
2
32`

2
24 − `2

12`
2
24`

2
43 − `2

14`
2
42`

2
23−

−`2
13`

2
34`

2
42 − `2

14`
2
43`

2
32 − `2

23`
2
31`

2
14 − `2

21`
2
13`

2
34−

− `2
24`

2
41`

2
13 − `2

21`
2
14`

2
43 − `2

31`
2
12`

2
24 − `2

32`
2
21`

2
14 = 0

Ýòî ñîîòíîøåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ íà ëþáîì îäíîñâÿçíîì ó÷àñòêå ïîâåðõíî-
ñòè èëè êîíóñà, òàê êàê ýòè ôèãóðû îáëàäàþò òåìè æå âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè,
÷òî è ïëîñêîñòü�[8].
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Ðèñ.1. Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ïî Âåéíáåðãó [8].

x

y

1 (o,o) 2 (x2 ,o)

N(xN , yN )
4(x4, y4)

3(x3, y3)

Îäíàêî ïîñëå Ìàõà, ïîæàëóé, òîëüêî îäèí Ýéíøòåéí óâèäåë â ôàêòå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñâÿçè ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè íåòðèâèàëüíóþ ôèçè÷åñêóþ ïðîáëåìó.
Äåéñòâèòåëüíî, Âåéíáåðã ãîâîðèò îá ýòîé ñâÿçè ëèøü êàê îá èëëþñòðàöèè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ëþáîé ïîâåðõíîñòè, îòêðûòîé åù¼ Ãàóññîì,
à Ñèíã, ïðèâîäÿ â ñâîåé �Îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè� [19] êîíêðåòíûé âèä
óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî äåñÿòü âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïÿòüþ ïðîèç-
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âîëüíûìè òî÷êàìè òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà i, k, m, n, p
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
1 0 `2

ik `2
im `2

in `2
ip

1 `2
ik 0 `2

km `2
kn `2

kp

1 `2
im `2

km 0 `2
mn `2

mp

1 `2
in `2

kn `2
mn 0 `2

np

1 `2
ip `2

kp `2
mp `2

np 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

ðàññìàòðèâàåò åãî ëèøü êàê âñïîìîãàòåëüíîå ñðåäñòâî äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
îïðåäåëåíèÿ êðèâèçíû ìèðîâîé ëèíèè íàáëþäàòåëÿ ïðè íàëè÷èè ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëÿ.

Àëüáåðò Ýéíøòåéí
(1879 � 1955)

È òîëüêî Ýéíøòåéí âçãëÿíóë íà âñþ ýòó ýëå-
ìåíòàðíóþ àëãåáðó ãëàçàìè ôèçèêà�ôèëîñîôà
è, ïî-âèäèìîìó, èíòóèòèâíî ïî÷óâñòâîâàë, ÷òî
�åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñî-
äåðæèò íå÷òî áîëüøåå, ÷åì ïðîñòûå äåäóê-
öèè, ïîëó÷åííûå èç îïðåäåëåíèé ëîãè÷åñêèì
ïóò¼ì�. Ìûñëü, çàêëþ÷¼ííàÿ â ñëîâàõ Ýéí-
øòåéíà î òîì, ÷òî ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó èçìåðÿåìûìè íà îïûòå ðàññòîÿ-
íèÿìè èìååò íåòðèâèàëüíîå ïðîèñõîæäåíèå è
îòðàæàåò íàèáîëåå ãëóáîêèå ôèçè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ,
íà ìîé âçãëÿä, ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíîé.

Ïîýòîìó âñ¼ äàëüíåéøåå èçëîæåíèå Òåî-
ðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìû áóäåì îñóùåñòâ-
ëÿòü ëèøü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçâèòèå
ýòîé, ïî ñóùåñòâó ñâîåìó ïðîñòîé, èäåè.

§ 4. Íàãëÿäíûå ñîîáðàæåíèÿ.
Ôèëîñîôèÿ ïðèðîäû íàïèñàíà â âåëè÷àéøåé êíèãå, êî-

òîðàÿ âñåãäà îòêðûòà ïåðåä íàøèìè ãëàçàìè, � ÿ ðàçó-
ìåþ Âñåëåííóþ, íî ïîíÿòü å¼ ñìîæåò ëèøü òîò, êòî
ñíà÷àëà âûó÷èò ÿçûê è ïîñòèãíåò ïèñüìåíà, êîòîðûìè
îíà íà÷åðòàíà. À íàïèñàíà ýòà êíèãà íà ÿçûêå ìàòåìà-
òèêè, è ïèñüìåíà å¼ � òðåóãîëüíèêè, îêðóæíîñòè è äðó-
ãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû, áåç êîòîðûõ íåëüçÿ ïîíÿòü
ïî-÷åëîâå÷åñêè å¼ ñëîâà: áåç íèõ � òùåòíîå êðóæåíèå â
òåìíîì ëàáèðèíòå.

� Ãàëèëåî Ãàëèëåé

Ñåãîäíÿ íàñ ìîæåò óäèâèòü, ÷òî Ãàëèëåé ñ÷èòàë �áóêâàìè� òîãî ÿçûêà, íà
êîòîðîì çàïèñàíû âñå çàêîíû ïðèðîäû, �òðåóãîëüíèêè, îêðóæíîñòè è äðóãèå
ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû�. Íî âåäü åäèíñòâåííîé ìàòåìàòèêîé, äîñòóïíîé Ãà-
ëèëåþ, áûëà ãåîìåòðèÿ äðåâíèõ ãðåêîâ, à äî îòêðûòèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è
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èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ (â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñòèìóëèðîâàííûõ òðóäàìè
Ãàëèëåÿ) è âîçíèêíîâåíèÿ êîíöåïöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îñòàâàëîñü
áîëüøå ïîëóâåêà [10].

Ýòà êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ÷èòàòåëÿ, ïîäãîòîâëåííîãî âåêîâûìè òðàäèöè-
ÿìè � ôèçèêîé è ìàòåìàòèêîé, êîòîðûì îí îáó÷àëñÿ â øêîëå è â óíèâåðñèòåòå,
è ïîòîìó ïðèâûêøåãî ìûñëèòü îáðàçàìè, îïåðèðîâàòü íàãëÿäíûìè ïðåäñòàâëå-
íèÿìè, îïèðàÿñü íà òðàäèöèîííîå ôèçè÷åñêîå ìèðîâîççðåíèå. Íå áóäåì îòó÷àòü
åãî îò ýòîãî, íå ãîâîðÿ óæå � âîîðóæàòü åãî ïðîòèâ ýòîãî. Íåîáõîäèìî ïåðåõîäèòü
ê íîâîìó ôèçè÷åñêîìó ìèðîâîççðåíèþ ïî âîçìîæíîñòè ïîñòåïåííî è ïëàâíî.

Èòàê, ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
M = {i1, i2, . . . , iN},

ñîñòîÿùåå èç N ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òî÷åê.
Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîå èõ ðàñïîëîæå-
íèå ñóùåñòâóåò âïîëíå îïðåäåë¼ííûé ôèçè÷åñêèé çàêîí (òî åñòü çàêîí, ñïðàâåä-
ëèâîñòü êîòîðîãî ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóò¼ì), êîòîðîìó
ïîä÷èíÿþòñÿ âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé çàêîí äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò. ×òîáû îáíàðó-
æèòü åãî, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ïàðû òî÷åê èç M (èõ áóäåò
1
2
N(N−1)) è ñîïîñòàâèòü êàæäîé ïàðå ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó,

õàðàêòåðèçóþùóþ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê. Â êà÷åñòâå òàêîé èçìåðÿåìîé
íà îïûòå âåëè÷èíû ïðèìåì â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå, èçìåðåííîå, íàïðè-
ìåð, ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé ìàñøòàáíîé ëèíåéêè.

Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé ïàðå òî÷åê (i, k) ðàññòîÿíèå `ik , ìû ïîëó÷èì íàáîð
îïûòíûõ äàííûõ, ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþùèõ äàííîå ìíîæåñòâî M , êîòîðûé
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû:

i1 i2 i3 . . . iN
i1 0 `12 `13 . . . `1N

i2 `12 0 `23 . . . `2N

i3 `13 `23 0 . . . `3N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
iN `1N `2N `3N . . . 0

ãäå

`ik = `pipk

ßñíî, ÷òî âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ `ik `im

`km
ìåæäó òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè

òî÷êàìè i, k,m ∈ M íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâè-
ñèìîñòüþ, òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàññòîÿíèÿõ `ik è `im òðåòüå ðàññòîÿíèå
`km ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ îò |`ik − `im| äî `ik + `im

òî åñòü |`ik − `im| 6 `km 6 `ik + `im. (ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2. Òðîéêà òî÷åê {i, k, m} ⊂ M.
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ `ik

è `im çíà÷åíèå `km íå îïðåäåëåíî.

i

k

m

`ik

`im

`km

Òî÷íî òàê æå îáñòîèò äåëî, åñëè
âçÿòü ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè
i, k, m, n ∈ M (ñì. ðèñ. 3) è ðàññìî-
òðåòü çàâèñèìîñòü ìåæäó øåñòüþ
âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè

`ik `im `in

`km `kn

`mn

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïÿòè ðàññòîÿ-
íèÿõ `ik `im `in `km `kn øåñòîå ðàñ-
ñòîÿíèå `mn ìîæåò ïðèíèìàòü

ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (ñì. ðèñ. 3):

Ψ−(`ik, `im, `in, `km, `kn) 6 `mn 6 Ψ+(`ik, `im, `in, `km, `kn).

Z
ZZ

hhhhhhhhhhhhhhhh

¡
¡

¡
¡

¡¡

!!!!!!!!!!!!!B
B
B
B
B
B
B
B

Z
Z

Z
Z

Z
Z

ZZ

Ðèñ. 3. ×åòâ¼ðêà òî÷åê {i, k,m, n} ⊂ M.
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàññòîÿíèÿõ `ik, `im, `in,
`km, `kn ðàññòîÿíèå `mn íå îïðåäåëåíî.

i

m

k

`im

`ik

`kn n

`in `km `mn

Íî åñëè âçÿòü ïÿòü ïðîèç-
âîëüíûõ òî÷åê
i, k, m, n, p ∈ M (ñì. ðèñ. 4),
òî îäíî èç äåñÿòè âçàèìíûõ
ðàññòîÿíèé

`ik `im `in `ip

`km `kn `kp

`mn `mp

`np

ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íîé ôóíêöèåé
îñòàëüíûõ äåâÿòè.
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i i

k k

n n

m m

p

p

ń ń

ṕ ṕ

`np

`np

Ðèñ. 4. Ïÿò¼ðêà òî÷åê {i, k, m, n, p} ⊂ M. Äåâÿòü ðàññòîÿíèé
`ik, `im, `in, `ip, `km, `kn, `kp, `mn, `mp îïðåäåëÿþò ñîáîé
äâà âîìîæíûõ çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ `np .

Èòàê, äëÿ ëþáûõ ïÿòè òî÷åê òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó èõ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿ-
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ìè, âèä êîòîðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòèõ òî÷åê.

×òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïóò¼ì êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ
ýòîé ôóíêöèè, èìåþùåé äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå çíà-
÷åíèå, â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïîíÿòèå îáú¼ìà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåå ñîáîé îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð.

§ 5. Ôîðìóëà Ãåðîíà.

Íå èäè ïî ñëåäàì äðåâíèõ, íî èùè òî, ÷òî èñêàëè îíè.
� Êîáî-äàéñè (774 - 835) (Âåëèêèé ó÷èòåëü Þæíîé ãîðû,
áóääèéñêèé ïðîïîâåäíèê, ïîýò, ïèñàòåëü è ó÷¼íûé.)

�

Ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì è ñòðàííûì, íî èìåííî ôîðìóëà Ãåðî-
íà, ñîäåðæàùàÿñÿ â �Ìåòðèêå� Ãåðîíà Àëåêñàíäðèéñêîãî (65 � 150 ãã. í.ý.) è
èçâåñòíàÿ åù¼ Àðõèìåäó (III â. äî í.ý.), ìîæåò ñòàòü òîé ùåëüþ, ÷åðåç êîòîðóþ
ìîæíî çàãëÿíóòü â ìèð ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ÷òîáû ðåêîíñòðóèðîâàòü õîä ìûñëè àíòè÷íûõ ìàòåìàòèêîâ, íàïîìíèì
âûâîä õîðîøî èçâåñòíîé åù¼ èç ñðåäíåé øêîëû ôîðìóëû Ãåðîíà, âûðàæàþùåé
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà Sikm ÷åðåç äëèíû åãî ñòîðîí `ik , `im , `km .

` `

p

p

p pi

So

k

m

b ch

a1 a2

a

Ðèñ. 5. Ê âûâîäó ôîðìóëû Ãåðîíà.

Èñõîäèì èç ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà So ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
åãî ñòîðîí h è a . Îòñþäà ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà

S = 1
2
So = 1

2
ha.

Âûñîòà h è òðè ñòîðîíû a, b, c ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì äâóõ âñïîìîãà-

òåëüíûõ ñòîðîí a1 è a2 ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè;
h2 = b2 − a1

2,

h2 = c2 − a2
2,

a = a1 + a2.

Èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû a1 è a2 , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå äëÿ h2 :

h2 = 1
4c2

(2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 − a4 − b4 − c4).

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ïðèîáðåòàåò
âèä:

S2 = 1
16

(2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 − a4 − b4 − c4).
Çàìå÷àÿ, ÷òî

2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 − a4 − b4 − c4 =

= (a + b + c)(a + b− c)(a− b + c)(−a + b + c), (2)
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ïîëó÷àåì S2 = 1
16

(a + b + c)(a + b− c)(a− b + c)(−a + b + c)
èëè

S2 = p(p− a)(p− b)(p− c), (3)
ãäå p = 1

2
(a + b + c).

Íî âûðàæåíèå 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 − a4 − b4 − c4 ïîìèìî ïðåäñòàâëåíèÿ
(2) äîïóñêàåò åù¼ îäíî, åù¼ áîëåå êðàñèâîå, ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îïðåäåëèòåëÿ
÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà (!):

2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 − a4 − b4 − c4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 a2 b2

−1 a2 0 c2

−1 b2 c2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ïðèîáðåòàåò
ñëåäóþùèé âèä:

S2 =
1

16

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 a2 b2

−1 a2 0 c2

−1 b2 c2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4)

Ïðåäâèäÿ äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ôîðìóëû (4) íà ñëó÷àé îáú¼ìà òåòðàýäðà, ïðåä-
ñòàâèì ìíîæèòåëü 1/16 â âèäå

1
16

= (−1)2

22 (2!)2
,

ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
S = Sikm

a = `ik ; b = `im ; c = `km

è ïåðåïèøåì ôîðìóëó (4) â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

S2
ikm = (−1)2

22 (2!)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

Ñðàâíèâàÿ îáà âûðàæåíèÿ (3) è (5), çàìåòèì, ÷òî î÷åíü òðóäíî, à ïðàêòè÷å-
ñêè íåâîçìîæíî, îáîáùèòü ôîðìóëó (3) íà ñëó÷àé êâàäðàòà îáú¼ìà òåòðàýäðà, â
òî âðåìÿ êàê èç ôîðìóëû (5) ýòî îáîáùåíèå ñëåäóåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
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§ 6. Êâàäðàòû îáú¼ìà òî÷êè, äëèíû îòðåçêà,
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà è îáú¼ìà òåòðàýäðà.

Õîòÿ èäåè, íà êîòîðûõ îñíîâàí ìåòîä àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, äåòñêè ïðîñòû, òåì íå ìåíåå ýòîä ìåòîä
íàñòîëüêî ìîùåí, ÷òî, ïðèìåíÿÿ åãî, ðÿäîâûå ñåìíàäöà-
òèëåòíèå ìàëü÷èêè ìîãóò ðåøàòü çàäà÷è, êîòîðûå ïî-
ñòàâèëè áû â òóïèê âåëè÷àéøèõ èç ãðå÷åñêèõ ãåîìåòðîâ
� Åâêëèäà, Àðõèìåäà è Àïîëëîíèÿ [7].

� Ý.Ò. Áåëë (1883 � 1960)

Èìåÿ ôîðìóëó (5) äëÿ êâàäðàòà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, ëåãêî îáîáùèòü å¼
íà ñëó÷àé ñèìïëåêñà ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

n = 0 äëÿ êâàäðàòà îáú¼ìà òî÷êè vi

v2
i =

(−1)o

2o (0!)2

∣∣∣∣
0 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1; (6)

n = 1 äëÿ êâàäðàòà äëèíû îòðåçêà `ik

`2
ik =

(−1)1

21 (1!)2

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 0 `2

ik

−1 `2
ik 0

∣∣∣∣∣∣
; (7)

n = 2 äëÿ êâàäðàòà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà Sikm

(ôîðìóëà Ãåðîíà Àëåêñàíäðèéñêîãî (65 � 150 ãã.í.ý.))

S2
ikm =

(−1)2

22 (2!)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
; (8)

n = 3 äëÿ êâàäðàòà îáú¼ìà òåòðàýäðà Vikmp

(ôîðìóëà Íèêêîëî Òàðòàëüè (1500 � 1557 ãã.))

V 2
ikmp =

(−1)3

23 (3!)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mp

−1 `2
ip `2

kp `2
mp 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (9)

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå íåñêîëüêî íåîæèäàííîå óòâåðæäåíèå, ÷òî îáú¼ì òî÷-
êè vi ðàâåí 1. Ïðåæäå âñåãî âîçíèêàåò âîïðîñ � â êàêèõ åäèíèöàõ? Ìû õîðîøî
çíàåì, ÷òî äëèíà èçìåðÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ìåòðàõ ( m1 ), ïëîùàäü � â ìåòðàõ
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êâàäðàòíûõ ( m2 ), îáú¼ì � â ìåòðàõ êóáè÷åñêèõ ( m3 ). Ñëåäîâàòåëüíî, îáú¼ì
íóëüìåðíîãî îáúåêòà � òî÷êè � äîëæåí èçìåðÿòüñÿ â mo , òî åñòü áûòü áåçðàç-
ìåðíûì, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äîëæåí èçìåðÿòüñÿ â �åñòåñòâåííûõ� åäèíèöàõ,
íå çàâèñÿùèõ îò âûáîðà ýòàëîíà äëèíû.

Èç-çà ìíîæèòåëÿ (−1)n âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (5),
(6)�(9) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè.

Êîýôôèöèåíòû 1

2n (n!)2

âûáðàíû òàê, ÷òîáû îáú¼ì ýëåìåíòàðíîãî êóáà, ñ ðåáðîì, ðàâíûì åäèíèöå äëèíû,
áûë áû ðàâåí åäèíèöå.

§ 7. r -òî÷å÷íûå äèàãîíàëüíûå îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà è èõ
ñâÿçü ñ îáú¼ìàìè.

Èòàê, ôîðìóëà Ãåðîíà, çàïèñàííàÿ â âèäå (3), (4) è (5), ïîðîäèëà öåëîå ñå-
ìåéñòâî îïðåäåëèòåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ôóíêöèè 1

2
r(r − 1) êâàäðàòîâ

ðàññòîÿíèé ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè r òî÷êàìè:
`2
i1i2

`2
i1i3

. . . `2
i1ir

`2
i2i3

. . . `2
i2ir

. . . . . .
`2
ir−1ir .

Ýòè îïðåäåëèòåëè, íàçûâàåìûå r -òî÷å÷íûìè äèàãîíàëüíûìè îïðåäåëèòå-
ëÿìè Êýëè-Ìåíãåðà [6], [11], èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

îäíîòî÷å÷íûé äèàãîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà

Ki;i(`
2) = (−1)o

∣∣∣∣
0 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1;

äâóõòî÷å÷íûé äèàãîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà

Kik;ik(`
2) = (−1)1

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 0 `2

ik

−1 `2
ik 0

∣∣∣∣∣∣
;

òð¼õòî÷å÷íûé äèàãîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà

Kikm;ikm(`2) = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

÷åòûð¼õòî÷å÷íûé äèàãîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà

Kikmp;ikmp(`
2) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mp

−1 `2
ip `2

kp `2
mp 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

r -òî÷å÷íûé äèàãîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà

Ki1...ir;i1...ir(`
2) = (−1)r−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
−1 0 `2

i1i2
. . . `2

i1ir

−1 `2
i1i2

0 . . . `2
i2ir

. . . . . . . . . . . . . . .
−1 `2

i1ir `2
i2ir . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

Íèæíèå èíäåêñû i1 . . . ir; i1 . . . ir ó ñèìâîëà Ki1...ir;i1...ir(`
2) äóáëèðóþòñÿ [4],

÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî r -òî÷å÷íûå äèàãîíàëüíûå îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùèõ 2 · r -òî÷å÷íûõ íåäèàãîíàëüíûõ îïðåäå-
ëèòåëåé Êýëè-Ìåíãåðà Ki1...ir;k1...kr(`

2).

r -òî÷å÷íûå äèàãîíàëüíûå îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûìè èíâàðèàíòàìè, òî åñòü ôóíêöèÿìè èñõîäíûõ èíâàðèàíòîâ � êâàäðàòîâ
ðàññòîÿíèé `2

ik;n = (x1(i)−x1(k))2+ . . .+(xn(i)−xn(k))2 è èìåþò ïðîñòîé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë: êàæäûé òàêîé îïðåäåëèòåëü ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ðàâåí
êâàäðàòó îáú¼ìà ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìïëåêñà35:

Ki;i(
0

`
2) = 20 (0!)2 (vi)

2;

Kik;ik(
1

`
2) = 21 (1!)2 (`ik)

2;

Kikm;ikm(
2

`
2) = 22 (2!)2 (Sikm)2;

Kikmp;ikmp(
3

`
2) = 23 (3!)2 (Vikmp)

2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ki1...ir;i1...ir(
r−1

`
2) = 2r−1 ((r − 1)!)2 (Vi1...ir)

2.

Èçâåñòíûé àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Àðòóð Êýëè (1821 � 1895) ïåðâûé ïîêàçàë, ÷òî
êâàäðàòû âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïÿòüþ òî÷êàìè òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà îáðàùàþò â íîëü îïðåäåëèòåëü

Kikmpq;ikmpq(`
2
3) = (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik;3 `2
im;3 `2

ip;3 `2
iq;3

−1 `2
ik;3 0 `2

km;3 `2
kp;3 `2

kq;3

−1 `2
im;3 `2

km;3 0 `2
mp;3 `2

mq;3

−1 `2
ip;3 `2

kp;3 ell2mp;3 0 `2
pq;3

−1 `2
iq;3 `2

kq;3 `2
mq;3 `2

pq;3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ãäå
`2
ik;3 = (xi − xk)

2 + (yi − yk)
2 + (zi − zk)

2.

35Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà ïîçâîëÿþò âûðàçèòü êâàäðàòû îáú¼ìîâ
n+2 -òî÷å÷íûõ ñèìïëåêñîâ ÷åðåç êâàäðàòû ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè è óæå ïîýòîìó èãðàþò
âàæíóþ ðîëü â n -ìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî ïî íåïîíÿòíîé ïðè÷èíå î íèõ íåò
äàæå óïîìèíàíèé â ïÿòèòîìíîé �Ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè� (1977 � 1984) [12]
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Êîýôôèöèåíò (−1)r−1 ââîäèòñÿ â âûðàæåíèå äëÿ r -òî÷å÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ
Êýëè-Ìåíãåðà Ki1...ir;i1...ir(`

2) äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ýòîò îïðåäåëèòåëü ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì ïðè ëþáûõ r .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Êàðë Ìåíãåð (ð. 1902), çàëîæèâøèé â 1928 ãîäó îñíîâû
àáñòðàêòíîé ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé, øèðîêî èñïîëüçîâàë îïðåäåëèòåëü
Ki1...in+2;i1...in+2(`

2) äëÿ ôîðìóëèðîâêè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé êîíãðóýíòíîãî âëî-
æåíèÿ ïîëóìåòðè÷åñêîãî íàáîðà n + 2 òî÷åê â n -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî [6].

Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëèòåëè Ki1...ir;i1...ir(`
2) ñ ïîëíûì ïðàâîì ìîãóò áûòü

íàçâàíû r -òî÷å÷íûìè îïðåäåëèòåëÿìè Êýëè-Ìåíãåðà.

§ 8. ×òî æå òàêîå òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî?
Êàðòåçèàíñêîå âèäåíèå ìèðà ãëóáîêî ïðîíèêëî â ÷åëî-

âå÷åñêèé óì çà òðè âåêà, ïðîøåäøèå ïîñëå íåãî, è íóæíî
âðåìÿ, ÷òîáû îíî áûëî âûòåñíåíî èíûì îòíîøåíèåì ê
ïðîáëåìàì ðåàëüíîñòè.

� Âåðíåð Ãåéçåíáåðã

Íà÷í¼ì ñ ïîíÿòèÿ åâêëèäîâîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 1.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êè i, k, m, p, . . . ∈ M1 ëåæàò íà åâêëèäîâîé
ïðÿìîé M1 , åñëè äëÿ ëþáûõ òð¼õ òî÷åê i, k, m òðè êâàäðàòà ðàññòîÿíèé

`2
ik `2

im

`2
km

îáðàùàþò â íîëü 3-òî÷å÷íûé äèàãîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà, òî
åñòü

∀ i, k, m ∈ M1

Kikm;ikm(`2) = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ïðè ýòîì çàïèøåì äâà íåðàâåíñòâà, ïåðâîå èç êîòîðûõ òðèâèàëüíî è ïðèâåäåíî
çäåñü ëèøü èç-çà ñîîáðàæåíèé ïîëíîòû:

Ki;i = 1

Kik;ik > 0

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì ïîíÿòèå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè:

Îïðåäåëåíèå 2.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êè i, k, m, p, q . . . ∈ M2 ëåæàò íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè M2 , åñëè äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê i, k, m, p øåñòü êâàäðàòîâ
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ðàññòîÿíèé
`2
ik `2

im `2
ip

`2
km `2

kp

`2
mp

îáðàùàþò â íîëü 4-òî÷å÷íûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà, òî åñòü

∀ i, k, m, p ∈ M2

Kikmp;ikmp(`
2) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mp

−1 `2
ip `2

kp `2
mp 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ:

Ki;i = 1

Kik;ik > 0

Kikm;ikm > 0

Íàêîíåö, äàäèì îïðåäåëåíèå òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:

Îïðåäåëåíèå 3.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå òî÷åê M3 = {i, k, m, p, . . .}
èìååò ìåñòî ñòðóêòóðà òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, åñëè äëÿ
ëþáûõ ïÿòè òî÷åê äåñÿòü êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

`2
ik `2

im `2
ip `2

iq

`2
km `2

kp `2
kq

`2
mp `2

mq

`2
pq

îáðàùàþò â íîëü 5-òî÷å÷íûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà, òî åñòü
∀ i, k, m, p, q ∈ M3

Kikmpq;ikmpq(`
2) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

ip `2
iq

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kp `2

kq

−1 `2
im `2

km 0 `2
mp `2

mq

−1 `2
ip `2

kp `2
mp 0 `2

pq

−1 `2
iq `2

kq `2
mq `2

pq 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ÷åòûðå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ:

Ki;i = 1,



Ãëàâà 6. Ýìïèðè÷åñêèå îñíîâàíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 147

Kik;ik > 0,

Kikm;ikm > 0,

Kikmp;ikmp > 0.

Ïðèâåä¼ííîå âûøå îïðåäåëåíèå òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà óäîáíî,
ïðåæäå âñåãî, äëÿ ôèçèêè, òàê êàê, â îòëè÷èå îò âñåõ äðóãèõ èçâåñòíûõ îïðåäå-
ëåíèé [9], [1], [16], [5], ïîçâîëÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóò¼ì óñòàíîâèòü ôàêò
ñóùåñòâîâàíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëèòü åãî ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ
òð¼ì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ òî÷åê òð¼õìåðíîãî åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êâàäðàòàìè âçà-
èìíûõ ðàññòîÿíèé:

• ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ36:

∀i, k ∈ M (−1)1

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 0 `2

ik

−1 `2
ik 0

∣∣∣∣∣∣
> 0 (10)

• íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

∀i, k,m ∈ M (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0 (11)

• íåðàâåíñòâî òåòðàýäðà:

∀i, k, m, n ∈ M (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0 (12)

è, íàêîíåö, ñàìîå ãëàâíîå
• ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè òð¼õìåðíîé

åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, äîïóñêàþùèé íåïîñðåäñòâåííóþ ïðîâåðêó íà îïûòå:

∀i, k,m, n, p ∈ M (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in `2
ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn `2

kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn `2

mp

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0 `2

np

−1 `2
ip `2

kp `2
mp `2

np 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0. (13)

36íå èìåþùàÿ ìåñòà, íàïðèìåð, â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé ñ ìåòðèêîé
ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2
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Èòàê, ðàâåíñòâî íóëþ ïÿòèòî÷å÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ Êýëè-Ìåíãåðà
(13), äîïîëíåííîå íåðàâåíñòâàìè (10) � (12), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíè-
âåðñàëüíûé, îáùåçíà÷èìûé ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òð¼õìåðíîãî åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà, è ïîòîìó ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäèí èç íàè-
áîëåå ãëóáîêèõ è ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ïðèðîäû, äîïóñêàþùèõ
íåïîñðåäñòâåííóþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó.

Òàê ÷òî, åñëè ÷åëîâåê êîãäà-íèáóäü äîñòèãíåò äàë¼êèõ çâ¼çäíûõ ñèñòåì, òî
ïåðâûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé òàì íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü, äîëæåí îòâåòèòü
íà âîïðîñ � ïðèìåíèìà ëè òàì äëÿ îïèñàíèÿ îòíîøåíèé ìåæäó íåïîäâèæíûìè
òåëàìè òð¼õìåðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ?

Èäåÿ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòà: íåîáõîäèìî âçÿòü äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå ÷èñëî N > 5 íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà òåë, êàê ìîæíî
òî÷íåå èçìåðèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè è, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå èç ýêñïåðè-
ìåíòà äàííûå, íàéòè çíà÷åíèÿ C5

N = N !
5!(N−5)!

= 1
5!
(N − 4)(N − 3)(N − 2)(N − 1)N

îïðåäåëèòåëåé Êýëè-Ìåíãåðà

Kikmpq;ikmpq(`
2) = (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

ip `2
iq

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kp `2

kq

−1 `2
im `2

km 0 `2
mp `2

mq

−1 `2
ip `2

kp `2
mp 0 `2

pq

−1 `2
iq `2

kq `2
mq `2

pq 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ãäå {i, k, m, p, q} ⊂ {i1, i2, . . . , iN}.
Åñëè âñå ýòè îïðåäåëèòåëè îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî ìû ìîæåì óòâåðæäàòü,

÷òî è â äàë¼êîé çâ¼çäíîé ñèñòåìå îòíîøåíèÿ ìåæäó íåïîäâèæíûìè òåëàìè îïè-
ñûâàþòñÿ òð¼õìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé, êàê è ó íàñ íà Çåìëå.

§ 9. À åñëè îïðåäåëèòåëü Kikmst; ikmst(`
2) íå ðàâåí íóëþ?

Îòêëîíåíèå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ Kikmst; ikmst(`
2) ≡ K5 ≡ ε â ïðèíöèïå

ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ðàçíûìè ïðè÷èíàìè.

Ïðåæäå âñåãî òàêîé ïðè÷èíîé ìîæåò áûòü
• ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè;

äàëåå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
• íàø ìèð, îáðàçíî ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü òîíêèé ïëîñêèé ñëîé, ðàñ-
ïîëîæåííûé â ÷åòûð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè
òð¼õìåðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè;

ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
• íàø ìèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî î÷åíü ìàëîé ïîñòîÿííîé
ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû;

è íå èñêëþ÷åíà åù¼ îäíà àëüòåðíàòèâà,÷òî
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• íàø ìèð îáëàäàåò ñòðóêòóðîé òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ëèøü íà
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ; íà ðàññòîÿíèÿõ æå ñðàâíèìûõ èëè ìåíüøèõ
íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ δ , îòëè÷íîãî îò íóëÿ, â ïðèíöèïå îòñóòñòâóåò
êàêàÿ-ëèáî ñòðóêòóðà.

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ áîëåå ïîäðîáíî.

§ 10. Òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ òî÷íîñòüþ δ`.

Äîïóñòèì, ÷òî îòêëîíåíèå îïðåäåëèòåëÿ K5 îò íóëÿ îáóñëîâëåíî îáû÷íîé
ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ.

Ïîñêîëüêó ëþáîå èçìåðåíèå, è â òîì ÷èñëå èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ, îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ δ`, òî, åñòåñòâåííî, çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ
Êýëè-Ìåíãåðà37 K5 ≡ ε(4·2) ïðè íàëè÷èè ñòðóêòóðû òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà äîëæíî ëåæàòü â èíòåðâàëå −δK5 < ε(4·2) < δK5.

Òàê êàê ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëèòåëÿ K5 îò èçìåðÿåìûõ íà îïûòå ðàñ-
ñòîÿíèé `2

ik èçâåñòíà

ε(4·2) = K5 = Kikmst;ikmst = (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

is `2
it

−1 `2
ik 0 `2

km `2
ks `2

kt

−1 `2
im `2

km 0 `2
ms `2

mt

−1 `2
is `2

ks `2
ms 0 `2

st

−1 `2
it `2

kt `2
mt `2

st 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(14)

òî âîçìîæíîå ìàëîå îòêëîíåíèå îïðåäåëèòåëÿ Êýëè-Ìåíãåðà δK5 îò íóëÿ ìîæíî
ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, çíàÿ ïîãðåøíîñòü δ` ïðè èçìåðåíèè ðàññòîÿíèÿ ` :

δK5 = A(`2)`δ`.

Åñëè ïîäñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (14) çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ε(4·2) ïðè ëþáîì
âûáîðå òåë i, k, m, s, t ∈ M ëåæàò â äîñòàòî÷íî óçêîì èíòåðâàëå

−δK5 < ε(4·2) < δK5,

òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå ðåàëüíûõ òåë M èìååò ìåñòî ñòðóê-
òóðà òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñ òî÷íîñòüþ δ`.

Åñëè æå |ε(4·2)| > δK5,
òî îòêëîíåíèå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ ε(4·2) = K5 ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî

äðóãèìè ïðè÷èíàìè.

37Îáîçíà÷åíèå K5 ≡ ε(4·2) äîëæíî íàïîìèíàòü ÷èòàòåëþ, ÷òî îïðåäåëèòåëü K5 èìååò ðàç-
ìåðíîñòü êâàäðàòà ÷åòûð¼õìåðíîãî îáú¼ìà, òî åñòü (ñì 4)2 .
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§ 11. Íàø ìèð êàê ÷åòûð¼õìåðíûé ñëîé òîëùèíû ∆4.

Äîïóñòèì, ÷òî îòêëîíåíèå îïðåäåëèòåëÿ K5 îò íóëÿ îáóñëîâëåíî òåì,
÷òî íàø ìèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü òîíêèé ïëîñêèé ñëîé, ðàñïîëîæåííûé
â ÷åòûð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè òð¼õìåð-
íûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

Ïðåæäå âñåãî ââåä¼ì ïîíÿòèå âûñîòû (n + 1) -òî÷å÷íîãî ñèìïëåêñà {i1, . . .
. . . , in, in+1}, òî åñòü äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðà hn+1 â n -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, îïóùåííîãî èç òî÷êè in+1 íà n -òî÷å÷íûé ñèìïëåêñ {i1, . . . , in}.

Èçìåðÿåìûå íà îïûòå n -ìåðíûé îáú¼ì V
(n)
i1...inin+1

(n + 1) -òî÷å÷íîãî ñèì-
ïëåêñà {i1, . . . , in, in+1} è (n−1) -ìåðíûé îáú¼ì V

(n−1)
i1...in

n -òî÷å÷íîãî ñèìïëåêñà
{i1, . . . , in} ñâÿçàíû ñ âûñîòîé hn+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V
(n)
i1...inin+1

= 1
n

V
(n−1)
i1...in

hn+1,
òî åñòü

V
(1)
ik = 1

1
V

(o)
i hk èëè `ik = 1

1
vihk

V
(2)
ikm = 1

2
V

(1)
ik hm èëè Sikm = 1

2
`ikhm

V
(3)
ikms = 1

3
V

(2)
ikmhs èëè Vikms = 1

3
Sikmhs

V
(4)
ikmst = 1

4
V

(3)
ikmsht èëè V

(4)
ikmst = 1

4
Vikmsht

ãäå V
(o)
i = vi = 1 � îáú¼ì òî÷êè i ;

V
(1)
ik = `ik � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè i è k ;

V
(2)
ikm = Sikm � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè i, k, m ;

V
(3)
ikms = Vikms � îáú¼ì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè i, k, m, s ;

V
(4)
ikmst � ÷åòûð¼õìåðíûé îáú¼ì ïåíòàýäðà ñ âåðøèíàìè i, k, m, s, t ;

hk � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà â îäíîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïó-
ùåííîãî èç òî÷êè k íà òî÷êó i ;

s s¾i k
hk

r r

r

?i

m

k

hm

hm � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà â äâóìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, îïóùåííîãî èç òî÷êè m íà îòðåçîê ñ
âåðøèíàìè i, k ;

hhhhhhhhh£
£
£
££

?i

k

m

s

r
r

r
rhshs � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà â òð¼õìåðíîì åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïóùåííîãî èç
òî÷êè s íà òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
i, k, m ;



Ãëàâà 6. Ýìïèðè÷åñêèå îñíîâàíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè 151

ht � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà â ÷åòûð¼õìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, îïóùåííîãî èç òî÷êè t íà òåòðàýäð
ñ âåðøèíàìè i, k, m, s .

hhhhhhhhh
£
£
£
££cc

c
c

c
c

cc£
£
£
££

?

hhhhhhhhh

r

r

r

r

r

i

k

s

m

t
ht

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Ki1...inin+1; i1...inin+1 = 2n(n!)2(V
(n)
i1...inin+1

)2

Ki1...in; i1...in = 2n−1[(n− 1)!]2(V
(n−1)
i1...in

)2

è âûðàçèì âûñîòó (n + 1) -òî÷å÷íîãî ñèìïëåêñà {i1, . . . , in, in+1} ÷åðåç îïðåäå-
ëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà:

hn+1 = n
V

(n)
i1...inin+1

V
(n−1)
i1...in

=
√Ki1...inin+1; i1...inin+1

2Ki1...in; i1...in

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå äëÿ íàèìåíüøåé âûñîòû

h∗n+1 =

√
Ki1...inin+1; i1...inin+1

2K∗i1...in; i1...in

(15)

(n + 1) -òî÷å÷íîãî ñèìïëåêñà {i1, . . . , in, in+1}, êîãäà â êà÷åñòâå åãî îñíîâàíèÿ
âûáèðàåòñÿ ãðàíü, òî åñòü ñèìïëåêñ {i1, . . . , in}, ñ íàèáîëüøèì îáú¼ìîì, èëè ÷òî
òî æå ñàìîå, ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì îïðåäåëèòåëÿ Êýëè-Ìåíãåðà

K∗i1...in; i1...in > Ki1...in−1in+1; i1...in−1in+1 > Ki1...in−2inin+1; i1...in−2inin+1 > . . .

. . . > Ki2...inin+1; i2...inin+1

Âûðàæåíèå (15) äëÿ h∗n+1 ïîçâîëÿåò äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå M∆n = {i1, . . . , in, in+1, . . .} çàäàíà

ñòðóêòóðà n -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîé òîëùèíû ∆n, åñëè
äëÿ ëþáîãî (n + 1) -òî÷å÷íîãî ñèìïëåêñà {i1, . . . , in, in+1} ⊂ M∆n , èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

√
Ki1...inin+1; i1...inin+1

2K∗i1...in; i1...in

6 ∆n

Òàê, íàïðèìåð, åñëè ∀ i1, i2, i3, i4 ∈ M∆2

√
Ki1,i2,i3; i1,i2,i3

2K∗i1,i2; i1,i2

6 ∆2 è Ki1,i2,i3,i4; i1,i2,i3,i4 ≡ 0,

òî äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé òîëùèíû ∆2 ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïîëîñó øèðèíîé ∆2 , ðàñïîëîæåííóþ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
(Ñì. ðèñ. 6).
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6

Ðèñ. 6. Îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè i, k, m
âíóòðè óçêîé ïîëîñû øèðèíîé ∆2 .

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ðàññòîÿíèÿ `ik è ïëîùàäè Sikm â ýòîé ïîëîñå ìî-
ãóò áûòü êàê óãîäíî âåëèêè, íî âûñîòà òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà åãî ñàìóþ
áîëüøóþ ñòîðîíó, íå ìîæåò ïðåâûøàòü øèðèíó ïîëîñû ∆2 .

Åñëè ∀ i1, i2, i3, i4, i5 ∈ M∆3

√
Ki1,i2,i3,i4; i1,i2,i3,i4

2K∗i1,i2,i3; i1,i2,i3

6 ∆3 è Ki1,i2,i3,i4,i5; i1,i2,i3,i4,i5 ≡ 0,

òî òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé òîëùèíû ∆3 ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñëîé òîëùèíû ∆3 , ðàñïîëîæåííûé â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
(Ñì. ðèñ. 7).
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Ðèñ. 7. Îòëè÷íûé îò íóëÿ îáú¼ì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè i, k,m, s
â òîíêîì ñëîå òîëùèíîé ∆3 .

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèÿ `ik , ïëîùàäè Sikm è îáú¼ìû òåòðàýäðîâ Vikms â
ýòîì ñëîå ìîãóò áûòü êàê óãîäíî âåëèêè, íî âûñîòà òåòðàýäðà, îïóùåííàÿ íà åãî
ñàìóþ áîëüøóþ ãðàíü, íå ìîæåò ïðåâûøàòü òîëùèíó ñëîÿ ∆3 .

È, íàêîíåö, åñëè ∀ i1, i2, i3, i4, i5, i6 ∈ M∆4

√
Ki1,i2,i3,i4,i5; i1,i2,i3,i4,i5

2K∗i1,i2,i3,i4; i1,i2,i3,i4

6 ∆4 è Ki1,i2,i3,i4,i5,i6; i1,i2,i3,i4,i5,i6 ≡ 0,

òî ÷åòûð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé òîëùèíû ∆4 ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñëîé òîëùèíû ∆4 , ðàñïîëîæåííûé â ÷åòûð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.
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Â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó ðàññòîÿ-
íèé, ïëîùàäåé è òð¼õìåðíûõ îáú¼ìîâ, íî âûñîòà ïåíòàýäðà, îïóùåííàÿ íà ñàìûé
áîëüøîé òåòðàýäð, èãðàþùèé ðîëü ãðàíè ïåíòàýäðà, íå ìîæåò ïðåâûøàòü òîë-
ùèíó ÷åòûð¼õìåðíîãî ñëîÿ ∆4 . ×åëîâåê íå ìîæåò �óâèäåòü� âûñîòó ïåíòàýäðà,
íî ýòà âûñîòà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (15) ÷åðåç õîðîøî âèäèìûå è èçìåðÿåìûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ïåíòàýäðà.

Ïîäâåä¼ì èòîãè:

åñëè ε(2r−2) � îòêëîíåíèå îò íóëÿ r -òî÷å÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ Êýëè-Ìåíãåðà
Ki1 ... ir; i1 ... ir , òî

δ2 = 1
1!21

√
ε(4)

`ik
� òîëùèíà îäíîìåðíîãî ìèðà âî âòîðîì èçìåðåíèè;

δ3 = 1
2!23/2

√
ε(6)

Sikm
� òîëùèíà äâóìåðíîãî ìèðà â òðåòüåì èçìåðåíèè;

δ4 = 1
3!22

√
ε(8)

Vikms
� òîëùèíà òð¼õìåðíîãî ìèðà â ÷åòâ¼ðòîì èçìåðåíèè;

Òàêèì îáðàçîì, åñëè, ïðîâåäÿ òî÷íûå èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó ëþáûìè
øåñòüþ òåëàìè íàøåãî ìèðà, ìû îáíàðóæèì, ÷òî

Ki1,i2,i3,i4,i5; i1,i2,i3,i4,i5 6≡ 0 îäíàêî Ki1,i2,i3,i4,i5,i6; i1,i2,i3,i4,i5,i6 ≡ 0

(èëè ñ ó÷¼òîì ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé ðàññòîÿíèé

|Ki1,i2,i3,i4,i5; i1,i2,i3,i4,i5| > δ4 à |Ki1,i2,i3,i4,i5,i6; i1,i2,i3,i4,i5,i6| < δ5,

ãäå δ4 è δ5 � ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðå-
äåëèòåëåé), òî â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî δ` íàø
ìèð ÿâëÿåòñÿ ÷åòûð¼õìåðíûì ñëîåì òîëùèíû δ4.

§ 12. Íàø ìèð êàê òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Äîïóñòèì, ÷òî îòêëîíåíèå îïðåäåëèòåëÿ K5 îò íóëÿ îáóñëîâëåíî òåì,
÷òî íàø ìèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî î÷åíü ìàëîé ïî-
ñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

×òîáû âûðàçèòü ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé äåñÿòü ðàññòîÿíèé
ïÿòè-òî÷å÷íîãî ñèìïëåêñà â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, îáðàòèìñÿ ê
îïðåäåëèòåëþ Ãðàìà â ÷åòûð¼õìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå.

Èçâåñòíî, ÷òî â n -ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáûå n + 1 âåêòîðîâ

~i1, ~i2, . . . ,~in+1 ∈ Ln

ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü ñóùåñòâóåò n + 1 ÷èñåë α1, α2, . . . , αn+1 , èç êîòîðûõ
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õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî
α1

~i1 + α2
~i2 + . . . + αn+1

~in+1 = 0. (16)
Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (16) ñêàëÿðíî íà âåêòîðû ~i1, ~i2, . . . ,~in+1, ïîëó÷èì ñè-

ñòåìó n + 1 ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëíî α1, α2, . . . , αn+1

α1(~i1~i1) + α2(~i1~i2) + . . . + αn+1(~i1~in+1) = 0

α1(~i2~i1) + α2(~i2~i2) + . . . + αn+1(~i2~in+1) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α1(~in+1

~i1) + α2(~in+1
~i2) + . . . + αn+1(~in+1

~in+1) = 0.

×òîáû ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìåëà îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî,
÷òîáû (n+1) -âåêòîðíûé îïðåäåëèòåëü Ãðàìà n+1 ïîðÿäêà îáðàùàëñÿ â íóëü:

Γ~i1...~in+1; ~i1...~in+1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

(~i1~i1) (~i1~i2) . . . (~i1~in+1)

(~i2~i1) (~i2~i2) . . . (~i2~in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(~in+1

~i1) (~in+1
~i2) . . . (~in+1

~in+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (17)

Íà÷í¼ì ñ ðàññìîòðåíèÿ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû � ýòî ñôåðà
ðàäèóñà R , âëîæåííàÿ â òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû, îïèñûâàþòñÿ âåêòîðàìè ~r , ìîäóëü
êîòîðûõ ðàâåí R . Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (~i ~k) äâóõ âåêòîðîâ
~i è ~k ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

(~i ~k) = R2 cos ϕik = R2 cos
λik

R
, (18)

ãäå ϕik � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~ri è ~rk ;
λik � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè i è k , èçìåðåííîå âäîëü äóãè áîëüøîãî

êðóãà.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (18) â òîæäåñòâî (17), ïî-

ëó÷èì ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé øåñòü ðàññòîÿíèé
λik λim λis

λkm λks

λms

(19)

ìåæäó ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè i, k,m, s, ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè íà ñôåðå ðà-
äèóñà R :

Γikms; ikms(cos
λ

R
) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos λik

R
cos λim

R
cos λis

R

cos λik

R
1 cos λkm

R
cos λks

R

cos λim

R
cos λkm

R
1 cos λms

R

cos λis

R
cos λks

R
cos λms

R
1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (20)
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Áåðíãàðä Ðèìàí (1826 � 1866)

Êàê íà îïûòå óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå òî÷-
êè, îáðàçóþùèå ìíîæåñòâî N = {i, k, . . .}
ëåæàò íà íåêîòîðîé íåâèäèìîé ñôåðå? è
êàê èçìåðèòü ðàäèóñ ýòîé ñôåðû?

Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü èç ìíîæåñòâà
N ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè i, k, m, s è
èçìåðèòü øåñòü ðàññòîÿíèé (19).

Ñ÷èòàÿ èõ èçâåñòíûìè è ðàññìàòðèâàÿ
ñîîòíîøåíèå (20) êàê íåêîòîðîå òðàíñöåí-
äåíòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîãî ðàäèóñà R , íàéä¼ì åãî ðåøåíèå38,
ëåæàùåå â èíòåðâàëå λmax

π
< R < ∞.

Åñëè ïðè ëþáîì âûáîðå ÷åòûð¼õ òî÷åê
i, k,m, s ∈ N , êàæäûé ðàç íåèçâåñòíûé ðà-
äèóñ R , âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (20), èìå-
åò îäíî è òî æå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, òî ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå N çà-
äàíà ñòðóêòóðà äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàíà ñòðóêòóðà äâó-

ìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà.
Îäíàêî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè çàäàííûõ ðàññòîÿíèÿõ λik óðàâíåíèå

(20) íå èìååò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Òîãäà âìåñòî óðàâíåíèÿ (20) íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

Γikms; ikms(ch
λ

R
) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ch λik

R
ch λim

R
ch λis

R

ch λik

R
1 ch λkm

R
ch λks

R

ch λim

R
ch λkm

R
1 ch λms

R

ch λis

R
ch λks

R
ch λms

R
1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (21)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (20) ïðè çàìåíå â í¼ì âåùåñòâåííîãî ðàäèóñà
R íà ìíèìûé iR , òàê ÷òî

cos λik

iR
= ch λik

R
.

Åñëè ïðè ëþáîì âûáîðå ÷åòûð¼õ òî÷åê i, k, m, s ∈ N êàæäûé ðàç íåèçâåñò-
íûé ðàäèóñ R , âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (21), èìååò îäíî è òî æå ÷èñëåííîå çíà÷å-
íèå, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå N çàäàíà ñòðóêòóðà äâóìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà-
íà ñòðóêòóðà äâóìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðåøàåòñÿ âîïðîñ î êðèâèçíå �íàøåãî� òð¼õ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ÷åòûð¼õ òî÷åê íóæíî âçÿòü
ïÿòü i, k,m, s, t ∈ N, èçìåðèòü äåñÿòü ðàññòîÿíèé

38Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20) ïðè çàäàííûõ ðàññòîÿíèÿõ λik åñòåñòâåííî íàõîäèòü íà ïåðñî-
íàëüíîì êîìïüþòåðå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåáîðà.
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λik λim λis λit

λkm λks λkt

λms λmt

λst

è ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå äâà âèäà ñîîòíîøåíèé:

Γikms; ikms(cos
λ

R
) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos λik

R
cos λim

R
cos λis

R
cos λit

R

cos λik

R
1 cos λkm

R
cos λks

R
cos λkt

R

cos λim

R
cos λkm

R
1 cos λms

R
cos λmt

R

cos λis

R
cos λks

R
cos λms

R
1 cos λst

R

cos λit

R
cos λkt

R
cos λmt

R
cos λst

R
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (22)

Γikms; ikms(ch
λ

R
) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ch λik

R
ch λim

R
ch λis

R
ch λit

R

ch λik

R
1 ch λkm

R
ch λks

R
ch λkt

R

ch λim

R
ch λkm

R
1 ch λms

R
ch λmt

R

ch λis

R
ch λks

R
ch λms

R
1 ch λst

R

ch λit

R
ch λkt

R
ch λmt

R
ch λst

R
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (23)

Íèêîëàé Ëîáà÷åâñêèé (1792 � 1856)

Åñëè ïðè ëþáîì âûáîðå ïÿòè òî÷åê
i, k,m, s, t ∈ N , êàæäûé ðàç íåèçâåñòíûé
ðàäèóñ R , âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (22),
èìååò îäíî è òî æå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, òî
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå N

çàäàíà ñòðóêòóðà òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàíà ñòðóêòóðà
òð¼õìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Ðèìàíà. Òî÷íî òàê æå, åñëè ïðè ëþáîì âû-
áîðå ïÿòè òî÷åê i, k, m, s, t ∈ N, êàæäûé
ðàç íåèçâåñòíûé ðàäèóñ R , âõîäÿùèé â
óðàâíåíèå (23), èìååò îäíî è òî æå ÷èñëåí-
íîå çíà÷åíèå, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
íà ìíîæåñòâå N çàäàíà ñòðóêòóðà òð¼õ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
çàäàíà ñòðóêòóðà òð¼õìåðíîãî ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî.

Â ñëó÷àå, êîãäà λ
R
¿ 1 ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé (20)�(23) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè ïåðåéòè îò ðàññòîÿíèé λik,
èçìåðÿåìûõ ïî äóãå áîëüøîãî êðóãà, òî åñòü ïî ãåîäåçè÷åñêîé, ê äëèíàì `ik

õîðä, ñîåäèíÿþùèõ ìåæäó ñîáîé òî÷êè i è k .
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1
2
ϕik

i

k

R

`ik

λik

0

Ðèñ. 8. Ê îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè
äëèíû õîðäû `ik îò äëèíû
äóãè λik .

Ëåãêî âèäåòü (ñì. ðèñ. 8), ÷òî
`ik = 2R sin λik

2R

èëè
`ik = 2R sh λik

2R
= 2iR sin λik

2iR

Çàìå÷àÿ, ÷òî
cos λik

R
= 1− 2sin2 λik

2R
= 1− `2ik

2R2

è
ch λik

R
= 1 + 2sh2 λik

2R
= 1 +

`2ik
2R2

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (22) è (23) ê âèäó:

Γikmst; ikmst(cos
λ

R
) =

(
− 1

2R2

)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− 1
2R2 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

is `2
it

−1 `2
ik 0 `2

km `2
ks `2

kt

−1 `2
im `2

km 0 `2
ms `2

mt

−1 `2
is `2

ks `2
ms 0 `2

st

−1 `2
it `2

kt `2
mt `2

st 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (24)

è àíàëîãè÷íî

Γikmst; ikmst(ch
λ

R
) =

( 1

2R2

)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2R2 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

is `2
it

−1 `2
ik 0 `2

km `2
ks `2

kt

−1 `2
im `2

km 0 `2
ms `2

mt

−1 `2
is `2

ks `2
ms 0 `2

st

−1 `2
it `2

kt `2
mt `2

st 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (25)

Èç óðàâíåíèé (24) è (25) ëåãêî íàõîäèì ÷èñëåííîå çíà÷åíèå è çíàê ïîñòîÿííîé
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êðèâèçíû �íàøåãî� òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

K =
1

εR2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

is `2
it

−1 `2
ik 0 `2

km `2
ks `2

kt

−1 `2
im `2

km 0 `2
ms `2

mt

−1 `2
is `2

ks `2
ms 0 `2

st

−1 `2
it `2

kt `2
mt `2

st 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 `2
ik `2

im `2
is `2

it

`2
ik 0 `2

km `2
ks `2

kt

`2
im `2

km 0 `2
ms `2

mt

`2
is `2

ks `2
ms 0 `2

st

`2
it `2

kt `2
mt `2

st 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (26)

ãäå ε = ±1.
Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (26) äëÿ êðèâèçíû �íàøåãî� òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íûì ñëåäñòâèåì èç ñîîòíîøåíèé (22) è (23).
Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, ôîðìóëà (26) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîé, òàê êàê
â íå¼, âìåñòî èçìåðÿåìûõ íà îïûòå ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k
âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ λik , âõîäÿò íåèçìåðÿåìûå äëèíû õîðä `ik . Îäíàêî, êàê
ëåãêî âèäåòü èç ñîîòíîøåíèé `ik = 2R sin λik

2R
èëè `ik = 2R sh λik

2R
, îòëè÷èå `ik

îò λik ìàëî, åñëè λik

R
¿ 1.

§ 13. Ñóùåñòâîâàíèå �ðåàëüíîãî� (ôèçè÷åñêîãî)
ïðîñòðàíñòâà êàê îïûòíûé ôàêò.

Èòàê, ïîñëå âñåãî ñêàçàííîãî âèäíî, êàêèì ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ÿâ-
ëÿþòñÿ r -òî÷å÷íûå îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà39 Ki1,...,ir; i1,...,ßr è r -âåêòîðíûå
îïðåäåëèòåëè Ãðàìà

Γi1,...,ßr; i1,...,ßr; (cos λ
R
)

Γi1,...,ßr; i1,...,ßr; (ch λ
R
)

ïðè àíàëèçå ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà.
Áîëåå òîãî, â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ïîêàæåì, êàê ëåãêî è åñòåñòâåííî ðåøà-

åòñÿ, ïðè ýòîì ñ åäèíûõ ïîçèöèé, ïðîáëåìà îñíîâàíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû (òåîðèè
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ) è ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíî-
ñòåé, òàêèõ êàê

• åâêëèäîâà è ïñåâäîåâêëèäîâà ãåîìåòðèè,
• ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà è
• ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî,
• ÷¼òíîìåðíàÿ è íå÷¼òíîìåðíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ãåîìåòðèè,
• ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ.

39Â ñâÿçè ñ ýòèì âûçûâàåò íåäîóìåíèå îòñóòñòâèå âñÿêèõ óïîìèíàíèé îá îïðåäåëèòåëå Êýëè-
Ìåíãåðà â ïÿòèòîìíîé Ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè [12] è â áîëüøîì Ìàòåìàòè÷åñêîì ýí-
öèêëîïåäè÷åñêîì ñëîâàðå [15]
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Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëèòåëåé Êýëè-Ìåíãåðà è îïðåäåëèòåëåé Ãðàìà ïîçâî-
ëÿåò ïî èçìåðåííûì ðàññòîÿíèÿì ìåæäó òî÷êàìè ñóäèòü î ðàçìåðíîñòè è êðè-
âèçíå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òàê, åñëè ðàâåíñòâà
Kikm; ikm(`2) = 0 ,
Kikms; ikms(`

2) = 0 ,
Kikmst; ikmst(`

2) = 0 ,
Kikmstu; ikmstu(`

2) = 0

âûïîëíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ çàðàíåå èçâåñòíûõ îøèáîê èçìåðåíèé, òî ìû èìååì
äåëî, ñîîòâåòñòâåííî,

ñ åâêëèäîâîé ïðÿìîé (òî÷íåå, ñ îäíîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì),
ñ åâêëèäîâîé (ïñåâäîåâêëèäîâîé) ïëîñêîñòüþ,
ñ òð¼õìåðíûì åâêëèäîâûì (ïñåâäîåâêëèäîâûì) ïðîñòðàíñòâîì è, íàêîíåö,
ñ ÷åòûð¼õìåðíûì åâêëèäîâûì (ïñåâäîåâêëèäîâûì) ïðîñòðàíñòâîì.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â ïðåäåëàõ çàðàíåå èçâåñòíûõ îøèáîê èçìåðåíèÿ

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:
Γikms; ikms(cos λ

R
) = 0 èëè Γikms; ikms(ch

λ
R
) = 0

Γikmst; ikmst(cos λ
R
) = 0 èëè Γikmst; ikmst(ch

λ
R
) = 0

òî ìû èìååì äåëî, ñîîòâåòñòâåííî,
ñ äâóìåðíîé ñôåðîé èëè ñ äâóìåðíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñ-
êîãî,
ñ òð¼õìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû.

Íî â ïðèíöèïå íå èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷-
íîñòè èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ âåëè÷�èíû âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îïðåäåëèòåëåé
áóäóò ëåæàòü çà ïðåäåëàìè îøèáîê èçìåðåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ñêàçàòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñóùåñòâóþò òåëà
(òî÷êè) è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, íå ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâà â èñòèííîì
ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, êàê óñòîé÷èâîãî (íå çàâèñÿùåãî îò êîíêðåòíîãî âûáîðà
òî÷åê) îòíîøåíèÿ ìåæäó ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì òî÷åê r = n+2 (ìåæäó òðåìÿ
òî÷êàìè íà ïðÿìîé, ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè, ìåæäó ïÿòüþ òî÷êàìè â
òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå).

¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡
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¢
¢
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Ãîðà Áåëóõà � âûñî÷àéøàÿ âåðøèíà Ãîðíîãî Àëòàÿ
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Ãëàâà 7.

ÅÂÊËÈÄÎÂÀ ÃÅÎÌÅÒÐÈß �

Î×ÅÂÈÄÍÀß È ÍÅÂÅÐÎßÒÍÀß

Nun, nisi parendo, vineitur40

Ìàõ áûë åäèíñòâåííûì, êòî ñåðü¼çíî äóìàë îá èñêëþ-
÷åíèè ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå îí ïûòàëñÿ çàìå-
íèòü ïðåäñòàâëåíèåì î âñåé ñóììå ðàññòîÿíèé ìåæäó
âñåìè ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè.

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � î÷åâèäíàÿ:
§ 1. Îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà � ôóíäàìåíòàëüíîå

ïîíÿòèå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

§ 2. Äâàæäû îêàéìë¼ííûé âåðèôèêàòîð.

ðîäà
n

K11

i1...in+1;k1...kn+1
.

§ 3. Ïðîñòåéøàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè íà ïðÿìîé.

§ 4. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ðàíãà 3 íà îäíîì ìíîæåñòâå ðàçìåðíîñòè 1.

§ 5. Ïðîñòåéøàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè íà ïëîñêîñòè.

§ 6. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ðàíãà 4 íà îäíîì ìíîæåñòâå ðàçìåðíîñòè 2.

§ 7. Ïðîñòåéøàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè â òð¼õìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

§ 8. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ðàíãà 5 íà îäíîì ìíîæåñòâå ðàçìåðíîñòè 3.

40Òîëüêî òîò ïîáåæäàåò å¼ (ïðèðîäó), êòî åé ïîâèíóåòñÿ. (Òî åñòü, ÷òîáû çàñòàâèòü ïðèðîäó
ñëóæèòü íóæäàì ÷åëîâåêà, íóæíî çíàòü å¼ çàêîíû è èì ïîâèíîâàòüñÿ.) Ôð. Áýêîí (1561 �
1626)



Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � íåâåðîÿòíàÿ:
§ 9. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå è ñàêðàëüíûå ãåîìåòðèè.

§ 10. Îäíîìåðíàÿ ñàêðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.

§ 11. Äâóìåðíàÿ ñàêðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.

§ 12. Êîðò � ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ãåðìåíåâòèêè.

Åâêëèä (365 � 300 äî í.ý.)
Äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê, àâòîð �Íà÷àë� � ïåð-

âîãî äîøåäøåãî äî íàñ ìàòåìàòè÷åñêîãî òðàêòàòà.
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Ãëàâà 7

I. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � î÷åâèäíàÿ.
Èòàê, íà äâóõ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ ìû ðàññìîòðåëè äâå ôèçè÷åñêèå ñòðóê-

òóðû ðàíãà (2,2) è (2, 3), îïèñûâàþùèå îïðåäåë¼ííûå òèïû óñòîé÷èâûõ (ñàêðàëü-
íî-èíâàðèàíòíûõ) îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè N è M ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû.

Â òî æå ñàìîå âðåìÿ ìû ñòîëêíóëèñü ñ äðóãèì òèïîì ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð � ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè �íà îäíîì ìíîæåñòâå�.

Ïðèìåðîì òàêèõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîæåò ñëóæèòü õîðîøî èç-
âåñòíàÿ âñåì åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.

§ 1. Îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà.

Èòàê, ìû çàìå÷àåì, ÷òî â âûðàæåíèÿõ (6)�(9) § 6 Ãëàâû 6 äëÿ îáú¼ìîâ ñèì-
ïëåêñîâ ñ îäíîé, ñ äâóìÿ, ñ òðåìÿ è ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè ïîÿâëÿþòñÿ îïðåäåëè-
òåëè, èìåþùèå ñõîäíîå ñòðîåíèå è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè
r íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ i1, . . . , ir :

Ki;i(
0

`
2) = (−1)0

∣∣∣∣
0 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1

Kik;ik(
1

`
2) = (−1)1

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 0 `2

ik

−1 `2
ik 0

∣∣∣∣∣∣

Kikm;ikm(
2

`
2) = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

Kikmn;ikmn(
3

`
2) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

N

`
2

ik = (xµ(i)− xµ(k))(xµ(i)− xµ(k)) = xµ(i)xµ(i) + xµ(k)xµ(k)− 2xµ(i)xµ(k)

µ = 1, 2, . . . , N

Ýòî è åñòü òàê íàçûâàåìûå îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà ÿâëÿþòñÿ óäîáíûìè ôóíêöèÿìè

n + 1 íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ i1, . . . , in+1, ïîçâîëÿþùèìè âûðàçèòü êâàäðàòû
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îáú¼ìîâ n -ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè i1, . . . , in+1 ÷åðåç êâàäðàòû ðàññòî-
ÿíèé ìåæäó íèìè,:

2o(0!)2v2
i = Ki;i(

0

`
2)

21(1!)2`2
ik = Kik;ik(

1

`
2)

22(2!)2S2
ikm = Kikm;ikm(

2

`
2)

23(3!)2V 2
ikmn = Kikmn;ikmn(

3

`
2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Â îáùåì ñëó÷àå ïîä îïðåäåëèòåëåì Êýëè-Ìåíãåðà ìû áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþ-
ùóþ ôóíêöèþ 2(N + 1) íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ i1, . . . , iN+1; k1, . . . , kN+1 :

Ki1,...,iN+1;k1,...,kN+1
(ϕ) = (−1)N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
−1 ϕi1k1 ϕi1k2 . . . ϕi1kN+1

−1 ϕi2k1 ϕi2k2 . . . ϕi2kN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕiN+1k1 ϕiN+1k2 . . . ϕiN+1kN+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ÷èñëîâîé ïåðåìåííîé ϕik êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè i è k

N

`
2

ik = xµ(i)xµ(i) + xµ(k)xµ(k)− 2xµ(i)xµ(k) µ = 1, 2, . . . , N

Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà Ki1,...,iN+1;k1,...,kN+1
(

N

` 2) èìåþò ïðîñòîé
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë � îíè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ îáú¼ìîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñèìïëåêñîâ:

Ki1;k1(
0

`
2) = 20(0!)2vi1vk1

Ki1i2;k1k2(
1

`
2) = 21(1!)2`i1i2`k1k2

Ki1i2i3;k1k2k3(
2

`
2) = 22(2!)2Si1i2i3Sk1k2k3

Ki1i2i3i4;k1k2k3k4(
3

`
2) = 23(3!)2Vi1i2i3i4Vk1k2k3k4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 2. Äâàæäû îêàéìë¼ííûå âåðèôèêàòîðû
ðîäà N

K11

i1,...,iN+1;k1,...,kN+1
.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà, õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîøåíèÿ
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k , íàðÿäó ñ î÷åâèäíûì êâàäðàòîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
íèìè

N

`
2

ik = xµ(i)xµ(i) + xµ(k)xµ(k)− 2xµ(i)xµ(k) µ = 1, 2, . . . , N
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óäîáíî âçÿòü íåèçâåñòíîå ðàíåå, áîëåå îáùåå ïîíÿòèå � �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ òî÷åê ñ äâóìÿ ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè�41

N

wik= xo(k) + x(i)µx
µ(k) + xo(i),

ðàññìîòðèì äâà îïðåäåëèòåëÿ, èãðàþùèå ðîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðèôèêàòîðîâ.
Òàê íàðÿäó ñ óæå èçâåñòíûì îïðåäåëèòåëåì Êýëè-Ìåíãåðà

Ki1...iN+1;k1...kN+1
(

N

`
2) = (−1)N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
−1 `2

i1k1
`2
i1k2

. . . `2
i1kN+1

−1 `2
i2k1

`2
i2k2

. . . `2
i2kN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 `2

iN+1k1
`2
iN+1k2

. . . `2
iN+1kN+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ðàññìîòðèì äâàæäû îêàéìë¼ííûé îïðåäåëèòåëü

N

K
11

i1...iN+1;k1...kN+1
(

N

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 ... 1
−1 wi1k1 wi1k2 . . . wi1kN+1

−1 wi2k1 wi2k2 . . . wi2kN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 wiN+1k1 wiN+1k2 . . . wiN+1kN+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ñâÿçàííûé ñ îïðåäåëèòåëåì Êýëè-Ìåíãåðà ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Ki1...iN+1;k1...kN+1
(ϕ) = (−1)N

N

K
11

i1...iN+1;k1...kN+1
(ϕ)

è
Ki1...iN+1;k1...kN+1

(
N

`
2) = 2N

N

K
11

i1...iN+1;k1...kN+1
(

N

w)

Òî åñòü
Ki1;k1(

0

`
2) = 20

0

K
11

i1;k1
(

0

w)

Ki1i2;k1k2(
1

`
2) = 21

1

K
11

i1i2;k1k2
(

1

w)

Ki1i2i3;k1k2k3(
2

`
2) = 22

2

K
11

i1i2i3;k1k2k3
(

2

w)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
èëè

0

K
11

i1;k1
(

0

w) = (0!)2vi1 vk1 = ṽi1 ṽk1

1

K
11

i1i2;k1k2
(

1

w) = (1!)2`i1i2 `k1k2 = ˜̀
i1i2

˜̀
k1k2

2

K
11

i1i2i3;k1k2k3
(

2

w) = (2!)2Si1i2i3 Sk1k2k3 = S̃i1i2i3 S̃k1k2k3

3

K
11

i1i2i3i4;k1k2k3k4
(

3

w) = (3!)2Vi1i2i3i4 Vk1k2k3k4 = Ṽi1i2i3i4 Ṽk1k2k3k4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
41Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ òî÷åê ñ äâóìÿ ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèåì

áîëåå ãëóáîêèì è ôóíäàìåíòàëüíûì, íåæåëè êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, òàê êàê
êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ `2ik ïîëó÷àåòñÿ èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ wik ïðè äâóõ åñòåñòâåííûõ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ � ñèììåòðèè wik = wki è ðåôëåêñèè wii = 0.
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ãäå
n

wik= −1

2

n

`2
ik

vi1 = 1
0!
|1| = 1 � îáú¼ì òî÷êè [i1] ,

vk1 = 1
0!
|1| = 1 � îáú¼ì òî÷êè [k1] ,

ṽi1 = |1| = 1 � îáú¼ì ëåâîãî 1-òî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i1 | ,
ṽk1 = |1| = 1 � îáú¼ì ïðàâîãî 1-òî÷å÷íîãî êîðòà | k1 〉 ;

`i1i2 = 1
1!

∣∣∣∣
xi1 1
xi2 1

∣∣∣∣ = xi1 − xi2 � äëèíà îòðåçêà [i1 i2]

`k1k2 = 1
1!

∣∣∣∣
xk1 xk2

1 1

∣∣∣∣ = xk1 − xk2 � äëèíà îòðåçêà [k1 k2]

˜̀
i1i2 =

∣∣∣∣
xi1 1
xi2 1

∣∣∣∣ = xi1 − xi2 � îáú¼ì ëåâîãî 2-òî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i1 i2 |

˜̀
k1k2 =

∣∣∣∣
xk1 xk2

1 1

∣∣∣∣ = xk1 − xk2 � îáú¼ì ïðàâîãî 2-òî÷å÷íîãî êîðòà | k1 k2 〉

Si1i2i3 = 1
2!

∣∣∣∣∣∣

xi1 yi1 1
xi2 yi2 1
xi3 yi3 1

∣∣∣∣∣∣
� ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà [i1 i2 i3]

Sk1k2k3 = 1
2!

∣∣∣∣∣∣

xk1 xk2 xk3

yk1 yk2 yk3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
� ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà [k1 k2 k3]

S̃i1i2i3 =

∣∣∣∣∣∣

xi1 yi1 1
xi2 yi2 1
xi3 yi3 1

∣∣∣∣∣∣
� îáú¼ì ëåâîãî 3-òî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i1 i2 i3 |

S̃k1k2k3 =

∣∣∣∣∣∣

xk1 xk2 xk3

yk1 yk2 yk3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
� îáú¼ì ïðàâîãî 3-òî÷å÷íîãî êîðòà | k1 k2 k3 〉

Vi1i2i3i4 = 1
3!

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi1 yi1 zi1 1
xi2 yi2 zi2 1
xi3 yi3 zi3 1
xi4 yi4 zi4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
� îáú¼ì òåòðàýäðà [i1 i2 i3 i4]

Vk1k2k3k4 = 1
3!

∣∣∣∣∣∣∣∣

xk1 xk2 xk3 xk4

yk1 yk2 yk3 yk4

zk1 zk2 zk3 zk4

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
� îáú¼ì òåòðàýäðà [k1 k2 k3 k4]
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Ṽi1i2i3i4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi1 yi1 zi1 1
xi2 yi2 zi2 1
xi3 yi3 zi3 1
xi4 yi4 zi4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
� îáú¼ì ëåâîãî 4-òî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i1 i2 i3 i4 |

Ṽk1k2k3k4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xk1 xk2 xk3 xk4

yk1 yk2 yk3 yk4

zk1 zk2 zk3 zk4

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
� îáú¼ì ïðàâîãî 4-òî÷å÷íîãî êîðòà | k1 k2 k3 k4 〉

Çàìåòèì, ÷òî äâàæäû îêàéìë¼ííûå âåðèôèêàòîðû ðîäà
N

K 11
i1...iN+1;k1...kN+1

(
N

w )
ÿâëÿþòñÿ, êàê ìû óáåäèìñÿ â ýòîì â äàëüíåéøåì, ìåíåå íàãëÿäíûìè, íî
áîëåå ãëóáîêèìè è ôóíäàìåíòàëüíûìè, íåæåëè îïðåäåëèòåëè Êýëè-Ìåíãåðà
Ki1...iN+1;k1...kN+1

(
N

` 2) .

§ 3. Ïðîñòåéøàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè íà ïðÿìîé.

Ïóñòü M1 = {i1, i2, . . .} � ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì
ñèìïëåêñ

S3 = {i, k,m} ⊂ M1,

ñîñòîÿùèé èç òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê i, k, m ∈ M1 , è òðè ñîîòâåòñòâóþùèå
åìó ðàññòîÿíèÿ

`ik `im

`km

Ïîñêîëüêó òðè òî÷êè i, k, m ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà ñ âåðøèíàìè i, k,m, Sikm î÷åâèäíî ðàâíà íóëþ ïðè ëþáîì âçàèìíîì ðàñ-
ïîëîæåíèè òî÷åê i, k, m .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãåðîíà

Sikm =
√

p(p− `ik)(p− `im)(p− `km),

ãäå p = 1
2
(`ik + `im + `km)

èëè

Sikm =
1

4

√
(`ik + `im + `km)(`ik + `im − `km)(`ik − `im + `km)(−`ik + `im + `km) =

=
1

2 · 2!

√
2(`2

ik`
2
im + `2

im`2
km + `2

km`2
ik)− `4

ik − `4
im − `4

km =

=
1

2 · 2!

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

1/2
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òî åñòü
Sikm =

1

2 · 2!
[Kikm,ikm(`2)]

1/2
=

1

2!
[

2

K
11

ikm,ikm(w)]1/2,

ãäå

Kikm,ikm(`2) = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

òð¼õòî÷å÷íûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà;

`2
ik = x2

i + x2
k − 2xixk

2

K
11

ikm,ikm(w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 wik wim

−1 wik 0 wkm

−1 wim wkm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
�

òð¼õòî÷å÷íûé äâàæäû îêàéìë¼ííûé âåðèôèêàòîð;

wik = −1

2
x2

k + xixk − 1

2
x2

i = −1

2
`2
ik

ñèììåòðè÷íîå, ðåôëåêñèâíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ òî÷åê i è k ñ äâóìÿ ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè;

ìîæíî ïðèäàòü ýòîìó óòâåðæäåíèþ âèä óíèâåðñàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâà-
þùåãî òðè êâàäðàòà âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé

wik = −1

2
`2
ik, wim = −1

2
`2
im, wkm = −1

2
`2
km

ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëåêñà S3 = {i, k,m} îäíîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:

∀i, k,m ∈ M1

Φ(wik, wim,
wkm)

=
2

K11
ikm,ikm(w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 wik wim

−1 wik 0 wkm

−1 wim wkm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0 (1)

Â ñóùåñòâîâàíèè òîæäåñòâà (1) ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, åñëè âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì

2

K11
ikm,ikm(w) íà ìíîæèòåëè:

òàê êàê wik = −1
2
x2

k + xixk − 1
2
x2

i , òî

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 wik wim

−1 wik 0 wkm

−1 wim wkm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
−1 xi 0 −1

2
x2

i

−1 xk 0 − 1
2x

2
k

−1 xm 0 −1
2
x2

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
2
x2

i
1
2
x2

k
1
2
x2

m

0 xi xk xm

0 0 0 0
0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=

∣∣∣∣∣∣

xi 0 1
xk 0 1
xm 0 1

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

xi xk xm

0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

xi 0 1
xk 0 1
xm 0 1

∣∣∣∣∣∣

2

. ≡ 0

Îïèðàÿñü íà ýòîò ïðèìåð, äàäèì ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà 3 íà îäíîì ìíîæåñòâå.

§ 4. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà 3 íà îäíîì ìíîæåñòâå ðàçìåðíîñòè 1.

Ðàññìîòðèì îäíî ìíîæåñòâî M1 = {i, k, . . .} è îòîáðàæåíèå
ξ : M1 → R i 7→ ξ(i)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå M1 ðàçìåðíîñòè 1 èìååò ìåñòî ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà 3, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ
âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

ϕ : R× R→ R
u, u′ 7→ ϕ(u, u′)

òàêàÿ, ÷òî òðè ôóíêöèè

ϕ(ξ1, ξ2) ϕ(ξ1, ξ3)
ϕ(ξ2, ξ3)

ãäå ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R,

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Ψ(ϕ(ξ1, ξ2), ϕ(ξ1, ξ3),
ϕ(ξ2, ξ3))

≡ 0, (2)

ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî òð¼õ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ ξ1, ξ2, ξ3 .

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

ϕ(u, u′) è Ψ(ϕ12, ϕ13,
ϕ23)

,

îáðàùàþùèå ðàâåíñòâî (2) â òîæäåñòâî.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè èìååòñÿ äâà è òîëüêî

äâà ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2):
1. àíòèñèììåòðè÷åñêîå

ϕ1(ξi, ξk) = a(ξi, ξk) = ξk − ξi

Ψ1(a(ξi, ξk), a(ξi, ξk),
a(ξi, ξk))

=
2

K
11

ikm,ikm(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 aik aim

−1 −aik 0 akm

−1 −aim −akm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (3)
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= (aik + akm − aim)2

è 2. ñèììåòðè÷åñêîå

ϕ2(ξi, ξk) = s(ξi, ξk) = (ξk − ξi)
2

Ψ2(s(ξi, ξk), s(ξi, ξk),
s(ξi, ξk))

=
2

K
11

ikm,ikm(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 sik sim

−1 sik 0 skm

−1 sim skm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (4)

= 2(siksim + simskm + skmsik)− s2
ik − s2

im − s2
km =

= (
√

sik +
√

sim +
√

skm)×
× (
√

sik +
√

sim −√skm)×
× (
√

sik −√sim +
√

skm)×
× (−√sik +

√
sim +

√
skm)

Ïåðâîå àíòèñèììåòðè÷åñêîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ïðÿìîé (îäíîìåðíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà).

Âòîðîå ñèììåòðè÷åñêîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó îäíîìåðíîé åâ-
êëèäîâîé ïðÿìîé.

Óæå íà ïðèìåðå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà 3 íà îäíîì ìíîæå-
ñòâå ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ îñîáûì òèïîì ïîëèàðíûõ (â äàííîì ñëó÷àå � òåðíàð-
íûõ) îòíîøåíèé ìåæäó òî÷êàìè. Ìû âèäèì, ÷òî ìåæäó òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè
òî÷êàìè i, k, m ñèìïëåêòè÷åñêîé èëè åâêëèäîâîé ïðÿìîé ñóùåñòâóåò íåîáû÷-
íàÿ ñâÿçü: ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷êè i, k,m ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíû, à ñ äðó-
ãîé � òðè ðàññòîÿíèÿ aik, aim, akm â ïåðâîì ñëó÷àå, è òðè êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ
sik = `2

ik, sim = `2
im, skm = `2

km íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, òàê êàê ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè (3) è (4). Ðàññìàòðèâàÿ êàæäûé ñèìïëåêñ S3 êàê
íåêîòîðûé åäèíûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò, ìû ìîæåì ïðèïèñàòü åìó òðè ÷èñëà (òðè
èçìåðÿåìûõ íà îïûòå êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ). Òðàêòóÿ èõ êàê òðè êîîðäèíàòû
ñèìïëåêñîâ S3 â òð¼õìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R3 , ìû òåì ñà-
ìûì ñîïîñòàâëÿåì êàæäîìó ñèìïëåêñó S3 íåêîòîðóþ òî÷êó â R3 . Ýòó òî÷êó
ìû áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êîé ñèìïëåêñà S3 , à ñàìî àðèôìå-
òè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R3 õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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2(siksim + simskm + skmsik)− s2
ik − s2

im − s2
km = 0

Ðèñ. 8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà 3 â êîîðäèíàòàõ sik, sim, skm.

2(`2
ik`

2
im + `2

im`2
km + `2

km`2
ik)− `4

ik − `4
im − `4

km =

= (`ik + `im + `km)(`ik + `im − `km)(`ik − `im + `km)(−`ik + `im + `km) ≡ 0

Ðèñ. 9. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà 3 â êîîðäèíàòàõ `ik, `im, `km.

Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (3) è (4) îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñèìïëåêñàì S3 , ðàñïîëàãàþòñÿ â òð¼õìåð-
íîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R3 íå ïðîèçâîëüíî, à íà íåêîòîðîé äâó-
ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 8 è 9), ÷òî è îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íà ïðÿìîé
M1 ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà 3.

§ 5. Ïðîñòåéøàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè íà ïëîñêîñòè.

Ïóñòü M2 = {i1, i2, . . .} � ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé ïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ

S4 = {i, k, m, n} ⊂ M2,
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ñîñòîÿùèé èç ÷åòûð¼õ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê i, k,m, n ∈ M2 , è øåñòü ñîîòâåòñòâó-
þùèõ åìó ðàññòîÿíèé

`ik `im `in

`km `kn

`mn

.

Ïîñêîëüêó ÷åòûðå òî÷êè i, k, m, n ëåæàò íà îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè, òî îáú¼ì
òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè i, k,m, n Vikmn î÷åâèäíî ðàâåí íóëþ ïðè ëþáîì âçàèì-
íîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê i, k, m, n .

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Íèêêîëî Òàðòàëüè, âûðàæàþùåé, ïîäîáíî ôîðìó-
ëå Ãåðîíà, îáú¼ì òåòðàýäðà ÷åðåç äëèíû åãî ð¼áåð:

Vikmn =
1

23/2 · 3!
[Kikmn,ikmn(`2)]

1/2
=

1

3!
[

3

K
11

ikmn,ikmn(w)]
1/2

ãäå

Kikmn,ikmn(`2) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn

−1 `2
im `2

km `2
mn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�

÷åòûð¼õòî÷å÷íûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà,

`2
ik = x2

i + y2
i + x2

k + y2
k − 2xixk − 2yiyk

3

K
11

ikmn,ikmn(w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 wik wim win

−1 wik 0 wkm wkn

−1 wim wkm 0 wmn

−1 wim wkm wmn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�

÷åòûð¼õòî÷å÷íûé äâàæäû îêàéìë¼ííûé âåðèôèêàòîð,

wik = −1

2
(x2

k + y2
k) + xixk + yiyk − 1

2
(x2

k + y2
k) = −1

2
`2
ik �

ñèììåòðè÷íîå, ðåôëåêñèâíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ òî÷åê i è k ñ äâóìÿ
ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè; è ïðèäàäèì ýòîìó óòâåðæäåíèþ âèä óíèâåðñàëüíîãî
ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî øåñòü êâàäðàòîâ âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé

wik = −1
2
`2
ik, wim = −1

2
`2
im, win = −1

2
`2
in

wkm = −1
2
`2
km, wkn = −1

2
`2
kn,

wmn = −1
2
`2
mn

ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëåêñà S4 = {i, k, m, n} äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè:

∀i, k, m, n ∈ M2
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Ψ(wik, wim, win,
wkm, wkn,

wmn)
=

3

K11
ikmn,ikmn(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 wik wim win

−1 wik 0 wkm wkn

−1 wim wkm 0 wmn

−1 win wkn wmn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

(5)

èëè åìó ýêâèâàëåíòíîãî òîæäåñòâà (6)

Ψ(`2
ik, `2

im, `2
in,

`2
km, `2

kn,
`2
mn)

= Kikmn,ikmn(`2) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0 (6)

Â ñóùåñòâîâàíèè òîæäåñòâà (6) ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, åñëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì Kikmn,ikmn(`2) íà ìíîæèòåëè:

òàê êàê `2
ik = (xi−xk)

2 +(yi− yk)
2 = x2

i + y2
i +x2

k + y2
k−2xixk−2yiyk, òî

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
−1 xi yi 0 x2

i + y2
i

−1 xk yk 0 x2
k + y2

k

−1 xm ym 0 x2
m + y2

m

−1 xn yn 0 x2
n + y2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −(x2
i + y2

i ) −(x2
k + y2

k) −(x2
m + y2

m) −(x2
n + y2

n)
0 −2xi −2xk −2xm −2xn

0 −2yi −2yk −2ym −2yn

0 −2 · 0 −2 · 0 −2 · 0 −2·
0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)3 23

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi yi 0 1
xk yk 0 1
xm ym 0 1
xn yn 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn

0 0 0 0
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3 23

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi yi 0 1
xk yk 0 1
xm ym 0 1
xn yn 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

≡ 0.
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Îïèðàÿñü íà ýòîò ïðèìåð, äàäèì ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà 4 íà îäíîì ìíîæåñòâå.

§ 6. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà 4 íà îäíîì ìíîæåñòâå ðàçìåðíîñòè 2.

Ðàññìîòðèì îäíî ìíîæåñòâî M2 = {i, k, . . .} è îòîáðàæåíèå
q : M2 → R2 i 7→ ξ(i), η(i)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå M2 ðàçìåðíîñòè 2 îïðåäåëåíà ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà 4, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
2 + 2 âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

ϕ : R2 × R2 → R

u, v; u′, v′ 7→ ϕ(u, v; u′, v′)

òàêàÿ, ÷òî øåñòü ôóíêöèé
ϕ(ξ1, η1; ξ2, η2) ϕ(ξ1, η1; ξ3, η3) ϕ(ξ1, η1; ξ4, η4)

ϕ(ξ2, η2; ξ3, η3) ϕ(ξ2, η2; ξ4, η4)
ϕ(ξ3, η3; ξ4, η4)

ãäå ξ1, η1; ξ2, η2; ξ3, η3; ξ4, η4 � âîñåìü 2 · 4 íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Ψ(ϕ(ξ1, η1; ξ2, η2), ϕ(ξ1, η1; ξ3, η3), ϕ(ξ1, η1; ξ4, η4),
ϕ(ξ2, η2; ξ3, η3), ϕ(ξ2, η2; ξ4, η4),

ϕ(ξ3, η3; ξ4, η4))
≡ 0, (7)

ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî âîñüìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ ξ1, η1; ξ2, η2; ξ3, η3; ξ4, η4 .

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

ϕ(u, v; u′, v′) è
Ψ(ϕ12, ϕ13, ϕ14,

ϕ23, ϕ24,
ϕ34)

,

îáðàùàþùèå ðàâåíñòâî (7) â òîæäåñòâî.
Çàäà÷à ýòà, íåñðàâíåííî áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì íàõîæäåíèå ôåíîìåíîëîãè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà 3, áûëà ðåøåíà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè Ã. Ã. Ìè-
õàéëè÷åíêî [3], [4] è Â. Õ. Ëüâîì [2]. Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïåðâûé äîêàçàë, ÷òî
ñàêðàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (7) èìååò òîëüêî òðè (!) �åñòåñòâåííûõ�
ðåøåíèÿ è òîëüêî ÷åòûðå (!) �ýêçîòè÷åñêèõ� íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ:

1. àíòèñèììåòðè÷íîå aik = −aki
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ϕ1(xi, yi; xk, yk) = aik = xiyk − xkyi

Ψ1(aik, aim, ain,
akm, akn,

amn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 aik aim ain

−aik 0 akm akn

−aim −akm 0 amn

−ain −akn −amn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
4

K
00

ikmn;ikmn(
2

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 0 1
0 0 aik aim ain 0
0 −aik 0 akm akn 0
0 −aim −akm 0 amn 0
0 −ain −akn −amn 0 0
−1 0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (8)

= (aikamn − aimakn + ainakm)2 ≡ 0

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà aik = xiyk − xkyi â âåðè-
ôèêàòîð (8) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàñ-
ñìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 aik aim ain

−aik 0 akm akn

−aim −akm 0 amn

−ain −akn −amn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi −yi 0 0
xk −yk 0 0
xm −ym 0 0
xn −yn 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

yi yk ym yn

xi xk xm xn

0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

2. ñèììåòðè÷íîå (1) sik = ski; sii = 0

ϕ2(xi, yi; xk, yk) = sik = ε1(xi − xk)
2 + ε2(yi − yk)

2 ε = −1, 1

Ψ2(sik, sim, sin,
skm, skn,

smn)
=

3

K
11

ikmn;ikmn(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 sik sim sin

−1 sik 0 skm skn

−1 sim skm 0 smn

−1 sin skn smn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0 (9)

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà sik = ε1(xi−xk)
2+ +ε2(yi−

yk)
2 â âåðèôèêàòîð (9) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî, ðàññìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 sik sim sin

−1 sik 0 skm skn

−1 sim skm 0 smn

−1 sin skn smn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
−1 ε1xi ε2yi 0 ε1x

2
i + ε2y

2
i

−1 ε1xk ε2yk 0 ε1x
2
k + ε2y

2
k

−1 ε1xm ε2ym 0 ε1x
2
m + ε2y

2
m

−1 ε1xn ε2yn 0 ε1x
2
n + ε2y

2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·
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·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −(ε1x
2
i + ε2y

2
i ) −(ε1x

2
k + ε2y

2
k) −(ε1x

2
m + ε2y

2
m) −(ε1x

2
n + ε2y

2
n)

0 −2xi −2xk −2xm −2xn

0 −2yi −2yk −2ym −2yn

0 −2 · 0 −2 · 0 −2 · 0 −2 · 0
0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= ε1ε2(−2)3

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi yi 0 1
xk yk 0 1
xm ym 0 1
xn yn 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn

0 0 0 0
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ε1ε2(−2)3

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn

0 0 0 0
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

≡ 0

3. ñèììåòðè÷íîå (2) ŝik = ŝki ; ŝii = 1

ϕ3(xi, yi; xk, yk) = ŝik = ε1 xixk + ε2 yiyk +
√

1− ε1 x2
i − ε2 y2

i

√
1− ε1 x2

k − ε2 y2
k

Ψ3(ŝik, ŝim, ŝin,
ŝkm, ŝkn,

ŝmn)
=

4

K
00

ikmn;ikmn(ŝ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ŝik ŝim ŝin

ŝik 1 ŝkm ŝkn

ŝim ŝkm 1 ŝmn

ŝin ŝkn ŝmn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0 (10)

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà

ŝik = ε1 xixk + ε2 yiyk +
√

1− ε1 x2
i − ε2 y2

i

√
1− ε1 x2

k − ε2 y2
k

â âåðèôèêàòîð (10) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî, ðàññìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ŝik ŝim ŝin

ŝik 1 ŝkm ŝkn

ŝim ŝkm 1 ŝmn

ŝin ŝkn ŝmn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1 xi ε2 yi

√
1− ε1 x2

i − ε2 y2
i 0

ε1 xk ε2 yk

√
1− ε1 x2

k − ε2 y2
k 0

ε1 xm ε2 ym

√
1− ε1 x2

m − ε2 y2
m 0

ε1 xn ε2 yn

√
1− ε1 x2

n − ε2 y2
n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn√
1− ε1 x2

i − ε2 y2
i

√
1− ε1 x2

k − ε2 y2
k

√
1− ε1 x2

m − ε2 y2
m

√
1− ε1 x2

n − ε2 y2
n

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= ε1ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1 xi ε2 yi

√
1− ε1 x2

i − ε2 y2
i 0

ε1 xk ε2 yk

√
1− ε1 x2

k − ε2 y2
k 0

ε1 xm ε2 ym

√
1− ε1 x2

m − ε2 y2
m 0

ε1 xn ε2 yn

√
1− ε1 x2

n − ε2 y2
n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

Îñîáåííîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà 4 íà îäíîì ìíîæåñòâå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàðÿäó ñ òðåìÿ, ïðèâåäåííûìè âûøå �åñòåñòâåííûìè� ðåøå-
íèÿìè, óðàâíåíèå (7) äîïóñêàåò åù¼ ÷åòûðå �ýêçîòè÷åñêèõ� ðåøåíèÿ:
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1∗ a1;ik = yi−yk

xi−xk

2∗ a3;ik = [(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2]e
γ arctg

yi−yk
xi−xk

ãäå γ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ;

3∗ a4;ik = [(xi − xk)
2 − (yi − yk)

2]e
γ Arth

yi−yk
xi−xk

ãäå γ > 0; γ 6= 2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

4∗ a2;ik = (xi − xk)
2e

γ
yi−yk
xi−xk

ãäå γ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ;
Ïî-âèäèìîìó, âåðèôèêàòîðû äëÿ âñåõ �ýêçîòè÷åñêèõ� ðåøåíèé â ÿâíîì âèäå

÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî ïðèâåä¼ííûå âûøå ÷åòûðå �ýêçîòè÷åñêèõ� ðåïðåçåíòàòîðà äåéñòâèòåëü-
íî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñàêðàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7), íåîáõîäèìî
ïîäñòàâèòü èõ âûðàæåíèÿ â ÿêîáèàí

∂(aik, aim, ain, akm, akn, amn)

∂(xi, yi, xk, yk, xm, ym, xn, yn)
=




∂aik

∂xi

∂aim

∂xi

∂ain

∂xi
0 0 0

∂aik

∂yi

∂aim

∂yi

∂ain

∂yi
0 0 0

∂aik

∂xk
0 0 ∂akm

∂xk

∂akn

∂xk
0

∂aik

∂yk
0 0 ∂akm

∂yk

∂akn

∂yk
0

0 ∂aim

∂xm
0 ∂akm

∂xm
0 ∂amn

∂xm

0 ∂aim

∂ym
0 ∂akm

∂ym
0 ∂amn

∂ym

0 0 ∂ain

∂xn
0 ∂akn

∂xn

∂amn

∂xn

0 0 ∂ain

∂yn
0 ∂akn

∂yn

∂amn

∂yn




(11)

è óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàíã ýòîãî ÿêîáèàíà ðàâåí ïÿòè.

Èòàê, åñëè â îñíîâàíèå äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ïîëîæèòü ïðèíöèï ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàíãà 4, ò. å. òðåáîâàíèå, ÷òîáû øåñòü ïåðåìåííûõ
(èãðàþùèå ðîëü �êâàçèìåòðèê�)

ϕik ϕim ϕin

ϕkm ϕkn

ϕmn

,
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îòíîñÿùååñÿ ê ÷åòûð¼ì ïðîèçâîëüíûì òî÷êàì i, k,m, n ∈ M2 , áûëè áû ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé îäíèì ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (7), òî ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî òðè (!) �åñòåñòâåííûõ� ðåøåíèÿ, èç êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ
õîðîøî èçâåñòíûå ãåîìåòðèè:

1 � äâóìåðíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ;
2 è 3 � äâóìåðíûå åâêëèäîâà è ïñåâäîåâêëèäîâà ãåîìåòðèè;
4, 5 è 6 � äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà (ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû),

� ãåîìåòðèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû âåùåñòâåííîãî
ðàäèóñà â ïñåâäîåâêëèäîâîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

� äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû)

è òîëüêî ÷åòûðå (!) �ýêçîòè÷åñêèõ� ðåøåíèÿ, èç êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ÷åòûðå,
íåèçâåñòíûå äî ñèõ ïîð, �ýêçîòè÷åñêèå� ãåîìåòðèè.

Íà ïðèìåðå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ íîâûì òèïîì êîëëåêòèâ-
íûõ èëè ñàêðàëüíûõ (â äàííîì ñëó÷àå � òåòðàðíûõ) îòíîøåíèé ìåæäó òî÷êàìè.

Òåòðàðíûå îòíîøåíèÿ íàáëþäàþòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ñèì-
ïëåêñîâ S4 , ñîñòîÿùèõ èç ïðîèçâîëüíûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé åâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòè. Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, ìåæäó ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè ïëîñêî-
ñòè ñóùåñòâóåò ëþáîïûòíàÿ ñâÿçü: ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷êè i, k,m, n ñîâåðøåííî
ïðîèçâîëüíû, à ñ äðóãîé � øåñòü çíà÷åíèé êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé `2

ik, `2
im, `2

in, `2
km, `2

kn, `2
mn

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì (7).
Ðàññìàòðèâàÿ êàæäûé ñèìïëåêñ S4 êàê íåêîòîðûé åäèíûé ôèçè÷åñêèé îáú-

åêò, ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü åìó îäíó õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òî÷êó â øåñòèìåðíîì
àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R6 , åñëè â êà÷åñòâå å¼ øåñòè êîîðäèíàò âûáåðåì
øåñòü çíà÷åíèé `2

ik, `2
im, `2

in, `2
km, `2

kn, `2
mn .

Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (7) îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òî÷-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñèìïëåêñàì S4 , ðàñïîëàãàþòñÿ â R6 íå ïðî-
èçâîëüíî, à íà íåêîòîðîé ïÿòèìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ÷òî è îçíà÷àåò íà ãåî-
ìåòðè÷åñêîì ÿçûêå ñóùåñòâîâàíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà 4 íà
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

§ 7. Ïðîñòåéøèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè â òð¼õìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü M3 = {i1, i2, . . .} � ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ â
òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêñ

S5 = {i, k,m, n, p} ⊂ M3
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è äåñÿòü, ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó, ðàññòîÿíèé
`ik `im `in `ip

`km `kn `kp

`mn `mp

`np

Ðàññìàòðèâàÿ òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî êàê òð¼õìåðíóþ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü â ÷åòûð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îáú-
¼ì Vikmnp ÷åòûð¼õìåðíîãî ñèìïëåêñà S5 = {i, k,m, n, p} , ïÿòü âåðøèí êîòîðîãî
i, k, m, n, p ∈ M3 ëåæàò íà îäíîé è òîé æå òð¼õìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ðàâåí
íóëþ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ îáú¼ìà ÷åòûð¼õìåðíîãî ñèìïëåêñà

Vikmnp =
1

22 · 4!
(Kikmnp,ikmnp)

1/2,

ãäå

Kikmnp,ikmnp(`
2) = (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in `2
ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn `2

kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn `2

mp

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0 `2

np

−1 `2
ip `2

kp `2
mp `2

np 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïÿòèòî÷å÷íûé îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà, ìîæíî ïðèäàòü ýòîìó óòâåðæäåíèþ
âèä óíèâåðñàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî äåñÿòü êâàäðàòîâ âçàèìíûõ
ðàññòîÿíèé

`2
ik `2

im `2
in `2

ip

`2
km `2

kn `2
kp

`2
mn `2

mp

`2
np

ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëåêñà S5 = {i, k,m, n, p} òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà:

∀i, k,m, n, p ∈ M3

Ψ(`2
ik `2

im `2
in `2

ip

`2
km `2

kn `2
kp

`2
mn `2

mp

`2
np)

= Kikmnp,ikmnp =

= (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in `2
ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn `2

kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn `2

mp

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0 `2

np

−1 `2
ip `2

kp `2
mp `2

np 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0
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§ 8. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà 5 íà îäíîì ìíîæåñòâå ðàçìåðíîñòè 3.

Ðàññìîòðèì îäíî ìíîæåñòâî

M3 = {i, k, . . .}

è îòîáðàæåíèå

q : M3 → R3

i 7→ ξ(i), η(i), ζ(i).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå M3 ðàçìåðíîñòè 3 èìååò ìåñòî ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà 5, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ 3+3
âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

ϕ : R3 × R3 → R

u, v, w; u′, v′, w′ 7→ ϕ(u, v, w; u′, v′, w′)

òàêàÿ, ÷òî äåñÿòü ôóíêöèé

ϕ(1; 2) ϕ(1; 3) ϕ(1; 4) ϕ(1; 5)
ϕ(2; 3) ϕ(2; 4) ϕ(2; 5)

ϕ(3; 4) ϕ(3; 5)
ϕ(4; 5)

,

ãäå
1 = ξ1, η1, ζ1; 2 = ξ2, η2, ζ2; 3 = ξ3, η3, ζ3; 4 = ξ4, η4, ζ4; 5 = ξ5, η5, ζ5 �

ïÿòíàäöàòü (3 · 5) íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Ψ(ϕ(1; 2), ϕ(1; 3), ϕ(1; 4), ϕ(1; 5),
ϕ(2; 3), ϕ(2; 4), ϕ(2; 5),

ϕ(3; 4), ϕ(3; 5),
ϕ(4; 5))

≡ 0, (12)

ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî ïÿòíàäöàòè íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ 1, 2, 3, 4, 5.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè äâå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè

ϕ(u, v, w; u′, v′, w′) è
Ψ(ϕ12, ϕ13, ϕ14, ϕ15,

ϕ23, ϕ24, ϕ25,
ϕ34, ϕ35,

ϕ45)

,

îáðàùàþùèå ðàâåíñòâî (12) â òîæäåñòâî.
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Ýòà âåñüìà ñëîæíàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Â.Õ.Ëüâîì â åãî äèññåðòàöèè �Òð¼õ-
ìåðíûå è ÷åòûð¼õìåðíûå ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� [1]. Îí
ïåðâûé äîêàçàë, ÷òî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (12) èìååò òîëüêî òðè (!) �åñòå-
ñòâåííûõ� ðåøåíèÿ è òîëüêî òðè (!) �ýêçîòè÷åñêèõ� íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ:

1. àíòèñèììåòðè÷íîå aik = −aki

a1(xi, yi, zi; xk, yk, zk) = aik = xiyk − xkyi + zi − zk

Ψ1(aik, aim, ain, aip

akm, akn, akp

amn amp

anp)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 aik aim ain aip

−1 −aik 0 akm akn akp

−1 −aim −akm 0 amn amp

−1 −ain −akn −amn 0 anp

−1 −aip −akp −amp −anp 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

2. ñèììåòðè÷íîå (1) `2
ik = `2

ki; `2
ii = 0

a2(xi, yi, zi; xk, yk, zk) = `2
ik = ε1(xi − xk)

2 + ε2(yi − yk)
2 + ε3(zi − zk)

2;

ãäå ε1, ε2, ε3 = ±1

Ψ2(`
2
ik, `2

im, `2
in, `2

ip

`2
km, `2

kn, `2
kp

`2
mn `2

mp

`2
np)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

in `2
ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kn `2

kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mn `2

mp

−1 `2
in `2

kn `2
mn 0 `2

np

−1 `2
ip `2

kp `2
mp `2

np 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

3. ñèììåòðè÷íîå (2) ŝik = ŝki ; ŝii = 1

a3(xi, yi, zi; xk, ykzk) = ŝik =
√

1− ε1x2
i − ε2y2

i − ε3z2
i ·

√
1− ε1x2

k − ε2y2
k − ε3z2

k+

+ε1xixk + ε2yiyk + ε3zizk,

ãäå ε1, ε2, ε3 = ±1

Ψ3(ŝik, ŝim, ŝin, ŝip

ŝkm, ŝkn, ŝkp

ŝmn ŝmp

ŝnp)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ŝik ŝim ŝin ŝip

ŝik 1 ŝkm ŝkn ŝkp

ŝim ŝkm 1 ŝmn ŝmp

ŝin ŝkn ŝmn 1 ŝnp

ŝip ŝkp ŝmp ŝnp 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0
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è åù¼ òðè �ýêçîòè÷åñêèõ� ðåøåíèÿ:

a4(xi, yi, zi; xk, ykzk) =

{
ln

[
(xi − xk)

2 + (yi − yk)
2
]
+ γarctg

yi − yk

xi − xk

}
zizk,

a5(xi, yi, zi; xk, ykzk) =

{
ln

[
(xi − xk)

2 − (yi − yk)
2
]
+ γArth

yi − yk

xi − xk

}
zizk,

a6(xi, yi, zi; xk, ykzk) = ln(xi − xk) +
yi − yk + zixk − zkxi

xi − xk

.

Ôóíêöèè Ψ4,5,6 ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàþòñÿ.
Èòàê, åñëè â îñíîâàíèå òð¼õìåðíîé ãåîìåòðèè ïîëîæèòü ïðèíöèïôåíîìåíî-

ëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàíãà 5, ò. å. òðåáîâàíèå, ÷òîáû äåñÿòü ïåðåìåííûõ,
(èãðàþùèõ ðîëü �êâàçèìåòðèê�)

ϕik ϕim ϕin ϕip

ϕkm ϕkn ϕkp

ϕmn ϕmp

ϕnp

,

îòíîñÿùèåñÿ ê ïÿòè ïðîèçâîëüíûì òî÷êàì i, k, m, n, p ∈ M3 , áûëè áû ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé îäíèì ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (12), òî ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ äåñÿòü è òîëüêî äåñÿòü ãåîìåòðèé:

1 � åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ,
2 � ïñåâäîåâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ,
3 � òð¼õìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà (ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîñòîÿííîé ïîëî-

æèòåëüíîé êðèâèçíû),
4 è 5 � ãåîìåòðèè íà ïîâåðõíîñòè òð¼õìåðíîé ñôåðû, âëîæåííûå â ÷åòûð¼õ-

ìåðíûå ïñåâäîåâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà,
6 � òð¼õìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîñòî-

ÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû,
7 � ãåîìåòðèÿ íà òð¼õìåðíîé ïëîñêîñòè, âëîæåííîé â ÷åòûð¼õìåðíîå ñèì-

ïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
8, 9 è 10 � íåèçâåñòíûå ðàíåå òð¼õìåðíûå �ýêçîòè÷åñêèå� ãåîìåòðèè.

Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè, ìåæäó ïÿòüþ òî÷êàìè òð¼õìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò íåîáû÷íàÿ ñâÿçü: ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷êè
i, k,m, n, p ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíû, à ñ äðóãîé � äåñÿòü çíà÷åíèé êâàäðàòîâ
ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì (12).

Ðàññìàòðèâàÿ êàæäûé ñèìïëåêñ S5 êàê íåêîòîðûé åäèíûé ôèçè÷åñêèé îáú-
åêò, ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü åìó îäíó õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òî÷êó â äåñÿòèìåðíîì
àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R10 , åñëè â êà÷åñòâå å¼ äåñÿòè êîîðäèíàò âûáåðåì
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññòîÿíèÿ èëè èõ êâàäðàòû. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøå-
íèÿ (12) îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì
ñèìïëåêñàì S5 , ðàñïîëîæåíû â R10 íå ïðîèçâîëüíî, à íà íåêîòîðîé äåâÿòèìåð-
íîé ïîâåðõíîñòè, ÷òî è îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ðàíãà 5 íà îäíîì ìíîæåñòâå M3 ðàçìåðíîñòè 3.
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Ðÿáèíà êðàñíàÿ
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II. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � íåâåðîÿòíàÿ.

§ 9. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå è ñàêðàëüíûå ãåîìåòðèè.

Äî ñèõ ïîð òî÷êà êàê, îñíîâíîå, èñõîäíîå ïîíÿòèå â ëþáîé ãåîìåòðèè, ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü êàê íå÷òî íåäåëèìîå, áåññòðóêòóðíîå. Òî åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ãîâîðÿ
ñëîâàìè Åâêëèäà, ÷òî: �Òî÷êà åñòü òî, ÷òî íå èìååò ÷àñòåé� [?].

Îäíàêî, îäíèì èç ãëàâíûõ ïðèíöèïîâ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð, ÿâëÿåòñÿ Ïðèíöèï ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, ñîãëàñíî êîòîðî-
ìó êàæäûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò ĩ èìååò â êà÷åñòâå ñâîåãî èäåàëüíîãî ïðîîáðàçà
ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñîïðÿæ¼ííûõ ïðîîáðàçîâ (ñóáúýéäîñîâ) |i〉 è 〈i| (ñì.
ðèñ. 10)

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

re reĩ k̃

|i〉〈i| |k〉〈k|

Ðèñ. 10. Ñâÿçü ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè
è èõ èäåàëüíûìè ïðîîáðàçàìè.

Ïîñêîëüêó åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçäåë ôèçèêè, âîç-
íèêàåò æåëàíèå ïåðåèçëîæèòü å¼ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñàêðàëüíîé ñèì-
ìåòðèè. Ïðîîáðàçû (ñóáúýéäîñû) |i〉 , |k〉 ìû áóäåì íàçûâàòü ïðàâûìè (âåðõíè-
ìè) ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè, à ïðîîáðàçû (ñóáúýéäîñû) 〈i| , 〈k| � ëåâûìè
(íèæíèìè) ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè.

Èòàê, ïåðåíåñ¼ì ýòîò ïðèíöèï íà ãåîìåòðèþ è áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàæ-
äóþ òî÷êó i êàê ñâîåîáðàçíûé äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñëèïøèõñÿ íèæíèõ
(ëåâûõ) è âåðõíèõ (ïðàâûõ) ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ:

rei

Òî÷êà â ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè

r b¨
§

¥
¦

|i〉〈i|

Òî÷êà â ñàêðàëüíîé
ãåîìåòðèè

Â ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè èñõîäíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà i ; â ñà-
êðàëüíîé ãåîìåòðèè èñõîäíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿþòñÿ ýéäîñû � ëåâûå è ïðàâûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, à òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì ïîíÿòèåì, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèì ñîáîé ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç ëåâûõ è ïðàâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ:

i = |i〉〈i|.
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Â ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k ñèì-
ìåòðè÷íî, ò. å.

`ik = `ki.

Â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè, âîîáùå ãîâîðÿ,
`ik 6= `ki.

rei rek
`ik

r b¨
§

¥
¦

i r b¨
§

¥
¦

k-
`ik

¾
`ki

Ðèñ. 11. Ðàññòîÿíèå `ik â ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè
è ðàññòîÿíèÿ `ik è `ki â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè.

Â îñíîâàíèè n -ìåðíîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè ëåæèò îòíîøåíèå
ìåæäó n + 2 òî÷êàìè

'

&

$

%

rei1

rei2 rei3
· · ·

re
in+2

Ðèñ. 12. Îòíîøåíèÿ ìåæäó n + 2 òî÷êàìè â n -ìåðíîé
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Â îñíîâàíèè n -ìåðíîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè ëåæèò îòíîøåíèå ìåæäó ñà-
êðàëüíûìè ëåâûìè n + 2 -êîðòàìè 〈i1 . . . in+2| ðîäà è ñàêðàëüíûìè ïðàâûìè
n + 2 -êîðòàìè |k1 . . . kn+2〉 :'
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in+2

i2

i1

kn+2

k2

k1

〈i1, . . . , in+2| |k1, . . . , kn+2〉
Ðèñ. 13. Îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè â n -ìåðíîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè.
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§ 10. Îäíîìåðíàÿ ñàêðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïðÿìîé

M1 = {a1, a2, . . .}.
Ðàçîáú¼ì åãî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà äâà ìíîæåñòâà

M1 = {i1, i2, . . .},
êîòîðîå óñëîâíî íàçîâ¼ì ìíîæåñòâîì �áåëûõ� òî÷åê, è

M1 = {k1, k2, . . .},
êîòîðîå óñëîâíî íàçîâ¼ì ìíîæåñòâîì �÷¼ðíûõ� òî÷åê.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòû âñåâîçìîæíûõ ðàññòîÿíèé
1

`
2
ik

= (xi − xk)
2

ìåæäó �áåëûìè� è �÷¼ðíûìè� òî÷êàìè.
Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè åâêëè-

äîâîé ïðÿìîé, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
ïðè ëþáîì âûáîðå òð¼õ �áåëûõ� òî÷åê, îáðàçóþùèõ ëåâûé 3-ñóáúýéäîñíûé

êîðò 〈i1 i2 i3| , è ïðè ëþáîì âûáîðå òð¼õ �÷¼ðíûõ� òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïðàâûé
3-ñóáúýéäîñíûé êîðò |k1 k2 k3〉 , èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

Φ(` 2
i1k1

, ` 2
i1k2

, ` 2
i1k3

,

` 2
i2k1

, ` 2
i2k2

, ` 2
i2k3

,

` 2
i3k1

, ` 2
i3k2

, ` 2
i3k3

)

=
2

K11
i1i2i3;k1k2k3

(
1

`
2) = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1 `2i1k1
`2i1k2

`2i1k3

−1 `2i2k1
`2i2k2

`2i2k3

−1 `2i3k1
`2i3k2

`2i3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1 `2i1k1
`2i1k2

`2i1k3

−1 `2i2k1
`2i2k2

`2i2k3

−1 `2i3k1
`2i3k2

`2i3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
−1 xi1 0 x2

i1

−1 xi2 0 x2
i2

−1 xi3 0 x2
i3

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x2
k1

−x2
k2

−x2
k3

0 −2xk1 −2xk2 −2xk3

0 −2 · 0 −2 · 0 −2 · 0
0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)2 · 22

∣∣∣∣∣∣

xi1 0 1
xi2 0 1
xi3 0 1

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

xk1 xk2 xk3

0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
≡ 0
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§ 11. Äâóìåðíàÿ ñàêðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè

M2 = {a1, a2, . . .}.
Ðàçîáú¼ì åãî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà äâà ìíîæåñòâà:

M1 = {i1, i2, . . .},
êîòîðîå óñëîâíî íàçîâ¼ì ìíîæåñòâîì �áåëûõ� òî÷åê, è ìíîæåñòâî

M2 = {k1, k2, . . .},
êîòîðîå óñëîâíî íàçîâ¼ì ìíîæåñòâîì �÷¼ðíûõ� òî÷åê.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êâàäðàòû ðàññòîÿíèé
2

`
2
ik

= (xi − xk)
2 + (yi − yk)

2

ìåæäó �áåëûìè� è �÷¼ðíûìè� òî÷êàìè.
Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè äâó-

ìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
ïðè ëþáîì âûáîðå ÷åòûð¼õ �áåëûõ� òî÷åê, îáðàçóþùèõ ëåâûé 4-ñóáúýéäîñíûé

êîðò 〈i1 i2 i3 i4| è ïðè ëþáîì âûáîðå ÷åòûð¼õ �÷¼ðíûõ� òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïðà-
âûé 4-ñóáúýéäîñíûé êîðò |k1 k2 k3 K4〉, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

Φ(`2i1k1
, `2i1k2

, `2i1k3
, `2i1k4

`2i2k1
, `2i2k2

, `2i2k3
, `2i2k4

`2i3k1
, `2i3k2

, `2i3k3
, `2i3k4

`2i4k1
, `2i4k2

, `2i4k3
, `2i4k4

)

=
3

Ki1i2i3i4;k1k2k3k4(
2

`
2) =

= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1

−1 `2i1k1
`2i1k2

`2i1k3
`2i1k4

−1 `2i2k1
`2i2k2

`2i2k3
`2i2k4

−1 `2i3k1
`2i3k2

`2i3k3
`2i3k4

−1 `2i4k1
`2i4k2

`2i4k3
`2i4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1

−1 `2i1k1
`2i1k2

`2i1k3
`2i1k4

−1 `2i2k1
`2i2k2

`2i2k3
`2i2k4

−1 `2i3k1
`2i3k2

`2i3k3
`2i3k4

−1 `2i4k1
`2i4k2

`2i4k3
`2i4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
−1 xi1 yi1 0 r2

i1

−1 xi2 yi2 0 r2
i2

−1 xi3 yi3 0 r2
i3

−1 xi4 yi4 0 r2
i4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −r2
k1

−r2
k2

−r2
k3

−r2
k4

0 −2xk1 −2xk2 −2xk3 −2xk4

0 −2yk1 −2yk2 −2yk3 −2yk4

0 −2 · 0 −2 · 0 −2 · 0 −2 · 0
0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)323

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi1 yi1 0 1
xi2 yi2 0 1
xi3 yi3 0 1
xi4 yi4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xk1 xk2 xk3 xk4

yk1 yk2 yk3 yk4

0 0 0 0
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0,

ãäå r2
i = x2

i + y2
i .

§ 12. Êîðò � ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ñàêðàëüíîé ôèçèêè
âòîðîãî ïîêîëåíèÿ.

Òðè ïîíÿòèÿ ëåæàò â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ýòî êîðò,
âåðèôèêàòîð è ðåïðåçåíòàòîð.

Êîðò èãðàåò ðîëü Ñëîâà, èç êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ âåðèôèêàòîðà è ðåïðåçåí-
òàòîðà ôîðìèðóåòñÿ ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà.

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ýòîé öåëè íóæíî âçÿòü êîíå÷íîå ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ è, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê íåçàâèñèìûå íå÷èñëîâûå ïåðåìåííûå, ïîñòðîèòü ïî
îïðåäåë¼ííîìó ïðàâèëó íåêîòîðóþ îáùåçíà÷èìóþ ôîðìóëó (òàâòîëîãèþ),
ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàåòñÿ, íàïðèìåð, â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, â èñ÷èñ-
ëåíèè ïðåäèêàòîâ èëè â àáñòðàêòíîé àëãåáðå Áóëÿ.

Äàëåå íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííîå
òàêèì îáðàçîì �ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî� è åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé
â îñíîâàíèè ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè äâà ôèçè÷åñêèõ çàêîíà � çàêîí Íüþòîíà è çàêîí Îìà
� è äâà âàðèàíòà åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå:

çà âñåìè ðàññìîòðåííûìè çàêîíàìè ñêðûâàþòñÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó
äâóìÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîðòàìè :

1. ìåæäó ëåâûì êîðòîì 〈α β | , ñîñòîÿùèì èç äâóõ àêñåëåðàòîðîâ (óñêîðè-
òåëåé) α è β , è ïðàâûì êîðòîì | i k〉 , ñîñòîÿùèì èç äâóõ óñêîðÿåìûõ òåë i è
k , â ñëó÷àå çàêîíà Íüþòîíà:

Â

Á

¿

À
b

b

β

α

Â

Á

¿

À
r

r

k

i

³³³³³³³³³PPPPPPPPP

〈α β| |i k〉

2. ìåæäó ëåâûì êîðòîì 〈α β | , ñîñòîÿùèì èç äâóõ èñòî÷íèêîâ òîêà α è β ,
è ïðàâûì êîðòîì | i k m〉 , ñîñòîÿùèì èç òð¼õ ïðîâîäíèêîâ i , k è m , â ñëó÷àå
çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè:
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Â

Á

¿

À

Â

Á

¿

À

b

b

r

r

.

r

β

α

m

k

iJαi

Jβm

3. ìåæäó ëåâûì êîðòîì 〈i1 i2 i3 | , ñîñòîÿùèì èç òð¼õ �áåëûõ� òî÷åê, è ïðà-
âûì êîðòîì | k1 k2 k3 〉 , ñîñòîÿùèì èç òð¼õ �÷¼ðíûõ� òî÷åê, â ñëó÷àå îäíîìåðíîé
ñàêðàëüíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè:

Â

Á

¿

À
b

b

b

i3

i2

i1

Â

Á

¿

À
r

r

r

k3

k2

k1

³³³³³³³³³1

-´
´

´
´

´
´

´
´́3

-PPPPPPPPPq

³³³³³³³³³1-PPPPPPPPPq

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

〈i1 i2 i3 | |k1 k2 k3 〉

4. ìåæäó ëåâûì êîðòîì 〈i1 i2 . . . in+2 | , ñîñòîÿùèì èç n+2 �áåëûõ� òî÷åê,
è ïðàâûì êîðòîì | k1 k2 . . . kn+2 〉 , ñîñòîÿùèì èç n+2 �÷¼ðíûõ� òî÷åê, â ñëó÷àå
n -ìåðíîé ñàêðàëüíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè:

'
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$

%

'

&

$

%
©©©©©©©©©©©©
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Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

ZZb

· · ·

b

b

r

· · ·

r

r

in+2

i2

i1

kn+2

k2

k1

〈i1, . . . , in+2| |k1, . . . , kn+2〉.

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, èäåÿ îòíîøåíèé ìåæäó êîðòàìè ÿâëÿåòñÿ
âàæíåéøåé äëÿ âñåé ôèçèêè è ãåîìåòðèè, òàê êàê ñîñòàâëÿåò ñóùíîñòü ñàìîã�î
ïîíÿòèÿ çàêîíà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóòü êàæäîãî çàêîíà ôèçèêè è ãåîìåòðèè
ñîñòîèò â îòíîøåíèè ìåæäó äâóìÿ ñàêðàëüíûìè êîðòàìè.

Ïðè ýòîì ìíå âñïîìèíàåòñÿ ìîÿ åäèíñòâåííàÿ âñòðå÷à ñ àêàäåìèêîì Âëàäè-
ìèðîì Àëåêñàíäðîâè÷åì Ôîêîì (1898�1974), ê êîòîðîìó ÿ ïðèåõàë â 1970 ãîäó â
Ëåíèíãðàä, ÷òîáû ðàññêàçàòü åìó î ñâîèõ ðàáîòàõ ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð è, â ÷àñòíîñòè, î íîâîé òî÷êå çðåíèÿ íà çàêîí Íüþòîíà ma = f .
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Îí âñòðåòèë ìåíÿ âåñüìà äîáðîæåëàòåëüíî, ïðèãëàñèë ê ñåáå äîìîé è ïðèãî-
òîâèëñÿ âíèìàòåëüíî âûñëóøàòü ìåíÿ. Íî êîãäà ÿ ñêàçàë:

� Ðàññìîòðèì äâà òåëà, i è k , è äâå ïðóæèíêè, α è β , è èçìåðèì ÷åòûðå
óñêîðåíèÿ aαi, aαk, aβi, aβk . . .

Çäåñü îí ïåðåáèë ìåíÿ:
� Ïðîñòèòå, î ÷¼ì èä¼ò ðå÷ü? î ìåõàíèêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè? èëè î ìåõà-

íèêå ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê?
ß îòâåòèë:
� Ðå÷ü èä¼ò î ìåõàíèêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, òî åñòü î íîâîé òî÷êå çðåíèÿ

íà çàêîí Íüþòîíà ma = f .
� Íî, ïî÷åìó æå Âû ðàññìàòðèâàåòå äâà òåëà? Íåò, ÿ Âàñ íå ïîíèìàþ!

è âûêëþ÷èë ñâîé ñëóõîâîé àïïàðàò, äàâ ïîíÿòü òåì ñàìûì, ÷òî äàëüíåéøèé
ðàçãîâîð íà ýòó òåìó ëèø¼í äëÿ íåãî âñÿêîãî ñìûñëà.

Äåéñòâèòåëüíî, î÷åíü òðóäíî âçãëÿíóòü íà õîðîøî èçâåñòíóþ åù¼ ñ äåòñòâà
ìåõàíèêó ñ ñóùåñòâåííî èíîé, íåïðèâû÷íîé òî÷êè çðåíèÿ.

Êñòàòè, äîëæåí çàìåòèòü, ÷òî ìîé äðóã è äàâíèé êîëëåãà, ïðîôåññîð ÌÃÓ
Þðèé Ñåðãååâè÷ Âëàäèìèðîâ â ñâîèõ ðàáîòàõ ïî �ðåëÿöèîííîé òåîðèè ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè è âçàèìîäåéñòâèé� [5]�[6] ïî-ñâîåìó ïåðåèçëàãàåò Òåîðèþ ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð, (ââîäÿ, ìåæäó ïðî÷èì, ñâîþ íåóäà÷íóþ òåðìèíîëîãèþ), íå êàê
òåîðèþ îòíîøåíèé ìåæäó êîðòàìè, à êàê òåîðèþ îòíîøåíèé ìåæäó îòäåëüíû-
ìè ýëåìåíòàìè, òåì ñàìûì �âûïë¼ñêèâàÿ èç âàííû ñàìîãî ðåá¼íêà�, ÷òî â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáåñöåíèâàåò ýâðèñòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð.

Þðèé ÊÓËÀÊÎÂ â Áîëüøîé ôèçè÷åñêîé àóäèòîðèè â ñòàðîì

çäàíèè ÌÃÓ íà Ìîõîâîé (1946 ãîä)
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Ñàíòè Ðàôàýëü (1483 � 1520) Àôèíñêàÿ øêîëà

Â öåíòðå:
Ïëàòîí: � Èñòèííîå çíàíèå èìååò ñàêðàëüíîå

ïðîèñõîæäåíèå!

Àðèñòîòåëü: � Çíàíèå âîçíèêàåò èç îïûòà è èìååò
àíòðîïíîå ïðîèñõîæäåíèå!
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×àñòü III

ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÈ

Difficile est proprie communia dicere 42

Çíàíèå îïðåäåëèòåëåé íåîáõîäèìî ïî÷òè â ëþáîé îò-
ðàñëè ìàòåìàòèêè. Áëàãîäàðÿ ñâîåìó øèðîêîìó è ðàçíî-
îáðàçíîìó ïðèìåíåíèþ îíè ïðèâëåêàþò ê ñåáå âíèìàíèå
ñî ñòîðîíû âñåõ, êòî çàíèìàåòñÿ ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêîé; äëÿ ÷èñòûõ ìàòåìàòèêîâ îíè ïðåäñòàâëÿþò èí-
òåðåñ êàê ôóíêöèè ñ îñîáåííî ïðîñòûìè è çàìå÷àòåëü-
íûìè ñâîéñòâàìè. Çíà÷åíèå èõ î÷åâèäíî è îíè âïîëíå
çàñëóæèâàþò èçó÷åíèÿ [1].

� Ó.Ó.Ñîéåð

Ãëàâà 8. Ñåêñòåò43 ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé íà äâóõ
ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

Ãëàâà 9. Ðåïðåçåíòàòîðû êàê êîðíè ñàêðàëüíûõ òîæäåñòâ.
Ãëàâà 10. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ.

42Òðóäíî ïî-ñâîåìó âûðàçèòü îáùåèçâåñòíûå âåùè.
43Ñåêñòåò (ëàò. sextus � øåñòîé) � ìóçûêàëüíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ øåñòè èíñòðóìåíòîâ,

êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðåäíàçíà÷åíà îñîáàÿ ïàðòèÿ.



Àííîòàöèÿ ê ×àñòè III
Â äâóõ ïðåäûäóùèõ ×àñòÿõ ðàññìàòðèâàëèñü ïðèìåðû, âçÿòûå èç ãåîìåò-

ðèè è îáùåé ôèçèêè, â êîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíûå çàêîíû çàïèñûâàëèñü â âèäå
òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëåé ñëåäóþùèõ øåñòè òèïîâ:

÷åòûð¼õ ðåãóëÿðíûõ
n+1

K
00(

n

a) ≡ 0,

n+1

K
01(

n

u) ≡ 0,
n+1

K
10(

n

v) ≡ 0,

n+1

K
11(

n

w) ≡ 0

è äâóõ ñïîðàäè÷åñêèõ
2

M
02(

1

p) ≡ 0,
2

M
20(

1

q) ≡ 0.

Â ýòîé ×àñòè ìû ñìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âåñü ýòîò ñåêñòåò îïðåäåëèòåëåé
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç îäíîãî îïðåäåëèòåëÿ

∣∣∣∣∣∣

aα1i1 . . . aα1in

. . . . . . . . . . . . . . . .
aαni1 . . . aαnin

∣∣∣∣∣∣

ïóò¼ì çàìåíû äâóõèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ aαi íà òð¼õ- è ÷åòûð¼õèíäåêñíûå ïå-
ðåìåííûå

aαi,

uα,ik = uαi − uαk,

vαβ,i = vαi − vβi,

wαβ,ik = wα,ik − wβ,ik = wαβ,i − wαβ,k = wα,i − wβ,i − wα,k + wβ,k,

pα,ikm =
pα,ik

pα,im

=
pα,i − pα,k

pα,i − pα,m

qαβγ,i =
qαβ,i

pαγ,i

=
qα,i − qβ,i

qα,i − qγ,i

,

ïîëó÷àåìûìè èç äâóõèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàòíûõ(!) ôóíê-
öèé � âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ.

Ýòîò ôàêò èíòåðåñåí ñàì ïî ñåáå, íî îí íå îòâå÷àåò íà ãëàâíûå âîïðîñû � ïî-
÷åìó çàêîíû ôèçèêè è ãåîìåòðèè îïèñûâàþòñÿ ðàññìîòðåííûì âûøå ñèíãëåòîì
îïðåäåëèòåëåé? ïî÷åìó îïðåäåëèòåëè èãðàþò òàêóþ áîëüøóþ ðîëü â ìàòåìàòè-
êå? è, íàêîíåö, ÷òî ñêðûâàåòñÿ çà ïîíÿòèåì îïðåäåëèòåëÿ?

Îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû ìîæíî ëèøü îïèðàÿñü êàê íà ôóíäàìåíò íà Òåîðèþ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.



Ìàòåìàòèê, òàê æå êàê õóäîæíèê èëè ïîýò, ñîçäà¼ò
óçîðû. È åñëè åãî óçîðû áîëåå óñòîé÷èâû, òî ëèøü
ïîòîìó, ÷òî îíè ñîñòàâëåíû èç èäåé...

Óçîðû ìàòåìàòèêà, òàê æå êàê óçîðû õóäîæíèêà
èëè ïîýòà äîëæíû áûòü ïðåêðàñíû; èäåè, òàê æå êàê
öâåòà èëè ñëîâà, äîëæíû ãàðìîíè÷åñêè ñîîòâåòñòâî-
âàòü äðóã äðóãó. Êðàñîòà åñòü ïåðâîå òðåáîâàíèå; â
ìèðå íåò ìåñòà äëÿ íåêðàñèâîé ìàòåìàòèêè.

Ãîäôðè Õàðîëüä Õàðäè [2]



Ãëàâà 8.

Ñåêñòåò ôóíäàìåíòàëüûõ îïðåäåëèòåëåé íà
äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû

Melius non incipient, quam desinent44.

Ìàõ áûë åäèíñòâåííûì êòî ñåðü¼çíî äóìàë îá èñêëþ-
÷åíèè ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå îí ïûòàëñÿ çàìå-
íèòü ïðåäñòàâëåíèåì î âñåé ñóììå ðàññòîÿíèé ìåæäó
âñåìè ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè.

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

§ 1. Äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè çðåíèÿ íà îïðåäåëèòåëü

§ 2. Èñõîäíûé îïðåäåëèòåëü N -ãî ïîðÿäêà

§ 3. Ôóíäàìåíòàëüíûå äâóõ- òð¼õ- è ÷åòûð¼õèíäåêñíûå ïåðåìåííûå

§ 4. Øåñòü ïðîìåæóòî÷íûõ îïðåäåëèòåëåé

§ 5. Êâàðòåò ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé è äâà îïðåäåëèòåëÿ
Ìèõàéëè÷åíêî

§ 6. Êâàðòåò äâàæäû îêàéìë¼ííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé
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44Ëó÷øå íå íà÷èíàòü, ÷åì îñòàíîâèòüñÿ íà ïîëïóòè.
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Êýëè ñêàçàë êàê-òî â ðàçãîâîðå ñî ìíîþ, ÷òî â ñëó÷àå,
åñëè áû åìó ïðèøëîñü ïðî÷åñòü ïÿòíàäöàòü ëåêöèé ïî
âñåé ìàòåìàòèêå, òî îäíó ëåêöèþ îí ïîñâÿòèë áû îïðå-
äåëèòåëÿì [3].

� Ôåëèêñ Êëåéí

§ 1. Äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè çðåíèÿ íà îïðåäåëèòåëü.

Îáû÷íî ïîä îïðåäåëèòåëåì ïîíèìàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ n2 äâóõèí-
äåêñíûõ ïåðåìåííûõ:

A(a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann) =

∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . .
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣
.

Îäíàêî, îïðåäåëèòåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ 2n íå÷èñëîâûõ
ïåðåìåííûõ α1 , . . . , αn è i1 , . . . , in , èãðàþùèõ ðîëü èíäåêñîâ ó ÷èñëîâûõ
äâóõèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ aαi :

A α1 ... αn ; i1 ... in
=

∣∣∣∣∣∣

aα1i1 · · · aα1in

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aαni1 · · · aαnin

∣∣∣∣∣∣
.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ ñòðàííûì � îïðåäåëèòåëü êàê ôóíêöèÿ èíäåê-
ñîâ âõîäÿùèõ â íåãî ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ!

Îäíàêî, èìåííî òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà îïðåäåëèòåëü äåëàåò åãî èäåàëüíûì
èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî, êàê ìû
óâèäèì â äàëüíåéøåì, ëþáîé ôèçè÷åñêèé çàêîí � ýòî âïîëíå îïðåäåëåííîå óòâåð-
æäåíèå îòíîñèòåëüíî ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ (òî÷íåå, îòíîñèòåëüíî èõ
èäåàëüíûõ ïðîîáðàçîâ � ñóáýéäîñîâ), èìåþùèõ íå÷èñëîâóþ ïðèðîäó. Îäíàêî
ñàì ôèçè÷åñêèé çàêîí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå îáúåêòû íå íàïðÿìóþ, à
îïîñðåäîâàííî ÷åðåç íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ � ðåïðåçåíòàòîð aαi , çà-
âèñÿùóþ îò äâóõ, êàæäûé ðàç ðàçëè÷íûõ, íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α è i .

Òàê, íàïðèìåð, Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∀ α , β ∈ N; ∀ i , k ∈ M

Φαβ; ik =

∣∣∣∣∣∣

aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣∣∣
≡ 0,
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ãäå N = {α , β , . . .} � ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ ïðîîáðàçîâ àêñåëåðàòîðîâ,
M = {i , k , . . .} � ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ ïðîîáðàçîâ óñêîðÿåìûõ òåë;
aαi � óñêîðåíèå òåëà i ïîä äåéñòâèåì àêñåëåðàòîðà α .

Àíàëîãè÷íî, çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå45:

∀ α , β ∈ N; ∀ i , k , m ∈ M

Φαβ; ikm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I−1

αi
I−1

αk
I−1
αm

I−1

βi
I−1

βk
I−1

βm

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0,

ãäå N = {α , β , . . .} � ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ ïðîîáðàçîâ èñòî÷íèêîâ òîêà,
M = {i , k , . . .} � ìíîæåñòâî èäåàëüíûõ ïðîîáðàçîâ ïðîâîäíèêîâ;
Iαi � ñèëà òîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ïðîâîäíèê i ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê íåìó

èñòî÷íèêà òîêà α .

§ 2. Èñõîäíûé îïðåäåëèòåëü N -ãî ïîðÿäêà.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèìåðû, èëëþ-
ñòðèðóþùèå îñíîâíóþ èäåþ, ëåæàùóþ â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, ðàññìîòðèì âñå âèäû îïðåäåëèòåëåé, êîòîðûå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ íàì â äàëü-
íåéøåì. Ìû áóäåì ââîäèòü èõ ôîðìàëüíûì ïóò¼ì, èñïîëüçóÿ ëèøü õîðîøî èç-
âåñòíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ðàçäåëå, êîòîðûé èìååò ïðåäâàðèòåëüíûé ñïðàâî÷íûé
õàðàêòåð, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ âñåì õîðîøî èçâåñòíî.
Äðóãîå äåëî, êîãäà â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ çàéä¼ò ðå÷ü î ôóíäàìåíòàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíàõ, òî òàì ìû íà÷í¼ì ab ovî, è ñàìî ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ ìû
ïîëó÷èì êàê åäèíñòâåííî âîçìîæíîå ðåøåíèå íåêîòîðîãî ÷ðåçâû÷àéíî îáùåãî
ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Èòàê, ìû áóäåì èñõîäèòü èç õîðîøî èçâåñòíîãî îïðåäåëèòåëÿ

Aα1...αN ;i1...iN (ϕ) =

∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 · · · ϕα1iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 · · · ϕαN iN

∣∣∣∣∣∣
.

45×òîáû îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëåé íà øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð íå÷èñëîâûõ ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ÿ èñïîëüçîâàë â ýòîì ïàðàãðàôå �æèðíûé�
øðèôò. Íî â äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü íîð-
ìàëüíûé øðèôò.
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§ 3. Ôóíäàìåíòàëüíûå äâóõ-, òð¼õ- è ÷åòûð¼õèíäåêñíûå
ïåðåìåííûå.

×òîáû ïîëó÷èòü íîâûå âèäû îïðåäåëèòåëåé êàê ôóíêöèè äâóõèíäåêñíûõ ïå-
ðåìåííûõ, îñóùåñòâèì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

• äâóõèíäåêñíûå ïåðåìåííûå îñòàâèì áåç èçìåíåíèé:

Q∗;∗ = ϕ∗;∗

• òð¼õèíäåêñíûå ïåðåìåííûå îáðàçóåì êàê ðàçíîñòè äâóõèíäåêñíûõ
ïåðåìåííûõ:

Q∗;∗i = ϕ∗;∗ − ϕ∗;i

Q∗α;∗ = ϕ∗;∗ − ϕα;∗

• ÷åòûð¼õèíäåêñíûå ïåðåìåííûå îáðàçóåì
ëèáî êàê ðàçíîñòè òð¼õèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ:

Q∗α;∗i = Q∗;∗i −Qα;∗i = Q∗α;∗ −Q∗α;i =

= ϕ∗;∗ − ϕα;∗ − ϕ∗;i + ϕα;i

ëèáî êàê îòíîøåíèÿ òð¼õèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ:

Q∗;∗ik =
Q∗;∗i
Q∗;∗k

=
ϕ∗;∗ − ϕ∗;i
ϕ∗;∗ − ϕ∗;k

Q∗αβ;∗ =
Q∗α;∗
Q∗β;∗

=
ϕ∗;∗ − ϕα;∗
ϕ∗;∗ − ϕβ;∗

§ 4. Øåñòü ïðîìåæóòî÷íûõ îïðåäåëèòåëåé.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì äâóõ-, òð¼õ- è ÷åòûð¼õèíäåêñíûå ïå-
ðåìåííûå â èñõîäíûé îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì øåñòü ñëåäóþùèõ îïðåäåëèòåëåé:

1. A00
α1...αN ;i1...iN

(ϕ∗;∗) = Aα1...αN ;i1...iN (Q∗;∗) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qα1i1 · · · Qα1iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαN i1 · · · QαN iN

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 · · · ϕα1iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 · · · ϕαN iN

∣∣∣∣∣∣
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2. A01
α1...αN ;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗) = Aα1...αN ;i1...iN (Q∗;∗iN+1
) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qα1;i1iN+1
· · · Qα1;iN iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαN ;i1iN+1

· · · QαN ;iN iN+1

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 − ϕα1iN+1
· · · ϕα1iN − ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 − ϕαN iN+1

· · · ϕαN iN − ϕαN iN+1

∣∣∣∣∣∣

3. A10
α1...αNαN+1;i1...iN

(ϕ∗;∗) = Aα1...αN ;i1...iN (Q∗αN+1;∗) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qα1αN+1;i1 · · · Qα1αN+1;iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαNαN+1;i1 · · · QαNαN+1;iN

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 − ϕαN+1i1 · · · ϕα1iN − ϕαN+1iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 − ϕαN+1i1 · · · ϕαN iN − ϕαN+1iN

∣∣∣∣∣∣

4. A11
α1...αNαN+1;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗) = Aα1...αN ;i1...iN (Q∗αN+1;∗iN+1
) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qα1αN+1;i1iN+1
· · · Qα1αN+1;iN iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαNαN+1;i1iN+1

· · · QαNαN+1;iN iN+1

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 − ϕα1iN+1
− ϕαN+1i1 + ϕαN+1iN+1

· · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 − ϕαN iN+1

− ϕαN+1i1 + ϕαN+1iN+1
· · ·

· · · ϕα1iN − ϕα1iN+1
− ϕαN+1iN + ϕαN+1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
· · · ϕαN iN − ϕαN iN+1

− ϕαN+1iN + ϕαN+1iN+1

∣∣∣∣∣∣
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5. A02
α1...αN ;i1...iN iN+1iN+2

(ϕ∗;∗) = Aα1...αN ;i1...iN (Q∗;∗iN+1iN+2
) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qα1;i1iN+1iN+2
· · · Qα1;iN iN+1iN+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαN ;i1iN+1iN+2

· · · QαN ;iN iN+1iN+2

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 − ϕα1iN+1

ϕα1i1 − ϕα1iN+2

· · · ϕα1iN − ϕα1iN+1

ϕα1iN − ϕα1iN+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 − ϕαN iN+1

ϕαN i1 − ϕαN iN+2

· · · ϕαN iN − ϕαN iN+1

ϕαN iN − ϕαN iN+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6. A20
α1...αNαN+1αN+2;i1...iN

(ϕ∗;∗) = Aα1...αN ;i1...iN (ϕ∗αN+1αN+2;∗) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qα1αN+1αN+2;i1 · · · Qα1αN+1αN+2;iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαNαN+1αN+2;i1 · · · QαNαN+1αN+2;iN

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 − ϕαN+1i1

ϕα1i1 − ϕαN+2i1

· · · ϕα1iN − ϕαN+1iN

ϕα1iN − ϕαN+2iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 − ϕαN+1i1

ϕαN i1 − ϕαN+2i1

· · · ϕαN iN − ϕαN+1iN

ϕαN iN − ϕαN+2iN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, âñå ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ÷åòûðå îïðå-
äåëèòåëÿ

A00
α1...αN ;i1...iN

(ϕ∗;∗)

A01
α1...αN ;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗)

A10
α1...αNαN+1;i1...iN

(ϕ∗;∗)

A11
α1...αNαN+1;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗)

åñòåñòâåííûì ïóò¼ì âîçíèêàþò ñàìè ñîáîé â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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×òî æå êàñàåòñÿ îïðåäåëèòåëåé

A02
α1...αN ;i1...iN iN+1iN+2

(ϕ∗;∗)

A20
α1...αNαN+1αN+2;i1...iN

(ϕ∗;∗),

òî èç íèõ âîñòðåáîâàííûìè îêàçûâàþòñÿ ëèøü îïðåäåëèòåëè ñ N = 2 , òî åñòü
â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð åñòåñòâåííûì ïóò¼ì ïîëó÷àþòñÿ ëèøü îïðåäåëè-
òåëè

A02
αβ;ikmn(ϕ∗;∗) = Aαβ;ik(Q∗;∗mn) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qα;imn Qα;kmn

Qβ;imn Qβ;kmn

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕαi − ϕαm

ϕαi − ϕαn

ϕαk − ϕαm

ϕαk − ϕαn

ϕβi − ϕβm

ϕβi − ϕβn

ϕβk − ϕβm

ϕβk − ϕβn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
è

A20
αβγδ;ik(ϕ∗;∗) = Aαβ;ik(Q∗γδ;∗) =

=

∣∣∣∣∣∣

Qαγδ;i Qαγδ;k

Qβγδ;i Qβγδ;k

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕαi − ϕγi

ϕαi − ϕδi

ϕαk − ϕγk

ϕαk − ϕδk

ϕβi − ϕγi

ϕβi − ϕδi

ϕβk − ϕγk

ϕβk − ϕδk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

§ 5. Êâàðòåò46 ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé è äâà
îïðåäåëèòåëÿ Ìèõàéëè÷åíêî.

Èòàê, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî îêàéìëåíèÿ èìååì êâàðòåò ôóíäàìåíòàëüíûõ
îïåðåäåëèòåëåé:

1. ôóíäàìåíòàëüíûé 00−îïðåäåëèòåëü

A00
α1...αN ;i1...iN

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 · · · ϕα1iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 · · · ϕαN iN

∣∣∣∣∣∣

2. ôóíäàìåíòàëüíûé 01−îïðåäåëèòåëü

A01
α1...αN ;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 · · · ϕα1iN ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 · · · ϕαN iN ϕαN iN+1

1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
46Êâàðòåò (ëàò. quartus � ÷åòâ¼ðòûé) � ìóçûêàëüíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ÷åòûð¼õ èíñòðóìåí-

òîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðåäíàçíà÷åíà îñîáàÿ ïàðòèÿ.
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3. ôóíäàìåíòàëüíûé 10−îïðåäåëèòåëü

A10
α1...αNαN+1;i1...iN

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 · · · ϕα1iN 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 · · · ϕαN iN 1

ϕαN+1i1 · · · ϕαN+1iN 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
4. ôóíäàìåíòàëüíûé 11−îïðåäåëèòåëü

A11
α1...αNαN+1;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1
−1 ϕα1i1 · · · ϕα1iN ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕαN i1 · · · ϕαN iN ϕαN iN+1

−1 ϕαN+1i1 · · · ϕαN+1iN ϕαN+1iN+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

è äâà îïðåäåëèòåëÿ Ìèõàéëè÷åíêî:

1. A02
αβ;ikmn(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕαi − ϕαm

ϕαi − ϕαn

ϕαk − ϕαm

ϕαk − ϕαn

ϕβi − ϕβm

ϕβi − ϕβn

ϕβk − ϕβm

ϕβk − ϕβn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

Qα;inQα;knQβ;inQβ;kn

Mαβ;ikmn(ϕ∗;∗),

ãäå

Mαβ;ikmn(ϕ∗∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
ϕαi ϕαk ϕαm ϕαn

ϕβi ϕβk ϕβm ϕβn

ϕαiϕβi ϕαkϕβk ϕαmϕβm ϕαnϕβn

∣∣∣∣∣∣∣∣
� ïåðâûé îïðåäåëèòíëü Ìèõàéëè÷åíêî

2. A20
αβγδ;ik(ϕ∗∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕαi − ϕγi

ϕαi − ϕδi

ϕαk − ϕγk

ϕαk − ϕδk

ϕβi − ϕγi

ϕβi − ϕδi

ϕβk − ϕγk

ϕβk − ϕδk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

Qαδ;iQαδ;kQβδ;iQβδ;k

Mαβγδ;ik(ϕ∗;∗),

ãäå

Mαβγδ;ik(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ϕαi ϕαk ϕαiϕαk

1 ϕβi ϕβk ϕβiϕβk

1 ϕγi ϕγk ϕγiϕγk

1 ϕδi ϕδk ϕδiϕδk

∣∣∣∣∣∣∣∣
� âòîðîé îïðåäåëèòåëü Ìèõàéëè÷åíêî
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§ 6. Êâàðòåò äâàæäû îêàéìë¼ííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îïðåäåëèòåëåé.

Ïîëó÷åííûå âûøå ôóíäàìåíòàëüíûå îïðåäåëèòåëè ïðè ôèêñèðîâàííîì N
èìåþò ðàçëè÷íûé ïîðÿäîê. ×òîáû îáíàðóæèòü îáùèå èõ ñâîéñòâà, íåîáõîäèìî
ïóò¼ì ñîîòâåòñòâóþùåãî îêàéìëåíèÿ ïðèâåñòè èõ ê åäèíîîáðàçíîìó âèäó îïðå-
äåëèòåëÿ N + 2 ïîðÿäêà. Ïðîèçâåäÿ òàêîå îêàéìëåíèå ìû ïîëó÷èì êâàðòåò
äâàæäû îêàéìë¼ííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé:
1. äâàæäû îêàéìë¼ííûé ôóíäàìåíòàëüíûé 00−îïðåäåëèòåëü:

N

K
00
α1...αN ;i1...iN

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 1
0 ϕα1i1 · · · ϕα1iN 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ϕαN i1 · · · ϕαN iN 0
−1 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2. äâàæäû îêàéìë¼ííûé ôóíäàìåíòàëüíûé 01−îïðåäåëèòåëü:

N

K
01
α1...αN ;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1
0 ϕα1i1 · · · ϕα1iN ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ϕαN i1 · · · ϕαN iN ϕαN iN+1

−1 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3. äâàæäû îêàéìë¼ííûé ôóíäàìåíòàëüíûé 10−îïðåäåëèòåëü:

N

K
10
α1...αNαN+1;i1...iN

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 1
−1 ϕα1i1 · · · ϕα1iN 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕαN i1 · · · ϕαN iN 0
−1 ϕαN+1i1 · · · ϕαN+1iN 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4. äâàæäû îêàéìë¼ííûé ôóíäàìåíòàëüíûé 11−îïðåäåëèòåëü:

N

K
11
α1...αNαN+1;i1...iN iN+1

(ϕ∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1
−1 ϕα1i1 · · · ϕα1iN ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕαN i1 · · · ϕαN iN ϕαN iN+1

−1 ϕαN+1i1 · · · ϕαN+1iN ϕαN+1iN+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Â èòîãå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàïèñàòü âñå ÷åòûðå ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðå-
äåëèòåëÿ â âèäå îäíîé ôîðìóëû, ñîäåðæàùåé òðè ïàðàìåòðà N = 1, 2, . . .
p = 0, 1; è q = 0, 1 :

N

K
pq
α1...αNαN+p;i1...iN iN+q

(ϕ∗;∗) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 q · · · q 1
−p ϕα1i1 · · · ϕα1iN qϕα1iN+q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p ϕαN i1 · · · ϕαN iN qϕαN iN+q

−1 pϕαN+pi1 · · · pϕαN+piN pqϕαN+piN+q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Îïðåäåëèòåëü � ýòî ïðîñòî!
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Ñòî�ÿùèå ó îñíîâàíèÿ ÒÔÑ:

Âëàäèìèð Ëåâ, Þðèé Êóëàêîâ, Âèêòîð Øàõîâ
è Ãåííàäèé Ìèõàéëè÷åíêî
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Ãëàâà 9.

ÐÅÏÐÅÇÅÍÒÀÒÎÐÛ ÊÀÊ ÊÎÐÍÈ
ÑÀÊÐÀËÜÍÛÕ ÒÎÆÄÅÑÒÂ

Nullis in verba47

Ìàòåìàòèêà âëàäååò íå òîëüêî èñòèíîé, íî è âûñøåé
êðàñîòîé � êðàñîòîé õîëîäíîé è ñóðîâîé, ïîäîáíîé êðà-
ñîòå ñêóëüïòóðû, íå îáðàùàþùåéñÿ íè ê ÷åìó â íàøåé
ñëàáîé íàòóðå... Âîçâûøåííî ÷èñòàÿ, ñïîñîáíàÿ ê òà-
êîìó ñòðîãîìó ñîâåðøåíñòâó, êîòîðîå äîñòóïíî òîëüêî
âåëè÷àéøåìó èñêóññòâó [1].

� Áåðòðàí Ðàññåë (1872 � 1970 )

§ 1. Ðåïðåçåíòàòîð aαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà

n+1

K 00
α1...αnαn+1;i1...inin+1

(a∗;∗) ≡ 0

§ 2. Ðåïðåçåíòàòîð uαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà

n+1

K 01
α1...αnαn+1;i1...inin+1in+2

(u∗;∗) ≡ 0 .

§ 3. Ðåïðåçåíòàòîð vαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà

n+1

K 10
α1...αnαn+1αn+2;i1...inin+1

(v∗;∗) ≡ 0 .

§ 4. Ðåïðåçåíòàòîð wαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà

n+1

K 11
α1...αnαn+1αn+2;i1...inin+1in+2

(w∗;∗) ≡ 0.

§ 5. Äðîáíî-ëèíåéíûå ðåïðåçåíòàòîðû pαi è qαi êàê êîðíè
äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé Ìèõàéëè÷åíêî.

§ 6. Ïðåäâàðèòåëüíûå èòîãè

¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡
¢
¢
¢¢

A
A

AA

¢
¢

¢
¢¢

A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

47Íè÷åãî í�à ñëîâî.
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Â íàøèõ ïðèìåðàõ ìû âñåãäà ñîçäàâàëè èíâàðèàíòû ïó-
ò¼ì îáðàçîâàíèÿ îïðåäåëèòåëåé; òàêèì îáðàçîì, âîîáùå
òåîðèÿ îïðåäåëèòåëåé âñåãäà îêàçûâàåòñÿ îñíîâîé òåî-
ðèè èíâàðèàíòîâ. Òàêîå ïîëîæåíèå äåë ïîáóäèëî Êýëè
ïåðâîíà÷àëüíî äàòü èíâàðèàíòàì íàçâàíèå �ñâåðõîïðåäå-
ëèòåëåé�. Ëèøü ïîçæå Ñèëüâåñòð ââ¼ë ñëîâî �èíâàðè-
àíò� [2].

� Ôåëèêñ Êëåéí

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíäàìåíòàëüíûå îïðåäåëèòåëè
N

K
pq
α1...αNαN+p;i1...iN iN+q

(ϕ∗;∗)

êàê ôóíêöèþ (N + p) + (N + q) íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
α1, . . . , αN , αN+p è i1, . . . , iN , iN+q ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Íàéòè âñå êîðíè (ðåïðåçåíòàòîðû) âñåõ óðàâíåíèé âèäà
N

K
pq
α1...αNαN+p;i1...iN iN+q

(ϕ∗;∗) = 0, (1)

òî åñòü íàéòè òàêóþ îïîñðåäîâàííóþ çàâèñèìîñòü ÷èñëîâîé ôóíêöèè ϕαi îò
äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α è i , ïðè êîòîðîé ðàâåíñòâî (1) îáðàùàåòñÿ â
òîæäåñòâåííûé íóëü.

Ââåä¼ì íîâóþ öåëî÷èñëåííóþ ïåðåìåííóþ n = N−1 n = 0, 1, 2, è ðàññìîò-
ðèì âñå ÷åòûðå âàðèàíòà:

§ 1. Ðåïðåçåíòàòîð aαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà n+1

K 00
α1...αnαn+1;i1...inin+1

(a∗;∗) ≡ 0 .

Â èñõîäíîì òîæäåñòâå
n+1

K
00
α1...αnαn+1;i1...inin+1

(a∗;∗) ≡ 0 (2)
çàôèêñèðóåì 2n íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ:



212 ×àñòü III. Îïðåäåëèòåëè

α1 = α i1 = i
α2 = 1 i2 = 1
α3 = 2 i3 = 2
. . . . . . . . . . . .

αn+1 = n in+1 = n
Ñì. ðèñ. 1.
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q
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q
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n

1
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aαi
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¡
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¡

¡
¡¡

³³³³³³³³³PPPPPPPPP
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@

@
@

@
@

@
@@

Ðèñ. 1.

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (2) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n+1

K
00
α1...n;i1...n(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

aαi aα1 · · · aαn

a1i a1 1 · · · a1 n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ani an 1 · · · an n

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3)

Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü (3) ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà, áóäåì èìåòü:
n+1

K
00
α1...n;i1...n(a) = aαi

n

K
00
1...n;1...n − a1i

n

K
00
α2...n;1...n + a2i

n

K
00
1α3...n;1...n − . . .

. . . + (−1)n+1ani

n

K
00
1...n+1α;1...n = 0.

Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ξ(α)r =
n

K 00
1...r−1αr+1...n;1...n

; xr(i) =
ari

n

K 00
1...n;1...n

ïîëó÷èì îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

aαi = ξ(α)1x
1(i) + · · ·+ ξ(α)nxn(i)

Èòàê, íå÷èñëîâûå ïåðåìåííûå α è i âõîäÿò â ðàâåíñòâî (3) è îáðàùàþò åãî
â òîæäåñòâåííûé íóëü ÷åðåç ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè ξ(α)r è xr(i) ,
èãðàþùèå ðîëü äåêàðòîâûõ êî- è êîíòðàâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò.
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§ 2. Ðåïðåçåíòàòîð uαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà n+1

K 01
α1...αnαn+1;i1...inin+1in+2

(u∗;∗) ≡ 0 .

Â èñõîäíîì òîæäåñòâå
n+1

K
01
α1...αnαn+1;i1...inin+1in+2

(u∗;∗) ≡ 0. (4)

çàôèêñèðóåì n + n + 1 íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ:

α1 = α i1 = i
α2 = 1 i2 = 1
α3 = 2 i3 = 2
. . . . . . . . . . . .

αn+1 = n in+1 = n
in+2 = n + 1

Ñì. ðèñ. 2.
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½
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½
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Ðèñ. 2.

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (4) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n+1

K
01
α1...n;i1...n n+1(u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uαi uα1 · · · uαn uαn+1

u1i u1 1 · · · u1 n u1 n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uni un 1 · · · un n un n+1

1 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (5)

Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü (2) ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà, áóäåì èìåòü:
n+1

K
01
α1...n;i1...n n+1(u) = uαi

n

K
01
1...n;1...n n+1 − u1i

n

K
01
α2...n;1...n n+1+

+u2i

n

K
01
1α3...n;1...n n+1− . . .+(−1)nuni

n

K
01
1...n−1α;1...n n+1 +(−1)n+1

n+1

K
00
1...nα;1...n n+1 = 0

Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ξ(α)r =
n

K 01
1...r−1αr+1...n;1...n n+1

; xr(i) =
uri

n

K 01
1...n;1...n n+1

;
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σ(α) =

n+1

K 00
1...nα;1...n n+1

n

K 01
1...n;1...n n+1

ïîëó÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå uαi ñ îäíèì ïðàâûì õâîñòîì σ(α)

uαi = ξ(α)1x
1(i) + · · ·+ ξ(α)nxn(i) + σ(α)

§ 3. Ðåïðåçåíòàòîð vαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà n+1

K 10
α1...αnαn+1αn+2;i1...inin+1

(v∗;∗) ≡ 0 .

Â èñõîäíîì òîæäåñòâå
n+1

K
10
α1...αnαn+1αn+2;i1...inin+1

(v∗;∗) ≡ 0 (6)
çàôèêñèðóåì n + 1 + n íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ:

α1 = α i1 = i
α2 = 1 i2 = 1
α3 = 2 i3 = 2
. . . . . . . . . . . .

αn+1 = n in+1 = n
αn+2 = n + 1

Ñì. ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3.
Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (6) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n+1

K
10
α1...n n+1;i1...n(v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

vαi vα1 · · · vαn 1
v1i v1 1 · · · v1 n 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
vni vn 1 · · · vn n 1

vn+1i vn+11 · · · vn+1 n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (7)
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Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü (7) ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè, áóäåì èìåòü:
n+1

K
10
α1...n n+1;i1...n(v) = vαi

n

K
10
1...n n+1;1...n − vα1

n

K
10
1...n n+1;i1 2...n+

+vα2

n

K
10
1...n n+1;1i3...n − . . . + (−1)nvαn

n

K
10
1...n n+1;1...n−1i + (−1)n+1

n+1

K
00
1...n n+1;i1...n = 0

Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ξ(α)r =
vαr

n

K 10
1...n n+1;1...n

; xr(i) =
n

K 10
1...n n+1;1...r−1ir+1...n

;

s(i) =

n+1

K 00
1...n n+1;i1...n

n

K 10
1...n n+1;1...n

.

ïîëó÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå vαi ñ îäíèì ëåâûì õâîñòîì s(i) .

vαi = s(i) + ξ(α)1x
1(i) + · · ·+ ξ(α)nx

n(i)

§ 4. Ðåïðåçåíòàòîð wαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî
òîæäåñòâà n+1

K 11
α1...αnαn+1αn+2;i1...inin+1in+2

(w∗;∗) ≡ 0.

Â èñõîäíîì òîæäåñòâå
n+1

K
11
α1...αnαn+1αn+2;i1...inin+1in+2

(w∗;∗) ≡ 0. (8)

çàôèêñèðóåì 2(n + 1) íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ:

α1 = α i1 = i
α2 = 1 i2 = 1
α3 = 2 i3 = 2
. . . . . . . . . . . .

αn+1 = n in+1 = n
αn+2 = n + 1 in+2 = n + 1

Ñì. ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4.

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (8) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n+1

K α1...n n+1;i1...n n+1(w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1 1
−1 wαi wα1 · · · wαn wαn+1

−1 w1i w1 1 · · · w1 n w1 n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 wni wn 1 · · · wn n wn n+1

−1 wn+1i wn+11 · · · wn+1 n wn+1 n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (9)

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ íåäîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü îïðåäå-
ëèòåëü (9) ïî ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî ñòîëáöà. ×òîáû óñòàíîâèòü
îáùèé àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåäóþ-
ùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

n = 0

Íàéä¼ì ðåïðåçåíòàòîð 0

wαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ

1

K
11
α1;i1(

0

w) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

−1
0

wαi
0

wα1

−1
0

w1i
0

w1 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (10)

Ñì. ðèñ. 5. '
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q

q

q

q

1

α

1

i
0

wαi

³³³³³³³³³PPPPPPPPP

Ðèñ. 5.

Óðàâíåíèå (10) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:
1

K
11
α1;i1(

0

w) =
0

wαi

0

K
11
1;1 −

1

K
10
α1;1 −

1

K
01
1;i1 −

1

K
00
1;1 = 0
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Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

σ(α) =

1

K 10
α1;1

0

K 11
1;1

, s(i) =

1

K 01
1;i1

0

K 11
1;1

,

C =

1

K 00
1;1

0

K 11
1;1

.

ïîëó÷àåì ðåïðåçåíòàòîð 0

wαi ñ äâóìÿ õâîñòàìè - ñ ïðàâûì σ(α)è ñ ëåâûì s(i) :

0

wαi = s(i) + σ(α) + C

n = 1

Íàéä¼ì ðåïðåçåíòàòîð 1

wαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ

2

K
11
α1 2;i1 2(

1

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1
1

wαi
1

wα1

1

wα2

−1
1

w1i
1

w1 1

1

w1 2

−1
1

w2i
1

w2 1

1

w2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (11)

Ñì. ðèñ. 6. '
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Ðèñ. 6.

Óðàâíåíèå (11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:
2

K
11
α1 2;i1 2(

1

w) =
1

wαi

1

K
11
1 2;1 2 +

2

K
10
α1 2;1 2 +

2

K
01
1 2;i1 2 −

2

K
00
1 2;1 2 −

1

K
10
1 2;i·

1

K
01
α;1 2 = 0

Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ξ(α)1 =
1

K
01
α;1 2, x1(i) =

1

K 10
1 2;i

1

K 11
1 2;1 2

,

σ(α) = −
2

K 10
α1 2;1 2

1

K 11
1 2;1 2

, s(i) = −
2

K 01
1 2;i1 2

1

K 11
1 2;1 2

,

C =

2

K 00
1 2;1 2

1

K 11
1 2;1 2

.
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ïîëó÷àåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 1

wαi ñ äâóìÿ õâîñòàìè
- ñ ïðàâûì σ(α)è ñ ëåâûì s(i) :

1

wαi = s(i) + ξ(α)1x
1(i) + σ(α) + C

n = 2

Íàéä¼ì ðåïðåçåíòàòîð 2

wαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ

3

K
11
α1 2 3;i1 2 3(

2

wαi) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 wαi wα1 wα2 wα3

−1 w1i w1 1 w1 2 w1 3

−1 w2i w2 1 w2 2 w2 3

−1 w3i w3 1 w3 2 w3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (12)
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Óðàâíåíèå (12) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:
3

K
11
α1 2 3;i1 2 3(

2

wαi) =
2

wαi

2

K
11
1 2 3;1 2 3 −

3

K
10
α1 2 3;1 2 3 −

3

K
01
1 2 3;i1 2 3 −

3

K
00
1 2 3;1 2 3 +

+
1

K
10
1 3;i(

2

K
01
α3;1 23 +

2

K
01
2α;1 2 3) −

− 1

K
10
2 3;i(

2

K
01
α3;1 2 3 +

2

K 1α;1 2 3).

Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ξ(α)1 = − (
2

K
01
α3;1 2 3 +

2

K 2α;1 2 3), x1(i) =
1

K
10
1 3;i,

ξ(α)2 = (
2

K
01
α3;1 2 3 +

2

K 1α;1 2 3), x2(i) =
1

K
10
2 3;i,

σ(α) =

3

K 10
α1 2 3;1 2 3

2

K 11
1 2 3;1 2 3

, s(i) =

3

K 01
1 2 3;i1 2 3

2

K 11
1 2 3;1 2 3

,

C =

3

K 00
1 2 3;1 2 3

2

K 11
1 2 3;1 2 3

,
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ïîëó÷àåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 2

wαi ñ äâóìÿ õâîñòàìè
- ñ ïðàâûì σ(α)è ñ ëåâûì s(i) :

2

wαi = s(i) + ξ(α)1x
1(i) + ξ(α)2x

2(i) + σ(α) + C

n = 3

Íàéä¼ì ðåïðåçåíòàòîð 3

wαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ

4

K
11
α1 2 3 4;i1 2 3 4(

3

wαi) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 wαi wα1 wα2 wα3 wα4

−1 w1i w1 1 w1 2 w1 3 w1 4

−1 w2i w2 1 w2 2 w2 3 w2 4

−1 w3i w3 1 w3 2 w3 3 w3 4

−1 w4i w4 1 w4 2 w4 3 w4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (13)
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Óðàâíåíèå (13) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:
4

K
11
α1 23 4;i1 2 3 4(

3

wαi) =
3

wαi

3

K
11
1 2 3 4;1 2 3 4 +

4

K
01
α1 2 3 4;i1 2 3 4 +

4

K
10
α1 2 3 4;i1 2 3 4 −

− 4

K
00
1 2 3 4;1 2 3 4 −

1

K
10
1 4;i(

3

K
01
α3 4;1 2 3 4 +

3

K
01
2α4;1 2 3 4 +

3

K
01

2 3α;1 2 3 4) +

+
1

K
10
2 4;i(

3

K
01
α3 4;1 2 3 4 +

3

K
01
1α4;1 2 3 4 +

3

K
01

1 3α;1 2 3 4) −

− 1

K
10
3 4;i(

3

K
01
α2 4;1 2 3 4 +

3

K
01
1α4;1 2 3 4 +

3

K
01

1 2α;1 2 3 4)
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Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ξ(α)1 =
3

K
01
α3 4;1 2 3 4 +

3

K 2α4;1 2 3 4 +
3

K 2 3α;1 2 3 4; x1(i) =

1

K 10
1 4;i

3

K 11
1 2 3 4;1 2 3 4

ξ(α)2 = − (
3

K
01
α3 4;1 2 3 4 +

3

K 1α4;1 2 3 4 +
3

K 1 3α;1 2 3 4); x2(i) =

1

K 10
2 4;i

3

K 11
1 2 3 4;1 2 3 4

ξ(α)3 =
3

K
01
α2 4;1 2 3 4 +

3

K 1α4;1 2 3 4 +
3

K 1 2α;1 2 3 4; x3(i) =

1

K 10
3 4;i

3

K 11
1 2 3 4;1 2 3 4

σ(α) = −
4

K 10
α1 2 3 4;1 2 3 4

3

K 11
1 2 3 4;1 2 3 4

; s(i) = −
4

K 01
1 2 3 4;i1 2 3 4

3

K 11
1 2 3 4;1 2 3 4

;

C =

4

K 00
1 2 3 4;1 2 3 4

3

K 11
1 2 3 4;1 2 3 4

.

ïîëó÷àåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 3

wαi ñ äâóìÿ õâîñòàìè
- ñ ïðàâûì σ(α)è ñ ëåâûì s(i) :

3

wαi = s(i) + ξ(α)1x
1(i) + ξ(α)2x

2(i) + ξ(α)3x
3(i) + σ(α) + C

§ 5. Äðîáíî-ëèíåéíûå ðåïðåçåíòàòîðû pαi è qαi êàê êîðíè
äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé Ìèõàéëè÷åíêî.

1. Ðåïðåçåíòàòîð pαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Mαβ;ikmn(p∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
pαi pαk pαm pαn

pβi pβk pβm pβn

pαipβi pαkpβk pαmpβm pαnpβn

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (14)

Â èñõîäíîì îïðåäåëèòåëå (14) çàôèêñèðóåì 1 + 3 íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è
îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

β = 1 k = 1
m = 2
n = 3

Ñì. ðèñ. 9.
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Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (14) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mα1;i1 2 3(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
pαi pα1 pα2 pα3

p1i p11 p12 p13

pαip1i pα1p11 pα2p12 pα3p13

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (15)

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (15) îòíîñèòåëüíî ðåïðåçåíòàòîðà pαi ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå

pαi =

p1i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
pα1 pα2 pα3

pα1p11 pα2p12 pα3p13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pα1 pα2 pα3

p11 p12 p13

pα1p11 pα2p12 pα3p13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1i

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
pα1 pα2 pα3

p11 p12 p13

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
p11 p12 p13

pα1p11 pα2p12 pα3p13

∣∣∣∣∣∣

(16)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
xi = p1i

ξα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
pα1 pα2 pα3

pα1p11 pα2p12 pα3p13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
pα1 pα2 pα3

p11 p12 p13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ηα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pα1 pα2 pα3

p11 p12 p13

pα1p11 pα2p12 pα3p13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
pα1 pα2 pα3

p11 p12 p13

∣∣∣∣∣∣
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ζα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
p11 p12 p13

pα1p11 pα2p12 pα3p13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
pα1 pα2 pα3

p11 p12 p13

∣∣∣∣∣∣
ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (16) äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà pαi â âèäå ñëåäóþùåãî äðîáíî-
ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ:

pαi =
xiξα + ηα

xi + ζα

2. Ðåïðåçåíòàòîð qαi êàê êîðåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Mαβγδ;ik(q∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 qαi qαk qαiqαk

1 qβi qβk qβiqβk

1 qγi qγk qγiqγk

1 qδi qδk qδiqδk

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (17)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, â èñõîäíîì îïðåäåëèòåëå (17) çàôèêñèðóåì 3 + 1
íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

β = 1 k = 1
γ = 2
δ = 3

Ñì. ðèñ. 10.
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Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (17) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mα 1 2 3;i1(q∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 qαi qα1 qαiqα1

1 q1i q11 q1iq11

1 q2i q21 q2iq21

1 q3i q31 q3iq31

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (18)
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Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (18) îòíîñèòåëüíî ðåïðåçåíòàòîðà qαi ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå

qαi =

qα1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q1i q1iq11

1 q2i q2iq21

1 q3i q3iq31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q1i q11 q1iq11

q2i q21 q2iq21

q3i q31 q3iq31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

qα1

∣∣∣∣∣∣

1 q1i q11

1 q2i q21

1 q3i q31

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

1 q11 q1iq11

1 q21 q2iq21

1 q31 q3iq31

∣∣∣∣∣∣

(19)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

ξα = qα1

xi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q1i q1iq11

1 q2i q2iq21

1 q3i q3iq31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q1i q11

1 q2i q21

1 q3i q31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, yi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q1i q11 q1iq11

q2i q21 q2iq21

q3i q31 q3iq31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q1i q11

1 q2i q21

1 q3i q31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, zi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q11 q1iq11

1 q21 q2iq21

1 q31 q3iq31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q1i q11

1 q2i q21

1 q3i q31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (19) äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà qαi â âèäå ñëåäóþùåãî äðîáíî-
ëèíåéíîãî îòíîøåíèÿ:

qαi =
ξαxi + yi

ξα + zi

§ 6. Ïðåäâàðèòåëüíûå èòîãè.

Èòàê, ââåäÿ �ðóêàìè�, òî åñòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì48, øåñòü
íîâûõ äâóõ-, òð¼õ- è ÷åòûð¼õèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ

Qα;i = ϕαi

Qα;im = ϕαi − ϕαm

Qαγ;i = ϕαi − ϕγi

Qαγ;im = ϕαi − ϕαm − ϕγi + ϕγm

48Çàìå÷ó, ÷òî íîâûå ïåðåìåííûå Q îáðàçîâàíû ìíîé èç äâóõèíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ ϕαi

íå ñîâñåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, à òîëüêî ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàòíûõ îïåðàöèé � îïåðàöèè
âû÷èòàíèÿ è îïåðàöèè äåëåíèÿ.
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Qα;imn =
ϕαi − ϕαm

ϕαi − ϕαn

Qαγδ;i =
ϕαi − ϕγi

ϕαi − ϕδi

è ïîäñòàâëÿÿ èõ â èñõîäíûé îïðåäåëèòåëü Aα1...αN ; i1...iN , ìû ïîëó÷èëè øåñòü
ñåìåéñòâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îïðåäåëèòåëåé:

Aα1...αN ; i1...iN (Q∗;∗) = A00
α1...αN ; i1...iN

(ϕ∗∗)

Aα1...αN ; i1...iN (Q∗;∗iN+1
) = A01

α1...αN ; i1...iN iN+1
(ϕ∗∗)

Aα1...αN ; i1...iN (Q∗αN+1;∗) = A10
α1...αNαN+1; i1...iN

(ϕ∗∗)

Aα1...αN ; i1...iN (Q∗αN+1;∗iN+1
) = A11

α1...αNαN+1; i1...iN iN+1
(ϕ∗∗)

Aα1...αN ; i1...iN (Q∗;∗iN+1iN+2
) = A02

α1...αN ; i1...iN iN+1iN+2
(ϕ∗∗)

Aα1...αN ; i1...iN (Q∗αN+1αN+2;∗) = A20
α1...αNαN+1αN+2; i1...iN

(ϕ∗∗)

Ïåðâûå ÷åòûðå òèïà óðàâíåíèé

A00
α1...αN ; i1...iN

(a) = 0

A01
α1...αN ; i1...iN iN+1

(u) = 0

A10
α1...αNαN+1; i1...iN

(v) = 0

A11
α1...αNαN+1; i1...iN iN+1

(w) = 0

ïðè ëþáûõ N = 1, 2, 3, . . . èìåþò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

ϕ00
αi =

N−1

a αi= ξ(α)1x
1(i) + ξ(α)N−1x

N−1(i),

ϕ01
αi =

N−1

u αi= ξ(α)1x
1(i) + ξ(α)N−1x

N−1(i) + σ(α),

ϕ10
αi =

N−1

v αi= s(i) + ξ(α)1x
1(i) + ξ(α)N−1x

N−1(i),

ϕ11
αi =

N−1

w αi= s(i) + ξ(α)1x
1(i) + ξ(α)N−1x

N−1(i) + σ(α).

×òî æå êàñàåòñÿ óðàâíåíèé

A02
α1...αN ; i1...iN iN+1iN+2

(p) = 0

A20
α1...αNαN+1αN+2; i1...iN

(q) = 0,
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òî ñðåäè íèõ èìååòñÿ òîëüêî äâà óðàâíåíèÿ (ïðè N = 2 )

A02
αβ; ikmn(p) = 0

A20
αβγδ; ik(q) = 0,

êîòîðûå èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ:

ϕ02
αi = pαi =

ξαxi + ηα

xi + ζα

ϕ20
αi = qαi =

ξαxi + yi

ξα + zi

.

Èòàê, ìû ïðèøëè íàèáîëåå êîðîòêèì ïóò¼ì, ïðàâäà, áåç ñóùåñòâåííîãî â
äàííîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè, ê ñóùåñòâîâàíèþ ñëåäóþùèõ ÷å-
òûð¼õ ñåìåéñòâ îïðåäåëèòåëåé:

A00
α1...αN ; i1...iN

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 . . . ϕα1iN

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 . . . ϕαN iN

∣∣∣∣∣∣
,

A01
α1...αN ; i1...iN iN+1

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 . . . ϕα1iN ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 . . . ϕαN iN ϕαN iN+1

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

A10
α1...αNαN+1; i1...iN

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1i1 . . . ϕα1iN 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαN i1 . . . ϕαN iN 1

ϕαN+1i1 . . . ϕαN+1iN 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

A11
α1...αNαN+1; i1...iN iN+1

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
−1 ϕα1i1 . . . ϕα1iN ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕαN i1 . . . ϕαN iN ϕαN iN+1

−1 ϕαN+1i1 . . . ϕαN+1iN ϕαN+1iN+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

è ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåïðåçåíòàòîðîâ
N−1

a αi,
N−1

u αi,
N−1

v αi,
N−1

w αi

è äâóõ óíèêàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé � îïðåäåëèòåëåé Ìèõàéëè÷åíêî
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A02
αβ; ikmn(ϕ) = Mαβ;ikmn(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
ϕαi ϕαk ϕαm ϕαn

ϕβi ϕβk ϕβm ϕβn

ϕαiϕβi ϕαkϕβk ϕαmϕβm ϕαnϕβn

∣∣∣∣∣∣∣∣

A20
αβγδ; ik(ϕ) = Mαβγδ;ik(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ϕαi ϕαk ϕαiϕαk

1 ϕβi ϕβk ϕβiϕβk

1 ϕγi ϕγk ϕγiϕγk

1 ϕδi ϕδk ϕδiϕδk

∣∣∣∣∣∣∣∣
è ñîîòâåòñòâóþùèõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ðåïðåçåíòàòîðîâ pαi qαi. Ïðè ýòîì èìååò

ìåñòî óäèâèòåëüíûé ôàêò:
Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, èñõîäÿùåé èç

÷ðåçâû÷àéíî îáùåãî ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ìèõàé-
ëè÷åíêî, ñîãëàñíî êîòîðîé âñå òîëüêî ÷òî ïðèâåä¼ííûå îïðåäåëèòåëè è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåïðåçåíòàòîðû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ðåøåíèÿìè íåêîòîðî-
ãî ÷ðåçâû÷àéíî îáùåãî ñàêðàëüíîãî òîæäåñòâà, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

∀ α1, . . . , αs ∈ N ∀ i1, . . . , ir ∈ M

Φα1,...,αs; i1,...,ir(ϕ) ≡ 0.

Äàëüíåéøèé øàã â ïîíèìàíèè åäèíñòâà ïðèâåä¼ííîãî âûøå êâàðòåòà îïðåäåëè-
òåëåé ñîñòîèò â èõ äâîéíîì îêàéìëåíèè, òî åñòü â ïåðåõîäå îò îïðåäåëèòåëåé

A00
α1...αN ; i1...iN

(ϕ)

A01
α1...αN ; i1...iN iN+1

(ϕ)

A10
α1...αNαN+1; i1...iN

(ϕ)

A11
α1...αNαN+1; i1...iN iN+1

(ϕ)

ê ðàâíûì èì äâàæäû îêàéìë¼ííûì ôóíäàìåíòàëüíûì îïðåäåëèòåëÿì
N

K
00
α1...αN ;i1...iN

(ϕ),

N

K
01
α1...αN ;i1...iN iN+1

(ϕ),

N

K
10
α1...αNαN+1;i1...iN

(ϕ),

N

K
11
α1...αNαN+1;i1...iN iN+1

(ϕ).
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Òàêèì îáðàçîì, âñå âèäû ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé, ëåæàùèõ â îñíîâà-
íèè âñåé ôèçèêè è ãåîìåòðèè (à òàêæå â îñíîâàíèè íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè), èçîáðàæåíû íà ðèñ. 11.

Èñïîëüçóÿ äâóõ-, òð¼õ- è ÷åòûð¼õèíäåêñíûå ïåðåìåííûå, ìîæíî çàïèñàòü
âñå âèäû ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé, âêëþ÷àÿ è óíèêàëüíûå îïðåäåëèòåëè
Ìèõàéëè÷åíêî

1

M 02 ,
2

M 02 è
1

M 20 ,
2

M 20 , â âèäå ïðîñòåéøèõ îïðåäåëèòåëåé
Ãðàìà:

N

K 00
α1...αN ;i1...iN

(ϕ∗∗) =

= Γα1...αN ;i1...iN (Q∗;∗) =

∣∣∣∣∣∣

Qα1;i1 . . . Qα1;iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαN ;i1 . . . QαN ;iN

∣∣∣∣∣∣
,

N

K 01
α1...αN ;i1...iN iN+1

(ϕ∗∗) =

= Γα1...αN ;i1...iN (Q∗;∗iN+1
) =

∣∣∣∣∣∣

Qα1;i1iN+1
. . . Qα1;iN iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαN ;i1iN+1

. . . QαN ;iN iN+1

∣∣∣∣∣∣
,

N

K 10
α1...αNαN+1;i1...iN

(ϕ∗∗) =

= Γα1...αN ;i1...iN (Q∗αN+1;∗) =

∣∣∣∣∣∣

Qα1αN+1;i1 . . . Qα1αN+1;iN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαNαN+1;i1 . . . QαNαN+1;iN

∣∣∣∣∣∣
,

N

K 11
α1...αNαN+1;i1...iN iN+1

(ϕ∗∗) =

= Γα1...αN ;i1...iN (Q∗αN+1;∗iN+1
) =

∣∣∣∣∣∣

Qα1αN+1;i1iN+1
. . . Qα1αN+1;iN iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
QαNαN+1;i1iN+1

. . . QαNαN+1;iN iN+1

∣∣∣∣∣∣
.

1

K
02
α; imn(ϕ∗∗) = Γα; i(Q∗;∗mn) =

∣∣ Qα;imn

∣∣ ,

2

K
02
αβ; ikmn(ϕ∗∗) = Γαβ; ik(Q∗;∗mn) =

∣∣∣∣
Qα;imn Qα;kmn

Qβ;imn Qβ;kmn

∣∣∣∣ =

=
1

Qα;inQα;knQβ;inQβ;kn

Mαβ;ikmn(ϕ∗∗)
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1

K
20
αγδ; i(ϕ∗∗) = Γα; i(Q∗γδ;∗) =

∣∣ Qαγδ; i

∣∣ ,

2

K
20
αβγδ; ik(ϕ∗∗) = Γαβ; ik(Q∗γδ;∗) =

∣∣∣∣
Qαγδ;i Qαγδ;k

Qβγδ;i Qβγδ;k

∣∣∣∣ =

=
1

Qαδ;iQαδ;kQβδ;iQβδ;k

Mαβγδ;ik(ϕ∗∗)

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ðèñ. 11. Âñå âîçìîæíûå îïðåäåëèòåëè, ëåæàùèå â
îñíîâàíèè ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Ëèòåðàòóðà ê ãëàâå 9

[1]. Êîêñòåð Ã.Ñ.Ì., Ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ, �Íàóêà�, � Ì:, 1966, Ñ. 13.

[2]. Êëåéí Ôåëèêñ Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà ñ òî÷êè çðåíèÿ âûñøåé. Ò. 2.
Ãåîìåòðèÿ, - Ì.: Íàóêà. 1987. - Ñ. 220.



Ãëàâà 10.

ÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÍÅ×ÈÑËÎÂÛÕ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Hereditas jacens49

Âîçìîæíî, ÷òî ñàìûì çàìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïðè âñåé ñâîåé êðàñîòå è î÷åâèäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
öåííîñòè ïðåïîäàâàíèå òåîðèè îïðåäåëèòåëåé ïðåäñòàâ-
ëÿåò íàñòîÿùóþ ïðîáëåìó [1].

� Ó.Ó.Ñîéåð

§ 1. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â ôóíäàìåíòàëüíûõ
îïðåäåëèòåëÿõ.

§ 2. Êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòíûå îïðåäåëèòåëè.

§ 3. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â ôóíäàìåíòàëüíûõ
îïðåäåëèòåëÿõ

N

K pq(
n
ϕpq) .

§ 4. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â îïðåäåëèòåëÿõ Ìèõàéëè÷åíêî.

¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡
¢
¢
¢¢

A
A

AA

¢
¢

¢
¢¢

A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

49Ëåæà÷åå íàñëåäñòâî, òî åñòü íàñëåäñòâî, âî âëàäåíèå êîòîðûì íå âñòóïèë íèêòî
èç íàñëåäíèêîâ.
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Íàøà ãåîìåòðèÿ � ýòî àáñòðàêòíàÿ ãåîìåòðèÿ. Íàø
ðàçóì ìîæåò ñëåäîâàòü çà áåñòåëåñíûì äóõîì, íå ñâÿ-
çàííûì ñ èäååé ôèçè÷åñêîé òî÷êè, òàê æå êàê ñëåïîé
îò ðîæäåíèÿ ÷åëîâåê ìîæåò ïîíÿòü ýëåêòðîìàãíèò-
íóþ òåîðèþ ñâåòà [2].

� Õ.Ã.Ôîðäåð

§ 1. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â ôóíäàìåíòàëüíûõ
îïðåäåëèòåëÿõ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ îïðå-
äåëèòåëåé

N

K
pq
α1...αNαN+p; i1...iN iN+q

(
n
ϕpq),

ãäå p = 0, 1; q = 0, 1;

n
ϕpq = ps(i) + ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nx
n(i) + qσ(α)

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîîðäèíàòíûõ ìàòðèö Ξα1...αNαN+p
(ξ, σ) è Xi1...iN iN+q

(x, s),
îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ α1, . . . , αN , αN+p, à äðóãàÿ � îò ïåðåìåí-
íûõ i1, . . . , iN , iN+q.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì íåîêàéìë¼ííûé îïðåäåëèòåëü
Ãðàìà

Γα1...αn; i1...in(
n
a∗∗) =

∣∣∣∣∣∣∣

n
aα1i1 . . .

n
aα1in

. . . . . . . . . . . . . . . .
n
aαni1 . . .

n
aαnin

∣∣∣∣∣∣∣
, (1)

ãäå n
aαi = ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nx
n(i).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ êîîðäèíàòíûõ ìàòðèö:




n
aα1i1 . . .

n
aα1in

. . . . . . . . . . . . . . . .
n
aαni1 . . .

n
aαnin


 =




ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n


×




x1(i1) . . . x1(in)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn(i1) . . . xn(in)


 .

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü Ãðàìà (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ êîîðäèíàòíûõ îïðåäåëèòåëåé
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Γα1...αn; i1...in(
n
a∗∗) =

∣∣∣∣∣∣∣

n
aα1i1 . . .

n
aα1in

. . . . . . . . . . . . . . . .
n
aαni1 . . .

n
aαnin

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n

∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣

x1(i1) . . . x1(in)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn(i1) . . . xn(in)

∣∣∣∣∣∣
.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâàæäû îêàéìë¼ííûé îïðåäå-
ëèòåëü

n

A
11

α1...αnαn+1; i1...inin+1
(

n
w∗∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1

−1
n
wα1i1 . . .

n
wα1in

n
wα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n
wαni1 . . .

n
wαnin

n
wαnin+1

−1
n
wαn+1i1 . . .

n
wαn+1in

n
wαn+1in+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (2)

ãäå n
wαi = s(i) + ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i) + σ(α).

Ìàòðèöà ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ êîîðäèíàòíûõ ìàòðèö:




0 1 . . . 1 1

−1
n
wα1i1 . . .

n
wα1in

n
wα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n
wαni1 . . .

n
wαnin

n
wαnin+1

−1
n
wαn+1i1 . . .

n
wαn+1in

n
wαn+1in+1




=

=




0 0 . . . 0 1
−1 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n σ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n σ(αn)
−1 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n σ(αn+1)



×

×




1 −s(i1) . . . −s(in) −s(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1




.

Òàê ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé îïðåäåëèòåëü (2) òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîîðäèíàòíûõ îïðåäåëèòåëåé
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n

A
11
α1...αnαn+1; i1...inin+1

(
n
w∗∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1

−1
n
wα1i1 . . .

n
wα1in

n
wα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n
wαni1 . . .

n
wαnin

n
wαnin+1

−1
n
wαn+1i1 . . .

n
wαn+1in

n
wαn+1in+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
−1 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n σ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n σ(αn)
−1 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n σ(αn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −s(i1) . . . −s(in) −s(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n 1
ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû σ(α) è s(i) , èãðàþùèå ðîëü �õâî-
ñòîâ� â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè n

wαi è ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âõîäÿùèå â êîîð-
äèíàòíûå ìàòðèöû, íèêàê íå ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ
îïðåäåëèòåëÿõ, ÷òî äà¼ò îñíîâàíèå íàçûâàòü èõ �ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè�.

Îäíàêî â ïðèíöèïå íåëüçÿ ïîäîáíûì îáðàçîì ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ôóí-
äàìåíòàëüíûå îïðåäåëèòåëè

n

A
01

α1...αn; i1...inin+1
(

n
u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n
uα1i1 · · · n

uα1in

n
uα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n
uαni1 · · · n

uαnin

n
uαnin+1

1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå n
uαi= ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i) + σ(α) è

n

A
10

α1...αnαn+1;i1...in(
n
v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n
vα1i1 · · · n

vα1in 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n
vαni1 · · · n

vαnin 1
n
vαn+1i1 · · · n

vαn+1in 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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ãäå n
vαi= s(i) + ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i).

Îäíàêî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ìîæíî ëåãêî îñóùåñòâèòü âî âñåõ ÷åòûð¼õ
ñëó÷àÿõ, åñëè îò îïðåäåëèòåëåé

n

A00,
n

A01,
n

A10,
n

A11 ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíûì äâà-
æäû îêàéìë¼ííûì ôóíäàìåíòàëüíûì îïðåäåëèòåëÿì

n

K 00,
n

K 01,
n

K 10,
n

K 11.

Â ñàìîì äåëå, ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ìàòðè÷-
íûõ òîæäåñòâ:

Ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî 1:



0 0 . . . 0 1

0
n
aα1i1 . . .

n
aα1in 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0

n
aαni1 . . .

n
aαnin 0

−1 0 . . . 0 0




=

=




0 0 . . . 0 1
0 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n 0
−1 0 . . . 0 0



×




1 0 . . . 0 0
0 x1(i1) . . . x1(in) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) 0
0 0 . . . 0 1




,

ãäå n
aαi = ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i);

Ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî 2:



0 1 . . . 1 1

0
n
uα1i1 . . .

n
uα1in

n
uα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0

n
uαni1 . . .

n
uαnin

n
uαnin+1

−1 0 . . . 0 0




=

=




0 0 . . . 0 1
0 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n σ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n σ(αn)
−1 0 . . . 0 0



×




1 0 . . . 0 0
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1




,

ãäå n
uαi = ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i) + σ(α);
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Ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî 3:



0 0 . . . 0 1

−1
n
vα1i1 . . .

n
vα1in 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n
vαni1 . . .

n
vαnin 0

−1
n
vαn+1i1 . . .

n
vαn+1in 0




=

=




0 0 . . . 0 1
−1 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n 0
−1 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n 0



×




1 −s(i1) . . . −s(in) 0
0 x1(i1) . . . x1(in) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) 0
0 0 . . . 0 1




,

ãäå n
vαi = s(i) + ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i);

Ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî 4:



0 1 . . . 1 1

−1
n
wα1i1 . . .

n
wα1in

n
wα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n
wαni1 . . .

n
wαnin

n
wαnin+1

−1
n
wαn+1i1 . . .

n
wαn+1in

n
wαn+1in+1




=

=




0 0 . . . 0 1
−1 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n σ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n σ(αn)
−1 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n σ(αn+1)



×

×




1 −s(i1) . . . −s(in) −s(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1




,

ãäå n
wαi = s(i) + ξ(α)1x

1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i) + σ(α).
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Âñå ýòè ÷åòûðå òîæäåñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé ôîðìóëû, ñîäåðæà-
ùåé äâà öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðà: p = 0, 1 è q = 0, 1.




0 q . . . q 1

−p
n
ϕα1i1 . . .

n
ϕα1in q

n
ϕα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p

n
ϕαni1 . . .

n
ϕαnin q

n
ϕαnin+1

−1 p
n
ϕαn+1i1 . . . p

n
ϕαn+1in pq

n
ϕαn+1in+1




=

=




0 0 . . . 0 1
−p ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n qσ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n qσ(αn)
−1 pξ(αn+1)1 . . . pξ(αn+1)n pqσ(αn+1)



×

×




1 −ps(i1) . . . −ps(in) −pqs(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) qx1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) qxn(in+1)
0 q . . . q 1




,

ãäå
n
ϕpq

αi = ps(i) + ξ(α)1x
1(i) + . . . + ξ(α)nx

n(i) + qσ(α).

§ 2. Êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòíûå îïðåäåëèòåëè.

Èòàê, êàæäûé ôóíäàìåíòàëüíûé îïðåäåëèòåëü
n

K pq(
n
ϕpq) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîîðäèíàòíûõ (pq)− è (qp)− îïðåäåëèòåëåé:

1. Ôóíäàìåíòàëüíûé (00)-îïðåäåëèòåëü.
n

K
00

α1...αn; i1...in(
n
a ) =

00

Ξ (α1 . . . αn) · 00

X (i1 . . . in),

ãäå
00

Ξ (α1 . . . αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n 0
−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

� êîâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (00)-îïðåäåëèòåëü,
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00

X (i1 . . . in) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
0 x1(i1) . . . x1(in) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) 0
0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; �

� êîíòðàâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (00)-îïðåäåëèòåëü,

2. Ôóíäàìåíòàëüíûé (01)-îïðåäåëèòåëü.
n

K
01

α1...αn; i1...inin+1
(

n
u ) =

01

Ξ (α1 . . . αn) · 10

X (i1 . . . inin+1);

ãäå
01

Ξ (α1 . . . αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n σ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n σ(αn)
−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�

� êîâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (01)-îïðåäåëèòåëü,

10

X (i1 . . . inin+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�

� êîíòðàâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (10)-îïðåäåëèòåëü,

3. Ôóíäàìåíòàëüíûé (10)-îïðåäåëèòåëü.
n

K
10

α1...αnαn+1; i1...in(
n
v ) =

10

Ξ (α1 . . . αnαn+1) ·
01

X (i1 . . . in);

ãäå
10

Ξ (α1 . . . αnαn+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
−1 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n 0
−1 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�

� êîâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (10)-îïðåäåëèòåëü,
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01

X (i1 . . . in) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −s(i1) . . . −s(in) 0
0 x1(i1) . . . x1(in) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) 0
0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

� êîíòðàâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (01)-îïðåäåëèòåëü.

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé (11)-îïðåäåëèòåëü.
n

K
11

α1...αnαn+1; i1...inin+1
(

n
w ) =

11

Ξ (α1 . . . αnαn+1) ·
11

X (i1 . . . inin+1);

ãäå
11

Ξ (α1 . . . αnαn+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
−1 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n σ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n σ(αn)
−1 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n σ(αn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

� êîâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (11)-îïðåäåëèòåëü,

11

X (i1 . . . inin+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −s(i1) . . . −s(in) −s(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�

� êîíòðàâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (11)-îïðåäåëèòåëü,

Âñå, ïðèâåä¼ííûå âûøå, ÷åòûðå êîîðäèíàòíûõ îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå îäíîé ôîðìóëû, ñîäåðæàùåé äâà öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðà: p = 0, 1 è
q = 0, 1.

Ôóíäàìåíòàëüíûå (pq)-îïðåäåëèòåëè.
n

K
pq

α1...αn+p; i1...in+q
(

n
w ) =

pq

Ξ (α1 . . . αn+p) ·
qp

X (i1 . . . in+q),

ãäå
pq

Ξ (α1 . . . αn+p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
−p ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n qσ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n qσ(αn)
−1 pξ(αn+1)1 . . . pξ(αn+1)n pqσ(αn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

� êîâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (pq)-îïðåäåëèòåëü,
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qp

X (i1 . . . in+q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −ps(i1) . . . −ps(in) −pqs(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) qx1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) qxn(in+1)
0 q . . . q 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

� êîíòðàâàðèàíòíûé êîîðäèíàòíûé (qp)-îïðåäåëèòåëü,

§ 3. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â ôóíäàìåíòàëüíûõ
îïðåäåëèòåëÿõ

N

K pq(
n
ϕpq) .

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî âñå ôóíäàìåíòàëüíûå
îïðåäåëèòåëè âèäà

n

K pq(
n
ϕpq) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

êîîðäèíàòíûõ îïðåäåëèòåëåé
pq

Ξ (α1 . . . αn+p)−p;ξ1...ξn;qσ è
qp

X (i1 . . . in+q)
−ps;x1...xn;q.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíäàìåíòàëüíûå îïðåäåëèòåëè âèäà
N

K pq(
n
ϕpq) , ó êîòî-

ðûõ N 6= n .
Íî ïðåæäå ðàññìîòðèì òðè ïðîñòåéøèõ ïðèìåðà:

2

Aαβ; ik (
1
a) =

∣∣∣∣
ξαxi ξαxk

ξβxi ξβxk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ξα 0
ξβ 0

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

xi xk

0 0

∣∣∣∣ ≡ 0

2

Aαβ; ik (
2
a) =

∣∣∣∣
ξαxi + ηαyi ξαxk + ηαyk

ξβxi + ηβyi ξβxk + ηβyk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
ξα ηα

ξβ ηβ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

xi xk

yi yk

∣∣∣∣

2

Aαβ; ik (
3
a) =

∣∣∣∣
ξαxi + ηαyi + ζαzi ξαxk + ηαyk + ζαzk

ξβxi + ηβyi + ζβzi ξβxk + ηβyk + ζβzk

∣∣∣∣ =

=
1

2

(∣∣∣∣
ξα ηα

ξβ ηβ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

xi xk

yi yk

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
ξα ζα

ξβ ζβ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

xi xk

zi zk

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
ηα ζα

ηβ ζβ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

yi yk

zi zk

∣∣∣∣
)

Îïèðàÿñü íà ýòè ïðèìåðû, ïðèâîæó áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèå ðàçëîæå-
íèÿ:

N>n

K
pq
α1...αN+p; i1...iN+q

(
n
ϕ) =

pq

Ξ (α1 . . . αN+p)−p; ξ1 . . . ξn 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
N−n

; qσ ·

· qp

X (i1 . . . iN+q)
−ps; x1 . . . xn

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
N−n

; q
≡ 0,

N=n

K
pq
α1...αn+p; i1...in+q

(
n
ϕ) =

pq

Ξ (α1 . . . αn+p)−p; ξ1 . . . ξn; qσ ·
· qp

X (i1 . . . in+q)−ps; x1 . . . xn; q,
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N<n

K
pq
α1...αN+p; i1...iN+q

(
n
ϕ) =

1

N

∑

16λ1<...<λN6n

pq

Ξ (α1 . . . αN+p)−p; ξλ1
. . . ξλN

; qσ
·

· qp

X (i1 . . . iN+q)−ps; xλ1 . . . xλN ; q ,

ãäå
1. êîîðäèíàòíûå êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå îïðåäåëèòåëè, òîæäåñòâåííî ðàâ-

íûå íóëþ, â ñëó÷àå N > n :

pq

Ξ (α1 . . . αN+p)−p; ξ1 . . . ξN 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
N−n

; qσ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 0 . . . 0 1
−p ξ(α1)1 . . . ξ(α1)N 0 . . . 0 qσ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p ξ(αN)1 . . . ξ(αN)n 0 . . . 0 qσ(αN)
−1 pξ(αN+1)1 . . . pξ(αN+1)n 0 . . . 0 pqσ(iN+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

︸ ︷︷ ︸
N−n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ(α1)1 . . . ξ(α1)N 0 . . . 0 p
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αN)1 . . . ξ(αN)n 0 . . . 0 p
pξ(αN+1)1 . . . pξ(αN+1)n 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

︸ ︷︷ ︸
N−n

qp

X (i1 . . . iN+q)
−ps; x1 . . . xn

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
N−n

; q
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −ps(i1) . . . −ps(iN) −pqs(iN+1)
0 x1(i1) . . . x1(iN) qx1(iN+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(iN) qxn(iN+1)
0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0
0 q . . . q 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



 N−n

=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(i1) . . . x1(iN) qx1(iN+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn(i1) . . . xn(iN) qxn(iN+1)

0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0
q . . . q 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



 N−n

≡ 0.

2. ìíîãîêîìïîíåíòíûå êî- è êîíòðàâàðèàðòíûå êîîðäèíàòíûå îïðåäåëèòåëè
â ñëó÷àå N < n îòëè÷íû îò íóëÿ è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

pq

Ξ (α1 . . . αN+p)−p;ξλ1
. . . ξλN

;qσ
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
−p ξ(α1)λ1 . . . ξ(α1)λN

qσ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p ξ(αN)λ1 . . . ξ(αN)λN

qσ(αN)
−1 pξ(αN+1)λ1 . . . pξ(αN+1)λN

pqσ(αN+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ(α1)λ1 . . . ξ(α1)λN
p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αN)λ1 . . . ξ(αN)λN

p
pξ(αN+1)λ1 . . . pξ(αN+1)λN

1

∣∣∣∣∣∣∣∣

qp

X (i1 . . . iN+q) −ps;xλ1 . . . xλN
;q =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −ps(i1) . . . −ps(iN) −pqs(iN+1)
0 xλ1(i1) . . . xλ1(iN) qxλ1(iN+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xλN (i1) . . . xλN (iN) qxλN (iN+1)
0 q . . . q 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

xλ1(i1) . . . xλ1(iN) qxλ1(iN+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xλN (i1) . . . xλN (iN) qxλN (iN+1)

q . . . q 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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§ 4. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â îïðåäåëèòåëÿõ
Ìèõàéëè÷åíêî.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü
1

K
02
α; iab(p∗∗) = Γα; i(Q∗; ∗ab) = |Qα; iab|

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îïðåäåëèòåëåé.

Òàê êàê
Qα; iab =

pαi − pαa

pαi − pαb

,

ãäå
pαi =

ξαxi + ηα

xi + ζα

,

òî

Qα; iab = ζα(a b) · xi(a b),

ãäå
ζα(a b) =

ζα + xb

ζα + xa

xi(a b) =
xi − xa

xi − xb

.

Òàêèì îáðàçîì, ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

2

K
02
αβ; ikmn(ϕ∗∗) =

Mαβ;ikmn(ϕ∗∗)
Qα;inQα;knQβ;inQβ;kn

=

∣∣∣∣
Qα;imn Qα;kmn

Qβ;imn Qβ;kmn

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
ζα(a b) 0
ζβ(a b) 0

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

xi(a b) xk(a b)
0 0

∣∣∣∣ ≡ 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü
1

K
20
αµν; i(q∗∗) = Γα; i(Q∗µν; ∗) = |Qαµν; i|

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæèòåëåé.
Òàê êàê

Qαµν; i =
qαi − qµi

qαi − qνi

,

ãäå
qαi =

ξαxi + yi

ξα + zi

,

òî
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Qαµν; i = ξα(µ ν) · zi(µ ν),

ãäå
ξα(µ ν) =

ξα − ξµ

ξα − ξν

zi(µ ν) =
zi + ξν

zi + ξmu
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì
2

K
20
αβµν; ik(q∗∗) =

Mαβγδ;ik(ϕ∗∗)
Qαδ;iQαδ;kQβδ;iQβδ;k

=

∣∣∣∣
Qαµν; i Qαµν; k

Qβµν; i Qβµν; k

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
ξα(µ ν) 0
ξβ(µ ν) 0

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

zi(µ ν) zk(µ ν)
0 0

∣∣∣∣ ≡ 0.

Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

Ëèòåðàòóðà ê ãëàâå 10

[1]. Ñîéåð Ó.Ó. Ïðåëþäèÿ ê ìàòåìàòèêå. - Ì.: Ïðîñâåùåíèå. 1965. - Ñ. 199.

[2]. Forder H.G., The Foundations of Eucliden Geometry, Cambridge � London,
1927, N.Y., 1956, p. 43.

Öèòèðóåòñÿ ïî êíèãå Êîêñòåð Ã.Ñ.Ì., Ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ, �Íàóêà�, � Ì:,
1966, Ñ. 369.
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ÒÅÎÐÈß ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ
ÑÒÐÓÊÒÓÐ

(Èñ÷èñëåíèå êîðòîâ)

Seire leges non hoc est verba earum tenere,
sed vim ae potestatem 51

ß îáðàùàþñü íå ê çàâòðàøíåìó äíþ, à ê âåêàì ãðÿ-
äóùèì. Ïîíèìàíèå ìîèõ èäåé ïðåäïîëàãàåò èçìåíåíèå
ñòðóêòóðû ñîçíàíèÿ. Ýòà ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü ó
ñîâñåì ìîëîäûõ ëþäåé è îòñóòñòâîâàòü ó çíàìåíèòûõ
ó÷¼íûõ è ôèëîñîôîâ [1].

� Íèêîëàé Áåðäÿåâ

Ãëàâà 11. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ (1961 � 1997)

Ãëàâà 12. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
âòîðîãî ïîêîëåíèÿ (1998 � 2002)

Ãëàâà 13. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ãëàâà 14. Ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà

50Ìóçûêàëüíûì ïðîîáðàçîì ýòîé ×àñòè ÿâëÿåòñÿ Concerto No. 2 in C for trumpet, Adagio
of HAYDN.

51Çíàíèå çàêîíîâ � íå çíà÷èò äåðæàòüñÿ èõ áóêâû, à çíà÷èò ïîñòèãàòü èõ ñìûñë.



Ïèðàìèäà Õåîïñà ñòîèò íà êðàþ ïóñòûíè ê çàïàäó îò Íèëà. Îíà áûëà ïî-
ñòðîåíà ôàðàîíîì Õóôó (2590 � 2568 ãîäû äî í.ý.). Åãî èìÿ ïî-ãðå÷åñêè çâó÷àëî:
Õåîïñ. Äâà öàðÿ èç ñëåäóþùèõ äèíàñòèé, Õåôðåí è Ìèêåðèí, ïîñòðîèëè ñîâñåì
ðÿäîì ñ ýòîé äðóãèå ïèðàìèäû. Òðè ïèðàìèäû âìåñòå ñîñòàâëÿþò ñàìûé, íàâåð-
íîå, èçâåñòíûé â ìèðå êîìïëåêñ ïîñòðîåê, íà êîòîðûé âîò óæå â òå÷åíèå ìíîãèõ
ñòîëåòèé ñìîòðÿò ñ âîñõèùåíèåì è áëàãîãîâåíèåì.

Áëàãîãîâåíèå âåñüìà îïðàâäàíî. Âûñîòà ïèðàìèäû Õåîïñà � 138 ìåòðîâ (à
èçíà÷àëüíî áûëà äàæå 147 ìåòðîâ), îíà âûñòðîåíà èç 2 500 000 èçâåñòêîâûõ áëî-
êîâ, êàæäûé âåñîì äâå ñ ïîëîâèíîé òîííû. Îáùèé âåñ áîëåå 6 000 000 òîíí.
Ïèðàìèäà ñòîèò íà ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâëåííîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïî ãîðèçîí-
òàëè äà¼ò îòêëîíåíèå ìåíüøå äâóõ ñàíòèìåòðîâ. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû � òî÷-
íûé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 227,5 ìåòðà ñ îãðîìíîé òî÷íîñòüþ îðèåíòèðîâàííûé
ïî ñòðàíàì ñâåòà.

Èçâåñòíûé æóðíàëèñò è ïóòåøåñòâåííèê ßðîñëàâ Ãîëîâàíîâ ðàññêàçûâàåò:
�Êîãäà ÿ âåðíóëñÿ èç Åãèïòà, äðóçüÿ ñïðàøèâàëè:
� Ïèðàìèäû âèäåë? ×òî, äåéñòâèòåëüíî îãðîìíûå?
Íó, ÷òî ñêàçàòü? ÿ ïîäóìàë è îòâåòèë:
� Îíè â òðè ðàçà áîëüøå ÷åì âû ñåáå ïðåäñòàâëÿåòå�. [2]
Íå÷òî ïîäîáíîå ìîæíî ñêàçàòü è î Ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ:
� Îíè, äåéñòâèòåëüíî, â òðè ðàçà áîëåå ãëóáîêèå è ñîäåðæàòåëüíûå, ÷åì âû
ñåáå ïðåäñòàâëÿåòå.
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Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ òåîðèþ îò-
íîøåíèé ìåæäó îáúåêòàìè ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, ïðåäíàçíà÷åííóþ ïðåæäå
âñåãî äëÿ ñîçäàíèÿ íàä¼æíîãî ôóíäàìåíòà ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Ýòà òåîðèÿ
âîçíèêëà èç íåîáõîäèìîñòè �áóðáàêèçàöèè� ôèçèêè, òî åñòü ïåðåñìîòðà å¼ îñíî-
âàíèé ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ, â îñíîâó êîòîðîé âìåñòî íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
ïîëóèíòóèòèâíûõ ïîíÿòèé, òàêèõ êàê ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, âçàèìîäåéñòâèå,
÷àñòèöû è ïîëÿ, ïîëîæåíî îäíî åäèíñòâåííîå ïîíÿòèå � ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòó-
ðà, äîïîëíåííàÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé. Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî, ïîäîáíî òîìó êàê ñâîéñòâà âñÿêîãî âåùåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñî-
ñòàâëÿþùèõ åãî àòîìîâ, òàê è ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè �àòîìàðíûõ� ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïî ñóòè äåëà, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáûé ðàç-
äåë òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, â êîòîðîì èçó÷àåòñÿ ñïåöèàëüíûé âèä ñèììåòðèè, íà-
êëàäûâàþùèé ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûé âèä ôèçè÷åñêèõ çàêî-
íîâ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò, ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùåé èíòåðïðåòàöèè, ðàññìàòðèâàòü ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ ñàìûå ðàçëè÷íûå
ôèçè÷åñêèå òåîðèè, òàêèå êàê ãåîìåòðèÿ, ìåõàíèêà, òåðìîäèíàìèêà, ýëåêòðîäè-
íàìèêà, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Îíà íå ðåøàåò êîíêðåò-
íûõ ïðîáëåì òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, îäíàêî ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû ìîæåò îêàçàòüñÿ çäåñü âåñüìà ïîëåçíûì.

Òàêèì îáðàçîì, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îêàçàëàñü êàê áû ïðåäíàçíà-
÷åííîé äëÿ òåõ, êòî �... õîòåë áû íå òîëüêî çíàòü, êàê óñòðîåíà ïðèðîäà è êàê
ïðîèñõîäÿò ïðèðîäíûå ÿâëåíèÿ, íî è ïî âîçìîæíîñòè äîñòè÷ü öåëè, ìîæåò óòî-
ïè÷åñêîé è äåðçêîé íà âèä, � óçíàòü, ïî÷åìó ïðèðîäà ÿâëÿåòñÿ èìåííî òàêîé, à
íå èíîé. Íî èìåííî â ýòîì íàõîäÿò ôèçèêè íàèâûñøåå óäîâëåòâîðåíèå. Â ýòîì è
ñîñòîèò ïðîìåòååâñêèé ýëåìåíò íàó÷íîãî òâîð÷åñòâà�(Àëüáåðò Ýéíøòåéí). Ïî-
ýòîìó, ðàçâèâàÿ è ñîâåðøåíñòâóÿ Òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ÿ âèæó ñâîþ
ãëàâíóþ çàäà÷ó â òîì, ÷òîáû, ðàçðàáàòûâàÿ ïðîáëåìû ôèçè÷åñêèõ îñíîâ Ìè-
ðîçäàíèÿ, ñïîñîáñòâîâàòü ñîõðàíåíèþ ñâåæåñòè, âíóòðåííåé ñòðîéíîñòè è ýñòå-
òè÷åñêîãî áîãàòñòâà ôèçèêè, ïîìî÷ü ïîëþáèòü å¼, óâèäåòü â íåé íå òîëüêî íà-
áîð ïîëåçíûõ ðåöåïòîâ äëÿ �ïîêîðåíèÿ ñèë ïðèðîäû�, íî è ìîùíûé èíñòðóìåíò
äóõîâíîãî ðàçâèòèÿ ÷åëîâåêà, íå äàòü åé ïðåâðàòèòüñÿ â âûñîõøèé ñêåëåò, ñî-
ñòîÿùèé èç îïðåäåë¼ííîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.
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Ãëàâà 11.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ (1961 � 1997)

Ad augusta per angusta52

Ìîæåò áûòü ýòà ìîäåëü Ìèðà áóäåò ñîâñåì ïðîñòîé
ìàòåìàòè÷åñêè, è ëèøü ïðèâû÷êè èíåðòíîãî óìà ìåøà-
þò íàì óãàäàòü å¼ ñåé÷àñ [3].

� Þ.È.Ìàíèí

§ 1. Ê èñòîðèè òåðìèíà �ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà�
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ (1961 � 1997)

§ 1. Ê èñòîðèè òåðìèíà �ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà�

Ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ íà ñâåò Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (âåñíà 1961 ãî-
äà53) ïðîøëî ñîðîê ñ ëèøíèì ëåò. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, ïðîéäÿ ïåðèîä äåòñòâà è îòðî÷åñòâà, ïðåâðàòèëàñü â âïîëíå ñôîðìè-
ðîâàâøóþñÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ (òî÷íåå â ìåòàòåîðåòè÷åñêóþ ôè-
çèêó) ñî ñâîèìè èñõîäíûìè ïðèíöèïàìè, ïîíÿòèÿìè è òùàòåëüíî ðàçðàáîòàí-
íûì ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîé öåëè ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì. Îáðàçíî ãîâîðÿ,
Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � ýòî ðåçóëüòàò áðà÷íîãî ñîþçà ñòðîãîé è ðåñïåê-
òàáåëüíîé äàìû � ìàòåìàòèêè è íåñêîëüêî ëåãêîìûñëåííîãî áàëîâíÿ ñóäüáû �
ôèçèêà-òåîðåòèêà.

È ïîäîáíî òîìó, êàê æåíùèíà ïðè çàìóæåñòâå, ìåíÿåò, êàê ïðàâèëî, ñâîþ
ôàìèëèþ, òàê è â ñëó÷àå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íàñòóïèë ìîìåíò, êîãäà
âîçíèê âîïðîñ: íóæíî ëè ìåíÿòü å¼ äåâè÷üþ ôàìèëèþ íà íîâóþ, ñ êîòîðîé åé
ïðåäñòîèò æèòü â íîâîì òûñÿ÷åëåòèè.

ß õîðîøî ïîìíþ âðåìÿ è ìåñòî âîçíèêíîâåíèÿ â ìî¼ì ñîçíàíèè òåðìèíà
�Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� (Ýòî ñëó÷èëîñü ëåòîì 1964 ã. â ïðèãîðîäíîì
ïîåçäå íà ïîëïóòè ìåæäó Òàãàíðîãîì è Ðîñòîâîì).

Â òî âðåìÿ ýòîò òåðìèí äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàë ñóùíîñòü ñîçäàâàåìîé
ìíîþ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè.

Ýòà òåîðèÿ âîçíèêëà èç àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è èç ïîïûòêè
îòâåòèòü íà íåêîòîðûå �øêîëüíûå� âîïðîñû:

÷òî òàêîå çàêîí Íüþòîíà? ÷òî òàêîå çàêîí Îìà? ÷òî òàêîå ôèçè÷åñêàÿ âåëè-
÷èíà, è â ÷àñòíîñòè, ìàññà, ñèëà, ñîïðîòèâëåíèå è ò.ï.? èìååòñÿ ëè ÷òî-òî îáùåå
ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì íà÷àëàìè òåðìîäèíàìèêè è ïðèíöèïîì ïîñòîÿíñòâà
ñêîðîñòè ñâåòà?

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à, èç êîòîðîé âîçíèêëà Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
âûãëÿäåëà âåñüìà ñêðîìíî � âûÿñíèòü, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ òðàäèöèîííîé ôèçè-
êè, â êàêîé ñòåïåíè Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íî ïðîâåðÿåìûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì, à â êàêîé � îïðåäåëåíèåì ñèëû, ìàññû è
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ïðè ýòîì âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü äàòü òàêèå îïðåäåëåíèÿ èñõîäíûì ïîíÿòè-
ÿì � ñèëå, ìàññå, èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò òóìàííûõ,
ðàñïëûâ÷àòûõ è íåêîíñòðóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé, âðîäå �ìàññà åñòü ìåðà èíåðöèè
òåëà, à ñèëà � ìåðà ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà ýòî òåëî� èëè �èíåðöèàëüíàÿ
ñèñòåìà îòñ÷¼òà � ýòî òàêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâû çàêîíû Íüþòîíà�[4],
áûëè áû êîíñòðóêòèâíû, ëîãè÷åñêè áåçóïðå÷íû è ïîçâîëÿëè áû îïðåäåëèòü ÷èñ-

53Âðåìÿ ìîåãî ïåðååçäà èç Ìîñêâû (èç Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà) â Íî-
âîñèáèðñê (â Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò).
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ëåííûå çíà÷åíèÿ ââîäèìûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóò¼ì.
Öåëü áûëà äîñòèãíóòà: âûÿñíèëîñü, ÷òî Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà

îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿåìûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì,
è ñîäåðæèò â ñåáå ïðè ýòîì òðè îïðåäåëåíèÿ � îïðåäåëåíèÿ ìàññû, ñèëû è èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Îäíàêî, êàê ýòî èíîãäà áûâàåò, íàðÿäó ñ ðåøåíèåì
ïîñòàâëåííîé âåñüìà ÷àñòíîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî íå÷òî ãîðàçäî áîëüøåå.

Îêàçàëîñü, ÷òî õîä ðàññóæäåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óäàëîñü ïîëó÷èòü èí-
äèâèäóàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó òåëà i � ìàññó mi è õàðàêòåðèñòèêó àêñåëåðà-
òîðà54 α � ñèëó fα , èñõîäÿ ëèøü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óñêîðåíèé, ìîæåò áûòü
ïåðåíåñ¼í è íà äðóãèå ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû.

Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî çà òàêèì, õîðîøî èçâåñòíûì åù¼ ñî øêîëû, çàêî-
íîì, êàê Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà, ñòîèò öåëàÿ íåèññëåäîâàííàÿ îáëàñòü
îñîáûõ îòíîøåíèé ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, ïî-
ðîæäàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì òåîðèÿ, íàçâàííàÿ ìíîþÒåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, ñíà÷àëà îáðàùàåòñÿ ê õîðîøî èçâåñòíûì ôèçè÷åñêèì çàêîíàì è ê îñíîâíûì
óðàâíåíèÿì è âûäåëÿåò èç íèõ íå÷òî îáùåå, óíèâåðñàëüíîå, ïðèñóùåå âñåì ôóí-
äàìåíòàëüíûì ôèçè÷åñêèì çàêîíàì íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîé �ôèçè÷åñêîé ïðè-
ðîäû� èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ è èñïîëüçóåìûõ ïðè ýòîì èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ êàæäûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì òåñíî ñâÿçàí îïðåäåë¼ííûé
òèï óñòîé÷èâûõ îòíîøåíèé (ñòðóêòóðà îïðåäåë¼ííîãî ðàíãà), íå çàâèñÿùèé íè
îò �ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû� èçó÷àåìîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, íè îò âûáîðà êîí-
êðåòíîãî èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà.

Ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû äå-
ëàåò âîçìîæíûì èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ äî èõ êîí-
êðåòíîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ïîäîáíî òîìó, êàê ðåøåíèþ øêîëüíûõ çà-
äà÷, âçÿòûõ èç ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðåäøåñòâóåò èçó÷åíèå àáñòðàêòíûõ
çàêîíîâ ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû.

Èìåííî Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ãëóáîêîå åäèí-
ñòâî ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè. Îïèðàÿñü íà ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå
â ðàìêàõ ýòîé Òåîðèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå, âíåøíå íå ïîõîæèå äðóã íà
äðóãà ðàçäåëû ôèçèêè, êàê ìåõàíèêà, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêà,
òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ðàâíîâåñíàÿ òåðìîäèíàìèêà êàê áû âûðàñòàþò èç
åäèíîãî êîðíÿ, ðåàëèçóÿ òåì ñàìûì ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàçëè÷íûõ ðàíãîâ.

×òî æå êàñàåòñÿ òåðìèíà ñòðóêòóðà, òî îí â äàííîì êîíòåêñòå îçíà÷àåò íå
�âçàèìîðàñïîëîæåíèå è ñâÿçü ñîñòàâíûõ ÷àñòåé, õàðàêòåðèçóþùåå ñòðîåíèå ÷åãî-
ëèáî�[5], à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, ëåæàùåå â îñíîâàíèè
ìíîãîòîìíèêà �Íà÷àëà ìàòåìàòèêè� Í.Áóðáàêè [6].

Â îáùåì ñëó÷àå ïîä ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ïîíèìàåòñÿ ðîäîâîå íà-
çâàíèå ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé, îáùåé ÷åðòîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïðèìåíè-
ìû ê ìíîæåñòâàì ýëåìåíòîâ, �ïðèðîäà� êîòîðûõ çàðàíåå íå îïðåäåëåíà. ×òîáû
îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó, çàäàþò îäíî èëè íåñêîëüêî îòíîøåíèé, â êîòîðûõ íàõî-

54Ïîä àêñåëåðàòîðàìè (�óñêîðèòåëÿìè�) ìû áóäåì ïîíèìàòü âñåâîçìîæíûå ïîëÿ èëè óñêîðÿ-
þùèå ìåõàíèçìû, ñîîáùàþùèå òåëàì îïðåäåë¼ííûå óñêîðåíèÿ.
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äÿòñÿ ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (â ñëó÷àå ãðóïï � ýòî îòíîøåíèå x⊗y = z
ìåæäó òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè); çàòåì ïîñòóëèðóþò, ÷òî äàííîå îòíî-
øåíèå (èëè äàííûå îòíîøåíèÿ) óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì óñëîâèÿì, êîòîðûå
ïåðå÷èñëÿþò è êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû. Ïî-
ñòðîèòü àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ äàííîé ñòðóêòóðû � ýòî çíà÷èò âûâåñòè ëî-
ãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ñòðóêòóðû, îòêàçàâøèñü îò êàêèõ-ëèáî äðóãèõ
ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, îò âñÿ-
êèõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî èõ �ïðèðîäû�)

Òàê ÷òî òåðìèí �ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà� çäåñü áûë âïîëíå óìåñòåí.
Îäíàêî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñòàëî ÿñíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìíîþ è ìîèìè

ó÷åíèêàìè Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, Â.Õ.Ëüâîì è äð., Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè ïåðâîíà÷àëüíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è � ïåðåèçëîæèòü
âñþ ñóùåñòâóþùóþ òåîðåòè÷åñêóþ ôèçèêó íà íîâîì, áîëåå íàä¼æíîì îñíîâàíèè
� íà îñíîâå ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îêàçàëàñü ïðåæäå âñåãî òåîðåòè÷åñêèì ôóíäà-
ìåíòîì Ìèðà âûñøåé Ðåàëüíîñòè, òåíüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òîò ñàìûé ìèð
ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, â êîòîðîì ìû æèâ¼ì. Áëàãîäàðÿ ýòîìó îíà
ÿâèëàñü òåì ñàìûì èäåàëüíûì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü â
åäèíîå öåëîå íå òîëüêî ðàçëè÷íûå, íà ïåðâûé âçãëÿä ñîâåðøåííî íå ïîõîæèå
äðóã íà äðóãà, ðàçäåëû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, íî è âçãëÿíóòü ñ íîâîé è íåîæè-
äàííîé òî÷êè çðåíèÿ íà ïðîèñõîæäåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ äëÿ âñåé ìàòåìàòèêè
äâóõ îïåðàöèé � àääèòèâíîñòè è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè è íà ïðîèñõîæäåíèå
òåñíî ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû èìåþò íåïîñðåäñòâåí-
íîå îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè è, â ÷àñòíîñòè, ê ïðîáëåìå
îñíîâàíèé ãåîìåòðèè è òåîðèè ãðóïï [7], [8].

Òàêèì îáðàçîì, îïèðàÿñü íà ÷ðåçâû÷àéíî îáùèå ïîíÿòèÿ ñóáýéäîñà è êîð-
òà, ëåæàùèå â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñòàëî âîçìîæíûì âçãëÿ-
íóòü íà ôèçèêó è ìàòåìàòèêó êàê íà ÷àñòè åäèíîãî öåëîãî.

Êîðî÷å ãîâîðÿ, âûÿñíèëîñü, ÷òî ñóùíîñòü Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñî-
ñòîèò íå ñòîëüêî â îòêðûòèè åäèíîãî, óíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà, íà êîòîðîì íàïèñà-
íû âñå èçâåñòíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, ñêîëüêî â óñòàíîâëåíèè ôàêòà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ óíèâåðñàëüíûõ, ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó
ñóáýéäîñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïðîîáðàçàìè ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Íåîáõîäèìîñòü îñîáîãî �öåëîñòíîãî� ïîäõîäà ïðè îñìûñëåíèè è îïèñàíèè Ìè-
ðà áûëà îñîçíàíà íåêîòîðûìè ôèëîñîôàìè â 30-õ ãîäàõ ïðîøåäøåãî ñòîëåòèÿ è
ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ õîëèçìà � �ôèëîñîôèè öåëîñòíîñòè�.

Õîëèçì èñõîäèò èç ïîíÿòèÿ öåëîñòíîñòè Ìèðà êàê âûñøåé è âñåîõâàòûâà-
þùåé èäåè, ïðîíèçûâàþùåé ñîáîé îáëàñòè ôèçèêè, áèîëîãèè, ïñèõîëîãèè. Îä-
íàêî õîëèçì íå ïîëó÷èë äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ èç-çà îòñóòñòâèÿ íåîáõîäèìîé
ïîääåðæêè ñî ñòîðîíû îôèöèàëüíîé íàóêè.
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Äåëî â òîì, ÷òî ìàòåðèàëèñòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííàÿ àêàäåìè÷åñêàÿ íàóêà
ïðîäîëæàåò èäòè â íàïðàâëåíèè âñ¼ áîëüøåé ñïåöèàëèçàöèè, è ó÷¼íûå, çíàíèÿ
êîòîðûõ â äðóãèõ îáëàñòÿõ çàìåòíî ñîêðàùàþòñÿ, ñ èðîíèåé îòçûâàþòñÿ î òåõ,
êòî âòîðãàåòñÿ â ÷óæèå ñôåðû äåÿòåëüíîñòè, è íå òåðïÿò èõ âìåøàòåëüñòâà. Ïðè
ýòîì ìíîãèå äîêòðèíû âûðàñòàþò â óáåæäåíèÿ è ïðåïîäíîñÿòñÿ óæå êàê ôàêòû.
À ÷òî êàñàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì, òî îíè, êàê ïðàâèëî, çàìàë÷èâàþòñÿ
è îòêëàäûâàþòñÿ íà íåîïðåäåë¼ííîå âðåìÿ.

Ñîâðåìåííàÿ íàóêà, ðàçúåäèí¼ííàÿ íà ëîêàëüíûå äèñöèïëèíàðíûå �âîò÷è-
íû�, íàä¼æíî îãðàæä¼ííûå äðóã îò äðóãà âûñîòàìè ïðîôåññèîíàëèçìà è îõðàí-
íûìè ãðàìîòàìè ñïåöèàëüíûõ ÿçûêîâ, íåëåãêî âûðàáàòûâàåò èíòåãðàöèîííûé
ñòèëü ïîçíàíèÿ. Ïîçíàíèå ñòðóêòóðíûõ çàêîíîâ ñ òðóäîì ïðåîäîëåâàåò èñòîðè-
÷åñêè íàêîïèâøóþñÿ èíåðöèþ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðîãî îïðåäåë¼ííûõ �ôîðì
äâèæåíèÿ�, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèìåíèì ëèøü â ïðåäåëàõ óçêîé ÷àñòíîíàó÷íîé
îáëàñòè çíàíèÿ [9].

Íî Ìèð ñàì ïî ñåáå íå çíàåò òàêèõ áàðüåðîâ. Ó÷¼íûå îáÿçàíû îáåñïå÷èòü
ñîãëàñîâàííîñòü ïðåäñòàâëåíèé, ïðè÷¼ì íå òîëüêî â ïðåäåëàõ ñîáñòâåííîé ñïå-
öèàëèçàöèè, íî è ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì îáëàñòÿì çíàíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ íàè-
áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì òðåáóåòñÿ ïðèòîê èíôîðìàöèè èç ðàçëè÷íûõ
èñòî÷íèêîâ. Èìåííî íà ñòûêå ðàçíûõ íàóê ëåæèò êëþ÷ ê âàæíåéøèì íîâûì
îòêðûòèÿì.

Ïîèñê îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé Ìèðà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óâëåêàòåëüíîé îáëà-
ñòüþ ïîçíàíèÿ. Â ýòèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ è ïðîÿâëÿåòñÿ åäèíñòâî Ìèðà è íàóêè.
Èäåÿ òàêîãî åäèíñòâà, îòðàæ¼ííàÿ â íàëè÷èè îáùèõ êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøå-
íèé, â ñóùåñòâîâàíèè îáùèõ ôîðìóë è ÷èñåë, ñîõðàíÿåò ñâîþ àêòóàëüíîñòü îò
Ïèôàãîðà (576 � 496 äî í.ý.) è Ïëàòîíà (428 � 347 äî í.ý.) äî íàøèõ äíåé.

Â ýòîì ïëàíå Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî ñóòè äåëà,
íàä¼æíûé òåîðåòè÷åñêèé ôóíäàìåíò õîëèçìà.

Â ñâÿçè ñ íîâûì, áîëåå ãëóáîêèì ïîíèìàíèåì ñóùíîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, êàçàëîñü áû öåëåñîîáðàçíûì çàìåíèòü òåðìèí �ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà� íà
òåðìèí �ñàêðàëüíàÿ ñòðóêòóðà�.

Îäíàêî òåðìèí �ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà� ñòàë óæå îáùåïðíÿòûì (ïî Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îïóáëèêîâàíî áîëåå ñòà ïÿòèäåñÿòè ðàáîò), è ïîýòîìó, ñî-
õðàíÿÿ ýòîò òåðìèí, ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ:

Â ðàáîòàõ ïî îñíîâàíèþ ôèçèêè ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì óïîòðåáëÿòü òðàäè-
öèîííûé òåðìèí Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,

Â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîòàõ ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèíû
òåîðèÿ ñàêðàëüíûõ ñòðóêòóð,
àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñàêðàëüíûõ ñòðóêòóð,
àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñàêðàëüíûõ ñòðóêòóð,
àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîíî-ñàêðàëüíûõ ñòðóêòóð.
Ïîñëåäíèé òåðìèí ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè îñîáûõ

�ìîíî-ñàêðàëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé�, áëèçêèõ ïî ñâîåé ôîðìå ê ñà-
êðàëüíûì óðàâíåíèÿì, íî òåì íå ìåíåå îòëè÷àþùèåñÿ îò íèõ ïî ñâîåé ñóòè55.

55Òåîðèÿ ìîíî-ñàêðàëüíûõ ñòðóêòóð âîçíèêëà íà ñïðåäåë¼ííîì ýòàïå ïîèñêîâ óíèâåðñàëüíî-
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×òî æå êàñàåòñÿ óïîòðåáëåíèÿ òåðìèíà �Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� â ðà-
áîòàõ ïî îñíîâàì ìèðîçäàíèÿ, òî è â ýòîì ñëó÷àå ìû ñîõðàíèì åãî.

Äàëåå âìåñòî òåðìèíà ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ (èëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ) ñèììåò-
ðèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ñàêðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ;

âìåñòî òåðìèíà ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåð-
ìèí ñàêðàëüíûé èíâàðèàíò.

âìåñòî òåðìèíà ôóíäàìåíòàëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òåðìèí ñàêðàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå.

Êðîìå òîãî ìû ââåä¼ì íîâûé òåðìèí � õîëîíîìèÿ � ó÷åíèå îá Óíèâåðñó-
ìå, ðàññìàòðèâàåìîì êàê Åäèíîå öåëîå. Èòàê, íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íîâîãî
òåðìèíà �ñàêðàëüíàÿ ñòðóêòóðà� íàðÿäó ñ ïðèâû÷íîé �ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé�
ñâÿçàíà ïðåæäå âñåãî ñ òåì, ÷òî òåðìèí �Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� îòðàæàåò
ãëàâíûì îáðàçîì èñòîðèþ ïðîèñõîæäåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ, ïåðåíîñÿ ïðè ýòîì âåñü
àêöåíò íà õîðîøî âñåì èçâåñòíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû. ×òî æå êàñàåòñÿ òåðìè-
íà �òåîðèÿ ñàêðàëüíûõ ñòðóêòóð�, òî â ýòîì ñëó÷àå öåíòð òÿæåñòè ïåðåíîñèòñÿ
íà íîâîå ïîíÿòèå �öåëîñòíîñòè�, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñå ñàêðàëüíûå ñòðóêòóðû
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â òð¼õ äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà àñïåêòàõ � êàê ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû, êàê ïðîîáðàçû ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêî-
íîâ è, íàêîíåö, êàê ðåàëèçàöèÿ âàæíîé ôèëîñîôñêîé êàòåãîðèè �öåëîñòíîñòè�,
ëåæàùåé â îñíîâå Ìèðîçäàíèÿ.

Èòàê, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ÒÔÑ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâîå íàó÷íîå
íàïðàâëåíèå, ãëàâíàÿ öåëü êîòîðîãî � îáíàðóæåíèå è îïèñàíèå îáùåãî ôóíäà-
ìåíòà, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ãëîáàëüíûõ ìåò-
ðè÷åñêèõ ãåîìåòðèé è ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Êðîìå
òîãî Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ëåæèò â îñíîâå òåîðåòè÷åñêîé õîëîíîìèè,
èçó÷àþùåé îáùèå çàêîíû è ñòðîåíèå Ìèðà êàê åäèíîãî öåëîãî, òî åñòü îáëàñòè
çíàíèÿ, ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó ìàòåìàòèêîé, åñòåñòâîçíàíèåì è ñîâðåìåííîé îí-
òîëîãèåé56.

Îáùàÿ ÷åðòà âñåõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëè÷íûå ôè-
çè÷åñêèå îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå ê îïðåäåë¼ííûì êëàññàì, ðàâíîïðàâíû ïî
îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó çàêîíó.

Íèæå èçëàãàåòñÿ èñ÷èñëåíèå êîðòîâ � ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿ-
þùèé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàòü ýòî ðàâíîïðàâèå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç îäíîãî òîëüêî òðåáîâàíèÿ ðàâíîïðàâèÿ ïåðåä çàêîíîì
êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òî åñòü äâóõ òàê íàçûâàåìûõ
ãî ÿçûêà, íà êîòîðîì íàïèñàíû ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, è ïðèâåëà ê ïîñòàíîâêå
òðóäíûõ è â òî æå ñàìîå âðåìÿ ñîäåðæàòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Íî ëèøü äàëüíåéøåå
å¼ ðàçâèòèå ìîæåò ïîêàçàòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ìîíî-ñàêðàëüíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ëèøü
íåäîîïðåäåë¼ííîé, �íåäîíîøåííîé�, çàñîõøåé âåòî÷êîé íà æèâîì äåðåâå ñàêðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ëèáî íîâîé ïîëíîïðàâíîé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

56Ñîâðåìåííàÿ îíòîëîãèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèðîâîççðåí÷åñêîå ó÷åíèå î ñóùíîñòè è ïåðâî-
îñíîâàõ Áûòèÿ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîâìåùàþùåå â ñåáå íàó÷íîå è òåîëîãè÷åñêîå ïîçíàíèå
Ìèðà.
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êîðòîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä òîãî èëè èíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè-
÷åñêîãî çàêîíà äî åãî êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.

Îáùèé ïðèíöèï (ïðèíöèï ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè), ëåæàùèé â îñíîâå ïåð-
âîíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêè ôèçè÷åñêîãî çàêîíà, ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèîíàëüíîìó
óðàâíåíèþ ñïåöèàëüíîãî âèäà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâ-
íûé ìåòîä. Â äàëüíåéøèõ ãëàâàõ áóäåò ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì ýòîò ïðèíöèï
ìîæåò áûòü ïîëîæåí â îñíîâàíèå ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé è ïðèìåí¼í ê îáîñíîâà-
íèþ ðÿäà èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé. Ýòîò æå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðåäâèäåòü
íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè åù¼ íå ïîñòðîåííûõ, íî ïðèíöèïèàëüíî âîç-
ìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé.

§ 2. Êîíöåïöèÿ äâóõ ìèðîâ. Ôèçè÷åñêèå îáúåêòû è
èõ ïðîîáðàçû

Òà îñîáàÿ öåëü â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êî-
òîðàÿ êàæåòñÿ ìíå îñîáåííî âàæíîé, ñîñòîèò â ëîãè-
÷åñêîé óíèôèêàöèè òåîðèè.

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Ïðåæäå âñåãî óòî÷íèì ïðèðîäó òåõ îáúåêòîâ, îòíîøåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè
ëåæàò â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïåðâîíà÷àëüíî, íà ñàìîì ïåðâîì ýòàïå ñîçäàíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ îêðóæàþùåé íàñ
ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

Òàê, íàïðèìåð, ãîâîðÿ î çàêîíå Îìà, ìû ãîâîðèëè, � ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
ïðîâîäíèêîâ M = {i, k, . . .} è ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ òîêà N = {α, β, . . .} ,
ïîíèìàÿ ïîä i � ðåàëüíûé ïðîâîäíèê, à ïîä α � ðåàëüíûé èñòî÷íèê òîêà.

Îäíàêî âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî òàê íàçûâàåìûå �ñàêðàëüíûå� îòíîøå-
íèÿ ìåæäó îáúåêòàìè ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè íå ìîãóò áûòü îïèñàíû
íåïîñðåäñòâåííî, à òîëüêî îïîñðåäîâàííî ÷åðåç ñàêðàëüíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó
èäåàëüíûìè, áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûìè è ïåðâè÷íûìè ñóáýéäîñàìè � ïðîîáðà-
çàìè ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ.

Òàê ñîãëàñíî �êîíöåïöèè äâóõ ìèðîâ�, ñîñòàâëÿþùåé ìåòîäîëîãè÷åñêèé ôóí-
äàìåíò Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ó êàæäîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà α̃, ĩ, . . . ,
ïðèíàäëåæàùåãî ê äèñêðåòíîìó ìèðó ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, èìååòñÿ
ñâîé ïðîîáðàç � ñóáýéäîñ α, i, . . . â ãîðàçäî áîëåå èíôîðìàöèîííî ¼ìêîì,
êîíòèíóàëüíîì Ìèðå âûñøåé ðåàëüíîñòè (Ñì. ðèñ. 1).
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Ìèð
ìàòåðèàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîñòè

Ðèñ. 1. Îáðàçû α̃, ĩ â Ìèðå ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè
è èõ ïðîîáðàçû (ñóáýéäîñû) α, i â Ìèðå âûñøåé ðåàëüíîñòè.

Èòàê, îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèé Óíèâåðñóì íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ìèðîì ýì-
ïèðè÷åñêîé ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè � âåùíûì ìèðîì, âîñïðèíèìàåìûì
íàøèìè îðãàíàìè ÷óâñòâ. Íàðÿäó ñ ìèðîì ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè ñó-
ùåñòâóåò íåêàÿ èíàÿ Ðåàëüíîñòü ñ èíîé ôîðìîé áûòèÿ, ëåæàùàÿ âíå îáëàñòè
ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîãî ìèðà � Ìèð âûñøåé ðåàëüíîñòè. Íàáëþäàåìûé
ôèçè÷åñêèé ìèð ÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íûì, ïðîèçâîäíûì; îáðàçíî ãîâîðÿ, ÿâëÿåò-
ñÿ �òåíüþ� (â ïëàòîíîâñêîì ñìûñëå ñëîâà) Ìèðà âûñøåé ðåàëüíîñòè, ñóùåñòâó-
þùåãî îáúåêòèâíî, íåçàâèñèìî îò íàøåãî ñîçíàíèÿ (Ñì. ðèñ.1).

Â îòëè÷èå îò àíòðîïíîé ôèçèêè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ, ãäå íåò íåîáõîäèìîñòè
ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ êàê åäèíîå öåëîå, ïî-
íÿòèå ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð. Äåëî â òîì, ÷òî ëþáîé ôèçè÷åñêèé çàêîí, à îí-òî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ïðåäìåòîì å¼ èçó÷åíèÿ, � ýòî îñîáîå ñâîéñòâî âñåãî ìíîæåñòâà ôèçè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ, à íå êàêîãî-òî îòäåëüíîãî åãî ýëåìåíòà.

Ïîýòîìó, ñòðåìÿñü ïîíÿòü ãëóáèííîå ñîäåðæàíèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çà-
êîíîâ, ìû äîëæíû îò÷¼òëèâî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, êàêàÿ ïðîïàñòü ëåæèò ìåæäó
äèñêðåòíûìè è, áîëåå òîãî, êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ

Ñ = {α̃, β̃, . . .}
M̃ = {̃i, k̃, . . .}

è ìíîãîìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè èõ ïðîîáðàçîâ ( n è m � ðàçìåðíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèé) (Ñì. ðèñ. 2.):

N(n) = {α, β, . . .}
M(m) = {i, k, . . .}
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Ðèñ. 2. Äèñêðåòíûå ìíîæåñòâà Ñ è M̃ ÿâëÿþòñÿ �ðåäêèìè òåíÿìè�
ñâîèõ êîíòèíóàëüíûõ ïðîîáðàçîâ N(n) è M(m) .

§ 3. Ýëåìåíòàðíûå ñóáýéäîñû � èñõîäíûå ïîíÿòèÿ
Ìèðà âûñøåé ðåàëüíîñòè

Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ïëàòîíîâñêèõ ýéäîñîâ � ýëåìåíòîâ Ìèðà âûñøåé ðå-
àëüíîñòè, âûäåëèì ýëåìåíòàðíûå ñóáýéäîñû, èäåàëüíûì îáðàçîì îïèñûâàþùèå
ñàìûé íèæíèé ñëîé Ìèðîçäàíèÿ:

Ñóáýéäîñû ñóùåñòâóþò â äâóõ ñîïðÿæ¼ííûõ ñîñòîÿíèÿõ:
â ñîñòîÿíèè áðà 〈 i | è
â ñîñòîÿíèè êåò | i〉 .

Äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðîðî÷åñêè óíèâåðñàëüíûå ñèìâî-
ëû, ââåä¼ííûå Ïîëåì Äèðàêîì [10]. Ðàçäåëèâ ñëîâî bracket (àíãë. � ñêîáêà) íà
äâå ÷àñòè, Äèðàê îáðàçîâàë òåðìèíû

〈 i | � áðà è
| i〉 � êåò

äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äâóõ ñîïðÿæ¼ííûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ Ψ+
i è Ψi .

Êàê ìû óáåäèìñÿ â äàëüíåéøåì, ê äèðàêîâñêèì îáîçíà÷åíèÿì 〈 i | è | i〉 â
ïîëíîé ìåðå ïðèìåíèìî çàìå÷àíèå Âèãíåðà, ÷òî î ãëóáèíå èäåè, çàëîæåííîé â
ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ, ìîæíî ñóäèòü ëèøü âïîñëåäñòâèè
ïî òîìó, íàñêîëüêî èñêóñíî óäà¼òñÿ èñïîëüçîâàòü ýòî ïîíÿòèå [11].

×òîáû ïîä÷åðêíóòü äâîéñòâåííóþ è äîïîëíèòåëüíóþ ïðèðîäó ñîïðÿæ¼ííûõ
ñóáýéäîñîâ 〈 i | è | i〉 , áóäåì ñ÷èòàòü ñóáýéäîñ 〈 i | ëåâûì èäåàëüíûì îáúåêòîì,
à ñóáýéäîñ | i〉 ïðàâûì èäåàëüíûì îáúåêòîì.

Èòàê, ôóíäàìåíò Ìèðà âûñøåé ðåàëüíîñòè ñîñòàâëÿþò ñîïðÿæ¼ííûå äðóã ñ
äðóãîì è äîïîëíèòåëüíûå äðóã ê äðóãó ëåâûé è ïðàâûé ñóáýéäîñû:

|α〉, 〈α | ; | β〉, 〈 β | ; . . .

| i〉, 〈 i | ; | k〉, 〈 k | ; . . . (Ñì. ðèñ. 4.):
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|α〉 〈α| |β〉 〈 β| |i〉 〈 i| |k〉 〈 k|

e e u uα̃ β̃ ĩ k̃
? ? ? ?

Ðèñ. 4. Êàæäûé ïðîîáðàç (ñóáýéäîñ) � åñòü ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç
ïðàâîãî (êåò) è ëåâîãî (áðà) èäåàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà.

Îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå ëåâûõ ñóáýéäîñîâ áðà ÷åðåç
M = { 〈 i |, 〈 k |, . . .}
N = { 〈α |, 〈 β |, . . .}

è àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ êåò ÷åðåç
N = { |α〉, | β〉, . . .},
M = { | i〉, | k〉, . . .}. (Ñì. ðèñ. 5.):

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

¶

µ

³

´

¶

µ

³

´

¶

µ

³

´

¶

µ

³

´

¶

µ

³

´

¶

µ

³

´
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Ðèñ. 5. Äâå ïàðû äóàëüíî-ñîïðÿæåííûõ ìíîãîîáðàçèé (N, N) è (M, M) .
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§ 4. Êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû
Èòàê, ìû ïîñòîÿííî áóäåì èìåòü äåëî ñ äâóìÿ ïàðàìè ìíîãîîáðàçèé:

N = { 〈α |, 〈 β |, . . .}
N = { |α〉, | β〉, . . .},
M = { 〈 i |, 〈 k |, . . .}
M = { | i〉, | k〉, . . .}.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåä¼ì äâå ïàðû êîîðäèíàò.
Ýëåìåíòàðíûå ëåâûå ñóáýéäîñû 〈 i | è 〈α | õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì êîâà-

ðèàíòíûõ êîîðäèíàò, òî åñòü ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò
óíàðíûå îòîáðàæåíèÿ

x : M −→ IRm (èëè 1Cm)
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〈 i | 7→ x1(i), . . . , xn(i)
è àíàëîãè÷íî

ξ : N −→ IRn (èëè 1Cn)

〈α | 7→ ξ1(α), . . . , ξn(α);

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíòàðíûå ïðàâûå ñóáýéäîñû | i〉 è |α〉 õàðàêòåðèçó-
þòñÿ íàáîðîì êîíòðàâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò, òî åñòü ñóùåñòâóþò óíàðíûå îòîá-
ðàæåíèÿ

x : M −→ IRm ( 1Cm)

| i〉 7→ x1(i), . . . , xm(i)
è àíàëîãè÷íî

ξ : N −→ IRn ( 1Cn)

|α〉 7→ ξ1(α), . . . , ξn(α);

§ 5. Êîðò � èñõîäíîå ïîíÿòèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
Òðè ïîíÿòèÿ ëåæàò â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ýòî

êîðò, âåðèôèêàòîð è ðåïðåçåíòàòîð.
Êîðò èãðàåò ðîëü Ñëîâà, èç êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ âåðèôèêàòîðà è ðåïðåçåí-

òàòîðà ôîðìèðóåòñÿ ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ëþáîé ôèçè÷åñêèé çàêîí � ýòî îñîáîå ñâîéñòâî

âñåãî ìíîæåñòâà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, à íå îòäåëüíîãî åãî ýëåìåíòà. Îäíàêî äëÿ
òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà íåò íåîáõîäèìîñòè
ðàññìàòðèâàòü âñ¼ ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ öåëèêîì.

Îêàçûâàåòñÿ äëÿ ýòîé öåëè íóæíî âçÿòü êîíå÷íîå ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ è, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê íåçàâèñèìûå íå÷èñëîâûå ïåðåìåííûå, ïîñòðîèòü ïî
îïðåäåë¼ííîìó ïðàâèëó íåêîòîðóþ îáùåçíà÷èìóþ ôîðìóëó (òàâòîëîãèþ),
ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàåòñÿ, íàïðèìåð, â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, â èñ÷èñ-
ëåíèè ïðåäèêàòîâ èëè â àáñòðàêòíîé àëãåáðå Áóëÿ.

Äàëåå íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííîå
òàêèì îáðàçîì �ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî� è åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé
â îñíîâàíèè ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Ñàì òåðìèí �êîðò� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîêðàù¼ííóþ ôîðìó ñëîâà �êîðòåæ�.
Ïðè ýòîì ïîä êîðòåæåì ìû áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè
óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ èç êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà.

Âîîáùå ãîâîðÿ, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð èìååò äåëî ñ äâóìÿ ìíîæåñòâà-
ìè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû

Ñ = {α̃, β̃ . . .} è M̃ = {̃i, k̃ . . .},

îäíàêî â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, êàæäîå
èç ìíîæåñòâ Ñ è M̃ ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà � íà ïðàâîå ìíîãîîáðàçèå N èëè M

è ëåâîå ìíîãîîáðàçèå N è M (ñì. ðèñ. 5)
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèé íàáîð êîðòîâ:

|β1〉 〈α1|
|β1β2〉 〈α1α2|
|β1β2β3〉 〈α1α2α3|

|i1〉 〈 k1|
|i1i2〉 〈 k1k2|
|i1i2i3〉 〈 k1k2k3|

ãäå
|β1 . . . βv〉 ∈ N

v 〈α1 . . . αv | ∈ Nv

| i1 . . . iu〉 ∈ M
u 〈 k1 . . . ku | ∈ Mu

Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè îäíîé ïðèðîäû:

〈α1 . . . αv | è |β1 . . . βv〉 〈 k1 . . . ku| è | i1 . . . iu〉 �

òî åñòü ýòè äâà âàðèàíòà îïèñûâàþò îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè N è N

èëè M è M îäíîé è òîé æå ïðèðîäû (Ñì. ðèñ. 6.):

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

|α1...αv〉〈α1...αv | |β1...βv〉〈β1...βv |

²
±

¯
°

²
±

¯
°

? ?
α1 . . . αv β1 . . . βv

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

|i1...iu〉〈 i1...iu| |k1...ku〉〈 k1...ku|

²
±

¯
°

²
±

¯
°

? ?
i1 . . . iu k1 . . . ku

Ðèñ. 6. Îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè îäíîé è òîé æå ïðèðîäû.
Êðîìå òîãî, âîçìîæíû ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè ðàçíîé ïðèðî-

äû:
〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉 〈 k1 . . . ku | è | β1 . . . βv〉 �

òî åñòü ýòè äâà âàðèàíòà îïèñûâàþò îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè N è M

èëè M è N ðàçíîé ïðèðîäû (Ñì. ðèñ. 7.):

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

|α1...αv〉〈α1...αv | |i1...iu〉〈 i1...iu|

²
±

¯
°

²
±

¯
°

? ?
α1 . . . αv i1 . . . iu

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

|k1...ku〉〈 k1...ku| |β1...βv〉〈β1...βv |

²
±

¯
°

²
±

¯
°

? ?
k1 . . . ku β1 . . . βv

Ðèñ. 7. Îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.
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Íî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü îòíîøåíèÿ ìåæäó ðåàëüíûìè ôèçè÷å-
ñêèìè îáúåêòàìè èëè ìåæäó èõ èäåàëüíûìè ïðîîáðàçàìè � ñóáýéäîñàìè è îò-
íîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè

Îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè α̃ è ĩ õàðàêòåðèçóþòñÿ
÷èñëîâîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ:

ϕ̃ : Ñ× M̃ → IR

(α̃, ĩ) 7→ ϕ̃αi,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ðåïðåçåíòàòîðîì (îò ôð. repr�esentant �
ïðåäñòàâèòåëü).

×òî æå êàñàåòñÿ îòíîøåíèé ìåæäó èäåàëüíûìè ïðîîáðàçàìè � ñóáýéäîñàìè
〈α| è |i〉 , òî îíè è òîëüêî îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð (êàê, êñòàòè ãîâîðÿ, è â ëþáîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè). Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ
÷èñëîâîé âåùåñòâåííî- èëè êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïå-
ðåìåííûõ:

ϕ : N×M → IR (èëè 1C)

(α, i) 7→ ϕαi = 〈α | i〉,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì57 ðåïðåçåíòàòîðîì.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè 〈α| è |i〉 � âåêòîðû, òî ðåïðåçåíòàòîð ϕαi èìååò ñìûñë
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ;

åñëè æå 〈α| è |i〉 � òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òî ϕαi èìååò ñìûñë
êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè
îáúåêòàìè α̃ è ĩ íåèçáåæíî ðàçìûòû èç-çà ïîñòîÿííî ïðèñóòñòâóþùåé â Ìèðå
ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè �ìåòàìîðôèè�, ÿâëÿþòñÿ âòîðè÷íûìè, îïîñðå-
äîâàííûìè è îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè îòíîøåíèÿìè ìåæäó èõ èäåàëüíûìè
ïðîîáðàçàìè α è i (Ñì. ðèñ. 8).

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

e u

b b-

?? ?
α̃ ĩ

ϕ̃αi

ýìïèðè÷åñêèé ðåïðåçåíòàòîð

èäåàëüíûé ðåïðåçåíòàòîð
〈α | i〉α i Ìèð

âûñøåé
ðåàëüíîñòè

Ìèð
ìàòåðèàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîñòè

Ðèñ. 8. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷íûì èäåàëüíûì ðåïðåçåíòàòîðîì 〈α | i〉
è ðàçìûòûì ýìïèðè÷åñêèì ðåïðåçåíòàòîðîì ϕ̃αi .

57Â äàëüíåéøåì ïðèëàãàòåëüíîå �èäåàëüíûé� ìû áóäåì, êàê ïðàâèëî, îïóñêàòü.



260 ×àñòü IV. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Èñ÷èñëåíèå êîðòîâ)

§ 6. Îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè � ïåðâûé øàã íà ïóòè ê
ïîíèìàíèþ ñóùíîñòè ôèçè÷åñêîãî çàêîíà

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ëèøü îòíîøåíèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè α è i , â Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè 〈α1 . . . αv |
è | i1 . . . iu〉.

Îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉 õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé, íàçûâàåìîé âåðèôèêàòîðîì 〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉 (Ñì.
ðèñ. 9.)

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

'

&

$

%

'

&

$

%

¶

µ

³

´

¶

µ

³

´

N M

〈α1 . . . αv| |i1 . . . iu〉
••
· · ·•

××
· · ·×

Ðèñ. 9. Âåðèôèêàòîð 〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉 , õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèÿ
ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉

-¾
〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉

Äâà êîðòà 〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉 , îòíîøåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè îïèñûâà-
þòñÿ âåðèôèêàòîðîì 〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉 , ìû áóäåì íàçûâàòü áèêîðòîì.

Èòàê, ìû ïîäõîäèì ê ñàìîìó ãëàâíîìó ýïèçîäó Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
îñíîâíûì äåéñòâóþùèì ëèöîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåëèêîëåïíîå òðèî � áèêîðò,
ðåïðåçåíòàòîð è âåðèôèêàòîð. Èìåííî â ðåçóëüòàòå èõ ñîãëàñîâàííîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âîçíèêàåò âåñüìà ýôôåêòèâíûé ñàìîäîñòàòî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïåðâûé øàã ñîñòîèò â óòâåðæäåíèè, ÷òî
îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îòíîøåíèå

ìåæäó èõ ñóáýéäîñàìè.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðèôèêàòîð 〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉, îïèñûâàþùèé îòíîøåíèÿ

ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè êîðòàìè 〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉, èìååò âèä (Ñì.
ðèñ. 10.):

〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉 =
Φ(〈α1| i1〉, . . . , 〈α1| iu〉,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
〈αv| i1〉, . . . , 〈αv| iu〉)

,

ãäå
Φ(ϕ11, . . . , ϕ1u,
. . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕv1, . . . , ϕvu

íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ v·u ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ.
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Ðèñ. 10. Îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉,
ñâîäÿòñÿ ê ïîïàðíûì îòíîøåíèÿì ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè,

ïðèíàäëåæàùèìè ê ýòèì êîðòàì.

'

&

$

%

'

&

$

%

c

c
...
c

α1

α2

αv

〈α1 . . . αv | | i1 . . . iu〉,

s

s
...
s

i1

i2

iu

〈α1| i1〉

〈αv| iu〉

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âåðèôèêàòîð 〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉 èìååò ïðîñòîé
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë � îí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îáú¼ìîâ, ïîñòðîåííûõ íà êîðòàõ
〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉.

Òàê, íàïðèìåð, åñëè ïîä M = {i, r,m, . . .} ïîíèìàòü ìíîæåñòâî òî÷åê åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òî âåðèôèêàòîðû 〈 i1, i2, . . . iu | i1, i2, . . . iu〉 èìåþò, ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ñìûñë êâàäðàòà îáú¼ìà ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìïëåêñà:

〈 i | i〉 = (−1)o

∣∣∣∣
0 1
−1 0

∣∣∣∣ = 20 (0!)2 (vi)
2;

〈 i k | i k〉 = (−1)1

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 0 `2

ik

−1 `2
ik 0

∣∣∣∣∣∣
= 21 (1!)2 (`ik)

2;

〈 i k m | i k m〉 = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im

−1 `2
ik 0 `2

km

−1 `2
im `2

km 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 22 (2!)2 (Sikm)2;

〈 i k mp | i k mp〉 = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 `2

ik `2
im `2

ip

−1 `2
ik 0 `2

km `2
kp

−1 `2
im `2

km 0 `2
mp

−1 `2
ip `2

kp `2
mp 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 23 (3!)2 (Vikmp)
2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

〈 i1 . . . iu | i1 . . . iu〉 = (−1)u−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
−1 0 `2

i1i2
. . . `2

i1iu

−1 `2
i1i2

0 . . . `2
i2iu

. . . . . . . . . . . . . . .
−1 `2

i1iu `2
i2iu . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2u−1 ((u− 1)!)2 Vi1...iu
2,
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ãäå vi = 1 � îáú¼ì òî÷êè58
`ik � äëèíà îòðåçêà ìåæäó òî÷êàìè i è k ;

Sikm � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ i, k, m ;
Vikmp � îáú¼ì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ i, k, m, p ;
Vi1...iu � îáú¼ì u− 1 -ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ i1, . . . , iu ;

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîä M = {~i, ~k, ~m, . . .} ïîíèìàòü ìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ, òî âåðèôèêàòîðû 〈~i1,~i2, . . .~iu |~i1,~i2, . . .~iu〉 èìåþò ñìûñë êâàäðàòà îáú¼ìîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàëëåëîòîïîâ, ïîñòðîåííûõ íà âåêòîðàõ ~i1, ~i2, . . .~iu :

〈~i |~i〉 = |~i 2| = `i
2

〈~i~k |~i~k〉 =

∣∣∣∣∣
~i 2 ~i~k
~k~i ~k 2

∣∣∣∣∣ = (Sik)
2

〈~i~k ~m |~i~k ~m〉 =

∣∣∣∣∣∣∣

~i 2 ~i~k ~i ~m
~k~i ~k 2 ~k ~m

~m~i ~m~k ~m 2

∣∣∣∣∣∣∣
= (Vikm)2

〈~i~k ~m ~p |~i~k ~m ~p〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i 2 ~i~k ~i ~m ~i ~p
~k~i ~k 2 ~k ~m ~k ~p

~m~i ~m~k ~m 2 ~m ~p

~p~i ~p~k ~p ~m ~p 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (Vikmp)

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ãäå `i � äëèíà âåêòîðà ~i;
Sik � ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà äâóõ âåêòîðàõ ~i è ~k;

Vikm � îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òð¼õ âåêòîðàõ ~i, ~k, ~m;
Vikmp � îáú¼ì ÷åòûð¼õìåðíîãî ïàðàëëåëîòîïà, ïîñòðîåííîãî íà ÷åòûð¼õ

âåêòîðàõ ~i, ~k, ~m, ~p;

§ 7. Ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî � ôóíäàìåíòàëüíûé
çàêîí Ìèðîçäàíèÿ

Èòàê, îòíîøåíèå ìåæäó êîðòàìè 〈α1 . . . αv | è | i1 . . . iu〉 õàðàêòåðèçóåòñÿ
÷èñëîì 〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉 . Äëÿ îäíèõ êîðòîâ ýòî ÷èñëî áîëüøå, äëÿ äðóãèõ �
ìåíüøå. Òàêèì îáðàçîì, îíî ãîâîðèò î íåîäíîðîäíîñòè è íåðàâíîïðàâèè êîðòîâ.
Â ñëó÷àå ïîäëèííîãî ðàâíîïðàâèÿ êîðòîâ ýòî ÷èñëî íå äîëæíî çàâèñåòü îò èõ

58Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå íåñêîëüêî íåîæèäàííîå óòâåðæäåíèå, ÷òî îáú¼ì òî÷êè vi ðà-
âåí 1. Ïðåæäå âñåãî âîçíèêàåò âîïðîñ � â êàêèõ åäèíèöàõ? Ìû õîðîøî çíàåì, ÷òî äëèíà
èçìåðÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ìåòðàõ ( m1 ), ïëîùàäü � â ìåòðàõ êâàäðàòíûõ ( m2 ), îáú¼ì � â ìåò-
ðàõ êóáè÷åñêèõ ( m3 ). Ñëåäîâàòåëüíî, îáú¼ì íóëüìåðíîãî îáúåêòà � òî÷êè äîëæåí èçìåðÿòüñÿ
â mo , òî åñòü áûòü áåçðàçìåðíûì, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äîëæåí èçìåðÿòüñÿ â �åñòåñòâåííûõ�
åäèíèöàõ, íå çàâèñÿùèõ îò âûáîðà ýòàëîíà äëèíû.
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âûáîðà, òî åñòü äîëæíî áûòü ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè åãî
ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ.

Èòàê,ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí Ìèðîçäàíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà s è r > 2, íàçûâàåìûå ðàíãîì, ïðè êîòîðûõ
âåðèôèêàòîð 〈α1 . . . αs | i1 . . . ir〉 îñòà¼òñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè ëþáîì âûáîðå êîð-
òîâ 〈α1 . . . αs | è | i1 . . . ir〉.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå

〈α1 . . . αv | i1 . . . iu〉 =
Φ(〈α1| i1〉, . . . , 〈α1| iu〉,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
〈αv| i1〉, . . . , 〈αv| iu〉)

ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî (îáùåçíà÷èìóþ ôîðìóëó,
òàâòîëîãèþ) îòíîñèòåëüíî âûáîðà íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α1, . . . , αs ; i1, . . . , ir.

∀ α1, . . . , αs ; ∀i1, . . . , ir.

Φ(〈α1| i1〉, . . . , 〈α1| ir〉,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
〈αs| i1〉, . . . , 〈αs| ir〉)

≡ 0. (1)

Íàïîìíèì, ÷òî èçíà÷àëüíî êàæäûé ëåâûé ñóáýéäîñ 〈α | õàðàêòåðèçóåòñÿ n
êîâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè ξ(α)1, . . . , ξ(α)n , à êàæäûé ïðàâûé ñóáýéäîñ | i〉
� m êîíòðàâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè x1(i), . . . , xm(i).

Â ñâÿçè ñ ýòèì êàæäûé ðåïðåçåíòàòîð 〈α | i〉, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøå-
íèÿ ìåæäó äâóìÿ ñóáýéäîñàìè 〈α | è | i〉, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé
ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ 〈α | è | i〉, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîâîé ôóíêöèåé

〈α | i〉 = ϕαi = ϕ( ξ α, x i)
n + m ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

ξ α = ξ(α)1, . . . , ξ(α)n,

x i = x1(i), . . . , xm(i).

Òî÷íî òàê æå âåðèôèêàòîð 〈α1 . . . αs | i1 . . . ir〉, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèÿ
ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈α1 . . . αs | è | i1 . . . ir〉,

ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé s+r íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
〈α1 |, . . . , 〈αs |; | i1〉, . . . , | ir〉,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé

〈α1 . . . αs | i1 . . . ir〉 =
Φ(ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕαsi1 , . . . , ϕαsir)
s · r ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
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ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαsi1 , . . . , ϕαsir

è íàêîíåö, ñ òðåòüåé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé

〈α1 . . . αs | i1 . . . ir〉 =
Φ(ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕαsi1 , . . . , ϕαsir)
=

Φ(ϕ(ξα1
,xi1), . . . , ϕ(ξα1

,xir),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(ξαs
,xi1), . . . , ϕ(ξαs

,xir))

n s + mr ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ:
ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n

è
x1(i1) . . . x1(ir)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm(i1) . . . xm(ir)

×òîáû ïîä÷åðêíóòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí Ìèðî-
çäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíûì òîæäåñòâîì (îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëîé, òàâòîëîãè-
åé) îòíîñèòåëüíî s + r íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ 〈α1 |, . . . , 〈αs |; | i1〉, . . . , | ir〉, è
îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëüíî âûáîðà n s + mr ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

ξ α1
, . . . , ξ αs

; x i1 , . . . , x ir

ìû ïåðåïèøåìôóíäàìåíòàëüíûé çàêîíÌèðîçäàíèÿ (1) â íîâûõ�ïðîìåæóòî÷íûõ�
îáîçíà÷åíèÿõ:

∀ α1, . . . , αs ; ∀i1, . . . , ir.

Φ(ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕαsi1 , . . . , ϕαsir)
(2)

§ 8. Îò ñàêðàëüíîãî òîæäåñòâà ê ñàêðàëüíîìó
óðàâíåíèþ

Ðàññìîòðèì äâà ñïåöèàëüíûõ êîðòà:
êîðò 〈α; 1, 2, . . . , s− 1 |,

ñîäåðæàùèé îäèí ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò α è s− 1 ôèê-
ñèðîâàííûõ �ýòàëîííûõ� ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ èç ìíîæåñòâà N ,

è êîðò | i; 1, 2, . . . , r − 1〉,
ñîäåðæàùèé îäèí ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò i è r − 1 ôèê-
ñèðîâàííûõ �ýòàëîííûõ� ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ èç ìíîæåñòâà M (Ñì. ðèñ.5)
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Â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâî (2) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ( ϕαi, ϕα1, . . . , ϕαs−1,
ϕ1i, ϕ11, . . . , ϕ1s−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕr−1i, ϕr−11, . . . , ϕr−1s−1)

≡ 0 (3)

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
ϕα1 = ξ(α)1 ϕ1i = x1(i),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕα,s−1 = ξ(α)s−1 ϕr−1,i = xr−1(i);




ϕ11 . . . ϕ1s−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕr−11 . . . ϕr−1s−1


 =




c11 . . . c1,s−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
cr−1,1 . . . cr−1,s−1


 .

Ðèñ. 5. Ââåäåíèå r − 1 ïàðàìåòðîâ ξ(α)1, . . . , ξ(α)r−1 , õàðàêòåðèçóþùèõ
ôèçè÷åñêèé îáúåêò α è s− 1 ïàðàìåòðîâ x1(i), . . . , xs−1(i) ,
õàðàêòåðèçóþùèõ ôèçè÷åñêèé îáúåêò i .

'

&

$

%

'

&

$

%

s

s

c

s
...
s

1

2

s− 1

〈α; 1, 2, . . . , s− 1 | | i; 1, 2, . . . , r − 1〉

c

c
...
c

1

2

r − 1

α i

ξ(α)r−1

ξ(α)1

@@R
x1(i)

¡¡ª

x2(i) ξ(α)2

xs−1(i)

Ïåðåìåííûå ξ(α)1, . . . , ξ(α)r−1 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè
ôèçè÷åñêèé îáúåêò α è, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûå x1(i), . . . , xs−1(i) � ïàðà-
ìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ôèçè÷åñêèé îáúåêò i .

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ âìåñòî òîæäåñòâà ( 3 ) áóäåì èìåòü:

Φ ( ϕαi , ξ(α)1, . . . , ξ(α)r−1,
x1(i), c11, . . . , c1,r−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xs−1(i), cs−1,1, . . . , cs−1,r−1)

≡ 0. (4)

Ðàçðåøàÿ òîæäåñòâî ( 4 ) îòíîñèòåëüíî ϕαi , ïîëó÷èì:

ϕαi = f
(
ξ(α)1, . . . , ξ(α)r−1; x1(i), . . . , xs−1(i); c11, . . . , cs−1,r−1

)
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Íî ïîñêîëüêó àðãóìåíòû c11, . . . , cs−1,r−1 îò α è i íå çàâèñÿò, òî ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ðåïðåçåíòàòîð ϕαi , õàðàêòåðèçóþùèé
îòíîøåíèÿ ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè α è i , èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ϕαi = ϕ
(
ξ(α)1, . . . , ξ(α)r−1; x1(i), . . . , xs−1(i)

)
, (5)

ãäå ϕ(ξ1, . . . , ξr−1; x1, . . . , xs−1) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì
çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ.

Ñâÿçü ìåæäó ðàíãîì è ðàçìåðíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèÿ (5) ïîëó÷àåì î÷åíü âàæíûå ðàâåíñòâà, ñâÿ-
çûâàþùèå ìåæäó ñîáîé ðàíã ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû (s, r) è ðàçìåðíîñòè
(n,m) ìíîãîîáðàçèé N è M :

n = r − 1
m = s− 1

(6)

§ 9. Ñâåä�åíèå ñàêðàëüíîãî òîæäåñòâà (2) ê
ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

Èòàê, âîçâðàùàÿñü ê òîæäåñòâó (2) è ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ðåïðåçåíòàòîðû,
âûðàæåííûå ÷åðåç îäíó è òó æå íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, íî îò ðàçëè÷íûõ
ãðóïï ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî s(r − 1) +
r(s− 1) íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ:

ξ(α1)1, . . . , ξ(α1)r−1, x1(i1), . . . , x
1(ir),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αs)1, . . . , ξ(αs)r−1, xs−1(i1), . . . , x

s−1(ir).

Φ

(
ϕ
(
ξ(α1)1, . . . , ξ(α1)r−1; x1(i1), . . . , x

s−1(i1)
)
, . . .

. . . , ϕ
(
ξ(α1)1, . . . , ξ(α1)r−1; x1(ir), . . . , x

s−1(ir)
)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ
(
ξ(αs)1, . . . , ξ(αs)r−1; x1(i1), . . . , x

s−1(i1)
)
, . . .

. . . , ϕ
(
ξ(αs)1, . . . , ξ(αs)r−1; x1(ir), . . . , x

s−1(ir)
))

≡ 0

èëè êîðî÷å

Φ (ϕ (ξα1
,xi1), . . . , ϕ (ξα1

,xir),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ (ξαs

,xi1), . . . , ϕ (ξαs
,xir))

≡ 0, (7)
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ãäå ξ α = ξ(α)1, . . . , ξ(α)r−1

x i = x1(i), . . . , xs−1(i)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè òîæäåñòâî (7) , êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåîáû÷-
íîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:
ôóíêöèè s · r - ïåðåìåííûõ

Φ (u11, . . . , u1r,
. . . . . . . . . . . . . . .
us1, . . . , usr)

è ôóíêöèè r − 1 + s− 1 - ïåðåìåííûõ

ϕ ( ξ , x ) = ϕ (ξ1, . . . , ξr−1; x1, . . . , xs−1),

ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿùåé îò âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

§ 10. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
Çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ ìíîþ â îáùåì âèäå â 1967 ãîäó, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
íàéòè âñå ðàíãè (r, s) , ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñàêðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (2) , è äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðàíãà íàéòè íåâûðîæäåííûå ðåïðåçåíòàòîð

ϕ
(
ξ1(α), . . . , ξn(α); x1(i), . . . , xm(i))

è âåðèôèêàòîð
Φ ( ϕ11, . . . , ϕ1s,

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕr1, . . . , ϕrs),

îáðàùàþùèå ñîîòíîøåíèå (2) â òîæäåñòâåííûé íîëü îòíîñèòåëüíî âñåõ
sn + rm ïåðåìåííûõ.

§ 11. Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (1, 1)

Â ýòîì òðèâèàëüíîì ñëó÷àå ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

Φ11

(
ϕ(α1, i1)

) ≡ 0

Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Φ(1)

11 (a) = |a11|
(1)

ϕαi = aαi ≡ 0
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§ 12. Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãîâ (1, 2) è (2, 1)

Â ñëó÷àå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (1, 2) ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå èìååò
âèä:

Φ12

(
ϕ(α1, i1), ϕ(α1, i2)

) ≡ 0.

Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Φ12(u) =

∣∣∣∣
1 1

u11 u12

∣∣∣∣

ϕαi = uαi = ξ0(α),

ãäå ξ0(α) � ñêðûòûé ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îò íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé α.

Â ñëó÷àå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 1) ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå èìååò
âèä:

Φ21

(
ϕ(α1, i1),
ϕ(α2, i1)

) ≡ 0.

Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Φ21(v) =

∣∣∣∣
v11 1
v21 1

∣∣∣∣

ϕαi = vαi = x0(i),

ãäå x0(i) � ñêðûòûé ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îò íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé i.

§ 13. Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2, 2)

Â ñëó÷àå ðàíãà (2,2) � ïðîñòåéøåì íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå, çàäà÷à ñîñòîÿëà â
òîì, ÷òîáû íàéòè äâå ôóíêöèè

ϕ(ξ; x)

è
Φ (u11, u12,

u21, u22),

òàêèå, ÷òîáû ïðè ëþáûõ ξ, η; x, y èìåëî ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

Φ
(
ϕ(ξ, x), ϕ(ξ, y),

ϕ(η, x), ϕ(η, y)
) ≡ 0.

Ýòà çàäà÷à áûëà âïåðâûå ðåøåíà ìíîþ â 1967 ãîäó [12], [13].
Îêàçàëîñü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé èìååòñÿ äâà

ðåøåíèÿ:
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ìóëüòèïëèêàòèâíîå:
(1)

Φ22(a) =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣

ϕαi = aαi = ξ1(α)x1(i)

è àääèòèâíîå:

(2)

Φ22(w) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 w11 w12

−1 w21 w22

∣∣∣∣∣∣
ϕαi = wαi = x0(i) + ξ0(α),

ãäå x0(i) è ξ0(α) � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

§ 14. Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãîâ (2, 3) è (3, 2)

Â ñëó÷àå ñëåäóþùåé ïî ñëîæíîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 3) ñà-
êðàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

Φ23

(
ϕ(α1, i1), ϕ(α1, i2), ϕ(α1, i3)
ϕ(α2, i1), ϕ(α2, i2), ϕ(α2, i3)

) ≡ 0.

Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Φ23(u) =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
u11 u12 u13

u21 u22 u23

∣∣∣∣∣∣

ϕαi = uαi = ξ1(α)x1(i) + ξ0(α)

È àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (3, 2) ñàêðàëüíîå óðàâíå-
íèå èìååò âèä:

Φ21

(
ϕ(α1, i1), ϕ(α1, i2)
ϕ(α2, i1), ϕ(α2, i2)
ϕ(α3, i1), ϕ(α3, i2)

) ≡ 0.

Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Φ32(v) =

∣∣∣∣∣∣

v11 v12 1
v21 v22 1
v31 v32 1

∣∣∣∣∣∣

ϕαi = vαi = x0(i) + ξ1(α)x1(i),

ãäå x0(i) è ξ0(α) � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.
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§ 15. Theorema egregium Ìèõàéëè÷åíêî [15]

Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (7) èìååò îòëè÷íûå îò
íóëÿ ðåøåíèÿ òîëüêî â ñëó÷àå ñëåäóþùèõ ðàíãîâ:

(r, s) =

(2, 1), (1, 1), (1, 2),

(4, 2), (3, 2), (2, 2), (2, 3), (2, 4),

(4, 3), (3, 3), (3, 4),

(5, 4), (4, 4), (4, 5),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
òî åñòü äëÿ

(r, r) � äèàãîíàëüíûõ, àääèòèâíûõ è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñòðóêòóð;
(r + 1, r) � íèæíèõ êâàçèäèàãîíàëüíûõ ñòðóêòóð;
(r, r + 1) � âåðõíèõ êâàçèäèàãîíàëüíûõ ñòðóêòóð;
(4, 2) � íèæíèõ ïðîåêòèâíûõ ñòðóêòóð è
(2, 4) � âåðõíèõ ïðîåêòèâíûõ ñòðóêòóð.

-
s1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

6r

1
2
3
4
5
6
7
8
9

r

r

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

rd
rd

rd
rd

rd
rd

rd
rd

∗©

©∗

¡¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡

¡¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡

Ðèñ. 5. Çíà÷åíèÿ ðàíãîâ (s, r) , ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ
ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2)

re � èìååòñÿ äâà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿ: ìóëüòèïëèêàòèâíîå è àääèòèâíîå;
r � èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå;
∗© � èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñïîðàäè÷åñêîå ðåøåíèå.
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§ 16. Ñåêñòåò Ìèõàéëè÷åíêî

I. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (r, r)

Φr,r(ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,
. . . . . . . . . . . . . . .
ϕαri1 , . . . , ϕαrir)

≡ 0

èìååò äâà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿ. Òàêèìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ:

1. Ðåãóëÿðíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà ðàíãà (r, r)

Φ
(1)
α1...αr;i1...ir

(a) =

∣∣∣∣∣∣

aα1i1 . . . aα1ir

. . . . . . . . . . . . . . .
aαri1 . . . aαrir

∣∣∣∣∣∣

aαi = ξ1(α)x1(i) + . . . + ξr−1(α)xr−1(i)

2. Ðåãóëÿðíàÿ àääèòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
ðàíãà (r, r)

Φ
(2)
α1...αr;i1...ir

(w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1
−1 wα1i1 . . . wα1ir

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 wαri1 . . . wαrir

∣∣∣∣∣∣∣∣

wαi = xo(i) + ξ1(α)x1(i) + . . . + ξr−2(α)xr−2(i) + ξo(α)
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II. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (r, r + 1)

Φr,r+1(ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir , ϕα1ir+1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαri1 , . . . , ϕαrir , ϕαrir+1)

≡ 0

èìååò îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

3. Ðåãóëÿðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (r, r + 1)

Φα1...αr;i1...irir+1(u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 1
uα1i1 . . . uα1ir uα1ir+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uαri1 . . . uαrir uαrir+1

∣∣∣∣∣∣∣∣

uαi = ξ1(α)x1(i) + . . . + ξr−1(α)xr−1(i) + ξo(α)

III. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (r + 1, r)

Φr+1,r(ϕα1i1 , . . . , ϕα1ir ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕαri1 , . . . , ϕαrir

ϕαr+1i1 , . . . , ϕαr+1ir)

≡ 0

èìååò îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

4. Ðåãóëÿðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (r + 1, r)

Φα1...αrαr+1;i1...ir(v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

vα1i1 . . . vα1ir 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
vαri1 . . . vαrir 1

vαr+1i1 . . . vαr+1ir 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

vαi = xo(i) + ξ(α)1x
1(i) + . . . + ξ(α)r−1x

r−1(i).
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IV. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (2, 4)

Φ2,4(ϕαi, ϕαk, ϕαm, ϕαn,

ϕβi, ϕβk, ϕβm, ϕβn)
≡ 0

èìååò îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

5. Ñïîðàäè÷åñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2, 4)

Φαβ;ikmn(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
pαi pαk pαm pαn

pβi pβk pβm pβn

pαipβi pαkpβk pαmpβm pαnpβn

∣∣∣∣∣∣∣∣

pαi =
ξ(α)x(i) + η(α)

x(i) + ζ(α)

V. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ðàíãà (4, 2)

Φ4,2(ϕαi, ϕαk,
ϕβi, ϕβk,
ϕγi, ϕγk,
ϕδi, ϕδk)

≡ 0

èìååò îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

6. Ñïîðàäè÷åñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (4, 2)

Φαβγδ;ik(q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 qαi qαk qαiqαk

1 qβi qβk qβiqβk

1 qγi qγk qγiqγk

1 qδi qδk qδiqδk

∣∣∣∣∣∣∣∣

qαi =
ξ(α)x(i) + y(i)

ξ(α) + z(i)
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§ 17. Íàó÷íûé ïîäâèã Ìèõàéëè÷åíêî

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, êàê ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïî ìåðå
óâåëè÷åíèÿ ðàíãà èñêîìîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

È òåì íå ìåíåå, áëàãîäàðÿ òèòàíè÷åñêèì óñèëèÿì ìîåãî òàëàíòëèâîãî ó÷åíè-
êà Ãåííàäèÿ Ãðèãîðüåâè÷à Ìèõàéëè÷åíêî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî
åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áûëà èì ïîëíîñòüþ ðåøåíà.

Ïðè ýòîì âîçíèêëà óäèâèòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ: ïîñòàíîâêà ñîâåðøåííî íîâîé
çàäà÷è ïðîñòà è ëåãêî ïîääà¼òñÿ ñòðîãîé ôîðìàëèçàöèè: îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëü-
òàò òàê æå î÷åíü ïðîñò è ëåãêî îáîçðèì (Ñì. ðèñ. 5.), íî ïóòü îò ïîñòàíîâêè
çàäà÷è äî å¼ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæåí è òðóäíî îáîçðèì.
(Íå÷òî ïîäîáíîå èìååò ìåñòî â òåîðèè ÷èñåë. Òàê, íàïðèìåð, ïîñòàíîâêà Âåëè-
êîé çàäà÷è Ôåðìà î÷åíü ïðîñòà � íàéòè âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ x, y, z, p
óðàâíåíèÿ xp+yp = zp . Îòâåò ïðåäåëüíî ïðîñò � öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ x, y, z
ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ p = 1, 2 . ×òî æå êàñàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâ
ýòîé òåîðåìû, òî ïîñëåäíèå èç íèõ äî ñèõ ïîð íå ÿâëÿþòñÿ îáùåïðèçíàííûì
äîñòîÿíèåì ìàòåìàòèêè.).

Ïóòü, ïðîäåëàííûé Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, ìîæíî óïîäîáèòü òðîïå ïî ñèëüíî
ïåðåñå÷¼ííîé ìåñòíîñòè ÷åðåç çàðîñëè êîëþ÷èõ è âüþùèõñÿ ðàñòåíèé. Ïîâèäè-
ìîìó, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îñíîâíûì åãî èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèé
àëãîðèòì: �ðàçðåøèì � ïðîäèôôåðåíöèðóåì � ïåðåîáîçíà÷èì � ïîäñòàâèì�.

ß íàäåþñü, ÷òî â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ñóùåñòâóþò ìåòîäû, ïîç-
âîëÿþùèå âîñïðîèçâåñòè ðåçóëüòàò Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî áîëåå ïðîñòûì, áîëåå êî-
ðîòêèì è èçÿùíûì ïóò¼ì. Îäíàêî ýòîò ïóòü åù¼ íóæíî íàéòè. Çàñëóãà Ìè-
õàéëè÷åíêî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí, êàê ïåðâîïðîõîäåö, ïðîáèë òðîïó ê åù¼ ìàëî
êîìó èçâåñòíûì ôèçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì, ëåæàùèì â îñíîâàíèè ñàìîäîñòàòî÷-
íûõ çàêîíîâ Ìèðîçäàíèÿ.

Íî õîðîøî èçâåñòíî, åñëè ó êàêîé-ëèáî çàäà÷è èçâåñòåí îòâåò, òî íàéòè å¼
ðåøåíèå íàìíîãî ïðîùå, ÷åì áåç íåãî.

Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ïîèñê íîâûõ, áîëåå ïðîñòûõ, ìåòîäîâ äîêàçàòåëü-
ñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà
(s, r) ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîçäàíèþ íîâîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè � ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó äâóõèíäåêñíûõ (èëè âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîèíäåêñíûõ) âåùåñòâåííûõ è
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.

Åù¼ â ñàìîì êîíöå XVII âåêà Èîãàíí Áåðíóëëè (1667 � 1748) ïèñàë: �Êàê
ïîêàçûâàåò îïûò, íè÷òî ñ òàêîé ñèëîé íå ïîáóæäàåò âûñîêèå óìû ê ðàáîòå íàä
îáîãàùåíèåì çíàíèé, êàê ïîñòàíîâêà òðóäíîé è â òî æå âðåìÿ ïîëåçíîé çàäà÷è�.
ß íàäåþñü, ÷òî ýòî âûñêàçûâàíèå Èîàííà Áåðíóëëè îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è â
íàø ïðàãìàòè÷åñêèé âåê, êîãäà, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ïî-ïðåæíåìó ìàëî ëþäåé,
ñêëîííûõ âîëíîâàòüñÿ èç-çà âîïðîñîâ � êàê áû îíè íè áûëè óìåñòíû, êîòîðûå
îíè çàäàþò íå ñàìè.
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§ 18. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî
Èòàê, ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ

ñòðóêòóð ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ðàíãà (s, r) áûëî âïåðâûå áëåñòÿùå îñó-
ùåñòâëåíî ìîèì òàëàíòëèâûì ó÷åíèêîì Ãåííàäèåì Ãðèãîðüåâè÷åì Ìèõàéëè÷åí-
êî (íûíå äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð Ãîðíî-Àëòàéñêîãî óíèâåðñèòåòà),
èñïîëüçîâàâøèì äëÿ ýòîé öåëè ðàçðàáîòàííûé èì �ôóíêöèîíàëüíûé ìåòîä�.

Âñëåä çà íèì äðóãîé ìîé ó÷åíèê Âëàäèìèð Õàíàíîâè÷ Ëåâ (íûíå ñòàðøèé
íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ÿäåðíîé ôèçèêè ÑÎÐÀÍ) ïîëó÷èë òå æå ñàìûå
ðåçóëüòàòû, ïðèìåíèâ èíîé � �ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä�[14].

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð ïðè ñïåöèàëüíî âûáðàííîì ðàíãå (s, r) ÿâèëîñü òåìîé êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî �Ðåøåíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ôèçè÷åñêîãî çàêîíà�[?] è èçëîæåíî èì â îòäåëüíî èçäàí-
íîé ìîíîãðàôèè �Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�[15].

Çíà÷åíèå ýòîé òåîðåìû òðóäíî ïåðåîöåíèòü. Îíà ñîñòàâëÿåò ñóùíîñòü âñåé
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïîýòîìó ñôîðìóëèðóåì å¼ åù¼ îäèí ðàç.

Òåîðåìà Ìèõàéëè÷åíêî:
Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Φ (ϕ (ξα1
,xi1), . . . , ϕ (ξα1

,xir),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ (ξαs

,xi1), . . . , ϕ (ξαs
,xir))

≡ 0, (8)

ãäå ξ α = ξ1(α), . . . , ξr−1(α)

x i = x1(i), . . . , xs−1(i)

èìåþò îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ òîëüêî â ñëó÷àå ñëåäóþùèõ ðàíãîâ:
(r, r) � äâà ñåìåéñòâà ðåøåíèé Φ

(1)
r,r è Φ

(2)
r,r

(r, r + 1) � îäíî ñåìåéñòâî ðåøåíèé Φr,r+1

(r + 1, r) � îäíî ñåìåéñòâî ðåøåíèé Φr,r+1, ãäå r = 1, 2, . . .

(2, 4) � îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Φ2,4

(4, 2) � îäíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Φ4,2 (Ñì. ðèñ. 5)
Ïðè îñòàëüíûõ (s, r) ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(8) íå ñóùåñòâóåò.

Âñ¼ ýòî ïîõîæå íà ÷óäî, ïîäîáíîå ñîòâîðåíèþ Âñåëåííîé �èç íè÷åãî�, êîãäà
èç âåñüìà îáùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8), ñâÿçûâàþùåãî
ìåæäó ñîáîé äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ϕ è Φ , êàê áû ñàìè ñîáîé âîçíèêàþò

◦ äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ðàíãà (r, s) ,
◦ âåðèôèêàòîð Φ è
◦ ðåïðåçåíòàòîð ϕ ,

èìåþùèå, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé
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ñìûñë, è îïðåäåëÿþùèå â êîíå÷íîì èòîãå âèä âñåõ èçâåñòíûõ (è åù¼ íåèçâåñò-
íûõ) ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.

§ 19. Ôåíîìåí ðîæäåíèÿ Ìèðà èç íè÷åãî
Èòàê, ôåíîìåí ðîæäåíèÿ Ìèðà èç íè÷åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñàêðàëüíîå óðàâ-

íåíèå (2), íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùåå èç Ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè,
ñàìîäîñòàòî÷íî59, òî åñòü, íå äåëàÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé
ìîæíî ïðåæäå âñåãî íàéòè òå çíà÷åíèÿ ðàíãà (s, r) , ïðè êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå
èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî èç âîçìîæíûõ ðàíãîâ
ìîæíî íàéòè êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèé Φ è ϕ è äîêàçàòü èõ åäèíñòâåííîñòü.

Òðóäíî ïåðåîöåíèòü ïîëó÷åííûé Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî ðåçóëüòàò.
Âî-ïåðâûõ, çäåñü ìû èìååì äåëî ñ òåîðåìîé, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ íåâîç-

ìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ.
Áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì îòíîñèòñÿ ê äâóì òèïàì: â îäíèõ äî-

êàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ ó õîðîøî èçâåñòíûõ è ñòðîãî
îïðåäåë¼ííûõ còðóêòóð, â äðóãèõ � äîêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïîðîé ñîâåðøåííî �î÷åâèäíûõ� ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Êàê èçâåñòíî,
òåîðåìû âòîðîãî òèïà îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå òðóäíûõ, íî çàòî è íàèáîëåå
ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì ìàòåìàòèêè.

Âñïîìíèì, íàïðèìåð, Âåëèêóþ òåîðåìó Ôåðìà(1630) î íåâîçìîæíîñòè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

xn + yn = zn ïðè n > 2 ;
êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Ãàóññà (1801) è Ãàëóà (îê. 1830) î íåâîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ öèðêóë¼ì è ëèíåéêîé ïðàâèëüíîãî n -óãîëüíèêà, åñëè
n 6= 2mp0p1 . . . pk, pk = 22k

+ 1 ãäå m, k = 0, 1, 2, . . . ;

òåîðåìó Ëèíäåìàíà (1882) î êâàäðàòóðå êðóãà, òî åñòü î íåâîçìîæíîñòè ïî-
ñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè êâàäðàòà, ðàâíîâåëèêîãî äàííîìó êðóãó,

èëè òåîðåìû Àáåëÿ (1826) è Ãàëóà (1830) î íåâîçìîæíîñòè ðàçðåøåíèÿ â
ðàäèêàëàõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïÿòîé è áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé,

è íàêîíåö, òåîðåìó Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå àðèôìåòèêè (1931) óòâåðæäàþùóþ
ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ïðåäëîæåíèé ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè, êîòîðûå íåëü-
çÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü, ïîëüçóÿñü êîíå÷íûìè ìåòîäàìè ñàìîé àðèô-
ìåòèêè.

Âî-âòîðûõ, äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà ñîäåðæàòåëüíóþ è òðóä-
íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî òèïà. Äåéñòâèòåëüíî, ñàì
ðåçóëüòàò íå ìîæåò íå ïîðàæàòü âîîáðàæåíèÿ � èñõîäÿ èç ñàìûõ îáùèõ òðåáî-
âàíèé êàêîé-ëèáî çàðàíåå íåèçâåñòíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó çà-
ðàíåå íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè îò m + n ïåðåìåííûõ ïîëó÷åí, ñ òî÷íîñòüþ äî
íåñóùåñòâåííûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé, êîíêðåòíûé âèä ýòîé çàâèñèìîñòè â âèäå ñïå-

59êàê ñàìîäîñòàòî÷åí òîëüêî Áîã!
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öèàëüíîãî òèïà îïðåäåëèòåëåé è ôóíêöèé m + n ïåðåìåííûõ â âèäå ëèíåéíûõ
(â îáùåì ñëó÷àå) è äðîáíî-ëèíåéíûõ (â äâóõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ) âûðàæåíèé.

Âåäü îáû÷íî �ëèíåéíîñòü� âíîñèòñÿ â ìàòåìàòèêó �ðóêàìè� â âèäå ñïåöèàëü-
íûõ àêñèîì êàê íàèáîëåå ïðîñòàÿ çàâèñèìîñòü, à çäåñü îíà âîçíèêàåò ñàìà ñîáîé
êàê åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ çàâèñèìîñòü, âûòåêàþùàÿ èç ÷ðåçâû÷àéíî îáùåãî
òðåáîâàíèÿ ðàâíîïðàâèÿ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ê äâóì ìíîãîîáðàçèÿì M

è N , âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.
Â-òðåòüèõ, è âîçìîæíî, ÷òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñàìûì âàæíûì -

ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû âîçíèêëè èç àíàëèçà ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, è ïîòîìó ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âîçíèê-
øèõ èç ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé, èìååò ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå
ê îñíîâàì ìèðîçäàíèÿ è çàòðàãèâàåò íàèáîëåå ãëóáèííûå ñëîè ôèçè÷åñêîé ðå-
àëüíîñòè, íî íå íà ïðèâû÷íîì óðîâíå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, à íà íåïðèâû÷íîì
óðîâíå ïåðâè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ îòíîøåíèé.

§ 20. Çàêëþ÷åíèå

Èñòîðè÷åñêè ôèçèêà, êàê è ñàìûå ðàííèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, òàêèå êàê
àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ, ñòðîèëàñü è ïðîäîëæàåò ñòðîèòüñÿ êàê �ìîäåëü� ýìïè-
ðè÷åñêîé ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Íî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, êîãäà â
ôèçèêå íàêîïëåí äîñòàòî÷íî áîãàòûé àðñåíàë âñåâîçìîæíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êîí-
ñòðóêöèé, àáñòðàêòíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ñîâåðøåííî ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà òåîðåòè÷åñêóþ ôè-
çèêó è ìàòåìàòèêó êàê íà îñîáûé îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèé ìèð � ìèð èíîé
âûñøåé ðåàëüíîñòè, ïîñòðîåííûé ïî åäèíîìó ïðîåêòó, â îñíîâå êîòîðîãî ëå-
æèò íåêîòîðûé óíèâåðñàëüíûé ïðèíöèï.

Òðåáîâàíèå ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâíèþ ïðè-
âåä¼ííûõ âûøå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, èãðàþùèõ ðîëü ïåðâè÷íûõ, �àòîìàðíûõ�
îòíîøåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâå ìèðîçäàíèÿ, íàêëàäûâàåò âåñüìà æ¼ñòêèå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ôîðìàëüíîå ñòðîåíèå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, îãðàíè÷åíèÿ ãîðàçäî áîëåå
ñèëüíûå, ÷åì õîðîøî èçâåñòíîå òðåáîâàíèå ñîõðàíåíèÿ ôèçè÷åñêîé ðàçìåðíî-
ñòè60 â ñîîòíîøåíèÿõ, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå âåëè-
÷èíû.

Êàê ïîêàçûâàåò ìîé 50-ëåòíèé îïûò, ïðèâåä¼ííûå âûøå ôîðìàëüíûå ôèçè-
÷åñêèå ñòðóêòóðû, â ñèëó ñâîåé ÷ðåçâû÷àéíîé îáùíîñòè è ïðè ýòîì óäèâèòåëü-
íîé ýôôåêòèâíîñòè, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì àïïàðàòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íàä¼æíîãî ôóíäàìåíòà âñåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

60Êñòàòè ãîâîðÿ, ñàìî ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðîå õàðàêòåðíî èìåííî äëÿ ôè-
çèêè è ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò â ìàòåìàòèêå, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòåéøåé
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2).



Êâèíò Ãîðàöèé Ôëàêê, �Ýïîäû�
Beatus ille qui procul negotiis,

Ut prisca gens mortalium.
Paterna rura bubus exercet suis
Solutus omni faenore,
Neque excitatur classico miles truci
Neque horret iratum mare,
Forumque vitat et superba civium
Potentiorum limina.

Áëàæåí, êòî âäàëåêå îò âñåõ æèòåéñêèõ çîë,
Êàê ðîä ëþäåé ïåðâîíà÷àëüíûé,
Íà ñîáñòâåííûõ âîëàõ îòöîâñêèé ïàøåò äîë,
Íå çíàÿ àë÷íîñòè ïå÷àëüíîé.
Íè ìîðå çëîáíîå, íè òðóá âî�èíñêèõ çâîí
Íå âîçáóæäàþò â í¼ì òðåâîãè
Áåæèò îí Ôîðóìà, íå îáèâàåò îí
Ãðàæä�àí çíà÷èòåëüíûõ ïîðîãè.

Ïåðåâîä À.À.Ôåòà
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ãäå ñîçäàâàëàñü Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð



Ãëàâà 12.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð âòîðîãî ïîêîëåíèÿ (1998 � 2002)

Sans phrases61

Åñëè íå âûðàáîòàòü íîâûõ òî÷åê çðåíèÿ, íå ñòàâèòü íî-
âûõ öåëåé, òî ìàòåìàòèêà ñî âñåìè åå ñòðîãèìè, ëîãè-
÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè âñêîðå èñ÷åðïàåò ñåáÿ è â íåé
èññÿêíåò çàïàñ ïèòàþùèõ åå âåùåñòâ.

� Ôåëèêñ Êëåéí

§ 1. Êâàðòåò äâàæäû îêàéìë¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé
§ 2. Åäèíàÿ ôîðìóëà äëÿ äâàæäû îêàéìë¼ííûõ

îïðåäåëèòåëåé
§ 3. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå çàðÿäû êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðè-

àíòíûõ êîðòîâ
§ 4. Ðîä ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû

§ 5. Íîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðîäà
N

K pq

§ 6. Êâàðòåò ðåãóëÿðíûõ ðåïðåçåíòàòîðîâ. Ðàçëîæåíèå íà ìíî-
æèòåëè

§ 7. ×åòûðå âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ

§ 8. Ïðåäñòàâëåíèå ëåâûõ ñóáýéäîñîâ â âèäå ìàòðèö-ñòðîê

61Áåç ëèøíèõ ñëîâ.
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§ 9. Ïðåäñòàâëåíèå ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ â âèäå ìàòðèö-ñòîëáöîâ

§ 10. Ñïîðàäè÷åñêèå ëåâûå è ïðàâûå ñóáýéäîñû
§ 11. Ñåêñòåò ðåïðåçåíòàòîðîâ Ìèõàéëè÷åíêî â àäåêâàòíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ
§ 12. Ñõåìà âîçíèêíîâåíèÿ êâàðòåòà ðåãóëÿðíûõ

ðåïðåçåíòàòîðîâ
§ 13. Åäèíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåïðåçåíòàòîðîâ. Ïðàâèëî îòáîðà
§ 14. Ñåêñòåò äâàæäû îêàéìë¼ííûõ è ñïîðàäè÷åñêèõ

âåðèôèêàòîðîâ â àäåêâàòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ
§ 15. Êâàðòåò ðåïðåçåíòàòèâíûõ ìàòðèö â àäåêâàòíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ
§ 16. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
§ 17. Êâàðòåò êîâàðèàíòíûõ (ëåâûõ) êîîðäèíàòíûõ ìàòðèö
§ 18. Êâàðòåò êîíòðàâàðèàíòíûõ (ïðàâûõ) êîîðäèíàòíûõ

ìàòðèö
§ 19. Ëåâûå êîðòû
§ 20. Ïðàâûå êîðòû
§ 21. Êîâàðèàíòíûå îáú¼ìû ëåâûõ êîðòîâ
§ 22. Êîíòðàâàðèàíòíûå îáú¼ìû ïðàâûõ êîðòîâ

§ 23. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîðòîâ êàê ïðîèçâåäåíèå èõ
îáú¼ìîâ



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð âòîðîãî ïîêîëåíèÿ (1998 � 2002)

Âîò óæå 25 âåêîâ ìàòåìàòèêè èìåþò îáûêíîâåíèå
èñïðàâëÿòü ñâîè îøèáêè è âèäåòü â ýòîì îáîãàùåíèå, à
íå îáåäíåíèå ñâîåé íàóêè; ýòî äàåò èì ïðàâî ñìîòðåòü
â áóäóùåå ñïîêîéíî.

� Íèêîëà Áóðáàêè

§ 1. Êâàðòåò äâàæäû îêàéìë¼ííûõ âåðèôèêàòîðîâ

Äàëüíåéøèé ïðèíöèïèàëüíî íîâûé øàã íà ïóòè ê ïîíèìàíèþ ñóùíîñòè ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîñòîèò â äâîéíîì îêàéìëåíèè ÷åòûð¼õ ðåãóëÿðíûõ âåðèôèêà-
òîðîâ, ïîëó÷åííûõ Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, òî åñòü â ïåðåõîäå îò êâàðòåòà îïðåäåëè-
òåëåé Ìèõàéëè÷åíêî

Φ
(1)
α1...αr;i1...ir

(ϕ)

Φα1...αr;i1...irir+1(ϕ)

Φα1...αrαr+1;i1...ir(ϕ)

Φ
(2)
α1...αrαr+1;i1...irir+1

(ϕ)

ê êâàðòåòó ðàâíûõ èì äâàæäû îêàéìë¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé:

1.
n

K
00
α1...αn;i1...in(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 ϕα1i1 . . . ϕα1in 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ϕαni1 . . . ϕαnin 0
−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2.
n

K
01
α1...αn;i1...inin+1

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
0 ϕα1i1 . . . ϕα1in ϕα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ϕαni1 . . . ϕαnin ϕαnin+1

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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3.
n

K
10
α1...αnαn+1;i1...in(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
−1 ϕα1i1 . . . ϕα1in 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕαni1 . . . ϕαnin 0
−1 ϕαn+1i1 . . . ϕαn+1in 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4.
n

K
11
α1...αnαn+1;i1...inin+1

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
−1 ϕα1i1 . . . ϕα1in ϕα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕαni1 . . . ϕαnin ϕαnin+1

−1 ϕαn+1i1 . . . ϕαn+1in ϕαn+1in+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

§ 2. Åäèíàÿ ôîðìóëà äëÿ êâàðòåòà äâàæäû
îêàéìë¼ííûõ âåðèôèêàòîðîâ

n

K
pq
α1...αnαn+p;i1...inin+q

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 q . . . q 1
−p ϕα1i1 . . . ϕα1in qϕα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p ϕαni1 . . . ϕαnin qϕαnin+1

−1 pϕαn+1i1 . . . pϕαn+1in pqϕαn+1in+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1)

§ 3. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå çàðÿäû êîâàðèàíòíîãî è
êîíòðàâàðèàíòíîãî êîðòîâ

Äâà öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðà p, q = 0, 1 , âîçíèêàþùèå â îáùåé ôîðìóëå
(1), ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîðòîâ: p = 0, 1 � ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ëåâîãî êîðòà;

q = 0, 1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ïðàâîãî êîðòà;

§ 4. Ðîä ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû

Ïîñêîëüêó ïðè çàäàííîì ðàíãå (r, r) ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ

Φ
(1)
α1...αr;i1...ir

(a)
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Φ
(2)
α1...αr;i1...ir

(w),

òî åñòü èìååò ìåñòî âûðîæäåíèå, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êëàññèôèêàöèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð íåäîñòàòî÷íî äâóõ ïàðàìåòðîâ � ðàíãà (s, r).

Âìåñòî ðàíãà äëÿ êëàññèôèêàöèè ðåãóëÿðíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ââåä¼ì
ðîä ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé òðîéêó öåëûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë (N, p, q), ãäå

N = s− p = r − q � ãëàâíîå ÷èñëî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû;
p � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ëåâîãî êîðòà;
q � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ïðàâîãî êîðòà.

Òàêèì îáðàçîì, ââåä¼ì ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

1

K
01 = Φα1;i1i2(u)

1

K
11 = Φ

(2)
α1α2;i1i2

(w)
1

K
00 = Φ

(1)
α1;i1

(a)
1

K
10 = Φα1α2;i1(v)

2

K
01 = Φα1α2;i1i2i3(u)

2

K
11 = Φ

(2)
α1α2α3;i1i2i3

(w)
2

K
00 = Φ

(1)
α1α2;i1i2

(a)
2

K
10 = Φα1α2α3;i1i2(v)

3

K
01 = Φα1α2α3;i1i2i3i4(u)

3

K
11 = Φ

(2)
α1α2α3α4;i1i2i3i4

(w)
3

K
00 = Φ

(1)
α1α2α3;i1i2i3

(a)
3

K
10 = Φα1α2α3α4;i1i2i3(v)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 5. Íîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðîäà
N

K pq

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Âñå âîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðîäà
N

K pq
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§ 6. Êâàðòåò ðåãóëÿðíûõ ðåïðåçåíòàòîðîâ.
Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè � âåñüìà âàæíàÿ îïåðàöèÿ. Èìåííî çäåñü â Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð èç êâàðòåòà ðåïðåçåíòàòîðîâ, ïîëó÷åííûõ Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åí-
êî, ðîæäàþòñÿ ÷åòûðå ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòà: îðäèíàð-
íûé (îáû÷íûé) âåêòîð, êðèïòîâåêòîð, îðäèíàðíàÿ (îáû÷íàÿ) òî÷êà è
êðèïòîòî÷êà.

n

aαi= ξ1(α)x1(i) + . . . + ξn(α)xn(i) =

0; ξ1(α) . . . ξn(α); 0


·




0
x1(i)
. . .

xn(i)
0




n

uαi= ξ1(α)x1(i) + . . . + ξn(α)xn(i) + ξ0(α) =

0; ξ1(α) . . . ξn(α); ξ0(α)


·




0
x1(i)
. . .

xn(i)
1




n

vαi= x0(i) + ξ(α)1x
1(i) + . . . + ξ(α)nxn(i) =


1; ξ1(α) . . . ξn(α); 0


·




x0(i)
x1(i)
. . .

xn(i)
0




n

wαi=x0(i)+ξ1(α)x1(i)+ . . .+ξn(α)xn(i)+ξ0(α)=

1; ξ1(α) . . . ξn(α); ξ0(α)


·




x0(i)
x1(i)
. . .

xn(i)
1




§ 7. ×åòûðå âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ
ñóáýéäîñîâ

Ëåâûé ñóáýéäîñ 〈α| ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ñî-
ñòîÿíèé:

p[µ] =





0[0] −→ 〈←α | � îðäèíàðíûé (îáû÷íûé) ëåâûé âåêòîð
0[1] −→ 〈←α| � ëåâûé êðèïòîâåêòîð
1[0] −→ 〈α | � îðäèíàðíàÿ (îáû÷íàÿ) ëåâàÿ òî÷êà
1[1] −→ 〈α| � ëåâàÿ êðèïòîòî÷êà
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ãäå p = 0, 1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä è
[µ] = 0, 1 � êðèïòîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ëåâîãî ñóáýéäîñà.

Ïðàâûé ñóáýéäîñ |i〉 ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ñî-
ñòîÿíèé:

q[ν] =





0[0] −→ |
→
i 〉 � îðäèíàðíûé (îáû÷íûé) ïðàâûé âåêòîð

0[1] −→ |
→
i〉 � ïðàâûé êðèïòîâåêòîð

1[0] −→ | i 〉 � îðäèíàðíàÿ (îáû÷íàÿ) ïðàâàÿ òî÷êà
1[1] −→ | i 〉 � ïðàâàÿ êðèïòîòî÷êà

ãäå q = 0, 1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä è
[ν] = 0, 1 � êðèïòîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ïðàâîãî ñóáýéäîñà.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ýàðÿäîâ p, q = 0, 1 ïîçâîëÿ-
åò ðàçáèòü îáà ìíîæåñòâà ëåâûõ è ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ íà ìíîæåñòâî �âåêòîðîâ�
(p, q = 0) è ìíîæåñòâî �òî÷åê� p, q = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââåäåíèå êðèïòîìåòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ [µ], [ν] = 0, 1 ïîç-
âîëÿåò ðàçáèòü ýòè ìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî �îáû÷íûõ� âåêòîðîâ è òî÷åê
([µ], [ν] = 0) è ìíîæåñòâî �êðèïòîâåêòîðîâ� è �êðèïòîòî÷åê�, îáëàäàþùèõ ñêðû-
òûìè ïàðàìåòðàìè (äîïîëíèòåëüíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû) ([µ], [ν] = 1).

§ 8. Ïðåäñòàâëåíèå ëåâûõ ñóáýéäîñîâ
â âèäå ìàòðèö-ñòðîê

Ëåâûå ñóáýéäîñû äîïóñêàþò ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ìàòðèö-
ñòðîê:

〈←α | −→

0 ; ξ1(

←
α) . . . ξn(

←
α); 0


 � ìàòðèöà-ñòðîêà n -ìåðíîãî

îðäèíàðíîãî ëåâîãî âåêòîðà

〈←α | −→

0 ; ξ1(

←
α) . . . ξn(

←
α); ξ0(

←
α)


 � ìàòðèöà-ñòðîêà n -ìåðíîãî

ëåâîãî êðèïòîâåêòîðà

〈α | −→

1 ; ξ1(α) . . . ξn(α); 0


 � ìàòðèöà-ñòðîêà n -ìåðíîé

îðäèíàðíîé ëåâîé òî÷êè

〈α | −→

1 ; ξ1(α) . . . ξn(α); ξ0(α)


 � ìàòðèöà-ñòðîêà n -ìåðíîé

ëåâîé êðèïòîòî÷êè

ãäå ξ0(
←
α) è ξ0(α) � ñêðûòûå ïàðàìåòðû ëåâîãî êðèïòîâåêòîðà è

ëåâîé êðèïòîòî÷êè.

Â îáùåì ñëó÷àå èìååì:
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〈α| −→

p ; ξ1(α) . . . ξn(α); µξ0(α)


 � ìàòðèöû-ñòðîêè n -ìåðíûõ

êîâàðèàíòíûõ ñóáýéäîñîâ

§ 9. Ïðåäñòàâëåíèå ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ
â âèäå ìàòðèö-ñòîëáöîâ

Ïðàâûå ñóáýéäîñû äîïóñêàþò ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ìàòðèö-
ñòîëáöîâ:

|
→
i 〉 −→




0

x1(
→
i )

· · ·
xn(

→
i )

0




� ìàòðèöà-ñòîëáåö n -ìåðíîãî
îðäèíàðíîãî ïðàâîãî âåêòîðà

|
→
i 〉 −→




x0(
→
i)

x1(
→
i)

· · ·
xn(

→
i)

0




� ìàòðèöà-ñòîëáåö n -ìåðíîãî ïðàâîãî
êðèïòîâåêòîðà

| i 〉 −→




0
x1(i)
· · ·

xn(i)
1




� ìàòðèöà-ñòîëáåö n -ìåðíîé
îðäèíàðíîé ïðàâîé òî÷êè

| i 〉 −→




x0(i)
x1(i)
· · ·

xn(i)
1




� ìàòðèöà-ñòîëáåö n -ìåðíîé ïðàâðé
êðèïòîòî÷êè

ãäå x0(
→
i) è x0(i) � ñêðûòûå ïàðàìåòðû ïðàâîãî êðèïòîâåêòîðà è

ïðàâîé êðèïòîòî÷êè.

Â îáùåì ñëó÷àå èìååì:

| i 〉 −→




νx0(i)
x1(i)
· · ·

xn(i)
q




� ìàòðèöû-ñòîëáöû n -ìåðíûõ
êîíòðàâàðèàíòíûõ ñóáýéäîñîâ
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§ 10. Ñïîðàäè÷åñêèå ëåâûå è ïðàâûå ñóáýéäîñû

Â îäíîì îñîáîì ñëó÷àå ïðîîáðàçàìè ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà ã ÿâ-
ëÿþòñÿ (ñïîðàäè÷åñêèå 62) ëåâûå è ïðàâûå ñóáýéäîñû:

〈 â | � ëåâûé ñïîðàäè÷åñêèé ñóáýéäîñ:

| â 〉 � ïðàâûé ñïîðàäè÷åñêèé ñóáýéäîñ.

§ 11. Ñåêñòåò ðåïðåçåíòàòîðîâ Ìèõàéëè÷åíêî
â àäåêâàòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñëåäóåò, ÷òî ðåïðåçåíòàòîðû 〈α | i〉 (ñêà-
ëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñóáýéäîñîâ) � ÷èñëîâûå ôóíêöèè äâóõ íå÷èñëîâûõ
ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèå îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ëåâûìè è ïðàâûìè ñóá-
ýéäîñàìè, ìîãóò áûòü òîëüêî ñëåäóþùèõ øåñòè âèäîâ:

〈
←
α|

→
i 〉 = a←

α
→
i

= ξ1(
←
α)x1(

→
i ) + . . . + ξn(

←
α)xn(

→
i ),

〈←α | i 〉 = u←
α i

= ξ1(
←
α)x1(i) + . . . + ξn(

←
α)xn(i) + ξ0(

←
α),

〈α|
→
i〉 = v

α
→
i

= x0(
→
i) + ξ1(α)x1(

→
i) + . . . + ξn(α)xn(

→
i),

〈α |i〉 = wαi = x0(i) + ξ1(α)x1(i) + . . . + ξn(α)xn(i) + ξ0(α),

〈 α̂ |
→
i 〉 = p

α̂
→
i

=
ξ(α̂)x(

→
i ) + η(α̂)

x(
→
i ) + ζ(α̂)

〈
←
α | î 〉 = q←

α î
=

ξ(
←
α)x(̂i) + y(̂i)

ξ(
←
α) + z(̂i)

62ñïîðàäè÷åñêèé [îò ãðå÷. sporadikos] � åäèíè÷íûé, ñëó÷àéíûé
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§ 12. Ñõåìà âîçíèêíîâåíèÿ êâàðòåòà ðåãóëÿðíûõ
ðåïðåçåíòàòîðîâ

Òåîðèÿ
ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð

?

Ñàêðàëüíàÿ
ãåîìåòðèÿ

i1 . . . ir k1 . . . kr

i1 . . . ir k1 . . . kr
Ëåâûé

ìàò. îáúåêò

N

Ïðàâûé
ìàò. îáúåêò

M

Ëåâûé
âåêòîð

〈〈
←
i 1...

←
i r||

Ïðàâûé
âåêòîð

||~k1...~kr〉〉

Ëåâàÿ
òî÷êà

〈〈i1...irir+1||
Ïðàâàÿ
òî÷êà

||k1...krkr+1〉〉

âåêòîð
〈
←
i 1...

←
i r|

¾ -

r

K00

âåêòîð
|~k1...~kr〉

êðèïòî-
âåêòîð

〈
←̂
i 1...

←̂
i r|

êðèïòî-
âåêòîð

|~̂k1...~̂kr〉

òî÷êà

〈i1...irir+1|

òî÷êà

|k1...krkr+1〉

J
J

J
JJ]





Á

J
J

J
JĴ





À

r

K01

r

K10

êðèïòî-
òî÷êà

〈̂i1...̂ir îr+1|
êðèïòî-
òî÷êà

|k̂1...k̂r k̂r+1〉
r

K11
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§ 13. Åäèíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåïðåçåíòàòîðîâ.
Ïðàâèëî îòáîðà

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðåãóëÿðíûõ ñóáýéäîñîâ 〈α | è | i 〉 ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå åäèíîé ôîðìóëû:

n

ωαi= p ν x0(i) + ξ1(α)x1(i) + . . . + ξn(α)xn(i) + µ q ξ0(α).

Â ïðèíöèïå, ìîæíî ïîñòðîèòü 16 âèäîâ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, íî ïîñêîëü-
êó èìååòñÿ âñåãî 4 âèäà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (Ãëàâà 11,
ñòð. 275, ôîðìóëà (8)), òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðàâèëî îòáîðà:

µ = q; ν = p

è åäèíàÿ ôîðìóëà äëÿ êâàðòåòà ðåãóëÿðíûõ ðåïðåçåíòàòîðîâ ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

n

ωαi= p x0(i) + ξ1(α)x1(i) + . . . + ξn(α)xn(i) + q ξ0(α).

§ 14. Ñåêñòåò äâàæäû îêàéìë¼ííûõ è ñïîðàäè÷åñêèõ
âåðèôèêàòîðîâ â àäåêâàòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Êâàðòåò ðåãóëÿðíûõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ äâàæäû îêàéìë¼ííûõ âåðèôèêà-
òîðîâ:

N

K
00
←
α1...

←
αN ;

→
i1...

→
iN

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 ϕ←

α1

→
i1

. . . ϕ←
α1

→
iN

0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ϕ←

αN

→
i 1

. . . ϕ←
αN

→
iN

0

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

N

K 01
←
α1...

←
αN ;i1...iN iN+1

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
0 ϕ←

α1i1
. . . ϕ←

α1iN
ϕ←

α1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ϕ←

αN i1
. . . ϕ←

αN iN
ϕ←

αN iN+1

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

N

K 10

α1...αNαN+1;
→
i1...

→
iN

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
−1 ϕ

α1

→
i1

. . . ϕ
α1

→
iN

0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕ

αN

→
i1

. . . ϕ
αN

→
iN

0

−1 ϕ
αN+1

→
i1

. . . ϕ
αN+1

→
iN

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;
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N

K 11
α1...αN αN+1; i1...iN iN+1

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
−1 ϕα1i1 . . . ϕα1iN

ϕα1iN+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ϕαNi1 . . . ϕαNi N

ϕαNiN+1

−1 ϕαN+1i1 . . . ϕαN+1iN
ϕαN+1iN+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

è äóáëåò ñïîðàäè÷åñêèõ âåðèôèêàòîðîâ Ìèõàéëè÷åíêî:

M
α̂ β̂;

→
i
→
k
→
m
→
n
(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
ϕ

α̂
→
i

ϕ
α̂
→
k

ϕ
α̂
→
m

ϕ
α̂
→
n

ϕ
β̂
→
i

ϕ
β̂
→
k

ϕ
β̂
→
m

ϕ
β̂
→
n

ϕ
α̂
→
i
ϕ

β̂
→
i

ϕ
α̂
→
k
ϕ

β̂
→
k

ϕ
α̂
→
m

ϕ
β̂
→
m

ϕ
α̂
→
n
ϕ

β̂
→
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M←
α
←
β
←
γ
←
δ ; î k̂

(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ϕ←
αî

ϕ←
αk̂

ϕ←
αî

ϕ←
αk̂

1 ϕ←
β î

ϕ←
β k̂

ϕ←
β î

ϕ←
β k̂

1 ϕ←
γ î

ϕ←
γ k̂

ϕ←
γ î

ϕ←
γ k̂

1 ϕ←
δ î

ϕ←
δ k̂

ϕ←
δ î

ϕ←
δ k̂

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

§ 15. Êâàðòåò ðåïðåçåíòàòèâíûõ ìàòðèö â àäåêâàòíûõ
îáîçíà÷åíèÿõ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿâèòü ãëóáèííóþ ñóùíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, íåîá-
õîäèìî îò äâàæäû îêàéìë¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé ïåðåéòè ê ñîîòâåòñòâóþùèì
�ðåïðåçåíòàòèâíûì� ìàòðèöàì:

n

K 00
←
α1...

←
αn;

→
i 1...

→
i n

(
n

a) =




0 0 . . . 0 1

0
n

a←
α1

→
i 1

. . .
n

a←
α1

→
i n

0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0

n

a←
αn

→
i 1

. . .
n

a←
αn

→
i n

0

−1 0 . . . 0 0




n

K 01
←
α1...

←
αn;i1...inin+1

(
n

u) =




0 1 . . . 1 1

0
n

u←
α1i1

. . .
n

u←
α1in

n

u←
α1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0

n

u←
αni1

. . .
n

u←
αnin

n

u←
αnin+1

−1 0 . . . 0 0




n

K 10

α1...αnαn+1;
→
i1...

→
i n

(
n

v) =




0 0 . . . 0 1

−1
n

v
α1

→
i1

. . .
n

v
α1

→
i n

0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n

v
αn

→
i1

. . .
n

v
αn

→
i n

0

−1
n

vαn+1

→
i
1

. . .
n

vαn+1

→
i

n
0
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n

K 01
α1...α nα n+1;i1...i ni n+1

(
n

w) =




0 1 . . . 1 1

−1
n

wα1i1 . . .
n

wα1in

n

wα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n

wαni1 . . .
n

wαnin

n

wαnin+1

−1
n

wαn+1i1 . . .
n

wαn+1in

n

wαn+1in+1




n

K 01
α1...αnαn+p;i1...inin+q

(
n

ω) =




0 q . . . q 1

−p
n

ωα1i1 . . .
n

ωα1in q
n

ωα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p

n

ωαni1 . . .
n

ωαnin q
n

ωαnin+1

−1 p
n

ωαn+1i1 . . . p
n

ωαn+1in pq
n

ωαn+1in+1




§ 16. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

n

K 00
←
α1...

←
αn;

→
i 1...

→
i n

(
n

a) =
0[0]

X (
←
α1 . . .

←
αn)1...n·

0[0]

X 1...n(
→
i 1 . . .

→
i n)

n

K 01
←
α1...

←
α n;i1...inin+1

(
n

u) =
0[1]

X (
←
α1 . . .

←
αn)1...n·

1[0]

X 1...n(i1 . . . inin+1)

n

K 10

α1...αnαn+1;
→
i1...

→
i n

(
n

v) =
1[0]

X (α1 . . . αnαn+1)1...n·
0[1]

X 1...n(
→
i1 . . .

→
in)

n

K 11
α1...αnαn+1;i1...inin+1

(
n

w) =
1[1]

X (α1 . . .αnαn+1)1...n·
1[1]

X 1...n(i1 . . .inin+1)

n

K pq
α1...αnαn+1;i1...inin+1

(
n

ω) =
p[q]

X (α1 . . . αnαn+1)1...n·
q[p]

X 1...n(i1 . . . inin+1)

§ 17. Êâàðòåò êîâàðèàíòíûõ (ëåâûõ) êîîðäèíàòíûõ ìàòðèö

0[0]

X (
←
α1 . . .

←
αn)1...n =




0 0 . . . 0 1

0 ξ1(
←
α1) . . . ξn(

←
α1) 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ1(

←
αn) . . . ξn(

←
αn) 0

−1 0 . . . 0 0
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0[1]

X (
←
α1 . . .

←
α n)1...n =




0 0 . . . 0 1

0 ξ1(
←
α1) . . . ξn(

←
α1) ξ0(

←
α1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ1(

←
αn) . . . ξn(

←
αn) ξ0(

←
αn)

−1 0 . . . 0 0




1[0]

X ( α 1 . . . αnαn+1)1...n =




0 0 . . . 0 1
−1 ξ1(α1) . . . ξn(α1) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ1(αn) . . . ξn(αn) 0
−1 ξ1(αn+1) . . . ξn(αn+1) 0




1[1]

X (α1 . . . α n α n+1)1...n =




0 0 . . . 0 1
−1 ξ1(α1) . . . ξn(α1) ξ0(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ξ1(αn) . . . ξn(αn) ξ0(αn)
−1 ξ1(αn+1) . . . ξn(αn+1) ξ0(αn+1)




p[λ]

X (α1 . . . αnαn+p)1...n =




0 0 . . . 0 1
−p ξ1(α1) . . . ξn(α1) λξ0(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−p ξ1(αn) . . . ξn(αn) λξ0(αn)
−1 pξ1(αn+1) . . . pξn(αn+1) pλξ0(αn+1)




p = 0, 1; λ = 0, 1

§ 18. Êâàðòåò êîíòðàâàðèàíòíûõ (ïðàâûõ) êîîðäèíàòíûõ
ìàòðèö

0[0]

X 1...n(
→
i 1 . . .

→
i n) =




1 0 . . . 0 0

0 x1(
→
i 1) . . . x1(

→
i n) 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(

→
i 1) . . . xn(

→
i n) 0

0 0 . . . 0 1




0[1]

X 1...n(
→
i1 . . .

→
i n) =




1 −x0(
→
i1) . . . −x0(

→
in) 0

0 x1(
→
i1) . . . x1(

→
in) 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(

→
i1) . . . xn(

→
in) 0

0 0 . . . 0 1
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1[0]

X 1...n(i1 . . . inin+1) =




1 0 . . . 0 0
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1




1[1]

X 1...n(i1 . . . i n i n+1) =




1 −x0(i1) . . . −x0(in) −x0(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)
0 1 . . . 1 1




q[µ]

X 1...n(i1 . . . inin+q) =




1 −µx0(i1) . . . −µx0(in) −µqx0(in+1)
0 x1(i1) . . . x1(in) qx1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(i1) . . . xn(in) qxn(in+1)
0 q . . . q 1




§ 19. Ëåâûå êîðòû

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
p = 0, 1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ëåâîãî êîðòà,

[λ] = 0, 1 � êðèïòîãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ëåâîãî êîðòà,

p[λ] =





0[0] � ëåâûé âåêòîðíûé êîðò
0[1] � ëåâûé êðèïòîâåêòîðíûé êîðò (ëåâûé âåêòîðíûé

êîðò ñî ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè)
1[0] � ëåâûé òî÷å÷íûé êîðò
1[1] � ëåâûé êðèïòîòî÷å÷íûé êîðò (ëåâûé òî÷å÷íûé êîðò

ñî ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè)

0[0]

X (
←
α1 . . .

←
αn)1...n = 〈〈←α1 . . .

←
αn|| � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî n -âåêòîðíîãî

êîðòà;
0[1]

X (
←
α1 . . .

←
α n)1...n = 〈〈 ←α1 . . .

←
α n|| � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî n -êðèïòî-

âåêòîðíîãî êîðòà;
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1[0]

X (α1 . . . αnαn+1)1...n = 〈〈α1 . . . αnαn+1|| � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî
n + 1 -òî÷å÷íîãî êîðòà;

1[1]

X ( α1 . . . α n α n+1)1...n = 〈〈 α1 . . . α n α n+1|| � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà
ëåâîãî n + 1 -êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà.

§ 20. Ïðàâûå êîðòû

q = 0, 1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ïðàâîãî êîðòà,
[µ] = 0, 1 � êðèïòîãåîìåòðè÷åñêèé çàðÿä ïðàâîãî êîðòà,

q[µ] =





0[0] � ïðàâûé âåêòîðíûé êîðò
0[1] � ïðàâûé êðèïòîâåêòîðíûé êîðò (ïðàâûé âåêòîðíûé

êîðò ñî ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè)
1[0] � ïðàâûé òî÷å÷íûé êîðò
1[1] � ïðàâûé êðèïòîòî÷å÷íûé êîðò (ïðàâûé òî÷å÷íûé

êîðò ñî ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè)

0[0]

X 1...n(
→
i 1 . . .

→
i n) = ||

→
i 1 . . .

→
i n〉〉 � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî n -âåêòîðíîãî

êîðòà;
0[1]

X 1...n(
→
i1 . . .

→
i n) = ||

→
i1 . . .

→
i n〉〉 � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî n -êðèïòîâåê-

òîðíîãî êîðòà;
1[0]

X 1...n(i1 . . . inin+1) = || i1 . . . inin+1〉〉 � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî
n + 1 -òî÷å÷íîãî êîðòà;

1[1]

X 1...n( i1 . . . i n i n+1) = || i1 . . . i n i n+1〉〉 � êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî
n + 1 -êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà.

§ 21. Êîâàðèàíòíûå îáú¼ìû ëåâûõ êîðòîâ

Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî n -âåêòîðíîãî êîðòà
(Îáú¼ì ïàðàëëåëîòîïà, ïîñòðîåííîãî íà ëåâûõ n âåêòîðàõ)

V (
←
α1, . . . ,

←
αn)1...n =

0[0]

X (
←
α1, . . . ,

←
αn)1...n =

∣∣∣∣∣∣

ξ1(
←
α1) . . . ξn(

←
α1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ1(

←
αn) . . . ξn(

←
αn)

∣∣∣∣∣∣
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Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî n -êðèïòîâåêòîðíîãî êîðòà

V (
←
α1, . . . ,

←
α n)1...n =

0[1]

X (
←
α1, . . . ,

←
α n)1...n =

∣∣∣∣∣∣

ξ1(
←
α1) . . . ξn(

←
α1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ1(

←
αn) . . . ξn(

←
αn)

∣∣∣∣∣∣

V (
←
α1, . . . ,

←
αn)1...n = V (

←
α1, . . . ,

←
αn)1...n

Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî n + 1 -òî÷å÷íîãî êîðòà
(Îáú¼ì ñèìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî íà n + 1 ëåâûõ âåðøèíàõ)

W (α1, . . . , αnαn+1)1...n =
1[0]

X (α1, . . . , αnαn+1)1...n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ1(α1) . . . ξn(α1) 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ1(αn) . . . ξn(αn) 1

ξ1(αn+1) . . . ξn(αn+1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî n + 1 -êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà

W (α1, . . .αn, α n+1)1...n =
1[1]

X (α1, . . . αn, α n+1)1...n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ1(α1) . . . ξn(α1) 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ1(αn) . . . ξn(αn) 1

ξ1(αn+1) . . . ξn(αn+1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

W (α1, . . . αn,αn+1)1...n = W (α1, . . . , αnαn+1)1...n

§ 22. Êîíòðàâàðèàíòíûå îáú¼ìû ïðàâûõ êîðòîâ

Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî n -âåêòîðíîãî êîðòà
(Îáú¼ì ïàðàëëåëîòîïà, ïîñòðîåííîãî íà n ïðàâûõ âåêòîðàõ)

V1...n(
→
i 1, . . . ,

→
i n) =

0[0]

X
1...n(

→
i 1, . . . ,

→
i n) =

∣∣∣∣∣∣

x1(i1) . . . xn(i1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1(in) . . . xn(in)

∣∣∣∣∣∣

Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî n -êðèïòîâåêòîðíîãî êîðòà

V1...n(
→
i1, . . . ,

→
i n) =

0[1]

X
1...n(

→
i1, . . . ,

→
i n) =

∣∣∣∣∣∣

x1(i1) . . . xn(i1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1(in) . . . xn(in)

∣∣∣∣∣∣
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V1...n(
→
i1, . . . ,

→
in) = V1...n(

→
i 1, . . . ,

→
i n)

Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî n + 1 -òî÷å÷íîãî êîðòà
(Îáú¼ì ñèìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî íà n + 1 ïðàâûõ âåðøèíàõ)

W1...n(i1, . . . , inin+1) =
1[0]

X
1...n(i1, . . . , inin+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(i1)) . . . xn(i1) 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1(in)) . . . xn(in) 1

x1(in+1)) . . . xn(in+1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî n + 1 -êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà

W1...n(i1, . . . i n, i n+1) =
1[1]

X
1...n(i1, . . . i n, i n+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(i1)) . . . xn(i1) 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1(in)) . . . xn(in) 1

x1(in+1)) . . . xn(in+1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

W1...n(i1, . . . in, in+1) = W1...n(i1, . . . , in, in+1)

§ 23. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîðòîâ êàê
ïðîèçâåäåíèå èõ îáú¼ìîâ

n

K
00
←
α1...

←
αn;

→
i 1...

→
i n

(
n

a) = V (
←
α1 . . .

←
αn)1...n · V1...n(

→
i 1 . . .

→
i n)

n

K
01
←
α 1...

←
α n;i1...inin+1

(
n

u) = V (
←
α1 . . .

←
α n)1...n ·W1...n(i1 . . . inin+1)

n

K
10

α1...αnαn+1;
→
i 1...

→
i n

(
n

v) = W (α1 . . . αnαn+1)1...n · V1...n(
→
i1 . . .

→
i n)

n

K
11
α1...αnαn+1;i1...inin+1

(
n

w) = W (α1 . . . αn αn+1)1...n ·W1...n( i1 . . . in in+1)

Ïðè ýòîì ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îáú¼ìû âåêòîðíûõ è êðèïòîâåê-
òîðíûõ êîðòîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
ñ ïîìîùüþ íåîêàéìë¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé:

V (
←
α1, . . . ,

←
αn)1...n =

∣∣∣∣∣∣

ξ1(
←
α1) . . . ξn(

←
α1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ1(

←
αn) . . . ξn(

←
αn)

∣∣∣∣∣∣
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V 1...n(
→
i 1, . . . ,

→
i n) =

∣∣∣∣∣∣∣

x1(
→
i 1) . . . x1(

→
i n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm(

→
i 1) . . . xn(

→
i n)

∣∣∣∣∣∣∣
,

à îáú¼ìû òî÷å÷íûõ è êðèïòîòî÷å÷íûõ êîðòîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êî- è êîíòðà-
âàðèàíòíûå êîîðäèíàòû òî÷åê ñ ïîìîùüþ îêàéìë¼ííûõ îïðåäåëèòåëåé:

W (α1, . . . , αn, αn+1)1...n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ1(α1) . . . ξn(α1) 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ1(αn) . . . ξn(αn) 1

ξ1(αn+1) . . . ξn(αn+1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

W 1...n(i1, . . . , i n, i n+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(i1) . . . x1(in) x1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn(i1) . . . xn(in) xn(in+1)

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê íåîæèäàííî ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
ôèçè÷åñêîãî çàêîíà:

Ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí ðîäà
n+1

K
pq

α1...αn+p+1 ; i1...in+q+1
(

n
ω) ≡

0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâåííîå îáðàùåíèå â íîëü ïðîèçâåäåíèÿ îáú¼ìîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðòîâ, òî åñòü

n+1

K
00
←
α1...

←
αn+1;

→
i 1...

→
i n+1

(
n
a) = V (

←
α1, . . . ,

←
αn+1)1...n;o · V 1...n;o(

→
i 1, . . . ,

→
i n+1) ≡ 0

n+1

K
01
←
α 1...

←
α n+1;i1...in+1in+2

(
n
u) = V (

←
α1, . . . ,

←
αn+1)1...n;o ·W 1...n;o(i1, . . . , in+2) ≡ 0

n+1

K
10

α1...αn+1αn+2;
→
i 1...

→
i n+1

(
n
v) = W (α1, . . . , αn+2)1...n;o · V 1...n;o(

→
i 1, . . . ,

→
i n+1) ≡ 0

n+1

K
11

α 1...α n+1α n+2 ;i 1...i n+1i n+2
(

n
w) = W (α1, . . . , αn+2)1...n;o ·W 1...n;o(i1, . . . , in+2) ≡ 0

Îñíîâíàÿ öåëü ñëåäóþùåé ×àñòè V � ïîêàçàòü íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ,
âçÿòûõ èç ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ îáùåé ôèçèêè è ãåîìåòðèè, ÷òî âñÿêèé ôóíäà-
ìåíòàëüíûé çàêîí ñâîäèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó îáðàùåíèþ â íîëü ñîîòâåòñòâó-
þùåãî âåðèôèêàòîðà. Â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå ýòî óòâåðæäåíèå çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n+1

K (
n
ω) ≡ 0
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Çà ýòîé ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìóëîé ñêðûâàåòñÿ òîæäåñòâåííîå îáðàùåíèå â
íîëü ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (n = 0, 1, 2, . . .) äâàæäû îêàéìë¼ííûõ âåðè-
ôèêàòîðîâ

n+1

K
pq

α1...αn+p+1 ; i1...in+q+1
(

n
ω) ≡ 0 p, q = 0, 1

òî åñòü n+1

K
00(

n

a) = V (
←
α)n;oV

n;o(
→
i ) ≡ 0

n+1

K
01(

n

u) = V (
←
α )n;oW

n;o(i) ≡ 0

n+1

K
10(

n

v) = W (α)n;oV
n;o(

→
i ) ≡ 0

n+1

K
11(

n

w) = W ( α )n;oW
n;o( i ) ≡ 0

è äâóõ ñïåöèàëüíûõ âåðèôèêàòîðîâ Ìèõàéëè÷åíêî
2

M 02(p) ≡ 0 è
2

M20(q) ≡ 0

Íà ïîëïóòè ê Terra incognita 63

63 terra incognita � íàäïèñü íà ñòàðèííûõ ãåîãðàôè÷åñêèõ êàðòàõ è ãëîáóñàõ ïî áåëîìó ìåñòó,
îçíà÷àþùåìó íåèçâåñòíóþ çåìëþ.
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[1] Ìàíèí Þ.È. Ìàòåìàòèêà è ôèçèêà. � Ì.: Çíàíèå. 1979. Ñ.4.
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Ìèð ýìïèðè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè

Àíòðîïíàÿ

ìîäåëüíàÿ ôèçèêà

Òåîðèÿ
ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð

Äâà óðîâíÿ ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ
Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

îò àíòðîïíîé ôèçèêè.
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Ýéôåëåâà áàøíÿ � ñèìâîë ïîãëîùåíèÿ àíòðîïíîé
ôèçèêè ñàêðàëüíîé ìàòåìàòèêîé íà âûñøèõ

ýòàæàõ Ìèðîçäàíèÿ



Ãëàâà 13.

ÑÀÊÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Hypotheses non fingo64

Íîâûé ðåçóëüòàò ìû öåíèì â òîì ñëó÷àå, åñëè, ñâÿ-
çûâàÿ âîåäèíî ýëåìåíòû äàâíî èçâåñòíûå, íî äî òåõ ïîð
ðàññåÿííûå è êàçàâøèåñÿ ÷óæäûìè äðóã äðóãó, îí âíå-
çàïíî ââîäèò ïîðÿäîê òàì, ãäå äî òåõ ïîð öàðèë, ïî-
âèäèìîìó, õàîñ.

� Àíðè Ïóàíêàðå

§ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
§ 2. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ

§ 3. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíó íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ ϕ(x, y) äâóõ îäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ x è y

§ 4. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíó íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ ϕ(x; ξ) äâóõ íåîäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ x è ξ

§ 5. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíó íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ f(x,w, y) òð¼õ îäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ x,w, y

64Ãèïîòåç íå èçìûøëÿþ.
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§ 6. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ �òðåóãîëüíîãî� òèïà ðàíãà r , ñî-
äåðæàùèå äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè Φ è ϕ

§ 7. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ �ïðÿìîóãîëüíîãî� òèïà ðàíãà
(s, r) , ñîäåðæàùèå äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè Φ è ϕ

§ 8. Ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà ϕ(x + y) = ϕ(x)ϕ(y).

Â.Ì.Ìàëûøåâ 20 ôåâðàëÿ 1997 ãîäà

Ãðèãîðèé ×îðîñ-Ãóðêèí (1870 � 1937) Õàí-Àëòàé (1908)



§ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êàê èçâåñòíî, â ìàòåìàòèêå ïîñòîÿííî âñòðå÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñàìûõ ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ:

àëãåáðàè÷åñêèå, êàê íàïðèìåð

ax2 + bx + c = 0;

äèôôåðåíöèàëüíûå, êàê íàïðèìåð

y′′ + ϕ(x)y′ + ψ(x)y = 0;

èíòåãðàëüíûå, êàê íàïðèìåð

y(x) +

x∫

0

K(x, ξ)y(ξ)dξ = f(x);

ôóíêöèîíàëüíûå, êàê íàïðèìåð

ϕ(x + y) = ϕ(x) · ϕ(y).

Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò â ñåáå ðàçëè÷íûå îïåðàöèè � áèíàðíûå îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ï.,
à òàêæå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè è âíîñÿòñÿ â
óðàâíåíèå ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ ïðîèçâîëà. Â ðåçóëüòàòå êàæäûé òèï óðàâíåíèé
ìîæåò áûòü òèðàæèðîâàí áåñ÷èñëåííûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ.

Ñðåäè âñåõ èçâåñòíûõ òèïîâ óðàâíåíèé ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ çàíèìà-
þò â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå îñîáîå ìåñòî.

Äàâíî çàìå÷åíî, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîøè

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y)

ϕ(x + y) = ϕ(x) · ϕ(y)

ϕ(x · y) = ϕ(x) + ϕ(y)

ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y)

ìîãóò ñëóæèòü ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé,
ÿâëÿþùèõñÿ åäèíñòâåííûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé:

ϕ(x) = cx

ϕ(x) = cx
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ϕ(x) = lgc x

ϕ(x) = xc,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Îäíàêî óðàâíåíèÿ Êîøè óæå ñîäåðæàò â ñåáå äâå îñíîâíûå áèíàðíûå îïå-

ðàöèè � ñëîæåíèå (+) è óìíîæåíèå (·) , êîòîðûå âíîñÿòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ ïðîèçâîëà è ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñëîâà
èíîðîäíûì òåëîì, âíîñèìûì èçâíå.

Íåëüçÿ ëè ïîëó÷èòü ýòè ôóíäàìåíòàëüíûå îïåðàöèè êàê åäèíñòâåííî âîç-
ìîæíûå ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî �ïåðâè÷íîãî� ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íå ñî-
äåðæàùåãî íèêàêèõ âíîñèìûõ èçâíå îïåðàöèé?

Íî ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ñåáå óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå â ñåáå íèêàêèõ
îïåðàöèé, âíîñèìûõ â íåãî ñ íåèçáåæíûì ïðîèçâîëîì?

§ 2. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ
Äåëî â òîì, ÷òî òîëüêî ñðåäè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè öå-

ëûé êëàññ óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùèõ â ñåáå íèêàêèõ áèíàðíûõ îïåðàöèé è íè-
êàêèõ âíîñèìûõ èçâíå ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé.

Íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, íèêòî òàêèõ óðàâíåíèé íå ðàññìàòðèâàë, à îíè ñó-
ùåñòâóþò è, áîëåå òîãî, èãðàþò ãëàâíóþ ðîëü ïðè îïðåäåëåíèè èñõîäíûõ ïîíÿòèé
ãåîìåòðèè è ïðè ðàññìîòðåíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì íàçûâàòü òàêèå �ïåðâè÷íûå� ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñàêðàëüíûìè.

Ïðîñòîòû ðàäè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü âåùåñòâåííûå ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, íå çàáûâàÿ ïðè ýòîì î âîçìîæíîñòè ðàññìîòðå-
íèÿ íå òîëüêî êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, íî
è ôóíêöèé ñàìîé îáùåé ïðèðîäû.

Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:

§ 3. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ,ñîäåðæàùèå îäíó íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ ϕ(x, y) äâóõ îäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ x è y

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ:

ϕ(ϕ(x, z), ϕ(y, z)) = ϕ(x, y)

ϕ(ϕ(z, y), ϕ(z, x)) = ϕ(x, y)

ϕ(ϕ(z, x), ϕ(z, y)) = ϕ(x, y)

ϕ(ϕ(y, z), ϕ(x, z)) = ϕ(x, y)

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò îäíî è òî æå ðåøåíèå, îïðåäåë¼ííîå ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé χ(u) :
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ϕ(x, y) = χ−1(χ(x)− χ(y))

×òî æå êàñàåòñÿ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ϕ(ϕ(x, z), ϕ(z, y)) = ϕ(x, y)

ϕ(ϕ(z, x), ϕ(y, z)) = ϕ(x, y)

ϕ(ϕ(y, z), ϕ(z, x)) = ϕ(x, y)

ϕ(ϕ(z, y), ϕ(x, z)) = ϕ(x, y)

òî îíè âîîáùå íå èìåþò ðåøåíèé.

Ñðàâíèì ðàññìîòðåííûå âûøå ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ òðàäèöèîííûìè óðàâ-
íåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè ðåøåíèÿ ϕ(x, y) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè îäíîé ïåðåìåííîé χ(u) :

1. Îáà òðàäèöèîííûõ óðàâíåíèÿ

ϕ(x, z) + ϕ(z, y) = ϕ(x, y)

ϕ(x, z)− ϕ(y, z) = ϕ(x, y)

èìåþò îäíî è òî æå ðåøåíèå:

ϕ(x, y) = χ(x)− χ(y)

2. Îáà òðàäèöèîííûõ óðàâíåíèÿ

ϕ(x, z) · ϕ(z, y) = ϕ(x, y)

ϕ(x, z)

ϕ(y, z)
= ϕ(x, y)

èìåþò îäíî è òî æå ðåøåíèå:

ϕ(x, y) =
χ(x)

χ(y)

3. Òðàäèöèîííûå óðàâíåíèÿ âèäà

ϕ(x, z) + ϕ(y, z) = ϕ(x, y)

ϕ(x, z)− ϕ(z, y) = ϕ(x, y)

ϕ(x, z) · ϕ(y, z) = ϕ(x, y)

ϕ(x, z)

ϕ(z, y)
= ϕ(x, y)

íå èìåþò ðåøåíèÿ.
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§ 4. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíó íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ ϕ(x; ξ) äâóõ íåîäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ x è ξ

1. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ
ϕ(ϕ(x, ξ), ϕ(y, η)) = ϕ(ϕ(x, η), ϕ(y, ξ))

ϕ(ϕ(x, ξ), ϕ(y, η)) = ϕ(ϕ(y, ξ), ϕ(x, η))

èìåþò äâà ðåøåíèÿ:
ϕ1(x, ξ) = c(x + ξ),

ϕ2(x, y) = (x ξ)c;

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ
ϕ(ϕ(x, ξ), ϕ(x, η)) = ϕ(ϕ(y, ξ), ϕ(y, η))

ϕ(ϕ(x, ξ), ϕ(y, ξ)) = ϕ(ϕ(x, η), ϕ(y, η))

èìåþò äâà ðåøåíèÿ:
ϕ1(x, ξ) = c(x− ξ),

ϕ2(x, y) =

(
x

ξ

)c

;

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

3. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ
ϕ(ϕ(x, ξ), ϕ(x, η)) = ϕ(ϕ(y, η), ϕ(y, ξ))

ϕ(ϕ(x, ξ), ϕ(y, ξ)) = ϕ(ϕ(y, η), ϕ(x, η))

íå èìåþò ðåøåíèé.

§ 5. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíó íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ f (x,w, y) òð¼õ îäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ x,w, y

1. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå
f(f(x,w, y), f(z, w, y), f(z, w, u)) = f(x,w, u)

èìååò ðåøåíèå
f(x, y, z) = χ−1(χ(x)− χ(y) + χ(z)),

2. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå
f(f(x,w, y), f(y, w, z), f(z, w, u)) = f(x,w, u)

ðåøåíèÿ íå èìååò.
Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå (èëè

íåñóùåñòâîâàíèå) è åäèíñòâåííîñòü âñåõ ïðèâåä¼ííûõ âûøå ñàêðàëüíûõ óðàâíå-
íèé.
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§ 6. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ �òðåóãîëüíîãî� òèïà ðàíãà r ,
ñîäåðæàùèå äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè Φ è ϕ

Ðàññìîòðèì r òî÷åê â n -ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

x(1) = (x̃(1)1, · · · , x̃(1)n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x(r) = (x̃(r)1, · · · , x̃(r)n)

è îäíó ôóíêöèþ 2n ïåðåìåííûõ ϕ(p1, · · · , pn; q1, · · · , qn).
Ýòó ôóíêöèþ ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíûì ðåïðåçåíòàòîðîì65, åñëè

â êà÷åñòâå n ïåðâûõ àðãóìåíòîâ áåðóòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè i , à â êà÷åñòâå
ñëåäóþùèõ n êîîðäèíàò � êîîðäèíàòû òî÷êè k , òî åñòü

ϕ( x (i); x (k)) = ϕ(x̃(i)1, · · · , x̃(i)n; x̃(k)1, · · · , x̃(k)n).

Çàäàäèì öåëîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r > 2 è ðàññìîòðèì 1
2
r(r−1) îäíîðîäíûõ

ðåïðåçåíòàòîðîâ ϕ( x (i); x (k)) 1 6 i < k 6 r , òî åñòü

ϕ(x(1); x(2)), ϕ(x(1); x(3)), · · · , ϕ(x(1); x(r)),
ϕ(x(2); x(3)), · · · , ϕ(x(2); x(r)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(x(r − 1); x(r))

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå òðåóãîëüíîãî òèïà
ðàíãà r îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

Φ (u12, u13, · · · , u1r

u23, · · · , u2r

. . . . . . . . . . . .
ur−1,r)

è ϕ(p1, · · · , pn; q1, · · · , qn) = ϕ( p ; q )
åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

Φ (ϕ(x(1); x(2)), ϕ(x(1); x(3)), · · · , ϕ(x(1); x(r)),
ϕ(x(2); x(3)), · · · , ϕ(x(2); x(r)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(x(r − 1); x(r))

= 0

îòíîñèòåëüíî âñåõ r · n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ:

x̃(1)1, · · · , x̃(1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x̃(r)1, · · · , x̃(r)n

.

65îò ôð. repr�esentatif � ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ÷òî-ëèáî, ïðåäñòàâèòåëüíûé, õàðàêòåðíûé.
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Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðè çàäàííûõ r è n íàéòè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè
Φ è ϕ .

Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé òðå-
óãîëüíîãî òèïà, ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé ïðè

r = n + 2.

3.1. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå

Φ(ϕ(x̃1; x̃2), ϕ(x̃1; x̃3),
ϕ(x̃2; x̃3))

= 0

èìååò ðåøåíèÿ, êîòîðûå â îáùåì âèäå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ (ϕ12, ϕ13,
ϕ23)

=
A (χ−1(ϕ12), χ−1(ϕ13),

χ−1(ϕ23))
,

ãäå
Φ (ϕ12, ϕ13,

ϕ23)
� âåðèôèêàòîð66 òðåóãîëüíîãî òèïà ðàíãà 3,

A (a12, a13,
a23)

� êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð òðåóãîëüíîãî òèïà ðàíãà 3,

ϕik = ϕ(x̃i; x̃k) = χ(aik) � îäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð ðàçìåðíîñòè (1,1),

aik = a(xi; xk) � êàíîíè÷åñêèé îäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð ðàçìåðíîñòè
(1,1),

χ(a) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé (�ãðàäóè-
ðîâî÷íàÿ êðèâàÿ�),

x̃i � êðèâîëèíåéíàÿ êîîðäèíàòà,

xi = x1(x̃i) � äåêàðòîâà êîîðäèíàòà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ äâà è òîëüêî äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1):

3.1 (1) � ðåøåíèå àíòèñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A1 (a12, a13,
a23)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 a12 a13

−1 −a12 0 a23

−1 −a13 −a23 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a12 + a23 − a13)

2, (1)

66îò ôð. v�erification < ëàò. verus èñòèííûé + facere äåëàòü; � ïðîâåðêà èñòèííîñòè òåîðåòè-
÷åñêèõ ïîëîæåíèé îïûòíûì ïóò¼ì; ïðèíöèï îïûòíîé ïðîâåðêè, ñîãëàñíî êîòîðîìó èñòèííîñòü
êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ î ìèðå äîëæíà áûòü â êîíå÷íîì ñ÷¼òå óñòàíîâëåíà ïóò¼ì ñîïîñòàâëåíèÿ
åãî ñ �íåïîñðåäñòâåííûì îïûòîì�.
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a1,ik = a1(xi; xk) = xi − xk;

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a1,ik = xi−xk â âåðèôèêà-
òîð (1) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ
î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 aik aim

−1 −aik 0 akm

−1 −aim −akm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0
−1 xi 0 0
−1 xk 0 0
−1 xm 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 xi xk xm

0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

3.1 (2) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A2 (a12, a13,
a23)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 a12 a13

−1 a12 0 a23

−1 a13 a23 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2)

= −a2
12 − a2

13 − a2
23 + 2(a12a13 + a13a23 + a23a12),

a2,ik = a2(xi; xk) = (xi − xk)
2.

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a2,ik = (xi − xk)
2 â âåðè-

ôèêàòîð (2) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàñ-
ñìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 0 aik aim

−1 aik 0 akm

−1 aim akm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0
−1 x2

i −2xi 0
−1 x2

k −2xk 0
−1 x2

m −2xm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x2
i −x2

k −x2
m

0 1 1 1
0 xi xk xm

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

3.2. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå

Φ(ϕ(x̃1, ỹ1; x̃2, ỹ2), ϕ(x̃1, ỹ1; x̃3, ỹ3), ϕ(x̃1, ỹ1; x̃4, ỹ4),
ϕ(x̃2, ỹ2; x̃3, ỹ3), ϕ(x̃2, ỹ2; x̃4, ỹ4),

ϕ(x̃3, ỹ3; x̃4, ỹ4))
= 0 (3)

èìååò ðåøåíèÿ, êîòîðûå â îáùåì âèäå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ (ϕ12, ϕ13, ϕ14,
ϕ23, ϕ24,

ϕ34)
=

A (χ−1(ϕ12), χ−1(ϕ13), χ−1(ϕ14),
χ−1(ϕ23), χ−1(ϕ24),

χ−1(ϕ34))
,

ãäå
Φ (ϕ12, ϕ13, ϕ14,

ϕ23, ϕ24,
ϕ34)

� âåðèôèêàòîð òðåóãîëüíîãî òèïà ðàíãà 4,
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A (a12, a13, a14,
a23, a24, − êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð òðåóãîëü-

a34) íîãî òèïà ðàíãà 4,

ϕik = ϕ(x̃i, ỹi; x̃k, ỹk) = χ(aik) � îäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð ðàçìåð-
íîñòè (2,2),

aik = a(xi, yi; xk, yk) � êàíîíè÷åñêèé îäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð ðàç-
ìåðíîñòè (2,2),

χ(a) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé (�ãðàäóèðîâî÷íàÿ êðè-
âàÿ�)

x̃i, ỹi � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû,

xi = x1(x̃i, ỹi),
yi = x2(x̃i, ỹi) − äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.

Êàê ïîêàçàë ìîé òàëàíòëèâûé ó÷åíèê ïðîôåññîð Ãåííàäèé Ãðèãîðüåâè÷ Ìè-
õàéëè÷åíêî [2], èìååòñÿ äåâÿòü è òîëüêî äåâÿòü ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(3.2):

3.2 (1) � ðåøåíèå àíòèñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A1 (a12, a13, a14,
a23, a24,

a34)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 a13 a14

−a12 0 a23 a24

−a13 −a23 0 a34

−a14 −a24 −a34 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a12a34 − a13a24 + a14a23)

2

(4)
a1,ik = a1(xi, yi; xk, yk) = xiyk − xkyi;

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a1,ik = xiyk−xkyi â âåðèôèêàòîð(4)
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ î÷å-
âèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 aik aim ain

−aik 0 akm akn

−aim −akm 0 amn

−ain −akn −amn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi −yi 0 0
xk −yk 0 0
xm −ym 0 0
xn −yn 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

yi yk ym yn

xi xk xm xn

0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

3.2 (2) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A2 (a12, a13, a14,
a23, a24,

a34)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 a12 a13 a14

−1 a12 0 a23 a24

−1 a13 a23 0 a34

−1 a14 a24 a34 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5)
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a2,ik = a2(xi, yi; xk, yk) = (xi − xk)
2 + (yi − yk)

2;

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà
a2,ik = (xi−xk)

2 +(yi− yk)
2 â âåðèôèêàòîð (5) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî

óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 aik aim ain

−1 aik 0 akm akn

−1 aim akm 0 amn

−1 ain akn amn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 0
−1 x2

i + y2
i −2xi −2yi 0

−1 x2
k + y2

k −2xk −2yk 0
−1 x2

m + y2
m −2xm −2ym 0

−1 x2
n + y2

n −2xn −2yn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x2
i − y2

i −x2
k − y2

k −x2
m − y2

m −x2
n − y2

n

0 1 1 1 1
0 xi xk xm xn

0 yi yk ym yn

0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. ≡ 0

3.2 (3) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A3 (a12, a13, a14,
a23, a24,

a34)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 a12 a13 a14

−1 a12 0 a23 a24

−1 a13 a23 0 a34

−1 a14 a24 a34 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (6)

a3,ik = a3(xi, yi; xk, yk) = (xi − xk)
2 − (yi − yk)

2;

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà
a3,ik = (xi−xk)

2− (yi− yk)
2 â âåðèôèêàòîð (6) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî

óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 0 aik aim ain

−1 aik 0 akm akn4

−1 aim akm 0 amn

−1 ain akn amn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 0
−1 x2

i − y2
i −2xi 2yi 0

−1 x2
k − y2

k −2xk 2yk 0
−1 x2

m − y2
m −2xm 2ym 0

−1 x2
n − y2

n −2xn 2yn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x2
i + y2

i −x2
k + y2

k −x2
m + y2

m −x2
n + y2

n

0 1 1 1 1
0 xi xk xm xn

0 yi yk ym yn

0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.
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3.2 (4) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A4 (a12, a13, a14,
a23, a24,

a34)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 a14

a12 1 a23 a24

a13 a23 1 a34

a14 a24 a34 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (7)

a4,ik = a4(xi, yi; xk, yk) =
√

1− x2
i − y2

i ·
√

1− x2
k − y2

k + xixk + yiyk;

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a4,ik â âåðèôèêàòîð (7)
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ î÷å-
âèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 aik aim ain

aik 1 akm akn

aim akm 1 amn

ain akn amn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi yi

√
1− x2

i − y2
i 0

xk yk

√
1− x2

k − y2
k 0

xm ym

√
1− x2

m − y2
m 0

xn yn

√
1− x2

n − y2
n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn√
1− x2

i − y2
i

√
1− x2

k − y2
k

√
1− x2

m − y2
m

√
1− x2

n − y2
n

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

3.2 (5) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A5 (a12, a13, a14,
a23, a24,

a34)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 a14

a12 1 a23 a24

a13 a23 1 a34

a14 a24 a34 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (8)

a5,ik = a5(xi, yi; xk, yk) =
√

1− x2
i + y2

i ·
√

1− x2
k + y2

k + xixk − yiyk;

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a5,ik â âåðèôèêàòîð (8)
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ î÷å-
âèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 aik aim ain

aik 1 akm akn

aim akm 1 amn

ain akn amn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi −yi

√
1− x2

i + y2
i 0

xk −yk

√
1− x2

k + y2
k 0

xm −ym

√
1− x2

m + y2
m 0

xn −yn

√
1− x2

n + y2
n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn√
1− x2

i + y2
i

√
1− x2

k + y2
k

√
1− x2

m + y2
m

√
1− x2

n + y2
n

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.
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3.2 (6) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A6 (a12, a13, a14,
a23, a24,

a34)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 a14

a12 1 a23 a24

a13 a23 1 a34

a14 a24 a34 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (9)

a6,ik = a6(xi, yi; xk, yk) =
√

1 + x2
i + y2

i ·
√

1 + x2
k + y2

k − xixk − yiyk;

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a6,ik â âåðèôèêàòîð (9)
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ î÷å-
âèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 aik aim ain

aik 1 akm akn

aim akm 1 amn

ain akn amn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

−xi −yi

√
1 + x2

i + y2
i 0

−xk −yk

√
1 + x2

k + y2
k 0

−xm −ym

√
1 + x2

m + y2
m 0

−xn −yn

√
1 + x2

n + y2
n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi xk xm xn

yi yk ym yn√
1 + x2

i + y2
i

√
1 + x2

k + y2
k

√
1 + x2

m + y2
m

√
1 + x2

n + y2
n

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ .

3.2 (7) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A7 (a12, a13, a14,
a23, a24, − ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

a34) íå âûðàæàåòñÿ,

a7,ik = a7(xi, yi; xk, yk) = (xi − xk)
2 e

yi−yk
xi−xk ; (10)

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåïðåçåíòàòîð (10) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü åãî âûðàæåíèå (10) â
ÿêîáèàí (11) è îáíàðóæèòü, ÷òî ðàíã ýòîãî ÿêîáèàíà ðàâåí ïÿòè.

∂(a12, a13, a14, a23, a24, a34)

∂(x1, y1, x2, y2, x3, y3, x4, y4)
=




∂a12

∂x1

∂a13

∂x1

∂a14

∂x1
0 0 0

∂a12

∂y1

∂a13

∂y1

∂a14

∂y1
0 0 0

∂a12

∂x2
0 0 ∂a23

∂x2

∂a24

∂x2
0

∂a12

∂y2
0 0 ∂a23

∂y2

∂a24

∂y2
0

0 ∂a13

∂x3
0 ∂a23

∂x3
0 ∂a34

∂x3

0 ∂a13

∂y3
0 ∂a23

∂y3
0 ∂a34

∂y3

0 0 ∂a14

∂x4
0 ∂a24

∂x4

∂a34

∂x4

0 0 ∂a14

∂y4
0 ∂a24

∂y4

∂a34

∂y4




(11)
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3.2 (8) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A8 (a12, a13, a14,
a23, a24, − ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

a34) íå âûðàæàåòñÿ,

a8,ik = a8(xi, yi; xk, yk) = [(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2] e
γ arctan

yi−yk
xi−xk , (12)

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ;

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåïðåçåíòàòîð (12) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü åãî âûðàæåíèå (12) â
ÿêîáèàí (11) è îáíàðóæèòü, ÷òî ðàíã ýòîãî ÿêîáèàíà ðàâåí ïÿòè.

3.2 (9) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A9 (a12, a13, a14,
a23, a24, − ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

a34) íå âûðàæàåòñÿ,

a8,ik = a9(xi, yi; xk, yk) = [(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2] e
γ Arcth

yi−yk
xi−xk , (13)

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåïðåçåíòàòîð (13) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü åãî âûðàæåíèå (13) â
ÿêîáèàí (11) è îáíàðóæèòü, ÷òî ðàíã ýòîãî ÿêîáèàíà ðàâåí ïÿòè.

3.3. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå

Φ(ϕ(x(1); x(2)), ϕ(x(1); x(3)), ϕ(x(1); x(4)), ϕ(x(1); x(5)),
ϕ(x(2); x(3)), ϕ(x(2); x(4)), ϕ(x(2); x(5)),

ϕ(x(3); x(4)), ϕ(x(3); x(5)),
ϕ(x(4); x(5)))

= 0 (14)

èìååò ðåøåíèÿ, êîòîðûå â îáùåì âèäå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

Φ (ϕ12, ϕ13, ϕ14, ϕ15,
ϕ23, ϕ24, ϕ25,

ϕ34, ϕ35,
ϕ45)

=

A (χ−1(ϕ12), χ−1(ϕ13), χ−1(ϕ14), χ−1(ϕ15),
χ−1(ϕ23), χ−1(ϕ24), χ−1(ϕ25),

χ−1(ϕ34), χ−1(ϕ35),
χ−1(ϕ45))
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ãäå
Φ (ϕ12, ϕ13, ϕ14, ϕ15,

ϕ23, ϕ24, ϕ25, − âåðèôèêàòîð òðåóãîëüíîãî
ϕ34, ϕ35, òèïà ðàíãà 5,

ϕ45)

A (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25, − êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð òðåóãîëü-

a34, a35, íîãî òèïà ðàíãà 5,
a45)

ϕik = ϕ(x̃i, ỹi, z̃i; x̃k, ỹk, z̃k) = χ(aik) - îäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð ðàç-
ìåðíîñòè (3,3),

aik = a(xi, yi, zi; xk, yk, zk) � êàíîíè÷åñêèé îäíîðîäíûé ðåïðåçåíòà-
òîð ðàçìåðíîñòè (3,3),

χ(a) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé (�ãðàäóèðîâî÷íàÿ êðè-
âàÿ�)

x̃i, ỹi, z̃i � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû,

xi = x1(x̃i, ỹi, z̃i) ,
yi = x2(x̃i, ỹi, z̃i) ,
zi = x3(x̃i, ỹi, z̃i) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.

Êàê ïîêàçàë äðóãîé ìîé ó÷åíèê Âëàäèìèð Õàíàíîâè÷ Ëåâ [3], èìååòñÿ äå-
ñÿòü è òîëüêî äåñÿòü ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (14).

Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3) íåòðóäíî âûïèñàòü àíàëîãè÷íûå òîæäåñòâà,
èç êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âñåõ ïðèâåä¼ííûõ íèæå ðå-
øåíèé (çà èñêëþ÷åíèåì �ýêçîòè÷åñêèõ� ðåøåíèé (8), (9) è (10) ) ñàêðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (14).

3.3 (1) � ðåøåíèå àíòèñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A1 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25,

a34, a35,
a45)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 a12 a13 a14 a15

−1 −a12 0 a23 a24 a25

−1 −a13 −a23 0 a34 a35

−1 −a14 −a24 −a34 0 a45

−1 −a15 −a25 −a35 −a45 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

a1,ik = a1(xi, yi, zi; xk, yk, zk) = xiyk − xkyi + zi − zk;
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3.3 (2) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A2 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25,

a34, a35,
a45)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 a12 a13 a14 a15

−1 a12 0 a23 a24 a25

−1 a13 a23 0 a34 a35

−1 a14 a24 a34 0 a45

−1 a15 a25 a35 a45 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

a2,ik = a2(xi, yi, zi; xk, yk, zk) = (xi − xk)
2 + (yi − yk)

2 + (zi − zk)
2

3.3 (3) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A3 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25,

a34, a35,
a45)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 0 a12 a13 a14 a15

−1 a12 0 a23 a24 a25

−1 a13 a23 0 a34 a35

−1 a14 a24 a34 0 a45

−1 a15 a25 a35 a45 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

a3,ik = a3(xi, yi, zi; xk, yk, zk) = (xi − xk)
2 + (yi − yk)

2 − (zi − zk)
2

3.3 (4) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A4 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25,

a34, a35,
a45)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 a14 a15

a12 1 a23 a24 a25

a13 a23 1 a34 a35

a14 a24 a34 1 a45

a15 a25 a35 a45 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

a4,ik = a4(xi, yi, zi; xk, yk, zk) =

=
√

1− x2
i − y2

i − z2
i ·

√
1− x2

k − y2
k − z2

k + xixk + yiyk + zizk;

3.3 (5) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A5 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25,

a34, a35,
a45)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 a14 a15

a12 1 a23 a24 a25

a13 a23 1 a34 a35

a14 a24 a34 1 a45

a15 a25 a35 a45 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

a5,ik = a5(xi, yi, zi; xk, yk, zk) =
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=
√

1− x2
i − y2

i + z2
i ·

√
1− x2

k − y2
k + z2

k + xixk + yiyk − zizk;

3.3 (6) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A6 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25,

a34, a35,
a45)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 a14 a15

a12 1 a23 a24 a25

a13 a23 1 a34 a35

a14 a24 a34 1 a45

a15 a25 a35 a45 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

a6,ik = a6(xi, yi, zi; xk, yk, zk) =

=
√

1− x2
i + y2

i + z2
i ·

√
1− x2

k + y2
k + z2

k + xixk − yiyk − zizk;

3.3 (7) � ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîå è èìååò âèä:

A7 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25,

a34, a35,
a45)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 a13 a14 a15

a12 1 a23 a24 a25

a13 a23 1 a34 a35

a14 a24 a34 1 a45

a15 a25 a35 a45 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

a7,ik = a7(xi, yi, zi; xk, yk, zk) =

=
√

1 + x2
i + y2

i + z2
i ·

√
1 + x2

k + y2
k + z2

k − xixk − yiyk − zizk;

3.3 (8) � �ýêçîòè÷åñêîå� ðåøåíèå

A8 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25, − êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð ÷åðåç ýëå-

a34, a35, ìåíòàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàåòñÿ
a45)

a8,ik = a8 (xi, yi, zi; xk, yk, zk) =

= (xi − xk)
2 e

yi−yk+zixk−zkxi
xi−xk ;

3.3 (9) � �ýêçîòè÷åñêîå� ðåøåíèå

A9 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25, − êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð ÷åðåç ýëå-

a34, a35, ìåíòàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàåòñÿ
a45)
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a9,ik = a9 (xi, yi, zi; xk, yk, zk) =

= [(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2] e
γ arctg

yi−yk
xi−xk

+zi+zk

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

3.3 (10) � �ýêçîòè÷åñêîå� ðåøåíèå

A10 (a12, a13, a14, a15,
a23, a24, a25, − êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð ÷åðåç ýëå-

a34, a35, ìåíòàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàåòñÿ,
a45)

a10,ik = a10 (xi, yi, zi; xk, yk, zk) =

= [(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2] e
γ Arcth

yi−yk
xi−xk

+zi+zk

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

§ 7. Ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ �ïðÿìîóãîëüíîãî� òèïà ðàíãà
(s, r) , ñîäåðæàùèå äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè Φ è ϕ

Ðàññìîòðèì r òî÷åê â îäíîì m -ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

x(1) = (x̃(1)1, · · · , x̃(1)m)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x(r) = (x̃(r)1, · · · , x̃(r)m)

è s òî÷åê â äðóãîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n

ξ(1) = (ξ̃1(1), · · · , ξ̃n(1))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(s) = (ξ̃1(s), · · · , ξ̃n(s))

è îäíó ôóíêöèþ m + n ïåðåìåííûõ

ϕ(p1, · · · , pm; π1, · · · , πn).

Ýòó ôóíêöèþ ìû áóäåì íàçûâàòü íåîäíîðîäíûì ðåïðåçåíòàòîðîì, åñëè â
êà÷åñòâå m ïåðâûõ àðãóìåíòîâ áåðóòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè i èç ïåðâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, à â êà÷åñòâå ñëåäóþùèõ n êîîðäèíàò � êîîðäèíàòû òî÷êè k èç âòî-
ðîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü

ϕ( x (i); ξ (k)) = ϕ(x(i)1, · · · , x(i)m; ξ1(k), · · · , ξn(k))

1 6 i 6 r; 1 6 k 6 s
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Ðàññìîòðèì r · s íåîäíîðîäíûõ ðåïðåçåíòàòîðîâ:

ϕ(x(1); ξ(1)), · · · , ϕ(x(1); ξ(s)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(x(r); ξ(1)), · · · , ϕ(x(r); ξ(s)).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî
òèïà ðàíãà (r, s) îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

Φ (u11, · · · , u1s,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ur1, · · · , urs)
= 0

è
ϕ( p ; π ) = ϕ(p1, · · · , pm; π1, · · · , πn),

åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

Φ (ϕ(x(1); ξ(1)), · · · , ϕ(x(1); ξ(s)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(x(r); ξ(1)), · · · , ϕ(x(r); ξ(s))).
= 0

îòíîñèòåëüíî âñåõ r ·m + s · n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ:

x(1)1, · · · , x(1)m ξ1(1), · · · , ξn(1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x(r)1, · · · , x(r)m ξ1(s), · · · , ξn(s)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðè çàäàííûõ ðàíãå (r, s) è ðàçìåðíîñòè (m,n)
íàéòè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè Φ è ϕ .

Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òèïà, ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé ïðè

r = n + 1

s = m + 1.

4.1. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå

Φ(ϕ(x̃1; ξ̃1), ϕ(x̃1; ξ̃2),

ϕ(x̃2; ξ̃1), ϕ(x̃2; ξ̃2))
= 0

èìååò ðåøåíèÿ, êîòîðûå â îáùåì âèäå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ (ϕ11, ϕ12,
ϕ11, ϕ23)

=
A (χ−1(ϕ11), χ−1(ϕ12),

χ−1(ϕ21), χ−1(ϕ22))
,

ãäå
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Φ (ϕ11, ϕ12,
ϕ21, ϕ22)

� âåðèôèêàòîð êâàäðàòíîãî òèïà (ðàíãà (2,2))

A (a11, a12,
a21, a22)

� êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð êâàäðàòíîãî òèïà (ðàíãà (2,2))

ϕiα = ϕ(x̃i; ξ̃α) = χ(aiα) � íåîäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð,

aiα = a(xi; ξα) � êàíîíè÷åñêèé íåîäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð,

χ(a) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé (�ãðàäóèðîâî÷íàÿ
êðèâàÿ�),

x̃i , ξ̃α � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû,

xi = x1(x̃i) ,
ξα = ξα(ξ̃α) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ äâà è òîëüêî äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1):

4.1 (1) � ïåðâîå àääèòèâíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

A1 (a11, a12,
a21, a22)

=

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 a11 a12

−1 a21 a22

∣∣∣∣∣∣
= a11 + a22 − a12 − a21. (15)

a1,iα = a1(si; σα) = si + σα;

Çäåñü si è σα � �ñêðûòûå ïàðàìåòðû�.
Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a1,iα = si +σα â âåðèôèêà-

òîð (15) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîò-
ðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 aiα aiβ

−1 akα akβ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 1 0
−1 xi 0
−1 xk 0

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

1 −ξα −ξβ

0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

4.1 (2) � âòîðîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

A2 (a11, a12,
a21, a22)

=

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 a22 − a12 a21. (16)

a2,iα = a2(xi; ξα) = xi ξα.

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a2,iα = xi ξα â âåðèôèêà-
òîð (16) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîò-
ðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣
aiα aiβ

akα akβ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
xi 0
xk 0

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

ξα ξβ

0 0

∣∣∣∣ ≡ 0.
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4.2. Ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå

Φ(ϕ(x̃1, ỹ1; ξ̃1, η̃1), ϕ(x̃1, ỹ1; ξ̃2, η̃2), ϕ(x̃1, ỹ1; ξ̃3, η̃3),

ϕ(x̃2, ỹ2; ξ̃2, η̃2), ϕ(x̃2, ỹ2; ξ̃2, η̃2), ϕ(x̃2, ỹ2; ξ̃3, η̃3),

ϕ(x̃3, ỹ3; ξ̃1, η̃1), ϕ(x̃3, ỹ3; ξ̃2, η̃2), ϕ(x̃3, ỹ3; ξ̃3, η̃3))

≡ 0 (17)

èìååò ðåøåíèÿ, êîòîðûå â îáùåì âèäå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ (ϕ11, ϕ12, ϕ13,
ϕ21, ϕ22, ϕ23,
ϕ31, ϕ32, ϕ33)

=
A (χ−1(ϕ11), χ−1(ϕ12), χ−1(ϕ13),

χ−1(ϕ21), χ−1(ϕ22), χ−1(ϕ23),
χ−1(ϕ31), χ−1(ϕ32), χ−1(ϕ33))

,

ãäå
Φ (ϕ11, ϕ12, ϕ13,

ϕ21, ϕ22, ϕ23,
ϕ31, ϕ32, ϕ33)

� âåðèôèêàòîð êâàäðàòíîãî òèïà (ðàíãà (3,3))

A (a11, a12, a13,
a21, a22, a23, − êàíîíè÷åñêèé âåðèôèêàòîð êâàäðàò-
a31, a32 a33) íîãî òèïà (ðàíãà (3,3))

ϕiα = ϕ(x̃i, ỹi; ξ̃α, η̃α) = χ(aiα) � íåîäíîðîäíûé ðåïðåçåíòàòîð,

aiα = a(xi, yi; ξα, ηα) � êàíîíè÷åñêèé íåîäíîðîäíûé
ðåïðåçåíòàòîð,

χ(a) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé (�ãðàäóèðîâî÷íàÿ êðè-
âàÿ�)

x̃i, ỹi; ξ̃α, η̃α � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû,

xi = x1(x̃i, ỹi),
yi = x2(x̃i, ỹi)

ξα = ξα(ξ̃α, η̃α)

ηα = ηα(ξ̃α, η̃α) − äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.

.

4.2 (1) � ïåðâîå àääèòèâíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

A1 (a11, a12, a13,
a21, a22, a23,
a31, a32, a33)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 a11 a12 a13

−1 a21 a22 a23

−1 a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
(18)

a1,iα = a1(xi, si; ξα, σα) = xi ξα + si + σα;
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Çäåñü si è σα � �ñêðûòûå ïàðàìåòðû�.
Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a1,iα = xi ξα + si + σα â

âåðèôèêàòîð (18) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî,
ðàññìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 aiα aiβ aiγ

−1 akα akβ akγ

−1 amα amβ amγ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0
−1 si xi 0
−1 sk xk 0
−1 sm xm 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −σα −σβ −σγ

0 1 1 1
0 ξα ξβ ξγ

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

4.2 (2) � âòîðîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

A2 (a11, a12, a13,
a21, a22, a23,
a31, a32, a33)

=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, (19)

a2,iα = a2(xi, yi; ξα, ηα) = xi ξα + yi ηα

Â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðåïðåçåíòàòîðà a2,iα = xi ξα + yi ηα â
âåðèôèêàòîð (19) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî,
ðàññìîòðåâ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∣∣∣∣∣∣

aiα aiβ aiγ

akα akβ akγ

amα amβ amγ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

xi yi 0
xk yk 0
xm ym 0

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

ξα ξβ ξγ

ηα ηβ ηγ

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

§ 8. Ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà
ϕ(x + y) = ϕ(x)ϕ(y)

Â.Ì.Ìàëûøåâ
20 ôåâðàëÿ 1997 ãîäà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ(x + y) = ϕ(x)ϕ(y),

ãäå ϕ(x) - ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n , x ∈ C , ϕik(x) ∈ C .
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ò.å. ïðåäïîëàãàòü,

÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû ϕik(x) - àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà C.
Òîãäà ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ϕ(x) â ðÿä:

ϕ(x) = A0 + A1x + A2x
2 + ... =

∞∑

k=0

Akx
k,
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ãäå Ak - ïîñòîÿííûå ìàòðèöû.
Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçëîæåíèå, ïîëó÷èì:

ϕ(x)ϕ(y) =
∞∑

k=0

∞∑
m=0

AkAmxkym.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ϕ(x + y) =
∞∑

k=0

Ak(x + y)k =
∞∑

k=0

Ak

k∑
m=0

Cm
k xmyk−m, ãäå Cm

k =
k!

m!(m− k)!
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû, íàõîäèì:

AmAn = Cm
n+mAn+m.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ:

1. A2
0 = A0

2. A0A1 = A1A0 = C0
1A1 = A1

3. A1A1 = C1
2A2 = 2A2

4. A1A2 = A2A1 = C1
3A3 = 3A3

5. A0A3 = A3A0 = C0
3A3 = A3

...................

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ.

1. A0 = 0 ⇒ Ak = 0 - òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

2. A0 = 1 ⇒ A1 - ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà;

A2 =
A0

2

C1
2

=
A1

2

2!
;

A3 =
A1A2

C1
3

=
A1A1

2

C1
3C

1
2

=
A1

3

3!
;

A4 =
A1A3

C1
4

=
A1A1

3

C1
43!

=
A1

4

4!
;

....

Ak =
A1

k

k!
.
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Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðåøåíèå

ϕ(x) = 1 + A1 +
A1

2

2!
x2 + ... = eA1x = Bx,

ãäå B = eA1 , A1 - ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöà B áóäåò íåâûðîæäåííîé, ò. ê. ñîáñòâåííûå ÷èñëà ηi ìàòðèöû

B ñâÿçàíû ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ξi ìàòðèöû A ñîîòíîøåíèåì ηi = eξi , ò.
å. ηi 6= 0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå eA = B èìååò ðåøåíèå, åñëè B -
ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ϕ(x) = Bx,

ãäå B - ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

3. Ïóñòü òåïåðü A0 -âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

A0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ A0
2 = A0 , òî åñòü ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé.

Êàê èçâåñòíî (ñì. [1]), îáùåå ðåøåíèå äëÿ òàêîé ìàòðèöû çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

A0 = TĀ0T
−1,

ãäå T - ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n ,

Ā0 =

(
1m 0
0 0

)
,

1m - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m×m, m < n .

Ïåðåéä¼ì òåïåðü îò ìàòðèö Ak ê ìàòðèöàì Āk = T−1AkT .
Äëÿ íèõ èìååì òå æå óðàâíåíèÿ, ÷òî è äëÿ Ak :

1. Ā0
2 = Ā0,

2. Ā0Ā1 = Ā1Ā0 = Ā1,

3. Ā0Ā2 = Ā2Ā0 = Ā2

. . . . . . . . .

Íî ïîñêîëüêó Ā0 èìååò âèä
(

1m 0
0 0

)
, òî ìàòðèöû Āk äîëæíû èìåòü âèä

Āk =

(
Ãk 0
0 0

)
,

ãäå Ãk - ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m×m .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèö Āk çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè m, è ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå âûðîæäåííîé ìàòðèöû A0 áóäåò âûãëÿäåòü
â îáùåì ñëó÷àå êàê

ϕ(x) = T

(
Bx 0
0 0

)
T−1,

ãäå T � ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n ,
B � ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m×m, m < n .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àè ðàçíûõ n .

I. n = 1 .
Ðåøåíèåì áóäåò ϕ(x) = bx, b 6= 0 .

II. n = 2 .
a 6= 0 ϕ(x) = Bx = eAx , ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ 2× 2 ìàòðèöà.
Çàïèøåì A ñ ïîìîùüþ σ � ìàòðèö Ïàóëè â âèäå

A = a0 + ~a~σ = a0 + a~n~σ,

ãäå ~n =
~a

a
, a =

√
~a2, a 6= 0 .

Òîãäà

eAx = e(a0+~a~σ)x = ea0xeax~n~σ = ea0x(cosh ax + ~n~σ sinh ax).

Åñëè æå à=0, òî èìååì ðåøåíèå

eAx = ea0x(1 + ~a~σx),

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïðè a → 0 .

Èòàê, èìååì äâà ðåøåíèÿ:

ϕ1(x) = ea0x(cosh ax+~n~σ sinh ax) = ea0x

(
cosh ax + ~n3 sinh ax (n1 − in2) sinh ax
(n1 + in2) sinh ax cosh ax− ~n3 sinh ax

)
,

ãäå a0 � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî;
a � ïðîèçâîëüíîå 6= 0 êîìïëåêñíîå ÷èñëî;
~n - ïðîèçâîëüíûé êîìëåêñíûé âåêòîð, òàêîé, ÷òî ~n2 = 1 ;

ϕ2(x) = ea0x

(
1 + ~a3x (a1 − ia2)x

(a1 + ia2)x 1− ~a3x

)
,

ãäå a0 � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî;
~a � ïðîèçâîëüíûé êîìëåêñíûé âåêòîð, òàêîé, ÷òî ~a2 = 0 .



328 ×àñòü IV. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Èñ÷èñëåíèå êîðòîâ)

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðåøåíèÿìè â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî îáùèé âèä
ðåøåíèÿ áóäåò

ϕ(x) = eAx,

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà,

A = a0 + ~a~σ , a0 ∈ R, ~a = (a1, ia2, a3), ak ∈ R .

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

ϕ1(x) = ea0x


 ch ax +

a3

a
sh ax

a1 + a2

a
sh ax

a1 − a2

a
sh ax ch ax− a3

a
sh ax


 ; a =

√
a1

2 + a3
2 − a2

2 > 0,

ϕ2(x) = ea0x


 cos ax +

a3

a
sin ax

a1 + a2

a
sin ax

a1 − a2

a
sin ax cos ax− a3

a
sin ax


 ; a =

√
a2

2 − a1
2 − a3

2 > 0,

ϕ3(x) = ea0x

(
1 + a3x (a1 + a2)x

(a1 − a2)x 1− a3x

)
; a1

2 + a3
2 = a2

2.

Âûáðàâ a0 = 0, ~a = (a1, 0, 0) , ïîëó÷èì ðåøåíèå

ϕ1(x) =


 ch ax

a1

a
sh ax

a1

a
sh ax ch ax


 =

(
ch a1x sh a1x
sh a1x ch a1x

)
,

òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå B = eA = e


 0 a1

a1 0




=

(
ch a1 sh a1

sh a1 ch a1

)
.

Âûáðàâ a0 = 0, ~a = (0, ia2, 0) , ïîëó÷èì ðåøåíèå

ϕ2(x) =


 cos ax

a2

a
sin ax

−a2

a
sin ax cos ax


 =

(
cos a2x sin a2x

− sin a2x cos a2x

)
,

òo åcòü â ýòîì ñëó÷àå B = eA = e


 0 a2

−a2 0




=

(
cos a2 sinh a2

− sin a2 cosh a2

)
.

Âûáðàâ a0 = 0, ~a = (1, i
√

2, 1) , ïîëó÷èì ðåøåíèå

ϕ3(x) =

(
1 + x (1 +

√
2)x

(1−√ 2)x 1− x

)
.
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Ðàññìîòðèì "âûðîæäåííîå" ðåøåíèå:

ϕ(x) = T

(
bx 0
0 0

)
T−1 =

(
α β
γ δ

) (
bx 0
0 0

)
1

∆

(
δ −β

−γ α

)
=

=
bx

∆

(
αδ −αβ
γδ −γβ

)
,

ãäå ∆ = det(T ) =

∣∣∣∣
α β
γ δ

∣∣∣∣ .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ϕ(x) = bxA , ãäå A - ïðîèçâîëüíàÿ èäåìïî-
òåíòíàÿ âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2× 2 .

Ðåøèì òåïåðü ýòó çàäà÷ó ïðè n = 2 ïî-äðóãîìó, ÷òîáû ìîæíî áûëî îáîá-
ùèòü íà ñëó÷àé n > 2 .

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé òèïà a), òî åñòü ϕ(x) = Bx, det(B) 6= 0 , òàê êàê
ñëó÷àé b) det(B) ≡ 0 íå èíòåðåñåí.

Èòàê,
ϕ(x) = Bx = eCx = ea0x+Ax = ea0xeAx,

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ áåññëåäíàÿ ìàòðèöà.
Ïðèâåä¼ì å¼ ê æîðäàíîâîé ôîðìå:

A = TĀT−1,

ãäå Ā èìååò âèä
(

a 0
0 −a

)
, èëè

(
0 1
0 0

)
.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé Ā =

(
a 0
0 −a

)
.

Èìååì

eAx = eTĀT−1x = TeĀxT−1 = T

(
eax 0
0 e−ax

)
T−1 =

= T (eax 1 + σ3

2
+ e−ax 1− σ3

2
)T−1 = ch ax + sh axTσ3T

−1 = ch ax + ~n~σ sh ax;

ãäå ~n2 = 1 .
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñëåä ìàòðèöû σ3 ðàâåí 0, òî Tσ3T

−1 = ~b~σ,
ãäå ~b � íåêîòîðûé âåêòîð.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó det(σ3) = −1 , òî è

det(~b~σ) = −~b2 = −1 ⇒ ~b2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå ϕ1(x) = ch ax + ~n~σ sh ax.
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Â ñëó÷àå, êîãäà Ā =

(
0 1
0 0

)
, áóäåì èìåòü

Āx =

(
0 x
0 0

)
, (Āx)2 = 0, ..., (Āx)k = 0,

òî åñòü
eĀx = 1 + āx =

(
1 x
0 1

)
;

TeĀxT−1 = T (1 + Āx)T−1 = 1 + xTĀT−1 = 1 + xT

(
0 1
0 0

)
T−1 = 1 + ~a~σx,

ãäå ~a2 = 0 .
Äåéñòâèòåëüíî,

det(T

(
0 1
0 0

)
T−1) = 0 = −~a2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ~a , òàêîãî, ÷òî ~a2 = 0 , ìàòðèöà ~a~σ äîëæ-
íà ñâîäèòüñÿ ê âèäó

T

(
0 1
0 0

)
T−1

ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé T, det(T ) 6= 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå

ϕ3(x) = ea0x

(
1 + a3x (a1 + a2)x

(a1 − a2)x 1− a3x

)
;

a1
2 + a3

2 = a2
2.

III n = 3 .

Ñíîâà ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ϕ(x) = Bx , ãäå B - ïðîèçâîëüíàÿ
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 3× 3 .

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ n = 2 çàïèøåì Bx â âèäå Bx = eCx = ea0xeAx , ãäå A
- ïðîèçâîëüíàÿ áåññëåäíàÿ ìàòðèöà. Ïðèâåäÿ å¼ ê æîðäàíîâîé ôîðìå, ïîëó÷èì:

eAx = eTĀT−1

= TeĀxT−1.

Ñíîâà èìååì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ äëÿ ìàòðèöû Ā .

1.) Ā =




a1 0 0
0 a2 0
0 0 a3


 ,

∑
ai = 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå eĀx =




ea1x

ea2x

ea3x


 , à äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû eAx

ïîëó÷àåì:
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(
eAx

)
ik

=
(
TeĀxT−1

)
ik

=
∑
m

timTmke
amx,

ãäå tik � ýëåìåíòû ìàòðèöû T ,
Tik � ýëåìåíòû ìàòðèöû T−1 .

ßñíî, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå T â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ
ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà α1e

a1x + α2e
a2x + α3e

a3x , ãäå
∑

k

αk = {0 èëè 1} .

2.) Ā =




a1 1 0
0 a1 0
0 0 a2


 , 2a1 + a2 = 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå Ā2 =




a1
2 2a1 0

0 a1
2 0

0 0 a2
2


 ; Ā3 =




a1
3 3a1

2 0
0 a1

3 0
0 0 a2

3


 ; ... ;

Ām =




a1
m ma1

m−1 0
0 a1

m 0
0 0 a2

m


 .

Çíà÷èò, eĀx =




ea1x xea1x 0
0 ea1x 0
0 0 ea2x


 =




eax xeax 0
0 eax 0
0 0 e−2ax




(çàìåíèëè a1 → a ).

Îòñþäà A = TĀT−1 =




t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33







eax xeax 0
0 eax 0
0 0 e−2ax


 T−1 =

=




t11e
ax (xt11 + t12)e

ax t13e
−2ax

t21e
ax (xt21 + t22)e

ax t23e
−2ax

t31e
ax (xt31 + t32)e

ax t33e
−2ax


 T−1 =

=




t11(T11 + xT21)e
ax + t12T21e

ax + t13T31e
−2ax ...

t21(T11 + xT21)e
ax + t22T21e

ax + t23T31e
−2ax ...

...


 ,

òî åñòü â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè âèäà

(α1 + α2x)eax + α3e
−2ax,

ãäå α1 + α3 = {0 èëè 1}.

3.)
Ā =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 .
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Â ýòîì ñëó÷àå Ā2 = 0, ..., Ām = 0.
Òîãäà

eĀx = 1 + Āx =




1 x 0
0 1 x
0 0 1


 ;

TeĀxT−1 =




t11 xt11 + t12 xt12 + t13

t21 xt21 + t22 xt22 + t23

t31 xt31 + t32 xt32 + t33


 T−1 =

=




1 + x(t11T21 + t12T31) x(t11T22 + t12T32 ...
...
...


 ,

òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ïîëó÷èì ôóíêöèè âèäà ax, 1 + ax.

Èòàê, òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî è â ñëó÷àå n > 3 ìû áóäåì ïîëó÷àòü ëèøü ñóììû
ýêñïîíåíò, ìîæåò áûòü, äîìíîæåííûõ åù¼ íà x , è íèêàêèõ íîâûõ "ýëåìåíòàð-
íûõ" ôóíêöèé íå âîçíèêíåò.

Ïðîîáðàç Ìèðîçäàíèÿ
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Â ëåñó, â Àêàäåìãîðîäêå, ðîäèëàñü ¼ëî÷êà...



Ãëàâà 14

ÑÒÐÎÃÈÅ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ

Hic Rhodus, hic salta! 67

Äàæå åñëè áû ìàòåìàòèêà íàñèëüíî áûëà îòðåçà-
íà îò âñåõ ïðî÷èõ êàíàëîâ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè,
â íåé äîñòàëî áû íà ñòîëåòèÿ ïèùè äëÿ ðàçìûøëåíèÿ
íàä áîëüøèìè ïðîáëåìàìè, êîòîðûå ìû ìîãëè áû åùå ðå-
øàòü â ñîáñòâåííîé íàóêå.

� Æàí Äüåäîííå

§ 1.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (2,2) (äëÿ ïåøåõîäîâ)

§ 2.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (2,2) (äëÿ ìàòåìàòèêîâ)

§ 3. Åù¼ îäíî �ôóíêöèîíàëüíîå� äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2), ïðèíàäëåæàùåå
Ìèõàéëè÷åíêî

§ 4.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (3,2), ïðèíàäëåæàùåå Ëüâó

§ 5.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ðàíãà (4,2), ïðèíàäëåæàùåå Ëüâó

67Çäåñü Ðîäîñ, çäåñü ïðûãàé! Óïîòðåáëÿåòñÿ â çíà÷åíèè: ñàìîå ñëîæíîå, ñàìîå âàæíîå � â
ýòîì; çäåñü ñëåäóåò äîêàçàòü, óáåäèòü è ò.ï.
Èñòî÷íèê âûðàæåíèÿ � áàñíÿ Ýçîïà (VII - VI ââ. äî í.ý.) �Õâàñòóí�; ññûëàÿñü íà î÷åâèäöåâ,
ãåðîé áàñíè óòâåðæäàåò, ÷òî íà îñòðîâå Ðîäîñå îí ñîâåðøàë îãðîìíûå ïðûæêè. Â îòâåò íà
ïîõâàëüáó îäèí èç ñëóøàòåëåé ãîâîðèò, ÷òî ìîæíî âîîáðàçèòü, áóäòî íàõîäèøüñÿ íà Ðîäîñå è
ñåé÷àñ æå íà äåëå äîêàçàòü ñâîè âîçìîæíîñòè.
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Îáùàÿ ÷åðòà âñåõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëè÷íûå ôè-
çè÷åñêèå îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå ê îïðåäåë¼ííûì êëàññàì, ðàâíîïðàâíû ïî
îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó çàêîíó.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå èçëàãàëîñü ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â òåîðèþ êîðòîâ �
ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñôîð-
ìóëèðîâàòü ýòî ðàâíîïðàâèå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç îäíîãî òîëüêî òðåáîâàíèÿ ðàâíîïðàâèÿ êîðòîâ ïåðåä
çàêîíîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä òîãî èëè èíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè-
÷åñêîãî çàêîíà äî åãî êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.

Ýòî ïîõîæå íà ÷óäî, íî òåì íå ìåíåå ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê!
Â ýòîé ãëàâå ìû (Þ.È.Êóëàêîâ, Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî è Â.Õ.Ëåâ) ðàññìîòðèì

íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ è ïîêàæåì, êàê èç ÷ðåçâû÷àéíî îáùèõ ñàêðàëü-
íûõ óðàâíåíèé, íå çíàÿ íè÷åãî çàðàíåå, êðîìå ðàíãà68 (s, r) (íåèçâåñòíû íè
ðåïðåçåíòàòîð ϕ , íè âåðèôèêàòîð Φ ), êàê áû ñàìè ñîáîé � áóêâàëüíî �èç
íè÷åãî�, ïîëó÷àþòñÿ åäèíñòâåííûå (ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ïåðåîáîçíà-
÷åíèé) êàíîíè÷åñêèå ðåøåíèÿ, äîïóñêàþùèå òó èëè èíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ.

§ 1. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2)

(äëÿ ïåøåõîäîâ)

Èòàê, ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàíãà
(2, , 2) . Íà ýòîì ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ìû óâèäèì, êàêèå ìåòîäû ïðèìåíÿþò-
ñÿ ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ìû èùåì òàêóþ áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó
A = ||ϕαi|| è òàêóþ ôóíêöèþ îò ÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ Φ(x1, x2, x3, x4) , ÷òîáû ýëå-
ìåíòû ëþáîé êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû A22 , ïîñòðîåííîé íà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
ñòðîêàõ α è β è äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñòîëáöàõ i è k , áûëè áû ñâÿçàííû ìåæäó
ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Φ(ϕαi, ϕαk, ϕβk, ϕβk) = 0 (1)
Îò ôóíêöèè Φ(x1, x2, x3, x4) ìû ïîòðåáóåì ëèøü, ÷òîáû îíà áûëà äèôôåðåí-

öèðóåìîé, è ÷òîáû óðàâíåíèå Φ(x1, x2, x3, x4) = 0 áûëî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
ëþáîé èç ïåðåìåííûõ.

Ïðåæäå âñåãî, èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ N è M âûäåëèì ïî îäíîìó
ýëåìåíòó 0 ∈ N è 0 ∈ M , êîòîðûå íàçîâ¼ì �ýòàëîíàìè� â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîæåñòâàõ.

68Èç ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû Ìèõàéëè÷åíêî, ôîðìóëèðîâêà êîòîðîé áóäåò äàíà â ñëåäó-
þùåé ãëàâå, ñëåäóåò, ÷òî è ñàì ðàíã íå ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî � åãî äîïóñòèìûå
çíà÷åíèÿ ëåæàò â óçêîì êîðèäîðå íà ïëîñêîñòè öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé (s, r) .
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Çàòåì, ðàçðåøèâ óðàâíåíèå (1) îòíîñèòåëüíî ϕαi è ïîäñòàâëÿÿ â (1) âìåñòî
β è k ñîîòâåòñòâåííî 0 è 0 , ïîëó÷èì:

ϕαi = f (ϕα0, ϕ0i, ϕ00) = ϕ (ξα, xi), (2)

ãäå xi = ϕ0i è ξα = ϕα0 � ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâ N è M .

Èòàê, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû A = ||ϕαi|| èëè, ÷òî îäíî è òî æå, îäíîé
÷èñëîâîé ôóíêöèè îò äâóõ íå÷èñëîâûõ àðãóìåíòîâ α è i è îäíîé ôóíêöèè îò
÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ Φ(x1, x2, x3, x4) , ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ Φ(x1, x2, x3, x4) è
îäíîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè ϕ(x, ξ) îò äâóõ ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ ξ è x òàêèõ,
÷òî

Φ (ϕ(ξ, x), ϕ(ξ, y), ϕ(η, x), ϕ(η, y)) ≡ 0 (3)
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ðàâåíñòâî (3) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-

íûõ ξ, η, x, y , îáîçíà÷àþùèõ ñîîòâåòñòâåííî ξα, ξβ, xi, xk .
Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (3) ïî ξα, ξβ, xi, xk , ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòû-

ð¼õ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ íåèçâåñòíûõ

∂Φ

∂x1

,
∂Φ

∂x2

,
∂Φ

∂x3

,
∂Φ

∂x4

.
×òîáû ýòà ñèñòåìà èìåëà îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

∣∣∣∣∣∣∣∣

u(ξ, x) u(ξ, y) 0 0
0 0 u(η, x) u(η, y)

v(ξ, x) 0 v(η, x) 0
0 v(ξ, y) 0 v(η, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0, (4)

ãäå
u(ξ, x) =

∂ϕ

∂ξ
(ξ, x), v(ξ, x) =

∂ϕ

∂x
(ξ, x),

èëè ∣∣∣∣∣∣∣∣

w(ξ, x) w(ξ, y) 0 0
0 0 w(η, x) w(η, y)
1 0 1 0
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣
w(ξ, x) w(ξ, y)
w(η, x) w(η, y)

∣∣∣∣ ≡ 0, (5)

ãäå
w(ξ, x) =

u(ξ, x)

v(ξ, x)

×òîáû óäîâëåòâîðèòü òîæäåñòâó (5), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

u(ξ, x) =

∂ϕ
∂ξ

(ξ, x)
∂ϕ
∂x

(ξ, x)
= A(ξ)B(x),

ãäå A(ξ) è B(x) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçîäíûõ

1

A(ξ)
· ∂ϕ

∂ξ
(ξ, x)−B(x)

∂ϕ

∂x
(ξ, x) = 0 (6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä

ϕ(ξ, x) = χ(R(ξ) · S(x)),

ãäå χ(ξ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, à

R(ξ) = exp

∫
A(ξ)dξ è S(x) = exp

∫
dx

B(x)
.

Íî òàê êàê (ξ) è B(x) ïðîèçâîëüíû, òî

aαi = ϕ(ξα, xi) = χ(R(ξ) · S(x)), (7)

ãäå χ(x), R(x) è S(x) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
×òîáû íàéòè âèä ôóíêöèè Φ (x1, x2, x3, x4) , ïåðåïèøåì (7) â âèäå

χ−1(aαi) = R(ξ) · S(x),

îòêóäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ (ϕαi, ϕαk, ϕβi, ϕβk) =

∣∣∣∣
χ−1(ϕαi) χ−1(ϕαk)
χ−1(ϕβi) χ−1(ϕβk)

∣∣∣∣ = 0.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìàòðèöà A = ||aαi|| è ôóíêöèÿ Φ (x1, x2, x3, x4) ,
óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè , îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè χ(x) îäíîé ïåðåìåííîé è èìåþò âèä

ϕαi = χ(Rα · Si),

ãäå Rα è Si � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, è

Φ (x1, x2, x3, x4) =

∣∣∣∣
χ−1(x1) χ−1(x2)
χ−1(x3) χ−1(x4)

∣∣∣∣



Ãëàâà 14. Ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà 339

Âåñíà. 2001 ãîä

§ 2. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2)

(äëÿ ìàòåìàòèêîâ)

Õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëè÷-
íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå ê îïðåäåëåííûì êëàññàì, ðàâíîïðàâ-
íû ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó çàêîíó. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáîãî âèäà
îòíîøåíèé � �îòíîøåíèé ðàâíîïðàâèÿ" � êàæåòñÿ íàì èìåþùèì ñóùåñòâåííîå
çíà÷åíèå â êà÷åñòâå èñõîäíîé ôèçè÷åñêîé èäåè.

Ïðåæäå âñåãî, ïðèäàäèì èíòóèòèâíîé èäåå �ðàâíîïðàâèÿ" ñòðîãóþ ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó. Â ýòîé ñòàòüå ìû äàäèì ëèøü ÷àñòíóþ ôîðìóëèðîâêó
ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, íå ïðåòåíäóÿ íà ñëèøêîì áîëüøóþ îáùíîñòü
(ýòî áóäåò ñäåëàíî â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ).
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Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî M , ýëåìåíòû
êîòîðîãî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç i1, i2, . . . , è ìíîæåñòâî N ñ ýëåìåíòàìè, îáî-
çíà÷àåìûìè ÷åðåç α1, α2, . . . .

Äîïóñòèì, ÷òî êàæäîé ïàðå (i, α) ∈ M×N ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî ui,α , ò. å. íà ìíîæåñòâå M×N îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ u : (i, α) → uiα .
Ïóñòü m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è Mm = {i1, i2, . . . , im} , Nn = {α1, α2 . . . , αn} .
Ïîäìíîæåñòâà Mm è Nn îïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ ìàòðèöó èç m ñòðîê è n
ñòîëáöîâ:

u(i1, i2, . . . , im, α1, α2, . . . , αn) = ‖uikαl
‖ k=1,2,...,m

l=1,2,...,n
. (8)

Êàæäóþ òàêóþ ìàòðèöó áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó mn -ìåðíîãî àðèôìå-
òè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rmn . Èçìåíåíèå íóìåðàöèè òî÷åê ìíîæåñòâà Mm è
Nn âåäåò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ìàòðèöû (8), ñâîäÿùèìñÿ ê ïåðåñòàíîâêàì åå ñòðîê
è ñòîëáöîâ. m!n! ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Rmn , ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðå-
ñòàíîâêàì ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû (8), áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèìè ïåðå-
ñòàíîâêàìè Rmn .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ M è N çàäàíà ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
ðàíãà (m,n) , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

À) Ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ mn ïåðåìåííûõ Φ(x1, x2, . . . , xmn) ,
èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ïðîñòðàíñòâà Rmn è òà-
êàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî M ⊂ Rmn , îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì Φ(x1, x2, . . . , xmn) = 0 ,
åñòü íåïóñòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, è ãðàäèåíò Φ îòëè÷åí îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå
M .

Á) Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê u(i1, i2, . . . , im, α1, α2, . . . , αn) ïðîñòðàíñòâà Rmn ,
ãäå {i1, i2, . . . , im} = Mm ⊂ M , {α1, α2, . . . , αn} = Nn ⊂ N îáðàçóåò îòêðûòîå
îòíîñèòåëüíî M ïîäìíîæåñòâî M . Â ÷àñòíîñòè,

Φ(ui1α1 , ui1α2 , . . . , uimαn) = 0 (9)

ïðè ëþáûõ Mm è Nn .
Â) Åñëè óðàâíåíèå (9) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî uikαλ

è uisαλ
, ãäå uikαν è ν 6= λ s 6= k , òî, êàê äâå ãðóïïû íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ,

îíè âõîäÿò â Φ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì [2].
Ã) Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû èç n ÷èñåë uλ (λ = 1, 2, . . . , n) , óäîâëåòâîðÿþùåé

óðàâíåíèþ

Φ(u11, u12, . . . , u1n, . . . , um−1,1, um−1,2, . . . , um−1,n, u1, u2, . . . , un) = 0,

ãäå

upλ = uipαλ
(p = 1, 2, . . . ,m− 1; λ = 1, 2, . . . , n), ip ∈ Mm−1, αλ ∈ Nn

íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò i , ÷òî u1 = ui,α1 , u2 = ui,α2 , . . . , un = ui,αn . Àíàëî-
ãè÷íî, äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû èç m ÷èñåë vν (ν = 1, 2, . . . , m) , óäîâëåòâîðÿþùåé
óðàâíåíèþ

Φ(u11, . . . , ui,n−1, v1, u21, . . . , u2,n−1, v2, . . . , um1, . . . , um,n−1, vm) = 0
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íàéäåòñÿ òàêîå α ∈ N , ÷òî vp = uip,α .
Îáñóæäåíèå ôèçè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ââåäåííîãî çäåñü

ïîíÿòèÿ äàåòñÿ â [2], [7].
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàíãà

(2,2).
Òåîðåìà. Ïóñòü òðîéêà (M,N, u : M × N → R) îáðàçóåò ôèçè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó ðàíãà (2,2). Òîãäà ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
óðàâíåíèåì

Θ[χ(uiα)χ(ukβ)− χ(uiβ)χ(ukα)] = 0

ãäå χ è Θ � ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì viα = ∂Φ/∂uiα . Ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïåðåñòà-

íîâêàõ â R4 âåêòîð v = (viα, viβ, vkα, vkβ) , î÷åâèäíî, òàêæå ïîäâåðãàåòñÿ êàíî-
íè÷åñêèì ïåðåñòàíîâêàì. Åñëè v 6= 0 , òî ñðåäè êàíîíè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê v
åñòü õîòü îäíà, äëÿ êîòîðîé îòëè÷íà îò íóëÿ ïåðâàÿ êîîðäèíàòà. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ {i, k} = M2 ⊂ M è {α, β} = N2 ⊂ N

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ M2 è N2 ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

∂Φ

∂u1

(uiα, uiβ, ukα, ukβ) 6= 0.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ïîäìíîæåñòâà {i0, k0} = M2 ⊂ M è {α0β0} = N2 ⊂ N

òàê, ÷òîáû â òî÷êå

u0 = (u1, u2, u3, u4) = (ui0α0 , ui0β0 , uk0α0 , uk0β0)

áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (∂Φ/∂u1)(u0) . Â ñèëó ñêàçàííîãî ýòî
âîçìîæíî. Ââèäó òîãî, ÷òî (∂Φ/∂u1)(u0) 6= 0 , íàéäóòñÿ ÷èñëà ε > 0 è δ > 0
òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå Φ(u1, u2, u3, u4) = 0 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â îáëàñòè

|u1 − u1
0| < ε, |ui − ui

0| < δ (i = 2, 3, 4) (10)

Ðåøàÿ (8) îòíîñèòåëüíî u1 , ïîëó÷èì u1 = f(u2, u3, u4) .
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (∂f/∂u2)(u2, u3, u4) , (∂f/∂u3)(u2, u3, u4) .

Åñëè (∂f/∂u2)(u2, u3, u4) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû
â îáëàñòè |ui−ui

0| < δ (i = 2, 3, 4) , òî ââèäó àíàëèòè÷íîñòè (∂f/∂u2)(u2, u3, u4) =
0 äëÿ âñåõ (u2, u3, u4) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî u1 = F (u3, u4) . Ýòî, îäíàêî, ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ ñóùåñòâåííîñòè ïàðàìåòðîâ u2 è u3 . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì,
÷òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (∂f/∂u3)(u2, u3, u4) íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà
ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.

Â ñèëó ñêàçàííîãî ìîæíî âûáðàòü òî÷êè i0, k0, α0, β0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ïðîèçâîäíûå ∂f/∂u2, ∂f/∂u3 áûëè îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ âñåõ u2, u3, u4 ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (10). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè âìåñòî k0 è β0

áóäåì ïèñàòü ïðîñòî 0 è 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü x è ξ òàêîâû, ÷òî

|x− u2
0| < δ, |ξ − u3

0| < δ. (11)
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Ïîëîæèì u = f(x, ξ, u00) = ϕ(x, ξ) .
Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå Ã), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ i è α òàêèå, ÷òî

ϕ(x1, ξ1) = uiα, ϕ(x1, ξ2) = uiβ, ϕ(x2, ξ1) = ukα, ϕ(x2, ξ2) = ukβ

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

Φ[ϕ(x, ξ), ϕ(x, η), ϕ(y, ξ), ϕ(y, η)] = 0,

ãäå x = x1, y = x2, ξ = ξ1, η = ξ2 .
Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå ïî x, y, ξ, η, ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ îä-

íîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ∂Φ/∂u1 , ∂Φ/∂u2 ,
∂Φ/∂u3 , ∂Φ/∂u4 . Â ñèëó óñëîâèÿ À) õîòÿ áû îäíà èç âåëè÷èí ∂Φ/∂ui îòëè÷íà
îò íóëÿ è, çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ. Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä




(∂ϕ/∂x)(x, ξ) (∂ϕ/∂x)(x, η) 0 0
(∂ϕ/∂ξ)(x, ξ) 0 (∂ϕ/∂ξ)(y, ξ) 0

0 0 (∂ϕ/∂x)(y, ξ) (∂ϕ/∂x)(y, η)
0 (∂ϕ/∂ξ)(x, η) 0 (∂ϕ/∂ξ)(y, η)


 .

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû, ïîëó÷èì
∂ϕ

∂x
(x, η)

∂ϕ

∂x
(y, ξ)

∂ϕ

∂ξ
(x, ξ)

∂ϕ

∂ξ
(y, η)− ∂ϕ

∂x
(x, ξ)

∂ϕ

∂x
(y, η)

∂ϕ

∂ξ
(y, ξ)

∂ϕ

∂ξ
(x, η) = 0.

Ôèêñèðóÿ y è η , äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A(x)B(ξ)
∂ϕ

∂ξ
(x, ξ)− C(x)D(ξ)

∂ϕ

∂x
(x, ξ) = 0. (12)

Åñëè x, y, ξ, η òàêîâû, ÷òî

|x− u1
0| < δ, |y − u2

0| < δ, |ξ − u3
0| < δ, |η − u4

0| < δ,

òî íè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ â (12) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, îíî ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå

P (ξ)
∂ϕ

∂ξ
(x, ξ)−Q(x)

∂ϕ

∂x
(x, ξ) = 0. (13)

Îòñþäà íåòðóäíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ϕ ïðåäñòàâèìî â âèäå ϕ(x, ξ) = χ[R(x)S(ξ)] ,
ãäå χ, R è S � ïðîèçâîëüíûå ìîíîòîííûå ôóíêöèè äàííîé ïåðåìåííîé.

Èìååì uiα = ϕ(xi, ξα) = χ(R(xi)S(ξα)) , îòêóäà R(xi)S(ξα) = χ−1(uiα) . Âû-
ïèñûâàÿ àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ uiβ, ukα, ukβ , ïîëó÷èì, ÷òî ýòè âåëè÷è-
íû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Ψ(uiα, uiβ, ukα, ukβ) = χ−1(uiα)χ−1(ukβ)− χ−1(uiβ)χ−1(ukα).

Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè è ñâÿçíîñòè M ðàâåíñòâî (13) âûïîëíÿåòñÿ âñþäó íà M .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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§ 3. Åù¼ îäíî �ôóíêöèîíàëüíîå� äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ðàíãà (2,2), ïðèíàäëåæàùåå Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî [6]
Óðàâíåíèå äëÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2) êîíñòðóèðóåòñÿ ïî îáùåé

ñõåìå [2]. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ M = {i, k, . . . , l, . . .} è N =
{α, β, . . . , γ, . . .} îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
òî åñòü êàæäîìó ýëåìåíòó (i, α) ∈ M×N ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî aiα

(i, α) → aiα (14)
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M è N îòîáðàæåíèå (14) ðåàëèçóåò
ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (2, 2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ ÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ Φ(x1, x2, x3, x4) , ÷òî

∀i, k ∈ M,∀α, β ∈ NΦ(aiα, aiβ, akα, akβ) = 0. (15)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (15) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî õîòÿ áû îäíîãî èç
÷åòûð¼õ àðãóìåíòîâ, è ôóíêöèÿ Φ â (15) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöè-
ðóåìà. Ñîîòíîøåíèå (15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ñïå-
öèàëüíîãî âèäà äëÿ Φ . Ýòî óðàâíåíèå áûëî ðåøåíî, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè. Çäåñü ìû ïðèìåíèì âòîðîé èç îòìå-
÷åííûõ âî âñòóïëåíèè ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ.

Âûäåëèì â ìíîæåñòâå M ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî {i, k, l} , ñîäåðæàùåå
òðè ýëåìåíòà, è çàïèøåì (15) äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà

Φ(aiα, aiβ, akα, akβ) = 0,

Φ(aiα, aiβ, alα, alβ) = 0,

Φ(akα, akβ, alα, alβ) = 0.

Ðàçðåøèì êàæäîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé îòíîñèòåëüíî òðåòüåãî àðãóìåíòà
akα = f(aiα, aiβ, akβ), (16)
alα = f(aiα, aiβ, alβ), (17)
alα = f(akα, akβ, alβ). (18)

Ïîäñòàâèì (16) â (18) è ïðèðàâíÿåì ê (17)
f(aiα, aiβ, alβ) = f [f(aiα, aiβ, akβ), akβ, alβ]. (19)

Ñîîòíîøåíèå (19) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì. Ïåðåîáîçíà÷èì ïåðåìåííûå â (19):
x = aiα, y = aiβ, z = alβ, s = akβ,

è èìååì
f(x, y, z) = f [f(x, y, z), s, z]. (20)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îáû÷íîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ñîâïàäàþùåå
ñ óðàâíåíèåì îäíîìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ [8].
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Òðóäíûé âîïðîñ

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
(20) îòäåëüíî ïî êàæäîìó èç ÷åòûð¼õ àðãóìåíòîâ

∂f(x, y, z)

∂x
=

∂f [. . .]

∂f(x, y, s)
· ∂f(x, y, s)

∂x
,

∂f(x, y, z)

∂y
=

∂f [. . .]

∂f(x, y, s)
· ∂f(x, y, s)

∂y
,

∂f(x, y, z)

∂z
=

∂f [. . .]

∂z
,

0 =
∂f [. . .]

∂f(x, y, s)
· ∂f(x, y, s)

∂z
+

∂f [. . .]

∂s
.

Âûïèñàííûå ÷åòûðå ðàâåíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ÷åòûð¼õ ëè-
íåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òð¼õ íåèçâåñòíûõ

∂f [. . .]

∂f(x, y, s)
,

∂f [. . .]

∂z
,

∂f [. . .]

∂s
.

Äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ðàñøè-
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ðåííîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû áûë ðàâåí íóëþ.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f(x,y,z)
∂x

∂f(x,y,s)
∂x

0 0
∂f(x,y,z)

∂y
∂f(x,y,s)

∂y
0 0

∂f(x,y,z)
∂z

0 1 0

0 ∂f(x,y,s)
∂s

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

èëè
∂f(x, y, z)

∂x
· ∂f(x, y, s)

∂y
− ∂f(x, y, z)

∂y
· ∂f(x, y, s)

∂x
= 0. (21)

Ïîëîæèì â (21) s = const . Òîãäà èìååì

∂f(x, y, z)

∂x
· A(x, y) +

∂f(x, y, z)

∂y
·B(x, y) = 0. (22)

(22) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê

f(x, y, z) = χ[ϕ(x, y), z]. (23)

Ïîäñòàâèì (23) â (16)
akα = χ[ϕ(aiα, aiβ), akβ] (24)

Ðàçðåøèì (24) îòíîñèòåëüíî ϕ(aiα, aiβ) è çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (16), (17), (18)
â íîâîì âèäå

ϕ(aiα, aiβ) + ψ(akα, akβ) = 0,

ϕ(aiα, aiβ) + ψ(alα, alβ) = 0,

ϕ(akα, akβ) + ψ(alα, alβ) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò
ϕ(akα, akβ) = −ψ(akα, akβ).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå ñòðóêòóðû (15) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ψ(aiα, aiβ)− ψ(akα, akβ) = 0. (25)

Àíàëîãè÷íî, èç ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ (15) äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç ïîä-
ìíîæåñòâà {α, β, γ} ⊂ N èìååì äðóãóþ âîçìîæíóþ ôîðìó çàïèñè ñîîòíîøåíèÿ
ñòðóêòóðû (15)

ϕ(aiα, akα)− ϕ(aiβ, akβ) = 0. (26)
Ðåàëèçàöèÿ äâóõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ (25) è (26) íàëàãàåò íåêîòîðûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ϕ è ψ . Îáîçíà÷èì x = aiα, y = aiβ, s =
akα, t = akβ . Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåïèøåì (25) è (26)

ψ(x, y)− ψ(s, t) = 0 (27)

ϕ(x, s)− ϕ(y, t) = 0 (28)
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(27) è (28) çàäàþò â íåÿâíîì âèäå, íàïðèìåð, t êàê îäíó è òó æå ôóíêöèþ
ïåðåìåííûõ x, y, s

t = χ1[ψ(x, y), s] = χ2[ϕ(x, s), y]. (29)
Ïî ïåðåìåííûì x, y, s (29) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (29) îò-
äåëüíî ïî x, y, s :

∂χ1[ψ(x, y), s]

∂ψ(x, y)
· ∂ψ(x, y)

∂x
=

∂χ2[ϕ(x, s), y]

∂ϕ(x, s)
· ∂ϕ(x, s)

∂x
,

∂χ1[ψ(x, y), s]

∂ψ(x, y)
· ∂ψ(x, y)

∂y
=

∂χ2[ϕ(x, s), y]

∂y
,

∂χ1[ψ(x, y), s]

∂s
=

∂χ2[ϕ(x, s), y]

∂ϕ(x, s)
· ∂ϕ(x, s)

∂s
.

Ðàññìîòðèì ýòè òðè ðàâåíñòâà êàê ñèñòåìó òð¼õ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ äâóõ íåèçâåñòíûõ

∂χ2[ϕ(x, s), y]

∂ϕ(x, s)
,

∂χ2[ϕ(x, s), y]

∂y
.

Äëÿ ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ðàñøèðåííîé ìàò-
ðèöû ñèñòåìû áûë ðàâåí íóëþ

∣∣∣∣∣∣∣

∂χ1[ψ(x,y),s]
∂ψ(x,y)

· ∂ψ(x,y)
∂x

∂ϕ(x,s)
∂x

0
∂χ1[ψ(x,y),s]

∂ψ(x,y)
· ∂ψ(x,y)

∂y
0 1

∂χ1[ψ(x,y),s]
∂s

∂ψ(x,s)
∂s

0

∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (30)

Ïîëîæèì â (30) x = a = const, ψ(a, y) = u

ψx(a, y) = A(u),
ϕx(a, s)

ϕs(a, s)
= −B(s).

Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü (30), ìîæåì çàïèñàòü

∂χ1(u, s)

∂u
A(u) +

∂χ1(u, s)

∂s
B(s) = 0.

Ðåøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê

χ1(u, s) = χ[ϕ(u) + ψ(s)] (31)

Ïîäñòàâèì (31) â (29) è ââåä¼ì íåêîòîðûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé

t = χ[ψ(x, y) + ψ(s)]

èëè
ψ(x, y) = ϕ(t)− ψ(s) (32)
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Èç ñðàâíåíèÿ (27) è (32) ñëåäóåò

ψ(s, t) = −ψ(s) + ϕ(t)

è âìåñòî (27) èìååì
−ψ(x) + ϕ(y) + ψ(s)− ϕ(t) = 0. (33)

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, (33) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå (28), òî åñòü

ϕ(x, s) = −ψ(x) + ψ(s)

ϕ(y, t) = −ϕ(y) + ϕ(t)

îòêóäà
ϕ(x) = ψ(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó çàïèñè ñîîòíîøåííèÿ ñòðóê-
òóðû ðàíãà (2,2)

ψ(aiα)− ψ(aiβ)− ψ(akα) + ψ(akβ) = 0. (34)
(34) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîå îáùåå è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(15) áèíàðíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2). Îáû÷íàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ (34) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñëåäóþùåé çàìåíå ôóíêöèé

ψ(x) = lnλ(x)

lnλ(aiα)λ(akβ)− lnλ(akα)λ(aiβ) = 0

èëè
λ(aiα) · λ(akβ)− λ(akα) · λ(aiβ) = 0.

§ 4. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (3,2), ïðèíàäëåæàùåå Ëüâó [4]

Ïóñòü èìååòñÿ äâà ìíîæåñòâà îáúåêòîâ M = {i, k, . . .} è N = {α, β, . . .} . È
ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f : M×M → R , êîòîðàÿ êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ ñîïîñòàâ-
ëÿåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(iα) ∈ R .

Ðàññìîòðèì M3 = M × M × M è N2 = N × N . Ïîñòðîèì ôóíêöèþ
F : M3×N2 → R6 , êîòîðàÿ êàæäîìó êîðòåæó < ijk, αβ >∈ M3×N2 ñîïîñòàâëÿ-
åò øåñòü ÷èñåë f(iα), . . . , f(kβ) , êîòîðûå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R6 .

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ àêñèîì:
I. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì R1 , à ìíîæåñòâî N

ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì R2 .
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Âëàäèìèð Ëåâ

Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç M õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì (i) → xi ,
à ýëåìåíò èç N � äâóìÿ ïàðàìåòðàìè:
(α) → ξα, hα . Ñëåäîâàòåëüíî, äâóõòî÷å÷-
íàÿ ôóíêöèÿ f(iα) áóäåò èìåòü ëîêàëüíîå
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå:

f(iα) = f(xi; ξα, hα).

II. Ôóíêöèÿ f(xi; ξα, hα) � ãëàäêàÿ êëàñ-
ñà Ck (ãäå k � äîñòàòî÷íî áîëüøîå) è
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò êàæäîé
ãðóïïû êîîðäèíàò (ïî Ýéçåíõàðòó [11]).
Òî åñòü íåëüçÿ íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ
ϕ(ξα, hα) , ÷òîáû èìåëî ìåñòî ñîîòíîøåíèå
f(xi; ξα, hα) = Θ(xi, ϕ(ξa, hα)) .

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(xi; ξα, hα) ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó íå ðàâíû íóëþ òîæäå-
ñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðîéêà < M,N, f > çàäàåò ôèçè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ðàíãà (3,2), åñëè êðîìå àêñèîì I, II âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ àêñèîìà:
III. Äëÿ ∀i, j, k ∈ M è ∀α, β ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
Φ : R6 → R , ÷òî gradΦ 6= 0 è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

Φ[f(iα), f(iβ), f(jα), f(jβ), f(kα), f(kβ)] = 0. (35)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ÿâíûé âèä ôóíêöèé f è Φ òàêèõ, ÷òîáû
äëÿ ëþáûõ òðåõ ýëåìåíòîâ èç M è äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ èç N âûïîëíÿëîñü ñîîò-
íîøåíèå (35). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (35) ïî âñåì ñåìè ïàðàìåòðàì
xi , xj , xk , ξα , hα , ξβ , hβ . Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ñåìè óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî øåñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Φ ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó.
Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò âèä:

fxi
(iα) fxi

(iβ) 0 0 0 0
0 0 fxj

(jα) fxj
(jβ) 0 0

0 0 0 0 fxk
(kα) fxk

(kβ)
fξα(iα) 0 fξα(jα) 0 fξα(kα) 0
fhα(iα) 0 fhα(jα) 0 fhα(kα) 0

0 fξβ
(iβ) 0 fξβ

(jβ) 0 fξβ
(kβ)

0 fhβ
(iβ) 0 fhβ

(jβ) 0 fhβ
(kβ)

(36)

ãäå fxi
(iα) = ∂f(iα)

∂xi
, fξi

(iα) = ∂f(iα)
∂ξi

è ò. ä.
Òàê êàê gradΦ 6= 0 (àêñèîìà III), òî ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû (36) ìåíüøå øåñòè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäå-
ëèòåëü ïÿòîãî ïîðÿäêà, îòìå÷åííûé ëèíèåé â ìàòðèöå, íå ðàâåí íóëþ (èñïîëüçóÿ
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àêñèîìó II). Òî åñòü ðàíã ìàòðèöû (36) ðàâåí ïÿòè. Ïî òåîðèè [7] âñå îïðåäå-
ëèòåëè øåñòîãî ïîðÿäêà, îêàéìëÿþùèå íå ðàâíûé íóëþ îïðåäåëèòåëü ïÿòîãî
ïîðÿäêà, ðàâíû íóëþ. Òàêèõ îïðåäåëèòåëåé áóäåò äâà.

Ðàñêðûâàÿ èõ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó è ôèêñèðóÿ ýëåìåíòû i, j, k , ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé:

∂f(iα)

∂xi

A1(xi) +
f(iα)

∂ξα

B1(ξα, hα) +
∂f(iα)

∂hα

B2(ξα, hα) = 0,

∂f(iα)

∂xi

A2(xi) +
f(iα)

∂ξα

B3(ξα, hα) +
∂f(iα)

∂hα

B4(ξα, hα) = 0. (37)

Ìîæíî äîêàçàòü (èñïîëüçóÿ àêñèîìó II), ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ðåøàåì ïåðâîå óðàâíåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

dxi

A1(xi)
=

dξα

B1(ξα, hα)
=

dhα

B2(ξα, hα)
.

Åãî èíòåãðàëû: ψ2(ξα, hα) = C1 ; ϕ(xi) − ψ1(ξα, hα) = C2 . Äåëàåì çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ:

ψ2(ξα, hα) = ρ1; ϕ(xi)− ψ1(ξα, hα) = ρ2; x = ρ0.

Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ∂f(iα)/∂ρ0 = 0 , à âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

∂f(iα)

∂ρ1

[ψ2ξαB3(ξα, hα)+ψ2hαB4(ξα, hα)]+
∂f(iα)

∂ρ2

[ϕxi
A2(xi)−(ψ1ξαB3+ψ1hαB4)] = 0.

Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì: ϕ(x) = x; ψ1(ξ, h) = ξ; ψ2(ξ, h) = h :

∂f(iα)

∂ρ1

R1(ξ, h) +
∂(iα)

∂ρ2

[T (x)−R2(ξ, h)] = 0, (38)

f(iα) = f(h, x− ξ) = f(ρ1, ρ2).

Èç óðàâíåíèÿ (38) íàõîäèì:

T (x) · 1

R1(ξ, h)
− R2

R1

(ξ, h) = −∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ1

/
∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ2

= χ(x− ξ, h).

èëè
T (x)E1(ξ, h)− E2(ξ, h) = χ(x− ξ︸ ︷︷ ︸

ρ2

, h︸︷︷︸
ρ1

).

Øòðèõè â äàëüíåéøåì îïóñòèì.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïî x , çàòåì åãî æå � ïî ξ è

ñëîæèì äâà ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿ. Ïîëó÷èì:

Tx(x)E1(ξ, h) + T (x)E1ξ(ξ, h)− E2ξ(ξ, h) = 0. (39)

Ôèêñèðóÿ ξ, h , èìååì:
Tx(x) = K1T (x) + K2. (40)
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Îòìåòèì, ÷òî K1 è K2 íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå T (x) = const = C1 è èç (38) íàõîäèì:

C1E1(ξ, h)− E2(ξ, h) = M(h)M(ρ1).

Óðàâíåíèå (38) ïðèìåò âèä:

∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ1

+
∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ2

M(ρ1) = 0.

Åãî èíòåãðàë: −M(ρ1) + ρ2 = C . Òî åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä:
f(iα) = Θ(ρ2 −M(ρ1)) . Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì:

f(xi, ξα, hα) = Θ(ϕ(x)− ψ1(ξ, h)−M(ξ, h)) = Θ(ϕ(x)− λ(ξ, h)).

Òî åñòü ôóíêöèÿ f(x, ξ, h) íåñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ
ξ, h , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìå II.

Èòàê, èìååì: Tx(x) = K1T (x) + K2 , ãäå K1 , K2 íå ðàâíû íóëþ îäíîâðå-
ìåííî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (39), ïîëó÷èì:

T (x)(K1 + E1ξ/E1) + (K2 − E2ξ/E1) = 0.

Åñëè êðóãëûå ñêîáêè íå ðàâíû íóëþ, òî îòñþäà ïîëó÷èì: T (x) = const , ÷òî
ïðèâîäèò (êàê ïîêàçàíî âûøå) ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ àêñèîìîé II. Òî åñòü,

E1ξ = −K1E1; E2ξ = K2E1. (41)

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: K1 6= 0 ; K1 = 0 .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé K1 6= 0 .
Òîãäà èç (40), (41) íàõîäèì:

T (x) = C1e
K1x − K2

K1

; E1 = µ1(h)e−K1ξ; E2 =
−K2

K1

e−K1ξµ1(h) + µ2(h).

T (x)E1(ξ, h)− E2(ξ, h) = C1µ1(h)eK1(x−ξ) − µ2(h) = µ1(ρ1)e
K1ρ2 − µ2(ρ1).

Óðàâíåíèå (38) çàïèøåòñÿ â âèäå:

∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ1

+
∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ2

[
µ1(ρ1)e

K1ρ2 − µ2(ρ2)
]

= 0.

Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê:
dρ2

µ1(ρ1)eK1ρ2 − µ2(ρ1)
=

dρ1

1
.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ: u = e−K1ρ2 . Òîãäà du = −K1udρ2 . Îòñþäà dρ2 =
− du

K1u
. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê, èìååì:

du

dρ1

σ1(ρ1) · u + σ2(ρ1) � ëèíåéíîå óðàâíåíèå.
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Åãî ðåøåíèå: u = e
∫

σ1(ρ1)dρ1 +
(∫

σ2(ρ1)e
− ∫

σ1(ρ1)dρ1dρ1 + C
)
. Îòñþäà èíòåãðàë

âñåé ñèñòåìû ðàâåí:

C = ue−
∫

σ1(ρ1)dρ1 −
∫

σ2(ρ1)e
− ∫

σ1(ρ1)dρ1dρ1.

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, èìååì:

C = e−K1[ϕ(x)−ψ1(ξ,h)] · ν1(ξ, h)− ν2(ξ, h) = x̃ · ξ̃ + h̃.

È ðåøåíèå èìååò âèä: f(x̃, ξ̃, h̃) = χ(x̃ · ξ̃ + h̃) .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé K1 = 0 (K2 6= 0) . Èç (40), (41) íàõîäèì: T (x) = K2x+

K3 , E1 = M1(h) , E2 = K2ξ ·M1(h) + M2(h) .

T (x)E1(ξ, h)− E2(ξ, h) = K2µ1(h)ρ2 − µ2(h).

Óðàâíåíèå (38) çàïèøåòñÿ â âèäå:

∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ1

+
∂f(ρ1, ρ2)

∂ρ2

[σ1(ρ1) · ρ2 + σ2(ρ1)] = 0

Ðåøàÿ åãî ïîëó÷èì:
f(x, ξ, h) = χ(x · ξ + h),

òî åñòü òàêîå æå ðåøåíèå, êàê è â ñëó÷àå K1 6= 0 .
Èòàê, îäíà ÷àñòü çàäà÷è ðåøåíà: íàéäåí ÿâíûé âèä ôóíêöèè f(xi, ξα, hα) :

f(xi, ξα, hα) = χ(xi · ξα + hα), (42)

ãäå χ � ïðîèçâîëüíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäåì ÿâíûé âèä ôóíêöèè Φ .
Óäîáíî ïåðåéòè îò ôóíêöèè f(iα) ê ôóíêöèè χ−1(f(iα)) = aiα = xi · ξα + hα .
Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ

Φ( aiα︸︷︷︸
u1

, aiβ, ajα, ajβ, akα︸ ︷︷ ︸
...

, akβ︸︷︷︸
u6

) = 0, (43)

äëÿ êîòîðîé gradΦ 6= 0 .
Ìîæíî âûïèñàòü âñå øåñòü ôóíêöèé aiα, . . . , akβ â ÿâíîì âèäå è, êîìáèíèðóÿ

èõ, îñâîáîäèòüñÿ îò âñåõ ñåìè ïàðàìåòðîâ xi, . . . , hβ , íàéäÿ òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü
ìåæäó ôóíêöèÿìè aiα, . . . , akβ .

Ìîæíî íàéòè ýòó ñâÿçü è àíàëèòè÷åñêè. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå gradΦ 6= 0 ,
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂Φ

∂u1
, . . . , ∂Φ

∂u6
íå ðàâíû íóëþ. Ïðî-

äèôôåðåíöèðóåì (9) ïî ξα è ïî hα :

∂Φ

∂u1

xi +
∂Φ

∂u3

xj +
∂Φ

∂u5

uk = 0

∂Φ

∂u1

+
∂Φ

∂u3

+
∂Φ

∂u5

= 0 (44)
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Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà ξα , âòîðîå � íà hα è ñëîæèì. Ïîëó÷èì:

∂Φ

∂u1

aiα +
∂Φ

∂u3

ajα +
∂Φ

∂u5

akα = 0.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç (44) íà ξβ , âòîðîå �íà hβ è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì:

∂Φ

∂u1

aiβ +
∂Φ

∂u3

ajβ +
∂Φ

∂u5

akβ = 0.

Âûïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå èç (44):

∂Φ

∂u1

+
∂Φ

∂u3

+
∂Φ

∂u5

= 0

Èìååì òðè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî òðåõ �íåèçâåñòíûõ" ∂Φ
∂u1

, ∂Φ
∂u3

∂Φ
∂u5

, íå ðàâ-
íûõ íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû, ðàâåí íóëþ: ∣∣∣∣∣∣

aiα ajα akα

aiβ ajβ akβ

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ýòî è åñòü ôóíêöèÿ Φ(aiα, . . . , akβ) = 0 . Çàäà÷à ðåøåíà ïîëíîñòüþ.

§ 5. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (4,2), ïðèíàäëåæàùåå Ëüâó [4]

Â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ðàçðàáàòûâàåìîé Þ. È. Êóëàêîâûì è åãî
ó÷åíèêàìè, èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì, äâóõ è áîëåå ìíîæåñòâàõ ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ [2], [5].

Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ïîëíî-
ñòüþ ðåøåíà Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî â åãî äèññåðòàöèè. Èì æå áûëè èññëåäîâàíû
ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà r = 3 , r = 4 , îïðåäåëåííûå íà îäíîì ìíîæåñòâå.
Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ïðèìåíÿëñÿ ðàçðàáîòàííûé èì ñïåöèàëüíûé ôóíêöèî-
íàëüíûé ìåòîä. Íî ðåøèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñòðóêòóð íà îäíîì ìíîæå-
ñòâå ðàíãà r > 4 ôóíêöèîíàëüíûì ìåòîäîì íå óäàâàëîñü.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà îäíîì ìíîæåñòâå ðàíãà r > 4 àâ-
òîðîì ðàçðàáîòàí îáùèé ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
óíèâåðñàëüíûì. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî èññëåäîâàòü ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííûå
íà äâóõ è áîëåå ìíîæåñòâàõ [4]. Ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà ïîçâî-
ëèëî âíåñòè èíòåðåñíûå óòî÷íåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ äëÿ
ñòðóêòóð ðàíãà (r, r) , îïðåäåëåííûõ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ.

Â äàííîé ðàáîòå ýòèì ìåòîäîì èññëåäóåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (4, 2)
è äàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ïðèâåäåì êðàòêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ìíîæåñòâà îáúåê-
òîâ M = {i, k, . . .} è N = {α, β, . . .} . Âûáåðåì èç ìíîæåñòâà M ëþáûå ÷åòûðå
ýëåìåíòà, à èç N � ëþáûå äâà ýëåìåíòà. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå
ýëåìåíòîâ (ïî îäíîìó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà) (i, α) âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(iα) .
Âñåãî òàêèõ ÷èñåë áóäåò âîñåìü.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M è N íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè (èëè ñóùåñòâóåò ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà
(4, 2) ), åñëè èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü:

Φ[f(iα), f(iβ), f(jα), f(jβ), f(kα), f(kβ), f(lα), f(lβ)] = 0 (45)
äëÿ ∀i, j, k, l ∈ M è ∀α, β ∈ N . Íà ìíîæåñòâà M è N è ôóíêöèè f è Φ
ââîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ.

1. Ìíîæåñòâó M ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m ; ìíîæåñòâó
N ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n .

Â [10] è [9] ïîêàçàíî, ÷òî ñîäåðæàòåëüíûìè çàäà÷è â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ òå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: m = s−1, n = r−1 ,
ãäå (r, s) è åñòü ðàíã ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû; ò. å. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
m = 1; n = 3 .

Òàêèì îáðàçîì, ýòî òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
M õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì (i) → xi , à ýëåìåíò èç N � òðåìÿ
ïàðàìåòðàìè (α) → ξα, ηα, ζα . Äâóõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ f(iα) èìååò ëîêàëüíîå
êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå:

f(iα) = f(xi, ξα, ηα, ζα).

2. Ôóíêöèÿ f(iα) � ãëàäêàÿ êëàññà ck (ãäå k � äîñòàòî÷íî áîëüøîå) è
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿùàÿ îò ñâîèõ êîîðäèíàò (ïî Ýéçåíõàðòó [?, ñòð.
16]).

3. Ôóíêöèÿ Φ � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, è gradΦ 6= 0 . Ðàññìîòðèì ñîîòíîøå-
íèå (1). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî âñåì äåñÿòè ïàðàìåòðàì xi , xj , xk , xl , ξα , ηα , ζα,
ξβ , ηβ , ζβ . Ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äåñÿòè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âîñüìè ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Φ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

fx(iα) fx(iβ) 0 0 0 0 0 0
0 0 fx(jα) fx(jβ) 0 0 0 0
0 0 0 0 fx(kα) fx(kβ) 0 0
0 0 0 0 0 0 fx(lα) fx(lβ)

fξ(iα) 0 fξ(jα) 0 fξ(kα) 0 fξ(lα) 0
fη(iα) 0 fη(jα) 0 fη(kα) 0 fη(lα) 0
fζ(iα) 0 fζ(jα) 0 fζ(kα) 0 fζ(lα) 0

0 fξ(iβ) 0 fξ(jβ) 0 fξ(kβ) 0 fξ(lβ)
0 fη(iβ) 0 fη(jβ) 0 fη(kβ) 0 fη(lβ)
0 fζ(iβ) 0 fζ(jβ) 0 fζ(kβ) 0 fζ(lβ)

, (46)

ãäå

fx(iα) =
∂f(iα)

∂xi

; fx(jα) =
∂f(jα)

∂xj

; fξ(iα) =
∂f(iα)

∂ξα

; fξ(iβ) =
∂f(iβ)

∂ξβ
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è ò. ä..
Òàê êàê ïî òðåòüåé àêñèîìå â ïîñòàíîâêå çàäà÷è gradφ 6= 0 , òî ñèñòåìà èìå-

åò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû (46) ìåíüøå âîñüìè.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñåäüìîãî ïîðÿäêà, îòìå÷åííûé ëèíèåé â (2)
íå ðàâåí íóëþ, ò. å. ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ñåìè. Âûïèøåì âñå òðè îêàéìëÿþùèå
åãî îïðåäåëèòåëÿ âîñüìîãî ïîðÿäêà, ðàâíûå íóëþ. Ðàñêðûâàÿ èõ ïî ïåðâîìó
ñòîëáöó è ôèêñèðóÿ ýëåìåíòû i , k , α , β , ïîëó÷èì ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f(iα) :

∂f(iα)

∂xi

Bµ(i) +
∂f(jα)

∂ξα

C1
µ(α) +

∂f(iα)

∂ηα

C2
µ(α) +

∂f(iβ)

∂ζα

C3
µ(α) = 0, (47)

ãäå ν = 1, 2, 3; Bµ(i) = Bµ(xi) C1
µ(α) = C1

µ(ξα, ηα, ζα) è ò. ä. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ðàíã ñèñòåìû ðàâåí òðåì, ò. å. âñå óðàâíåíèÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìû.

Ðåøàåì ïåðâîå óðàâíåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:
dxi

B1(i)
=

dξα

C1
1(α)

=
dηα

C2
1(α)

=
dζα

C3
1(α)

.

Åãî èíòåãðàëû: ψ1(ξα, ηα, ζα) = k1 ; ψ2(α) = k2 ; ϕ1(i) − ψ3(α) = k3 . Äåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííûõ: k1 = y1 ; k2 = y2 ; k3 = y3 ; x = y0 . Òîãäà èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ fy0(iα) = 0 , à âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) çàïèøóòñÿ â
âèäå:

fy3 [A1(xi)−R3(ξα, ηα, ζα)] + fy1R1(ξα, ηα, ζα) + fy2R2(ξα, ηα, ζα) = 0,
fy3 [A2(xi)−R6(ξα, ηα, ζα)] + fy1R4(ξα, ηα, ζα) + fy2R5(ξα, ηα, ζα) = 0,

}
(48)

ãäå
fy1 =

∂f(iα)

∂y1

; fy2 =
∂f(iα)

∂y2

; fy3 =
∂f(iα)

∂y3

.

Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì xi = ϕ1(i) ; ξα = ψ1(α) ; ηα = ψ2(α) ;
ζα = ψ3(α) . Òîãäà f(iα) = f(ξα, ηα, xi − ζα) . Â äàëüíåéøåì øòðèõè è èíäåêñû
ó ïåðåìåííûõ îïóñêàåì.

Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (48). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî x ,
çàòåì åãî æå ïî ζ è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ. Ïîëó÷àåì

fy1R1ζ + fy2R2ζ + fy3(A1x −R3ζ) = 0. (49)

Òàêóþ æå ïðîöåäóðó ïðîäåëàåì è ñ ïîëó÷åííûì óðàâíåíèåì. Ïîëó÷àåì:

fy1R1ζζ + fy2R2ζζ + fy3(A1xx −R3ζζ) = 0. (50)

Ïîëó÷åííûå äâà ñîîòíîøåíèÿ âìåñòå ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (48) îáðàçó-
þò ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ �íåèçâåñòíûõ" fy1 , fy2 , fy3 . Òàê êàê
íè îäíî èç íåèçâåñòíûõ íå ðàâíî íóëþ (ïî âòîðîé àêñèîìå â ïîñòàíîâêå çàäà÷è),
òî îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, ðàâåí íóëþ:

∣∣∣∣∣∣

R1 R2 A1 −R3

R1ζ R2ζ A1x −R3ζ

R1ζζ R2ζζ A1xx −R3ζζ

∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Ðàñêðîåì åãî ïî òðåòüåìó ñòîëáöó:

A1

∣∣∣∣
R1ζ R2ζ

R1ζζ R2ζζ

∣∣∣∣−A1x

∣∣∣∣
R1 R2

R1ζζ R2ζζ

∣∣∣∣+A1xx

∣∣∣∣
R1 R2

R1ζ R2ζ

∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣

R1 R2 R3

R1ζ R2ζ R3ζ

R1ζζ R2ζζ R3ζζ

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ôèêñèðóÿ ïåðåìåííûå ξ, η, ζ , ïîëó÷àåì

a0A1xx + a1A1x + a2A1 = h0 (51)

Çäåñü âîçìîçíû äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ;
2) íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1. Ïóñòü a0 = a1 = a2 = h0 = 0 .
Ðàññìîòðèì

a0 =

∣∣∣∣
R1 R2

R1ζ R2ζ

∣∣∣∣ = 0.

Îòñþäà R1ζ

R1
=

R2ζ

R2
. Ðåøàÿ, ïîëó÷àåì: R2 = Θ1(ξ, η)R1 = Θ1(y1, y2)R1 . Ïîäñòàâ-

ëÿÿ çíà÷åíèå R2 â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) è ñîêðàùàÿ íà R1 , èìååì:

fy1 + fy2Θ1(y1, y2) + fy3

(
A1

1

R1

− R3

R1

)
= 0.

Îòñþäà
A1

1

R1

− R3

R1

= χ( ξ︸︷︷︸
y1

, η︸︷︷︸
y2

, x− ζ︸ ︷︷ ︸
y3

).

Ýòî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ:

χ = Θ2(y1, y2) exp k1y3 −Θ3(y1, y2).

Ïîäñòàâëÿÿ χ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

fy1 + fy2Θ1(y1, y2) + fy3 [Θ2(y1, y2) exp k1y3 −Θ3(y1, y2)] = 0. (52)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2. Íå âñå êîýôôèöèåíòû a0, a1, a2, h0 ðàâíû íóëþ.
Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (48) íà a2 , (49) � íà a1 , (50) � íà a0

è ñëîæèì èõ. Ó÷èòûâàÿ (51), ïîëó÷àåì:

fy1 [a2R1+a1R1ζ+a0R1ζζ ]+fy2 [a2R2+a1R2ζ+a0R2ζζ ]+fy3 [h0−(a2R2+a1R3ζa0R3ζζ)] = 0.

Åñëè íå âñå ñêîáêè ðàâíû íóëþ, òî ïðîèçâîäèì äåëåíèå, íàïðèìåð, íà ñêîáêó
ïðè fy1 , ïîëó÷àåì:

fy1 + fy2Φ1(ξ, η, ζ) + fy3Φ3(ξ, η, ζ) = 0.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå óðàâíåíèå âåäåò ê ïîòåðå ñóùåñòâåííîãî àðãóìåíòà,
÷òî íå äîïóñêàåòñÿ ïî àêñèîìå 2 â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ò. å. âñå ñêîáêè ðàâíû íóëþ,
è îêîí÷àòåëüíî èìååì:

a0A1xx + a1A1x + a2A1 = h0; a0R1ζζ + a1R1ζ + a2R1 = 0;
a0R3ζζ + a1R3ζ + a2R3 = h0; a0R2ζζ + a1R2ζ + a2R2 = 0.

}
(53)

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a0 , a1 ,
a2 , h0 íå ðàâåí íóëþ. Ïðè ðàâåíñòâå íóëþ îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷à-
þùèåñÿ ðåøåíèÿ áóäóò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáùåãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü
∆ = a2

1 − 4a2a0 6= 0 . Èç (53) íàõîäèì:

A1 = C1 exp k1x + C2 exp k2x + h0/a2;

R1 = ψ1(ξ, η) exp k1ζ + ψ2(ξ, η) exp k2ζ;

R2 = ψ3(ξ, η) exp k1ζ + ψ4(ξ, η) exp k2ζ;

R3 = ψ5(ξ, η) exp k1ζ + ψ6(ξ, η) exp k2ζ + h0/a2;

k1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2a0

2a0

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (48) è ðàçäåëèâ
åãî íà exp k2ζ , ïîëó÷àåì:

[fy1ψ1 + fy2ψ3 + fy3(C1 exp k1y3 − ψ5)] exp(k1 − k2)ζ +

+ [fy1ψ2 + fy2ψ4 + fy3(C2 exp k2y3 − ψ6)] = 0.

Òàê êàê ∆ = a2
1 − 4a2a0 = 0 , òî k1 6= k2 è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèÿ â

êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íûõ óðàâíåíèþ (52).

Åñëè ∆ = a2
1 − 4a2a0 = 0 , òî k1 = k2 è êîýôôèöèåíòû A1 , R1 , R2 , R3

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A1 = (C1x + C2) exp k1x + H0/a2; R1 = (ψ1ζ + ψ2) exp k1ζ;

R3 = (ψ5ζ + ψ6) exp k1ζ + h0/a2; R2 = (ψ3ζ + ψ4) exp k1ζ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (48) è ðàçäåëèâ
åãî íà exp k1ζ , ïîëó÷àåì:

fy3C1x · exp k1y3 + ζ[fy1ψ1 + fy2ψ3 − fy3ψ5] + [fy1ψ2 + fy2ψ4 − fy3ψ6] = 0. (54)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïî x , çàòåì åãî æå ïî ζ è, ñëîæèâ,
ïîëó÷àåì:

fy1ψ1(y1, y2) + fy2ψ3(y1, y2) + fy3 [C1 exp k1y3 − ψ5(y1, y2)] = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (54), ïîëó÷àåì:

fy1ψ2(y1, y2) + fy2ψ4(y1, y2) + fy3 [(C1y3 + C2) exp k1y3 − ψ6(y1, y2)] = 0. (55)
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È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé âàðèàíò: k1 = k2 = 0 . Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå, êîðíÿìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ k1 è k2 : a0k

2 + a1k + a2 = 0 . Åñëè k1 = k2 = 0 , òî è
a2 = 0 . Òîãäà k(a0k + a1) = 0 . Îòñþäà k1 = 0 , a0k + a1 = 0 . Åñëè a0 = 0 , òî
âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ I äëÿ óðàâíåíèÿ (51). Ïðè a0 6= 0 èìååì k2 = −a1/a0 = 0 ,
ò. å. a1 = a2 = 0 . Òîãäà a0A1xx = h0 ; R1ζζ = 0 ; R2ζζ = 0 ; a0R3ζζ = h0 .
Îòñþäà ïîëó÷àåì:

A1 =
h0

2a0

x2 + C1x + C2; R1 = ψ1(ξ, η)ζ + ψ2(ξ, η);

R2 = ψ3(ξ, η)ζ + ψ4(ξ, η); R3 =
h0

2a0

ζ2 + ψ5(ξ, η)ζ + ψ6(ξ, η).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (48) ïîëó÷àåì:

[fy1ψ2+fy2ψ4+fy3(C2−ψ6)]+ζ[fy1ψ1+fy2ψ3−fy3ψ5]+fy3

[
h0

2a0

x2 − C1x− h0

2a0

ζ2

]
= 0.

(56)
Äèôôåðåíöèðóÿ (56) ïî x , çàòåì åãî æå ïî ζ è, ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì:

fy1ψ1(y1, y2) + fy2ψ3(y1, y2) + fy3

[
h0

a0

y3 + C1 − ψ5(y1, y2)

]
= 0

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, èç (56) ïîëó÷àåì:

fy1ψ2(y1, y2) + fy2ψ4(y1, y2) + fy3

[
h0

2a0

y3 + C1y3 + C2 − ψ6(y1, y2)

]
= 0 (57)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (48) èññëåäîâàíî ïîëíîñòüþ. Âîçìîæ-
íû òðè âàðèàíòà: (52), (55), (57).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäóþòñÿ è âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (48); äëÿ
íåãî òàêæå èìååì òðè âàðèàíòà.

Èññëåäóÿ âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè äëÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû (48), ïðèõîäèì
ê äâóì âîçìîæíûì âàðèàíòàì, ïðèâîäÿùèì ê íåâûðîæäåííûì ðåøåíèÿì.

Âàðèàíò 1:

fy1ψ1(y1, y2) + fy2ψ3(y1, y2) + fy3 [exp k1y3 − ψ5(y1, y2)] = 0,
fy1ψ2(y1, y2) + fy2ψ4(y1, y2) + fy3 [exp k2y3 − ψ6(y1, y2)] = 0.

}
(58)

Âàðèàíò 2:

fy1ψ1(y1, y2) + fy2ψ3(y1, y2) + fy3 [C1y3 − ψ5(y1, y2)] = 0,
fy1ψ2(y1, y2) + fy2ψ4(y1, y2) + fy3

[
C1

2
y2

3 + y3 − ψ6(y1, y2)
]

= 0.

}
(59)

Ðàññìîòðèì âàðèàíò 1.
Äëÿ óïðîùåíèÿ ââåäåì ïåðåìåííûå y1 = y1(y1, y2) è y2 = y2(y1, y2) òàêèå,

÷òî y2y1
ψ1 + y2y2

ψ2 = 0 ; y1y1
ψ2 + y1y2

ψ4 = 0 . Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (58)
èìååò âèä:

fy1
+ fy3 [ψ1(y1, y2) exp k1y3 − ψ5(y1, y2)] = 0,

fy2
+ fy3 [ψ2(y1, y2) exp k2y3 − ψ6(y1, y2)] = 0.

}
(60)



358 ×àñòü IV. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Èñ÷èñëåíèå êîðòîâ)

(Äàëåå øòðèõè îïóñêàåì.)
Çàïèøåì ñèñòåìó â îïåðàòîðíîì âèäå: Xµf(iα) = 0 , µ = 1, 2 . Ïî òåîðèè

[9. ñ. 61], åñëè ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
èìååò ðåøåíèå, òî îíî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òàêæå óðàâíåíèÿì:

(XµXν −XνXµ)f(iα) = [Xµ, Xν ]f(iα) = 0

Åñëè ñèñòåìó Xµf(iα) = 0 çàïèñàòü â âèäå:

3∑

k=1

ϕµk(y1, y2, y3)
∂f(iα)

∂yk

= 0,

òî [Xµ, Xν ]f(iα) = 0 çàïèøóòñÿ â âèäå:

3∑
ρ

{
3∑

k=1

(
∂ϕνρ

∂xk

ϕνρ − ∂ϕνρ

∂yk

ϕµρ

)
∂f(iα)

∂yk

}
= 0. (61)

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå (61) äëÿ ñèñòåìû (60) (µ, ν = 1, 2) . Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå:

(ψ1ψ3)(y1, y2)(k1 − k2) exp(k1 + k2)y3 + [ψ1y2 − k1(ψ1ψ4)(y1, y2)] exp k1y3 −
− [ψ3y1 − k2(ψ2ψ3)(y1, y2)] exp k2y3 + ψ4y1 − ψ2y2 = 0.

(62)

Åñëè k1 + k2 6= 0 , òî ψ1ψ3 = 0 (ò. ê. k1 6= k2 ). Íî ðàâåíñòâî íóëþ ψ1 èëè ψ3

ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñóùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, ÷òî íå äîïóñêàåòñÿ, ò. å. k1+k2 = 0 .
Òîãäà èç (62) èìååì:

ψ1y2 − k1ψ1ψ4 = 0; ψ3y1 − k2ψ2ψ3 = 0;
2k1ψ1ψ3 + ψ4y1 − ψ2y2 = 0.

}
(63)

Ðåøàåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (60) ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

dy1

1
=

dy3

ψ1 exp k1y3 − ψ2

=
dy2

0
.

Åãî èíòåãðàëû: y2 = const ; T1(y1, y2) exp(−k1y3) + T2(y1, y2) = const . Äåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííûõ: y2 = ρ1 ; T1(y1, y2) exp(−k1y3) + T2(y1, y2) = ρ2 .

Âòîðîå óðàâíåíèå èç (60) ïîñëå çàìåíû:

fρ1 + fρ2{T1y2 exp(−k1y3) + T2y2 + T1(−k1)[ψ3 exp(−k1y3)− ψ4] exp(−k1y3)} = 0.

Êîýôôèöèåíò ïðè fρ2 :

−k1(T1ψ3)(y1, y2) exp(−2k1y3) + (k1T1ψ4 + T1y2)(y1, y2) exp(−k1y3) + T2y2 =
= χ[ y2︸︷︷︸

ρ1

: T1(y1, y2) exp(−k1y3) + T2(y1, y2)︸ ︷︷ ︸
ρ2

]. (64)
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Ìîæíî, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä T1 è T2 è óñëîâèÿ (63), âûðàçèòü êîýôôèöèåíò
ïðè fρ2 ÷åðåç ïåðåìåííûå ρ1 è ρ2 . Ìîæíî è íåïîñðåäñòâåííî èññëåäîâàòü
âûðàæåíèå (64). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (64) ïî (exp(−k1y3)) :

2 exp(−k1y3)(−k1)T1ψ3 + k1T1ψ4 + T1y2 = χρ2T1

Ïîäåëèì ñîîòíîøåíèå íà T1 (T1 6= 0) è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åùå ðàç ïî (exp(−k1y3)) :

−2k1ψ3 = χρ2ρ2T1,

ò. å. χρ2ρ2 = Φ(y1, y2) . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî Φ(y1, y2) = Φ(y2) = Φ(ρ1) . Òîãäà,
èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå â âèäå:

fρ1 + fρ2 [Φ1(ρ1)ρ
2
2 + Φ2(ρ1)ρ2 + Φ3(ρ1)] = 0. (65)

Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèêè èìååò âîä:

dρ2

dρ1

= Φ1(ρ1)ρ
2
2 + Φ2(ρ1)ρ2 + Φ3(ρ1).

Ýòî óðàâíåíèå Ðèêàòòè.
Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå: ρ2(ρ1) . Òîãäà îáùåå ðåøåíèå [10 ñ. 47]:

ρ2 = ρ2(ρ1) +
1

GA1(ρ1) + A2(ρ1)
.

Îòñþäà
G =

1− A2(ρ1)ρ2 + A2(ρ1)ϕ1(ρ1)

A1(ρ1)ρ2 − A1(ρ1)ϕ1(ρ1)
.

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, èìååì:

G =
exp[−k1(x− ζ)]F1(ξ, η, ζ) + F2(ξ, η, ζ)

exp[−k1(x− ζ)]F3(ξ, η, ζ) + F4(ξ, η, ζ)
.

Ñîêðàùàÿ íà F3(ξ, η, ζ) exp k1ζ , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì èíòåãðàë ñèñòåìû (60)
â âèäå:

G = Ψ(iα) =
xiξα + ηα

xi + ζα

(66)

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä: f(iα) = χ[Ψ(iα)] , ãäå ξ � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíê-
öèÿ.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò 2 (ñèñòåìà (59)).
Êàê è â âàðèàíòå 1, ââîäèì òå æå íîâûå ïåðåìåííûå y1(y1, y2) , y2(y1, y2) è

ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

fy1
+ fy3 [C1y3ψ(y1, y2) + ψ(y1, y2)] = 0

fy1
+ fy3

[(
C1

2
y2

3 + y3

)
ψ3(y1, y2) + ψ4(y1, y2)

]
= 0.

}
(67)
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Ðåøàåì ïåðâîå óðàâíåíèå (øòðèõè îïóñêàåì):

dy3

dy1

= C1ψ1(y1, y2)y3 + ψ2(y1, y2); y2 = const.

Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Åãî èíòåãðàë: T1(y1, y2)y3 + T2(y1, y2) = const .
Ïðîèçâîäèì çàìåíó ïåðåìåííûõ: y2 = ρ1 ; T1y3 +T2 = ρ2 . Âòîðîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû (67) ïîñëå çàìåíû èìååò âèä:

fρ1 + fρ2 [Φ1(y1, y2)y
2
3 + Φ2(y1, y2)y3 + Φ3(y1, y2)] = 0.

Êàê è â âàðèàíòå 1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè Φ1 , Φ2 , Φ3 çàâèñÿò òîëüêî
îò y2 . È óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

fρ1 + fρ2 [Φ1(ρ1)ρ
2
2 + Φ2(ρ1)ρ2 + Φ3(ρ1)] = 0,

ò. å. òàêîé æå, êàê è â âàðèàíòå 1.
Èòàê, ðåøåíèå ñèñòåìû (48), ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðå ðàíãà

(4,2), èìååò âèä:
f(xi, ξα, ηα, ζα) = χ

(
xiξα + ηα

xi + ζα

)
, (68)

ãäå χ � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà.
Â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îäíèì èç âàæíûõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ

ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòàõ Þ. È. Êóëàêîâà
[2] è [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðà (2,2), íàïðèìåð, ñâÿçàíà ñ çàêîíîì Íüþ-
òîíà, (3,2) � ñ ýëåêòðîäèíàìèêîé ïîñòîÿííûõ òîêîâ è ò. ä. Â ðàáîòàõ Ã. Ã. Ìè-
õàéëè÷åíêî [8] è àâòîðà [3], [4] ïîêàçàíî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà r = 4
îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå äâóìåðíûå ãåîìåòðèè, r = 5 � òðåõìåðíûå è ò. ä.

Êàê æå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ðåçóëüòàò (68) äëÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû (4,2)? Íàïîìíèì îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Ðèêàòòè: àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ëþáûõ ÷åòûðåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ Ðèêàòòè ðàâíî ïîñòîÿííîìó [15, ñòð. 50]. Òàêèì îáðàçîì, åñëè óðàâíåíèå
Ðèêàòòè çàïèñàòü â âèäå

dy

dx
= P (x)y2 + Q(x)y + R(x),

à ÷àñòíûå ðåøåíèÿ îáîçíà÷èòü y1 , y2 , y3 , y4 , òî
y4 − y2

y4 − y1

:
y3 − y2

y3 − y1

= G, ãäå G = const.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå (èëè ñëîæíîå îòíîøåíèå)
åñòü èíâàðèàíò ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé. Ýòî îòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå îõà-
ðàêòåðèçîâàòü ïðîåêòèâíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, �ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíâàðèàíòîì
ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, ïîäîáíî òîìó, êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, õàðàê-
òåðèçóþùåå êîíãðóýíòíîñòü, åñòü îñíîâíîé èíâàðèàíò ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè"
[12].
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Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ñòðóêòóðà (4,2) ñâÿçàíà ñ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðè-
åé.

Â ñâîåé äèññåðòàöèè Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî [13] íàø¼ë ðåøåíèå (68) è óêàçàë
ÿâíûé âèä ôóíêöèè Φ , ñâÿçûâàþùåé âñå âîñåìü ôóíêöèé f(iα), . . . , f(lβ) :

∣∣∣∣∣∣∣∣

f(iα) f(iβ) f(iα)f(iβ) 1
f(jα) f(jβ) f(jα)f(jβ) 1
f(kα) f(kβ) f(kα)f(kβ) 1
f(lα) f(lβ) f(lα)f(lβ) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (69)

Èíòåðåñíî, ÷òî òî÷íî òàêîé æå îïðåäåëèòåëü (â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ) ïðèâåäåí
â �øåñòîì ìåìóàðå î ôîðìàõ" À. Êýëè êàê óñëîâèå ïðîåêòèâíîãî ñîîòâåòñòâèÿ
äâóõ ÷åòâåðîê òî÷åê [14, ñòð. 278].

Îïðåäåëèòåëü (69) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèáàâèì ê
(24) äâà îïðåäåëèòåëÿ 4-ãî ïîðÿäêà, ðàâíûå íóëþ, ó êîòîðûõ 1,2,4 ñòîëáöû ñîâ-
ïàäàþò ñ 1,2,4 ñòîëáöàìè â (69), òðåòèé ñòîëáåö â ïåðâîì îïðåäåëèòåëå åñòü ïåð-
âûé èç (24), óìíîæåííûé íà (−f(lβ)) , è òðåòèé ñòîëáåö âî âòîðîì åñòü âòîðîé
èç (69), óìíîæåííûé íà (−f(lα)) . Ñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷àåì:

∣∣∣∣∣∣∣∣

f(iα) f(iβ) [f(iα)f(iβ)− f(lα)f(iα)− f(lα)f(iβ)] 1
f(jα) f(jβ) [f(jα)f(jβ)− f(lα)f(jα)− f(lα)f(jβ)] 1
f(kα) f(kβ) [f(kα)f(kβ)− f(lα)f(kα)− f(lα)f(kβ)] 1
f(lα) f(lβ) [f(lα)f(lβ)− f(lα)f(lα)− f(lα)f(lβ)] 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Âû÷òåì ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó èç ïåðâûõ òðåõ. Ðàçëàãàÿ ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó è
ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû, ïîëó÷àåì:

∣∣∣∣∣∣

[f(iα)− f(lα)] [f(iβ)− f(lβ)] [f(iα)− f(lα)][f(iβ)− f(lβ)]
[f(jα)− f(lα)] [f(jβ)− f(lβ)] [f(jα)− f(lα)][f(jβ)− f(lβ)]
[f(kα)− f(lα)] [f(kβ)− f(lβ)] [f(kα)− f(lα)][f(kβ)− f(lβ)]

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ðàçäåëèì íà ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê â êàæäîé ñòðî÷êå:
∣∣∣∣∣∣∣

1
[f(iβ)−f(lβ)]

1
[f(iα)−f(lα)]

1
1

[f(jβ)−f(lβ)]
1

[f(jα)−f(lα)]
1

1
[f(kβ)−f(lβ)]

1
[f(kα)−f(lα)]

1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Âû÷èòàÿ òðåòüþ ñòðî÷êó èç ïåðâîé è âòîðîé è ïðåîáðàçóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíî-
øåíèå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

f(kα)− f(iα)

f(kα)− f(jα)
:

f(lα)− f(iα)

f(lα)− f(jα)
=

f(kβ)− f(iβ)

f(kβ)− f(jβ)
:

f(lβ)− f(iβ)

f(lβ)− f(jβ)
. (70)

Êàê âèäíî, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà íå çàâèñÿò îò α è îò β .
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêîé ðàíãà (4,2) ìîæåò
áûòü ñëåäóþùåé. Ïóñòü ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà M ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå
ïðÿìûå èç ïëîñêîãî ïó÷êà ïðÿìûõ ñ öåíòðîì 0 , à ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà N

ÿâëÿþòñÿ ëþáûå äðóãèå ïðÿìûå ýòîé ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìûå ïó÷êà.
Âûáåðåì èõ M ëþáûå ÷åòûðå ïðÿìûå èç ïó÷êà i, j, k, l , à èç N � ëþáûå äâå
ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå èõ, α, β . Ââåäåì íà ïðÿìûõ α è β ïðîåêòèâíûå ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò [14, ñòð. 278], ò. å. îïðåäåëèì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò: íà
ïðÿìîé α − α , íà ïðÿìîé β − β . Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîðäè-
íàò äî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ i, j, k, l ñ ïðÿìûìè α, β ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
f(iα), . . . , f(lα), f(iβ), . . . , f(lβ) . Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ ïðÿìûõ èç ïó÷êà è
ëþáûõ äâóõ èõ ïåðåñåêàþùèõ ïðÿìûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (70), êîòîðîå
è îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíîñòü ñëîæíîãî îòíîøåíèÿ äëÿ ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ èç
ìíîæåñòâà M .

Ó÷àñòíèêè Âñåñîþçíîé øêîëû-ñåìèíàðà ïî Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â Ïóùèíî-íà-Îêå
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Îòñþäà, íà÷èíàÿ ñ Ãàëèëåÿ, íà÷àëîñü ïîáåäîíîñíîå
øåñòâèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè.



×àñòü V.

ÏÐÈÌÅÐÛ,
ÈËËÞÑÒÐÈÐÓÞÙÈÅ ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÈÄÅÈ ÒÔÑ

(Âçãëÿä ñíèçó ââåðõ)

Ñîâðåìåííûé ìàòåìàòèê ïðåäïî÷èòàåò îïðåäåëÿòü
ïðåäìåò ñâîåé íàóêè êàê èçó÷åíèå îáùèõ àáñòðàêòíûõ
ñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çäàíèå, ïî-
ñòðîåííîå èç âïîëíå îïðåäåëåííûõ àáñòðàêòíûõ ýëåìåí-
òîâ, ñêðåïëåííûõ ïðîèçâîëüíûìè, íî îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

� Ìàðøàëë Ñòîóí

Ãëàâà 15. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ ïåðâîãî ðîäà,
íå ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ãëàâà 16. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ âòîðîãî ðîäà,
ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû.

Ãëàâà 17. Âçãëÿä ñî ñòîðîíû.



Ãëàâà 15

Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ ïåðâîãî ðîäà,
íå ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Exempla docent 69

Äî ñèõ ïîð îêàçûâàëîñü, ÷òî òàì, ãäå íàøà ëîãèêà
íàèáîëåå àáñòðàêòíà, òàì îíà âñåãäà äà¼ò ïðàâèëüíûå
ðåçóëüòàòû, òåîðèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòîì [2].

� Ð. Ôåéíìàí

Ââåäåíèå
Ïðèìåð 1 Çàêîí Íüþòîíà.
Ïðèìåð 2 Çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè.
Ïðèìåð 3 Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè.
Ïðèìåð 4 Çàêîí Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà.
Ïðèìåð 5 Óíèâåðñàëüíûé çàêîí àääèòèâíîñòè.
Ïðèìåð 6 Îñíîâíîé çàêîí õðîíîìåòðèè.
Ïðèìåð 7 Òåðìîäèíàìèêà.
Ïðèìåð 8 Âåêòîðíàÿ àëãåáðà.
Ïðèìåð 9 Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
Ïðèìåð 10 Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

69Ïðèìåðû ó÷àò.
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Ïðèìåð 11 Ìàëûå êîëåáàíèÿ.
Ïðèìåð 12 Àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå.
Ïðèìåð 13 Òîíêèå è òîëñòûå ëèíçû.
Ïðèìåð 14 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìåòèêà.
Ïðèìåð 15 Ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû.
Ïðèìåð 16 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû.
Ïðèìåð 17 Ìåõàíèêà Ãàìèëüòîíà � ßêîáè.
Ïðèìåð 18 Ìåõàíèêà Ëàãðàíæà è ìåõàíèêà Ãàìèëüòîíà.
Ïðèìåð 19 Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïðèìåð 20 Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè.

Âñ¼ ïåðåêàòû, äà ïåðåêàòû...



Ââåäåíèå

Ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí â êîíöå êîíöîâ ñâîäèòñÿ ê çà-
êîíàì ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè, ê êîòîðîé ñâîäÿòñÿ òàêæå àêñèîìû òðàäèöèîííîé
ëèíåéíîé àëãåáðû è òðàäèöèîííîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
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Ñàêðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ � âåðøèíà, íà êîòîðîé ôèçèêà
è ãåîìåòðèÿ ñëèâàþòñÿ â îäíî åäèíîå öåëîå.

Òàê, çà êàæäûì ôóíäàìåíòàëüíûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì è çà àêñèîìàìè ëè-
íåéíîé àëãåáðû è åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñòîèò îáðàùåíèå â íîëü îáú¼ìà íåêîòî-
ðîãî àáñòðàêòíîãî ñèìïëåêñà ïðè ëþáîì âûáîðå åãî âåðøèí.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ðÿä ïðèìåðîâ, âçÿòûõ èç ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàç-
äåëîâ îáùåé ôèçèêè è ãåîìåòðèè, èëëþñòðèðóþùèõ ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ óíè-
âåðñàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, îò-
íîñÿùèõñÿ ê êîíêðåòíûì ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì.

È ïîäîáíî òîìó, êàê çàêîíû àðèôìåòèêè îïèñûâàþò ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ íåçàâèñèìî îò ïðèðîäû èõ ýëåìåíòîâ, òàê è àêñèîìû Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, ëåæàùèå â îñíîâàíèè ýòèõ ñïåöèôè÷åñêèõ îòíîøåíèé è âûðàæàþùèå
èäåþ ðàâíîïðàâèÿ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïî îòíîøåíèþ ê òîìó èëè èíîìó ôèçè-
÷åñêîìó çàêîíó, ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü âñ¼ ðàçíîîáðàçèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ, íå çàñëîíÿÿ ñìûñë ïîñëåäíèõ íåñóùå-
ñòâåííûìè äåòàëÿìè.

Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñàìûå ðàçëè÷íûå
è, íà ïåðâûé âçãëÿä, íå èìåþùèå íè÷åãî îáùåãî, ôèçè÷åñêèå çàêîíû ïóò¼ì ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òàê íàçûâàåìîé ñàêðàëüíî-
èíâàðèàíòíîé ôîðìå. Â ýòîé ôîðìå îñîáåííî îò÷¼òëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ òîò òèï
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îòíîøåíèé, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è êîòîðûé ñîñòàâëÿ-
åò ñóùíîñòü ëþáîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà. Äåëî â òîì, ÷òî
ýòîò òèï îòíîøåíèé ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè íàêëàäûâàåò íà âèä ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ íàñòîëüêî æ¼ñòêèå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ îäíîçíà÷íîñòè íàïèñàòü êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ ëþáîãî
ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà, êàê óæå èçâåñòíîãî, òàê è åù¼ íåèçâåñò-
íîãî.

Ýòè ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìû áóäåì ïîëó÷àòü êàê äîñòàòî÷-
íî òðèâèàëüíûå ñëåäñòâèÿ èç èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàêîíîâ.
Ìû óâèäèì, ÷òî ïîëó÷àåìûå ñîîòíîøåíèÿ ñîäåðæàò ëèøü èçìåðÿåìûå íà îïûòå
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îäíîé è òîé æå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, íóìåðóåìûå äâóìÿ
èíäåêñàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ïîäìíîæåñòâàì ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, è ÷òî îíè èìåþò ìåæäó ñîáîé ìíîãî
îáùåãî, òàê êàê âñåãäà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ðàâåíñòâà K = 0 , ãäå K �
íåêîòîðûé îïðåäåëèòåëü òîãî èëè èíîãî ïîðÿäêà è ñòðîåíèÿ.

×òî òàêîå ôèçè÷åñêèé çàêîí? Íå çàêîí Íüþòîíà è íå çàêîí Îìà, à ôèçè-
÷åñêèé çàêîí âîîáùå? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøåãî
ïðèìåðà � ñ çàêîíîâ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè åâêëèäîâîé ïðÿìîé, ãåî-
ìåòðèè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è ãåîìåòðèè òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Âîçüì¼ì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé � äâóõòî÷å÷íûé êîðò
� è èçìåðèì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Ýòî ðàññòîÿíèå íè÷åì íå îãðàíè÷åíî è
ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Íèêàêîãî çàêîíà åù¼ íåò. Íî åñëè
ìû âîçüì¼ì òð¼õòî÷å÷íûé êîðò è èçìåðèì òðè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî òðåìÿ òî÷-
êàìè, òî ìû ñòîëêí¼ìñÿ ñ êà÷åñòâåííî íîâîé ñèòóàöèåé. Òðè òî÷êè íà ïðÿìîé
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðøèíû �ñïëþñíóòîãî� òðåóãîëüíèêà, ïëîùàäü êîòî-
ðîãî ðàâíà íóëþ ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà çàâèñèò îò äëèí òð¼õ åãî ñòîðîí (ôîðìóëà Ãåðîíà). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìåæäó òðåìÿ ðàññòîÿíèÿìè ñóùåñòâóåò îïðåäåë¼ííàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ è åñòü
ïðîñòåéøèé çàêîí îäíîìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ðàññìîòðèì òåïåðü òð¼õ-
òî÷å÷íûé êîðò íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è èçìåðèì òðè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî
òðåìÿ òî÷êàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò íóëÿ äî
áåñêîíå÷íîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó òðåìÿ ðàññòîÿíèÿìè íåò íèêàêîé ñâÿçè.

Íî åñëè ìû ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õòî÷å÷íûé êîðò è èçìåðèì øåñòü ðàññòîÿ-
íèé ìåæäó åãî ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè, òî ìû ñòîëêí¼ìñÿ ñ ñèòóàöèåé, ïîäîáíîé òîé,
êîòîðàÿ íàáëþäàëàñü íà ïðÿìîé. À èìåííî, ÷åòûðå òî÷êè íà ïëîñêîñòè ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðøèíû �ñïëþñíóòîãî� òåòðàýäðà, îáú¼ì êîòîðîãî ðàâåí
íóëþ ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáú¼ì òåòðàýäðà
çàâèñèò îò äëèí åãî øåñòè ð¼áåð (ôîðìóëà Òàðòàëüè). Ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó
øåñòüþ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè, ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè
íà ïëîñêîñòè, èìååò ìåñòî âïîëíå îïðåäåë¼ííàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ è åñòü ïðîñòåé-
øèé çàêîí äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷åòûð¼õòî÷å÷íûé êîðò â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå è èçìåðèì øåñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó åãî ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå îáú¼ì òåòðàýäðà ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ìåæäó øåñòüþ ðàññòîÿíèÿìè íåò íèêàêîé ñâÿçè.
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Íî åñëè ìû ðàññìîòðèì ïÿòèòî÷å÷íûé êîðò è èçìåðèì äåñÿòü ðàññòîÿíèé
ìåæäó åãî ïÿòüþ òî÷êàìè, òî ìû îáíàðóæèì ñóùåñòâîâàíèå âïîëíå îïðåäåë¼í-
íîé ñâÿçè ìåæäó äåñÿòüþ ðàññòîÿíèÿìè ïÿòèòî÷å÷íîãî êîðòà. Ýòà ñâÿçü è åñòü
ïðîñòåéøèé çàêîí òð¼õìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì âîçíèêíîâåíèÿ çàêîíà ïðè äîñòèæåíèè âåêòîðíîãî
êîðòà îïðåäåë¼ííîé äëèíû îáëàäàåò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â n-ìåðíîì ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå: åñëè äëèíà êîðòà ìåíüøå èëè ðàâíà ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, òî âåêòîðû ýòîãî êîðòà ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ìåæäó èõ ñêàëÿðíûìè
ïðîèçâåäåíèÿìè íåò íèêàêîé ñâÿçè; åñëè æå äëèíà âåêòîðíîãî êîðòà áîëüøå ðàç-
ìåðíîñòè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî âåêòîðû ýòîãî êîðòà ëèíåéíî çàâèñèìû è
ìåæäó èõ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè åñòü âïîëíå îïðåäåë¼ííàÿ ñâÿçü (îáðà-
ùåíèå â íîëü îïðåäåëèòåëÿ Ãðàìà). À ýòî è åñòü ïðîñòåéøèé çàêîí, êîòîðîìó
ïîä÷èíÿþòñÿ âåêòîðû n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îäíàêî ìíîæåñòâà òî÷åê åâêëèäîâîé ïðÿìîé, åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è òð¼õ-
ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò åù¼ îäíèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì.
Åñëè â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïðÿìîé âçÿòü íå îäèí òð¼õòî÷å÷íûé êîðò, êàê â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå, à äâà ïðîèçâîëüíûõ òð¼õòî÷å÷íûõ êîðòà è èçìåðèòü äåâÿòü ðàñ-
ñòîÿíèé ìåæäó êàæäîé òî÷êîé ïåðâîãî êîðòà è êàæäîé òî÷êîé âòîðîãî êîðòà,
òî âñå ýòè äåâÿòü ðàññòîÿíèé îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé îäíèì, âïîëíå
îïðåäåë¼ííûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì, ëå-
æàùèì â îñíîâàíèè îäíîìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Òî÷íî òàê æå ïîñòóïèì â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì äâà ïðî-
èçâîëüíûõ ÷åòûð¼õòî÷å÷íûõ êîðòà è èçìåðèì øåñòíàäöàòü ðàññòîÿíèé ìåæäó
êàæäîé òî÷êîé ïåðâîãî êîðòà è êàæäîé òî÷êîé âòîðîãî êîðòà. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî âñå ýòè øåñòíàäöàòü ðàññòîÿíèé ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îäíèì, âïîëíå îïðåäå-
ë¼ííûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì, ëåæàùèì
â îñíîâàíèè äâóìåðíîé ãåîìåòðèè.

Â ñëó÷àå òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëü-
íûõ ïÿòèòî÷å÷íûõ êîðòà è èçìåðèì äâàäöàòü ïÿòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññòîÿíèé.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè ðàññòîÿíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îäíèì ñîîòíîøå-
íèåì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè
òð¼õìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Èòàê, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè
n-ìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåë¼ííûé âèä îòíîøå-
íèé ìåæäó äâóìÿ (n + 2) -òî÷å÷íûìè êîðòàìè.

Â ñëó÷àå âåêòîðíîé àëãåáðû ìû ìîæåì ñêàçàòü ïî÷òè òî æå ñàìîå: ôóíäàìåí-
òàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè n -ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåë¼ííûé âèä îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ (n + 1) -âåêòîðíûìè
êîðòàìè.

Åñëè ìû ïåðåéä¼ì îò åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è âåêòîðíîé àëãåáðû ê ðàññìîò-
ðåíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ñàìûõ ðàç-
ëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè, òî ìû âñþäó îáíàðóæèì îäíî è òî æå:

äâà ìíîæåñòâà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé èëè îäíîé è òîé æå
ïðèðîäû;

ðåïðåçåíòàòîð � ïðîîáðàç êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â
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åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè èëè ïðîîáðàç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ â
ëèíåéíîé àëãåáðå;

äâà êîðòà êîíå÷íîé äëèíû, ñîñòîÿùèå, ñîîòâåòñòâåííî, èç s ïðîèçâîëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ìíîæåñòâà è r ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî ìíîæå-
ñòâà,

è âåðèôèêàòîð - ôóíêöèþ s r ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ, ñâÿçûâàþùóþ ìåæäó
ñîáîé s r ðåïðåçåíòàòîðîâ.

Îêàçûâàåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âñå ôóíäàìåí-
òàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû � çàêîíû ìåõàíèêè, òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè, òåðìîäèíàìèêè, ýëåêòðîäèíàìèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè è äàæå
ñòàòôèçèêè, à òàêæå ìíîãèå ðàçäåëû ÷èñòîé ìàòåìàòèêè ïîñòðîåíû ïî
îäíîìó è òîìó æå ïðîåêòó, ïî êîòîðîìó ïîñòðîåíû åâêëèäîâà ãåîìåò-
ðèÿ, ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî è Ðèìàíà è âåêòîðíàÿ àëãåáðà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñÿ ôèçèêà ìîæåò áûòü èç-
ëîæåíà íà åäèíîì ÿçûêå ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè.

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé �àíòðîïíîé� ãåîìåòðèè íà îäíîì ìíîæåñòâå, ñà-
êðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà ñòðîèòñÿ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû. È, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îáùåèçâåñòíàÿ àíòðîïíàÿ ãåîìåòðèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáûé ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè,
êîãäà èñõîäíûå äâà ìíîæåñòâà ñëèâàþòñÿ â îäíî.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè òàêîì âûðîæäåíèè ìíîãèå ðàçäåëû áîëåå áîãàòîé è ñî-
äåðæàòåëüíîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè (íàïðèìåð, ãåîìåòðèè êðèïòîâåêòîðîâ
è êðèïòîòî÷åê, èìåþùèå ñàìîå ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ôèçèêå) îêàçûâàþòñÿ óòðà-
÷åííûìè.

Íî ñàìîå ãëàâíîå, ãðàíè÷àùåå ñ ÷óäîì, ÿâëÿåòñÿ ýòî �
âîçíèêíîâåíèå â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè íåèçâåñòíûõ ðàíåå ñàêðàëü-

íûõ ñàìîäîñòàòî÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.
Â îòëè÷èå îò âñåõ õîðîøî èçâåñòíûõ â ìàòåìàòèêå óðàâíåíèé (àëãåáðàè÷å-

ñêèõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ), ñîäåðæàùèõ ðàç-
ëè÷íûå îïåðàöèè (ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, äèôôåðåíöèðî-
âàíèå, èíòåãðèðîâàíèå è ò.ï.), â ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ íåò íèêàêèõ îïåðà-
öèé êðîìå ïîäñòàíîâêè îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè - ðåïðåçåíòàòîðà
â äðóãóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ - âåðèôèêàòîð.

È ñàìîå óäèâèòåëüíîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò åäèíñòâåííûå
ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû, ëåæàùèå â îñíîâà-
íèè âñåõ ðàçäåëîâ ôèçèêè, ãåîìåòðèè è íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ÷èñòîé ìàòåìàòèêè.
(Ñìîòðèòå òðè ìîíîãðàôèè äîêòîðà ô.-ì. íàóê, ïðîôåññîðà Ãîðíî-Àëòàéñêîãî
óíèâåðñèòåòà Ìèõàéëè÷åíêî Ãåííàäèÿ Ãðèãîðüåâè÷à �Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� (1997 ãîä, 143 ñòð.) �Ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè�
(2001 ãîä, 144 ñòð.) è �Ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� (2003 ãîä,
204 ñòð.).

Áóäó÷è ïåðåâåä¼ííûì íà îáû÷íûé ÷åëîâå÷åñêèé ÿçûê, ýòî óòâåðæäåíèå îçíà-
÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè ó âàñ èìååòñÿ íåêèé ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, òî îí äîëæåí
èìåòü òàêóþ è òîëüêî òàêóþ ôîðìó. Òî åñòü, ãäå áû âû íè îêàçàëèñü, íà Çåìëå
èëè äàëåêî çà ïðåäåëàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, íà Àëüôà Öåíòàâðû,
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èëè ãäå-òî åù¼, åñëè òàì ñóùåñòâóåò êàêîé-ëèáî óíèâåðñàëüíûé çàêîí, òî ìîæ-
íî çàðàíåå íàïèñàòü âîçìîæíûå åãî ôîðìû. Îêàçàëîñü, ÷òî âñåãî ñóùåñòâóåò
òîëüêî ÷åòûðå ðåøåíèÿ. È âîò âñ¼ ìíîãîîáðàçèå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ìåõàíèêè,
òåðìîäèíàìèêè, ýëåêòðîäèíàìèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
� âñ¼ â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èç ýòèõ ÷åòûðåõ ðåøåíèé.

Ïðåäñòàâëÿåòå, êàê ãåíèàëüíî ïðîñòî âûãëÿäèò ñàêðàëüíûé Ïëàí Òâîðåíèÿ,
ïðåäøåñòâóþùèé Áîëüøîìó âçðûâó!

Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì óäàëîñü íàéòè òî åäèíñòâåííîå ç¼ðíûøêî, èç êîòî-
ðîãî âûðàñòàþò ðàçíûå ðàçäåëû ôèçèêè, � ìåõàíèêà, òåðìîäèíàìèêà, òåîðèÿ
îòíîñèòåëüíîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Íóæíî çàäàòü òîëüêî ðàíã ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êîðòîâ � åäèíñòâåííûé ñâîáîäíûé öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð � è âû ïîëó-
÷àåòå ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ òîãî èëè èíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà. À
äàëüøå âû äîëæíû äàòü äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ôèçè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ.

Ìàòåìàòèêà, ÷åì âûøå îíà âîçíîñèòñÿ â ãîðíûå îáëàñòè âñ¼ áî-
ëåå àáñòðàêòíîé ìûñëè, íåèçìåííî âîçâðàùàåòñÿ íà çåìëþ, îáðå-
òàÿ âñ¼ áîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíîãî ôàêòà. � Àëüôðåä
Íîðò Óàéòõåä

Íàóêà ðîäèëàñü èç âåðû â ìàòåìàòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðè-
ðîäû. � Äæîí Ãåðìàí Ðýíäàëë

Äëÿ ìûñëÿùåãî ó÷¼íîãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âñåãäà áûëî
íåèññÿêàåìûì èñòî÷íèêîì óäèâëåíèÿ, ðîæä¼ííîãî òåì, ÷òî ïðèðî-
äà ïðîÿâëåò ñòîëü âûñîêóþ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
ôîðìóëàì. � Ìîðèñ Êëàéí

Íåóæåëè ïðèðîäà ñòîëü íåëåïà, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì â íà-
øèõ ýêñïåðèìåíòàõ? � Íèëüñ Áîð

Çäðàâûé ñìûñë � ýòî òîëùà ïðåäðàññóäêîâ, óñïåâøèõ îòëîæèòü-
ñÿ â íàøåì ñîçíàíèè ê âîñåìíàäöàòè ãîäàì. � Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Ýêñïåðèìåíò âîîáùå íè÷åãî íå çíà÷èò, ïîêà îí íå èíòåðïðåòè-
ðîâàí òåîðèåé. � Ìàêñ Áîðí

Èìåííî ïðåäåëüíûå àáñòðàêöèè ÿâëÿþòñÿ òåì èñòèííûì îðóæè-
åì êîòîðîå ïðàâèò îñìûñëåíèåì êîíêðåòíîãî ôàêòà. � Àëüôðåä Íîðò
Óàéòõåä

Íûíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ áåññïîðíûì, ÷òî ïðèðîäà òåñíåå ñâÿçàíà
ñ ïîíÿòèÿìè ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, ÷åì ñ ïîíÿòèÿìè áèîëîãèè è òåõ-
íèêè. � Äæåéìñ Äæèíñ
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Ïðèìåð 1. Çàêîí Íüþòîíà

Ñ÷àñòëèâûé Íüþòîí, ñ÷àñòëèâîå äåòñòâî íàóêè!
Ïðèðîäà äëÿ íåãî áûëà îòêðûòîé êíèãîé, êîòîðóþ îí ÷è-
òàë áåç óñèëèé. Êîíöåïöèè, êîòîðûìè îí ïîëüçîâàëñÿ
äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ äàííûõ îïûòà, êàæóòñÿ âûòåêàþùè-
ìè ñïîíòàííî èç ñàìîãî îïûòà, èç çàìå÷àòåëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ, çàáîòëèâî îïèñûâàåìûõ èì ñî ìíîæåñòâîì
äåòàëåé è ðàññòàâëåííûõ ïî ïîðÿäêó, ïîäîáíî èãðóøêàì
[1].

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Çàêîí Íüþòîíà ma = f ÿâèëñÿ ïåðâûì ôèçè÷åñêèì çàêîíîì, íà ïðèìå-
ðå êîòîðîãî ÿ â 1960 ãîäó îáíàðóæèë ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòåéøåé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2) . Òàê ÷òî ìåõàíèêó Íüþòîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
�öàðñêèé ïóòü� â ìèð ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåéòè ñ õîðîøî èçâåñòíîãî ÿçûêà ìåõà-
íèêè Íüþòîíà íà óíèâåðñàëüíûé ÿçûê Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è óñòàíî-
âèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàêîíîì Íüþòîíà è ôóíäàìåíòàëüíûì ñîîòíîøåíèåì,
ëåæàùèì â îñíîâàíèè ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè, âîçíèêøåé â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïðåæäå âñåãî èìååì äâà ìíîæåñòâà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðî-
äû:

←
N = {

←
α,

←
β, . . .} � ìíîæåñòâî àêñåëåðàòîðîâ (óñêîðèòåëåé) è

→
M = {

→
i ,

→
k, . . .} � ìíîæåñòâî óñêîðÿåìûõ òåë 70.

Ïåðåïèøåì õîðîøî èçâåñòíûé çàêîí Íüþòîíà ma = f â âèäå ñ âûäåëåííûìè
íå÷èñëîâûìè ïåðåìåííûìè

m→
i
a←

α
→
i

= f←
α
,

ãäå a←
α
→
i

� ðåïðåçåíòàòîð (óñêîðåíèå òåëà
→
i ïîä äåéñòâèåì àêñåëåðàòîðà ←

α ),
f←

α
� ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû àêñåëåðàòîðà ←

α,

m→
i

� ìàññà òåëà
→
i .

70Èñïîëüçîâàíèå �âåêòîðíûõ� îáîçíà÷åíèé ← è → äëÿ àêñåëåðàòîðîâ è óñêîðÿåìûõ òåë îáó-
ñëîâëåíî òåì, ÷òî è àêñåëåðàòîðû, è òåëà ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè âåêòîðàìè â òàê íàçûâàåìûõ
ñàêðàëüíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ
àêñåëåðàòîðîâ

←
N è ìíîæåñòâîì ïðàâûõ óñêîðÿåìûõ òåë

→
M , ÿâëÿåòñÿ a←

α
→
i

�
óñêîðåíèå òåëà

→
i ïîä äåéñòâèåì àêñåëåðàòîðà (óñêîðèòåëÿ) ←

α .
2. Êàæäûé àêñåëåðàòîð � ëåâûé ñóáýéäîñ ←

α õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíûì
êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòðîêîé:

←
α ←→


0 ; ξ1(

←
α); 0


 =


0 ; f(

←
α); 0


 .

Êàæäîå òåëî � ïðàâûé ñóáýéäîñ
→
i õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíûì êîíòðàâà-

ðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

→
i ←→




0
. ,

x1(
→
i )

. ,
0




=




0
. ,

1/m(
→
i )

. ,
0




.

3. Òàêèì îáðàçîì, a←
α
→
i
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îä-

íîìåðíûõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíûé) õàðàêòåðèçóåò àêñåëåðàòîð
←
α , à äðóãîé (êîíòðàâàðèàíòíûé) � óñêîðÿåìîå òåëî

→
i :

a←
α
→
i

=

0; ξ1(

←
α); 0


·




0
. ,

x1(
→
i )

. ,
0




=

0; f(

←
α); 0


·




0
. ,

1/m(
→
i )

. ,
0




=

= ξ1(
←
α) x1(

→
i ) = f(

←
α)/m(

→
i ).

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà êàê ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå
ìåæäó 2-âåêòîðíûì êîðòîì àêñåëåðàòîðîâ 〈

←
α

←
β | è 2-âåêòîðíûì êîðòîì òåë

|
→
i
→
k 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

←
α

←
β

Â

Á

¿

À
r

r

→
i

→
k

³³³³³³³³³1

-

-PPPPPPPPPq

〈
←
α

←
β | |

→
i
→
k 〉

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè ìåõàíèêè Íüþòîíà, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ àêñåëåðàòîðîâ
←
α,

←
β ∈

←
N è ëþáûõ äâóõ òåë

→
i ,

→
k ∈

→
M èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:
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2

K00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 a←

α
→
i

a←
α
→
k

0

0 a←
β
→
i

a←
β
→
k

0

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
2

K00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = X(
←
α,

←
β)1; 0 · X1; 0(

→
i ,

→
k)

7. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî 2-âåêòîðíîãî àêñåëåðàòîðíîãî
êîðòà 〈

←
α

←
β |

X(
←
α,

←
β)1; 0 =




0 0 0 1

0 ξ1(
←
α) 0 0

0 ξ1(
←
β) 0 0

−1 0 0 0




=




0 0 0 1

0 f(
←
α) 0 0

0 f(
←
β) 0 0

−1 0 0 0




8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì 1-âåêòîðíîãî àêñåëåðàòîðíîãî êîðòà 〈←α |

V (
←
α)1 =

∣∣ ξ1(
←
α)

∣∣ =
∣∣ f(

←
α)

∣∣

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì 2-âåêòîðíîãî àêñåëåðàòîðíîãî êîðòà 〈
←
α
←
β |

V (
←
α,

←
β)1; 0 =

∣∣∣∣∣
ξ1(

←
α) 0

ξ1(
←
β) 0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f(

←
α) 0

f(
←
β) 0

∣∣∣∣∣ ≡ 0

10. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîíòðàâàðèàíòíîãî 2-âåêòîðíîãî êîðòà óñêîðÿå-
ìûõ òåë |

→
i
→
k 〉

X1; 0(
→
i ,

→
k) =




1 0 0 0

0 x1(
→
i ) x1(

→
k) 0

0 0 0 0
0 0 0 1




=




1 0 0 0

0 1/m(
→
i ) 1/m(

→
k) 0

0 0 0 0
0 0 0 1




11. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì 1-âåêòîðíîãî êîðòà óñêîðÿåìîãî òåëà |
→
i 〉

V 1(
→
i ) =

∣∣∣ x1(
→
i )

∣∣∣ =
∣∣∣ 1/m(

→
i )

∣∣∣

12. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì 2-âåêòîðíîãî êîðòà óñêîðÿåìûõ òåë |
→
i
→
k 〉

V 1; 0(
→
i ,

→
k) =

∣∣∣∣∣
x1(

→
i ) x1(

→
k)

0 0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1/m(

→
i ) 1/m(

→
k)

0 0

∣∣∣∣∣ ≡ 0
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13. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
1

K
00
←
α ;
→
i
(

1

a) = V (
←
α)1 V 1(

→
i )

2

K
00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (
←
α,

←
β)1; 0 V 1; 0(

→
i ,

→
k) ≡ 0

Èòàê, íà ìíîæåñòâå òåë
→
M è ìíîæåñòâå àêñåëåðàòîðîâ

←
N îáíàðóæèâàåò-

ñÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà
2

K oo
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) ≡ 0 (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôèçè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2)), åñëè â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà a←

α
→
i

âçÿòü èçìå-
ðÿåìîå íà îïûòå óñêîðåíèå a←

α
→
i
, ñ êîòîðûì äâèæåòñÿ òåëî

→
i ïîä äåéñòâèåì

àêñåëåðàòîðà ←
α.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàêîí Íüþòîíà, çàïèñàííûé â õîðîøî èçâåñòíîé òðàäè-
öèîííîé ôîðìå

ma = f,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ ñòîðîíó ìåõàíèêè (å¼ �ÿâëåíèå�). ×òî æå êàñàåòñÿ
å¼ ãëóáèííîãî ñîäåðæàíèÿ (å¼ �ñóùíîñòè�), òî îíî çàêëþ÷åíî â å¼ ñòðóêòóðå � â
ñóùåñòâîâàíèè ðåïðåçåíòàòîðà

1

a←
α
→
i
= ξ(

←
α) x(

→
i ) = f(

←
α)/m(

→
i ),

âåðèôèêàòîðà
2

K
oo
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (
←
α,

←
β)1; 0 · V 1; 0(

→
i ,

→
k) = 0,

è äâóõ îáú¼ìîâ V (
←
α,

←
β)1; 0 è V 1; 0(

→
i ,

→
k) 2-âåêòîðûõ êîðòîâ 〈

←
α
←
β | è |

→
i
→
k〉 , òîæ-

äåñòâåííî îáðàùàþùèõñÿ â íóëü:
Ïîäâåä¼ì èòîãè:

Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî
1. Õîðîøî èçâåñòíûé çàêîí Íüþòîíà � ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ñî-

îòíîøåíèå, ëåæàùåå â îñíîâàíèè ñàêðàëüíîé îäíîìåðíîé âåêòîðíîé
ãåîìåòðèè íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçíîé ïðèðîäû.

2. Àêñåëåðàòîð (óñêîðèòåü) ←
α ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåâûé ñóáúýéäîñ èç ìíî-

æåñòâà àêñåëåðàòîðîâ
←
N.

Óñêîðÿåìîå òåëî
→
i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâûé ñóáýéäîñ èç ìíîæåñòâà òåë

→
M 71.

3. Àêñåëåðàòîð � ëåâûé ñóáýéäîñ � ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì êîâàðèàíòíûì ñóá-
âåêòîðîì ←

α . Åãî åäèíñòâåííàÿ êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòà èìååò ïðîñòîé ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë ñèëû àêñåëåðàòîðà:

ξ1(
←
α) = f←

α
.

71Ñèòóàöèÿ ñèììåòðè÷íà: ìîæíî áûëî áû âçÿòü â êà÷åñòâå àêñåëåðàòîðà
→
α ïðàâûé ñóáýéäîñ

èç ìíîæåñòâà
→
N , íî òîãäà ïðèøëîñü áû âçÿòü â êà÷åñòâå óñêîðÿåìîãî òåëà

←
i ëåâûé ñóáýéäîñ

èç ìíîæåñòâà
←
M .
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Óñêîðÿåìîå òåëî � ïðàâûé ñóáýéäîñ � ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì êîíòðàâàðèàíò-
íûì ñóáâåêòîðîì

→
i . Åãî åäèíñòâåííàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòà èìååò

ôèçè÷åñêèé ñìûñë îáðàòíîé âåëè÷èíû ìàññû òåëà:

x1(
→
i ) = 1/m(

→
i ).

4. Ðåïðåçåíòàòîðîì, õàðàêòåðèçóþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó àêñåëåðàòîðîì
←
α

è òåëîì
→
i , ÿâëÿåòñÿ îáùåêîâàðèàíòíîå óñêîðåíèå a←

α
→
i
, êîòîðîå ïðèîáðåòàåò

òåëî
→
i ïîä äåéñòâèåì àêñåëåðàòîðà ←

α.

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ìåõàíèêè � çàêîí Íüþòîíà îïðåäåëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè � ëåâûì 2-âåêòîðíûì êîðòîì 〈

←
α

←
β | è ïðàâûì

2-âåêòîðíûì êîðòîì |
→
i
→
k 〉.

6. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ êîðòîâ 〈
←
α

←
β | è |

→
i
→
k 〉 ðàâíî âåðèôèêàòîðó,

òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ �

〈
←
α

←
β |

→
i
→
k 〉 =

2

K
00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 a←

α
→
i

a←
α
→
k

0

0 a←
β
→
i

a←
β
→
k

0

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0−

è îïðåäåëÿþùåìó ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíóþ ôîðìó çàêîíà Íüþòîíà.
7. Ïîñêîëüêó âåðèôèêàòîð

2

K00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) ðàñùåïëÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ
îáú¼ìîâ:

2

K
00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (
←
α,

←
β)1; 0 V 1; 0(

→
i ,

→
k) ≡ 0,

òî â êîíå÷íîì èòîãå, ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè ìåõàíèêè �
çàêîí Íüþòîíà, ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ êîâàðèàíòíîãî îáú¼ìà 2-âåêòîðíîãî
êîðòà àêñåëåðàòîðîâ �

V (
←
α,

←
β)1; 0 ≡ 0−

è êîíòðàâàðèàíòíîãî îáú¼ìà 2-âåêòîðíîãî êîðòà óñêîðÿåìûõ òåë

V 1; 0(
→
i ,

→
k) ≡ 0.
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Çàìåòêè íà ïîëÿõ.
Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà

1

K
00
←
α ;
→
i
(

1

a) = V (
←
α)1 V 1(

→
i )

âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

1

K
00
←
α ;
→
i
(

1

a) =
1

K
00
←
α ;
→
k
(

1

a) · 1

K
00
←
β ;
→
k
(

1

a)
−1

· 1

K
00
←
β ;
→
i
(

1

a)

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
Âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà

2

K 00←
α

←
β ;

→
i

→
k
(

1
a) ≡ 0

1
a←

α
→
i
= ξ(

←
α)1 x1(

→
i) =

f(α)

m(i)

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

Koo←−
α
←−
β ;
−→
i
−→
k
(

1

a) ≡ 0

ma = f

ßâëåíèå è ñóùíîñòü Âòîðîãî çàêîíà ìåõàíèêè Íüþòîíà
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p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
Âòîðîãî çàêîíà ìåõàíèêè Íüþòîíà, ñðåäè
âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Èòàê, ñóùíîñòü ìåõàíèêè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé
ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ àêñåëåðàòîðîâ N è ìíîæåñòâîì ïðàâûõ óñêîðÿåìûõ
òåë M . Ïðè ýòîì êàæäûé àêñåëåðàòîð ←

α ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñàêðàëüíîãî
îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîå óñêîðÿåìîå òåëî

→
i ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðîì äðóãîãî ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé âåêòîð-âåêòîðíîé ãåîìåò-

ðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé
ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

Ñóùíîñòü çàêîíà Íüþòîíà ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõâåêòîðíîãî êîðòà àêñåëåðàòîðîâ íà äâóõâåêòîðíûé êîðò óñêîðÿåìûõ
òåë, îáú¼ìû êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü Âòîðîãî çàêîíà ìåõàíèêè Íüþòîíà ñîñòî-
èò â íàëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó 2-âåêòîðíûì êîðòîì àêñåëåðà-
òîðîâ 〈

←
α
←
β | è 2-âåêòîðíûì êîðòîì óñêîðÿåìûõ òåë |

→
i
→
k 〉 , ïðè êîòîðûõ

èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:
2

K
00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (
←
α,

←
β)1; 0 V 1; 0(

→
i ,

→
k) ≡ 0
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Ïèôàãîð (580 � 500 äî í.ý.)
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Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 1
[1]. Ýéíøòåéí Àëüáåðò, Ïðåäèñëîâèå ê �Îïòèêå� Íüþòîíà. //Ñá. �Ôèçèêà

è ðåàëüíîñòü�, - Ì.: Íàóêà. 1965, Ñ. 34.

[2]. Ðè÷àðä Ôåéíìàí, Ôåéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî ôèçèêå, òîì 8, Ñ. 85.

Ìèðîâîççðåí÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò
âð�åìåííûõ è ÷àñòíûõ àíòðîïíûõ ïðåäñòàâëåíèé îðòîäîêñàëü-
íîé ìîäåëüíîé íàóêè. Ê ñîæàëåíèþ, ñîâðåìåííîå ñîñòîÿ-
íèå çíàíèé î ìèðå è ÷åëîâåêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêèé êà-
ëåéäîñêîï ïàðàäèãì, ñîåäèí¼ííûõ ìåæäó ñîáîé óõèùðåíè-
ÿìè çäðàâîãî ñìûñëà â íåêîòîðóþ ïñåâäîðåàëüíîñòü. Ñåé-
÷àñ â íàóêå è â ôèëîñîôèè ñîçäàëàñü ðåäêàÿ ñèòóàöèÿ, êî-
òîðóþ ìîæíî íàçâàòü ìèðîâîççðåí÷åñêèì êîëëàïñîì, êîãäà
âî âñ¼ì ìèðå íå îêàçàëîñü ñòðîãî î÷åð÷åííûõ ìèðîâîççðåí-
÷åñêèõ êîíòóðîâ Áûòèÿ.



Ïðèìåð 2. Çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè.

Èç íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ, î êîòîðûõ ÿ ñîáèðà-
þñü äîëîæèòü Êîðîëåâñêîìó îáùåñòâó, âûòåêàåò, ÷òî
ìåäíàÿ ïðîâîëîêà ïðîâîäèò ïðèìåðíî â ÷åòûðåñòà ìèë-
ëèîíîâ ðàç ëó÷øå, ÷åì äîæäåâàÿ èëè äèñòèëëèðîâàííàÿ
âîäà (1775) [1].

� Êàâåíäèø

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåéòè ñ õîðîøî èçâåñòíîãî ÿçûêà ýëåêòðîäè-
íàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ íà óíèâåðñàëüíûé ÿçûê Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà:
A = {a, b, . . .} � ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ è
B = {i, k, . . .} � ìíîæåñòâî ïðîâîäíèêîâ.
Ïîä èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ a ìû áóäåì ïîíèìàòü èñòî÷íèê

ïîñòîÿííîãî òîêà α , ñíàáæ¼ííûé ïîòåíöèîìåòðîì π (Ñì. ñõåìó).

πα

¹¸

º·

¡
¡

¡µ

Jai

i
¾

¹¸

º·

¡
¡

¡µ µ

a

Ñõåìà, ïîÿñíÿþùàÿ óñòðîéñòâî èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ.

Ïðè ïîäêëþ÷åíèè èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ a ê ïðîâîäíèêó i íàïðÿæåíèå
íà âûõîäå èñòî÷íèêà a ïàäàåò, íî ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèîìåòðà π äîâîäèòñÿ äî
íåêîòîðîãî, ðàç è íàâñåãäà çàäàííîãî äëÿ äàííîãî èñòî÷íèêà, çíà÷åíèÿ π(a) .

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè âçÿòü äâà ïðîèçâîëüíûõ ïðîâîäíèêà i è k è äâà
ïðîèçâîëüíûõ èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ a è b è èçìåðèòü ÷åòûðå çíà÷åíèÿ ñèë
òîêîâ Jai, Jak, Jbi, Jbk, òî ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ñèë òîêîâ

J =
U

R

èëè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, èì îáðàòíûõ,

I = J −1 =
R

U
,
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îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

2

K
oo
ab;ik(J ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 Jai Jak 0
0 Jbi Jbk 0
−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
Jai Jak

Jbi Jbk

∣∣∣∣ ≡ 0

è ñîîòâåòñòâåííî:

2

K
oo
ab;ik(I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 Iai Iak 0
0 Ibi Ibk 0
−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
Iai Iak

Ibi Ibk

∣∣∣∣ ≡ 0.

Ìû âûáèðàåì â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà, õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ìíîæåñòâîì èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèÿ A è ìíîæåñòâîì ïðîâîäíèêîâ B , íå
ñèëó òîêà Jai , à âåëè÷èíó åé îáðàòíóþ � Iai = 1

Jai
, ÷òîáû ñîõðàíèòü ýòè îáî-

çíà÷åíèÿ ïðè ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìóëèðîâêå çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè,
ãäå ýòîò âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Èòàê,
1. Â ñëó÷àå çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè ðåïðåçåíòàòîðîì ÿâëÿåòñÿ

Iai =
1

Jai

� âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ñèëå òîêà Jai , ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ïðîâîäíèê i ïðè ïîä-
êëþ÷åíèè ê íåìó èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ a .

2. Êàæäûé èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ � ëåâûé ñóáýéäîñ ←
a � õàðàê-

òåðèçóåòñÿ îäíîìåðíûì êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòðîêîé:

←
a ←→


 0 ; ξ1(

←
a) ; 0


 =


0 ;

1

U(
←
a)

; 0


 .

Êàæäûé ïðîâîäíèê � ïðàâûé ñóáýéäîñ
→
i � õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíûì

êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

→
i ←→




0
. ,

x1(
→
i )

. ,
0




=




0
. ,

R(
→
i )

. ,
0




.

3. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíîå çíà÷åíèå òîêà I←
a
→
i

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíîìåðíûõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíûé)
õàðàêòåðèçóåò èñòî÷íèê íàïðÿæåíèÿ ←

a , à äðóãîé (êîíòðàâàðèàíòíûé) � ïðîâîä-
íèê

→
i :
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I←
a
→
i

=

0; ξ1(

←
a); 0


·




0
. ,

x1(
→
i )

. ,
0




=


0;

1

U(
←
a)

; 0


·




0
. ,

R(
→
i )

. ,
0




=

= ξ1(
←
a) x1(

→
i ) =

1

U(
←
a)

R(
→
i ).

4. Çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè êàê ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó äâóõ-
âåêòîðíûì êîðòîì èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèÿ 〈

←
a
←
b | è äâóõâåêòîðíûì êîðòîì ïðî-

âîäíèêîâ |
→
i
→
k 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

←
a

←
b

Â

Á

¿

À
r

r

→
i

→
k

³³³³³³³³³1

-

-PPPPPPPPPq

〈
←
a
←
b | |

→
i
→
k 〉

5. Çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå ôîðìóëè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèÿ
←
a,

←
b ∈ A è ëþáûõ äâóõ ïðîâîäíè-

êîâ
→
i ,

→
k ∈ B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

2

K00
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 I←

a
→
i

I←
a
→
k

0

0 I←
b
→
i

I←
b
→
k

0

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
2

K00
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

a) = X(
←
a,

←
b)1; 0 · X1; 0(

→
i ,

→
k)

7. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà èñòî÷íèêîâ
íàïðÿæåíèÿ 〈

←
a

←
b |

X(
←
a,

←
b)1; 0 =




0 0 0 1

0 ξ1(
←
a) 0 0

0 ξ1(
←
b) 0 0

−1 0 0 0




=




0 0 0 1
0 1

U(
←
a )

0 0

0 1

U(
←
b )

0 0

−1 0 0 0
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8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì îäíîâåêòîðíîãî êîðòà èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ 〈←a |

V (
←
a)1 =

∣∣ ξ1(
←
a)

∣∣ =
∣∣∣ 1

U(
←
a )

∣∣∣

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì äâóõâåêòîðíîãî êîðòà èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèÿ 〈
←
a
←
b |

V (
←
a,

←
b)1; 0 =

∣∣∣∣∣
ξ1(

←
a) 0

ξ1(
←
b) 0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

U(
←
a )

0
1

U(
←
b )

0

∣∣∣∣∣ ≡ 0

10. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîíòðàâàðèàíòíîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà ïðî-
âîäíèêîâ |

→
i
→
k 〉

X1; 0(
→
i ,

→
k) =




1 0 0 0

0 x1(
→
i ) x1(

→
k) 0

0 0 0 0
0 0 0 1




=




1 0 0 0

0 R(
→
i ) R(

→
k) 0

0 0 0 0
0 0 0 1




11. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì îäíîâåêòîðíîãî êîðòà ïðîâîäíèêà |
→
i 〉

V 1(
→
i ) =

∣∣∣ x1(
→
i )

∣∣∣ =
∣∣∣ R(

→
i )

∣∣∣

12. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì äâóõâåêòîðíîãî êîðòà ïðîâîäíèêîâ |
→
i
→
k 〉

V 1; 0(
→
i ,

→
k) =

∣∣∣∣∣
x1(

→
i ) x1(

→
k)

0 0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
R(

→
i ) R(

→
k)

0 0

∣∣∣∣∣ ≡ 0

13. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
1

K
00
←
a ;
→
i
(

1

I) = V (
←
a)1 V 1(

→
i )

2

K
00
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

I) = V (
←
a,

←
b)1; 0 V 1; 0(

→
i ,

→
k) ≡ 0

Èòàê, íà ìíîæåñòâå ïðîâîäíèêîâ B è ìíîæåñòâå èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèÿ
A îáíàðóæèâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà

2

Koo
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

I) ≡ 0 (ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2)), åñëè â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà I←

a
→
iâçÿòü èçìåðÿåìóþ íà îïûòå îáðàòíóþ âåëè÷èíó ñèëû òîêà I←

a
→
i
, ïðîõîäÿùåãî

÷åðåç ïðîâîäíèê i ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê íåìó èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ a.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàêîí Îìà, çàïèñàííûé â õîðîøî èçâåñòíîé òðàäèöèîí-

íîé ôîðìå
J =

U

R
,
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ ñòîðîíó ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ (å¼
�ÿâëåíèå�). ×òî æå êàñàåòñÿ å¼ ãëóáèííîãî ñîäåðæàíèÿ (å¼ �ñóùíîñòè�), òî îíî
çàêëþ÷åíî â å¼ ñòðóêòóðå � â ñóùåñòâîâàíèè ðåïðåçåíòàòîðà

1

I←
a
→
i
= ξ←

a
x→

i
=

1

U←
a

R→
i
,

âåðèôèêàòîðà
2

K
oo
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

I) = V (
←
a,

←
b)1; 0 · V 1; 0(

→
i ,

→
k) = 0

è äâóõ îáú¼ìîâ V (
←
a,

←
b)1; 0 è V 1; 0(

→
i ,

→
k) äâóõâåêòîðûõ êîðòîâ 〈

←
a
←
b | è |

→
i
→
k〉 ,

òîæäåñòâåííî îáðàùàþùèõñÿ â íîëü.

Ïîäâåä¼ì èòîãè:
Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî õîðîøî èçâåñòíûé åù¼ èç ñðåäíåé øêîëû

çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè � ýòî ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ñàêðàëü-
íîé îäíîìåðíîé âåêòîðíîé ãåîìåòðèè íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ñ ðåïðåçåíòàòîðîì

I←
a
→
i

= ξ1(
←
a) x1(

→
i ) =

1

U(
←
a)

R(
→
i ),

äîïóñêàþùåé ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:

A � ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ;

B � ìíîæåñòâî ïðîâîäíèêîâ;

1. Èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ←
a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåâûé ñóáýéäîñ

èç ìíîæåñòâà A

Ïðîâîäíèê
→
i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâûé ñóáýéäîñ èç ìíîæåñòâà ïðîâîäíè-

êîâ B 72.
2. Èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ � ëåâûé ñóáýéäîñ � ÿâëÿåòñÿ îäíîìåð-

íûì êîâàðèàíòíûì ñóáâåêòîðîì ←
a . Åãî åäèíñòâåííàÿ êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòà

èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû, îáðàòíîé íàïðÿæåíèþ:

ξ1(
←
a) = 1/U(

←
a).

Ïðîâîäíèê � ïðàâûé ñóáýéäîñ � ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì êîíòðàâàðèàíòíûì ñóá-
âåêòîðîì

→
i . Åãî åäèíñòâåííàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòà èìååò ôèçè÷åñêèé

ñìûñë ñîïðîòèâëåíèÿ:
x1(

→
i ) = R(

→
i ).

3. Ðåïðåçåíòàòîðîì, õàðàêòåðèçóþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó èñòî÷íèêîì ïî-
ñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ←

a è ïðîâîäíèêîì
→
i , ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ñèëå

72Ñèòóàöèÿ ñèììåòðè÷íà: ìîæíî áûëî áû âçÿòü â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî íàïðÿæå-
íèÿ

→
α ïðàâûé ñóáýéäîñ èç ìíîæåñòâà A , íî òîãäà ïðèùëîñü áû âçÿòü â êà÷åñòâå ïðîâîäíèêà

←
i ëåâûé ñóáýéäîñ èç ìíîæåñòâà B .
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òîêà I←
a
→
i

= 1/J←
a
→
i
, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ïðîâîäíèê

→
i ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê íåìó

èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ←
a.

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ � çàêîí Îìà
äëÿ ó÷àñòêà öåïè � îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè � ëåâûì
2-âåêòîðíûì êîðòîì 〈

←
a

←
b | è ïðàâûì 2-âåêòîðíûì êîðòîì |

→
i
→
k 〉.

5. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ êîðòîâ 〈
←
a
←
b | è |

→
i
→
k 〉 ðàâíî âåðèôèêàòîðó,

òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ �

〈
←
a

←
b |

→
i
→
k 〉 =

2

K
00
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 I←

a
→
i

I←
a
→
k

0

0 I←
b
→
i

I←
b
→
k

0

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0−

è îïðåäåëÿþùåìó ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíóþ ôîðìó çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè.
6. Ïîñêîëüêó âåðèôèêàòîð

2

K00
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

a) ðàñùåïëÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ
îáú¼ìîâ:

2

K
00
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (
←
a,

←
b)1; 0 V 1; 0(

→
i ,

→
k) ≡ 0,

òî â êîíå÷íîì èòîãå ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè ýëåêòðîäè-
íàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ � çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè � ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó
íóëþ êîâàðèàíòíîãî îáú¼ìà 2-âåêòîðíîãî êîðòà èñòî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî íàïðÿ-
æåíèÿ

V (
←
a,

←
b)1; 0 ≡ 0

è êîíòðàâàðèàíòíîãî îáú¼ìà 2-âåêòîðíîãî êîðòà ïðîâîäíèêîâ

V 1; 0(
→
i ,

→
k) ≡ 0.

Çàìåòêè íà ïîëÿõ

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà
1

K
00
←
a ;
→
i
(

1

I) = V (
←
a)1 V 1(

→
i )

âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

1

K
00
←
a ;
→
i
(

1

I) =
1

K
00
←
a ;
→
k
(

1

I) · 1

K
00
←
b ;
→
k
(

1

I)
−1

· 1

K
00
←
b ;
→
i
(

1

I).
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Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíà
Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè

2

K 00←
a

←
b ;

→
i

→
k
(

1

I) ≡ 0

1

I←
α

→
i
= ξ(

←
α)1 x1(

→
i) =

R(i)

U(α)

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè, ñðåäè âñåõ

âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ äëÿ ó÷àñòêà öåïè ñî-
ñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì èñòî÷íèêîâ
ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ A è ìíîæåñòâîì ïðîâîäíèêîâ B . Ïðè ýòîì êàæäûé
èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ←

a ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñàêðàëüíîãî îäíî-
ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäûé ïðîâîäíèê

→
i ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì

äðóãîãî ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåêòðîäèíàìèêà ïîñòîÿííûõ òîêîâ äëÿ ó÷àñòêà öåïè ÿâ-

ëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé âåêòîð-âåêòîðíîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

Ñóùíîñòü çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõâåêòîðíîãî êîðòà èñòî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ
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〈
←
a
←
b | íà äâóõâåêòîðíûé êîðò ïðîâîäíèêîâ |

→
i
→
k 〉 , îáú¼ìû êàæäîãî èç êîòîðûõ

òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè ñîñòîèò
â íàëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó 2-âåêòîðíûì êîðòîì èñòî÷íèêîâ
ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ 〈

←
a
←
b | è 2-âåêòîðíûì êîðòîì ïðîâîäíèêîâ

|
→
i
→
k 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:

2

K
00
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

I) = V (
←
a,

←
b)1; 0 V 1; 0(

→
i ,

→
k) ≡ 0,

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

Koo
←
a
←
b ;
→
i
→
k
(

1

I) ≡ 0

J = U
R

ßâëåíèå è ñóùíîñòü çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè.

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 2

[1]. H.Cavendish. The Electrical Researches of H. Cavendish, ed. by C. Maxwell,
London, 1879.



Ïðèìåð 3.

Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè.

Òàê êàê â îòêðûòèè òàéí è èññëåäîâàíèè ñêðûòûõ
ïðè÷èí âåùåé îò òî÷íûõ îïûòîâ è äîêàçàííûõ ïîëîæå-
íèé ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ïðî÷íûå âûâîäû, íåæåëè îò âå-
ðîÿòíûõ äîãàäîê è ìíåíèé ðóòèííûõ ôèëîñîôîâ, òî äëÿ
ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ íåèçâåñòíîé äîñåëå ñëàâíîé ñóáñòàí-
öèè, ìû ïîñòàâèëè ñåáå çàäà÷åé íà÷àòü ñ îáûêíîâåííîé
êàìåííîé èëè æåëåçíîé ìàòåðèè, à òàêæå ñ òåë, êîòî-
ðûå ìîæíî òðîãàòü ðóêàìè è âîñïðèíèìàòü ÷óâñòâàìè,
à çàòåì óæå èäòè äàëåå ÷åðåç î÷åâèäíûå îïûòû è âïåð-
âûå ïðîíèêíóòü â ñîêðîâåííóþ ãëóáü Çåìëè (1600) [1].

� Âèëüÿì Ãèëüáåðò

Ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, ÷òî çàêîí Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè

J =
U

R

ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé è ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè èìååò òî æå ñàìîå
ñòðîåíèå èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, òó æå ñàìóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è ðàñ-
ñìîòðåííûé â ñàìîì íà÷àëå çàêîí Íüþòîíà.

×òî æå êàñàåòñÿ çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè

J =
E

R + r
, (1)

òî åãî ñòðîåíèå � åãî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà � ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ôè-
çè÷åñêîé ñòðóêòóðû çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè è ïîòîìó ìû ðàññìîòðèì åãî
áîëåå ïîäðîáíî.

Âõîäÿùèå â (1) ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû � ñèëà òîêà J , ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîä-
íèêà R , ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà E è âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå r èñòî÷íèêà
òîêà ←

α � èìåþò, êàê è â çàêîíå Íüþòîíà, ðàçëè÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó.
Òàê, ñîïðîòèâëåíèå Ri ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèåé îäíîé íå÷èñëîâîé ïå-

ðåìåííîé � ïðîâîäíèêà i , òî åñòü

R : M → R
i 7→ Ri,

ãäå M = {i, k, . . .} � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîâîäíèêîâ i, k, . . . .

Ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà E←
α

è âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå r←
α

ÿâëÿþòñÿ äâó-
ìÿ êîìïîíåíòàìè äðóãîé ôóíêöèè îäíîé íå÷èñëîâîé ïåðåìåííîé � èñòî÷íèêà
òîêà ←

α , òî åñòü
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Ψ : N → R2

←
α 7→ E←

α
, r←

α
,

ãäå N = {
←
α ,

←
β , . . .} � ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ òîêà;

ñèëà æå òîêà J ÿâëÿåòñÿ íîâîé ÷èñëîâîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåí-
íûõ � èñòî÷íèêà òîêà ←

α è ïðîâîäíèêà i , òî åñòü

J : N×M → R
←
α, i 7→ J←

αi
.

Èòàê, ñïåöèàëüíî âûäåëÿÿ íåçàâèñèìûå íå÷èñëîâûå ïåðåìåííûå
←
α ∈ N è i ∈ M

ïåðåïèøåì çàêîí Îìà (1) â âèäå

J←
α i

=
E←

α

Ri + r←
α

. (2)

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí Îìà â ôîðìå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçü ìåæäó ñóùå-
ñòâåííî ðàçíîðîäíûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè � îäíîèíäåêñíûìè ñîïðîòèâëå-
íèåì Ri ïðîâîäíèêà i , ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé E←

α
è âíóòðåííèì ñîïðîòèâ-

ëåíèåì r←
α

èñòî÷íèêà òîêà ←
α , ñ îäíîé ñòîðîíû, è äâóõèíäåêñíîé ñèëîé òîêà

J←
α i

� ñ äðóãîé, ò. å.
J ←

α i
= ϕ(Ri; E←α , r←

α
)

-
Ri0−r←

β
−r←

α

6
J←

α i
, J←

β i

α

β

Çàâèñèìîñòü ñèëû òîêà J←
α i

îò ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäíèêà Ri è
âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ r←

α
èñòî÷íèêà òîêà ←

α .
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Óäîáíî âìåñòî ñèëû òîêà J ←
α i

ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó, åé îáðàòíóþ

1

J←
α i

= I←
α i

=
Ri + r←

α

E←
α

-

Ri
0−r←

β
−r←

α

6
I←

α i
, I←

β i ←
α ←

β

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû I←
α i

, ðàâíîé îáðàòíîé âåëè÷èíå
ñèëû òîêà J←

α i
, îò ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäíèêà Ri è

âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ r←
α

èñòî÷íèêà òîêà ←
α .

Èòàê, çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè â ôîðìå ñ ÿâíî âûäåëåííûìè íå÷èñëîâûìè ïå-
ðåìåííûìè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1

J←
α i

= I←
α i

=
Ri

E←
α

+
r←

α

E←
α

èëè

I←
αi

= ξ←
α
xi + σ←

α
, (3)

ãäå
xi = R i; ξ←

α
=

1

E←
α

, σ←
α

=
r←

α

E←
α

.

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè, êîãäà èñòî÷íèê íàïðÿæå-
íèÿ a îïèñûâàëñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðîì ñ îäíîé åäèíñòâåííîé êîîðäèíàòîé
ξ(
←
a) =

1

U(
←
a)

, â çàêîíå Îìà äëÿ âñåé öåïè èñòî÷íèê òîêà ←
α õàðàêòåðèçóåòñÿ

äâóìÿ ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè � ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé E←
α

è âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì r←

α
� è îïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíûì êðèïòîâåêòîðîì ←

α ñ îä-

íîé êîîðäèíàòîé ξ(
←
α) =

1

E(
←
α)

è ñ îäíèì ñêðûòûì ïàðàìåòðîì σ(
←
α) =

r(
←
α)

E(
←
α)

.
Äàëåå, â îòëè÷èå îò çàêîíà Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè, êîãäà ïðîâîäíèê i îïèñû-

âàëñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðîì ñ îäíîé åäèíñòâåííîé êîîðäèíàòîé x(
←
i ) = R(

←
i ) ,

â çàêîíå Îìà äëÿ âñåé öåïè ïðîâîäíèê i ïî-ïðåæíåìó õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé � ñîïðîòèâëåíèåì x(i) = R(i) , íî ïðè ýòîì îïèñûâàåòñÿ
îäíîìåðíîé òî÷êîé áåç âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäû.
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Èòàê, ïîäâåä¼ì èòîãè:
1. Â ñëó÷àå çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè ðåïðåçåíòàòîðîì ÿâëÿåòñÿ

I←
α i

=
1

J←
α i

� âåëè÷èíà îáðàòíàÿ ñèëå òîêà J←
α i

, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ïðîâîäíèê i ïðè ïîä-
êëþ÷åíèè ê íåìó èñòî÷íèêà òîêà α .

2. Êàæäûé ëåâûé èñòî÷íèê òîêà ←
α õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíûì êîâàðè-

àíòíûì 1-êðèïòîâåêòîðîì-ñòðîêîé:

←
α ←→


0; ξ1(

←
α); σ←

α


 =


0;

1

E←
α

;
r←

α

E←
α


 .

Êàæäûé ïðàâûé ïðîâîäíèê i õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíîé êîíòðàâàðèàíò-
íîé 1-òî÷å÷íîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

i ←→



0
x1(i)

1


 =




0
Ri

1




3. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíîå çíà÷åíèå òîêà I←
α i

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ (1-êðèïòîâåêòîðíàÿ) õàðàêòåðè-
çóåò èñòî÷íèê òîêà ←

α , à äðóãàÿ (1-òî÷å÷íàÿ) � ïðîâîäíèê i :

I←
α i

=

0; ξ1(

←
α); σ←

α


·




0
x1(i)

1


 =


0;

1

E←
α

;
r←

α

E←
α


·




0
Ri

1


 =

= ξ1(
←
α) x1(i) + σ←

α
=

1

E←
α

Ri +
r←

α

E←
α.

4. Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè êàê ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó 2-êðèïòîâåê-
òîðíûì êîðòîì èñòî÷íèêîâ òîêà 〈

←
α

←
β | è 3-òî÷å÷íûì êîðòîì ïðîâîäíèêîâ

| i k m 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À

Â

Á

¿

À

b

b

r

r

r

←
α

←
β

m

k

i
J←

β i

J←
α m

〈
←
α

←
β | | i k m 〉
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5. Çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ èñòî÷íèêîâ òîêà
←
α ,

←
β ∈ N è ëþáûõ òð¼õ ïðîâîäíèêîâ

i, k, m ∈ M èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

2

K01
←
α
←
β; i k m

(
1

I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
0 I←

αi
I←
αk

I←
αm

0 I←
β i

I←
βk

I←
βm

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
2

K01
←
α
←
β ;i k m

(
1

I) = X(
←
α ,

←
β )1; 0 · X1; 0(i, k, m)

7. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî 2-êðèïòîâåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
α

←
β |

èñòî÷íèêîâ òîêà

X(
←
α ,

←
β )1; 0 =




0 0 0 1

0 ξ1(
←
α) 0 σ←

α

0 ξ1(
←
β) 0 σ←

β

−1 0 0 0




=




0 0 0 1

0
1

E←
α

0
r←
α

E←
α

0
1

E←
β

0
r←
β

E←
β

−1 0 0 0




8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì 1-êðèïòîâåêòîðíîãî êîðòà 〈 ←α | èñòî÷íèêà òîêà

V (
←
α )1 =

∣∣ ξ1(
←
α)

∣∣ =

∣∣∣∣
1

E←
α

∣∣∣∣

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì 2-êðèïòîâåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
α

←
β | èñòî÷íèêîâ

òîêà

V (
←
α ,

←
β )1; 0 =

∣∣∣∣∣∣∣

ξ1(
←
α) 0

ξ1(
←
β) 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

E←
α

0

1

E←
β

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

10. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîíòðàâàðèàíòíîãî 3-òî÷å÷íîãî êîðòà ïðîâîä-
íèêîâ | i k m 〉

X1; 0(i, k, m) =




1 0 0 0
0 x1(i) x1(k) x1(m)
0 0 0 0
0 1 1 1




=




1 0 0 0
0 Ri Rk Rm

0 0 0 0
0 1 1 1
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11. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì 2-òî÷å÷íîãî êîðòà ïðîâîäíèêîâ | i k 〉

W 1(i, k) =

∣∣∣∣
x1(i) x1(k)

1 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Ri Rk

1 1

∣∣∣∣

12. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì 3-òî÷å÷íîãî êîðòà ïðîâîäíèêîâ | i k m 〉

W 1; 0(i, k,m) =

∣∣∣∣∣∣

x1(i) x1(k) x1(m)
0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

Ri Rk Rm

0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
≡ 0

13. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

1

K
01
←
α ; i k

(
1

I) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
0 I←

αi
I←

αk−1 0 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 0 1
0 ξ←

α
σ←

α−1 0 0

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 xi xk

0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= V (

←
α)1 ·W 1(i, k)

2

K
01
←
α
←
β ; i k m

(
1

I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
0 I←

αi
I←

αk
I←

αm

0 I←
β i

I←
βk

I←
βm

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 ξ←

α
0 σ←

α

0 ξ←
β

0 σ←
β

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 xi xk xm

0 0 0 0
0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= V (
←
α ,

←
β )1; 0 ·W 1; 0(i, k, m) ≡ 0

Èòàê, íà ìíîæåñòâå ïðîâîäíèêîâ M è ìíîæåñòâå èñòî÷íèêîâ òîêà N îáíà-
ðóæèâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà

2

K01
←
α
←
β ; i k m

(
1

I) ≡ 0 (ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòó-
ðà ðàíãà (2, 3)), åñëè â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà I←

α i
âçÿòü îáðàòíóþ âåëè÷èíó

èçìåðÿåìîé ñèëû òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ïðîâîäíèê i ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê
íåìó èñòî÷íèêà òîêà ←

α .
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàêîí Îìà äëÿ âñåé öåïè, çàïèñàííûé â õîðîøî èçâåñòíîé

òðàäèöèîííîé ôîðìå
J =

E
R + r

,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ ñòîðîíó ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ (å¼
�ÿâëåíèå�). ×òî æå êàñàåòñÿ å¼ ãëóáèííîãî ñîäåðæàíèÿ (å¼ �ñóùíîñòè�), òî îíî
çàêëþ÷åíî â å¼ ñòðóêòóðå � â ñóùåñòâîâàíèè ðåïðåçåíòàòîðà

1

I←α i
= ξ←

α
xi + σ←

α
=

1

E←
α

Ri +
r←

α

E←
α

,

âåðèôèêàòîðà
2

K
01
←
α
←
β ; i k m

(
1

I) = V (
←
α ,

←
β )1; 0 ·W 1; 0(i, k,m) = 0,

îáú¼ìà V (
←
α ,

←
β )1; 0 2-êðèïòîâåêòîðíîãî êîðòà èñòî÷íèêîâ òîêà 〈

←
α

←
β | è îáú-

¼ìà W 10(i, k, m) 3-òî÷å÷íîãî êîðòà ïðîâîäíèêîâ | i k m 〉 , òîæäåñòâåííî îáðà-
ùàþùèõñÿ â íóëü.
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Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíà
Îìà äëÿ âñåé öåïè

2

K 01(
1
u) ≡ 0

1
u←

αi
= ξ(

←
α)1 x1(i) + σ←

α
=

R(i)

E(α)
+

ρ(α)

E(α)

Çàìåòêè íà ïîëÿõ

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà
1

K
01
←
α ; ik

(
1

I) = V (
←
α)1 W 1(i, k)

âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

1

K
01
←
α ; ik

(
1

I) =
1

K
01
←
α ; mn

(
1

I) · 1

K
01
←
β ; mn

(
1

I)
−1

· 1

K
01
←
β ; ik

(
1

I)

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

K01
←
α
←
β ; i k m

(
1

I) ≡ 0

J =
E

R + r

ßâëåíèå è ñóùíîñòü çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè
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p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü çàêîíà Îìà
äëÿ âñåé öåïè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñòîÿííûõ òîêîâ äëÿ âñåé öåïè ñîñòîèò
â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ èñòî÷íèêîâ
òîêà N è ìíîæåñòâîì ïðàâûõ ïðîâîäíèêîâ M . Ïðè ýòîì êàæäûé èñòî÷íèê òî-
êà ←

α ÿâëÿåòñÿ êðèïòîâåêòîðîì ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî êðèïòîâåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, à êàæäûé ïðîâîäíèê i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíî-
ãî òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåêòðîäèíàìèêà ïîñòîÿííûõ òîêîâ äëÿ âñåé öåïè ÿâëÿåò-
ñÿ ñàêðàëüíîé êðèïòîâåêòîð-òî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷-
íîé ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

Ñóùíîñòü çàêîíà Îìà äëÿ âñåé öåïè ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõêðèïòîâåêòîðíîãî êîðòà èñòî÷íèêîâ òîêà 〈

←
α

←
β | íà òð¼õòî-

÷å÷íûé êîðò ïðîâîäíèêîâ | i k m 〉 , îáú¼ìû êàæäîãî èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî
ðàâíû íóëþ.

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 3

[1]. Gilbert. De Magnete, magneticisque corporibus et de magno magnete tellure.
Physiologia nova. Londini, 1600.

Ðóññêèé ïåðåâîä: Â. Ãèëüáåðò. Î ìàãíèòå, ìàãíèòíûõ òåëàõ è î áîëüøîì
ìàãíèòå � Çåìëå. - Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1956.



Ïðèìåð 4. Çàêîí Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà.

Àìïåð ñ÷èòàë íåîáõîäèìûì îñîáåííî ïîä÷åðêíóòü,
÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâ-
ëåíèé âûâåäåíà èì èñêëþ÷èòåëüíî èç îïûòà.

� Âèëüãåëüì Âåáåð

Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà:
M = {i, k,m, . . .} � ìíîæåñòâî ïðàâûõ ðåçèñòîðîâ i, k,m, . . . , ñîñòîÿùèõ èç

ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûõ ¼ìêîñòåé, èíäóêòèâíîñòåé è àêòèâíûõ ïðîâîäíè-
êîâ, è

N = {α, β, γ, . . .} � ìíîæåñòâî ëåâûõ ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ
ñ ðàçëè÷íîé ÷àñòîòîé ω è àìïëèòóäîé u .

Åñëè ê ãåíåðàòîðó α ∈ N ñ íàïðÿæåíèåì

ũα(t) = uα cos ωαt

ïîäñîåäèíèòü ðåçèñòîð i , òî â öåïè óñòàíîâèòñÿ ïåðåìåííûé òîê

Ĩαi(t) = Iαi cos(ωαt + ϕαi),

àìïëèòóäà Iαi è ôàçà ϕαi êîòîðîãî ìîãóò áûòü èçìåðåíû ñ ïîìîùüþ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðèáîðîâ.

Ðàññìîòðèì âñå àìïëèòóäû òîêà

Iαi Iαk Iαm . . .
Iβi Iβk Iβm . . .
Iγi Iγk Iγm . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

è ôàçû
ϕαi ϕαk ϕαm . . .
ϕβi ϕβk ϕβm . . .
ϕγi ϕγk ϕγm . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

,

ïîëó÷åííûå ïðè ïîäêëþ÷åíèè êàæäîãî ðåçèñòîðà i, k,m, . . . ê êàæäîìó ãåíåðà-
òîðó α, β, γ, . . .

Â ýòèõ äâóõ ìàòðèöàõ ñîäåðæèòñÿ ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ îá îòíîøåíèÿõ ìåæäó
ðåçèñòîðàìè èç M è ãåíåðàòîðàìè èç N .

×òîáû îáíàðóæèòü óíèâåðñàëüíóþ çàêîíîìåðíîñòü, ëåæàùóþ â îñíîâàíèè
ýòèõ îòíîøåíèé, ðàññìîòðèì äâå íîâûå âåëè÷èíû:
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aαi =
cos ϕαi

Iαi

è
bαi =

sin ϕαi

Iαi

Êàê èçâåñòíî, àìïëèòóäà Iαi è ôàçà ϕαi ïåðåìåííîãî òîêà ñëåäóþùèì îáðàçîì
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå Ri , ¼ìêîñòü Ci è èíäóêòèâíîñòü Li

ðåçèñòîðà i è ÷àñòîòó ωα è íàïðÿæåíèå uα ãåíåðàòîðà α :

Iαi =
uα√

R2
i + ( 1

ωαCi
− ωαLi)2

,

cos ϕαi =
Ri√

R2
i + ( 1

ωαCi
− ωαLi)2

,

sin ϕαi =
1

ωαCi
− ωαLi√

R2
i + ( 1

ωαCi
− ωαLi)2

.

Òàêèì îáðàçîì, íîâûå âåëè÷èíû aαi è bαi çàïèøóòñÿ â âèäå:

aαi =
Ri

uα

bαi =
1

uαωαCi

− ωαLi

uα

èëè
aαi = ξαxi

bαi = ηαyi + ζαzi,

ãäå
xi = Ri ξα = 1

uα

yi = 1
Ci

ηα = 1
uαωα

zi = Li ζα = −ωα

uα

.

Èòàê, â îòëè÷èå îò ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ïîñòîÿííîãî òîêà, â ýòîì ñëó÷àå ñóùå-
ñòâóþò äâà ñîîòíîøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé èçìåðÿåìûå
íà îïûòå âåëè÷èíû a←

α
→
i
, à äðóãîå � âåëè÷èíû b←

α
→
i
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü äâà ïðîèçâîëüíûõ ðåçèñòîðà
→
i ,

→
k ∈ M è äâà

ïðîèçâîëüíûõ ãåíåðàòîðà
←
α,

←
β ∈ N è èçìåðèòü ÷åòûðå çíà÷åíèÿ

a←
α
→
i

a←
α
→
k

a←
β
→
i

a←
β
→
k

,
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òî îíè îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíûì
ñîîòíîøåíèåì:

∀
→
i ,

→
k ∈ M ∀

←
α,

←
β ∈ N∣∣∣∣∣

a←
α
→
i

a←
α
→
k

a←
β
→
i

a←
β
→
k

∣∣∣∣∣ = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü òðè ïðîèçâîëüíûõ ðåçèñòîðà
→
i ,

→
k,

→
m ∈ M è òðè

ïðîèçâîëüíûõ ãåíåðàòîðà
←
α,

←
β,

←
γ ∈ N è èçìåðèòü äåâÿòü çíà÷åíèé

b←
α
→
i

b←
α
→
k

b←
α
→
m

b←
β
→
i

b←
β
→
k

b←
β
→
m

b←
γ
→
i

b←
γ
→
k

b←
γ
→
m

,

òî îíè îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíûì
ñîîòíîøåíèåì:

∀
→
i ,

→
k,

→
m ∈ M ∀

←
α,

←
β,

←
γ ∈ N

∣∣∣∣∣∣∣

b←
α
→
i

b←
α
→
k

b←
α
→
m

b←
β
→
i

b←
β
→
k

b←
β
→
m

b←
γ
→
i

b←
γ
→
k

b←
γ
→
m

∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Â ñàìîì äåëå, åñëè
b←

α
→
i

= ηαyi + ζαzi,

òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∀
→
i ,

→
k,

→
m ∈ M ∀

←
α,

←
β,

←
γ ∈ N

∣∣∣∣∣∣∣

b←
α
→
i

b←
α
→
k

b←
α
→
m

b←
β
→
i

b←
β
→
k

b←
β
→
m

b←
γ
→
i

b←
γ
→
k

b←
γ
→
m

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

ηα ζα 0
ηβ ζβ 0
ηγ ζγ 0

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

yi yk ym

zi zk zm

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî íîâûå ìàòðèöû

a =




a←
α
→
i

a←
α
→
k

a←
α
→
m

. . .

a←
β
→
i

a←
β
→
k

a←
β
→
m

. . .

a←
γ
→
i

a←
γ
→
k

a←
γ
→
m

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




è

b =




b←
α
→
i

b←
α
→
k

b←
α
→
m

. . .

b←
β
→
i

b←
β
→
k

b←
β
→
m

. . .

b←
γ
→
i

b←
γ
→
k

b←
γ
→
m

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


 ,
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ñîñòàâëåííûå èç èçìåðÿåìûõ íà îïûòå àìïëèòóä I←
α
→
i

è ôàç ϕ←
α
→
i
, îáíàðóæè-

âàþò ïðîñòóþ çàêîíîìåðíîñòü:
ðàíã ìàòðèöû a ðàâåí åäèíèöå, à ðàíã ìàòðèöû b ðàâåí äâóì.

Íî ýòè ìàòðèöû íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûìè, òàê êàê êîîðäèíàòà
ξα = 1

uα
ìàòðèöû a ñâÿçàíà ñ êîîðäèíàòàìè ηα = 1

uαωα
è ζα = −ωα

uα
èç ìàòðèöû

b òîæäåñòâîì
ξ2
α + ηαζα = 0.

Èòàê,
1. Â ñëó÷àå çàêîíà Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà èìååòñÿ äâà ðåïðåçåíòàòîðà:

aαi =
cos ϕαi

Iαi

è
bαi =

sin ϕαi

Iαi

2. Êàæäûé ëåâûé ãåíåðàòîð ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ α õàðàêòåðèçóåòñÿ
äâóìÿ êîâàðèàíòíûìè âåêòîðàìè:

îäíîìåðíûì âåêòîðîì-ñòðîêîé:

←
α ←→


0; ξα; 0


 =


0;

1

uα

; 0




è äâóìåðíûì âåêòîðîì-ñòðîêîé:

←
α ←→


0; ηα, ζα; 0


 =


0;

1

uα ωα

, −ωα

uα

; 0




Êàæäûé ïðàâûé ðåçèñòîð i õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè âåê-
òîðàìè:

îäíîìåðíûìè âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

→
i ←→




0
xi

0


 =




0
Ri

0




è äâóìåðíûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

→
i ←→




0
yi

zi

0




=




0
1

Ci

Li

0




3. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ðåïðåçåíòàòîð a←
α
→
i

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíîìåðíûõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíûé)



Ãëàâà 15. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ ïåðâîãî ðîäà 403

õàðàêòåðèçóåò ãåíåðàòîð ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ ←
α , à äðóãîé (êîíòðàâàðèàíò-

íûé) � ðåçèñòîð
→
i :

a←
α
→
i

=

0; ξα; 0


·




0
xi

0


 =


0;

1

uα

; 0


·




0
Ri

0


 = ξα xi =

1

uα

Ri.

Âòîðîé ðåïðåçåíòàòîð b←
α
→
i
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ

äâóìåðíûõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíûé) õàðàêòåðèçóåò ãåíåðàòîð
ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ ←

α , à äðóãîé (êîíòðàâàðèàíòíûé) � ðåçèñòîð
→
i :

b←
α
→
i

=

0; ηα, ζα; 0


·




0
yi

zi

0




=


0;

1

uαωα

, −ωα

uα

; 0


·




0
1

Ci

Li

0




=

= ηα yi + ζα zi =
1

uαωαCi

− ωαLi

uα

.

4. Çàêîí Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà êàê ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó
äâóõâåêòîðíûì êîðòîì ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ 〈

←
α β | è äâóõâåê-

òîðíûì êîðòîì ðåçèñòîðîâ |
→
i
→
k 〉, ñ îäíîé ñòîðîíû,

è ìåæäó òð¼õâåêòîðíûì êîðòîì ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ 〈
←
α
←
β
←
γ |

è òð¼õâåêòîðíûì êîðòîì ðåçèñòîðîâ |
→
i
→
k

→
m 〉 � ñ äðóãîé,

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñàêðàëüíûìè äèàãðàììàìè:

Â

Á

¿

À
b

b

←
α

←
β

Â

Á

¿

À
r

r

→
i

→
k

³³³³³³³³³1

-

-PPPPPPPPPq

〈
←
α
←
β | |

→
i
→
k 〉

Â

Á

¿

À
b

b

b

←
α

←
β

←
γ

Â

Á

¿

À
r

r

r

→
i

→
k

→
m

³³³³³³³³³1

-´
´

´
´

´
´

´
´́3

-PPPPPPPPPq

³³³³³³³³³1-PPPPPPPPPq

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

〈
←
α
←
β
←
γ | |

→
i
→
k
→
m 〉



404 ×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

5. Çàêîí Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ òð¼õ ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ
←
α,

←
β,

←
γ ∈ N è ëþáûõ

òð¼õ ðåçèñòîðîâ
→
i ,

→
k,

→
m ∈ M èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà ñàêðàëüíûõ òîæäå-

ñòâà:

2

K00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 a←

α
→
i

a←
α
→
k

0

0 a←
β
→
i

a←
β
→
k

0

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

3

K00
←
α
←
β
←
γ ;
→
i
→
k
→
m

(
2

b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
0 b←

α
→
i

b←
α
→
k

b←
α
→
m

0

0 b←
β
→
i

b←
β
→
k

b←
β
→
m

0

0 b←
γ
→
i

b←
γ
→
k

b←
γ
→
m

0

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
2

K
00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = X(1;
←
α,

←
β)1; 0 ·X1; 0(1;

→
i ,

→
k)

7. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïåðâîãî êîâàðèàíòíîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
α
←
β |

ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ

X(1;
←
α,

←
β)1; 0 =




0 0 0 1
0 ξα 0 0
0 ξβ 0 0
−1 0 0 0




=




0 0 0 1

0
1

uα

0 0

0
1

uβ

0 0

−1 0 0 0




8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ïåðâîãî îäíîâåêòîðíîãî êîðòà 〈α | ãåíåðàòîðà ïå-
ðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ

V (1;
←
α)1 =

∣∣ ξα

∣∣ =

∣∣∣∣
1

uα

∣∣∣∣

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ïåðâîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
α
←
β |

V (1;
←
α,

←
β)1; 0 =

∣∣∣∣
ξα 0
ξβ 0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

1

uα

0

1

uβ

0

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0
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10. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïåðâîãî êîíòðàâàðèàíòíîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà
ðåçèñòîðîâ |

→
i
→
k 〉

X1; 0(1;
→
i ,

→
k) =




1 0 0 0
0 xi xk 0
0 0 0 0
0 0 0 1




=




1 0 0 0
0 Ri Rk 0
0 0 0 0
0 0 0 1




11. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïåðâîãî îäíîâåêòîðíîãî êîðòà ðåçèñòîðà |
→
i 〉

V 1(1;
→
i ) =

∣∣ xi

∣∣ =
∣∣ Ri

∣∣

12. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïåðâîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà ðåçèñòîðîâ |
→
i
→
k 〉

V 1; 0(1;
→
i ,

→
k) =

∣∣∣∣
xi xk

0 0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Ri Rk

0 0

∣∣∣∣ ≡ 0

13. Ðàçëîæåíèå âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòå-
ëè:

3

K00
←
α
←
β
←
γ ;
→
i
→
k
→
m

(
1

b) = X(2;
←
α,

←
β,

←
γ)12; 0 · X12; 0(2;

→
i ,

→
k,

→
m)

14. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî êîâàðèàíòíîãî òð¼õâåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
α
←
β
←
γ |

ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ

X(2;
←
α,

←
β,

←
γ)12; 0 =




0 0 0 0 1
0 ηα ζα 0 0
0 ηβ ζβ 0 0
0 ηγ ζγ 0 0
−1 0 0 0 0




=




0 0 0 0 1

0
1

uαωα

−ωα

uα

0 0

0
1

uβωβ

−ωβ

uβ

0 0

0
1

uγωγ

−ωγ

uγ

0 0

−1 0 0 0 0




15. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì âòîðîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
α
←
β | ãåíåðàòîðîâ

ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ

V (2;
←
α,

←
β)12 =

∣∣∣∣
ξα ηα

ξβ ηβ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

1

uαωα

−ωα

uα
1

uβωβ

−ωβ

uβ

∣∣∣∣∣∣∣

16. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì âòîðîãî òð¼õâåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
α
←
β
←
γ | ãåíåðàòîðîâ

ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ

V (2;
←
α,

←
β,

←
γ)12; 0 =

∣∣∣∣∣∣

ηα ζα 0
ηβ ζβ 0
ηγ ζγ 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

uαωα

−ωα

uα

0

1

uβωβ

−ωβ

uβ

0

1

uγωγ

−ωγ

uγ

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0
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17. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî êîíòðàâàðèàíòíîãî òð¼õâåêòîðíîãî êîðòà
ðåçèñòîðîâ |

→
i
→
k

→
m 〉

X12; 0(2;
→
i ,

→
k,

→
m) =




1 0 0 0 0
0 yi yk ym 0
0 zi zk zm 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1




=




1 0 0 0 0

0
1

Ci

1

Ck

1

Cm

0

0 Li Lk Lm 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1




18. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì âòîðîãî äâóõâåêòîðíîãî êîðòà |
→
i
→
k 〉 ðåçèñòîðà

V 12(2;
→
i ,

→
k) =

∣∣∣∣
yi yk

zi zk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

1

Ci

1

Ci

Li Lk

∣∣∣∣∣∣

19. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì âòîðîãî òð¼õâåêòîðíîãî êîðòà |
→
i
→
k
→
m 〉 ðåçèñòîðîâ

V 12; 0(2;
→
i ,

→
k,

→
m) =

∣∣∣∣∣∣

yi yk ym

zi zk zm

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

1

Ci

1

Ci

1

Ci

Li Lk Lm

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

20. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå ðåïðåçåíòàòîðà

1

a←
α
→
i

= ξα xi =
1

uα

Ri.

1

K
00
←
α ;
→
i
(

1

a) = V (1;
←
α)1 V 1(1;

→
i );

2

K
00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (1;
←
α,

←
β)1; 0 V 1; 0(1;

→
i ,

→
k) ≡ 0

21. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå ðåïðåçåíòàòîðà
2

b←
α
→
i

= ξα yi + ζα zi =
1

uαωαCi

− ωα

uα

Li.

1

K
00
←
α ;
→
i
(

2

b) = V (2;
←
α)1 · V 1(2;

→
i ) + V (2;

←
α)2 · V 2(2;

→
i );

2

K
00
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

2

b) = V (2;
←
α,

←
β)12 V 12(2;

→
i ,

→
k);

3

K
00
←
α
←
β
←
γ ;
→
i
→
k
→
m

(
2

b) = V (2;
←
α,

←
β,

←
γ)12; 0 V 12; 0(2;

→
i ,

→
k,

→
m) ≡ 0.

Èòàê, íà ìíîæåñòâå ðåçèñòîðîâ M è ìíîæåñòâå ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî
íàïðÿæåíèÿ N îáíàðóæèâàþòñÿ äâå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû �
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ðîäà
2

K oo
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) ≡ 0 (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2))

è ðîäà
3

K oo
←
α
←
β
←
γ ;
→
i
→
k
→
m

(
2

b) ≡ 0 (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà
(3,3)), åñëè â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðîâ âçÿòü a←

α
→
i

è b←
α
→
i
.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàêîí Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà, çàïèñàííûé â õîðîøî
èçâåñòíîé òðàäèöèîííîé ôîðìå

Iαi =
Uα√

R2
i + ( 1

ωαCi
− ωαLi)2

,

tg ϕαi =
1

ωαCi
− ωαLi

Ri

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ ñòîðîíó ýëåêòðîäèíàìèêè ïåðåìåííûõ òîêîâ (å¼
�ÿâëåíèå�). ×òî æå êàñàåòñÿ å¼ ãëóáèííîãî ñîäåðæàíèÿ (å¼ �ñóùíîñòè�), òî îíî
çàêëþ÷åíî â å¼ ñòðóêòóðå � â ñóùåñòâîâàíèè äâóõ ðåïðåçåíòàòîðîâ:

a←
α
→
i

=
cos ϕαi

Iαi

è b←
α
→
i

=
sin ϕαi

Iαi

,

äâóõ âåðèôèêàòîðîâ:
2

K
oo
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (1;
←
α,

←
β)1; 0 · V 1; 0(1;

→
i ,

→
k) = 0

3

K
oo
←
α
←
β
←
γ ;
→
i
→
k
→
m

(
2

b) = V (2; α, β, γ)12; 0 · V 12; 0(2; i, k,m) = 0,

äâóõ îáú¼ìîâ
V (1;

←
α,

←
β)1; 0 ≡ 0 V 1; 0(1;

→
i ,

→
k) ≡ 0

äâóõâåêòîðûõ êîðòîâ ãåíåðàòîðîâ 〈
←
α
←
β | è ðåçèñòîðîâ |

→
i
→
k 〉 , òîæäåñòâåííî

îáðàùàþùèõñÿ â íîëü,
è äâóõ îáú¼ìîâ

V (2;
←
α,

←
β,

←
γ)12; 0 ≡ 0 V 12; 0(2;

→
i ,

→
k,

→
m ) ≡ 0

òð¼õâåêòîðûõ êîðòîâ ãåíåðàòîðîâ 〈
←
α
←
β
←
γ | è ðåçèñòîðîâ |

→
i
→
k
→
m 〉 , òîæäåñòâåííî

îáðàùàþùèõñÿ â íîëü:

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíà
Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà

2

K 00(
1
a) ≡ 0
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1
a←

α
→
i
= x(

←
α)1x

1(
→
i)

3

K 00(
2

b) ≡ 0

2

b←
α

→
i
= x(

←
α)1x

1(
→
i) + x(

←
α)2x

2(
→
i)

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âûðàæàþùèõ
ñóùíîñòü çàêîíà Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà,
ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü ýëåêòðîäèíàìèêè ïåðåìåííîãî òîêà ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè
ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî òîêà N è
ìíîæåñòâîì ðåçèñòîðîâ M .

Ïðè ýòîì êàæäûé ãåíåðàòîð ïåðåìåííîãî òîêà ←
α ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñà-

êðàëüíîãî, â îäíîì ñëó÷àå � îäíîìåðíîãî, à â äðóãîì ñëó÷àå � äâóìåðíîãî,
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäûé ðåçèñòîð

→
i ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì äðóãîãî

ñàêðàëüíîãî, â îäíîì ñëó÷àå � îäíîìåðíîãî, à â äðóãîì ñëó÷àå � äâóìåðíîãî,
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåêòðîäèíàìèêà ïåðåìåííîãî òîêà ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé
âåêòîð-âåêòîðíîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîë-
íåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.
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Ñóùíîñòü ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîãî çàêîíà Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà ñîñòî-
èò â ðàâåíñòâå íóëþ äâóõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

â îäíîì ñëó÷àå � ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõâåêòîðíîãî êîðòà ãåíåðàòî-
ðîâ ïåðåìåííîãî òîêà 〈

←
α
←
β | íà äâóõâåêòîðíûé êîðò |

→
i
→
k 〉 ðåçèñòîðîâ, îáú¼ìû

êàæäîãî èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ,
è â äðóãîì ñëó÷àå � ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õâåêòîðíîãî êîðòà ãåíåðà-

òîðîâ 〈
←
α
←
β
←
γ | íà òð¼õâåêòîðíûé êîðò |

→
i
→
k
→
m 〉 ðåçèñòîðîâ, îáú¼ìû êàæäîãî èç

êîòîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîãî çàêîíà Îìà äëÿ
ïåðåìåííîãî òîêà ñîñòîèò, ñ îäíîé ñòîðîíû, â íàëè÷èè òàêèõ îòíîøå-
íèé ìåæäó 2-âåêòîðíûì êîðòîì ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ
〈
←
a
←
b | è 2-âåêòîðíûì êîðòîì ðåçèñòîðîâ |

→
i
→
k 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìå-

ñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:
2

K
oo
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) = V (1;
←
α,

←
β)1; 0 · V 1; 0(1;

→
i ,

→
k) = 0,

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû � â íàëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó 3-âåêòîðíûì
êîðòîì ãåíåðàòîðîâ ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ 〈

←
a
←
b
←
| è 3-âåêòîðíûì

êîðòîì ðåçèñòîðîâ |
→
i
→
k
→
m 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóê-

òóðà ðîäà:
3

K
oo
←
α
←
β
←
γ ;
→
i
→
k
→
m

(
2

b) = V (2; α, β, γ)12; 0 · V 12; 0(2; i, k,m) = 0.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

Koo
←
α
←
β ;
→
i
→
k
(

1

a) ≡ 0

3

Koo
←
α
←
β
←
γ ;
→
i
→
k
→
m

(
2

b) ≡ 0

Iαi = Uα√
R2

i +( 1
ωαCi

−ωαLi)2

tg ϕαi =
1

ωαCi
−ωαLi

Ri

ßâëåíèå è ñóùíîñòü çàêîíà Îìà äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà.



Ïðèìåð 5.

Óíèâåðñàëüíûé çàêîí àääèòèâíîñòè.
Àääèòèâíîñòü è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü � äâå ôóí-

äàìåíòàëüíûå áèíàðíûå îïåðàöèè, ëåæàùèå â îñíîâàíèè
âñåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

�

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåë M = {a1, a2, . . .} è èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð äëÿ
èçìåðåíèÿ ìàññ (âåñû).

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó òåëó a èçìåðåííóþ íà îïûòå ìàññó ma ; ïîëó÷èì ñî-
âîêóïíîñòü ÷èñåë

ma1 ,ma2 ,ma3 , . . . ,

íå ñîäåðæàùóþ íèêàêîé çàêîíîìåðíîñòè.
Îáðàçóåì ìíîæåñòâî ïàðíûõ òåë, ïîëó÷åííûõ ïóòåì ñëèÿíèÿ äâóõ òåë ai è

ak è èçìåðèì èõ ìàññû

ma1a2 , ma1a3 , ma1a4 , . . .
ma2a3 , ma2a4 , . . .

ma3a4 , . . .

'

&

$

%

r

r
r

r

r©©©©©©

¢
¢
¢
¢
¢
¢

¢
¢
¢

C
C
C
C
C
C©©©

XXXXXX@
@

@
@@

@
@

@

an a4

a3

a2

a1

Íî è â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ñìîæåì çàìåòèòü êàêóþ-ëèáî çàêîíîìåðíîñòü.
Â ñàìîì äåëå, ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

mik = mi + mk, mij = mi + mj, mkj = mk + mj,

òî íå ñóùåñòâóåò êàêîé-ëèáî ñâÿçè

Φ(mik, mij,mkj) ≡ 0,

Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî

Φ(mi + mk, mi + mj, mk + mj) ≡ 0

ïî mi, mk, mj, ïîëó÷àåì ñèñòåìó òð¼õ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∂Φ

∂u
+

∂Φ

∂v
+ 0 = 0

∂Φ

∂u
+ 0 +

∂Φ

∂w
= 0
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0 +
∂Φ

∂v
+

∂Φ

∂w
= 0,

èç êîòîðîé ñëåäóåò
∂Φ

∂u
=

∂Φ

∂v
=

∂Φ

∂w
= 0,

òî åñòü
Φ(u, v, w) ≡ 0.

×òîáû óñòàíîâèòü ÿâíóþ çàêîíîìåðíîñòü, êîòîðîé ïîä÷èíÿþòñÿ ìàññû ïàðíûõ
(îáúåäèí¼ííûõ) òåë, ðàçîáü¼ì èñõîäíîå ìíîæåñòâî M íà äâå ïðîèçâîëüíûå ÷à-
ñòè M è M è äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîêðàñèì òåëà, ïðèíàäëåæàùèå ê ïåðâîìó
ìíîæåñòâó M â áåëûé öâåò, à òåëà, ïðèíàäëåæàùèå êî âòîðîìó ìíîæåñòâó M

� â ÷¼ðíûé öâåò73. Èòàê, áóäåì èìåòü äâà ìíîæåñòâà:

M = { i
¯
1, i

¯
2, . . .} � ìíîæåñòâî �áåëûõ� òåë,

M = { k̄1, k̄2, . . .} � ìíîæåñòâî �÷¼ðíûõ� òåë.
Ðàññìîòðèì çàêîí îòíîøåíèé ìåæäó �áåëûìè� è �÷¼ðíûìè� òåëàìè.

Îáðàçóåì ïàðû, ñîñòîÿùèå èç �áåëûõ� è �÷¼ðíûõ� òåë, è èçìåðèì èõ ìàññû:

@
@

@

· · · . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
i
¯

3 mi3k1 mi3k2 mi3k3 · · ·
i
¯

2 mi2k1 mi2k2 mi2k3 · · ·
i
¯

1 mi1k1 mi1k2 mi1k3 · · ·
M

M
k̄ 1 k̄ 2 k̄ 3 · · ·

'

&

$

%

'

&

$

%
r

r

r

...
r

r

r

...
i
¯

s

i
¯

2

i
¯

1

k̄ r

k̄ 2

k̄ 1``````````````̀

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b

b
bb

ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ

aaaaaaaaaaaaaaa!!!!!!!!!!!!!!!

"
"

"
"

"
"

"
"

"
"

"
"

"
""

Òàê êàê
mik = mi + mk ,

ãäå mik � äâóõèíäåêñíûé ðåïðåçåíòàòîð, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèå ìåæäó
�áåëûìè� è �÷¼ðíûìè� òåëàìè, ðàâíûé ìàññå íîâîãî òåëà, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëü-
òàòå ñëèÿíèÿ äâóõ òåë i

¯
è k̄ ;

mi è mk � ìàññû òåë, i
¯

è k̄ � îäíîèíäåêñíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðè-
çóþùèå ñâîéñòâà òåë i

¯
è k̄ ,

òî èìååì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî, ñîäåðæàùåå ÷åòûðå ðåïðåçåíòàòîðà

mi1k1 −mi1k2 = mi2k1 −mi2k2 .

Ýòî òîæäåñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 m i1k1 m i1k2

−1 m i2k1 m i2k2

∣∣∣∣∣∣
= 0 (1)

73Íå÷òî ïîäîáíîå äåëàþò ãåíåòèêè, ïîäêðàøèâàÿ áåñöâåòíûå õðîìîñîìû ïðè ãèñòîëîãè÷å-
ñêîé îáðàáîòêå.
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1. Ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçè ìåæäó ÷åòûðüìÿ ìàññàìè mi1k1 , mi1k2 , mi2k1 , mi2k2

âèäà (1) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî êàæäîå �áåëîå� òåëî ĩ
¯

õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåð-
íîé ëåâîé êðèïòîòî÷êîé

i
¯
←→


1; ; x(i

¯
)o


 =


1; ; m(i

¯
)



ñî ñêðûòûì ïàðàìåòðîì x(i
¯
)o = m(i

¯
),

à êàæäîå �÷¼ðíîå� òåëî k̃ õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåðíîé ïðàâîé êðèïòîòî÷-
êîé

k̄ ←→




xo(k̄)
. ,
. ,
1




=




m(k̄)
. ,
. ,
1




ñî ñêðûòûì ïàðàìåòðîì xo(k̄) = m(k̄).
2. Òàêèì îáðàçîì, ðåïðåçåíòàòîð mik ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ (ìàòðèöà-ñòðîêà) õàðàêòåðèçóåò íóëüìåðíóþ êðèï-
òîòî÷êó i

¯
, à äðóãàÿ (ìàòðèöà-ñòîëáåö) � íóëüìåðíóþ êðèïòîòî÷êó k̄ :

mi k =

1; ; x(i

¯
)o


 ·




xo(k̄)
. ,
. ,
1




=

1; ; m(i

¯
)

 ·




m(k̄)
. ,
. ,
1




=

= xo(k̄) + x(i
¯
)o = m(k̄) + m(i

¯
).

3. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí àääèòèâíîñòè êàê ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæ-
äó ëåâûì 2-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì 〈 i

¯
1 i

¯
2 | è ïðàâûì 2-êðèïòîòî÷å÷íûì êîð-

òîì | k̄1 k̄2 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

i
¯
2

i
¯
1

Â

Á

¿

À
r

r

k̄2

k̄1

³³³³³³³³³1

-

-PPPPPPPPPq

〈 i
¯
1 i

¯
2 | | k̄1 k̄2 〉

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí àääèòèâíîñòè â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ êîâàðèàíòíûõ íóëüìåðíûõ ëåâûõ êðèïòîòî÷åê i
¯
1, i

¯
2 ∈ M

è ëþáûõ äâóõ êîíòðàâàðèàíòíûõ íóëüìåðíûõ ïðàâûõ êðèïòîòî÷åê k̄1, k̄2 ∈ M

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:
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1

K11

ī1 i
¯
2; k̄1k̄2

(
0

m) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 mi

¯
1k̄1

mi
¯
1k̄2

−1 mi
¯
2k̄1

mi
¯
2k̄2

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

5. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
1

K11

i
¯

1 i
¯

2; k̄ 1 k̄ 2
(

0

w) = X(i
¯

1, i
¯

2)0 · X0(k̄ 1, k̄ 2)

6. Êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
〈 i

¯
1 i

¯
2 |

X(i
¯

1, i
¯

2)0 =




0 0 1
−1 0 x(i

¯
1)o

−1 0 x(i
¯
2)o


 =




0 0 1
−1 0 m(i

¯
1)

−1 0 m(i
¯
2)


 ,

ãäå x(i
¯
)o = m(i

¯
) � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

7. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîð-
òà | k̄ 1 k̄ 2〉

X10(k̄ 1, k̄ 2) =




1 −xo(k̄1) −xo(k̄2)
0 0 0
0 1 1


 =




1 −m(k̄1) −m(k̄2)
0 0 0
0 1 1


 ,

ãäå xo(k̄) = m(k̄) � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯

1 i
¯

2 |

W (i
¯

1, i
¯

2)0 =

∣∣∣∣
0 1
0 1

∣∣∣∣ ≡ 0

9. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄ 1 k̄ 2 〉

W 0( k̄ 1, k̄ 2) =

∣∣∣∣
0 0
1 1

∣∣∣∣ ≡ 0

10. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
1

K
11

i
¯

1 i
¯

2; k̄ 1 k̄ 2
(

0

w) = W ( i
¯

1, i
¯

2)0 W 0( k̄ 1, k̄ 2) ≡ 0.

Èòàê, îòíîøåíèå ìåæäó �áåëûì� òåëîì i
¯

è �÷¼ðíûì� òåëîì k̄ õàðàêòåðè-
çóåòñÿ äâóõèíäåêñíûì ðåïðåçåíòàòîðîì � ÷èñëîâîé ôóíêöèåé äâóõ íå÷èñëîâûõ
ïåðåìåííûõ

m : M×M → R
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( i
¯
, k̄ ) 7→ mik .

Èìååì äâà êîðòà

〈 i
¯

1 i
¯

2 | ∈ M2 è | k̄ 1 k̄ 2〉 ∈ M2.

Îòíîøåíèå ìåæäó íèìè õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðèôèêàòîðîì � ÷èñëîâîé ôóíêöèåé
÷åòûð¼õ ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ � ðåïðåçåíòàòîðîâ:

1

K
11

i
¯

1i
¯

2; k̄ 1k̄ 2
(

0

m) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 mi

¯
1k̄1

mi
¯
1k̄2

−1 mi
¯
2k̄1

mi
¯
2k̄2

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Îíà ðàâíà íóëþ ïðè ëþáîì âûáîðå êîðòîâ 〈 i
¯

1 i
¯

2| è | k̄ 1 k̄ 2〉 .
Ââåä¼ì ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó êîðòàìè 〈 i

¯
1 . . . i

¯
r| è | k̄ 1 . . . k̄ r〉

〈 i
¯

1| k̄ 1〉 =
0

K
11

i
¯

1; k̄ 1
(

0

m) =

∣∣∣∣∣
0 1
−1 mi

¯
1k̄1

∣∣∣∣∣ = 1,

〈 i
¯

1 i
¯

2| k̄ 1 k̄ 2〉 =
1

K
11

i
¯

1 i
¯

2; k̄ 1 k̄ 2
(

0

m) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 mi

¯
1k̄1

mi
¯
1k̄2

−1 mi
¯
2k̄1

mi
¯
2k̄2

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0,

〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3| k̄1 k̄2 k̄3〉 =

2

K
11

i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3; k̄1 k̄2 k̄3

(
0

m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 mi

¯
1k̄1

mi
¯
1k̄2

mi
¯
1k̄3

−1 mi
¯
2k̄1

mi
¯
2k̄2

mi
¯
2k̄3

−1 mi
¯
3k̄1

mi
¯
3k̄2

mi
¯
3k̄3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ââåä¼ííûå âåðèôèêàòîðû äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè:

0

K
11

i
¯

1; k̄ 1
(

0

m) =

∣∣∣∣∣
0 1
−1 mi

¯
1k̄1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
0 1
−1 mi

¯
1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

1 −mk̄1

0 1

∣∣∣∣ ,

1

K
11

i
¯

1 i
¯

2; k̄ 1 k̄ 2
(

0

m) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 mi

¯
1k̄1

mi
¯
1k̄2

−1 mi
¯
2k̄1

mi
¯
2k̄2

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1
−1 0 mi

¯
1

−1 0 mi
¯
2

∣∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

1 −mk̄1
−mk̄2

0 0 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
,

2

K
11

i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3; k̄1 k̄2 k̄3

(
0

m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 mi

¯
1k̄1

mi
¯
1k̄2

mi
¯
1k̄3

−1 mi
¯
2k̄1

mi
¯
2k̄2

mi
¯
2k̄3

−1 mi
¯
3k̄1

mi
¯
3k̄2

mi
¯
3k̄3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
−1 0 0 mi

¯
1

−1 0 0 mi
¯
2

−1 0 0 mi
¯
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

0−mk̄1
−mk̄2

−mk̄3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

Èòàê, êàæäîìó ëåâîìó êîðòó 〈 i
¯
1 | , 〈 i

¯
1 i

¯
2 | , 〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 | è ò. ä. ñîîòâåòñòâóåò

ñâîÿ êîîðäèíàòíàÿ êîâàðèàíòíàÿ ìàòðèöà:

X( i
¯
1) =




0 1
−1 x(i

¯
1)o


 =




0 1
−1 mi

¯
1




X( i
¯
1 i

¯
2)0 =




0 0 1
−1 0 x(i

¯
1)o

−1 0 x(i
¯
2)o


 =




0 0 1
−1 0 mi

¯
1

−1 0 mi
¯
2




X( i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3)00 =




0 0 0 1
−1 0 0 x(i

¯
1)o

−1 0 0 x(i
¯
2)o

−1 0 0 x(i
¯
3)o




=




0 0 0 1
−1 0 0 mi

¯
1

−1 0 0 mi
¯
2

−1 0 0 mi
¯
3




,

ãäå x(i
¯
)o = m i

¯
� ñêðûòûå ïàðàìåòðû,

à êàæäîìó ïðàâîìó êîðòó | k̄1〉; | k̄1 k̄2〉; | k̄1 k̄2 k̄3〉 è ò. ä. ñîîòâåòñòâóåò
ñâîÿ êîîðäèíàòíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ ìàòðèöà:

X( k̄1) =


 1 −xo(k̄1)

0 1


 =


 1 −mk̄1

0 1




X0( k̄1 k̄2) =




1 −xo(k̄1) −xo(k̄2)
0 0 0
0 1 1


 =




1 −mk̄1
−mk̄2

0 0 0
0 1 1




X00( k̄1 k̄2 k̄3) =




1 −xo(k̄1) −xo(k̄2) −xo(k̄3)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 1 1




=




1 −mk̄1
−mk̄2

−mk̄3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 1 1




,

ãäå xo( k̄ ) = m k̄ � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

Ïîëó÷èì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà mi
¯
k̄ èç ñàêðàëüíîãî òîæ-

äåñòâà:

1

K
11

i
¯

1i
¯

2; k̄ 1k̄ 2
(

0

m) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 mi

¯
1k̄1

mi
¯
1k̄2

−1 mi
¯
2k̄1

mi
¯
2k̄2

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0
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Ââåä¼ì äâà ýòàëîííûõ òåëà 0 è 0 :

M = {0, i
¯
1, i

¯
2, . . .}

M = {0, k̄1, k̄2, . . .}
è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà èç ñàêðàëüíîãî òîæäåñòâà:

1

K
11

i
¯

0; k̄ 0
(

0

m) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 mik mi

¯
0

−1 m0k̄ m00

∣∣∣∣∣∣
≡ 0

mi k = m i
¯

0 + m0 k̄ −m0 0 = (mi
¯

0 −m0 0) + (m0 k̄ −m0 0) + m0 0

èëè
mik = Mi

¯
0 + Mk̄0 + m0 0

ãäå Mi
¯
0 = mi

¯
0 −m0 0 � ìàññà òåëà i

¯
îòíîñèòåëüíî ýòàëîíà 0 ;

Mk̄0 = m0k̄ −m00 � ìàññà òåëà k̄ îòíîñèòåëüíî ýòàëîíà 0 ;
Åñëè â êà÷åñòâå ýòàëîíîâ 0 è 0 âçÿòü �ïûëèíêè�, äëÿ êîòîðûõ m 0

¯
0̄ = 0 ,

òî
mik = Mi

¯
0̄ + Mk̄0,

ãäå Mi
¯
0 = mi

¯
0 , Mk̄0 = m0k̄ .

Âñ¼ ñêàçàííîå çäåñü ïî ïîâîäó àääèòèâíîñòè ìàññ, ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîñïðîèçâåäåíî ïî ïîâîäó àääèòèâíîñòè ñèë, ñîïðîòèâëå-
íèé, ïðîâîäèìîñòåé, ¼ìêîñòåé, èíäóêòèâíîñòåé, ýëåêòðîäâèæóùèõ ñèë è òîìó
ïîäîáíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Ïîäâåä¼ì èòîãè.

Îòêóäà âîçíèêàåò óíèâåðñàëüíûé çàêîí àääèòèâíîñòè
mik = mi + mk ?

Óíèâåðñàëüíûé çàêîí àääèòèâíîñòè ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ i
¯

è k̄

mi
¯
k̄ = mi

¯
+ mk̄

âîçíèêàåò â êðèïòîòî÷å÷íîé íóëüìåðíîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè êàê àääèòèâíîå
ðåøåíèå ñàêðàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∀ i
¯
1, i

¯
2 ∈ M; ∀ k̄1, k̄2 ∈ M

Φ(wi
¯
1k̄1

, wi
¯
1k̄2

,

wi
¯
2k̄1

, wi
¯
2k̄2

)
≡ 0

wi
¯
k̄ = xo(k̄) + x(i

¯
)o

ïðè îäíîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè � ñèììåòðèè,
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s

wi
¯
k̄ =

s

wk
¯

ī

s

wi
¯
k̄ = xo(k̄) + xo( ī)

Ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà s

wi
¯
k̄ = mi

¯
k̄ è ñêðûòûõ

ïàðàìåòðîâ
xo( ī) = mi

¯
; xo(k̄) = mk̄ ,

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà àääèòèâíîñòè:

mi
¯
k̄ = mi

¯
+ mk̄ .

Èòàê, íà ìíîæåñòâàõ �áåëûõ� è �÷¼ðíûõ� òåë M è M îáíàðóæèâàåòñÿ ôè-
çè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà

1

K11

i
¯
1i
¯
2; k̄1k̄2

(
0

m) ≡ 0 (àääèòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
ðàíãà (2,2)), åñëè â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà mi

¯
k̄ âçÿòü èçìåðÿåìóþ íà îïûòå

ìàññó òåëà i
¯
⊕ k̄ , ïîëó÷åííîãî ñîåäèíåíèåì �áåëîãî� òåëà i

¯
c �÷¼ðíûì�

òåëîì k̄ .

Â êîíå÷íîì èòîãå ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè óíèâåð-
ñàëüíîãî çàêîíà àääèòèâíîñòè, ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ êîâàðèàíòíîãî îáú¼ìà
ëåâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà

W ( i
¯

1, i
¯

2)o ≡ 0

è êîíòðàâàðèàíòíîãî îáú¼ìà ïðàâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà

W o( k̄ 1, k̄ 2) ≡ 0

Çàìåòêè íà ïîëÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà

0

K
11

i
¯
1; k̄1

(
0

m) =

∣∣∣∣∣
0 1
−1 mi

¯
1k̄1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
0 1
−1 mi

¯
1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

1 −mk̄1

0 1

∣∣∣∣ = W ( i
¯
1)1 ·W 1( k̄ 1)

âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:
0

K
11

i
¯
1; k̄1

(
0

m) =
0

K
11

i
¯
1; k̄2

(
0

m) · 0

K
11

i
¯
2; k̄2

(
0

m)−1· 0

K
11

i
¯
2; k̄1

(
0

m).



418 ×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà óíèâåðñàëüíîãî
çàêîíà àääèòèâíîñòè

1

K11
i
¯1i

¯2;k̄1 k̄2
(

0
m) ≡ 0

o
mi

¯
k̄ = xo(k̄) + xo(̄i) = mk + mi

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé
ñóùíîñòü óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà àääèòèâíîñòè,
ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü òåîðèè óíèâåðñàëüíîé àääèòèâíîñòè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâà-
íèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì �áåëûõ� ëåâûõ òåë N è ìíî-
æåñòâîì �÷¼ðíûõ� ïðàâûõ òåë M . Ïðè ýòîì êàæäîå �áåëîå� òåëî α

¯
ÿâëÿåòñÿ

êðèïòîòî÷êîé ñàêðàëüíîãî íóëüìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæ-
äîå �÷¼ðíîå� òåëî ī ÿâëÿåòñÿ êðèïòîòî÷êîé äðóãîãî ñàêðàëüíîãî íóëüìåðíîãî
êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðèÿ óíèâåðñàëüíîé àääèòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé
êðèïòîòî÷å÷íî-êðèïòîòî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé ñ ñèììåòðè÷íîé ìåòðèêîé íà äâóõ
ìíîæåñòâàõ îäíîé è òîé æå ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèåé.

Ñóùíîñòü óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà àääèòèâíîñòè ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà �áåëûõ� ëåâûõ òåë 〈 i

¯
1 i

¯
2 |

íà äâóõêðèïòîòî÷å÷íûé êîðò �÷¼ðíûõ� ïðàâûõ òåë | k̄1 k̄2 〉 , îáú¼ìû êîòîðûõ
îäíîâðåìåííî òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.
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¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

1

K11

i
¯
1i
¯
2; k̄1k̄2

(
o

m) ≡ 0

m12 = m1 + m2

ßâëåíèå è ñóùíîñòü óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà àääèòèâíîñòè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà àääèòèâíîñòè ñî-
ñòîèò â íàëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóõêðèïòîòî÷å÷íûì êîð-
òîì �áåëûõ� òåë 〈 i

¯
1 i

¯
2 | è äâóõêðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì �÷¼ðíûõ� òåë

| k̄1 k̄2 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:
1

K
11

i
¯

1 i
¯

2; k̄ 1 k̄ 2
(

0

w) = W ( i
¯

1, i
¯

2)0 W 0( k̄ 1, k̄ 2) ≡ 0.



Ïðèìåð 6.

Îñíîâíîé çàêîí õðîíîìåòðèè
Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòî è ëîãè÷íî, õîòÿ è óäèâèòåëü-

íî äëÿ ìíîãèõ, ïðèâûêøèõ ê êëàññè÷åñêîìó ïîíÿòèþ óíè-
âåðñàëüíîãî âðåìåíè [1].

� Ð.Áîéåð

Â õðîíîìåòðèè íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü òðè ìíîæåñòâà ñîáûòèé:
1. Ìíîæåñòâî íåéòðàëüíûõ ñîáûòèé

M = {0, i, k, . . .},

ïðèìåðîì êîòîðîãî ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî âñïûøåê â äåòåêòîðå ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö (ñì. ðèñ. 1.)

¤¡

0

¤¡

i

¤¡

k

¤¡

m

¤¡

n

Ðèñ. 1. Ìíîæåñòâî íåéòðàëüíûõ ñîáûòèé M.

2. Ìíîæåñòâî ëåâûõ ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� (ñì. ðèñ. 2.)

M = { 0
¯

, i
¯
, k

¯
, . . .}

0
¯

0
¯

i
¯

0
¯

k
¯

Ðèñ. 2. Ìíîæåñòâî ëåâûõ ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� M.
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3. Ìíîæåñòâî ïðàâûõ ñîáûòèé �âûêëþ÷åíèÿ� (ñì. ðèñ. 3):

M = { ī , k̄ , . . .}

r

r

0 ī

k̄0

Ðèñ. 3. Ìíîæåñòâî ïðàâûõ ñîáûòèé �âûêëþ÷åíèÿ� M.

Êàæäîå íåéòðàëüíîå ñîáûòèå i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåîáðàçíûé äèïîëü
i = ( ī , i

¯
) , ñîñòîÿùèé èç äâóõ êîìïîíåíò:
èç êîìïîíåíòû ī = | ī 〉 � �âûêëþ÷åíèå�,
è èç êîìïîíåíòû i

¯
= 〈 i

¯
| � �âêëþ÷åíèå�.

Ìû áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ïîíÿòèÿ:
1. ðàçíîñòü âðåìåíí�ûõ êîîðäèíàò äâóõ íåéòðàëüíûõ ñîáûòèé i è k

(ñì. ðèñ. 4)
tik = t0k − t0i,

ãäå t0i = τ0
¯

ī � âðåìåíí�àÿ êîîðäèíàòà ñîáûòèÿ i ,
t0k = τ0

¯
k̄ � âðåìåíí�àÿ êîîðäèíàòà ñîáûòèÿ k .

¤ ¡

t0i

i tik

¤ ¡

t0k

k

Ðèñ. 4. Ðàçíîñòü âðåìåíí�ûõ êîîðäèíàò
äâóõ íåéòðàëüíûõ ñîáûòèé i è k .

2. íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ( ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü, äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà) ìåæäó ëåâûì ñîáûòèåì �âêëþ÷åíèÿ� i

¯
è ïðà-

âûì ñîáûòèåì �âûêëþ÷åíèÿ� k̄ τi
¯
k̄ (ñì. ðèñ. 5).
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i
¯

τi
¯
k̄

k̄

Ðèñ. 5. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèåì �âêëþ÷åíèÿ� i
¯

è ñîáûòèåì �âûêëþ÷åíèÿ� k̄ .
Ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèåì �âêëþ÷åíèÿ� i

¯
è ñîáûòèåì �âûêëþ-

÷åíèÿ� k̄ ÿâëÿåòñÿ ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíî-
æåñòâîì ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� M è ìíîæåñòâîì ñîáûòèé �âûêëþ÷åíèÿ� M :

τ : M×M → R

( i
¯
, k̄ ) 7→ τi

¯
k̄ .

Âñÿêèé ôèçè÷åñêèé çàêîí � ýòî ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè
� ëåâûì è ïðàâûì, � ïðè êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå èõ îáú¼ìîâ òîæäåñòâåííî ðàâíî
íóëþ.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàí-
íûé ôèçè÷åñêèé çàêîí, ñâÿçûâàþùèé ìåæäó ñîáîé ñàêðàëüíûì îáðàçîì ÷åòûðå
ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ � äâà ñîáûòèÿ �âêëþ÷åíèÿ� i

¯
1, i

¯
2 ∈ M è äâà ñîáûòèÿ

�âûêëþ÷åíèÿ� k̄ 1, k̄ 2 ∈ M .
Åñëè âçÿòü ýòè ñîáûòèÿ è èçìåðèòü îáû÷íûì ñåêóíäîìåðîì ÷åòûðå ïðîìå-

æóòêà âðåìåíè (ñì. ðèñ. 6)

τi
¯
1 k̄1

, τi
¯
1 k̄2

, τi
¯
2 k̄1

, τi
¯
2 k̄2

,

òî îíè îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 τi1k1 τi1k2

−1 τi2k1 τi2k2

∣∣∣∣∣∣
= τi1k1 + τi2k2 − τi1k2 − τi2k1 ≡ 0.

Ýòîò ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿåìûé ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå ñî-
áûòèé �âêëþ÷åíèÿ� M è ìíîæåñòâå ñîáûòèé �âûêëþ÷åíèÿ� M èìååò ìåñòî
àääèòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2, 2):
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r
i1

r
i2

r
k1

r
k2

τi1k1
¾ -

r
i1

r
i2

r
k1

r
k2

τi1k2
¾ -
r

i1
r

i2
r

k1

r
k2

τi2k1
¾ -

r
i1

r
i2

r
k1

r
k2

τi2k2
¾ -

Ðèñ. 6. Ê ïðîöåäóðå èçìåðåíèÿ ÷åòûð¼õ ïðîìåæóòêîâ
âðåìåíè τi1k1 , τi1k2 , τi2k1 , τi2k2 .

Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà õðîíîìåòðèè ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò äî-
ïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (îïöèÿ) � òðåáîâàíèå àíòèñèììåòðèè:

τik = −τki.

Ïðè ýòîì óñëîâèè èç îáùåãî ñàêðàëüíîãî òîæäåñòâà
τi1k1

= τi1k2
+ τi2k1

− τi2k2
(1)

ïîëó÷èì çàêîí õðîíîìåòðèè â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Ïîëàãàÿ â (1)
i1 = i ; k1 = k ; i2 = 0 ; k2 = 0 , ïîëó÷èì

τik = τi0 + τ0k − τ00.

Íî òàê êàê τi0 = −τ0i è τ00 = −τ00, òî τ00 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
τik = τ0k − τ0i = t0k − t0i.

Èòàê,
1. Â ñëó÷àå ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà õðîíîìåòðèè ðåïðåçåíòàòîðîì ÿâëÿ-

åòñÿ
τi

¯
k̄ = tok − toi.

2. Êàæäîå ëåâîå ñîáûòèå �âêëþ÷åíèÿ� i
¯

õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåðíîé êî-
âàðèàíòíîé êðèïòîòî÷å÷íîé ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

i
¯
←→


1; ; si


 =


1; ; −toi


 .

Êàæäîå ïðàâîå ñîáûòèå �âûêëþ÷åíèÿ� k̄ õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåðíîé êîí-
òðàâàðèàíòíîé êðèïòîòî÷å÷íîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

k ←→




sk.,
.,
1




=




tok.,
.,
1




.
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3. Òàêèì îáðàçîì, ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèåì �âêëþ÷åíèÿ� è ñî-
áûòèåì �âûêëþ÷åíèÿ� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íóëü-
ìåðíûõ êðèïòîòî÷å÷íûõ ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíàÿ) õàðàêòåðèçó-
åò ñîáûòèå �âêëþ÷åíèÿ� i

¯
, à äðóãàÿ (êîíòðàâàðèàíòíàÿ) � ñîáûòèå �âûêëþ÷å-

íèÿ� k̄ :

τi
¯
k̄ =


1; ; si


·




sk.,
.,
1




=

1; ; −ti


·




tk.,
.,
1




= sk + si = tok − toi.

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí õðîíîìåòðèè êàê ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæ-
äó äâóõêðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� 〈 i

¯
1 i

¯
2 | è äâóõêðèïòî-

òî÷å÷íûì êîðòîì ñîáûòèé �âûêëþ÷åíèÿ� | k̄1 k̄2 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñà-
êðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

i
¯
1

i
¯
2

Â

Á

¿

À
r

r

k̄1

k̄2

³³³³³³³³³1

-

-PPPPPPPPPq

〈 i
¯
1 i

¯
2 | | k̄1 k̄2 〉

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí õðîíîìåòðèè â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� i
¯
1, i

¯
2 ∈ N è ëþáûõ äâóõ ñîáûòèé

�âûêëþ÷åíèÿ� k̄1, k̄2 ∈ M èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

1

K11
i1i2;k1k2

(
0

τ) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 τi1k2 τi1k2

−1 τi2k2 τi2k2

∣∣∣∣∣∣
≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
1

K
11

i
¯
1 i

¯
2; k̄1k̄2

(
0

τ) = X( i
¯
1, i

¯
2)0 · X0( k̄1, k̄2) ≡ 0.

7. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
〈 i

¯
1 i

¯
2 | ëåâûõ ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ�

X( i
¯
1, ī2)0 =




0 0 1
−1 0 s(i1)
−1 0 s(i2)


 =




0 0 1
−1 0 −t0i1

−1 0 −t0i2


 ,
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ãäå s(i1) = −t0i1 , s(i2) = −t0i2 � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯
1 i

¯
2 | :

W ( i
¯
1, i

¯
2)0 =

∣∣∣∣
0 1
0 1

∣∣∣∣ ≡ 0.

9. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîíòðàâàðèàíòíîãî ïðàâîãî äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî
êîðòà | k̄1 k̄2 〉 :

X0( k̄1, k̄2) =




1 −s(k1) −s(k2)
0 0 0
0 1 1


 =




1 −t0k1 −t0k1

0 0 0
0 1 1


 ,

ãäå s(k1) = t0k1 , s(k2) = t0k2 � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄1 k̄2 〉 :

W 0( k̄1, k̄2) =

∣∣∣∣
0 0
1 1

∣∣∣∣ ≡ 0.

11. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ:

1

K
11

i1i2;k1k2
(

0

τ) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 τi1k2 τi1k2

−1 τi2k2 τi2k2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 0 1
−1 0 −t0i1

−1 0 −t0i2

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

1 −t0k1 −t0k1

0 0 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣
0 1
0 1

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

0 0
1 1

∣∣∣∣ = W ( i
¯
1, i

¯
2)0 ·W 0( k̄1, k̄2) ≡ 0.

Èòàê, íà ìíîæåñòâå ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� N è ìíîæåñòâå ñîáûòèé �âûêëþ-
÷åíèÿ� M îáíàðóæèâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà

1

K 11
i1i2;k1k2

(
0

τ) ≡ 0 (àä-
äèòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2, 2)), åñëè â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà
τik âçÿòü èçìåðÿåìûé íà îïûòå ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ëåâûì ñîáûòèåì
�âêëþ÷åíèÿ� i

¯
è ïðàâûì ñîáûòèåì �âûêëþ÷åíèÿ� k̄ .

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí õðîíîìåòðèè, çàïèñàííûé â õî-
ðîøî èçâåñòíîé òðàäèöèîííîé ôîðìå τik = tok−toi, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ
ñòîðîíó õðîíîìåòðèè (å¼ �ÿâëåíèå�). ×òî æå êàñàåòñÿ å¼ ãëóáèííîãî ñîäåðæàíèÿ
(å¼ �ñóùíîñòè�), òî îíî çàêëþ÷åíî â å¼ ñòðóêòóðå � â ñóùåñòâîâàíèè ðåïðåçåíòà-
òîðà

0

τ ik= tok − toi,
âåðèôèêàòîðà

1

K
11
i1i2;k1k2

(
0

τ) = W ( i
¯
1, i

¯
2)0 ·W 0( k̄1, k̄2) = 0,

îáú¼ìà W ( i
¯
1, i

¯
2)0 äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i

¯
1 i

¯
2 | ëåâûõ ñîáûòèé �âêëþ-

÷åíèÿ� è îáú¼ìà W 0( k̄1, k̄2) äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄1 k̄2 〉 ïðàâûõ ñî-
áûòèé �âûêëþ÷åíèÿ�, òîæäåñòâåííî îáðàùàþùèõñÿ â íóëü:
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Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî
çàêîíà õðîíîìåòðèè

1

K11
i1i2;k1k2

(
0
τ )) ≡ 0

o
τi

¯
k̄ = so(k̄) + so(i

¯
) = t(k) − t(i)

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé
ñóùíîñòü âðåìåíè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü õðîíîìåòðèè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøå-
íèé ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� N è ìíîæåñòâîì ïðàâûõ
ñîáûòèé �âûêëþ÷åíèÿ� M . Ïðè ýòîì êàæäîå ñîáûòèå �âêëþ÷åíèÿ� i

¯
ÿâëÿ-

åòñÿ êðèïòîòî÷êîé ñàêðàëüíîãî íóëüìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, à
êàæäîå ñîáûòèå �âûêëþ÷åíèÿ� k̄ ÿâëÿåòñÿ êðèïòîòî÷êîé äðóãîãî ñàêðàëüíî-
ãî íóëüìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, õðîíîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé êðèïòîòî÷å÷íî-êðèïòî-
òî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé ñ àíòèñèììåòðè÷åñêîé ìåòðèêîé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ îäíîé
è òîé æå ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

Ñóùíîñòü îñíîâíîãî çàêîíà õðîíîìåòðèè ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà ñîáûòèé �âêëþ÷åíèÿ� íà äâóõêðèï-
òîòî÷å÷íûé êîðò ñîáûòèé �âûêëþ÷åíèÿ�, îáú¼ìû êîòîðûõ îäíîâðåìåííî òîæäå-
ñòâåííî ðàâíû íóëþ.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü îñíîâíîãî çàêîíà õðîíîìåòðèè ñîñòîèò
â ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈 i

¯
1 i

¯
2 | è

| k̄1 k̄2 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:
1

K
11

i
¯
1 i

¯
2; k̄1k̄2

(
0

τ) = X( i
¯
1, i

¯
2)0 · X0( k̄1, k̄2) ≡ 0

o

τ ik= t0k − t0i.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

1

K11
i1i2;k1k2

(τ) ≡ 0

t12 = t2 − t1

ßâëåíèå è ñóùíîñòü âðåìåíè.

Çàìåòêè íà ïîëÿõ

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà

0

K
11

i
¯
1; k̄1

(
0

τ) =

∣∣∣∣∣
0 1
−1 τi

¯
1 k̄1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
0 1
−1 −ti

¯
1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

1 −tk̄1

0 1

∣∣∣∣ = W ( i
¯
1)1 ·W 1( k̄ 1)

âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:
0

K
11

i
¯
1; k̄1

(
0

τ) =
0

K
11

i
¯
1; k̄2

(
0

τ) · 0

K
11

i
¯
2; k̄2

(
0

τ)−1· 0

K
11

i
¯
2; k̄1

(
0

τ).

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 6
[1]. Ýéíøòåéíîâñêèé ñáîðíèê, Ì., Íàóêà, 1968. Ñ. 240.



Îòçûâ î ñòàòüå Þ. È. Êóëàêîâà
�×òî òàêîå âðåìÿ? (âðåìÿ êàê ôèçè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà)�

Ïðîáëåìà âðåìåíè ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ çàãàäî÷íûõ è ìàëî-
ðàçðàáîòàííûõ â íàóêå. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ
âðåìåíè: 1) ñóáñòàíöèîíàëüíûé ïîäõîä (ïîèñê ñïåöèôè÷åñêîãî �ñóáñòðàòà� âðå-
ìåíè, ïîíèìàíèå �òå÷åíèÿ� âðåìåíè íà îñíîâå åäâà ëè íå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
àíàëîãèé); 2) ðåëÿöèîííûé ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà òåîðèè îòíîøåíèé è âèäÿ-
ùèé âî âðåìåíè ïðåæäå âñåãî îñîáóþ ðåëÿöèîííóþ ñòðóêòóðó, à íå êâàçèâåùå-
ñòâåííîå îáðàçîâàíèå.

Åñëè ïåðâûé ïîäõîä ìîæíî íàçâàòü êëàññè÷åñêèì, òî âòîðîé ÿâíî âûõîäèò
çà òðàäèöèîííûå ðàìêè. Þ. È. Êóëàêîâ áëåñòÿùå ïðåäñòàâëÿåò èìåííî âòîðîå
íàïðàâëåíèå, � ñîáñòâåííî, îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åãî çà÷èíàòåëåé è îñíîâîïî-
ëîæíèêîâ.

Îñíîâó ðàáîòû ñîñòàâëÿåòòâîð÷åñêîå ïðèëîæåíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð Þ. È. Êóëàêîâà ê ïðîáëåìå âðåìåíè. Î ïðîäóêòèâíîñòè òàêîãî ïîäõîäà
ñâèäåòåëüñòâóåò ýòà ðàáîòà, îòëè÷àþùàÿñÿ îðèãèíàëüíîñòüþ èäåé, ñâåæåñòüþ â
ïîñòàíîâêå âîïðîñà, � è óäèâèòåëüíî ÿñíûì, ãëóáîêî îáàÿòåëüíûì ñòèëåì èçëî-
æåíèÿ.

Îïèðàÿñü íà ðàçðàáîòàííóþ èì òåîðèþ ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, à òàêæå íà
ëîãèêî-ìåòîäîëîãè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ è ýêñïåðèìåíòû (îáû÷íî ýòî ìûñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû, ÷òî íå ëèøàåò èõ äîêàçàòåëüíîñòè è óáåäèòåëüíîñòè), àâòîð ïðè-
õîäèò ê âûâîäó:
�Âðåìÿ � ýòî ñòðóêòóðíî-ôèçè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáûòèÿìè�.

ÎäíàêîÞ. È. Êóëàêîâ ïîëàãàåò, ÷òî â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ ìíîæåñòâ ñòðóê-
òóðà âðåìåíè âèäîèçìåíèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ íåêàíîíè÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìû
ñòðóêòóðû áîëåå âûñîêîãî ðàíãà. Êîíå÷íî, ýòî ñïîðíûé âûâîä, � íî îí óâëåêàåò
ëîãèêî-ôèëîñîôñêèìè ïåðñïåêòèâàìè, âûâîäÿùèìè íàñ çà ðàìêè ñóùåñòâóþùåé
ïàðàäèãìû.

Ðàáîòû Þ. È. Êóëàíîâà ïî èññëåäîâàíèþ ïðèðîäû âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
íàì âûäàþùèìñÿ ÿâëåíèåì â æèçíè ñîâðåìåííîé íàóêè.

Íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé, ÷òî ýòè ïèîíåðñêèå èññëåäîâàíèÿ, îòìå÷åííûå âûñî-
êîé êóëüòóðîé íàó÷íîé ìûñëè, íóæäàþòñÿ âî âñÿ÷åñêîé ïîääåðæêå è äîëæíû
áûòü èçäàíû.

Þ. Â. Ëèííèê, äîêòîð ôèëîñîôñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð êàôåäðû ôèëîñîôèè Êàðåëüñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà.
21.12.1979 ã. Ïåòðîçàâîäñê
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×òî æå òàêîå âðåìÿ?



Ïðèìåð 7. Òåðìîäèíàìèêà

Îäíèì èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ â èññëåäîâàíèÿõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïî òåðìî-
äèíàìèêå, ñëåäóåò ñ÷èòàòü âûâîä, ÷òî ýòó äèñöèïëèíó
ìîæíî îáîñíîâàòü, ïðèáåãàÿ òîëüêî ê ãèïîòåçàì, ïðîâå-
ðÿåìûì ýêñïåðèìåíòàëüíî.

� Êîíñòàíòèí Êàðàòåîäîðè (1873 � 1950)

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ðåàëüíîå òåëî è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî åãî òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé M = {i, k, . . .} . Ïðîñòîòû ðàäè èçîëèðóåì íàøå òåëî
îò âîçäåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå i îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì åãî îáú¼ìà Vi è äàâëåíèÿ
pi . Èçìåíÿÿ p è V (ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, äîëæíà ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
ìåíÿòüñÿ è òåìïåðàòóðà T = T (p, V ) ), ìû ìîæåì ïåðåâåñòè ýòî òåëî èç îäíîãî
ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü äâà ìíîæåñòâà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé:
M = { i

¯
, k

¯
, . . .} � ìíîæåñòâî ëåâûõ ñîñòîÿíèé, îçíà÷àþùèõ íà÷àëî òîãî

èëè èíîãî ïðîöåññà;
M = { ī , k̄ , . . .} � ìíîæåñòâî ïðàâûõ ñîñòîÿíèé, îçíà÷àþùèõ êîíåö ïðîöåñ-

ñà.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ñîñòîÿíèå i = ( ī , i

¯
) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó:

ñîñòîÿíèå ī � êîíåö ïðåäûäóùåãî ïðîöåññà, è ñîñòîÿíèå i
¯

� íà÷àëî íîâîãî
ïðîöåññà. (Le roi est mori, vive le roi! 74)

Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü â êà÷åñòâå èçìåðÿåìîé õàðàêòå-
ðèñòèêè ïàðû ñîñòîÿíèé i

¯
è k̄ òàêóþ âåëè÷èíó A i

¯
k̄ , êîòîðàÿ èãðàëà áû

ðîëü �ðàññòîÿíèÿ� ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè i
¯

è k̄ .
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Ðèñ. 1. Ïðîèçâåä¼ííàÿ ðàáîòà è êîëè÷åñòâî ïîãëîù¼ííîãî òåïëà
ïðè ïåðåõîäå i

¯
−→ ā , a

¯
−→ k̄ .

Âîçüì¼ì äâà ïðîèçâîëüíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿ � îäíî i
¯

èç M,

à äðóãîå k̄ èç M è èçìåðèì ðàáîòó
TS

A i
¯

k̄ , êîòîðóþ íóæíî ñîâåðøèòü íàä
ñèñòåìîé, ÷òîáû ïåðåâåñòè å¼ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i

¯
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

74Êîðîëü óìåð, äà çäðàâñòâóåò êîðîëü!
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k̄ ñíà÷àëà ïî èçîòåðìå Ti = const äî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ā , à çàòåì
ïî àäèàáàòå Sk = const èç ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ a

¯
â êîíå÷íîå ñîñòî-

ÿíèå k̄ (ñì. ðèñ. 1). Ýòà ðàáîòà ðàâíà âåëè÷èíå çàøòðèõîâàííîé ïëîùàäè íà
ðèñ. 1.

Èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ îñóùåñòâëÿåòñÿ â òåðìîñòàòå, â êà÷åñòâå êîòîðîãî
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà áîëüøàÿ ïëèòà ñ èäåàëüíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ, ñîñòî-
ÿíèå êîòîðîé ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå.

Àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ îñóùåñòâëÿåòñÿ â àäèàáàòå, â êà÷åñòâå êîòîðîãî
áåð¼òñÿ ñîñóä ñ èäåàëüíî òåïëîíåïðîâîäÿùèìè ñòåíêàìè � äüþàð. Îáîçíà÷èì
÷åðåç

T

A i
¯
ā = −

∫ ā

i
¯

p(Ti=const)dV

ðàáîòó, ïðîèçâîäèìóþ íàä ñèñòåìîé ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ïåðåõîäå èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ i

¯
â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå ā , è ÷åðåç

S

Aak = −
∫ k̄

a
¯

p(Sk=const)dV

ðàáîòó, ïðîèçâîäèìóþ íàä ñèñòåìîé ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïåðåõîäå èç ïðîìåæó-
òî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ a

¯
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ .

Âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì çàêîíîì ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè äëÿ ñèñòåì
ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà (ïðè îòñóòñòâèè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé)

dU = TdS − pdV

è ïðîèíòåãðèðóåì åãî óêàçàííûì âûøå îáðàçîì:

TS

Aik =
T

Aia +
S

Aak =

∫ a

i

(dU − TdS) +

∫ k

a

(dU − TdS) =

= Ua − Ui − Ti (Sa − Si ) + Uk − Ua = Uk − Ui − Ti Sk + Ti Si .

Èòàê, ðàáîòà
TS

Aik èìååò ñëåäóþùèé âèä:

TS

Aik= Uk − TiSk − Fi , (1)

ãäå Fi = Ui − Ti Si � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äåâÿòü ðàáîò

TS

Ai1k1 ,
TS

Ai1k2 ,
TS

Ai1k3 ,
TS

Ai2k1 ,
TS

Ai2k2 ,
TS

Ai2k3 ,

TS

Ai3k1 ,
TS

Ai3k2 ,
TS

Ai3k3 ,
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ñîâåðøàåìûå ïðè ïåðåõîäå èç òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé i
¯

1, i
¯

2,

i
¯

3 ∈ M â êàæäîå èç òð¼õ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé k̄1, k̄2, k̄3 ∈ M

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

2

K
11

i1 i2 i3; k1 k2 k3
(

1

TS

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1
TS

Ai1k1

TS

Ai1k2

TS

Ai1k3

−1
TS

Ai2k1

TS

Ai2k2

TS

Ai2k3

−1
TS

Ai3k1

TS

Ai3k2

TS

Ai3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (2)

Â ñàìîì äåëå, åñëè
Aik = Uk − Ti Sk − Fi ,

òî
∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 Ai1k1 Ai1k2 Ai1k3

−1 Ai2k1 Ai2k2 Ai2k3

−1 Ai3k1 Ai3k2 Ai3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
−1 Ti1 0 −Fi1

−1 Ti2 0 −Fi2

−1 Ti3 0 −Fi3

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −Uk1 −Uk2 −Uk3

0 −Sk1 −Sk2 −Sk3

0 0 0 0
0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìîòðèì ðàáîòó
ST

Ai k , ñîâåðøàåìóþ íàä òîé æå
òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ïðè ïåðåõîäå å¼ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i

¯
â

êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ ñíà÷àëà ïî àäèàáàòå Si = const äî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî ñîñòîÿíèÿ b̄ , à çàòåì èç ýòîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ b

¯
ïî èçîòåðìå

Tk = const â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ (ñì. ðèñ.2).
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Ðèñ. 2. Ïðîèçâåä¼ííàÿ ðàáîòà è êîëè÷åñòâî ïîãëîù¼ííîãî òåïëà
ïðè ïåðåõîäå i

¯
−→ b̄ , b

¯
−→ k̄ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
S

Aib = −
∫ b

i

p(Si=const)dV

ðàáîòó, ïðîèçâîäèìóþ íàä ñèñòåìîé ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïåðåõîäå èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ i

¯
â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå b̄ , è ÷åðåç

T

Abk = −
∫ k

b

p(Tk=const)dV
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ðàáîòó, ïðîèçâîäèìóþ íàä ñèñòåìîé ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ïåðåõîäå èç ïðîìåæó-
òî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ b

¯
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ .

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
ST

Aik ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

ST

Aik =
S

Aib +
T

Abk =

∫ b

i

(dU − TdS) +

∫ k

b

(dU − TdS) =

= Ub − Ui + Uk − Ub − Tk (Sk − Si ) = Uk − Ui − Tk (Sk − Si ).

Èòàê, ðàáîòà
ST

Aik èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ST

Aik = Fk + TkSi − Ui (3)

Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèåì (2) èìååò ìåñòî åù¼ îäíî ñàêðàëüíî-
èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå:

2

K
11

i1i2i3; k1k2k3
(

1

ST

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1
ST

Ai1k1

ST

Ai1k2

ST

Ai1k3

−1
ST

Ai2k1

ST

Ai2k2

ST

Ai2k3

−1
ST

Ai3k1

ST

Ai3k2

ST

Ai3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (4)

Èòàê, ôàêò ñâÿçè (2) ìåæäó äåâÿòüþ ðàáîòàìè
TS

Aik ñ îäíîé ñòîðîíû è ñâÿçè
(4) ìåæäó äåâÿòüþ ðàáîòàìè

ST

Aik � ñ äðóãîé, îçíà÷àåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå íà-
÷àëüíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ëåâûõ ñîñòîÿíèé M è ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ ïðàâûõ
ñîñòîÿíèé M èìåþò ìåñòî äâå ýêâèâàëåíòíûå àñèììåòðè÷íûå ôèçè÷åñêèå
ñòðóêòóðû ðîäà

2

K 11
i1i2i3;k1k2k3

(
1

A) (àääèòèâíûå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà
(3,3)).

Â òå÷åíèå ïî÷òè ñîðîêà ëåò ÿ ñ÷èòàë, ÷òî â îñíîâàíèè òåðìîäèíàìèêè ëå-
æàò äâà ðåïðåçåíòàòîðà � ñèììåòðè÷åñêèé

sim

A ik , èìåþùèé ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé ïî öèêëó Êàðíî, è àíòèñèììåòðè÷åñêèé

anti

A ik , íå
èìåþùèé ïðîñòîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Òåïåðü ÿ âèæó, ÷òî ýòî áûë îøèáî÷íûé
ïóòü: äëÿ íàèáîëåå àäåêâàòíîãî èçëîæåíèÿ îñíîâàíèé òåðìîäèíàìèêè äîñòàòî÷-
íî âçÿòü îäèí àñèììåòðè÷åñêèé ðåïðåçåíòàòîð � ðàáîòó

TS

Aik (èëè ýêâèâàëåíòíóþ
ðàáîòó

ST

Aik )
×òîáû ïîÿñíèòü, â ÷¼ì ñîñòîèò ïðåèìóùåñòâî íîâîãî ïîäõîäà, ïåðåéä¼ì îò

äâóõ àñèììåòðè÷íûõ ñòðóêòóð ñ ðåïðåçåíòàòîðàìè
TS

Aik = Uk − Ti Sk − Fi
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ST

Aik = Fk + Tk Si − Ui

ê ñèììåòðè÷íîìó è àíòèñèììåòðè÷íîìó ðåïðåçåíòàòîðàì:
sim

A ik =
TS

Aik −
ST

Aik =

= (Tk − Ti )(Sk − Si ) =
sim

A ki

anti

A ik =
TS

Aik +
ST

Aik =

= Fk + Uk − Ti Sk + Tk Si − Fi − Ui = − anti

A ki,

ÿâëÿþùèìèñÿ â êàêîé-òî ñòåïåíè ïðîèçâîäíûìè îò ïåðâîíà÷àëüíûõ àñèììåò-
ðè÷íûõ ðåïðåçåíòàòîðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî
sim

A ik åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàáîòà ïî öèêëó Êàðíî (Ñì. ðèñ. 3)

-

6P

V

i

k

a ,a

b ,b q

q
q

q

q

j

6

k

-

6T

S

i

k

a ,a

b ,b

-

?¾

6
q q

qq pp
ppp
ppp
p

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

Ðèñ. 3. Ðåïðåçåíòàòîð
sim

A ik êàê ðàáîòà ïî öèêëó Êàðíî.
Äàëåå, ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ðåïðåçåíòàòîð

sim

A ik èìååò
òî æå ñàìîå ñòðîåíèå, êàê è ó êâàäðàòà èíòåðâàëà â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Â
ñàìîì äåëå

sim

A ik= (Ti − Tk )(Si − Sk ) = (xi − xk )2 − (yi − yk )2,

ãäå
x =

1

2
(T + S) y =

1

2
(T − S).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî øåñòíàäöàòü ñèììåòðè÷åñêèõ ðàáîò
sim

A ik , ñî-
âåðøàåìûõ ïðè ïåðåõîäå èç ÷åòûð¼õ ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé i

¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4 ∈

M â êàæäîå èç ÷åòûð¼õ ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé k̄1, k̄2, k̄3, k̄4 ∈ N ïî öèêëó
Êàðíî, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíûì ñîîòíîøåíè-
åì:

3

K
11

i1 i2 i3 i4; k1 k2 k3 k4
(

2

sim

A ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1

−1
sim

A i1k1

sim

A i1k2

sim

A i1k3

sim

A i1k4

−1
sim

A i2k1

sim

A i2k2

sim

A i2k3

sim

A i2k4

−1
sim

A i3k1

sim

A i3k2

sim

A i3k3

sim

A i3k4

−1
sim

A i4k1

sim

A i4k2

sim

A i4k3

sim

A i4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (5)
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Â ñàìîì äåëå, åñëè

Aik = (Tk − Ti )(Sk − Si ) = Tk Sk − Ti Sk − Tk Si + Ti Si =

= x2
k − y2

k − 2xi xk + 2yi yk + x2
i − y2

i ,

òî èìååì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

3

K
11

i1i2i3i4;k1k2k3k4
(

2

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 Ai1k1 Ai1k2 Ai1k3 Ai1k4

−1 Ai2k1 Ai2k2 Ai2k3 Ai2k4

−1 Ai3k1 Ai3k2 Ai3k3 Ai3k4

−1 Ai141 Ai4k2 Ai4k3 Ai4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
−1 Si1 Ti1 0 Si1Ti1

−1 Si2 Ti2 0 Si2Ti2

−1 Si3 Ti3 0 Si3Ti3

−1 Si4 Ti4 0 Si4Ti4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −Sk1Tk1 −Sk2Tk3 −Sk3Tk4 −Sk4Tk4

0 −Tk1 −Tk2 −Tk3 −Tk4

0 −Sk1 −Sk2 −Sk3 −Sk4

0 0 0 0 0
0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

èëè � òî æå ñàìîå òîæäåñòâî, íî çàïèñàííîå â äðóãèõ ïåðåìåííûõ:

3

K
11

i1i2i3i4;k1k2k3k4
(

2

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 Ai1k1 Ai1k2 Ai1k3 Ai1k4

−1 Ai2k1 Ai2k2 Ai2k3 Ai2k4

−1 Ai3k1 Ai3k2 Ai3k3 Ai3k4

−1 Ai141 Ai4k2 Ai4k3 Ai4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
−1 xi1 yi1 0 x2

i1
− y2

i1

−1 xi2 yi2 0 x2
i2
− y2

i2

−1 xi3 yi3 0 x2
i3
− y2

i3

−1 xi4 yi4 0 x2
i4
− y2

i4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x2
k1

+ y2
k1
−x2

k2
+ y2

k2
−x2

k3
+ y2

k3
−x2

k4
+ y2

k4

0 −2xk1 −2xk2 −2xk3 −2xk4

0 2yk1 2yk2 2yk3 2yk4

0 0 0 0 0
0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

Ýìïèðè÷åñêè ïðîâåðÿåìûé ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñàêðàëüíîãî òîæäåñòâà (5)
îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì íà÷àëüíûõ ëåâûõ ñîñòîÿíèé è ìíî-
æåñòâîì êîíå÷íûõ ïðàâûõ ñîñòîÿíèé îïèñûâàþòñÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðîäà
3

K 11
i1i2i3i4;k1k2k3k4

(

2

sim

A ) ≡ 0, òî åñòü äâóìåðíîé ñèììåòðè÷íîé àääèòèâíîé
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (4, 4).

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî øåñòíàäöàòü àíòèñèììåòðè-
÷åñêèõ ðàáîò

anti

A ik , ñîâåðøàåìûõ ïðè ïåðåõîäå èç ÷åòûð¼õ ïðîèçâîëüíûõ íà-
÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé i

¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4 ∈ N â êàæäîå èç ÷åòûð¼õ ïðîèçâîëüíûõ

êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3, k̄ 4 ∈ M ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì
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ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíûì ñîîòíîøåíèåì, àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèþ (5):

3

K
11

i1i2i3i4; k1k2k3k4
(

2

anti

A ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1

−1
anti

A i1k1

anti

A i1k2

anti

A i1k3

anti

A i1k4

−1
anti

A i2k1

anti

A i2k2

anti

A i2k3

anti

A i2k4

−1
anti

A i3k1

anti

A i3k2

anti

A i3k3

anti

A i3k4

−1
anti

A i4k1

anti

A i4k2

anti

A i4k3

anti

A i4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0 (6)

Â ñàìîì äåëå, åñëè

Aik = Fk + Uk − Ti Sk + Tk Si − Fi − Ui ,

òî èìååì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

3

K
11

i1i2i3i4;k1k2k3k4
(

2

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 Ai1k1 Ai1k2 Ai1k3 Ai1k4

−1 Ai2k1 Ai2k2 Ai2k3 Ai2k4

−1 Ai3k1 Ai3k2 Ai3k3 Ai3k4

−1 Ai141 Ai4k2 Ai4k3 Ai4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
−1 Si1 Ti1 0 −Fi1−Ui1

−1 Si2 Ti2 0 −Fi2−Ui2

−1 Si3 Ti3 0 −Fi3−Ui3

−1 Si4 Ti4 0 −Fi4−Ui4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −Fk1−Uk1 −Fk2−Uk3 −Fk3−Uk4 −Fk4−Uk4

0 Tk1 Tk2 Tk3 Tk4

0 −Sk1 −Sk2 −Sk3 −Sk4

0 0 0 0 0
0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî íàðÿäó ñ ïðîñòåéøèìè ðåïðåçåíòàòîðàìè
TS

Aik = Uk − Ti Sk − Fi

ST

Aik = Fk + Tk Si − Ui

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èõ ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü
sim

A ik =
TS

Aik −
ST

Aik =

= (Tk − Ti )(Sk − Si ) =
sim

A ki

è èõ àíòèñèììåòðè÷åñêóþ ñóììó
anti

A ik =
TS

Aik +
ST

Aik =

= Fk + Uk − Ti Sk + Tk Si − Fi − Ui = − anti

A ki,

îáðàùàþùèå â òîæäåñòâåííûé íîëü ñîîòâåòñòâóþùèå âåðèôèêàòîðû (5) è (6).
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Îäíàêî ýòèõ ôàêòîâ ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü òåðìîäèíàìè-
êó êàê �ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ äâóìÿ ðàññòîÿíèÿìè

sim

A ik è
anti

A ik �.

Òåïåðü ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ òåðìîäèíàìèêà ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðîäà

2

K11

i1i2i3;k1k2k3
(

1

T S

A)

ñ àñèììåòðè÷åñêèì ðåïðåçåíòàòîðîì

1

wik =

1

TS

Aik = sk + x1( i )x1( k ) + si = Uk − Ti Sk − Fi ,

ðàáîòîé, êîòîðóþ íóæíî ñîâåðøèòü íàä ñèñòåìîé, ÷òîáû ïåðåâåñòè å¼ èç íà÷àëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ i

¯
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ ñíà÷àëà ïî èçîòåðìå Ti = const

äî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ā , à çàòåì ïî àäèàáàòå Si = const èç ïðîìå-
æóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ a

¯
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ .

Èòàê, èìååì:

1. Äâà ìíîæåñòâà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé:

M = { i
¯
, k

¯
, . . .} � ìíîæåñòâî ëåâûõ ñîñòîÿíèé, îçíà÷àþùèõ íà÷àëî òîãî

èëè èíîãî ïðîöåññà;

M = { ī , k̄ , . . .} � ìíîæåñòâî ïðàâûõ ñîñòîÿíèé, îçíà÷àþùèõ êîíåö ïðîöåñ-
ñà.

2. Êàæäîå íà÷àëüíîå ëåâîå ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû i
¯

õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíîé êîâàðèàíòíîé êðèïòîòî÷å÷íîé ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

i
¯
←→


1; x1( i ); s( i )


 =


1; Ti ; −Fi


 .

Êàæäîå êîíå÷íîå ïðàâîå ñîñòîÿíèå k̄ õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíîé êîíòðà-
âàðèàíòíîé êðèïòîòî÷å÷íîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

k̄ ←→




s(k).,
x1(k).,
1




=




Uk.,
−Sk.,
1




Èòàê, êîâàðèàíòíîé êîîðäèíàòîé îäíîìåðíîé êðèïòîòî÷êè íà÷àëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà: x1( i ) = Ti ;

ñêðûòûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ
s( i ) = −Fi .
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Êîíòðàâàðèàíòíîé êîîðäèíàòîé îäíîìåðíîé êðèïòîòî÷êè êîíå÷íîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ, âçÿòàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ: x1( k ) = −Sk ;

ñêðûòûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ: s( k ) = Uk .

3. Òàêèì îáðàçîì, ðåïðåçåíòàòîð 1

wik =

1

TS

Aik ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíàÿ) õàðàêòåðèçóåò íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû i

¯
, à äðóãàÿ (êîíòðàâàðèàíòíàÿ) � êî-

íå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ :

1

TS

Aik =

1; x1( i ); s( i )


 ·




s(k).,
x1(k).,
1




=

1; Ti ; −Fi


 ·




Uk.,
−Sk.,
1




=

= s( k ) + x1( i )x1( k ) + s( i ) = Uk − Ti Sk − Fi .

4. Îñíîâíîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè êàê ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó
3-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
〈 i

¯
1, i

¯
2, i

¯
3 | è 3-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé | k̄ 1 k̄ 2 k̄ 3 〉

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

b

i
¯

3

i
¯

2

i
¯

1

Â

Á

¿

À
r

r

r

k̄ 3

k̄ 2

k̄ 1

³³³³³³³³³1

-´
´

´
´

´
´

´
´́3

-PPPPPPPPPq

³³³³³³³³³1-PPPPPPPPPq

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

〈 i
¯

1 i
¯

2 i
¯

3 | | k̄ 1 k̄ 2 k̄ 3 〉

5. Îñíîâíîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ òð¼õ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû i
¯

1, i
¯

2,

i
¯

3 ∈ M è ëþáûõ òð¼õ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3 ∈ M èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

2

K11
i1i2i3;k1k2k3

(

1

TS

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1
TS

Ai1k1

TS

Ai1k2

TS

Ai1k3

−1
TS

Ai2k1

TS

Ai2k2

TS

Ai2k3

−1
TS

Ai3k1

TS

Ai3k2

TS

Ai3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (2)
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6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:

2

K11

i1i2i3;k1k2k3
(

1

TS

A) = X( i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3)1;0 · X1;0( k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3).

7. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3 |
íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé

X( i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3)1;0 =




0 0 0 1
−1 x1(i1) 0 so(i1)
−1 x1(i2) 0 so(i2)
−1 x1(i3) 0 so(i3)




=




0 0 0 1
−1 Ti1 0 −Fi1

−1 Ti2 0 −Fi2

−1 Ti3 0 −Fi3




,

ãäå so( i1) = −Fi1 , so( i2) = −Fi2 , so( i3) = −Fi3 � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯

1, i
¯

2 | íà÷àëüíûõ ñî-
ñòîÿíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

W ( i
¯

1, i
¯

2)1 =

∣∣∣∣
x1(i1) 1
x1(i2) 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Ti1 1
Ti2 1

∣∣∣∣

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3 | íà÷àëüíûõ
ñîñòîÿíèé

W ( i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3)1;0 =

∣∣∣∣∣∣

x1(i1) 0 1
x1(i2) 0 1
x1(i3) 0 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

Ti1 0 1
Ti2 0 1
Ti3 0 1

∣∣∣∣∣∣
≡ 0

10. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîíòðàâàðèàíòíîãî 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄ 1 k̄ 2 k̄ 3 〉
êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

X1;0( k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3) =




1 −so(k1) −so(k2) −so(k3)
0 x1(k1) x1(k2) x1(k3)
0 0 0 0
0 1 1 1




=




1 −Uk1 −Uk2 −Uk3

0 −Sk1 −Sk2 −Sk3

0 0 0 0
0 1 1 1




,

ãäå so(k1) = Uk1 , so(k2) = Uk2 , so(k3) = Uk3 � ñêðûòûå ïàðàìåòðû.

11. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄ 1 k̄ 2 〉 êîíå÷íûõ
ñîñòîÿíèé

W 1( k̄ 1, k̄ 2) =

∣∣∣∣
x1(k1) x1(k2)

1 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
−Sk1 −Sk2

1 1

∣∣∣∣
12. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄ 1 k̄ 2 k̄ 3 〉

W 1;0( k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3) =

∣∣∣∣∣∣

x1(k1) x1(k2) x1(k3)
0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−Sk1 −Sk2 −Sk3

0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
≡ 0
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13. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

1

K
11

i1i2;k1k2
(

1

TS

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

−1
TS

Ai1k1

TS

Ai1k2

−1
TS

Ai2k1

TS

Ai2k2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

0 0 1
−1 Ti1 −Fi1

−1 Ti2 −Fi2

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

1 −Uk1 −Uk2

0 −Sk1 −Sk2

0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= W ( i

¯
1, i

¯
2)1 ·W 1( k̄ 1, k̄ 2);

2

K
11

i1i2i3;k1k2k3
(

1

TS

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1
TS

Ai1k1

TS

Ai1k2

TS

Ai1k3

−1
TS

Ai2k1

TS

Ai2k2

TS

Ai2k3

−1
TS

Ai3k1

TS

Ai3k2

TS

Ai3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
−1 Ti1 0 −Fi1

−1 Ti2 0 −Fi2

−1 Ti3 0 −Fi3

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −Uk1 −Uk2 −Uk3

0 −Sk1 −Sk2 −Sk3

0 0 0 0
0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= W ( i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3)1;0 ·W 10( k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3) ≡ 0.

Èòàê, íà ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì M è
ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé M îáíàðóæèâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà
2

K 11
i1i2i3;k1k2k3

(

1

TS

A) (àääèòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3, 3)), åñëè â êà÷å-

ñòâå ðåïðåçåíòàòîðà 1

wik =

1

TS

Aik âçÿòü ðàáîòó, êîòîðóþ íóæíî ñîâåðøèòü íàä
ñèñòåìîé, ÷òîáû ïåðåâåñòè å¼ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i

¯
â êîíå÷íîå ñîñòîÿ-

íèå k̄ ñíà÷àëà ïî èçîòåðìå T i = const äî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ā , à
çàòåì ïî àäèàáàòå S k = const èç ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ a

¯
â êîíå÷íîå

ñîñòîÿíèå k̄ .
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îñíîâíîé çàêîí êëàññè÷åñêîé ìîíîâàðèàíòíîé òåðìîäè-

íàìèêè [1], çàïèñàííûé â õîðîøî èçâåñòíîé òðàäèöèîííîé ôîðìå

dU = TdS − pdV

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ ñòîðîíó òåðìîäèíàìèêè (å¼ �ÿâëåíèå�). ×òî æå êà-
ñàåòñÿ å¼ ãëóáèííîãî ñîäåðæàíèÿ (å¼ �ñóùíîñòè�), òî îíî çàêëþ÷åíî â å¼ ñòðóê-

òóðå � â ñóùåñòâîâàíèè ðåïðåçåíòàòîðà 1

wik =

1

TS

Aik, âåðèôèêàòîðà
2

K11
i1i2i3;k1k2k3

(

1

TS

A) è îáú¼ìîâ W ( i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3)1;0 è W 1;0( k̄1, k̄2, k̄3 ) 3-êðèïòîòî÷å÷íûõ
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êîðòîâ 〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3 | è | k̄1 k̄2 k̄3 〉 , íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé òåðìîäè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òîæäåñòâåííî îáðàùàþùèõñÿ â íóëü.
Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìîíîâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà � ýòî

ñàêðàëüíàÿ îäíîìåðíàÿ êðèïòîòî÷å÷íî-êðèïòîòî÷å÷íàÿ ãåîìåòðèÿ ñ
àñèììåòðè÷åñêîé ìåòðèêîé

1

wik= so( k̄ ) + x( i
¯
)1x

1( k̄ ) + so( i
¯
)

= U k̄ − T ī S ¯k − F ¯i ,

äîïóñêàþùàÿ ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:
i
¯
∈ M � ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé;

k̄ ∈ M � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé;
1

w i
¯
k̄ =

T S

A ī ¯k � ðàáîòà, êîòîðóþ íóæíî ñîâåðøèòü íàä ñèñòåìîé, ÷òîáû

ïåðåâåñòè å¼ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i
¯

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ ñíà÷àëà ïî
èçîòåðìå Ti = const äî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ā , à çàòåì ïî àäèàáàòå
Sk = const èç ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ a

¯
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ .

x1( i
¯
) = Ti � òåìïåðàòóðà;

x1( k̄ ) = −Sk � ýíòðîïèÿ;

so(i) = −Fi � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ (ñêðûòûé ïàðàìåòð);

so(k) = Uk � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ (ñêðûòûé ïàðàìåòð).

Îñíîâíîå óðàâíåíèå òåðìîäèíàìèêè â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå:

2

K
11

i1i2i3;k1k2k3
(

1

TS

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

−1
TS

Ai1k1

TS

Ai1k2

TS

Ai1k3

−1
TS

Ai2k1

TS

Ai2k2

TS

Ai2k3

−1
TS

Ai3k1

TS

Ai3k2

TS

Ai3k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

K11
i1i2i3;k1k2k3

(

1

TS

A) ≡ 0

dU = TdS − pdV

ßâëåíèå è ñóùíîñòü òåðìîäèíàìèêè.
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p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü îñíîâíîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè,

êîãäà â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà áåð¼òñÿ ðàáîòà
TS

Ai k .

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè

2

K11
i1 i2 i3;k1k2k3

(
1
w) ≡ 0

1
w i

¯
k̄ = so( k̄ ) + x( i

¯
)1x

1( k̄ ) + so( i
¯
)=

=
TS

A ī ¯k = U ¯k − T ī S ¯k − F ī

Èòàê, ñóùíîñòü òåðìîäèíàìèêè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíî-
øåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì íà÷àëüíûõ ëåâûõ ñîñòîÿíèé N è ìíîæåñòâîì êîíå÷-
íûõ ïðàâûõ ñîñòîÿíèé M . Ïðè ýòîì êàæäîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå i

¯
ÿâëÿåò-

ñÿ êðèïòîòî÷êîé ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, à
êàæäîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå k̄ ÿâëÿåòñÿ êðèïòîòî÷êîé äðóãîãî ñàêðàëüíîãî
îäíîìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîíîâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé êðèï-
òîòî÷å÷íî-êðèïòîòî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé ñ àñèììåòðè÷íîé ìåòðèêîé íà äâóõ ìíî-
æåñòâàõ îäíîé è òîé æå ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèåé.

Ñóùíîñòü îñíîâíîãî çàêîíà ìîíîâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè ñîñòîèò â ðà-
âåíñòâå íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà íà÷àëüíûõ
ñîñòîÿíèé íà òð¼õêðèïòîòî÷å÷íûé êîðò êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, îáú¼ìû êîòîðûõ
îäíîâðåìåííî òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü îñíîâíîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè ñîñòîèò
â ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ êîðòàìè 〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 | è

| k̄1 k̄2 k̄2 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:

2

K
11

i1i2i3;k1k2k3
(

1

TS

A) = W ( i
¯

1, i
¯

2, i
¯

3)1;0 ·W 1;0( k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3) ≡ 0

Çàìåòêè íà ïîëÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà

1

K
11

i1i2;k1k2
(

1

TS

A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

−1
TS

Ai1k1

TS

Ai1k2

−1
TS

Ai2k1

TS

Ai2k2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

0 0 1
−1 Ti1 −Fi1

−1 Ti2 −Fi2

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

1 −Uk1 −Uk2

0 −Sk1 −Sk2

0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= W ( i

¯
1, i

¯
2)1 ·W 1( k̄ 1, k̄ 2)

âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

1

K
11

i1i2;k1k2
(

1

TS

A) =
1

K
11

i1i2;k3k4
(

1

TS

A) · 1

K
11

i3i4;k3k4
(

1

TS

A)−1 · 1

K
11

i3i4;k1k2
(

1

TS

A).

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 7

[1]. Ðóìåð Þ.Á., Ðûâêèí Ì.Ø. Òåðìîäèíàìèêà, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è
êèíåòèêà. Íàóêà, - Ì.: 1977, Ñ. 97.



Ïðèìåð 8. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

Îäèí èç ñàìûõ ïðèÿòíûõ ìîìåíòîâ â èñòîðèè ìàòå-
ìàòèêè � ýòî ìîìåíò, êîãäà âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî äâà ðàç-
äåëà ìàòåìàòèêè, êîòîðûå ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü îò-
äåëüíî è ñ÷èòàëèñü íåñâÿçàííûìè, â äåéñòâèòåëüíîñòè
ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ñêðûòûìè ôîðìàìè îäíîãî è òîãî æå
[1].

� Ó.Ó.Ñîéåð

Êëþ÷åâûìè ïîíÿòèÿìè âåêòîðíîé àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ:

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
âåêòîð,
ðàçìåðíîñòü è
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ.

Êëþ÷åâûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ:

äâà ìíîæåñòâà ëåâûõ è ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ,
ðåïðåçåíòàòîð,
êîðòû ëåâûõ è ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ,
ðàíã,
âåðèôèêàòîð,
ñàêðàëüíàÿ äèàãðàììà,
ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî,
êîîðäèíàòíûå ìàòðèöû ëåâûõ è ïðàâûõ êîðòîâ,
îáú¼ìû ëåâûõ è ïðàâûõ êîðòîâ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó õîðîøî èçâåñò-
íîé âåêòîðíîé àëãåáðîé è óíèâåðñàëüíîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèåé, âîçíèêøåé â
ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïðè ýòîì âàæíî ïðîñëåäèòü, êàê èç îáùåãî
ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè ïðè íàëîæåíèè ïðîñòåéøåãî òðåáîâàíèÿ ñèì-
ìåòðèè âîçíèêàþò ïîíÿòèÿ äâóõ òèïîâ âåêòîðîâ ñ êî- è êîíòðàâàðèàíòíûìè êî-
îðäèíàòàìè, áèëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, äâàæäû
îêàéìë¼ííûé âåðèôèêàòîð, êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòíûå ìàòðèöû è
îáú¼ìû êî- è êîíòðàâàðèàíòíûõ êîðòîâ.

Â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü òðè ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâà:
1. Ìíîæåñòâî îáû÷íûõ íåéòðàëüíûõ âåêòîðîâ:

←→
M = {

←→
i ,

←→
k , . . .}

2. Ìíîæåñòâî êîâàðèàíòíûõ ëåâûõ âåêòîðîâ:
←
M = {

←
i ,

←
k, . . .}
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3. Ìíîæåñòâî êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðàâûõ âåêòîðîâ:
→
M = {

→
i ,

→
k, . . .}.

Íåéòðàëüíûé âåêòîð
←→
i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåîáðàçíûé äèïîëü

←→
i ≡ |

→
i 〉 〈

←
i | , ñîñòîÿùèé èç äâóõ êîìïîíåíò:

èç êîíòðàâàðèàíòíîãî ïðàâîãî âåêòîðà
→
i = |

→
i 〉

è êîâàðèàíòíîãî ëåâîãî âåêòîðà
←
i = 〈

←
i | .

Îñîáåííîñòü âåêòîðíîé àëãåáðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâà
←
Mn è

→
Mn

êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ èìåþò îäèíàêîâóþ ïðèðîäó, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ìîæíî ãîâîðèòü î ñèììåòðè÷åñêèõ (èëè àíòèñèììåòðè÷åñêèõ) ðå-
ïðåçåíòàòîðàõ, îïèñûâàþùèõ îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòàìè

←
Mn è

→
Mn.

Òàêèì îáðàçîì, ðåïðåçåíòàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíîå ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

←
i ∈

←
Mn è

→
k ∈

→
Mn

n

a←
i
→
k
= xµ(

←
i )xµ(

→
k),

ãäå µ = 1, 2, . . . , n,

óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ � òðåáîâàíèþ ñèììåòðèè
n

a←
i
→
k

=
n

a←
k
→
i
.

Òðåáîâàíèå ñèììåòðèè íàêëàäûâàåò íà êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû xµ(
←
i )

è xµ(
→
i ) äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

xµ(
←
i ) = gµνx

ν(
→
i );

â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè (è ñîîòâåòñòâåííî � â âåêòîðíîé àë-
ãåáðå) âîçíèêàåò ñèììåòðè÷åñêèé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gµν .

Èòàê, ñèììåòðè÷åñêèé ðåïðåçåíòàòîð èìååò âèä
n

a←
i
→
k

= gµνx
µ(
→
i )xν(

→
k) =

= gµνxµ(
←
i )xν(

←
k) =

n

a←
k
→
i

(gµλgλν = δµ
ν ).

Êàê Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíûé êîðò75, ñîñòîÿùèé
èç n + 1 êîâàðèàíòíûõ ëåâûõ âåêòîðîâ 〈

←
i 1

←
i 2 . . .

←
i n+1 | , è ïðîèçâîëüíûé êîðò,

ñîñòîÿùèé èç n + 1 êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðàâûõ âåêòîðîâ |
→
k1

→
k2 . . .

→
kn+1 〉 , è

ðàññìîòðåòü ïÿòü
n

a←
i1
→
k1

, . . . ,
n

a←
i1
→
kn+1

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n

a←
in+1

→
k1

, . . . ,
n

a←
in+1

→
kn+1

,

75êîðò � ñîêðàù¼ííàÿ ôîðìà òåðìèíà êîðòåæ (óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ).
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òî îíè îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
∣∣∣∣∣∣∣

n

a←
i1
→
k1

. . .
n

a←
i1
→
kn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n

a←
in+1

→
k1

. . .
n

a←
in+1

→
kn+1

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Â ñàìîì äåëå, ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ:

∣∣∣∣∣∣∣

n

a←
i1

→
k1

. . .
n

a←
i1

→
kn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n

a←
in+1

→
k1

. . .
n

a←
in+1

→
kn+1

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

gµ1x
µ(
→
i 1) . . . gµnx

µ(
→
i 1) 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
gµ1x

µ(
→
i n+1) . . . gµnx

µ(
→
i n+1) 0

∣∣∣∣∣∣∣
×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(
→
k1) . . . x1(

→
kn+1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn(

→
k1) . . . xn(

→
kn+1)

0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

è ∣∣∣∣∣∣∣

n

a←
i 1

→
k 1

. . .
n

a←
i 1

→
k n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n

a←
i n+1

→
k 1

. . .
n

a←
i n+1

→
k n+1

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

x1(
→
i 1) . . . xn(

→
i 1) 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1(

→
i n+1) . . . xn(

→
i n+1) 0

∣∣∣∣∣∣∣
×

×

∣∣∣∣∣∣∣

g1νx
ν(
→
k1) . . . g1νx

ν(
→
kn+1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
gnνx

ν(
→
k1) . . . gnνx

ν(
→
kn+1)

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Ýòîò ôàêò ñâÿçè ìåæäó (n + 1)2 ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè îçíà÷àåò,
÷òî íà ìíîæåñòâå êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ

←
Mn è ìíîæåñòâå êîíòðàâàðèàíòíûõ

âåêòîðîâ
→
Mn èìååò ìåñòî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà

(n + 1, n + 1) èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà
n+1

K 00
←
i1...

←
in+1;

→
k1...

→
kn+1

(
n
a) ≡ 0 ñ ñèììåòðè÷åñêèì ðåïðåçåíòàòîðîì

n

a←
i
→
k

=
n

a←
k
→
i

= gµνx
µ(
→
i )xν(

→
k) = gµνxµ(

←
i )xν(

←
k).

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñàêðàëüíûå ãåîìåòðèè, ëåæàùèå â îñíîâàíèè
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàçìåðíîñòè n = 0, 1 è 2.

• Íóëüìåðíàÿ âåêòîðíàÿ àëãåáðà.
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâàðè-

àíòíûõ âåêòîðîâ
←
M0 è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ

→
M0 , ÿâëÿåòñÿ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó íóëüìåðíûì êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì
←
i ∈

←
M0 è

íóëüìåðíûì êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì
→
k ∈

→
M0
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o

a←
i
→
k
≡ 0.

2. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí íóëüìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû êàê ñàêðàëü-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì 1-âåêòîðíûì êîðòîì 〈

←
i | è ïðàâûì 1-âåêòîðíûì

êîðòîì |
→
k〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

¾

½

»

¼
b←

i1

¾

½

»

¼
r→
k1

-

〈
←
i1| |

→
k1〉

3. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè íóëüìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáîãî êîâàðèàíòíîãî ëåâîãî âåêòîðà
←
i1 ∈

←
M0 è ëþáîãî êîíòðàâàðèàíò-

íîãî ïðàâîãî âåêòîðà
→
k1 ∈

→
M0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

1

K 00
←
i1;
→
k1

(
o
a) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

0
o

a←
i1
→
k1

0

−1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

4. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
1

K00
←
i1;
→
k1

(
0

a) = X(
←
i1)0 · X0(

→
k1)

5. Êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1|

X(
←
i1)0 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0




6. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1|

V (
←
i1)0 =

∣∣ 0
∣∣ ≡ 0

7. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà
|
→
k1〉

X0(
→
k1) =




1 0 0
0 0 0
0 0 1


 .
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8. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà |
→
k1〉

V 0(
→
k1) =

∣∣ 0
∣∣ ≡ 0

9. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
1

K
00
←
i1;
→
k1

(
0

a) = V (
←
i1)0 V 0(

→
k1) ≡ 0

10. Êàæäûé êîâàðèàíòíûé ëåâûé âåêòîð
←
i õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåðíûì

êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòðîêîé:
←
i ←→


 0 ; ; 0


 .

Êàæäûé êîíòðàâàðèàíòíûé ïðàâûé âåêòîð
→
k õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåðíûì êîí-

òðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

→
k ←→




0
.,
.,
0




.

11. Òàêèì îáðàçîì, o

a←
i
→
k

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íóëüìåðíûõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíûé) õàðàêòåðèçóåò ëåâûé
âåêòîð

←
i , à äðóãîé (êîíòðàâàðèàíòíûé) � ïðàâûé âåêòîð

→
k :

o

a←
i
→
k

=

 0 ; ; 0


 ·




0
.,
.,
0



≡ 0.

• Îäíîìåðíàÿ âåêòîðíàÿ àëãåáðà
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâàðè-

àíòíûõ âåêòîðîâ
←
M1 è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ

→
M1 , ÿâëÿåòñÿ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó îäíîìåðíûì êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì
←
i ∈

←
M1 è

îäíîìåðíûì êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì
→
k ∈

→
M1 :

1

a←
i
→
k

= x1(
←
i )x1(

→
k) = g11x

1(
→
i )x1(

→
k) = g11x1(

←
i )x1(

←
k) =

1

a←
k
→
i
.

2. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí îäíîìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû êàê ñàêðàëüíîå
îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì 2-âåêòîðíûì êîðòîì 〈

←
i1

←
i 2| è ïðàâûì 2-âåêòîðíûì

êîðòîì |
→
k1

→
k2〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:
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Â

Á

¿

À
b

b

←
i2

←
i1

Â

Á

¿

À
r

r

→
k2

→
k1

³³³³³³³³³1

-

-PPPPPPPPPq

〈
←
i1

←
i2 | |

→
k1

→
k2 〉

3. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè îäíîìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ êîâàðèàíòíûõ ëåâûõ âåêòîðîâ
←
i1,

←
i2 ∈

←
M1 è ëþáûõ äâóõ

êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðàâûõ âåêòîðîâ
→
k1,

→
k2 ∈

→
M1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñà-

êðàëüíîå òîæäåñòâî:

2

K 00
←
i1
←
i2;
→
k1

→
k2

(
1

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1

0
1

a←
i1

→
k1

1

a←
i1

→
k2

0

0
1

a←
i2

→
k1

1

as←
i2

→
k2

0

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

4. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
2

K00
←
i1

←
i2;
→
k1

→
k2

(
1

a) = X(
←
i1,

←
i2)10 · X10(

→
k1,

→
k2)

5. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî ëåâîãî 2-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1

←
i2|

X(
←
i1,

←
i2)10 =




0 0 0 1

0 g11x
1(
←
i1) 0 0

0 g11x
1(
←
i2) 0 0

−1 0 0 0




6. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1 |

V (
←
i1)1 =

∣∣∣ g11x
1(
←
i1)

∣∣∣

7. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 2-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1

←
i2 |

V (
←
i1,

←
i2)10 =

∣∣∣∣∣
g11x

1(
←
i1) 0

g11x
1(
←
i2) 0

∣∣∣∣∣ ≡ 0

8. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîíòðàâàðèàíòíîãî ïðàâîãî 2-âåêòîðíîãî êîðòà
|
→
k1

→
k2 〉

X10(
→
k1,

→
k2) =




1 0 0 0

0 x1(
→
k1) x1(

→
k2) 0

0 0 0 0
0 0 0 1




.
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9. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà |
→
k1 〉

V 1(
→
k1) =

∣∣∣ x1(
→
k1)

∣∣∣

10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 2-âåêòîðíîãî êîðòà |
→
k1

→
k2 〉

V 10(
→
k1,

→
k2) =

∣∣∣∣∣
x1(

→
k1) x1(

→
k2)

0 0

∣∣∣∣∣ ≡ 0

11. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
1

K
00
←
i1;
→
k1

(
1

a) = V (
←
i1)1 V 1(

→
k1)

2

K
00
←
i1
←
i2;
→
k 1

→
k 2

(
1

a) = V (
←
i1,

←
i2)10 V 10(

→
k1,

→
k2) ≡ 0

12. Êàæäûé êîâàðèàíòíûé ëåâûé âåêòîð
←
i õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíûì

êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòðîêîé:
←
i ←→


0 ; x1(

←
i ) ; 0


 =


0 ; g11x

1(
→
i ) ; 0




Êàæäûé êîíòðàâàðèàíòíûé ïðàâûé âåêòîð
→
k õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíûì êîí-

òðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

→
k ←→




0
. ,

x1(
→
k)

.,
0




13. Òàêèì îáðàçîì, 1

a←
i
→
k

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
îäíîìåðíûõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíûé) õàðàêòåðèçóåò ëåâûé
âåêòîð

←
i , à äðóãîé (êîíòðàâàðèàíòíûé) � ïðàâûé âåêòîð

→
k :

1

a←
i
→
k

=

 0 ; g11x

1(
→
i ) ; 0


 ·




0
.,

x1(
→
k)

.,
0




= g11x
1(
→
i )x1(

→
k)

• Äâóìåðíàÿ âåêòîðíàÿ àëãåáðà
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâàðè-

àíòíûõ âåêòîðîâ
←
M2 è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ

→
M2 , ÿâëÿåòñÿ
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ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó äâóìåðíûì êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì
←
i ∈

←
M2 è

äâóìåðíûì êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì
→
k ∈

→
M2 :

2

a←
i
→
k

= x1(
←
i )x1(

→
k) + x2(

←
i )x2(

→
k) = gµνx

µ(
→
i )ν(

→
k) = gµνxµ(

←
i )xν(

←
k) =

2

a←
k
→
i
.

2. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí äâóìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû êàê ñàêðàëüíîå
îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì 3-âåêòîðíûì êîðòîì 〈

←
i1

←
i2

←
i3| è ïðàâûì 3-âåêòîðíûì

êîðòîì |
→
k1

→
k2

→
k3〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

b

←
i3

←
i2

←
i1

Â

Á

¿

À
r

r

r

→
k3

→
k2

→
k1

³³³³³³³³³1

-´
´

´
´

´
´

´
´́3

-PPPPPPPPPq

³³³³³³³³³1-PPPPPPPPPq

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

〈
←
i1

←
i2

←
i3 | |

→
k1

→
k2

→
k3 〉

3. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè äâóìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ òð¼õ êîâàðèàíòíûõ ëåâûõ âåêòîðîâ
←
i1,

←
i2,

←
i3 ∈

←
M2 è ëþáûõ òð¼õ

êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðàâûõ âåêòîðîâ
→
k1,

→
k2,

→
k3 ∈

→
M2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñà-

êðàëüíîå òîæäåñòâî:

3

K 00
←
i1

←
i2

←
i3;
→
k1

→
k2

→
k3

(
2

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
0 a←

i1

→
k1

a←
i1

→
k2

a←
i1

→
k3

0

0 a←
i2

→
k1

a←
i2

→
k2

a←
i2

→
k3

0

0 a←
i3

→
k1

a←
i3

→
k2

a←
i3

→
k3

0

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

4. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:

3

K00
←
i1

←
i2

←
i3;
→
k1

→
k2

→
k3

(
2

a) = X(
←
i1,

←
i2,

←
i3)120 · X120(

→
k1,

→
k2,

→
k3)

5. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàíòíîãî ëåâîãî 3-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1

←
i2

←
i3 |

X(
←
i1,

←
i2,

←
i3)120 =




0 0 0 0 1

0 x1(
←
i1) x2(

←
i1) 0 0

0 x1(
←
i2) x2(

←
i2) 0 0

0 x1(
←
i3) x2(

←
i3) 0 0

−1 0 0 0 0
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6. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i µ | , ãäå µ = 1, 2

V (
←
i1)µ =

∣∣∣ xµ(
←
i1)

∣∣∣

7. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 2-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1

←
i2 |

V (
←
i1,

←
i2)12 =

∣∣∣∣∣
x1(

←
i1) x2(

←
i1)

x1(
←
i2) x2(

←
i2)

∣∣∣∣∣

8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 3-âåêòîðíîãî êîðòà 〈
←
i1

←
i2

←
i3 |

V (
←
i1,

←
i2,

←
i3)120 =

∣∣∣∣∣∣∣

x1(
←
i1) x2(

←
i1) 0

x1(
←
i2) x2(

←
i2) 0

x1(
←
i3) x2(

←
i3) 0

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

9. Êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà êîíòðàâàðèàíòíîãî ïðàâîãî 3-âåêòîðíîãî êîðòà
|
→
k1

→
k2

→
k3〉

X120(
→
k1,

→
k2,

→
k3) =




1 0 0 0 0

0 x1(
→
k1) x1(

→
k2) x1(

→
k3) 0

0 x2(
→
k1) x2(

→
k2) x2(

→
k3) 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1




.

10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 1-âåêòîðíîãî êîðòà |
→
k1 〉

V µ(
→
k1) =

∣∣∣ xµ(
→
k1)

∣∣∣

11. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 2-âåêòîðíîãî êîðòà |
→
k1

→
k2 〉

V 12(
→
k1,

→
k2) =

∣∣∣∣∣
x1(

→
k1) x1(

→
k2)

x2(
→
k1) x2(

→
k2)

∣∣∣∣∣

12. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 3-âåêòîðíîãî êîðòà |
→
k1

→
k2

→
k3〉

V 120(
→
k1,

→
k2,

→
k3) =

∣∣∣∣∣∣∣

x1(
→
k1) x1(

→
k2) x1(

→
k3)

x2(
→
k1) x2(

→
k2) x2(

→
k3)

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

13. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
1

K
00
←
i1;
→
k1

(
2

a) = V (
←
i1)µ V µ(

→
k1) = V (

←
i1)1 V 1(

→
k1) + V (

←
i1)2 V 2(

→
k1)
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2

K
00
←
i1

←
i2;
→
k1

→
k2

(
2

a) = V (
←
i1,

←
i2)12 V 12(

→
k1,

→
k2)

3

K
00
←
i1

←
i2

←
i3;
→
k1

→
k2

→
k3

(
2

a) = V (
←
i1,

←
i2,

←
i3)120 V 120(

→
k1,

→
k2,

→
k3) ≡ 0

14. Êàæäûé êîâàðèàíòíûé ëåâûé âåêòîð
←
i õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìåðíûì

êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòðîêîé:
←
i ←→


0 ; x1(

←
i ), x2(

←
i ) ; 0


 =


0 ; gµ1x

µ(
→
i ), gµ2x

µ(
→
i ) ; 0




Êàæäûé êîíòðàâàðèàíòíûé ïðàâûé âåêòîð
→
k õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìåðíûì êîí-

òðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì:

→
k ←→




0
.,

x1(
→
k)

x2(
→
k)

.,
0




15. Òàêèì îáðàçîì, 2

a←
i
→
k

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
äâóìåðíûõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ (êîâàðèàíòíûé) õàðàêòåðèçóåò ëåâûé âåê-
òîð

←
i , à äðóãîé (êîíòðàâàðèàíòíûé) � ïðàâûé âåêòîð

→
k :

2

a←
i
→
k

=

 0 ; gµ1x

µ(
→
i ), gµ2x

µ(
→
i ) ; 0


 ·




0
.,

x1(
→
k)

x2(
→
k)

.,
0




= gµνx
µ(
→
i )ν(

→
k)
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¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

n+1

K 00
←
i 1

←
i 2...

←
i n+1;

→
k 1

→
k 2...

→
k n+1

(
n

a) ≡ 0

n

a←
i
→
k

= x1(
←
i )x1(

→
k) + . . . + xn(

←
i )xn(

→
k)

ßâëåíèå è ñóùíîñòü n -ìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü n -ìåðíîé âåêòîðíîé àëãåáðû ñîñòîèò â íàëè-
÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ n+1 -âåêòîðíûìè êîðòàìè 〈

←
i1, . . . ,

←
in+1|

è |
→
k1, . . . ,

→
kn+1〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:

n+1

K
00
←
i 1

←
i 2...

←
in+1;

→
k1

→
k2...

→
kn+1

(
n

a) ≡ 0

n

a←
i
→
k

= xµ(
←
i )xµ(

→
k) = gµνx

µ(
→
i )xν(

→
k)

µ, ν = 1, 2, . . . , n

óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ � òðåáîâàíèþ ñèììåòðèè:
n

a←
i
→
k

=
n

a←
k
→
i
.

Ïîäâåä¼ì èòîãè:
Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî
1. Îáû÷íàÿ n -ìåðíàÿ âåêòîðíàÿ àëãåáðà � ýòî ñàêðàëüíàÿ n -ìåðíàÿ

âåêòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ ñ îäíîðîäíûì ñèììåòðè÷åñêèì ðåïðåçåíòàòîðîì

2. Â å¼ îñíîâàíèè ëåæàò äâà ìíîæåñòâà îäíîé è òîé æå ïðèðîäû:
ìíîæåñòâî êîâàðèàíòíûõ ëåâûõ âåêòîðîâ:

←
M = {

←
i ,

←
k, . . .}

è ìíîæåñòâî êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðàâûõ âåêòîðîâ:
→
M = {

→
i ,

→
k, . . .}

3. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî îáû÷íûé êîâàðèàíòíûé âåêòîð
∗
i =


 x1(

←
i ), . . . xn(

←
i )


 =


 0 ; x1(

←
i ), . . . xn(

←
i ) ; 0




ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàíòíûé ëåâûé âåêòîð ñ p = 0 è µ = 0

i =

 p ; x1(

←
i ), . . . xn(

←
i ) ; µ


 ,
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à êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð

∗
k =




x1(
→
k)

· · ·
xn(

→
k)


 =




0
.,

x1(
→
k)

· · ·
xn(

→
k)

.,
0




åñòü êîíòðàâàðèàíòíûé ïðàâûé âåêòîð ñ q = 0 è ν = 0 ,

k =




ν
.,

x1(
→
k)

· · ·
xn(

→
k)

.,
q




,

ãäå p è q � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå çàðÿäû ñîîòâåòñòâåííî ëåâîãî è ïðàâîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà, µ è ν � ñîîòâåòñòâóþùèå êðèïòîìåòðè÷åñêèå çàðÿäû.

4. Èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåïðåçåíòàòîðà
n

a←
i
→
k
= xµ(

←
i )xµ(

→
k),

áèëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò xµ(
←
i )

è xµ(
→
k).

5. Èç óñëîâèÿ ñèììåòðèè n

a←
i
→
k

=
n

a←
k
→
i

ñ íåèçáåæíîñòüþ âûòåêàåò ñóùåñòâî-
âàíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν , ñâÿçûâàþùåãî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ êî- è
êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû

xµ(
←
i ) = gµνx

ν(
→
i ).

6. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷íîãî
ðåïðåçåíòàòîðà

n

a←
i
→
k

= gµνx
µ(
→
i )xν(

→
k).

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî õîðîøî èçâåñòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåê-
òîðîâ

←
i ∈

←
Mn è

→
k ∈

→
Mn êàê îäíîðîäíàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ãðóïï

ïåðåìåííûõ
n

a←
i
→
k

= xµ(
←
i )xµ(

→
k),

êîòîðàÿ â âåêòîðíîé àëãåáðå âíîñèòñÿ �ðóêàìè� ïî îïðåäåëåíèþ, â ñàêðàëüíîé
ãåîìåòðèè âîçíèêàåò ñ íåèçáåæíîñòüþ êàê îäíî èç ÷åòûð¼õ âîçìîæíûõ ðå-
øåíèé ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð.
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7. Äâàæäû îêàéìë¼ííûé âåðèôèêàòîð

n+1

K 00
←
i1
←
i2...

←
in+1;

→
k1

→
k2...

→
kn+1

(
n

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 a←

i1
→
k1

. . . a←
i1
→
kn+1

0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 a←

in+1

→
k1

. . . a←
in+1

→
kn+1

0

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0 ,

åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèé â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è
ëåæàùèé â îñíîâàíèè n -ìåðíîé âåêòîðíîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè, â îáû÷íîé
âåêòîðíîé àëãåáðå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê õîðîøî èçâåñòíûé îáîáù¼ííûé îïðåäå-
ëèòåëü Ãðàìà:

n+1

Γ←
i1
←
i2...

←
in+1;

→
k1

→
k2...

→
kn+1

(
n

a) =

∣∣∣∣∣∣∣

a←
i1
→
k1

. . . a←
i1
→
kn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a←

in+1

→
k1

. . . a←
in+1

→
kn+1

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

8. Â êîíå÷íîì èòîãå ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí, ëåæàùèé â îñíîâàíèè âåêòîð-
íîé àëãåáðû, ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ êîâàðèàíòíîãî îáú¼ìà ëåâîãî n + 1 -
âåêòîðíîãî êîðòà

V (
←
i 1, . . . ,

←
i n,

←
i n+1)1...n0 ≡ 0

è êîíòðàâàðèàíòíîãî îáú¼ìà ïðàâîãî n + 1 -âåêòîðíîãî êîðòà

V 1...n0(
→
k1, . . . ,

→
kn,

→
kn+1) ≡ 0.

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
âåêòîðíîé àëãåáðû

n+1

K 00(
n
a) ≡ 0

n
a = gµνx

µ(
→
i )xν(

→
k)



Ãëàâà 15. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ ïåðâîãî ðîäà 457

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñò�à ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âûðàæàþùèõ ñóùíîñòü
0-ìåðíûõ, 1-ìåðíûõ, 2-ìåðíûõ è ò. ä. âåêòîðíûõ àëãåáð,

ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 8
[1]. Ñîéåð Ó.Ó. Ïðåëþäèÿ ê ìàòåìàòèêå. Ïðîñâåùåíèå, Ì.: 1965, Ñ. 90.



Ïðèìåð 9. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ

Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ äîëæíà ñ÷èòàòüñÿ ôèçè÷åñêîé
íàóêîé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêà, ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî å¼ çàêîíû íå
çàâèñÿò îò ñïåöèôè÷åñêîé ïðèðîäû òåë, îòíîñèòåëüíûå
ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ îíà èçó÷àåò.

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Êëþ÷åâûìè ïîíÿòèÿìè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ:

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî,
òî÷êà,
ðàçìåðíîñòü,
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è
êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó õîðîøî èçâåñò-
íîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé è êðèïòîòî÷å÷íîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèåé, âîçíèê-
øåé â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïðè ýòîì âàæíî ïðîñëåäèòü, êàê
èç îáùåãî ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè ïðè íàëîæåíèè äâóõ ïðîñòåé-
øèõ òðåáîâàíèé � òðåáîâàíèÿ ñèììåòðèè è ðåôëåêñèè � âîçíèêàþò äâà òèïà
êðèïòîòî÷åê ñ êî- è êîíòðàâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè, äâàæäû íåîäíîðîäíîå
áèëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê, õîðîøî èçâåñòíûé åù¼
èç ñðåäíåé øêîëû êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ìåòðè÷åñêèé òåí-
çîð, äâàæäû îêàéìë¼ííûé âåðèôèêàòîð, êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòíûå
ìàòðèöû, îáú¼ìû êî- è êîíòðàâàðèàíòíûõ êîðòîâ è îáú¼ìû n -ìåðíûõ ñèìïëåê-
ñîâ.

Â êðèïòîòî÷å÷íîé ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü òðè ìíîæå-
ñòâà òî÷åê:

1. Ìíîæåñòâî îáû÷íûõ òî÷åê (òî÷åê ñðåäíåãî ðîäà):

M = {p1, p2, . . .}

2. Ìíîæåñòâî ëåâûõ ñóáýéäîñîâ � êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê:

M = { i
¯
1, i

¯
2, . . .}

3. Ìíîæåñòâî ïðàâûõ ñóáýéäîñîâ � êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê:

M = { k̄1, k̄2, . . .}

Êàæäàÿ òî÷êà ñðåäíåãî ðîäà p ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåîáðàçíûé �äèïîëü�
p = | p̄ 〉 〈 p

¯
| , ñîñòîÿùèé èç äâóõ êîìïîíåíò:

èç ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé êðèïòîòî÷êè p̄ = | p̄ 〉
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è ëåâîé êîâàðèàíòíîé êðèïòîòî÷êè p
¯

= 〈 p
¯
| .

Êàçàëîñü áû, åñòåñòâåííî, â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà âçÿòü õîðîøî èçâåñò-
íûé êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ êðèïòîòî÷êàìè `2

i
¯
k̄ . Îäíàêî, â Òåîðèè

ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñóùåñòâóåò áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå � �îáîáù¼ííîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå�.

Êàê èçâåñòíî, ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ëè-
íåéíîé àëãåáðå â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ, íî îíî íè-
êîãäà íå èñïîëüçîâàëîñü â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî ïîíÿòèÿ �ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê� è �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òî÷êè íà êðèïòî-
âåêòîð� ñ íåîáõîäèìîñòüþ âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðîâ â ñàêðàëüíîé
ãåîìåòðèè, ñîäåðæàùåé â ñåáå êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ëèíåéíóþ àëãåáðó è åâ-
êëèäîâó ãåîìåòðèþ.

Èòàê, ìû áóäåì èñõîäèòü èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîíÿòèÿ â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð � ðåïðåçåíòàòîðà wi

¯
k̄ , êîòîðûé â ðàìêàõ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè èìååò

ñìûñë �ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êðèïòîòî÷åê�.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ñèììåòðèè wi

¯
k̄ = wk

¯
ī

è ðåôëåêñèè wi
¯
ī ≡ 0 , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå wi

¯
k̄ ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî

ìíîæèòåëÿ −1
2
, êâàäðàòîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ êðèïòîòî÷êàìè, òî åñòü

wi
¯
k̄ = −1

2
`2

īk̄ .

Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð �
òåîðåìå Ìèõàéëè÷åíêî � ñðåäè åäèíñòâåííî âîçìîæíûõ ÷åòûð¼õ ðåãóëÿðíûõ ñå-
ìåéñòâ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåîáùåìó ïðèíöèïó ñàêðàëü-
íîé ñèììåòðèè, èìååòñÿ ñåìåéñòâî ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðîäà

n+1

K
11
i
¯
1... i

¯
n+2; k̄1... k̄n+2

(
n

w) ≡ 0

ñ ðåïðåçåíòàòîðîì
n

wi
¯
k̄ = s0(k̄) + xµ(i

¯
)xµ(k̄) + s0(i

¯
).

Åñëè íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ñèììåòðèè
n

wi
¯
k̄ =

n

wk
¯

ī ,

òî ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

s0(i
¯
) = s0( ī) = s( ī)

è
xµ(i

¯
) = gµνx

ν( ī),

ãäå gµν = gνµ � ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð.
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Òîãäà ðåïðåçåíòàòîð áóäåò èìåòü âèä:
n

wi
¯
k̄ = s(k̄) + gµνx

µ( ī)xν(k̄) + s( ī).

Åñëè ê òîìó æå íàëîæèòü åù¼ îäíî òðåáîâàíèå ðåôëåêñèè n

wi
¯
ī ≡ 0, , òî ïîëó÷èì

îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèììåòðè÷íîãî è ðåôëåêñèâíîãî ðåïðåçåíòàòîðà
n

wi
¯
k̄ = s(k̄) + gµνx

µ( ī)xν(k̄) + s( ī), µ, ν = 1, 2, . . . , n,

ãäå
s( ī) = −1

2
gµνx

µ( ī)xν( ī)

s(k̄) = −1

2
gµνx

µ(k̄)xν(k̄)

� �ñêðûòûå ïàðàìåòðû�.
Èòàê, â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíî-

øåíèå ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M è ìíîæåñòâîì êîíòðà-
âàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîå (wi

¯
k̄ = wk

¯
ī ) è ðåôëåêñèâ-

íîå (wi
¯
ī ≡ 0) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê:

n

w i
¯

k̄ = s(k̄) + gµνx
µ( ī)xν(k̄) + s( ī) =

= −1

2
gµν

(
xµ( ī)− xµ(k̄)

) (
xν( ī)− xν(k̄)

)
= −1

2
`2

i
¯

k̄ .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíûé êîðò, ñîñòîÿùèé èç n+2
êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê 〈 i

¯
1 i

¯
2 . . . i

¯
n+2 | , è ïðîèçâîëüíûé êîðò, ñîñòîÿùèé

èç n + 2 êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê | k̄1 k̄2 . . . k̄n+2 〉 , è ðàññìîòðåòü
(n + 2)2 ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìåæäó äâóìÿ êðèïòîòî÷êàìè:

n

wi
¯
1k̄1 . . .

n

wi
¯
1k̄n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n

wi
¯
n+2k̄1 . . .

n

wi
¯
n+2k̄n+2

,

òî îíè îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

n+1

K 11
i
¯
1...i

¯
n+2;k̄1...k̄n+2

(
n

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1

−1
n

wi
¯
1k̄1 . . .

n

wi
¯
1k̄n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n

wi
¯
n+2k̄1 . . .

n

wi
¯
n+2k̄n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0
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Â ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå òîæäåñòâî
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1

−1
n

wi
¯
1k̄1 . . .

n

wi
¯
1k̄n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n

wi
¯
n+2k̄1 . . .

n

wi
¯
n+2k̄n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡

≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 0 1
−1 x1(i

¯
1) . . . xn(i

¯
1) 0 s(i

¯
1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 x1(i

¯
n+2) . . . xn(i

¯
n+2) 0 s(i

¯
n+2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −s(k̄1) . . . −s(k̄n+2

0 x1(k̄1) . . . x1(k̄n+2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(k̄1) . . . xn(k̄n+2)
0 0 . . . 0
0 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.

Òàê êàê
wi

¯
k̄ = −1

2
`2

īk̄ ,

òî íàðÿäó ñ òîæäåñòâåííûì îáðàùåíèåì â íîëü äâàæäû îêàéìë¼ííîãî âåðèôèêà-
òîðà

n+1

K11
i
¯
1... i

¯
n+2; k̄1... k̄n+2

(
n

w) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íîëü îïðåäåëèòåëü Êýëè-
Ìåíãåðà:

Kī1...̄in+2;k̄1...k̄n+2(
n

` 2) = (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1
−1 `2

ī1k̄1
. . . `2

ī1k̄n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 `2

īn+2k̄1
. . . `2

īn+2k̄n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0 ,

ñâÿçàííûé ñ äâàæäû îêàéìë¼ííûì âåðèôèêàòîðîì ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

K ī1... īn+2; k̄1... k̄n+2(
n

`
2) = 2n+1

n+1

K
11

i
¯
1... i

¯
n+2; k̄1... k̄n+2

(
n

w).

Ýòîò ôàêò ñâÿçè ìåæäó (n + 2)2 ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ìåæäó äâóìÿ
êðèïòîòî÷êàìè n

wi
¯
k̄ (èëè êâàäðàòàìè ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè

n

` 2
īk̄ ) îçíà÷àåò,

÷òî íà ìíîæåñòâå êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M è ìíîæåñòâå êîíòðàâàðèàíò-
íûõ êðèïòîòî÷åê M èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà

n+1

K 11
i1... in+2; k1... kn+2

(
n

w) èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, àääèòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ðàíãà (n + 2, n + 2) .

• Íóëüìåðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâà-

ðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M0 è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M0 ,
ÿâëÿåòñÿ �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê� wi

¯
k̄

wi
¯
k̄ = s0( k̄) + s0(i

¯
) = s( k̄) + s( ī) = 0 + 0 = 0.
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2. Êàæäàÿ êîâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà i
¯

õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåðíîé êî-
âàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

i
¯
←→


1 ; ; s(i

¯
)


 =


1 ; ; 0


 .

Êàæäàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà k̄ õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëüìåðíîé êîí-
òðàâàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

k̄ ←→




s(k̄)
. ,
. ,
1




=




0
. ,
. ,
1




.

3. Òàêèì îáðàçîì, wi
¯
k̄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà

èç êîòîðûõ (ìàòðèöà-ñòðîêà) õàðàêòåðèçóåò êðèïòîòî÷êó i
¯
, à äðóãàÿ (ìàòðèöà-

ñòîëáåö) � êðèïòîòî÷êó k̄ :

wi
¯
k̄ =


1 ; ; s(i

¯
)


 ·




s(k̄)
. ,
. ,
1




=

1 ; ; 0


 ·




0
. ,
. ,
1




= s( k̄) + s(i
¯
) = 0 + 0 = 0.

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí íóëüìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êàê ñàêðàëü-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì 2-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì 〈 i

¯
1 i

¯
2 | è ïðàâûì

2-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì | k̄1 k̄2 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé äèà-
ãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

i
¯
2

i
¯
1

Â

Á

¿

À
r

r

k̄2

k̄1

-³³³³³³³³³1-PPPPPPPPPq

〈 i
¯
1 i

¯
2 | | k̄1 k̄2 〉

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè íóëüìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

äëÿ ëþáûõ äâóõ êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê
i
¯
1, i

¯
2 ∈ M0 è ëþáûõ äâóõ êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê k̄1, k̄2 ∈ M0

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

1

K11
i
¯
1 i
¯
2;k̄1k̄2

(
o

w) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 wi

¯
1k̄1 wi

¯
1k̄2

−1 wi
¯
2k̄1 wi

¯
2k̄2

∣∣∣∣∣∣
≡ 0
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èëè

Ki
¯
1i
¯
2;k̄1k̄2(`

2) = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 `2

i
¯
1k̄1

`2
i
¯
1k̄2

−1 `2
i
¯
2k̄1

`2
i
¯
2k̄2

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
1

K11

i
¯
1i
¯
2;k̄1k̄2

(
o

w) = X( i
¯
1, i

¯
2)0 · X0( k̄1, k̄2).

7. Êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
〈 i

¯
1 i

¯
2 |

X( i
¯
1, i

¯
2)0 =




0 0 1
−1 0 s(i

¯
1)

−1 0 s(i
¯
2)


 ,

ãäå s( i
¯
) = 0 � �ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.

8. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîð-
òà | k̄ 1 k̄ 2〉

X0( k̄ 1, k̄ 2) =




1 −s(k̄1) −s(k̄2)
0 0 0
0 1 1


 ,

ãäå s( k̄ ) = 0 � �ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯
1 i

¯
2 |

W ( i
¯
1, i

¯
2)0 =

∣∣∣∣
0 1
0 1

∣∣∣∣ ≡ 0.

10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 2-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄ 1 k̄ 2 〉

W 0( k̄ 1, k̄ 2) =

∣∣∣∣
0 0
1 1

∣∣∣∣ ≡ 0.

11. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
2

K
11

i
¯
1i
¯
2;k̄1k̄2

(
o

w) = W ( i
¯
1, i

¯
2)0 W 0( k̄1, k̄2) ≡ 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü íóëüìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â íà-
ëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ 2-êðèïòîòî÷å÷íûìè êîðòàìè 〈 i

¯
1 i

¯
2 |

è | k̄1 k̄2 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:
2

K
11

i
¯
1i
¯
2;k̄1k̄2

(
0

w) ≡ 0
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0

wi
¯
k̄ = s(k̄) + s(i

¯
) = 0

èëè
Kī1 ī2;k̄1k̄2(`

2) ≡ 0,

`2
īk̄ = 0.

• Îäíîìåðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâà-

ðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M ,
ÿâëÿåòñÿ �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê� wi

¯
k̄ :

wi
¯
k̄ = s( k̄) + x(i

¯
)x( k̄) + s(i

¯
) = −1

2
x( k̄)2 + x( ī)x( k̄)− 1

2
x( ī)2 = −1

2
`2
īk̄ .

2. Êàæäàÿ êîâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà i
¯

õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíîé êî-
âàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

i
¯
←→


1; x(i

¯
) ; s(i

¯
)

 =


1; x(i

¯
) ; −1

2
x( ī)2


 .

Êàæäàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà k̄ õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîìåðíîé êîí-
òðàâàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

k̄ ←→




s(k̄)
. ,

x(k̄)
. ,
1




=




−1

2
x(k̄)2

. ,
x(k̄)
. ,
1




.

3. Òàêèì îáðàçîì, wi
¯
k̄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà

èç êîòîðûõ (ìàòðèöà-ñòðîêà) õàðàêòåðèçóåò êðèïòîòî÷êó i
¯
, à äðóãàÿ (ìàòðèöà-

ñòîëáåö) � êðèïòîòî÷êó k̄ :

wi
¯
k̄ =


1; x(i

¯
) ; s(i

¯
)

 ·




s(k̄)
. ,

x(k̄)
. ,
1




=


1; x(i

¯
) ; −1

2
x( ī)2


 ·




−1

2
x(k̄)2

. ,
x(k̄)
. ,
1




=

= s( k̄ ) + x( i
¯
) x( k̄ ) + s( i

¯
) = −1

2
x( k̄)2 + x(i

¯
) x( k̄ )− 1

2
x( ī)2 =

= −1

2
(x( ī)− x( k̄))2 = −1

2
`2
īk̄ .

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí îäíîìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êàê ñàêðàëü-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì 3-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì 〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 | è ïðàâûì

3-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì | k̄1 k̄2 k̄3 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñàêðàëüíîé
äèàãðàììîé:
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Â

Á

¿

À
b

b

b

i
¯
3

i
¯
2

i
¯
1

Â

Á

¿

À
r

r

r

k̄3

k̄2

k̄1

³³³³³³³³³1

-´
´

´
´

´
´

´
´́3

-PPPPPPPPPq

³³³³³³³³³1-PPPPPPPPPq

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3 | | k̄1 k̄2 k̄3 〉

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè îäíîìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

äëÿ ëþáûõ òð¼õ êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê
i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3 ∈ M1 è ëþáûõ òð¼õ êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê k̄1, k̄2, k̄3 ∈

M1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

2

K11
i
¯
1 i
¯
2 i
¯
3;k̄1k̄2k̄3

(
1

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 wi

¯
1k̄1 wi

¯
1k̄2 wi

¯
1k̄3

−1 wi
¯
2k̄1 wi

¯
2k̄2 wi

¯
2k̄3

−1 wi
¯
3k̄1 wi

¯
3k̄2 wi

¯
3k̄3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

èëè

Kī1 ī2 ī3;k̄1k̄2k̄3(`
2) = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
−1 `2

ī1k̄1
`2

ī1k̄2
`2

ī1k̄3

−1 `2
ī2k̄1

`2
ī2k̄2

`2
ī2k̄3

−1 `2
ī3k̄1

`2
ī3k̄2

`2
ī3k̄3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
2

K11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3;k̄1k̄2k̄3

(
1

w) = X( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3)10 · X10( k̄1, k̄2, k̄3).

7. Êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 |

X( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3)10 =




0 0 0 1
−1 x(i

¯
1) 0 s(i

¯
1)

−1 x(i
¯
2) 0 s(i

¯
2)

−1 x(i
¯
3) 0 s(i

¯
3)




,

ãäå s( i
¯
) = −1

2
x( i

¯
)2 � �ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.
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8. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîð-
òà | k̄ 1 k̄ 2 k̄ 3〉 :

X10( k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3) =




1 −s(k̄1) −s(k̄2) −s(k̄3)
0 x(k̄1) x(k̄2) x(k̄3)
0 0 0 0
0 1 1 1




,

ãäå s( k̄ ) = −1
2
x( k̄ )2 � �ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3 | :

W ( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3)10 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x(i
¯
1) 0 1

x(i
¯
2) 0 1

x(i
¯
3) 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 3-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄ 1 k̄ 2 k̄ 3 〉 :

W 10( k̄ 1, k̄ 2, k̄ 3) =

∣∣∣∣∣∣

x(k̄1) x(k̄2) x(k̄3)
0 0 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

11. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
2

K
11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3;k̄1k̄2k̄3

(
1

w) = W ( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3)10 W 10( k̄1, k̄2, k̄3) ≡ 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü îäíîìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñîñòîèò â íà-
ëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ 3-êðèïòîòî÷å÷íûìè êîðòàìè 〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 |

è | k̄1 k̄2 k̄3 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:
2

K
11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3;k̄1k̄2k̄3

(
1

w) ≡ 0
1

wi
¯
k̄ = s(k̄) + x(i

¯
) x(k̄) + s(i

¯
)

èëè
Kī1 ī2 ī3;k̄1k̄2k̄3(`

2) ≡ 0.

`2
īk̄ = (xī − xk̄ )2.
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• Äâóìåðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâà-

ðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M ,
ÿâëÿåòñÿ �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê� wi

¯
k̄ :

wi
¯
k̄ = s(k̄) + x(i

¯
) x(k̄) + y(i

¯
) y(k̄) + s(i

¯
) =

= −1

2
[x(k̄)2 + y(k̄)2] + x( ī) x(k̄) + y( ī) y(k̄)− 1

2
[x( ī)2 + y( ī)2] = −1

2
`2

īk̄ .

2. Êàæäàÿ êîâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà i
¯

õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìåðíîé êîâà-
ðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

i
¯
←→


1; x(i

¯
) y(i

¯
); s(i

¯
)

 .

Êàæäàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà k̄ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìåðíîé êîíòðà-
âàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

k̄ ←→




s(k̄)
. ,

x(k̄)
y(k̄)
. ,
1




.

3. Òàêèì îáðàçîì, wi
¯
k̄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà

èç êîòîðûõ (ìàòðèöà-ñòðîêà) õàðàêòåðèçóåò êðèïòîòî÷êó i
¯
, à äðóãàÿ (ìàòðèöà-

ñòîëáåö) � êðèïòîòî÷êó k̄ :

wi
¯
k̄ =


1; x(i

¯
), y( i

¯
); s(i

¯
)

 ·




s(k̄)
. ,

x(k̄)
y(k̄)
. ,
1




= s(k̄) + x(i
¯
) x(k̄) + y(i

¯
) y(k̄) + s(i

¯
).

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êàê ñàêðàëü-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì 4-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì 〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 | è ïðà-

âûì 4-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñà-
êðàëüíîé äèàãðàììîé
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Â

Á

¿

À
b

b

b

b

i
¯
4

i
¯
3

i
¯
2

i
¯
1

Â

Á

¿

À
r

r

r

r

k̄4

k̄3

k̄2

k̄1

-»»»»»»»»»:

©©©©©©©©©*

½
½

½
½

½
½

½
½½>

-XXXXXXXXXz

»»»»»»»»»:

©©©©©©©©©*

-»»»»»»»»»:

XXXXXXXXXz

HHHHHHHHHj

-XXXXXXXXXz

HHHHHHHHHj

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ~

〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 | | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 〉

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â îñ-
íîâàíèè äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê
i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4 ∈ M è ëþáûõ ÷åòûð¼õ êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê k̄1, k̄2, k̄3, k̄4 ∈ M

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

3

K11
i
¯
1 i
¯
2 i
¯
3 i
¯
4;k̄1k̄2k̄3k̄4

(
2

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 wi

¯
1k̄1 wi

¯
1k̄2 wi

¯
1k̄3 wi

¯
1k̄4

−1 wi
¯
2k̄1 wi

¯
2k̄2 wi

¯
2k̄3 wi

¯
2k̄4

−1 wi
¯
3k̄1 wi

¯
3k̄2 wi

¯
3k̄3 wi

¯
3k̄4

−1 wi
¯
4k̄1 wi

¯
4k̄2 wi

¯
4k̄3 wi

¯
4k̄4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

èëè

Kī1 ī2 ī3 ī4;k̄1k̄2k̄3k̄4(`
2) = (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
−1 `2

ī1k̄1
`2

ī1k̄2
`2

ī1k̄3
`2

ī1k̄4

−1 `2
ī2k̄1

`2
ī2k̄2

`2
ī2k̄3

`2
ī2k̄4

−1 `2
ī3k̄1

`2
ī3k̄2

`2
ī3k̄3

`2
ī3k̄4

−1 `2
ī4k̄1

`2
ī4k̄2

`2
ī4k̄3

`2
ī4k̄4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
3

K11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3i
¯
4;k̄1k̄2k̄3k̄4

= X( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4)120 · X120( k̄1, k̄2, k̄3, k̄4).
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7. Êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî 4-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 |

X( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4)120 =




0 0 0 0 1
−1 x(i

¯
1) y(i

¯
1) 0 s(i

¯
1)

−1 x(i
¯
2) y(i

¯
2) 0 s(i

¯
2)

−1 x(i
¯
3) y(i

¯
3) 0 s(i

¯
3)

−1 x(i
¯
4) y(i

¯
4) 0 s(i

¯
4)




,

ãäå s(i
¯
) = −1

2
[x2(i

¯
) + y2(i

¯
)] � �ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.

8. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî 4-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîð-
òà | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 〉

X120( k̄1, k̄2, k̄3, k̄4) =




1 −s(k̄1) −s(k̄2) −s(k̄3) −s(k̄4)
0 x(k̄1) x(k̄2) x(k̄3) x(k̄4)
0 y(k̄1) y(k̄2) y(k̄3) y(k̄4)
0 0 0 0 0
0 1 1 1 1




,

ãäå s(k̄) = −1
2
[x2(k̄) + y2(k̄)] � �ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 4-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 |

W ( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4)120 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x(i
¯
1) y(i

¯
1) 0 1

x(i
¯
2) y(i

¯
2) 0 1

x(i
¯
3) y(i

¯
3) 0 1

x(i
¯
4) y(i

¯
4) 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.

10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 4-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 〉 :

W 120( k̄1, k̄2, k̄3, k̄4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x(k̄1) x(k̄2) x(k̄3) x(k̄4)
y(k̄1) y(k̄2) y(k̄3) y(k̄4)

0 0 0 0
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

11. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ

3

K
11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3i
¯
4;k̄1k̄2k̄3k̄4

(
2

w) = W ( i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4)120 W 120( k̄1, k̄2, k̄3, k̄4) ≡ 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñîñòîèò â íà-
ëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ 4-êðèïòîòî÷å÷íûìè êîðòàìè 〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 |

è | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:
3

K
11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3i
¯
4;k̄1k̄2k̄3k̄4

(
2

w) ≡ 0
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2

wi
¯
k̄ = −s(k̄) + (i

¯
)x(k̄) + y(i

¯
)y(k̄)− s(i

¯
)

èëè
Ki

¯
1i
¯
2i
¯
3i
¯
4;k̄1k̄2k̄3k̄4(`

2) ≡ 0

`2
i
¯
k̄ = (x i

¯
− x k̄ )2 + (y i

¯
− y k̄ )2.

• Òð¼õìåðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâà-

ðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M3 è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê M3 ,
ÿâëÿåòñÿ �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê�:

wi
¯
k̄ = s( k̄ ) + x( i

¯
) x( k̄ ) + y( i

¯
) y( k̄ ) + z( i

¯
) z( k̄ ) + s( i

¯
) =

= −1

2
[ x( k̄ )2 + y( k̄ )2 + z( k̄ )2 ] + x( ī ) x( k̄ ) + y( ī ) y( k̄ ) + z( ī ) z( k̄ )−

−1

2
[ x( ī )2 + y( ī )2 + z( ī )2 ] =

= −1

2

[
(x( ī )− x( k̄ ))2 + (y( ī )− y( k̄ ))2 + (z( ī )− z( k̄ ))2

]
= −1

2
`2

ī k̄ .

2. Êàæäàÿ êîâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà i
¯

õàðàêòåðèçóåòñÿ òð¼õìåðíîé êî-
âàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

i
¯
←→


1; x( i

¯
) y( i

¯
) z( i

¯
); s( i

¯
)

 .

Êàæäàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà k̄ õàðàêòåðèçóåòñÿ òð¼õìåðíîé êîí-
òðàâàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

k̄ ←→




s(k̄)
. ,

x(k̄)
y(k̄)
z(k̄)
. ,
1




.

3. Òàêèì îáðàçîì, wi
¯
k̄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà

èç êîòîðûõ (ìàòðèöà-ñòðîêà) õàðàêòåðèçóåò êðèïòîòî÷êó i
¯
, à äðóãàÿ (ìàòðèöà-

ñòîëáåö) � êðèïòîòî÷êó k̄ :

wi
¯
k̄ =


1; x( i

¯
) y( i

¯
) z( i

¯
); s( i

¯
)

 ·




s(k̄)
. ,

x(k̄)
y(k̄)
z(k̄)
. ,
1




=
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= s(k̄) + x( i
¯
) x(k̄) + y( i

¯
) y(k̄) + z( i

¯
) z(k̄) + s( i

¯
).

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí òð¼õìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êàê ñàêðàëü-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì 5-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì 〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 i

¯
5 | è

ïðàâûì 5-êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 k̄5 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé
ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b
b
b
b
b

i
¯
5

i
¯
4

i
¯
3

i
¯
2

i
¯
1

Â

Á

¿

À
r
r
r
r
r

k̄5

k̄4

k̄3

k̄2

k̄1

(((((((((
³³³³³³³³³

©©©©©©©©©

´
´

´
´

´
´

´
´́

hhhhhhhhh
(((((((((
³³³³³³³³³

©©©©©©©©©

(((((((((
hhhhhhhhh
PPPPPPPPP

³³³³³³³³³
hhhhhhhhh
(((((((((

PPPPPPPPP

HHHHHHHHH

hhhhhhhhh
PPPPPPPPP

HHHHHHHHH

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 i

¯
5 | | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 k̄5 〉

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí â ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ëåæàùèé â
îñíîâàíèè òð¼õìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

äëÿ ëþáûõ ïÿòè êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê
i
¯
1, i

¯
2, i

¯
3, i

¯
4, i

¯
5 ∈ M è ëþáûõ ïÿòè êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê

k̄1, k̄2, k̄3, k̄4, k̄5 ∈ M èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæ-
äåñòâî:

4

K11
i
¯
1 i
¯
2 i
¯
3 i
¯
4 i
¯
5;k̄1k̄2k̄3k̄4k̄5

(
3

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 wi

¯
1k̄1 wi

¯
1k̄2 wi

¯
1k̄3 wi

¯
1k̄4 wi

¯
1k̄5

−1 wi
¯
2k̄1 wi

¯
2k̄2 wi

¯
2k̄3 wi

¯
2k̄4 wi

¯
2k̄5

−1 wi
¯
3k̄1 wi

¯
3k̄2 wi

¯
3k̄3 wi

¯
3k̄4 wi

¯
3k̄5

−1 wi
¯
4k̄1 wi4k̄2

wi
¯
4k̄3 wi

¯
4k̄4 wi

¯
4k̄5

−1 wi
¯
5k̄1 wi

¯
5k̄2 wi

¯
5k̄3 wi

¯
5k̄4 wi

¯
5k̄5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

èëè

Kī1 ī2 ī3 ī4 ī5;k̄1k̄2k̄3k̄4k̄5(`
2) = (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
−1 `2

ī1k̄1
`2

ī1k̄2
`2

ī1k̄3
`2

ī1k̄4
`2

ī1k̄5

−1 `2
ī2k̄1

`2
ī2k̄2

`2
ī2k̄3

`2
ī2k̄4

`2
ī2k̄5

−1 `2
ī3k̄1

`2
ī3k̄2

`2
ī3k̄3

`2
ī3k̄4

`2
ī3k̄5

−1 `2
ī4k̄1

`2
ī4k̄2

`2
ī4k̄3

`2
ī4k̄4

`2
ī4k̄5

−1 `2
ī5k̄1

`2
ī5k̄2

`2
ī5k̄3

`2
ī5k̄4

`2
ī5k̄5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
4

K11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3i
¯
4i
¯
5;k̄1k̄2k̄3k̄4k̄5

(
3

w) = X( i
¯
1,i

¯
2,i

¯
3,i

¯
4,i

¯
5)1230 · X1230( k̄1,k̄2,k̄3,k̄4k̄5).
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7. Êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî 5-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 i

¯
5 | :

X( i
¯
1,i

¯
2,i

¯
3,i

¯
4,i

¯
5)1230 =




0 0 0 0 0 1
−1 x(i

¯
1) y(i

¯
1) z(i

¯
1) 0 −1

2
r2(i

¯
1)

−1 x(i
¯
2) y(i

¯
2) z(i

¯
2) 0 −1

2
r2(i

¯
2)

−1 x(i
¯
3) y(i

¯
3) z(i

¯
3) 0 −1

2
r2(i

¯
3)

−1 x(i
¯
4) y(i

¯
4) z(i

¯
4) 0 −1

2
r2(i

¯
4)

−1 x(i
¯
5) y(i

¯
5) z(i

¯
5) 0 −1

2
r2(i

¯
5)




,

ãäå s(i
¯
) = −1

2
r2(i

¯
) = −1

2
{x2(i

¯
)+ y2(i

¯
)+ z2(i

¯
)} � �ñêðûòûå� ïàðàìåò-

ðû.

8. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî 5-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîð-
òà | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 k̄5 〉 :

X1230( k̄1,k̄2,k̄3,k̄4,k̄5) =




1 1
2
r2(k̄1)

1
2
r2(k̄2)

1
2
r2(k̄3)

1
2
r2(k̄4)

1
2
r2(k̄5)

0 x(k̄1) x(k̄2) x(k̄3) x(k̄4) x(k̄5)
0 y(k̄1) y(k̄2) y(k̄3) y(k̄4) y(k̄5)
0 z(k̄1) z(k̄2) z(k̄3) z(k̄4) z(k̄5)
0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1




,

ãäå s(k̄) = −1
2
r2(k̄) = −1

2
{x2(k̄)+y2(k̄)+z2(k̄)} � �ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.

9. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî 5-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 i

¯
5 |

W ( i
¯
1,i

¯
2,i

¯
3,i

¯
4,i

¯
5)1230 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x(i
¯
1) y(i

¯
1) z(i

¯
1) 0 1

x(i
¯
2) y(i

¯
2) z(i

¯
2) 0 1

x(i
¯
3) y(i

¯
3) z(i

¯
3) 0 1

x(i
¯
4) y(i

¯
4) z(i

¯
4) 0 1

x(i
¯
5) y(i

¯
5) z(i

¯
5) 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî 5-êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
| k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 k̄5 〉

W 1230( k̄1,k̄2,k̄3,k̄4,k̄5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x(k̄1) x(k̄2) x(k̄3) x(k̄4) x(k̄5)
y(k̄1) y(k̄2) y(k̄3) y(k̄4) y(k̄5)
z(k̄1) z(k̄2) z(k̄3) z(k̄4) z(k̄5)

0 0 0 0 0
1 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

11. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
4

K
11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3i
¯
4i
¯
5;k̄1k̄2k̄3k̄4k̄5

(
3

w) = W (i
¯
1,i

¯
2,i

¯
3,i

¯
4,i

¯
5)1230 W 1230(k̄1,k̄2,k̄3,k̄4,k̄5) ≡ 0
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòî-
èò â íàëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ 5-êðèïòîòî÷å÷íûìè êîðòàìè
〈 i

¯
1 i

¯
2 i

¯
3 i

¯
4 i

¯
5 | è | k̄1 k̄2 k̄3 k̄4 k̄5 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà ðîäà:
4

K
11

i
¯
1i
¯
2i
¯
3i
¯
4i
¯
5;k̄1k̄2k̄3k̄4k̄5

(
3

w) ≡ 0

3

wi
¯
k̄ = s(k̄) + x(i

¯
) x(k̄) + y(i

¯
) y( k̄) + z(i

¯
) z( k̄) + s(i

¯
)

èëè
Kī1 ī2 ī3 ī4 ī5;k̄1k̄2k̄3k̄4k̄5(`

2) ≡ 0

`2
īk̄ = (x ī − x k̄ )2 + (y ī − y k̄ )2 + (z ī − z k̄ )2

• n -ìåðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
1. Ðåïðåçåíòàòîðîì, îïèñûâàþùèì îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì êîâàðè-

àíòíûõ êðèïòîòî÷åê Mn è ìíîæåñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê Mn ,
ÿâëÿåòñÿ �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèïòîòî÷åê� wi

¯
k̄

wi
¯
k̄ = s( k̄ ) + gµνx

µ( ī ) xν( k̄ ) + s( i
¯
) =

= −1

2
gµνx

µ( k̄ ) xν( k̄ ) + gµνx
µ( ī ) xν( k̄ )− 1

2
gµνx

µ( ī ) xν( ī ) =

= −1

2
gµν

(
(xµ( ī )− xµ( k̄ ))

) (
(xν( ī )− xν( k̄ ))

)
= −1

2
`2

īk̄

µ, ν = 1, 2, . . . , n

2. Êàæäàÿ êîâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà i
¯

õàðàêòåðèçóåòñÿ n -ìåðíîé êîâà-
ðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòðîêîé:

i
¯
←→


1 ; x1( i

¯
) x2( i

¯
) . . . xn( i

¯
) ; s( i

¯
)



Êàæäàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ êðèïòîòî÷êà k̄ õàðàêòåðèçóåòñÿ n -ìåðíîé êîíòðà-
âàðèàíòíîé ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

k̄ ←→




s(k̄)
. ,

x1(k̄)
x2(k̄)
. . . . .
xn(k̄)

. ,
1
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3. Òàêèì îáðàçîì, wi
¯
k̄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, îäíà

èç êîòîðûõ (ìàòðèöà-ñòðîêà) õàðàêòåðèçóåò êðèïòîòî÷êó i
¯
, à äðóãàÿ (ìàòðèöà-

ñòîëáåö) � êðèïòîòî÷êó k̄ :

wi
¯
k̄ =


1; x1( i

¯
), x2( i

¯
), . . . , xn( i

¯
); s( i

¯
)

·




s(k̄)
. ,

x1(k̄)
x2(k̄)
. . . . .
xn(k̄)

. ,
1




= s( k̄ )+xµ(i
¯
) xµ( k̄ )+s( ī).

4. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí n -ìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êàê ñàêðàëü-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûì n+2 -êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì 〈 i

¯
1 i

¯
2 . . . i

¯
n+2 | è

ïðàâûì n + 2 -êðèïòîòî÷å÷íûì êîðòîì | k̄1 k̄2 . . . k̄n+2 〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ñàêðàëüíîé äèàãðàììîé:

Â

Á

¿

À
b

b

b

b

i
¯
1

i
¯
2

...
i
¯
n+2

Â

Á

¿

À
r

r

r

r

k̄1

k̄2

...
k̄n+2

-»»»»»»»»»:

©©©©©©©©©*

½
½

½
½

½
½

½
½½>

-XXXXXXXXXz

»»»»»»»»»:

©©©©©©©©©*

-»»»»»»»»»:

XXXXXXXXXz

HHHHHHHHHj

-XXXXXXXXXz

HHHHHHHHHj

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ~

〈 i
¯
1 i

¯
2 . . . i

¯
n+2 | | k̄1 k̄2 . . . k̄n+2 〉

5. Ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí n -ìåðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè â ñàêðàëüíî-
èíâàðèàíòíîé ôîðìå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ n + 2 êîâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê
i
¯
1, i

¯
2, . . . , i

¯
n+2 ∈ M è ëþáûõ n + 2 êîíòðàâàðèàíòíûõ êðèïòîòî÷åê

k̄1, k̄2, . . . , k̄n+2 ∈ M èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:

n+1

K 11
i
¯
1 i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2

(
n

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
−1 wi

¯
1k̄1 wi

¯
1k̄2 . . . wi

¯
1k̄n+2

−1 wi
¯
2k̄1 wi

¯
2k̄2 . . . wi

¯
2k̄n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 wi

¯
n+2k̄1 wi

¯
n+2k̄2 . . . wi

¯
n+2k̄n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0
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èëè

Ki
¯
1i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2(`

2) = (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
−1 `2

i
¯
1k̄1

`2
i
¯
1k̄2

. . . `2
i
¯
1k̄n+2

−1 `2
i
¯
2k̄1

`2
i
¯
2k̄2

. . . `2
i
¯
2k̄n+2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−1 `2
i
¯
n+2k̄1

`2
i
¯
n+2k̄2

. . . `2
i
¯
n+2k̄n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

6. Ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû íà ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè:
n+1

K 11

i
¯
1i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2

(
n

w) = X( i
¯
1, i

¯
2, . . . , i

¯
n+2)12...n0 · X12...n0( k̄1, k̄2, . . . , k̄n+2)

7. Êîâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ëåâîãî n+2 -êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
〈 i

¯
1 i

¯
2 . . . i

¯
n+2| :

X( i
¯
1, i

¯
2, . . . , i

¯
n+2)12...no =




0 0 0 . . . 0 0 1
−1 x1(i

¯
1) x2(i

¯
1) . . . xn(i

¯
1) 0 −1

2
r2(i

¯
1)

−1 x1(i
¯
2) x2(i

¯
2) . . . xn(i

¯
2) 0 −1

2
r2(i

¯
2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 x1(i

¯
n+2) x2(i

¯
n+2) . . . xn(i

¯
n+2) 0 −1

2
r2(i

¯
n+2)




,

ãäå s( i
¯
) = −1

2
r2( i

¯
) = −1

2
{x2

1( i
¯
) + x2

2( i
¯
) + . . . + x2

n( i
¯
)} � �ñêðûòûå�

ïàðàìåòðû.

8. Êîâàðèàíòíûé îáú¼ì ëåâîãî n+2 -êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà 〈 i
¯
1 i

¯
2 . . . i

¯
n+2| :

W ( i
¯
1, i

¯
2, . . . , i

¯
n+2)12...no =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(i
¯
1) x2(i

¯
1) . . . xn(i

¯
1) 0 1

x1(i
¯
2) x2(i

¯
2) . . . xn(i

¯
2) 0 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1(i

¯
n+2) x2(i

¯
n+2) . . . xn(i

¯
n+2) 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.

9. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ìàòðèöà ïðàâîãî n + 2 -êðèïòîòî÷å÷íîãî
êîðòà | k̄1 k̄2 . . . k̄n+2 〉 :

X12...n0( k̄1, k̄2, . . . , k̄n+2) =




1 1
2
r2(k̄1)

1
2
r2(k̄2) . . . 1

2
r2(k̄n+2)

0 x1(k̄1) x1(k̄2) . . . x1(k̄n+2)
0 x2(k̄1) x2(k̄2) . . . x2(k̄n+2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 xn(k̄1) xn(k̄2) . . . xn(k̄n+2)
0 0 0 0 0
0 1 1 1 1




,

ãäå s( k̄ ) = −1
2
r2( k̄ ) = −1

2
{x12

( k̄ ) + x22
( k̄ ) + . . . + xn2( k̄ )} �

�ñêðûòûå� ïàðàìåòðû.
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10. Êîíòðàâàðèàíòíûé îáú¼ì ïðàâîãî n + 2 -êðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà
| k̄1 k̄2 . . . k̄n+2 〉 :

W 12...n0( k̄1, k̄2, . . . , k̄n+2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(k̄1) x1(k̄2) . . . x1(k̄n+2)
x2(k̄1) x2(k̄2) . . . x2(k̄n+2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn(k̄1) xn(k̄2) . . . xn(k̄n+2)

0 0 0 0
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.

11. Ðàçäåëåíèå íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ
n+1

K
11

i
¯
1i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2

(
n

w) = W ( i
¯
1, i

¯
2, . . . , i

¯
n+2)12...n0 W 12...n0( k̄1, k̄2, . . . k̄n+2) ≡ 0.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

n+1

K 11
i
¯
1i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2

(
n

w) ≡ 0

Ki
¯
1i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2(

n

`2) ≡ 0

n

`2
i
¯
k̄ = (xµ(i

¯
)− xµ(k̄))(xµ(i

¯
)− xµ(k̄))

Ðèñ. 3. ßâëåíèå è ñóùíîñòü n -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü n -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò
â íàëè÷èè òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ n + 2 -êðèïòîòî÷å÷íûìè êîðòà-
ìè 〈 i

¯
1, . . . , i

¯
n+2 | è | k̄ 1, . . . , k̄ n+2 〉 , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà ðîäà:
n+1

K
11

i
¯
1i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2

(
n

w) ≡ 0

n

wi
¯
k̄ = s(k̄) + xµ(i

¯
)xµ(k̄) + s(i

¯
)

s(i
¯
) = −1

2
xµ(i

¯
) xµ(i

¯
)

èëè
Ki

¯
1i
¯
2...i

¯
n+2;k̄1k̄2...k̄n+2(

n

`2) ≡ 0
n

`2
i
¯
k̄ = (xµ(i

¯
)− xµ(k̄))(xµ(i

¯
)− xµ(k̄)) µ = 1, 2, . . . , n
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Ïîäâåä¼ì èòîãè

Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

1. Îáû÷íàÿ n -ìåðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � ýòî n -ìåðíàÿ ñà-
êðàëüíàÿ êðèïòîòî÷å÷íàÿ ãåîìåòðèÿ ñ äâàæäû íåîäíîðîäûì ñèììåò-
ðè÷åñêèì è ðåôëåêñèâíûì ðåïðåçåíòàòîðîì.

2. Â å¼ îñíîâàíèè ëåæàò äâà ìíîæåñòâà îäíîé è òîé æå ïðèðîäû:
ìíîæåñòâî ëåâûõ êîâàðèàíòíûõ ñóáýéäîñîâ

Mn = { i1
¯

, i2
¯

, . . .}

è ìíîæåñòâî ïðàâûõ êîíòðàâàðèàíòíûõ ñóáýéäîñîâ

Mn = { k̄ 1, k̄ 2, . . .}.

3. Êîâàðèàíòíûé ñóáýéäîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàíòíóþ êðèïòîòî÷êó

i
¯
←→


1; x1( i

¯
) x2( i

¯
) . . . xn( i

¯
); s( i

¯
)



ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì çàðÿäîì p = 1 è êðèïòîìåòðè÷åñêèì çàðÿäîì µ = 1 .

Êîíòðàâàðèàíòíûé ñóáýéäîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíòðàâàðèàíòíóþ êðèïòî-
òî÷êó

k̄ ←→




s(k̄)
. ,

x1(k̄)
x2(k̄)
. . . . .
xn(k̄)

. ,
1




ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì çàðÿäîì q = 1 è êðèïòîìåòðè÷åñêèì çàðÿäîì ν = 1 .

4. Îòíîøåíèå ìåæäó ëåâûìè è ïðàâûìè êðèïòîòî÷êàìè õàðàêòåðèçóåòñÿ
ðåïðåçåíòàòîðîì

n

wi
¯
k̄ = s0(k̄) + xµ(i

¯
) xµ(k̄) + s0(i

¯
).

5. Äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ñèììåòðèè n

wi
¯
k̄ =

n

wk
¯

ī íàêëàäûâàåò ñëåäóþ-
ùåå îãðàíè÷åíèå íà âèä ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ:

s0( ī) = s0(i
¯
) = s( ī)

s0(k̄) = s0(k
¯
) = s(k̄)
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è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñèììåòðè÷åñêîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν = gνµ

x(i
¯
) = gµνx

ν( ī)

6. Äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ðåôëåêñèè n

wi
¯
ī ≡ 0 ïîçâîëÿåò íàéòè êîíêðåò-

íûé âèä ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ:

s(i
¯
) = −1

2
gµνx

µ( ī)xν( ī),

s(k
¯
) = −1

2
gµνx

µ(k̄)xν(k̄).

7. Â èòîãå ðåïðåçåíòàòîð èìååò ñëåäóþùèé âèä:

n

wi
¯
k̄ = −1

2
gµν

(
(xµ( ī )− xµ( k̄ ))

) (
(xν( ī )− xν( k̄ ))

)
= −1

2
`2

īk̄ .

8. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè â ðåçóëüòàòå òðåáîâàíèÿ
ñèììåòðèè è ðåôëåêñèè âîçíèêàåò êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ êîíòðàâà-
ðèàíòíûìè òî÷êàìè

`2
īk̄ = gµν

(
(xµ( ī )− xµ( k̄ ))

) (
(xν( ī )− xν( k̄ ))

)

èëè äâóìÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîâàðèàíòíûìè òî÷êàìè

`2
i
¯
k
¯

= gµν
(
(xµ( i

¯
)− xµ( k

¯
))

)(
(xν( i

¯
)− xν( k

¯
))

)
.

9. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïîëó-
÷àåì äëÿ êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

`2
i
¯
k
¯

= ε1 (x1(i
¯
)− x1(k

¯
))2 + . . . + εn (xn(i

¯
)− xn(k

¯
))2,

ãäå ε1, . . . , εn = ± 1 .

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

n+1

K 11(
n
w s,0) ≡ 0
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p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âûðàæàþùèõ ñóùíîñòè 0-ìåðíûõ, 1-ìåðíûõ,
2-ìåðíûõ, 3-ìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ

ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Çàìåòêè íà ïîëÿõ

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà
n

K
11

i
¯
1i
¯
2...i

¯
n+1;k̄1k̄2...k̄n+1

(
n

w) = W ( i
¯
1, i

¯
2, . . . , i

¯
n+1)12...n W 12...n( k̄1, k̄2, . . . k̄n+1)

âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî:
n

K11
i
¯
1i
¯
2...i

¯
n+1;k̄1k̄2...k̄n+1

(
n

w) =

=
n

K11
i
¯
1i
¯
2...i

¯
n+1;q̄1 q̄2...q̄n+1

(
n

w)
n

K11
p
¯
1p
¯
2...p

¯
n+1;q̄1 q̄2...q̄n+1

(
n

w)
−1 n

K11
p
¯
1p
¯
2...p

¯
n+1;k̄1k̄2...k̄n+1

(
n

w),

ãäå
n

wi
¯
k̄ = s( k̄ ) + gµνx

µ( ī )xν( k̄ ) + s( i
¯
)

s(i
¯
) = −1

2
gµνx

µ( ī)xν( ī),

s(k
¯
) = −1

2
gµνx

µ(k̄)xν(k̄).
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Òðóäíî íàçâàòü âûäàþùåãîñÿ ãåîìåòðà, êîòîðûé íå îòäàë áû äà-
íè îñíîâàíèÿì ãåîìåòðèè. Äåêàðò, Ëåéáíèö, Ëàãðàíæ, Ëåæàíäð, Ôó-
ðüå, Ãàóññ, Êîøè, Àìïåð � âñå ýòè òâîðöû íîâîé ìàòåìàòèêè � ëþäè,
÷ðåçâû÷àéíî ðàçëè÷íûå ïî ñâîèì íàó÷íûì, ôèëîñîôñêèì, ïîëèòè÷å-
ñêèì óñòàíîâêàì, � âñå ðàçìûøëÿëè îá îñíîâàíèÿõ ãåîìåòðèè, ñòàðà-
ëèñü, ïî âûðàæåíèþ Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ïðîëèòü ñâåò íà òå �ò¼ìíûå
ïîíÿòèÿ, ñ êîòîðûõ, ïîâòîðÿÿ Åâêëèäà, íà÷èíàåì ìû ãåîìåòðèþ�.
Ñëåäóåò çàìåòèòü ïðè ýòîì, ÷òî è îáú¼ì, è ñîäåðæàíèå ãåîìåòðèè,
à ìîæåò áûòü è âñåé ìàòåìàòèêè, ãëóáîêî èçìåíèëèñü ïîä âëèÿíèåì
èäåé, êîòîðûå ïðèíåñëè ñ ñîáîé ðàçìûøëåíèÿ íàä å¼ îñíîâàíèÿìè, �
÷òî ýòè èäåè ïîëîæèëè ÷¼òêî âûðàæåííóþ ïå÷àòü íà âñ¼ ïîñòðîåíèå
òåîðåòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ.

Â.Ô.Êàãàí76

Ñîëîâåöêèé êðåìëü

76Êàãàí Â.Ô. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè. ×àñòü I. Ì.-Ë.: Íàóêà, 1949. Ñ. 16 - 17.



Ïðèìåð 10. Ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

n -ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè,
âëîæåííûìè â n + 1 -ìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

n -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû âîçíèêàåò íà
îñíîâå n + 1 -ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà n+1Rn+1 ñ ðåïðåçåíòàòîðîì

n+1

a ik= x(i)1x(k)1 + . . . + x(i)nx(k)n + x(i)n+1x(k)n+1

ïðè íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
n+1

a ii= R2.

Òàêèì îáðàçîì, n -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-
íû S+

n ( n -ìåðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà) ðåàëèçóåòñÿ íà ñôåðå âå-
ùåñòâåííîãî ðàäèóñà R , âëîæåííîé â n + 1 -ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
n+1Rn+1 ñ ñèãíàòóðîé (+ . . . + +︸ ︷︷ ︸

n+1

) ,

x2
1 + . . . + x2

n + x2
n+1 = R2.

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ðåïðåçåíòàòîð
aik , ðàâíûé ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ âåêòîðîâ ~i è ~k , î÷åâèäíûì îáðàçîì
ñâÿçàíû ñ ðàññòîÿíèåì `+

ik ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k , ëåæàùèìè íà ñôåðå
ðàäèóñà R :

aik = R2 cos ϕik = R2 cos
`+
ik

R
.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
`+
ik ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê i è k :

R2 cos
`+
ik

R
= x(i)µx

µ(k) +
√

R2 − x(i)µxµ(k)
√

R2 − x(k)µxµ(k), (1)

ãäå x(i)µx
µ(k) = x(i)1x(k)1 + . . . + x(i)nxµ(k)n .

Ââåä¼ì ïîíÿòèå êðèâèçíû êàê âåëè÷èíû, îáðàòíîé êâàäðàòó ðàäèóñà ñôåðû R ,

K =
1

R2

è ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (1) â âèäå:

1

K
cos

√
K`+

ik = x(i)µx
µ(k) +

√
1

K
− x(i)µxµ(k)

√
1

K
− x(k)µxµ(k).

×òîáû ïåðåéòè ê ïðîñòðàíñòâó ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, çàìå-
íèì çíàê êðèâèçíû K íà îáðàòíûé (K → −K) . Ïîëó÷èì:

1

−K
cos

√
−K`−ik = x(i)µx

µ(k) +

√
− 1

K
− x(i)µxµ(i)

√
− 1

K
− x(k)µxµ(k)
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èëè

− 1

K
cos i

√
K`−ik = x(i)µx

µ(k)−
√

1

K
+ x(i)µxµ(k)

√
1

K
+ x(k)µxµ(k).

Çàìå÷àÿ, ÷òî cos iϕ = ch ϕ , è ïåðåõîäÿ îò K ê R2 , ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ `−ik ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k ÷åðåç èõ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû:

−R2 ch
`−ik
R

= x(i)µx
µ(k)−

√
R2 + x(i)µxµ(k)

√
R2 + x(k)µxµ(k). (2)

Ïîëàãàÿ â (2) i = k , ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñôåðû ìíèìîãî ðàäèóñà, âëîæåííîé â
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî nRn+1 ñ ñèãíàòóðîé (+ . . . +−︸ ︷︷ ︸

n+1

) :

−R2 = x2
1 + . . . + x2

n − x2
n+1,

íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ n -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû S−n ( n -ìåðíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ:

À. Ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
(Ýëëèïòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà)

1. Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû

Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû S+
1 âëîæå-

íî â äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R2 ñ ðåïðåçåíòàòîðîì
2

aik= xixk + yiyk

è âåðèôèêàòîðîì
3

K 00
i1i2i3;k1k2k3

(a) . Âëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷¼ò äîïîëíè-
òåëüíîãî óñëîâèÿ:

2

aii= R2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî S+
1 ðåàëèçóåòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R :

x2 + y2 = R2,

âëîæåííîé â äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R2 .
Èòàê, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè 2

aii= R2 ðåïðåçåíòàòîð 2

aik èìååò âèä:

2

aik= R2 cos
`+
ik

R
= xixk +

√
R2 − x2

i

√
R2 − x2

k.
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Ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ `+
ik , èçìåðåííûå âäîëü îêðóæ-

íîñòè, ìåæäó òî÷êàìè i1, i2, i3 ñ îäíîé ñòîðîíû è òî÷êàìè k1, k2, k3 � ñ äðóãîé,
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀i1, i2, i3 ∈ N ∀k1, k2, k3 ∈ M;

3

K
00
i1i2i3;k1k2k3

(
2

a) = R6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1

0 cos
`i1k1

R
cos

`i1k2

R
cos

`i1k3

R
0

0 cos
`i2k1

R
cos

`i2k2

R
cos

`i2k3

R
0

0 cos
`i3k1

R
cos

`i3k2

R
cos

`i3k3

R
0

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= R6

∣∣∣∣∣∣∣

cos
`i1k1

R
cos

`i1k2

R
cos

`i1k3

R

cos
`i2k1

R
cos

`i2k2

R
cos

`i2k3

R

cos
`i3k1

R
cos

`i3k2

R
cos

`i3k3

R

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0,

è â ÷àñòíîñòè �

3

K
00
i1i2i3;i1i2i3

(
2
a) = R6

∣∣∣∣∣∣∣

1 cos
`i1i2

R
cos

`i1i3

R

cos
`i2i1

R
1 cos

`i2i3

R

cos
`i3i1

R
cos

`i3i2

R
1

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Ñàêðàëüíàÿ äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè 〈i1, i2, i3|
è |k1, k2, k3〉 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1

Â

Á

¿

À

Â

Á

¿

À
»»»»»»»»»»»»

©©©©©©©©©©©©

XXXXXXXXXXXX

»»»»»»»»»»»»XXXXXXXXXXXX

HHHHHHHHHHHHb

b

b

r

r

r

i3

i2

i1

k3

k2

k1

〈i1, i2, i3| |k1, k2, k3〉
Ðèñ. 1.

Èç ðàâåíñòâà
cos

`+
ik

R
=

1

R2
(xixk +

√
R2 − x2

i

√
R2 − x2

k) (3)

ïîëó÷àåì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ds2 ìåæäó áëèçêèìè òî÷êàìè. Òàê êàê

cos
`+
ik

R
≈ 1− ds2

2R2
,

òî, ïåðåïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3) â âèäå

1− ds2

2R2
=

1

R2

(
x(x + dx) +

√
R2 − x2

√
R2 − (x + dx)2

)
,
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â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì:
ds2 =

dx2

1− x2

R2

. (4)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

ds2 =
dx2

1− x2

R2

= dx2 + dy(x)2 = dx2 + (d
√

R2 − x2)2.

-

-

¡
¡

¡
¡

¡
¡

0

R
x

u

1

6

?
x

u

Ðèñ. 2. Ìîäåëü Êýëè.

Ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè ïå-
ðåéä¼ì îò äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû x ê
áåëüòðàìèåâîé u (ñì. ðèñ. 2.):

u =
x√

R2 − x2

è îáðàòíî

x = R
u

1 + u2
.

Â áåëüòðàìèåâûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà (4) èìååò âèä:

ds2 = R2 du2

(1 + u2)2
.

Ñ ïîìîùüþ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïåðåéä¼ì îò äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû x
ê êîîðäèíàòå Ïóàíêàðå ξ (ñì. ðèñ. 3.):

ξ =
x

R +
√

R2 − x2

è îáðàòíî
x = R

2ξ

1 + ξ2
.

-

-

R

R

x

ξ

1

6

?
x

ξ

Ðèñ. 3. Ìîäåëü Ïóàíêàðå.

Â êîîðäèíàòàõ Ïóàíêàðå ìåòðèêà
(4) èìååò âèä:

ds2 = R2 4dξ2

(1 + ξ2)2
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Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ñàêðàëüíî-èíâàðèàíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà
îäíîìåðíîé ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè Ðèìàíà

3

K00
i1 i2 i3; k1k2k3

(
2
a) ≡ 0

2

aik = R2 cos
λik

R
= xixk +

√
R2 − x2

i

√
R2 − x2

k .

2. Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû

Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû S+
2 (äâóìåð-

íàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà) âëîæåíî â òð¼õìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî R3 ñ ðåïðåçåíòàòîðîì

3

aik= xixk + yiyk + zizk

è âåðèôèêàòîðîì
4

K00
i1i2i3i4;k1k2k3k4

(a).

Âëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷¼ò äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ:
3

aii= R2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî S+
2 ðåàëèçóåòñÿ íà ñôåðå ðàäèóñà R :

x2 + y2 + z2 = R2,

âëîæåííîé â òð¼õìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R3 .
Èòàê, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè 3

aii= R2 ðåïðåçåíòàòîð 3

aik èìååò âèä:

3

aik= R2 cos
`+
ik

R
= xixk + yiyk +

√
R2 − x2

i − y2
i

√
R2 − x2

k − y2
k. (5)

Ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ `+
ik , èçìåðåííûå âäîëü ñôåðû

ìåæäó òî÷êàìè i1, i2, i3, i4 , ñ îäíîé ñòîðîíû, è òî÷êàìè k1, k2, k3, k4 � ñ äðóãîé,
èìååò ñëåäóþùèé âèä:



486 ×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

∀i1, i2, i3, i4 ∈ N ∀k1, k2, k3, k4 ∈ M

4

K
00
i1i2i3i4;k1k2k3k4

(
3
a) = R8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos
`i1k1

R
cos

`i1k2

R
cos

`i1k3

R
cos

`i1k4

R

cos
`i2k1

R
cos

`i2k2

R
cos

`i2k3

R
cos

`i2k4

R

cos
`i3k1

R
cos

`i3k2

R
cos

`i3k3

R
cos

`i3k4

R

cos
`i4k1

R
cos

`i4k2

R
cos

`i4k3

R
cos

`i4k4

R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

è, â ÷àñòíîñòè,

4

K
00
i1i2i3i4;i1i2i3i4

(
3
a) = R8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos
`i1i2

R
cos

`i1i3

R
cos

`i1i4

R

cos
`i2i1

R
1 cos

`i2i3

R
cos

`i2i4

R

cos
`i3i1

R
cos

`i3i2

R
1 cos

`i3i4

R

cos
`i4i1

R
cos

`i4i2

R
cos

`i4i3

R
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Ñàêðàëüíàÿ äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè
〈i1, i2, i3, i4| è |k1, k2, k3.k4〉 , ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.
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Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

ZZb

b

b

b

r

r

r

r

i4

i3

i2

i1

k4

k3

k2

k1

〈i1, i2, i3, i4| |k1, k2, k3, k4〉
Ðèñ. 4. Ñàêðàëüíàÿ äèàãðàììà îòíîøåíèé ìåæäó êîðòàìè
〈i1, i2, i3, i4| è |k1, k2, k3.k4〉 .

Èç ðàâåíñòâà (5) íàõîäèì ìåòðèêó â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x è y :

ds2 =
1

R2 − x2 − y2

[
(R2 − y2)dx2 + 2xydxdy + (R2 − x2)dy2

]

Ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè (ñì. Ðèñ. 2.) ïåðåéä¼ì îò äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò x , y ê áåëüòðàìèåâûì u , v :

u =
x√

R2 − x2 − y2
x = R

u

1 + u2 + v2

è îáðàòíî
v =

y√
R2 − x2 − y2

y = R
v

1 + u2 + v2

Â áåëüòðàìèåâûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà (6) èìååò âèä:

ds2 =
R2

(1 + u2 + v2)2

[
(1 + v2)du2 − 2uvdudv + (1 + u2)dv2

]
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Ñ ïîìîùüþ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè (ñì. ðèñ. 3) ïåðåéä¼ì îò äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò x , y ê èçîòåðìè÷åñêèì êîîðäèíàòàì Ïóàíêàðå ξ , η :

ξ =
x

R +
√

R2 − x2 − y2
x = R

2ξ

1 + ξ2 + η2

è îáðàòíî
η =

y

R +
√

R2 − x2 − y2
y = R

2η

1 + ξ2 + η2

Â èçîòåðìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ Ïóàíêàðå ìåòðèêà (6) èìååò âèä:

ds2 =
4R2

(1 + ξ2 + η2)2
(dξ2 + dη2)

Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà äâóìåðíîé
ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèè Ðèìàíà

4

K00

i1 i2 i3 i4; k1k2k3k4(
3
a)≡0

3

aik = R2 cos
λik

R
= xixk + yiyk +

√
R2 − x2

i − y2
i

√
R2 − x2

k − y2
k .

B. Ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
(Ãèïåðáîëè÷åñêèå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî)

1. Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû

Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû S−1 âëîæåíî
â äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 1R2 ñ ðåïðåçåíòàòîðîì

2

aik= xixk − yiyk
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è âåðèôèêàòîðîì
3

K00
i1i2i3;k1k2k3

(a) .
Âëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷¼ò äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ:

2

aii= −R2

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî S−1 ðåàëèçóåòñÿ íà îêðóæíîñòè ìíèìîãî
ðàäèóñà iR :

x2 − y2 = −R2,

âëîæåííîé â äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 1R2 ñ ñèãíàòóðîé (+−) .
Èòàê, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè 2

aii= −R2 , ðåïðåçåíòàòîð 2

a−ik èìååò âèä:

2

a−ik = −R2 ch
`−ik
R

= xixk −
√

R2 + x2
i

√
R2 + x2

k. (7)

Ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèå `−ik ìåæäó òî÷êàìè i1, i2, i3
ñ îäíîé ñòîðîíû è òî÷êàìè k1, k2, k3 � ñ äðóãîé, èìååò âèä:

3

K
00
i1i2i3;k1k2k3

(
2
a) = (−1)3R6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1

0 ch
`i1k1

R
ch

`i1k2

R
ch

`i1k3

R
0

0 ch
`i2k1

R
ch

`i2k2

R
ch

`i2k3

R
0

0 ch
`i3k1

R
ch

`i3k2

R
ch

`i3k3

R
0

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)3R6

∣∣∣∣∣∣∣

ch
`i1k1

R
ch

`i1k2

R
ch

`i1k3

R

ch
`i2k1

R
ch

`i2k2

R
ch

`i2k3

R

ch
`i3k1

R
ch

`i3k2

R
ch

`i3k3

R

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

è, â ÷àñòíîñòè,

3

K
00
i1i2i3;k1k2k3

(
2
a) == (−1)3R6

∣∣∣∣∣∣∣

1 ch
`i1k2

R
ch

`i1k3

R

ch
`i2k1

R
1 ch

`i2k3

R

ch
`i3k1

R
ch

`i3k2

R
1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ñàêðàëüíàÿ äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè 〈i1i2i3| è
k1k2k3〉 , ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.

Èç ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷èì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ds2 ìåæäó áëèçêèìè òî÷êàìè.
Òàê êàê ch

`−ik
R
≈ 1 +

ds2

2R2
, òî, ïåðåïèñûâàÿ ðàâåíñòâî (7) â âèäå

R2 + ds2 =
√

R2 + x2
√

R2 + (x + dx)2 − x(x + dx),

â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì:
ds2 = R2 dx2

R2 + x2
. (8)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

ds2 =
dx2

1 + x2

R2

= dx2 − dy(x)2 = dx2 − (d
√

R2 + x2)2.
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Ïåðåéä¼ì îò äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû x ê áåëüòðàìèåâîé u :

u =
dx2

1 + x2

R2

è îáðàòíî x = R
u√

1− u2
.

Â áåëüòðàìèåâûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà (8) èìååò âèä:

ds2 = R2 du2

(1− u2)2
.

Ïåðåéä¼ì îò äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû x ê êîîðäèíàòå Ïóàíêàðå ξ :

ξ =
x

R−√R2 + x2
è îáðàòíî x = R

2ξ

1− ξ2
.

Â êîîðäèíàòàõ Ïóàíêàðå ìåòðèêà (8) èìååò âèä:

ds2 =
4R2dξ2

(1− ξ2)2
.

Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà îäíîìåðíîé
ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè

3

K00
i1 i2 i3; k1k2k3

(
2
a) ≡ 0

2

aik = −R2 ch
λik

R
= xixk −

√
R2 − x2

i

√
R2 − x2

k .

2. Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû

Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû S−2 (äâóìåð-
íàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî) âëîæåíî â òð¼õìåðíîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî 2R3 ñ ðåïðåçåíòàòîðîì

3

aik= xixk + yiyk − zizk
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è âåðèôèêàòîðîì
4

K00
i1i2i3i4;k1k2k3k4

(a) .

Âëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷¼ò äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ:
3

aii= −R2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî S+
2 ðåàëèçóåòñÿ íà ñôåðå ìíèìîãî ðàäèóñà i R :

x2 + y2 − z2 = −R2,

âëîæåííîé â òð¼õìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 2R3 ñ ñèãíàòóðîé (+ +−) .
Èòàê, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè 3

aii= −R2 ðåïðåçåíòàòîð 3

a
−
ik èìååò âèä:

3

aik= −R2 ch
`−ik
R

= xixk + yiyk −
√

R2 + x2
i + y2

i

√
R2 + x2

k + y2
k. (5)

Ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ `−ik , èçìåðåííûå âäîëü ñôå-
ðû ìíèìîãî ðàäèóñà ìåæäó òî÷êàìè i1, i2, i3, i4 ñ îäíîé ñòîðîíû è òî÷êàìè
k1, k2, k3, k4 � ñ äðóãîé, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀i1, i2, i3, i4 ∈ N ∀k1, k2, k3, k4 ∈ M

4

K
00
i1i2i3i4;k1k2k3k4

(
ch

`−

R

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch
`i1k1

R
ch

`i1k2

R
ch

`i1k3

R
ch

`i1k4

R

ch
`i2k1

R
ch

`i2k2

R
ch

`i2k3

R
ch

`i2k4

R

ch
`i3k1

R
ch

`i3k2

R
ch

`i3k3

R
ch

`i3k4

R

ch
`i4k1

R
ch

`i4k2

R
ch

`i4k3

R
ch

`i4k4

R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

è, â ÷àñòíîñòè,

4

K
00
i1i2i3i4;i1i2i3i4

(
ch

`−

R

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ch
`i1i2

R
ch

`i1i3

R
ch

`i1i4

R

ch
`i2i1

R
1 ch

`i2i3

R
ch

`i2i4

R

ch
`i3i1

R
ch

`i3i2

R
1 ch

`i3i4

R

ch
`i4i1

R
ch

`i4i2

R
ch

`i4i3

R
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Ñàêðàëüíàÿ äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó êîðòàìè
〈i1, i2, i3, i4| è |k1, k2, k3.k4〉 , ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4
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r

i4

i3

i2

i1

k4

k3

k2

k1

〈i1, i2, i3, i4| |k1, k2, k3, k4〉
Ðèñ. 4. Ñàêðàëüíàÿ äèàãðàììà îòíîøåíèé ìåæäó êîðòàìè
〈i1, i2, i3, i4| è |k1, k2, k3.k4〉 .
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Èç ðàâåíñòâà (5) íàõîäèì ìåòðèêó â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x è y :

ds2 =
1

R2 + x2 + y2

[
(R2 + y2)dx2 − 2xydxdy + (R2 + x2)dy2

]

Ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè (ñì. Ðèñ. 2.) ïåðåéä¼ì îò äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò x , y ê áåëüòðàìèåâûì u , v :

u =
x√

R2 + x2 + y2
x = R

u

1− u2 − v2

è îáðàòíî
v =

y√
R2 + x2 + y2

y = R
v

1− u2 − v2

Â áåëüòðàìèåâûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà (6) èìååò âèä:

ds2 =
R2

(1− u2 − v2)2

[
(1− v2)du2 + 2uvdudv + (1− u2)dv2

]

Ñ ïîìîùüþ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè (ñì. ðèñ. 3) ïåðåéä¼ì îò äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò x , y ê èçîòåðìè÷åñêèì êîîðäèíàòàì Ïóàíêàðå ξ , η :

ξ =
x

R +
√

R2 + x2 + y2
x = R

2ξ

1− ξ2 − η2

è îáðàòíî
η =

y

R +
√

R2 + x2 + y2
y = R

2η

1− ξ2 − η2

Â èçîòåðìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ Ïóàíêàðå ìåòðèêà (6) èìååò âèä:

ds2 =
4R2

(1− ξ2 − η2)2
(dξ2 + dη2)

Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà äâóìåðíîé
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî

4

K00
i1 i2 i3 i4; k1k2k3k4

(
3
a) ≡ 0
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3

aik = − ch
λik

R
= xixk + yiyk −

√
R2 + x2

i + y2
i

√
R2 + x2

k + y2
k ) .

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòà ÷åòûð¼õ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âûðàæàþùèõ ñóùíîñòü
äâóõ îäíîìåðíûõ è äâóõ äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé

ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ñðåäè âñåõ
âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ãåîìåòðèè n -ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèç-
íû (ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêî-
ãî) ìîãóò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî è ñòðîãî ïîëó÷åíû èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Èñõîäèì èç ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (r, r) .

Èñõîäíîå ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî èìååò âèä:

∀i1 . . . in ∈ N ∀k1 . . . kn ∈ M

Φ(ϕi1k1 , . . . , ϕi1kr ,
. . . . . . . . . . . . . . .
ϕirk1 , . . . , ϕirkr)

= 0

1. Ó ýòîãî ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ äâà, è òîëüêî äâà, ðåøåíèÿ �
ìóëüòèïëèêàòèâíîå

ϕ
(1)
ik =

r−1

a ik= ε1x(i)1x
1(k) + · · ·+ εr−1x(i)r−1x

r−1(k)

r

K
00
i1...ir;k1...kr

(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 ai1k1 . . . ai1kr 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 airk1 . . . airkr 0
−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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r

K
00
i1...ir;k1...kr

(
r−1

a ) ≡ 0

è àääèòèâíîå

ϕ
(2)
ik =

r−2

w ik= x0(k) + ε1x(i)1x
1(k) + · · ·+ εr−2x(i)r−2x

r−2(k) + x(i)0

r−1

K
11
i1...ir;k1...kr

(w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
−1 wi1k1 . . . wi1kr−1 wi1kr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 wir−1k1 . . . wir−1kr 0
−1 wirk1 . . . wirkr−1 wirkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r−1

K
11
i1...ir;k1...kr

(
r−2

w ) ≡ 0

ε = ±1

3. Âûáèðàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîå ðåøåíèå (r − 1 = n) è íàêëàäûâàÿ äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå,

n

aik=
n

aki,

ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ àëãåáðó (ãåîìåòðèþ n -ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà) ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

n

aik= gµνx
µ(i)xν(k).

4. Íàêëàäûâàÿ íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åù¼ îäíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå,
n

aii= εR2,

ïîëó÷èì â ñëó÷àå ε = 1 ãåîìåòðèþ n -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ïîëî-
æèòåëüíîé êðèâèçíû, à â ñëó÷àå ε = −1 � ãåîìåòðèþ n -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.



Ïðèìåð 11. Ìàëûå êîëåáàíèÿ

Óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî ÿâëåíèå ïðèðîäû ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ ñëåäóåò çàêîíó ïðè÷èííîñòè, â êîíå÷íîì ñ÷åòå îñ-
íîâûâàåòñÿ ëèøü íà ñêðîìíûõ óñïåõàõ, äîñòèãíóòûõ â
ðåçóëüòàòå ïîïûòîê ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà óñòàíîâèòü
âçàèìîñâÿçü ìåæäó ÿâëåíèÿìè ïðèðîäû.

� Àëüáåðò Ýéíøòåéí.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ñâÿçü
ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè, ïðîéäåííûìè ðàçëè÷íûìè òåëàìè çà îäíè è òå æå ïðîìå-
æóòêè âðåìåíè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ÷àñòíîå ÿâëåíèå è èìååò ìåñòî
òîëüêî â ïðîñòûõ �øêîëüíûõ� ïðèìåðàõ. ×òîáû ðàññåÿòü ýòî âïå÷àòëåíèå, ðàñ-
ñìîòðèì åù¼ äâà ïðèìåðà:

1. Ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îäèíàêîâûõ ìàÿòíèêîâ N = {α, β, . . .}, ïðèâåäåí-

íûõ â äâèæåíèå ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè îòêëîíåíèÿìè è ñêîðîñòÿìè â
êàêîé-òî îáùèé ìîìåíò âðåìåíè ti , ãäå i ∈ M è M = {i, k, . . .} � ìíîæåñòâî
ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèé.

Çàêîí äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà õîðîøî èçâåñòåí:

θα(i) = aα sin(ωti + ϕα) = aα cos ϕα sin ωti + aα sin ϕα cos ωti.

È â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì æå ñàìûì ïðè¼ìîì, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðîãî ìû äîêàçûâàëè ñóùåñòâîâàíèå íóæíûõ ñîîòíîøåíèé â ïðåäûäó-
ùèõ ïðèìåðàõ. À èìåííî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà,
ñîñòàâëåííûé èç èçìåðÿåìûõ íà îïûòå óãëîâ îòêëîíåíèé òðåõ ïðîèçâîëüíûõ ìà-
ÿòíèêîâ â òðè ïðîèçâîëüíûå, íî îáùèå äëÿ âñåõ ìàÿòíèêîâ, ìîìåíòû âðåìåíè,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïðåäåëèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ òîæ-
äåñòâåííî ðàâåí íóëþ: ∣∣∣∣∣∣

θα(i) θα(k) θα(m)
θβ(i) θβ(k) θβ(m)
θγ(i) θγ(k) θγ(m)

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

aα cos ϕα aα sin ϕα 0
aβ cos ϕβ aβ sin ϕβ 0
aγ cos ϕγ aγ sin ϕγ 0

∣∣∣∣∣∣
·
∣∣∣∣∣∣

sin ωti sin ωtk sin ωtm
cos ωti cos ωtk cos ωtm

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
≡ 0

Èòàê, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ìåæäó ìàëûìè óãëàìè îòêëîíåíèÿ îäè-
íàêîâûõ ìàÿòíèêîâ, ïðèâåäåííûõ â äâèæåíèå â îäèí îáùèé ìîìåíò âðåìåíè ñ
ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè îòêëîíåíèÿìè è ñêîðîñòÿìè, ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ
ñâÿçü:
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∀α, β, γ ∈ N, ∀i, k, m ∈ M

3

K 00
αβγ;ikm(

2

θ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1

0 θα(i) θα(k) θα(m) 0

0 θβ(i) θβ(k) θβ(m) 0

0 θγ(i) θγ(k) θγ(m) 0

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

2. Ìàëûå êîëåáàíèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà
Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó α , îá-

ëàäàþùóþ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íàïðèìåð, äâîéíîé ìàÿòíèê [1].

D
D
D
D
D
D
DD
J

J
J

JJ

r

r

r

θ1

θ2

m1

m2

Êàê èçâåñòíî, äâèæåíèå êàæäîé òî÷êè ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îïðåäåëåííóþ ñóïåðïîçèöèþ äâóõ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ñ ñîáñòâåííûìè ÷à-
ñòîòàìè ω1 è ω2 , ò. å. ìàëîå îòêëîíåíèå êàêîé-ëèáî òî÷êè ýòîé ñèñòåìû (îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

θ1
α(i) = a1

α sin(ω1ti + ϕ1
α) + b1

α sin(ω2ti + ψ1
α)

θ2
α(i) = a2

α sin(ω1ti + ϕ2
α) + b2

α sin(ω2ti + ψ2
α)

èëè

θµ
α(i) = aµ

α cos ϕµ
α sin ω1ti + aµ

α sin ϕµ
α cos ω1ti + bµ

α cos ψµ
α sin ω2ti + bµ

α sin ψµ
α cos ω2ti,
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ãäå µ = 1, 2.

Òîãäà ìîæíî ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

θα(i) θα(k) θα(m) θα(n) θα(p)
θβ(i) θβ(k) θβ(m) θβ(n) θβ(p)
θγ(i) θγ(k) θγ(m) θγ(n) θγ(p)
θδ(i) θδ(k) θδ(m) θδ(n) θδ(p)
θε(i) θε(k) θε(m) θε(n) θε(p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aα cos ϕα aα sin ϕα bα cos ψα bα sin ψα 0
aβ cos ϕβ aβ sin ϕβ bβ cos ψβ bβ sin ψβ 0
aγ cos ϕγ aγ sin ϕγ bγ cos ψγ bγ sin ψγ 0
aδ cos ϕδ aδ sin ϕδ bδ cos ψδ bδ sin ψδ 0
aε cos ϕε aε sin ϕε bε cos ψε bε sin ψε 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin ω1ti sin ω1tk sin ω1tm sin ω1tn sin ω1tp
cos ω1ti cos ω1tk cos ω1tm cos ω1tn cos ω1tp
sin ω2ti sin ω2tk sin ω2tm sin ω2tn sin ω2tp
cos ω2ti cos ω2tk cos ω2tm cos ω2tn cos ω2tp

0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0,

è çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êè ó ðàçëè÷íûõ ñèñòåì α, β, γ, δ, ε , âçÿòûõ â
ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè i, k,m, n, p â âèäå:

∀α, β, γ, δ, ε ∈ N, ∀i, k, m, n, p ∈ M, µ = 1, 2

5

K 00
αβγδε;ikmnp(

4

θµ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 0 0 1

0 θµ
α(i) θµ

α(k) θµ
α(m) θµ

α(n) θµ
α(p) 0

0 θµ
β(i) θµ

β(k) θµ
β(m) θµ

β(n) θµ
β(p) 0

0 θµ
γ (i) θµ

γ (k) θµ
γ (m) θµ

γ (n) θµ
γ (p) 0

0 θµ
δ (i) θµ

δ (k) θµ
δ (m) θµ

δ (n) θµ
δ (p) 0

0 θµ
ε (i) θµ

ε (k) θµ
ε (m) θµ

ε (n) θµ
ε (p) )0

−1 0 0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.
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Ëåãêî îáîáùèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ k ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû:

Äëÿ ìíîæåñòâà
N = {α, β, . . .},

ñîñòîÿùåãî èç îäèíàêîâûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïðèâå-
äåííûõ â äâèæåíèå â êàêîé-òî îáùèé äëÿ âñåõ ìîìåíò âðåìåíè ñ ïðîèçâîëüíûìè
íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè θµ

α(0) è ñêîðîñòÿìè θ̇µ
α(0) , ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå çíà÷åíèå îäíîé è òîé æå µ -é êîîðäèíàòû θµ äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñèñòåì â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
òåîðèè êîëåáàíèé

∀α1 . . . α2k+1 ∈ N, ∀i1 . . . i2k+1 ∈ M

2k+1

K 00
α1...α2k+1; i1...i2k+1

(
2k

θ µ) = 0.

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 11
[1]. Ëàíäàó Ë.Ä. è Ëèôøèö Å.Ì. Ìåõàíèêà, òîì I, Íàóêà, Ì.: 1973, Ñ. 21.
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Ïðèìåð 12. Àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå

Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøåãî ïîíÿòèÿ, ñ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè i è k ,
ëåæàùèìè íà ïðÿìîé:

(i k) = `ik

eα eβ ri rk

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(α; ik) = `α;ik = `αi − `αk

(β; ik) = `β;ik = `βi − `βk,

ãäå α è β � äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè íà ïðÿìîé.

Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ðàññòîÿíèÿ `ik çàïèøåòñÿ â âèäå:

(α; ik) = (β; ik)

èëè
`αi − `αk − `βi + `βk = 0. (1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

`αi − `αk − `βi + `βk =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 `αi `αk

−1 `βi `βk

∣∣∣∣∣∣
=

=
1

K
11
αβ; ik(

◦
w) ≡ 0,

ãäå

◦
wαi= `αi =

yi − bα

sin θ0

= s(i) + s(α).

s(i) =
yi

sin θ0

� ñêðûòûé ïàðàìåòð òåêóùåé òî÷êè i ;

s(α) =
−bα

sin θ0

� ñêðûòûé ïàðàìåòð ôèêñèðîâàííîé òî÷êè α.

Òîæäåñòâî (1) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:
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´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´́

´
´

´
´

´
´

´
´́

´
´

´
´

´
´

´
´́

bα
?

I θ0

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´́

´
´

´
´́

bβ

yi i

yk k

`αi `αi

`βi

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´́

0

−s(α)

s(i)

Èòàê, çà ïîíÿòèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà ïðÿìîé,
ñêðûâàåòñÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè (ñì. Ïðèìåð 5), íàõîäÿùåå ñâîå âûðàæåíèå
â ñóùåñòâîâàíèè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðîäà

1

K 11
αβ;ik(

◦
w) ≡ 0 .

Ðàññìîòðèì äàëåå òðè òî÷êè i, k, m , ëåæàùèå íà ïðÿìîé,

eα eβ ri rk rm

è ââåä¼ì íîâîå ïîíÿòèå ãàðìîíè÷åñêîãî (ïðîñòîãî) îòíîøåíèÿ ìåæäó òðåìÿ òî÷-
êàìè:

(i k m) =
`im

`mk

.

×òî ñêðûâàåòñÿ çà ãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì (i k m) ?
Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

(α; ikm) =
`α;im

`α;mk

=
`αi − `αm

`αm − `αk

.

Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(α; ikm) = (β; ikm)

èëè
`α; im

`α; mk

− `β; im

`β; mk

=
`α; im`β; mk − `α; mk`β; ik

`α; mk`β; mk

= 0. (2)

Íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(α; ikm)− (β; ikm) =
(`αi − `αm)(`βm − `βk)− (`αm − `αk)(`βi − `βk)

`α; mk`β; mk

=

= `−1
α; km`−1

β; km

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
`αi `αk `αm

`βi `βk `βm

∣∣∣∣∣∣
≡ 0
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Òî åñòü

`α; km`β; km

[
(α; ikm)− (β; ikm)

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
0 `αi `αk `αm

0 `βi `βk `βm

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
2

K
01
αβ; ikm(

1

u) ≡ 0, (3)
ãäå

1

uαi= `αi =
yi − bα

sin θα

= ξαxi + s(α),

ξα =
1

sin θα

,

xi = yi,

s(α) =
−bα

sin θα

.

Òîæäåñòâî (3) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:

bα
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

β

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´́

´
´

´
´

´
´

´
´́

´
´

´
´

´
´

´
´́

α

´
´

´
´

´
´

´
´́

´
´

´
´

´
´

´
´́

yi i

yk k

ym m

?
Iθα

Èòàê, çà ïîíÿòèåì ãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ òð¼õ òî÷åê (i k m) ñêðûâàåòñÿ
ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè è ïîäîáèÿ, íàõîäÿùåå ñâîå âûðàæåíèå â ñóùåñòâîâàíèè
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðîäà

2

K
01
αβ; ikm(

1

u) ≡ 0.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ÷åòûðå òî÷êè i, k, m, n , ëåæàùèå íà ïðÿìîé,

eα eβ ri rk rm rn

è ââåä¼ì íîâîå ïîíÿòèå àíãàðìîíè÷åñêîãî (äâîéíîãî) îòíîøåíèÿ ìåæäó ÷åòûðü-
ìÿ òî÷êàìè. Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

(α; ikmn) =
`α; im`α; kn

`α; in`α; km

.
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Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(α; ikmn) = (β; ikmn)

èëè
`α; im`α; kn

`α; in`α; km

− `β; im`β; kn

`β; in`β; km

=

1

`α; in`α; km`β; in`β; km

[
(`αi − `αm)(`αk − `αn)(`βi − `βn)(`βk − `βm)−

− (`αi − `αn)(`αk − `αm)(`βi − `βm)(`βk − `βn)
] ≡ 0.

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

(`αi − `αm)(`αk − `αn)(`βi − `βn)(`βk − `βm)−
− (`αi − `αn)(`αk − `αm)(`βi − `βm)(`βk − `βn) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
`αi `αk `αm `αn

`βi `βk `βm `βn

`αi`βi `αk`βk `αm`βm `αn`βn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

2

M
02
αβ; ikmn(

1

p) ≡ 0.

(4)

Ýòó ñâÿçü ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 4) ñ ïðîåêòèâíî èíâàðèàíòíûì
àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì âïåðâûå îáíàðóæèë ìîé ó÷åíèê Âëàäèìèð Õàíà-
íîâè÷ Ëåâ [1].

Ñàêðàëüíîå òîæäåñòâî (4) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ:

-
x

6y

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢ n

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶ m

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡ k

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´ i

] ϕi

r@
@

@
@

@
@@

@
@@

@
@@ ª

θβ

Oα(aβ ,bβ)

β

r
`αi

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

QQ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Oα(aα,bα)

α

®
θα

Ðèñ. 1. Äâà ìíîæåñòâà ïðÿìûõ M è N .

Â êà÷åñòâå ðåïðåçåíòàòîðà `αi , õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîøåíèå ìåæäó ïðÿ-
ìîé i ∈ M è ïðÿìîé α ∈ N , âîçüì¼ì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (aα, bα) äî òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé α ñ ïðÿìîé i .

Êàæäàÿ ïðÿìàÿ i èç ìíîæåñòâà M õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì �
óãëîì ϕi , à êàæäàÿ ïðÿìàÿ α èç ìíîæåñòâà N õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ ïà-
ðàìåòðàìè � äâóìÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè aα, bα òî÷êè (aα, bα) è óãëîì
θα .
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Èç ðèñ. 1. ñëåäóåò, ÷òî

`αi =
− aα

cos θα

tg ϕi +
bα

cos θα

tg ϕi − tg θα

=
ξαxi + σα

xi + λα

,

ãäå
ξα = − aα

cos θα

σα =
bα

cos θα

λα = − tg θα

xi = tg ϕi.

Èòàê, çà ïîíÿòèåì àíãàðìîíè÷åñêîãî (äâîéíîãî) îòíîøåíèÿ ÷åòûð¼õ òî÷åê
(i k m n) ñêðûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûé èíâàðèàíò, íàõîäÿùèé ñâî¼ âûðàæåíèå â ñó-
ùåñòâîâàíèè ñïîðàäè÷åñêîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,4):

2

M
02
αβ; ikmn(

1

p) ≡ 0. (5)

Ïîñêîëüêó àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðîåêòèâíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ

1

pαi= `αi =
ξαxi + sα

xi + λα

=
ξ′αx′i + s′α
x′i + λ′α

,

ãäå
x =

a x′ + b

x′ + c
è îáðàòíî x′ =

−c x + b

x− a

ξ′ =
a ξ + σ

λ + a

σ′ =
b ξ + c σ

λ + a

λ′ =
c λ + b

λ + a
,

ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ ïëîñêîñòè íà íîâûõ
îñíîâàíèÿõ, à èìåííî, íà ñïîðàäè÷åñêîì ðåøåíèè Ìèõàéëè÷åíêî (5) ñàêðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð:

Φ2,4(ϕαi, ϕαk, ϕαm, ϕαn,

ϕβi, ϕβk, ϕβm, ϕβn)
≡ 0.

Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêîíà,
ëåæàùåãî â îñíîâàíèè àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ

è â îñíîâàíèè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè

2

M 02
αβ; ikmn(

1
p) ≡ 0

1
pαi= `αi =

ξαxi + sα

xi + λα

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 4), âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ è òåñíî ñâÿçàííîé ñ íèì ïðîåêòèâíîé

ãåîìåòðèè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 12
[1]. Ëåâ Â.Õ. Áèíàðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,3). //Ñòðóêòóðíûé

àíàëèç ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Âûïóñê 101. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòå-
ìû. - Íîâîñèáèðñê.: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1984. Ñ. 91 - 113.



Ïðèìåð 13. Òîíêèå è òîëñòûå ëèíçû

Çàêîíû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, äåéñòâóþùèå â òîëñòûõ ëèíçàõ, ÿâëÿþòñÿ
íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèåé ñïîðàäè÷åñêîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ìèõàéëè÷åíêî
ðàíãà (2,4),

2

M
02
αβ; ikmn(

1

p) ≡ 0,

ëåæàùåé â îñíîâàíèè (ñì. Ïðèìåð 12) òåîðèè àíãàðìîíè÷åñêèõ îòíîøåíèé, èí-
âàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

x′ =
c1x + c2

x + c3

.

Êàê èçâåñòíî, ôîðìóëà òîíêîé ëèíçû èìååò ñëåäóþùèé âèä:
1

a
+

1

b
=

1

f
(1)

èëè
1

uαi

+
1

xi

=
1

fα

,

ãäå a = uαi � ðàññòîÿíèå îò èçîáðàæåíèÿ i∗ äî öåíòðà ëèíçû α,
b = xi � ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà i äî öåíòðà ëèíçû α,
f = fα � ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå òîíêîé ëèíçû α.

(Çàìåòèì, ÷òî ïðè fα →∞ uαi → −xi ) (ñì ðèñ. 1)

6
i

?
i∗

α

O

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

HHHHHHHHHHHH

fα
¾ -

uαi¾ -xi¾ -

Ðèñ. 1 Îñíîâíûå ïàðàìåòðû òîíêîé ëèíçû.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà òîíêîé ëèíçû ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:
◦
wαi= si + sα,

ãäå
◦
wαi=

1

uαi

si = − 1

xi

sα =
1

fα

.

Òàêèì îáðàçîì,
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Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè òîíêèõ ëèíç

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1

K 11
αβ; ik(

◦
w) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

−1
◦
wαi

◦
wαk

−1
◦
wβi

◦
wβk

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

◦
wαi= si + sα = 1

uαi
= − 1

xi
+ 1

fα

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé
ñóùíîñòü çàêîíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè òîíêèõ ëèíç,

ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü çàêîíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè òîíêèõ ëèíç, ñîñòîèò â ñó-
ùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì òîíêèõ ëèíç N è ìíî-
æåñòâîì ïðåäìåòîâ M . Ïðè ýòîì êàæäàÿ ëèíçà α

¯
ÿâëÿåòñÿ êðèïòîòî÷-

êîé ñàêðàëüíîãî íóëüìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäûé ïðåäìåò
ī ÿâëÿåòñÿ êðèïòîòî÷êîé äðóãîãî ñàêðàëüíîãî íóëüìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà òîíêèõ ëèíç ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé
êðèïòîòî÷å÷íî-êðèïòîòî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðè-
ðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.
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Ñóùíîñòü çàêîíà ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè òîíêèõ ëèíç ñîñòîèò â ðàâåíñòâå
íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõêðèïòîòî÷å÷íîãî êîðòà ëèíç íà äâóõêðèïòî-
òî÷å÷íûé êîðò ïðåäìåòîâ, îáú¼ìû êîòîðûõ îäíîâðåìåííî òîæäåñòâåííî ðàâíû
íóëþ.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

1

K11
αβ; ik(w) ≡ 0

1
a

+ 1
b

= 1
f

ßâëåíèå è ñóùíîñòü çàêîíà ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè òîíêèõ ëèíç.

×òî æå êàñàåòñÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåòà â òîëñòûõ ëèíçàõ, òî ôîðìóëà
òîëñòîé ëèíçû

1

a
+

1

b
=

1

F
(2)

ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû (1).
Äåëî â òîì, ÷òî, êàê èçâåñòíî, òîëñòàÿ ëèíçà α õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëü-

êî ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì Fα , íî è äâóìÿ ãëàâíûìè ïëîñêîñòÿìè H1 è H2 ,
îò êîòîðûõ îòñ÷èòûâàþòñÿ ðàññòîÿíèå a äî ïðåäìåòà i è ðàññòîÿíèå b äî
èçîáðàæåíèÿ i∗ . À òàê êàê ïîëîæåíèå ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé H1 è H2 íè÷åì
íå âûäåëåíî, òî íà îïûòå èçìåðÿþòñÿ ðàññòîÿíèå xi îò ïðåäìåòà i äî ïåðåä-
íåé ïîâåðõíîñòè ëèíçû α è ðàññòîÿíèå uαi îò èçîáðàæåíèÿ i∗ äî å¼ çàäíåé
ïîâåðõíîñòè.

6i

?
i∗

α

a¾ - b¾ -

xi¾ - ρα¾ - λα
¾ - uαi¾ -

Ðèñ. 2 Îñíîâíûå ïàðàìåòðû òîëñòîé ëèíçû.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà òîëñòîé ëèíçû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

1

uαi + λα

+
1

xi + ρα

=
1

Fα

, (3)
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ãäå ρα � ðàññòîÿíèå îò ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè ëèíçû äî ïåðâîé ãëàâíîé
ïëîñêîñòè H1;

λα � ðàññòîÿíèå îò çàäíåé ïîâåðõíîñòè ëèíçû äî âòîðîé ãëàâíîé
ïëîñêîñòè H2;

xi � ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà i äî ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè ëèíçû;
uαi � ðàññòîÿíèå îò èçîáðàæåíèÿ i∗ äî çàäíåé ïîâåðõíîñòè ëèíçû;
Fα � ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå òîëñòîé ëèíçû.

Èç ðàâåíñòâà (3) ñëåäóåò âûðàæåíèå äâóõèíäåêñíîãî ðàññòîÿíèÿ uαi êàê
ôóíêöèè îäíîãî ïàðàìåòðà xi , õàðàêòåðèçóþùåãî ïðåäìåò i è òð¼õ ïàðàìåò-
ðîâ Fα , ρα è λα , õàðàêòåðèçóþùèõ òîëñòóþ ëèíçó α :

uαi =
ξαxi + σα

xi + ζα

, (4)
ãäå

ξα = Fα − λα

σα = (Fα − λα)ρα + Fαλα

ζα = ρα − Fα.

Èòàê, âîçüì¼ì ÷åòûðå ïðåäìåòà i, k,m, n èç ìíîæåñòâà ïðåäìåòîâ M è äâå
òîëñòûå ëèíçû α , β èç ìíîæåñòâà N è çàïèøåì âîñåìü îäíîòèïíûõ âûðàæå-
íèé:

uαi =
ξαxi + σα

xi + ζα

uβi =
ξβxi + σβ

xi + ζβ

uαk =
ξαxk + σα

xk + ζα

uβk =
ξβxk + σβ

xk + ζβ

uαm =
ξαxm + σα

xm + ζα

uβm =
ξβxm + σβ

xm + ζβ

uαn =
ξαxn + σα

xn + ζα

uβn =
ξβxn + σβ

xn + ζβ

.

(5)

ßñíî, ÷òî ñèñòåìà âîñüìè óðàâíåíèé (5) îòíîñèòåëüíî äåñÿòè íåèçâåñòíûõ

xi, xk, xm, xn; ξα, σα, ζα; ξβ, σβ, ζβ

äîëæíà èìåòü ñïåöèàëüíûé âèä, ÷òîáû ìîæíî áûëî èñêëþ÷èòü èç íå¼ âñå äåñÿòü
íåèçâåñòíûõ è ïîëó÷èòü ïðè ýòîì îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó âîñåìüþ îäíîòèïíû-
ìè ðàññòîÿíèÿìè

uαi, uαk, uαm, uαn; uβi, uβk, uβm, uβn.

Èòàê, èñêëþ÷àÿ èç âîñüìè óðàâíåíèé (5) âñå ïàðàìåòðû xi, xk, xm, xn , õà-
ðàêòåðèçóþùèå ÷åòûðå ïðåäìåòà i, k,m, n è âñå ïàðàìåòðû ξα, σα, ζα; ξβ, σβ, ζβ,
õàðàêòåðèçóþùèå äâå òîëñòûå ëèíçû α è β , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó èçìåðÿåìûìè íà îïûòå ðàññòîÿíèÿìè â âèäå:
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Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè òîëñòûõ ëèíç

∀αβ ∈ N ∀i, k,m, n ∈ M

1

M 02
αβ; ikmn(

1
p) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

pαi pαk pαm pαn

pβi pβk pβm pβn

pαipβi pαkpβk pαmpβm pαnpβn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

1
pαi = uαi = ξαxi+σα

xi+ζα

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé
ñóùíîñòü çàêîíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè òîëñòûõ ëèíç,

ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü çàêîíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè òîëñòûõ ëèíç ñîñòîèò â ñó-
ùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì òîëñòûõ ëèíç N è ìíî-
æåñòâîì ïðåäìåòîâ M .
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¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

M02
αβ; ikmn(p) ≡ 0

1
a

+ 1
b

= 1
F

ßâëåíèå è ñóùíîñòü çàêîíà ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè òîëñòûõ ëèíç.

Îçàðåíèå: èñòèíà ãäå-òî ðÿäîì! (Øêîëà ÒÔÑ � 2000)

Ôîòî W. Sumner



Ïðèìåð 14. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà

Íàóêà ðîäèëàñü èç âåðû â ìàòåìàòè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ ïðèðîäû.

� Äæîí Ãåðìàí Ðýíäàëë

Äëÿ ìûñëÿùåãî ó÷åíîãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âñå-
ãäà áûëî íåèññÿêàåìûì èñòî÷íèêîì óäèâëåíèÿ, ðîæäåí-
íîãî òåì, ÷òî ïðèðîäà ïðîÿâëåò ñòîëü âûñîêóþ ñòåïåíü
ñîîòâåòñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ôîðìóëàì.

� Ìîðèñ Êëàéí

Êèíåìåòèêà � ïðîñòåéøèé ðàçäåë ôèçèêè è ïîòîìó íàèáîëåå ñëîæíûé äëÿ
ïîíèìàíèÿ, òàê êàê î÷åíü òðóäíî îáúÿñíÿòü �î÷åâèäíûå� âåùè, õîðîøî çíàêîìûå
è ïðèâû÷íûå ñ ñàìîãî äåòñòâà. Â ñ�àìîì äåëå, íàâåðíîå íè ó êîãî èç ôèçèêîâ íå
âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:

Â ÷¼ì ñóùíîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ?
×òî ñêðûâàåòñÿ çà ïîíÿòèåì ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ?
×òî òàêîå óãëîâàÿ ñêîðîñòü?
Êîðî÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò ëè îáúåêòèâíûå çàêîíû êèíåìàòèêè ïîñòóïà-

òåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ïîäîáíûå òîìó, êîòîðûé ñóùåñòâóåò â äè-
íàìèêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, êàê, íàïðèìåð, çàêîí Íüþòîíà?

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòè âîïðîñû îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè �ôèëîñîôèè� è íå ìîãóò
âîçíèêíóòü ó ôèçèêà, çàíèìàþùåãîñÿ êîíêðåòíûìè ôèçè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè.
Îäíàêî, èìåííî èç ðàññìîòðåíèÿ �î÷åâèäíûõ� ïîíÿòèé ïðîñòðàíñòâà, âðåìåíè
è äâèæåíèÿ, õîðîøî èçâåñòíûõ êàæäîìó åù¼ ñ äåòñòâà, êàê ðàç è ðîäèëàñü ïî-
íàñòîÿùåìó ãëóáîêàÿ ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ � òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. Òàê ÷òî, ìî-
æåò áûòü, íå ñòîèò ñìîòðåòü ñâûñîêà íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ðàìêàõ �øêîëü-
íîé� ôèçèêè.

Îòâåò íà ïîñòàâëåííûå âûøå âîïðîñû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùíîñòü è ðà-
öèîíàëüíóþ îñíîâó Ìèðîçäàíèÿ ñîñòàâëÿþò ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû òîãî èëè
èíîãî ðîäà. Èìåííî îíè, è òîëüêî îíè, îïðåäåëÿþò âèä è ñòðîåíèå âñåõ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé. È â
÷àñòíîñòè, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñîîòíîøåíèÿ êèíåìàòèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, â ñâîþ î÷åðåäü âîçíèêàþùèõ
èç óíèâåðñàëüíîãî Ïðèíöèïà ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè.

Èòàê, ÷òî æå òàêîå äâèæåíèå? Â ÷¼ì åãî ñóùíîñòü? Ðàçäåë ôèçèêè, ðàñ-
ñìàòðèâàþùèé ïîíÿòèå äâèæåíèÿ, íàçûâàåòñÿ êèíåìàòèêîé. Ê ýòîìó ïîíÿòèþ
ìîæíî ïîäîéòè ñ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû áóäåì ðàçëè-
÷àòü äâå êèíåìàòèêè: ïðîñòðàíñòâåííóþ è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�óþ.

Â ïðîñòðàíñòâåííîé êèíåìàòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìíîæåñòâà: ìíî-
æåñòâî òåë, äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè N = {α, β, . . .} , è ìíîæåñòâî
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ñîáûòèé (âñïûøåê) M = {i, k, . . .} , âî âðåìÿ êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíà èç-
ìåðèòåëüíàÿ îïåðàöèÿ: ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè èçìåðÿåòñÿ ïóòü `αi , ïðîéäåííûé
òåëîì α ê ìîìåíòó âñïûøêè i .

Â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé êèíåìàòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî äâè-
æóùååñÿ òåëî è ìíîæåñòâî ñîáûòèé (âñïûøåê) M = {i, k, . . .} , âî âðåìÿ êîòîðûõ
îñóùåñòâëÿþòñÿ äâå èçìåðèòåëüíûå îïåðàöèè: ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè èçìåðÿåòñÿ
îäíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà xi è ñ ïîìîùüþ ÷àñîâ � îäíà âðåìåíí�àÿ êî-
îðäèíàòà ti .

Çàêîíû ïðîñòðàíñòâåííîé êèíåìàòèêè
Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x = b + vt,

ãäå b � êîîðäèíàòà íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ è v � ñêîðîñòü, êîòîðûå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê ïîñòîÿííûå.

Îäíàêî, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿâèòü ñóùíîñòü ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ, íåîá-
õîäèìî ðàññìîòðåòü äâà âèäà íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α è i , âçÿòûõ ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ìíîæåñòâ N = {α, β, . . .} è N = {i, k, . . .} , ãäå N � ìíîæåñòâî
äâèæóùèõñÿ òåë; M � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè (ìíîæåñòâî âñïûøåê), âî
âðåìÿ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò èçìåðåíèå ïðîéäåííûõ òåëàìè α, β, . . . ðàññòîÿíèé
`αi, `βi, . . . :

`αi = bα + vαti.

Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå èç äâóõ ïàðàìåòðîâ b è v , èãðàâøèå ðà-
íåå ðîëü ïîñòîÿííûõ, ðàññìàòðèâàþòñÿ òåïåðü êàê ÷èñëîâûå ôóíêöèè íå÷èñëîâîé
ïåðåìåííîé α , âîçíèêàþò òðè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ
ñèñòåìû òî÷åê, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ñòðóêòó-
ðàìè.

1. Êèíåìàòèêà ïîêîÿ ìíîæåñòâà òåë, íàõîäÿùèõñÿ
â ðàçíûõ òî÷êàõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåïîäâèæíûõ ìàòåðèàëüíûõ òåë N = {α, β, . . .} , íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ (ñì. ðèñ. 1).

-
t

6x

bα

bβ

Ðèñ. 1. Çàêîíû äâèæåíèÿ òåë, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.
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Çàêîí äâèæåíèÿ òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, îïèñûâàåòñÿ ôèçè-
÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðîäà:

1

K
01
α; ik(

◦
u) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1

0
◦
uαi

◦
uαk

−1 0 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
◦
uαi

◦
uαk

1 1

∣∣∣∣ =
◦
uαi − ◦

uαk = 0,

ãäå
◦
uαi = sα èëè ◦

uαi = `αi = sα = bα,

ãäå sα � ñêðûòûé ïàðàìåòð.
Èòàê, ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ïîêîÿ ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îò-

íîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òåë N è ìíîæåñòâîì ñîáûòèé (âñïû-
øåê) M . Ïðè ýòîì êàæäîå íåïîäâèæíîå òåëî ←

α ÿâëÿåòñÿ êðèïòîâåêòîðîì
ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî êðèïòîâåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîå ñîáûòèå i
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äðóãîãî ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êèíåìàòèêà ïîêîÿ ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé êðèïòîâåêòîð-
òî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.
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A
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AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

1

K 01
α; ik(

◦
u) ≡ 0

`αi = bα

ßâëåíèå è ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ïîêîÿ.

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
êèíåìàòèêè ïîêîÿ

1

K 01
α;ik(

0
u) ≡ 0

0
uαi = `αi = bα
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p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
êèíåìàòèêè ïîêîÿ, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ

ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

2. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà ñèñòåìû òåë, ñòàðòóþùèõ
èç îäíîé òî÷êè ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òåë N = {α, β, . . .} , îäíîâðåìåííî ñòàðòóþùèõ èç íà-
÷àëà êîîðäèíàò (b = 0) ñ ðàçíûìè ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè vα, vβ, . . .
(ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2. Çàêîíû äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç îäíîé òî÷êè
ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè.

Â ýòîì ñëó÷àå
`αi = vα ti,

è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò èìåòü ìåñòî î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

∀α, β ∈ N è ∀ i, k ∈ M
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2

K
00

αβ;ik(
1

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1

0
1

aαi
1

aαk 0

0
1

aβi
1

aβk 0
−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
1

aαi
1

aαk
1

aβi
1

aβk

∣∣∣∣∣ ≡ 0,

ãäå
1

aαi = `αi = vα ti.

Èòàê, ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè
ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì òåë N , ðàâ-
íîìåðíî äâèæóùèõñÿ èç îäíîé òî÷êè è ìíîæåñòâîì ñîáûòèé (âñïûøåê) M . Ïðè
ýòîì êàæäîå ðàâíîìåðíî äâèæóùååñÿ òåëî ←

α ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñàêðàëüíîãî
îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîå ñîáûòèå

→
i ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì

äðóãîãî ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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¢
¢
¢
¢

A
A

A
A
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¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

K 00
αβ; ik(

1

a) ≡ 0

`αi = vα ti

ßâëåíèå è ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîìåðíîãî
äâèæåíèÿ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè.

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà êèíåìàòèêè
ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ

èç îäíîé òî÷êè

2

K 00
αβ;ik(

1
a) ≡ 0

1
aαi = ξ1 x1 = `αi = vα ti

Äðóãèìè ñëîâàìè, êèíåìàòèêà ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èç îäíîé è òîé æå
òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé âåêòîð-âåêòîðíîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ
ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.
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Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
êèíåìàòèêè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èç îäíîé òî÷êè,

ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

3. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà ìíîæåñòâà òåë,
ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåë N = {α, β, . . .} , îäíîâðåìåííî ñòàðòóþùèõ èç ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê bα, bβ, . . . íà ïðÿìîé è äâèæóùèõñÿ äàëüøå ñ îäíîé è òîé æå
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v (ñì. ðèñ. 3).
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i k

Ðèñ. 3. Çàêîíû äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ òî÷åê
ñ îäíèìè è òåìè æå ñêîðîñòÿìè.

Â ýòîì ñëó÷àå
`αi = bα + v ti,

è, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∀α, β ∈ N è ∀ i, k ∈ M

1

K
11

αβ;ik(
0

w) =

∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

−1
0

wαi
0

wαk

−1
0

wβi
0

wβk

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0,
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ãäå
0

wαi = si + σα = `αi = v ti + bα.

Èòàê, ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ îä-
íîé è òîé æå ñêîðîñòüþ ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó
ìíîæåñòâîì òåë N , ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ èç
ðàçíûõ òî÷åê è ìíîæåñòâîì ñîáûòèé (âñïûøåê) M . Ïðè ýòîì êàæäîå ðàâíî-
ìåðíî äâèæóùååñÿ òåëî α ÿâëÿåòñÿ êðèïòîòî÷êîé ñàêðàëüíîãî íóëüìåðíîãî
êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîå ñîáûòèå i ÿâëÿåòñÿ êðèïòîòî÷êîé
äðóãîãî ñàêðàëüíîãî íóëüìåðíîãî êðèïòîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êèíåìàòèêà ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê
ñ îäíîé è òîé æå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé êðèïòîòî÷å÷íî-
êðèïòîòî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîëíåí-
íîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.
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Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

1

K 11
αβ; ik(

0

w) ≡ 0

`αi = bα + v ti

ßâëåíèå è ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ
èç ðàçíûõ òî÷åê ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ v .

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà êèíåìàòèêè
ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç
ðàçíûõ òî÷åê ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ

1

K 11
αβ;ik(

0
w) ≡ 0

0
wαi = si + σα = `αi = v ti + bα
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Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
êèíåìàòèêè äâèæåíèÿ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ îäíèìè è

òåìè æå ñêîðîñòÿìè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð.

4. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà ìíîæåñòâà òåë,
ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåë N = {α, β, . . .} , îäíîâðåìåííî ñòàðòóþùèõ èç
ðàçíûõ òî÷åê bα, bβ, . . . è äâèæóùèõñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè vα, vβ, . . .
(ñì. ðèñ. 4).
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Ðèñ. 4. Çàêîíû äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ òî÷åê
ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè.

Â ýòîì ñëó÷àå
`αi = bα + vαti,

è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∀ α, β ∈ N è ∀ i, k,m ∈ M

2

K
01

αβ;ikm(
1

u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

0
1

uαi
1

uαk
1

uαm

0
1

uβi
1

uβk
1

uβm

−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

1

uαi
1

uαk
1

uαm
1

uβi
1

uβk
1

uβm

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0,
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ãäå
1

uαi = ξ1(α) x1(i) + σ(α) = `αi = vα ti + bα.

Èòàê, ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçëè÷-
íûìè ñêîðîñòÿìè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíî-
æåñòâîì òåë N , ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè èç ðàçíûõ
òî÷åê è ìíîæåñòâîì ñîáûòèé (âñïûøåê) M . Ïðè ýòîì êàæäîå ðàâíîìåðíî äâè-
æóùååñÿ òåëî ←

α ÿâëÿåòñÿ êðèïòîâåêòîðîì ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî êðèï-
òîâåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîå ñîáûòèå i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äðóãîãî ñà-
êðàëüíîãî îäíîìåðíîãî òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êèíåìàòèêà ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñ
ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé êðèïòîâåêòîðíî-òî÷å÷íîé ãåîìåò-
ðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé
ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.
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Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

K 01
αβ;ikm(

1

u) ≡ 0

`αi = bα + vα ti

ßâëåíèå è ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ
èç ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè v .

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà êèíåìàòèêè
ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç

ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè

2

K 01
αβ;ikm(

1
u) ≡ 0

1
uαi = ξ1(α) x1(i) + σ(α) = `αi = vα ti + bα
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Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
êèíåìàòèêè äâèæåíèÿ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçíûìè
ñêîðîñòÿìè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ

ñòðóêòóð.

5. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà ðàâíîóñêîðåííîãî
äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè bo

ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ vo = o

ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåë N = {α, β, . . .} , ñòàðòóþùèõ èç îäíîé è òîé æå
òî÷êè bo ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ vo = o ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè
aα .

Â ýòîì ñëó÷àå ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì,

`αi = bo + aα
t2i
2

,

è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∀α, β ∈ N è ∀ i, k,∈ M

2

K
00

αβ; ik(
1

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1
0 aαi aαk 0
0 aβi aβk 0
−1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
aαi aαk

aβi aβk

∣∣∣∣ ≡ 0,

ãäå
aαi = `αi − bo = ξ1(α)x1(i) = aα

t2i
2

.

Èòàê, ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç
îäíîé è òîé æå òî÷êè ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè
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ñàêðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì òåë N , äâèæóùèìèñÿ èç îäíîé òî÷-
êè ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ è ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè, è ìíîæåñòâîì
ñîáûòèé (âñïûøåê) M . Ïðè ýòîì êàæäîå ðàâíîìåðíî äâèæóùååñÿ òåëî ←

α ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîðîì ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîå
ñîáûòèå

→
i ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì äðóãîãî ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà.
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ßâëåíèå

2

K 00
αβ; ik(

1

a) ≡ 0

`αi = bo + aα
t2i
2

ßâëåíèå è ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òåë,
ñòàðòóþùèõ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êèíåìàòèêà ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþ-
ùèõ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé
âåêòîð-âåêòîðíîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîë-
íåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà êèíåìàòèêè
ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç

îäíîé òî÷êè ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè

2

K 00
αβ;ik(

1
a) ≡ 0

1
aαi = ξ1 x1 = `αi − bo = aα

t2i
2
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p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
êèíåìàòèêè ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç îäíîé òî÷êè
ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

6. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà ðàâíîóñêîðåííîãî
äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê

ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè
è ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåë, ñòàðòóþùèõ èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê bα ñ ðàçëè÷-
íûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè vα è ñ ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè aα .

Â ýòîì ñëó÷àå ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì,

`αi = bα + vα
ti
1!

+ aα
t2i
2!

,

è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

3

K
01
αβγ; ikmn(

2

u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
0 uαi uαk uαm uαn

0 uβi uβk uβm uβn

0 uγi uγk uγm uγn

−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

uαi uαk uαm uαn

uβi uβk uβm uβn

uγi uγk uγm uγn

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0,

ãäå
2

uαi = ξ1(α) x1(i) + ξ2(α) x2(i) + σ(α) = `αi = bα + vα
ti
1!

+ aα
t2i
2!

.

Èòàê, ñóùíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîé êèíåìàòèêè ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ èç
ðàçíûõ òî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñà-
êðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì òåë N , äâèæóùèõñÿ èç ðàçíûõ òî÷åê
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ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè è ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè, è ìíîæåñòâîì
ñîáûòèé (âñïûøåê) M . Ïðè ýòîì êàæäîå ðàâíîóñêîðåííî äâèæóùååñÿ òåëî
←
α ÿâëÿåòñÿ êðèïòîâåêòîðîì ñàêðàëüíîãî äâóìåðíîãî êðèïòîâåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, à êàæäîå ñîáûòèå i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äðóãîãî ñàêðàëüíîãî äâóìåð-
íîãî òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæå-
íèÿ òî÷åê, ñòàðòóþùèõ ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè è óñêîðåíèÿìè,
ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé êðèïòîâåêòîð-òî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ
ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöè-
åé.

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢

¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

3

K 01
αβγ; ikmn(

2

u) ≡ 0

`αi = bα + vα
ti
1!

+ aα
t2i
2!

ßâëåíèå è ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíîóñêîðåííîãî
äâèæåíèÿ òî÷åê, ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ
ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè è óñêîðåíèÿìè.

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà êèíåìàòèêè ðàâíîóñêîðåííîãî
äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè

íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè è ðàçëè÷íûìè óñêîðåíèÿìè

3

K 01
αβγ; ikmn(

2
u) ≡ 0

2
uαi = ξ1(α) x1(i) + ξ2(α) x2(i) + σ(α) =

= `αi = bα + vα
ti
1!

+ aα
t2i
2!
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p p p

1
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1
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1

K 10

1
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2
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2
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3
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3
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3
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3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ðàâíî-
óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òåë, ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ òî÷åê ñ ðàçíûìè ñêîðî-
ñòÿìè è ðàçíûìè óñêîðåíèÿìè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

7. È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåë, çàêîí äâèæåíèÿ êîòîðûõ
îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n

`αi = co(α) + c1(α)ti + c2(α)
t2i
2!

+ c3(α)
t3i
3!

+ . . . + cn(α)
tni
n!

.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∀α1, . . . , αn+1 ∈ N è ∀ i1, . . . , in+1, in+2 ∈ M

n+1

K
01

α1...αn+1;i1...in+1in+2
(

n

u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
0 uα1i1 . . . uα1in+1 uα1in+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 uαn+1i1 . . . uαn+1in+1 uαn+1in+2

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

uα1i1 . . . uα1in+1 uα1in+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uαn+1i1 . . . uαn+1in+1 uαn+1in+2

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Èòàê, ñóùíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîé êèíåìàòèêè ìíîæåñòâà òåë, çàêîí äâèæå-
íèÿ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n , ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñà-
êðàëüíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì òåë N è ìíîæåñòâîì ñîáûòèé (âñïû-
øåê) M . Ïðè ýòîì êàæäîå äâèæóùååñÿ òåëî ←

α ÿâëÿåòñÿ êðèïòîâåêòîðîì
ñàêðàëüíîãî n -ìåðíîãî êðèïòîâåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäîå ñîáûòèå i
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äðóãîãî ñàêðàëüíîãî n -ìåðíîãî òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâåííàÿ êèíåìàòèêà ìíîæåñòâà òåë, çàêîíû
äâèæåíèÿ êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n , ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé
êðèïòîâåêòîð-òî÷å÷íîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äî-
ïîëíåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.
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¢
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¢¢

A
A
A
A
AA

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

3

K 01
αβγ; ikmn(

2

u) ≡ 0

`αi = coα + c1α
ti
1!

+ c2α
t2i
2!

+ · · ·+ cnα
tni
n!

ßâëåíèå è ñóùíîñòü êèíåìàòèêè ìíîæåñòâà òåë,
çàêîí äâèæåíèÿ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ

ïîëèíîìîì ñòåïåíè n

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà êèíåìàòèêè
ìíîæåñòâà òåë, çàêîíû äâèæåíèÿ êîòîðûõ

îïèñûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n .

n+1

K 01
α1...αn+1; i1...in+1in+2

(
n
u) ≡ 0

n
uαi = ξ1(α) x1(i) + . . . ξn(α) xn(i) + σ(α) = `αi

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 14
[1]. Ýéíøòåéí Àëüáåðò, Ïðåäèñëîâèå ê �Îïòèêå� Íüþòîíà. //Ñá. �Ôèçèêà

è ðåàëüíîñòü�, - Ì.: Íàóêà. 1965, Ñ. 34.



Ïðèìåð 15. Càêðàëüíûå ïîòåíöèàëû

1. Äâà ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé M è M

Êàæäàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ èëè òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â
ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ i, k, . . .

Â ÷àñòíîñòè, ñòàòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä
äåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêîé ñèëû, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåòñÿ äâîéíûì
íàáîðîì îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò:

òðåìÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x(i), y(i), z(i)
è òðåìÿ ïðîåêöèÿìè ñèë fx(i), fy(i), fz(i) .
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû èçîáðàæàòü ñòàòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå i ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-

ìû îäíîé òî÷êîé â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå
i îïèñûâàåòñÿ ñâîåîáðàçíûì �äèïîëåì�,

i = (i, i) = |i〉〈i|,
ñîñòîÿùèì èç äâóõ êðèïòîòî÷åê i = |i〉 è i = 〈i| , êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ñâîèì íàáîðîì êîîðäèíàò77.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû i ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
êîíåö |i〉 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäøåñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé è íà÷àëî 〈i| íîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

k︷ ︸︸ ︷
|k〉〈k|

wkmwik

i︷︸︸︷
|i〉〈i|

m︷ ︸︸ ︷
|m〉〈m|

Êðèïòîòî÷êó |i〉 ìû áóäåì íàçûâàòü ïðàâîé êðèïòîòî÷êîé è ïðèïèñûâàòü
åé êîîðäèíàòû, ñíàáæ¼ííûå âåðõíèìè èíäåêñàìè x1(i), . . . , xn(i) ;

êðèïòîòî÷êó 〈i| ìû áóäåì íàçûâàòü ëåâîé êðèïòîòî÷êîé è ïðèïèñûâàòü åé
êîîðäèíàòû, ñíàáæ¼ííûå íèæíèìè èíäåêñàìè x1(i), . . . , xn(i) .

Èòàê,

i = (i, i) =

{
|i〉 → x1(i), . . . , xn(i)

〈i| → x1(i), . . . , xn(i)

Â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèåé U(x, y, z) , ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z îäíîé è
òîé æå áóêâîé ñ èíäåêñîì ââåðõó, à êîìïîíåíòû ñèëû fx, fy, fz áóäåì îáîçíà÷àòü
òîé æå ñàìîé áóêâîé, íî ñ èíäåêñîì âíèçó:

x(i), y(i), z(i) → x1(i), x2(i), x3(i)

fx(i), fy(i), fz(i) → x1(i), x2(i), x3(i).

Êàê ñëåäóåò èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, â ñëó÷àå àääèòèâíîé ôèçè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (5,5) ïðàâàÿ êðèïòîòî÷êà i õàðàêòåðèçóåòñÿ, ïîìèìî

77Âñïîìíèì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿíèå êîòîðîé i îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ðàç-
ëè÷íûìè âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ � áðà 〈i| = ψ∗ è êåò |i〉 = ψ .
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òð¼õ âåðõíèõ êîîðäèíàò x1(i), x2(i), x3(i) , åù¼ îäíèì êîíòðàâàðèàíòíûì ñêðû-
òûì ïàðàìåòðîì s(i) , à ëåâàÿ êðèïòîòî÷êà i õàðàêòåðèçóåòñÿ, ïîìèìî òð¼õ
íèæíèõ êîîðäèíàò x1(i), x2(i), x3(i) , åù¼ îäíèì êîâàðèàíòíûì ñêðûòûì ïàðà-
ìåòðîì s(i) , òî åñòü

i = (i, i) =

{
|i〉 → x1(i), x2(i), x3(i); s(i)

〈i| → x1(i), x2(i), x3(i); s(i)

Îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè i è k ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ ðå-
ïðåçåíòàòîðîì wik , èãðàþùèì ðîëü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëåâîé êðèïòîòî÷êîé i è
ïðàâîé êðèïòîòî÷êîé k .

2. Ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû ïåðâîãî ðîäà

Ãîâîðÿò, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
U(x, y, z) , åñëè òðè êîìïîíåíòû ñèëû fx, fy, fz ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç îäíó ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ òð¼õ ïåðåìåííûõ:

fx = −∂U

∂x
, fy = −∂U

∂y
, fz = −∂U

∂z
. (1)

Íî ÷òî ñêðûâàåòñÿ çà ýòîé ïðèâû÷íîé ôîðìóëèðîâêîé? ×òî òàêîå ïîòåíöèàë
è ïî÷åìó îí ñâÿçàí ñ ñèëîé òàêèì îáðàçîì?

Çà äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíûì ïîíÿòèåì ïîòåíöèàëà ñêðûâàåòñÿ íåòðèâè-
àëüíûé ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé U0(x1, . . . , xn) è U1(x1, . . . , xn) è äâóõ ãðóïï ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn è
x1, . . . , xn , ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé áèëèíåéíûì ìíîãî÷ëåíîì

U0(x1, . . . , xn) + x1x
1 + . . . + xnx

n − U1(x1, . . . , xn) = 0 (2)

Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì:
(

∂U0

∂xµ
+ xµ

)
dxµ +

(
−∂U1

∂xµ

+ xµ

)
dxµ = 0 (3)

×òîáû ðàâåíñòâî (2) èìåëî êàêîé-ëèáî ñìûñë è ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé òîæäåñòâî
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ëèáî x1, . . . , xn , íåîáõîäèìî âûðàçèòü, íà-
ïðèìåð, îäíó ãðóïïó ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ÷åðåç äðóãóþ ãðóïïó ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn :

xµ = xµ(x1, . . . , xn). (4)
Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè (4) âçÿòü

xµ = −∂U0

∂xµ
(x1, . . . , xn), (5)
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òî â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (3) ïðèìåò âèä
(
−∂U1

∂xµ

+ xµ

)
dxµ = 0,

òàê êàê dx1, . . . , dxn � íåçàâèñèìûå äèôôåðåíöèàëû, òî îòñþäà ñëåäóþò ðàâåí-
ñòâà, çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûå ðàâåíñòâàì (5):

xµ =
∂U1

∂xµ

(x1, . . . , xn). (6)

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå n = 3

x1, x2, x3 → x, y, z

x1, x2, x3 → fx, fy, fz

è ðàâåíñòâà (5) è (6) ïðèíèìàþò âèä:

fx = −∂U0

∂x
(x, y, z),

fy = −∂U0

∂y
(x, y, z),

fz = −∂U0

∂z
(x, y, z),

x =
∂U1

∂fx

(fx, fy, fz),

y =
∂U1

∂fy

(fx, fy, fz),

z =
∂U1

∂fz

(fx, fy, fz),

ãäå

U1(fx, fy, fz) = U0
(
x(fx, fy, fz), y(fx, fy, fz), z(fx, fy, fz)

)
+

+ x(fx, fy, fz)fx + y(fx, fy, fz)fy + z(fx, fy, fz)fz.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè U0(x) = xp , òî

f(x) = −∂U0

∂x
= −pxp−1,

x(f) =

(
−f

p

) 1
p−1

,

U1(f) = U0
(
x(f)

)
+ x(f)f = (1− p)

(
−f

p

) p
p−1

,

∂U1

∂f
=

(
−f

p

) 1
p−1

= x(f).
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Èòàê, âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ � îòêóäà áåð¼òñÿ ðàâåíñòâî (2), ñîäåð-
æàùåå áèëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí?

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ðåïðåçåíòàòîðà àääèòèâíîé
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (n + 2, n + 2) , ó êîòîðîé âåðèôèêàòîð è ðåïðåçåí-
òàòîð èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

n+1

K
11
i1...in+2;k1...kn+2

(
n

w) ≡ 0

n

wik= s(k) + xµ(i)xµ(k) + s(i)

ïðè äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ:
óñëîâèÿ çàâèñèìîñòè ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ s è s îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîîðäèíàò,

s = U0(x1, . . . , xn),

s = −U1(x1, . . . , xn),

è óñëîâèÿ ðåôëåêñèè n

wi i= 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2):

U0(x1, . . . , xn) + x1x
1 + . . . + xnx

n − U1(x1, . . . , xn) = 0,

è 2n ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé:
∂U0

∂xµ
(xµ) = −xµ,

∂U1

∂xµ

(xµ) = xµ,

êàê ñëåäñòâèå teorema egregium Ìèõàéëè÷åíêî.
Çàìåòèì, ÷òî èìåííî çäåñü, â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèé ñòðóêòóð, âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äâóõ ãðóïï
ïåðåìåííûõ è ââåäåíèÿ ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà:

x1x
1 + . . . + xnxn ≡ xµx

µ.

Ïåðåìåííûå ñ íèæíèìè èíäåêñàìè x1, . . . , xn ìû áóäåì íàçûâàòü êîâàðè-
àíòíûìè, à ïåðåìåííûå ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè x1, . . . , xn � êîíòðàâàðèàíò-
íûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðàâåíñòâî (2), âîçíèêàþùåå â ðàìêàõ Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ìîæíî òðàêòîâàòü íå òîëüêî êàê ôóíäàìåíò òåîðèè ïî-
òåíöèàëà, íî è êàê èñòî÷íèê äâóõ ïðåîáðàçóþùèõ ôóíêöèé F 0(xµ) è F 1(xµ) ,
îñóùåñòâëÿþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíèõ ïåðåìåííûõ xµ ê äðóãèì xµ è îá-
ðàòíî � îò xµ ê xµ :

xµ = −∂F 0

∂xµ
(x1, . . . , xν),

xµ =
∂F 1

∂xµ

(x1, . . . , xν).
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3. Ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû âòîðîãî ðîäà.

Ñóùåñòâóþò îáëàñòè ôèçèêè, òàêèå êàê, íàïðèìåð, òåðìîäèíàìèêà èëè àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, â êîòîðûõ äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ
÷åòûðå ãðóïïû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí:

x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn;

x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn,

è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åòûðå ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëà, çàâèñÿùèå îò äâóõ ãðóïï ïå-
ðåìåííûõ:

A00(x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn), A01(x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn),

A10(x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn), A11(x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn),

è îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè:

∂A00

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ,

∂A00

∂ξν
(xµ, ξν) = −ξν ,

∂A01

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ,

∂A01

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν ,

∂A10

∂xµ

(xµ, ξ
ν) = xµ,

∂A10

∂ξν
(xµ, ξ

ν) = −ξν ,

∂A11

∂xµ

(xµ, ξν) = xµ,
∂A11

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν .

Ïðè ýòîì êàæäûé èç òð¼õ ïîòåíöèàëîâ,

A01(xµ, ξν), A10(xµ, ξ
ν), A11(xµ, ξν)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäèí ïðîèçâîëüíî çàäàííûé ïîòåíöèàë A00(xµ, ξν) ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

A00(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν),

A01(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + ξνξ
ν ,

A10(xµ, ξ
ν) = A00(xµ, ξν) + xµx

µ,

A11(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + xµx
µ + ξνξ

ν .

Ïîñìîòðèì, êàê òàêîãî ðîäà ïîòåíöèàëû âîçíèêàþò â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îáùàÿ òåîðèÿ ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êðèïòîòî÷å÷íóþ ñàêðàëüíóþ ãåîìåòðèþ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M è M ñ
îäíèì �ðàññòîÿíèåì�.



530 ×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

Èòàê, èìååì äâà ìíîæåñòâà:
M = {i1, i2 . . .} � ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé è
M = {k1, k2, . . .} � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé,
è ñîîòâåòñòâóþùèé ðåïðåçåíòàòîð wik , èãðàþùèé â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè ðîëü
�ðàññòîÿíèÿ� ìåæäó ëåâûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû i è ïðàâûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû
k .

Åñëè íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M è M èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà
(r, r) , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó r2 ðåïðåçåíòàòîðàìè wiλ,kρ

(λ, ρ = 1, 2, . . . , r)
ñóùåñòâóåò êàêàÿ-òî, çàðàíåå íåèçâåñòíàÿ, ñâÿçü:

Φ(wi1k1
, . . . , wi1kr

. . . . . . . . . . . . . . .
wirk1

, . . . , wirkr
)
≡ 0.

Ñîãëàñíî theorema egregiumÌèõàéëè÷åíêî èìååòñÿ äâà, è òîëüêî äâà (!), òèïà
ðåøåíèé ýòîãî ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ïåðâûé òèï ðåøåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè âåêòîðíîé ñàêðàëüíîé
ãåîìåòðèè, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
âåðèôèêàòîð

n+1

K
00
i1...in+1;k1...kn+1

(
n

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1

0
n

ai1k1 . . .
n

ai1kr 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0

n

airk1 . . .
n

airkr 1
−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0,

ðåïðåçåíòàòîð
n

aik= x1(i)x
1(k) + . . . + xn(i)xn(k) =


0; x1(i), . . . , xn(i); 0


×




0
x1(k)

...
xn(k)

0




,

ãäå n = r − 1 .

2. Âòîðîé òèï ðåøåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè êðèïòîòî÷å÷íîé ñàêðàëü-
íîé ãåîìåòðèè, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
âåðèôèêàòîð

n+1

K
11
i1...in+2;k1...kn+2

(
n

w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1

−1
n

wi1k1 . . .
n

wi1kr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1

n

wirk1 . . .
n

wirkr

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0,

ðåïðåçåíòàòîð
n

wik= s(k)+x1(i)x
1(k)+. . .+xn(i)xn(k)+s(i) =


1; x1(i), . . . , xn(i); s(i)


×




s(k)
x1(k)

...
xn(k)

1




,

ãäå n = r − 2 .

Ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè ðåøåíèé âòîðîãî òèïà.
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Èòàê, ðàññìîòðèì àääèòèâíóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà
(m + n + 2; m + n + 2) :

âåðèôèêàòîð
m+n+2

K
11
i1...im+n+2;k1...km+n+2

(
m+n

w ) ≡ 0,

ðåïðåçåíòàòîð
m+n

w ik= s(k) + xµ(i)xµ(k) + ξν(i)ξ
ν(k) + s(i) =

=
(
1; x1(i), . . . , xm(i), ξ1(i), . . . , ξn(i), s(i)

)×




s(k)
x1(k)
. . .

xm(k)
ξ1(k)
...

ξn(k)
1




.

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè, ÷òîáû ñêðûòûå ïà-
ðàìåòðû s(i) è s(k) ÿâëÿëèñü ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êî-
è êîíòðàâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò, òî åñòü:

s(i) = −A11
(
x1(i), . . . , xm(i); ξ1(i), . . . , ξn(i)

)

s(k) = A00
(
x1(k), . . . , xm(k); ξ1(k), . . . , ξn(k)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì àääèòèâíóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà
(m + n + 2,m + n + 2) ñ ðåïðåçåíòàòîðîì

m+n

w ik= A00
(
xµ(k), ξν(k)

)
+ xµ(i)xµ(k) + ξν(i)ξ

ν(k)− A11
(
xµ(i), ξν(i)

)
.

Íàëîæèì âòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � óñëîâèå ðåôëåêñèè:
m+n

w i i= 0.

Â ðåçóëüòàòå äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûå ïîòåíöèàëû A00(xµ, ξν) è A11(xµ, ξν) îêàçû-
âàþòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ äâóõ áèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

A00(xµ, ξν) + xµx
µ + ξνξ

ν − A11(xµ, ξν) ≡ 0 (7)

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (7) ïîëó÷èì:
(

∂A00

∂xµ
+ xµ

)
dxµ +

(
∂A00

∂ξν
+ ξν

)
dξν +

+

(
−∂A11

∂xµ

+ xµ

)
dxµ +

(
−∂A11

∂ξν

+ ξν

)
dξν = 0. (8)

×òîáû ðàâåíñòâî (7) ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íûõ xµ, ξν (èëè xµ, ξν ), íåîáõîäèìî âûðàçèòü ïåðåìåííûå xµ, ξν ÷åðåç
xµ, ξν :

xµ = xµ(x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn) (9)
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ξν = ξν(x
1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn, (10)

(èëè âûðàçèòü xµ, ξν ÷åðåç xµ, ξν ), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðàâåíñòâî (7) ïðåâðàòèòñÿ
â òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn :

A00(xµ, ξµ) + xµ(xµ, ξn)xµ + ξν(x
µ, ξν)ξν − A11

(
xµ(xµ, ξν), ξν(x

µ, ξν)
) ≡ 0.

Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèé (9) è (10) âçÿòü

xµ = −∂A00

∂xµ
(xµ, ξν)

è
ξν = −∂A00

∂ξν
(xν , ξν),

òî â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (7) ïðèìåò âèä:
(
−∂A11

∂xµ

+ xµ

)
dxµ +

(
−∂A11

∂ξν

+ ξν

)
dξν = 0. (11)

Òàê êàê dx1, . . . , dxm è dξ1, . . . , dξn � íåçàâèñèìûå äèôôåðåíöèàëû, òî èç ðà-
âåíñòâà (11) ñëåäóåò m + n ñîîòíîøåíèé:

∂A11

∂xµ

(xµ, ξν) = xµ ∂A11

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν .

Èòàê, èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ñà-
êðàëüíûõ äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ ïîòåíöèàëîâ A00(x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn) è
A11(x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn) , èãðàþùèõ ðîëü ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ s è −s è ñâÿ-
çàííûõ ìåæäó ñîáîé äâóìÿ áèëèíåéíûìè ìíîãî÷ëåíàìè:

A00(xµ, ξν) + xµx
µ + ξνξ

ν − A11(xµ, ξν) = 0.

Â èòîãå ïîëó÷àåì 2m + 2n ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé:

∂A00

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ,

∂A00

∂ξν
(xµ, ξν) = −ξν ,

∂A11

∂xµ

(xµ, ξν) = xµ,
∂A11

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν .

4. Åù¼ äâà äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ ïîòåíöèàëà A01(xµ, ξν) è A10(xµ, ξ
ν)

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñàêðàëüíûõ äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ ïîòåíöèàëà
A00(xµ, ξν) è A11(xµ, ξν) , ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êîíòðà- è êîâàðèàíòíûå ñêðû-
òûå ïàðàìåòðû ðåïðåçåíòàòîðà

m+n

w ik= s(k) + xµ(i)xµ(k) + ξν(i)ξ
ν(k) + s(i).
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Èç ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòåíöèàëà A00(xµ, ξν) (èëè ïîòåíöèàëà
A11(xµ, ξν) ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åù¼ äâóõ ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ
A10(xµ, ξ

ν) è A01(xµ, ξν) .
Â ñàìîì äåëå, èç ðàâåíñòâ

∂A00

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ è ∂A00

∂ξν
(xµ, ξν) = −ξν

ñëåäóåò
dA00 = −xµdxµ − ξνdξν . (12)

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (12) â âèäå:

dA00 = −d(xµx
µ) + xµdxµ − ξνdξν

èëè
d(A00 + xµx

µ) = xµdxµ − ξνdξν ,

òî åñòü
dA10 = xµdxµ − ξνdxν ,

ãäå
A10(xµ, ξ

ν) = A00(xµ, ξν) + xµx
µ. (13)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

∂A10

∂xµ

(xµ, ξ
ν) = xµ ∂A10

∂ξν
(xµ, ξ

ν) = −ξν .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

dA00 = −xµdxµ − d(ξνξ
ν) + ξνdξν (14)

èëè
d(A00 + ξνξ

ν) = −xµdxµ + ξνdξν ,

òî åñòü
dA01 = −xµdxµ + ξνdξν ,

ãäå
A01(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + ξνξ

ν . (15)
Òàêèì îáðàçîì, èìååì

∂A01

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ,

∂A01

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν .

Åñëè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âçÿòü ïîòåíöèàë A11(xµ, ξν) , òî èç ñîîòíîøåíèé

∂A11

∂xµ

= xµ ∂A11

∂ξν

= ξν
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ñëåäóåò:
dA11 = xµdxµ + ξνdξν . (16)

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (16) â âèäå:

dA11 = d(xµx
µ)− xµdxµ + ξνdξν

èëè
d(A11 − xµx

µ) = −xµdxµ + ξνdξν ,

òî åñòü
dA01 = −xµdxµ + ξνdξν ,

ãäå
A01 = (xµ, ξν) = A11(xµ, ξν)− xµx

µ. (17)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

A10(xµ, ξ
ν) = A11(xµ, ξν)− ξνξ

µ. (18)

Çàìåòèì, ÷òî ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (13) è (15)

A00(xµ, ξν) + xµx
µ − A10(xµ, ξ

ν) = 0

è
A00(xµ, ξν) + ξνξ

ν − A01(xµ, ξν) = 0,

ìîæíî èñòîëêîâûâàòü êàê ðåçóëüòàò îïåðàöèè ðåôëåêñèè äâóõ ðåïðåçåíòàòîðîâ:
m

w (1)ik = A00
(
xµ(k), ξν(k)

)
+ xµ(i)xµ(k)− A10

(
xµ(i), ξν(i)

)

è
w (2)ik = A00

(
xµ(k), ξν(k)

)
+ ξν(i)ξ

ν(k)− A01
(
xµ(i), ξν(i)

)
,

èìåþùèõ, êàê ìû óâèäèì íèæå, â òåðìîäèíàìèêå ïðîñòîé ñìûñë.

Èòàê, èñõîäÿ èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ A00(xµ, ξν) è A11(ξµ, ξν) , ìû
ïîëó÷àåì åù¼ äâà íîâûõ äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ ïîòåíöèàëà,

A01(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + ξνξ
ν = A11(xµ, ξν)− xµx

µ

A10(xµ, ξ
ν) = A00(xµ, ξν) + xµx

µ = A11(xµ, ξν)− ξνξ
ν ,

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

A00(xµ, ξν) + xµx
µ − A10(xµ, ξ

ν) = 0 ,

A01(xµ, ξν) + xµx
µ − A11(xµ, ξν) = 0 ,

A00(xµ, ξν) + ξνξ
ν − A01(xµ, ξν) = 0 ,

A10(xµ, ξ
ν) + ξνξ

ν − A11(xµ, ξν) = 0

èëè
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A00(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) ,

A01(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + ξνξ
ν ,

A10(xµ, ξ
ν) = A00(xµ, ξν) + xµx

µ ,

A11(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + xµx
µ + ξνξ

ν

èëè
A00(xµ, ξν) = A11(xµ, ξν)− xµx

µ − ξνξ
ν ,

A01(xµ, ξν) = A11(xµ, ξν)− xµx
µ ,

A10(xµ, ξ
ν) = A11(xµ, ξν)− ξνξ

ν ,

A11(xµ, ξν) = A11(xµ, ξν) ,
òî åñòü

A00 − A01 − A10 + A11 = 0

èëè

1

K
11(A) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 A00 A01

−1 A10 A11

∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ïîëíóþ ñèñòåìó 4m + 4n ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé,
ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷åòûðå ãðóïïû êàêèõ-ëèáî ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí:

x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn;

x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn;

∂A00

∂xµ (xµ, ξν) = −xµ,
∂A00

∂ξν (xµ, ξν) = −ξν ,

∂A01

∂xµ (xµ, ξν) = −xµ,
∂A01

∂ξν
(xµ, ξν) = ξν ,

∂A10

∂xµ
(xµ, ξ

ν) = xµ, ∂A10

∂ξν (xµ, ξ
ν) = −ξν ,

∂A11

∂xµ
(xµ, ξν) = xµ, ∂A11

∂ξν
(xµ, ξν) = ξν ,

ãäå µ = 1, 2, . . . , m ν = 1, 2, . . . , n .

Èòàê, îáùàÿ òåîðèÿ ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèïòîòî-
÷å÷íóþ ñàêðàëüíóþ ãåîìåòðèþ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M è M ñ îäíèì �ôóíäà-
ìåíòàëüíûì ðàññòîÿíèåì�.
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Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïîëèâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà � ýòî êëàññè÷åñêèé áàëåò ñ
ó÷àñòèåì m + n ïàð

x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn;

x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξn;

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà îáùåé òåîðèè
ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ

m+n+1

K 11
i1...im+n+2; k1...km+n+2

(
m+n
w ) = 0.

m+n

w ik= A00
(
xµ(k), ξν(k)

)
+ xµ(i)xµ(k) + ξα(i)ξα(k)− A11

(
xµ(i), ξν(i)

)

m+n

w ii= A00
(
xµ(i), ξν(i)

)
+ xµ(i)xµ(i) + ξα(i)ξα(i)− A11

(
xµ(i), ξν(i)

) ≡ 0

m

w (1)ik = A00
(
xµ(k), ξν(k)

)
+ xµ(i)xµ(k)− A10

(
xµ(i), ξν(i)

)

m

w (1)ii = A00
(
xµ(i), ξν(i)

)
+ xµ(i)xµ(i)− A10

(
xµ(i), ξν(i)

) ≡ 0

n

w (2)ik = A00
(
xµ(k), ξν(k)

)
+ ξν(i)ξ

ν(k)− A01
(
xµ(i), ξν(i)

)

n

w (2)ii = A00
(
xµ(i), ξν(i)

)
+ ξν(i)ξ

ν(i)− A01
(
xµ(i), ξν(i)

) ≡ 0
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Òåðìîäèíàìèêà � ýòî ïðîñòî!



Ïðèìåð 16. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåðìîäèíàìèêà

1. Ìîíîâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðîèçâîëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òå-
ëà. Îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðüìÿ ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè: òåìïåðàòóðîé T ,
ýíòðîïèåé S , äàâëåíèåì p , îáúåìîì V .

Â ñëó÷àå ìîíîâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè ïîëíàÿ ñèñòåìà ñàìîñîãëàñîâàí-
íûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé T, S, p, V èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂U

∂S
(S, V ) = T

∂U

∂V
(S, V ) = −p

∂H

∂S
(S, p) = T

∂H

∂p
(S, p) = V

∂F

∂T
(T, V ) = −S

∂F

∂V
(T, V ) = −p

∂Φ

∂T
(T, p) = −S

∂Φ

∂p
(T, p) = V

, (1)

ãäå U, H, F, Φ � ÷åòûðå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëà;

U(S, V ) � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ,
H(S, p) � ýíòàëüïèÿ,
F (T, V ) � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ,
Φ(T, p) � ýíåðãèÿ Ãèááñà.

Ñèñòåìà ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé (1) ïîëó÷àåòñÿ èç îñíîâíîãî óðàâíå-
íèÿ òåðìîäèíàìèêè

dU = TdS − pdV (2)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

dU = TdS − d(pV ) + V dp

èëè
d(U + pV ) = TdS + V dp,

òî åñòü
dH = TdS + V dp, (3)

ãäå

H(S, p) = U(S, V ) + pV
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Óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â íîâîì âèäå:
dU = d(TS)− SdT − pdV

èëè
d(U − TS) = −SdT − pdV,

òî åñòü
dF = −SdT − pdV, (4)

ãäå
F (T, V ) = U(S, V )− TS.

Óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:
dU = d(TS)− SdT − d(pV ) + V dp

èëè
d(U − TS + pV ) = −SdT + V dp,

òî åñòü
dΦ = −SdT + V dp, (5)

ãäå
Φ(T, p) = U(S, V )− TS + pV.

Èç ñîîòíîøåíèé (2)�(5) ñëåäóåò ïîëíàÿ ñèñòåìà ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíå-
íèé (1).

Íî îòêóäà áåð¼òñÿ îñíîâíîå óðàâíåíèå òåðìîäèíàìèêè (2)?
Ïðè ðàññìîòðåíèè Ïðèìåðà 15 áûëî ïîêàçàíî, êàê ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû

âòîðîãî ðîäà âîçíèêàþò â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ÷åòûðå ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëà

A00(xµ, ξν), A01(xµ, ξν), A10(xµ, ξ
ν), A11(xµ, ξν)

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ äâóõ áèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ xµx
µ è ξνξ

ν

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A00(xµ, ξν) + xµx

µ + ξνξ
ν − A11(xµ, ξν) = 0,

A00(xµ, ξν) + xµx
µ − A10(xµ, ξ

ν) = 0,

A00(xµ, ξν) + ξνξ
µ − A01(xµ, ξν) = 0,

îòêóäà ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âîçíèêàåò ïîëíàÿ ñèñòåìà ñàìîñîãëàñîâàííûõ
óðàâíåíèé:

∂A00

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ,

∂A00

∂ξν
(xµ, ξν) = −ξν ,

∂A01

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ,

∂A01

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν ,

∂A10

∂xµ

(xµ, ξ
ν) = xµ,

∂A10

∂ξν
(xµ, ξ

ν) = −ξν ,

∂A11

∂xµ

(xµ, ξν) = xµ ∂A11

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν

µ = 1, 2, . . . , m ν = 1, 2, . . . , n.

(6)
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Ïîëàãàÿ m = n = 1 è ââîäÿ íîâûå îáîçíà÷åíèÿ:

x1 = S ξ1 = V

x1 = −T ξ1 = p

A00(x1, ξ1) = U(S, V )

A01(x1, ξ1) = H(S, p)

A10(x1, ξ
1) = F (T, V )

A11(x1, ξ1) = Φ(T, p)

ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé (6) â âèäå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1), ëåæàùåé â îñíîâàíèè ìîíîâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè.

Çàìåòèì, ÷òî ââåä¼ííûå â òåîðèè ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ äâà ðåïðåçåíòà-
òîðà,

m

w (1)ik = A00
(
xµ(k), ξν(k)

)
+xµ(i)xµ(k)− A10

(
xµ(i), ξν(i)

)
n

w (2)ik = A00
(
xµ(k), ξν(k)

)
+ξν(i)ξ

ν(k)− A01
(
xµ(i), ξν(i)

)
,

â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìåþò âèä:
1

w (1)ik = Uk − TiSk − Fi, (7)
1

w (2)ik = Uk + piVk −Hi. (8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñõîäÿ èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìèêè (2),
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

ðàáîòà, ñîâåðø¼ííàÿ ñèñòåìîé ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k
ñíà÷àëà ïî èçîòåðìå, à ïîòîì ïî àäèàáàòå, ðàâíà

TS

A ik= Uk − TiSk − FI ; (9)

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òåïëà, ïîëó÷åííîå ñèñòå-
ìîé ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k ñíà÷àëà ïî èçîáàðå, à çàòåì ïî
èçîõîðå, ðàâíî

pV

Q ik= Uk + piVk −Hi. (10)
Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (7) è (9), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåïðåçåíòàòîð

1

w (1)ik =
TS

Q ik

èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé ñèñòåìîé ïðè ïåðåõîäå
èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k ñíà÷àëà ïî èçîõîðå, à çàòåì ïî àäèàáàòå.

Òî÷íî òàê æå, ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâî (8) è (10), ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ðåïðå-
çåíòàòîð

1

w (2)ik =
pV

Q ik



Ãëàâà 15. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ ïåðâîãî ðîäà 541

èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîëè÷åñòâà òåïëà, ïîëó÷åííîãî ñèñòåìîé ïðè
ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k ñíà÷àëà ïî èçîáàðå, à çàòåì ïî èçîõîðå.

Èòàê, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî òðè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëà U(S, V ) ,
F (T, V ) è H(S, p) ÿâëÿþòñÿ ñêðûòûìè ïàðàìåòðàìè äâóõ ðåïðåçåíòàòîðîâ
1

w (1)ik è 1

w (2)ik ;
âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ U(S, V ) èãðàåò ðîëü êîíòðàâàðèàíòíîãî ñêðûòîãî ïà-

ðàìåòðà, âçÿòîãî ñî çíàêîì ìèíóñ, ïåðâîãî 1

w (1)ik è âòîðîãî 1

w (2)ik ðåïðåçåí-
òàòîðà;

ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F (T, V ) èãðàåò ðîëü êîâàðèàíòíîãî ñêðûòîãî ïàðàìåòðà
ïåðâîãî ðåïðåçåíòàòîðà 1

w (1)ik ;
à ýíòàëüïèÿ H(S, p) èãðàåò ðîëü êîâàðèàíòíîãî ñêðûòîãî ïàðàìåòðà âòîðîãî

ðåïðåçåíòàòîðà 1

w (2)ik .
Îñòàâøèéñÿ ÷åòâåðòûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � ýíåðãèÿ Ãèááñà

Φ(T, p) � èãðàåò ðîëü êîâàðèàíòíîãî ñêðûòîãî ïàðàìåòðà ðåïðåçåíòàòîðà ôóí-
äàìåíòàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (4,4).

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ìîíîâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà � ýòî êëàññè÷åñêèé áàëåò ñ
ó÷àñòèåì äâóõ ïàð:

x1 = S ξ1 = V

x1 = −T ξ1 = p,

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
ìîíîâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè, ñðåäè
âñåõ âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
ìîíîâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè

3

K 11
i1 i2 i3 i4; k1 k2 k3 k4

(
2
w) ≡ 0
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2

wik= A00
(
x1(k), ξ1(k)

)
+x1(i)x

1(k) + ξ1(i)ξ
1(k)− A11

(
x1(i), ξ1(i)

)
=

= U(Sk, Vk)− TiSk + piVk − Φ(Ti, pi)

2

wii= Ui − TiSi + piVi − Φi ≡ 0.

1

w (1)ik = A00
(
x1(k), ξ1(k)

)
+x1(i)x

1(k)− A10
(
x1(i), ξ

1(i)
)
=

= U(Sk, Vk)− TiSk − F (Ti, Vi) =
TS

Aii

1

w (1)ii = Ui − TiSi − Fi ≡ 0.

1

w (2)ik = A00
(
x1(k), ξ1(k)

)
+ξ1(i)ξ

1(k)− A01
(
x1(i), ξ1(i)

)
=

= U(Sk, Vk) + piVk −H(Si, pi) =
pV

Qik

1

w (2)ii = Ui + piVi −Hi ≡ 0.

2. Ïîëèâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðîèçâîëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òåëà,

íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ îáîáù¼ííûõ ñèë [1]. Îíî õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ÷åòûðüìÿ ãðóïïàìè ïåðåìåííûõ:

òåìïåðàòóðîé T ,
ýíòðîïèåé S ,
îáîáù¼ííûìè ñèëàìè A1, . . . , An è
îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè a1, . . . , an .

Â ñëó÷àå ïîëèâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè ïîëíàÿ ñèñòåìà ñàìîñîãëàñîâàííûõ
óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé T, S.A1, . . . , An, a1, . . . , an , èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:
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∂U

∂S
(S; a1, . . . , an) = T

∂U

∂aν
(S; a1, . . . , an) = −Aν

∂H

∂S
(S; A1, . . . , An) = T

∂H

∂Aν

(S; A1, . . . , An) = aν

∂F

∂T
(T ; a1, . . . , an) = −S

∂F

∂aν
(T ; a1, . . . , an) = −Aν (11)

∂Φ

∂T
(T ; A1, . . . , An) = −S

∂Φ

∂Aν

(T ; A1, . . . , An) = aν ,

ãäå U, H, F, Φ � ÷åòûðå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëà, ñâÿçàííûå ìåæäó
ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

U(S; a1, . . . , an) = U(S; a1, . . . , an) � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ,

H(S; A1, . . . , An) = U(S; a1, . . . , an) + Aµa
µ � ýíòàëüïèÿ,

F (T ; a1, . . . , an) = U(S; a1, . . . , an)− TS � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ,

Φ(T ; A1, . . . , An) = U(T ; A1, . . . , An) + Aµa
µ − TS � ýíåðãèÿ Ãèááñà.

µ = 1, 2, . . . , n

Ïîëíàÿ ñèñòåìà 4 + 4n ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé (11) ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ïîëèâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè:

dU = TdS − Aνdaν . (12)

Íî îòêóäà áåð¼òñÿ îñíîâíîå óðàâíåíèå (12)?
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîëèâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

n + 1 -ìåðíóþ êðèïòîòî÷å÷íóþ ñàêðàëüíóþ ãåîìåòðèþ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M

è M ñ îäíèì �ðàññòîÿíèåì�.
Ïðè ðàññìîòðåíèè Ïðèìåðà 15 áûëî ïîêàçàíî, êàê ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû

âòîðîãî ðîäà âîçíèêàþò èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîëèâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êðèïòîòî÷å÷íóþ ñàêðàëüíóþ ãåîìåòðèþ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ M è M ñ îäíèì
�ðàññòîÿíèåì�.

Â îñíîâàíèè ïîëèâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè ëåæèò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôè-
çè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (n + 3, n + 3) ðîäà

n+2

K
11
i1...in+3;k1...kn+3

(
n+1

w ) ≡ 0

n+1

w ik= A00
(
x1(k), ξα(k)

)
+ x1(i)x

1(k) + ξα(i)ξα(i)− A11
(
x1(k), ξα(k)

)

Ïîëàãàÿ m = 1 ïðè ïðîèçâîëüíîì n , îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷å-
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íèÿ:

x1 = S ξ1, . . . , ξn = a1, . . . , an

x1 = −T ξ1, . . . , ξn = A1, . . . , An

A00(x1; ξ1, . . . , ξn) = U(S; a1, . . . , an)

A01(x1; ξ1, . . . , ξn) = H(S; A1, . . . , An)

A10(x1; ξ
1, . . . , ξn) = F ((T ; a1, . . . , an)

A11(x1; ξ1, . . . , ξn) = Φ(T ; A1, . . . , An).

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðåïðåçåíòàòîð n+1

w ik ïðèìåò âèä:
n+1

w ik= U
(
Sk; a

1
k, . . . , a

n
k

)−TiSk + Aµ(i)a
µ
k − Φ

(
Ti; A1(i), . . . , An(i)

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ òðåáîâàíèåì ðåôëåêñèè
n+1

w i i = 0

è ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè:

U(S; a1, . . . , an)− TS + Aµa
µ − Φ(T ; A1, . . . , An) = 0. (13)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (13), ïîëó÷èì:
(

∂U

∂S
− T

)
dS +

(
∂U

∂aµ
+ Aµ

)
daµ +

(
−∂Φ

∂T
− S

)
dT +

(
∂Φ

∂Aµ

+ aµ

)
dAµ = 0.

Åñëè
∂U

∂S
(S, aµ) = T è ∂U

∂aµ
(S, aµ) = −Aµ, (14)

òî
∂Φ

∂T
(T, Aµ) = −S

∂Φ

∂Aµ

(T,Aµ) = aµ.

Èç ðàâåíñòâ (14) ñëåäóåò
dU = TdS − Aµdaµ. (15)

Ïåðåïèøåì (15) â âèäå:

dU = d(TS)− SdT − Aµdaµ

èëè
dF = −SdT − Aµdaµ,

ãäå

F (T ; aµ) = U(S; aµ)− TS.
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Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (15) â âèäå

dU = TdS − d(Aµa
µ) + aµdAµ

èëè
dH = TdS + aµdAµ,

ãäå

H(S; Aµ) = U(S, aµ) + Aµa
µ.

È íàêîíåö, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (15) â âèäå:

dU = d(TS)− SdT − d(Aµa
µ) + aµdAµ

èëè
dΦ = −SdT + aµdAµ,

ãäå

Φ(T ; Aµ) = U(S; aµ)− TS + Aµa
µ.

Èòàê, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (n + 3, n + 3) ðîäà
n+2

K
11
i1...in+3;k1...kn+3

(
n+1

w ) ≡ 0,

ìû ïîëó÷èëè ïîëíûé íàáîð ÷åòûðåõ ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ:

U(S; aµ) H(A; Aµ)

F (T ; aµ) Φ(T ; Aµ).

Îòñþäà, êàê ñëåäñòâèå, îáíàðóæèâàþòñÿ åù¼ äâå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû: îäíà
ðàíãà (3,3) ðîäà

2

K
11
i1i2i3;k1k2k3

(
1

w) ≡ 0

1

wik= U(Sk, a
µ
k)− TiSk − F (Ti, a

µ
i ),

äðóãàÿ � ðàíãà (n + 2, n + 2) ðîäà
n+1

K
11
i1...in+3;k1...kn+3

(
n

w) ≡ 0

n

wik= U(Sk, a
µ
k)− Aµ(i)aµ −H(Si, A

µ).

Èòàê, â ñëó÷àå ïîëèâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè ÷åòûðå ñàêðàëüíûõ ïîòåíöè-
àëà,

A00(x1, ξν) = U(S; a1, . . . , an),

A01(x1, ξν) = H(S; A1, . . . , An),

A10(x1, ξ
ν) = F (T ; a1, . . . , an),

A11(x1, ξν) = Φ(T ; A1, . . . , An)
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ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ äâóõ áèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ x1x
1 = −TS è

ξνξ
ν = Aνa

ν ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A00(x1, ξν) + x1x
1 + ξνξ

ν − A11(x1, ξν) = 0,

A00(x1, ξν) + x1x
1 − A10(x1, ξ

ν) = 0,

A00(x1, ξν) + ξνξ
ν − A01(x1, ξν) = 0,

èëè � â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

U(S; a1, . . . , an)− TS + A1a
1 + . . . + Anan − Φ(T ; A1, . . . , An) = 0,

U(S; a1, . . . , an)− TS − F (T ; a1, . . . , an) = 0,

U(S; a1, . . . , an) + A1a
1 + . . . + Ana

n −H(S; A1, . . . , An) = 0,

îòêóäà ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ïîëíóþ ñèñòåìó ñàìîñîãëàñîâàííûõ
óðàâíåíèé (11), ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ïîëèâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïîëèâàðèàíòíàÿ òåðìîäèíàìèêà � ýòî êëàññè÷åñêèé áàëåò ñ
ó÷àñòèåì 1 + n ïàð:

x1 = S ξ1 = a1 . . . ξn = an

x1 = −T ξ1 = A1 . . . ξn = An.

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
ïîëèâàðèàíòíîé òåðìîäèíàìèêè

n+2

K 11
i1...in+3;k1...kn+3

(
n+1
w ) ≡ 0

n+1

w ik= A00
(
x1(k), ξµ(k)

)
+ x1(i)x

1(k) + ξµ(i)ξµ(k)− A11
(
x1(i), ξµ(i)

)
=

= U
(
Sk; a

1
k, . . . , a

n
k

)−TiSk + Aiµa
µ
k − Φ

(
Ti; Ai1, . . . , Ain

)
.

n+1

w ii = U
(
Si; a

1
i , . . . , a

n
i

)−TiSi + Aiµa
µ
i − Φ

(
Ti; Ai1, . . . , Ain

) ≡ 0.

1

w (1)ik = A00
(
x1(k); ξ1(k)

)
+x1(i)x

1(k)− A10
(
x1(i), ξ

1(i)
)
=

= U(Sk; a
1
k, . . . , a

n
k)− TiSk − F (Ti; a

1
i , . . . , a

n
i )
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1

w (1)ii = U(Si; a
1
i , . . . , a

n
i )− TiSi − F (Ti; a

1
i , . . . , a

n
i ) ≡ 0.

n

w (2)ik = A00
(
x1(k), ξµ(k)

)
+ ξµ(i)ξµ(k)− A11

(
x1(i), ξµ(i)

)
=

= U
(
Sk; a

1
k, . . . , a

n
k

)
+Aiµa

µ
k −H

(
Si; Ai1, . . . , Ain

)
.

n

w (2)ii = U
(
Si; a

1
i , . . . , a

n
i

)
+Aiµa

µ
i −H

(
Si; Ai1, . . . , Ain

) ≡ 0.

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 16
[1]. Ðóìåð Þ. Á., Ðûâêèí Ì. Ø. Òåðìîäèíàìèêà, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è

êèíåìàòèêà. Ì.; 1977, ñ. 97.

×åëîâåê íà Ëóíå. Ñëåäóþùàÿ ñòàíöèÿ �
Ìèð Âûñøåé ðåàëüíîñòè



Ïðèìåð 17. Ìåõàíèêà Ëàãðàíæà è ìåõàíèêà
Ãàìèëüòîíà

Ïî òðàäèöèè, èäóùåé îò �Òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè� Ëàíäàó, â îñíîâàíèå ìå-
õàíèêè ïîëîæåí ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà. Èç íåãî âûòåêàåò
êàê ñëåäñòâèå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà � ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà:

d

dt

(
∂L

∂q̇µ

)
− ∂L

∂qµ
= 0, µ = 1, 2, . . . , n, (1)

ãäå
L(qµ, q̇µ, t) = L(qµ, vµ, t)−

ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðîé ïî qµ è vµ èìåþò ïðîñòîé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë:

∂L

∂qµ
(qµ, vµ, t) = fµ, (2)

∂L

∂vµ
(qµ, vµ, t) = pµ, (3)

ãäå qµ � îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà,
vµ = q̇µ � îáîáù¼ííàÿ ñêîðîñòü,
pµ � îáîáù¼ííûé èìïóëüñ,
fµ = ṗµ � îáîáù¼ííàÿ ñèëà,
ãäå òî÷êà íàä áóêâîé ñëóæèò îáîçíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè t.

Èç ðàâåíñòâ (2) è (3) ñëåäóåò:

dL =
∂L

∂qµ
dqµ +

∂L

∂vν
vν +

∂L

∂t
dt = fµdqµ + pνdvν +

∂L

∂t
dt. (4)

Ðàâåíñòâî (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

dL = fµdqµ + d(pνv
ν)− vνdpν +

∂L

∂t
dt.

èëè

d(−L + pµv
µ) = dH =

∂H

∂qµ
dqµ +

∂H

∂pµ

dpµ +
∂H

∂t
dt = −fµdqµ + vµdpµ − ∂L

∂t
dt, (5)

ãäå
H(qµ, pν , t) = −L(qµ, vµ, t) + pµv

µ.

Ðàâåíñòâî (4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â äðóãîì âèäå:

dL = d(fµq
µ)− qµdfµ + pµdvµ +

∂L

∂t
dt

èëè
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d(−L + fµq
m) = qµdfµ − pµdvµ − ∂L

∂t
dt = dH̃ =

∂H̃

∂fµ

dfµ +
∂H̃

∂vµ
dvµ − ∂H̃

∂t
dt, (6)

ãäå
H̃(fµ, v

ν , t) = −L(qµ, vν , t) + fµq
µ.

Íàêîíåö, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (4) â âèäå:

dL = d(fµq
µ) + d(pνv

ν)− qµdfµ − vνdpν +
∂L

∂t
dt

èëè

d(−L + fµq
µ + pνv

ν) = qµdfµ + vνdpν − ∂L

∂t
dt =

= dŨ =
∂Ũ

∂fµ

dfµ +
∂Ũ

∂pν

dpν +
∂Ũ

∂t
dt, (7)

ãäå
Ũ(fµ, pν , t) = −L(qµ, vν , t) + fµq

µ + pνv
ν .

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâ:

dL =
∂L

∂qµ
dqµ +

∂L

∂vν
dvν +

∂L

∂t
dt = fµdqµ + pνdvν +

∂L

∂t
dt,

dH =
∂H

∂qµ
dqµ +

∂H

∂pν

dpν +
∂L

∂t
dt = −fµdqµ + vνdpν +

∂H

∂t
dt,

dH̃ =
∂H̃

∂fµ

dfµ +
∂H̃

∂vν
dvν +

∂H̃

∂t
dt = qµdfµ − pνdvν − ∂L

∂t
dt,

dŨ =
∂Ũ

∂fµ

dfµ +
∂Ũ

∂pµ

dpµ +
∂Ũ

∂t
dt = qµdfµ + vνdpν − ∂L

∂t
dt

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû ðàâåíñòâ:

∂L

∂qµ
(qµ, vν , t) = fµ

∂L

∂vν
(qµ, vν , t) = pν

∂H

∂qµ
(qµ, pν , t) = −fµ

∂H

∂pν

(qµ, pν , t) = vν

∂H̃

∂fµ

(fµ, v
ν , t) = qµ ∂H̃

∂vν
(fµ, v

ν , t) = −pν

∂Ũ

∂fµ

(fµ, pν , t) = qµ ∂Ũ

∂pν

(fµ, pν , t) = vν

(8)
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∂L

∂t
=

∂L

∂t

∂H

∂t
= −∂L

∂t

∂H̃

∂t
= −∂L

∂t

∂Ũ

∂t
= −∂L

∂t
,

ãäå
L(qµ, vν , t) = L(qµ, vν , t),

H(qµ, vν , t) = −L(qµ, vν , t) + pνv
ν ,

H̃(fµ, v
ν , t) = −L(qµ, vν , t) + fµq

µ,

Ũ(fµ, pµ, t) = −L(qµ, vν , t)fµq
µ + pνv

ν .

(9)

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8) è ñèñòåìó óðàâíåíèé (9),
îáëàäàþùèõ îïðåäåë¼ííîé àñèììåòðèåé.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé àñèììåòðèè ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ � ïîòåíöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ Ëàãðàíæà78 U(qµ, vν , t) , ðàâíóþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà
L(qµ, vν , t) , âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì:

U(qµ, vν , t) = −L(qµ, vν , t).

Ïîñëå çàìåíû ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(qµ, vν , t) íà ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
Ëàãðàíæà U(qµ, vν , t) ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (8) è ñèñòåìà ðàâåíñòâ (9) ïðè-
ìóò ñëåäóþùèé ñèììåòðè÷íûé âèä:

∂U

∂qµ
(qµ, vν , t) = −fµ

∂U

∂vν
(qµ, vν , t) = −pν

∂H

∂qµ
(qµ, pν , t) = −fµ

∂H

∂pν

(qµ, pν , t) = vν

∂H̃

∂fµ

(fµ, v
ν , t) = qµ ∂H̃

∂vν
(fµ, v

ν , t) = −pν

∂Ũ

∂fµ

(fµ, pν , t) = qµ ∂Ũ

∂pν

(fµ, pν , t) = vν

(10)

78Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Ëàãðàíæà U(qµ, vν , t) èìååò áîëåå ãëó-
áîêèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, íåæåëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L(qµ, vν , t) .
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∂U

∂t
=

∂U

∂t

∂H

∂t
=

∂U

∂t

∂H̃

∂t
=

∂U

∂t

∂Ũ

∂t
=

∂U

∂t
,

ãäå
U(qm, vν , t) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Ëàãðàíæà (ìåõàíè÷åñêèé àíàëîã âíóò-

ðåííåé ýíåðãèè U(S, V ),
H(qµ, pν , t) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ìåõàíè÷åñêèé àíàëîã ýíòàëüïèè

H(S, P ),
H̃(fµ, v

ν , t) � äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà79 (ìåõàíè÷åñêèé
àíàëîã ñâîáîäíîé ýíåðãèè F (T, V )),

Ũ(fµ, pµ, t) � äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Ëàãðàíæà (ìå-
õàíè÷åñêèé àíàëîã ýíåðãèè Ãèááñà Φ(T, P )).

Íî îòêóäà áåð¼òñÿ ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà è âûòåêàþùåå
èç íåãî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (1)?

Ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó äóàëüíî ñîïðÿæ¼íûõ óðàâíåíèé (10) íåçàâèñèìûì
ïóò¼ì èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïðè ðàññìîòðåíèè Ïðèìåðà 16, èñõîäÿ èç ÷ðåçâû÷àéíî îáùåãî ïðèíöèïà
ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
è îïèðàÿñü íà teorema egregium Ìèõàéëè÷åíêî, ìû ñìîãëè óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâî-
âàíèè äâóõ ïàð äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ:

(
A00(xµ, ξν), A11(xµ, ξν)

)
è

(
A01(xµ, ξν), A10(xµ, ξ

ν)
)
,

çàâèñÿùèõ îò äâóõ ãðóïï ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ:

x1, . . . , xn ξ1, . . . , ξn

x1, . . . , xn ξ1, . . . , ξn,

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

A00(xµ, ξν) + xµx
µ + ξνξ

ν − A11(xµ, ξν) = 0,

A01(xµ, ξν) + xµx
µ − ξνξ

ν − A10(xµ, ξ
ν) = 0,

A00(xµ, ξν)− A01(xµ, ξν)− A10(xµ, ξ
ν) + A11(xµ, ξν) = 0,

79Ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû H̃(fµ, vν , t) è Ũ(fµ, pν , t) íåèçâåñòíû â òðàäèöèîííîé àíàëèòè-
÷åñêîé ìåõàíèêå. Îíè íåèçáåæíî âîçíèêàþò â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê ïðîÿâëåíèå
ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè.
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è ïîëó÷åííûõ 4m + 4n äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó
ñîáîé 2m + 2n ïåðåìåííûõ xµ, xµ, ξν , ξν :

∂A00

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ

∂A00

∂ξν
(xµ, ξν) = −ξν

∂A01

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ

∂A01

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν

∂A10

∂xµ

(xµ, ξ
ν) = xµ ∂A10

∂ξν
(xµ, ξ

ν) = −ξν

∂A11

∂xµ

(xµ, ξν) = xµ ∂A11

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν

µ = 1, 2, . . . , m ν = 1, 2, . . . , n.

Ìåõàíèêà Ëàãðàíæà è ìåõàíèêà Ãàìèëüòîíà âîçíèêàþò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
îáùåé òåîðèè ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ, åñëè ïîëîæèòü

m = n (µ = 1, 2, . . . , n; ν = 1, 2, . . . , n)

è äàòü àíîíèìíûì ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì xµ, xµ, ξν , ξν è ñàêðàëüíûì ïîòåí-
öèàëàì (A00, A11) è (A01, A01) ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ:

x1, . . . , xn = q1, . . . , qn; ξ1, . . . , ξn = v1, . . . , vn,

x1, . . . , xn = f1, . . . , fn; ξ1, . . . , ξn = p1, . . . , pn,

ãäå
q1, . . . , qn � îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû,

f1, . . . , fn � îáîáù¼ííûå ñèëû,
v1, . . . , vn � îáîáù¼ííûå ñêîðîñòè,
p1, . . . , pn � îáîáù¼ííûå èìïóëüñû

A00(xµ, ξν) = U(qµ, vν , t),

A01(xµ, ξν) = H(qµ, pν , t),

A10(xµ, ξ
ν) = H̃(fµ, x

ν , t),

A11(xµ, ξν) = Ũ(fµ, pν , t).

Òàêèì îáðàçîì, ñàêðàëüíûå ïîòåíöèàëû U(qµ, vν , t) , Ũ(fµ, pν , t) , H(qµ, pν , t) ,
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H̃(fµ, v
ν , t) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

U(qµ, vν , t) + fµq
µ + pνv

ν − Ũ(fµ, pν , t) = 0,

H(qµ, pν , t) + fµq
µ − pνv

ν − H̃(fµ, v
ν , t) = 0,

U(qµ, vν , t)−H(qµ, pν , t)− H̃(fµ, v
ν , t) + Ũ(fµ, pν , t) = 0,

ïîðîæäàþò ïîëíóþ ñèñòåìó 4n+4n äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþ-
ùèõ ìåæäó ñîáîé 2n+2n ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí q1, . . . , qn ; f1, . . . , fn ; v1, . . . , vn ;
p1, . . . , pn ;

∂U

∂qµ
(qµ, vν , t) = −fµ

∂U

∂vν
(qµ, vν , t) = −pν

∂H

∂qµ
(qµ, pν , t) = −fµ

∂H

∂pν

(qµ, pν , t) = vν

∂H̃

∂fµ

(fµ, v
ν , t) = qµ ∂H̃

∂vν
(fµ, v

ν , t) = −pν (10)

∂Ũ

∂fµ

(fµ, pµ, t) = qµ ∂Ũ

∂pν

(fµ, pµ, t) = vν

Â îòëè÷èå îò òåðìîäèíàìèêè, íå ñîäåðæàùåé â ñåáå âðåìåíè, ìåõàíèêà ñó-
ùåñòâåííûì îáðàçîì âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîíÿòèå âðåìåíè t . Ýòî íàõîäèò ñâî¼
âûðàæåíèå â 2n äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé:

vµ = q̇µ

è
fµ = ṗµ.

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà 8n àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (10) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó
8n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂U

∂qµ
(qµ, q̇ν , t) = −ṗµ

∂U

∂q̇µ
(qµ, q̇ν , t) = −pν

∂H

∂qµ
(qµ, pν , t) = −ṗµ

∂H

∂pν

(qµ, pν , t) = −q̇ν

∂H̃

∂ṗµ

(ṗµ, q̇
ν , t) = qµ ∂H̃

∂q̇nu
(ṗµ, q̇

ν , t) = −pν

∂Ũ

∂ṗµ

(ṗµ, pν , t) = qµ ∂Ũ

∂pν

(ṗµ, pν , t) = q̇µ.

(11)
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Ïîñêîëüêó âñå ñèñòåìû 2n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ïîðîæäàåìûå êàæäûì ñàêðàëüíûì ïîòåíöèàëîì U , H , H̃ , Ũ , ýêâèâàëåíò-
íû, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñèñòåìîé 2n óðàâíåíèé, ïîðîæäàåìîé êàêèì-ëèáî
îäíèì ñàêðàëüíûì ïîòåíöèàëîì.

Åñëè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïîòåíöèàëà âçÿòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ Ëàãðàí-
æà U(qµ, q̇ν , t) , òî èç óðàâíåíèé

∂U

∂qµ
(qµ, q̇ν , t) = −ṗµ

∂U

∂q̇µ
(qµ, q̇ν , t) = −pν

ñëåäóåò ñèñòåìà n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà � óðàâíåíèå
Ëàãðàíæà

d

dt

(
∂U

∂q̇µ

)
− ∂U

∂qµ
= 0

èëè
d

dt

(
∂L

∂q̇µ

)
− ∂L

∂qµ
= 0.

Íî åñëè äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà, òî
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå ïðèíöèï íàèìåíü-
øåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà.

Åñëè â êà÷åñòâå èñõîäíîé âçÿòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H(qµ, pν , t) , òî ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó 2n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà � ñèñòåìó
êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà:

ṗµ = −∂H

∂qµ
(qµ, pµ, t)

q̇µ = −∂H

∂pµ

(qµ, pµ, t)



Ïðèìåð 18. Ìåõàíèêà Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Íà÷í¼ì ñ òðàäèöèîííîãî èçëîæåíèÿ. Îáû÷íî äåéñòâèå S îïðåäåëÿåòñÿ
êàê èíòåãðàë îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà [1]

S =

t∫

t0

Ldτ (1)

èëè
dS

dt
= L è dS

dt0
= −L0.

Íî ÷òî ñêðûâàåòñÿ çà ýòèìè ôîðìóëàìè?

Ðàññìîòðèì ýòî îïðåäåëåíèå áîëåå ïîäðîáíî. Íà÷í¼ì ñ èíòåãðàëà.

S̃ =

t∫

t0

L
(
q(q0, v0, τ), v(q0, v0, τ), τ

)
dτ = S̃(q0, v0, t, τ0). (2)

Èç qµ = qµ(qµ
0 , vµ

0 ; t) íàõîäèì

vµ
0 = vµ

0 (qµ, qµ
0 , t). (3)

Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (2) ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ êàê
ôóíêöèè q, q0, t, t0 :

S = S̃
(
q0, v0(q, q0, t), t, t0

)
= S(qµ, t; qµ

0 , t0).

×òîáû íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂S
∂qµ è ∂S

∂qµ
0

ðàññìîòðèì âàðèàöèþ:

δS =

t∫

t0

δLdτ =

t∫

t0

(
∂L

∂qµ
δqµ +

∂L

∂vµ
δvµ

)
dτ =

=

t∫

t0

(ṗµδq
µ + pµδq̇

µ)dτ =

t∫

t0

d

dτ
(pµδq

µ)dτ = pµδq
µ

t∣∣∣
t0

=

= pµδq
µ − pµ(0)δqµ(0).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:
∂S

∂qµ

(
qµ, t; qn(0), t0

)
= pµ,

∂S

∂qµ(0)

(
qµ, t; qn(0), t0

)
= − pµ(0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì:
dS

dt
= L è dS

dt0
= −L0.
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Èòàê, èìååì
dS

dt
=

∂S

∂t
+

∂S

∂qµ
· q̇µ =

∂S

∂t
+ pµq̇

µ = L = pµq̇
µ −H

èëè
∂S

∂t
= −H.

Àíàëîãè÷íî
dS

dt0
=

∂S

∂t0
+

∂S

∂qµ(0)
· q̇µ(0) =

∂S

∂t0
− pµ(0)q̇µ(0) = −L0 = −pµ(0)q̇µ(0) + H0

èëè
∂S

∂t0
= H0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

dS = pµdqµ −Hdt− pµ(0)dqµ(0) + H0dt0.

Â èòîãå èìååì ÷åòûðå ôóíêöèè äåéñòâèÿ:

dS1(q, q0.t, t0) = pµdqµ − pµ(0)dqµ(0)−Hdt + H0dt0,

dS2(q, q0.t, t0) = pµdqµ + qµ(0)dpµ(0)−Hdt + H0dt0,

dS3(q, q0.t, t0) = −qµdpµ − pµ(0)dqµ(0)−Hdt + H0dt0,

dS4(q, q0.t, t0) = −qµdpµ + qµ(0)dpµ(0)−Hdt + H0dt0,

ãäå ÷åòûðå ôóíêöèè äåéñòâèÿ S1, S2, S3, S4 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè:

S1(q, t; q0, t0) = S1(q, t; q0, t0),

S2(q, t; q0, t0) = S1(q, t; q0, t0) + pµ(0)qµ(0),

S3(q, t; q0, t0) = S1(q, t; q0, t0)− pµq
µ,

S4(q, t; q0, t0) = S1(q, t; q0, t0)− pµq
µ + pµ(0)qµ(0).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà
∂S

∂t
= −H(q, p, t) è ∂S

∂qµ
= pµ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

∂S

∂t
+ H

(
qµ,

∂S

∂qν
, t

)
= 0.
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Èòàê, ââåäåíèå ôóíêöèè äåéñòâèÿ

S =

t∫

t0

Ldτ

ïîçâîëÿåò ñâåñòè ìåõàíèêó Ëàãðàíæà�Ãàìèëüòîíà, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæèò
n óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà � óðàâíåíèé Ëàãðàíæà,

d

dt

(
∂L

∂q̇µ

)
− ∂L

∂qµ
= 0

èëè 2n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà � ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëü-
òîíà

ṗµ = −∂H

∂qµ
è q̇µ =

∂H

∂pµ

ê ìåõàíèêå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæèò îäíî óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ � óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè,

∂S

∂t
+ H

(
qµ,

∂S

∂qν
, t

)
= 0.

Ïîëó÷èì ýòî óðàâíåíèå íåçàâèñèìûì ïóò¼ì êàê ñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íà
äâóõ ìíîæåñòâàõ M è M àääèòèâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ðàíãà (2n + 4, 2n + 4) .

Ñîãëàñíî theorema egregium Ìèõàéëè÷åíêî â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå:
âåðèôèêàòîð è ðåïðåçåíòàòîð ýòîãî ðåøåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

2(n+1)+1

K
11
i1...i2n+4;k1...k2n+4

(
2(n+1)

w ) = 0

2(n+1)

w ik= s(k) + xµ(i)xµ(k) + xn+1(i)x
n+1(k) + ξν(i)ξ

ν(k) + ξn+1(i)ξ
n+1(k) + s(i).

Íàëîæèì ïåðâîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � áóäåì ñ÷èòàòü ñêðûòûé ïàðàìåòð s
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé êîíòðàâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò:

x1, . . . , xn, xn+1, ξ1, . . . , ξn, ξn+1,

à ñêðûòûé ïàðàìåòð s � ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé êîâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò:

x1, . . . , xn, xn+1, ξ1, . . . , ξn, ξn+1,òî åñòü
s = A00(xµ, xn+1, ξν , ξn+1),

s = −A11(xµ, xn+1, ξν , ξn+1).

Èòàê, èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà 2(n+1)

w ik :
2(n+1)

w ik= A00
(
xµ(k), xn+1(k), ξν(k), ξn+1(k)

)
+ xµ(i)xµ(k) + xn+1(i)x

n+1(k) +

+ ξν(i)ξ
ν(k) + ξn+1(i)ξ

n+1(k)− A11
(
xµ(k), xn+1(k), ξν(k), ξn+1(k)

)
.



558 ×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

Íàëîæèì âòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå � óñëîâèå ðåôëåêñèè:
2(n+1)

w i i= 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé äâà
äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëà A00 è A11 :

A00(xµ, xn+1, ξν , ξn+1) + xµx
µ + xn+1x

n+1 + ξνξ
ν + ξn+1ξ

n+1 −
− A11(xµ, xn+1, ξν , ξn+1) = 0. (4)

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì:
(

∂A00

∂xµ
+ xµ

)
dxµ +

(
∂A00

∂ξν
+ ξν

)
dξν +

(
∂A00

∂xn+1
+ xn+1

)
dxn+1 +

+

(
∂A00

∂ξn+1
+ ξn+1

)
dξn+1 +

(
−∂A11

∂xµ

+ xµ

)
dxµ +

(
−∂A11

∂ξν

+ ξν

)
dξν +

+

(
− ∂A11

∂xn+1

+ xn+1

)
dxn+1 +

(
− ∂A11

∂ξn+1

+ ξn+1

)
dξn+1 = 0. (5)

×òîáû ñîîòíîøåíèå (4) èìåëî êàêîé-ëèáî ñìûñë è ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé òîæ-
äåñòâî îòíîñèòåëüíî âñåõ ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìî ïîëîæèòü:

xν = xµ(xµ, xn+1, ξν , ξn+1),

ξν = ξµ(xµ, xn+1, ξν , ξn+1),

xn+1 = xn+1(xµ, xn+1, ξν , ξn+1),

ξn+1 = ξn+1(xµ, xn+1, ξν , ξn+1).

(6)

Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèé (5) ïðèíÿòü

xµ =
∂A11

∂xµ

(xµ, xn+1; ξν , ξn+1), ξµ =
∂A11

∂ξµ

(xµ, xn+1; ξν , ξn+1),

xn+1 =
∂A11

∂xn+1

(xµ, xn+1; ξν , ξn+1), ξn+1 =
∂A11

∂ξn+1

(xµ, xn+1; ξν , ξn+1),

òî ðàâåíñòâî (5) ïðèìåò âèä:
(

∂A00

∂xµ
+ xµ

)
dxµ +

(
∂A00

∂ξν
+ ξν

)
dξν +

(
∂A00

∂xn+1
+ xn+1

)
dxn+1 +

+

(
∂A00

∂ξn+1
+ ξn+1

)
dξn+1 = 0.

Òàê êàê dxµ, dξn, dxn+1, dξn+1 íåçàâèñèìû, òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
2(n + 1) ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé 4(n + 1) ïåðåìåííûõ:

xµ, xn+1; ξν , ξn+1; xµ, xn+1; ξν , ξn+1
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∂A00

∂xµ
(xµ, xn+1; ξν , ξn+1) = −xµ

∂A00

∂ξν
(xµ, xn+1; ξν , ξn+1) = −ξν

∂A00

∂xn+1
(xµ, xn+1; ξν , ξn+1) = −xn+1

∂A00

∂ξn+1
(xµ, xn+1; ξν , ξn+1) = −ξn+1.

Ìåõàíèêà Ãàìèëüòîíà�ßêîáè âîçíèêàåò â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê
ðåçóëüòàò ñóùåñòâîâàíèÿ ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè, åñëè ïðèäàòü ïåðåìåííûì

x1, . . . , xn, xn+1; ξ1, . . . , ξnξn+1;

x1, . . . , xn, xn+1; ξ1, . . . , ξnξn+1

è ñàêðàëüíîìó ïîòåíöèàëó A00(xµ, xn+1; ξν , ξn+1) ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ:
x1, . . . , xn = q1, . . . , qn � îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû,
xn+1 = t � òåêóùåå âðåìÿ,
−x1, . . . ,−xn = p1, . . . , pn � îáîáù¼ííûå èìïóëüñû,
xn+1 = H(q, p, t) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà;
ξ1, . . . , ξn = q1(0), . . . , qn(0) � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò,
ξn+1 = t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,
ξ1, . . . , ξn = p1(0), . . . , pn(0) � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ îáîáù¼ííûõ èìïóëüñîâ,
−ξn+1 = H(q0, p0, t) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

A00(xµ, xn+1, ξν , ξn+1) = S1

(
qµ, qν(0), t, t0

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííûì òðåòüèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ
òðåáîâàíèå

xn+1 = H = H(qµ, pν , t),

−ξn+1 = H0 = H(qµ(0), pν(0), t).

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìà 2(n + 1) óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó
ñîáîé 4(n + 1) ïåðåìåííûõ,

q1, . . . , qn, t; q1(0), . . . , qn(0), t0

p1, . . . , pn, H; p1(0), . . . , pn(0), H(0),
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èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂S1

∂qµ
(qµ, qν(0), t, t0) = pµ, (7)

∂S1

∂qµ(0)
(qµ, qν(0), t, t0) = −pµ(0), (8)

∂S1

∂t
(qµ, qν(0), t, t0) = −H(qµ, pν , t), (9)

∂S1

∂t0
(qµ, qν(0), t, t0) = H

(
qµ(0), pν(0), t0

)
. (10)

Åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ S1(q
µ, qν(0), t, t0) , òî èç n óðàâíåíèé (8) íàõîäèì:

qµ = qµ
(
t, t0, q(0), p(0)

)
,

à çàòåì èç n óðàâíåíèé (8) íàõîäèì:

pµ = pµ

(
t, t0, q(0), p(0)

)
.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà (7) è (8) â âèäå:

pµ =
∂S

∂qµ
(q, t),

∂S

∂t
+ H(qµ, pν , t) = 0

è, â êîíöå êîíöîâ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè S(q1, . . . , qν , t) :

∂S

∂t
(q1, . . . , qn, t) + H

(
q1, . . . , qn,

∂S

∂q1
, . . . ,

∂S

∂qn
, t

)
(11)

Â äàííîé ñèòóàöèè îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò íå îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (11),
à òàê íàçûâàåìûé ïîëíûé èíòåãðàë; òàê íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
ñîäåðæàùåå ñòîëüêî íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ñêîëüêî èìååòñÿ
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

S = S(t, q1, . . . , qn; α1 . . . , αn) + α0.
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Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 18

[1]. Ëàíäàó Ë. Ä. è Ëèôøèö Å. Ì. Ìåõàíèêà. (Ñåðèÿ �òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà�
òîì. 1), Ì., 1973 ã., Ñ. 173.

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ãäå
ñîçäàâàëàñü Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð



Ïðèìåð 19.Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà:

ṗµ = −∂H

∂qµ
(qν , pν , t),

q̇µ =
∂H

∂pµ
(qν , pν , t).

(1)

Êàêèì äîëæíî áûòü ïðåîáðàçîâàíèå ñòàðûõ ïåðåìåííûõ q1, . . . , qn;
p1, . . . , pn ê íîâûì Q1, . . . , Qn; P1, . . . , Pn

qµ = qµ(Qµ, Pν , t)

pµ = pµ(Qµ, Pν , t),

ñîõðàíÿþùåå âèä óðàâíåíèé (1), òî åñòü ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) â
ñèñòåìó óðàâíåíèé

Ṗµ = − ∂K

∂Qµ
(Qµ, Pν , t),

Q̇µ =
∂K

∂Pν

(Qµ, Pν , t) ?

(2)

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îñ-
íîâàíèè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåæèò ðàññìîòðåííàÿ âûøå îáùàÿ òåîðèÿ
ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ:

A00(xµ, ξν), A01(xµ, ξν), A10(xµ, ξ
ν), A11(xµ, ξν).

Ýòè ïîòåíöèàëû ïîðîæäàþò ñèñòåìó 4n + 4n äóàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ óðàâíåíèé,
ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé 4n ïåðåìåííûõ:

x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn

x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn :

∂A00

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ

∂A00

∂ξν
(xµ, ξν) = −ξν

∂A01

∂xµ
(xµ, ξν) = −xµ

∂A01

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν

∂A10

∂xµ

(xµ, ξ
ν) = xµ ∂A10

∂ξν
(xµ, ξ

ν) = −ξν

∂A11

∂xµ

(xµ, ξν) = xµ ∂A11

∂ξν

(xµ, ξν) = ξν



Ãëàâà 15. Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ ïåðâîãî ðîäà 563

åñëè ïîòåíöèàëû A00, A01, A10, A11 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè:

A00(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν)

A01(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + ξνξ
ν

A10(xµ, ξ
ν) = A00(xµ, ξν) + xµx

µ

A11(xµ, ξν) = A00(xµ, ξν) + xµx
µ + ξνξ

ν .

Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

qµ = qµ(Qµ, Pν , t)

pν = pν(Q
µ, Pν , t)

âîçíèêàþò èç òåîðèè ñàêðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ, åñëè ïðèäàòü ïåðåìåííûì
xµ , xµ , ξν , ξν ñëåäóþùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë:

x1, . . . , xn = q1, . . . , qn; ξ1, . . . , ξn = Q1, . . . , Qn

x1, . . . , xn = −p1, . . . ,−pn; ξ1, . . . , ξn = P1, . . . , Pn

è ââåñòè ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè:

F1(q
µ, Qν , t) = A00(xµ, ξν);

F2(q
µ, Pν , t) = A01(xµ, ξν);

F3(pµ, Q
ν , t) = A10(xµ, ξ

ν);

F4(pµ, Pν , t) = A11(xµ, ξν).

Â ýòîì ñëó÷àå îäíî è òîæå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
îäíèì èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ âàðèàíòîâ:
ïåðâûé âàðèàíò:

∂F1

∂qµ
(qµ, Qν , t) = pµ;

∂F1

∂Qν
(qµ, Qν , t) = −Pν ; (3)

âòîðîé âàðèàíò:
∂F2

∂qµ
(qµ, Pν , t) = pν ;

∂F2

∂Pν

(qµ, Pν , t) = Qν ; (4)

òðåòèé âàðèàíò
∂F3

∂pµ

(pµ, Q
ν , t) = −qµ;

∂F3

∂Qν
(pµ, Q

ν , t) = −Pν ; (5)

÷åòâ¼ðòûé âàðèàíò:
∂F4

∂pµ

(pµ, Pν , t) = −qµ;
∂F4

∂Pν

(pµ, Pν , t) = Qν , (6)
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åñëè ÷åòûðå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

F1(q
µ, Qν , t), F2(q

µ, Pν , t), F3(pµ, Q
ν , t), F4(pµ, Pν , t)

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

F1(q
m, Qν , t) = F1(q

m, Qν , t) ;

F2(q
µ, Pν , t) = F1(q

m, Qν , t) + PνQ
ν

F3(pµ, Q
ν , t) = F1(q

m, Qν , t)− pµq
µ

F4(pµ, Pν , t) = F1(q
m, Qν , t)− pµq

µ + PνQ
ν .

Äîêàæåì, ÷òî êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííûå â íåÿâíîì âèäå êàæ-
äûì èç ÷åòûð¼õ âàðèàíòîâ (3)�(6), ïðèâîäÿò ê íîâîé ñèñòåìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (2).

Èç ðàâåíñòâ (3)�(6) ñëåäóþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂pµ

∂Qν
= −∂Pν

∂qµ
;

∂pµ

∂Pν

=
∂Qν

∂qµ
;

∂qµ

∂Qν
=

∂Pν

∂pµ

;
∂qµ

∂Pν

= −∂Qν

∂pµ

.

(7)

Â êà÷åñòâå íîâîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà K(Qµ, Pν , t) âîçüì¼ì îäíó èç ñëåäó-
þùèõ ÷åòûð¼õ ôóíêöèé:
ïåðâûé âàðèàíò:

K1(Q, P , t, c) = H
(
q(Q, P , t), p(Q, P , t), t

)
+

∂F1

∂t
(c,Qν , t); (8)

âòîðîé âàðèàíò:

K2(QP, t, c) = H
(
q(Q,P, t), p(Q,P, t), t

)
+

∂F2

∂t
(c, Pν , t); (9)

òðåòèé âàðèàíò:

K3(Q, P , t, c) = H
(
q(Q, P , t), p(Q, P , t), t

)
+

∂F3

∂t
(c,Qν , t); (10)

÷åòâ¼ðòûé âàðèàíò:

K4(Q,P, t, c) = H
(
q(Q, P, t), p(Q,P, t), t

)
+

∂F4

∂t
(c, Pν , t), (11)

ãäå

Qµ = Qµ(q, p, t); Q = Q
µ
(q, p);

Pν = Pν(q, p, t); P ν = P ν(q, p),
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ãäå c = c1, . . . , cn è c = c1, . . . , cn � äâà íàáîðà ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò.
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (7) è èì ýêâèâàëåíòíûå

∂pµ

∂Q
ν = −∂P ν

∂qµ
,

∂pµ

∂P ν

=
∂Q

ν

∂qµ
,

∂qµ

∂Q
ν =

∂P ν

∂pµ

,
∂qµ

∂P ν

= −∂Q
ν

∂pµ

.

ëåãêî ïîëó÷àåì íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðàâåíñòâ (8)�(11) ñëå-
äóþùèå óðàâíåíèÿ:

∂K1

∂Qµ
(Q, P , y, c) = −Ṗµ;

∂K1

∂P µ

(Q, P , t, c) = Q̇µ;

∂K2

∂Q
µ (Q,P, t, c) = −Ṗ µ;

∂K2

∂Pµ

(Q, P , t, c) = Q̇µ;

∂K3

∂Qµ
(Q, P , y, c) = −Ṗµ;

∂K3

∂P µ

(Q, P , t, c) = Q̇µ;

∂K4

∂Q
µ (Q,P, t, c) = −Ṗ µ;

∂K4

∂Pµ

(Q, P , t, c) = Q̇µ.

Èòàê, â êîíå÷íîì èòîãå ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà â íîâûõ
ïåðåìåííûõ Qµ , P ν èìååò âèä:

∂K

∂Qµ
(Q,P, t) = −Ṗµ

∂K

∂Pµ

(Q,P, t) = Q̇µ

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¢
¢
¢
¢
¢¢

A
A

A
A

AA

¢
¢

¢
¢

¢
¢
¢

A
A
A
A
A
A
A

Ñóù-

íîñòü

ßâëåíèå
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Ëèòåðàòóðà ê Ïðèìåðó 19

[1]. Ëàíäàó Ë. Ä. è Ëèôøèö Å. Ì.Ìåõàíèêà. (Ñåðèÿ �Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà�
òîì. 1), Ì., 1973 ã., Ñ. 173.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

À âîò è äîì, êóäà îí òàê ëåòåë �
Ñòàðèííîå ñâÿòèëèùå íàóêè.
Ìîñêîâñêèõ çîä÷èõ çîëîòûå ðóêè
Çäåñü ïîëîæèëè ïðî÷íîñòè ïðåäåë.



Ïðèìåð 20. Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè

Òî, ÷òî â ïåðâóþ î÷åðåäü îòëè÷àåò òåîðåòè÷åñêóþ ôèçèêó îò ìàòåìàòèêè,
ýòî øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí � äëèíû, âðåìåíè, ñêîðîñòè,
óñêîðåíèÿ, òåìïåðàòóðû, ñèëû, ìàññû, ýíåðãèè è ò.ä. è ñîîòâåòñòâóþùèõ åäèíèö
� ìåòðà, ñåêóíäû, ìåòðà â ñåêóíäó, ìåòðà íà ñåêóíäó â êâàäðàòå, êåëüâèíà,
íüþòîíà, êèëîãðàììà, äæîóëÿ è ò.ä.

×òî æå òàêîå ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà?
Ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò ïðåæäå âñåãî îò ñàìîã�î ôèçè÷åñêîãî

îáúåêòà i è îò ñîîòâåòñòâóþùåé èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðû σ , ïîçâîëÿþùåé
âûÿâèòü òå èëè èíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà.

Îáû÷íî, èìåÿ ïåðåä ñîáîé ïðîñòåéøóþ, íàãëÿäíóþ îïåðàöèþ èçìåðåíèÿ äëè-
íû ñòåðæíÿ, òðàêòóþò ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû êàê
ïðîöåäóðó �îòêëàäûâàíèÿ� ýòàëîííîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà e íà èçìåðÿåìîì
îáúåêòå i . Ýòó îïåðàöèþ åù¼ ìîæíî êàê-òî ïðåäñòàâèòü è îñóùåñòâèòü â ñëó-
÷àå èçìåðåíèÿ äëèíû, ñëîæíåå � ïëîùàäè, è óæå ñ áîëüøèì òðóäîì � îáú¼ìà.

Íî ÷òî çíà÷èò �îòëîæèòü� ýòàëîííîå ñîñòîÿíèå íà èçìåðÿåìîå ñîñòîÿíèå òîãî
èëè èíîãî ôèçè÷åñêîãî òåëà â ñëó÷àå èçìåðåíèÿ åãî òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòè
èëè íàìàãíè÷åííîñòè? Êàê, íàïðèìåð, �îòëîæèòü� îäèí ãðàäóñ Êåëüâèíà íà
ñîñòîÿíèå íàãðåòîãî òåëà?

Äåëî â òîì, ÷òî ïðè áîëåå ñòðîãîì ðàññìîòðåíèè ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî óíèâåðñàëüíûé àë-
ãîðèòì èçìåðåíèÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ íà-
ãëÿäíûì �îòêëàäûâàíèåì� ýòàëîíà.

Ïðîöåññ èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå öåëî-
ãî ìíîæåñòâà

S = {σ, λ, . . .},
ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé êîíñòðóêöèè ïðèáîðîâ ñ ðàçëè÷íûìè ðàâíîìåðíûìè øêàëà-
ìè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçìåðåíèÿ îäíîé è òîé æå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðè-
âàåìîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà i .

Ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íå÷èñëîâûõ ïå-
ðåìåííûõ:

ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà i ∈ M

è ñîîòâåòñòâóþùåãî èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà σ ∈ S , òî åñòü
a : S × M −→ IR

( σ, i ) 7−→ aσ (i).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ïðèáîð σ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ôè-
çè÷åñêîìó îáúåêòó i ÷èñëî aσ (i) , íàçûâàåìîå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé ôèçè÷å-
ñêîãî îáúåêòà i .

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ:
Ìåæäó ìíîæåñòâîì ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ M è ìíîæåñòâîì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ S èìåþò ìåñòî âïîëíå îïðåäåë¼ííûå óñòîé÷è-
âûå îòíîøåíèÿ, íàõîäÿùèå ñâî¼ âûðàæåíèå â ôàêòå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòåéøåé
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ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷åòûðå
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû:

aσ (i), aσ (k) è aλ (i), aλ (k),

îòíîñÿùèåñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì ôèçè÷åñêèì îáúåêòàì i è k è ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå äâóõ èçìåðèòåëüíûõ îïåðàöèé σ è λ , ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðî-
ñòåéøèì ñîîòíîøåíèåì:

∣∣∣∣
aσ (i) aσ (k)
aλ (i) aλ (k)

∣∣∣∣ = aσ (i) aλ (k) − aσ (k) aλ (i) = 0

èëè
aσ (i)

aσ (k)
=

aλ (i)

aλ (k)
= . . . = a (k, i),

òî åñòü îòíîøåíèå äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí aσ (i)
aσ (k)

= a (k, i) íå çàâèñèò îò âû-
áîðà èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà σ .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

aσ (i) = aσ (k) · a (k, i). (1)

Åñëè ñðåäè âñåõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ê ìíîæåñòâó M , âû-
áðàòü îäèí îáúåêò

e ∈ M

è íàçâàòü åãî ýòàëîííûì ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì, òî ðàâåíñòâî (1) ïðèîáðåò¼ò
âèä:

aσ (i) = aσ (e) · a (e, i). (2)
Èòàê, ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà aσ (i) åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñëîâûõ

ôóíêöèé aσ (e) è a (e, i) .
Ïåðâàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ aσ (e) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó

ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà e , ïðèíÿòîãî â êà÷åñòâå ýòàëîíà. Ïî òðàäèöèè ýòà ÷èñëî-
âàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ �åäèíèöåé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû� è îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

aσ (e) = [ a ]σ.

Îíà êàê áû âáèðàåò â ñåáÿ �íåíóæíóþ� ïåðåìåííóþ � ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèòåëü-
íóþ îïåðàöèþ σ � äåëàÿ òåì ñàìûì âåëè÷èíó a (e, i) èíâàðèàíòíîé îòíîñè-
òåëüíî âûáîðà îïåðàöèè σ .

Ïî òðàäèöèè ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ a (e, i) íàçûâàåòñÿ ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì
ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà i ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå ýòàëîíà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà e
è îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

a (e, i) = { a }.
Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2) â òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

aσ = [ a ]σ · { a }. (3)
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Â ñëó÷àå, åñëè ýòàëîííûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò e � �ñàíòèìåòð�� è a (ñì, i) = 12 ,
òî ðàâåíñòâî (3) ïðèìåò çíàêîìûé åù¼ èç ñðåäíåé øêîëû âèä:

`σ = ñìσ · 12 èëè ` = 12 ñì.

Ïî òðàäèöèè, èäóùåé îò íàãëÿäíîé ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ äëèíû ñòåðæíÿ
ïóò¼ì îòêëàäûâàíèÿ íà í¼ì ñòåðæíÿ, ïðèíÿòîãî çà ýòàëîí, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åäèíè-
öà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì,
ïðèíÿòûì â êà÷åñòâå ýòàëîíà. Íî åñëè ýòî òàê, òî åäèíèöà ñêîðîñòè äîëæíà
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ îòðåçêà åäèíè÷íîé äëèíû íà ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè ñîáûòèÿìè, ïðèíÿòûìè çà ýòàëîí,
íàïîìèíàÿ ïðè ýòîì íå÷òî íåñóðàçíîå, òèïà ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ïèðîãà íà ñà-
ïîãè.

Èòàê, óñòàíîâëåíèå ÷èñëîâîé ïðèðîäû ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû aσ (i) è å¼ åäè-
íèöû aσ (e) ñíèìàåò ìíîãèå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâ-
íåíèé, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå çàêîíû, à èìåííî:

• îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ �èìåíîâàííûõ ÷èñåë�, èìåþùèõ ÿêîáû
êàêóþ-òî îñîáóþ íå÷èñëîâóþ ïðèðîäó;

• äåëàåò âîçìîæíûì îñóùåñòâëÿòü ñ åäèíèöàìè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îáû÷-
íûå îïåðàöèè � óìíîæåíèå è äåëåíèå, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå
êîðíÿ 80.

• ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü è íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ôèçè-
÷åñêîãî çàêîíà â âèäå, èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî âûáîðà ýòàëîíîâ e è ïðîöå-
äóðû èçìåðåíèÿ σ .

Ñàêðàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
òåîðèè ðàçìåðíîñòè

2

K 00
µν; ik(

1
a) ≡ 0

80×òî æå êàñàåòñÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ, òî â íèõ, â ñèëó ñïåöèôèêè ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí, ïðîñòî íåò íåîáõîäèìîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû âîçíè-
êàþò â ðåçóëüòàòå ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáûõ îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ M è ìíîæåñòâîì èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ S , â îñíîâàíèè êîòîðûõ ëåæèò ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2), îáåñïå÷èâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòîâ
a (e, i) = aσ (i)

aσ (e) = . . . = aλ (i)
aλ (e) , íå çàâèñÿùèõ îò ñëó÷àéíîãî âûáîðà òîé èëè èíîé èçìåðèòåëüíîé

îïåðàöèè σ . Äðóãèìè ñëîâàìè, ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, èìåÿ ÷èñëîâóþ ïðèðîäó, îáëàäàåò åù¼
îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì: îòíîøåíèå äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
âûáîðà êîíêðåòíîé èçìåðèòåëüíîé îïåðàöèè.
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1
aµi= ξ(µ)1 x1(i) = aµ(e)a(e, i)

p p p

1

K 00

1

K 01

1

K 10

1

K 11

2

K 02

2

K 20
2

K 00

2

K 01

2

K 10

2

K 11

3

K 00

3

K 01

3

K 10

3

K 11

4

K 00

4

K 01

4

K 10

4

K 11

Ìåñòî ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âûðàæàþùåé ñóùíîñòü
òåîðèè ðàçìåðíîñòè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ

ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, ñóùíîñòü òåîðèè ðàçìåðíîñòè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñàêðàëüíûõ
îòíîøåíèé ìåæäó ìíîæåñòâîì èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ S è ìíîæåñòâîì ôè-
çè÷åñêèõ îáúåêòîâ M . Ïðè ýòîì êàæäûé èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð µ ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðîì ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à êàæäûé ôèçè-
÷åñêèé îáúåêò i ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì äðóãîãî ñàêðàëüíîãî îäíîìåðíîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñàêðàëüíîé âåêòîð-
âåêòîðíîé ãåîìåòðèåé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, äîïîëíåííîé ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

Ñóùíîñòü òåîðèè ðàçìåðíîñòè ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõâåêòîðíîãî êîðòà èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ 〈µ ν | íà äâóõâåêòîðíûé
êîðò ïðîâîäíèêîâ | i k 〉 , îáú¼ìû êàæäîãî èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùíîñòü òåîðèè ðàçìåðíîñòè ñîñòîèò â íàëè÷èè
òàêèõ îòíîøåíèé ìåæäó 2-âåêòîðíûì êîðòîì èçìåðèòåëüíûõ ïðèáî-
ðîâ 〈µ ν | è 2-âåêòîðíûì êîðòîì ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ | i k 〉 , ïðè êîòî-
ðûõ èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäà:

2

K
00

µν; ik(
1
a) = V (µ, ν)1; 0 V 1; 0(i, k) ≡ 0
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¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

¢
¢

¢
¢
¢

A
A
A
A
A

Ñóù-
íîñòü

ßâëåíèå

2

K 00
µν; ik(

1
a) ≡ 0

` = 10 ñì

ßâëåíèå è ñóùíîñòü òåîðèè ðàçìåðíîñòè.

Áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî äðóãèõ ïðèìåðîâ ïðèõîäèò ìíå â ãîëîâó,
íî ìû äîëæíû îñòàíîâèòüñÿ íà ýòîì è ñîõðàíèòü íàøå ïîâåñòâîâàíèå
â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ, ÷òîáû íå óïîäîáèòüñÿ òåì, î êîì òðàãèê Àãàôîí
ñêàçàë:

Èì ïîáî÷íûå äåëà � íàèâàæíåéøèå,
À íàñòîÿùèå òðóäû � ëèøü ìåæäó äåëîì. [1].

[1]. Êëèìåíò Àëåêñàíäðèéñêèé. Ñòðîìàòû. Òîì II, (êíèãè 4 - 5). (ïåðåâîä ñ
äðåâíåãðå÷åñêîãî Å.Â.Àôîíàñèíà81) Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2003.

Èçä-âî Îëåãà Àáûøêî, Ñ. 224 - 225.
81Óäèâèòåëüíà è íåîáû÷íà íàó÷íàÿ êàðüåðà ñàìîã�î ïåðåâîä÷èêà è êîììåíòàòîðà �Ñòðîìàò�,

äîêòîðà ôèëîñîôñêèõ íàóê, ìàãèñòðà èñêóññòâ, ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà Èíñòèòóòà ôè-
ëîñîôèè è ïðàâà ÑÎ ÐÀÍ, ïðåïîäàâàòåëÿ ÍÃÓ � ìîåãî ó÷åíèêà Åâãåíèÿ Àôîíàñèíà. Îí
îêîí÷èë ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÍÃÓ, íî íå ñòàë ôèçèêîì. Â ñâîåé äèïëîìíîé ðàáîòå, ïî-
ñâÿù¼ííîé ìàòåìàòè÷åñêîìó îñíîâàíèþ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îí íå ñìîã ïðåîäîëåòü
âîçíèêøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, îäíàêî â ýòîé ðàáîòå îí ïîêàçàë ñåáÿ êàê ìûñëèòåëü,
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Áðþññåëü. �Àòîìèóì� � ñèìâîë âåðû â
íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ.

ïîñòàâèâøèé ïåðåä ñîáîé ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíóþ çàäà÷ó � îòâåòèòü íà âîïðîñ �×òî åñòü Èñ-
òèíà?�. Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ â àñïèðàíòóðå Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà, Öåíòðàëüíîãî Åâðî-
ïåéñêîãî (Áóäàïåøò) óíèâåðñèòåòà, à çàòåì Îêñôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà, çà âðåìÿ ðàáîòû â
Èíñòèòóòå êëàññè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Áîñòîíñêîãî óíèâåðñèòåòà è â Íàó÷íîì öåíòðå âèçàí-
òèñòèêè Dumbarton Oaks (Washington, USA) Åâãåíèé îâëàäåë òðåìÿ åâðîïåéñêèìè ÿçûêàìè
(àíãëèéñêèì, ôðàíöóçñêèì, íåìåöêèì), ëàòèíñêèì è äðåâíåãðå÷åñêèì è âî âñåîðóæèè ïðîïå-
äåâòè÷åñêèõ èñòîðè÷åñêèõ è ôèëîñîôñêèõ çíàíèé âçÿëñÿ çà ïåðåâîä è êîììåíòàðèé îãðîìíîé,
ñ òðóäîì îáîçðèìîé è ïðàêòè÷åñêè íåïîäú¼ìíîé ãëûáû �Ñòðîìàòîâ� Êëèìåíòà Àëåêñàíäðèé-
ñêîãî. Ýòî ïîñòàâèëî åãî â îäèí ðÿä ñ êðóïíåéøèìè ñîâðåìåííûìè âèçàíòîëîãàìè.

Îáëàñòü åãî íàó÷íûõ èíòåðåñîâ � èñòîðèÿ ôèëîñîôèè, êëàññè÷åñêàÿ ôèëîëîãèÿ, çàïàäíàÿ
òðàäèöèÿ ïðàâà, ïîçäíåàíòè÷íàÿ è ðàííåõðèñòèàíñêàÿ ôèëîñîôèÿ (íåîïèôàãîðåéñòâî, ãíîñòè-
öèçì, ãðå÷åñêàÿ ïàòðèñòèêà).

(Ñì. â Ïðèëîæåíèè V îòçûâ î åãî êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè êðóïíåéøåãî ðîññèéñêîãî
âèçàíòîëîãà Â.Â.Áû÷êîâà).
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Ïðèìåðû ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ âòîðîãî ðîäà,
ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû

Longum iter est per praecepta, breve
et efficax per exempla 82.

Íå ñëåäóåò ñíîâà è ñíîâà áðàòüñÿ çà ÷òî-òî íîâîå è
÷èòàòü âñå âðåìÿ ðàçíîå, íî íóæíî âíîâü è âíîâü ïîãðó-
æàòüñÿ â íå÷òî äåéñòâèòåëüíî âåëèêîå, ïûòàÿñü óäåð-
æàòüñÿ òàì êàê ìîæíî äîëüøå.

� Êàðë ßñïåðñ (1883�1969)

1. Ñàêðàëüíûå çàêîíû âòîðîãî ðîäà, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû

2. Ñàêðàëüíûå îáú¼ìû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

3*. Ñàêðàëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ83

4*. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�àÿ êèíåìàòèêà

5*. Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè � ñàêðàëüíûé çàêîí âòîðîãî ðîäà

6*. Ìèðîâûå ïîñòîÿííûå

7*. Îñíîâàíèÿ òåîðèè ñ÷èñëåíèÿ íàòóðàëüíûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

8*. Ñàêðàëüíûå îñíîâàíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû è åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

9*. Ñàêðàëüíûå îñíîâàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè

10*. Ñàêðàëüíûå îñíîâàíèÿ òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

11*. Ñàêðàëüíûå îñíîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè

12*. ×òî ñêðûâàåòñÿ çà ïîíÿòèåì ïðîèçâîäíîé?

13*. Îòêóäà âîçíèêàþò ïîëèíîìû è àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ?

14*. Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,2) � êëþ÷ ê ðàçãàäêå ÷èñåë e è π

15*. Ñàêðàëüíûå îñíîâàíèÿ òðèãîíîìåòðèè

82Äîëîã ïóòü ïîó÷åíèé, êðàòîê æå è óñïåøåí íà ïðèìåðàõ (Ñåíåêà, 4 äî í.ý � 65 í.ý.)
�Ïèñüìà�, VI, 5.

83Ïðèìåðû, îòìå÷åííûå çâ¼çäî÷êîé *, è ìíîãèå äðóãèå âîïðîñû áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäó-
þùèõ èçäàíèÿõ.
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1. Ñàêðàëüíûå çàêîíû âòîðîãî ðîäà, ñîäåðæàùèå
ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû

Äî ñèõ ïîð øëà ðå÷ü î ñàêðàëüíûõ çàêîíàõ ïåðâîãî ðîäà

n+1

K (
n

q) ≡ 0 ,

ñâîäÿùèõñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîðòîâ, îáú¼ìû
êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ:

n+1

K
00(

n

a) = V (
←
α)n0V

n0(
→
i ) ≡ 0

n+1

K
01(

n

u) = V (
←
α)n0W

n0(i) ≡ 0
n+1

K
10(

n

v) = W (α)n0V
n0(

→
i) ≡ 0

n+1

K
11(

n

w) = W (α)n0W
n0(i) ≡ 0

Îäíàêî, ñóùåñòâóåò áîëüøîé êëàññ ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ âòîðîãî ðîäà

n+1

K (
n

q∗) ≡ 0,

ñâîäÿùèõñÿ ê ðàâåíñòâó íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîðòîâ, îáú¼ì îä-
íîãî èç êîòîðûõ (íàïðèìåð, ëåâîãî êîðòà) îòëè÷åí îò íóëÿ,

n+1

K
00(

n

a∗) = V (
←
α)nV

n(
→
i ) ≡ 0

n+1

K
01(

n

u∗) = V (
←
α)nW n(i) ≡ 0

Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå
n+1

K (
n

q∗) ≡ 0 ïðè óñëîâèè V (α),W (α) 6= 0 ñâî-
äèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó îáðàùåíèþ â íóëü îáú¼ìà ïðàâîãî êîðòà, òî åñòü:

V n(
→
i ) = V n(

→
i ) ≡ 0

èëè
W n(i) = W n( i ) ≡ 0.

Èòàê, íàðÿäó ñ ñàêðàëüíûìè çàêîíàìè ïåðâîãî ðîäà, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñî-
áîé èçìåðèìûå íà îïûòå ðåïðåçåíòàòîðû a←

α
→
i
, u←

α i
, v

α
→
i
, w

α i
, p

α̂
→
i
, q←

αî
, èìåþò

ìåñòî ñàêðàëüíûå çàêîíû âòîðîãî ðîäà

V (~i)1...n = V (~i )1...n =

∣∣∣∣∣∣

X1(~i1) . . . X1(~in)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(~i1) . . . Xn(~in)

∣∣∣∣∣∣
≡ 0 (1)
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è

W (~i)1...n = W (~i )1...n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(~i1) . . . X1(~in) X1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(~i1) . . . Xn(~in) Xn(in+1)

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0, (2)

ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé èçìåðÿåìûå íà îïûòå ñàêðàëüíûå êîîðäèíàòû
X1(i), . . . , Xn(i) .

Èç òîæäåñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ñàêðàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
X1(i), . . . , Xn−1(i), Xn(i) = Y (i) ñîäåðæèò n − 1 ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ:
c1, . . . , cn−1

Y (i) = c1X
1(i) + . . . + cn−1X

n−1(i)

Èç òîæäåñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ñàêðàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
X1(i), . . . , Xn−1(i), Xn(i) = Y (i) ñîäåðæèò n ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ
c0, c1, . . . , cn−1

y(i) = c0 + c1x
1(i) + . . . + cn−1x

n−1(i).

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ
ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ âòîðîãî ðîäà

Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ñàêðàëüíûå çàêîíû âòîðîãî ðîäà, â ñâîþ
î÷åðåäü, äåëÿòñÿ íà îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå.

1. Â îñíîâàíèè îäíîðîäíûõ ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ âòîðîãî ðîäà ðàçìåðíîñòè
n ëåæèò ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (n + 1, n + 1) .

Èñõîäíîå ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå

Φ
(1)
n+1,n+1(aα1i1 , . . . , aα1in+1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aαn+1i1 , . . . , aαn+1in+1)

= 0

èìååò åäèíñòâåííîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ðåøåíèå:
ðåïðåçåíòàòîð

n

aαi= ξ(α, a1)1X 1(i) + . . . + ξ(α, an)nX n(i)

è âåðèôèêàòîð

n+1

K
00
α1...αn+1;i1...in+1

(
n

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 aα1i1 . . . aα1in+1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 aαn+1i1 . . . aαn+1in+1 0
−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, âîçíèêàþùåå
ïðè ðàçäåëåíèè íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α1, . . . , αn+1 è i1, . . . , in+1 :

n+1

K
00
α1...αn+1;i1...in+1

(
n

a) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 0 1
0 ξ(α1,a1)1 . . . ξ(α1,an)n 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn+1,a1)1 . . . ξ(αn+1,an)n 0 0
−1 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0 0
0 X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1) 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ(α1,a1)1 . . . ξ(α1, an)n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αn, a1)1 . . . ξ(αn,an)n 0

ξ(αn+1, a1)1 . . . ξ(αn+1, an)n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≡0

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1)

0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≡0

≡ 0,

ãäå ξ(α,aµ)µ � íåíàáëþäàåìûå êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû ëåâîãî ñóáýéäîñà
α,

Xµ(i) � íàáëþäàåìûå êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû ïðàâîãî ñóáýéäî-
ñà i.

×òîáû ïåðåéòè ê îäíîðîäíûì ôèçè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì ñàêðàëüíûì
çàêîíàì âòîðîãî ðîäà, ñâÿçûâàþùèì ìåæäó ñîáîé ëèøü èçìåðÿåìûå íà îïûòå
íàáëþäàåìûå ñàêðàëüíûå êîîðäèíàòû X 1(i), . . . , X n(i) , íåîáõîäèìî èçáàâèòü-
ñÿ îò íåíàáëþäàåìûõ êîîðäèíàò ξ(α,a1)1, . . . , ξ(α,an)n , âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå
äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà n

aαi .
Äëÿ ýòîãî îñóùåñòâèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ξ(α,aµ)µ ê

íîâûì ïåðåìåííûì ξ(α)µ è λ(α) :

ξ(α, aµ)µ = ξ(α)µ + λ(α)aµ,

ãäå a1, . . . , an � íàáëþäàåìûå ïàðàìåòðû,
λ(α) � íåíàáëþäàåìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íå÷èñëîâîé ïåðå-

ìåííîé α.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

n

a∗αi=ξ(α, a1)1X
1(i) + . . . + ξ(α, an)nX

n(i) =

=
[
ξ(α)1 + λ(α)a1

]
X1(i) + . . . +

[
ξ(α)n + λ(α)an

]
Xn(i) =

=ξ(α)1X
1(i) + . . . + ξ(α)nX

n(i) + λ(α)Z(i),

ãäå
Z (i) = a1X 1(i) + . . . + anX n(i).
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Ïîäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàííûé ðåïðåçåíòàòîð
n

a∗αi â âåðèôèêàòîð
n+1

K 00(
n

a∗) ,
ïîëó÷èì:

n+1

K
00
α1...αn+1;i1...in+1

(
n

a∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 1
0 a∗α1i1

. . . a∗α1in+1
0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 a∗αn+1i1

. . . a∗αn+1in+1
0

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 0 1
0 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n λ(α1) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n λ(αn) 0
0 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n λ(αn+1) 0
−1 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0 0
0 X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1) 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1) 0
0 Z(i1) . . . Z(in) Z(in+1) 0
0 0 . . . 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n λ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n λ(αn)

ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n λ(αn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

6=0

·

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1)
Z(i1) . . . Z(in) Z(in+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≡0

=

= V (α1, . . . , αn, αn+1)1...n; λ︸ ︷︷ ︸
6=0

V 1...n;z(i1, . . . , in, in+1)︸ ︷︷ ︸
≡0

≡ 0,

ãäå
Z (i) = a1X 1(i) + . . . + anX n(i).

Èòàê, ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåíèÿ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïå-
ðåìåííûõ ξ(α, a µ)µ ê íîâûì ïåðåìåííûì ξ(α)µ è λ(α) , ìû âûäåëèëè âñå
ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå ñ ëåâûìè ñóáýéäîñàìè α1, . . . , αn+1 , â îòäåëüíûé íå ðàâ-
íûé íóëþ ìíîæèòåëü V (α1, . . . , αn, αn+1)1...n; λ , íà êîòîðûé ìîæíî ñîêðàòèòü.

Â èòîãå, âìåñòî òîæäåñòâà

n+1

K
00
α1...αn+1;i1...in+1

(
n

a) =

∣∣∣∣∣∣

aα1i1 . . . aα1in+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aαn+1i1 . . . aαn+1in+1

∣∣∣∣∣∣
≡ 0,

ñâÿçûâàþùåãî ìåæäó ñîáîé íåíàáëþäàåìûå ðåïðåçåíòàòîðû n

aαi , ïîëó÷àåì ýê-
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âèâàëåíòíîå òîæäåñòâî

V 1...n;z (i1, . . . , in, in+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1)
Z(i1) . . . Z(in) Z(in+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0

èëè
Zi = a1X

1
i + . . . + anXn

i ,

ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé íàáëþäàåìûå è èçìåðÿåìûå íà îïûòå êîíòðàâàðè-
àíòíûå ñàêðàëüíûå êîîðäèíàòû ïðàâîãî ñóáýéäîñà i .

2. Â îñíîâàíèè íåîäíîðîäíûõ ñàêðàëüíûõ çàêîíîâ âòîðîãî ðîäà ðàçìåðíîñòè
n ëåæèò ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (n + 1, n + 2) .

Èñõîäíîå ñàêðàëüíîå óðàâíåíèå

Φ
(1)
n+1,n+2(uα1i1 , . . . , uα1in+1 , uα1in+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uαn+1i1 , . . . , uαn+1in+1 , uαn+1in+2)

= 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:
ðåïðåçåíòàòîð

n

uαi= ξ(α, a1)1X 1(i) + . . . + ξ(α, an)nX n(i) + ξ(α, a0)0

è âåðèôèêàòîð

n+1

K
01
α1...αn+1;i1...in+1in+2

(
n

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
0 uα1i1 . . . uα1in+1 uα1in+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 uαn+1i1 . . . uαn+1in+1 uαn+1in+2

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, âîçíèêàþùåå ïðè
ðàçäåëåíèè íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ α1, . . . , αn+1 è i1, . . . , in+1in+2 :
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n+1

K
01
α1...αn+1;i1...in+1in+2

(
n

u) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 0 1
0 ξ(α1,a1)1 . . . ξ(α1,an)n 0 ξ(α1, a0)0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn+1,a1)1 . . . ξ(αn+1,an)n 0 ξ(αn+1, a0)0

−1 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
0 X1(i1) . . . X1(in+1) X1(in+2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 Xn(i1) . . . Xn(in+1) Xn(in+2)
0 0 . . . 0 0
0 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣

ξ(α1,a1)1 . . . ξ(α1,an)n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αn+1,a1)1 . . . ξ(αn+1, an)n 0

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . X1(in+1) X1(in+2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(i1) . . . Xn(in+1) Xn(in+2)

0 . . . 0 0
1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= V (α1, . . . , αn, αn+1)1...n;0︸ ︷︷ ︸
≡0

· W 1...n;0∗(i1, . . . , in+1, in+2)︸ ︷︷ ︸
≡0

≡ 0,

ãäå ξ(α,aµ)µ (µ = 1, 2, . . . , n) ξ(α, ao)o � íåíàáëþäàåìûå êîâàðèàíòíûå
ñàêðàëüíûå êîîðäèíàòû ëåâîãî ñóáýéäîñà α,

Xµ(i) � íàáëþäàåìûå êîíòðàâàðèàíòíûå ñàêðàëüíûå êîîðäèíàòû ïðà-
âîãî ñóáýéäîñà i.

×òîáû ïåðåéòè ê íåîäíîðîäíûì ôèçè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì ñàêðàëüíûì
çàêîíàì âòîðîãî ðîäà, ñâÿçûâàþùèì ìåæäó ñîáîé ëèøü èçìåðÿåìûå íà îïûòå
íàáëþäàåìûå ñàêðàëüíûå êîîðäèíàòû X 1(i), . . . , X n(i) , íåîáõîäèìî èçáàâèòü-
ñÿ îò íåíàáëþäàåìûõ êîîðäèíàò ξ(α,a1)1, . . . , ξ(α,an)n; ξ(α,a0)0 , âõîäÿùèõ â
âûðàæåíèå äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà n

uαi .
Äëÿ ýòîãî îñóùåñòâèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ξ(α,an)n ,

ξ(α,ao)o ê íîâûì ïåðåìåííûì ξ(α)µ , ξ(α)o è λ(α) :

ξ(α,aµ)µ = ξ(α)µ + λ(α)aµ,

ξ(α,ao)o = ξ(α)µ + λ(α)ao,
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ãäå ao,a1, . . . , an � íàáëþäàåìûå ïàðàìåòðû,
λ(α) � íåíàáëþäàåìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íå÷èñëîâîé ïåðå-

ìåííîé α.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

n

uαi=ξ(α, a1)1X
1(i) + . . . + ξ(α, an)nXn(i) + ξ(α, ao)o =

=
[
ξ(α)1 + λ(α)a1

]
X1(i) + . . . +

[
ξ(α)n + λ(α)an

]
Xn(i) + ξ(α)o + λ(α)ao =

=ξ(α)1X
1(i) + . . . + ξ(α)nXn(i) + λ(α)Z(i),

ãäå
Z (i) = ao + a1X 1(i) + . . . + anX n(i).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàííûé ðåïðåçåíòàòîð n

uαi â âåðèôèêàòîð
n+1

K 01(
n

u) ,
ïîëó÷èì:

n+1

K
01
α1...αn+1;i1...in+1in+2

(
n

a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1 1
0 uα1i1 . . . uα1in+1 uα1in+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 uαn+1i1 . . . uαn+1in+1 uαn+1in+2

−1 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 0 1
0 ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n λ(α1) ξ(α1)0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n λ(αn) ξ(αn)0

0 ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n λ(αn+1) ξ(αn+1)0

−1 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
0 X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1)
0 Z(i1) . . . Z(in) Z(in+1)
0 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ(α1)1 . . . ξ(α1)n λ(α1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξ(αn)1 . . . ξ(αn)n λ(αn)

ξ(αn+1)1 . . . ξ(αn+1)n λ(αn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

6=0

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1)
Z(i1) . . . Z(in) Z(in+1)

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≡0

=

= V (α1, . . . , αn, αn+1)1...n; λ︸ ︷︷ ︸
6=0

W 1...n;z∗(i1, . . . , in, in+1, in+2)︸ ︷︷ ︸
≡0

≡ 0,

ãäå
Z (i) = ao + a1X 1(i) + . . . + anX n(i).

Èòàê, ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåíèÿ íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïå-
ðåìåííûõ ξ(α, a µ)µ , ξ(α, a o)o ê íîâûì ïåðåìåííûì ξ(α)µ , ξ(α)o è λ(α) ,
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ìû âûäåëèëè âñå ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå ñ ëåâûì ñóáýéäîñîì α1, . . . , αn+1 , â
îòäåëüíûé, íå ðàâíûé íóëþ ìíîæèòåëü V (α1, . . . , αn, αn+1)1...n; λ , íà êîòîðûé
ìîæíî ñîêðàòèòü.

Â èòîãå, âìåñòî òîæäåñòâà

n+1

K
01
α1...αn+1;i1...in+1in+2

(
n

u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uα1i1 . . . uα1in+1 uα1in+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
uαn+1i1 . . . uαn+1in+1 uαn+1in+2

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0,

ñâÿçûâàþùåãî ìåæäó ñîáîé íåíàáëþäàåìûå ðåïðåçåíòàòîðû n

uαi , ïîëó÷àåì ýê-
âèâàëåíòíîå òîæäåñòâî

W 1...n;z ∗(i1, . . . , in, in+1in+2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . X1(in+1) X1(in+2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(i1) . . . Xn(in+1) Xn(in+2)
Z(i1) . . . Z(in+1) Z(in+2)

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ 0

èëè
Zi = ao + a1X

1
i + . . . + anX

n
i ,

ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé íàáëþäàåìûå è èçìåðÿåìûå íà îïûòå êîíòðà-
âàðèàíòíûå ñàêðàëüíûå êîîðäèíàòû ïðàâîãî ñóáýéäîñà i .

2. Ñàêðàëüíûå îáú¼ìû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

Ìû áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ðîäà ðàññòîÿíèé, ïëîùàäåé, îáú¼ìîâ � àíòðîïíûå
è ñàêðàëüíûå.

Äåëî â òîì, ÷òî ñîãëàñíî îáùåìó ïðèíöèïó, ëåæàùåìó â îñíîâàíèè Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êàæäîìó ïîíÿòèþ àíòðîïíîé ôèçèêè (èëè àíòðîïíîé ãåî-
ìåòðèè) ñîîòâåòñòâóåò ñâîé, âïîëíå îïðåäåë¼ííûé, ïðîîáðàç â ñàêðàëüíîé ôèçè-
êå (è, ñîîòâåòñòâåííî, â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè). Çàìåòèì, ÷òî íå äëÿ êàæäîãî
ïîíÿòèÿ ñàêðàëüíîãî Ìèðà íàéä¼òñÿ åãî îáðàç â Ìèðå àíòðîïíîì.

Òàê, íàïðèìåð, íàãëÿäíîìó îáðàçó òî÷êè â òðàäèöèîííîé (àíòðîïíîé) ãåî-
ìåòðèè, â ñàêðàëüíîé ãåîìåòðèè ñîîòâåòñòâóåò å¼ ïðîîáðàç � ïàðà �ñëèïøèõñÿ�
ñàêðàëüíûõ òî÷åê � ëåâûõ ñ êîâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè X1(i), . . . , Xn(i) è
ïðàâûõ ñ êîíòðàâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè X1(i), . . . , Xn(i) .

Àíàëîãè÷íî, íàãëÿäíîìó îáðàçó îáú¼ìà â àíòðîïíîé ãåîìåòðèè, ðàâíîìó ÷èñ-
ëó åäèíè÷íûõ êóáîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ òåëî âíóòðè çàìêíóòîé ïîâåðõíî-
ñòè, ñîîòâåòñòâóåò îäèí èç äâóõ ñàêðàëüíûõ ïðîîáðàçîâ:
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â ñëó÷àå ïàðàëëåëåïèäà, ïîñòðîåííîãî íà òð¼õ âåêòîðàõ ~i1,~i2,~i3 , ñàêðàëüíûé
îáú¼ì ïåðâîãî ðîäà èìååò âèä:

V 123(~i1,~i2,~i3) =

∣∣∣∣∣∣

X1(~i1) X1(~i2) X1(~i3)

X2(~i1) X2(~i2) X2(~i3)

X3(~i1) X3(~i2) X3(~i3)

∣∣∣∣∣∣
;

â ñëó÷àå òåòðàýäðà, ïîñòðîåííîãî íà ÷åòûð¼õ òî÷êàõ i1, i2, i3, i4, ñàêðàëüíûé
îáú¼ì âòîðîãî ðîäà èìååò âèä:

W 123(i1, i2, i3, i4) =
1

3!

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) X1(i2) X1(i3) X1(i4)
X2(i1) X2(i2) X2(i3) X2(i4)
X3(i1) X3(i2) X3(i3) X3(i4)

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Êðîìå òîãî, áóäåì ðàçëè÷àòü êîâàðèàíòíûå ñàêðàëüíûå îáú¼ìû ïåðâîãî
ðîäà n -ìåðíûõ ïàðàëëåëîòîïîâ, ïîñòðîåííûõ íà n êîâàðèàíòíûõ âåêòîðàõ
~i1, . . . ,~in ,

V1...n(~i1, . . . ,~in) =

∣∣∣∣∣∣

X1(~i1) . . . Xn(~i1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
X1(~in) . . . Xn(~in)

∣∣∣∣∣∣
;

êîâàðèàíòíûå ñàêðàëüíûå îáú¼ìû âòîðîãî ðîäà n -ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ïîñòðî-
åííûõ íà n + 1 êîâàðèàíòíûõ òî÷êàõ i1, . . . , in, in+1 ,

W1...n(i1, . . . , in, in+1) =
1

(n + 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . Xn(i1) 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
X1(in) . . . Xn(in) 1

X1(in+1) . . . Xn(in+1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

è êîíòðàâàðèàíòíûå ñàêðàëüíûå îáú¼ìû ïåðâîãî ðîäà n -ìåðíûõ ïàðàëëå-
ëîòîïîâ, ïîñòðîåííûõ íà n êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðàõ ~i1, . . . ,~in

V 1...n(~i1, . . . ,~in) =

∣∣∣∣∣∣

X1(~i1) . . . X1(~in)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(~i1) . . . Xn(~in)

∣∣∣∣∣∣
;

êîíòðàâàðèàíòíûå ñàêðàëüíûå îáú¼ìû âòîðîãî ðîäà n -ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ïî-
ñòðîåííûõ íà n + 1 êîíòðàâàðèàíòíûõ òî÷êàõ i1, . . . , in, in+1 ,

W 1...n(i1, . . . , in, in+1) =
1

(n + 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1(i1) . . . X1(in) X1(in+1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn(i1) . . . Xn(in) Xn(in+1)

1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ñàêðàëüíîãî îáú¼ìà â ñàêðàëüíîé ôèçèêå è ãåîìåòðèè
èãðàåò òàêóþ æå âàæíóþ ðîëü, êàê ìîëåêóëà ÄÍÊ â ãåíåòèêå. Äåëî â òîì, ÷òî
ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ôèçèêè è ãåîìåòðèè åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îáðà-
ùåíèå â íóëü ëèáî ïðîèçâåäåíèÿ ñàêðàëüíûõ îáú¼ìîâ äâóõ êîðòîâ (ñàêðàëüíûé
çàêîí ïåðâîãî ðîäà), ëèáî îáðàùåíèå â íóëü îäíîãî ñàêðàëüíîãî îáú¼ìà îäíîãî
êîðòà (ñàêðàëüíûé çàêîí âòîðîãî ðîäà).
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Îáðàç ñàêðàëüíîé ôèçèêè
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ÂÇÃËßÄ ÑÎ ÑÒÎÐÎÍÛ

Vox populi, vox dei 84

Íîâûé ðåçóëüòàò ìû öåíèì â òîì ñëó÷àå, åñëè, ñâÿ-
çûâàÿ âîåäèíî ýëåìåíòû äàâíî èçâåñòíûå, íî äî òåõ ïîð
ðàññåÿííûå è êàçàâøèåñÿ ÷óæäûìè äðóã äðóãó, îí âíå-
çàïíî ââîäèò ïîðÿäîê òàì, ãäå äî òåõ ïîð öàðèë, ïî-
âèäèìîìó, õàîñ.

� Àíðè Ïóàíêàðå

1. Ëàäûæåíñêàÿ î ðàáîòàõ Êóëàêîâà
2. Ëàäûæåíñêàÿ î ðàáîòàõ Ìèõàéëè÷åíêî
3. Áèðþêîâ î ðàáîòàõ Êóëàêîâà
4. Áóãàåíêî î ðàáîòàõ Êóëàêîâà
5. Ëèííèê î ñòàòüå Êóëàêîâà "×òî òàêîå âðåìÿ?"
6. Ðåøåòíÿê î äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Ìèõàéëè÷åíêî
7. Ðåøåòíÿê î êíèãå Êóëàêîâà "Ýëåìåíòû ÒÔÑ"
8. Ðåøåòíÿê î ðàáîòå Ìèõàéëè÷åíêî
9. Ðóìåð î ñòàòüå Êóëàêîâà
10. Ôåò î äèïëîìíîé ðàáîòå Çåëîâà

84Ãëàñ íàðîäà � ãëàñ áîæèé.
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11. Ôåò î äèññåðòàöèè Ëüâà
12. Ôåò î êíèãå Ìèõàéëè÷åíêî
13. Ôåò î ðàáîòå Ìèõàéëè÷åíêî
14. Öåëèùåâ î ñòàòüå Êóëàêîâà
15. Øåëåõîâ î äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Ìèõàéëè÷åíêî
16. Øèðêîâ î ëåêöèÿõ Êóëàêîâà ïî ÒÔÑ
17. Âëàäèìèðîâ î äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Ìèõàéëè÷åíêî
18. Âëàäèìèðîâ î ðàáîòàõ Êóëàêîâà
19. Êóëàêîâ î äèïëîìíîé ðàáîòå Ëîçèöêîãî
20. Êóëàêîâ î ìîíîãðàôèè Ìèõàéëè÷åíêî
21. Ìèõàéëè÷åíêî î äèññåðòàöèè Ñîëîâü¼âà
22. Ïèñüìî àêàäåìèêà Àëåêñàíäðîâà àêàäåìèêó Ñåäîâó
23. Èîíèí î ðàáîòå Ñèìîíîâà
24. Ïèñüìî Ðåøåòíÿêà àêàäåìèêó Òèõîíîâó
25. Ïèñüìî Ìåëüíèêîâà ×àïòûíîâó
26. Îòâåò èç ðåäàêöèè "Ñèáèðñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

æóðíàëà"

27. Âûïèñêà èç ïðîòîêîëà
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Ôîòî Â.Í.ÈÇÐÀÇÖÎÂÀ

Åñëè âçãëÿíóòü íà Òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ âûñîòû ïòè÷üåãî ïîë¼òà, òî
îíà îòêðûâàåòñÿ âçîðó ñî ñòîðîíû êàê ñâîåîáðàçíàÿ ãîðíÿÿ ñòðàíà � ôèçè÷åñêàÿ
ãåðìåíåâòèêà, ñîåäèí¼ííàÿ ñ îñòàëüíûì ìèðîì óçêèìè, êàìåíèñòûìè òðîïàìè.
Ýòà ñòðàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâóþ îáëàñòü çíàíèÿ î ñóùíîñòè ôèçè÷åñêèõ
çàêîíîâ ñî ñâîèìè ïîíÿòèÿìè, íîâîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è, íîâûìè çàêîíàìè, íî-
âûìè óðàâíåíèÿìè è íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì.

Ïåðåôðàçèðóÿ èçâåñòíîå âûñêàçûâàíèå Ìàðêñà, ìîæíî ñêàçàòü:
Ñþäà íåò øèðîêîé ñòîëáîâîé äîðîãè, è òîëüêî òîò äîñòèãíåò å¼ ñèÿþùèõ

âåðøèí, êòî íå ñòðàøàñü óñòàëîñòè è òðóäíîñòåé óïðÿìî êàðàáêàåòñÿ ïî å¼ êà-
ìåíèñòûì ñêëîíàì.

Â ýòîé ãëàâå ÿ õîòåë áû ïðåäîñòàâèòü ñëîâî òåì, êòî ÿâíî èëè íåÿâíî ñïî-
ñîáñòâîâàë ðàçâèòèþ, ñîâåðøåíñòâîâàíèþ è áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.



ÂÇÃËßÄ ÑÎ ÑÒÎÐÎÍÛ

1. Î.À. ËÀÄÛÆÅÍÑÊÀß (Çàâåäóþùàÿ ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè ËÎÌÈ èì. Â.À.Ñòåêëîâà, àêàäåìèê ÐÀÍ) îá èññëåäîâàíèÿõ
Þ.È.Êóëàêîâà ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð :

Îñåíüþ 1980 ãîäà Þðèé Èâàíîâè÷ ÊÓËÀÊÎÂ âûñòóïèë íà ñåìèíàðå ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå â Ëåíèíãðàäñêîì Îòäåëåíèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÀÍ
ÑÑÑÐ èì. Â.À.Ñòåêëîâà ñ èçëîæåíèåì ñâîåé ïðîãðàììû � àíàëèçà îñíîâà-
íèé ôèçèêè è ñ ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ñâîåé Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð. Îí ðàññêàçàë êàêèå ðåçóëüòàòû äîñòèãíóòû èì è åãî ó÷åíèêîì
Ã.ÃÌèõàéëè÷åíêî â ðåøåíèè çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå ïðîñòðàíñòâà è âðå-
ìåíè, è îïèñàë òàêæå, ÷òî äà¼ò åãî ïîäõîä ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, òåðìîäèíà-
ìèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå è ÷àñòíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Àêàäåìèê Îëüãà
Àëåêñàíäðîâíà

Ëàäûæåíñêàÿ (1983)

Âûñòóïëåíèå Þ.È.Êóëàêîâà, åãî ïîäõîä ê àíàëèçó
îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, à òàêæå ïîëó÷åííûå
ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè ðåçóëüòàòû ãåîìåòðè÷åñêîãî
õàðàêòåðà ïðîèçâåëè ñèëüíîå âïå÷àòëåíèå ñâîåé îðè-
ãèíàëüíîñòüþ è øèðîòîé îõâàòà â äóõå ëó÷øèõ îá-
ðàçöîâ íàòóðôèëîñîôèè ïðîøëûõ âåêîâ, êîãäà ôîð-
ìèðîâàëèñü îñíîâû ñóùåñòâóþùèõ íûíå ðàçäåëîâ
ôèçèêè. Îí íå îãðàíè÷èëñÿ âûñêàçûâàíèÿìè îáùå-
ãî õàðàêòåðà î íåîáõîäèìîñòè àêñèîìàòèçàöèè ôè-
çèêè (ýòà ïðîáëåìà ïîäíèìàëàñü Äàâèäîì Ãèëüáåð-
òîì è ðÿäîì âûäàþùèõñÿ ôèçèêîâ ïðîøëîãî âåêà),
à èçëîæèë ïðîãðàììó èññëåäîâàíèé, ïîëîæèâ â å¼
îñíîâó ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, êîòîðóþ îí
÷¼òêî îïðåäåëèë. Ñîäåðæàòåëüíîñòü òàêîé ïðîãðàì-
ìû ïîäòâåðæäåíà òåìè ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå ïîëó-
÷åíû èì è Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî â ãåîìåòðèè. Óæå îä-
íè ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ïëîäîòâîðíîñòü èäåé
Þ.È.Êóëàêîâà.

Íî îðèãèíàëüíûå è ãëóáîêî ñîäåðæàòåëüíûå èäåè
è ïëàíû Þ.È.Êóëàêîâà ïîêà íåäîñòàòî÷íî õîðîøî
èçâåñòíû øèðîêèì êðóãàì ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ. ß äóìàþ, ÷òî â ñâÿçè ñ
ýòèì ñòîèëî áû îðãàíèçîâàòü Íîâîñèáèðñêîìó óíèâåðñèòåòó Âñåñîþçíóþ (à åù¼
ëó÷øå Ìåæäóíàðîäíóþ) êîíôåðåíöèþ ïî àêñèîìàòèçàöèè îñíîâàíèé ôèçèêè,
ïðèãëàñèâ íà íå¼ âåäóùèõ ó÷¼íûõ, èíòåðåñóþùèõñÿ ýòîé êàðäèíàëüíîé ïðîáëå-
ìîé. Ïðè ýòîì çàðàíåå, äî êîíôåðåíöèè, öåëåñîîáðàçíî îïóáëèêîâàòü áðîøþðó
Þ.È.Êóëàêîâà ñ èçëîæåíèåì åãî òî÷åê çðåíèÿ íà ýòó ïðîáëåìó è ðàçîñëàòü å¼ â
ðàçëè÷íûå íàó÷íûå ôèçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå öåíòðû.

ß îçíàêîìèëàñü òàêæå ñ ïëàíàìèÞ.È.Êóëàêîâà íàïèñàòü ñåðèþ êíèã, â êîòî-
ðûõ îí õî÷åò ïîñëåäîâàòåëüíî èçëîæèòü ñâîþ îáùóþ êîíöåïöèþ è å¼ ïðèìåíåíèå
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ê ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ôèçèêè. Ïëàí ýòîò ãðàíäèîçåí è âðÿò ëè ïîä ñèëó îäíîìó
(ïóñòü î÷åíü òàëàíòëèâîìó) ÷åëîâåêó, èìåþùåìó ëèøü îäíîãî ñàìîîòâåðæåííî-
ãî ïîìîøíèêà (Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî). Äëÿ åãî îñóùåñòâëåíèÿ, ìíå êàæåòñÿ, íàäî
ïðèâëå÷ü òàëàíòëèâûõ ýíòóçèàñòîâ èç ðàçíûõ îáëàñòåé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè,
êîòîðûå ìîãëè áû íà÷àòü îñóùåñòâëÿòü íàìå÷åííóþÞ.È.Êóëàêîâûì ïðîãðàììó
ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì.

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà ìîæåò ãîðäèòüñÿ, ÷òî â
åãî ñòåíàõ âîçíèêëî è ðàçâèâàåòñÿ ñòîëü ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå è îðèãèíàëüíîå
íàïðàâëåíèå.

Ó÷àñòíèêè Ïåðâîé Øêîëû-ñåìèíàðà ÒÔÑ � 1984
íà âåðøèíå ãîðû Øàìàí.
Õàêàññèÿ, îç. Áàëàíêóëü.

Concordia parvae res crescunt, discordia maximae
dilabuntur. � Ïðè ñîãëàñèè ìàëûå äåëà ðàñòóò, ïðè íåñîãëàñèè
âåëèêèå äåëà ðàçðóøàþòñÿ.
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2. Î.À.ËÀÄÛÆÅÍÑÊÀß î ðàáîòàõ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî:

Â êîíöå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ Þðèåì Èâàíîâè÷åì Êóëàêîâûì áûë ïðåäëîæåí
îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê îñìûñëåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è çàêîíîâ òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè, íàçâàííîé èì Òåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ñôîðìóëèðîâàííûé èì
ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðèâ¼ë ê ïîñòàíîâêå èíòåðåñíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Óæå ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ èç íèõ, äàííîå Þ. È. Êó-
ëàêîâûì, ïîêàçàëî ïëîäîòâîðíîñòü åãî àíàëèçà îñíîâàíèé ôèçèêè. Ê äàëü-
íåéøåìó èçó÷åíèþ ýòèõ ïðîáëåì Þ. È. Êóëàêîâ ïðèâë¼ê Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî.

Ãåííàäèé
Ìèõàéëè÷åíêî.

Ãåííàäèåì Ãðèãîðüåâè÷åì Ìèõàéëè÷åíêî ïîëó÷åíû èíòå-
ðåñíûå, ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî Òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñîñòàâèâøèå åãî êàíäèäàòñêóþ äèññåð-
òàöèþ è îòðàæ¼ííûå â öåëîì ðÿäå ïóáëèêàöèé. Îòìåòèì
ñðåäè íèõ ïîëíîå èññëåäîâàíèå �äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé� �
ðåçóëüòàò, ïðèâëåêøèé âíèìàíèå ãåîìåòðîâ, è óñòàíîâëå-
íèå ñâÿçè ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ñ èç-
âåñòíûì ïðèíöèïîì ãðóïïîâîé ñèììåòðèè � ðåçóëüòàò, îá-
ðàòèâøèé íà ñåáÿ âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïï.

ß ñ÷èòàþ, ÷òî äàííîå íàïðàâëåíèå âåñüìà ïåðñïåêòèâ-
íî è èíòåðåñíî, êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè,
òàê è òî÷êè çðåíèÿ ÷èñòîé ìàòåìàòèêè.

Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ êàê ñåðü¼ç-
íûé è îðèãèíàëüíûé èññëåäîâàòåëü, è âåñüìà æåëàòåëüíî
ïåðåâåñòè åãî íà äîëæíîñòü ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà, ÷òîáû îí èìåë âîç-
ìîæíîñòü ñîñðåäîòî÷èòü âñå ñâîè ñèëû íà èçáðàííîì íàïðàâëåíèè.

Ïîëó÷åííûå èì ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ äîêòîðñêîé äèññåð-
òàöèè.

3. Á.Â. ÁÈÐÞÊÎÂ (Äîêòîð ôèëîñîôñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, ÷ëåí Íàó÷-
íîãî ñîâåòà ÀÍ ÑÑÑÐ ïî êîìïëåêñíîé ïðîáëåìå �Êèáåðíåòèêà�) î ðàáîòàõ ïî
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð äîöåíòà Íîâîñèáèðñêîãî Ãîñóäàðñòâåí-
íîãî Óíèâåðñèòåòà Þ. È. Êóëàêîâà.

Þðèé Èâàíîâè÷ Êóëàêîâ â òå÷åíèå 20 ëåò ðàçâèâàåò íîâîå íàïðàâëåíèå â
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íàçâàííîå èì Òåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ÒÔÑ), èìå-
þùåå, êàê ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, áîëüøîå íàó÷íî-ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïî
ýòîìó âîïðîñó Þ. È. Êóëàêîâ îïóáëèêîâàë áîëåå 40 ðàáîò: â �Äîêëàäàõ Àêàäå-
ìèè Íàóê ÑÑÑÐ�, â àêàäåìè÷åñêèõ ñáîðíèêàõ, âóçîâñêèõ èçäàíèÿõ è èíîñòðàí-
íûõ æóðíàëàõ; â èçäàòåëüñòâå ÍÃÓ âûïóùåíû äâå åãî êíèãè. Þ. È. Êóëàêîâ
íåîäíîêðàòíî âûñòóïàë íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ, â òîì ÷èñëå
â ÌÃÓ è â Íàó÷íîì ñîâåòå ïî êèáåðíåòèêå ÀÍ ÑÑÑÐ. Îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
ñîàâòîðîâ ïîäãîòîâëåííîé â Íàó÷íîì ñîâåòå êíèãè �Óïðàâëåíèå, èíôîðìàöèÿ,
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èíòåëëåêò� (ïîä ðåäàêöèåé àêàäåìèêà À. È. Áåðãà).

Âèêòîð Øàõîâ è Þðèé Êóëàêîâ

Ðàáîòû Þ. È. Êóëàêîâà èçâåñò-
íû çà ðóáåæîì, îí íåîäíîêðàòíî
ó÷àñòâîâàë â ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ãðåññàõ ïî ëîãèêå, ìåòîäîëîãèè è
ôèëîñîôèè íàóêè.

Ðàçðàáàòûâàåìàÿ äîöåíòîì
Þ. È. Êóëàêîâûì ÒÔÑ, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñâîåîáðàçíóþ àëãåáðó
îòíîøåíèé ñèììåòðèè. Îáúåêòîì
èçó÷åíèé â íåé ÿâëÿåòñÿ ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ � îò-
íîøåíèå îäíîðîäíîñòè (ðàâíîïðà-
âèÿ) ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ â íàè-
áîëåå îáùåì, àáñòðàêòíîì âèäå.
Ïîäîáíûé ïîäõîä ïîçâîëèë ïîäîé-
òè ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ ê ñà-
ìûì ðàçíîîáðàçíûì ôèçè÷åñêèì

òåîðèÿì: õðîíîìåòðèè, ðåëÿòèâèñòñêîé è íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå è ò. ä. Àïïàðàò, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèè, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ âñåõ èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ çà-
êîíîâ, íåçàâèñèìî îò èõ êîíêðåòíîé èíòåðïðåòàöèè. Îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü
âñêðûòü è íà ñòðîãîì ôèçè÷åñêîì óðîâíå îïèñàòü ñìûñë òàêèõ �ïðèâû÷íûõ�
ïîíÿòèé, êàê ìàññà, ñèëà, âðåìÿ è ò. ä., ðàñêðûòü â �÷èñòîì� âèäå ñóùíîñòü
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ îòíîøåíèé (êàê ñïåöèàëüíîé, òàê è îáùåé òåîðèé
îòíîñèòåëüíîñòè).

Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ Þ. È. Êóëàêîâûì â 1983�1986 ãã., ïîêàçàíî, ÷òî,
ïðèìåíÿÿ ìåòîäû Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ìîæíî ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé îòäåëèòü èíôîðìàöèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê èçó÷àåìîìó ôèçè÷åñêîìó
îáúåêòó, îò èíôîðìàöèè, ïðèâíîñèìîé èçìåðèòåëüíûì ïðèáîðîì. Îðèãèíàëü-
íûé ïîäõîä ê �î÷åâèäíûì� èñòèíàì ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé ìåòîäîëîãè÷å-
ñêèé è îáùåíàó÷íûé èíòåðåñ è, ÿ äóìàþ, îí ïîëåçåí â ó÷åáíî-ìåòîäîëîãè÷åñêîì
ïëàíå, îñîáåííî ïðè ðàçðàáîòêå ó÷åáíûõ êóðñîâ, áàçèðóþùèõñÿ íà äîñòèæåíèÿõ
ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ïîä ðóêîâîäñòâîì äîöåíòà Þ. È. Êóëàêîâà áîëüøóþ íàó÷íóþ ðàáîòó â îá-
ëàñòè ÒÔÑ âåäóò åãî ó÷åíèêè Ã. Ìèõàéëè÷åíêî è Â. Ëåâ, ðàçðàáàòûâàþùèå
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè. Â ÷àñòíîñòè, èñõîäÿ èç èäåé Þ. È. Êóëàêîâà,
èìè óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèè
â n -ìåðíîé ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàíåå íåèçâåñòíûõ
ãåîìåòðèé.

Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèìûå Þ. È. Êóëàêîâûì è åãî ó÷åíèêàìè, ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé èññëåäîâàíèÿ â íîâîé îáëàñòè çíàíèÿ, êîòîðûå çàñëóæèâàþò âñåìåðíîé
ïîääåðæêè. Ìíå êàæåòñÿ, Íîâîñèáèðñêèé Óíèâåðñèòåò ìîæåò ãîðäèòüñÿ ïðèí-
öèïèàëüíî íîâûì íàïðàâëåíèåì â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, óñïåøíî ðàçðàáàòûâà-
åìûì â åãî ñòåíàõ.
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4. Ë.Ò. ÁÓÃÀÅÍÊÎ (Çàâ. ëàáîðàòîðèåé ðàäèàöèîííîé õèìèè Õèìè÷åñêî-
ãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðîôåññîð ÌÃÓ) è Å.ÏÊÀËßÇÈÍ
(Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, äîöåíò ÌÃÓ) î ðàáîòàõ äîöåíòà Íîâîñèáèð-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà Þ. È. Êóëàêîâà ïî Òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð (�Çàïèñêè íàó÷íîãî ñåìèíàðà ËÎÌÈ�, Èçä-âî �Íà-
óêà�, ò. 127, 1983.)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçðàñòàíèå îáú¼ìà èíôîðìàöèè, êîòîðûì äîëæåí îâëà-
äåòü ñïåöèàëèñò, ïðèõîäèò â ðåçêîå ïðîòèâîðå÷èå ñî ñðîêàìè äëÿ åãî ïîäãîòîâ-
êè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ñðîêè íå óâåëè÷èâàëèñü, à, íàïðîòèâ, ìîãëè áû áûòü
íåñêîëüêî ñîêðàùåíû (â ÷¼ì çàêëþ÷àåòñÿ îäíà èç çàäà÷ ãîòîâÿùåéñÿ ðåôîðìû
âûñøåé øêîëû), êðàéíå íåîáõîäèìû ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå ìàêñèìàëüíî ñâåð-
íóòü èíôîðìàöèþ, ñ òåì, ÷òîáû äàëåå èç å¼ �ñãóñòêîâ� (�ç¼ðåí èíôîðìàöèè�),
ñòóäåíò ìîã áû ïî îïðåäåë¼ííîìó àëãîðèòìó ðàçâåðíóòü öåëóþ öåïü íàó÷íûõ
ïîëîæåíèé.

Ó÷àñòíèêè Øêîëû ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
â Ïóùèíî-íà-Îêå.

Äîñòèæåíèþ óêàçàííîé öåëè âåñüìà ñïîñîáñòâóþò ðàáîòû, ïðîâîäèìûå â òå-
÷åíèå ðÿäà ëåò â ÍÃÓ äîöåíòîì Þ. È. Êóëàêîâûì, â îáëàñòè êëàññèôèêàöèè
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ çàêîíîâ íà îñíîâå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Â ýòèõ
èññëåäîâàíèÿõ, êîðîòêî ðåçþìèðîâàííûõ â îáçîðå, óêàçàííîì â çàãîëîâêå, îòìå-
÷åíà óíèâåðñàëüíîñòü çàêîíîâ, îõâàòûâàþùèõ îïðåäåë¼ííîå ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ (ñâîéñòâî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè çàêîíîâ). Â ðåçóëüòàòå, ñî-
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çäàþòñÿ ïðåäïîñûëêè äëÿ ñîçäàíèÿ íàáîðà ïðàâèë ôîðìóëèðîâêè ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêèõ çàêîíîâ äëÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íåçàâèñèìî îò èõ êîíêðåòíûõ ôè-
çè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ïîäîáíî òîìó êàê äëÿ çàêîíîâ àðèôìåòèêè íåñóùåñòâåííû
êîíêðåòíûå ñâîéñòâà èñ÷èñëÿåìûõ îáúåêòîâ. Ñðåäè �âûâîäèìûõ� òàêèì îáðàçîì
çàêîíîâ îêàçûâàþòñÿ ôîðìóëû ìåõàíèêè, ýëåêòðîäèíàìèêè, òåðìîäèíàìèêè, õè-
ìèè (ïåðèîäè÷åñêèé çàêîí). Âåðîÿòíî, äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå ðàçâèâàåìîãî
àïïàðàòà ìîãëî áû �âûâåñòè� ôîðìóëû è äðóãèõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí.

Ó÷èòûâàÿ áîëüøèå ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
ïðåïîäàâàíèÿ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ äèñöèïëèí, îðãàíè÷íî óâÿçûâàåìûå ñ ðÿäîì
ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè è äèàëåêòè÷åñêîé òåîðèè ïîçíàíèÿ, ñëåäóåò âûñêàçàòü ñî-
æàëåíèå, ÷òî ðåöåíçèðóåìàÿ ðàáîòà ïîÿâèëàñü â îòíîñèòåëüíî ìàëî äîñòóïíîì
èçäàíèè. Èíòåðåñ ê ðàçâèâàåìîìó Þ. È. Êóëàêîâûì ïîäõîäó âåëèê, êàê ýòî, â
÷àñòíîñòè, ïîêàçàëà äèíàìèêà ïîñåùàåìîñòè êóðñà åãî ëåêöèé (â ñòîðîíó ðîñòà
÷èñëà ñëóøàòåëåé ê êîíöó) íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ â 1978 ãîäó.

Â ñâåòå èçëîæåííîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíîé ïóáëèêàöèÿ îñíîâíûõ
èäåé Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â áîëåå äîñòóïíîì èçäàíèÿõ, îðãàíèçàöèÿ
ïðîáíîãî êóðñà ëåêöèé, íàïðèìåð, â ÍÈÈ Ìèíâóçà ÑÑÑÐ èëè íà ÔÏÊ îäíîãî èç
åñòåñòâåííûõ ôàêóëüòåòîâ ÌÃÓ (èëè äðóãîãî ÂÓÇà), ïðîâåäåíèå ïåäàãîãè÷åñêî-
ãî ýêñïåðèìåíòà ñ ó÷àñòèåì ãðóïïû ñòóäåíòîâ, îáñóæäåíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ìåòîäîëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå Õèìôàêà ÌÃÓ.

5.Þ.Â.ËÈÍÍÈÊ (êàíä. ôèëîñîôñêèõ íàóê (íûíå äîêòîð ôèëîñîôñêèõ
íàóê), äîöåíò êàôåäðû ôèëîñîôèè Êàðåëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷å-
ñêîãî èíñòèòóòà.) î ñòàòüå Þ.È.Êóëàêîâà �×òî òàêîå âðåìÿ? (Âðåìÿ êàê
ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà)�:

Ïðîáëåìà âðåìåíè ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ çàãàäî÷íûõ è ìàëî-
ðàçðàáîòàííûõ â íàóêå. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ
âðåìåíè: 1) ñóáñòàíöèîíàëüíûé ïîäõîä (ïîèñê ñïåöèôè÷åñêîãî �ñóáñòðàòà� âðå-
ìåíè, ïîíèìàíèå �òå÷åíèÿ� âðåìåíè íà îñíîâå åäâà ëè íå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
àíàëîãèé); 2) ðåëÿöèîííûé ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà Òåîðèè îòíîøåíèé è âèäÿ-
ùèé âî âðåìåíè ïðåæäå âñåãî îñîáóþ ðåëÿöèîííóþ ñòðóêòóðó, à íå êâàçèâåùå-
ñòâåííîå îáðàçîâàíèå.

Åñëè ïåðâûé ïîäõîä ìîæíî íàçâàòü êëàññè÷åñêèì, òî âòîðîé ÿâíî âûõîäèò
çà òðàäèöèîííûå ðàìêè. Þ. È. Êóëàêîâ áëåñòÿùå ïðåäñòàâëÿåò èìåííî âòîðîå
íàïðàâëåíèå, ñîáñòâåííî, îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åãî çà÷èíàòåëåé è îñíîâîïîëîæ-
íèêîâ. Îñíîâó ðàáîòû ñîñòàâëÿåò òâîð÷åñêîå ïðèëîæåíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð Þ. È. Êóëàêîâà ê ïðîáëåìå âðåìåíè. Î ïðîäóêòèâíîñòè òàêîãî ïîäõî-
äà ñâèäåòåëüñòâóåò ýòà ðàáîòà, îòëè÷àþùàÿñÿ îðèãèíàëüíîñòüþ èäåé, ñâåæåñòüþ
â ïîñòàíîâêå âîïðîñà, è óäèâèòåëüíî ÿñíûì, ãëóáîêî îáàÿòåëüíûì ñòèëåì èçëî-
æåíèÿ.

Îïèðàÿñü íà ðàçðàáîòàííóþ èì òåîðèþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, à
òàêæå íà ëîãèêî-ìåòîäîëîãè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ è ýêñïåðèìåíòû (îáû÷íî ýòî
ìûñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ÷òî íå ëèøàåò èõ äîêàçàòåëüíîñòè è óáåäèòåëüíîñòè),
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àâòîð ïðèõîäèò ê âûâîäó: �Âðåìÿ � ýòî òåðíàðíûå ñòðóêòóðíî-ôèçè÷åñêèå îò-
íîøåíèÿ ìåæäó ñîáûòèÿìè�.

ÎäíàêîÞ. È. Êóëàêîâ ïîëàãàåò, ÷òî â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ ìíîæåñòâ ñòðóê-
òóðà âðåìåíè âèäîèçìåíèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ íåêàíîíè÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìû
ïîëèàðíûå ñòðóêòóðû. Êîíå÷íî, ýòî ñïîðíûé âûâîä, íî îí óâëåêàåò ëîãèêî-
ôèëîñîôñêèìè ïåðñïåêòèâàìè, âûâîäÿùèìè íàñ çà ðàìêè ñóùåñòâóþùåé ïàðà-
äèãìû.

Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ëèííèê
ïîýò, ôèëîñîô, åñòåñòâîèñïûòàòåëü.

Ðàáîòû Þ. È. Êóëàíîâà ïî èññëåäîâàíèþ ïðèðîäû âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
íàì âûäàþùèìñÿ ÿâëåíèåì â æèçíè ñîâðåìåííîé íàóêè.

Íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé, ÷òî ýòè ïèîíåðñêèå èññëåäîâàíèÿ, îòìå÷åííûå âûñî-
êîé êóëüòóðîé íàó÷íîé ìûñëè, íóæäàþòñÿ âî âñÿ÷åñêîé ïîääåðæêå è äîëæíû
áûòü èçäàíû.

6. Þ.Ã. ÐÅØÅÒÍßÊ (Àêàäåìèê ÐÀÍ) î äèññåðòàöèè Ã. Ã. Ìèõàé-
ëè÷åíêî �Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�, ïðåäñòàâëåííîé
íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî
ñïåöèàëüíîñòè 01.01.04 � ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ:

Ðåöåíçèðóåìàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èòîãîì áîëåå ÷åì äâàäöàòèëåòíåé ðàáî-
òû àâòîðà. Öåëü ýòîé ðàáîòû � ðåøåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ
â ñâÿçè ñ íåêîòîðîé îáùåé êîíöåïöèåé, ïðåäëîæåííîé ó÷èòåëåì àâòîðà, èçâåñò-
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íûì ôèçèêîì Þ. È. Êóëàêîâûì. Ïðåäñòàâëåííàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñî÷èíå-
íèåì ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèì ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ, è ïðåäïîëàãàåìûå ïðèëîæå-
íèÿ ê ôèçèêå íàøëè îòðàæåíèå ëèøü â èñïîëüçîâàííîé àâòîðîì òåðìèíîëîãèè.
Íåçàâèñèìî îò òåõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, êîòîðûå äîïóñêàþò ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè, å¼ ñîäåðæàíèå, íåñîìíåííî, èìååò ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ. Â äèññåð-
òàöèè ïîëó÷åíî ðåøåíèå íåêîòîðîé òðóäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è.

Ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ äèññåðòàöèÿ åñòåñòâåííî äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè. Ïåð-
âàÿ ÷àñòü (ãëàâà I) ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê íàïðàâëåíèþ, èçâåñòíîìó ïîä íàèìå-
íîâàíèåì �Ãåîìåòðèÿ ðàññòîÿíèé�. Ýòî íàïðàâëåíèå âåñüìà èíòåíñèâíî ðàçâè-
âàëîñü â ïðåäûäóùèå ãîäû. Îäíèì èç åãî îñíîâàòåëåé áûë èçâåñòíûé òîïîëîã
Ê. Ìåíãåð. Õàðàêòåð çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ, ñîñòîèò, ïðè-
ìåðíî, â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû çàäàíû n + 2 òî÷êè. Òîãäà îïðåäåëåíî (n + 2)(n + 1)/2 ÷èñåë �
âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè òî÷êàìè. Ýòè ÷èñëà, êàê èçâåñòíî, íå ïðî-
èçâîëüíû, îíè ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì. Ãåîìåòðèÿ ðàññòîÿíèé ñòàâèò
ñâîåé öåëüþ èññëåäîâàòü âñå òàêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ âçàèì-
íûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó (n+2) -ìÿ òî÷êàìè ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ. Ïðè ýòîì âèä
çàâèñèìîñòè â èçâåñòíûõ ìíå ðàáîòàõ ïî ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé îáû÷íî çàäàâàëñÿ
çàðàíåå. Â ðàáîòàõ Ã .Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ñäåëàí êà÷åñòâåííî íîâûé øàã â ãåîìåò-
ðèè ðàññòîÿíèé. Èìåííî, â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî, â êîòîðîì êàæäîé
ïàðå ýëåìåíòîâ x, y ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî r(x, y) � �ðàññòîÿíèå� ìåæ-
äó x è y . Âûïîëíåíèå àêñèîì ìåòðèêè äëÿ r(x, y) , â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, òàê ÷òî r(x, y) åñòü ðàññòîÿíèå â íåêîòîðîì
îáîáù¼ííîì ñìûñëå. Ïðàâèëüíåå, âîçìîæíî, áûëî áû ãîâîðèòü, ÷òî r(x, y) åñòü
íåêîòîðûé èíâàðèàíò ïàðû òî÷åê (x, y) . Ïðåäïîëîæèì,÷òî äëÿ ëþáûõ n + 2
òî÷åê x1, . . . , xn+2 äàííîãî ìíîæåñòâà (n + 2)(n + 1)/2 ÷èñåë r(xi, yj) ñâÿçàíû
íåêîòîðîé çàâèñèìîñòüþ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ãåîìåòðèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ äàííîé
ôóíêöèåé r(x, y) , èìååò âåñüìà ñïåöèàëüíûé õàðàêòåð. Ïðè ýòîì, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî, çàðàíåå íå äåëàåòñÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î òîì, êàêàÿ çàâèñèìîñòü
ñâÿçûâàåò âåëè÷èíû r(xi, yj) . Óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà íàáîð ÷èñåë {r(xi, yj)} ,
ñâîäÿòñÿ ê òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé è íåâûðîæäåí-
íîñòè � âîçíèêàþùèå óðàâíåíèÿ äîëæíû èìåòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã.
Àâòîðîì ïîëíîñòüþ îïèñàíû âñå òàêèå ãåîìåòðèè äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 . Èõ îáùåå
÷èñëî îêàçàëîñü ðàâíûì äåñÿòè. Â îáùåì ñëó÷àå îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ãåîìåòðèÿ âèäà, ðàññìàòðèâàåìîãî àâòîðîì, ïîëíîñòüþ
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî áîãàòîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâà-
íèé (�èçîìåòðèé� â ñìûñëå �ðàññòîÿíèÿ� r(x, y) ). Òåì ñàìûì �äèñòàíöèîííûé�
ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ãåîìåòðèé ñâîäèòñÿ ê òåîðåòèêî-ãðóïïîâîìó. Ýòîò ðåçóëü-
òàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ãëóáîêèì è ïîëó÷åíèå åãî ïîòðåáîâàëî ïðåîäîëåíèÿ
ñóùåñòâåííûõ òðóäíîñòåé. Â îáùåì ñëó÷àå îïèñàíèå âñåõ âîçíèêàþùèõ òàêèì
îáðàçîì ãåîìåòðèé åñòü çàäà÷à, ïî-âèäèìîìó, òîé æå ñòåïåíè òðóäíîñòè, ÷òî è
çàäà÷à ïîëíîãî îïèñàíèÿ âñåõ ãðóïï Ëè äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíî-
ñòè.

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè (ãëàâà II) ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òàê íàçûâàåìûõ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîæíî ïîíèìàòü êàê ãåî-
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ìåòðèþ ïàðû ìíîæåñòâ A, B . Ïðè ýòîì êàæäîé ïàðå (x, y) , ãäå x ∈ A , y ∈ B ,
ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî r(x, y) . Ñëåäóÿ Þ. È. Êóëàêîâó, àâòîð ãîâîðèò, ÷òî ïà-
ðà (A,B) åñòü ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òèïà (n,m) , åñëè äëÿ ëþáûõ n òî÷åê
x1, x2, . . . , xn èç A è m òî÷åê y1, y2, . . . , ym èç B , nm �ðàññòîÿíèé� r(xi, yj)
ìåæäó íèìè ñâÿçàíû íåêîòîðîé çàâèñèìîñòüþ. Âèä ýòîé çàâèñèìîñòè çàðàíåå
íå ôèêñèðóåòñÿ. Òðåáîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ çàäà÷à, ñâîäÿòñÿ ê òðåáî-
âàíèþ ãëàäêîñòè ôóíêöèé è íåâûðîæäåííîñòè âîçíèêàþùèõ óðàâíåíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìîãî â ãëàâå I, âñå ãåîìåòðèè ïàðû ìíîæåñòâ
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì îïèñàòü. Â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíî, ÷òî ãåîìåòðèè
ïàðû ìíîæåñòâ äîïóñêàþò õàðàêòåðèñòèêè â òåðìèíàõ ãðóïï Ëè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â òåðìèíàõ ëîêàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè, ñîîòâåòñòâåííî, ëîêàëüíîé òåîðèè ãðóïï Ëè. Íåêîòîðûå ÷èñòî âíåø-
íèå îñîáåííîñòè ðàáîòû ÷èòàòåëþ ìîãóò ïîêàçàòüñÿ íåïðèâû÷íûìè. Ñþäà îò-
íîñÿòñÿ èñïîëüçóåìûå àâòîðîì îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, àïïåëèðóþùàÿ ê
ôèçèêå. Ïðåîáëàäàíèå ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ìîæåò
ïðîèçâåñòè âïå÷àòëåíèå íåêîòîðîé ñòàðîìîäíîñòè. Ñëåäóåò ñêàçàòü â ñâÿçè ñ
ýòèì, ÷òî ïðèâëå÷åíèå òàêèõ ìåòîäîâ âûçâàíî ñóùåñòâîì äåëà.

Äèññåðòàöèÿ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, íà ìîé âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëóáîêîå
ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, áåçóñëîâíî óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì, ïðåäú-
ÿâëÿåìûì ê äîêòîðñêèì äèññåðòàöèÿì ïî ìàòåìàòèêå. Ñîïîñòàâëÿÿ å¼ ñ ðàáî-
òàìè â îáëàñòè ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé, âûïîëíÿâøèìèñÿ Ê. Ìåíãåðîì, Ë. Áëþ-
ìåíòàëåì è äðóãèìè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî è åñòü òî
�æåì÷óæíîå çåðíî�, êîòîðîå óêàçàííûå àâòîðû íå ñìîãëè ðàññìîòðåòü. Åñëè áû
ìíå ïðèøëîñü ïèñàòü îáçîð ïî ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé, òî â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ÿ
áû óêàçàë èìåííî ðåçóëüòàòû Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî.

Ðàáîòà Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðü¼çíîå íàó÷íîå èññëåäîâà-
íèå è, íåñîìíåííî, óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê äîêòîðñêèì
äèññåðòàöèÿì. Â òî æå âðåìÿ ÿ ñ÷èòàþ, ÷òî îçíàêîìëåíèå ñ íåé ãåîìåòðîâ, ñïå-
öèàëèñòîâ ïî òåîðåòèêî-ãðóïïîâûì ìåòîäàì áûëî áû æåëàòåëüíûì.

7.Þ.Ã. ÐÅØÅÒÍßÊ (Ïðîôåññîð, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê (íûíå àêàäåìèê
ÐÀÍ)) î êîíñïåêòå ëåêöèé Þ.È.Êóëàêîâà �Ýëåìåíòû Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð�:

Äàííûé êîíñïåêò ïîñâÿù¼í èçëîæåíèþ îñíîâ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
ðàçâèâàåìîé Þ. È. Êóëàêîâûì ñîâìåñòíî ñ åãî ó÷åíèêàìè. Êîíöåïöèÿ ôèçè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû, ïðåäëîæåííàÿ Þ. È. Êóëàêîâûì, äà¼ò åäèíûé ïîäõîä ê îñíî-
âàíèþ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé.

Îñíîâó ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñîñòàâëÿåò âûäâèíóòûé Þ. È. Êóëà-
êîâûì ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè. Â îáùèõ ÷åðòàõ ýòîò ïðèíöèï
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Èìåþòñÿ äâà ìíîæåñòâà M è N îáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Êàæäîé
ïàðå (i, α) , ãäå i ∈ M , α ∈ N ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî aiα . Çàäàäèì
íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n è áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå ñèñòåìû èç
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m · n ÷èñåë ‖airαs‖ , ãäå i1, i2, . . . , im � ïðîèçâîëüíûå m ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
M , à α1, α2, . . . , αn � ïðîèçâîëüíûå n ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N . Ýòó ñèñòå-
ìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó â m · n -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
Rmn . Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rmn , êîòîðîå òàê
ïîëó÷àåòñÿ, áóäåò çàïîëíÿòü îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rmn . Íî ïðè íåêîòîðûõ m
è n ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî óêàçàííûå òî÷êè ëîæàòñÿ â Rmn íà ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè mn−1 . Óñëîâèå, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî, è ñîñòàâëÿåò ïðèíöèï ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî Þ. È. Êóëàêîâó, ìû èìååì
ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (m, n) .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óêàçàííûå ìíîãîîáðàçèÿ â Rmn ìîãóò áûòü òîëüêî ìíî-
ãîîáðàçèÿìè âïîëíå îïðåäåë¼ííûõ òèïîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ
Þ. È. Êóëàêîâûì è åãî ó÷åíèêîì Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ýòè òèïû ìíîãîîáðàçèé
íàéäåíû.

Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè ïðîèçâîëüíûõ m è n ) îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, âåñüìà òðóäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé. Îäíàêî
óæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå çäåñü ðàññìîòðåíû, å¼ ðåøåíèå ïðèâîäèò ê âåñüìà
èíòåðåñíûì ñëåäñòâèÿì.

Ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè äà¼ò òàêæå íîâûé ïîäõîä ê íåêî-
òîðûì âîïðîñàì ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, ê åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Íå êàñàÿñü ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ äàííîãî êóðñà, ÿ äîëæåí ñêàçàòü, ÷òî
îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíå ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíûì â òîì îòíîøåíèè, ÷òî ñîäåðæèò
ðÿä âåñüìà èíòåðåñíûõ è íîâûõ ïî ïîñòàíîâêå ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

ß ñ÷èòàþ, ÷òî äàííûé êóðñ áåçóñëîâíî ñëåäóåò îïóáëèêîâàòü. Â äàëüíåéøåì
ýòó êíèãó, ìîæåò áûòü, â íåñêîëüêî èçìåí¼ííîì è äîïîëíåííîì âèäå, ñëåäóåò
èçäàòü îáû÷íûì òèïîãðàôñêèì ñïîñîáîì (íàïðèìåð, â èçäàòåëüñòâå �Íàóêà�).

8. Þ.Ã. ÐÅØÅÒÍßÊ (Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
(íûíå àêàäåìèê ÐÀÍ)) î ðàáîòå Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî �Äâóìåðíûå ãåîìåò-
ðèè â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�:

Â òðèäöàòûå � ñîðîêîâûå ãîäû íàøåãî âåêà ïîÿâèëîñü áîëüøîå ÷èñëî èññëåäî-
âàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê íàïðàâëåíèþ, ïîëó÷èâøåìó íàçâàíèå �ãåîìåòðèè ðàññòî-
ÿíèé�. Èòîãè äåÿòåëüíîñòè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïîäâåäåíû â ìîíîãðàôèè Áëþ-
ìåíòàëÿ, öèòèðóåìîé â ðàáîòå Ìèõàéëè÷åíêî. Îòìåòèì,÷òî ê ÷èñëó îñíîâàòåëåé
ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé ïðèíàäëåæèò òàêîé èçâåñòíûé ìàòåìàòèê, êàê Ã. Ìåíãåð,
ÿâëÿþùèéñÿ àâòîðîì ìíîãèõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè.

Îäíà èç çàäà÷ ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé � îõàðàêòåðèçîâàòü òàêèå êëàññè÷åñêèå
ãåîìåòðèè, êàê åâêëèäîâó, ñôåðè÷åñêóþ è ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî ñâîéñòâàìè
ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÷åòâ¼ðêè òî÷åê íà
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè øåñòü ÷èñåë � ðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè íå ìî-
ãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, à óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó òîæäåñòâó. Àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Â ðàáîòàõ ïî ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé (ñì. öèòèðîâàííóþ ìîíîãðàôèþ Áëþ-
ìåíòàëÿ) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òàêîâî, ÷òî äëÿ
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ëþáîé ÷åòâ¼ðêè òî÷åê ýòîãî ïðîñòðàíñòâà øåñòü ÷èñåë � ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè
óäîâëåòâîðÿþò òîìó æå òîæäåñòâó, ÷òî è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè
íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, òî ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèÿõ ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ. Èíûìè
ñëîâàìè, åâêëèäîâà ïëîñêîñòü êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíîñòüþ õàðàê-
òåðèçóåòñÿ òîæäåñòâîì, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò øåñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷-
êàìè ïðîèçâîëüíîé ÷åòâ¼ðêè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ ñôåðû è äëÿ
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Öèòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé ñàì ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íå ñëèøêîì ãëóáîêèì. Äóìàþ, ÷òî äàííàÿ îöåíêà áûëà áû ñïðàâåäëèâà òàêæå è
òîì ñëó÷àå, åñëè áû îíà áûëà âûñêàçàíà 30 èëè 40 ëåò íàçàä.

Â ðåöåíçèðóåìîé ðàáîòå Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïîëó÷åí ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëü-
íûé ðåçóëüòàò. Èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè òà-
êîâû, ÷òî äëÿ âñÿêîé ÷åòâ¼ðêè øåñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó å¼ òî÷êàìè ñâÿçàíû
õîòü êàêèì-òî ñîîòíîøåíèåì, òî ãåîìåòðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ðàññòîÿíèþ,
îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêî � êðîìå ãåîìåòðèè ïëîñêîñòåé ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû âîçìîæíû åù¼ ëèøü ñåìü ãåîìåòðèé.

Íîâûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
âèä çàâèñèìîñòè ìåæäó øåñòüþ ðàññòîÿíèÿìè â ðàáîòå Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ çàðàíåå èçâåñòíûì. Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà çàâèñè-
ìîñòü, ñâîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè.

Ðàáîòà Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ñîäåðæèò èíòåðåñíûé íîâûé íàó÷íûé ðåçóëüòàò
è çàñëóæèâàåò ñêîðåéøåãî îïóáëèêîâàíèÿ. Îöåíèâàÿ ìåñòî ýòîãî ðåçóëüòàòà â
ãåîìåòðèè, íåîáõîäèìî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî áûëî ñäå-
ëàíî ðàíåå â ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé, Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïîëó÷åíî ïðîäâèæåíèå
ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, à íå ïðîñòî �íåêîòîðîå óñèëåíèå�, êàê ïèøåò àâòîð
íà ïåðâîé ñòðàíèöå ðàáîòû. Òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, ïî ñóòè
äåëà, åñòü òî ñàìîå �æåì÷óæíîå çåðíî�, êîòîðîå ìàòåìàòèêè, çàíèìàþùèåñÿ â
ñâî¼ âðåìÿ ãåîìåòðèåé ðàññòîÿíèé, òàê è íå ñìîãëè íàéòè.

Ðàáîòà Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî îòíîñèòñÿ ê íàïðàâëåíèþ, êîòîðîå îí ðàçðàáà-
òûâàåò ñî ñâîèì ó÷èòåëåì Þ. È. Êóëàêîâûì ïîä íàçâàíèåì Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð. Âîçìîæíî, íåêîòîðîå íåäîâåðèå ê Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïî-
ñëóæèëî ïðè÷èíîé îòêëîíåíèÿ ñòàòüè Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ðåäàêöèåé �Äîêëàäîâ
ÀÍ ÑÑÑÐ�. ß íå ñ÷èòàþ ñåáÿ äîñòàòî÷íî êîìïåòåíòíûì, ÷òîáû ñóäèòü î çíà÷åíèè
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð Þ. È. Êóëàêîâà äëÿ ôèçèêè. Â ìàòåìàòè÷åñêîì
îòíîøåíèè, îäíàêî, òî, ÷òî äåëàåòñÿ Þ. È. Êóëàêîâûì è Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åí-
êî, âïîëíå êîððåêòíî è ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûì è ñîäåðæàòåëüíûì
ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì, êàê ìîæíî ñóäèòü ïî èõ ðàáîòàì, îïóáëèêîâàííûì â
�Ñèáèðñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå�.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðåöåíçèðóåìàÿ ðàáîòà Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî èìååò
çíà÷åíèå è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåçàâèñèìî îò îáùèõ ïðèíöèïîâ Þ. È. Êó-
ëàêîâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, íàçâàíèå ðàáîòû ñëåäóåò ïðèçíàòü íå ñîâñåì óäà÷íûì �
÷èòàòåëþ, íå çíàêîìîìó ñ Òåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îíî íè÷åãî íå ãîâîðèò.

Â çàêëþ÷åíèè îòçûâà õî÷ó îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ñòàòüè Ã. Ã. Ìèõàéëè-
÷åíêî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ñïåöèàëèñòîâ-ãåîìåòðîâ. Àâòî-
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ðîì ðàçâèò ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê ââåäåíèþ âàæíîãî êëàññà ãåîìåòðèé.
Ïîýòîìó áóäåò áîëåå ïðàâèëüíûì îïóáëèêîâàòü äàííóþ ðàáîòó â æóðíàëå îáùå-
íàó÷íîãî õàðàêòåðà, êàêèì ÿâëÿåòñÿ æóðíàë �Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ�,
à íå â óçêîñïåöèàëüíîì æóðíàëå. Èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåä¼ííûõ â ðåöåí-
çèðóåìîé ñòàòüå, ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ê ñîæàëåíèþ, çàíèìàåò áîëüøîé
îáú¼ì (áîëåå 100 ìàøèíîïèñíûõ ñòðàíèö), ââèäó ÷åãî îíî íå ìîæåò áûòü áûñòðî
îïóáëèêîâàíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïóáëèêàöèÿ ñòàòüè Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, ñîäåð-
æàùåé èíôîðìàöèþ î ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ, âåñüìà æåëàòåëüíà.

9.Þ.Á.ÐÓÌÅÐ (Äîêòîð ôèç. ìàò. íàóê, ïðîôåññîð ÌÃÓ) î ñòàòüå
Þ.È.Êóëàêîâà �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé
òåðìîäèíàìèêè�:

Â ðåöåíçèðóåìîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
òåðìîäèíàìèêè, à òàêæå ñâÿçàííûé ñ ýòîé èíòåðïðåòàöèåé ìåòîä ýìïèðè÷åñêîãî
îáîñíîâàíèÿ òåðìîäèíàìèêè.

Èñõîäÿ èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìèêè, àâòîð âûâîäèò �êîíå÷íîå
óðàâíåíèå òåðìîäèíàìèêè�, â êîòîðîå âõîäÿò ñóììû è ðàçíîñòè ðàáîò âäîëü
ñìåæíûõ ñòîðîí öèêëà Êàðíî. (Íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíî-
øåíèé íå âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå). Äàëåå, çàìåíîé ïåðåìåííûõ ýòè óðàâíåíèÿ
ïðåâðàùàþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, â êîòîðûå âõîäÿò ñèììåòðè÷å-
ñêèå (ïñåâäîåâêëèäîâû) è àíòèñèììåòðè÷åñêèå (ñèìïëåêòè÷åñêèå) ðàññòîÿíèÿ.

Þðèé Áîðèñîâè÷ Ðóìåð.

Ïîñêîëüêó ýòè ðàññòîÿíèÿ èìåþò ñìûñë
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò è ïîòîìó ìîãóò
áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíû íà îïûòå,
îñíîâíîå ñîäåðæàíèå òåðìîäèíàìèêè îêàçû-
âàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïîääàþùèìñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå äî ââåäåíèÿ êàêèõ-
ëèáî ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèé, êðîìå ïîíÿòèÿ
ðàáîòû, �òåðìîñòàòà�, �àäèàáàòà� (ïðèáîð,
îñóùåñòâëÿþùèé òåïëîâóþ èçîëÿöèþ), ÷òî
è ñäåëàíî âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàáîò óäîâëåòâîðÿþò ãåîìåòðè-
÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì èçâåñò-
íîìó âûðàæåíèþ îáú¼ìà òåòðàýäðà ÷åðåç
äëèíû ð¼áåð (îïðåäåëèòåëü Êåëè-Ìåíãåðà).
Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè â îñíîâíûå âåëè÷èíû
òåðìîäèíàìèêè T è S , èñõîäÿ èç îïûòíûõ

äàííûõ, êàê äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à çàòåì
âûâåñòè èç îïûòíûõ äàííûõ, îáúåäèí¼ííûõ �ãåîìåòðè÷åñêîé� ôîðìóëèðîâêîé,
îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå òåðìîäèíàìèêè.

Â ñòàòüå Þ. È. Êóëàêîâà îáíàðóæåíà ïðîñòàÿ è íåîæèäàííàÿ ñâÿçü ìåæäó
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òåðìîäèíàìèêîé è ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé è ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ïîäõîä
ê îáîñíîâàíèþ òåðìîäèíàìèêè, áîëåå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûé ñ ýêñïåðèìåí-
òîì, ÷åì îáû÷íî. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ââåäåíèå ïîíÿòèÿ òåìïåðàòóðû, ýíòðîïèè
è âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðîèçâîäèòñÿ â ðàìêàõ åäèíîãî ìåòîäà è, íà ìîé âçãëÿä,
âåñüìà èçÿùíî.

Ñ÷èòàþ, ÷òî ðàáîòà Þ. È. Êóëàêîâà �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îñíîâ-
íûõ ïîíÿòèé òåðìîäèíàìèêè� îòíîñèòñÿ ê îñíîâàíèÿì ôèçèêè, ïðåäñòàâëÿåò
ñåðú¼çíûé èíòåðåñ è áåçóñëîâíî çàñëóæèâàåò îïóáëèêîâàíèÿ.

10. À.È.ÔÅÒ (Äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê) î äèïëîìíîé ðàáîòå
Â.À. Çåëîâà �Ïëîùàäè â äâóìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ�:

Êàê èçâåñòíî, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð Þ. È. Êóëàêîâà ïîçâîëèëà, â
÷àñòíîñòè, îïèñàòü ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ âñå ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðèè â ñìûñ-
ëå Ãåëüìãîëüöà�Êëåéíà. Èññëåäîâàíèå äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïîäðîáíî ïðîâåä¼í-
íîå Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, ïðèáàâèëî ê êëàññè÷åñêèì ãåîìåòðèÿì (åâêëèäîâîé,
ýëëèïòè÷åñêîé, ãèïåðáîëè÷åñêîé, ïñåâäîåâêëèäîâîé, ñèìïëåêòè÷åñêîé) íåêîòî-
ðûå íîâûå, �ýêçîòè÷åñêèå� ãåîìåòðèè, åù¼ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûå. Â êàæäîé
èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðèé èìååòñÿ ñîäåðæàòåëüíûé íàáîð èíâàðèàíòîâ, ïðåæ-
äå âñåãî � àíàëîãè ðàññòîÿíèé, óãëîâ è ïëîùàäåé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Íîâûé
ïîäõîä, âîçíèêøèé èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïîçâîëèë âíåñòè â ýòó êëàñ-
ñè÷åñêóþ îáëàñòü ãåîìåòðèè åäèíñòâî è èçÿùåñòâî.

Àáðàì Èëüè÷ Ôåò.

Åñëè ðàññìîòðåòü ðàññòîÿíèå äâóõ òî÷åê êàê ôóíêöèþ
êîîðäèíàò ýòèõ òî÷åê, òî äëÿ òàêèõ ôóíêöèé Ã. Ã. Ìè-
õàéëè÷åíêî âûâåë äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå
êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïðîñòî âûðàçèòü ðàññòîÿíèå ÷åðåç íàä-
ëåæàùèì îáðàçîì âûáðàííûå êîîðäèíàòû âî âñåõ ïëîñ-
êèõ ãåîìåòðèÿõ. Äëÿ óãëîâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ðå-
øåíà Å. Ë. Ëîçèöêèì. Â ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå èçó÷àåò-
ñÿ îáùàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
âî âñåõ ïëîñêèõ ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðèÿõ. Â îòëè÷èå îò
îáû÷íîãî èçëîæåíèÿ íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé, ïðè êîòî-
ðîì âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ îòäåëü-
íî äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ, Â. À. Çåëîâ êëàä¼ò â îñíîâó ñâîåãî
îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäåé ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè, èìåþùåå-
ñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå
ïëîùàäè, ò. å. âñå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ïîëîæèòåëü-
íû, íåçàâèñèìî îò èõ îðèåíòàöèè (ñëó÷àé îðèåíòèðóåìûõ
ïëîùàäåé ìîæåò áûòü èññëåäîâàí àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì).
Òîãäà âî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðèÿõ ïëîùàäü ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà ìîæåò áûòü äâóìÿ ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ïëîùàäåé òðå-
óãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ äèàãîíàëÿìè. Ýòî î÷åâèäíîå ñîîòíîøå-
íèå ïðèâîäèò ê îáùèì äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì, ðåøå-
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íèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà êàê ôóíêöèþ êîîðäè-
íàò åãî âåðøèí, è îêîí÷àòåëüíî � êàê ôóíêöèþ ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
âåðøèíàìè. Äëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðèé, â òîì ÷èñëå äëÿ íîâûõ ñëó÷àåâ,
îòêðûòûõ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, ïîëó÷àþòñÿ èçÿùíûå ôîðìóëû ïëîùàäåé, êîòî-
ðûå â òàêîì âèäå íå âñòðå÷àëèñü â ëèòåðàòóðå, íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, äàæå â
ñôåðè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Âîçìîæíî, ðàçâèòûé â ðàáîòå ìåòîä
îêàæåòñÿ ïîëåçíûì è â ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîìåðíîé çàäà÷å: çàñëóæèâàåò âíè-
ìàíèÿ, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà â òð¼õìåðíîé ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè äî ñèõ ïîð íå
óäàëîñü âûðàçèòü â âèäå ôóíêöèè äëèí åãî ð¼áåð. Ýòà çàäà÷à áûëà â ïîñëåä-
íèå ãîäû ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé âåäóùèõ ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ øêîëû
Áóðáàêè. Òàêèì îáðàçîì, �ýëåìåíòàðíàÿ� ãåîìåòðèÿ îòíþäü íå çàâåðøåíà è íå
áåñïëîäíà!

Â. À. Çåëîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàë â ñâîåé äèïëîìíîé ðàáîòå ÿñíîå ïîíèìàíèå
Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è íåìàëûå âû÷èñëèòåëüíûå ñïîñîáíîñòè, ïîòðå-
áîâàâøèåñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíûõ ôîðìóë â èçÿùíîì ïðîçðà÷íîì âèäå.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îí âîâñå íå îãðàíè÷åí â ñâîèõ ñïîñîáíîñòÿõ âû÷èñëåíèÿìè
è õîðîøî ïîíèìàåò êîíöåïöèè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Äóìàþ, ÷òî îâëàäåíèå
ìàòåìàòèêîé ïîçâîëèò åìó çàòåì âåðíóòüñÿ ê ôèçèêå âî âñåîðóæèè, â ÷àñòíîñòè,
ê äàëüíåéøèì çàäà÷àì, ñòîÿùèì ïåðåä Òåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ñïåøó
çàìåòèòü, ÷òî ÿ âñåãäà âûñîêî öåíèë ýòó òåîðèþ, ðàçäåëÿÿ â ýòîì ìíåíèå íàøèõ
ëó÷øèõ ôèçèêîâ. ×òîáû íå áûëî ñîìíåíèÿ â òîì, êîãî ÿ ñ÷èòàþ òàêîâûìè, íà-
çîâó È. Å. Òàìà è Ì. À. Ëåîíòîâè÷à. ×òî êàñàåòñÿ ìàòåìàòèêè, òî ìîæíî áûëî
áû ñîñëàòüñÿ è íà ìíåíèå íåêîòîðûõ, íûíå çäðàâñòâóþùèõ.

Ïî-âèäèìîìó, ó Â. À. Çåëîâà áûëî î÷åíü ìàëî âðåìåíè äëÿ íàïèñàíèÿ òåê-
ñòà ðàáîòû; îòñþäà � íåáîëüøèå îïèñêè è íåêîòîðûå íåóäà÷íûå òåðìèíû. Ýòî
íèêîèì îáðàçîì íå îòðàæàåòñÿ íà îöåíêå ðàáîòû: ñ÷èòàþ å¼ óäîâëåòâîðÿþùåé
âñåì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê äèïëîìíûì ðàáîòàì.

11. À.È.ÔÅÒ (Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê) î äèññåðòàöèè
Â.Õ. Ëüâà, ïðåäñòàâëåííîé íà ñîèñêàíèå ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê:

Öåëüþ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ðàçûñêàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ
ñòðóêòóð, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ôèçè÷åñêèõ òåîðèé. Ïîñêîëüêó ãåîìåòðèÿ ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñïåöèàëüíàÿ (è ñòàðåéøàÿ) îáëàñòü ôèçèêè, óæå íà
ðàííåì ýòàïå ýòà Òåîðèÿ áûëà ïðèìåíåíà ê ãåîìåòðè÷åñêèì ñòðóêòóðàì. Îáíà-
ðóæèëîñü, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ â òî÷íîñòè ãåîìåòðèè â ñìûñëå ãðóïïîâîãî
îïðåäåëåíèÿ Ôåëèêñà Êëåéíà, ïðåäëîæåííîãî èì â 1872 ãîäó â åãî èñòîðè÷åñêîé
�Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììå�. Ìîæíî íàçâàòü ýòè ãåîìåòðèè �ýëåìåíòàðíûìè�, ïî-
ñêîëüêó èç íèõ ñòðîÿòñÿ âñå èçâåñòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû ìåòîäîì ñâÿç-
íîñòåé â ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðèíàäëåæàùèì Ý. Êàðòàíó. Òåì ñàìûì
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ïîäõîäàìè ê �ãåîìåòðèè â ñìûñëå Êëåéíà�,
èëè � ýëåìåíòàðíûì ãåîìåòðèÿì. Ïåðâûé èç íèõ, ðàçðàáîòàííûé Ãåëüìãîëüöåì,
îñíîâàí íà èäåå �ìàêñèìàëüíîé ïîäâèæíîñòè�: ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ýëåìåí-
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òàðíîé ãåîìåòðèè n -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äîëæíà èìåòü òî æå ÷èñëî ñóùå-
ñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî è ãðóïïà äâèæåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü
1
2
n(n+1) . Âòîðîé ïîäõîä åñòü �÷èñòàÿ ãåîìåòðèÿ ðàññòîÿíèé�, â êîòîðîé áåð¼òñÿ

n+2 òî÷êè n -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è íàëàãàåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå èõ
ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ. Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ Êýëè,
Ìåíãåðà, Áëþìåíòàëÿ è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Âëàäèìèð Ëåâ.

Îáà ýòè ïîäõîäà îêàçàëèñü ýêâèâàëåíòíûìè.
Ñóùåñòâåííî, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ
ðàáîò, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå îòïðàâ-
ëÿåòñÿ îò äàííûõ, çàðàíåå èçâåñòíûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêèõ êàê åâêëèäîâû , íååâ-
êëèäîâû, ïñåâäîåâêëèäîâû è ñèìïëåêòè÷åñêèå
ãåîìåòðèè, à ïîñòóëèðóåò ëèøü íàëè÷èå îáùå-
ãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîïàðíûìè ðàññòîÿíè-
ÿìè n + 2 òî÷åê è âûâîäèò îòñþäà âñå âîç-
ìîæíûå òèïû ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðèé. Ýòî
áûëî âïåðâûå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî Ã. Ã. Ìè-
õàéëè÷åíêî â åãî èçâåñòíîé çàìåòêå, îïóáëèêî-
âàííîé â Äîêëàäàõ Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê
â 1981 ãîäó. Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî êëàññèôèöè-
ðîâàë äâóìåðíûå ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðèè, îá-
íàðóæèâ, êðîìå êëàññè÷åñêèõ, åù¼ íåñêîëüêî
�ýêçîòè÷åñêèõ� ãåîìåòðèé, èçó÷åíèå êîòîðûõ
ëèøü íà÷èíàåòñÿ. Ïðèìåí¼ííûé èì àïïàðàò
èññëåäîâàíèÿ � ñðàâíèòåëüíî ìàëî ðàçðàáî-
òàííûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ
êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Èíîé ïîäõîä, ñîäåðæàùèéñÿ â ðàáîòàõ
Â. Õ. Ëüâà, èñïîëüçóåò ãðóïïû è àëãåáðû Ëè. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññòîÿíèÿ-
ìè äèôôåðåíöèðóþòñÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì òî÷åê, è èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé
âûâîäÿòñÿ îïåðàòîðû è ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè ñîîòâåòñòâó-
þùåé ãðóïïû ñèììåòðèè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñëè Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî èñõîäèë
èç �ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé� â ñìûñëå Êýëè, òî Â. Õ. Ëåâ îòïðàâëÿåòñÿ îò �ìàêñè-
ìàëüíîé ïîäâèæíîñòè� â ñìûñëå Ãåëüìãîëüöà, ñðàçó æå ïåðåõîäÿ ê ðàçûñêàíèþ
ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèÿ. Êàê ïîêàçàë äèññåðòàíò, òàêîé
ìåòîä îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì è ïðèìåíèì íå òîëüêî ê ãåîìåòðè÷å-
ñêèì, íî è ê ôèçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì, ïîçâîëÿÿ èñïîëüçîâàòü õîðîøî ðàçâèòûé
àïïàðàò òåîðèè ãðóïï Ëè.

Â äèññåðòàöèè êëàññèôèöèðóþòñÿ âîçìîæíûå ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé â ðàç-
ìåðíîñòè 2, 3, 4, à òàêæå íàìå÷àåòñÿ ïðîãðàììà èññëåäîâàíèé, îáåùàþùàÿ íàéòè
âñå òàêèå ãåîìåòðèè ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ïðè n = 2 ïîëó÷àåòñÿ òàêèì ñïîñî-
áîì ãåîìåòðèÿ, íàéäåííàÿ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî. Â ðàçìåðíîñòÿõ 3 è 4 ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè íîâû è ïðåäñòàâëÿþò, ïî ìîåìó ìíåíèþ, çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Ïî
ñâîåìó ñòèëþ ðàáîòà ïðîèçâîäèò âïå÷àòëåíèå åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî èññëåäîâà-
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íèÿ, èçó÷àþùåãî ðåàëüíûå îáúåêòû, à íå ïðîñòî ñâÿçè ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè,
êàê ýòî ÷àñòî ñëó÷àåòñÿ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå. Äèññåðòàíò âïîëíå âëàäååò
ñðåäñòâàìè òåîðèè ãðóïï Ëè, è òå ãðóïïû, ê êîòîðûì îí ïðèõîäèò, ðîäñòâåííû
ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé, ðàññìîòðåííûì äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ñàìèì Ñóôóñîì
Ëè.

ß ñ÷èòàþ, ÷òî äèññåðòàöèÿ ñ èçáûòêîì óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì, ïðåäú-
ÿâëÿåìûì ê êàíäèäàòñêèì äèññåðòàöèÿì, à ñàì äèññåðòàíò âïîëíå çàñëóæèâàåò
ïðèñóæäåíèÿ ó÷¼íîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

12. À.È.ÔÅÒ (Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê) î êíèãå Ã.Ã.Ìè-
õàéëè÷åíêî �Ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè�:

Ìåòðè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà ãåîìåòðèþ, âîçíèêøàÿ â 19 âåêå â ðàáîòàõ
Ãåëüìãîëüöà è Ïóàíêàðå, òåñíî ñâÿçàíà ñ ãðóïïîâîé êîíöåïöèåé ãåîìåòðèè Êëåé-
íà. Ïðèíöèïèàëüíî âàæíàÿ òåîðåìà àâòîðà êíèãè óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü îáîèõ êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ãåîìåòðèè. Äðóãîé òðàäèöèîííîé ÷åðòîé
ãåîìåòðèè âñåãäà áûëà ñèììåòðè÷íîñòü ðàññòîÿíèé (êàê â ñëó÷àå åâêëèäîâîé,
ïñåâäîåâêëèäîâîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèé) èëè àíòèñèììåòðè÷íîñòü (êàê
â ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè). Òåîðèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè
Þ.È.Êóëàêîâà, ñîçäàâøàÿ äîñòàòî÷íî îáùóþ êîíöåïöèþ ðàññòîÿíèÿ, ïîçâîëèëà
àâòîðó äîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè âñå ìåòðè÷å-
ñêèå ãåîìåòðèè ñèììåòðè÷íû èëè àíòèñèììåòðè÷íû.

Ñåìèíàð ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ÍÃÓ.

Äàëåå, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè Þ.È.Êóëàêîâà, ìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè âîîá-
ùå ñîñòàâëÿþò ÷àñòíûé ñëó÷àé åãî "ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð", îõâàòûâàþùèõ âñå
"ýëåìåíòàðíûå" çàêîíû ôèçèêè. Ïðè ýòîì Þ.È.Êóëàêîâ çàìåòèë, ÷òî â îñíîâà-
íèè òåðìîäèíàìèêè ëåæàò äâå ìåòðèêè, ê êîòîðûì Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî ïðèáàâèë
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òðåòüþ. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì òðè ìåòðèêè ïîçâîëÿþò äàòü ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ àêñèîìàòèêó òåðìîäèíàìèêè, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íóþ (è, êàê ÿ ïîëàãàþ,
áîëåå ïðîñòóþ), ÷åì èçâåñòíàÿ àêñèîìàòèêà Êàðàòåîäîðè.

Ýòî íàáëþäåíèå îïðàâäûâàåò èíòåðåñ ê "ïîëèìåòðè÷åñêèì" ãåîìåòðèÿì, òî
åñòü ãåîìåòðèÿì, ìåæäó òî÷êàìè êîòîðûõ åñòü áîëåå îäíîãî ðàññòîÿíèÿ. Íîâàÿ
"ãåîìåòðèçàöèÿ" ôèçèêè, ïðåäëîæåííàÿÞ.È.Êóëàêîâûì, ïîçâîëÿåò îæèäàòü îò
òàêèõ ãåîìåòðèé íåîáû÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

Àâòîð êíèãè, Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, äàë â ñâîå âðåìÿ ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ
"îäíîìåòðè÷åñêèõ" ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïðåäñòàâëÿþùóþ âûäàþùååñÿ äîñòè-
æåíèå èñ÷åðïûâàþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè. Ïîëèìåòðè÷åñêèé ñëó-
÷àé ãîðàçäî òðóäíåå, è ïîêà èìåþòñÿ ëèøü ïåðâûå ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå
îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàññìàòðèâàåìîé êíèãè: èçó÷àþòñÿ ïðîñòåéøèå äâóìåòðè-
÷åñêèå è òðèìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Îäíà èç ïîñëåäíèõ ñîñòàâëÿåò ëîãè÷åñêóþ
îñíîâó òåðìîäèíàìèêè.

Àñïèðàíò Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, Â.À.Êûðîâ, íàïèñàë ïðèëîæåíèå îá àëãåáðàõ
Ëè, ñâÿçàííûõ ñ òðåõìåðíûìè ãåîìåòðèÿìè.

Êíèãó Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî ìîæíî ñìåëî ðåêîìåíäîâàòü ê èçäàíèþ, êàê ïî å¼
ñîäåðæàíèþ, òàê è ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìàñòåðñòâó.

13. À.È.ÔÅÒ (Äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê) î ðàáîòå Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî
�Ïðîñòåéøèå s -ìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè�, ÷. I:

Ðåöåíçèðóåìàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, êàê âèäíî èç å¼ çàãëàâèÿ, ââåäå-
íèå â ñåðèþ ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ êëàññèôèêàöèè s -ìåòðè÷åñêèõ ãåîìåòðèé. Ýòà
ïåðâàÿ ÷àñòü ïî ñîäåðæàíèþ áëèçêà ê äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Ãåííàäèÿ Ãðèãî-
ðüåâè÷à è áóäåò, íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, ïåðâîé ïîäðîáíîé ïóáëèêàöèåé ÷àñòè
å¼ ðåçóëüòàòîâ. Óæå �îäíîìåòðè÷åñêèé� âàðèàíò ðàáîòû èìååò âàæíîå çíà÷åíèå
äëÿ ãåîìåòðèè, è ÿ íà÷íó, äëÿ ïðîñòîòû, ñ îáúÿñíåíèÿ å¼ èäåéíîãî ñîäåðæàíèÿ
â îäíîìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå, à ïîòîì óæå ïåðåéäó ê ñìûñëó � s -ìåòðèêè�.

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé è ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèé ïîíÿòèå �ãåî-
ìåòðèè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû� áûëî ïðåäìåòîì ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ ìàòåìà-
òèêîâ äåâÿòíàäöàòîãî âåêà. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî èõ îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó îòêðûë
ôèçèê Ãåëüìãîëüö, îïèñàâøèé èõ êàê ãåîìåòðèè ñ �íàèáîëüøåé ïîäâèæíîñòüþ�.
Èìåííî îí óêàçàë, ÷òî n -ìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû äîïóñêàåò
òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ å¼ ìåòðèêó è çàâèñÿùóþ
îò n(n+1)

2
ïàðàìåòðîâ (â áîëåå ïîçäíåé ìåòðèêîëîãèè ýòî n(n+1)

2
-ìåðíàÿ ãðóïïà

Ëè). Äëÿ ïðîñòîòû ìû íàçîâ¼ì òàêèå ãåîìåòðèè �ýëåìåíòàðíûìè�. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åù¼ ñ äðåâíîñòè áûëî èçâåñòíî, ÷òî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ õàðàêòåðè-
çóåòñÿ, â ðàçìåðíîñòÿõ 2 è 3, îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè
ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ëþáûõ òð¼õ (ñîîòâåòñòâåííî, ÷åòûð¼õ) òî÷åê. Íî â ñèíòå-
òè÷åñêîì ïîäõîäå Åâêëèäà ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå ïðèâëåêàëè âíèìàíèÿ, òàê êàê íå
ñòàâèëàñü çàäà÷à ïîñòðîèòü ãåîìåòðèþ íà åäèíñòâåííîì å¼ ãëàâíîì ïîíÿòèè �
ðàññòîÿíèè. Ýòó çàäà÷ó âûïîëíèëè, óæå â 20-ì âåêå, Ìåíãåð è Áëþìåíòàëü, äëÿ
ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðèé ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Âàæíûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå



604 ×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ëþáûõ n + 2 òî÷åê, ìàëî èç-
âåñòíû è îáû÷íî íå âêëþ÷àþòñÿ äàæå â ïîäðîáíûå òðàêòàòû ïî �íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè�. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðèè ïîëó÷èëè äâà ðàçëè÷íûõ
îïèñàíèÿ: â òåðìèíàõ ãðóïï äâèæåíèé è â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèé. Ýêâèâàëåíò-
íîñòü îáîèõ ïîäõîäîâ äåìîíñòðèðîâàëàñü ïðîñòî ïåðå÷íåì êîíêðåòíûõ ãåîìåò-
ðèé, èçâåñòíûõ â òî âðåìÿ.

Íîâûé ïîäõîä ê �ýëåìåíòàðíûì ãåîìåòðèÿì� âîçíèê èç Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð Þ.È.Êóëàêîâà, øèðîêî îáîáùèâøåãî ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ è ïåðåíåñøå-
ãî ýòî ïîíÿòèå íà ôóíäàìåíòàëüíûå ñòðóêòóðû ôèçèêè. Â ôèçèêå ïðèõîäèòñÿ
ðàññìàòðèâàòü ÷èñëåííûå èíâàðèàíòû äâóõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ, êàê ïðàâè-
ëî, ðàçëè÷íûì ïðîñòðàíñòâàì è ñîîòâåòñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâóþùèì îáúåêòàì
ðàçíîé ïðèðîäû; îáîáù¼ííîå ðàññòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
âçàèìîäåéñòâèÿ. Ãåîìåòðèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ñïåöèàëüíîé îòðàñëüþ ôè-
çèêè, â êîòîðîé îáà óïîìÿíóòûõ âûøå ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò. Íî ïðè ýòîì,
êîíå÷íî, óæå íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ðàññòîÿíèå óäîâëåòâîðÿëî îáû÷-
íûì àêñèîìàì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, ÷òîáû áûëî ïîëîæèòåëü-
íî, ñèììåòðè÷íî èëè ïîä÷èíÿëîñü íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. ×òî òàêèå áîëåå
îáùèå ðàññòîÿíèÿ èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå, âèäíî èç ïðèìåðîâ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, ëåæàùåé â îñíîâå ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè, èëè ïñåâäîåâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè, ëåæàùåé â îñíîâå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå ñóùåñòâóþò �ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðèè� â òàêîì áî-
ëåå øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà? Äâà êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäà, îïèñàííûõ âûøå, ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû ê ýòîìó âîïðîñó. Ïîäõîä Ãåëüìãîëüöà â îáùåì âèäå ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïóñòü íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà ôóíêöèÿ äâóõ òî÷åê
f(i, j) ñ äåéñòâèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè (èëè, áîëåå îáùèì îáðàçîì, ñ êîìïëåêñ-
íûìè çíà÷åíèÿìè, ÷òî â ýòîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ). Êàêèì îáðàçîì ìîãóò
äåéñòâîâàòü íà M ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ôóíêöèþ f(i, j) ?
Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ òàêèõ ãðóïï?

Ïîäõîä �ìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé� Ìåíãåðà, â îáîáùåíèè Êóëàêîâà, ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì: Ïóñòü íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M äëÿ êàæäûõ n + 2 òî÷åê
i, j, ..., v, w óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

F(f(i, j), f(i, k), f(j, k), ..., f(v, w)) = 0,

ñâÿçûâàþùåå (n+1)(n+2)
2

ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Êàêîâû
ìîãóò áûòü ðàññòîÿíèÿ f(i, j) è ôóíêöèÿ F ?

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ðåöåíçèðóåìîé ðàáîòû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè äâóõ óêàçàííûõ ïîäõîäîâ. À èìåííî, åñëè ñóùåñòâóåò ïðèâåäåííîå
âûøå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè, òî íà ìíîãîîáðàçèè òðàíçèòèâíî äåé-
ñòâóåò ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Ëè ðàçìåðíîñòè n(n+1)

2
, ñîõðàíÿþùàÿ ðàññòîÿíèÿ;

è îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà, òî èìååòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó (n+1)(n+2)

2
ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ëþáûõ n + 2 òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè àâòîð ðàññìàòðèâàåò áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà íà ìíî-
ãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè ns ( s � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî) äëÿ êàæäûõ äâóõ
òî÷åê i, j îïðåäåëåíî s ÷èñåë fµ(i, j) (µ = 1, 2, ..., s) , ñîñòàâëÿþùèõ s ðàñ-
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ñòîÿíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðíîñòü ãðóïïû äâèæåíèé â ïðåäûäóùåé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ðàâíà sn(n+1)

2
, à ÷èñëî ðàññòîÿíèé, ñâÿçûâàåìûõ ñîîòíîøåíèåì, ðàâíî

s(n+1)(n+2)
2

. Ýòî îáîáùåíèå íóæíî â ôèçèêå. Íàïðèìåð, â òåðìîäèíàìèêå, ãäå
Þ.È.Êóëàêîâ ââåë äâà ðàññòîÿíèÿ � ñèììåòðè÷íîå è àíòèñèììåòðè÷íîå � ÷åðåç
ýòè ðàññòîÿíèÿ âûðàæàþòñÿ îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ
â ãàçàõ. Ñ ýòîãî ïðèìåðà àâòîð è íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó, ìîòèâèðóÿ ââåäåíèå
s -ðàññòîÿíèé. Íåñîìíåííî, â ñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ ðàáîòû áóäóò èõ äàëüíåéøèå
ïðèëîæåíèÿ.

Ñòàòüÿ íàïèñàíà ñ êëàññè÷åñêîé �ëîêàëüíîé� òî÷êè çðåíèÿ, òî åñòü òåîðåìû
äîêàçûâàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê, ãäå ðàíãè íåêîòîðûõ ìàòðèö ßêîáè äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì. Â îòêðûòûõ àâòîðîì �ýêçîòè÷åñêèõ�
ãåîìåòðèÿõ òàêèå óñëîâèÿ ìîãóò íàðóøàòüñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè. Ïðåäñòàâëÿëî áû èíòåðåñ, ðàçóìååòñÿ, ãëîáàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàñ-
ñìîòðåííûõ â ðàáîòå âîïðîñîâ; íî íàäî çàìåòèòü, ÷òî äàæå â êëàññè÷åñêîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ãëîáàëüíûå ðåçóëüòàòû äî ñèõ ïîð ðåäêè.

Äîêàçàòåëüñòâà, ñîäåðæàùèåñÿ â ðàáîòå, âåñüìà èçîáðåòàòåëüíû. Àëãåáðà
Ëè ãðóïïû äâèæåíèé ðåàëèçóåòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà ìíîãîîáðàçèè, ñâÿçàí-
íûìè ñ ðàññòîÿíèÿìè f(i, j) ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àâòîð
âèðòóîçíî âëàäååò òåõíèêîé àíàëèçà, íåîáõîäèìîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ ðåøåíèé,
è ïðèìåíÿåò å¼ â îáñòàíîâêå, íå âñòðå÷àþùåéñÿ ó êëàññèêîâ, ïîñêîëüêó ðàññòî-
ÿíèÿ íå ìîãóò áûòü çàäàíû, êàê ýòî îáû÷íî äåëàëîñü, ðèìàíîâîé ìåòðè÷åñêîé
ôîðìîé. Åìó ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðàññòîÿíèÿ �äàë¼êèõ� òî÷åê i, j , è òåî-
ðèÿ ëîêàëüíà ëèøü â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ èç òî÷åê ìåíÿåòñÿ â ñâîåé ìàëîé
îêðåñòíîñòè, íî îêðåñòíîñòè ðàçíûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñæàòîå èçëîæåíèå ðàáîòû, â êîòîðîé ÷èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ðÿä áîëåå
ïðîñòûõ âûêëàäîê, èñêëþ÷àåò êàêèå-ëèáî òðåáîâàíèÿ î å¼ ñîêðàùåíèè. ß è
ïðåæäå ÷èòàë ýòè äîêàçàòåëüñòâà, íî â áîëåå êðàòêîì èçëîæåíèè ÿ áû èõ íå
ïîíÿë.

Ïîëàãàþ, ÷òî ðàáîòà Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì, êà-
êèå ìîæíî ïðåäúÿâèòü ê âàæíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ, è íåïðåìåííî
äîëæíà áûòü îïóáëèêîâàíà.

14. Â.Â.ÖÅËÈÙÅÂ (Çàâ. ñåêòîðîì ëîãèêè è òåîðèè ïîçíàíèÿ Èíñòèòóòà
èñòîðèè, ôèëîëîãèè è ôèëîñîôèè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, êàíä. ôèëîñ. íàóê (íûíå
äîêòîð ôèëîñ. íàóê)) î ñòàòüå Þ.È.Êóëàêîâà �Î íåîáõîäèìîñòè íîâîé
ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå�:

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ôèëîñîôñêèõ îñíîâàíèé ôèçèêè. Àâòîð
àíàëèçèðóåò ïóòè ðàçâèòèÿ ýòîé íàóêè è òå òðóäíîñòè, êîòîðûå ñòîÿò ïåðåä
ôèçèêîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îñíîâíûì ïîëîæåíèåì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ òåçèñ î
íåîáõîäèìîñòè óíèôèêàöèè ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, îäíèì èç
âîçìîæíûõ ïóòåé ê ïîñòðîåíèþ åäèíîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä
ê òàêîìó óðîâíþ ôîðìóëèðîâêè ôèçè÷åñêîé òåîðèè, êîãäà íå òîëüêî îñíîâíûå
óðàâíåíèÿ, íî è ñàìè ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è âåëè÷èíû âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì
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îáðàçîì êàê åäèíñòâåííî âîçìîæíûå èíâàðèàíòû. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà óíèôèêàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçðàáàòûâàåìàÿ àâòîðîì Òåîðèÿ ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï ñàêðàëüíîé
ñèììåòðèè.

Îöåíèâàÿ ñòàòüþ â öåëîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â íåé èçëîæåíû íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû áîëüøîé ðàáîòû, ïðîäåëàííîé Þ. È. Êóëàêîâûì çà ïîñëåäíèå ãîäû.

Îòçûâ äàí äëÿ ïðåäúÿâëåíèÿ â ÂÈÍÈÒÈ ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñà î äåïî-
íèðîâàíèè ñòàòüè Þ. È. Êóëàêîâà.

15. À.Ì.ØÅËÅÕÎÂ (Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê) î äèññåð-
òàöèè Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî, ïðåäñòàâëåííîé íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.04.04 � ãåî-
ìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ:

Êàê ïîêàçûâàåò èñòîðèÿ, îáñóæäåíèå âîïðîñà �÷òî òàêîå ãåîìåòðèÿ?� íå ðàç
ïðèâîäèëî ê âîçíèêíîâåíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ âçãëÿäîâ â ìàòåìàòèêå, ê ïî-
âîðîòó â ðàçâèòèè âñåé íàóêè. Íå ðàç ãåîìåòðèÿ êàê áû ðîæäàëàñü çàíîâî, âìåñòå
ñ íåé ðàçâèâàëîñü ïîíÿòèå ÷èñëà, èçìåíÿëàñü êîíöåïöèÿ ïðîñòðàíñòâà è âðåìå-
íè, âîçíèêàëè íîâûå òå÷åíèÿ â ôèëîñîôèè. Ïîâîðîòíûå ìîìåíòû â èñòîðèè
ãåîìåòðèè îòìå÷åíû èìåíàìè Åâêëèäà, Äåêàðòà, Ãàóññà, Ëîáà÷åâñêîãî, Êëåéíà,
Ãèëüáåðòà, Ïóàíêàðå, Ðèìàíà. Ïîñëå âíóøèòåëüíûõ óñïåõîâ ãåîìåòðèè å¼ àâ-
òîðèòåò â ñåìüå åñòåñòâåííûõ íàóê ïîâûñèëñÿ íàñòîëüêî, ÷òî ïîëîæåíèå ìîæíî
îõàðàêòåðèçîâàòü, ïåðåôðàçèðóÿ èçâåñòíóþ ôðàíöóçñêóþ ïîãîâîðêó: �chercher
la g�eomtrie�. Ýòî îñîáåííî çàìåòíî â ôèçèêå: ìíîãèå ñîâðåìåííûå ôèçè÷åñêèå
òåîðèè èìåþò åñòåñòâåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã, è èìåííî ïðèñîåäèíåíèå ê
ôèçè÷åñêîé èäåå ãåîìåòðè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ äåëàåò çàäà÷ó áîëåå óâëåêàòåëü-
íîé è ïåðñïåêòèâíîé.

Âëàäèìèð Ëåâ, Þðèé Êóëàêîâ, Âèêòîð Øàõîâ è Ãåííàäèé Ìèõàéëè÷åíêî.
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Â äèññåðòàöèè Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî ðàññìàòðèâàåòñÿ êðóã ïðîáëåì, ÿâëÿþùèõ-
ñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì êëàññè÷åñêèõ èäåé, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ñîâðåìåí-
íîé ãåîìåòðèè. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå èì ðåçóëüòàòû èìåþò íåïîñðåäñòâåí-
íîå ïðèëîæåíèå ê ôèçèêå. Ïîýòîìó àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé àâòîðîì òåìàòèêè
íåñîìíåííà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíöåïöèé: ãåîìåòðèè ìàêñè-
ìàëüíîé ïîäâèæíîñòè è ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â ñàìîì îáùåì
âèäå. Èìåííî ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ äîñòà-
òî÷íî îáùåãî âèäà, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíûå àêñèîìû ìåòðèêè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âûïîëíÿþòñÿ. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (n + 2)(n + 1)/2 âñåâîçìîæíûõ
ðàññòîÿíèé ìåæäó n + 2 òî÷êàìè ñâÿçàíû íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèîíàëüíîé
çàâèñèìîñòüþ, òàêæå äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà è ñ ìèíèìàëüíûìè åñòåñòâåííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè. Äîêàçàíî, ÷òî ãåîìåòðèè òàêîãî âèäà è òîëüêî îíè îáëàäàþò
ìàêñèìàëüíîé ïîäâèæíîñòüþ, òî åñòü äîïóñêàþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, çàâè-
ñÿùóþ îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ (Òåîðåìû 1 è 2 èç ãë. 1).
Ýòîò ðåçóëüòàò äåòàëèçèðóåòñÿ äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ â � � 3 � 5 ãë. 1.

Â � 3 ãë. 1 äàíà êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ ãåîìåòðèé ðàññìàòðèâàåìîãî âè-
äà. Äîêàçàíî, ÷òî èõ âñåãî 10. Âñå ìåòðèêè óêàçàíû ÿâíî è äëÿ êàæäîé èç íèõ
íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè ýòîì, íàðÿäó ñ èçâåñò-
íûìè, ïîëó÷èëèñü äâå íîâûå ãåîìåòðèè.

Â � 4 ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ òð¼õìåðíûõ àëãåáð Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè ñ òî÷íîñòüþ òîëüêî äî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êîîðäèíàò. Èñïîëüçóÿ ýòó êëàññèôèêàöèþ, àâòîð â � 5 ãë. 1 íàõîäèò
äâóõòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû äëÿ êàæäîé èç ãåîìåòðèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåâû-
ðîæäåííûå ñîâïàäàþò ñ ïëîñêèìè ìåòðèêàìè, íàéäåííûìè â � 3. Ýòîò ôàêò
äà¼ò íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ òåîðåì èç � � 1, 2 ãë. 1 îá ýêâè-
âàëåíòíîñòè äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíöåïöèé â ñëó÷àå n = 2 .

Âî âòîðîé ãëàâå àíàëîãè÷íàÿ òåîðèÿ ðàçâèâàåòñÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
(â ñìûñëåÞ.È.Êóëàêîâà). Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ãåîìåòðèÿ ðàññòî-
ÿíèé íà äâóõ ìíîæåñòâàõ, òî åñòü ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè M × N , ãäå M è N , âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû.
Ââîäÿòñÿ àêñèîìû, îïðåäåëÿþùèå ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (n + 1,m + 1)
è ïîðÿäêà s , è àêñèîìû, îïðåäåëÿþùèå íà M × N ãåîìåòðèþ ìàêñèìàëüíîé
ïîäâèæíîñòè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2 (òåîðåìû 1 è 2 èç � 1) ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïîíÿòèå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (n+1,m+1) è ãåîìåòðèè ðàíãà smn
ýêâèâàëåíòíû. Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ðåçóëüòàòû äåòàëèçèðóþòñÿ.

Â � 2 ïåðå÷èñëåíû ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+1,m+1) ïîðÿäêà 1, ãäå
m + 1 = n = 1, 2, 3 : m = n 6 2, m = n − 1 6 2 è äëÿ êàæäîé èç íèõ íàéäåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

Â � 3 ãë. 2 àâòîð åù¼ ðàç âîçâðàùàåòñÿ ê òåîðèè ãðóïï Ëè ïðåîáðàçîâàíèé
è îáñóæäàåò âîïðîñ î ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèÿõ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ àëãåáð èí-
ôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Óêàçûâàåòñÿ, ãäå ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó
ýêâèâàëåíòíîñòüþ è ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Äåëî â òîì, ÷òî ãðóïïà ϕ(λ, µ)
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà M×N , íà êîòîðîì çàäàíà ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà,
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç äåéñòâèå îäíîé è òîé æå ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû íà ìíîãî-
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îáðàçèè M è N (ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ϕ(λ) è ϕ(µ) ). Àëãåáðà Ëè ãðóïïû
ϕ(λ, µ) íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì âçàèìíûì ðàñøèðåíèÿì àëãåáð ãðóïï ϕ(λ)
è ϕ(µ) , åñëè ýòè àëãåáðû ýêâèâàëåíòíû, è íåýêâèâàëåíòíû ðàñøèðåíèÿì â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ ñëàáîýêâèâàëåíòíûõ àëãåáð êàê ýêâèâàëåíòíûå òàê è íå
ýêâèâàëåíòíûå ðàñøèðåíèÿ. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ (åñòü ïðèìåðû), ÷òî â
ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò ãðóïïû ϕ(λ, µ) �
ëîêàëüíî íå âûðîæäåí.

Â � 4 ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ÷åòûð¼õìåðíûõ àëãåáð Ëè èíôèíèòåçè-
ìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, è ýòà êëàññèôèêàöèÿ ñî-
ïîñòàâëÿåòñÿ ñ èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèåé Ñîôóñ Ëè.

Â � 5 ðàññìîòðåíû ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (3,3) è ïîðÿäêà 1. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî èõ âñåãî äâå, è äëÿ íèõ íàéäåíû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîêàçàíî,
êàê ïî ýòèì ãðóïïàì íàéòè âèä ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêè.

Â � 6 ãë. 2 ïåðå÷èñëåíû âñå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (n+1, 2) è ïîðÿäêà
1. Îíè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè n = 1, 2, 3 . Äëÿ âñåõ íàéäåí âèä â ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ, íàéäåíû îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.

Â çàêëþ÷åíèè äàíî îïðåäåëåíèå p -àðíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îáîáùàþ-
ùåå ðàññìîòðåííûå áèíàðíûå ñòðóêòóðû. Óêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ íà ðàçìåðíîñòè,
ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, è äîêàçàíî, ÷òî
òàêèå ãðóïïû ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ áèíàðíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Áîëüøèì äîñòîèíñòâîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âåñüìà ãëóáîêèå ðå-
çóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà: ýòî
ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé è ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ. Àâòîðó óäàëîñü ñäå-
ëàòü òîíêîå íàáëþäåíèå è â òîé è â äðóãîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè è âåñüìà íåòðè-
âèàëüíûì îáðàçîì ïðèìåíèòü èõ â ñâîåé ðàáîòå.

Äðóãîå íåñîìíåííîå äîñòîèíñòâî äèññåðòàöèè � õîðîøèé ÿçûê è ÿñíîñòü èç-
ëîæåíèÿ. Ïî ñòèëþ ðàáîòà áëèæå ê ó÷åáíèêó, ÷åì ê ìîíîãðàôèè. Íàïðèìåð,
íàèáîëåå âàæíûå ïîíÿòèÿ àâòîð îáñóæäàåò íåîäíîêðàòíî.

Äîêàçàòåëüñòâà ïîäðîáíûå, õîòÿ çäåñü, íà ìîé âçãëÿä, åñòü íåêîòîðàÿ äèñ-
ïðîïîðöèÿ. Â íåêîòîðûõ ìåñòàõ ðàññóæäåíèÿ ÷åðåñ÷óð äåòàëèçèðîâàíû (íàïðè-
ìåð, íà ñòð. 155�156), õîòÿ â äðóãîì ìåñòå (� 2 ãë. 2) äîêàçàòåëüñòâî çàìåíåíî
ññûëêîé íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïóáëèêàöèþ. Åù¼ îäíî çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëà: íåïîíÿòíî, ïî÷åìó íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ òåîðèè ãðóïï
Ëè ïðåîáðàçîâàíèé äàíû â � 3 ãë. 2, à íå ðàíüøå. Íàêîíåö, â îïðåäåëåíèè 1 íà
ñòð. 122 ìîæåò ëó÷øå áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
íà M ×N , à íå íà � M è N � (òî æå ñàìîå � îá îïðåäåëåíèè 2 íà ñòð. 125).

Èòàê, â ðàáîòå ðåøåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà: óñòà-
íîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ êîíöåïöèé ãåîìåòðèè; äàíî ñòðîãîå îïðåäåëåíèå
ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû è äîêàçàíî, ÷òî å¼ çàäàíèå ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ãåîìåò-
ðèè ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé. Íàéäåíû âñå ãåîìåòðèè ìàêñèìàëüíîé ïîäâèæíîñòè â
äâóìåðíîì ñëó÷àå, òî åñòü ðåøåíà çàäà÷à À.Ïóàíêàðå, íàéäåíû íåêîòîðûå ôèçè-
÷åñêèå ñòðóêòóðû ïîðÿäêà 1 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ðàç-
ðàáîòàíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ îïèñàííûõ çàäà÷, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàíà è ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû êîððåêòíû è ïîëíîñòüþ îïóáëèêîâàíû. Àâòîðåôåðàò âïîëíå îòðà-
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æàåò ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè. Ïîýòîìó ñ÷èòàþ, ÷òî äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà
�Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ òðåáîâàíèé,
ïðåäúÿâëÿåìûõ ê äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, à å¼ àâòîð, Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî çàñëó-
æèâàåò ïðèñóæäåíèÿ åìó ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

16. Ä.Â.ØÈÐÊÎÂ (Çàâ. êàôåäðîé òåîð. ôèçèêè ÍÃÓ, ÷ë.-êîðð. ÀÍ
ÑÑÑÐ) î êîíñïåêòå ëåêöèé Þ.È.Êóëàêîâà �Ýëåìåíòû Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð�:

Äàííûé êîíñïåêò ëåêöèé âîçíèê íà áàçå ñïåöêóðñà, ÷èòàåìîãî àâòîðîì íà
ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÍÃÓ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò.

Ïîñëå ëåêöèè â ÍÃÓ

Ýòîò ñïåöêóðñ ïîñâÿù¼í ñòðî-
ãîìó àíàëèçó îñíîâíûõ ïîíÿòèé
ôèçèêè òàêèõ êàê �ïðîñòðàíñòâî�
è �âðåìÿ�, �ìåòðè÷åñêèé òåíçîð�
è �òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ�, �ìàññà�, �ñèëà�, �òåìïåðàòó-
ðà�, �ýíòðîïèÿ� è ò. ï. Íàðÿäó ñ
íèìè â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
ñòðîåíèþ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ýòè ïîíÿ-
òèÿ, íà áàçå êîòîðûõ è îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ âñ¼ ïîñòðîåíèå òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè, ñ ïîëíûì ïðà-
âîì ìîãóò áûòü íàçâàíû �ïðåäâà-
ðèòåëüíûìè ïîíÿòèÿìè ôèçèêè�,
ïîñêîëüêó ôèçèêà íå ñòîëüêî ïî-
ñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýòèõ ïîíÿòèé,
ñêîëüêî ñòðîèòñÿ íà èõ îñíîâå.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîñòîÿò,
âî-ïåðâûõ, â ïðèíöèïèàëüíî
íîâîì ïîäõîäå ê êëàññèôèêàöèè
ôèçè÷åñêèõ òåîðèé, à âî-âòîðûõ,
â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî (ïðè
èçâåñòíûõ îãîâîðêàõ) òîëüêî
÷èñëî íåçàâèñèìûõ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ îïðåäåëÿåò ñîáîé (ïðè

íàäëåæàùåì âûáîðå ôèçè÷åñêèõ øêàë) ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà. Ýòè ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà êàôåäðå
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè â Ìîñêîâñêîì è Ëåíèíãðàäñêîì óíèâåðñèòåòàõ, â Äóáíå
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è ÔÈÀÍå è âûçûâàëè îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ ñî ñòîðîíû ìíîãèõ ôèçèêîâ.
Ñóùåñòâåííîå ìåñòî â ëåêöèÿõ çàíèìàåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà

ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð, è äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàçëè÷-
íîãî òèïà. Ýòè ðåçóëüòàòû òùàòåëüíî ïðîâåðåíû ìàòåìàòèêàìè è èõ íàó÷íûé
óðîâåíü íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.

Ñ÷èòàþ, ÷òî ïóáëèêàöèÿ ðàáîòû Þ. È. Êóëàêîâà â âèäå ðîòàïðèíòíîãî èçäà-
íèÿ ÍÃÓ áóäåò ïîëåçíîé êàê äëÿ öåëåé îáñóæäåíèÿ ñðåäè íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ,
èíòåðåñóþùèõñÿ äàííûì êðóãîì ïðîáëåì, òàê è äëÿ ñòóäåíòîâ ÍÃÓ.

17.Þ.ÑÂëàäèìèðîâ (Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, âåäóùèé íà-
ó÷íûé ñîòðóäíèê ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà, ÷ëåí ñåê-
öèè ãðàâèòàöèè ÍÒÑ Ìèíâóçà ÑÑÑÐ) î äèññåðòàöèè Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî
�Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�, ïðåäñòàâëåííîé íà ñîèñ-
êàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöè-
àëüíîñòè 01.01.04 � ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ.

Äèññåðòàöèÿ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþ íî-
âîãî íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íàçâàííîãî Òåîðèåé ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ýòî íàïðàâëåíèå áûëî íà÷àòî Þ. È. Êóëàêîâûì è ïîëó÷èëî
ðàçâ¼ðíóòóþ è ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó â ðàáîòàõ Ã. Ã. Ìèõàéëè-
÷åíêî. Òàê, èì íàéäåíû âñå âîçìîæíûå çàêîíû ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ ïàðíûìè
âåùåñòâåííûìè îòíîøåíèÿìè íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ýëåìåíòîâ, âïåðâûå ïîêàçàíî,
êàêèå âîçìîæíû, à êàêèå � íåò, ðàíãè òàêèõ ñòðóêòóð. Â åãî ðàáîòàõ âïåðâûå
íàéäåíû âñå ðåøåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãîâ 3 è 4 ñ âåùåñòâåííûìè
ïàðíûìè îòíîøåíèÿìè íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ. Èì æå ñäåëàíû âàæíûå
øàãè â èññëåäîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ íåñêîëüêèìè ïàðàìè îòíîøåíèé è
ñòðóêòóð ñ òðîéíûìè è ò. ä. îòíîøåíèÿìè íà îäíîì è íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ýëå-
ìåíòîâ. Íà íàø âçãëÿä, óæå ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèñóæäåíèÿ Ã. Ã. Ìèõàéëè-
÷åíêî ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Îäíàêî äèññåðòàíò ïîø¼ë
çíà÷èòåëüíî äàëüøå. Â äàííîé äèññåðòàöèè ïðîâåäåíî ãëóáîêîå èññëåäîâàíèå
ñîîòíîøåíèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, èìåþùåé ìåñòî â Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð, è ñèììåòðèè, îïèñûâàåìîé ãðóïïàìè Ëè è øèðîêî èñïîëüçóåìîé
â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû áóäóò èãðàòü âàæíóþ ðîëü
â ðàçâèòèè ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî ñëåäóåò õîòÿ áû èç
ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Â ðàáîòàõ Þ. È. Êóëàêîâà, Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî è
Â. Õ. Ëüâà ïîêàçàíî, ÷òî ôèçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëåìåí-
òîâ ñîîòâåòñòâóþò øèðîêî èçâåñòíûå ãåîìåòðèè: åâêëèäîâû, ïñåâäîåâêëèäîâû,
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, Ðèìàíà (ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû), ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå è äðóãèå. Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðû íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ýëåìåíòîâ
ñòðîÿòñÿ òàêèì æå îáðàçîì, ÷òî è ñòðóêòóðû íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ,
òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èì ñîîòâåòñòâóþò íîâûå ãåîìåòðèè, êîòîðûå ìîæíî
íàçâàòü áèíàðíûìè.
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Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå ñåé÷àñ äîìèíèðóåò òåíäåíöèÿ ãåîìåòðèçàöèè îñíîâ-
íûõ å¼ ïîëîæåíèé è îñîáåííî èçâåñòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, ÷òî
âûðàçèëîñü â âèäå ýéíøòåéíîâñêîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ãåîìåòðèçîâàâøåé
ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå, â âèäå ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé
òèïà Êàëóöû-Êëåéíà, òåîðèé Âåéëÿ, Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà, ôèíñëåðîâûõ ãåîìåò-
ðèé è ò. ä. Íî â ýòèõ òåîðèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ãåîìåòðèè íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëå-
ìåíòîâ (òî÷åê). Ïîñêîëüêó îòêðûòû áèíàðíûå ãåîìåòðèè (ñòðóêòóðû), ïðè÷¼ì
îíè áîëåå ïðîñòû è ýëåìåíòàðíû, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ìûñëü ïðèìåíèòü äëÿ
ãåîìåòðèçàöèè ôèçèêè íîâûå, áèíàðíûå ãåîìåòðèè. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ íà áàçå
ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîò Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî è Þ. È. Êóëàêîâà âåäóòñÿ â íàøåé
ãðóïïå.

Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâ, Þ.È.Êóëàêîâ è Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî.

Óæ âûðèñîâàëèñü êîíòóðû òàêîé íîâîé òåîðèè, íàçâàííîé íàìè áèíàðíîé
ãåîìåòðîôèçèêîé. Ýòà òåîðèÿ ïîçâîëÿåò íà íîâîé îñíîâå îáúåäèíèòü òåîðèþ
êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé, âûéòè íà
ðåøåíèå òàêèõ ïðîáëåì êàê îáîñíîâàíèå ðàçìåðíîñòè è ñèãíàòóðû êëàññè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îáîñíîâàíèÿ èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé è
ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî ôèçèêè äàâíî ïîëü-
çóþòñÿ ïîíÿòèÿìè áèíàðíîé ãåîìåòðîôèçèêè â âèäå òåîðèè ñïèíîðîâ, êâàäðà-
òè÷íûõ âûðàæåíèé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è ò. ä. Ñðåäè èçâåñòíûõ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè ê Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áëèæå âñåãî íàõîäèòñÿ òåîðèÿ ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, îäíàêî îíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèøü êàê ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî øèðå å¼. Â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð åù¼ ñîäåðæàòñÿ òàê íàçûâàåìûå áèíàðíûå âûðîæäåííûå ñòðóêòóðû
ðàíãîâ (r± 1, r) , (2, 4) è (4, 2) , ðÿä ãåîìåòðèé ñ îäíèì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ
(òî÷åê). Âñ¼ ýòî ãîâîðèò îá àêòóàëüíîñòè è ÷ðåçâû÷àéíîé âàæíîñòè äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòû Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî.

Êðàòêî õàðàêòåðèçóþ äàííóþ äèññåðòàöèþ. Îíà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ
ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Å¼ îáú¼ì ñîñòàâëÿåò 251 ñòðàíèöó, áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò
44 íàçâàíèÿ. Ìàòåðèàë èçëîæåí ÷¼òêî, ñòðîãèì, íî äîõîä÷èâûì ÿçûêîì.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé
ñèììåòðèé â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëåìåí-
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òîâ. Êàê óæå îòìå÷åíî, èì ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûå ãåîìåòðèè, ïðè÷¼ì èõ ðàç-
ìåðíîñòü n âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàíãè r ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîîòíîøåíèåì
n = r − 2 . Èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ñëåäóåò îòìåòèòü: âî-ïåðâûõ,
çäåñü äàíî íàèáîëåå ÷¼òêîå è êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ; âî-âòîðûõ, äàíî îïðåäåëåíèå ïîäâèæíîñòè
(äâèæåíèé) â ðàìêàõ òàêèõ ñòðóêòóð; â-òðåòüèõ, â � 3 âûâåäåíû âñå âîçìîæíûå
2 -ãåîìåòðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðóêòóðå ðàíãà 4; â-÷åòâ¼ðòûõ, ñ ïîìîùüþ êëàñ-
ñèôèêàöèè àëãåáð Ëè, çäåñü âûâåäåíû ãðóïïû Ëè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðå
ãåîìåòðèÿõ.

Âî âòîðîé ãëàâå àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ðåøåíû â ðàìêàõ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ñ âåùåñòâåííûìè ïàðíûìè îòíîøåíèÿìè íà äâóõ ìíîæåñòâàõ ýëåìåí-
òîâ, ò. å., êàê ìû íàçûâàåì, äëÿ áèíàðíûõ ãåîìåòðèé. Çäåñü îïÿòü áîëüøîå âíè-
ìàíèå óäåëåíî ïîñòðîåíèþ àêñèîìàòèêè áèíàðíûõ (íà äâóõ ìíîæåñòâàõ) ñòðóê-
òóð, îïðåäåëåíèþ äâèæåíèé,ïîëó÷åíèþ ãðóïï Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ñàìîå ñóùåñòâåííîå â ýòîé ãëàâå � âûâîä âñåõ çàêîíîâ
äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ âåùåñòâåííûìè ïàðíûìè îòíîøåíèÿìè íà äâóõ ìíî-
æåñòâàõ.

Â êà÷åñòâå çàìå÷àíèé è îò÷àñòè ïîæåëàíèé äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû äèññåð-
òàíòà îòìå÷ó ñëåäóþùåå:

1. Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ãðóïïàõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ
èíâàðèàíòíûìè ïàðíûå îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð. Îäíàêî â
òàêîé òåîðèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò îáúåêòû, èãðàþùèå âàæíóþ
ðîëü â òåîðèè, è äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî áîëåå øèðîêèå ãðóïïû ïðåîáðà-
çîâàíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäó êîìïëåêñèôèöèðîâàííóþ áèíàðíóþ
ñòðóêòóðó ðàíãà (3,3;á) èñïîëüçóåìóþ â êà÷åñòâå êëþ÷åâîé â áèíàðíîé ãåî-
ìåòðîôèçèêå. Â ýòîé òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùèå èíâàðèàíòíû-
ìè ïàðíûå îòíîøåíèÿ, ñîñòàâëÿþò 4-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó U(2) , òîãäà
êàê âàæíûé îáúåêò, ñâÿçûâàþùèé äâå ïàðû ðàçíîèì¼ííûõ ýëåìåíòîâ, îñòà-
¼òñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áîëåå øèðîêîé 6-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïû SL(2, C) . Õîòåëîñü áû âèäåòü àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû è â ðàìêàõ Òåîðèè
ñòðóêòóð ñ âåùåñòâåííûìè ïàðíûìè îòíîøåíèÿìè, ðàçðàáîòêå êîòîðîé ïî-
ñâÿùåíà äàííàÿ äèññåðòàöèÿ.

2. Ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë äèññåðòàöèè ñëåäîâàëî áû ðàçáèòü íà
áîëüøåå ÷èñëî ãëàâ, îòíåñÿ â ðàçíûå ãëàâû àêñèîìàòèêó Òåîðèè ñòðóêòóð
è èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ è ãðóïïîâûõ ñèì-
ìåòðèé.

3. Äèññåðòàíò îãðàíè÷èëñÿ ñëèøêîì óçêèì êðóãîì öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû.
Òàê, â àâòîðåôåðàòå îí ïðèâ¼ë âñåãî 14 ñâîèõ ðàáîò, òîãäà êàê èì îïóáëè-
êîâàíî çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñòàòåé íà ýòó òåìó; íàïðèìåð, äàæå â äèññåðòà-
öèè äèññåðòàíò ññûëàåòñÿ íà 22 ñâîè ðàáîòû. Êðîìå òîãî, â Íîâîñèáèðñêîé
ãðóïïå Êóëàêîâà-Ìèõàéëè÷åíêî âûïîëíåíî ïî äàííîé òåìàòèêå áîëåå ñîò-
íè ðàáîò, à âåñü ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò ëèøü 44 íàçâàíèÿ. Â ýòîì
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ñïèñêå, íàïðèìåð, íåò íàøåé ìîíîãðàôèè (Þ. È. Êóëàêîâ, Þ. Ñ. Âëàäèìè-
ðîâ, À .Â. Êàðíàóõîâ �Ââåäåíèå â Òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è áèíàðíóþ
ãåîìåòðîôèçèêó�. Ì.: Èçä-âî Àðõèìåä. 1992), â êîòîðîé ìû ìíîãîêðàòíî
ññûëàåìñÿ íà ðàáîòû Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî. Óìåñòíî áûëî áû ñîñëàòüñÿ íà
ðàáîòû Ë. Áëþìåíòàëÿ, Ý. Ìàõà è äðóãèõ ïî áëèçêîé òåìàòèêå.

4. Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè õîòåëîñü áû âèäåòü ÷¼òêîå ïåðå÷èñëåíèå îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó. Ýòîãî äèññåðòàíò íå ñäåëàë.

Íåñìîòðÿ íà ýòè äîñàäíûå íåäî÷¼òû, äèññåðòàöèÿ çàñëóæèâàåò ñàìîé âû-
ñîêîé îöåíêè. Â íåé ïîëó÷åí ðÿä ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, îòìå-
÷åííûõ âûøå. Îíà âûïîëíåíà íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå,
ïðîøëà îñíîâàòåëüíóþ àïðîáàöèþ íà ìíîãèõ àâòîðèòåòíûõ ñåìèíàðàõ Ìîñêâû,
Ñ-Ïåòåðáóðãà, Êàçàíè, Íîâîñèáèðñêà, íà ðÿäå êîíôåðåíöèé è â ïå÷àòè.

Äèññåðòàöèÿ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ÂÀÊà, ïðåäú-
ÿâëÿåìûì ê äîêòîðñêèì äèññåðòàöèÿì, à ñàì äèññåðòàíò çàñëóæèâàåò ïðèñóæ-
äåíèÿ èñêîìîé ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Àâòîðåôåðàò äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæàåò ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñâîåâðåìåííî îïóáëèêîâàíû â óêàçàííûõ äèññåðòàíòîì

14 ðàáîòàõ.

18. Þ.Ñ.ÂËÀÄÈÌÈÐÎÂ î öèêëå ðàáîò ïî Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð äîöåíòà Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
Þ. È. Êóëàêîâà.

Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâ è
Þ.È.Êóëàêîâ

â Ïóùèíî-íà-Îêå.

Â öèêëå ðàáîò Þ. È. Êóëàêîâà, îïóáëèêîâàííûõ
ñ ñåðåäèíû 60-õ ãîäîâ ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïðåä-
ëîæåíî è øèðîêî ðàçâèòî íîâîå îðèãèíàëüíîå íà-
ïðàâëåíèå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íàçâàííîå èì
Òåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ñóòü ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì: íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâàõ
ýëåìåíòîâ çàäàþòñÿ ïàðíûå, òðîéíûå è ò. ä. îò-
íîøåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëèòü âîçìîæíûå çàêîíû,
ñâÿçûâàþùèå îòíîøåíèÿ ìåæäó íàáîðàìè ýëåìåí-
òîâ, êîòîðûå áûëè áû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
âñåõ äîïóñòèìûõ èçìåíåíèé ýëåìåíòîâ (ò. å. êîòî-
ðûå áûëè áû ñïðàâåäëèâûìè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ,
âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâà). Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à
ìîæåò áûòü ðåøåíà â îáùåì âèäå, è óêàçàíû êîí-
êðåòíûå çàêîíû äëÿ îòíîøåíèé ðàçëè÷íîé êðàò-
íîñòè è ðàçíîãî ÷èñëà îñíîâíûõ ìíîæåñòâ. Äîêà-
çàí ðÿä òåîðåì, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
êðàòíîñòåé è ÷èñåë ìíîæåñòâ âîîáùå îòñóòñòâó-
þò êàêèå-ëèáî çàêîíû. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ Òåîðèÿ
ñòðóêòóð â ðÿäå îòíîøåíèé ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè
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ãðóïï, îäíàêî îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî øèðå èõ. Â ÷àñòíîñòè, Þ. È. Êóëàêîâûì
ñ ó÷åíèêàìè Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî è Â. Ëüâîì óêàçàíû âèäû ñòðóêòóð, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãðóïïàì Ëè. Ñôîðìèðîâàííàÿ Òåîðèÿ ñòðóêòóð èìååò íå òîëüêî ìàòåìàòè-
÷åñêèé èíòåðåñ, à, ÷òî ñàìîå ãëàâíîå, ïîçâîëÿåò ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ îõâàòèòü
ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è èñïîëüçóåìûõ â ôèçèêå ñîîòíîøåíèé, ïðè÷¼ì
äîñòèãàåìàÿ ñòåïåíü åäèíñòâà îêàçûâàåòñÿ ïîðàçèòåëüíîé. Ýòî, ïî-âèäèìîìó,
è ïîñëóæèëî ïðè÷èíîé íàçâàíèÿ ñòðóêòóð ôèçè÷åñêèìè. Íà ÿçûêå ñòðóêòóð
Êóëàêîâà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàêîíû äèíàìèêè Íüþòîíà, òåðìîäèíàìèêó,
çàêîíû Îìà è ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà è ìíîãèå äðóãèå. Ïðè ýòîì äà¼òñÿ íå òîëüêî èõ
ïåðåôîðìóëèðîâêà, íî è äîñòèãàåòñÿ êðèñòàëüíàÿ ÿñíîñòü ìíîãèõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ïîíÿòèé, âõîäÿùèõ â ôîðìóëèðîâêè çàêîíîâ, íàïðèìåð òàêèõ, êàê ìàññà,
ñèëà, ñîïðîòèâëåíèå è äðóãèå. Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ïðèëîæåíèå ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷¼ì êàê ïëîñêèõ, òàê è ïðîñòðàíñòâ ïîñòî-
ÿííîé ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî Òåîðèÿ
ñòðóêòóð âûÿâëÿåò íîâûå âèäû ãåîìåòðèé, ðàíåå íå ðàññìàòðèâàâøèõñÿ.

Ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå çäåñü ïðèëîæåíèÿ ñòðóêòóð Êóëàêî-
âà äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþò âñåõ ñëó÷àåâ, ãäå îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïëîäîòâîðíûìè.
Åñòü âñå îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ íà èõ âàæíîñòü ïðè ðàçâèòèè òåîðèè ïðÿìîãî ìåæ-
÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ôîêêåðîâñêîãî òèïà è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ôèçèêè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûÞ. È. Êóëàêîâ äîêëàäûâàë íà ìíîãèõ àâòîðèòåòíûõ
ôîðóìàõ êàê ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ, òàê è ìàòåìàòèêîâ. Òàê, îí âûñòóïàë íà âñå-
ñîþçíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè, íà ñåìèíàðàõ
â ÌÃÓ è â äðóãèõ âóçàõ ñòðàíû. Íåîäíîêðàòíî îò âûñòóïàë íà ñåìèíàðå ñåêöèè
ãðàâèòàöèè íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ñîâåòà Ìèíâóçà ÑÑÑÐ, ðàáîòàþùåãî íà ôèçè-
÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Èäåè Þ. È. Êóëàêîâà âûçûâàëè áîëüøîé ðåçîíàíñ è
ïðèçíàíèå. Îíè ðàçâèâàþòñÿ íå òîëüêî â Íîâîñèáèðñêîì óíèâåðñèòåòå, íî è â
äðóãèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ. Åãî èäåè ïîëó÷èëè è ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå. Îí
èçáðàí èíîñòðàííûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè íàóê â Áîëîíüå (Èòàëèÿ). Ñâèäåòåëü-
ñòâîì âàæíîñòè ðàáîò Þ. È. Êóëàêîâà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðåäëîæåíèå èçäàòåëü-
ñòâà Øïðèíãåð (ÔÐÃ) Êóëàêîâó ïîäãîòîâèòü äëÿ èçäàíèÿ ó íèõ ìîíîãðàôèè ïî
ôèçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì.

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ñ÷èòàþ, ÷òî Þ. È. Êóëàêîâó íóæíî ïðåäîñòàâèòü
äîëæíûå óñëîâèÿ äëÿ îôîðìëåíèÿ âñåãî êðóãà ïîëó÷åííûõ èì è åãî ó÷åíèêàìè
ðåçóëüòàòîâ â âèäå äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè èëè ìîíîãðàôèè (èëè òîãî è äðóãî-
ãî). Ìîíîãðàôèÿ, íàïèñàííàÿ Þ. È. Êóëàêîâûì, ñïîñîáñòâîâàëà áû çàêðåïëå-
íèþ ïðèîðèòåòà íàøåé ñòðàíû â äàííîì ôóíäàìåíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ôèçèêè
è ìàòåìàòèêè.

19. Þ.ÈÊÓËÀÊÎÂ î äèïëîìíîé ðàáîòå ñòóäåíòà Òþìåíñêîãî
óíèâåðñèòåòà Å.Ë.Ëîçèöêîãî.

Ôèçè÷åñêàÿ íàóêà ïîñëåäíèõ ëåò âñ¼ áîëåå è áîëåå ÿâíî âñòóïàåò â ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâóþ, êà÷åñòâåííî ñâîåîáðàçíóþ ôàçó ñâîåãî ðàçâèòèÿ. Åù¼ ñîâñåì
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íåäàâíî, êàêîå-íèáóäü îäíî èëè äâà äåñÿòèëåòèÿ òîìó íàçàä, îñíîâíàÿ çàäà÷à
ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ ïðèîáðåëà, êàçàëàñü áû íàâñåãäà, äîâîëüíî òðàäèöèîííûé,
ñòàíäàðòíûé õàðàêòåð: èñïîëüçóÿ êîíöåïòóàëüíûé áàçèñ òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òî÷íî ïðåäñêàçûâàòü, êîëè÷åñòâåííî ðàññ÷èòûâàòü
òîò èëè èíîé êîíêðåòíûé ýôôåêò, òî èëè èíîå ÿâëåíèå, íàáëþäàåìîå èëè îò-
êðûâàåìîå ôèçèêàìè-òåîðåòèêàìè.

Ïîíÿòèéíûå ñòðóêòóðû, ñîçäàííûå åù¼ â ïåðâîì äåñÿòèëåòèè XX âåêà Ïëàí-
êîì, Ýéíøòåéíîì, Áîðîì, Áîðíîì, Øð¼äèíãåðîì, Ãåéçåíáåðãîì, Äèðàêîì è äð.
ñëóæèëè äîñòàòî÷íî íàä¼æíûì ôóíäàìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ îãðîìíîãî êîëè÷å-
ñòâà îïûòíûõ ôàêòîâ.

Íî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé ôèçèêè ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì áåç
îáíîâëåíèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïîíÿòèéíîãî àïïàðàòà. Îäíàêî ðåâîëþöèÿ â
ôèçèêå îêàçûâàåòñÿ ïëîäîòâîðíîé òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
îñíîâíûå, íàèáîëåå ãëóáîêèå çàêîíîìåðíîñòè îáúåêòèâíîãî ìèðà. Ôèçèêà ñòîèò
íà ïîðîãå îòêðûòèÿ íîâîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðèíöèïà. ×òîáû ñòàòü ïðîùå
ôèçèêà äîëæíà ñòàòü åù¼ áîëåå íåòðèâèàëüíîé.

Îòêðûòèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëèëî âçãëÿíóòü íà âñþ òåîðåòè-
÷åñêóþ ôèçèêó ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ, ñ íîâûõ ïîçèöèé. Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ �
ñòàðåéøàÿ ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ � ñîñòàâëÿåò ôóíäàìåíò êëàññè÷åñêîé ôèçèêè è
ñòîèò â îäíîì ðÿäó ñ çàêîíàìè ìåõàíèêè Íüþòîíà, óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, çà-
êîíàìè òåðìîäèíàìèêè, àêñèîìàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Åâãåíèé Ëîçèöêèé.

×òî íîâîãî ìîæíî îáíàðóæèòü â ýëåìåí-
òàðíîé ãåîìåòðèè, êàçàëîñü áû, íàâñåãäà èñ-
÷åðïàííîé Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììîé Êëåéíà
(1872), óñòàíîâèâøåé ñâÿçü ýëåìåíòàðíîé ãåî-
ìåòðèè ñ òåîðèåé ãðóïï, è ðàáîòàìè Äàâèäà
Ãèëüáåðòà (1899), ïîäâåðãíóâøåìó åâêëèäîâó
ãåîìåòðèþ ñòðîãîìó ëîãè÷åñêîìó àíàëèçó?

Îäíàêî ñ ñîçäàíèåì Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðèîáðåëà
âòîðîå äûõàíèå.

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà Åâãåíèÿ Ëåîíèäîâè÷à
Ëîçèöêîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áëåñòÿùèé ïðè-
ìåð ïðèìåíåíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îáîãàùàþùèõ îáùåïðèíÿòîå ïîíèìàíèå
ìåñòà, çàíèìàåìîãî ýëåìåíòàðíûìè ãåîìåòðèÿìè â ìàòåìàòèêå.

Äåëî â òîì, ÷òî àêñèîìû, ëåæàùèå â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü êàê ñëåäñòâèÿ, êàê âåñüìà íåòðèâèàëüíûå òåîðåìû, òå
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå îáû÷íî ïðèíèìàþòñÿ â êà÷åñòâå àêñèîì ïðè âñåõ ñóùå-
ñòâóþùèõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðèé.

Â ñâîåé äèïëîìíîé ðàáîòå Å. Ë. Ëîçèöêèé ñîâåðøåííî ïî-íîâîìó ôîðìóëèðó-
åò ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Îïèðàÿñü íà èäåþ ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè, ñîñòàâëÿþùóþ îñíîâíîå ñîäåðæàíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
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ñòðóêòóð, îí ïîíèìàåò ïîä ïîñòðîåíèåì ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè íàõîæäåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåé �âíóòðåííå ñèììåòðè÷íîé� ãèïåðïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿþùåé âèä
ìåòðèêè, íàõîæäåíèå âñåõ ìíîãîòî÷å÷íûõ èíâàðèàíòîâ è âñåâîçìîæíûõ èõ ñâÿ-
çûâàþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Ïðåæäå âñåãî îí îòêàçûâàåòñÿ îò âñÿêîé ññûëêè íà íàãëÿäíîñòü è îïðåäåëÿåò
îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ êàê ìíîãîòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû:

ϕ2(1, ij) � ïëîñêèé óãîë,

ϕ2(ijk) � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà,

ϕ3(12, ij) � äâóãðàííûé óãîë,

ϕ3(1, ijk) � òåëåñíûé óãîë,

ϕ3(ijkm) � îáú¼ì òåòðàýäðà è ò. ä.
Òàêîé îáùèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò åìó ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ýëåìåíòàðíûå ãåîìåò-

ðèè (åâêëèäîâó, ïñåâäîåâêëèäîâó, ãåîìåòðèè Ðèìàíà è Ëîáà÷åâñêîãî, ñèìïëåê-
òè÷åñêóþ è îòêðûòûå Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî è Â. Õ. Ëüâîì íîâûå �ýêçîòè÷åñêèå�
ãåîìåòðèè) ïî åäèíîìó, èì ðàçðàáîòàííîìó, ïëàíó.

Ñàìà ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿ ðàáîòà, èçîáèëóþùàÿ áëåñòÿùèìè íàõîäêàìè,
ñäåëàíû Å. Ë. Ëîçèöêèì ñîâåðøåííî ñàìîñòîÿòåëüíî è äåìîíñòðèðóåò âûñîêèé
òâîð÷åñêèé ïîòåíöèàë è ïðîôåññèîíàëüíûé óðîâåíü àâòîðà. Ñ÷èòàþ, ÷òî äè-
ïëîìíàÿ ðàáîòà Å. Ë. Ëîçèöêîãî äàëåêî ïðåâîñõîäèò òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå
ê äèïëîìíîé ðàáîòå, è âïîëíå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïðèçíàíèå å¼ â êà÷åñòâå
êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè.

20.Þ.È.Êóëàêîâ î ìîíîãðàôèè Ã. Ã.Ìèõàéëè÷åíêî �Ïîëèìåò-
ðè÷åñêèå ãåîìåòðèè�.

Ìîíîãðàôèÿ Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííûé âàðèàíò
ïåðâîé ÷àñòè åãî äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, çàùèù¼ííîé â 1993 ãîäó â ñïåöèàëè-
çèðîâàííîì ñîâåòå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎÐÀÍ. Â ìîíîãðàôèè ó÷òåíû âñå
ðåçóëüòàòû,ïîëó÷åííûå àâòîðîì ïîñëå çàùèòû, à òàêæå (â ïðèëîæåíèè) ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå åãî àñïèðàíòîì Â.À.Êûðîâûì.

Ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè åñòü ãåîìåòðèè ñ áîëåå ÷åì îäíèì ðàññòîÿíèåì,
êîòîðûå äîïóñêàþò ñîäåðæàòåëüíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Àâòîð äà¼ò
ñòðîãîå îïðåäåëåíèå òàêèõ ãåîìåòðèé, èõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé (õîëîòðîïíîé) è
ãðóïïîâîé ñèììåòðèé è äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ñèììåòðèé. Íà îñíîâå
ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåêîòîðûõ ïîëè-
ìåòðè÷åñêèõ ãåîìåòðèé, â ÷àñòíîñòè, äâóìåòðè÷åñêèõ è îäíîìåòðè÷åñêèõ ãåî-
ìåòðèé íà ïëîñêîñòè è òðèìåòðè÷åñêèõ ãåîìåòðèé â ïðîñòðàíñòâå.

Ðåçóëüòàòû ìîíîãðàôèè ïðîøëè êâàëèôèöèðîâàííóþ àïðîáàöèþ è îïóáëè-
êîâàíû â öåíòðàëüíûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ. Ìîíîãðàôèÿ, îáúåäèíÿÿ èõ âñå, ïðè-
äà¼ò èññëåäîâàíèÿì íîâóþ ïåðñïåêòèâó. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûé àâ-
òîðîì, äîñòàòî÷íî îðèãèíàëåí, îñîáåííî îðèãèíàëåí ìåòîä êëàññèôèêàöèè ãðóïï
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ïðåîáðàçîâàíèé. Ìîíîãðàôèÿ àäðåñîâàíà íàó÷íûì ðàáîòíèêàì, àñïèðàíòàì è
ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñîâ ïî ïðîôèëþ �ãåîìåòðèÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà�.

Íà îçåðå Áàëàíêóëü (1984).

21. Ã.Ã.ÌÈÕÀÉËÈ×ÅÍÊÎ (Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî-
ôåññîð) î äèññåðòàöèè À.Â.Ñîëîâü¼âà � N -ñïèíîðíîå èñ÷èñëåíèå â ðåëÿ-
öèîííîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè�, ïðåäñòàâëåííîé íà ñîèñêàíèå
ó÷¼íîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëü-
íîñòè 01.04.02 � òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà:

Äèññåðòàöèÿ À.Â.Ñîëîâü¼âà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ àñïåêòîâ
íîâîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé â òåîðèè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
íàçâàííîãî ðåëÿöèîííîé òåîðèåé. Ýòî íàïðàâëåíèå óñïåøíî ðàçâèâàåòñÿ â òå÷å-
íèå ðÿäà ëåò â ãðóïïå ïðîôåññîðà Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâà íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ýòîé òåîðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâèòèå è îáîá-
ùåíèå íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ îòíîøåíèé Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ðàçðà-
áîòàííîé â Íîâîñèáèðñêîì óíèâåðñèòåòå â íàøèõ ñ Þ.È.Êóëàêîâûì ðàáîòàõ.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïåðåõîä îò âåùåñòâåííûõ îòíîøåíèé ê êîìïëåêñíûì ïîçâîëÿ-
åò çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ïðèìå-
íèòü å¼ äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ôèçèêè ìèêðîìèðà. Äèññåðòàíò â ñâîåé
ðàáîòå îãðàíè÷èëñÿ êîìïëåêñèôèöèðîâàííûìè ñòðóêòóðàìè ñèììåòðè÷íûõ ðàí-
ãîâ (r, r) , íî è ýòî óæå ïðèâåëî ê áîãàòûì ñëåäñòâèÿì. Â äèññåðòàöèè ïîäðîáíî
ðàññìîòðåíà Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãîâ (3,3), (4,4) è (5,5).

Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå òåîðèè ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü äðóã ñ äðóãîì ìíîãèå ðàçðà-
áîòêè â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå: òåîðèþ òâèñòîðîâ Ïåíðîóçà, ýëåìåí-
òû ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé, êîíôîðìíûå è êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
è ðÿä äðóãèõ. Íî ñàìîå âàæíîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äèññåðòàöèè ðàçâèò íîâûé
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êàíàë îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ñïèíîðà. Âñ¼ ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îá àêòóàëüíîñòè òå-
ìû äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ À.Â.Ñîëîâü¼âà îáú¼ìîì â 99 ñòðàíèö ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è òð¼õ ïðèëîæåíèé. Ñïèñîê öèòèðîâàííîé
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 93 íàçâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Â å¼ íà÷àëå ïðèâîäèòñÿ
êðàòêàÿ ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â òåîðèè áèíàðíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî íåâûðîæäåííûì áèíàðíûì ñòðóêòó-
ðàì ðàíãà (n, n) , ãäå n > 2 . Êîìïëåêñèôèöèðîâàííûå âàðèàíòû ïîñëåäíèõ,
íàçûâàþòñÿ áèíàðíûìè ñèñòåìàìè êîìïëåêñíûõ îòíîøåíèé (ÁÑÊÎ), ñîñòàâëÿ-
þò ôóíäàìåíò ðàçâèâàåìîé â äèññåðòàöèè òåîðèè N -êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ.

×òî áû ýòî çíà÷ìëî?

Äàëåå èçëîæåíû òå ïîëîæåíèÿ áè-
íàðíîé ãåîìåòðîôèçèêè, êîòîðûå èìå-
þò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ÁÑÊÎ
ðàíãà (3,3). Ïîäðîáíî îïèñàíà ñâÿçü
ìåäó òåîðèåé ÁÑÊÎ ðàíãà (3,3) è àë-
ãåáðîé äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ. Â
ðàìêàõ ÁÑÊÎ ðàíãà (3,3) ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâû 4-âåêòîðû, ãðóï-
ïà Ëîðåíöà è ýïèìîðôèçì: SL(2,C) →
O↑

+(1, 3) . Îáñóæäåíû ñâîéñòâà 2-ìåðíûõ
êîìïëåêñíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ è óíèòàð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå ìàéîðàíîâûõ
4-ñïèíîðîâ. Íàêîíåö, èç óñëîâèÿ, çàäà-
þùåãî åñòåñòâåííûé ïîëóëèíåéíûé àâòî-
ìîðôèçì 2-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ óíè-
òàðíûõ ïðîñòðàíñòâ, âûâåäåíî óðàâíåíèå
Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîãî ôåðìèîíà â èì-
ïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñèñòåìàòè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ òåîðèè 3-êîìïîíåíò-
íûõ ñïèíîðîâ. Â ðàìêàõ ÁÑÊÎ ðàíãà (4,4) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
3-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííûì íà í¼ì íåâûðîæäåí-
íûì àíòèñèììåòðè÷íûì 3-ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçâàíî
ïðîñòðàíñòâîì 3-ñïèíîðîâ. Ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà 3-ñïèíîðîâ, â
÷àñòíîñòè, âû÷èñëåíà ãðóïïà åãî àâòîìîðôèçìîâ. Ïîñëåäíÿÿ îêàçàëàñü ãðóïïîé
SL(3,C) . Ïîêàçàíî, ÷òî èç êîìïîíåíò 3-ñïèíîðîâ ìîæíî îáðàçîâàòü 9-âåêòîðû
ïëîñêîãî ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà ñ êóáè÷åñêîé ìåòðèêîé. Â ÿâíîì âèäå ïî-
ñòðîåí ãîìîìîðôèçì ãðóïïû SL(3,C) â ãðóïïó èçîìåòðèé äàííîãî ôèíñëåðî-
âà ïðîñòðàíñòâà. Óêàçàíû 3-ñïèíîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíäóöèðóþùèå â ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ 9-ìåðíîãî ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ: ëîðåíöåâà
4-âåêòîðà, ìàéîðàíîâñêîãî 4-ñïèíîðà, äèëàòàöèè è àáåëåâû àíàëîãè ïðåîáðàçî-
âàíèé N = 1 -ñóïåðñèììåòðèè.

Ïðîèçâåäåíî îâåùåñòâëåíèå ïðîñòðàíñòâà 3-ñïèíîðîâ, ÷òî ïîçâîëèëî ââåñòè
ïîíÿòèå ìàéîðàíîâñêîãî 6-ñïèíîðà. Èññëåäîâàíà ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà ìàé-
îðàíîâñêèõ 6-ñïèíîðîâ è äàíî äåòàëüíîå îïèñàíèå ãðóïïû åãî àâòîìîðôèçìîâ.
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Óñòàíîâëåíû SL(3,C) -êîâàðèàíòíûå 9-ìåðíûå ôèíñëåðîâû îáîáùåíèÿ óðàâíå-
íèé Äèðàêà è Âåéëÿ. Îáíàðóæåíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå 12-ðÿäíûå ìàòðèöû Äè-
ðàêà óäîâëåòâîðÿþò ôèíñëåðîâîìó âàðèàíòó àëãåáðû Äàôôèíà-Êåììåðà. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê 4-ìåðíîìó èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó 9-ìåðíîå �óðàâ-
íåíèå Äèðàêà� ðàñïàäàåòñÿ íà îáû÷íûå 4-ìåðíûå óðàâíåíèÿ Äèðàêà è Êëåéíà-
Ôîêà.

Â òðåòüåé ãëàâå íà îñíîâå ÁÑÊÎ ðàíãà (5,5) ðàçâèòà òåîðèÿ îáîáù¼ííûõ
4-ñïèíîðîâ. Èçó÷åíî 4-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ àíòèñèì-
ìåòðè÷íûì 4-ëèíåéíûì �ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì� � ïðîñòðàíñòâî 4-ñïèíîðîâ.
Ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïîé èçîìåòðèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà SL(4,C) .
Èç 4-ñïèíîðîâ êîíñòðóèðóþòñÿ 16-âåêòîðû ïëîñêîãî ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà,
ìåòðèêà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé 4-îé ñòåïå-
íè. Ïîñòðîåí ãîìîìîðôèçì ãðóïïû SL(4,C) â ãðóïïó èçîìåòðèé ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Íàéäåíû 4-ñïèíîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíäóöèðóþùèå â ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ 16-ìåðíîãî ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèíñëåðîâà 9-
âåêòîðà, ìàéîðàíîâñêîãî 6-ñïèíîðà, äèëàòàöèè è 16-ìåðíûå àáåëåâû àíàëîãè ïðå-
îáðàçîâàíèé N = 1 -ñèììåòðèè.

Ñôîðìóëèðîâàíû SL(4,C) -êîâàðèàíòíûå 16-ìåðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîä-
íûõ ìàññèâíûõ è áåçìàññîâûõ 4-ñïèíîðíûõ ÷àñòèö â ôèíñëåðîâîì èìïóëüñíîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê 9-ìåðíîìó èìïóëüñíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ìàññèâíóþ 4-ñïèíîðíóþ ÷àñòèöó, ðàñùåïëÿåòñÿ íà
SL(3,C) -êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå äëÿ 3-ñïèíîðíîé ÷àñòèöû è 9-ìåðíûé ôèíñëå-
ðîâ àíàëîã óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ôîêà, à ïðè ïåðåõîäå ê 4-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòó �
íà ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå Äèðàêà è äâà 4-ìåðíûõ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ôîêà. Êðî-
ìå òîãî, îáíàðóæåíî, ÷òî êàê òâèñòîðû, òàê è ðåäóöèðîâàííûå ñïèíîðû 6-
ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàññìàòðèâàå-
ìûõ 4-ñïèíîðîâ.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå èçëîæåíû ýëåìåíòû òåîðèè N -ñïèíîðîâ, îñíîâûâàþùåéñÿ
íà ÁÑÊÎ ðàíãà (N = 1, N = 1) . Òåîðèÿ ïîñòðîåíà â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ïðåäû-
äóùèìè ãëàâàìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà N -
ñïèíîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé N -ìåðíîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ñíàáæåííîå àíòèñèììåòðè÷íûì N -ëèíåéíûì �ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì�.

Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó N -ñïèíîðàìè è âåêòîðàìè N2 -ìåðíîãî ôèíñëå-
ðîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé, çàäàâàåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé N -îé ñòå-
ïåíè. Ïîñòðîåí ãîìîìîðôèçì ãðóïïû SL(N,C) èçîìåòðèé N -ñïèíîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â ãðóïïó èçîìåòðèé óïîìÿíóòîãî ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷å-
íû N2 -ìåðíûå SL(N,C) -êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ìàññèâíûõ è
áåçìàññèâíûõ N -ñïèíîðíûõ ÷àñòèö â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé ïî äàííîé äèññåðòàöèè:
1. Â ðàáîòå ïðèíÿò èíäóêòèâíûé ìåòîä èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà � îò òåîðèè

ÁÑÊÎ ðàíãà (3,3) äàëåå, â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ðàíãà (4,4), çàòåì (5,5). Ìíå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî äåäóêòèâíûé ñïîñîá ïîçâîëèë áû èçëîæèòü ìàòåðèàë áîëåå
êîìïàêòíî.

2. Â äèññåðòàöèè íè÷åãî íå ñêàçàíî î áèíàðíûõ ñòðóêòóðàõ íàèíèçøåãî ðàí-
ãà (2,2), êîòîðûå èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ðàçâèâàåìîé â ÌÃÓ áèíàðíîé



620 ×àñòü V. Ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå èäåè ÒÔÑ

ãåîìåòðîôèçèêå.
Ýòè çàìå÷àíèÿ íå ìåíÿþò âûñîêîé ïîëîæèòåëüíîé îöåíêè äèññåðòàöèè, êî-

òîðàÿ âûïîëíåíà íà âûñîêîì ìàòåìàòè÷åñêîì è òåîðåòè÷åñêîì óðîâíå. Â íåé
ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ïåðñïåêòèâíîé îáëàñòè èññëåäîâà-
íèé.

Äèññåðòàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ÂÀÊîì ê êàíäè-
äàòñêèì äèññåðòàöèÿì, à ñàì äèññåðòàíò, íåñîìíåííî, çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèå
åìó ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñâîåâðåìåííî îïóáëèêîâàíû â 9 ðàáîòàõ.
Àâòîðåôåðàò äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæàåò ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

22. Ïèñüìî Çàìåñòèòåëþ ãëàâíîãî ðåäàêòîðà
ÄÀÍ ÑÑÑÐ, àêàäåìèêó Ë. È. Ñåäîâó
îò àêàäåìèêà À. Ä. Àëåêñàíäðîâà.

Ãëóáîêîóâàæàåìûé Ëåîíèä Èâàíîâè÷!

9 ôåâðàëÿ 1978 ãîäà ÿ ïðåäñòàâèë â ÄÀÍ ÑÑÑÐ ñòàòüþ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî
�Äâóìåðíûå ãåîìåòðèè â Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�. Ïðîäåðæàâ å¼ áîëåå ãîäà
(ñ 7 ìàðòà 1978 ãîäà ïî 11 ìàÿ 1979 ã.) , ðåäêîëëåãèÿ âåðíóëà å¼ áåç êàêîé-ëèáî
ðåöåíçèè, êâàëèôèöèðóÿ ïîëó÷åííûé â ñòàòüå ðåçóëüòàò êàê �óçêîñïåöèàëüíûé�.

Íà ïðîñüáó Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïîâòîðíî ðàññìîòðåòü ýòó ñòàòüþ è ïîñëàòü
å¼ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè êâàëèôèöèðîâàííûì ðåöåíçåíòàì, ñòàòüÿ ñíîâà áåç
êàêèõ-ëèáî îáúÿñíåíèé áûëà âîçâðàùåíà àâòîðó.

Îòäàâàÿ ñåáå îò÷¼ò â òîì, ÷òî Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïîëó÷åí âûäàþùèéñÿ ðå-
çóëüòàò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê ââåäåíèþ âàæ-
íîãî êëàññà ãåîìåòðèé, ÿ îáðàòèëñÿ ê ïðîôåññîðó Þ. Ã. Ðåøåòíÿêó ñ ïðîñüáîé
âûñêàçàòü ñâî¼ ìíåíèå ïî ïîâîäó ðàáîòû Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî. Â ñâî¼ì îòçûâå
Þ. Ã. Ðåøåòíÿê ðàñêðûë äåéñòâèòåëüíóþ öåííîñòü ðàáîòû Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî
è ïðèø¼ë ê òîìó æå ñàìîìó âûâîäó.

4 àïðåëÿ 1980 ãîäà ñòàòüÿ Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ñ ìîèì âòîðè÷íûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì è îòçûâîì Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà áûëà â òðåòèé ðàç íàïðàâëåíà â ðåäàêöèþ
ÄÀÍ ÑÑÑÐ.

Îäíàêî ðåäàêöèÿ, âûäâèíóâ ñâîé, ñíîâà íè÷åì íå àðãóìåíòèðîâàííûé äîâîä
îá óçêîñïåöèàëüíîì õàðàêòåðå ðàáîòû, ñíîâà îòêëîíèëà å¼.

ß ñ÷èòàþ òàêîå îòíîøåíèå ðåäêîëëåãèè ê äåéñòâèòåëüíî èíòåðåñíîé ðàáîòå
âîçìóòèòåëüíûì è òðåáóþ åå íåçàìåäëèòåëüíîãî îïóáëèêîâàíèÿ.

Ñ óâàæåíèåì
àêàäåìèê /À. Ä. Àëåêñàíäðîâ/
7 ìàðòà 1981 ãîäà.
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Âëàäèìèð Êóçìè÷
Èîíèí (1996).

23. B.Ê.ÈÎÍÈÍ (äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð) î ðàáî-
òå À. À.Ñèìîíîâà �Ãðóïïîâûå ðåøåíèÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ôèçè÷åñêîé
ñòðóêòóðû�:

Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ââåä¼ííûå
Þ. È. Êóëàêîâûì, èìåþò ïðèëîæåíèÿ íå òîëü-
êî â ôèçèêå, íî è â ÷èñòîé ìàòåìàòèêå.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò
ïðèìåð òàêîãî ïðèëîæåíèÿ.

Â íåé ïîêàçûâàåòñÿ êàê ôèçè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ðàíãà 3 ìîæåò îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó àá-
ñòðàêòíîé ãðóïïû (òåîðåìà 1) è ñòðóêòóðó àá-
ñòðàêòíîé àáåëåâîé

ãðóïïû (òåîðåìà 2) íà ïðîèçâîëüíîì, ëè-
ø¼ííîì âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð,
ìíîæåñòâå.

Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü ñ ñàìî-
ãî íà÷àëà ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà òåîðèþ ãðóïï êàê â ìàòåìàòèêå, òàê è â ôèçè-
êå. Òåîðåìû èìåþò ïîëíûå è îáñòîÿòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà. Ñ÷èòàþ, ÷òî ñòàòüÿ
ìîæåò áûòü îïóáëèêîâàíà â íàó÷íîì æóðíàëå.

24. Ïèñüìî ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ Þ.Ã.Ðåøåòíÿêà
àêàäåìèêó À. Í. Òèõîíîâó:

Ãëóáîêîóâàæàåìûé Àíäðåé Íèêîëàåâè÷!

Þ. È. Êóëàêîâ ïðåäñòàâèë â ðåäàêöèþ æóðíàëà Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ ñòàòüþ
�Îá îäíîì ïðèíöèïå, ëåæàùåì â îñíîâàíèè êëàññè÷åñêîé ôèçèêè�. Ñòàòüÿ áû-
ëà îòêëîíåíà ðåäàêöèåé ÄÀÍ. ß õîðîøî çíàêîì ñ ðàáîòàìè Þ. È. Êóëàêîâà è
åãî ó÷åíèêà Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, ñòàòüÿ êîòîðîãî, íàïðàâëåííàÿ â ÄÀÍ, òàêæå
îòêëîíåíà ðåäàêöèåé. Íåêîòîðûå ñòàòüè Þ. È. Êóëàêîâà è Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åí-
êî, îòíîñÿùèåñÿ ê òîé æå òåìàòèêå, ïðèíÿòû ê ïå÷àòè ðåäàêöèåé Ñèáèðñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà. Þ. È. Êóëàêîâ ïðîñèë ìåíÿ íàïèñàòü ýòî ïèñüìî.

Îòêëîíÿÿ óêàçàííûå ñòàòüè, ðåäàêöèÿ ÄÀÍ, êàê ìíå êàæåòñÿ, ñîâåðøàåò
îøèáêó. Ïî-âèäèìîìó, ââèäó íåêîòîðîé íåîáû÷íîñòè óêàçàííûõ ðàáîò ðåöåíçåí-
òû íå ñìîãëè èõ ïîíÿòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÿ õîòåë áû äàòü íåêîòîðûå ðàçúÿñíåíèÿ.

Þ. È. Êóëàêîâûì ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðûé îáùèé ïðèíöèï (íàçâàííûé
èì ïðèíöèïîì ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè). Óñòàíàâëèâàåòñÿ, âî-ïåðâûõ,
÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó
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ïðèíöèïó. Âî-âòîðûõ, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ ýòîãî ïðèíöèïà
ïðè äàííûõ äèñêðåòíûõ ïàðàìåòðàõ m è n îïðåäåëÿþò ôîðìó çàêîíà îäíî-
çíà÷íî.

Ïåðâîå (âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè äëÿ èçâåñò-
íûõ çàêîíîâ) � äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Âòîðîå � òðåáóåò ïðåîäîëåíèÿ âåñüìà ñóùå-
ñòâåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé.

Ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè êðàòêî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
Äàíû ìíîæåñòâà M è N . Ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæíî èíòåðïðåòèðî-

âàòü êàê íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû. Êàæäîé ïàðå (i, α) , ãäå i ∈ M , α ∈ N

ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî aiα (Ïðèìåð: M � ìíîæåñòâî òåë, N � ìíîæåñòâî ïðó-
æèí, aiα � óñêîðåíèå òåëà i ïîä äåéñòâèåì ïðóæèíû α ).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ aiα , ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ïàðàì (i, α) ,
ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Çàäàþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è
n . Ïóñòü {i1, i2, . . . , im} � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà m ýëåìåíòîâ èç M ,
{α1, α2, . . . , αn} � ïðîèçâîëüíûå n ýëåìåíòîâ èç N . Îïðåäåëèì ñèñòåìó èç
m · n ÷èñåë:

{aikαl
} k = 1, 2, . . . , m l = 1, 2, . . . , n. (1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó ñèñòåìó êàê òî÷êó m · n -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà Rmn . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i1, i2, . . . , im ïðîáåãàþò íåçàâèñèìî M ,
α1, α2, . . . , αn � íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî N . Òîãäà òî÷êè (1), îòâå-
÷àþùèå âñåì òàêèì íàáîðàì, i1, i2, . . . , im ; α1, α2, . . . , αn , çàïîëíÿþò íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî S â Rmn .

Ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ â òðåáîâàíèè:
S åñòü mn − 1 -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â Rmn .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî óñëîâèå íàëàãàåò âåñüìà æ¼ñòêîå îãðàíè÷åíèå íà âèä
ìíîãîîáðàçèÿ S . Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó � îïðåäåëèòü
ìíîãîîáðàçèå S � óäàëîñü ðåøèòü äî êîíöà, îêàçàëîñü, ÷òî S îïðåäåëåíî îä-
íîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî òðèâèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé).

Îäíîé èç âîçìîæíûõ ïðè÷èí, ïî êîòîðîé ðàáîòû Þ. È. Êóëàêîâà îòêëîíÿ-
ëèñü ðåäàêöèåé ÄÀÍ, ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íåêîòîðàÿ øèðîêîâåùàòåëüíîñòü
âûäâèãàåìîé èì ïðîãðàììû, êîòîðóþ ðåöåíçåíòû ìîãëè ðàñöåíèòü êàê íåîïðàâ-
äàííóþ ïðåòåíöèîçíîñòü.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè àâòîð íå ïðåòåíäóåò íà îòêðûòèå, ðàâíîñèëüíîå ïî ñâîåé
çíà÷èìîñòè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìíå êàæåòñÿ óìåñòíûì ïîÿñíèòü ñìûñë ðåçóëüòàòà Þ. È. Êó-
ëàêîâà, îòíîñÿùåãîñÿ ê íüþòîíîâîé ìåõàíèêå.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, êàê èçâåñòíî, èìååò âèä:

a =
F

m
.

Ïóñòü aiα � óñêîðåíèå, êîòîðîå ñèëà Fα ñîîáùàåò òåëó ñ ìàññîé mi . Íå ñî-
ñòàâëÿåò íèêàêîãî òðóäà ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïàð (i, k) , (α, β) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî: ∣∣∣∣

aiα aiβ

akα akβ

∣∣∣∣ = 0. (2)
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Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìó çàïèñè çàêîíà Íüþòîíà, íå ñî-
äåðæàùóþ âåëè÷èí m è F . Èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (2), íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî
aiα äîëæíî èìåòü âèä:

aiα =
Fα

mi

,

ãäå Fα çàâèñèò òîëüêî îò îáúåêòà α , mi � çàâèñèò òîëüêî îò i .
Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå, íåçàâèñèìî îò Þ. È. Êóëàêîâà, è íåñêîëüêî ïîçæå,

áûëî ñäåëàíî àìåðèêàíñêèìè àâòîðàìè.
Âñ¼ ñêàçàííîå äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ãîðàçäî èíòåðåñíåå òî, ÷òî êàê ïîêàçàë

Þ. È. Êóëàêîâ (ýòî è ñîñòàâëÿåò îñíîâíîé êîíêðåòíûé ðåçóëüòàò ñòàòüè, óïîìè-
íàâøåéñÿ â íà÷àëå ïèñüìà), ÷òî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî
òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ÷åòûðå âåëè÷èíû ãiα, ãiβ, ãkα, ãkβ áûëè ñâÿçàíû ôóíêöèî-
íàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, âèä êîòîðîé çàðàíåå íåèçâåñòåí. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè
ãiα, ãiβ, ãkα, ãkβ ïðè ëþáûõ i, k; α, β óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà:

Φ(ãiα, ãiβ, ãkα, ãkβ) = 0,

òî ôóíêöèÿ Φ îáÿçàíà èìåòü âèä:
∣∣∣∣

ϕ(ãiα) ϕ(ãiβ)
ϕ(ãkα) ϕ(ãkβ)

∣∣∣∣ = 0,

ãäå ϕ � ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ϕ � ýòî ãðàäóèðî-
âî÷íàÿ øêàëà èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà. Åñëè ïîëîæèòü ϕ(ãiα) = aiα , òî ìû
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

∣∣∣∣
aiα aiβ

akα akβ

∣∣∣∣ = 0,

èç êîòîðîãî ìîæåò áûòü âûâåäåí çàêîí Íüþòîíà â îáû÷íîé ôîðìå.
ß ïðîâåðèë ýòó ÷àñòü ðàáîòû â äåòàëÿõ. Ðàññóæäåíèÿ Þ. È. Êóëàêîâà â ýòîé

÷àñòè âïîëíå êîððåêòíû, ñ òî÷íîñòüþ äî òîãî, ÷òî àâòîð, êàê è âñÿêèé ôèçèê,
ñ÷èòàåò, ÷òî ÿêîáèàí ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ëèáî âåçäå îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ïðàâäà, â äàííîì ñëó÷àå åãî ñïàñàåò òðåáîâàíèå àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè Φ . Â
ñòàòüå, ïðèíÿòîé ê ïå÷àòè Ñèáèðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì æóðíàëîì, âñå íåîáõîäè-
ìûå îãîâîðêè ñäåëàíû. Äîëæåí ñêàçàòü ÷òî ðåöåíçåíòû ÄÀÍ, ïî-âèäèìîìó, íå
äîáðàëèñü äî ïîäîáíûõ òîíêîñòåé.

Â èññëåäîâàíèÿõ Þ. È. Êóëàêîâà ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ èíòåðåñíàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ çàäà÷à, è ÿ ñ÷èòàþ, ÷òî ñòàòüè Êóëàêîâà è Ìèõàéëè÷åíêî, î êîòîðûõ
ãîâîðèëîñü âûøå, áåçóñëîâíî äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû.

Ñ óâàæåíèåì (Ðåøåòíÿê Þ. Ã.)

Þðèé Ãðèãîðüåâè÷ Ðåøåòíÿê � ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ, (íûíå àêàäåìèê ÐÀÍ)
çàâ. îòäåëîì ãåîìåòðèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ.
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Þðèé Êóëàêîâ, Âèêòîð Øàõîâ, Àíäðåé Ñèìîíîâ è Ãåííàäèé Ìèõàéëè÷åíêî

íà Âñåñîþçíîé Øêîëå ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â Ïóùèíî-íà-Îêå.

25. ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÅ ÎÁÙÅÑÒÂÎ
117378, Ìîñêâà, óë. Ì. Óëüÿíîâîé 3, êîð. 1.

Òåëåêñ 411378 ÃÎÑÒ Òåëåôîí (095) 138 04 28,
Ôàêñ (095) 138 54 46 E-mail: mel@cvsi.uucp.free/net

Ïðåçèäåíòó Ðåñïóáëèêè Àëòàé Â. Ì. ×àïòûíîâó

Ãëóáîêîóâàæàåìûé ãîñïîäèí Ïðåçèäåíò!

Ðîññèñêîå Ãðàâèòàöèîííîå îáùåñòâî ïîääåðæèâàåò ñîçäàíèå â ãîðîäå Ãîðíî-Àë-
òàéñêå Íàó÷íîãî Öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðàçâè-
òèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðèíöèïèàëüíî íîâîå
íàïðàâëåíèå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå èìååò
çàðóáåæíûõ àíàëîãîâ. Çàäà÷è, ñòîÿùèå ïåðåä ñîçäàííûì Íàó÷íûì Öåíòðîì,
ñîñòîÿò â ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ôèçèêè ïîä íîâûì
óãëîì çðåíèÿ. Ýôôåêòèâíîñòü íîâîãî íàïðàâëåíèÿ ïîäòâåðæäåíà âàæíûìè ðå-
çóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â Íîâîñèáèðñêîì óíèâåðñèòåòå Þ. È. Êóëàêîâûì è
åãî ó÷åíèêîì Ã. Ã. Ìèõàéëè÷åíêî, à òàêæå ðàáîòàìè, âûïîëíåíûìè â Ìîñêîâ-
ñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå.
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Ãîðíî-Àëòàéñêèé Íàó÷íûé Öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè äîëæåí ñûãðàòü
âûæíóþ ðîëü â ñîçäàíèè íîâîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû â Ãîðíî-Àëòàéñêîì
óíèâåðñèòåòå è â ñèñòåìå ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Àëòàé.

Ïðåçèäåíò Ðîññèéñêîãî Ãðàâèòàöèîííîãî Îáùåñòâà
ïðîôåññîð

(Â. Ì.ÌÅËÜÍÈÊÎÂ)

âèöå-ïðåçèäåíò Ðîññèéñêîãî Ãðàâèòàöèîííîãî
Îáùåñòâà ïðîôåññîð ÌÃÓ

(Þ.Ñ.ÂËÀÄÈÌÈÐÎÂ)

15 îêòÿáðÿ 1994 ã.

26. Ðåöåíçèÿ

íà ñòàòüþ Þ. È. Êóëàêîâà �Èñõîäíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð íà îäíîì ìíîæåñòâå�(�8693) è �Èñõîäíûå ïîíÿòèÿ ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð íà äâóõ ìíîæåñòâàõ�(�8692), ïðåäñòàâëåííûå äëÿ ïóá-
ëèêàöèè â Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàãîëîâêîì, îáå ñòàòüè ïîñâÿùåíû Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð � ðàçäåëó íàóêè, íàõîäÿùåéñÿ íà ñòûêå ìàòåìàòèêè è ôèçèêè è ñòðå-
ìÿùåìóñÿ çàïèñàòü ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ôèçèêè â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé ñ öåëüþ ïîñëåäóþùåé èõ êëàññèôèêàöèè, âûÿñíåíèÿ ñèììåòðèé è
ò. ï.

Ê îáîèì ñòàòüÿì ìîæíî âûñêàçàòü ñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå êàê ïî ôîðìå èç-
ëîæåíèÿ (íàïðèìåð, ïðèíÿòàÿ àâòîðîì, äà è âñåé ýòîé ãðóïïîé èññëåäîâàòåëåé,
òåðìèíîëîãèÿ è ìàíåðà èçëîæåíèÿ áóäòî ñïåöèàëüíî ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ òîãî,
÷òîáû ñäåëàòü íåäîñòóïíûì äëÿ ìàòåìàòèêîâ ðàöèîíàëüíîå çåðíî Òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð), òàê è ïî ñîäåðæàíèþ (íàïðèìåð, öèòèðîâàííûå ðåçóëüòàòû
Â. Õ. Ëüâà ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííûìè). Íî â òàêîé êðèòèêå
íåò íåîáõîäèìîñòè.

Äåëî â òîì, ÷òî îáå ñòàòüè íîñÿò ÿâíî âûðàæåííûé îáçîðíûé õàðàêòåð: â
íèõ íå ñîäåðæèòñÿ íè îäíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ýòî ñîâåðøåííî íå ñîîòâåòñòâó-
åò ïîëèòèêå ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè, î ÷åì îíà ðåãóëÿðíî ñîîáùàåò àâòîðàì íà
ïîñëåäíèõ ñòðàíèöàõ æóðíàëà: �Ê ïóáëèêàöèè â �Ñèáèðñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì
æóðíàëå� ïðèíèìàþòñÿ ñòàòüè, ñîäåðæàùèå íîâûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ìàòå-
ìàòèêè è íå íîñÿùèå îáçîðíîãî õàðàêòåðà�.

Ðåêîìåíäóþ ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè ñòàòüè �8692 è �8693 îòêëîíèòü êàê íå
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîôèëþ æóðíàëà.
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27. ÂÛÏÈÑÊÀ ÈÇ ÏÐÎÒÎÊÎËÀ �48
Çàñåäàíèÿ Ó÷¼íîãî Ñîâåòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà

îò 21 èþíÿ 1972 ã.

Ó÷¼íûé Ñîâåò îòêëîíèë êàíäèäàòóðó ëåêòîðà ïî ôèçèêå (IV êóðñ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îòäåëåíèÿ) � äîö. Êóëàêîâà Þ. È. êàê ÷èòàþùåãî ñëèøêîì ñïåöèàëüíûé
êóðñ, òîãäà êàê ìàòåìàòèêàì íåîáõîäèì ôóíäàìåíòàëüíûé êóðñ ôèçèêè.

Ó÷¼íûé Ñîâåò îáðàùàåòñÿ ñ ïðîñüáîé ê êàôåäðå îáùåé ôèçèêè ÍÃÓ äëÿ íà-
çíà÷åíèÿ ëåêòîðà ïî ýòîìó êóðñó. Â êà÷åñòâå îäíîé èç âîçìîæíûõ óïîìèíàëàñü
êàíäèäàòóðà äîöåíòà êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðå-
äû Þ. À.Áåðåçèíà.

Ó÷¼íûé ñåêðåòàðü Ñîâåòà,
äîöåíò À. À. Àòàâèí

×òî ñêðûâàåòñÿ çà ...?



Ãëàâà 17. Âçãëÿä ñî ñòîðîíû 627

Êàëåíäàðü Òâîðåíèÿ (1 ñåêóíäà � 500 ëåò)

Áîëüøîé âçðûâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 ÿíâàðÿ 0 ÷àñîâ 00 ìèíóò

Îáðàçîâàíèå ãàëàêòèê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 ÿíâàðÿ

Îáðàçîâàíèå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 ñåíòÿáðÿ

Îáðàçîâàíèå Çåìëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 ñåíòÿáðÿ

Âîçíèêíîâåíèå æèçíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 ñåíòÿáðÿ

Ïîÿâëåíèå áàêòåðèé è ñèíå-çåë¼íûõ âîäîðîñëåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 îêòÿáðÿ

Âîçíèêíîâåíèå ôîòîñèíòåçà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 íîÿáðÿ

Ïåðâûå êëåòêè, îáëàäàþùèå ÿäðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 íîÿáðÿ

Îáîãàùåíèå àòìîñôåðû êèñëîðîäîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 äåêàáðÿ

Ïîÿâëåíèå ñêåëåòíûõ îðãàíèçìîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 äåêàáðÿ

Ìîðñêîé ïëàíêòîí. Òðèëîáèòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 äåêàáðÿ

Îðäîâèêñêèé ïåðèîä. Ïåðâûå ðûáû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 äåêàáðÿ

Ñèëóðèéñêèé ïåðèîä. Ðàñòåíèÿ ñóøè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 äåêàáðÿ

Äåâîíñêèé ïåðèîä. Ïåðâûå íàñåêîìûå, ñóõîïóòíûå æèâîòíûå . . 21 äåêàáðÿ

Ïåðâûå çåìíîâîäíûå è êðûëàòûå íàñåêîìûå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 äåêàáðÿ

Êàìåííîóãîëüíûé ïåðèîä. Ïåðâûå äåðåâüÿ, ïåðâûå ðåïòèëèè . . .23 äåêàáðÿ

Ïåðìñêèé ïåðèîä. Ïåðâûå äèíîçàâðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 äåêàáðÿ

Òðèàñîâûé ïåðèîä. Ïåðâûå ìëåêîïèòàþùèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 äåêàáðÿ

Þðñêèé ïåðèîä. Ïåðâûå ïòèöû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .27 äåêàáðÿ

Ìåëîâîé ïåðèîä. Ïåðâûå öâåòêîâûå ðàñòåíèÿ, âûìèðàíèå
äèíîçàâðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 äåêàáðÿ

Òðåòè÷íûé ïåðèîä. Ïåðâûå ïðèìàòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 äåêàáðÿ

Ïåðâûå ãîìèíèäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 äåêàáðÿ

×åòâåðòè÷íûé ïåðèîä. Ïåðâûå ëþäè . . . . . . . . . . 31 äåêàáðÿ 22 ÷àñà 30 ìèíóò
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Ïåðâûé ñíåã â Àêàäåìãîðîäêå



Ïðèëîæåíèå I.

Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ

Ëèøü â ñîçåðöàíèè âûñøåé êðàñîòû, äîðîãîé Ñîêðàò,
òîëüêî è ìîæåò æèòü ÷åëîâåê, å¼ îäíàæäû óçðåâøèé.

� Ïëàòîí



Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàÿ êàæäûé àòîì êàê âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé ïðî-
òîìàòåðèè è óìûøëåííî îòêàçûâàÿñü îò ðàññìîòðåíèÿ åãî âíóòðåííåãî ñòðîå-
íèÿ, ìû ìîæåì ïîíÿòü èñòèííóþ ïðèðîäó êâàçèïåðèîäè÷åñêîé çàêîíîìåðíîñòè,
îòêðûòîé Ìåíäåëååâûì, åñëè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìàëèçìîì èçîòîïè÷åñêîãî ñïè-
íà, òåñíî ñâÿçàííûì ñ âûñøèìè ñèììåòðèÿìè, îïèñûâàåìûìè òåîðèåé ãðóïï è
èõ ïðåäñòàâëåíèé. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå èñõîäíîãî íàáîðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ õîðîøî èçâåñòíóþ òàáëèöó Ìåíäåëååâà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îñíîâå
êâàçèïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îò àòîìíîãî íî-
ìåðà Z , ëåæàò ãëóáîêèå, è â òî æå ñàìîå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûå, ïðèíöèïû
ñèììåòðèè, íàõîäÿùèå ñâî¼ âûðàæåíèå â ñóùåñòâîâàíèè öåëîé èåðàðõèè èçî-
òîïè÷åñêèõ ñïèíîâ, îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå óðîâíè ñàìîîðãàíèçàöèè. Äåëî â
òîì, ÷òî, êîãäà ðå÷ü çàõîäèò î ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ êàêèõ-ëèáî
îáúåêòîâ îò èõ íîìåðà, âàæíî íàéòè ôîðìàëèçì, îïèñûâàþùèé íå ñòîëüêî îò-
äåëüíûå îáúåêòû, ñêîëüêî âñ¼ èõ ñåìåéñòâî â öåëîì. Ôîðìàëèçì èçîòîïè÷åñêîãî
ñïèíà èäåàëüíûì îáðàçîì ïîäõîäèò äëÿ ýòîé öåëè. Èç ýòîé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî
âñå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ �ïðåæäåâðåìåííûì� çàïîëíåíèåì ïîñëåäóþùèõ ýëåê-
òðîííûõ ñëî¼â, îáóñëîâëåíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàêîííûì ïåðåíåñåíèåì ðåçóëüòà-
òîâ êâàíòîâîé òåîðèè àòîìà âîäîðîäà íà ïðîòîìàòåðèþ, ñïîñîáíóþ íàõîäèòüñÿ
â ðàçëè÷íûõ âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèÿõ.



ÒÀÁËÈÖÀ ÕÈÌÈ×ÅÑÊÈÕ
ÌÓËÜÒÈÏËÅÒÎÂ

§ 1. Íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Îáùåïðèçíàíî, ÷òî Ïåðèîäè÷åñêèé çàêîí Ìåíäåëååâà è åãî ãðàôè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå � Ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ � íóæíû äëÿ èçó÷åíèÿ
èõ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ è âûÿâëåíèÿ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé èõ õèìè÷å-
ñêèõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ñîáîé, äëÿ õèìè÷åñêîãî ïðåäâèäåíèÿ è ïðåäñêàçàíèÿ
íîâûõ ôàêòîâ.

Îäíàêî çíà÷åíèå Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íå îãðàíè-
÷èâàåòñÿ ïðèêëàäíûìè è ïîëóïðèêëàäíûìè îáëàñòÿìè ôèçèêè è õèìèè. Ýòà
òàáëèöà ìîæåò ÿâèòüñÿ �çîëîòûì êëþ÷èêîì�, îòêðûâàþùèì äâåðü, âåäóùóþ èç
ýìïèðè÷åñêîãî ìèðà ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè â ìèð íîâîé ðåàëüíîñòè [1].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñ ìîìåíòà îòêðûòèÿ Ìåíäåëååâûì Ïåðèîäè÷åñêîãî çà-
êîíà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (1869) ïðîøëî ïî÷òè ñòî òðèäöàòü ëåò, äî ñèõ ïîð
ñóùåñòâóåò íåìàëî ïîïûòîê óòî÷íèòü è óñîâåðøåíñòâîâàòü åãî òàáëèöó. Ìíî-
ãîîáðàçèå âàðèàíòîâ âûçâàíî ñòðåìëåíèåì ðàçíûõ àâòîðîâ íàéòè óäîâëåòâîðè-
òåëüíîå ðåøåíèå íåêîòîðûõ ñïîðíûõ ìîìåíòîâ â ñàìîé ñòðóêòóðå Ïåðèîäè÷åñêîé
òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâóþùèõ äî ñèõ ïîð.

Ñ 1921 ãîäà, êîãäà Íèëüñ Áîð çàëîæèë îñíîâû êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî îáú-
ÿñíåíèÿ Ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà [2], [3], ïðî-
øëî áîëåå âîñüìèäåñÿòè ëåò. Çà ýòî âðåìÿ â ôèçèêå ïðîèçîøëè ðåâîëþöèîííûå
èçìåíåíèÿ, ñðàâíèìûå ñ òåìè, êîòîðûå ñîâåðøàëèñü âî âðåìÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Äëÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè î÷åíü âàæíûì ñòàëî ïîíÿòèå ñèììåòðèè. Èìåííî
ñèììåòðèÿ ñòàëà òåì ñàìûì èíñòðóìåíòîì, èñïîëüçóÿ êîòîðûé, óäà¼òñÿ âûÿâèòü
â êàëåéäîñêîïå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé îñíîâíûå ñòðóêòóðû, ñâåñòè âñ¼ ðàçíîîáðà-
çèå ôèçè÷åñêîãî ìèðà ê íåñêîëüêèì ôóíäàìåíòàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìíîé Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äàëüíåéøåå ðàçâèòèå íà ïîëóôåíîìåíîëîãè÷åñêîì óðîâíå îðèãèíàëüíûõ èäåé èç-
âåñòíîãî ñîâåòñêîãî ôèçèêàÞ.Á.Ðóìåðà è ìàòåìàòèêà À.È.Ôåòà, ïðåäëîæèâøèõ
èçó÷àòü ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ïî àíàëîãèè ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöà-
ìè ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ �âíóòðåííåé� ñèììåòðèè [4], [5].



632 Ïðèëîæåíèå I. Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîíèìàíèÿ îáùåãî ïðèíöèïà, ëåæàùåãî â îñíî-
âàíèè ïðåäëàãàåìîé Òàáëèöû, íåò íåîáõîäèìîñòè â çíàíèè êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó êàæäûé àòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçáóæä¼í-
íîå ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé óíèâåðñàëüíîé ïðîòîìàòåðèè. È ïîäîáíî òîìó, êàê
â ñîâðåìåííîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î âíóòðåííåì
ñòðîåíèè ÷àñòèö, òàê è çäåñü, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ àòîìîâ è èõ êëàñ-
ñèôèêàöèè íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü èõ ýëåêòðîííîå ñòðîåíèå
[6].

Äåëî â òîì, ÷òî íàèáîëåå îáùèå ñâîéñòâà àòîìîâ çàëîæåíû ãëóáæå � â ñà-
ìîé èõ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèììåòðèè � è ìîãóò áûòü èçâëå÷åíû îòòóäà ñ ïîìîùüþ
ïîëóôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà èçîòîïè÷åñêîãî ñïèíà [7], [8], îñ-
íîâíûå èäåè êîòîðîãî ìîãóò áûòü ñäåëàíû äîñòóïíûìè ó÷åíèêó ñðåäíåé øêîëû.

Çàìåòèì, ÷òî ñîçäàíèå ïðèíöèïèàëüíî íîâîé, ñîâåðøåííîé Òàáëèöû õèìè÷å-
ñêèõ ìóëüòèïëåòîâ íà÷àëîñü â íà÷àëå ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ â ñòåíàõ Íîâîñèáèðñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà (â ðàáîòàõ Þ. Á. Ðóìåðà, À. È. Ôåòà è Þ. È. Êóëàêîâà) è îêîí-
÷àòåëüíî çàâåðøèëîñü â 1995 ãîäó â ìîåé ðàáîòå, ñäåëàííîé â Ãîðíî-Àëòàéñêîì
ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìíîþ Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ îïóáëèêîâàíà â äâóõ
ñáîðíèêàõ íàó÷íûõ òðóäîâ:

Ñòðóêòóðíûé àíàëèç ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (Èçä-âî Àêà-
äåìèè íàóê ÑÑÑÐ. Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè. 1984 ãîä );

Êëàññè÷åñêîå åñòåñòâîçíàíèå è ñîâðåìåííàÿ íàóêà (Èçä-âî Íîâîñè-
áèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 1991 ãîä )

Îäíàêî ìàëûé òèðàæ ýòèõ èçäàíèé è î÷åíü íåáîëüøîé êðóã ÷èòàòåëåé äå-
ëàþò ïðàêòè÷åñêè íåèçâåñòíîé ýòó Òàáëèöó. Âñå ïîïûòêè îïóáëèêîâàòü å¼ îò-
äåëüíûì èçäàíèåì, äîñòóïíûì äëÿ øèðîêîãî êðóãà ó÷¼íûõ, ïðåïîäàâàòåëåé è
ñòóäåíòîâ, â Íîâîñèáèðñêîì íàó÷íîì öåíòðå íàòàëêèâàëèñü íà ãëóõîå ñîïðîòèâ-
ëåíèå, îñíîâíûì àðãóìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿëîñü îòñóòñòâèå äåíåã.

È òîëüêî â ìîëîäîé Ðåñïóáëèêå Àëòàé ñî ñòîðîíû ðåêòîðà Ãîðíî-Àëòàéñêîãî
óíèâåðñèòåòà Þ.Â.Òàáàêàåâà, ïðåäñåäàòåëÿ Êîìèññèè ïî ýêîëîãèè, ïðè-
ðîäîïîëüçîâàíèþ è ïðîìûøëåííîñòè Â.Â.Êóäà÷èíà è Ãîñóäàðñòâåííîãî Ñîáðà-
íèÿ � Ýë Êóðóëòàÿ áûëî ïðîÿâëåíî ãëóáîêîå ïîíèìàíèå íåîáõîäèìîñòè ðàçâèòèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëî ñî-
çäàíèå íåçàâèñèìîãî Íàó÷íîãî Öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè. Ñëåäóþùèì
øàãîì ÿâèëîñü ìíîãîòèðàæíîå èçäàíèå ïðåäëàãàåìîé Òàáëèöû äëÿ øèðîêîé îòå-
÷åñòâåííîé è ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé îáùåñòâåííîñòè.

§ 2. Îò ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
ê Òàáëèöå õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ

Ñîãëàñíî òðàäèöèè, èäóùåé îò Ìåíäåëååâà, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà
êàæäîãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà â îòäåëüíîñòè è èùåòñÿ òàêàÿ ôîðìà êëàññè-
ôèêàöèè ýëåìåíòîâ, ïðè êîòîðîé åñòåñòâåííûì ïóò¼ì âûäåëÿþòñÿ ïîäìíî-
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æåñòâà ýëåìåíòîâ ñ áëèçêèìè ôèçèêî-õèìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (ãëàâíûå è
ïîáî÷íûå ïîäãðóïïû � ñòîëáöû íà òðàäèöèîííîé òàáëèöå Ìåíäåëååâà).

Ìû îòñòóïàåì îò ýòîé òðàäèöèè è â êà÷åñòâå îñíîâíûõ îáúåêòîâ êëàññè-
ôèêàöèè âûáèðàåì íå îòäåëüíûå õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû, êîíêðåòíûå ñâîéñòâà
êîòîðûõ íàñ, â îòëè÷èå îò õèìèêîâ, ìàëî èíòåðåñóþò, à èõ ñîâîêóïíîñòè � ìóëü-
òèïëåòû, îáëàäàþùèå îïðåäåë¼ííîé öåëîñòíîñòüþ, òî åñòü áëîêè, ñîñòîÿùèå
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðÿäîì ðàñïîëîæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Èòàê, ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïðåäëàãàåìîé íàìè òàáëèöû îò âñåõ äðóãèõ
èçâåñòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òàáëèö ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàøà Òàáëèöà � ýòî íå ïåðè-
îäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, à òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëü-
òèïëåòîâ.

Çíà÷åíèå òàáëèöû Ìåíäåëååâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïðåäîñòàâëÿåò íàì óíè-
êàëüíóþ âîçìîæíîñòü âçãëÿíóòü íà ìíîæåñòâî âñåõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ êàê íà
åäèíóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ òàêñîíîâ85 èëè áëîêîâ,
òî åñòü ñîâîêóïíîñòåé õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ àòîìíûìè íîìåðàìè Z, ëåæàùè-
ìè â êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ îò Z 1 äî Z 2 . Ïðè ýòîì äëÿ õàðàêòåðèñòèêè òåõ èëè
èíûõ òàêñîíîâ íåîáõîäèìî ââîäèòü ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðèíöèïèàëüíî èíîé
ïðèðîäû.

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ, íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿåìûõ, ôèçè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí, òàêèõ êàê ìàññà, ýëåêòðîïðîâîäíîñòü, òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ è êèïå-
íèÿ, ïîòåíöèàë èîíèçàöèè, ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü è ò.ï., ñóùåñòâóþò òà-
êèå �êîëëåêòèâíûå� ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû êàê èçîòîïè÷åñêèé ñïèí I, ñòðàííîñòü
S, î÷àðîâàíèå (÷àðì) C, êðàñîòà b, èñòèííîñòü t, ãèïåðçàðÿä Y, áàðèîííîå B è
ëåïòîííîå L ÷èñëà è ò.ï., êîòîðûå èìåþò ñîâåðøåííî èíóþ ïðèðîäó, è íå ìîãóò
áûòü èçìåðåíû íåïîñðåäñòâåííî òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè.

×òîáû âûÿâèòü ãëóáèííîå ñîäåðæàíèå, ñêðûòîå çà âíåøíåé è äàëåêî íå ñî-
âåðøåííîé ôîðìîé Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà,
âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ëåæèò áóêâàëüíî íà ïîâåðõíîñòè è äàâíî âñåì õîðîøî
èçâåñòíî.

§ 3. Åñòåñòâåííàÿ ýâîëþöèÿ ôîðìû òàáëèöû
õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ

Îñíîâíàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâàíèè Ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: Ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà Ìåíäåëååâà ðàçáèâàåò
åñòåñòâåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà îòäåëüíûå ìóëüòè-
ïëåòû, îòìå÷åííûå ðàçíûì öâåòîì.

Îòìåòèì îñîáóþ ðîëü öâåòà ïðè ïîñòðîåíèè âñåõ ïîñëåäóþùèõ òàáëèö. Äåëî
â òîì, ÷òî öâåò â ýòîì ñëó÷àå èãðàåò ðîëü íåêîòîðîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà, êîòîðûé

85òàêñîí (îò ëàò. taxare � îöåíèâàòü) � ñîïîä÷èí¼ííàÿ ãðóïïà äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, ñâÿçàí-
íûõ ìåæäó ñîáîé òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ îáùíîñòè ñâîéñòâ. Èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòåìà òàêñîíîâ
ïîçâîëÿåò äàòü ïîëíîå îïèñàíèå îïðåäåë¼ííîé ñôåðû ðåàëüíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ å¼ èåðàðõè-
÷åñêîãî ñòðîåíèÿ.
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ïîçâîëÿåò óâèäåòü86 íà òàáëèöå ÷åòûðå òèïà ìóëüòèïëåòîâ: êðàñíûå, ñîñòîÿùèå
èç äâóõ ýëåìåíòîâ, æ¼ëòûå, ñîñòîÿùèå èç øåñòè ýëåìåíòîâ, çåë¼íûå, ñîñòîÿùèå
èç äåñÿòè ýëåìåíòîâ, è, íàêîíåö, ñèíèå, ñîñòîÿùèå èç ÷åòûðíàäöàòè ýëåìåí-
òîâ, è îñóùåñòâèòü ðàçäåëåíèå âñåãî ìíîæåñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ñîîò-
âåòñòâåííî, íà ÷åòûðå (ïðè Z 6 120 ) �õèìè÷åñêèõ öàðñòâà�: êðàñíîå, æ¼ëòîå,
çåë¼íîå, ñèíåå.

Êîðîòêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
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Òåðìèí �õèìè÷åñêîå öàðñòâî� ââåä¼í ìíîþ ïî àíàëîãèè ñ áèîëîãè÷åñêîé òàê-
ñîíîìèåé, ãäå èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïîðÿäêà:

íàäöàðñòâà (ïðîêàðèîòû, ýóêàðèîòû),
öàðñòâà (âèðóñû, äðîáÿíêè, ãðèáû, ðàñòåíèÿ è æèâîòíûå),
ïîäöàðñòâà ( . . . , íèçøèå, âûñøèå, . . . , îäíîêëåòî÷íûå, ìíîãîêëåòî÷íûå,

. . . ),
86Èñïîëüçîâàíèå öâåòà â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ñðàâíèòü ñ ïðèìåíåíèåì ñïåöèàëüíûõ êðàñè-

òåëåé â ãèñòîëîãèè, ïîçâîëÿþùèõ óâèäåòü â îïòè÷åñêèé ìèêðîñêîï õðîìàòèí, ñîñòàâëÿþùèé
îñíîâó õðîìîñîì, êîòîðûé â ïðîòèâîïîëîæíîñòü àõðîìàòèíó õîðîøî îêðàøèâàåòñÿ ïðè ãè-
ñòîëîãè÷åñêîé îáðàáîòêå.



Ïðèëîæåíèå I. Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ 635

îòäåëû (ðàñò.) ( . . . , öâåòêîâûå, . . . ) èëè òèïû (æèâ.),
êëàññû ( . . . , îäíîäîëüíûå, . . . ),
ïîðÿäêè (ðàñò.) ( . . . , êîììëåìèíîâûå, . . . ) èëè îòðÿäû (æèâ.),
ñåìåéñòâà( . . . , çëàêè, . . . ),
ðîäû ( . . . , êóêóðóçà, . . . ), âèäû ( . . . , êóêóðóçà æ¼ëòîçåðíèñòàÿ, . . . ).

Íà òðàäèöèîííîé ÷¼ðíî-áåëîé òàáëèöå ðàçäåëåíèå âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà ìóëüòèïëåòû çàòðóäíåíî åù¼ è òåì, ÷òî äëèííûå ìóëü-
òèïëåòû, ñîñòîÿùèå èç äåñÿòè ýëåìåíòîâ, ÷òîáû áûòü âòèñíóòûìè â ïðÿìîóãîëü-
íóþ ôîðìó òàáëèöû, îêàçûâàþòñÿ ðàçðåçàííûìè â ñàìîì íåïîäõîäÿùåì ìåñòå,
è âñëåäñòâèå ýòîãî ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ íå áðîñà-
åòñÿ â ãëàçà. Íà öâåòíîé æå òàáëèöå ýòî õîðîøî âèäíî.

Ïðè ýòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê ðàçáèòü ýìïèðè÷åñêóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà ìóëüòèïëåòû, êîòîðûå íà âñåõ íàøèõ
òàáëèöàõ îêðàøåíû ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íûìè öâåòàìè � êðàñíûì, æ¼ëòûì, çåë¼-
íûì è ñèíèì?

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ýòîì ïàðàãðàôå, íàëè÷èå ìóëüòèïëåòîâ óæå çàëîæåíî
â ñàìîé Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöå ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà. Çàäà÷à â òîì, ÷òîáû
èçâëå÷ü èõ îòòóäà. Êàê ýòî ñäåëàòü?

Îòâåòîì íà ýòîò âîïðîñ ñëóæèò ýòîò ïàðàãðàô, ïîñâÿù¼ííûé ïðåîáðàçîâà-
íèþ òðàäèöèîííîé ôîðìû Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â
Òàáëèöó õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ.

Ñíà÷àëà, ÷òîáû èìåòü õîòÿ áû ãðóáîå ïðåäñòàâëåíèå î õèìè÷åñêèõ ìóëü-
òèïëåòàõ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ, óæå ñëîæèâøóþñÿ â áîðîâñêîé
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé òåîðèè ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû ýëåìåíòîâ è îáîçíà÷àòü

êðàñíûì öâåòîì � s-ýëåìåíòû ( ` = 0 ),
æ¼ëòûì öâåòîì � p-ýëåìåíòû ( ` = 1 ),
çåë¼íûì öâåòîì � d-ýëåìåíòû ( ` = 2 ),
ñèíèì öâåòîì � f-ýëåìåíòû ( ` = 3 ).

Íî ïîòîì, â ïÿòîì ïàðàãðàôå, ìû óâèäèì, ÷òî çà ýòèì ïîíÿòèåì ñêðûâàåòñÿ
èíàÿ, áîëåå ãëóáîêàÿ ñóùíîñòü.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ïÿòîì ïàðàãðàôå, ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå
ê �êðàñíîìó� öàðñòâó, èìåþò èçîòîïè÷åñêèé ñïèí T = 0 ,
ê �æ¼ëòîìó� öàðñòâó, èìåþò èçîòîïè÷åñêèé ñïèí T = 1 ,
ê �çåë¼íîìó� öàðñòâó, èìåþò èçîòîïè÷åñêèé ñïèí T = 2 ,
ê �ñèíåìó� öàðñòâó, èìåþò èçîòîïè÷åñêèé ñïèí T = 3 .

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíèå ÷åòûð¼õ öâåòîâ èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå.
Òåì ñàìûì óêàçûâàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ÷åòûð¼õ �õèìè÷åñêèõ öàðñòâ�, ê

îäíîìó èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êàæäûé èç ïåðâûõ ñòà äâàäöàòè õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åù¼ íåîòêðûòûå õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû ñ 121 6 Z 6 138 ïðè-
íàäëåæàò óæå ê êà÷åñòâåííî íîâîìó �ôèîëåòîâîìó� õèìè÷åñêîìó öàðñòâó ñ èçî-
òîïè÷åñêèì ñïèíîì T = 4 (ïî òðàäèöèîííîé òåðìèíîëîãèè ê ìíîæåñòâó g -
ýëåìåíòîâ ñ ` = 4 ).



636 Ïðèëîæåíèå I. Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ

Ïîÿâëåíèå â êîðîòêîé òàáëèöå õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà ãëàâíûõ è
ïîáî÷íûõ ïîäãðóïï a è b, à òàêæå íååñòåñòâåííîé âîñüìîé ãðóïïû VIII, ñîñòîÿ-
ùåé èç îäíîé ãëàâíîé aVIII è òð¼õ ïîáî÷íûõ ïîäãðóïï, òðèàäû VIIIb 1 , VIIIb 2 ,
VIIIb 3 , ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì àðòåôàêòîì87 è ñâÿçàíî ñ æåëàíèåì ñîõðàíèòü ïåð-
âîíà÷àëüíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó òàáëèöû, ïðåäëîæåííîé Ìåíäåëååâûì, ÷òî
äåëàåò å¼ èçëèøíå ãðîìîçäêîé è ñëîæíîé.

Ýòîé íåîïðàâäàííîé ñëîæíîñòè ìîæíî èçáåæàòü, åñëè ïåðåéòè îò èñòîðè-
÷åñêè âîçíèêøåé êîðîòêîé òàáëèöû Ìåíäåëååâà ê Óäëèí¼ííîé ïåðèîäè÷åñêîé
òàáëèöå õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ðàçäâèíóâ å¼ íà äåñÿòü ñòîëáöîâ.

Êñòàòè ãîâîðÿ, èìåííî ýòà Ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ðå-
êîìåíäîâàíà â 1985 ãîäó Àññîöèàöèåé íàó÷íîãî îáðàçîâàíèÿ (ASE) è ñ òåõ ïîð
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ìèðîâîé ôèçèêî-õèìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå [9], [10].

Ïðåæäå âñåãî â Óäëèí¼ííîé òàáëèöå íåò ðÿäîâ, òàê êàê êàæäûé ïåðèîä ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ â îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ñòðîêå.

Äàëåå, â Óäëèí¼ííîé òàáëèöå íåò íåîáõîäèìîñòè ðàñùåïëÿòü ãðóïïó íà ãëàâ-
íóþ è ïîáî÷íóþ, òàê æå êàê íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü íååñòåñòâåííóþ
âîñüìóþ ãðóïïó ñ å¼ òðèàäîé ïîáî÷íûõ ïîäãðóïï.

Ïðàâäà, ïðè ýòîì ïî÷òè âäâîå âîçðàñòàåò ÷èñëî ãðóïï, à ñëåäîâàòåëüíî, è å¼
ãîðèçîíòàëüíûå ðàçìåðû, ÷òî äåëàåò å¼ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîé. Ïî-âèäèìîìó,
èç-çà ýòîãî Óäëèí¼ííàÿ òàáëèöà, íåñìîòðÿ íà å¼ î÷åâèäíûå äîñòîèíñòâà, íå ïî-
ëó÷èëà øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â îòå÷åñêîé ôèçè÷åñêîé è õèìè÷åñêîé ëèòå-
ðàòóðå.

Äìèòðèé Èâàíîâè÷ ÌÅÍÄÅËÅÅÂ

87àðòåôàêò (îò ëàò. artefactum � èñêóññòâåííî ñäåëàííîå) � îáðàçîâàíèå, íå ñâîéñòâåííîå
èçó÷àåìîìó îáúåêòó è âîçíèêàþùåå îáû÷íî â õîäå åãî èññëåäîâàíèÿ.
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Óäëèí¼ííàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
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Îäíàêî è â ýòîé Óäëèí¼ííîé òàáëèöå îñòàþòñÿ íåêîòîðûå íåóâÿçêè, ñðåäè
êîòîðûõ ïðåæäå âñåãî áðîñàåòñÿ â ãëàçà íåîáõîäèìîñòü ïî-ïðåæíåìó âòèñêèâàòü
ïÿòíàäöàòü ýëåìåíòîâ � ëàíòàí è ÷åòûðíàäöàòü ëàíòàíîèäîâ è äðóãèå ïÿòíà-
äöàòü ýëåìåíòîâ � àêòèíèé è ÷åòûðíàäöàòü àêòèíîèäîâ â ñîîòâåòñòâóþùèå äâå
êëåòêè.
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×òîáû ïðåîäîëåòü è ýòó òðóäíîñòü, ïðèä¼òñÿ ðàçäâèíóòü Óäëèí¼ííóþ òàáëè-
öó åù¼ íà 14 êëåòîê è ïîëó÷èòü Äëèííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òàáëèöó õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ:

Äëèííàÿ ôîðìà Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû
õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
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Èòàê, Äëèííàÿ òàáëèöà ñòàëà áîëåå ñîâåðøåííîé. Îäíàêî è çäåñü îñòàëîñü
òðè ò¼ìíûõ ïÿòíà, êîòîðûå íàðóøàþò æåëàííóþ ñèììåòðèþ òàáëèöû:

1. Â îòëè÷èå îò âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, îáúåäèí¼ííûõ â ñîîòâåòñòâóþùèå
ìóëüòèïëåòû, ñîäåðæàùèå 2, 6, 10, 14, 18 ýëåìåíòîâ, âîäîðîä è ãåëèé ïî-
ïðåæíåìó îñòàþòñÿ �åäèíîëè÷íèêàìè�.

Ñóùåñòâóþò õîðîøî èçâåñòíûå òðóäíîñòè ñ îïðåäåëåíèåì ïîëîæåíèÿ âî-
äîðîäà H 1 â òàáëèöå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí âîçãëàâëÿåò òàáëèöó è êàê s-
ýëåìåíò äîëæåí íàõîäèòüñÿ â ïåðâîé ãëàâíîé ïîäãðóïïå I a âìåñòå ñ äðóãè-
ìè s-ýëåìåíòàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ïî ñâîèì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì ñâîéñòâàì
äîëæåí íàõîäèòüñÿ â ñåäüìîé ãëàâíîé ïîäãðóïïå VII a ãàëîãåíîâ.

Ïîäîáíûå æå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ â òàáëèöå
ãåëèÿ He 2 . Ïî ñâîèì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì ñâîéñòâàì îí äîëæåí âîçãëàâëÿòü
âîñüìóþ ãëàâíóþ ïîäãðóïïó VIII a èíåðòíûõ ãàçîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí
ÿâëÿåòñÿ s-ýëåìåíòîì, â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå èíåðòíûå ãàçû ÿâëÿþòñÿ
p-ýëåìåíòàìè.

2. Êàæåòñÿ íååñòåñòâåííûì òàêîå ðàñïîëîæåíèå ìóëüòèïëåòîâ, ïðè êîòî-
ðîì âîçíèêàþò ïóñòûå ìåñòà � ðàçðûâû ìåæäó íèìè. Íååñòåñòâåííûì êàæåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîãî è åäèíñòâåííîãî ñâåðõêîðîòêîãî ïåðèîäà, ñîñòîÿùåãî èç
âîäîðîäà è ãåëèÿ, ðàçúåäèí¼ííûõ ïóñòûìè êëåòêàìè.

3. Êàæåòñÿ ñòðàííûì è òðóäíîîáúÿñíèìûì íàëè÷èå íåðåãóëÿðíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ ìóëüòèïëåòîâ, íà÷èíàÿ ñ ÷åòâ¼ðòîé ñòðîêè:
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1 � 1, 2 � 6, 2 � 6, 2 � 10 � 6, 2 � 10 � 6,
2 � 14 � 10 � 6, 2 � 14 � 10 � 6

×òîáû ïðèäàòü Äëèííîé òàáëèöå áîëåå åñòåñòâåííûé è ñèììåòðè÷íûé âèä,
ñâîáîäíûé îò óêàçàííûõ âûøå íåäîñòàòêîâ, ïðåîáðàçóåì, ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê ñëå-
äîâàíèÿ ìóëüòèïëåòîâ, Äëèííóþ òàáëèöó â �Õèìè÷åñêèé çèêêóðàò� ïî ñëåäóþ-
ùåé ñõåìå:

îáúåäèíèì âîäîðîä è ãåëèé â îäèí äâóõýëåìåíòíûé ìóëüòèïëåò è ïåðå-
ìåñòèì âñå îñòàëüíûå äâóõýëåìåíòíûå ìóëüòèïëåòû ñ ëåâîãî êðàÿ òàáëèöû íà
ïðàâûé êðàé ïðè îäíîâðåìåííîì èõ ïåðåìåùåíèè íà îäíó ñòðîêó ââåðõ.
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�Õèìè÷åñêèé çèêêóðàò�

Ñëåäóþùèé øàã � ðàçáèåíèå èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ íà äóáëåòû � ïàðû, ñîñòîÿùèå èç ðÿäîì ñòîÿùèõ ýëåìåíòîâ ñ íå÷¼ò-
íûìè è ÷¼òíûìè Z . Â ðåçóëüòàòå ÷åãî �Õèìè÷åñêèé çèêêóðàò� ïðåâðàùàåòñÿ â
Ñòóïåí÷àòóþ òàáëèöó õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ.
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Ñòóïåí÷àòàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ
ìóëüòèïëåòîâ

Òàêèì îáðàçîì, îêàçàëîñü âîçìîæíûì, íå ñòðîÿ íèêàêèõ ãèïîòåç (�ãèïîòåç
íå èçìûøëÿþ!�), òîëüêî ëèøü çà ñ÷¼ò íåñêîëüêèõ åñòåñòâåííûõ øàãîâ ïðåîá-
ðàçîâàòü ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó Ìåíäåëååâà â òðåóãîëüíóþ ñòóïåí÷àòóþ
òàáëèöó � �Õèìè÷åñêèé çèêêóðàò�.

Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ îáùåå ïðàâèëî çàïîëíåíèÿ òàáëèöû õèìè÷åñêèìè ýëå-
ìåíòàìè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè èõ àòîìíîãî íîìåðà Z:

ñëåâà → íàïðàâî ñâåðõó ↓ âíèç.
Âûðàâíèâàÿ Ñòóïåí÷àòóþ òàáëèöó ïî ëåâîìó êðàþ è ñäâèãàÿ ÷¼òíûå ñòðîêè

íà îäíî äåëåíèå âïðàâî îòíîñèòåëüíî íå÷¼òíûõ, òî åñòü ïåðåõîäÿ îò êîîðäèíàò
(T,U) ê êîîðäèíàòàì (U,V), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ Òàáëèöó õèìè÷åñêèõ ìóëü-
òèïëåòîâ:
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Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ
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§ 4. Â èòîãå èìååì...

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî Ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà ðàçáè-
âàåò âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà îòäåëüíûå áëîêè � òàê-
ñîíû:

õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû;
õèìè÷åñêèå äóáëåòû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ;
õèìè÷åñêèå ìóëüòèïëåòû, ñîñòîÿùèå èç 2T +1 õèìè÷åñêèõ äóáëåòîâ;
ñóïåðìóëüòèïëåòû, ñîñòîÿùèå èç N ìóëüòèïëåòîâ; è, íàêîíåö,
ãèïåðìóëüòèïëåòû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ.

Èìåííî â ýòîì è ñîñòîèò, íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå âàæíîå îáùåíàó÷íîå çíà-
÷åíèå Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

Ïîäâåä¼ì íåêîòîðûå èòîãè:
1. Îñíîâíûìè òàêñîíàìè � ãëàâíûìè îáúåêòàìè êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâà

õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ íå ñàìè ýëåìåíòû, à õèìè÷åñêèå ìóëüòèïëåòû.

2. Åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ íå òðàäèöèîííàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ, à òðåóãîëüíàÿ
ôîðìà òàáëèöû.

3. Â öåëîì Ãîðíî-Àëòàéñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ KuFeRum
íàïîìèíàåò ïëàí íåêîòîðîãî �õèìè÷åñêîãî� Àêàäåìãîðîäêà, çàñòðîåííîãî äâóõ-
ýòàæíûìè 1-, 3-, 5-, 7-, 9-ïîäúåçäíûìè äîìàìè-ìóëüòèïëåòàìè.
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4. Ýòîò �õèìè÷åñêèé� Àêàäåìãîðîäîê òùàòåëüíî ðàñïëàíèðîâàí è íàïîìè-
íàåò øàõìàòíóþ äîñêó, ïîâ¼ðíóòóþ íà 45 ãðàäóñîâ. Âñå äîìà-ìóëüòèïëåòû, ðàñ-
ïîëîæåííûå íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ, îáðàçóþò äâå ñèñòåìû ðÿäîâ:

? ãîðèçîíòàëüíûå �ñóïåðàâåíþ� � õèìè÷åñêèå ñóïåðìóëüòèïëåòû ñ ïîðÿä-
êîâûìè íîìåðàìè U = 1, 2, 3, · · ·

? îðòîãîíàëüíûå ê íèì âåðòèêàëüíûå �óëèöû� ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè
V = 1, 2, 3, · · ·

? ðàñïîëîæåííûå ïî äèàãîíàëè �ïðîñïåêòû� ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè
T = 1

2
(U − V ) ;

? îðòîãîíàëüíûå ê íèì �ïåðåóëêè� ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè
q = 1

2
(U + V ) = 1, 2, 3, · · · .

5. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ Òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå ãèïåðìóëüòèïëåòîâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ, òðåáóþ-
ùèõ ââåäåíèÿ äâóõ íîâûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë ∆ = 1/2 è ∆3 = −1/2, 1/2, ïî-
ÿâëåíèå êîòîðûõ íåâîçìîæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òðàäèöèîííîé êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè àòîìà.

Èòàê, äâà ñîñåäíèõ ñóïåðìóëüòèïëåòà îáðàçóþò ãèïåðìóëüòèïëåò � ñâîåãî
ðîäà �ðàéîí� èëè �çîíó� õèìè÷åñêîãî Àêàäåìãîðîäêà, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ïàðàë-
ëåëüíûõ �ñóïåðàâåíþ�, ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè N = 1, 2, 3, · · ·
Âåðõíèé ñóïåðìóëüòèïëåò (âåðõíÿÿ �ñóïåðàâåíþ�) õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëóöå-
ëûì ÷èñëîì ∆3 =−1/2 ;
íèæíèé ñóïåðìóëüòèïëåò (íèæíÿÿ �ñóïåðàâåíþ�) � ïîëóöåëûì ÷èñëîì
∆3 = 1/2.

6. Ìóëüòèïëåòû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ âåðõíåãî è íèæíåãî ñóïåðìóëüòèïëåòà,
õàðàêòåðèçóþòñÿ èçîòîïè÷åñêèìè ñïèíàìè: T = N − 1, N − 2, · · · , 1, 0.

7. Êàæäûé ìóëüòèïëåò ñîñòîèò èç 2T + 1 �äâóõýòàæíûõ� õèìè÷åñêèõ
äóáëåòîâ.

8. Êàæäûé õèìè÷åñêèé äóáëåò, âõîäÿùèé â ìóëüòèïëåò ñ èçîòîïè÷åñêèì
ñïèíîì T , õàðàêòåðèçóåòñÿ öåëûì ÷èñëîì T3 , ïðèíèìàþùèì ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ:

T3 = −T, · · · , −1, 0, 1, · · · , T.

9. Âåðõíèé ýòàæ äóáëåòà çàíèìàåò õèìè÷åñêèé ýëåìåíò ñ íå÷¼òíûì àòîìíûì
íîìåðîì Z = 2 W −1 , êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëóöåëûì ÷èñëîì σ3 = −1/2;
íèæíèé ýòàæ çàíèìàåò õèìè÷åñêèé ýëåìåíò ñ ÷¼òíûì àòîìíûì íîìåðîì
Z = 2 W, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëóöåëûì ÷èñëîì σ3 = 1/2 :

A2W−1 σ3 = −1/2
A2W σ3 = 1/2,

ãäå W = 1, 2, 3, · · · � ïîðÿäêîâûé íîìåð äóáëåòà â èñõîäíîì ìíîæåñòâå õèìè-
÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

10. Çàñåëåíèå äîìîâ-ìóëüòèïëåòîâ õèìè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè â ïîðÿä-
êå âîçðàñòàíèÿ àòîìíîãî íîìåðà Z ïðîèñõîäèò áåç åäèíîãî íàðóøåíèÿ
óñòàíîâëåííîãî ïðàâèëà, ñòîëü õàðàêòåðíûõ äëÿ òðàäèöèîííîé êâàíòîâî-
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ìåõàíè÷åñêîé òðàêòîâêè Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Ìåí-
äåëååâà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå çàñåëåíèå ïðîèñõîäèò â ìóëüòèïëåòàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ñó-
ïåðìóëüòèïëåòàì ñ ôèêñèðîâàííûì íîìåðîì U â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîðÿä-
êîâûõ íîìåðîâ �óëèö� V .

Ïåðåõîä â ñëåäóþùèé ñóïåðìóëüòèïëåò îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå ïîëíî-
ãî çàñåëåíèÿ ïîñëåäíåãî ìóëüòèïëåòà íà ïðåäûäóùåé �ñóïåðàâåíþ�.

11. Ìóëüòèïëåò ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè U = 1 è V = 1 (îäèîçíûå âî-
äîðîä è ãåëèé) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì õèìè÷åñêèì ìóëüòèïëåòîì, èãðàþùèì
ðîëü âûäåëåííîãî �íóëåâîãî äóáëåòà�.

12. Âñå õèìè÷åñêèå ìóëüòèïëåòû, èìåþùèå îäèíàêîâûé èçîòîïè÷åñêèé ñïèí
T , (òî åñòü ÷èñëî �ïîäúåçäîâ� 2T + 1 ) õèìè÷åñêè ïîäîáíû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà âõîäÿùèõ â ìóëüòèïëåò ýëåìåíòîâ, ìîãóò ñó-
ùåñòâåííî çàâèñåòü îò ÷èñåë T3 è σ3 (ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè T ), íî
ñëàáî çàâèñåòü îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà �ïåðåóëêà� q = 1

2
(U + V ).

Ãðóáî ãîâîðÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû çíàòü ñâîéñòâà âñåõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ,
äîñòàòî÷íî çíàòü ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ìóëüòèïëåòû, ðàñïîëîæåííûå
â íà÷àëå êàæäîãî ñóïåðìóëüòèïëåòà, òî åñòü â ìóëüòèïëåòû ñ V = 1 .

Äðóãèìè ñëîâàìè, îáíàðóæåííûå Ìåíäåëååâûì õèìè÷åñêèå àíàëîãè, ðàñïî-
ëîæåííûå â ãëàâíûõ èëè ïîáî÷íûõ ïîäãðóïïàõ òàáëèöû Ìåíäåëååâà, â Ãîðíî-
Àëòàéñêîé òàáëèöå õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ KuFeRum ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïðÿ-
ìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ãëàâíîé äèàãîíàëè U = V .

§ 5. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû äâóõ òèïîâ: ïîäëèííî
ôèçè÷åñêèå (íàáëþäàåìûå) è óñëîâíî-ôèçè÷åñêèå

(íåíàáëþäàåìûå)

Äî ñèõ ïîð ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà
ðàññìàòðèâàëàñü èñêëþ÷èòåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ îò èõ àòîìíîãî íîìåðà Z .

Îäíàêî ýòà òàáëèöà ñîäåðæèò â ñåáå ãîðàçäî áîëåå âàæíûé â ïðèíöèïèàëüíîì
îòíîøåíèè ôàêò � ñóùåñòâîâàíèå íîâûõ óñëîâíî-ôèçè÷åñêèõ (íåíàáëþäà-
åìûõ) âåëè÷èí N, U, V, T, · · · , õàðàêòåðèçóþùèõ èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
ïîðÿäêà âñåãî ìíîæåñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü ïðè
îïèñàíèè îáùèõ ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

Òàáëèöà KuFeRum ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü íà ìíîæåñòâî âñåõ õèìè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ êàê íà åäèíîå öåëîå è óâèäåòü åãî âíóòðåííèå çàêîíû, êîòîðûì ïîä-
÷èíÿåòñÿ âñ¼ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, è êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè îòäåëüíîãî àòîìà.

Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ çàêîíîâ íóæíû íîâûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðèíöèïè-
àëüíî èíîé ïðèðîäû.

Âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà:
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1. ïîäëèííî ôèçè÷åñêèå (íàáëþäàåìûå) è 2. óñëîâíî-ôèçè÷åñêèå (íåíàáëþ-
äàåìûå).

Ïîäëèííî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû õàðàêòåðèçóþò îòíîøåíèÿ ìåæäó ôèçè÷å-
ñêèìè îáúåêòàìè è ïðîèçâîëüíî âûáðàííûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòàëîíàìè.

Ïðîèçâîë âûáîðà ýòàëîíà íàõîäèò ñâî¼ îòðàæåíèå â íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ ôè-
çè÷åñêèõ åäèíèö èçìåðåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ýòîãî
ðîäà õàðàêòåðíî ñóùåñòâîâàíèå ðàçìåðíîñòè è ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿ-
åìûõ ñ êîíå÷íîé îøèáêîé èçìåðåíèÿ.

Óñëîâíî-ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû â êîíå÷íîì èòîãå ñâÿçàíû ñ öåëûìè ÷èñëà-
ìè âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ òà èëè èíàÿ ôèçè÷åñêàÿ
ñèñòåìà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â âûáîðå ýòàëîíîâ è â èñïîëüçîâàíèè
èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ. Òàêèì îáðàçîì óñëîâíî-ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû áåç-
ðàçìåðíû è èìåþò òî÷íûå öåëûå èëè äðîáíûå (êàê ïðàâèëî ïîëóöåëûå) ÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêîãî ðîäà óñëîâíî-ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîæíî ïðèâå-
ñòè

èçîòîïè÷åñêèé ñïèí I è åãî ïðîåêöèþ I3 , áàðèîííûé çàðÿä B , ãèïåðçà-
ðÿä Y , ëåïòîííûé çàðÿä L , ñòðàííîñòü (strange) S , î÷àðîâàíèå (charm) c ,
êðàñîòó (beauty) b , èñòèííîñòü (truth) t è ò. ï.

Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ òèïîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí: íàáëþäàåìûõ è íåíà-
áëþäàåìûõ ìîæíî òðàêòîâàòü â ïîëüçó ðàçäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè íà äâå
÷àñòè � ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�óþ èëè �äîëüíþþ� è ñòðóêòóðíî-ñèììåòðèéíóþ
èëè �ãîðíþþ�.

Ïîíÿòèÿ äîëüíåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè äîïóñêàþò èíòåðïðåòàöèþ íà ÿçû-
êå íàãëÿäíûõ, õîòÿ è íå âñåãäà àäåêâàòíûõ ìîäåëåé, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûå è èìïóëüñíî-ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëå-
íèÿ.

Êëþ÷åâûìè ñëîâàìè äîëüíåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿþòñÿ:
êîîðäèíàòà è âðåìÿ, èìïóëüñ è ýíåðãèÿ, ìîìåíò èìïóëüñà, âçàèìîäåé-

ñòâèå, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ãðóïïà òð¼õìåðíûõ âðàùåíèé SO(3) , ãðóïïà äâè-
æåíèÿ M(3) , ãðóïïû Ëîðåíöà è Ïóàíêàðå, âåðîÿòíîñòü, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ,
ãàìèëüòîíèàí, âîëíà, ÷àñòèöà, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ , ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü
ñâåòà c è ò.ä.

Àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ ãîðíåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, áóäó÷è ïðîîáðàçàìè
ïîíÿòèé äîëüíåãî ìèðà, òðåáóþò äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ äðóãîãî ÿçûêà, íå ñâîäè-
ìîãî ê íàãëÿäíûì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûì è ýíåðãåòè÷åñêèì ìîäåëÿì.

Â ÷àñòíîñòè, òàêèì ÿçûêîì ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿçûê òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ (õîëîòðîïíûõ) ñòðóêòóð, à ñ äðóãîé � ÿçûê ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï ñèììåòðèè
� ñâîåîáðàçíîé �ãîðíåé� êâàíòîâîé ìåõàíèêè88 áåç ãàìèëüòîíèàíà è áåç ïîñòîÿí-

88Ìíîãèå òðóäíîñòè ïîíèìàíèÿ è èçëîæåíèÿ òðàäèöèîííîé (�äîëüíåé�) êâàíòîâîé ìåõàíèêè
îòïàäóò ñàìè ñîáîé, åñëè åé áóäåò ïðåäøåñòâîâàòü, êàê ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñäåëàòü â Ãîðíî-
Àëòàéñêîì êóðñå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, èçëîæåíèå �ãîðíåé� êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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íîé Ïëàíêà ~ .
Ïðèìåíåíèå òàêîãî òåðìèíà áóäåò îïðàâäàíî, êîãäà ìû îáíàðóæèì â òåîðèè

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï âñå õàðàêòåðíûå ïðèçíàêè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ:

âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ ψ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå R , ýðìèòîâû îïå-
ðàòîðû óñëîâíî-ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ áàçèñíûõ
ìàòðèö àëãåáðû Ëè, óíèòàðíûå îïåðàòîðû Tg â R , ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå < Tgφ|Tgψ >=< φ|ψ > .

Êëþ÷åâûìè ñëîâàìè ãîðíåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êðîìå óæå ïðèâåä¼ííûõ
âûøå, ÿâëÿþòñÿ:

àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, à òàêæå ñèììåòðèÿ,
êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü, ãðóïïû SU(2), SU(3), SU(6), SO(4), SO(4, 2) è
ò.ï., ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï, àëãåáðû Ëè, ìàòðèöû Îêóáî Aj

i è Ãåëë-Ìàííà λk ,
îïåðàòîð Êàçèìèðà, îáû÷íûé è èçîòîïè÷åñêèé ñïèíû, ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä,
ñòðàííîñòü, î÷àðîâàíèå, êðàñîòà è ò.ä.

Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè êëþ÷åâûõ ñëîâ ãîðíåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ìû íå
âñòðåòèì òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ýíåðãèÿ, èìïóëüñ, âçàèìîäåéñòâèå, ãàìèëüòîíèàí.

Ïîñëå âñåãî ñêàçàííîãî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ê êàêîìó ðàçäåëó
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè îòíîñèòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
è õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ? Ïðèìåíèìà ëè çäåñü òðàäèöèîííàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíè-
êà?

§ 6. Î íåïðèìåíèìîñòè òðàäèöèîííîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè
äëÿ êëàññèôèêàöèè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ

Ïîä õèìè÷åñêèì ýëåìåíòîì χz ìû áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ïðî-
òîìàòåðèè P .
Êàæäûé õèìè÷åñêèé ýëåìåíò, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îñíîâíîì,
Az,0 , è â âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèÿõ, A′

z, A′′
z , A′′′

z , · · · , êîòîðûå ìû áóäåì íàçû-
âàòü�àòîìàìè õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà χz �.

Èòàê, èìååì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
ìíîæåñòâî õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ E = {χ0, χ1, χ2, · · · } =

{H, He, Li, Be, · · · } ;
ìíîæåñòâî àòîìîâ âîäîðîäà AH = {A1,0, A′

1, A′′
1, · · · } =

{H0, H′, H′′, · · · } ;
ìíîæåñòâî àòîìîâ ãåëèÿ AHe = {A2,0, A′

2, A′′
2, · · · } =

{He0, He′, He′′, · · · } ;
ìíîæåñòâî àòîìîâ ëèòèÿ ALi = {A3,0, A′

3, A′′
3, · · · } =

{Li0, Li′, Li′′, · · · } ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ñâÿçü, ñóùåñòâóþùàÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ E è
ìíîæåñòâàìè âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé àòîìîâ âîäîðîäà AH , ãåëèÿ AHe , ëèòèÿ
ALi è ò.ä., ïîêàçàíà íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå:



646 Ïðèëîæåíèå I. Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ
E � ìíîæåñòâî âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé ïðîòîìàòåðèè

(ìíîæåñòâî õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ);
SU(2)× SU(2)× SO(4, 2) � ñèììåòðèÿ

︷ ︸︸ ︷
H He Li · · ·Õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû

(îáúåêòû ãîðíåé
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè)




AH





AHe





ALi · · ·
Ìíîæåñòâà
âîçáóæä¼ííûõ
ñîñòîÿíèé
àòîìîâ

SU(2)× SO(4, 2) �
ñèììåòðèÿ

íåò íåò íåò

H He Li · · ·
Àòîìû

(îáúåêòû äîëüíåé
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè)

Êàê ïîêàçàëè Ìàëêèí è Ìàíüêî [11], ìíîæåñòâî àòîìîâ âîäîðîäà AH

îáëàäàåò ñèììåòðèåé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ãðóïïîé Ìàëêèíà è Ìàíüêî SU(2)×
SO(4, 2) . Å¼ ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè èç êâàíòîâîé
ìåõàíèêè ÷åòûðüìÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè:

n = 1, 2, 3, · · · ,
l = 0, 1, 2, · · · ,
m = −l, −l + 1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , l − 1, l ,
ms = −1/2, 1/2.

×òî æå êàñàåòñÿ àòîìîâ ãåëèÿ, ëèòèÿ, áåðèëëèÿ è ò.ä., òî, ïî-âèäèìîìó,
ìíîæåñòâà AHe , ALi , ABe , . . . âîîáùå íå îáëàäàþò êàêîé-ëèáî ãðóïïîâîé
ñèììåòðèåé. Âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, ñõîäíàÿ ñ òîé, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî â êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêå: ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî
êóëîíîâñêîìó çàêîíó, îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðèåé è äîïóñêàåò àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå; ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òð¼õ è áîëåå ÷àñòèö, òàêîé
ñèììåòðèåé íå îáëàäàåò è íå èìååò ÿâíî âûðàæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
Íàëè÷èå ñèììåòðèè â îäíîì ñëó÷àå è îòñóòñòâèå å¼ â äðóãîì ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì
ñâèäåòåëüñòâîì ïðèíöèïèàëüíîãî ðàçëè÷èÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Òî÷íî òàê æå ìíîæåñòâî àòîìîâ âîäîðîäà, îáëàäàþùåå ñèììåòðèåé SU(2)×
SO(4, 2) , èìååò ñîâåðøåííî èíóþ ïðèðîäó, íåæåëè ìíîæåñòâà âñåõ äðóãèõ ìíî-
ãîýëåêòðîííûõ àòîìîâ, íå îáëàäàþùèõ ïîäîáíîé ñèììåòðèåé.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèíöèïå íåâîçìîæíî îïèñûâàòü ìíîãîýëåêòðîííûå àòîìû
ïî îáðàçöó àòîìà âîäîðîäà �âîäîðîäíûìè� êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n, l, m, ms .
À ýòî çíà÷èò, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû äî ñèõ ïîð íå çíàåì, äàæå â ðàìêàõ ñóùå-
ñòâóþùåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êàê �óñòðîåíû� ëþáûå àòîìû, çà èñêëþ÷åíèåì
àòîìà âîäîðîäà. Âìåñòî ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà ìû èìååì äåëî ñ åãî íåàäåê-
âàòíîé áîðîâñêîé ìîäåëüþ îáðàçöà 1921 ãîäà, êîòîðàÿ áåç êàêèõ-ëèáî îñíîâàíèé
âûäà¼òñÿ çà èñòèííîå óñòðîéñòâî àòîìà.
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Ìàòðèöà Tg
ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû Ðóìåðà-Ôåòà
SU(2)× SU(2)× SO(4, 2)

Êàê óñòàíîâèë À.È.Ôåò [12], ìíîæåñòâî õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ E =
{H, He, Li, · · · } îáëàäàåò ñèììåòðèåé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ãðóïïîé Ðóìåðà-
Ôåòà SU(2)×SU(2)×SO(4, 2) . Å¼ ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïÿòüþ êâàí-
òîâûìè ÷èñëàìè:

N = 1, 2, 3, · · · ;
∆3 = −1/2, 1/2 ;
T = N − 1, N − 2, · · · , 1, 0 ;
T3 = −T, −T + 1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , T − 1, T ;
σ3 = −1/2, 1/2.

(Â ðàáîòå [12] äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ:
N = ν, ∆3 = δ, T = λ,
T3 = µ, σ3 = σ .)

Èìåííî èç-çà ýòîé ñèììåòðèè âñ¼ ìíîæåñòâî õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ E ðàç-
áèâàåòñÿ íà ãèïåðìóëüòèïëåòû, òå â ñâîþ î÷åðåäü ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñóïåð-
ìóëüòèïëåòîâ, ñóïåðìóëüòèïëåòû ðàçáèâàþòñÿ íà ìóëüòèïëåòû, ìóëüòèïëåòû �
íà äóáëåòû è, íàêîíåö, äóáëåòû ðàçáèâàþòñÿ íà îòäåëüíûå õèìè÷åñêèå ýëåìåí-
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òû.

Ìàòðèöà Tg
ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû Ìàëêèíà-Ìàíüêî
SU(2)× SO(4, 2)

Íåîáõîäèìî ïðèçíàòü, ÷òî �ýëåêòðîííûå îáîëî÷êè� ñ èõ �âîäîðîäíûìè� ÷èñ-
ëàìè n, l, m, ms , �ðóêàìè� ïåðåíåñ¼ííûå èç çàäà÷è îá àòîìå âîäîðîäà, ÿâëÿþòñÿ
òèïè÷íûì àðòåôàêòîì. Îíè â ïðèíöèïå íå àäåêâàòíû ìíîãîýëåêòðîííûì àòî-
ìàì è, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òàê êàê
òîëüêî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé âîäîðîäà AH îáëàäàåò òàêîé óíèêàëüíîé ñèììåò-
ðèåé, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò êâàíòîâûå ÷èñëà n, l, m, ms .

Íî ê ñ÷àñòüþ, ïðîáëåìà ñòðîãîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ìíî-
ãîýëåêòðîííîãî àòîìà íå èìååò ïðÿìîãî îòíîøåíèÿ ê îáùèì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì
ñâîéñòâàì õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

Äåëî â òîì, ÷òî ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ íå ñòðîåíèåì
èõ �ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê�, à ïîëîæåíèåì õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà â èõ èñõîäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü � êâàíòîâûìè ÷èñëàìè N, a, b, c, d , ãäå

N = 1, 2, 3, · · · � ïîðÿäêîâûé íîìåð ãèïåðìóëüòèïëåòà â èñõîäíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè;

a = 1, 2 � ïîðÿäêîâûé íîìåð ñóïåðìóëüòèïëåòà â ãèïåðìóëüòèïëåòå;
b = 1, 2, · · · , N − 1, N � ïîðÿäêîâûé íîìåð ìóëüòèïëåòà â ñóïåðìóëüòè-

ïëåòå;
c = 1, 2, · · · , 2(N − b) + 1 � ïîðÿäêîâûé íîìåð äóáëåòà â ìóëüòèïëåòå;
d = 1, 2 � ïîðÿäêîâûé íîìåð õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà â äóáëåòå;

èëè � èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè ïðåä-
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ñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè Ðóìåðà-Ôåòà:
N = 1, 2, 3, · · · ;
∆3 = a − 3/2 = −1/2, 1/2 � ïðîåêöèÿ èçîòîïè÷åñêîãî ñïèíà ãèïåðìóëü-

òèïëåòà;
T = N − b = N − 1, N − 2, · · · , 1, 0 � èçîòîïè÷åñêèé ñïèí ìóëüòèïëåòà;
T3 = c− (N −B)− 1 = −T,−T + 1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , T − 1, T � ïðîåêöèÿ

èçîòîïè÷åñêîãî ñïèíà õèìè÷åñêîãî ìóëüòèïëåòà;
δ3 = d− 3/2 = −1/2, 1/2 � ïðîåêöèÿ èçîòîïè÷åñêîãî ñïèíà õèìè÷åñêîãî

äóáëåòà.
Åñëè Q - êàêàÿ-ëèáî ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà (ïëîòíîñòü, èîíèçàöèîííûé ïî-

òåíöèàë, òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ èëè êèïåíèÿ, ýíòàëüïèÿ èñïàðåíèÿ è ò.ï.), òî
å¼ çàâèñèìîñòü îò âûáîðà òîãî èëè èíîãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå íåñêîëüêèõ ôóíêöèé ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ:

Q = Q(N, a, b, c, d) = A(V (a, b), T (N, b), T3(N, b, c), σ3(d)) = B(Z(N, a, b, c, d)),

ãäå Z(N, a, b, c, d) = 2
3
N(N + 1)(2N − 1) + 2(a − 1)N2 + 2(b − 1)(2N − b + 1) +

2(c− 1) + d .
Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ Q = Q(Z) âåä¼ò ñåáÿ â âûñøåé ñòåïåíè íåðåãóëÿðíî,

îáíàðóæèâàÿ ïðè ýòîì îïðåäåë¼ííóþ êâàçèïåðèîäè÷íîñòü.
Îäíàêî, åñëè âìåñòî îäíîé ïåðåìåííîé � àòîìíîãî íîìåðà Z � âûáðàòü

÷åòûðå íàèáîëåå ïîëíî õàðàêòåðèçóþùèõ õèìè÷åñêèé ýëåìåíò ïåðåìåííûõ
V, T, T3, σ3 , òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ T ∗, T ∗

3 , σ∗3 çàâèñèìîñòü
Q(V ) = A(V, T ∗, T ∗

3 , σ∗3)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííî ðàñòóùóþ (èëè óáûâàþùóþ) ôóíêöèþ, áëèç-
êóþ ê ëèíåéíîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïðåäñêàçûâàòü ôèçèêî-
õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà åù¼ íåîòêðûòûõ ýëåìåíòîâ.

Èòàê, âñå õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå õèìè÷åñêèõ öàðñòâà �
êðàñíîå ( T = 0 ), æ¼ëòîå ( T = 1 ), çåë¼íîå ( T = 2 ) è ñèíåå ( T = 3 ).

Â îñíîâå ýòîãî äåëåíèÿ ëåæèò íå ñòðîåíèå �âíåøíåé ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè
àòîìà�, à ïðè÷èíà áîëåå ãëóáîêàÿ � ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé ñèì-
ìåòðèè Ðóìåðà-Ôåòà, ïðèñóùåé âñåìó ìíîæåñòâó õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ E êàê
åäèíîìó öåëîìó.

×òî æå êàñàåòñÿ îáùåïðèíÿòîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè õè-
ìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, òî, êàê èçâåñòíî, â å¼ îñíîâå ëåæèò òîò æå ïðèíöèï, ÷òî è
â îñíîâå êëàññèôèêàöèè âîçáóæä¼ííûõ àòîìîâ âîäîðîäà. Íî ìíîæåñòâî ýíåðãå-
òè÷åñêèõ óðîâíåé âîäîðîäà AH îáëàäàåò óíèâåðñàëüíîé ñèììåòðèåé Ìàëêèíà-
Ìàíüêî, îòëè÷íîé îò ñèììåòðèè Ðóìåðà-Ôåòà (ñðàâíèòå ìàòðèöû Tg ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïï Ðóìåðà-Ôåòà è Ìàëêèíà-Ìàíüêî, ïðèâåä¼ííûå íà ñòð. 13).

Ñòðîåíèå Òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ àáñîëþòíî òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ãðóïïå ñèììåòðèè Ðóìåðà-Ôåòà SU(2)× SU(2)× SO(4, 2) è íàõîäèòñÿ â ÿâíîì
ïðîòèâîðå÷èè ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè Ìàëêèíà-Ìàíüêî SU(2)× SO(4, 2) , ÷òî ãî-
âîðèò î íåïðèìåíèìîñòè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè Áîðà äëÿ îáúÿñíåíèÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
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Ð Å Ö Å Í Ç È ß
íà ñòàòüþ Þ.È.Êóëàêîâà "Èçîòîïè÷åñêèé ñïèí è
Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ"

Êàê èçâåñòíî, ñ 1921 ãîäà, êîãäà Íèëüñ Áîð çàëîæèë îñíîâû êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ Ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ, ïðîøëî ïî÷òè 70
ëåò. Çà ýòî âðåìÿ â ôèçèêå ïðîèçîøëè ðåâîëþöèîííûå èçìåíåíèÿ, ñðàâíèìûå ñ
òåìè, êîòîðûå ñîâåðøèëèñü â ïåðèîä ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè.

Ïóòåâîäíîé çâåçäîé ñîâðåìåííîé ôèçèêè ñòàëî ïîíÿòèå ñèììåòðèè. Èìåííî
ñèììåòðèÿ ñòàëà òåì îðóäèåì, èñïîëüçóÿ êîòîðîå óäà¼òñÿ âûÿâèòü â êàëåéäî-
ñêîïå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé îñíîâíûå ñòðóêòóðû, ñâåñòè âñ¼ ìíîãîîáðàçèå ôè-
çè÷åñêîãî ìèðà ê íåñêîëüêèì äåñÿòêàì ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðìóë. Òåì áîëåå
èíòåðåñíà èäåÿ âçãëÿíóòü íà ïðèâû÷íóþ è õîðîøî èçâåñòíóþ Ïåðèîäè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñâåæèì âçãëÿäîì ñîâðåìåííîãî ôèçèêà-òåîðåòèêà,
îòûñêèâàþùåãî â ïðèðîäå âñ¼ áîëåå ñêðûòûå è âñ¼ áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèì-
ìåòðèè.

Ðàáîòà Þ.È.Êóëàêîâà "Èçîòîïè÷åñêèé ñïèí è Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà õèìè-
÷åñêèõ ýëåìåíòîâ" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàëüíåéøåå ðàçâèòèå íà ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêîì óðîâíå îðèãèíàëüíûõ èäåé Þ.Á.Ðóìåðà, ïðåäëîæèâøåãî, ïî àíàëîãèè ñ
ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöàìè, èçó÷àòü ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èõ "âíóòðåííåé" ñèììåòðèè. Ôîðìà Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ, ïðåäëîæåííàÿ Þ.È.Êóëàêîâûì, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ
ðàíåå ïðåäëîæåííûõ òàáëèö òåì, ÷òî çäåñü îáúåêòàìè êëàññèôèêàöèè ÿâëÿþò-
ñÿ íå îòäåëüíûå õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû, à èõ öåëûå ñåìåéñòâà � ìóëüòèïëåòû ñ
îïðåäåë¼ííûìè çíà÷åíèÿìè èçîòîïè÷åñêîãî ñïèíà. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî òàáëèöà
ïðèîáðåòàåò èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîé âèä áåç êàêèõ-ëèáî èñêëþ÷åíèé è îòêðû-
âàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ýåìåíòîâ îò âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì ïÿòè êâàíòîâûõ ÷èñåë. Ñ÷èòàþ, ÷òî ñòà-
òüÿ Þ.È.Êóëàêîâà "Èçîòîïè÷åñêèé ñïèí è Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ" êàê íåëüçÿ ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ñîäåðæàíèþ ñáîðíèêà "Êëàññèêà è
ñîâðåìåííîñòü".

×ëåí-êîððåñïîíäåíò ÀÍ ÑÑÑÐ

Í.À.ÆÅËÒÓÕÈÍ
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Î ò ç û â
íà �Åñòåñòâåííóþ òàáëèöó õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ",
ïðåäëîæåííóþ ê ïóáëèêàöèè ïðîô. Þ.È.Êóëàêîâûì

Â ñâîèõ ïóáëèêàöèÿõ (Þ.È.Êóëàêîâ, �Åñòåñòâåííàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ" // Ñòðóêòóðíûé àíàëèç ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, Àêàäåìèÿ
íàóê ÑÑÑÐ, Íîâîñèáèðñê, 1984, Ñ. 82 - 90; Þ.È.Êóëàêîâ, �Êëàññèôèêàöèÿ õè-
ìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà íîâîé îñíîâå" // Êëàññè÷åñêîå åñòåñòâîçíàíèå è ñîâðå-
ìåííàÿ íàóêà, Èçä.-âî ÍÃÓ, Íîâîñèáèðñê, 1991, Ñ. 97 - 119 .) è íåîäíîêðàòíûõ
âûñòóïëåíèÿõ íà òåîðåòè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ è âñåñîþçíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïðîô.
Êóëàêîâ ïðèâîäèò ïðèíöèïèàëüíî íîâóþ Ïåðèîäè÷åñêóþ òàáëèöó õèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ è äîêëàäûâàåò î å¼ ïðåèìóùåñòâàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ õîðîøî èçâåñòíîé
Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöåé Ìåíäåëååâà.

Â äóõå ñîâðåìåííîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö Þ.È.Êóëàêîâ îïèðàåòñÿ
íà èäåþ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè è ðàññìàòðèâàåò êàæäûé àòîì êàê áåññòðóêòóð-
íîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé ïðîòîìàòåðèè. Èäåÿ òàêîãî ðàññìîò-
ðåíèÿ, êàê ìíå èçâåñòíî, âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà ó÷åíèêîì è ñîòðóäíèêîì
Áîðíà, ïðîôåññîðîì ÍÃÓ Þ.Á.Ðóìåðîì, è ìàòåìàòè÷åñêè äåòàëüíî ðàçðàáîòà-
íà À.È.Ôåòîì, êîòîðûé, èñõîäÿ èç êîíôîðìíîé ãðóïïû, ïîëó÷èë, ïî àíàëîãèè ñ
êëàññèôèêàöèåé àäðîíîâ, ïîëíûé íàáîð ïÿòè êâàíòîâûõ ÷èñåë, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ ñîñòîÿíèå õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà.

Ïðåäëàãàåìàÿ Êóëàêîâûì �Ãîðíî-Àëòàéñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè-
÷åñêèõ ýëåìåíòîâ" îñíîâàíà íà ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Îí èñõîäèò
èç õîðîøî èçâåñòíîé òàáëèöû Ìåíäåëååâà è, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå èçîòîïè÷åñêîãî
ñïèíà, ââîäèò ñîîòâåòñòâóþùèå òàêñîíû � äóáëåòû, ìóëüòèïëåòû, ñóïåðìóëüòè-
ïëåòû è ãèïåðìóëüòèïëåòû, òî åñòü ñåìåéñòâà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ ñîñåäíèìè
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè àòîìíûìè íîìåðàìè Z . Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðÿìî-
óãîëüíàÿ òàáëèöà Ìåíäåëååâà ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîëíîñòüþ àäåêâàòíóþ äåéñòâè-
òåëüíîñòè òðåóãîëüíóþ Åñòåñòâåííóþ òàáëèöó õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ñâîáîäíóþ
îò âñÿêîé �ïàòîëîãèè".

Òàêîé íåòðàäèöèîííûé ïîäõîä ê ñèñòåìàòèçàöèè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ñàìûõ øèðîêèõ êðóãîâ íàó÷íîé îáùåñòâåí-
íîñòè � íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ, ôèëîñîôîâ, ïðåïîäàâàòåëåé è ñòóäåíòîâ.

Äåëî â òîì, ÷òî ñïåöèàëèñòû ïðåêðàñíî ñîçíàþò âñþ îãðàíè÷åííîñòü ïðèìå-
íåíèÿ ñóùåñòâóþùåé âîäîðîäîïîäîáíîé ìîäåëè Áîðà ê ìíîãîýëåêòðîííûì àòî-
ìàì; à åñëè âñ¼ æå ïðèìåíÿþò å¼ (ñ íåîáõîäèìûìè îãîâîðêàìè), òî òîëüêî ïîòîìó,
÷òî êàêàÿ-íèêàêàÿ, ïóñòü íå àäåêâàòíàÿ äåéñòâèòåëüíîñòè, ìîäåëü âñ¼ æå ëó÷øå,
÷åì å¼ îòñóòñòâèå. Ê òîìó æå ïðèâû÷íàÿ, áîëåå ÷åì ñòîëåòíåé äàâíîñòè, ôîðìà
òàáëèöû Ìåíäåëååâà îêàçàëàñü âïîëíå óäîáíîé äëÿ ïðèêëàäíîé íàóêè.
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Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîô. Êóëàêîâûì �Åñòåñòâåííàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ" àäåêâàòíî îòðàæàåò äåéñòâèòåëüíîñòü, èìååò íàä¼æíîå ñîâðåìåííîå òåîðå-
òèêî-ãðóïïîâîå îáîñíîâàíèå, ñîõðàíÿåò âñå ïðåèìóùåñòâà òàáëèöû Ìåíäåëååâà,
íî â îòëè÷èå îò íå¼ ëèøåíà èçâåñòíûõ �ïàòîëîãèé", ñâÿçàííûõ ñ çàïîëíåíèåì
ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê, è, ÷òî ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, ñàìûì âàæíûì, îòêðûâàåò
íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïóáëèêàöèÿ Þ.È.Êóëàêîâûì òðåóãîëü-
íîé òàáëèöû â ìàëîäîñòóïíîì èçäàíèè ÍÃÓ òåì íå ìåíåå ñòàëà èçâåñòíà çà ðó-
áåæîì è âûçâàëà òàì æèâîé èíòåðåñ. Òàê ïðîôåññîð èç Southern College, USA,
Ðåé Õåôôåðëèí, âîñïîëüçîâàâøèñü ñòðóêòóðîé, çàëîæåííîé â òðåóãîëüíîé ôîð-
ìå Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, óæå ñäåëàë ñëåäóþùèé øàã è
ïîñòðîèë òðåóãîëüíóþ Ïåðèîäè÷åêóþ òàáëèöó äâóõàòîìíûõ è òð¼õàòîìíûõ ìî-
ëåêóë.

Íà îñíîâàíèè âñåãî ñêàçàííîãî ñ÷èòàþ, ÷òî âûñîêîêà÷åñòâåííóþ è îáùåäî-
ñòóïíóþ ïóáëèêàöèþ Ãîðíî-Àëòàéñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ ñëåäóåò âñÿ÷åñêè ïîääåðæèâàòü è ïðèâåòñòâîâàòü.

Êàíäèäàò õèìè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò êàôåäðû àíàëèòè÷åñêîé õèìèè ÍÃÓ

/È.È.Òû÷èíñêàÿ/

Ð Å Ö Å Í Ç È ß
íà Òàáëèöó õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ,

ïðåäëîæåííóþ ïðîôåññîðîì Ãîðíî-Àëòàéñêîãî óíèâåðñèòåòà
Þ.È.Êóëàêîâûì

Ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ïðåäëîæåííàÿ Þ.È.Êóëàêî-
âûì, ñòðîèòñÿ íà ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ èäåÿõ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè, ðàçðàáîòàí-
íûõ èçâåñòíûì ñîâåòñêèì ôèçèêîì Þ.Á.Ðóìåðîì è ìàòåìàòèêîì À.È.Ôåòîì.

Òðåóãîëüíàÿ ôîðìà Òàáëèöû, ñîçäàííîé Þ.È.Êóëàêîâûì, óêàçûâàåò íà å¼
ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò âñåõ äðóãèõ, ïðåäëîæåííûõ ðàíåå. Ýòî îòëè÷èå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âñå õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû îáúåäèíÿþòñÿ â îñîáûå ñåìåéñòâà �
ìóëüòèïëåòû, ñâîåîáðàçíûå äâóõýòàæíûå áëîêè, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàñïîëà-
ãàåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå Òàáëèöû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå çàïîëíåíèå áëîêîâ ñ ðîñòîì àòîìíîãî íîìåðà Z ïðèâîäèò
ê î÷åíü ïðîñòîìó âèäó Òàáëèöû, íàèáîëåå àäåêâàòíî îòðàæàþùåé ñâîéñòâà õè-
ìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
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Ýòà Òàáëèöà íåîäíîêðàòíî äåìîíñòðèðîâàëàñü ïðîô. Êóëàêîâûì íà Âñåñî-
þçíûõ è Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è íåèçìåííî âûçûâàëà âñåîáùèé èíòå-
ðåñ è ñàìóþ âûñîêóþ îöåíêó. Òàê, â ÷àñòíîñòè, ïðîôåññîð R. Hefferlin ( Southern
College, USA ) óæå èñïîëüçîâàë íîâûå âîçìîæíîñòè, çàëîæåííûå â ýòîé Òàáëèöå,
äëÿ îáúÿñíåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé â ñâîéñòâàõ äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë.

Ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ïðåäëîæåííàÿ ïðîôåññîðîì
Êóëàêîâûì, îïóáëèêîâàíà â äâóõ ñáîðíèêàõ íàó÷íûõ òðóäîâ:

Ñòðóêòóðíûé àíàëèç ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (Èçä-âî Àêà-
äåìèè íàóê ÑÑÑÐ, Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè. 1984 ãîä ) è

Êëàññè÷åñêîå åñòåñòâîçíàíèå è ñîâðåìåííàÿ íàóêà (Èçä-âî Íîâîñè-
áèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 1991 ãîä ).

Îäíàêî ìàëûé òèðàæ ýòèõ èçäàíèé è âåñüìà óçêèé êðóã ÷èòàòåëåé äåëà-
þò ïðàêòè÷åñêè íåèçâåñòíîé äëÿ ìèðîâîé íàó÷íîé îáùåñòâåííîñòè ýòó Òàáëèöó,
ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé âûäàþùèéñÿ íàó÷íûé ðåçóëüòàò, ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíûé
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â õèìèè è ôèçèêå è èìåþùèé âàæíîå ìèðî-
âîççðåí÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîçäàíèå ïðèíöèïèàëüíî íîâîé Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëè-
öû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà÷àëîñü â íà÷àëå ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ â ñòåíàõ Íîâî-
ñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà (â ðàáîòàõ Þ.Á.Ðóìåðà, À.È.Ôåòà è Þ.È.Êóëàêîâà) è
îêîí÷àòåëüíî çàâåðøèëîñü â 1995 ãîäó â Ãîðíî-Àëòàéñêîì óíèâåðñèòåòå â ðàáîòå
Þ.È.Êóëàêîâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëóæèò ïðåêðàñíîé èëëþñòðàöèåé âîçíèê-
íîâåíèÿ ãëóáîêèõ íàó÷íûõ ñâÿçåé è ïðååìñòâåííîñòè ìåæäó Íîâîñèáèðñêèì óíè-
âåðñèòåòîì, óæå ïîëó÷èâøèì ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå, è åù¼ ñîâñåì ìîëîäûì
Ãîðíî-Àëòàéñêèì óíèâåðñèòåòîì, êîòîðîìó ýòî ïðèçíàíèå åù¼ ïðåäñòîèò.

Èíèöèàòèâó ìíîãîòèðàæíîãî èçäàíèÿ ñîâðåìåííîé Ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû
õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ äëÿ øèðîêîé îòå÷åñòâåííîé è ìèðîâîé íàó÷íîé îáùå-
ñòâåííîñòè, ïðîÿâëåííóþ Ãîðíî-Àëòàéñêèì óíèâåðñèòåòîì è Ïðàâèòåëüñòâîì
Ðåñïóáëèêè Àëòàé, ñïîñîáñòâóþùóþ ðàçâèòèþ ïðåñòèæíûõ íàïðàâëåíèé â îá-
ëàñòè òî÷íîãî åñòåñòâîçíàíèÿ, ìîæíî òîëüêî ïðèâåòñòâîâàòü.

Ïðîôåññîð Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà,
äîêòîð ôèëîñîôñêèõ íàóê / Ñ.Ñ.ÐÎÇÎÂÀ /
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Ïèñüìî äèðåêòîðó ÎÈßÈ, àêàäåìèêó
Â.Ã.Êàäûøåâñêîìó

Äîðîãîé Âëàäèìèð Ãåîðãèåâè÷!

Â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì â Äóáíå �îñòðîâà ñòàáèëüíîñòè� ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ñðàâíèòü ñâîéñòâà âíîâü îòêðûòûõ ýëåìåíòîâ ñ Z=108, 110, 112, 114,116
ñ òåì, ÷òî ïðåäñêàçûâàåò íàøà �Òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ�, èçäàííàÿ
â 1999 ãîäó Ïðàâèòåëüñòâîì Ðåñïóáëèêè Àëòàé êàê äîêóìåíò ãîñóäàðñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ.

Äåëî â òîì, ÷òî òðàäèöèîííàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò ê
âåñüìà çàïóòàííîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îò èõ íîìåðà Z.

Â íàøåé Òàáëèöå âìåñòî íîìåðà Z âàæíîå çíà÷åíèå èìååò íîìåð ìóëüòèïëå-
òà V. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îò íîìåðà V
èìååò î÷åíü ïðîñòîé, ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð è ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçûâàòü ñâîéñòâà
åù¼ íåîòêðûòûõ ýëåìåíòîâ, çíàÿ ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ñ ïðåäûäóùèìè çíà÷åíèÿìè
V. Âìåñòå ñ ñàìîé òàáëèöåé è îïèñàíèåì ê íåé ïðèâîæó ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé
ïîòåíöèàëà èîíèçàöèè, ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êèïåíèÿ îò êâàí-
òîâîãî ÷èñëà V=1,2,...

Èç ýòèõ ãðàôèêîâ ëåãêî ïîëó÷èòü ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà îñò-
ðîâå Ñòàáèëüíîñòè.

Ïîçäðàâëÿþ Âàñ è ïðîøó ïåðåäàòü ìîè ïîçäðàâëåíèÿ Þðèþ Îãàíåñÿíó è
âñåìó êîëëåêòèâó ÎÈßÈ ñ ñàìûì ÿðêèì îòêðûòèåì îòå÷åñòâåííîé è ìèðîâîé
íàóêè.

Åñëè ìåòîä íàõîæäåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ âíîâü îòêðûòûõ ýëåìåíòîâ, îñ-
íîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè íàøåé Òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ, ïîêàçàë-
ñÿ Âàì çàñëóæèâàþùèì âíèìàíèÿ, òî ÿ ìîã áû ïðèåõàòü â ÎÈßÈ è âûñòóïèòü
ñ ïîäðîáíûì îáúÿñíåíèÿìè ïåðåä çàèíòåðåñîâàííûìè ó÷¼íûìè.

Èñêðåííå Âàø
Ïðîôåññîð ÍÃÓ Þðèé Èâàíîâè÷ ÊÓËÀÊÎÂ

12 àïðåëÿ 2001 ã.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ áîðîïîäîáíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 =
−1, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
óãëåðîäíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 = −1, σ3 =
1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
àçîòíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 = 0, σ3 = −1/2)
îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
êèñëîðîäíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 = 0, σ3 =
1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ ôòîðîïîäîáíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 =
1, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
íåîíîâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 = 1, σ3 = 1/2)
îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
âîäîðîäíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 0, T3 = 0, σ3 =
−1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
ãåëèåâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà (T = 0, T3 = 0, σ3 = 1/2)
îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êèïå-
íèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ âîäîðîäíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî
ðÿäà (T = 0, T3 = 0, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà
ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ãåëèåâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî
ðÿäà (T = 0, T3 = 0, σ3 = 1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà
ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ áîðîïîäîáíîãî ãîìîëîãè÷å-
ñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 = 1, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.

Àáðàì Èëüè÷ ÔÅÒ
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Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êèïå-
íèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ óãëåðîäîïîäîáíîãî ãîìîëîãè-
÷åñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 = 1, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.

Þðèé Áîðèñîâè÷ ÐÓÌÅÐ
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Ðèñ. 14. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íåîíîâoãî ãîìîëîãè÷åñêîãî
ðÿäà (T = 1, T3 = 1, σ3 = 1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà
ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êèïå-
íèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñêàíäèéïîäîáíîãî ãîìîëîãè÷å-
ñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = −2, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ òèòàíîïîäîáíîãî ãîìîëîãè-
÷åñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = −2, σ3 = 1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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ñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = −1, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 18. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ õðîìîïîäîáíîãî ãîìîëîãè÷å-
ñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = −1, σ3 = 1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êèïå-
íèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ìàðãàíöåïîäîáíîãî ãîìîëîãè-
÷åñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = 0, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 20. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ æåëåçîïîäîáíîãî ãîìîëîãè-
÷åñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = 0, σ3 = 1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 21. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êèïå-
íèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ êîáàëüòîïîäîáíîãî ãîìîëîãè-
÷åñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = 1, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 22. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íèêåëåïîäîáíîãî ãîìîëîãè-
÷åñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = 1, σ3 = 1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 23. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ìåäåïîäîáíîãî ãîìîëîãè÷å-
ñêîãî ðÿäà (T = 2, T3 = 2, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 24. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ è êè-
ïåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ öèíêîïîäîáíîãî ãîìîëîãè÷å-
ñêîãî ðÿäà (T = 1, T3 = 1, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ìóëüòèïëåòà V.
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Ðèñ. 25. Çàâèñèìîñòü ïåðâîãî ïîòåíöèàëà èîíèçàöèè
õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ âîäîðîäíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿäà
(T = 0, T3 = 0, σ3 = −1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ìóëü-
òèïëåòà V.
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Ðèñ. 26. Çàâèñèìîñòü ïåðâîãî ïîòåíöèàëà èîíèçà-
öèè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ãåëèåâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî ðÿ-
äà (T = 0, T3 = 0, σ3 = 1/2) îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà
ìóëüòèïëåòà V.
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Ñóðîâàÿ êðàñîòà Ãîðíîãî Àëòàÿ



Ïðèëîæåíèå II.

Ñàêðàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå
ñòðóêòóðû Ñèìîíîâà

Ïåðåä íàìè âñòà¼ò âîïðîñ, ïðåäñòîèò ëè ìàòåìà-
òèêå êîãäà-íèáóäü òî, ÷òî ñ äðóãèìè íàóêàìè ïðîèñõî-
äèò ñ äàâíèõ ïîð, íå ðàñïàä¼òñÿ ëè îíà íà îòäåëüíûå
÷àñòíûå íàóêè, ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ áóäóò åäâà ïî-
íèìàòü äðóã äðóãà è ñâÿçü ìåæäó êîòîðûìè áóäåò ïî-
ýòîìó ñòàíîâèòüñÿ âñ¼ ìåíüøå. ß íå âåðþ â ýòî è íå
õî÷ó ýòîãî. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà, íà ìîé âçãëÿä, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåäåëèìîå öåëîå, îðãàíèçì, æèçíåñïî-
ñîáíîñòü êîòîðîãî îáóñëîâëåíà ñâÿçíîñòüþ åãî ÷àñòåé.

� Äàâèä Ãèëüáåðò
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Íà ïîëïóòè ê terra incognita

Ñóäÿ ïî íåêîòîðûì ñïåöèôè÷åñêèì îñîáåííîñòÿì ñâîåãî òâîðå-
íèÿ Âåëèêèé Àðõèòåêòîð Âñåëåííîé âñ¼ áîëüøå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷è-
ñòûì ìàòåìàòèêîì. � Äæåéìñ Äæèíñ

Ãëàâíîé öåëüþ âñåõ èññëåäîâàíèé âíåøíåãî ìèðà äîëæíî áûòü
îòêðûòèå ðàöèîíàëüíîãî ïîðÿäêà è ãàðìîíèè, êîòîðûå Áîã íèñïî-
ñëàë ìèðó è îòêðûë íàì íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè. � Èîãàíí Êåïëåð

Íåâîçìîæíî ïîâåðèòü, ÷òî ýòîò ïîðÿäîê è ýòà îðãàíèçàöèÿ íå
ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèåì ðåàëüíîãî ïîðÿäêà è ðåàëüíîé îðãàíèçàöè-
åé. � Ïüåð Äþãåì

Àëãåáðà ùåäðà: îíà íåðåäêî äàåò áîëüøå, ÷åì îò íåå ìîæíî áû-
ëî áû òðåáîâàòü. � Æàí Ëåðîí Ä'Àëàìáåð

Ìàòåìàòèçàöèÿ ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó ïåðâè÷íûõ âèäîâ ÷åëî-
âå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, â êîòîðûõ áóðëèò ãëóáî÷àéøàÿ ÷åëîâå÷-
íîñòü, æèâåò ñòðåìëåíèå ê ñîçäàíèþ ôîðì äóõà è âûðàæàåòñÿ ìè-
ðîâàÿ ãàðìîíèÿ. � Ãåðìàí Âåéëü

Â ïðèðîäå ñóùåñòâóåò ñêðûòàÿ ãàðìîíèÿ, îòðàæàþùàÿñÿ â íà-
øèõ óìàõ â âèäå ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàêîâ. � Ãåðìàí Âåéëü
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Îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå êàê ýêâèâàëåíòíîå
ïðåäñòàâëåíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

À.À. Ñèìîíîâ

(Ãîðíî-Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

§ 1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå àâòîð èçëîæèë ïîäõîä è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàïðàâëåíèÿ,
ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [1], [2] Â.Ê. Èîíèíûì ïî ïîèñêó ðåøåíèé ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð (äàëåå ÔÑ) íà ìíîæåñòâàõ áåç äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû. Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè, â òàêîì ïîäõîäå êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿëàñü è ñàìà ïîñòàíîâêà
çàäà÷è. Òàê, åñëè â ïîäõîäå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ôàêòè÷åñêè èñêàëèñü èìåííî
ðåøåíèÿ ÔÑ íà êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâàõ, òî â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à ðàçáèâàëàñü
íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï, ýòî ïîèñê àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû, íà êîòîðîé
âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ÔÑ. Âòîðîé ýòàï, ýòî óæå íåïîñðåäñòâåí-
íî ïîèñê ñàìîãî ðåøåíèÿ íà íàéäåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå. Ðàçóìååòñÿ,
íàëîæåíèå íåêîòîðûõ, âïîëíå åñòåñòâåííûõ, îãðàíè÷åíèé íà ðåøåíèÿ ÔÑ, ïðè
ïîìîùè êîòîðûõ õî÷åòñÿ èçáàâèòüñÿ îò òðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, ìîæåò îòñåêàòü è
âïîëíå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, íî ýòè îãðàíè÷åíèÿ òðåáóþòñÿ õîòÿ áû äëÿ òîãî,
÷òîáû íå óòîíóòü â áîðüáå ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìåëêèõ ïðîáëåì. Ïðè ýòîì èñ-
êîìûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ñ óïîìÿíóòîé îãîâîðêîé, îñòàþòñÿ äîñòàòî÷íî
áîãàòûìè. Ïîñëå òîãî êàê óæå íàéäåíà ñàìà ñòðóêòóðà, å¼ ìîæíî óñèëèâàòü, íà-
ëàãàÿ êàêèå�ëèáî äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ. Íàïðèìåð, òðåáóÿ, ÷òîáû äàííàÿ
ñòðóêòóðà áûëà ñîãëàñîâàíà ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ñòðóêòóðîé èëè ñ òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé. Íî òàêîå óñèëåíèå, âîçìîæíî, ëó÷øå ïðîâîäèòü èìåííî íà ïî-
ñëåäíåì ýòàïå, ò.ê. èçíà÷àëüíàÿ ðàáîòà ñ òàêîé óñèëåííîé ñòðóêòóðîé çàñòàâëÿåò
îòñëåæèâàòü ìíîæåñòâî âîçíèêàþùèõ â îáåèõ ñòðóêòóðàõ ïðîáëåì. Íå èñêëþ-
÷åíî, ÷òî âçàèìîïðîíèêíîâåíèå ýòèõ äâóõ, èìåííî ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð, ìîæåò
ïðèâîäèòü ê êàêèì-ëèáî ñïåöèôè÷åñêèì ïðîáëåìàì. Ïî-âèäèìîìó, èìåííî ïî
ýòîé ïðè÷èíå íå óäàëîñü ïðîáèòüñÿ â ïîèñêå ðåøåíèé ÔÑ â ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, îãðàíè÷èâøèñü ðåøåíèÿìè ÔÑ ðàíãà (2, 2) [6] è (3, 2) [7].

Èñïîëüçóÿ æå ðåçóëüòàòû ðåøåíèé íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ, ìîæíî ñòðî-
èòü ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ ðåøåíèé íà êîíêðåòíûõ, èíòåðåñóþùèõ ìíîæåñòâàõ.
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ, óæå çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðî-
ñòûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ìîæíî ïîñìîòðåòü íà ïðèìåðå ÔÑ ðàíãà
(3, 2). Íå çíàÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû, òðåáóåòñÿ ðåøàòü ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå

f(i1, α1) = g




f(i1, α2)
f(i2, α1) f(i2, α2)
f(i3, α1) f(ir, α2)
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ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè îòîáðàæåíèÿìè

f : B ×B2 → B è g : B5 → B.

Çíàÿ æå àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, òðåáóåòñÿ â ãðóïïå (·, B0) íà ìíîæåñòâå áåç
íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà B0 \ {e} ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

ϕ
(
ϕ(x)ϕ(y)

)
= ϕ

(
xϕ(y−1)

)
y.

Åñëè òàêîå ðåøåíèå èìååòñÿ, òî ëåãêî ìîæíî çàïèñàòü êàê ðåïðåçåíòàòîð, òàê è
âåðèôèêàòîð. Âûïèøåì ðåïðåçåíòàòîð:

f(x, ξ, η) = ϕ
(
x(ξη−1)

)
η.

Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ ÔÑ íà äâóõ ìíîæåñòâàõ êàê îäíîìåòðè÷åñêèå, ïîëó-
÷åííûå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî â åãî äèññåðòàöèè [10], òàê è ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåò-
ðèè [8], [9], ñâÿçàíû ñ íîâûìè îáúåêòàìè � îáîáùåííûìè ìàòðèöàìè. Â îòëè-
÷èå îò îáû÷íîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî íà áèëèíåéíîé ôóíêöèè
f(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , yr) = x1y1 + x2y2 + . . . + xryr , îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå
óìíîæåíèå ñòðîèòñÿ íà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys) ,
â êîòîðîé íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà r = s . Ïðè ýòîì ñ îáû÷íûì
ìàòðè÷íûì ïðîèçâåäåíèåì èõ ñâÿçûâàåò òî, ÷òî íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå èõ
ïðîèçâåäåíèå � ãðóïïîâîå. Èíûìè ñëîâàìè, ñðåäè âñåõ ìàòðèö îäíîé ðàçìåð-
íîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö, íà êîòîðîì òàêîå ïðîèçâåäåíèå
áóäåò ãðóïïîâûì.

Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ìîæåò âîçíèêàòü ïðè ðàññìîòðåíèè ñïå-
öèàëüíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, êîãäà èìååòñÿ íåêîòîðàÿ àáñòðàêò-
íàÿ ãðóïïà G è ïîäìíîæåñòâà ΩBr ⊆ Br è ΩBs ⊆ Bs , òàêèå, ÷òî îíè îáðà-
çóþò äâå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé � (G, ΩBr) , (G, ΩBs) ñ äâóìÿ äåéñòâèÿìè:
x′r = g ◦1 xr è x′s = g ◦2 xs , ãäå xr ∈ ΩBr , xs ∈ ΩBs . Â ãðóïïå ( , G) , ãäå
G ⊆ Brs , äåéñòâèå xr 7→ g ◦1 xr ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå r � óðàâíåíèé:





f(g11, g12, . . . , g1s, x1, x2, . . . , xr) = x′1
f(g21, g22, . . . , g2s, x1, x2, . . . , xr) = x′2...
f(gr1, gr2, . . . , grs, x1, x2, . . . , xr) = x′r

.

Äàííóþ ñèñòåìó ìîæíî ôîðìàëüíî ïåðåïèñàòü â âèäå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà
ñòîëáåö: 



g11 g12 . . . g1s

g21 g22 . . . g2s
... ... . . . ...

gr1 gr2 . . . grs







x1

x2
...

xr


 =




x′1
x′2...
x′r


 .
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Äåéñòâèå xs 7→ g ◦2 xs ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñèñòåìû èç s óðàâíåíèé:




f(x1, x2, . . . , xs, g11, g21, . . . , gr1, ) = x′1
f(x1, x2, . . . , xs, g12, g22, . . . , gr2, ) = x′2...
f(x1, x2, . . . , xs, g1s, g2s, . . . , grs, ) = x′s

,

êîòîðûå òàê æå, ôîðìàëüíî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óìíîæåíèÿ ñòðîêè íà
ìàòðèöó:

(
x1 x2 . . . xs

)



g11 g12 . . . g1s

g21 g22 . . . g2s
... ... . . . ...

gr1 gr2 . . . grs


 =

(
x′1 x′2 . . . x′s

)
.

Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷àñòüþ âñåõ
ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé è, âîçìîæíî, áóäåò ëåã÷å ïîëó÷èòü èõ êëàññèôèêàöèþ.

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì àêñèîìû ÔÑ äëÿ àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâ è ïîêàæåì êàê
âîçíèêàåò îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå. Ïîñëå ÷åãî îòäåëüíî ñôîðìóëè-
ðóåì àêñèîìû äëÿ òàêîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ è ðàññìîòðèì îáùèå ñëåäñòâèÿ.

§ 2. Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ

1 0 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ M, N,B äåéñòâóåò ôèçè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà (äàëåå ÔÑ) ðàíãà (r + 1, s + 1) , åñëè îïðåäåëåíû äâå ñîãëàñîâàííûå
ôóíêöèè:
ðåïðåçåíòàòîð � f : M ×N → B ,
è âåðèôèêàòîð � g : ΩBr × ΩBrs × ΩBs → B , ãäå ΩBr × ΩBrs × ΩBs � îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ,
à íà ïîäìíîæåñòâàõ ΩMr ⊆ M r, ΩNs ⊆ N s, ΩBrs ⊆ Brs, ΩBr ⊆ Br, ΩBs ⊆ Bs

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

A1 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (r+1)(s+1) ðåïðåçåíòàòîðîâ fmn = f(im, αn) , ïîñòðî-
åííûõ ïî ëþáûì êîðòåæàì 〈i0, i1, . . . , ir〉 ∈ M × ΩMr è 〈α0, α1, . . . , αs〉 ∈
N × ΩNs , ñóùåñòâóåò ñâÿçü, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f00 = g




(
f01 f02 . . . f0r

)
,




f11 f12 · · · f1s

f21 f22 · · · f2s
... ... . . . ...

fr1 fr2 · · · frs


 ,




f10

f20
...

fr0





 .

A2 (∀〈i1, i2, . . . , ir〉 ∈ ΩMr ), (∀〈b1, b2, . . . , br〉 ∈ ΩBr ), (∃! α ∈ N) :
f(ik, α) = bk, k ∈ {1, 2, . . . , r} .
Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî ìíîæåñòâà:
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A3 (∀〈α1, α2, . . . , αs〉 ∈ ΩNs) , (∀〈b1, b2, . . . , bs〉 ∈ ΩBs) , (∃! i ∈ M) :
f(i, αk) = bk, k ∈ {1, 2, . . . , s} .

Ïî ïðîèçâîëüíîìó êîðòåæó 〈j1, j2, . . . , jr〉 ∈ ΩMr ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå
Fj1j2...jr : N → ΩBr â âèäå: Fj1j2...jr(α) =

(
f(j1, α), f(j2, α), . . . , f(jr, α)

)
. Òî-

ãäà, ñ ó÷åòîì àêñèîìû A2, äàííîå îòîáðàæåíèå áóäåò áèåêöèåé. Àíàëîãè÷íî
äëÿ âòîðîãî ìíîæåñòâà ïî êîðòåæó 〈γ1, γ2, . . . , γs〉 ∈ ΩNs ïîñòðîèì áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå Fγ1γ2...γs : M → ΩBs .

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå:
αn = f(jn, α) , 1 ≤ n ≤ r è in = f(i, γn) , 1 ≤ n ≤ s .

Çàïèøåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíûé âèä ðåïðåçåíòàòîðà:

f(i, α) = f
(
F−1

γ1γ2...γs
(i1, i2, . . . , is), F−1

j1j2...jr
(α1, α2, . . . , αr)

)
=

= fj1j2...jrγ1γ2...γs(i
1, i2, . . . , is, α1, α2, . . . , αr) ≡ (

i1 i2 . . . is
)



α1

α2

...
αr


 .

Èòàê, ïðè òàêîì ýêâèâàëåíòíîì ïåðåõîäå ýëåìåíò i ∈ M ïåðåõîäèò â ñòðîêó
èç s � ýëåìåíòîâ (i1, . . . , is) ∈ ΩBs , à ýëåìåíò α ∈ N ïåðåõîäèò â ñòîëáåö èç r
� ýëåìåíòîâ (α1, . . . , αr) ∈ ΩBr . Àíàëîãè÷íî, ïðè òàêîì ýêâèâàëåíòíîì ïåðåõîäå
êîðòåæè 〈i1, i2, . . . , ir〉 ∈ ΩMr è 〈α1, α2, . . . , αs〉 ∈ ΩNs ïåðåõîäÿò â ìàòðèöû èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ:




i11 i21 · · · is1
i12 i22 · · · is2... ... . . . ...
i1r i2r · · · isr


 ∈ ΩΩr

Bs
,




α1
1 α1

2 · · · α1
s

α2
1 α2

2 · · · α2
s... ... . . . ...

αr
1 αr

2 · · · αr
s


 ∈ ΩΩs

Br
.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: ΩΩr
Bs

= ΩΩs
Br

= ΩBrs . Äàííîå
îãðàíè÷åíèå õîòÿ è íîñèò ÷èñòî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, íî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå è
åãî ìîæíî áûëî áû äàæå ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå îòäåëüíîé àêñèîìû.

2 0 . Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ: f(jm, γn) = γm
n = jn

m ≡ emn . Ìàòðèöó
çíà÷åíèé |emn| áóäåì îáîçíà÷àòü êàê E , à ðåïðåçåíòàòîð çàïèñûâàòü â âèäå:

fE(i1, i2, . . . , is, α1, α2, . . . , αr) =
(

i1 i2 . . . is
)



α1

α2

...
αr


 .

Çàïèøåì òåïåðü òîæäåñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïîñòðîåíèÿ, ñ ó÷åòîì íîâûõ
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îáîçíà÷åíèé:

(
em1 em2 . . . emr

)



α1

α2

...
αr


 = αm, è

(
i1 i2 . . . is

)



e1m

e2m
...

esm


 = im. (1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíî ìàòðèöó êàê äâóìåðíûé íàáîð èç m × n
êîýôôèöèåíòîâ |fmn| . Ïåðåìíîæàòüñÿ ìîãóò ìàòðèöû ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî
ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû � s , à ÷èñëî ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû � r . Èòîãîâàÿ
ìàòðèöà áóäåò ðàçìåðíîñòè m × n , åñëè ïåðåìíîæàëèñü ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè
m×s è r×n . Â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö ums è vrn áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ìàòðèöó ðåïðåçåíòàòîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà êîýôôèöèåíòàõ ñòðîêè ïåðâîé
ìàòðèöû è ñòîëáöà âòîðîé ìàòðèöû, ò.å.

fmn = fE(um1, um2, . . . , ums, v1n, v2n, . . . , vsn) :




u11 u12 · · · u1s

u21 u22 · · · u2s
... ... . . . ...

um1 um2 · · · ums







v11 v12 · · · v1n

v21 v22 · · · v2n
... ... . . . ...

vr1 vr2 · · · vrn


 =




f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n
... ... . . . ...

fm1 fm2 · · · fmn


 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè ïåðåìíîæåíèè äâóõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè r × s èòîãîâàÿ
ìàòðèöà áóäåò òîé æå ðàçìåðíîñòè òàê, ÷òî òàêîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà
ìíîæåñòâå ΩBrs îáðàçóåò ãðóïïîèä.

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (∀I ∈ ΩBrs), (∀B ∈ ΩBrs), (∃!A ∈ ΩBrs) : IA = B .
Åñëè ðàññìîòðåòü àêñèîìó A1, òî êîðòåæ 〈i1, i2, . . . , ir〉 ∈ ΩMr èç ýòîãî óñëîâèÿ
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìàòðèöà I ∈ ΩBrs ; âòîðîé êîðòåæ 〈b1, b2, . . . , br〉 ∈ ΩBr �
ýòî n � òûé ñòîëáåö ìàòðèöû B . Òîãäà ýëåìåíò α ∈ N � ýòî n � òûé ñòîëáåö
ìàòðèöû A . Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîáåãàÿ äëÿ n îò 1 äî s , ïðèõîäèì ê ñïðà-
âåäëèâîñòè äîêàçûâàåìîãî ñâîéñòâà. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
(∀A ∈ ΩBrs), (∀B ∈ ΩBrs), (∃!I ∈ ΩBrs) : IA = B , íî óæå ñ ó÷åòîì àêñèîìû A3.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå ΩBrs

îáðàçóåò êâàçèãðóïïó.
Ðàññìàòðèâàÿ òîæäåñòâà (1) äëÿ ðåïðåçåíòàòîðà fE , ïðèõîäèì ê òîìó,

÷òî ìàòðèöà E áóäåò êàê ëåâûì, òàê è ïðàâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â
ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ êâàçèãðóïïà áóäåò ëóïîé.

3 0 . Ïåðåïèøåì òåïåðü âåðèôèêàòîð â âèäå:

f00 =
(

i10 i20 . . . is0
)



α1
0

α2
0...

αr
0


 = g




(
i10 i20 . . . is0

)



α1
1 α1

2 · · · α1
s

α2
1 α2

2 · · · α2
s... ... . . . ...

αr
1 αr

2 · · · αr
s


 ,
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i11 i21 · · · is1
i12 i22 · · · is2... ... . . . ...
i1r i2r · · · isr







α1
1 α1

2 · · · α1
s

α2
1 α2

2 · · · α2
s... ... . . . ...

αr
1 αr

2 · · · αr
s


 ,




i11 i21 · · · is1
i12 i22 · · · is2... ... . . . ...
i1r i2r · · · isr







α1
1

α2
1...

αr
1





 =

g




(
f01 f02 . . . f0r

)
,




f11 f12 · · · f1s

f21 f22 · · · f2s
... ... . . . ...

fr1 fr2 · · · frs


 ,




f10

f20
...

fr0





 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü r × s âåðèôèêàòîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà äâóõ êîðòåæàõ
〈i1, i2, . . . , ir〉, 〈k1, k2, . . . , kr〉 èç ìíîæåñòâà ΩMr è äâóõ êîðòåæàõ 〈α1, α2, . . . αs〉,
〈β1, β2, . . . , βs〉 , èç ìíîæåñòâà ΩNs . Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü âåðèôè-
êàòîð äëÿ ìàòðèö: IA = G(IB, KB, KA) , ãäå I , K è A , B � ýòî çàïèñàí-
íûå â ìàòðè÷íîì âèäå ñîîòâåòñòâóþùèå êîðòåæè 〈i1, i2, . . . , ir〉, 〈k1, k2, . . . , kr〉,
〈α1, α2, . . . αs〉, 〈β1, β2, . . . , βs〉 . Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíû ïîýëå-
ìåíòíî äâå ìàòðèöû. Òàê, ýëåìåíò èç ñòðîêè m è ñòîëáöà n ñ îäíîé ñòîðîíû
� ýòî

(IA)mn = fE(i1m, i2m, . . . ism, α1
n, α

2
n, . . . , α

r
n),

à ñ äðóãîé ñòîðîíû:

(
G(IB,KB, KA)

)
mn

= g




(
i1m i2m . . . ism

)
B, KB, K




α1
n

α2
n...

αr
n





 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ ΩBrs , ñîñòîÿùèõ èç r× s ìàòðèö
îïðåäåëåíà ÔÑ ðàíãà (2, 2) c ðåïðåçåíòàòîðîì, îïðåäåëåííûì êàê óìíîæåíèå
äâóõ ìàòðèö èç ìíîæåñòâà ΩBrs , è òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííûì âåðèôèêàòîðîì
G .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïîâîå
óìíîæåíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè äàííûìè î òîì, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå ìàò-
ðè÷íîå óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå ΩBrs ÿâëÿåòñÿ ëóïîé, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
X,Y ∈ ΩBrs ⇒ XY ∈ ΩBrs , à òàêæå E ∈ ΩBrs , è ðàññìîòðèì êîðòåæè óæå
èç ìàòðèö 〈X, E〉 è 〈Y Z, Y 〉 . Ïîñòðîèì âåðèôèêàòîð:

X(Y Z) = G(XY,E(Y Z), EY ) = G(XY, Y Z, Y ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîðòåæè 〈XY, Y 〉 , 〈Z,E〉 , äëÿ êîòîðûõ òàêæå ïîñòðîèì
âåðèôèêàòîð:

(XY )Z = G((XY )E, Y Z, Y E) = G(XY, Y Z, Y ).

Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó: X(Y Z) = (XY )Z .
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè àññîöèàòèâíîñòü â ëóïå, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðè÷íîå
óìíîæåíèå íà ìíîæåñòâå ΩBrs îáðàçóåò ãðóïïó.
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§ 3. Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
(÷àñòíûé ñëó÷àé)

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ
íàä íåêîòîðîé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé B (äàëåå ïðîñòî àëãåáðîé), è îïðåäåëèì
ìèíèìàëüíîå òðåáîâàíèå íà àëãåáðó, äëÿ òîãî ÷òîáû òàêîå îáîáùåííîå ìàòðè÷-
íîå óìíîæåíèå îñòàâàëîñü ãðóïïîâûì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé äëÿ
ñòîëáåö�ìàòðèö, ïîñëå ÷åãî ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ.

4 0 . Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàíãà n , ïîñòðîåííûõ íàä ïîëåì R , ìîæíî
âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî Mn ⊂ Rn×n ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ:

Mn = {m ∈ Rn×n| det(m) 6= 0}.
Íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà ãðóïïà ñ îáû÷íûì ìàò-
ðè÷íûì óìíîæåíèåì (Mn, ) , ïîñòðîåííûì ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó óìíîæåíèÿ
ñòðîêè íà ñòîëáåö ñ èñïîëüçîâàíèåì áèëèíåéíîé ôóíêöèè:

f(xi1, xi2, . . . , xin, y1j, y2j, . . . , ynj) =
n∑

k=1

xikykj = (XY )ij. (2)

Ïîïûòàåìñÿ ðàññìîòðåòü îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, îòêàçàâøèñü îò âè-
äà ôóíêöèè (2) è ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ â íàèáîëåå îáùåì âèäå

(XY )ij = f(xi1, xi2, . . . , xis, y1j, y2j, . . . , yrj),

ãäå íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà s = r , ò.å. ìàòðèöû ìîãóò áûòü è íå
êâàäðàòíûìè. Ìàòðèöû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî íàä ïîëåì R , íî è íàä
ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì B , ñ ïîêà åùå íå èçâåñòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé. Åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì íà ôóíêöèþ f : Bs × Br → B
è àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà B áóäåò òðåáîâàíèå, ÷òîáû íà íåêîòî-
ðîì ïîäìíîæåñòâå Ωr×s ⊆ Br×s òàêîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå áûëî ãðóïïîâûì
(Ωr×s, ) . Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðèì ñëó÷àé s = 1 , òàêèì îáðàçîì áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî ìàòðèöû ñòîëáöû. Îïðåäåëèì, êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èíäóöèðóåòñÿ íà ìíîæåñòâå B , è êàê âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ
f . Â êîíöå ñòàòüè ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû íà ìíîæåñòâå B ⊆ R è
B ⊆ R2 .

5 0 . Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ïðèìåðå ïðîñòåé-
øåé ìàòðèöû: ñòîëáåö�ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñòðîê. Ìàòðèöû ïîñòðîåíû
íàä íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì B , ñòðóêòóðà êîòîðîãî èçíà÷àëüíî íå îïðåäåëåíà.
Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö

ΩB2 =

{(
x1

x2

)
∈ B2

∣∣∣∣ x1 6= x2

}
.

Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà B áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òðåáîâàíèåì, ïðè êîòîðîì íà ìíî-
æåñòâå ΩB2 îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå çàäàâàëî áû ãðóïïó: (ΩB2 , ) �
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ãðóïïà óìíîæåíèÿ ñòîëáåö�ìàòðèö. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó áóêâîé M . Óìíîæå-
íèå ñòîëáöîâ ïîñòðîåíî íà ôóíêöèè âèäà f : B×ΩB2 → B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
x1

x2

) (
y1

y2

)
=

(
f(x1, y1, y2)
f(x2, y1, y2)

)
.

Çàïèøåì íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû M ÷åðåç åãî êîìïîíåíòû E =

(
e1

e2

)
.

Èç ñâîéñòâ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû (∀X ∈ M) : XE = EX = X äëÿ
ôóíêöèè f ñëåäóþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

f(e1, y1, y2) = y1, f(e2, y1, y2) = y2, f(x, e1, e2) = x. (3)

Èç (3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(

e2

e1

)(
e2

e1

)
=

(
e1

e2

)
. (4)

Ââåäåì ôóíêöèþ ϕ : B → B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, e2, e1) = ϕ(x)

èç (4) äëÿ íåå ñëåäóåò ϕ2(x) = x è ϕ(e1) = e2 , ϕ(e2) = e1 .
6 0 . Èç âûðàæåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîäìíîæåñòâå

{(
x1

e2

)
∈ ΩB2

∣∣∣∣x1 ∈ B \ {e2}
}
⊂ ΩB2

îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà M1 ⊂ M , ñâÿçàííàÿ ñ ãðóïïîé íà ìíîæåñòâå B \ {e2} :
(

x1

e2

)(
y1

e2

)
=

(
x1y1

e2

)
. (5)

Óìíîæåíèå â ãðóïïå (B \ {e2}, ·) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

x · y = f(x, y, e2). (6)

Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó ÷åðåç G1 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè M � ãðóïïà, òî
è G1 � ãðóïïà. Çàïèñûâàòü óìíîæåíèå â ãðóïïå G1 áóäåì, êàê ïðàâèëî, áåç
òî÷êè xy = x · y . Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ G1 îáðàòíûé ýëåìåíò áóäåì îáîçíà÷àòü â
âèäå x−1 ∈ G1 .

Íàäî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî âûðàæåíèåì (6) , â äåéñòâèòåëüíîñòè, îïðåäå-
ëåíà ÷àñòè÷íàÿ îïåðàöèÿ

(·) : B × (B \ {e2}) → B, (7)

òàê êàê ýëåìåíò x ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà B , à íå
òîëüêî èç ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà � B \ {e2} . Â ýòîì ñëó÷àå
ýòà ÷àñòè÷íàÿ îïåðàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ãðóïïîâîé åùå îäíèì òîæäåñòâîì:

(∀x ∈ B \ {e2}) : e2 · x = e2. (8)
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ïîäìíîæåñòâå
{(

e1

x2

)
∈ ΩB2

∣∣∣∣ x2 ∈ B \ {e1}
}
⊂ ΩB2

òàêæå îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà M2 ⊂ M , êîòîðàÿ ñâÿçàíà óæå ñ ãðóïïîé íà ìíî-
æåñòâå B \{e1} . Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó ÷åðåç G2 ñ îïåðàöèåé (·2) . Äâå ãðóïïû
G1 è G2 èçîìîðôíû è ôóíêöèÿ ϕ êàê ðàç è çàäàåò ýòîò èçîìîðôèçì:
(

x
e2

)(
y
e2

)
=

(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
x
e2

)(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
y
e2

)(
e2

e1

) (
e2

e1

)
=

=

(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
ϕ(x)
e1

)(
e2

e1

)(
ϕ(y)
e1

)(
e2

e1

)
=

=

(
e2

e1

)(
e1

ϕ(x)

)(
e1

ϕ(y)

)(
e2

e1

)
=

(
e2

e1

)(
e1

ϕ(x) ·2 ϕ(y)

)(
e2

e1

)
=

=

(
e2

e1

)(
e2

ϕ (ϕ(x) ·2 ϕ(y))

)
=

(
ϕ (ϕ(x) ·2 ϕ(y))

e2

)
.

7 0 . Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ (3), (4), (5) è ïðè óñëîâèè y2 6= e2 ìîæíî çàïèñàòü
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(
x1

x2

)(
y1

y2

)
=

(
x1

x2

)(
y1y

−1
2

e1

)(
y2

e2

)
=

=

(
x1

x2

)(
y1y

−1
2

e1

)(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
y2

e2

)
=

=

(
x1

x2

)(
ϕ(y1y

−1
2 )

e2

)(
e2

e1

) (
y2

e2

)
=

(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

x2ϕ(y1y
−1
2 )

)(
e2

e1

)(
y2

e2

)
=

=

(
ϕ

(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

)
ϕ

(
x2ϕ(y1y

−1
2 )

)
)(

y2

e2

)
=

(
ϕ

(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

)
y2

ϕ
(
x2ϕ(y1y

−1
2 )

)
y2

)
.

Òàêèì îáðàçîì ïðèøëè ê âûðàæåíèþ ôóíêöèè f ÷åðåç ÷àñòè÷íóþ îïåðàöèþ
(7) è ôóíêöèþ ϕ â âèäå:

f(x1, y1, y2) = ϕ
(
x1ϕ(y1y

−1
2 )

)
y2. (9)

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì âûøå ðàâåíñòâà äëÿ ñëó÷àÿ y1 6= e2 :
(

x1

x2

)(
y1

y2

)
=

(
x1

x2

)(
e1

y2y
−1
1

)(
y1

e2

)
=

=

(
x1

x2

) (
e2

e1

)(
e2

e1

)(
e1

y2y
−1
1

)(
y1

e2

)
=

(
x1

x2

)(
e2

e1

)(
y2y

−1
1

e1

)(
y1

e2

)
=

=

(
x1

x2

)(
e2

e1

)(
y2y

−1
1

e1

)(
e2

e1

)(
e2

e1

)(
y1

e2

)
=
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=

(
ϕ(x1)
ϕ(x2)

)(
ϕ(y2y

−1
1 )

e2

)(
e2

e1

)(
y1

e2

)
=

(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

ϕ(x2)ϕ(y2y
−1
1 )

)(
e2

e1

)(
y1

e2

)
=

=

(
ϕ

(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

)
ϕ

(
ϕ(x2)ϕ(y2y

−1
1 )

)
)(

y1

e2

)
=

(
ϕ

(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

)
y1

ϕ
(
ϕ(x2)ϕ(y2y

−1
1 )

)
y1

)
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæíî çàïèñàòü åùå è â âèäå:

f(x1, y1, y2) = ϕ
(
ϕ(x1)ϕ(y2y

−1
1 )

)
y1. (10)

Ñðàâíèâàÿ (9) è (10), ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ äëÿ ñëó÷àÿ y 6= e1, e2

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ:

ϕ
(
xϕ(y−1)

)
y = ϕ (ϕ(x)ϕ(y)) . (11)

Ðàññìàòðèâàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ x−1 = ϕ(y−1) , ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ
ôóíêöèè ϕ è ñâîéñòâà (8) ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè (7), ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè ρ(x) = ϕ(x−1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî:

ρ3 = id. (12)

8 0 . Åñëè â óðàâíåíèè (11) ïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ϕ(x′), y =
ϕ(y′−1) , à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì (12) ôóíêöèè ρ , òî ïîëó÷èì ñëåäó-
þùèé âèä óðàâíåíèÿ:

ϕ

(
ϕ(x′)

(
ϕ(y′)

)−1
)

ϕ(y′−1) = ϕ(x′y′−1),

êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ â ðàáîòå Ï. Êîíà [3], â ëåììå 5.1. òåîðåìû î âëîæåíèè
êîëåö â òåëà. Ïîìèìî äàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû
ãðóïïà G1 áûëà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé íåêîòîðîãî òåëà, ñîãëàñíî ýòîé
ëåììû, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ åùå äâà òðåáîâàíèÿ:

ϕ(yxy−1) = yϕ(x)y−1, ïðè x 6= e1

è ýëåìåíò a = ϕ(x−1)x
(
ϕ(x)

)−1

íå äîëæåí çàâèñåòü îò âûáîðà x . Ïåðâîå
òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ëåâîñòîðîííåé äèñòðèáóòèâíîñòè. Èç
ïîñëåäíåãî òðåáîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ äîëæíà áûòü àññî-
öèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé. Â íàøåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íå
òðåáóþòñÿ.

9 0 . Ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîé áèåêöèè L : B → B , äëÿ êîòîðîé ñïðà-
âåäëèâî L(e2) = e2 , ìîæíî ââåñòè äâå îïåðàöèè:

x⊕ y = ϕ
(
x(L(y))−1

)
y, xª y = ϕ

(
xy−1

)
L(y),
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ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

(x⊕ y)ª y = x, (xª y)⊕ y = x.

Â ñëó÷àå, åñëè áèåêöèÿ L îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈
B \{e2} â âèäå L(x) = ax , òîãäà äëÿ îïðåäåëåííûõ âûøå îïåðàöèé ñïðàâåäëèâà
ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü:

(x⊕ y) z = xz ⊕ yz, (xª y) z = xz ª yz.

Â ñëó÷àå a = e1 îáå îïåðàöèè ⊕ è ª ñîâïàäàþò.

10 0 . Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ýòî B = R , e1 = 1 , e2 = 0 , a = −1 ,
óìíîæåíèå â ãðóïïå G1 � îáû÷íîå óìíîæåíèå, ϕ(x) = 1 − x . Îïåðàöèè ⊕ è
ª áóäóò îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ìåíåå òðèâèàëüíîãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü àëãåáðàè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó íà ìíîæåñòâå B = {(x, y) ∈ R2|x 6= 0} ∪ {(0, 0)} ñ âûäåëåííûìè
ýëåìåíòàìè e1 = (1, 0), e2 = (0, 0), a = (−1, 0) . Óìíîæåíèå îïðåäåëåíî â âèäå:

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y
n
1 ),

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Âçÿòèå îáðàòíîãî îïðåäåëåíî â âèäå:

(x1, x2)
−1 = (x−1

1 ,−x2x
−1−n
1 ),

ôóíêöèþ ϕ è îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ(x1, x2) = (1− x1, (−1)nx2), (x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

Èç ïîëó÷èâøåãîñÿ âèäà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (B,⊕, ·) ñâÿçàíà ñ êîëüöîì, îñîáåííî,
åñëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà B ðàññìàòðèâàòü R2 . Â îòëè÷èå îò êîëüöà, â äàííîé
ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü, ëåâîñòîðîííåé
äèñòðèáóòèâíîñòè íåò:

Z
(
X ⊕ Y

)
ª

(
ZX ⊕ ZY

)
=

(
0

z2

(
(x1 + y1)

n − xn
1 − yn

1

)
)

,

ãäå X =

(
x1

x2

)
, Y =

(
y1

y2

)
, Z =

(
z1

z2

)
.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðóïïó ñ óìíîæåíèåì:

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2),

è óíàðíûìè îïåðàöèÿìè:

(x1, x2)
−1 = (x−1

1 ,−x2x
−1
1 ), ϕ(x1, x2) = (x2, x1),
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âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè:

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) è a = (−1, 0),

áèíàðíóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x2y1 − x1y2,
y2(x2y1 − x1y2)− x1

y1

).

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íåêîììóòàòèâíà è íåàññîöèàòèâíà, íî
ïðè ýòîì ïî ïðåæíåìó èìååòñÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü.

11 0 . Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñòîëáåö�ìàòðèöû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòðîê. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
êîãäà ìû ðàññìàòðèâàëè âûâîä ôóíêöèè (9), íà êîòîðîé ïîñòðîåíî òàêîå ìàò-
ðè÷íîå óìíîæåíèå, ìû ñâåëè çàäà÷ó âûðàæåíèÿ ôóíêöèè äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö
èç äâóõ ñòðîê ÷åðåç ôóíêöèþ óìíîæåíèÿ ñòîëáåö�ìàòðèö èç îäíîé ñòðîêè. Ïðî-
èçâîäÿ àíàëîãè÷íûé âûâîä äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö èç òðåõ ñòðîê, ïðèäåì ê ñëåäó-
þùåìó âèäó:

f(x, y1, y2, y3) = ϕ2

(
f
(
x, ϕ2(y1y

−1
3 ), ϕ2(y2y

−1
3 ), e3

))
y3,

ãäå ôóíêöèÿ ϕ2(x) = f(x, e3, e2, e1) . Ïðè ýòîì ÷àñòè÷íàÿ îïåðàöèÿ x · y =

f(x, y, e2, e3) äåéñòâóåò óæå íà ìíîæåñòâå (·) : B ×
(
B \ {e2, e3}

)
→ B , òàê ÷òî

ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî òîæäåñòâî (∀x ∈ B \ {e2, e3}) : e3 · x = e3 .
Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñòîëáåö�ìàòðèö ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì

ñòðîê ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Ïðè ïîìîùè âíîâü ïîÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèè

ϕn−1(x) = f(x, en, e2, . . . , en−1, e1)

è ðàñøèðÿåìîé ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè x ·y = f(x, y, e2, . . . , en) , ïðîèçâîäèì çàïèñü
ôóíêöèè ïîðÿäêà n ÷åðåç ôóíêöèþ ìåíüøåãî ïîðÿäêà � n− 1 .

Åñëè ââåñòè ïåðåîáîçíà÷åíèå ϕ1 = ϕ , òîãäà ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî èç îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèé ϕk ñëåäóåò:

{
ϕk(ei) = ei, ïðè óñëîâèè i 6= 1, k + 1
ϕk(e1) = ek+1, ϕk(ek+1) = e1.

(13)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè ϕ1, . . . ϕn−1 ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ñèìåòè÷å-
ñêîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ϕ ìíîæåñòâà {e1, e2, . . . , en} . Ïðè ýòîì ôóíêöèè
ϕ1, . . . ϕn−1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (11). Ãðóïïà ϕ çàäàåò ãðóïïó ïðåîá-
ðàçîâàíèé ìíîæåñòâà B . Ïðè n > 2 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ϕ′ = ϕ ∩ Aut(G1)
àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G1 . Â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ãðóïïû ϕ′ ìîæíî âûáðàòü
ìíîæåñòâî {σi = ϕiϕi+1ϕi|i ∈ {1, . . . , n−2}} . Ïî îáðàçóþùèì ãðóïïû ϕ′ ìîæíî
âîññòàíîâèòü îáðàçóþùèå ãðóïïû ϕ : ϕi+1 = σiϕ1σi , òàê ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà B õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé G1 , óíàðíîé
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îïåðàöèåé ϕ è îáðàçóþùèìè ãðóïïû ϕ′ .

12 0 . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñòîëáåö�ìàòðèöû èç òðåõ ñòðîê ïî ïðåæíåìó
ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íî ñ äîáàâëåíèåì â êà÷åñòâå
ýëåìåíòà "áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà": B = R∪ {ω} . Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ýëåìåí-
òîâ e1 = 1, e2 = 0, e3 = ω , ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
îïåðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì, ôóíêöèè ϕ1(x) = 1 − x, σ1(x) = 1

x(
ϕ2(x) = x

x−1

)
. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñ îáû÷íûì ñëîæåíèåì.

Åñëè â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàòðè÷íîé ãðóïïå � E ðàññìîòðåòü
äðóãèå çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð e1 = 0, e2 = 1, e3 = −1 , òî ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ:

x · y =
x + y

1 + xy
, ϕ1(x) =

1− x

3x + 1
, σ1(x) = −x ,

(
ϕ2(x) =

1 + x

3x− 1

)
.

Â ñëó÷àå a = ω àääèòèâíàÿ îïåðàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ â âèäå:

x⊕ y =
3xy + x + y − 1

x + y − xy + 3
.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ìíîæåñòâå B ⊆ R2 ïðèâåäåì àëãåáðàè÷åñêóþ
êëàññèôèêàöèþ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö íà
îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî89 [11]. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà
îïðåäåëèì ýêâèâàëåíòíîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ñòîëáöîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ôóíêöèè f1 : B1 ×ΩBn
1
→ B1 è f2 : B2 ×ΩBn

2
→ B2

çàäàþò îäíî è òîæå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå òðè áèåêöèè:
λ : B1 → B2, θ : B1 → B2, χ : ΩBn

1
→ ΩBn

2
, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

f2

(
λ(x), χ(y1, y2, . . . , yn)

)
= θ

(
f1(x, y1, y2, . . . , yn)

)
.

Â ðàáîòàõ Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî [11] êëàññèôèêàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðîèòñÿ íà äâóõ, ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíîãî
èçîìîðôèçìà, ãðóïïàõ90:

G1(x1x2, y1y2) = (x1y1, x2y2), G2(x1x2, y1y2) = (x1y1, x1y2 + x2).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ áûëî ïðîùå, áóäåì èñïîëüçîâàòü
çàïèñü ëîêàëüíî èçîìîðôíîé ãðóïïû äëÿ ãðóïïû G1 :

G′
1(x1x2, y1y2) = (x1y1 + εx2y2, x1y2 + x2y1),

89Õîòÿ â óêàçàííîé ðàáîòå àâòîð êëàññèôèöèðîâàë ââåäåííûå èì ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåò-
ðèè, íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å êëàññèôèêàöèè îáîáùåííîãî ìàò-
ðè÷íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö.

90Êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïåðåõîäÿò â ÷àñòè÷íûå îïåðàöèè.
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ãäå ïàðàìåòð ε ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: 0 èëè −1 .
Äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ñ äâóìÿ ñòðîêàìè ñóùåñòâóåò ïÿòü91 íåýêâèâàëåíòíûõ

ðåøåíèé:
1.) G1, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2),
2.) G′

1, ϕ(x1, x2) = (1− x1,−x2),
3.) G2, ϕ(x1, x2) = (x2, x1),

4.) G2, n ∈ Z, n 6= 1 , ϕ(x1, x2) =

((
1− x

1
n−1

1

)1−n

, (−1)n x2x
− n

n−1
1(

1−x
1

n−1
1

)n

)
,

5.) G2, ϕ(x1, x2) = ( x1

x1−1
,

x2−ln |x1|
x2
1

(
x1−1

x1

)2

+ ln |x1−1
x1
|).

Äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ñ òðåìÿ ñòðîêàìè ñóùåñòâóåò òðè íåýêâèâàëåíòíûõ ðå-
øåíèÿ:

1.) G1, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2), σ1(x1, x2) = (x−1
1 , x2x

−1
1 ),

2.) G′
1, ϕ(x1, x2) = (1− x1,−x2), ïðè ε = −1

σ1(x1, x2) = (
x1

x2
1 + x2

1

,
−x2

x2
1 + x2

2

),

3.) G2, ϕ(x1, x2) = (x2, x1), σ1(x1, x2) = (x1, 1− x1 − x2).
Äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ñ ÷åòûðüìÿ ñòðîêàìè îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî íåýêâèâà-

ëåíòíîå ðåøåíèå:
1.) G1, ϕ(x1, x2) = (1− x1, 1− x2),

σ1(x1, x2) = (x−1
1 , x2x

−1
1 ), σ2(x1, x2) = (x1x

−1
2 , x−1

2 ).

§ 4. Îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
(îáùèé ñëó÷àé)

13 0 . Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ, áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû. Â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö A = ||aij||
è B = ||bjk|| áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó C = ||cik|| , ïîñòðîåííóþ ïðè ïî-
ìîùè ôóíêöèè f : ΩBs × ΩBr → B , ãäå ΩBs ⊆ Bs è ΩBr ⊆ Br . Ïðè ýòîì
ïåðåìíîæàòüñÿ ìîãóò ìàòðèöû ðàçìåðà (r × s) . Ïîä ðàíãîì ìàòðèöû áóäåì
ïîíèìàòü åå ðàçìåð, íàïðèìåð, "ðàíã ìàòðèöû � (r × s) ". Åñëè ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ìàòðèöó�ñòîëáåö èëè ìàòðèöó�ñòðîêó, òî, åñëè ýòî íå áóäåò ïðèâîäèòü ê
íåäîðàçóìåíèÿì, âìåñòî (r×1) èëè (1×s) áóäåì ïèñàòü (r) èëè (s) , ãîâîðÿ î
ðàíãå òàêèõ ìàòðèö. Ýëåìåíò cij , ñòîÿùèé â i � òîé ñòðîêå è j � òîì ñòîëáöå,
åñòü ôóíêöèÿ f îò s ýëåìåíòîâ i � òîé ñòðîêè ìàòðèöû A è r ýëåìåíòîâ j
� òîãî ñòîëáöà ìàòðèöû B :

cij = f(ai1, ai2, . . . , ais, b1j, b2j, . . . , brj).

91Åñëè ðåøåíèå 2) ñ ïàðàìåòðîì ε è 5) ñ ïðîèçâîëüíûì n ∈ Z ïðèíèìàòü êàê òîëüêî äâà
íåýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèÿ.
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Â ìàòðèöå A ∈ ΩBrs äëÿ îáîçíà÷åíèÿ i � òîé ñòðîêè áóäåì ïèñàòü Ai∗ , à äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ j � òîãî ñòîëáöà áóäåì ïèñàòü A∗j . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî
ýëåìåíò cij çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè íà ñòîëáåö: cij = Ai∗B∗j .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà (r×s) � Brs ñóùåñòâî-
âàëî ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö ΩBrs , äëÿ êîòîðûõ äàííîå óìíîæåíèå áûëî ãðóïïî-
âûì. Óñèëèâàÿ äàííîå òðåáîâàíèå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê{

Ai∗
∣∣∣i ∈ {1, 2, . . . , r}, A ∈ ΩBrs

}
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ΩBs , à ìíîæåñòâî âñåõ

ñòîëáöîâ
{

A∗j
∣∣∣j ∈ {1, 2, . . . , s}, A ∈ ΩBrs

}
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ΩBr .

Äëÿ ìíîæåñòâ B è ΩBrs áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
(∀x ∈ B), (∃A ∈ ΩBrs) : aij = x . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç B
âñåãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà A èç ìíîæåñòâà ΩBrs , ÷òî å¼ ýëåìåíò aij = x .
Åñëè ýòî íå òàê, òîãäà âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäìíîæåñòâó Bx = B \{x} , äëÿ
êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ΩBrs ⊆ Brs

x ⊂ Brs , íà êîòîðîì è áóäåì ðàáîòàòü.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû Ailj è Am↔n ,

îòëè÷àþùèåñÿ îò èñõîäíîé òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê i è j èëè ïåðåñòà-
íîâêîé äâóõ ñòîëáöîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷åòâåðêà
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
çàäàåò îáîáùåííîå ìàòðè÷-

íîå óìíîæåíèå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû92:

A1 (∀A ∈ ΩBrs), (∀C∗j ∈ ΩBr), (∃!B∗j ∈ ΩBr) : AB∗j = C∗j ;

A2 (∀B ∈ ΩBrs), (∀Ci∗ ∈ ΩBs), (∃!Ai∗ ∈ ΩBs) : Ai∗B = Ci∗ ;

A3 (∀A,B,C ∈ ΩBrs) : (AB)C = A(BC) ;

A4 (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , r}) : A ∈ ΩBrs ⇔ Ailj ∈ ΩBrs ;

A5 (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , s}) : A ∈ ΩBrs ⇔ Ai↔j ∈ ΩBrs .

Äâà îáîáùåííûõ ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
è

(
C, (r, s), g,

ΩCrs

)
åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå áèåêöèè

θ : B → C , χ : ΩBs → ΩCs è λ : ΩBr → ΩCr , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî:

θ
(
f(x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yr)

)
= g

(
χ(x1, x2, . . . , xs), λ(y1, y2, . . . , yr)

)
,

ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå θrs : ΩBrs → ΩCrs áóäåò áèåêòèâíûì.

14 0 . Íà ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
ìîæíî ïîñìîòðåòü, êàê

íà óìíîæåíèå äâóõ ñòîëáöîâ
(
Bs, (r, 1), F, ΩΩr

Bs

)
, ãäå ýëåìåíò Ai∗ ∈ Bs ïðåä-

92Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ ΩBrs , ΩBr ,ΩBs èç àêñèîì A1, A2 ñëåäóþò
àêñèîìû ãðóïï (∀A,B ∈ ΩBrs), (∃!X, Y ∈ ΩBrs) : AX = B, Y A = B .
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ñòàâëåí ñòðîêîé, à óìíîæåíèå

AB =




A1∗
A2∗
...

Ar∗







B1∗
B2∗
...

Br∗




ïîñòðîåíî íà ôóíêöèè: Fs : ΩBs × Ωr
Bs → ΩBs , êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé

f : Bs ×Br → B ñëåäóþùèì îáðàçîì: Fs(Ai∗, B1∗, B2∗, . . . , Br∗) = Ai∗B.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è óìíîæåíèå äâóõ ñòðîê(

Br, (1, s), Fr, ΩΩs
Br

)
, ãäå ýëåìåíò A∗i ∈ Br ïðåäñòàâëåí ñòîëáöîì, ñ

óìíîæåíèåì

AB =
(

A∗1 A∗2 · · · A∗s
) (

B∗1 B∗2 · · · B∗s
)
,

ïîñòðîåííûì íà ôóíêöèè Fr : Ωs
Br × ΩBr → ΩBr , òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî:

F (A∗1, A∗2, · · · , A∗s, B∗i) = AB∗i.

Äëÿ ìíîæåñòâ ΩΩr
Bs

, ΩΩs
Br

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ΩΩr
Bs

= ΩΩs
Br

= ΩBrs .
Íà ïðèìåðå ìàòðèöû�ñòîëáöà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ñòðîê, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî

ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå äâóõ ñòîëáöîâ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(
x1

x2

) (
y1

y2

)
=

(
f(x1, y1, y2)
f(x2, y1, y2)

)
.

Ââåäåì ôóíêöèþ f t(y1, y2, x1) = f(x1, y1, y2) , êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëÿòü óìíîæå-
íèå ìàòðèö�ñòðîê:

(
y1 y2

) (
x1 x2

)
=

(
f t(y1, y2, x1) f t(y1, y2, x2)

)
.

Óìíîæåíèå, î÷åâèäíî, áóäåò òàêæå ãðóïïîâûì, è óäîâëåòâîðÿòü âñåì, îïðåäå-
ëåííûì ðàíåå, àêñèîìàì. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû áóäåì
ïèñàòü: (

x1

x2

)
=

(
x1 x2

)T
.

Ïðè ýòîì óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(

x1

x2

)(
y1

y2

)
=

((
y1 y2

) (
x1 x2

))T
.

Äàííûé ïàðàãðàô ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìíîãèå óòâåð-
æäåíèÿ ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü äëÿ ìàòðèö � ñòðîê èëè ìàòðèö � ñòîëáöîâ.

15 0 . Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ îáîáùåííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ,
êîòîðûå èìåþò ìåñòî è â îáû÷íîì ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå � ãðóïïîâîå, òî â íåì ïðèñóòñòâóåò
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò E ∈ ΩBrs ñî ñâîéñòâàìè (∀A ∈ ΩBrs) : AE = EA = A .
Çàïèøåì ìàòðèöó E ÷åðåç åå ýëåìåíòû E = ||eij|| , òîãäà ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå:

f(ei1, ei2, . . . , eis, a1j, a2j, . . . , arj) = Ei∗A∗j = aij,
f(ai1, ai2, . . . , ais, e1j, e2j, . . . , erj) = Ai∗E∗j = aij.

(14)

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû èç ìàòðèöû A ïîëó÷èòü
ìàòðèöó ñ ïåðåñòàâëåííûìè ìåæäó ñîáîé ñòðîêàìè i è j , íåîáõîäèìî ñëåâà åå
óìíîæèòü íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ñ ïåðåñòàâëåííûìè ñòðîêàìè i è j � Eilj .
Äëÿ ïåðåñòàíîâêè äâóõ ñòîëáöîâ ìàòðèöó íåîáõîäèìî óìíîæèòü ñïðàâà íà ìàò-
ðèöó Ei↔j ñ ïåðåñòàâëåííûìè ñòîëáöàìè:

Ailj = EiljA è Bi↔j = BEi↔j. (15)

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàòðèöû � ñòîëáöû, ò.ê. ïîëó÷åííûå
óòâåðæäåíèÿ ëåãêî, ñ ó÷åòîì ïàðàãðàôà 140 , èíòåðïðåòèðîâàòü äëÿ ìàòðèö �
ñòðîê è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö. Ïðîñòåéøèì ñëåäñòâèåì èç (15) ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâî:

EiljEilj = E, (16)
êîòîðîå ãîâîðèò òîëüêî î òîì, ÷òî åñëè äâàæäû ïåðåñòàâèòü äâå ñòðîêè, òî âñå
âñòàíåò íà ñâîè ìåñòà. Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîå, òàê æå, êàê è òî, ÷òî
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {E1l2, E1l3, . . . , E1lr} ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ãðóïïû ïåðå-
ñòàíîâîê ñòðîê. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàíîâêó ëþáûõ äâóõ ñòðîê ìîæíî çàïèñàòü
÷åðåç îáðàçóþùèå:

Eilj = E1liE1ljE1li. (17)
Â ñèëó òîãî, ÷òî Eilj = Ejli , òîãäà ñ ó÷åòîì (16) è (17) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî:

E1liE1ljE1liE1ljE1liE1lj = E. (18)

Ðàññìàòðèâàåìûå îáðàçóþùèå {E1li} åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàþò r−
1 ïðåîáðàçîâàíèé {ϕi} ìíîæåñòâà ΩBs ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(∀Aj∗ ∈ ΩBs) : ϕi(Aj∗) = Aj∗E1li, (19)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìíî-
æåñòâà ΩBs . Äëÿ (19) ìîæíî çàïèñàòü òîæäåñòâî:

ϕi(E1∗) = Ei∗, ϕi(Ei∗) = E1∗ è ϕi(Ej∗) = Ej∗ äëÿ âñåõ j 6= 1, i. (20)

Ïåðåïèøåì òîæäåñòâà (16) è (18) äëÿ îòîáðàæåíèé {ϕi} :

ϕiϕi = id, (ϕiϕj)
3 = id. (21)

16 0 . Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ëåìì, ñâÿçàííûõ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.



692 Ïðèëîæåíèå II. Ñàêðàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ëåììà 1 Åñëè îáîáùåííûå ìàòðè÷íûå óìíîæåíèÿ
(
B, (r, s), f, ΩBrs

)
è

(
C,

(r, s), g, ΩCrs

)
ýêâèâàëåíòíû, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðóïïû (ΩBrs , ·) è

(ΩCrs ,¯) èçîìîðôíû.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî áèåêöèè θ : B →
C , χ : ΩBs → ΩCs è λ : ΩBr → ΩCr ïîðîæäàþò áèåêöèè θrs , χr , λs èç
ìíîæåñòâà ΩBrs â ìíîæåñòâî ΩCrs ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θrs




x11 x12 . . . x1s

x21 x22 . . . x2s
... ... . . . ...

xr1 xr2 . . . xrs


 =




θ(x11) θ(x12) . . . θ(x1s)
θ(x21) θ(x22) . . . θ(x2s)

... ... . . . ...
θ(xr1) θ(xr2) . . . θ(xrs)


 ,

χr




x11 x12 . . . x1s

x21 x22 . . . x2s
... ... . . . ...

xr1 xr2 . . . xrs


 =




χ(x11, x12, . . . , x1s)
χ(x21, x22, . . . , x2s)

...
χ(xr1, xr2, . . . , xrs)


 ,

λs




x11 x12 . . . x1s

x21 x22 . . . x2s
... ... . . . ...

xr1 xr2 . . . xrs


 =


 λ




x11

x21
...

xr1


 λ




x12

x22
...

xr2


 . . . λ




x1s

x2s
...

xrs





 .

Ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî äâå ãðóïïû (ΩBrs , ·) è (ΩCrs ,¯) èçîòîïíû, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñ ó÷åòîì âòîðîé òåîðåìû Àëáåðòà [5], îíè èçîìîðôíû.

Âåðíî èëè íåò îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ïîêà íåèçâåñòíî, íî åñëè èçîìîðôèçì
ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå Ψ(X) = A · X · B , òàê, ÷òî:
Ψ(X)·Ψ(Y ) = Ψ(X¯Y ) , òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè f è g , îïðåäåëÿþùèå
ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, áóäóò ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü:

Xi∗ ¯ Y∗j = Ψ−1(Ψ(Xi∗) ·Ψ(Y∗j)) = (Xi∗ ·B) · (A · Y∗j) = X ′
i∗ · Y ′

∗j.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå χB : ΩBs → ΩBs çàäàåòñÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè íà
ìàòðèöó B , à ïðåîáðàçîâàíèå λA : ΩBr → ΩBr çàäàåòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöû
A íà ñòîëáåö.

Â ñëó÷àå, êîãäà B = A−1 , ìû ïðèõîäèì ê àâòîìîðôèçìó è, êàê ñëåäñòâèå �
ê òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ χA−1 , λA çàäàþò ãðóïïó äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f :

f(x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yr) = f
(
χA−1(x1, x2, . . . , xs), λA(y1, y2, . . . , yr)

)
.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ëåììó:

Ëåììà 2 Ìàòðèöà�ñòîëáåö ðàíãà (r) èç ìíîæåñòâà ΩBr íå ìîæåò ñîäåð-
æàòü ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ.
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Èç ñâîéñòâà (14) ñëåäóåò, ÷òî â åäèíè÷íîé ìàòðèöå E íå ìîæåò áûòü äâóõ
ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê ýòî ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè è ïðîòèâîðå-
÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, em = en , òîãäà

xm = f(em, x1, x2, . . . , xr) = f(en, x1, x2, . . . , xr) = xn.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ïîäãðóïïå ( , Ω
(i)
Br) ñðåäè âñåõ ñòðîê â ñòîëáöå áîëüøå

íå âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíòà ei , êðîìå êàê â i � òîé ñòðîêå, ñëåäîâàòåëüíî, (∀k ∈
{1, 2, . . . i− 1, i + 1, . . . , r}) : ek /∈ Bi.

Åñëè äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ei

èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû E , òîãäà ýòî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ìàòðèöû A , òàê êàê ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåéòè ê èçîìîðôíîé ãðóïïå
(·, ΩBr) → (¯, ΩBr) , â êîòîðîé ìàòðèöà A áóäåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.

17 0 . Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðèö � ñòîëáöîâ, ðàññìàò-
ðèâàÿ ìàòðè÷íûå óìíîæåíèÿ

(
B, (r, 1), f, ΩBr

)
.

Â ìíîæåñòâå ΩBr âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ i � òàÿ ñòðî-
êà ñîâïàäàåò ñ i � òîé ñòðîêîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû E . Äëÿ òàêîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå: Ω

(i)
Br = {A ∈ ΩBr |ai = ei} . Åñëè äàí-

íîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ íåñêîëüêèõ ñòðîê i1, i2, . . . , ik , òîãäà Ω
(i1,i2,...,ik)
Br =

Ω
(i1)
Br

⋂
Ω

(i2)
Br

⋂
. . .

⋂
Ω

(ik)
Br .

Òåîðåìà 1 Íà ïîäìíîæåñòâå Ω
(i1,i2,...,ik)
Br åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà

ïîäãðóïïà (Ω
(i1,i2,...,ik)
Br , ·) ãðóïïû (ΩBr , ·) .

Èç ñâîéñòâà (14), êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(ei, x1, x2, . . . , xr) = xi

ñëåäóåò, ÷òî (∀X,Y ∈ Ω
(i)
Br) , èõ ïðîèçâåäåíèå, òàê æå áóäåò èç ýòîãî ìíîæå-

ñòâà XY ∈ Ω
(i)
Br , òàê êàê xi = yi = ei , îòêóäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíî-

æåñòâà Ω
(i1,i2,...,ik)
Br , ñëåäóåò, ÷òî åñëè X,Y ∈ Ω

(i1,i2,...,ik)
Br , òî è èõ ïðîèçâåäåíèå

XY ∈ Ω
(i1,i2,...,ik)
Br .

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ω
(i1,i2,...,ik)
Br ñëåäóåò, ÷òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò

E ∈ Ω
(i1,i2,...,ik)
Br .

Îáðàòíûé ýëåìåíò X−1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ∈ Ω
(i1,i2,...,ik)
Br òàêæå äîëæåí

áûòü èç ìíîæåñòâà Ω
(i1,i2,...,ik)
Br . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè X−1 /∈ Ω

(i1,i2,...,ik)
Br ,

òîãäà èç óñëîâèÿ (14) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî XX−1 /∈ Ω
(i1,i2,...,ik)
Br . Ýòî îçíà÷àåò

XX−1 6= E , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî (ΩBr , ·) � ãðóïïà.
Àññîöèàòèâíîñòü â ïîäãðóïïå (Ω

(i1,i2,...,ik)
Br , ·) òàêæå ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíî-

ñòè â ãðóïïå (ΩBr , ·) .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö è ïî àíàëîãèè ââåäåì
îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäìíîæåñòâà Ω

(|i)
Brs ìíîæåñòâà ìàòðèö ΩBrs , åñëè â i � òîì
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ñòîëáöå áóäåò i � òûé ñòîëáåö ìàòðèöû E : Ω
(|i)
Brs = {X ∈ ΩBrs|X∗i = E∗i} .

Àíàëîãè÷íûì æå îáðàçîì ââåäåì è ïîäìíîæåñòâî:

Ω
(i1,i2,...,ik|j1,j2,...,jm)
Brs = Ω

(i1)
Brs

⋂
Ω

(i2)
Brs

⋂
. . .

⋂
Ω

(ik)
Brs

⋂
Ω

(|j1)
Brs

⋂
Ω

(|j2)
Brs

⋂
. . .

⋂
Ω

(|jm)
Brs .

Ñ ó÷åòîì ïàðàãðàôà 140 è Òåîðåìû 1 ñëåäóåò:

Òåîðåìà 2 Íà ïîäìíîæåñòâå Ω
(i1,i2,...,ik|j1,j2,...,jm)
Brs åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðå-

äåëåíà ïîäãðóïïà (Ω
(i1,i2,...,ik|j1,j2,...,jm)
Brs , ·) ãðóïïû (ΩBr , ·) .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ïîäìíîæåñòâàõ Ω
(i1,i2,...,ik)
Brs è Ω

(|j1,j2,...,jm)
Brs îïðåäåëåíû

ïîäãðóïïû, òî è èõ ïåðåñå÷åíèå òàêæå áóäåò ïîäãðóïïîé.

18 0 . Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìíîæåñòâà Ω
(1,2,...,i−1,i+1,...,r|1,2,...,j−1,j+1,...,s)
Brs áó-

äåì åãî îáîçíà÷àòü â âèäå Ω
(i|j)
Brs , ãäå ÷åðòà íàä ñêîáêîé îçíà÷àåò, ÷òî â ëåâîé

÷àñòè ñêîáêè èìåþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî r , çà èñêëþ÷åíèåì i � òîãî çíà÷å-
íèÿ, òàê æå, êàê è â ïðàâîé ÷àñòè ñêîáêè èìåþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî s çà
èñêëþ÷åíèåì j � òîãî çíà÷åíèÿ.

Âåðíåìñÿ âíîâü ê ðàññìîòðåíèþ ìàòðèöû�ñòîëáöà. Äëÿ ãðóïïû, ïîðîæäàå-
ìîé ïîäãðóïïîé ( , Ω

(i)
Br) , ñîñòîÿùåé òîëüêî èç îäíîé íååäèíè÷íîé i � òîé ñòðî-

êè, ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå íà ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ (·
i
) è îáîçíà÷åíèå

íà ìíîæåñòâî â âèäå Bi òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâî:



e1
...
xi
...
er







e1
...
yi
...
er




=




e1
...

xi·iyi
...
er




è Ω
(i)
Br =








e1
...
xi
...
er



∈ ΩBr

∣∣∣∣∣xi ∈ Bi





.

Äëÿ ýëåìåíòà x â ãðóïïå (·
i
, Bi) îáðàòíûé ýëåìåíò, êîãäà ýòî áóäåò óäîáíî,

áóäåì îáîçíà÷àòü (x)−1
i èëè Ei(x) òàê, ÷òî x·

i
(x)−1

i = x·
i
Ei(x) = ei . Àíà-

ëîãè÷íî, ïðè ðàññìîòðåíèè ìàòðèö ΩBrs ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû ( , Ω
(i|j)
Brs )

ïîðîæäàþò ãðóïïû (·
ij
, Bij) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèÿ

x·
i
yi = f(x, e1, e2, . . . , ei−1, yi, ei+1 . . . , er)

çàäàþòñÿ äâå îïåðàöèè: ãðóïïîâàÿ (·
i
) : Bi × Bi → Bi è ÷àñòè÷íàÿ

(·
i
) : B × Bi → B . Ïðè÷åì äëÿ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèè (·

i
, B) , äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ek 6= ei , ñïðàâåäëèâî ek·ix = ek . Îñòàâèì îáîçíà÷åíèå â ýòèõ
îïåðàöèÿõ ñîâïàäàþùèì, à îòëè÷àòü èõ áóäåì ïî èñïîëüçóåìîìó ìíîæåñòâó.

19 0 . Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ, äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò êàê äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ, òàê è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö, áóäåì
èíîãäà ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà óìíîæåíèå ìàòðèö�ñòîëáöîâ
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ïîñòðîåíî íå íà îäíîé ôóíêöèè f , à íà r ôóíêöèÿõ {f1, f2, . . . , fr} òàêèõ, ÷òî
fi : Ωi × ΩBr → B , ãäå Ωi ⊆ B .

Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäãðóïïó, ïîñòðîåííóþ íà òàêèõ
r × s ìàòðèöàõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò åäèíè÷íîé òîëüêî â ïåðâîì ñòîëáöå �
( , Ω

( |1)
Brs ) , òîãäà ýòî ýêâèâàëåíòíî òàêîé, áîëåå îáùåé çàäà÷å, êîãäà

fi(x, y1, y2, . . . , yr) = f(x, ei2, , ei3, . . . , eis, y1, y2, . . . , yr).

Â ýòîì ñëó÷àå Ωi = Bi1 .
Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìàòðèö X è Y áóäåò ìàòðèöà C = XY , ýëåìåíòû

êîòîðîé çàïèøóòñÿ â âèäå: ci = fi(xi, y1, y2, . . . , yn) . Íà òàêèå ìàòðèöû ëåãêî
ðàñøèðÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2. Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ âîçíèêàåò óæå íå
r ÷àñòè÷íûõ îïåðàöèé, à r2 :

x◦
ij
yj = fi(x, e1, e2, . . . , ej−1, yj, ej+1 . . . , er).

Ïðè ýòîì x◦
ii
y = x·

i
y , è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ: ei◦ij

x = ei ,
x◦

ij
ej = x è (x◦

ij
y)◦

ij
z = x◦

ij
(y·

j
z) , èìååòñÿ è ïðàâûé îáðàòíûé:

(x◦
ij
y)◦

ij
(y)−1

j = x◦
ij
ej = x .

20 0 . Îòâåòèì íà âîïðîñ � êîãäà äâå ãðóïïû (·
ij
, Bij) è (·mn , Bmn) , êîòî-

ðûå âîçíèêàþò â ïîäãðóïïàõ, ïîñòðîåííûõ íà òàêèõ ìàòðèöàõ, êîòîðûå ñîâïà-
äàþò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ýëåìåíòà, ñòîÿùåãî â i(m)

� òîé ñòðîêå è j(n) � òîì ñòîëáöå � Ω
(i|j)
Brs (Ω

(m|n)
Brs ) , áóäóò èçîìîðôíû?

Òåîðåìà 3 Åñëè èìååòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì Ψij,mn : ΩBrs → ΩBrs , ïðè êî-
òîðîì ïîäìíîæåñòâî Ω

(i|j)
Brs îòîáðàæàåòñÿ â ïîäìíîæåñòâî Ω

(m|n)
Brs , òîãäà ñî-

îòâåòñòâóþùèå ãðóïïû (·
ij
, Bij) è (·mn , Bmn) áóäóò èçîìîðôíû.

Àâòîìîðôèçì Ψij,mn ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ψij,mn : Bij → Bmn òàêîé, ÷òî:

Ψij,mn




e11 . . . e1j . . . e1s
... . . . ... . . . ...

ei1 . . . xij . . . eis
... . . . ... . . . ...

er1 . . . erj . . . ers




=




e11 . . . e1n . . . e1s
... . . . ... . . . ...

em1 . . . ψij,mn(xij) . . . ems
... . . . ... . . . ...

er1 . . . ern . . . ers




.

Èç îïðåäåëåíèÿ àâòîìîðôèçìà

(∀X, Y ∈ Ω
(i|j)
Brs ) : Ψij,mn(XY ) = Ψij,mn(X)Ψij,mn(Y )

ñëåäóåò, ÷òî (∀x, y ∈ Bij) : ψij,mn(x·
ij
y) = ψij,mn(x)·mnψij,mn(y).

Êàê ñëåäñòâèå äàííîé òåîðåìû äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ, âñå å¼ ãðóïïû (·
i
, Bi)

áóäóò èçîìîðôíû, òàê êàê èìååòñÿ àâòîìîðôèçì Ψi,m : X 7→ EilmXEilm ,



696 Ïðèëîæåíèå II. Ñàêðàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ òåîðåìû. Äàííûé àâòîìîðôèçì, ñ ó÷åòîì îïðåäå-
ëåíèÿ (19) äëÿ îòîáðàæåíèé ϕi è âûðàæåíèÿ (17), ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì
ϕi ◦ ϕm ◦ ϕi : Bi → Bm . Ýòî ëåãêî óâèäåòü íà ïðèìåðå ìàòðèöû�ñòîëáöà èç
äâóõ ñòðîê. Àâòîìîðôèçì

Ψ1,2 :

(
x1

x2

)
7→

(
e2

e1

)(
x1

x2

)(
e2

e1

)

ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ϕ2 : B1 → B2 :
(

e2

e1

)(
x
e2

) (
e2

e1

)
=

(
e2

x

)(
e2

e1

)
=

(
e1

ϕ2(x)

)
.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ΩBrr , òàêèõ, ÷òî èõ íåéòðàëüíàÿ ìàòðèöà E ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ ýëåìåíòîâ
e1 è e2 , ïðè÷åì íà äèàãîíàëè ñòîèò îäèí ýëåìåíò e1 , à âñå íåäèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû e2 (êàê äëÿ îáû÷íûõ ìàòðèö 1 è 0 ). Â ýòîì ñëó÷àå âñå
ãðóïïû (·

ij
, Bij) ñâîäÿòñÿ ê äâóì ãðóïïàì (·11 , B11) è (·12 , B12) , âñå îñòàëüíûå

èì èçîìîðôíû.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà E â ãðóïïå ìàòðèö

( , ΩBrs) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê i è j òàê æå, êàê è ïåðåñòàíîâêà
äâóõ ñòîëáöîâ i è j , çàäàåòñÿ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé Eilj = Ei↔j . Òîãäà
àâòîìîðôèçì, çàäàþùèé ïåðåñòàíîâêó äâóõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ x11 è
xkk ìàòðèöû X , çàïèøåòñÿ â âèäå: Ψ11,kk : X 7→ E1lkXE1↔k . Àâòîìîðôèçì,
çàäàþùèé ïåðåñòàíîâêó íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ x12 è xij ìàòðèöû X ,
çàïèøåòñÿ â âèäå: Ψ12,ij : X 7→ E2ljE1liXE1↔iE2↔j .

21 0 . Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ïðèìåðå ìàòðèöû�ñòîëáöà ñ n �ñòðîêàìè, êà-
êèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò èçîìîðôèçì ϕi è êàê ñ åãî ïîìîùüþ âûðàæàåòñÿ
îòîáðàæåíèå f : B × ΩBn → B .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå îáùóþ çàäà÷ó èç ïàðàãðàôà 19 0 , êîãäà óìíîæå-
íèå ìàòðèö ïîñòðîåíî íà n ôóíêöèÿõ {f1, f2, . . . , fn} , òàêèõ, ÷òî fi : Ωi×ΩBn →
B . Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîñòðîèì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ âèä
ôóíêöèé {fi} .

Òåîðåìà 4 Åñëè äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ, ñîñòîÿùèõ èç n ñòðîê ñ ìàòðè÷íûì
óìíîæåíèåì, ïîñòðîåííûõ íà n ôóíêöèÿõ {fi} , âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû 1�4 è
ñóùåñòâóþò

à) ìàòðèöû B1i ∈ Ω
(1i)
Bn ñî âñåìè åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè çà èñêëþ÷åíèåì

äâóõ: â ïåðâîé ñòðîêå � b1(1i) è i �òîé � bi(1i) ,
á) áèåêöèè ωi1 : Ωi \ {ei} → Ω1 \ {e1} ,
äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî (∀y ∈ Ωi \ {ei}) : bi(1i)◦i1

ωi1(y) = y , òîãäà
ôóíêöèþ fi , äëÿ ñëó÷àÿ yi 6= ei ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ÷àñòè÷íûå îïåðàöèè
(◦

k1
) è ôóíêöèè ωk1 è ϕi(k1)(x) = fi(x, b1(1k), e2, e3, . . . , ek−1, bk(1k), ek+1, . . . , en)

â ðåêóððåíòíîì âèäå:
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fi(x, y
(k−1)
1 , y

(k−1)
2 , . . . , y

(k−1)
n−k , en+1−k, . . . , en) =

= ϕi((n+1−k)1)

(
fi(x, y

(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
n−k, en+1−k, . . . , en)

)
◦

i1
ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k) , ãäå

y
(k)
i = ϕ−1

i((n+1−k)1)

(
y

(k−1)
i ◦

i1
E1 ◦ ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k)

)
è y

(0)
j = yj, i ∈ {1, 2, . . . , n− k}.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A1k , îáðàòíûå ê ìàòðèöàì B1k , è ñ èõ ïîìîùüþ ïî-
ñòðîèì îáðàòíûå ôóíêöèè

ϕ−1
i(k1)(x) = fi(x, a1(1k), e2, e3, . . . , ek−1, ak(1k), ek+1, . . . , en),

ïðè ýòîì ϕ−1
k(k1)(bk(1k)) = ek . Òî, ÷òî ýòè ôóíêöèè áóäóò äåéñòâèòåëüíî îáðàò-

íûìè, ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà XE = XB1kA1k = XA1kB1k . Èç ïðèíàäëåæíîñòè
A1k, B1k ∈ Ω

(1k)
Bn ñëåäóåò ϕk(k1)(ei) = ϕ−1

k(k1)(ei) = ei ïðè i 6= k, 1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû Cm1 ∈ Ω
(1)
Bn , êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò åäè-

íè÷íîé ìàòðèöû òîëüêî ïåðâûì ýëåìåíòîì, ðàâíûì ωm1(ym) , ñîîòâåòñòâåííî, ó
îáðàòíîé ìàòðèöû C−1

m1 ïåðâûé ýëåìåíò áóäåò E1 ◦ωm1(ym) . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Y = Y C−1
m1Cm1 = Y C−1

m1A1mB1mCm1.

Ðàñïèøåì òåïåðü ïîêîìïîíåíòíî äàííîå ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ m = n , ñ ó÷åòîì
ñâîéñòâ ÷àñòè÷íûõ îïåðàöèé (◦

ij
, B) , ðàññìîòðåííûõ â ïàðàãðàôå 19 0 :




y1

y2
...

yn


 =




y1

y2
...

bn(1n)◦n1ωn1(yn)







E1 ◦ ωn1(yn)
e2
...
en







ωn1(yn)
e2
...
en


 =

=




y1 ·1 E1 ◦ ωn1(yn)
y2 ◦21 E1 ◦ ωn1(yn)

...
bn1







ωn1(yn)
e2
...
en


 =

=




y1 ·1 E1 ◦ ωn1(yn)
y2 ◦21 E1 ◦ ωn1(yn)

...
bn1







a1(1n)
e2
...

an(1n)







b1(1n)
e2
...

bn(1n)







ωn1(yn)
e2
...
en


 =

=




ϕ−1
1(n1) (y1 ·1 E1 ◦ ωn1(yn))

ϕ−1
2(n1) (y2 ◦21 E1 ◦ ωn1(yn))

...
en







b1(1n)
e2
...

bn(1n)







ωn1(yn)
e2
...
en


 = Y (1)B1nCn1.

Ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Y (1) = Y C−1
n1 A1n èëè ïîñòðî÷íî:

y
(1)
i = ϕ−1

i(n1)

(
yi◦i1

E1 ◦ ωn1(yn)
)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå îò ìàòðèöû Y ê Y (1) ìû ïðîèçâåëè òàêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñòàë åäèíè÷íûì � en . Ïðîèçâåäÿ
ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äàëåå ìû ïåðåéäåì îò Y (1) ê Y (2) òàê, ÷òî Y (2) =
Y (1)C−1

(n−1)1A1(n−1) . Íà k �òîì øàãó ïðèäåì ê Y (k) = Y (k−1)C−1
(n+1−k)1A1(n+1−k) .

Äàííîå ðàâåíñòâî ïðè ïîñòðî÷íîé çàïèñè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y
(k)
i = ϕ−1

i((n+1−k)1)

(
y

(k−1)
i ◦

i1
E1 ◦ ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k)

)
è y

(0)
j = yj, i ∈ {1, 2, . . . , n− k}.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ìàòðè÷íîìó óìíîæåíèþ è ðàñïèøåì åãî ïîêîìïîíåíòíî:

XY = XY (1)B1nCn1 =




f1(x1, y
(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

f2(x2, y
(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)
...

fn(xn, y
(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)







b1(1n)
e2
...

bn(1n)







ωn1(yn)
e2
...
en


 =

=




ϕ1(n1)

(
f1(x1, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
·1 ωn1(yn)

ϕ2(n1)

(
f2(x2, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
◦21 ωn1(yn)

...
ϕn(n1)

(
fn(xn, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
◦n1 ωn1(yn)




.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê âûðàæåíèþ:

fi(xi, y1, y2, . . . , yn) = ϕi(n1)

(
fi(xi, y

(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , en)

)
◦

i1
ωn1(yn).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè ìû ðàññìîòðèì äàííîå óìíîæåíèå ïîñëå k �
òîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîãäà Y (k) ∈ Ω

(n−k,n+1−k,...,n−1)
Bn , òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî: XY (k−1) = XY (k)B1(n+1−k)C(n+1−k)1 , êîòîðîå ïðè ïîñòðî÷íîé çàïèñè
áóäåò âûãëÿäåòü â âèäå:
fi(x, y

(k−1)
1 , y

(k−1)
2 , . . . , y

(k−1)
n−k , en+1−k, . . . , en) =

= ϕi((n+1−k)1)

(
fi(x, y

(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
n−k, en+1−k, . . . , en)

)
◦

i1
ω(n+1−k)1(y

(k−1)
n+1−k).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà â ÷àñòíîì âèäå. Âî ïåðâûõ, ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå, ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû Y →
Y (1) → Y (2) → . . . → Y (n−1) , ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà Y (1) ∈
Ω

(n)
Bn , Y (2) ∈ Ω

(n,n−1)
Bn , . . . , Y (n−1) ∈ Ω

(1)
Bn , õîòÿ ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ëþáóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Y (1) ∈ Ω
(in)
Bn , Y (2) ∈ Ω

(in,in−1)

Bn , . . . , Y (n−1) ∈ Ω
(i1)
Bn , ãäå i1, i2, . . . , in �

ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà 1, 2, . . . , n .
Âî âòîðûõ, ïåðâîíà÷àëüíî ìû íàëîæèëè óñëîâèå: (∀i ∈ {1, 2, . . . , n}) : yi 6=

ei . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýòî íå òàê, íàïðèìåð, m èç n çíà÷åíèé ñîâïàäàåò
ñ åäèíè÷íûìè yi = ei ãäå i ∈ {j1, j2, . . . , jm} , òîãäà, ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî
çàìå÷àíèÿ, ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé â òåîðåìå, íî ñ óñëîâèåì, ÷òî
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Y (m) = Y , âìåñòî Y (0) = Y .

22 0 . Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè íà ìíîæåñòâå B ñ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé
(·1 , B) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ϕ , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (11), òîãäà
íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ f : B × ΩB2 → B âèäà

f(x, y1, y2) =

{
ϕ

(
x ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 ïðè y2 6= e2

x ·1 y1 ïðè y2 = e2
(22)

îïðåäåëÿåò îáîáùåííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ìàòðèö�ñòîëáöîâ èç äâóõ ñòðîê.
Âûïîëíåíèå Àêñèîìû 1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X, Z ∈ ΩB2 ñó-

ùåñòâóåò òîëüêî îäíà òàêàÿ ìàòðèöà Y , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
XY = Z . Ðàññìîòðèì ïîêîìïîíåíòíî äàííîå ðàâåíñòâî, êîòîðîå ïðèâîäèò ê
ñèñòåìå èç äâóõ óðàâíåíèé:

ϕ
(
x1 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 = z1,

ϕ
(
x2 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 = z2.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûäåëèì âûðàæåíèå:

ϕ
(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)
= (x2)

−1
1 ·1 ϕ

(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)

êîòîðîå ïîäñòàâèì â ïåðâîå:

ϕ
(
x1 ·1 (x2)

−1
1 ·1 ϕ

(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 =

= ϕ
(
ϕ

(
x1 ·1 (x2)

−1
1

) ·1 E1 ◦ ϕ
(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 z2 = z1.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ê âèäó:

E1 ◦ ϕ
(
z1 ·1 (z2)

−1
1

) ·1 ϕ
(
x1 ·1 (x2)

−1
1

)
= ϕ

(
z2 ·1 (y2)

−1
1

)
,

à çàòåì ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

y2 = E1 ◦ ϕ
(
E1 ◦ ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

) ·1 ϕ
(
x1 ·1 (x2)

−1
1

)) ·1 z2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ y1 , äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè çàìåíó
z1 ↔ z2 è x1 ↔ x2 .

Âûïîëíåíèå Àêñèîìû 2 äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîå, òàê êàê ôóíêöèþ (22) äîñòà-
òî÷íî ëåãêî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî àðãóìåíòà:

xi = ϕ
(
zi ·1 (y2)

−1
1

) ·1 E1 ◦ ϕ
(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü âûïîëíåíèå Àêñèîìû 3, óïðîñòèì ñíà÷àëà âûðàæå-
íèå

ϕ (ϕ (x ·1 y) ·1 E1 ◦ ϕ (z ·1 y)) ,

äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ñâîéñòâîì ôóíêöèè ϕ � (11):

ϕ (ϕ (x ·1 y) ·1 ϕ ◦ ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y)) =
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= ϕ (x ·1 y ·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y)) ·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y) =

= ϕ (x ·1 E1 (z)) ·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê òîæäåñòâó:

ϕ
(
ϕ (x ·1 y) ·1 E1 ◦ ϕ (z ·1 y)

)
= ϕ

(
x ·1 E1 (z)

)
·1 ϕ ◦ E1 ◦ ϕ (z ·1 y) . (23)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûïîëíåíèå àññîöèàòèâíîñòè (XY )Z = X(Y Z) íà ïðè-
ìåðå ïåðâîé ñòðîêè. Ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ
(
ϕ

(
x1 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

)) ·1 y2 ·1 ϕ
(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì ϕ2 = id è òîæäåñòâîì (11), ïðèõîäèì ê âûðàæå-
íèþ:

ϕ
(
x1 ·1 ϕ

(
y1 ·1 (y2)

−1
1

) ·1 ϕ ◦ E1

(
y2 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

))) ·1 ϕ
(
y2 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2

(24)
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðâóþ ñòðîêó ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (XY )Z =

X(Y Z) :
ϕ

(
x1 ·1 ϕ

(
t1 ·1 (t2)

−1
1

)) ·1 t2, (25)
ãäå

t1 = ϕ
(
y1 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2 è t2 = ϕ
(
y2 ·1 ϕ

(
z1 ·1 (z2)

−1
1

)) ·1 z2.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òîæäåñòâîì (23) è ðàñïèøåì âûðàæåíèå:

ϕ (t1 ·1 E1(t2)) = ϕ

(
ϕ
(
y1·1ϕ(z1·1E1(z2))

)
·1E1

(
ϕ
(
y2·1ϕ(z1·1E1(z2))

)))
=

= ϕ
(
y1·1E1(y2)

)
·1ϕ ◦ E1 ◦ ϕ

(
y2·1ϕ(z1·1E1(z2))

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (25) è çàìå÷àÿ, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå
âûðàæåíèÿ (24) ñîâïàäàåò ñ t2 , ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè àññîöèàòèâíîñòè
äëÿ ïåðâîé ñòðîêè. Òàê êàê ïåðâàÿ ñòðîêà íè÷åì â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ íå
âûäåëåíà, ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè Àêñèîìû 3.

Âûïîëíåíèå Àêñèîìû 4 ñëåäóåò èç ñèììåòðèè ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ. Àêñèîìà 5 äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì
ê òîìó, ÷òî íà ìíîæåñòâå B ñ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé (·1 , B) è ôóíêöèåé ϕ ,
óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó (11), ôóíêöèÿ âèäà (22) îïðåäåëÿåò ìàòðè÷íîå
óìíîæåíèå äëÿ ìàòðèö�ñòîëáöîâ èç äâóõ ñòðîê.

23 0 . Ïðè ïîìîùè áèåêöèè L : B → BL, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ BL ⊆
B, L(e2) = e2 , ïîñòðîèì îïåðàöèþ

x⊕ y =

{
ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y, ïðè y 6= e2

x, ïðè y = e2
. (26)
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Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîèäîì ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì
� " e2 ". Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè (26) ñëåäóåò, ÷òî " e2 " ÿâëÿ-
åòñÿ ïðàâûì íåéòðàëüíûì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ÿâëÿåòñÿ è ëåâûì íåéòðàëüíûì:

e2 ⊕ x = ϕ(e2·1E1 ◦ L(x))·1x = ϕ(e2)·1x = e1·1x = x.

Â äàííîì ãðóïïîèäå áèåêöèÿ L îïðåäåëÿåò âçÿòèå ëåâîãî îáðàòíîãî:

L(x)⊕ x = ϕ(L(x)·1E1 ◦ L(x))·1x = ϕ(e1)·1x = e2·1x = e2.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ îïåðàöèè (26) äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ B, y, z ∈ Be2 âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå îáîáùàþùåå ïðàâîñòîðîííþþ äèñòðèáóòèâíîñòü:

(x⊕ y) ·1z = x·1E1 ◦ L(y)·1L(y·1z)⊕ y·1z. (27)

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü:

(x⊕ y) ·1z = ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y·1z = ϕ(x·1E1 ◦ L(y)·1L(y·1z)·1E1 ◦ L(y·1z))·1y·1z,
îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (27).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè áèåêöèÿ îïðåäåëåíà â âèäå:

L(x) =

{
a·1x, ïðè x 6= e2

x, ïðè x = e2
, (28)

ãäå a ∈ B \ {e1, e2} , òîãäà ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâ-
íîñòü. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü áèåêöèþ L òîëüêî â òàêîì âèäå.

Â ãðóïïîèäå ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ "âû÷èòàíèÿ ñïðàâà":

(x⊕ y)ª y = x. (29)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé y 6= e2 . Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå (x ⊕ y) = t , âûðàçèì
ýëåìåíò x ÷åðåç ýëåìåíòû t, y â âèäå: x = ϕ(t·1E1(y))·1L(y) . Òåïåðü îïåðàöèþ
"âû÷èòàíèÿ ñïðàâà" ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

xª y =

{
ϕ(x·1E1(y))·1L(y), ïðè y 6= e2

x, ïðè y = e2
. (30)

Ïîìèìî ñîîòíîøåíèÿ (29), ìîæíî çàïèñàòü è ñîîòíîøåíèå

(xª y)⊕ y = x. (31)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñëó÷àÿ x = e2 è/èëè y = e2 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíîå.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x, y 6= e2 , òîãäà:

(xª y)⊕ y = ϕ
(
ϕ(x·1E1(y))·1L(y)·1E1 ◦ L(y)

)
·1y = x.

Îïåðàöèþ "âû÷èòàíèÿ" ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç àääèòèâíóþ îïåðàöèþ, äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ñëó÷àÿ y 6= e2 ìîæíî çàïèñàòü:

xª y = ϕ(x·1E1(y))·1L(y) = x·1E1(y)·1L2(y)⊕ L(y). (32)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå (26) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ y = e1 è x =
t·1L(e1) = t·1a , îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ :

ϕ(t) = t·1a⊕ e1. (33)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (33), (27) è çàïèøåì ôóíêöèþ (9), äëÿ ñëó÷àÿ
(28) â âèäå:

f(x, y1, y2) = x·1(y1 ª y2)⊕ y2. (34)

24 0 . Ðàññìîòðèì òåïåðü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îïåðàöèÿ ⊕ áóäåò ãðóïïî-
âîé.

Ëåììà 3 Â àëãåáðå (B, ·1 , −1, ϕ, e1, e2) äëÿ ñëó÷àÿ x, y, z ∈ B \ {e2} è x 6=
L(y), y 6= L(z) ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) L(x⊕y)⊕x = L(y) ,
2) L(x)⊕(x⊕y) = y,
3) (x⊕y)⊕z = x⊕ (y⊕z) .
4)

L
(
ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y

)
·1E1 ◦ L(x) = ϕ

(
L(y)·1E1(x)

)
. (35)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (26) è ïîêàæåì, ÷òî êàæ-
äîå èç ïåðâûõ òðåõ óòâåðæäåíèé ýêâèâàëåíòíî ÷åòâåðòîìó.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ⊕ � (26), ðàñïèøåì ïåðâîå ðàâåíñòâî, çà-
òåì óìíîæèì ñïðàâà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà E1(x) è, äåéñòâóÿ ôóíêöèåé ϕ ,
ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (35).

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî, ñíà÷àëà ðàñïèøåì åãî, à ïîòîì óìíîæèì îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà ñïðàâà íà E1

(
ϕ(x·1E1 ◦ L(y))·1y

)
, äàëåå ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ

÷àñòü ðàâåíñòâà, âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (12):

E1 ◦ ϕ(x·1E1 ◦ L(y)) = ϕ ◦ E1 ◦ ϕ(L(y)·1E1(x)),

äåéñòâóÿ òåïåðü íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ôóíêöèåé E1 ◦ ϕ , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
(35).

Ðàññìîòðèì òåïåðü àññîöèàòèâíîñòü. Ðàñïèøåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, çàòåì
óìíîæèì èõ ñëåâà íà E1(x) è ïîäåéñòâóåì ôóíêöèåé ϕ . Ïîëó÷èì íîâîå ðàâåí-
ñòâî, ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîãî ïðåîáðàçóåì, âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (11),
ïîñëå ÷åãî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà óìíîæèì ñïðàâà íà E1(y·1E1 ◦L(z)) è, äåéñòâóÿ
ôóíêöèåé E1 ◦ ϕ , âíîâü ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (35) ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
y → x è z → y .

Ïðîèçâîäÿ ïîñòðîåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó èç ñîîòíîøåíèÿ (35), ìîæíî ïðèé-
òè ê ëþáûì ïåðâûì òðåì.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4 Åñëè àëãåáðà (⊕, B) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ è
ãðóïïîé.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (⊕, B) � ïîëóãðóïïà, òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü àññî-
öèàòèâíîñòü äëÿ òðîéêè L2(x), L(x), x , òàê, ÷òî L2(x) ⊕ (L(x) ⊕ x) = (L2(x) ⊕
L(x))⊕x , îòêóäà ñëåäóåò òîæäåñòâî L2 = id , êîòîðîå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ëåâîãî
è ïðàâîãî îáðàòíûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, (⊕, B) � ãðóïïà.
Ëåììà 5 Åñëè â ãðóïïå (⊕, B) ýëåìåíò a , îïðåäåëÿþùèé áèåêöèþ (28), òà-
êîé, ÷òî (∀x ∈ B \ {e2}) : axa = x , òîãäà ãðóïïà (⊕, B) áóäåò àáåëåâîé.
Äëÿ ãðóïïû ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

L(x)⊕ (x⊕ y) = y.

Ðàñïèøåì ëåâóþ ÷àñòü, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ⊕ äëÿ ñëó÷àÿ x, y 6= e2 .
Ïîñëå óìíîæåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà ýëåìåíò E1(y) ïåðåíåñåì ëåâûé
ñîìíîæèòåëü â ïðàâóþ ÷àñòü. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà E1 ◦ ϕ ◦ E1 = ϕ ◦ E1 ◦ ϕ è
äåéñòâèÿ íà îáå ÷àñòè ôóíêöèåé E1 ◦ ϕ , ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

ϕ
(
ϕ(x·1E1(a·1y))·1y·1E1(x)

)
= a·1y·1E1(x).

Ïîäåéñòâóåì òåïåðü íà îáå ÷àñòè ôóíêöèåé ϕ , è, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñïðàâà íà
x , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

ϕ(x·1E1(a·1y))·1y = ϕ(y·1E1(a·1x))·1x,

êîòîðîå, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ àääèòèâíîé îïåðàöèè, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
x⊕ y = y ⊕ x.

Î÷åâèäíî, îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ x = e2 è/èëè y = e2 . Òàêèì
îáðàçîì, ïðèøëè ê êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèè.

25 0 . Ïðèìåðû äëÿ ñòîëáåö�ìàòðèö ìû ðàññìîòðåëè â ïàðàãðàôàõ 100 è
120 , ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð,
ðàçâèâàåìàÿ Êóëàêîâûì Þ.È. [4] è Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. ïðèâîäèò ê îáîáùåííîìó
ìàòðè÷íîìó óìíîæåíèþ. Ïîñëåäíåìó â ðàáîòå [10] óäàëîñü ðåøèòü ïðîáëåìó, êî-
òîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äîêàçàòåëüñòâî íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ
÷èñåë íàëè÷èÿ òîëüêî äâóõ ìàòðè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ãðóïïîâîãî èçîìîðôèçìà ìàòðè÷-
íûõ ãðóïï G1 è G2 ). Ïåðâàÿ ãðóïïà (·1 , G1) ïîñòðîåíà íà îáû÷íîé áèëèíåéíîé
ôóíêöèè, âòîðàÿ ãðóïïà (·2 , G2) ïîñòðîåíà íà ôóíêöèè âèäà:

f(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , yr) =
∑
i≤r

(xi − xr)(yi − yr) + xr + yr.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü îáû÷íîå ìàòðè÷íîå ñëîæåíèå, òî ïåðâàÿ ãðóïïà ñâÿçàíà ñ
ìàòðè÷íûì êîëüöîì, äëÿ âòîðîé ãðóïïû ýòî íå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê íå âûïîë-
íÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü:

X ∗ (Y + Z)−X ∗ Y −X ∗ Z =




−x1r −x1r . . . −x1r

−x2r −x2r . . . −x2r
... ... . . . ...

−xrr −xrr . . . −xrr


 ,
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(X + Y ) ∗ Z −X ∗ Z − Y ∗ Z =




−zr1 −zr2 . . . −zrr

−zr1 −zr2 . . . −zrr
... ... . . . ...

−zr1 −zr2 . . . −zrr


 .

Äàííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè îáû÷íîãî ìàòðè÷-
íîãî óìíîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì òàêîå ïîñòðîåíèå íà ïðèìåðå êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ñ òðåìÿ ñòðîêàìè.

Ðàññìîòðèì íîâóþ ìàòðè÷íóþ ãðóïïó íà ïðèìåðå ìàòðèöû 3 × 3 , ò.ê. â
íåé óæå âèäíû âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïîñòðîèì ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà áàçå
ìàòðèöû B , â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, êðîìå ïîñëåäíåé ñòðîêè, áóäóò íóëåâûìè,
à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà áóäåò åäèíè÷íîé:

B =




0 0 0
0 0 0
1 1 1


 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî BB = B . Ïîñòðîèì åùå îäíó ìàò-
ðèöó A = E − B , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B
áóäåò íóëåâîé ìàòðèöåé:

AB = BA = O.

Ïîñòðîèì åùå îäíó ìàòðèöó93:

C = AAT = E −B −BT + BBT =




1 0 −1
0 1 −1
−1 −1 2


 ,

äëÿ êîòîðîé áóäåò ñïðàâåäëèâî: CT = C,CBT = O,BC = O .
Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö â âèäå:

X · Y = XCY + XB + BT Y.

I � íåéòðàëüíàÿ ìàòðèöà â òàêîì ïðîèçâåäåíèè ñî ñâîéñòâàìè

BT I = O, I + B = BI.

Â îòëè÷èå îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ó íåå â ïîñëåäíåé ñòðîêå ñòîèò íîëü âìåñòî
åäèíèöû: 


1 0 0
0 1 0
0 0 0


 .

Äëÿ X ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà X̄ . Óñëîâèåì å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

det(CX + B) 6= 0 ⇔ det(XC + BT ) 6= 0.

93Ãäå BT òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà B .
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Åñëè äâà îïðåäåëèòåëÿ det(CX + B) 6= 0 è det(CY + B) 6= 0 , òîãäà è ó
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö X · Y îïðåäåëèòåëü òàê æå íå áóäåò ðàâåí íóëþ.
Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ìàòðèö ìîæíî çàïèñàòü:

CX · Y + B = C(XCY + XB + BT Y ) + B =

= CXCY + CXB + B = (CX + B) (CY + B) .

Ñëåäîâàòåëüíî

det
(
C(X · Y ) + B

)
= det(CX + B) det(CY + B)

Îïðåäåëèòåëü det(CX +B) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îêàéìëåííîãî îïðåäåëè-
òåëÿ:

det(CX + B) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
1 x11 x12 x13

1 x21 x22 x23

1 x31 x32 x33

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Àíàëîãè÷íîå ñòðîåíèå áóäóò èìåòü îïðåäåëèòåëè è äëÿ áîëüøèõ ðàíãîâ, âñå îíè
áóäóò îêàéìëåíû åäèíèöàìè è íóëåì â ïåðåñå÷åíèè.

Àêàäåìãîðîäîê. Îñåíü
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Ïðèëîæåíèå III.

Ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ ïî Òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Êîãäà îêîí÷àòåëüíî îòêàæóòñÿ îò ïîíÿòèÿ ýëåìåí-
òàðíîé ÷àñòèöû âñòàíåò âîïðîñ, êàêèå ïîíÿòèÿ ìîæíî
áûëî áû ñâÿçàòü ñ ýïèòåòîì �ôóíäàìåíòàëüíûé�. Êî-
íå÷íî, íå êàêèå-òî îñîáûå âèäû ÷àñòèö, èëè ñèë, èëè ïî-
ëåé, èëè ãåîìåòðèé. Ôóíäàìåíò ðåàëüíîñòè, ê ñîæà-
ëåíèþ, ãîðàçäî áîëåå àáñòðàêòåí. Ñóùåñòâóþùèå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà äîâîëüíî îñíîâàòåëüíî
ñâèäåòåëüñòâóþò â ïîëüçó èäåè, ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü
î ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèììåòðèÿõ. Çàêîí ïðèðîäû, ëåæà-
ùèé â îñíîâå ñïåêòðà ÷àñòèö, èõ âçàèìîäåéñòâèé, ñòðî-
åíèÿ è èñòîðèè êîñìîñà, îïðåäåëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, íåêî-
òîðûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ñèììåòðèÿìè. (...) Ïîýòî-
ìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå ôèçèêè
ïîâåðíóëîñü îò ôèëîñîôèè Äåìîêðèòà ê ôèëîñîôèè Ïëà-
òîíà [1]

� Âåðíåð Ãåéçåíáåðã

[1] Ãåéçåíáåðã Ñá. �Properties of matter under unusual condtions�. Interscience,
N.Y. � L., 1969, p.p. 7�10
Åñòü ðóññêèé ïåðåâîä: Âåðíåð Êàðë Ãåéçåíáåðã. �×òî òàêîå �ïîíèìàíèå� â òåî-
ðåòè÷åñêîé ôèçèêå?�, Ïðèðîäà, � 4, 1971, ñ. 75�77.



Òèêñè. Ñòàíöèÿ ÌÃÃ 94.

Íà ýòîé ñòàíöèè, çàòåðÿííîé â áåçáðåæíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñíåæíîé ïóñòûíè Çàïîëÿðüÿ, â êàíóí Íîâîãî 1967 ãî-
äà ÿ ïðî÷èòàë ñâîé ïåðâûé êóðñ ëåêöèé ïî Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð. Åñòü ÷òî-òî ñèìâîëè÷åñêîå â òîì, ÷òî ýòè
ëåêöèè ïðîõîäèëè ïîëÿðíîé íî÷üþ ïîä áåççâó÷íûå ñïîëî-
õè ïîëÿðíûõ ñèÿíèé â ÿñíóþ ïîãîäó è çàâûâàíèå âåòðà ñ
êîëþ÷èì ñíåãîì âî âðåìÿ ïóðãè.

Ìîèìè ïåðâûìè ñëóøàòåëÿìè áûëè ìîëîäûå íàó÷íûå
ñîòðóäíèêè è áûâàëûå ïîëÿðíèêè. È âîò òåïåðü, ñïóñòÿ
òðèäöàòü ïÿòü ëåò ÿ ñ áîëüøîé òåïëîòîé âñïîìèíàþ ñâîèõ
ïåðâûõ áëàãîäàðíûõ ñëóøàòåëåé: Âàëþ Äìèòðåíêî, Âà-
ëåðèÿ Õâîñòåíêî, Âîëîäþ è Íàòàøó Ïèâîâàðîâûõ.

94ÌÃÃ � Ìåæäóíàðîäíûé Ãåîôèçè÷åñêèé Ãîä



Îáëîæêà ïåðâîãî èçäàíèÿ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð (1968)



Ê òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
(×åòûðå ëåêöèè äëÿ ñòóäåíòîâ ÍÃÓ)

Þ.È. Êóëàêîâ

1968

ã. Íîâîñèáèðñê



Ëåêöèÿ 1

Íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
î åäèíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ìèðà

Åñëè âû ñ÷èòàåòå, ÷òî êðèòèêà îñíîâíûõ ôèçè-
÷åñêèõ ïîíÿòèé ìîæåò ñòàòü ïîëåì ïëîäîòâîðíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, òî ðàçâèâàéòå å¼ âñåìè ñðåäñòâàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå âû ìîæåòå íàïàñòü íà ñëåä ÷åãî-òî, ÷òî ïðèâå-
ä¼ò ê íîâîé òî÷êå çðåíèÿ íà ïðèðîäó ìèðà.

� Àðòóð Ýääèíãòîí.

§ 1. Èñ÷åðïàëè ëè ñåáÿ êëàññè÷åñêèå ðàçäåëû
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè?

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ95, íåñìîòðÿ íà ñåðü¼çíûå òðóäíîñòè â îáëàñòè ñèëüíûõ
âçàèìîäåéñòâèé, òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà ïðîäîëæàåò áóðíî ðàçâèâàòüñÿ. Îñîáîå
ìåñòî, ïî-ïðåæíåìó, çàíèìàþò ðàáîòû ïî òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, òàê êàê
íè ó êîãî íå âîçíèêàåò ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî èìåííî çäåñü ñîñðåäîòî÷åíû ïðîáëå-
ìû, ñâÿçàííûå ñ íàèáîëåå ãëóáîêèìè ôèçè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè.

×òî æå êàñàåòñÿ îñòàëüíûõ òðàäèöèîííûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè,
ñòàâøèõ óæå êëàññè÷åñêèìè, òàêèõ êàê ìåõàíèêà, ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñè-
òåëüíîñòè, òåðìîäèíàìèêà, ýëåêòðîäèíàìèêà, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, òî èíòåðåñ ê
íèì ïîñòåïåííî óãàñ è ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ðàáîò â ýòîé îáëàñòè íîñèò
èñêëþ÷èòåëüíî óòèëèòàðíûé õàðàêòåð.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñèå ïåðå÷èñëåííûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ñ
ýêñïåðèìåíòîì íàñòîëüêî óáåäèòåëüíî, à ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò èõ íàñòîëüêî
õîðîøî ðàçðàáîòàí, ÷òî âñÿêàÿ ïîïûòêà ïåðåñìîòðåòü ïðèíöèïèàëüíóþ ñòîðî-
íó òåîðèè ñ öåëüþ å¼ óëó÷øåíèÿ, çàðàíåå êàæåòñÿ îáðå÷¼ííîé íà íåóäà÷ó. È,
òåì íå ìåíåå, ïðåæäå ÷åì õîðîíèòü, ðàçóìååòñÿ, ñî âñåìè ïîäîáàþùèìè ïî÷å-
ñòÿìè, ìíîãèå ðàçäåëû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè êàê èñ÷åðïàâøèå ñåáÿ â èäåéíîì
îòíîøåíèè, ñòîèò åù¼ ðàç çàäóìàòüñÿ íàä èõ ýâðèñòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì.

Â ñàìîì äåëå, öåííîñòü ïî-íàñòîÿùåìó ãëóáîêîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè íå èñ-
÷åðïûâàåòñÿ å¼ óòèëèòàðíûì çíà÷åíèåì � ñïîñîáíîñòüþ ñâÿçûâàòü ìåæäó ñîáîé
ðàçëè÷íûå èçâåñòíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ è ïðåäñêàçûâàòü íîâûå. Ïîñëåäîâà-
òåëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáëàäàåò åù¼ è ýâðèñòè÷åñêîé öåííîñòüþ � â íåé
çàëîæåíû, ÷àñòî â ñêðûòîé ôîðìå, íåêîòîðûå ãëóáîêèå ôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû,
êîòîðûå ïðè óìåëîé ýêñòðàïîëÿöèè çà ïðåäåëû äàííîé òåîðèè ìîãóò ïðèâåñòè

95Íàïîìíþ, ÷òî ýòà ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áûëà íàïèñàíà ìíîþ
âåñíîé 1967 ãîäà.
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ê ñîçäàíèþ íîâîãî ôîðìàëèçìà èëè ñòàòü èñõîäíûì ïóíêòîì íîâûõ ôèçè÷åñêèõ
èäåé.

Óòèëèòàðíàÿ ñòîðîíà êëàññè÷åñêèõ òåîðèé äåéñòâèòåëüíî äîâåäåíà äî ñîâåð-
øåíñòâà; òðóäíîñòè, êîòîðûå çäåñü èìåþòñÿ, íîñÿò ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî ìàòå-
ìàòè÷åñêèé õàðàêòåð. ×òî æå êàñàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ îòäåëüíûõ
ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, òî äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðèé ýòà ñòîðîíà
âîïðîñà îñòà¼òñÿ ñîâåðøåííî íåðàçðàáîòàííîé.

Êàê äîâîëüíî òîíêî ïîäìåòèë Äæ. Ñèíã: �Ôèçèêè ñðàâíèòåëüüíî ìàëî çà-
äóìûâàþòñÿ íàä òåì, ïî÷åìó è êàê îíè äåëàþò òî, ÷òî îíè äåëàþò, è ïðîòèâ
ýòîãî íåëüçÿ ñèëüíî âîçðàæàòü, òàê êàê ÷åëîâå÷åñêàÿ àêòèâíîñòü ïîäàâëÿåòñÿ
ñàìîàíàëèçîì. Îäíàêî èìåþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îïàñíîñòü èíòåëëåêòóàëüíîé ïó-
òàíèöû áîëüøå îïàñíîñòè ñàìîàíàëèçà�.

§ 2. Çîëîòîé âåê ôèçèêè è �àðõèòåêòóðíûå èçëèøåñòâà�.

Îòñóòñòâèå ñåðü¼çíûõ ðàáîò ïî îñíîâàíèÿì ôèçèêè îáúÿñíÿåòñÿ îò÷àñòè
òðóäíîñòÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ïîïûòêå äàòü òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è,
êîòîðàÿ ñ îäíîé ñòîðîíû, â îòëè÷èå îò êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàíà
ñ íàèáîëåå îáùèìè çàêîíàìè, ïðèñóùèìè ðàçëè÷íûì ôèçè÷åñêèì òåîðèÿì, à ñ
äðóãîé, â îòëè÷èå îò ôèëîñîôèè, ïîçâîëÿëà áû ñôîðìóëèðîâàòü ýòè çàêîíîìåð-
íîñòè íà ïðèâû÷íîì àíàëèòè÷åñêîì ÿçûêå óðàâíåíèé.

Ñ ïîäîáíîé ñèòóàöèåé â ìàòåìàòèêå âïåðâûå ñòîëêíóëñÿ Ýéëåð ïðè ðåøåíèè
òîïîëîãè÷åñêîé çàäà÷è î êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ. Îí ñðàçó æå îñîçíàë, ÷òî îíà
íå ìîæåò áûòü ðåøåíà îáû÷íûìè ìåòîäàìè ãåîìåòðèè, àëãåáðû èëè êîìáèíàòî-
ðèêè, ðåøèë å¼, íî, ñîîáùàÿ ñâî¼ ðåøåíèå Êàðëó Ýëåðó, ïèñàë: �Ýòî ðåøåíèå,
ïî-âèäèìîìó, èìååò ìàëî îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòèêå, è ìíå íåïîíÿòíî, ïî÷åìó
ñëåäóåò ñêîðåå îò ìàòåìàòèêà îæèäàòü ýòîãî ðåøåíèÿ, íåæåëè îò êàêîãî-íèáóäü
äðóãîãî ÷åëîâåêà, èáî ýòî ðåøåíèå ïîäêðåïëÿåòñÿ îäíèì òîëüêî ðàññóæäåíèåì,
è íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèâëåêàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ êàêèå-ëèáî çà-
êîíû, ñâîéñòâåííûå ìàòåìàòèêå�.

Êîðî÷å ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû îñíîâàíèé ôèçèêè òðå-
áóåò îñîáîé ìåòîäèêè èñëåäîâàíèÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé îò òîé, êîòîðàÿ âûðà-
áàòûâàëàñü â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷.

Ýéíøòåéí, êàê, ìîæåò áûòü, íèêòî èç ñîâðåìåííûõ ôèçèêîâ, âñþ æèçíü èñ-
êàë îáùèå ïðèíöèïû, èç êîòîðûõ ïóò¼ì ÷èñòîé äåäóêöèè ìîæíî áûëî áû ïîëó-
÷èòü êàðòèíó ìèðà. �Íà ïðîòÿæåíèè äîëãèõ ëåò, � ïèñàë îí, � ÿ âñåìè ñèëàìè
ñòðåìèëñÿ ïðèäàâàòü ÿñíîñòü îñíîâàíèÿì íàóêè è ñîâåðøåíñòâîâàòü èõ�.

Îäíàêî ñâîåãî ðîäà îòñòóïíè÷åñòâîì îò íàó÷íîé âåðû ñòàëî ñ÷èòàòüñÿ âñÿêîå
âûñêàçûâàíèå ñîìíåíèÿ â ñîâåðøåíñòâå ïðèçíàííûõ òðàêòîâîê òåîðèé. Â ýòîì
ñêàçûâàëèñü è ôàêòû îáîæåñòâëåíèÿ ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè è ýëåìåíòû
ñëåïîé âåðû, ìåøàþùèå âûÿâèòü íåäîñòàòêè òðàêòîâêè è èçëîæåíèÿ òåîðèé.

Òàê, íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå è èçëîæåíèå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè çà øåñòüäåñÿò ëåò å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ óïîðíî ñîõðàíÿåò âñå íåäîñòàòêè ôîð-
ìàëüíîãî è äàëåêî íå ñîâåðøåííîãî â ëîãè÷åñêîì îòíîøåíèè ïåðâîèçëîæåíèÿ.
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Íåëîãè÷íîñòü ïðèíÿòîãî ïîñòðîåíèÿ ýòîé äåéñòâèòåëüíî ïðîñòåéøåé èç ñîâðå-
ìåííûõ òåîðèé, ê ñòûäó ìíîãî÷èñëåííîé àðìèè íåñêîëüêèõ ïîêîëåíèé ôèçèêîâ,
áûëà îòìå÷åíà ñàìèì æå Ýíøòåéíîì â êîíöå åãî æèçíè. Îäíàêî, ê ýòîìó âðåìå-
íè âñåîáùàÿ âåðà â ñîâåðøåíñòâî ïðèíÿòîãî èçëîæåíèÿ íàñòîëüêî óêðåïèëàñü,
÷òî ê çàìå÷àíèþ ñàìîã�î ñîçäàòåëÿ òåîðèè îòíåñëèñü áåç äîëæíîãî âíèìàíèÿ.

Ãëàâíàÿ æå ïðè÷èíà òàêîãî îäíîñòîðîííåãî ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè,
êîãäà íà ïåðåäíèé ïëàí ñòàâèòñÿ óòèëèòàðíàÿ ñòîðîíà äåëà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âîïðîñ îá îáùèõ çàêîíàõ ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé áûë ïðîñòî ïðåæäåâðå-
ìåííûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðèîä, íà÷àâøèéñÿ ñîçäàíèåì ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè è ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ìåõàííèêè è çàêîí÷èâøèéñÿ îáúÿñíåíèåì
ëýìáîâñêîãî ñäâèãà è àíîìàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà â êâàíòîâîé
ýëåêòðîäèíàìèêå, ïî ïðàâó ìîæåò áûòü íàçâàí �çîëîòûì âåêîì� ôèçèêè. Ýòîò
ïåðèîä áûë çàìå÷àòåëåí òåì, ÷òî óäèâèòåëüíîå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ñ
ýêñïåðèìåíòîì äîñòèãàëîñü ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ âå-
ëè÷èíû, íàøè çíàíèÿ î êîòîðûõ îãðàíè÷åíû èíòóèòèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Âîçíèêëà ëþáîïûòíàÿ ñèòóàöèÿ: ñ îäíîé ñòîðîíû � ñîâåðøåííûé ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò, ñ äðóãîé � ïîâåðõíîñòíàÿ èíòóèöèÿ, îò êîòîðîé íåëüçÿ èçáà-
âèòñÿ, êîãäà ðå÷ü çàõîäèò î ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèÿõ, òàêèõ êàê
äëèíà è âðåìÿ, ìàññà, ýíåðãèÿ, ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä è ò.ï.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íå ìîæåò íå âîçíèêíóòü âîïðîñ, âïîëíå åñòåñòâåííûé äëÿ
ýïîõè �çîëîòîãî âåêà�: à íóæíû ëè âîîáùå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ ôèçè-
÷åñêèõ ïîíÿòèé? Íå ÿâëÿåòñÿ ëè ñòðåìëåíèå ê ëîãè÷åñêè çàâåðø¼ííûì ôîðìó-
ëèðîâêàì ôèçè÷åñêèõ òåîðèé ñâîåãî ðîäà �àðõèòåêòóðíûì èçëèøåñòâîì�?

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òî ìîæåò äàòü óòî÷íåíèå è ïåðåîñìûñëåíèå èñõîäíûõ ïîíÿ-
òèé, åñëè óðàâíåíèÿ òåîðèè, âåñü å¼ ôîðìàëèçì îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ? Âåäü
äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷àòü ïðåâîñõîäíîå ñîãëàñèå âûâîäîâ òåðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì,
íåò íåîáõîäèìîñòè âíèêàòü â òîíêîñòè îïðåäåëåíèé äëèíû è âðåìåíè, ìàññû è
ýíåðãèè, âîëíîâîé ôóíêöèè è çàðÿäà ýëåêòðîíà. Íóæíî ëèøü ïðîÿâèòü äîñòàòî÷-
íóþ èçîáðåòàòåëüíîñòü è èçâëå÷ü èç âñåìîãóùèõ óðàâíåíèé íóæíûé ðåçóëüòàò.

§ 3. Íåîáõîäèìîñòü íîâûõ ôèçè÷åñêèõ èäåé è
óíèôèêàöèè ôèçè÷åñêèõ òåîðèé.

Íî �çîëîòîé âåê� ôèçèêè êîí÷èëñÿ. Óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ïî-âèäèìîìó, èñ÷åðïàëè ñåáÿ.
Ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå î÷åâèäíûì, ÷òî ïîñòðîåíèå òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
âîçìîæíî ëèøü íà áàçå íîâûõ óðàâíåíèé, íîâîãî ôîðìàëèçìà, íîâûõ ôèçè÷å-
ñêèõ èäåé.

Íî ïðåæäå ÷åì ñòðîèòü íîâóþ òåîðèþ, ïîëåçíî çíàòü, êàê óñòðîåíû ñòàðûå
êëàññè÷åñêèå òåîðèè. Íî ðàçâå íàøè çíàíèÿ òðàäèöèîííûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷å-
ñêîé ôèçèêè ÿâëÿþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè? Ýòè çíàíèÿ óòèëèòàðíû. Îíè âïîëíå
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äîñòàòî÷íû äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïî÷òè ëþáîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, âçÿòîãî èç ñîîò-
âåòñòâóþùåé îáëàñòè, íî îíè íåäîñòàòî÷íû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îáùèõ ôèçè÷åñêèõ
ïðèíöèïîâ, èç êîòîðûõ ôîðìàëèçì òåîðèè âûòåêàë áû êàê äàëåêî íåòðèâèàëüíîå
ñëåäñòâèå. �Ïîêà ìû äîëæíû ïðèçíàòü, � ïèñàë Ýéíøòåéí íåçàäîëãî äî ñìåðòè,
� ÷òî íå èìååì äëÿ ôèçèêè îáùåé òåîðåòè÷åñêîé îñíîâû, êîòîðóþ ìîæíî áûëî
áû ñ÷èòàòü å¼ ëîãè÷åñêèì ôóíäàìåíòîì� .

Äðóãèì íåìàëîâàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, òðåáóþùèì ïåðåñìîòðà ñóùåñòâó-
þùèõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ óíèôèêàöèè, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà
ïðåïîäàâàíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî èçó÷åíèå ñîâðåìåííîé ôèçèêè ÷ðåçâû÷àéíî çà-
òðóäíåíî îòñóòñòâèåì îáùåé êàðòèíû ñòðîåíèå ôèçèêè â öåëîì, ãåíåðàëüíîãî
ïëàíà, íà êîòîðîì êàæäîìó ðàçäåëó òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè áûëî áû îòâåäåíî
ñâî¼, âïîëíå îïðåäåë¼ííîå ìåñòî.

Îòñóòñòâèå æå òàêîé åäèíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ìèðà ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî èñõîäíûå àêñèîìû, ëåæàùèå â îñíîâàíèè òåõ èëè èíûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè,
âîñïðèíèìàþòñÿ êàê ñëó÷àéíûå, îáóñëîâëåííûå ñêîðåå èñòîðè÷åñêèìè ïðè÷èíà-
ìè, íåæåëè âíóòðåííåé íåîáõîäèìîñòüþ, ÷òî, åñòåñòâåííî, íå ìîæåò íå âûçâàòü
ñåðü¼çíûõ òðóäíîñòåé ïðè ïîïûòêå óñòàíîâèòü èñòèííûé õàðàêòåð ôèçè÷åñêèõ
çàêîíîìåðíîñòåé, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè èçó÷àåìîé òåîðèè.

Èçó÷åíèå ôèçèêè òðåáóåò áîëüøèõ óñèëèé åù¼ è ïîòîìó, ÷òî êàæäûé íîâûé
ðàçäåë å¼ ñâÿçàí ñ íîâûìè ïðèíöèïàìè, íèêàê íå ñâÿçàííûìè ñ ïðèíöèïàìè
ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ñ ïîíÿòèÿìè, ââåäåíèå êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, îñíîâàíî
òîëüêî íà èíòóèöèè, ñ íîâûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ââîäÿòñÿ â òåîðèþ áåç
äîñòàòî÷íûõ îáîñíîâàíèé.

Ñèòóàöèÿ, ñëîæèâøàÿñÿ â ñîâðåìåííîé ôèçèêå, óäèâèòåëüíî ñõîäíà ñ ïîëî-
æåíèåì äåë â ìàòåìàòèêå â íà÷àëå ÕIÕ âåêà. Ýâàðèñò Ãàëóà ïèñàë ïî ýòîìó
ïîâîäó: �È ó÷åáíûå, è íàó÷íûå êíèãè ñòðàäàþò îäíèì è òåì æå � îòñóòñòâèåì
÷¼òêîñòè èçëîæåíèÿ. Âîçüìèòå ëþáóþ êíèãó ïî àëãåáðå, ó÷åáíóþ èëè íàó÷íóþ,
è âû íå íàéä¼òå â íåé íè÷åãî, êðîìå õàîòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà òåîðåì, ñòðîãîñòü
êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñòðàííûé êîíòðàñò ñ îáùèì áåñïîðÿäêîì. Êàæåòñÿ ÷òî
îòäåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ îáîøëèñü àâòîðó òàê äîðîãî, ÷òî ó íåãî óæå íå õâàòèëî
ñèë îáúåäèíèòü èõ, è ÷òî åãî óì, èñòîù¼ííûé èäåÿìè, ïîëîæåííûìè â îñíîâó
òðóäà, íå â ñîñòîÿíèè ïîðîäèòü åù¼ îäíó ìûñëü, êîòîðàÿ ñâÿçàëà áû åãî âîåäèíî.
Åñëè âû âñ¼-òàêè âñòðåòèòå êàêîé-íèáóäü ìåòîä, êàêóþ-íèáóäü ñâÿçü èëè ñèñòå-
ìó, òî îíè îáÿçàòåëüíî îêàçûâàþòñÿ ôàëüøèâûìè èëè èñêóññòâåííûìè. Äåëåíèå
íà ðàçäåëû íå îáîñíîâàíî, ñîïîñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíû, ïîðÿäîê óñëîâåí. Ýòîò
íåäîñòàòîê åù¼ áåëåå òÿæ¼ëûé, ÷åì îòñóòñòâèå ìåòîäà, îñîáåííî ÷àñòî âñòðå÷à-
åòñÿ â ó÷åáíèêàõ�.

Íàêîíåö, ñåðü¼çíûì íåäîñòàòêîì ñóùåñòâóþùåé àêñèîìàòèêè, à âìåñòå ñ íåé
è èçëîæåíèÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå â íåé ãëóáîêîé, ïðèíöè-
ïèàëüíîé ñâÿçè ñ ýêñïåðèìåíòîì, èìåííî áëàãîäàðÿ êîòîðîé ôèçèêà è ÿâëÿåòñÿ
íàóêîé î ïðèðîäå. Åñëè æå ýòà ñâÿçü çàâóàëèðîâàíà, åñëè åé â àêñèîìàòèêå îò-
âîäèòñÿ òðåòüåñòåïåííîå ìåñòî, òî èçó÷åíèå ôèçèêè íåâîëüíî ñâîäèòñÿ ëèøü ê
óñâîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà â óùåðá îâëàäåíèþ âûñîêîé êóëüòóðîé ôè-
çè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.
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§ 4. ßâëÿåòñÿ ëè ëîãè÷åñêàÿ íåïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåèçáåæíûì ñïóòíèêîì ôèçè÷åñêèõ òåîðèé?

Èòàê, ðå÷ü èä¼ò î òàêîé ôîðìóëèðîâêå èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé, êî-
òîðàÿ ïîçâîëèëà áû ââåñòè èñõîäíûå ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ñ òàêîé æå ñòåïåíüþ
ñòðîãîñòè, êàêàÿ èìååò ìåñòî â ìàòåìàòèêå ïðè àêñèîìàòè÷åñêîì ìåòîäå èçëî-
æåíèÿ.

Íî âîçìîæíî ëè ýòî? Âåäü ôèçèêà â îòëè÷èå îò ìàòåìàòèêè, èìååò äåëî íå
òîëüêî ñ àáñòðàêòíûìè ñõåìàìè è ïîíÿòèÿìè, ñâîéñòâà êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïðè
æåëàíèè ïðåäåëüíî ñòðîãî îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè àêñèîìàìè, ñêîëüêî
ñ ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ñâîéñòâà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîâîêóï-
íîñòüþ êîíêðåòíûõ îïûòíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíûõ èçìå-
ðèòåëüíûõ îïåðàöèé. Íî èìåííî êîíêðåòíûé õàðàêòåð èçìåðèòåëüíûõ îïåðàöèé
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óÿçâèìûì ìåñòîì ëþáîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè, çàòðóäíÿþùèì
å¼ àêñèîìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó.

Ïîýòîìó óñòàíîâëåíèå âçàèìíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãîòîâîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñõåìîé è ñâîéñòâàìè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé ôè-
çè÷åñêîé çàäà÷åé, îò ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé çàâèñèò âíóòðåííÿÿ íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòü è ëîãè÷åñêàÿ ñòðîéíîñòü ôèçè÷åñêèé òåîðèè.

Íå íóæíî ïðèâîäèòü ìíîãî ïðèìåðîâ, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ÿâíîì íåñîîòâåò-
ñòâèè ìåæäó áåçóïðå÷íîé, ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîé àáñòðàêòíîé ñèñòåìîé ñ îäíîé
ñòîðîíû è ïîëóèíòóèòèâíûì, àïïåëèðóþùèì ê íàãëÿäíîñòè, ìåòîäîì ââåäåíèÿ
îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèé, ñ äðóãîé.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì âîïðîñ î òàêèõ �î÷åâèäíûõ� ïîíÿòèÿõ êàê äëèíà
è âðåìÿ.

Íà÷í¼ì ñ äëèíû, íà îñíîâå êîòîðîé ââîäèòñÿ âàæíîå äëÿ âñåé ôèçèêè ïîíÿ-
òèå êîîðäèíàòû.

Îáû÷íî, ïûòàÿñü äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êà-
ìè, îïèñûâàþò èçâåñòíóþ ïðîöåäóðó îòêëàäûâàíèÿ ïî ïðÿìîé àáñîëþòíî òâ¼ð-
äîãî îòðåçêà. Íî ÷òî òàêîå òâ¼ðäîå òåëî? Èíòóèòèâíî ìû ÷óâñòâóåì ðàçíèöó
ìåæäó ðåçèíîâûì øíóðîì è ñòàëüíûì ñòåðæíåì, íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêè
çàìêíóòîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè òàêîé ïîäõîä, åñòåñòâåííî, íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ
óäîâëåòâîðèòåëüíûì.

Ïîëîæåíèå åù¼ áîëåå óñëîæíèòñÿ, åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ óòî÷íèòü, ÷òî ñëå-
äóåò ïîíèìàòü ïîä ïðÿìîé, ïî êîòîðîé íåîáõîäèìî îòêëàäûâàòü èçìåðèòåëüíûé
îòðåçîê.

Â ñàìîì äåëå, ÷òî òàêîå ïðÿìàÿ? Îáû÷íî îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, ãîâî-
ðÿò: ïðÿìàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðåàëèçóåòñÿ íàòÿíóòîé íèòüþ èëè ëó÷¼ì ñâåòà.
Íî ïðèíÿòü òàêîå îïðäåëåíèå ïðÿìîé ýòî çíà÷èò ñâÿçàòü ôóíäàìåíòàëüíûå äëÿ
âñåé ôèçèêè ïîíÿòèÿ äëèíû è êîîðäèíàòû ñ âåñüìà ñïåöàëüíûìè ôèçè÷åñêè-
ìè ÿâëåíèÿìè, îïðåäåëèòü îáùåå è ôóíäàìåíòàëüíîå ÷åðåç ÷àñòíîå è ñëó÷àéíîå,
÷òî åñëè è ìîæåò áûòü â êàêîé-òî ìåðå îïðàâäàíî íåêîòîðûìè èíòóèòèâíûìè
ñîîáðàæåíèÿìè, òî âî âñÿêîì ñëó÷àå íå ìîæåò ëå÷ü â îñíîâó ïîñëåäîâàòåëüíîé
ôèçè÷åñêîé òåîðèè.
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Àíàëîãè÷íûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè îïðåäåëåíèè âðåìåíè. ×òî òàêîå âðå-
ìÿ?

Îáû÷íî, îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, ãîâîðÿò î ïðîöåäóðå èçìåðåíèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùåé ñðàâíèòü èçó÷àåìîå ÿâëåíèå ñ òàê íàçûâàåìûì �ðàâíîìåðíûì� ïðîöåññîì.
Îäíàêî ÿñíî, ÷òî ñâåäåíèå îäíîãî èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ � âðåìåíè, ê äðóãîìó �
�ðàâíîìåðíîìó� ïðîöåññó, íè÷åãî íå ìîæåò èçìåíèòü ïî ñóùåñòâó. È çäåñü ìû íå
ìîæåì èçáàâèòüñÿ îò ÷óâñòâà íåóäîâëåòâîð¼ííîñòè, ñâÿçûâàÿ ôóíäàìåíòàëüíîå
äëÿ âñåé ôèçèêè ïîíÿòèå � âðåìÿ, ñ âåñüìà ñïåöèàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíè-
ÿìè � äâèæåíèåì Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà èëè ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïðîöåññàìè â
ðåçîíàòîðå ìîëåêóëÿðíîãî ãåíåðàòîðà, èãðàþùèìè ðîëü ýòàëîíîâ �ðàâíîìåðíûõ�
ïðîöåññîâ.

Ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðîâ âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óâèäåòü çíà÷èòåëüíûé ðàç-
ðûâ, ñóùåñòâóþùèé ìåæäó äîâîëüíî íèçêèì óðîâíåì íàøèõ ïðåäñòàâëåíèé îá
èñõîäíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ è ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, ïðèìåíÿåìûì
ôèçèêîé.

Ïî ýòîìó ïîâîäó ìîæíî áûëî áû ïðèâåñòè ìíîãî÷èñëåííûå âûñêàçûâàíèÿ
Ïóàíêàðå, Ýéíøòåéíà, Áîðà, Ãåéçåíáåðãà, íî ïîæàëóé ñàìûì îòêðîâåííûì ÿâ-
ëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèå Äæ. Ñèíãà: �Î ñóùåñòâóþùåì â äåéñòâèòåëüíîñòè íåðàâåí-
ñòâå 6= ( � îïèñàíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ â òåðìèíàõ ôèçè÷åñêèõ îïåðàöèé,
� îïèñàíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè � Þ.Ê.) ëó÷øå íå ãîâî-
ðèòü ãðîì÷å ÷åì ø¼ïîòîì, èáî ýòî ÷ðåçâû÷àéíî îïàñíî, � ïèøåò îí â ñâîåé êíèãå
�Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè�. � Ñòîèò ïîâåðèòü ýòîìó âûñêàçûâàíèþ, êàê
òóò æå îêàçûâàåòñÿ ðàçîðâàííîé ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòèêîé è ôèçèêîé, è êàê òà,
òàê è äðóãàÿ, ñòàíóò áåñïëîäíûìè, ïîòåðÿâ âîçìîæíîñòü âçàèìíîãî îïëîäîòâîðå-
íèÿ. Çäåñü ìû ïîçâîëèì ñåáå ñêàçàòü îá ýòîì ø¼ïîòîì ëèøü â êà÷åñòâå èçâèíåíèÿ
ïåðåä ÷èòàòåëåì, êîòîðûé íàäåÿëñÿ óâèäåòü ìàòåìàòèêó è ôèçèêó îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè, ñâÿçàííûìè ïðî÷íûìè öåïÿìè ÿñíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé ëî-
ãè÷íîé ìûñëè. Ýòî íåâîçìîæíî. Ñíà÷àëà è äî êîíöà íàì íåèçìåííî ïðèä¼òñÿ
èçâîðà÷èâàòüñÿ, äåéñòâóÿ íàîáóì. È åñëè â ýòîé êíèãå áóäóò íåêîððåêòíîñòè
ïðè ðàçëè÷åíèè è , òî èõ áóäåò íå áîëüøå, ÷åì äîïóùåíî (è ñ íåîáõîäèìîñòüþ
äîëæíî áûòü äîïóùåíî) âî âñåõ àíàëîãè÷íûõ êíèãàõ. Òàêîãî ðîäà ïå÷àëüíîå
ïîëîæåíèå ïðèñóùå íå òîëüêî îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè; ôîðìóëà M 6=
âå÷íûé ñïóòíèê ëþáîé îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�.

Ê ñ÷àñòüþ, òàêàÿ ïåññèìèñòè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, ïîâèäèìîìó, îøè-
áî÷íîé.

Îäíàêî, íàäî ïðèçíàòü, ÷òî ïðåîäîëåíèå ëîãè÷åñêèõ òðóäíîñòåé ïðè ïîñòðî-
åíèè ïîñëåäîâàòåëüíîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó, ðåøåíèå
êîòîðîé ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ëèøü ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ.

Èçëàãàåìàÿ íèæå òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïûòêó
�áóðáàêèçàöèè� ôèçèêè, ïåðåñìîòðà å¼ îñíîâàíèé ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ, â îñ-
íîâó êîòîðîé âìåñòî íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ, ïîëóèíòóèòèâíûõ îáðàçîâ, òàêèõ
êàê ÷àñòèöà, ïîëå, ïðîñòðàíñòâî, âðåìÿ, ïîëîæåíî îäíî åäèíñòâåííîå ïîíÿòèå �
ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ýòî ïîíÿòèå, ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
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îáùèì, ÷òîáû îõâàòèòü âñå âîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, è â òî æå âðåìÿ
äîñòàòî÷íî êîíêðåòíûì, ÷òîáû ñëóæèòü ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿ-
þùèì ïî îïûòíûì äàííûì, ïîëó÷åííûì ïðè èçìåðåíèè âïîëíå îïðåäåë¼ííûõ
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñ ïîìîùüþ ñîâåðøåííî êîíêðåòíîãî ïðèáîðà, óñòàíîâèòü
ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà.

Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ òåì ñàìûì ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì, ïîçâîëÿþ-
ùèì óñòàíîâèòü åäèíñòâî ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè òåîðèÿìè è ïîëó÷èòü
êàê ñëåäñòâèå òàêèå, íà ïåðâûé âçãëÿä íå èìåþùèå íè÷åãî îáùåãî, ïîñòóëàòû,
êàê àêñèîìû Åâêëèäà è çàêîí Íüþòîíà, îáà íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè è ïðèíöèï
ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ëå-
æàùèé â îñíîâàíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ïåðåñìîòð âñåé ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ìèðà ñ òî÷êè çðåíèÿ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëèò óñòàíîâèòü îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷å-
ñêèõ òåîðèé, óñòðàíèòü áàðüåð íåïîíèìàíèÿ, ðàçäåëÿþùèé ôèçèêîâ è ìàòåìàòè-
êîâ è, ïåðåôðàçèðóÿ ñëîâà Áåðòðàíà Ðàññåëà ñêàçàòü: �Ôèçèêà âëàäååò íå òîëüêî
èñòèíîé, íî è âûñøåé êðàñîòîé � êðàñîòîé õîëîäíîé è ñóðîâîé, ïîäîáíîé êðàñîòå
ñêóëüïòóðû. Âîçâûøåííî ÷èñòàÿ, îíà ñïîñîáíà ê òàêîìó ñòðîãîìó ñîâåðøåíñòâó,
êîòîðîå äîñòóïíî òîëüêî âåëè÷àéøåìó èñêóññòâó�.

Þðèé ÊÓËÀÊÎÂ (1968)
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Ëåêöèÿ 2

Îá îäíîì ïðèíöèïå, ëåæàùåì â îñíîâàíèè
êëàññè÷åñêîé ôèçèêè.

Çíàíèå ïðèíöèïîâ ëåãêî âîçìåùàåò íåçíàíèå íåêî-
òîðûõ ôàêòîâ.

� Ãåëüâåöèé.

Îáùàÿ ÷åðòà âñåõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëè÷íûå ôè-
çè÷åñêèå îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå ê îïðåäåë¼ííûì êëàññàì, ðàâíîïðàâíû ïî
îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó çàêîíó.

Íèæå èçëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì ñôîðìóëèðîâàòü ýòî ðàâíîïðàâèå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç îäíîãî òîëüêî òðåáîâàíèÿ ðàâíîïðàâèÿ ìîæíî âûâåñòè
äàëåêî èäóùèå ñëåäñòâèÿ î âîçìîæíîé ñòðóêòóðå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.

Îáùèé ïðèíöèï, ëåæàùèé â îñíîâå ôîðìóëèðîâêè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà, äëÿ ðåøåíèÿ
êîòîðîãî ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä. Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ áóäåò ïîêà-
çàíî, êàêèì îáðàçîì ýòîò ïðèíöèï ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í ê îáîñíîâàíèþ ðÿäà
èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé. Ýòîò æå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðåäâèäåòü íåêîòîðûå
ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè åù¼ íå ïîñòðîåííûõ, íî ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíûõ
ôèçè÷åñêèõ òåîðèé.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà:

ìíîæåñòâî M ñ ýëåìåíòàìè i, k, . . . è
ìíîæåñòâî N c ýëåìåíòàìè α, β, . . . .

Äîïóñòèì, ÷òî êàæäîé ïàðå i ∈ M , α ∈ N ñîïîñòàâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî aiα ∈ IR , òàê ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ìíîæåñòâó M × N ñîïîñòàâëÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà A = ||aiα|| .

Òàê åñëè M è N ìíîæåñòâà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, òî
ìàòðèöà ||aiα|| ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà, õàðàêòåðèçóþùèé
îòíîøåíèÿ, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ îáúåêòû i è α .

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâàõ M è N çàäàíà ôèçè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ðàíãà (r, s) , åñëè r · s ÷èñåë

aiα, aiβ, . . . , aiγ ;
akα, akβ, . . . , akγ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
alα, alβ, . . . , alγ.
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ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè ëþáûõ r ñòðîê i, k, . . . , l è ëþáûõ s ñòîëáöîâ
α, β, . . . , γ , ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

Φ( aiα, aiβ, . . . , aiγ;
akα, akβ, . . . , akγ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
alα, alβ, . . . , alγ)

= 0 (36)

âèä êîòîðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîäìíîæåñòâà èç r ýëåìåíòîâ

Mr = {i, k, . . . , l} ⊂ M

è ïîäìíîæåñòâà èç s ýëåìåíòîâ

Ns = {α, β, . . . , γ} ⊂ N

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Φ àíàëèòè÷íà è íå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âèäà (36) çàäà¼ò
ôèçè÷åñêèé çàêîí ðàíãà (r, s) , èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî âûáîðà êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ Mr è Ns è ðåàëèçóåìûé íà ìíîæåñòâàõ M è N .

Ðàâåíñòâî (36) ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè äåëà, ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñüþ áåñêîíå÷íîé
ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
îò r·s ïåðåìåííûõ Φ(x11, x12, . . . , xrs) è îäíîé íåèçâåñòíîé áåñêîíå÷íîé ìàòðè-
öû A = ||aiα|| , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îäíó ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ äâóõ íå÷èñëîâûõ
àðãóìåíòîâ i è α .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ áåñêîíå÷íóþ ìàò-
ðèöó A = ||aiα|| è òàêóþ ôóíêöèþ Φ(x11, x12, . . . , xrs) , ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿ-
ìîóãîëüíîé r× s � ìåðíîé ïîäìàòðèöû Ars ìàòðèöû A âñå å¼ ýëåìåíòû, ïîä-
ñòàâëåííûå â Φ , îáðàùàëè áû Φ(aiα, aiβ, . . . , alγ) â íóëü.

Òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (36) ïðè ëþáîì âûáîðå r ýëåìåíòîâ
èç ìíîæåñòâà M è s ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà N ìû íàçûâàåì ïðèíöèïîì
îáîáù¼ííîé èíâàðèàíòíîñòè (èëè ïðèíöèïîì õîëîòðîïíîé96 ñèììåòðèè).

Ýòîò ïðèíöèï íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûðàæàåò ôàêò ðàâíîïðàâèÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ M è N ïî îòíîøåíèþ ê ôèçè÷åñêîìó çàêîíó ðàíãà
(r, s) .

Â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ìû ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà A = ||aiα|| è ôóíêöèÿ
Φ(x11, x12, . . . , xrs) , ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé (36) ïðè çàäàííûõ r è s , îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ
äî íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàâèñÿùåãî îò âûáîðà êîíêðåòíîé èçìåðèòåëüíîé
îïåðàöèè è íåñóùåñòâåííîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè.

96Òåðìèí õîëîòðîïíûé ïðîèñõîäèò îò ñë�îâà ãð. ŏλoζ (holos) � öåëîå, âñ¼ è ñë�îâà ãð.
τρóπoζ (tropos) � ñâîéñòâî è âûðàæàåò îñîáîå ñâîéñòâî ñèñòåìû ñóùåñòâîâàòü êàê åäèíîå
öåëîå.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáîâàíèå îäíîãî òîëüêî ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷å-
ñêîãî çàêîíà ðàíãà (r, s) , õàðàêòåðèçóåìîãî ðàâåíñòâîì (36), ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü êàê äîïóñòèìûé íàáîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ aiα , òàê è êîíêðåòíîå
âûðàæåíèå äëÿ ñàìîãî ôèçè÷åñêîãî çàêîíà.

Â ýòîé ñòàòüå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íàèìåíü-
øåãî âîçìîæíîãî ðàíãà (2, , 2) . Íà ýòîì ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ìû óâèäèì, êàêèå
ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò äàñò íàì âîçìîæíîñòü ïðîàíàëèçèðîâàòü ëîãè÷åñêèé ñìûñë, ñêðû-
òûé çà òðàäèöèîííîé ôîðìóëèðîâêîé óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, ÷òî è áóäåò ñäåëàíî
â ñëåäóþùåé ñòàòüå.

Èòàê, ìû èùåì òàêóþ áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó A = ||aiα|| è òàêóþ ôóíêöèþ
îò ÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ Φ(x1, x2, x3, x4) , ÷òîáû ýëåìåíòû ëþáîé êâàäðàòíîé
ïîäìàòðèöû A22 , ïîñòðîåííîé íà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñòðîêàõ i è k è äâóõ
ïðîèçâîëüíûõ ñòîëáöàõ α è β , áûëè áû ñâÿçàííû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Φ(aiα, aiβ, akα, akβ) = 0 (37)

Îò ôóíêöèè Φ(x1, x2, x3, x4) ìû ïîòðåáóåì ëèøü, ÷òîáû îíà áûëà äèôôå-
ðåíöèðóåìîé, è ÷òîáû óðàâíåíèå Φ(x1, x2, x3, x4) = 0 áûëî ðàçðåøèìî îòíîñè-
òåëüíî ëþáîé èç ïåðåìåííûõ.

Ïðåæäå âñåãî, èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ M è N âûäåëèì ïî îäíîìó
ýëåìåíòó 0 ∈ M è 0 ∈ N , êîòîðûå íàçîâ¼ì �ýòàëîíàìè� â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîæåñòâàõ.

Çàòåì, ðàçðåøèâ óðàâíåíèå (37) îòíîñèòåëüíî aiα è ïîäñòàâëÿÿ â (37)
âìåñòî k è β ñîîòâåòñòâåííî 0 è 0 , ïîëó÷èì:

aiα = f(ai0, a0α, a00) = ϕ(xi, ξα), (38)

ãäå xi = ai0 è ξα = a0α � ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâ M è N .

Èòàê, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû A = ||aiα|| èëè, ÷òî îäíî è òî æå, îäíîé
÷èñëîâîé ôóíêöèè îò äâóõ íå÷èñëîâûõ àðãóìåíòîâ i è α è îäíîé ôóíêöèè îò
÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ Φ(x1, x2, x3, x4) , ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ Φ(x1, x2, x3, x4)
è îäíîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè ϕ(x, ξ) îò äâóõ ÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ x è ξ
òàêèõ, ÷òî

Φ(ϕ(x, ξ), ϕ(x, η), ϕ(y, ξ), ϕ(y, η)) ≡ 0 (39)
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ðàâåíñòâî (39) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-

íûõ x, y, ξ, η , îáîçíà÷àþùèõ ñîîòâåòñòâåííî xi, xk, ξα, ξβ . Äèô-
ôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (39) ïî xi, xk, ξα, ξβ , ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûð¼õ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ íåèçâåñòíûõ

∂Φ

∂x1

,
∂Φ

∂x2

,
∂Φ

∂x3

,
∂Φ

∂x4

.
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×òîáû ýòà ñèñòåìà èìåëà îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
∣∣∣∣∣∣∣∣

u(x, ξ) 0 v(x, ξ) 0
u(x, η) 0 0 v(x, η)

0 u(y, ξ) v(y, ξ) 0
0 u(y, η) 0 v(y, η)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ 0, (40)

ãäå
u(x, ξ) =

∂ϕ

∂x
(x, ξ), v(x, ξ) =

∂ϕ

∂x
(x, ξ),

èëè ∣∣∣∣∣∣∣∣

w(x, ξ) −w(y, ξ) 0 0
w(x, η) −w(y, η) 0 0

0 w(y, ξ) 1 0
0 w(y, η) 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣
w(x, ξ) w(y, ξ)
w(x, η) w(y, η)

∣∣∣∣ ≡ 0, (41)

ãäå
w(x, ξ) =

u(x, ξ)

v(x, ξ)

×òîáû óäîâëåòâîðèòü òîæäåñòâó (41), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

w(x, ξ) =
∂ϕ
∂x

(x, ξ)
∂ϕ
∂ξ

(x, ξ)
= A(x)B(ξ),

ãäå A(x) è B(ξ) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçîäíûõ
1

A(x)
· ∂ϕ

∂x
(x, ξ)−B(ξ)

∂ϕ

∂ξ
(x, ξ) = 0 (42)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (42) èìååò âèä

ϕ(x, ξ) = χ(R(x) · S(ξ)),

ãäå χ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé, à

R(x) = exp

∫
A(x)dx è S(ξ) = exp

∫
dξ

B(ξ)
.

Íî òàê êàê (x) è B(ξ) ïðîèçâîëüíû, òî

aiα = ϕ(xi, ξα) = χ(R(xi) · S(ξα)), (43)

ãäå χ(x), R(x) è S(x) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
×òîáû íàéòè âèä ôóíêöèè Φ(x1, x2, x3, x4) , ïåðåïèøåì (43) â âèäå

χ−1(aiα) = R(xi) · S(ξα),

îòêóäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ(aiα, aiβ, akα, akbeta) =

∣∣∣∣
χ−1(aiα) χ−1(aiβ)
χ−1(akβ) χ−1(akβ)

∣∣∣∣ = 0.
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Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìàòðèöà A = ||aiα|| è ôóíêöèÿ Φ(x1, x2, x3, x4) ,
óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó îáîáù¼ííîé èíâàðèàíòíîñòè (37), îïðåäåëåíû ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè χ(x) îò îäíîé ïåðåìåííîé è èìåþò âèä

aiα = χ(Ri · Sα),

ãäå Ri è Sα � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, è

Φ(x1, x2, x3, x4) =

∣∣∣∣
χ−1(x1) χ−1(x2)
χ−1(x3) χ−1(x4)

∣∣∣∣

Â çàêëþ÷åíèå áëàãîäàðþ Á.ß.Øòèâåëüìàíà çà ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå
äèñêóññèè è À.È.Ôåòà çà ïîñòîÿííûé èíòåðåñ ê ðàáîòå.

Íîñòàëüãèÿ
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Ëåêöèÿ 3

Íüþòîíîâñêàÿ ìåõàííèêà ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïî ìîåìó ìíåíèþ, ïðåæäå âñåãî íóæíî óêàçàòü íà
òî, ÷òî êàê ðàç ââåäåíèå â ìåõàííèêó î÷åíü òðóäíî èç-
ëàãàòü âäóì÷èâûì ñëóøàòåëÿì, íå îùóùàÿ ïðè ýòîì
íåîáõîäèìîñòè òî òóò, òî òàì ïðèíîñèòü ýòèì ñëó-
øàòåëÿì, íå áåç íåêîòîðîãî ñìóùåíèÿ, èçâèíåíèÿ è íå
èñïûòûâàÿ æåëàíèÿ ïîáûñòðåé ïåðåéòè îò ââåäåíèÿ ê
ïðèìåðàì, êîòîðûå ãîâîðÿò ñàìè çà ñåáÿ.

� Ãåíðèõ Ãåðö.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ðåçóëüòàòàìè îáùåé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [?] è òðàäèöèîííîé ôîðìóëè-
ðîâêîé íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè. Ïðè ýòîì ìû ïîêàæåì, ÷òî äâà èíâàðèàíòà,
âîçíèêàþùèå â îáùåé òåîðèè, ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ ìàññîîé è ñèëîé.
×òî æå êàñàåòñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà, òî äëÿ å¼ õàðàêòåðèñòèêè ñóùåñòâóåò òðå-
òèé èíâàðèàíò, îáðàùåíèå â íóëü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ
�èíåðöèàëüíûõ� ñèñòåì.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ M è N , ôèãóðèðóþùèõ â îáùåé
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [?], äâà êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî òåë
i, k, . . . , l, . . . è ìíîæåñòâî �óñêîðèòåëåé�97 α, β, . . . , γ, . . . . Ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðóþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ îïåðàöèþ µ , îñóùåñòâëÿåìóþ â ñèñòåìå
îòñ÷¼òà σ è ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó òåëó i è êàæäîìó óñêîðèòåëþ α
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a

(µ,σ)
i,α .

Ïðè ýòîì ìû ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâîì òåë
M è ìíîæåñòâîì óñêîðèòåëåé N , îñóùåñòâëÿåìîå èçìåðèòåëüíîé îïåðàöèåé
µ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà σ , îïèñûâàþòñÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (2, 2) .

Ýòî çíà÷èò ÷òî ÷åòûðå âåëè÷èíû a
(µ,σ)
i,α , a

(µ,σ)
i,β , a

(µ,σ)
kα , a

(µ,σ)
k,β , îòíîñÿùèåñÿ

ê ëþáûì äâóì òåëàì i, k è ê ëþáûì äâóì óñêîðèòåëÿì α, β , îêàçûâàþòñÿ
ñâÿçàíííûìè ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Φ(a
(µ,σ)
i,α , a

(µ,σ)
i,β , a

(µ,σ)
kα , a

(µ,σ)
k,β ) = 0.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [?], ìàòðèöà A = ||aiα|| , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèíöèïó
îáîáù¼ííîé èíâàðèàíòíîñòè, äîëæíà èìåòü ñëåäóùåå ñòðîåíèå:

ai,α = χ(Ri · Sα),

97Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîä óñêîðèòåëÿìè ìû áóäåì ïîíèìàòü âñåâîçìîæíûå ìåõàíèçìû, ñî-
îáùàþùèå òåëàì ðàçëè÷íûå óñêîðåíèÿ.
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ãäå χ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî, à Ri è Sα �
ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Â ýòîì ñëó÷àå

Φ(aiα, aiβ, akα, akβ) = χ−1(aiα)χ−1(akβ)− χ−1(aiβ)χ−1(akα) = 0

Èòàê, åñëè ýêñïåðèìåíò µ , îñóùåñòâëÿåìûé â ñèñòåìå îòñ÷¼òà σ , ðå-
àëèçóåò íà ìíîæåñòâàõ M è N ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (2, 2) , òî
äëÿ êàæäûõ µ è σ äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òàêàÿ ôóíêöèÿ λµσ(x) ≡ χ−1(x) ,
÷òî ïðè ëþáûõ i, k ∈ M è α, β ∈ N èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

λµσ(a
(µ,σ)
i,α ) λµσ(a

(µ,σ)
k,β )− λµσ(a

(µ,σ)
iβ ) λµσ(a

(µ,σ)
k,β ) = 0 (44)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî îïûòíûì äàííûì a
(µ,σ)
i,α íàéòè íåèçâåñòíóþ

ôóíêöèþ λµσ(x) è òåì ñàìûì ïîäòâåðäèòü ñäåëàííîå â íà÷àëå ïðåäïîëîæåíèå
î ñóùåñòâîâàíèè ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2) .

Òàê êàê ëþáàÿ âåëè÷èíà a
(µ,σ)
i,α èçâåñòíà íàì ëèøü ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ,

òî ïðè íàõîæäåíèè λµσ(x) ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü êîíå÷íûì ÷èñëîì
÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ è èñêàòü λµσ(x) â âèäå:

λµσ(x) = µ,σ
0 + µ,σ

1 · x + µ,σ
2 · x2 + . . . + µ,σ

n · xn. (45)

Ïîäñòàâëÿÿ (45) â (44) ïðè ôèêñèðîâàííûõ i, k, α, β ìû ïîëó÷èì îäíî
óðàâíåíèå äëÿ n + 1 íåèçâåñòíûõ µ,σ

0 , µ,σ
1 , . . . , µ,σ

n .

ψ(µ,σ
0 , µ,σ

1 , . . . , µ,σ
n ; a

(µ,σ)
i,α , a

(µ,σ)
i,β , a

(µ,σ)
kα , a

(µ,σ)
k,β ) = 0. (46)

Îäíàêî, âûáèðàÿ èç M è N ðàçëèè÷íûå i, k, α, β , ìû ïîëó÷èì ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé òèïà (46), ÷èñëî êîòîðûõ çàâåäîìî ïðåâûøàåò ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
µ,σ
0 , µ,σ

1 , . . . , µ,σ
n . Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè

ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2) âåðíî, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé òèïà (46)
äîëæíà áûòü ñîâìåñòíîé äëÿ êàæäûõ µ è σ è, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ôóíêöèÿ λµ,σ(x) , ÷òî λµ,σ(a

(µ,σ)
i,α ) íå çàâèñèò íè îò µ , íè îò σ , à

çàâèñèò ëèøü îò i è α , ò.å.

λµ,σ(a
(µ,σ)
i,α ) = λν,w(a

(ν,w)
i,α ) = χ−1(aiα) (47)

ãäå µ è ν � ðàçëè÷íûå èçìåðèòåëüíûå îïåðàöèè, ïðèíàäëåæàùèå ê îäíîìó
è òîìó æå êëàññó, σ è w � ðàçëè÷íûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî, åñëè â êà÷åñòâå ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìîé âåëè-
÷èíû âçÿòü óñêîðåíèå wσ

iα òåëà i ïîä äåéñòâèåì óñêîðèòåëÿ α , èçìåðåííîå
â ñèñòåìå îòñ÷¼òà σ , òî â ýòîì ñëó÷àå λµσ(x) èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä:

λµσ(x) = aσ + x. (48)

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî (47) çàïèøåòñÿ â âèäå:

aσ + wσ
iα = aω + wω

iα = a0 + w0
iα, (49)
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ãäå 0 � ôèêñèðîâàííàÿ �ýòàëîííàÿ� ñèñòåìà îòñ÷¼òà.
Êàê ñëåäóåò èç ñàìîã�î îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ µ,σ

m , êîí-
ñòàíòà aσ ≡ µ,σ

0 íå ìîæåò çàâèñåòü íè îò i íè îò α , òî åñòü ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî âûáîðà i è α , è ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò ñèñòåìû
îòñ÷¼òà σ .

Èòàê, ñîãëàñíî (44) è (48), èìååì:

(aσ + wσ
iα) (aσ + wσ

kβ)− (aσ + wσ
iβ) (aσ + wσ

kα) = 0, (50)

îòêóäà
aσ =

wσ
iαwσ

kβ − wσ
iβwσ

kα

wσ
iα + wσ

kβ − wσ
iβ − wσ

kα

(51)

Òàêèì îáðàçîì, èçìåðÿÿ óñêîðåíèÿ wσ
iα ðàçíûõ òåë i è k ïîä äåéñòâèåì

ðàçíûõ óñêîðèòåëåé α è β â îäíîé è òîé æå ñèñòåìå îòñ÷¼òà σ , ìû âñÿêèé
ðàç áóäåì ïîëó÷àòü ïî ôîðìóëå (51) îäíî è òî æå ÷èñëî aσ , êîòîðîå çàâèñèò
ëèøü îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà σ è ÿâëÿåòñÿ åãî åñòåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé. Òå
ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ aσ = 0 , ìû áóäåì íàçûâàòü åñòåñòâåííûìè.

Ïðèìåðîì åñòåñòâåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïàäàþùåãî ëèôòà
èëè ëþáàÿ �èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà� ïðè îòñóòñòâèè �ñèë òÿãîòåíèÿ�98.

Èç (51) ëåãêî ïîëó÷èòü ôóíäàìåíòàëüíîå ñîîòíîøåíèå

(wσ
iαwσ

kβ−wσ
iβwσ

kα) (wσ
lγ+wσ

mδ−wσ
lδ−wσ

mγ)−(wσ
lγw

σ
mδ−wσ

lδw
σ
mγ) (wσ

iα+wσ
kβ−wσ

iβ−wσ
kα) = 0

ñâÿçûâàþùåå óñêîðåíèÿ òåë i, k, l, m , íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì óñêîðè-
òåëåé α, β, γ, δ , èçìåðåííûå â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà σ .

Êðîìå aσ , ìîæíî íàéòè åù¼ äâà èíâàðèàíòà.
Òàê, èç ðàâåíñòâà (50) âûòåêàåò, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ ñóìì aσ + wσ

iα è
aσ + wσ

iβ , ñâÿçàííûõ ñ îäíèì è òåì æå òåëîì i è ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè óñêîðè-
òåëÿìè α è β , íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîãî òåëà, òî åñòü

wσ
iα + aσ

wσ
iβ + aσ

=
wσ

kβ + aσ

wσ
kβ + aσ

=
wσ

lα + aσ

wσ
lβ + aσ

= . . . = ϕα,β, (52)

ãäå ϕα,β � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðà òåë è èãðà-
þùàÿ ðîëü îòíîñèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè óñêîðèòåëåé α è β .

Òî÷íî òàê æå èç ðàâåíñòâà (50) ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ñóìì wσ
iα + aσ è

wσ
kα + aσ , ñâÿçàííûõ ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òåëàìè i è k è ñ îäíèì è òåì æå

óñêîðèòåëåì α , íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîãî óñêîðèòåëÿ, òî åñòü

wσ
iα + aσ

wσ
kα + aσ

=
wσ

iβ + aσ

wσ
kβ + aσ

=
wσ

iγ + aσ

wσ
kγ + aσ

= . . . = ψi,k, (53)

ãäå ψi,k � íîâàÿ âåëè÷èíà èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðà óñêîðèòåëåé è
èãðàþùàÿ ðîëü îòíîñèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè òåë i è k .

98Îáà ïîñëåäíèõ ïîíÿòèÿ ìû âçÿëè â êàâû÷êè, æåëàÿ ïîä÷åðêíóòü èõ èíòóèòèâíîå è íåñòðî-
ãîå ïðîèñõîæäåíèå.
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Ñðåäè âñåõ òåë ìíîæåñòâà M âûäåëèì îäíî, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç 0 è
íàçîâ¼ì ýòàëîííûì òåëîì.

Òî÷íî òàê æå ÷åðåç 0 îáîçíà÷èì ýòàëîííûé óñêîðèòåëü. Ïîäñòàâëÿÿ â
ðàâåíñòâà (52) è (53) âìåñòî k è β , ñîîòâåòñòâåííî, 0 è 0 , ïîëó÷èì:

wσ
iα + aσ = wσ

i0 + aσϕα,0 = wσ
00 + aσψi,0ϕα,0,

èëè íà îñíîâàíèè (49), îêîí÷àòåëüíî:

wσ
iα + aσ = (w0

00 + a0)ψi,0ϕα,0 (54)

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñóììà wσ
iα + aσ , ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì i è óñêî-

ðèòåëåì α , ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ âåëè÷èí, îäíà èç êîòîðûõ ϕα,0 ≡ ϕα

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé õàðàêòåðèñòèêîé óñêîðèòåëÿ α , à äðóãàÿ ψi,0 ≡ ψi �
èíâàðèàíòíîé õàðàêòåðèñòèêîé òåëà i .

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê α è i ìîæíî áûëî
áû âçÿòü ëþáûå ôóíêöèè u(ϕα) è ñîîòâåòñòâåííî v(ψi) (ëþáàÿ ôóíêöèÿ
îò èíâàðèàíòà åñòü èíâàðèàíò). Îäíàêî, ÷òîáû ââåñòè òàêóþ õàðàêòåðèñòèêó
íàèáîëåå ðàçóìíûì ñïîñîáîì, íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ ñëåäóþùèìè
îïûòíûìè ôàêòàìè:

1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå òåëî i è äâà ïðîèçâîëüíûõ óñêîðèòåëÿ α
è β .

Èçìåðèì óñêîðåíèÿ wσ
iα è wσ

iβ è óñêîðåíèå wσ
i,α+β òåëà i ïðè îäíî-

âðåìåííîì äåéñòâèè óñêîðèòåëåé α è β .
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóùåå ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåäëèâîå ïðè

ëþáûõ α , β è i :

wσ
i,α+β + aσ = wσ

iα + aσ + wσ
iβ + aσ. (55)

Ïîäñòàâëÿÿ (54) â (55), íàõîäèì, ÷òî u(ϕα) = ϕα îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àääèòèâíîñòè:

ϕα+β = ϕα + ϕβ (56)
2. Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ïðîèçâîëüíûõ òåëà i è k è îäèí óñêîðèòåëü

α .
Èçìåðèì óñêîðåíèÿ wσ

iα è wσ
kα è óñêîðåíèå wσ

i+kα òåëà, ïîëó÷åííîãî
ïóò¼ì îáúåäèíåíèÿ òåë i è k , ïðè äåéñòâèè óñêîðèòåëÿ α . Êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ñëó÷àå, ðåçóëüòàòû òð¼õ èçìåðåíèé îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîþ,
îäíàêî, â îòëè÷èå îò (55), ýòà ñâÿçü èìååò âèä:

1

wσ
i+k,α + aσ

=
1

wσ
iα + aσ

+
1

wσ
kα + aσ

. (57)

Ïîäñòàâëÿÿ â (57) âûðàæåíèå (54), íàõîäèì, ÷òî v(ψi) = 1
ψi

îáëàäàåò
ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè:

1

ψi+k

=
1

ψi

+
1

ψk

. (58)
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Òàêèì îáðàçîì, óäîáíî â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè óñêîðèòåëÿ α âçÿòü
u(ϕα) = ϕα è íàçâàòü99 e¼ ñèëîé Fα , à â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè òåëà i
âçÿòü v(ψi) = 1

ψi
è íàçâàòü å¼ ìàññîé mi .

Ïåðåïèñûâàÿ ðàâåíñòâî (54) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

wσ
iα + aσ = (w0

00 + a0)
Fα

mi

. (59)

Èòàê, çàêîí Íü�þòîíà, çàïèñàííûé â òðàäèöèîííîì âèäå (59), ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì óíèâåðñàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (44) è îïûòíîãî ôàêòà, ñîñòîÿùåãî â óòâåð-
æäåíèè (47) è ëèíåéíîñòè λµσ(x) ; êðîìå òîãî, îí ñîäåðæèò â ñåáå äâà îïðåäå-
ëåíèÿ.

Ïðèíÿòûå îïðåäåëåíèÿ ñèëû Fα = ϕα è ìàññû mi = 1
ϕi

óäîáíû, òàê êàê
â íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå îòðàæàþò ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ
ñîîòíîøåíèé (55) è (57), ñâÿçàííûõ ñîîòâåòñòâåííî, ñ êîìïîçèöèåé óñêîðèòåëåé
α è òåë i .

Ëèòåðàòóðà
[1] Êóëàêîâ Þ.È., �Îá îäíîì ïðèíöèïå, ëåæàùåì â îñíîâàíèè êëàññè÷åñêîé

ôèçèêè�. Ïîñëàíî â ÄÀÍ ÑÑÑÐ 28 ÿíâàðÿ 1968 ã.

99Â ïðèíöèïå, ìû ìîãëè áû íàçâàòü �ñèëîé� è �ìàññîé� ëþáóþ ôóíêöèþ u(ϕα) , è ñîîòâåò-
ñòâåííî, v(ψi) , îäíàêî ââåä¼ííûå òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû îáëàäàëè áû áîëåå ñëîæíûìè
çàêîíàìè êîìïîçèöèè.
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Ëåêöèÿ 4

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îñíîâíûõ
ïîíÿòèé òåðìîäèíàìèêè

Êàæäàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ òåîðèÿ äîëæíà ñîäåðæàòü â ñàìîé ñåáå âñ¼ íåîá-
õîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ è èçìåðåíèÿ òåõ âåëè÷èí, ñ êî-
òîðûìè ýòà òåîðèÿ èìååò äåëî.

� Áîð è Ðîçåíôåëüä

Ìû ïðåäëàãàåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òåðìîäèíàìèêè, ïîçâîëÿþ-
ùóþ âåñüìà ïðîñòî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç îïûòíûõ äàííûõ, å¼ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
è çàêîíû.

Èçëîæåíèå ñîñòîèò èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé.
Â ïåðâîé ÷àñòè ìû èñõîäèì èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìèêè, ïðåä-

ïîëàãàÿ èçâåñòíûìè âñå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, è ïðèõîäèì ê ãåîìåòðè÷åñêîé ôîð-
ìóëèðîâêå òåðìîäèíàìèêèè ñ ïîìîùüþ äâóõ âèäîâ ìåòðèêè � ñèììåòðè÷åñêîé
è àíòèñèììåòðè÷åñêîé, à òàêæå ê �êîíå÷íîìó óðàâíåíèþ òåðìîäèíàìèêè�, ïðåä-
ñòàâëÿþùåìó ( ïîâèäèìîìó, äî ñèõ ïîð íå çàìå÷åííóþ ) èíòåãðàëüíóþ ôîðìó
îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ.

Âî âòîðîé ÷àñòè, íàïðîòèâ, ìû áóäåì èñõîäèòü èç ýêñïåðèìåíòà.
Â îñíîâå íàøåãî ïîäõîäà ëåæàò ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, îáíàðóæèâàå-

ìûå ïðè íåïîñðåäñòâåííîì àíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è ñðàçó ïðè-
âîäÿùèå ê îáîèì ïðèíöèïàì òåðìîäèíàìèêè.

I. Ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, èñêëþ÷èâ âëèÿíèå ýëåêòðè÷åñêîãî è
ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà âåùåñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîå óðàâíåíèå òåðìîäèíàìèêè
èìååò âèä

dU = TdS − pdV. (60)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

A
(S)
im = −

∫ m

i

p(S=const)dV

ðàáîòó, ïðîèçâîäèìóþ íàä ñèñòåìîé ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ
i â ñîñòîÿíèå m , à ÷åðåç

A(T )
mn = −

∫ k

m

p(T=const)dV

ðàáîòó ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ m â ñîñòîÿíèå k .
Òîãäà èç (60) ñëåäóåò:

Um − Ui = A
(S)
im
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Uk − Um = Tk(Sk − Sm) + A
(T )
mk ,

îòêóäà, ïîëàãàÿ A(ST ) = A
(S)
im + A

(T )
mk , èìååì

Uk − Ui = Tk(Sk − Si) + AST
ik . (61)

Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ A(TS) = A
(T )
in + A

(S)
nk , ïîëó÷èì

Uk − Ui = Ti(Sk − Si) + ATS
ik . (62)

Èç (61) è (62) ñëåäóåò êîíå÷íîå óðàâíåíèå òåðìîäèíàìèêè

aik = (Ti + Tk)(Si − Sk) + 2(Uk − Ui), (63)

ãäå
aik = A(ST ) + A(TS).

Ïîëîæèì, äàëåå sik = AST − A(TS) , òîãäà èç (61) è (62) ïîëó÷àåì:

sik = −(Ti − Tk)(Si − Sk). (64)

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì x è y

T = T0 (x− y), S = S0 (x + y)

ïåðåïèøåì (64) â âèäå

sik = T0S0 [−(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2]. (65)

Èòàê,
xi =

1

2

(
Si

S0

+
Ti

T0

)

è
yi =

1

2

(
Si

S0

− Ti

T0

)

ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ i â äâóìåðíîì ïñåâ-
äîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñèììåòðè÷åñêàÿ ìåòðèêà êîòîðîãî çàäàåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì (65).

Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü ïðèäàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òàêæå îñíîâíîìó óðàâ-
íåíèþ (63).

Åñëè îáîçíà÷èòü
Ri = 2Ui − TiSi = Ui + Fi,

ãäå Ui è Fi - âíóòðåííÿÿ è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ i , òî óðàâíåíèþ (63)
ìîæíî ïðèäàòü âèä

aik = TkSi − TiSk + RkPi −RiPk, (66)
ãäå

Pi = Pk = 1.
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Òåïåðü ìîæíî èñòîëêîâàòü Ti , Si , Ri è Pi = 1 êàê òðè ñóùåñòâåííûå è
îäíà �çàìîðîæåííàÿ� êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ i â íåêîòîðîì ÷åòûð¼õìåðíîì ñèì-
ïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, àíòèñèììåðòè÷åñêàÿ ìåòðèêà êîòîðîãî aik çàäà¼òñÿ
ðàâåíñòâîì (66).

II. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåãî îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ïðîöåäóð ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîöåäóðû �àäèàáàòè÷åñêîãî� è �èçî-
òåðìè÷åñêîãî� èçìåðåíèÿ ñèñòåìû.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïðåäøåñòâóåò ââåäåíèþ ïîíÿòèé ýí-
òðîïèè è òåìïåðàòóðû è íå îñíîâûâàåòñÿ íà ýòèõ ïîíÿòèÿõ.

Êàæäîé ïàðå ñîñòîÿíèé i è k ìîæíî, êàê âûøå, ñîïîñòàâèòü äâå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû � ðàáîòû A

(ST )
ik è A(TS)ik .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
sik = A

(ST )
ik − A

(TS)
ik = ski (67)

aik = A
(ST )
ik + A

(TS)
ik = −aki (68)

Ñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð sik íàâîäèò íà ìûñëü ðàññìàòðèâàòü ýòè ÷èñëà êàê
�ðàññòîÿíèÿ� ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû.

Êàê èçâåñòíî, â äâóõìåðíîé ãåîìåòðèè íóëåâîé êðèâèçíû êâàäðàòû ïîïàð-
íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè i, k, l, m îáðàùàþò â íóëü îïðåäåëèòåëü Êåëè �
Ìåíãåðà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 sik sil sim 1
ski 0 skl skm 1
sli slk 0 slm 1
smi smk sml 0 1
1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (69)

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ÷èñëà sik äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû óäîâëå-
òâîðÿþò êîíå÷íîìó óðàâíåíèþ (69).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òàêóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò x, y , ÷òî sik ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

Sik = ±(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2. (70)

Ïîñêîëüêó íà îïûòå ïîëó÷àþòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ sik , ìû äîëæíû âûáðàòü â (70) çíàê ìèíóñ.

Ââîäÿ íîâûå êîîðäèíàòû

S =

√
S0

T0

(x + y), T =

√
T0

S0

(x− y)

èç (70) ïîëó÷àåì (64).
Ýòè êîîðäèíàòû Si è Ti ìû áóäåì ïî îïðåäåëåíèþ íàçûâàòü ýíòðîïèåé è

òåìïåðàòóðîé ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè i .

Äëÿ àíòèñèììåòðè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ aik ìû íå íàøëè â ëèòå-
ðàòóðå òîæäåñòâ ïîäîáíûõ (69). Îäíàêî, ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü ìîæåò
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áûòü óêàçàí; îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïûòíûå çíà÷åíèÿ aik äëÿ ïÿòè (äëÿ ÷¼òíîãî ÷èñ-
ëà ñîñòîÿíèé îïðåäåëèòåëü òèïà (71) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ ïðè aik = −aki )
ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèé i, k, l, m, n óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 aik ail aim ain 1
aki 0 akl akm akn 1
ali alk 0 alm aln 1
ami amk aml 0 amn 1
ani ank anl anm 0 1
1 1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (71)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü (71) îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè â êà÷åñòâå
aik âçÿòü ñëåäóþùóþ àíòèñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ îò øåñòè ïðîèçâîëüíûõ
ïàðàìåòðîâ:

aik = αiβk − αkβi + γi − γk (72)
Îòîæäåñòâèì α è β ñ S è T , ââåäå�ííûìè ïðè ðàññìîòðåíèè ñèììåòðè-

÷åñêîé ìåòðèêè sik . Ñèñòåìà óðàâíåíèé

sik = −(Ti − Tk)(Si − Sk) aik = TkSi − TiSk + γk − γi (73)

äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî T, S è γ , åñëè îäíîìó ôèêñè-
ðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ 0 ïðèïèñàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ T0, S0 è γ0 , à
äðóãîìó ñîñòîÿíèþ 1 � ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå T1 . Òîãäà èìååì

Ti = T0 +
T1 − T0

2s01

· [(si0 − si1 + s01)− (ai0 − ai1 + a01)], (74)

Si = S0 − 2s01

T1 − T0

· si0

(si0 − si1 + s01)− (ai0 − ai1 + a01)
. (75)

Åñëè âìåñòî γi ââåñòè íîâóþ âåëè÷èíó

Ui =
1

2
(γi + TiSi), (76)

êîòîðóþ ïî îïðåäåëåíèþ íàçîâ¼ì âíóòðåííåé ýíåðãèåé ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè i ,
òî áóäåì èìåòü

Ui = U0 − 1

2
(ai0 − si0)− 2s01

T1 − T0

· T0s0

(si0 − si1 + s01)− (ai0 − ai1 + a01)
. (77)

Èç (73) è (76) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò êîíå÷íîå óðàâíåíèå òåðìîäèíàìèêè
(63), à èç (63) ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå (60).

Íàêîíåö, êîëè÷åñòâî òåïëà, ïîãëîù¼ííîå ñèñòåìîé ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿ-
íèÿ i â ñîñòîÿíèå k ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì ðàâíûì

Qik = Uk − Ui − ATS
ik .
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
Q

(ST )
ik

Q
(TS)
ik

=
Ti

Tk

.

Â çàêëþ÷åíèå ñ÷èòàþ ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü ñâîþ ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëü-
íîñòü À.È.Ôåòó, áëàãîäàðÿ æèâîìó èíòåðåñó è ïîñòîÿííûì íàïîìèíàíèÿì êîòî-
ðîãî, íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ äîâåäåíà äî êîíöà.

�Îêòÿáðü óæ íàñòóïèë ...�

ÊÓËÀÊÎÂ Þðèé Èâàíîâè÷
Ê òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

(×åòûðå ëåêöèè äëÿ ñòóäåíòîâ ÍÃÓ)
Îòâåòñòâåííûé çà âûïóñê Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî.

Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè 13 ôåâðàëÿ 1968 ãîäà. ÌÍÎ4051
Ôîðìàò áóìàãè 60 X 80 Îáú¼ì 1,5 ï.ë. Öåíà 5 êîï.
Òèðàæ 200 ýêç. No 74.

Îòïå÷àòàíî íà ðîòàïðèíòå ÍÃÓ. Íîâîñèáèðñê, 90.
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Ñëîâà ìóäðûõ � êàê èãëû è êàê âáèòûå ãâîçäè, è ñî-
ñòàâèòåëè èõ � îò åäèíîãî ïàñòûðÿ. À ÷òî ñâåðõ âñåãî
ýòîãî, ñûí ìîé, òîãî áåðåãèñü: ñîñòàâëÿòü ìíîãî êíèã
� êîíöà íå áóäåò, è ìíîãî ÷èòàòü � óòîìèòåëüíî äëÿ
òåëà.

� Åêêë. 12, 11 � 12.



Ïîëíàÿ áèáëèîãðàôèÿ 100

ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

1968 � 2003

1968

1. Êóëàêîâ Þ.È. Ê òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (×åòûðå ëåêöèè äëÿ ñòóäåíòîâ
ÍÃÓ).� Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÍÃÓ, 1968. � 30 ñ.

2 . Êóëàêîâ Þ.È. Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. (Äîïîëíåíèå Ã.Ã.Ìè-
õàéëè÷åíêî).� Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÍÃÓ,1968. � 226 ñ.

3. Mèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ñ. 175�226. // Êóëàêîâ Þ.
È. Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. (Äîïîëíåíèå
Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî).� Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÍÃÓ, 1968. � 226
ñ.

1969

4. Êóëàêîâ Þ.È. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Òåç. IV Âñåñîþç. ìåæâóç.
êîíô. ïî ãåîìåòðèè (Òáèëèñè, 27 � 31 îêòÿáðÿ 1968 ). �
Òáèëèñè: Èçä-âî Òáèëèññêîãî ãîñ. óí-òà, 1969. � Ñ. 130�131.

5. Êóëàêîâ Þ.È. Ìàòåìàòèêà, ôèçèêà è äåéñòâèòåëüíîñòü // Òåç. âûñòóïëå-
íèÿ íà ìåòîäîëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå â ÍÃÓ 14 ìàÿ 1969 ã. �
Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÍÃÓ, 1969. � 2 ñ.

100Ýòà áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò íàðÿäó ñî ññûëêàìè íà ðàáîòû ðàçíûõ àâòîðîâ, ïîñâÿù¼ííûõ
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ññûëêè íà ìèðîâîççðåí÷åñêèå ñòàòüè Þ.È.Êóëàêîâà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå ñîáîé äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåé, ñîäåðæàùèõñÿ â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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1970

6. Êóëàêîâ Þ.È. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Òåç.
äîêë. íà Âñåñîþç. ñèìï. ïî òåîðèè ïîçíàíèÿ â Ôèçè÷åñêîì
èí ÀÍ ÑÑÑÐ 20 ÿíâàðÿ 1970 ãîäà. � Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî
ÍÃÓ, 1970. � 5 ñ.

7. Êóëàêîâ Þ.È. Ê âîïðîñó îá îáùåé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Òåç. äîêë.
Âñåñîþç. ñèìï. ïî òåîðèè ïîçíàíèÿ (Ìîñêâà, 19 � 20 ÿíâàðÿ
1970). � Ì. ÔÈÀÍ, 1970. � Ñ. 58�60.

8. Êóëàêîâ Þ.È. Îá îñíîâàíèÿõ ôèçèêè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ
// Òåç. XIV íàó÷.-òåõí. êîíô. Ìèí-âà âûñø. è ñðåäí. ñïåö.
îáðàçîâàíèÿ ÑÑÑÐ (Ìîñêâà, 27 � 29 ìàÿ 1970). � Ì.: ÂÇÏÈ,
1970. � Ñ. 21.

9. Êóëàêîâ Þ.È. Îñíîâàíèÿ ôèçèêè êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ
// Òåç. III Âñåñîþç. ñèìï. ïî ôèëîñîôñêèì âîïðîñàì ðåëÿ-
òèâèñòñêîé ôèçèêè è êîñìîëîãèè (Êèåâ, 2 � 4 èþíÿ 1970). �
Êèåâ: Èí-ò ôèëîñîôèè ÀÍ ÓÑÑÐ, 1970. � Ñ.?

10. Êóëàêîâ Þ.È. Øåñòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà è òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
// Òåç. äîêë. ïî àëãåáðå, ìàò. ëîãèêå è âû÷èñëèò. ìàòåìàòè-
êå íà êîíôåðåíöèè ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ Öåíòðàëüíîé
çîíû ÐÑÔÑÐ (Èâàíîâî, 6 � 9 èþíÿ 1970). � Èâàíîâî: Èâà-
íîâ. ïåä. èí-ò. 1970. � Ñ. 153�155.

11. Êóëàêîâ Þ.È. Îá îäíîì ïðèíöèïå, ëåæàùåì â îñíîâàíèè êëàññè÷åñêîé ôè-
çèêè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1970. � Ò. 193, � 1 . � Ñ. 72 � 75.
(Ïðåäñòàâëåíà àêàä. Ì.À.Ëåîíòîâè÷åì 12 ôåâðàëÿ 1968 ã.).

12. Êóëàêîâ Þ.È. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, �
1970. � Ò. 193, � 5 . � Ñ. 985�987. (Ïðåäñòàâëåíà àêàä.
À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì 9 èþëÿ 1969 ã.).

13. Kulakov Ju.I. The Geometry of Spaces of Constant Curvature as a Special Case
of the Theory of Physical Structures // Soviet Math. Doklady.
� 1970. � Vol. 11, � 4. � P. 1055�1057.

14. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Îá îäíîì ôóíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè ñ òð¼õèíäåêñíûìè
ïåðåìåííûìè â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Ìàòåðèàëû
VIII þáèëåéíîé íàó÷. ñòóä. êîíô. (Íîâîñèáèðñê, àïðåëü
1970). � Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÍÃÓ, 1970. � Ñ. 10�11.
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15. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äâóõèíäåêñíû-
ìè ïåðåìåííûìè // Òåç. äîêë. ïî àëãåáðå, ìàò. ëîãèêå è
âû÷èñëèò. ìàòåìàòèêå íà êîíôåðåíöèè ïåäàãîãè÷åñêèõ èí-
ñòèòóòîâ Öåíòðàëüíîé çîíû ÐÑÔÑÐ (Èâàíîâî, 6 � 9 èþíÿ
1970). � Èâàíîâî, Èâàíîâñêèé ïåä. èí-ò, � 1970. � Ñ. 165�
167.

16. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Òåðíàðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,2) // Óêð.
ìàò. æóðí. � 1970, � Ò. 22, � 6 � Ñ. 837�841.

17. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ìåòîäû ðåøåíèÿ îäíîãî êëàññà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-
íåíèé: Àâòîðåô. äèñ. . . . êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. � Íîâîñè-
áèðñê, 1970. � 20 ñ.

1971

18. Êóëàêîâ Þ.È. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ôè-
çè÷åñêèõ ñèñòåì // Ñèñòåìíûé ìåòîä è ñîâðåìåííàÿ íàóêà.
Âûï. I. � Íîâîñèáèðñê, 1971. � Ñ. 92�102.

19. Êóëàêîâ Þ.È. Î ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ. � ÊÈÅÂ, 1971. � 24 ñ. � (Ïðåïð.
Èí-ò òåîðåò. ôèçèêè ÀÍ ÓÑÑÐ; ÈÒÔ � 71 � 19 Ð).

20. Kulakov Yu.I. The One Principle Underlying Classical Physics // Soviet Physics
� Doklady. � 1971. � Vol. 15, No. 7. � P. 666�668.

21. Kulakov Ju.I., Protasievicz T.I. Phenomenological Symmetry and the
Foundations of Physics // Abstracts IV International Congress
of Logical, Methodology and Philosophy of Science (Bucharest,
Romania, 29 august � 4 september 1971), � P. 246�247.

22. Êóëàêîâ Þ.È. Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î åäèíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ìèðà //
Teorie a Metoda (×åõîñëîâàêèÿ). � Ïðàãà, 1971. � Ò. 3, � 3 ,
� Ñ. 53�62.

23. Êóëàêîâ Þ.È. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
// Ñèá. ìàò. æóðí. � 1971. � Ò. 12, � 5 , � Ñ. 1142�1145.

24. Êóëàêîâ Þ.È. Î íîâîì âèäå ñèììåòðèè, ëåæàùåì â îñíîâàíèè ôèçè÷åñêèõ
òåîðèé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî òèïà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. �
1971. � Ò. 201, � 3 . � Ñ. 570�572. (Ïðåäñòàâëåíà àêàä.
Ñ.Ò.Áåëÿåâûì 12 ìàÿ 1969 ã.).

25. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð // Âîïðîñû òåîðèè è ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ
ôèçèêè. � Íîâîñèáèðñê, 1971, � Ñ. 13�21. � (Íîâîñèá. ãîñ.
ïåä. èí-ò. Íàó÷. òð. Âûï. 71).
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26. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Î âîçìîæíîé ñòðóêòóðå ôèçè÷åñêèõ òåîðèé ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîãî òèïà ðàíãà (3,2) // Âîïðîñû òåîðèè è ìåòîäèêè
ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè. � Íîâîñèáèðñê, 1971. � Ñ. 3�12. (Íî-
âîñèá. ãîñ. ïåä. èí-ò. Íàó÷í. òð. Âûï. 71).

27. Îâ÷èííèêîâ Í.Ô. Ê ïðîáëåìå åäèíñòâà ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ. // Ïðèðîäà,
� 1971, 2 . � Ñ. 106�110. � Ðåö. íà êíèãó: Þ.È.Êóëàêîâ
�Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�. � Íîâîñèáèðñê:
Èçä-âî ÍÃÓ, 1968. � 226 ñ.

1972

28. Êóëàêîâ Þ.È. Ê âîïðîñó îá îáùåé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Òåî-
ðèÿ ïîçíàíèÿ è ñîâðåìåííàÿ ôèçèêà (Ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ â
ïîìîùü ôèëîñîôñêèì (ìåòîäîëîãè÷åñêèì) ñåìèíàðàì). Âû-
ïóñê IV. � Ìîñêâà: ÔÈÀÍ, 1972. � Ñ. 85�94.

29. Êóëàêîâ Þ.È. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Teorie
a Metoda (×åõîñëîâàêèÿ). � Ïðàãà. 1972. � Ò. 4, � 1 . � Ñ.
85�90.

30. Êóëàêîâ Þ.È. Íüþòîíîâñêàÿ ìåõàíèêà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð // Teorie a Metoda (×åõîñëîâàêèÿ). � Ïðàãà. 1972.
� Ò. 4, � 3 . � Ñ. 59�78.

31. Êóëàêîâ Þ.È. Ê âîïðîñó îá îñíîâàíèè òåîðèè òÿãîòåíèÿ // Òåç.äîêë. Òðå-
òüåé ñîâ. ãðàâèòàö. êîíô. (Åðåâàí, 11 � 14 îêòÿáðÿ 1972). �
Åðåâàí: Åðåâàíñêèé óí-ò, 1972. � Ñ. 85�88.

32. Êóëàêîâ Þ.È. Íüþòîíîâñêàÿ ìåõàíèêà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãîìîãåí-
íûõ ñèñòåì // Ôèëîñîâñêè ïðîáëåìè ñó÷àñòíîãî ïðèðîäî-
çíàâñòâà. Âûï. 27. � ÊÈÅÂ: Êèåâ. óí-ò, 1972. � Ñ. 28�39.

33. Kulakov Ju.I. A Mathematical Formulation of the Theory of Physical Structure
// Siberian Math. Journal. (Translation published May, 1972),
P. 822�824.

34. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1972. � Ò. 206, � 5 . �
Ñ. 1056�1058. (Ïðåäñòàâëåíà àêàä. À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì 23
ñåíòÿáðÿ 1970 ãîäà).
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çàííûõ ñ ïîíÿòèåì ôèçè÷åñêîãî çàêîíà. Àâòîðåô. äèñ. . . .
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Óëèöà Ïèðîãîâà. Ñåíòÿáðü óæ íàñòóïèë...



Ïðèëîæåíèå V.
Ñòðàíèöû èç ëè÷íîãî àðõèâà

Âñåìó ñâî¼ âðåìÿ: âðåìÿ ðîæäàòüñÿ, è âðåìÿ óìè-
ðàòü; âðåìÿ íàñàæäàòü, è âðåìÿ âûðûâàòü íàñàæåííîå;
âðåìÿ ðàçðóøàòü, è âðåìÿ ñòðîèòü; âðåìÿ ðàçáðàñûâàòü
êàìíè, è âðåìÿ ñîáèðàòü èõ; âðåìÿ ìîë÷àòü, è âðåìÿ ãî-
âîðèòü.

� Åêêë. 3, 1 � 8.
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Íà ñòàðîñòè ÿ ñûçíîâà æèâó,
Ìèíóâøåå ïðîõîäèò ïðåäî ìíîþ �
Äàâíî ëü îíî íåñëîñü, ñîáûòèé ïîëíî,
Âîëíóÿñÿ, êàê ìîðå-îêèÿí?
Òåïåðü îíî áåçìîëâíî è ñïîêîéíî,
Íå ìíîãî ëèö ìíå ïàìÿòü ñîõðàíèëà,
Íå ìíîãî ñëîâ äîõîäèò äî ìåíÿ,
À ïðî÷åå ïîãèáëî íåâîçâðàòíî...
Íî áëèçîê äåíü, ëàìïàäà äîãîðàåò �
Åù¼ îäíî, ïîñëåäíåå ñêàçàíüå �
È ëåòîïèñü îêîí÷åíà ìîÿ,
Èñïîëíåí äîëã, çàâåùàííûé îò Áîãà
Ìíå ãðåøíîìó.

À.Ñ.Ïóøêèí



Øêîëà ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà
îçåðå Áàëàíêóëü

Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâ

ß ó÷àñòâîâàë âî ìíîãèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ, øêîëàõ è ñîâåùàíèÿõ, êàê
îòå÷åñòâåííûõ, òàê è ìåæäóíàðîäíûõ, íî ýòà øêîëà îêàçàëàñü íè íà ÷òî ïðåäû-
äóùåå íå ïîõîæåé è îñòàâèëà âî ìíå ñàìûé ãëóáîêèé ñëåä è â íàó÷íîì, è â
ýìîöèîíàëüíîì ïëàíå. Îíà ñóùåñòâåííî âèäîèçìåíèëà õîä ìîèõ ðàçìûøëåíèé
è ïîëîæèëà íà÷àëî íîâîìó ýòàïó ìîèõ èññëåäîâàíèé. ß èìåþ â âèäó ïåðâóþ
øêîëó ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà îçåðå Áàëàíêóëü, ñîñòîÿâøóþñÿ ñ 12
ïî 22 àâãóñòà 1984 ãîäà. Ýòó øêîëó îðãàíèçîâàë Þðèé Èâàíîâè÷ Êóëàêîâ
ïîä ýãèäîé Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà íà áàçå Àáàêàíñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî
èíñòèòóòà.

Íî äëÿ ìåíÿ âñ¼ íà÷àëîñü çíà÷èòåëüíî ðàíüøå. ß óæå ïèñàë î ñâîèõ ìíîãî-
ëåòíèõ (áîëåå äâóõ äåñÿòêîâ ëåò) ïîèñêàõ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ ïðèíöèïîâ, êî-
òîðûå ìîãëè áû áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó ïðîîáðàçà êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, ïðè÷¼ì òàêîãî, ÷òîáû èç íåãî âûòåêàëè êàê ñëåäñòâèÿ îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà íàáëþäàåìîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òàêèå êàê ðàçìåðíîñòü, ñèãíàòóðà,
ñïèíîðíàÿ ïðèðîäà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, îáîñíîâàíèå ïëîäîòâîðíîñòè äîïîë-
íèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé è ò.ä., êîòîðûå â îáùåïðèíÿòîé òåîðèè ïðîñòî ïîñòóëè-
ðîâàëèñü, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèíèìàëèñü àïðèîðíî äàííûìè Áîãîì. Óæå ïðè-
øëîñü ïåðåïðîáîâàòü ìíîãî ãèïîòåç è èäåé, íî öåëüíîé òåîðèè êàê-òî íå ïîëó-
÷àëîñü.

Þðèé Âëàäèìèðîâ, Þðèé Êóëàêîâ è
Ãåííàäèé Ìèõàéëè÷åíêî

Åù¼ áóäó÷è â ãðóïïå Ä.Ä.
Èâàíåíêî, ãäå-òî â ñàìîì êîí-
öå 60-õ ãîäîâ, ÿ ñëóøàë âû-
ñòóïëåíèå Þ.È.Êóëàêîâà íà
ñåìèíàðå òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-
êè Èâàíåíêî â ÌÃÓ, íî â òîò
ìîìåíò ÿ íå ñðåçîíèðîâàë íà
åãî èäåè, � âèäèìî â òîò ìî-
ìåíò ÿ èñêàë â äðóãîì ìå-
ñòå. Íî ÷òî-òî, íåñîìíåí-
íî, çàïàëî â ïàìÿòü. Ïî-
íàñòîÿùåìó ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ
Þðèåì Èâàíîâè÷åì Êóëàêî-
âûì íà 4-é Ñîâåòñêîé ãðàâèòà-
öèîííîé êîíôåðåíöèè â Ìèí-
ñêå â 1976 ãîäó. Òàì ó ìå-
íÿ áûëî íåñêîëüêî äîêëàäîâ.
Îäèí èç íèõ èìåë ïðîãðàììíî-ïîèñêîâûé õàðàêòåð.

Â í¼ì ÿ èçëàãàë ñâîþ î÷åðåäíóþ ïîïûòêó ðàçâèòü ìîäåëü ïðîîáðàçà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íà îñíîâå íåêèõ äâóõ íà÷àë, ïðè÷åì ýòè äâà íà÷àëà ÿ òî-
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ãäà ïîíèìàë ïðèìèòèâíî � â äóõå òîãî, ÷òî íåéòðàëüíàÿ ìàêðîìàòåðèÿ, ïîä÷èíÿ-
þùàÿñÿ êëàññè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì îòíîøåíèÿì, íà ñàìîì äåëå
ñëàãàåòñÿ èç ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Â
îáû÷íîé òåîðèè ýòî äîïîëíèòåëüíûå ïîñòóëàòû ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì,
à ÿ õîòåë ýòîò ôàêò ïîëîæèòü â ñàìóþ îñíîâó ìèðîçäàíèÿ è îò íåãî èäòè ê
ïîíÿòèÿì êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ìîé äîêëàä íà ñåêöèîííîì çàñåäàíèè ïðîø¼ë îáû÷íî: ìåíÿ âåæëèâî âû-
ñëóøàëè, çàäàëè ïàðó ôîðìàëüíûõ âîïðîñîâ. Íà ýòîì áû âñ¼ è êîí÷èëîñü. Íî
ñëó÷èëîñü òàê, ÷òî ñëåäóþùèì äîêëàä÷èêîì áûë Þðèé Èâàíîâè÷ Êóëàêîâ,
êîòîðûé ðàññêàçûâàë ïðî ñâîþ òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïðè÷¼ì êàê íà îä-
íîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðèâîäèëî ê îáû÷íîé ãåîìåòðèè, òàê è íà äâóõ
ìíîæåñòâàõ àáñòðàêòíûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà îí èõ íàçâàë "áåëûìè" è "÷åðíûìè"
òî÷êàìè. Èìåÿ â âèäó ïðåäûäóùèé ìîé äîêëàä, îí ñòàë ãîâîðèòü îá èõ ñëèÿíèè
� î ïåðåõîäå ê íåêèì "ñåðûì" òî÷êàì îáû÷íîé ãåîìåòðèè. Òàêèì îáðàçîì îí ïå-
ðåêèíóë ìîñòèê ê ìîåìó äîêëàäó è ñîëèäàðèçèðîâàëñÿ ñî ìíîé â èäåå áèíàðíîé
ïðèðîäû íàøåãî ìèðà. Âîò çäåñü ÿ óæå ñðåçîíèðîâàë íà èäåè òåîðèè Êóëàêîâà.
Ïîñëå çàñåäàíèÿ ó íàñ ñîñòîÿëîñü îôèöèàëüíîå çíàêîìñòâî è ïîêà íåáîëüøîé
ðàçãîâîð. Ìû îáìåíÿëèñü àäðåñàìè. Âñêîðå îí ïðèñëàë ìíå èç Íîâîñèáèðñêà
ñâîþ êíèãó "Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð", èçäàííóþ â 1968 ãîäó â
èçäàòåëüñòâå Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà, è íåñêîëüêî îòòèñêîâ ñâîèõ ðàáîò ïî
ýòîé òåìå.

Äâîå íàä Ñàÿíàìè.

Ïî ýòîé êíèãå ÿ ñòàë ðàçáèðàòüñÿ â òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Äîëæåí ñêàçàòü, ÷òî ýòà
êíèãà áûëà íàïèñàíà êàê-òî ôðàãìåíòàðíî, íå
ñèñòåìíî, ñ ìíîæåñòâîì ïîâòîðîâ. Îíà ñêîðåå
ÿâëÿëàñü êîíãëîìåðàòîì èç ðÿäà âàðèàíòîâ èëè
âåðñèé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Â ðÿäå
ìåñò ýìîöèîíàëüíàÿ è ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ ñòîðî-
íû çàáèâàëè ìàòåìàòè÷åñêîå è ôèçè÷åñêîå ñî-
äåðæàíèå. Íî â öåëîì îñíîâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
èäåÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðîñëåæèâà-
ëàñü ÷¼òêî. Å¼ ÿ ïîíÿë. Îñîáåííî ñèëüíûì â
êíèãå Þ.È.Êóëàêîâà áûëî ïðèëîæåíèå, íàïè-
ñàííîå åãî ó÷åíèêîì Ãåííàäèåì Ìèõàéëè÷åíêî.
Òàì âîîáùå íå áûëî èäåîëîãèè, íî áûë ðàçâèò
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð
Êóëàêîâà. Ïîòèõîíüêó ÿ ñòàë ìóäðèòü, ïûòàÿñü
ïðèñïîñîáèòü ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ê ñâîèì
ìîäåëÿì è ïðåäñòàâëåíèÿì. Íî ó ìåíÿ ïî÷åìó-
òî òîãäà íè÷åãî ïóòíîãî íå ïîëó÷èëîñü, õîòÿ ÿ

è èçâ¼ë íåìàëî áóìàãè. Â òî âðåìÿ ó ìåíÿ áûëè è äðóãèå äåëà è ïðîáû. Â ýòî
âðåìÿ ÿ ïèñàë êíèãó "Ñèñòåìû îòñ÷¼òà â òåîðèè ãðàâèòàöèè", åçäèë ïî äðóãèì
êîíôåðåíöèÿì, ñòðîèë äðóãèå ïëàíû.

È âîò ãäå-òî â 1983 ãîäó â ïèñüìå ê Þðèþ Èâàíîâè÷ó Êóëàêîâó ÿ ñôîð-
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ìóëèðîâàë ðÿä âîïðîñîâ ïî ïðåäëîæåííîé èì òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Â
îòâåòíîì ïèñüìå îí ïîïûòàëñÿ êîå-÷òî ðàçúÿñíèòü è çäåñü æå ñîîáùèë, ÷òî
ëåòîì 1984 ãîäà îí îðãàíèçóåò øêîëó ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà îçåðå
Áàëàíêóëü è ïðèãëàøàåò ìåíÿ ó÷àñòâîâàòü â íåé � òàì, ìîë, áóäåì èìåòü
âîçìîæíîñòü âñ¼ îáñóäèòü êàê ñëåäóåò. Ïîòîì îí ïðèñëàë îôèöèàëüíîå ïðèãëà-
øåíèå, à òàêæå êðàñî÷íîå îïèñàíèå êðàñîò è ýêñêóðñèé, êîòîðûå íàñ îæèäàþò
â ïðåäãîðüÿõ Ñàÿí âî âðåìÿ øêîëû. Îòêðîâåííî ãîâîðÿ, â íàó÷íîì ïëàíå ÿ
ìíîãîãî îò ýòîé øêîëû íå îæèäàë. Ïî ìîèì îöåíêàì ñðåäè ó÷àñòíèêîâ øêîëû
ïðàêòè÷åñêè íå áóäåò àâòîðèòåòíûõ ó÷åíûõ. Ñàì Êóëàêîâ ñðåäè ìîèõ êîëëåã
áîëüøå ñëûë ÷óäàêîì è ôàíòàç¼ðîì. Îäíàêî ëåòíåå âðåìÿ øêîëû, ñèáèðñêàÿ
ýêçîòèêà, Åíèñåé (à ÿ âîñòîÿíåå Öåëèíîãðàäà äî òåõ ïîð íå áûâàë) âîçáóäèëè
âî ìíå òóðèñòñêèé àçàðò. Âäîáàâîê íåäàëåêî îò Àáàêàíà ðàñïîëîæåí Êûçûë
� ðîäèíà ìîåãî òåñòÿ Ô¼äîðà Íåñòåðîâè÷à. Êîãäà îí óçíàë î âîçìîæíîñòè
ìíå òóäà ñúåçäèòü, êàòåãîðè÷åñêè çàÿâèë: òàì ìåñòà íåîïèñóåìîé êðàñîòû �
îáÿçàòåëüíî íóæíî åõàòü. È ÿ ðåøèë åõàòü.

Ñîàâòîðû è åäèíîìûøëåííèêè.
Áàëàíêóëü - 1984.

Ñ ñîáîé âçÿë åùå ñâîåãî
ó÷åíèêà � òîãäà ñòóäåíòà ÷åò-
â¼ðòîãî êóðñà ÌÃÓ Âàëåðó
Ãàâðèëîâà. Åõàòü ðåøèëè
ïîåçäîì, ÷òîáû ïðî÷óâñòâî-
âàòü ïðîñòîðû íàøåé ñòðàíû.
Ô¼äîð Íåñòåðîâè÷ ïðèø¼ë íàñ
ïðîâîäèòü íà âîêçàë, ïðèí¼ñ
íàì â äîðîãó ÿùèê ÷åøñêîãî
ïèâà, ïðîñèë ïîêëîíèòüñÿ åãî
ðîäíûì ìåñòàì. Äîðîãó îïè-
ñûâàòü íå áóäó, õîòÿ â ïóòè
áûëî ìíîãî èíòåðåñíîãî. Ïðè-
áûëè ìû â Àáàêàí � ñòîëèöó
Õàêàñèè ðàíî óòðîì. Ñðàçó
æå íà âîêçàëå ñòîëêíóëèñü ñ
ñèáèðñêîé ýêçîòèêîé. Íà âîê-
çàëå áûëî ìíîæåñòâî ëþäåé, ñïåøèâøèõ íà ýëåêòðè÷êó ñ áîëüøèìè êîðçèíàìè
è ñóìêàìè. Ñïðîñèëè îäíîãî ìóæ÷èíó ñ ÿâíî õàêàññêîé âíåøíîñòüþ, êóäà îíè
åäóò. Îí íà ÷èñòåéøåì ðóññêîì ÿçûêå ñ ìîñêîâñêèì âûãîâîðîì î÷åíü äðóæå-
ëþáíî ñîîáùèë, ÷òî âñå ñïåøàò â òàéãó çà äàðàìè ëåñà, � ïîñïåëè ÿãîäû, îðåõè.
Íàñ ïîðàçèë ÷èñòûé ðóññêèé ÿçûê ìåñòíîãî íàñåëåíèÿ � â ðåçêîì êîíòðàñòå ñ
òåì ÷òî ìû ïîçæå óñëûøàëè â ñîñåäíåé Òóâå.

Ñáîð ó÷àñòíèêîâ øêîëû áûë íàçíà÷åí â ãîñòèíèöå âî âòîðîé ïîëîâèíå äíÿ.
Ìû ïðèñòðîèëè âåùè è ïðîøëèñü ïî ãîðîäó, ñòðåìÿñü ïîñêîðåå óâèäåòü Åíèñåé.
Ñïðîñèëè, â êàêîì íàïðàâëåíèè íóæíî èäòè, ïåðåñåêëè ãîðîä è áûëè ðàçî÷àðî-
âàíû. Âìåñòî ìîãó÷åãî Åíèñåÿ ìû óâèäåëè çàðîñøèå èâíÿêîì áåðåãà, îñòðîâêè,
ïëàâíè, çà êîòîðûìè íàñòîÿùåé ðåêè òàê è íå óâèäåëè. Â íàçíà÷åííîå âðåìÿ áû-
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ëè â ôîéå ãîñòèíèöû. Òàì óæå ñòàëè ñîáèðàòüñÿ ñîâñåì íåçíàêîìûå íàì ëþäè.
Ïðèø¼ë Þðèé Èâàíîâè÷ Êóëàêîâ è ñîîáùèë, ÷òî ñêîðî áóäåò àâòîáóñ, êîòîðûé
îòâåç¼ò âñåõ íàñ íà îçåðî Áàëàíêóëü.

Þðèé Èâàíîâè÷ âñåõ çíàë, ðàäîñòíî çäîðîâàëñÿ, ïåðåõîäèë îò îäíèõ ê äðó-
ãèì. Ìû æå íèêîãî íå çíàëè, äåðæàëèñü îñîáíÿêîì. Íàñ òîæå íèêòî êðîìå
Êóëàêîâà íå çíàë. ß îïÿòü, áûëî, ïðèóíûë. Áóäó÷è çàìåñòèòåëåì ïðåäñåäàòåëÿ
ñåêöèè ãðàâèòàöèè, ÿ çíàë âñåõ â ñòðàíå, êòî áîëåå èëè ìåíåå ñåðü¼çíî çàíèìàëñÿ
ïðîáëåìàìè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Çäåñü æå íèêîãî èç íèõ íå áûëî, êðîìå íàñ
ñ Êóëàêîâûì. Âîêðóã ñîâñåì íåçíàêîìûå ìóæ÷èíû (ìîëîäûå è ñòàðøå ìåíÿ),
íåñêîëüêî æåíùèí. Êòî îíè? ×òî ó íàñ ñ íèìè ìîæåò áûòü îáùåãî? Êóëàêîâ
ìåíÿ çíàêîìèë ñ íåêîòîðûìè, íî èõ èìåíà ìíå íè÷åãî íå ãîâîðèëè. Ïðè ýòîì ÿ
èìåíà, êàê âñåãäà, ñðàçó æå çàáûâàë. ×òî íàñ æä¼ò âïåðåäè?

Ïîäîø¼ë àâòîáóñ. Ìû ñåëè âäâî¼ì ñ Âàëåðîé. Òàê îñîáíÿêîì è åõàëè äî ìå-
ñòà íàçíà÷åíèÿ, ãëÿäÿ â îêíà è âðåìåíàìè ïðèñëóøèâàÿñü ê ðàçãîâîðàì îêðóæà-
þùèõ. Âèäíî áûëî, ÷òî äðóãèå áûëè ìåæäó ñîáîé áîëåå çíàêîìû. Ìîå âíèìàíèå
ïðèâë¼ê ñóõîùàâûé ìóæ÷èíà, ñòàðøå ìåíÿ ëåò íà ïÿòíàäöàòü. Îí ñèäåë ñ ÷åð-
íÿâûì ìóæ÷èíîé ëåâåå íàñ è ñðåäè ïðî÷åãî îáñóæäàë, êòî äîëæåí áûë ïðèåõàòü
íà øêîëó. Ïåðå÷èñëÿÿ ñîñòàâ ó÷àñòíèêîâ, îí, â ÷àñòíîñòè, ñêàçàë, ÷òî åù¼ èç
Ìîñêâû äîëæåí áûòü íåêèé Âëàäèìèðîâ �

Ó÷àñòíèêè Ïåðâîé Øêîëû ÒÔÑ-84 íàêàíóíå îòúåçäà
(Ôîòî Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâà)

ñïåöèàëèñò ïî êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè, ó êîòîðîãî åñòü èçâåñòíûå ðàáîòû è äàæå
êíèæêà ïî òåîðèè ãðàâèòàöèè... Íàçûâàëèñü äðóãèå ôàìèëèè... Ìû æå áîëüøå
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îáîçðåâàëè îêðåñòíîñòü. Îíè íå âïå÷àòëÿëè, äàæå ñêîðåå íàâîäèëè íà ãðóñòü.
Áåçëþäíàÿ, âñõîëìë¼ííàÿ ìåñòíîñòü ñ ðåäêèìè äåðåâüÿìè. Âîêðóã ìíîæåñòâî
êàìíåé. Âñêîðå ìû ñòàëè ðàçëè÷àòü, ÷òî ñòàëè ïîïàäàòüñÿ óïîðÿäî÷åííûå ñêîï-
ëåíèÿ èç ïðîäîëãîâàòûõ ðàâíîâåëèêèõ êàìíåé, ïîñòàâëåííûõ òîð÷êîì. Êóëà-
êîâ âñåì îáúÿñíèë, ÷òî ýòî äðåâíèå õàêàññêèå çàõîðîíåíèÿ. Ïðîåõàëè êàêîé-òî
íåïðèãëÿäíûé ïîñåëîê. Õîëìû ñòàëè âûøå. Äîðîãà çàïåòëÿëà ìåæäó íèìè.

Ñäåëàëè íåñêîëüêî ïîâîðîòîâ. È âäðóã, êàðòèíà ðåçêî èçìåíèëàñü, � ìû
îêàçàëèñü ìåæäó õîëìàìè, ñïëîøü ïîêðûòûìè õâîéíûì ëåñîì. Õâîåé ïàõíóëî
âíóòðè àâòîáóñà, àæ ãîëîâà ïîøëà êðóãîì. Ìû åù¼ íåìíîãî ïðîåõàëè è ñïðàâà
îò íàñ ðàçâåðíóëàñü æèâîïèñíåéøàÿ êàðòèíà. Çàáëåñòåëà ãëàäü îçåðà, îáðàì-
ë¼ííîãî âûñîêèìè çåë¼íûìè õîëìàìè. Íà áåðåãó îçåðà ñðåäè äåðåâüåâ ìû ðàç-
ãëÿäåëè ïîñòðîéêè ïèîíåðñêîãî ëàãåðÿ. Ýòî è áûëî îçåðî Áàëàíêóëü, â ïåðåâîäå
ñ õàêàññêîãî "Îëåíüå îçåðî". Íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ äðåâíåé îõîòíè÷üåé ëåãåíäîé.
Ïî ôîðìå îíî íàïîìèíàëî âîñüì¼ðêó � ñîñòîÿëî èç äâóõ ïðèìåðíî ðàâíîâåëè-
êèõ îâàëüíûõ îç¼ð, ñîåäèí¼ííûõ ïåðåìû÷êîé. Îäèí èç õîëìîâ, íàâèñàþùèõ íàä
îçåðîì áûë çíà÷èòåëüíî âûøå äðóãèõ. Îí íàçûâàëñÿ Øàìàí-ãîðîé. È îçåðî, è
Øàìàí-ãîðà ó õàêàñîâ ñ÷èòàþòñÿ ñâÿùåííûìè. Çäåñü â ýòîì ñâÿòîì æèâîïèñíîì
ìåñòå ñðåäè äðåâíèõ õàêàññêèõ ìîãèëüíèêîâ, ðàçáðîñàííûõ ïî ñêëîíàì õîëìîâ
� ïðåäãîðèé Ñàÿí, íàì ïðåäñòîÿëî ïðîæèòü ïîëòîðû íåäåëè.

Þðèé Êóëàêîâ è Òàòüÿíà
Ãðèãîðüåâà.

Ëàãåðåé çäåñü îêàçàëîñü äâà: îäèí
áûë íåïîñðåäñòâåííî íà áåðåãó îçå-
ðà, à äðóãîé íàõîäèëñÿ ÷óòü âûøå,
ñî ñòîðîíû, ïðîòèâîïîëîæíîéØàìàí-
ãîðå. Åãî ïîñòðîéêè ñðàçó áûëî òðóä-
íî ðàçãëÿäåòü çà äåðåâüÿìè. ×àñòü
ó÷àñòíèêîâ ïîñåëèëè â íèæíåì ëàãå-
ðå, à íåñêîëüêî ÷åëîâåê ïî óêàçàíèþ
Êóëàêîâà ïîñåëèëè â âåðõíåì ëàãåðå.
Êàê ÿ ïîòîì ïîíÿë, ýòî áûëè íàè-
áîëåå êâàëèôèöèðîâàííûå ó÷àñòíèêè
øêîëû. Ñðåäè íèõ îêàçàëèñü è ìû ñ
Âàëåðîé, ñàì Þðèé Èâàíîâè÷ Êó-
ëàêîâ, åãî áëèæàéøèå ó÷åíèêè Ãåíà
Ìèõàéëè÷åíêî ñ æåíîé Íàòàøåé è

ñûíîì Âèòåé, Âîëîäÿ Ëåâ, à òàêæå Âèêòîð Èâàíîâè÷ Øàõîâ � òîò ïî-
æèëîé ìóæ÷èíà, ÷òî óïîìèíàë ìî¼ èìÿ â àâòîáóñå. Áûëè åù¼ äâà ìîëîäûõ
÷åëîâåêà. Âñåãî íàñ çäåñü áûëî ïðèìåðíî 10 ÷åëîâåê. Ýòî ïî-ñóùåñòâó è áûë
íàó÷íûé àêòèâ øêîëû.

Îñòàâøèåñÿ â íèæíåì ëàãåðå áûëè ëþäüìè äðóãèõ ïðîôåññèé: Òàòüÿíà
Ïåòðîâíà Ãðèãîðüåâà � äîêòîð ôèëîëîãè÷åñêèõ íàóê èç Ìîñêâû (èçâåñòíûé
ñïåöèàëèñò ïî âîñòî÷íîé êóëüòóðå � ÿïîíèñò è êèòàåâåä), Íèíà Íèêîëàåâ-
íà ßêèìîâà � àñòðîíîì, êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê èç Ìîñêâû,
Èîñèô Øåôòåëåâè÷ Øåâåë¼â � àðõèòåêòîð èç Êîñòðîìû, Îëüãà Ïåòðîâíà
Ñòåïàíîâà � ôèçèê èç Ìîñêîâñêîãî èíñòèòóòà ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷å-
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ñêîé ôèçèêè ñ ñûíîì Ñåðãååì � áóäóùèì ôèçèêîì, òîãäà ñòóäåíòîì ôèçòåõà èç
Ìîñêâû, ôèçèê ßçåï Àðîíîâè÷ Ýéäóñ (Äæî) ñ ñîâåðøåííî ôàíòàñòè÷åñêîé
áèîãðàôèåé � Dr. pabilitatus ïî õèìèè è ôèçèêå, çàñëóæåííûé emeritus professor
ñ ìîëîäîé æåíîé Èíåññîé Þðüåâíîé èç Ðèãè, ìàòåìàòèê, ïðîôåññîð Íîâîñè-
áèðñêîãî óíèâåðñèòåòà Ñåðãåé Íàãàåâ c æåíîé Ñâåòîé. Áûëî åù¼ íåñêîëüêî
÷åëîâåê èç Íîâîñèáèðñêà è Àáàêàíà, îäèí ìîëîäîé ÷åëîâåê èç Èæåâñêà è îäèí
èç ×åðíîâöîâ � âñåãî ïðèìåðíî 15 ÷åëîâåê. Èòîãî, ñ ó÷¼òîì åù¼ íåñêîëüêèõ
ïðèñîåäèíèâøèõñÿ ïîçæå, áûëî îêîëî òðèäöàòè ó÷àñòíèêîâ øêîëû. Êîìïàíèÿ
ñîáðàëàñü äîâîëüíî ï¼ñòðàÿ, ìîæíî äàæå ñêàçàòü, ïàðàäîêñàëüíàÿ, � ìîæíî ëè
áûëî îæèäàòü îò òàêîãî ñîñòàâà ïîëíîöåííîé íàó÷íîé øêîëû ïî ôèçèêå? Êàêîâ
ìîã áûòü óðîâåíü ýòîé øêîëû? ×òî ìîãëî ñâÿçàòü ñòîëü ðàçíûõ ëþäåé?

Þðèé Âëàäèìèðîâ, Þðèé Êóëàêîâ è
Âàëåðèé Ãàâðèëîâ.

Íî æèçíü îêàçàëàñü áîãà÷å, ÷åì
ìîæíî áûëî îæèäàòü èç ïðîñòîé
àðèôìåòè÷åñêîé ðàñêëàäêè, êòî åñòü
êòî. Íà ñëåäóþùèé äåíü óòðîì ñîñòî-
ÿëîñü òîðæåñòâåííîå îòêðûòèå øêî-
ëû. Ìû ðàñïîëîæèëèñü â ñàìûõ
âîëüíûõ ïîçàõ, êòî ë¼æà, êòî ñèäÿ
íà ëóæàéêå äëÿ ïèîíåðñêèõ ñáîðîâ
íèæíåãî ëàãåðÿ. Ïî ëàãåðíîé ðà-
äèîòðàíñëÿöèè çàçâó÷àë �Äèâåðòèñ-
ìåíò� Âåáåðà, â äàëüíåéøåì ñòàâ-
øèé ãèìíîì íàøèõ ðåãóëÿðíî ïðîâî-
äèìûõ øêîë ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð. Ïîä çâóêè �Äèâåðòèñìåí-
òà� íà ëàãåðíîì ôëàãøòîêå âçâèëñÿ
òð¼õöâåòíûé ôëàã øêîëû: îðàíæåâî-
áåëî-ãîëóáîé ñ öâåòêîì ýäåëüâåéñà â
ñåðåäèíå. Ôëàã ýòîò ðàçâèâàëñÿ âñå
äíè ðàáîòû øêîëû. Ïîñëå ïîäú-
¼ìà ôëàãà ñî ñöåíû âûñòóïèë Þðèé
Èâàíîâè÷ Êóëàêîâ. Îí ïîïðîñèë
âñåõ ó÷àñòíèêîâ ïî÷òèòü ïàìÿòü åãî
äî÷åðè Îëüãè, òðàãè÷åñêè ïîãèáøåé
â ãîðàõ Òÿíüøàíÿ â èþëå ýòîãî ãîäà.
Ïîñëå ìèíóòû ìîë÷àíèÿ îí ðàññêàçàë
îá èñòîðèè ñîçäàíèÿ è ïåðâûõ øàãàõ
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïîòîì
âûñòóïèë ñ ïðèâåòñòâèåì íà÷àëüíèê ïèîíåðñêîãî ëàãåðÿ. Çàòåì áûëà îãëàøå-
íà íàó÷íàÿ è êóëüòóðíàÿ ïðîãðàììà øêîëû, è ìû îòïðàâèëèñü â ïèîíåðñêóþ
êîìíàòó âåðõíåãî ëàãåðÿ ñëóøàòü ïåðâûå äîêëàäû.

Êàê ïðàâèëî, ìû ðàáîòàëè òðè ÷àñà äî îáåäà è ïðèìåðíî ñòîëüêî æå ïîñëå
îáåäà, à ïîñëå óæèíà îïÿòü ñîáèðàëèñü âñå âìåñòå íà êóëüòóðíóþ ïðîãðàììó.
Íà íàó÷íûõ çàñåäàíèÿõ â îñíîâíîì âûñòóïàë Þðèé Èâàíîâè÷. Îí ôàêòè÷åñêè
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ïðî÷èòàë öèêë ëåêöèé ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Þ.È.Êóëàêîâ ïîäðîáíî
èçëîæèë ñâî¼ ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ðàññêàçàë îá îñíîâíûõ íàéäåí-
íûõ èõ ïðèëîæåíèÿõ. Åãî âûñòóïëåíèÿ èçîáèëîâàëè îáøèðíûìè ìèðîâîççðåí-
÷åñêèìè è ôèëîñîôñêèìè îòñòóïëåíèÿìè. Â ïîäòâåðæäåíèå ñâîèõ âçãëÿäîâ îí
ïðèâîäèë öèòàòû êëàññèêîâ íàóêè. Ìíîãèå ñîîáðàæåíèÿ îí ïîÿñíÿë íàãëÿäíûìè
îáðàçàìè è ñðàâíåíèÿìè. Òàê ãîâîðÿ î ñóòè è íàçíà÷åíèè íàóêè, îí íàðèñîâàë
ïëàòîíîâñêóþ ïåùåðó ñ êîñòðîì ïîñåðåäèíå. Îêîëî êîñòðà îí èçîáðàçèë òàíöóþ-
ùóþ æåíùèíó, à ó ñòåíû ñïèíîé ê íåé ïîìåñòèë ñèäÿùåãî ÷åëîâåêà, ãëÿäÿùåãî íà
òåíè íà ñòåíå ïåùåðû. Æåíùèíà îëèöåòâîðÿëà ñîáîé Ìèð Âûñøåé ðåàëüíîñòè,
à ñèäÿùèé ÷åëîâåê � ôèçèêà, êîòîðûé ïî òåíÿì íà ñòåíå äîëæåí âîññòàíîâèòü
îáðàç æåíùèíû � îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû.

Åù¼ îí ðèñîâàë â âèäå äåðåâà ñõåìó, ïîÿñíÿþùóþ ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ðàçäåëàìè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Áûëî ìíîæåñòâî è äðóãèõ îáðàçíûõ ñðàâíå-
íèé. Ïîëó÷àëîñü òàê, ÷òî ñëóøàòåëÿì ñ ñàìîé ðàçíîé ïîäãîòîâêîé íàõîäèëîñü
÷òî-ëèáî èíòåðåñíîå. Åäèíñòâåííîå, ÷òî òðåáîâàëîñü îò ó÷àñòíèêîâ øêîëû �
áûëà èñêðåííÿÿ çàèíòåðåñîâàííîñòü â òîì, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â óñòðîéñòâå Ìè-
ðîçäàíèÿ. Äëÿ íåñïåöèàëèñòîâ íåÿñíûå èì ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû òåîðèè ñî-
çäàâàëè íåêèé îðåîë òàèíñòâåííîñòè, åù¼ áîëüøå âîçáóæäàâøåé èõ âîîáðàæåíèå.

Ïîäú¼ì ôëàãà.

Ìíå æå áûëà ÿñíà öåíà öèòàò è èäåîëîãè-
÷åñêèõ ëèðè÷åñêèõ îòñòóïëåíèé, � ÿ èõ âîñ-
ïðèíèìàë êàê îïèñàíèÿ ïðèðîäû ïðè ÷òåíèè
õóäîæåñòâåííîé ëèòåðàòóðû. Óêðàñèòü öè-
òàòàìè è ñðàâíåíèÿìè ÿ è ñàì ìîã íå õóæå,
� áûëî áû ÷òî óêðàøàòü. À â äàííîì ñëó-
÷àå äåéñòâèòåëüíî áûëî ÷òî: áûëà êðàñèâàÿ
èäåÿ è áûëî ïðåäëîæåíî äîñòàòî÷íî ñòðîãîå
ìàòåìàòè÷åñêîå ðàçâèòèå ýòîé èäåè. Ïîëó-
÷èëàñü äåéñòâèòåëüíî ñòðîéíàÿ êîíñòðóêöèÿ.
Ìíå íå òðóäíî áûëî âûäåëèòü å¼ ñóòü èç-ïîä
ñëîÿ èçûñêàííûõ óêðàøåíèé. Çà âðåìÿ ðàáî-
òû øêîëû ÿ ñìîã äîñòàòî÷íî ãëóáîêî ïîãðó-
çèòüñÿ â òåîðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð Êóëà-
êîâà, ïîíÿòü ðÿä òîíêîñòåé, ðàíåå óñêîëüçàâ-
øèõ îò ìåíÿ. ß çàäàâàë ìíîæåñòâî âîïðîñîâ
Êóëàêîâó êàê âî âðåìÿ äîêëàäà, òàê è ìåæ-
äó çàñåäàíèÿìè. Èç åãî îòâåòîâ ÿ ñîñòàâèë
äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå êàê î ñèëü-
íûõ, òàê è î ñëàáûõ ñòîðîíàõ òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð. ß ïîíÿë, ÷òî äëÿ å¼ ñîçäàòå-
ëÿ òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ îä-
íîâðåìåííî è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé, è ôèçè÷åñêîé òåîðèåé, è ôèëîñîôñêîé
ñèñòåìîé, è äàæå èñêóññòâîì. Ïîëó÷èëîñü íå÷òî åäèíîå öåëîå è îäíîâðåìåííî
ìíîãîëèêîå, ÷òî ñîñòàâèëî ñìûñë è ñîäåðæàíèå âñåé æèçíè Êóëàêîâà. Â ýòîì
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áûëà êàêàÿ-òî âûñøàÿ êðàñîòà, à â êðàñîòå Þðèé Èâàíîâè÷ çíàë òîëê...
Íåñêîëüêî ðàç ìû äåëàëè ïåðåðûâû â íàó÷íîé ïðîãðàììå äëÿ ýêñêóðñèé. Â

îäèí äåíü ìû ñîâåðøèëè ïîõîä ê ñòàðûì çàáðîøåííûì çîëîòûì ðóäíèêàì, â
êîòîðûõ åù¼ âî âðåìÿ âîéíû äîáûâàëè çîëîòî, à ïîòîì èç-çà íåäîñòàòî÷íî âûñî-
êîãî ïðîöåíòà ñîäåðæàíèÿ çîëîòà çàêîíñåðâèðîâàëè. Ïî ïîë-äíÿ áûëî îòâåäåíî
íà âîñõîæäåíèå íà Øàìàí-ãîðó è íà âåðøèíó ñîñåäíåé ãîðû.

×òî ýòî áûëè çà ïîõîäû! Ýòî áûëî íå÷òî ñêàçî÷íîå. Ñòîèëî íåìíîãî îòîéòè
îò ëàãåðÿ è ìû ïîïàäàëè íà ïîëÿíû ñ ýäåëüâåéñàìè, � òåìè ñàìûìè, î êîòîðûõ
â Êàðïàòàõ èëè íà Êàâêàçå ñëàãàþò ëåãåíäû. À òóò â Ñàÿíàõ îíè ïîêðûâàëè
ñåðåáðèñòûì êîâðîì âåðøèíû îêðåñòíûõ ãîð.

Ó÷àñòíèêè Øêîëû ÒÔÑ-84 íà ïîëïóòè ê âåðøèíå Øàìàí-ãîðû.
(Ôîòî Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâà)

Ó ïîäíîæèÿ Øàìàí-ãîðû ìû íàòêíóëèñü íà ïîëÿíó êðóïíîé çåìëÿíèêè.
Ðâàòü çäåñü å¼ íåêîìó. Ìîæíî íàåäàòüñÿ åþ äî îòâàëà, òî÷íåå, ñúåñòü ðîâíî
ñòîëüêî, ñêîëüêî õâàòèò òåðïåíèÿ îòáèâàòüñÿ îò êîìàðîâ è îâîäîâ. Êñòàòè, âîç-
ëå ñàìîãî ëàãåðÿ èõ ïðàêòè÷åñêè íå áûëî.

À ÷òî çà ÷óäî áûëî âîñõîæäåíèå íà Øàìàí-ãîðó! Âïåðåäè ø¼ë Þðèé Èâàíî-
âè÷, îáíàæ¼ííûé ïî ïîÿñ, ñ ïàëêîé-ïîñîõîì, êàê ïðîðîê Ìîèñåé, è ðàññêàçûâàë
áèáëåéñêèå ëåãåíäû ñ óâëåêàòåëüíûìè êîììåíòàðèÿìè. Ìû, ðàññûïàâøèñü, äâè-
ãàëèñü çà íèì, äåëàÿ îñòàíîâêè, ÷òîáû îáîðâàòü î÷åðåäíîé êóñò áàðáàðèñà, åæå-
âèêè èëè äèêîé ÷¼ðíîé ñìîðîäèíû. Âçîáðàâøèñü íà ãîðó, ìû êàê çà÷àðîâàííûå,
ñòîÿëè è íå ìîãëè íàëþáîâàòüñÿ îòêðûâøåéñÿ ïåðåä íàìè ïàíîðàìîé. Âíèçó
ãîëóáåëà âîñüì¼ðêà îçåðà Áàëàíêóëü ñ êðîõîòíûìè êîðîáî÷êàìè ëàãåðíûõ ïî-
ñòðîåê, à âîêðóã, íàñêîëüêî õâàòàë ãëàç, çåëåíåëè âåðøèíû õîëìîâ, ïîñòåïåííî,
ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ãîðèçîíòó, ïîêðûâàþùèåñÿ ãîëóáîâàòîé äûìêîé. À íà
ñàìîì ãîðèçîíòå ñêâîçü äûìêó ïðîñòóïàëè íàñòîÿùèå Ñàÿíñêèå ãîðû. Âðåìÿ îò
âðåìåíè íàä íàìè è íèæå ïðîïëûâàëè îðëû. Äîëãî ìû íå ìîãëè íàñìîòðåòüñÿ
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íà ýòî äèâî. Ìû ðàñïîëîæèëèñü êðóæêîì âîêðóã Þðèÿ Èâàíîâè÷à, à îí, îïè-
ðàÿñü íà ïîñîõ, ðàññêàçûâàë íàì çàíèìàòåëüíûå èñòîðèè. Ó ìåíÿ ñîõðàíèëàñü
ôîòîãðàôèÿ, ñäåëàííàÿ íà Øàìàí-ãîðå, è êóñîê ðîçîâîãî ìðàìîðà, êîòîðûé ÿ
èçâë¼ê èç êîðíåé ïîâàëåííîãî íåïîäàë¼êó äåðåâà.

È, êîíå÷íî æå, âî âðåìÿ ýòèõ ïîõîäîâ ïðîäîëæàëèñü íàó÷íûå äèñêóññèè.
Íèêîãäà íå çàáóäó, êàê ïî ïóòè ê ïåùåðå ÿ ðàçâèâàë ïåðåä Þðèåì Èâàíîâè÷åì
Êóëàêîâûì ñâîè ðàçìûøëåíèÿ î, êàê ÿ òîãäà íàçûâàë, ÷åòâ¼ðòîé êîíöåïöèè ôè-
çè÷åñêîé êàðòèíû ìèðà. Ýòî áûëè, ìîæíî ñêàçàòü, ãëóáîêî âûñòðàäàííûå ìíîþ
èäåè. È ÿ áûë ðàä âîçìîæíîñòè èõ èçëîæèòü çàèíòåðåñîâàííîìó ÷åëîâåêó. Ïîì-
íèòñÿ, ÿ ãîâîðèë î íèõ ñ æàðîì, ïûòàÿñü èõ êàê-òî ñâÿçàòü ñ óñëûøàííûì íà
øêîëå. Þðèé Èâàíîâè÷ âíèìàòåëüíî ñëóøàë, âðåìÿ îò âðåìåíè çàäàâàë âîïðî-
ñû, à ïîòîì ñòàë âîçðàæàòü, ïðîÿâëÿÿ ñâî¼ íåñîãëàñèå. ß ïîïðîáîâàë íàñòàèâàòü
íà ïðàâîìåðíîñòè ñâîåãî ïîäõîäà, îí âîçðàæàë. Âñêîðå ÿ ïîíÿë, â ÷¼ì äåëî. Îí
ñîçäàë äëÿ ñåáÿ îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó âçãëÿäîâ íà ìèð, îïèðàþùóþñÿ íà òåî-
ðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. È ýòà ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé äðóãóþ ïàðàäèãìó
(âïîñëåäñòâèè ÿ åå íàçâàë øåñòîé ïàðàäèãìîé). Ó íåãî áûëà óâåðåííîñòü, ÷òî
èìåííî åãî ñèñòåìà âçãëÿäîâ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî ïðàâèëüíîé.

Ó÷àñòíèêè Øêîëû ÒÔÑ-84 íà çàáðîøåííîì ïðèèñêå.
(Ôîòî Þ.Ñ.Âëàäèìèðîâà)

Îí ïîëàãàë, ÷òî íàø¼ë âûñøåå íà äàííûé ìîìåíò ïîíèìàíèå ìèðà. Îí äà-
æå ãîâîðèë òàêèå ñëîâà: "Ñ ÷åãî áû íà÷àë Áîã, ïðèñòóïàÿ ê ñîòâîðåíèþ ìèðà?
Ïðåæäå âñåãî, îí áû ââ¼ë ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû, à èç íèõ áû ñòàë âûâîäèòü
îòäåëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, è ëèøü ïîòîì áû ñòàë ñîçäàâàòü âñ¼ îñòàëüíîå".

Äëÿ íåãî ñòðóêòóðû áûëè âûñøèì ïðîÿâëåíèåì Áîæåñòâåííîé çàêîíîìåð-
íîñòè. Íåêîòîðûå áåëûå ïÿòíà â åãî ñèñòåìå åãî íå îñòàíàâëèâàëè. À òóò ÿ,
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âäðóã, åìó ãîâîðþ, ÷òî ìîãóò áûòü äðóãèå ïàðàäèãìû, è ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê,
÷òî çà ôèçè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè ìîãóò îêàçàòüñÿ åù¼ áîëåå ãëóáîêèå ïðèíöèïû,
ïðèâîäÿùèå ê ñòðóêòóðàì. Ïðè ýòîì ÿ òîãäà íàñòàèâàë íà ïåðâè÷íîñòè ïðèí-
öèïîâ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Òîãäà ìû òàê è íå ñìîãëè äîãîâîðèòüñÿ. Íî ýòà
äèñêóññèÿ ôàêòè÷åñêè âîçîáíîâëÿëàñü ïðè êàæäîé íàøåé ïîñëåäóþùåé âñòðå÷å.
Âïîñëåäñòâèè, ìíå êàæåòñÿ, îí íåñêîëüêî îòñòóïèë, � ñòàë òåðïèìåå îòíîñèòüñÿ
ê ïðàâîìåðíîñòè ðàçëè÷íûõ ïàðàäèãì. ß ïîëàãàþ, â ïðîöåññå ýòèõ äèñêóññèé
ìû îáà ïðèîáðåëè ìíîãî íîâîãî, ïî êðàéíåé ìåðå, ÿ òàê äóìàþ î ñåáå. Â êîí-
öå êîíöîâ ÿ èñïîëüçîâàë åãî ñòðóêòóðû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íîâîé ôèçè÷åñêîé
ïàðàäèãìû, äåâÿòîé â ìîåé êëàññèôèêàöèè, ñïîñîáíîé êîíêóðèðîâàòü ñ îáùå-
ïðèíÿòûìè íàó÷íûìè âçãëÿäàìè. Íàäåþñü, îí íå êðèâèë äóøîé, êîãäà íà îä-
íîé èç ïîñëåäóþùèõ øêîë â Ïóùèíî íàäïèñàë íà ðàíåå ïîäàðåííîé ñâîåé êíèãå
"Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð" î÷åíü òåïëûå ñëîâà î ïëîäîòâîðíîñòè
íàøåãî ñîòðóäíè÷åñòâà.

Èëè, ìíå âñïîìèíàåòñÿ äðóãàÿ äèñêóññèÿ ñ Âîëîäåé Ëüâîì è Ãåíîé Ìèõàé-
ëè÷åíêî ïî äîðîãå íà çîëîòûå ðóäíèêè. Ìû îáñóæäàëè âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ
ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé â ðàìêàõ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ãåíà Ìèõàéëè÷åíêî è Þðèé Êóëàêîâ.

Â îñíîâå òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð, êàê èçâåñò-
íî, ëåæèò ïîíÿòèå ñâîåîáðàç-
íîé ñàêðàëüíîé ñèììåòðèè.
Â òðàäèöèîííîé ôèçèêå òîæå
åñòü ñâîè ãðóïïîâûå ñèììåò-
ðèè, è â òî âðåìÿ áûëî ïðèíÿ-
òî ñâÿçûâàòü ïîíÿòèå âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñ íàðóøåíèåì ñèì-
ìåòðèé, ñ òàê íàçûâàåìîé èõ
ëîêàëèçàöèåé. Èñõîäÿ èç ýòî-
ãî âîçíèêàë âîïðîñ, êàê ñîâ-
ìåñòèòü òàêîé ïîäõîä ê âçà-
èìîäåéñòâèÿì ñ ïðèíöèïàìè
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð:
íóæíî ëè èõ àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì ëîêàëèçîâûâàòü, òî åñòü íàðóøàòü, èëè åñòü ñïîñîá ââåñòè âçàèìîäåéñòâèÿ,
íå íàðóøàÿ ñòðóêòóðû? Ê íàøåé äèñêóññèè ïðèñîåäèíèëñÿ è Êóëàêîâ. Ìû ñó-
äèëè è òàê è ýäàê, íî ê îêîí÷àòåëüíîìó îòâåòó òîãäà òàê è íå ïðèøëè. Íî ýòîò
ðàçãîâîð è äàæå äåòàëè òîé äîðîãè, ïî êîòîðîé ìû ïðîõîäèëè â òîò ìîìåíò, ÷¼òêî
âðåçàëèñü â ìîåé ïàìÿòè. Ïîòîì ÿ íåîäíîêðàòíî âîçâðàùàëñÿ ê ýòîìó ðàçãîâîðó
è ñìîã îòâåòèòü íà íåãî ëèøü ñïóñòÿ ÷åòûðå ãîäà.

Êðîìå Þðèÿ Èâàíîâè÷à Êóëàêîâà íà øêîëå âûñòóïàëè è åãî ó÷åíèêè:
Âëàäèìèð Õàíàíîâè÷ Ëåâ è Ãåííàäèé Ãðèãîðüåâè÷ Ìèõàéëè÷åíêî � ñ
èçëîæåíèåì îòäåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äåòàëåé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
Â èõ äîêëàäàõ íå áûëî èäåîëîãèè. Îíè áûëè ïðàêòèêàìè, à çà ôèçè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ è èäåîëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðîãðàììû îòâå÷àë Þðèé Èâàíî-
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âè÷. Ñ Âîëîäåé è Ãåíîé ÿ êðåïêî ïîäðóæèëñÿ âî âðåìÿ øêîëû. Â ïîñëåäñòâèè ÿ
áûë îôèöèàëüíûì îïïîíåíòîì íà çàùèòå êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ëüâà è äîê-
òîðñêîé äèññåðòàöèè Ìèõàéëè÷åíêî. Î÷åíü ïîìîã íàì ñâîèìè áåñ÷èñëåííûìè
âîïðîñàìè è íåèññÿêàåìîé çàèíòåðåñîâàííîñòüþ â ðàçâèòèè òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð Âèêòîð Èâàíîâè÷ Øàõîâ � òîò ñàìûé, ÷òî â àâòîáóñå ãîâîðèë, ÷òî
íà øêîëó äîëæåí ïðèåõàòü Âëàäèìèðîâ. Âíåøíå åðøèñòûé, óïðÿìûé è ñóåò-
ëèâûé, à ïî ñâîåé ñóòè äîáðåéøèé è çàáîòëèâûé î äðóãèõ ÷åëîâåê, îí ñòàë äëÿ
ìåíÿ òàêèì æå äðóãîì, êàê è äëÿ Þðèÿ Èâàíîâè÷à Êóëàêîâà. ß ñåé÷àñ ïðîñòî
íå ïðåäñòàâëÿþ ñåáå íàøåãî äâèæåíèÿ, åñëè òàê ìîæíî íàçâàòü äåÿòåëüíîñòü
ïî ðàçâèòèþ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, áåç Âèêòîðà Èâàíîâè÷à Øàõîâà.
Ôàêòè÷åñêè îí ñòàë íàøèì èñòîðèêîì è õðàíèòåëåì òðàäèöèé.

Íåñêîëüêî ëåêöèé ïðî÷èòàë íà øêîëå è ÿ. Îäíàêî ìîè ëåêöèè âíåøíå íå
ñîîòâåòñòâîâàëè òåìàòèêå øêîëû � òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Îäíà ëåêöèÿ
áûëà ïîñâÿùåíà ìíîãîìåðíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ìîäåëÿì ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåé-
ñòâèé òèïà òåîðèè Êàëóöû-Êëåéíà, âòîðàÿ � ïðîáëåìàì êâàíòîâàíèÿ ãðàâèòà-
öèè, òðåòüÿ � îáñóæäåíèþ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàäèãì. Åù¼ ÿ ðàññêàçûâàë
ïðî òåîðèþ ïðÿìîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìåíÿ âåæëèâî ñëóøàëè,
íåêîòîðûå äàæå âíèìàòåëüíî, íî, âèäèìî, ó áîëüøèíñòâà â ãîëîâå âîçíèêàë âî-
ïðîñ: à ïðè ÷¼ì çäåñü ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû? Åñëè áû ìåíÿ òîãäà òàê íàïðÿìóþ
îá ýòîì ñïðîñèëè, òî ÿ áû ñàì çàòðóäíèëñÿ îòâåòèòü.

Ñàëüâàäîð Äàëè
Ìàäîííà Ïîðò Ëèãàòà.

Òîëüêî ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò ÿ ñìîã îò-
âåòèòü íà ýòè âîïðîñû âïîëíå îïðåäå-
ë¼ííî. Ôàêòè÷åñêè â ýòèõ ìîèõ âû-
ñòóïëåíèÿõ í�à÷àëî çàêëûäûâàòüñÿ íî-
âîå íàïðàâëåíèå � íîâûé ðàçäåë òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûé ÿ íàçâàë áè-
íàðíîé ãåîìåòðîôèçèêîé (ðåëÿöèîííîé
òåîðèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è âçàè-
ìîäåéñòâèé). Â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå
ýòà òåîðèÿ áàçèðóåòñÿ íà îáîáùåíèè
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð Êóëàêî-
âà, à â ôèçè÷åñêîì ïëàíå îïèðàåò-
ñÿ íà èäåè òð¼õ òèïîâ: à) íà èäåþ
î ìàêðîñêîïè÷åñêîé ïðèðîäå (âûâîäè-
ìîé èç ñâîéñòâ ôèçèêè ìèêðîìèðà)
êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, á)
íà êîíöåïöèþ äàëüíîäåéñòâèÿ, òî÷-
íåå, íà òåîðèþ ïðÿìîãî ìåæ÷àñòè÷íî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ Ôîêêåðà-Ôåéíìàíà,
â) íà ïðèíöèïû ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåé-
ñòâèé òèïà òåîðèè Êàëóöû-Êëåéíà. Íî
ìîã ëè ÿ òîãäà ñàì ïðåäñòàâèòü, êàê â
äàëüíåéøåì ñîëüþòñÿ ïðèíöèïû ýòèõ ñòîëü ðàçëè÷íûõ, íà ïåðâûé âçãëÿä, òåî-
ðèé?! Áûëî íåñêîëüêî âûñòóïëåíèé íà åù¼ áîëåå äàë¼êèå òåìû. Íàïðèìåð,
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àðõèòåêòîð Èîñèô Øåôòåëåâè÷ Øåâåë¼â ðàññêàçûâàë î ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ çî-
ëîòîãî ñå÷åíèÿ. Íà ýòó òåìó îí íàïèñàë êíèãó (è íå îäíó). ß äî ýòîãî, êîíå÷íî,
ñëûøàë î áîëüøîé ðîëè çîëîòîãî ñå÷åíèÿ â ïðèðîäå, â àðõèòåêòóðå è â èñêóñ-
ñòâå. Íî ïîñëå åãî ðàññêàçà ÿ áûë ïîòðÿñ¼í, íàñêîëüêî ìíîãîîáðàçíû ïðîÿâëåíèÿ
â ïðèðîäå îòíîøåíèé çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Êîíå÷íî, â åãî âûñòóïëåíèè áûëî íåìàëî
ìèñòèêè è ñîìíèòåëüíûõ äîìûñëîâ, íî êâàëèôèöèðîâàííîìó ñëóøàòåëþ ëåãêî
îòäåëèòü ðàöèîíàëüíîå çåðíî îò øåëóõè äîìûñëîâ àâòîðà. Ïîñëå âûñòóïëåíèÿ
âî âðåìÿ ïðîãóëîê è îòäåëüíûõ áåñåä, ÿ äóìàþ, ìû ïîìîãëè àâòîðó èçáàâèòüñÿ îò
÷àñòè èç íèõ � â ýòîì òîæå ïîëüçà øêîëû, ïðè÷¼ì âçàèìíàÿ. Ïðàâäà, îí, âèäèìî,
íàäåÿëñÿ ñâÿçàòü çîëîòîå ñå÷åíèå ñ òåîðèåé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íî, íàñêîëüêî
ìíå èçâåñòíî, òàêîé ñâÿçè ïîêà ÿâíî íå ïðîÿâèëîñü äî ñèõ ïîð, õîòÿ Þðèé Èâà-
íîâè÷ óòâåðæäàåò, ÷òî â ñàìîå ïîñëåäíåå âðåìÿ åìó óäàëîñü ýòî ñäåëàòü. Ïîäîá-
íûå íàäåæäû âûðàæàëà è äðóãàÿ ó÷àñòíèöà øêîëû àñòðîíîì Íèíà ßêèìîâà.

Þðèé Êóëàêîâ, ßçåï Ýéäóñ (Äæî) è
Þðèé Âëàäèìèðîâ ó ïîäíîæüÿ ïåùåðû.

Íåñîìíåííî áûëà ñâÿçàíà ñ òåîðè-
åé ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð òåìà äîêëà-
äà Òàòüÿíû Ïåòðîâíû Ãðèãîðüå-
âîé. Îíà íå ôèçèê è íå ìàòåìàòèê, �
îíà çàíèìàåòñÿ âîñòî÷íîé êóëüòóðîé
è âîñòî÷íûìè ôèëîñîôñêèìè ñèñòå-
ìàìè. À, êàê èçâåñòíî, â îñíîâó íåêî-
òîðûõ èç íèõ ïîëîæåíû äâà ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íà÷àëà Èíü è ßí. Îíà ïî-
äðîáíî ðàññêàçàëà î ñóòè ýòèõ ïîíÿ-
òèé â âîñòî÷íîé ôèëîñîôèè è ïîïðî-
áîâàëà ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíà-
ëèç ìåòîäîâ ìûøëåíèÿ íà Çàïàäå è
íà Âîñòîêå. Âñå ìû ïî÷óâñòâîâàëè íå
òîëüêî ðàçíèöó â ôèëîñîôñêèõ ñèñòå-
ìàõ Çàïàäà è Âîñòîêà, íî è íåñîìíåí-
íîå îòíîøåíèå ðàññêàçàííîãî ê òåî-
ðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Âåäü òåî-
ðèþ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìîæíî ïî-
ñòðîèòü èëè íà îäíîì ìíîæåñòâå ýëå-
ìåíòîâ, èëè íà äâóõ ìíîæåñòâàõ � áè-
íàðíûå ñòðóêòóðû. Òðåòüåãî íå äàíî.

Òàê, ìîæåò áûòü, òåîðèÿ, áàçèðó-
þùàÿñÿ íà áèíàðíûõ ñòðóêòóðàõ, � à
èìåííî òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ìîÿ áèíàð-

íàÿ ãåîìåòðîôèçèêà, � è ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì è ôèçè÷åñêèì
âîïëîùåíèåì âîñòî÷íûõ ôèëîñîôñêèõ ñèñòåì ñ èõ Èíü è ßí?... À êàêèìè ïðå-
âîñõîäíûìè áûëè âå÷åðà íà Áàëàíêóëå! Êàæäûé âå÷åð áûëà ñâîÿ êóëüòóðíàÿ
ïðîãðàììà. Çäåñü äóøîé îïÿòü áûë Þðèé Èâàíîâè÷. Îäèí âå÷åð îí ïîêàçûâàë
ñëàéäû ñ êàðòèí Ñàëüâàäîðà Äàëè, â äðóãîé âå÷åð � ñ êàðòèí Øàãàëà, â òðå-
òèé ðàññêàçûâàë ïðî Òóðèíñêóþ ïëàùàíèöó è ïðî òàéíó ìàäàì Ðåêàìüå. Íèíà
Íèêîëàåâíà ßêèìîâà ïîêàçûâàëà ñëàéäû ñâîèõ êàðòèí, âûïîëíåííûõ íà ôà-
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íåðå â ñâîåîáðàçíîé òåõíèêå èñïîëíåíèÿ, ðàññêàçûâàëà î ìàãèè ÷èñåë. Òàòüÿíà
Ïåòðîâíà Ãðèãîðüåâà ÷èòàëà âûäåðæêè èç ñâîåé íîâîé êíèãè îá èñêóññòâå
Âîñòîêà. ×èòàëèñü ñòèõè, îòðûâêè èç ìàëîèçâåñòíûõ ïðîèçâåäåíèé. Íà âñ¼ì
ýòîì îáÿçàòåëüíî áûëà ïå÷àòü çàãàäî÷íîñòè, ãëóáîêîãî ôèëîñîôñêîãî ñìûñëà è
îáÿçàòåëüíî âûñîêîãî èñêóññòâà.

Êîðî÷å ãîâîðÿ, òå äåñÿòü äíåé, ÷òî ìû ïðîáûëè íà îçåðå Áàëàíêóëü, îêà-
çàëèñü äëÿ âñåõ íàñ êàêèì-òî íåâåäîìûì ðàíüøå ïèðøåñòâîì óìà è äóõà. Ìû
èñïûòûâàëè ãëóáîêîå íàñëàæäåíèå îò äðóæåëþáíîãî ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåíèÿ, îò
îáèëèÿ âûñêàçàííûõ èäåé è ãèïîòåç, ïóñòü çà÷àñòóþ ñûðûõ, íî êðàñèâûõ, âîç-
áóæäàþùèõ ìûñëü, îò ãàðìîíèè íàó÷íûõ èäåé è ïðîèçâåäåíèé èñêóññòâà, îò
îùóùåíèÿ ïðèêîñíîâåíèÿ ê íåâåäîìûì ðàíåå òàéíàì óñòðîéñòâà Ïðèðîäû. Âñ¼
ýòî óñèëèâàëîñü êðàñîòîé ïðèðîäû, ëåãåíäàìè, îñâÿùàþùèìè ýòó ìåñòíîñòü,
îçåðîì, ãîðàìè, ðàçáðîñàííûìè ïîâñþäó äðåâíèìè ìîãèëüíèêàìè.

Ïîòîì ÿ íåîäíîêðàòíî ïûòàëñÿ îñìûñëèòü, ïî÷åìó ýòà øêîëà äàëà íàì òàê
ìíîãî, ïî÷åìó îíà îñòàâèëà îùóùåíèå ïðàçäíè÷íîñòè, òàê âñåõ íàñ ñäðóæèëà.
Âåäü íè÷åãî ïîäîáíîãî ÿ íå èñïûòûâàë íè íà îäíîé äðóãîé êîíôåðåíöèè èëè
øêîëå. Êàê ïðàâèëî, íà êîíôåðåíöèÿõ âñ¼ ïðîõîäèò ñóõî, îôèöèàëüíî, êàç¼ííî.
Êàæäûé îòòàðàáàíèâàåò ñâîé äîêëàä èëè ñîîáùåíèå çà îòâåä¼ííûå 10, 15 èëè 30
ìèíóò, è åãî ñìåíÿåò ñëåäóþùèé äîêëàä÷èê. Èíîãäà áûâàþò àïëîäèñìåíòû, íî
îáû÷íî èç âåæëèâîñòè. Êàê ïðàâèëî, áûâàþò è êóëüòóðíûå ïðîãðàììû, ïîñåùå-
íèÿ êðàñèâûõ ìåñò, íî è ýòî âûãëÿäèò êàê îáû÷íîå êóëüòóðíîå ìåðîïðèÿòèå. Âñ¼
ïî îïðåäåë¼ííûì ïðàâèëàì ïðîõîäèò çà 3-5 äíåé. Ñîáåðèòå ëþäåé íà áîëüøèé
ñðîê, óâåðÿþ, íà÷íóòñÿ ñêóêà, ïüÿíêè è çàãóëû. À íà Áàëàíêóëå âåäü íè÷åãî
ïîäîáíîãî íå áûëî!

Ðàçìûøëÿÿ íàä ýòèìè âîïðîñàìè, ÿ ïðèõîæó ê âûâîäó, ÷òî óñïåõ øêîëû íà
îçåðå Áàëàíêóëü îáÿçàí íåñêîëüêèì ôàêòîðàì.

Âî-ïåðâûõ, øêîëà áûëà ïîñâÿùåíà ÿðêîé, êîíêðåòíîé è ïåðñïåêòèâíîé òåìå.
Àíàëèçèðîâàëàñü æèâàÿ èäåÿ (êîìïëåêñ èäåé) â ñâîåì ðàçâèòèè, ìîæíî ñêàçàòü,
äàæå íà ðàííåé ñòàäèè ñâîåãî ðàçâèòèÿ, êîãäà ó÷àñòíèêè îùóùàþò âïåðåäè ïðå-
ëåñòü íåõîæåííûõ äîðîã, íîâûõ îòêðûòèé, íåèçâåäàííûõ ïðèëîæåíèé.

Âî-âòîðûõ, öåíòðàëüíàÿ èäåÿ ÿâëÿëàñü íå òîëüêî ïëîäîòâîðíîé, íî è ôóíäà-
ìåíòàëüíîé, îòíîñÿùåéñÿ ê ñàìûì ãëóáèííûì îñíîâàì ìèðîçäàíèÿ. Îíà ïîçâî-
ëÿëà ïðèêîñíóòüñÿ ê ñàìûì ñåðü¼çíûì ïðîáëåìàì, äî ñàìîãî ïîñëåäíåãî âðåìåíè
âõîäÿùèì â êîìïåòåíöèþ ôèëîñîôñêèõ ñèñòåì è ðåëèãèè. Íî è ýòîãî ìàëî.

Â òðåòüèõ, íóæíî áûëî, ÷òîáû ñîáðàëèñü ëþäè, äåéñòâèòåëüíî èñêðåííå æå-
ëàþùèå ðàçîáðàòüñÿ â ïðèíöèïàõ ìèðîçäàíèÿ, ïðåäàííûå íàóêå è èñòèíå, � òå
ëþäè, êîòîðûå íå ñòðåìÿòñÿ ëèøü èìåòü åù¼ îäíó íàó÷íóþ ñòàòüþ, ïîñêîðåå çà-
ùèòèòü äèññåðòàöèþ èëè èçâëå÷ü èç íàóêè êàêèå-òî áëàãà. "Íàóêà äîëæíà áûòü
áåñïîëåçíîé, � òîëüêî òîãäà îíà íàóêà", � òàê ëþáèë ïîâòîðÿòü Þðèé Èâàíîâè÷
Êóëàêîâ. Äàëåêî íå âñå ñ ýòèì ñîãëàñÿòñÿ, íî äîëÿ èñòèíû â ýòîì åñòü.

È, â-÷åòâ¼ðòûõ, íà øêîëå áûëî äîñòèãíóòî î÷åíü ðåäêîå åäèíñòâî, ãàðìî-
íèÿ ìåæäó íàóêîé è èñêóññòâîì. Âûñîêàÿ êóëüòóðà è îäóõîòâîð¼ííîñòü Þðèÿ
Èâàíîâè÷à ïîçâîëèëè åìó ñîçäàòü ýòó ãàðìîíèþ. ß ïîñòàðàëñÿ ïåðåíÿòü ýòó åãî
ìåòîäèêó ñîâìåùåíèÿ íàóêè è èñêóññòâà, íàóêè è ïîëèòèêè, òî åñòü ñòàðàòüñÿ
âñÿêèé ðàç ïîñëå íàó÷íûõ çàñåäàíèé îðãàíèçîâûâàòü êóëüòóðíóþ ïðîãðàììó, íî
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ýòî îêàçàëîñü íå òàê ëåãêî ñäåëàòü, � äàëåêî íå âñåãäà ýòî ïîëó÷àåòñÿ, íå âñåãäà
äîñòèãàåòñÿ ãàðìîíèÿ...

Ïî îêîí÷àíèè øêîëû ìû ïðåäïðèíÿëè íåáîëüøîå ïóòåøåñòâèå èç Àáàêàíà â
Êûçûë. Íà àâòîáóñå ìû ïðîåõàëè ÷åðåç Ìèíóñèíñê, çàòåì ÷åðåç Ñàÿíñêèå õðåá-
òû ïî ãîðíîé äîðîãå. Îñìîòðåëè Êûçûë, ïîñòîÿëè íà áåðåãó Åíèñåÿ, ñôîòîãðà-
ôèðîâàëèñü âîçëå îáåëèñêà "Öåíòð Àçèè". Çàòåì íà ñàìîëåòå ïåðåëåòåëè ÷åðåç
ãîðû íàçàä è ïðèçåìëèëèñü â Øóøåíñêîì. Ïîðàçèëèñü ïîêàçóõîé, óñòðîåííîé
âëàñòÿìè â ìåñòå áûëîé ññûëêè Âëàäèìèðà Èëüè÷à Ëåíèíà. Ïîñåòèëè áàíüêó,
ãäå ïàðèëñÿ âîæäü ïðîëåòàðèàòà, çàøëè â òðàêòèð, êóäà, íàâåðíÿêà, çàõàæèâàë
è Èëüè÷. Âûéäÿ èç ìåìîðèàëà, çàøëè â ìåñòíûé ìàãàçèí, � òàì èñêóññòâåííîå
èçîáèëèå ïî òåì âðåìåíàì. Â ïðîäàæå áûë äàæå áîðæîìè. Ïîãëàçåëè íà îòäå-
ëàííîå ìðàìîðîì ïóñòûííîå çäàíèå àýðîâîêçàëà è ïðèñòàíè, ñåëè íà òåïëîõîä
è íà í¼ì âåðíóëèñü â Àáàêàí. Âî âðåìÿ íàøåãî ïóòåøåñòâèÿ áûëî íåñêîëüêî
ïðèêëþ÷åíèé, íî î íèõ çäåñü íå áóäó âñïîìèíàòü.
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Ïëàí Òâîðåíèÿ ãåíèàëüíî ïðîñò

Íåæèâàÿ ïðèðîäà èìååò â îñíîâå ëîãè÷åñêèé êîä, ïîäîáíûé ÄÍÊ -
ñ÷èòàåò ôèçèê-îòøåëüíèê èç Àêàäåìãîðîäêà

×òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ? Ïî÷åìó ñêîðîñòü ñâåòà îäèíàêîâà â ðàçíûõ
ñèñòåìàõ îòñ÷åòà? Â ÷¼ì ñóòü ìèðîâûõ êîíñòàíò?

Ïîäîáíûå âîïðîñû çàäàþò ó÷èòåëÿì ïûòëèâûå øêîëüíèêè, à ñàìèì ñåáå -
èçáðàííûå ñâåòèëà íàóêè, íå òåðÿþùèå íàäåæäó äîêîïàòüñÿ äî �çàêîíà çàêî-
íîâ�, ïðèçâàííîãî îáúåäèíèòü è ãàðìîíèçèðîâàòü íûíå ðàçîáù¼ííûå ðàçäåëû
ôèçèêè - ìåõàíèêó, òåðìîäèíàìèêó, êâàíòîâóþ ìåõàíèêó, ñòàòèñòè÷åñêóþ ôèçè-
êó, òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè. Âåäü ìèð, â îòëè÷èå îò ñîâðåìåííîé íàóêè, åäèí
è îïðåäåë¼ííî äåðæèòñÿ, êàê íà òð¼õ êèòàõ, íà êàêèõ-òî èñõîäíûõ ïðèíöèïàõ è
îñíîâàíèÿõ.

Íà áåðåãó Êàòóíè

À çà÷åì ýòî íóæíî, ñïðîñèò ïðàãìàòèê, åñëè óæå îòêðûòûå çàêîíû ôèçèêè
èñïðàâíî ðàáîòàþò - ýëåêòðè÷åñòâî áåæèò ïî ïðîâîäàì, ðàêåòû ëåòàþò, àòîì ïî
êîìàíäå âûñâîáîæäàåò ñêðûòóþ â íåì ýíåðãèþ?

�Ñëåäóåò íå òîëüêî âûÿñíèòü, êàê óñòðîåí ìèð, è èçâëå÷ü èç ýòîãî ïîëüçó.
Âàæíî ïîíÿòü, ïî÷åìó îí óñòðîåí òàê, à íå èíà÷å� - ñ÷èòàë Àëüáåðò Ýéøòåéí.
Íî çàâåòíàÿ �îáùàÿ òåîðèÿ ïîëÿ� íå äàëàñü, êàê èçâåñòíî, äàæå ýòîìó ãåíèþ.

Ìîëåêóëû, àòîìû, ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû, êâàðêè, à ÷òî äàëüøå?
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Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ ñ÷èòàþò, ÷òî òîëüêî óãëóáëÿ-
ÿñü â òàéíû ñòðîåíèÿ âåùåñòâà ìîæíî äîêîïàòüñÿ äî îñíîâ è ïîíÿòü óñòðîéñòâî
ìàòåðèàëüíîãî ìèðà.

Íî åñòü è ìåíüøèíñòâî, ïîëàãàþùåå, ÷òî äàëüíåéøåå ïîãðóæåíèå â ïîäðîá-
íîñòè ìàëî ÷òî äà¼ò, è íóæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü èñêàòü ãëóáèííûé ÑÌÛÑË,
óïðàâëÿþùèé ïðèðîäîé.

Ëåòî 2000 ãîäà. Äàë¼êàÿ îêðàèíà Ðîññèè - Ãîðíî-Àëòàéñê.
Íåäåëþ ïîäðÿä, íà èþëüñêîé æàðå, â ñïàðòàíñêîé ïðîñòîòå øêîëüíîé àóäè-

òîðèè ïðîõîäèò íàó÷íàÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ÒÔÑ-
2000), â êîòîðîé ïðèíèìàþò ó÷àñòèå è óáåë¼ííûå ñåäèíàìè ïðîôåññîðà èç Ìîñê-
âû, Íîâîñèáèðñêà, Àëìà- Àòû è Íüþ-Éîðêà, è ìîëîäûå àñïèðàíòû ìåñòíîãî óíè-
âåðñèòåòà.

Â ïåðåðûâàõ ó÷¼íîå ñîîáùåñòâî ïðîäîëæàåò óâëå÷¼ííî ñïîðèòü è ðàçìàõè-
âàòü ðóêàìè, íå çàìå÷àÿ íè òîðîïëèâî ãëîòàåìûõ êîòëåò, íè ãîðîäà, íè ãîð, íè
ãðîçû íàä ñîáñòâåííûìè ãîëîâàìè.

Ýòè ñòðàííûå ëþäè áðîñèëè ñîáñòâåííûå äåëà è ïðèåõàëè â Ñèáèðü íà ñâîè
êðîâíûå, ÷òîáû îáñóäèòü èòîãè ñîðîêàëåòíåãî íàó÷íîãî òðóäà íîâîñèáèðñêîãî
ôèçèêà Þðèÿ Èâàíîâè÷à Êóëàêîâà.

�Ñåìèíàðèñòû� áåñåäóþò íà ÿçûêå ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, à äëÿ ðÿäîâîãî
æóðíàëèñòà ñëîâà �áèíàðíîñòü�, �ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ è ñàêðàëüíàÿ ñèììåòðèè�,
�ãðóïïû Ëè�, �îïðåäåëèòåëè�, �êîðòû�, �ðåïðåçåíòàòîðû� è �âåðèôèêàòîðû� - êè-
òàéñêàÿ ãðàìîòà.

ß óëàâëèâàþ ëèøü îáùèé ñìûñë ïðîèñõîäÿùåãî: ïîõîæå, ÷òî Þðèé Êóëàêîâ
îòêðûë çàêîí ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ, ïðîñòîé è èçÿùíûé ìàòåìàòè÷åñêèé êîä,
êîòîðûì çàøèôðîâàíû çàêîíîìåðíîñòè íåæèâîé ïðèðîäû.

Åãî òåîðèÿ ïîçâîëÿåò â êàæäîì ÿâëåíèè ìàòåðèàëüíîãî ìèðà óâèäåòü èäå-
àëüíóþ ñóùíîñòü � ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Îòíîøåíèÿ ìåæäó ôèçè÷åñêèìè
ñòðóêòóðàìè, âûðàæàþùèå òîò èëè èíîé ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí,
óïîäîáëÿåòñÿ îòíîøåíèÿì ìåæäó òî÷êàìè â àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

Ñàìîå óäèâèòåëüíîå, ÷òî ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íå �âíîñÿòñÿ ðóêàìè�, à
àâòîìàòè÷åñêè âîçíèêàþò ñàìè ñîáîé èç îäíîãî òîëüêî òðåáîâàíèÿ ñàêðàëüíîé
ñèììåòðèè. (Íàïðèìåð, ïëîñêîñòü - ýòî òàêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îáúåì
ïèðàìèäû, ïîñòðîåííîé íà ÷åòûð¼õ å¼ âåðøèíàõ, ðàâåí íóëþ).

È âîò òàêàÿ, êàçàëîñü áû, ïðåäåëüíî àáñòðàêòíàÿ �ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèçèêà�
îêàçàëàñü íåîáû÷àéíî ïëîäîòâîðíîé. Ó÷¼íàÿ àóäèòîðèÿ çàâîðîæåííî íàáëþäà-
åò, êàê Þðèé Êóëàêîâ, ñëîâíî ìàã, îäèí çà äðóãèì �èçâëåêàåò� èç âûâåäåííîé
èì ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëû êëàññè÷åñêèå çàêîíû ìåõàíèêè, òåðìîäèíàìèêó, à
ïîòîì è òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâóþ ìåõàíèêó. Íà íàøèõ ãëàçàõ îíè
âîçíèêàþò êàê áû èç íè÷åãî - íå èç ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé, íå èç îïûòà, êîòîðûé
ñ÷èòàåòñÿ åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì èñòèíû, à òîëüêî ëèøü èç ìàòåìàòè÷åñêèõ
ñòðóêòóð. È â ïàìÿòè òîðæåñòâåííî âñïëûâàåò: �Â íà÷àëå áûëî Ñëîâî�.
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Ôàìèëèþ àâòîðà �Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� íå íàéòè â àêàäåìè÷åñêèõ
ñïðàâî÷íèêàõ. Åù¼ â ìîëîäîñòè áëåñòÿùèé ó÷åíèê àêàäåìèêà Èãîðÿ Òàììà âû-
áðàë ïóòü íàó÷íîãî îòøåëüíèêà. Ñêðîìíàÿ äîëæíîñòü äîöåíòà Íîâîñèáèðñêîãî
óíèâåðñèòåòà ïîçâîëÿåò Þðèþ Êóëàêîâó áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè îòäàâàòü ñâî-
åìó òèòàíè÷åñêîìó òðóäó - ïîñòðîåíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî êàðêàñà òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè.

ß ñìîòðþ íà âäîõíîâåííûé ëèê Þðèÿ Êóëàêîâà, è çàäàþ ñåáå ïî÷òè ýéí-
øòåéíîâñêèé âîïðîñ: ïî÷åìó ýòîò óäèâèòåëüíûé ÷åëîâåê óñòðîåí òàê, à íå èíà÷å?
Êàæåòñÿ, íà âñåé åãî áèîãðàôèè ëåæèò ïå÷àòü íåñëó÷àéíîñòè è ïðåäîïðåäåë¼í-
íîñòè.

1937 ãîä, îäèí èç �ñòðîãèõ� ëàãåðåé Óíæëàãà, ãäå îòáûâàåò ñâîé äåñÿòèëåòíèé
ñðîê âîðîíåæñêèé áóõãàëòåð-ýêîíîìèñò Èâàí Âàñèëüåâè÷ Êóëàêîâ, âèíîâíûé â
òîì, ÷òî îòêàçàëñÿ â ñâî¼ âðåìÿ ó÷àñòâîâàòü â ïàðòèéíîé êîìïàíèè ïî ðàçðóøå-
íèþ öåðêâåé.

Îäíàæäû âå÷åðîì, âåðíóâøèñü ñ êàòîðæíûõ ðàáîò, îí çàñòàåò â áàðàêå ñîá-
ñòâåííîãî äåñÿòèëåòíåãî ñûíà Þðó, ôàíòàñòè÷åñêèì îáðàçîì ïðîáðàâøåãîñÿ ñ
âîëè íà ñâèäàíèå ê îòöó. Ïîòðÿñ¼ííûå âñòðå÷åé, îíè âñþ íî÷ü ðàçãîâàðèâàþò
î ñàìîì ãëàâíîì - îá óñòðîéñòâå ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà è î òàéíàõ ïðèðîäû.
Ñòàðøèé Êóëàêîâ ñïåøèò ïîäåëèòüñÿ ñ ìàëü÷èêîì òåìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ìè-
ðå, êîòîðûå îí ïðèîáð¼ë â ïðåäâàðèòåëüíîì çàêëþ÷åíèè îò ñâîåãî ñîêàìåðíèêà
� ó÷¼íîãî-ôèçèêà.

Ëèøü äâà ãîäà ñïóñòÿ îòöó è ñûíó âûïàäåò êîðîòêîå ñ÷àñòüå ïîæèòü âìå-
ñòå è îñóùåñòâèòü èõ îáùóþ ìå÷òó - çàíÿòüñÿ ôèçèêîé, ñîîðóäèòü ýëåêòðè÷å-
ñêóþ ìàøèíó è äàæå ïðèìèòèâíûé òåëåâèçîð, ïðèíèìàâøèé ïðîáíûå ïåðåäà÷è
èç Ìîñêâû.

Âîéíà - êîíåö âñåìó. Ãèáåëü îòöà íà ôðîíòå. Òîëüêî ÷òî îñòàâëåííûé íåì-
öàìè äîòëà ðàçðóøåííûé Âîðîíåæ. Ãîëîäíûé ïîäðîñòîê áðåä¼ò ïî ïóñòûííîìó
íåóçíàâàåìîìó ãîðîäó è âäðóã íàòàëêèâàåòñÿ íà ôàíòàñòè÷åñêèé ïåéçàæ: âñÿ
ïëîùàäü ïåðåä îáóãëåííûìè ðàçâàëèíàìè Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà óñûïàíà
êíèãàìè, ðàçáðîñàííûìè ïðè âçðûâå áèáëèîòåêè.

Ñëîâíî âî ñíå, ìàëü÷èê ïåðåáèðàåò òÿæåëûå ôîëèàíòû: �Ýëåêòðè÷åñòâî�
Ýéõåíâàëüäà, �Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå� Ôèõòåíãîëüöà.
Îí áåð¼ò ýòè êíèãè ñ ñîáîé, ïûòàåòñÿ ÷èòàòü è âñêîðå ñ óäèâëåíèåì ïîíèìàåò,
÷òî ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçîáðàòüñÿ â íåêîòîðûõ ôîðìóëàõ.

Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò. Ïîñëåâîåííàÿ Ìîñêâà ïåðåïîëíåíà äåìîáèëèçîâàí-
íûìè ñòóäåíòàìè, îá îáùåæèòèè íåëüçÿ è ìå÷òàòü. Íîâîÿâëåííûé ôèçôàêîâåö
Êóëàêîâ íî÷óåò ïîä ëàâêàìè íà Êàçàíñêîì âîêçàëå, à ïî óòðàì ÿâëÿåòñÿ íà ëåê-
öèè â àóäèòîðèþ, ãäå íàä îáû÷íîé êëàññíîé äîñêîé âèñèò â êðàñèâîé ðàìå áåëàÿ
äîñêà ñ íà÷åðòàííûìè íà ëàòûíè òðåìÿ çàêîíàìè Íüþòîíà.

Èìåííî ýòè òîðæåñòâåííûå ñêðèæàëè çàñòàâèëè ìîëîäîãî ôèçèêà çàäóìàòüñÿ
íàä ïîíÿòèåì ìàññû è ïðèéòè ê îñîçíàíèþ ñâîåé íåóäîâëåòâîðåííîñòè ïðèâû÷-
íûìè íåñòðîãèìè ôîðìóëèðîâêàìè, ðàçðóøàþùèìè ãàðìîíèþ ëþáèìîé íàóêè.
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Ïîõîæåå îùóùåíèå èñïûòûâàë, î÷åâèäíî, è Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò àêàäåìèê
Èãîðü Òàìì, ÷üþ ôàìèëèþ îñòðîóìíûå êîëëåãè âûáðàëè íåîôèöèàëüíîé åäèíè-
öåé ïîðÿäî÷íîñòè.

Îí íå óäèâèëñÿ, êîãäà åãî ó÷åíèê Êóëàêîâ îñòàâèë ìîäíóþ è ïåðñïåêòèâíóþ
íàó÷íóþ òåìàòèêó - òåîðèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è óãëóáèëñÿ â ïîñòðîåíèå �Òåî-
ðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�. Òÿæåëî áîëüíîé Òàìì óñïåë áëàãîñëîâèòü ïåðâóþ
�êðàìîëüíóþ� ðóêîïèñü Êóëàêîâà (äî ñèõ ïîð òàê è íå èçäàííóþ): �Ñóùåñòâîâà-
íèå ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñòðîãî äîêàçàíî â ïðåäñòàâëåííîé òåîðèè - âûÿâëåíû
ãëóáî÷àéøèå èçîìîðôèçìû è ñèììåòðèè, ïîçâîëÿþùèå óâèäåòü àðõèòåêòîíèêó
ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ â öåëîì, à íå â òîì ñòèõèéíî-õàîòè÷åñêîì ðàçáðîñå, êîòîðûé
ó íàèáîëåå ãëóáîêî ìûñëÿùèõ ôèçèêîâ âñåãäà îñòàâëÿë âïå÷àòëåíèå äèñãàðìîíèè
è âûçûâàë îùóùåíèå ýñòåòè÷åñêîé íåóäîâëåòâîðåííîñòè�.

Òåîðèþ Êóëàêîâà, ðàçâèòóþ åãî ó÷åíèêàìè Ã. Ìèõàéëè÷åíêî è Â.Ëüâîì, íà
ðàçíûõ ýòàïàõ å¼ ñòàíîâëåíèÿ ïîääåðæàëè âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè - àêàäåìè-
êè À.Ä. Àëåêñàíäðîâ, Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ, Þ.Ã. Ðåøåòíÿê. À âîò êðóïíåéøèå
ôèçèêè, çà èñêëþ÷åíèåì Òàììà, ñëîâíî áû íå çàìå÷àþò ðàáîòó ñèáèðñêîãî îò-
øåëüíèêà.

� Ïîíèìàåòå, ëþäè íå ñêëîííû ñëóøàòü îòâåòû íà âîïðîñû, êîòîðûå íå çà-
äàâàëè ñåáå ñàìè, - îáúÿñíÿåò ýòîò ôàêò Êóëàêîâ.

- Áîëüøèå ó÷åíûå â íàøå âðåìÿ çàíÿòû äîñòàòî÷íî óçêèìè ïðîáëåìàìè, è
èì ïðîñòî íåêîãäà �ôèëîñîôñòâîâàòü�. Ìíå åù¼ ïîâåçëî � Áîã ïîñëàë ìíå ìíî-
ãîëåòíåãî îïïîíåíòà è åäèíîìûøëåííèêà, ïðîôåññîðà ÌÃÓ Þðèÿ Ñåðãååâè÷à
Âëàäèìèðîâà, ó êîòîðîãî êàê ðàç âñ¼ â ïîðÿäêå ñ ïðèçíàíèåì.

Âîîáùå-òî ðåäêî óäà¼òñÿ ïåðåóáåäèòü ÷åëîâåêà ñî ñëîæèâøèìñÿ íàó÷íûì
ìèðîâîççðåíèåì. Çà÷àñòóþ ëåã÷å îáùàòüñÿ ñ ìîëîäûìè ðåáÿòàìè, ïîíèìàþùèìè
íîâîå ñ ïîëóñëîâà.

Íåäàâíî, íàïðèìåð, ÿ ÷èòàë ëåêöèþ ïî Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â íîâî-
ñèáèðñêîé Ôèçìàòøêîëå è îáìîëâèëñÿ, ÷òî ñàì íå ïðåäñòàâëÿþ, êàêîé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë ñòîèò çà îïðåäåëèòåëåì â îäíîé èõ ôîðìóë. Òàê ÷òî âû äóìàåòå -
÷åðåç íåäåëþ íà ñëåäóþùåé ëåêöèè îäèí ìàëü÷èê òÿíåò ðóêó è âûäàåò ïðåäïî-
ëîæåíèå, ÷òî ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â òîëñòûõ ëèíçàõ.
È ýòî îêàçàëîñü äåéñòâèòåëüíî òàê!

Ìåíÿ ïîäìûâàåò ñïðîñèòü Þðèÿ Êóëàêîâà î ïðàêòè÷åñêèõ ñëåäñòâèÿõ åãî
òåîðèè.

� Ëó÷øåå ïîíèìàíèå îñíîâàíèé ôèçèêè ïîìîãàåò èçáåãàòü îøèáîê, óõîäèòü
îò ïàðàäîêñàëüíûõ è ïëîõî ðàáîòàþùèõ ìîäåëåé òèïà �âîëíà-÷àñòèöà�, � ïîÿñ-
íÿåò ó÷¼íûé.

� Íî äëÿ ìåíÿ ñàìîãî ãîðàçäî âàæíåå äðóãîå: ÿ ÷óâñòâóþ, ÷òî ïðèêîñíóë-
ñÿ ê Ìèðó âûñøåé ðåàëüíîñòè, áåñêîíå÷íî äàë¼êîìó îò ïîíÿòèé �ïðàêòèêà� è
�ïîëüçà�. Ýòîò ìèð ïðåêðàñåí è ïðîñò. Îäíàæäû ìíå ñêàçàëè, ÷òî ÿ íàø¼ë ìà-
òåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ Áîãà. È ÿ äåéñòâèòåëüíî âåðþ â òî,
÷òî îáíàðóæåííûé ìíîþ �ôèçèêî-ãåîìåòðè÷åñêèé êîä� èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå
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ê Ïëàíó Òâîðåíèÿ. Ýòî íè ÷òî èíîå, êàê ïðîãðàììà, îáÿçàííàÿ, â îòëè÷èå îò
çàêîíà, èìåòü öåëü è Òâîðöà.

� ß óáåæä¼í, ÷òî Ìèð íå ìîã âîçíèêíóòü ýâîëþöèîííûì ïóòåì, êàê íå ìîãóò,
ê ïðèìåðó, ñàìè ñîáîé âîçíèêíóòü ÷àñû èç êó÷êè ïðóæèí è øåñòåðåíîê. Âû
ïðåäñòàâüòå òîëüêî, êàêàÿ ýòî ðàäîñòíàÿ ìûñëü!

Ìàòåðèàëüíûé ìèð, ïîñòðîåííûé òîëüêî íà çàêîíàõ, áûë áû ñòðàøåí ñâîåé
íåèçáåæíîé ïðåäîïðåäåë¼ííîñòüþ. Îäíàêî, â í¼ì ïðèñóòñòâóþò ñâîáîäà âîëè
è ñâîáîäà òâîð÷åñòâà � áîæåñòâåííûå êà÷åñòâà, âîïëîù¼ííûå â ñëàáîì ÷åëîâå-
÷åñêîì ñóùåñòâå. Ìû ñ âàìè íå êàêèå-òî çàïðîãðàììèðîâàííûå àâòîìàòû, à
�ïîäìàñòåðüÿ âåëèêîãî Ìàñòåðà�, ïðèçâàííûå ñîâåðøåíñòâîâàòü ìèð, ñîçäàííûé
Òâîðöîì �íà÷åðíî�, ãðóáûìè ìàçêàìè.

Ëþäè ñïîñîáíû ïîñòèãàòü íåïîñòèæèìîå è òâîðèòü ÷óäåñà � âîò ãëàâíîå ñëåä-
ñòâèå ìîåé òåîðèè.

Ñàì-òî Þðèé Èâàíîâè÷ äåéñòâèòåëüíî íà ýòî ñïîñîáåí. Òîëüêî äîáðûé âîë-
øåáíèê ñìîã áû â ÿíâàðå 1968 ãîäà ïîñëàòü èç Ìîñêâû â çàïîëÿðíûé Òèêñè
ðîñêîøíûé ïîäàðîê íà äåíü ðîæäåíèÿ îäíîé ïðåêðàñíîé äåâóøêå. Â òùàòåëüíî
çàïàÿííîì îãðîìíîì ïàêåòå, ñïåöèàëüíî ïî åãî ïðîñüáå ïðèñëàííîì èç Áîëãàðèè
äðóçüÿìè àêàäåìèêà Õðèñòî Õðèñòîâà, îêàçàëñÿ áóêåò ñâåæàéøåé áåëîé ñèðåíè,
íà êîòîðóþ åùå äîëãî åçäèë ëþáîâàòüñÿ ïîëÿðíûé íàðîä ñ îêðóãè â âîñåìüñîò
êèëîìåòðîâ.

À ðàçâå íå ÷óäî � íåäàâíèé íåîæèäàííûé âèçèò â êâàðòèðó Êóëàêîâà íåçíà-
êîìîé ñåìåéíîé ïàðû? Ïðîñëûøàâøèå îá óäèâèòåëüíûõ èäåÿõ íîâîñèáèðñêîãî
ôèçèêà-îòøåëüíèêà êðóïíûé ñïåöèàëèñò ïî æåëåçíîäîðîæíîìó ñòðîèòåëüñòâó
è åãî æåíà ïðåäëîæèëè ïîìîùü â èçäàíèè êíèãè Þ.È.Êóëàêîâà �Òåîðèÿ ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð�. Ïîèñòèíå, �äóõîâíîé æàæäîþ òîìèì� ëþáîé ðîññèÿíèí. Êî
âñåì äîáðûì ëþäÿì è îáðàùàåòñÿ ìîé ãåðîé ñî ñëîâàìè Ïóøêèíà:

Äðóçüÿ ìîè, âîçüìèòå ïîñîõ ñâîé
Èäèòå â ëåñ, áðîäèòå ïî äîëèíå.
Êðóòûõ õîëìîâ óñòàíüòå íà âåðøèíå
È â äîëãó íî÷ü ãëóáîê âàø áóäåò ñîí.

Êîððåñïîíäåíò �Îáùåé ãàçåòû� � ÈÐÈÍÀ ÑÀÌÀÕÎÂÀ

Íîâîñèáèðñêèé Àêàäåìãîðîäîê
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Åðåòè÷åñêèå ãîðèçîíòû ôèçèêà

Þ.È.Êóëàêîâ

Ìèëûé äðóã, èëü òû íå âèäèøü,
×òî âñå âèäèìîå íàìè �
Òîëüêî îòáëåñê, òîëüêî òåíè
Îò íåçðèìîãî î÷àìè?

Ìèëûé äðóã, èëü òû íå ñëûøèøü,
×òî æèòåéñêèé øóì òðåñêó÷èé �
Òîëüêî îòêëèê èñêàæåííûé
Òîðæåñòâóþùèõ ñîçâó÷èé?

� Â. Ñ. Ñîëîâü¼â

Ìèð . . .òàê è îñòà¼òñÿ òîëüêî
òåíüþ Àáñîëþòíîãî.

� Ñ. Í. Áóëãàêîâ

Ýòî ïðîèñõîäèëî â Ìîñêâå áîëåå ïÿòèäåñÿòè ëåò òîìó íàçàä. Òîãäà ìíå
ïîñ÷àñòëèâèëîñü ñòàòü àñïèðàíòîì âûäàþùåãîñÿ ôèçèêà, ëàóðåàòà Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè, çàìå÷àòåëüíîãî ÷åëîâåêà Èãîðÿ Åâãåíüåâè÷à Òàììà.

Â 1953ã. Òàìì ñòàíîâèòñÿ àêàäåìèêîì.
Â òîì æå ãîäó ÿ áûë ïðèíÿò â àñïèðàíòóðó Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïðèåõàë ÿ èç Òàãàíðîãà, êóäà çàáðîñèëà ìåíÿ ñóäüáà ïîñëå îêîí÷àíèÿ ÌÃÓ. Îò-
òóäà ïðèâåç ñâîþ ïåðâóþ íàó÷íóþ ðàáîòó �Î êâàíòîâîì îáîáùåíèè óðàâíåíèé
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè�. Ñ íåþ ñâÿçûâàëîñü ìíîãî íå òîëüêî ðàäîñòíûõ, íî è
ïå÷àëüíûõ âîñïîìèíàíèé. Çàâåðøèâ ýòó ðàáîòó åù¼ â Òàãàíðîãñêîì ðàäèîòåõ-
íè÷åñêîì èíñòèòóòå, ÿ ïîêàçàë å¼ ñâîåìó òîâàðèùó ïî ñåìèíàðó òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè � Ãåëèþ Àáðàìîâè÷ó. Ïîêàçàëîñü, ÷òî ãðîì ãðÿíóë ñ ÿñíîãî íåáà � îò
íåãî ÿ óçíàë, ÷òî ïîõîæàÿ ðàáîòà íàïå÷àòàíà â ïîñëåäíåì íîìåðå Physical Review
àìåðèêàíñêèì ôèçèêîì-òåîðåòèêîì Äýâèäîì Áîìîì. . . Êàê áû òàì íè áûëî, îñòà-
âàòüñÿ â Òàãàíðîãå áûëî âûøå ìîèõ ñèë.

Â Ìîñêâå ÿ ïîêàçàë ñâîþ ðàáîòó ïðîôåññîðó ß.Ï.Òåðëåöêîìó, óæå íå ñâÿ-
çûâàÿ ñ íåé íèêàêèõ íàäåæä. È. îêàçàëîñü, íàïðàñíî. ß óñëûøàë, ÷òî ïóáëè-
êàöèÿ ñòàòüè Áîìà íèñêîëüêî íå îáåñöåíèâàåò ìîé òðóä, êîòîðûé âïîëíå ìîæåò
ñòàòü õîðîøåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ÿ áûë çà÷èñëåí â
àñïèðàíòóðó ê ß.Ï.Òåðëåöêîìó, èìåÿ íà ðóêàõ â îáùåì ãîòîâóþ äèññåðòàöèþ è
ïðåäâêóøàÿ òðè ÷óäåñíûõ ãîäà âîëüíîé ìîñêîâñêîé æèçíè.

Îäíàêî ñëó÷àé ñòåð¼ã ìåíÿ. Ìîé óíèâåðñèòåòñêèé äðóã Ñàøà Ëàâðåíåíêî
áûë àñïèðàíòîì Èãîðÿ Åâãåíüåâè÷à Òàììà. Ïîêîð¼ííûé ñèëîé è îáàÿíèåì ñâî-
åãî ðóêîâîäèòåëÿ, íî âîçãîðåëñÿ èäååé ìîåãî ïåðåõîäà â àñïèðàíòóðó èìåííî ê
Òàììó. Ìåíÿ æå âïîëíå óñòðàèâàëà òà æèçíü, êîòîðóþ ÿ âåë, è, ÷åñòíî ãîâî-
ðÿ, îñîáîãî ýíòóçèàçìà ñ ìîåé ñòîðîíû îí íå âñòðåòèë. Íî ìîé äðóã ÷åëîâåêîì
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óïîðíûì, è îäíàæäû îí ïåðåäàë ìíå ïðèãëàøåíèå Èãîðÿ Åâãåíüåâè÷à çàéòè ê
íåìó äîìîé. Òàê ñëó÷èëîñü, ÷òî â îäèí ïðåêðàñíûé äåíü ÿ îêàçàëñÿ ó äâåðåé
êâàðòèðû Òàììà.

Â ïåðâóþ ìèíóòó ÿ êàê-òî ðàñòåðÿëñÿ è äàæå èñïûòàë íå÷òî âðîäå ðàçî÷à-
ðîâàíèÿ, óâèäåâ ïåðåä ñîáîé ãîëîãî ïî ïîÿñ ìóæ÷èíó, íåâûñîêîãî, ñ çàìåòíî
âûñòóïàþùèì áðþøêîì. Ïûëêèå ðå÷è ìîåãî äðóãà ñîçäàëè â ìî¼ì âîîáðàæåíèè
ñîâåðøåííî äðóãîé îáðàç.

Òåì âðåìåíåì Èãîðü Åâãåíüåâè÷ ðàñêðûë ïðèíåñ¼ííóþ ìíîé ðóêîïèñü. Âíè-
ìàòåëüíî ïðî÷èòàâ ïåðâûå äâå ñòðàíèöû, îí áûñòðî ïðîñìîòðåë òðåòüþ, ïåðåâåð-
íóë ÷åòâ¼ðòóþ è óæå âååðîì ïóñòèë îñòàëüíûå. �Ìîëîäîé ÷åëîâåê � îáðàòèëñÿ
êî ìíå Òàìì, � åñëè Âû õîòèòå ñäåëàòü ÷òî-íèáóäü ñóùåñòâåííîå â ôèçèêå, ïðå-
êðàòèòå çàíèìàòüñÿ ýòîé ÷åïóõîé. Ïîòîìó ÷òî âñ¼ ýòî � ÷åïóõà! ß ñîãëàñåí
âçÿòü Âàñ ê ñåáå â àñïèðàíòóðó, íî ïðè îäíîì óñëîâèè, ÷òî áîëüøå Âû íèêîãäà
íå âåðí¼òåñü ê ýòîé åðóíäå. . . Êîãäà ðåøèòå, ïîæàëóéñòà, çâîíèòå�.

Âðÿä ëè íóæíî îïèñûâàòü òå ÷óâñòâà,êîòîðûå îâëàäåëè ìíîé òîãäà. Âñþ
íî÷ü ÿ ïðîõîäèë ïî íàáåðåæíîé è ïóñòûííûì óëèöàì ñïÿùåãî ãîðîäà, è, êîãäà
íàñòóïèëî óòðî, ïîçâîíèë è ñêàçàë, ÷òî ïðèíèìàþ âûäâèíóòûå óñëîâèÿ. Îäíàêî
ñêàçàíî ýòî áûëî íå ñ ñîâñåì ÷èñòûì ñåðäöåì: ÿ íàäåÿëñÿ, ÷òî ñî âðåìåíåì ÿ
âåðíóñü ê ñòàðîé òåìå è ñóìåþ óáåäèòü íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ â ñâîåé ïðàâîòå.

Îäíàêî ÷åðåç äâà ãîäà ÿ ïîíÿë, íàñêîëüêî ñïðàâåäëèâà áûëà ýòà ñóðîâàÿ
îöåíêà. Ôîðìàëüíîå ñâåäåíèå êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ê äâóì âåùå-
ñòâåííûì (ê óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, äîïîëíåííîìó îñîáûì �êâàíòîâûì
ïîòåíöèàëîì�, è ê óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè) åù¼ íå îçíà÷àåò ñâåäåíèå êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè ê êëàññè÷åñêîé. Ñóùåñòâóåò î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî öåëîñòíîñòè
(â äàííîì ñëó÷àå ïðîÿâëÿþùåå ñåáÿ â ñóùåñòâîâàíèè åäèíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå), èñ÷åçàþùåå ïðè ãèëüîòèíèðî-
âàíèè101.

ß ïðèåçæàë ê Èãîðþ Åâãåíüåâè÷ó ïî ÷åòâåðãàì, óòðîì. Ìû çàâòðàêàëè, ïî-
òîì ïðîõîäèëè â åãî êàáèíåò è çàíèìàëèñü äî îáåäà. Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî îí áûë
òðåáîâàòåëüíûì, âñåçíàþùèì ðóêîâîäèòåëåì èëè ÷òî-íèáóäü â ýòîì ðîäå. Ýòî
áûëà ïðèíöèïèàëüíî èíàÿ ïëîñêîñòü îòíîøåíèé. Ýòî ñîòðóäíè÷åñòâî íà ðàâ-
íûõ, êîãäà óñèëèÿ îáîèõ ñîåäèíåíû îäíîé îáùåé öåëüþ � ïîèñêîì èñòèíû. Äóõ
íàøåãî ñîòðóäíè÷åñòâà ëó÷øå âñåãî èëëþñòðèðóåòñÿ êàê-òî îáðàí¼ííîé Èãîðåì
Åâãåíüåâè÷åì ôðàçîé: �Çíàåòå, Þðèé Èâàíîâè÷, ìû ñ âàìè ðàáîòàåì äëÿ êîð-
çèíû. ×åðåç äåñÿòü ëåò ýòî íèêîìó íå áóäåò íóæíî: îá ýòîì çàáóäóò. Íî íóæíî
÷òî-òî äåëàòü!� ß áûë îçàäà÷åí, íî ñëîâà è òîí, êàêèì îíè áûëè ñêàçàíû, çàïàëè
â ïàìÿòü è îñòàëèñü íàâñåãäà êàê îáðàçåö ïðåäåëüíîé ÷åñòíîñòè â îöåíêå ñâîåé
ðàáîòû.

Â òî âðåìÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà ïåðåæèâàëà ñîñòîÿíèå ãëóáîêîé äåïðåññèè.
Ïîñëå ïîðàæàþùèõ âîîáðàæåíèå óñïåõîâ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè äâèæåíèþ
âïåð¼ä ïðåïÿòñòâîâàëî îòñóòñòâèå ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ôèçè÷åñêèõ èäåé. Ìíî-
ãèå ôèçèêè-òåîðåòèêè òîãî âðåìåíè áûëè çàíÿòû ñîçäàíèåì íîâûõ è, êàê âûÿñ-
íèëîñü ïîçäíåå, íåýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, îòëè÷íûõ îò
101Ýòîò òåðìèí ââåä¼í Èãîðåì Åâãåíüåâè÷åì äëÿ õàðàêòåðèñòèêè âñåõ ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ.
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ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé.
Èãîðü Åâãåíüåâè÷ ðàçúÿñíÿë ìíå, ÷òî, èçîáðåòàÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè âçàè-

ìîäåéñòâèé, ìû íàâÿçûâàåì ïðèðîäå íàø ñîáñòâåííûé �÷åëîâå÷åñêèé� ÿçûê, íî
ïðèðîäà íå ïîíèìàåò ýòîãî ÿçûêà, è äèàëîãà íå ïîëó÷àåòñÿ. �Íàøà ïåðâåéøàÿ
çàäà÷à � ãîâîðèë Òàìì, � íàó÷èòüñÿ �ñëóøàòü� ïðèðîäó, ÷òîáû ïîíÿòü å¼ ÿçûê�.
Íî ãäå îí, ýòîò ÿçûê? Îí â çàêîíå Íüþòîíà, óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà, â åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè, â çàêîíàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Âñå ýòè çàêîíû �íàïèñàíû� íà
íåêîòîðîì åäèíîì ÿçûêå.

Òàê, â êîíöå 1960 ã. ïåðåäî ìíîé âîçíèêëà ñîâåðøåííî íîâàÿ çàäà÷à � íàéòè
åäèíûé óíèâåðñàëüíûé ÿçûê, íà êîòîðîì íàïèñàíû âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ôè-
çè÷åñêèå çàêîíû, è, îïèðàÿñü íà íåãî, ïåðåñìîòðåòü è ïåðåîñìûñëèòü îñíîâàíèÿ
âñåé ôèçèêè.

Èãîðü Åâãåíüåâè÷ íåîäíîêðàòíî ãîâîðèë: �Åñëè Âû õîòèòå ñòàòü íàñòîÿ-
ùèì ôèçèêîì, à íå âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûì ðåìåñëåííèêîì, Âû íå äîëæ-
íû èñêëþ÷àòü âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ èíûõ ôîðì ðåàëüíîñòè, îòëè÷íûõ îò
ôîðìû ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Âû äîëæíû ÷èòàòü è
âíèìàòåëüíî èçó÷àòü àâòîðîâ, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê îáÿçàòåëüíîé ëèòåðàòóðû,
ïðåäëàãàåìîé îôèöèàëüíîé ôèëîñîôèåé, è ïðåæäå âñåãî ðóññêèõ ôèëîñîôîâ �
Áåðäÿåâà, Ëîññêîãî, Ôðàíêà. Îíè î ìíîãîì äîãàäàëèñü, õîòÿ è íå ìîãëè ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñâîþ èäåþ âñååäèíñòâà íà ñòðîãîì ÿçûêå ìàòåìàòèêè. Ïîïðîáóéòå,
ìîæåò áûòü, Âàì óäàñòñÿ ýòî ñäåëàòü!�

Â òå óæå äàë¼êèå âðåìåíà ãîñïîäñòâà äèàëåêòè÷åñêîãî è èñòîðè÷åñêîãî ìà-
òåðèàëèçìà ýòè ñëîâà êàçàëèñü åðåòè÷åñêèìè, âûçûâàëè ñëàäîñòíîå îùóùåíèå
çàïðåòíîãî ïëîäà è îòêðûâàëè íîâûå ãîðèçîíòû. Íî òîëüêî ñïóñòÿ ìíîãî ëåò ÿ
ïî-íàñòîÿùåìó ïîíÿë èç ãëóáîêî ïðîâèäåíöèàëüíûé ñìûñë.

Äåëî â òîì, ÷òî èñòîðè÷åñêè âîçíèêøèå èç îïûòà, �ñíèçó�, ðàçëè÷íûå ðàç-
äåëû ôèçèêè � ìåõàíèêà, òåðìîäèíàìèêà, ýëåêòðîäèíàìèêà, òåîðèÿ îòíîñèòåëü-
íîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà � ñîõðàíÿëè ñâîé, õàðàêòåðíûé äëÿ êàæäîãî ðàçäåëà
ïîëóýìïèðè÷åñêèé ÿçûê. Íî åñëè ïîäíÿòüñÿ íà äîñòàòî÷íî âûñîêèé óðîâåíü
àáñòðàêöèè è âçãëÿíóòü íà õîðîøî èçâåñòíûå ðàçäåëû ôèçèêè �ñâåðõó�, òî ìíî-
ãî÷èñëåííûå äåòàëè âàæíûå ïðè ðåøåíèè òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷, ïî-
ñòåïåííî èñ÷åçàþò, è âìåñòî íèõ îáíàðóæèâàþòñÿ íîâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôè-
çè÷åñêèå çàêîíû � ñ íîâûìè öåëÿìè, íîâûìè çàäà÷àìè è íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
àïïàðàòîì.

Íå÷òî ïîäîáíîå ïðîèñõîäèò ïðè âîñõîæäåíèè íà âûñîêóþ ãîðíóþ âåðøèíó.
Âíà÷àëå àëüïèíèñòû èäóò ïî óùåëüþ. Ïåðåä èõ âçîðîì ïðîõîäèò ìíîæåñòâî
ðàçíîîáðàçíûõ îáúåêòîâ � âàëóíû è êàìíè, ïîòîêè è âîäîïàäû, êóñòàðíèêè è äå-
ðåâüÿ. Ïîäíèìàÿñü âñå âûøå è âûøå, îíè ïîïàäàþò â îáëàñòü àëüïèéñêèõ ëóãîâ.
Çàòåì, ïðåîäîëåâ ñëîé îáëàêîâ è âûøå, îíè âèäÿò ïåðåä ñîáîé âåëè÷åñòâåííóþ
êàðòèíó � ãîðíûé õðåáåò ñ ïîêðûòûìè âå÷íûìè ñíåãàìè âåðøèíàìè, áåçäîííî
ñèíåå íåáî, îñëåïèòåëüíî ñèÿþùåå ñîëíöå, à âíèçó óæå íå âèäíî äåòàëåé, íî çàòî
õîðîøî ïðîñìàòðèâàåòñÿ ïðîéäåííûé èìè ìàðøðóò.

Êàê âûÿñíèëîñü ïîçæå, ñóòü ëþáûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ
ñîñòîèò â îáúåêòèâíîì ñóùåñòâîâàíèè àáñòðàêòíûõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � îñî-
áîãî ðîäà îòíîøåíèé, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èäåàëüíûå �äâîéíèêè� � ïðîîáðà-
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çû îáúåêòîâ ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Â îòëè÷èå îò õîðîøî èçâåñòíûõ
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé, ýòè îòíîøåíèÿ èìåþò ñîâåðøåííî èíóþ ïðèðî-
äó, îïèñûâàþòñÿ íà åäèíîì óíèâåðñàëüíîì ÿçûêå, î êîòîðîì êîãäà-òî ãîâîðèë
Òàìì, è âûðàæàþò íàèáîëåå àäåêâàòíûì îáðàçîì èäåþ öåëîñòíîñòè è âñååäèí-
ñòâà îñîáîãî Ìèðà âûñøåé ðåàëüíîñòè, òåíüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âèäèìûé íàìè
âåùåñòâåííûé ìèð.

Âîïðîñû èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè.
�4 1996, C. 165�167. ISSN 0205�9606

Âñòðå÷à â Öàõêàäçîðå

Þ.È.Êóëàêîâ
Â íà÷àëå 70-x ãã. â �ñàìèçäàòå� øèðîêî áûëà ðàñïðîñòðàíåíà ðàáîòà

À. Ä.Ñàõàðîâà �Ðàçìûøëåíèÿ î ïðîãðåññå, ìèðíîì ñóùåñòâîâàíèè è èíòåëëåê-
òóàëüíîé ñâîáîäå�. ×èòàëè ýòó áðîøþðó è â íîâîñèáèðñêîì Àêàäåìãîðîäêå, è â
ìî¼ì áëèçêîì îêðóæåíèè. È, åñòåñòâåííî, ìíå î÷åíü õîòåëîñü óâèäåòüñÿ ñ Àí-
äðååì Äìèòðèåâè÷åì, ìûñëè êîòîðîãî, èçëîæåííûå â ýòîé ðàáîòå, áûëè áëèçêè
è ïîíÿòíû.

È âîò òàêîé ñëó÷àé ïðåäñòàâèëñÿ. Ëåòîì 1973 ã. ÿ ïîåõàë íà Âñåñîþçíóþ êîí-
ôåðåíöèþ ïî ïðîáëåìàì ãðàâèòàöèè â Àðìåíèþ, â ìåñòå÷êå Öàõêàäçîð. Îæè-
äàëîñü, ÷òî òàì áóäåò Àíäðåé Ñàõàðîâ. Äî ýòîãî ÿ íåîäíîêðàòíî âèäåë åãî íà
ðàçíûõ �ôèçè÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèÿõ�, íî íåïîñðåäñòâåííî ðàçãîâàðèâàòü íå ïðè-
õîäèëîñü.

Íà ñëåäóþùèé äåíü ïîñëå ïðèåçäà â Öàõêàäçîð, âî âðåìÿ îáåäà, ÿ, íåìíîãî
ðîáåÿ, ïîäîø¼ë ê ñòîëèêó, çà êîòîðûì ñèäåëè Àíäðåé Äìèòðèåâè÷ Ñàõàðîâ è
Åëåíà Ãåîðãèåâíà Áîííåð.

Ïðåäñòàâèâøèñü êàê áûâøèé àñïèðàíò Èãîðÿ Åâãåíèåâè÷à Òàììà, ÿ ñêàçàë:
�Çíàåòå, Àíäðåé Äìèòðèåâè÷, ÿ, êàê êóïåö èç �Àëåíüêîãî öâåòî÷êà�, � êîãäà ÿ
ñîáèðàëñÿ ñþäà íà êîíôåðåíöèþ, ìîÿ ñòàðøàÿ äî÷ü Èðà ñêàçàëà ìíå: �Ïàïà, òû
íå ïðèâîçè àëåíüêèé öâåòî÷åê, à ïðèâåçè ìíå ïîðòðåò Ñàõàðîâà!�. Òàê ÷òî ÿ íå
ìîãó âåðíóòüñÿ äîìîé, íå óâåçÿ ñ ñîáîé Âàø ïîðòðåò�.

Àíäðåé Äìèòðèåâè÷ êàê-òî î÷åíü äîáðîæåëàòåëüíî è ñåðäå÷íî îòêëèêíóëñÿ
íà ýòó ïðîñüáó, è ïîñêîëüêó â ïîìåùåíèè áûëî äîñòàòî÷íî òåìíî, ìû âûøëè
íà óëèöó. Òàê ïîÿâèëñÿ öâåòíîé ñëàéä, ãäå À. Ä.Ñàõàðîâ çàïå÷àòë¼í íà ôîíå
ãëóõîé ñòåíû èç äèêîãî êàìíÿ. Îáðàç ïîëó÷èëñÿ ïî÷òè ñèìâîëè÷åñêèé. . .

Àíäðåé Äìèòðèåâè÷ ðàññêàçàë ìíå òîãäà, ÷òî îíè ñ æåíîé ïðèåõàëè â Àðìå-
íèþ èç Êðàñíîäàðà, ãäå ïðèõîäèë ñóäåáíûé ïðîöåññ íàä îäíèì ìîëîäûì ÷åëî-
âåêîì, îáâèíÿåìûì â ÷òåíèè è ðàñïðîñòðàíåíèè êàê ðàç �Ðàçìûøëåíèè î ïðî-
ãðåññå. . . �. Çàùèòèòü þíîøó íå óäàëîñü, àâòîðà êðàìîëüíîé áðîøþðû äàæå íå
ïóñòèëè â çàë çàñåäàíèé ñóäà.
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Â àâòîáèîãðàôèè Ñàõàðîâà ïîäðîáíî îïèñàë ýòîò çëîâåùèé 1973 ãîä, êîãäà
âîêðóã íåãî è åãî ñåìüè ñæèìàëîñü óäóøàþùåå êîëüöî. . .

Ïîñëå ýòîé âñòðå÷è ÿ ïîëó÷èë îò Àíäðåÿ Äìèòðèåâè÷à ïðèãëàøåíèå ïîáû-
âàòü ó íèõ äîìà â Ìîñêâå. Âî âðåìÿ òàêîé åäèíñòâåííîé ìîñêîâñêîé âñòðå÷è
ìåíÿ, ïîìíþ, ïîðàçèëà íåîáûêíîâåííàÿ äåëèêàòíîñòü À. Ä.Ñàõàðîâà. Îí, íà-
ïðèìåð, íå ìîã ïîçâîëèòü ñåáå îñòàíîâèòü ñàìîóâåðåííûå âûñêàçûâàíèÿ îäíîãî
ìîëîäîãî ÷åëîâåêà, êîòîðîìó ÿâíî èìïîíèðîâàëî òàêîå âíèìàíèå. Íî, ÷òî êà-
ñàåòñÿ óáåæäåíèé, íå òîëüêî ÿ, íî è âñå âîêðóã èìåëè âîçìîæíîñòü íàáëþäàòü
íåâåðîÿòíóþ òâ¼ðäîñòü Àíäðåÿ Äìèòðèåâè÷à, êîãäà îí çàùèùàë ïðèíöèïèàëü-
íûå âîïðîñû.

ß âèäåë òîãäà, ÷òî îí áûë î÷åíü îäèíîê, äàæå â ñâî¼ì áðàòñòâå ôèçèêîâ.
Ìíîãèå èç íèõ ïîíèìàëè åãî ïðàâîòó, íî íå îäîáðÿëè òîò ïóòü áîðüáû, íà êîòî-
ðûé íî âñòàë. Ñèñòåìà êàçàëàñü íåçûáëåìîé, à æåðòâû � áåññìûñëåííûìè. . .

Ñâîèì ñòîèöèçìîì Àíäðåé Äìèòðèåâè÷ íàïîìíèë ìíå ìîåãî ó÷èòåëÿ Èãîðÿ
Åâãåíèåâè÷à Òàììà. Ìíå ÷àñòî âñïîìèíàåòñÿ êàê-òî ñêàçàííûå Òàììîì ñëîâà â
òîò ïåðèîä, êîãäà òåîðèÿ ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ãëó-
áîêîé äåïðåññèè: �Çíàåòå Þðèé Èâàíîâè÷, ìû ñ âàìè ðàáîòàåì äëÿ êîðçèíû.
×åðåç äåñÿòü ëåò ýòî íèêîìó íå áóäåò íóæíî, � îá ýòîì âñå çàáóäóò. Íî íóæíî
÷òî-òî äåëàòü!�.

Âîïðîñû èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè.
�2 1996, C. 171�172. ISSN 0205�9606

ß íå âåðþ íè â êàêèå äîãìàòû, ìíå íå íðàâÿòñÿ îôèöèàëüíûå Öåðêâè (îñî-
áåííî òå, êîòîðûå ñèëüíî ñðàùåíû ñ ãîñóäàðñòâîì èëè îòëè÷àþòñÿ, ãëàâíûì
îáðàçîì, îáðÿäîâîñòüþ èëè ôàíàòèçìîì èëè íåòåðïèìîñòüþ). Â òî æå âðåìÿ ÿ
íå ìîãó ïðåäñòàâèòü Âñåëåííóþ è ÷åëîâå÷åñêóþ æèçíü áåç êàêîãî-òî îñìûñëÿþ-
ùåãî èõ íà÷àëà, áåç èñòî÷íèêà äóõîâíîé �òåïëîòû�, ëåæàùåãî âíå ìàòåðèè è å¼
çàêîíîâ. Âåðîÿòíî, òàêîå ÷óâñòâî ìîæíî íàçâàòü ðåëèãèîçíûì102.

Àíäðåé Ñàõàðîâ

102Ñàõàðîâ À.Ä. Âîñïîìèíàíèÿ. Â äâóõ òîìàõ. Òîì ïåðâûé, Ì.: �Ïðàâà ÷åëîâåêà�, 1996. �
912 ñ. Ñ. 15.
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Âìåñòî ïðåäèñëîâèÿ

Èõ àðåñòîâàëè çèìîé 1967 ãîäà � Þðèÿ Ãàëàíñêîâà, Àëåêñàíäðà Ãèíçáóðãà,
Àëåêñåÿ Äîáðîâîëüñêîãî è Âåðó Ëîøêîâó. ×åðåç ãîä â ÿíâàðå 1968 ãîäà, ñîñòîÿë-
ñÿ ñóä. �Íàðîäó ðàñòîëêîâàëè, ÷òî ñóäÿò ôàøèñòñêèõ ïðèõâîñòíåé�, � òàê ïèñàë
ìîëîä¼æíûé åæåíåäåëüíèê �Ñîáåñåäíèê� ( �24 , 1990 ãîä). Òàì æå ïðîâîäèëñü
öèòàòû èç ïèñåì, íàïå÷àòàííûõ â öåíòðàëüíîé ïðåññå ïîñëå âûíåñåíèÿ ïðèãîâî-
ðà ïî 70-é (íûíå óïðàçäí¼ííîé) ñòàòüå çà êëåâåòó íà ñîöèàëèñòè÷åñêèé ñòðîé:
�Èìåíåì ñîâåòñêîãî íàðîäà ñóä âûíåñ ñâîé ñïðàâåäëèâûé ïðèãîâîð�, �Âîçíèêàåò
âîïðîñ: íå ñëèøêîì ëè ìÿãêà ìåðà íàêàçàíèÿ èçìåííèêàì ðîäèíû?�. Ïîäîáíûõ
ïèñåì áûëî î÷åíü ìíîãî. È òåïåðü íå óñòàíîâèòü, êàê îíè ïîÿâëÿëèñü � ïîä
÷üþ-òî äèêòîâêó èëè ïî èñêðåííåìó óáåæäåíèþ.

Íî ïî ïîâîäó âîçíèêíîâåíèÿ äðóãèõ ïèñåì, ïèñåì ïðîòåñòà ïðîòèâ íåïðàâåä-
íîãî ñóäà ñîìíåâàòüñÿ íå ïðèõîäèòñÿ. Èõ ïèñàëè ëþäè, êîòîðûå ïîíèìàëè, ÷òî
ñòîÿò ïåðåä ðóáåæîì, îò÷¼òëèâî îïðåäåëÿþùèì êîíåö õðóù¼âñêîé îòòåïåëè �
êàê â æèçíè ñòðàíû, òàê è, âîçìîæíî, â èõ ëè÷íûõ ñóäüáàõ.

Òàê è âûøëî äëÿ ìíîãèõ. Íî ïèñüìà âñ¼-òàêè áûëè. Îíè ñîñòàâëÿëèñü è
ïîäïèñûâàëèñü îáû÷íî ãðóïïàìè (â îáùåì-òî ñîâñåì íåìíîãî÷èñëåííûìè) è òàê
è íàçûâàëèñü â ðàçãîâîðàõ: ïèñüìî 13-òè, 79-òè, ïèñüìî 46-òè.

Ïîñëåäíåå ïèñüìî 46-òè ñîòðóäíèêîâ Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ ÿ
ñ÷èòàþ íåîáõîäèìûì îïóáëèêîâàòü ñïóñòÿ 30 ëåò ïîñëå åãî íàïèñàíèÿ â ñâî¼ì
æóðíàëå-äåïîçèòàðèè �Credo�.

Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïðèâîäÿòñÿ òåêñòû äâóõ ïàðòèéíûõ äîêóìåíòîâ, ïðè-
íÿòûõ ñïóñòÿ 22 ãîäà ïîñëå ïðèíÿòèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîñòàíîâëåíèÿ îò 16
àïðåëÿ 1968 ãîäà.

19 ôåâðàëÿ 1998 ãîäà, Þ.È.ÊÓËÀÊÎÂ
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ÃÅÍÅÐÀËÜÍÎÌÓ ÏÐÎÊÓÐÎÐÓ ÑÑÑÐ ÐÓÄÅÍÊÎ
ÂÅÐÕÎÂÍÎÌÓ ÑÓÄÓ ÐÑÔÑÐ

Êîïèè:
Ïðåäñåäàòåëþ Ïðåçèäèóìà Âåðõîâíîãî Ñîâåòà ÑÑÑÐ

Í.Â.Ïîäãîðíîìó;
Ïðåäñåäàòåëþ Ñîâåòà Ìèíèñòðîâ ÑÑÑÐ À.Í.Êîñûãèíó;
Ãåíåðàëüíîìó ñåêðåòàðþ ÖÊ ÊÏÑÑ Ë.È.Áðåæíåâó;
àäâîêàòàì Á.Çîëîòóõèíó, Ä.Êàìèíñêîé;
â ðåäàêöèþ ãàçåòû "Êîìñîìîëüñêàÿ ïðàâäà".

Îòñóòñòâèå â íàøèõ ãàçåòàõ ñêîëü-ëèáî ñâÿçíîé è ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñóùå-
ñòâå è õîäå ïðîöåññà À.Ãèíçáóðãà, Þ.Ãàëàíñêîâà, À.Äîáðîâîëüñêîãî è Â.Ëàøêîâîé,
îñóæäåííûõ ïî ñò. 70 ÓÊ ÐÑÔÑÐ, íàñòîðîæèëî íàñ è çàñòàâèëî èñêàòü èíôîðìàöèþ
â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ - â èíîñòðàííûõ êîììóíèñòè÷åñêèõ ãàçåòàõ.

Òî, ÷òî íàì óäàëîñü óçíàòü, âûçâàëî ó íàñ ñîìíåíèå â òîì, ÷òî ýòîò ïîëèòè-
÷åñêèé ïðîöåññ ïðîâîäèëñÿ ñ ñîáëþäåíèåì âñåõ ïðåäóñìîòðåííûõ çàêîíîì íîðì,
íàïðèìåð òàêîé, êàê ïðèíöèï ãëàñíîñòè. Ýòî âûçûâàåò òðåâîãó.

×óâñòâî ãðàæäàíñêîé îòâåòñòâåííîñòè çàñòàâëÿåò íàñ ñàìûì ðåøèòåëüíûì îá-
ðàçîì çàÿâèòü, ÷òî ïðîâåäåíèå ôàêòè÷åñêè çàêðûòûõ ïîëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìû
ñ÷èòàåì íåäîïóñòèìûì. Íàñ òðåâîæèò òî, ÷òî çà ïðàêòè÷åñêè çàêðûòûìè äâåðü-
ìè ñóäåáíîãî çàëà ìîãóò ñîâåðøàòüñÿ íåçàêîííûå äåëà, âûíîñèòüñÿ íåîáîñíîâàííûå
ïðèãîâîðû - ïî íåäîêàçàííûì îáâèíåíèÿì.

Ìû íå ìîæåì äîïóñòèòü, ÷òîáû ñóäåáíûé ìåõàíèçì íàøåãî ãîñóäàðñòâà ñíî-
âà âûøåë èç-ïîä êîíòðîëÿ øèðîêîé îáùåñòâåííîñòè è ñíîâà ââåðã íàøó ñòðàíó â
àòìîñôåðó ñóäåáíîãî ïðîèçâîëà è áåççàêîíèÿ. Ïîýòîìó ìû íàñòàèâàåì íà îòìåíå
ïðèãîâîðà Ìîñêîâñêîãî ãîðîäñêîãî ñóäà ïî äåëó Ãèíçáóðãà, Ãàëàíñêîâà, Äîáðîâîëü-
ñêîãî è Ëàøêîâîé è òðåáóåì ïåðåñìîòðà ýòîãî äåëà â óñëîâèÿõ ïîëíîé ãëàñíîñòè è
ñêðóïóëåçíîãî ñîáëþäåíèÿ âñåõ ïðàâîâûõ íîðì, ñ îáÿçàòåëüíîé ïóáëèêàöèåé ìàòå-
ðèàëîâ â ïå÷àòè.

Ìû òðåáóåì òàêæå ïðèâëå÷åíèÿ ê îòâåòñòâåííîñòè ëèö, âèíîâíûõ â íàðóøåíèè
ãëàñíîñòè è ãàðàíòèðîâàííûõ çàêîíîì íîðì ñóäîïðîèçâîäñòâà.

Ïèñüìî ïîäïèñàëè:

Àêèëîâ Ã.Ï., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Àëåêñååâ È.Ñ., êàíäèäàò ôèëîñîôñêèõ íàóê;
Àíäðååâ Ñ.Ë., èíæåíåð;
Áåðã Ð.Ë., äîêòîð áèîëîãè÷åñêèõ íàóê;
Áîðèñîâ Þ.Ô., äîêòîð ôèçèêî- ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Áîðèñîâà Ë.Ã., àñïèðàíòêà;
Áàññåðìàí È., àñïèðàíò;
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Âèøíåâñêèé Å.Á., ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê;
Âÿ÷åñëàâîâ Ë., àñïèðàíò;
Ãëàäêèé À.Â., äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Ãðîìûêî Ì.Ì., äîêòîð èñòîðè÷åñêèõ íàóê;
Ãîëüäåíáåðã È.Ç., ïðåïîäàâàòåëü;
Äðåéçèí Ô.À., êàíäèäàò ôèëîëîãè÷åñêèõ íàóê;
Çàõàðîâ Â.Å., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Çàñëàâñêèé Ð., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Èëüè÷¼â Ê., ñòàæ¼ð;
Êîíåâ Â.À., êàíäèäàò ôèëîñîôñêèõ íàóê;
Êîñèöûíà Ý.Ñ., ïåäàãîã;
Êóëàêîâ Þ.È., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Êëîðèí À.Â., èíæåíåð;
Ëîçîâñêèé Ë.À., èíæåíåð;
Ëèõà÷åâà Ä.Â., ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê;
Ìåíüøèêîâ Â.Ô., àñïèðàíò;
Íàéäîðô Á., ïåäàãîã;
Íàõìàíñîí Ð., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Ïëèòêà Ñ.È., ñîòðóäíèê Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ñèñòåì;
Ïåðöîâñêèé Â.Ñ., ïåäàãîã;
Ïðèëîóñ Á.È., ñòàðøèé ëàáîðàíò;
Ðîæíîâà Ñ., àñïèðàíòêà;
Ðåâÿêèíà Í.Â., êàíäèäàò èñòîðè÷åñêèõ íàóê;
Ñîêîëîâ, êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Ñåìÿ÷êèí Á.Å., ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê;
Òîïåøêî Í.À., èíæåíåð;
Òèòîâ Å.;
Òðèøèíà Ë.À., àññèñòåíò êàôåäðû îáùåãî ÿçûêîçíàíèÿ ÌÃÓ;
Ôåò À.È., äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Ôðèäìàí À.Ì., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Ôèëîíåíêî Í.Í., àñïèðàíò;
Õðèïëîâè÷ È.Â., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Õîõëóøêèí È.Í., ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê;
Öåëüíèê Ô.À., èíæåíåð;
×åðåìèñèíà Ì.È., êàíäèäàò ôèëîëîãè÷åñêèõ íàóê;
Øàáàò À.Â., êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê;
Øàëàãèí À.Ì., èíæåíåð;
Øòåíãåëü Ý., ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê;
ßáëîíñêèé Ã.Ñ., ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê.

19 ôåâðàëÿ 1968, Íîâîñèáèðñê.
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Íåîáõîäèìîå ïðåäèñëîâèå

Ýòî áûëî òàê äàâíî, ÷òî ìû óæå ñòàëè çàáûâàòü, êàê øåëåñòåëè ìû ø¼ïîòîì,
ïåðåäàâàÿ áëèçêèì è äîâåðåííûì ëþäÿì çàïðåòíûå ñòðàíèöû Ñàì- è Òàì-èçäàòà.

ß ïîìíþ, êàê îêàçàâøèñü â Ìîñêâå íà êóðñàõ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè, ÿ
âïåðâûå ïðî÷èòàë ñòðàñòíî íàïèñàííîå îáðàùåíèå Ñîëæåíèöûíà �Æèòü íå ïî
ëæè�. Åñòåñòâåííî, çàõîòåëîñü ïîçíàêîìèòü ñ íèì êàê ìîæíî áîëüøå ëþäåé.
Ïåðåïå÷àòàííûé ýêçåìïëÿð ïîñòîÿííî íàõîäèëñÿ ïîä ðóêîé â áîêîâîì êàðìàíå
ìîåãî ñòàðåíüêîãî ïèäæàêà.

Â òî âðåìÿ â Äóáíå æèë è ðàáîòàë ìîé äðóã, ôèçèê � ïîëÿê Ñëàâîìèð Õîé-
íàöêèé103. Â òå ãîäû, êîãäà îñâåäîìèòåëåì ìîã ñòàòü ëþáîé, äàæå òâîé õîðîøèé
è äàâíèé çíàêîìûé, ÿ áåç êàêèõ-ëèáî ñîìíåíèé äîâåðÿë ýòîìó ÷åëîâåêó.

ß ïðèåõàë íà Ñàâ¼ëîâñêèé âîêçàë, ÷òîáû îòïðàâèòüñÿ ê íåìó â Äóáíó. Íî
êîãäà ÿ çàõîòåë êóïèòü áèëåò íà ýëåêòðè÷êó è íà÷àë ñóäîðîæíî øàðèòü ïî êàðìà-
íàì, òî îáíàðóæèë èñ÷åçíîâåíèå çàïðåòíîãî îáðàùåíèÿ âìåñòå ñ ìîèì ïðîïóñêîì
â Äîì àñïèðàíòà ÌÃÓ, ãäå ÿ òîãäà æèë.

À ïîñêîëüêó ê ýòîìó âðåìåíè ÿ óæå äâàæäû ïîäâåðãàëñÿ äîïðîñàì � îäèí
ðàç â Ìîñêâå íà Ëóáÿíêå, à äðóãîé ðàç â áîëåå �öèâèëèçîâàííîì� ìåñòå â Íîâîñè-
áèðñêå, òî ïîòåðÿ âåñüìà îïàñíîãî äëÿ âëàñòåé îáðàùåíèÿ Ñîëæåíèöûíà �Æèòü
íå ïî ëæè�, äà åù¼ ñ äîêóìåíòîì, óäîñòîâåðÿþùèì ìîþ ëè÷íîñòü, ãðîçèëà îáåð-
íóòüñÿ äëÿ ìåíÿ íàñòîÿùåé êàòàñòðîôîé. Åõàòü ñ òàêèì íàñòðîåíèåì â Äóáíó ÿ
íå ìîã è â âåñüìà ïîäàâëåííîì ñîñòîÿíèè ÿ âåðíóëñÿ â îáùåæèòèå.

Âñþ íî÷ü ÿ âèäåë âî ñíå ìîåãî �êóðàòîðà� Ïåòðà Àíäðååâè÷à Øóãàÿ è âñ¼
âðåìÿ ïðîñûïàëñÿ ñ ñàìûìè ìðà÷íûìè ïðåä÷óâñòâèÿìè...

Íî êàêîâà æå áûëà ìîÿ ðàäîñòü, êîãäà ÿ îáíàðóæèë äûðó â ñâî¼ì áîêîâîì
êàðìàíå è ìîé �çàïðåòíûé ïëîä� âìåñòå ñ ïðîïóñêîì, çàñòðÿâøèå ïîä ïîäêëàäêîé
ìîåãî âòîðîãî �ïàðàäíîãî� ïèäæàêà!

È âîò òåïåðü, ñïóñòÿ íè÷òîæíî ìàëûé èñòîðè÷åñêèé ñðîê, ÿ èìåþ âîçìîæ-
íîñòü ñîâåðøåííî áåçöåíçóðíî èçäàâàòü ñâîé ñîáñòâåííûé æóðíàë �Credo�, è äà-
æå ñ âûõîäîì â Internet.

Â ïàìÿòü î òåðíèñòûõ, íî ñ÷àñòëèâûõ, ãîäàõ ìîåé ìîëîäîñòè ÿ, ñ îäîáðèòåëü-
íîãî ðàçðåøåíèÿ ñàìîãî Àëåêñàíäðà Èñàåâè÷à, ïîìåùàþ çäåñü, â ñâî¼ì æóðíàëå
åãî ïîëíîå ãðàæäàíñêîãî ìóæåñòâà, ñòðàñòíîå îáðàùåíèå ê ñâîèì ñîîòå÷åñòâåí-
íèêàì.

1 ìàðòà 1998 Þ.È.ÊÓËÀÊÎÂ

103ß áóäó ñ÷àñòëèâ, åñëè ýòà çàìåòêà ÷åðåç Internet ñëó÷àéíî ïîïàä¼ò åìó íà ãëàçà, èëè êîìó-
íèáóäü, êòî çíàåò åãî è ñîîáùèò åìó îá ýòîì.
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Æèòü íå ïî ëæè!
À.È.Ñîëæåíèöûí

12 ôåâðàëÿ 1974

Êîãäà-òî ìû íå ñìåëè è ø¼ïîòîì øåëåñòåòü. Òåïåðü âîò ïèøåì è ÷èòàåì
Ñàìèçäàò, à óæ äðóã äðóãó-òî, ñîéäÿñü â êóðèëêàõ ÍÈÈ, îò äóøè íàæàëóåìñÿ:
÷åãî òîëüêî îíè íå íàêóðîëåñÿò, êóäà òîëüêî íå òÿíóò íàñ! È íåíóæíîå êîñìè÷å-
ñêîå õâàñòîâñòâî ïðè ðàçîðåíèè è áåäíîñòè äîìà; è óêðåïëåíèå äàëüíèõ äèêèõ
ðåæèìîâ; è ðàçæèãàíèå ãðàæäàíñêèõ âîéí; è áåçðàññóäíî âûðàñòèëè Ìàî Öçå-
äóíà (íà íàøè ñðåäñòâà) � è íàñ æå íà íåãî ïîãîíÿò, è ïðèä¼òñÿ èäòè, êóäà
äåíåøüñÿ? è ñóäÿò, êîãî õîòÿò, è çäîðîâûõ çàãîíÿþò â óìàëèø¼ííûå � âñ¼ �îíè�,
à ìû � áåññèëüíû.

Óæå äî äîíûøêà äîõîäèò, óæå âñåîáùàÿ äóõîâíàÿ ãèáåëü íàñóíóëàñü íà âñåõ
íàñ, è ôèçè÷åñêàÿ âîò-âîò çàïûëàåò è ñîææ¼ò è íàñ, è íàøèõ äåòåé, � à ìû
ïî-ïðåæíåìó âñ¼ óëûáàåìñÿ òðóñëèâî è ëåïå÷åì êîñíîÿçû÷íî:

- À ÷åì æå ìû ïîìåøàåì? Ó íàñ íåò ñèë.
Ìû òàê áåçíàä¼æíî ðàñ÷åëîâå÷èëèñü, ÷òî çà ñåãîäíÿøíþþ ñêðîìíóþ êîð-

ìóøêó îòäàäèì âñå ïðèíöèïû, äóøó ñâîþ, âñå óñèëèÿ íàøèõ ïðåäêîâ, âñå âîç-
ìîæíîñòè äëÿ ïîòîìêîâ � òîëüêî áû íå ðàññòðîèòü ñâîåãî óòëîãî ñóùåñòâîâàíèÿ.
Íå îñòàëîñü ó íàñ íè òâåðäîñòè, íè ãîðäîñòè, íè ñåðäå÷íîãî æàðà. Ìû äàæå âñå-
îáùåé àòîìíîé ñìåðòè íå áîèìñÿ, òðåòüåé ìèðîâîé âîéíû íå áîèìñÿ (ìîæåò, â
ù¼ëî÷êó ñïðÿ÷åìñÿ), � ìû òîëüêî áîèìñÿ øàãîâ ãðàæäàíñêîãî ìóæåñòâà! Íàì
òîëüêî áû íå îòîðâàòüñÿ îò ñòàäà, íå ñäåëàòü øàãà â îäèíî÷êó � è âäðóã îêàçàòüñÿ
áåç áåëûõ áàòîíîâ, áåç ãàçîâîé êîëîíêè, áåç ìîñêîâñêîé ïðîïèñêè.

Óæ êàê äîëáèëè íàì íà ïîëèòêðóæêàõ, òàê â íàñ è âðîñëî, óäîáíî æèòü,
íà âåñü âåê õîðîøî: ñðåäà, ñîöèàëüíûå óñëîâèÿ, èç íèõ íå âûñêî÷èøü, áûòèå
îïðåäåëÿåò ñîçíàíèå, ìû-òî ïðè ÷¼ì? ìû íè÷åãî íå ìîæåì.

À ìû ìîæåì � âñ¼! � íî ñàìè ñåáå ëæ¼ì, ÷òîáû ñåáÿ óñïîêîèòü. Íèêàêèå íå
�îíè� âî âñ¼ì âèíîâàòû � ìû ñàìè, òîëüêî ìû!

Âîçðàçÿò: íî âåäü äåéñòâèòåëüíî íè÷åãî íå ïðèäóìàåøü! Íàì çàêëÿïèëè
ðòû, íàñ íå ñëóøàþò, íå ñïðàøèâàþò. Êàê æå çàñòàâèòü èõ ïîñëóøàòü íàñ?

Ïåðåóáåäèòü èõ � íåâîçìîæíî.
Åñòåñòâåííî áûëî áû èõ ïåðåèçáðàòü! - íî ïåðåâûáîðîâ íå áûâàåò â íàøåé

ñòðàíå.
Íà Çàïàäå ëþäè çíàþò çàáàñòîâêè, äåìîíñòðàöèè ïðîòåñòà, � íî ìû ñëèøêîì

çàáèòû, íàì ýòî ñòðàøíî: êàê ýòî âäðóã � îòêàçàòüñÿ îò ðàáîòû, êàê ýòî âäðóã �
âûéòè íà óëèöó?

Âñå æå äðóãèå ðîêîâûå ïóòè, çà ïîñëåäíèé âåê îòïðîáîâàííûå â ãîðüêîé
ðóññêîé èñòîðèè, � òåì áîëåå íå äëÿ íàñ, è âïðàâäó � íå íàäî! Òåïåðü, êîãäà
âñå òîïîðû ñâîåãî äîðóáèëèñü, êîãäà âñ¼ ïîñåÿííîå âçîøëî, � âèäíî íàì, êàê
çàáëóäèëèñü, êàê çà÷àäèëèñü òå ìîëîäûå, ñàìîíàäåÿííûå, êòî äóìàëè òåððî-
ðîì, êðîâàâûì âîññòàíèåì è ãðàæäàíñêîé âîéíîé ñäåëàòü ñòðàíó ñïðàâåäëèâîé
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è ñ÷àñòëèâîé. Íåò, ñïàñèáî, îòöû ïðîñâåùåíèÿ! Òåïåðü-òî çíàåì ìû, ÷òî ãíóñ-
íîñòü ìåòîäîâ ðàñïëîæàåòñÿ â ãíóñíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Íàøè ðóêè � äà áóäóò
÷èñòûìè!

Òàê êðóã � çàìêíóëñÿ? È âûõîäà � äåéñòâèòåëüíî íåò? È îñòàåòñÿ íàì òîëüêî
áåçäåéñòâåííî æäàòü: âäðóã ñëó÷èòñÿ ÷òî-íèáóäü ñàìî?

Íî íèêîãäà îíî îò íàñ íå îòëèïíåò ñàìî, åñëè âñå ìû âñå äíè áóäåì åãî
ïðèçíàâàòü, ïðîñëàâëÿòü è óïðî÷íÿòü, åñëè íå îòòîëêíåìñÿ õîòÿ á îò ñàìîé åãî
÷óâñòâèòåëüíîé òî÷êè.

Îò � ëæè.
Êîãäà íàñèëèå âðûâàåòñÿ â ìèðíóþ ëþäñêóþ æèçíü � åãî ëèöî ïûëàåò îò

ñàìîóâåðåííîñòè, îíî òàê è íà ôëàãå íåñ¼ò, è êðè÷èò: �ß � Íàñèëèå! Ðàçîéäèñü,
ðàññòóïèñü � ðàçäàâëþ!� Íî íàñèëèå áûñòðî ñòàðååò, íåìíîãî ëåò � îíî óæå
íå óâåðåíî â ñåáå, è, ÷òîáû äåðæàòüñÿ, ÷òîáû âûãëÿäåòü ïðèëè÷íî, - íåïðåìåííî
âûçûâàåò ñåáå â ñîþçíèêè Ëîæü. Èáî: íàñèëèþ íå÷åì ïðèêðûòüñÿ, êðîìå ëæè, à
ëîæü ìîæåò äåðæàòüñÿ òîëüêî íàñèëèåì. È íå êàæäûé äåíü, íå íà êàæäîå ïëå÷î
êëàäåò íàñèëèå ñâîþ òÿæ¼ëóþ ëàïó: îíî òðåáóåò îò íàñ òîëüêî ïîêîðíîñòè ëæè,
åæåäíåâíîãî ó÷àñòèÿ âî ëæè � è â ýòîì âñÿ âåðíîïîääàííîñòü.

È çäåñü-òî ëåæèò ïðåíåáðåãàåìûé íàìè, ñàìûé ïðîñòîé, ñàìûé äîñòóïíûé
êëþ÷ ê íàøåìó îñâîáîæäåíèþ: ëè÷íîå íåó÷àñòèå âî ëæè! Ïóñòü ëîæü âñ¼ ïî-
êðûëà, ïóñòü ëîæü âñåì âëàäååò, íî â ñàìîì ìàëîì óïð¼ìñÿ: ïóñòü âëàäååò íå
÷åðåç ìåíÿ!

È ýòî � ïðîðåç âî ìíèìîì êîëüöå íàøåãî áåçäåéñòâèÿ! � ñàìûé ëåãêèé äëÿ
íàñ è ñàìûé ðàçðóøèòåëüíûé äëÿ ëæè. Èáî êîãäà ëþäè îòøàòûâàþòñÿ îòî ëæè �
îíà ïðîñòî ïåðåñòàåò ñóùåñòâîâàòü. Êàê çàðàçà, îíà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî
íà ëþäÿõ.

Íå ïðèçûâàåìñÿ, íå ñîçðåëè ìû èäòè íà ïëîùàäè è ãðîìîãëàñèòü ïðàâäó,
âûñêàçûâàòü âñëóõ, ÷òî äóìàåì, � íå íàäî, ýòî ñòðàøíî. Íî õîòü îòêàæåìñÿ
ãîâîðèòü òî, ÷åãî íå äóìàåì!

Âîò ýòî è åñòü íàø ïóòü, ñàìûé ë¼ãêèé è äîñòóïíûé ïðè íàøåé ïðîðîñøåé
îðãàíè÷åñêîé òðóñîñòè, ãîðàçäî ëåã÷å (ñòðàøíî âûãîâîðèòü) ãðàæäàíñêîãî íåïî-
âèíîâåíèÿ ïî Ãàíäè.

Íàø ïóòü: íè â ÷¼ì íå ïîääåðæèâàòü ëæè ñîçíàòåëüíî! Îñîçíàâ, ãäå ãðàíèöà
ëæè (äëÿ êàæäîãî îíà åù¼ ïî-ðàçíîìó âèäíà), � îòñòóïèòüñÿ îò ýòîé ãàíãðåííîé
ãðàíèöû! Íå ïîäêëåèâàòü ìåðòâûõ êîñòî÷åê è ÷åøóåê Èäåîëîãèè, íå ñøèâàòü
ãíèëîãî òðÿïüÿ � è ìû ïîðàæåíû áóäåì, êàê áûñòðî è áåñïîìîùíî ëîæü îïàä¼ò,
è ÷åìó íàäëåæèò áûòü ãîëûì � òî ÿâèòñÿ ìèðó ãîëûì.

Èòàê, ÷åðåç ðîáîñòü íàøó ïóñòü êàæäûé âûáåðåò: îñòà¼òñÿ ëè îí ñîçíàòåëü-
íûì ñëóãîþ ëæè (î, ðàçóìååòñÿ, íå ïî ñêëîííîñòè, íî äëÿ ïðîêîðìëåíèÿ ñåìüè,
äëÿ âîñïèòàíèÿ äåòåé â äóõå ëæè!), èëè ïðèøëà åìó ïîðà îòðÿõíóòüñÿ ÷åñòíûì
÷åëîâåêîì, äîñòîéíûì óâàæåíèÿ è äåòåé ñâîèõ è ñîâðåìåííèêîâ. È ñ ýòîãî äíÿ
îí:

� âïðåäü íå íàïèøåò, íå ïîäïèøåò, íå íàïå÷àòàåò íèêàêèì ñïîñîáîì íè åäèíîé
ôðàçû, èñêðèâëÿþùåé, ïî åãî ìíåíèþ, ïðàâäó;

� òàêîé ôðàçû íè â ÷àñòíîé áåñåäå, íè ìíîãîëþäíî íå âûñêàæåò íè îò ñåáÿ,
íè ïî øïàðãàëêå, íè â ðîëè àãèòàòîðà, ó÷èòåëÿ, âîñïèòàòåëÿ, íè ïî òåàòðàëüíîé
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ðîëè;
� æèâîïèñíî, ñêóëüïòóðíî, ôîòîãðàôè÷åñêè, òåõíè÷åñêè, ìóçûêàëüíî íå

èçîáðàçèò, íå ñîïðîâîäèò, íå ïðîòðàíñëèðóåò íè îäíîé ëîæíîé ìûñëè, íè îäíîãî
èñêàæåíèÿ èñòèíû, êîòîðîå ðàçëè÷àåò;

� íå ïðèâåäåò íè óñòíî, íè ïèñüìåííî íè îäíîé �ðóêîâîäÿùåé� öèòàòû èç
óãîæäåíèÿ, äëÿ ñòðàõîâêè, äëÿ óñïåõà ñâîåé ðàáîòû, åñëè öèòèðóåìîé ìûñëè íå
ðàçäåëÿåò ïîëíîñòüþ èëè îíà íå îòíîñèòñÿ òî÷íî ñþäà;

� íå äàñò ïðèíóäèòü ñåáÿ èäòè íà äåìîíñòðàöèþ èëè ìèòèíã, åñëè ýòî ïðî-
òèâ åãî æåëàíèÿ è âîëè; íå âîçüì¼ò â ðóêè, íå ïîäûìåò òðàíñïàðàíòà, ëîçóíãà,
êîòîðîãî íå ðàçäåëÿåò ïîëíîñòüþ;

� íå ïîäíèìåò ãîëîñóþùåé ðóêè çà ïðåäëîæåíèå, êîòîðîìó íå ñî÷óâñòâóåò
èñêðåííå; íå ïðîãîëîñóåò íè ÿâíî, íè òàéíî çà ëèöî, êîòîðîå ñ÷èòàåò íåäîñòîéíûì
èëè ñîìíèòåëüíûì;

� íå äàñò çàãíàòü ñåáÿ íà ñîáðàíèå, ãäå îæèäàåòñÿ ïðèíóäèòåëüíîå, èñêàæ¼í-
íîå îáñóæäåíèå âîïðîñà;

� òîò÷àñ ïîêèíåò çàñåäàíèå, ñîáðàíèå, ëåêöèþ, ñïåêòàêëü, êèíîñåàíñ, êàê
òîëüêî óñëûøèò îò îðàòîðà ëîæü, èäåîëîãè÷åñêèé âçäîð èëè áåççàñòåí÷èâóþ
ïðîïàãàíäó;

� íå ïîäïèøåòñÿ è íå êóïèò â ðîçíèöå òàêóþ ãàçåòó èëè æóðíàë, ãäå èíôîð-
ìàöèÿ èñêàæàåòñÿ, ïåðâîñóùíûå ôàêòû ñêðûâàþòñÿ.

Ìû ïåðå÷èñëèëè, ðàçóìååòñÿ, íå âñå âîçìîæíûå è íåîáõîäèìûå óêëîíåíèÿ
îòî ëæè. Íî òîò, êòî ñòàíåò î÷èùàòüñÿ, � âçîðîì î÷èùåííûì ëåãêî ðàçëè÷èò è
äðóãèå ñëó÷àè.

Äà, íà ïåðâûõ ïîðàõ âûéäåò íå ðàâíî. Êîìó-òî íà âðåìÿ ëèøèòüñÿ ðàáîòû.
Ìîëîäûì, æåëàþùèì æèòü ïî ïðàâäå, ýòî î÷åíü îñëîæíèò èõ ìîëîäóþ æèçíü
ïðè íà÷àëå: âåäü è îòâå÷àåìûå óðîêè íàáèòû ëîæüþ, íàäî âûáèðàòü. Íî è íè
äëÿ êîãî, êòî õî÷åò áûòü ÷åñòíûì, çäåñü íå îñòàëîñü ëàçåéêè: íèêàêîé äåíü íèêî-
ìó èç íàñ äàæå â ñàìûõ áåçîïàñíûõ òåõíè÷åñêèõ íàóêàõ íå îáìèíóòü õîòü îäíîãî
èç íàçâàííûõ øàãîâ � â ñòîðîíó ïðàâäû èëè â ñòîðîíó ëæè; â ñòîðîíó äóõîâíîé
íåçàâèñèìîñòè èëè äóõîâíîãî ëàêåéñòâà. È òîò, ó êîãî íåäîñòàíåò ñìåëîñòè äà-
æå íà çàùèòó ñâîåé äóøè, � ïóñòü íå ãîðäèòñÿ ñâîèìè ïåðåäîâûìè âçãëÿäàìè,
íå êè÷èòñÿ, ÷òî îí àêàäåìèê èëè íàðîäíûé àðòèñò, çàñëóæåííûé äåÿòåëü èëè
ãåíåðàë, � òàê ïóñòü è ñêàæåò ñåáå: ÿ � áûäëî è òðóñ, ìíå ëèøü áû ñûòíî è
òåïëî.

Äàæå ýòîò ïóòü � ñàìûé óìåðåííûé èçî âñåõ ïóòåé ñîïðîòèâëåíèÿ � äëÿ
çàñèäåâøèõñÿ íàñ áóäåò íåë¼ãîê. Íî íàñêîëüêî æå ëåã÷å ñàìîñîææåíèÿ èëè
äàæå ãîëîäîâêè: ïëàìÿ íå îõâàòèò òâîåãî òóëîâèùà, ãëàçà íå ëîïíóò îò æàðà, è
÷åðíûé-òî õëåá ñ ÷èñòîé âîäîþ âñåãäà íàéä¼òñÿ äëÿ òâîåé ñåìüè.

Ïðåäàííûé íàìè, îáìàíóòûé íàìè âåëèêèé íàðîä Åâðîïû � ÷åõîñëîâàöêèé
� íåóæåëè íå ïîêàçàë íàì, êàê äàæå ïðîòèâ òàíêîâ âûñòàèâàåò íåçàùèù¼ííàÿ
ãðóäü, åñëè â íåé äîñòîéíîå ñåðäöå?

Ýòî áóäåò íåë¼ãêèé ïóòü? � íî ñàìûé ë¼ãêèé èç âîçìîæíûõ. Íåë¼ãêèé âûáîð
äëÿ òåëà, � íî åäèíñòâåííûé äëÿ äóøè. Íåë¼ãêèé ïóòü, � îäíàêî åñòü óæå ó
íàñ ëþäè, äàæå äåñÿòêè èõ, êòî ãîäàìè âûäåðæèâàåò âñå ýòè ïóíêòû, æèâ¼ò ïî
ïðàâäå.
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Èòàê: íå ïåðâûìè âñòóïèòü íà ýòîò ïóòü, à � ïðèñîåäèíèòüñÿ! Òåì ëåã÷å è
òåì êîðî÷å îêàæåòñÿ âñåì íàì ýòîò ïóòü, ÷åì äðóæíåå, ÷åì ãóùå ìû íà íåãî
âñòóïèì! Áóäóò íàñ òûñÿ÷è � è íå óïðàâÿòñÿ íè ñ êåì íè÷åãî ïîäåëàòü. Ñòàíóò
íàñ äåñÿòêè òûñÿ÷ � è ìû íå óçíàåì íàøåé ñòðàíû!

Åñëè æ ìû ñòðóñèì, òî äîâîëüíî æàëîâàòüñÿ, ÷òî êòî-òî íàì íå äà¼ò äûøàòü
� ýòî ìû ñàìè ñåáå íå äà¼ì! Ïðèãí¼ìñÿ åù¼, ïîäîæä¼ì, à íàøè áðàòüÿ áèîëîãè
ïîìîãóò ïðèáëèçèòü ÷òåíèå íàøèõ ìûñëåé è ïåðåäåëêó íàøèõ ãåíîâ.

Åñëè è â ýòîì ìû ñòðóñèì, òî ìû � íè÷òîæíû, áåçíàä¼æíû, è ýòî ê íàì
ïóøêèíñêîå ïðåçðåíèå:

Ê ÷åìó ñòàäàì äàðû ñâîáîäû?
................................................
Íàñëåäñòâî èõ èç ðîäà â ðîäû
ßðìî ñ ãðåìóøêàìè äà áè÷.

Îáëàêà ïëûâóò, îáëàêà...



Çàïèñêà
î ïîñòàíîâëåíèè áþðî Ñîâåòñêîãî ÐÊ ÊÏÑÑ

�î íåêîòîðûõ âîïðîñàõ èäåîëîãè÷åñêîé ðàáîòû â èíñòèòóòàõ
ÀÍ ÑÑÑÐ è ÍÃÓ�îò 16 àïðåëÿ 1968 ã.

Â ÿíâàðå 1968 ãîäà Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé ñóä îñóäèë ê ðàçëè÷íûì ñðîêàì
ëèøåíèÿ ñâîáîäû ïî ñò. 70 ÓÊ ÐÑÔÑÐ ãðóïïó ëèö â ñîñòàâå Ãèíçáóðãà À.È.,
Ãàëàíñêîâà Þ.Ò., Äîáðîâîëüñêîãî À.À. è Ëàøêîâîé Â.È.

Â ôåâðàëå 1968 ãîäà 46 ñîòðóäíèêîâ èíñòèòóòîâ Íîâîñèáèðñêîãî íàó÷íîãî
öåíòðà è ÍÃÓ íàïðàâèëè ïèñüìî â Âåðõîâíûé ñóä ÐÑÔÑÐ, ãåíåðàëüíîìó ïðî-
êóðîðó ÑÑÑÐ, à êîïèè � Ïðåäñåäàòåëþ Ïðåçèäèóìà Âåðõîâíîãî Ñîâåòà ÑÑÑÐ
Í.Â.Ïîäãîðíîìó, Ãåíåðàëüíîìó ñåêðåòàðþ ÖÊ ÊÏÑÑ Ë.È.Áðåæíåâó, Ïðåäñåäà-
òåëþ Ñîâåòà Ìèíèñòðîâ ÑÑÑÐ À.Í.Êîñûãèíó è ðåäàêöèè ãàçåòû �Êîìñîìîëü-
ñêàÿ ïðàâäà�.

23 ìàðòà ñîäåðæàíèå ïèñüìà áûëî èçëîæåíî â àìåðèêàíñêèõ ãàçåòàõ, à 27
ìàðòà òåêñò ïåðåäàí ðàäèîñòàíöèåé �Ãîëîñ Àìåðèêè�.

Ïèñüìî îáñóæäàëîñü â êîëëåêòèâàõ èíñòèòóòîâ, ãäå ðàáîòàëè ïîäïèñàâøèå
ïèñüìî; áîëüøèíñòâî ó÷àñòíèêîâ ñîáðàíèé îñóäèëè ôàêò åãî ïîäïèñàíèÿ è îñî-
áåííî � ïîÿâëåíèå åãî â çàðóáåæíîé ïðåññå.

16 àïðåëÿ 1968 ãîäà áþðî Ñîâåòñêîãî ÐÊ ÊÏÑÑ ðàññìîòðåëî âîïðîñ �Î íåêî-
òîðûõ âîïðîñàõ èäåîëîãè÷åñêîé ðàáîòû â èíñòèòóòàõ ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ è ÍÃÓ� è, èñ-
õîäÿ èç ñóùåñòâîâàâøèõ òîãäà ïðåäñòàâëåíèé î ìåòîäàõ èäåîëîãè÷åñêîé ðàáîòû,
èñêàæ¼ííîãî ïîíèìàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ îáùå÷åëîâå÷åñêèõ è êëàññîâûõ öåííîñòåé,
êâàëèôèöèðîâàëî ïîâåäåíèå ó÷àñòíèêîâ ïèñüìà êàê �áåçîòâåòñòâåííîñòü è ïîëè-
òè÷åñêóþ íåçðåëîñòü�, êàê ïîïûòêó �äèñêðåäèòèðîâàòü ñîâåòñêèå þðèäè÷åñêèå
îðãàíû�, à âñþ àêöèþ � êàê �ïîëèòè÷åñêè âðåäíóþ, èñïîëüçîâàííóþ âðàæäåáíû-
ìè íàøåé ñòðàíå îðãàíèçàöèÿìè äëÿ èäåîëîãè÷åñêîé äèâåðñèè�.

Â ÷èñëå ïîäïèñàâøèõ ïèñüìî áûëî 6 ÷ëåíîâ ÊÏÑÑ � È.Ñ.Àëåêñååâ,
Â.À.Êîíåâ (ÍÃÓ), Ë.Ã.Áîðèñîâà (ÈÝèÎÏÏ), Ý.Ñ.Êîñèöèíà (ÔÌØ),
Ñ.Ï.Ðîæíîâà (ÈÈÔèÔ), Ã.Ñ.ßáëîíñêèé (ÈÊ). Ïåðâûì òðîèì áûëè îáúÿâ-
ëåíû ïàðòèéíûå âçûñêàíèÿ, òðîå ïîñëåäíèõ � èñêëþ÷åíû èç ÊÏÑÑ.

Ðàçáèðàòåëüñòâî íà áþðî ïîñëóæèëî òîë÷êîì ê óæåñòî÷åíèþ èäåîëîãè÷åñêî-
ãî êîíòðîëÿ âî âñåõ ñôåðàõ îáùåñòâåííîé æèçíè ðàéîíà, â ÷àñòíîñòè, ñâ¼ðòûâà-
íèå ðàáîòû êëóáà�êàôå �Ïîä èíòåãðàëîì�, êëóáà �Ãðåíàäà�, îáúåêòèâíî ñïîñîá-
ñòâîâàëî ôîðìèðîâàíèþ çàñòîéíûõ ÿâëåíèé âî âíóòðèïàðòèéíîé æèçíè.

Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòàíîâëåíèå áþðî Ñîâåòñêîãî
ÐÊ ÊÏÑÑ �Î íåêîòîðûõ âîïðîñàõ èäåëîëãè÷åñêîé ðàáîòû â èíñòèòóòàõ ÑÎÀÍ
ÑÑÑÐ è ÍÃÓ� îò 16 àïðåëÿ 1968 ãîäà îòìåíèòü, ïðèíÿâ ìåðû ê ïîëèòè÷åñêîé
ðåàáèëèòàöèè ïîäïèñàâøèõ ïèñüìî.

Èäåîëîãè÷åñêèé îòäåë Ñîâåòñêîãî
ÐÊ ÊÏÑÑ ã. Íîâîñèáèðñêà, èþíü,
1990 ã.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ
áþðî Ñîâåòñêîãî ðàéêîìà ÊÏÑÑ

îò 12 èþíÿ 1990 ãîäà

Âåðíóâøèñü ê ïîñòàíîâëåíèþ áþðî îò 16 àïðåëÿ 1968 ãîäà, áþðî Ñîâåòñêî-
ãî ÐÊ ÊÏÑÑ íàõîäèò åãî îøèáî÷íûì ïî ñóùåñòâó, îòðàæàþùèì ïðèíÿòûå â
òî âðåìÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ìåòîäàõ èäåîëîãè÷åñêîé ðàáîòû, èñõîäÿùèì èç èñêà-
æ¼ííîãî ïîíèìàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ îáùå÷åëîâå÷åñêèõ è êëàññîâûõ öåííîñòåé, ÷òî
ïðèâåëî ê ðàçâèòèþ çàñòîéíûõ ÿâëåíèé â îáùåñòâåííîé æèçíè Àêàäåìãîðîäêà,
è ïîñòàíîâëÿåò:

1. Ïîñòàíîâëåíèå áþðî Ñîâåòñêîãî ÐÊ ÊÏÑÑ �Î íåêîòîðûõ âîïðîñàõ èäåî-
ëîãè÷åñêîé ðàáîòû â èíñòèòóòàõ ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ è ÍÃÓ� îò 16 àïðåëÿ 1968 ãîäà �
îòìåíèòü.

2. Âîïðîñ î ïîëèòè÷åñêîé ðåàáèëèòàöèè ïîäïèñàâøèõ ïèñüìî 46-òè ðåøèòü
â óñòàíîâëåííîì ïîðÿäêå.

3. Ïðîèíôîðìèðîâàòü î ðåøåíèè áþðî ÐÊ ÊÏÑÑ ïàðòèéíûå îðãàíèçàöèè
ÑÎÀÍ è ÍÃÓ, îçíàêîìèâ èõ ñ çàïèñêîé èäåîëîãè÷åñêîãî îòäåëà. Îïóáëèêîâàòü
äàííîå ïîñòàíîâëåíèå â ìåñòíîé ïå÷àòè.
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ÂÛÏÈÑÊÀ ÈÇ ÏÐÎÒÎÊÎËÀ �48
Çàñåäàíèÿ Ó÷¼íîãî Ñîâåòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà

îò 21 èþíÿ 1972 ã.

Ó÷¼íûé Ñîâåò îòêëîíèë êàíäèäàòóðó ëåêòîðà ïî ôèçèêå (IV êóðñ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îòäåëåíèÿ) � äîö. Êóëàêîâà Þ. È. êàê ÷èòàþùåãî ñëèøêîì ñïåöèàëüíûé
êóðñ, òîãäà êàê ìàòåìàòèêàì íåîáõîäèì ôóíäàìåíòàëüíûé êóðñ ôèçèêè.

Ó÷¼íûé Ñîâåò îáðàùàåòñÿ ñ ïðîñüáîé ê êàôåäðå îáùåé ôèçèêè ÍÃÓ äëÿ íà-
çíà÷åíèÿ ëåêòîðà ïî ýòîìó êóðñó. Â êà÷åñòâå îäíîé èç âîçìîæíûõ óïîìèíàëàñü
êàíäèäàòóðà äîöåíòà êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðå-
äû Þ. À.Áåðåçèíà.

Ó÷¼íûé ñåêðåòàðü Ñîâåòà,
äîöåíò À. À. Àòàâèí
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Âûñøèé Öåíòð ëîãèêè
è ìåæíàó÷íûõ èññëåäîâàíèé

Ñîâåò ïðåçèäåíòà
â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòüÿìè Óñòàâà, çàñëóøàâ ðåêîìåíäàöèè
äîêëàä÷èêà, â çíàê ïðèçíàíèÿ âûñîêèõ äîñòîèíñòâ è äîêàçà-

òåëüñòâ ó÷¼íîñòè, ïîñòàíîâèë ïðèñâîèòü

Þðèþ ÊÓËÀÊÎÂÓ
çâàíèå ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà.

Â ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî âûäàí íàñòîÿùèé äèïëîì.

Áîëîíüÿ, 30 ñåíòÿáðÿ 1972.

Ïîäïèñü: Ïðåçèäåíò - Ôðàíêî Ñïèçàíè

Ïå÷àòü: Ìåæäóíàðîäíûé Öåíòð Ëîãèêè

(Ïåðåâîä ñ èòàëüÿíñêîãî)
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ÍÀÓ×ÍÀß ÁÈÎÃÐÀÔÈß
ÊÓËÀÊÎÂÀ Þðèÿ Èâàíîâè÷à

12 ìàðòà 1927 ãîäà ðîäèëñÿ â ã. Âîðîíåæå.

1944 - Ïîñòóïèë íà ïåðâûé êóðñ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Âîðî-
íåæñêîãî óíèâåðñèòåòà.

4 ìàÿ 1945 � ãèáåëü â êîíöëàãåðå ïîä
Áåðëèíîì îòöà

ÊÓËÀÊÎÂÀ Èâàíà Âàñèëüåâè÷à

1946 - Ïåðåâåëñÿ íà âòîðîé êóðñ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

1947 - Ïåðâàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà: Êóëàêîâ Þ.È., Çàéöåâ À.À., Áûñòðûé ìåòîä
èçìåðåíèÿ âàæíåéøèõ ïàðàìåòðîâ ãàçîâîãî ðàçðÿäà. Âåñòíèê ÌÃÓ, N 3, 1949, ñ.
101-109.

Äåêàáðü 1950 ã. - Îêîí÷èë ñ îòëè÷èåì ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ ïî ñïå-
öèàëüíîñòè "ÿäåðíàÿ ôèçèêà".

ßíâàðü 1951 ã. - Íàïðàâëåí íà ðàáîòó ïî ïðîåêòèðîâàíèþ Ïåðâîé àòîìíîé
ýëåêòðîñòàíöèè (ã.Îáíèíñê, âîéñêîâàÿ ÷àñòü N 32399).

Ìàé 1951 ã. - Àññèñòåíò êàôåäðû ôèçèêè Íîâî÷åðêàññêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî
èíñòèòóòà.

1952-1954 ãîäû - Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü Òàãàíðîãñêîãî ðàäèîòåõíè÷åñêîãî
èíñòèòóòà.

1952-1955 ãîäû - Ïîïûòêà ïåðåñìîòðà îñíîâàíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, èñõîäÿ
èç ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ "êâàíòîâîãî ïîòåíöèàëà".

1954-1957 ãîäû - Îáó÷åíèå â àñïèðàíòóðå Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà ó àêàäå-
ìèêà Èãîðÿ Åâãåíüåâè÷à Òàììà.

- Ïîäãîòîâêà è íàïèñàíèå êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè: "Îáðàçîâàíèå ïè-
ìåçîíîâ ïðè àííèãèëÿöèè íóêëîí-àíòèíóêëîííûõ ïàð è ñîóäàðåíèè ïðîòîíîâ".

- Äîêëàä íà Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè ïî ôèçèêå ÷àñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé
(Ìîñêâà, ÀÍ ÑÑÑÐ, 1956).
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- Ïóáëèêàöèÿ ñåìè ñòàòåé ïî òåìå äèññåðòàöèè (ÆÝÒÔ, Äîêëàäû Áîëãàðñêîé
ÀÍ, ×åõîñëîâàöêèé ôèçè÷åñêèé æóðíàë, Òðóäû ÌÔÒÈ).

Ôåâðàëü 1959 ã. - Ïðèñóæäåíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

1957-1961 ãîäû - Àññèñòåíò êàôåäðû îáùåé ôèçèêè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-
òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà.

- Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà "òåîðèè Êîçûðåâà": Êóëàêîâ Þ.È.
Îá îäíîé âîçìîæíîñòè íåëèíåéíîãî îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè // Òðóäû
ïî òåîðèè ïîëÿ. Âûïóñê 2 (Êîñìîëîãèÿ, ãðàâèòàöèÿ è ýëåêòðîäèíàìèêà). Ì.,
1965, ñ. 112-115.

- Ó÷àñòèå â ýêñïåäèöèÿõ ïî ïðîâåðêå ðåçóëüòàòîâ Êîçûðåâà, ïîïûòêà íåçà-
âèñèìîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ "ýôôåêòà Êîçûðåâà".

Ìàðò 1961 ã. - Ïåðååçä èç Ìîñêâû â Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå ÀÍ ÑÑÑÐ (Íîâî-
ñèáèðñê).

- Äîöåíò êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà.

1961-1965 ãîäû - Ñîçäàíèå òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

1963 - Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ ñèñòåì ïåðåìåííîãî ñîñòàâà (òåëåæêà Îõîöèì-
ñêîãî): Êóëàêîâ Þ.È., Áîðîâñêèé Þ.Å. 0 äâèæåíèè ñèñòåì ïåðåìåííîãî ñîñòà-
âà ïðè íàëè÷èè âàðèàöèîííûõ ñèë.// Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà ÀÍ
ÑÑÑÐ, ò. 27, âûï. 3, 1963, ñ. 468-473.

Äåêàáðü 1966 ã. - Ïåðâûé êóðñ ëåêöèé ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà
ñòàíöèè Ìåæäóíàðîäíûé ãåîôèçè÷åñêèé ãîä (Çàïîëÿðüå, Òèêñè).

1967-1973 - Íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî ïåðâûì àñïèðàíòîì Ìèõàéëè÷åíêî Ãåííà-
äèåì Ãðèãîðüåâè÷åì.

1967 - Ìîíîãðàôèÿ: Êóëàêîâ Þ.È. Òåíçîðíûé àíàëèç äëÿ ôèçèêîâ. Íîâîñè-
áèðñê, ÍÃÓ, 149 ñ.

1968 - Ïåðâûå ïóáëèêàöèè ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð:

1. Êóëàêîâ Þ.È. Ê òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (×åòûðå ëåêöèè äëÿ ñòó-
äåíòîâ ÍÃÓ). Íîâîñèáèðñê, ÍÃÓ, 30 ñ.

2. Êóëàêîâ Þ.È. Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Äîïîëíåíèå Ã.Ã.
Ìèõàéëè÷åíêî). Íîâîñèáèðñê, ÍÃÓ, 226 ñ.

1969-1970 ãîäû - Ïåðâûå íàó÷íûå äîêëàäû î òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð:

1. Âñåñîþçíûé àëãåáðàè÷åñêèé êîëëîêâèóì (Íîâîñèáèðñê, èþíü 1969).
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2. Óæãîðîäñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïðîáëåìàì èçìåðåíèé (Óæãîðîä, àâãóñò
1969).

3. IV Âñåñîþçíàÿ ìåæâóçîâñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ãåîìåòðèè (Òáèëèñè, 27-31
îêòÿáðÿ 1869).

4. Âñåñîþçíûé ñèìïîçèóì ïî òåîðèè ïîçíàíèÿ â Ôèçè÷åñêîì èíñòèòóòå ÀÍ
ÑÑÑÐ (Ìîñêâà, 19-20 ÿíâàðÿ 1970).

5. XIV íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ Ìèíèñòåðñòâà âûñøåãî è ñðåäíåãî
ñïåöèàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ÑÑÑÐ (Ìîñêâà, 27-29 ìàÿ 1970).

6. III Âñåñîþçíûé ñèìïîçèóì ïî ôèëîñîôñêèì âîïðîñàì ðåëÿòèâèñòñêîé ôè-
çèêè è êîñìîëîãèè (Êèåâ, 2-4 èþíÿ 1970).

7. Êîíôåðåíöèÿ ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ Öåíòðàëüíîé çîíû ÐÑÔÑÐ ïî
àëãåáðå, ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå (Èâàíîâî, 6-9
èþíÿ 1970).

1970 - Ïîäãîòîâêà è íàïèñàíèå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè
"Ìåòîäû ðåøåíèÿ îäíîãî êëàññà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé", ÍÃÓ.

1970-1971 ãîäû - Ïåðâûå ïóáëèêàöèè ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â Äî-
êëàäàõ ÀÍ ÑÑÑÐ è â Ñèáèðñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå:

1. Êóëàêîâ Þ.È. Îá îäíîì ïðèíöèïå, ëåæàùåì â îñíîâàíèè êëàññè÷åñêîé
ôèçèêè // ËÀÍ ÑÑÑÐ, ò. 193, N 1, 1970, ñ. 72-75 (Ïðåäñòàâëåíà àêàä. Ì.À.
Ëåîíòîâè÷åì 12 ôåâðàëÿ 1968).

2. Êóëàêîâ Þ.È. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ò. 193, N 5, 1970, ñ. 985-987
(Ïðåäñòàâëåíà àêàä. À.Ë. Àëåêñàíäðîâûì 9 èþëÿ 1969).

3. ÊóëàêîâÞ.È. Î íîâîì âèäå ñèììåòðèè, ëåæàùåì â îñíîâàíèè ôèçè÷åñêèõ
òåîðèé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî òèïà. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ò. 201, N 3, 1971, ñ. 570-572
(Ïðåäñòàâëåíà àêàä. Ñ.Ò. Áåëÿåâûì 12 ìàÿ 1969).

4. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ò. 206, N 5, 1972, ñ. 1056-1058 (Ïðåäñòàâëåíà àêàä
À.À. Àëåêñàíäðîâûì 23 ñåíòÿáðÿ 1970).

5. Êóëàêîâ Þ.È. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. ò.12, N 5, 1971, ñ. 1142-1145.

1971 - Âûñòóïëåíèå ñ äîêëàäàìè î òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ñåìèíàðå
ó àêàäåìèêà Àëåêñåÿ Çèíîâüåâè÷à Ïåòðîâà â Èíñòèòóòå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
ÀÍ ÑÑÑÐ (Êèåâ). Êóëàêîâ Þ.È Î ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ. - Ïðåïðèíò ÈÒÔ -
71 - 19 Ð. Êèåâ, Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÀÍ ÓÑÑÐ, 1971, 24 ñ.
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- Ïåðâàÿ ðåöåíçèÿ íà êíèãó: Êóëàêîâ Þ.È. Ýëåìåíòû òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð. (Äîïîëíåíèå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî). Íîâîñèáèðñê, Íîâîñèáèðñêèé óíè-
âåðñèòåò, 1968. Îâ÷èííèêîâ Í.Ô. Ê ïðîáëåìå åäèíñòâà ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ.
Ïðèðîäà, N 2, 1971, ñ. 106-110.

- Ó÷àñòèå â IV International Congress of Logical, Methodology and Philosophy of
Science. Bucharest, Bucharest, Romania, 29 august - 4 september, 1971 ñ äîêëàäîì
Kulakov Ju.I., Protasiewicz T.I. Phenomenological Simmetry and the Foundations of
Physics.

1971-1973 ãîäû - Ïóáëèêàöèè ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â æóðíàëå
Teorie a Metoda (×åõîñëîâàêèÿ):

1. Êóëàêîâ Þ.È. Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î åäèíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ìèðà.
ò.3, N 3, 1971, ñ. 53-62.

2. Êóëàêîâ Þ.È. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. ò.4, N
1, 1972, ñ. 85-90.

3. Êóëàêîâ Þ.È. Íüþòîíîâñêàÿ ìåõàíèêà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð. ò.4, N 3, 1972, ñ. 59-78.

4. Êóëàêîâ Þ.È. Èíâàðèàíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçìåðå-
íèé. ò.5, N 2, 1973, ñ. 55-65.

30 ñåíòÿáðÿ 1972 ã. - Ïðèñâîåíèå çâàíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà Centro
Superiore di Logica e Scienze Comparate (Bologna, Italy).

- Äîêëàä "Ê âîïðîñó îá îñíîâàíèè òåîðèè òÿãîòåíèÿ" íà Òðåòüåé ñîâåòñêîé
ãðàâèòàöèîííîé êîíôåðåíöèè. (Åðåâàí, Öàõêàäçîð, 11-14 îêòÿáðÿ 1972); ïåðâàÿ
âñòðå÷à ñ Àíäðååì Äìèòðèåâè÷åì Ñàõàðîâûì.

1973 - Ïóáëèêàöèÿ â International Logic Review (Italy); Kulakov Ju.I.,
Protasiewicz T.I. Phenomenolodical Symmetry and the Foundations of Physics. N.
7, 1973, ð, 98-101.

- Çàùèòà Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè "Ðåøåíèå íåêîòîðûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ôèçè÷åñêîãî çàêîíà". ÍÃÓ,
1973.

1975 - Ïóáëèêàöèÿ â æóðíàëå Âîïðîñû ôèëîñîôèè: Êóëàêîâ Þ.È. Ñòðóêòó-
ðà è åäèíàÿ ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà ìèðà. N 2, 1975, ñ. 15-26.

- Äîêëàä Kulakov Ju.I. Theorie der Phisikalischen Structuren und Das 6 Problem
von Hilbert íà V International Congress of Logical, Methodology and Philosophy of
Science. London, Ontario, Canada, 27 august - 2 september, 1975. Êóëàêîâ Þ.È.
Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è Øåñòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà // Ñèñòåìíûé ìåòîä
è ñîâðåìåííàÿ íàóêà. Íîâîñèáèðñê, 1976, ñ. 156-161.
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19 ìàðòà 1976 � ñìåðòü ìàìû
ÈÂÀÍÎÂÎÉ Àíòîíèíû Êîçüìèíè÷íû

1976 - Ðåöåíçèÿ íà ðàáîòû ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð: Ëåâèí À. Íåèçáåæíîå
"ïîñëå". Ïðèðîäà, 1976, N 4, ñ. 90-99.

1977 - Íà÷àëî íàó÷íîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ñ Ëüâîì Âëàäèìèðîì Õàíàíîâè÷åì;

- Ïóáëèêàöèÿ Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Îá îäíîé çàäà÷å â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. ò. 18, N 6, 1977, ñ. 1342-1355.

1976-1980 ãîäû - Ïóáëèêàöèè ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ðàçëè÷íûõ
êíèãàõ, ñáîðíèêàõ è êîëëåêòèâíûõ ìîíîãðàôèÿõ:

1. Áèðþêîâ Á.Â., Êóëàêîâ Þ.È., Íîâèê È.Á. "Ôèçèêàëèñòñêèé" è òåîðåòèêî-
ñèñòåìíûé àñïåêòû êèáåðíåòèêè // Óïðàâëåíèå, èíôîðìàöèÿ, èíòåëëåêò (Ïîä
ðåä. À.È. Áåðãà). Ìîñêâà, Ìûñëü, 1976, ñ. 43-70.

2. ÊóëàêîâÞ.È. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð èØåñòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà
// Ñèñòåìíûé ìåòîä è ñîâðåìåííàÿ íàóêà. Íîâîñèáèðñê, 1976, ñ. 156-161.

3. Êóëàêîâ Þ.È. Î âîçìîæíîñòè ñâåäåíèÿ çàêîíîâ ôèçèêè ê çàêîíàì ãåî-
ìåòðèè // Êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè. Ìèíñê, 1976, ñ. 59-60.

4. Êóëàêîâ Þ.È. Ê òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Ïðèíöèïû ñèììåòðèè
(Èñòîðèêî-ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû). Ìîñêâà, Íàóêà, 1978, ñ. 141-152.

5. Êóëàêîâ Þ.È. Ê âîïðîñó î åäèíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ìèðà // Èñòîðèÿ
è ìåòîäîëîãèÿ åñòåñòâåííûõ íàóê. Âûïóñê XIX. Ìîñêâà, ÌÃÓ, 1978, ñ. 3-29.

6. Êóëàêîâ Þ.È. Î íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèé îñíîâàíèé òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè // Ïðîáëåìû è îñîáåííîñòè ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ìåòîäîëîãèè. Ñâåðä-
ëîâñê. Óðàëüñêèé íàó÷íûé öåíòð ÀÍ ÑÑÑÐ, 1978 ñ. 152-163.

7. Êóëàêîâ Þ.È. Î íåîáõîäèìîñòè íîâîé ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû â òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêå // Ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ (ôèëîñîôñêî-ìåòîäîëîãè÷åñêèé àíàëèç).
Ðåä. êîëëåãèÿ: È.À. Àê÷óðèí (îòâ. ðåä.) è äð. - Ìîñêâà, Íàóêà, 1980, ñ. 192-
209. 1976 - Ðàçðàáîòêà (ñîâìåñòíî ñ Ðóìåðîì Þ.Á., Ôåòîì À.È., Áÿêîâûì Â.Ì.)

òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ:

Byakov V.M., Kulakov Ju.I., Rumer Ju.B., Fet A.I. Group-Theoretical
Classification of Chemical Elements.

I. Physical Foundations. M., Preprint ITEP, 1976, N. 26.

II. Description of Applied Groups. Moscow, Preprint ITEP, 1976, N. 90, 39 p.
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III. Comparision with the Properties of Elements. Moscow, Preprint ITEP, 1977,
N. 7, 25 p.

Ôåâðàëü-ìàé 1977 ã. - ×òåíèå ñåìåñòðîâîãî êóðñà ëåêöèé ïî òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

- Âûñòóïëåíèå ñ äîêëàäîì î òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â Îáúåäèíåííîì
èíñòèòóòå ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé (Äóáíà).

1980-1984 ãîäû - Ïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííûå ïðîáëåìå âðåìåíè â ðàìêàõ òåî-
ðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð:

1. Âðåìÿ êàê ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà // Ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãíîçèðîâàíèå â
ýêîëîãèè (Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ). Ðèãà, Ëàòâèéñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 1980, ñ. 23-43.

2. Êóëàêîâ Þ.È. Âðåìÿ êàê ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà // Ðàçâèòèå ó÷åíèÿ î
âðåìåíè â ãåîëîãèè. Êèåâ. Íàóêîâà äóìêà, 1882, ñ. 126-150.

3. Øàõîâ Â.È. Àíàëèç êàòåãîðèè âðåìåíè êàê ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ çàäà÷à, àê-
òóàëèçèðóåìàÿ ðàçâèòèåì ñîâðåìåííûõ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè // Òåçèñû íà-
ó÷íîé êîíôåðåíöèè "Êíèãà Â.È. Ëåíèíà "Ìàòåðèàëèçì è ýìïèðèîêðèòèöèçì" è
ñîâðåìåííîå åñòåñòâîçíàíèå". Ìîñêâà, Èíñòèòóò ôèëîñîôèè ÀÍ ÑÑÑÐ, 1984, ñ.
109-113.

1970-1986 ãîäû - Ïóáëèêàöèè Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð:

1. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Òåðíàðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,2). - Óêðà-
èíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, 1970, ò. 22, N 6, ñ. 837-841.

2. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð. - Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 1972, ò. 206, N 5, ñ. 1056-1058. (Ïðåä-
ñòàâëåíà àêàä. À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì 23 ñåíòÿáðÿ 1970).

3. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Îá îäíîì ôóíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè ñ äâóõèíäåêñ-
íûìè ïåðåìåííûìè. - Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, 1972, ò. 25, N 5, ñ.
589-598.

4. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Áèíàðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,2). - Ñèáèð-
ñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, 1973, ò. 14, N 5, ñ. 1057-1064.

5. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Òåðíàðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (2,2,2). - Èç-
âåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. ìàòåìàòèêà, 1876, N 8 (171), ñ. 60-67.

6. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Îá îäíîé çàäà÷å â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. -
Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, 1877, ò. 18, N 6, ñ. 1342-1355.

7. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Äâóìåðíûå ãåîìåòðèè. - Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 1981, ò.
260, N 4, ñ. 803-805. (Ïðåäñòàâëåíà àêàä. À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì 19 ìàðòà 1881).
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8. Mikhaylitchenko G.G. Geometries a deux dimensions dans la theorie de
structures physiques. C.R.Acad. Sc. Paris, t. 293 (16 novembre 1981), Serie I,
pp. 529-531. (presentee par Serge Sobolev).

9. Òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè // Ñèáèðñêèé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé æóðíàë, 1982, ò, 23, N 5, ñ. 132-141.

10. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Î ãðóïïîâîé è ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèÿõ â
ãåîìåòðèÿõ // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 1983, ò. 269, N 2, ñ. 284-288 (ïðåäñòàâëåíà
àêàä. À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì 1 ìàðòà 1982).

11. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Î ãðóïïîâîé è ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèÿõ â
ãåîìåòðèÿõ // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, 1984, ò. 25, N 5, ñ. 99-113.

12. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ è ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèè â ãåîìåò-
ðèè äâóõ ìíîæåñòâ // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, ò. 284, N 1, ñ. 39-41 (ïðåäñòàâëåíà
àêàä. À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì â èþíå 1984).

13. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ ãåîìåòðèè äâóõ ìíîæåñòâ //
Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 1989, ò. 41, N 11, ñ. 1501-1506.

14. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã., Ëîçèöêèé Å.Ë. Ïðîñòåéøèå äâóìåòðè÷åñêèå
ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû // Ìåòîäîëîãè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû
èíôîðìàöèîííî-ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Âûïóñê 125. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Íî-
âîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1988 ñ. 88-89.

15. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ê êëàññèôèêàöèè Ëè ãðóïï
ïðåîáðàçîâàíèé // Âåñòíèê ÌÃÓ, Ñåðèÿ 1, Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, 1986, N 5, ñ.
93.

Îñåíü 1980 ã. - Âûñòóïëåíèå íà ñåìèíàðå ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå â Ëå-
íèíãðàäñêîì Îòäåëåíèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ èì. Â.À.Ñòåêëîâà:

Êóëàêîâ Þ.È. Î òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè è ñìåæíûå âîïðîñû òåîðèè ôóíêöèé. 15 (Çàïèñêè íàó÷íûõ
ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ, ò. 127) Ñáîðíèê ðàáîò ïîä ðåä. Î.À. Ëàäûæåíñêîé. Ëåíèí-
ãðàä, Íàóêà, 1982, ñ. 103-151;

- Ïåðâàÿ âñòðå÷à ñ àêàäåìèêîì Îëüãîé Àëåêñàíäðîâíîé Ëàäûæåíñêîé.

1982 - Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ èäåé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð:

Øàõîâ Â.È., Óñêååâ Ñ.Ø. 0 ïóòÿõ ôîðìàëèçàöèè çàêîíîâ Ôèçèêè // Âîïðîñû
êèáåðíåòèêè (Êèáåðíåòèêà è ëîãè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ; àñïåêòû èñòîðèè è ìå-
òîäîëîãèè). Ïîä ðåä. Á.Â. Áèðþêîâà è À.Ã. Ñïèðêèíà. Ìîñêâà, 1982, ñ. 130-165.
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1983 - Äîêëàä Kulakov Ju.I. The problem of unity in physical knowledge. //
Logic, Methodology and Philosophy of Science (Papers of Soviet scientists submitted
to the Soviet National Organization Committee for the VII International Congress of
Logical, Methodology and Philosophy of Science. Austria, Salzburg, 11-16 july 1983)
Sections 6, 8-13. Moscow, 1983, pp. 94-96.

- Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèè "Ýêîíîìèêà è ñîâåðøåíñòâîâàíèå óïðàâëåíèÿ íà
áàçå ñèñòåìíîãî ïîäõîäà" ñ äîêëàäîì Êóëàêîâ Þ.È. Åäèíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ // Òåçèñû êîíôåðåíöèè. Âîëãîãðàä, Âîëãîãðàäñêèé îáëàñòíîé
ñîâåò ÍÒÎ, 1982, ñ. 139-142.

1984 - Ðàáîòà íàä ñîçäàíèåì åñòåñòâåííîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà
îñíîâå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî Ðóìåðîì Þ.Á. è Ôåòîì
À.È.: Êóëàêîâ Þ.È. Åñòåñòâåííàÿ òàáëèöà õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ // Ñòðóêòóð-
íûé àíàëèç ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Âûïóñê 101. Âû÷èñëèòåëüíûå
ñèñòåìû. Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1984, ñ. 82-90.

9 èþëÿ 1984 � ãèáåëü â ãîðàõ Òÿíüøàíÿ
äî÷åðè Îëüãè

Àâãóñò 1984 ã. - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Ïåðâîé Âñåñîþçíîé øêîëû-ñåìèíàðà
ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÒÔÑ - 84 (Õàêàñèÿ, îçåðî Áàëàíêóëü).

- Íà÷àëî ïëîäîòâîðíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ñ ïðîôåññîðîì Ìîñêîâñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà Âëàäèìèðîâûì Þðèåì Ñåðãååâè÷åì è ñ åãî ó÷åíèêàìè.

1985 - Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ê òåîðèè ðàçìåðíîñòè ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí:

1. Êóëàêîâ Þ.È. Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. I. // Ìîäåëè-
ðîâàíèå â ïëåíî÷íîé ýëåêòðîìåõàíèêå. Âöïóñê 110. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû.
Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1985, ñ. 52-88.

2. Êóëàêîâ Þ.È. Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. II. // Ìàøèí-
íûé àíàëèç ñëîæíûõ ñòðóêòóð. Âûïóñê 118. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Íîâî-
ñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1986, ñ. 5-27.

1986 - Âûñòóïëåíèå ñ äîêëàäîì "Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â åäèíîé ôè-
çè÷åñêîé êàðòèíå ìèðà" íà IX Âñåñîþçíîì ñîâåùàíèè "Ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïðî-
áëåìû îñíîâàíèé íàóêè", îêòÿáðü 1986, Õàðüêîâ, Õàðüêîâñêèé óíèâåðñèòåò.

1985-1988 ãîäû - Ïóáëèêàöèè Ëüâà Â.Õ. ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð:

1. Ëåâ Â.Õ. Àëãåáðà Ëè â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Ìîäåëèðîâàíèå
â ïëåíî÷íîé ýëåêòðîìåõàíèêå. Âûïóñê 110. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Íîâîñè-
áèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1985, ñ, 89-94.
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2. Ëåâ Â.Õ. Äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ãåîìåòðèè â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð // Ìàøèííûé àíàëèç ñëîæíûõ ñòðóêòóð. Âûïóñê 118. Âû÷èñëèòåëüíûå
ñèñòåìû. Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1986, ñ. 28-36.

3. Ëåâ Â.Õ. Òðåõìåðíûå ãåîìåòðèè â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Ìåòî-
äîëîãè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû èíôîðìàöèîííî-ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì.
Âûïóñê 125. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1988, ñ. 90-103.

1986 - Ðàçðàáîòêà êîíöåïöèè åäèíñòâåííî âîçìîæíîé Âñåëåííîé, íå çàâèñÿ-
ùåé îò áèîëîãè÷åñêîé îðãàíèçàöèè ïîçíàþùåãî ñóáúåêòà.

1987 - Ñòàòüÿ: Êóëàêîâ Þ.È., Ñû÷åâà Ë.Ñ. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê
ïðîãðàììà îáîñíîâàíèÿ ôèçèêè è êàê èññëåäîâàòåëüñêàÿ ïðîãðàììà â ìàòåìàòè-
êå // Èññëåäîâàòåëüñêèå ïðîãðàììû â ñîâðåìåííîé íàóêå. Íîâîñèáèðñê. Íàóêà,
1987, ñ. 99-120.

1-10 àâãóñòà 1987 ã. - Îðãàíèçàöèÿ è Ïðîâåäåíèå Âòîðîé Âñåñîþçíîé øêîëû-
ñåìèíàðà ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÒÔÑ - 87 (Áèîëîãè÷åñêèé öåíòð ÀÍ
ÑÑÑÐ, Ïóùèíî, Èíñòèòóò áèîôèçèêè).

17-22 àâãóñòà 1987 ã. - Ó÷àñòèå Â VIII International Congress of Logic,
Methodology and Philosophy of Science. (USSR, Moscow, 17-22 august 1987) ñ
äîêëàäîì Kulakov Ju.I. On the unified physical image of nature.

3-15 ñåíòÿáðÿ 1987 ã. - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Âñåñîþçíîãî ñåìèíàðà ïî
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Óññóðèéñê, áóõòà Òàâàéçà, 3-15 ñåíòÿáðÿ 1987).

- Íà÷àëî íàó÷íîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ñ àêàäåìèêîì Àëåêñååì Âèêòîðîâè÷åì
Æèðìóíñêèì â îáëàñòè ñàìîîðãàíèçàöèè ìàòåðèè.

1988-1989 ãîäû - Ïóáëèêàöèè ïðîôåññîðà Âëàäèìèðîâà Þ.Ñ. ïî òåîðèè ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð:

1. ÂëàäèìèðîâÞ.Ñ. Áèñïèíîðû è ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðàíãà (3,3) // Ìåòî-
äîëîãè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû èíôîðìàöèîííî-ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì.
Âûïóñê 125. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1888, ñ. 42-60.

2. Âëàäèìèðîâ Þ.Ñ. Îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèé â ðàìêàõ áèíàðíûõ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð // Ìåòîäîëîãè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû
èíôîðìàöèîííî-ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Âûïóñê 125. Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Íî-
âîñèáèðñê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ, 1988, ñ. 61-87

3. Âëàäèìèðîâ Þ.Ñ. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ: ÿâíûå è ñêðûòûå ðàçìåðíîñòè.
Ì.: Íàóêà, 1989, 151 ñ. (èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð â ãëàâå 2.6 Ãèïîòåçà î áèíàðíîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è
ïðîáëåìà ðàçìåðíîñòè. - ñ. 47-55.
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1988 - Ó÷àñòèå í ðàáîòå Âñåñîþçíîé øêîëû-ñåìèíàðà "Àíàëèç êîíñòðóêöèé
âðåìåíè â åñòåñòâîçíàíèè" (Ïóùèíî, 24-21 ÿíâàðÿ 1988) ñ äîêëàäîì: Êóëàêîâ
Þ.È. Âðåìÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Àïðåëü 1988 - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Âñåñîþçíîãî ñåìèíàðà ïî òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Íîâîñèáèðñê, Íîâîñèáèðñêèé óíèâåðñèòåò, 1-5 àïðåëÿ
1988).

- Ó÷àñòèå â ðàáîòå Âñåñîþçíîé ìåæäèñöèïëèíàðíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé
øêîëû-ñåìèíàðà "Íåïåðèîäè÷åñêèå áûñòðîïðîòåêàþùèå ÿâëåíèÿ â îêðóæàþùåé
ñðåäå (Òîìñê, 18-28 àïðåëÿ) ñ äîêëàäîì: Êóëàêîâ Þ.È. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð è åå ìåñòî â ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ìèðà.

Èþëü 1988 - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Òðåòüåé Âñåñîþçíîé øêîëû-ñåìèíàðà
ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÒÔÑ - 88. (Ïóùèíî, 31 èþëÿ - 9 àâãóñòà 1988).

Àâãóñò 1988 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå òðèíàäöàòîãî Ìåæäóíàðîäíîãî Âèòãåíøòåé-
íîâñêîãî ñèìïîçèóìà ïî ïîãðàíè÷íûì âîïðîñàì ìåæäó ôèëîñîôèåé è åñòåñòâî-
çíàíèåì. - XIII International Wittgenstein-Symposium. Kirchberg am Wechsel
(Austria) 14-21 august 1988ñ äîêëàäîì Kulakov Ju.I. Die Theorie der physikalischen
Strukturen und das Programm der Umwandlung der Grundlagen der Physik.

Ôåâðàëü 1989 - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Âñåñîþçíîãî ñåìèíàðà ïî òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Íîâîñèáèðñê, ÍÃÓ, 14-18 ôåâðàëÿ 1989).

Ìàé 1989 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Ïÿòîãî Ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçèóìà "Ôèëî-
ñîôèÿ, ôèçèêà, êîñìîñ" (Áîëãàðèÿ, Êûðäæàëè, 9-12 ìàÿ 1989) ñ äîêëàäîì: Êó-
ëàêîâ Þ.È. Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ïðîãðàììà ïåðåñòðîéêè îñíîâàíèé
ôèçèêè.

- Âûñòóïëåíèå ñ äîêëàäàìè î òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð â Áîëãàðñêîé ÀÍ
(â Èíñòèòóòå ÿäåðíîé ôèçèêè è â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè).

Àïðåëü 1989 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Âñåñîþçíîé øêîëû-ñîâåùàíèè ïî ðåëÿòè-
âèñòñêîé òåîðèè òÿãîòåíèÿ (Ñî÷è, 19-27 àïðåëÿ 1989); îðãàíèçàöèÿ, ñîâìåñòíî ñ
Þ.Ñ. Âëàäèìèðîâûì, ñåêöèè ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èþíü 1989 - Óòâåðæäåíèå â íîâîé äîëæíîñòè âåäóùåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà
Èíñòèòóòà ïðîáëåì îñâîåíèÿ Ñåâåðà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ (Òþìåíü).

- Ñîçäàíèå ïðè ÈÏÎÑ òåîðåòè÷åñêîé ãðóïïû, ðàçðàáàòûâàþùåé ïðîáëåìû
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Àâãóñò 1989 - Ó÷àñòêå â ðàáîòå Ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçèóìà "Ãåîêðèîëîãè-
÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â àðêòè÷åñêèõ ðàéîíàõ" ñ äîêëàäîì "Ê òåîðèè ñàìîîðãàíè-
çàöèè êðèîãåííûõ îáðàçîâàíèé" (ÑÑÑÐ, ßìáóðã, 5-12 àâãóñòà 1989).
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Îêòÿáðü 1989 - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå ×åòâåðòîé Âñåñîþçíîé øêîëû-
ñåìèíàðà ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÒÔÑ - 89. (Ïóùèíî, Èíñòèòóò áèîôè-
çèêè ÀÍ ÑÑÑÐ, 13-22 îêòÿáðÿ 1989).

Äåêàáðü 1989 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå ìåæðåãèîíàëüíîãî ñåìèíàðà "Ïðîáëåìû
ãðàäîóñòðîéñòâà" (Êðàñíîÿðñê, 15-17 äåêàáðÿ 1989), ñ äîêëàäîì "Îá îäíîì óíè-
âåðñàëüíîì çàêîíå ÷èñëåííîñòè íàðîäîíàñåëåíèÿ ãîðîäîâ (çàêîí Öèïôà)".

Ôåâðàëü 1990 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Âñåñîþçíîãî ñåìèíàðà ïî òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð (Êàçàíü, Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò, 5-11 ôåâðàëÿ 1990) ñ äîêëàäîì
"Èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð".

Àïðåëü 1990 - Çàùèòà Ëüâîì Âëàäèìèðîì Õàíàíîâè÷åì êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè "Òðåõìåðíûå è ÷åòûðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð" (Ìèíñê, Áåëîðóññêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò, 5 àïðåëÿ 1990).

- Ó÷àñòèå â ðàáîòå Âñåñîþçíîé øêîëû-ñîâåùàíèè ïî îáîáùåíèÿì è ïåðñïåê-
òèâàì ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè òÿãîòåíèÿ (Ñî÷è, 18-26 àïðåëÿ 1990) ñ äîêëàäîì
"Íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð".

Èþíü 1990 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçèóìà "Ëîãèêà íàó÷íî-
ãî è ðåëèãèîçíîãî çíàíèÿ (ÑÑÑÐ, Àêàäåìãîðîäîê, Íîâîñèáèðñêèé óíèâåðñèòåò,
16-20 èþíÿ 1990) ñ äîêëàäîì "Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ïðîáëåìà îíòîëîãè÷åñêî-
ãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ Àáñîëþòà".

- Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Âñåñîþçíîãî ñåìèíàðà ïî òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð (Ëüâîâ, Áðþõîâè÷è, 22-29 èþíÿ 1990).

Èþëü 1990 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè "Íåòðàäèöèîííûå
èäåè î ïðèðîäå è åå ÿâëåíèÿõ" (Ãîìåëü, 3-5 èþëÿ 1990) ñ äîêëàäîì Î ïðèíöèïè-
àëüíîé âîçìîæíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîå
è íàîáîðîò", óäîñòîåííûì âòîðîé ïðåìèè.

Àâãóñò 1990 - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Âñåñîþçíîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé
øêîëû-ñåìèíàðà ïî îñíîâàíèÿì ôèçèêè (Âëàäèâîñòîê, Òèõàÿ ëàãóíà, 25 àâãó-
ñòà - 7 ñåíòÿáðÿ 1990).

Ñåíòÿáðü 1990 - Ââåäåíèå ïðîô. Þ.Ñ. Âëàäèìèðîâûì îáÿçàòåëüíîãî ñïåö-
êóðñà "Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð" íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ìîñêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà.

Îêòÿáðü 1990 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè ïî ëîãèêå, ìåòî-
äîëîãèè è ôèëîñîôèè íàóêè (Ìèíñê, Áåëîðóññêèé óíèâåðñèòåò, 20-24 îêòÿáðÿ) ñ
äîêëàäîì "Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ïðîáëåìà åäèíñòâà ôèçè÷åñêîãî çíà-
íèÿ".

Íîÿáðü 1990 - Ó÷àñòèå à ðàáîòå Ìåæäóíàðîäíîãî ñåìèíàðà "Ïðîáëåìà âðå-
ìåíè â êîñìîëîãèè" (Ëåíèíãðàä, 27-29 íîÿáðÿ 1990) ñ äîêëàäîì "×òî æå òàêîå
âðåìÿ?".
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Èþëü 1991 � äåêàáðü 1992 � Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà êðèî-
ñôåðû Çåìëè ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ.

Àïðåëü-èþëü 1991 - Ïîäãîòîâêà è îðãàíèçàöèÿ Ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçèóìà
ïî íàó÷íîìó êðåàöèîíèçìó â ðàìêàõ Âñåñîþçíîé øêîëû ïî òåîðèè Ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð.

20-25 àâãóñòà 1991 - Ïðîâåäåíèå â Çàîêñêå Ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçèóìà ïî
íàó÷íîìó êðåàöèîíèçìó.

Àâãóñò 1992 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå III International Conference "Getting to know
spiritual world: Science,Philosophy, The ology." 29-31 august 1992. Dubna, Russia.

Äåêàáðü 1992 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå 1-ãî Ìîñêîâñêîãî ìåæäóíàðîäíîãî ñèìïîçè-
óìà ïî êðåàöèîíèçìó (Ìîñêâà, 12-15 äåêàáðÿ 1992) ñ äîêëàäîì "Î íåîáõîäèìîñòè
äóõîâíîãî âîçðîæäåíèÿ íàóêè".

Ìàðò 1993 - èþëü 1994 - Ïðîôåññîð êàôåäðû ìåòîäèêè è ïðåïîäàâàíèÿ ôè-
çèêè â Íîâîñèáèðñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.

23 - 25 íîÿáðÿ 1993 - Ó÷àñòèå â VI Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå �Ãíîñåîëîãè-
÷åñêèå àñïåêòû ñîîòíîøåíèÿ íàóêè è ðåëèãèè� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ Äóõîâíàÿ
Àêàäåìèÿ) ñ äîêëàäîì �Ïîèñê íàó÷íîé èñòèíû âåä¼ò ê Áîãó�.

Îêÿáðü 1994 - ïî íàñò. âðåìÿ � Ïðîôåññîð êàôåäðû ôèçèêè Ãîðíî-
Àëòàéñêîãî óíèâåðñèòåòà (ñ îêò. 1994 ïî èþëü 1999 íà 1/2 ñòàâêè, ñ àâã. 1999
ïî íàñò. âðåìÿ íà 1/10 ñòàâêè ïðîôåññîðà (íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî àñïèðàíòà
À.Ñèìîíîâà è àñïèðàíòà Â.Ñëåïêîâà)).

23-26 îêòÿáðÿ 1997 - Ó÷àñòèå â X Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå �Ñîöèàëüíûå
äîêòðèíû îñíîâíûõ ðåëèãèîçíûõ êîíôåññèé: ôèëîñîôñêèé, áîãîñëîâñêèé è ýêî-
ëîãè÷åñêèé àñïåêòû� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã) ñ äîêëàäîì �Îñíîâû ìèðîçäàíèÿ ñ ó÷¼-
òîì ñîâðåìåííûõ çíàíèé î Ìèðå, Ïðèðîäå è ×åëîâåêå�.

Ìàðò 1998 - Èçäàíèå Ãîðíî-Àëòàéñêèì íàó÷íûì öåíòðîì ôóíäàìåíòàëüíîé
ôèçèêè �Ãîðíî-Àëòàéñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ�.

10-16 àâãóñòà 1998 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Twentieth World Congress of Philosophy
(Boston, Massachusetts USA) c äîêëàäîì The Search for Scientific Truth Leads to
God.

Èþíü 1999 - Èçäàíèå Ãîðíî-Àëòàéñêèì íàó÷íûì öåíòðîì ôóíäàìåíòàëüíîé
ôèçèêè Îïèñàíèÿ �Ãîðíî-Àëòàéñêîé òàáëèöû õèìè÷åñêèõ ìóëüòèïëåòîâ�.

4 - 8 îêòÿáðÿ 1999 � Ó÷àñòèå â Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
Geometrization of Physics -IV (Êàçàíü) ñ äîêëàäîì �Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð êàê îñíîâàíèå ãåîìåòðèè è ôèçèêè�.

Èþëü 2000 - Îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå Ïåðâîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëû ïî
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Ãîðíî-Àëòàéñê).
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11 � 14 äåêàáðÿ 2000 - Ó÷àñòèå â �Ìàêàðüåâñêèõ ÷òåíèÿõ�(Êèâè-Ëîäæ, Ãîðíî-
Àëòàéñê), îðãàíèçîâàííûõ Ðîññèéñêèì áèáëåéñêèì îáùåñòâîì è Èíñòèòóòîì ïå-
ðåâîäà áèáëèè.

14 - 16 ÿíâàðÿ 2001 - Ó÷àñòèå â ðàáîòå Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè �Öåëîñòíîå â�èäåíèå ìèðà� (Ðåñïóáëèêà Êàçàõñòàí, Ñåìèïàëàòèíñê)
ñ äîêëàäîì �Âàâèëîíñêàÿ áàøíÿ � ñèìâîë ñîâðåìåííîé íàó÷íîé êàðòèíû ìèðà�.

Ìàðò 2001 - Îñíîâàíèå �Íàó÷íîãî öåíòðà ïðîôåññîðà Þ.Êóëàêîâà�.

Íà ñåìèíàðå â ÌÃÓ (2000)
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Ñåêñòåò Ìèõàéëè÷åíêî

Êàê òî ëåòîì 1967 ãîäà îáðàòèëñÿ êî ìíå ñòóäåíò � âûïóñêíèê ôèçôàêà Ãåí-
íàäèé Ìèõàéëè÷åíêî ñ ïðîñüáîé âçÿòü åãî ê ñåáå â àñïèðàíòóðó. �Çíàåòå, Ãåíà, �
ñêàçàë ÿ åìó, � ïðîáëåìà, íàä êîòîðîé ÿ ðàáîòàþ, àáñîëþòíî íå äèññåðòàáåëüíà.
Íèêòî â ìèðå íå çàíèìàåòñÿ ïîäîáíûìè âåùàìè. Óâåðÿþ Âàñ, íèêàêîé äèññåð-
òàöèè ïî ýòîé òåìàòèêå Âû íå çàùèòèòå�.

Ïîçæå îí ïðèçíàëñÿ ìíå: �ß áûë ìîëîä, ïîëîí ñèë, è ÿ áûë óâåðåí, ÷òî
óñïåþ åù¼ íàïèñàòü è êàíäèäàòñêóþ, è äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèè. Íî ìíå õîòå-
ëîñü óçíàòü, ÷åì æå çàíèìàåòñÿ Êóëàêîâ, î ÷¼ì îí ñ òàêèì ýíòóçèàçìîì ãîâîðèò
íà ñâîèõ ëåêöèÿõ. ×òî-òî íåîáû÷íîå, çàóìíîå, íåïîíÿòíîå�.

Ãåíà ïðîÿâèë çàâèäíîå óïîðñòâî â ñâî¼ì æåëàíèè ïîñòóïèòü êî ìíå â àñïè-
ðàíòóðó, è ÿ, íàêîíåö, ñäàëñÿ, çàðàíåå ïðåäâèäÿ áåññëàâíûé êîíåö.

Â òî âðåìÿ, êàê è ñåé÷àñ, ñïóñòÿ ñîðîê äâà ãîäà ñî äíÿ ìîåãî ïåðååçäà èç
Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà â ÍÃÓ, ÿ ñ óâëå÷åíèåì çàíèìàëñÿ
ïðîáëåìîé, êîòîðóþ ïîñòàâèë ïåðåäî ìíîé ìîé Ó÷èòåëü Èãîðü Åâãåíüåâè÷ Òàìì,
÷üèì àñïèðàíòîì ìíå ïîñ÷àñòëèâèëîñü áûòü.

Äåëî â òîì, ÷òî èñòîðè÷åñêè âîçíèêøèå èç îïûòà � �ñíèçó�, ðàçëè÷íûå ðàç-
äåëû ôèçèêè � ìåõàíèêà, òåðìîäèíàìèêà, ýëåêòðîäèíàìèêà, òåîðèÿ îòíîñèòåëü-
íîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ñîõðàíÿëè ñâîé, õàðàêòåðíûé äëÿ êàæäîãî ðàçäåëà
ïîëóýìïèðè÷åñêèé, �àíòðîïíûé� ÿçûê. Íî åñëè ïîäíÿòüñÿ íà äîñòàòî÷íî âûñî-
êèé óðîâåíü àáñòðàêöèè è âçãëÿíóòü íà õîðîøî èçâåñòíûå ðàçäåëû ôèçèêè �ñâåð-
õó�, òî ìíîãî÷èñëåííûå äåòàëè, âàæíûå ïðè ðåøåíèè òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ
çàäà÷, ïîñòåïåííî èñ÷åçàþò, è âìåñòî íèõ îáíàðóæèâàþòñÿ íîâûå ôóíäàìåíòàëü-
íûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, íàïèñàííûå íà íîâîì óíèâåðñàëüíîì ÿçûêå.

Èãîðü Åâãåíüåâè÷ íåîäíîêðàòíî ãîâîðèë ìíå î òîì, ÷òî èçîáðåòàÿ ðàçëè÷-
íûå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèé, ìû íàâÿçûâàåì ïðèðîäå íàø ñîáñòâåííûé �÷åëîâå-
÷åñêèé� ÿçûê. Íî ïðèðîäà íå ïîíèìàåò íàøåãî ÿçûêà è äèàëîãà íå ïîëó÷àåòñÿ.
�Ïîýòîìó, íàøà ïåðâåéøàÿ çàäà÷à, � ãîâîðèë Òàìì, � íàó÷èòüñÿ �ñëóøàòü� ïðè-
ðîäó, ÷òîáû ïîíÿòü å¼ ÿçûê�.

Íî ãäå îò ýòîò ÿçûê? Â ÷¼ì?
Îí â çàêîíàõ. Â çàêîíå Íüþòîíà, â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà, â åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè, â çàêîíàõ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Òàê âïåðâûå, â êîíöå 60-õ ãîäîâ ïåðåäî ìíîé áûëà ïîñòàâëåíà ñîâåðøåííî
íåîáû÷íàÿ çàäà÷à � íàéòè åäèíûé óíèâåðñàëüíûé ÿçûê, íà êîòîðîì íà-
ïèñàíû âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, è îïèðàÿñü íà íåãî,
ïåðåñìîòðåòü è ïåðåîñìûñëèòü îñíîâàíèå âñåé ôèçèêè.

�Ïîïðîáóéòå, � ñêàçàë Òàìì âî âðåìÿ ïîåçäêè â Äóáíó, � ìîæåò Âàì óäàñòñÿ
ýòî ñäåëàòü!�

Ìíå äåéñòâèòåëüíî ýòî óäàëîñü. Ïîäîáíî òîìó êàê ìåõàíèêà Íüþòîíà ïîòðå-
áîâàëà ñîçäàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ýëåêòðîäèíàìèêà � äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö � òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè, òàê è òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêî-
ãî çàêîíà ïîòðåáîâàëà ñîçäàíèÿ òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ÒÔÑ) � íîâîãî
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ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåãî ñâîéñòâà è ñòðîåíèå Ìèðà
âûñøåé ðåàëüíîñòè, �ïëàòîíîâñêîé òåíüþ� êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìûé íàìè
Ìèð ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

Â îñíîâàíèè òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ëåæàò íåèçâåñòíûå ðàíåå ñàìîäî-
ñòàòî÷íûå ñàêðàëüíûå óðàâíåíèÿ öåëî÷èñëåííîãî ðàíãà (s, r) � îáùåçíà÷è-
ìûå òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî äâóõ ãðóïï íå÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæà-
ùåå äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè � ðåïðåçåíòàòîð è âåðèôèêàòîð, îïðåäåëÿþ-
ùèå âèä ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Íî òîãäà, â 1967 ãîäó, âñ¼ óïèðàëîñü â ðåøåíèå óðàâíåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ê
íåèçâåñòíîìó ðàíåå öåëîìó êëàññó âåñüìà ýêçîòè÷åñêèõ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé,
íå ñîäåðæàùèå íè îäíîé îïåðàöèè, êðîìå îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè.

Â òå äàë¼êèå âðåìåíà ìíå óäàëîñü íàéòè îáùåå ðåøåíèå, ïðîñòåéøåãî èç
ýòîãî êëàññà, ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàíãà (2, 2) :

Φ(ϕ(ξα, xi), ϕ(ξα, xk), ϕ(ξβ, xi), ϕ(ξβ, xk)) ≡ 0,

ãäå Φ(u11, u12, u21, u22) è ϕ(ξ, x) � äâå íåèçâåñòíûå íåïðåðûâíûå, äîñòàòî÷íî
ãëàäêèå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åòûð¼õ è äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ;
ξα, ξβ, xi, xk ∈ IR.

Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò, ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ïåðå-
îáîçíà÷åíèé, äâà è òîëüêî äâà ðåøåíèÿ:

1. ϕ1(ξ, x) = ξ · x; Φ1(u11, u12, u21, u22) =

∣∣∣∣
u11 u12

u21 u22

∣∣∣∣

2. ϕ1(ξ, x) = ξ + x; Φ2(u11, u12, u21, u22) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 u11 u12

−1 u21 u22

∣∣∣∣∣∣
Âàæíîñòü ýòèõ äâóõ ðåøåíèé äëÿ ïðîáëåìû îñíîâàíèé ôèçèêè òðóäíî ïå-

ðåîöåíèòü. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âûòåêàåò êàê ñëåäñòâèå èçâåñòíûé êàæäîìó
øêîëüíèêó Âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüúþòîíà: ma = f.

Íî ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã � íàéòè ðåøåíèå ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàíãà
(2, 3)

Φ(ϕ(ξα, ηα; xi), ϕ(ξα, ηα; xk), ϕ(ξα, ηα; xm),

ϕ(ξβ, ηβ; xi), ϕ(ξβ, ηβ; xk), ϕ(ξβ, ηβ; xm)) ≡ 0,

ãäå Φ(u11, u12, u13, u21, u22, u23) è ϕ(ξ, η; x) � äâå íåèçâåñòíûå íåïðåðûâ-
íûå, äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî, øåñòè è òð¼õ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ; ξα, ξbeta, ηα, ηβ, xi, xk, xm ∈ IR, ÿ íå ñìîã.

À èç ýòîãî ðåøåíèÿ, êñòàòè, âûòåêàåò �ïðèíöèï ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà�,
ëåæàùèé, êàê èçâåñòíî, â îñíîâàíèè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

È ÿ ïðåäëîæèë Ãåíå ïîðàçìûøëÿòü íàä ýòèì ýêçîòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Êà-
êîâî æå áûëî ìî¼ èçóìëåíèå, êîãäà ñïóñòÿ òðè ìåñÿöà îí ïðåäñòàâèë ìíå íà
äâàäöàòè (!) ñòðàíèöàõ ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ!
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Îêàçàëîñü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé ýòî óðàâíå-
íèå èìååò åäèíñòâåííîå (!) ðåøåíèå

ϕ(ξ, η; x) = ξ · x + η; Φ2(u11, u12, u13, u21, u22, u23) =

∣∣∣∣∣∣

u11 u12 u13

u21 u22 u23

1 1 1

∣∣∣∣∣∣

Òîãäà ÿ ñêàçàë Ãåíå: ��Çíàåøü, Ãåíà, ÿ îòäàþ òåáå íà îòêóï âñþ íî-
âóþ, åù¼ íèêåì íå èññëåäîâàííóþ òåððèòîðèþ âñåõ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà
(s, r) s, r = 2, 3, . . . . �

È îí ïðèíÿëñÿ çà ðàáîòó. ×åðåç òðè ãëäà îí áëåñòÿùå ñïðàâèëñÿ ñ ýòîé, êàê
âûÿñíèëîñü, íåâåðîÿòíî òðóäíîé çàäà÷åé. Îí íàø¼ë âñå ðåøåíèÿ âñåõ âîçìîæ-
íûõ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé ðàíãà (s, r). Ïðè ýòîì îí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü íàéäåííûõ èì ðåøåíèé.

Ðåçóëüòàò ïðåâçîø¼ë âñå ìîè îæèäàíèÿ. Îêàçàëîñü, êàê ýòî âûÿñíèëîñü ïîç-
æå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé ñâîäÿòñÿ âñåãî ê
øåñòè (!) àïðèîðíî äîïóñòèìûì ôîðìàì ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè è
ãåîìåòðèè (ñèíãëåò Ìèõàéëè÷åíêî).

ß ïîíÿë, ÷òî ïîëó÷åííûé Ãåííàäèåì ðåçóëüòàò äîëæåí áûòü ïðåäñòàâëåí íà
çàùèòó.

È âîò çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîÿëàñü â 1970 ãîäó íà Ó÷¼íîì Ñîâåòå ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Â ðåçóëüòàòå ãîëîñîâàíèÿ îêàçàëîñü, ÷òî íåñìîòðÿ íà áëåñòÿùèå îòçûâû îï-
ïîíåíòîâ, îòçûâà àêàäåìèêà À.Ä.Àëåêñàíäðîâà è âåäóùåé îðãàíèçàöèè � êàôåä-
ðû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà àêàä. À.Í.Òèõîíîâà è
îòñóòñòâèå îòðèöàòåëüíûõ îòçûâîâ è âûñòóïëåíèé, íå õâàòèëî îäíîãî ãîëîñà,
÷òîáû ïðèçíàòü çàùèòó äèññåðòàöèè ñîñòîÿâøåéñÿ.

Íàçðåâàë ñêàíäàë, òàê êàê ïî ïîëîæåíèþ ÂÀÊ-à, åñëè âî âðåìÿ çàùèòû äèñ-
ñåðòàöèè íå áûëî íè îäíîãî îòðèöàòåëüíîãî îòçûâà èëè âûñòóïëåíèÿ, à òåì íå
ìåíåå çàùèòó íå óòâåðäèëè, òî ýòî ãîâîðèò î íåêîìïåòåíòíîñòè Ó÷¼íîãî Ñîâåòà
è îí äîëæåí áûòü ðàñïóùåí.

Ïîíèìàÿ âñ¼ ýòî, êî ìíå ïîäîø¼ë ó÷¼íûé ñåêðåòàðü, ÷ëåí-êîðð.
Ì.È.Êàðãàïîëîâ è ñêàçàë, ÷òî ïðîèçîøëî íåäîðàçóìåíèå � íèêòî íå õîòåë ïðî-
âàëèâàòü çàùèòó. Ïðîñòî íèêòî íè÷åãî íå ïîíÿë, íå ïîíÿë äàæå ê êàêîé îáëàñòè
ìàòåìàòèêè îòíîñèòñÿ ýòà ðàáîòà. È îí ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü ýòó çàùèòó íåñîñòî-
ÿâøåéñÿ è âíîâü çàùèòèòü ýòó äèññåðòàöèþ íà ñëåäóþùåì çàñåäàíèè Ó÷¼íîãî
Ñîâåòà.

ß îáúÿñíèë Ãåííàäèþ: � �Ó÷¼íûé ñåêðåòàðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íèêòî íå ïîíÿë
äàæå î êàêîì ðàçäåëå ìàòåìàòèêè øëà ðå÷ü, ïðåäëàãàåò çàùèòèòü ýòó äèññåðòà-
öèþ íà ñëåäóþùåì çàñåäàíèè.

Íî åñëè ãîâîðèòü ïî áîëüøîìó �ãàìáóðãñêîìó� ñ÷¼òó, òî ïåðåä òîáîé èìåþòñÿ
äâà ïóòè:

1. Òû çàùèùàåøü äèññåðòàöèþ íà ñëåäóþùåì çàñåäàíèè Ó÷¼íîãî Ñîâåòà,
íî íèêòî êðîìå îïïîíåíòîâ è Àëåêñàíäðà Äàíèëîâè÷à Àëåêñàíäðîâà òàê è íå
ïîéì¼ò â ÷¼ì æå ñìûñë òâîåé ïîèñòèíå ïèîíåðñêîé ðàáîòû;
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2. Òû ïîäðîáíî, â äåòàëÿõ ðàññêàçûâàåøü î ñâîåé ðàáîòå íà ðàáî÷èõ ñåìè-
íàðàõ ó êàæäîãî ÷ëåíà Ó÷¼íîãî Ñîâåòà è óæå ïîñëå ýòîãî ñíîâà âûõîäèøü íà
çàùèòó.�

Ãåííàäèé âûáðàë âòîðîé ïóòü. Â òå÷åíèå òð¼õ ëåò îí âûñòóïàë íà ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ðàáî÷èõ ñåìèíàðàõ â ÍÃÓ è â ðàçëè÷íûõ èíñòèòóòàõ ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ.

Â ðåçóëüòàòå, ñïóñòÿ òðè ãîäà, åãî ïîäëèííî ïèîíåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ áû-
ëà åäèíîãëàñíî (ïðè îäíîì èñïîð÷åííîì áþëëåòåíå) ïðèçíàíà íà òîì æå ñàìîì
Ó÷¼íîì Ñîâåòå, ïðè òåõ æå ñàìûõ îïïîíåíòàõ.

Ñïóñòÿ äåâÿòü ëåò ïîñëå óñïåøíîé çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ïî �åðå-
òè÷åñêîé� òåìàòèêå, â 1992 ãîäó ïðîôåññîð Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî çàùèùàåò äîêòîð-
ñêóþ äèññåðòàöèþ �Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð� íà Ó÷¼íîì Ñîâåòå
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ.

Âñëåä çà íèì äðóãîé ìîé ó÷åíèê Âëàäèìèð Õàíàíîâè÷ Ëåâ (íûíå ñòàðøèé íà-
ó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ÿäåðíîé ôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ) óñïåøíî çàùèòèë â 1990
ãîäó êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ �Òð¼õìåðíûå è ÷åòûð¼õìåðíûå ïðîñòðàíñòâà â
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð�, â êîòîðîé ïðåäëîæèë ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ìå-
òîä ðåøåíèÿ ñàêðàëüíûõ óðàâíåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ
ñòðóêòóð.

Âñ¼ ýòî ïîõîæå íà ÷óäî, ïîäîáíîå ñîòâîðåíèþ Âñåëåííîé �èç íè÷åãî�, êîãäà
èç âåñüìà îáùåãî ñàêðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ìåæäó ñîáîé äâå íåèç-
âåñòíûå ôóíêöèè ϕ è Φ êàê áû ñàìè ñîáîé âîçíèêàþò äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ
ðàíãà (s, r) , ðåïðåçåíòàòîð ϕ è âåðèôèêàòîð Φ , èìåþùèå, êàê âûÿñíÿåòñÿ â
äàëüíåéøåì, ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë, è îïðåäåëÿþùèå â
êîíå÷íîì èòîãå âèä âñåõ èçâåñòíûõ (è åù¼ íåèçâåñòíûõ) ôóíäàìåíòàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ çàêîíîâ.

Ïðè ýòîì âîçíèêëà óäèâèòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ: ïîñòàíîâêà ñîâåðøåííî íîâîé
çàäà÷è ïðîñòà è ëåãêî ïîääà¼òñÿ ñòðîãîé ôîðìàëèçàöèè: îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëü-
òàò òàê æå î÷åíü ïðîñò è ëåãêî îáîçðèì, íî ïóòü îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è äî å¼
îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæåí è òðóäíî îáîçðèì.

Íå÷òî ïîäîáíîå èìååò ìåñòî â òåîðèè ÷èñåë. Òàê, íàïðèìåð, ïîñòàíîâêà Âå-
ëèêîé çàäà÷è Ôåðìà î÷åíü ïðîñòà � íàéòè âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ x, y, z, p
óðàâíåíèÿ xp +yp = zp ; îòâåò ïðåäåëüíî ïðîñò � öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ x, y, z
ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ p = 1, 2 . ×òî æå êàñàåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ýòîé òåîðåìû, çàíèìàâøåé ëó÷øèå óìû ìèðà íà ïðîòÿæåíèè 358 ëåò, òî îíî
íàêîíåö-òàêè ïîëó÷åíî àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ýíäðþ Óàéëñîì â îêòÿáðå
1994 ãîäà.

Ïóòü, ïðîäåëàííûé Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî è Â.Õ.Ëüâîì, ìîæíî óïîäîáèòü òðîïå
ïî ñèëüíî ïåðåñå÷¼ííîé ìåñòíîñòè ÷åðåç çàðîñëè êîëþ÷èõ è âüþùèõñÿ ðàñòåíèé.

ß íàäåþñü, ÷òî â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ñóùåñòâóþò ìåòîäû, ïîç-
âîëÿþùèå âîñïðîèçâåñòè ðåçóëüòàòû Ã.Ã.Ìèõàéëè÷åíêî è Â.Õ.Ëüâà áîëåå ïðî-
ñòûì, áîëåå êîðîòêèì è èçÿùíûì ïóò¼ì. Îäíàêî ýòîò ïóòü åù¼ íóæíî íàéòè.

Çàñëóãà Ìèõàéëè÷åíêî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí, êàê ïåðâîïðîõîäåö, ïðîáèë òðî-
ïó ê åù¼ ìàëî êîìó èçâåñòíûì ôèçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì, ëåæàùèì â îñíîâàíèè
ñàìîäîñòàòî÷íûõ çàêîíîâ Ìèðîçäàíèÿ.

Íî õîðîøî èçâåñòíî, åñëè ó êàêîé-ëèáî çàäà÷è èçâåñòåí îòâåò, òî íàéòè å¼
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ðåøåíèå íàìíîãî ïðîùå, ÷åì áåç íåãî.
Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ïîèñê íîâûõ, áîëåå ïðîñòûõ, ìåòîäîâ äîêàçàòåëü-

ñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà
(s, r) ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîçäàíèþ íîâîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè � ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó äâóõèíäåêñíûõ (èëè âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîèíäåêñíûõ) âåùåñòâåííûõ è
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, íè÷òî ñ òàêîé ñèëîé íå ïîáóæäàåò ñâåòëûå óìû ê
ðàáîòå íàä îáîãàùåíèåì ïîäëèííîãî çíàíèÿ, êàê ïîñòàíîâêà òðóäíîé íî â òî æå
âðåìÿ ðàçðåøèìîé è êðàñèâîé çàäà÷è.

Èòàê, ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêîé íàóêè êàê åäèíîé òåîðåòè÷åñêîé ñèñòåìû, à
íå ïðîñòî êàê ñîâîêóïíîñòè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé, ïðèâîäèò ê íåîáõî-
äèìîñòè ñîçäàíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé ìåòàòåîðèè, ðåàëèçóþùåé ñèíòåç îòäåëüíûõ
ðàçäåëîâ ôèçèêè è âûäåëÿþùåé â ÷èñòîì âèäå òå èñõîäíûå ïðèíöèïû è ïîíÿòèÿ,
íà êîòîðûõ çèæäåòñÿ åäèíñòâî Ìèðà.

Ðå÷ü èäåò î òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð � òàêîé ìåòàòåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå,
êîòîðàÿ áëàãîäàðÿ âûñîêîé ñòåïåíè îáùíîñòè å¼ èñõîäíûõ äàííûõ, ïîçâîëÿåò
óâèäåòü è ïîíÿòü ôèçèêó êàê åäèíûé îðãàíèçì, êàê öåëîñòíóþ ñèñòåìó.

Â ýòîé ñèñòåìå îòäåëüíûå ðàçäåëû ôèçèêè âûñòóïàþò íå êàê èçîëèðîâàííûå
äèñöèïëèíû, à êàê ñâÿçíûå ÷àñòè åäèíîãî çäàíèÿ, ïîä÷èí¼ííûå îáùåìó àðõè-
òåêòóðíîìó çàìûñëó.

Íî ÿñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû îñíîâàíèé ôèçèêè òðåáóåò
îñîáîé ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé îò òîé, êîòîðàÿ âûðàáîòà-
ëàñü â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷.
Èòàê ðå÷ü èäåò î òàêîé ôîðìóëèðîâêå èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé, êîòîðàÿ
ïîçâîëèëà áû ââåñòè èñõîäíûå ïîíÿòèÿ ôèçèêè ñ òîé æå ñòåïåíüþ ñòðîãîñòè,
êàêàÿ èìååò ìåñòî â ìàòåìàòèêå ïðè àêñèîìàòè÷åñêîì ìåòîäå èçëîæåíèÿ. Íî
âîçìîæíî ëè ýòî?

Âåäü ôèçèêà, â îòëè÷èå îò ìàòåìàòèêè, èìååò äåëî íå ñòîëüêî ñ àáñòðàêòíû-
ìè ñõåìàìè è ïîíÿòèÿìè, ñâîéñòâà êîòîðûõ ìîãóò ïðè æåëàíèè ïðåäåëüíî ñòðîãî
îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè àêñèîìàìè, ñêîëüêî ñ ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè
îáúåêòàìè, ñâîéñòâà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ êîíêðåòíûõ îïûò-
íûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíûõ èçìåðèòåëüíûõ îïåðàöèé. Íî
èìåííî êîíêðåòíûé õàðàêòåð èçìåðèòåëüíûõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óÿç-
âèìûì ìåñòîì ëþáîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè, çàòðóäíÿþùèì å¼ àêñèîìàòè÷åñêóþ
ôîðìóëèðîâêó.

Ïîýòîìó óñòàíîâëåíèå âçàèìíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èäåàëüíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòðóêòóðîé è ñâîéñòâàìè ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ýìïèðè÷åñêîé äåéñòâè-
òåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îñîáîé ïðîáëåìîé, îò ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé çàâèñèò
âíóòðåííÿÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü è ëîãè÷åñêàÿ ñòðîéíîñòü ôèçè÷åñêîé òåîðèè.

Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïûòêó ïîñëåäîâàòåëüíîé
�áóðáàêèçàöèè� âñåé ôèçèêè, ïåðåñìîòðà å¼ îñíîâàíèé ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ,
â îñíîâó êîòîðîé âìåñòî íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïîëóèíòóèòèâíûõ ïîíÿòèé, òà-
êèõ êàê ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, ñèëà, ìàññà, òåìïåðàòóðà è ò.ï. ïîëîæåíî îäíî
åäèíñòâåííîå ïîíÿòèå � ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà , äîïîëíåííîå �ôèçè÷åñêîé èí-
òåðïðåòàöèåé�.
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Ýòî ïîíÿòèå ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì, ÷òîáû îõâàòèòü
âñåâîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, è â òî æå ñàìîå âðåìÿ äîñòàòî÷íî êîíêðåò-
íûì, ÷òîáû ñëóæèòü ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèì ïîëó÷àòü êîí-
êðåòíûé âèä ôèçè÷åñêîãî çàêîíà, äîïóñêàþùåãî íåïîñðåäñòâåíóþ ïðîâåðêó íà
îïûòå.

Ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ òåì ñàìûì ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì, äîïóñêà-
þùèì ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó, ïîçâîëÿþùèì óñòàíîâèòü åäèí-
ñòâî ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè òåîðèÿìè è ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå òàêèå,
íà ïåðâûé âçãëÿä íå èìåþùèå íè÷åãî îáùåãî, èñõîäíûå ïðèíöèïû, êàê àêñèîìû
Åâêëèäà è Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, îáà íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè è ïðèíöèï ïîñòî-
ÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ëåæàùèé
â îñíîâàíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ïî ñóòè äåëà, òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáûé ðàç-
äåë òåîðåòè÷åñêîé (òî÷íåå, ìåòàòåîðåòè÷åñêîé) ôèçèêè, â êîòîðîé èçó÷àåòñÿ
àáñòðàêòíàÿ ñòðóêòóðà, âîïëîùàþùàÿ â ñåáå ôóíäàìåíòàëüíóþ èäåþ óíèâåð-
ñàëüíîé âçàèìîñâÿçè è âçàèìîîáóñëîâëåííîñòè, ëåæàùóþ â îñíîâàíèè âñåõ èç-
íà÷àëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ýòà ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ
ôîðìóëèðóåòñÿ â íàèáîëåå îáùåì è àáñòðàêòíîì âèäå, îíà ïîçâîëÿåò óëîâèòü è
âûäåëèòü â ÷èñòîì âèäå òî ñàìîå ñóùåñòâåííîå, ÷òî ñîäåðæèòñÿ â ðàçëè÷íûõ
èñõîäíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ, íî ÷òî îáû÷íî ñêðûòî ïîä òîëñòûì ñëîåì êîí-
êðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé âçàèìîñâÿçè ÷àñòåé
è öåëîãî ÿâëÿåòñÿ íàñòîëüêî ñèëüíûì òðåáîâàíèåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ïåðâè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ íåçàâèñèìî îò èõ
êîíêðåòíûõ èíòåðïðåòàöèé.

Èòàê, ÷òîáû äâèãàòüñÿ âïåðåä, íåîáõîäèìî ñäåëàòü øàã íàçàä è ïîäâåðãíóòü
òùàòåëüíîìó àíàëèçó âñå ñóùåñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è çàêîíû.

Êàê èçâåñòíî, Í.Áóðáàêè ïðåäëîæèëè ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòèêè
êàê öåëîñòíîé ñèñòåìû çíàíèé. Èìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îñíîâàíèè ìàòåìàòèêè
ëåæàò òðè íåçàâèñèìûå ïîðîæäàþùèå ñòðóêòóðû � àëãåáðàè÷åñêàÿ, òîïîëîãè-
÷åñêàÿ è ñòðóêòóðà ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à �áóðáàêèçàöèè� ìîæåò áûòü
ïîñòàâëåíà è â ôèçèêå. Ñìûñë å¼ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñâåñòè âñ¼ ìíîãîîáðàçèå
ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ïîíÿòèé è âåëè÷èí ê îäíîé óíèâåðñàëü-
íîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðå, èìåþùåé ñìûñë îñîáîé ñêðûòîé ñèììåòðèè ìèðà
ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

ßñíî, ÷òî ñòðîãèé àíàëèç ïåðâè÷íûõ ïîíÿòèé ôèçèêè äîëæåí îñóùåñòâëÿòü-
ñÿ íà áîëåå ãëóáîêîì óðîâíå ëîãè÷åñêîé ñòðîãîñòè íåæåëè òîò, êîòîðûé ïðèíÿò
â íàñòîÿùåå âðåìÿ â �àêòèâíûõ� îáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Óæå äàâíî íà-
çðåëà íåîáõîäèìîñòü â ïåðåñòðîéêå âñåé ôèçèêè, è ïðåæäå âñåãî å¼ îñíîâàíèé íà
íîâîì ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå. Ïðè ýòîì çàäà÷à ñîñòîèò íå â òîì, ÷òîáû ïåðåïè-
ñàòü âñå çàêîíû ôèçèêè íà ÿçûêå ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, è íå â òîì, ÷òîáû ïðè-
ìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ñîâðåìåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò, à â òîì, ÷òîáû ïîäâåðãíóòü ãëóáîêîìó àíàëèçó íîâûé åù¼ íåèçâåñòíûé
òèï îòíîøåíèé, ñêðûâàþùèéñÿ çà èíòóèòèâíûì ïîíÿòèåì �ôèçè÷åñêîãî çàêîíà�.

Îêàçàëîñü, ÷òî çà òóìàííûì è â âûñøåé ñòåïåíè íåîïðåäåë¼ííûì ïîíÿòè-
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åì ôèçè÷åñêîãî çàêîíà ñêðûâàåòñÿ íîâûé òèï ñèììåòðèè, äîïóñêàþùèé ñòðîãóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó è êîòîðóþ ìû, â îòëè÷èå îò ãðóïïîâîé ñèììåò-
ðèè, íàçûâàåì �õîëîòðîïíîé ñèììåòðèåé�104.

Ïîèñê îòâåòà íà âîïðîñ: ×òî òàêîå ôèçè÷åñêèé çàêîí? ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò
óæå íå ôèçèêè, à ñïåöèàëüíîé îáëàñòè çíàíèÿ, êîòîðóþ ïî àíàëîãèè ñ ìàòåìà-
òèêîé ìîæíî áûëî áû íàçâàòü "ìåòàôèçèêîé" èëè áîëåå òðàäèöèîííî � "îñíî-
âàíèÿìè ôèçèêè", ïðèâ¼ë íàñ ê ñîçäàíèþ Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Îáû÷íî ïðîáëåìà îñíîâàíèé ôèçèêè ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëèðîâêå ñèñòåìû àê-
ñèîì, îïèñûâàþùèõ òîò èëè èíîé ðàçäåë ôèçèêè (ìåõàíèêó, òåîðèþ îòíîñèòåëü-
íîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêó, ñòàòôèçèêó, êâàíòîâóþ ìåõàíèêó è ò.ï.). Ïðè ýòîì äëÿ
êàæäîãî ðàçäåëà ôèçèêè ñîõðàíÿþòñÿ õàðàêòåðíûå äëÿ íåãî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ,
óðàâíåíèÿ è ìîäåëè è äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïðèäàòü èì òî÷íûé ñìûñë, ââîäÿ îïðåäå-
ë¼ííóþ ñèñòåìó àêñèîì, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàåòñÿ â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè,
ãäå äîâîëüíî ãðîìîçäêàÿ ñèñòåìà àêñèîì Åâêëèäà-Ãèëüáåðòà ïðèäà¼ò òî÷íûé
ñìûñë íàãëÿäíûì è èíòóèòèâíî ÿñíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîíÿòèÿì � òî÷êå, ïðÿ-
ìîé è ïëîñêîñòè. Íî ïðè ýòîì âñå ðàçäåëû ôèçèêè ïîïðåæíåìó îñòàþòñÿ ðàçîá-
ù¼ííûìè, à âñå óñèëèÿ èññëåäîâàòåëåé íàïðàâëåíû íà òî, ÷òîáû ïðèäàòü òî÷íûé
ñìûñë ìíîãî÷èñëåííûì íàãëÿäíûì ïîíÿòèÿì, ëåæàùèì íà ïîâåðõíîñòè, âìåñòî
òîãî, ÷òîáû èäòè âãëóáü è òàì èñêàòü îáúåäèíÿþùåå ðàçëè÷íûå ðàçäåëû ôèçè-
êè åäèíîå íà÷àëî. Òàêèì åäèíûì íà÷àëîì, ëåæàùåì â îñíîâàíèè âñåé ôèçèêè
è âûäåëÿþùåì å¼ ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ íàóê, ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
� îñîáàÿ ñêðûòàÿ ñèììåòðèÿ ìèðà ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñàì ôàêò ñóùåñòâî-
âàíèÿ êîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîíêðåòíîå ñòðîåíèå åäèíîé ôèçè÷åñêîé
êàðòèíû ìèðà.

Ñîçäàíèå Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð îòêðûâàåò ïåðåä ôèçèêàìè ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâûå ïóòè èññëåäîâàíèÿ è ïðåæäå âñåãî â îáëàñòè å¼ îñíîâàíèé. Òàê
ââåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî äëÿ âñåé ôèçèêè ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó îñíîâàíèé ôèçèêè êàê îáùóþ äëÿ âñåõ
ðàçäåëîâ ôèçèêè ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðîáëåìó ñóùåñòâàâîíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàçëè÷íîãî ðàíãà, îïðåäåëÿþùèõ ñîáîé êîíêðåòíûé âèä
ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå
óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà îòíîøåíèé ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè, íåçàâèñèìî
îò ïðèðîäû ïîñëåäíèõ.

Ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðîãðàììà, â áîëüøåé ÷àñòè ñâîåé óæå ðåàëèçîâàí-
íàÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçâèòèÿ èäåé, èçëîæåííûõ ìíîþ
íà IX, X, XI è XIII Ìåæäóíàðîäíûõ êîíãðåññàõ ïî ëîãèêå, ìåòîäîëîãèè è ôèëîñî-
ôèè íàóêè è íà Òðèíàäöàòîì ìåæäóíàðîäíîì Âèòãåíøòåéíîâñêîì ñèìïîçèóìå.

Ñóòü ýòîé ïðîãðàììû ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè ïåðåñìîòðà îñíîâàíèé ôèçè-
êè, ïåðåñìîòðà ñ ñ�àìîãî íà÷àëà, ñ ñàìîã�î ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîãî çàêîíà, ñî �øêîëü-
íûõ� ïîíÿòèé ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, ìàññû è ñèëû, ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
104Ñàì òåðìèí õîëîòðîïíûé ïðîèñõîäèò îò ñë�îâà ãð. ŏλoζ (holos) � öåëîå, âñ¼ è ñë�îâà ãð.

τρóπoζ (tropos) � ñâîéñòâî è âûðàæàåò îñîáîå ñâîéñòâî ñèñòåìû ñóùåñòâîâàòü êàê åäèíîå
öåëîå.
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òåìïåðàòóðû è ýíòðîïèè. Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîãðàììà â ñâîåé çàâåðø¼ííîé ôîð-
ìå ìûñëèòñÿ ìíîþ êàê ââåäåíèå â ôèçèêó, êàê �öàðñêàÿ äîðîãà�, ïîçâîëÿþùàÿ
óâèäåòü âñ¼ ñîâåðøåíñòâî, êðàñîòó è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ïîñëåäíåé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìå÷ó, ÷òî îñíîâíûì êðèòåðèåì èñòèííîñòè ïðè ðåàëèçàöèè
ýòîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà è åñòåñòâåííîñòü èñõîäíûõ ïîëîæåíèé, èõ
ñîãëàñîâàííîñòü, êîìïàêòíîñòü, çàìêíóòîñòü è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ïîíÿòü, ÷òî òàêîå ôèçè÷åñêèé çàêîí âîîáùå. Ïðè
ýòîì èìååòñÿ â âèäó íå êàêîé-íèáóäü êîíêðåòíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí, íàïðèìåð,
çàêîí Íüþòîíà èëè çàêîí Îìà, à èìåííî ôèçè÷åñêèé çàêîí âîîáùå. Íåîáõîäèìî
ïîíÿòü, ÷òî îáùåãî ìåæäó, íàïðèìåð, àêñèîìàìè Åâêëèäà è Âòîðûì çàêîíîì
ìåõàíèêè Íüþòîíà, èëè ìåæäó ïðèíöèïîì ïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè ñâåòà è ïåðâûì
è âòîðûì íà÷àëàìè òåðìîäèíàìèêè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, íåîáõîäèìî, ïîäîáíî òîìó êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî ñ ïîëóèíòóèòèâíûì ïîíÿòèåì �àëãîðèòìà�, ïîðîäèâøèì íî-
âîå íàïðàâëåíèå â ìàòåìàòèêå � òåîðèþ àëãîðèòìîâ, ïîäâåðãíóòü ãëóáîêîìó ìà-
òåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íîâûé òèï õîëîòðîïíûõ îòíîøåíèé ìåæäó ðåàëüíûìè
ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ñêðûâàþùèéñÿ çà òóìàííûìè ïîíÿòèåì �ôèçè÷åñêîãî
çàêîíà�.

Ãëàâíîé çàäà÷åé ïðåäëàãàåìîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå Òåîðèè ôèçè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð � ìåòàòåîðèè, îáúåêòîì èçó÷åíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íå îòäåëüíûå
ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ è êîíêðåòíûå îáúåêòû, à ñàìè ôèçè÷åñêèå òåîðèè. Ïðè ýòîì
âàæíåéøèé ðåçóëüòàò Òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîñòîèò íå â îïèñàíèè è íå
â ïðåäñêàçàíèè îòäåëüíûõ êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, à â óñòàíîâëåíèè
îáùåãî ïðèíöèïà, ïîçâîëÿþùåãî îáúåäèíèòü ï¼ñòðîå ìíîãîîáðàçèå ðàçëè÷íûõ
ôèçè÷åñêèõ òåîðèé â åäèíóþ ñèñòåìó, â ïîíèìàíèè ãëóáîêèõ ïðè÷èí ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé, â óêàçàíèè îáùåãî ïðàâèëà, ïî êîòîðîìó ñòðîÿòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå çàêîíû.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò âñåõ ñóùåñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåò îïðåäåë¼ííûé êðóã êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé
è ôàêòîâ, Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò óâèäåòü è ïîíÿòü ñòðîåíèå
ôèçè÷åñêîãî ìèðà â öåëîì íà óðîâíå ïåðâè÷íûõ çàêîíîâ è îòíîøåíèé. Èìåííî
â ýòîì è ñîñòîèò å¼ ñìûñë è çíà÷åíèå.
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Î âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ëåêòîðîì
è ñòóäåíòîì.

Docendo discimus � Ó÷à ó÷èìñÿ.

Çäåñü ìíå õîòåëîñü áû âûñêàçàòü íåñêîëüêî ñîîáðàæåíèé ïî âîïðîñó î âçàè-
ìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ëåêòîðîì è ñòóäåíòàìè.

Çà ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü ìíîãî õîðîøèõ êíèã è ó÷åáíèêîâ, äîñòàòî÷íî
õîðîøî ïðîäóìàííûõ, îòðàæàþùèõ ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå íàóêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
íåâîëüíî âîçíèêàåò âîïðîñ:

À íóæíû ëè âîîáùå ñòóäåíòó ëåêöèè, êîòîðûå ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ íå ìî-
ãóò ïîäíÿòüñÿ äî óðîâíÿ, äî êîíöà ïðîäóìàííîãî, âûâåðåííîãî è ñîãëàñîâàííîãî
ñ íåñêîëüêèìè ðåöåíçåíòàìè, ó÷åáíèêà? Íå ïîðó÷èòü ëè êîìó-íèáóäü èç âûäà-
þùèõñÿ ëåêòîðîâ íàïèñàòü èäåàëüíûé ó÷åáíèê, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíèòü ñðå-
äè âñåõ óíèâåðñèòåòîâ, îòìåíèòü âîîáùå ëåêöèè è ñâåñòè äåÿòåëüíîñòü ëåêòîðà
ëèøü ê ðîëè êîíñóëüòàíòà, îòâå÷àþùåãî íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå ïðè èçó÷åíèè
�èäåàëüíîãî� ó÷åáíèêà?

Òàêèå âîïðîñû íåèçáåæíî âîçíèêàþò, êîãäà íà÷èíàåøü ðàçìûøëÿòü îá ó÷åá-
íîì ïðîöåññå, î âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ëåêòîðîì è ñòóäåíòàìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñ¼ îáñòîèò íå òàê ïðîñòî. ß äóìàþ, ÷òî ëåêòîð, è ðàíüøå, è â
ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ, âûïîëíÿåò ãîðàçäî áîëåå âàæíóþ çàäà÷ó ÷åì ñîîáùåíèå
îïðåäåë¼ííîé èíôîðìàöèè. Äåëî â òîì, ÷òî ëåêòîð â ñâîèõ ëåêöèÿõ âíîñèò ñâî¼
æèâîå îòíîøåíèå ê ïðåäìåòó; îí ïåðåäà¼ò íå òîëüêî îáúåêòèâíóþ èíôîðìàöèþ,
íî, ÷òî î÷åíü âàæíî, ñâî¼ ëè÷íîå îòíîøåíèå ê íåé, îí âûñòóïàåò êàê ëè÷íîñòü, è
ýòîò ëè÷íîñòíûé àñïåêò, êîòîðûé íå ïåðåäàâàåì íè â ôîðìóëàõ, íè â ôîðìàëü-
íûõ îïðåäåëåíèÿõ, âàæåí äëÿ íàóêè òàê æå, êàê âèòàìèíû äëÿ íîðìàëüíîãî
ðîñòà æèâîãî îðãàíèçìà.

Áåçëèêèå ëåêöèè, ñîîáùàþùèå ëèøü îáúåêòèâíóþ èíôîðìàöèþ, ïîñòåïåííî,
èñïîäâîëü, êóðñ çà êóðñîì, óáèâàþò â ñòóäåíòå òî ÷óâñòâî êðàñîòû è âåëè÷èÿ
èçáðàííîé èì ñïåöèàëüíîñòè, êîòîðîå âëàäåëî èì åù¼ íà ïåðâîì êóðñå, è ïîíå-
ìíîãó ïðåâðàùàåò åãî â óçêîãî áåñêðûëîãî ñïåöèàëèñòà-ðåìåñëåííèêà.

Ôèçèêà ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîñòèãëà âûñîêîãî óðîâíÿ, íî òåì íå ìåíåå
ìíîãèå ôèçèêè îùóùàþò îïðåäåë¼ííûé êðèçèñ, ñâÿçàííûé ñ îòñóòñòâèåì íîâûõ
ôèçè÷åñêèõ èäåé � ïîäîáíûõ òåì, êîòîðûå îïëîäîòâîðèëè âñþ ôèçèêó äâàäöà-
òîãî âåêà: òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.
Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, Ýéíøòåéíà, Øð¼äèíãåðà � èç íèõ âûæàòî âñ¼, ïî÷òè âñ¼,
÷òî åù¼ ìîæíî âûæàòü.

Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íîâûõ ôèçè÷åñêèõ èäåé, íîâîé ôèçè÷å-
ñêîé ïàðàäèãìû. Íî äëÿ ýòîãî íóæåí äðóãîé ìåòîä îáó÷åíèÿ � íåîáõîäèìî
ó÷èòü ñòóäåíòîâ íå òîëüêî óìåíèþ ðåøàòü òå èëè èíûå óçêîïðàêòè÷åñêèå çà-
äà÷è è îáñ÷èòûâàòü èõ íà êîìïüþòåðå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé,
âîçíèêàþùèõ â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùåé ïàðàäèãìû, íî è ó÷èòü ñòóäåíòîâ ìûñ-
ëèòü øèðîêî, ñâîáîäíî, âñêðûâàÿ îãðîìíûå ýâðèñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè, çàêëþ-
÷¼ííûå â îáùèõ, óíèâåðñàëüíûõ ïðàâèëàõ, åäèíûì îáðàçîì îõâàòûâàþùèõ âñ¼
ðàçíîîáðàçèå ôèçè÷åñêîãî ìèðà.
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Íî ÷òî æå ïðèíÿòü â êà÷åñòâå íîâîãî êðèòåðèÿ èñòèííîñòè? Íàðÿäó ñ îáú-
åêòèâíûì ïðèíöèïîì ïîëåçíîñòè, äîïîëíèòåëüíûì ê íåìó , íåîáõîäèìî øèðå
èñïîëüçîâàòü ñóáúåêòèâíûé ïðèíöèï êðàñîòû.

È ïîýòîìó, îáðàùàÿñü ê ñòóäåíòàì, ÿ ãîâîðþ :
Åñëè âû õîòèòå ñòàòü íàñòîÿùèìè ôèçèêàìè, ñîõðàíèòü â ñåáå äî êîíöà äíåé

ñâîèõ ðàäîñòü îò èçáðàííîé âàìè ñïåöèàëüíîñòè, âû äîëæíû âûðàáîòàòü â ñåáå
÷óâñòâî êðàñîòû, ñîðàçìåðíîñòè, ãàðìîíè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòåé
â öåëîì. È ýòî ÷óâñòâî ñòàíåò äëÿ âàñ âàøèì ãëàâíûì êðèòåðèåì ïðè ïîñòðîåíèè
íîâîé ôèçè÷åñêîé ïàðàäèãìû, âûïàäàþùåãî íà äîëþ âàøåãî ïîêîëåíèÿ. Íî äëÿ
ýòîãî âû íå äîëæíû çàìûêàòüñÿ â ðàìêè îäíîé òîëüêî ñâîåé íàóêè; ïîñåùàéòå
êîíöåðòû Áàõà, Ìîöàðòà, Øîñòàêîâè÷à, ïî÷óâñòâóéòå ìàãèþ ñëîâà â ñòèõàõ ñòà-
ðûõ è ñîâðåìåííûõ ïîýòîâ, íå ïðîïóñêàéòå õóäîæåñòâåííûõ âûñòàâîê. È ýòî íå
ìîæåò íå äàòü ñâîèõ ïëîäîâ � â êàêîé-òî ìîìåíò âû ïî÷óâñòâóåòå, ÷òî è ôèçè-
êà, â âûñøèõ å¼ ðàçäåëàõ, ïîä÷èíåíà òåì æå ïðèíöèïàì êðàñîòû è ãàðìîíèè. È
âîò òîãäà-òî âû è îâëàäååòå òåì òâîð÷åñêèì íà÷àëîì, áåç êîòîðîãî íå ìûñëèìà
äåÿòåëüíîñòü íàñòîÿùåãî ó÷¼íîãî.

Êàêèìè æå êà÷åñòâàìè äîëæåí îáëàäàòü ëåêòîð, ÷èòàþùèé êóðñ îáùåé ôè-
çèêè â óíèâåðñèòåòå.

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à îáùåãî êóðñà ôèçèêè ñîñòîèò:
1. âî ââåäåíèè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîíÿòèé,
2. â ôîðìóëèðîâêå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ,
3. â îïèñàíèè óíèâåðñàëüíûõ ìîäåëåé âåùåñòâà,
4. â èçëîæåíèè åäèíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ìèðà.
Çàäà÷à ýòà íå ïðîñòàÿ è òðåáóåò îò ëåêòîðà áîëüøîé ïðîôåññèîíàëüíîé ïîä-

ãîòîâêè è âûñîêîé êóëüòóðû ôèçè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.
Åñòåñòâåííî, ÷òî êóðñ îáùåé ôèçèêè äîëæåí ñòðîèòüñÿ íà åäèíîì, îáùåì

äëÿ âñåé ôèçèêè, îñíîâàíèè, êîòîðîå ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü å¼ ëîãè÷åñêèì
ôóíäàìåíòîì. Ïðè ýòîì, ñîõðàíÿÿ òî÷íîñòü ôîðìóëèðîâîê è ëîãè÷åñêóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ, êóðñ îáùåé ôèçèêè íå äîëæåí ïîäìåíÿòü ñîáîé êóðñ
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, òàê êàê èìåííî çäåñü äîëæíà áûòü ïîêàçàíà ãëóáîêàÿ,
ïðèíöèïèàëüíàÿ ñâÿçü ôèçèêè ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Ëåêòîð, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæåí áûòü âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûì òåîðåòè-
êîì, è â òî æå ñàìîå âðåìÿ õîðîøî ÷óâñòâîâàòü êðàñîòó ýêñïåðèìåíòà è óìåòü
óâëå÷ü ñëóøàòåëåé, òîëüêî ÷òî âõîäÿùèõ â ìèð íàóêè, óìåëî ïîäîáðàííûìè ýô-
ôåêòíûìè ôèçè÷åñêèìè äåìîíñòðàöèÿìè.

Îí äîëæåí óìåòü ïîêàçàòü ïðîñòîå â ñëîæíîì è íåîáûêíîâåííîå â î÷åâèäíîì,
è, êàê ýòî ÷àñòî äåëàë íà ñâîèõ ëåêöèÿõ Ìàíäåëüøòàì, ñìåëî îáðàùàòüñÿ ê
ôèçè÷åñêèì ïàðàäîêñàì è óìåëî ðàçðåøàòü èõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî êóðñ îáùåé ôèçèêè äîëæåí ñòðîèòüñÿ íà åäèíîì ëîãè÷åñêîì
ôóíäàìåíòå, îòðàæàþùåì ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå íàóêè. Ïîýòîìó, èçëàãàÿ ñòó-
äåíòàì ïåðâûõ � âòîðûõ êóðñîâ îñíîâíûå èäåè è ïîíÿòèÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè,
ëåêòîð äîëæåí íå òîëüêî çíàòü ïðåäìåò, íî è îáëàäàòü òàëàíòîì ïîïóëÿðèçàòîðà.

Íàêîíåö, ÷òîáû âîñïèòàòü ó ñòóäåíòîâ âûñîêóþ êóëüòóðó ôèçè÷åñêîãî ìûø-
ëåíèÿ, ëåêòîð äîëæåí ñàì õîðîøî çíàòü èñòîðèþ íàóêè è â ñâîèõ ëåêöèÿõ øèðîêî
èñïîëüçîâàòü èñòîðè÷åñêèå ðåìèíèñöåíöèè.
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Î Ò Ç Û Â
î äèññåðòàöèè Å.Â.Àôîíàñèíà íà òåìó

"Çíà÷åíèå ñèìâîëèçìà äëÿ äîñòèæåíèÿ èñòèííîãî ãíîñèñà â
Ñòðîìàòàõ Êëèìåíòà Àëåêñàíäðèéñêîãî", ïðåäñòàâëåííîé íà

ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèëîñîôñêèõ íàóê

×åëîâåêó, ïîñâÿòèâøåìó æèçíü íåñïåøíîìó ïåðåëèñòûâàíèþ ñòðàíèö ñòà-
ðûõ êíèã è äðåâíèõ ôîëèàíòîâ, äîñòàâëÿåò èñòèííóþ ðàäîñòü, ÷òî íåñìîòðÿ
íà êðàéíå íåáëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ â íûíåøíåé æèçíè äëÿ ïîäîáíîãî ðîäà çà-
íÿòèé, â íàóêó ñèñòåìàòè÷åñêè ïðèõîäÿò ìîëîäûå ëþäè, ãîòîâûå ïðèíÿòü ýòó
ýñòàôåòó ó óõîäÿùèõ èëè ñòàðåþùèõ èññëåäîâàòåëåé.

Ñåãîäíÿ ïåðåä íàìè èìåííî òàêîé ñëó÷àé. Ìîëîäîé ó÷åíûé èç Íîâîñèáèðñêà
ñìåëî (è, îòìå÷ó ñðàçó, - ïî ïðàâó) çàÿâëÿåò î ñåáå, êàê îá óæå ñëîæèâøåì-
ñÿ ñïåöèàëèñòå, ãîòîâîì íà ñàìîì ñîâðåìåííîì óðîâíå (òî åñòü âî âñåîðóæèè
ïðîïåäåâòè÷åñêèé çíàíèé - äðåâíèõ è íîâûõ ÿçûêîâ, îñíîâ äóõîâíîé êóëüòóðû,
ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðû, óìåíèÿ ðàáîòû ñ ïåðâîèñòî÷íèêàìè è ò. ï.)
âçÿòüñÿ çà ðåøåíèå òåõ çàäà÷ â èñòîðèè êóëüòóðû (â äàííîì ñëó÷àå - â èñòîðèè
ôèëîñîôèè), êîòîðûå åù¼ íå áûëè ðåøåíû åãî ïðåäøåñòâåííèêàìè èëè ìîãóò
áûòü ïåðåîñìûñëåíû â ñâåòå íîâåéøèõ íàó÷íûõ äàííûõ. Ýòî äåéñòâèòåëüíî
ïðèÿòíî!

È çàÿâëÿåò îí î ñåáå íå íà êàêîì-íèáóäü ïóñòÿ÷êå, ÷òî òîæå âîçìîæíî è
âïîëíå çàêîíîìåðíî (èáî çàâèñèò îò òîãî, êàê ýòîò êóëüòóðíî-èñòîðè÷åñêèé "ïó-
ñòÿ÷îê" íàó÷íî îáðàáîòàòü), à íà îãðîìíîé, ñ òðóäîì îáîçðèìîé è ïðàêòè÷åñêè
íåïîäú¼ìíîé ãëûáå - "Ñòðîìàòàõ" Êëèìåíòà Àëåêñàíäðèéñêîãî. Òàêàÿ çàÿâêà
ïîä ñèëó òîëüêî ìîëîäîñòè, è ñëàâà Áîãó! Åñòåñòâåííî, àâòîð íåñêîëüêî ñóæàåò
òåìó - áåðåò òîëüêî ïðîáëåìó ãíîñèñà ó Êëèìåíòà, à â íåé - òîëüêî ñèìâîëè÷åñêèé
ìåòîä, íî è ýòè "ñóæåíèÿ" îãðàíè÷èâàþò îêåàí "Ñòðîìàò" ëèøü äî ïîëíîâîäíîé
ðåêè, ïëàâàíèå ïî êîòîðîé îòíþäü íå áåçîïàñíî. Àâòîðó óäàëîñü âûïëûòü, òî
åñòü âûäåðæàòü èñïûòàíèå, êîòîðîìó îí ñàì ñåáÿ ïî äîáðîé âîëå è ïîäâåðã. Ïå-
ðåä íàìè ñåðüåçíîå íàó÷íîå èññëåäîâàíèå, êîòîðîå íå ñòûäíî ïîêàçàòü, êàê ìíå
êàæåòñÿ, íå òîëüêî íàì ñ âàìè, íî è ïðÿìûì ñïåöèàëèñòàì, ïîñâÿòèâøèì ñåáÿ
èñêëþ÷èòåëüíî Êëèìåíòèàíå.

"Ñòðîìàòû" àëåêñàíäðèéñêîãî ìûñëèòåëÿ - îäíî èç ñàìûõ êðóïíûõ è, ïîæà-
ëóé, ñàìûõ òðóäíûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ ñî÷èíåíèé â ïîçäíåàíòè÷íîé ôèëîñîôñêî-
áîãîñëîâñêîé ëèòåðàòóðå. Èìåííî ïîýòîìó ìû äî ñèõ ïîð íå èìååì íè äîáðîòíî-
ãî íàó÷íîãî ïåðåâîäà ýòîãî òðóäà íà ðóññêèé ÿçûê, íè - ñåðüåçíûõ ñîâðåìåííûõ
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé åãî â Ðîññèè. Àâòîð äèññåðòàöèè âçÿë íà ñåáÿ ñìåëîñòü
çàíÿòüñÿ è òåì è äðóãèì. Íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, îí ðàáîòàåò íûíå è íàä ïåðåâî-
äîì îòäåëüíûõ êíèã "Ñòðîìàò", è ïðåäñòàâèë ñåãîäíÿ íà çàùèòó ôðàãìåíò ñâîèõ
íàó÷íûõ øòóäèé. Õî÷ó íàäåÿòüñÿ, ÷òî îí íå îñòàíîâèòñÿ íà ýòîì, íî ïðîäîëæèò
ñâîþ êðîïîòëèâóþ èññëåäîâàòåëüñêóþ, à ðàâíî è ïåðåâîä÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü,
èáî îáñóæäàåìàÿ äèññåðòàöèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî àâòîðó ïî ïëå÷ó ýòà ðàáîòà.

Â ïðåäñòàâëåííîé âíèìàíèþ Ó÷åíîãî ñîâåòà äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ
ãíîñåîëîãèÿ êðóïíåéøåãî ðàííåõðèñòèàíñêîãî ìûñëèòåëÿ â àñïåêòå åå íåêîòîðûõ
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ñïåöèôè÷åñêèõ ìåòîäîâ, îïðåäåëÿåìûõ îñîáåííîñòüþ êîíå÷íîãî îáúåêòà ïîçíà-
íèÿ õðèñòèàí - ôàêòè÷åñêè òðàíñöåíäåíòíîãî Áîãà, íå äîñòóïíîãî äèñêóðñèâíî-
ëîãè÷åñêèì ñïîñîáàì ïîçíàíèÿ.

Å.Â.Àôîíàñèí óáåäèòåëüíî ïîêàçûâàåò, ÷òî è ñàìà èäåÿ ïîäîáíîãî àáñîëþò-
íîãî îáúåêòà ïîçíàíèÿ, è ìåòîäû íåâåðáàëüíîãî, èððàöèîíàëüíîãî, ýêçåãåòèêî-
ñèìâîëè÷åñêîãî è ò. ï. ïóòåé åãî ïîñòèæåíèÿ âèòàëè â äóõîâíîé àòìîñôåðå
ïîçäíåé àíòè÷íîñòè, êàê â ãðåêî-ðèìñêîì, òàê è â áëèæíåâîñòî÷íûõ àðåàëàõ è
íàõîäèëè ÷àñòî äîñòàòî÷íî áëèçêèå ôîðìû ðåàëèçàöèè è ó ïëàòîíèêîâ, è ó ãíî-
ñòèêîâ, è ó äðåâíååâðåéñêèõ òàëìóäèñòîâ, è ó ïåðâûõ îòöîâ õðèñòèàíñêîé Öåðê-
âè. Êëèìåíò ïðèíàäëåæàë ê ïîñëåäíèì, íî, áóäó÷è îäíèì èç îáðàçîâàíåéøèõ
ëþäåé ñâîåãî âðåìåíè, ïîïûòàëñÿ ó÷åñòü â ñâîèõ òðóäàõ, è îñîáåííî â "Ñòðî-
ìàòàõ" îïûò âñåõ íàèáîëåå âëèÿòåëüíûõ è èíòåðåñíûõ íàïðàâëåíèé äóõîâíîé
êóëüòóðû ñâîåãî è ïðåäøåñòâóþùèõ âðåì¼í.

Îòñþäà, êàê óáåäèòåëüíî ïîêàçàíî â äèññåðòàöèè, è íå ñëó÷àéíîñòü âûáîðà
æàíðà "ñòðîìàò" - òåêñòà â ôîðìå "ëîñêóòíîãî îäåÿëà", íåêîé ïåñòðîé ñìåñè
áåñêîíå÷íûõ öèòàò è ñîáñòâåííûõ ìûñëåé â äîñòàòî÷íî ñâîáîäíîé è ïðè÷óäëèâîé
êîìïîçèöèè, îðèåíòèðîâàííîé íà îäíîâðåìåííîå ñî-êðûòèå (îò íåïîñâÿùåííûõ è
íå äîñòèãøèõ åùå îïðåäåëåííîé ñòóïåíè äóõîâíîãî ñîâåðøåíñòâà) è îò-êðîâåíèå
âûñøèõ ñòóïåíåé ãíîñèñà äîñòîéíûì è ñïîñîáíûì âçîéòè íà íèõ.

Àâòîð äèññåðòàöèè óáåäèòåëüíî ïîêàçûâàåò ïðè÷èíû, ïðèâåäøèå Êëèìåíòà
ê ýòîé àíòèíîìè÷åñêîé ôîðìå âûðàæåíèÿ âûñøåãî çíàíèÿ. Çäåñü è ñîçíàòåëüíîå
ñòðåìëåíèå óáåðå÷ü çíàíèå îò ïðîôàíàöèè; è ïîíèìàíèå, ÷òî ÷àñòè÷íî ñîêðû-
òûå èñòèíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòðåìÿùèìñÿ ê íèì áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûìè, âíó-
øèòåëüíûìè, òàèíñòâåííûìè è, íàïðîòèâ, îòòàëêèâàþò ñëó÷àéíî çàãëÿíóâøèõ
â õðàì âûñîêîé íàóêè. Çäåñü è îñîçíàíèå òîãî, ÷òî äóõîâíûé îïûò îòíþäü íå
âåñü è íå ïîëíîñòüþ ìîæåò áûòü ïåðåäàí è àäåêâàòíî âûðàæåí ïðÿìîëèíåéíûìè
ôîðìàëüíî-ëîãè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè.

Äëÿ ñâîåé âåðáàëüíîé ïðåçåíòàöèè îí ÷àñòî òðåáóåò îñîáûõ èíîñêàçàòåëüíûõ
è ïîëèñåìàíòè÷íûõ ôîðì, òî åñòü ñèìâîëè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ.

Â äèññåðòàöèè äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíî ïîêàçàíû, õîòÿ è íå âñåãäà ñ äîëæ-
íîé ñòåïåíüþ òùàòåëüíîñòè ïðîðàáîòàíû, ïóòè äîñòèæåíèÿ âûñøåãî çíàíèÿ,
êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû àâòîðîì â âèäå òðåõ îñíîâíûõ ñòóïåíåé âîñõîæäåíèÿ:
katharsis, analysis,theoria . Ïðè ýòîì ïðîöåññ "àíàëèçà" (èëè îòðåøåíèÿ
îò ñòðàñòíîãî, ñóåòíîãî áûòèÿ) îñìûñëèâàåòñÿ àâòîðîì êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå
âîñõîæäåíèå îò "ìàëûõ ìèñòåðèé" (=âíåøíèõ íàóê) ÷åðåç "Âåëèêèå ìèñòå-
ðèè"(=áîãîñëîâèå) ê àïîôàòè÷åñêîìó áîãîñëîâèþ (ñ. 53-57). Â ýòîé ãëàâå çàòðî-
íóòî ìíîãî èíòåðåñíûõ ïðîáëåì èððàöèîíàëüíîé êîíöåïöèè ïîçíàíèÿ Êëèìåíòà
(â ÷àñòíîñòè, è åãî àïîôàòèêà, ñòàâøàÿ âàæíûì øàãîì íà ïóòè ê ðàçâåðíóòîé
àïîôàòèêå àâòîðà "Àðåîïàãèòèê"; è ïðîáëåìà ïðîòèâîðå÷èÿ è ïàðàäîêñà, êàê
îñíîâ õðèñòèàíñêîãî âåðáàëèçîâàííîãî ïîçíàíèÿ è ò. ï.), è ýòà ãëàâà, íà ìîé
âçãëÿä, è äîëæíà áûëà ñòàòü îñíîâíîé â äèññåðòàöèè, êàê ðàñêðûâàþùàÿ ïî
ñóùåñòâó åå òåìó. Îäíàêî îíà òàêîâîé íå ñòàëà, çàíÿâ ðàâíîå ìåñòî ñ äðóãèìè
ãëàâàìè. Òîëüêî â ñëåäóþùåé ãëàâå àâòîð ìèìîõîäîì áðîñàåò, ÷òî â ïðåäøåñòâó-
þùåé ãëàâå èì ÿêîáû ïîêàçàíà ðîëü ñèìâîëà â ñèñòåìå âîñõîæäåíèÿ îò òâàðíîãî
ìèðà â ìèð äóõîâíûõ ñóùíîñòåé (ñ. 67) è ïåðåõîäèò ïî ñóòè äåëà ê ñîâñåì èíîé
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ïðîáëåìå - ê êëèìåíòîâîé îíòîëîãèè, ãäå óæå ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò íå ñèìâîë, à
îáðàç - eikon. Äîñàäíîå, íî ïîíÿòíîå ñòðåìëåíèå ìîëîäîãî èññëåäîâàòåëÿ âûñêà-
çàòü êàê ìîæíî áîëüøå èç òîãî, ÷òî îí çíàåò. Õîòÿ áû ñêîðîãîâîðêîé.

Âîîáùå, åñëè îòâëå÷üñÿ íåñêîëüêî îò ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû, êîòîðîå â öåëîì
áåç ñîìíåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîëíî è îñíîâàòåëüíî ðàñêðûâàåò ïîñòàâëåííóþ èññëå-
äîâàòåëüñêóþ çàäà÷ó, òî ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî àâòîð, óâëåêøèñü èíòåðåñ-
íîé, ÿ áû ñêàçàë ýñòåòè÷åñêîé ìåòîäîëîãèåé "ñòðîìàò", è ñàì â êàêîé-òî ìåðå
îêàçûâàåòñÿ âòÿíóòûì â ñèñòåìó ïðàâèë ýòîé ìåòîäîëîãèè.

Ñòðåìÿñü âûÿâèòü íå÷òî, îí íåðåäêî ýòî ñî-êðûâàåò ïóòåì ñîçíàòåëüíîé èëè
íåîñîçíàâàåìîé íå÷åòêîñòè (â ñòðîãî ëîãè÷åñêîì ñìûñëå) êîìïîçèöèîííîé îð-
ãàíèçàöèè ñâîåãî òåêñòà. Ñ ïîçèöèè ìàêñèìàëüíîé ñòðóêòóðíîé ÿñíîñòè, õà-
ðàêòåðíîé äëÿ íåìåöêîé êëàññè÷åñêîé ôèëîñîôèè, ìîæíî áûëî áû, íàïðèìåð,
ïîðåêîìåíäîâàòü àâòîðó ãëàâó 5 ñäåëàòü ãëàâîé 2 è èçëîæèòü â íåé îíòîëîãè÷å-
ñêóþ ýéêîíî-ëîãèþ Êëèìåíòà, êîòîðîé â îñíîâíîì è ïîñâÿùåíà ñîáñòâåííî ïÿòàÿ
ãëàâà. Ïðè ýòîì èìåëî áû ñìûñë ïîêàçàòü, ÷òî ó Êëèìåíòà ïðè âñåé åãî ñâîáî-
äå îáðàùåíèÿ ñ òåðìèíîëîãèåé îáðàç (eikon, õîòÿ äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ èíîãäà
èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå òåðìèíû) â öåëîì íîñèò îíòîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð, â òî
âðåìÿ êàê ñèìâîë (êîòîðîìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà) - êàòåãîðèÿ â îñíîâíîì
ãíîñåîëîãè÷åñêàÿ.

Â òàêîì ñëó÷àå, ðàçâèâàÿ äàëüøå ñòðîãóþ ëîãèêó èäåàëüíîé ñòðóêòóðû ðàáî-
òû, òðåòüåé ãëàâîé äèññåðòàöèè ñëåäîâàëî áû ñäåëàòü áîëüøóþ ãëàâó î "òåîðèè"
ïîçíàíèÿ Êëèìåíòà (âêëþ÷àÿ ñþäà ïðîáëåìó âåðû è ãíîñèñà è ïóòü âîñõîæäåíèÿ
ïî ñòóïåíÿì ãíîñèñà). Çäåñü-òî è ñòîèëî áû ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè îáúåêòà ïîçíàíèÿ íà îïðåäåëåííîì óðîâíå âîñõîæäåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìîñòü â òàêîì âåðáàëüíî-ñâåðõâåðáàëüíîì ïîñðåäíèêå êàê ñèìâîë è ïåðåéòè ê
ñëåäóþùåé è ïîñëåäíåé ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ñîáñòâåííî êëèìåíòîâó ñèìâîëèçìó
è ñèìâîëè÷åñêîé ýêçåãåçå, â ÷àñòíîñòè.

Îäíàêî àâòîð, ñëåäóÿ ãíîñåîëîãè÷åñêîìó ïðèíöèïó äðåâíèõ, ñîãëàñíî êîòî-
ðîìó, ïîäîáíîå ïîçíàåòñÿ ïîäîáíûì, îñòàíîâèëñÿ íà áîëåå ñëîæíîé (â ÷åì-òî
óïîäîáëÿþùåéñÿ ñòðóêòóðå îáúåêòà åãî èññëåäîâàíèÿ) è ìåíåå ÿñíîé è î÷åâèä-
íîé êîìïîçèöèè èññëåäîâàíèÿ. Èçðÿäíî ïîòðóäèâøèñü íàä ñîáèðàíèåì êóáèêîâ
ñìàëüòû êëèìåíòîâîé ìîçàèêè, Å.Â.Àôîíàñèí, êàæåòñÿ, ðåøèë ñîçíàòåëüíî ïå-
ðåëîæèòü ÷àñòü ýòîé ðàáîòû è íà ñâîèõ ÷èòàòåëåé, çàñòàâëÿÿ è èõ ïîøåâåëèòü
ìîçãàìè, ÷òîáû ïîñòè÷ü ãëóáèííûé ñìûñë åãî ñîáñòâåííîãî ñî÷èíåíèÿ. Íó ÷òî
æ, ñ íåïîääåëüíîé ðàäîñòüþ ãåðîÿ Åâìàôèÿ Ìàêðåìâîëèòà ÿ ìîãó âîñêëèêíóòü
åãî æå ñëîâàìè: "Ðàçãàäàë ÿ òâîþ çàãàäêó, ìàñòåð, ïîñòèã òâîé ðàññêàç, îêóíóëñÿ
â ñàìûå òâîè ìûñëè; è åñëè òû Ñôèíêñ, Ýäèï - ÿ, åñëè, ñëîâíî ñ æåðòâåííèêà è
òðåíîæíèêà Ïèôèè, òû âåùàåøü òåìíûå ñëîâà, ÿ - òâîé ïðèñëóæíèê è òîëêîâà-
òåëü òâîèõ çàãàäîê".

Ïðîøó âûñîêîå ñîáðàíèå ïðîñòèòü ìåíÿ çà ñòîëü öâåòèñòîå ëèðè÷åñêîå îò-
ñòóïëåíèå â ëþáèìûé ìíîþ âèçàíòèíèçì, íî ñ åãî ïîìîùüþ ìíå õîòåëîñü áû
ÿð÷å ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ñåðüåçíîé, èíòåðåñíîé, íî íå ñîâñåì
òðàäèöèîííîé è ïðè ýòîì ãëóáîêîé íàó÷íîé ðàáîòîé. Åå àâòîð íå ðàññ÷èòûâàåò
íà ÷èòàòåëÿ-ïðîôàíà, íî - íà ïîñâÿùåííîãî, òî åñòü êàê ìèíèìóì íà ÷åëîâåêà,
äîñòàòî÷íî õîðîøî çíàêîìîãî è ñ àíòè÷íîé äóõîâíîé êóëüòóðîé, è ñ õðèñòèàí-
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ñòâîì.
Òàêîâîé ñîáñòâåííî è äîëæíà áûòü íàñòîÿùàÿ íàó÷íàÿ äèññåðòàöèÿ. Ïîýòî-

ìó ÿ ìîãó ñ ëåêèì ñåðäöåì óòâåðæäàòü, ÷òî äàííàÿ ðàáîòà íåñîìíåííî îòâå÷àåò
òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì âûñîêîé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèåé ê ïðîèçâåäå-
íèÿì ýòîãî æàíðà, à åå àâòîð çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ åìó èñêîìîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèëîñîôñêèõ íàóê.

Ñèå íå îçíà÷àåò, êîíå÷íî, ÷òî äèññåðòàöèÿ ëèøåíà íåäîñòàòêîâ. Òàêîãî íå
ìîæåò áûòü â ïðèíöèïå, ïî îïðåäåëåíèþ ñàìîãî äèññåðòàöèîííîãî æàíðà. ×òîáû
íå áûòü ãîëîñëîâíûì è ïðèâåñòè ñâîé îòçûâ â íåêîå ñîîòâåòñòâèå æàíðó îòçû-
âîâ, ÿ óêàæó íà íåêîòîðûå èç íèõ, õîòÿ îíè, åñòåñòâåííî, íèêàê íå âëèÿþò íà
îöåíêó ðàáîòû, à ñêîðåå ïîääòâåðæäàþò è óñèëèâàþò åå. Íàïðèìåð, äàæå âû-
ñòóïèâ ñàìîçâàííûì Ýäèïîì, ÿ íå ìîãó äî êîíöà ðàçãàäàòü ôðàçó àâòîðà íà ñ. 9,
ïîäêðåïëåííóþ ê òîìó æå ìóäðîé ñíîñêîé: "Êàê íèêîãäà îáîñòðÿåòñÿ ïðîáëåìà
ïëàãèàòà". Íà ìîé âçãëÿä, òàêàÿ ïðîáëåìà âîîáùå íå ñòîÿëà â ïîçäíåé àíòè÷-
íîñòè è ó ðàííèõ õðèñòèàí. Îíè ñòðàíèöàìè, êàê ïðàâèëî, áåç âñÿêèõ ññûëîê è
çàçðåíèÿ ñîâåñòè ïåðåïèñûâàþò äðóã èç äðóãà è èçî âñåõ èçâåñòíûõ èì äðåâíèõ
èñòî÷íèêîâ è â ýòîì ñìûñëå ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïëàãè-
àòîðàìè. Îäíàêî â òîé êóëüòóðå íå ñóùåñòâîâàëî ïðîáëåìû ëè÷íîãî àâòîðñòâà
è, ñîîòâåòñòâåííî, - ïðîáëåìû ïëàãèàòà. Âîïðîñ æå î ïðèîðèòå äðåâíååâðåéñêîé
ìóäðîñòè ïåðåä ãðå÷åñêîé, î ÷åì, âèäèìî, è èäåò ðå÷ü â äàííîé ôðàçå àâòîðà,
îòíîñèòñÿ îòíþäü íå ê ïðîáëåìå ïëàãèàòà, à ê ñôåðå íàñëåäîâàíèÿ èñòèííîãî
çíàíèÿ è óñòàíîâëåíèÿ åãî ïåðâîèñòî÷íèêà.

Íà ñ. 11 àâòîð ïèøåò áåç êàêèõ-ëèáî äîêàçàòåëüñòâ: "Òàêèì îáðàçîì, Êëè-
ìåíò ñòàâèò ïåðåä ñîáîé ãëîáàëüíóþ öåëü - ñîçäàíèå ñèñòåìû õðèñòèàíñêîé ôè-
ëîñîôèè". Äóìàþ, ÷òî Êëèìåíò òàêîé öåëè ïåðåä ñîáîé íå ñòàâèë. Å¼, êàê
èçâåñòíî, âïåðâûå ïîñòàâèë è ïîïûòàëñÿ äîñòàòî÷íî ïëîäîòâîðíî ðåàëèçîâàòü
òîëüêî åãî ó÷åíèê Îðèãåí.

Åñëè ìû ñîãëàñèìñÿ ñ óòâåðæäåíèåì àâòîðà, ÷òî "Êëèìåíòó ïðèíàäëåæèò
÷åñòü ïåðâîé ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ ôèëîñîôñêîé òåîðèè ñèìâîëà" (ñ. 14), òî ìû
âïðàâå ïîòðåáîâàòü îò íåãî è áîëåå ðàçâåðíóòîãî, ÷åì ýòî äàíî â äèññåðòàöèè,
àíàëèçà ýòîé "ïîïûòêè" ñ ïðèâåäåíèå êîíêðåòíîãî ìàòåðèàëà, èáî ýòîò ôàêò
êðàéíå âàæåí äëÿ èñòîðèè êóëüòóðû. Îäíàêî è òåêñòû ñàìîãî Êëèìåíòà, è
òåêñò äèññåðòàöèè óáåæäàþò íàñ, ÷òî ÷åñòü ñèÿ ïðèíàäëåæèò âñå-òàêè êîìó-òî
äðóãîìó.

Ñëàáî ïðîïèñàíû â äèññåðòàöèè òàêèå âàæíûå ïðîáëåìû êëèìåíòîâîé è âî-
îáùå õðèñòèàíñêîé ãíîñåîëîãèè êàê ñîçåðöàíèå, óïîäîáëåíèå è åäèíåíèå ñ Áîãîì,
îòêðîâåíèå è íåêîòîðûå äðóãèå, õîòÿ âñå îíè òàê èëè èíà÷å (êàê ïðàâèëî ìåëü-
êîì) óïîìèíàþòñÿ â ðàáîòå. Ìîæíî îòìåòèòü è íåêîòîðóþ íåáðåæíîñòü òåõíè-
÷åñêîãî ïëàíà, íàïðèìåð, â ïàãèíàöèè öèòàò, êîãäà îòñóòñòâóåò òî óêàçàíèå íà
êíèãó "Ñòðîìàò", òî íà ãëàâó, èëè - â ðóññêîé îãëàñîâêå ãðå÷åñêèõ òåðìèíîâ -
òî ýêçåãåçà, òî ýêçåãåñèñ.

Òàêèõ äîñàäíûõ ìåëî÷åé ìíîãî íàáèðàåòñÿ â ëþáîé ñåðüåçíîé ðàáîòå. Òðóä-
íî óñëåäèòü çà íèìè, êîãäà ïåðåä âíóòðåííèì âçîðîì êëóáèòñÿ íåêàÿ âåëè÷å-
ñòâåííàÿ ìàõèíà çàìûñëà, ðâóùåãîñÿ ê âîïëîùåíèþ â ìàòåðèè ñëîâ, à ìàòåðèÿ
ñèÿ ñëèøêîì ýôåìåðíà è òðóäíî óëîâèìà. ß è óïîìÿíóë-òî î íèõ òîëüêî ðàäè
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ïðîôîðìû æàíðà, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü åùå ðàç ïîäòâåðäèòü ñâîé âûâîä î
íåîáõîäèìîñòè ïðèñóæäåíèÿ Å.Â.Àôîíàñèíó èñêîìîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèëî-
ñîôñêèõ íàóê.

Ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ôèëîñîôèè ÐÀÍ,
äîêòîð ôèëîñîôñêèõ íàóê

Â.Â.Áû÷êîâ

Ïîçäðàâëåíèå ñ ñåìèäåñÿòèëåòèåì
MAGISTRO MEO; EVGENIUS IURIO DICIT.

GRATIAS TIBI ET SAEPE ET MAXIMAS AGO, MAGISTER
MEUS DOCTISSIMUS ATQUE CELEBRISSIMUS.
CONGRATULATIONES MAXIMAE ACCIPE PROPTES
LXX ANNIVERSARIO.
CURA, UT VALEAS.

ante diem tertium Idus Martiuas a.D. MCMXCVII
dabam oppido Academicorum apud Neapolim Sibirientibus

III I.d. Martus MCMXCVII

ÌÎÅÌÓ ÍÀÑÒÀÂÍÈÊÓ; ÅÂÃÅÍÈÉ ÞÐÈÞ ØË�Ò ÏÐÈÂÅÒ.

ÏÎÇÄÐÀÂËÅÍÈß ÒÅÁÅ ØËÞ ×ÀÑÒÛÅ È ÌÍÎÃÈÅ,
ÌÎÉ Ó×�ÍÅÉØÈÉ È ÏÐÎÑËÀÂËÅÍÍÛÉ ÍÀÑÒÀÂÍÈÊ.
Ê 70-ËÅÒÈÞ ÒÂÎÅÌÓ ÏÐÈÌÈ ÌÍÎÃÎ×ÈÑËÅÍÍÛÅ
ÏÎÇÄÐÀÂËÅÍÈß!.
ÁÅÐÅÃÈ ÑÅÁß È ÇÄÐÀÂÑÒÂÓÉ!

Òðåòèé äåíü ìàðòîâñêèõ èä, 1997 ãîä îò ðîæäåñòâà Õðèñòîâà
äàíî â Àêàäåìãîðîäêå ó Íîâîãî ãîðîäà ñèáèðñêîãî.

III I.d. Martus MCMXCVII
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À âïåðåäè � Ìîíáëàí! (ëåòî 2003)

Âìåñòî çàêëþ÷åíèÿ

Ñ êàêîé áîëüþ, ðàäîñòüþ è ìóêîé äàëàñü ìíå ýòà êíèãà. È ÿ ÷àñòî âñïî-
ìèíàë óñòàëîå âîñêëèöàíèå Áîêëÿ: �ß íèêîãäà íå çàâåðøó ñâîåé êíèãè!� (è îí,
äåéñòâèòåëüíî óìåð, íå äîïèñàâ ñâîþ ãðàíäèîçíóþ �Èñòîðèþ...�). À ìåæäó òåì ÿ
äàâíî ïîíÿë, ÷òî ÿ îáÿçàí çàâåðøèòü å¼. Åé âûïàëî ñòàòü ìîåé Ãëàâíîé Êíèãîé.

Âñ¼ ýòî âðåìÿ � ñîðîê ëåò! � ÿ áûë çàíÿò åþ, ÿ åþ æèë, ÿ ïîñòîÿííî, êàæäûé
äåíü ðàçìûøëÿë íàä íåé. Åñëè Ñóäüáà ïîçâîëèò ìíå äîâåñòè ìîé òðóä äî êîíöà,
ÿ èñïîëíþ ñâî¼ ïðåäíàçíà÷åíèå.

Ñàìûì ãëàâíûì îòêðûòèåì â ñâîåé æèçíè ÿ ñ÷èòàþ îòêðûòèå Ïðèíöèïà
�äâîéíîé äèõîòîìèè� (èëè Ïðèíöèïà �ïåðåñå÷¼ííîé ïèðàìèäû�).

Ïåðâàÿ äèõîòîìèÿ õîðîøî èçâåñòíà � ìèð ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè è
ìèð èäåàëüíûõ ñóùíîñòåé.

Âòîðàÿ äèõîòîìèÿ � ìèð èäåàëüíûõ ñóùíîñòåé â ñâîþ î÷åðåäü äåëèòñÿ íà
ìèð àíòðîïíûõ ìîäåëåé è ñàêðàëüíûé ìèð Âûñøåé ðåàëüíîñòè.

Ìåæäó íèìè � îáëà÷íûé ñëîé, êîòîðûé íóæíî ïðåîäîëåòü.
Ïî÷òè âñÿ ñîâðåìåííàÿ íàóêà, ôèëîñîôèÿ è ðåëèãèÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå íà-

ãëÿäíûõ àíòðîïíûõ ìîäåëåé.
Íàóêà ïûòàåòñÿ íàéòè àíòðîïíóþ ìîäåëü íåóëîâèìîãî ïîíÿòèÿ �ìàòåðèè� â

âèäå íàãëÿäíûõ ïîíÿòèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ïîëåé, ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.
Êàæäàÿ ðåëèãèîçíàÿ êîíôåññèÿ ñîçäà¼ò ñâîþ àíòðîïíóþ ìîäåëü Áîãà.
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Ôèëîñîôèÿ óòðàòèëà ñâî¼ ïîíèìàíèå öåëè è ðàññûïàëàñü íà ìíîæåñòâî �ôè-
ëîñîôèé�. Â ãîíêå çà ìàòåðèàëüíûìè áëàãàìè â âèäå êàíäèäàòñêèõ è äîêòîð-
ñêèõ ñòåïåíåé è çâàíèé, êàê ãðèáû ïîñëå äîæäÿ, âîçíèêàþò ôèëîñîôèÿ íàóêè,
ôèëîñîôèÿ òåõíèêè, ôèëîñîôèÿ îáðàçîâàíèÿ, ôèëîñîôèÿ êóëüòóðû, ôèëîñî-
ôèÿ èñòîðèè, ôèëîñîôèÿ èñêóññòâà, ôèëîñîôèÿ õîçÿéñòâà, ôèëîñîôèÿ ïðîèç-
âîäñòâà, ôèëîñîôèÿ ìåäèöèíû, ôèëîñîôèÿ ÷åëîâåêà, ôèëîñîôèÿ ìîðàëè, ôè-
ëîñîôèÿ ëþáâè, ôèëîñîôèÿ ÿçûêà, ôèëîñîôèÿ ðåëèãèè, ôèëîñîôèÿ ñîçíàíèÿ,
ôèëîñîôèÿ ïîíèìàíèÿ, ôèëîñîôèÿ ïðàâà, ôèëîñîôèÿ ñèíåðãåòèêè, ôèëîñîôèÿ
ýêîëîãèè, ôèëîñîôèÿ ïîëèòèêè è òàê äàëåå.

À ñàìà ÔÈËÎÑÎÔÈß óòðà÷åíà, òàê æå êàê óòðà÷åíà ÐÅËÈÃÈß (êàê Åäè-
íàÿ òåîëîãèÿ, îòâå÷àþùàÿ íà âîïðîñ � ÷òî åñòü ÁÎÃ).

Ñîâðåìåííàÿ íàóêà òàê æå ðàñïàëàñü íà ìíîæåñòâî äèðåêòîðèé, ðàçäåë¼ííûõ
ìåæäó ñîáîé íåïðîíèöàåìûìè ïåðåãîðîäêàìè. Íàóêà óòðàòèëà Öåëü, îíà íå
èùåò Èñòèíó, � îíà èùåò ïîëüçó. È òåì ñàìûì îíà èññóøàåò ñâîè æèâîòâîðÿùèå
èñòî÷íèêè, ïîæèðàÿ ñâîèõ äåòåé.

×òîáû âîçðîäèòü íàóêó, ôèëîñîôèþ è ðåëèãèþ, íåîáõîäèìî îñâîáîäèòüñÿ
îò àíòðîïíûõ ìîäåëåé, âîçíèêøèõ íà áàçå âåñüìà íåñîâåíøåííûõ è îãðàíè÷åí-
íûõ îðãàíîâ ÷óâñòâ. Îðãàíû ÷óâñòâ äàíû ÷åëîâåêó äëÿ îðèåíòàöèè âî âíåøíåì
ìèðå ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Íî ýòè èíñòðóìåíòû, ïîäîáíî îòâ¼ðòêå,
ïëîñêîãóáöàì è ïàÿëüíèêó, íå ïîìîãóò íàëàäèòü êîìïüþòåð, ó êîòîðîãî èìåþòñÿ
ñáîè â ïðîãðàììå. Äåëî â òîì, ÷òî â êîìïüþòåðå èìååòñÿ äâà óðîâíÿ � hardware
(æåëåçî) è software(ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå), ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì, íî íå
ñâîäèìûå äðóã ê äðóãó.

Èòàê, â îñíîâàíèè Ìèðîçäàíèÿ ëåæèò îáðàç ïèðàìèäû, ðàçäåë¼ííîé íà äâå
ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå ÷àñòè. ß ïðèäàþ ýòîìó îáðàçó íàñòîëüêî áîëüøîå çíà-
÷åíèå, ÷òî õîòåë áû, ÷òîáû íà ìî¼ì íàäãðîáèè áûë áû èçîáðàæ¼í ñèìâîë ïåðå-
ñå÷¼ííîé Ïèðàìèäû.

Íèæíÿÿ ÷àñòü Ïèðàìèäû ñèìâîëèçèðóåò �ëèíèþ Äåìîêðèòà� (ñâîéñòâî öå-
ëîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì åãî ÷àñòåé) è ñûãðàëà ñâîþ âåäóùóþ ðîëü â ñòà-
íîâëåíèè ñîâðåìåííîé íàóêè è, â ÷àñòíîñòè, â îòêðûòèè ìèêðîìèðà. Íî îíà æå
è çàâåëà ôèçèêó â äóðíóþ áåñêîíå÷íîñòü: òåïåðü ñòàëî ÿñíî, ÷òî íå ñóùåñòâó-
åò �ïîñëåäíèõ êèðïè÷èêîâ ìàòåðèè� (ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè óñêîðèòåëåé áóäóò
ðîæäàòüñÿ íîâûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû � �ëåïòîêâàðêè� è òàê äàëåå äî áåñêî-
íå÷íîñòè).

Êîðîëü óìåð � äà çäðàâñòâóåò êîðîëü!
Âåðõíÿÿ ÷àñòü Ïèðàìèäû ñèìâîëèçèðóåò �ëèíèþ Ïëàòîíà� (ñâîéñòâà ÷àñòåé

îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâîì öåëîãî). Íà ñìåíó ðåäóêöèîíèçìó ïðèõîäèò õîëîíîìèÿ
(ìèðîâîçðåíèå �Åäèíîãî-öåëîãî�).

Ìíå óäàëîñü íàéòè Åäèíîå Ïåðâîíà÷àëî, îïðåäåëÿþùåå êîíêðåòíûé âèä âñåõ
ïåðâè÷íûõ çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè.

Â îòëè÷èå îò òóìàííîé �ìàòåðèè� ýòî Ïåðâîíà÷àëî, êîòîðîå ÿ íàçâàë Ôè-
çè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, äîïóñêàåò ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå. Íî äëÿ ýòîãî
ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàòü íîâóþ îáëàñòü çíàíèÿ � ìàòåìàòèçèðîâàííóþ ôèçè÷å-
ñêóþ ãåðìåíåâòèêó ñî ñâîèìè ïîíÿòèÿìè, ñî ñâîèìè èñõîäíûìè ïðèíöèïàìè è
îñîáûìè, íåèçâåñòíûìè ðàíåå, ñàêðàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
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Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò íàñòîëüêî îáùèé, óíèâåðñàëüíûé è ïðîñòåéøèé èç âñå-
ãî ìûñëèìîãî, âèä, ÷òî êàæåòñÿ ÷óäîì, ïîõîæèì íà òâîðåíèå Âñåëåííîé �èç íè-
÷åãî�, âîçíèêíîâåíèå èç íåãî åäèíñòâåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ
êîíêðåòíûé âèä çàêîíîâ ôèçèêè è ãåîìåòðèè â íàøåì åäèíñòâåííîì ñîâåðøåí-
íîì ìèðå.

Îòêóäà ó ìåíÿ òàêàÿ óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî ìíå óäàëîñü ðåêîíñòðóèðîâàòü
îñíîâíîé Çàìûñåë Òâîðöà?

Äåëî â òîì, ÷òî, êàê ÿ îáíàðóæèë â ïîñëåäíèå ãîäû, ýòè èäåè óæå äàâíî
âèòàëè â ãîëîâàõ Ïëàòîíà, Àðèñòîòåëÿ, Ïëîòèíà, Ôèëîíà Àëåêñàíäðèéñêîãî,
Îðèãåíû, Âàñèëèÿ Âåëèêîãî, Êëèìåíòèÿ Àëåêñàíäðèéñêîãî, Ãðèãîðèÿ Áîãîñëî-
âà, Äèîíèñèÿ Àðåîïàãèòà, Ãðèãîðèÿ Íèññêîãî, Ìàêñèìà Èñïîâåäíèêà, Èîàííà
Äàìàñêèíà, Ãðèãîðèÿ Ïàëàìû, Èîàííà Ñêîò Ýðèóãåíû, Íèêîëàÿ Êóçàíñêîãî,
Ôîìû Àêâèíñêîãî, ßêîâà Á¼ìå, Èììàíóèëà Êàíòà, Ñåðãåÿ Áóëãàêîâà, Íèêîëàÿ
Áåðäÿåâà, Âëàäèìèðà Ñîëîâü¼âà, Ñåì¼íà Ôðàíêà, Èñààêà Íüþòîíà, Àëüáåðòà
Ýéíøòåéíà, Âåðíåðà Ãåéçåíáåðãà, è ñîâñåì áëèçêèõ ìíå ëþäåé � Èãîðÿ Åâãåíüå-
âè÷à Òàììà, Àíäðåÿ Äìèòðèåâè÷à Ñàõàðîâà, Îëüãè Àëåêñàíäðîâíû Ëàäûæåí-
ñêîé, Âèêòîðà Íèêîëàåâè÷à Òðîñòíèêîâà, Ñåðãåÿ Ñåðãååâè÷à Õîðóæåãî.

Ñòîÿ íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ ìíå, ñ ïîìîùüþ ìîèõ ó÷åíèêîâ, óäàëîñü íàéòè ñî-
âåðøåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé äàòü òî÷íîå îïèñàíèå ýòèõ
èäåé. Òàêîå îùóùåíèå, ÷òî ïðîíèêíóâ ÷åðåç îáëà÷íûé ñëîé, ñìîãîì íàêðûâàþ-
ùèé ìèð ìàòåðèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, íà âåðõíèé ýòàæ Ìèðîçäàíèÿ, ÿ îáíà-
ðóæèë òàì ñòàðèííóþ øêàòóëêó, â êîòîðîé ëåæèò Êëþ÷ ê Îñíîâàì Ìèðîçäàíèÿ.
ß ïîâîðà÷èâàþ ýòîò Êëþ÷ è ïåðåäî ìíîé ñîâåðøåííî â íîâîì ñâåòå ïðåäñòà¼ò
ôèçèêà, õîðîøî çíàêîìàÿ ñ þíûõ ëåò. Êàê áóäòî êòî-òî ïðîâ¼ë âëàæíîé òðÿïêîé
ïî äàâíî íåìûòîìó îêíó.

Èòàê, çàêîí÷åí Ïåðâûé òîì - Òåîðèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð (Ìàòåìàòè÷åñêèå
íà÷àëà ôèçè÷åñêîé ãåðìåíåâòèêè), â êîòîðîì ÿ ïîïûòàëñÿ ïåðåäàòü ñâî¼ îùó-
ùåíèå ïðîñòîòû, êðàñîòû è âåëè÷èÿ åäèíîé ñàêðàëüíîé ïðîãðàììû, ëåæàùåé â
îñíîâàíèè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè.

Âïåðåäè � ðàäîñòíûé òðóä ïåðåîñìûñëåíèÿ ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ îãðîìíîãî
íàñëåäèÿ, îñòàâëåííîãî íàì âåëèêèìè Òâîðöàìè ìèðîâîé íàóêè îò àíòè÷íîñòè
äî XX âåêà.

Ìî¼ òåïåðåøíåå ñîñòîÿíèå ëó÷øå âñåãî ïåðåäàþò ñëîâà, êîòîðûìè çàêàí÷è-
âàåò ïîñëåäíèé òîì ñâîåé �Êîñìè÷åñêîé ãàðìîíèè� Èîãàíí Êåïëåð (1571 � 1630):

Áëàãîäàðþ Òåáÿ, Ãîñïîäè, Ñîçäàòåëü íàø, çà òî, ÷òî Òû äàë ìíå
çðåòü êðàñîòó Òâîåãî ñîçäàíèÿ è ëèêîâàòü ïðè âèäå äåë ðóê Òâîèõ.
Âîò ÿ çàêîí÷èë òðóä, ê êîòîðîìó ÷óâñòâîâàë ñåáÿ ïðèçâàííûì è
ïðèóìíîæèë òàëàíò, êîòîðûé Òû äàë ìíå. Âñ¼, ÷òî îãðàíè÷åííûå
ñèëû ìîåãî óìà ïîçâîëèëè ïîíÿòü â âåëè÷èè äåë Òâîèõ, ÿ âîçâåñòèë
ëþäÿì, êîòîðûå ïðî÷òóò ìîè äîêàçàòåëüñòâà è ðàññóæäåíèÿ.

I. Kepler. De Harmonice Vundi, 1619. Gesamtausgabe von Keplers Werke,
Munch 1940. Bd. 6, S. 281.
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