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ОТ РЕДАRТОР А РУССRОГО ИЗДАНИЯ 

Теоретичесная физиRа первой трети ХХ вена начиналась 
и росла в неснольних центрах: у Нильса Бора в Rопенгагене, в 
Гёттингене, где училсл Вернер Гейзенберг, в Rембридже, где был 
Поль Диран, и в Цюрихе-городе Вольфганга Паули. Отсюда она 
распространилась по всему миру. Молодые физини, работавшие 
там в эти героичесние годы, разнесли новые идеи в новые физи­
чесние столицы. Но время не могло разорвать связей: Rогда 
одному из патриархов Вольфгангу Паули должно было испол­
ниться 60 лет, его ученини и друзья решили издать сборниR в его 
честь - сборв;ин, Rоторый стал ннигой об идеях современной 
физини. R несчастью, Паули умер, и написанные статьи пред­
~тают перед читателем уже RaR воспоминания. 

Статьи нниги написаны очень увленательно. О начале нван­
товой эры рассназывают Бор, Rрониг, Гейзенберг. В их статьях 
воссоздается живая нартина тех лет, полных поиснов и побед. 
Их продол-тают статья об истории физини твердого тела Пайерл­
са и статья Ван дер Вардена об истории спиноров. Другие статьи 
r~ниги дают обзоры современного состояния тех направлений, 
где влияние Паули было особенно велино; это статьи по теории 
поля, RaR по старой (Вентцель), таR и по современным ее аспеR­
там (Вилларс, Иост), статья Ву Цзянь-сюн о нейтрино и, нано­
нец, полемичесная статья Ландау о дальнейших путях теории 
История, обзоры и прогнозы, объединенные в одной юшге, RaR 
нельзя лучше сохранят для новых понолений физиков молодость 
их науки. 

Статьи сборника разные по уровню. Некоторые читаются лег­
ко, некоторые требуют изучения, но все они настолько напол-
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иены новыми или малоизвестными фантами ИJIИ идеями, что 
любой физик найдет в этой книге много интересного. 

Мы сочли, что будет полезно добавить к голосам друзей 
и учеников Паули и голос его самого. Для этого в сборник было 
добавлено несколько его статей и выступлений последних лет, 
которые малоизвестны нашим читателям. Среди них два отрыв­
ка по теории относительности, написанные Паули для нового 
издания его первой книги «Теория относительности». Приме­
чания, сделанные шестидесятилетни~~ Паули к работе Паули 
двадцатилетнего, каыутся сейчас особенно интересными. 

Этот сборник должен быть знаком всем советским физикам, 
и особенно физикам, только начинающим свою жизнь в той 
науке, которой отдал свою жизнь Вольфганг Паули. 

Я. С.мородипс-,.uй 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Несколько лет назад, к.лда ПауJiи бьш еще с нами, был запла­
нирован сборню' в честь его 60-летия (25 аттреля 1960 г.). 
Нарушая обычную практику создания таких сборников, согJiас­
но которой следовало получать нак можно больше работ его 
учеников и друзей, мы решили подобрать тольно тание статьи 
ряда его близних сотруднинов, в ноторых отражалось бы совре­
менное состояние всех разделов физини, испытавших на себf' 
влияние Паули. Всноре мы обнаружили, что это непо\5ильная 
задача, поснольку в физине практичесю1 нет таного раздела, 
на который идеи Паули не на.ложиJiи бы с1юй отпечатон. Поэто­
му буквальное выполнение нашего плана было бы равносильно 
написанию полной энцинJiопедии современной физини. В связи 
с эт:и:м нам пришлось умерить аппетиты и ограничиться статьяии 

двух основных видов. Во-первых, это статьи, в н:оторых делает­
ся попытна н:ратко рассказать о прогрессе в решении некоторых 

физических проблем, наиболее интересовавших Паули; во-вто­
рых, это воспоминания о героичесном периоде физини (1920--
1930 гг.), ногда собственные работы Паули и его постоянная 
готовностr, н:ритичесного подхода R новым течениям он:азывали 

решающее влияние на зарождение основных идей нвантовой 
механики 

Безвременная сиерть Паули застигла нас во время подго­
товки этого сборнин:а, сборника, н:оторый: из юбилейного превра­
тился теперь в сборнин памяти Паули. Недостаточность нашего 
плана стала особенно очевидной перед лицом этой новой задачи. 
Ни один сборник статей не может воздать доJiжное памяти Паули 
и отразить влияние его трудов на современную физпн:у. Память 
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о Паули живет среди всех физиков. Но истинным памятником 
ему может быть только дальнейший прогресс физики в том смы­
сле, как он понимал его. 

Инициатором этого сборника был Пауль Розбауд, близкий 
друг Паули. Мы рассматриваем этот сборник как скромный 
вклад в признание заслуг Паули перед миром Физики. 

М. Фирц 

В. Вайскопф 



НИЛЬС БОР 

ВВЕДЕНИЕ 

Прогресс физини в нашем столетии харантеризуется не толь­
но расширением :круга познаний, но равным образом и построе­
нием новых теоретичесних основ для анализа и синтеза э:кспе­

риментальных данных. Вольфганг Паули, памяти :которого по­
свящается эта ннига, внес в этот прогресс огромный в:клад не 
толь:ко собственными выдающимися работами, но и тем вдохно­
вением и воодушевлением, :которые мы все от него получали. 

Глубо:кая интуиция и способность R :критичес:ким суждениям 
проявились у Паули очень рано в его известной энцинлопедиче­
сной статье по теории относительности, опублинованной, ногдu 
ему было всего 20 лет. Эта статья до сих пор остается одним иа 
наиболее ценных пособий, в нотором изложены основы и общее 
содержание первоначальных идей Эйнштейна. Раннее знаном­
ство Паули с этой теорией, содержавшей радинальный пересмотр 
фундаментальных физичесних понятий, а танже отличное вла­
дение математичесним аппаратом подготовили почву для важ­

ного внлада в нвантовую физину. 
Теория относительности уже в рунах Эйнштейна достигла 

высоной: степени совершенства :кан в своих принципах, таи 

и в приложениях, тогда нан в нвантовой теории положение было 
совсем иным. Дален9е от того, чтобы дать общую нартипу явле­
ний в атомных масштабах, велиное отнрытие Планн:ом 1шанта 
действия представляло собой попыТI>у внлючения совершенно 
новых элементарных понятий в последовательное описание 
фиапчесних процессов. Кан известно, путь н этоП цели, усеян­
ный: многими препятствиями, был проложен лишь постепенно 
совместным трудом целого понолешrя физинов. 
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О1{ончив шн:олу в Вене, Паули продолжил образование 
в Мюнхене под руководством 3оммерфельда, уню>альное ма­
стерство I\оторого в области мате11Iатичес1>ой физ1ши оназы 
вало глубо1\ое влияние па всех его ученин:ов. Позднее Паули 
поддерживал тесный :коптант со своим старым учителем и часто 
говорнд о нем с любовью и восхищением. :Когда Паули, после 
совместной работы с Борном в Гёттингене, пр1rбыл в 1922 г. 
в :Копенгаген, он, со своим остро :крптичесним и неустанно ищу­
щим умом, стал для нашей группы истшшым источнином вооду­
шев.11ения. Особенно понравилось всем нallf его интеллентуаль­
ное благородство, прояш1явшееся с прямотой и юмором нан 
в научных диснуссиях, тан и в простых человечесних взаимо­

отношениях. 

В те годы всеобъемлющие методы 1шантовой физини еще не 
были созданы, и интерпретация энсперименталыrых данных осно­
вывалась 'Главным образом на принципе соответствия, в нотором 
выражена попытна сохранения нлассичесного описания до пре­

дельной: степени, совместимой с индивидуальностью атомных 
процессов. Та~>ая эмпиричесная процедура позволила более 
или менее последовательно использовать спентральпые данные 

для того, чтобы получить нартину· связывания элентронов 

в атомах и, в частности, найти первый подход R интерпретации 
взаимоотношений между физическими и химичес1шми свойства­
ми элементов. 

Я живо вспоминаю дисхуссии с Паули, в ноторых он выражаJI 
свою неудовлетворенность слабостью аргументации, па ноторой 
основыва.лась попытка объяснить особую стабильность замнну­
тых элентронных оболочен:, имеющую столь фундаментальное 
значение для объяснения периодичности в свойствах элемен­
тов, расположенных в соответствии с зарндом пх ядер. Обос­
нованность его замечаний самым поразительным образом была 
доказана неустанными работами Паули в пос,тrедующие годы, 
завершившимися отнрытпем принципа запрета, выражающего 

фундаментальное свойство систем тождественных частиц, для 
ноторого, HaJ{ и для самого кванта действия, 1шассическая физи­
на не имеет аналога. 

Изобретательность, с ноторой Паули использовал в те годы 
соображения принципа соответствия в пределах их примени­
мости, иллюстрируется проведенным им изящным анализом 

номптоновсного рассеяния палучения на свободных электронах. 
Исходя из общих статистичес1шх соображений Эйнштейна об 
обмене энергией и импульсом в радиационных процессах, Паули 
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доназал, что вероятность рассеяния зависит от интенспвностп 

обеих но:1шонент 11з.11уч2ния, участпующих в процессе. ~1етод, 
примененный в этой работе, в деiiствптельностп находится 
в очень близкой связи с общей теорией дпсперсии, сформули­
рованной Rра111ерсом, которая оказалась весыrа существенной 
для дальнейших больших отн:рытий. 

Для Паули, с его отвращением ко веяного рода неясностям 
в физических теориях, огромным облегчением было развитие 
рациональной хшантовой механики:, исключающей всякое не­
уместное использование хшассических представлений. Едва ли 
нужно напоминать, что это развитие, в частности, позволило 

гармонично юшючить в соответсгвующую1 ) квантовую статистику 
принцип запрета Паули. Энергия, с ноторой Паули принимал­
ся за исследование новых методов, и совершенное владение ими, 

которое он вскоре приобретал, демонстрируются его статьей по 
основам квантовой механики, напечатанной в Handbuch der 
Physik в 1932 г. Эта статья занимает в научной литературе такое 
же положение, кан его предыдущее изложение теории относи­

тельности. 

Вел научная подготовка Паули неизбежно привела к тому, 
что он глубоко заинтересовался проблемой приведения основ 
Iiвантовой физики в соответствие с требованиями теор,ии отно­
сительности. С самого начала он не только принял выдающееся 
участие в формулировании квантовой теории элентромагнит­
ных полей, но и содействовал своими трудами по релятивистской 

теории элентрона полному выяснению ее смысла. Деятельный 
интерес Паули в значительной степени стимулировал разреше­
ние кажущихся парадоксов, которые выявились в ходе после­

довавшей дискуссии по вопросу об измеримости номпонент поля 
и электрических зарядов. 

В последующие годы Паули проявляет еще более глубокий 
интерес к проблемам теории элементарных частиц и квантован­
ных полей, соответствующих этим частицам. На ранней стадии 
он внес фундаментальный вклад в развитие :этой теории, выдви­
нув гипотезу нейтрино, которая обеспечила выполнение зано­
нов сохранения при ~-распаде атомных ядер. В этой связи 
интересно также напомнить, что в 1926 г. Паули первый обратил 
внимание на то, что сверхтонкая струнтура спектральных линий 

служит источнином: информации о спинах ядер и их электромаг­
нитных моментах. 

1) Т. е. статистику Ферми--Дирака.-Прим. ред. 
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В этой 1шиге, посвященной памяти Паули, специалисты в раз­
личных· областях рассказывают о его разносторонних фунда­
ментальных работах и о влияюш пх на последующее развитие 
физшш. Говоря о большои жпзпенном пути Паули, важно пом­
нить, что он воодушевлял не то~1ы\о 11шогочисденньiх ученинов, 

собиравшихся вокруг него сначала в Гамбурге, а· потом в Цю­
рихе, где он работал последние 30 лет своей жизни, исключая 
военные годы, проведенные в Принстоне. Благодаря его уча­
стию в научных :конференциях и обширной переписке с нолле­
гами и друзьями влияние Паули распространялось на значитель­
но более широние :круги. 

Действительно, все с нетерпением хотели узнать мнение 
Паули о новых открытиях и идеях, всегда выражавшееся убе­
дительно и с юмором, а также его симпатии и антипатии :к откры­

вающимся перспективам. Мы всегда извлекали пользу из заме­
чаний Паули, даже ногда временно были с ним не согласны; 
если он чувствовал необходимость изменить свои взгляды, он 
признавал это весьма откровенно, а если новые идеи встреч~JIИ 

его одобрение, то в этом мы чувствовали большую поддержку. 
Анекдоты о его личности вырастали в настоящую легенду, и он 
все более и более становился самой совестью сообщества физи­
ков-теоретиков. 

Пытливый ум Паули охватынал все асnеRты человеческой 
деятельности. В Цюрихе он нашеJI ноллег, разделявших его 
многосторонние интересы, и его исследования по вопросам исто­

рии, эпистемологии и :~;~:сихологии вылились в ряд очерков, до­

ставляющих обильную пищу для размышлений. Ему посчастли­
вилось встретить подругу жизни, :которая, тонко понимая силу 

его интеллеRта и цельность его характера, дала ему тот покой 
и умиротворенность, в I{ОТорых он таи нуждался при своей 
большой исследовательской и педагогической работе. В лице 
Вольфганга Паули мы потеряли не тольно блестящего и вдохно­
венного товарища по работе, но и настоящего друга, :который 
многим из нас :казался утесом среди бурлящего моря. 
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ПЕРЕЛОМНЫЕ ГОДЫ 

:Как много есть способов сказать правду, не вскры­
вая се до конца! Не позволяет ли абсолютное отрешение 
от вещей бросить взгляд издалека на то, от чего мы от­
назались? И чье сердце настолько уверено в себе, что 
ме№дУ смирением, которое завпсит от нас, и забвением, 
которое приходит только со временем, в нем не промельк­

нет сожаления? 
Эжен Фромантвн 

7 января 1925 г., когда мне было 20 лет от роду и был я еще 
очень неопытен, прибыл я в маленький, живописный немецкий 
университетсний город Тюбинген и остановился в отеле «"У золо­
того быка». Я прибыл в :качестве сотрудни:ка :Колумбийского уни­
верситета для свидания с Ланде и Герлахом, которые возглавля­
ли соответственно :кафедры теоретической и экспериментальной 

/ 
физики; кроме того, мне нужно было повидаться с Баком. В. Ин-
ституте физини меня любезно принял Ланде, заметив, что я при­
был очень кстати, так как на следующий день должен приехать 
Паули. В самом деле, Паули написал ему длинное и очень ин­
тересное письмо, которое Ланде дал мне прочитать. В этой связи 
полезно обрисовать состояние физики в то время, чтобы объяс­
нить причины моих с:китаний, приведших меня в Тюбинген. 

Во второй половине прошлого века упрочилось благородное 
здание 1шассической феноменологической физики, полностью 
завершенное в начале нашего столетия построением теории 

относительности. :Конечно, многие частные проблемы еще ждали 
своего анализа: свойства систем с нелинейными членами в тео­
рии упругости, явления турбулентности в гидродинамике, 
явления дифракции в акустике и оптике. Однако все эти проб­
лемы имели общую особенность: основы теории, в рамках кото­
рой следовало искать решение, были известны, и оставалось 
лишь преодолеть главным образом математичес:кие трудности. 

Совершенно иное положение сложилось в области атомной 
теории, развитие которой было заметно ус:корено в девятнад-
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патом ве:ке в результате изучеппя химичесt:их реющий и эле:кт­

ролиза, терм:одинамичес:кого исследования вещества и, на:конец, 

от:крытия :катодных лучей и радиоа:ктивности. Здесь постепен­
но было признано, что :классичесная физИI{а не способна дать 
удовлетворительное описание ЭI{Спериментальных данных. 

Уже первый шаг ясно пы:азал, что в атомной физике появ­
Jrяются новые черты, совершенно чуждые ю~ассичес:кой физ1ше. 
Этот шаг сделал План:к в 1900 г. [71], введя в ~нехани:ку линей­
ного гармоничес:кого осциллятора гипотезу о :квантах, позволив­

шую получить формулу для излучения черного тела, :кото11ая 
отвечала э:кспериментальным данным. Само утверждение План:ка, 
что энергия гармоничес:кого осциллятора с частотай v может 
принимать толь:ко дис:кретные значения, отличающиеся на /iv, 
рез:ко противоречило возможности непрерывного изменения 

энергии в механи:ке Ньютона. В 1905 г. Эйнштейн [26] в теории 
световых :квантов обобщил гипотезу План:ка, выдвинутую для 
мехапичес:кой системы, на случай эле:ктромагнитных :колебаний, 
что позволило дать простую интерпретацию фотоэле:ктричес:кого 
эффе:кта. Энергия эле:ктромагпитных волн с частотой v 11,_;:ожет 
быть толь:ко :кратной той же величине iiv - энергии светового 
:кванта, или фотона. В обе теории - План:ка и Эйнштейна -
вошла новая универсальнаfТ постоянная h, имеющая размер­
ность' действия. 

Наиболее обширная область для применения :квантовых идей 
была обязана идее об атоме с центральным ядром, выдвинутой 
Резерфордом в 1913 г. [73] на основе проведенных им блестя­
щих э:кспериментов по рассеянию а-частиц в веществе. Объеди­
нение этой :картины с теориет{ :квантов явилось большим дости­
жением Бора в 1913-1915 гг. [2-4]. Своим хорошо известным 
первым постулатом Бор выдвинул общее представление о ста­
ционарных состояниях с вполне определенными значениями 

анергии, примеь-имое :к любой атомной системе, причем линей­
ный гармоничес:кий осциллятор являлся лишь частным слу­
чаем; точнее, Бор утверждал, что дискретпы.ми стационарными 
состояниями должны обладать замкнутые системы, подразуме­
вая, что пезамкпутые системы в общем случае еще могут изме­
нять свою энергию непрерывно. В этом постулате выражался 
э:кспериментальный факт стабильности атомов и моле:кул. Вто­
рым постулатом излучение, испускаемое или поглощаемое атом­

ными системами, связывалось с переходами М€жду двумя стацио­

нарными состояниями, причем частота излучения v Fак фун:к­
ция энергий Wj, и W 1, определялась в согласии с гипотезой Эйн-
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111тейна о световых квантах уравнением 

lzv= Wi-Wk. 

17 

(1) 

На этой основе сразу удавалось объяснить комбинационный 
принцип Ридберга-Ритца, утверждающий, что волновые числа 
в спектре произвольной атомной системы всегда можно пред­
ставить в виде попарных разностей cepпi'r характерных для 
системы величин, так называемых спе:ктроснопических термов; 

для этого следовало отождествить термы с энергиями стацио­

нарных состояний, деленными на li и на с~•орость света с. 
С одной стороны, благодаря этому проявился ре3кий нонт­

раст между :классичесп~ой и 1шантовой физиrшй. С другой сто -
роны, Бор [5] очень рано ясно осознал, что нвантовую физику 
следует рассматривать как обобщение 1шассичесной физию~. 
В то время, :когда онончательная формулпровна 1шантовой 
физики была още невозможной, принцип соответствия Бора, 
устанавливавший J{ачественную аналогию двух теорий, стаJ1 

неоценимым орудием дальнейших исследований. Он пронизал 
все творчество Бора и его сотруднинов. Их труд завершил на­
конец Гейзенберг созданием: 1шантовой механики. 

Вдохновляемые постулатами Бора, физики середины двад­
цатых годов нашего вена старались отыс1{ать общие принципы, 
которые позволиш1 бы определять энергии стационарных состон­
ний: в согласии с опытом. Для за11шнутых систем с одной сте­
пенью свободы, описываемой :координатой q, решение задачп 
обеспечивалось, по-видимому, методом фазового интеграла, 
утверждавшим, что для стационарного состояния должно вы­

полняться соотношение 

~pdq=n/1, n=O, 1, 2, ... , 

~·дер - импульс, сопряженный q, опредеJ1яетса I\ан фующия l.J 
:ншонами классической механиrш, а интегрирование проводится 
по одному полному циклу движения (периодичесного). В слу­
чае линейного гармоничесного осциллятора это требование снова 
приводило к первоначальной гипотезе Пла1ша. Рассматривая 
нруговые орбиты в атомах с одним электроном, т. е. в водоро­
доподобных атомах, Бор в 1913 г. [2] пришел к выводу, что 
момент ноличества движения частицы танже 1шантуется, при­

нимая целочисленные :кратные значения в единицах h/2л. 
Кроме того, нлассичесная связь между энергией и моментом 
I<оличоства движения в предположении нулонова взаимодей-

2 3аиаэ 214 
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ствия электрона с ядром привела Бора в 1914 г. f3] к с.!с';tую­
щей форму.тrе для уровней энергии: 

n= 1, 2, :~, ... ' 

здесь Z - атомный номер э.11емента, е - заряд элеrарона, 
µ п М - масса эле1<трона и ядра соответственно. 

Большой первоначальный успех теории Бора был обус«1овлен 
теl\1, что формулы (1) и (3) непосредственно 11авали выражение 
для частот в водородоподобных спектрах, согдасующееся с эм­
пирическими выражениями для частот, полученными Бaлыre­
Plill\I н Пашеном для водорода и Фаулером и Пикерингом для 
нонизированного ге.1ия в видимой и блию>ой инфракрасной обла­
стях спектра, тогда ка~; в ультрафиолетовой и далекой пнфра­
красной областях они предсказывали новые серии линий, ко_тп­
рые позднее и быщ1 обнаружены ЭI\спериментально. 

В истории физики одним из счастшrвых совпадений следует 
считать тот фан:т, что метод фазового интеграла приводит н: зна­
чеrшям энергетичесrшх уровней, н:оличественно подтверждаемым 

спектросн:оппчесн:ими данныl\!и не тольн:о ДJIЯ случая линейного 

гарl\!оничесr>ого осциллятора, но и для водородоподобных атомов, 
хотя теперь известно, что в общем случае он дает только при­
ближенные значения. То же самое 1\!Ожно заметить по поводу 
применения Резерфордом н:лассичесн:ой механин:и для объяс­
нения его экспериментов по рассеянию а-частиц. Найденное 
в обоих случаях согласие с опытом, хотя и случайное по суще­
ству, бесспорно явилось сильнейmиl\1 стимулом для дальнейших 
исследований на избранном пути. 

Побочным результатом исследований Бора явилось отн:рытие 
1шанта магнитного момента, известного теперь нан магнетон 

Бора. Действительно, в атоме, в котороl\1 тяжелое ядро можно 
считать прантичесни неп·одвижньш (а следовательно, орбиталь­
ный 1\!Омент количества движения обусловленным главным обра­
зом элен:тронами), классичесн:ое соотношение между магяитным 
моментом и моментоlir н:оличества движения, н:оторое давало для 

их отношения величину е/2µс, заставляло полагать, что маг­
пптные моменты атомов всегда будут целыми нратными ве.11ичи­
не еh/4л:µс. 

Квантование нруговых орбит водородоподобных атомов сле­
дует рассматривать кан: одну из первых попытон: распространить 

нвантовую теорию на системы с одной степенью свободы, отлич­
ные от линейного гармоничесн:ого осциллятора. Однан:о в дeii-
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ств~пельностп две частицы в водородоподобных атщrах движутся 
в трех111ерно111 пространстве, и поэтому требuвадось обобщить 
~1 етод квантования на случай систем, имеющих больше одной 
степени свободы. Такое обобщение было осуществлено Зоммер: 
фельдом в 1915 п 1916 гг. [75-77] для частного случая, для 
1,оторого можно разделить переменные в диффереициально111 
уравнении Гамильтона-Н1\об11 соответствующим выбором 
обобщенных координат q," Обозначал сопряженные импульсы 
символом р,. (каждый импульс Pr представляет собой функцию 
соответствующей I\оордпнаты qr, определяемую разделением 
переменных), естественно обобщить (2) с помощью условпя 

(4) 

г;(е интегрирование снова должно проводиться по одно111у пол­

ному циклу для каждой координаты q, .. Этим способом из всех 
юшженпй, возможных согласно нлассической механине, отби­
раются разрешенные движения, прпчем энергия стационарных 

состояний оназывается функцией: 1шантовЬ1х чисел п, .. 
Некоторые из успешных применений формулы (4) заслужи­

вают особого вни111анил. В 1913-1915 гг. Бор 12-4] рассмтрел_ 
водородоподобные атомы, -не ограничиваясь случаем нруговых 
орбит. В этой связи Бор подчеркнул особый харантер движения 
;:~лектрона в нулоновом поле, когда орбиты, со,.ответствующие 
отрицательной энергип, лв.1яютсл эллипсами, т. е. з~мкну­
тыми нривыми, тан что движение происходит тольно с одним 

периодом. Танал система называется вырожденной, тан нан она 
допускает разделение переменных при разном выб.«ре ноор­
динат qr• и в этом случае (4) следует заменить более слабы!lf 
требованием 

~]Prdqr=~2Tdt=nl1, n=O, 1, 2, "., 5) 

где Т - нинет11чес1\ая энергия; t - время; п - полное нван­
товое число. Для водородоподобных атомов значение n=O 
l!СКJIЮЧаеТСЯ, ПОСI\ОЛЬii:у ОНО СООТВеТСТВОВаЛО бы падению элент­
рона на ядро. На основании (5) энергия стационарных состоя­
пиi'I снова определяется фор111улой (3). 

В 1916 г. 30111111ерфе.11ьд [77] первый полностью рассмотрел 
влияние реллтивистсного изменения массы в случае водоро­

,'l;оподобных атомов, выражающеесн в медленной прецессии 
э,;шпптичесной орбиты в своей плос1<ости. В то вре:мл нан в. слу-

2* 
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чае нерелятивистского движения условие (5) фиксирует только 
большую полуось орбиты, оставляя эксцентриситет и ориента­
цию. в пространстве неопределенными, наличие второго перио­

да в движении обусловливает квантование момента количества 
движения, который опять оказывается цеJ1ым азимутальным 
~'вантовым числом (в современном обозначении l), умноженным 
на h/2л. Энергии в ;пом случае тоже явно зависит от п и l, 
в результате чего вознющет тонкая структура уровней энергии 

11 спектральных линий. Это было с очевидностью подтверждено 
ЭI\спериментом, хотя и на этот раз сыгра.:10 свою роль счастли­

вое совпадение. 

Применяя условие (4) к водородоподобному атому в по­
стоянном магнитном поле, где ларморова прецессия вводит 

третью частоту, Добай [20] и 3оммерфельд [78] в 1916 г. пока­
зали, что номпоненты момента количества движения в направ­

Jюнии поля также нвантуются, принимая значения тh/2л, 
11р11чем магнитное нвантовое чпсло т принимает целые значения 

от -l до +z (с современной нормировкой l). Таким образом, 
в физину вошло важное понятие о пространственном квантова­

нии, вс1шре подтвержденное опытами Штерна и Герлаха. Она­
залось возможным также поназать, что магнитное поле вызы­

вает изменение энергии, равное 

Лw=m~H m= -!, l 1 l ' ' - -1- ' ... ' ' '1Jtµc 
(l1) 

в результате чеI'О стало нозможным, опираясь на соотношение 

(1), получить простую интерпретацию нормального эффен:та 
Зеемана в спектральных линиях. 

Рассмотрение (нерелятивистского) водородоподобного атома 
в присутствип постоянного ;:шентрического поля привело к но­

вым успехам. Значения энергии, полученные в 1916 г. Эпштей­
ном [30] с помощью разделения переменных в параболичесни~ 
I\оординатах, находились в хорошем согласпп с измерениями 

эффекта Штар1\а в линейчатом спентре водорода. 
На~\онец, трактовна двухатомных моде~\у.тr I\aI\ I\ОJiеблющих­

ся ротаторов с помощью условия (4) привела в работах различ­
ных авторов к пониманию основных свойств полосатых спект­

ров таких молекул. 

Во всех этих случаях теоретики были поставлены перед но­
вой задачей. Правило частот Бора позволш10 вычислить из зна­
чений энергии, полученных методом квантования, все возмож­

ные значения частот в спе~пре рассматриваемой системы. Опыт 
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поr.;азал, однако, что не все предсказанные таким способом спект­
ральные линии появляются в действительности; многие линии 
запрещены правилами отбора, и их интенсивность о:казывается 
равной нулю. Этп правила отбора можно сформулировать с по­
мощью квантовых чисел. Возникал, вообще говоря, вопрос 
0 том, ка:ким методоl\1 llloжнo вычислить не толь:ко частоты, но 

и интенсивности спектральных линий. 
Частично такой метод был подготовлен в фундаментальноii 

работе Эйнштейна в 1917 г. [27], в которой было введено поня­
тие вероятностей: перехода А jk> Bj 1, и В1, 1 для спонтанного и 
вынужденного испусканий: и поглощения света; число перехо­
;~ов в единицу времени в ансамбле систем дается соответственно 
выражениями NjA j1,, NjBj1,rJ(v), N 1,B1,jQ (v), где Nj и Nk­
числа систем в верхнем и нижнем состояниях j и k, а Q(v) -
плотность излучения с частотой перехода v. Таким образом, 
задача сводилась к вычислению этих вероятностей перехода 

нз свойств системы. 
В этом месте вступает в действие принцип соответствия. Этот 

принцап, исходя из аналогии с :классичес:кой физикой, утверrЕ­
дает, что в переходах решающую роль играет электрический: 
момент. Если разложить его в ряд Фурье по собственным часто­
там движения и их гармоникам wr и ~ 't1.Wr, то квадрат амплиту­

ды каждой гармоники следует рассматривать I\aK ноличественную 
меру вероятности перехода, в кoтopolll изменения Лпr нванто­
вых чисел п,. равны 'tr. В частности, если амплитуда равна нулю, 
то соответствующий переход не должен происходить. Таюш 
точка зрения была успешно применена .Крамерсом в 1919-
1920 гг [44, 45] для вычисления интенсивности и поляризации 
номпонент Штарна в водородоподобных атомах. 

Естественно, что в начаJrе двадцатых годов велись энергич­
ные поИсни обобщеппя теории водородоподобных атомов на 
атомы более чем с одним элентроноl\1. Таная задача представля­
.1ась наиболее простой для внутренних областей атома, где поле . 
ядра намного превышало взаимодействие элентронов. Действи­
тельно, экспериментальные работы по рентгеновсниlll спе:ктрам 
Баркла, Мослп и их последователей, особенно Зигбана и К о­
стер а, показали, что энергии, необходиlllые для удаления сильно 
связанных элентронов из сферы притяжения ядер, лежат более 
пли менее близ:ко I\ значенияlll, дaвaellIЫllI фор11Iулой (3). Отюrо­
пения легко можно объяснить возмущающим влиянием осталь­
ных элен:тронов; вводя вместо истинного заряда ядра Ze энра­
нированный заряд Z' е, можно также описать их форма.Льна. 
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Таюш образш1, рентгеновсю1е уровнп поддавались 1тассифп­
кации с помощью rшантовых· чисел п и l, относящихся к выбп­
тому электрону п отн:рытr,(х ранее при релятивистском рассмот­
рении водородоподобных атомов. 

Давно уже известная спектроскописта~~ простая стру1аурн 
оптических спектров щелочных п щелочноземельных металлов 

также указыва.'lа на возможность примененпя к этим атома,~1 

уже установленных принципов. В частности, 3оммерфе.пьд 
в 1915-1916 гг. [75, 76] предп0Jrож1ш, что этп спектры долж­
ны приписываться переходам ва.пентпого э.пектрона, движущего­

ся в поле ядра, экранированном внутренними электронами. 

Предположив, что экранированное поле все же остается цен­
трально-симметричным, мmtaIQ· бьшо сохранить классификацию 
стационарных состояний с помощью двух 1шантовых чисел 

п и l. Зоммерфельд пришел :к выводу, что различные серии тер­
мов, установленные с помощью I\омбинациопного принципа, 
соответствуют различным значенияl\I азимутального rшантового 

числа l, тогда как термы внутри J{аждой серии отличаются зна­
чениями главного н:вантового числа п. Возможность задания l 
таюш образом, чтобы соблюдалось правило отбора Л/=с ± 1, 
была прямьш следствием принципа соответствия. 

В 1922 г. Бор [6] указал в этой связи на весьма существен­
ное различие между орбитами, ноторые прониr1ают в атомный 
остов, и теми, которые не проникают. Для последних поле ядра 
практичесни полностью энранируется эшштронами остова, 

и поэтому соответствующие значения энергпи очень мало отли­

чаются от уровней водородоподобных атомов. С другой стороны, 
для проникающих орбит главное квантовое число п должно быть 
больше главного 1шантового числа образующих остов внутрен­
них электронов с тем же значением l. На основе более количе­
ственного рассмотрения можно получить так называемую фор­
мулу Ридберга, 11оторая определяет приближенные значения 
энергии, 

ч1 = 2л2z~фф.е4µ 
t - --lz-2 -- _[_n_-f--а-( l-) ]-2 ' (7) 

здесь Zэфф. - результирующее число элементарных зарядов осто­
ва, а a(l) - функция l, не зависящая от п. 

Рассуждая таким образом, Бор в 1923 г. [7] наметил путь 
построения периодической системы элементов последователь­

ным захватом э.'lектронов полем ядра. Комбинируя данные по 
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поt'.ющенпю рентгеновсн:их лучей и по эмиссионным спектрал1 
с ;~анными по оптичесн:пм спектрам, а танже с данными хим1ш 

и маоrетпзма [10], он пришел к представлению об оболочечной 
структуре атома, основанному на нлассификации электронных 
орбит по нвантовым числам п и l. То обстоятельство, что на 
орбитах различного типа может накопляться тодько ограничен­

ное число электронов, пре;~ставляло дополнительную гипотезу, 

необходимую для объяснения всех эмпиричесrшх данных, 
поснольку был найден нлюч для их расшифров:ки. Эту гипотезу 
можно считать предшественницей принципа запрета, ноторьф 
будет обсуждаться позднее. 

Именно в этом месте представляется уместным начать обзоr 
работ Паули, выполненных в рассматриваемый период. Паулн 
уже приобрел известность, написав в возрасте 20 лет главу по 
теории относителыюсти для Энциклопедии 111атематичесrшх 
наук (Eнzyklopiblie <ler Mathematiscr1e11 Wisseнschafteв); эта 
статья-обзор может быть рекомендована и в наше время всем, н:то 
хочет приобрести знания в этом основном раздеJrе нлассической 
физики. Работая под руноводством 3оммерфельда в Мюнхене, 
Паули вскоре стал пнтересоваться атомной физи:кой. 

В этой связи следует упомянуть прежде всего его исследова­
ние диамагнетизма одноатомных газов в 1920 г. [60]. Учитывая 
ларморову прецессию, совершаемую атомом в магнитном поле, 

Паули вычислил диамагнитную восприимчивость единицы объема: 

Ne 2 ~1 х= --в 2 я2, 
µс 

(8) 

где N - число атомов в единице объема; R - расстояние элеr\­
трона от ядра; суммирование проводится по всем электронам, 

а черта означает среднее по всем ориентациям. Эта формула 
остается справедливой и в :квантовой механине, если усреднение 
заменить взятием диагонального матричного элемента рассма­

триваемой величины. В начале вывода делается важное замеча­
ние, что парамагнетизм будет отсутствовать не толь:ко в случае, 
1югда рассматриваемые атомы не имеют магнитного момента, 

по и тогда, ногда атомы с магнитным моментом, не равным нулю, 

не перераспределяются по различным ориентациям по формуле 

Мансвелла -Больцмана. В действительности такая ситуация 
скJiадывается не для атомов, а для свободных электронов в про­
водюше, кl>торые подчиняются принципу запрета, и именно на 

;)той основе Паули [69] смог развить через семь лет свою теорию 
не зависящего от температуры парамагнетизма металлов. 
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Нес1<олько позгне Паули [61] исследовал теорию диэJ1ектри­
ческой поляризации газа, состоящего пз твердых двухатом­
ных молекул с постоянным дипольным моментом р вдоль их 

межъядерной осп. Эта проблема уже изучалась Дебаем в рам­
J{ах 1шассичесной физики, получившим для· диэлюпрической 
постоянной !' в достаточно слабых электрических полях соот­
ношение 

3 в-1 Np2 

4:t в+2 = 3k'Т ' (Н) 

ГJ\е N - число юшолей: в единице объема; k - постоянная 
Больцмана; Т - абсолютная температура. Рассматривая моле­
нулы I{aI\ ротаторы с моментом количества движения, прини­

мающим нвантованные значения J h/2л (.!=О, 1, 2, ... ) , учитывая 
пространственное квантование ориентаций момента количества 
движения во внешнем поле и вводя формулу Максвелла..:._Больц­
мана для распределения- молекул по различным ориентациям, 

Паули получил уравнение типа (9), но с другим числовым мно­
жителем в правой части. То обстоятельство, что разница между 
н.пассичесн:им п 1шаптовотеоретичесним результатом сохраня­

Jrась и при высою1х температурах, уже тогда ун:азывало на то, 

что в старой 1шантовой теории не все обстоит благополучно. 
Следующая публикация Паули (в 1922 г.) по молен:улярному 

иону водорода [62] содержит основные результаты его дон:тор­
СI{ОЙ диссертации. В этой работе система, состоящая из двух 
ядер водорода, финсированных в пространстве, и одного ;элек­

трона, квантовалась в соответствии с ранее описанными пра­

вилами, причем расстояние между ядром рассматривалось 

нан параметр, от ноторого зависели значения энергии стацио­

нарных состояний. Разделение переменных в этой задаче воз­
~южно в эллиптических и гиперболических ноординатах. Вычис­
ления представляют интерес с историчесной: точни зрения: 

автор рассматривал не толы\о нвантование, но и устойчивость 

орбит, отобранных нваптовыми условиями, относительно малых 
возмущений. Дело в том, что в то время многие разделяли мне­
ние, что неустойчивые орбиты должны исключаться, даже ес.'Iи 
они удовлетворяют нвантовым условиям. 

К этому·периоду относится фундаментальное отн:рытие Ком­
птоном эффента, названного его именем. Квант света, рассеян­
ный на свободном элентроне, меняет свою длину волны ЛЛ, 
что можно продемонстрировать в рентгеновсной области спентра. 
В 1923 г. Комптон [ 19] и одновременно Дебай [ 21] дали этому 
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явлению теоретичес1\ую интерпретацию. Еще в 1917 г. Эйнштейн 
[27] предполагал, что 1-шант света обладает не тольно энергией 
/zv, но и импульсом hv1 с в направлении распространения, так 
что испуснание и поглощение излучения а.томом будет сопро­
вождаться передачей пмпульса. Нан поназал Эйнштейн, эта 
передача импульса обеспечивает мансвелловсное распределение 

сноростей в газе, атомы I{оторого находятся в равновесии с из­
лучением, подчиняющимся закону Планна. Чтобы объяснить 
сдвиг в длине волны рассеянных рентгеновских лучей, Номптон 
и Дебай приписали налетающему и рассеянному нвантам им­

пульсы liv!c и hv' /с соответственно; венторная разность импуль­
са передается элентрону, а соответствующая энергия отбирает­
ся от света. Для первоначально поноившегося электрона v' 
поэтому будет меньше v, и, применяя релятивистсную механину, 
упомянутые авторы получили хортпо известную формулу для 
изменения длины волны 

л ~ '2/1. • • 1 8 
11,=-Slll"-

µc '2 ' 

причем в - угол рассеяния. 

(10) 

Эти резу.льтаты побудили Паули в 1923 г. [64] изучить тш1-
ловое равновесие между' газом свободных элентронов и излу­
чением абсолютно черного тела с энергией, распределенной по 
за~юну Плавна. Если считать, что обмен импульсом между элРI-\­
тронами и полем изJrучения совершается с помощью классиче­

сного механизма ра11иационного давления, то, нан ужС' пока­

зали Лоренц и Фоннер, не может поддерживаться ни спектраль­
ное распределение энергии излучения, ни максвелловсное рас­

пределение элентронов по сноростям. Паули смог поназать, что 
эта трудность не во:шинает, если в основу рассмотрtшия прн 

разумных предположениях о вероятности процесса положить 

элементарный механизм рассеяния, предложенный Номптопо111 
и Дебаем. 

Упомянув лишь 1\IИ!\IОХодом работы Борна и Паули 116] 
о методах теории возмущений в старой квантовой теории и 
Нрамерса и Паули [48] о квантовании моленулярных вращений, 
мы перейдем теперь R двум важным работам Паули 1923 г. 
[63, 65], посвященным явлению, сыгравшему весьма существен­
ную роль в дальнейшем развптии атомной физини, а именно -
аномальному эффенту Зеемана: Мы уже говорили о попытках 
добиться понимания оптичесн:их спентров атомов с числом э.1ек­
тронов, большим единицы, и об успехе, достигнутом для эле-
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lllентов первого столбца периодичесной: системы. Одна:ко мы наш~­
репно умалчивали раньше о так называемой: тонкой структуре. 

Действительно, энергетические уровни, переходы между кото­
рм1шt определяют оптические спектры щелочных металлов, 

далеI\О не полностью характеризуются главным и азимутальныJ\1 

I\нантовыми числами п и l, но для l+ О обнаруживают дублетную 
структуру, требующую введения еще одного квантового числа. 

В тот период было выдвинуто предположение, что замкнутые 
{)uо:точю1 - остов атомов щелочных металлов - ка:ким-то обра-. 
аом имеют момент количества движения s= i,1 2 и что этот момент 
сrшадываетсн векторно с орбитальным моментом количества 
J\вижепия валентного элен:тропа l, образуя результирующий: 

момент j=l± У2, нроме случая l=O, ногда j= У2. Предполагалось 
далее, что моменты количества движенин l и s равномерно пре­
цесспруют вокруг результирующего lllомента j, и принцип 
соответствия немедленно привО1J:ИЛ тогда. к правилу отбора 
Лj=О, ± 1, подтверждаемому спектроскопичес:кими данными. 
Ана;rогично, в щелочноземельных металлах остову приписы­
валсн момент, равный О или 1. Следовательно, при векторном 
сложении его с моментом :количества движения валентного эле1\­

трона l должны получаться синглентные и триплетные термы. 
Принцип соответствия в ру1шх 3оммерфельда и Гейзенберга 
[80] позво.тrил предсказать примерную интенсивность различных 
1.;омпонепт тонкой уТру1пуры. 

Область применения этих идей значительно расширилась 
н результате анализа мультишrетов в более сложных спектрах, 
например в спентрах переходных элементов первого длинного 

периода периодической системы. В частности, в работах Бехера, 
Каталана, Лапорта и Расселла было установлено, что по анало­
гии с уже известным объяснением спщпров щелочных и щелоч­
ноаемельных металлов структуру мультиплетных термов можно 

объяснять результатом сложения моментов I\оличества движе­

ния L и S в полный момент .Т по правилу 

J=JL-SJ, IL - Sl+1, ... , L+S. ( 11) 

.13еличина мультиплетного расщепления позволяла заключить, 
•по энергия взаимодействия векторов L и S пропорциональна 
1\осипусу угла между ними. После этого можно было сопоставить 
различным энергетичесним уровням определенной мульти­
rт:етности числа L, S, J, учитывая при этом правила: отбора 
ЛL=О, ±1, Лl=О, ±1.Кэтомужевопросу принадлежит и от-
1.;рытие Лапортом нового эффекта - наличия двух типов уров-
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11eii (чf)тпых и нечетных), так что при испуснанип или поглощс­
шш излучения могут номбинироватьсн то.11ько уро1нiи разных 

тнпов. 

Изучение влияния магнитного поля на спентры поназаJю, 
•по no всех случаях, ногда наблюдается мультиплетная стру1>­
тура термов, эффект Зеемана проявляется более сJJожньiм обра­
зо~r, чем нормальный:, описываемый: формулой (6). Венторная 
моде:rь для интерпретации мультиплетной: струнтуры наводИJ1а 
1ш мысль о рассмотрении этого аномаJJьного эффента Зеемана 
па основе методов, применявшпхся ДJJЯ нваптования многопе­

рподных систем. Это и было сде.1юrо в уже цитированных двух 
работах Паули [63, 65). Велпчшrы магнитных моментов связы­
наш1сь с веJJичинами моментов ноличества движения, таи что 

с моментом S связано 2S магнетонов Бора, а с моментом L­
L магнетонов Бора. Удноенный магнитный момент, связанный 
с S, ~ЫJJ введен в то время {ld lzoc, без накого-либо теоретиче­
с1\ого обоснования. Разбирая- свойства системы с учетом :шер­
г1ш связи между моментами L и S и взаимодейстния магнитных 
моментов с внешним магнитным полем, Паули смог проследить 
110.тrный переход от , сJJучая сJJабого поля н случаю сильного 
rrшш, В сJJабых полях- результирующий: магнитный: момент .J 
ноднергается пространственному квантоваю1ю, и мультиплет­

ный: уровень расщепляется на 21 +1 энвидистантные компонен­
ты, различающиеся магнитным нвантовым числом М, предста­
вляющим но11шоненту l в направлении поля. Уравнение (6) 
;заменяется на 

W е/1 
Л =gJf-, -Н, 

'1Jtµe 
111 = -1, -1+1, ... '1, (12) 

причем выражение для множителя g через L, S и l было поJJу­
чено еще Ланде в 1923 г. [57]: 

а_~+ S (S+1)-L(L+1) 
ь - 2 2J (J+1) (13) 

В сильных полях моменты коJJичества движения L и S квантуют­
ся по отдеJJьности, давая компоненты М L и М s в направлении 
поJJя. Это поведение энергетичесних уровней в спентрах извест­
но под названием эффекта Пашена-Бана. БoJJee подробно этот 
вопрос обсуждается в данной нниге в статье Ван дер Вардепu. 

В связи с этим уместяо вспомнить другое исследоваrшс, 
проведенное Паули в 1924 г. [66]. Многие энергетические уров­
ни l мультиплетов при очень высоком разрешении обнаружа -
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вают даJiьнейтпее расщепление меньшего норядна по величине, 
пзвестное по;~ названием сверхто1шой струнтуры. Паули пер­
вый уназал, что это явление следует приписать моменту ноли­

чества движения атомного ядра 1, имеющему неб.ольшой магнит­
ный момент, причем I снладывается с J, образуя результирую­
щий момент F совершенно аналогично тому, нан S и L образуют 
результирующий момент J. Различные подуровниFпроявляются 
затем в радиационных uереходах в видР дальнейшего расщеште-
1шя спентральных линий. 

Таюш в общих чертах было положение, существовавшее 

в атомной физине в нонце 1924 г" Rогда я выехал из Нью-Йорна 
в Европу. Интересно здесь напомнить, наново было состояние 
физиRи в Соединенных Штатах в то время. В энсперименталь­
ной физине такие исследователи RaI\ Майкельсон, Милликен, 
Лэнгмюр, Комптон и Р. Вуд, принадлежавшие к числу наиболее 
видных ученых мира, продолжали традицию пионерсних 1'ссле­
:1ований, восходящую к Франнлину, Генри и Роулэнду, тогда 
r>aR теоретичесн:ая физина, после блеснувшего RaR метеор Гиббса, 
не могла похвастать таним созвездием имен. В университете я по­
.:Iучил солидную подготовну по нлассичесной теоретичесной фи­
зине, но знания в области атомной физини я должен был в значи­
те.тrьной степени приобретать самостоятеJiьно. Правда, в Америне 
существовала разобщенная группа молодых физинов, старав­
шихся что-то делать в этом направлении; среди них я должен 

упомянуть Кембла, Ван Флена, Брейта, Слетера и Меллинена, 
по они были слабо связаны друг с другом. Кан и на большинство 
.,юлодых физинов того периода, на меня сильнейшее влияние 

оназала юrига 30111мерфельда «Строение атомов и спентральные 
а'инии». Кроме того, встреча с Эренфестом, читавшим в 1924 г . 
.:~е1щии в Америне, произве.тrа на меня огромное впечатление, 
и я с радостью приня.тr его предложение поехать за границу и, 

в частности, посетить его институт. 

Ита1>, сначала я поехал в Кембридж, потом в Лейден, где 
провел неснольно недель. В то время в Утрехте Орнштейн и его 
ученини, тщательно измеряя номпопенты Зеемана в спентраль­
ных линиях и номпоненты мультиплетов, поназали, что интен­

сивности их находятся в простом рациональном отношении, под­

чиняясь так называемым правилам сумм. Вместе с Гаудсмитом 
[34], ноторый: тогда работал в Лейдене (1925 г.), я получил об­
щую форму.тrу для относительных интенсивностей но11шонент 
3ее111ана, выразив эти интенсивности через нвантовые числа 
J и 111. Принцип соответствия наводил на мысль, что эти интен-
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сннности долщны быть полиномами второй степени по J и l\!f. 
Коэффициенты этого полинома определялись требованием, 
чтобы выполняJ1ись эмпиричес:кие правила Орнштейна. Вместе 
с правилами отбора и g-формулой Ланде это была одна из первых 
нопыто:к заменить :качественные утверждения принципа соот­

ветствия :количественным результатом:, :который впоследствии 
(ir,rJr подтвержден :квантовой механикой. 

Естественно, что при этих обстоятельствах я желал видеть 
тех, :кто та:к много сделал для лучшего понимания эффекта 
;)семана, и именно поэтому, как уже говорилось раньше, я при­

ехал в начале 1925 г. в Тюбинген. В моих глазах ПауJrи озна­
чал та:к много, что, ожидан встречи с ним, я жадно вчитывался 

в. нисьмо, :которое Ланде поназал мне. В этом письме фантиче­
сrш содержалось изложение принципа запрета в ясном и нрити -
чесном стиле, СТОЛЬ ХарантерНОМ ДJIЯ его автора. В ПИСЬМе ГОВО­
рИЛОСЬ, что в атоме, находн1цемся н сильном магнитном по:rР, 

каждый эле:ктрон должен 101ассифицироваться теми четырьмн 
нвантовыми числами, :которые примепялись для классификации 
термов щелочпого атома, возпикающих при возбуждепии валепт­
пого злектропа, а именно: главным :квантовым числом: п, ази­

мутальным :квантовым числом l и двумя магнитными :кванто­
выми числами т1 и т2 • Магнитное :квантовое число т1 пред­
ставJrяет собой составляющую момента :количества движения 
в направлении магнитного поля, будучи суммой :компоненты 
т 1 орбитального момента l и :компоненты т,= ± % момента 
s= % , о нотором упоминалось и :который в случае щелочных 
металлов приписывался раньше атомному остову. С другоii 
стороны, т2=т1 + 2 ms есть энергия магнитного взаимодействин 
с внешним полем, выраженная в соответствующих единицах. 

Кроме того, выдвигалась гипотеза, что в состоянии, харантери­
ауемом заданным набором четырех :квантовых чисел, может на­
ХОJ\иться один и толы\о один эле:ктрон. 

На основе этих предположений сразу удавалось объяснить 
бопыпое ноличество фантов. Непосредственным следствием этих 
предположений были мансимальные числа заполнения оболо­
чен, введенные Бором в его теории периодичесной системы. 
Рассматривая величины ~т1 и ~т2 для всех эле:ктронов атома 
соответственно :кан :компоненту полного момента в направлении 

поля и полную энергию магнитного взаимодействия с внешним 

полем, можно было предс:казывать, :ка:кие мультиплеты могут 
появиться, если известно число эле:ктронов с заданными п и l. 
Отсюда немедленно следовало, что замннутая оболочна имеет 
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L=S=cO и что замкнутая оболочка, из которой удалено k ;э,1ен:­
тронов, дает такое же коJiичество мультиплетов, :как и оболочю:1, 

содержащая k электронов. В частности, становилась понятпоП 
п наблюдаеман 11ублетная структура рентгеновских уровнеii, 
поскольку для ппх можно пренебречь присутствием слабо свя­
занных элентронов сверх за11шнутой: оболочки, ибо связь 
между внешними и внутренними эле1пронами вообще с.щшш:о111 

cJiaбa и не заыечается на опыте. 
Новая точ1\а зренпя ОI\азалась чрезвычайно плодотворной 

для интерпретации оптических спектров. В случае элементов 
первого и третьего столбцов периодической таблицы, где в пор­
маJiьпом состояшш все электроны, н:роме одного, входят в зам­

ннутые оболочюr, I\вантовые числа l и s для электрона совпа­
;(ают с 1шантовьшп числами L и S для конфигурации атома Ю\К 
целого. Для элементов второго стоJiбца периодической табJiицы, 
вообще говоря, / для одного из внешних электронов обращается 
в нуль, тан что l ;~ля другого ;эле1прона совпадает с L; однако длн 
S возможны значения О и 1, приводящие к синглетным и трп­
нлетным термам. Таюrм образом, хорошо пзвестные результаты 

у1шадываJiись в общую схему. Более •Интересным был случаii 
аргона, сложный спектр которого анализирова.1ся ранее Паше­
пом. ИскJiючая основное состояние, в этом случае имеJiась зю1-
1шутая оболочка с одним удаленным эле~\троном плюс один 
электрон вне оболочки. В смысле харантера термов такая система 
формально эквивэ,лентна системе с двумя элентронами вне зам­
кнутых оболоче:к и обладает синглетными п триш1етныJ1ш уров­
нями. Однако самый богатый урожай был собран при предсю1-
зании мультиплетов, возможных для элементов в других сто.16-
цах периодической таблицы и для переходных элементов. Целью 
приезда Паули в Тюбинген было, в частности, подтверждешю 
таних предсн:азаний на конRретных примерах. Спектры элемен­
тов четвертого столбца периодичесной системы, особенно свпн­
ца, изучались Ба:ком, и низколежащие уровни для соображе­
ний Паули стали пробным :камнем. 

Наблюдать творчесн:ий разум в период его созидате,1ыюй 

деятельности необычайно интересно, ;это остается в иамятп 
навсегда. Письмо Паули произвело на меня огромное впечатле­
ние и, естественно, мне захотелось осмыслить тот фан:т, что 
каждый отделъ·пый эле:ктрон в атоме должен описываться кван­

товыми числами, известными из спектров атомов щелочных 

металлов, в частности отн:рытыми там двумя моментами ноличе­

ства движения l и s= 72. Очевидно, теперь уже нельзя бь1.10 прп-
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писывать s остову, и ll!He сразу пришла мысль, что s мо;юrо 
рассматривать I>aR собственный момент Rоличества движения 
э:1еI>трона. На язьше моделей, I>оторый до создания Rвантовой 
~rехашши был единственной основой для обсуждения, этот соб­
ственный момент элеRтрона можно наглядно изобразить толы>о 
1>а1> вращение элентрона вонруг своей оси. Правда, таное пре;~­
ставление сопряжено с рядом серьезных трудностей. Одна!\о 
эта иДея была заманчивой:, и н: вечеру того же дня под влиянием 
прочитанного письма я получил формулу для так называемы·х 
релятивпстсюrх дублетов. 

Величина расщепления уровней тонкой стру1{туры в оптп­
чесних спектрах щелочных металлов представляла в то время 

( 1924 г.) большую загадну, н I\оторой: пр ив лен внимание JI аиде 
[ 58]. Согласно представлению о магнитном взаимодействии llleж­
i\Y орбитой валентного эле1>трона и магнитным моментом, соот­
ветствующим моменту количества движения элентронов остова, 

проJ1Iежутю1 в тонной струнтуре должны быть пропорциональ-
11ы11ш третьей степени эффентивного ядерного заряда, тогда r;ан 
в действительности была обнаружена пропорциональность чет­
вертой степени. Энспериментальная пропорциональность чет­
вертой степени заряда создава.'Iа аатруднения и в случае т;ш 
называемых релятивистсних рентгеновс1шх дублетов. ОдНаI{О 
теперь, Rorдa элеRтршrу наряду с собственным моментом ноли­
чества движения s= ~~ приписывался собственный момент, 
равный одному магнетону Бора, элеRтрон, движущийся вонруг 
ядра (энранированного), испытывал не тольн:о элеrпростатиче­
СI\ое притяжение, по и магнитное взаимодействие. Действитель­
но, при переходе от системы отс'lета, в которой поRоится ядро, 
I\ системе, движущейся со скоростью электрона v, в результате 
преобразования Лоренца из радиального элеRтрического поля 
Е ядра (экранированного) вознинает магнитное поле 

Н = Ех11 , 
(c2-v2)l/2 

перпендинулярное плоскости орбиты в систе.ме отсчета, свя­
занной: с элентроном. 

Учитывая взаимодействие этого магнитного поля с собствен­
ным магнитным моментом электрона Ь (равным одному магнетону 
Бора) ·с энергией: =t= ЬН (в зависимости от ориентации момента -
параллельной: или антипараллельной: Н) и рассматривая это 
взаимодействие кан малое возмущение, можно было получить 
формулу для дублетного расщепления в зависимости от заряда 
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ядра, полностью сог11асующуюся с экспериментальными дан­

ными Л аиде. 
При этом, конечно, необходимо было требонать, чтобы эта 

интерпретация не противоречила эксперюrентальным данны!\1 

по тонкой струr\туре водородоподобных спектров, ноторые, 
назалось, до Rонца объяснялись теорией 3оl\Iмерфельда. Высн:а­
зывалась надежда, что релятивпстсr\ая прецессин орбпты в ее 
нлосности и взаимодействие собственного магнитного l\Iомента 
элентрона с орбитальным движением дошtшы взаимно сноJ\шен­
-сироваться тюшм образом, чтобы уровни с разными /, но с одп­
на~\овым j сонпадали, даван тан:ое ;не число и расположение 

уровней энергпп, I\акое предсказывалось первоначальной тео­

рией 3оммерфельда. Таная надежда подr\реплялась TeJ\t обстоя­
тельствоl\1, что оба эффента оказались пропорциональными чет­
вертой степени ато!\lного номера; однако при ближайшем рас­
смотрении он:азалось, что новое нзаимодействие вдвое нревы­
шало взаимодействие, необходимое для I\омпенсацип, о чем 
:щлыпе еще будет сказано. Когда я сообщил свои выводы 
Jiанде, он ответил, что я обязательно должен рассказать о них 
Паули, I\aI\ тольно он приедет. 

На следующий день мы поrшrи на воr>зал встречать Паули. 
По•rему-то я представлял себе его намного старше и с бородой. 
Он был совсем не похоп.; на созданный моим воображением образ, 
но н сразу почувствовал силу, исхо.;~,ящую от него; это привле-

1.;ало и в то же время волновало. Скоро началась диснуссия 
в институте Ланде, и я получил возJ\южпость изложить свои 
мысли. Паули заметил: «Это очень остроумная выдум:ка», но 
не поверил в ее реальность. Затем началось обсуждение спентра 
епинца, причем в ходе беседы подтвердились выводы работы 
Паули. Эта работа появилась через несr\оЛы\о месяцев в печати 

[ 67] с не:которьши уточнениями, но существо ее совпадало с со­
держанием поназанного мне письма. 

Из Тюбингена я поехал ненадолго в Гёттинген, другой центр 
атомных исс.'1едовапий. Кафедры теоретичесн:ой и энсперимен­
тальпой физики возглавлюrи там Борн и Франк, объединившие 
вокруг себя груhпу молодых исследователей. Одной из задач, 
н:оторыми они тогда занимались, было вычисление энергетиче­
ских уровней нейтрального атома гешrн. Пользуясь методами 
теории возмущений, Борн и Гейзенберг [ 13] получали резуJrь­
таты, совершенно противоречившие энсперим:енту; с каждым 

днем все сильнее росло убеждение, что существовавшие тогда 

методы нвантования нуждаются в пересмотре. Из Гёттингена 
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" направился в Берлин, где посетил Гротр:иана, чья книга о 
спектрах элементов с одним, двумя и тремя валентными элект­

ронами в то время была библией всех спектроскопистов, а затем 
поехал в Копенгаген. 

В институте Бора происходили новые и захватывающие собы­
тия. За год до этого (1924 г.) Бор, Крамерс и Слетер [11] опуб­
ликовали статью, в ноторой рассматривалась радикальная воз­
можность того, что в элементарных процессах :испускания и 

поглощения излучения энергия и импульс сохраняются толыю 

статистически. Это экстремистское мнение вызывало, естествен­
но, большие споры, которые затихли только после того, 1щк 
Гейгер и Боте экспериментально доказали, что природа не 
использует эту возможность. 

Более важную роль на этом длинном пути сыграла формула 
для дипольного момента атомных систем, :индуцированного излу­

чением, которая была получена Крамерсом и Гейзенбергом 
в 1925 г. [47], продолжавшими старые работы Ладенбурга [55] 
и Ладенбурга и Рейхе [56]. Эта формула выходила за рамки ка­
чественных следствий принципа соответствия и в действитель­

ности представляла результат, который получается из квантовой 
механики в ее современной форме. Кроме значений энергии 
стационарных состояний, в эту формулу входили значения амп­
литуд электрического момента, соответствующих переходам 

между стационарными состояниями, или, говоря на современ­

ном языке, нед:иагональные матричные элементы электр:ичес1\ого 

момента. Продолжая прежнюю работу по интенсивностям зее­
мановских компонент спектральных линий, я закончил вывод 
формул для относительных интенсивностей мультиплетных 
компонент, согласующихся с эхспериментальными данными 

Орнштейна и его ШI\олы (см. [49]). Эта задача была тахже решена 
одновременно и независимо в 1925 г. 3оммерфельдом и Хенлем 
181], а тан:же Расселлом [72]. В современной хвантовой механи­
I\е эти результаты являются прямым следствием свойств функций 
Лежандра. Нахонец, Кун [54] в том же году и Томас [82] полу­
чили формулу для суммы квадратов амплитуд элехтричесхих 
моментов, соответствующих всем переходам, начинающимся 

с одного энергетического уровня, Rоторая при Последующем раз­

витии теории также оказалась справедливой Rоличест­

венно. 

Таким образом, появились результаты, претендовавшие на 
точность и все более настоятельно требовавшие обобщающего 
синтеза. Наснолько неудовлетворительным было общее поло-
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жение, ясно из письма, полученного мной от Паули и датиро­
ванного 21 мая 1925 г. Он писал: 

«Физика теперь снова зашла в тупик, во всяком случае для меня 
она слишком трудна, и я предпочел бы быть комиком в кино или кем­
нибудь вроде этого и не слышать ничего о физике!)) 

Я бы не удивился, если бы узнал, что аналогичные настрое­
ния преобладали в период, предшествовавший появлению меха­
ники Ньютона. В то время также были известны многие част­
ные результаты по статине и динамине материальных тел, на­

пример занон сохранения импульса, кинематичесное поведение 

свободно падающих объентов, теоремы об упругом и неупругом 
соударении шаров и законы Кеплера. Они были разрознены друг 
от друга до тех пор, пона принципы Ньютона не внесли единство 
в их интерпретацию. Именно в этой атмосфере летом 1925 г. 
родилась квантовая механика Гейзенберга. Я не могу удер­
жаться от того, чтобы не привести полную выдержну из пись­
иа Гейзенберга, написанного из Гёттингена в период создания 
!'\Вантовой механини и датированного 5 июня 1925 г. 1 ): 

«Теперь я немножко расскажу Вам о моих собственных соображе­
ниях по поводу интенсивностей, и жду Вашей (как можно более 
острой) критики. 
Основная идея заключается в следующем. В классической теории 

знание ряда Фурье для движения достаточно, чтобы вычислить все, 
т. е. не только ДИПОJ!ЫIЫЙ момент (и излу­
чение), но и квадрупольный момент, высшие 

+ мультипольные моменты и т. д. Рассмотрим 
---~тm~---Х пример. Пусть по оси х колеблется ангармо­

• 

нический осциллятор 

х=а0+а1 cos wt+a 2 cos 2wt+ ... ; 

тогда можно, например, вычислить периоди 

ческую силу в точке Р (на расстоянии а от 
пулевой точки): 

Если разложение 1/(t+x~/a2) в ряд Фурье 
записать в виде 

ь0+ Ь1 cos wt + Ь2 cos 2UJt + ... , 

1) .Как заметит читатель, во втором уравнении, приведенном в это1:! 
письме, имеется ошибка, вкравшаяся, вероятно, из-за спешки. Для общеи 
аргументации эта ошибка несущественна. 
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то 

(t) 

Следовательно, коэффициенты Фурье выражаются через первоначаль­
ные an. Теперь напрашивается предположение, что и в квантовой 
теории все определяется знанием вероятностей перехода или соответ­
ствующих амплитуд. Поэтому можно попытаться интерпретировать 
уравнения (1) в смысле квантовой теории, и таная интерпретация ока­
зывается естественной, например 

1 
Ь1 (п, п-1) =---" [а 0 (п)а 1 (п, п--1)-j-а 1 (п, 11---1)n0 (n--1)--j-

a· 

+a2 (11-t-1, п ---1)a 1 (n--l-\, n)+ ... ]. 

При этой интерпретации, с моей точни зрения, существенно выбрать 
аргументы 1tвантовотеоретичесних амплитуд так, чтобы это соответ­
ствовало связи между частотами. Например, если в классической 
теории имеем 

(2) 

то кваптовотеоретическое обобщение этого равенства должно гласить 

h2 (п, п-2) eiro(n, n-2)1 = 
=W(n, rt-2) 

~~~~~ ~~~~---

= a 1 ( n, п--1)а1 (п---!, n--2)exp{i[w(n, п-lH-w(n---1, п-2)]t}; 

следовательно, 

Ь2 (11, 11-2)=01 (п, п-1) r1 1 (п-1,_п-2). 

Если теперь признать, что такое вычисление и квантовотеоретиче­
ское обобщение действительно имеют смысл, то сразу получатся 
квантовотеоретические законы для интенсивностей. Ибо для интен­
сивностей в классической теории всегда имеют место соотношения 
вида (2). В виде примера опять возьмем ангармонический осцилля­
тор и положим 
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Уравнение движения гласит: 

Отсюда в первом приближении (ш2 ;:::;: шб) следует 

Оqеви:дно, 1шантовотсоретическое обобщение для этого случая имеет 
ви~ 

а~ (п, п-2)·3wб= ~ а 1 (п, п-1) а1 (п-1, п-2), 

а3 (п, n-3)·8W~=+ [а 1 (п, п--1) а 2 (п -1, п-3)+ 

+а2 (п, п-2) а1 (п-2, п-3)). 

Jаимствуя из теории гармонического осциллятора, зависимость от 

r(и, считая, что а пропорционально Yn (и в квантовой теории тоже), 
находим в классической теории 

н fШантовой теории 

ат (п, n-т)=Л't-lk (т) уп (п-1) (п--2) (п-т+ 1). 

;Jта{формула на самом деле уже обсуждалась в свое время( см. дис­
куссии с Паули), и я мог бы себе представить, что тем самым мы 
действительно имеем общий закон для вычисления интенсивностей: 
из уравнений движения получаются простые соотношения между 
а,, которые и определяют а, (при f степенях свободы с точностью до 
f независимых постоянных). В соответствии с квантовотеоретическим 
обобщением эти соотношения следует непосредственно перенести 
в !\вантовую теорию и получить таким образом иптенсивности (опять 
с тоqностью до f независимых постоянных). Определение постоянных 
представляет особую задачу, и я пе буду сегодня писать об этом. 
Однако можно показать, например, что Ваши формулы для интен­
сивностей мультиплетов п эффекта Зеемана, по-видимому, также 
следуют из только что изложенной схемы. 
В этой схеме 111не больше всего нравится то, что все взаимодействия 

атома с ВНQПIНИМ миром на самом деле можно свести к вероятностям 

перехода (отвлекаясь от случаев вырождения). Не нравится мне 
прежде всего математическая сторона (до сих пор я не вижу во3-
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можностей для простого вычисления интенсивностей) и определение 
f постоянных. ФизичС'ский смысл вышеизложенной схемы вычисле­
ния интенсивностей также выглядит весьма странно». 

Из этого письма видно, :ка:к начал с:кладываться занон умно­
жения :квантовомеханичесюrх величин, позднее выраженных 

в матричном виде. Упомянутое Гейзенбергом: определение / 
постоянных стало возможным в :конечном счете благодаря 
нвантовомеханичес:кому правилу :коммутаций для :каноничесни­
сопряженных переменных, :которое в действительности выража­
ло на новом язьше содержание вышеупомянутого правила сумм 

Нуна и Томаса для интенсивностей. 
О фа:ктичес:ком построении :квантовой механи:ки Гейзенбер­

гом и другими будет расс:казано в других статьях этой :книги; 
здесь же мы коснемся его толь:ко в связи с спе:ктроснопией. 

В июле 1925 г., :когда я снова провел нес:коль:ко дней в Гёттин­
гене, в центре внимания стояла работа Борна и Иордана, в ното­
рой теория Гейзенберга была сформулирована в матричной фор­
ме. Наряду с этим Гаудсмит [33] и Гунд [41] систематизировали 
следствия из принципа запрета для мультиплетов, возни:кающих 

при данной эле:ктронной :конфигурации атома. Из Гёттингена 
я поехал в Сан Вито ди Надоре в Доломитовых Альпах, где 
провел свой отпус:к вместе с Ферми и группой итальянсних мате­
мати:ков, а затем: возвратился в Нопенгаген в на Чале сентября. 

О чувстве большого облегчения, :которое все испытали в свя­
зи с новой ситуацией, говорит и другое письмо Паули но мне, 
датированное 9 о:ктября 1925 г.: 

«Механика Гейзенберга снова вернула мне радость жизни и надежду. 
Хотя опа и не дает решения загадки, но я верю, что теперь снова 
можно продвигаться вперед. П рсжде всего надо освободить механику 
Гейзенберга от гi.;ттингенской формальной оболочки учености, чтобы 
лучше раскрыть ее физическое содержание. Потом надо бы попытаться. 
с одной стороны, разработав глубже основы, понять ((Zwang» 1), а с 
другой - связать эти основы естественным путем с процессами столк­
новения». 

Последняя из упомянутых проблем была решена толь:ко через 
год, после создания волновой механи:ки, :когда Борн, интерпре­
тируя волновую фун:кцию :ка:к амплитуду вероятности, у:казал 
способ рассмотрения столн:новений. Другая проблема, назван­
ная словом «Z\vang», сводилась :к распространенному тогда 

' 1) Этим словом, обозначающим «натяжение», Паули описывает силы, 
которые вводились вместо спина (ер. статью Ван дер Вардена, стр. 246).-. 
Прим. ред. 
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в Копенгагене и усиленно защищавшемуся Бором l 7, 8] пред­
ставлению о том, что удвоение термов, которое проявляется 

в виде четвертого квантового числа, как того требует Паули 
в своей формулировн:е принципа запрета, есть явление, инду­

цированное в атомах с чис.тrом электронов, бб.ТJ:ьшим единицы, 
и .тrишь частично осуществ.тrяющееся в ге.тrии. В то время кажу­
щаяся дуб.тrетная структура ортоге.'Iия еще не бьша заменена 
на триплетную из-за недостаточного спеI\троскопического разре­

шения. (Дальнейшие подробности см. в статье Ван дер Вардена.) 
Представ.тrение о внутреннем моменте ноличества движения 
элентрона, к ноторому я пришел в Тюбингене, не соответство­
вало этим идеям. 

Поздней осенью 1925 г. появилась заметка Уленбека и Гауд­
смита [84], в ноторой эти авторы независимо выдвинули идею 
о внутреннем моменте ноличества движения э;Лектро1~а и свя­

занном с ним магнитным моментом, равным одному магнетону 

Бора, но не поняли природы связи этого момента с орбитальным 
движением и возможность получения зависимости результи­

рующей тонной структуры от атомного номера согласно закону 
четвертой степени. В интересном обзоре своих работ, написан­
ном в 1955 г. [83], Уленбеr> особенно подчеркивает ту моральну19 
поддержну, которую он вместе с Гаудсмитом получал в этом 

вопросе от Эренфеста. В конце ноября 1925 г., на лекции по 
интерпретации спектров, прочитанной мной перед физичесним 
форумом Датского физичесного общества, на котором присут­
ствова.тrо большинство физиков Копенгагена, я вновь обратил 
внимание на понятие о внутреннем моменте количества движе­

ния электрона, ссьшаясь на заметку Уленбека и Гаудсмита, 
но.отнлика не получил. 

Примерно 10 денабря 1925 г. я возврати.тrся в Америку с тем, 
чтобы начать преподавательскую деятельность в Нью-Йорке. 
Эксперименты Дэвиса по пре.тrомлению рентгеновских лучей 
в твердых телах заставили меня заинтересоваться теорией дис­
персии в веществе, имеющем непрерывные полосы поглощения 

вместо дискретных шший поглощения. Обобщение теории дис­
персии Крамерса и Гейзенберга [47] приве.тrо в этом случае 
к интегральной формуле, известной теперь как одно из дис­
персионных соотношений [ 50]. Обратное соотношение, выражаю -
щее коэффициент поглощения через показатель пре.тrомления, 
было опублиновано Крамерсом в 1927 г. [46], причем он рас­
смотрел эту проблему с математической точки зрения. Инте­
ресно заметить, что, I\aH оназалось впоследствии, дисперсион-
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ные соотношения применимы в значительно более широкой обла­
сти [53). Действительно, они были снова открыты независимо 
инженерами-элентриками в применении к действительной и 
мнимой частям электрического импеданса. 

В марте 1926 г. появ-илась вторая заметка Уленбека и Гауд­
смита [85), посвященная спектру водорода. Еще раньше эти 
авторы предложили [84) формально перенумеровать уровни 
водорода по аналогии с классификацией стационарных состоя­
ний в атомах щелочных металлов. Введя три квантовых числа 
п, l, j, они предположили, что уровни с равными j, но разными l 
попарно совпадают, не указывая, однако, на природу взаимодей­
ствия, которое могло бы привести к этому совпадению. Тип связи, 
обрисованный выше в связи с моей деятельностью в Тюбингене, 
был замечен ими благодаря Гейзенбергу. В 1955 г. Уленбек 
[83) говорил об этом следующее: 

(В конце октября .появилось наше сообщение, и там содержалось 
именно это предполdжение. Через несколько дней после опубликова­
ния мы получили письмо Гейзенберга, в котором говорилось, что, сооб­
щая нам модель дублетного расщепления в спектрах щелочных 
металлов, он, вероятно, пропустил множитель два и спрашивал 

наше мнение о такой возможности\\, 

В письме от 26 марта 1926 г. Бор писал мне об этом же: 

•Теперь я даже подозреваю, что понимание взаимной связи между 
спином и орбитальным движением распространилось среди физиков 
благодаря Вам. Действительно, по возвращении из Лейдена в Гёт­
тинген я обсуждал некоторые проблемы с Гейзенбергом, от которого 
лейденские физики узнали причину связи, и он говорил мне, что сам 
слышал это от кого-то год назад, но, к сожалению, не мог припом­

нить, от кого", 

Как подробно рассказано в статье Ван дер Вардена, идея 
о спин-орбитальной связи в норне изменила положение вещей, 
устранив нвантовомеханичесное «натяжение», и Бор [9] напи­
сал одобрительный комментарий R последней заметке Уленбека 
и Гаудсмита. В этих заметках впервые появился термин «спин». 

Ввиду этого решительного поворота во взглядах ведущих 
физин:ов на н:вантовомеханичесное «натяжение» мне оставалось 
лишь подчерн:нуть те трудности, ноторые все еще оставались 

на путин: предложенному объяснению [51). Эти трудности тоже 
рассматриваются подробно в статье Ван дер Вардена. 

Развитие теории в последующие годы пролило совершенно 
новый свет на номпленс этих проблем, решающая роль в выяс­
нении н:оторых принадлежала Паули. Поэтому мы остановимся 
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теперь на истории :квантовой теории в период между 1926 .и 
1928 гг. 

Ка:к уже говорилось, соображения, выс:казанные Гейзенбер­
гом в 1925 г. [36], явились исходным пун:ктом для матричной 
формулиров:ки :квантовой механи:ки, установленной Борном 
совместно с Иорданом [ 15, 14]. Действительно, соотношение 
для аиплитуд, набросанное уже в цитированном выше письме 
Гейзенберга, представляет не что иное, :ка:к применение правила 
умножения матриц. В полном согласии с идеями принципа соот­
ветствия Бора, сохранялись формальные аспе:кты :классиче­
с:кой механи:ки, но вместо обы:кновенных величин в :канониче­
с:кие уравнения Гамильтона 

дН 
Pr= - дqт (14) 

вводились некоммутативные матрицы с правилами коммутации 

q,q. - q.q, =О, 

РтРs - РsРт =О, 
h 

Prqs - q.p, = 2ni огs· 

(15) 

Поистине можно было сказать, что в старые меха влилось новое 
вино. Дирак [22, 23] независиио получил результаты, по суще­
ству э:квивалентные результатам упоиянутых выше авторов. 

После работы Гейзенберга [36] о линейном гармоничес:ком 
осцилляторе, результаты :которой с точностью до появления 
нулевой энергии совпадали с выводами прежней :квантовой 
теории, назрела необходимость показать, что и для водородо­
подобных атомов новые основы теории приводят :к правильным 

значенияи энергии (3). В период, :когда была введена матеиати­
ческая техника матричного исчисления, но волновой механики 
еще не было, это представляло довольно трудную проблему. 
В остроуиной работе [68] Паули с помощью иатричного иетода 
показал, что :квантовая механика на самом деле дает такие же 

результаты, ка:к и старая теория. 

Если 

P=µrx v 

представляет собой постоянный момент ноличества движения 
<1лектрона относительно ядра, а 

p=µv 
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есть импульс, то из уравнений движения классической меха­
ники следует, что вектор 

1 r 
А=z-гРхр+-

е µ r 

не зависит от времени. Умножая А скалярно на r, получаем 

A·r= --1-P2 +r. 
Ze2µ 

Вычитая нвадрат каждой части этого уравнения из единицы, 

находим далее 

1-А2= - 2W р2 
z2e4µ , 

где W - энергия. Паули по:казал, что в квантовой механине 
можно ввести матричные векторы А и Р, формально удовлетво­

ряющие рассмотренным уравнениям. Используя перестановоч­
ные соотношения (15), он получил систему матричных уравне­
ний, содержащих только матрицы А, Р и W, так :как координаты 
из них исключались. Решение этих уравнений, получаемое 
элементарным путем, приводило к уровням энергии (3) (для 
ядер с бес:конечной массой). 

Примерно в это же время описанные выше исследования стали 
сливаться с другим направлением, также возникшим в 1925 г. 
В этом же году де Бройль [ 18] опубликовал замечательную 
работу, не сразу получившую, однако, то признание, :которого 
она заслуживала. В этой работе было высказано предположение 
о том, что двойственность в природе света, который'с давних пор 
рассматривался :как волновое движение, но проявляющее кор­

пус:кулярные свойства при взаимодействии с материальными 
частицами, должна существовать также и для вещества, с кото­

рым наряду с корпус:кулярными свойствами следует ассоции­
ровать волновой процесс. Исходя из теории относительности, 
де Бройль выдвинул постулат о связи между импульсом р 
и энергией W свободной частицы, с одной стороны, и волновым 
вектором k и частотой v ассоциированной плоской волны, с дру­
гой стороны: 

p=hk, W=hv. (1о) 

Первое соотношение вскоре было подтверждено экспериментами 
Девиссона и Джермера, а та:кже Дж. Томсона и др. по дифра:к­
ции электронов в кристаллах. 

В то время как де Бройль рассматривал, по существу, сво­
бодные частицы, высказывая для других случаев только наче-
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ственные соображения, Шредингер [74] обобщил его работу, 
прежде всего на случай нерелятивистского двиЖещ1я частицы 
с массой µ под действием силы, обладающей потенциальной 
энергией V. Пользуясь отчасти интуитивными соображениями, 
Шредингер получил зависящее от времени волновое уравнение 

h2 h д'l' 
- 8л2µ Л Ч' + V'l' = - 2лi дt ' ( 17) 

которому должна удовлетворять волновая функция Ч'. Для си­
стем в стационарном состоянии с энергией W, когда зависимость 
волновой функции от времени имеет вид 

пr ,1, [. 2л:iWt J 
т = '1' ехр _ - -h- , 

получается стационарное волновое уравнение 

h2 
- 8-т Лф + Vф = fV\jJ, 

л: µ (18) 

приводящее к задаче о собственных значениях параметра W 
в случае, если на ф накладываются разумные математичесние 

условия. Таним образом, определение значений энергии стацио­
нарных состояний стало возможным новым способом, на первый 
взгляд очень даленим от матричного метода. 

Однако сам Шредингер продемонстрировал существенную 
эквивалентность двух теорий. Действительно, развитая им 
теория обеспечивала систематический метод для вычисления 
матричных uлементов теории Гейзенберга, Борна и Иордана. 
Прежде всего, Шредингер обобщил свои результаты на системы 
многих частиц и на силы, описываемые венторным потенциалом, 

используя в случае необходимости вместо прямоугольных ноор­
динат обобщенные ноординаты q1 , q2 , "" q". В этом случае вол­
новая фуннция будет определена в абстрантном многомерном 
нонфигурационном пространстве q. Существенная особенность 
построения квантовомеханичесних матриц состоит в том, что 

правила вычисления, которые по Борну, Гейзенбергу и Иордану 
должны выполняться для фуннций 2п величин q1 , q 2 , "., qn; 
р1 , р2 , "" Рп• полностью соответствуют правилам, применяе­

мым в обыкновенном анализе для вычисления линейных диффе­
ренциальных операторов от п переменных q1 , q2 , ••• , qn. Соответ­
ствие устанавливается следующим образом: в нлассичесной функ­
ции все Pr заменяются на оператор д/дqr. Действительно, опе­
ратор д/дqr номмутирует с д/дqs для произвольного s, а с q. 
коммутирует тольно при условии s-=t=r. Оператор, полученный 
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для с.лучая s=r коммутацией и вычитанием 

д д 
дqr qr- qr дqr' 

действуя на произвольную фунrщию q, воспроизводит ее и по­
тому является тождественным оператором. Используя полную 
{)ртонормированную систему собственных функций и1 ( q), 
и 2( q), ... в пространстве переменных q с весовой функцией Q( q), 
мы получаем для матричных элементов квантовой механики 
Борна, Гейзенберга и Иордана формулу 

F1k = ~ иt (q)[Fu 1, (q)] Q (q) dq. 

Исследования Шредингера прояснили также отношение 
квантовой механики к классической: оказалось, что квантовая 

механика представляет обобщение классической механики в том 
же смысле, в каком физическая оптика есть обобщение геометри­
ческой оптики. Для решения задач атомной физики, следователь­
но, сразу стала применяться целая отрасль математи:ки - тео­

рия дифференциальных уравнений в частных производных и их 
решение с помощью собственных функций, с успехом исполь­
зованная в других разделах теоретичес:кой физи:ки. 

Более глубо:кий смысл волновой функции Ч', естественно, 
стал предметом многочисленных дискуссий, особенно после того, 
как Шредингер показал, что величина Ч'*Ч' удовлетворяет за­
нону сохранения в конфигурационном пространстве. Де Бройль 
и Шредингер сначала надеялись, что с помощью этого закона 
физика снова вернется к детерминизму, утраченному ею в та:ких 
понятиях, :ка:к вероятности перехода, одна:ко с:коро стало оче­

видным, что преимущества новой точки зрения полностью про­
являются только при дальнейшем от:казе от детерминистс:кого 
описания. В частности, в связи с рассмотрением задачи о стол­
кновениях Борн в 1926 г. [12] подчеркнул необходимость ин­
терпретировать волновую функцию :как амплитуду вероятно­

сти, а квадрат ее модуля Ч'*Ч' как плотность вероятности найти 
систему при заданных значениях ее :координат. Бор использова:~ 
весь свой авторитет, чтобы разъяснить дополнительный харак­
тер корпус:кулярных и волновых представлений, тан отчетливо 

сформулированный Гейзенбергом в 1927 г. [29] в соотношениях 
неопределенностей для канонически-сопряженных перемен-
пых 

ЛqЛр ~ h. (19) 



В то время в Копенгагене происходили длительные и полез­
ные дискуссии между Бором и Эйнштейном, выступавшим за 
более детерминистскую формулировку физики, хотя именно 
Эйнштейну мы в значительной степени обязаны введением 
в физику понятия вероятности перехода со всеми ее индетер­
министскими чертами. С тех пор этот спор время от времени 
вспыхивал вновь, хотя подавляющее большинство физиков 
считало тогда и продолжает считать теперь, что квантовая тео­

рия должна сохранить вероятностную интерпретацию, с помо­

щью которой можно дать адекватный ответ на все вопросы, 
выдвигаемые экспериментом в масштабе атомных систем. 

Пока мы рассматривали формулировку квантовой механики 
для случая, когда материальные частицы характеризуются 

только координатами, описывающими их положение. Теперь 
возникла настоятельная необходимость включить в новую схему 
явление, названное словом «спин». Первые шаги на этом пути 
были сделаны самим Паули в 1927 г. [70]. Он выдвинул пред­
ложение, согласно которому волновая функция электрона, 
определяемая непрерывно изменяющимися пространственными 

координатами, должна также зависеть от спиновой переменной, 
способной принимать только два значения. Читатель, интере­
сующийся деталями этого обобщения теории, найдет их в статье 
Ван дер Вардена. Таким образом, для обсуждения спектроско­
пических проблем, и, в частности, аномального эффекта Зеема­
на, был создан базис, уже не нуждающийся в обращении к 1шас­
сическим моделям .заряда, вращающегося вокруг своей цент­
ральной оси. Тем самым Паули проложил дорогу для релятиви­
стской теории электрона и водородоподобных атомов, развитой 
в 1925 г. Дираком [25]. 

Действительно, один из недостатков обсуждавшихся до сих 
п·ор теорий, за ис1шючением оригинального исследования де 

Бройля о свободных частицах и некоторых предложений Шре­
дингера, состоял в том, что они давали квантовотеоретический 
перевод нерелятивистской классической механики. Фунда­
ментальный характер этого ограничения, а также тот факт, что 
релятивистские эффекты в случае водородоподобных атомов 
приводили к экспериментально наблюдаемому явлению тонкой 
структуры спектра, вызывали необходимость надлежащего 
учета требований теории относительности. Дирак показал, что 
для одного электрона во внешних электрическом и магнитном 

полях можно сформулировать релятивистски инвариантное 
волновое уравнение для четырехкомпонентной волновой функ-
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ции, а не двух:компонентной, :ка:к могло по:казаться с первого 
взгляда после работы Паули. 

С появлением теории эле:ктрона Дира:ка был сделан послед­
ний фундаментальный шаг, необходимый для интепретации 
спектров (если не считать малых радиационных поправо:к I\ уров­
ням энергии, рассматриваемых в :квантовой теории поля). Вол­
новое уравнение Дира:ка устранило все остававшиеся трудности 
одним ударом. В применении :к водородоподобным атомам оно 
давало наблюдаемую тон:кую стру:ктуру, пропорциональную 
четвертой степени заряда ядра; в присутствии внешнего маг­
нитного поля возни:кали сдвиги энергий, обусловленные двумя 
моментами :количества движения: во-первых, орбитальным момен­
том, несущим нормальный магнитный момент, и, во-вторых, спи­
новым моментом; несущим удвоенный магнитный момент. Эти 
магнитные моменты та:кже можно было объяснить распреде­
лением то:ков по всему атому. 

Волновое уравнение Дира:ка неявно содержало в себе еще 
следствие, понятое до :конца гораздо позднее. Введение четырех­
компонентной волновой фун:кции вместо двух:компонентной, 
предлагавшейся Паули, вле:кло за собой дальнейшее удвоение 
числа стационарных состояний: :каждому состоянию с поло-
жительной энергией соответствует состояние с отрицательной 
энергией. Это от:крыло путь теории позитрона, :которая будет 
рассмотрена в другом месте в связи с :квантованием полей. 

Интересные и фундаментальные особенности волновой меха­
ники были вс:крыты ГейзенбLргом [37, 38], исследовавшим ин­
вариантность волнового уравнения относительно различных 

преобразований. Ясно, что волновое уравнение инвариантно 
по отношению :к обмену :координатами тождественных частиц, 
например двух электронов в атоме или двух одина:коnых ядер 

в моле:куле. :Кан следствие, волновая функция невырожден­
ного стационарного состояния в результате этого преобразова­
ния либо сохраняет, либо меняет знан. Из спе:ктроснопичесних 
данных вс:коре был сделан вывод, что для данного сорта частиц 
в природе существуют волновые фун:кции толь:ко одного типа, 
например для эле:ктрона и протона -·антисимметричные вол­

новые фун:кции, а для ядер Не4 - симметричные волновые фунн­
ции. Действительно, таким способом на язьше волновой меха­
нини был сформулирован принцип запрета Паули. В статье Ван 
дер Вардена этот вопрос обсуждается подробнее. 

Более систематичес:кое исследование роли, :которую играет 
для спентрос:копии инвариантность волнового уравнения атома 
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относительно вращений системы координат и обмена координа­
тами электронов, было проведено, в частнос1'и, Вигнером [86, 
87). Он первый применил к рассматриваемым проблемам методы 
теории групп. В этой связи он указал также, что, кроме упомя­
нутых преобразований, существует еще одна операция, не изме­
няющая волнового уравнения,- отражение в начале координат. 

Отражение позволяло разделить стационарные состояния на 
два класса - четные и нечетные состояния. В то время как для 
спе1проскопии атомов это понятие четности послужило теоре­

тичесJ{ИМ обоснованием уже известных результатов, гораздо 
большее значение оно приобрело недавно для случая неэлектро­
динамических сил, господствующих в атомных ядрах, обсуж­
дение которых выходит за рамки этой статьи. 

Естественно, что после объяснения атомных спектров воз­
никла необходимость применить квантовую механину к моле­
кулярным спе1прам, в частности к спектрам двухатомных моле­

н:ул. Последовавшие исследования привели к гораздо лучшему 
пониианию структуры молен:ул, но ничего не прибавили к фун­
даментальным принципам физики. В связи с упоминавшимися 
выше работами можно отметить, что задача о диэлектрической: 
постоянной газа, молекулы которого вращаются, была заново 
рассмотрена в 1926 г. Мензингом и Паули [59) и Rронигрм [52), 
причем было по1шзано, что классическая формула Дебая (9) 
для диэлектрической постоянной: в слабых полях сохраняется 
также и в квантовой механике. Особого упоминания заслу­
живает квантовомеханическая интерпретация химической связи 
в гомополярных молекулах, данная Гайтлером и Лондо­
ном [40) и открывшая большие перспективы для теоретиче­
ской: химии. 

В огромной: степени расширились возможности теоретиче­
ского рассмотрения таких проблем атомной физики, как столк­
новения. В этой области старая квантовая теория позволяла 
получать количественные результаты лишь для немногих слу­

чаев. В волновой: механике проблемы столкновений: сводятся 
к исследованию рассеяния атомной системой плоской волны, 
представляющей: падающие частицы. В 1926 г. Борн [ 14] пер­
вый указал метод решения этой задачи. Прототипом работ по­
добного рода явилось вычисление рассеяния электронов в цент­
ральном силовом поле, проведенное в 1927 г. Факсеном и Хольц­
марком [31] с помощью математических методов, восходящих 
I{ Рэлею. Вскоре были развиты приближенные методы решения 
задач для случаев, когда, кроме упругого рассеяния, происходило 
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неупругое рассеяние налетающих частиц с передачей энергии 
атомной системе. 

Развитие квантовой теории существенно отразилось на ста­
тистической механике. Уже в 1924 г. Эйнштейн [28) пришел 
к выводу, что для системы тождественных частиц в общем сило­
вом поле, например для молекул газа в ящике, определение 

количества различных состояний, дающих одно и то же макро­
скопическое состояние, должно быть рассмотрено методом, впер­
вые предложенным Бозе [17) при выводе закона излучения чер­
ного тела Планка. Распространив этот метод с фотонов на слу­
чай частиц с массой, отличной от нуля, Эйнштейн получил 
уравнение состояния, позднее сыгравшее важную роль при 

обсуждении свойств жидкого гелия. Во второй статье в 1925 г. 
Эйнштейн [29) указал на связь этих результатов с работой 
де Бройля [18). 

В статистике Бозе - Эйнштейна принцип запрета не вво­
дился, так что этот формальный аппарат можно применять 
к системам частиц, описываемым волновой функцией, симмет­
ричной по координатам. В 1926 г. Ферми [32) и Дирак [24) 
рассмотрели аналогичную проблему для систем частиц, обла­
дающих антисимметричной волновой функцией, в частности 
для систем элентронов. 

Две статистики характеризуются выражением для вероят­
ности f найти в термодинамическом равновесии занятое невыро­
жденное стационарное состояние. Соответствующая формула 
имеет вид 

1 
f = ехр [(W -ШkТ] =f 1 ' (20) 

где ~ - термодинамический потенциал; k - постоянная Больц­
мана; Т - абсо~ютная температура; верхний знак относится 
к статистине Бозе-Эйнштейна, а нижний - к статистике Фер­
ми-Дирака. Последняя статистика вскоре была применена 
в ранее упоминавшейся работе Паули [70] о парамагнетизме 
металлов и в исследовании 3оммерфельда [79), посвященном 
элентрическим свойствам металлов. 

В нашей статье, задуманной главным образом как обзор 
старой квантовой теории и ее связи со спектроскопией, а танже 
как обзор последовавшего затем развития современной кванто­
вой механики для систем с конечным числом степеней свободы, 
более поздние и более известные работы лишь кратко упоми­
наются. 



Р. Крониг 

В работах Иордана и Клейна [42) и Иордана и Вигнера l43J 
было показано, что результаты нерелятивистской квантовой 
механики, полученные с помощью описанюr системы волновой 
функцией в конфигурационном пространстве, можно получить 
и в трехмерном пространстве, применяя метод вторичного 

квантования. Значение этого результата заключается в том, что 
он открыл путь для теорий поля, которые не являются предме­
том настоящей статьи. 

В области спектроскопии исчерпывающее исследование энер­
гетических уровней атомов в кристаллических решетках было 
проведено Бете в 1929 г. [1} с помощью теории групп. Новый 
интерес к спектроскопии вспыхнул уже в годы второй: мировой 
войны, когда применение микроволновой техники позволило 
изучать спектры в области, прежде недоступной: для эн:спери­
ментатора. На основе этой техники появилась возможность иссле­
довать переходы между различными зеемановскими уровнями 

атомного или молекулярного терма (известные под названием 
магнитного резонанса) в случае влияния нак электронных, так 
и ядерных магнитных моментов. Этот метод был применен н ин­
тересным проблемам химического строения и физики твердого 
тела, однако он ничего не добавил к фундаментальным принци­
пам. В области чрезвычайно коротких длин волн вознюша новая 
отрасль экспериментальной физики - v-спектроскопия. Здесь 
изучается ядро, его стационарные состояния и радиационные 

переходы. Все понятия, известные из области атома, появились 
и в этом случае: уровни энергии, четность, моменты количества 

движения отдельных нуклонов и их сложение в результирую­

щий: момент, принцип запрета, правила отбора и вероятности 
перехода. Большее разнообразие явлений обусловлено тем, что 
в излучении спектра участвуют два сорта частиц - протоны 

и нейтроны, а такж~ тем, что, помимо электрических дипольных 

переходов, в ядре часто наблюдаются магнитные дипольные 
переходы и переходы еще более выс:окой мультипольности. 
Ядерные реакции при бомбардирою{е быстрыми частицами также 
следует рассматривать каI{ аналог атомных стошшовений. Все 
имеющиеся данные, по-видимому, доказывают, что фундамен­

тальные понятия квантовой механики применимы для описания 
ядра в той же мере, как и для описания атома. 

Мне хотелось бы закончить этот обзор некоторыми личными 
воспоминаниями. В 1928 г. Паули был назначен заведующим 
кафедрой: теоретической физики Высшей технической: школы 
в Цюрихе. В конце 1927 г. он спросил меня, не соглашусь 
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ли я стать его ассистентом. l3 письме от 22 ноября 1927 г. он 
писал: 

«Вряд ли это наложит на Вас тяжелые обя3анности; Ваша задача 
будет состоять в том, чтобы каждый раз, когда я что-нибудь скажу, 
противоречить мне, тщательно вс.е обосновывая». 

Предложение я принял; и впоследствии время, проведенное 

в Цюрихе, всегда вспоминалось мне :ка:к один из самых волную­
щих, самых поучительных периодов моей жизни. Паули присту­
пил :к своим новым обязанностям в :конце апреля 1928 г., при­
ехав на:кануне дня своего рождения, и Шеррер по этому поводу 
в :комнате Паули поставил бу:кет цветов на письменный стол. 
В Цюрихе весна - лучшее время года, и :когда стало теплее, 
Шеррер, Паули и я часто стали ходить на пляж, где, устроившись 
на песне, с аппетитом съедали свой завтран. Одна из моих обязан­
ностей, не оговоренная заранее, состояла в том, чтобы ограни­
чивать Паули в поглощении мороженого в :кондитерской Шпрюн­
гли на Параденплац, нуда мы ходили в о?еденный перерыв. В част­
ности, я помню, на:к мы заказывали шо:коладное мороженое, и на 

вопрос официант:ки, должно ли оно быть очень твердым, я отве­
чал, что мне лучше подать в жидком виде, а моему спутни:ку -
в газообразном. Эти «энспедиции» часто бывали заполнены дис­
куссиями по вопросам физини, в которых Паули не был с:кло­
нен терпеть небрежность в рассуждениях, но был всегда готов 
воздать должное тогда, :когда этого заслуживали, и признать 

свою ошиб:ку, если она ему убедительно до:казана. Паули та:кже 
охотно позволял :компенсировать свое превосходство в плава­

нии на Цюрихс:ком озере, соглашаясь совершать воскресные 
прогул:ки, где он оказывался в невыгодном положении по срав­

нению с людьми менее плотного телосложения. 

Я уверен, что многие физини, :которые занимали этот пост 
после меня, всегда вспоминали об этом времени с та:кой же бла­
годарностью. После первой встречи наши пути с Паули не раз 
пересенались, и всегда у меня оставалось чувство, что в твор­

чес:кой атмосфере, о:кружавmей Паули, я почерпнул больше, 
чем мог сам дать. 

Примечан,ие, добавлен,пое 31 декабря 1958 г. 

Последние страницы этой статьи были написаны вечером 
14 декабря, накануне дня смерти Паули, явившейся большим 
ударом для всех его друзей. В их памяти, :как и в истории физи­
ки, Паули всегда будет сохранять особое место. 

4 Заназ No 214 
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В. Г Е Й 3 Е Н В Е Р Г 

ВОСПОМИНАНИЯ ОБ ЭПОХЕ РАЗВИТИЯ 

НВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 

В критические годы развития квантовой теории (1922-
1927.гг.) Паули работал с присущей ему работоспособностью и 
увлечением. Всеобщую известность приобрели опубликованные 
им в эти годы работы и статья по квантовой теории в Handbuch 
der Physik. Однако в этих статьях благодаря необычайно крити­
ческой Позиции Паули содержится лишь небольш::~я часть факти­
чески проделанной им работы. В своих статьях Паули сообщал 
только готовые результаты, но никогда не говорил о длинном 

и часто сложном пути, по которому он пришел к ним, и ничего 

не писал о незавершенных попытках. Частично об этой незамет­
но совершавшейся им работе сказано в обширной переписке, 
которая велась в то время между Паули и мной; и хотя теперь 
в моем распоряжении, к сожалению, нет его ответов, а имеются 

только мои письма того времени с некоторыми пометками, сде­

ланными Паули на полях, однако и они все же воссоздают живую 
I<артину борьбы вокруг основных проблем квантовой теории, 
борьбы, в которой участвовал тогда небольшой круг физиков. 
Сохранившаяся часть этой переписки поможет здесь хотя· бы 
частично восстановить содержание тогдашних страстных дис­

куссий по основным физическим проблемам. 
R началу этого периода совершенно запутанным образом 

переплелись круги трех задач; разделить их и пояснить оказа­

лось очень трудно. Этими задачами были: аномальный эффект 
Зеемана для многих спектральных линий, обусловленный спи­
ном электрона, затем лринцип запрета и, наконец, самое важ­

ное - фундаментальные вопросы квантовой теории, связанные 
с дуалИ:змом волна-частица. Тот факт, что при этом речь шла 
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именно о трех принципиально различных проблемах, был выяс­
нен лишь в конце рассматриваемого периода. Сначала же при 
неудаче почти каждой теоретической попытки, исходившей из 
чисто феноменологического описания экспериментальных дан­
ных, было совершенно неясно, следует ли отказываться от кон­
кретного модельного представления (например, от представле­
ния о сферически-симметричном электроне) или от всяких моде­
лей вообще, или же, наконец, дело было в неправильном выборе 
исходных принципов для определения стационарных состояний. 

Первый принципиальный результат получил Паули, дока­
завший (летом 1922 г.), что, применяя квантовые условия Бора­
Зоммерфельда к молекулярному иону водорода, нельзя полу­
чить правильных стационарных состояний:. Правда, этот резуль­
тат был еще недостаточен', чтобы раз и навсегда в глазах физика 
дискредитировать атомные модели; слишком велики и порази­

тельны были успехи моделей для объяснения атома водорода, 
эффекта Штарка и эффекта Зеемана для спектральных линий 
водорода, а также периодической системы элементов. Однако 
впервые вера в наглядные модели этой работой Паули была 
серьезно поколеблена. В этой ситуации большое значение имели 
эмпирические результаты по аномальному эффекту Зеемана. 
Именно здесь )аботами Зоммерфельда, Ланде и других было уста­
новлено, что, применяя сравнительно простую, наглядную мо­

дель, можно вывести эмпирические формулы только качественно, 

но не количественно. R тому же в конце вычислений приходилось 
всегда вносить определенные изменения, например заменять 

квантовое число k на k- У2 или / 2 на /(/ +1). В дискуссиях, 
которые разгорелись· по этому поводу между мной и Паули, 
уже в октябре 1923 г. было зафиксировано следующее положе­
ние: «Модельные представления· принципиально имеют только 
символический смысл, они являются классическими аналогами 

"дискретной" квантовой те()рИи». Тем самым во всей остроте был 
поставлен вопрос о том, каким должно быть математическое 
оформление «дискретной» квантовой теории или, как мы говорим 
сегодня, квантовой механики. · 1 

Но теория тонкой структуры и аномального эффекта Зеемана 
содержала еще и другие загадки. Паули уже давно заметил, 
что не все обстояло благополучно с определением числа стацио­
нарных состояний в периодической системе и что, в частности, 

из релятивистской теории Зоммерфельда совершенно невоз­
можно получить тонкую структуру рентгеновских линий в том 
виде, в каком она наблюдалась на опыте: число дискретных 
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состояний оказывалось больше, чем это следовало из теории 
Зоммерфельда. 

В денабре 1924 г. Паули прислал мне свою новую работу 
по этому вопросу. Элентрону необходимо приписать еще одну, 
четвертую степень свободы, ноторая могла бы принимать тольно 
два значения. Паули говорил об удвоении состояний, не поддаю­
щемся механическому описанию. Это позволяло навести порядок 
в счете состояний и добиться естественного описания периодиче­
сной системы на основе принципа запрета, сформулированного 
Паули. Каждое квантовое состояние м·огло быть занято только 
один раз. Наглядное значение новой степени _свободы, равно 
как и связь принципа запрета со свойствами симметрии волно­
вой фуннции, тогда были еще совсем неизвестны. 

Другими важными моментами нашей дискуссии стали затем 
правила Орнштейна для интенсивности мультиплетов и теория 
дисперсии .Крамерса. В обоих случаях Паули и я придержи­
вались того мнения, что переход от модельной механики в духе 
условий Бора-3оммерфельда, имеющей только символическое 
значение и потому справедливой лишь качественно, R истинной 

квантовой механине удавалось здесь совершить путем догадни; 
принцип соответствия Бора следовало бы уточнять математиче­
ски до тех пор, пона из него не начнут получаться правильные 

формулы. Следовательно, не было исключено, что ногда..:нибудь 
переход к полной матемаТИЧВl(КОЙ схеме квантовой ·механини 
будет совершен просто путем удачной догадни. 

Весной 1925 г., изучая в первую очередь разложение в ряд 
Фурье кеплеровсной орбиты в атоме водорода, я пытался полу­
чить формулы для интенсивности спектральных линий водорода 
в надежде просто угадать в конце концов правильные квантово­

теоретические формулы для интенсивности. Конечно, задача 
Кеплера оказалась для этого чересчур сложной, но при этом 
само собой возникло представление о том, что совокупность 
«элементов перехода» может характеризовать координаты элект­

рона так же хорошо, как ряд Фурье в классической физике. 
Не вполне ясно сформулированным результатом этого вычисле­
ния явилось сведение эмпирически получаемой информации 
к матрице координат электрона или вообще к матрицам, кото­
рые следовало строить для любой величины, имеющей физиче­
ский смысл. 

В мае 1925 г. я применил эти представления к более простой 
проблеме - к ангармоническому осциллятору. Вынужденное 
пребывание на острове Гельголанд в конце мая 1925 г., причи-
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ной которого явилось легкое заболевание лихораДI{ОЙ, предоста­
вило мне желанную возможность проделать подробные вычис­
ления. ангармонического осциллятора в соответствии с новыми 

представлениями. Хотя сначала мне не удалось доказат.р в со­
вершенно общем виде, что матрица энергии при этом обязатель­
но будет диагональной, т. е. что энергия будет сохраняться, весь 
процесс выглядел настолько разумным, что, возвратившись 

в Гёттинген уже 24 июня, я написал о нем в письме к Наули. 
Письмо начиналось так: «Основная аксиома состоит в том, 

что при вычислении каких-либо величин, например энергии, 
частоты и т. д., должны использоваться только соотношения 

между принципиально наблюдаемыми величинами». Ответ 
Паули был явно положительным и поощрял мою дальнейшую 
работу в этом направлении. Rак известно, математическое офор­
мление в замкнутую теорию было завершено в последующие меся­
цы Борном и Иорданом в Гёттингене и независимо Дираком 
в Кембридже. Сам я был тогда несколько удручен тем, что мне 
никак не удавалось вывести из новой теории простой спектр 

водорода. Однако уже в октябре того же года Паули преподнес 
мне сюрприз: законченную квантовую механику атома водорода. 

Мой ответ от 3 ноября начинался словами: «Едва ли нужно пи­
сать, как сильно я радуюсь новой теории водорода и насколько 
велико мое удивление, что Вы смогли так быстро ее разработать». 

Приблизительно в то же время появилась работа Гаудсмита 
о вращательном моменте электрона. Эта работа также подверг­
лась живому обсуждению в письмах Паули. Однако теория спина 
эле1{тро1ш будет рассматриваться в другом месте этой книги. 
Четвертая степень свободы, предложенная Паули, приобрела 
теперь простой, наглядный смысл, правомерность которого во 

всех деталях была выяснена в наших письмах. · 
Летом 1925 г. важным предметом обсуждения явились уже 

основы волновой механики. Поддержанная работой Эйнштейна 
мысль, что опыты Рамзауэра, с одной стороны, а также Девис­
сона и Rунсмана, с другой, должны объясняться дифракцией 
электронов, медленно пробивала себе дорогу. Весной 1926 г. 
последовали знаменитые работы Шредингера об атоме водорода 
и тем самым завершилось создание заRонченного математиче­

ского аппарата волновой механики. Мы с Паули усиленно обсу­
ждали теорию Шредингера. Признавая в первую очередь боль­
шой математический прогресс, мы относились скептически к· фи­
зической интерпретации. Меня очень беспокоила попытка сде­
лать физическим основание~r теории волновые представления-
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В письмах, написанных летом 1926 г" читаем: «Чем больше 
я размышляю о физичес:кой части теории Шредингера, тем 
ужаснее она мне :кажется. Ведь Шредингер просто выбрасывает 
за борт все :квантовотеоретичес:кое: т. е. фотоэле:ктричесний 
эффе:кт, ионизационные толч:ки Фран:ка, опыты Штерна-Герлаха 
и т. д. После этого нетрудно построить теорию; одна:ко она-то 
и не согласуется с опытом. Большое достижение теории Шредин­
гера состоит в вычислении матричных элементов». 

Та:к мы стали, естественно, интересоваться все еще непонят­
ной интерпретацией математичес:кого аппарата :квантовой и вол­
новой механи:ки. Летом 1926 г. Борн развил свою теорию про­
цессов стол:кновения и, усовершенствовав прежние идеи Бора, 
Rрамерса и Слетера, дал правильную интерпретацию волны 
в многомерном :конфигурационном пространстве нан волны 
вероятности. В одном из писем Паули объяснил мне, что интер­
претация Борна является лишь частным случаем значительно 
более общей интерпретации. Например, l 'l\J(P) 12 dp можно интер­
претировать :КЮ{ вероятность того, что частица обладает импуль­
сом в интервале (р, p+dp). Это вполне соответствовало и моим 
собственным мыслям о :колебательных процессах. Осенью 1926 г. 
Дира:к развил свою теорию преобразований, в :которой :квадрат 
модуля матричных элементов унитарной матрицы преобразова­
ния интерпретировался :ка:к вероятность в общем случае. 

В летние месяцы того же года бы.тrа выяснена та:кже и связь 
цринципа запрета Паули с :квантовой и волновой механи:кой. 
С одной стороны, в :квантовой механи:ке атома геJrия, ноторой 
я тогда занимался, удалось по:казать, что правильные термы, 

удовлетворяющие принципу Паули, можно получить толь:ко при 
условии, что волновая фун:кция антисимметрична по ноорди­

натам частиц; с другой стороны, Ферми и Дира:к до:казал.и, что 
в совершенно общем случае принципу Паули э:квивалентно 
требование об антисимметрии волновой фун:кции при обмене 
:координат у двух произвольных эле:ктронов и что в при:менении 

н идеальному газу это приводит :к новой статисти:ке. Та:к о:конча­
тельно был выяснен физичес:кий смысл принципа запрета Паули. 

В это время, осенью 1926 г., в моей перепис:ке с Паули посте­
пенно стало вырисовываться соотношение неопределенностей. 
В письме от 28 о:ктября 1926 г. имеются следующие слова: «Сле­
довательно, в волновом представлении уравнение pq-qp=-i11 
всегда соответствует тому фа:кту, что не имеет смысла гово­
рить о монохроматичес:кой волне в определенный момент 
времени (или в очень :корот:ком промежут:ке времени)». Паули 
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при этом замечает: «В промежутке времени, :коротком по срав­
нению с периодом, не имеет смысла говорить также о состоянии 

(значении энергии)». 
Далее в письме указывалось: «Аналогично, нет смысла гово­

рить о полоЖении частицы с определенной скоростью. Если 
же положение и скорость предполагать не такими точными, 

то это вполне будет иметь смысл». В ответном письме Паули 
выдвинул гипотезу, что фазовое пространство следует в прин­
ципе разбить на конечные ячейки размером h и что о частице 
можно только сказать, в :какой ячейке она находится. На это 
я возразил: «Если Вы точно укажете положение стеtiо:к ячеен 
и все же сможете определить, сколько частиц находится в каж­

дой ячейке, то разве нельзя будет определить и число' атомов 
в как угодно малых ячейках, выбирая новое положение стенок 
ячейки рядом с первоначальным? Я думаю, имеет ли ка:кой­
нибудь физический смысл выбор определенных границ ячейки? 
Может быть дело в том, что можно, например, точно указать 
взаимное расположение двух стенок ячейки, но не положение 
определенной границы ячейки». 

Хотя эти рассуждения и были очень близI\И :к правильной 
интерпретации квантовой теории, прошло все же еще около трех 
месяцев, прежде чем формулировка настолько прояснилась, 
что Паули и я отважились говорить об окончательном понима­
нии квантовой теории. В эти месяцы я почти ежедневно обсу­
ждал основные проблемы квантовой теории с Бором в Копен.­
гагене. Бор пытался сделать исходным пунктом физической 
интерпретации дуализм между волновой и корпускулярной 

картинами, тогда :как я старался, не прибегая к волновой меха­
нике, достичь цещr, вырисовывавшейся на пути квантовой меха­
ники и теории преобразований Дирака. Эти интенсивные дис­
куссии, повторявшиеся на все новых физических примерах, 
вели не только к тому, что постепенно начал перебрасываться 
мост между двумя столь различавшимися сперва точками зре­

ния, но они доставляли также новый материал, :который можно 

было с пользой рассматривать с обеих точек зрения·. Однако 
несмотря на все эти усилия, мы никак не могли внести в кван­

товую теорию истинную ясность. Новые взаимосвязи оказались 
настолько непривычными, настолько отличными от всего, соста­

влявшего для физики проверенное, передаваемое по наследству 

идейное богатство, что мы все еще пе могли разобраться в них 
до конца. 23 _ноября 1926 г. после длиннейшего разбора теории 
преобразований Дирака я писал Паули: «Я часто размышляю, 
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в чем, собственно, смысл всех этих формальных соотношений, 
но понять все это ужасно трудно». 

Дискуссии о смысле :квантовой теории лишь ненадолго были 
прерваны рождественс:кими :кани:кулами. Вероятно, тот фа:кт, 
что в середине февраля 1927 г. Бор уехал на отдых в Норвегию, 
по:казал всем нам, нас:коль:ко велика усталость, вызванная дли­

тельными дискуссиями. Конечно, Бор хотел использовать время 
не только для хождения на лыжах, но и для спокойного и нето­
торопливого обдумывания основ квантовой теории. Мне в это 
время тоже было легче собраться с мыслями, и 23 февраля я 
написал Паули письмо на 14 страницах; содержание его в ос­
новном совпадало с содержанием последующей работы о соот­
ношении неопределенностей. Ответ Паули оказался намного оп­
тимистичнее, чем я мог ожидать. «Да будет в квантовой теории 
день»,- приблизительно так звучал его ответ, побудивший меня 
изложить все содержание моих размышлений в подробной 
работе. Через несколько дней я снова послал эту работу Паули, 
чтобы получить его критические замечания, TaI{ что после воз­
вращения Бора я по:казал ему работу, уже одобренную Паули. 
Правда, Бор был тогда естественно недоволен некоторыми поло­
жениями работы, так что в печать она смогла быть отправлена 
лишь несколько позднее в исправленном виде. Между тем и 
Бор развил выдвинутое им понятие дополнительности настоль­
ко, что физическое содержание квантовой теории стало одина­
ково ясным с различных точек зрения. Если и оставались еще 
различия в понятиях, то они относились только к различной 

исходной точ:ке зрения или к различному язьшу, а не к физиче­

ской интерпретации теории. Эта интерпретация приобрела теперь 
полную ясность, и Паули был первый вне копенгагенского 
1\ружка, кто безоговорочно согласился с новой интерпретацией, 
n которую он сам внес такой большой вклад. 

Видимым завершением всего этого развития явился затем 
Сольвеевский конгресс, состоявшийся осенью 1927 г. в Брюсселе, 
причем Эйнштейн и Г. Лоренц были для- нас, копенгагенцев, 
важнейшими оппонентами в дискуссии об интерпретации кван­
товой теории. Основными на конгрессе явились дискуссии 
между Бором и Эйнштейном; и хотя Эйнштейна не удалось 
убедить в том, что новую интерпретацию квантовой теории 
следует считать удовлетворительной во всех отношениях, в кон­

це концов ему пришлось все же признать, что она замкнута 

в себе и непротиворечива. В этом решающую роль сыграл также 
неодно:кратно выступавший Паули. 



Г. ВЕН Т ЦЕЛЬ 

КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ПОЛЕЙ 
(до 1947 г.) 

§ 1. НАЧАЛО КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 

Идея I{вантования поля возникла около пятидесяти лет 
тому назад. Особенно отчетливо характерные черты будущей 
теории проявились в работе Эренфеста [ 1 ]. Рассматривая тео­
рию черного излучения Планка и обсуждая свойства спектра 
теплового равновесного излучения в терминах нормальных 

колебаний Рэлея-Джинса, Эренфест использовал аналогию 
между амплитудой собственных колебаний в полости и коорди­
натой механического осциллятора. Если классическая теорема 
о равнораспределении приводит к спектру Рэлея-Джинса, то, 
как же следует видоизменить теорию, чтобы получить спектр 

Планка? Квантование механических осцилляторов, введенное 
Планком, подсказало Эренфесту следующую гипотезу: энер­
гия поля, сосредоточенная в одном нормальном колебании 
с частотой v, может быть только целым кратным hv. Это же 
предположение позволило Дебаю [2] в 1910 г. действи­
тельно получить спектр Планка. Как теперь известно, кванто­
вание энергии поля связано с корпускулярными свойствами 
поля, однако связь с теорией световых квантов Эйнштейна [3} 
была установлена много позже. Лишь после создания квантовой 
механики, когда был понят корпускулярно-волновой дуализм, 
можно было увидеть эквивалентность теории Дебая и статисти­
ческой теории фотонного газа Бозе [4]. Характерные особен­
ности подсчета состояний в теории Бозе (а именно, перестанов­
ка тождественных фотонов не приводит к новому состоянию) 
соответствуют невырожденности квантового состояния п линей­
ного осциллятора [ 5]. 
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Если справедливо, что элементарная световая волна экви­

валентна гармоническому осциллятору с собственными зна­
чениями энергии nhv( + У2 hv), то естественно также применять 
1шантовую механику к амплитуде волны и интерпретировать ее 
как оператор, или, точнее, как матрицу, подобную матрице 
координаты линейного осциллятора 

! vп (n'\q\n)= Vп0+1 
при п' =n-1, 

при п' = п+ 1, 
в остальных случаях. 

Эту идею в 1926 г. использовал'и: Борн, Гейзенберг и Иордан 
[5] при определении среднего квадрата флуюуаций энергии 
черного излучения; однако в полной мере ее оценил Дирак [6], 
положивший ее в основу созданной им теории взаимодействия 
излучения с атомными системами. Гамильтониан взаимодей­
ствия (в первом порядке) содержит матрицы q как множители, 
что приводит в первом порядке теории возмущений к атомным 
переходам в комбинации с переходами п -> п + 1 в полевых осцил­
ляторах, или, другими словами, в комбинации с поглощением 
или излучением фотонов. Энергия системы, состоящей из 
атомов и фотонов, сохраняется, насколько это допускается соот­
ношением неопределенности. Вероятность перехода в единицу 
времени определяется квадратом матричного элемента и при 

поглощении фотона пропорциональна начальному числу запол­
нения п в системе фотонов. В с.Лучае испускания фотонов веро­
ятность пропорциональна (п+1), причем первое слагаемое, 
пропорциональное п, соответствует вынужденному излучению, 

а второе слагаемое - спонтанному излучению. 

Сейчас трудно оценить новизну и смелость предложенного 
Дираком решения задачи об излучении. В течение предшество­
вавшего десятилетия установилась традиция полагаться в таких 

вопросах исключительно на принцип соответствия Бора. По­
пытки придать этому принципу количественную формулировку 
привели к идеям, легшим в основу матричной механики Гейзен­
берга. Новые аспекты проблемы возникли, когда появилась 
возможность рассчитать методом н:вантовой теории возмущений 
атомные переходы под влиянием заданных внешних волновых 

полей (например, фотоэлен:тричесн:ий эффен:т). Рассчитанные 
таким образом переходы можно было рассматривать н:ан про­
цессы, связанные с поглощением, но их «обратное действие на 
поле» (сопутствующее им исчезновение фотона) теорией не рас-
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сматривалось. Спонтанное излучение танже не находило себе 
объяснения в рамнах существовавшей теории. Принцип соот­
ветствия, казавшийся в этих вопросах незаменимым, представ­
лял собой чужеродный элемент («волшебную палочку», ка:к 
говорил Зоммерфельд) в теории, которая в остальном была 
вполне последовательной. Предложенное тогда Дираком объяс­
нение, основанное на использовании q-матриц, явилось полным 

откровением. Хотя были выведены заново · лишь известные 
результаты, но это было сделано единым методом. Новая тео­
рия возбудила интерес к применению квантовой механики 
R электромагнитным и другим полям. 

В последующей работе [7] ДираR применил теорию возму­
щений второго порядка R взаимодействию между атомом и 
полем и получил заново формулу Крамерса-Гейзенберга [8] 
для рассеяния света атомными системами. Более тонкие про­
блемы, связанные с процессами излучения (например, вычис­
ление ширины линии, связанной с затуханием), потребовали 
использования более сложных математических приемов [9]. 
(Другие ссылки можно найти в нниге Гайтлера [10].) Во­
просы о скорости распространения света или о когерентности 

рассеянного света решаются легче, если вспомнить, что в лю­

бой Rвантовой системе средние значения наблюдаемых величин 
подчиняются уравнениям движения для соответствующей нлас­

сичесной системы. В применении к операторам электромаг­
нитного поля это обстоятельство приводит R нлассическим 
уравнениям поля [ 11 ]. Кан нётрудно убедиться, нлассическая 
оптина в значительной мере остается справедливой. 

В теории Дирака квантованию подвергается не все электро­
магнитное поле, а лишь его «радиационная .часть», состоящая 

из плоских поперечных световых волн. Электростатические 
поля включаются в виде нулоновой энергии взаимодействия 
в гамильтониан для частиц. Такой неравноправный подход 
R двум слагаемым поля не только противоречит духу теории 
Максвелла, но вызывает возражения с точки зрения теории 
относительности. Преобразование Лоренца перемешивает эти 
части между собой; соответствующее разбиение оказывается 
неинвариантным. Возникающая проблема формулируется таким 
образом: нан построить релятивистски инвариантную нванто­
вую теорию максвеллова поля, взаимодействующего с заряжен­
ными частицами? В 1927 г. эта задача казалась неразрешимой, 
хотя в то время можно было предвидеть далеко не все трудности, 

с ноторыми пришлось столннуться впоследствии. 
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Один из первых шагов совершили в 1928 г. Иордан и Паули 
[ 12), найдя лоренц-инвариантную запись соотношений комму­
тации для Поля в отсутствие зарядов (т. е. для радиационного 
поля Дирака). Они ввели зависящие от времени операторы поля 
и коммутатор двух компонент поля, взятых в разлиqных про­

странственно-временнь1х точках, выразили через ставшую ныне 
энаменитой <шнвариантную дельта-фушщию». Впоследствии Бор 
и Розенфельд [13] проанализировали физический смысл полу­
ченных ими соотношений в связи с фундаментальными соот­

ношениями неопределенности, возникающими при измерении 

компонент поля. 

Релятивистское описание электронов, свободных или нахо­
дящихся в данном внешнем поле, было предложено Дираком 
[ 14] в его волновой теории частиц со спином, равным У2. В этой 
теории, однако, были свои. затруднения, связанные с «состоя­
ниями с отрицательной энергией», и только построение теории 
позитронов (см. § 2) открыло путь к освобождению к'вантовой 
электродинамики от этих трудностей. 

Первая попытRа сформулировать квантовую электродина­
мику принадлежит Гейзенбергу и Паули [15), которые ввели 
общую схему квантования полей, надеясь что она будет при­
менима для поля Максвелла. Поскольку в обычной квантовой 
механике основную роль играет гамильтониан, Гейзенберг 
и Паули предположили, что уравнения поля, подобно уравнениям 
движения в механике, можно вывести, исходя из принципа 

наименьшего действия, который позволяет определить поля 

Ра, «нанонически-сопряженные» с исходными полями Qa, 
и найти «каноничесние соотношения коммутации» и гамиль­
тониан системы. Можно доназать, что найденные соотношения 
номмутации инвариантны относительно бесконечно малых 
преобразований Лоренца, если инвариантна плотность лагран­
жиана (см. [16])1). Этот нанонический формализм, оказавшийся 
впоследствии столь :мощным орудием при исследовании ска­

лярного и других полей, тем не менее был недостаточен для 
решения той задачи, ради которой он создавался,- для пост­
роения элентродинамини. Есди записать плотность лагранжиана 
для поля в отсутствие зарядов в виде 

L= _ _!_ ~ ( дQа - дQв )2 = _1_ (Е2-н2) 
4 дхВ дха 2 

а.{3 

1) Об этом доказательстве Паули обычно говаривал: «lch warne 
Neugierige• [я прздостерегаю, любопытных (нем.)]. 
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[где Qa- четырех-вектор потенциала (а=1 ... 4; x4=ict)], ·то 
Р 4 тождественно обращается в нуль вместе с дивергенцией от 
Р=-Е. Таким образом, канонические соотношения коммута­
ции использовать в этом случае нельзя. Rак выяснилось впо­
следствии, это связано с равенством нулю массы покоя фотона 
и инвариантностью теории относительно градиентноrо преоб­
разования 

Гейзенберг и Паули [ 15, 17] указали на два формальных при­
ема, позволявших обойти эту трудность. Первый способ заклю­
чался в добавлении к плотности лагранжиана члена 

Yi в С'2_дQа!дха) 2 с тем, чтобы в окончательных выражениях устре-
а 

мить в к нулю. В работе [17] эти авторы предлагали с помощью 
градиентного преобразования обратить Q4 в нуль (преобразова­
ние Лоренца дополнялось градиентным: преобразованием); 
при этом нужно было потребовать, чтобы (не зависящая от 
времени) пространственная функция C=div Е + Q была тожде­
ственно равна нулю. Оба способа вели к поставленной цели, 
однако представлялись несколько искусственными и потому не 

вполне подходящими для такой фундаментальной теории, как 

теория электромагнитного поля. Особенно большое разочаро­
вание вызвало то обстоятельство, что принципиальная труд­
ность классической теории Лоренца - бесконечность собствен­
ной энергии точечного электрона: - сохранялась, по-видимому, 
и в квантовом варианте теории (см. [18, 19]). 

Другой подход I\ теории, предложенный независимо Ферми 
[20], больше соответствовал духу будущей теории.Ферми выбрал 
лагранжиан таким образом, чтобы возникающие уравнения поля 
имели вид 

"" д2 .L..i дх~ Qa = - Sa 
[3 

(sa- ток и плотность заряда). Уравнения Максвелла следуют из 
этих уравнений, если дополнить их условием Лоренца, т. е. 
равенством нулю четырехмерной дивергенции: 
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Ферми (рассматривавший фурье-преобразования уравнений 
поля) уназал, что в нвантовой теории нет необходимости посту­
лировать условие Лоренца нан операторное тождество, доста­
точно наложить соответствующие дополнительные условия, или 

«ограничению>, на. вентор состояния чr 

т. е. операторы Q и Q обращают ЧГ в нуль во все моменты вре­
мени. Эти условия допустимы, поснольну они энвивалентны 
двум непротиворечивым (соответствующие операторы номмуtи­
руют) начальным условиям: ДJIЯ Ч' (например, при t =О). Допол­
нительные условия позволяют сразу установить, I\aR зависит 

Ч' от «сналярногm> потенциала ( Q 4 ) и продольной части «Вентор­
ного» потенциала ( div Q). Остальная ч~сть Ч' удовлетворяет урав­
нению Шредингера 

где Н' оназывается равным гамильтониану теории излучения 
Дира:ка, внлючая нулоново взаимодействие между заряжен­
ными _частицами (а та:кже их бес:конечные собственные энергии). 
(В теории Гейзенберга-Паули нулоновы члены вознинали 
тольно во втором порядне теории возмущений.) Поснольну 
уравнения теории Ферми, в которую равноправно входят ста­
тичесние и волновые поля, с самого начала можно записать 

в произвольной системе ноординат, то оназывается, что :кван­

товая теория излучения Дирана по существу релятивистс:ки 
инвариантна при условии, что заряженные частицы танже опи­

сываются должным: образом:, например подчиняются волновому 
уравнению Дирана для частиц со спином, равным У2. 

Ферми не затруднял себя проверкой релятивистсной инва­
риантности принятой: им схемы юзантования (например, соот­
ношения номм:утации для полей), хотя это можно было проделать 
для беснонечно малых преобразований и затем сослаться на 
групповые свойства преобразований Лоренца (тан поступили 
в своей работе Гейзенберг и Паули). Более ясное и изящное 
доназательство лоренцовой инвариантности содержится в работе 
Дирана, Фона и Подольс:кого [21 ], посвященной обобщению 
теории. 

Во всех предлагавшихся прежде вариантах теории реля­
тивистсная инвариантность была далено не очевидной, посноль-

5 Занаа .М 214 
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Ry временная и пространственные Rоординаты вводились несим­
метрично: положение Rаждого элеRтрона хараRтеризовалось 

собственным радиусом-вектором r n (в конфигурационном прост­
ранстве), поля определялись в фующии от другого веRтора r, 
а временная Rоордината t вводилась тольRо одна (в веRторе 
состояния 1У, если использовалось представление Шредин­
гера). Эту несимметрию устранял «многовременной» формализм 
Дирака, Фока и Подольского, в Rотором I<аждой заряженной 
частице приписывалась индивидуальная временная Rоордината 
tn; веRтор состояния 1У рассматривался RaR фунRЦия всех четы­
рех-веRторов (r n• tn) и подчинялся нескольким волновым урав­
нениям Дирака по одному для Rаждого электрона. В эти вол­
новые уравнения входил четырехмерный потенциал Максвелла 
в представлении, Rоторое ныне называется «представлением 

взаимодействия», 

Qa(r,t)=exp(~HFt)Qa(r)exp(-~HFt) 
(Н р- гамильтониан без взаимодействия); в волновом уравнении 
для п-го элеRТрона потенциал Qa следует брать в точRе ( r n• tn). 
ВеRтор состояния 1У снова нужно подчинить дополнительным 
условиям Q1Y=O, Rоторые являются обобщением условий Фер­
ми. Релятивистская инвариантность, а таRже градиентная ин­
вариантность всех этих уравнений и соотношений коммутации 
для операторов поля очевидна. Если мы рассмоорим 1У в одно­
временном подпространстве (т. е. положим tn = t для всех п), 
то мы придем снова R теории Ферми и, в конце Rонцов, R теории 
излучения ДираRа, но ниRаRих доRазательств релятивистсRой 
инвариантности для этих частных форм теории уже не требуется. 
Блох [22] проанализировал внутреннюю непротиворечивость 
многовременнбй теории; все частицы должны быть разделены 
пространственно-подобными интервалами 

с 1 tn - tn· I < 1 rн - Тп• \. 

Блох уRазал таRже физичесRий смысл обобщенного веRтора 
состояния 1У: он описывает результаты измерений, выпол­
н~нных для каждой частицы в ее индивидуальное время tn. 

Теория Дирака - ФоRа - ПодольсRого является прямой 
предшественницей более новых теорий [23, 24], в Rоторых 
рассматривались не заряженные частицы в Rонфигурационном 
пространстве, а Rвантованные поля (например, электронное 
поле) и набор дисRретных мировых точеR (rn, tn) заменялся про-
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странственно-подобной «поверхностью» в пространстве Минков­
ского. Rакую роль этот формализм сыграл в выполнении про­
граммы перенормировок в квантовой электродинамике, будет 
рассказано в этой книге другими авторами. 

В классической теории поля, соответствующей многовре­
иеннбй теории, функции поля, явно зависят от времени tn 
каждой: частицы [25). Эту обобщенную теорию Лоренца можно 
использовать для сформулирования таких классических урав­
нений движения заряженных частиц, в которых сила действия 
на себя для каждой частицы остается конечной; в частности, 
при этом обращается в нуль электромагнитная масса (инерция). 
R этому результату можно прийти, воспользовавшись некото­
рым предельным переходом при определении лоренцовой силы, 
при котором «полевая точка» приближается к «точке частицы» 
по .времениподобному направлению. Действуя таким образом, 
можно обойти все трудности, связанные с собственной энергией 
в к.л,ассичесr.:ой теории точечных электронов, взаимодействую­
щих через поле Маltсвелла. Можно было надеяться также, что 
подобная процедура предельного перехода поможет избавиться 
от соответствующих трудностей в квантовой теории. Надежда 
эта не оправдалась. Такой предельный переход затрагивает 
лишь классические бесконечности типа электромагнитной массы 
(расходящиеся линейно по импульсу обрезания kc). Но в кван­
товой теории возникают бесконечности другого типа, подобные 
бесконечности Валлера [ 18] ( ,_ k~) для одного электрона Ди­
рака (состояния с отрицательной энергией свободны). Впослед­
ствии, когда дырочная теория позитронов стала более привыч­
ной, в теории остались тольRО логарифмические расхсщимости, 
но они зато выдержали все математические ухищрения, пока 

не появилась перенормировка массы и возможность новой 
непротиворечивой интерпретации. Тем временем, однако, 
продолжалась дискуссия о математической переформулировке 
теории. Создав новый вариант классичесRОЙ теории [27}, 
Дирак [26) попытался видоизменить соотношения коммутации 
для полей, введя в них малый времениподобный вектор ( «Л-пре­
дельный процесс»). OдitaRo Дираку пришлось прибегнуть 
к ряду искусственных приемов, например ввести кванты света 

с отрицательной энергией и отрицательной вероятностью \28). 
Обзор ~ обсуждение этих работ можно найти в статье Паули 
[29). 

Вся эта деятельность вокруг проблемы собственной энергии 
ныне заброшена и представляет только исторический интерес, 

5* 
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Несмотря на все неудачи, :квантовая эле:ктродинами:ка поль­
зуется общим доверием, :кан .т~учшее, хотя и несовершенное, 
орудие атомистичесной теории. Конечно, во всех частных с.т~у­
чаях испо.т~ьзова.т~ась теория излучения Дирана и появ.т~явшие­
ся бесконечности устранялись самым примитивным образом 
(прямое вычитание и обрезание). Противоречий с эксперимен­
тальными данными не возникало (о «сдвиге Лэмба» в то время 
только подозревали). Однано принципиа.т~ьные трудности теории 
тяже.т~ым грузом .т~ежа.т~и на нашей совести. 

Д.т~я завершения нартины добавим, что в начале 30-х годов 
вызываJiа беспоI\ойство не то.т~ьно собственная энергия. Мы уже 
говорили о состоянии дирановсного элентрона с отрицательной 
<!нергиеЙ; НИЖе МЫ раССI\аЖеМ О трудном нути раЗВИТИЯ «ДЫ­
роЧНОЙ» теории. С.т~едует уномяну'!'ь та:кже о беснонечной нуле­
вой энергии (~У:! hv) по.т~я излучения; и хотя сегодня устранение 
'Jтой бес:нонечности может поназаться тривиальным отбрасыва­
нием беснонечtюй аддитивной постоянной, в 1933 г. тание .т~юди, 
кан Паули 130], специально останав.т~ивашrсь па записи 
гамильтониана в таной форме, в :которой нулевой энергии не 

·ВОЗНИI\ает. 

Существует бес!\онечность иного рода, названная <шнфра­
нрасной натастрофой», посн:ольну расходимость вознинает при 
малых частотах в от.т~ичие от «ультрафио.т~етовой. :катастрофы», 
вознинающей при вычислении собственной энергии. С такого 
рода расходимостями сталюшаются в задачах типа тормозного 

из.т~учения, если вычис.т~яется полная вероятность I\аного-.т~ибо 
процесса излучения (испуснания фотона), причем взаимодей­
ствие элентрона с полем излучения предполагается малым. 

Теория возмущений приводит к выражению, I\оторое расходится 

как~ dv/v при v=O. В 1937 г. Блох и Нордсин [31] указали, что 
причина расходимости лежит в использовании теории возму­

щений; при ма.т~ых частотах взаимодействие оказывается слиш­
ном сильным. Они построили стационарные состояния свободно 
движущегося элентрона, онруженного собственным полем 
и по.т~ем фотонов. Слабое внешнее по.т~е (опа и является малым 
возмущеnием) вызывает переходы между таними стационарнт,rми 
состояниями; и если первоначально свободm,1х фотонов не 
было, то они могут во:Зникнуть в конечном состоянии в резуль­

тате изменения собственного поля при переходе. Среднее число 
испущенных фотонов беснонечно (за счет испускания фотонов 
со сноль угодно малой энергией), но полная энергия и вместе 
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с ней полное сечение рассеяния электрона на заданный угол 
оназываются конечными. Найденное сечение совпадает с резуль­
татом, полученным: в приближении Борна при полном 11рене_. 
брежении полем вообще. Явный вид формул показывает, почему 
разложение по степеням е (постоянной связи для взаимодей­
ствия поля с электроном), хотя и приводит формально снова 
н теории возмущений, недопустимо при малых частотах. В 1938 г. 
Паули и Фирц [32] повторили этот вывод заново, заменив 
«электрою> протяженным заряженным телом. Вознинающее 
обрезание (которым также пользовались Блох и Н ордсик, 
и которое запутывает возможную связь с расходимостью в собст­
венной энергии) приобрело таним образом физичесную причину 
и описывалось формфактором. Размеры тела пре'J,полагались 
настольн:о большими, что добавнами, связанными с электромаг­
нитной массой, можно было пренебречь. Задача рассматривалась 
при нерелятивистсних энергиях; в остальном закон сохранения 

энергии учитывался строго. Результаты этого более подробного 
анализа совпадают с результатами Блоха и Нордсю\а, за одним 
исключением. Паули и Фирц у1\азывают, что зависимость веро­
ятности очень малых потерь энергии от размеров (формфак­
тора) заряженного те.па по своему характеру «ис~шючает воз­
можность перенести результаты па случай реального электрона». 
Хотя вывод 01\азаJ1ся пессимистичесн:им, uce же, по общему 
мнению, низкочастотную часть спентра можно бу;1ет объяс­
нить, если удастся построить теорию точечного элентрона, 

свободную от более серьезных высон:очастотных расходимостей. 

§ 2. КВАНТОВАНИЕ ЭЛЕIПРОПНОГО ПОЛЯ 

Когда в 1927 г. Иордан [35] впервые попытался пронвапто­
вать элентронное волновое поле, многим из нас его идея показа­

лась довольно странной. В отличие от фотонов, элентроны обла­
дают зарядом и массой (и спином, равным );2 ). Существовала 
хорошо разработанная волновая механина многоэлен:тронных 
систем, которая назалась вполне достаточной, по н:райней мере 
в нерелятивистсн:ой области. Было известно, что принцип запре­
та Паули энвивалентен требованию антисимметрии волновых 
фуннций. 

С другой стороны, Дпраr\ [34], подготавливая свощ теорию 
испускания и поглощения света, уже рассмотрел вопрос 

о н:вантованип (номпленсной) волновой: фушщии Шредингера 
и заменил амплитуды вероятностей для «невозмущенных состоя -
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ний» на операторы уменьшения и увеличения на единицу чисел 
ваполнения.._ этих же невовмущенных состояний; соотношения 
коммутацииlдля этих операторов таковы: 

ьrь:- ь:ь, = <\s, 

Если гамильтониан имеет вид 

~ wrь:ь,+ ~ vr,ь:ьs, 
r rs 

то квантованная теория не дает для одной частицы ничего 
нового 

и эквивалентная гамильтониану матрица равна 

Н rв = W,бra + V rs· 

Однано N "'тождественных частиц, кан это и должно быть, под­
чиняются статистине Бове-Эйнштейна, т. е. описываются сим­
метричными волновыми функциями. Другими словами, при 
рассмотрении системы симметричных бовонов нет нужды при­
бегать к нонфигурационному пространству, если волновая 
фуннция в обычном пространстве проквантован1j.. Этот прием 
носит наввание «вторичного квантования», или «гиперкванто­

ванию>, поскольку испольвование волновой функции Шредин­
гера уже равносильно «первичному квантованию». В 1927 г. 
Иордан и Клейн [35] обобщили эту теорию, введя вваимодей­
ствие вида~ ь: ьt Ьн. Ь 1 , например нулоново взаимодействие 
заряженных бозонов. Они указали, что собственная кулонова 
энергия варяженных частиц формально исключается, если вапи­

сать неноммутирующие операторы Ь, Ь* именно в указан­
ном порядке (т. е. два оператора уничтожения справа). 

Иордан высоко оценивал перспективы этой теории, в част­
ности, в отношении релятивистских обобщений. Он сразу 
вадался построением аналогичного аппарата для фермионов. 
Поснольну принцип Паули в;шрещает числа ваполнения, боль­
шие единицы, операторы Ьr должны сводиться к двухрядным 
матрицам 
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умноженным на единичные матрицы (при r=1= s). Аппарат, энви­
валентный волновой механине в конфигурационном простран­
стве с антисимметричными волновыми фуннциями, был построен 
Иорданом и Вигнером в 1928 г. [36]. 

Этот аппарат основан на использовании новых операторов ar, 
ноторЧJе отличаются от br только должным образом выбранным 
знаком и подчиняются «соотношениям антикоммутации» 

которые, очевидно, инвариантны относительно унитарных пре­

образований (ar-'7s- 1arS; S* =S- 1). При практическом прило­
жении ниногда не требуется знать явного матричного выраже­
ния операторов ат с учетом знана, поснольну соотношения 

антикоммутации позволяют выразить все результаты через 

физические величины, например через средние значения числа 

заполнения Nr=a:ar. Это обстоятельство, однако, стало обще­
известным лишь много позже (нак и в случае с матрицами 

Дирана '\'µ: '\'µу"+ у"'\'µ= 26µ"). 
Rак и нерелятивистсная теория многоэлентронных систем, 

аппарат Иордана-Вигнера оказался очень полезным, например, 
при изучении элентронного газа в металлических проводнинах 

(этого вопроса мы не иасаемся в настоящей статье). Но был ли 
этот формализм чем-то большим, чем простым орудием для 
решения частных задач? Не мог ли он явиться существенным 
звеном в построении релятивистсной теории, соединенной с !\ван­
товой элеRтродинамикой? 

Мы уже упоминали о релятиви~тской волновой механике 
Дирака для элентрона со спином и о ее трудностях, связанных 
с «отрицательными энергиями». Чтобы обойти эти трудности, 
Дирак в 1930 г. [37]предложил рассматривать состояние, в кото­
ром заполнены все уровни с отрицательной энергией (и тольио 
эти уровни, как «ваRуум»), что~ однано, не приводит R появле­
нию наблюдаемой плотности заряда. «Дырна» в фоне отрица­
тельных энергий ведет себя как частица с положительной энер­
гией и положительным зарядом, и Дирак сначала попытался 
отождествить ее с протоном. Всиоре, однако, оказалось, что 
такое отождествление недопустимо. В том же году Оппенгей­
мер [38] указал", что при этом атом водорода был бы неустойчив 
и быстро превращался бы в два фотона. Особенно четкий вывод 
содержится в нниге Вейля [39, стр. 263): согласно теории Дира-: 
ка «масса протона должна быть равна массе электрона; более 
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того, независимо от выбора взаимодействия (до тех пор, по:ка 
оно инвариантно относительно замены правого на левое), эта 
гип~теза приводит :к существенной э:квивалентности положи­
тельного и отрицательного эле:ктричества при всех обстоятель­

ствах, даже если будет строго учтено взаимодействие между 
веществом: и излучением». 

В 1932 г. позитрон был обнаружен э:кспериментально. Оправ­
давшееся предс:казание повысило доверие :к теории дыро:к, одна­

:ко последовательной математичес:кой: формулиров:ки этой теории· 

еще не существовал:о. Можно было лишь с помощью теории воз­
мущений: рассчитать, например, рассеяние света на электронах, 
образование и аннигиляцию пар пли рассеяние поз~rтронов на 
элентронах (с учетом обменных эффе:ктов) [40]. В :лих случаях 
трудности появлялись толь:ко при расчете высших приближе­
ний:, I{оторыми можно было пренебречь. 

Центральной: проблемой являлась «поляризация вануума»: 
внешнее электромагнитное поле ис:кажает эле:ктронную вол­

новую фун:кцию, относящуюся :к фону отрицательных энергий, 
и приводит, следовательно, :к появлению не:которого распреде­

ления то:ков и зарядов, :которое в свою очередь ис1\ажает поле. 

Ка:к выполнить в этом: cJiyчae вычитание «ва:куум:ных величин», 
:которое тривиально осуществляется в отсутствие поля? Даже 
cJiaбoe внешнее поле приводит :к появлению виртуальных эле:кт­
ронно-позитронных пар, и их в:клад в плотности заряда или 

поляризации описывается расходящимся интегралом. Ка:кая 
конечная. часть этого интеграла соответствует набJiюдаемой 
поляризации вакуума? 

Эта проблема рассматр:И:валась с разных точе:к зрения и ока­
зало.сь очень СJiожной. По этому поводу имеются харантерные 
высказывания. Пайерлс [41] сказал: «Неизвестно, сводится ли 
необходимое усовершенствование теории Лишь к математиче­
с1шму видоизменению, которое позволило бы избежать появле­
ния бесr\онечных величин, или требуется коренная ломка фун­
даментальных понятий, лежащих в основе уравнений .теории». 
Высказывание Фарри и Оппенгеймера [42] свелось :к следую­
щему: «По своему характеру эти трудности тановы, что их, 
по-видимому, нельзя устранить путем видоизменения электро­

магнитного поля электрона на маJiых расстояниях; необходимы 
более ГJiубокие изменения наших представлений о пространстве 
и времени ... ». Следует заметить, что Фарри и Оппенгеймер поль­
зовались аппаратом квантования эJiектронного поля Иордана 
и Вигнера, но особенного успеха не добились. 
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На этот раз пессимисты оказались неправы: в 1934 г. Дирак 
[43) и Гейзенберг [44) сумели построить хотя и сложную, 
но вполне приемлемую формулировку теории дырок. Исполь­
зовав приближение самосогласованного поля Хартри, Дирак 
ввел зависящие от времени матри:о,ы плотности 

~ 'i'a' (x't') \jJ;, (x"t") 

(суммирование выполняется по занятым состояниям) и рассмот­
рел их особенности на световом конусе 

[ lx' -;- х" 12 = с2 ( t' - t" )2 ], 

вычитая сингулярные функции, зависящие явно от поля 
и подобранные таним образом, чтобы конечная разность при 
х' = х", t' = t" могла служить для определения наблюдае­
мых величин. Гейзенберг устранил оставшиеся неоднозначности 
в вычитании, использовав законы сохранения заряда, энергии 

и импульса. Он подчеркнул также недостаточность приближе­
ния Хартри («наглядной теории», I{aK он называл его) и обоб­
щил правила вычитания, использовав формализм Иордана и 
Вигнера, который в этом пункте играл уже существенную роль. 
Теория является формально лоренц-инвариантной и симмет­
ричной относитедыю замены электронов позитронами. Ее можно 
непосредственно соединить с квантовой электродин~микой и по­
лучить та!шм образом общую теорию взаимодействующих элект­
ронов, позитронов и фотонов. Малая величина постоянной связи 
е2 1 hc = 137 существенна для возможности разложения по сте-

пеням электронного заряда. (Сжатое изложение этой теории 
можно найти в· книге Вентцеля [45).) 

Однако, как мы уже говорили выше, трудность с собствен­
ной энергией: тоже сохранилась. По сравнению с одноэлектрон­
ной теорией ситуация несколько улучшилась - сохранились 
только логарифмические расходимости [46). Расходимости более 
высоких порядков, связанные со спиновой энергией и с «выну­
жденными колебаниями под влиянием нулевых флуктуа­
ций поля излучения», сонратили друг друга [47). Расходимости 
остаются логарифмическими и в высших порядках по е2 /!1с 
(точнее, расходимости пропорциональны степеням lпkc [47)). 
Выбрав должным образом обрезание, можно добиться того, 
чтобы собственная энергия электрона составляла малую часть 

( ~ 1~7 ) от тс 2 • Обычно считалось само собой разумеющимся, 
что обрезание приводит к нарушению релятивистской: инвариант-
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пости, если поJшостью не пренебрегать собственной энергией. 
Более серьезным о:казался тот фа:кт, что фотон, согласно 

теории позитронов, тоже обладает бес:конечной собственной 
энергией, пос:коль:ку он может создавать эле:ктронно-по3итрон­

пые пары. В варианте теории, предложенном Гейзенбергом 
в 1934 г. [44), эта расходимость сводилась :к логарифмичес:кой 
(в первом поряд:ке по~ е2). Казалось, ничто не могло спасти ре­
лятивистс:кую и градиентную инвариантность теории. Гейзенберг 
ожидал, что решить проблему поможет толы<о теория, «в :кото­
рой постоянная Зоммерфельда принимает определенное значе­
ние». Много лет спустя «регуляризация» вместе с перенорми­
ров:кой позволила построить схему, последовательную по :край-. 
ней мере с математичес:кой точ:ки зрения (см. статью Вилларса 
в настоящей :книге, стр. 94). 

Хотя эти запутанные вопросы приходилось оставлять в сто­
роне, исслеr1ование поляризации вю>уу~ш интенсивно продол­

жалось. Уже на Сольвеевс:ком :конгрессе в 1933 г. Дира:к [48) 
расс:казал об исследовании слабого статичес1<ого потенциала 
в первом поряд:ке теории возмущений. Он получил следующее 
выражение для плотности заряда бg, индуцированного полем ер: 

og = ~: [АЛ ер+ В (:с у ЛЛер J 
(Л - лапласиан). Коэффициент В является :конечным:, а :коэф­
фициент А логарифмичес:ки расходится, но при надлежащем 
выборе параметра обрезания (kc ~ 137 mc/li) А становится вели­
чиной поряд:ка единицы. Пос:коль:ку (-Лер/4л:) есть «внешняю> 
плотность заряда g0 , являющаяся источни:ком поля ер, то нали­

чие члена, пропорционального А, в выражении для бg озна-

чает, что малая часть (~ 1~7) внешнего заряда нейтрализуется 
(по нрайней мере, в случае статического поля). В варианте тео­
рии, принадлежавшем Гейзенбергу [44), член~ АЛер автомати­
чески вычитался, что в принятой сейчас терминологии э:кви­
валентно перенормировке заряда. (Идея перенормиров:ки заряда 
смутно проскальзывала уже в упоминавшихся работах Пайерл­
са [41) и Фарри и Оппенгеймера [42).) Величина og оказывается 
таким образом пропорциональной -Лg0 , или, точнее говоря, 
пространственному среднему от -Лg0 , вычисленному с опреде­
ленной весовой функцией на сфере радиуса"" h /те [ 49, 50]. 
Поте1щиал ср танже претерпевает соответствующее изменение 
(-;.ер +оер), что несколько видоизменяет законы эле1<тростатини. 
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Возможность наблюдения эффектов изменения бср, например 
изменение энергии связи электронов, изучалась У лингом 
в 1935 г. [49], но.результаты были неблагоприятны. Ныне при­
чина этого ясна: поляризация вакуума действительно сказы­
вается на сдвиге Лэмба, но ее вклад составляет лишь около 
( - )2,2 % . Реальность этого эффекта ныне гарантирована точно­
стью измерений. 

В этом приближении (первый порядок по e2/t1c) пе возюшает 
новых трудностей и в общем случае зависящего от времени 
электромагнитного поля: плотность индуцированных заряда 

ц тока даются аналогичным выражением с заменой лапласиана 
на даламбертиан [44, 50, 51]. 

При переходе к высшим порядкам по e2/tic мы сталкиваемся 
с замечательной особенностью теории дырок - в уравнениях 
Максвешrа появляются дополнительные члены, нелинейные 
(например, третьего порядка) по. напряженностям поля и их 
производным. Принцип суперпозии в электродинаМИI{е и опти­
ке теряет свою силу. Например, фотоны могут рассеиваться 
фотонами или электростатическим полем. На это еще в 1933 г. 
указывали Гальперн [52] и Дельбрюк [53], по мнению которых 
такие процессы могут происходить через виртуальное рождение 

электронно-позитронных пар. Необходимо было, однако, при-
. бегнуть R вычитатель пой· процедуре Гейзенберга, чтобы сече­
ния процессов ТаI{ОГо рода оказались достаточно малыми, 

в частности в предельном случае малых частот. Реальное вычис­
ление этих сечений было весьма трудоемким (диаграмм Фейн­
мана еще не ·существовало) даже в самых простых случаях для 
малых частот и малых углов рассеяния (см., например, [54]). 
Последующие вычисления [55, 56] показали, что к тем же ре­
зультатам можно было прийти, если ввести в лагранжиан до­
полнительные члены четвертого порядка: 

L =-} (Е2 - н2) + З6~л2 ~:~1 { (Е2 - н2)2 + 7 (Е. Н)2} + ... 
(в единицах Хевисайда). В 1936 г. Гейзенберг и Эйлер [57], 
а также Вайскопф [58] получили замкнутое выражение для 
лагранжиана, пригодное во всех порядках по е в пределе боль­
ших длин волн ( ~ ti/mc). 

В результате всех этих исследований к концу 30-х годов сло­
жилась следующая картина: если отвлечься от рас:х;одимости 

в собственной энергии и связанных с ней трудностей (например, 
mоправон на излучение» [59]), то теори~ позитронов содержит 
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хорошо определенную и правдоподобную схему для количе­
ственного объяснения всех наблюдаемых явлений. Однако экс­
периментальных методов, которые позволили бы проверить бо­
лее тонкие черты теорип (связанные с поляризацией вакуума), 
тогда еще не существовало. Методы вычитания казались слиш­
ком искусственными и не завоевали общего признания. Паули. 
который, казалось, активно интересовался развитием теории 

(см., например, [51]), выдал свои чувства, употребив полупре­
зрительный термин - «вычитательная физика», а в его работе 
[51] можно прочитать следующие слова: «Формализм принятой 
ныне теории позитронов, которая не заменена еще, к сожалению, 

более удовлетворительной".». С нашей современной точки зре­
ния теория оказаласьJiравильной·во всех вопросах, I\ которым 
она могла быть применена. 

§ 3. ДРУГИЕ ПОЛЯ; ВЫСШИЕ СПИНЫ 

В первых попытках построить релятивистское обобщение 
уравнения Шредингера, «скалярное волновое уравнение» 

~ :2~ = µ2Q 
а ха 

(µ=тс/11), в соответствии со взглядами де Бройля на связь волн 
и частиц, казалось естествеъ:ным исходным пунктом [60, 61, 62]. 
Этот подход, однако, в 1928 г. подвергся критике со стороны 
Дирака [14], который указывал, что общая интерпретация кван­
товой механики требует, чтобы волновое уравнение было линей­
ным по д!дt. Исходя из этого требования, Диран построил реля­
тивистсное волновое уравнение для элентрона со спином. Это 
отвленло внимание от скалярного (релятивистского) поля, но 
в 1934 г. Паули и iЗайскопф [63] поназали, что, использовав 
канонические правила квантования поля (разработанные в 1929 г. 
Гейзенбергом и Паули в их первой работе по квантовой электро­
динамике), можно построить последовательную теорию ска­
лярного поля. В предложенном ими формализме дифференциаль­
ному уравнению первого порядка по д/дt подчинялся вектор 
состояния системы ЧГ 

. дЧ' ннr 
ll1 dt = т' 

и его физическая интерпретация не встречала затруднений. 
Соответствующие частицы не обладают спином, и сопоставить 
их с реально существующими элементарными частицами в 19341·. 
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Gыло, :конечно, невозможно. Задача представляла лишь акаде­
мический интерес до конца 40-х и начала 50-х годов, когда был 
открыт л:-мезон, спин которого оказался равным нулю. 

Сейчас тоория«заряженного скалярного» мезона служит стан­
дартным примером для иллюстрации методов квантования поля 

и нет необходимости подробно излагать ее здесь (см., например, 
гл. 8 и 11 юшги Вентцеля [451). Паули и Вайскопф в качестве 
положительной стороны теории подчеркнули то обстоятельство, 

что энергия поля являе-тся с самого начала положительно опре­

деленной величиной (нет необходимости прибегать к вычитанию), 
что позволяет ввести корпускулярную интерпретацию поля. 

ЗарЯд оказывается неопределенным:: частицы могут нести 
:~ибо положительный, либо отрицательный заряд. Квантовый 
характер заряда (его собственные значения являются целыми 
кратными элементарного заряда) есть следствие формализма. 
В соответствии с выбором правил коммутации частицы подчи­
няются статистике Бозе-Эйнштейна, тогда как предположение 
об антикоммутации полей привело бы к трудностям (см. ниже). 
В остальном результаты удивительно сходны с результатами 
теории позитронов. Например, фотоны с энергией > 2 тс2 

в статичесRом: кулоновом поле должны рождать пары, и рас­

считанное Паули и ВайсRопфом сечение этого процесса по 
порядку величины совпадает с сечением Бете-Гайтлера для 
рождения электронно-позитронных пар (ceteris paribus). Суще­
ствуют также поляризация вакуума, связанная с рождением 

виртуальных бозонных пар, и соответствующая логарифмиче­
ская расходимость, требующая перенормировки заряда. Элект­
ромагнитная собственная энергия заряженного бозона расхо­
дится как квадрат параметра обреаания ( ~· k~) [47). 

В 1937 г. интерес к квантованным полям более общего 
харантера значительно воарос в связи с открытием в космиче­

сних лучах «меаотронов» и последовавшим бумом вонруг «ме..: 
зонной теории ядерных сил», которой будет посвящен § 4. 
В этом параграфе мы о~тановимся на нен:оторых вопросах более 
математического характера, связанных со строением полей, 
описывающих частицы с заданным спином (эти вопросы в зна­
чительной мере· интересовали самого Паули). 

При систематическом подходе естественно отделить класси­
ческую сторону вопроса от :квантовомеханической: нак нужно 
обобщить классические релятивистские уравнения поля, чтобы 
после надлежащего квантования наблюдаемые величины можно 

было отнести к частицам со спином s, заряженным или незаря-
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женным, с массой покоя, равной или не равной нулю? Нельзя 
ожидать, что классическая («с-числовая») теория сама по себе 
сможеr описать отдельные частицы - это невозможно даже при 

s =О и s= У2 (при s=O плотность вероятности не является поло­
жительно определенной величиной, а при s=1 / 2 возникают со­
стояния с отрицательной энергией); Можно было, однако, на­
деяться, что последующее квантование (с дополнениями типа 
теории дырок) приведет к последовательной теории. 

Общая теория классических полей главным образом для 
свободных частиц была впервые построена в 1936 г. Диракоl\! 
[64], который использовал дифференциальные уравнения пер­
вого порядка, подобные его волновому уравнению для частиц 
со спином, равным У2. Спинорные обозначения Ван дер Вар­
дена [65] оказались весьма полезным орудием. Структура этих 
теорий была разобрана Фирцом (который выразил Паули бла­
годарность за руководство). В более простом случае целых спи­
нов классическое поле является тензором ранга s (Qa.1 ••• as; 
ar=1 ... 4), симметричным по всем индексам, со следом, равным 
нулю. Тензор подчиняется волновому уравнению Шредингера­
Клейна-Гордона и дивергенция его равна нулю. В плоской 
волне при т =F О эти условия оставляют только (2s+1) незави­
симую компоненту амплитуды, в чем проще всего убедиться, 
если перейти к «системе покоя» lQa.1." = ехр (-iµt).const]. 
При пространственных вращениях эти независимые компоненты 
преобразуются по неприводимому представлению $ 8 , и состоя­
ния одной частицы ·соответствуют (2s+1) возможной ориента­
ции спина s. Все соотношения можно переписать в спинорных 
индексах и обобщить их так, чтобы включить случай полуцелого 
спина. (Можно также прийти к случаю полуцелого спина, до­
бавляя к целому СПИJ!У спин, равный У2; по такому пути пошли 
Рарита и Швингер [67].) Фирц рассмотрел возможные выраже­
ния для плотности энергии-импульса и плотности че·1ырехмер­

ного тока; выбор этих выражений неоднозначен, хотя полная 
энергия и полный заряд всегда определены единственным обра­
зом. В случае целого спина энергия положительна, но придолу­
целом спине она может быть как положительной, так и отрица­
тельной. Это обстоятельство играет решающую роль при выборе 
способа квантования: соотношения коммутации и статистика 
Бозе-Эйнштейна при целом спине, соотношения антикомму­
тации (принцип запрета Паули) или статистин:а Ферми-Диран:а 
при полуцелом спине. Фирц [66, 68] получил общее выражение 
для этих соотношений (анти-)коммутации. 
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При наличии состояний с отрицательной энергией введение 
принципа запрета, очевидно, неизбежно; гораздо менее ясен 
вопрос, почему нвантование, соответствующее принципу запре­

та, следует иснлючать при целом спине. Для Паули этот вопрос 
представлял, естественно, большой интерес [69, 66, 70]. 'Здесь 
существенным является следующий постулат: «Измерения в двух 
пространственных точнах, разделенных пространственно­

подобным интервалом, не могут повлиять друг на друга, посноль­
ну нина:кие сигналы не могут распространяться со сноростью, 

большей снорости света». Этот постулат запрещает использова­
ние «D1-фун:кций» в лоренц-инвариантных соотношениях анти­
номмутации, и при целом s возни:кает математичес:кое противо- · 
речие (см. та:кже статью Иоста в настоящей нниге, стр. 128). 

Особенно интересен случай массы по:коя, равной нулю, по­
сноль:ку сюда относится эле:ктромагнитное поле (s=1) и (линеа­
ризованное) гравитационное поле в общей теории относитель­
ности Эйнштейна (s=2). В обеих этих физичесних теориях суще­
ствует группа градиентных преобразований 

д(j) а. д(j)~ 1 "" д(j)у 
Qa,~--+ Qa.~ +а;--+ дХ - 2 ба.~~ дХ 

~ а. у у 

(возможных тольно при т=О), относительно ноторых все на­
блюдаемые величины инвариантны. (В общей теории относи­
тельности градиентные преобразования энвивалентны бесно­
нечно малым преобразованиям :координат.) Поэтому естествен­
но предположить, что в случае т=О при произволъпом спине s 
.любые два решения физичесни энвивалентны, еслИ их можно 
перевести друг в друга градиентным преобразованием. Для 
плосних волн это приводит (приs::;.. 1) R тому,_ что число неза­
висимых поляризационных состояний равно двум - обстоя­
тельство, хорошо известное для элентромагнитных и гравита­

ционных волн (при т=О не существует «системы поною>). 
В :квантованной теории s по-прежнему можно связать со «спи­
ном» или внутренним моментом ноличества движения одной 
частицы (например, фотона или гравитона); проенции спина 
на направление движения обладают собственными значениями, 
равными ± s. В 1940 г. Фирц [71] до:казал, что полный мо­
мент ноличества движения одной частицы в та:кой теории ::> s. 
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Существование градиентной группы при т=О и ее отсутствие 
при m=tO приводит к не1шторым типичным различиям в струк­
туре нвантованных теорий в обоих случаях. Примером может 
служить (действительное) венторное поле ( s= 1), описываемое 
либо уравнениями Максвелла, либо уравнениями Прока [72]. 
(В качестве модели для «векторных мезонов» нвантованная тео­
рия Прока рассматривалась в многочисленных работах в 1938 г.; 
см. [85-125].) Каноническая процедура нвантования, применяе­
мая непосредственно к трем независимым амплитудам плоеной 

волны при m=tO, не допускает автоматического перехода к преде­
лу при m-> О. В частности, условие Лоренца 

~1 дQа =О 
.L.J дха ' 
а 

которое в канонической теории рассматривается кан тождест­
венное соотношение между четырьмя номпонентами Qa поля, при 
т=О вырождается и теряет смысл. Именно с этой трудностью по 
существу и столкнулись Гейзенберг и Паули в 1929 г., впервые 
пытаясь сформулировать квантовую электродинамику. Выход 
из положения указал Ферми, предложивший: заменить рассмат­
риваемое как тождество условие Лоренца дополнительным усло­
вием, налагаемым на вектор состояния Ч'. Другой вариант век­
торной мезонной теории сформулировал Штюкельберг в 1938 г. 
[73], который ввел дополнительное скалярное поле Q и некото­
рое условие, налагаемое на 1:У. Его теория формально охваты­
вает также случай т=О (при этом Q ==О), однако настоящего 
единства двух теорий не возникает. (Сравнительно недавно 
R этим вопросам возвращались Белинфанте [74] и Костер [75].) 

Во всех рассмотренных случаях нлассичесrше уравнения 
поля можно получить с помощью вариационного принципа, 

задавшись некоторой плотностью лагранжиана. Свойства ин­
вариантности лагранжиана (в отсутствие внешних полей) 
позволяют построить сохраняющиеся величины и соответствую­

щие им плотности, которые подчиняются «условиям непрерыв~ 

ностю> типа соотношений 

")' дТ а13 = 0 
...:..J дха 
а 

для тензора натяжений энергии-импульса т а13( = т 13а) или 
соотношений 
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для тeнJOJ;'l :момента ноличества движения Maf\v(=-iYfc"v!O)· 
Общие выраже1Iия для Tar. и Maf\v впервые получпл в 1939 г. 
Белпнфанте [76] (выразивший благодарность Rраморсу и Подо­
лянскому) из свойства инвариантности лагранжнана отно­
сительно беснонечно малых преобразований Лоренца. Незави­
симо Розенфельд в 1940 г. [77] использовал для той же цели 
инвариантность относительно произвольных бесн:онечно малых 
преобразований координат в общей теории относительности. 
Полученный результат совпадает с результатом Белинфанте 
в предельном случае метрики Минковского. Лагранжиан но.м­
пленсных полей Qa1 ••• может оказаться инвариантным относитель­
но (постоянного) приращения фазы этих полей (Qa 1 ••• ~Qa1 ••• eie); 
и при бесконечно малом е прямым следствием этого свойства 
является уравнение непрерывности 

"1 _дJа =О 
.:::.J дх ' 

а 
а 

где величину J а следует интерпретировать как четырехмерную 
плотность заряда-тока. Физический смысл, который припи­
сывался введенным плотностям, связан, естественно, с предпо­

ложением, что последние определяют взаимодействие полей Q 
или соответствующих частиц с гравитационным или элентро­

магнитным полем. В этой связи Белинфанте [78] подчеркнул, 
что лангранжиан L для поля, вообще говоря, определен неодно­
значно; любая подстановна вида 

оставляет уравнения поля неизменными. Если можно построить 
четырехмерный вектор Ла (инвариантный относительно изме­
нения фазы для комплексных полей) из 1шмпонент поля 1 ), 
то существует некоторый произвол в выборе [,, и соответствую­
щая неоднозначность в определении Т af\ и J а (что, однако, 

не затрагивает полной энергии и полного импульса ~ d3хТч3 , 

1) Первь.rе производные от компонент дQ . .. /дх,,_ также могут 
. aJ " 

входить в Ла при условии, что вторые производные сокращаются 

в ~дЛа/дха. -При.м. ред. 
а 
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а также полного заряда~ d3xJ4 ). Дополнительный член, воз­
никающий, например, в J а имеет вид 2}дРа13 !дх13 , где тензор 

f3 
Ра13(=-Рва) связан· со спиновой поляризацией [при s-- 1, 

Ра13 = i(Q:_Q13-Q;Qa) · consL] и определен с точностью до произ­
В<?Льного множителя; в системе покоя эта добавка приводит к из­
менению магнитного момента частицы. Поэтому следует ожидать, 
что волновое уравнение для заряженной частицы во внешнем 

электромагнитном поле можно записать, придав произвольное 

значение спиновому магнитному моменту (исключая, конечно, 
случай s=O). Анализ Корбена и Швингера [79] показал, что 
это действительно можно осуще_ствить для векторного мезонного 
поля; кроме того, еще раньше было известно, что в волновое 
уравнение Дирака для s= ~~ можно ввести добавочный: «член 
Паули», приписав тем самым элеrпрону аномальньrй магннт­
ный момент (см. уравнение (91) в работе Паули [80]). 

Общая задача построения волновых уравнений: и лагранжиа­
нов для заряженных частиц со спином s во внешнем поле [81 l 
оказалась при s > 1 очень сложной:. Обычный прием, заключаю­
щийся в подстановке д!дха - i(e/11c)cpa вместо д/дха, во избе­
жание противоречий, следует использовать с большой осторож­
ностью. Фирц и Паули взялись за разрешение этой проблемы, 
вводя, кроме основного тензора или спинора, тензоры или спи­

норы низших рангов (например, скаляр в случае s=2), кото­
рые, однако, тождественно обращались в нуль в отсутствие 
внешнего поля. Грубо говоря, при наличии внешнего поля вво­
дится примесь состояний со спинами s-1, s-2, ... , но таким 
образом, чтобы при выключении внешнего поля совершался 
переход снова к частице со спином s. Теория была разработана 
сколько-нибудь подробно, но только для случаев s=2 и s= 3 / 2 • 

Для целых значений спина > 3 были лишь перечислены допол­
нительные спиновые состояния и указан странный результат; 
вся схема существенно однозначна только при s<, 4. 

Возникает также вопрос, можно ли естественным образом 
описать частицу с несколькими спиновыми состояниями (напри­
мер, одним основным и одним возбужденным) в рамках форма­
лизма теории поля. Например, спин, равный О и 1, можно 
описать совместно, не нарушая свойств каждой из частиц 
с помощью алгебры 16-рядных матриц, которая, однако, являет­
ся приводимой и распадается на представления, соответствую­

щие спину, равному О и 1 [82, 83] (см. тан:же часть 11, 4 обзора 
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Паули [80)). Существование неприводимых волновых уравне­
ний, допускающих интерпретацию с помощью понятия «элемен­

тарной частицы» с двумя различными массовыми и спиновыми 

состоянинl\ш, до.казал Баба [84]. Он привел пример волно­
вого уравнения, в .которое входит неприводимый набор двад­
цатирядных матриц; собственные состояния с s = 3 / 2 и s= У2 соот­
ветствовали различным значениям массы. Поскольку плотность 
заряда положительно определена, возможно .квантование в соот­

ветствии с принципом запрета (в духе теории дыро.к). Собствен­
ные фун.кции, описывающие частицу в .каждом из состояний, 
естественно, совершенно не походили на волновые функции 
Дира.ка или Фирца-Паули для частиц с определенным зна'{е­
нием спина. 

Все теории, описывающие частицы со спином, большим еди­
ницы (s> 1), сложны по своей стру.ктуре п за ис.ключением гра­
витационного поля не привлекли· особого внимания; природа, 
по-видимому, предпочитает «простые» пути. Тем не менее тот 
факт, что аппарат теории поля предлагает гораздо больше воз­
можностей, чем осуществляется в действительности (насколько 
нам известно), имеет принципиальное значение, поскольку 
указывает, что нужны совершенно новые идеи, чтобы объяснить, 
почему реальные частицы обладают своими специфическими свой­
ствами. 

§4. ПРИЛОЖЕНИЕ ТЕОРИИ ПОЛЯ К ПРОБЛЕМАМ 
ЯДЕРНОЙ ФИЗИКИ 

Вернемся еще раз к концу 20-х и началу 30-х годов. Хотя 
к тому времени мы научились с успехом описывать поглощение 

и испускание фотонов, интерпретируя амплитуды электромаг­

нитного поля как квантовомеханические операторы, идея об 
использовании аналогичного описания для других процессов 

рождения и аннигиляции еще не получила широного распро­

странения. Не было известно даже, что выражения «рождение» 
и «уничтожение» пригодны также для описания та~,их явлений, 

.ка.к ~-распад. В этом отношении переворот произвела теория 
~-распада Паули-Ферми, и чтобы проиллюстрировать роль, 
ноторую она сыграла, мы приведем перевод нескольких абза­
цев из введения I' статье Ферми, написанной им в 1933 г. [85). 
Упомянув о предложенном Паули объяснении непрерывности 
~-спектра путем введения «нейтрино», которое, ускользая от 
наблюдения, уносит с собой часть высвобождаемой энергии 

6* 



84 Г. Вентце.аь 

(см. статью Ву в настоящей книге, стр. 290), Ферми про­
должает: 

«Помимо трудностей, связанных с непрерывностью распределения 
по энергиям, теория ~-лучей сталкивается еще с одной значительной 
трудностью: существующие теории легких частиц не объясняют сколь­
ко-нибудь удовлетворительно, как эти частицы могут оказаться свя­
занными в устойчивом или квазиустойчивом состоянии внутри 
ядра, учитывал малость последнего. 

Простейший путь к построению теории, которая позволила бы 
количественно. рассмотреть это явление, открывает предположение, 

что электроны, как таковые, не существуют внутри ядра, пока не 

произойдет ~-излучения, и они, так сказать, обретают существование 
в тот самый момент, когда излучаются (аналогично тому, как свето­
вой квант, испущенный атомом в квантовом переходе, никоим образом 
нельзя рассматривать как существовавший в атоме до процесса испу­
~кания). В предлагаемой теории, таким образом, полное число электро­
нов и нейтрино (подобно полному числу световых квантов в процессе 
излучения) не обязательно постоянно, поскольку могут существовать 
процессы рождения и уничтожения этих легких частиц. 

В соответствии с идеями Гейзенберга мы будем рассматривать 
тяжелые частицы нейтрон и протон, как два квантовых состояния, 
отвечающих двум возможным значениям внутренней координаты Q 
тяжелых частиц. Мы припишем ей значение +1, если частица есть 
нейтрон, и -1, если частица - протон. 
Мы постараемся теперь отыскать выражение для энергии такого 

взаимодействия между легкими и тяжелыми частицами, которое 
разрешило бы иереходы между состояниями, отвечающими значениям 
Q, равным +t и -1, или, другими словами, разрешило бы превращение 
нейтрона в протон и наоборот, причем такое превращение нейтрона 
в протон должно быть обязательно связано с рождением электрона, 
который наблюдается как ~-частица, и нейтрино, тогда как обратное 
превращение протона в нейтрон должно сопровождаться исчезнове­
нием электрона и пrйтрино;." 
Простейший способ построения теории, в которой число частиц 

(электронов и нейтрино) не обязательно сохраняется, заключается 
в использовании метода «Квантованных амплитуд вероятности» 

Дирака - Иордана- Rлей:на. Согласно этому методу, амплитуды 
вероятности 'Ф для электрона и <р для нейтрино и комплексно соиряжен-

ные к ним амплитуды 'Ф* и <р* следует рассматривать как некоммути­
рующие операторы, действующие на функции от чисел заполнения 
квантовых состояний электронов и нейтрино".» 

Ферми переходит затем I\ написанию в обозначениях теории 
поля своего знаменитого ~-взаимодействия (по случайности, 
он выбрал взаимодействие, Rоторое ныне именуется «вектор­
ным»). Мы не 11южом проследить здесь последующего развития 
теории ~-взаимодействий, Rоторое часто шло кружным путем, 
а лишь RpaтRo упомянем недолго жившую, но имевшую большое 
историчесRое значение «~-теорию ядерных сиш. Речь идет об идее 
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[86], возни:кшей в 1934г., согласно :которой во втором поряд:ке 
теории возмущений нейтрон и протон могут взаимодействовать, 
испус:кая и снова поглощая виртуальные эле:ктронно-нейтрин­
ные пары. Взаимодействие это :крайне слабо, но быстро расхо­
дится на малых расстояниях и допус:кает разумное обрезание. 
Впоследствии было предложено еще нес:коль:ко вариантов этой 
теории (например, с виртуальными эле:ктронно-позитронными 
парами) и обсуждение их продолжалось даже после от:крытия 
«мезотрона». 

Тем временем Ю:кава [87] в 1935 г. qпубликовал остроумную 
гипотезу, согласно :которой ядерные силы действуют через 
посредство бозонного поля, т. е. переносятся не парами, а от­
дельпы.ми частицами, подобно электромагнитным силам, одна:ко 
с тем существенным отличием, что эти частицы должны обла­
дать неравной нулю .массой покол; соответствующая этой массе 
:комптоновс:кая длина волны определяет радиус взаимодействия 
ядерных сил, :как указывает стационарное решение (e-µ'/r, 
где µ = тс/11) «с:калярного волнового уравнения». Ю:кава оценил 
массу по:коя бозона в 200 эле:ктронных масс. Промежуточные 
бозоны несут заряд, что приводит к «обменному характеру» 
ядерных сил. Интересно отметить, что Ю:кава предположил 
та:кже, что бозоны неустойчивы по отношению к ~-распаду, 
и ядерный ~-распад, следовательно, можно было бы рассматри­
вать :ка:к двухступенчатый процесс с испус:канием виртуального 

бозона на первом этапе. (В последнее время эта идея снова стала 
модной, с тем лишь отличием, что понадобился повый гипотети­
чес:кий бозон. Иной многоступенчатый механизм ~-распада 
и ядерных сил, с участием бозона более тяжелого, чем нук­
лоны, - радиус действия сил определялся в этом случае раз­
ностью масс,-был предложен Вентцелем [88].) 

Когда работа Ю:кавы [87] стала известна, она не сразу встре­
тила одобрение и подДерж:ку. Одна:ко через два года она внезап­
но о:казалась в центре внимаnия, :когда э:ксперименты по :косми­

чес:ким лучам обнаружили, а затем уверенно подтвердили суще­
ствование заряженных частиц, более лег:ких, чем протон, но 
более тяжелых, чем эле:ктрон. Ю:кава предс:казал их существо­
вание! Впоследствии было даже обнаружено, что эти частицы 
распадаются на эле:ктроны (и, по-видимому, на нейтрино). 
Заблуждение, связанное с ошибочным отождествлением «µ-ме­
зона» с «мезоном ядерного полю>, сохранялось о:коло десяти 

лет и имело отрицательные, хотя и не очень серьезные, послед­

ствия для мезонной теории. 
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Между тем, все большую роль стало играть расширение 
наших познаний о свойствах ядерных сил. Зависимость ядер­
ных сил от спинов, :казалось, требовала введения с:корее вектор­
ного мезона, нежели с:калярного, и :квантованное поле Про:ка, 
а та:кже его возможное взаимодействие с ну:клонами сделалось 
предметом многочисленных исследований [89-92). :Кеммер [93) 
первым рассмотрел та:кже псевдоскаллрпое поле, сыгравшее по­
том та:кую важную роль в описании л:-мезона. :Кеммер уназал, 
что хотя с:калярные и псевдос:калярные частицы, будучи сво­
бодными, или находясь в поле эле:ктромагнитных сил, ведут 
себя одина:ково, их взаимодействие с ну:клонами различно 
из-за различия в четности операторов бозонного поля. Другим 
значительным достижением :Кеммера [94) было введение аппара­
та иаотопичесного спина в теорию мезонного поля; при этом 

результаты оназывались «зарядово-симметричными»;-il ядерные 

силы - «зарядово-независимыми» (в любом приближении), на 
что, :казалось, уже у:казывали энспериментальные данные 

(например, по протон-протонному рассеянию). 
Хотя недостатки теории возмущений были уже хорошо из­

вестны (см., например, [95]), для сравнения с э:кспериментом 
обычно продолжали использовать результаты, полученные во 
втором порядке. Помимо ну:клон-ну:клонных данных важным 
критерием являлась устойчивость тяжелых ядер («насыщение» 
ядерных сил). Наиболее предпочтительной :казалась сначала 
ве:кторная теория, но она стол:кнулась с серьезной: трудностью, 
когда стал известен зна:к «тензорных сиш (из э:ксперимента Раби 
и его сотрудни:ков по измерению эле:ктричес:кого :квадрупольного 

момента дейтрона), и в начале 40-х годов все большее внимание 
стало уделяться псевдос:калярной: теории. Сингулярные члены 
( ~r-3) в стационарном тензорном взаимодействии можно устра­
нить, вводя наряду с псевдосналярным взаимодействием при­
месь ве:кторного (см. [ 96, 97]; о попытнах привести та:кую теорию 
в согласие с э:кспериментом расс:казано в разделе 1 обзора [98)). 

Другой вызывавший оживленное обсуждение вопрос отно­
сился :к аномальному магнитному моменту протона и нейтрона, 
который приписывался «мезонному облаку». Аналогичная идея 
высназывалась еще Ви:ком [99] применительно :к теории 
~-поля, но более сильное взаимодействие ну:клон - мезон, :каза­
лось, давало больше шансов на успех, хотя и было связано 
с произ!lольным обрезанием. Этой надежде не суждено было 
оправдаться - вопрос об аномальном магнитном моменте и дру­
гие аналогичные вопросы и поныне остаются нерешенными. 
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Большая интенсивность ядерных сил вскоре вызвала сильное 

желание избавиться от теории возмущений: и других методов, 
характерных для слабых взаимодействий:. Квантово-электро­
динамический метод Блоха - Нордсина, хотя и :~:~равильно ори­
ентировал, тем не менее не мог быть перенесен на мезон-нуклон­
ное взаимодействие вследствие харантерной: зависимости послед­
него от спина и (или) изотопичесного спина (см., например, 
работу Штюкельберга [100]). Если, однано, параметр связи g 
настолько велик, что возможно разложение по обратпым сте­
пеням g, то мезонное поле разделяется на поле, связанное с 

нуклоном (стационарным и нонечным), и свободное поле, ното­
рое в высших приближениях рассеивается на составном нунло­
не. «Теория сильной связи» была впервые разработана Вентце­
лем [102) для простейшего нетривиального случая - сналярно­
го поля Юкавы. Самым интересным результатом оназалось пред­
сназание «нуклонных изобар», т. е. возбужденных состояний: 
составного нунлона с зарядом Z и энергией: возбуждения, про­
порциональной: Z(Z - 1)/g2 • (Значение коэффициента пропор­
циональности впоследствии было уточнено Вентцелем [ 101]; 
см. также работу Оппенгей:мера и Швингера [103].) Чтобы пере­
нести эти результаты на псевдосналярное и венторное поля, 

теорию нужно было обобщить, введя связанные р-состояния 
системы мезон-нунлон вместо S:-состояний:; в нейтральной псев­
доскалярной: теории возможны три р-состояния, а в зарядово­
симметричной - девять р-состояний: [104, 105]. В зарядово­
симметричной: псевдосналярной: теории (а также в неноторых 
венторных и смешанных теориях [106, 107]) энергия изобара 
сходна с энергией: вращения симметричного волчна и ее значе­
ния пропорциональны j (j + 1), где (полуцелое) j имеет смысл 
как спина, так и изотопичесного спина изобарного состояния; 
при данном j возможны (2j + 1) ориентация спина и (2j + 1) 
зарядовое состояние (Z = - j + У:!, ... , j + У:!). Основные 
состояния с j = У:! следует отождествить с обычными нейтрон­
ным и протонным состояниями, тогда нан первые возбужденные 
состояния j = 3 / 2 обладают в точности такими же свойствами, 
кан хорошо известные ныне резонансные р (3 / 2 , 3 / 2)-состояния, 
наблюдаемые при рассеянии л-мезонов на нунлонах, и энергия 
возбуждения ноторых составляет оноло 300 Мэв [108]. Забавно 
было обнаружить эту же величину в работе Вилларса 1946 г. 
[ 109], в ноторой: анализировалось влияние примеси изобарных 
состояний: на систему протон - нейтрон (в дейтронном состоя­
нии и при рассеянии в области малых энергий): для согласия 
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теории сильного взаимодействия с экспериментом требовалось, 
чтобы энергия возбуждения была не меньше по крайней мере 
300 Мэв (неожиданно большое значение!). 

Подбирая параметры смешанной теории (в том числе параметр 
обрезания kJ так, чтобы удовлетворить данным эксперимента, 
Паули и Кусака старались получить очень малое сечение м9зон­
нуклонного рассеяния при больших энергиях в соответствии 
с результатами изучения космических луqей; этого действитель­
но можно добиться, выбрав kc достаточно большим [103). В этом 
отношении мы все бьши введены в заблуждение ошибочным сопо­
ставлением мезонов космических лучей с предсказанием Юкавы! 
По иронии судьбы, кажущаяся слабость их взаимодействия 
с нуклонами являлась одним из главных обоснований для работ 
по теории сильной связи и для других работ того времени. Лишь 
очень редко высказывалось подозрение о существовании 

нескольких типов мезонов (например, высказывание Сакаты 
и Таникавы, приведенное в работе Томонаги 1942 г. [110)). 

Поскольку считалось, что энергия возбуждения изобар 
порядка 50 Мэв или даже меньше, то приходилось ставить 
вопрос, не приводят ли высшие изобарные состояния в тяжелых 
ядрах к ликвидации насыщения ядерных сил. Вскоре было обна­
ружено [106, 111], что в зарядово-симметричных теориях насы­
щение сохраняется, хотя равновесное значение заряда (точнее, 
отношения ZI А) может оказаться слишком малым, поскольку 
кулоново взаимодействие благоприятствует появлению отри­
цательно за ряженных и Зоба р [ 112]. Этот недостаток теории 
был, конечно, устранен при переходе к более высоким энергиям 
возбуждения. Другое возражение Паули против теории сильной 
связи было связано с ее полной неспособностью объяснить маг­
нитные моменты нейтрона и протона. В пределе сильного взаи­
модействия отношение магнитных моментов оказывалось рав­

ным -1, и учет высших порядков не приводил к сколько­
нибудь заметному улучшению ситуации [113). Более того, 
разность масс нейтрона и протона предсказывалась с неправиль­

ным знаком. (Об этих трудностях теории сильной связи рас­
сказано в разделе 2 обзора [98).) 

Предположение, что в действительности связь может оказать­
ся не «сильной» и не «слабой», породило многочисленные попыт­
ки рассмотреть случай «промежуточной» связи. Томонага [ 114} 
(а также в ранее упоминавшейся работе) предложил остроумный 
вариационный метод, который, например, в заряженной ска­
лярной теории позволял построить интерполяцию между пре-
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дельными случаями слабой и сильной связи (для протяженного 
покоящегося нуклона)1). Использовался и часто с надеждами 
на успех (ввиду пресловутой малости сечения) также классиче­
сюrй или полуклассический подход, основанный на описании 
ядерных спиновых и зарядовых состояний при помощи класси­

ческих вращений, при этом подчеркивалась роль затухания 
(реакция) в мезон-нуклонном рассеянии [ 115-119]. В 1941 г. 
Гайтлер [125] построил квантовую теорию радиационного зату­
хания и применил ее к мезон-нуклонному рассеянию. 

· Можно ли быть уверенным в том, что мезон-нуклонное взаи~ 
модействие действительно .имеет указанный Юкавой характер? 
Старая идея о взаимодействии нунлонов через испуснание и по­
глощение пар частиц (при этом энергия взаимодействия квад­
ратична по амплитудам поля) была снова подхвачена и приме­
нена н мезонным парам [ 121]. Скалярная теория пар, развитая 
Вентцелем [122], представляет и сейчас неr\оторый интерес 
с математической точни зрения, нан одна из немногих задач 

теории поля, допус1шющих строгое решение. Зависящее от 
спинов взаимодействие через пары рассматривали в приближе­
нии сильной связи Паули и Ху [123] и Блатт [124] (о более 
ранних работах, посвященных этому взаимодействию, упоми­
налось выше). 

После 1950 г. быстрое нанопление экспериментальных дан­
ных поставило мезонную теорию на более твердую основу; 
однано то, что ныне называется «теорией», /в большей части 
представляет собой свод полуэмпиричесних правил, и теория 
мезонных полей нак дедунтивная схема не добилась особенного 
успеха. Одно время было распространено мнение (и неноторые 
физики, по-видимому, придерживаются его и поныне), что псев­
доскалярное поле с псевдоскалярной (у0 ) связью с нунлонами 
правильно объясняет все· факты, относящиеся к л:-мезонам 
и нуклонам. В действительности, эта претензия почти ни на чем 
не основана, ноль скоро основные черты взаимодействия, глав­

ной из которых является р (3 / 2 , 3 / 2)-резонанс, .считаются само 
собой разумеющимися. Эта ситуация заставляет поставить 
вопрос более общего характера (см., например, работу Гейзен­
берга [125]) - в какой мере наша схема вообще адекватна 
действительности? Насколько допустимо исходить из свободных 

1) Многие работы Томонаги и его сотрудников, выполненные в различ­
ное время, начиная с 1941 г., и посвященные различным вариантам теории 
сильной и промежуточной связи, были опубликованы в 1955 г. в Suppl. 
№ 2 к журналу Progress of Theoretical Physics. 
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полей, описывающих «голые» частицы, и затем вводить в лаг­
ранжиан взаимодействие, которое делает эти частицы «одеты­
мю> или «составными», превращая таким образом исходные 
«голые» частицы в наблюдаемые объекты? Справедливо, что 
такой подход в сочетании с перенормировочными предписаниями 
позволяет построить пригодную для использования схему кван­

товой элентродинамики, но быть может это связано лишь с тем, 
что ряд по степеням e2 /hc быстро сходится. Что :касается мезон­
ной теории и других более сложных теорий поля с более силь­
JIЫМИ взаимодействиями, то на поставленный вопрос пока нет 

·ответа. 
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Ф. В И ЛЛАР С 

РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ И НЕСИНГУЛЯРНЫЕ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В КВАНТОВОЙ 

ТЕОРИИ ПОЛЯ 

Более двадцати лет Паули активно интересовался проб­
лемой расходимостей в квантовой теории поля, и в настоящем 

обзоре мы хотели бы рассказать о разных этапах развития 
этой проблемы, подчеркнув взгляды Паули и полученные им 
результаты. Чтобы изложение было более связным, об этих 
результатах будет здесь рассказано на фоне развития общей 
теории. Мы не будем пытаться, однако, воздать должное всем 
значительным достижениям в этой обширной области исследо­
ваний. Мы надеемся, что эта статья явится лишь скромным 
признанием роли Паули в решении новых увлекательных 
задач. 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема расходимостей в квантовой электродинамике имеет 
долгую историю. Мы не будем рассказывать здесь о всех попыт­
ках ее решения; соответствующую информацию можно найти 
в статье Г. Вентцеля (стр. 60). Мы остановимся лишь на некото­
рых результатах и точках зрения и непосредственно перейдем 
к тому времени, когда Паули принял участие в попытках разо­
браться в этом вопросе. 

Первые попытю1 решения проблемы расходимостей пред­
принимались на пути, который можно назвать полуклассиче­
ским: рассматривалпсь дискретные источники, взаимодействую­

щие через квантованное поле. Вопрос о собственной энергии этих 
источнин:ов был еще блнзн:о связан с соответствующей н:ласси­
ческо:й проблемой, и н:лассичесн:ие методы, подобные Л-процессу 
Вентцеля [1] и Диран:а [2], с тем же успехом переносились на 
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квантовую теорию. Напомним, что в основе /..-процесса лежит 
тот факт, что кулонов потенциал U (х - х1 , t - t1) точечного 
заряда, помещенного в точке x 1(t1), связан с инвариантной 
О-функцией: Иордана и Паули: 

1 
D(x, t)= 4nJxl[6(1:гl-ct)-6(1xl+ct)]. (1.1) 

Связь эта выражается соотношением 

t 

и (х - Х1, t - l1) = ~ ~ dт;D (х - Х1, т; - t1)-
-со 

со 

(см. [3], § 18 и 19). 

(1.2) 

Величина U равна нулю всюду вне 1 х - х1 1 > с 1 t - t 1 1 ; 

следовательно, U (О) = О, если предеJ1ьный переход lim U (х) 
Х-+0 

осуществляется по времениподобному направлению. Это обстоя­
тельство использовано в /..-процессе, в котором D-функция 
Иордана и Паули заменяется на 

Лл(.т:_:__х')= ~ [D(:r-x'+Л)+D(x-x'-Л)], (1.3) 

где Л = (Л, Л0 ) - времениподобный вектор; в окончательных 
выражениях осуществляется предельный переход Л2 --0> О. 

Интересно сравнить этот метод с более примитивным подхо­
дом, в котором использовались протяженные источники, т. е. 

· неновариантное обрезание по импульсам в интегрировании по 
виртуальным переходам. Например, взаимодействие скалярного 
мезонного поля с нуклоно!\1 в точке хР описывается гамильто­

нианом 

Н = g ~ dx v (х-хр) ер (х, t) = g ~ v(k) eik·"'Pcp (k, t). 
k 

Паули [4], н:оторый первым использовал /..-процесс в мезонной 
теории, указал, что подстановка D -> Dл в (1.3) формально экви­
валентна введению формфаюора v (k) = [cos (k· Л - k0 Л.0)]11z. 
С этой точки зрения А-процесс представляется весьма радиналь­
ным приемом, и, действительно, он соответствует замене поло-
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жительно определенного обрезания v (k) v* (k) в процессе вир­
туального испускания и поглощения на индефпнитную функцию 
cos ('Л·k - Л0k0 ). :Как показал Яух [5], Л-процесс приводит 
к неправильному знаку аномального магнитного момента нукло­

нов, в противоположность вычислениям, основанным на надле­

жащем выборе формфактора v (k) [6]. 
Этот метод также потерпел неудачу кан: реальный квантово­

механический предельный процесс. Вайскопф в своей давней 
работе [ 7], посвященной собственной: энергии эле:ктрона в тео­
рии дырон:, показал, что поляризация электронно-позитронного 

вакуума приводит к глубоким изменениям в проблеме собствен­
ной энергии. Возможность рождения электронно-позитронных 
пар превращает задачу в многочастичную, и, :как указал Паули 
[8], Л-процесс в этом случае бесполезен. Действительно, в одно­
электронной: задаче собственное кулоново поле электрона, 
определенное как предел, полученный при приближении к элек­
трону по времениподобному направлению, равно нулю. В тео­
·рии дырок, однако, ситуация коренным образом меняется из-за 
присутствия виртуальных пар в пространственно-подобных 
направлениях (по отношению к исходной частице). Соответст­
вующая кулонова энергия не обращается в нуль Л-процессом. 
Вполне очевидно, та1шм образом, что рассмотрение расходимо­
стей при классическом описании источников представляет лишь 

исторический интерес. :Квантование источников существенно 
меняет проблему. 

Весьма своеобразный характер придает проблеме расходи­
мостей взаимосвязь между чисто физической задачей формулиров­
ки основных уравнений и более тонкой математической пробле­
мой их решепия. Уравнения поля в конце концов являются 
экстраполяцией из :классической динамики, и, естественно, 
возникает вопрос, в какой мере можно описывать «реальность», 
взяв эти уравнения в I\ачестве основы 1шантовой: динамики. 
Отсюда вознин:ают попытн:и модифицировать сами решения, 
как, например, процедура обрезания Гайтлера [9], теория 
свободной от расходимостей S-матрицы Штюкельберга [ 10], 
введение дополнительных полей в уравнения (/-поля Пайса [ 11 ]) 
или, наконец, расширение принципиальных основ квантовой 
механики, с:кажем путем введения индефинитной метрики в 
гильбертовом пространстве. В основе всех этих приемов лежит 
убеждение, что задача физики заключается не столько в непо­
средственном решении данной системы уравнений, сколько 
в установлении определенного принципа соответствия, :который 
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позволил бы получить взаимно однозначную связь между дан­
ными эксперимента и некоторой математической схемой. Вполне 
возможно, что в существующей квантовой динамике связь между 
реальностью и формализмом все еще слишком тесна, или, иными 
словами, теория еще слишком «наивна». 

Стремление к модификации решений находит некоторое оп­
равдание в том обстоятельстве, что трудности, связанные с рас­
ходимостями, по-видимому, коренятся в самих принципиальных 

положениях, лежащих в основе принятого ныне формализма: 
лоренцовой инвариантности, локальности взаимодействия (мик­
роскопической причинности) и положительности метрики в гиль­
бертовом пространстве. Лоренцова инвариантность предпола­
гает использование пространственно-временного континуумн. 
и связанной с ним кинематики. Никакие новые понятия, подоб-

- ные, например, идее об универсальной длине, не сумели с успе­
хом заменить эту быть может «наивную» основу для описания 
события во времени и пространстве, и мы не будем касаться 
здесь этих вопросов. С другой стороны, имя Паули связано 
как с попытками ввести в теорию нелокальные взаимодействия, 
так и с исследованиями квантовых состояний с неположитель­
ной нормой. В § 5 и 6 мы остановимся на этих вопроса~ .. 

Создание в 1947 г. формально ковариантной теории возмуще­
ний представило проблему расходимостей в новом свете. Несмо­
тря на успех аппарата перенормировок в квантовой электро­
динамю<е, задача о расходимостях (или об определении значе­
ний перенормировочных постоянных) не потеряла своего инте­
реса. Во-первых, далеко не очевидно, что неперенормированные 
значения заряда и массы не могут входить в наблюдаемые вели­
чины. В ряде последних работ (например, в работе Швингера 
[ 12]) подчеркивается, в частности, что при очень больших пере­
дачах импульса процессы определяются неперенормированным 

эначеuием постоянной взаимодействия. Во-вторых, использо­
вание перенормировок в других теориях поля не принесло столь 

большого успеха. Но самое важное заключается в существова­
нии групп элементарных частиц, связанных друг с другом про­

цессами превращения (барионы, легкие фермионы и т. д.). 
Законченная теория перенормировок, по-видимому, должна 
отказаться от интерпретации отношений реальных масс и других 
величин внутри этих групп. Иначе говоря, существует ряд ожи­
дающих разрешения вопросов, которые могут оказаться вне 

теории перенормировок, добившейся такого большого успеха 
в квантовой электродинамике. 

7 За наз ;м 2 ! 4 
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Следующий параграф мы посвятим регуляризации. Этот 
ме:rод, очевидно, не выходит за рамки ковариантной теории воз­

мущений и преследует сравнительно скромную цель - обеспе­
чить использование в теории лишь хорошо определенных, 

с математической точки зрения, выражений. В § 3 и 4 мы рас­
смотрим некоторые приложения этого метода. 

§ 2. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ 

Когда в 1948 г.в Цюрихе стали известньLработы Томонага 
[13), Швингера [14), Фейнмана [15] и впоследствии Дайсона 
[16), они быстро сделались центром всеобщего внимания. Как 
и во всем остальном, новые методы имели свою связь с прошлым. 

Мы упомянем здесь работу Штюкельберга1), которая предвос­
хитила многие черты будущей теории, в частности, характер­
ное для теории Фейнмана выражение для S-матрицы через так 
называемые «причинные» функции Грина S F и D Р· Однако Штю­
кельберг под влиянием Гейзенберга [18] интересовался глав­
ным образом возможностью построения конечной S-матрицы. 
(О попытках создания такой теории рассказано в обзоре Вентце­
ля [19].) Работы упомЯнутых авторов убедительно подтверди­
ли, что по крайней мере в то время не было необходимости зани­
мать столь крайнюю позицию как позиция Гейзенберга. Исполь­
зование новой методики показало, что все бесконечности элек­

тродинамики связаны с двумя релятивистски инвариантными 

бесконечными величинами - электромагнитной массой элек­
трона и поляризационным зарядом. Именно эта новая черта 
лоренц-инвариантной теории возмущений позволила отделить 

бесконечности от конечных поправок на излучение и припис.ать 
последним физический смысл. Она позволила также системати­
чески использовать несовместимость конечной массы фотона 
с градиентной инвариантностью для отбрасывания неоднознач­
ных, но формально ковариантных членов с тем, чтобы получить 
в конце концов градиентно-инвариантное выражение. 

Необходимо подчеркнуть, что область применимости нового 
подхода была далеко не ясна, и сейчас интересно проследить, 
как постепенно выяснялся этот вопрос и напомнить о некоторых 

заблуждениях и неоправданных надеждах, возникавших вокруг 
новой теории. Мы можем упомянуть, например, о быстро ра::з-

' 

1) Ре3ультаты этой работы изложены в статье Ривьера [17], которая 
содержит обзор работ Штюкельберга. 
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веявшейся надежде вычислить постоянную тонкой структуры 
путем вычитания расходимостей в выражении• для собственного 
заряда электрона. Иост и Латтинджер [20] указали, что квад­
рат 01Гноmения . перенормированного заряда к неперенорми­

рованному можно записать в виде 

е 2 1 
еб = 1+с 

где С - расходящийся ряд: С = е~с 1 + е~с2 + . . . Они обна­
ружили, что знаки с1 и с2 совпадают, и позднее, в 1949 г" 
Швингер 1) доказал в общем виде, что С > U. 

Паули проявлял в своем отношении к возможностям новой 
теории характерный для него критический оптимизм. Его крити­
на в основном была направлена на утверждение об однозначно­
сти физических предсказаний (после выделения бесконечностей); 
его оптимизм и живой интерес был связан с надеждой у:шать 
что-либо новое путем анализа оставшихся трудностей, а не 
с преждевременной надеждой на окончательный успех. 

Причина неоднозначности теории заключалась, очевидно, 
в сингулярном характере функций Грина D (х - х') и S (х - х'), 
описывающих соответственно распространение электромагнит­

ного и электронно-позитронного поля. Паули отважился выска­
зать утверждение, что такого рода сингулярности будут отсут­
ствовать в будущем варианте динамики поля. Единственный 
и очевидный шаг, который можно сделать в этом направлении, 
за~шючается в замене одной массы, связанной с каждым полем 

на спектр масс Q (т). При этом вместо функции Грина 

Л (х) = (2п)-1 ~ d4keik·x k2 ~m2 (2.1) 
с 

(С - надлежащим образом выбранный нонтур в плоскости k0) 

мы связываем с бозонным полем несингулярную фу1шцию рас­
пространения 

ЛИ (х) = (2п)- 4 ~ d~keik·x ~ dµ 2 k';~~2 • (2.2) 
с 

Функция Л<r) регулярна на световом 1•онусе, если выполняется 
условие 

(2 3) 

I) Не опублю<овано. 

7* 
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Случай :конечного числа дис:кретных масс особенно поучителен 

(2.lia) 

Минимальное':" число масс, необходимое, чтобы удовлетворить 
условиям 

(2.4б) 

равно трем, и в этом случае компонента Фурье 

~ dµ2 Q (µ2) (k2 + µ2)-1 

регуляризованной функции Грина о:казывается равной 

const 
(2. :э) 

Если считать Л(r) (х) истинной фун:кцией Грина бозонного поля 
qJ (х), то последнее должно удовлетворять уравнению поля 

П (02 ..2... Mr) <р (х) = s (х) 
i 

(2.6) 

\s(х)-плотность источни:ков]. Kai{ показали в 1950 г. Пайс 
и Уленбек [21], использование уравнения с многими массами 
типа (2. 6) приводит :к индефинитной метрике в гильбертовом 
пространстве. В интересах дальнейшего изложения мы кратко 
покажем, как можно прийти к этому результату. 

Из определения фун:кции Грина Л+(х), например, 

Л+ (х) =(О\ <р (х + х') с:р (х') \О)= 
=~(О i qJ (х+ х') \ nk) (nk \ ff (.х') 1 О) (2.7) 

nk 

следует [22], что весовая функция Q (µ2) в уравнении (2.2) 
определяется соотношением 

~ dµ2Q (µ2) б (k 2 + µ2) = ~ (О\ q> (О) 1 nk) (nk \ (j! (О) 1 О) (2.8) 
п 

и, следовательно, не может быть отрицательна. Это противо­
речит усло,виям (2.4а) и (2.46), если не предполагать, что норма 
состояний является индефинитной: 

(nk 1 n' k') = gпп'б (k - k'), 

где gпп' - эрмитова, неположительная и несингулярная матрица. 

В этом случае, очевидно, правую часть уравнения (2.8) следует 
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заменить выражением 

L: g;;~, (О 1ер(О)1 nk) (п' k 1ер(О)1 О), 
nn' 

которое уже не является положительно определенным:. 

Отсюда следует вывод, что нельзя построить внутренне 
непротиворечивую теорию с несингулярными функциями рас­
пространения, не затронув обширного круга новых проблем. 
Мы упомянем здесь только две из них. Во-первых, нужно на­
учиться, как поступать с «нефизичес:кими» состояниями, норма 
:которых неположительна. Пример такой ситуации встретился 
в работах Блейлера [23] и Гупты [24], посвященных продоль­
ным и скалярным фотонам, но из него мало что можно было 
почерпнуть. В этом случае градиентная инвариантность гаран­
тирует, что нефизические состояния не встретятся при описании ,.., 
физических явлений. В общем случае подматрица S матрицы 
рассеяния S, связывающая только «физические состояния», 
сама по себе не будет унитарной. Можно, конечно, искать 
другие пути физической интерпретации матричных элементов 
S, как поступил недавно Боголюбов [25], но это грозит утратой 
даже макроскопической причинности [25] и не может.служить 
естественным решением проблемы. 

Снова следует напомнить, что в 1948-1949 гг. такие мысли 
еще никому не приходили в голову. Паули пытался выяснить, 
как следует обращаться с неопределенными математическими 
выражениями, возникавшими при совпадении особенностей 
в произведениях функций Грина. Чтобы избежать такого 
совпадения, функцию распространения 

1 
k2+м2 

следовало заменить выражением, стоящим в левой части 
соотношения (2.5), положив М1= М и ri1 =1 и использовав 
соотношения (2.4б). Этот метод можно рассматривать просто 
как предельный процесс, физический результат определяется 
:как предел при Mi(i > 1) --3> оо. Описанный прием получил 
название «формальной регуляризации» [26]. 

В этом методе, однако, были свои опасности. Аналогичную 
схему независимо предложили Штюкельберг и Ривьер (27], 
:которые пришли :к выводу, что окончательные результаты, полу­

ченные на этом пути (они рассмотрели в качестве примера маг­
нитный момент нуклонов), еще не являются однозначно опре-
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деленными. Неоднозначности возни:кали из-за 'fого, что их выра­

жение для магнитного момента содержало фун:кции Л1 и Л по 
отдельности; согласно предложенному ими рецепту, они заме-

нили Л соответствующим регуляризованным выражением. Ре­
зультат оказался зависящим от способа, :ка:ким М1 стремится 
:к бесконечности. 

Аналогичные трудности возни:кают при рассмотрении поля­
ризации ва:куума и тензора натяжений Т µv фермионного поля. 
Rа:к у этого тензора, та:к и у тензора поляризации Кµ"· 

(Oljµ(x)IO)= ~ dx' Kµv(x-x')Av(x') 

дивергенции должны обращаться в нуль, и схема «формальной 
регуляризацию> отдельных фун:кцией распространения не гаран­
тирует выполнения этих равенств. В обоих случаях построены 
удовлетворительные приемы формальной регуляризации, но 
они имеют хара:ктер псевдофизичес:кой теории. Взаимодействие 
с вспомогательными (нефизичес:кими) :квантами следует выводить 
из градиентно-инвариантного лагранжиана, :который в:ключает 
эти вспомогательные поля. Та:кой прием позволяет, например, 
избежать, появления индивидуально регуляризованных эле:к­
тронных фун:кций Грина 

SИ (р) = )' У\· i)'" P+Mi 
~ ' Р2+мI 

i 

во всех выражениях, в :которые входят виртуальные эле:ктрон­

но-позитронные пары. Регуляризуются (:ка:к целое) толь:ко про­
изведения фун:кций распространения, отвечающие зам:кнутым 
петлям, тогда :ка:к фун:кции распространения, связанные с внеш­
ними линиями, не затрагиваются. 

Эти фа:кты заставляют поставить вопрос о реальном видо­
изменении лагранжиана, т. е. о модифи:кации динамики поля. 
С этой то"!Ши- зрения нет, :конечно, необходимости переходить 
к пределу Mi-7- со для всех масс «нефизичес:ких :квантов». Воз­
ни:кает вопрос об энспериментальном доназательстве отсутствия 
та:ких нвантов с :конечной массой. Этот вопрос недавно рассма­
тривался Дреллом [28) и его сотруднинами в связи с предпо­
лагавшимися э:кспериментами в области больших энергий. 
Оназалось, что поправ:ки на излучение типа сдвига Лэмба 
в атоме водорода или аномального значения g-фа:ктора эле:ктро­
на замечательным образом нечувстви,тельны к величине вспо-
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могательных масс Mi, если только последние достаточно велики, 
например порядка нукловной массы. Использование регуляри­
зованной фотонной функции распространения 

1 1 
F- k2+м~ 

приводит, например, к уменьшению сдвига Лэмба ЛЕL на вели­
чину 

где те- масса электрона и ln С = 7,6. Аномальный электрон­
ный момент (а/2л:) умножается на величину 2/3(те/М2) 2 • При М2 
порядка: вукловвой: :массы такое изменение совершенно ничтож­
но и находится далеко за пределами точности эксперимента. 

В § 3 мы рассмотрим несколько подробнее поляризацию 
вакуума и собственную энергию эле1\трова. 

§ 3. СВОЙСТВА ЭЛЕКТРОНА 

Формально ковариантные методы пролили новый свет 
на свойства отдельной физической частицы, в том числе на элек­
тромагнитные и инерционные свойства. Уже изучение элек­
тромагнитных поправок порядка е2 к одноэлектронным состоя­
ниям позволило получить много интересных сведений, часть 
из которых мы приведем в этом параграфе. Сравнительно недав­
но Челлен [29] и Швингер [30] более подробно рассмотрели 
свойства физического электрона - как собственного состояния 
взаимодействующих электрона (позитрона) и электромагнит­
ного поля, не прибегая к теории возмущений. 

Первые ковариантные вычисления собственной энергии 
электрона (в первом порядке по е2) были выполнены Швингером 
[14] и Фейнманом [15]. Метод Швингера заключался в исполL­
зовании ковариантного канонического преобразования, ра:::­
влзывавшего электрон и поле излучения. Этот прием был хоро­
шо известен и широко использовался в предшествующие годы, 

особенно в мезонной теории [31, 32], во большей частью в форме, 
не зависящей от времени теории возмущений. Швингер вос­
пользовался вариантом уравнения Шредингера, предложенным 
Томонагой: [13]: 

6Ф(сr) 
Ьа (х) = Hint (х) Ф {а), (3 1) 
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где а - пространственно-подобная поверхность; 6/6а(х) -
вариация по а вбл:И:зи от точ:ки х. При помощи :конта:ктного пре­
образования eiS(a) член Hint ис:ключался и оставалось выражение 

i 
2[S(a), H1nt(x)], (3.2) 

содержавшее собственную энергию эле:ктрона в приближении 
е 2 • Использовав :ковариантный :коммутатор и усреднение по ва­
:кууму, можно выделить из (3.2) одноэле:ктронную часть в вИ:де 
бт~1\J, где бт - формально инвариантный (не зависящий от а), 
но расходящийся интеграл. 

Подход Фейнмана был основан на построении фун:кций Гри­
на, описывавших распространение в пространстве и времени 

эле:ктронного полевого оператора 1\J(x t) в присутствии поля 
излучения. Хара:ктерной чертой этого подхода являлась заме­
на запаздывающих фун:кций распространения :классичес:кой 
теории на та:к называемые «причинные»· фун:кции Грина S F и 
D F (для эле:ктронно-позитронного и эле:ктромагнитного полей 
соответственно). Напомним, что S F (х, t) и D F (х, t) подчиняются 
граничным условиям, требующим, чтобы при t > О остава­
лись толь:ко положительные частоты, а при t < О - толь:ко 
отрицательные. То обстоятельство, что S F и D F выражают усло­
вие <шричинности» в :квантовой теории поля, подчер:кивалось 
еще Штю:кельбергом [17]; вопрос этот обсуждал та:кже Фирц 
[33). Впоследствии Дайсон по:казал, что все элементы Sfi мат­
рицы рассеяния для системы взаимодействующих релятивист­
с:ких полей можно выразить через причинные фун:кции Грина 
для отдельных полей. 

Граничные условия для причинной фун:кции Грина учтены 
в определении 

f (О l 'Фа (х) '11"t1(х')1 О) 
iSpa13(x, х') =: t 

- (О/ 1jj13 (х') 'Фа (х) 1 О) 

(t > t'), 

(t < t'), 
(3.3) 

где 1\J(x) - оператор свободного эле:ктронного поля, а / 0)­
фунrщия состояния свободного ва:куума. При наличии взаимо­
действия с фотонным полем соотношение (3.3) определяет фун:к-
цию Грина Ga13(x,x') физичес:кого эле:ктрона, если 'Ф и 'Р -
гейзенберговы операторы эле:ктронного поля, а 1 О) определяет 
состояние «физичес:кого» вануума. Разложение по степеням 
взаимодействия выражает С через фун:кции распространения 
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для голых частицSр и массовый оператор'М = е 2М1·+ е4М2+ ... : 
G(x, 2')=Sp(x-x')+ ~ ~ Sp(x-x") М(х", y")G;(y", х'). (3.4) 

Отсюда следует, что G (х, х') удовлетворяет. уравнению 

(Уµ д: +т) G(x, х')+ ~ {е2М1 (хх")-;- ... }G(x", х')= 
µ . 

= -б(х-х'). 

ОдноэлеRтронные матричные элементы ( 11'IJJ(х)1 О) должны при 
этом подчиняться соответствующему однородному уравнению. 

В структуре оператора 1111 проще разобраться в импульсном 
пространстве, где он выражается следующим образом: 

е2М1 (р) = (~~2) 4 ~ d4ky1})p.(p-k) yi_Dp (k), (3.5) 

или 

е2М1 (р) =А+ В (iy· Р+ т) + (iy· р+ т) С (р2) (iy· р + т). (3.6) 

Вследствие сингулярности Sp и DF постоянные А и В беско­
нечньl. Электромагнитная масса бт в силу соотношений 
(iy·p+m)'ljJ(p)=O определЯется равенством бт=А. Регуляри­
зованная фотонная функция распространения 

(3.7) 

приводит к конечному выражению для 

бт = - ~~ т [ ~' rJi 111 ( ~i) + const J (3.8) 

Введение единственного вспомогательного поля позволяет полу­
чить :конечное выражение для бт, и даже при М1 порядка массы 
нуклона мы находим, что бт ~ т. 

Более внимательное изучение проблемы электромагнитной 
массы привело, однако, R затруднениям. Пайс и Эпштейн [34] 
показали, что конечное значение собственной массы, полученное 
в результате любого формально инвариантного обрезания, не 
может входить в энергию и импульс физической частицы, кото­
рые преобразуются как четырехмерный вектор. Причина заклю­
чается в отличии от нуля собственного натяжения S. ·Эта ситуа­
ция хорошо известна по 1шассической проблеме собственной 
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энергии. (Пайсу принадлежит обзор [35), посвященный этим 
вопросам.) Для по:коящегося эле:ктрона S является средним зна­
чением оператора 

4 

~ ~ dx ( ~ Tµv-1' 44 ) = { ( Н - т ~ 'РФ dx) = 
µ=1 

(3.9) 

rде Т µv - тензор энергии-импульса, а Н - гамильтониан систе­
мы эле:ктрон-фотон. Из выражения (3.8) нетрудно полу­
чить 

1( д ) а S=з бт-.т дт бт = 2л: т. (3.10) 

Рорлих [36] и Вилларс [37] по:казали впоследствии, что S 
·обратится в нуль, если «вспомогательным полям» cp~l), входящим 
в фун:кцию распространения фотона, придать физичес:кую реаль­
ность и, в частности, в:ключить их тензор энергии-импульса 

в Tµv· Это приводит :к замене (3.9) оператором 

i(н-т ан - "\'' м. ан ) 
3 дт ..:..J i дМi 

i 

и :к следующему выра~ению для S: 

S = ~ ( 1 - т д~ - ~' М i д~ .. } бт, 
\. i / 

i 

:которое, :ка:к нетрудно по:казать, обращается в нуль. при исполь­
зовании (3.8). (Можно по:казать, что этот результат не зависит 
от приближения по е 2 , в :котором вычислено бт.) Этот фа:кт 
интересен тем, что он уназывает на неудовлетворительность 

отождествления беснонечной собственной энергии с инвариант­
ной добавкой R массе. «Перенормировка» беснонечнvстей еще 
не является гарантией непротиворечивости теории. 

§4. ПОЛЯРИЗАЦИЯ ВАКУУМА 

В предыдущем параграфе уже упоминалась проблема поля­
ризации вануума в теории позитронов. Мы лишь Rратно обрису­
ем сложившуюся здесь ситуацию с точни зрения новариантных 

методов, созданных после 1946 г. Эти методы позволили пол-
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ностью обосновать конечный результат для эффекта поляриза­
ции точечного заряда, полученный Улингом [38] и Паули 
и Роузом [39], а также нелинейные поправки к уравнениям 
Максвелла, найденные Гейзенбергом и Эйлером [40] и Вайскоп­
фом [41] старым вычитательным методом Гейзенберга. 

В новом подходе центральную роль играет инвариантная 
фунiция Грина G (х; х') для электронно-позитронного поля 

·' { -i(O/')Ja(x)1;if\(x')IO) (t>t'), 
Gaf\ (х, х) = _ (3.11) l + i (О l '11fl (х') '11а (х) /О) (t < t'), 

где / 0)- вектор состояния вакуума. При наличии внешнего 
классического поля A~xt (х) функция G удовлетворяет неодно­
родному уравнению Дирака 

{уµ ( д~µ - ieAµ (х)) + т} G (х, х') = - 6 (х - х') (3.12) 

и при Аµ~ О переходит в обычную функцию Фейнмана 
Sp (х- х'). 

Из определения G следует, что среднее по вакууму от сим­
метричного опер-а.тора тока 

. ie -
/µ (х) = - 2 ( Yri)fla [ \)Ja (х)1 '11fl (х)] (3.13) 

рюш о 

(О//µ (х) 1 О)= е Spur (yµG (х, х')) /х'=Х• (3.14) 

п рп условии, что предельный переход х' ----0> х осуществляется 
-симметрично по двум времениподобным направлениям. Вакуум­
ное среднее (О//µ/ О) является нелинейной функцией Aext; 
линейные члены описывают поляризуемость вакуума, а члены 
высших порядков дают нелинейные поправки 1\ уравнения~ 
электромагнитного поля. Из интегрального уравнения, ноторому 
удовлетворяет G 

G(.т, x')=Sp(x-x')-ie ~ dx"Sp(x-x")(y·A(x"))G(x", х') 1 
(3.15) 

следует, что линейная по А часть вакуумного среднего от тока 
равна 

{О//µ (х) /О)= - ie2 ~ dx" Spur { yµSF (х- х") yлSF (х" - х')}х'=х Х 

Х Ал (х") = -~ dx"Kµ1, (х") Ал (х"). (3.16) 
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.!Iегко видеть, что полученное выражение для Kµv не удовле­
творяет условию дКµv/дхv =О, необходимому для градиентной 
инвариантности тока (О 1 j J О). Дивергенция Kµv оказывается 
равной 

дКµv = -8ie2 дЛр(х) 6 (х). 
дхv дхµ 

(3.17) 

Ныражение справа является неопределенным, поскольку вблизи 
от точки х =о 

дЛр (х) _ Хµ { d т2 } ( ~ \ 1 ) 
дх~L - - 2Jt к--4- \. U (r,) + i:rtA + '•. 1 

(3.18) 

где Л = - ~х~ = - х 2 + с 2 t 2 • Таким образом, правая часть (3.17) 
отлична от нуля. Однако формальная градиентная инвариант­
ность теории позволяет надеяться, что при соответствующем под­

боре непротиворечивого предельного процесса возникающие 
неопределенности можно разрешить. Умедзава и его сотрудни­
ки в 1948 г. [42] и Райский в 1949 г. [43] первыми обнаружили, 
что вакуумный ток заряженных бозонов с массой т приводит 
к выражению для дKµvlдxv, которое отличается от соответ­
ствующего выражения для фермионов (3.17) множителем -У:!. 
Отсюда следует, что для полного тензора поляризации 

'S K~v + 'S K~v' 
F В 

отвечающего набору фермионных и бозонных пар, дивергенция 
равна 

(3.19) 

Это выражение тождественно равно нулю в силу (3.18), если 
выполняются надлежащие соотношения между числом бозон­
ных ( N) и фермионных (М) полей. Эти соотношения таковы: 

N М 

N=2n, 'SMr=2~my. (3.20) 
1 1 

Умедзава и Rавабе [44] обо,бщили затем :этот результат, вклю­
чив в рассмотрение векторные мезоны. Сейчас :эти соображения 
имеют только историчес!4Ьй интерес, но они замечательны как 
первая попытка добиться непротиворечивости лишь формализ-
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и:а, охватывающего все поля. Нет оснований думать, что :массы 
бозонов и фермионов ·действительно связаны соотношением 
(3.20); кроме того, не принимались во внимание поправки на 
излучение для тензоров Kµv, которые уже не связаны аналогич­
ными простыми соотношениями. 

Насколько мы помним, Паули был занят в основном поиска-
11rи модификаций существующей теории. Он выражал мнение, 
что коммутаторы полей и функции Грина для уравнений поля 
должны быть несингулярными в будущей теории, и чтобы до­
стичь этого, необходимо в конечном счете отказаться от кон­
цепции точно определенной массы, связанной с данным полем. 
В качестве временной меры он предлагал использовать фор­
мальную регуляризацию в такой форме, чтобы придать мате­

матический смысл тензору Kµv· 
Из (3.18) следует, что подстановка 

Q) 

Kµv (х; т) -> Kµv (х) = ~ dµ2Q (µ2) Kµv (х; µ) 
о 

(3.21) 

обеспечит градиентную инвариантность Kµv. если будут выпол­
нены условия 

(3.22) 

Представляет интерес вопрос, в какой мере физически 
наблюдаемые слагаемые поляризационного тока затрагиваются 

этой «регуляризацией». Компонента Фурье тензора Kµv строго 
определяется и, как следует из соображений градиентной 
ннвариантности и соображений размерности, имеет вид 

. Kµv(P)=(PµPvJ.-P2бµv) ~ аµ2Q(µ2)к(::). (3.23) 

1 I оскольну выражение 

(PµPv - Р2бµv) Av (р) = - J~xt (р) 

нредставляет собой внешний ток, интеграл 

К= ~ dµ2Q (µ2) К (О) 

определяет часть (О 1/µ1 О), пропорциональную J~xt, и тем самым 
перенормировку заряда. У словил регуляризации (3.22) обра­
щают ~ту перенормировку в нуль. Остающиеся члены в· прин-
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ципе можно измерить; поскольку они содержат только четны& 

степени р 2/µ 2 , введение весовой фующ~и 

Q (µ2) = () (µ2 -т;) + е' (µ2) 

не затрагивает физических результатов при условии, 
равно нулю всюду вне области µ 2 ::?> т;. Полученный 
полностью согласуется с результатами Улинга [38] и 
и Роуза [39]. 

ЧТО Q1 

вывод 

Паули 

Здесь уместно сказать несколько слов о собственной энер­
гии фотона. Фактическое вычисление Kµv из соотношения 
(3.16) приводит к следующему выражению: 

Kµv (р) = (PµPv- р2бµv) К ( ~;) + lm~бµv' 
где 1 - неоднозначная постоянная, возюшшая из неопределен­
ности в (3.19); условие градиентной инвариантности обращает 
ее в нуль. В выражении для Kµv она приводит к появлению 
дополнительного члена 

fбµv \ dµ2µ2Q (µ2) = x26µv· (3.24) _ 
,) 

Болоо сильное из условий (3.22) тождественно обращает этот 
член в нуль. Если этот член не исключать, то видоизменяется 
распространение электромагнитных волн в свободном простран­
стве. Действительно, из равенства 

(PµPv - p~6µv) Av (р) = - (О J jµ (р) 1 О). 

и из (3.24) следует, что Аµ удовлетворяет уравнению 

{(PµPv - р2бµv) (1 +К)+ х2бµv} Av =О. (.3.25) 

Вопреки градиентной инвариантности (классическому) :эле1\­
тромагнитному полю приписан массовый член. В квантованном 
электромагнитном поле этот член ведет себя как собственная 
энергия (или масса) фотона. Условие регуляризации (3.22) 
обеспечивает х = О; в отсутствие регуляризации получается 
неоднозначный результат, зависящий от метода вычисления. 
Пример такой ситуации можно найти в работе Вентцеля [45]. 

Rак математический прием, позволяющий обеспечить одно­
значность результатов для наблюдаемых величин, изложенный 
метод уступает более изящному методу, развитому Швингером 
[46], который ввел для функции G(x; х') интегральное пред-
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С (х, :.с')= - (х \ : + 1 . \ х' \ = zvn m-ze ) 
00 

= - i ~ ds (х / e-is(ivл+m) / х ), 
о 
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(3.26) 

где л: - оператор р - еА, написанный здесь в х-представлении 

(х\л:µ/х')=(-i д:µ -еАµ(х))б(х-х'). 

Из соотношений: (3, '14) и 

- ie)'µбAii (х) = б (ivл: + т) 
следует, что поляризационный: ток можно найти вариацией 
интеграла действия 

~ dxбAµ(x)(OJiµ(x)JO)=i ~ d;rSpur(б(ivл:+m)G)= 
со 

= iб ~ d: ~ dx Spur (.т / 6-is(iyл-f-m) 1 х) = б ~ dx 2(1) (х) = бW<1). 
\) ' 

Плотность лагранжиана Х'(1) (х) должна быть градиентно-инва­
риантной:. Ее можно представить в виде интеграла по инвари­
антному параметру 

со 

:t<1) (х) = \ !!!.._ Q (.т; s). 
,) s 
о 

Все бесконечности связаны с расходимостью этого интеграла 
на нижнем пределе; функция Q (х, s) конечна и, будучи гра­
диентно-инвариантной:, представляется через напряженности 
поля Fµv, а не через потенциалы Аµ. При постоянных (или 
медленно меняющихся) полях 2<1) можно вычислить в замкну­
том виде. В этом случае излагаемый: метод в точности воспро­
изводит давнишние результаты Гейзенберга - Эйлера· и Вай­
скопфа, но позволяет выделить в явном виде расходящийся 
член в z< 1)' пропорциональный: . лагранжиану свободного поля 
z<o) = i;2 (Е2-в2): 

со 

2(1) = с~ \ 1!:!. e-m2s) :t(O) +Конечные члены. 
12л2 J s 

\) 
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Первый член исключается перенормировкой, т. е. изменениеJ.1 
масштаба для обоих полей и элэктричес~юго заряда. Для 
быстро меняющихся полей, например кулонова поля ядра, 
W(I) можно найти по теории возмущений; билинейные по полям 
члены имеют при этом вид 

1 'il ,. 

W=-z ~ j dxdx' Aµ(x)Kµv(x-x')Av(x') 

Н методе Ш~шнгера Kµv представляется в виде интеграла 
Фурье по s: 

со 

Лµv (х) = \ ds e-im2 ;Cil~1 v (х; s), 
о 

Чтобы сравнить этот результат с результатом применения 

регуляризации, запишем регуляризованный тензор Kµv Паули 
ll виде 

со 

Kµv(x)= ~ dsR(s)Cil'µv(x; s); 
о 

условия регуляриза ии требуют, чтобы 

R (О)= ~~ l,=0 =О. 

Мы снова убеждаемся, что в методе Швингера все бесконечности 
возникают из-за расходимости интеграла по s в окончательных 
выражениях при s = О. Подынтегральные выражения всегда 
корректно определены, конечны и градиентно-инвариантны. 

Изящное решение проблемы градиентной инвариантности, 
предложенное Швингером, в значительной мере охладило наде­
жды, что исследование проблемы расходимостей в квантовой 
электродинамике прольет свет на вопрос о том, как формулн­
ровать внутренне непротиворечивую конечную теорию. 

Сейчас стало очевидным, что, приняв «перенормировочную 
философию», можно однозначно извленать нонечные результа­
ты из аппарата теории. Остаются лишь упрямые вопросы о схо­
димости перенорм:ированных рядов теории возмущений и о зна­

чениях перенормщювочных постоянных. Последнее слово здесь, 
по всей вероятности, еще не сказано. 
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:Качественный успех нерелятивистской процедуры обреза­
ния (например, в мезон-нуклонном взаимодействии) хорошо 
известен. Неоднократно предпринимались попытки найти реля­
тивистское обобщение метода обрезания. Для иллюстрации 
возникающих здесь трудностей мы введем локальное взаимо-

действие типа g ~ dx cp(x)Q(x), где ер - бозонное поле, а Q(x) -

некоторый источник; это выражение описывает поглощение и 
испускание одного кванта в точке х. Переход к нелокальному 
взаимодействию можно осуществить, например, следующим 
образом: 

g ~ ср' (х) Q (х) dx, 

cp'(xt)= ~ dx'dt'F(x-x', t-t')<p:(x',~t'). (41) 

Формфактор F содержит характерную длину r0 ; его компонента 
Фурье g(k) может, :например, иметь вид 

(4.2) 

В 1948 г. Макманус [ 4 7] и Пайерлс построили классическую 
электродинамику со взаимодействием типа (4.1). Уравнения 
движения электрона становятся интегро-дифференциальными 
и при малых усноре~~:иях ( d/ dt ~ c/r0 ) допуснают разложение 
по степеням: r0 • Собственные силы приводят к возникновению 
конечной электромагнитной массы и обычному члену с радиа­
ционным затуханием; внешние силы определяются средними 

значениями внешнего поля со структурным фактором F. 
Нас интересует сейчас, в н:аной мере при этом сохраняется 

причинное описание физических систем, а также насколько 
возможно ввести упомянутые результаты в квантовую теорию. 

Что касается первого вопроса, то речь может идти только о ма­
кроскопической причинности. Чтобы удовлетворить этому требо­
ванию, необходимо предположить конечный «радиус» формфак­
тора. Тание фуннции были успешно построены Манманусом 
и затем в нвантовой теории Блохом [48] и Шретьеном и Пайерл­
сом [49]. Инвариантные формфакторы F(x) должны подчиняться 
общему требованию - они не могут быть фуннциями типа 
«функций распространению>, или, другими словами, не могут 
переносить какую-либо часть волнового пакета ер (х, t) на манро-
8 Закав № 2 14 
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скопическое расстояние. Функции распространения можно 
охарактеризовать как мероморфные функции комплексного 
переменного k - они пропорциона·льны 1/( k2+ Му) и имеют 
полюса при значениях -k 2 , равных квадратам масс квантов Mf, 
распространение которых они описывают. В качестве формфак­
торов, как показали Шретьен и Пайерлс, допустимы функции 
с полюсами при номплексных -k 2 , например функция g(k), 
определенная соотношением (4.2), а также целые функции или 
комбинации тех и других. Более общий класс формфакторов 
возникает в квантовой .:rеории, где плотность заряда Q имеет вид 

~ (x)'\J(x), и <p(x)Q(x) можно заменить более общим выражением 

~ d4yd4y' F(x, у, у')<р(х)~(у)ф(у'). (4.3) 

Такого рода трехточечные формфакторы рассматривались Бло­
хом, а также Нристенсеном и Мёллером [50]. 

Введение таких формфа~,торов в 1шантовую теорию поля 
ставит нетривиальный вопрос об определении операторов поля. 
Для его решения можно, в частности, обратиться к формализму, 
развитому Янгом и Фельдманом [51], а тан:же Челленом [52]; 
этот формализм основан на непосредственном применении опе­
раторных уравнений движения, т. е. на использовании опера­
торов поля в представлении Гейзенберга. Уравнения поля запи­
сьшаются I\aK интегральные уравнения с граничными условия­

ми, наJiоженными при t = ± оо. Например, уравнение 

(0 2 -µ2) <р(х)= -gQ(x)= -g ~ dydy'F(xyy')'";ф(y)'\J(y') (4.4) 

можно переписать двумя способами: 
t 

<р (х) = CPin (х) - ~ dx' Лгеt (х - х') Q (х'), 

= ,.. 

(4.5а) 

<p(x)=<pout(x)- .\ dx'Лav(x-x')Q(x'). (4.56) 
t 

Такой же прием можно применить к уравнениям для полей ф (х) 

и 1jJ (х). Сходящиеся и расходящиеся поJiя удовлетворяют одно­
родным уравнениям поля и правилам коммутации (антикомму­
тации) для свободных полей. Систему уравнений (4.5а) и (4.56) 
(и соответствующих уравнений для полей ч1 и 1i)) можно решать 
методом итераций, и связь между сходящимися и расходящими-
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ся полями последовательно устанавливается в итерации любого 

порядна. Поснольку функции 'Фin и 'Фout представляют собой 
асимптотические выражения для поля при t = ± оо, их :можно 
использовать для определения начальных и конечных состоя­

ний в процессе рассеяния 

'1' 1 = q;/и> (k1) ... '/Jfи> (Р1) ... 1 О), 

'1' / = <r~U't (k;) ... '/Jь"ilt (р~) ... /О). 

Матрица рассеяния Sli выражается через эти состояния соот­
ношением 

(4.6) 
и вычисляется обычными методами. 

Описанная методика с тем же успехом переносится :и на 
нелокальные взаимодействия при условии, что формфактор имеет 
1\онечный «радиус» в указанном выше смысле. Основной вопрос 
закщочается в том, оказывается ли построенная таким образом 
теория действительно конечной, т. е. свободной от расходимо­
стей. Этот вопрос еще не получиJI окончательного ответа. Ука­
жем, в частности, что собственные энергии электрона и нуклона 
в первом порядке по e2(g2) конечны, но в высших порядках 
конечность автоматически не сохраняется. Дополнительные 
правила, введенные Блохом и абеспечивающие конечность соб­
ственной энергии электрона во всех порядках, нарушают, как 
указал Паули (53], условие маRрос«опичес«ой причинности. 

В 1953 г. Паули исследовал вопрос об э«вивалентности 
теории с нелокальным взаимодействием гамильтоновой теории, 
т. е.-nопрос о существовании канонических переменных. Паули 
п'оказал сначала в явном виде, как в теории с нелокальн:ы!\1 взаи­

модействием строятся интегралы движения, соответствующие 
полной энергии, полному импульсу и полному заряду. Эти 
интегралы содержат переменные поюr, взятые в различные 

момеliты времени, и nри обычной схеме квантования: это обстоя­
тельство представляет принципиальную трудность. Здесь необ­
ходимо также уназать на резкое различие между «нормальными» 

и «патологичеснимю> формфакторами. R первому RЛассу отно­
сятся формфаRторьi, определе;нные требованием, чтобы уравне­
ния поля обладали тем же набором решений, что и в отсутствие 
взаимодействия. В этом случае для классических уравнений 
поля канонические переменные существуют. Ситуация для нван­
товых полей осложняется необходимостью соблюдать порядок 

~* 
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операторов, и наличие канонических переменных доказано 

только в пе.рвом порядке по взаимодействию. 
Упомянем, наконец, что даже при введении нормальных 

формфакторов возникает проблема градиентной инвариантно­
сти, если использовать их в. электродинамиие. Хотя градиент­
ную инвариантность можно обеспечить, вводя в формфактор 
надлежащие поправки (например, помножая двухточечный 

х' 

формфактор F(x - х') на ехр [ie) d~A (s) ]), можно задать 
х 

вопрос, соответствуют ли эти усложнения всему духу подхода. 

Как показали в упоминавшейся выше работе Пайс и У ленбек, 
градиентную инвариантность в среднем можно сохранить и без 
введения дополнительных членов; может выполняться более 
слабое условие 

(' дjц (х) a.ix·= о 
,\ дхµ 

D 

(D - небольшая пространственно-временная область, охваты-
вающая объем, где сосредоточен формфатпор F). · 

Мы, добавим в заключение одно замечание, относящееся к 
<<Нормальным» и иным формфакторам, :которое позволит нам· 
перейти к последующим параграфам. Пайс и Уленбек рассма­
тривали лагранжиан вида 

1 
Х =-у ерК ( - 0 2) ер+ Q (х) ер. 

В этом случае решающую роль играют число и положение 
тоqек Мт, где функция К (k2) =О. Если функция К (k2) имеет 
лишь один нуль в тоqне lVJ~, то 

К= ( - 0 2 + М~) ef<-C2>, 
где" f- целая фунrщия. Тогда можно произвести замену 

qJ = e-t<-02)/2ep' = ~ d4x' F (х - х') q/ (х') 

и, та~шм образом, лагранжиан 

L =~-ер' ( - 02 +М~) ер'+ Q(x) ~ dx' F(x- х') ер' 
описывает нелоr{альное r.заимодействие. С другой стороны, 
е13ли уравнение К= О имеl т несколько корней LVl i• то мы при­
ходим I\ уравнению_ с мно1ими массами, упомивавшемуся в§ 2. 
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оаметим, что подстановкой 

(4.7) 

можно формально получить уравнение для ер' с одной массой. 
Эта подстановка приводит к появлению «патологического» 
формфактора. В действитмьности этот подход соответствует­
исключению дополнительных степеней свободы в' ер (а именно 
квантов с массой MJ, что эквивалентно наложению дополни-· 
тельных граничных условий на систему в промежутке. между 
начальным и конечным состояниями. В результате оказывается, 
что «усеченная» система не может быть записана в гамильтоно­
вой форме. Вопрос об использовании подобных усеченных 
систем недавно рассматривали Боголюбов [25), Медведев и 
Поливанов .. Привлекательность такого подхода заключается, 
естественно, в эффективном обеспечении сходимости - исклю­
чаемые кванты частично имеют отрицательную энергию и соот­

ветств.ующие зна'менатели в (4.7) служат «регуляризаторами». 
Особая ситуация возникает в том случае, коrда корни Mr урав­
нения К(-0 2) = О являются кратными или все лежат в ком­
плексной плоскости и попарно сопряжены. R этому случаю 
мы вьзвратимся в следующем параграфе. 

§6. ИНДЕФИНИТНАН МЕТРИ~А 

Понятие индефинитной метрики. Одна из наиболее характер­
ных особенностей нерелятивистской квантовой теории заклю­
чается в описании квантовой кинематики движением единично­
го вектора '\j) в пространстве с унитарной метрикой (гильберто­
вом пространстве). При измерении какой-либо величины вводит~ 
ел система координат, образованная собственными векторам:И 
1 п) соответствующего оператора Q, и волновая функция 'Ф 

представляется в виде разложения 11' = Lan 1 п). 'Унитарность 
n 

метрики обеспечивает выполнение равенства .(-ф_, '\\') .= ~ 1 an \2 

n 

и позволяет предста:~;шть среднее значение Q величины Q в виде 
суммы Q = ,L }an l 2Q". ·На этих соотношениях основана 

n 
возможность последовательной вероятностной интерпретации 
результа'rов энспери:м:ента; 
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Эта схема принята танже в релятивистсной нвантовой теории. 
Тесная связь унитарной метрини с проблемой расходимостей 
приводит время от времени R попытнам видоизменения приня­

той схемы. Это не означает отназа от обычной интерпретации. 
В таних случаях физичесI{Ое гильбертово пространство Н1 
внладывается в более широное пространство Н = Н1+ Н2 , в но­
тором оно образует подпространство с унитарной метриной. 
Расширение пространства снажется на динамине,, если Н1 
не будет инвариантным подпространством, в этом случае фунн­
ция 'Ф 1 (проенция 'Ф на Н1) не должна сохранять свою норму. 

Предлагались различные способы обойти эту трудность. 
Гейзенберг [54] пытался поназать, что при надлежащем выбо­
ре свойств состояний, принадлежащих Н2 , можно добиться по 
крайней мере того, чтобы из асимптотичесного соотношения 

'Ф(t= -оо)ЕН1 
следовало бы 

\j)(t= +оо)ЕН1 , 

qто гарантировало бы унитарность матрицы рассеяния для физи- , 
qеских состояний. 

Другое предложение принадлежит Боголюбову [25], кото­
рый уназал, что матрица реанции К всегда имеет эрмитову под­
матрицу К1 , принадлежащую Н1 • Согласно принятой им 
ad hoc схеме, следует вычислить К в Н, выделить К1 из К и 
опреде.лить унитарную матрицу S 1 обычным соотношением 

S _ 1 +iл:К1 
i - 1-iл:К1 • 

Понятие индефинитной метрини впервые ввел в 1942 г. 
Дирак [55], чтобы устранить бесконечность собственной энер­
гии электрона. Его метод лешо демонстрируется на примере 
rармоничесного осциллятора 

(5.1) 

Обычный прием заключается в использовании подстановки , 

откуда получается 

p-iq 
а= у2 , а+= P+iq 

}12 1 

Н = ~ (а+а+аа+), [а, а+]= 1. 

(5.2) 

(5.3) 
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Собственные состояния 1 т) строятся путем определения основ­
ного состояния 1 О) соотношением а 1 О)= О и возбужденных 
состояний 1 п) соотношениями 

1 п) = (n!Гl/2 (a+)n J О). 

Определив сопряженные состояния (п 1 с помощью условия 
(010)=1 и (anlm)=(nja+m), можно ввести скалярное 
нроизведение (nl т),которое, согласно правилу коммутации (5.3), 
равно бпп.- Таким образом можно построить в явном виде матричное 
представление операторов а, а+, удовлетворяющих равенству (5.3): 

а+ ln) = (п+ 1)1/2 jп+1), 
а 1 п) = п,112 J п- 1 ), 

Hjn) = (п+ ~) roJn). 

Иного ~арактера представление мы получаем из требова­
ния а+ J О)= О. Обозначим в этом случае а+= Ь и а= Ь+, откуда 
[ЬЬ+] = -1, н = ((1)/2) (ЬЬ+ + ь+ь). Рассуждая I<ак прежде, 
получаем, в частности, 

(пЬ 1 т) = (п j ь+т), 
и скалярное произведение ( п 1 т) оказывается равным ( - 1) nt,nm. 

Мы приходим, таким образом, к новому матричному, представ­
лению операторов р и q: 

ь+jn)=(n+1)112 /n+1), с 1 
H/n)= - n+-2)roin), 

b~n)= -п112 jп-1), 

в котором метрика индефинИ:тна. 
Дирак ввел индефинитную метрику такого рода, замонив 

оператор поглощения 

а ei(k·ж-irot) на ~(а ei(k·ж-irot) + ь ei(k 0 ж0-irot) 
k у2 k -k 

(при такой;·замене коммутатор [А(х), А(х')] не меняется). На­
помним, что Л-процесс приводил к инвариантноиу выражению 
для собственной энергии электрона, которое все же расходилось 
при Л--,)> О как л- 2 • После введения индефинитной метрики эта 
остаточная собственная энергия тождественно обращалась в 
нуль. Теперь этот вывод представляет только исторический инте­
рес, поскольку, как показал в 1943 г. Паули, в теории дырок эта 
-схема не проходит ни сама по себе, ни в соединении с Л-про­
цессом. 
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В работе Пайса и У ленбека ивдефинитная метрика вводилась 
иным путем. Поле со спектром масс описывалось гамильтониа­
ном, .эквивалентным гамильтониану для системы осцилляторов 

с энергиями, равными 

""' (J)k ( ! 2) ± ..:;:.iz P11.+q1i. 
k 

Используя вторую схему квантования для осцилляторов с отри­
цательной энергией, можн() было сохранить положительными 
собственные значения поля. Тогда /О) действительно «основное>~ 
состояние, но достигалось это за счет введения переходов с отри­

цательной вероятностью в состояния с нечетным числом 
Ь-квантов. 

Частный случай: поле с двумя массами. Трудность, связан­
ную с существованием состояний. с отрицательной вероятностью 
перехода, можно обойти, если потребовать, чтобы подобные со­
стояния появлялись лишь в виртуальных процессах. В этом 
случае можно построить унитарную S-матрицу. Основываясь 
на анализе модели Ли, Гейзенберг [56] указал, что подобную 
схему можно построю:ь, вводя вырожденный массовый дублет 
(слияние масс нормальной У-частицы и «призрачного» состоя­
ния). Впоследствии Пау.тiи [57] рассмотрел возможность исполь­
зования для этой цели поля с двумя комплексно-сопряженными 
массами. Мы кратко остановимся на этом случае, чтобы пока­
зать, на каких соображениях основывалась такая возможность. 
Rак показали Пайс и Уленбек [22], реальное поле q:>, удовJ1етво­
ряющее уравнению 

(0 2 -µ~) (0 2 -µ:) q:> (х) = Q (х), (5.4} 

динамически эквивалентно комбинации двух полей 'Ра 11 (/Jи 
с осцилляторными гамильтонианами 

н = .Li ffikakak + .Li Q1ibitb11. + ~ еср dx, (5.5) 
k lt 

где 

ffik = (µ~ + k2)1/s' '211. = (µ~ + k2)11a. 
Поле ер (х) (при µ2 > µ1) определяется разложением 

q:> = (µ~- µ~(Ifa_Li eih·ai {(2v~J11\q" + qi.)-(2v~1i)112(Ь;.+ Ь~11)} 
k 

(5.о) 
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Отрицательный знак перед вторым членом заставляет ввести 
индефинитную метрику для состояний второго осциллятора: 
[ЬЬ+] = -1. В пределе, при 

µ:-µ~=Л->;0 

матричный элемент q;, взятый между вакуумом и состоя­
ниями а+ 1 О) и ь+ 1 О), обра:u....ается в бесконечность [это ВИДНО> 
из (5.6)]. Это заставляет прибегнуть к другому представлению. 

Определим операторы Ak и В 11 

-v- с~~~ ,г с~)~ 2А11 = - ) (а 11 - bk), v 2Bk = - (ak + bk) 
E/t. Ыk.; 

(е 11 = Qk- ro11) и, введем их в q> и Н. Тогда предельный пере­
ход при е->; О (т. е. при Л->; О) приведет . соответственно, 
к. выражениям 

н--->; ~ (i)k (лkв//, + BkAk - ~ BliB11) + ~ Qq>dx (5.7)' 

и 

<р = ~ eik:ao (2v~i )1/s (Ak + А~11) + 1 (В11 + B~k). (5.8} 
k 

Не обращаются в нуль коммутаторы 

[Ak, Bli] = [В11, А/;]= 1. 

В результате получим для свободного гам~льтониана Н0 два 
типа одночастичных состряний: 

а) «нормальное» состояние Hk. 1 О)= 'Фв. удовлетворяющее 
уравнению 

Н0'Фв = оп/'в ('\Jв l 'Фв) =О; 
б) «дипольное» состояние А;; 1 О)= 'ФА- Оно вообще не 

является собственным состоянием Н0 и удовлетворяет уравнению 

1 
H 0'\j)A = ffi'\j)A -2ffi'Фв· (5.9) 

Его норма также равна нулю, но оно не ортогонально нормаль­
ному состоянию: ('Фв l 'ФА) = 1. Гейзенберг систематичес1ш 
использует затем этот дипольный предел. Вследствие (5.9) 
матричные элементы ip(x, t) для состояний 'Фл патологическй 
зависят от времени 

('Фл 1 <р (х, t) 1 О}- e-iюt (1-2irot). 
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Гейзенберг указывает, что благодаря :этой зависимости все 
элементы S-:матрицы между нормальными и дипольными со­
стояниями равны нулю; следовательно, подматрица S-матрицы, 
-связывающая толыю нормальные состояния, унитарна. В то 
же время :мы получаем менее сингулярную фующию Грина 
(k2 + µ 2)- 2 в пределе при Л-> О. 

Модель Ли. Эта модель [58] полностью «разрешимой» теории 
поля сыграла важную роль в развитии идей, связанных с исполь­

зованием индефинитной метри:ки благодаря поразительному 
результату, полученному Паули и Челленом [59] при изучении 
ее 111атематичес:кой стру:ктуры. В своей первой работе, посвя­
щенной :этой модели (в :которой взаимодействие между «ну:кло­
нами» N и V осуществля~тся через легкий бозон 6, посредством 
превращений V ~ N + 6; реа1щии N =: V + 6 запрещены), 
Ли уже привел соотношение между перенормированной и не­
перенормированной постоянными связи g и g0 : 

2 g~ 
g = 1+gfiC ' 

где С - расходящийся интеграл (2V)- 1,Lffi;-3• Отсюда следует, 
k 

что g = О при любом :конечном g0 • По:этому Паули и Челлев 
ввели нунлонный формфа:ктор /(k), :который превращал С 
в нонечную величину С = g-~, от:куда 

g2- gM 
- gб+g~ 

Заметим, что g < gc при положительных g~. Паули и Челлен, 
а затем Гейзенберг, рассмотрели случай, :когда g2 положительно, 
но больше _g~,. к ноторому приводит любое копечпое зпачепие g2 

в пределе точечного взаимодействия. В :этом случае g~ < О и га-· 
мильтониан, следовательно, перестает быть :эрмитовым. Это 
-противоречие можно устранить, если ввести индефинитную 
метрину, приписав норму (- 1 )п состоянию с п голыми У-части­
цами. При :этом гамильтониан по Rрайней мере остается само­
сопряженным. Rа:к хорошо известно, при g2 > g~ в уравнении 
для физической («одетой») V-частицы появляется второй дискрет­
ный :корень, норма этого «призрачного» состояния оказывается 

.отрицательной. Процесс рассеяния 

v +e.-va+e' 
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осуществляется с отрицательной вероятностью, п S-матрица 
не унитарна. Единственное ис:ключение возни:кает в дипольном 
пределе, :когда массы физичес:кой и «призрачной» частиц совпа­
дают. Эта ситуация :кратко обрисована в предыдущем пара­
графе. 

Вопрос этот может иметь не только а1,адемический интерес, 
носкольну в обычных теориях поля :конечность неперенорм:иро­
ванного взаимодействия, по-видимому, также должна приводить 
!{ обращению в нуль эффентивной постоянной связи, и пред­
положение о :конечном: (экспериментальном) ее значении может 
оказаться в противоречии с исходными уравнениями поля. 

Челлен (60) и Ландау [61) особенно подчернивали эту сторону 
вопроса. 

Нелинейна.я теория Гейзенберга [62]. Недавняя работа Гей­
зенберга представляет собой наиболее радикальную попытку 
разрубить у::~ел, завязавшийся вокруг проблемы расходим:остей 
и непротиворечивости теории. С его точки зрения, метод перенор­
мировон следует полностью отбросить. Если теория (после 
последовательной перенормиров:ки) в действительности является 
конечной, то почему не рассмотреть сразу возможную струнту­
ру перенормированной теории и не представить ее в заведомо 

конечной форме? Речь, очевидно, идет о том, каную систему 
уравнений следует считать «основной». Швингер, например, 
сформулировал полностью перенормированную нвантовую тео­
рию поля кан систему связанных интегральных уравнений для 
бозонной и ферм:ионной фуннций Грина и вершинного операто­
ра [ 12). Но эти уравнения показывают также, что неперенор­
мированные массы и заряд еще не исключены из теории и про­

являются в процессах с очень большой передачей импульса. 
Гейзенберг (46) осуществил аналогичную программу в модели 
Ли, построив непосредственно перенормированные уравнения 
поля (ноторые оназались интегро-дифференциальными). В этой 
модели при g 2> О нвантьi перенормированного V-поля порож­
дают индефинитную метрику. 

При от:казе от программы перенормировок приходится отна­
зываться также от понятия голых частиц (существующих в том 
же числе и столь же различных, :кан физические частицы, которые 
предполагается описать). По этой причине Гейзенберг вводит 
единственное спинорное поле, взаимодействующее само с собой; 
при этом предполагается, что индефинитная метрика обеспечит 
нонечность теории. При построении таной схемы одной из задач 
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является введение в :нее свойств инвариантности, 1шторые могли 

бы служить для определения элентричесного заряда, числа нун­
лонов, изотопического спина, а также разъяснили бы таинст­
венный вопрос о нарушении занонов сохранения в неноторых 
взаимодействиях. И снова Паули 1) принимает участие в разработ­
не этой проблемы, но, с его точни зрения, более важен другой 
вопрос: нан интерпретировать физичесни формализм, в нотором 
существенную роль играет индефинитная метрина? Интересно 
в этой связи проследить, нан вводится индефинитная метрина. 
Теория будет нонечной, если нелинейность приведет н отсут­
ствию у фуннции 

Sa~ (х, х') = i (О 1 { 1\'а (.т), ~~ (х')} 1 О) 

беснонечпостей типа б и б' па световом нонусе. Если главная 
(сингулярная) часть антиноммутатора на световом нонусе пред­
ставляет собой с-число, то последнее удовлетворяет нелинейно­
му уравнению, исследование ноторого может привести R выяс­

нению характера сингулярностей. И действительно, сингуляр­
ности оназываются бесконечными осцилляциями, а не б-функ­
циями и производными от них. Как уназывалось выше, это 
влечет за собой введение индефинитной метрини. Гейзенберг 
переходит затем R построению модели для S (в ноторую входят 
не осцилляции, а их предельное нулевое значение на световом 

нонусе); регуляризация S осуществляется при помощи «диполь­
ного призрачного состояния», описанного во второй части насто­

ящего параграфа. 

До сих пор, R сожалению, еще остается отнрытым вопрос 
о внутренней непротив_оречивост.и всей ·этой программы; ис­
пользуемые математичесние методы пока слишном несовершен­

ны. Характерно, что Паули считал по нрайней мере прежде­
временными попытни извлечь снольно-нибудь достоверную 

информацию из этой схемы. Он настаивал на да__льнейшем выяс­
нении принципиальных положений при помощи простых моде­
лей. При всей своей приверженности R радинально новым идеям 
в 1шантовой теории поля Паули еще раз подчерннул, что глав­
ная его цель - ясность; во имя нее он относился нритичесни 

R новым идеям на том их начальном этапе, ногда они еще имеют 

довольно расплывчатый харантер, нак бы притягательны они 
ни были. 

1) Не i s е n Ь е г g W., Р а u l i W., Неопубликованная работа. 
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РЕС ИОСТ 

ПРИНЦИП ПАУЛИ И ГРУППА ЛОРЕНЦА 

I. ИСТОРИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

ВВЕДЕНИЕ 

С момента своеГо вознюшовения теория квантованных полей 
<Стала основным направлением научной деятельности Паули. 
Его влияние на .развитие этой теории было огромным не только 
благодаря собственным работам, но и в связи с постоянным изу-

. "Iением и критикой работ других физиков. Без преувеличения 
можно сказать, что Паули был совестью теории поля. 

Но с особым интересом Паули занимался сопоставлением 
требований частной теории относительности и квантовой теории. 
Объединение этих требований в одной непротиворечивой тео­
рии - это, как известно, задача (для 4 измерений), решение 
которой Н€ удавалось получить ни для одной модели даже не­
тривиальным способом. 

И вот n процессе утомительных занятий этой проблемой 
совершенно не,ожиданно для самого Паули созрел ценный плод, 
выросший на почве большого достижения 1925 г., а именно 
принципа запрета. 

Мы имеем n виду теорему о связи спипа и статистики: 
n релятивистской теории, удовлетворяющей обычным постула­
там квантщюй теории, частицы с полуцелым спином подчиня­
ются принципу запрета, а частицы с целочисленным спином -
статистике Бозе - Эйнштейна. 

В этой исторической: части мы расскажем о ранних работах 
Паули, направленных к этой цели. Затем мы обсудим значитель­
ное число работ, посвященных самой теореме, и в заклю­

чение коснемся еще одной родственной проблемы (теорема 
СРТ). 
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§ 1. РАБОТЫ ПАУЛИ ДО ОТКРЫТИЯ ПОЗИТРОНА 

В этот период вышли две большие работы Паули и Гейзен­
берга [ 1 ], которыми, собственно, и были заложены первые осно­
вы систематической теории поля. 

Еще раньше, в 1927 г" Дирак [2] первый с успехом приме­
нил принципы квантовой теории н: 11ш1>свелловскому полю 
и в результате получил первую и наиболее важную модель 
теории квантованного поля. В этой теории кванты поля (фото­
ны) подчиняются статистиr\е Бозе - Эйнштейна. Однако в слу­
чае волнового уравнения для электрона аналогичные методы 

квантования приводили к совершенно неудовлетворительным 

результата]\[, поскольку при этом получалось, что электроны 

тоже подчиняются статистике Бозе - Эйнштейна. 
Затем появились работы Иордана [3] и Иордана и Вигне­

ра [4], в которых было поr>азано, что при соответствующем 
изменении перестановочных соотношений для компонент Фурье 
данного поля ll[OЖHO получить частицы, подчиняющиеся прин­

ципу запрета. Изменение это за1шючается в повсеместной заме­
не,. коммутаторов антиноммутаторами. Тем самым формальный 
аппарат был развит до такой степени, что появилась возможность 
поставить вопрос о связи между трансформационными свойства­
ми поля и статистикой: частиц, вводимых при квантовании. 

Особое значение для нас имеет законченная примерно 

за 6 недель до работы Иордана и Вигнера статья Иордана и 
Паули (5], в которой впервые последовательно проводится тре­
бование лоренц-инвариантности и при квантовании. В заклю­
чение для перестановочных соотношений: там выводится урав­

нение 

[Fµv(x), Faтi(Y)]=iDµv,aтi(x-y), (1.1) 

где 

Dµv, ат~'Ш = (gvадµдт~ + gµт~дvда - gµадvдт~ - gvт~дµда) D (s), ( 1.2) 
а 

D (s) = (2л)- 3 \ dзk sin k50. ei<k~> 
~ l /c 1 

(1.3) 

является инвариантной функцией Иордана и Паули; дµ озна­
чает д/дsµ. Эта функция обладает следующими основными 

свойствами: 

п < - s) = - D (s) ( 1.4) 

9 Заказ No 2 14 
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и 

(1.5) 

Уравнения (1.4) и (1.5), а также требование, чтобы функция D 
оставалась инвариантной относительно собственной группы 

Лоренца L+. 1) 

D(Л6)=D(6), ЛЕL4- (1.6) 

определяют D с точностью до множителя. Только из свойств 
(1.4) и (1.6) следует также 

D (6) =О для 62 <О, (1.7) 

т. е. обращение в нуль коммутатора для пространственно-подоб­

ных разностей х - у. [Это следует из того, что L+. преобразует 
точки гиперболоида 62 = - а. 2 < О транзитивно, а инвариант­
ная функция такого преобразования должна быть постоянной. 
В силу (1.4) эта постоянная должна быть нулем.] Следует 
удивляться, что это последнее утверждение не было достаточно 
отмечено в этой работе, хотя в одном из предшествующих томов 
того же журнала появилась работа Гейзенберга о соотношении 
неопределенностей. Следовательно, интерпретация уравнений 
(1.7) и (1.1) в духе этого соотношения представлялась очевидной. 
Мы продвинемся теперь несколько дальше в духе цитиро­

ванной работы и зададим вопрос, что можно сказать о величине . 
([Fµv(x), Faтi(Y)])0 =iЛµv, ат~ (х-у), (1.8) 

пользуясь одними соображениями инвариантности. Левая часть 
этого выражения означает среднее значение по вакууму. П редпо­
лагается (наряду с существованием вакуума) инвариантность тео­
рии относительно собственной неоднородной группы Лоренца 2). 

Далее имеем 

Fµv(x) +Fvµ(x) =О, (1.9) 

откуда легко получается самое общее выражение для правой 

1) L+. означает преобразование Лоренца, не меняющее направление 
времени (ортохронное) и имеюЩее определитель, равный + 1 (L00 >О, 
Det 1Lн1.I=1). -Прим. ред. 

2) Мы не будем здесь обсуждать вопрос, имеет ли смысл поннтие 
вакуума в теории, содержащей частицы с массой, равной нулю. 
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части (1.8) 

Лµv, О'ТJ (6) = (gvi)µд11 + gµ11дvд0' - gµадvд11 - gv11дµда) А+ 

+ (gvO'gµТJ - gµO'gv11} В+ 

+ (8µvщ1д11+tµvQ11дa-80'1)µQдv- 80'1JQvдµ) дQС + 8µv0'1JD. (1.10) 

При этом А, В, С и D опять представляют собой фунRции 6, 
инвариантные относительно L+. Но из определения Лµv, О'ТJ (6) 
следует соотношение 

Лµv, а11 (6) = -- Ла11, µv ( - 6), (1.11) 

Rоторое, согласно (1.10), означает, что для фунRций А, В, С 
и D выполняются следующие условия: 

А(-6)= -А(6), В(-6)= -В(6), D(-6)= -D(6), (1.12) 

но 

с ( - 6) =с (6). ( 1.13) 

Следовательно, в то время RaR А, В И D обращаются в нуль 
для 62 < О, этого утверждать для С нельзя. Этот вывод н~ 
удается усилить, даже учитывая уравнения поля 

(1.14} 

Эти уравнения неявно вRлючают D = О и О С = О. Маловероят­
но, чтобы в 1927 г. Rто-нибудь вообще принимал всерьез выра­
жение (1.10), посRОЛЬRУ правая часть содержит смесь тензоров 
и псевдотензоров 4-го ранга. ТаRим образом, члены в правой 
части по-разному преобразуются при отражении 

(1.15) 

В действительности оRазывается весьма разумным потребовать, 
чтобы выполнялись уравнения 

([Fµv(-x), Fа11 (-уЩ0 = -([Fµv(x), FG11(Y)])0 , (1.16) 
:или 

Лµv, О'ТJ ( - 6) = - Лµv, а11 (6). (1.16а) 

Тогда С и D тождественно обратятся в нуль, и мы получим 

Лµv, а11 (6) =О для 62 < О. (1.17) 
9* 
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Это замечательное соотношение между инвариантностью при 
отражении и равенством нулю среднего значения коммутатора 

по вакууму представляет частный случай теоремы СРТ. Тем 
не менее наше рассуждение в одном отношении вводит в заблуж­
дение, поскольку для полной теоремы СР Т необходимо еще одно 
существенно новое предположение (а именно, стабильность 
вакуума). 

Вопрос о том, можно ли квантовать в соответствии с прин­
ципом запрета и максвелловское поле, по-видимому, впервые 

рассматривал Иордан в общеизвестной в те времена статье [7]. 
Этот факт, естественно, затрудняет изложение замечаний по 
;)Тому вопросу. 

Решающий аргумент против такого квантования, вероятно, 
впервые был высказан Паули в энциклопедической статье [8]. 

Поскольку в 1шассическом предельном случае поле Fµv(x) 
измеримо, то коммутатор (1.1) для пространственно-подобных 
интервалов должен обращаться в нуль, потому что измерение 
F µv в точке х может повлиять на измерение в точке у только 
при условии (х - у) 2 > О. Соответствующая цитата из работы 
[8], описывающая ситуацию лучше, чем это сделал бы я, 
гласит: 

«То обстоятельство, что в классическом предельном случае 
напряженности Е и Н (в смысле своего повtщения в пространстве 
и времени), а также их фазы являются измеримыми величина­
ми, приводит к следствию, что световые кванты имеют симме­

тричные состояния (по статистике Бозе - Эйнштейна). 
Иначе обстоит дело для материальных частиц. Здесь 

ф-функции являются величинами, не поддающимися измерению, 
и случаи симметричного и антисимметричного состояний не­

скольких одинаковых частиц с точки зрения принципа соответ­

ствия равноценны". Фаза (1jJ-функции)". не входит ни в опера­
тор Гамильтона, ни в другие измеримые физические величины, 
ф-функция неизмерима». 

Две большие работы Гейзенберга и Паули [ 1] впервые зало­
жили основы систематической теории квантования поля, вклю­
чая также квантовую электродинамику. Одной из главных целей 
при этом было доказательство Лоренц-инвариантности самого 
процесса квантования (каноническое квантование). По весьма 
понятным причинам формальный апцарат строился не в четырех­
мерном, как в работе Иордана, а в трехмерном пространстве. 
Известно, что увлечение каноническим формализмом и связанное 
е этим выделение роли времени препятствовали построению реля-
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тивистс1ш инвариантной теории возмущений и тем самым, воз­
можно, замедлили развитие теории поля. 

§ 2. РАБОТЫ, ПРОВЕДЕННЫЕ ДО 1940 г. 

Это положение изменилось в корне после открытия позитро-. 
на Андерсоном, чем подтвердилась смелая «дырочная» теория 
Дирака. Сразу же стало ясно, что электроны Дирака должны 
квантоваться в соответствии с принципом запрета, если только 

удастся ввести понятие вакуума. 

Далее, работа Бора и Розенфельда [9] существенно продви­
нула анализ понятий, применяемых в квантовой теории. В этой 
работе были указаны эксперименты, позволяющие производить 
измерения напряженностей поля Fµv (х), которые находятся 
в полном соответствии с соотношениями неопределенности, 

следующими из (1.1). Тем самым эти_ эксперименты противоре­
чат высказывавшимся ранее предположениям. 

Все это намного усилило значение условия причинностц 
и локальности, применявшегося выше к максвелловскому полю, 

и вселило надежду на то, что и плотность заряда может быть 
непротиворечивым образом локализована в рамках теории1). 
Такое предположение полностью соответствует теории дырок, 
в которой плотность заряда есть лоI<ально наблюдаемая величи­
на, а плотность частиц такой величиной уже не является. 

Эт.о утверждение, устраняющее первоначальные аргументы 
Дирака против скалярного релятивистского уравнения и в 
пользу четырехкомпонентного уравнения, послужило исходным 

пунктом работы Паули и Вайскопфа [10] о квантовании скаляр­
ного релятивистского уравнения. Последнее описывает заря­
женные частицы без спина. Волновая функция 'Ф(х) при этом 
комплексна, и вследствие существования группы градиентных 

преобразований ее фаза принципиально не наблюдаема. Следо­
вательно, аргумент о локальности, применявшийся в случае 
максвелловского поля к полю 'l\J, непосредственно неприменим. 
Однако можно предположить существование локализуемой 
плотности заряда. Последняя, как и все другие существенные 
наблюдаемые величины, билинейна по 'Ф и ф* и для свободного 
поля равна 

Q = ie [(д0ф*) ф-ф*до'l\J]. (2.1) 

1) Точнее, все локальные операторы должны еще усредняться с соот­
ветствующими весами по пространству и времени. 
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В то же время щ1евидно, что 

[Q (х), Q (у)]= О для (х - у)2 < О, 
если 'Ф (х) коммутирует с 'Ф (х') и 

[ф* (х), ф (у)]= О для (х - у)2 <О. 

(2.2) 

(2.3) 

Но то же еамое справедливо, если ф (х) антикоммутирует 
с 'Ф (х') и 

[Ф*(х), ф(у)].=0 для (х-у)2 <0, (2.4) 

так что уравнение (2.3) неJiьзя считать необходимым следствием 
локализуемости Q (х). 

Уравнение (2.3) соответствует каноническому квантованию, 
а следовательно,. статистике Бозе - Эйнштейна. Однако уравне­
ние (2.4) не соответствует квантованию по принципу запрета, 
и соверm{)нно бессмысленно. В действительности, если предпо­
ложить, что левая часть (2.4) есть с-число (а в случае теории 
свободных полей, квантуемых по принципу запрета, это 
правильно), то из (2.4) следует, что F (х) необходимо будет 
нечетной функцией, так как выражение 

['Ф*(х), ф(у)].=F(х-у) (2.5) 

лоренц-инвариантно и удовлетворяет волновому уравнению 

(2.6) 

Следовательно, для произвольных х и у получаем 

ф* (х) ~(у)+ 'Ф* (у) 'Ф (х) + 'Ф (у) 'Ф* (х) + ф (х) 'Ф* (у)= О, (2. 7) 

откуда очевидно, что 'Ф =О. 
Это одно из рассуждений, выдвигавшихся в цитированной 

работе против квантования в соответствии с принципом зю;~ре­
та. В последовавшей затем статье [11] было показано, что ло­
кальной плотности заряда не существует и в том случае, если 
составить для нее некоторые нелокальные относительно полей 
выражения. 

Тем самым было получено удовлетворительное объяснение 
связи между спином и статистикой в важнейших случаях: 
спин О, спин 1 / 2 и фотоны. Однако прежде чем начать рассмотре­
ние случая произвольного спина, необходимо было сначала 
построить теорию свободных полей в произвольном конечном 
представлении группы Лоренца. Вслед за Дираком [12] это 
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сделал Фирц [13). При этом оказалось, что совершенно незави­
симо от квантования полная энергия в случае двузначных пред­

ставлений (т. е. для полуцелого спина) становится индефинит­
ной, а плотность заряда - дефинитной. Следовательно, чтобы 
получить стабильный вакуум, нужно квантовать в соответствии 

. с принципом запрета. При этом поJ1учаются симметричным обра­
зом частицы с зарядом обоих знаков. Для однозначных пр~­
ставлений (т. е. для целого спина) полная энергия дефинитна, 
а заряд индефинитен. Поэтому возможно квантование по Бозе -
Эйнштейну, а квантование в соответствии с принципом запрета 
недопустимо из-за нелокальной плотности заряда. При этом 
доказательство совершенно аналогично рассуждениям, приво­

дящим к противоречивым уравнениям (2 .4) и (2. 7). 
Для действительного тензорного поля доказательство, конеч­

но, сJiедует видоизменить. В этом случае, так же как и для макс­
велловского поля, предполагается наблiодаемость самого поля. 
Аналогичное замечание относится к двузначным полям, подчи­
няющимся условию действительности Майорана. И в этом слу­
чае необходимо потребовать, чтобы билинейные величины были 
локальными. 

В связи с работой Фирца обязательно следует упомянуть 
и те работы, которые основываются на проделанном Вигнером 
(см. [14, 15)) анализе неприводимых унитарных представле­
ний. В этих работах доказывается, что теория Фирца приводит 
{по меньшей мере) к одному волновому уравнению для каждого 
представления неоднородной группы Лоренца с действительной 
ненулевой массой. Для нулевой массы получаются волновые 
уравнения только для тех представлений, которые получаются 

из предыдущего случая предельным переходом. Остальные пред­
ставления для нулевой массы, содержащие вместо дискретных 
спиновых переменных непрерывные переменные, по-видимому, 

не имеют физического смысла. Мы не будем обсуждать их кван­
тование. 

Знаменитая работа Паули [16) о связи между спином и стати­
стикой прежде всего дала обобщение результатов Фирца ю~. 
общий случай приводимых спинорных полей. Кроме того, 
Паули, пользуясь новыми и интересными методами, получил 
прямое доказательство того, что в (с-числовой) теории свободных 
полей, инвариантной относительно собственной группы Лоренца, 
плотность заряда дефинитна для однозначных, ~плотность энер­
гии для двузначных представлений. Отсюда следуют те же вы­
воды, которые мы приводили выше, причем необходимо, конеч-
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но, принять гипотезу Фирца о существовании положительной 
энергии в случае целого спина. Что же касается новых матема­
тических методоn, то они заключались, с одной стороны, в клас­
сификации спиноров по четырем классам, а с другой - в ис­

пользовании того обстоятельства, что волновое уравнение для 
свободных полей инвариантно относительно отражения и в том 
случае, если первоначально предполагается только инвариант­

ность относительно собственной группы Лоренца. 
Классификация спиноров осуществляется с помощью знако­

вой пары [(-i)m, (-i)nJ. При этом тип - числа спинорных 
индексов с точкой и без точки. Для однозначных представлений 
этот характер принимают соответственно значения ( +, +) и 
(-, -). Первое значение относится к тензорам четного, авто­
рое - к тензорам нечетного ранга. Для двузначных представ­
лений этими значениями являются (+, -) и (-, +), причем 
выполняется символическое уравнение 

'114. -) = Cj)(-, +> (2.8) 

Для однозначных представлений характер при комплексном 
сопряжении не меняется. 

Оператор iдv = Pv принадлежит характеру (-, -). Следо­
вательно, линейное волновое уравнение для однозначных полей 
должно иметь символическую форму 

~Р'11<+. +> = ~'11<-, -» 
~Р'11<-. -> = ~'11<+, +>-

(2.9) 

Поэтому оно остается инвариантным при преобразовании 

'11<+. +> _,. '11<+, +>' '11<-. -) ~ - 'l\J(-, -) 1 (8). 
р-">--р . J 

Отсюда легко за~шючить, что образованное из р, 'Ф<+, +> (х) 
п 'Ч1<-, -) (х) (посредством многократного умножения и суммиро­
вания) тензорное поле нечетного ранга меняет знак в резуль­
тате преобразования (8). Следовательно, дефинитной плотности 
заряда не существует. 

Интереснее случай двузначных представлений, когда волно­
вое уравнешrе принимает символическую форму 

~РФ<+.->= ~'11<-, +» 
l:p\jJ(-, +> = ~'11<+, -)· 

(2.10) 
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Это уравнение опять инвариантно относительно преобразования, 
переводящего р в - р и \j)(a1, а2) в а1фс111 , 112). Однако это пре­
образование несовместимо с (2.8). Это решающее обстоятель­
ство приводит Паули к следующему преобразованию: 

'Ф<+. -J-;. i'Ф<+. -J; 'Фе-. +J-;. ( - i) 'Ф<-. +J } (0'). 
р-;. - р 

Однако теперь следует, что всякое билинейное по '~c+,-J(x), 
Фе-, +J(x) и их производным (любого порядка) тензорное поле чет­
ного ранга меняет знак при преобразовании (6'). Таким образом, 
в случае двузначных полей энергия может не быть положи­
тельной. 

Существование преобразований 6, 61 представляетсв: важ­
нейшим фактом. Их истинный смысл становится ясным только· 
при рассмотрении теоремы СРТ. Это исследование Паули было 
своего роДа завершением рассмотрения нашей проблемы. Для 
свободных частиц было найдено удовлетворительное объяснение 
связи между спином и статистикой. Это можно рассматривать 
как «одно из важнейших применений частной теории отно­

сительности». 

Перечислим еще раз предположения, существенные при 
выводе рассматриваемой связи: 

1) инвариантность относительно собственной группы Ло­
ренца; 

2) существование наиболее низкого энергетического состоя­
ния, которое мы считаем нормируемым и невырожденным и ко­

торое отождествляется с вакуумом; 

3) положительное скалярное произведение в линейном про­
странстве состояний; 

4) физические величины (например, плотность заряда) при 
пространственно-подобном интервале между двумя точками 
коммутируют. Сами поля коммутируют или антикоммутируют 
на пространственно-подобном интервале (локальность). 

§ 3. НОВЫЕ РАБОТЫ О СПИНЕ И СТАТИСТИКЕ 

Теорем а СРТ. Новым стимулом для изучения ставше­
го уже классическим вопроса о спине и статистике явилось суще­

ственное развитие квантовой электродинамики в работах Швин­
гера, Фейнмана и Дайсона. 

Новые и несколько необычные взгляды Фейнмана сначала 
вызывали спор. В рамках его формализма неправильная стати~ 
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стика приводила к тому, что вероятность отсутствия влияния 

внешнего слабого электромагнитного поля на вакуум оказы­
палась больше единицы. Анализ, проделанный Паули [19] 
с помощью обычного формального аппарата, приводит к модели, 
в ноторой выполняются следствия (2.1), (2.2) и (2.4), а следствие 
(2.3) не выполняется. Введение индефинитной, но все же дей­
ствительной метрини в пространстве состояний предлагалось 
для другой цели Дираном и подробно обсуждалось Паули [20]. 
Однако это занонно в ограниченных пределах только в нванто­
вой элентродинамине [21 ] . 

Более интересным оказался своеобразный способ, приме­
ненный Швингером [22] для обоснования правильной статисти­
ни при данном спине. Согласно Швингеру, правильная стати­
стика · следует из требования инвариантности относительно 
одновременного применения обращения времени Т и сопряжения 
•~астица - античастица в теориях, инвариантных при простран­

ственном отражении Р 1). 
Независимо от Швингера Людерс [24] получил очень близ­

rшй результат, по ноторому при весьма широних предпосылках 
Р-инвариантная теория, в ноторой выполняются обычные пра­
вила номмутации, будет автоматичесни инвариантной относи­
тельно СТ. Однако онончательная формулировна рассматривае­
мой здесь теоремы снова принадлежит Паули [25] и теорема 
С РТ гласит: теория поля с нормальными правилами номмутации. 
инвариантная относительно собственной группы Лоренца, ин­
вариантна танже относительно СРТ. 

Достоинство новой формулировки состоит в том, что пред­
полагается тольно инвариантность относительно собственной 
группы Лоренца (:конечно, до от:крытия несохранения четности). 
\{роме того, теорема доназывается для произвольного спина. 
тогда на:к Людерс ограничивался важнейшими значениями 
спина О, 1 / 2 и 1. Теперь стало ясно, что корень теоремы сл~дует 
иснать в том обстоятельстве, что в r.омплеr.спой группе Лоренца 
Т Р можно непрерывным образом получить из единицы. Таним 
образом, здесь формулировка проблемы и результатов сущест­
венно связывается с применяемыми методами доказательства. 

В наши намерения не входит реферирование появившихся 
теперь новых работ. Интерес н этим вопросам возрос, конеч-

1) Упомянем между прочим, что обращение времени необходимо соот­
ветствует a1tmuy1tumap1toмy преобрааова1tию [23] или автоморфизму; обра­
щение порядка сомножителей- антиавтоморфизму [22). 
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но, в связи с тем, что теоретико-групповые основы физи:ки по-
1юлеблены открытием несохранения четности. 

R вопросу «Коммутатор или антикоммутатор для разных 
полей?» следует упомянуть работу Людерса (26). Согласно этой 
работе, локальным уравнениям движения всегда соответствуют 
нормальные перестановочные соотношения, в которых поля, 

описываемые двузначными представлениями, антикоммутируют 

между собой на пространственно-подобных интервалах и комму­
тируют с полями, описываемыми однозначными представления­

ми, а последние коммутируют между собой. Однако в зависимо­
с.ти от выбора выражения для плотности энергии могут суще­
етвовать и другие возможности, но все могут быть приведены 
к нормальному случаю с помощью преобразования полей, ука­
занного Клейном (разумеется, неунитарного) для одного част­
ного случая [27]. 

В последнее время были предприняты попытки придать новую 
форму самой теории поля. Из них наибольшую известность полу­
чили прежде всего работы Лемана и др. [28), затем Уайтмена 
.и др. [29, 30). 

Первая работа оказалась более полезной (если можно 
применить здесь это слово), чем более общая вторая, однако 
нам, несомненно, следует отдать должное выдержке и муже­

ству Уайтмена, доведшему до конца глубочайший и труд­
нейший математический анализ проблемы. 

В этих общих формах теории можно та:кже поставить вопрос 
{) СРТ-инвариантности. О:казывается, что удовлетворительное 
рассмотрение и решение этого вопроса достигается в схе111е 

Уайтмена [31). 
Менее удовлетворительное, но возможно более интересное 

решение получает в -этом формальном аппарате проблема спина 
и статистики. Поскольку поля Уайтмена, по-видимому, снача­
да не имеют ничего общего с частицами, то можно задать толь­
ко вопрос, коммутирует (или антикоммутирует) данное поле 
с комплексно-сопряженным или нет? 

Это, как обычно, опять зависит от характера преобразова­
ния поля. Обычно эту проблему также принято называтr, 
«связью между спином и статисти:кой». Она рассматривалась 
Бургойном [32). Если вслед за Леманом и др. [28] ввести 
частицы, накладывая определенное требование на асимптоти­
ческое поведение операторов поля, то из неправильных с.лабыз: 
перестановочных соотношений простейшим способом следует, 
конечно, уничтожение рассматриваемого поля. 
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Упомянутое выше исследование Людерса [26] пока еще не 
переведено на язык этого общего формализма теории. 

Наконец, следует указать еще на один недостаток: электро­
магнитное поле, взаимодействующее с заряженными частицами, 

не укладывается непосредственно в формальную схему Уайт­
мена. Именно оно требует введения весьма специальной инде­
финитной метрики в пространстве состояний [21 ]. Правда, это 
обстоятельство не отражается на теореме СР Т (где дефинитная 
метрика используется несущественно) и на статистике фотонов, 
но оно может повлиять на статистику заряженных частиц, 

поскольку они описываются полями, неинвариантными отно­

сительно градиентных преобразований. 
Наибольшую ясность могло бы внести, по-видимому, после­

довательное рассмотрение предельного случая, возникающего 

при условии, что масса фотона сначала предполагается малой, 
но отличной от нуля, и затем устремляется к нулю. 

В части II я пыт·аюсь дать по возможности элементарное, 
но полное введение в обобщение теории Уайтмена, необходимое 
для исследования СРТ-инвариантности и связи между спином 
и статистикой. 

В § 1 сопоставляются свойства действительной и комплекс­
ной группы Лоренца в той мере, в какой они потребуются 
в дальнейшем, а в § 2 кратко напоминаются основные свойства 
W-функций. Для точного обоснования теории вакуумных сред­
них необходимо обращаться к литературе [29, 30]. Наиболее 
важный § 3 содержит доказательство теоремы (для наших целей 
фундаментальной) о том, что вакуумные средние инвариантны 
относительно комплексных преобразований Лоренца. В § 4 
характеризуются действительные точки регулярности W-функ­
ций. Наконец, в § 5 и 6 приготовленный panee вспомогательный 
аппарат применяется к проблеме СРТ-инвариантности и связи 
спина со статистикой. 

П. СИСТЕМАТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

§ 1. ОДНОРОДНАЯ ГРУППА ЛОРЕНЦА 

Д ействительпая однородная группа Лоренца L Gостоит иа 
та1шх действительных линейных преобразований Л над дей­
ствительными векторами s= (s0, s1, s2, s3), которые оставляют 

3 

инвариантной форму s2 = (s0)2 - ~ (sk)2. 
k=i 
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Если через Л обозначить также .матрицу линейного пре­
.образования, а через Л т - транспонированную матрицу, то 
преобразования Лоренца характеризуются формулами 

ЛтСЛ=С, G=(?i -~ J ~). 
о о о -1 

Отсюда следует, что определитель преобразования Лоренца 
равен ± 1. В соответQтвии с этим L распадается на L + ( опреде­
дитель 1Л1 = -[~ 1) и L_ (определитель 1Л1 = - 1), причем 
L+ снова образует группу. Для нас существенны следующие 
инвариантные I\онусы: 

1) Конус времени подобных векторов 62 > О; он распадается 
на передпий копус V + (60 > О и 6 2 > О) и задпий r.onyc 
v _ (60 < о и 62 > О). . 

2) Конус нулевых векторов 62 =О и 6 =/= О; он тоже распа­
дается на NJ60 >О и 62 =О) и N_(60 < О и 62 =О). 

3) Нуль-вектор 6 = О. 
4) Боковой конус, состоящий из пространственно-подобных 

векторов 62 < О. 
Поскольку ЛЕL+ преобразует передний конус либо в самого 

себя, либо в задний конус, то сама группа L. опять распадается 
па собственную группу Лоренца L+.(AV+ = V+) и на Lt(ЛV+ = V _). 
Аналогичным образо.м распадается и L_. Так как нетрудно 

доказать, что L+. односвязна, то группа L не поддается даль­
нейшему геометрическому расщеплению. Четыре компоненты 
l1 можно записать в виде 

При этом Р и 

60' = 60; 
Р = 6k' = -6k; 

L = (L-t + PTL-t) + (PL-t + ГL-t), 
L= L+ + L_ 
Т - специальные преобразования 

60' = - 60; 
т: 6k'=6k; РТ: 

(1.1) 

Лоренца 

(1.2) 

]( омплеr.спая однородная группа Лоренца [, (С) состоит из 
таких комплексных линейных преобразований Л над номплекс­
ными векторами ~ = (~ 0 , ~1, ~ 2 , ~3), которые сохраняют инв а-

з ' 
риантную форму ~2 = (~0) 2 - 2: (~k) 2 • Опять выполняетсяравен-

1!=1 
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ство ЛТGЛ=G. Поэтому L(C) распадаетсянаL+(С)(jЛj= +1) 
и L_ (С) (1 Л / = -1). Однако теперь уже L+ (С)- односвязная 
группа, и мы получаем разложение 

L (С)= L+ (С)+ PL+ (С). (1.3) 

Следовательно, L+ (С) содержит в себе действительные преоб­

разования Lt и РТ Lt. В частности, единичный элемент Е в 
L+ (С) можно связать с элементом РТ разными способами, 
например 

о 

о l SШ ер COS <р 0 ( 

. c~s ер i sin <р О 

Л (ер) = О О cos ер sin <р 
О О · - siп ер cos ер 

} (1.4) 

Конечно, соответствующую окрестность единичного элемента 
группы Лоренца аналитически можно параметризовать разными 
способами. Особенно элементарным оказывается следующий 
способ. 

Пусть 

л~(~· 
Л4 л" '·) о Л3 -Л2 

Л5 -Л3 о Л1 , 

ле Л2 -Л1 о 

(1.5) 

тогда 

Л = (Е +R) (E-R)-1 (1.6)-

представляет собой преобразование Лоренца. Действительным Л 
соответствуют действительные преобразования, комплексным ').. 
- комплексные преобразования. 

Из (1.5) следует RTG + GR =О и отсюда 

л тел= (Е - RT)-1 (Е + RT) G (Е + R) (Е - R)-1 = 
= (E-RT)-1 (E-RT) G(E-R) (E-R)-1 = G. 

На~шнец, разрешая (1.6), получаем 

R = (Л-Е) (Л+Е)-1. (1.7) 

Это возможно, поскольку -1 не является собственным значе­
нием Л, во всяком случае в достаточно малой окрестности еди­
ничного элемента. 
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Преобразованил Лоренца, принадлежащие чисто мнимым R, можно 
назвать чисто мнимыми. Они обладают свойством Л *т Л=Л' Л=Е 
и поэтому определяются независимо от параметризации. 

Особое значение для нас имеет следующее представление 
группы Лоренца. Положим, что для действительных векторов q, 
Х = q,vav и аналогично для комплексных веI>торов ~ Z = ~vav, 
причем 

-i) 
о . 

Таним образом, s2 =JХ1 и ~2 =1Z1. Нроме того, Х* = Х. Пусть 
теперь А и В будут двухрядными матрицами, для которых 

1А1=1ВJ=1. Тогда 
Х'=АХА* 

представляет Преобразование Лоренца Л (А) Е L..r.., а 

Z' =АZВт 

(1.8) 

(1.9) 

преобразование Лоренца Л (А, В) Е L+ (С). Эти представления 
двузначные, поскольку в первом случае Л (-А)= Л (А), а во 
втором Л ( - А, - В)= Л (А, В). Снова нетрудно убедиться·, 
что наждое преобразование Л Е L+ допускает представление 

(1.8), а каждое ЛЕL-~(С)-представление (1.9). 
Нак известно, представление ( 1.8) образует основу спинор­

ного исчисления [ 33]. Простейшие спиноры 

преобразуются по уравнениям и'= Аи и v' = A'v. При этом 
А' - матрица, комплексно-сопряженная А; следовательно, 

А'= А *т. Общий спинор а . . преобразуется нан про-
а1 .. ·ап, /31·. ·/3m 

изведение иа •.. Иа v. . .. v. . Он принадлежит нонечномер-
1 п 111 /3m 

ному представлению группы Lt. Последняя неприводима, если 
спинор симметричен по индек~ам а1 ••• ат и ~J ••• ~т• и ведет R 

однозначному представлению, если четности п и т одинаковы. 

Та~шм способом получаются все конечномерные неприводимые 
предстаю1ения. Кроме того, каждое конечномерное представле-



144 Рее Ноет 

ние ["+ является вполне приводимым. Rомпле1<сно-сопряженный 
спинор а* . . преобразуется :как Ь . . . Опе-

а1 · · ·an, 111· · ·llm 111· · ·llm• а1· · ·an 
рацию свертывания спинора можно производить только с инва­

риантными спинорами 

~) и 
.. ( о ga:ll= 

-1 ~). 
Каждое из упомянутых представлений L+.. очевидно, можно 

расширить до представления L+ (С). При преобразовании Л (А, В) 
и и v должны преобразовыватьея по формулам и'= Аи 
и v' = Bv. Спинор а . . преобразуется далее на~< произ-

а:1 · · ·an, 111· · ·llm 
ведение иа ... иа v. ". v. . Это обобщение имеет для двузначных 

1 n 111 llm 
представлений весьма примечательное следствие, с особой силой 
подчеркнутое Паули: преобразование РТ, заданное, например, 
равенствами А= - Е и В= Е, не переводит пару комплексно­
сопряженных двузначных спиноров снова в такую же пару. 

Действительно, при этом, очевидно, а . . умно-
. а:1" ·an, 111" ·!lm 

жается на ( -1)n, тогда как а* . . - на ( -1)m. Однако 
al" ·an, ~1" ·!lm 

п и т обладают различной четностью. 
Для однозначных представлений это обстоятельство не 

имеет места. 

Характер представлепия Паули [16]. Под этим понимается 
знаковая пара [( -1)n, (-1)m)], сопоставленная представлению 
а . . . Произведение двух характеров определяется 

a:l · · · an • 111 · · · llm 
равенством (а, Ь) (а', Ь') = (аа', ЬЬ'). Прямому произведению 
представлений соответствует произведение характеров, и в ре­

зу ль тате приведения представления всегда появляются только 

представления одного и того же хара~\тера. Однозначные пред­
ставления принадлежат характеру (1, 1) (тензоры четного 
ранга) или характеру (-1, -1) (тензоры нечетного ранга). 
Двузначные представления распадаются на два класса: (1, - 1) 
и (-1, 1). 

Нормальная форма комплекспого преобразования Лорепца. 
Определение: два номпленсных преобразования Л 

и А из L+ (С) называются эквивалентными относительно L+., 
о t 

-если Л=Л1ЛЛ2 и Л1 , 2 ЕL+. 
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Теперь возникает вопрос, каким образом можно найти внут­
ри эквивалентного класса по возможности наиболее простое 
представление. Для этого служит следующая теорема. 

Т е о р е м а. Комплексное преобразование Лоренца 
Л Е L+ (С) эквивалентно одному из двух следующих: 

( cos~ i sin <р о 

~ ll ) , ~. Х деiiствительпы, i sin ер cosq:>. о 
м (q:, х)= ~ о chx -i s х 

о i sh Х ch Х 

или 

1/2 ,;2 i't 

1 + 1 / 2 ,;2 i 't 

- i't 1 
о о 

(1 10) 

~), <+О и действиrельво. 
(1.11) 

Д о к аз ат е л ь с т в о. Применяя для эквивалентности обо­
значение «~», рассмотрим сначала представление (1.9). Пусть 
теперь А= Л(А, В), тогда (А, B)~(CAD, С' BD')~(D-1B'-1AD, Е); 
последнее получается при выборе С' BD' = Е. Теперь необхо­
димо еще подходящим выбором D преобразовать матрицу 
В'- 1А к нормальной форме. Как известно, при этом возможны 
два случая: либо 

при Л2 = ex+i!fJ, либо 

с произвольным действительным 't =!= О. 
Вычисляя соответствующие преобразования Лоренца, нахо­

дим обе эти нормальные формы. 

10 Занаs .Ni 2 Н 
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Нормальные формы (1.10) и (1.11) - это, по существу, известные 
нормальные формы [ 15] действительного преобразования Лоренца, 
написанные для чисто мнимых преобразований. Приведенный выше 
вывод является частным, поскольку он основан на представлении 

(1.9). Однюш аналогичный результат можно непосредственно полу­
чить и для произвольного числа измерений [ 36]. 

§ 2. СРЕДНЕЕ ПО ВАКУУМУ 1) 

Рассмотрим р~лятивистс:кую теорию поля. Пусть она опи­
сывается .конечным числом спинорных полей 

(h) 

'Фv1i (х); 

здесь v" со.кращенно обозначает а1 •.. ank, ~1 ... ~mk. Сделаем 
обычные предположения, из .которых мы особо подчер.кнем 
следующие: 

1) Пространство состояний должно быть гильбертовым про­
страпством, т. е. в нем определяется положительное с.калярное 

произведение. При усреднении операторов поля с помощью 
не.которых фун.кций они действуют на эти фун.кции. 

2) К теории должно принадлежать унитарное представление 
неоднородной группы Лоренца. Символ (Л, а) обозначает пре-

образование х' =Ах + а. При этом Л Е L~-· Представление 
обозначается символом И (А, а). Тогда выполняется равенство. 

(k) µ (k) 

И(А, a)'Фvk(x)U- 1 (A, a)=~Sv:(л- 1) l);µk(Ax+a), (2.1) 
µ" 

причем S (Л) означает :конечномерные представления группыL+, 
рассмотренные в предыдущем параграфе. Следовательно, суще­
ствует ве.ктор энергии-импульса Pv. 

3) Существует ва.куум, т. е. невырожденное состояние с ми­
нимальной энергией. Это состояние принадлежит нулевой энер­
гии и остается инвариантным. 

Ка.к выясняется при более внимательном рассмотрении, тео­
рия поля полностью определяется значениями I\онечных произ­

ведений операторов поля, усредненными по ва.кууму, например 

(0) (1) (N) 

Wv (S1·. ·, SN) = ( 'Фv (х0)'Фv (:r;1)· .. 'ФvN(xN))0 • (2.2) 
о 1 

При этом v означает совш•упность инде:ксов v0v1 ... v;v 
и Sk = х1, - xk_ 1 • Трансляционная инвариантность, следующая 

1) См. [29, 30]. 
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из второго и третьего предположений, уже использована в фор­

муле (2.2). Из .этих предположений далее следует для Л Е L+. 

Wv(As1···· AsN)=~S~(A)Wµ(s1· .. , sN). (2.З) 
µ 

Поскольку W v- однозначная функция s, то она обращается 
в нуль, если S (Л) принадлежит двузначному представлению. 

Однако решающее значение имеет для нас то следствие из 
второго и третьего предположений, которое утверждает, что 

трансформанта Фурье Wv (р1 ... , pN) от функции Wv (s1 ••• , SN) 
обращается в нуль, если не все векторы удовлетворяют условию 

Pk Е V+. Отсюда с~едует, что Wv (s1 •.. , SN) есть граничное значе­
ние аналитической функции Wv (~1 ••• , ~N). Последняя опреде­
ляется интегралом Фурье и является регулярной и аналитической 
при-условии Im ~k Е V+. Обозначим символом .'JlN область, опре­
деленную этим способом. Вместо !ft1 мы будем писать про­
сто !Я. Действительных точек внутри области !ltN нет; они лежат 
только на границе. Наконец, из определения функции 

Wv (~1 ••• , ~) при Л Е L+. следует уравнение 

Wv(Л~1 ... ,Л~N)=~S~(Л)Wµ(~1 ... , ~N). (2.4) 
µ 

Закончим этот параграф двумя замечаниями: 
а) Первое предположение до сих пор применялось нами 

неявно и именно там, где подразумевалось, что оператор энер­

гии обладает действительным спектром. Мы еще воспользуемся 
этим предположением позднее и тогда же еще раз подчеркнем 

это обстоятельство. 
б) Пока мы не д~лали никаких предположений о переста­

новочных соотношениях. Такие предположения также будут 
сделаны позднее. 

§ 3. ТЕОРЕМА БАРГМАННА, ХОЛЛА И У АЙТМЕНА 1) 

Перейдем теперь к важнейшему (и труднейшему) вспомога­
тельному инструменту для дальнейшего исследования - к тео­
реме, указанной в заголовке. 

Эта теорема гласит: если функция Wv (~1 •.• , ~N) регулярна 

и однозначна в !ЯN и если, кроме того, для каждого Л Е L+. 
--·-

1) Си. [ 29, 30]. 
10* 
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выполняется условие 

Wv (~1 · .. , ~N) = ~ s~ (Л) Wµ (л-1 ~1 · .. , л-1~N), (3.1) 
µ 

причем S (Л) есть :конечномерное (и необходимо однозначное) 
представление собственной группы Лоренца, то Wv(~1 ... , ~N) 
допускает одпозпачпое аналитическое продолжение в область 
!JtN, являющуюся пересечением всех Л :JtN с Л Е L+ (С). Кроме 
того, уравнение (3.1) выполняется для каждого ЛЕL+ (С), при­
чем в соответствии с первым параграфом S (Л) есть однозначно 
определенное продолжение в L+ (С) первоначального пред­
ставления. 

Д о к а з а т е л ь с т в о: А. Теорема, в частности, утвер­
ждает, что уравнение (3.1) с ЛЕL+ (С) можно применять для 
одпозпачпого определения Wv(~1 ••• , ~N) в тех точках .'.llN [т. е. 
тоЧRах (~1 ... , ~N), переходящих· при комплексном преобразо­
вании Лоренца л- 1 в точки области .'.llN 1, которые не принад­
лежат .'.llN. Однако для однозначности необходимо и достаточно, 
чтобы уравнение (3.1) всегда выполнялось в тех случаях, когда 
(~1 ... , ~N) Е .:nN и (Л- 1 ~1 ... , л-l~N) Е .'.llN, но л Е L+ (С), т. е. 
когда (3.1) с, Л EL+ (С) не ведет к многозначностям уже в .'.llN. 
Это следует из того обстоятельства, что L+(C) есть группа. 

Как толь.ко это доказано, остальное получить легко. Дело в 
том, что продолжение с помощью уравнения (3.1) будет, оче­
видно, аналитичес:ким: необходимо лишь выбрать Л таR, чтобы 
(л- 1~1 ... , л- 1~N) Е .'.llN, затем фиксировать л и варьировать 
(~1 ... , ~N) в достаточно малой о:крестности. 

Толь.ко что доказанную основную часть теоремы можно рас­
смотреть и под несколько иным углом зрения, фиксируя в пра­
вой части уравнения (3.1) (~ 1 .. " ~N), но считая ее уже функцией 
F (Л) на L+(C). Конечно, эта функция первоначально опреде­
ляется лишь там, где (Л- 1~ 1 .. " л- 1~N) лежит в !flN. Тем самым 
в LJC) фиксируется область, зависящая от (~1 .", ~N). Остается 
покэзать, что F (Л) в этой области постоянна. Продолжение 
затем получается, если на всей группе F (Л) полагается равной 
этой постоянной (зависящей от ~ 1 ... , ~N). 

Б. Теперь легко получается частный результат: 

F (Л) = ~ s~ (Л) w µ (Л- 1 ~1 • .. ' л-1 ~N), (3.2) 
µ 

т. е. в достаточно малой окрестности единичного элемента 
Л = Е постоянна на L+(C). При этом предполагается, что 
(~ 1 ... , ~N) Е !flN. Чтобы убедиться в этом, введем в группе 
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L+(C) параметры Л.1 •. " Л.6 , упомянутые в первом разделе. Далее 
рассмотрим такую малую окрестность 1 Л.k 1 < а, что в ней 

1) Л (Л.1 ••• '• Л.6 ) и А 1 (Л.1 .•. , Л.6) регулярны и аналитичны; 
2) представление S~ (Л (Л.1 •.• , Л.6)) регулярно и ·аналитично 

[собственно, это не будет новым ограничением, поскольку 
S (Л) как однозначное представление является полиномом 
по Л]; 

3) если (л- 1~1 ••. , л- 1~) Е 5/N, то Wµ (Л- 1~1 ••• , л- 1~N), 
как итерированная функция, будет регулярной и аналитиче­
ской относительно Л.р •. , Л.6 . Это имеет место для 

F (А (Л.1 .•• , Лв)) = 1'\ (Л.1 • · ·, А.в)· 
Для действительных Л.1 .•. , Л.6 , F 1 ( Л.1 ... , Л.6) постоянна, так 

как им соответствуют действительные преобразования из груп­
пы Li; следовательно, в рассматриваемой окрестности F1 вообще 
будет постоянной. 

· В. Мы встретимся с трудностями лишь тогда, ногда захотим 
доказать, что F (А) постоянна во всей области, ноторая харан­
теризуется условием (л- 1~ 1 ••• , л- 1~N) Е !ilN и которую мы будем 
обозначать символом J. Rан мы знаем из пуннта В, это имеет 
место в окрестности Е или вообще в соответствующей окрест­
ности какой-нибудь точки J. Это легко поназать, пользуясь 
тем, что S (А) есть представление и L+ (С)- группа. Если J -
односвязная область, то отсюда следует постоянство F (Л) на J. 
Таким образом, донажем, что каждая точна Л Е J может быть 
связана с Е линией, целиком расположенной в J . 

. Это значит (если мы теперь заменим л- 1 на Л), что для каж­
дой точки (~1 ••• , ~) Е 5/N и для наждого Л, для которого 
(Л~1 ••• , Л~N) Е !/lN, мы должны найти путь Л (t) с Л (О)= Е 
и Л (1') = Л, так что всегда 

(Л(tН1 ••• , A(t)~N)E.%?N для 0-<t-<1. 
Г. Последнюю задачу можно упростить. Пусть Л = А1МЛ.1. 

и ЛцЕL+. -При этом М означает нормальную форму (1.10). 
Тогда искомый путь можно составить из следующих отрезков: 

(1) Л(t)=Л2(t) для 0-<t<+. Л2(О)=Е, Л2 С+)=Л2, 

(2) Л(t)=М(t)Л2для ~ <t< ~' м ( ~) =Е, м(~)=м (3.З) 

. (3) Л (t) = Л1 (t)МЛ2 для~-< t-< 1, Л1 ( ~) = Е, Л1 (1).= Л 1 . 
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Первый и третий отрезки пути, очевидно, не приводят ни к 
каким неприятностям, поскольку в группе L! выполняется усло­
вие (1), Li- односвязная группа, и область .'ЯN инвариантна 
относительно этой группы. Существование же второго отрезка 
устанавливается следующей леммой. 

Л е м м а. Пусть ~(ер, Х) = М (ер, Х) ~ с действительными 
\<рJ<л: их: 

M(qJ, Х)=(~:::~ ~:::~ ~hX -~shx)· (3.4) 

О О i sh Х ch Х 

Кроме того, пусть ~ Е .'Я и ~(ер, Х) Е .'Я. Тогда и ~ (tqJ, tx,) Е .'Я 
для 0< t< 1. 

Поскольку упомянутый в лемме путь зависит только от 
ср и Х и не зависит от ~' то и в случае многих векторов этот путь 
непосредственно является искомым вторым отрезком. 

Прежде чем перейти к доr<азательству леммы, заполним 
пробел, относящийся к тем Л Е J, которые принадлежат 
к нормальной форме (1.11). Эти исключения здесь можно не рас­
сматривать, потому что J - открытая область, а также потому, 
что каждая окрестность такого преобразования содержит в себе 
преобразования, принадлежащие нормальной форме ( 1.1 О). 

д. д о R аз ат ель ст в о. Полагая ~(ер, Х) = s (<р, 'Х) + 
+ iri (ер, Х), находим 

причем 

и 

ч0 (ер, Х) = ri0 cos ер+ s1 sin rp > О, 
(rJ(ep, Х)) 2 =А-В >О, 

(3.5) 

(3.6) 

А= (ч0 cos ер+ s1 sin ер) 2 -- (ri1 cos ер+ s0 sin ер) 2 (3. 7) 

В= (Ч2 ch X- s3 sh Х)2 + ('У\ 3 ch Х + s2 sh Х)2 • (3.8) 

Условие (3.5), а также условие А> О, следующее из (3.6) 
и (3.8), определяют интервал ер в сеrпоре 1ер1 < л:, содержащий 
<р =О, причем длина интервала меньше л:. Обозначим через ср0 
середину этого интервала. Тогда 1ер0 1 < л:/2 и 

А= а2 cos2 (ер - ер0)- ~ 2 siн2 (ер - ер0), (3. 9) 

так что 1 ер - ер0 1 < л:/2. 
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Совершенно аналогично можно преобразовать к диагональ­
ному виду и в: 

В= у2 ch2 (Х- Х0) + б2 sh2 (Х - Х0 ), (3.10) 

причем всегда появляются особые случаи YJ 2 = в1; 3 , YJ3 = - в1; 2 

при в= ± 1. В этих случаях (3.8) принимает вид 

В=у2е±2х. (3.11) 

Однако теперь для нормального случая в соответствии с пред­
посылками получаем для t = О и t = 1 

F (t) = ( а2 + ~ 2)1 /2 cos (tcp- ср0) -

-{~2+Y2+(v2+б2)sh2(tX-Xo)}1/2 >О. (3.12) 

Но теперь легко найти F" (t) <О, по крайней мере если 
cos(tcp-cp0 ) >О. Однако это выполняется для O<:;;:t< 1, по­
скольку 1ср0 1 < n/2 и 1ер-ср0 1 < n/2. Следовательно, F (t)­
nьшуклая функция на интервале О<:;;: t -< 1, и там выполняется 
условие 

F (t) > tF (О)+ (1- t) F (1) > Min {F (О), F (1)} >О. (3.13) 

Используя теперь (3.6), (3. 9) и (3.10), заключаем из усло­
вия (3.13), что для O<:;;:t<:;;:1 

(YJ (tcp, tX)) 2 > (F (t)) 2 , (3.14) 

тогда как в соответствии с (3.5) автоматически получаем 

YJO (tcp, fX) > 0. (3.15) 

Особый случай (3.11) рассматривается, очевидно, аналогичным 
<>бразом (или исходя из соображений непрерывности). 

§ 4. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ В .'fitv 1 ) 

Благодаря теореме, приведенной в § 3, главная трудность 
теперь преодолена. Остальная часть исследования состоит 
в выводе элементарных следствий из этой теоремы. Разумеется, 

1 ) См. (31]. 
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функцию Wv (~1 .", ~N), о которой говорится в теореме, мы будем 
отождествлять с одним из средних по вакууму, о которых гово­

рилось в § 2. Тогда можно утверждать, что особое физическое 
значение имеют действительные точки в .Ytfv [это такие точки, 
в которых регулярным является исходное вакуумное среднее 

(2.2), а не только его аналитическое продолжение, если оно 
существует)]. Это утверждение оказывается правильным. Обозна­
чим эти точки (Q1 .• " QN). Они характеризуются следующей 
теоремой:. 

Т е о р е м а. Действительная точка (Q1 .•• , QN) принадлежит 
.Yt'rv только, если при произвольных неотрицательных Л11., сум­
ма которых не равна нулю, вектор Л1 Q1 + ... + ANQN будет 
пространственно-подобным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие является, очевидно, ие­
обходимым. Именно, если (Q1 ••. , QN) Е .Yt'rv, то существует пред­
ставление Л EL+ (С), таное, что Q11. = Л~k и (~ 1 .•. , ~N) Е ,'ЯN. 

Далее, сумма(~ Л11.~11.) 2 = ~ 2 тогда будет действительной. Однако 
величина ~ = ~Л,k~k принадлежит ,91, так как ее мнимая часть 
находится в V,, поскольну все Л11. >О. Нетрудно теперь убедить­
ся, что действительиые квадраты векторов из $ будут отри­
цательными. 

Условие является достаточиым. Если оно выполняется, то 
наименьший выпу1шый конус f, содержащий: все Q1, т. е. обра-

зованный всеми точками s = ~Л1 Q1 с Л 1 >О, состоит из одних 
только пространственно-подобных векторов. СледоватеJ1ьно, 
этот нонус имеет с передним конусом V + и задним конусом Т' _ 
только общую вершину s =О. Поэтому существует касательная 
к v + плоскость avs" =О, отделяющая v + ОТ f. Имеем avs" >о 
для s Е V+, avs" <О для s Е f и, наконец, avs" <О для s Е V_. 
Точно так же существует касательная к V_ плоскость ~vs"= О, 
отделяющая V _ от f, такая, что ~vs" >О для s Е V _, ~vs" <О 
для s Е f и ~vs" <;:О для s Е V+. При этом а·и ~ - нулевые век­
торы, нормированные условием (а~) = - 2. Тогда существует 
преобразование Л Е LJ, переводящее а в (1, 1, О, О) и ~ в 
( - 1, 1, О, О). Теперь для s Е f' во-первых, avs" <о И, во-вто­
рых, ~vs" <.О; следовательно s1 > s0 и s1 > -s0 • В частности, 
в этой системе координат имеем Q/ > 1 QY 1 для l= 1, 2 ... , N. 

·Теперь легко доказать, что Qt можно записать в виде 

Q 1 =Л- 1 ~t' причем (~ 1 ••• ,~N)E3iN и ЛЕL+(С). Полагаем, на-
пример, 
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ИJIИ ~1=Л~1' причем 
о о 

~}L. (С). л~( ~ о о 

о 1 
,о о о 

Тем самым теорема доказана. 
R сожалению, ответ на вопрос, можно ли еще расширить 

без дополпительпых предположепий область регулярности, полу­
ченную в предыдущем параграфе, остается, по-видимому, неиз­
вестным. Однако достоверно известно, что действительные точки 
регулярности не будут затронуты этим расширением. Это сле­
дует из того, что можно без труда указать функции, хотя и регу­
лярные в !llN, но сингулярные в любой наперед заданной дей­
ствительной точке вне .1J'tN. Например, пусть (s1 ..• , SN)-действи­
тельная точна вне /fi1'v. Тогда по нашей теореме существуют 

'Лh >О при LЛh = 1, тание, что (LЛhsh) 2 = 6 или (L'Лksh) 2-1 =О. 
Вообще говоря, функции не обращаются в нуль внутри 
!ll!v, хотя наждую из них можно сделать равной нулю в наперед 
заданной точне. Фуннция, обратная этой, и будет исномой. 

§ 5. СИЛЬНАЯ И СЛАБАЯ ЛОКАЛЬНОСТЬ; 
:ИНВАРИАНТНОСТЬ ОТНОСИТЕЛЬНО СРТ 1) 

Лональностью называется требование, чтобы физичесние 
величины, построенные из операторов поля путем лональных 

операций, коммутировали для пространственно-подобных интер­
валов. Неснольно иное требование, из которого в разумных тео­
риях следует первое, гласит, что два произвольных оператора 

поля в точнах, разделенных пространственно-подобным интер­
валом, должны или номмутировать или антиноммутировать. 

Это требование сильnой локальпости приводит н расширению 
области регулярности для W-фуннций. Для обсуждения этого 
вопроса мы введем новые обознач?ния. Положим 

(0) (1) (N) 

TJ\(x0 , Х1 ••• , XN)=('\jJv0 (X0)'1jJv1(X1) ... 'IJJvN(xN))o (5.1} 

и для компленсных выпоров (z0 , z1 ••• , ZN) 

·lf'v(z0 , z1 .. " ZN)= Wv(z1 -z0 , z2 -z1 , ZN-ZN-t)· (5.2) 

1) См. [31]. 
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Функция CZ1f' регулярна, если (z1 - z0, z2 - z1, ... , ZN - ZN-1) 
лежит в :ЛN. Область, определенн'ую таким способом, мы обо­
значим через ®iv, содержащиеся в ней действительные точ.ки­
через (r0, r 1 ... , rN)· Из теоремы, приведенной: в§ 4, следует, 
что для i =!= k имеем (ri - rk)2 <О. Эта система неравенств, 
одна.ко, в общем случае ничего не дает. Поэтому из локальности 
следует 

(0) (1) (N) 

('\'v0 (ro)1Pv1 (r1) · · · 'PvN(rN))o= 
(ko) (kl) (kN) 

=а (1Pvk (rk0) '11vk (rk) ... '\'v1, (1\,))0, (5.3) 
о 1 N ' 

причем а означает знак перестановки анти.коммутирующих 

полей. Вводя СZ1f'-фун.кции, перепишем (5.3) в виде 

c;Jl'v (r0, r1 ... , rN) = aCff'v (rk0, rk1 ... , r,,_N). (5.4) 

Функция Cff'v принадлежит операторам поля, полученным при 
перестановке. Очевидно, равенство (5.4) можно аналитически 
продолжить. Таким образом доказывается по меньшей мере 
регулярность функций в наименьшей: инвариантной: относительно 
перестановок z0 , z1 ••• , ZN области, содержащей: ®iv. Мы не 
будем обсуждать вопрос о том, исчерпывается ли этим силь­
ная ло1\альность [ 37]. 

Далее, среди (N + 1)! перестановок zk существует одна 
и притом толь.ко одна нетривиальная перестановка, не приво­

дящая .к увеличению области регулярности ®iv. Она имеет вид 
(0) (1) (N) 

( '11v (ro) 1Pv (r1) · · · '\'vN (rN) )о= 
о 1 

(N) (1) (0) 

=a(11JvN(гN) .... '1Jv1 (r 1 )'11~·0 (r0)) 0 (5.5) 

или (в достаточно ясных обозначениях) 

~ +-
CZ1f'-; (z0, z1 .. " ZN) = aJ!Jf' <;; (zN ... , z1, z0). (5.5а) 

Если (~ 1 ... ~N)ES'iiv, где ~п=z1,-zk_ 1 , то будем иметь 
( - ~N. - ~N-1 ... , - ~ 1 ) Е Siiv, пос.коль.ку при операции РТ эта 
точка переходит в точку (~N, ~N- 1 ... , ~ 1 ), и определение Siiv 
симметрично по векторам ~ 1,. Если в теории выполняются толь.ко 
перестановочные соотношения (5.5) и (5.5а) (.конечно, это 
относится .к действительным точкам 3iv), то такая теория будет 
называться слабо локальиой. 
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Следует отметить, что формула (5.5) приводит к соотноше­
нию для средних значений по вакууму в произвольных точках 

х0 , х1 , ••• , xN. Именно, сначала из (3.1) и наших определений 
получаем, полагая Л =РТ для действительных точек в 61v, 

(0) (1) (N) 

('Фv0 (ro)'Фv1 (r1) ·. · 'ФvN(rN))o= 
(0) (1) (N) 

= ( -1)п ('l/Jv0 ( - ro) 'Фv1 ( - ri) · · · 'ФvN ( - rN))o, 

или, учитывая (5.5), 
(0) (1) (N) 

('Фv0 (ro) 'Фv1 (r1) · · · 'ФvN (rN) )о= 
(N) (1) (0) 

=(-1)na('l/JvN(-rN) ... 'Фv1 (-r1)'Фv0 (-ro)}o, 
я, наконец, 

(0) (1) (N) 

( 'Фv (ro) '\Jv (r1) · · · 1/JvN (rN) )о= 
о 1 

(0)* (1)* (N)* , * 
= ( - 1)па (1/Jv0 ( - r0 ) 1/Jv1 ( -r1) ... 'ФvN ( -rN)}o. (5.6) 

При этом п означает число индексов без точки, появлявшихся 
в (v0, v1 ... , vN)· Но соотношение (5.6) можно аналитически 
продолжить. Для этого определяем 

(0)* (1)* (N)* ~ 
(1/Jv0 (xo)'Фv1 (x1) · ·. 'ФvN(xN))o=Wv(s1 ... , SN), (5.7) 

после чего соотношение (5.6) для Sk = Qk принимает вид 

Wv (~1 ... ' ~N) = ( - i)n aw: ( - ~t ... ' - ~~). (5.8) 
Аналитическое продолжение теперь очевидно. Сущность преоб­
разования ~k -о> - ~: состоит в том, что оно переводит .§lN 
в саму себя. Поэтому в обеих частях (5.8) можно перейти 
к действительной границе .§l, и тог да с помощью ( 5. 7) и ( 5 .1) 
получается искомое соотношение 

(0) (1) (N) 

('Фv0 (xo)1/Jv 1 (х1)···1/JvN(xN))o= 
(N) (1) (0) 

= ( -1)п а ('Фv, ( - xN) ... 1/Jv1 ( - Х1) 1/Jv0 ( - Хо))о· (5.9) 

Относительно рассуждений, позволивших получитц. (5.9) 
из (5.5), необходимо сделать следующие замечания. 
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1) Достаточно предположить, что соотношение (5.5) выпол­
няется в действительной о:крестности произвольной точ:ки 
(r0, r1 .", rN). Справедливость соотношений (5.5) для произволь­
ной точ:ки (r0, r1 ... , rN) до:казывается аналитичес:ким продолже­
нием. 

2) Из соотношения (5.9) можно вывести снова (5.5). Для этоrо 
необходимо заменить в (5.9) (х0 , х1 "., XN) точ:кой (r0, r1 ". rN) 
и затем воспользоваться уравнением, аналогичным первому 

после формулы (5.5) уравнению. Та:ким образом, уравнения 
(5.5) и (5. 9) э:квивалентны. 

3) Если можно найти таное преобразование 6')1 = ф', при 
:котором правую часть уравнения (5. 9) можно привести :к виду 

(N) (1) (0) 

(')J~N (xN) ". ')J~ (х1 ) ')J~ (х0 ))0 , то тогда 6 будет антиавтоморфизмом 
1 о 

теории (т. е. автоморфизмом с точностью до обращения порядна 
сомножителей)!). Наиболее важное значение при выборе имеет 
преобразование, впервые найденное в общем виде Паули: 

')J~ (х) = 0\)Jv (х) = ( - 1)n \)Jv ( - х) для однозначного представления, 

')J~(x)=0\)Jv~x)=i(-1)"Фv(-x) для дпузначного представления. 
(5.10) 

Это преобразование 0 обладает существенным свойством: 

0')1 * = (0')1) *, т. е. оно сохраняет действительность величин, 
существующую вначале 2). Требование, чтобы преобразование 6 
представляло антиавтоморфизм теории, обусловлено, разумеется, 
определенным выбором а в (5.5). Из уравнений 

(О) (1) (N) 

(\)Jv0 (хо) \)Jv1 (х1) · · · '11vN (xN))o = 
(N) (1) (О) 

=(')J~N(xN) ". ф~1 (х1)'11~0 (хо))о (5.11} 

1) Дру,гими словами, теория инвариантна по отношению к аптиупитар­

н.о.м.у ПреобраЗОВаНИЮ еф= ф' * = фО, ПОСКОЛЬКУ правая ЧаСТЬ уравНеНИЯ 
(5.9) записывается в виде 

(О) (1) (N) * 
ZФZ (хо) ФZ (х1) · · · ФZ (xN)>o · 

о 1 N 
2) Как мы видели в§ 1, наиболее естественное на первый взгляд условие 

Ф'v(x)=Bфv(x)=(-l)nфv(-x) для всех полей и а=1 в (5.5) противоре­
чит этому требованию. Кроме того, в§ 6 мы увидим, что значение а в (5.5) 
не может быть произвольным и должно ·подчиняться ограничениям, обус­
.~:овленным положительно определенной метрикой в пространстве состоя­

ний. в" нормальной теории эти ограничения запрещают значение е, ука­
занное в этом примечании. 
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с учетом (5.10) и (5.9) следует, что а = - 1, если число дву­
значных полей в (5.5) равно удвоенному нечетному числу, и 
а = + 1, если число двузначных полей в (5.5) кратно 4. Других 
случаев не бывает, так кан средние значения по вакууму с не­
четным числом двузначных полей равны нулю. Это значение а 
совпадает со знаком перестановни двузначных полей в уравне­

нии (5.5). Таким образом, получается следующая теорема. 
Т е о р е м а СР Т: Перестановочные соотношения (5.5), 

в которых а есть знан перестановки полей с двузначными 

представлениями, эквивалентны (5.1~), где штрихованные поля 
определяются преобразованием (5.10). 

4) Остановимся теперь на этом выборе а и нратно обсудим 
слабую локальность. Хорошо известно, что главная проблема 
математического характера состоит для теории поля в том, что­

бы установить, допускают ли вообще нетривиальное решение 
общие постулаты квантовой теории вместе с требованием (силь­
ной) локальности. При этом слова «нетривиальное решение» 
означают, что матрица рассеяния должна отличаться от еди­

ничной матрицы. Нам кажется излишним подчеркивать удру­
чающее состояние наших знаний в этом вопросе. 

Для слабой лональности этой проблемы пе существует, 
В соответствии с полученной выше теоремой слабая локаль­
ность полностью эквивалентна симметрии (j. Легко доказать, 
что последняя согласуется с другими постулатами квантовой 

теории. Следовательно, всякой матрице рассеяния, инвариант­
ной относительности СРТ, можно сопоставить поля, подчиняю­
щиеся условию (5.11), т. е. слабо локальные. 

Напротив, сильная лональность приводит не к свойствам 
симметрии матрицы рассеяния, а к аналитическим свойствам 
матричных элементов, или в несколько обобщенном смысле, 
R дисперсионным соотношениям [28, 34]. 

§ 6. СВЯЗЬ СПИНА И СТАТИСТИКИ 1) 

В то время как значение а в (5.5) оставалось до сих пор неиз­
вестным, теорема о спине и статистике в своей наиболее узной 
формулировке указывает, каким должно быть значение а 
для усредненного по вакууму произведения некоторого поля 

на комплексно-сопряженное поле. Отсюда можно тогда заклю-

1) См. [32J. 
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чить, I{акие из полей \)Jv (х) безусловно не коммутируют с '\J: (у) 
для пространственно-подобных интервалов. 

В этом параграфе впервые будет существенно использовать­
ся положительность скалярного произведения. Правда, уже 

* в§ 5 мы применяли поле 1jJ , комплексно-сопряженное полю 1/J. 
Однако там требовалось лишь, чтобы существовало эрмитово­
сналярное произведение. Справедлива следующая теорема: 

Теорем а. Обозначим а1 ••• ап, ~i···~m сонращенно сим­
волом v. Из слабого перестановочного соотношения 

* * ('Фv (x)')Jµ(y)) 0 =(-1)n+m+i('/'µ(y)')Jv (х))о (6.1) 

для (х - у)2 < О следует 
(6.2) 

При этом Q означает состояние вакуума. 
3 а м е ч а н и я. 1) Уравнение (6.1) в самом деле представ­

ляет собой слабое перестановочное соотношение, таи RaR, соглас­
но теореме из § 4, действительные векторы в :Ji'rv тождественно 
совпадают с пространственно-подобными векторами. 2) Равен­
ство (6.2) представляет собой сокращенную запись уравнения 

ф (/) Q = 'Ф * (/) Q = о' (6.2а) 

причем 

1jJ (/) = ~ /µ (х) фµ (х) d4x (6.3} 

и 

1/1* (/) = ~ /µ 
* * (х) фµ (х) d4x (6.За) 

являются операторами, усредненными по разрешенным проб­
ным функциям. 

До.казательство. Из (6.1)и(5.9)дляпроизвольныхх и у 
следует 

* * ('/'v (x)')Jµ(y)) 0 = -(1/Jµ(-y)1/Jv (-х))о. (6.4) 

Умножая обе стороны на fн (х) /µ(у) и интегрируя по х и у, 
получаем 

(6.5) 
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где /µ* ( - х) обозначено через gµ (х). Из равенства (6.5) сле­
дует утверждение теоремы 1 ). 

Наша теорема содержит существенное выс:казывание о спине 

и статисти:ке, та:к как она утверждает, что однозначпое поле, 
удовлетворяющее условию 

* (['фv (х), 'фµ(у)]J0 =0 для (х-у) 2 <0, 

уничтожает ва:куум. То же самое справедливо для двузпачпого­
поля, для :которого опять в случае (х - у) 2 <О выполняется 
условие 

* (['фv (х), 'фµ(у)]_)о=О. 

Однако получить желаемый результат [т. е. что из (6.4) 
следует исчезповепие поля 'IJJv(x)] без дополнительных предполо­
жений, по-видимому, нельзя. 

В качестве та:кого дополнительного предположения можно 
применить, например, постулат о сильпой локальпости, в соот­
ветствии с :которым операторы поля на пространственно-подоб­

ных интервалах либо :коммутируют, либо анти:коммутируют. 
Тогда имеем: 

Следствие. Из сильной ло:кальности и из (6.1) выте:кает, 
что 'фv(х) = О. 

Д о :к а з а те л ь с тв о. Сначала следует (6.2), и отсюда 
для действительных точе:к в 6~: 

(ср0 (r0) ср 1 (r1) ... 'фµ (r1J ... Cf>N (rN))0 = 

=а ( q:>0 (r0) ср 1 (r1) ... Cf>N (rN) 'фµ (rп) )0 =О. (6.6) 

При этом а - зна:к, а ср 1 - любые другие поля теории. Пос:коль­
ку (r0, r1"., rN) есть точка, в которой правая часть равенства 
(6.6) регулярна, то отсюда следует 

(<ро (х0) Cf>1 (х1) ... 'фµ (xk) . ·. (/JN (xN))0 =О. (6. 7) 

Ита:к, все средние по вакууму значения, содержащие в качестве 
множителя поле 'фµ, исчезают. Значит, обращается в нуль и 'фµ. 

Разумеется, это следствие можно та:кже получить и с други­
ми дополнительными предположениями. Дале:ко не очевидно, 
почему равенство (6.2) нельзя объявить постулатом. Если же мы 

1) Этот способ доказательства можно, очевидно, обобщить на специаль­
нью средние значения по вакууму произведений с большим числом сомно­
жителей. Автору неизвестно, куда приводит такое обобщение. 
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хотим потребовать, чтобы для полей выполнялось асимптотиче­
сное условие [28], то (6.2) о:кажется противоречием. При этом 
возни:кает то преимущество, что можно говорить о частицах 

и следствие на самом деле будет относиться :к статисти:ке. 
Одна:ко прежде мы хотели бы утверждать, что вопрос о сов­

местимости положительной :метри:ки с (сильной) ло:калыюстью 
все-та:ки нельзя надолго от:кладывать в сторону. Ослабляя тре­
бование ло:кальности, мы получаем значите.тrьно более mироние 
рам:ки для теории, свободные от противоречий, но и не дающие 
ни:ка:ких интересных следствий. От:казываясь от положительной 
метри:ки, мы должны, :конечно, разрешить еще очень много 

трудных проблем, но :когда эти трудности будут преодолены, 
то возниннет опасность, что фундамент теории, :казавшийся 
столь прочным, потонет в море произвола. 

Тот фант, что теорема о спине и статисти:ке странным образом 
требует предположений о сильной ло:кальности и положительной 
метри:ке, хотелось бы рассматривать :ка:к у:казание на то, что 
исследование этого вопроса и в дальнейшем будет плодотвор­
ным - после того на:к этот вопрос долгое время был верным 
спутни:ком вели:кого физи:ка. 

Эта статья-дань уважения R дню 60-летия В. Паули-была 
занончена в ноябре 1958 г. После неожиданной нончины 
Вольфганга Паули автор не решился ее переработать. 
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Х. КА 3 ИМ И Р 

ПАУЛИ И ТЕОРИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Ich mag diese Physik dcs festen Kozpers nicl1t . 
zwar habe icb damit angefani:;en. (Не нравится мне эта 
физииа твердого тела , хотн н сам с этrто начина;~ -
1'РМ) 

Это высказывание выражает чувства Пауш1 по отношению 
к физике твердого тела. Действительно, это один из немногих 
разделов физики (наряду с теорией разряда в газах и теорией 
химической связи), которые Паули не любил. Паули в основном 
занимался фундаментальными проблемами, и это могло бы 
объяснить лишь его равнодушие, но не неприязнь. Например, 
к прикладным наукам он относился с насмешливой: снисходи­
тельностью и очень забавлялся, когда, по его собственным сло­
вам, не понял ни слова из лекции, посвященной новым I\ОН­
струкциям термоионны·х ламп. В физике твердого тела его раз­
дражало отсутствие математической строгости и логичесн:ой: 

полноты, использование плохо определенных моделей, равно­
сильных введению неподдающихся проверке математических 

гипотез и имеющих силу лишь при умелой классификации огром­
ного количества экспериментальных·данных. С другой стороны, 
он восхищался работой Онзагера по переходам порядок -
беспорядок: тут была модель, хотя и примитивная, но строго 
определенная; математическая задача представляла большой 
интерес и была решена Онзагером блестяще. 

И все же Паули говорил, почти с сожалением, что сам был 
инициатором этой теории. Сейчас, I\огда физика твердого те.1а 
пытается объяснить свойства твердых тел, исходя из основных 
принципов, становится ясным, что наждый, нто участвова.1 
в разработне основных идей нвантовой: механики, оназал танже 
далеко идущее влиян}Iе на развитие физини твердого тела. 
С этой точни зрения влияние Паули быть может даже больше, 
чем он предполагал. Говоря более конкретно, мы можем упо~ш­
нуть принцип Паули, лежащий в основе самих понятий эле1.;т-
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ронных полос и дьфон, созданную И!\! волновую теорию элент­
ронных спинов, ноторая разъясняет и дополняет существовав­

шие ранее представления и имеет большое значение для всех 
работ по парамагнитному резонансу, и, нанонец, представление 
о ядерном спине, ноторый после продолжительного и неснольно 
подчиненного положения в спентроснопии неожиданно после 

отнрытия ядерного спинового резонанса возродился R новой, 
удивительно плодотворной жизни. Но Паули говорил не о 
влиянии общего харантера, он имел в виду свою единственную 
работу по парамагнетизму свободных элентронов [ 1). Действи­
тельно, эта работа сыграла выдающуюся роль в развитии тео­
рии твердого тела. Остановимся на ней подробнее. 

В 1926 г., Rorдa Паули написал свою первую и послещ~:юю 
работу по теории твердого тела, построение Rвантовой теории 
быстро завершало·сь. Одна за другой странные :жстраполяции 
старой Rвантовой механини, полученные нропотливым анализом 
спентроснопичесних данных, сводились к основным принципам. 

Гейзенберг указал, каR ввести принцип запрета Паули в вол­
новую механику систем из многих частиц: в частности, удалось 

объяснить отсутствие парамагнетизма в основном состоянии 
гелия. С другой стороны, еще не сложился нвантовомеханиче­
сн:ий подход к статистике газов. Были известны обе статистини 
(Бозе - Эйнштейна и Ферми - Дирана), но они рассматрива­
лись как более или менее энви~алентные возможности, и вщ1рос, 
Rакая из них описывает поведение газов, состоящих из частиц 

с массой, отличной от нуля, оставался спорным. Своей работой 
Паули по существу принял участие в этом споре. Он уназывает, 
что соображения Гейзенберга о спентре гелия подтверждают 
применимость статистики Ферми - Дирака для элентронного 
газа и затем вводит идеальный элентропный газ нак грубую 
модель для элентронов в металле; его интересует прежде всего 

не описание свойства металла в свете идей новой нвантовой 

механини, а возможность выбора между двумя статистиками. 
В математичес:ком подходе н задачам :квантовой статистини 

проявилось обычное мастерство Паули. Он использует методы 
Гиббса и особенно метод «большого ансамбля», н ноторому мно­
гие из изучавших статистичес:кую механи:ку относились с подо­

зрением, если вообще знали его. Паули объясняет подробно, 
что подобно тому, нан введение нанонического ансамбля 

позволяет обойтись без условия Е= ~ e.=const, введение 
большого ансамбля иснлючает условие N = Ln.,=const. 
После построения формализма ему было уже нетрудно 

11* 
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обобщить статистику Ферми - Дирака на частицы со спином. 
Это без сомнения самый прямой и элегантный из методов кван­
товой статистики и можно только удивляться тому, что некото­

рые авторы впоследствии предпочли использовать гораздо 

более неуклюжие и трудоемкие приемы. 

Даже много лет спустя, в 1938 г., Крамерс пытался испра­
вить положение, написав работу под названием «Didaktisches 
zш Veпvendung der Graнd EnsemЫes iн der Statistik» (Уроки 
использования большого ансамбля в статистике) [2]. 

За разделами, посвященными общему формализму кванто­
вой статистики, . следует вычисление магнитной восприимчи­
вости. Паули обнаруживает слабый зависящий от температуры 
парамагнетизм того же порядка величины, что и ожидавшийся 

диамагнетизм атомов. Таким образом, полная восприимчивость 
неферромагнитного металла может быть либо положительной, 
либо отрицательной, но по порядку величины она всегда одна· 
и та же, что находится в согласии с экспериментом. 

Однако Паули не реши.ч: спора. Он не утверждал, что элект­
роны действительно подчиняются статистике Ферми - Дирака, 
тогда каr\ статистика Бозе - Эйнштейна остается возможной 
для других газов (это оговаривается им в сноске в одной из 
последующих статей), и хотя он указывает на полное вырожде­
ние электронного газа, в работе отсутствует замечание, что 
это объясняет, почему электроньr проводимости не оказывают 
ощутимого влияния на теплоемкость. 

Лишь Зоммерфельд полностью оценил значение идей Паули. 
Начав там, где остановился Лоренц, и введя идею Паули об 
электронном ферми-газе, Зоммерфельд смог показать, что мно­
гие трудности старой теории автоматически ликвидируются. 
Вскоре затем Блох начал изучать волновую функцию элект­
рона в периодическом потенциале. С этого момента физика твер­
дого тела превратилась в быстро развивающуюся отрасль зна­

ния. СпеЦиалисты в этой области с благодарностью признают, 
что многим обязаны пионерской работе Паули. Попытаемся 
устранить те ее черты, которые он находил неприемлемыми. 

В подготовке статьи большую помощь мне оказал доктор 
Г. Мейер, которому я выражаю искреннюю благодарность. 
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НВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Предметом этой статьи является квантовая теория тнердого 
тела, особенно те ее разделы, на которые работы Паули оказали 
наибольшее влияние. · 

Перечисляя те отрасли физики, в ноторые Паули внес важ­
ный вклад, можно не заметить теорию твердого тела, так как 
число его работ в этой области невелико, а та!{же потому, что 
он часто высказывал сомнение,_ может ли исследование твердого 

тела быть серьезным занятием для физика-теоретика. Отрасль 
физики, где существенные черты каждой проблемы выявляются 
часто только в форме грубых предположений (и где стало обы­
чаем делать предположения более грубые, чем необходимо),­
такая отрасль физики не могла отвечать его высокой требова­
тельности; тем не менее, Паули явился инициатором важных 
направлений в исследовании многих проблем в теории твер­
дого тела и проявлял живой интерес к еще большему их 
числу. 

По-видимому, не будет преувеличением сназать, что начало 
современной электронной теории металлов было положено 
в работе Паули о парамагнетизме электронного газа [ 1 ]. 
Вспомним обстановRу в период написания статьи. Экспери­
ментальные данные в то время уже ясно указывали, что носи­

телями электричества в металлах должны быть электроны. 
Наиболее прямые доказательства были получены, по-видимому, 
в экспериментах по ускорению, в которых непосредственно 

измерялось отношение массы носителей к их заряду. Поэтому 
многие авторы пытались применить известные законы меха­

ники и \ермодинамики к движению электронов. 
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В результате этих исследований вознюша ситуация, полная 
ложных надежд, когда каждому предсказанию, согласующе­

муся с опытом, можно было противопоставить другие, резl\о 
противоречившие ему, а каждому рассуждению, приводившему, 

казалось бы, к разумному определению одного из параметров 
теории из экспериментальных данных, противопоставлялись 

другие рассуждения, приводившие к совершенно непохожим 

результатам. 

Например, из высокой проводимости типичных металлов 
следовало, что плотность электронов в металле велика, порядка 

одного электрона на атом. Проводимость электронного газа 
выражается формулой 

где е и т - заряд и масса носителей; п - их число в единице 
объема; т - время между столкновениями, которое можно 

представить в виде l/v (причем v - скорость носителей, а 
l - их средняя длина свободного пробега). Если считать, что 
плотность равна числу валентных электронов, а v - их тепло­

вая скорость, то из наблюдаемых значений проводимости 
следовало, что длина свободного пробега по крайней мере 
в десять раз больше периода решетки, даже при комнатной тем­
пературе; было бы о,чень странно, если бы порядок величины l 
оказался много больше. 

Это подтвердилось порядком величины коэффициента Холла, 
который измеряет поперечную разность потенциалов, создавае­
мую поперечным магнитным полем в проводнике с током. Этот 
коэффициент пропорционален 1/пе. Для некоторых металлов 
этот коэффициент имел знак, противоположный тому, который 
соответствует отрицательным носителям, что было трудно 
объяснить, но величина его почти всегда соответствовала одному 

или нескольким электронам на атом. 

В таком случае удельная теплоемкость должна содержать 
электронную часть. Согласно закону равнораспределения, 
каждый электрон должен вносить 3 / 2 k в удельную теплоем­
кость металла, и в случае одного электрона на атом это пре­

высило бы значение Дюлонга - Пти на 50%; однако удельные 
теплоемкости всех металлов при высоких температурах нахо­

дились в отличном согласии с законом Дюлонга - Пти, а при 
низких темпера:rурах уменьшались в соответствии с теорией 

Дебая. 
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Причину такого противоречия можно было бы видеть в при­
~1енении кинетической теории к электронам; возможно, кинети­

ческая энергия электронов почему-то не возрастала с темпера­

турой, как следовало бы ожидать согласно кинетической теории. 
Эt'ому, очевидно, противоречило значение коэффицие'нта Виде­
мана - Франца, измеряющего отношение теплопроводности 
1' электропроводности, и тем самым отношение тепловой энер­
l'ПИ, переносимой электронами, к их заряду. Значение этого 
rшэффициента находилось в разумном сог.тrасии с предсказанием 
1,инетической теории. 

Другое серьезное противоречие было связано с магнитными 
свойствами металлов. Наличие свободных электронов, обладаю­
щих спином, должно вызывать парамагнетизм в соответствии 

с законом Кюри, постоянная которого зависит только от плот­
ности эJrектронов. Многие металлы на самом деле обладают 
парамагнитной восприимчивостью, но она практически не зави­

сит от температуры (а не обратно пропорциональна абсолютной 
температуре, как того требует закон Кюри), и значительно мень­
ше по величине предсказьшаемой теорией для плотности порядка 
одного электрона на атом при комнатной температуре. 

В то время принцип запрета Паули уже оправдал себя при 
описании строения атомов, и Ферми [2] рассмотрел следствия 
из предположения, что этот принцип справедлив и для частиц 

газа. Ферми, по-видимому, имел в виду обыкновенный газ, 
состоящий из атомов и молекул, для которого квантовые 

поправки носят скорее академический характер, за исключением 
области крайне низких температур; кроме того, еще не было 
ясно, что принцип запрета, а следовательно, и статистика 

Ферми, применим только к неноторым частицам и неприменим 
к другим. 

Решающий шаг, сделанный затем Паули, состоял в приме­
н~нии видоизмененной статистики к электронам в металлах. 
С одной стороны, принцип запрета безусловно соблюдался 
для различных электронов внутри атома, и логика требовала, 
чтобы он выполнялся также для «свободных» электронов 
в металле; с "другой стороны, малая масса и высокая плотность 
электронов означали, что даже при комнатной температуре 
главным эффектом является вырождение. 

В соответствии с этим Паули применил новый вид стати­
стюш к проблеме парамагнетизма электронов. Для этой цели 
он пблучил заново результат Ферми, используя не слишком 
распространенный в то время метод большого каноническоге> 
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распределения и дал этому результату чрезвычайно ясное 
обоснование (вывод Ферми был более привычным и был основан 
на формуле Стирлинга, применимость ноторой для СJiучая, 
ногда на :каждое состояние приходится 1 или 2 частицы, весьма 
сомнительна). Результат лег:ко обобщался на случай, 1'огда 
присутствовало магнитное поле. Магнитная восприимчивость 
на электрон оказывалась равной 

3µ.2 
2Е0 ' 

где µ - магнетон Бора; Е0 - граничная энергия распределеюш 
Ферми (химический потенциал). Полученное значение отли­
чается от значения Кюри множителем 2kT/3E0 и объясняет, 
следовательно, независимость от температуры и меньшую ве.'Iп­

чину эффекта, пос:кольку для большинства металлов Е0 имеет 
величину порядка несколь:ких электрон-вольт, т. е. сущест­

венно больше, чем kT при комнатной: температуре. 
Качественно резудьтат понять нетрудно; принцип запрета 

разрешает двум электронам с противоположно направ:rенны~!и 
спинами занимать одно орбитальное состояние. Если одпн 
из этих электронов под действием поля должен изменить напра­

вJJение спина на противоположное, то для этого он должен 

совершить переход в состояние орбитального движения, не 
занятое электроном с соответствующим направлением спина. 

Если разность энергий для этих орбитальных состояний больше 
kT, то такой переход невозможен, так что поле J(ействует тодь1'о 
на электроны в полосе kT вблизи наивысшего занятого состоя­
ния. Число этих.электронов отличается от общего числа множп­
телем порядка kT/E0 , поэтому восприимчивость Кюри должна 
быть уменьшена на множитель такого же типа. 

По порядку величины этот результат уже объясня:r пара­
магнитную восприимчивость многих металлов. Полного же 
соответствия, подчер:кивал Паули, ожидать не следует, тан: как 
элен:троны можно рассматривать :как !Iдеальный газ Фермп 
только в грубом приближении. Позднее мы еще ука;+;ем на 
некоторые существенные поправки к парамагнетизму. 

И все ж,е этот. результат показывал, что новая статист1ша 
позволяет устранить ряд старых противоречий электронной 
теории металлов. Этот успех побудил Зоммерфельда [3) рас­
смотреть тем же способом проблему теплоемкости металлов. 
Оказалось, что и в этом случае величина теп.'Iоемкости, СЛЕ(.ЦУЮ­
щая из равнораспределения, умножается на. множитель порядка 
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kT/E0< 1, так как переходы в состояние с энергией возбуждения 
порядка kT возможны только для электронов в полосе шириной 
kT вблизи границы распределения Ферми. Таким обрдзом, 
сразу объяснялось отсутствие электронного вклада в теплоем­
кость металлов. Электронная теплоемкость становится за~1етной 
только при очень низких температурах, когда решеточная 

часть теплоем:кости следует за:кону Дебая ( ~ Т3), та:к что элект­
ронная часть, линейная по температуре, оказывается в :конце 

I\ОНЦОВ ОСНОВНОЙ. 

Зоммерфельд [ 4] и его сотрудни:ки предприняли таюке 
попыт:ку распространить новый подход на явлеющ переноса 

в металлах, одна:ко здесь в ряде случаев сохранились серьезные 

трудности. Согласно новой точ:ке зрения, главными носителями 
то:ка были эле:ктроны с энергией вблизи границы распределе­
ния Ферми, так что скорость этих электронов должна быть 
намного выше тепловой скорости, соответствующей закону рав­
нораспределения. Поэтому время между столкновениями, оце­
ненное по наблюдаемой проводимости, соответствовало бы даже 
еще большим длинам свободного пробега, что плохо поддавалось 
объяснению. Кроме того, при обычном описании столкновений 
с атомами предполагают, что длина свободного пробега не зави­
сит о.т температуры, что приводит :к независимости проводи­

мости от температуры, тогда как даже :классичес:кая пропор­

циональность т- 1 12 уже противоречила наблюдаемой при высо­
ких температурах пропорциональности т- 1 , не говоря уже 
о значительно более сильной зависимости от температуры, 
обнаруженной при низких температурах. Аномальный знак 
эффекта Холла и некоторых других гальваномагнитных и ана­
логичных :коэффициентов для не:которых металлов, а также 
существование заметного эффекта магнетосопрртивления оста­
вались без объяснения. 

Следующий важный шаг был сделан Блохом [5], изучавшим 
движение электронов в периодическом поле. Он показал, что 
периодичность идеальной решетки приводит :к электронным 

волновым функциям, похожим на волновые функции свободных 
электронов, но содержащим модулирующий множитель с перио­
дичностью самой решет:ки. Оказалось, что в отсутствие уско­
ряющего поля электроны могут двигаться в идеальной решетке 
с отличной от нуля средней скоростью (хотя последняя, вообще 
говоря, меньше, чем для свободных эле:ктронов той же энергии). 
Другими словами, проводимость электронов в идеальной 
решетке бесконечно велика, а, следовательно, сопротивление 
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обусловлено толь:ко от:клонениями от идеальной периодичности. 
Та:ким образом, существуют две главные причины эле:ктропро­
водности: дефе:кты решет:ки и примеси, а та:кже тепловые :коле­
бания решет:ки. Это соответствует э:кспериментальным данным, 
говорящим об увеличении сопротивления металла за счет 
примесей и механичесrшх ис:кажений :кристалличес:кой реrµет:ки, 
а та:кже о высо:ком сопротивлении сплавов. «Идеальная» про­
во,q;имость, остававшаяся после исн:лючения этих вторичных 

эффентов, очевидно, уже зависела от температуры. Выше тем­
пературы Дебая, Rогда :колебания решетни можно описывать 
:классичес:ки, их интенсивность пропорциональна Т; это сразу 
объясняет пропорциональность сопротивления температуре в 
этой области. 

При низ:ких температурах на первый вз1'JIЯД можно ожидать, 
что по аналогии с рассеянием рентгено.вс:ких лучей нулевые 

:колебания решетни должны создавать :конечное сопротивление 
даже при абсолютном нуле. Блох по:казал, что эта аналогия 
ошибочна. Сопротивление зависит от стол:кновений, в ноторых 
эле:ктрон ОТ]i(Лоняется от своего пути и требует, следовательно,. 
изменения импульса. Пос:коль:ку даже в периодичес:кой решет:ке 
импульс сохраняется с точностью до венторов, :кратных опре­

деленным базисным ве:кторам импульса (соответствующих 
брэrговс:ким отражениям), изменение импульса элентронов 
должно сопровождаться рождением или поглощением :колеба­

тельного :кванта, или фонона, что необходимо сопровождается 
передачей энергии. Этот процесс лег:ко происходит для рентге­
новс:ких лучей, энергия :которых значительно выше энергии 

фононов; однано он невозможен для эле:ктронов, находящихся 
в тепловом равновесии с решет:кой. Нормально не существует 
фононов с энергией больше kT, та:к что ни один фонон не можеlf 
поглотиться или возникнуть, пос:кольку ни один электрон 

не может потерять энергию больше kT, не совершая перехода 
в уже занятое состояние. Поэтому единственно возможными 
являются процессы рождения и поглощения фононов с энергией 
меньше kT, и эти процессы идут с одинаковой интенс.ивностью. 

Число та:ких «столюювений» пропорционально Т3 , :как 
и среднее число фононов. Одна:ко при очень низ:ких темпера­
турах мы имеем дело с длинноволновыми фононами с импуль­
сом, пропорциональным kT. Поэтому в процессе столнновения, 
в Rотором рождается или поглощается та:кой фонон, эле:ктрон 
отклоняется только на угол порядка kT !ср0 (где с - с:корость 
звуна, а р0- импульс электрона на границе распределения 
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Ферми). Пос.коль:ку при последовательных столкновениях 
от~шонения происходят в случайных направлениях, результи­
рующее от:клонение растет лишь :ка.к корень из числа столкно­

вений и, следовательно, рассеяние на малые углы дает в сопро­
тивление вклад, пропорциональный :квадрату угла. С помощью 
таних рассуждений Блох получил для «идеального» сопротивле­
ния при низких температурах за.кон ~ Т5 • 

Аномальный знак коэффициента Холла и не:которых других 
смешанных явлений переноса был объяснен на основе идеи 
Гейзенберга; исходным пунктом этой идеи явилось замечание 
о том, что вещество, каждый атом ноторого обладает замкнутой 
оболочкой, т. е. в котором наивысшая заполненная оболочка 
содержит максимальное число электронов, разрешаемое прин­

ципом: Паули, не может быть проводнином: элентричества, 
посноль:ку элентроны могут двигаться в этом веществе, тольно 

переходя в состояния с бOJiee высо:кой: энергией, что требует 
конечной энергии возбуждения. Если же число эле:ктронов 
неснольно меньше, чем необходимо для заполнения оболоче1\ 
во всех без ис:ключения атомах,· оставшиеся ванансии, или 
<щыр:ки», могут перемещаться, и эффентивно тон будет перено­
ситься дырками, ноторые являются носителями положитель­

ного заряда. 

По предложению Гейзенберга мы подробно рассмотрели [6] 
эту картину и по.казали, что положительный: эффект Холла воз­
можен. Сначала этот вывод :казался убедительным только для 
случая сильно связанных электронов, :когда можно представить 

себе, что элентроны большую часть времени движутся по орби­
там и лишь случайно переходят на энвивалентную орбиту 
в соседний атом. В этой модели уровни энергии для электронов 
являются в основном атомными уровнями, но нес:кольно расши­

ренными в «полосы» вследствие движения от атома R атому. 

Поэтому ясно, что в таной модели существует возможность 
насыщения. Если электронов как раз столько, с:колько надо для 
заполнения ряда полос, причем высшие полосы остаются 

пустыми, то никаной проводимости не возникает до тех пор, 

пока неноторое количество электронов не получит извне энер­

гию, достаточную для перехода в следующую полосу. Такое 
вещество должно быть изолятором, а если число эле:ктронов 
окажется недостаточным, то возни:кнет дырочная проводимость. 

Однако оставалось неясным, каким образом эту картину 
можно применить к более реалистичесном:у случаю, ногда глав­
ный эффент заключается в возмущении атомных орбит сосед-
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ними атомами. Цыло показано [ 7], что в протпвоположном 
предельном случае, именно для практически свободных элект­
ронов с одним только слабым периодическим потенциалом, 
обусловленным атомами решетки, появляются разрывы в зна­
чениях элентронного импульса, удовлетворяющих условиям 

Брэгга для дифракции на решетке. В одномерном металле это 
дало бы полосы, разделенные· энергетичес:кими щелями; и дей­
ствительно, одномерный «металл» из цепочки эквидистантных 
атомов при четном числе электронов на атом всегда был бы 
изолятором. 

В трех измерениях положение щели должно зависеть от 
направления движения эле:ктрона, и для достаточно слабого 
потенциала наивысшая энергия одной полосы в общем случае 
может превышать низшую энергию следующей полосы; однако 
ясно, что ответ на вопрос о том, будут ли полосы энергетически 
разделены, зависит от количественных характеристик симмет­

рии решетки и силового поля, и возможность энергетической 
щели не ограничивается предельным случаем сильной связи. 

Бриллюэн [8] до конца изучил вопрос о том, каким образом 
из брэгговских отражений для почти свободных эле:ктронов 
получались щели, . определявшие характеристические «зоны» 

в импульсном пространстве для каждого типа стру:ктуры. 

Вильсон [9] по:казал, что полупроводник, т. е. вещество, 
в котором число носителей изменяется с температурой экспо­
ненциально, можно интерпретировать :как случай, когда энер­
гетическая · щель мещду последней заполненной и следующей 
пустой зонами достаточно мала, так что электроны могут пере­
скакивать через нее вследствие теплового возбуждения (внут­
ренний полупроводни:к). Он указал тqкже на альтернативную 
и на практике более частую возможность, когда полупроводни­

Rом служит вещество с более широкой щелью, причем в примес­
ных атомах содержатся эле:ктроны с энергией несколько ниже 
границы пустой зоны или вакантные состояния нес:колько выше 
верхнего края заполненной зоны («донорная» или «акцептор­
ная» полупроводимость). 

Эти достижения, решающую роль в Rоторых сыграла работа 
Паули, привели к пониманию основных черт металлической 
проводимости, за существенным исRлюче~шем явления сверх­

проводимости. Все другие парадоRсы были разрешены, и элеRт­
ронная теория металло:е превратилась в область физиRи, в кото­
рой появилась возможность :количественного и детального иссле­

дования конкретных явJrений. Изложение дальнейшего разви-
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тия современной электронной теории, последовавшей за этой 
ранней стадией, потребовало бы слишком много места. 

Возвращаясь :к проблеме магнетизма, отметим, что Паули 
отчетливо понимал грубый и .качественный характер своей 
теории парамагнетизма и не ожидал .количественного согласия 

между своей моделью и наблюдаемой воспрµимчивостью. В этой 
модели, в частности, не учитывались два существенных обстоя­
тельства. Первое заключалось в том, что электроны не свободны, 
а движутся в периодичес:ком потенциальном поле. Это влияет 
на плотность состояний .ка.к фун:кцию энергии и соответственно 
пзменяет величину энергии возбуждения электронов, необхо­
димой для опрокидывания опре~еленного чис.ла электронных 

спинов. 

Если пренебречь I>улоновс.ким взаимодействием, то эту 
~iеличину можно легI\О оценить, пос.коль.ку плотность состояний 

вляяет на парамагнитную восприимчивость точно та:к же, .к_а.к 

н на электронную теплоемкость; поэтому можно точно выразить 

пара-магнитную восприимчивость через теплоемкость, наблю­
даемую при низких температурах, .когда линейная электронная 

часть отделяется от в.клада .колебаний решетки, пропорцио­
нального Т3 • 

Одна.ко это сравнение не приводит (и не должно приводить) 
ъ: согласию, и главная причина этого заключается, без сомнения, 
в электрон-электронном взаимодействии. Влияние этого взаимо­
действия (при прочих равных условиях) проявляется в тенден­
ции .к образованию эле:ктронных пар с параллельными спинами. 
Причина заключается в том, что два эле:ктрона с параллельным 
спином обладают антисимметричной волновой функцией, исче­
зающей в .конфигурационном пространстве, если .координаты 
этих электронов совпадают; поэтому эта функция мала, если 
элентроны расположены близ:ко друг .к другу. Эта отрицательная 
.корреляция уменьшает эффект их электростатического оттал-
1:.:~шания. 

Этот «обменный» эффект, ответственный, например, за то, 
что при одинаковом главном .квантовом числе уровни ортогелия 

ниже уровней парагелия, будет благоприятствовать намагничи­
ванию. Он нечувствителен также .к температуре и поэтому не 
опровергает объяснения, данного Паули приблизительному 
постоянству парамагнитной восприимчивости. Одна.ко этот 
эффект увеличивает магнитную восприимчивость. В действи­
тельности, если он достаточно вели.к, то может сделать нормаль­

ным та.кое состояние металла, в .котором существует большой 
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результирующий спин, несмотря на то, что в соответствии 

с принципом запрета ДJIЯ ориентирования спинов требуется 
дополнительная :кинетическая энергця. Резущ,татом будет 
ферромагнетизм. 

Мы не будем обсуждать здесь теории ферромагнетизма 
и ограничимся заме'):анием, что она обычно рассматривается 
на основе радикально отличающейся модели, в :которой пред­
полагается настолько большое взаимодействие электронов в 
~>аждом отдельном атоме, что вероятность найти более или 
менее нормальное число электронов в данном атоме пренебре­

жимо мала, хотя это и не противоречит принципу Паули. Эта 
модель аналогична классическому рассмотрению молекулы 

водорода Гайтлером и Лондоном. 
Такая модель не оставляет места для проводимости и поэтому, 

по-видимому, противоречит изложенному выше подходу. Это 
очевидное противоречие становится более правдоподобным 
в свете замечания Мотта и Джонса [ 10]: единственными эле­
ментами, в r{Оторых обнаруживается ферромагнетизм, являются 
переходные элементы, содержащие, I\роме внешних валентных 

электронов, незаполненную оболочку Зсl. Волновые фун:кцип 
:3d-эле:ктронов сконцентрированы в очень малой области и не 
могут сильно перекрываться для соседних атомов, та:к что в этом 

с.лучае тенденция R уравновешиванию заряда может быть силь­
нее подчеркнутого выше эффекта переноса, ответственного за 
проводимость. Тот фант, что эта :картина представляет лишь 
приближение, иллюстрируется аномально большой теплоем­
костью этих ферромагнитных элементов. Добавочная теплоем­
кость имеет значительную величину не только ниже и в окре­

стности точки Кюри, ка:к предсказывает модель Гайтлера -
Лондона на основе зависимости ориентации: спинов от темпера­
туры, но остается большой и даже возрастает при значительно 

более высоких температурах. Величина энтропии, соответст­
вующая этой теплоемкости, значительно больше, чем следует 
из распределения по спинам, и, очевидно, обусловлена подвиж­
ностью магнитных электронов, не учитываемой в модели Гайт-
лера - Лондона. · · 

Корректное рассмотрение этого эффекта, а также о;~;новре­
~1енного присутствия внутренних магнитных электронов 11 

:1лектронов проводимости представляет значительные трудности. 

Интересно исследовать, может ли существовать ферромагне­
тизм также в предельном случае, :когда все электроны можно 

считать электронами проводимости, т. е. :когда можно наложить 
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их взаИмодействие на одноэле:ктронные состояния Блоха. 
В про.етейшем виде эта проблема возни:кает при переходе :к пре­
делу свободных эле:ктронов, т. е. если пренебречь периодиче­
с:ким Полем ионов решет:ки (необходимо толь:ко сохранить сред­
ний положительный заряд ионов во избежание нереалистичных 
эффе:ктов), но в:ключить :ку лоповс:кое оттал:кивание между 
эле:ктронами. 

Блох [ 11] рассмотрел эту задачу в теории возмущений и выяс­
нил, что при достаточно низ:кой плотности эле:ктронов может 

возни:кнуть ферромагнетизм. Зависимость от плотности обу­
словлена тем, что :кулоновс:кое оттал:кивание обратно пропор­
ционально расстоянию между эле:ктронами, т. е. изменяется, 

:как :кубичесний норень из плотности, в то время :как кинети­
qесная энергия, противодействующая в соответствии с принци­
пом Паули ориентированию спинов, изменяется, как квадрат 
н:убического корня из плотности. Однако ка:к раз при условиях, 
когда взаимодействие достаточно сильно, чтобы преодолеть 
эффект кинетической энергии, теория возмущений, которую 
использовал Блох, становится неприменимой, так что его ответ 
представляет собой не более, чем начественное у:казание. Эта 
аадача о ферромагнетизме свободных элентронов - одна из 
немногих проблем в этой области, допусиающих ясную мате­
матичесную формуJiиров:ку, но все-та:ки еще не решенных. 

В модели ГайтJiера - Лондона можно та:кже обнаружить 
возможность антиферромагнетизма. Последний вознинает при 
условии, что соседние атомы стремятся выстраивать свои спины 

в противоположных направлениях; поэтому если электронные 

спины в соседних атомах будут противоположными, то прин­
цип Паули разрешает наждому электрону использовать про­
странство обоих атомов. В пределе свободных атомов эта тен­
денция уже учитывалась Паули при рассмотрении парамагне­
тизма, но убедительное исследование случая, промежуточного 
между состоянием свободных эле:ктронов и сильно упорядочен­
ным антиферромагнитным состоянием, могущим возникнуть 

в пределе Гайтлера - Лондона, было бы трудным. 
Ни один из упомянутых до сих пор фанторов не может 

объяснить, почему многие металлы проявляют сильные 
диамагнитные свойства. Очевидно, ионные остовы, т. е. элект­
роны внутренних оболоче:к, не участвующие в проводимости, 
дают диамагнитную восприимчивость того же порядна, .что 

и атомы сравнимого радиуса с заполненными оболочками; 
однако их вк.лад обычно меньше парамагнетизма Паули и, безус-
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Jiовно, не может объяснить что-нибудь подобное сильному диа­
магнетизму висмута. 

Диамагнетизм атомов обусловлен влиянием магнитного поJiя 
на орбитальное движение электронов, которое до сих пор не 

учитывалось. 

Хорошо известно, что в классичесной статистичесной меха­
нине орбитаJiьное движение заряженных частиц не приводит 
н восприимчивости [12]. На первый взгляд можно высназать 
противоположное утверждение, поскольну эJiентрон с компо­

нен_тной снорости v в плосности, перпендинулярной магнит­
ному полю, будет двигаться по траентории, проенция которой 
на эту ПJiосносз:ь есть онружность радиусом r=mcv/eH [где 
е и т - заряд и масса электрона, с - скорость света, Н - маг­
нитное поле (в системе единиц Гаусса)]. Отсюда можно зюшю­
чить, что средний магнитный момент будет evr/c=mv2/H. 
Этот результат, т. е. момент, не зависящий от заряда частицы, 
увеJiичивающийся со сноростью и уменьшающийся с Н, не 
имеет физичесного смысла. Ошибна этого рассуждения состоит 
в том, что здесь не учитываются процессы, происходящие на 

границах области, доступной для электронов. Если мы пред­
ставим электроны, содержащиеся в ограниченном объеме 
(например, в нусне метаJiла), то те элентроны, орбиты Rоторых 
пересекают поверхность, будут отражаться. Испытывая после­
довательно ряд таних отражений, эти эJiектроны будут дви­
гаться по траенториям, проенции :которых охватывают всю 

область в направJiении, противоположном направлению Движе­
ния внутренних элентронов по своим онружностям. Число 
та:ких поверхностных электронов мало, но площадь, охваты­

ваемая их орбитами, вeJiиRa, и, продолжая это элементарное 
рассуждение, можно поназать, что полный магнитный момент 
точно равен нулю. 

Таное же рассуждение справедJiиво для небольшой части 
рассматриваемого объема, если учитывать все эJiентроны, кото­
рые в каждый данный момент находятся внутри данного эле­
мента объема, а не ·те электроны (r•ак следоваJiо бы из ошибоч­
ного рассуждения), для -:которых внутри элемента объема 
находятся центры :кривизны. 

Более простой и ясный способ получения того же результата 
состоит в том, чтобы начать с замечания о равенстве магнит­
ного момента -дF/дН (где F - свободная энергия, а Н - маг­
нитное поле). Поснольку в нлассичес:кой статистичесной меха­
нине свободную энергию можно получить, интегрируя содержа-
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щуюся в ее определении фующию распределения сначала по 
импульсам и затем по координатам, и поскольку единственное 

влияние векторного потенциала А сводится к сдвигу импульса 
в каждой точке пространства на еА/с, то сразу очевидно, что 
свободная энергия не зависит от Н. 

Более прозаический вывод с помощью орбит, чувствительный 
к соответствующему использованию граничных условий, оста­

вляет у многих впечатление, что мы имеем здесь дело с очень 

сложной ситуацией, и это, вероятно, отбило у многих желание 
обобщить рассмотрение проблемы на случай квантовых эффек­
тов. Такое обобщение получил Ландау [13], показав, что в кван­
товой: проблеме появляется новая особенность - дискретность 
уровней энергии, связанных с движением в плоскости, перпен­
дикулярной магнитному полю. Классически это движение будет 
простым периодическим движением с удвоенной ларморовой 

частотой: ro = еН /2тс, а в квантовой: механ'ике ему соответст­
вуют, естественно, дискретные энергетические уровни с интер­

валом между ними 2firo = 2µН (где µ - магнетон Бора). Если 
интервал между этими уровнями пренебрежимо мал по сравне­
нию с kT, т. е. с интервалом, на котором заметно изменяется 
функция распределения (Больцмана или Ферми), так что сумму 
можно заменить интегралом, то получается классический: ответ"' 
Разница между суммированием и интегрированием дает поправки 
порядка ( µН/ k Т) 2 в относительной: величине функции распре­
деления или (µH) 2/kT в свободной энергии, так что для невы­
рожденного электронного газа получ"ается восприимчивость, 
следующая закону Rюри. В случае вырожденного ферми-газа 
в намагничивании участвуют опять только частицы, энергия 

которых лежит в полосе шириной kT вблизи границы распре­
деления Ферми, а в этой полосе содержится доля kT / Е0 от 
общего числа электронов. Таким образом, получается диамаг­
нитная восприимчивость, не зависящая от температуры, как 
и парамагнетизм Паули. 

Rоличесrвенно рассмотрев эту проблему, Ландау показал, 
что как для вырожденного, так и для невырожденного случая 

диамагнетизм составляет треть спинового парамагнетизма, 

поэтому результаты Паули для свободных электронов должны 
быть умножены на 2/ 3 • 

Простое и изящное рассмотрение Ландау не сразу получило 
всеобщее признание, так как возникло подозрение, что необ­
ходимо в явном виде учитывать поверхностные эффекты (при 
квантовом рассмотрении это трудно). В последовавшем споре 
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Паули с энтузиазмом поддержа.п резу.пьтаты ЛанДау. В при­
ближении свободных эле:ктронов диамагнетизм орбитального 
движения составляет точно одну треть спинового парамагне­

тизма; си.пьные диамагнитные свойства не:которых металлов 
этим эффе:ктом не объясняются, даже при допущении диамаг­
нитного эффе:кта зам:кнутой оболоч:ки ионов. В то же время 
очевидно, что периодичес:кий потенциал решет:ки должен влиять 
на орбитальное движение иначе, чем на спин. 

Один способ учета влияния периодичес:кого потенциала 
занлючается в том, чтобы, исходя из зонной картины Блоха, 
включить магнитное поле, перемешивающее разные состояния 

Блоха в пределах одной зоны, и пренебречь при этом меж­
зонными эффектами [14). В этом случае диамагнетизм зависит 
от пе:которой средней кривизны энергии :ка:к функции волнового 
вектора на поверхности Ферми. Джоне [15) показал, что осо­
бенно большая :кривизна, а следовательно, и сильный диамаг­
нетизм может получитtся, если поверхность Ферми близl\о 
подходит к узI\оЙ щели между двумя зонами, и что это, по-види­

мому, имеет место в кристаллах, структура :которых подобна 
висмуту, а таI\же в некоторых сплавах, обладающих сильным 
диамагнетизмом. В этих случаях структуру можно представить 
как небольшое · исl\ажение более симметричной решетl\и. 
Область, занимаемая в более симметричном :кристалле одноii 
зоной, разделится тогда узкой щелью не менее чем на ·две зоны; 
это оказывается энергетичесl\и выгодным, ногда щель почти 

совпадает с поверхностью Ферми; деформация в этом случае 
понизит электронные уровни под щелью, большинство из кото­
рых заполнено за счет повышения уровней энергии над щелью, 
в большинстве своем пустых. 

Таким образом можно понять :КаI\ своеобразную структуру 
этих веществ, так и тот факт, что они обладают энергетическими 
поверхностями, частично расположенными в такой близости 
к щели, что может встретиться большая кривизна, а следова­
тельно, и сильный диамагнетизм. 

Еще более яркий свет на эту ситуацию проливается эффен­
том де Гааза - ван Альфена. Эти авторы [16] открыли, что 
магнитная восприимчивость монокристаллов висмута иак 

фун:кция магнитного поля осциллирует при низких температу­

рах. Это соответствует теории Ландау, предсказывающей ана­
логичное поведение [ 17). При низких температурах функция 
распределения чрезвычайно сильно зависит от того, совпадает 

.ли энергия Ферми Е, с одним из квантовых уровней Ландау 



Квантовая теория твердого тела 179 

или нет. Пос:коль:ку интервал между этими уровнями пропор­
ционален магнитному полю, то из с:казанного непосредственно 

следуют осцилляции. 

Если поверхность Ферми расположена вблизи минимума 
или ма:ксимума энергии :ка:к фун:кции волнового ве:ктора, так 
что эту фун:кцию можно считать :квадратичной, то теория Лан­
дау будет справедлива с точностью до масштабных множителей. 
В этом случае изучение периода осцилляций, э:квидистантного 
в переменной 1/Н, их амплитуды и зависимости от темпера­
туры и от ориентации :кристалла обеспечивает большое :коли­
чество э:кспериментальных данных, позволяющих воссоздать 

детальную :картину движения эле:ктронов. 

Увеличив точность э:ксперимента, Шенберг и его сотруд­
ни:ки [18] измерили эффент во многих металлах. 

Выходя за пределы частного случая нвадратичной фун:кции 
для энергии, Онзагер [19] заметил, что в магнитном поле энер­
гия движения в плос:кости, перпендинулярной полю, сохра­
няется, но волновой ве:ктор в этой плосности (перпендинуляр­
ной импульсу), говоря на нлассичес:ком язы:ке, будет изменять 
свое направление со временем. Поэтому эле:ктрон описывает 
в импульсном пространстве трае:кторию, во многих случаях 

зам:кнутую, и систему можно про:квантовать, пользуясь усло­

виями Бора - Зоммерфельда для замннутой орбиты. Таное 
полу:классичесное рассмотрение оправдывается тем, что обычно 
здесь речь идет о больших нвантовых числах, поснольну энер­
гия Ферми очень велина по сравнению с «нвантом» 2µН. 

Полунлассичес:кое приближение было разработано Лифши­
цем [20], а его обоснование изучалось Харпером [21] и Брэйлс­
фордом [22]. Исследование этого эффента оназалось наиболее 
плодотворным для выяснения: формы энергетичес1шх поверх­
ностей во многих металлах; ввиду простоты модели (не учиты­
вающей многие сложные явления, например взаимодействие 
между элентронами, :колебания решетни и межзонные эффе:кты) 
получение хороших результатов в таних поразительных дета­

лях нажется удивительным. 

Дангл [23] обратил внимание на расширение уровней вслед­
ствие стол:кновений, уменьшающее эффент де Гааза - ван 
Альфена, а Адамс [24] подчерннул значение межзонных эффе:к­
тов, особенно в веществах вроде висмута, в ноторых сущест­
вует узнал щель между двумя зонами. По-видимому, эти меж­
зонные эффенты существенны для объяснения постоянства вос­
приимчивости в слабых полях или при высоних температурах. 

12* 
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Влияние их на осцилляции де Гааза - ван Альфена по-настоя­
щему пока еще не рассматривалось. Выдвигалось предположе­
ние [25), что в случае узкой щели межзонное взаимодействие 
приводит к сильной спин-орбитальной связи, вследствие кото­
рой в восприимчивости появляется заметная спиновая 

часть. 

До этих строк наш обзор затрагивал лишь работы, основан­
ные прямо или косвенно на работе Паули о парамагнетизме 
электронного газа. Исторически это была не первая его работа 
по физике твердого тела; первыми проблемами, привлекшими 
его внимание, были проблемы поглощения инфракрасных лучей 
в ионных кристаллах и родственная проблема теплопровод­
ности изоляторов. 

В современной физике едва ли найдется еще одна такая про­
блема, которая насчитывала бы стольн:о неверных начинаний 
и столько теорий, не принимавших во внимание ряд сущест­
венных явлений, как это было в проблеме теплопроводности 
непроводящих кристаллов. В некоторых первых попыт1{аХ эта 
проблемд рассматривалась только с точки зрения чисто гармо­
ничес1шх сил между атомами. В этом случае при нагревании 
группы атомов, т. е. при резком увеличении амплитуды их Rоле­

·баний, энергия колебаний этих атомов распространяется через 
кристалл. Однако задача о переносе энергии в этом случае 
не описывается обыкновенными феноменологическими уравне­
ниями теплопроводности, аналогично ситуации, возникающей 

при движении выбранной группы быстрых атомов в идеальном 
газе без столюювений. 

Для коррен:тного описания необходимо помнить, что пред­
положение о гармонических силах, т. е. о силах, зависящих 

линейно от смещений атомов относительно их положений равно­
весия, справедливо лишь в первом приближении, кроме того, 
ангармонические члены, содержащие вторую или более высокие 
степени смещений, хотя и малы, но существенны для проблемы 
теплопроводности совершенно так же, как в почти идеальном 

газе столкновения редки, но существенны для явлений переноса. 
Для описания теплопроводности удобно применять понятие 
фононов, которые в отсутствие ангармоничности двигались бы 
в одном направлении бесконечно, причем ангармонические 
эффекты можно трактовать каR столкновения, нарушающие 

движение фононов и приводящие к ограниченной длине их сво­
бодного пробега. Эта картина, Rоторая будет использована 
и здесь, представляет удобный способ наглядной формулировки 
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проблемы даже при высо:ких температурах, где :квантовые 
эффе:кты пренебрежимо малы и понятие фононов по существу 
излишне. 

Дебай [26] хорошо понимал значение ангармоничес:ких сил; 
он построил хара:ктерную для него упрощенную н:артину, 

в :которой фононы рассеивались флу:ктуациями плотности. Если 
упругие свойства твердого тела зависят от плотности, :ка.к это 
должно быть при учете ангармоничес:ких членов, то области 
с переменной плотностью будут рассеивать фононы. Пос.коль.ку 
средние нвадратичные значения флуктуации плотности пропор­
циональны температуре, то эта модель дает тепловое сопротивле­

ние, таюне пропорциональное температуре, что приблизительно 
правильно для .классической: области выше дебаевской темпера­
туры. Модель Дебая описывает не.которые существенные черты 
процесса, но не.корректна в деталях, пос.коль.ку флуктуации 
плотности в ней считаются статическими, тогда :ка.к в действи­
тельности они создаются звуковыми волнами; эти волны рас­

пространяются со скоростью, по порядку величины сравнимой 
со скоростью волн, рассеяние .которых рассматривается, что 

имеет фундаментальное значение для динамиrш процесса. 
Орнштейн и Цернике [27] пытались решить проблему для 

упругой сплошной среды с ангармоническими силами; однано и 
в этом случае также не учитывались не.которые существенные 

явления, поэтому при правильном рассмотрении модель сriлош­

ной среды, :ка.к мы увидим, все же не дает .конечного сопроти­
вления. 

Паули рассмотрел проблему для модели Борна - Кармана, 
т. е. для линейной цепочки атомов с силами, действующими 
между ближайшими соседями, та.к что имелась толь.ко одна 
силовая постоянная для гармоничес:ких и вторая для ангармо­

ничес:ких сил. По-видимому, он получил ненулевой результат 
для затухания колебаний решет:ки, о чем доложил на собрании 
Германс:кого физического общества. В опубликованном изло­
жении этого доклада [28] мы находим, по-видимому, единствен­
ную неправильную формулу, связанную с именем Паули. 

Квадратичные члены в силах приводят .к связи между раз­
личными модами, если .комбинируемые частоты находятся 
в резонансе, т. е. если частота одной моды равна сумме или 
разности частот двух других. Передачу энергии между различ­
ными модами удобно описывать с помощью фононов; здесь 
мы имеем дело с процессом, когда из двух фононов образуется 
один, или наоборот. ' 
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Однако трансляционная симметрия решетки обеспеч:ивает 
сохранение волнового вектора таr{ГЮ~ и при взаимосвязи таких 

мод; и для того чтобы этот процесс происходил, сумма волновых 

векторов двух начальных фононов должна быть равна сумме 
волновых векторов конечных фононов с точностью до базис­
ного вектора в пространстве обратной решетки. 

В модели линейной цепочки это означает, что 

2л 
/ 1 + / 2 = /3 +кратное - , 

а 

l'де а - период; f - вектор фононной решетки, по определении' 
обычно лежащий между - л/а и + л/а. Условие резонанса 
(сохранения энергии фононов) для соответствующих ч.астот 
требует, чтобы 

ffi1 + (\)2 = ffi3. 

Поскольку для модели Борна - Кармана частота равна. 

ro = А \ sin f ~ \ 
(где А - постоянная), то / 3 можно исключить и прийти к условию 

1\оторое можно свести к уравнению 

\ sin (f 1 + f 2) i cos (f 1 - f 2) : \ = \ sin (f 1 + f 2) : cos (f 1 + f 2) : \ , 

допускающему только решения f1+f2 =4nn/a или .f1 =2пл/а, 
или f 2=2nn/a (где п - целое число). Однако эти решения 
тривиальны, так как они говорят о том, что один из рассматри­

ваемых фононов имеет нулевую частоту и соответствует одно­
родному смещению решетю1. Для этого случая коэффициент, 
определяющий вероятность перехода, обращается в нуль, и во 
всяком случае мы не получаем истинного рассеяния. Результат 
Паули, вероятно, был получен на основе впечатления, что коле­
бания с волновыми векторами f и /+(2n/a) принадлежат разным 
модам. 

Паули не был удовлетворен и продолжил исследование 
проблемы [29). Оно привело к заключению, что в одномерной 
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модели с частотной кривой типа спектра Борна - Кармана 
в общем случае невозможно удовлетворить одновременно резо­
нансному условию и условию сохранения волнового вентора. 
В т·рех измершшях эти условия могут выполняться главным 
Qбразом ввиду существования разных ветвей спектра, т. е. раз­
ных мод колебаний с одинан:овым волновым вюпором, но раз­
личными направлениями иолебаний. Если волновой вектор 
направJ1ен по одной из осей иристалла, то это соответствует 
продольным и поперечным колебаниям, причем продольные моды 
в общем случае имеют более высокую частоту. Тогда для про­
цессов, в которых, например, из двух поперечных фононов обра­
зуется один продольный или поперечный фонон комбинируется 
с продольным с образованием: другого продольного фонона, 
можно найти решения законов сохранения. 

По-видимому, это указывает на то, что в этом случае всегда 
может произойти число столкновений, достаточное для устано­
вления равновесия между фононными модами и для получения 
конечной теплопроводности. Количественно вычислить тепло­
проводность трудно, поскольку для этого требуется детальное 
знание фононного спектра, что в случае трех измерений 
сопряжено с большим объемом вычислительных работ даже 
при простых предположениях о силах. Зная спектр, необходимо 
опредеJrить комбинации волновых векторов, для которых выпол­
няются законы сохранения, оценить величину ангармониче­

ской связи между ними и затем в заю1ючение решить интеграль­

ное уравнение для распределения фононов. 
Однако и без таких вычислений было очевидно, что если 

решение этого интегрального уравнения существует, то пере­

нос тепла, обусловленный данным градиентом температуры, 
будет обратно пропорционален температуре (если можно пре­
небречь квантовыми эффектами, т. е. для температур выше 
дебаевской). Причина этого полностью объясняется простым 
рассуждением Дебая, хотя механизм фононного взаимодействия 
сложнее, чем в модели Дебая. Закон т- 1 для теплопроводности, 
по-видимому, подтверждается опытом, хотя данные по теплопро­

водности при высоких температурах были и все еще остаются 
чрезвычайно скудными. 

Однан:о на этом история не закончилась, Померанчуr~ [30] 
заметил, что процессы столкновения, рассмотренные Пайерл­
сом, изменяют число длинноволновых продольных фононов 
не иначе, как посредством их взаимодействия с другими фоно­
нами сравнимой длины волны. Это можно увидеть из приве-
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денных выше законов сохранения, предполагая, например, 

что /1- малый вектор (теперь уже трехмерный). Тогда, по­
скольку градиент ro по f есть групповая скорость, совпадающая 
для длинных волн со скоростью звука, находим 

ffi3 - ffi2 = С1J/11=С11 fз - f2 I· 
Следовательно, /2 и / 3 должны представлять два фонон. а с почти 
одинаковыми волновыми векторами и почти одинаковой часто­
той, причем отношение двух разностей равно продольной ско­
рости звука. Это невозможно, если оба фонона принадлежат 
одной ветви (оба продольные или -оба поперечные), поскольну 
градиент полных частотных нривых меньше продольной ско­
рости звуна для длинных волн. Это невозможно и в том случае, 
когда f 2 и /з принадлежат разным ветвям, но не малы, так как 
в противном случае между частотами двух ветвей существо­
вала бы конечная разность. 

Отсюда следует, что длинноволновые продольные фононы 
имеют среднюю длину свободного пробега, пропорциональную 
Л5 или ( 5 • Поскольку для малых f число мод, стошшовения 
с которыми возможны, уменьшается в силу того, что оно про­

порционально f2df, и поскольку коэффициенты связи также стре­
мятся к нулю (в пределе /=О) мы будем иметь дело с однородным 
сдвигом решетки, который, очевидно, не может влиять на дина­

мику. Если же средняя длина свободного пробега зависит 
от длины волны так сильнg, то теплопроводность, обусловлен­
ная очень длинными волнами, расходится; по этой же причине 

интегральное уравнение, обсуждавшееся Пайерлсом, решения 
не имеет. 

Отсюда Померанчук заключил, что конечный результат 
можно получить, только учитывая возможность четырехфонон­
ных процессов, например столкновение двух фононов, При кото­
ром последние исчезают и появляются два других. Для таких 
процессов всегда существует несколько возможных решений 
уравнений сохранения. Однако такие процессы возможны только 
при условии, что либо учитываются кубические члены в силах, 
либо квадратичные члены рассматриваются во втором порядке 
теории возмущений. Эти же эффекты зависят от более высокой 
степени фононных амплитуд. Кубические члены дают в инте­
гральное уравнение вклад, пропорциональньtй Т2 , а члены 
второго порядка в квадратичных силах приводят к зависи­

мости Т3!2. Поэтому приходится рассматривать интегральное 
уравнение, в котором имеются члены с разной температурной 
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зависимостью, причем линейные по Т члены играют главную 
роль, а остальные необходимы для разрешимости уравнения. 
Померанчук высказал предположение, что решение этого урав­
нения приведет к ЗаRону Т3/2 или ТБ/4 для сопротивления, 
в зависимости от того, kакие члены учитывать в четырехфонон­
ном взаимодействии - кубичесRие или второго порядка. Экспе­
риментальных данных о зависимости такого типа в каких-либо 
реальных кристаллах не существует. 

Затем последовал еще один сюрприз. Херринг [31) указал, 
что в рассуждениях Померанчука не учитывается то обстоя­
тельство, что во многих кристаллах нельзя рассматривать 

высокочастотную (продольную) и низкочастотную (попереч­
ную) ветви по отдельности, поскольку соответствующие частот­
ные кривые для некоторых направлений пересекаются или сли­
ваются. В результате в спектре всегда существуют определен­
ные точки, в окрестности которых возможен переход с малым 

изменением частоты. В кристаллах подобного типа чрезмерно 
длинные свободные пробеги для длинноволновых продольных 
фононов отсутствуют, и мы возвращаемся к закону Т для сопро­
тивления. Поэтому следует ожидать, что в некоторых кристал­
лах будет наблюдаться· этот закон, а в других - более сложная 
зависимость; предсказанная Померанчуком. 

Насколько известно, это утверждение правильно отражает 
состояние теории в настоящее время; однако детальная класси­

фикация кристаллов, в которых должна проявляться та или 

иная зависимость, а также оценка. величины проводимости для 

различных случаев и экспериментальная проверRа этих заклю­

чений пока предоставлены будущему. 
Тот факт, что та1<ое положение существует сейчас через 

34 года после того, каR эту проблему изучал Паули, подтвер­
ждает его мнение о том, что это интересная проблема, а также 
объясняет, почему первое приближение не могло сразу раскрыть 
все существенные_ особенности ситуации. 

Соверш.енно иные проблемы возникают при переходе к низ­
ким температурам, когда требуется включение Rвантовых эффек­
тов. Rак отмечено Пайерлсом [29), жизненно важное значение 
для этой обJiасти приобретает структура решетки. Если кри­
сталл заменяет(iя упругим континуумом, то закон сохранения 

волнового вектора будет выполняться без возможного доба­
вления базисного вектора обратной решетки. Этот закон будет 
тогда играть такую же роль, как закон сохранения импульса 

при столкновении молекул, и сумма волновых векторов по все~\1 
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фононам будет сохраняться так же, как сохраняется полный 
импульс газа. Стошшовения между фононами тогда не смогут 
остановить общий дрейф фононного газа, аналогично тому, как 
стошшовения между молекулами не могут затормозить поток 

газа в трубе с гладкими стенками. 
Для теплопроводности газа это не существенно, поскольку 

число моле1<ул при их столкновениях сохраняется, поэтому 

в трубе с закрытыми концами дрейф приведет к накоплению 
газа на одном конце, в результате чего возникнет градиент 

давления, который прекращает дрейф. (Необходимо, однако, 
учитывать, что теплопроводность газа можно измерить только 

при условии, что конвекция отсутствует.) В случае фононов 
за~<она сохранения их числа не существует, и температурный 
градиент по необходимости сопровождается градиентом фонон­
ной: плотности, приводящим к появлению дрейфа. 

Таким образом, теплопроводность идеального кристалла 
может иметь конечное значение только при учете структуры 

решетки, разрешающей столкновения, в которых суммарный 
волновой вектор изменяется на базисный вектор обратной 
решетки. Простым примером такого процесса служит столкно­
вение двух фононов, движущихся направо, с длинами волн, 
несколько меньшими, чем учетверенный основной период 
решетки. Поскольку длина волны, равная удвоенному периоду 
решетки, соответствует стоячей волне, в которой поперечные 

плоскости атомов колеблются в противофазе, результатом будет 
волна, распространяющаяся влево. Из-за такой перемены напра­
вления групповой скорости на обратное эти процессы при­
обрели непривлекательное наименование процессов переброса 
(Umklapp). 

Столкновение подобного типа может произойти, очевидно, 
только при условии, если хотя бы один из первоначально суще­
ствовавших фононов будет иметь волновой вектор, равный по 
крайней мере :/з наименьшего вектора обратной решетки. 
Посколь"ffу число фононов заданной частоты при низких тем­
пературах уменьшается экспоненциально, то количество актов 

переброса при низких температурах также должно становиться 
экспоненциально малым, а это приводит к экспоненциальному 

возрастанию теплопроводности. Экспоненциацьный: рост был 
обнаружен на опыте в Оксфорде Берманом и др. t32]. То обстоя­
тельство, что он не был отнрыт раньше, можно объяснить 
неснолькими причинами. Первая из них заключается в отсут­
ствии количественной теории, ноторая позволила бы найти 
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температуру, ниже :которой э:кспоненциальный за:кон стано­
вится преобладающим. В прежней теории температура, при 
:кот.орой это происходит, сильно завышалась. Кроме того, 
э!'споненциальная зависимость отчетливо проявляется 1толь:ко 
для почти идеального :кристалла, пос:коль:ку дефе:кты решет:ки, 
не обладая трансляционной симметрией, могут приводить 
к рассеянию без сохранения волнового вектора ·даже в случае 
длинных волн. 

_·1 Не обращалось внимания и на то, что дефектами решетни 
в.~ этом смысле будут служить также разные изотопы 
атомов, образующих решетку, так :как разность масс изотопов 
сказывается на прохождении волн различным образом, а это 
тоже будет отклонением от свойств идеальной решетки. Это 
обстоятельство было упомянуто Померанчуком [33); однако 
для интерпретации экспериментов оно стало применяться 

только после того, как тщательные исследования в области 
низ1шх температур показали, что предсказанная экспонен­

циальная зависимость в некоторых веществах наблюдается, 
а в других отсутствует, причем к первым относятся вещества, 

в которых преобладает один изотоп каждого элемента. 
Наконец, у:кажем на особенность, связанную с конечным 

размером образцов. При низних температурах длина свобод­
ного пробега фононов увеличивается настолько, что может 
стать сравнимой с размерами рассматриваемого кристалла, 
и мы приближаемся к условиям, аналогичным режиму Кнуд­
сена в сильно разреженных газах, :когда рассеяние на границах 

преобладает над рассеянием внутри объема, а кажущаяся 
проводимость на~инает зависеть от размеров. Такое влияние 
размеров обсуждалось Казимиром [34), а совместное влияние 
всех указанных факторов на низкотемпературную проводимость 
рассматривалось Клеменсом [35). 

Проблема возникновения дрейфа фононов и электронов 
усложняет также теорию электропроводности металлов, но 

вряд ли стоит обсуждать этот вопрос здесь; вероятно, он может 
служить лучшим примером таких проблем твердого тела, кото­
рые Паули считал слишком сложными, чтобы они привлекали 
его внимание. 

Поскольку работы Паули по спиновым переходам в перемен­
ных полях, а также по общей проблеме неравновесных состоя­
ний в статистической механике (весьма существенные для важ­
ных разделов теории твердого тела) рассматриваются в других 
статьях этой книги, то мы не. будем их касаться. 
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М А Р К У. С/ Ф И Р Ц 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 

ВВЕДЕНИЕ 

Долгие годы В. Паули регулярно читал курс лекций по ста­
тистической механике, неизменно пробуждая в своих внима­
тельных слушателях представление о красоте и большом: значе­
нии этой увлек.ательной теории. Естественно, что за все написан­
ное мною я несу полную ответственность, но я все же думаю, 

что точка зрения на проблемы и подход к их решению в этой 
статье будут носить отчетливый: отпечаток всего, чему я научился 
на лекциях Паули. 

Когда в конце прошлого столетия Больцман и Гиббс высту­
пали с систематическим обоснованием статистической: меха­
ники, положение их было очень трудным во многих отношениях. 
В то время атомы и их движения, которые должны были объяс­
нять термодинамические свойства тел, многим еще казались 
всего лишь гипотетическими вымыслами. Во всяком случае 
ничего достоверного о физических свойствах атомов тогда не· 
было известно, и в адрес статистической механики можно было 
с известным правом бросить упрек, что она пытается объяснить 
известное (т. е. феноменологические законы термодинамики) 
неизвестным. Напуганные неудачей всех попыток свести законы 
оптики и электродинамики к механическим моделям, многие 

ученые полагали, что от механической модели надо отказаться 
и в учении о· теплоте. Они считали более правильным рассма­
тривать теплоту наравне с электрической энергией как особую 
форму энергии, превращение которой в· другие формы энергии 
описывается термодинамикой. Вынужденный защищаться под 
напором авторов подобных рассуждений, Больцман писал 
во введении к своей «Теории газов» [ 1]: 
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«Действительно, если история нау:ки по:ка3ывает/'"ка~' частQ 
теоретичес:ко-по3навательные обобщенпя о:ка3ывались ложны11ш, 
то не может ли модное в настоящее время направление, та:к же 

:ка:к и при3нание н:ачественно ра3личных видов энергии, ока­

заться шагом на3ад? :Кто предвидит будущее? Поэтому шире 
дорогу для любого направления, прочь с дороги любая догма­
тика в атомистичес:ком или антиатомистичес:ком смысле! :Кроые 
того, на3ывая представления теории га3ов механичес:кими ана­

логиями, мы уже этим ясно по:ка3ьшаем, :ка:к дале:ки мы от того. 

чтобы считать, что эти представления во всех своих подроб­
ностях соответству,ют истинным свойствам мельчайших ча­
стиц тел». 

Сегодня, после того :каr' атомная фи3и:ка повсюду о:ка3алась 
в центре научных исследований, нам уже нелег:ко представить 
себе, :ка:к трудно было Больцману и Гиббсу бороться аа при3на­
ние своих идей. По:ка3ательно в этой свя3и, что даже Планк 
принял больцмановс:кую статистичес:кую интерпретацию энтро­
пии лишь тогда, :когда у него не осталось ни:ка:кого иного пути 

для вывода от:крытого им 3а:кона И3лучения. Теперь же :каждый 
фи3ик считает естественным атомистичес:кое обоснование термо­
динами:ки, так :как иначе все 3дан11е этой теории выглядело бы 
очень странно на фоне остальных областей теоретической 
фи3ИКИ. 

Особенно странным нам :кажется, что в термодинами:ке необ­
ходимо всюду делать строгое ра3личие между теплотой и рабо­
той, хотя первое начало говорит об их э:квивалентности. Причем 
такое ра3личие во3можно толь:ко в том случае, если оно обосно­

вывается наличием адиабатичес:ких стенок. Последние, хотя 
и не должны обладать ни:какими термодинамическими свой­
ствами, тем не менее должны препятствовать выравниванию· 

температур. :Кроме того, в теории химичес:ких равновесий при­
ходится предполагать существование :катали3аторов, по3воляю­

щих осуществлять любые химичес:кие реа:кции. Здесь, бе3у­
словно, речь идет о фи:кциях, не могущих быть подтвержден­
ными на опыте, и Паули с полным правом называл их «вол­
шебными снадобьями». 

Статистичес:кая механи:ка не нуждается ни в :каких волшеб­
ных средствах. Она объясняет своеобра3ные термодинамичес:кие 
свойства ма:крос:копичес:ким поведением системы, обладающей 
невообразимо большим числом степеней свободы. Ра3личие 
между теплотой и работой теряет при этом свой абсолютный 
смшш: теплота - :;iтg та часть энергии, которую следует 
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приписать манрос:копичесни ненаблюдаемым степеням свободы, 
Одна:ко то, что наблюдается ма:крос:копичес:ки, существенно 
зависит от возможностей наблюдения. Поэтому теплота и тем 
самым энтропия определяются в статистичес:кой механи:ке, 

строго говоря, всегда толь:ко по отношению :к ма:кроснопиче­

с:кому наблюдателю. Одна:ко здесь, выходя за пределы тер­
модинами:ки, можно приписать энтропию всем ма:крос:копи­

чес:ким состояниям, независимо от того, равновесны ли они 

или нет. 

Энтропия, RaI\ по:казал Больцман, о:казывается мерой 
«вероятности» рассматриваемого ма:крос:копичес:кого состояния. 
Она определяется :количеством ми:крос:копичес:ких состояний 
:которые приводят :к одному ма:крос:копичес:кому состоянию. 

Одновременно она у:казывает, :ка:к часто может встречаться 
та:кое состояние с течением времени. Предполагается, что :коли­
чество ми:крос:копичес:ких состояний измеряется в :классиче­

с:кой механи:ке соответствующим фазовым объемом, а в :кванто­
вой теории - числом содержащихся в нем стационарных 
состояний. Одна:ко то обстоятельство, что тем самым одновре­
менно измеряется временная частота, с :которой появляется 
соответствующее этому числу ма:крос:копичес:кое состояние, 

представляет собой механичес:кую теорему, называемую «эрго­
дичес:кой гипотезой». 

Общего до:казательства этой теоремы получить еще не уда­
лось, хотя в ее справедливости не сомневается, вероятно, 

ни:кто. Ибо все достижения статистичес:кой механи:ки сущест­
венно основываются на этой гипотезе. В особенности это 
относится :к теории тепловых флу:ктуаций, т. е. теории само­
произвольных от:клонений от равновесия. 

В последующем изложении мы сначала дадим, :ка1\ нам 
нажется, физичес:ки удовлетворительную формулиров:ку эрго­
дичес:кой теоремы. После этого мы рассмотрим различные ста­
тистичес:кие распределения, ноторые мы всегда будем понимать 
на:к распределения во времени, и обсудим их связь с различ­
ными возможностями термодинамичес:кого описания системы, 

причем особенно подчерннем то обстоятельство, что в :критиче­
сних точнах, в тройной точ1\е или в точнах фазовых перехо­
дов различные распределения будут уже неравноценными. 
Иллюстрацией этому должно служить подробное рассмотрение 
флу:ктуационных процессов. Прежде всего следует у:казать, 
что решающую poJIЬ в этих случаях играют поверхностны~ 

эффенты. 
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§ 1. ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА 1) 

Рассмотрим замкнутую, конечную, консервативную, клас­
сическую механическую систему с очень большим числом сте­
пеней свободы f, микроскопическое состояние которой описы­
вается 2/ каноническими координатами Pk (t), q'< (t). Мы рас­
сматриваем их как декартовы координаты точки P(t) в евкли­
довом фазовом пространстве. Макроскопическое состояние 
характеризуется значениями таких макроскопических пере­
менных, как Е - энергия, V - объем, в котором находится 
система, Q ( Х, t) - распределение плотности внутри этого объема 
и т. д.- Обозначим эти переменные через (Е, а), где а охватывает 
все остальные переменные, кроме энергии. Когда наблюдается 
состоящш (Е, а), то фазовая точка P(t) лежит в определенной 
области фазового пространства GE,a· Поэтому макроскопическим 
состояниям соответствует разбиение фазового пространства 
па области GE,a, тем меньшие по размеру, чем больше число 
различных состояний. Все состояния с одинаковой макроснопи­
чесной энергией образуют энергетическую оболочну СЕ: 

(1.1) 

-1\оторая задается неравенством 

(1.2) 

Интервал ЛЕ зависит от точности макроснопического измерения 
энергии, однано следует считать, что ЛЕ/Е принимает I<онечное, 
не слитном малое значение. 

Если в=Н(рh, q1J - значение микроснопичесной энергии, 
то оно определяет в фазовом пространстве «энергетичесную 
поверхносты, по ноторой движется точпа P(t). Энергетическая 
поверхность танже подразделяется соответственно областям 
GE,a на области УЕ,а. обладающие фазовым объемом 

ffie, а= ~ б {Н (р, q)-8} dpdq. (1.3) 

GE,a 

Фазовый объем самой поверхности энергии определяется тогда 
формулой 

(1.4) 

1) См. [2, 3). 
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Он должен быть конечным. Предположим далее, что области GE,a 

таковы, что их фазовый объем QE,a приближенно можно счи­
тать равным ffiE,a ЛЕ: 

QE, а= ~ dp dq ~ ffie, а ЛЕ. (1.5) 

GE,a 

Энергетическая оболочка тогда будет иметь объем 

QE=ffieЛE. (1.6) 

Максвелл и Больцман полагали, что фазовая точка P(t) с тече­
нИ:ем времени проходит через каждую точку энергетической 
поверхности (эргодическая гипотеза). В таком случае по тео­
реме Лиувилля отсюда следует, что среднее время пребывания 
системы в состоянии (Е, а) должно быть пропорциональным 
QE,a ,..._, ffie,a· Однако эргодическая гипотеза, конечно, непра­
вильна. Но ее можно заменить следующим более слабым пред­
положением. 

Пусть 

ХЕ, a(t) = 1, 

ХЕ, a(t) =О, 

когда Р (t) в GE, а• 

когда Р (t) вне GE, а· 

Тогда будет существовать среднее по времени ХЕ,а «почти для 
всех» начальных значений Р(О). Оно равно 

т Q 

lim -} ~ ХЕ, а (t) dt = ~·а • (1 .. 7). 
Т=оо О Е 

Мы называем эту гипотезу «эргодической теоремой». В этой 
формулировке слова «почти для всех» означают, что из множе­

ства всех начальных состояний Р11., qk можно выделить часть 
о о 

Pn• q11., которая обладает нулевой мерой и для которой среднее 
по времени (1. 7) не существует или, хотя и существует, но не 
совпадает с ( 1. 7). 

Эргодическая теорема содержит утверждение не только 
о системе, но и о наблюдателе, поскольку ее формулировка 
предполагает разбиение фазового пространства на области СЕ, а· 
Можно сказать, что если она справедлива, то система будет 
эргодической по отношению к некоторому наблюдателю. 

'7тверждение о том, что среднее по времени ХЕ, а сущест-
вует почти для всех начальных значений Р11.• q11., доказано. 

13 Занаа No 214 
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Однако значение этого среднего в общем случае неизвестно_ 
Поэтому неизвестно, на:ким образом, независимо. от эргодиче­
сной теоремы, можно хара:ктеризовать эргодичесние системы 
или на:ким образом наблюдатели могут установить, что по отно­
шению R ним система эргодична. 

Rан поназал Бир:кгофф, эргодичес:кая теорема является след­
ствием метричес:кой транзитивности системы. Система назы­
вается транзитивной, если в фазовом пространстве существует 
одно и притом тольно одно инвариантное определение меры, 

а именно :каноничес:кое определение меры. В силу теоремы Лиу­
вилля, именно это определение меры инвариантно. Одна:ко· 
метричес:кая транзитивность означает нечто гораздо большее, 
чем условие ( 1. 7), посноль:ку теперь не требуется ни:ка:кого раз­
биения фазового пространства на области СЕ, а в результате 
ма:крос:копичесного наблюдения. Поэтому метричес:ки транзи­
тивная система эргодична относительно произвольного наблю­
дателя. Ее можно назвать «абсолютно эргодичесной» системой. 
Rроме того, то обстоятельство, что ма:крос:копичесние системы 
обладают :колоссальным числом степеней свободы,, не играет 
здесь ни:ка:кой роли. Большое чис.ft:о степеней свободы /"-1020 

все же ведет :к следствию, при :котором условие ( 1. 7) вовсе 

не должно выполняться точно, и ХЕ, а может отличаться от 
QE, alQE на много поряднов, причем физичес:ки это ничего 

не означает. (Если ХЕ, а=а· QE ,alQE, то пренебрежимо малым 
по сравнению с/ должен быть лишь lg а!) 

Поэтому вполне вероятно, что для :каждого физичесни воз­
можного ма:крос:копичесного наблюдателя уравнениям ( 1. 7) 
приближенно удовлетворяют и та:кие ма:крос:копичес:кие системы, 
ноторые не являются метричес:ки транзитивными. 

Хопф [2]1) до:казал, что материальная точ:ка, движущаяся 
по поверхности постоянной отрицательной :кривизны, предста­
вляет .«абсолютно эргодичес:кую» систему. Число степеней 
свободы в этом случае /=2. То обстоятельство, что та:кая простая· 
система является «абсолютно эргодичес:кой», дает основание 
nолагать, что несравненно более сложные системы статистиче­
с:кой механи:ки обладают значительно более слабым свойством 
(1. 7). Доназательство этого предположения возможно, разу­
меется, лишь при использовании :колоссальности числа степе­

ней свободы/ и при условии, что ма:крос:копичесние опыты обла­
дают физичесним смыслом. 

· 1) См. также [3]. 
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До сих пор мы предполагали, что система описывается клас­
сической механикой. Однако нашу формулировку эргодиче­
ской проблемы можно перенести бе3 существенных И31\rенений 
и в квантовую механику [4]. Тогда ХЕ, a(t) будет квантовомеха­
нической вероятностью состояния (Е, а), принимающей 3Наче­
ния от О до 1; QE, а- число нестационарных собственных 
состояний, принадлежащих данному макроскопическому состоя­
нию; QE - число стационарных состояний на энергетической 
оболочке. Легко видеть, ,что среднее 3начение ( 1. 7) существует, 
.и можно снова потребовать, чтобы оно приближенно равнялось 
QE,a/QE. Это требование представляет собой утверждение 
о макроскопическом наблюдателе, и фон Ней.маи [5)1) пытался 
дока3ать, что оно выполняется почти всегда. При этом он исполь-
3овал предпо~ожение о «распределении вероятности» для наблю­
дателей. Но если это предположение принимается, то, как ука-
3али Ландсберг и Фаркхар [7], И3 него следует, что достаточно 
большая система должна находиться в равновесии почти для 
всех наблюдателей. Отсюда необходимо 3аключить, что пред­
положение фон Неймана лишено фи3ического смысла. К тому же 
введение априорных вероятностных гипоте3 с целью дока3ать 

эргодическую теорему нелЬ3я при3нать последовательным. То, 
что подчеркивалось уже П. и Т. Эренфестами [8) по поводу 
старой эргодической гипоте3ы, справедливо и для сформулиро­

ванной здесь эргодической теоремы: она остается механиче­
ской теоремой (конечно, неявно она включает характеристику 
того' что следует считать макроскопическим состоянием), 
служащей для того, чтобы свести так на3ываемую вероятность 
макроскопических состояний к частотам во времени. Тем самым' 
исключается понятие априорной вероятнос:rи, причем отпадает 
необходимость снова вводить его в друго~\1 месте. 

Хопф [2) доказал для эргодических систем еще ·теорему 
о перемешивании, уточняющую соображения, выдвинутые Гиб­
бсом в гл. 12 его книги [9]. Теорема о перемешивании гласит, 
что всякое распределение плотности на энергетической поверх­
ности через очень длинный промежуток . времени становится 
почти равномерным. Однако как ни 3амечательна эта теорема, 
она имеет мало отношения к тому факту, что через определен­
ный промежуток времени достигается термодинамическое рав­
новесие. Еще П .. и Т. Эренфесты при критике гиббсовой «главы 
о размешивании» указывали на то, что времена, необходимые для. 

1) См. также [6]. 

13* 
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достижения в какой-то степени равномерного распредеJrения 
плотности, по порядку величины , должны соответствовать 

временам возврата, введенным Пуанкаре, тогда как термоди­
намическое равновесие в большинстве случаев устанавливается 
очень быстро. Здесь следует разъяснить, чем характеризуется 
это равновесие. Предположим, следуя Больцману, что энтропия 
состояния (Е, а) определяется равенством 

S(E, a)=klgQ(E, а). 

Измеряемые разности энтропии по порядку величины всегда 
равны kf. Следовательно" если состояние (Е, а) должно иметь 
заметно большую энтропию, чем состояние (Е, р), то должно 
выполняться условие 

lgQ(E, a)-lgQ(E, Р)=в/, 

причем в может быть малым числом, но в/ всегда еще очень 
велико, поскольку f ~ 1020 • Поэтому отношение 

Q(E,a)_ ef 
Q(E, М-е 

чудовищно велико, например~ е1012 , что соответствует в=10-в. 
С течением времени поэтому встречаются практически только те 
состояния, для которых энтропия S (Е, а) почти не зависит 
от а, т. е. постоянна. При этом все же будут происходить почти 
неизмеримые малые флуктуации энтропии. Они соответствуют 
статистическим отклонениям системы от состояния равновесия, 

например флуктуациям ее плотности. Переход в это состояние 
равновесия наступает, r<ак только фазовая точка выйдет из 
области GE,13, чрезвычайно малой по сравнению с GE,a, а это 
в большинстве случаев происходит через короткий промежуток 

времени. 
Все эти соображения, какими бы поучительными они ни 

былИ, обладают большим недостатком - вследствие своего 
чересчур общего характера они не указывают способа доказа­
тельства утверждения ( 1. 7) для конкретной системы. 

Решающий шаг в этом направлении удалось сделать ван 
Хову [10), когда он Поставил в качестве исходного вопрос о том, 
каким способом система достигает равновесия. в рамках кван­
товой теории этот вопрос впервые рассматривался Паули [11), 
который вывел в теории возмущений уравнение 

(1.8) 



Статистическая механика 197 

Здесь Waf\- вероятность перехода из состояния а в состояние~­
Поснольну Waf\!Wf\a = Qf\/Qa, то отсюда следует, что Ха 
асимптотичесни становятся пропорциональными Qa. При этом 
выводе Паули сделал предположение, что фазы невозмущенной 
системы будут всегда неногерентными, а это соответствует 
гипотезе беспорядна, обычной танже в теории газов. 

Ван Хов поставил перед собой цель вывести прежде всего 
(1.8), не пользуясь статистическими предположениями. Ов 
рассмотрел системы с f степенями свободы, описываемые фунн­
цией Гамильтона Н = Н0+ Л.V, причем Н0 описывает свобод­
ные частицы или волны, а Л.V - их взаимодействие. Если ввести 
параметры а, естественным образом описывающие собственные 
состояния Н0 , то манроскопическим величинам должны соот­
ветствовать операторы А =А (а)баа', причем А (а) медленно 
изменяется относительно а. 

Если фуннция Шредингера системы имеет вид 

(1.9) 

а С (а) означают коэффициенты разложения ср0 в ряд по собствен­
ным состояниям А(а), то математическое ожидание А в момент t 
выражается формулой 

~ С* (а) С (а') (а j eiНt Ae-iНt 1 а')= А (t). 
а,а' 

Теперь ван Хов использует особое свойство матричных произве­
дений вида 

(1.11) 

Для рассматриваемой им системы он поназывает, что диагональ­
ные элементы а=а' в пределе /=оо становятся очень больmимn 
(они соответствуют членам собственной энергии в теории излу­
чения) и что это дает б (а-а'), т. е. сингулярность (1.11) в пре­
деле f = оо. Опираясь на это свойство, ван Хов использует не 
тольно структуру системы, но и особый способ характеристики 
манрGсRопических величин. Из свойств матрицы (1.11) следует. 
что матрица в (1.10) имеет вид 

(а 1 eiНt Ае-Шt 1 а')= б (а- а') /1 (а)+f2 (а, а'), ( 1.12) 

причем / 2 не содержит б-фующий:, а ·/1 и / 2 - фуннционалы 
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А (а) и функции времени: 

f1 = ~ da" А (а") Р (t; а", а), 

/ 2 = ~ da"A(a")l(t; а", а', а). ( 1.13) 

Поэтому ( 1.10) можно записать в виде 

А (t) = ~ da" А (а") ~ Р (t; а", а) 1С(а)1 2 da + 
+ ~ da" А (а") ~ J (t; а", а', а) С* (а') С (а) da' da. (1.14) 

Предполагая, что С(а) некогерентны, можно пренебречь вто­
рым, интерференционным, членом по сравнению с первым. 
В этом случ~е эволюция А ( t) определяется только функцией 
P(t; а", а), которая выражает, очевидно, вероятность найти 
состояние а" в момент времени t, если при t=O система была 
в состоянии а. Ван Хов вывел для P(t; а", а) интегро-дифферен­
циальное уравнение, из которого при малых Л следует уравне­
ние Паули (1.8). 

Предположение, что коэффициенты С(а) некогерентны (это 
гипотеза. беспорядка для t=O) в этом случае является доста­
точным, тогда как Паули предполагал, что фазы состояний 
должны быть всегда некогерентными. Поэтому вывод транспорт­
ного уравнения (1.8) ван Ховом безусловно представляет шаг 
вперед. Справедливо также, что фазы С (а) не влияют на мате-

матическое ожидание А(О), так что предположение об их неко­
герентности можно оправдать, сказав, что если наблюдатель 
много раз изготовляет макроскопическое состояние, характе­

ризуемое математическими ожиданиями операторов А, то даль­
нейшая эволюция во времени в среднем описывается первым 
членом уравнения (1.14). Хотя в Dтдельных случаях интерфе­
ренционный член может оказаться по порядку величины срщз­
нимым с первым членом, однако это происходит только при 

весьма специа.тrьной зависимости С (а) от фаз. Это утверждение 
еще нуждается в математическом уточнении. Однако, по-види­
мому, в пределе f= оо интерференционный член должен быть 
«почти всегда» исчезающе малым. 

В заключение отметим еще, что предположение о диагональ­
ности операторов А относительно переменных а представляет 
собой слишком сильную схематизацию макроскопических 
наблюдаемых величин. Например, для газовой модели перемен-
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ные а будут числами заполнения состояний свободных частиц 
п (k). В этом случае пространственная плотность Q (х) не будет 
щшроскопической переменной даже при условии, что Q усред­
няется по малым, но макроскопическим объемам. Конечно, 
-если бы удалось, а это, по-моему, не безнадежно, доказать, что 
интерференционный член относительно мал для макроскопи­
ческих наблюдаемых А и «почти для всех» значений фаз С (а), 
то со схематическим отображением макроскопических состоя­

ний можно было бы примириться. 
Исследование ван Хова уже теперь проливает новый свет 

на эргодическую проблему, поскольку в нем переход в термо­
, динамическое равновесие ставится в связь с особыми свойствами 
макроскопических систем и наблюдаемых в них величин. 

§ 2. СТАТИСТИЧЕСКИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ И ИХ СВЯЗЬ 
С ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМ ОПИСАНИЕМ 

В эргодической системе, энергия которой равна Е, среднее 
по времени значение макроскопической функции состояния 
g(E, а) определяется. равенством 

"" QE а g(E)= kJ g(E, а) Q~ • 

а 

Если мы представим себе статистический ансамбль, состоящий 
из очень большого числа одинаковых систем, фазовые точки 
которых распределены на энергетической оболочке с постоянной 
плотностью 1/Q (Е), то статистические средние значения 
функций g (Е, а) будут равны их средним по времени. 

В этом случае с формальной точки зрения статистическое 
распределение может заменить временное распределение. Назо­
вем его, следуя Гиббсу, «микроканоническим распределением». 
Если определить вслед за Больцманом энтропию S(E, а) состоя­
ния (Е, а) равенством 

S(E, a)=klgQE,a, (2.1) 

то ее среднее значение будет 

- "" QE S (Е) = k kJ Q~a lg QE, а· (2.2) 
а 

В соответствии со сказанным в § 1, в сумме (2.2) по а сущест­
венны только наибольшие слагаемые, которые можно считать 
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одинаковыми (измеряя их в единицах /). Поэтому (2.2) можно 
заменить на 

k [lg Q (Е) - lg М], 

причем М - число существенных слагаемых. Конечно, М -это 
число состояний с максимальной и приблизительно одинаковой 
энтропией, которые можно различать манроскопически. Если 
теперь взять в н:ачестве М какое-нибудь физически приемлемое 
число, то lg М будет все-тани пренебрежимо малым по сравне­
нию с f. Поэтому с хорошей точностью выполняется равенство 

S (Е) ~ S (Е) = k lg Q (Е). (2.3) 

Строго говоря, S(E)>S'(E), причем это различие соответствует 
энтропии среднего спонтанного отнлонения системы от термо­

динамического равновесия. :Мы будем называть S(E) «микрокано­
нической» энтропией. Это энтропия термодинамичесного рав­
новесия. 

Rан известно, это утверждение доназывается с помощью рас­
смотрения систем 1 и 2, очень слабо связанных энергетичес'ки. 
Если энергии этих систем равны Е1 и Е2 , то их суммарный фазо­
вый объем будет равен Q1(E1)Q2(E2); поэтому их суммарная 
энтропия равна 

(2.4) 

Равновесию при заданной суммарной энергии Е1 +Е2 соответ­
ствует только таное значение Е1 , при котором (2.4) достигает 
максимальной величины 

дS1 дS2 (Е -- Е1} 
дЕ1 = дЕ (2.5) 

Если положить 

дS 

дЕ Т' 
(2.6) 

то символ Т должен означать абсолютную температуру, потому 
что в равновесии температуры обеих систем одинаRовы. При 
дифференцировании (2.5) и (2.6) внешние параметры сИ:стемы, 
нак, например, ее объем, считаются постоянными. Поэтому диф­
ференциал дЕ в (2.6) соответствует теплоте, подводимой 
R системе обратимо. Эти результаты оправдывают интерпретацию 
величины k lg Q (Е) нан термодинамической энтропии. 

Если с большой системой, обладающей F степенями свободы, 
связана малая система с f степенями свободы, то можно пред-
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ставить себе наблюдателя, измеряющего суммарную энергию Е 
и, нроме того, микроскопичесное состояние малой системы. 
М.аяроскопичесное состояние тем самым описывается энергией Е 
и утверждением, что для малой системы· значения Рп, qk нахо­
дятся в интервалах dpk, dqп. 

Если мы предположим, что с заметной частотой встречаются 
тольно состояния, для ноторых энергия малой системы llt 
очень мала по сравнению с Е, то фазовый объем состояния 
можно записать в смысле разложения по Н1 в виде 

Q (Е; а)= e-(t/kT)Hf(p, q) dp dq QF (Е). (2.7) 

При этом Qp(E) означает фазовый объем большой системы, 
а Т - ее температуру: 

дSр(Е) 1 
дЕ = Т 

Формула (2. 7) есть распределение Максвелла - Больцмана. 
Распределение, подчиняющееся (2. 7), называется «нанониче­
сним распределением». Большую систему можно рассматривать 
RaR термостат с температурой Т, в котором содержится малая 
система. Фазовый объем энергетической оболочки суммарной 
системы равен 

QF (Е) ~ e(l/kT)Ht dpdq = QF (Е) Z1 (Т). (2.8)· 

Интеграл Z.1 называется интегралом состояний. Его можно 
записать в виде 

00 

Z 1(T)= ~ ю1 (в)е-е/kТdв, (2.9) 
о 

Тогда ю1 (в)Лв = Q1 (в) соответствует микроканоничесному 
описанию малой системы. Переход R интегралу состояний Z1(T), 
есть преобразование Лапласа, переводящее экстенсивную пере­
менную Е (энергия) в интенсивную переменную Т (темпера­
тура). Термодинамически этому соответствует контактное пре­
образование (преобразование Лежандра) 

1jJ (Т) = S (Е) - i, Е, д (~;Т) = - Е, (2.10) 

где 'Ф - характеристическая фуннция Плавна. Формулы (2.9) 
и (2.10) будут эквивалентны, если подынтегральная функция: 
в (2.9) имеет очень острый максимум или, что равносильно, 
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если флуктуации энергии в каноническом ансамбле остаются 
очень малыми. Это справедливо всегда лишь в том случае, если 
термодинамическое преобразование (2.10) будет невырожден­
ным, т. е. если система может быть описана одинаково хорошо 
как (интенсивной) температурой, так и (экстенсивной) энергией. 
Правило фаз Гиббса указывает, когда это происходит. Напри­
мер, для однородной системы из одного вещества в тройной точке 
описание через 1jJ ( Т) будет неполным, потому что здесь по фор­
муле (2.10) конечному интервалу энергии сопоставляется одно 
единственное значение температуры. 

В подобных случаях каноническое распределение уже не 
дает адекватного описания системы и не может применяться, 

например, для вычисления флуктуаций энергии системы. Сле­
дует также учесть, что при выводе формулы (2.8) взаимодейст­
вие системы с термостатом не учитывалось. Обычно это вполне 

допустимо, так как приводит к поверхностным эффектам. 
Однако последние играют решающую роль как раз в тех случаях 
когда флуктуации становятся аномальными. 

Если выделить из большой системы относительно малую 
подсистему, в которой rrеременным будет также число частиц, 
то мы получим «большое каноническое расrrределение». Если 
ZN (Т)- интеграл состояний, описывающий поведение N частиц 
в рассматриваемой подсистеме, то это распределение характе­
ризуется функцией 

р (Т, Л) = ~ e-ЛNZN (Т). (2.11) 
N=O 

По определению здесь принято Z0 = 1. Преобразование Лапласа, 
переводящее ZN в Р(Л), соответствует контактному преобразо­
ванию термодинамики, при котором вместо числа молей вводится 

химический rrотенциал. Из правила фаз моlf:но снова заключить, 
в каких случаях оба описания равноценны. При выводе (2.11) 
также предполагается, что взаимодействием подсистемы с окру­

жающей ее средой можно пренебречь. В точках конденсации, 
в критической точке или тогда, когда флуктуации чисел частиц, 
получаемые из (2.11), оказываются аномальными, следует 
учитывать взаимодействие с окружающей средой, представляю­
щее собой поверхностный эффект, что возможно только в рам­
ках канонического распределения. 

Все приведенные выше соображения можно непосредственно 
перенести в квантовомеханическую теорию. Вместо фазового 
·Объема энергетической оболочки при этом появляется число 
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-стационарных состояний в интервале энергии ЛЕ, а вместо 
интеграла состояний - сумма состояний 

~ e-EпfkT = z (Т), 
n 

где Еп - уровни энергии системы, суммирование по п прово­
дится по всем стационарным состояниям. Если совершить 
отсюда предельный переход к классической механике, то мы 
не получим в точности написанных выше формул. Именно, если 
система состоит из N тождественных частиц, то вместо класси­
ческого фазового объема получится фазовый объем, деленный 
на Nl 

Еще Гиббс заметил, что энтропия газа, определенная как 
k lg QE, оказывается неэкстенсивной величиной, и поэтому пред­
ложил вместо «видовой фазы» QE применять «родовую фазу» 
(1/N!) Q(E). Конечно, в рамках классической механики убеди­
тельно обосновать такое предположение нельзя. Трудно понять, 
почему энтропия, которая принципиально всегда характери­

зует всю систему в целом, должна быть пропорциональна раз­
иерам системы. 

Rогда Эйнштейн [12) применил открытую Бозе статистику 
к теории идеальных газов, ему также показалось парадоксаль­

ным, что по этой теории энтропия: газа, состоящего из многих 
как угодно мало отличающихся друг от друга сортов частиц, 

ведет себя иначе, чем энтропия газа, частицы которого вообще 
нельзя различить друг от друга. Ибо тем самым в теорию вво­
дится мал9понятная разрывность. Теперь мы рассматриваем 
это как квантовый эффект: единственными классами симметрии 
волновой функции, встречающимися в природе для одинаковых 
частиц, в зависимости от их спина, являются или симметричный 
или антисимметричный. 

В результате квантовая теория совершенно автоматически 
дает «родовую фазу». Далее, если классический фазовый объем 
является величиной, обладающей размерностью, вследствие 
чего энтропия определяется с точностью до произвольной адди­
тивной постоянной, то квантовотеоретический фазовый объем 
QE - это число. Поэтому здесь имеется простая и естественная 
возможность для нормировки этой постоянной в энтропии. 
Следствием квантовой теории оказывается и третье начало 
(теорема Нернста), а вместе с тем и «вырождение» уравнений 
состояния при низких температурах. 
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Весьма примечательно, что общие и формальные принципы~ 
выдвинутые Гиббсом в его :книге «Основные принципы статисти­
чес:кой механи:ки», о:казываются при этом всюду совершенно 
независимыми от специальной, :классичес:кой механичес:кой 
модели. Тем более удивительным должно по:казаться, что 
Нернст [13) занончил свою статью к столетию со дня рождения 
Гиббса словами: «Его попыт:ка создать механи:ку, свободную 
от противоречий, потерпела неудачу из-за того, что он не учел 
:квантовую теорию, та:к что эта работа устарела уже в момент 
своего появления». 

Абсурдность этих слов лишь выставляет в более яр:ком свете 
уверенность, с :которой Гиббс разрабатывал основные принципы. 

§ 3. ТЕОРИЯ ФЛУКТУАЦИЙ ПЛОТНОСТИ, В ЧАСТНОСТИ 

ВБЛИЗИ КРИТИЧЕСКОЙ ТОЧКИ 

Если малый объем v, содержащийся внутри большого объема 
V, можно описать большим :каноничес:ким распределением, то 
средний :квадрат флу:ктуаций числа частиц п в v выражается 
формулой 

- дQ -
Лп2 = kT др ·n, (3.1} 

где Q - плотность частиц, а р - давление. Эта формула теряет 
смысл в :критичес:кой точ:ке или вообще там, где· квадрат флу~-

туаций становится аномальным, т. е. непропорциональным п. 
В § 2 мы у:казывали на то, что в этих случаях уже нельзя пре­
небр.егать взаимодействием -.iастиц в объеме v с частицами, 
о:кружающими v. Вследствие этого флу:ктуации плотности 
в соседних элементах объема (даже если эти элементы имеют 
ма:крос:копичес:кие размеры) становятся :коррелированными. 

Теория флу:ктуаций вблизи :критичес:кой точ:ки была впер­
вые развита Орнштейном и Церни:ке [14). Мы выведем здесь 
результат этих авторов другим, с нашей точни зрения более 
наглядным способом. При этом мы будем отчасти следовать 
изложению Клейна и Тисса [15]. 

Исходя в соответствии со с:казанным выше из Rаноничесного 
распределения, рассмотрим газ с температурой Т в объеме V. 
Мысленно разобьем объем V на много малых, но все же манро· 
снопичесних объемов v1" положение :которых описывается ноор­
динатами xk. Предположим, что число частиц в Rаждом объеме 
v11. будет n11., и рассмотрим состояния, в :которых n11. медленно 
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изменяется как функция Х k. В этом случае числам nk можно 
сопоставить молярную, макроскопическую плотность Q(X): 

(3.2) 

Здесь L - число Лошмидта. В соответствии с каноническим 
распределением, свободная энергия F определяется через 
вероятность состояния W(n1<) формулой 

(3.3) 

Таким образом, свободная энергия есть фующионал плотности 
е(Х). Вычислить .~тот функционал невозможно даже для какой­
нибудь определенной модели газа. Однако по аналоги:u с тем, 
что в уравнение (3.1) можно подставить функцию Q(p) из фено­
менологического уравнения состояния, здесь тоже можно вос­

пользоваться феноменологическим выражением для F [Q(X)], 
после чего (3.3) даст нам распределение вероятностей для Q(X). 
Этим путем ·шел и Эйнштейн [16], когда обосновывал теорию 
статистиЧеских флуктуаций. Пусть Q<;- средняя плотность. 
Мы положим Q=Qo+ µ и будем считать, что отклонения плот­
ности Q от своего среднего значения Qo достаточно малы. Тогда 
fi'[Q] можно разложить в ряд по µ: 

F (Q)-F (Q0) = <р [µ) = ~ ~ dvx ~ dvyf (х-у) µ (х) µ(у). (3.4) 

Линейные по µчлены здесь не появляются, поскольку F имеет 
минимум при µ=О. Для однородной изотропной 'системы f 
'Зависит только от 1х-у1- Можно утверждать, что /(х) отлична 
от нуля только для значений 1х1 , сравнимых с радиусом дейст­
·ВИЯ молекулярных сил. Разложим теперь µ(х) в V в ряд Фурье 

µ (х) = ~ eik·ж Л (k), 
k 

Л(k) = ~ ~ e-ik·"' µ (х) dv. 
(3.5) 

Поскольку функция µ (х), действительна, то 

Л(k) = л * ( - k). (3.5а) 
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Подставляя это в (3.4), получаем 

ер= ~ v] g (k2) 1(Л(k)12 , 
k 

g (k2) = ~ f (х) e-ik·"' dv. 

Здесь мы воспользовались тем, что f (х) убывает очень быстро, 
вследствие чего интегрирование (3.4) по 1/ 2 (х+у) дает в (3.6)· 
множитель V. 

Положим 

Л (k) =а (k) + i~ (k). (3.7) 

Тогда 

(3.8) 

причем ~, означает суммирование толь:ко по полупростран-
k 

ству k. В этом полупространстве все а (k) и ~ (k) независимы 
друг от друга. В частности, они статистичес:ки независимы, 
пос:коль:ку в соответствии с (р.3) ер опред(i)ляет распределение 
вероятностей для них. Поэтому находим 

-- -- kT eik-('1!-y) 
µ (х) µ(у)=] eik.("'-Y) [а2 (k) + ~2 (k)) = V] g (k2) • (3 9) 

k k 

Чтобы исследовать поведение (3.9) для больших значений 
(х-у), разложим g (k2) в ряд по степеням k 2 : 

g (k2) = go + gik2 + . . . (3.10) 

Заменяя теперь в (3.9) сумму интегралом и воспользовавшись 
(3.10), получаем 

(3.11) 

т. е. формулу Орнштейна и Церни:ке. Флу:ктуации числа молей N 
в объеме v выражаются формулой 

(3.12) 

Если :корреляционная функция (3.11) отлична от нуля на рас­
стояниях, малых по сравнению с линейными размерами v, то 
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получаем 

(3.13) 

Сравнивая это с (3.1), находим 
1 др 

go=-qдQ· (3.14) 

Вблизи критической точки др/дQ исчезает, а следовательно, 
и g0 обращается в нуль. Тогда флуктуации становятся ано­
мальными: 

-- kT 
Л№~-.v51з. 

gl 
(3.15) 

Покажем теперь, какой феноменологический смысл имеет g1 . 

Применяя .разложение (3.10), напишем 

ер(µ)= ~ g0 ~ µ2 dv + ~ g1 ~ (grad µ) 2 dv. (3.16) 
v v 

Рассмотрим объем v с шшейными размерами, большими по срав­
нению с (g1 / g0 ) 1!2, и зададим вопрос о наиболее вероятной 
флуктуации µ(х), соответствующей заданному ЛN. Это значит, 
что надо найти минимум (3.16) при дополнительном условии 

~ µ(x)dv=ЛN=µ0v. (3.17) 

" 
Если мы обозначим решение этой вариационной задачи µлN(Х), 
то ер [ µлN ]=ер(µ0) будет иметь смысл вероятности найти флук­
туацию ЛN в v. 

Внутри v решение µлN(х) практически совпадает с µ0 
и обращается в нуль вблизи граничной поверхности. Там 
1 grad µлN 1 изменяется как 1/ 2 µ0(g0;g1)1!2 ехр { - (g0/g1)1/2 · r }, 
где r означает расстояние от граничной поверхности v. Находим 

ер(µ0 ) = ~ µ~{gov+ ~ (g0g1)112 0}, (3 18) 

причем О - поверхность, окружающая объем v. Та:Ким обра­
зом, флуктуации Л N внутри v приводят к появлению поверх­
ностного натяжения 1/8 (g0g1 )1 !2 µ~, которым можно пренебрегать 
во всех случаях, когда v1/з ~ (g1 /g0) 1!2. Следовательно, в то 
время как в случае нормальных флу'Ктуаций g1 входит только 
в малые поверхностные поправки, в критической точке флук-
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туации определяются значением g1 • Ро1шар [17), впервые рас­
смотревший члены ""g1 и связавший их с напиллярными силами, 
получил с помощью газокинетических соображений значение 
аа2/6 для g1 , причем а - постоянная Ван дер Ваальса в урав-
не нии 

( р + ; ) ( v - Ь) = RT, 

а а - радиус действия молекулярных сил. По порядку вели­
чины эта оценка, вероятно, правильна. Однако ввиду непосле­
довательности своих рассуждений Рокнар не получил в занлю­
чение формулы Орнштейна и Цернине (3.4), ноторая хорошо 
подтверждается на критичесних смесях (ер. [27)}. 

§. 4. ФЛУКТУАЦИИ ПЛОТНОСТИ В ИДЕАЛЬНОМ 
КВАНТОВОМ ГАЗЕ 

Изложенная в § 3 теория флуктуаций плотности носит полу­
·феноменологичесний харантер и существенно опирается на связь 
между свободной энерrией и вероятностью в наноническом рас­
пределении. Для идеального нвантового газа, в нотором ано­
мальные флунтуации, нак известно, происходят в области выро­
ждения, можно построить теорию, основанную тольно на стати­

·стической механике. Флуктуации эти оказываются разными для 
статистик Бозе - Эйнштейна и Ферми - Дирака. 

В своей работе о парамагнетизме щелочных металлов Паули 
[18) первый уназал ·на характерное различие обоих случаев 
в этом отношении. Введение н этой работе, заложившей основы 
теории металлов, содержит также первое ясное обсуждение 
идеально:Го бозе- и ферми-газа с помощью большого распределе­
ния Гиббса. 

Рассмотрим сначала бозе-газ, ноторый описывается кванто­
'Ванной волновой функцией 'ljJ. Для удобства будем считать объем 
V периодичесним. Тогда 

1 "1 ikx 
'Ф = yi/2 L.J ake , 

k 

причем а11. подчиняются перестановочным соотношениям 

* * .<:. * N апа~ - а1 а11. = u11.1, ak а11. = k· 

·Оператор плотности Q (х) определяется соотношением 

Q (х) - __!_ "1 а* а ei(k-i). х "".yL.Jkl , 
k, 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 
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причем 

Q (х) Q (у)= : 2 ~ a:a1a:;anei(k-l)x+i(n-m)y. (4.4) 

Усредним теперь соотношения (4.3) и (4.4) по распределению, 
в котором фазы ah независимы. Это дает 

(e(x)>=:-~N,,=:. (45) 
h 

(Q (х) Q (у))= (: )2 + ;2 ~ NпN,ei(k-l)(x-y>+ 
h, l 

+ : 6 (х - у) - : 2 ( N + ~ N~) . 
h 

(4.6) 

Ври этом мы использовали перестановочные соотношения для ah. 
Далее 

· ~ eil(x-y)= V-б(х-у). 
l 

Теперь совершим предельный переход 11--')- со при фиксиро­
ванном N/V. При этом из сумм (4.5) и (4.6) следует выделить 
в явном виде член, соответствующий основному состоя­
нию (N0); остальную часть сумм затем можно заменить инте­
гралом. Полагая 

lim ~ ~ Nпeik·(x-y) = Ь (r), 
V=oo k'f=O (4.7) 

r=lx-yl, 
получаем 

(Q (х) Q (у))- (Q)2 = 2Q0 b(r) + ll' (r) + (Q) 6 (х-у), (4.8) 

причем Q0 - плотность в основном состоянии. Функцию Ь (r) 
можно вычислить, подставляя в (4.7) значения N11., получаемые 
из большого канонического распределения 

+оо 

Ь (r Л) _ _!__1_ \ k sin kr dk 
' - r (2n:) 2 J eh2/h~+л __ 1 ' 

-00 (4.~ 

k!-~ 
8 - Ji.2 . 

14 Закав :М 214 
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Для Л =t= О средняя плотность Q определяется н:ак 

Ь (О, Л) = Q. (4.10) 

Тогда Q0 =О, а значение Л =О соответствует точr{е конденсации 
бозе-газа, в которой следует положить 

Q=Q0 +b(O, О). (4.11) 

Таким образом, Ь (О, О) означает плотность газовой фазы, 
Q0 - плотность конденсированной фазы, причем плотность Q 
остается фиксированной. Применение большого распределения 
законно также и в области конденсации, поскольку можно 
показать [ 19], что и в этом случае относительные флуктуации 
NIL малы. 

Асимптотическое поведение Ь (r) при условиях k0r ? 1 п Л <!:: 1, 
когда еk2 /kб+л - 1 можно заменить на k2 / k~ + Л, выражается 
формулой 

k3 _,_112.ko1 
b(r,Л)~-4°ek (4.12) 

л: or 

Следовательно, в области конденсации флуктуации снова ста­
новятся аномальными. В основном они определяются слагаемым 
2Q0 b (r), соответствующим интерференции между основным 
состоянием, т. е. конденсатом, и газом. Флуктуации числа 
частиц в объеме v выражаются в этом случае соотношениями 

Лп2 = п0п;1з, п0 = Q0V, п1 = Ь (О, О) v. 

Аналогичное вычисление можно пров,ести и для ферми-газа. 
Для этого случая получаем 

N 
( Q (х) Q (у)) - ( Q )2 = V б (х - у) - 12 (r), 

+оо 
1 (' k sin kr dk 

f (r) = (2л:)2r _joo ek2/kб+'-+ 1 . 
(4.13) 

Конденсация здесь не наступает и члены с Q0 отсутствуют. 
Рассмотрим теперь случай очень сильного вырождения. 

Пусть K=IЛ\112 ·k0 (причем k0 -'3>0, а К-конечная величина). 
Тогда имеем 

f (r) = 2
1 

2 ~ (sin Kr- Kr cos Кт·), 
л: r 

(4.14) 

1 
f (О) = 6л:2 кз = Q. ( 4.15) 
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Для квадрата флуктуаций числа частиц п в сферическом объеме 
радиусом R находим 

л 2 (KR)2 [1 KR 1 =-ss ] п = 2:rr2 g - ,и ... , (4.16) 

или 

( 4.17) 

Таким образом, и в этом случае флуктуации оназываются ано­
маJ1ьными. Они гораздо слабее, чем в нлассическом идеальном 
газе, но не исчезают даже при полном вырождении. Однано они 
пропорциональны не объему, содержащему рассматриваемые 
частицы, а граничной: поверхности этого объема. Большое кано­
ническое распределение, ка1~ известно, приводит к результату 

Лп2=0, так I\aI~ оно не учитывает никаких поверхностных 
эффектов. 

§ 5. ТЕОРИЯ УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ 
И ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ 

Если можно вычислить QN (Е, V) или ZN (Т, V) для механиче­
сной модели, описывающей, например, N атомов в объеме V, 
то будут известны и уравнения состояния этой модели. 

Если ер (r)- потенциал взаимодействия двух атомов на рас­
стоянии r, то существенную задачу представляет вычисJ1ение 

конфигурационного интеграла состояний 

(5.1) 

Эта задача в общем случае оказывается неразрешимой. Однако 
в принципе поведение системы при всех температурах и плот­

ностях определяется интегралом (5.1); следовательно, явления 
конденсации и кристаллизации газовой модели также должны 
описываться формулой (5.1). 

Термодинамичесни фаэовые переходы проявляются как раз­
рывы в уравнениях состояния или в производных. Однако не 
следует считать, что QN (Т, V) будет иметь разрывы. Особенности 
могут появиться только в пределе N, V---;.ro. При этом предель­
ном переходе N /V остается фю\сированным, и поэтому целе..: 
сообразно перейти к большому каноническому распределению, 
потому что для больших систем N /V определяется химическим 

14* 
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потенциалом Л. Для QN положим 

(5.2) 

-Уравнение состояния определяется предельными , значениями 

tp = ~~ ~ lg Р (z, Т, V), (5.3) 

Q = lim -81
8 v1 lg Р (z, Т, V), (5.4) 

V=oo g z 

где р - давление; Q - плотдость. 

Ли и Янг [20], а также ван Хов [21] доказали, что для всех 
положительных действительных значений i предельное зна-· 
чение (5.3) существует независимо от формы V и представляет 
монотонную непрерывную функцию z. Производная (5.3) по 
z может быть прерывной.· Положение разрывов соответствует 
точкам, в которых происходит фазовый переход. 

Если мы предположим, что функция ер (r) для r > r0 стано­
вится очень большой и положительной, то это будет означать, 
что атомы имеют собственный объем v0 • Следовательно, N всегда 
меньше N 0 = V /v0 • Поэтому P(z, Т, V) будет полиномом по z 
,степени N 0 • Следуя Янгу и Ли, на этой модели можно выяснить, 
каким образом и при каких математических условиях ряды 
'(5.3) и (5.4) в пределе V-c.-oo могут стать сингулярными. Нули 
P(z), которые мы обозначим ~а, расположены на комплексной 
.цлоскости z, причем на действительной оси нулей нет. Теперь, 
~полином Р можно разложить на линейные множители, и тогда 

получится 

1 1 "l.l ( · z) V lg Р (z) = V kJ lg 1 - ~ . (5.5) 
а 

В предельном случае очень больших объемов введем на плоско­
·с.ти ~ плотность нулевых точек dµ (~. Т) и запишем 

{т = ~ dµ (~. Т) lg ( 1 - ~ ) , (' dµ (~, Т) = _!__ 
j Vo 

(5 .6)' 

Леmо видеть, что p(z) соответствует потенциалу, порожденному 
плотностью заряда dµ(~). Поэтому на действительной оси z 
потенциал p(z) может стать сингулярным тоJiько тогда, когда 
эта ось пересекается в точке z с кривой, содержащей конечный 
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заряд уже в окрестности z0 • Следовательно, при предельном 
переходе нули на этой кривой должны сгущаться около z0 • 

Скачок плотности числа частиц ·Q, появляющийся при переходе 
через точку z0 , пропорционален линейной плотности заряда 
на кривой вблизи точки z0 • 

Ннг и Ли. [22] подвергли эти соотношения подробному ана­
лизу на примере модели Изинга. Первоначально эта модель 
была введена для изучения ферромагнетизма. Однако в наших 
целях ее можно рассматривать также как модель ~решеточного 

газа». В плоской квадратной решетке каждый узел пустой или 
может заполняться не больше чем одним атомом. Взаимодейст­
вуют с энергией -И только атомы в соседних узлах. Такой «газ• 

- конденсируется ниже критической температуры Те, определяе­
мой уравнением [ 23] 

ехр ( - Zk~c) = V2c-- 1. 

Все корни полинома P(z) в этом случае лежат на окружности 
радиусом ехр [-2И /kT] с центром z=O. Плотность корней 
известна, конечно, только в двух точках пересечения окруж­

ности с действительной осью плоскости z. 
Давление пара и плотности газообразной и конденсирован­

ной фаз Qg и Qk тем не менее известны и определяются выра­
жениями 

1( 

/;, = lg (1 + х) + 2~ ~ lg ~ {1 + (1- К sin2 (jJ)1
/ 2 } dtp, (5. 7) 

а 

ГДР 

Эти формулы справедливы в области конденсации; вне этой 
области уравнения состояния не выведены. Если рассматривать 
модель Изинга как модель ферромагнетизма, то (5. 7) соответ­
ствует свободной энергии ферромагнетизма, а (5.8)- спонтан­
ной поляризации, причем в обоих случаях предполагается 
отсутствие внешнего магнитного поля. Формула (5. 7) была 
выведена Онзагером, а формула (5.8)- Ннгом. Такие полные 
и красивые результаты для других моделей получить нельзя; 
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весьма специальные алгебраические методы, приводящие к цеJ1и 
в рассмотренном случае, оказываются неприменимыми уже 

тогда, когда, например, необходимо исследовать влияние маг­
нитного поля в модели Изинга или когда плоская решетка заме­
няется пространственной. В таких случаях приходится прибе­
гать к приближенным рассмотрениям, весьма wмнительньтм 
в окрестности точек фазового перехода. 

В частности, для н:лассической: модели газа уравнение состоя -
ния, полученное из большого канонического распределения, 
можно разложить по степеням z: 

р ~ ь l 
kT = ...:.J zZ' (5.~) 

l=I 

Эти ряды сходятся, если плотность достаточно мала. Коэффи­
циенты Ь 1 - так назьrваемые «групповые интегралы» (C\uster­
Integrale)- зависят от конфигураций: только l атомов. Д.'Iя 
очень низких температур все Ь 1 положительны, и члены b1z1 

выражают непосредственно парциальное давление «молекую>, 

состоящих из l атомов. Однако в общем случае «групповые 
интегралы» не имеют прямого физического смысла. В предель­
ном случае, когда плотность газа очень мала даже в точке кон­

денсации, так что собственным объемом атомов по сравнению 
со всем объемом можно пренебречь, удается качественно иссле­
довать поведение Ь 1 для больших l и тем самым изучить сходи­
мость рядов (5.9) [24]. 

Если выбрать модель со следующим потенциаJiом взаимо;1еii­
ствия между атомами: 

то ДJIН больших 

ЧJ (r) = оо, 
rp (r) = - и, 

ЧJ (r) =О, 

r < r0 , 

r0 < r < 1·1 , 

r > r1 , 

bt = (vhoeko(l-eo)u/T)t-1. 

При этом v1to =а (r1 - r0) 3 , где а порядна единицы, и 

kо=6(1-л(4~)21з z1~з)' Во=е-и1т. 

(1.11) 

Результат (5.11) получается после отбрасывания V0 Q (v0 -..,r;1, 

е - плотность частиц) и величин порядка е-и/Т. Сохраняютсн, 



Статистическая механика 215 

однако, величины порядка v0Qe6иfT. Член ~Z-1/з соответствует 
поверхностной энергии большой молекулы из l атомов. 

Ряды (5.9) в этом случае сходятся до точки z0 включи­
телыю: 

1 
z = Zo = - е-6и/Т 

vko 

Для z=z0 давление принимает конечное значение р0= Tz0 , 

а плотность частиц равна z0 • Таким образом, пар ведет себя, 
как и следовало ожидать, подобно идеальному газу даже в этой 
1<ритической точке. Хотя математически нельзя доказать, что 
в точке z0 наступает конденсация, некоторые соображения 
в пользу этого утверждения привести все же можно. 

"Уравнение состояния для «одномерной» модели газа, в кото­
рой атомы двищутся не в пространстве, а по одной прямой, 
строго выведено ван Ховом [25]. В этом случае вьшолняется 
условие 

со 

z ~ e-[q>(x)+p·x]/T dx = 1. 
о 

(5.12) 

Если взять ср(х) в виде (5.10), то наш приближенный метод дает 
р z 

Т 1- eufT (r1 -- r0) z ' 
(5.13) 

что согласуется с (5.12), если можно пренебречь pr1 / Т, но сохра­

нить еи/Т 1; 1 • Здесь р в критической точке расходится: одно­

мерный газ не конденсируется, потому что в нем отсутствует 

поверхностная энергия больших молекул, которая в простран­
ственном случае приводит к тому, что эти молекулы играют 

роль наравне со свободными атомами. 
Мы не будем рассматривать ни другие применения рядов 

(5.9), ни квантовомеlfаническое обобщение их, ни другие методы 
вывода уравнений состояния, например методы, основанные 
на вириальной теореме Rлаузиуса. Вместо этого мы сошлемся 
на обстоятельный и очень ясно написанный обзор де Бура [26], 
в котором эти вопросы подробно рассмотрены. 

Эта статья была написана летом 1958 г. и, как и весь сбор­
ник, предназначалась в качестве подарка к 60-летию В. Паули. 
После внезапной кончины Вольфганга Паули она публикуется 
без изменений. 
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В. БАР ГМ АН Н 

ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

Первые работы Паули были посвящены теории отн~ситель­
ности; в их числе его ранний шедевр - статья по теории отно­

сительности, написанная в 1921 г. для Математической энцикло­
педии (Mathematical Encyclopedia). Эта изумительная работа 
двадцатилетнего студента сразу выдвинула ее автора в число 

талантливейших ученых, владеющих непревзойденной мощью 
синтеза и критического анализа. Второе издание энциклопе­
дической статьи вышло в конце жизненного пути Паули 
(в английском переводе) [1]. К счастью, классический текст ори­
гинального варианта остался без изменений, но к нему добав­
лены еще 23 замечания, написанные в 1956 г. и посвященные 
некоторым позднейшим достижениям теории 1). 

'В 1921 г., когда статья появилась впервые, физические, 
математические и идейные основы теории относительности были 
уже твердо установлены. Для частной теории относительности 
это было достигнуто уже в 1911 г., после того как большая часть 
разделов классической физики (механика и гидродинамика, 
электродинамика, термодинамика) была изложена в реляти­
вистской форме. Аналогично, математическая структура общей 
теории относительности и большинство ее важных следствий 
(после того как Эйнштейн придал в 1915-1916 гг. теории ее 
окончательный вид) получили общее признание. Введя и рас­
ширив понятие параллельного переноса, Леви-Чивита и 
Вейль пришли к более глубокому пониманию дифференциаль-

1) Два из этих замечаний включены в настоящий сборник. 
см. стр. 413. - Прим. ред. 
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ной геометрии - математического фундамента общей теории 
относительности. Значение требования общековариант·ности 
уравнений поля (особенно для законов сохранения) было выяс­
нено самим Эйнштейном, гёттингенской школой (Ф. Клейн, 
Гильберт и Нётер) и Г. Лорен:Цом. Первые строгие решения 
уравнений поля получил Шварцшильд, а в 1919 г" кроме то­
го, было подтверждено теоретическое предсказание об отклоне­
нии световых лучей. Период быстрого развития закончился. 

Таким образом, статья Паули появилась при очень важных 
обстоятельствах. Gна исключительно красиво, точно и полно 
изложила существовавшую в то время теорию. Каждая деталь 
была на сво~м месте. Критические оценки Паули выглядят 
и в наше время столь же проницательными и окончательными, 

как и 40 лет назад. 
Обратимся теперь к тем частям статьи, которые касаются 

проблем, решение которых предоставлено будущему. Одно упу­
щение сегодня каЖется особенно заметным: о квантовой теории 
едва упоминается, потому что в то время она еще не достигла 

такого состояния, чтобы ей можно было придать последовательно 
релятивистскую форму. (Во втором издании квантовая теория 
опущена по совершенно другим причинам. Релятивистсr\ая 
квантовая теория выросла настолько, что для ее достаточно 

пол;ного изложения потребовалась бы еще книга в 200 страниц.) 
В те ранние для теории относительности годы все еще име­

лись надежды, что проблема существования п стабильности 
элементарных частиц, справиться с :Которой классическая элект­
родинамика оказалась не в состоянии, может быть решена 
(или хотя бы продвинута ближе I\ своему решению) на основе 
общей теории относительности. n пятой (последней) части 
:энциклопедической статьи рассматриваются различные реше­
ния, предложенные для этой цели. Сделав обзор остроумной 
нелинейной: элеl\тродинамики Ми (развитой: в рамках частной 
теории относительности), Паули обсуждает затем ранние 
1юпытки реiпить «проблему материи», обобщение римановой 
геометрии Вейлем - первую «единую теорию полю>- и ран­
нюю попытну Эйнштейна изменить общерелятивистские урав­
нения поля с целью объяснить существование и стабильность 
элементарных заряженных частиц. В 1920 г. назалось разум­
ным предполагать, что все взаимодействия можно свести н 

электромагнитным и гравитационным, но ни одна из ранних 

попытоI\ не привела к успеху. Геометрия Вейля (какой бы 
глубокой она нп была в обобщении метрики Римана путем 
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введения произвольной калибровки и понятия кадибровочной 
инвариантности) не приводит ни к единственному выбору функ­
ции действия, ни к какому-либо пониманию существования эле­
ментарных частиц. Кроме того, интерпретация метрики оста­
валась неясной. Если ds2 измерять при помощи «атоl\шы~ 
часов», то неинтегрируемость пути привела бы к тому, что эти 
стандарты стали бы зависеть от щ1едшествующей истории, что 
противоречило резкости спектральных линий, наблюдавшейся 
на опыте. С другой стороны, если, как предлагал Вейль, не 
следует априори постулировать такую прямую связь с наблю­
даемыми величинами, то интерпретация теории откладывается 

до дальнейшего математического анализа, который раснрыл бы 
поведение атомных систем в соответствии с новыми уравне­

ниями. Не удалось получить жеJrаемого решения «проблемы 
материю> и Эйнштейну. 

Чрезвычайно интересно обдумать общие нритиЧесние заме­
чания об этих попытках, сделанных Паули в занлючительной 
части работы [1]. Я выделю следующие пуннты: 

1) Все попытки основывались на надежде, что сложные 
нелинейные дифференциальные . уравнения, к ноторым они 
приводили, дадут наким-то заранее неизвестным образом как 
раз два сферичесни-симметричных решения, одно из которых 
будет соответствовать элентрону, а второе - протону. Паули 
выдвигает следующее возражение: «Необходимо требовать, 
чтобы простой и фундаментальный фан:т атомизма объяснялся 
теорией тоже просто и элементарно, а не появлялся в резуль­
тате нен:оего аналитического трюка». 

2) Трудность объяснения существования элементарных 
частиц с помощью стабилизирующего влияния гравитационных 
сил становится особенно ясной, если учесть колоссальное 
значение (~1020 ) для отношения элентрического заряда к гра­
витационному «заряду» e/m(k)1!2 (k - ньютоновская гравита­
ционная постоянная). 

~1) Ни одна теориЯ не может объяснить асимметрию (раз­
личие масс) положительного и отрицательного электричества. 
Более того, эта асимметрия, по-видимому, противоречит требо­
ванию инвариантности предложенных теорий относительно 
обращения времени. (В самом деле, для преодоления этой труд­
ности выдвигались в высшей степени искусственные предполо­

жения, например введение квадратного Rорня в функцию дей­
ствия, два значения которого соответствовали бы двум знакам 
.электрического заряда.) 
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4) Последний пункт относится к наиболее фундаментальному 
вопросу. «В заключение отметим одно обстоятельство, вызы­
вающее возражения логического характера. Теории непрерыв­
ного поля без всяких оговорок переносят обычное понятие 
напряженности электрического поля даже на поля внутри 

электрона. Однако напряженность электрического поля опре­
деляется как сила, действующая на пробную частицу, и по­
скольку пробных частиц, меньших электрона или ядра водо­
рода, не существует, то напряженность поля внутри частицы 

представляется принципиально ненаблюдаемой, т. е. величиной 
фиктивной, лишенной всякого физического смысла». 

Читая сегодня замечания Паули, физик почувствует одновре­
менно и гордость и огорчение. В свете наших современных 
знаний попытки, подвергнутые Паули критике, покажутся, 
возможно, безнадежно наивными, хотя исследование того, что 
могли бы внести в понимание тернистой проблемы материи 
новые фундаментальные идеи общей теории относитеЛ:ьности, 
было безусловно полезным. Конечно, взгляды на свойства 
и взаимодействия элементарных частиц изменились вне всяких 
сомнений, и мы знаем, наряду с прочим, что существуют и дру­
гие частицы, кроме отрицательного электрона и положитель­

ного протона. Однако, что известно нам о природе и ста­

бильности этих частиц, кроме самого факта их существо­
вания? 

И можем ли мы быть уверенными в том, что в наших совре­
менных теориях не преувеличивается аналогичным образом 
понятие «полю> или даже понятие пространственно-временного 
континуума? 

с открытием позитрона и антипротона была устранена лишь 
трудность, связанная с асимметрией. Более того, теоретическое 
и экспериментальное решение этой проблемы поистине предста­
вляет одно из ·великих достижений физики на протяжении 
последних 30 лет. Весьма примечательно, что ранние теории, 
в высшей степени спекулятивные, в этом "отношении (исключая 
асимметрию положительного и отрицательного зарядов) ока­
зались ближе к истине, чем экспериментальные данные, имев­
шиеся в 1920 г. Правда, эта очевидная трудность совершенно 
не зависела от каких-либо специфических особенностей теорий 
и была основана только на простых соображениях инвариант­
ности, так что нам все-таки лучше сказать, что соображения 
инвариантности оказались ближе к истине, чем эксперимен­
тальные данные. 
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Теория относительности, особенно в виде реляти:вистской 
нвантовой теории, в научной деятельности Паули играла выдаю­
щуюся роль. Его достижения в этой области подробнее осве­
щаются в других статьях данной книги, поэтому я считаю своей 
задачей лишь в общих чертах обрисовать развитие специфически 
релятивистских идей в тот период и подчеркнуть роль Паули 
в этом развитии. 

Так как частная и общая теория относительности значи­
"Гельно отличаются друг от друга, то лучше всего рассматривать 

их по отдельности. 

А. СПЕЦИАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

В период с 1905 по 1910 г. главная задача состояла в том, 
чтобы распространить теорию относительности на раз,личные 
,области физики, приспособляя уже существовавшие теории 
I{ релятивистским требованиям. Теории для малых скоростей 
можно было считать известными, и хотя релятивистское их 
обобщение требовало изобретательности и глубокого анализа 
(как, например, при рассмотрении Планком термодинамики), 
тем не менее после пионерских работ Эйнштейна и Минковского 
в идейных или математических основах теории не происходило 
никаких радикальных изменений. 

Однако с развитием атомной физики и особенно квантовой 
теории роль теории относительности стала более созидательной. 
Теперь задача уже не сводилась к простому «переводу» ранее 
установленных теорий на релятивистский язык. Во все возра­
стающей мере теории становились релятивистскими с самого 

начала, и релятивистские соображения решали вопрос о выборе 
их основных постулатов. 

В то же время с коренным усовершенствованием экспери­
ментаJiьной техники становились доступными частицы все более 
высоких энергий (в космических лучах и в ускорителях); 
и если в первые годы нашего столетия требовались величай­
шие усилия для того, чтобы только заметить какое-нибудь 
·отклонение от ньютоновской физики, то теперь явления в крайне 
релятивистской области встречаются в повседневной практике 
физических лабораторий всего мира. С другой стороны, даже 
малейшие эффекты наподобие сдвига Лэмба, могут изме­
ряться с поразительной точностью и использоваться для про­
терки теоретич~ских предсказаний. 
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Первой новой теорией, выросшей из теории относительности, 
была во.лновая теория вещества де Бройля. Без сомнения, ее 
можно было сформулировать и в нерелятивистском виде, но· 
остается фактом, что оригинальная работа де Бройля по ду­
ху была целиком релятивистской, особенно при переходе от 
соотношения Планка Е= hv к соотношению де Бройля 
p=li!Л. 

Следует признать большой удачей, что первые несколько 
лет (1925-1927 гг.) квантовая и волновая механика - эти 
две отрасли, возникшие из теории де Бройля,- развивались 
на нерелятивистсной основе, хотя все исследователи хорошо 
сознавали необходимость сделать теорию в н:онечном счете 
релятивистс:ки инвариантной. В самом деле, при этом пред­
стояло преодолеть достаточно много трудностей и без добавоч­
ной тяжести собственно релятивист.ских проблем. 

С появлением теории электрона Дирака теория относитель­
ности вступила в свои права. Теория Дира:ка, безусловно, была 
получена не из установленной нерелятивистсной теории, а из 
основных 1шантовотеоретичесних и релятивистских постулатов. 

Ключевой квантовый постулат заключался в том, что волновое 
уравнение описывает отдельную частицу с положительно опре­

деленной плотностью вероятности и что поэтому оно приводится 
R каноническому виду 

h д'\) 
Tat+H~=O. (D) 

Из лоренц-инвариантности затем следовало, что уравнение 
может содержать тольно первые производные по :координатам. 

Релятивистское соотношение между энергией и импульсом 
единственным образом определило вид гамильтониана Дирана 
(по крайней мере для свободных электронов), приводя таким 
образом R четырем компонентам волновой функции (вместе 
с их удивительными трансформационными свойствамИ) и R спину 
электрона. Нанонец, простейшее предположение о взаимодей­
ствии с электромагнитным полем давало правильное значение 

магнитного момента эле:ктрона. 

Пожалуй, можно не подчер:кивать здесь быстрый ошеломляю­
щий успех уравнения Дирака для одной частицы во всех слу­
чаях, где применение его законно, например при выводе спе:ктра 

водорода или формулы Клейна - Нишина для комптоновского 
рассеяния. Однано физиков больше всего беспокоило - и это 
довольно понятно - непредвиденное появление состояний с 
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с отрицательной энергией, что на первый взгляд казалось наи­
более серьезным недостатком теории Дирака, но потом превра­
тилось в самое большое ее достижение. Экспериментальное 
от1\рытие рождения и аннигиляции пар доказало сразу: 

1) эквивалентность массы и энергии в наиболее крайней форме, 
а именно тот факт, что масса и энергия могут полпостью (а не 
только частично) превращаться друг в друга; 2) полную сим­
метрию положительных и отрицательных зарядов, чем была 
устранена трудность в виде асимметрии, с которой сталкивались 

все ранние попытки построения единой теории поля; 3) правиль­
ность теории Дирака и, в частности, интерпретации Дираком 
состояний с отрицательной энергией:. В то же время стало, 
однако, совершенно ясно, что теория Дирака не может последо­
nательно рассматриваться как одпочастичпал теория. Другими 
словами, сам успех теории продемонстрировал, что следует 

отказаться от одного из основных предположений, приведших 
н форме гамИльтониана в уравнении (D). С этого момента реля­
тивистская квантовая теория уже не могла существовать яеза­

висимо от квантовой теории поля, которая с самого начала рас­
сматривает пеопределеппое число частиц. 

Еще раньше, чем это было осознано, Гейзенберг и Паули 
положили начало систематической релятивистской квантовой 

теории поля. Значительная часть огромной работы, проделан­
ной в этой области в последующие ,30 лет, была построена на 
фундаменте, заложенном Гейзенбергом и Паули в их извест­
ных статьях 1929 г. [2], хотя за последние годы произошло 
коренное изменение математического аппарата и самого язьша 

теории и появились важные новые идеи, например идеи пере­

нормировки массы и заряда. 

Известные трудности, связанные с бесконечностями, обу­
словленными нелинейностью уравнений поля, в особецности Jf{e 
точечным взаимодействием рассматриваемых полей, отчетливо 
вырисовывались уже в статьях Гейзенберга и Паули. Вероятно, 
они привлекали наибольшее внимание; однако несмотря на то, 
что за прошедшее время достигнут значительный прогресс 

в их понимании, эти трудности все же остаются неразрешен­

ными. 

Большая плодотворная работа была проделана также в дру­
гом направлении, которое за неимением лучшего слова можно 

назвать «критическим» или «аксиоматическим» и которое ставит 

себе целью общее исследование возможностей, предоставляемых 
релятивистской квантовой теорией, а не, изучение специальпых 
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разделов, RaR, например, элентродинамики, теории ·~-распада 
или мезонной теории. Паули был одним из инициаторов этого 
направления. 

Я остановлюсь в основном на нлассифинации уравнений 
поля и изучении их свойств симметрии. Поснольну выяснилось, 
что теория Дирана не может дать последовательного описания 
одночастичной системы, то интерпретацию уравнения Дирана 
следует пересмотреть. В частности, \jJ-функция будет уже не 
вентором состояния, а переменной нвантованного поля. Поэтому 
априорных оснований для наноничеоного вида волнового урав­
нения не существует, и уравнение Дирана становится одной 
из многих возможных систем релятивистсних волновых урав­

нений. 
В ранней работе Паули и Вайснопфа [3) оназалось возмож­

ным поназать, что уравнение Клейна - Гордона (для частиц 
со спином, равным нулю) танже приводит R доследовательной 
теории поля. Индефинитность плотности (не позволявшая раньше 
счиrать уравнение Клейна - Гордона правильным реляти­
вистсним обобщением уравнения Шредингера) теперь уже не 
представляла нинаной трудности, так RaR индефинитным она­
зался оператор . «зарядовой плотности», ноторый описьiвал 

положительные и отрицательные заряды, способные рождаться 
и аннигилировать парами. (Следует подчеркнуть, что работа 
была написана еще тогда, ногда о· существовании частиц со 
спином, равным нулю, даже не предполагали.) 

Из многих работ, посвященных нлассифинации реляти­
вистсних уравнений, я упомяну тольно работы Дирана [4], 
Вигнера [5) и Фирца [6]. Дирак был первый, нто получил 
уравнения для произвольных значений спина, но у него тогда 
не было ни метода для решения вопроса о том, является ли 
классифинация исчерпывающей, ни последовательно реляти­
ви~тсного определения спина. 

Наиболее исчерпывающее решение проблемы было получено 
Вигнером методами теории групп. Он установил точный нри­
терий эквивалентности релятивистсних систем и нашел все 

неэквивалентные элементарные системы, не ограничивая зара­

нее форму уравнений. Тот фант, что эти уравнения оназались 
дифференциальными, в исследованиях Вигнера явился резуль­
татом, а не предположением. Подтвердив, естественно, резуль­
таты Дирана, он получил танже новый тип уравнения (с так 
называемым непрерывным спином), физический смысл кото­
рох:о, однано, остается неясным. 
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Фирц (близкий сотрудник Паули в момент написания своей 
статьи) исследовал более подробно физическую интерпретацию 
формального аппарата, в частности определение плотности · 
заряда и полного заряда, п.1отности энергии п по.тпюй энергии, 
а также вопрос о том, когда плотность заряда, с одной стороны, 
и полная энергия, с другой, будут положительными. Для 
исследованных им систем он доказал, что поля с целым спином 

лолжны kвантоваться в соответствии со статистикой Бозе, 'а поля 
с полуцелым спином - в соответствии со статистю\ой Ферми. 

Через год Паули [7] опубликовал общее и очень изящное 
доказательство этого важного и замечательного результата. 

Полезно напомнить гипотезы, на которых основывается дока­
зательство: 1) рассматриваемая система описывается· линей­
ными дифференциальными уравнениями (свободные частицы); 
2) уравнения инвариантны относительно ограничешюr1 группы 
Лоренца (исключая отражения и обращение времени); ?) :ком­
мутатор или антикоммутатор - в зависимости от рассматри­

ваемого случая - должен быть с-числом; 4) полная энергия 
положительна; 5) наблюдаемые ·величины коммутируют для 
мировых точек, разделенных пространственно-подобным интер­
валом. (Что касается последних двух гипотез, то для полуцеJГОго 
спина оказывается необходимой только четвертая гипотеза, 
для целого спина - только пятая гипотеза.) Характерно, что 
теория относительности входит в требование инвариантности 
(вторая гипотеза) и в постулат релятивистской: причинности 
(пятая гипотеза). 

Через пятнадцать лет Паули возвратился к этой проблеме 
и распространил доказательство на так называемую теорему 

СРТ [8]. · 
Примерно за последние пять лет работа в этом «аксиомати­

ческом» направлении квантовой теории поля велась чрезвычайно 
активно; частично она выполнялась с помощью значительно 

усовершенствованной по сравнению с упомянутыми ранними 
работами математической техники. С моей точки зрения, серьез­
ным достижением является то, что новейшие методы существенно 

меньше Зависят от картины или приближения свободных 
частИ:ц. Свободные частицы либо вообще не привлекаются, либо 
пходят как асимптотическое условие, что, несомненно, является 

более реалистическим приближением. Наряду с другими проб­
лемами недавно были доказаны при значительно более общих 
предположениях как теорема СРТ [9], так и связь между спи­
ном и статИС'l'ИКОЙ [10, 11]. 

15 Заназ М 214 
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Паули следил за этими работами с большим вниманием, так 
как он всегда глубоко интересовался логическими основами 

•физических теорий, а в адресе Амерю{анскому физическому 
обществу, произнесенном в январе 1956 г., он с теплотой ото­
звался о работах У айтмена и его учеников. Однако по временам, 
чаще в разговорах, чем в печати, Паули выражал серьезные 
сомнения. Не были ли обойдены действительно актуальные 
вопросы и не концентрировалось ли в:НИмание на второстепен­

ных проблемах? Теперь никто не может ответить на эти сомне­
ния. Мне представляется, что все, чему учат нас эти аксио­
матические исследования, сохранит свою ценность и в том случае, 

если возникнет удовлетворительная теория, основанная на 

существенно новой физической идее. 

Б. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

По многим причинам история общей теории относительности 
(с 1920 г. по 1960 г.) была менее эффектной. Единственной обла­
стью, на которую она оказала решающее влияние, является 

космология. Влияние общей теории относительности на осталь­
ные отрасли физики было очень слабым, несмотря на коренные 
изменения наших фундаментальных понятий, произведенные 
ею. Плодотворное взаимодействие между теорией и опытом, 
характерное для развития ъ:осмологии и астрофизики, в других 
областях для общей теории относительности отсутствовало 1). 
Наблюд~емые эффекты, предс1{азываемые общей теорией отно­
сительности, крайне малы и, в частности, для элементарных 
частиц непосредственное гравитационное взаимодействие в срав­
нении с другими силами представляется пренебрежимо малым 
(что, впрочем, вовсе не говорит о законности простого отбрасы­
вания в этом случае роли гравитации и общей теории относи­
тельности). Здесь нет необходимости во всех подробностях 
излагать развитие теории. Это сделано самим Паули в его пре­
дельно сжатых и ясных заметках, добавленных во втором изда­
нии его «Теории относительности». Я ограничусь кратким об­
суждением собственных работ Паули и некоторых аспектов 
современного состояния теории. 

1) К счастью, положение изменилось с тех пор, RaR были написаны 
эти строRИ. Гравитационпыii сдвиг спентральпых линий был впервые 
измерен на опыте в земных ус.11овиях, и после этого блестящего успеха 
можно предвидеть более тесное взаимодействие между теорией и эRспери­
ментом таюне в рамках общей теории относительности. 
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Две статьи Паули появились в 1919 г. [12] за два года до 
опублюювания его энцинлопедичесной статьи. В первой статье 
он привел явные выражения для псевдотензора энергии­

импульса гравитационного поля для общего случая (Эйнштейн 
опублиновал их в форме, верной тольно при условии, что опре­
делитель метричесного.тензора нормирован на -1). Он подчер­
нивал, что полученные им выражения, хотя и отличаются от 

формул Эйнштейна, но тольно на дивергенцию, равную нулю, 
наR и должно быть. 

Во второй статье рассматривалась единая теория поля 
Вейля. Обсуждались различные возможности выбора фуннции 
действия, в частности тание, ноторые допуснали статичесние· 

сферичесни-симметричные решения. С большим математиче­
сним: иснусством решение последней проблемы сводилось R реше­
нию единственного, хотя и чрезвычайно сложного, обьшновен­
ного дифференциального уравнения третьего порядна. 

Через четырнадцать лет появилась наиболее обстоятельная 
статья Паули по общей теории относительности «0 формули­
ровне занонов природы пятью однородными ноординатами» 

[13). В 1921 г. Калуца обнаружил, что уравнения Эйнштейна -
Мансвелла (объединенные уравнения гравитационного и элент­
ромагнитного полей в отсутствие зарядов) допуснают интересную 
геометричесную интерпретацию [ 11]. В форме, усовершенство­
ванной Оснаром Клейном, эту интерпретацию можно изложить 
следующим . образом. Пусть '\'µv озна</з.ет метричесний тен­
зор пятимерного риманова пространства (µ, v=1, ... , 5). Пред­
положим, что '\'µv не зависит от пятой ноординаты х5 («условие 
цилиндричностю>) и что 

)'55 = 1. 

Тогда 14 переменных поля теории Мансвелла - Эйнштейна, 
а именно десять номпонент g; 1, :метричесного тензора (четырех­
мерного пространства - времени) и четыре номпоненты (/J; 

элентромагнитного потенциала можно выразить через '\'µv: 

gik. = Yih --Y;s У11.ь, 

Ч'i = (2хГ1/2 Yis• 

где х - гравитационная постоянная. Отождествление пере­
менных поля с геометричесними величинами пятимерного 

пространства приводило R поразительным результатам: 1) урав­
нения Эйнштейна - Мансвелла получаются из принципа наи-

15* 
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меньшего действия, причем Jrагранжиан есть просто сr<алярная 
I\ривизна пятимерного пространства; 2) геодезические линии 
пятимерного пространства соответствуют траекториям заряжен­

ных частиц, причем направление геодезических линий связано 

просто с удельным з·арядом частицы е/т. 
Это объединение тяготения и электричества, таr\ же как 

и геометрическая интерпретация динамики теории Эйнштейна -
Маr\свелла, привлеrшло и интриговало многих. До наших дней 
неясно, имеет ли эта интерпретация более глубон:ий смысл. 

Однаr\о с самого начала условие цилиндричности и норми­
ровка у55 =1 представлялись. совершенно искусственными с 
точн:и зрения пстинной пятимерной геометрии. Поэтому неко­
торые математики (Веблен и Гофман, Шутен и ван Данциг) 
предлагали ввести пять проективных координат х1, ... , х5 тан, 
чтобы, с одной стороны, сохранилась симметрия по пяти коор­
динатам, а с другой - эти координаты описывали четырех­
мерное многообразие в силу того, что геометричесrшй смысл 
придавался бы тольно отношению х1 : х5 • 

В первой части своей статьи Паули дал превосходное изло­
жение этой проективной геометрии и ее тензорного анализа, 
построенное на основе фундаментальных принципов, и затем 
сформулировал уравнения Эйнштейна - Максвелла в проек­
тивных l\оординатах. Вторая часть посвящалась включению 
в эту геометричесную структуру спиноров и уравнения Дира:ка. 
На мой взгляд, это пс11\а наиболее удовлетворительное изложе­
ние спиноров в рамках общей теории относительности совер­
шенно независимо от проблем единой теории поля. 

Что касается объединения гр·авитации и электричества, 
то Паули позднее высназал неудовлетворение всем достигнутым, 
и критика в приложении к его книге представляется весьма 

интересной и уместной. Крат1<0 она заключается в следующем: 
недостаточно выразить два поля в единой геометрической струк­

туре. "Уравнения поля та:кже должны сами. быть следствием 
этой геометричесной стру:ктуры, особенно же ее инвариантной 
группы. Применяя этот критерий к теории Эйнштейна - МаRс­
велла, можно провести следующее рассуждение. Поско;т:rьку 
проективная формулировка, :как можно по:казать, эквивалентна 
первоначальной теории Калуца - Клейна, достаточно заме­
тить, что в силу условия цилиндричности и нормиров:ки '\'55 =1 
инвариантная группа значительно уже группы пятимерной 
римановой геометрии, и, следовательно, :кроме сналярной 
кривизны, можно построить очень много лагранжианов, 
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приводящих к уравнению\1 Эйнштейна - Максвелла. Таким 
образом, истинного объединения не достигается. 

Это критическое замечание, между прочпм, не относится 
к обобщению теории, исследованному Клейном. Он отказы­
вается от условия цилиндричности, так что · Yµv -считается 
функцией: пяти переменных. Однако при этом Yµv предпола­
гается периодической: функцией: по х5 , и ее можно разложить 
в ряд Фурье, коэффициенты которого, зависящие от простран­
ственно-временнь1х переменных х 1 , ••• , х4 , предположительно 
описывают различные частицы и подлежат квантованию. 

За последнее время заметно вырос интерес к математиче­
скому анализу «классической» общей теории относительности 
(т. е. к первоначальной теории Эйнштейна, в противополож­
ность каким-либо ее обобщениям или видоизменениям). Это 
весьма желательно как для самой теории относительности, так 
и ввиду попыто1{'ее квантования. Прогресс общей теории отно­
сительности задерживался, конечно, бес~порными математи­
ческими трудностями, но даже и те вопросы, мвтоды которых 

бЫли известны, оставались нерассмотренными. 
Уцомянем несколько из них: 1) удобные :крите'рии э:квива­

лентности двух метрических полей; здесь чрезвычайную пользу 
могут принести выведенные Петровым [ 14] :к~ноничесюrе формы 
.тензора кривизны, для которых Ri1,=0; с этим связана более 
трудная и более общая проблема характеристики метричес1\ого 
поля с помощью полного и независимого набора инвариантов 
[ 15]; 2) повторное исследование возможных выражений для 
псевдотензора энергии - импульса tравитационного поля 

[16]. 
Кроме того, остаются более глубокие и более трудные проб­

лемы существования регулярных решений для уравнений 
пустого пространства, :которые удовлетворяли бы подходящим 
асимптотическим условиям, например приближались бы на 
больших пространственных расстояниях к метрю\е Мюшов­
ского в соответствующей системе :координат. Ответ известен 
только для стационарного случая (все компоненты :метриче­
ского тензора не зависят от временной переменной х4): метрика 
является необходимо ев:клидовой [ 1]. Для статического полЯ 
(g14 =g24 =g34 =0) этот результат известен уже давно. Проме­
жуточныii результат был получен в очень интересной статье 
Эйнштейп_а и Паули [18]. Используя непосредственно вариа­
ционный принцип для уравнений поля, они показали, что 
асимптотически решение должно уменьшаться быстрее, чем 1/r. 
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Решение цля общего стационарного случая получено Лихнеро­
вичем. 

Квантование гравитационного поля прецпринима,лось с раз­
личных позиций; однако работа еще не достигла такой стадип, 
на которой могли бы возникнуть спецпфичесюrе кваптовотео­
ретпческие проблемы и трудности. 

По сравнению с его работами в других областях число 
оригинальных статей Пауди по общей теории относительности 
довольно невелико, однако его речь на Бернской конференции 
[19], а также предисловие и приложение к его книге содержат 
глубокие мысли по общей теории относительности. Все, что он 
говорил об основах теории относительности, о ноле и веществе, 
квантовой теории и теории относительности, будет глубоно 
интересовать каждого физина. 
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Б. В А Н Д Е Р В А Р Д Е Н 

ПРИНЦИП ЗАПРЕТА И СПИН 

ВВЕДЕНИЕ 

Изложение физичес:ких теорий в учебни:ке по необходимо­
сти является хотя бы отчасти догматическим. Сначала форму­
лируется гипотеза, затем излагаются ее следствия и, на:конец, 

эти следствия сравниваются с результатами э:ксперимента. 

Не:которые авторы придерживаются с.мешаппого метода, 
дополняя догматичес:кое изложение эн:скурсами в историю, по:ка­

зывая, :ка:к возни:кли гипотезы. Та:кой метод обладает большими 
достоинствами. 

Можно, на:конец, пользоваться историческим .методом и 
шаг за шагом воспроизводить ход мыслей теоретин:ов в той мере, 
в :какой это позволяют пх работы. По моему мнению, полного 
понимания физичесной теории можно достичь, .11ишь следуя 
историчес:кому методу. Этот метод позволяет нам судить, 
нас:кольно та или иная гипотеза необходима для объяснения 
определенного :круга явлений, можно ли ее видоизменить и :ка-
ковы пределы ее применимости. · 

В предлагаемой статье используется в основном историче­
ский: метод. Это налагает жест:кое ограничение на сферу иссле­
дования. Приходится рассматривать поочередно одну работу 
за другой, чтобы объяснить задачу, стоящую перед :каждой 
из них, ситуацию, в 'которой она была написана, что было изве­
стно :к моменту ее написания и :какие попыт:ки решения задачи 

были сделаны прежде. Можно менять обозначения на более 
современные, можно опускать доказательства, но основные 

идеи необходимо разъяснять в каждом случае. 
Применение исторического метода :к фундаментальным рабо­

там Паули облегчается его весьма ясной манерой изложения: 
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он четно ставил задачу, точно- формулироваJ1 полученные дру­
гими физиками результаты и основную идею предлагаемого 
решения, приводил соображения в пользу :этого решения, а так­
же указывал на связанные с ним трудности и возникшие новые 

проблемы. 
Об истории от:крытия принципа запрета Паули рассказал 

в очень поучительной лекции «Принцип запрета и квантовая 
механика», прочитанной в Стокгольме в 1945 г. после получе­
ния им Нобелевской премии 1). В :этой лекции он говорил о своей 
старой работе по аномальному :эффекту Зеемана, как о работе, 
сыгравшей «решающую роль в открытии принципа запрета» . 
.Поэтому мы и начнем нашу работу со статьи. Паули, опублико­
ванной в 1923 г. и посвященной аномальному :эффекту Зеемана . 

. § 1. ЭФФЕКТ ЗЕЕМАНА В СИJIЬНЫХ ПОJIЯХ 

W. Р а u l i, Gesetzmii/Зigkeiten des anomalen. Zeeman­
effektes (В. Паули, Закономерности аномального эф­
фекта Зеемана), Zs. f. Phys., 16, 155 (поступило 
в редакцию в апреле 1923 г.). 

В речи, произнесенной в Принстоне [1], Паули рассказы­
вает о своем отношении к аномальному эффекту Зеемана в те дни: 

«Аномальный тип расщепления был особенно интересен тем, что 
хотя он и подчинялся красивым и простым законам, однако понять 

его было очень трудно, так как самые общие предположения об 
электроне, исходящие ка1' из классической, так и из квантовой теории 
приводили всегда к одному и тому же триплету. При более близком 
знакомстве задача показалась мне еще более неприступной. Коллега, 
ветретивший меня, когда я бесцельно бродил по преК)3асным ули­
цам Копенгагена, дружески сказал: «Вы выглядите очень несчаст­
ным». На что я пылко ответил: «Как может челове1\ выглядеть сча­
стливым, если он думает об аномальном эффекте Зеемана?». 

Уровень знаний, достигнутый к 1923. г., когда Паули напи-
сал свою статью, можно охараъ:теризовать следующим образом. 
l\онечно, было известно, что уровни энергии атома определяют 

его спектр, согласно правилу Бора, 

E 1 -E2 =hv. 

В спектроскопии различным типам уровней или состояний при­
писывались буквы S, Р, D, F, ... или квантовое число 

L=k-1=0, 1, 2, 3, 

I) Печатастен в настоящем сборнике, см. стр. 357. - Прим. ред. 
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Каждый терм, принадлежащий синглету или мультиплету, 
характеризовался' максимальной мультиплетностью 

2S + 1=2i = 1, 2, 3, . . . (откуда S =О, ~, 1, ... ) . 

Паули использовал буквы k и i; мы будем пользоваться 
современными обозначениями L и S. Для нас L и S - это соот­
ветственно орбитальный и спиновый моменты количества дви­
жения атома, но ход рассуждений Паули не зависел от такой 
интерпретации. 

Каждый мультиплет состоит самое большее из 2S+1 терма, 
значения L и S для всех термов мультиплета одинаковы. Внутри 
мультиплета термы различаются квантовым числом J (по 3оммер-
фельду j), которое принимает значения · 

1 = L + S, L + S - 1, ... , L - S при L > S, 
1 =S +L, S+L-1, .. "S-L при L < S. 

В большинстве случаев выполняются комбинационные правила 

L -> L + 1, L или L - 1 (но не О -+ О) 

S--;. S 

1~·1+1, 1 или 1-1 (но не 0-+0). 

Если атомный номер Z (для р-кратно ионизированного атома 
число Z -- р) четен, то S и 1 - целые числа, если нечетен, 
то S и 1 - полуцелые. В магнитном поле каждый терм рас­
щепляется на 21 + 1 уровни, различающиеся нвантовым 
числом М, принимающим значения 

1v1 = 1, 1 - 1, ... , - 1. 

Если поле слабое, то уровни э1шидистантны и смещены от поло-
жения невозмущенного терма на расстояние · 

E=Mgoli ( еН ) о---- 4nmc ' 

где g - фаиор Ланде 

_ ~+S(S-'t-1)-L(L+i) 
g- 2 2J(J-t1) . 

I~омбинационные правила для М тановы: 

М --> М ± 1 (а-номпонента) 

lH -> Л1 (:n:-компонента) 

Запрещено О-+ О при 1-+ 1. 
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Паули принимает эти эмпирические правила за исходные 
и обращается к случаю сильного магнитного поля. Прежде 
всего он приводит таблицу полученных из опыта сдвигов уров­
ней Е в единицах oh и замечает, что квантовые числа i'vl 
и отношения E/oh можно записать соответственно в виде 

M=ML+Ms, 
Е -

Oh=ML+2Ms= М +Ms, 

где М L (т1 у Паули) принимает целые значения от L до - L, 
а М s (µ у Паули) принимает значения ± 1! 2 для дублетов, а для 
триплетов значения О, ± 1. Последнее немедленно обобщается 
на произвольный мультиплет: JИ s принимает значения 

S, S,_ 1, ... , -S. 

Комбинационное правило для М s гласит: 

Ms-?>Ms. 

Это правило объясняет, почему эффе1'т Зеемана в сильных 
полях на опыте оказывается пормадьным. 

Затем Паули формулирует следующее правило: 
Су.мма эпергий для всех состолпий .мультиплета, отвечаю­

щих од пом у и тому же зпачепию М, остается липейпой фупк­
цией Н при переходе от слабых полей к сильпым. 

Значению 1\1 =J =L+S отвечает только одно состояние и, сле­
довательно, энергия этого состояния является линейной функ­
цией Н. С другой стороны, если накое-либо значение М отве­
чает максимальному числу состояний, т. е. 2S + 1, то ~умма энер­
гий этих состояний в сильном поле, поделенная на 2S+1, равна 
Moh, и потому по правилу Паули эта сумма должна сохранять 
то же значение и в слабых полях. Другими словами, среднее 
значение факторов g, отвечающих некоторому L > S, равно 1. 
Эти частные результаты уже были получены Гейзенбергом 
из постулата о статистическом постоянстве орбитального 
момента. 

Паули показывает та~,же, ка~' из сформулированного им 
правила можно получить весь набор факторов Ланде. Можно 
добавить, что квантовая механика позволяет дон:азать это пра­
вило. Сумма энергий состояний с заданным М равна следу 
матрицы возмущения и, следовательно, является линейной 

функцией Н. Все экспериментальные данные находятся в согла­
сии с правилом Паули. 
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§ 2. ДВУЗНАЧНОСТЬ ЭЛЕКТРОНА 

W. Р а u 1), ЙЬеr dеп· Eiпfluss der Geschшiпdigkeits­
abhiiпgigkeit der Elektroпenmasse аиf den Zeemaп­
effekt (В. П а ул и, О влиянии зависимости электрон­
ной массы от скорости на эффект Зеемана), Zs. f. Phys., 
31, 373 (поступило в редакцию в декабре 1924 г.). 

В 1923 г. Паули посвятил свою вступительную леrщию при­
ват-доцента в Гамбурге периодической системе элементов. 
В Нобелевской лекции он пишет: 

«Содерж.ание этой лекции совсем не удовлетворяло меня, так как 
проблема заполнения электронных оболочек тогда не продвинулась 
пи на шаг. Единственное, что было ясно, это то, что между этой про­
блемой и теорией мультишrетпой структуры должна существовать 
тесиейшал связь. Поэтому я предприняд попытку еще раз рассмотреть 
простейший сJiучай - дублетную структуру спектра щелочных метал­
лов. Согласно орт(щоксальной тогда точке зрения, которой придержи­
вался п · Бор в своих уже упомянутых Гt;ттингенских лекциях, 
причиной этой дублетной структуры считали не равный нулю 
орбитальный момент атомного остатка». 

И в конце 1924 г. Паули публикует работу, в которой мотиви­
рует свой отказ от «ортодоксальных» -воззрений. Сначала он 
учитывает релятивистский эффект влияния снорости элек­
трона на К-оболочн:е на его магнитный и механичес:кий моменты. 
Он обнаруживает, что перелятивистс1>ое значение для отноше­
ния этих моментов следует умножить на фактор у [среднее зна­
чение (1-v2/c 2)1/2], равный 0,924 для Ва и 0,817 для Hg. Но 
ни нормальный, ни аномальный эффенты Зеемана не обнаружи­
вают присутетвия такого медленно убывающего фактора. 
Измеренные на опыте значения g являются рациональными дро­
·бями, зависящими тольпо от ~>вантовых чисел термов. 

Чтобы выразить наблюденные значения g·-факторов через 
·орбитальный момент зашшутых оболоче1>, :к ноторым принад­
лежат К-оболочни атомов щелочных металлов, пришлось бы 
удваивать отношение магнитного момента электрона к механи­
чес:ком:у, а тю>же компенсировать подсЧитанный нлассичесни 
релятивистский эффект влияния скоростн. Элентрон должен 
был бы менять свой магннтный мочент при уходе с оболочки 
и при приходе на нее, что крайне маловероятно. 

По этой причине Паули предполагает, следуя Зоммерфельду, 
что и орбитальный и магнитный моменты зам1шутых оболочек 
.равны нулю. Для атомов щелочных элементов это означает, что 
орбитальный момент атома и сдвr1г уровней энергии в магнит­
ном поле цели:ком связаны с в3лентным электроном. До этого 
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момента Паули лишь взвешивал достоинства двух противоподож­
ных ГИПОТеЗ, вrедеННЫХ другими физиками, НО теперь ОН совер­
шает неожиданный с1\ачок п пишет следующие пророческие 

слова: 

«Согласно этой точке зрепин, дублетная структура спектров ще­
лочных элементов, а также отступление от теоремы Jiapмopa ноз­
нипают nследствие характерноi1 двузначности квантовых свойств 
элентропа, ноторую нельзя ош1сать классичесни». 

Эту неподдающуюся классическому описанию двузначность 
электрона ньше мы называем спином. Сам Паули, когда он 
узнал о «вращающе~1ся электроне», серьезно сомневался в этой 
идее, поскольку она основана на классических представлениях 1). 

Поэто~~у, если мы хотим понять ход рассуждений Паули, мы не 
должны обращаться к представлению о «вращающемся элек­
троне>>. 

Тю\ что же именно имел в виду Паули, когда говорил о 
«характерной двузначности свойств элехтрона»? 

В дальнейшем я буду предполагать, что момент количества 
движения измерен в единицах h/2л, а магнитный момент -
в магнетонах Бора. Начнем с формул Паули для сильных полей 
(см. § 1): 

M=ML+Ms, 

Е 
-;;;:; = м L + 2М s. 

(1) 

(2) 

Каков смысл квантовых чисел М, ML и Jl!/8? Во второй рабо­
те, в том же томе Zeitschrift fiir Physik (т. 31, стр. 765, полученп 
редакцией в январе 1925 г.), Паули говорит, что М -полный 
момент в нагiравлении поля. Эта интерпретация принадлежит 
Зоммерфельду [2], который первыl\I определил квантовые числа 
J и М. В той же работе Паули представляет М L в виде суммы 
величин т 1 , а Ms в виде суммы величин m8 , относящихся н от­
дельным элентронам: 

Jfs= L ms. 

Оба суммирования проводятся лишь по тем элентронам, которые 
не входят в замкнутые оболочки, ибо зам1шутые оболочни не 
обладают ни магнитным, ни механическим моментами количе­
ства движения (тal\I же, стр. 385). Поэтому в атомах щелочных 

1) 1 !обелевсная ленцпп, см. стр. 357 этой юrиги. - Прим. ред. 
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метаJшов обе суммы сводятся лишь R одному члену и выраже­
ния (1) и (2) упрощаются: 

Jf·=-m 1 + m8 , 

},' 
- 1- = т1 + 2т8 • 
о l 

(3) 

(4) 

Целое число т 1 можно интерпретировать как составляющую 
по полю момента количества движения для орбитального дви­
жения электрона. Следов'1тr:лыю, величипа m8 представлдет 
собой вклад самого элеr.тропа (з:~ вычетом его орбитальпого 
момента) в полный момент количества движепил М в направле­
нии поля. 

Поскольку т1 является целым числом, а m8 принимает зна­
чения± 1 / 2 , величина М принимает толыю полуцелые значения, 
и квантовое число J, определенное самым общим образом как 
максимальное значение М для любого терма мультиплета, при­
нимает значения L+1 / 2 и L-1 / 2 для двух термов дублета щелоч­
ных металлов. Следовательно, . двузначность J, приводящая 
к дублетному расщеплению, логически вытекает из двузнач­
ности т8 • Мы приходим, таким образом, к вполне убедитель­
ному и логичному объяснению первой части утверждения 
Паули: <1". дублетная стру!\тура". возникает вследствие харак­
терной двузначности". электрона». Обратимся теперь· ко 
второй части утверждения, касающейся «отступления от тео­
ремы Лармора», т. е. аномального эффекта Зеемана. 

Исходным пунктом рассуждений Паули (там же, стр. 374) 
··было .выражение для энергии атома в магнитном поле: 

Е= -(М·Н), (5) 

где М - вектор магнитного момента. Если мы сравним эту 
формулу с выражением (2), мы увидим, что атом, характеризую­
щийся квантовыми числами М L и М8 , ведет себя в сильном маг­
нитном поле подобно магниту с составляющей магнитного мо­
мента по полю, равной M 1,+2Ms. Если есть тольно один валент­
ный элентрон, то магнитный момент атома равен т1+2т8 (в маг­
нетонах Бора). 

Выражения (2) и ( 4) выполняются тольно для сильных полей, 
но если мы рассмотрим S-состояние атома щелочного элемента, 
·то М1,=0 и М=Мs=т8 , и, согласно правилу Паули, выраже­
ние (4) применимо и для слабых полей. Это означает, что при 
равном нулю орбитальпом моменте магнитный мо.мепт атома 
щелочного эле.мента равен в точности 2т8 • Согласно фунда-
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ментальным предположениям : Паули, этот магнитный момент 
целином принадлежит валентному электрону. 

Выше я старался не пользоватьсл какими-либо понятиями, 
чуждыми рассуждениям Паули, и подтверждал каждое положе­
ние ссылной на его собственные слова. Однако выводы мои были 
сформулированы в гораздо более точных выражениях, чем 
довольно расплывчатое утверждение , Паули о харантерной 
двузначности электрона. 

Почему Паули выражался так туманно? Почему он просто 
не сказал, что вследствие его предположений электрон обла­
дает внутренним моментом ms = ± 1 / 2 и магнитным моментом 
2m8 ? В Нобелевсной лекции он формулирует оба эти утвержде­
ния, но приriисывает их "У ленбеку и Гаудсмиту. Почему он сам 
не сделал этих выводов? Я попытаюсь решить эту историче­
сную загадку в § 4. 

§ 3. ПРИНЦИП ЗАПРЕТА 

W. Р а u l i, ЙЬеr den Zusammenhang des Abschlusses 
von Elektronengruppen im А tom mit der К omplexstruktur 
der Felder (В. П а ул и, О связи заполнения атомных 
оболочек в атоме со сложным строением поля), Zs. 
f. Phys., 31, 765 (поступило в редакцию в январе 1925 г.). 

Осенью 1924 г., когда Паули писал свою первую статью для· 
31 тома Zeitschrift fiir Physik, появилась работа английского. 
физика Стонера [3], в которой, помимо усовершенствования нлас­
сифинации по подгруппам электронов на замкнутых и незамк 
нутых оболочках, содержалось важное замечание, цитирован 
ное Паули следующим образом: 

«При данно:vr значении главного квантового числа число уровней 
энергии единственного эле~,трона в спектре щелочных металлов 

во внешнем магнитном ноле равно числу электронов на замкнутой 
оболочке благородных газов, отвечающей тому же значению глав­
ного квантового числа». 

В открытии принципа запрета это замечание сыграло решаю­
щую роль. Паули приводит его в своей Нобелевской лекции: 
и затем продолжает: 

«Тогда на основе моих прежних результатов по классификации 
спентральных термов в сильном магнитном поле для меня прояс­

нилась и общая формулировка принципа запрета». 

Паули сформулировал принцип запрета в своей второй 
работе в Zeitschrift fiir Physik (т. 31, стр. 765). Объяснив смысл: 
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квантовых чисел п, k1 , k 2 , т1 отдельного электрона в атоме, 
Паули следующим образом излагает свой принцип: 

«В атоме не может существовать двух или больше эквивалентных 
электронов, для которых аначения всех квантовых чисел п, k1 , k2 , m1 

в 1магнит.ном поле одинаковы. Ес.'Iи в атоме находится электрон, 
для которого все эти числа имеют определенное значение, то это 

состояние "занято")). 

Квантовые числа Паули связаны с современными кванто­
выми числами п, l, j, т1 соотношениями 

п = п, k1 = l + 1, k2 = j + ~ , m1 = т;. 
До опубли:кования своей работы Паули побывал в Тюбин­

rене и с помощью собранного там экспериментального мате­
риала проверил некоторые дополнительные заключения, :касаю­

щиеся аномального эффекта Зеемана. Ему та:кже нужно было 
придать·своим идеям такую форму, чтобы другие физи:ки могли 
понять их. Это было нелегкой задачей. «Физики считали прин­
цип запрета малопонятным, пос:коль:ку четвертая степень сво­

боды электрона не описывалась ни:ка:кой моделью» (Нобелев­
с:кая ле:кция). 

Сегодня, :когда мы знакомы с принципом Паули и «четвертой 
степенью свободы», носящей теперь название спина, нам не 
трудно понять ход мыслей Паули. Он начинает со щелочных 
металлов. В этом случае :квантовые числа l, j и mj для валент­
ного эле:ктрона совпадают с L, J и М для атома, посколь:ку зам:к- · 
нутые оболоч:ки не влияют на орбитальный и полный моменты 
атома. 

Переход к более сложным атомам осуществляется при 
помощи принципа Бора, который гласит: если к ионизирован­
ному атому добавить е{Це один эле:ктрон, то :квантовые числа 
уже связанных электронов останутся теми же, что в ионизирован­

ном атоме. Паули по:казывает, что и в простых, и в более слож­
ных случаях применение этого принципа позволяет получить 

правильный набор атомных термов. Принцип разветвления 
Гейзенберга и Ланде оказывается в согласии с принципом Бора. 

В рассуждениях Паули особую роль играют соотношения 
для эффекта Зеемана в сильных полях. Принцип Бора предпо­
лагает, что существуют таюrе :квантовые числа mj электронов, 

сумма которых равна составляющей полного момента атома 

в направлении поля 



240 В. Ван дер Варден 

Сдвиг уровня в магнитном поле пропорционален магнитному 
моменту 

1Yf 2 =1\J +Ms = ML +22Vf s. 

что можно записать, согласно принципу Бора, в виде ~уммы мо­
ментов отдельных электронов 

M2=~m2. 
После этих предварительных замечаний Паули теперь может 

сформулировать свое основное предположение: паждый элеп­
троп в атоме .!ftожн.о охараюперизовать главным пваптовым чис­

лом п и трем.<~ доnолпительпыми пваптовыми числа.ми l, j, mj. 
Число j всегда равно l± 1/ 2 , как в спектрах щелuчных .эле­
ментов. Вместо j можно также использовать т2 =т1 ± 1 / 2 • 

Ясно, что определение этих квантовых чисел было сопря­
жено с большими. трудностями в те дни, когда квантовой меха­
ники еще не существовало, и для описания движения электрона 

приходилось пользоваться несовершенными классическими 
моделями. Так, для определения чисел т2 и mj Паули прихо­
дилось предполагать магнитное поле настолько сильным, ч;то 

каждый эле~трон должен был обладать независимо от осталь­
ных ·определенным механическим моментом mj и магнитным 
моментом m2 • Паули прекрасно видел эти трудности и не считал 
своiо точку зрения окончательной:. Приходится только удив­
ляться мужеству и настойчивости, с которыми он развивал 
выводы из своей тео.рии. Дальнейшее развитие квантовой меха­
ники полностью подтвердило каждое из его предположений. 

Далее Паули переходит к случаю эквивалентных электро­
нов. Он указывает, что в этом случае некоторые комбинации 
квантовых чисел в Природе не осуществляются. Например, 
если два валентных электрона находя~я в s-состояниях, при­
надлежащих различным п, то мы обнаружим и синглетный 
и триплетный термы, но если п для обоих :.электронов одина­
ково, то существует только синглетный терм. 

Ограничение набора термов, по словам ПауJrи, тесно свя­
зано с явлением заполнения оболочек. Замкнутая в основном 
состоянии гелия К-оболочка содержит д~:\а электрона, а замк­
нутая в основном состоянии неона L-оболочка содержит восемь 
элентронов и т. д. Бор в своей теории периодической системы 
элементов подразделял эти восемь элентронов на две под­

группы по четыре в наждой, но Стонер предложил разделить 
.восемь элентронов на подгруппы из двух элентронов с l=O 
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и из шести с l=1. Стонер также предположил, что в других 
замкнутых оболочках при каждом значении l < п подгруппу 
составляют 2(2l+1) электрона. (Подобно Паули, Стонер исполь­
зовал k=l+1 вместо нашего l.) 

Наиболее важным из результатов Стонера является утверж­
дение, что число 2(2!+1), равное числу электронов на замкну­
той оболочке с данным значением l, представляет собой также 
число возможных состояний атома щелочного элемента в маг­
нитном поле, характерµзуемых тем же значением l при задан­
ном главном квантовом числе валентного электрона. 

Rак мы уже видели, это замечание Стонера дало Паули ключ 
к его принцИпу запрета. Паули объясняет равенство числа 
электронов в каждой подгруппе замкнутой оболочки величине 
2(2l+1) предположением, что каждое состояние, характери­
зуемое квантовыми числами (п, l, j, т), занято лишь одним 
электроном. Следовательно, при заданном пи l>O существуют 
только два возможных значения для j=l±1! 2 и при Rаждом j 
существует только 2 i+1 возможlое значение для т 1 • При l=O, 
j= 1/ 2 и mi принимает два значения. Таким образом, в любом 
случае мы получаем 2(2!+1) возможных набора (п, l, j, mj)· 

Квантовые числа j и mi для одного электрона Паули опре­
делил только в сильных полях, но он указывает, что по термо­

динамическим соображениям число состояний в слабых полях 
должно быть таким же, как и в сильных. Следовательно, все 
выводы из принципа запрета, касающиеся числа состояний 
и полного момента J этих состояний, должны иметь общее зна­
чение. ЛогиRа Паули достойна восхищения! 

Пользуясь принципом запрета, Паули находит числа элек-· 
тронов 2, 8, 18, 32, ... на замкнутых оболочках и показывает, 
почему триплетный S-терм не встречается у щелочноземельных 
металлов с двумя эквивалентными s-электронами. Если бы у обоих 
электронов квантовые числа mi были одинаковы, то набор четы­
рех квантовых чисел 

(п, l, j, mi) = ( п, О, ~ , mi) 
у них бы совпадал, что, согласно принципу запрета, невозмщкно. 
Следовательно, М не может принимать значения +1 или -1 
иJ не может быть равно 1; это означает, что триплетный S-терм 
отсутствует. 

Затем Паули рассматривает случай, когда в зам1шутой обо­
лочке недостает одного электрона. В этом случае :в подгруппе, 

16 закав No 21.4 
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определяемой квантовыми числами l' и j', нехватает одного 
набора величин (l', j', т'). Полный момент оболочки равен 

iVl = ~ mj = - т'. 
Когда т' пробегает все возможные значения от -j' до --r J , 

М меняется от+ j' до-j' и мы получаем тот же набор состоянии, 
что и для одного электрона. Следовательно, число состояний 
при одном недостающем электроне в зам1шутой оболочке равно 
числу состояний единственного валентного электрона- в атомtJ 
щелочного металла при заданном значении п; полный момент J 
в обоих случаях пробегает один и тот же набор значений. Все 
эти выводы подтверждены экспериментом. 

В общем случае число состояний на замкнутой ободочке, из 
которой нехват ~ет q электронов, равно числу состояний набора 
из q электронов, у которых п одинаково. 

Паули приводит еще несr\одько примеров применения прин­
ципа запрета; опыт всегда поI\тверждал его выводы. 

В конце статьи Паулн вырJжает надежду, что лучшее пони­
мание квантовой меха~пши позволит вывести прпнцип запрета 

из более фундамептадьных гипотез. До пе~н>торой степени 
эта надежда оправдалась. Действительно, принцип запрета 
можно вывести из более общего принципа антис11мметрии, кото­
рый, I\aI\ показал сам Паули, тесно связан с тем, что спин 
с~лектрона является полуцелым, и с требованием релятивистской 
инвариантности (см. § 15). 

§ 4. ВРАЩАЮЩИЙСЯ ЭЛЕКТРОН 

vY. Не i s о n Ь е r g, Zur Quantentheorie r!er Multiplett­
struktur und der anomalen Zeemaneffekte (R. Г е й­
;~ е п б ер г, Н квантовой теории мулhТИПJit>тпой 
структуры и аномального эффекта Зеемана), Zs. f. Phys., 
32 8!11 (поступило в редакцию в апреле 1925 r.). 

(}. Е. Uhlenbeck, S. Goudsniit, Er-
,et~ung rler llypothese vom unmechanischen Zu·aпg durch 
eine Porderung Ьeziiglich des inneren i·erhaltens /edes 
Pinzelnen Elektrons (Г. Уле н б е I\, С. Г а уд­
е м и т, Замена гипоте3Ы о немеханичrском натяже­
шш предположением о внутреннем состоянии отдель­

IIОГО электрона), Nat пrwiss., 13, 953 (поступило в ре­
дакцию в октябре 1925 г.). 

G. Е. U h 1 е n Ь е с k, S. G о u d s m i t, Spinning 
Electrons and the Structure о/ Spectra (Г. Уле н­
б (~к, С. Г а уд см и т, Вращающиеся элrктроны 
и строение спектров), Nature,_117, 264 (паппсапо в де­
кабре 1925 r.). 
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трона), Nature, 117, 514 (написано в феврале 19<.6 г.). 

L. Н. Т h о m а s, The Kinematics of ап Electron 
with ап Axis (Л. Т ом а с, Кинематина элентрона 
с осью), Phil. Mag., 17, 3, 1(опублиновано в январе 
1927 г.) 

R. de L. К r о n i g, Spinning Electrons and the Stru­
cture of Spectra (Р. Крон и г, Вращающийся элентрон 
и строение спентров), Nature, 117, 550 (опублиновано 
в апреле 1925 г.). 

G. Е. U h l е n Ь е с k, Оиdе еп nieuu•e vragen da 
natuurkunde, Amsterdam, 1955 (Г. Ул е н б е н, 
Старые и новые вопросы естествознания), речь, 
произнесенная в апреле 1955 г. 
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Помимо перечисленных опубликованных работ, с любезного 
разрешения адресатов и отправителей были использованы СJiе­
дующие письма: 

От Гейзенберга Гаудсмиту от 21 ноября и 9 денабря 1925 г.и 19 февралн 
1926 г. . 
От Гейзенберга Паули от 24 ноября и 24 денабря 1925 г. 
От Паули Бору от 5 11 26 февраля и 5 и 12 марта 1925 г. 
0т Бора Кронигу от 26 марта 1926 г. 
От Кро11111а Ван д<'Р ВардРну от 22 июня 1959 г. 
От ГейзенбРрrа Rан щ•р Вардену от 23 июня 1959 г. 
От У ленбена Ван дер 13ардену от 7 июля 1959 г. 
От Гаудсмпта Ван дер Вардену от 14 июля 1959 г. 
От Бора Ван дер Вардену, июль 1959 г. 

Мы обратимся теперь R вопросу, поднятому в конце § 2. 
Почему Паули не приписал электрону момент количества дви­
жения тя = ± 1 / 2 и магнитный момент· 2m3 ? 

Опубликованные работы Паули не дали ответа на этот вопрос. 
В Нобелевской лекции он утверждает, что к идее врашающегося 
элентрона его склонил выполненный Томасом расчет дублет­
ного расщепления. Утверждение Паули поставило меня в тупИI\ 
и я решил написать ряду лиц, ноторые обсуждали с ним эти 
проблемы. Из ответов я выяснил, что о гипотезе вращающегося 
электрона Паули и Гейзенберг узнали от Rронига в начале 
1925 г. и от Уленбека и Гаудсмита в октябре того же года. 
Сначала они и Нильс Бор отвергли эту гипотезу, но впослед­
ствии согласились с ней - Бор и Гейзенберг в декабре 
1925 г., а Паули - в марте 1926 г. Передо мной возник, таrшм 
образом, более широкий вопрос, по какой причине Паули, Гей­
зенберг и Бор отвергли гипотезу о спине в 1925 г. и почему впо­
следствии они изменили свое мнение? 
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После длительной переписки и ряда бесед я получил почти 
исчерпывающие ответы на все вопросы. Я узнал, что выражение 
для расщепления дублета, найденное Кронигом в феврале 
1925.г. и передан:ное через Гейзенберга Уленбеку, Гаудсмиту, 
Эйнштейну и Бору, было исправлено Томасом и сыграло 
решающую роль в дискуссии. Чтобы объяснить, в чем было дело, 
мне придется·рассн:азать всю историю с самого начала. Я изло­
жу сначала факты, которые я узнал из перечисленных писем 
и статей, и добавлю затем шщоторые замечания. Частично 
эта история изложена в статье Кронига ~<Переломные годы», 
помещенной в настоящем томе. Мы пытал:Ись по возможности 
избежать повторений, но некоторые существенные вопросы 
пришлось затронуть в обеих статьях. 

Гипотезу об электроне, вращающемся вонруг своей оси, 
впервые qредложил А. Комптон в 1921 г. [4]. Однако Комп­
тон не воспользовался своей идеей для объяснения аномального 
эффекта Зеемана, и его работа, по-ви.димоlllу, не оказала влия­
ния на дальнейший ход событий. 

В январе 1925 г. двадцатилетний Крониг прибыл в Тюбин­
ген, чтобы встретиться с Ланде и Баком. Ланде показал Кронигу 
только что полученное письмо Паули, в котором разъяснялся 
принцип запрета ho существу таким же образом, н:ак в разо­
бранной в § 3 статье Паули. В письме, как и в работе, Паули 
предлагал харан:теризовать состояние элентрона четырьмя 

нвантовыми числами (п, l, j, mj в современных обозначенинх), 
причем j равно l + 1 / 2 или l - 1 / 2 , а mj принимает значения 
j, j-1, ... ,-j. 

Кроню· сразу увидел, к чему ведет эта гипотеза. Если полный 
момент j отличается от орбитального момента l на ± 1 / 2 , то это 
означает, что каждый электрон в дополнение к моменту, связан­
ному с орбитальным движением, имеет еще собственный момент 
с проекцией на любое избранное направление, равной± 1/ 2 

(в единицах /i/2n). Первоначально ::этот момент приписывался 
атомному остап<у, но, согласно воззрениям Паули, его нужно 
отнести к самому элен:трону. Чтобы интерпретировать динами­
чески этот момент, Крониг предположил, что электрон вращает­
ся вокруг собственной оси. 

В тот же день Крониг оценил уровни энергии электрона, 
несущего магнитный момент, равный в точности одному магне­
тону Бора. В системе координат, где электрон покоится, элек­
трическое поле атомного ядра при помощи преобразования 
Лоренца порождает магнитное поле. Взаимодействие этого поля 
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с магнитным моментом электрона приводит к появлению в выра­

жении для энергии члена, пропорционального скалярному 

произведению векторов спина и орбитального момента. Для 
атомов щелочных элементов учет. этого взаимодействия дает 

величину дублетного расщепления, пропорциональную Z4 , 

где Z - эффективный заряд ядра (или, точнее, пропорциональ­
ную z1z 2 , где zi и z - заэкранированные заряды ядра, дей­
ствующие внутри и вне атомной оболочки). Это согласуется 
с экспериментальными данными, приведенными Ланде [5]. 
В старой модели дублетное расщепление объяснялось магнит­
ным моментом атомного остатка и было пропорционально Z3 • 

Удовлетворительный результат расчетов позволил Кронигу 
надеяться, что в водородоподобных атоиах новый эффект на­
ложится на тонкую структуру, рассчитанную Зоммерфельдом, 
и уровни с l=f- 1/ 2 и l=/+1 / 2 будут совпадать. при любом j. 
Это объяснило бы наблюденную на опыте тонкую структуру 
водородных термов. Оказалось, однако, что расчет нового 
эффекта дает вдвое большую величину, чем требует ЭI\сперимент. 

8 щrваря Крониг встретил Паули в Тюбингене и рассказал 
ему о своих идеях и расчетах. Паули ответил: «Это очень остро-
умная выдумка», но был настроен скептически. , 

Затем Крониг отправился в Копенгаген и обсудил ЭТ'j про­
блему с Гейзенбергом, Крамерсом и другими. Идея о вращаю­
щемся электроне и здесь не встретила поддержки. Подавленный 
отрицательной реакцией прославленных физиков, Крониг не 
опубли:ковал свою теорию; :кроме того, он пре:красно знал о 
непреодоленных трудностях, он перечислил их в своем письме 

ко мне: 

«Во-первых, уже упоминавшийся множитель 2. Во-вторых, трудно 
было понять, :каким образом вращение электрона вокруг своей оси 
приводит к магнитному моменту, в точности равному магнетону. 

В-третьих, необходимость вводить скорости вращения заряда в элек­
троне :классичес:ких размеров, превышающие скорость света. Нако­
нец, малая величина магнитных моментов атомных ядер, :которые 

11 то время прсдполагаJIИСЬ составленными из протонов 11 электронов». 

Независимо от Кронига голландс:кие физи:ки У ленбек и Гауд-
смит [6] также пришли п мысли, что :каждый терм в спе1<тре 
водорода следует хараптеризовать тремя пвантовыми числами 

(п, l, j), а не традиционными двумя, аналогично тому, как 
каждый терм в атоме щелочного металла характеризуется тремя 

квантовыми числамп (п, l, j) с той лишь разницей, что при дан­
ном j два водоr~мJ,ных терма l= i+1!2 и l= j-1/2 совпадают. 
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Такие же соображения аналогии привели к сходному заключе­
юrю и Слетера [7]. Эти соображения были довольно убедитель­
ными, и вывод, сделанный из них, как мы теперь знаем, ока­
зался правильным. На самом деле этот вывод является прямым 
следствием постулата Паули, гласящего, что каждое электрон­
ное состояние характеризуется четырьмя квантовыми числами 

(п, l, j, mj). . 
В тот период (1923-1925 гг.) физики 1юпенгагепской школы 

пытались устранить трудности, связанные со структурой муль­

тпплетов и магнитным расщеплением термов, вводя «немеха­

нпческое натяжение» как причину раздвоения термо,в. Эта 
гипотеза была предложена Бором в 1923 г. [8, 9] и разработана 
Гейзенбергом в апреле 1925 г. [9]. Хотя вся ситуация вызывала 
у Бора [10] чувства «грусти и безнадежности», он все же вплоть 
до конца 1925. г. придерживался своей гипотезы. 

Брешь была пробита в октябре 1925 г. знаменитым письмом 
У ленбека и Гаудсмита в Natur,Yissenschaften, представленным 
Эренфестом. Авторы не знали об идеях Rронига; они, как и 
Rрониг, исходили из четырех квантовых чисел Паули и пред­
Jiагали интерпретировать s и т .• ка~< квантовые числа, характе­
ризующие вращательное состояние :электрона. Для объяснения 
аном~льпого эффекта Зеемана они предположили, что отно­
шение магнитного момента элентрона к механичесн:ому моменту 

вдвое больше, чем в орбитальном движении. Взаимная ориен­
тация векторов спина и орбитального момента была причиной 
релятивистсного дублетного расщепления . 

.В речи, произнесенной в Лейдене в 1955 г. по случаю занятия 
профессорской нафедры Лоренца, ~т ленбен расс1>азал об откры­
тии и публинации гипотезы о вращающемся электроне: 

«Гаудсмит и я пришли к этой идее, изучая статью Паули, в которой 
был сформулирован знаменитый принцип запрета и ЭЛ('НТрону впер­
вые приписывались четыре квантовых числа. Вывод Паули был до­
вольно формальным; он не связывал шшакой копнрстной картины 
со своим предлож@нисм. Для нас оно казалось загадной. Мы свыклись 
с представлением, что каждому квантовому числу соответствует сте­

пень свободы, и, с другой стороны, с точечностью ьлектрона, который, 
очевидно, имел лишь три степени свободы, и не могли найти места 
для четвертого квантового числа. Мы могли пр1шять его тольно· в том 
случае, если электрон. является маленыюй сферой, способной вра­
щаться ... 
Несколько позже мы обнаружили из работы Абрагама (па которую 

обратил наше внимание Эре11фест), что множитель 2 в магнитном 
моменте вращающейся сферы с поверхностным зарядом можно 
понять 1шассически. Это ободрило пас, но наш энтузиазм в зна­
чительной мере остыл, когда мы обнаружили, что скорость вращения 



Принцип аапрета и спин 24 

на поверхности электрона должна во много раз превышать скорость 

евета! Я помню, что основные соображения пришли нам в голову 
как-то во второй половине дня в конце сентября 1925 г. Мы были 
взволнонаны, но не имели ни. малейшего намерения что бы то ни было 
предавать гласности. Это казалось столь необоснованным и дерзким, 
что где-то, несомненно, должна была таиться ошибка, да и Бор, Гей­
зенберг и Паули, наши большие авторитеты, никогда не предлагали 
ничего подобного. Но мы, конечно, рассказали обо всем Эренфесту. 
Он сразу заинтересовался, главным образом, я думаю, благодаря 
наглядному .характеру гипотезы, бывшей вполне в его духе. Он 
обратил наmэ внимание на несколько пунктов (в частности, указал, 
что в 1921 г. :Комптон предлагал идею о вращающемся электроне 
в качестве возможного объяснения естественной единицы магнетизма) 
и, наконец, заявил, что это либо очень важно, либо чепуха, и что мы 
должны написать короткое письмо для Naturwissenschaften и отдать 
ему. Он кончил словами " ... und dann werden wir Hern Lorentz fragen" 
(нужно спросить герра Лоренца). Так и поступили. Лоренц встре­
тил нас с присущим ему радушием и впиманщм и очень заин­

тересовался нашей идеей, хотя, я думаю, в душе относился к ней 
несколько скептически. Он обещал нам подумать над этим. И дей­
ствительно, уже через неделю он передал нам написанную замеча­

тельным почерком рукопись, содержавшую длинные расчеты 

:Jлектромагнитных свойств вращающегося электрона. Мы не вполне 
поняли их, но было очевидно, что представление о вращающемся 
электроне, если его принимать всерьез, связано с болы11ими труд­
ностями. Например, магнитная энергия электрона должна быть 
столь·· велика, что его масса по принципу эквивалентности должна 

превосходить массу протона, или, если принять известное значение 

массы, его размеры должны превосходить размеры атома! И тоiи 
другое кa:зaJIOCh бессмыслицей. Мы с Гаудсмитом чувствовали, что, 
быть может, пока ЛJ'!Ше воздержаться от каких-либо публикаций, 
но когда мы сказали о своем намерении Эренфесту, он ответил: 
,,Я уже давно отправил ваше письмо в печать, вы оба достаточно 
молоды, чтобы позволить себе сделать глупость!·'». 

Гейзенберг поздравил Гаудсмита со смелой работой и спросил, 
как тот не побоялся выбросить лишний множитель 2 в формуле 
для дублетного расщепления (т. е. в той самой формуле, кото­
рую Rрониг вывел и сообщил Паули, Гейзенбергу и Rрамерсу). 
В письме Гейзенберга (от 21 ноября 1925 г.) вывода этой фор­
мулы не содержалось. УJ1енбек в своем письме ко мне расска­
аынает: 

«Получив этот резуtrьтат от Гейзенберга, мы попытались вывести 
его сами. Сушественную помощь нам оказал Эйнштейн, бывший в то 
время в ЛС'йдене, который посоветовал перейти в систему координат, 
где электрон покоится, и рассмотреть, как преобразуется кулоново 
поле. Выкладки после этого стали вполне очевидными». 

Таким образом, Эйнштейн, У ленбек и Гаудсмит вывели за­
ново формулу Rронига для дублетного расщепления с лишним 
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множителем 2 при помощи таного же преобразования Лоренца, 
наное использовал Крониг. Именно это объяснение дублетного 
расщепления снлонило Бора R гипотезе вращающегося элентрона. 
Бор пишет в писЬме R Кронигу: ~ 

«Когда я приехал в Лейден па торжества, посвящеппыЕ> Лоренцу 
(дЕ>кабрь 1925 г.), Эйнштейн спросил меня сразу, как только я его 
увидЕ>л, что я думаю о вращающемся электроне. На мой вопрос о при­
чине взаимодействия направления спина с орбитальным движением, 
он ответил, что это взаимодействие являете.я непосредственным след­
ствием теории относительности. Его замечание было полным откро-. 
вением для меня, и с тех пор я никогда не сомневался, что нашим 

затруднениям пришел конец». 

В письмах к Паули (от 24 ноября) и Гаудсмиту (от 
9 декабря) Гейзенберг выдвинул ряд возражений против 
IJ:деи о вращающемся электроне, и главным среди них снова 

был множитель 2. Однако под влиянием оптимизма Бора Гей­
зенберг уже н 24 денабря изменил свое мнение. 
· А Паули остался при своем. Он встретил на гамбургсно111 
вокзале Бора, когда тот ехал из Копенгагена в Лейден, и строго­
настрого предостерег его против гипотезы о спине. После воз­
вращения Бора из Лейдена Паули встретил его в Берлине, 
выразил в резних словах разочарование по поводу его отступни­

чества и высказал сожаление, что в атомной физике возникает 
новая «ересы. 

Из писем Паули R Бору и из его Нобелевсной лекции мы 
можем заключить, что основные возраж«tния Паули против ги­
потезы о спине сводились R следующему: 1) лишний множи­
тель 2 в формуле для дублетного расщепления, который не был 
устранен даже ногда Паули и Гейзенберг проделали все вычис­
ления заново, пользуясь новой нвантовой механикой Гейзен­
берга; 2) классический харантер гипотезы о вращающемся 
элентроне. Сократов·демон 1) Паули, его интуиция (как мы гово­
рим сегодня) подсказывал ему, что «двузначность электрона» 
является типично нвантовым эффектом, ноторый нельзя опи­
сать на язьше нлассичесной механини. 

Нанонец, множитель 2 был. устранен Томасом. Коррентно 
пользуясь методами релятивистсной механини, Томас получил 
правильное значение для дублетного расщепления. Свою пер­
вую статью он написал в феврале 1926 г. в институте Бора 
в Копенгагене. 

1) Сократ говорил о некоем внутреннем голосе-«демоне~. который 
якобы должен направлять мысли и определять деятельность человека.­
Прим. ред. 
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Именно вычисления Томаса заставили Паули в марте 1926 г. 
согласиться с и:деей о вращающемся электроне. В Нобелев­
ской лекции он пишет: 

•Хотя сначала я сильно сомневался в этой идее ввиду ее 
классического характера, но- в конце концов все же стал ее сторон­

ником, после того как Томас вычислил величину дублетного расщеп­
ления. С другой стороны, мои прежние сомнения, а также осторожное 
выражение "двузначность, не поддающаяся .классическому описа­

нию'" в дальнейшем получили известное подтверждение, так как 
Бор показал с помощью волновой механики, что спин электрона 
нельзя измерить в классичеоки описываемых опытах ... ». 

Гипотеза о вращающемся электроне состоит из трех утвер­
ждений: 1) электрон вращается, 2) он обладает механическим 
иоментом с составляющей по заданному направлению m8 =±1/ 2 ; 

3) он обладает магнитным моментом, равным 2 m8 • 

Паули неохотно принял первое утверждение из-за его клас­
сического содержания. Мы знаем теперь, что оп был прав. 
Спин нельзя описать классической кинематической моделью, 
поскольку такая модель никогда не может привести к двузнач­

ным представлениям группы вращения. 

Логически Паули мог бы принять второе и третье утвержд~r 
ния, не принимая первого. Трудно, однако, говорить о моменте 
количества движения, не думая о вращении. Крониг, как и 
Уленбек с Гаудсмитом, вводил все три гипотезы как одно целое. 

Основной причиной, по которой Паули сомневался во всех 
трех утверждениях, было появление множителя 2 в расчетах 
дублетного расщепления, выполненных Кронигом. Паули знал, 
ч·то поведение щелочного атома в магнитном поле можно объяс­
нить, если приписать эле~\трону квантованный магнитный мо­

мент, равный одному магнетону. Но магнитный момент того же 
электрона в поле ядра, казалось, был равен только половине 
магнетона. После расчетов, проведенных Томасом, стало ясно, 
что электрон во всех случаях ведет себя как магнит с моментом, 
равным одному магнетону. Поэтому Паули согласился со 
вторым и третьим утверждениями и принял первое в качестве 

предварительной гипотезы, зная, что квантовой механикой уже 
создана совершенно новая ситуация. 

Отношение Паули к наглядной картине вращающегося 
электрона в тот переломный год ярко раскрывается следующим 
замечанием, содержащимся в его статье, посвященной семидеся­
тилетию Нильса Бора [11]: 

•После короткого периода идейного разброда и разногласий, вы­
званных временным ограничением "наглядности'", было достигнуто· 
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общее согласие о замене конкретных образов абстрактными матема­
тическими символами, например 'ljJ. В частности, конкретный образ 
вращения в трехмерном пространстве был заменен математическими 
характеристиками представления группы вращений». 

Мы видели, что сомнения Паули, Гейзенберга и Кронига 
во многих отношениях подтвердились. Лоренц также имел 
серьезные сомнения, которые в то время были вполне обосно­
ваны. По-моему, нет основания упрекать Паули и Гейзенбер­
га в том, что они не заставили Кронига опубликовать свои гипо­
тезы. 

§5. СТАТИСТИКА ФЕРМИ 

Е. F е r m i, Zur Quantelungdes idealen einatomigen 
Gases (Э. Ферм и, О квантовании идеаш.ного одно­
атомного газа), Zs. f. Phys., 36, 902 (поступило в рРдак­
цию в марте 1926 _r.) .. 

\V. Р а u 1 i, Uber Gasentartung und Paramagne­
tismus (В. П а у л и, О вырождении газов и па рамаг­
нетизме), Zs. f. Phys., 41, 81 (поступило в редакцию 
в декабре 1926 г.). 

Принцип запрета Паули был использован в статистической 
термодинамике в двух очень важных работах Ферми и Ди­
рака, появившихся независимо в 1926 г. Я расскажу сначала 
кратко о работе Ферми и о близко связанной с ней работе 
Паули в де.кабре 1926 г. · 

В идеальном газе отдельные ·молекулы движутся независи­
мо. Каждая молекула движется в поле, удерживающем моле­
кулы вместе, например в поле отталкивания идеально отра­

жающих стено.к. Посколь.ку результаты в конечном счете не 
зависят от кою\ретного ·выбора этого поля, Ферми предполо­
жил, что молекулы притягиваются к некоторой точке О цен­
тральными силами, пропорциональными расстоянию. Наждая 
молекула представляет собой теперь гармонический осцилля­
тор. Если каждая моле1\ула состоит из одного атома в нормаль­
ном состоянии и это нормальное состояние является простым 

(т. е. не расщепляется в магнитном поле), то состояние моле­
кулы хара.ктеризуется тремя квантовыми числами s1' s2, s3 , 

и ее энергия равна llv (s1 + s2 + s3) = livs, где v - частота осцил­
.:r:штора, а энергия отсчитывается от наименьшего возможного 

значения. 

Ферми предположил далее, что молекулы подчиняются 
принципу запрета Паули, т. е. каждое состояние может быть 
:занято не более чем одной молекулой. Состояние газа опреде-
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лено, коль скоро мы знаем, какие состояния заняты. Все состоя­
ния газа при заданном полном числе молекул и заданной пол­
ной энергии W=Ehv (Е - целое число) предполагаются равно­
вероятными. Вероятности различных значений Е однозначно 
определены требованием, чтобы при малых плотностях рас­
пределение по скоростям переходило в распределение Максвел­
ла. Опираясь на эти предположения, Ферми смог теперь вычис­
лить распределение по энергиям, среднюю кинетическую энер­

гию, давление и теплоемкость. Хотя Ферми подчиняет движе­
ние молекул законам классической механики, его ·результаты 
по существу совпадают. с результатами Дирака, полученными 
с привлечением квантовой механики в основополагающей 
работе, которую мы рассмотрим в § 6. 

Паули упрощает вьшладки Ферми, вводя в рассмотрение 
«большой ансамбль», в котором число частиц N подчинено за­
нонам случая. Оr\ончательные формулы для средней ::энергии 
и среднего числа частиц N не отличаются от полученных Ферми. 
Паули подсчитывает танже изменение числа частиц, обладаю­
щих заданной энергией. Затем он использует предположения 
Ферми для газа, состоящего из электронов или моленул с момен­
то~ количества дnижения, не равным нулю, и изучает поведе­

ние таI\ОГО газа в магнитном поле. 

§ 6. АНТИСИММЕТРИЧНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 

Р. А. l\I. D i r а с, Оп the ThPory nf Quantum Mechanics 
(П. А. М. Д и р а R, Об основах нвантовой мсхаюши), 
Ргос. Roy. Soc,, В112, 661 (поступило в редакцию 
в августР 1926 г .) . 

В 1925 г. появилась на свет квантовая механина. История 
;нога великого события подробно рассказана Уитеккером [12]. 
Ниже мы рассмотрим, наким образом понятие слипа и прин­
цип запрета были нведены в нвантовую механику. 

Назависимо один от другого Гейзенберг и ДираI\ первыми 
применили кnантовую механику к системам, состоящим из 

более чем одной частицы. Хотя работа Гейзенберга появилась 
в 8 томе Zeitschrift fiir Physik на два или три месяца раньше, 
чем работа Дирака, мы обсудим сначала последнюю. 

В разделе 3 ДираR замечает сначала, что матричная меха­
шша Гейзенбер1·а позволяет рассчитать только существенно 
физические величины и не дает нинаких сведений о тех вели­
чинах, которые нет надежды измерить экспериментально. 
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«Следует ожидать, что эта весьма удовлетворительная черта 
теории сохранится и при ее дальнейшем развитии»,- говорит 
Дирак. 

Затем он рассматривает атом с двумя электронами. Состоя­
ние атома, в котором один электрон находится на орбите т, 
а другой - на орбите п, обозначается символом (тп). Два состо­
ния (тп) и (пт) физически неразличимы. Если их нужно счи­
тать за разные состояния, то теория даст возможность рас­

считать порознь интенсивнссти' переходов (тп) __,. (т' п') и 
(тп)~·(п'т'). Однако на опыте можно определить лишь сумму 
этих двух интенсивностей. Поэтому Диран предпочел аль­
тернативное решение, считая (т,п) и (п,т) за одно состояние. 

В квантовой механике состояние атомной системы опреде­
ляется фующией \jJ, зависящей от координат q," Если\jJ,, (х, у, z)­
собственная функция единственного электрона на орбите п, 
то собственная функция атома в состоянии (т,п) равна 

'lf'm (Х1, У1• Z1) '11п (х2, У2· Z2) = '\f,'m (1) 1l'n (2) 
(если пренебречь взаимодействием). Собственная функция 
'l\Jm(2) \jJj1) отвечает тому же состоянию, если :мы считаем, что 
(т,п) и (п,т) совпадают. Если мы хотим получить в матрицах 
лишь по одной строчке и колонке, соответствующей и (тп) и 
(пт), то мы должны найти набор собственных фушщий вида 

'l\Jmn = amn'l\Jm (1) '1\Jп (2) + bmn'l\Jm (2) 'Фп (1), 

причем лишь одна функция этого набора должна отвечать и (тп) 
и (пт). Есть два способа выбрать набор 'Фтп так, чтобы удовлет­
ворить этому условию. Мы можем либо положить атп = Ьтn• 
что делает 'Фтп симметричной функцией двух электронов, либо 
положить атп =-bmn• что дает антисимметричную функцию '11m1,. 

Симметричными собственными функция:ми невзаимодействую­
щих электронов r являются номбинации 

L 'l\J1 (k1) 'l\J2 (k2) · · · 'l\Jr (kт), 
где суммирование проводится по всем перестановкам (k1 , ••• , kr) 
целых чисел 1, 2, ... , r. Антисимметричными функциями являются 
суммы таких же слагаемых, но с переменными знаками. Если 
учесть взаимодействие электронов, то собственные фунrщии по­
прежнему будут симметричными или антисимметричными. Дik­
ран приходит к заключению: \<В любом случае полное решение 
задачи дается или только симметричными функциями или 
тольRо антисимметричными». 
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Затем Дирак замечает, что в решении, осуществляемом анти­
симметричными функциями, не может быть стационарных со­
стояний с двумя или более электронами на одной орбите, т. е. 
формулирует принцип запрета Паули. Симметричное решение 
допуснает существование любого числа электронов на одной 
орбите и «таким. образом, это решение не может быть правиль­
ным для элентронов в атоме». 

В разделе 4 Дирак применяет тот же метод для ансамбля 
невзаимодействующих молекул в объеме, ограниченном стенками. 
Собственные . функции всей системы получаются перемноже­
нием плосю~х волн собственных функций молекул и образова­
нием симметричных и антисимметричных комбинаций. Все 
состояния системы (каждое из которых представляется одной 
собственной фуннцией) предполагаются априори равновероят­
ными. Для симметричных собственных фуннций это предполо­
жение ведет к статистике Бозе - Эйнштейн&.. В антисимметрич­
ном случае основные предположения Дирака по существу сов­
падают с предположениями Ферми, и расчеты средней нинети­

ческой энергии и давления стандартными методами статистики 
приводят к уже полученным Ферми формулам. 

Вывод Дирака таков: «Решение с симметричными собствен­
ными функциями должно быть справедливо для световых 1шан­
тов, поскольку статистическая механина Бозе. - Эйнштейна, 
как известно, приводит к закону Планка для излучения черного 
тела. Антисимметричное решение, по-видимому, справедливо 
для моленул газов, поскольку оно справедливо для электронов 

в атоме и можно думать, что молекулы больше похожи на элек­
троны, чем на кванты света». 

§ 7. ТЕОРИЯ АТОМА ГЕЛИЯ ГЕЙЗЕНБЕРГА 

W. Н е i s е n Ь е r g, М ehrkorperproЫem und Re­
sonanz in der Quantenmechanik (В. Г ей з е н б ер r, 
Задача многих тел и резонанс в квантовой механике), 
Zs. f. Phys., 38, 411 (поступило в редакцию в июне 
1926 :i;:.). . 

W. Не i s е п Ь е r g, tJber die Spektra von Atom- . 
systemen mit zwei Elektronen (В. Г ей з е н б ер г, 
О СП!.'Ктрах атомных систем с двумя электронами), 
Zf;. f. Phys., 39, 499 (поступило в редакцию в июле 
1926 г.). 

Основные идеи этих двух работ совпадают с идеями, поло­
:женными Дираком в основу его формулировюt задачи многих 
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теJ1. Гейзенберг также образует для двух одинановых частиu 
симметричные и антисимметричные собственные фуннции 

'\Jm (1) 'Pn (2) + '\Jm (2) '11п (1), 

'\Jm (1), 'l'n (2) -1\Jm (2) '\Jn (1), 

(1) 

(2) 

а для п одинановых частиц антисимметричные собственные 
фушш,ии 

(3) 

Он замечает также, что использование антисимметричных соб­
ственных функций приводит R принципу запрета Паули. 

Атом гелия, если отвлечься от спина, можно описывать обеи­
ми собственными фуннциями (1) и (2); они отвечают парагелию 
и ортогелию. В симметричном случае (1) оба элентрона могут 
оназаться в одном и том же состоянии; следовательно, в пара­

гелии осуществляется низший терм 1S, чего не может быть 
в ортогелиИ. Если бы не было взаимодействия ~1ежду элеrи'ро­
нами, энергии термов (1) и (2) были бы одинаковы, но взаимо­
действие раздвигает термы (обычно поднимает симметричный: 
и опускает антисимметричный). Во второй работе Гейзенберга 
выполнены некоторые численные расчеты. 

Затем принят во внимание спин. Спиновые векторы э:нч;:­
тронов 1 и 2 есть . ..- 1 и s 2 , их проекции на любое направление мо­
гут быть равны тольк.J ± 1 / 2 . Таким образом, из каждого состояния 
системы без спина возникают четыре состояшш, три из ното­
рых симметричны по спиновым координатам и одно антисим­

метрично. Согласно принципу запрета, комбинация собствен­
ных функций пространственных и спиновых координат долж­

на быть антисимметрична. Существует, таким образом, две 
возм:9жности - либо мы умножаем симметричные собствен­
ные функции парагелия на антисимметричную собственную 
фу1iн:цию спиновых координат и получаем синглетную систему 
термов парагелия, либо мы умножаем антисимметричные соб­
ственные функции ортогелия на три симметричные собствен­
ные функции спиновых координат и получаем триплетную си­
стему термов ортогелия. Расчеты выполнены методом, принад­
лежащим Rронпгу !13] и Дираку [14], результаты согласуются 
с данными, полученными из спентров Не и Li•. 

Гейзенберг употребляет выражение «спиновые координаты». 
но не говорит четко, что он имеет при этом в виду. Он рассмат­
ривает сначала"Упрощенную модель двух элентронов без орби-
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т·ального движения в постоянном магнитном поле. В этом. 
простом случае спиновые координаты представляют собой про­
сто составляющую момента количества движения по полю. 

К случаю атома Гейзенберг переходит при помощи аналогии, 
заменяя вектор внешнего поля вектором орбитального момента. 

Первое точное определение понятия «спиновых координат» 
дал Паули. Мы рассмотрим теперь теорию спина Паули. 

§ 8. ВЕНТОР СПИНА; И СПИНОВЫЕ МАТРИЦЫ s 1, s 2 , s3 

W. Heisenberg, Р. Jordan, Апwепdипg 
rler QuaпtPnmerhaпik аи/ das РrоЫет der anomalen 
Zeemaneffekte (В. Гей з е н б ер r, П. И орд ан, 
П риложf'ние квантовой механики к задач<> об аномаль­
ном эффекте 3!'емана), Zs. f. Pl1ys" 37, 2ВЗ (поступило 
в рrдакцшо в марте 1926 г.). 

\\'. Р 11 11 1 i, Zur Qиantenmechanik des magnetischm 
Elektronen (В. П а ул 11, О Rвантовомехапическом 
описании магнитного электрона), Zs. f. Phys., 43, 
601 (поступило в редакцию в мае 1927 r.). 

Гейзенберг и Иорда1I первыми рассчитали дублетное расщеп­
ление и аномальный эффект Зеемана в атомах с одним валент­
ным электроном методами матричной механики. В дополнение 

-+ 

к вектору орбитального .момента k с номпонента111и 

k:v= (yp1 -zpy) и т. д. 

авторы ввели спиновый вектор s с компонентами s"(',, s 11 , sz. 
Следуя Паули, мы будем употреблять полужирный шрифт 
для матриц и операторов. По аналогии с соотношениями ком­
мутации для k ", ku, l~z; 

J, " k' ". • с· li , " :х~у- 'y"x=l Zit)'Cz И Т. д.; 

~нюдятся такие же соотношения для sx, s 11 , sz: 

·"x<'y-Sy-'~x= i ( 2~ )sz и т. д, 
а также соотношения ..,, с h )2 ."1 2 =.'l~+s~+s~= 2л: s(s+1), 

(1) 

(2) 

где s=1/ 2 для одного электрона. Предполагается, что взаимо-.... 
действие между k и .<1 описываются слагаемым в энергии, про-
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порциональным k ·;.Энергия взаимодействия с внешним полем Н 
записывается в виде 

с 2~oJ Н • (k + 2.~. 
Исходя из этих предположений, Гейзенберг и Иордан методом 

теории возмущений рассчитывают термы. Результаты оказы­
ваются в идеальном согласии с данными энсперимента. 

Паули заменяет матрицы sx." операторами, действующими 
на шредингеровы волновые фуннции 'ф и удовлетворяющими 
тем же соотношениям (1) и (2). Если sx, sy, .'lz выражать в еди­
ницах 1 / 2 (h/2л), то эти соотношения запишутся в виде 

SXS'JJ - Sy·~x = 2isz: ..• ' (3) 
s~+s~+s;=3. (4) 

Основной трудностью для Паули было определение коор­
динат, фуннцией котпрых являлась 'ф. В дополнение к про­
<:.транственным ноординатам q Паули берет·sz-координату, при­
нимающую значения ± 1 независимо от направления оси z. 
Это означает, что функция 'ф (q,s,) имеет две компоненты: 
'\Ja.(q) и 'ф13 (q),. С.l)ответствующие sz=+1 и s,=-1. Вероятность 
того, что координаты q лежат в интервале от х до x+dx, от у 
,цо y+dy и от z до z+dz и при этом sz принимает значения +1 
или -1, равна 

l 'l\Ja. (х, у, z) 12 dx dy dz или l '1\111 (х, у, z) 12 dx dy dz. 
' 

Простейшее решение уравнений (3) и (4) таково: 

Sx ('фа., '\J1з) = ( 'ф13, '1\'а.), 
Sy ( 'l\Jrм '\113) = ( - iф13, i'ljJa,), 
Sz (фа,, 'l\J13) =('Фа., -'ljJ13). 

Матрицами этих 
матрицы Паули 

преобразований являются знаменитые 

·~х= (~ ~), 
Для перехода к новой системе координат 

предлагает следующие формулы: 

'\J~ = t 11 '\Ja. + t 12 '\113. 

11''3 = t21'Фа. + t22'Фl:I· 

-~). (5) 

(х', у', z') Паули 

(6) 
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где Т (составленная из tij) матрица, являющаяся унитарной 
матрицей, т. е. произведение Т на траспонированную и Rом-

пленсно-сопряженную матрицу з? равно единичной матрице 1, и 

(7) 

С друго,й стороны, sx, Sy, Sz являются компо,нентами вектора s 

и, следовательно, должны нреобразовываться, подобно ноордина­
там х,, у, z, прп помощи ортогональной подстанош~и 

(8) 

Паули показывает, что можно совместить (7) и (8) , если 
в качестве Т взять матрицу, составленную из величин а.*, 

~·' v*' б*' Rомплексно-сопряженных :к параметрам Кэли -
Клейна ортогонального преобразования (8), определенным 
в Rниге Зоммерфельда и Клейна [15]. Паули замечает .также, 
что все решения уравнений (3) и (4) можно получить из част­
ного решения (5) при помощи преобразований (7). Следова­
тельно, можно · без потери общности пользоваться частным 
решением (5). · 

_,. -+ 

Для энергии взаимодействия между s и k и для энергии 
электрона в магнитном поле Паули берет те же выражения, 
что и Гейзенберг и Иордан. Результаты, естественно, оRазы­
ваются совпадающими. Переход к общему случаю N электронов 
выполняется непосредственно. Волновая фунRция 'Ф( q1, "., qN. 
szl• "., SzN) эRвивалентна набору 2N фунRций пространственных 
Rоординат· 

'Фi1i2 ... iN (q1, . ; . ' qN), ilc = alc ИЛИ . ~k· 

Несмотря на полученные им в высшей степени хорошие резуль­
таты, Паули считал свою теорию лишь временной и приближен­
ной, посRольRу, Rак он заявлял, волновое уравнение не инва­

риантно относительно преобразований Лоренца и не дает воз­
можности вычислить поправRИ высших порядRОВ к ТОНRОЙ 
структуре водородных термов. Он чувствовал, что для раз­
решения этих трудностей понадобится более совершенная 
модель магнитного элеRтрона, включающая Rвадрупольный 
и более высоRие члены. . 

По-видимому, Паули недооценивал важность и закончен­
ность своих методов и реЗультатов. Предложенное им описа­
ние состояния N электронов при помощи 'ljJ-функции с не-

17 Заиаз J\Ji 214 
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сколькими компонентами, преобразующимися по линейному 
двузначному представлению группы вращенпя, являлось фунда­
ментальным и окончательным. Оно позволило Вигнеру и Неii­
ману обосновать все Эi\Ш:ирпчес:юrе правила систематини атсщ­
ных термов, не прибегая н: новым предположениям или наким­
либо приближениям (см. § 10). Дирак пспользовал матрицы 
Паули s1, при составлении релятивистского волнового уравненпя 
первого порядка (см. § 11). Волновое уравнение Дирана содер­
жит матрицы и похоже на уравнение Паули, а не на старое 
релятивистсr{ое волновое уравнение. Переход от однокомпо­
нентной волновой функции к двухкомпонентной 'ф более ради­
н:ален, чем переход от двух компонент к четырем; перехо;\ 

от векторной алгебры I\ двузначным представлениям группы 
вращения совершить много труднее, чем расширить группу 

вращений до группы Лоренца. Во всю\ом случае, именно Паули,. 
сделал первый решительный шаг, и в это:\1 отношении в его 
работе нет ничего временного или приближенного. 

§ 9. ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВОЙ В!ШОД СООТНОШЕНИЙ 
НОММУТАЦИИ 

J. v о n N е u m а n n, ЙЬеr die analytischen Eigen­
schaften von Gruppen linearer Transformationen und ihrer 
Darstellungen (И. Н ей м ан, Об аналитических 
свойствах групп линейных преобразований и их пред­
ставлений), Math. Zs" 30, 3 (поступило в редакцию 
в феврале 1927 г.). 

J. von Neumann, Е. Wigner, Zur 
Erklarung einiger Eigenschaften der Spektren aus der 
Quantenmechanik des D rehelektrons (И. Н е й м а н. 
Е. Вигнер, К объяснению некоторых свойств 
спектров на основании квантовой механики враща­
ющегося электрона), Zs.f. Phys., 47, 203 (поступило 
в редакцию в декабре 1927 г.). 

В. L. v а n d е r W а е r·d е n, Stetigkeitssatze 
fйr halbeinfache Liesche Gruppen (Б. Ван дер 
В а р д е п, Теоремы непрерывuостп для полупростых 
групп J1и), Math. Zs., 36, 780 (поступило в редакцию 
n мае 1932 г.). 

Теория Паули основана на соотношениях номмутацив 

SxSy - SySx = 2is, и т. Д, ' (1) 

r;веденных по аналогии с соответстнующими соотношениями для 

операторов орбитального момента количества движения kx, 
ky, kz. 
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При помощи теории представлений групп JJи l\IOJJ:ШO показать, 
что нет необходимости предполагать заранее соотношения (1). 
Их можно вывести из более фундаме.нтального положения об 
инвариантностп теории относитеJ1ьно пространственных вра­

щений. 
Основная идея этого вывода принадлежит Нейману и Виг­

неру. Ниже я буду предполагать несколько меньше и докажу 
несколько больше, чем упомянутые авторы. Опп молчаливо 
предполагали непрерывность представлений группы вращений, 
что пе является необходимым. С другой стороны, они не вво­
дили понятия мо~1ента ъ:оличества движения, тогда I\ак я соби­
раюсь по1\азать, что эле1;трон обладает моментом количества 
движения, удовлетворяющим соотношениям (1). 
Мы рассмотрим один электрон в некоторой ортогональной 

системе координат и, подобно Паули, предположим, что его со­
стояние описывается парой функций ('ф 1 ,'ljJ2) в пространстве коор­
;~инат х, у, z. Приводимое ниже доказательство годится таюке 
для произвольного числа частиц N и произвольного числа п 
функций 1JJ1,·•·,'Фn· 

Если состояние электрона подвергнуть определенному про­
странственному вращению R (или, что сводится к тому же, не 
аатрагивать состояние, а подвергнуть вращению в- 1 систему 
координат), то новое состояние электрона будет описываться 
другой парой фующий ('ljJ;, 'Ф~). 

Вероятность обнаружить электрон в малом объеме dV вблизи 

точки Р равна ~ {'Фt'Ф~ (Р)+'Ф~ 'ljJ2(P)}dV. Если при враще­
нии R точка Р переходит в Р', а dV-в dV', то вероятность 
обнаружить электрон после преобразования в dV' равна вероят­
ности пребывания алектрона до преобразования в dV. По­
скольну объем dV равен dV', можно написать 

. 'ljJ; *'Ф; (Р') +- 'Ф~ *'Ф~ (Р') = 'Фt°'/J1 (Р) + 'Фt"'Ф2 (Р). (2) 

Разумно предположить, следуя Паули, что 'Ф; (Р') и 'ljJ; (Р') 
являются линейными функциями 'ljJ1 ( Р) и 'ljJ2 (Р) с ноэффициен­
тами, зависящими тольно от вращения R: 

,~; (Р') = t111jJ1 (Р) + t12 '1jJ2 (Р), 

'Ф~ (Р') = t21 '1jJ1 (Р) + t 22'1jJ2 (Р). 
(3) 

Используя матрицы 'Ф' и -ф, состоящие из одного столбца 
и двух строчек, можно записать уравнения (3) в матричной 

17* 
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форме 

'\?' (Р') = T'J? (Р), (4) 

где Т= T(R) зависит только от вращения R. В силу соотноше­
ния (2), матрица Т должна быть унитарной. 

Если Q =eia - комплексное число, по модулю равное еди­
нице, то функции '\?' и Q'l\J' определяют одно и то же состоя­
ние, откуда следует, что матрицу Т можно умножить на произ­

вольную постоянную Q=eia. Набор всех матриц QT при Q, про­
бегаю:Щем единичный круг в комплексной плоскости, можно 
назвать проективиы.м упитариым преобразоваиие.м Tpr· 
Если произвести последовательно два пространственных вра­
щения R и S, то получится новое вращение RS. Очевидно, 

Т (RS) = аТ (R) Т (8) (cr = ei~). (5) 

Следовательно, проективные упитарные преобразования Т pr об­
разуют проективиое уиитариое представлеиие группы G про­
,опраиствеипых вращеиий. 

В указанной выше работе я доказал, что каждое представ­
.ление простой группы Ли унитарными матрицами является не­
прерывным. Доказательство годится ·и для случая проектив­
ных унитарных предс~авлений. Поскольку группа вращений 
простая, Tpr представляет собой непрерывную функцию R. 

Помножив, если нужно, матрицы Т на надлежащие факторы 
Q=eia, можно всегда предположить, что их определители равны 
единице. После этого остается произвол лишь в замене Т на -'1._'. 

Соотношение (5), таким образом, принимает вид 

T(RS)= ± T(R) T(S), (6) 

т. е. матрицы Т образуют двузиачпое представлеиие группы G. 
Для R=1 естественно предположить T(R)=1. Тогда из 

непрерывности Tpr следует: если В меняется в окрестности 1 
в группе G, то матрицы T(R) могут умножаться на такие числа 
е= ± 1, что в Произведении QT все матричные эл~менты отли­
чаются от элементов единичной матрицы меньше, чем на в. 
Это условие однозначно определяет фактор Q· Таким образом, 
матрица Q Т, которую снова можно обозначить через Т, является 
()Днозначно определенной непрерывной функцией R в окрест­
ности 1 в группе G. При B=S=1 множитель ±1 в (6) равен 
+1, и, следовательно, из соображений непрерывности он 
равен +1 всюду в некоторой окрестности 1 И. Инымиj ело-
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вами, мы получили непрерывное унивалентное матр1tчное пред­
сmавление и. 

Нейман доназал, что таное непрерывное ло:кальное пред­
ставление группы Ли всегда аналитично и определяется мат­
рицами, представляющими бес:конечно малые преобразования 
группы. Более простое до:казательство содержи1'ся в приме­
чании 2 в толь:ко что упоминавшейся моей работе. Та:ким об­
разом, ис:комое двузначное представление T(R) полностью 
определяется матрицами Ix,Iy,Iz, представляющими инфини­
тезимальные вращения группы G. 

Инфинитезимальное вращение во:круг оси х _дается выраже­
нием 

6 (х, у, z) с;= (О, - z, у). 

Аналогичные выражения имеют место для вращений вонруг 
осей у и z. Матрицы этих инфинитеаимальных вращений удовлет­
воряют соотношениям коммутации 

(7) 

Отсюда, согласно теории Ли, следует, что матрицы, пред­
ставляющие инфинитезимальные преобразования в представле­
нии T(R), должны удовлетворять тем же соотношениям. 

Все инфинитезимальные представления группы трехмерных 
вращений, или (что то же) все решения уравнений (7) были 
найдены Картаном и Вейлем. Сформулируем осно.вные тео­
ремы . 

. I. Неприводимое представление полностью определяется: 
(с точностью до преобразования SI S 1 ) целым или полуцелым. 
·числом j. Размерность представления равна 2j+1. Матрица 
iiz - диагональная матрица с элементами на диагонали, рав­
ными j, j-1, ... , -j. При j=O матрицы Ix, Iy, Iz обращаются 
в нуль. При j = 1 / 2 они равны · 

I х = (2i)-I Sx, I у = (2i)- 1 S У' I z = (2i)- 1 Sx, (8) 

где sx, sy, sz - матрицы Паули, определенные соотношениями 
(5) в § 8. 

II. Приводимое представление полностью приводимо, т. е. 
его можно рааложить на неприводимые представления. 

Простое до:казательство утверждений I методом, принад­
лежащим Борну, Гейзенбергу и Иордану [16], содержится 
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н моей :книге [ 17]. Прямое алгебраичес:кое до:казательстnо 
дано Казимиром и мною [18). Утверждение II д.ля унитарных 
представлений тривиально, пос:кольну каждому инвариант­
ному подпространству соответствует полностью ортогональ­

ное подпространство. 

В данном случае нас интересует двумерное представление. 
Следовательно, мы должны взять либо тривиальное представ­
ление T(R) = 1, либо неприводимое представ'ление (8). 

Для описания одног·о элеr<тропа по фундаментальному пред­
положению Паули необходима -ф-фун:кция с двумя :компонен­
тами 'lj.?1 и \j12 • Вращение, переводящее ось z в противоположное 
направление, должно преобразоnывать собственную фуннцню 
(ф1 , О), отвечающую состоянию с s0 =+1, в собственную фунн:­
цию (О, \j12), описывающую состояние с sz=-1. Поэтому дву­
мерное непривод1шое представление является единственно 

возможным. 

Теперь применим вращение В I\ паре фующИй (\j11 , \j12). 

Согласно (3), сначала нужно преобразовать аргумент Р; при 
этом наждая фушщия \jJi перейдет в новую фуняцию rpi: 

cri (Р') = 'Фi (Р). 

Затеы фуннции ( ср 1 , <р 2) в ·rоч:ке Р' нужно заменить пх линейной 
комбинацией с постоянными :коэффициентами tu,: 

'Фi (Р') = ~ tu,<pi (Р'). 

Если мы хотим произвести инф1шитеаима:rьное вращение, 
например, во:круг оси х, мы должны сначала вычислить при­

ращение пары фуннций (\j1 1 ,1j;2) при ипфинитез1пrаJrьном вращении 
толь:ко точе1< Р, затем применить линейное преобразование Ix 
i;: паре (\j11 , \j12), не сдвигая точ:ки Р и, нанонец. сложить два най-
.~енных приращения. Первый шаг дает прпращение · 

и. следовательно, полное приращение будет равно 

где д, - дифферепци рование по z, а I х определено равенством 
(8). -
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Итан, наново же соотношение между инфинитеsимальными 
Преобразованиями и моментом ноличества движения? В нванто­
вой механине без спина момент количества движения относи­
тельно оси х равен 

k" = YPz - zpu = - ih (уд, - zду). 

Следовательно, если мы умножим полный оператор инфи­
нитезимального поворота 

К,= -(удz-zду) + Ix 

на ih, первый член даст нам правильное выражение для орби­
тального момента kx. Поэтому разумно ожидать, что второй 
член, умноженный: на iJ,, дает спиновый лю"'rент количества 
движения. 

Доказательство справедливости этого предположения 
можно получить из закона сохранения момента количества 

движения. Допустим, что электрон движется в поле, симмет­
ричном относ1~-тольно поворотов вокруг оси х. В этом случае 
оператор энергии Н коммутирует с оперюором поворота В 

относительно оси х 

ЛН =ИВ. 

Дифференцируя В по углу поворота ер и полагая ср=О, найдем 
оператор инфинитезимального поворота Кх. Мы получаем, 
таким образом, 

Это означает, что оператор Кх подчиняется закону сохранения; 
его производная по времени равна нулю. В нашем случае Кх 
состоит из двух слагаемых: 

Первый член, умноженный на ih, представляет собой опера..: 
тор орбитального момента. Отсюда следует, что именно опе­
ратор i11Ix нужно добавить к оператору орбитального мо­
мента, чтобы получить оператор полного момента, дляноторого 
выполняется закон сохранения в любом сферически-симмет­
ричном поле. Это д01<азывает наше утверждение. 

Последний этап доказательства принадлежит Дирану 
(см. § 11). 
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§ 10. СИММЕТРИЯ В АТОМЕ 

Е. W i g n е r, Einige Folgerungen aus der Schrodin­
gerschen Theorie fйr die Termstrukturen (Е. В и г н е р, 
Некоторые следствия для структуры термов из тео­
рии Шредингера), Zs. f. Phys., 43, 624 (поступило 
в редакцию в мае 1927 г.). 

J. v о n N е u ш а n n, Е. W i g n е r, Zur 
Erklarung einiger Eigenschaften der Spektren aus der 
Quantenmechanik des D rehelektrons / /, / / [" (И. ф о н 
Ней м ан, Е. В и г не р, R объяснению некото­
рых свойств спектров на основании квантовой меха­
ники вращающегося электрона II, III), Zs. f. Phys., 
49, 73 (поступило в редакцию в марте 1928 г.); 51, 
844 (поступило в редакцию в июне 1928 г.). 

J. С. S 1 а t е r, The Theory о/ Complex Spectra 
(Дж. Слете р, Теория сложных спектров), Phys. 
Rev., 34, 1293 (поступило в редакцию в июне '1929 г.). 

Волновое уравнение Шредингера, rеория спина Паули 
и принцип запрета Паули образуют фундамент, на котором 
покоится вся теория атомных (а также молекулярных) спектров. 
Все эмпирические .правила систематики термов могут быть, 
как это показано в замечательной книге Гунда [ 19], полуЧены 
без привлечения новых физических идей. 

Это обстоятельство упрощает задачу историка. Когда роЖ­
даются новые физические идеи, необходимо, насколько воз­
можно, прослеживать их истоки, но там, где на пути встре­

чаются лишь математические трудности, достаточно кратко 

рассказать о том, как они преодолевались. 

Впервые теорию групп в квантовой механике использовал, 
по-видимому, Вигнер в работе 1927 г. Он получил некоторые 
правила систематики термов, однако спин он не включал в рас­

смотрение. В работах Неймана и Вигнера был приведен в дей­
ствие весь аппарат характеров и представлений групп, что 

позволило построить полную классификацию всей системы 
термов, включая правила отбора, формулы для интенсивности, 
эффекты Штарка и Зеемана. 

Физиков вовсе не обрадовала необходимость изучать столь 
сложную математическую теорию. «Групповая чума» достигла 
апогея. Книга Вейля [20] не принесла большой пользы, так 
как для большинства из нас была слишком трудна. Книга 
Вигнера была много проще, но окончатедьное разрешение 
трудностей принесла работа Слетера. Он показал, что все ре­
зультаты можно получить, пользуясь лишь простейшими мате­
матическими приемами. 
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Гамильтониан электронов в атоме инвариантен относитель­
но группы перестановок, а таюпе относительно группы про­

странственных вращенпй и отражений. Следовательно, эти 
две группы представлены линейными преобразованиями соб­
rтвенных функций·, отвечающих заданному значению энергии. 

:3адача заключается в отыс11:ании представлений групп и уста­
новлении связи между их характеристическими числами и 

квантовыми числами L, S, J и т. д· соответствующих термов. 
Вигнер и Нейман исходили из предположения, что взаимо­

действие между спином и орбитальным движением отсутствует. 
В этом приближении собственные функции являются произве­
дениями функций 'Фо( q1, ... ,qN) от пространственных координат 
на функции cp(s01 , ••• , SzN) от спиновых координат szi• ... szN· 
Энергия определяется только функциями 'Фо· Вращениями 
и перестановr<ами можно действовать отдельно на пространствен­
ные координаты и отдельно на спиновые. В обоих случаях соб­
ственные функции, принадлежащие одному и тому же значе­
нию энергии, преобразуются между собой. Мы получаем, таким 
образом, для каждой из наших двух групп 1jJ0-представление 
и спиновое представление. Нейман и Вигнер исследуют каж­
дое из этих представлений и задают вопрос: какова должна 
быть связь между их характерами, чтобы могла существовать 
антисимметричная функция всех · r<оординат? 

Слетер достигает упрощения, вводя с самого начала спин 
и принцип запрета. Он рассматривает только антисимметрич­
ные волновые функции. Сначала вводятся волновые функции 
ll (nilxJ одного электрона, движуще+ося в центральном сим­
метричном поле, где ni - совокупность четырех квантовых 

чисел (п, l, mi' m8 ), а xi - совокупность четырех координат 
(трех пространственных и одной спиновой) i-го электрона. Из 
произведений этих функций образуются антисимметричные 
линейные комбинации 

'Ф (х1, .. " XN) = 2±и(п11 Х1) ... и (nN 1 XN). (1) 

В этом приближении энергия завпспт только от чисел п и l от­
дельных электронов и не зависит от т1 и m8 • Таким образом, 
I\аждому значению энергии в невозмущенной задаче соответ­
ствует столько собственных функций, сколько существует 
наборов из N пар (т1 , m8 ). Если две такие пары принадлежат 
одним и тем же п и l, то эти пары должны быть различны, 
и порядок, в котором они берутся, при подсчете не учитывается. 
Например, в случае двух эквивалентных р-электронов m1 
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может-принимать три значения, а m0 - два: 

1 
т1 = 1 или О или - 1; m8 = + ') или 

'"' 

1 
-2· 

Следовательно, можно образовать шесть пар (т1 , m3 ) 

и (6·5)/2=15 'ljJ-функций (1). Полагал 

получаем следую;:цие пары (L'И L' J/ s): 

(1, 1), (О, 1), ( - 1, 1), 
(2, О), (1, 0)2 , (О, 0)3 , ( - 1, 0)2 , ( - 2, О). 

(1, -1), (О, -1), ( -1, -1), 

Показатели степени 2 и 3 указывают число способов, ноторыми 
можно образовать соответствующие суммы ML и Мв. 

Вз.аимодействие между электронами (без учета спина) 
вводится как возмущение. Возмущение коммутирует с ML 
и Мв и, следовательн), его матрица состоит из меньших матриц 
1, 2 и 3-го ранго;в, .расположенных на главной диагонали. 
Каждая меньшая матрица дает уравнение 1, 2 или 3 степени 
для значений энергии, след этой матрицы равен сумме 1, 2 
или 3 значений энергии:. 

Более того, известно, что при заданном L, ML принимает 
2L+1 значение (от +L до -L), а при заданном S, Мв прини­
мает 28+1 значение (от +s до -S), причем все эти значения 
отвечают одной и той же энергии (если не учитывать спино­
вых эффектов). Таким образом, пять пар 

(2, О), (1, О), (О, О), ( -1, О), ( - 2, О) 

на средней линии нашей таблички: принадлежат L=2 и S=O, 
т. е. терму 1D. Аналогично, девять пар 

( 1, 1), 
(1, О), 
(1, ~ 1), 

(О, 1), 
. (О, О), 
(О, -1), 

(-1, 1), 
( -1, О), 
(-1, -1) 

принадлежат L=1 и S=1, т. е. мультиплету 3Р. Оставшаяся 
пара (О, О) может принадлежать только терму 18. Таким обра­
зом, мы получили: мультиплеты 

1D, зр, 1s. 

Если принять во внимание спиновые эффекты, то два си:нг­
.1:етных терма 1D и 18 не изменяются, а терм 3 Р расщепится на 
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три терма. Это можно показать следующим образом. Если исхо­
дить из наших девяти состояний (ML, М8), принадлежащих 
мультиплету 3Р, и положить 

M=ИL+Ms, 

то мы найдем для JVI следующие значения: 

(2), (1)2, (0)3, (-1)2, (-2). 

Каждый терм мультиплета соответствует некоторому значению 
квантового числа J, и JИ в каждом случае принимает 2J + 1 
значение от +J до -J. Чтобы каждое значение М получалось 
с указанной кратностью, следует принять для J значения 2, 
1 и О. Соответственно М принимает следующие значения: 

2, 1, о, -1, -2. 
1, о 

' -1, 
О, 

Таким образом, мультиплет 3Р состоит из трех термов 3Р2 , 
3Р1 и 3Р0 • Этот метод можно использовать во всех случаях, 
и всегда он позволяет .получить правильный набор термов. 

§ 11. ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОНОВ ДИРАКА 

Р. А. :М. D i r а с, The Qиапtит Theory of the Elec­
troп (П. Д и р а к, Квантован теория электрона), 
Proc. Roy. Soc., А117, 610 (поступило в редакцию 
в январе 1928 r.); А118, 351 (поступило в редакцию 
в феврале 1928 r.). 

Статистическая интерпретация квантовой механики позво­
ляет нам ответить на вопрос: какова вероятность того, что неI{О­

торая динамическая переменная принимает в данный момент 
времени кан:ое-либо значение в определенном интервале, если 
состояние системы описывается волновой функцией 'ljJ? 

Диран: указывает, что статистическая интерпретация ока­
зывается возможной, поскольку волновое уравнение имеет вид 

(Н - Jf') 'ljJ =О, JV = i;~a, (1) 

т. е. линейно по JJT или по д/дt, и, следовательно, значение впл­
новой фушщии в некоторый момент времени определяет вол­
новую функцию в последующие времена. Одню\О релятивист­
ское уравнение Гордона имеет второй порядок по д!дt. Наша 
<:~адача, говорит Дирак, состоит в том, чтобы получить волно-
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вое уравнение вида (1), инвариантное относительно преобра­
зований Лоренца и эквивалентное уравнению Гордона в пре­
деле больших квантовых чисел. 

В отсутствие поля уравнение Гордона записывается сле-
дующим образом: 

( - Р~+ р~ + Р~+ р~ + µ2с2) \jJ =О, 
( ifiд ) 
\ Р1< = = ах,, ' Хо = ct . 

(2) 

Полагая р0 = - i р4 , Дирак заменяет (2) волновым уравне­
нием первого поряд~ш 

4 

(i ~ Vr1Pµ + mc)'IJ =О (3) 
1 

:и. показывает, что (2) можно получить из (3), если матри ы Vµ 
постоянны и удовлетворяют условиям 

VµVv+ VvVµ = 2бµv· (4) 
Исходя из двухрядных матриц Паули sx, sy, sz, Дирак 

сумел построить набор из четырехрядных матриц Vµ, удовлетво­
ряющих условиям (4). Затем он доказал инвариантность вол­
нового уравнения (3), показав, что каждое решение уравне­
ний (4) в четырехрядных матрицах можно получить из неко­
торого заданного решения при помощи преобразования 

V~ = тvµт-1. (5) 

Для построения гамильтониана электрона в электромаг­
нитном поле со скалярным потенциалом А0 и векторным 
потенциалом А Дирак прибегает к обычной подстановке 

Ро + ( ~) А0 вместо р0 п р + ( ~} А вместо р n гамиль-
с ~ с / 

тониан без поля. Из найденного волнового уравнешiн полу­
чается уравнение второго порядка, которое отличается от 

у равнения Гордона наличием двух членов 

( e:i) S. В + с i:h ) Qi (S. Е), (6) 

где Е и В - векторы элеr\трического и магнитного поля. Ком­
поненты вектора s предСТfJ.Вляют собой двухрядные матрицы 
Паули sx, sv, sz, повторенные на главн:ой диагонали так, чтобы 
образовать четырехрядные матрицы. Следовательно, электрон 
должен вести себя так, как если бы он обладал магнитным 
моментом, равным (e1i/2mc)s, т. е. той величине, которая вво-
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дилась в моделu: вращающегося электрона. В теории Дирака 
магнитный момент не приписывается электрону, а выводится 
из теории, 1шк и'долашо быть. 

Дирак показывает затем, что в центральном поле сил вектор­
ная сумма орбитального момента количества движения и спина 

, _JJ = m + ~ 1is (7) 

является интегралом движения. Для уровней энергии в куло­
новом поле теория Дирака дает в первом приближении те же 
результаты, которые были получены Паули и Дарвином. 

Во второй статье Дирак выводит )lравила отбора, относи­
тельные интенсивности линий мультиилетов и рассчитывает 
эффект Зеемана; все результаты оказываются в согласии с экспе­
риментом и с результатами существовавших ранее теорий, 

основанных на гипотезе о вращающемся электроне. 

§ 12. ВРАЩАЮЩИЙСЯ ЭЛЕКТРОН В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

Н. Т е t r о d е, А llgemefп-relativistische Qиaпteп­
theorie des Е lektroпs (Г. Т е т р од е, Квантовая теория 
электрона в общей теории относительности), Zs. f. 
Phys., 50, 336 (поступило в редакцию в июне 1928 г.). 
Н. W е у l, Е lektroп ипd Gravitatioп (Г. В е й л ь, 

Электрон и гравитация), Zs. f. Phys., 56, 330 (посту­
пило в редакцию в мае 1929 г.). 

В. Ф о к, Geometrisierипg der D iracscheп Theorie 
des Е lektroпs (Геометризация теории электрона Дира­
ка), Zs. f. Phys., 57, 261 (поступило в редакцию 
в июле 1929 г.). 
Е. S с h r 6 d i n g е r, Dirac_schesElektroп imSchwe­

refeld I (Е. Ш р един г ер, Электрон Дирака 
в поле тяжести), Sitzbcr. preuss. Akad. Wiss., 105 
(1932) (доложено _в феврале 1932 г.). 

V. В а r g m а n n, Ветеrkипgеп zur allgemeiп-rela­
tivistischeп Fassипg der Qиaпteпtheorie (В.Бар гм ан н, 
Замечания об общерелятивистской трактовке кван­
товой теории), Sitzber. preuss. Akad. Wiss., 346 
(1932) (доложено в июле 1932 г.). 

L. I n f е l d, В. L. v ~ n d е r W а е r d е n, 
D ie Welleпgleichипg des Е lektroпs iп der allgemeiпeп 
Relativitiitstheorie (Л. И н ф ель д, Б. В ан дер 
В ар де н, Волновое уравнение электрона в общей 
теории относительности), Sitzber. preuss. Akad. Wiss., 
380 и 474 (1933) (доложено в январе 1933 г.). 

Волновое уравнение для вращающегося электрона можно 
ввести в общую теорию относительности тремя методами, раз-
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личными с точки зренпн математической, но физически Э!'ВИ­
валентными: 1) метод Вейля и Фока использует произвольную 
ортогональную систему отсчета (Vierbein) в каждой точке 
четырехlliерного пространства; 2) метод Тетроде, Шредингера 
и Баргманна исходит из четырех Матриц vµ. определенных 
в каждой точке и удовлетворяющих обобщенныl\1 соотношеюшм 
Дираrш: 

(1) 

3) метод Инфельда и Ван дер Вардена основан на применении 
спинорного анализа. 

Ниже мы будем в основном следовать идеям Вейля и Фока 
и покажем эквивалентность различных методов. 

В основе первого метода лежит использование четырех 
нормированных ортогональных векторов, компоненты которых 

h~ являются функциями координат x~t. Условие ортогонально­
сти записываете~ следующим образом: 

"); gµvh~h~ = _:_ 1, 

L gµvlt~h~ = + 1 (k = 1, 2, 3), 

"' / µh\' о .:;.... gµv lk 1 = (k =1= /), 

Число компонент 'Ра волновой функции 'ф может быть равно 
двум или четырем. Б любом случае компоненты определе­
ны в заданной ортогональной системе отсчета. Мы иссле­
дуем сначала, как должны преобразоваться компоненты 'ф-фун­
кции при переходе от одной ортогональной системы к 
другой. 

Начнем с плосr\ого мира Минковского, в котором все системы 
отсчета параллельны. Координаты хµ не обязательно ортого­
нальны и могут даже быть криволинейными. Уравнение Ди­
рака можно записать в виде 

3 

( . "'\.l /( ) о 
i .l.J V р1, +те 'ф = ; 

о 

(2) 

:;:~ось р 1, - компонента импульса по вектору h1i, а v'' - заданные 
<шсленныо четырехрядные матрицы, удовлетворяющие. соотно-
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шениям коммутации 

уОуО = -1, 

v''v1: = + 1 (k = 1, 2, З), (3) 

(l =1= k). 

Заменим набор векторов 71.1 другим набором ортогональных 
векторов l1j, связанных с 71 1, преобразованием Лоренца: 

(4) 

Согласно Дирану, воJшовое уравнение инвариантно относи­
телыю преобразования ( 4), если тольно ф преобразуется с по-

u u т u k 
мощью линеинои подстановни , зависяще1f только от о;, 

(5) 

Четырехрядные матрицы 'l' осуществляют двузначное пред­
ставление группы Лоренца (без отражений и обращения вре­
мени). Следовательно, в любой ортогональной системе hj ком­
поненты ф~ определены по отношению к этой системе с точ­
ностью ДО ±1. 

:Как показал Нейман (22], представление (5) приводимо, т. е. 
координаты в четырехмерно.\~ пространстве можно выбрать так, 
что функции (ф1 , ф2) и функции (ф3 , ф4) будут преобразовывать­
ся друг через друга. Если мир не плоский, то на компоненты'\\; 
в любой точпе можно по-прежнему действовать подстановками 
(5) п, следовательно, компоненты ф~ в любой ортогональной 
системе в любой точке определяются исходными функциями Фа 
с точностью до множителя ± 1. Если заданы только две компо­
ненты ф1 , 'ljJ2 или ф3 , 'ljJ4 , то подстановк~ми Т цожно действовать 
на эти номпоненты. 

Предположим теперь, что 'Фа, ii~ и gµv- дифференцируем.,1е 
функции координат хµ. Четыре заданных вектора 1l'k в задан­
ной точке Р можно параллельно перенести по некоторому пути 
в любом направлении и получить, таним образом, систему 
отсчета в любой точке Р', .Jiежащей в некоторой окрестности 
точки Р. Пусть 'Ф~-координаты заданной волновой фунн-
1щи в этой системе отсчета в Р'. ПоJ1ьзуясь соображениями 
непрерывности, можно фиксировать множитель · ± 1 при 'Ф'. 
Тогда функция 'Ф' представляет собой дифференцируемую 
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функцию на пути Р Р'. Сравнивая 'ljJ' и 'ljJ в точке Р, можно 
образовать I{ОВариантный дифференциал 6\jJ. Ес:ш путь опре­
делен так, что вдоль него меняется только одна из координат 

хµ, то можно определить ковариантную производную Vµ'Фа· 
Еслп путь направлен по вектору hk, то можно также опреде­
лить компоненту V 1,'Фа по этому вен:тору и ввести ее в уравне­
ние Дирака вместо об111чной производной дk'Фа· При этом полу­
чается инвариантное уравнение 

(ti L vkvk +те) \jJ =О, (6) 

которое в плоеном пространстве переходит в обычное уравне­
ние Дирака. 

Если определить матрицы vµ соотношениями 
(7) 

то 

(8) 

и 

(9) 

Тетроде и Шредингер пользовались произвольными матрицами 
vµ, удовлетворяющими условиям (9). Как показал Дирак, наи­
более общим решением этих уравнений являются матрицы 

(10) 

где частное решение vµ определено равенством (7). Однако вол­
новое уравнение Шредингера не зависит от выбора S, и мы 
можем просто пользоваться частным решением (7). Кроме того, 
ковариантная производная Шредингера эквивалентна производ­
ной, определенной Вейлем и Фоком, и потому волновые урав­
нения Шредингера и Фона он:азываются совпадающими 

(11) 

В электромагнитном поле, определенном потенциалом Фµ, 
мы должны заменить h V µ на 

ie 
tiVµ--Фµ. 

с 

Полученное таким образом уравнение обладает свойством гра­
диептпой ипвариантпости: если 'ljJ заменить на еiл 'ljJ, а Фµ-
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на Фµ - V µ Л (где Л - произвольная дифференцируемая функ­
ция), то волновое уравнение будет выполняться по-прежнему. 

Формализм, использованный Инфельдом и мной, несколько 
проще формализма Вейля и Фока, и много проще формализма 
Шредингера и Барrманна, однако физические выводы всюду 
одинаковы. Основной вывод таков: волновое уравнение Дирака, 
а на самом деле любое· одночастичное волновое уравнение, 
инвариантное в смысле частной теории относительности, можно 
ввести также в общую теорию относительности. 

§ 13. СПИНОРНЫЙ АНАЛИЗ 

.. Е. W е i s s, Е iп riiumliches А паlоgеп zит Н esseschen 
Ubertraguпgspriпzip (Е. В е й с с, . П ространствен­
пый аналог к принципу переноса Гесса), Диссертация, 
Бонн, 1924 г. 

В. L. van der Waerden, Spiпoraпalyse 
(Б. В а н де р В а р де н, Спинорный анализ), 
Nach. Ges. Wiss., GOttingen, math.-phys., 100 (1929) 
(доложено в июле 1929 r.). 

Тание новые величины, кан 'ljJ, с числом номпонент, равным 
двум или четырем, причем занон преобразования отличен 
от венторного или тензорного, доставляли много беспокойства 
физинам. Эренфест назвал эти величины спипорами. Во время 
своего визита в Гёттинген летом 1929 г. он спросил меня: «Суще­
ствует ли подобно тензорному анализу доступный для :изуче­
ния спинорный анализ, который позволил бы отыснать все 
возможные виды спиноров и все возможные инвариантные 

соотношения между спинорами?» 
Такой аппарат уже существовал в виде теории инвариантов 

бинарных форм, которая была распространена Штуди и его 
шнолой в Бонне на случай форм, зависящих от нескольких 
бинарных переменных1). 

Начнем с уравнения светового конуса в четырехмерном про­

странстве 

х2 + у2 + z2 _ (:2t2 = о. (1) 

Его можно переписать следующим образом: 

(х+ iy) (х - iy)-(ct+ z) (ct- z) =О 

1) Лучшим учебником по это.:-~:у вопросу, по-видимому, является кни­
га Грейса и Юнга [22J. 

18 Заиаз М 2 ! 4 
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или 

В :ковариантных ноординатах 

имеет вид 

х - "'g· х1' i-~ ih. 

(2) 

уравнение (2) 

(3) 

Если х1 ,х2 ,х3 ,х4 интерпретировать ·:ка:к однородные ноорди­
наты в прое:ктивном пространстве трех измерений, то (3) пред­
ставляет собой уравнение не:котороii поверхности второго 
поряд:ка. (На данном этапе нет необходимости требовать дей­
ствительности :координат; х1, - просто но11шле:ксные перемен­

ные.) Хорошо известно, что на поверхности: (3) лежат два 
семейства прямых линий и эта поверхность допусн:ает парамет­

рическое представление: 

Х1 = Л,2µ1, 
Х2 = Л,1µ2, 

Х3 = Л,1µ1, 

х4 = л_2µ2. (4) 

Еслп предположпть, что Л 1 . п Л 2 - числа, н:ом:пле:ксно-со­
пряженные к µ1 н µ 2, то первые две координаты х1 и х2 будут 
ко111пле1>сно-сопряженными, а две другие - действительными, 
и, следовательно, х, у, z и t будут де:U:ствительнымп веJiп­
чинами. 

Рассмотрим теперь линейное преобразование вешrчин Л 
н независимо линейное преобразование величпн µ с определн­
телям:и, в обоих случаях равными единице. Если подействовать 
этой парой преобразований на Л и µ в правой части (4), то xi< 
тоже подвергнутся некоторому линейному преобразованию, 
1;оторое переведет поверхность (3) в себя. Если мы хотим полу­
чить действительное преобразование х, у, z, t, то нужно поза­
ботиться, чтобы действительные точ1п1 поверхности перешш1 
в действительные, и, следовательно, преобразование для велп­
чин Л должно быть комплексносопряжено к преобразованию 
для µ. Чтобы у:казать на это, будем отмечать индексы у Л точн:ой. 
Тогда упомянутые преобразования запишутся в виде 

е~ = (eg)* 
fl (5) 

Возникающее при этом действительное преобразование 
х, у, z, t не только переводит световой конус (1) в себя, но оста в-
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ляет непзменной: квадратичную форму 

х2 + у2 + z2 _ c2t2 

11 не 11Iеняет местами прошлое и будущее, т. е. оно представляет 
собой преобразование Лоренца. Чтобы доказать это, пересе­
чем поверхность (4) плоскостью 

~ bhxh. =О. 

С::~ед пересечения описывается уравнением 

н:ш 

где 

ь1 = Х + iY = Ь. , 
21 

Ь 2 = Х - iY = Ь. , 
12 

Ь3 = ст+z = ь. 
11' 

b4 =cT-Z = Ь . . 
22 

(6) 

(7) 

(8) 

Если плоскость (6) действительна, т. с. если координаты 
Х, У, Z, Т вектора bk в исходной системе ноордннат действитель­
ны, то из (8) следует, что величины bj 1 н Ь2 2 действительны, 
а величины Ь2 1 и bj 2 номплексно сопряжены, т. е. билинейнан 
форма (7) эрмитова. Отсюда следует, что действнтелъные векторы 
bh и эрмитовы билинейные формы находятся во взаимно одно­
значном соответствии и это соответствие инвариантно относи­

тельно преобразований (5). Детерминант билинейной формы 

D= Ь. Ь. - Ь. Ь. = -Х2 - Y 2 -Z2 + с2Т2 (9) 
11 22 21 12 

явлнется инвариантом по отношению J{ преобразованиям (5) 
и, следовательно, соответствующее преобразование Х, У, Z, Т 
оставляет квадратичную форму инвариантной. Положитель­
ные значенин эрмитовых форм соответствуют векторам, на­

правленным: в будущее внутри светового конуса, и потому 
наши преобразования не меняют местами прошлое и будущее. 
Простой подсчет по1\азывает, что их определитель равен еди-

18* 
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нице и они, следовательно, являются собственными преобразо­
ваниями Лоренца. 

Произведению преобразований (5) соответствует, конечно, 
произведение соответствующих преобразований Лоренца. Если 

обе матрицы (е~) и (е~) умножить на -1, то это не затронет пре­
f3 

образования Лоренца. Матрицы (еЮ [а также комплексно-со-

пряженные матрицы (е~)] осуществ.ri:яют двузначное представ-
13 

ление группы Лоренца. 
В моей работе «Спинорный анализ» я исходил из соотноше­

ний (8), не объясняя, откуда они берутся. Моей первоначальной 
исходной точкой была геометрия прямых линий на поверх­
ности второго порядка. 

Начиная отсюда и далее, мы будем обозначать через Ь11. 
и bk ковариантные и контравариантные компоненты любого век­
тора в исходной системе координат (х, у, z, ct). Индекс О со­
ответствует координате ct, а индексы 1, 2, 3 - координатам 
х, ·у, z. По определению 

(k = 1, 2, 3), 

и полагая, согласно (8), х = Ь1 , у= Ь2 , z = ьз и ct = ь0 , полу­
чаем 

ь1 + iЬ2 = ь. , 
21 

ь1 - ib2 = ь. , 
12 

Ь0 + Ь8 = ь. , 
11 

ь0 - Ь3 о.= ·ь . . 
22 

( 10) 

Спин,о р можно определить теперь как набор коэффициентов про­
извольной формы от любого числа бинарных переменных, ното-

рые преобразуются как Л~ или µ13. Например, если форма ли­
нейна по л~ и квадратична по µ13: 

f=~b. Л.~µ13 µ", 
af3y 

то мы получим спинор Ь. , симметричный по~ и у. Rоэффици­
аf3у 

енты линейной формы 
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образуют спип-вектор Ь. или Ьа. Инде:кс а или а всегда при­
а 

нимает значения 1 или 2 (соответственно i или 2). 
Наждому мировому выпору Ьп или ьн соответствует, согласно 

(10), спинор Ь~13 • Аналогично, тензору t1,,, соответствует, спинор 

ь. . и т. д. 
а(3, v6 
Чтобы образовать инварианты из спиноров, введем величину 

е12 = 1, е21 = -1, ен = 822= О. 

Из теории инвариантов известно, что :каждый инвариант 
составленный из несr\оЛЫ\ИХ спиноров, получается путем умно­

жения символов в на произведение спиноров и суммирования 

по :каждому инде:ксу, :который встречается один раз внизу 

и один раз наверху. Например, 

2D = ~ e~vef3бb. Ь. = 2 (Ь. Ь. - Ь. Ь. ). (11) 
aj3 vб 11 22 12_ 21 

Формулы можно сократить, введя определение 

ьа = ~ еаf3ь13 • (12) 

Инвариант (11) можно тогда записать в виде 

Ив (9) и (13) получаем 

~ ьпьh = ~ ghньhь" = - ~ ~ьа/!./3. 
Уравнения Дирана можно записать следующим образом: 

3 

(Ро + ~ 8rPr) Ч1 +тех= О, 
1 

3 

(р0 - ~ SrP:) Х + mc\)J =О. 
1 

( 13) 

(14) 

(15) 

(16) 

Здесь 8 1, 8 2, 8 3 --матрицы Паули, а \jJ и Х - двух:компонентные 

волновые функции, преобразующиеся :ка:к спиноры Ь0 и Ь13. 
Если ввести спиноры РО.13 

Р1 +iP2=P· и т. д" (17) 
21 
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то уравнения (15) ,и (16) перепишутся соответственно в виде 

~ р. 'Фа+ тсх13 = О, 
а13 

,, 13 о - ~ р. х + тсф. = . 
а13 а 

( 18) 

(19) 

В присутствии электромагнитного поля нужно заменить р;, 13 
на р. + (е/с) А . . 

al\ afl 
Введение двух пар фующий 1р., х. вместо четырехкомпонент­

а 13 
ной функции Дираrш Ч1а эквивалентно такому выбору матриц 
1'iti что прои:шеденио их 

представляет собой диагональную матрицу с элементами на 
диагонали +1, +1, -1, -1. Для использования моего спинор­
ного исчисления необходим именно такой выбор матриц у5 • 
В своей статье [23] Паули пишет: 

«Мы хотим здесь отметить, что это исчисление, несмотря на 
свою формальную замкнутость, пе всегда выгодно. Расщепление всех 
четырехкомпонентных величин на двухкомпонентные, связанное со 

специальным диагональным представлением v5 , иногда] приводит 
к ненужным усложпеюшм формул». 

Переход от координат ве1>тора Ь1' к координатам спинора Ье~13 
выше определялся формулой (10), пригодной толы\о в орто­
гональной системе пространственных координат и при специаль­
ном выборе спиновых н:оордиват. Формулы можно обобщить 
на произвольную косоугольную спстему координат. Положим 

Ь. = ~ Ь1'а . , (20) 
afl kafl 

где cr1aif3 - произвольные компленсные коэффициенты, удовлет­
воряющие следующим условиям: 

(а. )*=а., 
kai3 kfla 

2 "1 и.у 13ь g hh. = ~ 8 8 (J • (J • • 
ha[3 kуб 

(21) 

(22) 

Эти формулы можно перенести в общую теорию относитель­
ности. На них основан формализм Инфельда и Ван дер Вардена 
упоминавшийся в § 12. 
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§ t4. УРАВНЕНИЕ ВЕЙЛЯ И НЕСОХРАНЕНИЕ ЧЕТНОСТИ 

Н. W r у l, Elektron ипd Gravitation (Г. В ей ль, 
Электрон и гращ1тация), Zs. f. Phys" 56, 330 (посту­
пило в рr-•;'1щию в мае 1929 г.). 

Т. lJ. L се, С. N. У а n g, Parity l\'onconservation 
and а Тшо-Сотропепt Theory of theNeut1·ino(:J п Цзун­
д а о, Ян г Ч жен ь-м п н, Несохрапенпе четности 
п .теория двухr>омпонсппюго пейтршю), Phys. Rev" 
105,1671 (поступило в редакцию в январе 1957 г.). 

Н. Р. F с у n ша n, М. G е 11-М а n n, Theory of 
Fermi Interaction (Р. Фейнман, М. Гелл-Ман, 
Теория взаимодействия Ферми), Phys. Rev" 109, 
193 (поступило в редакцию в сентябре 1957 г.) .• 
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Спинорное исчисление позволяет нам наппсать все возмож­
ные инвариантные волновые уравнения. Например, если нас 
пнтересует волновое уравнение первого порлдr-:а для одного 

двухн:омпонентного спинора 'Фа , то в отсутствие поля един­

ственно возможным является уравнение (18) из § 13 с опущен­
ным массовым членом 

~р. 'Фа= О. 
af3 

(1) 

Его мошно записать также в форме уравнения (15) из § 13: 
3 

( Ро + ~ s,p,,) 'Ф =О. (2) 
1 

Аналогично, уравнение длл двухкомпонентного спинора xf3 долж-
но иметь вид 

3 

( Ро- ~ SтPr) Х =О. 
1 

(3) 

При наличии поля градиентно-инвариантное волновое урав­
нение получается заменой Pk на Pk+(e/c)Ak. Эти двухкомпо­
нентные волновые уравнения были предложены Вейлем. Они 
неинвариантны относительно пространственного отражения. По 
этой причине Паули отверг уравнение Вейля I\aI\ <шепримени­
мое н физичесним объентам». В той мере, в наной этот отназ на­
сален электронов, он был целпком оправдан, одню>о недавно 
(в }957 г.) Ли и Янг предложили использовать двухкомпонент­
ную теорию для описания процессов с участием нейтрино, 
в ноторых четность не сохраняется (см. также [24, 25]). Несо­
хранение четности в ~-распаде было экспериментал_ыю обнару­
жено Ву Цзлнъ-сюн и ее сотрудниками [26] и подтверждено 
:многими другими. 
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В уравнениях (2) и (3) через р0 обозначен оператор 

·(п) а Ро= -i с dt"· 

Чтобы упростить формулы, Ли и Янг пользуются системой 
единиц, в нотороii h=1 и с=1. Решение уравнения (2) можно 
иснать в виде плоской волны 

1\J = а ехр [ i ( 2J PrXr - W t)], 
где множитель а - постоянный двухномпонентный спинор. 
Тогда уравнение (2) потребует, чтобы 

(W - ~SrPr) а= 0. 

Пусть р - длина: вентора импульса р; тогда собственные 

значения ~S,.Pr будут равны ±Р· Следовательно, W должно быть 
равно +р или -р. Если энергия положительна, то W=+p 
и вектор спина направлен по вектору импульса р. Аналогично, 
если плоская волна удовлетворяет уравнению (3) и энергия 
положительна', то спин должен быть направлен против р. 

Ли и Янг предположили, что нейтрино-частица с массой, 
равной нулю и обладающая положительной энергией,-описы­
вается уравнением (2), однано это утверждение казалось не­
обоснованным, поснольку нейтрино с тем же успехом могло бы 
описываться уравнением (3). И действительно, Фейнман и Гелл­
Ман показали, что предположение об антипараллельности спина 
и импульса нейтрино лучше соответствует энспериментальным 
данным (RaR они выражаются, «нейтрино вращается влево»). 

Фейнман и Гелл-Ман предложили использовать двухномпо­
нентные волновые функции не тольно для описания нейтрино, 
но для всех частиц со слипом, равным 1/ 2• Нетрудно записать 
уравнение Дирана RaR волновое уравнение для двухномпонент­
ного спинора 1\J· Для этого достаточно написать его в форме (15), 
(16) § 13 и, иснлючив спинор Х• получить волновое уравнение 
второго порядка для 1\J· Это уравнение, естественно, тожде­
ственно совпадает с волновым уравнением Дирана второго 
порядна. 

Введя таним образом двухномпонентные волновые фуннции 
для всех частиц со спином 1/ 2 , Фейнман и Гелл-Ман предлагают 
универсальное выражение для слабого взаимодействия четырех 
тацих частиц, в ноторое входят тольно двухномпонентные вол­

новые фуннции 'Ф и не. входят их производные. Для_ ~-распада 
их выражение дает тольно V- и А-взаимодействия (V - вентор, 
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А - аксиальный вектор); остальные типы взаимодействия (S, Т 
и Р) исключаются. Это находится в прекрасном согласии с экспе­
риментальными данными по ~-распаду Ar35 и Ne19 [27). 

В работе Фейнмана и Гелл-Мана приведены также другие 
энспериментальные данные, подтверждающие их теорию. Под­
робные сведения и последние результаты можно найти в статье 
Ву Цзянь-сюн, помещенной в настоящем. сборнике. 

§ 1fi. ДЫРIШ И ПОЗИТРОНЫ 

Р. А. J\I. D i r а с, А Theory о/ Electrons and Protons 
(П. А. М. Д и р а к, Теория электронов и протонов), 
Proc. Roy. Soc" А126, 360 (поступило в реда~щию 
в декабре 1929 г.). 

С. D. А n d е r s о n, The Positive Electron (С. Ан­
д ер с о п, Положительный электрон), Phys. Rev., 
43, 491 (постушuю в реда1щпю в феврале 1933 г.). 

М. F i е r z, Uber die relativistische Theorie krafte­
freier Teilchen mit belieЬigem Spin (М. Ф и р ц, О реля­
тивистской теории свободньiх частиц с прои3волышм 
спином), Helv. phys. Acta, 12, 3 (поступило в редак­
цию в сентябре 1938 г.). 

W. Р а u l i, The Connection between Spin and 
Statistics (В. Па у 31 и, Свя3ь спина со статистикой), 
Phys. Hev., 58, 716 (поступило в редакцию в августе 
1940 г.). 

Одной из основных трудностей, связанных с волновым урав­
нением Дирака, было вначале существование состояний с отри­
цательной энергией. Переход из обычного состояния в столь 
необычное не запрещался никакими правилами отбора. По­
этому можно было ожидать, что все электроны должны перейти 
в эти отрицательные состояния, чего на опыте не наблюдается. 
Дирак решил этот вопрос, создав свою замечательную теорию 
дырок. Он предположил, что все' состояния с отрицательной 
энергией заняты, за исключением, быть может, небольшого числа 
состояний с малой скоростью: «Число электронов в состояниях 
с отрицательной энергией должно быть бесконечно ... но если 
они распределены в точности однородно, то мы должны ожи­

дать, что они совершенно ненаблюдаемы. Можно надеяться 
обнаружить лишь малые отклонения от однородностИ, вноси­
мые незанятыми состояниями с отрицательной энергией». 

Дирак затем рассматривает э;ги вакантные состояния, или 
«дырки». По аналогии с незанятыми рентгеновскими уровнями, 
он занлючает, что таная дырка обладает полпжительной энер-
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гией и движется во внешнем электро111агнитном поле подобно 
элентрону с положительным зарядом +е. По этой причине Ди­
рак отождествил дырюr с протонами. 

Однако Вейль [20] показал, что масса дырок необходимо 
должна совпадать с l\laccoй элентрона. Более того, Оппенгей-
111еру [28] удалось доr\азать, что если дырки отождествлять 
с протонами, то находящиеся вблизи электроны должны попа­
дать в эти дырI\И со средним временем жизнп порядна 10- 10 cer.. 
Поэтому Оппенгеймер считал, что дырюr отличаются от про­
тонов и назвал пх положительн,ылrи элеr.троnаАtи, пли пози­

трон,а.ни. Вс1\оре Андерсон обнаружил их экспериментально. 
Идея Дирю>а о дырках в бесконечном фоне элентронов с отри­

цательной энергией была подсназана интуицией. Чтобы сде­
Jiать теорию математически строгой, необходимо было подверг­
нуть электронное поле вторичному квантованию. Математиче­
ски норрентная теория вторичного нваптованпя элентронно­

позитронного поля была развита Фридрихсом [29], который 
следовал по пути, намеченноl\!у Фона"'' [30]1). Насколько мне 
известно, лоренцова инвариантность этой теории еще не иссле­
довалась. По-видшюму, теория инвариантна, если пренебрегать 
взаимодействием l\!ежду электронами. 

Вслед за Дираком, Фирц рассм01'рел релятивистсюrе вол­
новые уравнения для частиц с произвольным спином. Для 
целых значений спина он смог определить тензор энергии-им­

пульса, ноторый приводил н положительной полной энергии, по 

при полуцелом сппне всегда возникали состояния с отрица­

тельной энергией. Таюrм образом, для частиц с полуt\елым спи­
ном необходимо было постулировать принцип запрета, чтобы 
получить из теории дырон положительную полную энергию. 

В знаменитой работе 1940 г. Паули пришел к тому же ре­
зультату, исходя из более общих предпосылок. Он ввел в рас­
смотрение волновую фующию И - произвольный: спинор или 
набор спиноров с четным числом индексов при целом спине 
и с нечетным числом индексов при полуцелом: спине. От вол­
нового уравнения требовалась тольно его инвариантность по 
отношению к собственным преобразованиям Лоренца (без обра­
щения вре.\rени и без отражений). Уравнение могло быть и не 
первого порядка. Тен3ор энергии-импульса мог быть равен 
любой однородной I{вадратичной функции от И и компленсно­
сопряженной величины И*. 

--1-) Об обобщении теории Фока на релятивистс1ше спинорные поля 
см. работу [31] и цитированную там литературу. 
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Паули показал, что всегда существует подстановка меняю­
щих знаки пространственных координат xk на -х1,. и не затраги­

вающая волнового уравнения. При по.луце.лоJJt спине эта под­
становка меняет Т на -Т. Следовательно, каждому состоянию 
с положительной энергпей соответствует состояние с отрица­

тельной энергией, также удовлетворяющее волновому уравне­
нию. Но из. физических соображений полная энергия системы 
;:~.олжна быть положительной п мы должны обратиться к теории 
дырок Дира~ш, а вместе с ней и к принципу запрета, .говорит 
Паули. 

С другой стороны, Фирц п Паули показали, что в случае 
целого спина невозможно совместимое с принципом запрета 

квантованпе поля частиц при помощи инвариантной: D-функции 
Иордана и Паули [32]. За разъяснением этого утверждения 
мы должны отослать читатеJIЯ к оригинальной работе Паули. 

В конце своей работы Паули замечает, что, по его мнению, 
установление связи спина со статистикой является одним из 

самых важных приложений: частного принципа относитель­
ности. Действительно, это было осуществлением его давнишней 
мечты вывести принцип запрета из других физичесюrх прин­
ципов. 
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Л. Д. Л АН ДА У 

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ 

С глубокой грустью я посылаю эту статью, написанную в честь 
.шестидесятилетия Вольфганга Паули, в сборник, посвпщенный его 
памяти. Воспоминания о нем будут свято храниться теми, кому 
выпало счастье энать его лично. 

Уже нельзя будет уэнать его мнения об идеях, высказываемых 
в настоящей статье, но меня все же ободряет надежда, что его вэгляды 
по этим вопросам отличались бы не очень сильно. 

Хорошо известно, что теоретичес:кая физи:ка в настоящее 
время почти беспомощна в проблеме сильных взаимодействий. 
По этой причине любые замечания здесь неизбежно носят 
хара:ктер предс:казаний, и их авторы лег:ко могут о:казаться 
в положении охотничьей соба:ки, лающей под пустым деревом. 

Долгое время считалось, что основная трудность теории 
за:ключается в существовании 6ес:конечностей, :которые можно 
устранить, лишь использовав теорию возмущений. Привыч:ка 
применять аппарат перенормирово:к, :который позволил добить­
ся замечательных успехов в теории возмущений, зашла на­

столь:ко далеко, что само понятие перенормиров:ки стало окру­

жаться не:ки:м мистическим ореолом. Ситуация, одна:ко, прояс­
няется, если, воспользовавшись обычным для rеоретической 
физи:ки приемом, рассматривать точечное взаимодействие ка:к 

предел не:коего «размазанного» взаимодействия. Та:кой под·ход, 
хотя и предполагает слабость взаимодействия, существенно 
выходит за рамки теории возмущений и позволяет найти: асим­
птотические выражения для основных физичес:ких в_еличин 
в функции от энергии [1]. Эти выражения показывают, что 
эффективное взаимодействие всегда ослабляется при умень­
шении энергии и физичес:кое взаимодействие при конечных 
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энергиях, таю1м образом, всегда 11ншьше взаимодействия прп 
энергиях порядна энергии обрезания; последнее определяется 
значением голой постоянной связи, входящей в гамильтониан. 

Пос~юльку величина перенормировни становится сколь 
угодно большой с ростом энергии обрезания, то даже бесконечно 
слабое взаимодействие требует большой велпчины голой пос­
тоянной связи. Поэтому вознинло предпо.тюжение, что основ­
ная проблема зак:1ючается в создании теоршr очень сильных 
взаимодействий. 

Дальнейшие исследования поназали, одню.;о, что дело 
обстоит далепо не тан просто, Померанчук в ряде работ [2] 
показал, что при увеличении энергип обрезания физичесI\Ое 
взаимодействие стремится к нулю независимо от величины 

l'олой постоянной связи. Почти одновременно к тому JI>e резуль­
тату пришли Паули и Челлен [3] в так называемой модели Ли. 

Корректность «нулиф1шации» часто ставилась под вопрос . 
.\'lодель Ли является весьма специальной и заметно отличается 
во многих отношениях от физичесних взаимодействий, поэтому 
строгость доназательств Померанчун:а подвергалась сомнению. 
На мой взг.'Iяд, эти сомнения неосновательны. Че.ллен, напри­
мер, несколы.;о раз ссылался на использование необычных 
свойств рядов, подлежащих сумlllнрованию, но ни разу ничем 

не подтвердил свою точну зрения. Ныне <mулификацин» молча­
ливо признается даже теми физиками, :которые вспух оспари­
вают ее. Это ясно, пос11ольку почти полностью исчезли работы 
по мезонной теории, п особенно очевидно иа замечания Даii­
сона [4] о том, что норректная теория бу1(ет построена в сле­
дующем столетии,- пессимизм, :который был бы непонятен, 
если считать, что существующая мезонная теория ведет 1\ конеч­

ным результатам, :которые мы пона не в состоянии извлечь 

из нее. Поэтому мне представляются несвоевременными попыт-
1\И улучшить доназательства Померанчука. Ввиду кратности 
жизни мы не може]\[ позволить себе рос:кошь тратить время на 

задачи, :которые не ведут н новыlll результатам. 

Обращение в нуль точечных взаимодействий в существую­
щей теории приводит н мысли о необходимости использованин 
«размазанных», нелональных взаимодействий. К несчастью, 
нелональный харантер взаимодействия делает вполне бесполез­
ным аппарат существующей теории. Нежелательность этого 
обстоятельства является, :конечно, плохим доводом против 

нело:кальности теории, однано существуют и более основатель­
ные возражения. Все результаты, полученные в Rвантовой 
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теории поля без использования :конкретных предположений 
о виде гамильтониана, по-видимому, подтвердились на э:кспе­

рименте. Речь идет в первую очередь о дисперсионных соот­
ношениях [5]. Более того, число мезонов, образующихся· 
в стош>новюшях при больших энергиях, находится в согласии 
с формулой Ферми [ 6, 7], вывод :которой основан на использо­
вании представлений статистичесRой термодинаюши ·на рас­

стояниях, гораздо меньших, чем .тrюбой возможный радиус 
взаимодействия. 

Возможное существенное впдоизменение существующей тео­
рии без отRаза от лональности взаимодействия впервые прс;~;­
ложил Гейзенберг [8 ]. Помимо общей идеи, Гейзенберг доба­
вляет еще и ряд других предположений, Rоторые мне предста­
вляются сомнительными. Я попытаюсь поэтому обрисовать 
ситуацию в той форме, ноторая нажется мне наиболее убеди­
тельной. 

Почти 30 .тrет назад Пайерлс п я уl\азалп, что, согласно решr­
тивистс1>ой Rвантовой теории, нельзя измерить никаюrх вели­

чин, характеризующих вза~шодействуюrjJ,ие частицы, и един­

ственпы~rи измеримыми величинами являются импульс и поля­

ризация свободно движущихся частиц. Поэтому, если мы не. 
хотим по.льзоваться ненаблюдаемыми величинами, мы должны 

вводить в теорию в качестве фундаментальных величин тоJrько 
амплитуды рассеяния. 

Операторы 1\J, содержащие непаблюдаеыую информацию, 
должны исчезнуть из теоршr; и посr\ольну гамильтониан 

можно построить только из операторов 1.\J, мы с необходимостью 
приходим R выводу, что га1шшьтонов метод в 1шантовой меха­
юше изжил себя и должен быть похоронен, 1\онечно, со всемн 

почестями, Rоторые он зас1rужил. 

Основой для новой теорпп должна служить нован диаграм­
мная техника, 1\оторан использует только диагра~шrы со «сво­

боднымш> концами, т. е. аJ\IПлитуды рассеннпя и их аналити­
ческие продолжения. Физическую основу этого аппарата обра­
зуют соотношения уюпарности и принцип локальности взаимо­

действия, ноторый: пронвляется в аналитических свойствах 
фундаментальных велпчин теории, например в различнпго 

рода дисперсионных соотношениях. 

Поскольку такая новая диаграммная теория еще не построе­
на, мы вынуждены находить аналитичесние свойства вершинных 
диаграмм, исходя из га1шшьтонова формализма. Однако нужно 
быть очень наивным, чтобы пытаться придать «строгосты} 
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такому выводу; нельзя забывать, что мы получаем реально 
существующие уравнения из гамильтонианов, которые в дей­
ствительности не существуют. 

В результате такого подхода к теории, в частности, оRонча­
тельно теряет смысл старая проблема элементарности частиц, 
так как ее нельзя сформулировать, не вводя взаимодействий 
между частицами. 

Мне кажется, что за последние годы теория заметно про­
грессировала в указанном направлении и недалеко то время, 

когда будут окончательно написаны уравнения новой теории. 
Нужно, однако, иметь в виду, чт.о в этом случае в отличие 

от ситуации, существовавшей ранее в теоретической физике, 
написание уравнений ознаменует не конец, а начало создания 
теории. Уравнения теории будут представлять собой бесконеч­
ную систему интегральных уравнений, каждое из которых 
имеет вид бесконечного ряда, и будет очень трудно научиться 
работать с такими уравнениями. 

Сейчас, конечно, невозможно предсказать, СI\ОЛЫ\о кон­
стант в теории ~iюжно будет выбрать произвольно. Мы не можем 
даже исключить возможность того, что уравнения вообще не 
будут иметь решений, т. е. что в теории снова возникнет нули­
фикация. Это можно будет рассl\Iатривать либо каI\ строгое 
доказательство нелокальности природы, но это может означать 

и то, что не существует теории одних только сильных взаимо­

действий и в общую схему должны быть включены также 
слабые взаимодействия и особенно электродинамика. Тогда 
инфракрасная «катастрофа» бесконечно усложнит ситуацию. 

Но даже в лучшем случае нам предстоит тяжелая борьба, 
борьба которая стала еще труднее, когда ее не освещает яркая, 
безошибочная мысль _Вольфганга Паули. 
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ВУ ЦЗЯНЬ-СЮН 

НЕЙТРИНО 

ВВЕДЕНИЕ 

В письме, написанном в тот самый вечер, когда получено 
1 

было известие об экспериментальном доказательстве несохра-
нения четности в ~-распаде, профессор В. Паули выразил 
свои мысли и чувства по поводу неожиданного оборота собы­
тий. Его, по-видимому, особенно занимала проблема нейтрино. 
Заканчивая письмо в задумчивом тоне, Паули писал: «Эта час­
тица, нейтрино, к существованию которой я до· некоторой 

степени причастен, до сих пор преследует меню>. Новые поко­
ления, видевшие триумфальный успех гипотезы о нейтри­
но [ 1 ], наверное, никогда не смогут полностью оценить муже­
ство и проницательность, которые потребовались, чтобы выдви­
нуть странную идею о существовании неуловимой частицы -
нейтрино. 
В последние годы Паули снова занялся проблемой 

нейтрино. Осенью 1956 г. он рассматривал связь между ней­
трино и антинейтрино и сохранением лептонов. По иронии 
судьбы он относился с недоверием к оценке масс покоя ней­
трино и указывал, что верхний предел установлен слишком 

высоким из-за применения релятивистского выражения, кото­

рое получалось путем суммирования по спинам испущенных 

частиц. Для Паули вывод этого выражения сам по себе пред­
ставлял интересный этап. Ясно, что он думал в то время о более 
простой и логической теории нейтрино, но твердая вера в прин­
ципы симметрии сковывала его предприимчивый ум. ·Хорошо 
известно, что Паули прекрасно умел обращаться с математиче­
ской игрушкой - теорией двухкомпонентн.ой, лишенной массы 
частицы со спином, равным 1/ 2 • Он рассматривал эту теорию 
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еще в 1932 г. в статье для Handbuch · der Physik (211). Ему 
было таRже хорошо известно, что двухRомпонентные нейтрино 
тем не менее инвариантны относительно операций (СР) и (Т); 
R этому выводу можно прийти, использовав теорему СРТ 14-6). 
ОтRазаться от идеи о двух«омпонентном нейтрино, до тоFо 
RaR она была эRспериментально подтвержде:ц:а, Паули заставил 

. глубоRо беспокоивший его вопрос: почему симметрия :между 
левым и правым, которая таR хорошо выполняется в сильных 

взаимодействиях, должна нарушаться в слабых? На этот фун­
даментальный вопрос до сих пор нет ответа. 

Та«им образом, влияние, Rоторое оRазал Паули на наши 
представления о нейтрино, далеRо не исчерпывается гипотезой 
о существовании этой частицы. Его работа о пяти релятивист­
сRих инвариантах (7) относительно собственных преобразова­
ний Лоренца, его теорема о перегруппировках [8] и многие 
другие RвантовомеханичесRие работы образуют неотъемлемую 
часть обобщенной теории ~-распада. Его RритичесRое суждение, 
его высRазывания о двухRомпонентном нейтрино и теореме 
СР Т служили надежным у«азателем на пути R новой теории 
нейтрино. 

§ f. ДО ПОЯВЛЕНИЯ ГИПОТЕЗЫ О НЕЙТРИНО 

Rогда миRроRалориметричесRие измерения [9, 10] средней 
энергии ~-частиц, испусRаемых RaE, с несомненностью доRа­
зали, что непрерывное распределение [11) является внутрен­
ним свойством элеRтронов распада, физикам стало ясно, что они 
стол«нулись с чем-то весьма загадочным. В частности, Паули, 
с большим интересом следивший за полемикой :шсперимента­
торов, придавал большое значение RалориметричесRим данным. 

Примерно в тот же период волновая механи«а оRончательн() 
завоевывала себе место в физиRе. Постепенно вырисовывались 
наши представления о спине и статистиRе ядер. Одна« о основ­
ными Rомпонентами • ядер еще считались протоны и элеR­

троны. Поэтому в соответствии с теоремой .Эренфесга и Оппен­
геймера [ 12) ядро №4 должно было подчиняться статистиRе 
Ферми - Дирака. R всеобщему разочарованию эRсперимеп­
тально было показано [13, 14], что ядро №4, вопреRи ожи-

1) На возможность построения релятивистской теории двухкомпо­
нентной частицы со спином У2 впервые указал Вейль [3]. Эта теория 
была отвергнута, поскольку она не удовлетворяла закону сохранения 
четности (см. (~]). 

19* 
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даниям, подчиняется статисти~>е Бозе - Эйнштейна. Это было 
сильным ударом по протонно-элентронной гипотезе. Изучение 
спинов ядер привеJiо к тому же заrшючению. Поэтому электро­
ны приходилось исключать из ядра. Но заменить протонно­
злектронную гипотезу было нечем - других идей о строении 
ядра в то время еще не существовало. 

Основываясь в своих выводах только на соображениях 
спина . и статистики, Паули указывал в открытом письме 1 ) 
Гейгеру и Мейтнер, зачитанном на семинаре, состоявшемся 
в декабре 1930 г. в Тюбингене, что в ~-распаде не только про­
является нарушение занона сохранения энергии, но не сохра­

няются также спин и статистина. Ядерный момент количества 
движения при ~-распаде либо не должен меняться, либо дол­
жен меняться на целое число (Лl=nh, n=O, 1, 2, ... ). С другой 
.стороны, внутренний момент ноличества движения электрона 
равен h/2. Орбитальный :момент всегда явJiяется целым крат­
ным: ti. Таким образом, момент количества движения в ~--рас­
паде, очевидно, не сохраняется, ecJiи испускается только 

13--частица. Чтобы спасти положение, ПауJiи предложил необыч­
ную идею существования неуJiовимой новой частицы с исче­
зающе малой массой. 

Однако Паули был очень с:кромен и ненавязчив. Он допус­
каJI, что его предложение может показаться неправдоподобным 
и продо;;~;нает: «".не рис~шув, не выиграешь; серьезность 

положения с непрерывным ~-спеI>тром хорошо проиJiлюстри­
ровал мой уважаемый предшественнин господин Дебай, I>ото­
рый недавно заявил мне в Брюсселе: "О". об этом Jiучше не 
думать вовсе". на~> о новых налогах". Необходимо поэтому 
.серьезно обсудить любой путь к спасению. Итак, мои дорогие 
радиоактивные дамы и господа, проверяйте и судите». Посе­
тить семинар в Тюбингене ему помешал бал в Цюрихе. Он был 
все-тани очень молод тогда. 

Свою идею о новой странной частице Паули предал глас­
ности на собрании Америнанского физического общества 
в июне 1931 г. в Пасадене. Однако гипотеза оказалась слиш­
но:м: смелой для большинства физиков и встретила с:кептиче-

1) Письмо цитировалось Паули на собрании Цюрихского общества 
естествоиспытателей, состоявшемся 2'1 января 1957 г. (непосредственно 
после предания гласности результатов первых опытов по несохрапепию 

·четности). Письмо было переведено Робертом Шлаппом, которо~у автор 
приносит благодарность за копию перевода. · 
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сное отношение. В октябре того же года на семинаре по ядерной 
физине в Риме Паули встретился с Ферми. Вопросы ~-распада 
вновь подверглись подробному обсуждению, и Ферми сразу 
увлекся гипотезой о нейтрино. 

Затем последовал переворот в ядерной физике, начавшийся 
с открытия Чедшшом нейтрона в 1932 г. [15]. Все данные 
прекрасно унладьшались в протон-нейтронную гипотезу о стро­
ении ядра. Ободренный: таким оборотом событий, Паули высту­
пил с гипотезой о нейтрино на Сольвеевсном конгрессе в Брюс­
селе в 1933 г. [ 1], отбросив все делавшиеся им ранее оговорки. 

§ 2. ГИПОТЕЗА О НЕЙТРИНО 

Ниже приводится выдержка из выступления Паули [ 11 
на Сольвеевском н:онгрессе: 

«В июне 1931 г. на н:онференции в Пасадене я предложил 
следующий выход: зан:оны сохранения выполняются, но испус­

нание ~-частиц сопровождается вылетом весьма пронинающих 
нейтральных частиц, н:оторые до сих пор не были обнаружены. 
Сумма энергий ~-частицы и нейтральной частицы (или ней­
тральных частиц, rган: н:ан: неизвестно, испусн:ается ли одна 

тан:ая частица или несн:ольн:о), испущенных ядром в одном 
процессе, должна быть равна энергии, соответствующей верх­
ней границе ~-спен:тра. Мы, естественно, предпо.лагаем, сохра­
нение во всех элементарных проце.ссах не только энергии, 

но и импульса и момента н:оличества движения; сохраняются 

таюке характерные черты статистики. 

Что н:асается свойств этих нейтральных частиц, то, сопо­
ставляя ато11ш1;1е веса, мы можем прежде всего заключить, что 
их масса не может намного превышать массу электрона. Чтобы 
отличать их от тяжелых нейтронов, Ферми предложи:л для них 
название "нейтрино". Возможно, что собственная масса ней­
трино равна нулю, и они, следовательно, должны, подобно. 
фотонам, двигаться со скоростью света. Тем не менее их про­
никающая способность должна быть существенно больше, чем 
у фотонов с той же энергией. Мне кажется рн.зумным предпо­
ложение, что спин нейтрино равен 1 / 2 , и они подчиняются ста­
тистин:е Ферми, хотя эксперrrмент но дает прямого подтвержде­
ния этой гипотезе. Мы ничего не знаем о взаимодействии ней­
трино с другими частицами, в частности фотонами: гипотеза 
о магнитном моменте нейтрино, которую я выдвигал (теория 
Дирана наводит нас на мысль о существовании нейтральной 
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магнитной частицы), мне не кажется сколько-нибудь обосно­
ванной». 

Аргументы Паули в пользу законов сохранения в ~-распаде 
отличались большой убедительностью. Он говорил: «Бор пред­
полагает (16], что законы сохранения энергии и импульса 
не выполняются в ядерных процессах, в которых легкие час­

тицы играют существенную роль. Эта гипотеза представляется 
мне неубедительной и даже неправдоподобной. Прежде всего 
в этих процессах сохраняется эле1\трический заряд, и я не 

вижу, почему сохранение заряда является более фундамен­
тальным принципом, чем сохранение энергии или импульса. 

Более того, именно энергетические соотношения определяют 
некоторые характерные черты ~-спектров (существование верх­
ней границы и связь с у-спектрами, критерий устойчивости 
Гейзенберга). Если зю;:оны сохранения не выполняются, то 
из этих соотношений следует заключить, что ~-распад всегда 
происходит с потерей энергии, и никогда - с выигрышем. 
Но этот вывод влечет за собой -необратимость таких процессов 
но времени, что н:ажется мне вообще неприемлемьп\I!>. 

Паули предлагает даже использовать чувствительный метод 
отдачи, чтобы исследовать эти частицы. Вот что он говорит: 
« ... экспериментальное определение потери импульса в ~-рас­
паде представляет собой крайне важную проблему; можно 
предполагать, · что трудности будут огромными в силу ни­
чтожности энергии ядра отдачи». 

Ферми также присутствовал на Сольвеевском конгрессе, 
и это ускорило создание его знаменитой теории ~-распада [ 17]. 
На диснуссии присутствовал также Перрен (18]. Уже тогда 
он пришел н выводу, что масса поноя нейтрино должна быть 
малой или равной нулю. Он утверждал следующее: «Форма 
непрерывнрго ~-спентра позволяет высназать разумное пред­
положение о массе нейтрино, ... чтобы I<ан-то объяснить поло­
жение максимума или, скорее, среднюю энергию элентрона 

в случае, который нам известен лучше всего (RaE), следует 
допустить, что внутренняя масса нейтрино, кану фотона, равны 
нулю». 

Таким образом, уже при рождении новой частицы предпола·­
галось, что ее спин равен У:!, что она подчиняется статистике _ 
Ферми - Дирака, что она нейтральна и, на1юнец, что ее масса 
исчезающе мала - lмного меньше массы электрона. Охарак­
<rеризованная столь полно, эта частица, безусловно, заслужи­
вала почетного места в семье элементарных частиц; однако 
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никто, по-видимому, не мог предвидеть той, блестящей и уди­
вительной роли, которую ей суждено было сыграть в будущем. 

§ 3. ТЕОРИЯ ~-РАСПАДА ФЕРМИ 

Использовав гипотезу о нейтрино, Ферми создал теорию 
~-распада в формулировке, логически связанной с его первыми 
работами по квантовой электродинамике. Впоследствии тео­
рия была обобщена [ 19, 20] на все возможные типы ~-взаим11-
действия, но основная идея осталась неизменной. 

Можно рассматривать ~--распад как реакцию 

N ~ P+e-+v, (1) 

.а ~+-распад как реакцию 

P~N +e++v (2) 

Спины всех четырех частиц (Р, N, е"'• v) известны и равны % , 
все они подчиняются статистике Ферми и могут, следовательно, 
описываться квантованными полями Дирака. Согласно реля­
тивистской теории Дирака, каждой элементарной частице со 
спином % соответствует античастица (например, электрону 
соответствует позитрон) с протЙ"воположными знаками заряда 
и магнитного момента. Естественно, что ,нейтрино и парная 
к нему частица антинейтрино также должны обладать этим 
свойс:rвом. Заранее не было ясно, имеется ли какое-нибудь 
внутреннее различие между нейтрино и антинейтрино. Совре­
менная точка зрения на этот вопрос обсуждается в § 14. 

Поглощение обычной частицы эквивалентно созданию анти­
частицы (и наоборот), так как обычная частица может погло­
титься из состояния 'с отрицательной энергией, что соответ­
ствует рождению античастицы. С матем;~тической точки зре­
ния удобно описать ~-распад как процесс, в котором две час­
тицы поглощаются и две рождаются: 

11+-распад р _ 11+-распад N 
Р-. -~ N+e++v +е > +v (3) 

вместо рассматривать: 

N 11--распад р + _ - N 11--распад р _ 
--~ е + v + v + е . (4) 

Условимся, что v означает обычную частицу, нейтрино, а v­
антинейтрино. Таким образом, нейтрино, испускаемое в ~+-рас­
паде, представляет собой «частицу» (нейтрино), а нейтрино. 
сопутствующее ~--распаду" есть «античастица» (антинейтрино). 
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Взаимодействие между полями Р N и e+v предполагается 

точечным (Р JV- является источнином, а e+v - лептонным пoлellf), 
подобно тому, RaI\ в элентромагнитном случае заряд взаимодей­
ствует с у-1шантом тольно тогда, ногда они находятся в одной 
точне; ~-взаимодействие может быть обусловлено наличием 
в гамильтониане члена 

(5) 

где g - постоянная связи, определяющая силу взаимодействия, 
аналогично элентричесному заряду в случае элеr>тромагнитного 

поля. Операторы 'фр, 1\JN, 1\Je, 1\Jv - полевые операторы уничто­
жения протона, нейтрона, элентрона и нейтрино или рожде­

ния антипротона, антинейтрона, позитрона и антинейтрино 

соответственно. Операторы ~р, 1ji1'1, ~е, .\j)" создают соответ­
ствующие обычные частицы или уничтожают античастицы. 
При написании выражения (5) была добав;rена номпленсно­
сопряженная величина, поснольну лагранжиан должен быть 
эрмитовым оператором. Первый член описывает~--распад, а вто­
рой - ~+-распад. 

Операторы поля 1jJ являются четырехномпонентными спино­
рами, и, следовательно, существует 256 независимых способов 
составить форму четвертого порядна из номпонент 1\J. Однано 
член, описывающий взаимодействие, должен быть сналяром 
и не может поэтому зависеть от выбора лоренцевой системы 
отсчета. В этой связи Паули поназал [7], что можно построить 
пять и тольно пять релятивистсни новариантных величин, 

а именно сналяр (S), вентор (V), тензор (Т), ансиальный вен­
тор (А) и псевдосналяр (Р). 

Первоначально Ферми ввел ~-взаимодействие в венторной 
форме по аналогии с элентродинамикой. Разрешенные пере­
ходы в этом случае могут происходить тольно без изменения 
спина (Л/=0) и четности. Когда ~-распад Не6(Л/=1; пет) по 
времени жизни (0,82 сек) и по мансимальной энергии (3,52 Мэв) 
был отнесен к разрешенным, стало ясно, что одного вентор­

ного взаимодействия недостаточно. Гамов и Теллер [19, 20) 
обобщили ~-взаимодействие Ферми, указав, что можно соста­
вить пять инвариантов, умнож>1я юшщый из пяти ковариантов 
для тяжелых частиц на соответствующий ковариант для лег­

ких частиц. В наиболее общем виде ~-взаимодействие можно 
записать нак линейную комбинацию всех пяти инвариантов: 

(CsS + CvV + СтТ + СлА + СрР). 
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Таким образом, гамильтониан обобщенного взаимодействия 
имеет вид 

Н13 = g ~ ci (;ppoi'l1N) (;ppi'l1) +Эрмит. сопр., (6) 
f 

где 

i=S v т А р 

Ci=Cs Cv Ст Сл Ср 

oi = 1 уµ 2 fz (YµYv -YvYµ) iy5yµ УБ• 

и V = ia~, У4 = ~. У5 = У1У2УзУ4• 

а=(~ ~(J); ~=с~~)=у4; v=(_0i(J~(J) и Ys-(-;1 :а 
Постоянная g определяет силу взаимодействия. Из величин, 
характеризующих ~-распад, опыт позволял в те годы определить 
вероятность перехода (период полураспада) и форму спектра 
(макси~1альную энергию и тип перехода- разрешенный или 
запрещенный). · 

Приведем теоретическое выражение :для энергии и углового 
распределения электронов в ~-распаде: 

P'f(Et'>, 8v)dE= т~С2 2~3 ·F(± Z, Е13)(С~+СИ Х 

Х 1МF1 2 +(С}+ С1) J МGт 12} {р13Е13 [ Емаис. + :: - Е13] Х 

Х [ ( Емаис. + :: - Е13) 2 
- :; ] 

112
} Х 

{ Ь Р13С amvfm0 } 

Х 1± и-± Л-н- cos8<f3v>+ Е (Ь -Е / ) dE. '-"13 /3 f3 маис. 13+mv то 
(7) 

Здесь С- безразмерная постоянна1;{, равная (g/m0c2) (h/m0c)- 3 , 

g измерено в эрг·см3 ; Е 13 -полная энергия ~-частиц, включая 
массу покоя (в единицах m0c2); р13 измерено в единицах m0c. 
Фактор F (± Z, Е) учитывает влияние нулонова поля. Слагае­
мое, содержащее Ь, - это фирцевский интерференционный член 

[ ( e2Z )::!J 112 
Ь=2 1- hC [CsCv]MFJ2 +C1CлJMaтl 2]X 

х [(С~+ си IMF 12 + (С}+ Ci) IMGТ J2]· 1 

( !:\) 
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(см. § 4,В); 013v - угол между направлениями вылета ~- и 
v-частиц 

1/з (Ct-C1) /Мет /1---(C§-Cf.J \ Мр 12 

')., = (C}+C7t) /Мет l 2 +(C§+C~) j Мр 12 
(9) 

(см. § 4, Е); а=+1, если четности волновых функций элен­
трона и нейтрино не совпадают, и а=-1, если они совпадают 
(см. § 13). Постоянные связи Ci действительны, если суще­
ствует инвариантность по отношению к обращению времени 
(см. § 22). 

' ' 

§ 4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ ПО Н:ЛАССИЧЕСКОМУ 
~-РАСПАДУ· 

Еще до прямого обнаружения захвата нейтрино, осущест­
вленного в последние годы, успех теории ~-распада Ферми 
и результаты измерений отдачи, несомненно, оказали суще­
ственную поддержку гипотезе о нейтрино. Эти вопросы подроб­
но разобраны в ряде с.бзоров [21-24]. Здесь будет приведена 
только кратная сводка результатов. 

А. Форма разрешеппого спектра 

Согласно теории Ферми, влияние электростатического поля 
ндра на движение электрона учитывается фантором F(Z, Ев), 
известным под названием функции Ферми. В остальном форма 
разрешенного ~-спектра определяется просто статистическим 
множителем рЕf3(Еманс. -Ев) 2 , который равен объему фазового 
пространства, соответствующего распределению энергии между 

элентроном и нейтрино в предположении, что масса нейтрино 
равна нулю. Экспериментально установлено, что форма раз­
решенного ~-спектра находится в хорошем согласии с теоре­
тическими предсказаниями. 

В. Упикальпые запрещеппые переходы 

Разрешенный ~-спектр определяется лишь статистическим 
множителем - объемом фазового пространства. Теория не 
содержит никакого произвола. С другой стороны•, существуют 
уникальные запрещенные спентры, которые коренным обра­
зом отдичаются от разрешенных спектров, но также одно­

значно предсказываются теорией. Последовательное открытие 
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уникальных спектров 1, 2 и 3 запрещения в У91 , Ве 10 и К4о, 
форма которых в точности соответствовала теоретическим пред­
сказаниям, явилось блестящим подтверждением теории ~-рас­
пада. 

В. Фирцевский иптерферет-щиоппый члеп ± b/Er, 

Фирц [28] первый указал на существенную роль, которую 
играет этот член. Он должен был бы более или менее заметно 
искажать форму ~-спектра в зависимости от b/Ef'>, чего на опыте, 
-однако, никогда не наблюдалось. Верхний предел для Ь равен 
-0±0,10 во взаимодействии Ферми и 0±0,04 во взаимодей-
ствии Гамова - Теллера. Это уr\азывает на то, что варианты S 
и V во взаимодействиях типа Ферми и варианты Т и А во 
взаимодействиях типа Гамова - Теллера не могут играть 
<>динаковой роли. :Когда один из них доминирует, величина 
другого мала. Однако в теории двухкомпонентного нейтрино 
<>тсутствие интерференционного члена Фирца не приводит 
R столь четн:им выводам (см. § 11). 

Г. Фактор jt 

Среднее время распада -r дается выражением 

Еманс. 

~= ~ p(E)dE= т~с2 2~: (G}jMF'i2 +Cl;тlMcтl2) х 
1 

или 

где 

Х Ем~нс.F (Z, Er,) {(Е~ - 1)1/2 Er, (Еманс. -Е13)2} dE 
1 

h 1 3 10-21 -r0 = --2 = , · сек, 
т0с 

а f - безразмерная величина, обозна_чающая интеграJI по энер­
гетичесн:ому спен:тру. 

· :Классификация ~-распадов по значениям ft не толыю поз­
воляет приписать спин и четность ядерным уровням, но и помQ-
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гает разобраться D строении ядра и ядерных силах. :К наиболее­
ярRим успехам относятся Rлассифrшация сверхразрешенны:х: 
и разрешенных переходов и устаноnление связп между группой 
~-переходов Q• --О> Q+ И ИЗОТОПИЧеСRИМИ МУЛЬТИПЛеТа!IIИ. 

Д. Отношение J Сет 12/J Ср \2 

СистематичесRое изучение ряда простых зерRальных ядер 
(замюrутая оболочRа ± нуRлон) поRазало, что поетоянные 
взапмодейстюril Ферми и Гамоnа - Теллера близн:и друг 
R другу. Это можно увидеть, если отложить величину В RaR 
фунRцию Х в следующем соотношении: 

в 

ft = (1-Х) 1 Мр l2 +x 1Мет12 ' ( 10) 

l'де Х-относительная величина взаимодействия Гамова-Теллера 

Х 1Сет1 2 

= 1t;p1 2 +1Сет12 • 
(11) 

Последние измерения отношения СЪт!С~, привели R результату 
1, 16 ± 0,05 [25]. Это значенпе существенно з11висит от ядерного· 
матриЧного элемента, Rоторый точно не известен. С другой · 
стороны, ядерные матричные элементы нейтрона и 0 14 (переход 
Q+ -7- Q+) МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ ТОЧНО: ДJIЯ 0 14 .М} = 2 И ДЛЯ нейтрона 
M'j;. = 1 и МЪт= 3. Отсюда 

(/t)no 21Ср12 

(ft) 14 =1cF\2 +;:J\Ceтl 2 • 
о 

( 12) 

Результаты последних измерений ft для 0 14 [26] и нейтрона 
[27] таRовы: 

(ft)n~=(1187 ± 35) сек, из (t1;2)no= 11,7 ± 0,3 мин,, 

(/)0 14 = (3103 ± 62) сеп, 

ОТRуда 

ICaтl 2 142 008 1Ср12 = , ± ' . 

(13) 

Этот результат наход1iтся в согласии с величиной 1 :55, 
полученной по асимметрии вылета ~- из поляризованного ней.: 
трона (см. § 12). Зная (ft) 0 14, можно найти таю-r{е постоянную 
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связи gp для взаимодействия Ферми 

2 - 2лЗ (1 n 12) с fi ) 6 Ji 2 

gp - 1Мр12 тое (ft) 14 тое ' 
о 

ГДе 1МFj2 =2 ДЛЯ ~-переХОДОВ Q+---+ Q+; ПОЭТОМУ 

1 gF J = (1,41±О,01)·10-49 эрг-смз. 

Е. И амерения отдачи 

В отличие от заряженных частиц, ,нейтрино усRользает от 
попытоR прямого наблюдения, однаRо, поRидая ядро в про­
цессе распада, оно сообщает ему неRоторый импульс. Изме­
рение энергетичесRого спеRтра и углового распределения ядер 

отдачи является чувствительным методом исследования про­

цесса вылета нейтрино. 
ЭRсперименты по измерению отдачи можн? разбить на не­

СRольRо групп: 

1) Эr\сперименты первой группы посвящены в основном 
измерениям отдачи ядер при К-захвате. Если в Rаждом аRте 
К-захвата испусRается тольRо одно нейтрино, то импульс 
.отдачи однозначно определяется соотношением 

( 14) 

значение Er измерено в эJrеRтрон-вольтах; Е - энергия, высво­
бождаемая в процессе К-захвата в единицах тс 2 ; М vC 2 - энер­
гия по1юя нейтрино в единицах тс2 ; атомная масса атома 
отдачи в а.е .. м. (атомных единицах массы). Этот острый пиR 
в распределении был четr\о выделен в ряде Rрасивых и убе­
дительных ЭI\Спериментов, результаты I\оторых приведены 

в табл. 1. 
2) ПосRольRу при ~-распаде испусRаются одновременно две 

леп\ие частицы (~ и v), энергетичесюrй спеRтр ядер отдачи 
в этом случае более сложен, чем при К-захвате. СпеRтр оRазы­
вается непрерывным и его форма существенно зависит от угло­
вых Rорреляций между элеRтроном и нейтрино. Согласно 
уравнению (9), угловые корреляции в различных вариантах 
~-взаимодействия определяются величиной Л 

s v т А 
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В венторном и тензорном взаимодействиях элентрон и ней­
трино испус1{аются преимущественно в одном направлении; 

мансимум распределения по энергии ядер отдачи сдвигается 

в сторону больших энергий. В сналярном и псевдовенторном 

Таблица 1 

ОТДАЧА ЯДРА ПРИ ЗАХВАТЕ ОРБИТАЛЬНОГО ЭЛЕНТРОНА 

Материн-1 Энергин распа-
с:кое да, Мэв 
ндро 

(Еr)теор. 

Ве7 0,864±0,003 57,3±0,5 эв 
Ве 7 0,864±0,003 57,3±0,5 эв 
Аrз7 0,816±0,004 о, 711±0,004 

см/мксек 

О,816±0,004 9,67±0,08 
9,65± ,05 

56,6±1,0 эв 
55, 9±1,0 эв 
0,71±0,06 
см/мксек 

9,6±0,2 эв 
9,63±0,06 эв 

' 

Литера­
тура 

[133] 
[134] 
[135] 

[31] 
[32] 

вариантах легние частицы вылетают в основном в противо­

положных направлениях и максимум распределения по энер­

гиям сдвигается к меньшим энергиям. Различие между S и V 
очень велико, различие между Т и А выражено гораздо слабее. 
До открытия несохранения четности исследование угловых 
корреляций (~ -v) по энергетичесним спектрам ядер отдачи 
или по угловым корреляциям между электроном и ядром отдачи 

было единственным способом получения сведений о вариантах 
взаимодействия. 81~спериментальные данные собраны в табл. 2. 

Как видно из табл. 2, до мая 1957 г. общее мнение' снлады­
валось в пользу вариантов S и Т. Комбинация (S, Т) не оспа­
риваJiаеь и не подвергалась сомнению до опубликования в мае 
1957 г. данных по Ar35 • Ныне из измерений отдачи делается 
обратное заключение и предпочтение отдается комбинации 
(V, А) (фиг. 1). Ошибюf\и неоправданные предположения, кото­
рые привели к неправиJiьному выводу о варианте Т из данных 
по Не6 , рассмотрены в донладе Ву и ШварцшильДа [29]. 

3) В измерениях отдачи было проявлено много нас.тойчи­
вости и остроумия. РезуJiьтаты Шервина [30], полученные 
с твердым источником радиоактивного Р32 методом времени 
полета, отчетJiиво показали, что потерянная энергия 

и потерянный импульс связаны соотношением ЛЕ=СЛр 



Табдица 2 

ЭНСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ О ВАРИАНТАХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
. 

Материнское 
Метод 

"' 
Заключение Литература 

ядро 

. 

До открытия несfJхранения четносfпи 

Не6 Энергетический спектр ядер отдачи Т(не А) [136] 
п То же +о,о9±о, 11 

] 
[137) 

-0,21±0,08 S и Т или V и А [138] 
Nel9 >) » +0,14±0,2. [139] 

-0,15±0,2 [140)' 
Не6 Угловая корреляция +о,34±0,12 Т (не А) [141) 

После мая 1957 г. 

АгзБ Энергетический спектр ядер отдачи +О,93±0,14 v [142) 
Nel9 То же V и А или S и Т . [1,43) 

Не6 » )) -0,39 А [144) 
Lis » » и угловая корреляция А (примесь Т меньше 10%) [145) 

В основном А [146) 

" -
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Кофуд-Хансен [31] предложил и выполнил серию эксперимен­
тов, в которых ток на пластины 1юнденсатора измерялся как 

функция скрещенных электрического и магнитного полей. По·­
добные измерения позволяют определить одновременно средние 
импульсы электрона и ядра отдачи, а также найти распределение 

R·N{RJ l .:\. 
д зs 1 ,_,.i"j +/ 

1 Ne'9 +; 
-Л=О,00 

о 

б 

Фиг. 1. Энергетический спектр ядер отдачи Не6 , Аrз•, не10 

и Ne23 (а) и зависимость /.. от F= 1CFMF12 (б). 
1CFИF1 2+1СагИат12 

ионов отдачи по зарядам. Последние достижения Снелла 
и Плизентона [32] в технике измерений отдачи позволяют 
достичь высокой точности при определении наиболее сложных 
зарядовых спектров ядер отдачи. 

§ 5. НЕСОХРАНЕНПЕ ЧЕТНОСТИ В ~-РАСПАДЕ 

Теория ~-·распада является феноменологической теорией. 
Разрабатывая ее, мы надеемся расширить наши познания 

о природе нейтрино и вариантах ~-взаимодействия. Недавнее 
открытие несохранения пространственной и зарядовой четности 
в ~-распаде привело н бо.'lьшому прогрессу в теории нейтрино. 
Последовательное развитие изложено в последующих пара­

графах. 
Если четность в ~-распаде не сохраняется, то в гамильто­

ниане Н наряду с обычными скалярными членами появятся 
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псевдоскаJiяры. Тогда уравнение (6) принимает вид 

Н = ~ Ci (:;j)pOi'IJN) ('iJPi'Pv) + 
i 
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+ 4 Ci ('iJpOi'ФN) (фpiy5')Jv) +Эрмит. сапр. (15) 
i 

Постоянные связи Ci Ли и Янг [33] назвали сохраняющими 
четность, а постоянные Ci - несохраняющими четность. 
КаI\ОЙ из членов ci или Ci сохраняет четность в действитель­
ности, зависит от относитеJiьной четности электрона и нейтрино. 
В классической теории ~-распада обычно предполагается, что 
четности нейтрино и электрона одинаковы; тогда Ci =tO, Ci=O. 
Этот случай известен под названием «четной» связи. EcJiи жё 
нейтрино и электрон имеют обратные четности, то, согласно 

старой теории, Ci =0, и Ci =t О. Этот случай называется «не­
четной» связью. Различить С; и Ci можно, лишь измерив 
спин нейтрино. Вычисляя точно так же, как выше распреде­
ления электронов по углам и энергиям для разрешенных пере­

ходов, мы увидим, что эти распределения по существу одина­

ковы и в случае сохранения и в случае несохранения четности. 

Действительно, выражение для любой скалярной велИ:чины 
в ~-распаде с учетом несохранения четности можно получить 
из соответствующего выражения, найденного при условии 
сохранения четности, путем замены 

1ci12 на (1 ci 12+1 с.; /2) 
и 

В такого рода выражениях никогда не появляются интер­

ференционные члены типа CiC~. Именно по этой причине 
огромный экспериментальный материал, накопленный по 

В-распаду, ~-форме спектров, факторам f t и угловым корре­
ляциям ~v и Ву, не содержал никаких сведений по вопросу 
о сохранении четности в В-распаде. Когда теоретический анализ 
привел Ли и Янга к этому блестящему выводу, они предло­
жили ряд критических экспериментов, целью которых было 
определение н€которых псевдоскаляров, составленных из изме­

ренных на опыте величин. Пусть, например, измерены им­
пульс р (полярный вектор) и спин <J (аксиальный вектор), 
тогда среднее значение псевдоскалярной величины СС' (р ·<J) 
может оказаться отличным от нуля. 

20 Заказ М 214 
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Если в ~-распаде а е'Сть спин ядра, а р - направление 
вылета электрона, то наличие не равного пулю псевдоскаляра 

(р·а) проявится в асимметрии1) углового распределения элект­
ронов, испущенных поляризованными ядрами. 

§ 6. ЭКСПЕРИМЕНТ с ПОЛЯРИЗОВАННЫМ со~О 

Эксперюrент с поляризованными ядрами [34] заключается 
по существу в следующем: спины ~-излучающих ядер выстраи­
ваются вдоль некоторой оси, и число электронов, испущенных 
по оси, сравнивается с числом электронов, испущенных в про­

'Ривоположную сторону. Однако ядерные магнитные моменты 
настолько малы(µ..,,""" 10-з магнетона Бора), что для их выстраи­
вания необходимы поля порядка 105 гс при т~о,01° К. К сча­
стью, сильные магнитные поля существуют вблизи от ядер пара­
магнитных атомов. Магнитные моменты тан::их атомов примерно 
в тысячу раз превышают магнитные моменты ядер. Эти пара­
магнитные атомы выстраиваются умеренно сильными полями 

(порядка сотен эрстед) и уже их огромные поля ориентируют 
ядерные моменты. Описанный метод ориентации ядер был пред­
ложен независимо Роузом и Гортером в 1948 г. Чтобы умень­
шить тепловое движение, которое стремится нарушить упоря­

доченное состояние моментов, кристалл цериево-магниевого 

нитрата охлаждался методом адиабатического размагничива­
ния до температуры на 0,01° С выше абсолютного нуля 
(-273, 17° С). Для эксперимента был избран парамагнитный 
радиоактивный Со60 , распад которого обусловлен чистым 
взаимодействием Гамова - Теллера (Л/=5-4=1, пет). 

При изучении ~-распада радиоактивных ядер в нашем слу­
чае приходится преодолевать две основные трудности. Во-пер­
вых, детектор электронов нужно поместить в криостат с тем­

нературой ~1° К, и, во-вторых, радиоактивные ядра должны 
находиться в тонком (<0,1.мм) слое На' поверхности и должны 
быть поляризованы. Детектор представлял собой тонкий кри­
сталл антрацена, расположенный в вакуумной камере при­
мерно в 2 с.м над источником из Со60 • Через стеклянное окно 
и люцитовый светопровод длиной 1,22 .мм сцинтилляции пере­
давались на фотоумножитель (6292), I\Оторый находился над 

1) Ииеется в виду асимметnття по отношению к ШIОсности, ПРрпенди­
кулярноi'~ к направлению спина. 
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криостатом. Степень поляризации Со60 определялась по анизо­
тропии его у-излучения 

Е _ I (n/2)-I (О) 
у- 1 (n/~) · 

ЭRсперимент обнаружил большую асимметрию в вылете 
электронов. На фиг. 2 отложены зависимости значения анизо­
тропии у-излучения и асимметрии элеRтронов от времени для 

двух противоположных направлений поляризующего поля. 
Время исчезновения ~-асимметрии совпадает с временем исчез­
новения анизотропии у-излучения. Коэффициент асимметрии 
оказался отрицательным, т. е. ~-частицы испусRались пре­
имущественно в направлении, противоположном спину ядра. 

Это означает, что ядра Со60 Rажутся вращающимися по часо­
вой стрелке, если смотреть навстречу испускаемым эле~\тро­

нам. Таким образом, левое отличается от правого и, следова­
тельно, как показал этот эксперимент, четность не всегда сох­

раняется. Бо_лее того, асимметрия оказалась максимально 

возможной. 
В угловом распределении электронов 

1(О)=1 +А <J/ ~ cos е (16) 

(где б - угол между направлением вылета элеRтрона и ядер­

ным спином) параметр асимметрии А, согласно опытным дан­
ным, почти равен -1. Отсюда следует, что интерференция 
между взаимодействиями, сохраняющи:ми и несохраняющими 
четность, близRа I\ максимальной. Таким образом, результаты 
первого эRсперимента не сводились к отRрытию несохранения 

пространственной и зарядовой четности, а оказались даже 
более радю\альными и значительными. Из найденного значе­
ния параметра асимм~трии (А ""'-1) можно сделать ряд весьма 
важных выводов. Выпишем выражение для А в ~-распаде Со6о, 
который принадлежит R чистым переходам типа Гамова - Тел­
лера, 

[ * ' С*С') ze2 * ' '* J 21Мет12 А= Rе(СтСт- Ал-hсрlт(СтСА+СтСл) ~ , 

(17) 
где 

; = (1Ст12 +1c:r12 +rСл12 + 1елп1 л; GT 12 • 

20* 
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Второй член с мнимыми величинами (мы предполагаем, что вре­
менная четность более или менее сохраняется) по всей вероят­
ности очень мал. Более того, из юrассичесной теории ~-распада 

" "' ~ 
~ 

"' " t::s ~ 
" ~ !О 

~ '-' <:::i 
о() Е: 
Е: 

~ " 8.. 
о 

о() 

с:3 Е: 
'-' 
о 

§-
с::3 
'v 

<:>о~ 

1,3 

1,2 

~1 

1,0 

Ц9 

0,8 

0,7 

QЗ 

цz 

q1 
о 

1,20 

1,10 

IДО 

0,90 

у-анизотропия 

а - э1<ватариальный счетчик 

х ха х Ь - полярный счетчи" 

~ х х ". 
х Х..х х !! 8 х х 1 • _hx.. •.;,;.::::> ·хе-е х х 

,,,:· ••• )( х 

,• ,. 
• 
(Ь 

у-анизотропия, вычисленная по данным 

а и Ь W(f)-W(O) 

В= W(I) 

iJля обоих напраrJЛений поляризу-
ющего поля- ааерх и аниз 

{3-асимметрия (при амплитуде 

'х х ~ Н импульса 10 а) 

~e"-8x-Lex~-· 
• х 

.~t обменного 
газа 

о.во • 
8во8 t 

цю~-'---'-~-'--'----''--~-'-~"--~ 
о 2 4 6 8 ю ~ ~ ffi т 

Время, мин. 

Фиг. 2. Асимметрпя ~-излучения из поляризован­
ного Со60 • 

и 'из отсутствия фирцевского члена Ь!Еr, следует, что в пере­
ходе Гамова - Теллера один из вариантов А или Т домини­
рует. (Этот вывод пе относится R двухномцонентным нейтрино; 
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см. § 11.) ТаRим образом, из соотношения 

2 (С~Ст-С!СА) 
А= Re /Ст 12-f---/ Ст /2+1 Сл l2 +J СЛ 12 

следует, что либо 

309 

~ -1 (18) 

Сл ~ СЛ, если доминирует А-взаимодействие, (19) 

ш1бо 

Ст~ - Ст, если доминирует Т-взаимодействие. (20) 

J !одсташrяя эти соотношения в гамильтониан, поJ1учаем для 
тензорного взаимодействия 

(21) 

или для аксиально-веRторного взаимодействия 

~ - -
11Н А= Сл ('ljJpO л'ФN) ('ФР л (1 + ау5) 'Фv), (22) 

где а очень близко к единице. Таким образом, полный опера­
тор нейтрино имеет вид в тензорном взаимодействии 

(23) 

а в аксиально-векторном взаимодействии 

(24) 

Хорошо известно, что операторы (1 =F у5)/2 проецируют вол­
новую функцию 'Фv на состояния с заданной продольной поля­
ризацией, причем 

{ (i-;'Ys)} 'Фv = 'Ф~ для правой поляриаации (2~1) 

и 

{(1t'Ys)}'Фv='Ф~ для левой поляризации. (26) 

Это представляет особый интерес для частиц с массой покоя, 
равной нулю, поскольку в этом случае 'Ф~ и 'Ф~ можно выбрать 
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независимо1). Каждая из этих функций является собственной 
функцией гамильтониана, откуда следует, что такие частицы 
всегда полностью поляризованы в смысле правой или левой 
спиральности. 

Из :шсперимента с поляризованным Со60 выте~\ает, что 
I\оэффициент а в выражении для полного оператора нейтрино 
( 1 =t= ay5)1J1v очень близок к единице. Это наводит на мысль, что 
нейтрино продольно поляризовано, т. е. вращается в опре­

деленном смысле относительно направления движения. Выбор 
выражения (1+yJ1J1v в аксиально-векторном варианте озна­
чает, что спиральность нейтрино отрицательна (спин и импульс 
направлены в противоположные стороны); выбор (1-y5)1J1v 
в тензорном варианте означает, что нейтрино является право­
винтовым. Более того, оператор У2 (1 ±у5), входящий в полный 
оператор нейтрино, можно записать в лептонном коварианте 

как проекционный оператор для :электрона 

'IJJ!'\'40i (1 ± Уь) 'Фv = 'ljJ; (1 + Уо) YPi'Фv 
(вывод дан в § 9). Таким образом, из первого эксперимента 
с ·поляризованным Со60 можно было сделать теоретический 
вывод о продольной поляризации ~-частиц. Заметим в заклю­
чение, что обнару,женное в этом опыте максимальное отступ­

ление от закона сохранения четности указывало на возмож­

ность построения новой теории нейтрино. 

§ 7. ТЕОРИЯ ДВУХКОМПОНЕНТНОГО НЕЙТРИНО 2) 

Эта простая и убедительная теория была предложена неза­
висимо Ли и Янгом [35], Ландау и Саламом [36, 37]. В обыч-

1) Из уравнения Дирака (в системе единиц h == с == 1) следует 

( 'Уµа:µ) Ф= -тф, ( 'Уµа~µ) '\'5Ф= +тv5Ф· 
Введем функции 

и 

Тогда 

с д '\ R , Т, с д ) L R 'Уµдхµ)Ф 1-тф =0, 'Уµдхµ ф +тФ =0. 

При т=О функции фR и фL не связаны друг с другом. 
2 ) Теоретический вывод выражений для различных эффектов, связан­

ных с несохранением четности, содержится в работах [43-48]. 
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ной теории нейтрино у волновой функции четыре компонен­
ты - две для состояний с положительной энергией (которые 
называются нейтринными состояниями v) с правой и левой 
поляризацией и две для состояний с отрицательной энергией 

-(аптинейтринные состояния v) также с правой и левой по~яри­
зациями. Существование лишь двух полностью поляризован­
ных состояний, одно из которых принадлежит нейтрино, а дру­
гое - антинейтрино, сводит число компонент к двум, отсюда 
и название теории. Согласно данным эксперимента, полный, 
оператор нейтрино равен 

( 1 Т '\"5) '!Jv, (27) 

l'де минус относится н тензорному варианту, а плюс - к 

аксиально-векторному. Использовав хорошо известные соот­
ношения 

и 

(1 + 'Уь) = + (1 + 'Vs) Vs• (28) 

нетрудно убедиться, что гамильтониан инвариантен относи­
тельно подстаповни 

'Pv-----> Vs'Pv для А-взаимодействия (29) 
и 

'Pv-----> - )'5')Jv для Т-взаимодействия. (30) 

Эта подстаповна предполагает, что в уравнении Дирана для 
свободного нейтрино масса должна быть строго равна нулю. 
Действительно, произведем в уравнении Дирака 

' д ) 
( Vµ дхµ +mv 'Pv =О (31) 

подстановну 

(32) 

Умножим (31) па )'5 

( )' µ д~µ - mv ) )' 5 'Pv = О, (33) 

ЗнаR второго члена меняется вследствие того, что '\'s и '\'µ анти­
номмутируют. Следовательно, уравнение свободного нейтрино 
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и гамильтониана взаимодействия будут инварианты относи­
тельно подстановки 'Фv_,. ±У5'Фv только в том случае, если 

масса нейтрино (тv) равна нулю. 
Тот факт, что нейтрино может обладать определенной спи­

раль'ностью лишь при массе, равной нулю, с точки зрения физи­
ческой очевиден. Если бы нейтрино можно было приписать 
:какую-либо массу, то в некоторой системе отсчета оно бы покои­
лось или даже меняло знак импульса. Ясно, что требование об 
обязательной параллельности а и р для такой частицы не 
имело бы смысла. Экспериментальные данные на сегодняшний 
день подтверждают, что масса нейтрино исчезающе мала 
(<1/2000 те) (см. § 13). 

В течение многих лет физи:ков-теорети:ков занимала идея 
об инвариантности лишенного массы нейтрино относительно 

определенного градиентного преобразования (1±у")'Фv =О. 
R сожалению, это требование приводило :к двухкомпонент­
ной теории нейтрино и нарушению закона сохранения чет­

ности. В 1929 г. Вейль указал, что с математичесной точни 
зрения возможно существование двухномпонентной реляти­
вистсной частицы со спином, равным Y:i. Эта идея была отверг­
нута Паули [2], поснольну она приводила R нарушению занона 
сохранения четности1), и поэтому не могла осуществляться 
в действительности! Паули рассуждал следующим образом: 
напишем уравнение Дирака для нейтрино с м~ссой, равной 
нулю (mv =О): 

. д . 1 t'7 

l дt'Фv = yav'Фv· (34) 

Здесь а можно выразить через четырехрядные матрицы 

1) Это справедливо только для некваптованных полей. Б первом вари-· 
анте двух1<омпонентной теории Бейля, предложенном еще до того, как 
Дирак создал свою теорию дырок, использоваJIИсь не~шантованные поля 

Дирака. Замечание Паули о несохранении четности, выс:казанное в статье 
для Handbuch der Physik (1933 г.}, относилось именно :к этому варианту 
и поэтому было справедливым. Позже, в 1937 г. Майорана предложил свою 
теорию двухкомпонентного нейтрино, основанную на использовании кван­
тованных полей, которая исходила из тождественного совпадения ней­

трино и антинейтрино: v ==о v. Б этом случае двух:компонентпость сво­
бодной частицы пе приводит к нарушению запона сохранения четности. 

Причина несохранения четности кроется в самом взаимодействии и только 
в нем. Бопрос.ы выбора между двумя вариантами (т. е. вариантом Бейля 
[2], Ландау [36], Ли и Янга [35] и Салама [37], с одной стороны, и вариан­
том Майорана [38], с другой) подробно рассматривались рядом авторов 
[39-42]. (Автор благодарит Фирца за полезные дискуссии по. этим воп­
росам.) 



Нейтрино 

Паули ai: а= -- у5а = - ау5 • Тогда 

. д -1 
z дt 'Фv = i aVy5'1\Jv. 

При массе, равной нулю, можно произвести подстановку 

'Фv = ± '\'5'1\Jv 
и прийти, таким образом, к уравнению 

. д '"'Г. t'7 
i дt 'Фv = т lO' v 'Фv 

3t3 

(35) 

(36} 

(минус соответствует подстановке 'Фv = y5'1jJ~, а плюс - подста­
новке 'Фv = - y5'1\Jv). Отсюда мы получаем после преобразования 
Фурье 

H'l\Jv= =F (ap)'l\Jv, (37) 

где Н - гамильтониан, или 

(38) 

(Е - собственное зна qение Н). Знак определяется проекцией 
спина на вектор импульса. Можно ввести также спиральность, 

<1·Р 
Спиральность = ТРТ , (39) 

т. е. +1 для правовинтовой частицы и -1 для левовинтовой. 
Физически уравнение (38) означает, что при заданном импульсе 
частица может находиться в двух состояниях, различающихся 

знаком энергии. Эти состояния соответствуют двум противо­
положным ориентациям спина - по импульсу или против него, 

и ведут себя подобно правому и левому винтам. Если принять, 
что осуществляется аксиально-векторный вариант, то, соглас­

но эксперименту с Со60 , 'Фv = 'Vs'Фv· Тогда из соотношения 
Е=-(а· р) следует, что в состоянии с положительной энер­
гией, описывающем нейтрино, спин а и импульс р будут анти­
параллельны (левый винт), тогда как состояние с отрицательной 
энергией, относящееся к антинейтрино, является правовинто­
вым. Согласно «дырочной» интерпретации, антинейтрино есть 
дырка в фоне таких правовинтовых нейтрино в состояниях 
с отрицательной энергией. Дырка (антинейтрино) должна обла­
дать противоположно направленными импульсом и спином, 

и потому в аксиально-векторном взаимодействии дырка являет­

ся правовинтовой. В тензорном взаимодействии спиральности 
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нейтрино и антинейтрино будут обратны :_оль:ко что указан­
ным для ан:сиально-векторного взаимодеиствия, посн:ольн:у 

в этом случае нужно использовать зню\ плюс в уравнении (38). 
Таким образом, лишенное массы нейтрино описывается 

двухкомпонентной волновой фунн:цией, и, ка:к показывают 
результаты измерений, спиральность нейтрино отрицательна, 
если взаимодействие Гамова - Теллера определяется аксиаль­
но-векторным вариантом:, и положительна для тензорного 

варианта. 

В теории двухкомпонентного нейтрино не сохраняются ни 
пространственная, ни зарядовая четности. При отражении 

Зер1шло 

Левый винт Правый винт 

Фиг. 3. Изменение см:Ысла винтовой нарезки при 
зеркальном отражении. 

левовинтового нейтрино в зеркале получается изображение 
правовинтового нейтрино (фиг. 3). Но, согласно двухRомпонент­
ной теории, тан:ое состояние невозможно для нейтрино. 

Зарядовое сопряжение переводит левовинтовое нейтрино 
в левовинтовое антинейтрино. Но для антинейтрино единствен­
но возможным состоянием является правовинтовое. Таким 
образом, состояние зарядово-сопряженное к нейтринному не­
допустимо. Это очевидное нарушение зарядовой инвар.иант­
ности теории. Окончательно, двухкомпонентное нейтрино пару- . 
шает Р и С по-отдельности. 

До 1956 г. все физин:и считали, что четность сохраняется 
в любых взаимодействиях. Но в 1956 г. эксперты встали в тупик 
перед проблемой К-мезонного распада. После того, :ка:к Ли 
и Янг в :конце 1956 г. поставили вопрос о четности, Ландау 
и Салам независимо рассмотрели возможные следствия суще­
ствования двухR011шонентного нейтрино. Ландау в своей работе 
<>собенно подчеркивал возможность более широкой симметрии 
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'Относительно I\омбинированного отражения СР1), т. е. симмет­
рии относительно комбинированной операции зарядового со­
пряжения и пространственной инверсии. Операция СР превра­
щает частицу в античастицу и изменяет знак спиральности. 

Таким образом, возможное состояние переходит снова в воз­
l\южное и РС-инвариантность не нарушается. Применительно 
t< ~-распаду СР-инвариантность означает, что угловое рас­
пределение в ~·-распаде анти-Со60 должно быть в тоt~ности 
противоположно угловому распределению в распаде Со60 • 

Вплоть до лета 1957 г. Паули весьма скептически относился 
к теории двухкомпонентного нейтрино. Однако в конце осени 
1957 г., после того как были собраны новые эксперименталь­
ные данные, говорившие в пользу этой теории, и после того 
Rак двухкомпонентная формулировка была обобщена на все 
слабые взаимодействия, Паули отказался от своих возраже­
.ний против теории двухкомпонентного нейтрино. 

§ 8. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЛЕПТОНОВ 

Ядерный ~-распад можно представить следующим образом: 

р+ е- <Е--+ п + v. 

В этой схеме один лептон поглощается, а один создается. 
Иными словами, при надлежащем определении частиц и анти­
частиц полное число лептонов в процессах распада всегда со­

храняется. Это побудило Конопинского и Махмуда [49] пред­
ложить закон сохранения лептонов, чтобы объяснить, почему 
не наблюдаются некоторые процессы распада. Если каждой 
частице приписать некое лептонное число, то, согласно пред­

ложенному закону, сумма лептонных чисел во всех реакциях 

должна сохраняться. Лептонные числа обычно приписываются 
.следующим образом: 

l = + 1 дли (частиц) е-, µ-, v 

l = -1 для (античастиц) е+, µ +, v 
l=O для Jt, у, К и всех тяжелых частиц. 

1 ) В раб~те, представленной Янгом на международный конгресс по 
теоретической физики, состоявшийся в Вашингтонском университете 
17-21 сентнбрн 1956 г" уже содержалось замечание, что имеет место сим­
метрия относительно перехода из одной системы координат в другую 
с одновременным переходом к антимиру (т. е. с заменой л• на :rc, протонов 
ма антипротоны и т. д.). 
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Заион сохранения лептонов позволяет предсказать для каждо­
го лептонного распада тип испускаемых нейтрино: 

\ 

n-p+e-+v, р- n+e++v, 

;n:• -µ+ +v, л--µ-+v, 

µ+-e++v+v, µ--e-+v+v, 
(40) 

µ-+ p--?>n+v, µ•+n-p+v, 
• 
к+-µ~+v, к--µ-+v, 

л+-е++v, :тi:--e-+v. 

Экспериментальное подтверждение указанных значений леп­
тонных чисел явилось бы важным свидетельством в пользу 
закона сохранения лептонов. В частности, если спиральности: 
нейтрино и антинейтрино противоположны, то предсказания 
процессов распада (40) становятся однозначными. Экспери­
мент подтверждает почти все эти предсказания. 

Справедливо, конечно, что при наиболее общем подходе 
к теории ~-распада не следует вводить ни закона сохранения 
лептонов, ни двухкомпонентности нейтрино. Этот вопрос обсу­
ждался очень подробно Паули [50] и другими [51, 52] в 1957 г. 
Паули очень осторожно относился к столь фундаментальному 
закону как закон сохранения лептонов. Однако он неодно­
кратно доказывал, что верит в него. В общем случае гамиль­
тониан имеет вид 

'\1- - , 
Н = g L..: (1\JPOi1)JN) { 111Pi [(Ci + С(у5) 1\Jv + 

i 

+(Di+Diу5)1\1~]}+Эрмит. сопр., (111} 

где функция 111~ - зарядово сопряжена к 1J'v, а Di, Di - по­
стоянные связи для зарядово-сопряженного члена. В простом 
~-распаде несохранение лептонов приводит только к замене 

С1 Ci на (С~ Ci +Df Di) и никакие опыты не могут раз­
личать эти возможности. Даже отрицательный результат опы­
тов по двойному ~-распаду без испускания нейтрино и опытов 
Дэвиса по захвату нейтрино объясняется только спирально­
стью нейтрино без привлечения закона сохранения лептонов 

(см. § 15). Сохранение числа лептонов изменило бы сечение 
поглощения нейтрино протонами (эксперимент Рейпса и :Коу­
эна) пе более, чем на 18 % , что находится сейчас за пределами 
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достижимой на опыте точности. Ниже будет предполагаться, 
что число лептонов сохраняется и данные эксперимента под-

ф u \ 

твердят ундаментальныи характер этого закона. 

§ 9. ПРОДОЛЬНАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ ~-ЧАСТИЦ 1) 

Поскольку четность не сохраняется, среднее значение псев­
дос1\аляра (а·ре), образованного из измеренных величин спина 
и импульса, мо_жет оказаться не равным нулю. Другими сло­
вами, электроны, вылетающие из неполяризованных ядер, 

могут быть продольно поляризованы. Результаты измерений 
продольной поляризации сколь просты, столь и удивительны. 
Вывод, относительно I\оторого существует общее согласие, 
сводится к утверждению, что испускаемые в радиоактивном 

распаде ~--частицы обладают отрицательной спиральностью 
(а и р антипараллельны), а ~+-частицы - положительной спи­
ральностью (а и р - параллельны). При релятивистских энер­
гиях (v/c~ 1) пучки электронов и позитронов практически пол­
ностью поляризованы. Эти результаты также согласуются 
с предсказаниями теории двухкомпонентного нейтрино. Дей­
ствительно, в выражении 

('ФрОi'фN) ['iiPi (1 ±1'5) 'Pv] +Эрмит сопр. 

можно вместо 'Ре подставить 'ф~V4 
'IJJ!VPi (1 ± '\'s) 1Pv 

(42) 

(43) 

(плюс для вариантов V, А и минус- для S, Т, Р). Выбор 
знаков для вариантов V и S в этом выводе является допол­
нительным предположением, поскольку мы не можем сослаться 

здесь на эксперименты с поляризованными ядрами. С другой 
стороны, измерения спиральности электронов позволят полу­

чить информацию о связи спиральности нейтрино с ~-взаимо­
действием. Однако 

R 

для oi ИЗ вариантов S, Т, Р. 

1) См [52-55). Вопросам поляриаации элентро.!JОВ и )WJ!учей посвя­
щены хорошие обзоры [56, 57}. 
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Следовательно, 

'IJ!YPi (1 ± )'5} 'Ре= 'Р! (1 + )'5) !'40i'IJ'". (44)· 

Заметим, что no всех пяти вариантах появляется один и тот 
же множитель ( 1 + у5), коль скоро сделан соответствующий 
выбор в (43). Напишем вырюкение, эрмитово-сопряженное к (43), 

(45) 

При релятивистских энергиях ер ;ут0с 2 , влияние массы элек­
трона по существу незначительно. Мы уже ПОI\азали, что при 
массе, равной нулю, 1 / 2(1+у5) является проекционным опера­
тором на расстояние с продольной левой поляризацией. Таким 
образом, во всех пяти вариантах возникают левовинтовые элек­
троны. Если (и/с)е< 1, то предположение те= О больше не-. 
пригодно. В этом случае правая и левая компоненты электрон­
ной волновой функции связаны друг с другом. Иными словами, 
(1 + у5)'ф 8 уже не является: собственной функцией гамильто­
ниана. Неприменим, очевидно, танже и сделанный выше вывод, 
основанный на равенстве те=О. Физически впоJrне ясно, что 
при скорости элентрона, равной нулю, его поляризация танже 

обращается в нуль, поскольку в этом случае нет выделенного 
направления импуJiьса, с которым можно бьшо бы связать 
спин. 

ИспоJiьзуя обычный метод проектi1.рования конечных состоя­
ний элен:трона на собственные состояния 0"8 • р и вычисляя раз­
личные следы, можно поJiучить простое выражение для поля­

ризации ~=~=-частиц: 
v Е 

ПоJiяризация = (0"8 ·Р) = - с \; \ . 
Общее выражение для поJiяризации для комбинации всех 
вариантов таково: 

(Поляризация)13 :~: = ± ~ 2 Re [(CsC8* -CvC\t*) м~, + 

(СтСГ*-СлС/)[Мстf2] [([Csf 2 +!Cvf2 +IC8[2 +IC~f2)[MF\2 + 

+(JCтl2 +!Cлl 2 + ICЛl2 +JCГl2)!Mcтl 2]· 1 • (46) 

EcJiи мы положим Cs= -C,S, Ст= -Ст (левовинтоnое анти­
нейтрино) или Cv =С\,, Сл =ел (праnовинтовое антинейтрино), ТО· 

(Поляризация)13 :~: = =J= ~ • (47) 
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Первыми обнаружили продольную поляризацию в ~-рас­
паде Фрауенфельдер и его сотрудники [59]. Они использо-

вали Со60 в качестве источника и получили Р ~ -~, что хорошо 
с 

согласуется с данными по спиральности нейтрино, получен­

ными из эксперимента с поляризованным Со60 • Последующие 
измерения поляризации в чисто фермиевских переходах 
(Cl34, Ga66 [66]) и в переходах смешанного типа (№3 , Au198 

[53-55]) подтверждают сформулированное выше заключение 
о спиральности нейтрино (левовинтовое нейтрино в вариантах 
V и А, 

'Фv = '\'51\Jv 
и правовинтовое - в вариантах S и Т, 

'Фv=-Ys'Фv ). 
В настоящее время используются три основных метода 

[53-55] определения поляризации электронов: 1) по кулоно­
ву рассеянuю на тяжелых ядрах ·(моттовское рассеяние) [58-63]; 
2) по круговой поляризации тормозного излучения вперед или 
аннигйляционного излучения [63-67]; 3) по рассеянию сво­
бодных электронов (мёллеровское рассеяние) [68-73]. Рабо­
тая в Последние десятилетия с пучками· поляризованных ~-час­
тиц, физики были ыастолько убеждены в существовании лево­
правой асимметрии, что даже не пытались обнаружить ее на 
опыте 1). Поляризационные эксперименты трудны и требуют 
затраты большого количества времени. Имеется много источ­
ников систематических ошибок (рассеяние назад, деполяри­
зация, аппаратурная асимметрия, поправки на экранирование 

и т. д.), которые с трудом поддаются оценке. По-видимому, 
I{Орректпым будет утверждение, что в области больших энер­
гий v/c >- 0,6 поляризация равна примерно v/c с точностью, 
не превышающей 10%. В области vlc<0,6 результатов очень 
мало и дальнейшие эксперименты представляются в высшей 
степени желательными. 

1) Любопытно сопоставить следующие утверждения в нниге Мотта 
и Месси [75]: «Результаты последних энспериментов по рассеянию быстрых 
элентронов, источпином ноторых были натодные лучи, хорошо согласуются 
с предсназанилми теорию>. И на следующей странице: «Энспериментальные 
данные, полученные с, различными источнинами ~-лучей, плохо согла­
суются между собой; можно думать, что расхождения в значительной мере 
исчезнут, когда естественные источнини ради<Jантивности будут заменены 
иснусствепными источнинами с ноптролируемой энергией испуснаемых 
частиц». См. танже [74, 76]. 
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§ 10. КОРРЕЛЯЦИЯ .Р - у (КРУГОВАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ) 1) 

Из измерений асимметрии В-излучения поляризованных 
ядер следует, что после В-распада ядро должно оставаться час­
тично поляризованным в направлении вылета В-частицы. Если 
непосредетвенно после В-распада ядро испускает у-квант, то 
последний должен обладать круговой поляризацией, пропор­
циональной косинусу угла между В-частицей и у-квантом. 
Корреляция для наиболее часто встречающейся последователь­
ности распадов 

Разрешенный Р-переход 2L-польное у-излучение 
J ~J' --;:. ]" 

р у 

выражается формулой 

W (8) = 1 + тА !!.. cos8, 
с 

rде т- правая круговая поляризация, или 

Р (8) ==А.!!... cosO, 
с 

(48) 

rде т - левая круговая поляризация, взятая ~ обратным зна­

ком, и 

А= L~1 {µJJ' [ ± Re (С;сг-с:1С.Л)-
- :е2 Im(c;cл.+c/CA)J IМат\2 + 

пер • 

~ (J +1) 112 [R (С*с' '* * ' '*с +uJJ' -у- е т s+CтCs-CACv-Cл v)± 

Ze 2 1 (С*С' С'*с С* ' '* ] ±hcp m А s+ А s- тСv-СтСv) Х 

xlMF!\Maт\} ~(1+Ь2с2т/W) (49) 

1 J -J' =l-1 

J-J' =J 

J-J'=J+1 

i) См. [53-55]. 
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Этим методом можно получить информацию такого же харак­
тера, как и по асимметрии ~-излучения поляризованных ядер; 
измерения здесь выполнить легче, но сам метод менее чувстви­

телен. С другой стороны, поскольку современная техника ориен­
тации ядер применима лишь в ограниченном числе случаев, 

удается заполяризовать очень немногие ~-излучатели. Поэтому 
метод корреляции между направлением вылета электрона 

и круговой поляризацией у-кванта оказался очень полезным. 
Основным результатом, достигнутым этим мeтoJ\OllI, было выяс­
нение ролп интерференционного члена 

между взаимодействиями Ферми и Гамова - Теллера. Он:аза­
лось, что интерференция существует и близн:а н ма~,симальной. 
Отсюда следуют два важных вывода: во-первых, основной J{О:М­
бинацией может быть либо (V, А), либо (S, Т), но не (V, Т) 
шш (S, А), и, во-вторых, инвариантность относительно обра­
щения времени выполняется или по крайней мере нарушаетсЯ 
слабо. :Круговую поляризацию у-квантов можно анализировать 
при помощи цилиндрического элентромагнита, намагниченного 

до насыщения по направлению вылета :у-квантов или в противо­

положном направлении. 

Этот метод анализа основан на зависимости ко11штоновсного 
сечения для поляризованного по нругу света от ориентации 

спинов [77]. 
Шоппер [81] первым использовал метод корреляции ~-у 

(нруговая поляризация) на Со60 и получил А ~ 1 /3 • Это пре­
нрасно согласуется с результатом опыта с поляризованным 

Со60 : либо Ст=-Ст, либо Сл =СА.. Когда этот метод был при­
менен н Na 22 , переход в. котором чисто гамов-теллеровсний 
(3+->2+), то зю1.н: I{руговой поляризации 01,азался противо­
положным знан:у в элен:тронно-антивном Со60 в соответствии 
с теоретичесними предсназаниями. Боэм и другие [82-85] 
провели ряд н:расивых опытов, посвященных изучению нор­

реляции ~-у (н:руговая поляризация) в смешанных пере­
ходах Гамова, Теллера и Ферми на ядрах Sc46 , Au198 и др. 
Интерференция между переходами типа Гамова - Теллера 
п типа Фермп оназалась близной к максимальной, что свиде­
тельствует об отсутствии I{омбпнаций (VT) или (SA). Однаr'о 
ни в одном из этих энсперимептов точность не превосходила 

заметно 20 % измеряемой величины. 

21 3aR~3 № 214 
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§ 11. СВЯЗЬ МЕЖДУ СПИРАЛЬНОСТЬЮ ЛЕПТОНОВ 
и Р-ВЗАИМОДЕйСТВИЕМ 

В предыдущих параграфах мы нашли соотношения между 
спиралыюстью лептонов и вариантами ~-взаимодействия. Эти 
соотношения проиллюстрированы на фиг. 4. 

{Г- pacпail: п-р + {Г+ fi 

Пepexoil G-T ПepexoiJ Ферми 
Лl=I l(OJ-I(O) 

Переход G-T 
Лl=I 

ПcpexoiJ Ферми 
[(0)-[(О) 

Фиг. 4. Связь между спиральностью нейтрино п .вариантами 
~-взаимодействия. 

В разрешенных переходах типа Гамова - Теллера лептоны 
уносят момент количества движения, равный единице. В тен­
зорном ~-взаимодействии оба лептона испуснаются преимуще­
ственно в одном направлении. Поскольку элентрон, I{aR пока­
зывает опыт, обладает отрицательной спиральностью (левый 
винт), антинейтрино должно иметь такую же спиральность. 
С другой стороны, в аксиально-векторном взаимодействии 
электрон и антинейтрино испускаются в основном в противо­

положных направлениях, и потому антинейтрино предписы­
вается положительная спиральность, а нейтрино - отрица­
тельная. Спиральность нейтрино·, обнаруженная в Eu152* (см. 
§ 12), заведомо отрицательна, и это заставляет предпочесть 
аксиально-векторный вариант. Аналогичным образом нетрудно 
найти спиральности антинейтрино в скалярном и векторном 

вариантах. 

Мы приходим, таким образом, к двум важным выводам. 
Во-первых, неоднократно упоминавшийся фирцевский интер­
ференционный член, пропорциональный для интерференции 

между S и V выражению (CsCt+C.SC~*) и для интерферен-
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ции между А и Т выражению (СтС! + С]С~*), должен авто­
матически обращаться в нуль, поскольку сш~ральность ней­
трино (пли антинейтрпно) в варпантах S и Т противоположна 
спиральности в вариантах V п А; следовательно, шrтерферен­
Ция между этими парами 1ззаимо;~ействий невозможна. Во-вто­
рых, по той же причине комбинации (V, Т) и (S, А) не дают 
вклада в интерференцию иежду переходами типа Гамова -
Теллера и типа Фер11Iи. Обнаружение на опыте мансимально 
возможной интерференции менщу этими переходами для ней­
трона, Sc46 и Au198 иснлючает комбинации тольно из V и Т 
или тольно из S и А. 

§ 12. УСТАНОВЛЕНИЕ ВИДА ~-ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ПО ИЗМЕРЕНИЯМ ЭФФЕКТОВ, СВЯЗАННЫХ 

С НЕСОХРАНЕНИЕМ ЧЕТНОСТИ 

Из первого опыта с поляризованным Со60 , результаты 
которого указывают на возможную двухкомпонентность ней­
трино, следует, что спиральность антинейтрино положительна 
в аксиально-векторном варианте и отрицательна в тензорном. 

Полученные впоследствии данные по поляризации электронов 
полностью согласуются с этим заключением. Поэтому опреде­
ление спиральности нейтрино приобретает решающую роль 

в установлении вариантов ~-взаимодействия. 

А. Процесс электроппого захвата в Eu152* - сnиральпость 
пейтрипо 

Образовавшиеся в результате электронного захвата ней­
трино и ядро движутся в противоположные стороны 

е- + р_,. п+ 'V. 

Если за захватом следует испус1шние у-нванта, причем спин 
и четность меняются согласно схеме 

А (О-) ~~ В* (1-) v-нва~°' В (О+), 

то из законов сохранения импульса и момента количества дви­

жения следует, что спиральность вылетающего вниз у-кванта 

совпадает со спиральностью летящего вверх нейтрино (фиг. 5). 
Таким образом, проблема измерения спиральности нейтрино 
сводится к измерению круговой поляризации у-кванта. Однако 

21* 
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из вылетающих вниз у-н:вантов нужно отобрать те у-кванты, 
которые сопутствуют испущенным вверх нейтрино, и поэтому 

следует дете1\тировать лишь резонапсно рассеивающиеся кван­

ты. Кроме того, энергия у-квантов должна быть сравнима 

±
А 

г 

о+ в 

l'к(f)+AIO)-в*U!+v(f) 
в"щ-вшJ_,_ут 

а 

Спиральность 
нейтрино 

положительная 

б 
Спиральность 
нейтрино 

Hv ! птриц~ельная 

+ ! v~ 

1 
+1 

1 
1 
1 
1 

Hv 

Ф и г. 5. Спиральности ядра отдачп и у-1>ванта, сопут­
ствующего К-захвату. 

с энергией нейтрино, и время жизни возбужденного состоя­
ния В* должно быть очень коротrшм (~10-14 сек), иначе нельзя 
использовать твердый :источник. 

Ограничения, конечно, очень жесткие, но радиоизогон 
Eu152*, нажется, послан самим. небом, чтобы сослужить эту 
-службу. Гольдгабер, Гродзинс и Суньяр [86] сталнива­
лись с этим изотопом в своих прежних работах и знали, что 
в нем осуществляется ред1шй переход Е1 и что он удовле­
творяет всем перечисленным требованиям. Измерив I\ругоnую 
поляризацию у-rшаптов, испущенных ядрами Eu152* вниз 
и резонансно рассеявшихся на Sm, они обнаружили, что спи­
ральность у-кванта отрицательна (Н =-0,67±0,10)! Отсюда 
'Следует, что спиральностh нейтрино в эле~\тронном захвате 
отрицательна и значит в ~-взап:модействии при захвате элек­
трона главную роль играет не тензорный, а аксиально-вектор­
ный вариант. 
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В. ~-распад поляриаованных нейтронов1) 

Использовав пучок поляризованных нейтронов (со степенью 
поляризации 87 % ) , Бэрджи и его сотрудники сумелп измерить 
угловое распределение электронов распада относительно" спина 

Сет1<а №2, 4900в· Cem1<a №1, 6500в 

Первый динод 
протонного 

счетчика 

(заземлен) 

Стетш 1<0нтейнера 
(заземлена) ~--' 

\:Z:zz:Z:Z:Z::2Z222.:~'2:J 

Свинцовая 
защита 

(заземлена) 

Сцинтиллятор 
(11рuсталл) 
(3-счетчшш 

Нейтронный 
ПУ'./•71< 

Фиг. 6. Схема дете:ктора в опыте по измерению угло­
вого раепределенпя антинейтрино относительно спина 

нейтрона. 

нейтрона и распределение антинейтрино по отношению к спину 
нейтрона. Схема использовавшегося детектора приведена на 
фиг. 6. Полученные результаты 11Iожно представить следую-
1цим образом: 

W(8 0 ·p)=1-(0,11+0,02)cos8a ·Р> 
п е - п е 

W (8011 ·Pv) = 1 + (U,88 ± О, 15) COS 80п. J!v• 

!'де --(U,11 ± 0,02) - зпаченне параметра асимметрии А,~ а 
1-(0,88±0,15) - значение параметра асимметрии В. Эти резуль­
таты не только подтверждают отсутствие зеркальной симметрии 

11ри распаде нейтрона, но Еоличествепный анализ показывает, 
что найденные значения А и В согласуются однозначно с тео­
ретпчесю1м предсн:азанием Iхомбинацип вариантов V и А. 

При ретроспективном взгляде на историю ~-распада мы 
увидим, как много в нoii было удивительных, поражающих 
воображение событий. Сегодня, после почти шестидесяти лет 
непрерывных исследований, на первый план выходит несохра­

нение четности. Сшшшись с нлассичесн:ой теорией ~-распада, 

r) См. [87, 53-55]. 
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несохраневие четности позволяет прийти к определенным выво­
дам о вариантах ~-взаимодействия. В этом вопросе, однако, 
мы должны соблюдать осторожность - пока нельзя исключить 
малой примеси вариантов S и Т. Дальнейшее выяснение этого 
вопроса представляется весьма желательным. 

§ 13. МАССА НЕЙТРИНО 

Все экснериментальные данные указывают на то, что масс<1 
покоя нейтрино должна быть очень малой.· Поэтому вполш' 
допустимо при построении графиков :Кюри полагать массу 
покоя нейтрино равной нулю. · 

В действительности точная форма разрешенного ~-спектра 
вблизи от его верхней границы зависит от массы ПОI\оя ней­
трино. Если масса ПОI\ОЯ нейтрино отлична от нуля и равнн 

то распределение электронов по энергиям имеет вид 

' r amvfmo J 
Po(E)dEp,~Q(Ep,) 1+Ер,(Еманс.-Ер,+mv/т.о) dEp,, 

где 

Q (Ер,)= Рр,Ер, ( Емш. - Ер,+ :: ) х 

[ ( 
т\, )2 т~ j 1;~ 

Х . Емакс.-Ев+rп; - mб 

(а= -1, если четности волновых функций электрона и ней­
трино совпадают, и а=+ 1, если эти четности противоположны). 

Релятивистский член, содержащий а, возникает в резуль­
тате суммирования по спинам испущенных частиц [88]. Пара­
метр а может меняться в пределах от -1 до +1 и его значение 
определяется, во-первых, комбинацией вариантов ~-взаимодей­
ствия и, во-вторых, относительной четностью нейтрино и е-. 
Поскольку значение а раньше не было известно, верхний пре­
дел для mv можно было установить только как функцию от а. 
Например, измерения ~-спектра нз, выполненные Гамиль­
тоном, Олфордом и Гроссом [89] на электростатическом сфе­
рическом интегральном спектрографе с разрешением по энер­
гии, достигавшим О, 7 % , позволили установить, что при 
а=-'-1 значение mv не превышает 500 эв, а при а=+1 оно не 
превышает 150 эв. Согласно измерениям спектра нз, прове­
денным Лангером и Моффатом [90], верхний предел состав­
ляет соответственно 700 и 150 эв. 
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Мы убедимся сейчас, что несохранение четности в ~-распаде 
дает возможность устранить эту неоднозначность. Величина а 
зависит от констант ~-распада С i и Ci [ 51, 91] следующим 
образом: 

_ 1 Мр J2 ( -1Cv12 +1Cv1 2)+1Мет1 2 (-I Сл 1 2 +1с.А.1 2 ) ( 52) 
а- JMpJ 2 (JCv1 2JCvJ 2J+IMcтl 2 (/CAl 2 ICA.J 2) • 

. Как показывают измерения эффектов, связанных ·С не­
сохранением четности, Сл=СА., Cv=Cv и, по-видимому, 
С8=С8=Ст=Ст=0, откуда мы получаем а=О. Верхний предел 
для значений mv, таким образом, оI<азьшается равнЬlм 200 эв, 
или 1/5000 Мэв, результатам измерений не противоречит 
танже предположение, что mv=O. 

§ 14. НЕЙТРИНО И АНТИНЕЙТРИНО 

Rлассичесную теорию нейтрино можно сформулировать 
аналогично теории электронов, вводя состояния с отрицатель­

ной энергией и предполагая, что почти все они заняты. Дырки 
или вакантные состояния с отрицательной энергией нейтрино 
назыв.аются антинейтрино. Однако нейтрино нельзя отличить 
от антинейтрино по знаку электрического заряда. Остается 
возможное отличие в знаке магнитного момента. Если ней­
трино· и антинейтрино обладают противоположными по знаку 
магнитными моментами, то они различимы и называются дира­

ковскими нейтрино. 
По последним данным [92] магнитный момент нейтрино 

не превышает 10-7 магнетона Бора. Если нейтральная ча­
стица не имеет магнитного момента, то, согласно · классиче­
ской теории нейтрино, не существует решений уравнения 

Дирака, соответствующих античастице. Тогда нейтрино и 
антинейтрино неразличимы и носят название майорановских 
нейтрино [36]. 

Различие между майорановскими и дираковсними ней­
трино не сказывается на энергетических и угловых распре­

делениях простого ~-распада, поэтому все эксперименталь­
ные данные, перечисленные выше, не позволяют судить 1 о 

типе нейтрино. К счастью, существует несколько экспери­
ментов, результаты которых проливают некоторый свет на этот 

вопрос. Мы имеем в виду двойной ~-распад и реакциi1 захвата 
нейтрино. 
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§ 15. ДВОЙНОЙ ~-РАСПАД 1) 

Рассмотрим изобарический триплет ( N, Z), ·( N ± 1, Z =F 1), 
(N ±2, Z=F2), в котором масса промежуточного изобара пре­
вышает массу двух других. Такая ситуация может возникнуть 
лишь при условии, что изобар с нечетными значениями N и Z 
лежит между двумя изобарами с четными N и Z, например 
между 20са:~ и 22Ti~:, между 60Nd~~0 и 62Sm~~o и т. д. Переход 
одного из этнх ядер в другое через промежуточный изобар 
энергетически запрещен. Однако ядро (N, Z) может перейти 
в (N ±2, Z=F2) посредством двойного ~-распада. Согласно дира­
ковской теории нейтрино, в таком процессе должны быть испу­
щены четыре частицы - два нейтрино (или антинейтрино) 
и два позитрона (или электрона). Энергетический спектр эле~-;­
тронов (или позитронов) при этом окажется непрерывным:. 
•Если нейтрино являются майорановскими, то испущенное 
виртуально вместе с первым электроном нейтрино затеы 
может поглотиться при посшщующем испускании второго 

электрона. 

Сумма энергий двух электронов (позитронов) будет одно­
значно определена и равна энергии, высвобождаемой в двойном 
~-распаде. Это обстоятельство :могло бы существенно облегчип 
обнаружение такого процесса. Поскольку ЗаI\ОН сохранения 
энергии выполняется только для перехода из начального сос­

тояния (Z, N) в конечное состояние (N ±2, Z=F2) и не имеет 
отношения к переходам в промежуточное состояние, виртуаль­

ное нейтрино может обладать любой энергией вплоть до энер­
гии ,......35 Мэв, при которой длина волны нейтрино он:азывается 
малой по сравнению с радиусом ядра. Объем фазового про­
странства для виртуальных нейтрино, таким образо:м, оказы­
вается гораздо большим, чем для реальных, что существенно 
увеличивает вероятность перехода с участпем майорановских 

нейтрино. 
Теорию двойного ~-распада подробно рассматривашr 

Гепперт-Майер, Фарри, Конопинский и Примаков [93-97\. 
Т1очное выражение для времени жизни по отношению I\ двой­

ному ~-распаду оказывается довольно сложным. Мы приведе.\1 
здесь приближенные соотношения, полученные П римаr.;о-

1) См. (93-96]. 
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БЫМ (97]: 

10 1:; ± 2 ( ~о У (l _ о= ~~~ ) 2 (/~)2/з (-8-)6 \_ z J е 150 (О) лет, ', w 
(53а) 

(7. )1' . О(''' )GT с: 1019±2( 60)2 , 
1/2 v, v """ J l 1/2 v, ,, ""' u' \ z х 

Х (1 -- е'"' 2л:z;1з1)2 (. _8_)10 лет; (5:3б) 
W(O) 

( Т112) 0 относится I\ ~-распаду без испускания нейтрино, 
а (T1;2)v,v- к распаду с испусканием двух нейтрино; W<OJ -
кинетическая энергия, высвобождаемая при двойном ~-распаде 
в единицах тс2 • Величина ±2 в показателе степени форму­
лы (53а) является оценкой полной погрешности при вычисле­
нии ядерных матричных элементов. 

Интересно отметить, что при одинаковых значениях W<O) и 
Z и сравнимых величинах ядерных матричных элементов вре­
мя жизни но отношению к распаду без испускания нейтрино 
оказывается в 10"-106 раз меньше времени жизни по отноше­
нию к двухнейтринному ~-распаду. Эта величина по существу 
равна четвертой степени отношения энергии виртуального ней­
трино в распаде без испускания нейтрино к энергии реального 
нейтрино в двухнейтринном распаде: ~(35Мэе/1Мэе) 4~1,5· 10·1 . 

Закон сохранения лептонов вместе с двухкомпонентностью 
нейтрино ограничивает выбор и требует, чтобы время жизни 
двойного ~-распада определялось процессом с испусканием 
двух нейтрино. Экспериментально никогда не было обнару­
жено эле1\тронных линий с энергией, равной сумме двух энер­

гий распада. Измерения верхнего предела для скорости двой­
ного В-распада таI\Же противоречат предположению о рас­
паде без испускания нейтрино и согласуются ·скорее с излу­
чением двух нейтрино. В табл. 3 пе-речислены данные по НР­
многим известным случаям, I\огда можно предполагать налн­

чие двойного ~-перехода. 
В те дни, когда сохранение четности в ~-распаде еще Hl' 

подвергалось сомнению, отсутствие безнейтринного двойного 
~-распада рассматривалось как свидетельство в пользу дира-

ковской теории нейтрино (vфv) п в пользу закона сохраненин 
лептонов. Однако нарушение закона сохранения четности 
в ~-распаде обнаруживает, что взаимодействие осуществляется 



Переход 

20Ca4s ·+ 22Ti4s 

eoNdlБO --+ 62Sml50 

4oZr96 --+ 42Мо96 

52 те1зо --+ Б4хе1зо 

4sCs116 --+ 50 Sn116 

42MolOO --+ 44RulOO 

60 Snl24 --+ 52 Те124 

92 u2зs -.. 94pu2зs 

ОПЫТЫ ПО ДВОЙНОМ-У' f\·РАСПАДУ 

Высвобощ­
даеман 

эн.~~~н, 1 Энс:оер11мен.т 

4,3±0, 1 

3,7±0,1 

3,4±0,3 

3,2±0,1 

2,6±0,1 

2,3±0,2 

2,0±0,2 

1,1 

> 2, 1018 
> 6-1018 

> 4.101в 
> 2.1016 

= 1,4.1021 

> 1017 

> 1017 

> 1017 

> 6-1018 

Tl/2 (лет) 

Теорин* 

двухн.ейтрщшый j безн.ейтринный 
распад распад 

4.1020±2 

2.1020±2 

1.1021±2 

2.1021±2 

6-1021±2 

4.1022±2 

4.1022±2 

3.1025±2 

3.1015±2 

2.101 а±2 

5.1015±2 

s.1 01н2 

2.1016±2 

4.1016±2 

5.1016±2 

2.1018±2 

Та6.1ича-:3 
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с участием «двухкомпонентного нейтрино». Это ограничивает 
выбор поляризационных состояний лептонов и открывает, 
к сожалению, еще одну возможность установить различие 

между нейтрино и антинейтрино. С одной стороны, отсут­
ствие безнейтринного двойного ~-распада можно толковать 
в пользу закона сохранения лептонов и дира~\овской теории 

нейтрино vфv. С другой стороны, можно стать на проти­
воположную точку зрения и допустить, что число лепто­

нов не сохраняется и нейтрино являются майорановскими 

v=v; тогда существует два возможных спиновых состоя­

ния нейтрино. Но законы ~-взаимодействия требуют испуска­
ния нейтрино в правовинтовом состоянии при излучении элек­

трона и в левовинтовом - при излучении позитрона. Отсут­
ствие безнейтринного двойного ~-распада со.гласуется с требо­
ваниями, налагаемыми на поляризацию нейтрино, и не имеет 
никакого отношения к различию между нейтрино и антиней­

трино. К счастью, нейтрино испускаются также в распадах 
л-µ-е, при µ-захвате и в некоторых распадах К-мезонов. 
Все данные, относящиеся к этим разнообразным превраще­
ниям, хорошо согласуются с представление11I о двухкомпонент­

ном нейтрино и законом сохранения лептонов. Для простоты 
можно отказаться от второй возможности и принять предпо­

ложение о дираковском типе нейтрино, пока дальнейшие более 
полные исследования не докажут обратного. 

§ 16. ПРОЦЕССЫ, ОБРАТНЫЕ ~-РАСПАДУ 

В тот год, когда Ферми опубликовал свою теорию ~-распада, 
Бете и Пайерлс [98] указали на возможность <юбратного ~-рас­
пада», обусловленного взаимодействием, введенным в теории 
Ферми. В обратном процессе ядро захватывает нейтрино или 
антинейтрино и испускает одновременно электрон или пози­

трон 

Вследствие характерной слабости ~-взаимодействия сечение 
обратной ~-распаду реакции должно быть очень малым -
порядка 10-44 см2 • Только после того как с помощью ядерных 
реакторов стало возможным получить интенсивные пучки 

антинейтрино, поиски столь редких событий приобрели смысл. 
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А. Захват аптинейтрино протопамиЛ 

Процесс, обратный распаду нейтрона 

n-?p+ e-+v, 

можно заr1исать каI\ захват антинейтрино протоном 

v + p->-n+e+, 

(54а) 

(54б) 

переставив е из левой части уравнения в правую и· изменив 

направление реакции. Захват антинейтрино должен приводить 
I\ мгновенному испусканию позитрона и нейтрона. Позитрон 
должен уносить всю избыточную энергию нейтрино сверх 
порога реакции; энергия нейтрона не превышает нескольких 

r.эв. Классическая теория ~-распада позволяет найти сечение 
обратной реакции и выразить его через фактор f t для нейтрона 
и энергию испущенного позитрона [99] 

к 2 (ICvl 2 +31Cлl 2 ) w 
Gобр. в-процесса= 2лf~4СЗ Ре е· (55) 

llодставив сюда величину 

ln 2 • 2л3ti 7 

(/t)п = g2 ( 1Су12-1 З I СА \2) .тБС4 ' (56) 

нолучим 

л2 -ln2/iЗ 
(аuбр. [3-процесса)нл. теор.= (ft)п тБС? PeWe. (57) 

Согласно теории двухкомпонентного нейтрино (с учето\.1 
:за~она сохранения Jiептонов), вылетающие из реактора ней­
трино могут находиться лишь в одном спиновом состоянии, 

а не в двух, каI\ обычно. Отсюда следует, согласно принципу 
детального равновесия, что сечение поглощешш двухкомпо­

нентного нейтрино вдвое больше обычного сечения [35] 

( Gобр. f\-прш1есса)днухном. = 2 ( Gобр. [3-процесса)нл. теор.· 

Схема детектирования в экспериментах Рейнса и Rоуэна 
была построена следующим образом. Пучок антинейтрино 
падал на насыщенный 1шдш1ем большой жидкий сцинтиллятор, 
который служил одновременно протонной мишенью и погло­
тителем нейтронов. Мгновенный импульс, воюпшавший вслед­
ствие аннигиляции позитрона, извещал о поглощении ней­
трино. Нейтрон отдачи замедлялся и через несн:олько микро-

1) См. [991. 
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секунд поглощался кадмие·м. В процессе радиационного захва­
та нейтрона одновременно испусI{ались несI{олько у-квантов, 
при обнаружении 1,оторых возникал второii импульс, запазды­
вавший- относительно аннигиляционного. На фиг. 7 показана 

Антинейтрино (v) 
из реактора 

Захватные у-кванты "";/ • • 
(с суммарной энергией 8.J lrfэв) 1 Гшшнтскuи ншд1ши. 

1 1 сцинтиллятор 
1 

Фиг. 7. Схема детектора антинейтрино. 
Антинейтрино вызывает превращение протона в нейтрон и позат­
рон. Позитрон замедш~етсн 11 апнпгилпрует с испусканием двух 
v-квавтов. Нейтрон замедлнстсн водородом, содсршащимсн в сцип­
тиллнторе, и поглощаетсн кадмием с испуснанием захватных 

у-квантов. 

схема эксперимента. Найденное сечение захвата антинейтрино 
протоном, отнесенное к одному антинейтрино деления, соста­

вляет 

Uэксп.=(11 ±4)·10-44 см2 • 

Чтобы сравнить это значение с полученным теоретически, 
нужно с большой точностью знать энергию позитрона или спектр 
антинейтрино, вылетающих из реактора; энергии позитрона 

и анчшейтрино связаны соотношением Е;;,;=3,53 +Ее+ (в еди­

ни:цах тс2). Спектр нейтрино был определен по ~-спектрам 
осколков деления U 238 [100). Результаты вычислений сече­
ния таковы: 

9,5-10-44 см2 [1001 
12-10-44 см2 [1011 

15-10-44 см2 [1021. 
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Экспериментальное и теоретическое сечения оказались в очень 
хорошем согласии. 

Б. Захват нейтрино1 ) 

Согласно схеме 

Ar37 + е- --r Cl 37 -t- v, 

Ar37 захватывает электрон и переходит в Cl37 ; обратная реак­
ция имеет вид 

Cl37 + v->- Лr37 + е-. 
В соответствии с законом сохранения лептонов в этом процессе 
поглощаются именно нейтрино, а не антинейтрино. Интенсив­
ный поток антинейтрино, исходящий из ядерного реаRтора, 
поэтому не может привести R возникновению Ar37 • 

Дэвис облучал в течение длительного времени большой 
объем (около 4000 л) четыреххлористого углерода вблизи ядер­
ного реактора. Затем выделялся Ar37 и очищался физичесRими 
методами. Количество его измерялось путем подсчета рентге­
новсRих лучей, сопровождаюш;их процесс электронного захва­

та, с помощью счетчиRа Гейгера с низким фоном. Очень малое 
число отсчетов, обнаруженное Дэвисом (0,3 ± 3,4 отсчета 
в день) в последнем эксперименте с улучшенным вариантом 
счетчика Гейгера эRвивалентно сечению захвата· нейтрино 
(О,1±0,6)· 10-45 см2 • Это малая величина по сравнению с тео­
ретически предсRазанным сечением а~2.10-45 см 2 (на один 

атом и на одно нейтрино деления) при v===v. Кроме того, мюон­
ная Rомпонента фона Rосмических лучей в данном эRспери­

менте была плохо известна. Наблюденная остаточная аRтив­
ность могла быть связана с 11поонной аRтивацией Rосмического 
происхождения. Таким образом, сейчас нет ниRаких указаний 
о существовании положительного эффекта, происходящего 
от нейтрино из реан:тора. 

§ 17. РАСПАДЫ л-µ-е 

Гипотеза Паули о существовании нейтрино, призванная 
спасти законы сохранения в ~-распаде, играет столь же важ­
ную роль в распадах л:-µ-е, в µ-захвате и в неRоторых .рас-

1) См. [103]. 
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падах К-мезонов. Недавно проведенные измерения спирально­
стей и угловых распределений лептонов в различных распа­
дах убедительно свидетельствуют, что нейтрино ядерного про­
исхождения не отличаются от нейтрино, возникающих в дру­
гих процессах распада с участием лептонов. 

Ниже мы :кратко перечислим те явления в процессе распада 
:n:- µ-е, :которые яв.цяются прямым следствием двух:компопент­
пости нейтрино и закона сохранения лептонов. По аналогии 
с ~-распадом взаимодействие, приводящее :к µ-распаду, можно 
записать следующим образом: 

IIодставим во второй :ковариапт двухкомпонентные функции 
нейтрино 

(59) 

В вариантах S, Т и Р операторы Oi :коммутируют с у5 и соот­
ветствующие. члены тождественно обращаются в пуль. В вариан­
тах v и А операторы oi антикоммутируют с 'Ys· ЧТО дает 

(60) 

Толы\о ~т_ и А-взаимодействия могут быть причиной µ-распада. 
Мы сгруппировали волновые функции двух нейтрино в один 

:ковариапт из соображений математического удобства. Может 
возникнуть утверждение, что в один член следует собрать вол­
новые функции ·нейтрино и электрона, пос:коль:ку именно та:к 
они сгруппированы в µ-распаде. Однако согласно теореме 
Паули о перестановке полей [8], такого рода перегруппировки 
могут привести лишь :к изменению численных :коэффициентов 
в линейной :комбинации взаимодействий. Но именно тогда, 
:когда взаимодействие представляет собой :комбинацию V и А 
fбог милостив!), перегруппировки волновых функций пе меняют 
даже и ноэффициептов: 

Для пас представляют особый интерес измерения следующих 
величин, относящихся R µ-распаду: А) параметра Мишеля Q; 
В) зависимость параметра асимметрии от энергии; В) поляри­
зации мюонов и элентронов. 



336 Ву Цаянь-сюн 

А. Параметр Мишеля Q 1) 

За1\он сохранения лептонов требует, чтобы два нейтрпно, 
испускаемые в процессе µ-распада, являлись частицей и анти­

частицей: 

µ± -> е± + v + v. (61) 

Если таного рода требование не налагается, то допустимо таюке 
испуснание двух нейтрино или двух антинейтрино: 

µ± ---0> с± + v + v (62) 
или 

µ±---0> е± +v+v. 

Согласно теории двухкомпонентного нейтрино, форма энерге­
тического спектра электронов зависит от того, одинаковы или 

противоположны спиральности испускаемых нейтрино. Спектр 
элентронов имеет вид 

N(.т)dx=4x2 [3(1-х)+ ~ Q(4:r-З)j dx, (64) 

где х - отношение энергии элентрона к его максимальной 

энергии. Форма спектра зависит от единственного параметра Q, 
введенного Мишелем (Q - комбинация постоянных связи всех 
взаимодействий, определяющих распад). Если вылет элек­
трона сопровождается испуснанием двух нейтрино или двух 
антинейтрино, то Q должно быть равно нулю, при испускании 
одного нейтрино и одного антинейтрино Q= 3 / 4 • Эксперименталь­
ные данные варьируют в пределах от 0,68 до 0,79 2), т. е. 
лежат вблизи от 0,75, что соответствует испусканию одного 
нейтрино и одного антинейтрино и позволяет с уверенностью 

отказаться от схем распада мюона с испусканием двух нейтри­
но или двух антинейтрино. Это оправдывает таюне распреде­
ление лептонов на частицы и античастицы, произведенное 

в § 8. Очень важно получить кан можно более точно величину 
Q, ввиду ее большого теоретического значения. 

В. Зависимость параметра acuJtiмeтpuu от эпергии 

Распределение эле1\тронов, образовавшихся при распаде 
покоящегося поляризованного µ-мезона по импульсам, имеет 

1) См. [104J. 
2) 0,68 ± 0,02 [105]; 0,68 ± 0,09 [106]; 0,72 ± 0,05 [107]; 0,67 ± 0,05 

[108]; 0,79 ± 0,03 [109]; ем. та:кже [110]. 
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вид [35-48) 

dN = ~ л:х2 [(3- 2х) ~ s (1- 2х) cos 8] dx dQ (65) 

(минус для распада µ- и плюс для распада µ+); здесь р -
импульс элентрона; х=рf Рмаис.; б - угол между импульсом 
элентрона и спином распадающегося мюона. Для двухном­
понентного нейтрино 

!: _ [/ vf~ + f Af ~J 
"' - [f~+t~J • (66) 

·~1гловое распределение элентронов таново: 

/ (8) d 8 c.xJ ( 1 + А cos 8) sin е d8 ~: 

' ~ [1 ~ s (i-Zx) cose] sin8d8, (67) 
(3-2х) 

где А- параметр асимметрии, равный 

S { (1-2х)} 
(3-2х) • 

Величина А зависит от энергии элентрона (х) и велина при 
1 s \ ~ 1. В µ--распаде параметр А равен +s при' х= 1 (мансималь­
ная энергия), нулю при х= Yz {в этой точне меняется знан 
асимметрии) и - 1/.,, G при х=О (элентрон поноится). В рас­
пределении, проинтегрированном по энергии, А= + 1/зs· 

3наR cos fJ, однано, остается неизвестным, поснольну у нас 
нет прямого метода измерения средней поляризации ((а)) 

мюонов; мы знаем лишь, что она параллельна снорости мюона. 

Результаты первого энсперимента Гарвина, Ледермана и Вайн­
риха [ 111] По несохранению четности в распаде мюона, а танже 
полученные независимо Фридманом и Телегди [112) данные 
поназывают, что большая часть элентронов вылетает в напра­
влении, противоположном направлению движения мюона. 

Последние измерения абсолютной величины ~ привели н сле­
дующему результату: 1s1=0,97 ±0,05 [113, 114]. В области энер­
гий, примыкающей R верхнему пределу, данные по асиммет­
рии находятся в хорошем согласии с теорией. В области малых 
энергий измерения трудны и достигнутая точность пона не­
велина. ОднаRо в целом данные по зависимости углового рас­
пределения в µ-распаде от энергии хорошо согласуются с пред­

сназаниями теории двухномпоневтпого нейтрино [110, 113, 114]. 
22 Заиаа No 21 4 
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В. П оляриаация мюопов и электропов 

Хотя зню\ cos б в угловом распределении неизвестен (по­
скольку неизвестно направление спина мюона), спиральность 
электронов распада можно найти аналогично тому, RaI\ она 
была найдена в ядерных распадах: 

(плюс для µ--распада, минус для µ+-распада). 
Если поляризация электрона левовинтовая, а позитрона -

правовинтовая, то ~=-1. Преимущественный вылет электро­
нов назад тогда означает, что спиральность отрицательного 

мюона полоа\ительна, а положительного мюона отрицательна. 

. 
11 

Спиральность 
rJ распаае 1'-µ-е 

µ•-e•+v+iJ 

. A:;Hv=-J viJ 
н =-1 н +=-/ v /! 
0 • 0 ' Н;;=+/ 

п:711: 

Л .. =+r 
е• 

а 

р 

СпиралЫJость 
(/распаде к-µ-е 

к·-µ•+v 

к• µ•~v -------'-
4ильность)'= 1;:{1 

б 

фиг. 8. 

Это становится очевидным, если рассмотреть преде.льный сJiу­
чай, представленный па фиг. 8, а. Если нейтрино и антиней­
трино вылетают в одну и ту же сторону, то элен:трон, испускае­

мый в обратном направлении, должен уносить момент :количе­
ства движения. мюона. Если спиральность µ• отрицательна, 
то образующийся позитрон должен обладать положительной 
спиральностью. Экспериментальные данные по поляризации 
позитронов и электронов, полученные путем измерений поля­
ризации тормозного и аннигиляционного излучения [115, 116] 
или методом мёллерt')вского рассеяния [ 117], позволяют с опре­
деленностью заключить, что спиральность позитрона положи­

тельна, а электрона - отрицательна. Следовательно, спи­
ральность µ•отрицательна. В распаде :n:•--0>µ•+v мюон и элек­
трон разлетаются в противоположных направлениях и не уно­

сят орбитального момента. Отсюда следует, что спиральн8Сl'ь 
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нейтрино отрицательна. Таким ебразом, данные по спираль­
ности нейтрино, испускаемых в ядерном ~-распаде и в распа­
дах л:-µ-е, находятся в блестящем согласии. 

§ 18. РАСПАДЫ л-е 

Гипотеза о существовании пиона была первоначально вве­
дена Юкавой для объяснения сильного, но короткодействую­
щего взаимодействия между нуклонами. Поэтому, естественно 
ожидать, что положительный пион может виртуально превра­
титься в пару из протона и антинейтрона 

л:+-> р+п, 

которая в свою очередь преобразуется согласно схеме 

p+n-> e++v 
или 

p+n__,.µ++v 

(фиг. 9). Таким образом, л+-мезон должен распадаться двумя 
путями: 

или 

л+ __,. µ + + v. 

При вычислении вероятностей распадов л- µ или л-е эти 
процессы рассматриваются как два последовательных пере­

хода: первый переход типа Юкавы, а второй - аналогичен 
захвату лептона. Суммирование по промежуточным состояниям 
приводит к возникновению бесконечностей, которые прихо­
дится исключать обычной процедурой обрезания. Поэтому 
оценка вероятностей распадов носит очень приближенный 
характер. Неопределенность, однако, устраняется, если взять 
отношение вероятностей этих двух распадов, поскольку при­
водящие к затруднениям расходящиеся члены совершенно 

одинаковы в обоих процессах распада. В аксиально-вектор­
ном варианте взаимодействия отношение вероятностей распа­

дов оказывается равным [ 118 J 
(л+--.е++v) т~(1-т~/т~)2 _ 4 

RA= ( + ++) = 2 <1 21 2)2;:;:, 1,з.10 (69) 
п -+µ v тµ -тµт:п 

во всех порядках по сильному взаимодействию пион - нуклон. 

22* 
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Распад л-е, конечно, очень редок по сравнению с расriа­
дом л-µ. В течение долгого времени его· поиски не давали 
никаких результатов. Эксперимент, казалось, указывал, что 
отношение вероятностей распадов л+ --;.е+ +v и л• --;.µ + +v суще­
ственно меньше 10-s. Пока в ядерном ~-взаимодействии гос­
подствовали варианты S и Т, от·сутствие л-е-распада не слиш-
1юм беспокоило физиков. Из псевдоскалярного пионного поля 

+ - i 
1r -п,р-µ,v 

и 

+ - + 
'Л-п, p-e,v 

Фиг. 9. Диаграммы Фейнмана распадов :n:•---+ е• 
И :n:•->µ•. 

можно составить только два из пяти ~-взаимодействий (А и Р) 
и один четырехвектор, соответствующий нелокальному харак­
теру промежуточного состояния. Таким· образом, только ва­
рианты А и Р могут приводить к распаду псевдоскалярного 
пиона, остальные три варианта (S, У, Т) запрещены. Если 
в ~-распаде нет взаимодействий А и Р, то распад л+--;.е•+v, 
конечно, запрещен. · 

Однако, когда эксперимент подтвердил теорию универ­
сального взаимодействия Ферми, отсутствие л- е-распада стало 
предметом серьезного беспокойства·. Обнаружение вскоре этого 
распада [ 119-212] явилось триумфом универсальноFо У-А-вза­
имодействия. С тех пор отношение вероятностей распадов 
:t - е и л - µ было измерено в ряде лабораторий с не очень 
больmой точностью. Результаты варьировали от 1,3 .10-4 до 
1,4-10-4 , что хорошо согласуется с теоретическим предсказанием 
1,34-10- 4 • Если бы распад л- е бы.11 обнаружек.еще в первых 
экспериментах и с правильным отношением вероятностей л - е 

1• л - µ, то это, пожалуй, вызвало бы сомнения в справедливости 
выбора взаимодействий S и 'Т в ядерном ~-рас~аде. 
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В псевдоскалярном варианте отношение вероятностей этих 
распадов представляет собой не что иное как отношение плот­

ностей энергии в фазовом пространстве и равно 

(70) 

Как показали Трейман и Уайлд [ 122), из экспериментальных 
данных по относительной частоте двух типов распада можно 

получить следующую оценку: 

(71) 

Псевдоскалярное ~заимодействие, таким образом, пренебре­
жимо мало. 

§ 19. РАСПАДЫ К-µ--е 

Распады К - µ - е сходны с распадами п - µ - е (см. 
фиг. 8, 6). Если закон сохранения лептонов выполняется, то 
в обоих случаях испускаются одни и те же нейтрино. Следова­
тельно, должны быть одинаковы и угловые распределения 

электронов по отношению к направлению движения мюона. 

Эксперимент (123] подтвердил это предсказание, что явилось 
еще одним свидетельством в пользу закона сохранения леп­

тонов. 

§ 20. НЕСОХРАНЕНИЕ ЧЕТНОСТИ В РАСПАДАХ 
СТРАННЫХ ЧАСТИЦ 

Важно и интересно знать, связано ли несохранение четности 
в слабых взаимодействиях лишь с теми процессами, в которых 

участвует нейтрино. Как известно, именно кажущееся нару­
шение закона сохранения четности в распаде К-мезонов поло­
жило начало исследованию всего круга вопросов. 

В этой связи изучался распад A-o,.:rC + р, причем частица Л 
возникала в реакции п- + р-7-А +К. Несохранение четности 
приводило к тому, что среднее значение псевдоскаляра 

Pout '(P1n Х РЛ) оказывалось отличным от нуля (124, 125). 
В результате возникала асимметрия верх - низ (фиг. 10). 
Отклонение от закона сохранения четности и здесь достигает 
максимальной величины. Свалить вину на нейтрино здесь 
никак нельзя, поскольку нейтрино вообще не участвует в этом 
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процессе. Все слабые взаимодействия с участием лептонов 
и без их участия примерно одинаково слабы. Во всех них нару­
шаются законы сохранения пространственной и зарядовой чет­
ности. Можно ли утверждать, что все слабые взаимодействия 
сводятся к одному универсальному взаимодействию Ферми? 

о о . 
л возникает в реакции -:п:-+v --..л+ко и в свою очередь претерпевает распад 
о ' 
Л-+ v-+:п:-. Наличие асимметрии верх - низ в распределении пионов (импульс 
пиона Pout) по отношению к шюскости образовании (проведенной через импульсы 

Pin и Р J\-.) доказывает, что среднее значе1ше псевдоскалнра Pout· (PinXP Л) отлично 
о 

от нулн и, следовательно, в распаде л четность не сохраннетсн. 

Хотя грубое сравнение экспериментальных данных с предска­
заниями этой теории качественно подтверждает ее, все же отсут­
ствие достоверных данных, касающихся процессов с участием 

сильно взаимодействующих частиц, делает такое сравнение 
слишком ненадежным. 

§ 21. УНИВЕРСАЛЬНОЕ У-А-ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ФЕРМИ 

Постоянные связи в ~-распаде, µ-распаде и µ-захвате очень 
близки между собой. Это наводит на мысль, что во всех трех 
случаях одинаков и вид взаимодействия. Пока в ~-взаимодей­
ствии господствовали S- и Т-варианты, а данные по µ-распаду 
(отрицательный знак коэфt}>ициента асимметрии) указывали на 
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преобладающую роль взаимодействий V, А, построение уни­
версального взаимодействия Ферми, конечно, было невозмож­
ным. Теперь, когда в ~-взаимодействии на смену вариантам 
S и Т пришли варианты V и А, ситуация коренным образом 
изменилас!. , 

Интересно отметить, что в 1955 г., задолго до того, как 
сохранение четности в ~-распаде было поставлено под сомне­
ние, Штех и Иенсен [ 126]. высказали странное предположение: 
они постулировали, имея в виду избежать появления фирцев­
ского члена, инвариантность Hint относительно преобразо­
ваний 

(72) 

В результате в Hint могли оставаться тольRо члены [S, Т, Р] 
или тольRо (V, А), но не те и другие вместе (общее изменение 
знаRа несущественно). Это автоматичесRи приводило к исчезно­
вению фирцевсRого члена. Хотя этот постулат вьщолнял свое 
назначение, понять его смысл нин:то не мог. Впоследствии 
эту идею развили Маршак и Сударшан [127], Фейнман и Гелл­
Манн [128] и СаRураи [129]; R этому времени новые данные, 
связанные с несохранением четности, придали ей смысл. RaR 
мы видели в теории двухRомпонентного нейтрино, таRое пре­

образование производилось тольRо над нейтрино. Одновремен­
ное преобразование пары частиц является естественным обоб­
щением. Используя соображения винтовой инвариантности [ 127], 
и:ли теорию двухRоl\шонентных спиноров [ 128], или инвариант­
ность относительно изменения знаRа массы [ 129], можно прий­
ти к однозначно определенному выражению. 

G{[Ауµ(1+у5)В)[Суµ(1+у5)D]+Эрмит. сопр.}, (73) 

1'де G - пос:гоянная связи, а А, В, С, D - четыре дираков­
сRих поля. 

В силу соотношения y5(1+y5)=(1-f$y5)y5 =(1+y5), при­
веденному выражению можно придать вид 

G {(АуµВ) (Суµ (1 + v0) D) + 

+ ( -1) (А ( - iyµ у5) В) (С ( - iyµ у5) (1 + у5) D)}. (74) 

Мы получаем, таRим образом, линейную Rомбинацию вариан­
тов V и А. Это универсальное четырехфермионное V - А-взаи­
модействие не тольRо единственным образом определяет Rом-
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бинацию V - А, но позволяет также получить отрицательную 
спиральность нейтрино и закон сохранения лептонов и вдоба­
вок оно инвариантно относительно «комбинированной инвер­
сии СР». Противоречия,. существовавшие вначале между этой 
теорией и некоторыми экспериментальнымИ фактами, были 
устранены одно за другим. В настоящее время эксперимент 
хорошо согласуется с предсказаниями· теории. 

В универсальной V - А комбинации постоянные связи обоих 
вариантов одинаковы. В ядерном ~-распаде это требование но 
выполняется. Как показывают измерения ft для нейтрона 
и 0 14; 1СА\2=1,421Cv1 2 . С другой стороны, в распаде мюона 
V- и А-взаимодействия можно предполагать равными, поскольку 
они математичес:ки тождественны1) и нет необходимости вво­
дить различие между ними. Постоянная связи в распаде :мюона 
оказывается в блестящем согласии с векторной постоянной 
ядерного ~-распада. Если постоянную У-взаимодействия 
в ядерном ~-распаде взять равной gv = 1,41-10-49 эрг· см.3, то 
вычисления дают для времени жизни мюона 

а измеренное время жизни составляет (2,22±0,02)· 10-6 сек. 
Столь точное совпадение ни в коей мере нельзя считать уда­
чей, скорее это новая загад:ка. Rа:к хорошо известно, ну1\­
лоны могут испус:кать и поглощать пионы. Нейтрон значи­
тельную часть своей жизни проводит в виде протона, окружен­

ного обла:ком отрицательно заряженных пионов. Можно 
полагать, что сила ~-взаимодействия для гоJ1ого ну:клона зпа­
чительно отличается от силы ~-взаимодействия для физического 
нуклона (смеси пиона и нуклона). Чтобы учесть влияние пио­
нов, постоянную связи в ядерном ~-распаде необходимо пере­
нормировать. В мю~нном распаде к перенормиров:ке прибегать 
не следует, поскол.'У пионы на этот распад не влияют. Тю\ 
почему же совпадение оказываете.я таким точным? Для объяс­
нения этого неожиданного совпадения Фейнман и Гелл­
Манн [128} воспользовались аналогией с электродинаминой. 

Векторный ток Аксиально-век­
торный ток 

~µ 'Vµ Уъ'Фv 
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Постоянная связи электромагнитного поля одна и та же для 
всех взаимодействующих с ним частиц. В области малых энер­
гий это условие выполняется, так как полный заряд остается 
при испуснании виртуального ,мезона неизменным, хотя рас­

пределение заряда меняется. Не может ли оназаться, что пион 
несет с собой заряд В-взаимодействия, ног да он виртуально 
испуснается нунлопом, и фермиевская часть ядерного ~-взаимо­
действия так устроена, что не подвергается перенормировке? 
Фейнман и Гелл-Манн предположили, что венторную часть 
нуклонного тока следует дополнить пионным тоном. В обозна­

чениях, принятых в теории изотопичесного спина, венторный . 
тон принимает вид 

]~ ='Рр'УµТ+'Фп + i [cp;TJi'µ<pл-(Vµ<pл)* Т+<рп], (7о) 

где ·;;= % (для нуклона) и Т = 1 (для пиона). Этот сохраняю­
щийся ток позволяет прийти R величине, ноторая не затраги­
вается пионными эффектами. 

'Упомянутое различие между величинами СА и Cv мы пыта­
лись объяснить перенормировкой аксиально-венторной части. 
Однано наши познания о пион-нунлонном взаимодействии 
столь снудны и теория сильных взаимодействий столь несо­
вершенна, что пройдет еще немало времени до тех пор, пока 
эта перенормировка будет должным образом вычислена. 

Предложенное выше прямое взаимодействие пион9в с элек­
тронами и нейтрино приводит к возможности эксперименталь-

ного изучения процессов ;С --с>л:0 + е- +;;- или л;+--с>л:0 + е+ + v. 
Пона мы тольно дожидаемся их обнаружения. 

§ 22. ТЕОРЕМА СРТ; ИНВАРИАНТНОСТЬ СР И Т 

Обширная статья Паули [4], посвященная СРТ-теореме, 
увидела свет в 1955 г., незадолго до того, нак понадобился 
анализ операций С, Р и Тв слабых взаимодействиях. Теорема 
СРТ устанавливает общую связь операторов С (зарядовое 
сопряжение), Р (четность) и Т (обращение времени) с собст­
венными преобразованиями Лоренца. Если локальный лаграп­
жиан инвариантен относительно собственных преобразований 
Лоренца, то он инвариантен относительно произведения опе­

раций СРТ (взятых в любом порядке), хотя может и не быть. 
инвариантности относительно наждой из. этих трех операций 
С, Р и Т. 
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Из этой теоремы следует, что если в слабых взаимодейст­
виях Р не сохраняется, то хо·тя бы один из законов сохране­
ния С и Т также не выполняется. Распад поляризованного 
·Со60 , а также распады л - µ - е показали, что не сохраняются 
зарядовая, а также пространственная четности. Поэтому осо­
бый интерес представляет вопрос о том, сохраняет ли силу 

инвариантность относительно обращения времени. Если вре­
менная ч:етность сохраняется, то сохраняется также четность 
относительно комбинированного преобразования СР. Сох,а­
нение комбинированной четности было предсказано Ландау [36] 
·Одновременно с введением теории двухкомпонентного нейтрино, 
а также Вигнером [ 130] в его речи, произнесенной на съезде 
Америщшского Физического общества в январе 1957 г. Если 
это предсказание справедливо, то при зеркальном отображе­
нии следует заменить все частицы соответствующими анти­

частицами: симметрия между правым и левым в пространстве 

не нарушается. Это поистине звучит весьма утешитfJльно. 
В настоящее время проводится ряд экспериментов, ставя­

щих целью проверку закона сохранения временной четности. 
До сих пор нарушений Т-инвариантности не обнаружено. 
·Основная идея проверю~ заключается в измерении относитель­

ных фаз постоянных связи Ci. Если имеет место Т-инвариант­
ность, то С; действительны, и наоборот. В этом можно убе­
диться с.ледующим образом. 

В отличие от операций С или Р операция обращения време­
ни Т представляется не унитарным оператором И т, а произве­
дением унитарного оператора на комплексное сопряжение 

Т = И т · КомплеI{сное сопряжение. (77) 

Наиболее общий гамильтониан ~-взаимодействия предста­
вляется в виде линейной комбинации различных взаимодей­
ствий 

При обращении времени каждый из операторов Н1 подвер­
гается преобразованию 

THJ-1 =ИтHtU·:/=Hi (77а) 

·С точностью до фазового множителя. Если мы включим эти фа­

зовые множители в ct, то полный гамильтониан при обраще-
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нии времени преобразуется следующим образом: 

(77б) 

Если THr.T- 1=Hr. (инвариантность относительно обращения 

времени), то Ci = Cf. Это означает, что постоянные связи 
должны быть действительными. Измерение корреляции ~ - v 
при распаде поляризованного нейтрона позволяет найти вели­

чину ап (P8 -XPv). Эта величина зависит от мнимой части по­
стоянных связи. Согласно экспериментальным данным, относи­
тельная фаза постоянных Сет и Ср составляет 180±8° (указана 
статистическая ошибка); величина 180° соответствует сохра­
нению временной четности. 

Таким образом, пока не будет доказано обратное, можно 
считать, что Т-инвариантность выполнЯется и сохраняется 
симметрия между правым и левым при комбинированном 
СР-отражении. 

§ 23. ЗАI\ЛЮЧЕНИЕ 

Прошло около тридцати лет с тех пор, как Паули в поисках 
путей для спасения законов сохранения в ~-распаде впервые 
выдвинул гипотезу о существовании неуловимой частицы. Его 
первоначальные идеи и представления видоизменялись и раз­

вивались в разных неожиданных направлениях, но о.ни и до 

сих пор остаются справедливыми. 

Сфера приложения гипотезы расширилась и теперь вклю­
чает все распады с участием лептонов. Инвариантность ней­
трино относительно операций СР и Т навела на мысль о 
более глубокой симметрии, охватывающей заряд и про­
странство. Характерная двухкомпонентность этой частицы 
породила надежду, что все слабые взаимодействия мож­
но слить в одном простом V -А-взаимодействии Ферми. 
Столь разнообразная на первый взгляд область слабых взаи­
модействий объединилась в единую группу сил. Однако 
нам непонятен еще тот принцип, который отличает слабые взаи­
модействия от сильных. На пути к нашей конечной цели -
.общей теории элементарных частиц -- нейтрино, несомненно, 
будет играть такую же активную роль, какую он9 блестяще 
13ыграло в прошлом. 
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ВОЛЬФГАНГ ПАУЛИ 

СТАТЬИ ПОСЛЕДНИХ ЛЕТ 





ПРИНЦИП ЗАПРЕТА 

И КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 

(Нобелевская Jrеrщия, прочитанная 13 декабря 1946 г. 
в Стокгольме) 

История открытия принципа запрета, за которое мне выпала 
честь в 1945 году получить Нобелевскую премию, началась 
в мои студенческие годы в Мюнхене. Изучив еще школьником 
в Вене основы классической физики и новой в то время теории 
относительности Эйнштейна, па лекциях Зоммерфельда в Мюн-

' u 

хенском университете я познакомился с теориеи строения атома" 

весьма удивительной с точки зрения классической физики_ 
Меня не миновало потрясение, которое испытывает каждый.: 
физик с классическим образом мышления при первом знаком­
стве с «Основным постулатом квантовой теорию> Бора. В то 
время развивались два подхода к решению трудных проблем, 
связанных с квантом действия. Первый заключался в стремле­
нии навести абстрю\тный порядон среДи новых понятий, оты­
снав ключ для перевода классической механики и эле~\тродина­

мини на 1шантовый язьш, ноторый был бы их логичесним обоб­
щением. К этой цели был направлен «принцип соответствию~· 
Бора. В противоположность этому Зом111ерфеJ1ьд, натолкнув­
шись на трудности, связанные с применением понятий, основан­
ных на кинематических моделях, занимался исследованием 

спектральных за1шнов с помощью ряда целых чисел, следуя, 

KaI\ ногда-то Кеплер при изучении планетной системы, внутрен-­
нему чувству гармонии. Оба подхода," с' моей точ1ш зрения 
не противоречащих один другому, он:азали на меня влияние. 

Ряд целых чисел 2, 8, 18, 32, ... , уназывающих на длину перио­
дов в периодической системе элементов, усиленно диснутиро­
вался в Мюнхене одновременно с замечанием шведского физика 
Ридберга о том, что эти числа образуются по простой формуле 
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2п2, причем п пробегает ряд целых чисел. Зоммерфельд, в част­
ности, пытался связать число 8 с числом вершин куба. 

Новая фаза моей научной жизни началась после того, как 
я впервые лично встретился с Нильсом Бором. Это было в 1922 г., 
когда он прочитал в Гёттингене цикл леrщий, в которых рас­
сказал о своих теоретических исследованиях периодической 

системы элементов. Напомню лишь :Кратко, что существенным 
результатом этих исследований явилось успешное объяснение 
Бором в рамках сферически-симметричной модеди атома Запол­
нения промежуточных атомных оболочек и 'общих свойств ред­

коземельных элементов. Но уже в своих ранних работах Бор 
подчеркивал, что решающее значение имеет вопрос о том, почему 

юг в одном из атомов электроны не занимают самой низшей 
оболочки. В своих гёттингенсrшх лекциях он подробно рассмат­
ривал заполнение внутренней оболочни в атоме гелия и суще­
ственную связь его с двумя некомбинирующимися спектрами 
гелия - спектрами ортогелия и парагелия. На основе класси­
ческой механини дш1 этого явления не.льзя было найти нина­
кого убедительного объяснения. На меня произвело сильное 
впечатление, что Бор тогда и в последующих дискуссиях гово­
рил об общем правиле, по которому происходило бы заполне­
ние .любой оболочки и в котором, в противоположность попытн:е 
Зоммерфельда, число 2 было бы столь же существенным, как и 8. 

По приглашению Бора я приехал осенью 1922 г. в Копен­
гаген, где начал серьезно заниматься проблемой «аномального 
эффекта Зеемана», как спе-ктроскописты называли в то время 
отличающееся от нормального триплета расщепление спектраль­

ных линий в :магнитном поле. Аномальное расщепление, с одной 
стороны, подчинялось изящным и простым занонам, и уже 

Ланде [ 1] удалось вывести из наблюдаемого расщепления спект­
ральных линий более простое расщепление спектральных тер­
мов. При этом наиболее фундаментальным достижением Ланде 
было использование полуцелых магнитных квантовых чисел 

для дублетных спектров щелочных металлов. С другой стороны, 
с точки зрения механической модели атома аномальное расщеп­
ление было непонятным, поскольку весьма общие предположе­
ния об электроне неизменно приводили к тому же триплету, 
независимо от того, ·каная теория применялась - классиче­

сная или квантовая. Более тщательное изучение этой проблемы 
оставило во мне чувство, что она стала лишь еще недоступнее. 

Теперь мы знаем, что в то время нам встретИ:лись одновременно 
две различные по своей логической природе трудности. Первая 
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из них - это отсутствие общего нлюча для перевода заданной 
механической модели на язын нвантовой теории, в то время 

ногда предпринимались тщетные попытки описания самих ста­

ционарных :квантовых состояний с помощью нлассичесной' меха­
нини~ Вторая трудность занлючала·сь в отсутствии самой нлас­
сичесной модели, на основе ноторой можно было бы получить 
аномальное расщепление спентральных линий атома во внеш­
нем магнитном поле. Поэтому неудивительно, что тогда я не смог 
найти удовлетворительного решения проблемы. Однано мне 
удалось обобщить анализ термов, проделанный Ланде, на слу­
чай очень сильных магнитных полей, - случ'ай, ноторый из-за 
магнитооптичесного перехода во многих .отношениях проще 

(эффент Пашена - Бака). Эта ранняя работа имела решающее 
значение для отн:рытия принципа запрета. 

Очень скоро после возвращения в 1923 г. в Гамбургсний уни­
верситет в :качестве приват-доцента я прочитал вступительную 

лекцию о периодической системе элементов. Содержание этой 
лекции совсем не удовлетворяло меня, та:к :ка:к проблема запол­
нения электронных оболочен тогда не продвинулась еще ни 
на шаг. Единственное, что было ясно,- это то, что между этой 
проблемой и теорией мультиплетной стру1\туры должна сущест­
вовать теснейшая связь. Поэтому я предпринял попытку еще 
раз рассмотреть простейший случай - дублетную структуру 
щелочных металлов. Согласно ортодонсальной в то время точне 
зрения, I\оторой придерживался и Бор в своих уже упомянутых 
гёттингенс:ких лекциях, причиной этой дублетной структуры 
считали не равный нулю орбитальный момент атомного остатка. 

Осенью 1924 г. я опубликовал ряд возражений против этой 
точки зрения, :которую я о:конЧательно отверг на:к неправиль­
ную, и выдвинул вместо нее предположение о новом :квантово­

теоретичес:ком свойстве элентрона, нот9рое я назвал «двузнач­
ностью, не поддающейся нлассичес:кому описанию» [3]. :К этому 
времени появилась работа английского физина Стонера [4], 
содержавшая наряду с улучшением нлассифинации электронов 
в подгруппах следующее существенное замечание: при заданной 
величине главного 1шантового числа число эле:ктричес:ких уров­

ней отдельного электрона в спектрах щелочных металлов 

во внешнем магнитном поле равно числу электронов в замнну­

той оболочке инертных газов, соответствующей этому главному 

!\вантовому числу. Тогда на основе моих прежних результатов 
по :классификации спентральных термэв в сильном магнитном 
поле для меня прояснилась общая формулировка принципа 
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запрета. Основную мысль можно высказать так: слож~rью числа 
электронов в замкнутых подоболочнах сводятся к простому 
числу 1, если классификация оболочки проводится с помощью 
значений 4 квантовых чисел при условии, что снимается веяное 
вырождение. Вообще невырожденный уровень является уже 
«заполненным», если он занят одним-единственным электроном; 

состояния, противоречащие этому постулату, запрещаются. 

Эта общая формулировна принципа запрета была опубли­
нована в Гамбурге весной 1925 г. [5], после того нак во время 
посещения Тюбингена мне удалось подтвердить с помощью 
имевшихся там спектроскопических данных некоторые допол­

нительные следствия относительно аномального эффекта Зеема­
на в более сложных атомах. Физики, кроме специалистов 
по нлассификации спектральных термов, считали принцип 
запрета малопонятным, поснольну четвертая степень свободы 
электрона не описывалась никакой моделью. Этот пробел был 
заполнен гипотезой У ленбека и Гаудсмита о спине электрона 
[6], которая позволила понять аномальный эффект Зеемана 
просто на основе предположения, что спиновое квантовое 

число электрона есть 72 . и что отношение магнитного момента 
к механическому вдвое больше, чем для обычной орбиты элек­
трона. С того времени принцип запрета оказался тесно связан­
ным с представлением о спине. Хотя Jf. сначала сильно сомне­
вался в этой идее ввиду ее классического характера, 
но в конце концов все же стал ее сторонником после того, 

как Томас (8] вычислил величину дублетного расщепления. 
С другой стороны, мои прежние сомнения, а также осторожное 
выражение «двузначность, не поддающаяся классическому опи-

санию», в дальнейшем получили известное подтверждение, так 

как Бор показал с помощью волновой механики, что спин 
электрона нельзя измерить в классически описываемых опытах 

(например, посредством отклонения молекулярных пучков 
во внешних магнитных полях), и поэтому спин следует рассма­
тривать кан существенно нвантовомеханическое свойство 
электрона [9] 1). 

Последующее развитие проходило под знаном появления 
новой квантовой механию1. В том же 1925 г., ногда я опубли­
ковал свою работу о принципе запрета,· де Бройль сформули-

1) По поводу этоii ранней истории принципа запрета см. также нашу 
заметку, опубликованную в 1946 г. в Science, коtорал частично совпадает 
с первой частью настоящей лекции. 
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ровал свое понятие «волн материи», а Гейзенберг - новую мат­
ричную механику, за которой в следующем году быстро появи­
.':rась волновая механика Шредингера. 

Вряд ли стоит теперь особенно подчеркивать все значение 
и фундаментальный характер этих открытий, так как эти физи­
ю1 сами разъяснялп здесь, в Стокгольме, содержание своих 
открытий [10]. Да и время не позволяет мне подробно расска­
зать об общем теоретико-познавательном значении новой об­
ласти квантовой механики, тем более, что это уже сделано 
н ряде статей Бора [11], в которых он применил новое фунда­
'ментальное понятие «дополнителыюстю}. Я напомню· только 
о том, что в квантовой механике речь идет лишь о возможных. 
а не о действительно происходящих событиях. Это звучит там 
примерно следующим образом: «это невозможно» или «возможно 
либо то, либо это», но юшогда не утверждается: «это действи­
тельно произойдет тогда-то и там-то». Действительное наблю­
дение оназынается событием, выходящим за пределы описания 
посредством физпческих занонов, и представляет собой в общем 
случае дискретный выбор из различных возможностей, пре­
доставляемых в наше распоряжение статистическими законами 

новой теории. Только этот отказ от старых требований об объен­
тивном, независимом от способа и рода наблюдения описании 
физичесних явлений позволил восстановить замкнутость 1шан­
товой механпки, потерянную ею в сущности уже в результатР 

отнрытия Планком 1шанта действия. Не разъясняя здесь изме­
нение точни зрения современной физини на тание понятия. 
н:ак «причинность» и «физическая реальность», по сравнению 
с прежней, нлассичесной физикой, я хочу обсудить место 
принципа запрета в рамках новой квантовой механини. 

Кю\ показал впервые Гейзенберг [121, нвантовая механина 
нриводит н качественно различным результатам для частиц 

тождественных (например, элентронов) и нетождественных: 
Ввиду невозможности различить тождественные частицы друг 
от друга, волновые фующии, описывающие совокупность задан­
ного числа тождественных частиц в конфигурационном простран­
стве, распадаются на разные классы симметрии, которые не мо­

гут быть переведены, друг в друга внешними воздействиями. 

В понятие «Iинфигурационное пространство» 111ы внлючаем 
здесь и спиновую степень свободы, ноторая описывается в вол­
новой фуннции отдельной частицы переменной, могущей при­
нимать только конечное число значений. Для элентронов это 
число равно 2. так что нонфигурационное пространство N 
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элеRтронов имеет 3 N "Пространственных измерений и N «дву­
значных» переменных. Среди различных Rлассов симметрии 
важнейшими (а для двух :частиц даже единственными) являются: 
симметричный Rласс, в Rотором волновые фунRции не меняют 
своего знаRа при обмене пространственных и спиновых коор­
динат двух частиц, и антисимметричный ю1асс, в Rотором при 
таRом обмене волновые фунRции меняют ЗНаI{ на противопо­
ложный. На этой стадии теории вырисовываются три различ­
ные логичесRи возможные гипотезы относительно реально суще­

ствующих в природе совоRупностей многих частиц: 

1) совоRупность представляет собой смесь всех 1шассов 
симметрии; 

2) существует тольRо симметричный Rласс; 
3) существует тольRо антисимметричный Rласс. 
Мы увидим, что первое предположение в природе не осуще-

1 
ствляется. Далее, тольRо третье предположение не противоречит 
принципу запрета, посRоЛьRу антисимметричная фунRция для 
двух частиц в одинаRовых состояниях тождественно равна нулю. 

Поэтому третье предположение можно рассматривать RaR пра­
вильную и общую RвантовомеханичесRую формулировRу прин­
ципа запрета. Эта возможность на самом деле осуществляется 
для элеRтронов. ТаRая ситуация представлялась мне в одном 
важном отношении неудовлетворительной. "Уже в своей перво­
начальной работе я особенно подчеркивал то обстоятельство, 
что мне не удалось найти логического обоснования принципа 
запрета или вывести его из более общих предположений. "У меня 
всегда было такое чувство, которое не исчезло и до сих пор, что 
в этом обстоятельстве повинен недостаток теории. Сначала я, 
естественно, надеялся, что новая Rвантовая механика, позво­

лившая дать теоретическое обоснование столь многим применяв­
шимся в то время· полуэмпиричесRим правилам, приведет 

и к строгому выводу принципа запрета. Однако вместо этого 
для электронов получился даже еще один запрет: исключаются 

не только определенные состояния, но и целые классы состоя­

ний, а именно - все классы, отличающиеся от антисимметрич­
ного класса. На мой взгляд, это неизбежно производит впе­
чатление, как будто здесь на светлое здание новой квантовой 
механиRи падает тень некоторой незавершенности. Мы еще 
вернемся к этому вопросу позднее при рассмотрении реляти­

вистской квантовой механию1, а теперь сделаем обзор дальней­
ших результатов применения волновой механики к системам 
многих тождественных частиц. 
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В уже упомянутой работе Гейзенбергу удалось дать простое 
объяснение двум не:комбинирующимся спектрам гелия, о :ко­
торых говорилось в начале этого доклада. На самом деле наряду 
с реюшм разделением волновых фующий на :классы симметрии 
по отношению :к пространственным :координатам и 1< спиновым 
переменным, вместе взятым, существует также приближенное 
разделение на :классы симметрии относительно одних только 

пространственных :координат. Это справедливо лишь в той мере, 
в :какой можно пренебречь взаимодействием между спином 
и орбитальным движением электрона. Таким способом спектры 
ортогелия и парагелия удалось объяснить тем, что они при­
надлежат :классу симметричных или антисимметричных волно­

вых функций от одних только пространственных :координат. 
Стало ясно, что разности энергий соответствующих уровней 
обоих :классов не имеют ничего общего с магнитным взаимодей­
ствием, а обусловлены новым, значительно большим по порядку 
величины видом энергии, :которая называется обменной энер­
гией. 

Более фундаментальное значение имеет связь 1шассов сим­
метрии с общими проблемами статистической теории теплоты. 
Хорошо известно, что эта теория ведет :к тому, что энтро­
пия системы (с точностью до некоторого постоянного мно­
жителя) совпадает с логарифмом числа :квантовых состояний 
всей системы на та:к называемой энергетической оболочке. На 
первый взгляд можно ожидать, что это число должно равняться 

соответствующему объему многомерного фазового пространства, 
деленному на hf, где h - постоянная Планн:а, а f - число сте­
пеней свободы всей системы. Между тем оказалось, что для 
системы из N тождественных частиц это отношение надо еще 
разделить на N!, чтобы получить для энтропии значение, 
согласующееся с обычным постулатом однородности, в соответ­
ствии с :которым энтропия для заданного внутреннего состоя­

ния должна быть пропорциональна массе. Таким образом, уже 
в общей статистичес1<ой механике появилось :качественное раз­
личие между тождественными и нетождественными частицами, 

:которое Гиббс пытался выразить в своих понятиях родовой 
и видовой фазы. В свете результатов волновой механики отно­
сительно :классов симметрии это деление на N! можно легко 
объяснить на основе одного из наших двух предположений 
(второго или третьего), согласно :которым в природе встречается 
только один, :класс симметрии. Действительно, в этом случае 
плотность :квантовых состояний всей системы в N! раз меньше 
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плотности, соответствующей первому предположению, допу-

сRающему все Rлассы симметрии. . 
TaR RaR возможен тольRо один, Rласс симметрии, то даже 

в идеальном газе, в Rотором можно пренебречь энергией взаи­
модействия между молеRулами, должны существовать отRло­

нения · от обычного уравнения состояния, RaR тольRо средняя 
длина волны де Бройля станет сравнимой со средним расстоя­
нием между 11юлеRулами, т. е. при ниюшх температурах и боль­
ших плотностях. СтатистиRа для антисимметричного RЛасса 
была выведена Ферми и ДираRом [ 13]; для симметричного Rласса 
это было сделано Эйнштейном [15) и Бозе [141 еще до отRрытия 
новой Rвантовой механиRи., Первая статистиRа оказалась при­
менимой R элен:тронам в металле и позволила объяснить маг­
нитные и другие свойства металлов. 

Как тольRо был вьшснен вопрос о класс~ симметрии для 
электронов, сразу возник вопрос о Rлассах симметрии для дру­

гих частиц. Примером частиц с только симметричными волно­
выми фунRциями (второе предположение), как уже давно из­
вестно, являются фотоны. Это не только непосредственно сле­
дует из вывода Планком спектрального распределения энергии 
излучения в термодинамическом равновесии, но и необходимо 
для применимости к световым волнам классической теории 
поля в предельном случае, когда в отдельном Rвантовом со­

стоянии находится большое, но точно не определенное число 
фотонов. Заметим, что симметричный класс у фотонов сопро­
вождается одновременно целым значением спина 1, тогда ка~< 
антисимметричный ,класс у элеRтронов сопровождается полу­

целым значением спина 12. 
Осталось еще рассмотреть важный вопрос о Rлассах симмет­

рии для ядер. Конечно, и в этом случае класс симметрии опре­
деляется взаи111озаменяе111остью Rак пространственных коорди­

нат, тю\ и спиновых переменных двух тождественных ядер. 

Спиновая переменная может принимать 2! +1 значений, при­
чем 1 - спиновое Rвантовое число ядра, могущее быть целым 
или полуцелым. Сделаю по этому поводу замечание историче­
СRого характера. В 1924 г., еще до открытия спина элеRтрона, 
я предложил гипотезу о ядерном спине с целью объяснить сверх­
тонкую струRтуру спектральных линий [16). Это предположе­
ние, с одной стороны, натолкнулось на ряд противоречий, но, 

с другой стороны, помогло Гаудсмиту и Уленбе1<у при открытии 
электронного спина. Прошло всего нескольRо лет, и мою 
попытRу объяснения сверхтонRой струRтуры удалось оконча-
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те.:~ьно подтвердить экспериментально, а именно посредством 

;щспериментов с участием Зеемана, в :которых было установлено 
существование магнитооптичес:кого вырождения сверхтонкой 

стру:ктуры, в точности та:кого, :ка:кое было предс:казано мной 
ранее. С того времени исследование сверхтон:кой стру:ктуры 
спе:ктральных линпй стало общепринятым методом измерения 
ядерного спина. 

Для э:кспериментального определения :классов симметрии 
ядер требовались другие методы. Наиболее удобный, если 
:не единственный, за:ключается в изучении полосатых спе:ктров 
молекул с двумя тождественными атомами [17, 18]. Можно 
лег:ко по:казать, что в основном состоянии эле:ктронной :конфи­
гурации такой молекулы состояния с целочисленными (или 
нецелочисленными) вращательными :квантовыми числами долж­
ны быть симметричными (или антисимметричными) относительно 
взаимного обмена пространственных 1;:оординат обоих ядер. 
Далее, среди (2/ +1) 2 спиновых состояний пары ядер имеется 
(21 +1)(/ +1) симметричных по спину и (21 +1)/ антисимметрич­
ных состояний, посколь:ку (2/ +1) состояний с параллельно 
направленными спинами будут обязатель~о симметричными. 
Поэтому мы приходи.м к следующему выводу: если полная вол­
новая фун:кция пространственных координат и спиновых пере­

менных ядер симметрична, то отношение веса состояний с чет­
ным вращательным квантовым числом :к весу состояний с нечет­
ным вращательным квантовым числом равно (!+1): !. В про­
тивоположном случае антисимметричной полной волновой функ­
ции ядер соответствующее отношение равно I : (! +1). Пере­
ходы между состояниями с четным и с нечетным вращательным 

квантовым числом должны быть чрезвычайно редкими, пос1\ольку 
они могут быть обусловлены только спин-орбитальным взаимо­
действием ядер. Поэтому отношение весов вращательных состоя­
ний с различной четностью приводит :к возникновению двух 
разных систем полос различной интенсивности с чередующимися 
линиями. Первое применение этого метода привело к резуль­
тату, что протоны имеют спин 72 и подчиняются принципу за­
прета, точно так же, :как электроны. Первоначальная трудность 
:количественного объяснения удельной теплоемкости молекулы 
водорода при низких температурах была устранена гипотезой 
Деннисона [19] о том, что при низ:ких температурах тепловое 
равновесие между обеими модификациями молекулы водорода 
(орто-Н2 : нечетные вращательные квантовые числа, параллель­
ные спины протонов; пара-Н2 : четные вращательные :квантовые 
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числа, антипараллельные спины) еще не достигается. Как 
известно, эта гипотеза позднее быJiа подтверждена измерениями 
Бонхеффера п Хартека, а также фон Эйкена, доказавшими 
предсказанное теорией медленное превращение одной модифи­
кации в другую. 

Среди классов симметрии для других ядер особый интерес 
представляют классы с различной четностью массовых чисел 
М и зарядового числа Z ядер. Если рассмотреть сложную си­
стему, состоящую из А 1 , А 2,". различных частиц, каждая 
из которых подчиняется принципу запрета, а также из S частиц 
с симметричными состояниями, то следует ожидать, что состоя­

ния этой системы будут симметричными или антисuмметричными 

в зависимости от того, какой будет сумма А 1+А 2+". - чет­
ной или нечетной. Это спр'аведливо, независимо от четности S. 
Прежде выдвигалось предположение, что ядра состоят из про­
тонов и электронов, так что М должно быть числом протонов, 
а (М - Z) - числом электронов в ядре. Тогда класс симметрии 
всего ядра должен был бы определяться четностью Z. Однако 
давно уже был щшестен противоречащий этому пример азо­
та, обладающего , спином 1 и си~метричными состояниями 
[20, 21] .. 

Затем после отнрыт:Ия нейтрона стали считать, что ядра со­
стоят из протонов и нейтронов, так что массовое число Ми заря­
довое число Z должны образовываться из Z протонов и М - Z 
нейтронов. Если бы нейтроны имели симметричные состояния, то 
класс симметрии: ядер опять должен был бы определяться чет­
ностью· зарядового числа Z. EcJIИ же нейтроны подчиняются 
принципу запрета, то класс симметрии должен определяться 

Четностью массового числа М: при четном М должны появ­
ляться симметричные, а при нечетном М антисимметричные 
состояния. Именно это последнее правило, экспериментально 
подтверждаемое без исключений, позволило заключить, что 
нейтроны подчиняются принципу запрета. 

Важнейший и простейший решающий эксперимент для ядра 
с различной четностью М и Z осуществляется на ядре тяжелого 
водорода - дейтроне (М=2 и Z=1), которое обладает симме­
тричными состояниями: и спином 1, как можно показать, изу­
чая полосатый спектр молекулы из двух дейтронов [22, 23]. 
Значение спина 1 для дейтрона доказывает, что нейтрон должен 
иметь полуцелый спин. При этом оправдывается простейшее 
возможное предположение - спин нейтрона равен ~ , как 
и спин протона и электрона. 
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Можно надеяться, что будущие эRсперименты с легRими 
ядрами, прежде всего с протонами, нейтронами и дейтронами, 
дадут нам дальнейшие сведения о действующих между состав­
ными частями ядер силах, в настоящее время еще недостаточно 

извес•rных. В то же время уже теперь можно утверждать, что 
эти взаимодействия в Rорне отличаются от элеRтромагнитных 
взаимодействий. Сравнение нейтрон-протонного и протон-про­
тонного рассеяния по.Rазывает, что силы между всеми этими 

частицами с хорошим приближением тождественны, т. е. не за­
висят от их элеRтричесRого заряда. Если учитывать тольRо 
величину энергии взаимодейстчия, то можно было бы рассмо­
треть и стабильный дипротон, или 2Не 2(М = 2, Z=2) примерно 
с таRой же энергией связи, RaR у дейтрона. ОднаRо таRое 
состояние, в согласии с опытом, запрещается нашим принципом, 

посRольRу оно обладало бы волновой фунRцией, симметричной 
относительно обоих протонов. Это тольRо простейший пример 
нримщшния принципа запрета R сложным ядрам, для Rоторых 
понимание этого принципа необходимо, потому что сами состав­
ные части ядер подчиняются ему. 

Чтобы подготовиться R обсуждению Rардинальных вопросов, 
приведем здесь общий заRон природы, Rасающийся связи между 
спином и Rлассом симметрии. Полуцелое значение спинового 
квантового числа всегда связано с антисимметричными состоя­
ниямп (принцип запрета), а целочисленному спину всегда соот­
ветствуют симметричные состояния. Этот заRон выполняется 
не тольRо для протонов и нейтронов, но и для фотонов и элеRтро­
нов. Отсюда легRо видеть, что он выполняется и для сложных 
систем, если тольRо они состоят из частиц, подчиняющихся 

этому заRону. Для теоретичесRого обоснования этого закона 
мы должны рассмотреть релятивистсRую волновую механиRу, 

так наR мы видели, что нерелятивистсная волновая механика, 

без сомнения, не может объяснить его. 
Рассмотрим сначала классичесние поля 1), при вращении 

в обычном пространстве преобразующиеся по однозначному 
представлению группы вращений. В дальнейшем таRие поля 
мы будем RpaтRo называть однозначными. Если не учитывать 
взаимодействия между различными полями, то можно предпо­
ложить, что все номпоненты поля удовлетворяют волновому 

уравнению второго порядRа, общим решением Rоторого будет 

1) По поводу последующего см. обзор автора [24], где уназана более 
раинля литература. См. танже [25]. 
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суперпозиция плоских волн. Частота и волновое число этих 
11:1оских волн связаны уравнением, которое в соответствии 

с основным постулатом де Бройля получается из соотношения 
между ;энергией и и:111пульсом, существующего в релятивистской 

механике, после деления энергпи и иJ11пульса на постоянную J,, 
равную постоянной Планка li, деленной на 2л:. Поэтому 
в классических уравнения поля в общем случае появится 
новая постоянная µ, имеющая размерность обратной длины 
и связанная с массой покоя частицы уравнением m=tiµ/c, где 
с - скорость света в пустоте. Из условия однозначности поля 
можно заключить, что число в.озможных плоских волн с фик­
сированной частотой, волновым числом и направлением рас­
пространения для µ =/= О всегда нечетное. Не приводя более 
точного определения спина, J11ожно считать эту особенность 
поляризации плоских волн характерной для полей, при кванто­
вании которых появляются целочисленные значения спина. 

Простейшими примерами однозначных полей являются ска­
:шрное поле и поле, образованное четЬ1рех-вю\тором и антисим­
метричным тензором, например потенциалом и напряженностью 

поля в теории Максвелла. В то время как скалярное поле под­
чиняется просто обычному волновому уравнению второго по­
рядка, в котором появляется также член, пропорциональный 

µ 2 , второе поле должно Подчиняться полученным Прока другим 
уравнениям поля, представляющим собой обобщение уравне­
ний Максвелла, в Rоторые они переходят в частном случае 

µ=0. Интересно отметить, что в этом простейшем случае одно­
значных полей плотность энергии образует положительно опре­
деленную Rвадратичную форму из напряженностей поля и их 
первых производных в заданной точне. В общем случае однознач­
ных по.лей можно по крайней мере показать, что интеграл 
от энергии по всему пространству всегда положителен. 

Компоненты поля могут быть либо действительными, либо 
Rомплексными. В случае Rомпленсного поля, кроме энергии 
и импульса поля, можно определить подчиняющийся уравне­
нию непрерывности четырех-вектор, Rоторый можно отождест­
витъ с четырех-вектором элеRтрического тока. Четвертая ком­
понента его определяет плотность электрического заряда и мо­

жет принимать RaR положительные, таR и отрицательные зна­
чения. Можно полагать, что мезоны, ~аблюдаемые в космичес­
ких лучах, имеют целочисленный спин и поэтому описыва­
ются таким комплексным полем. В c.rryчae действительных 
полей этот четырех-вектор тождественно обращается в нуль. 
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Я считаю, что при формальном процессе :квантования поля 
можно не учитывать взаимодействия поля с источниками, осо­
бенно применительно :к излучению в термодинамическом рав­
новесии, :когда специфические свойства источника не играют 
ни:ка:кой роли. При рассмотрении этой проблемы на самом деле 
предпринимались попытки пользоваться такими же математи­

ческими методами перехода от :классической системы :к соответ­
ствующей :квантовомеханической системе, которые оказались 
столь плодотворными при переходе от :классической механики 

точки :к волновой механике. Между тем нельзя забывать, что 
поле можно наблюдать только с помощью пробных тел, :которые 
сами являются источниками поля. 

Результаты формального процесса :квантования поля от­
части были весьма ободряющими. Про:квантованные поля ока­
залось возможным описывать волновой функцией, зависящей 
от бесl{онечноi'r последовательности (неотрицательных) целых 
чисел. Поскольl{у суммарная энергия и суммарный импульс 
поля, а в случае :комплексных полей и суммарный эле:ктриче­
сюrй заряд, оказываются линейными :комбинациями этих 
чисел, то эти числа можно отождествить с числами частиц, 

заполняющими одно определенное состояние отдельной частицы. 
Переходя :к последовательности :конфигурационных пространств 
с различным числом измерений, соответствующим возможным 
числам заполнения, можно легко показать, что это описание 

нашей системы посредством волновой функции от целых чисел 
Эl{вивалентно совонупности частиц, волновые функции :которых 
в их :конфигурационных пространствах симметричны. 

Для случая электромагнитного поля Бор и Розенфельд [26] 
вскоре показали, что соотношения неопределенностей, полу­
чаемые для усредненных по :конечной области пространства -
времени величин из формальных правил :коммутации этой тео­
рии, имеют непосредственный физический смысл в той мере, 
в I>аной можно рассматривать источники :классически, прене­
брегая их атомистичесl{ОЙ струнтурой. Подчеркнем следующее 
свойство этих правил номмутации: все физические величины 
двух мировых точен, разделенных пространственно-подобным 
интервалом, :коммутируют между собой. На самом деле это 
необходимо из физических соображений, та:к :ка!{ возмущение 
при измерении в мировой точке Р1 может достигать только 
таких точе1\ Р2 , для :которых вектор Р1Р2 времени подобен, т. е. 
c(t1 - t2) > r 12 • Для точек Р2 с пространственно-подобным 
вектором Р1Р2 , для :которых с (t1 - t2) < 1·12 , это возмущение 

2 4 3ака 3 л~ 2 1 4 
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дойти не может, и измерения в Р1 и Р2 в этом случае не могут 
влиять друг на друга. Этот вывод позволил рассмотреть логи­
ческую возможность существования частиц с целочисленным 

спином, подчиняющихся принципу запрета. Такие частицы 
должны описываться последовательностью :конфигурационных 
пространств с различным числом измерений и волновыми функ­
циями, антисимметричными по их пространственным :координа­

там, или также волновыми функциями от целых чисел, :которые 
снова можно рассматривать :ка:к числа заполнения частицами 

одного определенного состояния, могущие принимать теперь 

только два значения - О или 1. Вигнер и Иордан [27]1) поRа­
зали, что и в этом случае можно определить операторы, зави­

сящие от обычных пространственно-временнь1х :координат 
и действующие на у:казанньiе волновые фунRции. Однако эти 
операторы уже не удовлетворяют правилам :коммутации: в мате­

матические условия, :которым удовлетворяют эти операторы, 

вместо разности входит сумма двух возможных произведений 

двух операторов, отличающихся разным порядRом сомножите­

лей. Простая перемена знака в этих соотношениях в :корне 
меняет физический смысл этого формального аппарата. Для 
принципа запрета никогда не может существовать предельный 

случай, в :котором такие операторы можно заменить :классиче­

ским полем. Применяя формальный аппарат Вигнера и Иордана, 
мне удалось показать при весьма общих предположениях, что 
релятивистсн:и инвариантная теория, описывающая системы 

тождественных частиц с целочисленным спином, подчиняю­

щихся припципу запрета, должна всегда приводить :к не:комму­

тативности физических величин, связанных пространственно­
подобным вектором [29]. В свою очередь это противоречит 
разумному физическому принципу, справедливому для частиц 
с симметричными состояниями. TaR, благодаря синтезу требо­
ваний релятивистской инвариантности и свойств 1шаптования 
поля удалось сделать шаг :к пониманию связи между спином 

и :классом симметрии. 

Квантование однозначных :комплексных полей с отличным 
от пуля четырех-вектором эле:ктричесRого тока приводит далее 

:к следующему результату: должны существовать частицы I\а:К 

с положительным, та:к и с отрицательным зарядом, и частицы 

эти могут уничтожаться и рождаться во внешнем электромаг­

нитном поле [27, 28]. Это рождение и уничтожение пар, являю-

1) См. также [28]. 
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щееся следствием теории, требует резкого разграничения поня­
тий плотности заряда и плотности частиц. Последнее понятие 
в релятивистской волновой теории не появляется ни для элек­
трически заряженных, ни для электрически нейтральных полей. 
Это представляется удовлетворительным, так как применение 
понятия частиц и соотношения неопределенностей (например, 
при анализе мысленных экспериментов, подобных микроскопу 
на у-излучении) также приводит к результату, что простран­
ственное положение частицы может быть определено лишь 
с ограниченной точностью [30, 31). Это в одинаковой мере отно­
сится к частицам с целым и полуцелым спином. В состоянии 
со средним значением энергии Е, описываемом волновым паке­
том со средней частотой v=E/ h, частицу можно локализовать 
только с неопределенностью Лх > hc/E или Лх > c/v. Для· 
фотонов пределом локализации служит длина волны; для ча­
стиц с конечной массой покоя и харантерным размером 
µ- 1= h/mc в системе, в ноторой поноится центр волнового панета, 
описывающего состояние частицы, этот предел получается 

из соотношения Лх > h/mc или Лх > µ- 1 • 

До сих пор я рассказывал тольно об удовлетворительных 
результатах применения квантовой механюш н нлассическим 
полям. Мы видели, что утверждения этой теории о напряжен­
ности поля, усредненной по нонечной области пространства -
времени, имеют непосредственный физичесний смысл, тогда 
как для значения напряженности поля в одной заданной точкО" 
это неверно. Н. сожалению, в классические выражения для энер­
гии поля входят взятые по таким областям средние значения 
квадратов напряженности поля, которые нельзя выразить чере3 

средние значения самих напряженностей поля. Это ведет к то­
му, что выведенная для квантованного поля нулевая энергия 

вакуума становится бесконечной - результат, непосредственно 
связанный с тем, что рассматриваемая система имеет бесконеч­
ное число степеней свободы. Ясно, что эта нулевая энергия 
не соответствует никакой физической реальности; например, 
она не является источником гравитационного поля. Формально 
можно без труда ввести дополнительные бесконечные постоян­
ные компенсирующие члены, не зависимые от рассматривае -
маго состояния; по-моему, этот результат уже служит указа­

нием на то. что становится необходим 15оренной пересмотр поня­
тий, лежащих в основе современной теории rшантованных полей. 

Я рассказал здесь, отвлекаясь от исторического порядка, 
об однозначных полях, чтобы продемонстрировать некоторые 

24• 
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особенности релятивистской квантовой теории. У же раньше 
Диран: [32] составил свои релятивистсние волновые уравнения, 
соответствующие материальным частицам со спином У2, причем 
он применял два тан называемых спинора, каждый из н:оторых 

обладал двумя 1\омн01шнтами. Он применил эти уравнения 
к задаче об отдельном элентроне в электромагнитном поле. 
Несмотря на большой успех этой теории при ноличественном 
объяснении тонкой струнтуры энергетических уровней в атоме 
водорода и при вычислении эффективного сечения рассеяния 
фотонов элентронами, из нее получилось следствие,. находив­
шееся в очевидном противоречии с опытом. Согласно этой тео­
рии, энергия электрона могла принимать как положительные, 

так и отрицательные значения, и во внешних электромагнит­

ных полях могут происходить переходы из состояний с одним 
знаком энергии в состояния с противоположным знаком энер­

гии. С другой стороны, в этой теории существует удовлетворя­
щий уравнению четырех-вентор с положительно определенной 

четвертой 1<омпонентой, соответствующей плотности. 
Можно поназать, что подобная ситуация возникает для всех 

полей, которые, подобно спинорам, при вращениях в обычном 
пространстве преобразуются по двузначным представлениям, 
причем при повороте на полную окружность они меняют зван. 

Мы будем называть такие величины кратко «двузначнымю>. 
Из релятивистских волновых уравнений для тюшх величин 
всегда можно получить удовлетворяющий уравнению непре­
рывности билинейный вектор, четвертая компонента которого. 
по крайней мере после интегрирования по пространству, 

будет существенно положительной величиной. С другой стороны, 
выражение для суммарной энергии может иметь как положи­
тельный, так и отрицательный знак. 

Существует ли какой-нибудь способ, чтобы отнести отрица­
тельный знак перед энергией к плотности четырех-вектора? 
Тогда последнюю можно было бы трактовать 1щк плотность зарн­
да в противоположность плотности частиц, и энергия стала бы 
положительной, как и должно быть. Вы знаете, что ответ 
ДираI\а привел к тому, что могло бы на самом деле получиться 
при применении принципа запрета. В своем докладе, прочитан­
ном в Стокгольме [10], Дирак сам рассказал о своем предложе­
нии по-новому интерпретировать его теорию, согласно кото­

рому в истинном вакууме все состояния с отрицательной энер­
гией должны быть заполненными, и наблюдаемыми следует 
считать толыи отклонения от этого состояния с минимальной 
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энергией, а именно дырки в море этих заполненных состояний. 
Именно принцип запрета гарантирует устойчивость вакуума, 
в котором все состояния с отрицательной энергией заполнены. 
:Кроме того, дырки обладают всеми свойства.ми частиц с поло­
жительной энергией и положительным зарядом, поскольку 
они могут рож;цаться и уничтожаться парами во внешних элен:­

тромагнитных полях. Предсказанные таким образом позитроны, 
эти точные зеркальные изображения электронов, действительно 
были обнаружены экспериментально. 

Новая интерпретация, очевидно, принципиально отказы­
вается от точки зрения, характерной для одночастичной за­
дачи, и с самого начала рассматривает задачу многих частиц. 

Давно уже нельзя утверждать, что релятивистские уравнения 
Дирака являются единственно возможными; однако если мы 
хотим иметь релятивистские уравнения поля, соответствующие 

частицам со спином % , то мы обязательно должны прийти 
к уравнениям Дирака. Хотя логически возможно проквантовать 
эти уравнения как 1шассические уравнения поля, что дало бы 
симметричные состояния систем, состоящих из многих таких 

частиц, но это противоречило бы требованию, чтобы энергия 
системы была всегда положl_iтельно определенной. С другой 
стороны, это требование выполняется, если мы примем принцип 
запрета и интерпретацию Дирака для вакуума и дырок, что 
вместе с тем ставит на место математической фикции положи­
тельной плотности частиц физическое понятие плотности заря­
да, могущей иметь оба знака. Подобное заключение справед­
ливо для всех релятивистских волновых уравнений с дву­
значными компонентами поля. Это был другой (историчесни 
первый) шаг к пониманию связи между спином и классом сим­
метрии. -Упомяну лишь кратно, что новая интерпретация Ди­
рана для пустых и занятых состояний с отрицательной энергией 
допуснает очень элегантную формулировку с помо1L1,ЬЮ упоми­
навшегося выше формального аппарата Иордана и Вигнера. 
Действительно, можно перейти от старой интерпретации R но­
вой, просто заменив значение одного из операторов его сопря­

женным, если он действует на начальные состояния с отрица­
тельной энергией. Бесконечный «нулевой заряд» занятых состоя­
ний с отрицательными энергиями тогда будет полным аналогом 
бесконечной нулевой энергии нвантованных однозначных полей. 
Этот заряд также не имеет нинакого физичесного значения 
и не служит источником электромагнитного поля. 

Несмотря на формальную аналогию между нвантованием 
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однозначны~ полей, ведущим к совокупности тождественных 
частиц с симметричными состояниями, и полей, соответствую­

щих частицам, подчиняющимся принципу запрета и описьшае­

мым двузначными операторными величинами, которые зависят 

от пространственно-временнь1х координат, существует безуслов­
но принципиальное различие, а именно для последних нет пре­

дельного случая, н:огда математические операторы можно трак­

товать как классические поля. С другой стороны, следует ожи­
дать, что возможности и пределы применимости понятий про­

странства и времени, выражающиеся в различных понятиях 

плотности заряда и плотности частиц, должны быть одинаковы 
для заряженных частиц с целым и полуцелым спином. 

Трудности современной теории значительно возрастают, 
если рассматривать взаимодействие электромагнитного поля 

с веществом, потому что в'этом случае в результате применения 
теории возмущений появляются хорошо известные бесконечно­
сти в задаче об энергии электрона в своем собственном поле -
так называемой собственной энергии. Корень этих трудностей, 
по-видимому, лежит в том, что формальный аппарат 1шантова­
ния поля имеет непосредственный физический смысл лишь 
до тех пор, пока источники ПО.J!Я можно считать непрерывно 

распределенными и подчиняющимися законам классической 
физики, причем рассматриваются только величины поля, усред­
ненные по :конечной области пространства - времени. Однако 
сами электроны являются существенно неклассичес1шми источ­

никами поля. 

В заключение своего доклада я хочу высказать убеждение, 
что корректная теория не должна приводить ни к бесконечным 
нулевым энергиям, ни к бесконечным нулевым зарядам и что 
она не должна пользоваться искусственными математическими 

приемами, чтобы устранить бесконечности и сингулярности; 
она не должна также изобретать «гипотетический мир», пред­
ставляющий собой просто математический вымысел, пока тео­
рия не сможет сформулировать правильное объяснение дей­
ствительного физичес1\ого мира. 

Логически мой доклад о принципе запрета и квантовой меха­
нике не является последним словом. Я думаю, что это слово 
можно произнести только тогда, когда будет создана теория, 
которая получит значение постоянной тонкой структуры 
и объяснит тем самым атомистическую структуру электричест­
ва - это столь существенное свойство всех атомарных источ­
нпков электрических полей, реально существующих в природе. 
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НАРУШЕНИЕ ЗЕРКАЛЬНОЙ СИММЕТРИИ 
В ЗАКОНАХ АТОМНОЙ ФИЗИНИ 1) 

§ 1. КАТЕГОРИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ. 
СИММЕТРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО С, Р и Т 

Для обсуждения разных свойств симметрии законов физики 
целесообразно разделить физические взаимодействия на три 
категории: сильные взаимодействия, к которым относятся взаи­
модействия нуклонов с нуклонами и мезонами; промежуточные -­
элеI{тромагнитное взаимодействие, обеспечивающее также суще­
ствование атомных оболочек; и слабые взаимодействия, дей­
ствующие как во всех процессах ~-радиоактивности, сопровож­
дающихся испусканием или поглощением нейтрино, так и при 

распадах Л- и К-мезонов, происходящих без участия нейтрино. 
Сильные взаимодействия обладают более высокой степенью 

симметрии, чем электромагнитные, однако подробное рассмо­
трение этих категорий не входит в задачи настоящего обзора. 
Достаточно указать лишь, что эти две категории, как вытекает 
с большой точностью из экспериментального материала, инва­

риантны относительно каждой из перечисленных далее опера­
ций симметрии по отдельности. Каждая из этих операций сопо­
ставляет некоторому возможному физическому состоянию или 
явлению другое явление, также не противоречащее рассматри­

ваемым здесь законам природы. 

1. Замена частицы античастицей С (зарядовоесопряжение)2). 
Законы природы. которым подчиняются различные «элементар­
ные частицы» и их взаимодействия, обладают общим свойством: 

1 ) Experientia, vol, XIV /1, 1958, перепечатано в нниrе W. Р а u l i, 
Aufsatze und Vortrage tiber Physik und Erkenntnistheorie, Braunschweig, 
1961. 

2) Бунва С означает «charge» - заряд (англ.). 
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каждой частице соответствует античастица. В случае электри­
чески заряженных частиц знак заряда античастицы противопо­

ложен знаку заряда частицы. Однако не каждая подобная пара 
частиц с противоположным зарядом обязательно составляет 
частицу и античастицу. Далее, нейтральной частице также может 
соответствовать отличающаяся от нее античастица. Например, 
недавно обнаруженный экспериментально антинейтрон при оди­
наково направленном спине обладает магнитным моментом, 
противоположным моменту нейтрона. Вопрос о том, можно ли 
с помощью закона сохранения разности между общим числом 
«лег1шх частиц» (лептонов) и «легких античастиц» эксперимен­
тально разли<):ить нейтрино и антинейтрино, все еще остается 
открытым1). Для соответствующей разности «тяжелых частиц» 
(барионов - нуклонов и гиперонов) такой зююн сохранения 
выполняется. 

2. Пространственное отражение или инверсия Р. Эта опе­
рация изменяет знак всех трех пространственных координат 

и, следовательно, каждому правому винту сопоставляет левый 

винт. Операция пространственного отражения позволяет отли­
чить так называемые «аксиальные векторы» от «полярных век­

торов». Собственно, только последние характеризуются длипой 
и паправлепием, тогда как первые определяются поверхпостью 

с паправлепием обхода. Аксиальные векторы, называемые также 
псевдовекторами, при отражении не меняют знака, а полярные 

векторы меняют знак на обратный. Скорость - это полярный 
вектор, момент импульса, в частности, всю\иЙ «спию> - акси­
альный вектор. 

Приписывание направления псевдовектору не иuвариантно 
относительно отражения; в его определении заключено разли­

чие левого винта от правого винта. Инвариантным относительно 
вращения является задание нормали к поверхности и направле­
ния обхода, что и определяет аксиальный вектор. Однако выбор 
одного из двух возможных направлений этой нормали остается 
условным. Направление нормали выбирается с помощью пра­
вила Ампера или другого эквивалентного правила; например: 
если рассматриваемой поверхностью является горизонтальная 
плоскость бумаги, то при обходе против часовой стрелки направ­
ление нормали выбирается на читателя, т. е. вверх; при обходе 

1) См. статью Ву в этой книге, на стр. 290.- Прим. ред. 
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по часовой стрелке - вниз. Такие выражения, как «направле­
ние спина», всегда следует понимать в указанном условном 

смысле. 

В то время как из двух обычных (полярных) векторов можно 
образовать Р-инвариантный скаляр (произведение длин векто­
ров и косинуса угла между ними), произведение полярного 
и аксиального векторов будет только псевдоскаляром, хотя 
и инвариантным относительно поворотов системы координат 

при пространственном отражении, но меняющим знак на обрат­
ный. Чтобы определить такое псевдоскалярное произведение 
вместе со знаком, необходимо сопоставить аксиальному вектору 
.(поверхность с направлением обхода) направление нормали, 
придерживаясь только что названного условия. Тогда псевдо­
-скалярное произведение будет произведением площади поверх­
ности, длины полярного вектора и косинуса угла между его 

направлением и условно выбранным (не инвариантным относи­
тельно отражения) направлением нормали к поверхности акси­
ального вектора. 

Законы теории, инвариантной относительно пространствен­
ного отражения (Р-инвариантная теория), не меняют своего 
вида, если этот псевдоскаляр меняет· свой знак; для каждого 
процесса существует другой равноправный процесс, в котором 

псевдоскаляр имеет противоположный знюс 
Слово четность (английское: parity, французское: parite) 

означает для целых чисел подразделение их на четные и нечет­

ные. Распространение этого понятия на пространственное отра­
жение оправдывается тем, что, согласно квантовой механике, 
в случае инвариантности относительно пространственного· отра­

жения собственные состояния для всех взаимодействий распа­
даются на «четные» и «нечетные» таким образом, что волновые 
функции четных состояний не меняются при изменении знака 
всех пространс.твенных ноординат (инверсии), а волновые фунн­
ции нечетных состояний при этом меняют свой знан на проти­
воположный. Определенное таким образом число +1 для чет­
ных состояний и -1 для нечетных состояний и называется 
четностью состояния. 

Для взаимодействий, не обладающих Р-инвариантностью, 
энергетические состояния не обладают определенной четностью, 
поскольку волновые фуннции при пространственном отражении 
уже не преобразуются таним простым образом. В соответствии 
с общепринятым соглашением электричесний заряд не меняет 
своего знака при операции Р, тан что электричесн:ое поле пред-
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'Ставляет собой полярный, а магнитное поле - аксиальный 
вектор. 

3. Обращение времени Т. Эта операция определяется так, 
что пространственные координаты, равно как и электрический 

заряд, сохраняют свой знак. Поэтому подобную операцию 
можно определить точнее как «Обращение 1iаnравле1iия дви:нсе­
ния» всех процессов. В качестве примера можно указать, что 
движение заряженной материальной точки во внешнем маг­
нитном поле Т-инвариантно лишь при условии, что внешнее 
магнитное поле меняет свой знак вместе с операцией Т. 

Важным следствием Т-инвариантности является отсутствие 
электрического дипольного момента у нуклонов (аналогом слу­
жит отсутствие вращения молекул в определенном энергетиче­

ском состоянии). Слабыми взаимодействиями при этом можно 
практически пренебрегать. 

Экспериментальные и теоретические исследования послед­
них лет снова оживили интерес к вопросу о степени симметрии 

законов природы. В работе Ли и Янга [1], отмеченной Нобелев­
ской премией в 1957 г. по физике, было убедительно показано, 
что для слабых взаимодействий (третья категория) эксперимен­
тальные доказательства применимости указанных трех опера­

ций симметрии совершенно недостаточны. Затем Ли и Янг 
продемонстрировали ЭI{сперименты, с помощью которых можно 

проверить свойства симметрии для слабых взаимодействий. 
Эти и другие аналогичные эксперименты с тех пор проводи­

лись много раз и привели к окончательному выводу о наруше­

нии С- и Р-инвариантности в слабых взаимодействиях. Под­
робнее об этом еще будет сказано в§ 2. Здесь же следует отметить, 
что вопрос о Т-инвариантности слабых взаимодействий экспе­
риментально еще не решен. С точки зрения теории этот вопрос 
эквивалентен вопросу о сохранении комбинированной четности 
СР (или в обратном порядке РС). Из весьма общих и хорошо 
обоснованных предпосылок, в том числе из характерного для 
частной теории относительности требования лоренц-инвариант­
ности, следует так называемая теорема СРТ. Она утверждает, 
что из этих общих предпосылок (подробности можно найти 
в литературе [2-4]1)) непоqредственно вытекает инвариантность 

1) Для нелокальных теорий йост [5] указал эквивалентное теореме 
СРТ условие, которое для локальных теорий· выполняется тождественно. 
Дальнейшие приложения см. в работе [6]. 
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теории относительно объединения (произведения) всех трех 
операций С, Р и Т (в какой угодно последовательности). Отсюда, 
между прочим, следует, что массы частиц и античастиц (в общеи 
случае - уровни энергии системы частиц и системы зарядово­

с•опряжеппых частиц) должны быть строго одинаковыми. 

§ 2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
НАРУШЕНИЯ ЗЕРКАЛЬНОЙ СИММЕТРИИ (Р) 

И ЗАРЯДОВОЙ СИММЕТРИИ (С) 

Мы изложим здесь кратко качественную сторону экспери-­
ментов, а интересующимся еще не закопченными количествен­

ными опытами порекомендуем обратиться к соответствующей 
литературе. 

Первый, хотя далеко не самый простой ·эксперимент заклю­
чался в ориентировании спина ~-радиоактивных ядер, для чего 
уже существовала специальная техника, использующая маг­

нитные поля при низких температурах. При этом исследовался 
вопрос о том, существует ли при испускании электронов (нега­
тронов е_ или позитронов е.) асимметрия относительно (инва­
риантной при отражении) плоскости ядерных спинов (вектор I 
направлен по нормали к этой плоскости). Другими словами, 
изучалось распределение псевдоскаляра (Ipe)=lpe cos е, 
причем Ре - вектор импульса испущенных электронов, а 

0 = 4(I, Ре)· В теории, инвариантной относительно отражения, 
распределение должно быть симметричным относительно пло­
скости спинов, т. е. под углом е вперед должно вылетать. 
столько же электронов, сколько под углом л: - е назад. 
В экспериментах, проведенных с ядрами Со60 (е_) и Со58 (eJ 
[7-10], была обнаружена сильная асимметрия, причем в сред­
нем (Ipe) < О для е_-распада, (lpe) >О для е+-распада. 

Более подробное рассмотрение [ 11] показывает, что отсюда 
уже следует и нарушение С-симметрии. В С-инвариантной тео­
рии этот эффент должен отсутствовать, если можно пренебречь 
кулоновым взаимодействием между ядром и испущенным элек­

троном. Для ядра с зарядом 27 (ядро Со) влияние кулонова 
взаимодействия еще столь мало, что наблюдаемая асимметрия 
не может объясняться только им. 

Сходным, но более простым опытом было измерение поляри­
зации электронов, испус1\аемых в заданном направлении при 

~-распаде. При этом поляризация определяется плоскостью 
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(заданной в системе покоящегося электрона) с направлением 
-обхода, отвечающим спину электрона (обычно определяемое 
направление вектора ае образует с этой плоскостью правый 
винт, если смотреть от частицы), т. е. измеряется псевдоскаляр 
(f1ePe)• 

В этих опытах была обнаружена сильная поляризация 
[12-18], причем было показано, что для е_-распада в среднем 
(f1ePe) < О, т. е. аксиальный веRтор ае и Ре образуют левый 
винт; для е+-распада в среднем (аеРе) > О, т. е. аксиальный 
вектор fJe и Ре образуют правый в:инт. 

R опытам такого же типа относится измерение направления 
круговой поляризации фотонов, испусRание которых происхо­
дит непосредственно вслед за испусканием электронов (~-рас­
пад возбужденных ядер). При этом измеряется псевдоскаляр 
{peav)· Этот эксперимент таRже дал положительный резуль­
тат [19-21]. Теперь мы перейдем к важному эRсперименту 
по распаду µ-мезона [22-24], также выполненному по инициа­
тиве Ли и Янга и давшему положительный результат почти 
-одновременно с первым опытом по распаду ядер с ориентирован­

ным спином. 

Рассмотрим л:-мезоны, распадающиеся на µ-мезон и нейтрино 
no схеме 

после чего µ-мезон распадается далее на электрон и два ней­

трино (точнее, на нейтрино v и антинейтрино V): 

Первая реаRция служит поляризатором µ-мезона, вторая -
анализатором. Наблюденная несимметрия испусRания электро­
нов относительно плоскости, перпендикулярной направлению 

движения µ-мезонов, доказывает, что зеркальная симметрия 

нарушается в обеих реакциях. Побочным результатом сильной 
поляризации относительно направления движения возникаю­

щих при этом µ-мезонов оказалась возможность более точного 
измерения их магнитного момента. Дальнейшие опыты по опре­
делению знака псевдоскаляра (аµрµ) продолжаются. 

Все приведенные здесь эксперименты находятся в согласии 
со специальной моделью нейтрино, предложенной независимо 
разными авторами [25-27]. Обычно она несколько неточно 
называется «двухRомпонентной теорией», однако я хочу назвать 
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два ее варианта: «R-моделЬ» и «L-моделЬ». «R-моделЬ» отли­
чается тем, что в ней должны существовать только те нейтрино, 
спин и направление движения :которых образуют правый винт r 

а также соответствующие qнтинейтрино, спин и импульс кото­
рых необходимо образуют тогда левый винт. Таким образом, 
это значит, что взаимодействие с другими частицами происходит 
для нейтрино только при (OvPv) >О, для антинейтрино -
только при (OvPv) < О. В такой модели обязательно проис­
ходит нарушение С- и Р-инвариантности, возможно, но необя­
зательно нарушение СР и Т-инвариантности; для лептонов 
выполняется заI\ОН сохранения разности между числами частиц 

и античастиц. Однако проделанных до настоящего времени 
экспериментов еще недостаточно, чтобы с достоверностью уста­
новить правильность этой специальной модели. Для определе­
ния :констант самого общего В-распадного взаимодействия, 
не сохраняющего Р- или С-симметрии, необходимы еще даль­
нейшие эксперименты по :корреляции направлений вылета 
электрона и нейтрино, сами по себе не относящиеся к вопросу 
о четности. Эту корреляцию непосредственно измерить нельзя; 
однако отдачу возникающих тяжелых частиц (ядер, а при рас­
паде свободного нейтрона - протонов) измерить можно. Отсюда 
с помощью закона сохранения импульса можно вычислить 

наiiравление и величину импульса ней11.рино. Хотя применение 
ядерных реакторов значительно облегчает такие опыты, резуль­
таты их все еще настолько противоречивы и непонятны, ЧТ(}­

необходимо проводить ;Цальнейшие измерения. 
Даже если какал-то определенная модель (R- или L-модель) 

нейтрино окажется правильной для всех его взаимодействий, 
вряд ли это может в достаточной степени объяснить нарушение 
Р-симметрии в слабых взаимодействиях. Дело в том, что, ка:к 
заметили Ли и Янг уже в своей первой работе [ 1], с не:которой­
достоверностью существуют взаимодействия с несохранением 
четности, в :которых нейтрино совсем не участвует. Именно, 
для та:к называемой «загадки 6-Т» предположение о Р-инва­
риантности (сохранении четности в соответствующих реакциях) 
приводит к необходимости принять существование различных 
частиц с одинаковыми (в хорошем приближении) массами 
и временами жизни. Для этого нельзя придумать никакого· 
с:коль:ко-нибудь приемлемого объяснения. Если же принять. 
предположение о несохранении четности, то достаточно счи­

тать, что в этих различных реакциях распада участвует одна.: 
и та же частица (К-мезон). 
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§ 3. ПЕРСПЕКТИВЫ ТЕОРИИ 

Глубочайшие нерешенные проблемы теории :квантованных 
полей, проявляющиеся в виде математических расходимостей, 
не мешают изучению слабых взаимодействий, та:к :ка:к в этом 
случае можно ограничиться низшими приближениями теории 
возмущений. Не имеет значения при чисто феноменологи­
ческом отношении теории :к новым явлениям и отсутствие 

теоретического вывода значений масс и спинов элементарных 
частиц. Поэтому при современном состоянии теории можно 
указать скорее на избыток, чем на недостаток формальных 
возможностей для объяснения несохранения С- и Р-четности, 
обнаруженного на опыте. 

Хотя. на этот раз и оказалось методически правильным сна­
чала поставить вопрос «Rа:к?» и отложить на будущее более 
глубокий вопрос «почему?», последний все же существует­
и в будущем может еще потребовать ответа. Я считаю непра­
вильным искать спасения в поверхностной, с моей точRи зре­
ния оппортунистической, «утешительной философии» (название 
происходит от П. Эренфеста) или в простых <шатентованных 
решениях». 

Из современного состояния теории дальше можно двигаться 
в двух направлениях. Во-первых, вопрос: «почему слабые-взаи­
модействия не обладают С- и Р-инвариантностью?» можно за­
менить другим вопросом - почему эта инвариантность соблю­
дается при сильных и электромагнитных взаимодействиях? 
Можно попытаться свести эту инвариантность :к другим, более 
специфичным свойствам указанных взаимодействий. Во-пер­
вых, можно попытаться найти и обосновать связь между нару­
шением симметрии в малом и свойствами Вселенной в боль­
шом [29, 30]. Однако это выходит за пределы известных 
в настоящее время теорий тяготения. Гравитационные силы, :кото­
рые не входят в перечисленные вначале три :категории взаимо­

действий, гораздо слабее «слабых взаимодействий». Согласно 
гравитационной теории Эйнштейна, :которой не противоречат 
ни:каRие известные явления, при гравитационных взаимодей­

ствиях соблюдается инвариантность относительно всех трех 
операций симметрии С, Р и Т. R тому же прямым влиянием 
поля тяготения на обсуждаемые· атомарные процессы можно 
праRтичес:ки полностью пренебречь. 

Чтобы вывести вопрос о связи между ми:кро- и макромиром 
за пределы туманных рассуждений, пока не хватает существенно, 



384 Волъфгакг Паули 

новых идей. С другой стороны, нельзя также утверждать кате­
rоричес1ш, что такая связь невозможна. 

Таким образом, обсуждавшиеся здесь новые эксперименталь­
ные результаты привели нас к проблемам, решение :которых, 
возможно, является делом далекого будущего. 
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l{ СТАРОЙ И НОВОЙ ИСТОРИИ 
НЕЙТРИНО 1) 

§ 1. ПРОБЛЕМА НЕПРЕРЫВНОСТИ 
Э~ЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА ~ИЗЛУЧЕНИЯ 

Непрерывный энергетический СПеI{тр ~-излучения, от1\ры­
тый в 1914 г. Чедвиком [1], сразу же поставил Перед теорети-

. ческим мышление111 трудные проблемы. Следовало ли приписать 
непрерывность первичным электронам, испущенным . непо­
средственно из радиоактивного ядра, или же опа вызвана вто­

ричными процессами? Первое мнение, оказавшееся правильным, 
было высказано Эллисом [2], второе отстаивала Мейтнер [3]. 
Она ссылалась на то, что, как показывает испускание а-частиц 
и у-излучений, ядра обладают дискретными энергетическими 
уровнями. Она обращала внимание на электроны дискретной 
энергии, также наблюдавшиеся у многих ~-радиоактивных 
ядер. Эллис возразил, что это были электроны внешних оболо­
че1\, ускоренные благодаря внутренней конверсии монохрома­
тического ядерного у-излучения и сопоставил эти электроны 

наблюдаемым рентгеновским линиям. По теории же Мейтнер, 
хотя бы один из электронов дискретной энергии должен быть 
истинным первичным: электроном, который также мог выбивать 
из внешних оболочек вторичные электроны меньших энергий2). 
Однако обнаружить этот постулированный :.электрон никак 

I) Исправленный. и дополненный (сентябрь 1957) доклад в Цюрихском 
обществе естествоиспытателей 21.1.1957 г., перепечатано в книге 
\V. Р а u l i, Aпf~iitze und Vortr1ige i.iber Physik und Eil,enntnistheoric, 
Braunsch\veig, 1961. 

2 ) В более поздней работе Меiiтнер [4] опровергла утверждение Эл­
.:тиса, ;шсперимептально доказав, что у-излучеппе испускается ядром, 

воаникающим после испускания а- или ~-частицы. 
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не удавалось. Кроме того, существуют ~-радиоактивные ядра, 
например RaE, не испускающие ни у-излучения, ни электронов 
дискретной энергии. В 1922 г. Э.тrлис сформулировал свою точку 
зрения в полемике с Мейтнер следующим образом. 

«Теория фрейлейн l\leiiтнep нредстаВJшет собой очень интересную 
попытну дать простое объяснение ~-распада. Однано энсперимен­
тальные фантьi не унладьшаются в рамю1 этой теории, и простая 
аналогия между а- и ~-распадом, по-видимому, неправомерна. 
~-распад представляет собой значительно более сложный процесс, 
и высказанные мной общие соображения о нем, как мне кажется, 
в настоящее время представляются весьма естественными». 

Это утверждение, конечно, ни в коей мере не приблизило 
ответ на вопрос о смысле непрерывного ~-спектра, и дискуссия 
о том, является ли он первичным (по Эллису) или же перво­
начально дискретная энергия в последующих вторичных про­

цессах преобразуется в континуум (по Мейтнер), продолжалась. 
Наконец, эта полемика все же была прекращена экспериментом: 
абсолютным измерением теплоты при поглощении ~-электро­
нов. Из опытов со счетчиками бы.тrо известно, что на каждый 
распад из ядра испус1{ается один электрон. При последующ1:1х 
вторичных процессах теплота на каждый распад, измеренная 
в калориметре, должна соответствовать верхней границе 
~-спектра, при первичном процессе - средней энергии спектра. 
Измерение было проведено Эллисом и Бустером [6] на RaE. 
В результате пересчитанная на вольты теплота на один распад 
оказалась равной 

344 ООО в± 10%, 

что хорошо соответствовало средней энергии ~-спектра. По 
теории Мейтнер, верхняя граница ~-спектра соответствовала 
бы 1 млн. в, что совершенно исключалось экспериментом. Эллис 
подчернивал, что его энсперимент еще оставлял отнрытой воз­
можность восстановления энергетичесного баланса за счет 
непрерывного у-излучения, ноторое не поглощалось в кало­

риметре и ускользало от наблюдения. 
Мейтнер еще не была убеждена этпм экспериментом и решила 

немедленно повторить его с улучшенной аппаратурой. Ортманн, 
сотрудник Нернста, сконструировал для этой цели особый 
дифференциальный J{ал;ориметр. Затем измерение теплоты 
~-элентронов RaE было повторено с большей точностью [7]. 
Результат 

337000 в± 6% 
25* 
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полностью подтвердил измерения Эллиса и Бустера. :Кроме 
того, Мейтнер специальными опытами со счетчиками доказала, 
что непрерывного v-излучения, постулированного Эллисом, 
не существует. 

~ 
~ 1----1----1----+-__,.---"1----+-----jf-----I 
§: 

""­
§ г---.н-----11----1----1~--1----1--~ 
3' 

1,5 3,0 4,5 6,0 7,5 
Энергия, 105в 

10,5 

Фиг. 1. Непрерывный ~-спектр RaE. 

После этих экспериментальных результатов для объясне­
ния непрерывного ~-спектра оставались еще две теоретические 
возможности: 

1) при ·взаимодействии, ведущем к В-радиоактивности, энер­
гия сохраняется только статистически; 

2) закон сохранения энергии выполняется строго при каж­
дом первичном отдельном процессе, но при этом вместе с элек­

троном испускается еще другое, весьма проникающее излучение, 

состоящее из повых пейтралъпых частиц. 

Первая возможность была высказана Бором, вторая - мной. 
Прежде чем мы подробнее рассмотрим историю этих дальней­
ших вопросов, необходимо кратко обрисовать развитие наших 
представлений о строении ядра. 

§ 2. НЕЙТРИНО И СТРОЕНИЕ ЯДРА 

После первых опытов Резерфорда по исн:усственному пре­
вращению ядер общепринятое представление о строении ядер 
заключалось в том, что они составлены из протонов и электро­

нов. С этой точки зрения строение ядер обсуждал и сам Ре­
зерфорд в своей знаменитой Бэйкеровской лекции [8}. Наряду 
с прочим там содержалась гипотеза о существовании ядра 
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с зарядом О и его возможных свойствах. Скоро стало известно 1 ), 
qто Резерфорд предложил для этой новой гипотетической части­
цы название нейтрон. Резерфорд представлял себе нейтрон 
1\аК соединение протона и эле~\трона, имеющее ядерные размеры. 

В соответствии с этим он поставил в своей лаборатории экспе­
рименты по поискам нейтрона в водородных разрядах, Rоторые, 
естественно, остались тщетными. От представления о _том, что 
ядра состоят из протонов и электронов, отказывались весьма 
неохотно и медленно. Решающей для этого процесса была кван­
товая и волновая механика, сформировавшаяся в 1927 г. Со­
гласно квантовой механике, существует два рода частиц - анти­
симметричные фермионы и симметричные бозоны. Сложные 
частицы будут фермионами или бозонами в зависимости от того, 
четно :~,:ли нечетно число содержащихся в них фермионов. Соот­
ветственное правило выполняется и для спина: фермионы имеют 
всегда полуцелый спин, а бозоны - вс.егда целочисленный спин. 
Тан нак всноре было установлено, что элентроны 11 протоны 
суть фермионы, то представление о том, что они одни служат 
строительным материалом всех ядер, ~:rривело н занлючению, 

что четность зарядового числа должна определять и характер 

симметрии ядер. Однано это занлючение не подтверждалось 
на опыте. Первым противоречащим примером была «азотная 
аномалия», I<ак мы ее тогда называли, за~шючавшаяся в том, 

что, нак было поназано из полосатых спектров Rронигом [10), 
Гайтлером и Герцбергом 111], азот с за рядовым числом 7 
и массовым числом 14 обладает спином 1 и подчиняется стати­
стине Бозе. Позднее последовали другие анаJюгичные случаи, 
1\ак Li6 (заряд 3, масса 6) и дейтрон (заряд 1, масса 2), которые 
также имеют спин 1 и подчиняются статистtше Бозе. ОJ<ончатель­
ный результат состоял в том, что характер симметрии ядер 
определяется четностью массового числа, а не зарядовым 

числом. 

Тогда я сделал попытку применить идею о новой нейтраль­
ной частице, чтобы связать эту проблему спина и статистики 
ядер с проблемой непрерывного ~-спектра, не отказываясь 
от занона сохранения энергии. В денабре 1930 г., когда тяже­
лый нейтрон еще не был обнаруiI\ен энсперименталь~о, я послал 
письмо об этой попыт1<е собранию физиков в Тюбингене, на н:о­
тором присутствовали, в частности, Гейгер и Ме:йтнер2). 

1) См., например, [9]. 
2 ) 3а предоставление нопии этого письма я должен выразить искрен­

нюю благодарность Л. Мейтнер, сохранившей его. 
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Открытое письмо группе радиоактивных, 

Физический институт 

собравшихся в Тюбингене: 

технической высшей ШI{ОЛЫ 
Цюрих, 4 декабря 1930 г. 

Г лориаштрассе 
в Цюрихе 

Дорогие радпоактивные дамы и господа, 

I{ак расскажет Вам во всех подробностях предъявитель этих CТJIOI\ 
(и я прошу выслушать его благосклонно), имея в внду ((Неправиль­
ную» статистину ядер N и Li6 , а также непрерывный ~-спентр, я пред­
принял отчаянную попытку спасти «обменную теорему» 1) статистини 
11 занон сохранения энергии. Именно имеется возможность того, что 
в ядрах существуют эле1\трически нейтра1rьные частицы, ноторые 
я буду называть нейтронами и которые обладают спином 1/2 ; они под­
чиняются принципу запрета и отличаются от световых 1шантов, по­

мимо этого, еще и тем, что движутся не со скоростью света. Масса ней­
трона по порядну .-~еличины должна быть сравнимой с массой элен­
трона и во всяком случае не более 0,01 массы протона. Непрерывный 
р-спектр тогда стал бы понятным, если предположить, что при ~-распаде 
вместе с электроном испускается еще нейтрон тюшы образом, что 
сумма энергий нейтрона и электрона остается постоянной. Далее 
возникает вопрос: накие силы действуют на нейтрон? Наивероят­
нейшая модель для нейтрона, нак мне нажется на основе волновой 
механики (подробности знает предъявитель этих строи), будет сле­
дующей: покоящийся нейтрон - это магнитный диполь с неноторым 
моментом µ. Эксперименты требуют, чтобы ионизирующая сиособ­
ность для такого нейтрона была не больше, чем для у-кванта, и тогда 
µ должен быть не больше е-10-1з. 

Однано пока я не решаюсь публиковать что-нибудь по поводу этой 
идеи, и с доверием обращаюсь только н Вам, дорогие радиоантивные 
дамы и господа, с вопросом, можно ли энспериментально доказать 

существование таного нейтрона, если он будет обладать проникающей 
способностью примерно таной же или в 10 ра:з большей, чем у-нвант. 
Я признаюсь, что мой выход может показаться на первый взгляд 

маловероятным, потому что нейтроны, если они существуют, пожалуй, 
давно бы уже были обнаружены. Однано не рисннув, не выиграешь: 
серьезпоеть положения с непрерывным р-сщштром хорошо проиллюст­
рировал мой уважаемый предшественник г-н Дебай, ноторый недавно 
заявил мне в Брюсселе: «0 ... об этом лучше не думать вовсе, нак 
о новых налогах». Поэтому необходимо серьезно обсудить всякий 
путь и спасению. Итак, дорогие радиоактивные дамы и господа, 
проверяйте и судите. К сожалению, я сам не могу появиться в Тюбин­
гене, так как предстоящий в Цюрихе бал в ночь с 6 на 7 декабря 
лишит меня этой возможности. С большим приветом Вам, а танже 
г-ну Баку, Ваш верноподданпейший слуга. 

В. Паули 

1 ) Эта теорема гласит: принцип запрета (статистика Ферми) и полуце­
лый спин при нечетном общем числе частиц; статистика Бозе и целочислен­
ный спин ттри четном общем числе частиц. 
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Вы видите, нас:колы:о с:кромными были числа, 1юторые 
я тогда имел в виду. В действительности, прони:кающая способ­
ность частицы, называемой теперь нейтрино, составляет при­
мерно 100 световых лет свинца вместо 10 с.#, множитель по отно­
шению :к у-излучению от 1016 до 1017 вместо 10, по:коящаяся 
масса и магнитный момент теоретичес1ш равны О, э:кспери­
ментальные верхнпе границы - 0,002 эле:ктронной массы 
и 10-9 магнетона Бора [ 12]. 

В ответ с:коро пришло письмо Гейгера, :который обсуждал 
мой вопрос в Тюбингене с другими физи:ка~1ш, особенно с Мейт­
нер. К сожалению, этпго ответного письма у меня не сохранилось, 
но я вспоминаю, ч'Го его ответ был положительным и обо,п,ряю­
щим: с э:кспериментальной точ1\и зрения мои новые частицы 
были вполне возможными. От идеи, что излучаемые при ~-рас­
паде нейтральные частицы вместе с тем являются составными 
частями ядер, я с1юро от:казался, учитывая эмпиричес:кие зна­

чения ядерных масс. 

В до1шаде на заседании Амери:канс1\ого физичес1юго обще­
ства в Пасадене в июне 1931 г. я впервые публично сообщил 
{) св9ей идее насчет новых весьма прони:кающих нейтральных 
частиц при ~-распаде. Я уже не считал их составными частями 
ядер, не назыв·ал их там нейтронами и не пользовался для них 

НИI\а:ким особым названием. Одна:ко дело мне представлялось 
еще весьма сомнптельным, и я решил не печатать свой до:клад. 

В том же 1931 г. я отправился из Амери:ки прямо в Рим, где 
в о:ктябре состоялся большой Международный :конгресс по ядер­
ной физи:ке. Там я встретил, в частности, Ферми, :который сразу 
проявил живой интерес :к моей идее и отнесся :к моей новой 
нейтральной частице весьма положительно, а таю:ке Бора, :ко­
торый выдвинул противоположную идею о том, что за~\он сохра­
нения энергии при ~-распаде выполняется толь:ко статистичес:ки. 
Эту идею он вс1юре опубли:ковал в своей Фарадеевс:кой ле1щии 
[13]. Чтобы дать понятие о его тогдашних идеях, я процити­
рую следующие стро:ки 1 ). 

<(Однано при современном состоянии атомной теории можно сна­
зать, что у нас нет пинаних аргументов, пи эмпирпчесних, ни теорети­

чесних, в пользу соблюдения занона сохранения энергии в случае 
~-расиада, и при поиытне удовлетворить этому занону мы даже при­
ходим н усложнениям и трудностям. l{онечно, радинальный отназ 
от этого занона привел бы н странным последствиям, если бы таной 
процесс был обратим. Действительно, если в процессе столюювепия 

1) См. (13], стг. 383. 
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электрон мог бы присосдинлтьсл к лдру, терял свою механическую 
индивидуальность, и затем воссоздаваться в виде Р-частицы, мы 
;1олжны были бы обнаружить, что энергия такой ~-частицы вообще 
отличается от энС'ргии первоначального электрона. Однако, как объяс­
нение аспектов строения атома, существенных для выяснения обыч­
ных физ11чес1шх п химических свойств вещС'ства, включает в себя 
отна:з от 1шасспческой идеи прнчпннuсти, так еще более глубоко ле­
жащие свойства стабильности атомов, ответственные за существо­
вание и свойства атомных лдер, могут заставить пас отказаться от caмoii 
идеи баланса энергии. Я не буду продолжать дальше подобные рас­
суждения и обсуждать их возможное отношение !{ вопросу об источ­
шше звездной энергии, вызвавшему многочисленные дискуссии. 
Я наметил эти рассуждения здесь в основном с целью подчеркнуть, что 
в атомной теории, несмотря на недавний прогресс, мы должны быть 
готовыми к новым сюрпризам». 

Что касается более общей возмо;~>ностп сюрпризов в тех 
взаимодействиях, I\Оторые теперь называются «слабыми», то 
Бор оказался прав. Однако его идея о том, что закон сохране­
ния энергии выполняется в этих взаимодействиях только ста­
тистичесю1, представлялась неприемлемой п мне и Ферми. 
В 1g31 г. в Риме между нами состоялпсь многочисленные неофи­
циальные дискуссии по этому вопросу. Я не видел никаких тео­
ретических оснований считать ЗЮ\ОН сохранения энергии менее 
достоверным, чем, скажем, закон сохранения электрического 

заряда. С ЭI\спериментальной точки зрения я считал решаю­
щим вопрос о том, имеют ~-спектры электронов резкую верхнюю 
границу или же они простираются в бесконечность, согласно 
распределению Пуассона. В первом случае моя идея о новой 
частице получила бы поддержку1 ). Вопрос этот тогда не был 
еще решен экспериментально, но Эллис, также находившийся 
в Риме, уже планировал снова приняться за эту э1\сперимен­
тальную задачу. 

В следующем 1932 г. Чедвю\ открыл при бомбардировке лег­
ких ядер а-частицами долго отыскивавшийся нейтрон с заря­
довым числом О и массовым числом 1. ВсJ1ед за тем Фермп 
на семинарах в Риме дал название «нейтрино» моей новой ча­
стице, испускаемой при ~-распаде, чтобы отличить ее от тяжело­
го нейтрона2), и это итальянское название с~юро стало обще­
употребительным. Вскоре возникла новая идея о строении ядра, 
согласно которой ядра состояли пз протонов и нейтронов, те­
перь называемых в совокупности «нуклонами»; и те и другие -

1) По поводу теоретического объяснения верхней границы р-спектра 
см. также (14]. 

2 ) Я благодарю за эти сведения Э. Ама;Льди. 
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фермионы со спином У:! • Эта идея независимо была выс1шзана 
различными авторами, в Италии ее защищал Майорана при под­
дераше Ферми. 

В октябре 1933 г. на Сольвеевском конгрессе по атомным 
ядрам в Брюсселе, где 1-Нолио 11 Чедви:к сообщили о своих э:кспе­
риментальных открытиях позитронного распада и нейтрона, 

а Гейзенберг доло:ншл о строении ядра, произошло на:конец 
общее прояснение. И Ферми' и Бор снова присутствовали при 
этом. Тогда стало очевидным, что на основе нового представле­
ния о строении ядра, нейтрино, как они стали называться, 
должны быть фермионами, чтобы при ~-распаде могла сохра­
няться статистина. Далее Эллис доложил о новых опытах своего 
учени:ка Гендерсона [ 151, ноторые до:казаJIИ существование рез­
ной верхней границы ~-спе:ктра и установили ее значение. 

Ввиду новой ситуации моя прежняя осторожность в отно­
шении публю{ации поназалась :мне излишней. После реферата 
Гейзенберга я выс:казал в дис:куссии свои идеи о нейтрино 
(:ка:к называлась уже тогда :моя частица}, и это сообщение, 
опублинованное в до:кладах :конгресса [ 161, воспроизводится 
ниже. 

Трудность, связанная с существованием непрерывного спектра 
fl-лучей, заключается, как известно, в том, что среднее время жизни 
ядер, испускающих эти лучи, а также ядер радиоактивных продуктов 

распада имеет вполне определенное значение. Отсюда с необходимостью 
следует, что состояние, энергия и масса ядра после испускания fl-части­
цы также будут строго определенными. Н не настаиваю на усилиях, 
которые можно было бы предпринять, чтобы избежать этого вывода, 
но считаю, так же как и Бор, что при объяснении экспериментальных 
фактов обязательно столкнутся с непреодолимыми трудностями. 
В рассматриваемом случае предлагаются две разные интерпретацип 

экспериментов. Первая, которую защищает Бор, допускает, что в ядер­
ных процессах, где основную роль играют легкие частицы, нарушают­

ся законы сохранения энергии и импульса. На мой взгляд, эта г~шо­
теза ·не только неудовлетворительна, но даже недопустима. Прежде 
всего в этих процессах электрический заряд сохраняется, а я не 
вижу оснований считать сохранение заряда более фундаментальным, 
чем сохранение энергии и импульса. Далее, многие характерные осо­
бенности fl-спектров (существование верхней границы и взаимо­
связь с у-спектром, критерий устойчивости Гейзенберга) определяют­
ся именно энергетическими соотношениями. Если бы законы сохра­
нения нарушались, то из этих соотношений пришлось бы сделать 
вывод, что ~-распад всегда сопровождается потерей энергии и ни­
когда - ее выигрышем; этот вывод предполагает необратимость про­
цесса во времени, что, по-моему, совсем неприемлемо. 

В 1931 г. на конференции в Пасадене я предложил следующую 
интерпретацпю:_ законы сохранения выполняются, так как испускание 

fl-частиц сопровождается проникающей радиацией из нейтраль-
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ных частиц, которая до сих пор пс обнаружена. Сумма энергий 
~-частицы и нейтральной частицы (пли нейтральных частиц, так как 
неизвестно, сколько испускается частиц), испущенных ядром в от­
дельном акте, равна энергии, соответствующей верхней границе 
~-спектра. Само собой разумеется, что мы допус~,аем во всех эле­
ментарных процессах нс только сохранение энергии, но и сохране­

ние импульса, момента количества движения п характера статистики. 

Что же касается свойств нейтральных частиц, то из рассмотрения 
атомных весов радиоактивных элементов следует вывод о том, что 

масса этих частиц пе может значительно превышать массу электрона. 

Чтобы отличить эти частицы от тяжелых нейтронов, Ферми предло­
жил для них название «нейтрино». Возможно, что собственная масса 
нейтрино равна нулю, так что они должны распространнться со ско­
ростью света, как фотоны. Одпано их проникающая способность 
должна быть намного больше, чем фотонов той же энергии. Мне 
кажется допустимым, что нейтрино обладают спином 1 / 2 и что они 
подчиняются статистике Ферми, несмотря на то, что опыты не дают нам 
никакого доказательства этой гипотезы. Нам ничего неизuестно о 
взаимодействии нейтрино с другимп материальными частицами и 
фотонами: гипотеза о том, что 01111 обладают магнитным моментом, 
которую я предложил раньше (теорпя Дирака ведет к предвидению 
возможности существования нейтральных магнптных частиц), не 
кажется мне теперь обоснованной. 
В этой связи экспериментальное изучение баланса импульса в 

~-распадах представляет собой проблему чрезвычайной важности; 
можно предвидеть, что из-за малой величины энергии ядра отдачи 
трудности будут очень большими. 

Подчеркнутая здесь трудность измерений отдачп была окон­
qательно преодолена лишь совсем недавно. 

Непосредственно вслед за тем ЧедвИI\ доложил о своих пер­
вых безрезультатных попытках экспериментально обнаружить 
поглощение нейтрино, из которых была оценена верхняя гра­
ница магнитного момента нейтрино 0,001 111агнетона. Возраже­
ния Бора по сравнению с его Фарадеевской ле1щией стали 
намного слабее. Проявив чрезвычайную остороашость в вопросе 
·о нарушении закона сохранения энергии, он ограничился своим 

более общим высказыванием, что никому неизвестно, 1шкие 
еще сюрпризы могут встретиться в атой области. Впрочем, 
справедливость ~акона сохранения энергии при ~-распаде 
и существование нейтрино он признал полностью лишь 
111936 г. [17], 1югда уже была успешно развпта теория Ферми. 

§ 3. ВОЗНИКНОВЕНИЕ ТЕОРИИ ~-РАСПАДА 

Вскоре после этого Ферми, воодушевленный дискуссиями 
·Сольвеевс1<ого 1\онгресса, развнл свою теорию ~-распада [ 18]. 
Часть выводов Ферми о форме ~-спектра и за~шючение о покоя-
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щейся массе нейтрино одновременно и независимо была полу­
qена Перреном [ 19], также присутствовавшим на Сольвеевском 
конгрессе. Существенно, что для этого не нужно было строить 
полную теорию взаимодействия, если ограничиваться так 
называемыми «разрешенными» переходами, где для ну1шонов 

в ядре достаточно использовать нерелятивистское приближение. 
Если пренебречь поправками за счет кулонова взаимодействия 
между ядром и электроном, существенным только для ядер 

с большим зарядом, то форма ~-спектра для этих переходов 
полностью определяется статистическим множителем Q(E е)­
плотностью состояний в фазовом пространстве. Этот множитель, 
очень сильно зависящий от массы покоя нейтрино, определяется 
выражением 

Q(Ee)dE8 =p~dPeP~ :;v =peEePvEvdE8 • (1) 
v 

Здесь применяются естественные единицы h=c=1, индексы 
е, v относятся к электронам или нейтрино, а энергия Е связана 
с импульсом р равенством Е2=р2+т2 , так что dE!dp=p/E. 

Если ЛЕ означает разность энергий ядра в начальном 
и конечном состояниях при распаде, то закон сохранения энер­

гии требует, чтобы 

(2) 

Поскольку минимальная энерrия нейтрино равна mv, то для 
верхней границы Е0 электронной энергии спектра следует 
равенство 

(3) 
т е. 

и 

(4) 

Q (Ее) dEe = р8Ее (Е0 - Ее+ mv) V(E0 - Ее) (Е0 -Ее+ 2mv) dEe. 

(5) 

В случае mv =!= О форма спектра вблизи верхней границы, 
т. е. при Е0 -Е8 ~ mv, совсем другая, чем для mv =О, когда 

Q (Ее) dEe = РеЕв (Е0 - Е8)2 dE8 , mv =О. (6) 

Из сравнения с эмпирической формой спектра Ферми и Пер­
рен заключили уже в 1933 г., что mv = О. 
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Самая точная оцеюш верхней границы для покоящейсн 
массы mv нейтрино, вытекающая из точно измеренного Ланге­
ром и :Моффатом [20] ~-сие~,тра трития, получена на основе 
того же прпнципа 1). Результат следующий 2): 

mv < 250 эв = 0,002 те. 

Поэтому в дальнейшем -мы всегда будем полагать mv =О. 
Графи~' Кюри для разрешенных переходов показывает, что 

форму ~-спектра [с точностью до кулоновского поправочного 

1 
N )2 

(172F 

1,025 

13 

7,027 

14 

Фиг. 2. 

1,029 1,031 1,033 1,035 
w, тс2 

15 16 17 1г 
Е, 1<эв 

График Кюри для спектра трития. 

множителя F(Z, Ее)] определяет только статистический мно­
житель Q(Ee)· Чтобы установить этот результат, потребова­
лось длительное совершенствование экспериментальной тех-

1) В случае т0 =J:: О, кроме статистического множителя Q, появляется 
еще одна поправка, впервые замеченная в работе [21]. В эту поправку 
входит множитель, значение которого может лежать в общем случае между 
-1 и +1. Самое общее выражение для этого множителя через постоянные 
связи получено в работе. [22]. Однако для принятого в настоящее вреия 
взаимодействия этот множитель равен нулю. 

2) См. по этому вопросу также [23-25]. 
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ни:ки1 ). На графике Rюри величина 

-.. / N (Ее)· К ( ) 
V F (Z, Ее) Pelie = х (7) 

строится :как функция 

Х = Ее-те (8) 
ЛЕ-те 

причем N(Ee)dEe означает число электронов, испущенных 
в 1 се11: во всех направлениях. 

Для mv =0 теория дает 

К(х)= 1-х. (9) 

На фиг. 2 на типичном примере показан линейный хара~\тер 
графика Rюри. 

Эмпирический результат, согласно :которому для разрешен­
ных переходов форма ~-спектра определяется одним только 
статистическим множителем Q(J;,'e), позволяет получить дальней­
шие следствия на основе теории ~-распада Ферми (1933 г.) и ее 
обобщений. Ферми проявил большой интерес к развитому Гей­
зенбергом и мной формальному аппарату квантовой электро­
динамики, в :котором поля представляются как суммы опера­

торов рождения и поглощения, зависящих от координат и вре­

мени, и скоро придал ему более элегантный вид. Непосред­
ственно после конгресса в Брюсселе оп начал развивать теорию 
~-распада как пример применения методов вторичного кванто­
вания, связывая ее ка~\ можно теснее с :квантовой электроди­
намикой. В соответствии с этим он принял для :q.лотности энер­
гии взаимодействия выражение в виде суммы произведений 
:компонент четырех разных сшшорных полей (двух ну1шонных 
и двух лептонных) в одной точке пространства - времени. Воз­
можно, это лопальпое взаимодействие Ферми впоследствии 
и подвергнется уточнению, но во всяком случае оно оказалось 

чрезвычайно хорошим приближением. Общее выражение для 
плотности энергии взаимодействия должно быть релятивист­
ским инвариантом и, кроме того, должно строго удовлетворять 

закону сохранения электрического заряда. Для этого сущест-

1) Примером запрещенного перехода служит ~-распад RaE, сыграв­
ший такую важную роль в истории объяснения непрерывного спектра 
электронов. Форма спектра RaE определяется не только плотностью 
состояний Q, вследствие чего она еще представляет интерес как объекта для 
исследования даже в наше время. 
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вуют пять возмо~:кных типов взаимодействия, описываемых. 
скалярными произведениями двух скаляров (S), двух псевдо­
скаляров (Р), двух векторов (V), двух аксиальных или псевдо­
ве~,торов (А) или двух антиси11!l\1етричных тензоров (Т). По ана­
логии с электродинамикой, Ферми выбрал тип V. С первог°" 
взгляда r>аJЕется, что каждому из этих типов отвечает одна 

постоянная. Однако для этого требуются особые условия: 
первое - закон сохранения лептонного заряда, который будет 
разъяснен в следующем параграфе,- пока подтверждается 
па опыте; второе - инвариантность при пространственном 

отражении и неизменном электрическом заряде («четность»). 
В § 5 мы увидим, что это условие неожиданно не подтверж­
дается. Поэтому наиболее общее выражение для <шзаимодей­
ствия Ферми» должно содержать десять произвольных по­
стоянных, соответствующих пяти типам. Однако в природе 
реализуется лишь один особый случай, так что в конечном 
счете теоретически неопределенным остается только одно 

отношение постоянных связи. 

Для дальнейшего обсуждения мы заметим, что в нереля­
тивистском приближении для нуклонов псевдоскалярный тип 
Р выпадает. Чтобы получить о нем какие-нибудь сведения, 
необходимо рассмотреть «запрещенные» переходы, для которых 
нерелятивистсrше приближение обращается в нуль, а мы 
ограничиваемся здесь «разрешенными» переходами в ~-распаде 
п потому будем опусr,ать случай Р. 

В соответствии с правилами отбора для полного момента 
ядер J разрешенные переходы распадаются на два класса: 

ЛJ =О; переходы Ферми (F), 

S, V (10а) 

(переход 0-+ О разрешен); 

ЛJ =О, ± 1; переходы Гамова-Теллера (GT), 

Т, А (10б) 

(переход 0-+ О запрещен). 

Существуют как чистые переходы Ферми, так и переходы 
Гамова - Теллера, однаrю в общем случае оба матричных эле­
мента одновременно не равны нулщ. 

Фирц [27] первый получил важное следствие, что в общем 
случае в выражение для распределения энергии в ~-спектре 
входит множитель вида (1 ± Ь-т/Ее), а именно тогда, когда 
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переходы S, V или Т, А смешиваются друг с другом. Однако 
линейность граф1ша Кюри пон:азывает, что эти «поправ:ки Фир­
ца» дошЕпы быть равны нулю. Отсюда следует, что в случаях 
S и v·, а таюке Т и А оба тппа не могут присутствовать одно­

временно1 ). 
Штех и Иенсен (281 связали этот результат с формальным 

трансформационным свойством плотности энергии взаимодей­
ствия, подтвердившимся впоследствии, после открытия несо­

хранения четности, в более общем виде. Чтобы разъяснить это. 

Левый винт Правый винт 

Фиг. 3. Относительное направление спина <J и· им­
пулr,са р длл состояний свободной частицы Дирана 
с нулевой массой, харантеризуемых фуннцпями 

~1 L И 'ljJR. 

свойство, мы должны ввести нвадратную -четырехрядную мат­
рицу у5 • Такая матрица имеет два собственных значения +1 
п два собственных значения -1, так что выражения 

1-+;'Ys =aL, 1 2'\'s =aR (11) 

суть проекционные операторы. Буквы L и R соответственно 
означают «левое» и «правое» и оправдываются тем, что соответ­

ствующие :компоненты спиноров 

(12) 

описывают состояния, у :которых спин а и импульс р (т. е. 
направление движения) либо антипараллельны, либо парал­
лельны. 

Эти состояния будут вместе с тем точными стационарными 
состояниями свободной частицы лишь в случае, если ее масса 
по1юя, ка:к для нейтрино, равна нулю, а для электрона из-за 
наличия массового члена в уравнении Дира:ка возникает 
взаимосвязь L- и R-компонент. Тем не менее для электронов 

1) Занлючепие справедливо в этой форме в том случае, если соблю­
дается инвариантность при обращении времени, что, по-видимому, имеет 
место в природе. 
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с энергией, большой rio сравнению с массой покоя 1 ), можно 
ввести приближенное понятие L- и R-состояний для свободных 
частиц. 

Первонач:альное <шреобразование Штеха .- Иенсена» состо­
ит в том, что одновременно для электрона и для нейтрино L-ком­
поненты умножаются на +1, а R-компоненты - на -1, т. е. 
в соответствии с (Н) и (12) оно эквивалентно 

( 13) 

Пять типов взаимодействия при этом распадаются па два н:ласса: 

S, Т, Р (14а) 

и 

V, А; (146) 

первый из них при рассматриваемом преобразовании умножает­

ся на -1, а второй - на +1. IПтех и Иепсен постулировали, 

200 

~ 100 
с; 

о 

,~-t, 
' 1 , 1 

1 1 
1 

, 1 
, 1 

:t f\ 
1 , 1 
i , 1 t 

1 1 
1 1 + t + t 

5 10 
Времл задержии, м1<сек 

Фиг. 4. Время пролета атомов отдачи для Cl 
из реа:кции (15). 

что при этом преобразовании общая плотность энергии взаимо­
действия умножается либо на -1, либо на +1, т. е. перемеши­
вания обоих классов не происходит. Это гарантирует I\ак исчез­
новение «членов Фирца», так и совпадение с опытом. 

В качестве еще одного примера теоретических заключений 
из линейности: графИI\а Rюри можно упомянуть,что Кусака [291 

1) Мы применяем всюду естественные единицы Ti=c=1. 
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исключил значение спина 3 / 2 для нейтрино и тем самым под­
твердил принятое Ферми для нейтрино значение спина 1/ 2 • 

Далее, независимо от более глубокой проблемы вида взаимо­
действия удалось экспериментально доказать, что закон сохра­
нения импульса при испускании нейтрино выполняется. Особен­
но наглядным был опыт Родеба:ка и Аллена (30], в :котором 
применялся К-захват Ar37 • 

Ar37 + е_ --"'Cl37 + v (К-захват). (15) 

Отдачей оже-эле:ктронов можно пренебречь, та:к что импульс 
нейтрино полностью измеряется отдачей атомов хлора. Экспе­
риментально энергия отдачи последних определяется по време­

ни пролета и согласуется с энергией, вычисленной в пред­
положении mv = 01). 

§ 4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ПОГЛОЩЕНИЯ СВОБОДНЫХ НЕЙТРИНО. СОХРАНЕНИЕ 

.ЛЕПТОННОГО ЗАРЯДА, НЕЙТРИНО И АНТИНЕЙТРИНО 

Несмотря на успехи основанной Ферми на гипотезе нейтри-
но теории взаимодействия, ведущего :к ~-распаду, многие физики 
еще долго считали нейтрино не вполне реальной частицей. Все 
еще не хватало доказательства поглощения свободных нейтри­
но. Это доказательство стало возможным благодаря примене­
нию в :качестве источников нейтрино урановых реакторов, излу­

чавших около 1020 нейтрино в секунду (по порядку величины). 
Для следующего рассмотрения важно отметить, что в этом слу­
чае речь идет практически только о негатронном (е_) распаде, 
та:к :ка:к для позитронного распада (eJ таких источников не 
существует. Нейтрино, сопровождающее (е_), условились на-

зывать антинейтрино и обозначать символом v. Тогда нега­
тронный распад соответствует реакции 

n-+p+e_+v, (16) 

:которая происходит :ка:к на свободных нейтронах, та:к и на 
связанных в ядре. Тогда теоретически возможен также процесс 
поглощения антинейтрин опротоном, переходящим в нейтрон 
и позитрон, 

(17) 

1) Ср. танже провеуну занона сохранения импульса при обычном 
~-распаде в работе [31 . 
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Этот процесс получается из обычного е_-распада (16) в результа­
те его частичного обращения таким образом, что вместо погло­
щения е_ происходит испускание е+. 

Чрезвычайные технические трудности экспериментального 
доказательства этой реакции, обусловленные ее малым сече -
нием, в :конце :концов были преодолены Рейнесом и Rоуэном 

Оонаружение нейтрино 

lм 

Фиг. 5. Схема экспериментальной· установки для обнаруже­
ния антинейтрино (по Рейнсу и Ноуэну). 

[32]. Им пришлось построить «гигантский усилитель», позво­
ливший обнаружить нейтроны и позитроны, возникавшие при 
поглощении антинейтрино, испускаемых из уранового реакто­
ра. После некоторого времени пролета нейтроны поглощались 
ядрами :кадмия, испускавшими затем у-излучение, тогда :как 

позитроны могли регистрироваться по их аннигиляционному 

у-излучению. Схема совпадения с задержкой позволяла реги­
стрировать и то и другое у-излучение. Схема этого опыта пояс­
няется фиг. 5. Измеренное сечение при первой публикации 
результатов опыта (1956 г.) составило 

Q = 6,3 .10-44 с.м2 ± 25% на нейтрино, 

что даже в большом потоке нейтрино дает 2,88±0,22 совпадения 
в час. Для сравнения измеренного и теоретического сечений 
поглощения необходимо определить на опыте энергетический 
спе1\тр электронов, испускаемых при делении. R тому же теоре-



Н старой и ковой истории нейтрино 403 

тическое значение поглощения зависит (при эмпиричщ:-ни 
определенной вероятности испуснания) еще от частного вида 
взаимодействия, так как последнее содержит множитель, 

величина которого лежит между 1 и 2. Подробнее эта величина 
рассмотрена Энцем [34]. Опублинованное недавно Рейнесом 
и Коуэном [35] значение сечения поглощения, равное 
Q=(6, 7±1,5) .10 43 см2 на деление, находится в согласии с полу­
ченным (при использовании измеренного спектра электронов, 

испуснаемых продуктами деления) на основе принятой в на­
стоящее время двухкомпонентной модели нейтрино (см. § 5) 
теоретичесним значением 

Q=(6,0± 1)·10-43 см2 на деление. 

Мы уже столкнулись с гипотезой о существов!нии двух зер­

кальных видов нейтрино - антинейтрино v испускается 

вместе с е_, а нейтрино v испуснается вместе с е+ при реанции 
на связанных протонах 

(16а) 

Согласно этой гипотезе, реакция (17) не должна происходить 
с v вместо v. Однако ввиду отсутствия источников нейтрино 
в виде реанторов с позитронным излучением это утверждение 

непосредственно проверить нельзя. Тем не менее можно рас­
смотреть реакцию, соответствующую процессу, обратному (15) 

Cl37 + v ~ Ar37 + е_, (18) 

с антинейтрино v вместо нейтрино v, которая соответствует 

реакции 

п+v--о-р+е_ (18а) 

на связанных в ядре Cl37 нейтронах. Согласно гипотезе о двух­
Rомпонентной модели нейтрино, эта реакция запрещается. 

Нагляднее это можно сформулировать, пользуясь понятием 
«лептою-юго вар.яда», который должеп в сумме сохрап.ят~с.я во 
всех воаможпых реакциях. Следовательно, лептонный заряд, 
хотя и не имеет непосредственного отношения к электромагне­

тизму, однако может иметь оба знана, RaR и электрический 
заряд. Общий знак лептонного заряда всех лептонов совер­
шенно произволен, но знак отношения лептонного заряда к элек­

трическому для всех частиц определяется экспериментально. 

26* 
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Например, вопрос о том, имеют ли две пары частиц: мюон 

(µ-мезон) µ+ и е+, а та~<же µ_и е_ одинаковый или противопо­
ложный лептонный заряд, решается экспериментально. В насто­
ящее время приняты следующие значения лептонного заряда е, 

µ и v: 
+ 1 для µ_, е_, v; (19) 

К мюону мы еще вернемся. Для тяжелых частиц (барионов), как 
п и р, и для бозонов, как л, лептонный заряд должен быть 
равен нулю. Легко видеть, что это сопоставление в предполо­
жении о справедливости закона сохранения лептонного заряда 

ведет :к разрешению реакций (16), (16а), (17) и к запрету реак­
ции (18) или (18а). 

Исследование реакции (18) Дэвисом [37] действительно 
дало отрицательный результат, и для сечения этой реакции 
была установлена верхняя граница О,9.10- 45 см 2 • Впрочем, с точ­
ки зрения теории такая точность опыта, обусловленная фоном 
космических лучей, не слишком велика. Дело в том, что теоре­
тически возможный для этого сечения максимум также состав­
ляет тольRо 2,6· 10-45 см2 , и можно представить себе теории, 
в которых это максимальное значение умножается па некото­

рый множитель, промежуточный между О и 1. 
Реакция (18а), соответствующая (16), привела бы :к испу­

сканию двух электронов е без испуспани.я нейтрино и с одно­
временным превращением двух нейтронов в протоны. Эта реа:к­

. ция, столь очевидно притиворечащая заRону сохранения лептон­
ного заряда, часто безуспешно отыскивалась как «двойной 

~-распад». 
Наиболее точный известный отрицательный результат -

это отсутствие перехода Nd 150 (Z=60)-+ Sm150 (Z=62) [38]. 
Время жизни ядра Nd получилось больше 4,4· 1018 лет. 
Однако теоретическая оцею<а для этого случая неточна, по­

скольку в нее входят неизвестные матричные элементы. Она 
приводит к максимально вероятному значению для полупериода 

Nd 4· 1015 , которое, разумеется, без труда может быть увели­
чено до 1,9· 1018 лет. 

Резюмируя, можно сказать, что весьма желательно :коли­

чественное экспериментальное подтверждение такого фунда­
ментального закона, :как закон сохранения лептонного заряда. 

С другой стороны, все известные эксперименты согласуются с 

предположением о выполнении этого закона. В дальнейшем 
он будет считаться справедливым. 
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Два года назад критическим обсуждением зеркальной сим­
метрии слабых взаимодействий началось новое развитие обшир­
ной области физики, в которой рассматриваемые в этой лекции 
свойства нейтрино являются лишь одним из вопросов. Так на­
зываемая «проблема 6-т» при распаде К-мезонов побудила 
Ли и Янга [40] еще раз исследовать экспериментальные дока­
зательства сохранения зарядовой симметрии С (точнее, под 
операцией С понимается замена частиц античастицами, и на­
оборот), а также пространственной симметрии Р (четности; по 
определению, эта операция не изменяет знака заряда). Они 
нашли эти доказательства недостаточными и указали экспери­

менты для проверки сохранения симметрии при С и Р. R боль-
. шой неожиданности для многих физиков, к которым я причис­
ляю и себя, первое же выполнение некоторых из этих экспе­
риментов дало опубликованный в январе 1957 г. результат, 
что при ~-распаде 1), а также при рождении и распаде µ-мезонов2) 
симметрия при операциях С и Р по отдельности не сохраняется. 

Интересующихся принципиальным значением проблем сим­
метрии можно отослать к другой моей статье, в которой также 

подробно рассматриваются три категории взаимодействий­
сильные, электромагнитные и слабые3). По этому поводу я хочу 
здесь сделать следующие краткие замечания. Наряду с преnб­
разованиями симметрии С и Р существует еще обращение вре­
мени Т (по определению, Т сохраняет знак заряда). Тап назы­
ваемая теорема СРТ утверждает, что при весьма общих пред­
положениях из инвариантности относительно непрерывной 
группы Лоренца непосредственно следует инвариантность по 
отношению к произведению трех диск.ретных преобразований 
С, Р и Т (в произвольной последовательности). Rроме того, 
специально проведенные до настоящего времени опыты4) сог­
ласуются с предположением о сохранении симметрии Т или 
эквивалентной ей симметрии СР. 

1) Опыты с ориентированными спинами ядер СобО описаны в [41). 
2) Опыты на цинлотроне см. в работе [42]; об опытах с фотопластиннами 

сназано в работе [43). 
3 ) См. статью в этом томе (стр. 376). Там же приводится литература 

но энспериментам до нонца 1957 г.-Прим. ·ред. 
4 ) О состоянии энспериментов на сентябрь 1958 г. рассназываетсл 

в донладе [44). 
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По поводу несохранения симметрии относительно С и Р по 
отдельности мне хотелось бы сослаться на упомянутое ранее 
предостережение Бора о том, что при слабых взаимодействиях 
(I{aI{ они теперь называются) «следует быть готовыми к сюрпри­
зам». В то время KaI\ его идея о нарушении закона сохранения 
энергии при этих взаимодействиях, от которой он позднее от1\а­
зался, касалась непрерывной группы трансляций пространства 
и времени, фактический сюрприз для с.'!абых взаимодействий 
заключается в уменьшении симметрии в дискретных группах 

отражений. Конечно, это не было бы сюрпризом, если бы все 
законы природы обладали такой уменьшенной симметрией СР 
или Т. Поэтому можно также сказать, что проблема состоит 
в том, чтобы понять, почему сильные и электромагнитные вза­
имодействия обладают более высоной симметрией - С или Р 
по отдельности. Эта проблема еще не решена. В то время I\aI\ для 
элеRтромагнетизма более высокая степень симметрии, возмож­

но, связана с особой формой взаимодействия, ситуация с силь­
ными взаимодействиями значительно сложнее. Кроме того, 
здесь возниRает еще вопрос о том, существует ли па самом деле 

эта более высокая степень симметрии для всех сильных взаимо­

действцй или же только для пион-нуклонпых и нуклон-нуклон­
ных взаимодействий. Этот вопрос необходимо решить экспери­
ментально. Ответ на все эти вопросы следует предоставить 
будущему. 

Меньшая степень зеркальной сим.метрии при слабых взаимо­
действиях характерна не только для нейтрино и поэтому не 
может быть приписана особым свойствам этой частицы. На­
пример, то же явление с достоверностью обнаружено для рас-

пада нейтрального гиперона А на протон р и отрицательный 
пион ;С. 

Для нейтрино существует особая возможность, обсуждение 
которой уже было подготовлено в § 3: так называемая «двух­
компонентная модель». Согласно этой модели, в природе дол­
жны встречаться только либо две R-по.мпопепты, либо две 
L-по.млопепты [см. (11), (12)]1). После первой работы Ли и Янга 
разные авторы независимо предложили применять эту модель 

1 ) Для частиц с нулевой массой покоя эта «двухкомпонентная теория» 
впервые выдвинута Вейлем [45]. Критически рассматривается она в моей 
энциклопедической статье [46]. Все это происходило до создания «дыроч­
ной» теории Дирака, так что зеркальная симметрия модели СР или Т при 
переходе от частиц к античастицам оставалась незамеченной. 



R старой и новой истории нейтрино 407 

R нейтрино [47]. В самом деле, тогда свободные нейтрино уже 
-обладали бы симметрией относительно СР и Т, причем про­
странственное отражение (обращение направления движения 
относительно ориентации спина) было бы одновременно свя­
зано с переходом от нейтрино I{ антинейтрино. Двухкомпонент­
ная модель нейтрино согласуется со всеми полученными до 

настоящего времени результатами экспериментов. 

Некоторое время назад я относился к этой модели с извест­
ным скептицизмом [47-49], так как в ней, с моей точки зре­
ния, слишком сильно выделялось особое положение нейтрино. 
Однако потом выяснилось, что для выражения энергии взаимо­
действия при слабых взаимодействиях можно найти интересное 
обобщение, продолжая рассуждения Штеха и Иенсена (см. § 3). 

Опыты по поляризации электрона при ~-распаде, а такж1:J 
по угловому распределению электронов при ориентированном 

спине ядра сначала согласовывались со следующей альтерна­
~ивой: существуют либо только А- и V-взаимодействия в L-мо­
дели, либо только S- и Т-взаимодействия в R-модели нейтрино. 

На основе же двухкомпонентной модели из двух возможно­
стей для распада µ-мезона 

µ- е+ v + v (или µ__,, е+ v + v) и µ-о- е + v + v (20) 

можно выбрать только вторую. Только в этом случае форма 
энергетического спектра электронов (так называемый <шара­
метр Мишелю> Q = 3 / 4) согласуется с опытом. Измерение про­
~транственного распределения направлений вылета электро­

нов относительно направления движения µ-мезонов, возника­

ющих в реакции 

л;+ - µ+ + 'V или л:- ·-+ µ- + v, (21) 

приводит затем к заключению, что для случая (20), согласно 
двухкомпонентной модели, единственными взаимодействиями 
должны быть V- и А-взаимодействия одинаковой интенс:ивности. 
По поводу µ-мезонов мы упомянем еще, что, как показывает 
захват µ-мезонов ядрами, должно существовать также слабое 
взаимодействие между (р, п) и (µ, v). 

Поиски реакции 

п+ - е+ + v или л:- -о-'е- + v (22) 

долгое время были безрезультатными, и обнаружить ее удалось 
лишь недавно [50, 51]1). Однакопокаеще преждевременно гово-

1) Более ранние отрицательные эксперименты и теоретические оценки 
(;М., например, в работах [52, 53]. 
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рить о сравнении теории с экспериментом в количественном воп­

росе об относительной частоте обеих реакций (22) и (21). Поря­
док величины отношения эффективных сечений электронного 
и мезонного распадов пиона составляет от 1.o-s до 10-4 . 

Труднее оказалось выбрать альтернативный вариант взаимо­
действия (S, Т или 'V, А) для ~-распада. Этому долго препят­
ствовали неправильно обработанные измерения отдачи для Не6 • 
Первым правильным доказательством в пользу варианта (V, А) 
послужила угловая корреляция электрон-нейтрино, определен­

ная из опытов по измерению отдачи на Ar35 [54]. В согласии 
с ним был и результат изящного эксперимента Голдхабера, 
Гродзинса и Суньяра [55], который позволил непосредственно 
определить «направление винта» для нейтрино, наблюдая при 

резонансном рассеянии на дочерних ядрах круговую поляриза­

цию v-квантов, испускаемых при захвате электронов на внут­

ренние оболочrш атома. Результат опыта на Eu152 был в пользу 
L-нейтрино. Вместе с уже упомянутыми результатами других 
экспериментов это соответствует варианту (V, А). Вскоре этот 
выбор был подтвержден дальнейшими экспериментами [ 44] 
(в том числе новыми измерениями отдачи на Не6), и теперь его 
можно считать хорошо обоснованным. 

С точки зрения теории, на основе преобразования Штеха­
Иенсена совместно с двухкомпонентной моделью нейтрино 
напрашивается постулат: энергия каждого слабого четырех­
фер.млонного взаимодействия должна содержать «универсально)) 
либо только R-компонетпы, либо только L-компоненты рассма­
тривае.м,ых фермионов1 ). Эквивалентная формулировка этого 
требования состоит в том, чтобы при преобразовании 'Ф' = '\'бФ 
для каждой участвующей частицы по отдельности плотность 
взаимодействия «универсальна>> или сохраняет, или меняет 
знак 2 ). 

Преобразование Штеха - Иенсена применяется одновре­
менно к паре частиц, тогда как двухкомпонентная модель ней­
трино эквивалентна применимости результатов преобразования 
к одному нейтрино. Поэтому предлагаемый постулат о расши­
рении преобразования Штеха - Иенсена представляет собой 

1) При этом не ис1шючается, что энергия слабого взаимодействия 
может неявно содержать производные этих спинорных компонент. Для 
частиц с нулевой массой покоя Я-компоненты выражаются через первые. 
производные L-компонент, и наоборот. 

2) Этот постулат или его эквивалент был независимо предложен раз­
ными авторами [56-58 ]. 
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обобщение двухкомпонентной модели нейтрино. Кан легко 
видеть, этот постулат приводит к единственному закону взаимо­

действия (автоматически СР- или Т-инвариантному) 

[ 'Ф1 Уµ ( 1 ± Уо) 'Ф2] ['liз'\'µ ( 1 ± Ys) 'l\J4] = 
= [lP1'\'µ (1 ± '\'5) 'l\J4] [~з'\'µ (1 ± '\'5} 'Ф2 ]. (23) 

Тождество обоих выражений является чисто алгебраическим. 
Знак перед у5 должен быть «универсально» одинаковым. Выбор 
его -зависит от того, что считать частицей и что - античасти-

цей. Как обычно, здесь введено обозначение~= '1jJ*y4 , где 'Ф* -
оператор, эрмитово сопряженный 'ljJ. Постоянная связи в (23) 
в явном виде не записана. В приведенной здесь форме посту­
лат не требует равенства постоянных связи для взаимодейст­
вий разных частиц. 

Из постулата «универсального» слабого R- или L-взаимодей­
ствия в общем случае вытекает равенство интенсивности V- и 
А-взаимодействий. Однако на опыте это не оправдывается в та­
ком виде для нунлонов при ~-распаде. Экспериментальные 
данные можно резюмировать в настоящее время 1 ) следующим 
образом. Взаимодействие для ~-распада имеет вид 

1 - -yz С [Р'\'µ (1 + Лу5) п] [еуµ (1 + у5) v] +Эрмит. сопр. (24) 

Инвариантность относительно СР и Т для этого более общего 
выражения для взаимодействия эквивалентна утверждению, что 

· постоянная Л действительна, и это хорошо подтверждается на 
опыте [44]. Постоянные имеют следующие численные значения: 

Л = 1,25 ± 0,04, С= ( 1,41 О± 0,009)- io-49 эрг· см-з. 

Для распада µ-мезона энергия взаимодействия имеет вид 

i - - . yz С [vyµ(1+y 5)µ] [еуµ(1+у5)v]+Эрмит. сопр. = 
1 - -== ]fz С[vуµ(1+у5)v][еуµ(1+у5)µ]+Эрмит. сопр. (25) 

Кан показывает опыт, постоянные С для обоих случаев -
нуклонного и мюонного распада - с хорошим приближением 

1) См. [44]. При этом существенно используется новое значение перио­
да полураспада свободного нейтрона 11,7 ± 0,3 мин, измеренное совет­
скими авторами А. Н. Сосновским, П. Е. Спиваком, Ю. А. Прокофьевым, 
11. Е. Нутиковым и Ю. П. Добрыниным. 
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равны. Чтобы объяснить отличие постоянной Лот единицы, Фейн­
ман и Гелл-Манн1 ) выдвинули интересную гипотезу. Они пред-

ложили заменить в (24) множитель [Руµ ( 1 +у :Jn 1 соот­
ветствующей компонентой полного тока в пространстве изо­
топического спина, включая :rt-мезоны, так что теперь выра­

жение для закона взаимодействия гласит 

{ 1 - / дл:*' * дл:о ) } С у2 [руµ(1+Уь)п]-\ :rto дхµ -:rt дхµ. Х 

Х [еу6 (1 + у5) v] +Эрмит. сопр. (24а) 

и постулат «универсального» слабого L-взаимодействия снова 
удовлетворяется. В этой формуле поле :rt0 (х) соответствует 
нейтральным, а (комплексное) поле л (х) - заряженным 
:n:-мезонам. Для объяснения Л применяется понятие <шеренорми­
ровки постоянных связю>. ·Сохранение полного изоспина при 
(сильном) пион-нуклонном взаимодействии приводит к тому, что 
изменяется только постоянная аксиальной части А-взаимодейст­
вия, а постоянная V-связи остается неизменной. 

По этому поводу следует сказать, что только вычисление 
из других эмпирических данных по пион-нуклонному взаимо­

действию может превратить в истинную теорию еще не постро­
енную формальную схему «перенормировки». В настоящее время 
такого вычисления еще нет. Предложенное прямое взаимодей­
ствие пионов с электроном и нейтрино допускает возможность 
экспериментальной проверки и остается только подождать ее. 

Мы проследили значительную часть· истории нейтрино и ви­
дели, как позднее подтверждались первоначальные понятия 

и представления. Теперь, по-видимому, мы пришли к такому 
положению, когда физика нейтрино сливается с общей физикой 
элементарных частиц. Сегодня :каждая из этих частиц еще опи­
сывается своим собственным полем, а каждый вид взаимодей­
ствия - своими собственными постоянными связи. Что озна­
чает, например, такое малое численное значение постоянных 

взаимодействия Ферми и величины эффективного сечения по 
сравнению с другими атомарными эффективными сечениями? 
Следующий шаг - преодоление феноменологической физики 
отдельных полей и постоянных связи и создание единой тео­
рии - будет гораздо труднее, чем все достигнутое до сих пор. 

1 ) [См. 56-58]. Ср. также [59] и далее [60], где обсуждаются возмож­
ные способы экспериментальной проверни новой гипотезы. 
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КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ1 ) 

С момента первого издания этой книги в теорию был сделан 
новый важный вклад. Фридман [ 1] нашел новые решения урав­
нений поля Эйнштейна, описывающие пространственно-одно­
родный мир с метрикой, зависящей от времени. Эти решения 
существуют та~~же в отсутствие космологического члена Эйн­

штейна (- 'Лgik в уравнении Gik - 'Лgik = - x1'ik) во всех 
трех случаях - положительной, равной нулю и отрицательной 
постоянной кривизны трехмерного пространства. 

Эти решения для реальной Вселенной впервые применил 
Леметр [2]. O!J показал также, что стационарное решение Эйн­
штейна неустойчиво по отношению к зависящим от времени 
изменениям плотности вещества. Приложение этих решений 
к реальной Вселенной оказалось возможным после того, как 
Хэббл открыл красное смещение спектральных линий излуче­
ния туманностей, пропорциональное расстоянию до туман­
ностей. Ирасное смещение можно удовлетворительно интерпре­
тировать лишь как сдвиг Допплера, обусловленный движением 
туманностей в смысле расширения Вселенной как целого. 

-Узнав об этой новой возможности, Эйнштейн [3] полностью 
отказался от космологического члена, считая его излишним и бо -

1) Из· дополнений к книге В. Паули, Теория относительности, 
М.-Л" 1947. К английскому изданию 1958 г. Паули добавил 26 страниц. 
Здесь приведен перевод двух дополнений к § 62 (Н:осмологические 
проблемы) и § 67 (Единая теория поля), в которых Паули излагает 
свои взгляды на общие проблемы теории относительности. -Прим. ред. 
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лее не оправданным. Я целиком присоединяюсь к точке зре­
ния Эйнштейпа1). 

Фридман выбрал следующую форму для метрики: 

ds2 =R2 (t)da2 -dx;; x 4 =ct, (1) 

где da - не зависящий от времени трехмерный элемент длины, 
соответствующий пространству с постоянной кривизной в, 
которую можно нормировать так, чтобы она была равна +1, О 
или -1; тогда при в=;t=О единицей измерения х1, х 2 , х3 будет 
радиус кривизны R(t). Масштаб времени определяется выбором 
g44=--1 в уравнении (1); координаты ха (а=1, 2, 3) являются 
постоянными для вещества, движущегося вместе с расширяю­

щимся пространством. Пространственную часть dа2 =Уаь dx'"ldxь 
(а, Ь=1, 2, 3) можно взять в виде 

d 2 - 1 . "'\-, (d а)2 
с - [1-t-(e/4) ,2]2 ..:::.J х ' 

а 

(2) 
а 

Для свернутого тензора кривизны Р аь, относящегося к da 2 , 

мы получаем Р аь = - 2вуаь [согласно Ri,+(n-1)agik =<1 и по­
скольку n=З]. Из уравнения для геодезич~ских следует 2), 

что для материальной частицы 

1 р l ·R = const, (3) 

где р=тv[1-v2/с 2 ]- 1!2-импульс частицы. 
Если ввести длину волны де Бройля "л=h/р, то соотношение· 

(3) можно записать в виде 
R 
Т = const. (За) 

Последнее соотношение справедливо также для света (фото­
нов). Если масштаб времени определен линейным элементом, 
квадрат которого имеет вид (1) с g44 =-1, то скорость света. 
постоянна, и частота света в этом масштабе времени удовлетво­
ряет соотношению 

v·R = const. (Зб) 

На это обстоятельство указал Лауэ [7], н:оторый не поль­
зовался какими-либо квантовыми понятиями, а лишь от-

1) В связи с нижеследующим см. монографии [4-6]. 
2) См. монографии [4-6]. Можно рассмотреть частный случай 

х2=х3=0, x 1=r, da=dr[1+(e/4)r2]-1l 2 • Для частицы с массой поноя,. 
()'fЛИЧНОЙ от нуля, v=Rda/dt. 
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метил, что в силу конформной инвариантности1' уравнений 
Максвелла частота v', соответствующая линейному элементу 
ds2=R 2(t') (da 2-c2 dt' 2), не должна зависеть от времени. 

Пусть µ - плотность массы, и= µс 2 - соответствующая 
плотность энергии, р - давление, причем и и р зависят от­

времени, но одинаковы во всех точках пространства. Тогда 
для компонент тензора энергии-импульса11, T;k получаем 
(а, Ь=1, 2, 3) 

Т44 =и, 

Следовательно, 

Т= -и+Зр, 

1 1 
Т44-тg44Т= 2 (и+Зр), 

Таь- ~ gаь1'= ~ (и-j-Зр). 

(4) 

(5) 

Вычисление компонент тензора Ril" приводит к следующим:_ 
результатам: (точка означает дифференцирование по х4 = ct): 

3R 
R44=в' R4a =О, Rаь = -'Vаь (28 +R.2 +RR). 

Уравнения поля без космологического Л-члена 

R;k= -x(тi11.--}gu,т) 
позволяют получить 

или 

3 ~ = - ~ (и+ Зр), 

2в+2A2 +RR= ~ R2(и-р), 
"' 

3 R2+e 
в2 

хи, 

(6) 

(7} 

101 

(8), 

Закон сохранения энергии-импульса (равенство нулю кова риант­
ной дивергенпии 1';11.) при i :== 4 (остальные три уравнения_ 
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выполняются тождественно) дает соотношение 

• 3R 
и+ в (и+ р) =о, (9) 

что также следует непосредственно из (7) или (8). Уравне­
ние (9) можно, кроме того, записать в виде 

d (uR3) + pd (R3) = О, (9а) 

что выражает постоянство энтропии для некоторого объема 
вещества. 

Если в объеме содержатся только частицы с массой, то 

р =О, иR3 = const = ~ А; (9б) 
если только фотоны, то 

1 
р=3и, uR4 = const. (9в) 

Практически представляет интерес, по-видимому, только случай 
р =О, что мы и будем предполагать в дальнейшем. Подста­
новка (9в) в первое из соотношений (8) приводит к 

или 

R(R2 +8)=xA 

R· 2 _ xA 
-х-8. (10) 

Последнее соотношение нетрудно проинтегрировать. Например, 
при кривизне, равной нулю, получаем 

8=0, 2 3/ ·-v-3R 2 = (xA)c(t-t0). 

Отсюда следует, что постоянная Хэббла равна 

или 

1 у(ХА) 2 1 
t;; =с Rз12 =з t-to' 

t t - z t - z н-1 - 0-3 н-3 · 

(11) 

(12) 

(13) 

В этом решении время t0 отвечает точке R =О, и= оо, где 
исходные предположения модели уже не верны. Теоретически 
невозможно пройти назад за момент t0 , в котором состояние 
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вещества характерпзуется огромной шютностью, и в это~~ смысле 
время t - t0 1\IОЖНО интерпретировать как возраст Вселенной. 

Остальные случаи е = + 1 п · е = -1 читатель найдет 
в работах [3, о, 8]. Если величину Н = 1/tн по-прежнеl'.1у 
определять равенствоl\1 (12) и R =_0 при t = t0 , то д:ш «возраста 
Бселенноir» t- t0 можно найтп следующие неравенства: 

2 
е=· т 1, (13а) t- t0 <-:,.. tн прп 

и 

2 
8= -1. (136) t-t0 >зtн при 

В пос.'lеднеl\1 случае протяженность временп t- t0 ограничена 
при данном tн также возможными значенпюшr RlxA. 

Нижнюю границу для t-t0 дает возраст земной коры, кото­
рый составляет около 3-109 .лет. Одно время казалось, что 
существует некоторое расхождение между возрасто111 Вселенной 
и измеренным значени:е!II постоянной Хэббла; оценка для воз­
раста Вселенной оказываJ1ась слишком низкой [3, 6). Не­
давно астрономы по.'Iучили, однако, несколько l\Iеньшее зна­

чение постоянной Хэббла Н1 ) [8]: 

1 
tн = н = (5,6 ± 2) -109 .ип. 

Ныне, по-видимому, не существует сно.'Iько-нпбудь серьезных 
расхождений 11Iежду постоянной Хэббла, возрастом Вселенной 
и уравнениями общей теории относительности без космологи­
ческого члена [ 9]. 
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ЕДИНАЯ ТЕОРИЯ ПОЛЯ 

Прежде чем перейти к подробному описанию не1юторых 
попыток «унифпнациш> теорий полл, неоuходпмо сделать ряд 
замечаний об области прпменпмости нлассической непрерывной 
физики в объяснении двойственности свойств вещества, ха­
рактеризуемой интуитивными представ.тrениямп о «волне» и 

«частице» и описывае111ой статпстичесюпшr зан:онами, которые 
провозглашены квантовой (и.тrп волновой) механикой после 
1927 г. 1 ). Большинство физиков, включая автора, придержи­
ваются взпrядов, высказанных Бором и Гейзенбергом при 
эпистемологпчесн:ом анализе ситуации, создавшейся в свлзи 

с этими идеями, и потому считают невозможным полное реше­

ние открытых вопросов в фи31ше на пути возврата I> представ­
лениям классической теории поля. 

С другой стороны, Эйнштейн после того, нак он революцио­
ни311ровал мышление физиков, создав общие методы, которые 
имеют фундаментальное значение также для 1шантовой меха­
ники и ее интерпретации, до конца своих дней сохранял надеж-

1) Следует подчеркнуть, что в квантовой механике фундаментальное 
изменение претерпе.10 не только понятпе частицы классичес1;01! мехаюши, 
но и понятие волны нлассичесноii теории поля. Действительно, нан ПОI{а­
зал Шредингер, системы взаимодеi'~ствующих частиц можно описывать 
лишь волнами в многомерном нопфпгурациопном пространстве, а не вол­
нами в обычном пространственно-временп6м многообразии. В тех случаях, 
ногда частицы рождаются или аннигилируют (т. е. полное число частиц 
меняется со временем), приходится вводить в рассмотрение наборы таких 
конфигурацпонных пространств с различным числом измеренпii. Такому 
подходу эквивалентно так называемое «квантование поля», при нотором 

амплитуды волновых полей в обычном пространственно-временном много­
образии заменяются на выбранные должны~~ образом операторы (см. ( 1-3]). 

27* 
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ду, что даже квантовые черты атомных явлений Сl\lогут быть 
в принципе объяснены с позпцпй классической фпзики полей. 
Несмотря на то что прпнцпп дополнительности Бора обобщил 
представление о фпзпчесной реальности в атомной физике, рас­
с111атривая все экспер1шента.;:rьное устройство как существен­
ную часть оппсываеыого теоретически явления, Эйнштейн хоте.;~ 
остаться верны~~ пдеал:у классичесБоfr небесной 111еханики, со­
гласно которо111у объеБтпвное еостоянпе спсте:мы совершенно не 
должно зависеть от способа наблюдения. 

Хотя Эйнштейн Честно признавал, что его надежды на пол­
ное решение проблемы на этом пути еще не осуществились п 
возможность еозданпя таRой теорпп им еще не доказана, он 
считал, что вопрос остался открытым. Поэтому, когда он гово­
рит о «единой теории поля», он имеет в виду пменно эту далеко 
идущую програ;о.шу построения теории, которая решает все 

пробле!llы, расс:11атривая э.'Iе;11ентарные частицы вещества с по­
мощью всюду регулярных (ш1шенных особенностей) rшассиче­
ских полей. 

Фпюши, которые прпдерживаются интерпретации кванто­
вой мехаюшп Бора - Гейзенберга, вкладывают в понятие 
ун11ф1шацш1 классичес1шх полей, подобных гравитационному 
и элеRтроl\1агнитному полям, шrшь ограниченный смысл, пока 
не затрагиваются источнпю1 полей, например :массы и электри­
ческие заряды. Для описания источников и их свойств nводят­
ся волновые поля для вещества и пх квантование 1). Но даже эта 
программа, по-видимому, еще далека от реализации. 

Читатель этой книги увидпт в § 67, что уже в то время 
я с большим сомнением относился к возможности объяснения 
атомизма вещества и особенно электрического заряда с помо­
щью только представлений о непреры&ных полях. В этой связи 
следует напомнить, что атомизм электрического заряда нашел 

выражение уже в определенном численном значении постоянной 
тонкой структуры, теоретического объяснения которого пока не 
существует. В частности, я почти не сомневался в фундамен­
тальном характере двойственности (или, как говорят после 
1927 г., дополнительности) между измеряемым полем и проб­
ным телом, которое служит как измерительный прибор. Этот 
вопрос был впоследствии поднят Н. Бором на восьмом Сольвеев­
ском конгрессе в 1948 г. [4]. 

1) См. примечание на предыдущей странице. 
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Сдешш эти общие 1шодные замеч1шия, lllbl переходи!II к обсуш­
дению двух попытон создать единую теорию noJIЯ, ноторые обоб­
щают формально теорию относительности Эйнштейна в различ­
ных направлениях. 

а) Теории с неснмметрпчными Yu, п Гi1,1). Существует 
два варианта таких теорий. В более ранних работах симметрич-

ные ИJIИ несимметричные СИМВОЛЫ Гi1, фигур11роваJll! ЮШ: един­
ственные исходные величины теории. В последующих работах 

11 несимметричные gu, или gi1' и несимметричные rj,, рассматри­
вались I\aI\ независимые переменные. В первом случае метр11-
•1есний тензор предполагался пропорциональным сиllшетричной 
части Ru" свернутого тензора кривизны. 

Это предположение справедливо лишь в том случае, ecJIИ 
в уравнения поля входит космологический член. Пос1\ольку его 
еуществование более не оправдано, остаются теории второго 

типа, в которых несимметричные gi" и Г\,, рассматриваютея 
нак независимые переменные. В соответствии с этим Эйнштейн 
впоеледствии рассматривал только теорию второго типа. 

Все эти теории сталкиваются с одним возражением - они 
находятся в противоречии с принципом, гласящим, что в тео­

рии поля должны входить лишь неприводимые величины. Этот 
принцип удовлетворителен с формальной точни зрения, и от­
сту1шений от него в физике никогда не встречалось. Поэтому 
я думаю2), что должны быть приведен,ы убедительные математи­
ческие причины (например, постулат инвариантности относи­
тельно более широкой группы преобразований), объясняющие, 
почему н,е происходит разложения приводимых величин, исполь-

зовапных в теории (напри.мер, Ru" gi1, и Г\1<). В опублю<о­
ванпой литературе этого до сих пор сделано не было3). 

Одна~ю Эйнштейну это возражение было хорошо известно 
и он тщатеJrьно рассмотрел его в одной из последних своих работ 

1) ДJiя сравнения см. монографию Эддингтона [5]; ряд доюшдов Эйн­
'штей1ш в Sitzbeг. preuss. Akad. vViss. (1923 -1925 гг.), Ю!ИГУ Шрединге­
ра [6], где приведены реауJiьтаты работ автора в Р1·ос. Roy. I1·isl1 Acad. 
(HJ43-1948 гг.) и уравнение Эйнштейна - Штраусса [7]. Кроме того, 
см. работу Эйнштейна [8]. 

2 ) Той же точки зрения придерживается BcJiJIЬ [9]. 
З) Уже в теории с симметричными Гi" как единственными перемен­

ными ПОJIЯ выбор V - det [Ни, [ в качестве плотности в пнтеграJiс дей­
ствия является произвольным. Расщешrение Rih на симметричную и анти­
симметричную части дает еще большее чисJiо возможностей. 

1/2 27 Заказ № 214 
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(см. [10]). Прежде чем излагать точку зрения и резуJrьтаты 
Эйнштейна н Кауфмана, :мы приведем выражение ДJIЯ с1.~ернуто-· 

го тензора н:ривизны Ril, через несимметричные си11шолы Г\ 1,: 
R г s rs rs гt s 1~1 

il< = ih, s - io, 1< - il sh + Г ih s/, 

где теперь порядо1\ нижних индексов у Г\h имеет 
ное значение 1 ). Авторы затем уrхазывают, что это 
инвариантно по отношению к 'Л-преобразовапиям 

l' l l 
Гн, = Гih + бi'Л, h, 

(1) 

существен­

вырuжешю 

(2) 

где Л(х) - произвольная фующия. Они вводят постуJ1uт, что 
все уравнения должны быть инвариантны относитеJrьно этого 
'Л-преобразовапия (Л-инвариантность). Фор:мальпо этот посту­
лат делает использовапие сим:метричпых символов Г певоз­
можпым. 

В качестве второго постулата Эйнштейн и Кауфман вводят 
тран,спозициоппую инвариант.1юсmь. Это означает, что все урав­
пепия остаются в силе, если все величипы Ail, замепять транс-

т u l 
попироваппыми Aih = А 1ц. Тензор Ri 1" опредеJrенныи через Гih, 
не удовлетворяет этому требованию. К требуемой инвариант­
ности, однан:о, можно прийти, если ввести новые величины, 
определенные следующим образом: 

U z г~ 1 1 
ik = ;1, - Гilбh, 

l l 1 . 1 $;.l 
гi/, = ui/, - 3 uitvh. 

(3) 

Сuернутый тсн:юр 1..:риnизны вырашuется чере3 U~h при номощи 
соотношения 

и яuляетсн т1шерь трансrю3иционно-шшариантным. 

Л-преобразование заrшсьшается в виде 

и;~= u;h + (б} л. ,, - бiл. i)· 

(4) 

Длп u;k 

(5) 

3шюн преобразования Uik при I\ООрДИНаТНЫХ преоб р<.tЗОUё:ШИЯХ 
приведен в работе [8]. Уравнения поJIЯ получаются путем 

1) В дальнейшем операция ( .. . ),k всегда означает обычное дифферен­
цирование по xk. Общий знак Hih• выбранный Эйнштейном и Науфмапом, 
оставлен здесь, хотя он обратен знану H;k, исполыювапному в остальной 
части этой книги. 
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вариации интеграла 'действия по gik. и по U~я как по незави­
симым пepeмellllЫM. 

Вместо gik можно использовать также тензорную· плотность 
с компонентами gil\ которые в четырехмерном пространственно­
nремепнбм континууме определены соотношениями 

., gik 
gi ! - --;======--. - -V -det 1gik1 ' 

ik gik 
g = --;c====--v -det 1 gi11.1 

(6) 

В соответствии с духом обычной общей теории относитель­
ности выбор скалярной плотности 2 в интеграле действия 
огран:Ичен требованиями, чтобы 2 не содержало производных 
от gik' а содержало только первые производные от и:k и за-
висело линейно от последних. Эти требования вместе с тре-. 
бованиями Л-инвариантности и транспозиционной инвариант­
ности, упомянутыми выше, приводят к выражению для 2 линей-
ному по Rik• выраженному через и:k. Если космологический 
член, ~е зависящий от Rik• опущен, то при должном выборе 
поля g1 11. мы приходим к выражению Эйнц:~тейна для скалярной 
плотности в подынтегральном выражении ицтеграла действия 

(7) 

удовлетворяющему всем перечисленным постулатам [величины 
gih определены соотношениями (6)). 

Вывод уравнений поля и тождественных соотношений между 
ним:ц можно найти в цитированной выше литературе. В част-

ном случае, когда антисимметричные части gik и Гik обраща­
ются в нуль, мы приходим снова к обычным уравнениям поля 
общей теории относительности в отсутствие вещества. 

Довольно сомнительно, имеют ли уравнения поля этой 
теории, основанные на формальных постулатах Л-инвариантно­
сти и транспозиционной инвариантности, лишенных непосред­
ственного физического или геометрИческого · смысла, вообще 
какое бы то ни было отношение к физике. -

В «единой теории поля» полностью отсутствует какой-либо 
ведущий физический принцип, подобный принщшу эквивалент­
ности в общей теории относительности, который был бы осно­
ван на данных опыта. Более того, в обычной общей теории отно­
сительности непосредственный физический смысл имеет эле­
мент длины и вместе с ним квадратичная форма gu,dx1dxk, а не 

27* 
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псевдотензор r~h! ноторый управляет параллельным .смеще­
нием венторов. 

Далее мы рассмотрим другие попытни создапия «единой 
теории поля», в которых используются лишь неприводимые 

величины. 

б) Пятимерные и проективные теории1). Калуза [12] наше.л 
интересное геометричесное предсташ:rение в :rювариантном виде 

уравнений электродинамики Ма:r<свелла, которое впоследствии 
было улучшено и обобщено Клейном2). 

Рассматривается пространство с цилиндрической метршюй 

ds2 = '\'µv dxµ dxv (8) 

(в дальнейшем греческие инденсы µ, v ... пробегают значения 
от 1 до 5, а латинсние индексы i, k, ... -от 1до4). Условие цилин­
дричн.ости: .лучше всего записать в специально выбрюпrой систе­
ме координат3), в ноторой '\'µv не зависят от х5 , 

д'\'µv 
~=0. (9) 

Кроме того, 1-\алуза и Клейн предполагали, что 

''55 = 1. (10) 

Положительный знак у55 означает, что пятое измерение мет­
ричесни пространственно-подобно. Причина таrюго выбора 
будет ясна позже. Помимо I\оординатных преобразований об­
щей теории относительности, для ноординат х1' в избранных си­
стемах ноординат допустима группа преобразовашiй 

x' 5 =.r5 -j- f (:r1, ... , .т 1 ). (11) 

Если записатт, выражение (8) в виде 

ds2 = (d.r 5 + Yi5 d:r:i)2 + gih. d.ri d.r\ ( 12) 

то нетрудно убедиться, что gi/1• инвариантны относптелыю 
преобразований (11) 

( 13) 

1) Об3ор этих теорий читатель 1шi~дст в :книге Gергмrша [11], 
гл. XVII и XVIII. 

2) В первых двух И3 работ Rлeirпa [13] уже приплта во nнимаппе 
периодическая 3аnисимоеть метринп от пятоii ноордипаты. 

з) Формулировка для общсii системы :координат содержптся в цитп­
роваппоil юшгс Gергмапа [11]. 
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тогда кан: 

' дf 
)';:;=)';5--.. 

дх' 
( 14) 

Срnrшеппе (8) п (12) птто.ляет получитrэ 

'Yi!i = gil, + '\';s'\'h5· (1fi) 

Если gih, J'\af\ обыч1ю, обратная матрица н: {{; 1" 11 у11 \' - обрnт­
нnя мnтртща н у11 ,,, то легн:о получить 

det 1'\'µv1=det1 gik !, 
у5;, _ 1 + Yih~, У Yi5 = _ aik~, 'Yih _ ail' 

- 1 i5 h5' ь , ,,5, - ь . 
( 1 В) 

Впд преобразонаниii: (14), аналогичных градиентным преобразо­
nапиям, нанодит на мысль об отождсствлrтт )'; 5 с элrктро­

.лигпит11ылt потепциалом 'Р; с точностью до пеrштороrо J\ПЮ­

жиптя. Антисимметричный тензор 

( 17) 

инвариантный относительно «градиентных преобразонаний» (14), 
пропорционален тогда напряженпостям элен:тромагнитпого поля. 

Н определению I\О~Jффициента пропорциональности мы вернемся 
позже. 

Геодезические липии метрики (8) или (12) таюне можно 
иптерпретироnать физичесю1 при таком подходе. Из независи­
мости '\'µv от :r5 нетюсредстненпо следует, что прп падле:ншщем 
выборе параметра s па геодезпчесrшх постоянны дш1. выра-
ЖеЮIЯ 

dx" d.xi 
d-;: -1 У; 5 --;т-; = const. =С 

ll 

dxi dx" 
gil,-d--1- = const = -1. 

S CS 

П остояпную в уравнении ( 18а) можно отпормироnать 
~т ра ппопп п геодезичесr\ИХ имеют вид 

d ( dxh) 1 дg", d.т 1 · d.т~ _ Cj dxk 
ds \ gih dS - 2 dxi dS dS - ' ih 7f: · 

(18) 

(18а) 

}\ -1. 

( 1 rJ) 

Но это соотнопюшrе предстаn.ляет cofio(r уравнение для трает\­
торпп заряженной чnетпцы во вноmнпх грnnптационпом и элеr\-
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тромагнитно111 полях. Поэтому постоянная интегрирования С 
пропорциональна отношению е/т заряда и массы частицы. 

Мы упомянем здесь н:ратко другой путь геометризации гра­
витационного и элен:тромагнитного полей, а именно проектив­

ную геометризацию. Многие авторы внесли здесь свой вклад, 
а среди них Веблен и Гоффман, Шутен и ван Данциг и я1). 
Бергман [11) пон:азал, однако (в противоположность тому, что 
думал раньше сам), что эта теория не является более общей, чем 
теория Калу за, и что нетрудно перейти от одной из этих фор­

мулировок I\ другой. Введем однородные координаты xv при 
помощи соотношения 

(20) 

(с проюшо.тты1ыми фуннциями jv); обратные соотношения имеют 
вид 

i i(X1 Х4 ) 
х = g ХБ ' ••• ' х• ' 

(20а) 
:r5 = Jn { X5F с~:, "" ~:)} = lв н(I> (Х1, " " xs), 

где нш - однородная функция 1-й степени. Нетрудно убе­
диться, что «градиентные преобразования» (11) в :комбинации 
с общими преобразованиями :координат xk в точности соответ­
ствуют группе всех однородных преобразований 1-й ·степени 
координат xv. Именно последние преобразования рассматри­
ваются в прое1<тивной формулировн:е теории. Ввиду взаимно 
однозначного соответствия между двумя формами теории2) мы не 
будем дальше рассматривать проективную форму. 

Геометрическая форма обще:ковариантных за:конов эле:к­
тромагнитного подя, принадлежащая Rалуза и изложепная 
выше, ни в коей мере не представляет собой «унификации» 
гравитационного и ;мектромагнитпого полей. Наоборот, любая 
обще:ковариантная и градиентно инвариантная теория: может 
быть представлена в форме Rалуза. При: отсутствии эле:ктри­
чесних зарядов (тонов) уравнения Ма:ксвелла в общщювариант-

1) Помимо книги Бергмана, литературу по этому вопросу можно найти 
в монографии Jiюдвига [14]. 

2) Для метрического тензора Г µv• соответетnующего xv, имеем, 
соглаено [ 2()], 
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ной форме можно получить, варьируя интеграЛ дейстюш с нлот­
нос·1ъю 

(21) 

есJ1и Fi" - наuряжышости эJiектромагнитногu нщш. О,цшшо 
и более сложная зависимость ска:тярной пJiотности в интеграле 

действия от напряженностей могла бы с тем же успехом быть 
согJrасована с цилиндрически симметричной пятимерной мет­

рикой. 
Калуза и Клейн, однако, получили еще один интересный 

результат. Они вьiчислили с1шляр Р, образованный из тензора 
кривизны, который соответствует выбору пятимерной метрики 
в виде (8) или (12), и нашли 

(22) 

где R - тензор н:рrшизны, опредеJ1енный ,ЦJШ четырехмерной 
метрики ds 2=gindxidxh, а /i 1, определеnы соотношениями (17). 
Это выражение тождественно совпадает с (21), если положить 

'\'is = -v2x <Fi· (23) 

СJ1едует отметить здесь, что знак второго ЧJiена в правой части 
уравнения (22) изменился бы, если бы мы выбрали пятую коор­
динату времениподобной (у55= -1), а не пространственно­
подобной. Пятое измерение должно быть выбрано простран­
ственно-подобным, чтобы в (22) знак правой части был тот же, 
что и в (21). Можно сказать тан:же, что при выборе Р в начестве 
инварианта в интеграле действия эмпирический знаI\ гравита­
ционной постошшой представлен пространственно-подобным 
знаком у65 • 

Одпако пе существует причип с точки зрепия ограпичеппой 
группы цилипдрической ;метрики, чтобы в качестве подынте­
гральпого выражепия в иптеграле действия выбрать имеппо 
пятимерпую скалярпую крививпу Р. Н ерешеппая проблема об 
отыскапии таких причип заставляет, по-видимому, думать 
о расширепии группы преобразовапий. Это ·связано с возмож­
ностями обобщения формализма Калуза, :Которые мы сейчас 
кратн:о рассмотрим. 

Одно из обобщений формализма Калуза зан:лючается в отка­
зе от условия (10) у55=1 при сохранении условия (9). С точки 
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::!ренин ~·руш1ы 11реобра301ншиii общеii пюрии относ11теJ1ыюст11 
у55 предстаuJшет собой теперь ноuое сю.1J1н рное iюJie, ното рое 
но-прежнему предпоJ1агаотсн но заuнсящим от х3 • Полаган 

(24) 
110J1учаом 

cls2 = Yµv llxµ d.c'' = J (dx;, + fi dxi)2 --j И;;, cl.1-·i dx1' (25) 

с «грuдиентноii» группоi! 

(2о) 

Иордан [15], первоначально cфoplllyJшpouauший свою тео­
рию в проеI{Тивной форме, воспользовался давними идеями 
Дирака [ 16] и сделал интересную попыт1{у испоJ1ьзовать это 
новое поле J ДJiя построения теории, в которой гравитационная 
постоянная обычной теории заменяется зависящим от времени 
поJ1ем. С математической точки зрения эта идея была независимо 
исследована Тири [17] (см. также [18]). :Как показал Фирц 
[19], введение вещества приводит в этой теории I\ дополни­
·rельным предположениям, без которых временная зависимость 
стандартных длин, поJ1ученных из атомных размеров и по ~·ра­

витационному взаимодействию между частицами с массой, не 
равной нуJiю, еще не определена. Мы не будем здесь I{асатьсн 
вопроса об экспериментальных свидетельствах в пользу этой 
теории. 

Другое более фундаментальное обобщение теории :Калуза 
3аключается в отказе от условия цилиндричности (9). У ;1..:е 
в первых своих работах 1926 г. :Клейн р'ассмотрел периодиче­
скую зависимость всех перемеппых поля от х5 • Если выбрать в ка­
честве периода 2:rt, то это предпо.ложепие I («Все компопепты 
Yµv являются периодическими фующиями х5 с периодом 2m>) 
можно танже uыразить с помощью разложенин Фурье 

+оо 

Yµv (х5, xi) = ~ у~~ (xi) ei11x5 (27) 
n=-oo 

при обычном ycJiouии действительности: 

(-п) ( (п))* Yµv = Y1tv • (27а) 

Геометрически х5 можно интерпретировать KaI\ угJ1овую пере­
менную, так что все значения х5 , отличающиеся на целое нрат-
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вое 2л:, соответствуют одш?й и той же точке пятимерного про­
странства, если значе~ия х' одни и те же. Из одного этого пред­
положения еще не следует существование замкнутых геодези­

ческих без разрывов в их направлении. Эйнштейн и Бергман 
([20], см. также [21] и [11], стр. 227) исследовали, в частности, 
следствия дополнительного предположения II: через каждую 
точку пятимерных пространств проходит в точности одна гео­

дезическая линия, которая возвращается в эту же точку, непре­

рывно меняя направление. Они показали, что в этом случае 
всегда существует избранная система координат, где 

)'55= 1, &vъi =О 
дх5 • (28) 

Группа преобразований остается той же, что и в первоначальной 
теории Rалуза, но gik могут теперь зависеть периодически 
отх6 • 

Авторы затем строят наиболее общий инвариант, отвечаю­
щий тем же общИм требованиям по отношению к порядку диф­
ференцирования, что и в обычной теории относительности 
(а именно, линейности по вторым производным поля и отсут­
ствию высших производных). Соответствующие уравнения поля 
являются, вообще говоря, интегро-дифференциальными. 

При всех этих предположениях не удается прийти к интер­
претации или оправданию выбора Р в качестве скаляра в прин­
ципе наименьшего действия, однако ситуация существенно 
меняется, если отбросить предположение II, сохранив предпо­
ложение 1. Группа преобразований тогда будет иметь вид 

х'5 = xs + р5 (xs, xk), 

x'i = pi (xs, xk), (29) 

где pv - произвольные периодические функции х5 с периодом 
2л:. Эта общаЯ группа также рассматривалась Клейном, но 
ее математические и физические следствия нуждаются в даль­

нейшем изучении. 
Справедливо, что единственным скаляром, который можно 

составить • из '\'µv при помощи только обычного процесса диф­
ференцирования (с ограничениями на порядок дифференциро­
вания, налагаемыми обыкновенно в общей теории относитель­
ности}, является теперь скаляр Р, отвечающий пятимерной 
Аiетрике. Однако все еще остается нерешенным вопрос о том, 
существуют ли какие-нибудь другие инварианты в большом, 

28 Закаа М ZI' 
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Rоторые можно было бы выразить RaR интегралы по должным 
образом выбранным замRнутым Rривым и использовать в прин­
ципе наименьшего действия 1). 

Помимо математичесRих трудностей, остается еще проблема 
физичесRой интерпретации общих фунRций, периодичесRи зави­
сящих от х5 , заданных соотношениями (27). Эта проблема ведет 
R волновой механиRе и поэтому таRже R проблеме Rвантования 

(п) . 
поля2). Тензоры, подобные '\'µv (х1 ), соответствуют спину, равно-
му 2, Rоторый, Rстати, ниRогда не встречался в природе и из 
Rоторого ниRаRим сложением нельзя получить спин, рав­

ный 1/2. 
С нашей точRи зрения (см. вводную часть R этому примеча­

нию), ясно, что, помимо поля '\'µv (х5 , xi), должны существо­
вать другие поля RвантовомеханичесRого типа, таRие, например, 

RaR спинорные поля, описывающие частицы с малой массой [13]. 
ТаRим образом, вопрос о том, имеет ли формализм Калуза 

RаRое-либо будущее в физиRе, ведет R более общей главной 
нерешенной проблеме о синтезе общей теории относительности 
и Rвантовой механики. 
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