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Предисловие 

В справочнике в систематизированном виде представлены точные 
решения стационарных и нестационарных уравнений тепло- и массо- 
переноса с постоянными и переменными коэффициентами. Рассма- 
триваются как линейные, так и нелинейные уравнения. Приведены 
решения одномерных, двумерных и трехмерных задач теплопровод- 
ности твердых тел различной формы. Описаны некоторые точные ре- 
шения внутренних и внешних задач конвективного тепло- и массопе- 
реноса. Рассмотрены задачи с объемной и поверхностной химической 
реакцией. 

Во введении формулируются основные уравнения и граничные 
условия теории тепло- и массопереноса. В последующих главах кни- 
ги даются краткие математические формулировки соответствующих 
задач тепло- и массопереноса, после которых сразу приводятся их ре- 
шения (при этом метод решения, как правило, не излагается, а, дают- 
ся необходимые ссылки). Такой подход упрощает восприятие текста, 
и приводит к расширению возможного круга читателей. В некоторых 
случаях формулируются только уравнения тепло- и массопереноса, 
после чего выписываются их точные решения. Рассмотрен также ряд 
вспомогательных уравнений, к которым приводятся уравнения тепло- 
проводности. В справочник включено много новых точных решений 
нелинейных уравнений тепло- и массопереноса и теории горения. 

В книге рассматриваются только те задачи тепло- и массопереноса, кото- 

рые могут быть описаны одним уравнением (кроме разд. 1.1.11). В случае задач 
конвективного тепло- и массопереноса это означает, что распределение скоро- 

стей жидкости считается известным из решения соответствующей гидродинами- 

ческой задачи. Уравнения стационарного теплового (диффузионного) погранич- 

ного слоя, которые относятся к уравнениям параболического типа, рассмотрены 
в разд. 1.1.8, 1.1.10 и 3.1.4. 

В конце книги имеется приложение, в котором описан аналитиче- 
ский метод решения дифференциальных уравнений с помощью спе- 
циализированного программного пакета СОМУОПЕ (читатели могут 
использовать возможности этого пакета, по электронной почте). 

Расположение разделов книги отвечает принципу «от простого к 
сложному». Такой подход существенным образом облегчает работу 
с материалом. Достаточно подробное оглавление поможет читателю 
находить нужную информацию. При ссылках в тексте на конкретные 
уравнения запись вида «3.1.4.5» означает «уравнение 5 из раздела 
3.1.4». 

Следует подчеркнуть, что точные решения играют огромную роль 
в формировании правильного понимания качественных особенностей 
различных тепловых и диффузионных процессов. Точные решения 
нелинейных уравнений позволяют разобраться в механизме таких
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важных и сложных физических явлений, как пространственная ло- 
кализация процессов теплопереноса, режимы с обострением, множе- 
ственность или отсутствие стационарных состояний при определен- 
ных условиях. Даже те частные точные решения дифференциаль- 
ных уравнений, которые не имеют ясного физического смысла, мо- 
гут быть использованы в качестве «тестовых» задач при проверке 
корректности и оценке точности различных численных, асимптотиче- 
ских и приближенных аналитических методов. Кроме того, допускаю- 
щие точные решения модельные уравнения и задачи служат основой 
для разработки новых численных, асимптотических и приближенных 
методов, которые, в свою очередь, позволяют исследовать уже более 
сложные задачи тепло- и массопереноса, не имеющие точного анали- 
тического решения. 

Отметим, что работа, по поиску и построению новых точных реше- 
ний линейных и нелинейных уравнений тепло- и массопереноса ча- 

стично финансировалахь в рамках исследовательских грантов РФФИ 
96-03-33574 и 97-02-17648. 

Авторы благодарны проф. А. Мусьё, который написал приложе- 
ние о системе СОМУОПЬЕ, и признательны О. А. Васильевой за, по- 
лезные замечания по рукописи книги. 

Авторы надеются, что справочник окажется полезным для ши- 
рокого круга научных работников, преподавателей вузов, инженеров 
и студентов, специализирующихся в области тепло- и массообмена, 
теплофизики, математической физики, геофизики, гидродинамики, 
механики дисперсных систем, химической технологии, метеорологии 
и биомеханики. 

Авторы



Некоторые обозначения 

1. В книге при записи исходных уравнений тепло- и массопереноса темпе- 

ратура обозначается через Т, время — через $, а пространственные декартовы 

координаты — через х, у, 2 (или т\, то, тз). 

2. Обозначения для обыкновенных производных функции } = { (т): 

    

— af / — 42} И — 4} — d” f 
fe = ap fe. = 42 › fect = 473 › а далее i) = при п > 4. 

3. Для частных производных в ряде случаев используются краткие обозна- 
OT 0°T 

чения типа д,Т = —— ид  Т=-——. 
t at Ax? 

4. Дифференциальные операторы (в декартовых координатах): 

УТ =е oT += т +é or — градиент температуры ох дт у ду с Oz p p УР 9 

diva = [ve + Oy + Ov, дивергенция вектора & = {v,,v,,U 1У9 = + — = 
Ox ду Oz P P 27 2? 

92 92 92 
А = 578 Та + 5.2 — оператор Лапласа (см. также приложение 1). 

0:2 Oy? 

d\n 
5. В ряде случаев. используется операторное обозначение ( f =) g, KOTOpoe 

т 
действует следующим образом: 

("обе = Па [(#@) =)” “o12)]. 
6. Используются следующие обозначения специальных функций: 

  

  

2 | т 2 
егЁ х = — exp(—&*) dé — интеграл вероятностей, 

Ут Jo Се) 
2 оо 

erfc r= ТЕ ] ехр(-Е?) d& — дополнительный интеграл вероятностей, 
ЛП Ух 

oo _ (x /2)¥t2n 

I,(2) =>. Ро — модифицированная функция Бесселя 1-го рода, 

oo 

(—1)"(2/2)”+?" 
J, (2) = — я Бесселя 1-го рода, доу С — Фотки Бася ор 

п T_,(x)—-I,(z) 
K,, (2) = — ———————— — модифицированная функция Бесселя 2-го рода, 

2 sin(mv) 

J (x) cos(rv)—J_, (x 
Y,(z)= (2) ( ) (a) — функция Бесселя 2-го рода, 

sin(7v) 
г 

(а, т) = ] e Sega} df — неполная гамма-функция, 
0 

со 

Г(а) =/ e eo-1 dg — гамма-функция, 
0 

ри oo a(a+l)...(a+n—1) 2” __ 
®(a,B;2)=1+) > B(B+1)...(B+n-1) п! 
  вырожденная гипергеометрическая 

n=1 функция.



Введение 

В1. Уравнения теории тепло- и массопереноса 

В этом разделе дан краткий перечень основных уравнений, ко- 
торые используются при математической постановке задач теории 

тепло- и массопереноса. Более детальное изложение вопросов, свя- 
занных с выводом и установлением области применимости этих урав- 
нений, физические модели различных явлений и процессов, а также 

прикладные аспекты использования результатов решения соответ- 
ствующих задач, содержатся в книгах, указанных в конце разд. В1. 

В1.1. Теплопроводность твердых тел 

1. Уравнения с постоянным коэффициентом температу- 
ропроводности. Перенос тепла, в твердом теле (неподвижной среде) 
в прямоугольной декартовой системе координат описывается диффе- 

ренциальным уравнением с частными производными вида 

(1)   

2 =а(57т + 92Т т) 

Ot Ox? Oy? 922 /? 

где Т — температура, & — время, а — коэффициент температуропро- 
водности; т, у, г — пространственные координаты. При наличии раз- 
ности температур в твердом теле или неподвижной жидкости (газе) 

это уравнение описывает процесс выравнивания температуры в соот- 
ветствующей среде за счет молекулярной теплопроводности. 

Коэффициент температуропроводности определяется по формуле 

а = = где А — коэффициент теплопроводности, р — плотность, а 
P 

с — удельная теплоемкость тела. При записи уравнения (1) пред- 
полагалось, что коэффициент Л и произведение рс, — постоянные 
величины, что соответствует а = соп$$. 

Простейшее одномерное нестационарное уравнение теплопровол- 
ности соответствует частному случаю, когда температура не зависит 
от координат у и х (т. е. теплоперенос происходит лишь вдоль коор- 
динаты 1); при этом в правой части уравнения (1) остается только 
первое слагаемое в круглых скобках. 

Плоская нестационарная задача теплопроводности соответствует 
случаю, когда температура не зависит только от одной координаты, 
например, =. При этом в правой части уравнения (1) следует опустить 
последнее слагаемое в круглых скобках.
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В цилиндрической и сферической системах координат нестаци- 
онарное уравнение теплопроводности (1) соответственно принимает 
вид 

ЭТ a+ 2 or 1 &T or] 
о до до 02 д? 922 |’ Ar (2) 

ОТ 1 (27) 1 2 (si or 1 as 
— =a|— —(r* — —____ — {sin 6 — — 3 
Ot “| Or Or + г2зт0 90 99 + r2sin? @ Oy? |’ (3) 

где о, ф, 2 — цилиндрические, а г, 9, yp — сферические координаты; 

о = \/ 12 + у, г = \/ 12 + у +272. 

Для краткости часто уравнение теплопроводности записывают 

следующим образом: 
ЭТ _ 
= = аАТ, (4) 

где А — оператор Лапласа, вид которого для прямоугольных, цилин- 
дрических и сферических координат определяется из сопоставления 
уравнения (4) с уравнениями (1)-(3). 

Аналогичным образом выглядит уравнение массопереноса, 

96 = РАС, (5) 
ot 

которое используется для описания нестационарной диффузии рас- 
творенного вещества в неподвижной жидкости (среде). В уравне- 
ние (5) входит концентрация примеси С и коэффициент диффузии D. 

Дифференциальные уравнения (4) и (5) совпадают с точностью 
до очевидных переобозначений. Поэтому в дальнейшем будем рас- 

сматривать только уравнение (4) и называть его уравнением тепло- и 
массопереноса. (Сказанное распространяется и на соответствующие 
более сложные уравнения с источниковыми или конвективными чле- 
нами.) 

Если процесс тепло- и массопереноса является установившим- 
ся (стационарным) и температура Т не зависит от времени $, то в 
левой части соответствующих уравнений (1)-(4) следует положить 
ОТ/ 04 = 0. В этом случае процесс переноса будет описываться стаци- 
онарным дифференциальным уравнением в частных производных 

АТ =0, 

которое называют уравнением Лапласа. 

2. Уравнения с переменным коэффициентом температу- 
ропроводности. В практических приложениях могут возникать си- 
туации, когда коэффициент температуропроводности а не является 
постоянной величиной. В этом случае вместо уравнения (1) следует 
использовать более общее уравнение 

эт _ 8 (,9), 9 (oT), a (aT 
we) tel) tees). (6)
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Если а = а(т,у,2), то уравнение (6) будет линейным уравнением 
в частных производных с переменными коэффициентами. Если ко- 
эффициент температуропроводности зависит от температуры, т. е. 
а = а(Т), то уравнение (6) является нелинейным уравнением в част- 
ных производных. 

Для произвольной ортогональной системы координат уравне- 

ние (6) можно представить в операторной форме 

эт _ ,. 
> = div (aVT). 

Операторы дивергенции и градиента в некоторых системах координат 

приведены в приложении 1. 

3. Уравнение для анизотропных твердых тел. В случае ани- 
зотропных твердых тел, когда коэффициенты температуропроводно- 
сти различаются в разных направлениях, соответствующее уравне- 
ние тепло- и массопереноса в декартовой системе координат (связан- 
ной с главными осями теплопроводности) может быть записано в виде 

эт _ д oT 9 Эт э/ эт 
Fellas) teas) t+ Haz) (7) 

где а!, а›, аз — главные коэффициенты температуропроводности. 
Если а, = а, (т, у, 2), п = 1,2, 3, то уравнение (7) будет линейным 
уравнением в частных производных с переменными коэффициентами. 

В стационарных задачах тепло- и массопереноса в уравнениях (6) 
и (7) следует положить ОТ/04 = 0. 

В1.2. Уравнение тепло- и массопереноса при наличии 
источников (стоков) тепла 

Перенос тепла в неподвижной среде (твердом теле) может ослож- 
няться наличием объемных источников или стоков тепла; возник- 

новение последних может быть обусловлено различными физико- 
химическими механизмами поглошения или выделения тепла. Ли- 
нейное уравнение тепло- и массопереноса, в этом случае записывается 
в виде 

5: = АТ+ $5, у, 2,1), (8) 
где функция источника Ф(х, у, 2,#) пропорциональна, количеству те- 
пла, выделяемого или поглощаемого в единицу времени в рассматри- 
ваемом объеме. При Ф > 0 говорят о наличии объемных источников 
тепла, а при Ф < 0 — о стоках тепла. 

Стационарное распределение температуры при наличии источни- 
ков (стоков) тепла в рассматриваемой области описывается уравне- 
нием Пуассона 

аАТ + Ф(т,у, 2) = 0. (9)
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В теории горения и неизотермической макрокинетике сложных 
химических реакций часто встречаются ситуации, когда мощность 
источников (стоков) тепла зависит от температуры. В этих случаях 
уравнение тепло- и массопереноса является нелинейным и имеет вид 

oT = aAT + (7). (10) 
Ot 

В теории горения кинетическая функция Ф(Т) часто имеет экспо- 
ненциальный вид. В макрокинетике сложных реакций используются 

степенные, логарифмические и другие зависимости. 
В общем случае вместо Ф(Т) в правой части уравнения (10) может 

стоять функция Ф(т,у, 2,6 Т). 

Значительный интерес представляет случай массопереноса, когда 
мощность источников или стоков вещества пропорциональна концен- 

трации, что соответствует процессам переноса массы при наличии 
объемной химической реакции первого порядка. В этом случае в тер- 
минах массопереноса уравнение (10) переписывается в виде 

= = РАС + КС, (11) 

где К — константа скорости химической реакции. Случай К > 0 

соответствует выделению вещества в процессе реакции, а К < 0— 
поглощению. 

Стационарный массоперенос при наличии объемной химической 
реакции первого порядка описывается уравнением Гельмгольца, 

РАС+КС=0. (12) 
В общем случае произвольной зависимости скорости объемной хи- 
мической реакции от концентрации в уравнениях (11) и (12) вместо 
произведения КС должна стоять функция Р(С). 

Следует отметить, что при наличии физических предпосылок пра- 
вые части уравнений с переменными коэффициентами температуро- 
проводности (6) и (7) также могут содержать дополнительный ис- 
точниковый член. Например, обобщение уравнения (7) в этом случае 
имеет вид 

OT д OT д ОТ д ОТ 

a = 52 (1; ) + ay (MSL) + Ge (OG) FEO). 
В одномерном случае, когда температура не зависит от координат у 
и 2, в правой части уравнения остаются только первое и последнее 
слагаемое. 

В1.3. Уравнение конвективного тепло- и массопереноса 

При рассмотрении уравнения конвективного тепло- и массопере- 
носа считаем, что плотность и вязкость среды не зависят от темпе- 
ратуры и, следовательно, распределение температуры не оказывает
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влияния на поле течения. Это приводит к возможности независимого 
анализа, тепловой задачи, а необходимая для ее решения информа- 
ция о поле скоростей жидкости предполагается известной из решения 
соответствующей гидродинамической задачи. Примем, что коэффи- 
циент температуропроводности не зависит от температуры. 

В декартовой системе координат т, у, 2 перенос тепла в жидкости 

при отсутствии источников и стоков обычно описывают уравнением 

OT OT ОТ OT ( 92т 92т 92тТ ) 
Чи +, — +9, =al —~ + — + — 13 

at +e; Ox Ty ду * Oz дт? Oy? 922 /’ (13) 

где Vz; Vy» Vv, — компоненты вектора скорости жидкости, которые 

считаются заданными. 
Уравнение (13) отражает тот факт, что перенос тепла в движу- 

щейся среде обусловлен двумя различными физическими механиз- 
мами. Во-первых, при наличии разности температур в жидкости или 
газе идет процесс молекулярного теплопереноса, способствующий вы- 
равниванию температуры; во-вторых, тепло переносится самой дви- 
жущейся средой. Совокупность обоих процессов обычно называют 
конвективной теплопроводностью. 

Уравнение (13) для краткости часто записывают в виде 

эт | (= as < + (8: V)T =aAT, (14) 

roe V — оператор Гамильтона, А — оператор Лапласа, явный вид 

которых в декартовой системе координат т, у, х определяется путем 
сопоставления (13) и (14). 

Для решения многих конкретных задач вместо декартовых коор- 

динат г, у, 2 часто используют цилиндрические о, ф, х или сфериче- 
ские г, 9, ф координаты. Дифференциальный оператор, описывающий 
конвективный перенос тепла в этих системах координат, имеет вид: 

в цилиндрической системе координат: 

~ ОТ v, OT ОТ v-V)T =v,— + + — = (7. У) oop toe tee or 

в сферической системе координат: 

+ ОТ Vg OT vu OT 
v-V)T =v,— + -— — eo, 

( ) " Or + г 06 + rsiné dy 
  

Еще раз отметим, что уравнение конвективного массопереноса, 
(иначе, уравнение конвективной диффузии) с точностью до очевид- 
ных переобозначений совпадает с уравнением конвективного тепло- 
переноса (14). 

Полагая в (14) дТ/0Е = 0 получаем уравнение стационарного 
конвективного тепло- и массопереноса 

(5. V)T = аАТ.
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Для анализа уравнений конвективного тепло- и массопереноса 
часто используют безразмерные величины 

at _ т _ У _ 2 _ Т 
Т= 12 X= TF; Y= Z4=-, a 

v о Uv l 

где |, 0, Т, — характерные масштабы длины, скорости жидкости и 

температуры. Это позволяет представить уравнение (14) в безразмер- 

ном виде 
ОТ 
ap + Ре (У -У,)Т, = А,Т,, (15) 

где операторы \,, А, предполагают дифференцирование по безраз- 
мерным координатам. 

Важно отметить, что в приложениях при расчете тепло- и мас- 
сопереноса вблизи межфазных границ при больших значениях чисел 
Пекле Ре уравнение (15) часто используют в приближении теплового 
(а уравнение массопереноса — диффузионного) пограничного слоя. В 
этом случае основное сопротивление теплопереносу (массопереносу) 
сосредоточено в тонком тепловом (диффузионном) пограничном слое 
вблизи межфазной границы. Это означает, что в этой области можно 

пренебречь молекулярным переносом тепла (массы) по сравнению с 
конвективным в направлении течения, но тем не менее необходимо 
учитывать молекулярный перенос тепла, (массы) в направлении, ор- 
тогональном направлению течения жидкости. 

Уравнение конвективной теплопроводности может быть обобщено 

на случай, когда коэффициент температуропроводности зависит от 
пространственных координат и температуры, а также на случай, 
когда в объеме движущейся среды имеются источники (стоки) тепла. 
Такое обобщение проводится аналогично тому, как это делалось в 
случае неподвижной среды (твердого тела) в разд. В1.1, В1.2. 

  

В1.4. Гиперболические уравнения тепло- и массопереноса 
Все рассмотренные ранее уравнения нестационарного тепло- и массопереноса 

(1)-(8), (10), (11), (13), (14) являются дифференциальными уравнениями с част- 
ными производными параболического типа. Эти уравнения обычно выводятся 

в предположении о мгновенной релаксации теплового (диффузионного) потока. 
Для тепловых и диффузионных волн такое допущение не всегда выполняется, 
поэтому, в таких случаях в неподвижной среде (твердом теле) перенос тепла надо 
описывать уже не уравнением (4), а дифференциальным уравнением в частных 
производных гиперболического типа, 

ЭТ + 6°T 

at” at 
ГДе Е > 0 — характерное время релаксации теплового потока. Наличие второй 

производной по времени позволяет описать волновой характер распространения 

тепла в твердом теле и избежать физического парадокса, (бесконечная скорость 
распространения тепла), связанного с описанием процессов тепло- и массопере- 
носа линейными уравнениями параболического типа. 

  = а АТ, (16)
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При = = 0 уравнение (16) переходит в уравнение (4). При = > 0 преобразование 

1 
T(z, y, z,t) = exp(->—t)w(2,y, 2,0) (17) 

Е 
приводит (16) к уравнению гиперболического типа, не содержащему первую 

производную: > 

ow = бдш+ wy, (18) 
Ot? Е 4Е? 

Уравнение (16) допускает те же обобщения, что и все рассмотренные ранее 
уравнения нестационарного тепло- и массопереноса параболического типа. При 
этом в левой части уравнений (6)-(8), (10), (13), (14) производная of заменяется 

2 
суммой oT + eS. В полученных таким образом уравнениях тепло- и массопе- 

реноса, гиперболического типа преобразование (17) позволяет исключить первую 
производную по времени. 

Отметим, что уравнения гиперболического типа, достаточно редко встречают- 
ся при моделировании процессов тепло- и массопереноса. Точные решения урав- 
нений гиперболического типа можно найти, например, в книгах В. М. Бабича, 

М. Б. Капилевича, С. Г. Михлина и др. (1964), А. Н. Тихонова, А. А. Самарского 

(1972), Н. Х. Ибрагимова (№. Н. ТЬгаритоу, 1994), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина 
(1996). В данном справочнике приведены только некоторые новые нелинейные 
уравнения гиперболического типа (см. разд. 3.1.5), которые дополняют результа- 
ты вышеупомянутых книг. 

($) Литература к разд. В1.1-В1-4: В. Г. Левич (1959), Г. Карслоу, Д. Егер (1964), 
В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964), А. В. Лыков (1967), 
А. Н. Тихонов, А. А. Самарский (1972), Р. Берд, В. Стьюарт, Е. Лайтфут (1974), 
А. В. Лыков, Б. М. Берковский (1974), Г. А. Аксельруд, А. Д. Молчанов (1977), 
С. С. Кутателадзе (1979), С. И. Исаев, И. А. Кожинов, В. И. Кофанов и др. 

(1979), Я. Б. Зельдович, Г. И. Баренблалт, В. Б. Либрович, Г. М. Махвиладзе 
(1980), Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев (1985), Д. А. Франк- 
Каменецкий (1987), Р. И. Нигматулин (1987), В. В. Дильман, А. Д. Полянин 
(1988), А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. Запрянов и др. (1996). 

В2. Начальное и граничные условия 

В2.1. Начальное условие 

Любое из уравнений тепло- и массопереноса, которые приведены 
в разд. В1, описывает некоторый класс качественно аналогичных фи- 
зических явлений (процессов). В каждый такой класс входит беско- 

нечное множество различных явлений. Это обстоятельство является 
следствием того, что дифференциальные уравнения в частных произ- 
водных имеют бесконечное множество частных решений. Конкретное 
решение, описывающее рассматриваемое физическое явление, выде- 
ляется из множества частных решений данного уравнения тепло- и 
массопереноса с помощью начального и граничных условий. 

Будем считать, что имеется конкретное уравнение тепло- и массо- 
переноса параболического типа, которое рассматривается в (откры- 
той) пространственной области У. Обозначим через 5 границу обла- 
сти У. 

Начальное условие имеет вид 

T=f(£) при t=0 (EV) (1)
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и задает распределение температуры в области У в начальный мо- 
мент времени $ = 0. В начальном условии }(%) считается извест- 

ной функцией точки физического пространства, характеризуемой 
paguyc-BekTopoM Z = {2,, 25,73}. 

Для стационарных (установившихся) процессов, т. е. таких про- 
цессов, когда распределение температуры не меняется во времени, 

начальные условия не задаются (в этом нет необходимости). 
Замечание. Для гиперболического уравнения теплопроводности 

(см. разд. В1.4) помимо условия (1) требуется выставлять второе на- 
чальное условие — для первой производной температуры по времени. 

В2.2. Граничные условия 

Граничные условия определяют особенности протекания процесса 
тепло- и массопереноса на границе 5 области У. 

В этом разделе дан краткий перечень граничных условий, ко- 
торые используются при математической постановке задач теории 
тепло- и массопереноса. Детальное изложение вопросов, связанных 

с выводом и установлением области применимости указанных ниже 

граничных условий, физические модели различных явлений и про- 
цессов и прикладные аспекты решения соответствующих задач содер- 

жатся в книгах, указанных в конце разд. В2. В литературе принято 
выделять пять основных типов граничных условий, которые описаны 
ниже. 

1. Граничные условия первого рода. Требуется найти реше- 
ние рассматриваемого уравнения, когда температура Т = Т(5,#Ё) при- 
нимает заданные значения на границе области 5: 

Т = 9(%, для ZES. (2) 

В условии (2) функция 9(1,№ считается известной для каждого 
момента времени $ > 0. 

В частном случае, когда температура поверхности тела, не изме- 
няется во времени и одинакова во всех точках 5, в формуле (2) имеем 
9 = с0п$%. Это условие часто встречается в задачах конвективного 
массообмена твердых частиц, капель и пузырей с потоком. 

Уравнение тепло- и массопереноса вместе с начальным услови- 
ем (1) и граничными условиями первого рода (2) называют первой 
краевой задачей. 

Отметим, что в задачах массопереноса граничное условие (2) при 
9 = 0 соответствует условию полного поглощения растворенного в 
жидкости вещества на поверхности 5 (т. е. бесконечной скорости 
поверхностной химической реакции). 

2. Граничные условия второго рода. На границе 5 задается 

локальный тепловой поток 4 в виде равенства 4 = G(z,t), rae 

G(z,t) — uspectHaa dyHkuna. Beipaxasa noKasIbHbIh TennoBOK NOTOK
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через градиент температуры с помощью закона Фурье 4 = —ЛАОТ/дп, 

получим граничные условия второго рода 

эт _ |. _. 
5 = 9(2,1) для Е5. (3) 

Здесь д/дп — производная по (внешней) нормали к поверхности 5, 
функция 9(%,#/) = —С/Л считается известной для каждого момента, 
времени # > 0. 

В частном случае, при нагревании металлических изделий в 
высокотемпературных печах, в формуле (3) имеем g = Const. 

Уравнение тепло- и массопереноса вместе с начальным услови- 
ем (1) и граничными условиями второго рода (3) называют второй 
краевой задачей. 

3$. Граничные условия третьего рода. На границе области 5 
задана линейная связь между температурой и ее производной по 
нормали: 

ОТ 5 = -Е[Т - 9(#,8] для #695. (4) 

Граничные условия третьего рода характеризуют теплообмен по за- 
кону Ньютона, между телом (которое занимает область У) и окружа- 
ющей средой. При записи выражения (4) предполагалось, что темпе- 
ратура внешней (окружающей) среды Т; = 9(5,#) известна в каждой 
точке поверхности 5. Коэффициент пропорциональности К = a/A, roe 
а — коэффициент теплоотдачи, называется относительным коэффи- 
циентом теплоотдачи. 

В предельном случае А -} сю (для высокоинтенсивной теплоот- 
дачи) граничные условия третьего рода (4) переходят в граничные 
условия первого рода (2). 

Уравнение тепло- и массопереноса, вместе с начальным услови- 
ем (1) и граничными условиями третьего рода (4) называют третьей 
краевой задачей. 

Отметим, что в задачах массопереноса граничное условие (4) при 
9 = 0 соответствует поверхностной химической реакции первого по- 
рядка. 

Замечание. При д = 0 соответствующие граничные условия (2)- 
(4) называются однородными. 

4. Смешанные граничные условия. В этом случае на разных 
участках границы 5 задаются условия различных типов, перечислен- 
ные выше в пп. 1, 2 и 3. В качестве смешанных граничных условий 

могут, например, рассматриваться условия, когда на одной части по- 
верхности тела задается температура, а на другой — тепловой поток. 

Уравнение тепло- и массопереноса вместе с начальным услови- 
ем (1) и смешанными граничными условиями называют смешанной 
краевой задачей.
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5. Сопряженные граничные условия. Рассмотрим две обла- 
сти У, и\, с общей границей 5, заполненные разными средами. Ка- 
ждая среда характеризуется своими коэффициентами теплопровод- 
ности Л, и А. и описывается соответствующими (различными) урав- 
нениями тепло- и массопереноса. Условия теплового равновесия на, 
границе раздела имеют вид 

эт, _\ dT» .. (5) 
13 = А при ДЕБ. 

Сопряженные граничные условия (5) состоят из двух независи- 

мых граничных условий, первое из которых выражает равенство тем- 
ператур, а второе — равенство тепловых потоков на границе раздела, 
фаз. Сопряженные граничные условия иногда называют граничными 
условиями четвертого рода. Они характеризуют тепловое взаимодей- 
ствие на границе раздела двух фаз (например, на границе двух твер- 
дых тел, двух жидкостей или твердого тела и жидкости) без измене- 
ния агрегатного состояния. 

Замечание. Задачи стефановского типа, требующие формулиров- 
ки специальных условий на подвижной границе, в книге не рассма- 

триваются. 

(©) Литература к разд. В2: В. Г. Левич (1959), Г. Карслоу, Д. Егер (1964), 
В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964), А. В. Лыков (1967), 
А. Н. Тихонов, А. А. Самарский (1972), Р. Берд, В. Стьюарт, Е. Лайтфут (1974), 

Д. А. Гухман (1974), С. С. Кутателадзе (1979), Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, 
Ю. С. Рязанцев (1985), Э. М. Карташов (1985), Д. А. Франк-Каменецкий (1987), 
В. Е. Накоряков, Б. Г. Покусаев, И. Р. Шрейбер (1990), А. М. Ку%епов, А. Д. По- 
лянин, 3. Д. Запрянов и др. (1996). 

В3. Структура решений линейных нестационарных 
задач тепло- и массопереноса 

83.1. Свойства решений линейных уравнений 

1. Линейные однородные уравнения. Для краткости в данном разделе 
линейные однородные уравнения тепло- и массопереноса будем записывать в виде 

L{T] = 0. (1) 
Линейный дифференциальный оператор с частными производными [ определя- 
ется следующим образом: 

L[T -у а; (2, 5— ye (т, 55. — c(Z, t)T, (2) 
i,j=1 

re £ = {£1,2_, 23}. 

Линейный оператор [ обладает свойствами 

ЫТ, + Т>] = ШТ, + ЫТ.], 
L[AT] = AL[{T], A =const.
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Произвольное линейное однородное уравнение (1) имеет тривиальное реше- 
ние T' = 0. 

Отметим теперь некоторые свойства частных решений однородного уравне- 

ния (1). 
1°. Ecan T, = T,(Z,t), Tp = Tp(Z,t), ..., T, = T,,(Z,t) — любые частные 

решения однородного уравнения (1), то линейная комбинация 

А.Г, + А5Т. + see + A,T, 

с произвольными постоянными А|, А.,..., А„ также является решением данного 

уравнения (в физике это свойство называют принципом линейной суперпозиции). 

2°. Пусть коэффициенты оператора С не зависят от времени $, т. е. 

@;; =4;,(®), 6; =; (2), с= с(2), и уравнение (1) имеет частное решение T = T(Z,t). 

Тогда другими решениями уравнения (1) будут являться также частные произ- 
водные этой функции по времени* 

OT 92Т "т 

0’ дб’ ° д’ 

Замечание. В рассматриваемом случае уравнение (1) имеет частные решения 

с разделяющимися переменными вида Т.(2,$) = е*"Е(х, и), где и — некоторый 
параметр. Значению д = 0 соответствует стационарное решение. 

3°. Пусть коэффициенты оператора Г не зависят от пространственных коор- 
динат 21, то, тз, т.е. а;; =а;, (1), 9; =6,(1), с= с(1), и уравнение (1) имеет частное 

решение Т = Т(1,#). Тогда другими решениями уравнения (1) будут являться 
также любые частные производные от этого решения по пространственным коор- 
динатам, например: 

ЭТ oT oT = aT eT дт+тТ 
Oz,’ Oty’ Ox,’ 012’ O2,0r,° ° дтздат 

Если коэффициенты оператора Г не зависят только от одной пространствен- 
ной координаты, например, т| , и уравнение (1) имеет частное решение Т =Т(%, 8, 

то другими рещениями этого уравнения будут частные производные от функции Т 

по координате 2}: 

    

  ЭТ &T 9"Т 
Oz,’ 0122’ ``’ д’ 

4°. Пусть коэффициенты оператора Ё постоянны, т. е. a;; = const, b; = const, 

с = с0пзф, и уравнение (1) имеет частное решение Т = Т(&,#). Тогда другими 
решениями данного уравнения будут являться любые частные производные 

от этого решения по времени и пространственным координатам (включая и 
смешанные производные), например: 

oT OT эт 92Т "Т 
dt’ 0х,’ 012’ 00’ ``’ д’ 

5°. Пусть частное решение уравнения (1) зависит от параметра р, т. е. 

Т = Т(&,6 и), а коэффициенты оператора L не зависят от этого параметра 
(но могут зависеть от времени и пространственных координат). Тогда другие 
решения уравнения (1) будут являться частными производными данного решения 
по параметру р: 

oT 92Т O°T 
ди’ ди?’ cry aun’   

  

* Здесь и далее предполагается, что частное решение Т достаточное число. 
раз дифференцируемо по соответствующим временной или пространственным 
переменным (или параметрам).
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Пусть постоянные р, ро,..., и, принадлежат области допустимых значений 
параметра р. Тогда сумма 

A, T(Z, t; wy) + AgT (2, ty wo) +++ + AnT(Z, th Mn): 

re A,, Ao, ..., A, —— MPOM3BOJIbHbIe NOCTOAHHbIe, также является решением 

линейного однородного уравнения (1). Указанная сумма может содержать как 
конечное, так и бесконечное число слагаемых. 

Другой более эффективный способ построения точных решений заключается 

в следующем. Частное решение Т(Ф, &; и), зависящее от параметра р (как и ранее, 
считается, что коэффициенты оператора, 1 не зависят от д) сначала умножается 

на произвольную функцию ф(и), а затем полученное произведение интегрируется 
по параметру 1 по некоторому отрезку [a, 6]. В результате получают функцию 

В _ 

] Так иф(и) ар, 

которая также является точным решением исходного линейного однородного 
уравнения. 

Свойства, описанные в пп. 1°—5°, позволяют получать с помощью известных 

частных решений другие новые точные решения линейных однородных уравнений 
тепло- и массопереноса. 

Замечание. Уравнение 
ОТ 

ot 

где М — произвольный линейный дифференциальный оператор второго (любого) 
порядка, зависящий только от пространственных переменных, имеет решение в 
виде ряда, 

  = M[T], 

T(z,t) = f(@)+ 2 M"Ef(@)),  мчлемм"-Цл]. 
п=1 ° 

Это решение удовлетворяет начальному ycu1oBHio T(Z,0) = f(Z). 

2. Линейные неоднородные уравнения. Линейные неоднородные урав- 
нения тепло- и массопереноса имеют вид 

СТ] = ®(Z,t), (3) 

где линейный дифференциальный оператор Г определен выражением (2). 

Если известно частное решение Тъ(5,+) неоднородного уравнения (3) и част- 

ное решение Ту(%,#) соответствующего однородного уравнения (1), то сумма 

AT, (Z,t) + Tg(Z,t), где А — произвольная постоянная, также будет решением 
неоднородного уравнения (3). Справедливо более общее утверждение: общее ре- 
шение неоднородного уравнения (3) является суммой общего решения соответ- 
ствующего однородного уравнения (1) и любого частного решения неоднородного 
уравнения (3). 

Отметим теперь некоторые свойства частных решений неоднородного урав- 
нения (3). 

1°. Пусть Т, и Т› — решения неоднородных линейных уравнений тепло- и 

массопереноса с одинаковой левой и разными правыми частями, т. е. 

'Гогда функция Т = Т, +Т. будет решением уравнения 

СТ] = $, (1,0) + ©,(2, t). 

2°. Пусть коэффициенты оператора Г не зависят от пространственных коор- 

динат т}, то, тз, а правая часть неоднородного уравнения (3) зависит только от
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времени, т. е. Ф = Ф(®. В этом случае частное решение уравнения (3) имеет вид 

Т =Т(®. При с = 0 это решение дается формулой 

T(t) = A+ [ a dt, 

где А — произвольная постоянная. 

3°. Пусть коэффициенты оператора [ не зависят от времени $, а правая часть 

неоднородного уравнения (3) зависит только от пространственных координат, т. е. 

Ф = Ф(Т). В этом случае частное решение уравнения (3) имеет вид Т = Т(Х). 
Указанные свойства 1°—3° позволяют строить решения неоднородных урав- 

нений тепло- и массопереноса. 

В3.2. Однородное уравнение с неоднородным граничным 
условием. Интеграл Дюамеля 

Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения тепло- и массопереноса 

2 
р = a(2) > + O(a) + ет (4) 

при следующих начальном и граничных условиях: 

T=0 при t=0 (начальное условие) (5) 

T=g(t) при т=0 (граничное условие) (6) 

T=0 при r=l (граничное условие) (7) 

Решение задачи (4)-(7) с нестационарным граничным условием (6) при т = 0 
может быть выражено по формуле (первый интеграл Дюамеля) 

ду’ 
T(z,t)= ] (x,t — 7) g(r) dr 

о Ot 

через решение И/’(х,#) вспомогательной задачи для уравнения (4) с начальным и 
граничным условиями (5) и (7) (в уравнении, начальном и граничном условиях 
следует заменить Т на И”) и более простым стационарным граничным условием 

при т = 0: 

  

W=1 при т=0 (граничное условие) (8) 

Указанную формулу можно использовать и при [ = oo. 

Аналогичная формула будет справедлива для однородного граничного усло- 

вия при т = 0 и неоднородного нестационарного граничного условия при т = |. 

Замечание. В виде (4) может быть записано, например, одномерное нестаци- 

онарное уравнение теплопроводности в различных системах координат при нали- 

чии объемного тепловыделения, линейно зависящего от температуры. Аналогич- 

ным образом выглядит также одномерное нестационарное уравнение конвектив- 

ной диффузии с объемной химической реакцией первого порядка. 

В3.3. Неоднородное уравнение с однородными начальным 
и граничными условиями. Функция Грина 

1. Интеграл Дюамеля. Решение линейного неоднородного уравнения 
тепло- и массопереноса, 

ОТ 92Т OT | 
—— = a(x) —— + d(x) —— T+ (x,t 9 

с однородными начальным и граничными условиями 

Т=0 при t=0 (начальное условие) (10) 

T=0 при т=0 (граничное условие) (11) 

Т=0 при тх=1 (граничное условие) (12)
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может быть выражено по формуле (второй интеграл Дюамеля) 
t 

T(z,t) = ] О(х, &—т; т) ат (13) 
0 

через решение ПО(т, & т) вспомогательной задачи для однородного уравнения 
2 

п = a(n) +6) 5 +60 
с граничными условиями (11) и (12) (в которых следует заменить Т на И) и 
неоднородным начальным условием, зависящим от параметра, т: 

О = Ф(т,т) при t=0 (начальное условие) (14) 

Формулу (13) можно использовать и при [| = со. Эта формула также будет 
справедлива для однородных граничных условий второго и третьего рода, с одно- 
родным начальным условием (10). В этих случаях вспомогательная функция U 
должна удовлетворять начальному условию (14) и соответствующим однородным 
граничным условиям второго и тоетьего рода. 

  

2. Функция Грина. Решение линейного неоднородного уравнения тепло- и 

массопереноса (9) в области 0 < т < [с однородным начальным условием (10) и 
однородными граничными условиями (первого, второго и третьего рода) можно 
записать в виде 

T(z, t) = [ fe €,t —7)®(E,7) dé dr, (15) 

roe G(a, €,t) — dyuxuna Грина. 
Физический смысл функции Грина. Для уравнения теплопроводности функ- 

ция С (т, &, #) представляет собой температуру, которая создана, в точке х в момент 

времени ¢ тепловым источником единичной интенсивности, сосредоточенным в 

точке & в момент времени $ = 0. Граничным условиям первого, второго и третьего 
рода отвечает своя функция Грина. 

Методы построения и конкретный вид функций Грина для различных задач 

тепло- и массопереноса описаны в книгах, указанных в конце зазд. ВЗ. 

В3.4. Линейные задачи массопереноса с объемной 
реакцией 

Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения 

oF гб т + (т Ат (16) 

с начальным и граничными условиями 

T=0 при &=0 (начальное условие) (17) 

Т=Т при т=0 (граничное условие) (18) 

Т=Т при z=! (граничное условие) (19) 
где К, То, Г, — некоторые постоянные. 

Уравнение (16) часто встречается в задачах химической технологии, где 
параметр К играет роль константы скорости объемной химической реакции. 

Решение задачи с объемной реакцией (16)—(19) можно выразить по формуле 
t ~ ~ 

T(z,t) = a e-*" T(z, 7) dr +e—**T(z, t) 
0 

через решение Т(т,#) более простого вспомогательного уравнения без объемной 
химической реакции 

on oT oT 
— = a(t) > + (x) (20) 

с теми же начальным и  раничными условиями ро (19) (в которых следует 
заменить Т на Т). 

Указанную формулу можно использовать и при [ = сю
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В3.5. Преобразования, приводящие к однородным 
начальным и граничным условиям 

1. Общие замечания. Линейную задачу тепло- и массопереноса с неодно- 

родными начальными и граничными условиями можно свести к линейной задаче 

с однородными начальным и граничными условиями. Для этого следует ввести 

новую зависимую переменную по формуле 

u(z,t) = Т(х, 8 -ч(т,5, (21) 

где функция ф должна удовлетворять неоднородным начальному и граничным 
условиям (выбор функции 4 носит чисто алгебраический характер и не связан с 

рассматриваемым уравнением). В результате для функции и(т,{) получим неод- 
нородное уравнение с измененной правой частью Ф(т,#) с однородными началь- 
ным и граничными условиями. Решение этой задачи теперь можно представить с 
помощью функции Грина по формуле (15), в которой следует заменить Т и Ф на 

ии $. 
Следует отметить, что выбор функции 4 в преобразовании (21) не является 

однозначным. 
Укажем теперь функцию 4, которую можно использовать в преобразова- 

нии (21) для получения краевых задач с однородными начальным и граничными 
условиями. 

2. Первая краевая задача: 

T=f(z) при t=0 (начальное условие) 
Т=9® при т=0 (граничное условие) 
T=h(t) при т=1 (граничное условие) 

Пусть выполнены условия согласования начального и граничных условий, т. е. 
1(0) = 9(0), ЛР =^(0). Тогда в качестве функции у можно взять 

(wt) = (г) + 90 — 90) + [М9 — 90 +90) - 56]. 
3. Вторая краевая задача: 

T=f(r) при t=0 (начальное условие) 
0,T=g(t) при т=0 (граничное условие) 
0,T =h(t) при r=! (граничное условие) 

Пусть выполнены условия согласования начального и граничных условий, т. е. 

1’ (0) = 9(0), Г’(Г) = №(0). Тогда в качестве функции ф можно взять 

т2 

(т, 1) = (2) +=[9(4) — 9(0)] + > [A(t) — g(t) + g(0) — №(0}]. 

Отметим, что в разд. 1.1.3 и 1.1.10 (см. уравнение 32) будут указаны другие 

полезные формулы, позволяющие с помощью функции Грина решать неоднород- 

ные уравнения с неоднородным начальным условием. 

(¢) Литература к разд. ВЗ: И. Г. Петровский (1961), Г. Карслоу, Д. Егер (1964), 
В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964), А. В. Лыков (1967), 
А. Н. Тихонов, А. А. Самарский (1972), А. Г. Бутковский (1979), В. С. Владимиров 
(1988), Г. Корн, Т. Корн (1984), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996), О. 7мНтеег 
(1989).



1. Линейные нестационарные 

уравнения тепло- и массопереноса 
1.1. Уравнения с одной пространственной переменной 

oT 92т 
1.1.1. Уравнение -5= = @- 5 

Уравнение этого вида часто встречается в теории тепло- и массо- 
переноса. Оно описывает развитие одномерных нестационарных те- 

пловых процессов в неподвижных средах или твердых телах с посто- 
янным коэффициентом температуропроводности. Аналогичное урав- 
нение используется для анализа соответствующих одномерных неста- 
ционарных массообменных процессов при постоянном коэффициенте 
диффузии. 

1. Точные решения (А, В, р — произвольные постоянные): 

  

  

T(z) = Ах- В, 
T(z,t) = A(a’ + Qat) + B, 
T(x, t) = A(x* + 6atz) + B, 
T(z,t) = A(x* + 12atx? + 12a7t?) + B, 
T (x,t) = A(z? + 20atz* + 60a7t? x) + B, 
T (x,t) = A + 30ate" + 180a7t?x? + 1200343) + В, 
T(z, t) = 2?" 4 > (2n)(2n о. а 2k + 1) (at) т?"—2к, 

T (x,t) = 22") +o (2п + 1)(2п)... (2n — 2k + 2) k2n—2k+1 i (ати, 

и а ар p x) + 
А— 7; exP(- и р 

  

   
  

  

T(z, t) = ех (| = \+B 
T(z,t) = Aexp(— а, *t) не) + 
Т(х, = Аехр(—-а ар 24) зп (иг) + 

T(z,t) = Aerf “— ) + B, 

T(z,t) = Arto =) +B, 

T(z,t) = A[/= exp(-2_} — sag tte ==) + B, 

© 

где п — целое положительное число, erfz = =z ] exp(—€7) dé — 
п JO 

интеграл вероятностей (функция ошибок), erfcz = 1 — erf z — допол- 
нительный интеграл вероятностей.
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Решение, содержащее произвольную функцию координаты: 

oo 

_ (at)” (2n) T (x,t) = f(x) + >. #2" (2), 
n= 

rue f(x) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это реше- 
ние удовлетворяет начальному условию Т(х,0) = { (1). Сумма будет 
конечной, если {(т) является полиномом. 

Решения, содержащие произвольные функции времени: 

T(2,t) =9() + рат” (В, 
n=1 

CoO 

T (x,t) = ch(t) +2 > ——__2"ni (4), 
n 

= a”(2n + 1)! 

rye g(t) u A(t) — mo6snie GeckoHeuHO ouddepeHuupyemEle PyHKUMN. 
Первое решение удовлетворяет граничному условию первого ро- 
да Т(0,Ь = 9(#), а второе — граничному условию второго рода 
0,71 (0,t) = A(t). 

2. Область: —со < т < сю. 

В каждой точке бесконечного твердого тела задано распределение 
температуры в начальный момент времени: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

Решение: 

  T(2,t) = те ер|- 29| (94. 
4at 

Частный случай 1. Начальная температура тела в области |1| < го постоянна 

и равна Т, ‚ а в области |т| > то — соответственно То, т. е. 

1 При || < То, 

f(z) = Е: То при |x| > То. 

Решение: 

    T= 5, - ть) ен ( Ta > | +erf( 27%) +Tp. 

Частный случай 8. В начальный момент времени температура тела в области 

|| > то равна нулю, а в области |т| < ту температура имеет симметричный 
треугольный профиль с максимальным значением To, т. е. 

f(z) = при |x| 2 То, 

(1 —|xz/zo|) при |т| < zo. 

Решение: 

Т = ao о-в) еч( у г) + (20+ 2) ef =) ее (ур) |+ 
+ fo {exp [- {ee e0 | + exp|--G= 20") _ -2e(-2)} 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 60). 
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3. Область: 0 < т < со. Первая краевая задача. 

3.1. В каждой точке полубесконечного твердого тела известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени ¢t = 0, а на границе тела х = 0 в течение всего времени 

поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

  

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

__1 > _ (2-6) ] _ _ (#+85* 
T(z, t) — QV rat Jo {exp| 4at exp| 4at | ro 4. 

©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 65). 

Частный случай 1. Начальная температура одинакова, во всех точках тела и 

равна Тб, т. е. 

f(z) =T 
Решение: 

T= Toert (=F). 

Частный случай 2. Начальная температура тела линейно возрастает с 
увеличением координаты т, т. е. 

(5) =Тъ + Вт. 

x 
T = T, erf | ——— ] + Bz. 

0 ( 2V/at ) т 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 67). 

Решение: 

Частный случай 3. Начальная температура тела в области 0 < т < 15 

постоянна и равна Ту, а в области т < т равна нулю, т. е. начальный профиль 
имеет вид «ступеньки»: 

о upu 0<2r< 2, 

f(z) = to при то < т. 

Решение: 

    
= теч (и) - ont ae) er Se). 

Частный случай 4. Начальная температура тела в области т < т < т! 

постоянна и равна Тъ, а в областях 0 <т<туи т! < т равна нулю, т.е. начальный 
профиль имеет вид «прямоугольного уступа»: 

0 при О<т<зду, 
Na) = [т при Ig << @< 2), 

О при т < т. 

Решение: 

п в) «(в -«( 598 
(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 67). 
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3.2. В начальный момент времени { = 0 все точки тела имеют 
одинаковую температуру (равную нулю), и задан произвольный 
закон изменения температуры от времени на границе тела, г = 0: 

T=0 nupu t=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

  

_ т t _ 2 git) dr 

T(2,t) = ys [ exp | wal (1372 

Частный случай 1. Сначала на интервале времени 0 < { < К температура 

поверхности т = 0 была постоянна и равна 1, а затем при Ц < Е стала равна T}, 

т. е. 
_ То upu 0<t< to, at) = {70 Tee OS 

Решекие: 

т 
T, erfc| ——= при 0<t< to, 

0 (5) P 0 

т т 
То ег | —— 1+ (ТГ -Т а К <Ь 
oct (<a) (т, о) 2,/a(t — to) при го 

Частный случай 2. Температура на границе 1 = 0 возрастает по линейному 
закону от времени, т. е. 

T= 

g(t) = At. 

Решение: 

  
2 2 т т т т геи) ( 2) - Е еер(-# 

2at 2V at Vv tat р 4at 

Частный случай 3. Температура на границе т = 0 возрастает как корень 
квадратный от времени, т. е. 

g(t) = Avt. 

2 т тут т T = Avi lex (-=) - те (ег) | 
| р 4at 2Vat 2Vat 

Частный случай 4. Температура на границе г = 0 возрастает как целая или 
полуцелая степень времени, т. е. 

Решение: 

g(t) = At”/?, 
где п — любое целое положительное число. 

Решение: 

T=ATr(in+l1 44)" (52). 
Lo at )( ) 2/at 

где Г(2) — гамма-функция, а функция [(”) вводится соотношением 1(”)(2) = 

= [> 1^-1 (Е) Е, причем Г(0) (2) =ег х. Часто для функции [(") (2) используется 
более длинное обозначение 1" ег (2). 

($) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 69).
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Частный случай 5. Температура на границе т = 0 возрастает по экспоненци- 

альному закону от времени, т. е. 

g(t) = exp(ut). 

Решение: 

T= 5 exp(ut) [exp (—2/4 ) erfe( 9 Tal it) +exp(2 4) в (9+ | 

Частный случай 6. Температура на границе т = 0 периодически изменяется 

во времени по закону косинуса: 

    

g(t) = Ty cos(wt — и). 

T= | [| фи) T= Tyexp( т 2) cos (wt Ty) Da 1) 

Wat | 2 
_ 2 те: [| et 05 u(t — =) =u ехр(—т) ат. 

4ат? 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 70). 

Решение: 

Частный случай 7. Температура на границе т = 0 имеет постоянное значение 

То на интервалах времени 2nty < t < (21 + ПК и постоянное значение —Ту на 
интервалах времени (2п + 1)% <Ё< (2п + 2)%, гдеп =0, 1,2,... В этом случае 
для функции 9(#) можно использовать следующее разложение в ряд Фурье: 

4T, — 1 2n+1)nt a(t) = 22 sin] CoE UE), 
a > 2n+1 | to 

Решение: 

ат. = 1 (Qn+1 п + 1)л | 
T= —2 > exp | —z, / ~——_—— n+ \)m sin (an + rt _ т (an + Vr | 

WT n=0 2n + 1 2ato to 2ato 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 74), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 51). 

  

3.3. В каждой точке полубесконечного твердого тела известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени $ = 0, и задан закон изменения температуры от времени на 
границе тела г = 0: 

  

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

_ ¢)2 2 

Tet) = sre [ few[- SE | - ee [- S|} sae 
+ =. [ “=P |- iat - 7) | т 

Ce) Bye Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 351), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 51



28 ЛИНЕЙНЫЕ НЕСТАЦИОНАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА 
  

4. Область: 0 < т < с®. Вторая краевая задача. 

4.1. В каждой точке полубесконечного твердого тела известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени # = 0, а граница тела т = 0 теплоизолирована (отсутствует 
поток тепла через поверхность тела): 

  

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,T =0 при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

1 °° _ (2-9? _ (++) 
Te, t) 7 2/ Tat [ {exp| 4at | + exp| 4at Vr 4. 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 50). 

4.2. В начальный момент времени { = 0 все точки тела имеют 
одинаковую температуру (равную нулю), и задан произвольный 
закон изменения теплового потока от времени на границе тела, х = 0: 

Т =0 при &=0 (начальное условие) 

0,T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

  И е[ foe 
(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 80). 

Частный случай 1. На границе тела т = 0 в течение всего времени поддер- 
живается постоянный тепловой поток, т. е. 

g(t) = -Q. 

_ oan fat т? т 
T = 2Q < exp(- =) - 92% (57). 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 79). 

Решение: 

  

Частный случай 2. На поверхности т = 0 поддерживается постоянный 

тепловой поток в течение времени 0 < # < К, затем поверхность теплоизолируется: 

_jJ-Q, ecmm0<t< to, 
g(t) = {0 ecm ty < t. 

Решение: 

  T = 204 vai ( Tai ) — yfa(t = ty) EI } 

rye I) (z) = I erfc € dE. 
2 

(e) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 80).
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Частный случай 3. На поверхности т = 0 задан закон изменения теплового 

потока, обеспечивающий постоянство температуры этой поверхности: 

  

  

То 
$) = -— . g(t) т 

Решение: 
т 

Т = Г ес . 
0 ( 2Vat ) 

Видно, что Т(0, 1) = То. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 81). 

Частный случай 4. Тепловой поток на поверхности т = 0 периодически 

меняется со временем по закону синуса: 

g(t) = —Qsin(wt + p). 

Решение: 

а и 1 и 
T=Q,/— —zr,/— })sin( wt ~—n—2,/— )- Q * exp(-2 2) sin(u +p a7 т >.) 

_ 2 go [™ (aT? sin p — wos p) cos Tx 
w2 + a2r4 

(¢) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 81). 

  exp(—ar?t) dr. 

4.3. В каждой точке полубесконечного твердого тела известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени $ = 0, и задан закон изменения теплового потока от времени 

на границе тела т = 0: 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

Tet) = ache Де] че] }лож- 4a 

— vif exp|- ao =| we dr. 
(Ce) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 50). 

  

  

5. Область: 0 < х < с®. Третья краевая задача. 

5.1. В каждой точке полубесконечного твердого тела, известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени $ = 0, а на границе тела т = 0 происходит теплообмен (по 
закону Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру: 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

д.Т-АТ =0 при т=0 (граничное условие) 

Решение: , о 

Те) = — |) GE) (Oa, 
где 

Ее | (#-9* (c+) (x+§+n)? 
Gl, 6, t) — СР | 4at | техр |- 4at wee | 2k [ °ХР |- 4at =] dn. 

(¢) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 50).
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Частный случай. Первоначальная температура всех точек тела одинакова и 

равна To, т. е. 

f(z) = Tp. 
Решение: 

  Т=Ъ и (==) + exp(kz + ak?t) erfo( Wa + kVat , 

5.2. В начальный момент времени $ = 0 все точки тела имеют 

одинаковую температуру (равную нулю), а на границе тела г = 0 
происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
температуру 9(#: 

T=0 при t=0 (начальное условие) 

0,T — kT = —kg(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

  T(z, t) =n/= f И .Н(а, 1 — т) ат, 

где 

H(z,t) = exp(-_) — к [| ехр[- +1 — kn] dn. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 50). 

Частный случай 1. Сначала на интервале времени 0 << К температура 

внешней среды была постоянна и равна —Ту, а затем при $ < Ё стала равна —Ту: 

g(t) = |2 при Ц <&. 

Решение: 

— ие при О <{1<Ц, 

— ( ToW (a, t) + (T, — To) W (2, t — to) Mp ty <t, 

где 

  т т 
W (az, t) = erfc{ —= | — ехр(Ёх + ak?t) erf kvVat ). (x, t) rfe( == | xp(kz +a рее (= + ai | 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 78). 

Частный случай 2. Температура окружающей среды периодически изменя- 
ется во времени по закону синуса: 

g(t) = —Asin(wt + p). 

Решение: 

T= Ak 

V(k +0)? +0? 

+ 2Aak i (и 08 м — ат? зт и)(т сов тх + Кзп тг) 

n Jo (a274 + w2)(k2 + 72) 

mea = |=, 6 = arctg (2). 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 79). 

exp(—@z) sin(wt + w — wx — 6) + 

exp(—ar?t)r dr, 
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5.3. В каждой точке полубесконечного твердого тела известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени # = 0, а на границе тела х = 0 происходит теплообмен (по 
закону Ньютона) со средой, имеющей температуру 9(#: 

T = f(z) при &#=0 (начальное условие) 

0,T — kT = —kg(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

T (x,t) = Sieg i G(a, €,t) f(€) dé + 2 Г OH (2,t — 1) dr, 

roe dyukuuu G(x, €,t) u H(z,t) yKa3aupi B on. 5.1 u 5.2. 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 50). 

6. Область: 0 < х < [. Первая краевая задача. 

6.1. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, а на обеих границах тела в течение всего времени поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

Т=0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при =] (граничное условие) 

Решение: 

T(z, t)= у. b,, ехр(- on rt) sin( = ), b= = [ле sin( = ) dz. 
n=l 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 98). 

      

Частный случай 1. Начальная температура одинакова во всех точках тела и 
равна, Ту, т. е. 

f(x) = Tp. 
Решение: 

4T) — 1 а(2т + 1)2п24 2 т= “№ у. РАНИТ sinf C02 | 
x A—4 (2n + 1) l l 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 101). 

Частный случай 2. Начальная температура тела линейно возрастает с 
увеличением координаты т, т. е. 

f(x) = Az. 

Решение: 

  

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 101).
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6.2. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 

странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени 1 = 0, а на каждой границе тела задан свой закон изменения 
температуры от времени: 

  

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) при zr=0 (граничное условие) 

T = h(t) при r=! (граничное условие) 

Решение: 
oO 

2 2n7t\ T(2,t) = g(t) + = (h(t) - 9(t)] + >> M0 exp(- 2 *) sin( =), 
n=1 

где 

21? n M,(t) = | £(6) sin( ®) de — — exp( SF *) (a(t) — (-)"a()] + 
  + 20% [exp (22E*) [o(r) - (-1)"A(r)] ar 

Замечание. Чтобы показать, что решение удовлетворяет начальному условию 

и уравнению, следует воспользоваться следующими соотношениями для сумм 
бесконечных рядов (А. П. Прудников, Ю. А. Брычков, О. И. Маричев, 1981, стр. 

726): 

2 зшиё  п-& — sinn€ € 
у =—— SOO KE < 2m); So (-1)" 1 = 2 (-9 < E <7). 
— п 2 — n 2 

n=1 n=1 

В итоге получится выражение, которое приведено в книге Г. Карслоу, Д. Егера 

(1964, стр. 106). 

7. Область: 0 < х < |1. Вторая краевая задача. 

7.1. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, а обе границы тела, теплоизолированы (отсутствует поток 
тепла через границы): 

  

T = f(z) при #=0 (начальное условие) 

0,T =0 при r=0 (граничное условие) 

д.Т =0 при =] (граничное условие) 

Решение: so te 

п NUL 
T(z, t) = Уве") cos( ), 

где 

  by = +f i(a) dx, b, = 2 [ #(@) cos (22) ae: n=1, 2,... 

(¢) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 117).
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7.2. В каждой точке ограниченного твердого тела, известно про- 

странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени {= 0, и задан свой закон изменения теплового потока от времени 
на каждой границе тела: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

0,T = hit) при х=1[ (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 6 в разд. 1.1.2 при Ф = 0. 

8. Область: 0 < х <[. Третья краевая задача. 

8.1. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени { = 0, а на обеих границах тела происходит теплообмен (по 
закону Ньютона, Ё > 0) с окружающей средой, имеющей нулевую 
температуру: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

д.Т -— АТ =0 при х=0 (граничное условие) 

д.Т+АТ =0 при х=[ (граничное условие) 

Решение: 

=> [ual exp(—ay2t) sO af, 
где 

  у» (2) = со5(и2) + о а (и, 2), и = +4(1+ 4), 
| р м, 2 us, re nr 

& UL, — положительные корни следующего трансцендентного уравне- 
(Е 

НИЯ. и? — 2 ' 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 120), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 53). 

8.2. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, а на обеих границах тела происходит теплообмен (по 
закону Ньютона) с контактирующими средами, каждая из которых 
имеет свою температуру (К, > 0, К. > 0): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T = —k, g(t) при х=0 (граничное условие) 

д.Т+Е.Т = & (В при r=! (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 7 в разд. 1.1.2 при Ф =0.
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9. Область: 0 <х < [. Смешанные краевые задачи. 

9.1а. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени { = 0, на одной границе тела в течение всего времени поддержи- 
вается постоянная (нулевая температура), а другая граница, тепло- 
изолирована (отсутствует поток тепла, через эту границу): 

T=f (x) при &=0 (начальное условие) 

Т=0 при т=0 (граничное условие) 

0,T =0 ipy z=! (граничное условие) 

Решение: 

T(a,t) = | G(a,€,t) F(6) 46 
где 

_ xz—& at т-+& at 2+£-2l at\ r—£-—2l at 

G(e,€, 1) =0( 8 Al 5) 5( 4’ =) +9 ( 4 ’ =) ( 4 ’ =). 

Здесь 9(т,#) — тэта-функция Якоби: 

9(т, в) = 1+2 exp (—1?n?t) cos(2mnz) = Tai = exp| ern), 
n=1 

Первый ряд быстро сходится при больших $, а второй — при Maviprx t. 

(®) Литература: Г. Деч (1971, стр. 286). 

9.16. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, на одной границе тела задан закон изменения температуры 
от времени, а на другой границе задается закон изменения теплового 
потока: 

T = f(z) при #=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

0,T = hit) при r=! (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 8.16 в разд. 1.1.2 при Ф = 0. 

9.2а. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, одна граница тела, теплоизолирована (отсутствует поток 
тепла через эту границу), а на другой границе в течение всего време- 
ни поддерживается постоянная (нулевая температура): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,T =0 при х=0 (граничное условие) 

Т =0 при х=] (граничное условие)
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Решение: 

T(z,t) = | G@,,t) £6 dé, 
где 

G(e,6.=0( S56, (Е и ое, и) ети, 
Здесь 9(т,+) — тэта-функция Якоби (см. п. 9.1а). 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 286). 

9.26. В каждой точке ограниченного твердого тела, известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, на одной границе тела задан закон изменения теплового 

потока от времени, а на другой границе задается закон изменения 
температуры: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

T = hit) при r=! (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 8.26 в разд. 1.1.2 при Ф = 0. 

10. Задачи без начальных условий. 

В приложениях часто встречаются задачи, когда, тепло- и массо- 
перенос рассматривается в моменты времени достаточно удаленные 
от начального, и когда влияние начальных условий практически не 
сказывается на распределении температуры в момент наблюдения. 
В этом случае начальное условие не формулируется, а граничные 

условия считаются заданными для всех моментов времени —с < +. 
Дополнительным требованием является ограниченность решения во 
всей области. Рассмотрим в качестве примера первую краевую задачу 
для полупространства 0 < х < ©: 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

|T (x, t)| < co (условие ограниченности) 

Решение: 
2 _ = [| 91) 2 

Частный случай. Температура на границе является гармонической функцией 
времени, т. е. 

  

g(t) = Ty cos(wt + В). 

T = Tyexp(-\/=-2) cos(—/2 2 +ut +3). 

(®) Литература к разд. 1.1.1: Г. Карслоу, Д. Егер (1964), В. М. Бабич, М. Б. Капи- 
левич, С. Г. Михлин и др. (1964), А. В. Лыков (1967), А. Н. Тихонов, А. А. Самар- 
ский (1972), А. Г. Бутковский (1979), Б. М. Будак, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов 
(1980). | 

Решение:
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1.1.2. Уравнение oT = 
Ot 

Уравнение этого вида описывает развитие одномерных нестацио- 
нарных тепловых процессов в неподвижных средах или твердых те- 

лах с постоянным коэффициентом температуропроводности при на- 
личии объемного тепловыделения, когда источниковый член зависит 
от пространственной координаты и времени. 

          

1. Область: —со < х < ©. 

В каждой точке среды задано распределение температуры в 
начальный момент времени: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

Решение: 
со t oo 

Tat)=[ G@éoreat ff Gle,gt-r) (Er) dar, 
где функция С (т, &,#) описывается формулой 

1 (x — €)? 
Ст, = уе |. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 49). 

  

2. Область: 0 < х < со. Первая краевая задача. 

В каждой точке полубесконечной среды известно пространствен- 

ное распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, 

и задан закон изменения температуры от времени на границе х = 0: 

Т = f(z) при &=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(a,t) = [| СОЛО + 
+ ws [ ехр| - ie = + +f [Pa (a, €,t-—7) ®(€, 7) dE dr, 

me 1 _(e-&)? (a + €)? 
Gl, 84) = 75 {exe |- 2 | — exp[-S Fe |}. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 51). 

  

  

3. Область: 0 < х < сю. Вторая краевая залача. 
В каждой точке полубесконечной среды известно пространствен- 

ное распределение температуры в начальный момент времени # = 0, и 

задан закон изменения теплового потока, от времени на границе т = 0: 

T = f(z) при &=0 (начальное условие 

0,T = g(t) при т=0 (граничное условие)
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Решение: 

T(#,t) = [~ G(x, £04 ae - 

rhe хр [- | wa dr +f [Pe (x »€,t—1) ®(E, 7) dé dr, 

Cla 61) = seq {eo[- SP] + exn[-S I}, 
(e) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 50). 

  

  

4. Область: 0 < т < oo. Третья краевая задача. 

В каждой точке полубесконечного тела известно пространствен- 

ное распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, 
а, на его границе х = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) 
со средой, имеющей температуру 9(#: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T —kT = —kg(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(a,t) = [~ OE 0/@ a + 
+ Ava f° _97)_ (et —7) drt [ I G(x, €,t — 7) ®(E,r) dé dr,   

    

Jn Jo Vt—-T 
где 

Gta.6.0 = ah (mol EE] + oo[-88"] - 
— 2k exp|— G++" — kn] dn}, 

2 
H(z,t) =exp(-2 =) - kf exp|- fe+ny" +a) — т dn. 

(¢) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 50). 

5. Область: 0 < т < 1. Первая краевая задача. 

5.1. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, а на обеих границах тела, в течение всего времени поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

Т =0 при х=0 (граничное условие) 

Т=0 при «r=! (граничное условие) 

Решение: 

T(2,t) = [| | (ева ол) еат+ || ae,
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где 

    

CO 

G(a, €,t) = 2 У) sin( a ) sin (275 ) ехр(- тт. 
l = 

5.2. В каждой точке ограниченного твердого тела, известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ = 0, а на каждой границе тела задан свой закон изменения 
температуры от времени: 

    

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

= g(t) при х=0 (граничное условие) 

= h(t) при х=[ (граничное условие) 

Решение: 
t pl 

T(z, t) =| [ G(x,€,t —7)®(€,7) dé dr + 

+ g(t) + = [A(t) iy M,,(t)exp(—*2+) sin( **2), 
l 

где 

G(z, €,t) =F oan( Е =) sin( 7) exp(- те), 

=[ #(6) sin (22) ae - exp (2224) fg(t) — (—1)"A(b)] + 

+ enn [ ехр ("Г (g(r) _ (—1)"A(r)] dr. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 51). 

6. Область: 0 < т < [. Вторая краевая задача. 

6.1. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени { = 0, а обе границы тела теплоизолированы (отсутствует поток 
тепла через границы): 

  

  

  

  

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

д.Т =0 при х=0 (граничное условие) 

0,T =0 при r=! (граничное условие) 

Решение: 

Т(в, = [| [| бабла + [веб 

G(z,€,t) = - о» ant ) cos( “ ) ехр(- т ). 
n=1 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 51). 

где 
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6.2. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени + = 0, и задан свой закон изменения теплового потока, от времени 
на каждой границе тела: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T = g(t) при х=0 — (граничное условие) 

0,T = hit) при r=! (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(т,#) по формуле 

Т(т,4) = 29(0 + = [a(t) g(t)] + u(z, t), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 6.1 (при этом соответственно 
изменятся функции }и $). 

7. Область: 0 < т < [. Третья краевая задача. 
7.1. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 

странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени # = 0, а на обеих границах тела происходит теплообмен (по зако- 
ну Ньютона) с окружающей средой, имеющей нулевую температуру 
(k, > 0, k, > 0): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

д.Т-ЕТ =0 при х=0 (граничное условие) 

0,T+k,T =0 при r=! (граничное условие) 

Решение: 

= [ вы в:- повела | бд 04, 
oO 

G28, t) = YP a tn(t) un (€) exp(—auit) 
n=1 n 

где 

к . 
У" (т) — соз(и„т) + 2. sin(u,Z), 

nr 

ky p2 +k? k l К? 
5 fn + ы +5 (1+7). Qu, uA tke Que 2 pe 

Здесь Ly — Положительные корни трансцендентного уравнения 

tg(ul) _ ky + ke 
р yu? — ky ko | 

    у. |" 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 53). 

7.2. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени 1 = 0, а на обеих границах тела происходит теплообмен (по
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закону Ньютона) с контактирующими средами, каждая из которых 
имеет свою температуру, зависящую от времени (К, > 0, К. > 0): 

T = f(z) при {=0 (начальное условие) 

0,T — k,T = —k,g(t) при х=0 (граничное условие) 

д. Т + КТ = k,hi(t) при х=1 (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной (т, #) по формуле 

ky (1 + Е>09() + № (0) ky ka[h(t) — g(t) = т 
P(z,t) ky Ко + Е К.1 ky + ko + kykol 

получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 7.1 (при этом соответственно 
изменятся функции f u ®). 

  + u(z, t), 

8. Область: 0 < х < [. Смешанные краевые задачи. 

8.1а. В каждой точке ограниченного твердого тела, известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени + = 0, на одной границе тела в течение всего времени поддержи- 
вается постоянная (нулевая) температура, а другая граница, тепло- 
изолирована (отсутствует поток тепла, через эту границу): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

Т =0 при х=0 (граничное условие) 

0,T =0 при r= (граничное условие) 

Решение: 
l t pl 

T(c,t) = [ G(2,6,t) (©) dé+ [° [ Gla, §,t-7) 86,7) dé dr, 
— ТЕ @ё\\ _ 9/2 =] (He *)- (= =) 

G(z,6t) 5( 41 ’ 7) 9( 44 ’ 1? + 41? |? 9 4 12]? 

где 9(т,+) — тэта-функция Якоби (см. п. 9.1а в разд. 1.1.1). 

8.16. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени $ =0, на одной границе тела задан закон изменения температуры 
от времени, а на. другой границе задается закон изменения теплового 
потока: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

0,T = hit) при х=[ (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(х,#) по формуле 

T (x,t) = g(t) + (9 + и(т,5), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 8.1а (при этом соответствен- 
но изменятся функции } и Ф).
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8.2а. В каждой точке ограниченного твердого тела, известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 
мени # = 0, одна граница тела теплоизолирована, (отсутствует поток 
тепла через эту границу), а на другой границе в течение всего време- 
ни поддерживается постоянная (нулевая) температура: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T =0 при х=0 (граничное условие) 

Т=0 при х=[ (граничное условие) 

Решение: 
l t pl 

= [ows sat f | G(e,6t-7) 861) dar, 
_ a—€ at т+& ")- (Ga *)- (ae *] 

G(z,6,t) = ( 4’ 7) +9( 4l ° 12 v 4 ° 12 v 4h 7 2)” 

гле 9(х,#) — тэта-функция Якоби (см. п. 9.1а в разд. 1.1.1). 

8.26. В каждой точке ограниченного твердого тела известно про- 
странственное распределение температуры в начальный момент вре- 

мени + = 0, на одной границе тела задан закон изменения теплового 

потока от времени, а на другой границе задается закон изменения 

темтературы: 

f(z) при t=0 начальное условие) 

i T = g(t) при х=0 граничное условие) = al 
= h(t) при r=! (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной u(z,t) по формуле 

T (x,t) = (x — I)g(t) + A(t) + u(z, t), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 8.2а (при этом соответствен- 
но изменятся функции }и $). 

(©) Литература к разд. 1.1.2: Г. Карслоу, Д. Егер (1964), В. М. Бабич, М. Б. Капи- 
левич, С. Г. Михлин и др. (1964), А. В. Лыков (1967), А. Н. Тихонов, А. А. Самар- 
ский (1972), А. Г. Бутковский (1979), Б. М. Будак, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов 
(1980), Т. Шервуд Т., Р. Пигфорд, Ч. Уилки (1982). 

1.1.3. Уравнение a = а + 5 = + cT + (2, t) 

Предварительные замечания. Bm: данном разделе часто будут 
приводиться только выражения для функции Грина, а решения со- 
ответствующих задач с однородными граничными условиями опре- 
деляется по формуле (1), которая приведена ниже в п. 1. Для реше- 
ния задач с неоднородными граничными условиями сначала следует 
использовать подходящее преобразование (2)-(6) из п. 2, после чего 
решение преобразованной задачи определяется по формуле (1). 
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1. Задачи с однородными граничными условиями. Реше- 
ния задач тепло- и массопереноса (рассматриваемых в данном раз- 
деле) в области 0 < т < [с однородными граничными условиями и 

общим начальным условием 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

можно записать в виде 

l t rl | 

T(2,t)= [ с®69 04+ || | @(®в,# -т)Ф(6,т) ват, (1 
где С(т,&,#) — функция Грина. 

2. Задачи с неоднородными граничными условиями. Зада- 
чи тепло- и массопереноса с неоднородными граничными условиями 
различных типов с помощью подходящих линейных преобразований 
вида Т(т,#) =у(х,-+и(х,1), где и — новая искомая величина, сводят- 
ся к задачам с однородными граничными условиями, решение кото- 
рых можно получить по формуле (1) (где будут стоять преобразован- 
ные функции } и Ф). Укажем конкретный вид таких преобразований 
для основных краевых задач в области 0 < х < [. 

Первая краевая задача: 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

T = h(t) при r=! (граничное условие) 

Преобразование: 

Т(,1) = 98) + [№9 — g(t)] + u(z, t). (2) 
Вторая краевая задача: 

д,Т = 9($) при т=0 (граничное условие) 

0,T = hit) при =] (граничное условие) 

Преобразование: 

T(x, t) = ag(t) + = [h(t) — g(t)] + ule, t). (3) 
Третья краевая задача: 

0,T —k,T=—k,g(t) при х=0 (граничное условие) 

    

0,0 +k,T = kh(t) при =] (граничное условие) 

Преобразование: 

_ К: (1+ Е21)9(®) + КВ) ky ka[h(t) — g(t)] / Т(т и = 21 2 2 172 : 
(т, ky tho + ky kol т ky tky + ky kyl tu(z,t). (4) 

Смешанные краевые задачи. 
Случай 1: 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

0,T = h(t) при х=[ (граничное условие)
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Преобразование: 

T (x,t) = g(t) + ch(t) + u(z,t). (5) 

Случай 2: 

0,T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

T = h(t) при r=! (граничное условие) 

Преобразование: 

T(z, t) = (x —I)g(t) + h(t) + u(z, t). (6) 

a = o> + bT. 

Это уравнение встречается в одномерных нестационарных зада- 
чах массопереноса в неподвижной среде с объемной химической ре- 
акцией первого порядка (5 < 0 соответствует поглощению вещества, а 
b > 0 — выделению вещества). Аналогичное уравнение используется 
для анализа соответствующих одномерных тепловых процессов, ко- 
гда в среде происходит объемное тепловыделение ($ > 0), пропорцио- 
нальное температуре. Кроме того, это уравнение описывает теплопе- 
ренос в одномерном стержне, боковая поверхность которого обмени- 

вается теплом с окружающей средой постоянной температуры (5 > 0 
соответствует случаю, когда температура среды выше температуры 
стержня, a b < 0 — ниже). 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 135). 

1. Некоторые точные решения (А, В, и — произвольные 
постоянные): 

T (x,t) = (Az + Bye 
T (x,t) = Аехр (ар? +t +B 

T (x,t) = Aexp|(b — au*)t] cos(ux) + B, 

T(z,t) = ie — ap”)t] sin(ux) + B, 

T(z,t) = 5, oe (- 2 +bt) +B, 
т2 

T(2,t) = А ехр(-2 ar < + tt) + B, 

bt T(z,t) = Ae erf (==) + В. 

2. Упрошающее преобразование. Замена Т(х,К = еи(т,# 
ди 92 и 

приводит к классическому уравнению теплопроводности -„- =а-_>, 
т 

которое рассматривается в разд. 1.1.1. Начальное условие для новой 
переменной и не меняется, а неоднородная часть в граничных усло- 
виях умножается на функцию е`\. Учитывая сказанное, нетрудно
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получить решение исходного уравнения с начальными и граничными 
условиями, которые рассматривались в разд. 1.1.1. Для примера ни- 
же приведены решения двух типичных задач. 

3. Область: —с < т < сю. 
В каждой точке бесконечной среды задано распределение темпе- 

ратуры в начальный момент времени: 

T = f(z) при #=0 (начальное условие) 

Решение: 

  T(z,t) = WA м ехр |9 + ы (Е) dé. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 54). 

4. Область: 0 < х < с®. Первая краевая задача. 
В каждой точке полубесконечной среды известно пространствен- 

ное распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, 

и задан закон изменения температуры от времени на границе т = 0: 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

Tad = ai ео] [9] бин 
т t т? go) ar 

То Л &XP |- 4a = т PLB - "Ep 
См. также уравнение 1.1.3.2 при Ф = 0. 

  

эт _ 
Ot 
Это уравнение может моделировать одномерные нестационарные 

тепловые процессы в неподвижной среде с комбинированным объем- 
ным тепловыделением или процесс в стержне с тепловыделением и 
теплообменом со средой через боковую поверхность. 

Замена Т(т,#) = е*и(т,{) приводит к уравнению д‚и = ад. и + 
+е-Ф(т, #), которое подробно рассматривается в разд. 1.1.2. 

           

1. Область: —со < х < сю. 

В каждой точке бесконечной среды задано распределение темпе- 
ратуры в начальный момент времени: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

Решение: 

T(2,t) = | себе а+ [| [| аббата,
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где функция Грина определяется формулой 

1 (x — €)? 
oVnat ХР та + bt. 

2. Область: 0 < х < {. Первая краевая задача. 

В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени # = 0; на границах области в течение всего времени поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю): 

  
С (т, E, t) — 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при т=0 (граничное условие) 

T=0 при r=! (граничное условие) 

Функция Грина: 

2 — Е 2, 2 _2 . (лпх\ . [тп _ an*n 
G(z, €,t) = 5 > sin( 5 ) sin( 2 ) exp( Г t+ bt). 

n= 

(e) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 55). 

    

3. Область: 0 < х < [. Вторая краевая задача, 
В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени $ = 0; обе границы области теплоизолированы (отсутствует 
поток тепла через границы): 

Т = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,T =0 upn r=0 (граничное условие) 

0,T =0 при r=! (граничное условие) 

Функция Грина: 

G(a,€,t) = oe) п + 2) cos( 7" ) cos( 2 ) exp(- ти IF 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 55). 

  

4. Область: 0 < х < [. Третья краевая задача. 
В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени $ = 0; на обеих границах происходит теплообмен (по зако- 
ну Ньютона) с другими средами, имеющими нулевую температуру 
(k, > 0, k, > 0): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

9Т-ЁТ =0 при х=0 (граничное условие) 

ОТ + ЕТ =0 при r=] (граничное условие)
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Функция Грина: 

Yn(Z)Yn (€) exp [(b— ap2)e] 
G(z, §t) => eal? 2 

_ Е: с: 2_ № Ш+Ы, № ;( i) 
Yn(2) ~~ COS(H nt) + 7 sin(u,2), lly nll ~~ 2y2 m2 +kR  Qp2 22 + = I+ ’ 

tg(ul) _ ky the где и„ — положительные корни уравнения вк" 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 56). 

5. Область: 0 < х < [. Смешанная краевая задача. 

В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени # = 0; на одной границе в течение всего времени поддержи- 
вается постоянная (нулевая) температура, а другая граница тепло- 
изолирована (отсутствует поток тепла, через эту границу): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

д.Т =0 при Х=0 (граничное условие) 

T =0 при r=! (граничное условие) 

Функция Грина: 

С(г,&,) = 2 У сов(ин) соз(и„&) ехр(-ар НЫ), „= (2+1. 
n=1 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 54). 

эт 8°T dT 
ar = "S33 + 6-— + $(z,t). 

Это уравнение встречается в одномерных нестационарных зада- 
чах конвективного массопереноса в сплошной среде, движущейся с 
постоянной скоростью (случай Ф = 0 отвечает отсутствию поглощения 
или выделения вещества). 

3amena T (x,t) = exp(Gt + ur)u(z,t), re B = — +6/а, и = -Ъ а, 
приводит к уравнению д,и = ад, и + ехр(—6 — их)Ф(т,{), которое 
подробно рассматривается в разд. 1.1.2. 

  

1. Область: 0 < х < [. Первая краевая задача. 
В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени $ = 0; на границах области в течение всего времени поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z) mpu t=0 (начальное условие) 

Т =0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при т=[ (граничное условие)
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Функция Грина: 

о = ео Хочет) в ( ор) 
=1 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 57). 

  

2. Область: 0 < х < {. Вторая краевая задача. 

В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени # = 0; обе границы области теплоизолированы (отсутствует 
поток тепла через границы): 

T=f(rz) при t=0 (начальное условие) 

д.Т =0 при r=0 (граничное условие) 

О.Т =0 при х=[ (граничное условие) 

Функция Грина: 

cing) <b ao()[i-eo()) 4 
ея > орт)   

  

l 2a 4 1+ p2 [2 

bl 
x) = cos + sin( 72 =) = . 

Yn (2) = (== l =) Pn 1 /’ т — отп 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 58). 

3. Область: 0 < х <[. Третья краевая задача. 

В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени # = 0; на обеих границах происходит теплообмен (по зако- 
ну Ньютона) С другими средами, имеющими нулевую температуру 

T = f(z) mpu t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 при r=0 (граничное условие) 

0,T + k,T =0 при r=! (граничное условие) 

Функция Грина: 

9 со 

С(т, 5,1) = exp(¢ — =) у. a 

¥n(2) = exp(—-2) eosin + —(k, +) sin(u,2)], 

  

b 
2 1 b Unt a3 nk? 1thy— 

Yall = a2 (k-3-)— 5 5 thy t+ = +1 (ne + 2 НАК, >), 
. оз К
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где и, — положительные корни трансцендентного уравнения: 

—1 l b? b 
oe) = (К + hy) |p? + to? ky ky + 52 (№ _ k)] 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 61). 

Эт 
4. —-=a = > + bo — + eT + &(z,t). 

При Ф = 0 это уравнение описывает одномерный нестационарный 
конвективный массоперенос с объемной химической реакцией первого 

порядка в движущейся с однородной постоянной скоростью сплош- 
ной среде. Аналогичное уравнение используется для анализа соот- 

ветствующих одномерных тепловых процессов в движущейся среде с 
объемным тепловыделением, пропорциональным температуре. 

Замена Т(х,#) = ехр(8# + их)и(т,#), где В =с- > и = ->, 

приводит к уравнению ди = ad,,u + exp(—St — px) (2, t), kKoTOpoe 
подробно рассматривается в разд. 1.1.2. 

1. Область: 0 < х < [. Первая краевая задача. 

В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени # = 0; на границах области в течение всего времени поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при r=! (граничное условие) 

Функция Грина: 

  G(z,€,t)= = exp [u(2—€) + Bt] у. sin( =" ) sin( 76 ) ехр(- ore t), 

_ b _ р? = 
где р = - >, В=с- -—. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 59). 

2. Область: 0 < х < [. Вторая краевая задача. 

В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени $ = 0; обе границы области теплоизолированы (отсутствует 
поток тепла через границы): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T =0 при х=0 (граничное условие) 

0,T =0 при r=! (граничное условие)
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Функция Грина: 

G(z,€,t) = —* exp(* +ct) 1-е (+)] + 

+2 exp[ > (€-2)+ (c -E)] yo nee xp (— 27204), 

bl 
Yn() = cos( = *) +u,sin(7 me), Ln = 

2arn 

  

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 60). 

3. Область: 0 < х <[. Третья краевая задача. 

В каждой точке среды, занимающей конечную область, известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени & = 0; на обеих границах происходит теплообмен (по зако- 
ну Ньютона) с другими средами, имеющими нулевую температуру 
(К >0, К, >0): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,1 —k,T =0 upu r=0 (граничное условие) 

ОТ + КТ =0 при х=1[ (граничное условие) 

Функция Грина: 

G(a, €,t) =exp |< + (c- 2 >) 4 >. Yn (Z)Yn (€) exP(—api t) | 

[у ll? 

у„(т) = ехр( 5 ° 2 [cos(u,.2) + — + — (а + =) (2) |, 

+5 e 5+ fin! 
2-1 b +2 +1 К 6 9 = 5—5 (ky 2 + += + (w+ pat +в, > 

Г” OO Unt gag the ky ° 

  

  

где р, — положительные корни  франсцендентного уравнения 

18(Ш) _ b? b —1 = (Е, +h 5) |1? + = — ky ky + 5— (hy — e)] 

(®) Литература к разд. 1.1.3: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин 

и др. (1964), Г. Карслоу, Д. Егер (1964), А. Н. Тихонов, А. А. Самарский (1972), 
А. Г. Бутковский (1979). 

эт 8°T 1 OT 
1.1.4. Уравнение - = a( 22 + г) 

Это уравнение встречается в плоских задачах тепло- и массопе- 

реноса с круговой симметрией. Здесь г = \/1? + у? — радиальная 

координата. Его часто записывают в эквивалентном виде 

ОТ а д ( oT ) 

“ator Or \ Or
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Уравнение описывает развитие одномерных (не зависящих от угло- 
вой координаты) нестационарных тепловых процессов в твердом теле, 
имеющем форму кругового цилиндра или полого цилиндра. Анало- 
гичное уравнение используется для анализа соответствующих одно- 
мерных нестационарных диффузионных процессов. 

1. Точные решения (А, В, и — произвольные постоянные): 

T(r) =A+Blnr, 

T (r,t) = A+ B(r? + 4at), 

T (r,t) = A+ B(r* + 16atr? + 3207’), 

T(r,t) = A+ B(r + 4k ми. ети (at)*r 2n- *), 

k=1 

T(r, t) = A+ B(4atInr +r? Inr —r?), 

T(r, t) =A+ —ex p(-+_), 

= = бог T(r, t) АВ] е“—, C= ta? 

T (r,t) = Aexp(—ap*t)Jy(ur), 
T (r,t) = Aexp(—ap*t)Y,(ur), 

где п — произвольное положительное целое число, (2) и У (2) — 
функции Бесселя. 

Решение, содержащее произвольную функцию координаты: 

аг? r dr’ 

roe f(r) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это реше- 
ние удовлетворяет начальному условию Т(г,0) = {(г). Сумма будет 
конечной, если }(т) является полиномом, который содержит только 
четные степени. 

Решение, содержащее произвольную функцию времени: 

Pir.) = al) +) aay tO, 
n=1. 

где 9(+) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это реше- 
ние ограничено при г = 0 и обладает следующими свойствами: 

T(0,t)=4g(t), —д,Т(0,9=0. 
2. Область: 0 <г < В. Первая краевая задача. 

2.1. В каждой точке кругового цилиндра радиуса, В температура 
одинакова в начальный момент времени $ = 0, а на границе тела
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в течение всего времени поддерживается постоянная температура 
(равная Тр): 

T=T, при t=0 (начальное условие) 
Т = Ть при г=В (граничное условие) 

Тао при г=0 (граничное условие) 

где То = const, Tp = const. 
Решение: 

T(r,t) -—Tp = 2 2 at т 
Ту - Тя — >. Lm J1 (Mn ) exp(—2 2) Jo (Hn) 

n=1 

где и„ — корни функции Бесселя: Л(и„)} = 0. Приведем численные 
значения первых пяти корней (с точностью до четвертого знака 
после запятой): и; = 2.4048, и. = 5.5201, и. = 8.6537, м. = 11.7915, 
и5 = 14.9309. При п -+ со имеем ии: — р, > T. 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 122), Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 197). 

2.2. В каждой точке кругового цилиндра радиуса В известно 
распределение температуры в начальный момент времени # = 0, а 
на границе тела в течение всего времени поддерживается постоянная 
температура (равная нулю): 

T = f(r) при &=0 (начальное условие) 

T =0 при г=А (граничное условие) 

Тао при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

О О 
n=1 п 

где и„ — корни функции Бесселя: Л(и„) = 0. 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 121), Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 197). 

2.3. Круговой цилиндр радиуса К в начальный момент времени 

1 = 0 имеет однородную нулевую температуру, а на границе темпера- 
тура меняется по известному закону: 

T=0 mpu t=0 (начальное условие) 

T = g(t) uph r=R (граничное условие) 

Тао при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

    

CO =F prs on(- 8) lon) T(r, t) >. (и H,, (t) exp( ni Jo| bn Е} 

_ 2a f* ай? т H,(t) = $5 ff exp( “87 )o(r) ar, 
где р„ — корни функции Бесселя: Л(и„) = 0. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 198). 
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3. Область: 0 < г < В. Вторая краевая задача. 

3.1. В каждой точке кругового цилиндра радиуса В температура 
одинакова в начальный момент времени $ = 0, а на границе тела 
поддерживается постоянный тепловой поток: 

Т=Ъ при t=0 (начальное условие) 

0.T = 9p при г=А (граничное условие) 

Тао при г=0 (граничное условие) 

re T) = const, gp = const. 
Решение: 

4 ie Lata iy ехр(- ме) Авт) | 

где и, — корни функции Бесселя: J (u,,) = 0. Приведем численные 
значения первых пяти корней (с точностью до четвертого знака 
после запятой): и! = 3.8317, и. = 7.0156, и. = 10.1735, р. = 13.3237, 
Hs = 16.4706. При п -+ со имеем ии: — м т. 

T(r, t) = To+9RR 2 at 

    

(®) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 176), Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 201). 

3.2. В каждой точке кругового цилиндра радиуса В известно 
распределение температуры в начальный момент времени # = 0, а на 
его границе задана, зависимость теплового потока от времени: 

Т = Кг) при &=0 (начальное условие) 

0,.T = g(t) mpu r=R (граничное условие) 

Тао при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(r,t) = 2. [| г} (г) dr+ 22 [gf 94+ ез(-% aunt ще) Л ( bat Hy “(t), 

H(t) = т ale r f(r) (== ) dr+ = 2 fg(1) ) exp (248 *\d т, 
J§ (Mn 

где и„ — корни функции Бесселя: Л (и„) = 0. 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 176). 

  

4. Область: 0 <т < В. Третья краевая залача. 

В каждой точке кругового цилиндра радиуса В температура 
одинакова в начальный момент времени $ = 0, а на его границе 

происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
постоянную температуру (равную Тв): 

T=T) при t=0 (начальное условие) 

д.Т = К(Ть -Т) при г=В (граничное условие) 

Т я © при г=0 (граничное условие) 

Считается, что К = с0пз%, Ту = с0п3, Тв = с0п84.
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Решение: 

T(r, t) — t= —]|- A, (-*4 ut ) ( ИпТ ) — 2.7, (Mn) >. ехр J, A, = 
ТГв- 0 R п Ил. [75 (Ly) + J? (Ln )] 

где Ln — Положительные корни трансцендентного уравнения 

Mn J (ии) = КВЛ (Hn) = 0. 

Численные значения первых шести корней ри„ приведены в книге 
Г. Карслоу, Д. Егер (1964) на стр. 482. 

    
  

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 164), Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 200). 

5. Область: В1 <т < В2. Первая краевая задача. 

Рассматривается кольцевая область с внутренним радиусом В\ 
и внешним радиусом Ry. В каждой точке этой области известно 
распределение температуры в начальный момент времени # = 0, а 
на внутренней и внешней границах области в течение всего времени 
поддерживается постоянная температура (равная соответственно Т, 
и Т.): 2 

Т = Кг) при &=0 (начальное условие) 

T=T, при г=А, (граничное условие) 

T =T, при г=А. (граничное условие) 

Cuutaetca, uto T, = const, T, = const. 
Решение: 

T(r, ==. (т In 22 24+T, in) + +4. ехр(- ор *)e, (г),   

Фи (г) = (и) Л (ui) — Jo(u,)Yo (un), s= в, 

  
  

Е, › 

— пи? (из) _ TI (Un) [T2Jo(Mn) —T; Jo(sun)| 

по 2 [Ла - Лови, JR rie Var) dr J§ (Hn) — J6 (sun) 
где Л (2), У. (=) —  ункции Бесселя; и„ — корни характеристического 
уравнения 

Ло (№) (зв) — Ло (зв) (р) = 0. 
Численные значения первых пяти корней р1„ = и„(5) в диапазоне 

1.4 < $ < 4.0 приведены в книге А. В. Лыкова (1967) на, стр. 135, а 
также в книге Г. Карслоу, Д. Егер (1964), стр. 482. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 204). 

6. Область: В1 <т < В?>. Вторая краевая задача. 

Рассматривается кольцевая область с внутренним радиусом В, 
и внешним радиусом А.. В каждой точке этой области известно 
распределение температуры в начальный момент времени # = 0, а
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на внутренней и внешней границах области задана своя зависимость 
теплового потока от времени: 

T = fir) при t=0 (начальное условие) 

д.Т = 91 (1) при г= А, (граничное условие) 

д.Т = 92(+) при г= В. (граничное условие) 

Решение: 

T(r,t) = mw Uh, R, rf(r)dr+ af [В 92 (т) — В, 91(т)| ar} + 

_ 
—_ и J? (и)? (su, ) + >. exp(—8,t)G,(t)¥,(r), A, =m Е Fu,)— 3 (SHn) ’ 

V2 (") = Jo (nq) Sey т) s= Ft, 6, = Se, 

) dr _ om phe aR, |" 92(T) _ 91(т) G,(t) = 4 I r f(r), (r if exp(6,7) [4 и war, 

где Л.(2), У, (=) — функции Бесселя (К = 0, 1); и„ — корни характе- 
ристического уравнения 

Л: (в)У, ($8) — Л (зн) (р) = 0. 
(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 178). 

      

7. Область: А\1 <г < В>2. Третья краевая задача. 
Рассматривается кольцевая область с внутренним радиусом А! и 

внешним радиусом А... В каждой точке этой области известно рас- 
пределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на 

внутренней и внешней границах области происходит теплообмен (по 
закону Ньютона) с контактирующими средами, имеющими постоян- 
ную температуру (равную Т.): 

T = fir) при t=0 (начальное условие} 

д.Т = —k,(T, -T) при г=В, (граничное условие) 

0,T = ky(T, — T) mpu r=R,  (rpaHwuHoe ycrosue) 

Cuutaetca, uro T, = const. 
Решение: 

T(r,t) =T,- Ye > exp(— —аи? Е. (т). 

Е? Ар = 2 hd) nd doa [ort FO) Fa) ar, 
B,, = (u2.+k3) [by Jo(Mp Ry) + Unt (Hp Ry)) — 

— (uy, +k7) [Л (и„Е2) — pnd, (и„В>) ”, 

Е„(г) = — [^, У (ри, + У, (и„В:)] Ло(шт)+ 

+ [ky Jo(u_pRy) +n; (Ry) | Yo(uar),
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где и„ — корни характеристического уравнения 

[ky Jo (uR,) + pJ, (wR) [Yo (wR) — py, (uR,)| — 

— [К о (В) — pd (иВ.)] [ky Yo (HR, ) + BY; (uR,)] = 0. 

(®) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 255). 

8. Область: 0 < т < сю. Вторая краевая задача. 
Эта задача встречается в теории диффузионного следа за каплей 

и твердой частицей. 

  

Т = Кг) при &#=0 (начальное условие) 

д.Т =0 при г=0 (граничное условие) 

Решение: 
1 (Ve _ & +r? Er 

Tr, t) = 2a t exp( 4at J. (= 2at а 4, 

где 1 (&) — модифицированная функция Бесселя. 

(©) Литература: \.. С. Г. Зимоп (1943), Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Ря- 
занцез (1985, стр. 29). 

oT 0°T 1 OT 
1.1.5. Уравнение a = a( <> + — ~ =) + &(r,t) 

Это уравнение встречается в плоских задачах теплопроводности 
с тепловыделением (функция Ф пропорциональна количеству тепла, 
выделяемому в единицу времени в рассматриваемом объеме). Оно 
описывает развитие одномерных (не зависящих от угловой коорди- 
наты) нестационарных тепловых процессов в твердом теле, имеющем 
форму кругового цилиндра или цилиндрического слоя. 

1. Область: 0 <г < ВА. Первая краевая задача. 
1.1. В каждой точке кругового: цилиндра радиуса В известно 

распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, a 
на границе тела в течение всего времени поддерживается постоянная 
температура (равная ye) 

T = f(r) при t=0 (начальное условие) 

Т=0 npu r=R (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

тг.) = [| ве.д Ноа + [| [обе ета, 
где 

  сот) 5) 8) 
Здесь и„ — корни функции Бесселя: Л(и„) = 0 (численные значения 
первых пяти корней р„ указаны в разд. 1.1.4, п. 2.1).
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1.2. В каждой точке кругового цилиндра радиуса В известно 

распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на 

границе тела задан закон изменения температуры от времени: 

T = fir) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) mpu r=R (граничное условие) 

T 40 при г=0 (граничное условие) 

Замена Т(г,#) =и(г, #) + 9(#) приводит к задаче из п. 1.1 для вели- 
чины и, в которой вместо функции Ф(г, #) будет стоять P(r, t) — gi(t), 
а вместо f(r) — функция }(г) — 9(0). 

2. Область: 0 < г < В. Вторая краевая задача. 

В каждой точке кругового цилиндра радиуса В известно распре- 
деление температуры в начальный момент времени $ = 0, а на его 

границе задана зависимость теплового потока от времени: 

T = f(r) при &=0 (начальное условие) 

0,.T = g(t) mupu r=R (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

Решение: 
. CO 

T(r,t) = 2 H(0,t) + > Hany exp(—a62t) H(B,,t). 

Здесь 
R t 

H(6,t) = [ Ef(E) Jn (BE) d€ + aRJ,(BR) | g(T) ехр(аВ*т) ат + 

+ [| [| Е%(80 ехр(ав?т) $ (Е, т) аа, 
где д, — корень характеристического уравнения Л (ВЕ) = 0, штрих 
обозначает производную. 

(®) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 341). 

  эт 8°T 2 oT 
1.1.6. Уравнение a = a( 5-2 + 2) 

Это уравнение встречается в сферически-симметричных задачах 
нестационарного тепло- и массопереноса, (теплообмен шара, с окру- 

жающей средой, г = \/1? + у? + 22 — радиальная координата). Его 
часто записывают в эквивалентном виде 

6T _ ад 6 эт) 
0 т Or в/ 

Аналогичное уравнение используется для анализа соответствующих 
одномерных сферически-симметричных диффузионных процессов. 

Замена и(т,{) = тТ(тг,#) приводит исходное уравнение с перемен- 
ными коэффициентами к уравнению с постоянными коэффициентами 
ди ди 
5; =@-- > › Которое подробно рассматривается в разд. 1.1.1.
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1. Точные решения (А, В, и — произвольные постоянные): 

T(r) =A+B-, 
T(r,t) = A+B(r? + 6at), 

T(r,t) = A+ B(r* + 20atr? + 60a°t”), 
nr 

_ 2 (2n + 1)(2n)...(2n — 2k + 2) k_2n—2k Tint) =A+ Ble = (at)*r?n— 2h | 

= А+ «в, + Вт, 

  

(r,t) 

(9 = aa) 
Tin) A+ wal =): 

(r,t) = Ar! exp(ap?t + pr) + 

(r,t) = Ar! exp(—ayp’t) Pn). + B, 

T (r,t) = Ar~' exp(—ap?t) sin(ur) + B, 
где п — произвольное положительное целое число. 

Решение, содержащее произвольную функцию координаты: 

> n 2 

T (r,t) = f(r) + у SO ifn), ГЕН, 
a 

где } (г) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это реше- 
ние удовлетворяет начальному условию Т(г,0) = } (г). Сумма будет 
конечной, если }(г) является полиномом, который содержит только 
четные степени. 

Решение, содержащее произвольную функцию времени: 

T(r,t) = g(t) + >. wore ти (в, 

roe g(t) — любая бесконечно  пифференцируемая функция времени. 

Это решение ограничено при г = 0 и обладает следующими свойст- 
вами: 

T(0,t)=9(t), 9,T(0,t)=0. - 
2. Область: 0 <г < В. Первая краевая задача. 

2.1. В каждой точке твердого сферического тела, радиуса, В тем- 
пература одинакова в начальный момент времени {= 0, а на его грани- 
це в течение всего времени поддерживается постоянная температура 
(равная Тр): 

T=T, при t=0 (начальное условие) 

Т = Тр при г=А (граничное условие) 

Тео при г=0 (граничное условие) 

Считается, что Ту = соп$%, Ть = const.
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Решение: 
CO 

T(r,t)-Tpr _ о у` (—1)"*!R sin( mmr ) ex (- an?n?t ). 
То -Тв ПИ Е р Е? 

n= 

Зависимость средней температуры Т от времени #: 
CO 

Т- Тв 6 1 (- т) я | 
ое = — ех Г = — T dv 

То -Тв яя р Е? /’ У Л 
  

где У — объем шара радиуса К. 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 107). 

2.2. В каждой точке твердого сферического тела радиуса В из- 
вестно распределение температуры в начальный момент времени 
; =0, а на его границе в течение всего времени задан закон изменения 
температуры от времени: 

    

T = fir) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) npu r=R (граничное условие) 

Тао при Гг=0 (граничное условие) 

Решение: 

> 2 T(r,t) = zs ; n( 727 ) exp(- or n't) F(t), 

и EF(E ) sin (28 г) + Cy" a(t) - 

— (-1)"7na [ 9(т) ехр( orn m -) dr. 

3. Область: 0 < т < А. Вторая краевая задача. 

3.1. В каждой точке твердого сферического тела радиуса В темпе- 
ратура одинакова в начальный момент времени { = 0, а на его границе 
в течение всего времени поддерживается постоянный тепловой поток: 

  

Т=Ъ при #=0 (начальное условие) 

д.Т = 9в при г=В (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

Считается, что Ту = с0п3, др = const. 
Решение: 

T(r, t)= Ty+9nR | + roe ay (Hn Е sin( 4st ") exp(— set )| 

где и„ — положительные корни  прансцендентного уравнения &5 и, — 
— и» = 0. Приведем численные значения первых пяти корней (с точ- 

ностью до четвертого знака после запятой): и: = 4.4934, uo = 7.7253, 
Из = 10.9041, и. = 14.0662, и; = 17.2208. 

($) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 164).
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3.2. В каждой точке твердого сферического тела радиуса К из- 
вестно распределение температуры в начальный момент времени 
{ = 0, а на границе тела задана зависимость теплового потока от 
времени: 

Т = Х(г) при #=0 (начальное условие) 

0,.T = g(t) mpu r=R (граничное условие) 

Тао при Гг=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(r,t)=— 0 f(r) dr+ 
R3 

  т) ат+- Dew (-% nt) sin ( Ha” )н (о), 

  _ 2 1 t (9 
H,(t) = cosa, с [ г} (г) sin ( #27 г) ата [ 9(т)ехр me dr|. 

Здесь и„ — положительные корни трансцендентного уравнения: 

tg Ип — И = 0. 

(®) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 169). 

4. Область: 0 <т < АВ. Третья краевая задача. 

В каждой точке сферического твердого тела радиуса В темпера- 

тура одинакова в начальный момент времени $ = 0, а на его границе 

происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей по- 
стоянную температуру (равную Ть): 

Т=Ъ при t=0 (начальное условие) 

0,T = k(Tp -T) mipu r=R (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

rae k = const, Tj = const, Tp = const. 
Решение: 

Г 2 —_ (r,t) — To yA, = sin( 4" ) exp(-“#*), A, = 2 Sit Hn Hr COS Hn 

Тв-То Е Е? Ln, by, —Sin ма COS LL, 
    

где и„ — положительные корни трансцендентного уравнения 

(KR — 1) tg(u,) + Hy = 0. 

Первые шесть корней этого уравнения приведены в книге Г. Карслоу, 
Д. Егер (1964) на стр. 481. 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 226).
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5. Область: Нл < т < В2. Первая краевая задача. 

5.1. Рассматривается концентрическая область между двумя сфе- 
рами с радиусами К. и В.. В каждой точке этой области известно рас- 
пределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на BHY- 

тренней и внешней границах области в течение всего времени поддер- 

живается постоянная температура (равная соответственно Т| и Т.): 

    

  

T = fir) при t=0 (начальное условие) 

T=T, npu r=R, (граничное условие) 

Т =Т. при Гг=А. (граничное условие) 

Считается, что Т, = с0оп$$, Т. = с0п$$. 
Решение: 

_ №1 (т- А, )(Е›Т, - В Т,) T(r,t)= + Е.) + 

тг Вы : [ _1?n?at | 
+ — > sin| "ae exp) (Е.Е x 

Ret, со5 пп — R,T, 1 [° | m(r — R,) | } 
x { — + вв Jr, r f(r) sin Lk, dr >. 

(©) Литература: К. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 242). 

5.2. Рассматривается концентрическая область между двумя сфе- 
рами с радиусами Н. и В.. Известно распределение температуры в 
начальный момент времени { = 0, а на внутренней и внешней границах 
области заданы законы изменения температуры от времени 

    

  

T = f(r) при &=0 (начальное условие) 

= g(t) при r=R, (граничное условие) 

= h(t) при г=В. (граничное условие) 

Решение: 

_ g(t) (r — R,)[Roh(t) — Ry, g(t)] , 

Mn g= + raf) т 
2 — nat ‚| mn(r — R,) 

+ Mn (t) exp| (В. | sin Ry — Ry | 

1 Rp . | nr(€—R,) = 2) 5 а м = aaa J, В | 4 - 
2124 п PL ee | (В - (-0" В.М] + 

ant t an? 727 

+ ee Ah OP gee Eat) ~ (1) Rah(r)] dr 
6. Область: В1 <гт < Во. Вторая краевая задача. 
Рассматривается концентрическая область между двумя сферами 

с радиусами В, и В. В каждой точке этой области известно распреде- 
ление температуры в начальный момент времени $ = 0, а внутренняя 

пл
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(г =В,) и внешняя (г = В.) границы области теплоизолированы: 

T = fir) при t=0 (начальное условие) 

д.Т =0 при г=А, (граничное условие) 

0,T =0 mpu r=R, (граничное условие) 

Решение: 

— 3 Ro > 1 = _ 2 T(r,t) = woe Ie r° f(r) dr + — d, Anexr( аи") Е, (г), 

2 Re 
A,= Ел г] (г) Е, (г) г, 

Е (г) = (1+ 22 )1/? {вши (т — Е,)] + Ryu, cos[u, (r — R,)]}} 

. (Rp — Ry)'/?((1 + R2u2)(1 + ЮЗ) + (В Вьи? — 1] 
Здесь Ly — корни характеристического уравнения 

(и? В, В, + 1) te[u(Ry — R,)] - ШВ, - В) =0. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 242). 

  

7. Область: А1 <т < В>2. Третья краевая задача. 
Рассматривается концентрическая область между двумя сферами 

с радиусами Я. и В.. В каждой точке этой области известно рас- 

пределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на 

внутренней и внешней границах области происходит теплообмен (по 
закону Ньютона) с контактирующими средами, имеющими постоян- 
ную температуру (равную нулю): 

T = fir) при t=0 (начальное условие) 

д.Т = k,T npu r=R, (граничное условие) 

0,T = —k,T npn r=R, (граничное условие) 

Считается, что |k,| + |k,| 4 0. 
Решение: 

T (r,t) = = >. A, exp(—ap2t)F(r), A, = Boe fe rf(r)F,(r) dr, 

где 

Е (г) = (H? + Rouz)*/?{Gsin[uy(r — В, )] + Rit, соз[и,(г- Е!)]} 
  

(В. — В, (6? + Е? и? )(Н? + Ви?) + (СЕ. +НВ,)(6Н+ Е, Е, и)? 

а и„ — корни характеристического уравнения 

(СН - В, Вь”) зт[и( В. — В,)] + [Е.Н + В,С) соз[и( В, — В,)] = 0. 

Предельным случаям К, = 0, К. + сои К. =0, К, — со соответ- 
ствуют смешанные краевые задачи. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 242).
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8. Область: В <г < сю. Первая краевая задача. 
Известно распределение температуры в начальный момент вре- 

мени { = 0 в каждой точке среды, окружающей сферическое тело ра- 

диуса В; на поверхности сферы задан закон изменения температуры 

от времени: 

    

Т = Кг) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) при г=В (граничное условие) 

Решение: 

__1 > _(r-&) ] о [_ (1+Е-28)2 
Tr, t) — гулм р, ЕЛ (Е) {ехр] 4at | exp | 4at | } ag 

2k [5 _ (r—R/) 2 _ r-R 

+ гул /: a(t 4ar? ) exp( т ) ar, = 2\/аЕ ̀  

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 243). 

Частный случай. Температура окружающей среды одинакова в начальный 

момент времени $ = 0, на поверхности сферы поддерживается постоянная темпе- 

ратура: 
f(r) =T>, g(t)=Tr, где Тр, То = с0п$. 

  

Решение: 
Т-Т В ( r—R ) 
——_—_— = —erfc , 
тв -Т 2Vat 

roe erfc z = —— =z | ехр(—&^) 4 — интеграл вероятностей. 

  1.1.7. Уравнение = = а(2 т + 257) + &(r, t) 

Это уравнение встречается в сферически симметричных задачах 

теплопроводности с тепловыделением (функция Ф пропорциональна 
количеству тепла, выделяемому в единицу времени в рассматривае- 
мом объеме). Оно описывает развитие одномерных (не зависящих от 
угловых координат) нестационарных тепловых процессов в твердом 
теле, имеющем форму шара или сферического слоя. 

1. Область: 0 < т < В. Первая краевая задача. 

В каждой точке шара радиуса А известно распределение темпера- 
туры в начальный момент времени $ = 0, а на границе тела г = В вте- 
чение всего времени задан закон изменения температуры от времени: 

T = fir) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) upnh r=R (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

Замена О(г,#) = тТ(г,#) приводит к неоднородному уравнению с 
постоянными коэффициентами 

au _ gov U 
Oa > + тФ(г, t),
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которое рассматривается в разд. 1.1.2. Начальные и граничные усло- 
вия принимают вид 

U=rfi(r) при t=0 (начальное условие) 

U = Rg(t) при г=В (граничное условие) 

U=0 при r=0 (граничное условие) 

Используя результаты решения задачи для функции ( (см. п. 5.2 

в разд. 1.1.2), в итоге получим 

тет [| [ббвь- тер + 
со 

2 an? nt . плт 
t) + Re 2d Malt ехр(- a ) sin( Е ), 

n= 

    

где 

  Gir,ét) = 2 sin(2) (FE) exp(--222"t), 

y=/- Ef(E ) sin (28 mg ) 4& +4 Ur ~—__—— g(t) — 

— (-1)"лпа [ 9(т) ехр( exits ) dr. 

2. Область: 0 < т < В. Вторая краевая задача. 

В каждой точке шара радиуса В известно распределение темпе- 
ратуры в начальный момент времени # = 0, а на его границе г = В 
задана зависимость теплового потока, от времени: 

  

    

T = fir) npn t=0 (начальное условие) 

д.Т = g(t) при г=В (граничное условие) 

Т = о при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(r,t) = a pir? s(r) dr + 34 g(r) dr + 3 fe Ф(г, т) агат + 

— sin(u,,7) 2 
+ = 7 sin? (a, В) ехр( aut) rf(r)sin(u,7r) dr + 

_Sin(Uyt) + 2a >. вв) ехр(— ure) [of т) ехр(ай? т) ат + 

oe . $ -R ‘ 
+ = 2 ae | ®(r,7)r sin(u,,7) exp(ap2r) dr dr, 

где р, — корни характеристического уравнения {#(и„В) — и„В = 0. 

(©) Литералура: А. В. Лыков (1967, стр. 337).
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1.1.8. Другие уравнения теплопроводности с переменными 
коэффициентами, содержащие степенные функции 

OT 92т 
ar = Se (bt + c)T 

Это уравнение описывает массоперенос в неподвижной среде при 
наличии объемной химической реакции первого порядка, когда коэф- 
фициент химической реакции зависит от времени по линейному зако- 
ну. Оно является частным случаем уравнения 1.1.10.1 при }(#) =В-+с. 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T (x,t) = (Ax + B) exp(+ bt? + ct), 

T (x,t) = A(x? + 2at) exp(4bt? + ct), 

T(z, t) = Aexp(pz + pat + + bt? + ct). 

   

2. 3amena T(z, t) = u(x,t) exp(+bt? + ct) npuBoguT K ypaBHeHuto C 
постоянными коэффициентами д,и = ад. ‚и, которое рассматривается 
в разд. 1.1.1. 

эт _ 
= 

Это уравнение описывает массоперенос в неподвижной среде при 
наличии объемной химической реакции первого порядка, когда, ко- 
эффициент химической реакции зависит от координаты по линейно- 
му закону. Оно является частным случаем уравнения 1.1.10.2 при 
f(z) = 6х + си, кроме того, частным случаем уравнения 1.1.10.6 при 

f(t) =, g(t) = 
1. Точные решения (А, и — любые): 

as + (ba + c)T. 

T (x,t) = Aexp(btx + = abt? + ct), 

  

  

T (x,t) = A(x + abt*) exp(btz + < abt? + ct), 

T (x,t) = Aexp[x(bt + pw) + таб?Р + аби + (ар? +6), 

T(z, t) = Aexp(— Ели (вые) €E=br+c+y, 

) = T (x,t) = Aexp(- Vale g/?), €=be+e+y, 3b,/a 

где Л! /з(2) и У, /з(2) — функции Бесселя первого и второго рода 
соответственно. 

2. Преобразование 

T(z, t) = u(z,t) exp (biz + таг + ct), z=2z+abt? 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами O,u = ad,,u, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1.
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эт _ эт 5. per + (62 + + а)Т. 

Это уравнение описывает массоперенос в неподвижной среде при 
наличии объемной химической реакции первого порядка, когда ее 
коэффициент скорости является линейной функцией времени и тем- 
пературы. Оно является частным случаем уравнения 1.1.10.6 при 

f(t) = 0b, g(t) =ct+d. 
1. Точные решения (А, д — любые): 

T(a,t) = Aexp(btr + таР + +ct? + dt), 

T(z, t) = A(z + abt?) exp(biz + таб?В + dct? + dt), 

T(z, t) = Aexp($ct? - ut) JE Jao ( 68/2), E=br+d+uyn, 

T(a,t) = Aexp( Set? ~ ut) VEY (р 
roe J,/3(€) u Yi/3(€) — функции Бесселя первого и второго рода 
соответственно. 

2. Преобразование 

T (x,t) = u(z,t) exp(bta + $ab7t? + Sct? +dt), z=2+ abt? 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д, и = ад, ‚и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

  2 

Sova 

  =, €=br+d+p, 

oT —а 92т 

ot du? 

Это уравнение описывает массоперенос в неподвижной среде при 

наличии объемной химической реакции первого порядка, когда ее ко- 
эффициент скорости является квадратичной функцией координаты. 

Оно является частным случаем уравнения 1.1.10.2 при {(т) = —br? —c 
и, кроме того, частным случаем уравнения 1.1.10.7 при /(Ё} = —c 
(поэтому может быть сведено к уравнению с постоянными коэффи- 
циентами). 

Точные решения (А, д — любые): 

— (bx? + c)T. 

  

  

  

T (x :) = Аехр| (Ма b-—c t+ a", 

T (2 t) = Aexp|- ab +e зд 

T(x t) = Aexp(- pt — ee *)a( 4 + 1, 5: 22?), 

T(z,t) = tees — sao) 26 (<8 + > >. />=?), 

где Ф(а, В; 2) = 1+ x аа +1)... (ати = вырожденная   

=: В(В+1...(В+т-1) т 
гипергеометрическая функция.
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oT 92т 
- эр = @ 52 + «(bt + c)T. 

Это уравнение описывает нестационарный массоперенос в непо- 
движной среде при наличии объемной химической реакции первого 
порядка, когда коэффициент скорости реакции является функцией 
времени и координаты. Оно является частным случаем уравнения 

1.1.10.3 npu f(t) = bt+c. 
1. Точные решения (А, д — любые): 

  

Т(т,#) = Аехр[х(ТЫР + сё) +а(35 Е + ей + $c7t°)], 

(x,t) = A[x + a(+bt? + ct?) exp[x(+bt? + ct) + ag(t)], 

T (x,t) = Aexp[x(4bt? + ct + pw) + p(t? + ct? + pt) + ag(t)], 

(t) = a> b?t? + И + зеВ. 
2. Преобразование 

T (x,t) = u(z,t) exp[a(+bt? + ct) + a(4 bt? + бей + +с*В) |, 

x + a(+bt* + ct?) z 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами ди = ад, ‚и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ &T | 
у; =“ + (bat + cx + dt+e)T. 

Это уравнение описывает нестационарный массоперенос в непо- 
движной среде при наличии объемной химической реакции первого 
порядка, когда коэффициент скорости реакции является функцией 
времени и координаты. Оно является частным случаем уравнения 
1.1.10.6 npu f(t) = bt +c, g(t) = &+е. 

1. Точное решение: 

T (x,t) = exp[a(4bt? + ct) + a(apb?t? + foct* + $c°t?) + dt? + et]. 

2. Преобразование 

T (x,t) = u(z,t) exp[z(+bt?+ct)+a(4 bt? + Fhct*+ 4c*t*)+tdt?+et], 

z= £+-a(bt?+ 2ct) 

  

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д;,и = ад, „м, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ эт 2 
+ = a> + (—ba* + ct + d)T. 

Это уравнение описывает нестационарный массоперенос в непо- 
движной среде при наличии объемной химической реакции первого 
порядка, когда коэффициент скорости реакции является линейной 
функцией времени и квадратичной функцией координаты. Оно явля- 
ется частным случаем уравнения 1.1.10.7 при }(#) = с + 4.
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1. Точные решения (А — любое): 

T(z,t) = Aexp[ 222" + et + (Vab+ del, 

T(c,t) = Acexp| Ge + Let? + (8Vab + d)t]. 

2. Преобразование (А — произвольная постоянная) 

T(z, t) = u(z,7) exp| a2” + tet? + (vab + aye], 

z=azexp(2Vabt), T= Faas +A 

IIPUBONMT K ypaBHeHHIO C NOCTOAHHBIMU KOSDuuMentamu Ou = O,,u, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

2 

8. = = a + 2(—bxa+ct+d)T. 

Это уравнение описывает нестационарный массоперенос в непо- 
движной среде при наличии объемной химической реакции первого 

порядка, когда коэффициент скорости реакции является функцией 
времени и координаты. Оно является частным случаем уравнения 
1.1.10.8 npn f(t) = ct+d. 

эт _ 
Ot 
Это уравнение описывает нестационарный массоперенос в непо- 

движной среде при наличии объемной химической реакции первого 
порядка, когда коэффициент скорости реакции является степенной 
функцией времени и координаты. Оно является частным случаем 
ypaBuenua 1.1.10.9 npu f(t) = bt”, g(t) = ct™, h(t) = dt*. 

т + (6217 + са" + dt*)T. 

OT 92т OT 
10. —- =a—~ bt + c)— 

ot 8x? + ( + ) ox 

Это уравнение описывает нестационарный конвективный тепло- 

перенос в движущейся среде, когда скорость движения является ли- 

нейной функцией времени. Оно является частным случаем уравнения 
1.1.10.10 npu f(t) = bt+c. 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T(a,t) = 2Axr + A(bt? + 2ct) + B, 

T (x,t) = A(a + bt? + ct)” + 2aAt, 
Т(,4) = Аехр [их + ТИР + (ар? + ис). 

2. SameHa z= 2+ + bt? + 1 приводит к уравнению с постоянными 

коэффициентами д,Т =ад,,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1.
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oT 8°T ЭТ 
Or = "Gar + br: 

Это уравнение описывает нестационарный конвективный теплопе- 
ренос в движущейся среде, когда скорость движения является линей- 

ной функцией координаты. Оно является частным случаем уравне- 
ния 1.1.10.11 при } (5) = и, кроме того, частным случаем уравнения 
1.1.10.12 при } (Е) = 6. 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

11. 

T(z) = A | exp(-~-2”) ат + В, 

Т(т, = Ате” + В, 

T (x,t) = Abr?e?** + Aae?™* + B, 

T (x,t) = Aexp (26итей + 2ави?е? + В. 

2. Переходя от ® т к новым переменным (А, В — произвольные 
постоянные) 

А? 

т= —ей+В, z= Are, 
26 

для функции Т(т, 2) получим уравнение с постоянными коэффици- 
ентами д,Т = ад,,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ or 
ot Ox? 

Это уравнение описывает нестационарный конвективный тепло- 
перенос в движущейся среде, когда скорость является квадратич- 
ной функцией времени. Оно является частным случаем уравнения 
1.1.10.10 npu f(t) = bt? +c. 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

2 OT 
12. + (bt* + с)-—. 

Т(5, 1) = А(2-+ 39 + ей + В, 

T (x,t) = A(z + + bt? + ct)” + 2aAt, 

T(a,t) = Aexp[ur + + рб + play tc)t}. 

2. Переходя от $, х к новым переменным & д = © + = bt? + ct, 
получим уравнение с постоянными коэффициентами O,T = ад,,Т, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

8T 8°*T oT 
13. — =a-—— + 2(bt + c)—. 

ot dx? + ( т ) дх 

Это уравнение описывает нестационарный конвективный теплопе- 
ренос в движущейся среде, когда скорость является функцией време- 
ни и координаты. Оно является частным случаем уравнения 1.1.10.12 
при f(t) = bt+c.
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1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T(a,t) = Axexp(+bt? + ct) + B, 

T(a,t) = Ax* exp(bt? + 2ct) + 2Aa ] exp(bt? + 2ct) dt + B, 

T (x,t) = Aexp [из exp(+bt? + ct) + ap? [exp (bt? + 2ct) de} + B. 

2. Переходя от & х к новым переменным (А, В — произвольные 

постоянные) 

т = А | exp(bt? + 2ct)dt+B, == хехр( 3-0 + <), 

для функции Т(т,2) получим уравнение с постоянными коэффици- 
ентами д.Т = ад,,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ 8°T ЭТ 
14. ar = Sar + 5-— + (cx + d)T. 

Это уравнение описывает конвективный массоперенос в движу- 
щейся с постоянной скоростью среде при наличии объемной химиче- 
ской реакции первого порядка, коэффициент скорости которой явля- 
ется линейной функцией координаты. Оно является частным случаем 
уравнения 1.1.10.36 npu n(t) = a, f(t) = 0, g(t) = 5, h(t) =c, s(t) = d. 

1. Точные решения (А, и — любые): 

2 

T (x,t) = Aexp [eta — sats —ac*t? + (4 ==), 

  

( 

T (x,t) = A(x + act?) exp cts _ от + act + (d - 1 

Т(х,#) = Aexp|z (cru 2) + ac? + aut + (ap +a-~)d, 

T(x ,t) = Аехр(- ме ет) УЕ), g=crtpta-=, 

(2,2) = Aexp(—nt~ 2-2) VEY, 3(<> 269”), g=crtutd-=, 

roe J, /3(€) u Y1/3(€) — функции Бесселя первого и второго рода 
соответственно. 

2. Преобразование 

= — т ас? (a- + ),) = 2 T(z, t) u(z,t) [ets от + зас + а д) 2=1 + ас 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д,и = ад, ‚и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт 
15. > 72 a + be Zt — + (cw + d)T. 

ITO равнение описывает конвективный массоперенос в движу- 

щейся среде с объемной химической реакцией первого порядка, ко- 

гда скорость движения и коэффициент скорости химической реакции
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являются линейными функциями координаты. Оно является част- 
ным случаем уравнения 1.1.10.36 при ®(Ё =а, (=, 9(+) =0, В(® =с, 

s(t) = 
1. Точные решения (А, и — любые: 

T (x,t) = Aexp [22+ (a + oc], 

T(z, t) = A(a _ >) ехр|- 2+ (6+ d+ see], 

T (x,t) = Aexp[ et 4 де? (x - tae) eas oc). 

Более сложные решения см. в 1.1.8.31. 

2. Преобразование 

Т(х, в = и(2,т)ехр | 22+ (d + oc), 

а 2bt "(| 2ас ) т = —е z=e'"(zr- — 
25’ 62 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д.и = д,,м, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт os 
16. a> + (bx +c) = + (da +e)T. 

ITO равнение описывает конвективный массоперенос в движу- 
щейся среде с объемной химической реакцией первого порядка, ко- 

гда скорость движения среды и коэффициент скорости химической 
реакции являются линейными функциями координаты. При 6 = 0 см. 

уравнение 1.1.8.14. При 6 22 0 замена, х = 1+ с/6 приводит к уравнению 
вида 1.1.8.15: 

  

  

     

2 

Е =а sor t+ be + (dz +e —cd/b)T. 

эт _ вт эт 2 
17. 5 = 52 ax + 6) Da + (ax* + 2abz + c)T. 

Это безразмерное уравнение, которое описывает конвективный 
массоперенос в движущейся среде с объемной химической реакци- 
ей первого порядка, когда скорость движения среды является ли- 
нейной, а коэффициент скорости химической реакции — квадратич- 
ной функцией координаты. Оно является частным случаем урав- 

нения 1.1.10.33 и частным случаем уравнения 1.1.10.37. Замена 
T (x,t) =u(z, t) exp(—+ax?—br) приводит к уравнению с постоянными 
коэффициентами д, и = а?д,.и, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ 
18. a =% — + (ca? + dz + e)T. 

ITO уравнение является частным случаем уравнения 1.1.10.33 и 
частным случаем уравнения 1.1.10.37. 
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1. Замена 
T(a,t) = u(x,t) exp(4Az’), 

где А — корень квадратного уравнения 4? +аА+с=0, дает уравнение 

вида 1.1.8.16: 

ди _ д2и ди 
5: = Эа + [(2А+а) +] >. + [(6А + ддт +е, 

которое сводится к уравнению с постоянными коэффициентами. 
2. Замена, 

T (x,t) = u(z,t) exp(+Az’ + Ba + Ct) 

приводит к уравнению аналогичного вида: 

ди _ д?и ди 
5 = 5 + (2А +а)5+2В+8 + 

+ [(4? +аА+ с)2* + (2АВ +аВ +5А-+а)х-+ В* +6В + А+е-С]м. 

Подходящим выбором коэффициентов А, В, С можно различным 
образом упростить исходное уравнение. 

ЭТ _ 92т ЭТ 2 2 
19. Sr = 5== + (а +Ы+с)-„_+(зх +ptx+qt*+kz+lt+m)T. 

Это безразмерное уравнение описывает нестационарный конвек- 
тивный массоперенос в движущейся среде с химической реакцией 

первого порядка, когда скорость среды и коэффициент скорости хи- 
мической реакции являются функциями времени и координаты. Оно 
является частным случаем уравнения 1.1.10.37. 

20. ЭТ _ qT + p= oF | 
ot da? t Oz 

Уравнение Ильковича. Оно описывает теплоперенос к поверхности 
растущей капли, которая вытекает из тонкого капилляра в раствор 
жидкости (массовый расход движущейся по капилляру жидкости 
считается постоянным). 

1. Точные решения (А, В, и— любые): 

T (x,t) = Act’ + B, 

T (x,t) = A(2b + 1)27t?? + 2Aat??t! + B, 

_ b, ap? 2041) T (a, t) Aexp(pat + aie + В. 

2. Переходя от $, х к новым переменным 

1 — _—^ 1! — pod 
= 551 , z=at, 

для функции Т(т,2) получим уравнение с постоянными коэффици- 
ентами О.Т = ад,,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1.
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3. Решение исходного уравнения в важном частном случае, когда 
поверхность капли имеет постоянную во времени температуру Т., а 
теплоперенос происходит в бесконечную среду, имеющую первона- 
чальную температуру Тъ: 

Т=Т при t=0 (начальное условие) 

T=T, при х=0 (граничное условие) 

Т-+Т при х-} с (граничное условие) 

(Ту, Т, считаются постоянными), выражается через функцию вероят- 
ностей: 

Т-Т _ У26 +1 т _ 2 ff — 2 
та =} ее = 7: ехр(-6 ) 4. 5 

(®) Литература: Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев (1985, стр. 303). 

21. ВТ — ат 
ot 822 

Это уравнение описывает нестационарный конвективный массо- 
перенос в движущейся среде при наличии объемной химической ре- 

акции первого порядка, когда скорость среды является степенной 
функцией времени и координаты, а коэффициент скорости химиче- 

ской реакции является степенной функцией времени. Оно являет- 
ся частным случаем уравнения 1.1.10.17 при }(#) = Ы*, 9(#) = ат, 
h(t) = st”. 

  + (ых + ct™) + st”T. 

oT _ OT , 1~26 aT 
0+ 022 х Ox 

Это безразмерное уравнение встречается в задачах диффузион- 
ного пограничного слоя. При В = 0 см. уравнение из разд. 1.1.4, при 
В = > — уравнение из разд. 1.1.1, а при В = —1 — уравнение из 
разд. 1.1.6. 

22.   

1. Точные решения (А, В, р — произвольные постоянные): 

T(z) = A+ Br’??, 

T(z,t)= A+4(1— B)Bt+ Ba’, 
nm 

. у. р (п 

T(x, t) = ai" + Fr SuspSncp pt РТР, Snp = M(n—1)...(n—p+1), 
p=1 

T(z, t)=A+4(1+ 8) Btx?? + Br?+?, 

T(z,t) = A+ Bt?! exp (-=-), 

128 x 
T(z, t) = A + Bay exp(-<), 

6 
Т(х, = А+ в | 29 —1е—*4х, Сс = =.
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T(z,t) =A+t B= exp(-2 +" )1,(#2), 

  

4 2t 

T(a,t)= A+ B= exp(- 2+" )i_, (==), 

где п — произвольное положительное целое число, [(2) — модифи- 
цированная функция Бесселя. 

Решение, содержащее произвольную функцию координаты: 

T(2,t) = f(a) + > Ту), Le +84 
dx? т ат’ 

rue f(x) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это реше- 
ние удовлетворяет начальному условию Т(т,0) = }(х). Сумма будет 
конечной, если }(т) является полиномом, который содержит только 
четные степени. 

Решение, содержащее произвольную функцию времени: 

  

_ 1 2п (п) T(z, t) = g(t) + >. 47! (1 )@- 2)... в-В)” % (t), 

re g(t) — mo6aa GeckoHedHO дифференцируемая функция. Это реше- 
ние ограничено при © = 0 uw обладает следующими свойствами: 

T(0,t)=9(t),  0,T(0,t) =0. 

2. Область: 0 < т < сю. Первая краевая задача. 

В каждой точке `полубесконечной среды известно начальное рас- 

пределение температуры в момент времени # = 0, и задан закон из- 
менения температуры от времени на границе х = 0: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) при т=0 (граничное условие) 

Решение при 0 < 6 < 1: 

T(z, t) = ah ft f(OEP exp(-2 ot! )1,(& =) dg + 

  

x? dr 

+ a [ g(r) exp |- т @_ ре. 

Частный случай. Начальная температура во всех точках среды одинакова 

и равна То, а на границе в течение всего времени поддерживается постоянная 
температура Ту: 

Г(т) = То, g(t) =T,. 
Pemenne: 

— (To = Ti) a Ш [* ¢6-1 —€ 
— (8) (в, At ) +7), (В, =) =| E е dé, 

где (6, 2) — неполная гамма-функция, Г(В) = (В, со) — гамма-функция.
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3. Область: 0 < т < сю. Вторая краевая задача. 
В каждой точке ̀ полубесконечной среды известно начальное рас- 

пределение температуры в момент времени # = 0, и задан закон из- 
менения теплового потока от времени на границе т = 0: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

(21-28 0,T) = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение пря 0<68<1: 

г лее (8) ae 
228-1 t x? dr 

~ TO 8B) g(r) exp |- 4(t —T) | (t —r)1-8 © 

4. Область: 0 < х < со. Третья краевая задача. 

В начальный момент времени # = 0 все точки тела имеют одинако- 
вую температуру (равную нулю), а на границе тела х = 0 происходит 
теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей постоянную 
температуру I>: 

  

T=0 при &=0 (начальное условие) 

(21-26, T+k(Tg-T)]|=0 при х=0 — (граничное условие) 

Решение при 0 < 6 <1: 
_ 928-1 t 

T= heey BH Io ф(т) ехр|-   
x? | ат 

4(t—r) | (&—т)1-В ? 

где функция ф({) задается в виде степенного ряда 

хо Св)" _ 29-1 %Г(В) = отряч" итИ- 
который сходится для всех т. 

(®) Литература: \.. С. 1.. Зайюоп (1943), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996, 
стр. 273). 

эт _ ат — 2в or 23. == 55 +2 - — +$(т,1). 

Это безразмерное у равновие встречается в задачах диффузионно- 
го пограничного слоя при наличии источников или стоков вещества. 
При В = 0 см. уравнение из разд. 1.1.5, при В = 1 — уравнение из 

разд. 1.1.2, а при В = —5 — уравнение из разд. 1.17 

1. Область: 0 < т < сю. Первая краевая задача. 

В каждой точке полубесконечной среды известно начальное рас- 
пределение температуры в момент времени # = 0, и задан закон: из- 
менения температуры от времени на границе х = 0: 

  

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T = g(t) при r=0 (граничное условие)
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Решение при 0 < 2 <1: 

= 2 [ toe-too(-228)i() e+ 
  

      

+ PD I g(r) exp |- = 5 | (t ae + 
т2 2 

+ [| Г HE, р = = ехр|- Fay tel ages) ee ar. 

2. Область: 0 < т < сю. Вторая краевая задача. 

В каждой точке полубесконечной среды известно начальное рас- 

пределение температуры в момент времени # = 0, и задан закон из- 
менения теплового потока от времени на границе х = 0: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

(229 ar) = g(t) при х=0 (граничное условие) 

Решение при 0 < В < 1: 

Кое ек (и) ( 54) ae - 
228-1 x? dr 

— та-в) № Е ехр|- ея ив" 

+ sf [ отек (ео) dé dr. 

(©) Литература: \М. G. L. Sutton (1943). 

  

OT 8°T b \ OT 24, 8 PT 4 (cn 4 2) OF, 
ot дт2 + + т / Oa 

Переходя от x, $ к новым переменным 2, T по формулам 

2 = тей т= =e e?* + const, 
С 

получим более простое уравнение 

эт _ эт yar 
бт 022 ‘#02’ 

При разных значениях р см. уравнения из разд. 1.1.4, 1.1.6. 

  — > 7 

eT 92т n 2) or aT 
— —aQa e 

5: ба + (с Er Ox 

Частный случай уравнения 1.1.10.15 при }(#) = ct”. 

25.   

эт 92т 
26. — = а ——-. 

at дт2 

Частный случай уравнения 1.1.10.26 при f(r) = az, 6 = 0.
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Точные решения (А, В, и — любые): 

T(z) = Аз + В, 

T(z,t) = Aat+ A(z lnz—z2)+B, 

T (x,t) = 2Aate + Az? + B, 

T (x,t) = Aa*t? + 2Aat(zInz — 2) + A(z? Inz — 3 77) + B, 

T (x,t) = Aa?t?x + Aatz? + = Ax® + B, 

(x,t) = +3
 

L, 2 Аа3Вх + ЗАа?Ё 1? + Ааа? + +5 Ax* + В, 

  

T(z, t) — yr 4 > [n(n See p)|? (at)Pax"—? 

p=1 

T(z, t) = efx AJ, (<v=78 ) + BY, (= v= ) | при и < 0, 

T (cr, t) = el Je | Al, (Yue ) + BK, (vue )| при и > 0, 

где Л (2) и У, (2) — функции Бесселя, Г (2) и К/ (2) — модифициро- 
ванные функции Бесселя. 

Решение, содержащее произвольную функцию координаты: 

тд = 9+ OM му, п 
ат?’ 

где /(т) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это реше- 
ние удовлетворяет начальному условию Т(х,0) = {(х). Сумма будет 
конечной, если }(т) является полиномом. 

Решение, содержащее произвольную функцию времени: 

  T(2,t)=A+ g(t) +) ern” 0), 
n=2 

где g(t) — mo6aa бесконечно дифференцируемая функция, А — 
произвольная постоянная. Это решение обладает свойствами 

T(0,t)=A,  90,T(0,t) =9(t). 

эт _ 
27. a 7 

Преобразование 

T(2,t)=u(z,7)exp(\/>e+et), z=aexp(2Vabt), 7 = 5 V5 exp (2Vabe) 

приводит к более простому уравнению вида 1.1.8.26: 

          

ди — 9 

8r x2
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ЭТ _ 8?T n m 5 2 + (bt?2 + ct™)T. 

Yacrupilt cnyyah ypaBHenua 1.1.10.18 npu f(t) = bt”, g(t) = ct™. 

  

ЭТ _ 8?T т 
29. -5г = Ч 5 + ЕТ. 

Частный случай уравнения 1.1.10.39 npu f(t) = a, g(t) = 0, 
h(t) = bt”, s(t) =0. 

  

oT 8?T oT 

30. Fe = alle +0) 35 + | 
Это уравнение описывает теплоперенос в неподвижной среде 

(твердом теле), когда коэффициент температуропроводности являет- 
ся линейной функцией координаты. 

1. Исходное уравнение можно записать в более привычном для 
приложений виде 

OT д OT 
— =a— b) —|. 
ot Ox ( + ) о 

2. Замена х = +2? — В приводит к уравнению вида 1.1.4: 

  aT eT 1 от 
at ( "> — O22 z Oz 

Эт 92т эт 
31. Ot — (box + C2) > + (biz + C1) 35> + (box + Co)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.33 при f(z) = bor + cp, 

Пусть 

J (b,c; 2) = C,8(b, c; xz) + C, V(b, c; 2), Ст, С. — любые, 

является произвольным решением вырожденного гипергеометриче- 
ского уравнения 

ту, + (с - ту, — by = 0, 

а функция 

Z, (x) = C, J, (x) + CY, (2), Ст, С5 — любые, 

является произвольным решением уравнения Бесселя 

Tyre ту, + (2 -и)у=0. 
Результаты решения исходного уравнения приведены в итоговой 

табл. 1. 

О вырожденных гипергеометрических функциях Ф и Ф см. 
М. Абрамовиц, И. Стиган (1979), Г. Бейтмен, А. Эрдейи (1973). О 
функциях Бесселя Л, и У, см. М. Абрамовиц, И. Стиган (1979), 
Г. Бейтмен, А. Эрдейи (1974).
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ТАБЛИЦА 1 
Точные решения уравнения 1.1.8.31 при различных значениях 

определяющих параметров (р — произвольный параметр). 

Частное решение: Т(т,#) =ехр(йх — и) Е(&), где & = a7 

Условия h р 7 F Параметры 

b #0, |D-b| № _ © ьее | "=В®/А®) 
р=0 255 A(h) bs - c= (bye — by Cp )by 

bo = 0, bo 2с2 + с: 1., 2 b= B(h)/(2b,), 
b, #0 by : b F (bs gine) п = —b, /(2c2) 

1 2сой + Cy 
by Е 0, b Co =— - —— _,z 

b? = 4byby | 2b, be by €* Zo, (BE) 2 26> 
B=2/B(h) 

by = 6, = 0, C1 4(со + м)со — с1 1/2 3/2 2 (6% \1/2 _——— Z n=-—t{— 

bo x 0 2Co 1 460 со $ 1/3 (ng ) 3 ( Со ) 

O6osHauenua: D? = 6? —4b9b., A(h) = 2boh+b,, B(h) =cyh? +e,h+eo+pu     
  

  

эт _ aT n 
a7 art + (ba + ct”)T. 

Uacrupiit cryiah ypapuenna 1.1.10.39 npu f(t) =at, g(t) =0, h(t) =), 
s(t) = ct”. 

32. 

  

  

OT _ 1 92т т OT м 
33. -5г = ат Dat + bat Da + ct”T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.39 при {(#) = ай, 9(#) = bt”, 
h(t) = 0, s(t) = ct”. 

эт _ , 92Т т ЭТ п ) 
34. rE = «(at Da? + bt Da +ct”T ). 

Частный случай уравнения 1.1.10.39 при f(t) = at!, g(t) = bt™, 
h(t) = ct”, s(t) =0. 

9 oT 2 92Т от 
— ат ba — + cT. 

8x2 + Oa + bt 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T (x,t) = (Aln|2| + B)|z|" exp((c — an?)t], 

T (x,t) = A(2at + In* !z|) |z|" exp[(e — an”)e], 

T(x, t) = Alz|* exp[(c + ap? — 2anp)t], 

a—b 
где n = ——. 

2a 

35.  
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2. Преобразование 

a—b 

2а ’ 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д,и = ад, „и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

  Т(х,#) = ||" ехр [(с - ап?) и(2,, д=Ш|4|, п = 

oT 2 92Т 
36. pr = @5 5 + (bt” + c)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.19 при }(#) = bt” +c. 
Преобразование 

  

T(z,t) = exp(—_1"4 + ct) u(z, T), z=lIn|z|, 7r=at 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами вида 1.1.3.3: 

oT 2 2Т — oT n 
37. Ot — ах 92 + br = + (cx + s)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.33 при {(5) = а1?, 9(5) = ba, 
й(х) = сх" + $, Ф = 0, п — любое. 

При с = 0 см. уравнение 1.1.8.35. 
Точные решения при с# 0: 

— + 8-6 2 п 1 
Т(х, = Ае #т 2а 1 (=\/2=?), и = = V (a — 6)? — 4a(s + p), 

yt 2-2 2 п. 1 
T(z,t) = Ae"'x 2a y,(=,/£27), „= —У(а-5)? — 4a(s + p), 

где А, р — произвольные постоянные; .Л, (=), У, (2) — функции Бессе- 
ля. 

  

  

  

oT 92т oT 
38. a = ат? oar t (aya? + bir) — + (agx? + box + со)Т. 

Частный случай уравнения 1.1.10.33 при {(х) = а2т?, 9(5) =а1 22 + 
+ b,x, h(x) = ат? + 6х + <, Ф = 0, п — любое. 

1. Точные решения при а1 # 4а,а.: 

  

T (x,t) = Aexp(—vt+ из)" $ (о, 2n + =. -y2), 
2 

(1) 
T (x,t) = Aexp(—vt + изд" (с 2n + a =), 

2 

где А, и — произвольные постоянные, п = п(и) — корень квадратного 
уравнения ап? + (5. — а-)п + +и=0, 

2 \/а1 — 4а,а> -а 
+ a= (b, + 2agn)u + bo + ain = + 1, 

а 2a5 205 UL + а1 2 

Ф(а,, В; =) и Ф(а, В; =) — вырожденные гипергеометрические функции. 

и = 
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О вырожденных гипергеометрических функциях см. М. Абрамо- 
виц, И. Стиган (1979), Г. Бейтмен, А. Эрдейи (1973). 

2. Точные решения при а? = 4% ао: 

T(z,t) = Aexp(—vt — tay 7) 6 Jon (2\/рЕ), ё = = 

T(z, t) = Aexp(- м - > — из) 27ту, и (2/рё), Е = = 

где А, и— произвольные постоянные, п = п(и) — корень квадратного 
уравнения ап? + (6, — а-)п + с +и=0, 

Тб п_ br = — 41 _ п-т, Р 2a; (b, + 2agn) + by + a,n = 0, 

J,,(z) u Y,,(z) — byHkunn Beccena. 
О функциях Бесселя см. М. Абрамовиц, И. Стиган (1979), Г. Бейт- 

мен, А. Эрдейи (1974). 
Замечание. В решениях (1), (2) параметр п можно считать произ- 

  

вольным, а параметр и = —a,n? — (b, — ay)n — Cp. 

oT 8?T oT 
39. == ат? aaa t (aya"t1 4+ bit) + (agx?” + box” + co)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.33 в случае f(z) = a,2z’, 
g(x) = a,2"t! + ba, №(х) = ат?" + 55" + су, Ф = 0 где п — любое. 

Замена 2 = €” приводит к уравнению вида 1.1.8.38: 

= =a — по = + n(a,€ + 82) 52 + (ay €° + 66 + со) Т, 

roe 6 = 6b, + nn —1). 

  

40. ЭТ =а бт т 
ot 

Частный  учай уравнения 11.10.40 при f(t) = at’, g(t) = bt™, 
h(t) = ct”. 

+ bt™ 2 +ct”T. 

           41. —- = arn't 5 oe TT 

Частный случай уравнения 1.1.10.45 при п = 3, f(t) = at™, 
g(t) = bt*, h(t) = сё. 

     42. oT = ax* oT 
ot 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T(z,t) = e (Az + B), 

T(zx,t) = Ae™ (ав + =), 
т 

T (x,t) = Az exp (b + аи?) + Е]
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2. Преобразование Т(х,#) = хе и(&,#), & = 1/т приводит к урав- 
нению с постоянными коэффициентами д, и = аду; и, которое рассма- 
тривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ _ ап Э2Т 
43. a > ax't 522 

Частный случай уравнения 1.1.10.42 при }(Р = ай", 9(#) = bt™. 
1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T (x,t) = (Ar + B) exp(—*— м ни”), 

T(z,t) = Ат" + +) ехр( —— — "Н), 

T(z,t) = Ag exp(—— FG gtd y у у Е). 
в+1 т 

        

2. Преобразование 

пеной, 5 тем 
приводит к уравнению с постоянными коэффициентами ди = ду; и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

44. = = (x to T + @(z,t). 
Область: 0 < х < {. "Первая краевая задача. 
1. м Однородные 1 граничные условия. 

В каждой точке ограниченной среды известно пространственное 
распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, 
а на ее обеих границах в течение всего времени поддерживается 
постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при r=! (граничное условие) 

Решение: 
1 

T(2,t) = f° f G(x.€,t-7)8(6,7) ват + [| вед 
где 

Yn()Y¥n (E) exp(—p2t) 2 mnb 2 _— 12 

Ст, 6,1) => Пи», 12 (22 + 52)? ’ hn = cae (1/5) ” 

_ 5 5: arctg | 2 _ arctg (l/b) Yn (2) ут вое), [= ЭВ, 
п =1, 2, 3, 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 69).
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2. Неоднородные граничные условия. 

В каждой точке ограниченной среды известно пространственное 
распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а 
на каждой ее границе задан свой закон изменения температуры от 
времени: 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

T = hit) при r=! (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(х,#) по формуле 

T(z, t) = g(t) + +[h(t) — g(t)] + u(a, 1), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 1 (при этом соответственно 
изменятся функции }и $). 

oT 8?T 
45. Ot = (x — бо)? (х — 1) = — СТ, bo # bi. 

Преобразование 

Т(т, В) = (#- В )е Ч щ(Е,т), €=m2—%, 7 = (by —b,)*t 
приводит к уравнению с постоянными коэффициентами 

которое рассматривается в разд. 1.1.3. 

      46. = = (box? + bya + bz)” = a” т 

Преобразование 

— _ 172 2 [о T (x,t) =exp[(bob,— bi +c)t] (bor? +b, z+b,u(E,t), € ] НЫ 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д;и = Ogeu, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

oT 1—n 92Т 
47. = п . 

ot ax 8a? 

Это уравнение встречается в задачах диффузионного погранич- 
ного слоя (см. уравнение 1.1.10.50) и является частным случаем 
1.1.10.26 при }(5) = ах" иФ=О. 

1. Прип= —1 это частный случай уравнения 1.1.8.35, а при п = —3 
это уравнение вида 1.1.8.42 (в этих случаях уравнение сводится к 
уравнению с постоянными коэффициентами). 
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Точные решения (А, В, и — любые): 

T(z) = Аз + В, 

Т(х, 6 = Аап(п + 11+ Ах” + В, 

T(z,t) = Aa(n+1)(n + 2)ta + Ax”? + B, 

(z, t) A [an(n + 1)t? + Qta™t! + ue + В 
a(n + 1)(2n + 1) 

_ 9 n+2 g2rt3 

T (2, t) = Ala(n + +1)(n+ 2)t*ar + 2ta"™* + ane | +В, 

T(2,t) = eM Vz [AJ Ga= *) + BY. _(~eo")| при и < 0, 

  т 

  

2 \ Vaq Vaq 

Т(х, =е [АТ (22°) + BK (#2) при и > 0, 

где а = (п +1), Л, (2) и У, (2) — функции Бесселя, [,(2) и К,(2) — 
модифицированные функции Бесселя. 

Пусть 2/(п + 1) = 2т + 1, где т — целое число. Точные решения 
(А, В, и— любые): 

T(z,t)= ее т(т1-24 р)” [A exp(# a#) + Bexp =) т > 0, 

  

Vaq 
— plttm( 1-29) ™ VE 1g VE og T(z, t) =e"a(a D) [Aexp( 2) + Bexp(- Vaan ) т < 0, 

_ d Ш ПЕ 1 

где D= 1 I= > ~ Im+1° 
2. Область: 0 < т < сю. Первая краевая задача. 

В каждой точке полубесконечной среды (твердого тела) задана 
начальная температура Тс в момент времени $ = 0, которая считается 
постоянной, а на границе среды т = 0 в течение всего времени 
поддерживается постоянная температура, равная T;: 

    

Т=Т при t=0 (начальное условие) 

T=T, при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

T-T, _ (> vy? grt! ) —_ 1 

Ty — T; 7 г} °а t , n+1_ 

¢ 
Здесь Г(и) = y(v,00) — гамма-функция, y(v,¢) = | C’re-Sd¢ — 

0 
неполная гамма-функция. 

3. Преобразование 

ntl 
T= ta(n + 1)7t, E=2 2 

приводит к уравнению вида 1.1.8.22: 

oT _ OT 1-28 OT гле В= 1 

Or — 06? € Е’ г Пи. 
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4. Укажем два дискретных преобразования, сохраняющих вид 

исходного уравнения (при которых меняется параметр п). 

4.1. Точечное преобразование 

=> и=— (преобразование F) 

приводит к уравнению аналогичного вида 

= az 5 9:2 (1) 
Преобразование Л меняет параметры уравнения по схеме 

F 

n= —п-2. 

Повторное действие преобразования Л приводит к исходному урав- 
нению. 

4.2. Используя преобразование Беклунда (см. 1.1.10.26, п. 6.2) 

E=2”", = — (преобразование 31) 

и интегрируя полученное уравнение по переменной &, получим 

Ov 2,22! Ay , 
— =ап п —_. 2 
Ot 6 дЕ? ) 

  

Преобразование 7{ меняет параметры уравнения по схеме 

1 
п = =. 

п 

Повторное действие преобразования }{ приводит к исходному урав- 
нению. 

Комбинация преобразований С = До Л меняет параметры урав- 
нения по схеме 

п = -1_. 
n+2 
  

Исходное уравнение сводится к уравнению с постоянными коэф- 
фициентами при п = -3 (см. 1.1.8.42). Подставляя это значение в (2), 
получим уравнение 

Se = agt/s Ze (3) at 0E2 ° 

которое также приводится к уравнению с постоянными коэффици- 
ентами. 

Используя преобразования Л, 0, |, аналогичным образом можно 
найти и некоторые другие уравнения рассматриваемого типа, кото- 
рые приводятся к уравнению теплопроводности с постоянными коэф- 
фициентами.
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эт n 92т b эт 
. = | — т ——. 

48 ot ат Oa? + 8a 

Uactupiit cayuak ypaBpHeuua 1.1.10.22 npu f(t) = b. Tlepexona or g, t 
к новым переменным Z, T NO формулам 

  

а _ = тей, т = _@ еб n)t 
const 

b(2 ~ n) + const, 

получим уравнение вида 1.1.8.47: 

ar _ пот 
ar _ д=2 ` 

ЭТ _ т 92Т т—1 ЭТ 
49. ST =a(a 52? + тх aT), 

Это уравнение описывает теплоперенос в неподвижной среде 
(твердом теле), когда коэффициент температуропроводности являет- 
ся степенной функцией координаты. 

1. Исходное уравнение можно записать в более привычном для 
приложений виде 

  

  

or — а ( m—) 
ot Ox Ox 

2. При т = 2 см. уравнение 1.1.8.35. При т; т 72 2, переходя от $, х к 

новым переменным т = 7a(2—m)?t, z= 2 > ‚ получим уравнение 
вида 1.1.8.22: 

ЭТ _ 92Т т 1 OT 

‘бт Oz? 2—m z Oz 

oT ( 2m 8?T 2m—1 OT ) — =а —— ——_ }, 50. : т Da? + mz dz 

Частный случай уравнения 1.1.10.30 при f(r) = faz”, g(t) = 0, 
h(t) = 0. При т = 1 см. уравнение 1.1.8.35. 

Замена 1 
1l1—m 

т при т = 1 Ея р 7 1, 

In |x| при m = 1 

  

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д,Т = адеТ, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ pn OF 
51. —- = az + z(b 

Частный случай уравнения 11.10.22 upu f(t) = bt™ +6. 

      

= 2 + ot’) = + (ай + ет. 

Частный лай уравнения 11.10.36 (поэтому оно может быть 
сведено к уравнению с постоянными коэффициентами, которое рас- 
сматривается в разд. 1.1.1). 

ovr 
52. at” —        
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oT 53. - = at" х + ot?) = = + (dt'x? + et?x + st?)T. 

Частный лоза уравнения 11.10.37. 

ovr         

54. ЭТ — ах Чт 5. т 
ot 

Частный случай уравнения 110.45 при f(t) = at™, g(t) = bt”, 
h(t) = ct?. 

xt” 
    + ct?T.   

OT 92т 

Oz Oy 

Это уравнение стационарного тепло- и массопереноса в пленке 

ЖИДКОСТИ С параболическим профилем скорости. 

1. Точные решения (А, В, и — произвольные постоянные): 

Т(у) =А+ Ву, 
T (x,y) = Aexp(—ap*z) exp(—5 py") Ф(1 

Т(т, у) = Аехр(-ар’х)уехр(-5 му”) Ф(2 — чи, $; wy’), 
1 —1 т 

где Ф(а, В; 2) = 1+ р» Е ет — — вырожденная 

гипергеометрическая фувкция. 

В практических приложениях наиболее часто встречаются сме- 
шанные граничные условия, которые рассмотрены ниже. Физический 
смысл переменных: Т — температура (концентрация); х и у— безраз- 
мерные координаты, отсчитываемые соответственно вдоль и поперек 
пленки (значение у = 0 соответствует свободной поверхности пленки, 
а, у = 1 — твердой поверхности, по которой она, стекает), Ре = 1/а— 
число ЦПекле. 

  

2. Массообмен между газом и пленкой жидкости, когда 

концентрация примеси на поверхности пленки постоянна и отсутству- 

ет массоперенос через твердую поверхность, описывается граничны- 
ми условиями 

Т =0 при х=0 (0 <у< 1), 

T=1 при у=0 (x > 0), 

0,T =0 при y=1 (x > 0). 

Решение исходного уравнения с этими граничными условиями 
имеет вид 

T (x,y) =1- >, A,, exp(—ap2, x) F,(y), a) 

Fn (y) = yexp(-—sumy’?) ®(2 -— fun, +3 Uy”), 
где функции Р„, и коэффициенты А», и р не зависят от параметра a.
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ТАБЛИЦА 2 

Собственные значения ии и коэффициенты разложения А„ в решении (1). 

т Ит Ат т Ит Ат 

1 2,2631 1,3382 6 22,3181 —0,1873 

2 6,2977 —0,5455 7 26,3197 0,1631 

3 10,3077 0,3589 8 30,3209 —0,1449 

4 14,3128 —0,2721 9 34,3219 0,1306 

5 18,3159 0,2211 10 38,3227 —0,1191               
  

  
Собственные значения р„ являются решениями трансцендентно- 

го уравнения 

3 1 3. _@(3 —_ 1 i. — 
ии ® (4 — +Ит» 2; Ит) — Ф(4 — чт 5; т) = 0. 

Коэффициенты ряда А„ вычисляются по формулам 

[ov Fn (y) dy 

"foe Ра, 
В табл. 2 указаны 10 первых собственных значений ри» и коэф- 

фициентов Аш, вычисленных в работе Z. Rotem, У. Е. Neilson (1966). 

Асимптотика решения при ах -} 0 определяется формулой 

Т = erfc ( У -) 
2 faz /”’ az: 

roe т=1, 2, 

  

OO 

где ес = = | exp (—€7) d€ — дополнительный интеграл вероятно- 
# 

стей. 

3. Растворение пластины ламинарной пленкой жидкости, 
когда концентрация на твердой поверхности постоянна и отсутствует 
поток вещества из пленки в газ, описывается граничными условиями 

T=0 при х=0 (О <у<х 1); 

д,Т =0 при Уу=0 (x > 0); 

T=1 при у=1 (%>0). 

Решение исходного уравнения с этими граничными условиями 
имеет вид 

OO 

Т(т,у) =1- >. Атехр(-аи т) (у), 
m=0 

Galt) = ©0(— Fg?) BC — igs НН вый), 
где функции С „ и коэффициенты А. и ри, не зависят от параметра а. 

Собственные значения LL, являются решениями трансцендентно- 
го уравнения 

(2) 

$ (4 — чит, 5; Ит) = 0.
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Для определения и» удобно использовать приближенную зависи- 
MOCTb 

ит = 4т + 1,68 (т = 0, 1, 2, weeds (3) 

максимальная погрешность которой меньше 0,2%. 

Численные значения коэффициентов А„ хорошо аппроксимиру- 
ются формулами 

‘ 

Ay = 1,2; A, = 2,27 (-1)™u77/6 = npu m=1, 2, 3, ..., 

где собственные значения р„ приведены в (3). Максимальная погреш- 
ность выражений для А» составляет меньше 0,1%. 

Асимптотика решения при ах -} 0 определяется формулой 

__1 1 2 _ (1-y)* 
T= Tals 94): C= ах . 

Здесь Г(а,2) = ] ~ e “1 4 — неполная гамма-функция, а 

Г(а) = Г(а, 0) — гамма-функция, Г(-) А 2,679. 

(®) Литература: А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. Запрянов и др. (1996, 
стр. 114). 

1.1.9. Уравнения с переменными коэффициентами, 
содержащие экспоненциальные функции 

эт _ эт 
ot дт2 

Уравнения такого типа могут встречаться при решении нестаци- 
онарных задач горения или при описании макрокинетики сложных 

химических реакций. 

Частный случай уравнения 1.1.10.1 mpu f(t) = be? +c. 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

+ (be™ + c)T. 

T (x,t) = (Av + B) exp(5e" + ct), 

T(z, t) = A(x? + 2at) exp(5e" + ct), 

T(z,t) = Aexp (ua + ap?t + zo + ct). 

2. Samena T(z, t) = u(z, t) exp (je + ct) приводит к уравнению с 

постоянными коэффициентами д, и = ад, ‚и, которое рассматривается 
в разд. 1.1.1.
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эт _ = 

Частный случай уравнения 1.1.10.6 npu f(t) =c, g(t) = be. 
1. Точные решения (А, и — любые): 

eft 4 cr)T.      

T(z, t) = Aexp(cat + ze eft + I 3 ас 48), 

T (x,t) = A(x + act?) exp(cat + ze ей + =ac 213), 

T (x,t) = Aexp |z(ct + м) + zo + = acts + асиЁ + ар? 

2. Преобразование 

T(z, t) = u(z,t) exp(czt + 5 + 6 eft + 5 ~ ac 243), = х + асР 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д, и = ад, и 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ a = 

Uacrupiit caryya ypapnennua 1.1.10.2 npn f(r) = be®* — c. 
Точные решения (А, и — произвольные постоянные): 

T(z, t) = Aexp(—pt)J (25 efe/?) v= 5 —, 

c— pl T(z, t) = Aexp(—ypt)Y, (24 efe/?) =F 

где .Л, (&) и У, (&) — функции Бесселя первого и второго рода соответ- 
ственно. 

—c)T.          

  

  

ЭТ _ д2т Bt 
pr = * pyr + (bre”" + c)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.6 при f(t) = be®, g(t) =c. 
1. Точные решения (А, д — любые): 

T(z,t) = Aexp( 2 ae + we + ct), 

2 

T(z,t) = A(a + ae eft) exp( Fae + mem + ct), 

2 

T(xz,t) = Aexp le( Se" + и) + see + re еб + (ap? + с). 

2. Преобразование 

b b? 
T(z, t) = u(z,t) exp (Fae + wee + ct), zZ=£+ ae 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами ди = ад, ‚и, 
которое рассматриваётся в разд. 1.1.1.
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эт _ 
at 

UYactupilt cnyyal ypasnenua 1.1.10.3 npn f(t) = be? +c. 

1. Точные решения (А, и — любые): 

T (x,t) = Aexp je( Se" + ct) + ag(t)], 

T(z,t) = Ala + a( = xe еб? + ct”) exp age + ct) + ag(t)], 

T(z,t) = Aexp|z (Ze еб + сё + р) + an (= 73 ef + ct? + pt) + ad(t ), 

rue $(t) = $b?B-%e?t + 2bcB-3 (Bt — 1)e7! + $c7t?. 
2. Преобразование 

         + c)T. 

T (x,t) = u(z,t) exp le( Ze" + ct) + ag(t)], =х+ “(5 82 ей" + ct”) 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д; и = ад, ‚и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ _ 92т 2. В: 6. 5 = Ча +2 (Бе’" + с)Т. 

Частный случай уравнения 1.1.10.4 при {(#) = Ве? + с. 

7 oT — а эт 

`` 6t 022 

Частный случай уравнения 1.1.10.1 при }(#) = Веб + сей. 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

        + ce"*)T. 

T(z,t) = (Аз + В)ехр( = ot + Leh"), 

T (x,t) = A(x? + 2at) exp(4 oe) 

T(z,t)=A exp(va + ar” t+ — в ре + ем). 

2. 3amena T(z, t) =u(z, t) exp( > 3 ety © р ett) приводит к уравнению 

с постоянными коэффициентами д,и = ад,,и, которое рассматрива- 
ется в разд. 1.1.1. 

эт _ д?т Be pt ar = а + (be”* + ce** + d)T. 

Samena T(z,t) = u(z,t) exp( eM) приводит к уравнению вида 
1.1.9.3: , 

rox д 
> = а + (be? + d)u.
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эт _ вт Вз-+ р е +c)T. 
ot ) 

При 6 = 0 см. уравнение 1.1.9.1, а при и = 0 — уравнение 1.1.9.3. 
При А 2 0 преобразование 

      

_ Nz _ и —_ _b T(z,t)=u(z,t)e™, з=т+ 3 t, ле N= oor 

приводит к уравнению вида 1.1.9.3: 

ди _ ss Ou Bz 2 
a = a— > + (be +ct+an*)u. 

эт _ вт эт 
10. , =@а +c) 5         

1. Точные решения (А, В, и— любые): 

T(2,t) = Ат+ AGS + ct) + В, 

_ ePt T(z,t) = A(z + + — ве + ct) + 2aAt, 

T(z,t) = Aexp|ua + = Be еб" + (с+ар?)!. 

2. Переходя от $, т к новым переменным $, 5 = XZ + 8 еб + ct, 

получим уравнение с постоянными коэффициентами д,Т = ад,,Т, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ 0-T ЭТ 
11. — = — 1 5; =@5 +s 

Частный случай уравнения 1.1.10.11 при {(5) = Ве?? + с. 
1. Точные решения: 

        

T (x,t) = Aexp(—pt + nBx)® (n, 21+1+ a -—e*), 

(1) 
T (x,t) = Aexp(—pt + nBx)¥(n, n+1+—— св: се ), 

где А, и — произвольные постоянные; п = п(р) — корень квадратного 
уравнения аД?п? + сп + и = 0; Ф(а, и; 2) и $ (а, и; =) — вырожденные 
гипергеометрические функции. 

О вырожденных гипергеометрических функциях см. М. Абрамо- 
виц, И. Стиган (1979), Г. Бейтмен, А. Эрдейи (1973). 

Замечание. В решениях (1) параметр п можно считать произволь- 
ным, а параметр и = —ад?п? — сВп. 

2. Другие частные решения (А, В — любые): 

T(x) = A+B ] Р(т) ат, F(z) = exp(-—e% _ <2), 

T (x,t) = Aat + A [ F() (/ ay ) ae, 
F(z) 

T (x,t) = AatG(x) + A ] Е (=) ( бе 4 G(x) = ] F(x) dz
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3. Замена = = е?* приводит к уравнению вида 1.1.8.38: 

ОГ 2 „29 92т OT 
zy = aR 2 52 + В=(5= +с+ар) Ay 

ЭТ _ 92т Bt oT 

12. Gy = Oper + wlbe™ +c) a, 
Частный случай уравнения 1.1.10.12 при }(#) = ве? + с. 
1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T(x,t)=AzF(t)+B, F(t) = exp(5e" + ct), 

T (x,t) = Ar? F?(t)+2A ] F?(t) dt, 

T (x,t) = Aexp [2x0 + ар? | F?(t) dt + В. 

2. Переходя от & х к новым переменным (А, В — произвольные 
постоянные) 

т = [PO dt+A, z=2 F(t), где F(t) = exp( Ze + ct), 

для функции Т(т,2) получим уравнение с постоянными коэффици- 
ентами д.Т = ад,,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

oT _ 8?T pt pt 5: = @- 52 + (be”" + ce = 

1. Точные решения (А, В, 1) — maser) 

T(z,t) = Az + A( ie" + < ett) + B, 

13.   

b pt, C out 2 T (x,t) = A(x + Ze + Seb ) + 2aAt, 

T (x,t) = Aexp (v2 + ze + en + av*t). 

2. Переходя от $, х к новым переменным t, z = 2+ — р ее + — ие", 

получим уравнение с постоянными коэффициентами д,Т = ад, Т, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ _ В+ 
ot — а + (be + ) 

При 6 = 0 см. уравнение 11941: a при и = 0 — уравнение 1.1.9.10. 
При р 7 0 замена 2 =5+(8/ и) приводит к уравнению вида 1.1.9.11: 

ЭТ _ TT в\ aT 

“et ad + (be® tee > 

14.   

oT 15. = а eP + ex) = 
Частный случай уравнения 1.1.10.36 при п(#) = а, f(t) = c, 

g(t) = be", h(t) = s(t) =0. 
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ЭТ _ 92т pt oT 
16. —- =a55 + (bxe”™" + с) aa 

Uactupit cryuat ypapHenua 1.1.10.36 mpu n(t) = a, f(t) = be%, 

g(t) =c, A(t) = s(t) = 0. 

  

oT — 92т Bt pt oT 
17. or 7 a3 + (bxe”" + ce )-5= 

Частный случай уравнения 1.1.10.36 при п(#) =а, {(#) = 6е8%, 
g(t) = сей, h(t) = s(t) = 0. 

  

эт __— 8" T Bt ut, OT 
18. ar = °533 + x(be”” + ce )5=: 

Частный случай уравнения 1.1.10.12 при {(#) = 6еб* + се. 

1. Точные решения (А, В, и — произвольны): 

  

Т(х, 8 = АЕ +В, Е = exp( Ze" + <M), 

T (x,t) = Az? F?(t)+2A ] F°(t) dt, 

T(z,t) = Aexp [ya (2) + av? [Po dt] + B. 

2. Переходя от  х к новым переменным (А, В — произвольные 
постоянные) 

т = [PO dt+ A, z=2Fi(t), где F(t) = exp(4e" + < ett), 

для функции Т(т,2) получим уравнение с постоянными коэффици- 
ентами О.Т = ад.,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ д2т oT Bt 
19. pr = bar + 6 + (сеР" + з)Т. 

Замена, 

b с 62 Fat) =wasdeo[-es So (s-2) (2,8) = щт, И ехр| - 72+ Fe + (s— zo )t 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д; и = ад, ‚и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ _ д2т эт Bx 
20. 5: = а + b-— + (ce”* + s)T. 

Замена Т(т,#Ё) = u(z,t) ехр(-5-2) приводит к уравнению вида 

1.1.9.3: 
ди _ 0?2и Вх 62 
Ot => aa + (ce + $ — da Ju.  
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21. =a Ss to — + (ce® + seM*)T. 

Замена 

— ~~ 4 С евЁ + З ош _ 4) T (x,t) = и (т, 1) exp( matt ze + Te zt 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д;‚и = ад, и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ д2т oT Вх ит 22. —- =a55 + b= + (се + se"")T. 

SameHa T(z,t) = u(z,t) exp(+e"*) приводит к уравнению вида 

1.1.9.20: 

  

ди д92и ди 

a oer ToS те Ч 

эт 92т 28+ 
= а — +ce*'T. 

23 ot 8x2 + Bx = + 

Переходя от Ь т к новым переменным (А, В — произвольные 
постоянные) 

2 

т = em +B, z=Aze”, 

для функции Т(т,2) получим уравнение с постоянными коэффици- 
ентами вида 1.1.3.1: 

      

  

0Т _ oT _2 
or = 9:2 5 + cA “T. 

OT 8?T OT 2 24. —- =a25 > + (aie + bi) 5 + (ave”* + boe”® + со)Т 

3amena z = e?* npuBogut kK ypaBHeHuto Bua 1.1.8.38: 

OT 
a = a, 3? 2? ot (a,z+b, + a3 8) — + (402° + 652 + со) Т. 

эт _ д2т pt <\ = oT 
25. or = * O32 “(oe + =n" 

Частный случай уравнения 1.1.10.15 при }(#) = be. 

эт _ 8?T Bt 26. = = ars, (be”* + cx)T    

Uactupili cnyyalt ypaBHenua 1.1.10.18 npu f(t) =c, g(t) = be. 

ЭТ _ 8°T Bt 
27. or = "Sa (bre” + c)T 

Yactupit cnyyat ypapueuua 1.1.10.18 npu f(t) = be®, g(t) =c. 
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эт _ 8?T pt t 28. =; = ат + (bre”* + ce¥")T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.18 при {(#) = Веб, д9(#) = сеш. 

  

ЭТ _ 2 92Т Bt 29. or = OP Sar + (be”* + c)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.19 при }(#) = Веб + с. 

от 2 92Т — pt pt 30. —- = ax’ a] + (be™ + ceM*)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.19 при }{(#) = Ве? + сей. 

  

"-. = — е С —. 

31. 5; =9@2 5 +=( + ) Sz 
Частный случай уравнения 1.1.10.22 npu f(t) = be?! +. 

32. -5+ = @® уз 

Частный случай уравнения 1.1.10.22 при }(#) = be®* + ce". 

+ (be + ce“*) =.   

OT Ba 8?T 
e — a — a © 

33 ot е Ox? 

Частный случай уравнения 1.1.10.26 при {(т) = ае?*, Ф =0. 
Точные решения (А, В, и — любые): 

Т(х) = Ах + В, 

T (x,t) = A(af*tx + Bre~9* + 2e-F), 

T (x,t 

T(z,t) = Aexp(—pt)Jp( = \/% exp(-482)), 

эт 92т 
34. — = a pa 

ot е 8x? 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T(z, t) = e™ (Ax + B), 

  

) 
) = Ae (aB?tx + Bre~P* + 2e 9), 

) = Ae” (2a? G42? + 4a*te~9* 4 e~ 282)
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  T(z, t) = Aexp(—pt)Jo( Ae exp(-46z)), 

T(z, t) = Аехр(-м0У (5 Ae exp(-46z)), 

где Л (&), У (&) — функции Бесселя. 
2. Замена Т(х,® = е*и(т, #) приводит к уравнению вида 1.1.9.33: 

д,и = ае д, м. 

  

ЭТ _ gebe OT yt 35. —- = ae™ 53 + (be + c)T. 

Замена Т(х,# = exp(—em" + ct) ula, $) приводит к уравнению вида 

1.1.9.33: д,и = ае??д‚.м. 

36. Sf = a(eh? 2 + Be pe). 
Ot Oz 

Это уравнение описывает теплоперенос в неподвижной среде 
(твердом теле), когда коэффициент температуропроводности являет- 
ся экспоненциальной функцией координаты. 

1. Исходное уравнение можно записать в более привычном для 

приложений виде 

af _ 42 (e220) 
ot Or dr) 

2. Переходя к новой переменной 2 = е`8*, приходим к уравнению 
вида 1.1.8.26: 

9Т _ д2.0Т 

Ot oz 922 © 

Точное решение исходного уравнения (при постоянных значениях 
функции Т на границе и в начальный момент времени) приведено в 
книге А. В. Лыкова (1967). 

  

37. ЭТ —ае ern OF т > + Vae?® (Va Bef? + p) oF 
ot O02 

Частный случай уравнения 1.1.10.25 при }(#) =Ь, 9(#) =0. 
1 — 

Замена & = ЕВ —е_9?) приводит к уравнению с постоянными 
a 

Kospuunentamu O,T = ad,,T, koropoe paccmatpuBaetca B pay. 1.1.1. 

ЭТ _ 2в= 9°Т pa pa ut oT vt 38. ap = ae aS + Уае?? (Ма Ве!°® + Бе ey + се 

Частный случай уравнения 1.1.10.25 при f(t) = be, g(t) = ce”. 

2 

39. ЭТ = geht OF 4 peut ЭТ a — + ce” 
ot 8x? 

Частный случай уравнения 11.10.38 mpu f(t) = ae, g(t) = be”, 
h(t) = ce”.
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ЭТ _ Bt 92т 
40. na 7 ae 5? 

Частный случай уравнения 1.1.10.36 при п(# = ae®t, f(t) = Фей, 

g(t) = 0, h(t) = ce”, s(t) = 0. 

+ brett + схе’"Т. 

oT — Ba+pt 8°T vir 41. 5; = @е >a? + be”’T. 

Преобразование 

T(z,t) = exp(e”)u(z,7), T= =e" 

приводит к уравнению вида 1.1.9.33: ди = ед, тм. 

1.1.10. Уравнения, содержащие произвольные функции* 

эт _ а2т 
- 5 2@ 5 + f(t)T. 

Это уравнение описывает нестационарный массоперенос в непо- 

движной среде при наличии объемной химической реакции перво- 
го порядка, когда коэффициент ее скорости является произвольной 

функцией времени. 
1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T (x,t) = (Ax + B) exp | | f(t) dtl, 

T (x,t) = A(x? + 2at) exp il f(t) dtl, 

T (x,t) = Aexp [из + pat + ] f(t) #]. 

2. Замена Т(х,#) = u(z,t) exp ] f(t) dt приводит к уравнению с 

постоянными коэффициентами д, и = ад, ‚и, которое рассматривается 
в разд. 1.1.1. 

oT 92т 
5 2 аъ + 1(®)Т. 

Это уравнение описывает нестационарный массоперенос в непо- 
движной среде при наличии химической реакции первого порядка, 
когда коэффициент ее скорости является произвольной функцией 
координаты. 

Частный случай уравнения 1.1.10.32 при 5(5) = 1, р(х) =а = соп$%, 

q(z) = —f(x), ®=0. 
  

* В конце этого раздела рассмотрены уравнения стационарного диффузионного 
(теплового) пограничного слоя, которые также относятся к уравнениям парабо- 
лического типа.
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эт _ а2т 
3. ar = @ 5 + xf (t)T. 

1. Точные решения (А, р — любые): 

T (x,t) = Аехр [2F (t) +a ] F°(t) de] | F(t) = ] f(t) dt, 

T(z,t) = Ala + 2a ] F(t) dt exp [zF(e) +a ] F*(t) dt] ; 

T (x,t) = Aexp [27 + иг Нар? +а ] F?(t) dt + 2ap ] F(t) dt] | 

2. Преобразование 

T (x,t) = u(z, t) exp [2F (t) + af F(t) dt, &=х+ 2a [ F(t) dt, 

roe F(t) = | }(#) 4, приводит к уравнению с постоянными коэффи- 

циентами д, и = ад,,и, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ 8°T 2 4. -5 = "Sar + xf (t)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.37. 

эт _ вт 
5. ot — @ 9х2 + [f(x) + 9(t)]T. 

Samena T(z,t) = u(z,t) exp ] g(t) dt] приводит к уравнению вида 

1.1.10.2: 
ди _ 0д?и 

эр = Cage + ти. 

9 92 

6. р = a5 t (ef) + oT. 
1. Точные решения (А, и — любые): 

T(z, t) = Aexp|2F(t)+a F?(t) dt+ ] g(t) atl, F(t) = ] f(t) dt, 

T(x, t) = Alz+2a F(t) dt] exp[2F(t)+a F?(t) dt+ ] g(t) dt], 

T (x,t) = exp [2F(t) +px+ap?t+ 2ap | F(t) dt +a/ F?(t) dt +f 9(t) dt . 

2. Преобразование 

T (x,t) = u(z, t) exp [2F (t) +a ] F(t) dt+ ] g(t) dt] ‚ g=a2+2a | F(t) dt, 

roe F(t) = / 1(#) 4, приводит к уравнению с постоянными коэффи- 

циентами д,и = ад, и, которое рассматривается в разд. 1.1.1.



1.1. Уравнения с одной пространственной переменной 99 
  

ЭТ 92т 

1. Точные решения (А — любое): 

T(2,t) = Aexp| 24/22 +vabe+ [0], 

T (x,t) = Ax exp [2/22 + 3Vabt + [fo dt}. 

2. Преобразование (С’— произвольная постоянная) 

T (x,t) = u(z,T) exp[ 44/22? + Vabt +f f(t) dt ; 

z=zexp(2Vabt), r= =< exp (4vabe) +С 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами ди = д, и, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

oT 8°T 8. —- =a55 + 2[-be + f(t)]T. 

1. Точное решение (А, В — произвольные постоянные): 

— 1 2 a) T(z,t) = ехр| 5 \/= = + =Е(® + Vabt + а || Е“ (1) dt}, 

t 
F(t) = exp(2Vabt) I, f(r) exp(—2V abr) dr. 

2. Преобразование 

T(2,t)=exp(4,/? 2?) u(z,7), z=xzexp(2Vabt), T= 7 exp (4vVabt)   

приводит к уравнению вида 1.1.10.6: 

ди _ д?и 1 

= аа + PRO) +E] 
где Ф(т) = ет"), п = 4\/а6. 

эт 92 бр = аъ + [21(8) + 29(9 + (ат. 
Частный случай уравнения 1.1.10.37. 

  

эт 8?T эт 
10. —- = a—— $) —. 

ot 8a? + Г ) oz 

Это уравнение описывает теплоперенос в движущейся среде, ко- 
гда скорость движения среды является произвольной функцией вре- 
мени.
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1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T (x,t) = Ar + Af f(t) dt + B, 
2 

T (x,t) = Ale + ] f(t) dt] + QaAt, 

T (x,t) = Aexp [из + ap?t + и [146 dt]. 

2. Ilepexona oT t, £ K HOBbIM TlepemeHHbIM t, z = x + | f(t) dt, 

получим уравнение с постоянными коэффициентами O,T = ad,,T, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт 92т oT 

Это уравнение описывает теплоперенос в движущейся среде, 
когда скорость движения среды является произвольной функцией 
координаты. 

1. Частный случай уравнения 1.1.10.29. Имеет точные решения 

вида 

11. 

Т(т,#) =еи(х), 

где функция и = и(х) определяется путем решения обыкновенного 
дифференциального уравнения с параметром LL: 

aus, + f(x)u, + wu = 0. 

Другие точные решения (А, В — любые): 

T(x) = A+B ] F(x)dz, F(z) = exp |-— ] f(z) dz, 

T (x,t) = Aat +A ] ( |  ) F(a) dz, 
F(z) 

T (x,t) = Aat®(xr) + Alf (/ P(2) de ) F(2) dz, (xr) = [F@ dz. 
F(z) 

Более сложные решения указаны далее в п. 2. 
2. Исходное уравнение для любой функции }(т) допускает точ- 

ные аналитические решения вида 

  

T,, (2, t) — у. И «(2). (1) 

4=0 

Подставляя выражение (1) в исходное уравнение и приравни- 
вая члены при одинаковых степенях ф для определения функций 

Pri = Фи:(2) получим систему обыкновенных дифференциальных 

уравнений (штрихи соответствуют производным по т) 

Wan + (2) Pan = 0, 
anit f(2)Oni = (+; 1=0,1,...,n—-1.
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Интегрируя эти уравнения последовательно в порядке убывания 

номера $, находим решение (А, В — любые}: 

Panlt)=A+B f F(2)dz, F(x) =exp|-— | (2) 42|, 
ри(2) = пп- 1)... (+117 " [,(2)]} 1=0,1,...,п-1. 

Здесь интегральный оператор L ; вводится следующим образом: 

_1 у(х) ах Буве] =; Е) (] Ч’) а. (3) 
Степени оператора, определяются так: №’, [у(2)] = &,[№; '[у(т)] ]. 

Формулы (1)-(3) дают точное аналитическое решение исходного 
уравнения для произвольной функции {(т). 

Линейная комбинация частных решений 

(2) 

N 
T(z,t) = уз C,,T,, (2, t) (С, — произвольны) 

n=0 

также является точным решением однородного уравнения. 

эт _ а2т эт 

pr = Gar + eH) GE: 
Обобщенное уравнение Ильковича. Оно описывает массоперенос к 

поверхности растущей капли, которая вытекает из тонкого капилля- 
ра в раствор жидкости (массовый расход движущейся по капилляру 
жидкости произвольным образом зависит от времени). 

1. Точные решения (А, В, и — произвольны): 

T (x,t) = Axexp ] f(t) dt] +B, 

T (x,t) = Ax? F(t) +2Aa ] F?(t) dt, F(t) = exp | ] f(t) dtl, 

T (x,t) = Aexp | uaF (t) + ap? ] Е?(#) dt +B. 

2. Переходя от $, х к новым переменным (А, В — произвольные 
постоянные) 

r= [Pi)dt+A, z=2F(), rae ЕР® = Веф| [| {0% 
для функции Т(т,2) получим уравнение с постоянными коэффици- 
ентами О.Т = ад,,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

3. В частном случае, когда происходит теплоперенос в полубес- 
конечную среду, имеющую в момент времени # = 0 первоначальную 
постоянную температуру Ту, а температура границы 1 = 0 в течение 
всего времени поддерживается постоянной и равной Т\ , решение ука- 
занного выше уравнения с начальным и граничными условиями 

12.   

Т=ТЪ при #=0 (начальное условие) 

T=T, при х=0 (граничное условие) 

Т-Т при 5-х (граничное условие)
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имеет вид 

вл ед), +в у: [9-6 
"= | “F%(t)dt, 2=2F(t), F(t) =exp| fy f(t) at], 

rue erf £ — функция вероятностей. 

  

эт _ вт _ ра ЭТ 

1. Точные решения (А, В — любые): 

Т(х, = А+ B | F(z) dz, F(z) =exp |-= f f(z) dz — ==, 

T (x,t) = Aat+ Al([+ FC ие) Е) dz, 

T (x,t) = Aat®(z) +A ] ( ] т Fe) dx, $(2) = ] F(z) dz,   

где z= x — Ot. 
2. Ilepexona oT t, © K HOBbIM MepeMeHHbIM t, z = x — Ш, получим 

уравнение с разделяющимися переменными вида 1.1.10.11: 

эт _ эт эт 
ее ба ТИ +, 

тает (=) 2т 

5 0:2 s/t УЕ/ дх ° 
т 

1. Переходя от &‚ х к новым переменным т=шф & = =, получим 

14. 

уравнение с разделяющимися переменными вида 1.1.10.11: 

OT 
a alt + [f(€ + 5 зе 

2. В частном случае, когда происходит теплоперенос в полубес- 
конечную среду, имеющую в момент времени $ = 0 первоначальную 
постоянную температуру Ту, а температура границы 5 = 0 в течение 
всего времени поддерживается постоянной и равной Т` , решение ука- 
занного выше уравнения с начальным и граничными условиями 

T=T, при &=0 (начальное условие) 

T=T, при xr=0 (граничное условие) 

T > Ty при т} с (граничное условие) 

имеет вид 

T-T, _ J¢° exp[—®(€)] dé _ _ 1 02 1 ré 

тт о и, “О +. (Oa. 
где & = 2/¥t. 
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эт _—«_—s@*T b | OF 
15. SP = Oger t [FO + „|5 

1. Точные решения (А, В — любые): 

T (x,t) = Ax” ехр | (2) dt] +B, n=1- 2, 

T (x,t) = Ax? F(t) + 2A(a +b) ] F(t)dt +B, F(t) =exp E ] f(t) dt] . 

  

2. Переходя от &, х к новым переменным (А, В — произвольные 
постоянные) 

r= [PO dt+A, z=2F(t), re F(t) =Bexp у f(t) dt), 

для функции Т(т, 2) получим более простое уравнение 

эт _ i er, bar 
Or 022 z Oz’ 

которое рассматривается в разд. 1.1.4, 1.1.6 и 1.1.8 (уравнение 22). 

эт _ а2т b] oT 16. = ася + a f(t) + =] 5 +9 (ОТ. 

Замена Т(х,#) = и(т,ехр р ] g(t) dt] приводит к уравнению вида 

1.1.10.15: 
ди 

“Ot ~ os a3 + [29 + zk Ox 

В частном случае 6 = 0 см. уравнение 1.1.10.12. 

17, SP дат + [О + 9(#)] 5 + КОТ. 
Преобразование (А, В, С — произвольные постоянные) 

r= [PO dt+A, F(t)= Bexp| / f(t) dt], 

= ЕВ + ] g(t) F(t) dt + C, 

T(t, 2) = u(r, z) exp | h(t) dt] 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами Ou = ad, ,U 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

18. а: = ах т + [x f(t) + g(t)]T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.39. 

19. a = ax 2 OF + F(t)T. 
Частный случай уравнения 1.1.10.40.
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20. oT = ат? 5 
bt 

Частный случай уравнения 1.1.10.41. 

oT _ 2 92Т 
21. Sr = ат 5 n° xf (t)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.41. 

ЭТ 8?T 
22. > 7 ат” —        

1. Точные решения (А, В — любые): 

T(z,t) = Arexp Г f(t) dt] + B, 

T (a, t) = Az?-"F(t) + Aa(n — 1)(n — 2) ] F(t) dt, 

rue F(t) = exp (2 —n) ] f(t) dt] , 

2. Переходя от 2, & к новым переменным 2, т по формулам 

2=2F(t), r=a ] F?-"(¢) dt, F(t) = exp | ] f(t) dt), 

получим уравнение вида 1.1.8.47: 

ЭТ — nr OT 0°T 

‘Or 922 ` 

23. er = ат Dx? 

Замена Т(х,#) = е*и(т,№) приводит к уравнению вида 1.1.10.22: 

           

  

   

ди п = Ou 
ar = Ot" sa + f(t) 

24. ae = ах?" OT ax”|/anz"—* + f(t)] ae + g(t)T. 

Замена 
  

va In|z| прил=1 

приводит к частному случаю уравнения 1.1.10.35: 

эт _ Эт = Set 1OZ + oT. 

gi-n 1 

Е 1 {i при п = 1, 

25. ST = ac SP + Vac [Va Be + f(t)] — + o(t)T. 
Замена & = = ‘a —e 8 т) приводит к частному случаю уравнения 

1.1.10.35: oT 

> = = + f= Е 1 g(t)T.  
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эт 
26. a = f(z) at + &(z,%). 

1. Это уравнение вида 1.1.10.32 при 5(5) =1/1(х), р(х) =1, 9(5) =0. 
Частные решения однородного уравнения (Ф = 0) имеют вид 

Т(т,#) =е Ши(т), (1) 

  

где функция и(т) ищется путем решения следующего линейного 
обыкновенного дифференциального уравнения с параметром р: 

f(x)uy, + pu = 0. (2) 

Процедура построения решений конкретных краевых задач для ис- 
ходного уравнения с помощью частных решений вида (1) подробно 
описана в 1.1.10.32. 

Основная проблема здесь состоит в исследовании вспомогательно- 
го уравнения (2), которое далеко не всегда допускает аналитическое 
решение (поэтому часто приходится прибегать к численным методам 
решения). Значительное число конкретных разрешимых уравнений 
вида (2) приведено в следующих справочниках: Э. Камке (1976), 
В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1995, 1997). 

2. Точные решения однородного уравнения (А, В, т, — любые): 

  

  

  

  

T(z) = Ax + В, 

T(2,t) = At+AF(z), F(z) = Г ae dé, 

T(2,t)= Atr+AG(z), G(z) = Г е = с ЕЕ, 

T(a,t) = At? + 2AtF(z) +24 [ ie т F(E) dé, 

T(2,t) = At?z + 2AtG(2) +24 [ ae G(Eé) dé. 

Более сложные решения указаны далее в п. 3. 
3. Однородное уравнение (Ф = 0) для любой функции f(x) nonyc- 

кает точные аналитические решения вида 

п—1 

T,(z,t) =t" +> tly, ,(z2). (3) 
i=0 

Подставляя выражение (3) в исходное уравнение и приравни- 
вая члены при одинаковых степенях $ для определения функций 
Pri = Pn 4(Z) получим следующую систему обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений (штрихи соответствуют производным по 2): 

f(t) Pn = (+1) Gn iar, 
i=0,1,....n-1, 9,, =1.
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Интегрируя эти уравнения последовательно в порядке убывания 

номера, 1, находим 

Yn a(t) = n(n — 1)... (6+ 1) LEU]. (4) 
Здесь интегральный оператор Ё ‚ вводится следующим образом: 

г 

L, ly(x = /( У) ат) аз = (#8) + Ах+ В, (5 wos [(f 2 "9 y(6) dg (5) 
где хо, А, В — любые. Степени оператора определяются, как обычно: 

Г, [y(z)]=L, [Li [y(x)] |, a kouctants A, B np повторных действиях 
оператора Г ‚ в этой формуле, вообще говоря, могут быть различны- 

МИ. 
Формулы (3), (4) определяют точное аналитическое решение 

исходного уравнения для произвольной функции /[(т). 
Линейная комбинация частных решений (3): 

    

N 

T(z,t) = У. C,,T,, (a, t) (С, — произвольны) 
n=0 

также является точным решением однородного уравнения. 
Укажем также другие точные аналитические решения однородно- 

го уравнения (п — натуральное число): 

n—1 

T,(2,t)=t?2+) ton i(2), bpg(t) = n(n -1)...(6+ 1) LP “fa, 
i=0 

rye onepatop L ; описывается формулой (5). Произвольная линейная 

комбинация этих решений с линейной комбинацией решений вида (3) 

также будет решением исходного уравнения. 

4. Решение однородного уравнения в виде бесконечного ряда, 
содержащее произвольную функцию координаты: 

тд =оф+ teu e@, vase), 
где ©0(х) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это 
решение удовлетворяет начальному условию Т(т,0) = О(т). 

5. Неоднородное уравнение при 

&(2,t)=g,(z)t?  (n=0,1,2,...) (6) 

для произвольных функций [ (т), 9, (т) имеет частное аналитическое 
решение вида 

T,(z,t) = 4, (2), (7) 
7=0
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где функции ф„ ; = 4, ;(1) вычисляются по формулам 

-L,[9,,(2)] pu i=n, 

Pn ile) = _nin —1)...@@+1)L3°*" [g,(2)] приё=0,1,...,п-1 
(8) 

с помощью интегрального оператора L, (5). 
Если неоднородная часть уравнения представима в виде суммы 

N 

8(2,1) = У. 9, (1), 
n=1 

то одно из решений является суммой частных решений вида (7): 

N 

T(2,t) =) T,(c,t). 
n=1 

Например, при 

Ф(т, 1) = 9(2) + Их), 
где g(x), h(x) — произвольные функции, исходное уравнение имеет 
частное решение вида, 

T(2,t) = Ве) - | К е- 04, 
ое — &) 4, ту — любое. 

Суммируя различные решения однородного уравнения (см. п. 3) 
с любым частным решением неоднородного уравнения, можно полу- 
чить широкий класс частных решений неоднородного уравнения. 

6. Укажем два дискретных преобразования, сохраняющих вид 
исходного уравнения (при которых меняется функция }). Пусть Ф=0. 

6.1. Преобразование 

ret, ual 
т 

приводит к уравнению аналогичного вида: 

i = 24f(2 ar 

6.2. Сначала сделаем замену 

= | Fay 
В результате имеем уравнение 

ее | 

(точечное преобразование) 
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где функция Р = Р(&) задается параметрически: 

1 

~ F(a)’ $ = lam 
Вводя новую неизвестную функцию у = %(&, #) по формуле 

= & (преобразование Беклунда) 

и интегрируя полученное уравнение по переменной &, приходим к 
искомому уравнению 

= FOS. 
Для степенных и экспоненциальных функций указанное преобра- 

зование действует по схеме 

а) =ы” => Р(® = АЕ"-Т, 
f(a) =be~9 => -F(E) = BE, 

где А = = [а _ n)| PT. 

oT 8°T 
27. Ot 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

T (x,t) = Аз + Af 9(t) dt + B, 
2 

T(z,t) = Ale + [of dt] + 24 [ (2) dt + B, 

T(z,t) = Aexp[ya +p? [ f(2) dt +p f 9(t) dt}. 

2. Переходя от $, х к новым переменным (А, В — произвольные 
постоянные) 

r= | f(t)dt+A, z=z+ / g(t)dt+B, 

получим уравнение с постоянными коэффициентами д,Т = д,,Т, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

           

эт эт 
28. 5 — = f(t yor + xg (t)—— 

1. Точные  ещения (А, В, и— любые): 

T (x,t) = АгС( +В, С(®=ехр ] g(t) dt], 

T (x,t) = Ax?G?(t) +2A ] f(t)G?(t) dt + B, 

T(z,t) = Aexp |uaG(t) + р? ] f(t)G?(t) dtl.
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2. Переходя от &, г к новым переменным (А, В — произвольные 

постоянные) 

= [ оба +А, z=2G(), me Git) = Bexp| [ g(t) at], 

для функции Т(т,2) получим уравнение с постоянными коэффици- 

ентами д.Т = д,,Т, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт — 9?Т aT 
29. 5 = f(z) 92 + 9(z)=—. 

1. Это уравнение можно представить в виде уравнения 1.1.10.32: 

1) = 2 ат] 

  

  

где 

ЗИ 9(2) = 9(2) = s(x) = Fo) exp| =) 4, р(х) ехр| (2) 4, q(x) = 0. 

2. Точные решения имеют вид 

T(z,t) =e"'u(z), (1) 
где функция и(х) ищется путем решения следующего линейного 
обыкновенного дифференциального уравнения с параметром и: 

f(z)uz, + 9(z)u, + pu = 0. (2) 
Процедура построения решений конкретных краевых задач для ис- 
ходного уравнения с помощью частных решений вида (1) подроб- 
но описана в 1.1.10.32. Значительное число конкретных разрешимых 
уравнений вида (2) приведено в следующих справочниках: Э. Камке 
(1976), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1995, 1997). 

3. Другие частные решения (А, В — любые): 

T(x) = A+B ] F(x)dz, F(x) = exp |- т. 4, 

T (x,t) = At+ A | F(2)(/ Fane) a 

_ ©(x) dr _ T(z, t) = At®(x) + A ] Е (=) ( ЕС), $(т) = ] F(x) dz. 

Более сложные решения указаны далее в п. 4. 

4. Исходное уравнение для любых функций }(т) и 9(х) допускает 
точные аналитические решения вида ` 

  

T,(z,t) = Уф, (1). (3) 
1=0 

Подставляя выражение (3) в исходное уравнение и приравни- 
вая члены при одинаковых степенях &, для определения функций
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Yni = Pn y(Z) получим следующую систему обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений (штрихи соответствуют производным по г): 

(5) Фит + 9(2)Pnn = 0, 

F(Z) Pn + IZ) Pn i =(+1)fniguis t=0,1,...,n-1. 

Интегрируя эти уравнения последовательно в порядке убывания 
номера $, находим решение (А, В — любые): 

Pn a(t) =A+B f F(z)dz, F(z) =exp[- | ae 4, 

Yn y(t) =n(n—1)...(4¢@+ 1) LF ‘[Pnn(t)]; 1=0,1,...,n-1. 

Здесь интегральный оператор Ё ‚ вводится следующим образом: 

dz L,ly(e)] = f F(2)( f ASS) ae. 5 

Степени оператора определяются так: rly (2)] =L, [Ly [y(x)] ]. 

Формулы (3), (4) дают точное аналитическое решение исходного 
уравнения для произвольной функции f(z). 

Линейная комбинация частных решений (3): 

  

(4) 

м 
t)= У. C,,T,, (2, t) (С, — произвольны) 

n=0 

также является точным решением однородного уравнения. 
5. Замена 

Е = [+(2) 46, (2) = exp|- ls ie 54] 
приводит к уравнению вида 1.1.10.26: 

эт _ eT 

  

где функция Р = Е(&) определяется путем исключения переменной 
т из выражений 

Е = /(2)4? (2), Е= | 9(2) г. 

6. Решение уравнения в виде бесконечного ряда, содержащее 
произвольную функцию координаты: 

Т(г, ) + + пт [6 (2) Le fa) +oa)4, 

где O(r) — любая бесконечно дифференцируемая функция. Это 
решение удовлетворяет начальному условию Т(х, 0) = ©(т).
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0. 2Т = 12 (2) т (f(a) + 9(¢)] = + A(T. 
Замена € = Га Fis) приводит к частному случаю уравнения 

1.1.10.35: т м 
F = FF 4 G(T + ВОТ. 

31. = = pe oT +h + 20+ 6) + (fo, +9? +99 +H), 
roe f=f(z), g (2), p= v(t), y= v(t). 

Преобразование 

T(a,t) = u(E,t)exp(— / Zac), 6 = Ita 
приводит к частному случаю уравнения 1.1.10.35: 

ди оо +05 + 

32. s(x) = fe [p(2) | — q(x)T + &(2,t). 

Cunraetca, 4TO PyHKUUH S, p, p,, 4 — непрерывны. В частном слу- 
чае $(х) = 1 это уравнение используется для описания массопереноса 
в неподвижной среде (твердом теле), когда коэффициент диффузии 
является произвольной функцией координаты, имеются источники 

или стоки вещества, если их интенсивность зависит от координаты и 
времени, а также при наличии объемной химической реакции первого 
порядка, когда ее константа скорости является произвольной функ- 
цией координаты. 

1. Область: 0 <х < [. Первая краевая задача. 
1.1. В каждой точке ограниченной неподвижной среды известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени # = 0, а на обеих границах среды в течение всего времени 
поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при zr=l (граничное условие) 

Решение: 

T(2,t) = [| обо + fr fc 2,6 t-7)®Gr) adr. (0 
Здесь 

1 

G(a,6,0) = Deol pt) eet) ttynl? = | заду (а) dz, (2)
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roe p,, UY, (1) — собственные значения и собственные функции зада- 

чи Штурма — Лиувилля для линейного обыкновенного дифференци- 

ального уравнения второго порядка: 

[p(z)y2]2 + [us(z) — а(т)]у = 0; (3) 
у=0 при «r=0, у=0 при т=[. (4) 

При 5(5) > 0, р(т) > 0, а(1) > 0 все собственные значения 
и„ положительны. Если и„ расположены в порядке возрастания: 
ш <<. << ил <: + ‚ ТО при п $ со для собственных значений 
и собственных функций справедливы следующие асимптотические 
формулы: 

_ 1?n? _ f' | s(2) p= +00), 8=] а, 
у„(т) _ 4 1/4 lan [2 s(x) 1 

lIynll Foro a [= | У (=) ae +0(„,)- 

1.2. В каждой точке ограниченной неподвижной среды известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени $ = 0, а на каждой границе среды задан свой закон изменения 
температуры от времени: 

  

  

Т = f(z) при #=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

T = h(t) при zr=l (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(х,{) по формуле 

Т(2,1) = 9(® + [9 — 9(4)] + u(z, t), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 1.1 (при этом соответственно 
изменятся функции }и $). 

2. Область: 0 < т < 1. Вторая краевая задача. 

2.1. В каждой точке ограниченной неподвижной среды известно 
пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени $ = 0, а обе границы среды теплоизолированы (отсутствует 
поток тепла через границы): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,T =0 при zr=0 (граничное условие) 

0,T =0 при т=[ (граничное условие) 

Решение этой задачи дается формулами (1), (2), где собственные 
значения и собственные функции р„ и у,(т) определяются путем 
решения линейного обыкновенного дифференциального уравнения 
(3) с граничными условиями 

у. =0 при 1=0, y,=0 при zr=l.
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2.2. В каждой точке ограниченной неподвижной среды известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 

времени # = 0, и задан свой закон изменения теплового потока от 
времени на каждой границе среды: 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

0,T = hit) npu r=! (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(х, #) по формуле 

T(2,t) = xg(t) + 2 [106 - o(t)] + ule, t), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 2.1 (при этом соответственно 
изменятся функции f u ®). 

3. Область: 0 < т < [. Третья краевая задача. 
3.1. В каждой точке ограниченной неподвижной среды известно 

пространственное распределение температуры в начальный момент 
времени # = 0, а на обеих границах тела происходит теплообмен (по 

закону Ньютона) с окружающей средой, имеющей нулевую темпера- 
туру ( > 0, К. > 0): 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 при х=0 — (граничное условие) 

О.Т +ЕТ =0 при r=! (граничное условие) 

Решение этой задачи дается формулами (1), (2), где собственные 
значения и собственные функции и„ и у,(т) определяются путем 
решения линейного обыкновенного дифференциального уравнения 
(3) с граничными условиями 

y,-k,y=0 npu 1=0, у +Ку=0 при zr=l. 

3.2. В каждой точке ограниченной неподвижной среды (твердого 
тела) известно пространственное распределение температуры в на- 
чальный момент времени # = 0, а на обеих границах тела происходит 
теплообмен (по законам Ньютона) с контактирующими средами, ка- 
ждая из которых имеет свою температуру (К, > 0, К, > 0): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

0,T — kT = —k,g(t) при т=0 (граничное условие) 

д.Т + КТ = К.В (+) при r=! (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(х,#) по формуле 

— kah(t) +k (1 + kol)g(t) ky k[h(t) — 9(t)] 
D(a, t) = нь "бен Ek + (2,1), 
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получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 3.1 (при этом соответственно 
изменятся функции ри $). 

4. Область: 0 <х < 1. Смешанные краевые задачи. 
4.1а. В каждой точке ограниченной неподвижной среды (твердого 

тела) известно пространственное распределение температуры в на- 

чальный момент времени { = 0, на одной границе тела в течение 

всего времени поддерживается постоянная (нулевая) температура, а 
другая граница теплоизолирована (отсутствует поток тепла через эту 
границу): 

T = f(z) при &=0 (начальное условие) 

Т=0 при х=0 (граничное условие) 

д.Т =0 при r=! (граничное условие) 

Решение этой задачи дается формулами (1), (2), где собственные 
значения и собственные функции п и у, (т) определяются путем ре- 
шения линейного обыкновенного дифференциального уравнения (3) 
с граничными условиями 

у=0 при 5=0, уу =0 при т=1. 

4.16. В каждой точке ограниченной неподвижной среды (твердого 
тела) известно пространственное распределение температуры в на- 
чальный момент времени { = 0, на одной границе тела задан закон 

изменения температуры от времени, а на другой границе задается 
закон изменения теплового потока: 

Т = f(z) при &=0 (начальное условие) 

T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

.0,T = hit) mpu r=! (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(х, #) по формуле 

Т(х, 8) = 9(1) + ch(t) + u(z,t), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 4.1а (при этом соответствен- 
но изменятся функции } и $). 

4.2а. В каждой точке ограниченной неподвижной среды (твердого 

тела) известно пространственное распределение температуры в на- 
чальный момент времени $ = 0, одна граница тела теплоизолирована 
(отсутствует поток тепла через эту границу), а на другой границе в 
течение всего времени поддерживается постоянная (нулевая) темпе- 
ратура: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

д.Т =0 при х=0 (граничное условие) 

Т =0 при r=! (граничное условие)
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Решение этой задачи дается формулами (1), (2), где собственные 
значения и собственные функции р„ и у, (т) определяются путем ре- 
шения линейного обыкновенного дифференциального уравнения (3) 
с граничными условиями 

у, =0 при т =0, у=0 при тх=[. 

4.26. В каждой точке области известно пространственное распре- 
деление температуры в начальный момент времени $ = 0, на одной 
границе области задан закон изменения теплового потока, от времени, 
а на другой границе задается закон изменения температуры: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

0,T = g(t) при х=0 (граничное условие) 

T = h(t) при х=[ (граничное условие) 

Переходя к новой зависимой переменной и(х, #) по формуле 

T(z, t) = (x — I)g(t) + h(t) + u(z,t), 
получим аналогичное уравнение с однородными граничными услови- 
ями, которое рассматривалось выше в п. 4.2а (при этом соответствен- 
но изменятся функции } и Ф). 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964). 

эт 38. р = Ао +942) 07 + (ФТ + $ (2,4. 
1. Это равнение можно представить в виде уравнения 1.1.10.32: 

ЭТ д ОТ 52) = 5. |p(2) | - а(®Т + 8(2)$ (2,1), 
где 

  s(x) = FD ~exp| | g(z Bae, p(x) = exp| a del, 

_ _ h(a) g(a) 
a(t) = — "Gy exP | f(a) 4] 

2. Рассмотрим однородное уравнение при Ф(х,#) = 0. Пусть из- 
вестно нетривиальное частное решение Ту = Ть(х) обыкновенного 
дифференциального уравнения 

/(з)То + 9(т)То + №(=)То = 0, (1) 
соответствующего стационарному случаю (д,Т = 0). Тогда другими 
частными решениями исходного уравнения будут функции 

T(x) = AT, + BT, | are. Р=ехр(- / Lar), 

T (x,t) = AtT, + AT, [a z ( [3 To rt) dz, 

T(z, t) = АУ + Ат | or (f 72 TF <0" dz) dz, Y= [ т=4 Té 
где А, В — произвольные постоянные.
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Широкий класс более сложных точных аналитических решений 
исходного уравнения можно указать, сделав предварительно замену 
Т(х, 8 = То (т)и(т, 1), которая приводит к более простому уравнению 

ди +| T(z) ди 
— = 2f(r)~ —. 2 = Дао + Ле) В +942] 54 (2) 

Отсюда с помощью результатов п. 4 из 1.1.10.29 следует, что любое 
нетривиальное частное решение вспомогательного линейного обык- 
новенного дифференциального уравнения (1) порождает бесконечное 
множество точных аналитических решений исходного уравнения в 
частных производных. 

3. Пусть известно частное нестационарное решение T, = T,(z, t) 
(Э,Ту = 0) однородного уравнения при Ф = 0. Тогда функции 

"т, 
T,, (2, t) = Fan (fs t), 

полученные дифференцированием этого решения по переменной &, 
также будут частными решениями рассматриваемого уравнения. 

Кроме того, новое частное решение можно искать в виде 

= | T,(x,r) dr + 4(c), (3) 

где неизвестная функция $(т) находится после подстановки выраже- 
ния (3) в исходное уравнение. Построив решение (3), можно указан- 
ным способом строить следующее решение и т. д. 

4. Случай Ф = 0, 1(т) = h = const. 
Точные решения (А, В — любые): 

Т(т, 6 =е* [А+ в [ Е(@) dz], Е(т) = ехр |- = 4, 

T(zx,t) = Ae™ Ё + ] F(z) ( ] Fayre]: 

T(z, t) = Ae™[tW (x) + ] F(z)( FR a: Ф(2) = f F(x) de. 

Замена Т(х, #) = е5(х, #) приводит к уравнению вида 1.1.10.29: 

ди _ 92% ду 
a = (1) 55 + g(x). 

Ox 

  

  

34. ST = t(w) SF + g(a) 22 + ar. 
1. Точные  ешения (А, В 2 любые); 

T(z,t) = [A+B [ F(2) dx] H(t), 

T(z,t) = Alt + [F@ (/ Е) H(t), 

T(z, t) = AltU(x) + ] Е(=)( У )4=| НЦ.
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При записи этих формул использованы следующие обозначения: 

H(t) = exp il h(t) dt), F(z) = exp|- [ ae], V(r) = [F@ dz. 

2. Замена T(z,t) = u(z,t) exp | ] h(t) dt приводит к уравнению 

вида 1.1.10.29: 
ди _ 92и ди 
a = (1) = + 9(2) 5 

эт _ 92т эт 
35. „= fsa + g(t) =— + h(t)T. 

Частный случай уравнения 1.1.10.36. 

Преобразование 

T (x,t) = и(2, т) ехр | ] h(t) dt}, z=ar+ ] g(t)dt, r= ] f(t) dt 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами ди = д, „и, 

которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

oT 36. SF = nit) oT + [wf (t) + o(t)] 22 + [xh(t) + s(t)]T. 
Сделаем преобразование 

T(z, t) = exp[za(t) + B(t)Ju(z,7), т=Ф(Ю, z=2v(t)+x(t), (1) 
rye Heu3BecTHbie dyHkuun a(t), B(t), y(t), w(t), x(t) HaxonaTca Danee 
из условия максимального упрощения полученного уравнения. Для 
новой зависимой переменной и(2,т) имеем 

1 ди _ 2 92 и 1 11 ди 

фу = ПФ а + [2(14 — 4) + 2пфа + 9% - Xt] By 

+ [z(fa+h—a))+na?+gat+s-— Blu. 

  

Пусть неизвестные функции удовлетворяют системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

фу = mp", (2) 
4+ = fy, (3) 
Xz = 2naw + ge, (4) 
a = fath, (5) 
В; = па? + да + 5. (6) 

Тогда исходное уравнение преобразованием (1)-(6) приводится к 
уравнению с постоянными коэффициентами 

ди _ ди 
дт 022’ 

которое подробно рассматривается в разд. 1.1.1.
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Систему (2)-(6) можно решить последовательно, начиная, напри- 
мер, с уравнения (3), в следующем порядке: (3) -+ (2) -+ (5) - (6) - (4). 
В результате получим искомые функции 

b = Cy exp(/ fat), C, #0, 

p= | nf? dt+Cy, 

a=w [dt + Oxy, 

В = | (по? + 9а +5) & + Си, 

x= | (2na + ghbdt + Cy, 

rye C,, C,, C3, C,, C; — mpou3BobHble NOCTOAHHBIE. 

Замечание. Аналогичным образом можно упростить неоднородное 
уравнение с дополнительным слагаемым Ф(т,#) в правой части. 

37. ST = n(t) 2% + [es (t) +9(t)] 2 + [22 5) + s(t) +p(t)IT. 
3amena T(z, t) = exp[y(t)z?]u(z, t) npuBogut K ypaBHeHmo 

2 
du _ 7, ou + [x(4ny + f) +9] <= + 

  

“Ot Ox? 
+ [x*(h+2fp + 4ny? — yi) + 2(s+2gy)+p+2nylu. (1) 

Выбираем функцию ф = ф(®) так, чтобы она была решением (част- 
ным) обыкновенного дифференциального уравнения Риккати 

фу = 4" +2 р +В. (2) 
Тогда, преобразованное уравнение (1) становится уравнением вида 
1.1.10.36: 

9и — noe + [x(4ny + f) +9] 2" + [x(s + 2gp) + p + 2ny]u 
ot Ox? Ox " 

Большое число конкретных разрешимых уравнений Риккати (2) 
приведено в следующих справочниках: Э. Камке (1976), В. Ф. Зайцев, 
А. Д. Полянин (1995, 1997). 

В частном случае, при выполнении условий 

n=af, h=bODf, где a,b=const, f = f(t), 

частными решениями уравнения (2) являются корни квадратного 
уравнения 44? + 2+6 =0 (ф = сопз%). 

oT 92т ЭТ 
38. om f(z) 92 + g(x) = — + [hi(x) + ha(t))T. 

Sameua T(z, t) = u(z, t) exp | ] й. (Е) dt приводит к уравнению вида 

1.1.10.33: 

  

ди _ 92и ди 
a (т) = + g(t) = + hy (x)u.
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39. ЭТ — oft) 22 + ag(t) 2 + [xn(t) + s(t)]T. 
Сделаем преобразование 

y(t), z=z(t), T(z,t) = u(z,r)exp |za(?) + ] s(t) dtl, (1) 

re Heu3BecTHbIe dyHKuun y(t), +(®, а({) находятся далее из условия 
максимального упрощения полученного уравнения. Для новой зави- 
симой переменной и(2,т) имеем 

ди 92 и 2 | ди 2 фе = аа + (27а +94 — 41) = + =, (fo +ga+h—aj)u. 

Пусть неизвестные функции удовлетворяют системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

v= fe, (2) 
yp, = 2fay + gy, (3) 

= Го? + да +В. (4) 
Тогда исходное уравнение преобразованием (1)-(4) приводится к 
уравнению вида 1.1.8.26: 

  ди _ 2 92 и 

дт 922 ` 

Систему (2)-(4) будем решать последовательно, начиная с урав- 
нения (4) в следующем порядке: (4) -+ (3) -+ (2). 

Уравнение Риккати (4) можно решать отдельно. Большое число 
конкретных разрешимых уравнений этого вида приведено в следу- 
ющих справочниках: Э. Камке (1976), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин 
(1995), A. D. Polyanin, V. F. Zaitsev (1995). 

Считая, что решение с = а({!) уравнения (4) получено, находим 
решения уравнений (2), (3) в виде (С\, С. — любые): 

u(t) =C, ехр| / (2/о +9) dt, v(t) = / fdt + Cy. 

Замечание. Преобразованием (1)-(4) можно упростить неоднород- 
ное уравнение с дополнительным слагаемым Ф(х, #) в правой части. 

40. SP = a(t) SF + wg (t) 27 + nye. 
Замена х = ae приводит к уравнению вида 1.1.10.35: 

ОТ Se = LOTS + (ol) - 49] 97 + ВОТ. 
8?T 

2            41. 2 = [F(t) nz + g(t)] = 
+ [h(t) In? x + s(t) Inz + p(t)]T. 

Замена z = шх приводит к уравнению вида 1.1.10.37: 

ST =n) 22 + [29 +9 - п] а + [Ь(® + 28(8) + Р(8]Т.
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42. ЭТ т + 9(t)T.        

Преобразование 

T(z,t) = zexp| [ 9(t) dt] u(€,7), ё = -, T= [fo dt 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д.и = Ogeu, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

oT 2 92т 
43. -5= = (#-61) (x — 5                  bi + bo. 

Преобразование 

T(2,t)=(2—b,) exp| f a(t) dt]u(E,7), €=In =A, r= (b,-b,)/ F(t) at   

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами 

которое рассматривается в разд. 1.1.3. 

oT 
44. a =                       

Преобразование 

T(z,t) = (bx? +cr+ 8)1/2 ехр |9 dt| u(E, T), 
4 

dx 

6= fos. r= | f(t)at 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами 

du Ou 1 2 
or = pe + (bs- ze )u, 

которое рассматривается в разд. 1.1.3. 

45. ST = ar s(t) SF + ag(t) 2% + nor. 
Преобразование 

T(x, t) = u(z,7) exp| ] h(t) dt], z=2G(t), r= ] f(t)G2-"(t) dt 

re G(t) = exp | ] g(t) dt], приводит к уравнению вида 1.1.8.47: 

ди _ пд?и 
z& . 

дт 922 
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эт _ 
46. Ot — 

Преобразование 

T(z, t) = exp| ] g(t) dt|u(z,7), r= ] f(t) dt 
приводит к уравнению вида 1.1.9.33: 

Ou — ебз ди 
дт Ox?” 

92т 

dz?                 

oT от 

ot 

1. Точные  ешения UA. В, хо — - тюбые): 

T(z,t) = (Ac + B)H(t), 
T (x,t) = A[M(t) + F(z)] H(t), 
T(z,t) = A[M(t)z + U(z)| H(t), 

T (x,t) = A[M?(t) +2M(t)F(x) +2 || ee г F(€) de] H(t), 

T(z,t) = A[M?(t)z +2M(t)U(x) +2 [ ce $ (2) dé] H(t). 

                      

  

  

Здесь использованы краткие обозначения: 

H(t) = exp | ] h(t) dt}, M(t) = ] g(t) dt, 

_ f® (2-8) _ Г" @-9 
г) =) ло =] до 6% 

2. Преобразование 

T (x,t) = exp | h(t) dt] u(z,7), T= fo) dt 

приводит к более простому уравнению, 

Se = ве 
Широкий класс точных аналитических решений этого уравнения 
описан в 1.1.10.26. 

    

oT 8?T 
48. f(x) — — +9(2 )y=— By Oy?” 

Это равнение встречается в задачах диффузионного погранич- 
ного слоя (массообмен капель и пузырей с потоком). 

Преобразование (А, В — произвольные постоянные) 

_ f h(2) _ _ _ [ 92) t [Feat д = уй(х), где h(z) Bexp| vey del, 

приводит к уравнению с постоянными коэффициентами д,Т = д..Т, 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

(©) Литература: Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев (1985), В. В. 
Дильман, А. Д. Полянин (1988), А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. Запрянов 
и др. (1996). 
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6?T 
49. f (2) > = + g(x yy = 5, 

Это уравнение  тречается в задачах диффузионного погранич- 

ного слоя с объемной химической реакцией первого порядка (обычно 

K = const). 
Преобразование (А, В — произвольные постоянные) 

T(z,y) = u(t, z) ехр| - a 4, t= ] ae ах+А, z=yy(z), 

       

  

  где (т) = В exp|- [4 (2) = de приводит к уравнению с постоянными 

коэффициентами ди = 3. „и, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

(©) Литература: Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев (1985). 

n—-1 = п _ 8T 
50. f(x)y — +9(т)у ‘у: = 52. 

Это уравнение встречается в задачах диффузионного погранич- 
ного слоя (массообмен твердых частиц и капель), х — координата, 
направленная вдоль поверхности тела, у — координата, направлен- 
ная по нормали к поверхности тела. 

Преобразование (А, В — произвольные постоянные) 

t= ] ae dr+A, z=yh(z), где h(x) = Вехр|- | ге 4], 

приводит к более простому уравнению вида 1.1.8.47: 

ат _ an PT 
ot 922 ° 

(©) Литература: Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев (1985), В. В. 
Дильман, А. Д. Полянин (1988), А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. Запрянов 

и др. (1996). 

  

эт 1 y \ OT эт st (4) + Seo Hp) oF = SE. I\ Zs) en + Ve9\ Ge) вы By? 

Это уравнение является обобщением уравнения теплового погра- 
ничного слоя на плоской пластине. 

1. Переходя от х, у к новым переменным # = шт, = —L, получим 

уравнение с разделяющимися переменными ve 

OT 1 1 ОТ _ &T ЛО: + [909 - 581] 56 = (1) 
Частные решения этого уравнения имеют вид 

T(t, €) = Ae”*$(E), 
где функции Ф(&) удовлетворяют обыкновенному дифференциально- 
му уравнению 

$ee = [9(€) — TEF(E)] Oe + BF(ES.
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2. Решение исходного уравнения с граничными условиями 

т=0, Т=Т; у=0, Т=Т; узо, Т-ЗЬ 

(Ту, Т, — некоторые постоянные) имеет вид 

T-T) _ Je” expl-¥(6)] a 
T,-T) fo exp[-¥(6)] a€ 

где & = у/\/т. Считается, что при & > 0 справедливо неравенство 

ЕТ(Е) > 29(€). 
3. Уравнение теплового пограничного слоя на плоской пластине 

задается соотношениями 

(5) = Рг (8), g(€) =F PrléFe(€) - Е(&], 

где F(€) — решение Блазиуса в задаче о продольном обтекании 
плоской пластины поступательным потоком, Рг — число Прандтля 

(т — координата, направленная вдоль пластины, а у — координата, 
направленная по нормали к поверхности пластины). Формулы п. 2 в 
этом случае переходят в решение Э. Польгаузена. Подробности см. в 

книге А. М. Кутепова, А. Д. Полянина, 3. Д. Запрянова и др. (1996, 
стр. 111). 

    9( = [ [ЕГО - 9(8)] a8, 

oT b | эт 92т рвы = 52. 1(т)-5_ + |9(т)у by = Oy 

При 6 = 1 уравнения этого вида описывают распределение концен- 
трации во внутренней области диффузионного следа за движущейся 
частицей и каплей. 

Преобразование (А, В — произвольные постоянные) 

    t= [8 he г ат + А, 2 = уй(т), где h(zr) = Bexp|- a аз, 

приводит к уравнению вида 1.1.8.23: 

эт _ OT , bar 
Ot Oz? z Oz 

(©) Литература: Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев (1985, стр. 29). 

2 

53. 1(=) = + loa )y — = ву = ar t+ h(x)T. 

Замена Т(т, у) =и(тх, y) exp ] Fay | приводит к уравнению вида 

1.1.10.52:
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n—1 OT | т oT _ 8°T 54. f(a)y"" 5 + [a(e)y" - [бу = So 
Преобразование 

A™+1(z) n+l 
t= | ———dr + A, = h(z)} 2 , le = т (=) 

где h(x) = B exp |- el 4; А, В — произвольные постоянные, 

приводит к уравнению вида 1.1.8.22: 

9Т _ O°T | 1-26 OT B= 1-6 

“Ot (AE? Е д’ ~ anal 
(см. также уравнения в разд. 1.1.4, 1.1.6). 

1.1.11. Сопряженные задачи теплопроводности 

1. Предварительные замечания. В таких задачах рассматри- 
ваются две (или более) области У! и У, с общей границей 5, запол- 
ненные разными средами. Каждая среда характеризуется своими ко- 
эффициентами теплопроводности А!, А. и температуропроводности 
а\, а. и описывается соответствующими (различными) уравнениями 
тепло- и массопереноса. Граничные условия теплового равновесия 
выражают равенство температур и равенство тепловых потоков на 
границе раздела, фаз. 

Сопряженные задачи теплопроводности математически описыва- 
ются системой двух или более уравнений (в том числе различного 
вида) с соответствующими граничными условиями. Эти задачи до- 
статочно подробно рассматриваются в книгах А. В. Лыкова (1967), 
Г. Карслоу, Д. Егера (1964). Ниже приведено несколько примеров 
точных решений сопряженных задач (более детальный анализ этих 
задач выходит за рамки данного справочника). 

2. Система двух полуограниченных тел. Рассматриваются два по- 
луограниченных твердых тела (две полуограниченные неподвижные среды), рас- 
пределения температур в которых Т| = Т,(х,8), Т› = Т.(х, #) описываются урав- 
нениями: 

  

  

2 
в =a, sae (в области 0 < xz < 00) 

ОТ. 92Т. 
= = = 42-52 (в области —< <х<О0) 

В каждом из тел задано свое распределение температуры в начальный момент 

времени $ = 0, а на границе т = 0 заданы сопряженные граничные условия, кроме 
того, считается, что на бесконечности температура, не зависит от координаты х, 
тогда: 

T, = f,(2) mph t=0 (начальное условие) 

Ty = f.(z) при &=0 (начальное условие) 

T, =T, при х=0 (граничное условие) 

A, 0,7, = A29,T» при х=0 (граничное условие) 

0,7, +0 при т- со (условие на бесконечности) 

д.То 0 при т —oo (условие на бесконечности)
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Решение: 

T,(z,t) = TR I fr(@fexn|- E26 + exp[-G— 9" |b ag _ 

Var ho [ея т 
тие = лет О |---| +exp [- "| | ae - 

- [2 [ow => - m5 5 | Se 

Здесь функция 9(#) определяется по формуле 

А. Л> da ¢ F(t) dr 

п (Л, \/а2 + А. ./а: ) dt 0 /T(t —7) 

  

  g(t) = 

где 

ко [лю (-т)«- = ВСоею (чет) 
Частный случай. Начальные температуры тел постоянны и равны То} и То2: 

11 (2) = Тат, ]2(т) = То. 

           

    

    

Решение: 

T,(2,t)—Tyg _ _K +1 (= )\ 

То(х, 8) — То — К erfo( |x| ), 
To1 — То2 1 + K 2/fayit 

A; a2 re K = —,/—~ — величина, характеризующая тепловую активность первой 
А 2 

среды по отношению ко второй. Из этих формул следует, что на границе раздела, 
температура устанавливается сразу после соприкосновения тел и остается посто- 
янной на протяжении всего процесса теплопереноса. 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 365). 

3. Система ограниченного и полуограниченного тел. Рассматривают- 

ся два соприкасающихся твердых тела (неподвижные среды) — ограниченное и 
полуограниченное, — распределения температур в которых Т, =Т\ (т, #) в области 

О<;<[и Т. =Т.(х, $ в области [< т < со описываются соответствующими уравне- 
ниями, рассмотренными в разд. 1.1.1. Ограниченное тело имеет в начальный мо- 

мент времени # = 0 температуру То, а неограниченное — нулевую температуру, на 

границе 5 = [ заданы сопряженные граничные условия, кроме того, считается, что 

на бесконечности температура остается нулевой. Температура, свободной границы 

(при 5 =0) в течение всего времени поддерживается постоянной и равной Т,, тогда: 

T, =Tp при #=0 (начальное условие) 

T, =0 при t=0 (начальное условие) 

Т: = То при х=[ (граничное условие) 

A, 0,7; = 59. То при r=l (граничное условие) 

T, = T, при т=0 (граничное условие) 

Ty 70 при > с (условие на бесконечности)
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Решение: 

wre a г ен) ве (т) + 

У ay rt (ar) (aa) 

oo = к те (sag) 1 erfo( I+ 

к-т ye ет) 
где введены следующие  бозначения: 

ВЕК. к- А 92 M=1./22. 
1+K Ag У а: а1 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 369). 
В случае, когда температура свободной поверхности т = 0 является линейной 

функцией времени 
Т = То + Bt, 

решение задачи имеет вид 

= —l 2onl— 
T, (z,t) = Втр! (т), реа [вы (№ +) ( nl =) 

  

— 2fa,t 2,/a,t 

Тъ(х, 6) = Веро(т), ф2(т)=4(1-1) в-1 [2 &= ), = ника), + > MN 
где функция [(2) (2) вводится в п. 3.2 разд. 1.1.1. 

(©) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 369). 

1.2. Двумерное уравнение a= aAT 

1.2.1. Плоские задачи теплопроводности 

В прямоугольной декартовой системе координат уравнение тепло- 
проводности имеет вид 

эт _ (Эт ат 
or = (gar + a) 

и описывает развитие двумерных нестационарных процессов тепло- 
нереноса в неподвижных средах или твердых телах с постоянным ко- 
эффициентом температуропроводности. Аналогичное уравнение ис- 
пользуется для анализа соответствующих двумерных нестационар- 
ных массообменных процессов при постоянном коэффициенте диф- 
фузии. 

1. Область: —со < т < ©, —< <у< ск. 

В каждой точке бесконечного твердого тела, задано распределение 
температуры в начальный момент времени: 

T = f(x,y) при t=0 (начальное условие)
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Решение: 
— £)2 + _ f\2 пен ^^ еее] шах 

Частный случай. Начальная температура тела в области |т| < Zo, ly| < yo 
постоянна и равна Т` ‚, а в области |т| > то, |У| > уо — соответственно Ть, т. е. 

_ ГТ, при || < ху, |у| <%, 
f(z,y) = in mpu |z| > Zo, |y| > Yo: 

Решение: 

1 Lo tz | ( 45, | (4 )| = —(T, -T f f erf erf T. 
Pag »)fert( 4 ae) tert )| rf ovat Tovar J | +7 
©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 62), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 134). 

        

Если начальное распределение {(т,у) является бесконечно диф- 
ференцируемой по обоим аргументам функцией, то решение можно 
представить в виде ряда: 

  
А (ал 2 2 

T(2,y,t) = fey) +>“ wifey), Le 2+. = n! Ox Oy 

Такое представление полезно использовать при малых значениях $. 

2. Область: О<т< со, —со <у< со. Первая краевая задача. 
2.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 

конечную полуплоскость, известно распределение температуры в на- 
чальный момент времени $ = 0, а на границе тела г = 0 в течение всего 
времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

  
  

Т = f(z,y) при &=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

_ (2-6 +(-092] _ 
Tc, yt) Amat =f Г. {exp| 4at | 

  
— exp |- (x + €)? + (y—¢)? re, ¢) dé de. 

4at 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 271). 

2.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечную полуплоскость, известно распределение температуры в на- 
чальный момент времени $ = 0, а на границе тела г = 0 задан закон 
изменения температуры от времени и координаты у: 

Т = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

T = g(y,t) при х=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 2.2 в разд. 1.3.1 при Ф = 0.
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3. Область: 0 < т < сю, 0 <у < сю. Первая краевая задача. 
3.1. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 

ление температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границах 
= 0иу = 0 в течение всего времени поддерживается постоянная 

температура (равная нулю): 

Т = ($, чу) при t=0 (начальное условие) 

Т =0 при х=0 (граничное условие) 

T =0 при у=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 3.1 в разд. 1.3.1 при Ф = 0. 
Частный случай. Начальная температура тела однородна и равна Тъ: 

f(z, y) = То. 

т у T = Ty, erf {| ——— } erf . 
о (=) (<=) 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 172). 

Решение: 

  

3.2. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 
ление температуры в начальный момент времени # = 0, а на каждой 
из границ задан свой закон изменения температуры от времени и 
координат: 

T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

T = 9,(y,t) при х=0 (граничное условие) 

T = gp(z,t) при у=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 3.2 в разд. 1.3.1 при Ф = 0. 

Частный случай. Начальная температура тела постоянна (равна нулю), а 
на обеих границах в течение всего времени также поддерживается постоянная 
температура Тъ: 

f(z,y)=0, 91(у,8) = 92(%,0 =Т. 

ван) (ыы) 
(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 172). 

Решение: 

4. Область: 0 <т < сю, 0 <у < сю. Третья краевая задача. 
4.1. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 

ление температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границах 

т =Диу = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 
имеющей нулевую температуру: 

T = f(z,y) при &=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 при х=0 (граничное условие) 

д,Т — №Т =0 при у=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 4.1 в разд. 1.3.1 при Ф = 0.
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Частный случай. Начальная температура тела однородна и равна Ту: 

f(z, y) = То- 

Решение: 

т 2 т 
T = T, \erf | ——— ex ky2-+ abet) erfe( T= + & Vat | х | (; ==) + exp(k, it) 2Jat 1 

y 2 y 
x f exp(k akst erfo( 4 k vat )|. lert( 4) + expt 29 + ot) oJab * 2 

(+) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 173). 

4.2. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 
ление температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границах 

т =0иу = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средами, 

имеющими температуру 9, (у, #) и 92(т,%) соответственно: 

  

T = f(a, y) при t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T = —k,9,(y,t) при х=0 (граничное условие) 

д, Т — k,T = —kygo(z,t) при у=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 4.2 в разд. 1.3.1 при Ф = 0. 

5. Область: 0 < т < сю, 0 <у < сю. Смешанные задачи. 
5.1. В каждой точке рассматриваемой области известно распре- 

деление температуры в начальный момент времени # = 0, на границе 
т = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имею- 
шей нулевую температуру, а на границе у = 0 в течение всего времени 
поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

Т = Их, уч) при t=0 (начальное условие) 

0,T —kT =0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при у=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 5.1 в разд. 1.3.1 при Ф = 0. 

Частный случай. Начальная температура тела однородна и равна Тъ: 

f(a, y) = о. 

Решение: 

т ou. т y 
T = T,\erf | ——— | +exp(kaz ak*t erfo( kv i) ( ). 

| (sa) p(ka + ak't) erfc| 37 + kvat )| er 2/at 
(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 75). 

    

5.2. В каждой точке рассматриваемой области известно распре- 
деление температуры в начальный момент времени # = 0, на границе 
т = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имею- 
щей температуру 9, (у,#), а на границе у = 0 поддерживается темпе- 

ратура g»(z,t): 
T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

0,.T — kT = —kg,(y,t) при х=0 (граничное условие) 

T = go(z,t) при у=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 5.2 в разд. 1.3.1 при Ф = 0.
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6. Область: 0 < т<[, 0 <у < сю. Первая краевая задача. 

В каждой точке  верцого тела, представляющего собой полубес- 
конечную полосу, задана постоянная начальная температура (равная 

нулю), такая же температура поддерживается в течение всего вре- 
мени на границах х = 0 иу = 0, а на границе т = [ поддерживается 

температура Тб: 

  

    

T=0 при #=0 (начальное условие) 

Т=0 при х=0 (граничное условие) 

T=T) при r=l (граничное условие) 

Т=0 при 0 (граничное условие) 

Решение: 

1х (-1)” т NTL 

T(z,y,t) =T, tee ——— sin —— x 
n=1 

ny nrvJat ) 
х [2 exp(-™ *) +exp( ) erfe( + + 

        ceo( "ete а) 

(®) Литература: А. В. Лыков (1967, стр. 406). 

7. Область: —[ < х<[р 0<у < сю. Первая краевая задача. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой полубес- 
конечную полосу, задана постоянная начальная температура То при 
1 = 0, в течение всего времени на, границах т = —[, х =[иу= 0 также 
поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

    

T=T, при t=0 (начальное условие) 

T=0 при х=- (граничное условие) 

T=0 при r=! (граничное условие) 

T=0 при Уу=0 (граничное условие) 

Решение: 

CO 

AT, (—1)” (2n +1)? 72 at (21+ 1)тх Masri) = (ль) Зо О оо Не бир (2,9, #) п ert 2V/at >. anti? 412 coe 21 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 173). 

8. Область: —[ < т < [0 <у < сю. Третья краевая задача. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой полубес- 
конечную полосу, задана, постоянная начальная температура Ту при 
{ = 0, а в течение всего времени на границах х = —р х ={[иу=0
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происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей ну- 

левую температуру: 

  

T=T) при #=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 при х=-1 (граничное условие) 

0,1 +k,T =0 mupy r=! (граничное условие) 

д,Т- ЕТ =0 при у=0 (граничное условие) 

Решение: 

= Qk — 1 С08 ит _ 2 
T(z, y,t) — т Е р? УК, совр 1 ехр( peat) | x 

2 x [erf( se) + ехр(Кьу + Каф) её (9 +k »Vat |, 

где и, — положительные корни уравнения 

ptg(ul) = ky. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 174). 

9. Область: —[ < х < 0<ух< со. Смешанные задачи. 

9.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой полу- 
бесконечную полосу, задана постоянная начальная температура Ту 
при # = 0, в течение всего времени на границах х = —[, х = [ поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю), а на границе у =0 
происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей ну- 

левую температуру: 

T=T) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при zs=-l (граничное условие) 

T=0 при =] (граничное условие) 

0,T —kT =0 при у=0 (граничное условие) 

Решение: 

4 ие — (2% +1229 ‚ (2% +1лх 

P(z,y,t) т к тие | сов РИ 
2 x [ert ( +) + exp(ky + k*at) erfe( 4. + kVat )|. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 173). 

9.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой полу- 
бесконечную полосу, задана постоянная начальная температура Ту 
при $ = 0, в течение всего времени на границах © = —[ и х = [ проис- 
ходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей нулевую
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температуру, а на, границе у = 0 поддерживается постоянная темпе- 
ратура (равная нулю): 

T=T, при t=0 (начальное условие) 

9.Т- АТ =0 при т 

д.Т+ЕТ =0 при т = 

У 

l 

T=0 при y=0 (граничное условие) 

— —| (граничное условие) 

(граничное условие) 

Решение: 

= 2k COS LL, x о 
ТГ(х, у, = T, erf (4) п ехр(— и а ( У, ) 0 2/at >. [(k? + w2)l + К] соз рой р( Ly ), 

где Ly — положительные корни уравнения 

ptg(ul) = k. 
(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 173). 

10. Область: 0 <х < 1, 090 <у< Ь. Первая краевая задача. 
10.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой пря- 

моугольник, известно распределение температуры в начальный мо- 
мент времени $ = 0, а на его границах в течение всего времени под- 
держивается постоянная температура (равная нулю): 

  

Т = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при xr=0 (граничное условие) 

T=0 при r=l, (граничное условие) 

T =0 при у=0 (граничное условие) 

Т=0 при У=Ь (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 6.1 в разд. 1.3.1 при Ф = 0. 

10.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой пря- 
моугольник, известно распределение температуры в начальный мо- 
мент времени $ = 0, а на каждой границе задан свой закон изменения 

температуры от времени и координат: 

T = f(z,y) при t=0 начальное условие) 

T = g,(y,t) при х=0 граничное условие 

T = 93(z,t) при у=0 

( 

( ) 
T = go(y,t) при = (граничное условие) 

(граничное условие) 

( ) T= 9,(z,t) при У=Ь 
О решении этой задачи см. п. 6.2 в разд. 1.3.1 при Ф = 0. 

граничное условие 

11. Область: 0 < т < 1, 0 <у< [.. Вторая краевая задача. 
В каждой точке твердого тела, представляющего собой прямо- 

угольник, известно распределение температуры в начальный момент
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времени # = 0, а границы тела теплоизолированы (отсутствует поток 

тепла, через поверхность тела): 

T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

0,T =0 при х=0 (граничное условие) 

д.Т = 0 при zr=l, (граничное условие) 

0,T =0 при y=0 (граничное условие) 

0,T =0 при Уу=Ь (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 7 в разд. 1.3.1 при Ф = 0. 

12. Область: —-П <т<И, —Ь <у3{ф5. Первая краевая задача. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой прямо- 

угольник, в начальный момент времени $ = 0 задана постоянная тем- 

пература 1, а на его границах в течение всего времени поддержива- 
ется температура, равная нулю: 

  

Т=Ъ при t=0 (начальное условие) 

Т =0 при х=-& (граничное условие) 

T=0 mpu z=l, (граничное условие) 

T=0 upu y=-l, (граничное условие) 

T=0 mpu y=l, (граничное условие) 

Решение: 

16T, {— (—1) (2п + 1)2л2а4 (2n + 1) — 0 —1)” — (2% Ta | n Tx 

P(z,y,t) m2 { 2n+1 exp| 42 003 21. * 
n=0 

=. (=1)" (2п + 1)2 204 (2п + 1)лу 
x oe exp| - A | cos Rte , 

2n +1 413 21. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 173). 

13. Область: —-П<тх<И, —[5 <у<Зфь. Третья краевая задача. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой прямо- 
угольник, в начальный момент времени $ = 0 задана постоянная тем- 
пература Тъ, а на его границах в течение всего времени происходит 
теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей нулевую тем- 
пературу: 

T=T, при t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 при х=-й (граничное условие) 

ОТ+ЕТ =0 при zr=l, (граничное условие) 

0,T —k,T =0 при у=-Ь (граничное условие) 

O,T + koT = 0 mpu y=l, (граничное условие)
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Решение: 

CO 

k nr T(z,y,t) = AT Е т COS UT exp(—nhat) | > 

n=1 

  

2)l, + k,] cos ul, 

  

CoO 

ky cosv,y 2 

* 
exp(—v,,at 

{> [(k3 + v2 )lg + kg] cos vy le P(-Y, )} 
n=1 

где р, и и, — положительные корни уравнений 

реш) =ь, vtg(vly) = hy. 
(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 173). 

14. Область: —П < х< Ц, —Ь Зу<Ь. Смешанная задача. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой прямо- 

угольник, в начальный момент времени $ = 0 задана постоянная тем- 
пература Ту, на его границах х = —[ ит = [ поддерживается посто- 
янная температура (равная нулю), а на границах у = 6 иу=Ьв 
течение всего времени происходит теплообмен (по закону Ньютона) 
со средой, имеющей нулевую температуру: 

  

  

T=T) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при zc=-l, (граничное условие) 

T=0 при r=, (граничное условие) 

0,T —kT =0 mpu y=-l, (граничное условие) 

д,Т + kT =0 mpu y=l, (граничное условие) 

Решение: 

CO 

_ 8То (—1)” _ (2n + 1)?7? at (2п + 1)лх 
P(z,y,t) = п оз 2+1 ХР 41? ©o8 21, * 

n= 

= k COS [1 Y 2 
x a exp(— t 
{5 [(К2 + p2 )lo +k] cos py lo хр риа )} 

где и, — положительные корни уравнения 

5 (ШЬ) = К. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 173). 

1.2.2. Задачи с угловой симметрией 

Задачи с угловой симметрией часто встречается в теории тепло- и 
массопереноса. Они описывают развитие двумерных нестационарных 
тепловых процессов в неподвижных средах или твердых телах (огра- 
ниченных координатными поверхностями цилиндрической системы) с
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постоянным коэффициентом температуропроводности, когда началь- 
ные и граничные условия не зависят от угловой координаты и тепло 
распространяется в плоскостях, проходящих через ось цилиндра. 

С учетом угловой симметрии двумерное уравнение теплопровод- 
ности в цилиндрической системе координат имеет вид 

ОТ _ 92т 1 OT 0?T ) 

Ot _ (Sz тг 02 
Аналогичное уравнение используется для анализа, соответствующих 
двумерных нестационарных массообменных процессов при постоян- 
ном коэффициенте диффузии. 

Точные решения вида Т = Т(г,#), встречающиеся в задачах с цилиндрической 
симметрией, приводятся в разд. 1.1.4. 

1. Область: 0 <т < В, 0 < 5 < сю. Первая краевая задача. 
1.1. В каждой точке твердого тела, задана постоянная температу- 

ра в начальный момент времени $ = 0, а на границах телат =Киз=0 
в течение всего времени поддерживается температура, равная нулю: 

  

T=T, при &=0 (начальное условие) 

T=0 при r=R (граничное условие) 

T=0 при 2=0 (граничное условие) 

T #0 при r=0 (граничное условие) 

Решение: 

_ 2Т,  \— Лир 2 
T(r,z,t) = = erf( os) >. ив ехр(—р/.а$), 

где и„ — положительные корни уравнения 

Jo(uR) = 0. 

Здесь Л и Л — функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 224). 

1.2. В каждой точке твердого тела задана нулевая температура в 

начальный момент времени $ = 0, на границе тела г = А в течение 
всего времени поддерживается постоянная температура Т%, а на 
границе : = 0 — нулевая температура: 

  

T=0 при &=0 (начальное условие) 

T=T) при г=В (граничное условие) 

T=0 при 2=0 (граничное условие) 

То при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

Тр ^ _Ло (шт) 2 2 Т(г, =, =Т- > >. В) [2 exp(— 7 at) erf (=) + 

  +exp(u,,2) erfe( + + 1,Vat ) +exp(—p,,2) erfe( Wal — и, а )
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где и„ — положительные корни уравнения 

Л(иВ) = 0. 
Здесь Ло и Л, — функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 412). 

2. Область: 0 < т < В, 0 < з < сю. Третья краевая задача. 
В каждой точке кругового цилиндра радиуса В температура, 

одинакова в начальный момент времени $ = 0 и равна Ту, а на его 
границах г = Ви 2 = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) 

со средой, имеющей постоянную температуру (равную нулю): 

T=T) при t=0 (начальное условие) 

д.Т +k,T =0 mupu r=R — (граничное условие) 

0,T —k,T =0 при 2=0 

r=0 T # co при 

(граничное условие) 

(граничное условие) 

Решение: 
T(r, ) — 2T ok   (aya) Forth z+ kat) erfe( = otk Vat )| x 

  
к С Е exP(— Hn at) 

где и, — положительные корни уравнения 

pd, (wR) — ky Jo(uR) = 0. 
Здесь Л», Л — функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 224). 

3. Область: 0 < т < В, 0 < {5 < <. Смешанные задачи. 
3.1. В каждой точке кругового цилиндра радиуса К температура 

одинакова в начальный момент времени $ = 0 и равна Ту, на его 

границе г = А происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 
имеющей нулевую температуру, а на границе г = 0 поддерживается 
постоянная температура (равная нулю): 

Т=Ъ при t=0 

О.Т+ АТ =0 при г=В 

T=0 при z=0 

Тао при =0 

начальное условие 

граничное условие 

„
—
 

—
 

—
 

—
 ) 

граничное условие) 

) 

) граничное условие 

Решение: 
CO 

T(r,z,t) = 708 ег! (=) > = И exp(—?.at), 

rie p,, — NOMOXUTeJIbHbIe KOPHU уравнения 

pJ, (wR) — kJo(uR) = 0. 
Здесь Л — функция Бесселя. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 224). 
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3.2. В каждой точке кругового цилиндра радиуса Е температура 
в начальный момент времени $ = 0 одинакова и равна нулю, на 

границе г = А происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 
имеющей постоянную температуру (равную нулю), а на границе 2 =0 

в течение всего времени поддерживается постоянная температура I>: 

  

T=0 при #=0 (начальное условие) 

0,0 +kT =0 npn r=R — (граничное условие). 

T=T) mpu z=0 (граничное условие) 

T #00 при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

Т(г, 2,1) == > Ga aR ив) ®Р( Ил?) + 

    kT, Jo (Unt) z _ 

в. > СЕЧИ кр(инг) ее (и„Маё + wa) 

= ex iy) ete (ng Va 
где и, — положительные корни уравнения 

р, (в В) — ЕЛ (ыВ) = 0. 
Здесь Л и Л, — функции Бесселя. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 411). 

  
a) 

3.3. В каждой точке кругового цилиндра радиуса К температура 
одинакова в начальный момент времени 1 = 0 и равна Ту, на его 

границе ; = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 
имеюшей нулевую температуру, а температура границы г = А в 
течение всего времени постоянна (равна нулю): 

  

Т=Т при t=0 (начальное условие) 

T=0 при г=А (граничное условие) 

0,T —kT =0 mpu z=0 (граничное условие) 

T #4 oo при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(r,z,t) = =o [её (= 52а) + exp(kz + kat) erfe( 7. + kVat ) | x 
Vat 

OO 

5 Jo(Mnt) 2 
x —_—_—_ ex D | —- at ) 

n=1 и" Л (В) P| Pn ) 

где и, — положительные корни уравнения 

Jo(uR) = 0. 

Здесь Л и Л, — функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 224).
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4. Область: 0 <т< В, —1[1< 2 < [. Первая краевая задача. 
4.1. В каждой точке твердого тела задана одинаковая температу- 

ра в начальный момент времени $ = 0, а на границах тела в течение 
всего времени поддерживается температура, равная нулю: 

Т=Ъ при &=0 (начальное условие) 

T=0 upnh r=R (граничное условие) 

T=0 upy z=-l (граничное условие) 

T=0 при z=l (граничное условие) 

То при Гг=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(r, z,t) == в > (—1)” Л (итг) 

(2n + 1) Mm Jj (Lm R) 

(2n + 1)rz 

  

exp{—at{u2, + 4 (an + 1)x21~7]}, 
где и — положительные корни уравнения 

Jo(uR) = 0. 

Здесь Л и Л — функции Бесселя. 

xX COS 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 222). 

4.2. В каждой точке твердого тела задана нулевая температура 
в начальный момент времени ¢t = 0, а на границах тела r = R, 

  

= [и 2 = [ в течение всего времени поддерживается постоянная 
температура I>: 

T=0 при t=0 (начальное условие) 

T=T) при тг=В (граничное условие) 

T=T) mpu z=-l (граничное условие) 

Т=Т при 2 =[ (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

8T, 1)" J, г 

ей = 0 в, > > а Е R) * 
x COs рати ехр{—ай и, + +(2т + 1)2121 2] }, 

где и„ — положительные корни уравнения 

Jo(uR) = 0. 

Здесь Л и Л, — функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 223).
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5. Область: 0 <т < В, —[ < д < [. Третья краевая задача. 

В каждой точке кругового цилиндра радиуса В температура в 
начальный момент времени { = 0 одинакова и равна Ту, а на его 
поверхности происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 

имеющей постоянную температуру (равную нулю): 

Т=Ъ при t=0 (начальное условие) 

ОТ+ЕТ =0 mpu r=R (граничное условие) 

0,T —k,T =0 при 2 = -1 (граничное условие) 

0,T +k,T =0 mpu z=l (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

= STobshe ko соз(м2).Ло(итг) ехр[-аё (ра, + vz) 
Т(г, 2,1) > > (КЗ + 21 + К] (К? + и, ) соз(и„1) (ит В) 

где и, ии, — соответственно положительные корни уравнений 

ptg(ul) = ke, 

vJ, (VR) — kyJy(vR) = 0. 
Здесь Ло, Л) — функции Бесселя. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 224). 

6. Область: 0 <т < В, —[< 5 < [. Смешанные задачи. 

6.1. В каждой точке кругового цилиндра радиуса К температура 
в начальный момент времени 1 = 0 одинакова и равна Ту, на его 
поверхностях 2 = -Ги 2 = [ происходит теплообмен (по закону 
Ньютона) со средой, имеющей постоянную температуру (равную 
нулю), а на поверхности г = А поддерживается нулевая температура: 

T=T, при t=0 (начальное условие 

T=0 при г=А (граничное условие 

0,T —kT =0 при z=-l ( 

0,T +kT =0 при 2=[ ( 

Та о при г=0 (граничное условие 

) 
е) 

граничное условие) 

граничное условие) 

) 
Решение: 

cos(u,,2)Jo(v,,7) exp[—at(u2, + v2, )] T t) (г, 2, (К? + и + Ки, со8 (1) Jy (Ym R)       

Здесь и» и и„ — положительные корни трансцендентных уравнений 

ptg(ul)-k=0 u J(vR) =0, 
где Л и Л — функции Бесселя. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 223).
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6.2. В каждой точке кругового цилиндра радиуса В температура, 
в начальный момент времени 1 = 0 одинакова и равна То, на его 
поверхности г = В происходит теплообмен (по закону Ньютона) 

со средой, имеющей постоянную температуру (равную нулю), а на 
поверхностях 2 = —[и 2 = { поддерживается нулевая температура: 

Т=Т при t=0 (начальное условие) 

0,07 +kT =0 при г= А (граничное условие 

T=0 при 2 = -1 граничное условие 

Т=0 при z= 1 
T #0 при г=0 ) 

( 
(граничное условие 

( граничное условие 

  

  

Решение: 

= Siok (=1)"Jo(Mmt) 
Meret >. > ею) ^ 

x COS | (nt tne ехр{—а 2, + 1 (2п + 1)*п*Г 2]. 
21 

Здесь и„ — положительные корни уравнения 

ил (В) — КЛ (иВ) = 0, 
где Jo, Л, — функции Бесселя. 

7. Область: 0 <г< В, 0 <; $1. Смешанные краевые задачи. 

7.1. В каждой точке кругового цилиндра радиуса А температу- 
ра в начальный момент времени $ = 0 одинакова и равна нулю, на 
его поверхности г = В происходит теплообмен (по закону Ньютона) 
со средой, имеющей постоянную температуру (равную нулю), на по- 

верхности 5 = 0 в течение всего времени поддерживается постоянная 
температура, равная Ту, а на поверхности = = [ — равная нулю: 

T=0 при t=0 (начальное условие) 

0,T +kT =0 при г=В (граничное условие 

Т=Ъ при 2=0 (граничное условие 

T=0 при z=! (граничное условие 

( —
 

ыы 
<
 

ee
” 

То при г=0 граничное условие 

Решение: 

  

_ ЭТ хо Лт) а дин] T(r, ay t) — В у. (К? + м2) Ло (р В) sh lu, 

  

CO CO . 
_ Anko у` > mJo(Un1) sin(mrz/l) exp|—at(u2 + т?т? /1?) 

(и? + тт?) (Е? + 2). Л (В) | 
n=1 m=1
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Здесь и„ — положительные корни трансцендентного уравнения 

pd, (wR) — kJ) (uR) = 0, 

где Л и Л, — функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 411). 

7.2. В каждой точке кругового цилиндра радиуса Е температура 

в начальный момент времени { = 0 одинакова и равна нулю, на 
его поверхностях г = В и д = [ происходит теплообмен (по закону 
Ньютона) со средой, имеющей постоянную температуру (равную 
нулю), на поверхности 2 = 0 в течение всего времени поддерживается 
постоянная температура, равная 15: 

Т =0 при t=0 (начальное условие) 

д.Т+КТ =0 при г=А (граничное условие) 

T=T, при &=0 (граничное условие) 

ОТ+КТ =0 при &=[ (граничное условие) 
Тео при Гг=0 (граничное условие) 

Решение: 

  = 2h Jo(Unt {Un ch [uz (1 — z)] + ksh lu, (l-2z)]} _ 
T(r, 2,1) >. (2 + 2) Ли), В (1) + КВ (и, 1) 

т у. хз it Fee z)exp[—at(u2 + v?2,)| 

+k?)[(v2, + k?)l+ k)(u2 +2,)Jo(u,R) ` 
    

n=1m=1 

Здесь р, и и„ — положительные корни трансцендентных уравнений 

pJ,(uR) — kJo(uR) = 0, 
y ctg(vl) +k = 0, 

где Л и Л — функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 411). 

8. Область: В1 <т< В2, 0 < & <1. Третья краевая задача. 

В каждой точке кольцевого цилиндра задано распределение тем- 
пературы в начальный момент времени $ = 0, а на его поверхностях 

происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей по- 

стоянную температуру (равную нулю): 

Т = К,, 2) при t=0 (начальное условие) 

д.Т-КТ =0 при r=R, (граничное условие) 

д.Т+КТ =0 при г=А. (граничное условие) 
0,T —k,T =0 при #=0 (граничное условие) 

0,T +k,T =0 при &= (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 1. в разд. 1.3.2 при Ф = 0.
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9. Область: В1 <т < В), 0 < & <1. Смешанная задача. 

В каждой точке кольцевого цилиндра задано распределение тем- 
пературы в начальный момент времени $ = 0, на его поверхностях 
г = А. иг= В. происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 
имеющей нулевую температуру, а на поверхностях # = из =[в 
течение всего времени также поддерживается нулевая температура: 

Т = Г (г, 2) при &=0 (начальное условие) 

д.Т-КТ=0 mpu r=R, (граничное условие) 

0.0 +k,T =0 mpu r=R, (граничное условие) 

Т=0 при 2=0 (граничное условие) 

Т =0 при 2 =1 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 2. в разд. 1.3.2 при Ф = 0. 

1.2.3. Задачи с осевой симметрией 

Нлоские задачи с осевой симметрией часто встречаются в теории 

тепло- и массопереноса. Они описывают развитие двумерных неста- 
ционарных тепловых процессов в неподвижных средах или твердых 

телах с постоянным коэффициентом температуропроводности, когда 
начальные и граничные условия не зависят от продольной координа- 
ты и тепло распространяется в плоскостях, перпендикулярных оси 

цилиндра. 

Уравнение теплопроводности в полярной системе координат име- 
ет вид 

    эт _ (SP. 120 4 1 oT) 
0%  \ 92 ‘таг г? 00? 

Аналогичное уравнение используется для анализа, соответствующих 

двумерных нестационарных массообменных процессов при постоян- 
ном коэффициенте диффузии. 

Точные решения вида Т = Т(г, #), встречающиеся в задачах с цилиндрической 

симметрией, приводятся в разд. 1.1.4. 

1. Область: 0 <тг < ©, 0 <д< 2м. 

В каждой точке бесконечного твердого тела задано распределение 
температуры в начальный момент времени: 

Т = (г, 0) при t=0 (начальное условие) 

Т # © при г=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 1 в разд. 1.3.3 при Ф = 0. 

2. Область: 0 <т < В, —пт < 90 <л. Первая краевая задача. 

В каждой точке неподвижной среды внутри круга задано рас- 
пределение температуры в начальный момент времени, а на границе
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г = В поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

  

  

  

Т = Кг, 9) при t=0 (начальное условие) 

Т=0 при r=R (граничное условие) 

Т # со при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(r, 6,t) = у. > (Авт с05 19 + В» т зт пб) Л,(Итг) exp(—p? at). 
m=1n=0 

Здесь 
НВ гп 

Aom = space Ih I, £E Oo(HmEdE aE aC, 
, 2 " R п 

Anm = Sparc Ih „О совтс Л, (ииб)Е ЧЕ 
2 " Ron . Bam = китовые) „Отис, (ЕЕ, 

где Л, (&) — функции ее ел (штрих обозначает производную по ар- 
гументу), а д, — положительные корни трансцендентного уравнения 

Jn (wR) = 0. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 207). 

3. Область: 0 <тг < В, —пл < 9д<тл. Третья краевая задача. 
В каждой точке неподвижной среды внутри круга задано рас- 

пределение температуры в начальный момент времени, а на границе 

г = В происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имею- 

щей нулевую температуру: 

Т = Кг, 9) при t=0 (начальное условие) 

д.Т + КТ =0 при г=И — (граничное условие) 

То при г=0 (граничное условие) 

Решение: 
CO oO 

T(r, 6,t) = у. У (Ант с0з пд + В» т зтп).Л, (итг) ехр(-и ай). 
т=1 п=о0 

Здесь 

  — Lin Aom= Аист /, | ЛОЛ (иы® 44, 
2 т 

Anim = RRR TD (ит К)]2 > f° Г. f(& 6) ) cos ne Jn (Um§) $ а ас, 

= gman aca II I6.0 80 Baim ее тит 0 —п Л(&, С) sin пс (т) & ас, 

где J, — функции Бесселя, а и„ — положительные корни уравнения 

pJ!,(UR) + kJ, (uR) = 0. 
(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 208). 
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4. Область: 0 <т < В, 0< 9 < 6%. Первая краевая задача. 
В каждой точке неподвижной среды внутри сектора задано рас- 

пределение температуры в начальный момент времени, а на границах 

поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

Т = Г (г, 9) при &=0 (начальное условие) 

T=0 при r=R (граничное условие) 

Т =0 при @=0 (граничное условие) 

Т=0 при 0=4, (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(r, 6, $) -у 3 Ann sin( я Sr 0 (ur) exp(—p7at), 

где im 

Ал = GR L1G 6) sin( EE) Jn (SIE dE a. 
Здесь суммирование по и производится по положительным корням 
трансцендентного уравнения 

ол /во (В) — 0, 

где Л„„/о, — Функции Бесселя, п — положительное целое число. 

  

Частный случай. Начальная температура постоянна и равна Ту, тогда 

f(r, 0) = T, 

Решение: 

  81% < (2n + 1)76 
= ——х 

a R2 2 m4 =< + 1 sin 9 

J(an+1)9/8o (итг) Г 
x exp(—7, at) (2т-+1)л/во (Ит)Е а. 
x ито т ВР Ло "тот 

Здесь и — положительные корни трансцендентного уравнения 

(2п-+1)т/во (Е) = 0. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 209). 

  

5. Область: 0 <т < со, 0 <9< 69. Первая краевая задача. 
5.1. В каждой точке неподвижной среды внутри клина задана, 

нулевая температура в начальный момент времени, на границе 9 = 0 
поддерживается постоянная температура Ту, а на границе 9 = 8, 
температура равна нулю: 

T=0 при #=0 (начальное условие) 

T=T, при 9=0 (граничное условие) 

T=0 при 0@=6) (граничное условие) 

T #0 при г=0 (граничное условие)
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Решение: 

6 2 = . nnd со 2 Ул /0 (тЕ) 
T(r,0,t) = Ty |1-—+—=— (-1)"sin 22° | exp(—até*) "2" dé}, 

9% 9 n=1 9 0 6 

где Л„„/,, — Функции Бесселя. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 412). 

5.2. В каждой точке неподвижной среды внутри клина задана 
нулевая температура в начальный момент времени, на границах 
клина поддерживается постоянная температура, равная Ту: 

T=0 при t=0 (начальное условие) 

Т=Т при 6=0 (граничное условие) 

T=T) при 0=9% (граничное условие) 

Т = с при г=0 граничное условие 

Решение: 

Т(г,9,$) =Т% E -5. уз sin ae I exp(—até”) в de] ; 

n=0 

POE Jion41)n/o, — Функции Бесселя. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 413). 

6. Область: Вл <г< В2, 0 <9<?2т. Третья краевая задача. 
В каждой точке неподвижной среды внутри кольца задано рас- 

пределение температуры в начальный момент времени, а на грани- 
цах происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 

нулевую температуру: 

Т = Кг, 90) при t=0 (начальное условие) 

д.Т- КТ =0 при г=А, (граничное условие) 

д.Т + КТ =0 при г= В. (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 2 в разд. 1.3.3 при Ф = 0. 

1.3. Двумерное уравнение a = aAT + ®(x, t) 

1.3.1. Плоские задачи теплопроводности с источником 

В прямоугольной декартовой системе координат уравнение тепло- 

проводности имеет вид 

or = (27 + ot) + (x, y,t) 
Ot Ox? Oy? 

и описывает развитие двумерных нестационарных процессов в непо- 
движных средах или твердых телах с постоянным коэффициентом 
температуропроводности при наличии объемных источников или сто- 
ков тепла.
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1. Область: —со < © < CO, —0O < Yy < OO. 

В каждой точке бесконечного твердого тела задано распределение 
температуры в начальный момент времени: 

Т = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

Решение: 

Тру, 9 =. [< (x, €,y,C,t)F(§,¢) d€ dc + 

+f Г. [веба 
- т 8667) a a ar, 

roe byuxuua G(z,f,y,¢,t) onucbipaerca dopmys1ok 
— £)2 —()\2 

G(x, €,y, 6,1) = ее - 99-9.   

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 134). 

2. Область: 0<тх < со, —со <у< сю. Первая краевая задача. 
2.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 

конечную полуплоскость, известно распределение температуры в на- 
чальный момент времени { = 0, а на границе тела, т = 0 в течение всего 

времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z,y) при &=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(z, y, t) =[* [6646969 dé dé + 

О e@buct—1) (6 67) ae dar, 

roe dyHxuua G(r, &,y,¢,t) omucbipaetca dopmys0k 

_ 1 [_ (eng +o") [- +9 +и-9 || 
С(т, $, Ys С, t) Anat {ехр! 4at хр 4at , 

2.2. В каждой точке полуплоскости известно распределение тем- 
пературы в начальный момент времени {= 0, а на границе 1 =0 задан 
закон изменения температуры от времени и координаты у: 

  

T = f(z, y) при t=0 (начальное условие) 

T = g(y,t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

Т(т,,) = [| бб, ле () dé d¢ + 

+в [белье т] аа 

+f ee 
где функция С(т,&,у,С,Ё) приведена в п. 2.1. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 350).
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3. Область: 0 <х < сю, 0 <у < сю. Первая краевая задача. 

3.1. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 
ление температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границах 
т = О иу = 0 в течение всего времени поддерживается постоянная 

температура (равная нулю): 

T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при у=0 (граничное условие) 

Решение: 

+ Г [сева т) ФЕ.) ас 

где функция С(т, 6, у, С, Ё) описывается формулой 

_ =\2 2 
С (т, 5, у, С, t) = — = {ер|- е 5 | — exp|-S +2" )} x 

  

at 4at , > 

кое] - вЫ] 
(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 355), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 134). 

3.2. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 
ление температуры в начальный момент времени $ = 0, а на каждой 
границе г = 0 иу = 0 задан свой закон изменения температуры от 
времени и координат: 

T = f(z,y) при &=0 (начальное условие) 

T = g,(y,t) при х=0 (граничное условие) 

Т = 92(%, 8 при у=0 (граничное условие) 

Решение: 

Г(е,у, 9 = G(x, €,y,6,t)F(6,¢) dé de + 

taf [ 9,(¢,7) [Еще EuGt—7)) adr + 

+а [| [^ 92(€,7 | Gle,EuGt—7)| _ dédr + 

+i [` беби, 6, — т) ФЕ, Ст) Часа, 

где функция С (т, 6, у, С,+) приведена в п. 3.1. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 350), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 134).
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4. Область: 0 < х < оо, 0 <Зу < сю. Третья краевая задача. 

4.1. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 
ление температуры в начальный момент времени # = 0, а на границах 
x =0u y= 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 
имеющей нулевую температуру: 

Т = f(x,y) при t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 при х=0 (граничное условие) 

д,Т- КТ =0 при у=0 (граничное условие) 

Решение задается выражением для Т(т,у,®) из п. 3.1, где функция 
С(т,6, у, С.Р) описывается формулой 

  

  

G(2,€,y,6,t) = + {exp|-“ @-8") + exp|- (e+e?) _ 

в explak? t+ k,(x + €)] erfe( $+ + k,vat ) } x 

кред] oof 228") 
— ky exp[ak2t + k o(y + ¢)] erfo( 44 + kyVat ) }. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 352). 

4.2. В каждой точке рассматриваемой области известно распреде- 
ление температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границах 
т =0иу = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средами, 
имеющими температуру 91 (4,#) и 9(т,#) соответственно: 

T = f(z,y) при &=0 (начальное условие) 

0,T — k,T = —k,9,(y,t) при т=0 (граничное условие) 

д,Т — КТ = —592(5т,1) при у=0 (граничное условие) 

Решение задается выражением для Т(х,у,#) из п. 3.2, где функция 

С (т, 6, у, С,№) приведена в п. 4.1. 

5. Область: 0 < х < сю, 0 <у < сю. Смешанные задачи. 

5.1. В каждой точке рассматриваемой области известно распре- 
деление температуры в начальный момент времени # = 0, на границе 

т = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имею- 
шей нулевую температуру, а на границе у = 0 в течение всего времени 
поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

д.Т-КАТ =0 при х=0 (граничное условие) 

T =0 при у=0 (граничное условие)
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Решение задается выражением для Т(х,у,#) из п. 3.1, где функция 
G(z,f,y,¢,t) описывается формулой 

а (т, 6 у, 6,8 = Anat fexp[--E= 9") +exp[-2+8" ] _ 

— kexp[ak?t + k(x + €)| erfe( 4 т = + kvat ) } x 
x {exp G22") -exp| 040" ]}, 

4at 4at 

  

  

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 351). 

5.2. В каждой точке рассматриваемой области известно распре- 

деление температуры в начальный момент времени { = 0, на границе 

т = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имею- 
щей температуру 9, (у, #), а на границе у = 0 поддерживается темпе- 

ратура 92(т,#): 

T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

0,T — kT = —kg,(y,t) при х=0 (граничное условие) 

T = gp(z,t) при у=0 (граничное условие) 

Решение задается выражением для Т(т,у,#) из п. 3.2, где функция 
С (т, 6, у, СК приведена в п. 5.1. 

6. Область: 0 < х <, 0 <у< Ь. Первая краевая задача. 

6.1. В прямоугольной области задано распределение температуры 
в начальный момент времени $ = 0, а на его границах в течение всего 
времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

Т=0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при х=Ё (граничное условие) 

Т=0 при у=0 (граничное условие) 

T =0 mpu y=l, (граничное условие) 

Решение: 

Т(т,у, 4) = [Г G(x, £,y,C,t)f(E, 0) dé de + 
t pl, ple | 

+f ff [ G(z,€,y,C,t т) ®(E, ¢, 7) dé dC dr, 

где функция oe , у, С, Ё) описывается формулой 

\ 
G(z,&,y,¢6,t) = — As у exp | - п зав 5 + ~~ -)| in ee gin oS sin may sin OTS hl 24 BB а eG р. 

  

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 355).
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6.2. В прямоугольной области задано распределение температуры 

в начальный момент времени $ = 0, а на каждой границе задан свой 

закон изменения температуры от времени и координат: 

T = f(z,y) mpu t=0 (начальное условие) 

T = g,(y, t) при =0 (граничное условие) 

T = gp(y, t) при zr=l, (граничное условие) 

T = g,(2,t) при иу=0 (граничное условие) 

T = g,(2, t) при У=Ь (граничное условие) 

‚ Решение: 
l, ple 

T(z,y,t)= [° [° G@,é,y,6,t + 
+a [fos 7) GC, gy, Gt—7)] a dr — 

-af [2 nga EuGt—7)| _ , as ar + 

taf ['a&r[ZG@gu.6t-7)] _, ddr - 
1 д 

в [вт [асе -т)] dears   
li le 

+ Ef [ G(x, f,y,¢,t T) 5(E,¢,7) dé de dr, 

где функция С(х, 6, у, С, приведена в п. 6.1. 
(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 350). 

7. Область: 0 < т <, 0 <у< Ь. Вторая краевая задача. 
В каждой точке твердого тела, представляющего собой прямо- 

угольник, известно распределение температуры в начальный момент 
времени $ = 0, а границы тела теплоизолированы (отсутствует поток 
тепла через поверхность тела): 

T = f(z,y) при t=0 (начальное условие) 

0,T =0 при х=0 (граничное условие) 

0,T =0 при х=Ё (граничное условие) 

0,T =0 mpu y=0 (граничное условие) 

0,T =0 при У=Ь (граничное условие) 

Решение задается выражением для Т(т,у,Ё из п. 6.1, где функция 
С(т,&, у, С, описывается формулой 

G(z,&,y,¢,t) = orl +2) exo(- wt) cos ™ an’ cos mre | x     

  « [+22 e0(- nin mn) cos “TH ов ИИС | 
2 ly 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 355).



1.3. Двумерное уравнение of = aAT + ®(x, t) 151 
  

1.3.2. Задачи с угловой симметрией 
Задачи с угловой симметрией часто встречаются в теории тепло- и массопе- 

реноса. Они описывают развитие двумерных нестационарных процессов в непо- 
движных средах или твердых телах с постоянным коэффициентом температуро- 

проводности, когда начальные и граничные условия не зависят от угловой коор- 
динаты и тепло распространяется в плоскостях, проходящих через ось цилиндра. 

С учетом угловой симметрии двумерное уравнение теплопроводности при на- 
личии объемных источников выделения или поглощения тепла в цилиндрической 
системе координат имеет вид 

ОТ _ (55 1 or , OT 

ot 
    — Ф(т, 2,8). ar?" > Or a) (7 251) 

Точные решения вида Т = T(r, #), встречающиеся в задачах с цилиндрической 
симметрией, приводятся в разд. 1.1.5. 

1. Область: В1 <т < В2>, 0 < & < [. Третья краевая задача*. 
В каждой точке кольцевого цилиндра задано распределение температуры в 

начальный момент времени {= 0, а на его поверхности происходит теплообмен (по 

закону Ньютона) со средой, имеющей постоянную температуру (равную нулю): 

T = f(r, z) при #=0 (начальное условие) 
0,T —k,T =0 при г=Е, (граничное условие) 
0,T +koT =0 mpy r= R, (граничное условие) 
9.Т-ЕТ =0 при 2=0 (граничное условие) 
0,T+k,T =0 mpy z= (граничное условие) 

Решение: 
Ry pl 

T(r,z,t) = I | [ G(r, €, 2,6, t)F(E, 0) dé do + 
t Ro fi 

+ | | ] С (г, Е, 2, С, — т) B(E, C, 7) d€ dc dr. 

0 Ri 0 

Функция С (г, &, 2, (,#) описывается формулой 

OD Be (Mins 2)92 (Um 9) Or Unt) Pr (Un €) exP[—(u?, + v2 Jat] 
G(r, €,z,¢,t) = У. > 2 2 

a (т, ЗФ, (ри) 
где ии — положительные корни уравнения 

tgul kg +k, 
р р? — КК ° 

а и„ — положительные корни уравнения 

[vJ, (VR) + ky Jo(vR,)] [v¥,(vRq) — ke Yo(vR,)] — 
— [vY,(vR,) +k Yo(vR,)] [vy (v Ry) — ky Jo(vR2)} = 0. 

Здесь были введены следующие обозначения: 

sin LZ, Z 
Ф.(ить =) = сорт + А, 

т 

Pr(UnT) = [ky Jo(v,,R,) + и! (и, В1) Ус (ог) ~ 

— [k1 Yo(vn R1) + ив У! (и, В1)] Jo(Ynt)s 

Que, Min thy uF, 2 и? 
2 2 

erat dil = 5 | тан + k3)[~-(4n Re)]° — (VA + KD}, 
n 

re Jo, Ji, Yo, Y; — byHkumn Beccena. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 137). 

) 

  

  Pe (Hms 2) = 

  

  
* Решения других (трехмерных) краевых задач приведены в разд. 1.5.2.
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2. Область: В1 <т < В, 0 < = <[. Смешанная краевая задача. 
В каждой точке кольцевого цилиндра задано распределение температуры в 

начальный момент времени $ = 0, на его поверхностях г = К, иг = К. происходит 

теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру, а на, 
поверхностях 5 =0 и & = [ в течение всего времени также поддерживается нулевая 
температура: 

T = f(r,z) при t=0 (начальное условие) 

6,T —k,T =0 upn r=R, (граничное условие) 

0,T +k oT =0 mph r=R, (граничное условие) 

T=0 при 2#=0 (граничное условие) 

T=0 при z=l (граничное условие) 

Решение для Т(тг,2,№) приведено в п. 1 настоящего раздела, где функция 
С(тг, Е, =, С,Ё) описывается формулой 

G(r, &, zy С, t) = 

= > У. > sin (==) sin( ms ) PrlYnT)Prn§) exp - (124 rm ) ar] , 

т=1п=1 ler (Yn7 II? 
    

Здесь и, — положительные корни трансцендентного уравнения 

[vJ,(VR,) + ky Jo(vR,)] [vY,(VR2) — У (ьЕ.)] — 

— [VY,(VR,) +k Yo(vR,)] [vJy(vRq) — kp Jo(vR)] = 0, 

и были введены следующие обозначения: 

фь(ииг) = [Е (и, Е!) + и, Л (В, )] У (иг) — 

— [2 (и, В) +, У, (и, В, )] Ло(ирт), 

2_ 2 п2 122 2 2. 12 
lo, (nT) | — Tepe 4 (vz, + k3)[~,(U_ Ro)] = (ил + К) ’ 

n 

  

где Ло, Л!, У, У, — функции Бесселя. 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 136). 

1.3.3. Задачи с осевой симметрией 

Плоские задачи с осевой симметрией часто встречаются в теории тепло- и 
массопереноса. Они описывают развитие двумерных нестационарных тепловых 
процессов в неподвижных средах или твердых телах с постоянным коэффициен- 
том температуропроводности, когда начальные и граничные условия не зависят 

от продольной координаты и тепло распространяется в плоскостях, перпендику- 
лярных оси цилиндра. 

Уравнение теплопроводности с объемным источником в полярной системе 

координат имеет вид 

or (OF Ler, тот 
ot Or2 r Or r2 062 

Аналогичное уравнение используется для анализа соответствующих двумерных 
нестационарных массообменных процессов при постоянном коэффициенте диф- 

фузии. 
Точные решения вида Т = Т (г, #), встречающиеся в задачах с цилиндрической 

симметрией, приводятся в разд. 1.1.5. 

  ) + Ф(г, 0,1).
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1. Область: 0 <т < со, 0 < 9 < 2м. 
В каждой точке бесконечного твердого тела задано распределение темпера- 

туры в начальный момент времени: 

Т = Кг, 0) при t=0 (начальное условие) 

Тао при т=0 (граничное условие) 

Решение: 

oO Qn 

T(r, 0,t) = [ AN (P68, DFE) Ea ae + 
t Co 27 

+f ГОГ ве, т) в, от) ваваса, 
0 40 0 

где функция С (г, &,9, С, $) описывается формулой 

2 _ ¢2 _ ехр| -^ 22° + 2тЕ соз(9 о 
С (г, &, 6,¢, t) — 4at 

    
4rat 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 135). 

2. Область: В1 <т < В2>, 0 < 9 < 2т. Третья краевая задача. 

В каждой точке неподвижной среды в виде кольца задано распределение 

температуры в начальный момент времени, а на границах происходит теплообмен 
(по закону Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру: 

Т = Х(г, 0) при #=0 . (начальное условие) 

0,T —k,T =0 upp r=R, (граничное условие) 

д.Т+Е.Т =0 при г= В. (граничное условие) 

Решение: 

R 2л 

T(r, 6,t) = ] ; ] G(r, €,8,¢,t)f(E, 0) Ede dC + 
R, Jo 

t pRo per 

+] G(r, €,0,C,t — 7) ®(E, ¢, 7) € dé d€ dr. 

Здесь функция С (г, &,0, С.Р) описывается формулами 

  

>. <> exp [—in(6 — C)] 0, (MpnT) Pr (Mpn€) exP(—u2,, at) 
о, [РС MI — p=1n=0 т“ рп 

Pr (Mont) — С = В т и) + Mon In41(Mpn Ry ) Yn (Hon) ~ 
1 

п 

— С — R, у (и Ra) + рт Ва) Jn(Hpn™)s 

2 5 
Ir (pn II” — ae [EP MUR + КЗ Е > п?) [ф, (и Е2)]2 — 

pn- "1 

2 p2_ p2p2 1. 2 

где 12 = -1, ай„„ — положительные корни уравнения 

в Ва Л, (рВ,) + (В, —-п)Л.(рВ,) _ р У, (В, ) + (ВВ, —п)У,(мЕ,) 

UR Jn4i(uRe) ~~ (ko Ro + n) J,(uR2) 7 РУ, 1 (и Е) — (КЕ + п)У„(иЕ>) | 

Здесь Л, и У, — функции Бесселя. 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 135).
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1.4. Трехмерное уравнение = = aAT 

1.4.1. Задачи в декартовой системе координат 

В прямоугольной декартовой системе координат уравнение тепло- 

проводности имеет вид 

OT _ (27 + 92Т + ot) 

Ot Ox? Oy? Oz? 

и описывает развитие трехмерных нестационарных процессов в не- 
подвижных средах или твердых телах с постоянным коэффициентом 
температуропроводности. Аналогичное уравнение используется для 
анализа соответствующих трехмерных нестационарных массообмен- 
ных процессов при постоянном коэффициенте диффузии. 

  

1. Область: —с < х < ew, —0O < Y < GO, —00 < z << сю. 

В каждой точке бесконечного твердого тела задано распределение 
температуры в начальный момент времени: 

Т = Кх, уч, 2) при &=0 (начальное условие) 

Решение: 

Те, ит Лет 
ea + Eo) de de dn. 

х ехр!— 
p| 4at 

Yacmnott cayyat. HauanbHaa Temmepatypa Tea B OOnactTu |z| < Zo, |y| < Yo, 
|2| < 20 mocToaHHa u paBHa T,, а в области |z| > Zo, |У| > у, |2| > 20 — 
соответственно То, т. е. 

_ Г при ЕЯ < То, ly | < Yo |= | < 20) 
f(z, y, Z) — т 

2 При ЕЯ > То, ly | > Yo» |2 |.> 20: 

Решение: 

1 Ln — Tf Zatz 
T= —(T, -T. f{ —9 ) ( 0 ) x 

3 | 1 >= ( 2/at ter 2/at 

x f f f f Ts. 
[er ( oV/at ) + er ( 2V/at °F 2/at + er 2/at +2 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 62). 

    

        

2. Первая краевая задача для полупространства. 

2.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечное полупространство (0 $ < о, —ю<у<ою, -ю<2< со), 

известно распределение температуры в начальный момент времени 
1 = 0, а на границе т = 0 в течение всего времени поддерживается 
постоянная температура (равная нулю): 

Т = f(x,y, Zz) при &=0 (начальное условие) 

Т=0 при х=0 (граничное условие)
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Решение: 

ewe) = area [Де [Ноа] - 
— exp|- +9999 =] Дет) ас а. 

  

  
4at 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 271). 

2.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечное полупространство, температура в начальный момент вре- 
мени # = 0 постоянна (равна нулю), а на границе тела, х = 0 задано 
распределение температуры: 

T=0 mph t=0 (начальное условие) 

T = g(y,z,t) при Х=0 (граничное условие) 

Решение: 

тео ых [| [6 
12 + (у- ane х exp |= (8—2) | d¢ dn dr.   

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 364). 

2.3. В каждой точке твердого тела, представляющего собой беско- 

нечное полупространство, задано распределение температуры в на- 
чальный момент времени $ = 0, а также задано распределение темпе- 

ратуры на границе тела, х = 0: 

Т = Дт, у, =) при t=0 (начальное условие) 

T = g(y,z,t) при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

  rant) = я [оны]. 
—ехр |- (ere tuo sem" \ 6.6m) dé dC dn+   

4at 

+ ofa lh [Ln eh oe аси 
(©) Литералура: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 364). 

  

3. Вторая краевая задача для полупространства. 
В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконеч- 

ное полупространство (0 <х < о, —х<у<с®, —-©ю<2< 0), известно 
распределение температуры в начальный момент времени # = 0, a 
граница, тела, х = 0 теплоизолирована. 

О решении этой задачи см. п. 3 в разд. 1.5.1 при Ф = 0.
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4. Третья краевая задача для полупространства. 

4.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечное полупространство (0 < х < сю, —©х < YY < CO, —CO < z < Ow), 
известно распределение температуры в начальный момент времени 

{ = 0, а на границе 1 = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) 
со средой, имеющей нулевую температуру. 

О решении этой задачи см. п. 4.1 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

4.2. В каждой точке твердого тела, прелставляющего собой бес- 

конечное полупространство, известно распределение температуры в 
начальный момент времени $ = 0, а на границе тела г = 0 происходит 

теплообмен (по закону Ньютона) со средой с заданным распределе- 
нием температуры. 

О решении этой задачи см. п. 4.2 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

5. Первая краевая задача для бесконечного слоя. 

5.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечный слой (—с < х < ©, —< <у < хх, 0 < :; < |, известно 
распределение температуры в начальный момент времени # = 0, а на 
границах слоя 2 = 0 и & = [в течение всего времени поддерживается 
постоянная температура (равная нулю). 

О решении этой задачи см. п. 5.1 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

5.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечный слой, задано распределение температуры в начальный мо- 

мент времени # = 0, а на каждой границе : = 0 и : = [ задано свое 
распределение температуры. 

О решении этой задачи см. п. 5.2 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

6. Вторая краевая задача для бесконечного слоя. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконеч- 

ный слой (-©<т< оо, —©ю<у< о, 0<;<1), известно распределение 
температуры в начальный момент времени # = 0, а границы тела г =0 
и 2 = [| теплоизолированы. 

О решении этой задачи см. п. 6 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

7. Третья краевая задача для бесконечного слоя. 

7.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечный слой (—с < х < ©, -—х <у< о, 0 < 2 < Ц, известно 
распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а 

на границах тела 2 = О и д = [ происходит теплообмен (по закону 
Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру. 

О решении этой задачи см. п. 7.1 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

7.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бес- 
конечный слой, известно распределение температуры в начальный 
момент времени $ = 0, а на границах тела 2 = 0 и д = [ происходит 

теплообмен (по закону Ньютона) со средами с заданными распреде- 
лениями температуры. 

О решении этой задачи см. п. 7.2 в разд. 1.5.1 при Ф = 0.



1.4. Третмерное уравнение or = aAT 157 
  

8. Смешанная краевая задача для бесконечного слоя. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконеч- 
НЫЙ СЛОЙ (—со <<, -—w<y<w,I0KczE< l), известно распределение 

температуры в начальный момент времени $ = 0, граница z = 0 — 
теплоизолирована, а на границе г = [ поддерживается постоянная 
температура. 

О решении этой задачи см. п. 8 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

9. Первая краевая задача в области х > 0, у> 0, # >20. 

9.1. В каждой точке твердого тела, занимающего область О<т<со, 
0О<у< со, 0< 2<с®0, известно распределение температуры в начальный 
момент времени {=0, а на границах тела т=0, у=0 и 2=0 в течение все- 
го времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

Т = Л(х,ч, 2) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при x2£=0 (граничное условие) 

T=0 при =0 (граничное условие) 

Т =0 при z=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 9.1 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

Частный случай. Начальная температура тела, однородна: 

f(x,y, z) = То. 

т y z 
T = T, erf | ——— ] erf | ——— ] erf . 

0 (<a) (45) (=) 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 183). 

Решение: 

  

9.2. В каждой точке области 0 < т < ©, 0 <у< о, 0 < &#<х, 
известно распределение температуры в начальный момент времени 
1 =0, а на каждой границе т=0, у=0и 2 =0 задано свое распределение 
температуры. 

О решении этой задачи см. п. 9.2 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

10. Третья краевая задача в области х 20, у>0, #5 >20. 
10.1. В каждой точке твердого тела, занимающего область 

О< <, О<у<о», 0 < & < ©, известно распределение температуры 
в начальный момент времени $ = 0, а на границах тела т = 0, у=0и 
z=0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
нулевую температуру: 

Т = Их, ч, 2) при t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 при х=0 (граничное условие) 

д,Т- КТ =0 при у=0 (граничное условие) 

0,T —k,T =0 при 2=0 (граничное условие) 

О решении этой задачи см. п. 10.1 в разд. 1.5.1 при Ф = 0.
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Частный случай. Начальная температура тела однородна: 

f(z,y,z) =T, 

Решение: 

т 
Т=т Ы =) + ехр(Ё1 х + k?at) erfo( Wal + k, Vat ) | x 

x [et ( 5% + ехр(К.у + К2а4) erfo( Tal + ва x 

x 1 (=) + exp(k3z + kat) erfo( Wal + вме) | 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 183). 

    

  

  

10.2. В каждой точке твердого тела известно распределение тем- 

пературы в начальный момент времени 1 =0, а на границах тела х =0, 
у =0и г = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средами 
с заданными распределениями температуры. 

О решении этой задачи см. п. 10.2 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

11. Смешанные краевые задачи в области х >20, у>0, #20. 

11.1. В начальный момент времени $ = 0 температура всех точек 
твердого тела одинакова, и равна, Т‹, на границах тела т =Диу=0 
происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
нулевую температуру, а граница 2 = 0 поддерживается при нулевой 
температуре: 

Т=Ъ при начальное условие) 

T=0 при 

граничное условие) 

N 
©
 

++
 

|| о
о
 

=
 

( 

( 
(граничное условие) 

( граничное условие) 

Решение: 

T(z,y,z,t) = To [ert ( saa) texp(kye + Kat) erfe( 7 +k Vat )] x 

x fert (<4) + ехр(Коу + k5 а ес (5 9— + shy/at)|ert(—te) 

11.2. В начальный момент времени t = 0 TemnepaTypa BCex TO¥eK 
твердого тела одинакова, и равна 1%, на границе тела, х =0 происходит 
теплообмен (по закону Ньютона) со средой с нулевой температурой, 
а, на границах у = О и & = 0 поддерживается нулевая температура: 

  

Т=Ъ при t=0 (начальное условие) 

д.Т-ЕТ =0 при х=0 ( ) 

T=0 при у=0 (граничное условие) 

T=0 mpu z=0 ( ) 

граничное условие 

граничное условие
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Решение: 

T(z,y,2,t) =Tp [еее ( =) + exp(kz + k7at) erfe( 7 = + kVat )| x 

x erf(   t=) erf( ==), 

12. Первая краевая задача в прямоугольной области. 

12.1. В неограниченной прямоугольной области (0 < т < Ц, 

0 < у < Ь,, —< о < 2 < с©0) известно распределение температуры в 
начальный момент времени ${ = 0, а на границах т = 0, т = Ц, 
у =Оиу = [5 ‘в течение всего времени поддерживается постоянная 
температура (равная нулю). 

О решении этой задачи см. п. 11.1 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

12.2. В неограниченной прямоугольной области (0 < т < Ц, 

0 < у < Ь, -o < =& < в) известно распределение температуры в 
начальный момент времени $ = 0, а на каждой границе г = 0, х=Ц, 
у = Оиу = [, задано свое распределение температуры. 

О решении этой задачи см. п. 11.2 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 

12.3. В полуограниченной прямоугольной области (-1 <х<Ц, 
—1. ЗУЗЬ, 0 < г < ©) задана постоянная температура в начальный 
момент времени $ = 0, а на границах области в течение всего времени 
поддерживается также постоянная температура (равная нулю): 

T=T) при t=0 начальное условие 

  

( ) 
T=0 при х=-[ (граничное условие) 

T=0 при zr=l, (граничное условие) 

T=0 при у=-[ (граничное условие) 

Т=0 при у=Ь (граничное условие) 

T=0 при z=0 (граничное условие) 

Решение: 

T = (=). (x,y, 2,t) To F(z, t)G(y, t) erf 2/at 

Здесь введены следующие обозначения: 

n 22 . F(2,t) = (-)” exp|— (2n + 1) т и os (2% + Т)лх 

п 2n + 1 © 411 211 
n=0 

4 = (-1) (2n + 1)2n2at (2n +1) _ 4 —1)" n 212 а n пу 

Су, = m 2+ Int exp[- 442 | ©o8 2 ` 
n= 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 183).
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13. Первая краевая задача для параллелепипеда. 

13.1. В каждой точке твердого тела, имеющего форму прямо- 
угольного параллелепипеда (0 <т<1, 0О<у<Ь, 0 <2<[), известно 

распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на 

границах тела в течение всего времени поддерживается постоянная 
температура (равная нулю): 

Т = f(z,y,2Z) при &=0 (начальное условие) 

Т=0 при т = (граничное условие) 

T=0 при xz=l, (граничное условие) 

T=0 mph y= (граничное условие) 

T=0 mpu y=l, (граничное условие) 

T=0 при z= (граничное условие) 

Т =0 при 2=[ (граничное условие) 

Решение: 

о с cw 

Т(т,у, 2,8 =>, >. > Антьр sin т sin — sin = ехр(- nm,ptt) 
l [ 

п=1 т=1 р=1 2 3 

    

где 

_ 8 pte Е Si тт mre prn 
An mp = Гы /о [ i f(€,¢, 7) sin —— 7; sin 7 4% dc dn, 

2 2 р? 
2 т 

путьр — Т (= +1 +1). 

  

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 186), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 157). 

13.2. В каждой точке твердого тела, имеющего форму прямо- 
угольного параллелепипеда (0 < 5 <41, 0 <уЗЬ,, 0 < & < [,), задана 

нулевая температура в начальный момент времени $ = 0, на границе 

= 0 поддерживается заданное распределение температуры, а на 

остальных границах в течение всего времени температура постоянна 
(равна нулю): 

T=0 при t=0 (начальное условие) 

T = gly, Zz, t) при х=0 (граничное условие) 

T=0 при zr=l, (граничное условие) 

Т =0 при у=0 (граничное условие) 

Т =0 при У=Ь (граничное условие) 

Т =0 при 2=0 (граничное условие) 

Т=0 при’ 2=[ (граничное условие)
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Решение: 
CO CO CO 

_ вал плт mry рта 
Т(х,у, 2,1) = Piglg >. >. nsin = sin —= г. sin x 

n=1 m=1 p=1 “ 

xf [opis in 7° sin PP g(¢,m, r)exp|—8? n,m,pa a(t-7)| АС ат ат, 

2 [ п2 “2 52 

где бат = 1? (17 + +) 1 2 3 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 356). 

Частный случай. На границе т = 0 поддерживается постоянная температура: 

  

    

    

9(у, 2,1) = То. 

Решение: 

T= bet у. у` sh [ — £)./Enm,o] sin[(2n + 1)ry/ly] sin{(2m + 1)rz/ls] _ 

n=0 m=0 Hy, m, 0 | (2n + 1)(2m + 1) 

_ о > 3 у psin(pra2/l,) sin[(2n + 1)ry/l,] sin[(2m + 1)7z/l3] 

о (2n + 1)(2m + 1) Mn mip EXP(n m,p2t) , 

(2n + 1)? 1? 4 (2m + 1)212  р2лп? 
Где Ип,т,р = [2 [2 + [2 

2 3 1 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 409). 

13.3. В каждой точке твердого тела, имеющего форму прямо- 
угольного параллелепипеда (0 < <1,0<у<[, 0< <), задано 
распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на 

каждой границе задано свое распределение температуры. 

О решении этой задачи см. п. 12.2 в разд. 1.5.1 при Ф = 0. 
Ниже приведены некоторые точные решения первой краевой задачи для 

прямоугольного параллелепипеда, занимающего область —11 << И, -[5 ЗУЗЬ, 

—l. < © < lg. 

13.4. Все точки твердого тела имеют одинаковую температуру Тб в началь- 

ный момент времени $ = 0, а на границах тела в течение всего времени поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю): 

    

Т=Ъ при &=0 (начальное условие) 

T=0 при т = Ц (граничные условия) 

T=0 при у= = (граничные условия) 

T=0 при z=cl, (граничные условия) 

Решение: 

64T, ewer 1)" +™+P 2n+1 T(2,y,2,t)= “42 S> cos NF Une 
n=0 m=O pro (2n + 1)(2m + 1)(2p + 1) 21, 

(2m + 1)ry (2p + 1)л2 
x cog SITY Cog AAP TAIN? ох — t), 

21, 21. P(—Bn,m,pt) 
где 

    

_ an? [ (2n+1)? (2т+1)?  (2р+1)]? 

Pama |p tg te 
(©) JIureparypa: I. Kapcnoy, J. Erep (1964, crp. 184).
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13.5. Все точки твердого тела имеют постоянную температуру (равную нулю) 

в начальный момент времени $ = 0, на границах поддерживается одинаковое 
распределение температуры, зависящее только от времени: 

  

  

T=0 при &=0 (начальное условие) 

T = g(t) при c=, (граничные условия) 

T = g(t) при у= + (граничные условия) 

T = g(t) при 2 =: (граничные условия) 

Решение: 

оо oo oo —1 n+m+p 2 1 

тои = 2 тест cos Ant ire , 
420 mad pao рт 1) 211 

2 1 2 1 t 
x COS (2т + 1)ту cos (2p + 1)nz exp(—8,, m >t) | exp(8,, m,pT)9(T) aT, 

245 213 ’ ’ 0 ’ ’ 

где 

    
2 [(2 1)? 2 1)? 2 1)2 И [ont + Gms) + es?) 

›т,р 4 [2 [2 12 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 184). 

Частный случай 1. На поверхности тела поддерживается постоянная темпе- 

ратура: 

g(t) = 
Решение: 

(- 1)"+™+P 64 > > < 
T=T)/1 _ 922.2, (Qn +1)\(Qm+(2p+l) ~ p= 

(2n + 1)rx (2m + лу (2р+1)т2 
x cos —_—_—— cos ——_——. cos ——_———- — t)|. 21, 21, 2, РС РьтрИ 

  

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 184). 

Частный случай 28. Температура на всех границах тела линейно возрастает 

со временем: 

g(t) = At. 

Решение: 

( 1)” ТР 

м >. - T= Att — — x 
л3 A (2n + 1)(2m + 1)(2p + 1) Bn mp 

(2п + 1)лх (2m + 1)пу (2p + 1)1z } 
1- — t . a, Cos a, Cos 2, [1 — exp( Bn,m,pt)] 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 185). 

  

X Cos     

14. Третья краевая залача для параллелепипела. 

В каждой точке твердого тела, имеющего форму прямоугольного 
параллелепипеда (—1 < т < Ц, -6 <у< Ь, -& <<), задана 
постоянная температура в начальный момент времени # = 0, а на 
его границах происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой,
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имеющей нулевую температуру: 

Т=Т, 
6,T —k,T =0 
6,T +k,T =0 
8,T — k,T = 0 
O,T + koT = 0 
0,T — kT =0 
0,T + kT =0 

Решение: 

тень] 

| 
| 

при t=0 (начальное условие) 

при c=-l, (граничное условие) 

при zr=l, (граничное условие) 

при у=-[ (граничное условие) 

при У=Ь (граничное условие) 

mph z=-l, (граничное условие) 

при #=[4 (граничное условие) 

oO 

> 2k, cosa, 2 exp(-a2at)| x 

| = п 

Me
: 

1 3 || 
и 

  
[(k? + a2 )l, +k] cosa, l, 

2k, cos By   
[(k3 + B2)lo + ka] cos By lp 

2Кз COS 7, 2   
[(k3 + y2)l3 + kg] cosy, lg 

exp (Bhat) x 

окр (Ва) | 

где а„, В, и 7, — положительные корни уравнений 

О tg(al;, ) — К, В%5(815) — Ко, 

©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 184). 

15. Смешанная краевая задача для параллелепипела. 

715 (743) = Ёз. 

В каждой точке твердого тела, имеющего форму прямоугольного 
параллелепипеда (0 < т < 4, —-5 <уЗЬ, -& <= <), задана 
постоянная (равная нулю) температура в начальный момент времени 
{ = 0, на его границах т = ит =Ц в течение всего времени 
поддерживаются постоянные температуры Ту и Т|, соответственно, а 
на других границах происходит теплообмен (по закону Ньютона) со 
средой, имеющей нулевую температуру: 

Т=0 
T =T, 
T =T, 

0,T — kT =0 
0,T +kT =0 
0,T — kT =0 
0,T +kT =0 

при t=0 (начальное условие) 

при х=0 (граничное условие) 

при х=Ё (граничное условие) 

при у=-Ь (граничное условие) 

при у=Ь (граничное условие) 

при 2=-& (граничное условие) 

при 2=Ь (граничное условие)
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Решение: 

oO oO 

T(x,y,2,t)=4k? >> S 2 {Tp sh[(l, — 2) 2 +2, | +7, sh [2/2 +2, |} x 
n=1m=1 

х Hath? lo +k] [(Vin th Ng +k] Cos(unY) COS(Ynz) | 
    

sh (ly /u2 +2, ) c08( p45 ly) сов) 
oe LL Deel at(w2+v2,+? 7) | x 

pl(-—1)?7; —То] со5(ииу) cos(V,,2) итал 

(M2 + uz, +p?r7/1t)[(uz +h? )lo +k] [(vz, +h? )lg +k] COS(Hyly) COS(Yp,t3) ° 
где р„, и„ — положительные корни уравнений 

ptg(ul,) =k, vtg(vlz)=k 
(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 410). 

   

1.4.2. Задачи в цилиндрической системе координат 

Уравнение теплопроводности в цилиндрической системе координат имеет вид 

ЭТ 1 0 ( OT 1 eT эт 

at ers) 7? 062 | 522 
Оно используется для описания несимметричных нестационарных процессов 

в неподвижных средах или твердых телах с цилиндрическими и плоскими 
границами. 

Аналогичное уравнение используется для анализа соответствующих трехмер- 
ных нестационарных массообменных процессов при постоянном коэффициенте 
диффузии. 

Точные решения вида Т =Т\(г, ®, встречающиеся в задачах с цилиндрической 
симметрией, приводятся в разд. 1.1.4. 

  

1. Первая краевая задача для бесконечного цилиндра. 
В каждой точке твердого тела, имеющего форму бесконечного кругового 

цилиндра (0 <т< ЕЁ, —п<д<л, —<©<2< о}, задано распределение температуры 
в начальный момент времени $ = 0, а на его боковой поверхности в течение всего 

времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T = Кг, 0, =) при &=0 (начальное условие) 

T=0 upn r=R (граничное условие) 

Т = © при г=0 (граничное условие) 

Предварительные замечания. Разложим функцию {(г, 0,2) в ряд Фурье 

oo 

f(r,0,z) = У (Е, (г, 2) с08 пб + С. (г, 2) зт пб], 
п =0 

а коэффициенты РЕ, (т, 2) и С (г, 2) в свою очередь разложим в ряд по функциям 
Бесселя, определяемым положительными корнями трансцендентного уравнения 
/„(рЕ) = 0. В результате получим 

в, (т, =) = о. „(и"), Ga(t,2) = > (2) J, (ur).
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Решение: 

oo oo 

T(r, 0,2z,t) = exp(—p7at)J, (ur) Xx     
=0 и 

к (c= 2) С и, (©) совтб + vp (6) sin nb] d, 

где суммирование по и производится по положительным корням уравнения 
7„(иЕ) = 0 (Л, — функция Бесселя). 

Решение неоднородного уравнения ищется с помощью выражения (2) из п. 1 
в разд. 1.5.2 при Ф = 0 с использованием функции Грина из п. 2 разд. 1.5.2. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 209), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 164). 

2. Первая краевая задача для цилиндра конечной длины. 
2.1. В каждой точке твердого тела, имеющего форму кругового цилиндра 

конечной длины (0 < т < ВД, -л < 9 <т, -[ < х < 1, задано распределение 
температуры в начальный момент времени # = 0, а на его боковой и торцевых 
поверхностях в течение всего времени поддерживается постоянная температура, 
(равная нулю): 

T = f(r, 6, =) при #=0 (начальное условие) 

T=0 upp r=R (граничное условие) 

Т=о при 2 =-1 (граничное условие) 

T=0 при z= (граничное условие) 

T #0 при тг=0 (граничное условие) 

Решение: 

  
со < < п2л2 

T(r, 9, z,t) =>. У. exp| at( 4? + ит | 

И 0 п=1 т= 

x J, (ur) sin О AL mm cosmé + Bm sinmé), 

где коэффициенты A, ти В, пт вычисляются по формулам 

Ayam = ААА /, 99а [| эт "СНВ ac |" соя Е.) _ гла: (иЕ)]? 

1) Вел = тв /, 494 [| зи ont a¢ | sinmn НЕ, С, ат. 
Здесь суммирование по и производится по положительным корням уравнения 

Jim (wR) = 0, 

где /„ — функции Бесселя. 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 225). 

2.2. В каждой точке твердого тела, имеющего форму кругового цилиндра 
конечной длины (0<гт< А, 0<9<2л, 0<2<1), задано распределение температуры в 
начальный момент времени $ = 0, а на его боковой и торцевых поверхностях также 

задано свое распределение температуры, причем эти распределения периодичны 
по 9. 

Решение этой задачи можно получить с помощью формулы (2) из п. 1 

разд. 1.5.2 при Ф = 0, в которые следует подставить функцию Грина из п. 3 

разд. 1.5.2.
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3. Третья краевая задача для полого цилиндра. 
В каждой точке твердого тела, имеющего форму полого кругового цилиндра, 

конечной длины (К <т<В., 0 < 9 < 27, 0 < = < 1, задано периодическое по 0 

распределение температуры в начальный момент времени # = 0, а на его боковых 
и торцевых поверхностях происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, 
имеющей заданное распределение температуры. 

Решение этой задачи можно получить с помощью формул (1) и (2) из п. 1 
разд. 1.5.2 при Ф = 0, в которые следует подставить функцию Грина из п. 4 

разд. 1.5.2. 

4. Смешанная краевая задача для полого цилиндра. 
В каждой точке твердого тела, имеющего форму полого кругового цилиндра 

конечной длины (К <тг< Ro, 0 < 9 <27, 0 < = < |, задано периодическое по 9 
распределение температуры в момент времени $ = 0, на его боковых поверхностях 
происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой с заданным распределени- 

ем температуры, а на торцевых поверхностях поддерживается заданное распре- 
деление температуры. 

Решение этой задачи можно получить с помощью формул (1) и (2) из п. 1 
разд. 1.5.2 при Ф = 0, в которые следует подставить функцию Грина из п. 5 

разд. 1.5.2. 

5. Третья краевая задача для части полого цилиндра. 
В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (В, <т<В.,0<9<%48., 0<2< 1), задано распределение 
температуры в начальный момент времени $ = 0, а на его боковых и торцевых 

поверхностях происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 

заданное распределение температуры. 
Решение этой задачи можно получить с помощью формул (1) и (2) из п. 1 

разд. 1.5.2 при Ф = 0, в которые следует подставить функцию Грина из п. 6 

разд. 1.5.2. 

6. Смешанные краевые задачи для части полого цилиндра. 
6.1. В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (Е! <г< Е, 0<09<%4,, 0<2< 1), задано распределение 
температуры в начальный момент времени $ = 0, на его поверхностях г = R, 
и г = В. происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 

заданное распределение температуры, а на каждой из остальных поверхностей 
поддерживается свое заданное распределение температуры. 

Решение этой задачи можно получить с помощью формул (1) и (2) из п. 1 
разд. 1.5.2 при Ф = 0, в которые следует подставить функцию Грина из п. 7.1 

разд. 1.5.2. 

6.2. В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (К, <г< Е.,0<9<%4%,, 0< & < 1), задано распределение 
температуры в начальный момент времени {=0, на его поверхностях r= R,,r=Ro, 
д =Ои 2 = [ происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
заданное распределение температуры, а на каждой из остальных поверхностей 
поддерживается свое заданное распределение температуры. 

Решение этой задачи можно получить с помощью формул (1) и (2) из п. 1 
разд. 1.5.2 при Ф = 0, в которые следует подставить функцию Грина из п. 7.2 

разд. 1.5.2. 

6.3. В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (В1 <г<В., 0<0< 4%, 0<2< |), задано распределение 
температуры в начальный момент времени {= 0, на его поверхностях гт= В, т=Во., 

= 0 и = 4 происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
заданное распределение температуры, а на каждой из остальных поверхностей 
поддерживается свое заданное распределение температуры. 

Решение этой задачи можно получить с помощью формул (1) и (2) из п. 1 
разд. 1.5.2 при Ф = 0, в которые следует подставить функцию Грина из п. 7.3 

разд. 1.5.2.
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1.4.3. Задачи в сферической системе координат 

Уравнение теплопроводности в сферической системе координат имеет вид 

эра 5 (25) + у 1 5 (ет) + 1 a | 
9 |r? Or Or r2sin@ 060 90 r2sin?@ dy? |” 

Его удобно использовать для описания трехмерных нестационарных процессов 
тепло- и массообмена в областях, ограниченных координатными поверхностями 
сферической системы. 

Точные решения вида Т = Т(тг,#), встречающиеся в задачах со сферической 
симметрией, приводятся в разд. 1.1.6. 

1. Первая краевая задача для сферического тела. 
В каждой точке сферического твердого тела (0 <г< В, 0<д<л, 0<фр<2м) 

задано распределение температуры в начальный момент времени t = 0, a Ha 
границе г = К в течение всего времени поддерживается постоянная температура, 
(равная нулю): 

Т = Х(г, 9, ~) при t=0 (начальное условие) 

T=0 upp r=R (граничное условие) 

T 40 при т=0 (граничное условие) 

Решение: 

Т(г, в, = `` У (г)? Л, 2 (ur) P™ (cos 8) x 
п=0 и т=0 

х (Ат, с08 ТФ + Ви т, и т тр) ехр(—и 204), 

где 

An mip = _(an+ in=m m)! x 

‚т, п Е? и 12 [7 ,„2(р В) (п + т)! 

27 

«fo алые || ртов | cos mn f(§,¢, 7) dn, 

B (2n +1)(n —- т)! 

nome = TRF 4(uR)2(n +m)! 
27 

x [ 6/7 J, 4 jo (ué) dé [ Pan (Cag f° sinmn FE, 60) dn 

Если т = 0, то в знаменателях этих формул л следует заменить на 2л. 

Суммирование по р производится по положительным корням уравнения 

  

  

Jn41/2(uR) = 0, 

roe J, 41/2 — byukuun Beccena, a Pr”(C) — npwcoenmnennsie dbynkunn Jlexanypa, 

которые выражаются через полиномы Лежандра Р, (6) по формулам 

1 4d” 

ni2™ dcr 
    Pir(6) = (1-67)? Pall) P,(¢) = (2-1). 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 244). 

2. Первая краевая задача для конуса конечной длины. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой часть шара, выреза- 

емую конусом 9 = ду (область 0<т< Е, 0<9< 4%, 0% р<2п), задано распределение
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температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границах в течение всего 

времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

  

Т = 1 (г, 9, 2) при t=0 (начальное условие) 

T =0 при r=R (граничное условие) 

T=0 при 6= 65 (граничное условие) 

Т = с при т=0 (граничное условие) 

Решение: 
oo 

T(r,0,9,t) = Do do dour)? Inga j2(ur) Pa ™(v) x 
т=0 и тп 

x (Am pin cosmy + B,, 7 Sin тир) ехр(—и?а#), 

где 

2(2% + 1) 1/2 а _т а Ц 7 
Ат, ип —^ л Е2(1 — пли» |p, (Yo) a Pn (v0) x 

R 1 2n 

x [ рые) 46 | "4 I cos mn f (E,¢,n) dn, 
VO 

  

2(2п + 1) 1/2 | а __ а _ | 
B = —_ P~-™(y,) —_ P= ™ x m,p,n п Е? (1—3) [1.1/2 (мВ)? dn ” (о) ал п (мо) 

в 1 2п 

х I 63/27 (ue) a€ ] P=™(¢) de [ sin mm f(E,¢,1) dn. 
VO 

Если т = 0, то в знаменателях этих формул л следует заменить на 2л. 

Суммирование по д производится по положительным корням уравнения 

Jn+1/2(hR) = 0, 
me J,44 /2— функции Бесселя, а суммирование по п выполняется по всем корням 

уравнения 

Рь ™(y о) = 0, 
превышающим —1/2. 

Здесь Р-”(и) — обобщенная функция Лежандра, которая определяется 
формулой 

1 
1 1-и\ 3” 

РТ" — Е(-—п, 1; 1 и), (Vv) Pat > (4) (—n,n+1;1+m; >- 3v) 

где Е — гипергеометрическая функция Гаусса, а Г — гамма-функция. 

Выше везде было введено обозначение и = с0$9, причем му = с0$ в. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 246). 

  

1.5. Трехмерное уравнение am = aAT + ®(x, t) 

1.5.1. Задачи в декартовой системе координат 
В прямоугольной декартовой системе координат уравнение теплопроводности 

с объемным источником имеет вид 

oT 0°T + 0?T + 92Т +$( t) 
= т, У, zy 

Ot Ox? Oy? Oz? 
и описывает развитие трехмерных нестационарных процессов в неподвижных сре- 

дах или твердых телах с постоянным коэффициентом температуропроводности. 

Аналогичное уравнение используется для анализа соответствующих трехмерных 

нестационарных массообменных процессов при постоянном коэффициенте диф- 

фузии. 
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1. Область: —со < @ << 00, —00 < Y < CO, —0O < 2 KO. 

В каждой точке бесконечного твердого тела задано распределение темпера- 
туры в начальный момент времени: 

Т = Кг, у, =) при &=0 (начальное условие) 

Решение: 

T(a,y,2,t) = [ [ [ G(x, €,y, C2, mt) F(E, Grn) a aC dn + 
t со со со 

+ | ] ] ] С(т, Е, 9,6, 2,1, — т) Ф(Е, С, п, т) ЧЕ аб ап ат, 
0 /-ю/У-юУ-ю 

где функция С(т,&,у,6,2,1,$) описывается формулой 

_ (2-8? +(y- 0)? + (z= 0)? 7) 
4at 
  

1 
G(z,&,y,¢,2z,, t) = 8(лаё)3/2 exp| 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 160). 

2. Первая краевая задача для полупространства. 
2.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечное 

полупространство (0 < т < сю, —с<0 <у< сю, —©< <2< 00), известно распределение 

температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границе т = 0 в течение 

всего времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

Т = (т, у, =) при &=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

Решение: 

T(2,y,z,t) = ] [ [ G(x, €,y,C, 2,10, t)F(E,¢, m) dé dC dn + 
t Oo oo oo 

G 9S 9 fy Ф 95) Ts ’ + |[ [ ГГ. (2, €,y,, 2,0, t — T)®(E,6,n,7) dé dC dn dr 
где dyHkuna G(z, €,y,¢C, 2,7, t) описывается формулой 

_ 1 (2-2)? + (9-09)? + (2-1)? 

(x + €)? + (y- 6)? + (2-0)? |}, 
4at 

  

  

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 155). 

2.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечное 

полупространство (0 < т < со, —с< <у< оо, —©< << оо), известно распределение 

температуры в начальный момент времени $ = 0, и задан закон изменения 

температуры от времени и координат на границе тела, г = 0: 

T = f(z, y,2) при t=0 (начальное условие) 

Т = 9(4, 2,1) при x2£=0 (граничное условие) 

Решение: 

Т(т, у, z,t) = | [ [ G(a, 6, у, ¢,z,n, t) f(€,¢,7) Е ас ап + 

t со со д 

+в | Г. [эль Еее бьтьа-т) way rt 

eff ГГ. G(a, £,y,6,2,n,t—7) ®(E, 6,0, 7) dé dé dn dr, 
где функция С(т,&, у, С,2,1,&) приведена в п. 2.1.
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3. Вторая краевая задача для полупространства. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечное полупро- 

странство (0 <т< оо, —с< <у< сю, —с©< << 0), известно распределение темпера- 

туры в начальный момент времени { = 0, а граница, тела, г = 0 теплоизолирована: 

Т = Л(х,ч, 2) при &=0 (начальное условие) 

0,T =0 при т=0 (граничное условие) 

Решение дается выражением для Т(т,у,2,Ё) изп. 2.1, где функция С(т,&,у,(,2,1,6) 
описывается формулой 

  1 — §)? +(y~ 6)? + (2-0)? Clty Game) = sores { exp|- | г ео a 2 | 

_ вает | 
4at 
  + exp| 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 155). 

4. Третья краевая задача для полупространства. 

4.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечное по- 

лупространство (0 < x < 00, —0o < y < 00, —00 < z < ©5}, известно распределение 
температуры в начальный момент времени $ = 0, а на границе тела г = 0 происхо- 

дит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру: 

T = f(z, y,2) при t=0 (начальное условие) 

0,T —kT =0 при т=0 (граничное условие) 

Решение дается выражением для Т(т,у,2,#) из п. 2.1, где функция С(т,&,у,С,2,1,ё) 
описывается формулой 

G(a, &,y,¢,2,7, t) = 

= aeeaner o|- See] +e7|-SE" |} oo[-S 
k E+E 2, (y—¢)*?+(z—n)? Trak мк ( 255 +kVat ) exp [ео at — hat | 

4.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечное 

полупространство, известно распределение температуры в начальный момент 

времени {=0, а на границе тела, + = 0 происходит теплообмен (по закону Ньютона) 

со средой с заданным распределением температуры: 

  

      

Т = Иът,ч, 2) при &=0 (начальное условие) 

0,T —kT = —kg(y, z,t) при т=0 (граничное условие) 

Решение дается выражением для Т(т,у,2,Ё) из п. 2.2, где функция С(т,&,у,(С,2,1,6) 
приведена в п. 4.1. 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 364). 

5. Первая краевая задача для бесконечного слоя. 

5.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечный слой 

(2-ю < т < с, —х <у< ©, 0 <5< |, известно распределение температуры в 
начальный момент времени $ = 0, а на границах тела, & = 0 и 5 = [ в течение всего 

времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z,y,z) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при 2=0 (граничное условие) 

T=0 mph z=l (граничное условие)
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Решение: 
со со 1 

T(2,y,2,t) = ] ] [ Сеат) ЕСТ de dy + 

+f fr Г. [ (а, бу, Сл, тьё-— т) Ф(Е, Сп, 7) dé dé dn dr, 

  

    

где 

1 — ¢£)2 _)2 

G(x, &,y,¢,2,0,t) = 8(лаё)з/ 2 “ХР - (2 5) о ) | х 

= 2nl + z—n)? 2nl 2 

* > ==] - ta " | - exp|-© - te т |} 

= 0+0? т — — 

С(т,&, 9,6, 2,1, 1) = orlat exp|— a | х 

    . у . ( nn at ) gin ee sin 077 
xp | — ——~— } sin , РР в 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 366), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 156). 

5.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечный 

слой, задано распределение температуры в начальный момент времени t = 0, a 
на каждой границе 2 = 0 и 2 = [ задано свое распределение температуры: 

Т = /(х, у, 2) при t=0 (начальное условие) 

Т = 91(х, 9,8) при 2=0 (граничное условие) 

T = go(z, y,t) mph z=l (граничное условие) 

Решение: 
со со 1 

ть = [| Г] G(x, &,y,¢, 2,0, t) f(E, ¢, n) d€ dC dn+ 

t co co д 

+в / / ] 91 (€,¢,7) [эк баб ль альт) eee 
—oo 4¥—co n= 

t со со д 

-‹ / Г. Г. ев. [т бевльблмье-®)| ааа 

+ Г Г. [ G(x, €,y,¢, 2,7, t—7) &(€,¢,n, 7) d& dC dn dr, 

где функции С(т,&,у,(,2,1,Ё) приведены в п. 5.1. 

6. Вторая краевая задача для бесконечного слоя. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечный слой 

(2-20 << о, —©ю <у< о, 0 < д < |, известно распределение температуры в 
начальный момент времени $ = 0, а границы тела, 2 = 0 и 2 = [ теплоизолированы: 

Т = (т, у, 2) при &=0 (начальное условие) 

0,T =0 при z=0 (граничное условие) 

0,T=0 mpu z=l (граничное условие) 

Решение дается выражением для Т(т,у,2,Ё) изп. 5.1, где функция С(т,&,у,С,2,1,6) 

описывается формулой 

< е- 0’ +00, 
4at 

. у {5 [- ee +exp|- enti) 

+ 4at 4at 
®=— со 

1 
G(z,f,y,¢,2,n, t) = (2/nat)> exp|
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или 

G(a,f,y,¢,2,n, t) =     
exp - (x — 9+ — ¢)? x 

х {1+2 у cos nn cos ea ex | ard aT PP pt 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 367), А. Г. Бутковский `(1979, 
стр. 159). 

1 

4rlat 

    

7. Третья краевая задача для бесконечного слоя. 

7.1. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечный слой 

(—oo < 4 < о, —х<у< сю, 0 < & < 1, известно распределение температуры в 

начальный момент времени $ = 0, а на границах тела д = 0 и ; = [ происходит 

теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру: 

T = f(x,y, 2) при &=0 (начальное условие) 

0,T —kT =0 mupy z=0 (граничное условие) 

д.Т+КТ =0 mupH z=l (граничное условие) 

Решение дается выражением для Т(х,у,2,$) из п. 5.1, где функция С(т,&,у,С,2,1,$) 
описывается формулой 

    (+9901 
2124 4at 

> у (ра с0$ ии 2 +ksin pw, z)(u,, cosu,n+ ksin pw, n) 

n=1 

G(a, £,y,¢, 2,0, t) = exp|— 

  

2 e — t). Ки? + К?) +2 xP(— Hn at) 

Здесь и„ — положительные корни уравнения 

2иК 

Bu 
(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 366). 

7.2. В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечный слой 

(2-2 < т< со, —юх < у< о, 0 < х < |, известно распределение температуры в 

начальный момент времени $ = 0, а на границах тела 2 = 0 и & = [ происходит 

теплообмен (по закону Ньютона) со средами с заданными распределениями 

температуры: 

Т = Кг, ч, 2) при #=0 (начальное условие) 

0,T — kT = —kg,(z,y,t) при &=0 (граничное условие) 

0,7 + kT = kgo(z, y,t) при z=l (граничное условие) 

Решение дается выражением для Т(х,у,2,#) из п. 5.2, где функция С(т,&,у,С,2,1,№) 
приведена в п. 7.1. 

8. Смешанная краевая задача для бесконечного слоя. 

В каждой точке твердого тела, представляющего собой бесконечный слой 

(-2ю < т < о, —©х <у< оо, 0 < &< 1, известно распределение температуры в 

начальный момент времени $ = 0, граница & = 0 теплоизолирована, а граница, 2 =[ 
поддерживается при постоянной температуре (равной нулю): 

Т = Ит, ч, 2) при &=0 (начальное условие) 

0,T =0 при z=0 (граничное условие) 

Т=о. при 2 =1 (граничное условие)
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Решение дается выражением для Т(т,у,2,Ё) из п. 5.1, где функция С(х,&,у,С,2,1,#) 
описывается формулами 

  

    

С(т, Е, у, С, 2,1, 8) = а ехр | - (2 = stl = 6)" | x 

или - 

ОТВ = Toe exp|- eS ie a | x 

* у cos Cas ne cos 20+ Urn tan exp - Cen] 
n=0 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 158). 

9. Первая краевая задача в области х > 0, у> 0, & >20. 

9.1. В каждой точке твердого тела, занимающего область 0% т<с®о, 0<у<о®, 

0 <; < со, известно распределение температуры в начальный момент времени $=0, 

а на границах тела, т = 0, у = 0и 2 = 0 в течение всего времени поддерживается 

постоянная температура (равная нулю): 

T = f(z, y, 2) при t=0 (начальное условие) 

T=0 при х=0 (граничное условие) 

T=0 при у=0 (граничное условие) 

T=0 при 2=0 (граничное условие) 

Решение: 

Tent) = ff 5 G(z,&,y,¢,2,n, t) f(E,¢,) d€ d¢ dn + 

tf LL ee sucmt— 26 6m7) dé ag andr, 

где 

G(z,,y,¢,2,,t) = ares 7 | - exp|-E +8) | x 

И т о т 
(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 355). 

9.2. В каждой точке твердого тела, занимающего область 0 < х< со, 0<у< со, 

0< & < сю, известно распределение температуры в начальный момент времени $=0, 

а на каждой границе т = 0, у = 0 и 5 = 0 задано свое распределение температуры: 

T = f(x,y, z) при t=0 (начальное условие) 

T = 91 (y, 2, t) при х=0 (граничное условие) 

Т = 92(1,2,8 при у=0 (граничное условие) 

T = 93(2, y, t) при z=0 (граничное условие)
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Решение: 

T(z, У, zy t) = [ ] [ G(z, &, У, С, 251) t) f(E, ¢,n) dg ас dn + 

  

t foo poo rT 8 7 

+0 | ] ] 91(¢, 7,7) Be Fl 89 62% mt — 7) ас апат + 
0 Jo Jo 05 ] =0 

t poo oo rT 9 7 

+a/ ] ] 92(&, ть т) =, G(z,&,y,¢,2,, t — 7) d€ dn dr + 
o Jo Jo | OC J ¢=0 

t poo oo rT 9 7 

+a/ ] ] 93(€,¢,7) By Obes 8 Vs bs 2M t= 7) d€d¢ dr + 
0 JO 0 L O7) Jn=0   

tf LLP LP cesuceme-nete cnr dea andr, 

roe dyukuua G(z,f,y,¢,z,n,t) mpuBenena B nu. 9.1. 

10. Третья краевая задача в области т >20, у>20, #20. 

10.1. В каждой точке твердого тела, занимающего область 0<5< со, 0<у< с, 

0 < = < ©, известно распределение температуры в начальный момент времени 

1 = 0, а на границах тела, х = 0, у = 0 и х = 0 происходит теплообмен (по закону 
Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру: 

T = f(z, y, 2) при &=0 (начальное условие) 

0,T —k,T =0 | при х=0 (граничное условие) 

0,T — koT = 0 при у=0 (граничное условие) 

д.Т- ЕТ =0 mph z=0 (граничное условие) 
Решение дается выражением для Т(т, у, 2,%) из п. 9.1, где функция С(т,&,у,С,2,1,1) 
описывается формулой 

Ge Ewen) = | se {2 |- 29| чех] (x maa 

S + kvat) } » 

| 

+12) | 

(®) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 355). 

10.2. В каждой точке твердого тела известно распределение температуры в 

начальный момент времени $ = 0, а на границах тела т =0, у=0и #5 =0 происходит 

теплообмен (по закону Ньютона) со средами с заданными распределениями 

температуры: 

  

  — k, exp[k?at +k, (2+ é)| erfe( S78 Jat 

}- 

кая че ых ]}- 

}- 

  — ky exp[k3at + ko(y + ¢)] erfo( Le + + Ум 

ею т +ех | - eon)   1 x 
2V rat 

  — kg exp[kgat + k,(z +7)| erfo( т Vat 

T = f(z, y, 2) при &=0 (начальное условие) 

0,T —k,T = —k,9,(y,z,t) при т= (граничное условие) 

д,Т — Е2Т = -—Е292(т, 2,4) при у=0 (граничное условие) 

0,T —k3T = —kgg3(z, y,t) при 2=0 (граничное условие)
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Pemlenue TaeTca BbIpaxeHuem Oa T(z, y,z,t) u3n. 9.2, roe byHkuna G(z, €,y,¢,2z,7,t) 
приведена в п. 10.1. 

11. Первая краевая задача в прямоугольной области. 

11.1. В неограниченной прямоугольной области (0 < т < Ц, 0 <у<Ь, 
—со < &< со) известно распределение температуры в начальный момент времени: 

Т = Ех, у, 2) при &=0 (начальное условие), 

а, на границах 5х =0, =, у=0иу =. в течение всего времени поддерживается 

постоянная температура, равная нулю. 

Решение: 
1 1 со 

rayzt)= f° f° f G(x, &,y,¢6,2, 7, t) fl, ¢, 0) dE d¢ dn + 

eff Г J Ge8.ucsesmt— 7) 8G Sim 7) db db dn ar, 

где 

1 _ и 
G(x, €,y,¢6, 2,0, t) = УР exp| la | ~ 

EE feof" ети», n=-—-cCOo M=-— CoO 

. {e0[- (y - Сам | _ exp|- (y+¢ ть | | 
    

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 157). 

11.2. В неограниченной прямоугольной области (0 < т<Ц, 0 <у< Ь, 

— со < 2 < ©) известно распределение температуры в начальный момент времени 

1 = 0, а на каждой границе т = 0, х=Ц, у=д0иу = [, задано свое распределение 
температуры: 

Т = f(z,y, z) при =0 (начальное условие) 

T = 91(y, 2, t) при т=0 (граничное условие) 

Т = 92(%, 2,0 при х=Н (граничное условие) 

T = 93(2, z, t) при у=0 (граничное условие) 

T = 94(2, z,t) при Уу=Ь (граничное условие) 

Решение: 

1 1 со 

T(z, y, Z,t) = [ [ ° i G(z, &, У, С, <, 7, t) f(&, ¢,n) dg d¢ dn + 

t pla poo r 9 7 

taf fe aGinn| Oe &usent—n]  dandr— 
0 Jo Joo 06 J ¢=0 

t lo oo Г д - 

-« | ] ] 92(¢, 7, T) Е 6 (1, 69,6, п-т) ас апат + 
0 Jo J-co | OF 1 

    
=], 

t ly oo Г д 7 

+ | ] ] 93 (&, п, т) He Gl 89 Ss mt — 7) dé dn dr — 
0 Jo J-co | OC | ¢=0 

t ly oo Г д 7 

= | ] / g4(€, 7,7) ~~ G(x, &,y,¢,2,n, t — 7) d€ dndt + 
0 Jo J-co | OC ]6=5 

+ [Г Г Г. G(x, €,y, 6,2, t — 7) &(E, 6,7) dé dC dn dr, 
rue dyukuna G(x, €,y,¢,z,7,t) wpusenena Bn. 11.1.
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12. Первая краевая задача для параллелепипеда. 

12.1. В каждой точке твердого тела, имеющего форму прямоугольного парал- 

лелепипеда (0<х<1,0<у<[,0<2<1[5), известно распределение температуры 

в начальный момент времени: 

T = f(z, y, 2) при &=0 (начальное условие), 

а, на границах тела в течение всего времени поддерживается постоянная темпе- 

ратура, равная нулю. 

Решение: 

ly ple [13 
T(2,y,2,1) = | [ [ G(x, &,y,¢, 2,7, t) f(E,¢,) d€ dc dn + 

t ty lo Ig 

—T)® +/ [ [ о С(х,&, у, 6, 2,1, т) (€,¢,n, 7) d& d¢ dn dr, 

  

          

где 
8 oo oo oo n2 m2 2 

С(х, &, у, ¢,z,n, t) = >. ехр ~rat( + 7 + =.) x 
[11513 n=l mal pal ly [5 ls 

x sin п sin ng sin may sin тис sin Pr? sin РТТ . 
1 ly lo 2 3 ls 

(©) Литература: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 355), А. Г. Бутковский (1979, 
стр. 157). 

12.2. В каждой точке прямоугольного параллелепипеда (0<х<1,0<у<Ьь, 
0 < & < [5), известно распределение температуры в начальный момент времени 

{ = 0, а на каждой границе задано свое распределение температуры: 

T = f(x,y, 2) при &=0 (начальное условие) 
Т = 91 (у, 2,1) при т=0 (граничное условие) 
T = 9o(y, z,t) при z=1, (граничное условие) 
Т = 93(1,2 при у=0 (граничное условие) 
T = g4(z, z, t) при Уу=ф (граничное условие) 

Т = 95(т, 9,0) при z=0 (граничное условие) 
Т = 96 ($, у,8 при z=1, (граничное условие) 

Решение: 
ly plo 3 

T(a,y,z,t) = [ I [ G(x, €,4, 6,20, t)f(E, Cn) dé de dn + 

  

  

t 12 13 Г д 7 

+« | ] ] 91(С,п,т)| = G(z,,y,¢,2,n,t-7)|  d¢dndr— 
о /0 Jo | OF J e=0 

t lo Ig Г д 7 

— ‘| ] ] 92(6, п» т) — С (т, бу, 2.п,&-т) ас ап ат + 
o Jo Jo | OF J e=1, 

t ly [3 Г д 7 

+a ] ] 93(&, 1, т) —G(z,f,y,¢,2,n,t — T) dé dn dr ~ 
o Jo Jo 96 J ¢=0 

$ . ly 13 г д ] 

-в | ] ] 94(&, п, т) => G(z,f,y,¢,2,n,t — 7) d€ dn dr + 
о V0 0 L 06 ]е=ь 

$ ly 12 Г д 

+a/ ] ] 95(€,¢,7) выбыли т) аёасат — 
о /о JO L On) n=0 

t ly 12 Г д 

= | ] ] 96(&, С» т) бб быти т) dé dC dr + 
о /о JO ‚ ОП n=ls 

t ly 12 13 

+] [ [ G(a,£,y, 6,2, mt — 7) ®(E, 6,157) dé de dn dr, 
где функция С(т, &, у, С, 2, п, №) приведена в п. 12.1.
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1.5.2. Задачи в цилиндрической системе координат 

Уравнение теплопроводности с объемным источником в цилиндрической 

системе координат имеет вид 

OT _ [= = (2) 1 т Эт 
ot Or r2 062 Oz2 

Оно используется для описания несимметричных нестационарных процессов 

в неподвижных средах или твердых телах с цилиндрическими и плоскими 

границами. 

    @(r,0,z,t). 
r Or | +80 z,t) 

1. Предварительные замечания. 
Решение этого уравнения в области У с неоднородным начальным и однород- 

ными граничными условиями на границе 5 можно записать в виде 

t 
тб, = || G(X, ost) бк) ам + | I G(x,xX9,t — 7) ®(X9,7) dVy dr, (1) 

где С(х, хо, #) — функция Грина, х= {2122,23}, хо={10, 19, 28}. Интегрирование 
в формуле (1) ведется по переменным 20, 10, 10. 

Решение уравнения с неоднородным граничным условием, которое задается 
на границе 5 функцией 9(х,#), можно записать в виде 

T(x, t) - |. G(x, X9,t)f (x9) dVo -of ]. olxg,7) 22 = 450 ат + 

+ [ | G(x,X9,t — 7) (x9, 7) dVp dr, (2) 

  где — производная функции Грина, взятая по направлению внешней нор- 
по 

мали п\ к поверхности 5 (в цилиндрической системе координат dV, = r dr dé dz). 
Далее в этом разделе будут приведены только функции Грина, которые 

позволяют находить решение по формулам (1) или (2). 

(©) Литералура: Г. Карслоу, Д. Егер (1964, стр. 350). 

2. Первая краевая задача для бесконечного цилиндра. 
В каждой точке твердого тела, имеющего форму бесконечного кругового 

цилиндра (0 <т < В, 0 < 09х27, —с0 < 2 < 00), задано распределение температуры 

в начальный момент времени $ = 0, а на его боковой поверхности в течение всего 
времени поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

Т = К, 90, =) при &=0 (начальное условие) 

T=0 при nr=R (граничное условие) 

Тя со при т=0 (граничное условие) 

Функция Грина: 

1 22 
С(т,&,0, С, 2,1, t) = 2(mat)3/2 (=) x 

= Jn (ur) Jpn (ME) 
x cos[n(@ — ¢)] §_ BX 2h exp(—p at), 2 a uh) 

где суммирование по д ведется по корням уравнения 

J,(uR) = 0. 

Здесь J, — функция Бесселя. 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 164).
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3. Первая краевая задача для цилиндра конечной длины. 

В каждой точке твердого тела, имеющего форму кругового цилиндра конеч- 

ной длины (0 <т< В, 0 <9<2т, 0 < &< 1) задано распределение температуры в 

начальный момент времени $=0, а на его боковой и торцевых поверхностях задано 

свое распределение температуры, причем эти распределения периодичны по 0: 

T = fi(r,6,z) при t=0 (начальное условие) 

T = 9, (6, z,t) upn r=R (граничное условие) 

T = go(r,9,t) при 2=0 (граничное условие) 

Т = 93(г, 0, $) при 2 =[ (граничное условие) 

T #0 при т=0 (граничное условие) 

Функция Грина: 

    t 
G(r, €,6,¢,2,,t) = a Lew (-= a me) sin nn? sin 7" y 

Ут, 
x у` cos[m(@ — oS Saale ay a). 
mono т (ив) 

Здесь и — положительные корни уравнения 

Jn(uR) = 0, 

где /„ — функция Бесселя. Суммирование по рр ведется по всем положительным 

корням этого уравнения. 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 165). 

4. Третья краевая задача для полого цилиндра. 

В каждой точке твердого тела, имеющего форму полого кругового цилиндра 

конечной длины (В. <т<В., < 9 <?2т, 0 < & < 1, задано периодическое по 6 

распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на его боковых 

и торцевых поверхностях происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой 

имеющей заданное распределение температуры: 

T = f(r, 9, =) при t=0 (начальное условие) 

0,T —k,T = —k 19, (9, z,t) uph r=R, (граничное условие) 

0,T + koT = kogo(9, 2, t) при г= В. (граничное условие) 

д.Т — k3T = —k393(r, 9, t) при 2=0 (граничное условие) 

д. Т + Ё4Т = К494(т, 0,5) при 2=1 (граничное условие) 

Функция Грина: 

  

1 (тг), (ить) Фи п» 2)Ф (и, п) 6 _ р р 2\п 2\“п , 

ТО о > ре хр т О-о-о 
Здесь 12 = —1 и использованы следующие обозначения: 

Pr (mp?) = bmp Tm- (mp Ra) + («, _ =) J (mp Ra) Yin(Ump™) — 

_ трубача (ина) + (+ _ у „В т(ИтрГ), 

sin v,, z 
— n p,(v,,2) = COS U,z + 3 — ^^, 

nr
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2 
wy? Ri 

ии" {тата + 3 R3 — m?) [opp Ra)? 

= (bay RE + BER т?) |, 
+ в 1 ( <s ) 2 4 n 3 3 3 — 

в. э © 1 1,2. 

le (Uns 2) a2 v2 4k + 22 (1+ и? /’   

где Л (&) и У„(5) — функции Бесселя, ии — положительные корни уравнения 

РЕ, та (В) + (В В, — т)Л (Е) — MR Ymn41(uUR,) + (ky R, — mY, (UR) 

ЕЛ тт (иЕ>) — (kgRg+M)Jm(uRe) wR2¥in4i(uRe) — (koRe + т)Ут (и Во) ° 
а, и, — положительные корни тригонометрического уравнения 

tgvl КЗ Ка 
  

и v2 — kak, 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 163). 

5. Смешанная краевая задача для полого цилиндра. 
В каждой точке твердого тела, имеющего форму полого кругового цилиндра 

конечной длины (А, <т<В., 0 <д9<2т, 0 < & < 1, задано периодическое по 9 
распределение температуры в начальный момент времени $ = 0, а на его боковых 
поверхностях происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой с заданным 
распределением температуры, а на торцевых поверхностях поддерживается за- 
данное распределение температуры: 

Т = Дт, д, =) при t=0 (начальное условие) 

д,Т- КТ = —k,9,(9, z, t) при г=В;, (граничное условие) 
0,T + koT = ko90(8, z, t) upn r= Ro, (граничное условие) 

Т = 93(т, 0,0 при #=0 (граничное условие) 

Т = 94(г, 0,8 при 2=1 (граничное условие) 

Функция Грина: 

G(r, Е, 9, С, <, 7, t) = 

    

т = sin ee gin TM Pr (MmpT) Pr (Mmp§) exp[im(¢ — 6)| 

ml тр 1 1 Pr (mp I? exp [(u2,, + ?n?/1?)at] 

Здесь 12 = -1;п=1,2,... и использованы следующие обозначения: 

т 
Ф.(Итрт) = т ить) + (+ ~ x) Jin (Ump 1 ) Yin (Mmp) ~~ 

т 

= труба mp) + (- ~~ R уу (ить) Ут(Итрт), 

1 

ЕЛИ 
m2 yz) RY lop (Umpr II? = | 0? RY (Ui p Re + kg R3 —M7)[9, (mp Re)” — 

= (гр + k? R? — my}, 

где J,,(€) и У„(&) — функции Бесселя, ртр — положительные корни уравнения 

ВЕ: Ут+1 (РВ) + (ЕЕ, —- т) (Е!) _ MR Y yy 41(UR,) + (ky Ry — m)Y,, (uR,) 

ИЕ Ут (иВ2) — (ЕЕ + т), (вЕ) РЕ Ут (иЕ2) — (kg Ro +m)Y,, (uR2) 

  

(®) JIurepatypa: A. I. BytKoscxuit (1979, crp. 161).
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6. Третья краевая задача для части полого цилиндра. 
В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (В. <т< В, 0<0< 45, 0 < 2 < 1, задано распределение 
температуры в начальный момент времени # = 0, а на его боковых и торцевых 
поверхностях происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
заданное распределение температуры: 

Т = Дт, 0, =) при #=0 (начальное условие) 

д,.Т — ЕТ = -—К! 91 (9, #,1) mph r=R, (граничное условие) 

д,Т + ЕТ = К. 92(0, z, t) при г= Е. (граничное условие) 

д. Т — КзТ = —Кз9з(г, 0,3) при 2=0 (граничное условие) 

д.Т + К.аТ = К494(тг, 0,1) при 2=[ (граничное условие) 

OgT — ksT = -—К5 95 (г, 2, $) при 9=0 (граничное условие) 

OpT +keT = kegg(r, 2, t) при @= 4) (граничное условие) 

Функция Грина: 

со 

ф,(Вь,2)ф, (ВП) Фо (Ут › 9) Фо (Ут, 6) 
а ) ‚9, 3 3 > = P P ТО = о об, УР MI 

X Pp (nm?) Pr (Ham) exPl—(85 + Hin дай. 
Здесь использованы обозначения 

у 
Pr(Hnm?) — лиан ВЫ) + (- — р. ) Sq Hina) Y, (unm?) — 

1 

  

у 
— тит В + ¢ — =) У, „(инт В) J (unm): 

  

Ry 
sin Вр 

ф.(Вр, 2) = с0$ Вр2 + Кз 

Bp 
sin y,,,9 

Po(Ym> 9) = COS ¥7,9 +k; —*; 
m 

2 

Wel? = ae ee | At RE E+ те и ВЫ - 
mm 

ивы), 
ка В+ К 1 К? 2 4 "pt *3 3 3 

’ = по рэ —{1 рэ |) 

6, №, 6, № 
ре ок Ро Го 12 
Ym Ут 6 Ym m 

где Л,() и У,(5) — функции Бесселя; В» и и — корни тригонометрических 
уравнений 

  

[26 (Ут 9) |2 

(В) _ № -+Ка t8(%m9) ks tke 

Вр 7 BS — k3kq Ym oR, — kgke ’ 
а р„„ — корни трансцендентного уравнения 

пт Вл Jy +1 (тт Вл) + (ky Ry ~~ Ym)J 5, (Lam R,) _ 

Mam Rody 41(Ham Re) — (ko Re + Im)Jy,, (Ham Re) 7 

— Bam iY, +1 (ит Ва) + (К.В, — 7т) У, (ит Pr) 

пт ВУ 41 (ит В2) — (К2В› + т), (Unm Re) 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 171). 
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7. Смешанные краевые задачи для части полого цилиндра. 

7.1. В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (Е. <т<В.,0<0<6%, 0< 2 <, задано распределение 
температуры в начальный момент времени # = 0, на его поверхностях г = А! 
и г = Ry. происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
заданное распределение температуры, а на каждой из остальных поверхностей 
поддерживается свое заданное распределение температуры: 

Т = Д+, 0, =) при &=0 (начальное условие) 

д,.Т — ЕТ = -—К! 91 (9, =, 1) при Г=ВЕ\ (граничное условие) 

д.Т + КТ = Е292(0, z, t) при тг = В (граничное условие) 

Т = 93(г, 0,0 при #=0 (граничное условие) 

T = g,(r,6,t) при z=l (граничное условие) 

T = gz(r,z,t) при 9 =0 (граничное условие) 

Т = 96(г, =,#) при @=4) (граничное условие) 

Функция Грина: 

  

        

4 a Pr( Lm T)D, (Um &) 2 2 
G(r, €,9,¢,z,n,t,) = т P <P exp —(B + p at x 

_ mz , mn , пт о ame 
<x sin sin sin п 

8 8, 

Здесь введены обозначения 

272 
2_ an _ . 2 _ _ . 

Bn = ро n=1,2...; v= », m=1,2,...;   

и 

Pr (UmpT) = mp Jy +1(Hmp R,) + («; > | Jy (тр Ел ) YL (UmpT) ~~ 
1 

и 

~~ mpg (Ump Fi) + («; ~~ ит У, (ртр В1 ) Jy (Ump™)> 

2 2 _ 2 2 2 2 p2 
lPr (Hemp )II = wae — Ump Ri —kyj Ry t+ 

+ dn? R2(y2,, RE + 2 RB — ое, што |, 

где Л, (Е) и У, (Е) — функции Бесселя, а ии, — положительные корни трансцен- 
дентного уравнения 

и и 
РУ, „+1 (р Е1) + (+ — ть Jy (UR) РУ, 41(u Rj) + (+ — т )y,, (UR) 

1 _ 1   
и = и 

ВТ, „+1(иЕ2) — (+ + 2) J,_, (UR) МУ, 41(uRe) — (ь + ет) Y,_ (HR) 
2 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 166). 

7.2. В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (В. <т<8В.,0<9<4%,0<=< 1), задано распределение 
температуры в начальный момент времени $=0, на его поверхностях r= R,,rT=Ro, 
2 =0и х = [ происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
заданное распределение температуры, а на каждой из остальных поверхностей
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поддерживается свое заданное распределение температуры: 

T = f(r,9, 2) при #=0 (начальное условие) 

6,T —k,T = -—К! 91 (9, #,#) upu r= R, (граничное условие) 

д,.Т + К-Т = К292(9,2,$) upp r=R, (граничное условие) 

д.Т — КТ = —k393(r, 9, t) при 2=0 (граничное условие) 

д. Т+ЕаТ = К494(т, 9, t) при z=l (граничное условие) 

Т = 95(т,2,0 при 90=0 (граничное условие) 

T = g(r, z, t) mpu 6= 4) (граничное условие) 

Функция Грина: 

  

    

2 A Pp (Mmp™) Pr (Hmp§) Pz (Bn %)¥2 (Bn) G ‚0, , yt — — т тр т тр z nr z Tr 

EP Sem Ge итог, В, 
x sin nme sin us ехр[- (82 +p? at]. 

0 

Здесь введены следующие обозначения: 

и 

Pr (ИтрГ) = lm Jy +1 (Ump В) + (+ ~~ “n.) Jy (Ump Ry ) YL (Итрг) ~~ 
1 

и 

= У (Ump 1) + (+ — ит. У, (Ump Ry ) Jy (ИтрГ), 

зп В. = 
ф.(Ви, 2) = с0$ Ва — 

В» 
2 

Pr (Hmp II" = met" Е? (и R3 + k3 RB — v2,)[9,(Ump 2) — 

вые}, 
а ВАК | ks (1 к),   
282 НЕ "2112" Be 

2 где Л, (Е) и У, (Е) — функции Бесселя; и? = п?т?/0ё (т = 1,2,...); В, — 
положительные корни тригонометрического уравнения 

tg Bl _ ks + Ка 

В 8? — К.К. ’ 

& Ump — положительные корни уравнения 

2 (Bn> ZI? = 

и 

РТ, „+1 (РЕ, ) + (+ _ =| Л. „(рВ) МУ, (В) + (+ — Е у, (Ha) ть 
R, 

и 

№, „+1 (РЕ?) — (x, + и) Jy (uR2) bY, 41(u Ro) — (ь+ “my, (ив). 
2 2 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 168). 

7.3. В каждой точке твердого тела, имеющего форму части полого кругового 

цилиндра конечной длины (В, <г<В.,0<%9<4%5,0<2<1) задано распределение 
температуры в начальный момент времени {=0, на его поверхностях т=А.,т=В., 
9 =0ий = 9, происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
заданное распределение температуры, а на каждой из остальных поверхностей
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поддерживается свое заданное распределение температуры: 

Т = Х(х, 9, =) при &=0 (начальное условие) 

д,Т — КТ = —К1 91 (9, 2,8) при г= Е, (граничное условие) 

д,Т + ЕТ = К.92(9, 2,1) при г=Е. (граничное условие) 

O9T — ЕзТ = —Кз9з(т, 2,8) при 9=0 (граничное условие) 
дрТ + К4Т = К494(т, 2,8 при 9= 4 (граничное условие) 

Т = 95(т, 0,0 при 2 =0 (граничное условие) 

Т = 96(г,0,8) при 2=[ (граничное условие) 

Функция Грина: 

  G(r 68,628) = > за Pr (Mp?) Pr (Hmp$)¥0(Ym> 9) ¥@ (Ym ©) 

    

nom p Pr (mp? II о (от В) 

x sin gin 7) exp[—(u*,p + 1?n?/1? at). 

Здесь п =1,2,...и введены следующие обозначения: 

и 
Фт(ИтрГ) = bmp Tig (ИтрВ1) + (x, = ==) Jy (ртр Ва ) YL (Итрг) ~~ 

и 
= Уи (итр Вл) + (+ = =) У, (Ump Fy ) Jy (ИтрГ), 

1 
i 9 

Фе(ит,9) = созии0 + k,———_™: 
Vr 

2 
Or (mp? I? = == { G7 RY (Mey RZ + k3 RS — 71) [0p (Ump Re) !?— 1 Winp PY 

— (yu?) R? + ki Ri - va), 

k, v2+k2 k 6 k2 0 2 4 т, 3 3 0 (1 3 ) 

т 

где Л, (&) и У, (&) — функции Бесселя; и„, — положительные корни тригонометри- 
ческого уравнения 

  

tg Vin Io _ ks + Ка 
= > , 

Vn Vn kk, 

a Итр — положительные корни уравнения 

  

  

и и 
wd, 41(uR,)+ (x, _ ==) Jy, (wR) РУ, 41(HR1) + (+ _ и.) У, (№Е,) 

1 _ 1 
и и " 

wd, 41(uRe) — (> + | Jy (uR2) BY, 41 (uk) — (ь + =| YL (uR) 
2 2 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 169). 

1.6. Другие трехмерные нестационарные уравнения 
2 2 2 oT (os 0°T + ar) t F(T. 

1. a = lear T oy 
Это уравнение описывает развитие трехмерных тепловых процес- 

сов в неподвижных средах или твердых телах с постоянным коэффи- 
циентом температуропроводности при наличии нестационарного объ- 
емного тепловыделения, которое пропорционально температуре.
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Замена Т(т,у, 2, = ехр ] f(t) dt U(2z,y,2,t) mpusogut k oObr4Ho- 

OU 
му уравнению теплопроводности = = аА(, которое рассматрива- 

лось в разд. 1.4.1. 

  от ( 92т 92т 
— =а 

ot + 
>> я) + +ы2т +835; +2Т. 

Это уравнение описывает нестационарное поле температуры (кон- 
центрации) в движущейся с постоянной скоростью среде при наличии 
объемного выделения (поглощения) тепла, которое пропорционально 
температуре. 

Замена, 

Т(х,у,2, в = ехр(А! т + Ау + А. 2 + Bt)U(z, у, 2,8), 

где 

_ _ by — _ 62 — _ 63 _ 1 32 2 2 

90 
приводит к обычному уравнению теплопроводности a = aQU, 

которое рассматривалось в разд. 1.4.1. 

от 92т 0 ( m OT 5) = (c2” n OT ) 
— =а — (В — — ). 
Ot Ox? + ду У + dz 

Это уравнение описывает нестационарные процессы тепло- и 
массопереноса в неоднородных (анизотропных) средах. 

1. При т # 2, п = 2 существуют точные решения вида 

  

2 4у2-т 422-п 
— 2_ т 

T =T(€,%), 6 =— Tt b(2 — m)2 + с(2 — п)? 
  

где функция Т(&,$) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

Эт _ ФТ АЗ д 24-т-т 
at дЕ? Е дЕ’ (2—m)(2—n) 

О решении этого уравнения при различных значения параметра A 
см. в разд. 1.1.4, 1.1.6, 1.1.8. 

2. При т # 2, п 2 2 существуют решения вида 

— 2 Ay2—m 422-п 

РАТЬ, = Fane tea 
где функция Т(т,&,[) определяется двумерным нестационарным 
уравнением 

OT 92т 92т A OT 4 — 
—=&а—— + — + ——, — ет 

at Ox? ОЕ? Е дЕ (2 —т)(2 — п)
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“о = Be (8 Gs) + By (OU ay) + эх (27, ) 
Это уравнение описывает нестационарные процессы тепло- и 

массопереноса в неоднородных (анизотропных) средах. 
При п #2, т = 2, [2 2 существуют точные решения вида 

  

  
_ 2 enn y2-™ #2—1 

T=T(,t), é [из + b(2 — m)? + ool: 
где функция Т(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

at 9Е? "Е дЕ пт 2-1 
О решении этого уравнения см. разд. 1.1.4, 1.1.6, 1.1.8. 

— = — |ae~” — —— | be — —— }. 
Ot Oz Oz т 5 ‘ду т 5 dz 

Это уравнение описывает ° нестационарные процессы тепло- и 
массопереноса в неоднородных (анизотропных) средах. 

При Л 2 0, д 2 0, и 2 0 существуют точные решения вида 
err | е- Ру е— #2 

ТЕТЕ, че), 
где функция Т(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

   

  

dt 02 Е 9Е` 
О решении этого уравнения см. разд. 1.1.8. 

BT 9 (аз" т) +9 (тт) 48 (cer 22) 
dt  дх (ax т т д: /` 
При п #2, т #2, и= 0 существуют точные решения вида, 

2—п 2—т —#и2 
T=T >= 4/2 у а 

(6), é а(2 — п)? + b(2 — т)? + си? |? 

где функция Т(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

    

or _ @T , A ar _ __4=nm 
9 — 0Е? Е дЕ’ — (2-п2-т' 

О решении этого уравнения см. разд. 1.1.4, 1.1.6, 1.1.8. 

BT 9 (ат) +9 (вет) 48 (лее Т 
9 Oz (az Oz т Sy be + az /` 

IIpu n 4 2, 1» #0, v ~ 0 cymectBytoT TOUHbIe peleHua BUDA 
— 2 _ pen e HY ev? | 

Т — T(E, t), E — 4 a(2 _ п)? + by? + си2 ) 

где функция Т`(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

  

oT _ &T n 1 0T 

dt — 0Е2 2—-n € O€ | 

О решении этого уравнения см. разд. 1.1.4, 1.1.6, 1.1.8. 

   



2. Линейные стационарные 
уравнения тепло- и массопереноса 

2.1. Уравнение Лапласа АТ = 0 

Уравнение Лапласа часто встречается в гидро- и аэромеханике, 
теории упругости, электростатике и других областях механики и фи- 

зики. В теории тепло- и массопереноса оно описывает стационарное 
распределение температуры при отсутствии источников тепла в рас- 
сматриваемой области. 

2.1.1. Двумерный (плоский) случай 

1. Уравнение Лапласа в прямоугольной декартовой систе- 
ме координат т, у имеет вид 

92тТ 92т 
+ AT = 

Ox? Oy? 
    = 0. (1) 

1.1. Точные решения: 

Т(х, у) = Ат + Ву + С, 

Т(т,у) = А(т* — у") + Взу, 
Т(х, у) = ехр(- их) (А соз ду + В зш ру), 

Т(х, у) = (Асоз их + В зш их) ехр(-+ му), 

T(z,y) = (Ash pr + Bchyx)(C cos py + D sin py), 

T(z,y) = (Acos pwr + Bsin pxr)(C sh py + Dch py), 

где А, В, С, О, и— произвольные постоянные. 

Достаточно общий метод построения точных решений заключает- 
ся в следующем. Пусть } (2) =и(т, у)+1(х, у) — любая аналитическая 
функция комплексного переменного 2 = +1 (и и о — вещественные 
функции вещественных переменных т и у, 12 = —1). Тогда, действи- 

тельная и мнимая части функции } удовлетворяют уравнению Ла- 
пласа, 

Au = 0, Ду = 0. (2) 

Напомним, что необходимыми и достаточными условиями аналитич- 
ности функции } являются условия Коши — Римана 

ди _ ду ди _ _ 0% 

Or ‘ду’ ду On" 

Таким образом, задавая любые аналитические функции f(z) u выде- 
ляя их действительные и мнимые части, в силу равенств (2) можно
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получать различные точные решения двумерного уравнения Лапла- 
са (1). 

1.2. Первая краевая задача для полуплоскости. 

На границе у = 0 области —со < х < сю, 0 <у < с® поддерживается 
заданное распределение температуры: 

T = f(z) mupu y=0. 

Решение (у > 0): 

T(z,y) = if YF (Lo) dxo 
п Joo (9 — 2)? + y?— 

1.3. Вторая краевая задача для полуплоскости. 

На границе у = 0 области —со < т < о, 0 < у < с задается 
распределение теплового потока: 

— = f(z) при У=0. 

Решение: 

T(z,y) = =f 1(то) ш \/(5% — г)? + у? аху + С, 
  

где С — произвольная постоянная. 

1.4. Первая краевая задача в области 0 < т <а, 0<у< 6. 

На каждой стороне прямоугольника поддерживается свое задан- 
ное распределение температуры: 

Т = (у) при zr=0, T=f,(y) при т=а, 
Т = (2) при у=0, T=f,(z) mpu y=b. 

Решение внутренней задачи (0 < т <а, 90<у<Ь: 

T(z,y) = >. A, sh| " (a—2)| sin( 27 y) >? В, sh( 2) sin( )+ 

>» Ст вт ( 7" вв  (b-y)| ty р» вт ("т sh(“"y), 

rye kosmuunents A,, B,, C,, D, ompenesnatotca dopmysiamu 

A, = = лот) B, = 2 [ fale)sin( 2) ae, 

Cr = = ff fol@sin(™*) ag, D,= 2 [” f(©)sin( 7) ag, 
1, = b sh( ne, и, = ash( 72"), 
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1.5. Вторая краевая задача в области 0 < т <а, 0<у< 6. 

На каждой стороне прямоугольника поддерживается свое задан- 
ное распределение теплового потока: 

ОТ OT 
>= = (у) при т=0, >= = o(y) при т=а, 

OT OT , 
by =f,(z) mpu y=0, ay = (т) при у= 

Решение внутренней задачи (0 <т<а, О<у<б: 
OS 

T (a, y) =>. ch| = (а— г) со ("у ов (т; =) соз( "7 5 пу) 
=1 

“de, со (7) ch |" (-y)| DP, cos(“™x) св (""у) +К, 

где коэффициенты A,, B,, C,,, О, определяются формулами (К — 
произвольная постоянная) 

А. 2 лс), в, = 2 | лож ("6 46 
== 975), 2. ==] №9077) 46 

А» = пт (77° ), Ln - nash(22), 

1.6. Смешанные краевые задачи в области 0 < т <а, 0<у< 6. 
1.ба. На двух противоположных сторонах прямоугольника зада- 

ны краевые условия первого рода (распределения температуры), а 
на двух других — условия второго рода (распределения теплового 
потока): 

  

Т = {(2) при у=0, Т = 9($) при У=Ь, 
эт _ — oT 
Or _ (y) при т =0, — ( 

Решение внутренней задачи (0 < т <а, О<у<Ь: 

T(x =f Jn » cos (22) sh] =" (o— 1] +o $e cos( 2) sh( 722) — 

ат аи) оо а) sin 12), 

мы). м-в) а 
где [,, 9», В», , — коэффициенты Фурье соответствующих функций: 

О g(€) cos( 7) ae, 
a, =f h(¢) sin( ©) ag, „= s(€) sin( 75) de, 

(®) Литература: Б. М. Будак, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов (1980, стр. 78). 
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1.66. На двух соседних сторонах прямоугольника заданы краевые 
условия первого рода (распределения температуры), а на двух дру- 
гих — условия второго рода (распределения теплового потока): 

Т = (у) при r=), Т = 9(т) при у=0, 
oT 
>= = (у) 

где 1 (0) = 9(0). 
Решение внутренней задачи (0 < т<а, О<у 

or = (2) при УЕЬ при Т=а, — 
ду 

IN
 b): 

T(2,y) = f(0) + >. Je ch ugp 24) sin( 2) + 

+ eB sin eZ) oo (mS) + 

и (а) в (вый) + 

+ > о (т ) в (вы +), 
_ m(2n+1)a _ m(2n+1)b 

2b “ba = 2a 

  

  

  

  

где ‚9, В», $, — коэффициенты Фурье соответствующих функций: 

°— . [л(20 +1) — те" +1) [ Fe@sin[ 2 * 2 eae, 5,= 2 [ 5(e)sin[ "= * ¢| ae, 
h [nee sin[ 2229 eae, 5, = 2 [* s(@)sin| nan J dé, 

f(y) =fy)-—Ff(), G(r) = g(x) - g(0). 

(®) Литература: Б. М. Будак, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов (1980, стр. 78). 

2. Уравнение Лапласа в полярной системе координат р, р 
(т = рсозф, у = рзш) имеет вид 

  2 ( or) 1 er _ 
р? д? 

2.1. Точные решения: 

Т(р) = Ашр+ В, 

Т(р,Ф) = (Ар" + =) (C cosmy + Dsinmy), 

где т = 0, 1,2,...; А, В, С, р — произвольные постоянные.
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2.2. Первая краевая задача в области 0 < р< Кили К < р<ою. 
На границе круга р = В (-л <ф<лт) олд живается заданное 

распределение температуры: 

T=f(y) mpu p=R. 
Решение внутренней задачи (р < В): 

1 т R2 _ р? 

on Г. fy) р? — 2Ерсоз(ф — 4) + Е? dy. 

Эту формулу принято называть интегралом Пуассона. 
Решение внутренней задачи в виде ряда: 

  

Т(р,ф) = 2 ®+> (2 ) а’ со тиф + 6, зп п), 

a9 = В dp, 
a,=+ [" f(p)cos(n}) db, 2 =1,2,3,..., 
b, = + Г f(b) sin(nb) db,  n=1,2,3,... 

Решение внешней задачи (р > В): 
1 т р? _ R2 

= — dw. 
ф) 2п Г. Их) р? — 2Врсоз(ф — 14) + R? v 

Решение внешней задачи в виде ряда: 

  

Т(р,Ф) = —® ь+> (1 ) а„ созпф + 6, зт п), 

где коэффициенты а, а„, 6, определяются теми же формулами, что 
и для внутренней задачи. 

2.3. Вторая краевая задача, в области 0 <р< Кили В < р< оо. 
На границе круга р = В поддерживается  аденное распределение 

теплового потока: 
oT _ — 
op =F) при р= В. 

Функция }(ф) должна удовлетворять условию разрешимости 

[fae =0. 
Решение внутренней задачи (р < R): 

== f/ fw) n£. весов w) + R? db +C,   

где С — произвольная постоянная (эту формулу принято называть 
интегралом Дини).
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Решение внутренней задачи в виде ряда: 

Т(р,ф) = x = (£)"(a, cosny + b, sinny) + C, 
n=1 

a, = [" f(b) cos(np) dy, b, == [” F(p)sin(nw) de, 
-л 

где С — произвольная постоянная. 

Решение внешней задачи (р > В): 

  Т(р, в) =-® f” Fepy in 2 PRecosle H+ RP ay 4 6, 
27 —л р? 

где С — произвольная постоянная. 

Решение внешней задачи в виде ряда: 

oO 
n 

Т(р,Ф) = - у) = (>) (a,, cosny + b, sinnp) + C, 
n=1 

где коэффициенты а„, 6, определяются теми же формулами, что и 
для внутренней задачи, С’ — произвольная постоянная. 

2.4. Третья краевая задача в области 0 <р< или Е < р< о. 

На границе круга р = В происходит теплообмен [по закону 
Ньютона) со средой, имеющей заданное распределение температуры: 

op + ЕТ = при р= А. 

Решение внутренней задачи (р < А): 

  
n 

) (a,, cosny + b, sin ny), 4 > © | 5 +
 

ra
 1 

+
 

o
™
~
 

59
° 

a,=+ [" f(J)cos(n}) dp,  n=1, 2,3, ..., 

b, = > [| F(W)sin(nd) dy, п=Ь 3... 

Решение внешней задачи (р > В): 

OO 

R R\” . 
T(p,~) = 7 + у) = (>) (a,, cosny + b, sin ny), 

n=1 

где коэффициенты ау, а», 6, определяются теми же формулами, что 
и для внутренней задачи.
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2.5. Первая краевая задача в области А, <р<АВ.. 
На границах кольца р = В, ир = В. поддерживаются заданные 

распределения температуры: 

Т=Л($) при р=А,, 

Т=Л(р) при р=В.. 
Решение: 

oO 

T(p,p)=A+Blnp+ У р”(А„ cosny + B, sinny) + 
n=1 

= 1 
+ —(C, cosny + D, sinny), >. on (Cn cosnip + D, sinny) 

где коэффициенты А, В, А„, В„, С„, ОР, определяются по формулам 

  

    

    

А = 1 ay? = ag" — аб?) п Е, — 0) шВ, 

2 Ink, —InR, Ink, —InR, ? 

A. — Rian’ — Rpan! Bp. a Pibn) — Rpbn” 
n R2n — Rn ’ n R2" _ Rn ’ 

с = а що р - в — Roy? 
" Ro" — Rie” n В" — В" 

Здесь a), pt) (¢ = 1, 2) — xosdhcbunments: Pypbe-hyuxunh f,(y) 

и ]2(ф): 

a == | Fw) dv, 
a) = =. 1;(4) соз(пир) аф, п =1, 2, 3, ..., 

pi) = > [ . fib) sin(np) db, n=1, 2,3,... 

2.6. Вторая краевая задача, в области Rh, <p < Ry. 
На границах кольца р = В, ир = В. поддерживаются заданные 

распределения теплового потока: 

ОТ 
$5 = file) mph p=R,, 

ОТ 
Op = Л () при р=В.. 

Решение: 

CO 

Т(р, 2) = Вшр+ у) p"(A, cosny + B,, sinny) + 
n=1 

oC 

+ у) == (С, cosny + D,, sinny) + C, 
n=1
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где коэффициенты В, А„, В„, С„, О, определяются по формулам 

В = > Ва”, А 

_ REt+1g(2)_ pntig() _ +12) — ро 

п n(R3?— R37) т  цЕ- В”) 
    

п-1 (2) _ рп-1 (1) Rr-1p(2)_ n—-—1,(1) 

Ch, — (R,R,)"** 7 wi т = } В» — (R,R,)"*? * San “2 “2 } 
п(В5"-Е!”) n(R5” — Ri”) 

константы as?) ; ae ) (1 = 1, 2) определяются теми же формулами, что 
и для первой краевой задачи, С’ — произвольная постоянная. 

Замечание. Отметим, что должно выполняться следующее равен- 

ство: a?) В, = a R,, которое является следствием условия разреши- 

мости задачи ] f, dS + ] Ло 45 = 0. 
р=А1 р=Е2 

3. Область произвольной формы. Метод конформных ото- 
бражений. Всякую плоскую односвязную область, ограниченную 

кусочно-гладкой кривой, можно взаимно однозначно отобразить на 

единичный круг. Первая краевая задача для такой области сводится 
к первой краевой задаче для круга, которая рассмотрена ранее. 

Пусть с = С(2) — аналитическая функция, реализующая это ото- 
бражение из комплексной области : = т + и/ в комплексную область 
С=и-+ и), геи=и(х, у), о =%(х, у) — новые независимые переменные. 
Учитывая, что действительная и мнимая части аналитических функ- 
ций удовлетворяют условиям Коши — Римана д, и = д, ди = —д,%, 
имеем 

        92т 92т ас ( 92Т 92Т ) 

Ox? Oy? dz \\ ди? ду? /` 

Поэтому при этом преобразовании уравнение Лапласа, в плоскости ry 
переходит в уравнение Лапласа в плоскости и. Естественно следует 
преобразовать и граничное условие. 

Значительное число конформных отображений (т. е. отображений, 
осуществляемых аналитическими функциями) для областей различ- 

ной формы можно найти, например, в книгах М. А. Лаврентьева, 
Б. В. Шабата (1973) и В. И. Лаврика, В. Н. Савенкова (1970). 

    

2.1.2. Трехмерный случай 

1. Уравнение Лапласа в прямоугольной декартовой си- 
стеме координат т, у, 2 имеет вид 

92т 92т 92т 

Ox? Oy? Oz? 
  АТ = = 0. 

1.1. Точные решения: 

Т(х, у, =) = Ал + В+ С2+0, 

T(2,y,z) = Az? + By? —(A+ B)z? + Cay + Daz + Eyz, 

Т(т,у, =) = соз(р1 т + ру) ехр( 2),
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Т(т, у, 2) = яп(р1т + ру) ехр( 2), 
Т(т, у, 2) = ехр(рат + Moy) cos(uz + A), 
Т(т, у, 2) = ехр(+ рт) соз(1у + А) соз(ро2 + В), 
Т(т,у, 2) = сВ(р1=) (рэ) соз(и2 + В), 
Т(т, у, 2) = (рт) зв (ру) соз(р2 + В), 
Т(т, у, 2) = сВ(рт) соз(р1у + А) соз(рь2 + В), 
T(z, y,2) =sh(p,2) sh(.y) sin(uz + B), 
T(z,y,2z) = sh(yx) sin(u,y + A) sin(u.z + B), 

где А, В, С, О, Е, р, и> — произвольные постоянные, fp = \/ py + U5. 

1.2. Первая краевая задача для полупространства. 
На границе 2 = 0 области —с < х< оо, —ю<у<ою, 0% 8<® 

задано распределение температуры: 

Т = т, чу) при 2=0. 

Решение (х > 0): 

T(z2,y,z) = af. Г. 2/ (то, о) 4то 4уо 

[(Zo — 2)? + (Yo — У)? + 22 
1.3. Вторая краевая задача для полупространства. 
На границе ; = 0 области —©х < т< Ww, —CO<y< oo, O<z%z< oH 

задано распределение теплового потока: 

  

9/2 ° 

OT — — 
On = f(z, y) при z2= 0. 

Решение: 

_ i > [> 1(то, Уо) то 4уо 
T(z, y,2z) = On ГГ. \/ (то — т)? + (у, — y)* +22 + С, 

где С — произвольная постоянная. 

  

1.4. Первая краевая задача для прямоугольного параллелепипеда. 
На границах области 0 < х <а, 0 <у < БЬ 0 < 2 < с заданы 

распределения температуры: 

Т = Л (9,2) при r=0, T=f,(y,z) при т=а, 
Т = В(1,2) при у=0, Т = [4(х,2) при у=Ь, 

Т= (ту) при #=0, Т = (ху) при 2=с. 

Решение внутренней задачи (0 <х<а, 0<у<Ь, 0<&<с} 

  

    

    

rew2)= В ри ет in =) sin (=) + 
OY apie (тие) sin!) 
1S F ae бе (т) 

m=1 n=1
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где постоянные коэффициенты определяются формулами 

    

    

      

4 

‘be 

nn = 4 ее при 13,4; 
4 ff f,(a,y)sin( =") sin(™) dedy при #=5,6. 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964 

стр. 107). 

2. Уравнение Лапласа в сферической системе координат 
г, 0, ф (т = гэш 9 созф, у = гзшдзшф, 2 =гсо80) имеет вид 

д 9 OT 1 д OT 1 92т 
АТЕ (1 ~) —— = (sing ) —— 

г2 дг Or + r2sin@ 00 90 г2 5120 д? 

2.1. Точные решения: 

Т(г, 9, ф) = = + B, 

  Т(г, 0,2) = (4r" + an ) P, (cos 9), 

Т(г,0,Ф) = (4r" + oon ) P™* (cos 6)(C cosmy + Dsinmy), 

где п = 0, 1,2,...; т =0,1,2,..., п; А, В, С, О — произвольные 

постоянные, Р, (&) — полиномы Лежандра, Р”(&) — присоединенные 
функции Лежандра (см. разд. 1.4.3). 

  

2.2. Первая краевая задача в области 0 <г < В или ВН < тг < oo. 

На поверхности сферы г = В поддерживается заданное распреде- 
ление температуры: 

Т = 1 (9, 2) при г= В. 

Решение внутренней задачи (т < А): 

В? — т? . 

T(r,6 Е [" [ f(@ 0» Yo) (r? — 2Rr cosy + R2)3/2 sin 6p 49% apo, 

cos y = cos @cos 6) + sin @ sin 6 соз(ф — Yo). 

Эту формулу принято называть интегралом Пуассона для сферы 
Решение в виде ряда: 

  

оо 

тв => (т) т,6,+), 
n=0 

n 

Y,,(8,9) = S- (A, cosmy + B,,,, sin my)P™ (cos 0). 
-. m=0
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Здесь использованы следующие обозначения: 

  

  

Ago = [| |” $0,9) a8 do, 
_ т п т | 

Aim = ит | [ f (6, ~)P.” (cos 8) cos my sin 6 dé dy, 

_ (2n+1)(n—m)! [7 Ви = ее [ [16 ™ (cos 6) sin my sin 6 dé dy, 

P@(z)=(1- g?\m/ 2 Р, (x), P_ (2) — полиномы Лежандра. 

Решение внешней задачи (т > В): 

Е 6 1 £0 mak in 8) d9y d T(r, ‚ф) = — 4п Jo ] f( о, Фо) (r2 — 2Rr cosy + R2)3/2 51 00 о @Фо, 
  

где соз^у определяется той же формулой, что и для внутренней 
задачи. 

Решение в виде ряда: 

Т(г,9,ф) = (=) у, ф), 
n=0 

n 

Y,,(6,~) = У. (A, cosmy + B,,,, т тф)РТ (с0$8), 
m=0 

где коэффициенты Аи и В„„ определяются теми же формулами, 
что и для внутренней задачи. 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 101). 

2.3. Вторая краевая задача в области 0 <т < Вили В <г<ою. 

На поверхности сферы г = А поддерживается заданное распреде- 
ление теплового потока: 

—=f(0,~) при г=В. 

Функция }(9, 2) должна удовлетворять условию разрешимости 

rr Г f(0,~) sin6 dO dp = 0. 

Решение внутренней задачи (т < В): 

Т(г, 9, Ф) - 5. 2 = (> ) (4 mcosmy + Ви эт тф)Р!” (соз 0) + С, 
n=1m=0 

где коэффициенты Аи и В„„ определяются теми же формулами, 
что и для внутренней первой краевой задачи, С’ — произвольная 
постоянная.
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Решение внешней задачи (г > В): 

Т(т,6,+) = Е ) Ann 208m + By sin my) P2(cos 8), 
n=0 m=0 

где коэффициенты А„„ и В„т определяются теми же формулами, 

что и для внутренней первой краевой задачи; произвольная постоян- 
ная опущена. 

3. Уравнение Лапласа в цилиндрической системе коорли- 
нат р, ф, 2 (т = рсозф, у = рзшф) имеет вид 

_ тд ( т 1 т | &T 
р Op др p* dy? Oz? 

3.1. Точные решения: 

= 0.     

Т(р,ф,2) = (ле + т) (© совтф + Dsinmy)(a + Bz), 

rev ,2) = J,,(up)(A cos my + B sin my) exp(+pz), 

T(p, 9,2) = Y,,(up)(A cosmy + В зш тиф) ехр(+ и2), 

Т(р,Ф,2) = 1,,(up)(A cosmy + Bsin my)(C cos pz + D sin pz), 

T(p, 9,2) = K,, (up)(A cos my + Bsin my) (C cos wz + D sin pz), 

где т = 0, 1,2,...; А, В, С, О, а, 6, и— произвольные постоянные, 
Jm(&) и У„(&) — функции Бесселя, 1„(&) иК„(&) — модифицирован- 
ные функции Бесселя. 

3.2. Первая краевая задача для цилиндра (0 <р<а, 0<&<5.. 
На боковой поверхности (р =а) и торцах (2 = 0, 2 = 5) цилиндра 

поддерживаются заданные распределения температуры: 

Т = Г (ф, =) при р=а, 

Т = 91 (р, $) при 2=0, 

Т = 92(р,Ф) при 2#=6. 

Решение внутренней задачи (0 < р<а, 90% 2< 5}: 

1. ( т") 4 
oo CO 

T(p, 9,2 = 2 >. (==) —— у“ mcosnyt B,,,, sinny) sin ( — ) + 
Om=1 I, 

  

  

  

  

[ens] 
+ 

h 

+>. >. J,( 4222 ) (CL? cosny+D sin ny) | a, ~~ 
n=0 m=1 о sn( Hma® ) 

a 

со со Итлй. 

+». э J Ge (C?) cosny+ D?) inn) ha) nr mm b 3 

n=0 m=1 a sh ( Hn? ) 

a
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где постоянные коэффициенты определяются по формулам 

Aim = HOT) [" [ f(y, z) cos(ny) вёл ( 77 _ ) dy dz,   

  

Вии = —- [д f(y, z) sin(ny) вр ( =) dpdz, 

са. боя [еее 
DY, = ==) 8 9:(P, p) sin(ny) J, (4m?) odpdy, 

_ ТТ при п=0, 5 _ 
5 = [0 при п 0, 125, 

/„(р) — функция Бесселя, и„„ — т-йЙ корень уравнения .7, (р) = 0. 

(®) Литература к разд. 2.1: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и 

др. (1964), Б. М. Будак, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов (1980), А. Г. Бутковский 
(1979), А. Н. Тихонов, А. А. Самарский (1972). 

2.2. Уравнение Пуассона АТ + Ф(х) = 0 

2.2.1. Предварительные замечания. Структура решения 

Уравнение Пуассона, как и уравнение Лапласа, часто встречает- 
ся в теории тепло- и массопереноса, гидро- и аэромеханике, теории 
упругости, электростатике и других областях механики и физики. 

Оно описывает стационарное распределение температуры при нали- 
чии источников тепла в рассматриваемой области*. 

Уравнение Лапласа является частным случаем уравнения Пуас- 
сона при Ф = 0. 

Решение уравнения Пуассона в области У с однородными гранич- 
ными условиями на границе 5 можно записать в виде 

T(x) = I G(x, Xp) ®(Xq) dVp, (1) 

где С(х, хо) — функция Грина, х = {11,...,1„}, хо = {150,...,20}. 
Интегрирование в формуле (1) ведется по переменным х0,. Функция 
Грина симметрична относительно аргументов: С (х, ху) = С (ху, х). 

Решение уравнения Пуассона с неоднородными граничными усло- 
виями складывается из решения уравнения Пуассона с однородными 
граничными условиями (1) и решения уравнения Лапласа, с неодно- 
родными граничными условиями (эти решения для областей различ- 
ной формы приведены в разд. 2.1). 

  

* Всюду в этом разделе источниковый член Ф(х) отнесен к коэффициенту 
температуропроводности.
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Решение первой краевой задачи для уравнения Пуассона с неод- 
нородным граничным условием 

T= f(x), xéeS, 
можно записать в виде 

OG T(x) = Л. G(x, хо) $) ау, — I, Лк) и 450, (2) 

0G . | 
где Е —щ производная функции Грина на границе 5, взятая по 

No 
направлению внешней нормали п; к поверхности 9. 

Далее часто будут рассматриваться только задачи с однородными 

граничными условиями с указанием функции Грина, которая позво- 

ляет находить решение по формулам (1) или (2). 

2.2.2. Двумерный (плоский) случай 

1. Уравнение Пуассона в прямоугольной декартовой си- 
стеме координат т, у имеет вид 

92Т 

Or? 

Элемент объема в cbopmysiax (1), (2) B pasa. 2.2.1 ecth dV, = dz dy. 
1.1. O6nacTb: —co < © < 00, —CO < yY < ©. 
Решение: | 

92Т _ 

1 пед а. | J 80) In emer ree te 
1.2. област —с0 < <, 0 <у < с. Первая краевая задача. 
На границе полуплоскости у = 0 поддерживается заданное рас- 

пределение температуры: 

T = f(z) upn y= 0. 

  

  

Решение: 

Ji У (2 - то)? + (у+ у)? Т(т,у) = = [_@ (29, Yo) In ЕО ато ау + 

yf (ro) __ УЛ (50) 450 _ 

+ фе у. 
1.3. Область: 0 < 5 < х, 0 <у < сю. Первая краевая задача. 
На границе четвертьплоскости х = 0, у = 0 поддерживается 

постоянная температура (равная нулю): 

T=0 при т=.0, 

Т =0 при у=0. 

Функция Грина: 
  

У (2 - 10)? + (у у)? (1 + Zo)? + (Y = Yo)? 
М (= - 10)? + (у- у)? У (2 + 10)? + (у+ у)? 

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 130). 

1 
С (т, У, То, Yo) — On In
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1.4. Область: 0 < т <а, 0 <у< 6. Первая краевая задача. 

На каждой из сторон прямоугольника поддерживается постоян- 
ная температура (равная нулю): 

  

Т=0 при т=0, Т=0 при х=а, 

Функция Грина: 

А Amy) sin(A Amn T (£,Y; £3 Yo) 1) у. sin(A,, 2) sin( ae nto) sin( Yo). 

1 m=1 

пп пт 

n= Am = 
(e) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 126). 

2. Уравнение Пуассона в полярной системе координат р, ф 
(т = рсозф, у = рзшф) имеет вид 

1 д ( ЭТ ) 1 от 

р др \" др р? д 

Элемент объема в формулах (1), р в разд. 2.2.1 есть dV, = pdpdy. 
Область: 0 < р < В, -—тп < ф < т. Первая краевая задача. 

На границе круга р = В поддерживается постоянная температура 
(равная нулю): 

  

Т =0 при р= К. 

Функция Грина для внутренней задачи (р < В): 

С (т, у, то, 0) = >. [м — In( = >. )},   

где 

    

р = \/(= — 40)? + (у- %)?, р, = V(e-2,)? + (y — y,)?; 

2 2 _ 24,2 _ В _ В 
Ро = \/ 20 + %6, т, = 2, У, = — 

Po Po 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 109). 

Функция Грина 2 для внутренней задачи в виде рядов (р < В): 

  

— шр+ > (22) " cos|[n(y — ¥)| 

_ mpud0<cp,<pK<R, 
G(p, Y; Py, Yo) — On 4 со 1 р n 0 

— про + э — (^) со [п(ф — Ф0)| 
n=1 

L при О < р<ру < Е. 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 127).
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3. Область произвольной формы. Метод конформных 
отображений. Всякую плоскую односвязную область У в плоско- 
сти ту, ограниченную кусочно-гладкой кривой, можно с помощью 
конформного отображения взаимно однозначно отобразить на верх- 
нюю полуплоскость или на единичный круг в плоскости о. При 
конформном отображении уравнение Пуассона в плоскости ту пере- 
ходит в уравнение Пуассона в плоскости их (при таком преобразо- 
вании в уравнении изменится функция Ф и в граничном условии — 
функция }). Поэтому первая краевая задача для плоской области У 
сводится к первой краевой задаче для верхней полуплоскости или 
круга, которые рассмотрены ранее. 

Функция Грина: 

С (т, у, то, 0) = = In| ’ 

где w(z) — конформное отображение области У в плоскости х на 
верхнюю полуплоскость в плоскости ¢, черта сверху обозначает 
комплексно-сопряженную величину. 

Значительное число конформных отображений (т. е. осуществля- 
емых аналитическими функциями) областей различной формы на 

верхнюю полуплоскость можно найти, например, в книгах М. А. Ла- 
врентьева, Б. В. Шабата, (1973) и В. И. Лаврика, В. Н. Савенкова 
(1970). 

z=2r+1y, C = Zo + 5, 

2.2.3. Трехмерный случай 

1. Уравнение Пуассона в прямоугольной декартовой си- 
стеме координат х, у, 5 имеет вид 

92т 92т 92т 
Ap? + aye + 55 + Ф(х, у) =0. 

Элемент объема в формулах (1), (2) в разд. 2.2.1 есть а\, = ах дуаг. 
1.1. Область: —с < х<ою, —ю<у<ою, -ю<;< о. 
Решение: 

1 co [09 re Ф(то, ис, 20) ато аи аг Т(х, у, =) = ~/ ] ] ( 9129 о) 9720 0 =. 

п У-ю /-с /У-с \/(х- 10)? + (у- у0)? + (2 — 20) 

1.2. Первая краевая задача в полупространстве. 
На границе 5 = 0 области —ю < т<ою, —CO <y< oo, O< z< 0 

задано распределение температуры: 

T = f(x,y) при z=0. 

  

  

Решение: 

zf(Zo, ves ато dyp 

~22 [(@ — 2)? + (uo — uv)? + 27] 
+ = ГГ Г. a _ в) (вого) AL, dy 42).
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Здесь использованы следующие обозначения: 

R_ = \/(2- 0)? + (у- и)? + @- 5 
Ry = f(a ~ 0)? + (у- №) + +4). 

  

  

(®) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 148). 

1.3. Вторая и третья краевые задачи в полупространстве. 

На границе ; = 0 области —с©ю < т< о, —-ю<у< о, д<2<® 
происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
нулевую температуру: 

oT — — a, thE =9 при 2 =0. 

Значению к = 0 соответствует вторая краевая задача, а К = 0 — третья 
краевая задача. 

Функция Грина: 

1 

п a ee ы 
1 

Иа +@+5) о 
о [° exp[—k(29 — &)] dé | 

2% (2-10)? + (у-у)2+ (2+8) 

С (т, У, 2, То, Yo: 20) = 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 148). 

1.4. Первая краевая задача для двугранного угла. 

На границах области —со < х < ©, О<у<о, 0O< z< ow 
поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T=0 при у=0, 

T=0 при z=0. 

Функция Грина: 

УБЕ - 

- cas eC - 

- Ve- a) + Fu FE %) r 

TEST 

1 
С (т, У, *, То, Уд; Zo) = Ant 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 148).
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1.5. Первая краевая задача для октанта. 
На границах области 0 < т < ©, OL y<w, OF z< Ow 

поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

T=0 при х=0, 

T=0 при y=Q, 

T=0 при 2=0. 

Функция Грина: 
1 1 

1 ( 1)i'tm+n 

С (т, у, 2, то, 0,20) = — ’ eananios) = ES Sb ete 
X,=2-(-1)!tq, Yn =y—(-1)"yo, 2, =2-(-1", 

(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 149). 

  

1.6. Первая краевая задача для слоя конечной толщины. 

На границах 2 = 0 и ; = Г области —с0 < т < ©, —©® <у< ©, 

0 < ; < Г поддерживается постоянная температура (равная нулю): 

Т =0 при х =0, 

Т =0 при х = Г. 

Функция Грина: 
со 

1 1 

С(т,у, 2, 20, 0, 20) = ae 2. Сие 2210   

  

oi 

ae | 
(©) Литература: А. Г. Бутковский (1979, стр. 151). 

1.7. Первая краевая задача для сферы (1? + у? + 2 < В?). 
На границе сферы г = Е поддерживается постоянная температура 

Т=0 при = В. 

Функция Грина: 
1 1 В 1 

С(т,у,2, Ту, 0, 20) = = (= _ и), 

где 
  

r= yf (a — a»)? + (y — Yo)? + (z — 20), 

т, = \/( > z,)? + (y — у„)2 + (2 ~~ z,)?, 

2 2 2 
_ ./,.2 2 2 _ В _ В _ В 

То = \/ 20 + % +20, т, Lo; Yn = % 2 = 40. 
0 0 TO 

Элемент объема в opmysiax (1), (2) B pasa. 2.2.1: dV) =r? sin 6 dr dy dé. 

(®) Литература к разд. 2.2: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и 

др. (1964), Б. М. Будак, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов (1980), А. Г. Бутковский 
(1979), А. Н. Тихонов, А. А. Самарский (1972). 
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2.3. Уравнение Гельмгольца АТ -+ ВТ = P(x) 

К уравнению Гельмгольца приводит широкий класс задач, свя- 

занных с установившимися колебаниями (механическими, акустиче- 
скими, тепловыми, электромагнитными и др.)*. 

2.3.1. Предварительные замечания 

1. Некоторые определения. При Ф = 0 уравнение Гельмгольца 
называется однородным, при Ф # 0 — неоднородным. 

Однородной краевой задачей называется краевая задача для од- 
нородного уравнения с однородными краевыми условиями (частным 

решением однородной краевой задачи является Т = 0). 

Значения параметра В = В,„, при которых существуют нетриви- 
альные (т. е. отличные от тождественного нуля) решения однородной 
краевой задачи, называются собственными значениями, а соответ- 
ствующие им решения Т = Т, — собственными функциями данной 
краевой задачи. Далее считается, что область У конечна. 

2. Свойства собственных значений и собственных функций. 
2.1. Существует бесконечное множество собственных значений 

{В„}, которое образует дискретный спектр данной краевой задачи. 

2.2. Все собственные значения положительны, за исключением 
собственных значений второй краевой задачи, для которой сущше- 

ствует 4, = 0 (соответствующая собственная функция Ту = соп8). 
Собственные значения будем располагать в порядке возрастания 

В, < В. < В; <... 
2.3. Собственные значения стремятся к бесконечности с возраста- 

нием их номера. Справедливы следующие асимптотические оценки: 

. n Va 
lim —— = —4 для двумерной области, 
n—co By An 

im =. для трехмерной области 
N00 83/ 2 672 ’ 

где У, — площадь двумерной области, У. — объем трехмерной обла- 
сти. 

2.4. Собственные функции определены с точностью до постоянно- 
го множителя. Собственные функции, соответствующие разным соб- 
ственным значениям Д, 7 Ви, ортогональны: 

I T,T., dv = 0. 

2.5. Всякая дважды непрерывно дифференцируемая функция 
f = /(х), удовлетворяющая граничным условиям соответствующей 

  

* Всюду в этом разделе источниковый член Ф(х) и величина В отнесены к 
коэффициенту температуропроводности.
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краевой задачи, может быть разложена в равномерно сходящийся ряд 

по собственным функциям этой краевой задачи: 

f= Yaar ny THE Oy = ттт Jy fT dv, ||T,,\|? = та. 

Если , cyMMUpyena с квадратом, то ряд сходится в среднем. 
2.6. Собственные значения первой краевой задачи не возрастают 

при расширении области. 

3. Решение неоднородного уравнения Гельмгольпа с од- 

нородлными краевыми условиями. Имеются три возможности: 
1°. Если параметр 8 не равен ни одному из собственных значений, 

то существует решение задачи, определяемое рядом 

— = A, — 1 , 2 __ 2 т gay te re A, = тете /, Ть 4 TI = [ Thaw. 

2°. Если В = 0,, то условием существования решения неоднород- 
ной задачи будет условие ортогональности функции Ф к собственной 
функции Т;;: 

ФТ. 4, = 0. jar, 
Решение в этом О имеет вид 

1 T = Site Tat Yo gti “5—7, + СТ An= тт Л, $Ть 4, 

где ||Т, ||? = Л. Т? 4и, С — произвольная постоянная. 

3°. Если В=В; и I, ФТ, 4% > 0, то краевая задача для неоднород- 

ного уравнения не имеет решения. 

4. Решение неоднородного уравнения Гельмгольца с неол- 
нородными краевыми условиями. В случае неоднородных крае- 

вых задач делается любая замена зависимой переменой, приводящая 

к однородным краевым условиям (таких замен существует бесконеч- 
но много). Решение преобразованной задачи далее строится по схеме, 
указанной выше в п. 3. 

Далее будут указаны собственные значения и собственные функ- 
ции наиболее важных однородных краевых задач для уравнения 
Гельмгольца. Решения соответствующих неоднородных краевых за- 
дач строятся методом, указанным в пи. 3, 4. 

2.3.2. Двумерный (плоский) случай 

1. Олнородное уравнение Гельмгольпа в прямоугольной 
декартовой системе координат х, у имеет вид: 

92Т | &T 
58 + Be + BT = 0.
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1.1. Точные решения: 

(Ах + B)(Ccospy+Dsinpy), B=p?, 

Ах + В)(С с ру+ Озь ру), В=- и, 

А соз их + Взш их)(Су+ 0), B=p’, 

Ась рх + ВзВ рх)(Су+ 2), В=- и”, 

Асоз их + Взш и! т)(С соз доу + О зт ру), В= +, 

А соз 1х + Взш и: т) (Сс оу + зву), В=ш-ш, 
Ach p,2+ Bsh p,2)(C cospoy+Dsinpgy), В=-Ш +1, 

T = (Achy,2+ Bshp,x)(Cchpgyt+ Оз изу), B= uy - 45, 
где А, В, С, р — произвольные постоянные. 

Т = 

T = ( 
T = ( 
T = ( 
T = ( 
T = ( 
T = ( 

1.2. Область: 0 < х <а, 0 <у < 6. Первая краевая задача. 
На сторонах прямоугольника поддерживается постоянная темпе- 

ратура (равная нулю): 

T=0 при тх=0, Т=0 при т=а, 

T=0 при у=0, Т=0 при y=b. 

Собственные значения (их удобно отмечать двойным индексом): 

  

a2 b2 

roen=1,2,...; m=1,2,... 
Собственные функции и квадрат нормы функций: 

—_ NTL . mry 2 _ ab 
Tm = HO) sin( ° ), Тит“ = > 

1.3. Область: 0 < х<а, 0 <у< 6. Вторая краевая задача. 
Стороны  прамоукольника теплоизолированы: 

ОТ ОТ 
— = т = — = = An О при 0, An =0 при т=а, 

ОТ ОТ 
= = — = = 5. By =0 при у=0, By =0 при у= 

Собственные значения: 

2 2 2 [п т =? (— + =) Pram & b2 )? 
roen=0,1, 2,...;m=0,1, 2,... 

Собственные функции и квадрат нормы функций: 

Tm = cos( a ) cos ( ony ), \Zoml\? = Sl + bno)(1 + bn); 
b 

to mpu i= j, 
roe 6;; = . 

    

О при? 7.
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1.4. Область: 0 < х<а, 0 <у< 6. Третья краевая задача. 

На сторонах прямоугольника происходит теплообмен (по закону 
Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру: 

— — EE ap at =9 при х =0, Da +k,T =0 при х-=а, 

Эт — ЭТ _ _ 
oy КТ=0 при у=0, By +k,T=0 npu y=b. 

Собственные значения: 

_ 2 2 
Ви, — Ln + Ут, › 

где и, ии», — корни трансцендентных уравнений 

— (ky +o)u К. + К 
+8 (ра) ek kp ” tg(vb) = Mg + a) v2 —kak, 

Собственные функции: 

Tim = (Un COSH, 2 +k, sinp,,2)(v, cosyv,y + kg sinv,y). 

Квадрат нормы собственных функций: 

В (Кр + К) (мл + ky ke) 5 (kg +k,)(v?, + КзКа) 

2_ 12 (+) +) 112 (0+8) +8) = = 
ум +в v2, + kB 

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 127). 

  

1.5. Область: 0 < т <а, 0 <у< 6. Смешанные краевые задачи. 

Случай 1. На двух противоположных сторонах прямоугольника 
поддерживается постоянная температура (равная нулю), а две дру- 
гие — теплоизолированы: 

Т=0 при т=0, Т=0 при т=а, 

ОТ — — or _ — зу =0 при у=0, ayo при у=6. 

Собственные значения: 

2 2 _ _afn m 

Bam =O (2 +), 
roen=1, 2,3,...;m=0,1, 2,... 

Собственные функции и квадрат нормы функций: 

. b Tam = sin("™*) cos(™), — ||Tymll? = 21 + bn0), 
_ [1 приз =У, 

гле бу = {1 при #7 7. 

   



208 ЛинеЙНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА 
  

Случай 2. На двух соседних сторонах прямоугольника поддер- 
живается постоянная температура (равная нулю), а две другие — 
теплоизолированы: 

Т=0 при т=0, T=0 при у=0, 

ЭТ _ _ ЭТ _ _ 5; =0 при г=а, ay 0 при У=б. 

Собственные значения: 

— т? [ (2n +1)? (2m +1)? 

Bam = =| a? + b2 | 

roen=0,1, 2,...;m=0,1,2,... 

Собственные функции и квадрат нормы функций: 

nent 1)z sin | п(2т + Пу т. |2 ab 
T = sin = — 

т = 9! 2b n 4 ° 

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 128). 

2. Одлноролное уравнение Гельмгольца в полярной систе- 
ме координат р, ф (т = рсозф, у = рзшф) имеет вид 

19 ( or 1 Эт 
р др \ др р? д? 

2.1. Точные решения: 

Т = [АЛ (ир) + ВУ (рр) (СФ +2), В=р», 
Т = [АГ (рр) + ВКо(ир)(Сф +2), В=-№’, 
Т = [АЛ„ (пр) + ВУ» (Ир) (С совзтф + Рзттф), В=р’, 
T = [AI,,(up) + BK,,(up)|(C cosmp + Dsinmy), В=-р”, 

+ BT =0.   

o
o
m
 

. 

roe m=1, 2, ...; A, B, C, О) — произвольные постоянные; ZJ,, (€) 
u Y_(€) — myuxuuu Beccena, I,,(€) u K,,(€) — monucduumposanupie 
функции Бесселя. 

2.2. Область: 0 < р < В. Первая краевая задача. 

На границе круга р = В поддерживается постоянная температура 
(равная нулю): 

T=0 при р= В. 

Собственные значения: 

  B — 22 т 
nm R2 ) 

где &„„ — корни функции Бесселя: Л, (&) = 0. 
Собственные функции: 

ТО) = Л, (р Вит } созпф, T) = J, (pV Bam ) sinny.
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Собственные функции, обладающие осевой симметрией: 

TS = Jo(pV Bom ): 

Квадрат нормы собственных функций: 

Ck) 2 — mR? 9 + во) ! 2 k=1. 2: 6..= 1 приз =), 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 129). 

2.3. Область: 0 < р < В. Вторая краевая задача. 

Граница круга теплоизолирована: 

oT 

др 

Собственные значения: 

= при р= А. 

3 = Sm 
mm R2 ) 

где &„„ — корни производной функции Бесселя: Л, (5) = 0. 
Собственные функции: 

ТО) = Л. (Ви) совпр, — Т@ = Л (р Вт ) пт. 
В этих формулах п = 0, 1,2,...; при п 7 0 параметр т принимает 
значения т = 1, 2, 3,...; при п = 0 имеется корень &% = 0 (соответ- 
ствующая ему собственная функция Туу = 1). 

Собственные функции, обладающие осевой симметрией: 

1 

т » = = Jy(p Вот). 

Квадрат нормы собственных функций: 

п, (=)Р, IITooll” = 7 R?, 

  

yr) |)? = wR (+ Sno) ( 2 
262 nm 

1 npui=yJ, 
где К = 1,2; i= {6 npu i # j. 

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 129). 

2.4. Область: 0 < р< В. Третья краевая задача. 
На границе круга р = ЕВ происходит теплообмен (по закону 

Ньютона) со средой, имеющей нулевую температуру: 

ОТ —_ — 

Собственные значения: 

B — 22 т 
пт R2 ) 

где &„„ — т-й корень уравнения &.7’ (&) + КВЛ (&) = 0. 
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Собственные функции: 

TY) = Л, (р/ Вит } созпф, Ti?) = J, (p/Bam ) sinny, 

roen=0, 1, 2,...; m=1, 2, 3,... 
Квадрат нормы собственных функций: 

Е? (1+6, QP = = о (2 + 2, п), „)Р, 
5 — 1 приз =У, 

18 5 >10 приз #1. 

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 130). 

2.5. Область: В, <р< В.. Первая краевая задача. 

На границах кольца поддерживается постоянная температура 
(равная нулю): 

Т=0 npu p=R,, Т=0 npu p=R,. 

Собственные значения: 

Bam = bom? n=0,1,2,..., m=1,2,3,..., 

где &„„ — корни трансцендентного уравнения 

(ЕВ), (ЕВ,) — ЛАЕВЬУ,(ЕВ,) = 0. 
Собственные функции: 

Thm = (тр) (т Ву) — Лт ВАУ (т) сов п, 
ТО = (тв) (та) — Л. (т В, У (тр) sin ny. 

Квадрат нормы собственных функций: 

1702 |2 = |7 @) |2 = 2@+бно) TaEnmPi)—InlEmmR2) 5 [1 При =), 

и” mv mem Ji (Enm le) > |0 np i Fs. 

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 130). 

2.6. Область: В < р< В.. Вторая краевая задача. 
Границы кольца теплоизолированы: 

ЭТ —0 upuy p=R,, =0 npu p=R,. 
Op “Op 

Собственные значения: 

— ¢2 —_ _ Bam = bam п =0, 1,2,.... m=1,2,3,..., 

где б„„ — корни трансцендентного уравнения: 

Л. (ЕВ) У, (ЕВ) — Jn (ERe)Y, (ER) = 0.
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При п = 0 существует также корень &% = 0 и соответствующая ему 

собственная функция TS ) = 1. 

Собственные функции: 

т) — [Jn (EnmP) Yn (Sam 21) = Л» (т. Ва Ув (ит) sin пр. 

Квадрат нормы собственных функций: 

Не = О = Зы { (1 a) [Feed] (1 - eb Пат 
  

1 приз =7у, (1)12 — 2 р2\. 5 ИР = 8-8; 6, = {0 WNIT 
(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 131). 

2.7. Область: 0 <г < А, О < фр<а. Первая краевая задача. 

На границах сектора поддерживается постоянная температура 
(равная нулю): 

Т=0 при р=В, Т=0 при ф=0, T=0 при ф=а. 

Собственные значения: 

  

— пт 
Bam — R2 ’ 

roe €,,,, — kopHu dyxkuuu Beccena: J лл (&) =0. 

Собственные функции: 

—_ р\. [пл тель) (т) 
Квадрат нормы собственных функций: 

|Zamll? = 2 [an Enm)]   

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 132). 

2.8. Область: 0 <т < В, 0 <ф<а. Вторая краевая задача. 
Границы сектора теплоизолированы: 

  

ОГ ОГ OT 
——=0 при p=R —=0 при ф=0 —=0 при ф=а. Эр р р , Эф р ф , ap p pra 

Собственные значения: 

_ 22 
Bam — R? 9 

где &„„ — корни функции Бесселя J пл. (Е) =0.
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Собственные функции: 

a R 

Квадрат нормы собственных функций: 

Е? R? Tamil? = “2-(1 + 8,9) (1 - oR ©) [tne (Emm)| > IZooll? =   
a 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 132). 

2.9. Область: В <р<В., 0 < ф<а. Первая краевая задача. 

На границах кольцевого сектора поддерживается постоянная тем- 
пература (равная нулю): 

Т=0 при р=В,, Т=0 при p=R,, 

Т=0 при ф=0, Т=0 при ф=а. 

Собственные значения: 

Внт = бить 
где &„„ — корни трансцендентного уравнения 

]лл. (ЕВ )У пл (В) — пл (ЕВ)У пл (ЕВ,) = а a а а 

Собственные функции: 

Drm = |J.na. (EnmP)¥ 22. (EnmP1) ~ Jn. (Gam Fa )¥ nz. (EnmP)| п ( И"). 
Квадрат нормы собственных функций: 

  

9 a [Janz (пт В у. = [Уля (В) 

Г | = 2¢2 2 = 2 ме, [ля (6 В] 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 133). 

2.3.3. Трехмерный случай 

1. Однородное уравнение Гельмгольпа в прямоугольной 
декартовой системе координат т, у, имеет вид 

  

92т 92т 8°T 
a2 + By? + 5-8 + ВТ = 0.
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1.1. Точные решения: 

= (A, coslz+ A, sinlx)(B, cosmy+B,sinmy)(C,z+C,), B=l?+m?; 

= (A, coslz+A,sinlz)(B,chmy+B,shmy)(C,z+C,), B=l?—m?; 

= (A, coslz+ A, sin lz)(B, cosmy+ By sin my)(C, cosnz+Cy, sinnz), 

B=l+m?+n’; 

T =(A,chlz+A,shlz)(B, cosmy+ By sin my)(C, cosnz+Cy, sin nz), 

B=—-P?+m?+n’; 

T = (A, chlz+ A,shlz)(B, ch my+ Bosh my)(C;, cosnz+Cy, sin nz), 

вВ=-Р-т?+п?; 

Т = (А! (6 15+ А. 36 15) (В, св ту- В. зВ ту) (С\ св п=-+ С. В п2), 
B= —|?-m?—n?, 

re A,, Aj, B,, B,, C,, C, — mpou3BosIbHBIe NOCTOAHHEIE. 

T 

Т 

Т 

1.2. Первая краевая задача для прямоугольного параллелепипеда. 
На границах области 0 < т<а, 0 <у<Ь, 0 < 5 < с поддерживается 

постоянная температура (равная нулю): 

Т=0 при т=0, Т=0 при тх=а, 

T=0 при у=0, Т=0 при у=Ь, 

Т=0 при 2=0, Т=0 при &=с. 

Собственные значения: 
_ af 2 m? п? 

Вы = (т +), 
где | т, п =1,2,3.... 

Собственные функции и квадрат нормы функций: 

_ . (т \ . ([плту\ . [тп 2 абс 

Timn = sin(=*) sin(™*) sin(=22), [Timnll” = S. 
(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 134). 

  

1.3. Вторая краевая задача для прямоугольного параллелепипеда. 
Рассматривается область: 0 < х <а, 0 <у<Ь, 0 < : < с. Грани 

параллелепипеда теплоизолированы: 

ОТ _ _ ОТ _ _ 
Or = 0 при тф= 0, Or = 0 при tT 4, 

oT ОТ 
“Oy = 0 при у- 0, dy = 0 при у- 6, 

ОТ _ _ ОТ _ _ 
5 = О при &=0, 5 = О при &#=с. 

Собственные значения: 
2 _ ef P m п? 

Binn = ™ (a + or +): 
roe l,m,n=0, 1, 2, ...
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Собственные функции: 

_ |. ala пту TNZ 
Timn = cos( ™= ) cos( 7 ) cos( - ). 

Квадрат нормы собственных функций: 

  

, 1 npwi= у, 

\Zimnll? = ——(1 + 4,0)(1 + Smo) (1 + Sno); ig = 0 ри iF у 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 134). 

1.4. Третья краевая задача для прямоугольного параллелепипеда. 

Рассматривается область: 0 < х<а, О<у<Ь, 0 < 5 < с. На гранях 

параллелепипеда происходит теплообмен (по закону Ньютона) со 
средой, имеющей нулевую температуру: 

OT _ OT _ _ 
ap aT = О при т=0, = +№Т =0 при т=а, 

OT _ ОТ _ — ov —k,T=0 при у=0, ви 1 at = 0 при у=Ь, 

— — OT — — < - ksT =0 при 2=0, a +k,T=0O npu z=c, 

rae Bce k; = const. 
Собственные значения: 

Bin = (My)” + (Um)? + (On)? 
где 1, ик, о, — положительные корни трансцендентных уравнений 

= + ae. Cs + ви. (ks +kg)o te (ua а. g(vb) = ~3—*  te(ac = ST 8 

Собственные функции: 

Timn = (M, COS HW, z + Kk, sin y,r)(v,, cosv,,y + kz sinv,,y) x 

x (o,, cosa, z + k; sing,,z). 

Квадрат нормы собственных функций: 

IT, \2 = la + F(u),k1, ke) [b+ Fm, kg, kg) le t+ Fon, ks, №6] 
‘тт 8(up + kP)(v2, + #3) (02 +8) 

где 
_ 5 (8+ 7)(a? + BY) 

Fla, 8,9) =2 (a? + B?)(a? + 7?) ` 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 134). 

2. Олнородное уравнение Гельмгольпа в сферической си- 
стеме координат т, 9, ф (т =гэт 0 созф, у=гзш 9Озшф, 2 =тсо$6): 

1 O ( 2 =] 1 д = (si =) 1 
— — ( r* — sin 8 = 
r? Or Or + 7250 90 ^^ 90 + r2 sin? 6 = 5 +ВТ = 0. 
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2.1. Точные решения: 

Т = — (Азтит- В соз рт), B=p’, 

T =—(Ashpr+Bchpr), B= -p’, 

ТЕЛ) У. Рут (036) (Аи созтр-+ Ви зшту), B=p, 
m=0 

1 
e 

— У (иг) уз Р" (соз0) (Ат созтф-+ Ви зттф), В=и^, 
m=0 

3 

n 

T= Ines plur) у. Р"” (соз 0) (Ал, созтф- Ви зттф), В=-и^, 
m=0 

1 . 
Т = Кии ИТ) э P™(cos0)(A,, cosmp+B,, sinmy), В=- и, 

m=0 

roen=1, 2,...; A, B, A,,, B,, — mpou3Bosbubie noctoauupie; P™(£) — 
присоединенные функции Лежандра; Л,(&), У,(&) — функции Бессе- 
ля, [,(&), К‚,(&) — модифицированные функции Бесселя. 

2.2. Первая краевая задача для сферы (т < ВР). 
На гранипе сферы г = Е поддерживается постоянная температура 

(равная нулю): 
Т=0 при г= В. 

Собственные значения: 

  B — 22 
mn R2 } 

где б„„ — корни функции Бесселя: Л„.1/2(&) = 0. Отметим, что 

Jin+1 /2(6 ) выражаются через элементарные функции, см. Г. Бейтмен, 

А. Эрдейи (1974). 
Собственные функции: 

1 1 To) = Ета (Ев ) Phy (cos 6) cos ly, 

2 1 . 
т). — Е ти (а +) PI, (cos 9) sin lp, 

rne P! (t) =(1- t?)!/ ТР, ($), Р‚(®) — полиномы Лежандра. 

Собственные функции, обладающие шаровой симметрией (кото- 
рые не зависят от диф): 

Tyo) — Л /2 (вы). 

Собственные функции, обладающие осевой симметрией (которые не 
зависят от ф): 

Thon — “ту /2 (Е ТР. (cos 9).



216 ЛинЕЙНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА 
  

Квадрат нормы собственных функций: 

(1) и2 _ (2) 2 _ 27(1+00)(1+ т)! ЕЗ гу 2 
Zinn | ~~ Dien lI ~~ (2m +1)(m—D)! En [ m+1/2(Emn)] ’ 

где д, — символ Кронекера. 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 140). 

2.3. Вторая краевая задача для сферы (т < В). 
Поверхность сферы теплоизолирована: 

эт _ 
> = при г= В. 

Собственные значения: 
2 

Boo — 0, Baan = SEE ’ 

где &„„ — корни трансцендентного уравнения 

2€ Jin41/2(§) = Лт-+1 /2 (8) = 0. 

Собственные функции: 
1 т 1 

[тп — ти (Е +) P., (cos 9) COs ly, То =1, 

2 1 . 
TO?) = Ета (Enn P! (cos 6) sin ly, 

rne P! (t) — mpucoequuenupie dyHkuun Jlexanmpa. 
Квадрат нормы собственных функций: 

(1) 12 _ ия-(2) 2 _ 27(1+ д0)(1+ т)! 83 т(т + 1) 2 я ИЕН | ини], 
где ду — символ Кронекера. 

  

o
~
 —_ 

—
 | 

  

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 

стр. 140). 

2.4. Третья краевая задача, для сферы (т < В). 
На поверхности сферы происходит теплообмен (по закону Ньюто- 

на) со средой, имеющей нулевую температуру: 

OT — > +ЕГ=О при г = БЕ. 

(1) (2) Собственные значения В„„ и собственные функции Т.„, Т/, 

определяются по формулам, приведенным для первой краевой зада- 
чи, где &„„ — корень трансцендентного уравнения: 

2Лил/2 (Е) (1 - 2Rk) Jm41/2(€) = 0. 

Квадрат нормы собственных функций: 

yr 2 = 21 (1-+610)(1+т)! ВЗ 1 _ т(т-+ вн НЮ) | 

‘тт (2т-+1)(т- 1! 22, 
где $ = 1, 2; дь — символ Кронекера. 

    

Лил /2 (тп) ", 
бит, 

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 140).
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3. Однородное уравнение Гельмгольца в пилинлрической 
системе координат р, фр, 2 (т = рсозф, у = рзш р) имеет вид 

1 д 2 ( т 1 6?T 

р др \' др р? д.22 a 
    + BT =0. 

3.1. Точные решения: 

= [AJm(pV/8) + BY pn (pVB)](Cyy + D,)(C,z + Dy), 
T = J,, (pV 8 + pw? )(Acosmy + B sin my) exp(+yz), 

T =Y,, (pV B+ yp? )(Acosmy + Bsin my) exp(tpz), 

T=1,, (pV 6 aA cosmy + Bsinmy)(C cos pz + D sin pz), 

T=K,,(p pu? )(Acosmy + Bsinmy)(C cos uz + D sin pz), 

где m=0,1,2,...; A, B, C, D, C,, C,, D,, Dj, »— mpoussBonbuHpie 
noctoauHpie, J,,(€) u Y,,(€) — функции Beccena, I,,(€) u K,,(€) — 
модифицированные функции Бесселя. 

3.2. Первая краевая задача для цилиндра конечной длины. 

Рассматривается область 0 < р < В, 0 < х < 1. На боковой 
поверхности (р = А) и торцах (2 = 0, д = №) кругового цилиндра 
поддерживается заданная температура (равная нулю): 

T=0 при р=ВЁ, Т=0 при z=0, T=0 nupu z=A. 

Собственные значения: 

Bimn — 

где &„„ — корни функции Бесселя: Л„(&) = 0. 
Собственные функции: 

1 l 
То) = = J, (Eman + ) cos mip sin( = ), 

(2) p nlz 
Dian =m (Е £ ) sinmysin (2 7 ). 

Собственные функции, обладающие осевой симметрией: 

(1) _ р . TMZ 1 = 6 (6) sn( S82) 
Квадрат нормы собственных функций: 

1+ бло) [7 (ит), 

nr? |?     Cran. — . — , wa + OOP m=0,1,...; l,n=1,2,... 

  

1 2 a 

Wr PP = ||P? = 2 ( 2 
тт = 

где д„о -—— символ Кронекера. 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 136).
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3.3. Вторая краевая задача для цилиндра конечной длины. 
Рассматривается область 0<р< В, 0<2< в. Боковая поверхность 

(р=8В) и торцы (2 = 0, 2 = 1) кругового цилиндра теплоизолированы: 

oT oT 
=0 npu p=R, oT =0 mupu z=0, =0 при z=h. 

‘др Oz 

Собственные значения: 
nr |? €2 

Ву =0, Bimn = aa7- + 7 m=0,1,...; ln=0,1,   
h? R2 ’ 

где &„„ — корни производной функции Бесселя: J,,(€) = 0. 
Собственные функции: 

1 l 1 
ТО) = = J, (Enns J cos mip cos( =), TN) = 1, 

T?) = = J, (Eman £) sin my cos( та ). 

Квадрат нормы собственных функций: 

R2h 2 пы = “tea (145 m0) Em") [Tma(Emn)] » оо = ВР, 
гдед „о — символ Кронекера. 

(®) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 136). 

3.4. Третья краевая задача, для цилиндра конечной длины. 
Рассматривается область 0 < р < В, 0 < х < 1. На боковой 

поверхности (р = В) и торцах (2 = 0, 2 = 1) кругового цилиндра 
происходит теплообмен (по закону Ньютона) со средой, имеющей 
нулевую температуру: 

OT _ _ 
op + fot = 0 при р= А, 

< - kT =0 при 2=0, 
z 

oT — — 
ay + hel = 0 при z=h, 

где все К; — постоянные. 

Собственные значения: 

—_ 12, 22 
Bimn = 4% + R2 

где и, и &„„ — корни трансцендентных уравнений 

te(vh) = СНЫ, edt, (6) + RkoJm(€) =0. 

  

  

— К Ко 

Собственные `ункции: 

(1) _ р и; с0з и, 2 + К1 зп и 2 
Ти = т (ти) cos my г, 

J? +k? 

72) — Л. (===) sin my vy, cosu,z+ ky sin jz 

Jak 
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Квадрат нормы собственных функций: 

Е? Zimnll? = (1 + Sino) (BORG + Sian — M7) х 
2 (К + К.) (и? + ЕЕ.) 

хи) [5 + КОРЕЮ) | 
  

где до — символ Кронекера. 

(©) Литература: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и др. (1964, 
стр. 136). 

3.5. Первая краевая задача для полого цилиндра. 
Рассматривается область К, <р<В., 0 < <1. На боковых 

поверхностях (р = В:, р = В.) и торцах (2 = 0, 2 = 1) полого 
цилиндра конечной длины поддерживается заданная температура 
(равная нулю): 

Т=0 npu p=R,, T=0 npu p=R,, 

Т=0 при z=0, Т=0 при &=Р. 

Собственные значения: 
rn 

Bimn = a7 +, т =0,1,...; I,n=1,2,..., 

где &„ — ropa spantcnennennHoro уравнения 

Jm(ER,)Y, m(ERz) — Jm(ER2)¥mn (€R,) = 0 

Собственные функции: 

ТО, = [nn Erm )¥in (Etm 1) ~ Syn (€im 1) (тр) cos my sin (=), 
Т®) = [Jin (EtmP)Ym (btm 1) — J, mlEmi 1) Y; т (т.р) sin mp sin( — ). 

Квадрат нормы собственных функций: 
2 2 

= ——(1 + Onn д) [Jim (Etm 1) — Yn (61m В), 

lm [Jn (Etim Re)| 

где д„о — символ Кронекера. 

  

  

1 2 

ТОО |? = |7 |2 = lmn ’ 

(©) Литература к разд. 2.3: В. М. Бабич, М. Б. Капилевич, С. Г. Михлин и 

др. (1964), Б. М. Будак, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов (1980), А. Н. Тихонов, 
А. А. Самарский (1972). 

2.4. Другие уравнения 

2.4.1. Уравнения конвективного тепло- и массопереноса 

or, or _ от 
Ox? Oy? де ° 

Это уравнение конвективного тепло- и массопереноса, которое 
описывает стационарное поле температуры (концентрации) в среде, 

1.  
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движущейся с постоянной скоростью вдоль оси т. В частности, оно 

моделирует конвективно-молекулярный перенос тепла от нагретой 
пластины, продольно обтекаемой потоком теплопроводной идеальной 

жидкости. Такая ситуация имеет место при обтекании пластины жид- 

кометаллическим теплоносителем или фильтрационным потоком в 
зернистой среде. 

Далее будем считать, что уравнение записано в безразмерных 
переменных х, у, которые отнесены к характерному масштабу длины 

(для плоской пластины длины 2А за характерный масштаб длины 

принимается 1). 
1. Замена Т(х, у) =exp(> ax)U (x,y) приводит исходное уравнение 

к уравнению Гельмгольца 

920 920 _1 

Ox? Oy? 4 

точные решения которого в декартовых и полярных координатах 
указаны в разд. 2.3. 

2. В эллиптических координатах 

a’U, 

x =ch¢cosn, у = ЗВ СШ 

широкий класс точных решений (которые стремятся к нулю при 
С —+ со) исходного уравнения можно представить в виде ряда 

Г = ехр(- yy An Cem ( n, —q)Fek,,(¢, —4), = —- ва”. 

Здесь А, — произвольные постоянные, се„ (п, —49) — функции Матье, 
a Fek,, (¢, —q) — модифицированные функции Матье, которые подроб- 
но описаны в книгах: Г. Бейтмен, А. Эрдейи (1967), Н. В. Мак-Лахлан 
(1953). 

3. Рассмотрим первую краевую задачу в верхней полуплоскости 
(-ю < т< ох, 0 <у< ®). Считаем, что на поверхности пластины 
конечной длины поддерживается постоянная температура Ту, а вдали 
от пластины среда имеет температуру Т., = сопз%: 

Т=Т при у=0, |5| <1, 

ТТ» при 2? +у’ с. 

Решение этой задачи в эллиптических координатах (С, 1 (см. п. 2) 
имеет вид 

T(,¢) =T,.+(Ty—-T,.) exp ($a cos ch ¢) У. р се’ (п, —а) Fek,,,(¢, —9) 
m=0 Fer,,,(0, —@q) 

где 

Ds, = = 25920, 9) д(2п) D. —__t C€o,,41(0, —g) т ов") а= — Ро? 

nC (0, 9) ОТ 2 Clan 41(0; 9) 16
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Здесь А”), В (2n+1) — коэффициенты разложения функций Матье в 
ряды, приведенные в книге Н. В. Мак-Лахлана (1953). 

4. Рассмотрим вторую краевую задачу в верхней полуплоскости 
(-2ю < х <<, 0 <у< о). Считаем, что на поверхности пластины 
конечной длины задано распределение теплового потока, а вдали от 
пластины среда имеет постоянную температуру (равную нулю): 

OT _ _ _ 
by giz) upu y=0, |2z| <1, 

Т-0 при 12 +12 с. 

Решение этой задачи в декартовых координатах имеет вид 

T(2,y)=1 [ o(g)exp[4a(x— 8] Ko(taV@— OF + ¥ ) df 
где Ко(=) — модифицированная функция Бесселя (функция Макдо- 
нальда). 

(®) Литература: П. В. Черпаков (1975, стр. 104), А. А. Борзых, Г. П. Черепанов 

(1978). 

2 

oT 4 ST =o Tt + BZ +0. 2. —— 
ox? By? 

Это уравнение описывает стационарное поле температуры (кон- 
центрации) в движущейся с постоянной скоростью среде при наличии 
объемного выделения (поглощения) тепла, которое пропорционально 
температуре. 

Замена 

T (x,y) = exp[4(az + By)|U(z, y) 
приводит исходное уравнение к уравнению Гельмгольца 

920 О = 9 

которое подробно рассматривается в разд. 2.3 (см. также уравнение 
2.4.1.1). 

2 2 

oar + or = Ре (1 — у?) = 

Это уравнение описывает стационарный теплообмен при лами- 
нарном течении жидкости с параболическим профилем скорости в 
плоском канале. Уравнение записано в безразмерных прямоуголь- 
ных координатах т, у, которые отнесены к полуширине канала h; 
Ре = Uh/a — число Пекле, Г — скорость жидкости на оси канала 
(при у = 0). Стенки канала определяются значениями у = +1.
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1. Точные решения: 

Т(у) = А+ Ву, (1) 
Т(х, у) = 12Ах + АРе (бу? - у“) + В, (2) 

T(z,y) = A- An exp(- 42) f,(y). (3) 

Здесь А, В, А„, и, — произвольные постоянные, а функции }, 
определяются формулами 

пб еси, Ной), вы -ф- Hig Баре, 
co 

где Ф(а, 8;&) =1+ 2 м: — вырожденная гипергеометрическая 
=1 

функция, (а), = а(а-+1)...(а+К-1). 
2. Пусть на стенках канала поддерживается постоянная темпе- 

ратура, равная нулю при т < и Ту при т > 0. Ввиду симметрии за- 
дачи относительно оси х достаточно рассмотреть половину области: 
0 <у< 1. Соответствующие граничные условия имеют вид 

_ ЭТ _ _ ГО npuz <Q; 
у=0, Зи =: y=1, T= 4, при х > 0; 

r3>-o, T-0; ro, T Tp. 

Решение исходного уравнения с этими граничными условиями в 
области г > 0 дается рядом (3) при А =Тит = со, где собственные 
значения р, являются корнями трансцендентного уравнения 

1. _ _1_1 13 pp-2 ®(a,, 53 Wn) =0, где a, =4+—- Fu, — tH, Pe™. 

О вычислении коэффициентов А„ в формуле (3) и асимптотиках 
решения в предельных случаях Ре -} 0 и Ре -} со см. в указанной 
ниже литературе. 

3. Решение (2) описывает распределение температуры вдали от 
входного сечения в области тепловой стабилизации при заданном 
постоянном тепловом потоке на стенках канала (при у = +1 для 
т>0). 

(©) Литература: Г. Сгаей (1883), \/. Миззей (1910), Б. С. Петухов (1967), 
С. О. Лехтмахер (1971), Д. А. Попов (1973), С. А. Реамочгз (1974), В. С. Аставин, 
И. О. Королев, Ю. С. Рязанцев (1979), А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. За- 
прянов и др. (1996). 

1 OT 2, OT 
—_— —_ — = Pe 1 — T —-. 

a + r Or +35 ( ) dz 

Это уравнение описывает стационарный теплообмен при лами- 
нарном течении жидкости с параболическим (пуазейлевым) профи- 

лем скорости в круглой трубе. Уравнение записано в безразмерных 

4.  
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цилиндрических координатах г, #, которые отнесены к радиусу тру- 
бы В; Ре = ИВ/а — число Пекле, И — скорость жидкости на оси 
трубы (при г = 0). Стенки трубы определяются значением г = 1. 

1. Точные решения: 

T(r) =A+Blnr, (1) 

T(r,z) = 16Az + APe(4r? — r*) + B, (2) 

T(r,z)=A- У. A, exp(— 422) f,(r). (3) 
n=0 

Здесь А, В, А„, и, — произвольные постоянные, а функции }, 
определяются формулами 

1. (г) =ехр(-зрит?)Ф (а, 1; рт”), Om =F-Tln- Fn Pe”, (4) 
где O(a, 3;€) — вырожденная гипергеометрическая функция (см. 
уравнение 2.4.1.3, п. 1). 

2. Пусть на стенках трубы поддерживается постоянная темпера- 
тура, равная нулю при 5 < 0и Ту при = > 0. Соответствующие гра- 
ничные условия имеют вид 

_ OT _ a. _ _ ГО приз<0; 
r=0, or 20: r=, T= 44, при 2 > 0; 

z+-o, ТГ-0; 2—0, Т-\Т. 

Решение исходного уравнения с этими граничными условиями в 

области 2 > 0 дается рядом (3) при А =Ту ит = сю, где собственные 
значения и, являются корнями трансцендентного уравнения 

G(a,, 1; wz) =0, где a, = 4+- tu, — 1 Ре". 

О вычислении коэффициентов А„ в формуле (3) и асимптотиках 
решения в предельных случаях Ре -} 0 и Ре -} со см. в указанной 
ниже литературе. 

3. Решение (2) описывает распределение температуры вдали от 
входного сечения в области тепловой стабилизации при заданном 

постоянном тепловом потоке на стенке трубы (при г = 1 для 2 > 0). 

(©) Литература: Б. С. Петухов (1967), С. О. Лехтмахер (1971), С. А. Deavours 
(1974), А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. Запрянов и др. (1996). 

92т 92т _ эт 
dx? + Oy? = 19) 5. 

Это уравнение описывает стационарный теплообмен при ламинар- 
ном течении жидкости с произвольным профилем скорости } = }(у) 
в плоском канале. 

1. Точные решения: 

T(z,y)=Ar+A [ Wy ~E)f(Q\de + By +C, (1) 

  

T(z,y)=B+)_ A, exp(—B,t)w_(y). (2) 
n=0



224 ЛИНЕЙНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА 
  

Здесь А, В, С, щ, А„, В, — произвольные постоянные, а функции 
и„ = ш„ (у) определяются из линейного обыкновенного дифференци- 
ального уравнения второго порядка 

d*w,, ; — 

dy2 [Bn f(y) + BF w,, = 0.   

2. Решение (1) описывает распределение температуры вдали от 
входного сечения в области тепловой стабилизации при заданном 
постоянном тепловом потоке на стенках канала. 

8°*T 0°T 
6. «(5 + “Oy? 

_ эт эт 
5 ) = vies) Fe + vale y) >. 

Уравнение стационарного конвективного тепло- и массопереноса, 
записанное в декартовой системе координат. Здесь v, = v,(z,y), 
у. = %.(т,у) — компоненты скорости жидкости, которые считаются 
известными из решения соответствующей гидродинамической задачи. 

1. В плоских задачах конвективного теплообмена жидких метал- 
лов, использующих модель идеальной жидкости, и при описании 
фильтрационных потоков, использующих модель потенциальных те- 
чений, компоненты скорости жидкости %, (т, у) и %.(т,у) можно вы- 
разить через потенциал ф = ф(т,у) и функцию тока 4 = ф(т,у) по 
формулам 

y= ay OP (1) 
Ox Oy Oy Ox 

Функция ф определяется путем решения уравнения Лапласа Аф = 0. 
В конкретных задачах потенциал ф и функцию тока 4 можно най- 
ти с помощью методов теории функций комплексного переменного, 
см. М. А. Лаврентьев, Б. В. Шабат (1973) и Л. И. Седов (1966). 

Переходя в уравнении конвективного теплообмена от т, у к новым 
переменным ф, ф (преобразование Буссинеска) с учетом равенств (1), 
получим более простое уравнение с постоянными коэффициентами 
вида 2.4.1.1: 

OT , OT _ 1 OT (2) 

Oy? Ow? a Oy 
    

Поскольку преобразование Буссинеска одновременно с приведе- 
нием исходного уравнения к виду (2) переводит любой потенциально 
обтекаемый плоский контур в разрез по оси ф, задача теплопереноса 
при потенциальном обтекании этого тела сводится к задаче тепло- 
обмена при продольном обтекании пластины идеальной жидкостью 
(см. уравнение 2.4.1.1, пп. 3, 4). 

2. Асимптотический анализ плоских задач о тепло- и массооб- 
мене тел различной формы с ламинарным поступательным и сдви- 
говым потоками вязкой (и идеальной) несжимаемой жидкости при 
больших и малых числах Пекле проводился в работах, указанных
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ниже. В приближении теплового пограничного слоя решение задачи о 
теплообмене плоской пластины, продольно обтекаемой поступатель- 
ным потоком вязкой несжимаемой жидкости при больших числах 
Рейнольдса, приведено в 1.1.10.51. 

(®) Литература: В. Г. Левич (1959), П. В. Черпаков (1975, стр. 104), А. А. Борзых, 
Г. П. Черепанов (1978), Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев (1985), 
А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. Запрянов и др. (1996). 

1 8 2 oT ) 1 2 (i or) — ЭТ vo OT 
т. а| == 5. ( бт) Р т=ыне ‘56 (19-56 )| = "5, + > вв. 

Это уравнение часто встречается в осесимметричных задачах о 
конвективном тепло- и массообмене твердых частиц, капель и пузы- 
рей, движущихся в вязкой несжимаемой жидкости (или обтекаемых 

жидкостью). Компоненты вектора, скорости и. = %,(г, 9), Vg = (г, 0) 
можно выразить через функцию тока д = ф(г,0) по формулам 

=a y= - (1) r?sin9 00 rsin@ Or 

Асимптотический анализ широкого класса, осесимметричных за- 
дач о тепло- и массообмене твердых частиц, капель и пузырей раз- 

личной формы с ламинарным поступательным и сдвиговым потоком 
вязкой несжимаемой жидкости при больших и малых числах Пекле 
Ре = О К/а проводился в книгах, указанных ниже. В выражение для 

числа Пекле входят следующие величины: (7 — характерная скорость 
(невозмущенная скорость жидкости вдали от частицы в случае посту- 
пательного потока), В — характерный размер частицы (радиус для 
сферической частицы). 

Обычно рассматриваются задачи с граничными условиями 

  

Т=Т upu r=R, TT, upu roo, (2) 

где Н — радиус частицы, То — температура ее поверхности, Т» — 
температура вдали от частицы (Ту, T, = const). 

Задачи конвективного массопереноса характеризуются большими 
числами Пекле. При этом часто используется приближение диффу- 

зионного пограничного слоя, когда в левой части уравнения учитыва- 
ется только диффузионный перенос вещества по нормали к поверх- 
ности частицы (тангенциальным переносом вещества, пренебрегает- 
ся). Конвективные члены в правой части уравнения частично сохра- 
няются — компоненты скорости жидкости аппроксимируются свои- 

ми главными членами разложения вблизи межфазной поверхности. 
Ниже приведены некоторые важные результаты, полученные путем 
решения исходного уравнения с граничными условиями (2) в прибли- 
жении диффузионного пограничного слоя. 

Частный случай 1. При обтекании сферического пузыря поступательным 

стоксовым потоком вязкой несжимаемой жидкости функция тока имеет вид 

(г, 0) = Ur — В) 11? 0.
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Здесь 0 — невозмущенная скорость жидкости в набегающем потоке, К — радиус 
пузыря (значение 9 = л соответствует передней критической точке поверхности 
пузыря). 

В этом случае решение уравнения конвективного тепло- и массопереноса с 
граничными условиями (2), полученное при Ре = ИВ/а » 1 в приближении 

диффузионного пограничного слоя, дается формулой 

r 1 — cos@ 
T(r, 8) =Ty + (To. —To)erfé, €= § Pe (= -1) \/2 — созй ’ 

где ег & — функция вероятностей. 

Частный случай 2. При обтекании твердой сферической частицы поступа- 

тельным стоксовым потоком вязкой несжимаемой жидкости функция тока опре- 

деляется выражением 

(г, 9) = И _ В)? (2 + =) sin? 6. 

Здесь использованы те же обозначения, что и в случае пузыря. 
Для твердой частицы решение уравнения конвективного тепло- и массопере- 

носа с граничными условиями (2), полученное при Ре = ИК/а » 1 в приближении 
диффузионного пограничного слоя, дается формулой 

Pe(r — R) sin? 6 

3В3 (п- 9+ + sin 26) ’ 
  T(r, 8) =T + (Ton - TIME) 44,6), €= 

ё 
где Г(8) — гамма-функция, 7(В, &) = | е-2 28-1 4; — неполная гамма-функция. 

0 

(®) Литература: В. Г. Левич (1959), Ю. П. Гупало, А. Д. Полянин, Ю. С. Рязанцев 

(1985), В. В. Дильман, А. Д. Полянин (1988), А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 
3. Д. Запрянов и др. (1996). 

2.4.2. Уравнения тепло- и массопереноса в анизотропных 

  

средах 

1. оз (225) + в ("ву ) =0. 
Двумерное уравнение теории тепло- и массопереноса в неоднород- 

ной анизотропной среде. Здесь а. (т) = ах" и а.(у) = бу” — главные 
коэффициенты температуропроводности. 

1. Точные решения (А, В, С — произвольные постоянные): 

T(z,y) = Az!" + By) "40, 

T (x,y) = A| a" ye” 
a(2—n) oy] +В. 

Линейная комбинация этих решений также является решением ис- 
ходного уравнения. 

2. При п #2, т # 2 существуют точные решения вида 

T=T(6), — Е= [62 - т)? 2?" + а(2 — пут].
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Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

и А A _ 4 — пт 
ee t ZT = 0, А = с е-ъ. (1) 

Общее решение уравнения (1) дается формулами 

T(€) = C,6-44C, npu A¥ 1, 
C,in€+C, при А=1, 

где С1 и С. — произвольные постоянные. 
3. Существуют точные решения в виде произведения двух функ- 

ций различных аргументов: 

Т(х, у) = (т) (у), (2) 

где p(x) и ф(у) определяются из линейных обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений второго порядка (А. — произвольная постоян- 
ная) 

(ax"y,)2 = -Азф, (3) 
(и), = Any. (4) 

Решение уравнения (3) дается формулами 

23 CJ, (273) + С5У, (Bz 3" | при А. > 0, 

  

(2) — l—n 2-n 2— 7) 

5. cu, (83) +С.К ‚(823 5 ) при А, < 0, 

y= ot, в= [al 
2—п 2—п a 

где С1, С. — произвольные постоянные; Л,(2), У,(=) — функции 
Бесселя; [,(2), К‚,(2) — модифицированные функции Бесселя. 

Решение уравнения (4) дается формулами (4 

‚(м a =) + СУ, (в =”) при А, < 0, 

‚(вы 
fe lou vy) = lou 2-т. п) +ск, (ш 3") при А» > 0, 

    

где С1, С. — произвольные постоянные. 
Сумма решений вида (2), соответствующих различным значениям 

параметра А., также будет решением исходного уравнения.
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8 n OT m OT\ _ 
2. ss (az ae) + Se (by 5) =e 

Двумерное уравнение теории тепло- и массопереноса с постоян- 

ным объемным тепловыделением в неоднородной анизотропной сре- 
де. Здесь а. (1) = ах” иа. (у) = 5у" — главные коэффициенты темпе- 
ратуропроводности. 

1. При п # 2, т # 2 существуют точные решения вида 

T=T(), Е = [2 - т" + а(2- п". (1) 
Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

  

А ти + АТ: = B, (2) 
где 

  

_ 4—nm _ 4c 

— @-п@-т)’ В = аБ(2 — п)? (2 — т)? ` (3) 

Общее решение уравнения (2) имеет вид 

_ 1-А 

где С1 и С. — произвольные постоянные. 

2. Замена, 

Т(х, у) — О(х, у) + Wow? 

приводит к однородному уравнению вида 2.4.2.1: 

ды ("а ) + у (И Gy) =O 
3. > (ax” 2 | + зе (ь y=) = cT. 

Двумерное уравнение теории тепло- и массопереноса с линейным 
источником в неоднородной анизотропной среде. 

1. При п #2, т 2 2 существуют точные решения вида 

T =T(6), € = [b(2—m)?2?-" + a(2 —n)*y?-™| 1/2. 

Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

А 
Teg + rat: = BT, (1) 

где 

4 — пт 4c 

— (2—n)(2—m)’ B= ab(2 — n)2(2—m)2 — 

Общее решение уравнения (1) имеет вид 

т =Е? [6,1 (ЛВ) + OY, (EVIBI)|  mpa B <0, 

T()=€°% [Cy1,(EVB) +0,K,(EVB)| pu B> 0, 
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где = 5|1-4|; С;, С. — произвольные постоянные; .Л,(2), У,(2) — 
функции Бесселя; [,(2), К,(=2) — модифицированные функции Бес- 
селя. 

2. Существуют точные решения в виде произведения двух функ- 
ций различных аргументов: 

Т(т,у) = 9(т)4(у), 
где ф(т) и ф(у) определяются из линейных обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений второго порядка (А, — произвольная постоян- 
ная) 

(ат"ф,), = Ааф, — (Мф), = (с- Ау. (2) 
Решения уравнений (2) выражаются через функции Бесселя (или 
модифицированные функции Бесселя), см. уравнение 2.4.2.1, п. 3. 

3. Существуют точные решения в виде суммы двух функций 
различных аргументов: 

T(z,y) = f(x) + g(y), 
где }(х) и 9(у) определяются из линейных обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений второго порядка (А. — произвольная постоян- 
ная) 

(ax” f,), — cf = Ag, (by 91, )y — cg = —Ap. (3) 

Решения уравнений (3) выражаются через функции Бесселя (или 
модифицированные функции Бесселя). 

4. > a(x + k)” | + = [Мы + 8)" | = с. 

Преобразование C=2 k, п = у + $ приводит к уравнению вида 
2.4.2.2: 

9 [| тат д ( тдт\ _ 
a (06° Se) + т ("7 ) = < 

8 n OT 8 m OT] _ 
5. Fae +e)" SE] + зу В+)" Zo] = er. 

Преобразование © = т + К, 1 = у + $ приводит к уравнению вида 
2.4.2.3: or or 

5 ("5 вс) + ("5 ) = «Г. 

9. ей" т} г (Ь ут) = 6. = (а + e By = 0. 

Двумерное уравнение теории тепло- и массопереноса, в неоднород- 
ной анизотропной среде. Здесь а. (2) = ае8? и а.(у) = фе" — главные 
коэффициенты температуропроводности. 

1. Точные решения (А, В, С — любые): 

Т(х, у) = Ac + Be" +C, 

T(z,y) = x (Be + Пе 8 — ia (Hy + Пе" + В.
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2. Существуют точные решения в виде произведения двух функ- 
ций различных аргументов: 

Т(х, у) = ф(х)4(у), (1) 

где ф(т) и ф(у) определяются из линейных обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений второго порядка (А. — произвольная постоян- 
ная) 

(ае’®ф,), = —Азф, (2) 
(Бе, ), = Ау. (3) 

Решение уравнения (2) дается формулами 

е-В=/? [С Л, (Ке-В=/?) + СъУ, (Ке-В=/?)] при А, > 0, 

wer {Soe [С 1 (ке-8=/?) + С.К, (ке-8*/?)] при Ay <0, 

  где К = -5 al ; Ст, С. — произвольные постоянные; Л (=), У! (2) — 

функции Бесселя; 1 (2), K,(z) — модифицированные функции Бессе- 
ля. 

Решение уравнения (3) дается формулами 

= e~#/21C, Л, (зе #9/?) + С.У, (зе-#9/?)] при А. < 0, 

| e-#u/2 1,1, (se7#4/?) + С, К, (зе-и9/?)] при А, > 0, 

2 |[> 
b 

Сумма решений вида (1), соответствующих различным значениям 
параметра А., также будет решением исходного уравнения. 

1. Blac) + 2 (rom) me 
Двумерное уравнение теории тепло- и массопереноса с постоян- 

ным объемным тепловыделением в неоднородной анизотропной сре- 
де. Здесь а! (5) = аеб? и а.(у) = 5е** — главные коэффициенты тем- 
пературопроводности. 

Замена . 

T (x,y) = U(2,y) — ве (Ва + l)e 
приводит к однородному уравнению вида 2.4.2.6: 

2 (ach? 22) 4 2 (penn 0) 
дт (се Or + Sy Oy b Oy = 0. 

9 pe = | > ( мг) = 8. Da (ae Da + By be By = СТ. 

Двумерное уравнение теории тепло- и массопереноса с линейным 
источником в неоднородной анизотропной среде. 

где $ = — ; Ст, С> — произвольные постоянные.   
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1. При ди # 0 существуют точные решения вида 

Т=Т(®, —Е= (ре 82 + делу), 
где функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

! _ 4c 
Е == = = АТ, А= abB? p2 

О решении этого уравнения см. в 2.4.2.3, п. 1. 
2. Исходное уравнение допускает решения в виде произведения 

(и суммы) двух функций различных аргументов. Подробнее об этом 

cM. B 2.4.2.9 npu f(x) = ае8? u g(y) = be". 

9 oT 9 oT 
be F(x) 2] + = [ws = ВТ 

Двумерное уравнение теории тепло- и массопереноса, с источни- 
ком в неоднородной анизотропной среде. Здесь } = }(х) и д = 9(у) — 
главные коэффициенты температуропроводности. 

1. Существуют точные решения в виде произведения двух функ- 
ций различных аргументов: 

Т(т, у) = Ф(2)4 (у), (1) 

где ф(т) и ф(у) определяются из линейных обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений второго порядка (А — произвольная постоян- 
ная) 

(146+). = Аф, {= f(z), (2) 
(94,), = (В-А)дф, g=a(y). 

Сумма решений вида (1), соответствующих различным значениям 
параметра А в (2), также будет решением исходного уравнения. 

2. Существуют точные решения в виде суммы двух функций 
различных аргументов: 

T(z, y) = &(z) + V(y), 

где $Ф(т) и Ф(у) определяются из линейных обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений второго порядка (С — произвольная посто- 
янная) 

(1Ф.), -6Ф=С, {= (т), 
(99,), -В® =-С, 9= 9(5). 

В частном случае В = 0 решение этих уравнений можно записать 
в виде: 

тат 

2(z) = с] и +4 Г 
_ yay | 

¥(y) = И say + Be 
где А,, А., В,, В. — произвольные постоянные.
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10. os |fA@) | + = |pw | + О = ВТ + и. 

Трехмерное линейное уравнение теории тепло- и массопереноса 
с источником в неоднородной анизотропной среде. Здесь } = д (т), 
Ь = (у) и fz = №(2) — главные коэффициенты температуропровод- 
HOCTH. 

1°. Для функций } = f,(z), fo = f.(y), fs = fg(z) cTemeHHoro u 9Kc- 
поненциального вида о некоторых точных решениях этого уравнения 
см. в 4.2.2.2-4.2.2.6 при }(Т) = ВТ + и. 

2°. При и = 0 существуют решения в виде произведения и сум- 
мы функций различных аргументов Т(т,у,2) = ф! (+)$5(%)фз(=) и 

Т(т,у,2) = 41 (т) + Poly) + 43 (2).



3. Нелинейные нестационарные 
уравнения тепло- и массопереноса 

3.1. Уравнения с одной пространственной переменной 

3.1.1. Уравнения, содержащие степенные функции 

эт 

Ot 
Уравнение Колмогорова — Петровского — Пискунова — Фишера. 

Это уравнение встречается в задачах тепло- и массопереноса, 
теории горения, биологии и экологии. Оно описывает, например, 
массоперенос в двухкомпонентной неподвижной смеси при наличии 
объемной химической реакции квазипервого порядка. Кинетическая 
функция f(T) = aT(1 - Т) моделирует также автокаталитическое 
цепное превращение в теории горения. 

Частный случай уравнения 3.1.1.3 при т = 2. 

1. Точные решения (С' — любое): 

= 5 + aT(1—T). 

T (x,t) = [1+ Cexp(—2at + +V6az)]~’, 

T (x,t) = [-1+ Cexp(—2at+ 4 6azx)|, 

T(z, t) = 1 + 2C exp(—2at + + baz) 

[1+ Cexp(—2at+ 4 6a 2) | 
  

О точных решениях см. также п. 2 уравнения 3.1.1.3. 

2. Замена 0 = 1 — Т приводит к уравнению аналогичного вида с 
параметром а! = —а: 

OU 920 
— = —— -aU(1-U). 
ot Ox? ( ) 

(©) Литература: В. П. Маслов, В. Г. Данилов, К. А. Волосов (1987). 

8T _ вт 

Ot (Ox? 
Частный случай уравнения 3.1.1.4 при т = 2. 

1. Имеются три стационарных однородных решения: Т = Т,, где 
Т, = 0, Т. = 1, Т. = а. Стационарное неоднородное решение задается 
неявно (А, В — любые): 

—~T(1—T)(a—T). 

d 
] Г = т + В. 
утт“ - 1(а+1) + ТоТ2 + А
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2. Точные нестационарные решения (А, В, С — любые): 

1 

T(z,t) = 1+ Aexp[t3V22+ 4(2a-—1)t] ’ 
a 

  

  

  

  

  

  

T(z, t) = 1+ Aexp[t4V2azr+ 1 а(2 —а){ ’ 

T (a, t) = Аехр [+2 (1 — а)х + 3 (1 - а2)1 + а 

’”’  Аехр[-+-У2 (1 - а) + (1 - а?) +1’ 

T(z,t)=4++4th[+$vV22+4+ 4(1 -2a)t+ A], 

T(z,t) = fat tath[+iv2az + +a(a—2)t+ Al, 

T(a,t)=F(1+a)+5(1- а) В [+1 У? (1 — а) + 1(1- а?) + 4], 
_ 2a 

T(z, t) = (1+a) —(1—a)th[44V2(1-a)z+ (1 - a?)t + A] 

Т(т = т +т [+1 У2=+1(1- 2а)# + 4], 
T(z,t) = 4a+ tacth[+4+V2az + Та(а - 2) + 4], 

Т(т, 8 = № (1 +а) +1(1-а) св [+12 (1 - а)х + (1 - а?) + 4], 

T(z,t) = 2a 
’’ (1+4) -(1-а) в [+1 У2 (1 - а) +1 - в? 4 A)’ 

T(c,t) = Aexp(z,) + aB exp(za) 

Aexp(z,) + Bexp(z.)+C’ 

z =thv2r4+(4-a)t, 22=+4V2ar+a(4a—-1)t. 

3. Укажем два преобразования, сохраняющих вид исходного 
уравнения. Замена ИП = 1 — Т приводит к уравнению аналогичного 
вида с параметром а, =1-а: ` 

  5 = 5 0(1-0)(1-а-(0). 

Преобразование 

W(z,7T)=1- -T(z,t), T=a’t, z=az 

MIpHBOLUT K ypaBHeHMIO aHaJIOrM4HOrO Bua C MapaMeTpoM a, = 1—a7!: 

ow _ 92% 
дт Oz? 

Поэтому если функция Т, = Т(х,6; а) является решением, то 
функции 

  И - и’) (1-2 -И). 

T, = 1-—T(z,t; 1-a), 

T, = a — aT (az,a*t; 1—a~"*) 

также будут решениями исходного уравнения. Сказанное позволяет 
«размножать» точные решения. 

(©) JIutepatypa: T. Kawahara, M. Tanaka (1983), N. H. гавипот (1994), В. Ф. Зай- 
ues, A. Д. Полянин (1996).
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эт _ PT _ _ _ Za. — = 55 — aT (8 -T)(y-T). 

Частный случай уравнения 3.1.1.4 при т = 2, а = -ав7, 

= а(8В +5), с = —а. 
1: Однопараметрические точные решения (С’— любое): 

— В 
T(z, t) = 1 + Cexp[++ V2a Br + 4aB(27 — B)t] ’ 

T (2, t) = BOOP V2 (8 = e+ ров + 
) Cexp[+4V2a (6 — y)2+ 4a(6? — ¥?)t] +B. 

Второе решение можно записать в следующем виде: 

_ a(C+y)+(C-y)thz _ g(C-y)+(C+ 7)cthz 
M2, t) = B (C+8)+(C—B)thz — В (С-В) +(С+ В) сз ’ 

где 2 = +1 \2а (В — у)т + +а(6? — 12}. 
2. Двухпараметрическое точное решение (А, В, С — любые): 

  

  

    

  

_ AfPexp(z,) + yB exp(z.) 

P(z,t) = Aexp(z,) + Bexp(z.)+C’ 

где 

z= +5 2a Вх + -ав(В —25)6 >= Е У2а т + say(y — 26)t. 

Одну из констант А, В, С можно положить равной +1. 

3. При а > 0 преобразование Т = ВО, #& = ад?т, х = +\/а ВЕ 
приводит к уравнению 3.1.1.2 относительно И(&,т), гдеа = 7/8. 

ЭТ 

" Ot 
Уравнение Колмогорова — Петровского — Пискунова. 
Это уравнение встречается в задачах тепло- и массопереноса, те- 

ории горения, биологии и экологии. Например, оно описывает мас- 
соперенос в неподвижной среде при протекании двух параллельных 
объемных химических реакций с линейной и нелинейной кинетиче- 

скими функциями. 
1. Точные решения (С' — любое): 

_ 8T m = 5,7 tart or . 

T (x,t) = [8+ Cexp(wt + uz) Tm, (1) 
2 

T(z, t) = [-8+Cexp(wt + px)| 1-™, (2) 

где mapamerTppl w, и, В определяются по формулам 

_ а(1-т)(т + 3) _ /а(1- т)? _ f_b 

“= 2(т + 1) 9 B= 2(т +1) в = а` 

2. Решения (1), (2) являются частными случаями более широкого 
класса решений типа бегущей волны 

T=T(z), z=2z+0t, 
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которые описываются автономным уравнением 

    

ТГ", — оТ' +ат+Ы" = 0. (3) 
Точное решение уравнения (3) при 

— _ 2(т+1) _ 
o = 1, = Tata? (m #4 +1, m # -3) 

можно записать в параметрическом 1 виде 

_ m+ = I 1—m m— ; | т! 

7 In| ky m +3 Fa + Ca); b= Fr 
2 

—_ 9 1-тт-1 | ет | m—1 Т = С?т и C! =r +С | 

где С, С. — произвольные постоянные, т — параметр. 
Уравнение (3) заменой %(Т) = Т; приводится к уравнению Абеля 

шит — си + аТ + 6Т" = 0. (4) 

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997) приведены 
точные решения уравнений (3), (4) для некоторых пар параметров 
m, a (o = 1, b— любое). 

(®) Литература: В. П. Маслов, В. Г. Данилов, К. А. Волосов (1987), В. Ф. Зайцев, 

А. Д. Полянин (1996). 

эт _ э2т 
+ = 

Это уравнение встречается в задачах тепло- и массопереноса, 
теории горения, биологии и экологии. 

1. Точные решения (С' — любое): 

+ сТ2т- 1,         

Т(г,+) = [В+ Сехр(ал + из) Tm (1) 

где параметры 2, w, и определяются путем решения системы алге- 
браических уравнений 

af? +b8+c=0, (2) 

p* —(1—m)w+a(1—m)* =O, (3) 

pw? —w + (1 —m)[2a + (6/8)] = 0. (4) 

Квадратное уравнение (2) для В решается независимо. В общем 
случае система (2)-(4) дает четыре набора искомых параметров, 
которым отвечают четыре точных решения исходного уравнения. 

2. Решение (1) является частным случаем более широкого класса, 
решений типа, бегущей волны 

T=T(z), z=2+ 0, 

которые описываются автономным уравнением 

Ти. — ОТ, +аТ + 6" + сТ*т-1 = 0. (5)
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Замена ш(Т) = Т; приводит (5) к уравнению Абеля 

ww —ow + aT +bT™ +cT?™ | =0, 

общие решения которого для некоторых т (на параметры а, В, с 
накладываются ограничения) приведены в книгах В. Ф. Зайцева, 

А. Д. Полянина (1995, 1997). 

эт _ в?т 
St — 012 
Точные решения типа бегущей волны 

T=T(z), z=2r+ut 

+ ат"-* + bmT™ — mb?T?™-}, 

описываются автономным уравнением 

Ti, — wT) +aT™ 1 + bmT™ — mv’T?""! = 0. (1) 

Можно показать, что при и) = 1 однопараметрическое семейство 
решений уравнения (1) удовлетворяет уравнению первого порядка 

"ТЫ _° T,=T-bT™" + a (2) 

Интегрируя (2), получим решение в неявном виде (А — любое): 

ат 1 
в 7 m2 + А. (3) 
  

В частном случае а = 0 из формулы (3) имеем 

= {Cexp|(1—m)z] + БЕ, 

где С’ — произвольная постоянная. 

oT _ Эд т 2m—1 ба. ТТ + BI + aT + b6T” + cT . 

Замена # = т + т1/В приводит к уравнению 3.1.1.4 относительно 
Т(х,т). 

эт _ а2т эт 
8t — 022 TP 8x 

Уравнение Бюргерса. 

1. Точные решения (А, В, и — любые): 

6.   

  

2 
Г = —_—___ 

T t) = 474 +2A 

— g24 Ap +2t+B’ 
t) 6(2? + 2t + A) 

z3+6a2t+3Ar+ B’ 
t) = 2W 

1+ Aexp(—w2t — wz) ’ 

  

  

(z, 

T (2, 

(z, =
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exp[A(z — wt)] - 
ехр[А(т — и4)] + В’ 

=-—-wt+ 2A th[ A(x — wt) + Bi, 

(zx, t) 

(zx, t) 

T (x,t) = —“— [2th( 2+ ) ~ we — BI, 

(zx, t) 

(x, t) 

=-wt+A   

wt +A и? + А 

= —w + 2Atg[A(wt — rz) + Bl, 
2w cos(wx + A) 

Bexp(w2t) + sin(wa + A) ’ 

ее Р-Н [B+ де (ЕН) 

roe erfz = = [ ехр(—22) 4Ё — интеграл вероятностей (функция 

  

  

ошибок). 
Другие решения можно получить по формуле (преобразование 

Хопфа — Коула) 

T(2,t)= 2 =, (1) 
где U = U(z,t) — решение линейного уравнения теплопроводности с 
постоянными коэффициентами 

OU 920 

55 = 92, (2) 
которое рассматривалось в разд. 1.1.1. 

2. Область: —с0 < т < +0. В неограниченной области задано 
первоначальное распределение температуры: 

T = f(z) при t=0 (начальное условие) 

Решение: 9 

T(z,t) = 2 In F(z, t), 

где 

  F(a,t) = sie | exp[- 45% - 1 Fede’) ae. 
3. Уравнение Бюргерса связано с линейным уравнением тепло- 

проводности (2) преобразованием Беклунда, 

aU 1 &* — UT = 
Ох 2 0, 

OU _ 1 OUT) _ 

at 2 or 

Это преобразование используется при решении конкретных краевых 

задач. 

(©) Литература: О. В. Руденко, С. И. Солуян (1975), N. H. Ibragimov (1994).
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OT 8°T OT 
—_—_ =a bT —. 

ot 822 + ba 

Растяжение независимых переменных по формулам т = 

  

zy 

<=
 
|
2
 

а ° t= pr 7 приводит к уравнению 3.1.1.6: 

2 эт _ эт ‚тат 
9т Oz? д‘ 

эт _ э2т т ЭТ 
8. бр = Ogee TOP oe 

1. Точное pemenne (C’, х — любые): 

_ wm b —1/т — 
T(z,t) = [с ехр(-“"* =) — т & =т+ 4+. 

Более широкое семейство решений типа бегущей волны см. в 3.1.4.7 
при f(T) = oT”. 

2. Существуют точные решения вида 

T(E,t) =t~ 3m = 2 = —, (Et) =f my), E=5 

эт _ эт 
OE +9) 5. 
Частный случай уравнения 3.1.4.8 npu f(T) = oT”, g(t) =ct+s. 

Переходя от ф х к новым переменным & #=т-+ + ct? + $$, получим 
уравнение вида 3.1.1.8: 

       

эт _ дт m OT 
5 25а НОГ, 

эт _ вт m ky OT 
10. ar = Sat + (bT + et") 

Частный случай уравнения 3.1.4.8 при }(Т) = ВТ”, g(t) = ct*. 
Переходя от ф, х к новым переменным & #=5-+ тт #1, получим 

уравнение вида 3.1.1.8: 

т oT m OT 
ot axe + or “Oz 

эт о и. от +57)" 
1. Точные 1 решения (А, В, С, и — произвольные постоянные): 

T(z) = ~ In |Az + BJ +C, 

T (x,t) = A*bt+ Ax + В, 
, 2 

T(z,t) = "tar — 55 nt + В,
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T(z,t) = + In |x? + 2аё + Ах + В| + С, 

T(z,t) = ~ 1 [53 + бат + Ах + В| + С, 

Т(х,#) = ь In |x* + 12ax°t + 12a*t? + A] + B, 

T(2,t) = ~ In| cos(wa + А) + В. 

2. Замена 
T(z,t) = In |u(a, t)| 

приводит к линейному уравнению теплопроводности с постоянными 
коэффициентами 

ди 02и 
—=&а—— 

at Oz? ’ 

которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ д2т 8T \? 
12. = а +6 (5) +cT +s. 

Yactupit cryyak ypapuenua 3.1.4.10 npn f(t) = b, g(t) =c, h(t) =s. 

эт _ 2 or =a aSF +0(22 г) + т 4sT +k. 

Частный случай уравнения 3.1.4.11 при }, 9, В = с0п8%. 
Точные решения: 

T(z, t) = p(t) + W(t) exp(tzvV—b), b<0, (1) 

где функции (РЁ) и ф(Ё) определяются путем решения автономной си- 
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка 

yi, = bey? + sp + k, (2) 
w, = (2bep + s — ac). (3) 

Решения системы уравнений (2), (3) описываются следующими 
формулами (С\, С. — любые): 

13. 

  

—_ 2bcA + 8 

v(t) = C, exp[—(2bcdA + 8)t] — be’ 

_ CC, exp[—(2bcA + 8 + ас)й 

v(t) = {Cy exp[—(2bcd + s)t] —- с} * 
  

где А = Л, ил =. — корни квадратного уравнения 

bcd? + srX+k =0. 

О более сложных решениях, содержащих гиперболические и три- 
гонометрические функции по переменной т, см. работы В. А. Га- 
лактионова, С. А. Посашкова (1988, 1989) и уравнение 3.1.4.11 при 
f, 9, h = const.
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2 14. ЭТ авт (2т 2 
2 n m 

Fe Oper TOC Ge) СТ? + ЭТ +". 
Частный случай уравнения 3.1.4.11 при } = сопз%, д = $#*, й = К”. 

2 
) + por +c. 

дх 

2 15. ВТ ag OT (22 
— = a——_— ——_ 

ot ox? дт 

Замена и = еТ приводит к линейному уравнению с постоянными 

коэффициентами 
ди 92 и ди 
— =а—- с 
at” Ox? 5; + 5 

которое рассматривается в разд. 1.1.3. 

Эт 92т oT oT 
16. — =a— a( 22)" bt” —— ср". 

6 ot Ox? + dz + zt 

Частный случай уравнения 3149 4 при f(z,t) = bt”, g(z,t) = ct™. 
Замена и = еТ приводит к линейному уравнению: 

ди _ a= и п as my 
г = aaa + bt + ct 

17. =a OF + "(22)" +et™T + st*. 

Частный мучай ypaBHeHua 3.1.4.10 npu f(t) = bt”, g(t) = ct™, 
h(t) = st*. 

8T _—«&*T эт \2 
18 = ая тг) 

Частный случай уравнения 3.1.4.12 при f(T) =a/T. 

Замена 

  

a+l 
и | _7?+1 приа#-1, 

ln |T| при а = —1 

приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами 
ди = д, ‚и, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

19. “oe = oar TO es 
Частный случай уравнения 3.1.4.12 при {(Т) = аТ*. При К = 0 см. 

уравнение 3.1.1.11, а при К = —1 — уравнение 3.1.1.18. 

Замена, 

и = ] exp( —* 

приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами 
д,и = д,.и, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

ЭТ _ в2т к (27) 

       ) ar
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эт _ в2т т [ @Т \2 эт 
oe = per tOT™ (GL) + ++). 

Частный случай уравнения 3.1.4.14 при f(T) = aT™, g(t) = 5, 
h(t) =ct+s. 

20.   

ЭТ _ э2т 2 

Частный случай уравнения 3.1.4.17 при }, 9 = с01$%. Уравнения 

аналогичного вида рассматривались в работах В. А. Галактионова, 
С. А. Посашкова (1988, 1989). 

эт 22. ЭТ — от9Т 4 oT? 4 (ct+ aT +st+k 
"Ot dx? " 

Частный случай уравнения 3.1.4.17 при f(t) = ct+d, g(t) = st +k. 

  

эт _ п @?2Т эт 23. —- = aT, + b> + (ct +d)T +ptt+k. 

Частный случай уравнения 3.1.4.18 npu f(t) = 0, g(t) = 6, 
h(t) = ct +d, s(t) = pt +k. 

  эт _ 92т эт \2 эт 
24, тат +655) еб» +РГ+Ч. 

Частный случай уравнения 3.1.4.18 при 1 (® =6, 9(1) = с, В(® =р, 
s(t) = q. 

эт _ 8?T эт \2 2 
25. че =ат +(5.) + сТ* + рт + а. 

Частный случай уравнения 3.1.4.17 при }(#) =р, 9(#) = 4. 

(©) Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1988, 1989). 

oT 2 8°T 
26. — = aT~ —~. 

bt da? 

Замена Т = 1/ дает уравнение вида 3.1.1.32: 

95° 9 (= >) 
Ot дх \ 52? де /` 

Поэтому решения исходного уравнения Т = Т(х, #) выражаются через 
решения и = и(у, #) линейного уравнения теплопроводности 

ou _ 2% 
at Oy? 

по формулам 

= Gy = 

Чтобы получить в явном виде зависимость Т = Т(х,Ё), следует 
исключить у. 

(©) Литература: Н. Х. Ибрагимов (1983).
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27. ЭТ — оч 9Т 
ot дт2 

Частный случай уравнения 3.1.4.19 при /{(т1) = 65". 

ba™T®, 

  

  

ЭТ _ к б2Т 

Замена и = Т!-* приводит к уравнению вида 3.1.1.38: 

ди ee) 
— =a—j{ul-k —}, 
ot Ox Ox 

xt” a 

  

эт _ 
29. 55 =@ a*T 

Частный случай, уравнения 1421 при f(t) = bt”, g(t) = ct*. 

      

ЭТ _ 4—kmk 07T 
30. ep 7 ot T Da? 

Частный случай уравнения 3.1.1.31. 
Преобразование 

T(z,t)=cu(z,t), z=1/z 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.28: 

ди _ к д?и 
au . 

ot 9:2 
  

эт 31. OT — ggrph 2T 
* Ot Ox? © 

1. 3amena u = T!~* npusogut Kk уравнению вида 3.1.1.46: 

9% пп 9. д (uF —k >). 

дт 

  

2. Преобразование 

T(z,t)=azu(z,t), z=1/z 

приводит к уравнению аналогичного вида: 

Ou  по4-п-кик 9 
at O22 | 

aT _g® (772) 
32. Ot” Ox (т дх /` 

Частный случай уравнения 3.1.1.38 при т = —2. 

Введем новую искомую функцию 5 = 2(1,#) по формуле Т = =, 
т 

а затем проинтегрируем полученное уравнение по переменной х. В 
результате имеем 

д: 9г \-? 92. 
—=al(—) —. 
ot ( Ox ) Ox? (1)
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Это уравнение преобразованием годографа, 

L=u, z~=y (2) 

приводится к линейному уравнению теплопроводности для функции 

u = uly, t): 
Ou O*u 
— =a—. (3) 
ot Oy? 

Преобразование (2) означает, что зависимая переменная 2 принима- 

ется за независимую переменную, а независимая переменная х — за 
зависимую переменную. 

Решения исходного уравнения Т = Т(х,ЁГ выражаются через 
решения и = и(у, {) линейного уравнения (3) по формулам 

ди T = (2), 2 = uly,t). (4) 
Чтобы получить в явном виде зависимость Т = Т(т,®), из (4) следует 
ИСКЛЮЧИТЬ У. 

(®) Литература: а. W. Bluman, 5. Кате] (1980), Н. Х. Ибрагимов (1983). 

т _ 9 (т-2 т) 
33. dt Ox (г дх +5. 

Преобразование 

_ 2 bu _ bf 8 (1 ди\] 1 
c=-2S, Tet) =-3(5 (SH) (1) 

приводит к уравнению 

ф —1 2 
ду ду ду \и ду и \ 0 Oy? 

Отсюда следует, что любому решению и = и(х,#) линейного 
уравнения теплопроводности с постоянными коэффициентами 

ди 92 и и = 2 
at Oy? (2) 

соответствует решение (1) исходного нелинейного уравнения. 

(®) Литература: В. А. Дородницын, С. Р. Свирщевский (1983). 

34. ЭТ = а (т?) + bo 4 сТ. 
Ot дх Ox 

Частный случай уравнения 3.1.4.40 при m = —2, f(t) =a, g(t) =), 
h(t) =e. 

Преобразование (А, В — любые) 

Т(х, =е‘и(2,т), z=xt+bt+A, T=B- se 
С 

приводит к уравнению вида 3.1.1.32: 

ди —а д (u-? =~} 

Or Oz д: /` 

(®) Литература: В. А. Дородницын, С. Р. Свирщевский (1983), случай 6 = 0.
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ЭТ д а ЭТ ЭТ 

35. р = оз [БТ = | +" 
Преобразование 

u(z,t) = T(a,t) +b, z=2z2+ct 

приводит к уравнению вида 3.1.1.32: 

ди —а9 (u-? =) 

Ot д dz) 

36. Saat (7-4/8). 
ot oz 

Специальный частный случай уравнения 3.1.1.38 при т = —4/3 
(допускает больше инвариантных решений, чем при т 7 —4/3). 

1. Отдельные частные решения см. в 3.1.1.38 при т = —4/3. 

2. Существуют решения следующего вида: 

T (x,t) = f, (2), 

z,t) = t°/4 f(z), 

z,t) = 2° f,(t), 

x,t) = f,(z — wt), 

r,t) = (2 '), 

2,8) =е' к (те? 3), 
т, t) — °° f,(ta*C-?), 

x,t) = 27° f,(t— =) 

(т (x + 1)? ). 

где С', «у — любые. Подставляя эти выражения в исходное уравнение, 
можно получить обыкновенные дифференциальные уравнения для 
определения функций }, (2). 

3. Преобразование (А, В — произвольные постоянные) 

T(a,t) = (Ar+ B)~*u(z,t), z=+ т 

9 
э
9
э
-
 

—
 

 
2
-
—
 
—
 

—
 

2
—
 

2—
 
—
 

—
 

|3
 

8
 

А(Ах + В) 

приводит к уравнению такого же вида: 

ди д —4/3 ди ) 
— =а— и — }. 
ot Oz ( Oz 

Поэтому если функция Т, = Т(т,{) является решением, то функция 

_ 1 +1 
т, = (Az + B)3 т( А(Ах + В)’ t) 

также будет решением исходного уравнения. Сказанное позволяет 
«размножать» точные решения. 

(®) Литература: Л. В. Овсянников (1978), М. Н. Ъгавитоу (1994).
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  OT 9 (т-—4/з9Т mip—1/3 37. =a—(T a) + ba Т-1/3. 

1. При т = 0, аб > 0 преобразование 

T(z,t) = exp(+t3wa)z(€,t), €= =~ exp(+2wz), = (2) 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.36: 

9 _ 49 (,-4/3 я) 
5 BE (2 дЕ /` (1) 

При т = 0, аб < 0 преобразование 

T(z,t)= 2&9, g=1igwe2), w=(-4)”, cos3(wa) ’ 3a 

также приводит к уравнению (1). 

(®) Литература: А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Ми- 

хайлов (1987), М. Н. Ьгавитоу (1994). 

2. При т 2 0 см. уравнение 3.1.4.20 при /{(х) = 6х". Исходное 
уравнение в этом случае с помощью более сложного преобразования 
(в которое будут входить функции Бесселя) также можно привести 
к более простому уравнению (1). 

зв. 2т а (ттт), 
ot da Oa 

Это уравнение часто встречается в нелинейных задачах тепло- и 
массопереноса, теории горения и теории фильтрации. Например, оно 
описывает нестационарный теплоперенос в неподвижной среде, когда, 
коэффициент температуропроводности является степенной функци- 
ей температуры. При т = —2 см. уравнение 3.1.1.32. 

1. Точные решения*: 

  

1 
T(r) = (Ar+ B) m+, 

T (x,t) = (+kr + kwt + A)/™, k=wm/a, 
1 

—_ m(a — A)? т 

T(z,t) = | 2a(m + 2)(B —t) | , 
  

1 
—_—i_ т 

T(z,t)=t m+2 [4 _ __™ ra | т 
2а(т + 2) 

где А, В, и — произвольные постоянные. Третье решение соответ- 

ствует режиму с обострением (решение неограниченно возрастает на 
конечном интервале времени). 

) 

(®) Литература: Я. Б. Зельдович, А. С. Компанеец (1950), Г. И. Баренблатт 
(1952), А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов 
(1987). 
  

* Здесь и далее, для краткости, точные решения нелинейных уравнений обычно 

приводятся только в области их пространственной локализации, где Т = 0.
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2. Решения типа бегущей волны 

Т=Т(2), z=+2r+ut, 

определяются неявно формулой 

T™ dT 
——— =(,+2 

wI+C, 27% 

где w, C,, C, — mpou3BOubHbIe NOCTOAHHbIe. Значению и = 0 соот- 
ветствует стационарное решение, а значению С = 0 — второе реше- 
ние в п. 1. 

3. Решения в виде произведения функций различных переменных 
имеют вид 

Т(т,4) = (wt + A)-/™ f(a), (1) 
где зависимость } = f(x) задается неявно формулой 

f™ df 2w 
= + С = 

JC, — bfmt2 тт», ат(т + 2) ’ 

а, м, Ст, С. — произвольные постоянные. 

4. Автомодельные решения вида 

T =T(z), z= (0 < x < oo), 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения 
/ 

2а(Т”Т.) , + 2Т, = 0. (2) 

Решениями такого вида обычно описываются ситуации, когда, 
искомая функция принимает постоянные значения в начальных и 
граничных условиях. 

Частному решению уравнения (2) при Т(2) = &,22/Т отвечает 
третье решение в п. 1. 

Х. Фуджита (Н. Ража, 1952) получил общее решение уравне- 
ния (2) при т = —1ит = —2. Об этих решениях подробно написано 
в книге А. В. Лыкова (1967). 

В случае граничных условий 

T=1 при z=0, T=0 npu z=0o0 

решение уравнения (2) является локализованным и имеет следую- 
щую структуру: 

T=(1-zZ)/™ Р(1- 2, т) 
РЦ. т) при 0<7й<1, 

T=-0 при l1<Z<ow, 

где 
со 

=, = (Е, т) = УВЕ zy’ 8 mP(1, m)’ ky?
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b =1,b, = —4[m(m +1)]71,...; см. А. А. Самарский, И. М. Соболь 
(1963). 

5. Автомодельные решения вида 

_1_ _ 1 
T=t mt F(f), €=at m+? (0< 2 < oo) 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения пер- 

вого порядка 
a(m + 2)F™F; + ЕЕ. = С, (3) 

где С’ — произвольная постоянная. 

Значению С'= 0 в уравнении (3) соответствует последнее решение 
в п. 1, которое описывает тепловую волну от плоского источника. 
Подробности см. в книге Я. Б. Зельдовича, Ю. П. Райзера (1966). 

Сделаем замену ф = Ё" в уравнении (3). В результате получим 

ye = ay /™ — BE, (4) 

Я > “alm + 2) ain +3) aman’ P= ma" 
В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995) приведены общие 

решения уравнения (4) для значений т = —1ит = 1. 
6. Более общие решения вида 

— пр-т 
=#9(0, (= 2,  В— любое, 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения 

——m_ 1 

Си. = АСС", + АТ, вт, = 6) 
где А, = —(тр + 1)/(2а), А. = В(т + 1) /а. Это уравнение является 
однородным и поэтому допускает понижение порядка (после чего 
может быть преобразовано к уравнению Абеля второго рода). Точные 
аналитические решения уравнения (5) при различных значениях 
параметра т приведены в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1997). 

7. Решения вида 

Т=е “р(и), и = те“"и, и) — любое, 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения 

то ИА ! 
Alp” Puy = wmuyp, — 2we. (6) 

Это уравнение является однородным и поэтому допускает понижение 
порядка (после чего может быть преобразовано к уравнению Абеля 
второго рода). Замена Ф = ф"*! приводит (6) к уравнению, которое 
с точностью до переобозначений совпадает с (5). 

8. Решения вида 

Т = (1+ А)-УтТу(и), u=ax+bin(t+ A), А, 6 — любые,
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определяются из автономного обыкновенного дифференциального 

уравнения 

аут, = 6, — ф/т. (7) 
Введение новой зависимой переменной по формуле р(1р) = А с 

учетом равенства = = oR приводит (7) к уравнению Абеля 

второго рода 

ppy =p-sp™t*,  s=a/(mb’). 
Общие решения этого уравнения при т = —3, —2, —$, —1 приведены 
в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997). 

(©) Литература к уравнению 3.1.1.38: Л. В. Овсянников (1978), А. А. Самарский, 
В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов (1987), М. Н. Ibragimov (1994). 

39. =a =a sy (T™ =) + БТ". 

Частный случай уравнения 3.1.4.44 при /(Т) = аТ”, g(T) = bT*. 
При 6 = 0 см. уравнение 3.1.1.38. При т = —4/3, К = 1/3 см. уравнение 
3.1.1.37. 

1. Пространственно-однородное и стационарное решения 
(последнее записано в неявной форме): 

T(t) = [(1 — k)bt + C)-F при К = 1, 
Сей при К = 1, 

т 26 m+k+1 1/2 _ 

т | - ЕО. 1 = +2 + В, 
где А, В, С — произвольные постоянные. 

2. Решения типа бегущей волны 

T=T(z), z=2+ ut, 

описываются автономным уравнением 

a[T"T!], — wT! + ТГ" = 0. (1) 

Замена, 
u(f) = —T"T, 

преобразует (1) к уравнению Абеля 

uur — и = —abw ТТ. (2) 

В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995) приведены точные 
решения уравнения (2) при т + к = —2, —1, —%, 0, 1. 

3. Автомодельные решения вида 

k—m-1 _1_ К-т-Ь 
T=ti-ku(€), €=a2t 20.-&) ,
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описываются нелинейным уравнением 

m—k 1 

2(1 — 
4. Случай К =т-+ 1. 
4.1. Точное решение в виде произведения (а = 6 = 1): 

1 
=u = 0. 

ut — 5 Sug + bu   a(u™ us) + 

mpu |z|<   | 2(m+1) cos2(rxz/L) |” Г 

T(z, t) — тт +2) (Ty -t) и (3) 

0 при |т|> 

где L = 2л (т + 1)1/?/т. Решение (3) описывает режим с  острением 
для $Е [0, Ту). 

(®) Литература: Н. В. Змитренко, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов, А. А. Самар- 

ский (1976); А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов 
(1987). 

4.2. Точное решение в виде произведения функций разных аргу- 
ментов: 

  Аей? + Ве-и? + р\ т 

Г(т, t) — ( mut +C ) ’ 

— w*(m+1) _ _ w(m +1) _ _ b 

— 42 А(т +2)? В = b(m +2)’ pen a(m+1)’ 

где А, С, & — произвольные постоянные, а6(т + 1) < 0. 
Общий вид решения в виде произведения (С, и) — любые): 

T (x,t) = (mut + C)-/™9(z), 
где функция ф = ф(т) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

(фт, ) + т" + wy = 0. (4) 
Решение уравнения (4) в неявной форме: 

m+2_ __—iO 2m-+2) ve — 
[eo [A- may? a(m+1)* dp = +2 + В, 

где А, В — произвольные постоянные. 
4.3. Решения, содержащие экспоненциальные функции (считает- 

ся, что а6(т + 1) < 0): 

T(z,t)=[F)+9()e"*]"",  w=tm/———, = 5) 
где f = 1 (#) и д = 9(1) определяются из системы автономных 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

pi 2 1 __ bm(m + 2) 
Л = бт”, 9 = — 19.
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Интегрируя, получим 

m+2 

f(t) =(C, —bmt)-?, g(t) = C,(C, — mt) mH, 
где С\, С, — произвольные постоянные. 

Более сложные решения, содержащие экспоненциальные функ- 
ции, имеют вид (А, В — любые) 

T(2,t) = [F(t) + 9 (дем + ве)", w= mJ, 6) 
где } = /(#) ид = 9(#) определяются из автономной системы обыкно- 
венных дифференциальных уравнений 

46т АВ b +2 
f= bmp? + SPAS g?, gp = nt Fg. (7) 

Исключив из этой системы $, получим однородное уравнение первого 
порядка 

  

    и т+ЕЛ 4АВ 9 

№ = туч * та р. (8) 

Подстановка ( = }/д приводит (8) к уравнению с разделяющимися 
переменными. Интегрируя, находим решение уравнения (8) (С\ — 
любое): 

21 
{= =9(4АВ+С:9 т+?)2. 

Подставляя это выражение во второе уравнение системы (7), получим 
уравнение с разделяющимися переменными для функции д = g(t). 

4.4. Решения, содержащие гиперболические функции: 

T(z, t) = [f(t) + g(t) chwz)]””, 
T(a,t) = [f(t) + g(t) sh(wa)]/” 

являются частными случаями формулы (6) при А = т, В=-ъи 

A=i,B= -+ соответственно. 
4.5. Решения, содержащие тригонометрические функции (счита- 

ется, что аб(т + 1) > 0): 

T(2,t) = [f(t) + 9(t) cos(wx+0)]/", w=m, lay (10) 

где } = f(t) u g = 9(#) определяются из системы автономных 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

и _ 9 bm 9 1 bm(m+ 2) 
ЛЕМтЛ +9, = 19 

(9) 

  

которая совпадает с системой (7) при АВ = +. 

(®) Литература к пп. 4.4, 4.5: М. Вегёзсь, В. Кегзпег, Г. А. Раецег (1985), 
В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1988, 1989).
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5. Случай К = 1 — т. Точные решения: 

12 == — bm? 1/m 
T(z,t) = 2 +AF m+ Чат!) 

F= F(t) =B- et, 

) 

где А, В — произвольные постоянные. 

(©) Литература: В.. Кегзпег (1978). 

6. Случай К = 1. Исходное уравнение с помощью преобразова- 
ния (Л. К. Мартинсон, К. Б. Павлов, 1972) 

T(a,t) =v(2,T)e", T= де" + const 

приводится к уравнению вида 3.1.1.38: 

2% — 2 (ym 20) 
дт 0х дж /` 

(©) Литература к уравнению 3.1.1.39: В. А. Дородницын (1979, 1982), В. А. Дород- 

ницын, С.Р. Свирщевский (1983), В. А. Галактионов, В. А. Дородницын, Г. Г. Еле- 

нин, С. П. Курдюмов, А. А. Самарский (1986), А. А. Самарский, В. А. Галактио- 
нов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов (1987), М. Н. Ьгавитот (1994), В. Ф. Зайцев, 
А. Д. Полянин (1996). 

40. =a =a ss (T™ =) + ы”т. 

Частный случай уравнения 3.1.4.22 при }(Ё) = М". 

41. = — а>_(т" =) + bt" T1-™, 

Частный случай уравнения 3.1.4.23 npu f(t) = bt”. 

ЭТ т ЭТ n k 1-т. 42, Saal (rs St) + bt T + ct*T 

Частный случай уравнения 3.1.4.24 при }(#) = М”, g(t) = ct*. 

8T __ 8 (mm OT 43. (т 9 Ga On 
Частный случай уравнения 3.1.4.25 npu f(t) = ct”, g(t) = st*. 
При п = К = 0 это уравнение рассматривалось в работах В. А. Га- 

лактионова, С. А. Посашкова (1988, 1989). 

a) 4+ ТЕТ + ср + зе ттт. 

44. =a =al so (T™ =) + ba? T1t+™, 

Частный случай уравнения 3.1.4.26 при }(т) = 6171.
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3m+4 
OT — од ( т ЭТ ) 

e — = т-1 — T — ® 

45 Ot ат Oz Oz 

Частный случай уравнения 3.1.1.46. 

Преобразование 

1 
T(z,t)=x™+lu(z,t), z= = 

.1. приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.38: 

9% = 428 (um), 
Ot Oz Oz 

эт 9 эт 
46. —- = az” ~_(T™ =). 

6 ot Oz Oz 

Это уравнение встречается в нелинейных задачах тепло- и мас- 
сопереноса и является частным случаем уравнения 3.1.4.47 при 
ЕТ) = аТ". При п = 0 см. уравнение 3.1.1.38. 

1. Точные решения (А, В,  — любые}: 

T(x) = (Ax + B) mat, 

  

  

1 
—~ti 2-n 

т T(z,t)=kwt+A) mam , К [речи вт | 
1 

= pa-nyef__™B (48)? ”, ge T(z,t)=t Laer ay (*) +4] ттт’ 
1 

T (x,t) = exp(—wt) [= (m + 1)2 5 m+! exp(wmt) + Al "n= nae , 

2. Решения в виде произведения функций различных переменных 
имеют вид 

  

T(z, t) = (wt + A)" f(z), 
где зависимость | = f(x) выражается через решения уравнения 
Эмдена — Фаулера: 

1 
Е". + w(m + 1) g °F m+1 = 0, Е = fm. (1) 

am 

Частному решению этого уравнения степенного вида отвечает 
второе решение исходного уравнения в п. 1. 

Уравнение (1) допускает понижение порядка и подробно иссле- 
довалось в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997), где 
приведены его точные решения для 26 различных пар значений па- 
раметров п, т. 

3. При п = —2 решения вида 

1 
T=T(z), z=a2tn-2 (0 < & < ov) 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения 

а(2 — п)(Т”Т!). + 21-"Т, = 0. (2)
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В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1993) приведено общее 
решение уравнения (2) при т = —1 и любом п. 

4. Более общие решения вида 

T=t%9(6), C=2t%,  в= ТАТ-, а — любое, 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения 

! 

ac" (9 9c) = Blge + a9. (3) 
Это уравнение является однородным и поэтому допускает понижение 
порядка (после чего может быть преобразовано к уравнению Абеля 
второго рода). 

В частном случае 

пт+п-т-2’ пт+п-т-2 

первый интеграл уравнения (3) имеет вид 

ag™g- = ВС т9+ С. (4) 

Значению С' = 0в (4) соответствует третье решение в п. 1. 
В общем случае замена С = 9”! приводит (3) к уравнению 

— т _ —_i_ 
Cc =A,C'°"G mi Gt + AnC~"G m+ , (5) 

где А, = В/а, А. = а(т + 1)/а. Точные аналитические решения 
уравнения (5) при различных значениях параметров п, т приведены 
в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997). 

5. Решения вида 

Т = © р(и), и = те“"", и — любое, 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения 

ам" (ф"ф,)и = штифь + и (п — 2). (6) 
Это уравнение является однородным и поэтому допускает понижение 
порядка (после чего может быть преобразовано к уравнению Абеля 
второго рода). 

  т +2 
В частном случае п = 

т 
т Уравнение (6) имеет первый интеграл 

вида + 
1 

ар"? р, = шти mt+1o+C. 

Значению С = 0 соответствует последнее решение в п. 1. 

В общем случае замена Ф = ф"*! приводит (6) к уравнению, 
которое с точностью до переобозначений совпадает с (5). 

6. При п = 2 существуют решения вида 

T=T(é), €=I1n|2| —ut,
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которые определяются неявно формулой 

T™ dT 

a(m + 1) / aT™+! —~w(m+1)T+C, 
  =€+C, 

где w, C,, C, — произвольные постоянные. Частному случаю С! = 0 
соответствует решение 

  T(z,t) = [ee + Ся тт ехр(- + t)| т 

гле С — любое. 
7. Преобразование 

1 

T(z,t)=amtu(z,t), z= = 

приводит к уравнению аналогичного вида 

ди 4+3m—n—nm a ди 

— =а2 m+1 — (um =). 
ot Oz Oz 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

эт _ д а эт АТ. ( ). 
“Ot 0х \тТ2+Ь Ox 

Точные решения (А, В — любые): 

T(x) = btg(Az + B), 

T(z, t) = —bax(A — 2ab~7t — x?) 1? 
—1/2 

T (x,t) = Abexp(ab~t — n){1 — A’ exp[2(ab-7t — 2) \ , 

Эти и другие решения и некоторые преобразования рассматри- 
вались в работах И. Ш. Ахатова, Р. К. Газизова, Н. Х. Ибрагимова 
(1989), Н. Х. Ибрагимова (№. Н. фгавипоу, 1994). 

эт 8 az+b\? aT 48. = ) =|. 
Ot oz cT +k dz 

Преобразование 

  

cT +k 

az+6 
  z=ar+b, u= (a, c #0) 

приводит к уравнению вида 3.1.1.32: 

ди = 0? (и 5). 

at Oz 
  

ot Oz 

(©) JIutepatypa: A. Munier, J. R. Burgan, J. Gutierres, Е. Fijalkow, M. R. Feix (1981).
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эт 9 ( nmm OT ) 
e — — a— т Т —— e 

49 Oot Oz Oz 

Yacrupiit cnyuah ypaBHenua 3.1.4.38 npu f(r) = az”. 
1. Пусть т 2 —1, 2т — 2п — пт +3 # 0. Преобразование 

1—п 2m—2n—nm+3 

T(2,t)=a2 m+! u(€,t), E=f m+1 

приводит к уравнению аналогичного вида, 

  

  

  

3m—3n—2nm+4 
ди — A—(€ 2m—2n—nm+3 um — | (1) 

at дЕ дЕ /? 

(2m=2n=nm+s)" 
гле А =а 

т-+1 
Зт +4 

2т, + 3 

сильно упрощается и совпадает (с точностью до переобозначений) с 
уравнением 3.1.1.38: 

2. В частном случае п = преобразованное уравнение   

ди _ „Эд т ди 

Be = Aa (YF): 
3. В частном случае п = 2, т = —2 преобразованное уравнение 

имеет вид 

ou _ 42 (y22) 
ot OE OE 

и совпадает с уравнением 3.1.1.32 (которое приводится к Линейному 
уравнению теплопроводности). 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

50. = SS (aT). 
ot т" дт dz 

Это уравнение встречается в нелинейных задачах тепло- и мас- 
сопереноса. При п = 0 см. уравнение 3.1.1.38. Значению п = 1 соот- 
ветствуют плоские задачи с осевой симметрией, а значению п = 2 — 
сферически-симметричные задачи. В теории статистической турбу- 
лентности встречаются уравнения при п = 5. 

Точные решения: 
1 

T(r) = (Az'~" + B) ™+1 , 

  

T(xz,t) = [mes Ay т, К = 2а(пт + т + 2), 

_ _m(n+1) mn 

T (x,t) = [A(kt +B)” amtmt2 — me | | k=2a(nm +m +2), 

  T(z, t) = [Аехр( — < t) а] т, п = _ mre 
m 

где А, В, и) — произвольные постоянные. 

(©) Литература: Я. Б. Зельдович, А. С. Компанеец (1950), Г. И. Баренблалт (1952, 
1978), Я. Б. Зельдович, Ю. П. Райзер (1966), А. А. Самарский, В. А. Галактионов, 
С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов (1987), Л. И. Седов (1972).
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51. OF k(ax? + br + c)™T*-?™ 
_ 8?T 

ot — 2° dz 

Частный случай уравнения 3.1.4.36 при {(и) = Ви ?т. 

1. Преобразование 

— 2 — ] ат 
T(z,t) = u(z,t)Vazr* + br +c, Zz a abe he (1) 

приводит к уравнению 

du _ 1, 4-2m O?u 12). 5-2т =: = ku 53 + К(ас — «и (2) 

которое допускает решения типа бегущей волны и = и(2 + wt) 
и решения в виде произведения функций различных аргументов 

и = (1 9(2). 
Используя замену ф = и?т-3 ‚ из (2) получим уравнение 

ее) + ner at ‘Oz 

= 472m p = k(2m — 3)(ac — +0’), 
~ m3’ 

которое допускает широкий класс точных решений (см. 3.1.1.39, п. 4). 

2. Исходное уравнение преобразованием 

  

ate т 
T(z, t) — [о (6, t)) amrs , <= | (ax? ты + с)” (3) 

приводится к дивергентному виду (см. уравнение 3.1.4.38) 

  ду д 4—2m ду 
= — 2т—3 —_ 

dt дЕ F (eu дЕ | (4) 

где функция Е(&) задается параметрически следующими формулами: 

— k _ dz 
Е (6) = (az? + br +c)™’ 6 = / (ат? + 5х + с)т (5) 

Отметим некоторые частные случаи уравнения (4), когда функ- 
цию РЁ = Р(&) можно записать в явном виде: 

Ov = ko. (258 oe, 

    

  
“Ot OE v2 OF 

dv _, 0 (ch*E dv _ _ _ — Еве). m=1, a=-l, b=0, c=1:; 

dv _, O ( €-3/? Au _ 1 —_ —_ _ 
a =e (SZ), m= > а = 1, b= 0, c=1 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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3.1.2. Уравнения, содержащие экспоненциальные функции 

ЭТ 

Ot 
Уравнения этого вида встречаются в задачах тепло- и массопере- 

носа и теории горения. 
1. Точные решения (С' — любое): 

92т wT 
= —— a be . aor tat 

__? 1 T(az,t) = -—In[é + Cexp(tpr — аи) |, J fe 

2 1 a? ee T (x,t) =-—In [-68 + Сехр(+ их — за], 

2. Более широкий класс точных решений типа бегущей волны 

T=T(z), z=z+0at 

описывается автономным обыкновенным дифференциальным урав- 
нением второго порядка 

Ti, —oTi +at+ ве*Т = 0. (1) 

Замена и(Т) = Т! приводит (1) к уравнению Абеля 

uur — outa be’? = 0. (2) 

При о = 1, 6 = —а, и = 2/а общее решение уравнения (2) можно 
записать в параметрическом виде 

2 т 1 
T= оп + 

т 

  (arctg7 + С) Ь и = - [7 + (7? — 1)(arctg7 + C)]. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1995, 1996). 

ЭТ 

Ot 
Уравнения этого вида встречаются в задачах тепло- и массопере- 

носа, и теории горения. 
Точные решения (С’— любое): 

T(z, t) = -— In[@ + Cexp(yx — awt)], (1) 

2 

— = а + Бе“Т + се?“Т, 

гле параметры 8, и определяются путем решения двух алгебраиче- 

ских уравнений 

af? +bB+c=0, (2) 

62 и? +we= 0. (3) 

Квадратное уравнение (2) для В решается независимо. В общем 
случае система (2)-(3) дает четыре набора искомых параметров, 
которым отвечают четыре точных решения исходного уравнения. 

Решения (1) являются частными случаями более широкого класса 
решений типа бегущей волны Т = Т(х +о%. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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эт _ д OL wT 2wT 
2a, OT SF + B= — +a+ be + ce . 

Замена $ = т + ele в приводит к уравнению 3.1.2.2 относительно 
Т(х,т). 

  

oT 8?T wT OT 
— =а бе“ —. 
ot 8x? т dz 

Uacrupit cnyualt ypapuenua 3.1.4.7 npu f(T) = be”?. 
IlomMm™Mo TOUHBIX pemeHuh Tuna Gerymet BomHEr T = T(x + ut), 

существуют также точные решения вида 

T=({)-5-Int, = = 

3.   

эт 9Э2т ‚ Гат \2 t t 
— =а be” (= ) ce" T + se” 
ot дх2 + oz + + 

Yactupit cryuah ypapuenua 3.1.4.10 npu f(t) = be, g(t) = ce”, 
h(t) = se”. 

  4. 

2 2 

5 OT _ OT + ae*T (=) 
ot 8a? da 

Частный случай уравнения 3.1.4.12 при f(T) = ae 
Замена 

и = ехр(е“Т) ат 

приводит к линейному уравнению с постоянными коэффициентами 
д,и = д..и, которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

6. a = aS (re) + be”. 

Uactupilt cnyyuai ypaBpHenua 3.1.4.22 npu f(t) = be”. 

wT 

Uacrupiit cnyyai ypaBpHenua 3.1.4.23 npu f(t) = be”. 

эт 
ot 

Uacrupmt cnyyai ypaBpuenua 3.1.4.24 npu f(t) = be”, g(t) = ce”. 

=a2 (722) + be'T + cet TI-™, 

9. ВТ ~ g 2 (ет). 
Ot dz dz 

Это уравнение описывает нестационарный теплоперенос в непо- 
движной среде, когда коэффициент температуропроводности экспо- 
ненциально зависит от температуры.
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1. Точные решения (А, В, С, и — любые): 

Т(2) = — ш(Аз + В), 

T(z,t) = -— In(C — awpt) + — (11° + Аз +В). 

2. Существуют также решения вида (и = 1) 

T(z,t) = 2t+ f(z), z= ze, 

T(z,t) =x + g(y), y = te’, 
T(z,t) =Clnz+h(6), € = tei? 

где С — любое. Подставляя эти выражения в исходное уравнение, 
можно получить обыкновенные дифференциальные уравнения для 
определения функций [(2), 9(у), №(&). 

(©) Литература: Л. В. Овсянников (1978), А. А. Самарский, В. А. Галактионов, 
С. П. Курдюмов, A. II. Muxaiinos (1987), N. H. Ibragimov (1994). 

OF _ 4 8 (gut 87) 4 pyr 10. = as (= + bt”. 

Частный случай уравнения 3.1.4.28 при /(Ё) = bt”. 

BT _g® (oT OT) 4 peut 11. 5: =а-> (е Da + be 

Частный случай уравнения 3.1.4.28 при }(#) = be”. 

12. = = as (ew? = oF = + be®*T + ce. 

Частный случай уравнения 3.1.4.30 при }(#) = се, 9(#) = 0. 

BT 9 (тт) + ыте-ет, 13. =а> Ge + bt"e 

Частный случай уравнения 3.1.4.29 при f(t) = 0, g(t) = bt”. 

6T _ 8 (_ wr OT 
14. or = Se (¢ 9% 

Частный случай уравнения 3.1.4.29 при }(#) = 0, 9(#) = be. 

3) + Бет, 

oT д T OT t Ти 15. — = а (е“ =.) be’ ce” 
Ot Эх Эх те + ce 

Yacrupiit cnyuat ypapuenua 3.1.4.29 npn f(t) = be“, g(t) = ce”. 

16. р = а (ет) + веет + 0+ se wT 

Частный случай уравнения 3.1.4.30 при f(t) =c, g(t) = 

(©) Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1988, 1989).
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ЭТ _ д шт ЭТ wT 17. 5+ =а5 (е*Т- =) + (bx + c)e 

Точные решения в виде суммы функций разных аргументов: 

Т = -— In(wt + C’) + y(z), 

где и, С -— произвольные постоянные, а функция ф(т) описывается 
линейным обыкновенным дифференциальным уравнением второго 
порядка 

а, , + (5 + офи =0, ° ф=е\. 

эт 8 т эт w+px 18. 27 = g2 (uP 2) 4 gente, 
Ot dz az + 

Точные решения в виде суммы функций разных аргументов: 

Т = -- In(wt + C) + (2), 

rue w, C — npov3BOJIbHble NOCTOAHHEIe, a dyHKUMA ф(т) описывается 
линейным обыкновенным дифференциальным уравнением второго 
порядка 

а", + шей + и = 0, yp =e, 

oT д nwt OT =). 

19. 5, = a5 (2% 9% 
Частный случай уравнения 3.1.4.42 при }(х) = ал", 9(х) = 0. 

20. 9 Ox (e дх /` 

Частный случай уравнения 3.1.4.42 при ]{(т) = ае**, 9(т) = 0. 

ЭТ _ <a wT =). 

21. Ot =“. (Те дх 

Точное решение (А, В — любые): 

_ 1 а 12 T (x,t) = = In( Az + < А+ В). 

(®) Литература: А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Ми- 
хайлов (1987). 

3.1.3. Уравнения, содержащие логарифмические функции 

эт _ эт 
1. Ot = 922 +aT InT. 

Точные решения (А, В — любые): 

Т(х, t) = ехр(Ае"х + А2е2 4 Be*), 

T (x,t) = exp(4 — jaz? + Ae”), 
> | 

T (x,t) = exp [ак + 4(e% + A)In(1+ e*)],
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T (x,t) = ехр[- an" 
9) = EXP 4(1 + Ae—2t) 

(®) Литература: В. А. Дородницын (1979, 1982), А. А. Самарский, В. А. Галак- 

тионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов (1987). 

1 at —at + =(e% + B)In(1 + Ae IF 

  

эт _ а2т 

Замена, Т = е`/‘и приводит к уравнению 3.1.3.1: 

ди O*u 
OL = дла + au In w. 

эт _ а2т 
3. > 5-8 +aTIinT + (bz + c)T. 

Частный случай уравнения 3.1.4.3. 

эт _ а2т 
4. > = er +aTinT + (b2 + ct+k)T. 

Частный случай уравнения 3.1.4.4. 

эт 8T 2 
5. ar = BaF + атТшТ + (6:7 + сх + КТ. 

Частный случай уравнения 3.1.4.5. 

эт 8°T 2 6. = oa tt kT)[aln*(1+ kT) + bln(1+kT) +c]. 

Частный случай уравнения 3.1.4.6. 

(®) Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1988, 1989). 

8T _ а 8(»0T 
7. Ge = ar be (2 Ge) TOT IMT. 

Точное решение (А, В — любые): 

_ _ bx? bt ol bt _ goat T(z,t) = exp| аа де) + Ве 5 а(п + 1)e” In(1 — Ae ). 

(®) Литература: А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Ми- 

хайлов (1987). 

3.1.4. Уравнения, содержащие произвольные функции 

Эт 8°T 

at * Oa2 + f(T). 

Уравнение Колмогорова — Петровского — Пискунова. 
Уравнения этого вида часто встречаются в различных задачах 

тепло- и массопереноса (} — скорость объемной химической реак- 

ции), теории горения, биологии и экологии (см., например, книгу 
Дж. Астарита, 1971). Для функций } = 1(Т) степенного, экспонен- 
циального и логарифмического вида см. соответственно уравнения 
3.1.1.1-3.1.1.5, 3.1.2.1-3.1.2.2 и 3.1.3.1-3.1.3.6. 

1.  
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1. Решение, однородное по пространственной координате T = T(t): 

ат 

ОР) | 
2. Стационарное решение Т = Т(х): 

=#+С, С — любое. 

о —1/2 
Л], + = [ #7) ar| aT = 0, £0. 

3. Решения типа бегущей волны: 

T=T(z), z=2+u, 

где и — любое. Функция Т = Т(2) описывается автономным обыкно- 

венным дифференциальным уравнением 

aT" — wT! + f(T) =0. (1) 
Преобразование 

z=(a/w)g, u(T) =7; 
приводит (1) к уравнению Абеля 

uur —-utaw f(T) =0. (2) 

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997) приведено 
много точных решений уравнения (2) для различных зависимостей 

= (Г). 
В книгах В. П. Маслова, В. Г. Данилова, К. А. Волосова (1987), 

А. А. Самарского, В. А. Галактионова, С. П. Курдюмова, А. П. Ми- 
хайлова (1987) указано много точных решений исходного уравнения 
для различных функций } = Д(Т). 

эт _ а2т Fr = 95а + (ТТ + 9(Т. 

1. Точные решения: 

T(x, t) = exp[®(t)x + U(t)], 

где функции @(t) wu Y(t) onpenenatorca no формулам 

®(t)= Ae*, W(t)=Be* + ef [ e-F(aA*e?F + g) dt, Е = | fat, 

А, В — произвольные постоянные. 
2. Точные решения: 

T (x,t) = exp[p(t)2* + ¥(d)], 
roe dyHKkuuu v(t) u w(t) ompenenatorca 10 d@opmysiam 

y(t) = с" (А -4а f eF at), Е = | fat, 

w(t) = Be + eF ] e-F (2ay + g) dt, 

А, В — произвольные постоянные.
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3. Существуют также точные решения более общего вида 

Т(т,#) = exp[p.(t)x* + y, (t)x + vo(t)], 
где функции ‹р. (#), ф\(®, Фо({) определяются из системы обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений (см. уравнение 3.1.4.5), которая 
может быть проинтегрирована. 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

SP = oF + F()TIMT + [g(t)x + A()]T. 
1. Точные решения: 

T(z, t) = exp[p(t)x + ¥(t)], 
где функции ф(Ё) и ф(®) определяются по формулам 

y(t) = Ae +eF [ e-F gdt, F = | fat, 

w(t) = Be* + e* Дет (а? + h) dt, 

3. 

А, В — произвольные постоянные. 

2. Существуют также точные решения более общего вида 

T (x,t) = exp [Yo (т + Yi (t)z + Po (t)], 

где функции фо (#), 2! (#), Yo(t) ompenenatotca u3 CuCTeMbI OObIKHOBEH- 
ных дифференциальных уравнений (см. уравнение 3.1.4.5), которая 
может быть проинтегрирована. 

oT 8?T 
=a Sp = 8a t F(@)T iT + [bf (x)t + g(x)|T. 

Точные решения: 

  

T (x,t) = exp[—bt + y(x)], 

где функция ф(т) определяется путем решения обыкновенного диф- 
ференциального уравнения второго порядка 

ар", На(ф,)* + 1(т)ф + 9(1) +6 =0. 

IIpu f, g = const sto уравнение подстановкой и(ф) = (р’)? приво- 
дится к линейному уравнению первого порядка. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

SP = a ST + fT InT + [9(t)x? + A(t)e + s(t)]T. 
Точные решения: 

T(z, t) = exp[y,(t)x? + yj (t)z + Yo(t)],
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где функции ф„(# (п = 1, 2, 3) определяются путем решения систе- 
мы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с 
переменными коэффициентами (аргументы у функций }, д, В, $ не 
указываются, штрих обозначает производную по #) 

фо = 4а4рз + [4 +9, (1) 
фл = 4афоф: + {р +В (2) 
фо = Лфо + а41 + 2аф, + 3. (3) 

Уравнение (1) для функции ф. = фо(®) является уравнением Рик- 
кати и может быть сведено к линейному уравнению второго порядка. 
В книгах Э. Камке (1976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (19595, 1997) 
приведено много решений этого уравнения для различных функций 
Гид. 

Если решение уравнения (1) известно, то решения уравнений 
(2), (3) строятся последовательно (каждое из них линейно относи- 
тельно искомой функции). 

эт _ 
at 

Замена 

         [k ln?(bT + c) + f(t) m(bT + c) + g(t)]. 

bT ++c=expu, u=u(z,t) 

приводит к уравнению вида 3.1.4.11: 

ot gk aur “+ a(24)) + bku? + bf (t)u + bg(t), 

которое имеет экспоненциальные и синусоидальные решения по пе- 
ременной т. 

эт _ а2т эт 
ве par tI) GE 
Решения типа бегущей волны 

T=T(z), z=a2z2+0, 

определяются неявной зависимостью 

adT’ _ _ 

| aco 2+ 8, F(T) = | КТ ат 

где А, В — произвольные постоянные. 

  

oP =a57 + (F(T) +9(t)] = 
Переходя от $, х к новым переменным $, z = x+ io g(t) dt, nonyuum 

уравнение вида 3.1.4.7: 

  

of _ OF 
9 022
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ЭТ 8°T эт +a — 2 эт 
9. 55 - 52 =) + f (x, t)a— + g(z, t). 

Замена и = е` приводит к линейному уравнению для функции 
u=u(z,t): 

ди _ д?и ди 
a = Rar + т, + g(z,t)u. 

эт 8?T эт \2 
10. р = аз +1 (%„) tor +h. 

Точные решения: 

T (x,t) = y(t)2* + p(t)x + x(t), 
roe dyHKkuuu y(t), w(t), x(t) ompenenatotca MyTeM pellieHuaA CUCTeMbI 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с пе- 

ременными коэффициентами 

ф; = 4/46° + 96, (1) 
+ = (442+ 9), (2) 
Хх: = 9Х + 2аф + 14° +В. (3) 

Уравнение (1) для функции ф является уравнением Бернулли и 
легко интегрируется. После этого последовательно определяются ре- 
шения уравнений (2) и (3), которые линейны относительно функций 

Др их. В итоге получим 

р=е (д, -4 [ебу , G= | gdt, 

b= Azexp| | (4fo+ 9) del, (4) 
x = Age? +еб [ e~F(2ap + fy? + h) dt, 

roe A,, A,, A, — Npon3BOJIbHbIe NOCTOAHHBIE. 
Предельному переходу A, — сов (4) соответствует вырожденное 

решение с ф = 0. 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

эт 8?T ат \2 11. и = аз +1(0(5=) + (ОТ? + (tT + A(t). 
1. Точные решения: 

T (x,t) = p(t) + H(t) exp(taV—b), b6<0, (1) 

где функции ф(Ё) иф(Р определяются путем решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка с переменными ко- 
эффициентами (аргументы у функций }, 9, А не указываются) 

y, = bfy? +g9p th, (2) 
p, = (2bfy + g — ab). (3)



3.1. Уравнения с одной пространственной переменной 267 
  

Уравнение (2) для функции ф = ф(#) является уравнением Рикка- 
ти и может быть сведено к линейному уравнению второго порядка. В 
книгах Э. Камке (1976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1997) приве- 
дено много решений этого уравнения для различных функций [, д, В. 

Если решение уравнения (2) известно, то решение уравнения (3} 
для функции \ = ф(#) определяется по формуле 

w(t) = Cexp |—abe + [ (2bfy + 9) dtl, (4) 

где С — произвольная постоянная. | 

Отметим два частных случая интегрирования уравнения (2). 

Решение уравнения (2) при В = 0: 

y(t) = e9(C, -b [ feat), G= | gdt, 

где С! — произвольная постоянная. 
Если функции }, 9, В пропорциональны: 

g=af, h=£f (a, 8 =const), 

то решение уравнения (2) имеет вид 

еее = [14+Сь, (5) 
62 + аф + В 

где С, — произвольная постоянная. После интегрирования левой ча- 
сти выражения (5) можно получить явный вид зависимости ф = ф(®. 

2. Точные решения более общего вида 

T(z, t) = y(t) + p(t) [Aexp(xV—b) + Bexp(—zV—5)], b6<0, (6) 

где функции ф(Ё) и w(t) ompenenatorca 1yTeM pellleHuaA системы обык- 
новенных дифференциальных уравнений первого порядка с перемен- 
ными коэффициентами 

yy = bf (vy? + 4ABy”) + gp +h, (7) 
Bi = 2bfpw + gb — aby. (8) 

Из уравнения (8) можно выразить ф через 1), а затем подставить 
в (7). В итоге получается нелинейное уравнение второго порядка для 
функции 1 (при [, 9, № = соп$% это уравнение является автономным 
и допускает понижение порядка). 

Отметим два частных случая решения вида (6), которые выража- 
ются через гиперболические функции: 

T (x,t) = y(t) + Y(t) ch(xv—b), 
T (x,t) = p(t) + v(t) sh(xV—b),
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3. Точные решения вида (с — любое): 

Т(т, 8) =Ф(® +40 соз(=УЪ+ с),  b>0, (9) 
где функции ‹р(Ё) и ф(Ё) определяются путем решения системы обык- 
новенных дифференциальных уравнений первого порядка, с перемен- 
ными коэффициентами 

yo, = bf (yp? + ¥7) + 9p +h, (10) 
p, = 2fpy + gp — aby. (11) 

Из уравнения (11) можно выразить ф через р, а затем подставить 
в (10). В итоге получается нелинейное уравнение второго порядка для 

функции 1) (при }, 9, № = с0п3% это уравнение является автономным 
и допускает понижение порядка). 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

ot 

Замена, 

и = ] F(T)dT, где F(T) = exp| ] f(T) ar], 

приводит для функции и = и(т, #) к линейному уравнению с постоян- 
ными коэффициентами 

эт _ а2т эт \2 
12. 5, = ‘баз + (т) (5) 

ди 92и 

“Ot — 012’ 
которое рассматривается в разд. 1.1.1. 

эт _ Э2т эт \2 эт 
13. 5 = в + ИСТ) (55) +99) 5, - 

Замена 

и = ] F(T)dT, где Е(Т)= exp| ] f(T) ат] 

приводит к линейному уравнению для функции и = и(т,#: 

_ Ou 

“58 = баз +92) бд 
Некоторые точные аналитические решения полученного уравнения 
(при произвольной функции 9) приведены в разд. 1.1.10. 

14. 27 = st + ит)(2т) + [xg(t) + h(t)] =. 
Замена 

и = ] F(T)dT, rae F(T) = exp| ] f(T) ат, 

приводит для функции и = и(т,#) к линейному уравнению вида 

ди 92 и ди 
5: = э + [299 +8] 5, 

которое рассматривается в разд. 1.1.10.
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aT эт l4a, = as Т (т (= г). +9(2,1) 5 

Замена 

и = ] F(T)dT, где F(T) = exp| | f(T) ar], 

приводит для функции и = и(т,#) к линейному уравнению 

  

ди _ д?и ди 

ot = oar TIONG 

aT _ £0) 8 (gn OF 15. or an Bp \@ o) +9(t)T nT. 

Точные решения: 

T (x,t) = ехр[ф(=° +4(4], 
где функции ‹(#), %(#) определяются путем решения системы обык- 
новенных дифференциальных уравнений первого порядка с перемен- 
ными коэффициентами (аргументы у функций [, д не указываются) 

ф, = 4/4° + 96, 
Ч: = 2(п + 1) р + 9%. 

Последовательно интегрируя, получим 

—1 
y(t) = еб (А _ 4 [ еб) ‚ а= 94 

w(t) = Be? + 2(n + 1)e? ] fe dt, 

где А, В — произвольные постоянные. 

эт _ 
16. ‘в         or 5 ont + MO] 4 

‘ s(t)T nT + [x?p(t) + q(t)|T 

Точные решения: 

T (x,t) = exp[p(t)x* + v(t)], 
roe dyHKkunn y(t), p(t) ompenesaiorca WytTeM pewleHua CHCTeMbI OOBIK- 
новенных дифференциальных уравнений первого порядка с перемен- 
ными коэффициентами 

фё = 4/6" + (29+ 3)ф + р, (1) 
b= sp+24f+hjptg. (2) 

При р = 0 уравнение (1) является уравнением Бернулли и легко 
интегрируется. В общем случае уравнение (1) для функции ф = ф(® 
является уравнением Риккати и может быть сведено к линейному 
уравнению второго порядка. В книгах Э. Камке (1976), В.Ф. Зайцева, 
А. Д. Полянина (1995, 1997) приведено много решений этого уравне- 
ния. После решения уравнения (1) определяется решение линейного 
уравнения (2) для функции wy = a(t).
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эт _ 827 ат \2 2 17,  =ar 7 + b( = ) + cT? + f(t)T + 9(t). 

1. Точные решения, содержащие экспоненту: 

  (2,1) = g(t) + ехр(г), w= (2), (1) 
где функции ф(Ё) и ф(Ё определяются путем решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка с переменными ко- 

эффициентами (аргументы у функций } и дне указываются) 

фу = ср" + /Ф+9, (2) 
by = (aw*p + 2cp + f)y. (3) 

Уравнение (2) для функции ф = ф(# является уравнением Рикка- 
ти и может быть сведено к линейному уравнению второго порядка. В 

книгах Э. Камке (1976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995) приве- 
дено много решений этого уравнения для различных функций }, д. 

В частности, при 9 = 0 уравнение (2) является уравнением Бер- 
нулли, которое легко интегрируется. В другом случае при }, g =const 
частное решение уравнения (2) — константа ф = фу, которая является 

корнем квадратного уравнения сё + {ру + 9 = 0. Замена и =ф-— 5% 
приводит к уравнению Бернулли. 

Если решение уравнения (2) известно, то решение уравнения (3) 
для функции 4 = ф(#) определяется по формуле 

w(t) = Cexp | [ (aw? + 2cp + f) dt, (4) 

где C' — произвольная постоянная. 
2. Точные решения, содержащие гиперболический косинус (А — 

любое): 

  
—_ 1/2 

T(2,t)=9(t)+¥@chwet 4), = (5), 6) 
где функции ф(#) и ф(Ё определяются путем решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка с переменными ко- 
эффициентами (аргументы у функций } и д не указываются) 

yy = cp” — bw*? + fo+g, (6) 
Wy, = (aw yp + 2cp + f)y. (7) 

Из уравнения (7) можно выразить ф через р, а затем подставить 
в (6). В итоге получается нелинейное уравнение второго порядка для 
функции 1 (при }, 9 = с0п$% это уравнение является автономным и 
допускает понижение порядка). 

3. Точные решения, содержащие гиперболический синус (А — 
любое): 

  
T(z,t) = 9(t)+Y(t)sh(wr+ A), w= ( at "
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где функции ф(Ё) и ф(#) определяются путем решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка 

фр = 2? + 74° + ]ф-+ 9, 
pb, = (aw? + 2еф + Лу. 

4. Точные решения, содержащие тригонометрические функции 

(А — любое): 

  Ты = 2 +39 вот + А), в= (5) ”,  & 
где функции y(t) u ф(Ё) определяются путем решения обыкновенных 
дифференциальных. уравнений первого порядка 

yy = cy" + bw*p* + fot, (9) 
4 = (-вы?ф + 2ер + Лу. (10) 

Из уравнения (10) можно выразить ф через р, а затем подставить 
в (9). В итоге получается нелинейное уравнение второго порядка для 
функции \ (при {, 9 = с01п3% это уравнение является автономным и 
допускает понижение порядка). 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

эт _ 8?T эт \2 эт 
Ge = То +1 (5,) +9 5, НОТ + 50. 

Точные решения: 

Т(т, 8) = $(0° +4(0:+х(0, 

где функции ф(Ё), Ф(®, х(Ё определяются путем решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с пе- 
ременными коэффициентами (аргументы у функций }, д, В, $ не ука- 
зываются) 

18. 

yy, = 2(2f +a)? + hy, (1) 
4! = (4}ф + 2аф + В) + 290, (2) 

Xt = (2аф + Вх + 14° +94 +5. (3) 

Уравнение (1) для функции ф = ф(® является уравнением Бер- 
нулли и легко интегрируется. После этого решения уравнений (2), 
(3) строятся последовательно (каждое из них линейно относительно 
искомой функции). 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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ЭТ _ а ЭТ 5 

1. Пусть и = u(x) — любое нетривиальное (частное) решение ли- 
нейного обыкновенного дифференциального уравнения второго по- 
рядка 

аи. + }(туи = 0. (1) 
Преобразование 

ат Т 

f= [i 2=- 
упрощает исходное уравнение и приводит его к следующему виду: 

22 ge 
at OE2 © 

Используя замену % = 2`_®, получим уравнение 3.1.1.36: 

ov =a о (5—2). 
Е 

3 

at OE 
Точные решения этого уравнения см. в 3.1.1.38 при т = —4/3. 

2. Точные решения в виде произведения (С, и — любые): 

T(2,t) = (dwt + C)-*/*9(z), 
где PyHKuMA g = g(x) OMpenenaetca “3 ypaBHeHua EpmMaxkoBa 

ад: + 1(1)9 +49 °=0. (2) 
Если известно частное решение и = и(т) линейного уравнения (1), 

то общее решение нелинейного уравнения (2) имеет вид (см., напри- 
мер, В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 1995, 1997) 

Ад? = +0? (в +А/ ae)", 

где А, В — произвольные постоянные (А # 0). 

oT 9 _ oT _ 

20. Sag (TS) + (атм. 
1. Замена Т = %_3 приводит к уравнению вида 3.1.4.19: 

Ov 92% 
OL — av" — +f(x)v°. 

2. Ilyctb u = u(x) — любое нетривиальное (частное) решение ли- 
нейного обыкновенного дифференциального уравнения второго по- 
рядка 

au, — -f(z)u =0. 
Преобразование 

— dx _ 7,,3 ЕЕ ] S, 2=Tu 
упрощает исходное уравнение и приводит его к уравнению 3.1.1.36 

02 _ 4 9 (2-4/3 =) 
at dt (2 дЕ /’ 

точные решения которого см. в 3.1.1.38 при т = —4/3. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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oT "5 = 

21. -5 = aT = + g(t)T. 

Преобразование 

T(t,r) =u(z,7)G(t), z=2F(t), 7= ] F?(t)G™ (t) dt, 

гле функции Ри С определяются формулами 

F(t) =exp| f f(t)at], G(t) =exp| [ g(t) atl, 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.28: 

ди _ т д?и 

дт 9:2 ` 
  

эт _ 0 ( тат 22, 2 =a (72 г) + f(t)T. 

Преобразование 

T (t,x) = u(z,r)F(t), T= ] F™(t)dt, F(t) =exp ] f(t) dtl, 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.38: 

ou 42 (yma) 
OT Ox дх /` 

При т = —2 об этом уравнении см. 3.1.1.32. 

2т 2 (т"2т 1-т. 23. 25 => (™= + f(t)T 

Замена и = Т” приводит к уравнению вида 3.1.4.18: 

ди ss us a (du\? 

b= ar ta (Ge) + msl 
которое допускает решения вида и = y(t)z? + w(t)z + x(t). 

9 9 т 9 —т. 24. OT = а>_(т =) + f(t)T + g(t)T? 

Замена и = Т" приводит к уравнению вида 3.1.4.18: 

ди _ 92и а (ди\? 

которое допускает решения вида и = ф(Ё)1? + W(t)z + x(t). 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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25. 27 =а5 (Т" =) +brit+™ + F(t)T + g(t)T2-™. 
При 6 = 0 см. уравнение 3.1.4.24. 
Замена и = Т" приводит к уравнению вида 3.1.4.17: 

2 

St = аи uot +H < (=) + bmu? + mf (t)u + mg(t), 
которое допускает решения следующих типов: 

u(x,t) = p(t) + Y(t) exp(twa), 

(x,t) = p(t) + ¥(¢) (ит +0), 
u(x,t) = v(t) + w(t) she + C), 
(x,t) = y(t) + W(t) cos(wx + C), 

где функции y(t) u w(t) описываются системой обыкновенных диф- 

ференциальных уравнений первого порядка, параметр & является 
корнем квадратного уравнения, С’ — произвольная постоянная. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

= 
= 

OT 9 т ЭТ 1+ т. 

26. 5, = 5 (Т" oe) the ут 
Точные решения в де произведения функций разных аргумен- 

тов: 
Т = (итё + С)-Итф(т), 

где и, С — произвольные постоянные, а функция (x) описывается 
уравнением 

1 
ар, + (т + 1) (2) + (т +Тфтм =0, pay, 

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997) приведены 
точные решения этого уравнения для некоторых функций {(т). 

27. taal (rT mor) + xf (t)2— + 9(t)T. 
Обобщение уравнения  Ильковича м на нелинейный случай с обвем- 

ной тимической реакцией. 
Преобразование 

T(t,z) =u(z,7)G(t), z=2F(t), T= ] F?(t)G™(t) dt, 
где функции Ри С определяются формулами 

Е(9 =ех| [04|], G(t) = exp| [ ® |, 
приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.38: 

ou _ 42 (ym 24) 
OT Oz д. /` 

В частном случае т = —2 это уравнение может быть преобразовано 

к линейному уравнению теплопроводности с постоянными коэффи- 
циентами (см. 3.1.1.32). 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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эт _ д /отдат 
28. р а; (Тв, ) + 1. 

Преобразование 

T(x,t) =u(z,7) + F(t), T= ] exp[wF(t)| dt, F(t) = ] f(t) dt 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.2.9: 

ди —=а—^ д (e wT 5). 

dr 0х Ox 

ЭТ 9 [ет =) —wT 29. ar = "Ss (e" + f(t) + (Фе 

Замена и = е“Т приводит к уравнению вида 3.1.4.18: 

ди _ 
at 

которое допускает решения вида и = —(t)z? + w(t)z + y(t). 

  

i+ +wf(t)u+ w(t), 

30. = = av _(e* «т =) + be“? + f(t) + g9(t)e~°7. 

При 6 = 0 см. уравнение 3.1.4.29. 

Замена и = е“Т приводит к уравнению вида 3.1.4.17: 

ди 9% gy 4 be? +f (t)u + w9(t) ot Ox? 
которое допускает решения следующих типов: 

u(x,t) = p(t) + P(t) exp(+yz), 
u(x,t) = p(t) + p(t) (г + С), 
u(x,t) = p(t) + P(t) sh(ur + C), 
u(x,t) = y(t) + p(t) cos(ux + C), 

где функции y(t) u v(t) описываются системой обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений первого порядка, параметр р является 
корнем квадратного уравнения, С’ — произвольная постоянная. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

31. oa =al (eT? >) + f(z)e 

Точные решения в виде суммы функций разных аргументов: 

Т = -— In(wt + C) + y(z), 

где х, С — произвольные постоянные, а функция ф(х) описывается 
линейным обыкновенным дифференциальным уравнением второго 
порядка 

оф" +wf(aptw=0, poe”. 
(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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. «(COT т 8?T 

1. Точные решения в виде произведения (С, и — любые): 

T(z, t) = (mwt + C)~*/™9(z), 
где функция ф = (x) определяется из обобщенного уравнения 
Эмдена — Фаулера 

ри, + [1 (=) фт = 0. (1) 
При т = 1 решение уравнения (1) имеет вид 

  _ * (t-&) d =- + AE + В, ф(т) “| Fe et AS 

где А, В, т, — любые. 
В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997) приведено 

много точных решений уравнения (1) для различных функций }(т). 

2. Преобразование и = Т/т, & = 1/х приводит к уравнению 
аналогичного вида: 

= ито, ВФ =" КЫ®) 

oT _ т 92т m+1 33. 5; = f(x)T Sat + а(®)Т 

Точные решения в виде произведения (С', и — любые): 

T (x,t) = (mut + С) "тТф(т), 
где функция ф = ф(т) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

f(x)e er, + 9(z)p™™ + wy = 0. (1) 
В частном случае {(т) = ат", g(x) = br* ypapnenne (1) umeer Bun 

ol, + (b/a)e*-"y + (w/a)a-"y'-™ = 0. (2) 
В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995) приведено много 

точных решений уравнения (2) для различных значений параметров 
п, т, К. 

эт _ Fo 

1. Уравнение допускает точные решения вида (и, а, 6 — любые) 

T =T(z), z=x2+ut, 
2 

T=Ty), y= Sto.
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2. Замена и = ] Fay приводит к уравнению вида 3.1.4.43: 

ди _ Эд ди 

5 = oe PO) ZI 
где функция РГ задается параметрически 

| dT’ 
F(u) = f(T u= | —~. 

Для получения явной зависимости F = Р(и) из этих формул следует 
исключить Г. 

OF _ yt 5(T) OT 35. BE = «zf 52° 

Преобразование и = Т/х, & = 1/т приводит к более простому 
уравнению вида 3.1.4.34: 

  

= и 

  

= | 

oT 4 T 92т 
36. — =T . 

ot loot) dx? 

Преобразование 

— Маз? ие — ] ae T(z,t) = u(z,t)Var? + br +c, 2 wat 4 bee 

приводит к более простому уравнению 

ди 
Se = ut f(u) Se + (ас — +6”) и Х(и), 

которое допускает решения типа a Gerymet BOJIHBI u = u(z + wt). 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

37. = = f(t) (т” 5.) 4+ g(t)T!-™, 
Точные решения: 

T(z,t) = [p(t)2” + w(t)]"””, 
где функции ф = ф(х), 4 = (т) определяются из системы обыкно- 
венных дифференциальных уравнений первого порядка 

2(т + 2 
gt = Ant?) Fy, W, = 2fpy + mg. 

Интегрируя, получим 

p=, ф=Р т (А+т [ Ета, 

т 

roe А, В — произвольные постоянные. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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эт _ 9 „эт 
38. Ot «Oa [ат Ox |- 

1. Точные решения в виде произведения (С, и — любые): 

T (x,t) = (mut + C)-/™o(z), 
где функция ф = ф(х) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

  

[f(x)p™ v2], + wp = 0. (1) 
Преобразование 

ат 
= —— ® = 

71 7, р 
приводит (1) к обобщенному уравнению Эмдена — Фаулера 

1 

Ф.. + Е(2)Фт+1 =0, (2) 
где функция ГР = Р(2) задается (параметрически) с помощью формул 

F=w(m+1)f(z), z= [as , (m + 1) f (2) ft 
В книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, разд. 2.3, 2.7) 

приведено много точных решений уравнения (2) для различных 

функций Е = Е(2). 

2. Преобразование 

Т(а, = 9@] "Я щей, &= (а |, 4) = Fa 
приводит к уравнению аналогичного вида 

| 
где функция F = Р(&) задается (параметрически) с помощью рн 

3m+4 

F=f), €=/[@)™ de, ve) = Fay 

39. ST = os |f(@)T™ | + g(x)T™+?, 

Точные решения в виде произведения (С, и — любые): 

T (x,t) = (mut + C)-*/™9(z), 
гле функция ф = ф(х) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

[f(z)p™ ee], + g(z)p™** + wy = 0. (1) 
Преобразование 

=| aq =9"™
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приводит (1) к уравнению 

1 

$" + Е(;)Ф тт + 6(2)$ =0, (2) 
roe функции Е = Е(2) и С = С(2) задаются параметрически с 
помощью формул 

] F=wu(m+ 1)f(2), G = (m+ 1)f(x)g(z), 
„— ах _ dx 

f(z)’ f(z) 
В частном случае {(х) = ах”, 9(х) = br* ypapuenue (2) umeet Bua 

nk 
@! + Azi-n "фт + В2 {пФ =0, n#1, (3) 

i. ntk 
rue A =wa(m+ 1)[a(1—n)| 1-", B=ab(m+1)[a(1—n)] 1-7. 

В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997) приведено 
много точных решений уравнения (3) для различных значений пара- 
метров п, т, К. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

40. SS = f(t) (T™ 2) + g(t) + ВОТ. 
Преобразование 

T(x, t)=u(z,7T) exp [в dtl, z=2+/9(t) dt, r= [ f(t) exp [ит [веда] dt 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.38: 

ди — 2 (u™ 2) 
д д д: /` 

41. = = f(t) -(T™ 2) + [2g(t) + h(t)] + 5от. 
Преобразование 

T(z, t)=u(z,7)S(t), z=0G(t)+ [h(E dt, т= [10 6?05"(9 dt, 

где функции 5 и С определяются формулами 

S(t) = exp [ sit) 4, G(t) = exp / g(t) at), 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.38: 

ou _ 9 (ym Ou) 
OT Oz д: /` 

При т = —2 см. уравнение 3.1.1.32. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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эт _ д вт ЭТ BT 42. aT 55 |F (ae =| + g(xr)e”’. 

Точные решения в виде суммы функций разных аргументов: 

T(z, t) = 3 In(@t + C) + y(z), 

где 8, С — произвольные постоянные, а функция ф(т) описывается 

линейным обыкновенным дифференциальным уравнением второго 

порядка 

[(гуфь |, + Ву) +В =0,  ф=е%. 
(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

8. T= 2 [nm] 
Это уравнение часто встречается в нелинейных задачах тепло- 

и массопереноса (} — коэффициент температуропроводности или 
диффузии) и теории фильтрации. При {(Т) = аТ-? см. уравнение 
3.1.1.32, }(Т) = аТ" — уравнение 3.1.1.38. 

1. Решения типа бегущей волны 

Т=Т(2), z=+2+u, 

определяются неявно по формуле 

f(T) dT 

wT + С} 

где м, С1, С. — произвольные постоянные. Значению W = 0 COOTBEeT- 
ствует стационарное решение. 

2. Решения вида 

= С. -—2, (1) 

T =T(z), z= (0<2< oo), 

определяются из обыкновенного лифференциального уравнения 
/ 

Lf(T)Tz], + 327, = 0. (2) 
Решения указанного вида обычно соответствуют постоянным зна- 

чениям Т в начальных и граничных условиях для исходного уравне- 
ния в частных производных (Ту, J, = const): 

Т=тТ при &#=0 (начальное условие) 

T=T, при х=0 (граничное условие) 

T > Ty, при т-} с (граничное условие) 

При этом граничные условия для уравнения (2) имеют вид 

Т=Т, при z=0, Т-Т при 2-0. (3) 

При УСТ) = аТ-1, f(T) = a0, f(T) = (aT? + BT +7)7} общие 
решения уравнения (2) получил Х. Фуджита (Н. Рища, 1952). Об этих 
решениях см. в книге А. В. Лыкова (1967).
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ТАБЛИЦА 3 

Точные решения уравнения 3.1.4.43 для 

различных зависимостей f = f(T), rue 2 = 2 1/2. 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

№ Функция / = КТ) Решение 2 = &(Т) Условия 

п п Л 2% _ тт 
1 9 2(n + 1) 1-T п>0 

п ОСИНА 1-—T)"-!~—(1-—T)2” _ п 

2 2(п + 1) К )"] (1-T) n>0 

n n т _ —Тт- в _ 

4 + sin? (42T) cos(+7T) 

5 = sin(rT) (xT + sin(xT)| cos? (+-7T) 

6 +g sin?(xT)(5 + cos(rT)] cos? (+7T) 

7 | 4cos(+nT)[cos(faT) + $2xT - 1] 1 —sin($7T) 

8 TarccosT?+1 1 т 
21-7? 9 arccos 

п — 2(1 - Т) агсзт(1 — Т) 1 
9 —S—S— arcsin(1 — T 

4/2T — T? 2 ( ) 

TarcsinT’ 1_o 
a + TT — 10 т +1 мт? 

11 +(1-InT) —InT             
3. Опишем простой способ поиска функций f(T), для которых 

уравнение (2) допускает точное аналитическое (частное) решение. 
Для этого проинтегрируем уравнение (2) по х, а затем сделаем пре- 
образование годографа, (переменную Т будем считать независимой, а 
2 — зависимой). В результате получим 

f(T) = -52p( fzaT +A), А— любое. (4) 

Подставляя в правую часть формулы (4) конкретную зависимость 
2 = 2(Т), будем получать однопараметрическое семейство функций 
(Т), для которых уравнение (2) имеет решение г = 2(Т). Явный вид 
решения Т = Т(2) получается обращением зависимости 2 = 2(Т). 

Описанный метод разработал Ж. Филип (1. В. Philip, 1960), xo- 
торый получил большое число точных решений исходного уравнения 
для различных зависимостей } = {(Т). Некоторые его результаты, 

соответствующие задаче с начальным и граничными условиями (3) 
при То = 0, Т, = 1, приведены ниже в табл. 3. Все решения записаны 
в неявном виде 2 = 2(Т) в области их пространственной локализации 
O<T <1.
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4. Опишем другой простой способ поиска функций }(Т), для 
которых уравнение (2) допускает точное аналитическое (частное) 
решение. Прямой проверкой можно убедиться, что уравнение (2) 
удовлетворяется, если положить 

T=¢,, ИГРЕ, (5) 

где ф= $(2) — произвольная функция, 3 — произвольная постоянная. 
Выражения (5) представляют собой параметрическую форму задания 
зависимости } = {(Т), которая получается после исключения 2. 

Полагая, например, в формулах (5) 

6(2) = Та + (То -Туе-**  (ш>0, Т, > 1), 

после исключения 5 находим 

f(T) = т +B+Cln(T — Tp), T=T)+(T, —Ty)e”,   

где A= —$sw!, B= Sw *(14+In(T, -Th)], C= -—Fw?. Ormerum, aro 
это решение удовлетворяет граничным условиям (3). Аналогичным 
образом могут быть построены и другие функции f(T). 

5. Еще один способ построения функций }(Т), для которых 
уравнение (2) допускает точное аналитическое решение, заключается 
в следующем. Пусть Т = Т(2) — некоторое решение уравнения (2) 

с функцией }(Т). Тогда Т = Т(2) будет также решением и более 

сложного уравнения [Е(Г)Т!], + 3 2Т, = 0 при 

F(T) =f(T)+Ag(T) °— (А— любое), (6) 

где функция 9 = 9(Т) задается параметрически формулами 

9(Т) = =, T=T(z). (7)   

Например, для степенной зависимости }(Т) = аТ” частным 

решением уравнения (2) будет функция Т = 622/ т, где $ — некоторая 
константа. Из формул (6), (7) получим, что Т будет также являться 

m—2 

решением уравнения (2) и при }(Т) =аТ"+АТ 2. 

Для первого решения, приведенного в табл. 3, этот метод дает 
однопараметрическое семейство функций 

— Плт _ n 2n n—1 ДТ) = ВТ" дет + АТ", 

для которых уравнение (2) имеет решение 5 = 1 -— Т”".
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6. Преобразование 

переводит ненулевое решение Т(х,#) исходного уравнения в решение 
Т(5,#) уравнения аналогичного вида 

=), fr=71(F). (9) 
В частном случае степенной зависимости }(Т) = аТ" преобразо- 

вание (8) приводит к уравнению (9), где }(Т) =аГ-”-2. 

(®) Литература к уравнению 3.1.4.43: Л. В. Овсянников (1978), А. А. Самарский, 

В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов (1987), УУ. Э4гатрр (1982), 
Т. В. Виграп, А. Мишет, М. В. Еах, Е. Fijalkow (1984), N. H. Ibragimov (1994). 

44, SS = S| F(T) 2] + 9(7). 
Это уравнение описывает нестационарную теплопроводность в не- 

подвижной среде, когда коэффициент температуропроводности и ско- 
рость реакции являются произвольными функциями температуры. 

1. Точные решения и преобразования (групповая классификация) 
уравнений данного вида для различных функций f = f(T), g = g(T) 
подробно рассматривались в работах В. А. Дородницына (1979, 1982), 
В. А. Дородницына, С. Р. Свирщевского (1983), В. А. Галактионова, 

В. А. Дородницына, Г. Г. Еленина, С. П. Курдюмова, А. А. Самар- 
ского (1986), Н. Х. Ибрагимова (М. H. Ibragimov, 1994). 

Конкретные уравнения этого вида см. в разд. 3.1.1-3.1.3. 

2. Решения типа бегущей волны 

T=T(z), z=+2r+ut, 

определяются из автономного обыкновенного дифференциального 
уравнения 

(Т)Т.]. — “Т, + 9(Г) = 0. (1) 
Замена, . 

ит) = ттт, 
приводит (1) к уравнению Абеля 

ит -у= (Г), 9(T) =—-w~* f(T) 9(T). (2) 
В книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 1997) приведено 

много точных решений уравнения (2) для различных зависимостей 

рф=Ф(Т).



284 — НЕЛИНЕЙНЫЕ НЕСТАЦИОНАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА 
  

45. ЭТ = 5 F(T) Z| + g(t) — 
Ot 

Переходя от $, х к новым переменным $ 2 = ZF+ ] 9(+) 4 получим 

более простое уравнение вида 3.1.4.43: 

OT д OT 

5 = 5: |), | 
ЭТ 9 oT oT 

46. at Se FD) 5 | + xg(t) Oa 

Обобщение уравнения Mavxosura na nenrunetinwtl crayuat. 
Ilepexona ot t, & K HOBbIM mepemMerHHIM (A, B — произвольные 

постоянные) 

т = [ee dt+A, z=2G(t), rie G(t) = Bexp | a(t) dt), 

для функции Т(т,2) получим более простое уравнение вида 3.1.4.43: 

BP _ 2 | gery 2), 
Or Oz Oz 

a7. at ТЕ 
К этому уравнению приводятся нелинейные задачи диффузи- 

онного пограничного слоя ({ — аналог коэффициента диффузии, 
п = 1, 2, 3), которые описываются уравнением 3.1.4.57. При п = 1 см. 
уравнение 3.1.4.43, а при (ТГ) = аТ" — уравнение 3.1.1.46. 

1. При п 7 —1 решения вида 

oe 
T=T(z), z=at mt! (0< zr < oo) 

определяются из обыкновенного дифференциального уравнения 

/ (n+ 1)[f(T)TI],, + 2"T! = 0, (1) 
которое часто рассматривается с граничными условиями (3) из 
3.1.4.43. 

Общее решение уравнения (1) при }(Т) = а(Т + 5)-1, п — любое, 
приведено в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1993). 

2. Опишем простой способ поиска функций }(Т), для которых 
уравнение (1) допускает точное аналитическое (частное) решение. 
Для этого проинтегрируем уравнение (1) по 2, а затем сделаем пре- 
образование годографа (переменную Т будем считать независимой, а 
2 — зависимой). В результате получим 

ея "ar +A), А— любое. (2)   

Подставляя в правую часть формулы (2) конкретную зависимость 
z= 2(Т), будем получать однопараметрическое семейство функций
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(Г), для которых уравнение (1) имеет решение х = 2(Т). Явный вид 
решения Т = Т(2) находится обращением зависимости х = 2(Т). 

  

Выбирая, например, z = (1 — Т)*, из формулы (2) получим 
соответствующую функцию 

(Г) = Аа - Т)*-1 — А (1— ТО, А — любое. 
(n+ 1)(nk + 1) 

3. Другой способ построения функций }(Т), для которых урав- 

нение (1) допускает точное аналитическое решение, заключается в 
следующем. Пусть Т = Т(2) — некоторое решение уравнения (1) с 
функцией /(Т). Тогда Т = Т(2) будет также решением и более слож- 

ного уравнения (п + 1)[Е(Т )Т + 27Т' = 0 при 

  

F(T) =f(T)+Ag(T) °— (А— любое), (3) 
а функция д = 9(Т) задается параметрически формулами 

1 — 

т)==, Т=Т(2). (4) 
Например, для степенной зависимости f(T) = аТ" частным 

= ntl 
pemleHuem ypaBHenna (1) 6yneT byHkuna T=bz m , rye b— Hekoropaa 
константа. Из формул (3), (4) получим, что Т будет также являться 

m—-n-1 
решением уравнения (1) и при {(Т) = аТ" + АТ п+!_ 

4. При п = —1 существуют решения вида 

Т=тТ(ё), €=In|2| +t, 

которые определяются неявно по формулам 

таг _ _ _ 
[ 7Р-Е = +С», F(T) = [ f(T) aT 

roe w, C,, C, — MpOM3BOJIbHbIe NOCTOAHHbIe. 3HayeHu10 w = 0 cooTBeT- 
ствует стационарное решение. 

  

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

48. = 21 (T™ 2) + a(t) 22 + v(eyr. 
Преобразование 

T(t,2) =u(z,r)H(t), z=2G(t), т= / f()G?*(QH™() dt, 
где функции С и Н определяются формулами 

G(t) = exp ] g(t) at), H(t) = exp | ] h(t) at}, 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.1.46: 

о ак (ты 
Or Oz Oz 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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ЭТ 

bt 

Преобразование 

z=2G(t)+ ] h(t)G(t) dt, T= ] f(t)G?(t) dt,  G(t)=exp ] g(t) dtl, 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.4.34: 

эт _ eT 
‘эт PP) oe 

  49.           + [xg(t) + h(t)] 

50. St = s(t) 2 [Ф(Т) 57 | + [2949 + 88] 57 
Преобразование 

2=2G(t)+ ] оса т= | f(t)G2(t) dt,  G(t)=exp | / g(t) dt] | 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.4.43: 

эт _ 9 ЭТ 
= э: )5; | 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

эт _ _ эт 5. Ч = То) а Те 
1. Замена и(т,#) = Т, приводит к уравнению вида 3.1.4.43: 

ди д ди 

= be TOF 
2. Преобразование годографа, 

z=T(z,t), T(z,t)h=2 

приводит к ap аналогичного вида, 

2Т = ТУТ, fz) = f(1/2). 
Эти и другие преобразования подробно рассматривались в ра- 

ботах И. Ш. Ахатова, Р. К. Газизова, Н. Х. Ибрагимова (1989), 
Н. Х. Ибрагимова (М. Н. Шгавитоу, 1994). Там же указаны точные 
решения. 

эт Эт 
52. Ot _ = f(x)g(T)h(Te) > 5 2° Tz = On” 

Преобразование годографа (т принимается за, зависимую пере- 
менную, а Т — за независимую переменную) 

  

т=и Т=у 

приводит к уравнению аналогичного вида для функции и = и(у, #) 

5 Ки), тле (2) = 2-PA(1/2).
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эт _ 5 _ ат 
53. Ч = в [Р(Т,ТЬ)|, Te = р. 

1. Преобразование 

+ r= — — Г(т 1 f=t—ty, = [т (y,t) dy [Fr (t9,T),T,,(%9,7)) dr, T(z,t) Tab 

переводит (ненулевое) решение Т(т,{) исходного уравнения в реше- 
ние Т(5,#) уравнения аналогичного вида 

5 = = РР, 1, 
rae 

F(T,T,) =TF(T-, T-°2,). (1) 
2. В частном случае 

F(T,T,) = 9(T)(T,)* т 

из формулы (1) получим 

F(T,T,) =9(T)(T,)*, (1) = T**g(T~"). 
(®) JIutepatypa: W. Strampp (1982), J. R. Burgan, A. Munier, M. R. Feix, E. Fijalkow 

(1984), N. H. Ibragimov (1994). 

9 92т 

54. 5 = (р). 
Замена u(z,t) = as приводит к уравнению вида 3.1.4.51: 

ди ди \ д?и 

Ox =1(5=) 5 Ox?’ f(z) = F,(2). 

Это и другие преобразования подробно рассматривались в ра- 
ботах И. Ш. Ахатова, Р. К. Газизова, Н. Х. Ибрагимова (1989), 
Н. Х. Ибрагимова (М. Н. гаслтот, 1994). Там же указаны некоторые 
точные решения. 

oT эт 92т 

55. = F(z, T, =, 3) 
Пусть вспомогательное обыкновенное дифференциальное уравне- 

ние 
Т=Е(т, Т,Т,,Т.,) 

после линейного преобразования 

r= (z), T=y(z)u 
и последующего сокращения обеих частей на функцию (2) приво- 
дится к автономному виду 

и=Л(и и, иш,),
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где Л = Р/ф. Тогда рассматриваемое уравнение в частных производ- 
ных таким же преобразованием 

c=(z), T(z,t) = p(z)ulz,t) 
проводится к уравнению 

Ou _ F(u, ди. oe, 
at Oz Oz? 

которое допускает частные решения типа бегущей волны и=и(2+и%. 

Сказанное позволяет использовать различные известные преобра- 
зования обыкновенных дифференциальных уравнений (см. Э. Кам- 
ке, 1976; В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 1995, 1997) для построения 
точных решений уравнений в частных производных. Если исходное 

уравнение было линейным, то такие преобразования будут приводить 
к линейным уравнениям с постоянными коэффициентами. 

56. f(z) 2 +9) = 5 (Тв, |. 
Это уравнение встречается в нелинейных задачах диффузионного 

пограничного слоя (массообмен капель и пузырей с потоком). 

Преобразование (А, В — произвольные постоянные) 

    
2 

t= ] “Fy dxr+A, z=yh(z), где h(x) = Вехр|- | aa а , 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.4.43: 

oT д oT 

т, | Ot Oz at dz |* 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996). 

_1 ЭТ ЭТ 9 эт 57. flay" 22% + g(e)y 2h = [pry 27], f(z)yr ey + 9(@)u" ST = G, (ТБ, 

Это уравнение встречается в нелинейных задачах диффузионного 
пограничного слоя (массообмен твердых частиц и капель), х — 
координата, направленная вдоль поверхности тела, у — координата, 
направленная по нормали к поверхности тела. 

Преобразование (А, В — произвольные постоянные) 

  
n+1 

t= ] Tay de + A, z=yh(z), где h(x) = Bexp|- / oe 4, 

приводит к более простому уравнению вида 3.1.4.47: 

7? ae PO) ge] 
(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996).
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3.1.5. Уравнения гиперболического типа 

Предварительные замечания. Нелинейные уравнения тепло- 
и массопереноса вида 

2T 2 or, PT _ т 
OE 92 “Эта + f(z,t,T) (1) 

с помощью преобразования 

z=€Vaje, T(z,t) = exp(——t)w(€,2), 

приводятся к канонической форме 

021 _ 02 
oe = oe + PEt w). (2) 

Здесь использованы обозначения 

— ! 1 et — Bt 1 F(€,t,w) = а + -е f(EVa/e, t, eP'w), B= >. 

В уравнении (2) отсутствует первая производная по времени. 

Далее в разд. 3.1.5 считается, что уравнения гиперболического 
типа на предварительном этапе были приведены к канонической 
форме. 

1. ЭТ — ЭТ | рт — к(ъ + ПТ” + ТТ. 
9:2 dx? 

Точные решения (А, С — любые): 

T(z,t) = {= + Aexp|Ca + К/С? + аК2т(т — 12|} =m . 
  

  

2T eT 
2 — = 

912 9х2 
+ е** (а + Бе*')Тт.   

Точные решения (С — любое): 

2 
[@+1(1- тувем] т, 

2 
la+3(1- трем | т. 

  

  

1 
+ —_ 

КУЪ 

_ 1 
КУ
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9?т _ @?2т ktrmm 

5:2 is Ox? т. 
         

Точные решения (С’' — любое): 

  

те, = {Сеуле oxy (* JP (m—1)?a][k? —(m+3)2a] 2+ 

2 

+ [k?+(m—1)(m+3)a] t)| +(m—1), pa о] т. 

T(2,t) = { Cexo[ (+ J [k? — (m—1)2a][k2 —(m+3)2a] 2+ 

—2_ 

+ [k?+(m—1)(m+3)a] t)| —(m—1), ть etre т. 

8°T _ 8?T k? _ _ 
5:2 = Ou? +z qrteM (ate e*t + nab— be ТЗ, nn 0. 

  

4.     

Точные решения (С’— любое): 

  

    

  

    

  

    

  

    

T (x,t) = £\/Cexp(kt+ apr) + wae (ett +5), 

T(x t) = 4 /Cexp( kt - - т) + п = (ett +), 

T(2,1) = +\/Cexp(kt + - oT) nae (Met +0), 

T (zx, t) | Cexp(kt - i nat (ek +0). 

92т _ 9Э2т k? К 2 № 2 —и#\ 7—3 5. в = aa? aa te (a*e™'+nab+b*e—"")T-°, |n|>2.     

Tounbie pemenua (C — любое): 

  

    

  

    

  

    

  

    

T (2,4) = +4/Cexp(at + tt) + VE=4 (24 ot +5), 

T(z,t) = \/Cexp(kt - a | + (=e +6), 

T (x,t) = \/Cexp(kt + <r | = ("ek +), 

T (x,t) = +\/Сехр(м - ape) — YP "(Seb +5).
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2 

Tounie p. решения (С\, С5, и — любые): 

T(z, t) = w(t) - at — = 1n(C, + Cyr + 4/C3 + ра), 

_ _ k _ 2 —vt их _ Па м T(e,t) = y(t) - =t- = ив (Се + Се"? — де ). 

52Т _ 92т ит kt 2)е2рТ. 7. Sa = par + Ве + (ме“’ + иВ^)е 

Точные решения (С’— любое): 

1 м, ‘а kt ИВ T(z,t) = [Се + в + 2)е г. 

82T 8*T kt 2uT 

Ot — 922 + (ae™ + ye". 
1. Pemenus npu k?y — 8? 72 0 (С — любое): 

ОТ k2y — Bp ky + Bry ) аби к _ 7 
T (a, t) = р по [бер (+ к {1 + 72, — 2, ° т]. 

2. Решения при К? — 62 =0 (С — любое): 

ТТ №, а № _ В T(z,t) = „1 [Се + 58 (Е те |. 

        

  

k2 

эт — ot + Bekte#T + (ae2*t + y)e2#T, 

Tounble pemenua (C’ — so60e): 

T(z,t)= “= In ° exp (+ Ate Pu, Fes) + we ee в eft , 

10. СТ = ВТ + веет + (сё + лезет.     

Точные решения (С'— любое): 

1 2 2 
T(z,t) = a eee ae #2) — 5 (at +7) + ah 

8°T 
912 — Ba? + Вей” + (ме“® + у)е?Т. 

1. Решения при К?^у + 02 2 0 (С — любое): 

СОТ К? + В? ,, К2у- Bp )- аби кг _ т 

2. Решения при К? + В?и =0 (С — любое): 

— Е kar ak kz ив T(z,t) = 7 In|Ce + 6 (2+ t)e*® + |. 
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92т 92т а — aur + Be®®e#T 4 (ae7** 4 y)e7#?, 

Точные решения (С' — любое): 

12. 

__1 АК? а + Ви ,, 6°и \__ Ру [к _@ id 
Mz, t)= ree ee Ака г) ака + Вр В’ | 

2 

13, 27 = + Be"? + (ax + y)e#7.     
912 — в: 

Точные решения (С'— любое): 

T(z,t) = ~~ In{C exp[ 54 (e +1)| - Z(az +) - 4}. 

3.2. Уравнения с несколькими пространственными 
переменными* 

3.2.1. Двумерные уравнения с произвольными 
параметрами 

92 

1. ВТ = («+ вт) (т + Sr) tt? +6T +e. 
8x2 

уравнение допускает решения вида 

T(z,y,t) = f(t) + g(t)O(z, y). 

Здесь 9(х, у) — любое решение двумерного уравнения Гельмгольца, 

д0+ 0 =0 A= 4% 1 + xO = VU, — 5-2 + ‘ду, (1) 

где х =1/В (В 0); об этом уравнении см. разд. 2.3.2. Функции }(Ё 
и 9(#) находятся из автономной системы нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

fi=vf? +f te, 
= (yf +éd-—ax)g. 

Первое уравнение этой системы не зависит от функции 9(#) и прел- 
ставляет собой уравнение с разделяющимися переменными. После 
определения }(Р) решается второе уравнение (2), которое линейно 
относительно функции g(t). 

Функции }(1) и 9(Р) имеют различный вид в зависимости OT 
значений параметров уравнения. Выделим пять возможных случаев, 
ниже С\, С. — произвольные постоянные. 

(2) 

  

* Некоторые точные решения (с цилиндрической и сферической симметрией) 
вида Т = T(r,t), roe r — радиальная координата, приводятся в разд. 3.1.1-3.1.4.
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1°. При 77 = 0 = 0 имеем 

2°. При 5 = 0, 0 # 0 имеем 

ДО = Се" - =, g(t) = Che". 
3°. IIpu y 4 0, 62 — 4ye = и? > 0 (и> 0) имеем 

$1 + SoC, e* _ Со — (952+ а) _ —6+ И 
= — = —__——_е 5 = . 

4°. При 1 2 0, 6? - 47 = 0 имеем 

6 1 О-о, = т Ея = exp[(46 — ax)t]. 

5°. IIpu y £ 0, 62 — 4ye = —p? <0 uso) имеем 

f(t)= о (+ С} - 

  

  

ехр!(--6 — аж)1] 

g(t) = Cy cos(+ put + C;) 
  8. 

24 ? 

(®) Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1989), М. Н. Ibragimov (1994). 

ват (+5) в (57) + (57) | 2. с =оТ(5 5 + Oy? a Ox + ‘бу В. 

1°. Точное решение: 

T(z, У, t) = С — Bt + Со ехр [ (7 + и?) (Cyt — = Bt?) |e4* try, 

где р, и, С1, С. — произвольные постоянные. 

2°. Точные решения при В = 0: 

T(2,y,t) = —— + B(A+ thet? + neu tno) 

  

A+t ’ 

T(zx,y,t) = Ань + Bsno(e em + asian), 

T(z,y,t) = Acted ) + Bsin 6(t) ee? + Ae, 

T(z,y,t) = R00) + Ath O(t) ch(wr + &)) + sActh 6(t) sin(uy + 7), 

T(2z,y,t) = эх + Acth @(t) ch(uzr + €) + sAth A(t) sin(uy + т), 

T(z,y,t) = aA + Atg6(t) ch(war + &) + sActg A(t) sin(uy + т), 

T(z,y,t) = Я = Ас 0(1) ch(ux + £9) + sAtg A(t) sin(uy + по), 

где А, В, и, &, то, то — произвольные постоянные, O(t) = ap? At + 7, 
3 — параметр, принимающий значения 1 или —1. 

Делая в указанных формулах замену т = у, можно получить 
другую группу решений (которые здесь не выписываются).
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3°. Уравнение допускает решения в форме. 

T(zx,y,t) = (8 +9($(2) + КУ). 
i — Ио В частности при ф.. = VY, Duy = —vy, roe v — произвольная 

константа, имеем (А,, А., В,, В. — любые) 

ф(т) = А, (№ иг + АзВрт, (у)= В, созру+ Возтыу (и=р”>0), 
ф(х) = А, созих + Аззтих, (у) = В, св ру+ В.зВыу (v=—p*<0). 

Функции }(#), 9(®), В(Ь удовлетворяют системе уравнений 

f, = av( At —8A3)9° — av(By + sBz)h? — B, 
9, = av fg, 
h, = —avfh, 

где s = signyv. MoxHo NOHH3MTb порядок этой системы на два и 
представить ее в виде (С\, С. — произвольные постоянные) 

f=&(h), g=C,/h, h,=—avh&(h), 
где 

  

2 
$(в) = +\/с, + (Аз + = ш [В] + (В? +з82)12. 

При В = 0 в некоторых случаях можно получить решение в явном 
виде (см. п. 2°). — 

4°. Уравнение допускает решения в форме 

T(x, y,t) = f(t) + g(t)e(z) + МИу(у) + (0 6(т)х(у). (1) 
i — i — И — и — IIpu yr, = 4Vp, Wy = —4vy, 05, = VO, Xyy = —YX, THe v — 

произвольная константа, в формуле (1) следует положить 

  

  

при и= р? >0 при и = - р? <0 

y(z) = A, ch2pa + A, sh 2uxr p(x) = A, cos2uz + Ap sin 2px 

p(y) = By cos 2py + By sin 2yy p(y) = B, ch 2py + By sh 2py 
9(х) = С; сВих + С. 36 их 6(x) = C, cos px + C, sin px 

x(y) = D, cos py + Dz sin py x(y) = D, ch py + D, sh py 

®yuxuuu f(t), g(t), h(t), u(t) yooBnerBopsaioT cucTeme HesIMHeHHbIXx 
обыкновенных дифференциальных уравнений ($ = 11 и) 

f; = —4av(A? — sA3)g* + 4av(B? + sB?)h? — 5, 
g, = —4avfg + ava,(D? + sD3)u’, 

h, = 4avfh — ava,(C? — sC#)u?, 
/ 

Uy —2av(azg — a,h)u.
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Произвольные постоянные А., Ао, В;, В., С1, Со, О\, О. связаны 
двумя соотношениями 

2A,C,C, = A,(C? + sC?), 2B,D,D, = B,(D? — sD3). 

Коэффициенты а, а, аз, а, определяются формулами 

С? — sC# _ С? +802 р? — $02 a. = 

C,C, ‘ 

a,= Qa, = ———*,, a-=A 
1 24, °’ * 2 ’ 3? 

при А, 20, В, 20, С.С. #0, 2.О. #0. 
Если А, =0 (А. # 0), то следует положить а, = С\С./А.. Если 

B, = 0 (B, #0), To a, = D, D,/B,. Ecnu C, = 0 (C, #0), to ag = — Aj. 
Ecau C, = 0 (C, #0), To a, = A,. Ecnu D, = 0 (D, #0), To a, = —B,. 
Если D, = 0 (D, #0), To a, = By. 

5°. Уравнение имеет точные решения типа, бегущей волны: Т = Т(&), 

Е =К,т + Ку + &Ъ где К,, Ко, м — любые. 

6°. Уравнение имеет точные решения вида 

T (x,y, t) = f(t)x? + g(t)ry + h(t)y? + p(t)r + v(t)y + x(t). 
В частном случае ф(?) = Y(t) = 0 dbyxKkunn f(t), g(t), h(t), x(t) ompene- 
ляются путем решения автономной нелинейной системы обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений 

= а(2 7 — 2] - 97), h,=a(2fh— 2h? — g’), 
g, = —2ag(f +h), X, = 2a(f + h)x - B, 

которая полностью интегрируется. 

В работах В. А. Галактионова, С. А. Посашкова (1989), Н. Х. Ибрагимова, 
(№. Н. Ьгавипоу, 1994) рассматривались решения, которые являются частными 

случаями решений, указанных в пи. 3°, 4°. 

эт _ д (тат 9 (тат 
me =o Toe) tw (TS) 

1°. Уравнение имеет точные решения вида (А, В, С — любые) 

Т(т, у, = Ах + Ву + (А? + В*)Ё + С. 

2°. Имеются точные решения типа бегущей волны (К, К, м — 
любые): 

где Т(&) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением 

_— (12 2 «ТЕ = (М + №)(ТТЕ)Е- 

Решение этого уравнения можно записать в неявном виде 

2 2 

é(T) = B+ 24% (wf — Aln|A+uT)), 

где А, В — произвольные постоянные.
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3°. Уравнение допускает решения вида 

T(x, y,t) = f(t)x? + g(t)ey + h(t)y’, 

где pyukunun f(t), g(t), h(t) ompenensatotca nyTem pelleHua aBTOHOMHOK 
нелинейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

ft = 6f? + 2fh+ 9g’, (1) 
9, = 6(f +h)g, (2) 
hi = 6h? + 2fh + Q’. (3) 

Из уравнений (1), (3) следует, что } — №, = 6(}+1)(} - №). Далее с 
помощью уравнения (2) находим f = h+ Ag, roe А — произвольная 
постоянная. Используя это равенство, исключим из (2) и (3) функ- 
цию й. В итоге имеем нелинейное обыкновенное дифференциальное 

уравнение для 9(#) 

3991, — 59)” — 36(1 + A*)g* = 0. 
Решая это уравнение с помощью замены (9) = 92, получим (В — 
произвольная постоянная) 

9 = 98(9), B8(g) = + Bot/? + 36(1 + A?)Q?, (4) 
h=+44(9)-fAg, f= 449) + FAs, 

где первое уравнение является уравнением с разделяющимися пере- 
менными, и его решение можно выписать в неявном виде. 

В частном случае В = 0 имеем решение в явном виде (С — 
произвольная постоянная): 

= А, Е, БЕ А- и= УТ + А?. 
2(C — pt)’ C— pt’ ~ 2(C = ut)’ 

  

4°, YpaBHeHue допускает решения вида 

T (x,y, t) = f(t)x* + g(t)zy + h(t)y” + o(t)z + v(t)y + x), 
где функции f(t), g(t), h(t), v(t), Y(t), х(® определяются путем ре- 
шения следующей нелинейной системы обыкновенных дифференци- 
альных уравнений: 

д =6/*+2/1+09°, ф,=2(31+1)ф+ 299, 
9, = 6(f + h)g, W, = 2gyp + 2(f + 3h)y, 
h, =6h?+2fht+g*, x, =~? +0? +2Af+h)x. 

Первые три уравнения решаются независимо (см. п. 3°). 

5°. Уравнение допускает решения вида, Т(х, у, #) = (Аё + В) '®©(т, у), 
где А, В — произвольные постоянные, а стационарное уравнение для 
функции © выписано в 3.2.1.8 при п =а = 1.
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4. р = 5 ТВ) | +, (@Т+В) 5, |- ot 

Это двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса, 
когда коэффициент температуропроводности зависит от температуры 
по линейному закону а(Т) = аТ + 25. 

Замена И = аТ + В приводит к уравнению 3.2.1.3: 

aU _ 0 (,, aU 0 (,, aU 
=e US) +H (UFZ): 

эт _ Га (тат 1 Эт 
5. 9 =а| 5. (т э=) + э. (то, 
1°. Точные решения типа бегущей волны: 

_ _ a(k? +k) _ 
M8) =~ —egay? bo het key + wt, 
T(é) = {A+ Bexp| | 

aA(k? + k2) 

roe A, B, k,, k,, w — npon3Bo0bHble NOCTOAHHBIE. 

2°. Уравнение имеет точное решение в виде произведения 

T(z,y,t) = (Aat + В)е® (тм), 

где А, В — произвольные постоянные, а функция ©9(т,у) является 
решением стационарного уравнения 

— Ае@ — 9 9 A®-Ae®=0, А= +, 

которое встречается в теории горения. О решении этого уравнения 
см. 4.1.1.2. 

3°. Уравнение имеет точные решения 

Т(т, у, 1) = [| + B(A+tye**+ sts te | 

иг + 4 Sin(uy +o) T(z, y,t) = |Acth 0(t)+Bsh0(t)e +A sho i ; 

  

T(x, y,t) = [Ас 0 (0) (t)+ Bsin 0(t рем 4 Smut) | 

T(z,y,t) = Bog + Ath 6(t) ch(wr +) +sActh 0(t) sin(uy+no)| 

T(z,y,t) = |- зако cay FA cth O(t) ch(wx + 5) + SA th 6(¢) sin(uy+no)| 

T(z, y,t) = | 59) + A tg 6(t) ch(urt £5) +sActg 6(t) sin(uy+n)] 

T(z, y,t) = |- = Я OI ——___ + Actg 0(t) ch(wa+&)+sA tg O(t) sin(uytn)|
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где 6(t) = ам? А+ к, А, В, и, &, по, Ту — произвольные постоянные, 
а, $ — параметр, принимающий значения 1 или —1. 

Делая в указанных формулах замену т =* у, можно получить 
другую группу решений (которые здесь не выписываются). 

4°. Преобразование Т = 1/0 приводит к уравнению 

ира (+ (#2 
Некоторые точные решения этого уравнения см. в 3.2.1.2, пп. 4°, 6°. 

т (1 т) 49 (1 от 
55  дбх \соТ+В Oz ду \аТ+В ду /` 

Это двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса, 
когда коэффициент температуропроводности задается гиперболиче- 

1 

от+8в` 
Замена U = aT + 6 приводит к уравнению вида 3.2.1.5: 

99190) 9 (120) 
dt — 0\0 Oz dy \U dy) 

oT _ [0 (18T), 0 (1 OF 2 
7. 5 = los (F a=) + = (т oy )| + ВТ " 

Замена Т = 1/0 приводит к уравнению 3.2.1.2 для функции 0. 

ской зависимостью от температуры: а(Т) =   

(©) Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1989), М. Н. Ibragimov (1994). 

эт 9 oT o oT 6. Banal 2 (rr) +2 (mr 2)] bt дх oz + ду ду 

Это двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса, 
когда коэффициент температуропроводности зависит от температуры 

по степенному закону а(Т) = аТ" (показатель п может быть целым, 
дробным и отрицательным). 

1°. Имеются точные решения типа бегущей волны: 

Зависимость Т(&) задается в неявном виде: 

2 2 T”" dT 
a(ky +k —— = (ky + ky) DP LA E+ B, 

где К;, К., и, А, В — произвольные постоянные. 

2°. Уравнение допускает решения в виде произведения 

T(zx,y,t) = f(t)O(z,y), —Л( = (Аотё+ В) И". 
Здесь А, В — произвольные постоянные, а функция 9(х,у) — любое 
решение двумерного стационарного уравнения
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Последнее уравнение при п 2 —1 можно преобразовать к следующей 

форме: 

Aw + A(n+1)w#T =0 д= 9+9 ш = 07+! 
2 «Ox? ду?’ 7 | 

ЭТ „9 er = | = ( or | 
9. ot = a 5 (e oz + ду е ду " 

Это двумерное нестационарное уравнение тепло- и массоперено- 
са, в случае когда коэффициент температуропроводности экспонен- 
циальным образом зависит от температуры а(Т) = ае!Т. 

1°. Имеются точные решения типа бегущей волны: Т = Т(&), где 

& = К, з + Ку + и (Е, Ко,  — любые). 

2°. Уравнение имеет точное решение в виде суммы 

T(z,y,t)=f()+—mO(e,y), 0 =--_ №(Ааё + В). 
Здесь А, В, и — произвольные постоянные, а функция 9(т,у) — 
любое решение уравнения Пуассона 

доО+А=о0, А 9+9 

О решении этого линейного уравнения см. в разд. 2.2. 

10. = — «|-> (ет =) + эх (е pT =) + BetT +++ 6e7HT. 

Это двумерное нестационарное уравнение тепло- и массопереноса, 
в случае, когда коэффициент температуропроводности экспоненци- 

альным образом зависит от температуры а(Т) = аеёТ, при наличии 
тепловых источников. 

Замена Т = — ш 0, где 0 =0((х, у) — новая зависимая переменная, 
р 

приводит к уравнению вида 3.2.1.1: 

90 _ 920 9-0 2 
5: = 0(5= + oo) + BuU + pyU + po. 

(©) Литература: В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1989), М. Н. Ibragimov (1994). 

ЭТ 11. 5 =а| > (УТ) + 4] 4+ BT?. 

Здесь |УТ|? = (2) + (27). 

1°. Точное решение: 

1 С? T(z,y,t) = ся + TG виз 9 (2, У),
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где С‚, С. — произвольные постоянные, а О9(т,у) — любое решение 
стационарного уравнения 

д де д де 2 _ _ В. 
= (\vo| = ) + 5 (vel) + x0° = 0, w= = епт Со. 

2°. Точное решение имеет вид 

T(z,y,t) = f(t) + g@)O(z, у). 
Здесь функции }(#), 9(#) определяются формулами 

=, 9 ° B— Bt’ — (B—Bb[A + C(B — Bb)” 
где А, В, С — произвольные постоянные, а функция 9(т, у) — любое 

решение стационарного уравнения 

= (|vo| = ) + 5 (vol) + x@? = pO, x= f и = 2 

  

(©) Литералура: В. А. Галактионов, С. А. Посашков (1989), М. Н. Ibragimov (1994). 

3.2.2. Двумерные уравнения с произвольными функциями 

эт ( 92т 
1. = а 

8°T ) 
— =a|{—~— + — T). 
ot дт2 + Oy? + F(T) 

Это двумерное нестационарное уравнение теории горения. 

1°. Точные решения типа, бегущей волны (А, В, & — любые): 

T = T(6), & = Ах-+ Ву+ 

где функция Т(&) удовлетворяет автономному обыкновенному диф- 
ференциальному уравнению второго порядка 

(А? + В®)Те, — “ТЕ + ХТ) = 0. 

О решениях последнего уравнения см. в книгах В. Ф. Зайцева, 
А. Д. Полянина (1995, 1997). 

2°. См. уравнение 3.2.2.3 при а = 6, п =т = 0. 

эт _ 92т 82T эт \2 ат \2 
ot = O22 1 ‘бу? + #(T)| (55) + (ву) | 
Замена, 

U = ] F(T)dT, ne F(T) = exp| ] f(T) ат, 

приводит к линейному уравнению для функции 0 = U(z, y,t): 

90 _ 9?0 0920 
Ot — 012 ду? ' 

которое рассматривается в разд. 1.2.
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of — 9 (аз r OE) 4 2 (by m OL) + Дт). 
  

ot дх 

При п 7 2, т 2 2 существуют точные решения вида 

_ 2 _ 4 2—п 4 2—т 

где функция Т(&,#) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

  6T  O?T | A OT _ 4 — пт 

ар = oe tree Г Ане. 
О решении этого уравнения при А = 0 см. в 3.1.1.1-3.1.1.5, 3.1.2.1, 
3.1.2.2, 3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.4.1. 

тет) + 2 (ет) + 
При д # 0, и 0 существуют точные решения вида 

_ 2_ 4 — px _4_ —vy 
[= T(E, t), 6 — аи? е + by2 е ’ 

где функция Т(&, # определяется одномерным нестационарным урав- 
нением , 

эт _ эт тат 

“Ot — 02 Е дЕ КГ). 

‚ or _ 9a (ax эт 
Fe = be (02 Se) + Hy (Oe) + КТ). 
При п #2 2, и* 0 существуют точные решения Вила 

_ 2 4 т2- —n _* g-yvy 
Т=Т(&,5, E — а(2— п)? 7 + = 2 е ’ 

где функция Т(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

9Т _ 9Т n 

at OE? oe ae t FD). 
О решении этого уравнения при п = 0 см. в 3.1.1.1-3.1.1.5, 3.1.2.1, 
3.1.2.2, 3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.4.1. 

  

6. 27 = [а т + 148] (57 +53) +51? + o(t)T + hit). 

Здесь }(®, 9(#), №(Р) — произвольные функции; а, 6 — произвольные 
параметры (а # 0). 

Уравнение допускает точные решения вида 

Г(т, у, = 9 +ч+(00(т, у), 
где функции ‹ф(#), Ф(Р) определяются из системы нелинейных обык- 
новенных дифференциальных уравнений 

y;, = bp* + g(t)p + h(t), | (1) 
ф: = [№ - ВЛ +99, B=b/a, (2)
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а функция 9(х,у) — любое решение двумерного уравнения Гельм- 
гольца 

д0+40=0, д= 9+9 3 

Первое уравнение системы (1) не зависит от 1 и представляет 
собой уравнение Риккати для функции ф. В книгах В. Ф. Зайцева, 

А. Д. Полянина (1995, 1997) приведено много точных решений урав- 
нения (1) для различных функций 9([) и №(В. После решения урав- 
нения (1), подставляя зависимость ф = ф(Ё в (2), получим линейное 
уравнение относительно 4 = ф(#), которое легко интегрируется. 

В частном случае 6 = 0 решение системы (1), (2) дается формула- 
ми 

ett) = exp[G(t)] {4 + ] h(t) exp[—G(t)] at}, G(t) = ] g(t) dt, 

v(t) = Bexp[G(t) - BF()], F(t) = f(t) dt, 
где А, В — произвольные постоянные. 

О решении линейного стационарного уравнения (3) см. в разд. 
2.3.1, 2.3.2. 

эт _ ST fT эт \2 эт \? 
7. S =aT(S5+ Sr) -4[(G5) + (SZ) | +7. 
1°. Уравнение имеет точные решения вида 

T(z,y,t) =9(t) + ¥(O(E), — Е= Вт. 

Подставляя это выражение в исходное уравнение, имеем ©(&) = е*, а 
функции y(t), (РГ) определяются из системы обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений 

y, = f(t), w, = a(B? +7" )oy. 

В результате интегрирования находим решение 

  

  

T(2,y,t)=9(t)+Aexp|Ba+yy+a(6?+7?) [60], Ф®= [о @+В, 
где А, В, д, у — произвольные постоянные. 

2°. Уравнение допускает также точные решения следующего вида: 

Т(т, у, = ФИ +0 (Ал их + A, sh pr) + x(t)(B, cos uy + B, sin py), 
T(z, y,t) = p(t) +(t)(A,cos pa + Ay sin wr) + x(t)(B, ch wy+ Bosh py), 

где А,, А., В,, В., и — произвольные постоянные, а функции ф(®), 
(Е), х(Р) определяются путем решения соответствующей системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (здесь не приводятся).
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3°. Уравнение допускает решения вида 

T(x,y,t) = v(t) + Pl) F(x) + x()G(y) + nt) H(z) Pty), 
где 

F(x) = A, cos2uz+ A,sin2uz, G(y) = B, ch2uy+ By sh 2yy, 

H(z) = C, cos wx + C, sin pa, P(y) = D, ch yy + D, sh py, 

rye MpOu3BOJIbHBIe NocTOAHHBIe A,, A, B,, Ba, C1, Cy, D,, Do; п 
связаны двумя соотношениями, а функции ф(®, W(t), v(t), n(t) yoo- 
влетворяют системе нелинейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений (здесь не приводятся). 

(т (rE) gor 
Это двумерное нестационарное уравнение теплопроводности, ко- 

гла коэффициент температуропроводности зависит от температуры 
по степенному закону а(Т) = аТ" при наличии нестационарного объ- 
емного источника (тепловыделения). 

1°. Уравнение имеет точные решения вида, 

T(z,y,t) = exp| { f(t) dt] [O(2,y)] *, (1) 
где функция О9(т,у) удовлетворяет уравнению Лапласа 

_ _ 8 | @ 
AO — 0, А = ‘9х2 + Oy? | 

О решении этого линейного стационарного уравнения см. разд. 2.1.1. 

2°. Другие точные решения в виде произведения функций: 

Тед = ©, "т, (2) 
где функция ф(?) определяется из уравнения Бернулли (А — произ- 
вольная постоянная) 

vo, — f(t)p + Aay”** = 0, (3) 
а функция 9(т,у) удовлетворяет стационарному уравнению 

AO+A(n+ Om =-0. Azo y & + (n+ 1) — Vs; — 922 Oy? ° 

Общее решение уравнения (2) дается формулой 

y(t) = exp[F(t)] { Aan / exp[nF(t)] at+B} " "| F(t) = ] f(t) dt 

где В — произвольная постоянная. 

3. Преобразование 

T(x,y,t) = F(t)U(z,y,7), т= ] F"(t)dt, F(t) = exp| ] f(t) dt), 
приводит к более простому уравнению вида 3.2.1.8: 

or = Lae (Uae) + ay (US)
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aol (or 2) + 2 (or 2) + 0 
Это двумерное нестационарное уравнение теплопроводности, ко- 

гда коэффициент температуропроводности экспоненциальным обра- 

зом зависит от температуры а(Т) = ае"Т, при наличии нестационар- 
ного объемного источника (тепловыделения). 

  

1°. Уравнение имеет точное решение в виде суммы 

1 T(2,y,t) = p(t) + —nO(2,y), 
где функция ф = ф(Ё определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

ф+ + А(а/ и) exp(uy) — f(t) =0, (1) 
а функция ©9(т,у) является решением двумерного уравнения Пуас- 

сона 

ДОАО = 9 2 +A=0, 2+. (2) 

Общее решение уравнения (1) дается формулой 

— _1 _ p(t) = F(t) ~ ЮВ + Аа / exp(uF(t)] at}, F(t) ] f(t) de. 

О решении линейного стационарного уравнения (2) см. разд. 2.2.2. 
Отметим, что в уравнение (2) и в выражение (3) входят произ- 

вольные постоянные А и В. 

2°. Преобразование 

T(z,y,t)=U(z,y,7)+ F(t), т= | екриР(®] 4% F(t) = [ f(t) at 
приводит к более простому уравнению вида 3.2.1.9: 

OU |= (et =>) o (env 57) 
— =a|—(e”" — — —}|. ar Oz az) * dy\© “By 

oT 10. SF = f(T) LT] + o(t)T + h(t). 
Здесь Г — произвольный линейный дифференциальный оператор по 
пространственным переменным х, у (который не зависит от #. 

Уравнение имеет точные решения вида, 

T(x, y,t) = p(t) + pt)O(z,y), 
где функции y(t) u y(t) onpenenatotca dopmysiamu (A — произвольная 
постоянная) 

y(t) = eG [A+ ] n(t)e~ 0 da}, w(t)=Be, G(t)= ] g(t) dt, 

а функция ©9(х,у) удовлетворяет линейному стационарному уравне- 
нию 

ге] = 0.
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Замечание 1. В рассматриваемом уравнении порядок линейного 
оператора, Ё и число пространственных переменных может быть лю- 
бым. Коэффициенты оператора Ё могут зависеть от пространствен- 
ных переменных. 

Замечание 2. В уравнении вместо }(Т) может стоять произ- 
вольная функция вида }{(т, у, Т). При этом в частном случае 
Ех, у ьТ)= Н(® +аТ, Г =А-Ь, где А — оператор Лапласа, а, 6 — 
некоторые постоянные, получим уравнение вида 3.2.2.6. 

3.2.3. Трехмерные уравнения 

В этом разделе Фу, У и А — операторы дивергенции, градиента 
и Лапласа, записанные в декартовых координатах т, у, & (вместо 

декартовых могут быть использованы сферические и другие ортого- 
нальные системы координат в пространстве). 

  1. 2 = gAT + f(t)T nT + g(t)T. 

Замена Т = еЙ приводит к частному случаю уравнения 3.2.3.2: 

a= = aAU + alVU|? + f(t)U + g(t). (1) 

Поэтому исходное уравнение имеет точные реттения вида, 

T (2, 22,25,1) = exp| у Yum(t)£n int oval Zn + x(0}. 
n,m=1 

Замечание. IIpu f(t) = 6, rye b = const, ypaBHenne (1) uMeeT также точные 
решения в виде суммы функций различных аргументов: 

О(т1,т2,13,1) = $Ф(® +6(т,,т2,13). 

Здесь ф(#} определяется формулой 

y(t) = Ae + e°t ] е—8*49(#) 4+, (А — любое), 

а 9(т1, т2, тз) — любое решение стационарного уравнения 

ад + alVO|? + 66 = 0. 

oT = aAT + f(t)|VT)? + 9(t)T + h(t). 
Уравнение имеет точные решения вида 

2. 

3 3 

T (21,2 ,25,t) = D> фы(ть + У Ф.О, + (0. 
k,l=1 k=1 

Замечание. Решения такого же вида имеет более общее уравнение 

3 

= DS aml a — ты + 
п,т=1 
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3. aS = АТ + (ТУТ. 

Замена 

U = ] Е(Т)ат, rae F(T) = exp| / f(T) ат, 

приводит к линейному уравнению для функции 0 = О(т, у, 2,[: 

90 

Ot 

которое рассматривается в разд. 1.4.1-1.4.3. 

= ДО, 

эт _ aot 

Be = par + By (bu By) + oe (2 Be) TIM). 
1°. При т 7 2, п 2 2 существуют точные решения вида, 

  

  

— 2 _ x2 4 у2-т 4 #2-п 

T=T(€,t), é = (2 — т)? + с(2 — п)? 

где функция Т (&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

ОТ _ 92Т . A OT _ 2(4-т-п) 

oe t eae TI) = A= Goat: 
О решении этого уравнения при А = 0 см. в 3.1.1.1-3.1.1.5, 3.1.2.1, 
3.1.2.2, 3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.4.1. 
2°. При т # 2, п 2 2 существуют решения вида, 

  

4 y2-™ 4 z2-n 
T = T т t 2 = — _—_—_ 

( ‚6, ), Е (2 — т)? + с(2 — п)? 3 

где функция Т(х, &) определяется двумерным нестационарным урав- 
нением 

2 Г A OT Tg OT ЭТ, АТ, т, _ 4 — тп 

Ot. дт2 OE? Е O€ A _ (2-т)(2 -п)` 

Sr = (oon) +S (wm it) + Z(t) +10 
При п # 2, т 2 2, [7 2 существуют точные решения вида 

  

— 2 _ т2-п . y2-™ ze—! 

T=T(,t), 6 =4| То-т * ena | 
где функция Т(&, $) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

ат _ эт 
9 — 022 = “Oe 

О решении этого уравнения при А=0 см. 3.1.1.1-3.1.1.5, 3.1.2.1, 3.1.2.2, 
3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.4.1. 

  “+ f(T), A=2(5++5-—+54,)-1
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ет) (мот + 2 (oor) + 10), 
При Л 2 0, п 2 0, и # 0 существуют точные решения вида, 

  

T=T(é,t) @= (=; че ), 
ad? Би? cy? 
  

где функция Т(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 

нением эт 92т OT 1 

oe oe eae TF): 

= в (44-5 ) + 5. (6 y=) + Src ev ST) + F(T). 

При п #2, т; 2, и 2 0 существуют точные решения вида 

T = T(E, t), Е? — 4] т2-п + y2-™ + е- #2 |, 

а(2 — п)? (2 — т)? си? 
    

где функция Т(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 

нением 

6T _ ЭТ АБТ _ 4—nm 

“At COE? + oe tA } А= (2—п)(2-т)' 

О решении этого уравнения при А =0 см. 3.1.1.1-3.1.1.5, 3.1.2.1, 3.1.2.2, 

3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.4.1. 

SP = 2 (aun SE) + (bem =) + 3 (ce”* 2) + f(T). 

При п # 2, и 20, и? 0 существуют точные решения вида, 

T =T(6,t), €? =4[— = + So + р |; 

  

где функция Т(&, #) определяется одномерным нестационарным урав- 
нением 

    9Т _ 9тТ п 1 OT 

эр = pe + aon e 1) 
О решении этого уравнения при п = 0 см. 3.1.1.1-3.1.1.5, 3.1.2.1, 3.1.2.2, 
3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.4.1. 

9. 5 = оТАТ - а УТ]? — В. 

Существуют точные решения вида 

T(2,y,z,t) = Ax + By+ Cz —[a(A? + B? + C?) + В + О, 

T(z, y,2z,t) = A— Bt+ Bexpla(s? + p? + v*) (At — 4 At) ler tuyty?, 

где А, В, С, О, и, и, и — произвольные постоянные. 
В 3.2.3.10 указаны также решения другого вида.
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10. 5: = aTAT + f(t)|VT|? + 9(t)T + A(t). 

Уравнение имеет точные © решения вида, 

kjl=1 

Замечание. Решения такого же вида имеет более общее уравнение 

ЭТ _ 
— = ЮГ+Ь t 

з эт \? эт 
oe Sat + g(t)T + A(t). 

11. и = [ат + (АТ + 5Т2 + ФТ + В(®. 

Suecb f(t), g(t), (Ё) — произвольные функции; а, 6 — произвольные 
параметры (а70). Частный случай уравнения 3.2.3.12 при [[Т]= АТ 

Отметим, что npu f(t) = const, g(t) = const, h(t) = const sto ypas- 
нение рассмотрено в работах В. А. Галактионова, С. А. Посашкова 
(1989), Н. Х. Ибрагимова (№. Н. гаелтох, 1994). 

oT 12. = = [aT + f(t) Е [т] + bT? + g(t)T + hit). 

Здесь f(t), g(t), (Ё} — произвольные функции; а, $ — произвольные 

параметры (а = 0); Г [Т] — произвольный линейный дифференциаль- 
ный оператор второго (любого) порядка, зависящий только от про- 
странственных переменных 1, = 5, 5. =У, 5; = 2 и удовлетворяющий 
условию Ё const = 0: 

г] = > Рот) а = + Daal 
n,m=1 

     ) Sa == {2}, 25,23}. 

Уравнение допускает точные решения вида 

T(z), То, Тз, t) — y(t) + W(t)O(z,, То, тз), 

где функции ф(Ь, Ф(Ё) определяются из системы нелинейных обык- 
новенных дифференциальных уравнений 

Y, = by* + g(t)yp + h(t), (1) 
4; = [bp -Bf(t)+g(t)]¥, B=b/a, (2) 

а функция O(2,,2,,2,) — mio60e pemieHue muHelHOro cTallMOHapHOrO 
уравнения 

Т, [9] + BO =0. (3) 
Первое уравнение системы (1) не зависит от ф и представляет 

собой уравнение Риккати для функции ф. В книгах В. Ф. Зайцева,
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А. Д. Полянина (1995, 1997) приведено много точных решений урав- 
нения (1) для различных функций 9(#) и №(®. После решения урав- 
нения (1), подставляя зависимость ф = ф(® в (2), получим линейное 
уравнение относительно 4 = ф(#, которое легко интегрируется. 

В частном случае 6 = 0 решение системы (1), (2) дается следую- 
щими формулами: 

y(t) = exp[G(t)] {A+ / h(t) ехр[-С(#] ath, G(t) = / g(t) dt, 

v(t) = Bexp[G(t)— BF], Fe) = / fae, 
где А, В — произвольные постоянные. 

В частном случае Г = А о решении линейного стационарного 
уравнения (3) см. в разд. 2.3.3. 

эт a 

Это трехмерное нестационарное уравнение теплопроводности, ко- 
гда коэффициент температуропроводности зависит от температуры 
по степенному закону а(Т) = аТ", при наличии нестационарного объ- 
емного источника (тепловыделения). 

1°. Уравнение имеет точные решения вида 

1 

T(z,y,2,t) =ехр| [ f(t) dt] [O(2,y, 2)] 7, (1) 
где функция 9(х,у,2) удовлетворяет уравнению Лапласа 

AO = 0. 

О решении этого линейного стационарного уравнения см. разд. 2.1.2. 

2°. Другие точные решения в виде произведения функций: 

1) 
T(z, y,2,t) = p(t)[O(z,y,z)] "+, (2) 

где функция ф(Ё) определяется из уравнения Бернулли 

ф+ — Л(Юф+ Ааф"*" = 0. (3) 
Здесь А — произвольная постоянная, а функция ©(х, у, 2) удовлетво- 
ряет стационарному уравнению 

1 

AO + A(n+1)O +1 =0. 
Общее решение уравнения (3) дается формулой 

v(t) = exp[F(t)] { Aan ] exp [nF(t)] at+B\ ", F(t) = ] f(t) dt, 
где В — произвольная постоянная. 

3°. Преобразование 

T(z,y,2,t)=F(t)U(2,y,2,7), т= [ Е" F(t) =exp| [ f(t) at] 

приводит к более простому уравнению ae =adiv(U"VU). 
T
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14. Bae = adiv(T" VT) + f(t)T + g9(t)T-". 

Замена U = JT” npuBoguT K 4acTHOMY CJ1y4alo ypaBHeHua 3.2.3.10 

5. = aUAU + =|VUP +nf(t)U +ngit). 

15. = adiv(e"" VT) + f(t). 

Это трехмерное нестационарное уравнение теплопроводности, ко- 
гда коэффициент температуропроводности экспоненциальным обра- 
зом зависит от температуры а(Т) = ae“? , при наличии нестационар- 
ного объемного источника (тепловыделения). 

1°. Уравнение имеет точное решение 

T(2,y,2,t)= — | f(t) dt + —n@(z,y,2), 

где функция O = O(z,y,z) — любое решение уравнения Лапласа 
AO = 0. 

2°. Уравнение имеет более сложное решение в виде суммы 

T(2,y,2,t) = + In O(c, y, 2), 

где функция ф = ф(® определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

y, + A(a/p) exp(uy) — f(t) = 0. (1) 

Здесь А — произвольная постоянная, а функция © = O(2,y, z) aABIA- 
ется решением уравнения Пуассона 

AO+A=0. (2) 

Общее решение уравнения (1) дается формулой 

1 
y(t) = Е(® — шв + Аа ] ехр[иЕ(#| at}, F(t) = ] f(t) dt. (3) 

О решении линейного стационарного уравнения (2) см. разд. 2.2.3. 

Отметим, что в уравнение (2) и в выражение (3) входят произ- 
вольные постоянные А и В. 

3°. Преобразование 

T(2,y,2,t)=U(z,y,2,7)+F(t), T= fexpluF (edt, F(t)= [ f(t) dt 

приводит к более простому уравнению an = adiv(e“" VU). 
т
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16. 27 = аа (е"ТУТ) + вет + 9(4) + в(бе-#Т. 

Замена И = еРТ приводит к уравнению вида 3.2.3.11 для функции 

U =U(z,y, z,t): 

= aUAU + buU? + pg(t)U + ph(t). 

Поэтому исходное уравнение имеет решения вида 

1 
T(z, У, 2, t) — и In{yp(t) + w(t)O(z, У, z)). 

Отметим, 4To mpu g(t) = const, h(t) = const ucxoaHoe ypaBHeHue 
рассмотрено в работах В. А. Галактионова, С. А. Посашкова (1989), 
Н. Х. Ибрагимова (N. H. Ibragimov, 1994). 

17, < = f(t)NolT] + 9(t)T- 
3necb N,[T] — произвольный однородный нелинейный дифференци- 

альный оператор степени В относительно Т (т. е. Мз[аТ] = а МТ], 
a = с015$6), действующий только по пространственным переменным 
т, у, 2 (который не зависит от $. 

Преобразование 

Т(гуу,2,) =С(ОИ(вьуа,т), т= 9С8-Ц9Фь в =ехр| [90%], 
приводит к более простому уравнению 

= — N,(U], (1) 

которое допускает точные решения в виде произведения функций 

U = ф(т)@ (т, у, 2). 
Замечание 1. В рассматриваемом уравнении порядок (относитель- 

но производных) нелинейного оператора Мз и число пространствен- 
ных переменных может быть любым. Коэффициенты оператора Мр 
могут зависеть от пространственных переменных. 

Замечание 8. Если оператор М) не зависит явно от пространствен- 

ных координат, то уравнение (1) имеет также точные решения типа 
бегущей волны: 0 =0(&), где & = К, т+К.у+ К. 2+шт. Ниже приведены 
два, примера таких операторов №в: 

М[Т] = «91 (ТУТ) + ЦУТЕ + сТВ, 

N[T] = аа (УТРУ) + ТУТ ВЫ, 

где а, 6, с, и — некоторые постоянные.
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18. a + (8+ V)P = AT + f(T)|VT!?. 

Здесь % — произвольная вектор-функция, зависящая от простран- 
ственных координат и времени (которая не зависит от Т). 

Замена 

ш = / F(T)dT, ne F(T) = exp| ] f(T) а, 

приводит к линейному уравнению конвективного тепло- и массопере- 
носа для функции ш = (т, у, 2,Ё): 

Ow + _ 
= + (8: V)w = Aw. 

19. 5. + (&.У)Т =аАТ + а УТ? + f(z, t). 

Здесь © — произвольная вектор-функция, зависящая от простран- 
ственных координат и времени (которая не зависит от Т). 

Замена и = еТ приводит к линейному уравнению 

= + (©: У)ш = аАш + 1 (11.



4. Нелинейные стационарные 
уравнения тепло- и массопереноса 

4.1. Двумерные уравнения 

4.1.1. Уравнения вида АТ = f(T) 

эт aT n 

bat Toye ~ OT: 
Уравнение теории массопереноса с объемной реакцией п-го поряд- 

ка в плоском случае. Это уравнение встречается также в теории го- 
рения и является частным случаем уравнения 4.1.4.1 при }(Т) =аТ". 
При п = 0 см. разд. 2.2, а при п = 1 — разд. 2.3. 

1. Точное решение: 

  1. 

2 
T(z,y) = (Ar + Ву+ С) 1т, 

где А и С — произвольные постоянные, а параметр В выражается 

через А с помощью соотношения 

2 2 _ а(п- 1)? 

А +В = 2(%+1) ° 

2. Имеются точные решения вида 

T =T(6), €=Azr+ By+C, 

где зависимость Т = Т(&) задается неявно с помощью формулы 

] [р +7 San BB [ar = €,   

А, В, С, ) — произвольные постоянные (п 2 —1). 
3. Имеются точные решения вида 

Т=Т(&, Е=\У(+0,)2 + (у+ С}, 

где С1, С. — произвольные постоянные, а функция Т = Т(&) опреде- 
ляется из обыкновенного дифференциального уравнения 

i 
& 

  

и и _ Tie + Ti = aT”. 

92т 92т 
`Э2 + 9.2 Oz ду 

Это уравнение встречается в теории горения и является частным 
случаем уравнения 4.1.4.1 при }(Т) = аейТ. 

2. —= ае?Т.
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1. Точные решения: 

  

  

  

  

Т(т,у) Е НО | В > 0, 

T(2,y) = и [ее |, ap > 0; 

T(z,y) = 8 In| ate ee 5, a8 > 0, 

пе. ota 
T(z,y) = 5 (== -з 2. [( + А)? + (у+ В)? + С], 

где А, В, С — произвольные постоянные. 

2. Исходное уравнение связано с линейным уравнением 

520 90 _ 
oat + aye =° и) 

преобразованием Веклунла 

1/2 
~ 5 4p = (+28) / exp(4AT) sin JU, (2) 

90 or 1/2 ay 7h=— = (yas) 2 ехр(1 ВТ) соз0. (3) 

Пусть имеется (частное) решение И = О(х,у) уравнения Лапла- 
са (1). Тогда (2) можно рассматривать как обыкновенное дифферен- 
циальное уравнение первого порядка относительно Т =Т(у) с параме- 
тром г. Оно приводится к линейному уравнению с помощью замены 
и = ехр(—-- ВТ). В результате получим 

T = -<F- = In| ¥(2) —k [ e-F sinU dy], Е= | (5) d 

при интегрировании 1 считается параметром, k = (4a()!/2. Oyux- 
ция Ф(х) определяется после подстановки этого выражения в урав- 
нение (3). 

(®) Литература: Д. А. Франк-Каменецкий (1987), Р. Буллаф, Ф. Кодри (1983). 

92т 92т 
Oar Г 52 Oz Oy 

Uactunit cnyyal ypapnenua 4.1.4.1 npu f(T) = ash(6T). 
1. Имеются точные решения вида 

T =T(6), & = Ат + Ву+ С, 

где зависимость Т = Т(&) задается неявно с помощью формулы 

2a ch(6T) | _ 
| |p + В(А? + В?) АГ =5, 

А, В, С, р — произвольные постоянные. 

3. = а $5 (ВТ).
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2. Имеются точные решения вида 

T=T(E), 6=\У(@+0,2+(9+0,)?, 
где С, С, — произвольные постоянные, а функция Т = Т(&) опреде- 
ляется из обыкновенного дифференциального уравнения 

Te + ЕТ: = аз (ВТ). 

3. Исходное уравнение связано с уравнением 4.1.1.5 

920 920 _ 
a зу = аз (ВО) (1) 

преобразованием Беклунда 

OU OT | @ 7] 1 
9% Oy = 3 sin( = AU) ch(46T), 

и _ эт _ 24/5 cos( $80) (17). 
ду Ox 

(©) Литература: Р. Буллаф, Ф. Кодри (1983), A. C. Ting, H. H. Cheb, 
Y. C. Lee (1987). 

eT | eT _ 
4. Sar + oy = aT In(@8T). 

Частный случай уравнения 4.1.4.1 при }(Т) = аГ\ш(ВТ). 
Сделав замену 0 = ш(ВТ), получим 

920 920 au \? au \? 

a2 + Byr (=) + (5) = a. (1) 
1. Уравнение (1) имеет точные решения полиномиального вида: 

0(1) = та(т + А) +1, 

О (у) = та(у + А)? + 5, 
О (т, у) = та(х + А)? + То(у-+ В)? +1, 

U(z,y) = A(z+B)’?+VAa—4A? (c+ B)(y+C)+(4a—A)(y+C)?+4, 

где А, В, С — произвольные постоянные. 

2. Уравнение (1) имеет решения типа «бегущей волны»: 

О(т,у) = Е (Е), €=Ar+By+C. 

Здесь функция Е = Р(ё) задается неявно с помошью формулы 

Е = ] | De-?F + apr (F - 4 | ar, 

где А, В, С,  — произвольные постоянные.
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3. Уравнение (1) имеет решения в виде суммы функций различ- 
ных аргументов: 

U(z,y) = f(x) + g(y). 
Здесь функции } = { (т) и 9(у) задаются неявно с помощью формул 

А т = (Ве?! +af— Та) "af, 

A,ty= | (Bre?9 + а9 — Та) 4, 

где А,, В., А., В, — произвольные постоянные. 
4. Исходное уравнение имеет точные решения вида 

T=T(), 6с=\У(@а+0,)2+ (9+5), 
где С\, С. — произвольные постоянные, а функция Т = Т(б) опреде- 

ляется из обыкновенного дифференциального уравнения 

Ти; + Tz = aT n(6T). 

  

8?T 82T . 
о — = T ° а + By? а т (ВТ) 

Частный случай уравнения 4.1.4.1 при }(Т) = азщ(ВТ). 
1. Имеются точные решения вида 

Т=тТ(, & = Аф + Ву+ С, 

где зависимость Т = Т(&) задается неявно с помощью формулы 

[[D- serves] a= 6 
A, B, C, D — npou3BosbHbie NOCTOAHHBIE. 

2. Имеются точные решения вида 

T=T(é), Е=\(+0,)2 + (у+0.), 
где С1, С. — произвольные постоянные, а функция Т = Т(&) опреде- 
ляется из обыкновенного дифференциального уравнения 

1 . 
ce + gle = asin(BT). 

  

3. Точное решение при а = В = 1: 

  _ ch F 

_  с08 _ _ sin A 

= Vie tBu), б= espe (e+ By), 
где А, В — произвольные постоянные. 

(©) Литература: Р. Буллаф, Ф. Кодри (1983).
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4.1.2. Уравнения вида 2 (a, 57) + 5, (az) = f(T) 

9 n OT 9 m OT\ _ 
1. 4 (ea =~) + зе (ви 3) = cT?P. 

Нелинейное уравнение теории тепло- и массопереноса с источ- 
ником степенного вида в анизотропном случае. Здесь а (5) = az” 
и а2(у) = by™ — главные коэффициенты температуропровогности. 
Частный случай уравнения 4.1.4.2 при }(Т) = СТР. 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
Т=Т@а) иТ=тТ(у). 

2. При п > 2, т # 2 существуют точные решения вида 

T=T(é), — Е= [62 — т?" + а(2 — пут, 
Здесь функция Т = Т(&} определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

А cet Ge = BY”, (1) 
где 

А = 4 — пт 4с 

(2—n)(2—m)’ B= ab(2 — n)2(2 — m)2 — 

3. Укажем некоторые точные решения уравнения (1). 

3.1. Уравнение (1) при р # 1 допускает точное решение вида 

  

  
_1_ T= [20 tp+A— Ap) p-i eT, 

B(i — p)? 

3.2. При т = 4/п из (1) получаем (семипараметрическое) семей- 
ство точных решений исходного уравнения: 

2сп2ТР+! —1/2 —_ ; 

Д|с, + те | dl = Cy +6, 

roe C',, C, — произвольные постоянные. 
3.3. Замена ( = &1—^ приводит (1) к уравнению Эмдена — Фаулера 

  

"es _8 iar 9 
сс — (1 _ A)? ° ( ) 

Более 20 точных решений уравнения (2) для различных значений 
параметра, р приведено в книге В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1997). 

8 not) = ( me | = cefT 
2. 5 (22 dx + ду by ду — се . 

Уравнение стационарной теории горения в анизотропном случае. 
Частный случай уравнения 4.1.4.2 при f(T) = ce®?. 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
Т=Т()иТ=тТ(.
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2. При п 2 2, т # 2 существуют точные решения вида 

т=тТ(&), — Е= [2 - т)? 12" + а(2 — п)?у?-т] т, 
Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

А Те + ЕЕ = ВебТ, (1) 

где 
_ 4—nm B= 4c 

~ (2—n\(2—m)’ ab(2 — n)?(2 —m)2_ 

3. Укажем некоторые точные решения уравнения (1). 
3.1. Уравнение (1) при А # 1 допускает точное решение вида 

__1,/[ ВВ T(£) = In| sti | 

cn? 

В 

3.2. При А = 0, что соответствует т = А. B= ———., из 
n ab(2 — n)4 

(1) получаем еще несколько семейств точных решений исходного 
уравнения: 

  

     

  

  

  

  

= Э=Ум| еее с) при ВВ > 0, 

é) = F in| Е 5 при ВВ > 0, 

~ on tales C) | при ВВ < 0, 

ME) = 3 | С + о | 
re w, C’, C,, C, — Mpou3BOJIbHbIe NOCTOAHHBIE. 

3.3. При А = 1, что соответствует т =   
п 
—Г› из (1) получаем 

другое семейство точных решений исходного уравнения: 

_ 8С<\ _ 21 (12 _ 4e(n — 1)? т = яш(-зв) - зв +0), B= See, 

где С — произвольная постоянная. 

3. 2 (ae pe or) +2 (be ny OT) = ст”. 
Oz Oy 

Нелинейное уравнение теории тепло- и массопереноса, с источ- 
ником степенного вида в случае неоднородной анизотропной среды. 
Здесь главные коэффициенты температуропроводности экспоненци- 
альным образом зависят от координат: а, (5) = ае8? и а.(у) = Вей. 
Частный случай уравнения 4.1.4.5 при f(T) =cT™. 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
T=T(r) uT=T (y).



4.1. Двумерные уравнения 319 
  

2. При Ви # 0 существуют точные решения вида 

T=T(E), — Е= (Бе 8? + а?е №), 
где функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

Г. Ти т _  4с 

3. Укажем некоторые точные решения уравнения (1). 

3.1. Уравнение (1) допускает точное решение вида 

  22 4a 2 T= (omer |" erm, 

с(1 — т)? 

3.2. Замена С = &2 приводит (1) к уравнению Эмдена — Фаулера 

— 1 4r-l 
с = «АС Т", 

решения которого при т = —1и т = —2 приведены в книге В. Ф. Зай- 
пева, А. Д. Полянина (1997). 

4. 5 (ae%* = + эт (ber =) = ce’? , 

Уравнение теории горения в анизотропном случае. Частный слу- 
чай уравнения 4.1.4.5 при {(Т) = се*Т. 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
T=T(r)uT=T(y). 

2. При Ви = 0 существуют точные решения вида 

T = T(6), € = (bp?e°* + af?e*) 

где функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

1/2 
) 

1 _ T _ 4c 

Уравнение (1) допускает точное решение 

T = —* In( = Awe’). 
Ww 4 

2 ro = ( ey 2) — ст" 5. Da (az Da + By be By =cT™. 

Частный случай уравнения 4.1.4.7 при К =ап, в=68, f(T) =cT™. 

2 (о="2т) + 2 (вевь ет.) = cert 6. Ds (az De + By be ay) = ce“. 

Частный случай уравнения 4.1.4.7 при К = ап, з = 66, f(T) = ce”.
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Э2т a 1 т) = 

+ (ви = 0. Ox? ‘ду 

1. Замена аТ + В = ей приводит к уравнению вида 4.1.2.10 (в 
котором сделаны переобозначения координат т = у): 

д ( U <) 920 
—(е — —— = 0. 
Oz Ox + Oy? 

2. Точные решения: 

  

T(z,y) = ET ~ С 

де Аве а 
ии = 

где А, В, С, О, р, а — произвольные постоянные. 

3. О других точных решениях исходного уравнения см. 4.1.2.10. 

OT OT 8. 2 (r™ 2 | 3, (7 m Ot) = aT”. 
Ox + ду 

1. При т # -1 замена 0 = Т”+! приводит к уравнению вида 
4.1.1.1: 

920 920 _п_ 

Oy? aye alm + YU mt. 

2. При т = —1 замена Т =е"” приводит к уравнению вида 4.1.1.2: 

Gar + yr =e" 

9. >. (а т” or) +3. ( ттт — 0. 
9х ду 

Нелинейное уравнение теории тепло- и массопереноса в анизо- 
тропном случае, где а, (Т) =аТ" иа-(Т) =6Т" — главные коэффици- 
енты температуропроводности. Частный случай уравнения 4.1.4.11. 

1. Имеются точные решения вида 

T(z,y) = f(z)g(y). (1) 

Функции } (5) и 9(у) определяются из автономных нелинейных обык- 
новенных дифференциальных уравнений второго порядка (.А — про- 
извольная постоянная) 

(f" fale = АБ", — (979,), = —Aag”™, (2)
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которые независимы друг от друга. В результате интегрирования 
получим решения уравнений (2) в неявном виде 

—1/2 
n 2Ab 

ff (“for +B) TOES 
—1/2 

[" (- tent? +B 49 = С +, 

где В., В., С\, С, — произвольные постоянные, п + т +27 0. 
2. О других точных решениях исходного уравнения см. 4.1.4.11. 

эт 8 ( BT a} _ 

1. Точные решения: 

Т(х, у) = 5 In(—aA’y? + By + C) — 5 in(-aAa + D), 

  

1 1 г 2 

Т(х, у) = a In(Ay? + By +C) + 8 In [ао | 

T(2,y) = + n(Ay? + By+C)+4mn| р. 
, B В | -aAcos?(pzr + q) J’ 

  

Lin Ay? = n(—a g In(Ay" + By + C) + плато 
где А, В, С, ШО, р, 4 — произвольные постоянные. 

2. Существуют решения вида 

T=T(g), €=y+tpe, 

где зависимость Т = Т(&) задается неявно с помощью формулы (А, 
В, и— любые) 

    T(z,y) = 

Bp?T + ae’? = AE + В. 

3. Автомодельные решения вида (5, с — любые) 

  T=7(), ¢==2, 
описываются уравнением 

(Ту) + (ae TE), = 
которое допускает первый интеграл 

(2 + ае ТТ, = С. 

Принимая Т за независимую переменную, для функции ¢ = С(Т) 
получим уравнение Риккати 

Corp = <? +аейТ, 

решение которого выражается через функции Бесселя.
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.2 (аезт 22) 4 8 (ет ат) — 11. Da (ae Da + By be By 0. 

Нелинейное уравнение теории тепло- и массопереноса в анизо- 
тропной среде, где главные коэффициенты температуропроводности 
a,(T) = аебТ и а.(Т) = фе?Т экспоненциальным образом зависят от 
температуры. Частный случай уравнения 4.1.4.11. 

1. Имеются точные решения вида 

Т(т, у) = f(z) + g(y). (1) 

Функции { (т) и 9(у) определяются из автономных нелинейных обык- 
новенных дифференциальных уравнений второго порядка (А — про- 
извольная постоянная) 

Гы: + 8(1,)? = Аве F, 

9, +7(9,)* = —Аае 8—7, 

  

(2) 

которые независимы друг от друга. В результате интегрирования 
получим решения уравнений (2) в неявном виде 

в [_2АВ (8-4) [и — Те [се + В, df =C, +2, 

—1/2 
[es |- к е(8+7)9 + B,| 49 = С. +у, 

rue B,, B,, C,, C, — произвольные постоянные, В + 7 # 0. 
2. О других точных решениях исходного уравнения см. 4.1.4.11. 

4.1.3. Другие уравнения, содержащие произвольные 
параметры 

n 07T m 07T 

on? By? 

Yactupilt cnyyal ypapuenua 4.1.4.4 tpn k= s =0, f(T) =cT?. 
1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 

Т=Т() иТ=Т(о. 
2. При п # 2, т # 2 существуют точные решения вида 

T=T(é), — Е= [62 -— т)? а?" + а(2 — п)?" 1. 
Здесь функция Т = Т(ё) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

+6 = СТР. 1. ат     

Ен = ВТ, (1) 
где 

_ Зпт — 4п —4т +4 _ 4c 

(2—п)(2—-т) ° ~~ ab(2 — n)2(2 — m)? * 
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3. Укажем некоторые точные решения уравнения (1). 

3.1. Уравнение (1) при р # 1 допускает точное решение вида 

1 2 
_ [221+Рр+А- Ар) ] р-1 „1-2 

т= | B(1 — p)? | or. 

3.2. При т = Ш из (1) получаем (семипараметрическое) 
п, — 

семейство точных решений исходного уравнения 

2с(3т — 4)2ТР+1 11/2, _ 
[|< + ab(p + 1)(2 —n)4 | dP =C, +6, 

  

  

roe C,, C, — NpOu3BOJIbHbIe NOCTOAHHEIE. 
3.3. Замена с = &-^А приводит (1) к уравнению Эмдена — Фаулера 

Ti, = 2 СТАТР 2 
CC Gaza (2) 

Более 20 точных решений уравнения (2) для различных значений 
параметра р приведено в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 
1997). 

  92т 8?T т 
. п т °- — сейТ. 2. ат D2? + By? 

Частный случай уравнения 4.1.4.4 при К = 8 =0, f(T) = ce®?. 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
Т=Т(а) иТ=тТ(. 

2. При п # 2, т # 2 существуют точные решения вида 

Т=Т(®, — Е= [2 - т)? =?" + а(2- п)?у?-т] 1, 

Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

    

А Tye + Те = ВейТ, (1) 

где 

_ Зпт — 4п -4т +4 _ 4c 

— (2—n)\2Q—-—m) ’ — 62 - п)? (2 — т)? ° 

3. Укажем некоторые точные решения уравнения (1). 

3.1. Уравнение (1) при А # 1 допускает точное решение вида 

(= 2 В 12а-А 

— — 4)\2 
3.2. При А = 0, что соответствует т = т 4 _ ¢(3n—4) 

3n— 4’ ab(2—n)4’ 
из (1) получаем еще несколько семейств точных решений исходного 
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уравнения: 

  

_ 1 Qu? 

T() = B In | BB cos? (wé + С) | при PB > 0, 

1 Qu? 

In| BB sh? (we + = | при ВВ > 0, в 
_ 1 —22 

P(g) = al BB ch? (we + =| при РВ < 5, 

где и), С' — произвольные постоянные. 
nr 

3.3. При А = 1, что соответствует т = 
п — 

  

  

  

г» Из (1) получаем 

другое семейство точных решений исходного уравнения: 

—_ 1 _8<\_2 2 _ 4с(п — 1)? т = № (-55) - ув +0), Ви. 

где С — произвольная постоянная. 

2 2 

3. ae* > + be?¥ or —__ TN = = ТГ”.   

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
T=T(r)uT=T(y). 

2. При Ви # 0 существуют точные решения вида 

Т=Т(9,  € = (bye 9* + ape Hr) 1/?. 
Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

Ти ЕТ: = АТ", Аа (1) 

3. Укажем некоторые точные решения уравнения (1). 

3.1. Уравнение (1) допускает точное решение вида 

Е 2 
T(€) = | re ml etm 

c(1 — m)? 

  

3.2. Замена (¢ = £~? приводит (1) к уравнению Эмдена — Фаулера 

— 1 д^-3 co = GACT, 
решение которого при т = 3 приведено в книгах В. Ф. Зайцева, 
А. Д. Полянина (1995, 1997). 

  92т 8?T т 

дт2 + By? 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 

T =T(r) uT =T(y).
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2. При Вр # 0 существуют точные решения вида 

T=T(), € = (bye %* + afPe 4)? 
Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

3 _ T _ Ac 
Tee + gle = Ae” ) A= abB2p2 ° (1) 

Уравнение (1) допускает точное решение 

T=-~ In(— 7 Awe”), 
Ww 4 

8°T 92т БеВч ол. 

дх2 + 

Частный случай уравнения 4.1.4.7 при Е =з=0, f(T) =cT™. 

5. ат” =cT™.   

6°T Ву п at + be 
г 

2 
эт = ce”! 

Oy? 

Uacrupitt cnyyalt ypapuenua 4.1.4.7 npn k = s =0, f(T) = ce”?. 

6. ат 

  

  92т 52т (er? 2 т. а = (5, } + beT? + kT +5. 

Частный случай уравнения 4.1.4.8 при }(х) = с, 9(х) = К, h(x) =s. 
Пусть А — корень квадратного уравнения 6сА? + КА+з = 0. 
1. Если выполнено неравенство 2Афс + К + аб = д? > 0, то точные 

решения имеют вид 

T (x,y) = A+ [C, exp(oz) + C, exp(—oz)| exp( + yv—d), 

где С1, С. — произвольные постоянные. 
2. Если выполнено неравенство 2Ас-+ + аб =-0? < 0, то точные 

решения имеют вид 

Т(т,у) = А+ (С, соз(от) + С. зт(от)] ехр( + уу-5). 

О более сложных решениях см. уравнение 4.1.4.8. 

eT 8?T 
Ox? та By? 

Частный случай уравнения 4.1.4.8 npn f(x) = ex”, g(x) = ka™, 
h(x) = sz. 

2 
= ст" (=) + bex"T? + ka™T + sa'. 

8?T +a 8?T 

Ox? Oy? 

Частный случай уравнения 4.1.4.8 при f(r) = ce®*, g(x) = Кейт, 
h(x) = se’*. 

9.   
2 

= ce?* (5) + БсеВ=Т? + кей®Т + зе!?®.
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8?T 4 0? т 
10. aT 

0 Ox? + Oy? 

Частный случай уравнения 4.1.4.10 при }(у) = by”. 

  — = by” T®.   

= be? ¥T®.     82T 4 92Т 
11. Dx? + aT Dy? 

Частный случай уравнения 4.1.4.10 при {(у) = Веб. 

  5. т т 92т 9, 2 eP 1 +a ay? 

оные решения: 

Т(х, 8] ney iy 

= 0, а > 0. 

  

   

  

  
  

    

т mae wee +o | [ве | 

тд уе tees Tew sla “ere | 
“ = aces Ти = [а ea 
Т(т,у) = alae ВТ у=т в [55 уч | 

где А, В, С, р — произвольные постоянные. 

4.1.4. Уравнения, содержащие произвольные функции 

= f(T). 

30 равнение описывает стационарные процессы тепло- и мас- 
сопереноса и горения в неоднородных анизотропных средах. Здесь а 
и 6 — главные коэффициенты температуропроводности, } = }(Т) — 
кинетическая функция, которая задает закон тепловыделения. 

1. Имеются точные решения вида 

T=T(), &= Аз + Ву. 
Зависимость Т = Т(&) задается неявно с помощью формул 

/ IC, + 2 _,F()| “dT =C,+£,  F(T)= ] f(T) dT, 

где А, В, С1, С. — произвольные постоянные. 
2. Имеются точные решения вида 

T=T(é), €=Vb(x+C,)? +aly+C,), 
roe C,, C, — произвольные постоянные, а функция Т = Т(&) опреде- 
ляется из обыкновенного дифференциального уравнения 

ти Ти = (ab) f(T). 

1. а       
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2, 2 (ae 22) + 2-(by™F—) = F(). 
dz 

Нелинейное уравнение теории тепло- и массопереноса и теории 
горения с источником произвольного вида в неоднородной анизотроп- 
ной среде. Частный случай уравнения 4.1.4.4 при К =ап, $ = бт. Здесь 
а, (т) = ат” и а. (у) = у” — главные коэффициенты температуропро- 
водности. 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
Т = Т() иТ=Т(у). 

2. При п 22 2, т # 2 существуют точные решения вида 

Т=Т(®, €= [d(2—m)?a?-” + a(2—n)2y?-™]"”. 

Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 

циального уравнения 

  

А Ti. + т; = ВИТ), (1) 
где 

A= 4 — пт 4 

— (2-п@-т)’ B= ab(2 — n)2(2 —m)? — 

При т = 4/n us (1) получаем (семипараметрическое) семейство 
точных решений исходного уравнения для произвольной функции 

f = f(T): 
—1/2 

с, +o Fn] aT=C,+é, F(T) = f s(D)ar, 

roe C',, C, — произвольные постоянные. 
3. Замена ¢ = &1-^ приводит (1) к обобщшенному уравнению 

Эмдена — Фаулера 

  

_2А_ 
The = Goes 4 HZ). (2) 

Большое число точных решений уравнения (2) для различных функ- 
ций / = }(Т) приведено в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 
1997). 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996, стр. 485). 

9 в OT 9 т 9 
С. + с) ря + Sy {Cou + s) a = f(T). 

Преобразование 

C¢=ar+ec, n=by+s 

приводит к уравнению вида 4.1.4.2: 

а) + 5 (bn 2) = F(Z).
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= +" GB = ИТ). 
1. Cymectayior pe peulenn, зависящие только от одной координаты: 

T=T(r) uT=T(y). 
2. Прил 2 2, т # 2 существуют точные решения вида 

T=T(é), — Е= [2 — т)? 2?" +а(2 — п)?" м. 
Здесь функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

4. а + Ех" — 

  

   

АТА + ae = f(T), (1) 

где 

А = таб 2 — п)? (2 — т)?, 

В=1(2-п)(2- т) [46 (3Зпт — 4n — 4m + 4) + 2bk(2 — m) + 2as(2—n)]. 

При В = 0 из (1) получаем (семипараметрическое) семейство 
точных решений исходного уравнения для произвольной функции 

= ДТ): 

] IC, + 2 wry)" “dT =C, +, F(T)= / f(T) dT, 

где С1, С. — произвольные постоянные. 

(©) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996, стр. 486). 

5 (06, ) + ay (BOY ay) = FC). 
Нелинейное уравнение теории тепло- и массопереноса и теории 

горения с источником произвольного вида в неоднородной анизо- 
тропной среде. Здесь главные коэффициенты температуропроводно- 
сти экспоненциальным образом зависят от координат: а. (т) = ае8? и 
а›(у) = 5еёу. Частный случай уравнения 4.1.4.6 при К =а8, s = by. 

При вр # 0 существуют точные решения вида 

T=T(6),  & = (ре 9? +аб?е №), 
где функция Т = Т(&) определяется из обыкновенного дифференци- 
ального уравнения 

1 4 7: - ТП =АЛТ), Ат (1) 

Замена ( = &2 приводит (1) к обобщенному уравнению Эмдена — 
Фаулера 

Y= LAC f(T), 
решения которого при f(T) = (kT +s)! uw f(T) = (kT + s)~? 
(К, $ = с0п$$) приведены в книгах В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 
1997). 
(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996, стр. 487).
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т = ЭТ | серу ЭТ — = + ke® aa 1 eS = f(T).   
2 

6. ach? + Бег" 

1. Существуют решения, зависящие только от одной координаты: 
T=T(r) uT=T(y). 

2. При дн 2 0 существуют точные решения вида 

T=T(E), —Е= (bye 9? + аб?е №)". 
Здесь функция Т = Т(ё) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения 

АТ; Е + FT; = F(T), (1) 

где 
А = Та5 8? 2 B= + Вы(ЗаьВь — 266 р — 2азВ). 

При В = 0 из (1) получаем (семипараметрическое) семейство 
точных решений исходного уравнения для произвольной функции 

= ДТ): 
2 —1/2 , 

До, +2 в(т)] ат=с+ь ЕТ) = | ТУЧ, 
где С, С. — произвольные постоянные. 

cou т ут 
         + ka”? + se® = f(T). 

1. Существуют  ешения. зависящие только от одной координаты: 
Т=Т() иТ=тТ(у). 

2. При ДВ 2 0, п # 2 существуют точные решения вида 

T=T(é), — Е= [69?22" + а(2- пет. 

Здесь функция Т = Т(6) определяется из обыкновенного дифферен- 
циального уравнения | 

В . 

где 

А = +а6 8" (2 —п)*, В=т8В(2-п) [а68(4 — 3п) + 258 - 2аз(2—п)]. 

При В = 0 из (1) получаем (семипараметрическое) семейство 
точных решений исходного уравнения для произвольной функции 

f=f(T): 

] [С + 2 wry) ат =C,+£ F(T)= ] f(T) aT, 

re C',, C, — MIpou3BOJIbHbIe NOCTOAHHBEIE. 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996, стр. 488).
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    92т 92т эт 2 

522 Г @`5уз = 12) (5) + bf(x)T? + g(x)T + В(т). 

1. Точные решения: ' 

T (x,y) = p(z) + ¥(z)exp(tyv—b), 5b <0, (1) 
где функции (т) и (т) определяются путем решения обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений второго порядка с переменными 

коэффициентами (аргументы у функций }, 9, № не указываются) 

фиг = 6] ° + 9Ф+Ь, (2) 
из = (26}ф + 9 + аб). (3) 

Если удается найти решение ‹р = ф(т) уравнения (2), то функцию 
wy = W(x) можно получить путем решения уравнения (3), линейного 
относительно 1. 

Если функции }, 9, № пропорциональны: 

g=af, h= Sf (a, 8=const), 

то частные решения уравнения (2) имеют вид 

p=k,, ф=К., (4) 

где К,, К, — корни квадратного уравнения 6? + ак + В = 0. В этом 
случае уравнение (3) записывается так: 

Wee = [(2bk, + а) +а 4, n=1,2. (5) 

В книгах Э. Камке (1976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина (1995, 

1997) приведено много точных решений линейного уравнения (5) для 
различных зависимостей } = }(т). В частном случае } = сопз% общее 

решение уравнения (5) является суммой экспонент (или синуса и 
косинуса). | 

2. Точные решения более общего вида: 

Т(т,у) = Ф(т) +4(т)[А ехр(у\/-) + Вехр(-у/-5)], < 0, (6) 

где функции ф(х) и ф(х) определяются путем решения системы обык- 
новенных дифференциальных уравнений второго порядка с перемен- 
ными коэффициентами (А, В — произвольные постоянные) 

Yoo = bf (p* + 4ABY") + gp +h, 
Vee = 2bfyw + gp + aby. 

Отметим два частных случая решения вида (6), которые выража- 
ются через гиперболические функции: 

T (x,y) = p(z) + ¥(x) ch(yV—b), 
T (x,y) = p(x) + (2) sh(yv—d), 

|| 

t
o
l
e
 

) А 

А 

i 
9? 

i 
2 

B 

‚В=-1.
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3. Имеются точные решения вида (с — любое): 

T(x, y) = »(xz) + p(x) cos (yvb +c), b> 0, (7) 

где функции (5) u w(x) определяются путем решения системы обык- 
новенных дифференциальных уравнений второго порядка с перемен- 
ными коэффициентами 

фиг = 61 (ф° +4) +90 +1, 
а — 2bf yw + gw + aby. 

(®) Литература: В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин (1996, стр. 488). 

в + ай =) [(,) + (5) ] 
Замена, 

=. гле F(T) =exp| | (7) ат 

приводит к двумерному уравнению Лапласа для функции U=U(z, y): 

920 920 
+ 

Ox? Oy? 

которое рассматривается в разд. 2.1.1. 

    = 0, 

92т 40°T _ 5 10. ai + aT 52 = f(y)T?.     

Пусть и = и(у) — любое нетривиальное (частное) решение линей- 
ного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка 

au,, — f(y)u=0. (1) 
Преобразование 

4 Т =] 15, €=— 
сильно упрощает исходное уравнение и приводит его к виду 

oe 4 0 Pat +a€ so = 0. (2) 

Это уравнение не зависит от функции ] (явно) и имеет точное 
решение 

E(z,¢) = Ar + BC+ Czxr+D, 

где А, В, С, 2 — произвольные постоянные. Кроме того, уравнение 
(2) имеет точные решения, например, следующей структуры: 

ЕО = 98) о) | 
ЕО == (и), шас, 

где д — любое.
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Zn 2) +2 lms] = 
Нелинейное уравнение теплопроводности для анизотропной сре- 

ды, когда главные коэффициенты температуропроводности являются 
произвольными функциями температуры. 

1. Точные решения вида 

Т=Т(&), &=Ат+ Ву, 
определяются неявной зависимостью 

[AP F(T) + B°g(T)] aT = C,E + Cy, 
roe A, B, C,, C. — mpow3BosIbHbIe NOCTOAHHBIE. 

2. Точные решения вида (а, В — любые) 

T=T(Q, с=2т“, 

  

у+р’ 

являются решениями обыкновенного длифференциального уравнения 

[ГУТ + С9сГуТе Е = 0. (1) 

Интегрируя уравнение (1) и принимая Т` за независимую перемен- 
ную, для функции С = С(Т) получим уравнение Риккати (С — любое) 

Сбт = 9(Т)С® + КТ). (2) 
Большое число точных решений уравнения (2) для различных 

функций f = f(T) u g = g(T) приведено в книгах В. Ф. Зайцева, 
А. Д. Полянина (1995, 1997). 

3. В частном случае 9(Т) = К? /(Т) преобразование 

z= ke, u= f f(T) aT 

приводит к уравнению Лапласа, 

ди 92 и у би 0 
Oz? + Oy? 

которое рассматривалось в разд. 2.1.1. 

4.2. Трехмерные уравнения 

4.2.1. Уравнения, содержащие произвольные параметры 

9 ,‚ ЭТ т ЭТ п ОТ \ _ k 

1. Gy (ae! Se) + oy (bu SL) + ae (2 Se) = 51%. 
Частный случай уравнения 4.2.2.3 при {(Т) = $Т*. 

+ (aa Se) tele y™ 5) + 3; (с zn 20) = se? 

Частный случай уравнения 4.2.2.3 при /(Т) = зе?Т. 

b
o



4.2. Третмерные уравнения 333 

8B (oo) + 8 (tem ST) + 2 (cer) = oth 
  

Частный случай уравнения 4.2.2.4 при {(Т) = $Т*. 

_9_ r2 57) > ( му =) 2 (e evs ST) — сеВТ 4. Da (ae Dz + — oy be + De se”’. 

Частный случай уравнения 4.2.2.4 при f(T) = se®7. 

5. 9 (42-х) + 5 (6% “в ) + 32 (с evs ST) = sT*. 
дх dz 

Частный случай уравнения 4.2.2.5 при }(Т) = sT*. 

_9_ m 5, (° y=) =-(e eve OT _ BT 6. Dz (az + + =) = se . 

Частный случай уравнения 4.2.2.5 при {(Т) = зеёТ. 

_9_ 7 | ( wu) = (e evs) = k 

т. bs (aw Oz +o be + az) = 81. 

Частный случай уравнения 4.2.2.6 при /(Т) = sT*. 

_9 (ог Эт _ 9. м) = (с evs ST) = вт 
8 = (ax oa) t бу (be + 2) = °° 

Частный случай уравнения 4.2.2.6 при {(Т) = зеёТ. 

4.2.2. Уравнения, содержащие произвольные функции 

92т 92т 
1. a—~— +050 By   

92 

Ox? тс 58 — f(T). 

Это уравнение описывает стационарные процессы тепло- и мас- 
сопереноса и горения в неоднородных анизотропных средах. Здесь 
а, $, с— главные коэффициенты температуропроводности, f = f(T) — 
кинетическая функция, которая задает закон тепловыделения. 

1°. Существуют точные решения вида 

T = T(&), €=Ar+ By+ Cz. 

Зависимость Т = Т(&) задается неявно с помощью формул 

  / IC, +t a <n F(T)| PIT =C, ££, F(T)= | f(T) aT 

roe A, B, C, C,, C, — mpou3BobHble NOCTOAHHEIe.
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2°. Уравнение имеет точные решения вида, 

3/2 #2 

T =T(é), eae + =. 

Функция Т(&) определяется путем решения обыкновенного диффе- 

ренциального уравнения 

2 

3°. Преобразование x = \/а5, у = \/ЪЯ, 2 = \/с2 приводит исходное 
уравнение к виду АТ = ДТ). 

2 € yr 2) 4 2 (с zm OT) f(T). 

1°. При п = т = 0 см. уравнение 4.2.2.1. 

9-т 
2. а     

2°. При п 2 2, т # 2 существуют точные решения вида 

— 2 _ x? У ТЕТ @=4 5+ +2,   

2—п #2-т 

Функция Т(&) определяется путем решения обыкновенного диффе- 
ренциального уравнения 

и A и __ _ _2(4-п-т) 
ее -ЛАГ)  А= от 

3°. При п 2 2, т 2 2 существуют решения вида 

— 2 у2-п g2-m 

T = T(z, 6&), E =4| 2, + с(2 — т)? ’ 

где функция Т(х, &) определяется двумерным уравнением 

92т 92т A OT _ _ 4 — пт 

о ее М) A= Gamay” 

  

(®) Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов (1998). 

3. 9 (12" 5) + в (6 в) +: (с иг) = f(T). 

IIpu n # 2, m 2 2, [# 2 существуют точные решения вида 

— 2 _ т2—п у2—т #2—1 

r=T(§); é =4| + Ы2 — т)? + аи |. 

Функция Т(&) определяется путем решения обыкновенного диффе- 
ренциального уравнения 

и Али _ _ 1 _ Te+2T=f(0), A= 2(- +5 | 1. 

(®) Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов (1998). 
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д хе OT oO py OT oO pz от мт вы) (ит) - Пт) 
При А # > w#0,v 4 0 существуют точные решения вида 

T =T(é), 62 _ =4(* —Л= е- у е-#? ), 

aA? bu? cy? 

  

где функция Т(&) определяется путем решения обыкновенного диф- 
ференциального уравнения 

! 1 

5. s (an) + (6 ви) +; (с et) = f(T). 

IIpu n 4 2, m4 2, vy £0 cymectBytoT TOUHbIe pellieHua BULA 

T = T(E), e=4[ + у2—т +=), 

а(2 — п)? b(2 — m)? си? 
  

где функция Т(&) находится из уравнения 

и Amit _ _ 1 1 _ get ST, = т), A= 2( + — | 1.   

  

2—п 2— 

6. 5p (az" Ze) + (6 env) + ae (e ev ZT) = f(T). dz 

При п # 2, и 2 0, и? 0 существуют точные решения вида, 

— 2 _ та" e~ HY e7¥2 ] 

r=T(§); é = 4| a + Би? + cv? | 

Функция Т(&) определяется путем решения обыкновенного диффе- 
ренциального уравнения 

1 

ce + yon el = f(T). (1) 

Частный случай 1. При п = 0 и любой функции } = {(Т) уравнение (1) имеет 
решение в квадратурах: 

—1/2 
Ус, +2 | тат] АТЕ С. +, 

где С1, С. — произвольные постоянные. 

Частный случай 2. При п = 1, }(Т) = АеТ (А, В — любые) уравнение (1) 
имеет однопараметрическое решение 

2 
T(é) =-— в (-ва) — в In(é? +C), 

где С — произвольная постоянная. 

(©) Литература: А. Д. Полянин, А. И. Журов (1998).
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7. АТ = ЕТУУТР. 

Замена 

U = та me Р(Т)= ехр| [| (т) ат, 

приводит к трехмерному уравнению Лапласа для функции О (т, у, 2): 

АО = 0, 

которое рассматривается в разд. 2.1.2. 

Замечание. О более сложном уравнении вида (5. У)Т = АТ - (ТУТ? с 
дополнительным конвективным членом см. разд. 3.2.3, уравнение 18.



Приложения 

П1. Ортогональные криволинейные системы 
координат. Операторы \У и А 

П1.1. Произвольная ортогональная система координат 
Криволинейные координаты ту, Lo, г. задаются как функции прямоугольных 

декартовых координат т, у, 2: 

т, =1,(т,9,2), то = 12(т,9,2), тз = тз(т,у,2). 

Используя эти выражения можно выразить т, у, 2 через криволинейные коорди- 

т = 1(11,12,т3), У=У(т1,12,13), 2=2(т1, то, ТЗ). 

Компоненты метрического тензора 9;; определяются по формулам 

Ox дт + ду ду Oz Oz 
a a } 
Oz, Oz, Oz; Oz; Ox; Oz; 

9:; (71, 22,23) = 94(21,То,тз); 1 =1, 2, 3. 

Система координат является ортогональной, если выполняются соотношения 

9::(11,12,13) =0 при #71. 
В этом случае третий инвариант метрического тензора определяется формулой 

9 — 911922933. 

Элемент объема: АУ = \/дат| 4т. 4тз. 
Ниже приведены основные дифференциальные операторы в ортогональной 

криволинейной системе координат т| , то, тз. Соответствующие единичные напра- 

вляющие вектора обозначаются Е, &2, ез. 

Градиент температуры Т: 

. 1 ОТ . 1 ОГ . 1 ОГ 
VT = é€, —— + €, ——- — + €, ——- —. 

VG, OX, V922 9X2 /933 O23 

Дивергенция вектора U = €,V, + EgUq + EgV3: 

_. 1 д Г9 д 9 д 9 
divt = Slee (« =) + в (> =) + Ong (> =) 

Градиент скаляра, Т по вектору Uv: 

vy, OT 4% OT 4 —%3 OT 

Voit 92, = fG2g. OX V3. *OT3 

Оператор Лапласа скаляра Т: 

V9 192, \ 911, Ox, O22 \ 922 дт> O23 \ 933 O23 

Дивергенция теплового потока при Л = A(z}, Ly, 73): 

div(AVT) = AAT + (VA- VT), 

rye (VA - УТ) — скалярное произведение векторов УЛ и VT. 
Дивергенция теплового потока при Л = X(T): 

div(AVT) = AAT + А УТР. 

  
9;;(£1,2q,23) = 

  

  

      (v-V)T=
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П1.2. Цилиндрические координаты 

Цилиндрические координаты д, ф, z (0 < Y < 27) выражаются через декар- 
товы координаты следующим образом: 

о = М =? + у, 1вф=у/т, z=z (siny=y/o), 
т = 0с08ф, y=osiny, z=z. 

Компоненты метрического тензора: 

2 _ 
Yo =) Gp =O. G22=1, \У9=6. 

Градиент температуры Т: 

УТ =е 
. ЭТ 

о + е ЭТ; —. 

do ? * д: ` > 
| 
= 

2|
8 

Дивергенция вектора U: 

< 

о до о д д 

Градиент скаляра Т по вектору %: 

1 O(ov 1 Ov д 
diva = 2 Dee) 5 1 Me 8%,   

OT vy OT ОТ 
v-V)T =v,— + + — +9, —. 
(0°) "e до + о д * д» 

`Лапласиан скаляра Т: 

АТ =   1 2 (05) 1 eT эт 

еде \" bg)” 9 "9 
Замечание. Цилиндрические координаты 0, ф применяются также как поляр- 

ные координаты на плоскости ту. 

П1.3. Сферические координаты 

Сферические координаты г, 09, ф (0 < 9 <т, 0 <ф< 2тп) выражаются через 
декартовы координаты следующим образом: 

т = М т? у? + 22, § = arccos —, tey = № (siny = 4+), 
r т \/т2 + 3/2 

x=rsinécosy, y=rsinésiny, z=rcosé. 

Компоненты метрического тензора: 

Grr = 1, Gop = r?, Ivy = r? sin? 6, J/g = r? sin 6. 

Градиент температуры Т: 

Е ИЕ 
= т 90 ? гзш@ др. 

  

Дивергенция вектора U: 

1 Ov, 

rsiny Oy 

Ш 9 7 9 
divt = 2 Op (r°v,) +     9. 

тзш 9 ag (819 %5) т 

Градиент скаляра Т по вектору %: 

ОТ vy OT v oT 
o-V)T =v, — + 4 — г. 

) " Or г 09 rsin@ dy 
  

JIlansiacuaH ckasisipa T: 

1 0 OT 1 д oT 1 92т AT = —— (7?) [я 6) a 
¢ or ) + [sind 00 (sin 90)" т2эш20 902
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11.4. Координаты вытянутого эллипсоида вращения 

Координаты вытянутого эллипсоида вращения о, т, ф (0 >21>т>-—1) связаны 
с декартовыми координатами следующим образом: 

12 =6? (0? — 1)(1-т2) соз? ф, y? =6?(o? —1)(1—77)sin?y, z= bor. 

Специальная система координат и, ч, ф (0 < и< оо, д<ухл, 0%<р< эм}: 

д = си, T=cosv, ф=ф, 

x=bshusinvcosy, y=bshusinvsiny, z=bchucosv. 

Компоненты метрического тензора: 

2 2 2 2 
29 -Т _ p27 TT _ p2/ 2 2 

Joo = 5 2—1 977 = 6 1 — 12 › 9рф = 0" (в -—1)(1-7*), 

VG = (07 — 77), Guy = Guy = 6?(sh7u + sin? v), 9рф = b? sh 2u sin? v. 

Градиент температуры Т: 

vr=-z д? -- 1 Ts 1 | 1-7? T 1 oT 
= é.—4/ ——_> — | —. 

"bY 02 —-т2 до ТЬ | 02 —т2 Or РЬ./(1 —т2)(02 —1) до 

Дивергенция вектора %: 

ЧУ 9 = Е [45 У? — т2) (02 — 1)| 4 

д? д д — т? 
+ — |9. 4/ (92 — т? т) +9} |. ar [Pe Vie? 90-9) + 5; [№ ЕО 

Градиент скаляра Т по вектору 0: 

(5.У)Т = = т 9% jin? oF | ve oT 
b 02 —т2 да b д2 — т? дт b,/(o2 —4)(1—7?) dy 

Лапласиан скаляра, Т: 

п ея 29 

  

  

  

  

  

П1.5. Координаты сплюснутого эллипсоида вращения 

Координаты сплюснутого эллипсоида вращения о,т,ф (а > 0, —1<т<1 

связаны с декартовыми координатами следующим образом: 

12 =52(1+02)(1 — т?) соз? ф, у2=52(1+02)(1 — т2) зп? ф, з=фот. 

Специальная система координат и, ч, ф (0 Зи < оо, О < ухтл, 0% ф<2м): 

o=shu, T=cosv, ф=ф, 

x=bchusinuvcosy, y=bchusinvsiny, z=bshucosv. 

Компоненты метрического тензора: 

_ parr _potr 

foo =P Ty gE? Wr =P aa Yee 
J/g = 6? (07 +77), Quy = Guy = 07 (sh2u + cos? v), 

Градиент температуры Т: 

1 | 0+1 OT 1 1-т2 OT 1 OT та, 5 42, -,/—" +2 9 
о 2 +т? да ту o2 +72 OF Tey b,/(1— 7?)(o2 +1) Op 

=b*(1+o°)(1—7°), 
др = Ь2 св из? ч. 
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Дивергенция вектора %: 

divi = WISH he р „\/ (с? +1?) (02 + 5 + 

о 4) +95 |, UPS т 72) |} 
Градиент скаляра Т по вектору %: 

  

  

  

2 2 0] _ Us “+1 OT и. 1-—т- ОТ Up wre ит бу (5 )T b с? +т2 да + b 02 +т2 дт Ь\/ (в? + 1)(1 — т?) дф 

Лапласиан скаляра Т: 

1 2 д 2 a | o74+72 = 
— — —|(1— — . 

“= mary be are Sr |+ oe "бт |1 ао ат) д 

П1.6. Координаты эллиптического цилиндра 

Координаты эллиптического цилиндра о, т, 2 (© >20, —1 <т < 1) связаны с 
декартовыми координатами следующим образом: 

t=bot, y? =b?(o7-1)(1-7), z=z. 

Специальная система координат ци, %, & (0 Зи< оо, 0 <и<тп): 

  

o=chu, T=cosv, z=2, 

xz=bchucosv, y=bshusinv, z=2z. 

Компоненты метрического тензора: 
9 

2 д? — т? 29 -— т? 

Я т, тля) 922 = 1 o2 — 

Suu = Jyy = 67 (sh2u+sin? v), g,, =1. 

Лапласиан: 

AT = 1 (55 | OT _ 

— b2(sh2u+ sin? v) \ du? ди? 922 — 

vo? —-1 д 5 ЭТ М1 -т2 д OT 0?T = | Vo? (+. 
b2(02 —72) да 2 (“2 —т2) дт дт Oz? 

Замечание. Координаты эллиптического цилиндра применяются также как 
эллиптические координаты на плоскости ту. 

(®) Литература к приложению П1: Дж. Хаппель, Г. Бреннер (1976), Г. Корн, 

Т. Корн (1984), А. М. Кутепов, А. Д. Полянин, 3. Д. Запрянов и др. (1996).
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П2. Решение дифференциальных уравнений 
с помощью пакета CONVODE 

А. Мусъе 

П2.1. Введение 

1. О пакете СОМУОБВЕ. 
CONVODE (CONVersion of Ordinary Differential Equations) — sto cneyuanu3n- 

рованный программный пакет, написанный средствами языка Кедисе и предна- 
значенный для аналитического решения обыкновенных дифференциальных урав- 
нений, систем обыкновенных дифференциальных уравнений, а также дифферен- 
циальных уравнений в частных производных и уравнений Пфаффа. (По своим 

возможностям СОМУОШЕ намного превосходит стандартные средства решения 

дифференциальных уравнений в таких системах, Kak Reduce, Maple, Mathematica 
и др.) 

При разработке пакета автор стремился создать такую программу, которая 
не только была бы полезным инструментом для студентов и научных работников, 
но и носила бы образовательный характер, сообщая пользователю много полезной 

информации об исследуемых уравнениях, их свойствах и процессе решения. 
На практике CONVODE можно использовать двумя способами: через элек- 

тронную почту (е-та11) или автономно на персональном компьютере. 
Первый способ, пожалуй, наиболее доступен для большинства российских 

пользователей; нужно подготовить сообщение с исходными данными и послать 
его по адресу 

convode@riemann.physmath.fundp.ac.be 

и через некоторое время СОМУОПЕ пришлет ответ. Дополнительную информа- 
цию можно найти в сети Интернет по адресу 

http://www.physique.fundp.ac.be/physdpt /administration/convode.html 

Следует отметить, что СОМУОРЕ постоянно развивается, а версия, доступная 

по электронной почте, ежемесячно обновляется, включая новые возможности и 
учитывая замечания и пожелания пользователей. 

Второй способ состоит в приобретении книги А. Моиззамх (1996) с дискетой. 

Содержащиеся на дискете файлы следует переписать на свой компьютер. Для 

работы пакета СОМУОПШЕ необходимо наличие на компьютере системы Ведисе 
версии 3.6 или выше. 

Важной особенностью пакета является то, что для его использования не 
требуется знания языка Кедисе (хотя это может быть полезным). Кроме того, по 
желанию пользователя сообщения выдаются на французском, английском или 

немецком языках. Планируется перевод и на другие языки. 

2. Некоторые обозначения и замечания. 

Исходные данные для пакета СОМУОПЕ представляют собой команды на 

a3bike Reduce. 

Знаки арифметических операций на языке Ведисе: 

+ (сложение), - (вычитание), * (умножение), / (деление) 

Константы е, л, 1 (мнимая единица) на языке Ведисе записываются как 
е, р1, 1. Квадратный корень \/х обозначается заг*®(х). 

  

* Alain Moussiaux, FUNDP, Physique Mathématique, rue de Bruxelles, 61, B-5000 

Namur, Belgium. ]’-mail: Alain. Moussiaux@fundp.ac.be
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Обозначения основных элементарных функций: 

  

x x**a WJIM X7a Inz log (x) 
e* ехр(х) или е**х lg x 10810(х) 
a” а*жх или а^х log, x logb(x,a) 
sinz sin(x) arcsinz asin(x) 

с0$х cos(x) arccosz acos(x) 

tgx2  tan(x) arctgz atan(x) 
Сет cot(x) arcctgz acot(x) 
shar  sinh(x) arsh x asinh(x) 

chz  cosh(x) arch x acosh(x) 

thz tanh(x) arth x atanh(x) 
cthaz coth(x) arcthz acoth(x) 

Производные записываются следующим образом: 

ау 92 и 
—  daf(y,x) —— df(u,x,y) 
dx у дтду у 

d*y au 
—— df(y,x,2 —— df(u,x,2,y) 
ат? (У дт2ду у 

ди Оби 
—— df(u,x) —————_ df(u,x,2,y,3,z) 
Ox Ox? Oy Az у   

Прежде чем использовать производные, необходимо сообщить системе 

Ведисе, какие функции зависят от каких переменных. Для этого используется 

команда аерепа. Например: 

depend y,x; для y(2) 

depend u,x,y; mia u(z,y) 

depend u,x,y,Z; Qa u(z,y,z) 

Команда «4ерепа ца,х,у;» эквивалентна двум командам 

depend u,x; depend u,y; 

а команда «Черепа ц,х,у,2;» — трем командам 

depend u,x; depend u,y; depend u,Z; 

Примеры записи некоторых выражений на языке Ве4чсе: 

х** (3/2) или х^(3/2) 13/2 
(ажужжп+з11(х))**(-2) (ay” + зтх)-2 
{x,y,z} список из трех элементов х, у, 2 (списки 

используются при подготовке файла 
исходных данных для CONVODE) 

команда, присваивающая переменной 1.1 

значение списка из одного элемента — 

уравнения у’ = = + е? 
т 

11 :={а#(у,х)=у/х^2+е^х}; 

Не имеет значевия, в каком регистре набраны буквы. Например, записи 

13:={х,у,2}, 13:=4Х,У,2} и 13:={х,У,2} с точки зрения системы Ведисе эквива- 

лентны. 

В примерах, рассматриваемых ниже, встречаются многобуквенные обозначе- 

ния, например, AL, ZZ, CTE, MMM, NVZ wu др. Это самостоятельные переменные (их 

не следует воспринимать как произведение отдельных букв). В языке Ведисе нет 

переменных с индексами, греческих букв и т. п. Поэтому их записывают с ис- 

пользованием нескольких букв и цифр и круглых скобок: например, Ф, (2) можно 

обозначать как РНГ(1,2), аа, В, y — как а1, Ъе, рва и т. д. 

Более подробно о языке Ведисе см., например, С. Ваупа (1987), Д. М. Климов, 

В. М. Руденко (1989), А. С. Неагп, J. P. Fitch (1995).
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П2.2. Примеры решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

В разд. П2.2 и П2.3 рассматриваются примеры решения обыкновенных диф- 

ференциальных уравнений (ОДУ) и уравнений в частных производных (УрЧП), 

которые иллюстрируют работу пакета СОМУОПЕ. Даются пояснения и инструк- 

ции по использованию пакета. Конкретные комментарии и сообщения. пакета, мо- 
гут немного отличаться от указанных в связи с тем, что СОМУОПЕ непрерывно 

совершенствуется. 

1. Уравнение Риккати (пример 1). 
Рассмотрим уравнение Риккати. Это нелинейное обыкновенное дифференци- 

альное уравнение первого порядка, имеющее в общем случае вид 

dy , 

g(x) = fo(x)y? + 1 (=)у + (2). (1) 

Для определенности рассмотрим уравнение 

а 
go? oY = ат? у? +6. 

ат 

Запишем исходные данные для программы СОМУОПЕ*: 

1 nmax :=3; 

2 smax :=4; 

3 Ilparti:={}; 
4 argstop:=2; 
5 depend y,x; 
6 Li:={x**2*df (Cy, x) =a*x**2*y**2+b} ; 
7 L2:={y}; 
8 L3:={x}; 
9 L4:={}; 
10 LS5:={English}; 
11 convode(L1,L2,L3,L4,L5); 

Здесь и далее для удобства читателя строки файла исходных данных помечены 

цифрами, но при наборе данных нумерации быть не должно. 

Отметим некоторые важные моменты. В строке 5 сообщается, что перемен- 

ная у зависит от г. В строке 6 задается дифференциальное уравнение, которое 

требуется решить. Команда в строке 7 указывает зависимую переменную, а в 

строке 8 — независимую. Строка 10 означает, что сообщения должны выводиться 

на английском языке. В последней строке вызывается процедура сопуо4е с пятью 
аргументами, заданными выше. 

Дополнительную информацию можно найти в разд. 12.4. 

Приведенную последовательность команд можно отправить по электронной 

почте (см. п. 3 из разд. 12.4) или ввести при работе с системой Reduce. 
Далее СОМУООЕ начинает анализировать исходные данные и пытается 

решить уравнение, выдавая при этом множество сообщений. В ответ пользователь 

на экране компьютера получает** 

  
* Каждая команда должна оканчиваться точкой с запятой (;) или знаком 

доллара ($). В первом случае результат выполнения команды выводится на 
экран, а во втором — нет. 
** Число с двоеточием соответствует номеру строки в исходных данных, а в 
последующих строках отображается результат выполнения данной командной 
строки. Многоточие (...) заменяет выводимую информацию, которая здесь не 
существенна. Для удобства читателя все комментарии, появляющиеся на экране 
компьютера на английском языке, сопровождаются переводом на русский язык.
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2: 

smax := 4 

10: 
L5 := {english} 

11: 
ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ pe te ake akc aie 2 aie ate ate fe akc ae ake ake ake 2 2 2a te oie 2 ai fe ic ae fe 2 a a ak i ie ie 2 ic 2k 

oeoeoeoeeeneeeeeeeseevoere eee ee ee ee 6 @ 

THE SYSTEM IS OF THE FIRST ORDER. 
Система имеет первый порядок. 

I AM STARTING THE PROCEDURE ODE WITH THE FOLLOWING ARGUMENTS. 
Запускаю процедуру ОБЕ со следующими аргументами. 

2 2 2 
Li={df(y,x)*x - ажх *y - b=0} 
L2={y} 
L3={x} 
L4={} 
L5={} 
L222={y} 
LANGUE={english} 

eosoeveveveef eeeveeeeeeeeeeeeeesees 

YOU HAVE ONLY ONE EQUATION WITH ONE UNKNOWN. 
У вас одно уравнение с одной зависимой переменной. 

2 2 2 

THIS EQUATION IS: df(y,x)*x - а*жх *y -Ъ 

STo ypapuenne: y/,2? — axz?y? —-b=0 

THE UNKNOWN IS: y 
Зависимая переменная: у 

THE GENERAL FORM OF THE EQUATION IS MMM*DX+NNN*DY=0 WITH: 
Общий вид уравнения: МММ ат + МММ ау = 0, где 

2 
NNN=x 

2 2 
МММ= - (ажх ¥y + b) 

YOUR EQUATION IS NOT LINEAR. 
Ваше уравнение нелинейно. 

Далее СОМУОПЕ делает ряд проверок, задавая себе вопросы и отвечая на них: 

THE SOLUTION MAY PERHAPS BE COMPUTED VIA A QUADRATURE? 
THE SOLUTION DO NOT REDUCE TO A SIMPLE QUADRATURE. 

Может быть, решение получается квадратурой (т. е. уравнение имеет вид 
у’, = /(1))? Решение не получается простой квадратурой. 

IS THE EQUATION EXACT? 
THE EQUATION IS NOT EXACT. 

Это уравнение в полных дифференциалах? Нет. 

TESTINT1 IS PERHAPS AN INTEGRATING FACTOR? 
TESTINT1 IS NOT AN INTEGRATING FACTOR. 

Возможно, ТЕЗТИМТ1 — интегрирующий множитель? TESTINT1 — ue 
интегрирующий множитель.
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PERHAPS IT IS A BERNOULLI D.E.? 
A(X) *DF CY ,X)+B(X) *Y=C(X) *Y*4N 
IT IS NOT A BERNOULLI D.E. 

Moxer 6niTb, 3TO ypaBHeHue Bepuyian: a(z)y, + b(x)y = c(x)y”? Her, ato 
не уравнение Бернулли. 

TESTINT2 IS PERHAPS AN INTERATING FACTOR? 
TESTINT2 IS NOT AN INTEGRATING FACTOR,SORRY! 

Возможно, ТЕбТИМТ2 — интегрирующий множитель? К сожалению, 
ТЕТ 2 — не интегрирующий множитель. 

PERHAPS THAT INTFACT3 IS AN INTEGRATING FACTOR? 

SORRY INTFACT3 IS NOT AN INTEGRATING FACTOR. 
BosmoxHo, INTFACT3 — интегрирующий множитель? К сожалению, 
INTFACT3 — не интегрирующий множитель. 

Не вдаваясь в подробности, заметим, что ТЕЗТ1МТ1, ТЕЗИИТ2, ГМТРАСТЗ 

относятся к различным классическим способам поиска интегрирующего множи- 

теля. 

IS IT POSSSIBLE TO FIND AN INTEGRATING FACTOR 
OF THE FORM X**AL*Y**BE ? 
SORRY IT IS NOT POSSIBLE. 

Может быть, удастся найти интегрирующий множитель вида т“ у8? Нет, 
не удается. 

QUESTION: IS THE EQUATION A HOMOGENEOUS D.E.? 
NO, THE EQUATION IS NOT HOMOGENEOUS. 

Является ли уравнение однородным? Нет, не является. 

LET ME TRY THE FOLLOWING CHANGE OF VARIABLE Y=ZZ**AL. 
OK! WITH AL=-1 IT RUNS. 

Попробую замену переменной у = 22“. При а = —1 эта замена работает! 

WITH Y=ZZ**AL THE EQUATION BECOMES HOMOGENEOUS. 
- Приу = 2“ уравнение становится однородным. 

Самое важное сделано. СОМУОШЕ нашел один из способов решения уравнения. 
Замена у = 22“ (а = -—1) приводит к однородному ОДУ. 

THE IMPLICIT SOLUTION IS: 

Решение в неявном виде: 

2*Ъ + хжу 
{(2*sqrt(4*a*b - 1)*atan( ) + 4*log(x)*a*b - log(x) 

sqrt(4*a*xb - 1)*x*y 

  

- 4*xaxb*cte + cte)/(4*a*b - 1)=0} 

12: 

Quitting 

Конец 

Здесь се — произвольная постоянная. 

Таким образом, получено решение в неявном виде Р(х,у;С) = 0: 

26 + ту 
2 —( Vv Aarctg ——— ae +Alnz+C) =0 (2) 

где А = 405 — Т, а С — произвольная постоянная (С = -—А се). Заметим, 
что уравнение (2) можно сократить на множитель 1/А. Если Ведисе может 
разрешить (с помощью процедуры з01уе) это равенство относительно у, тогда 
можно получить решение и в явном виде у = у(х;С). Однако СОМУОРЕ 
не делает этого автоматически, поскольку такая процедура может занимать
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очень много времени. Получив решение в неявном виде, пользователь может 
«попросить» Ведисе разрешить выражение относительно у (или г), послав по е- 

таЙ исходные данные с дополнительными строками (или ввести необходимые 
команды в системе Ведисе). Например: 

12 sol:=solve(lhs first reponse,y) ; 
13 verif:=sub(sol,lhs first Li - rhs first L1); 

Получаем ответ: 

- 2*b 
  

4*log(x) *a*b-log(x)-4*a*xb*cte+cte 
x* (sqrt (4*a*b-1) *tan( ) + 1) 

2*sqrt (4*a*b-1) 
  

13: 

verif :=0 

14: 
Quitting 

Отметим, что окончательный результат СОМУОПЕ заносит в переменную геропзе 
в виде списка (список берется в фигурные скобки, а его элементы разделяются 

запятыми). Строка 12 дает указание системе ВКедисе выделить левую часть 

первого (в данном случае единственного) равенства списка геропзе и разрешить 

ее относительно у. 

Далее в строке 13 производится проверка полученного решения. Результат 

«уег1{ := 0» подтверждает правильность решения. 

Если процедура зо1уе не в состоянии выразить зависимую переменную через 

независимую в явном виде, то можно проверить решение и в неявном виде: 

12 eqi:=lhs first reponse; 
13 eq2:=df(eqi,x); 
14 eq3:=solve(eq2,df(y,x)); 
15 Li; 

16 verif:=sub(eq3,lhs first Li - rhs first Li); 

В ответ получим: 

  

  

12: 
2*b + x*y 

eqi := (2*sqrt(4*a*b-1) *atan( )+4*log (x) *a*b-log (x) 
sqrt (4*a*b-1) *x¥*y 

- 4*a*btcte + cte)/(4*axb - 1) 

13: 
2 2 

- df(y,x)*x + a¥x *y +b 
eq2 := 

2 2 
х*(ажх *y + b + x¥y) 

14: 
2 2 

ажх *ху + dD 
eq3 := {9Е(у,ж)=-------. ----- } 

х
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15: 
2 2 2 

{df(y,x)*x =ажх *y + b} 

16: 

verif :=0 

17: 
Quitting 

Как видно, решение (2) справедливо при 4а6-—1 50. Чтобы исследовать случай 
4а5 — 1 = 0, модифицируем исходные данные следующим образом: 

11 Ъ:=1/(4жа)$ 
12 convode(L1,L2,L3,L4,L5); 

В этом случае к решению опять приводит подстановка у = 1/22: 

ооо фо ооо оо ооо ооо ово о ово 

2*log(x)*a*x*xy + log(x) - 2*axctexx*y - cte + 2 
  =0} 

2*ажхжу + 1 

Используя $01уе, получим решение в явном виде: 

13 r:=solve(reponse,y); 
14 verif:=sub(r,lhs first 11 - rhs first 11); 

Получаем: 

13: 
- log(x) + cte - 2 
  ro:= 1y= 

2*a*x*(log(x) - cte) 

14: 

verif := 0 

Таким образом, СОМУОПЕ дает следующие общие решения уравнения (1): 

26 Alnz+C 1 

С -—-Шшт-2 
= Ь = 1/(4 

у 2az(In x — C) "ри /(ча), 

где С — произвольная постоянная. 

2. Уравнение Риккати (пример 2). 
Данный пример демонстрирует некоторые существенные возможности пакета, 

СОМУОВРТЕ. Рассмотрим уравнение 

а 
2. + ary? + 5 (а- Бут = 0. 

Исходные данные: 

1 nmax:=3; 
2 smax:=4; 
3 Ilparti:={}; 
4 argstop:=2; 
5 depend y,x; 
6 Li:={x*df(y,x)+x#*a*xy**2+((a-b) /2)*y+x**b=0}; 
7 L2:={y}; 
8 L3:={x}; 
9 L4:={}; 
10 LS:={English}; 
11 convode(L1,L2,L3,L4,L5);



348 ПРИЛОЖЕНИЯ 
  

ооо ооо ооо о ооо ооо ооо офоофо 

THE SYSTEM IS OF THE FIRST ORDER. 
Система имеет первый порядок. 

I AM STARTING THE PROCEDURE ODE WITH THE FOLLOWING ARGUMENTS. 
Запускаю процедуру ОРЕ со следующими аргументами. 

а 2 b 
Li={df(y,x)*x + x *y +x + 1/2*axy - 1/2*b*y=0} 

L2={y} 
L3={x} 
L4={} 
L5={} 
L222={y} 
LANGUE={english} 

THE FORM OF THE EQUATION IS MMM*DX+NNN*DY=0 WITH: 

Уравнение имеет sud MMM dz+ NNN dy = 0, roe 

NNN=x 

a 2 b 
2*х *жу + 2жх + ажу - Б*у 

2 

Как и предыдущих примерах, СОМУОПЕ делает ряд проверок, с тем чтобы 

найти способ интегрирования рассматриваемого ОДУ первого порядка. В данном 

случае уравнение нелинейно, не является уравнением в полных дифференциалах, 
не является уравнением Бернулли, неоднородно, и не удается найти интегрирую- 
щий множитель. Эта информация здесь опускается. Наиболее важны коммента- 

рии после того, как СОМУОПЕ выясняет, что уравнение (1) является уравнением 
Риккати: 

ооо ооо фо ооо ооо оо оофофоо 

YOUR EQUATION IS A RICCATI О.Е. 
Ваше уравнение является уравнением Риккати: 

DFCY,X)+ACX) *Y¥**2+B(X) *¥+C(X)=0 

„а 

A(K)=-=-- 

в = --2- 
- 2*жх 

b 
x 

C(X)=---- 
x 

Есть много способов решения уравнений Риккати, например, искать частное 

решение, искать группу и т. п. Один из способов (когда другие оказываются 

безрезультатными) — перейти к уравнению второго порядка. В данном случае 
уравнение Риккати преобразуется к линейному ОДУ второго порядка: 

eoeeeoeeeeeeeeeee ee ee ee © © 8 6 OO 

LET ME TRANSFORM RICCATI INTO A SECOND ORDER D.E. 
Преобразуем уравнение Риккати в ОДУ второго порядка.
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THE EQUATION OF THE SECOND ORDER (FOR UY) AND THE TRANSFORMATION ARE: 
Уравнение второго порядка (для цу) и преобразование имеют вид 

2 

{{2*df(uy,x,2)*x - df(uy,x)*a*x - df(uy,x)*b*x 

a+b 
+ Qedf(uy,x)*x + 2*x *xuy=0}, 

THE TRANSFORMATION IS, 
Преобразование: 

df (uy ,x) *x 

у=------------ } 
а 

x *uy 

Теперь задача сводится к решению уравнения для и. Это означает, что 
СОМУОРЕ умеет также решать ОДУ второго порядка. Как и для уравнений 
первого порядка, СОМУОПЕ начинает задавать себе множество вопросов: 

YOUR EQUATION IS NOT OF THE FIRST ORDER. 
Ваше уравнение — не первого порядка. 

YOUR EQUATION INVOLVES NO CONSTANT COEFFICIENTS. 
Оно не является уравнением с постоянными коэффициентами. 

IS IT POSSIBLE TO REDUCE THE ORDER OF THE EQUATION? 
IT IS NOT POSSIBLE TO REDUCE THE ORDER OF THE EQUATION. 

Нельзя ли понизить порядок уравнения? Нет, нельзя. 

PERHAPS THAT IT IS AN EULER D.E.? 

IT IS NOT AN EULER D.E. 

Возможно, это уравнение Эйлера? Нет, это не уравнение Эйлера. 

IS IT POSSIBLE TO FACTORIZE? 

FACTORIZATION IS NOT POSSIBLE. 

Нельзя ли разложить на множители. Факторизация невозможна. 

PERHAPS THAT THE INDEPENDENT VARIABLE IS NOT IN THE EQUATION? 

YOUR EQUATION DEPENDS ON X ! 
Может быть, уравнение не содержит независимой переменной? Уравнение 
зависит от т! 

IS THE EQUATION EXACT? 
THE EQUATION IS NOT EXACT. 

Это уравнение в полных дифференциалах (сводится к уравнению первого 
порядка)? Нет. 

IS THE EQUATION EQUIDIMENTIONAL IN Y (Y=>A*Y) ? 
THE EQUATION IS NOT EQUIDIMENTIONAL IN Y ! 

Является ли уравнение однородным по у (у + ау)? Нет, не является. 

IS THE EQUATION EQUIDIMENTIONAL IN X (X=>A*X) ? 
SORRY, THE EQUATION IS NOT EQUIDIMENTIONAL IN X. 

Является ли уравнение однородным по т (т -» ат)? К сожалению, не 
является. 

PERHAPS THAT THE EQUATION IS SCALE INVARIANT ? 
THE TRANSFORMATION Y=X**P*UWU(X) GIVES FOR UWU(X) 
AN EQUIDIMENTIONAL EQUATION IN X. 

Возможно, уравнение инвариантно относительно изменения масштаба? 
В таком случае преобразование у = тхРиши(т) должно приводить к 
уравнению относительно иши(т), однородному по х.
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SORRY, YOUR EQUATION IS NOT SCALE INVARIANT. 
Сожалею, но ваше уравнение не инвариантно относительно изменению 
масштаба. 

IS IT POSSIBLE TO TRANSFORM THE EQUATION INTO A 

SECOND ORDER D.E. WITH CONSTANT COEFFICIENTS? 
Нельзя ли преобразовать данное уравнение в ОДУ второго порядка с 
постоянными коэффициентами? 

Самое главное сделано. СОМУОПЕ находит такую замену п: = {(т) независимой 
переменной, которая переводит рассматриваемое уравнение в уравнение с посто- 
янными коэффициентами! 

YOUR EQUATION MAY BE TRANSFORMED INTO AN EQUATION WITH 
CONSTANT COEFFICIENTS WITH THE HELP OF THE FOLLOWING TRANSFORMATION. 

Ваше уравнение можно привести к уравнению с постоянными коэффици- 
ентами с помощью преобразования 

  

YOUR EQUATION IS: 
Ваше уравнение 

2 atb 

2*df(uy,x,2)*x -df(uy,x) *a*x-df (uy ,x)*b*x+2*df (uy ,x)*x+2*x = #uy 
  =0} 

2 

2*X 

AND BECOMES AFTER THE TRANSFORMATION: 
после преобразования принимает вид 

{df(uy,nvz,2) + uy=0} 

Теперь задача проста. Однако изначально СОМУОРЕ был написан для решения 

систем ОДУ первого порядка, поэтому, чтобы использовать эту уже имеющуюся 

возможность, уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами пре- 

образуется в систему уравнений первого порядка: 

CONVODE RESTARTS. 
СОМУОПЕ перезапускается. 

YOUR EQUATION IS NOT OF THE FIRST ORDER. 
Ваше уравнение — не первого порядка. 

THE EQUATION HAS CONSTANT COEFFICIENTS. 
Это уравнение с постоянными коэффициентами. 

оооооооо оо ооо о ооо оо оо во оово 

HERE IS THE SYSTEM OF THE FIRST ORDER IN TERMS OF Y(I). 

Система ОДУ первого порядка относительно у(1), у(2): 

ВЕЗОТТАТ1= {df(y(1) ,nvz)=y(2) ,df(y(2) ,nvz) + y(1)=0} 

RESULTAT2={y (1) ,y(2)} 

I HAVE SET: 

Введены обозначения: 

CORRESPONDANCES={y (1) =uy ,y(2)=d# (uy ,nvz)}
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I START THE PROCEDURE ODE WITH THE FOLLOWING ARGUMENTS: 
Запускаю процедуру ОДЁ со следующими аргументами: 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ate aie aie aie ate afc aie afc akc akc akc akc akc ake akc akc akc ak kc 

Li={df(y(1) ,nvz)=y(2) ,df(y(2),nvz) + y(1)=0} 
L2={y(1) ,y(2)} 
L3={nvz} 
L4={} 
L5={} 
L222={y} 
LANGUE={english} 
ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ жж ЖЖ ЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ 

THE UNKNOWNS ARE: {у(1),у(2)} 
Зависимые переменные: у(1), у(2) 

THE INDEPENDENT VARIABLE IS:{nvz} 

HesapnucuMaa NepeMeHHaa: nvz 

THE SYSTEM IS NOT DEGENERATED. 
Система невырождена. 

THE NUMBER OF ARBITRARY CONSTANTS IN THE SOLUTION IS: 
Число произвольных постоянных в решении: 

NBRCONSTANTES= 2 

THE CHARACTERISTIC EQUATION IS: 
Характеристическое уравнение: 

lam + 1 =0 

THE ROOTS OF THE CHARACTERISTIC EQUATION ARE: 
Корни характеристического уравнения: 

SS={lam=i,lam= - i} 

THE MULTIPLICITIES ARE: MULTI={1,1} 
Кратности корней: 1, 1 

YOUR SYSTEM IS HOMOGENEOUS. 
Система является однородной. 

HERE IS THE ANSWER : 

Ответ: 

В ответе приводятся решения для у(1) и у(2). Эти решения выражены через пул: 

2*1*nvZ 
arbcomplex(2)*i - e *arbcomplex(1)*i 

fy(1)= , 
1*nvz 

e 

  

2*1*nvVz 
arbcomplex(2) + e *xarbcomplex(1) 
  y(2)= 

1*nvz 
е
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Кроме того, выписывается решение для uy(x): 

(a + b)/2 
(4*х *i)/(a + b) 

arbcomplex(2)*i - e *xarbcomplex(1)*i 
{uy=   

(a + b)/2 
(2*х *i)/(a + b) 

е 

И, наконец, СОМУОПЕ выписывает решение для у(т): 

(a + b)/2 2 
{y=(- x xarbcomplex(2) *i 

(a + b)/2 
(а + Ъ)/2 (8*х *i)/(a + b) 2 

+х же *xarbcomplex(1) *i)/( 

a 2 
x *arbcomplex(2) 

(a + b)/2 
а (4*x *i)/(a + b) 

- 2*x же *xarbcomplex (2) *arbcomplex(1) 

(a + b)/2 
а (8*х *i)/(a + b) 2 

+ x же *arbcomplex(1) )}, 

Поскольку решение было получено опосредованно через решение уравнения 
второго порядка, оно формально содержит две произвольные постоянные. Но на 
самом деле роль играет лишь отношение этих констант. Поэтому ответ можно 
записать, полагая агбсотрет (2) = 1, атдсотрет (1) = се. 

3. Нелинейное уравнение, квадратичное относительно производной. 

Рассмотрим следующее уравнение: 

ау\?. ау ау . 
(+) +sing—- +ing—- +singlng 0. (1) 

Исходные данные: 

1 mnmax:=3; 

2 smax :=4; 

3 Ilparti:={}; 
4  argstop:=2; 
5 depend y,x; 

6 Li:={df(y,x)**2+sin(x)*df(y,x)+log(x)*df(y,x)+sin(x) *log(x)=0}; 
7 L2:={y}; 
8 L3:={x}; 
9 L4:={}; 
10 LS5:={English}; 
11 convode(L1,L2,L3,L4,L5); 

СОМУОПЕ сразу же устанавливает, что уравнение можно разложить на мно- 

жители. (Заметим, что возможность факторизации уравнения не всегда, бывает 
очевидной.) Кроме того, уравнение зависит только у/ и т, но не зависит от у. В 

этом случае СОМУОПЕ дает решение в параметрическом виде (рага — параметр). 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖЖЖ 
TAKE CARE YOUR EQUATION MAY BE FACTORIZED ........ 

Внимание! Ваше уравнение можно факторизовать ... 
ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖЖЖЖЖХ
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THE SYSTEM IS OF THE FIRST ORDER. 
Система имеет первый порядок. 

IS YOUR EQUATION A CLAIRAUT OR LAGRANGE-CLAIRAUT D.E? 
YOUR EQUATION HAS NOT THE APPROPRIATE FORM. SORRY. 

Является ли ваше уравнение уравнением Клеро или Лагранжа — Клеро? 
Нет, ваше уравнение не имеет соответствующего вида. 

YOUR EQUATION DOES NOT DEPEND ON Y. 
Уравнение не зависит от у. 

A SOLUTION IN PARAMETRIC FORM IS: 
Одно из решений в параметрическом виде: 

FEFEEEEEEEEEEEEEEEEE EEE EEEEE EAE EEEEEEFEFE EEE ETE H+ 

2 
{x= - asin(para),y=sqrt( - para + 1) + cte} 

+++ H+ 

Несложно убедиться в том, что, исключая рата, мы получаем для у выражение 
у(х) = созт + С. 

YOUR PROBLEM IS TO SOLVE THE FOLLOWING 2 EQUATIONS. 
Задача состоит в решении следующих двух уравнений: 

{{df(y,x)= - log(x)},{fdf(y,x)= - sin(x)}} 

I START THE PROCEDURE ODE WITH THE FOLLOWING ARGUMENTS. 
Запускаю процедуру ОБЕ со следующими аргументами. 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ Жж ЖЖ ЖЖ ЖЖЖ ЖЖ  Ж ЖЖЖЖЖЖЖХ 

Li={df(y,x)= - log(x)} 
L2={y} 
L3={x} 
L4={} 
L5={} 
L222={y} 
LANGUE={english} 
ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ Ж ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ Ж ЖЖЖ ЖЖ ЖЖЖ afc ae afc ake akc ake akc afc afc 2c akc 

  

THE FORM OF THE EQUATION IS: MMM*DX+NNN*DY=0 WITH: 

Уравнение имеет вид МММ ах + МММ ау = 0, где 

NNN=1 

MMM=1log(x) 

YOUR EQUATION IS LINEAR. 
Ваше уравнение линейно. 

MU (TT) *DF CY, TT)=NUC(TT) *¥ (TT) +V (TT) 

I START THE PROCEDURE ODE WITH THE FOLLOWING ARGUMENTS. 
Запускаю процедуру ОБЕ со следующими аргументами. 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ Ж ЖЖЖЖ akc aie aie akc ae ЖЖ Ж ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ 

Li={df(y,x)= - sin(x)} 
L2={y} 
L3={x} 
L4={} 
5={}
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L222={y} 
LANGUE={english} 
FEO GIO OIG ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ GI I IO II IOI I IO I 

THE FORM OF THE EQUATION IS: MMM*DX+NNN*DY=0 WITH: 
Уравнение имеет вид МММ ах + МММ ау = 0, где 

NNN=1 

MMM=sin(x) 

YOUR EQUATION IS LINEAR. 
Ваше уравнение линейно. 

MU(TT) *DFCY,TT)=NU(TT) *¥ (TT)+V(TT) 

THE SOLUTIONS ARE: 
Решения: 

{{y=arbcomplex(1) - log(x)*x + x}, {y=arbcomplex(1) + cos(x)}} 

Здесь атбсотр!ет(1) — произвольная комплексная постоянная. Итак, общее реше- 
ние уравнения (1) описывается двумя формулами 

у=С-+т(1 — шт) и У=С + с05т, 

где С — произвольная постоянная. 

П2.3. Примеры решения уравнений с частными 
производными 

1. Уравнение первого порядка. 

В этом примере рассматривается уравнение в частных производных первого 
порядка 

ди ди 
(4? — 259 + 12 + ay) — + ay— =0. 

Ox Oy 

После множества проверок СОМУОПЕ добивается результата путем решения 
характеристического уравнения. 

Исходные данные: 

1 mnmax:=3; 

2 зтах:=4; 

3 argstop:=2; 
4 Ilparti:={}; 
5 depend u,x,y; 

6 11:={Сужж2-2жхжу+хж*2+ажу ) жа? (п ,х)+ажу*жа? (а, у)=0}; 
7 4xL2:={u}; 
8 L3:={x,y}; 
9 L4:={}; 
10 LS5:={English}; 
11 convode(L1,L2,L3,L4,L5); 

Имеем: 

YOU HAVE TO SOLVE A PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION 
WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES. 

У вас уравнение в частных производных с двумя независимыми перемен- 
ными
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YOUR EQUATION IS LINEAR. 
Ваше уравнение линейное. 

АВЕ THE COEFFICIENTS CONSTANTS? 
YOUR EQUATION HAS NO CONSTANT COEFFICIENTS 

Коэффициенты уравнения постоянные? Нет, не постоянные. 

THE EQUATION IS LINEAR WITHOUT SECOND MEMBER. 
Уравнение линейное, с нулевой правой частью. 

THE EQUATION IS OF THE FIRST ORDER. 
Уравнение — первого порядка. 

THE PROCEDURE PARTI DOES NOT PROVIDE ANY PARTICULAR SOLUTION. 
Процедура РАКЕТ! не находит частного решения. 

PERHAPS THAT THE EQUATION IS HOMOGENEOUS? 
THE EQUATION IS NOT HOMOGENEOUS. 

Возможно, уравнение однородно (по отношению к независимым перемен- 
ным)? Нет, не однородно. 

AND THE METHOD OF CHARACTERISTICS? 
Попробую метод характеристик. 

ЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ I I I IK i 

THE FORM OF THE EQUATION IS: 
AxDF(U,X)+B*DF(U, Y)+C*U=0 

Уравнение имеет вид Аш, + Ви, + Си = 0. 

IN ORDER TO FIND THE CHARACTERISTICS YOU MUST SOLVE 
THE FOLLOWING 0.D.E. IT IS DONE BY CONVODE. 

Чтобы найти характеристики, необходимые решить следующее ОДУ. Это 
сделает СОМУОПЕ. 

ажу 

{df(y,x)= } 
2 2 

ажу +х - 2*хжу +у 

  

ЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ 

I MAY ALREADY PROVIDE THE FOLLOWING SOLUTION: 
Сразу могу сообщить, что имеется следующее решение: 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ Ж ЖЖ Ж ЖЖЖЖЖ ЖЖ 

2 2 

{df(y,x)*a*y + df(y,x)*x - 2*df(y,x)*x*y + df(y,x)*y - ажу=0} 

4++4+4+++4++4+4+4+4++4++4+4+4+4+44++4+4+44++44++++++ 
+4+4+4+4+4+4+4+4+4+4+4+++4+4+4+44+44+44++4++4++44++++++ 

{у=х} 
+4+4++4+++4+4+4+4+4+4+44+++44+44++4++4++++44++++++ 
+4+4++4++4+4++4+4++++4+4++44++44+44++44++4+44++++++ 

I START THE PROCEDURE ODE WITH THE FOLLOWING ARGUMENTS. 
Запускаю процедуру ОБЕ со следующими аргументами. 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ Ж ЖЖ ЖЖ ЖЖ 

2 2 -1 
Г1=4{ - (ажу+х - 2ж*хжу + у) жажу + аЕ(у,х)=0} 
L2={y} 
L3={x} 
L4={} 
L5={}
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L222={y} 
LANGUE={} 
Bie aie aie ac abe abe akc akc 2k afc ake ake ake ake ake ah aie afc ake afc 2k afc ake akc ake afc afc ake ak 

THE FORM OF THE EQUATION IS MMM*DX+NNN*DY=0 WITH: 

Уравнение имеет вид МММ ат + МММ ду = 0, где 

NNN=1 

- ажу 

  
MM 
$44 5 5 

2 2 
aty + x - 2*x*y + у 

Теперь для решения последнего уравнения СОМУОПЕ мобилизует все свои 

возможности и задает вопросы, на которые отвечает. (Вопросы и ответы приве- 
дены ниже.) 

Уравнение линейно? Нет. Уравнение является уравнением в полных диффе- 
ренциалах? Нет. Уравнение однородно? Нет. Это уравнение Бернулли, Клеро или 

Лагранжа? Нет. Удается ли найти интегрирующий множитель? Нет. Это урав- 

нение Риккати или Абеля? Нет. Может ли здесь СОМУОПЕ применить группу? 
Нет. И так далее. Ни один из методов не работает! Что же делать дальше? До 

этого момента СОМУОПЕ пытался решать данное уравнение как уравнение от- 

носительно у(т). А почему бы не попробовать решить его как уравнение относи- 
тельно 1(у)? Теперь т — зависимая переменная, а у — независимая. 

THE EQUATION FOR X IN TERMS OF Y IS: 
Уравнение для т как функции у: 

2 2 
aty + x - 2*x*y + y 

{df(x,y)=---- } 
ary 

  

Поскольку было установлено, что у(х) = х является частным решением уравнения 
для у, то очевидно, что т1(у) = у является частным решением последнего 
уравнения: 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ IOI IOI I I Ok 301 a kk ak kek keke a i 

I MAY ALREADY PROVIDE THE FOLLOWING SOLUTION: 
Сразу могу сообщить, что имеется следующее решение: 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ 

2 2 
{df(x,y)*a*y - axy - x + 2*x*y - у =0} 

4++4++4+4+4+4+4+4++4++4+44+44+4+44+44++4+44++4++++++ 
4++4+4+4++4+4+4+4++4+4+4+44+44-+4444++4+44++4++++++ 

{x=y} 
4++4+4+4++4+4+4+4++4++4++4+44+44444+44+44++44++++++ 
4++4+4+4++4+4+4+4++4++4++444+4+44+4+4+4+444++4++44++++ 

I START THE PROCEDURE ODE WITH THE FOLLOWING ARGUMENTS. 
Запускаю процедуру ODE со следующими аргументами. 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ Жж ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ afc a af ake ae akc akc akc afc ade afc ak afc aie afc ae afc ai af Ж  Ж ЖЖ 

-1 2 -1 -1 -1 
Li={df(x,y) - a *x *y + 24a *x - a *y - 1=0} 
L2={x} 
L3={y} 
L4={}
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L5={} 
L222={x} 
LANGUE={} 
PSSST ES SSS SES SS SESS TS ST TS ETS SF 

THE FORM OF THE EQUATION IS MMM*DX+NNN*DY=0 WITH: 
Уравнение имеет вид МММ ах + МММ аду = 0, где 

MMM=1 

2 2 
- ажу - x + 2*жхжу - у 

NNN=   

а*у 

YOUR EQUATION IS A RICCATI D.E. 

Ваше уравнение является уравнением Риккати: 
ВЕ(Х,У)+А (У) *жХжж2+В (У) жХ+С (У) =0 

АВЕ WE IN A PARTICULAR CASE? 
YOU ARE NOT IN A PARTICULAR CASE. 

Мы имеем дело с одним из специальных случаев? Нет. 

A PARTICULAR SOLUTION IS X0=y 
Частное решение: ту = у 

IF XO=XO(Y) IS A PARTICULAR SOLUTION OF RICCATI THEN 
THE GENERAL SOLUTION IS GIVEN BY: 

Ecuu 29 =Zo(y) ABJIA€ETCA UACTHBIM PelieHHeM ypaBHeHUa PuxxkaTn, TO o6ulee 
решение имеет вид 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ak akc ac ak ak ak ai ak 

Х(у)=Хо (у) +РНТ (у) * [СТЕ+ТМТ(РНТ(у)*А(у),у)]*ж(-1) 

WITH: где 

PHI (y) =EXP [-INT(2*X0(y)*ACy)+BCy),y)J 

IT IS NOW A SIMPLE PROBLEM OF INTEGRATION. 
Теперь остается только вычислить интегралы. 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖ IOI I a IOI I aR aici a a afk kek ak ak ak ak 2k akc ak a ak ak akc a a a ЖЖЖЖЖЖ 

THE ANSWER OF CONVODE IS: 

Ответ: 

log(y)*y - ажсфежу - а 
{х=   

log(y) - a*cte
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THE METHOD OF CHARACTERISTICS PROVIDES THE SOLUTION ! 
Решение получено методом характеристик! 

ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ Ж ЖЖ Ж ЖЖЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖЖЖ ЖЖ 

  

log(y)*x - log(y)*y + a 
{u=arbf onc ( )} 

ажх - а*у 

Общее решение исходного УрЧП представляется в виде произвольной функ- 
ции заданного аргумента ат /юопс(атдитепт+). Имеем: 

а+ (Ушу цы =+(“+ Ушу), 
а(т — у) 

rye &(z) — произвольная функция 2. 
Для проверки этого решения можно использовать переменную атдитепё. 

Добавим к исходным данным следующие строки: 

12 argument; 
13 arbfonc(argument) :=argument **2+3*log(argument)$ 
14 reponse; 
15 verif:=sub(reponse,lhs first 11 - rhs first 11); 

Для проверки можно задать любую конкретную функцию. В ответ получаем: 

  

  

  

  

12: 
log(y)*x - log(y)*y + a 

a*(x - y) 

13: 

14: 

log(y)¥*x - log(y)ty ta 2 2 
{u=(3*log(--- )жа *жх 

ажх - ажу 

log(y)*x - log(y)*y +a 2 
- 6*105( Jka жхжу 

а*х - ажу 

log(y)*x - log(y)*y + a 2 2 2 2 2 
+ 3*log( )*а *y t+log(y) *x -2*log(y) *x*y 

ажх - ажу 

2 2 22 2 2 2 
+ log(y) *y +2*log(y)*a*x-2*log(y)*a*yta )/(a *x -2*a *x*y+a *y ) 

} 

15: 
verif := 0 

Последняя строка подтверждает, что полученное решение верно. 

2. Линейное уравнение второго порядка. 

Рассмотрим линейное УрЧП второго порядка с двумя независимыми пере- 
менными и ненулевой правой частью 

д2и 92и + 02и 
—- —— = ry. 
Ox? дтду 0? 

В этом примере будет показано, что СОМУОПЕ умеет классифицировать такие 

уравнения и выписывать каноническую форму. 
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Исходные данные: 

птах:=3; 

зтах:=4; 

lparti:={}; 
argstop:=2; 

depend u,x,y; 

L1:={df(u,x,2)-2*df(u,x,y)+df(u,y,2)=x*y}; 
L2:={u}; 
L3:={x,y}; 

L4:={}; 
L5:={English}; 
convode(11,12,13,14,15); P

r
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-
 

©
 

Имеем: 

YOU HAVE TO SOLVE A PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION 
WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES, I TRY TO DO MY BEST... 

У вас уравнение в частных производных с двумя независимыми перемен- 
ными. Попробую сделать всё, что смогу ... 

YOUR EQUATION IS LINEAR BUT WITH A RIGHT MEMBER. 

Уравнение линейное, но с правой частью. 

PERHAPS THAT THE COEFFICIENTS ARE CONSTANT ? 
YES, IT IS AN EQUATION INVOLVING CONSTANT COEFFICIENTS. 

Может быть, коэффициенты постоянны? Да, это уравнение с постоянны- 
ми коэффициентами. 

THE EQUATION MAY BE FACTORIZED AND IS REDUCTIBLE. 
Левую часть уравнения можно факторизовать и упростить. 

PERHAPS THAT YOU ARE INTERESTED BY THE CANONICAL FORM 
AND THE CLASSIFICATION OF YOUR EQUATION ? 

Возможно, вам интересны каноническая форма и классификация урав- 
нения. 

Далее СОМУОПЕ дает ответ на вопрос: «Является ли уравнение эллинтическим, 
гиперболическим или параболическим?» 

жжжжж Г ЭТАВТ ТНЕ СГАЗЗТЕТСАТТОМ жжжжжжжжжж 
Приступаю к классификации 

YOU WANT TO CLASSIFY THE FOLLOWING EQUATION: 
Вы хотите классифицировать следующее уравнение: 

{ - 2*df(u,x,y) + df(u,x,2) + df(u,y,2)=x*y} 

DELTA=0 

SO YOUR EQUATION IS PARABOLIC. 
Так что заше уравнение параболическое. 

LET МЕ РОТ: Положим 
{xi=x,eta= - x - у} 

OR: или 

{x=xi,y= - eta - xi}
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WITH THE NEW VARIABLES xi AND eta THE CANONICAL FORM IS : 
В новых переменных &, 7 каноническая форма следующая: 

2 

{df(u,xi,2)= - eta*xi - xi } 

YOUR P.D.E. HAS BEEN CLASSIFIED. 
Тип уравнения установлен. 

THE RESULTS OF THIS COMPUTATION ARE IN THE NON SCALAR IDENTIFIER 
"REPONSEDECLASSI" WHICH MAY BE USED LATER. 

Каноническая форма сохранена в переменной КЕРОМ5ЕРЕСЬА551, ко- 
торую можно использовать в дальнейшем. 

жжжжж END OF THE CLASSIFICATION жжжжжжжжжж 
Классификация завершена 

Итак, СОМУОПЕ установил, что уравнение параболическое, и нашел его 

каноническую форму. Поскольку правая часть уравнения отлична от нуля, то 

необходимо вычислять частное решение. Это делается на следующем шаге: 

A PARTICULAR SOLUTION OF THE EQUATION WITH THE RIGHT MEMBER IS: 
Частное решение неоднородного уравнения: 

4 3 2 2 3 4 
5жх + 4*x *y - 18%x жу + 4*жх*жу + Bry 

REPONSEBIS={u=   

192 

Конечно, общее решение однородного уравнения должно включать две про- 
извольные функции Ф\ (...), Ф.(...) — атбрй(1,...), атбр!з(2,...): 

THE GENERAL SOLUTION OF THE HOMOGENEOUS EQUATION IS: 
Общее решение однородного уравнения: 

REPONSE~HOMOGENE=arbphi(2,x + y)*x + arbphi(1,x + y) 

WHERE arbphi(i,x+y) AND arbphi(2,x+y) ARE ARBITRARY FUNCTIONS OF х+у 
roe arbphi(1,z2+ y), arbphi(2,x2 + у) — произвольные функции аргумента 
т -+ у. 

THE GENERAL SOLUTION OF THE PROBLEM (IN REPONSE) IS: 
Общее решение задачи (в переменной REPONSE): 

{u=(192*arbphi(2,x + y)*x + 192*arbphi(1,x + y) 

4 3 2 2 3 4 
+ 5жх + 4жх ty - 18ex жу + 4жхжу + Sey )/192} 

В привычной записи полученное решение имеет вид 

512 + 453 — 18122 + 4туз + 54 
) 

  

где Ф, иФ. — произвольные функции. 
Произведем проверку. Верно ли частное решение reponsebis? 

12 reponsebis; 
13 verifpar:=sub(reponsebis,lhs first 11 - rhs first 11); 

Имеем: 

12: 

4 3 2 2 3 4 
5*x + 44x ж*у - 18ж*х жу + 4жхжу + Bey 

{u=   
192
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13: 
verifpar := 0 

Частное решение верно. 

Теперь проверим, верно ли общее решение, задавшись конкретным видом 

произвольных функций: 

14 reponse; 

15 arbphi(2,x+y) :=(x+y) **2$ 
16 arbphi(1,xty) :=log(xty)$ 
17 reponse; 

18 verif:=sub(reponse,lhs first 11 - rhs first 11); 

Имеем: 

14: 

{u=(192*arbphi(2,x + y)*x + 192*arbphi(1,x + y) 

4 3 2 2 3 4 
+ Бжх + 4kx жу - 18*х жу + 4*х*у + Bey )/192} 

15: 

16: 

17: 
4 3 3 

{u=(192*log(x + y) + S*x + 4*х *y + 192*x 

2 2 2 3 2 4 
- 18жх жу + 384ж*х жу + 4жхжу + 192*хжу + Sty )/192} 

18: 
verif := 0 

П2.4. Как использовать СОМ\УООЕ 

В рассмотренных выше примерах приведены исходные данные для решения 

соответствующих уравнений и вкратце указан смысл вводимых строк. Ниже в 
пп. 1, 2 исходные параметры обсуждаются более подробно. 

1. Аргументы процелуры СОМУОПЕ. 
СОМУОПЕ представляет собой ВКедисе-процедуру, имеющую пять аргумен- 

тов — сопуоде (1,1 ‚1.2 ‚1.3 ‚1.4 ,1,5), — каждый из которых является списком. Список 

на языке Кедисе есть конструкция вида {...}, причем элементы списка разделя- 

ются запятыми. 
Первый аргумент 1.1:={...} есть список, содержащий уравнения (уравнение), 

которые требуется решить (это могут быть обыкновенные дифференциальные 

уравнения или уравнения в частных производных). 
Например, командой 11 :=4{941 (а,х,2)-2*41 (ц,х,у)+91 (п,у,2)=х*у}; задается 

уравнение в частных производных 

92и 92и д?и ou 2 +—= 
Ox? дхду ду? 

а командой 1,1 :=1{9# (х,$,2)=2жхжу-у^2,АР(у,*)=х^2-х»*у+3у^2}; — система обык- 

новенных дифференциальных уравнений 

  = LY, 

dz о 
Wm = 29-9, 

а 
У 1? — ny + 3y?. 
dt
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12:=4{...} — список зависимых переменных. 
13:={...} — список независимых переменных. 

Например, если 1.2 :={и}, а 13:={х,у,2}, то это означает, что СОМУОРПЕ будет 

трактовать 1,1 как УрЧП относительно и(х, у, 2). 
Если 1.2:={у}, 13:={х}, то 11 есть ОДУ относительно у(т). 
Если же 1.2 — пустой список (12:=4}), а 13 :={х,у,2}, то СОМУОПЕ знает, что 

пользователь хочет решить уравнение вида 

тат + уау + 242 = 0. 

14:={} — список начальных условий. Если начальные условия не указаны, 

(14:=4{}), то решение будет содержать произвольные постоянные. 

Например, если список зависимых переменных есть 12:={х,у,=}, и нужно 

решить систему ОДУ для x(t), у(®, 2(#), скажем, при начальных условиях 

т(0) =5, 1’(0) =6, у(0) = 15, у (0) =67, у’(0) =45, 2(0) =11, 2'(0) = 59, 

то нужно указать 

L4:={{5,6,15,67,45,11,59},0}; 

Пятый аргумент задает язык, на котором СОМУОПЕ будет печатать свои 

комментарии. Если 15:={} или 15:={Егапса1з}, то комментарии будут на фран- 

цузском языке, а если 1,5: ={Епё11$.} или 15 :={Рец%сь}, то на английском, немец- 
ком ит. д. 

После того как все аргументы заданы, следует вызов процедуры СОМУОПЕ, 

которая анализирует входные данные и решает поставленную задачу. 

2. Глобальные переменные. 

Если известно частное решение линейного ОДУ второго порядка, то его 

следует указать в глобальной переменной ГРАВТТ: 

LPARTI:={y=...} 

CONVODE проверит это решение, вычислит второе частное решение и выпишет 

общее решение. Если ни одно частное решение не известно, то следует указать 
LPARTI:={}. 

Переменным ММАХ и 5МАХ можно присваивать положительные целые значения. 

Когда решение представляется в виде ряда, ЗМАХ фиксирует количество вычи- 

сляемых членов ряда, а ММАХ задает максимальную степень полинома при поиске 
полиномиального решения. 

ARGSTOP — переменная, принимающая положительные целочисленные значе- 

ния. Если линейное ОДУ второго порядка имеет полиномиальное частное реше- 

ние, то может быть вычислено второе решение, но вычисления могут быть очень 

громоздкими. Если значение АВСЗТОР меньше степени первого полиномиального 

решения, то второе решение вычисляться не будет, а в противном случае — будет. 

(Данная возможность предназначена для тех, кто знает, что уравнение имеет 

полиномиальное частное решение, и интересуется вторым частным решением.) 

Если СОМУОПЕ сумел найти решение поставленной задачи, то оно записы- 

вается в переменную ВЕРОМЗЕ. 

Постоянные интегрирования СОМУОПЕ обозначает следующим образом: СТЕ, 

АВВСОМРЬЕХ (1), ААВСОМРЬЕХ (2) и т. д. Произвольные функции при решении УрЧП 

записываются в виде АВВРНТ(1,...), АВВРНТ(2,...) ит. д. 

Кроме того, имеются другие глобальные переменные, которые могут пред- 

ставлять интерес для пользователя. О них СОМУОПЕ сообщает дополнительно. 

Например, при вычислении частного решения неоднородного уравнения это реше- 

ние заносится в переменную REPONSEBIS, а, общее решение однородного уравнения 

при этом запоминается в ВЕРОМЗЕ ! -НОМОСЕМЕ. 

3. СОМУ\УОБРЕ по электронной почте. 

Свежую информацию о том, как пользоваться пакетом СОМУОПЕ через 

электронную почту, можно получить в сети Интернет по адресу 

http://www.physique.fundp.ac.be/physdpt /administration/convode.html
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Возможность использования пакета CONVODE по е-та] очень проста. Нуж- 
но подготовить файл данных вида 

ММАХ:=2; 

ЭМАХ : =3; 

ARGSTOP:=1; 
LPARTI:={}; 

_ DEPEND Y,X; 

Li :={(X**2-1) *DF CY ,X)=2*X*Y*LOG(Y)}; 

L2:={Y}; 
L3:={X}; 
L4:={}; 
15:={}; 
CONVODE(L1,L2,L3,L4,L5); 

и отправить его по адресу 

convode@riemann.physmath.fundp.ac.be 

В посылаемом сообщении не должно быть никакой другой текстовой информа- 
ции — только команды на языке Кедисе. В графе «5аЪ)ес*:» можно указать на- 
звание посылаемого задания, например, «5чЪ)]ес%: Ехамр1е 1». 

Ответ не заставит себя долго ждать. Проанализировав полученное сообщение, 

вы можете модифицировать исходный файл данных с тем, чтобы добиться 

нужного результата, и послать измененный файл по электронной почте. 

Благодарности. Автор хотел бы выразить свою признательность профессо- 
ру А. Ронво (А. Вопуеамх) и Р. Мэрэссу (В.. Магеззе) за, плодотворные дискуссии. 
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