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ПРЕДИСЛОВИЕ

«Ñîâðåìåííûé êóðñ ôèçèêè» ïðåäíàçíà÷åí, ïðåæäå âñåãî, äëÿ
øêîëüíèêîâ. Îí îòëè÷àåòñÿ ÷åòêîñòüþ è îáñòîÿòåëüíîñòüþ èçëîæåíèÿ
ìàòåðèàëà, ÷òî ïîçâîëèò äîñòàòî÷íî ÿñíî ïðåäñòàâèòü, êàê ôîðìèðó-
þòñÿ è «ðàáîòàþò» ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, êàê èñïîëüçóþòñÿ ôèçè÷åñêèå
çàêîíîìåðíîñòè ïðè ðåøåíèè è àíàëèçå êîíêðåòíûõ çàäà÷. Ñ ó÷åòîì
ñîâðåìåííîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ íàó÷íîãî çíàíèÿ, ñîâðåìåííûé êóðñ
ôèçèêè äîëæåí, ïî ìíåíèþ àâòîðà, ñîäåðæàòü îáúåì èíôîðìàöèè,
ïðåâîñõîäÿùèé òîò, ÷òî ïðèíÿò â ñòàíäàðòíûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ,
à òàêæå ó÷èòûâàòü íàèáîëåå âàæíûå äîñòèæåíèÿ â ðàçâèòèè òåõíèêè,
â òîì ÷èñëå ñîâðåìåííîé, è óäåëÿòü ñóùåñòâåííîå âíèìàíèå ôèçèêå
ðàçëè÷íûõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé.

Äàííàÿ êíèãà ïîñâÿùåíà ìåõàíèêå è ñîñòîèò èç äåâÿòè ãëàâ.
1. Êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. 2. Äèíàìèêà ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ. 3. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà: ñòàòèêà. 4. Ìåõàíèêà òâåðäîãî
òåëà: êèíåìàòèêà è äèíàìèêà. 5. Ðàáîòà è ýíåðãèÿ. 6. Ãðàâèòàöèÿ.
7. Ìåõàíèêà æèäêîñòåé è ãàçîâ (ãèäðîàýðîìåõàíèêà). 8. Ìåõàíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ. 9. Ìåõàíè÷åñêèå âîëíû. Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà â êóðñå ñî-
÷åòàåò â ñåáå ñòðîãîñòü è ñèñòåìàòè÷íîñòü, ïðèñóùèå ñåðüåçíûì ó÷åá-
íèêàì, çàíèìàòåëüíîñòü è ïðèâëåêàòåëüíîñòü äëÿ ÷èòàòåëÿ, ïðèñóùèå
õîðîøèì íàó÷íî-ïîïóëÿðíûì èçäàíèÿì, îðãàíè÷åñêîå ñîåäèíåíèå òå-
îðèè ñ ìåòîäèêîé ðåøåíèÿ çàäà÷. Â òåêñòå ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåøå-
íèÿ áîëåå 100 çàäà÷. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû äàíû «Âîïðîñû è çàäà÷è
äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ». Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ
ïî òðèãîíîìåòðèè è âåêòîðíîé àëãåáðå.

Ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ â øêîëàõ,
ãèìíàçèÿõ, ëèöåÿõ, êîëëåäæàõ (îñîáåííî â êëàññàõ ñ óãëóáëåííûì
èçó÷åíèåì ôèçèêè), íà êóðñàõ ïî ïîäãîòîâêå àáèòóðèåíòîâ, ñèñòåìà-
òèçèðîâàííîãî ñàìîó÷èòåëÿ ïî ôèçèêå.

* * *

Ïðåäëàãàÿ âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ äàííóþ êíèãó, àâòîð âûðàæàåò
ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì ó÷èòåëÿì, ðàñêðûâøèì ïåðåä íèì óâ-
ëåêàòåëüíûé ìèð ôèçèêè: Èâàíó Âàñèëüåâè÷ó Îáðåèìîâó, Àðêàäèþ
Áåéíóñîâè÷ó Ìèãäàëà, Èñààêó ßêîâëåâè÷ó Ïîìåðàí÷óêó, Âàëåíòèíó
Àëåêñàíäðîâè÷ó Ôàáðèêàíòó, Èñàþ Èçðàèëåâè÷ó Ãóðåâè÷ó, Àðêàäèþ
Àðîíîâè÷ó Ïèíñêîìó, Ãåííàäèþ ßêîâëåâè÷ó Ìÿêèøåâó. Àâòîð èñê-
ðåííå áëàãîäàðèò Òàðàñîâó Òàòüÿíó Áîðèñîâíó çà íåèçìåííóþ ïîä-
äåðæêó è ïîìîùü â ðàáîòå íàä êíèãîé.
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1
КИНЕМАТИКА

МАТЕРИАЛЬНОЙ
ТОЧКИ

1.1. ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå òåëà åñòü ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè ïîëîæåíèÿ äàííîãî òåëà â ïðîñòðàíñòâå. Ìåõàíè÷å-
ñêîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå òåëà â ïðî-
ñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê êàêîìó-ëèáî
äðóãîìó òåëó, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå òåëà îò-
ñ÷åòà. Ñ òåëîì îòñ÷åòà æåñòêî ñâÿçûâàþò ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïî-
çâîëÿþùóþ îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òåëà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Òåëî îòñ÷åòà âìåñòå ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò íàçûâàþò ñèñ-
òåìîé îòñ÷åòà. Âñÿêèé ðàç ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå íàáëþäàþò
(ðàññìàòðèâàþò) â òîé èëè èíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Êàê ìû íåîä-
íîêðàòíî óáåäèìñÿ ïîçäíåå, îäíî è òî æå äâèæåíèå âûãëÿäèò ïî-
ðàçíîìó â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Êàê ïðàâèëî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ
ñ Çåìëåé; åå íàçûâàþò ãåîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìîé èëè, ïðîùå, ëà-
áîðàòîðíîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Óñëîâèìñÿ: åñëè ñèñòåìà îòñ÷åòà
â òîé èëè èíîé çàäà÷å íå îãîâîðåíà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Èññëåäóÿ ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå, ôèçèêè çàìåíÿþò ðåàëüíûå
òåëà èõ óïðîùåííûìè ìîäåëÿìè — èäåàëèçèðîâàííûìè îáúåêòàìè,
â êîòîðûõ ïðåíåáðåãàþò äåòàëÿìè è ñâîéñòâàìè ðåàëüíûõ òåë, íå-
ñóùåñòâåííûìè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â çàâèñèìîñòè îò óñëî-
âèé êîíêðåòíîé çàäà÷è èñïîëüçóþò ìîäåëè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,
àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà, àáñîëþòíî óïðóãîãî òåëà, àáñîëþòíî
íåóïðóãîãî òåëà. Â äàëüíåéøåì îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî
ìîäåëÿì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà.

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà — ýòî àáñòðàêòíîå òåëî, îáëàäàþùåå
ìàññîé ðåàëüíîãî òåëà, íî íå èìåþùåå ðàçìåðîâ. Êîãäà ìîæíî
ïðåíåáðåãàòü ðàçìåðàìè ðåàëüíîãî òåëà è èñïîëüçîâàòü ìîäåëü
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè? Íàïðàøèâàåòñÿ ïðîñòîé îòâåò: òîãäà, êîãäà
ðàçìåðû òåëà ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðàñ-
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ñìàòðèâàåìîãî â äàííîé çàäà÷å äâèæåíèÿ. Òàê, äâèæåíèå Çåìëè
ïî îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, ïîñêîëüêó äèàìåòð çåìíîãî øàðà ïðèìåðíî â
12 òûñÿ÷ ðàç ìåíüøå ðàäèóñà çåìíîé îðáèòû.

Îäíàêî ïîäîáíîå çàêëþ÷åíèå íå ñîâñåì êîððåêòíî. Èñïîëüçî-
âàíèå ìîäåëè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðàâîìåðíî òîãäà, êîãäà òåëî
äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî èëè êîãäà âðàùàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ
åãî äâèæåíèÿ ìîæíî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íå ó÷èòûâàòü. Ïî-
ñòóïàòåëüíûì íàçûâàþò äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì âñå òî÷êè òåëà
äâèæóòñÿ ïî îäèíàêîâûì òðàåêòîðèÿì; ïðè òàêîì äâèæåíèè ïðÿ-
ìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ìûñëåííî ÷åðåç äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè òåëà,
ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå.

Äðóãèì ïðîñòûì âèäîì äâèæåíèÿ òåëà ÿâëÿåòñÿ åãî âðàùåíèå
(âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå). Â ýòîì ñëó÷àå âñå òî÷êè òåëà îïèñû-
âàþò îêðóæíîñòè â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ ñ öåíòðàìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ íà îäíîé ïðÿìîé — íà îñè âðàùåíèÿ. Îñü âðàùåíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà óïîìÿíóòûì ïàðàëëåëüíûì ïëîñêîñòÿì. Â îáùåì
ñëó÷àå äâèæåíèå òåëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàëîæåíèå âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà ïîñòóïàòåëüíîå. Íàïðèìåð, äâèæåíèå
çåìíîãî øàðà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê íàëîæåíèå âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ øàðà âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè íà åãî ïîñòóïàòåëüíîå
äâèæåíèå ïî îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà.

Åñëè, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, íå òðåáóåòñÿ ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå
âðàùåíèå çåìíîãî øàðà âîêðóã ñâîåé îñè, òî â ýòîì ñëó÷àå Çåìëþ
íà îðáèòå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Åñëè æå â
çàäà÷å ðàññìàòðèâàþò êëèìàòè÷åñêèå ïîÿñà Çåìëè èëè ñìåíó
âðåìåí ãîäà, òî ìîäåëü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íå ãîäèòñÿ, ïîñêîëüêó
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âðàùåíèå Çåìëè âîêðóã îñè, íàêëîíåííîé
îïðåäåëåííûì îáðàçîì ê ïëîñêîñòè îðáèòû. À âîò äðóãîé ïðèìåð:
ðåáåíîê íà ñàíêàõ ñêàòûâàåòñÿ ñ ãîðêè. Ðàçìåðû ãîðêè è ñàíîê ñ
ðåáåíêîì ïðèìåðíî îäèíàêîâû. Òåì íå ìåíåå ìû ìîæåì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ìîäåëüþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, åñëè ãîðêà íå ñëèøêîì
êðóòàÿ è èñêëþ÷àåòñÿ ïåðåâîðà÷èâàíèå ñàíîê âî âðåìÿ ñïóñêà.
Ïàäåíèå äîæäåâîé êàïëè ñ âåòêè äåðåâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
èñïîëüçóÿ ìîäåëü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Íî ýòà ìîäåëü íåïðèãîäíà
äëÿ îïèñàíèÿ ïàäåíèÿ ëèñòà, îòîðâàâøåãîñÿ ñ òîé æå âåòêè. Áðî-
ñàíèå îáû÷íîãî êàìíÿ ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó âïîëíå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü, èñïîëüçóÿ ìîäåëü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Íî ýòà ìîäåëü
ñîâåðøåííî íå ãîäèòñÿ ïðè áðîñàíèè áóìåðàíãà.

Âïðî÷åì, îòíþäü íå âñåãäà îòñóòñòâèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè. Òàê, íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü ðàçìåðàìè òåëà â çàäà÷àõ, èññëå-
äóþùèõ ðàâíîâåñèå òåëà. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò ëèáî ìî-
äåëü àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà, ëèáî ìîäåëü àáñîëþòíî óïðóãîãî òåëà.

Àáñîëþòíî òâåðäûì òåëîì íàçûâàþò òåëî, äåôîðìàöèåé êî-
òîðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â óñëîâèÿõ äàííîé çàäà÷è. Âî âðåìÿ
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äâèæåíèÿ òàêîãî òåëà ñîõðàíÿþòñÿ íåèçìåííûìè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ åãî òî÷êàìè. Àáñîëþòíî óïðóãèì òåëîì íàçûâàþò
òåëî, ðàçìåðû è ôîðìà êîòîðîãî ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïîñ-
ëå ïðåêðàùåíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, âûçâàâøåãî äåôîðìàöèþ òå-
ëà. Òàêàÿ ìîäåëü ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòàõ ôåðì ìîñòà.
À âîò àáñîëþòíî íåóïðóãîå òåëî, íàïðîòèâ, ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåò
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, âûçâàííîå âíåøíèì âîçäåéñòâèåì.

Ðàçäåë ôèçèêè, çàíèìàþùèéñÿ èçó÷åíèåì ìåõàíè÷åñêèõ ÿâëå-
íèé, ò. å. ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìåõàíè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè òåë,
íàçûâàåòñÿ ìåõàíèêîé. Â áîëåå óçêîì ñìûñëå ñëîâà ïîä ìåõàíè-
êîé ïîíèìàþò êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó. Îíà èçó÷àåò ìåõàíè÷åñêèå
äâèæåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë (òåë, ñîñòîÿùèõ èç î÷åíü áîëüøî-
ãî ÷èñëà àòîìîâ èëè ìîëåêóë), ñîâåðøàþùèåñÿ ñî ñêîðîñòÿìè, êî-
òîðûå âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà. Â îñíîâå êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè ëåæàò çàêîíû Íüþòîíà, ïîýòîìó åå íàçûâàþò òàêæå
íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêîé. Äâèæåíèÿ òåë ñî ñêîðîñòÿìè, áëèçêèìè
ê ñêîðîñòè ñâåòà, èçó÷àåò ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà. Äâèæåíèÿ
ìèêðî÷àñòèö (íàïðèìåð, ýëåêòðîíîâ â àòîìàõ, ìîëåêóëàõ, êðèñ-
òàëëàõ) èçó÷àåò êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà.

Êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó ïîäðàçäåëÿþò íà êèíåìàòèêó, äèíà-
ìèêó, ñòàòèêó. Êèíåìàòèêà (îò ãðå÷åñêîãî kinema — «äâèæåíèå»)
îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå âèäû ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, íå ðàññìàò-
ðèâàÿ ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ äâèæåíèÿ. Ýòèìè ïðè÷èíàìè ÿâëÿ-
þòñÿ ñèëîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè. Èõ èññëåäóåò äèíà-
ìèêà (îò ãðå÷åñêîãî dynamics — «ñèëà»). Ðàâíîâåñèå òåë ðàññìàò-
ðèâàåò ñòàòèêà (îò ãðå÷åñêîãî statos — «íåïîäâèæíûé»), êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî ñóòè, ÷àñòíûé ñëó÷àé äèíàìèêè.

Èçó÷åíèå ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå
íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ êèíåìàòèêè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ôàê-
òè÷åñêè ðå÷ü ïîéäåò î êèíåìàòèêå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåë,
ïðåäñòàâëÿåìûõ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè.

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìîé äâèæóùåéñÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, ðàçëè÷àþò ïðÿìîëèíåéíûå è êðèâîëèíåéíûå
äâèæåíèÿ. Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ —
äâèæåíèå òî÷êè ïî îêðóæíîñòè.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôîðìà òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàâè-
ñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà. Òðàåêòîðèÿ îäíîãî è òîãî æå
äâèæåíèÿ ðàçëè÷íà â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Äîïóñòèì, òåëî
ïàäàåò ñî ñòîëèêà âàãîíà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðî-
ñòüþ. Òðàåêòîðèÿ ýòîãî òåëà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ âàãî-
íîì, áóäåò ïðÿìîé ëèíèåé. À òðàåêòîðèÿ òîãî æå òåëà â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ æåëåçíîäîðîæíûì ïîëîòíîì (èíà÷å ãîâîðÿ, â
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà), áóäåò èìåòü ôîðìó ïàðàáîëû. Òà-
êóþ æå ïàðàáîëó îïèñàë áû êàìåíü, áðîøåííûé ãîðèçîíòàëüíî
â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ âàãîíà. Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìå-
ðà ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà îáîäå êîëåñà
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âåëîñèïåäà, äâèæóùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè. Â ñèñ-
òåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ðàìîé âåëîñèïåäà,
òðàåêòîðèÿ òî÷êè áóäåò èìåòü ôîðìó îêðóæíîñ-
òè. À â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà òðàåêòî-
ðèÿ òî÷êè áóäåò èìåòü ôîðìó êðèâîé, íàçûâàå-
ìîé öèêëîèäîé (ðèñ. 1.1).

Êàê ïðÿìîëèíåéíûå, òàê è êðèâîëèíåéíûå äâèæåíèÿ ìîãóò
áûòü ðàâíîìåðíûìè ëèáî íåðàâíîìåðíûìè. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñêîðî-
ñòüþ äâèæåíèÿ òî÷êè (òî÷íåå ãîâîðÿ, ñ ìîäóëåì ñêîðîñòè).

1.2. ÑÐÅÄÍßß ÏÓÒÅÂÀß ÑÊÎÐÎÑÒÜ

È ÑÐÅÄÍßß ÑÊÎÐÎÑÒÜ ÏÎ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈÞ

Ïîíÿòèå ñêîðîñòè — îäíî èç ãëàâíûõ ïîíÿòèé â êèíåìàòèêå.
×èòàòåëþ íàâåðíÿêà èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü — ýòî ôèçè÷åñêàÿ âå-
ëè÷èíà, ïîêàçûâàþùàÿ íàñêîëüêî áûñòðî (èëè íàñêîëüêî ìåäëåí-
íî) ïåðåìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå äâèæóùååñÿ òåëî. Ðàçóìååòñÿ,
ðå÷ü èäåò î ïåðåìåùåíèè â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Èçâåñòíî
ëè, îäíàêî, ÷èòàòåëþ, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ íå îäíî, à òðè ïîíÿòèÿ
ñêîðîñòè? Åñòü ñêîðîñòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íàçûâàåìàÿ
ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ, è åñòü äâà ïîíÿòèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè çà
äàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè — ñðåäíÿÿ ïóòåâàÿ ñêîðîñòü (ïî-
àíãëèéñêè speed) è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïî ïåðåìåùåíèþ (ïî-àíãëèé-
ñêè velocity).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó â ñèñòåìå êîîð-
äèíàò x, y, z (ðèñ. 1.2, à). Ïîëîæåíèå A òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè
t õàðàêòåðèçóåì êîîðäèíàòàìè x(t), y(t), z(t), ïðåäñòàâëÿþùèìè
òðè ñîñòàâëÿþùèõ ðàäèóñà-âåêòîðà (t). Òî÷êà äâèæåòñÿ, åå
ïîëîæåíèå â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
èçìåíÿåòñÿ — êîíåö ðàäèóñà-âåêòîðà (t) îïèñûâàåò êðèâóþ,

Ðèñ. 1.1

Ðèñ. 1.2

à)
á)

rº

rº



16

íàçûâàåìóþ òðàåêòîðèåé äâèæóùåéñÿ òî÷êè. Òðàåêòîðèÿ, îïè-
ñàííàÿ çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t, ïîêàçàíà íà ðè-
ñóíêå 1.2, á. ×åðåç B îáîçíà÷åíî ïîëîæåíèå òî÷êè â ìîìåíò t +
+ ∆t (åãî ôèêñèðóåò ðàäèóñ-âåêòîð (t + ∆t)). Ïóñòü ∆s — äëèíà
ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè, ò. å. ïóòü, ïðîé-
äåííûé òî÷êîé çà âðåìÿ îò t äî t + ∆t. Ñðåäíþþ ïóòåâóþ ñêî-
ðîñòü òî÷êè çà äàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îïðåäåëÿþò ñîîò-
íîøåíèåì

vï = . (1.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî vï — ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà; îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ
òîëüêî ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì.

Ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 1.2, á âåêòîð

 = (t + ∆t) – (t) (1.2)

íàçûâàþò ïåðåìåùåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çà âðåìÿ îò t äî t + ∆t.
Ñðåäíþþ ñêîðîñòü ïî ïåðåìåùåíèþ çà äàííûé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè îïðåäåëÿþò ñîîòíîøåíèåì

ñð = . (1.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñð — âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñð

ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ïåðåìåùåíèÿ .
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ñðåäíÿÿ ïó-

òåâàÿ ñêîðîñòü äâèæóùåéñÿ òî÷êè ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì ñðåäíåé
ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùåíèþ.

Äâèæåíèå òî÷êè ïî ïðÿìîëèíåéíîé ëèáî êðèâîëèíåéíîé òðà-
åêòîðèè íàçûâàþò ðàâíîìåðíûì, åñëè â ñîîòíîøåíèè (1.1) âåëè÷è-
íà vï íå çàâèñèò îò ∆t. Åñëè, íàïðèìåð, óìåíüøèòü ∆t â 2 ðàçà,
òî è äëèíà ïðîéäåííîãî òî÷êîé ïóòè ∆s óìåíüøèòñÿ â 2 ðàçà. Ïðè
ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè òî÷êà ïðîõîäèò çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè ïóòè ðàâíîé äëèíû.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè òî÷êè
îò ∆t íå çàâèñèò òàêæå âåêòîð ñð ñðåäíåé ñêîðîñòè ïî
ïåðåìåùåíèþ?

Òàê ìîæíî ñ÷èòàòü òîëüêî â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ
(ïðè ýòîì, íàïîìíèì, ìîäóëü ñðåäíåé ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùåíèþ
ðàâåí ñðåäíåé ïóòåâîé ñêîðîñòè). Åñëè æå ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå
ñîâåðøàåòñÿ ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè, òî ñ èçìåíåíèåì ïðî-
ìåæóòêà óñðåäíåíèÿ ∆t áóäóò èçìåíÿòüñÿ êàê ìîäóëü, òàê è
íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñðåäíåé ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùåíèþ. Ïðè
ðàâíîìåðíîì êðèâîëèíåéíîì äâèæåíèè ðàâíûì ïðîìåæóòêàì

rº

∆s
∆t
-------

∆rº rº rº

vº ∆r
∆t
------

º

vº vº

∆rº

? vº
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âðåìåíè ∆t áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàç-
íûå âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ  (à çíà-
÷èò, è ðàçíûå âåêòîðû ñð).

Ïðàâäà, â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî äâè-
æåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ðàâíûì ïðîìåæóò-
êàì âðåìåíè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàâ-
íûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ïåðåìåùåíèÿ | |
(à çíà÷èò, è ðàâíûå | ñð|). Íî íàïðàâëå-

íèÿ ïåðåìåùåíèé  (à çíà÷èò, è âåêòîðîâ ñð) è â äàííîì ñëó÷àå
áóäóò ðàçëè÷íûìè äëÿ îäèíàêîâûõ ∆t. Ýòî âèäíî íà ðèñóíêå 1.3, ãäå
ðàâíîìåðíî äâèæóùàÿñÿ ïî îêðóæíîñòè òî÷êà îïèñûâàåò çà ðàâíûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè ðàâíûå äóãè AB, BC, CD. Õîòÿ âåêòîðû ïåðå-
ìåùåíèé 1, 2, 3 èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè, îäíàêî íàïðàâëå-
íèÿ ó íèõ ðàçëè÷íû, òàê ÷òî î ðàâåíñòâå ýòèõ âåêòîðîâ ãîâîðèòü íå
ïðèõîäèòñÿ.

Примечание

Из двух средних скоростей в задачах обычно рассматривают среднюю

путевую скорость, а среднюю скорость по перемещению используют до�

вольно редко. Однако она заслуживает внимания, так как позволяет ввести

понятие мгновенной скорости.

1.3. ÌÃÍÎÂÅÍÍÀß ÑÊÎÐÎÑÒÜ

1.3.1. Мгновенная скорость
как предел последовательности

средних скоростей по перемещению

Íå òàê-òî ïðîñòî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî òàêîå ìãíîâåííàÿ ñêî-
ðîñòü òî÷êè (òåëà) â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñêîðîñòü õàðàêòåðèçóåò
áûñòðîòó ïåðåìåùåíèÿ, îäíàêî â òîò èëè èíîé êîíêðåòíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ êàê òàêîâîãî íåò. Äðåâíèå ãðåêè íå
ìîãëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê ìîæíî ãîâîðèòü î ñêîðîñòè òåëà, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ íå ïðîìåæóòîê âðåìåíè, à îòäåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
Îíè ïîëàãàëè, ÷òî ïðîáëåìà äâèæåíèÿ íåðàçðåøèìà ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ëîãèêè, ñ÷èòàÿ, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ëåòÿùàÿ ñòðåëà
ïîêîèòñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå â ïðîñòðàíñòâå è, çíà÷èò, ïîêîèòñÿ
âîîáùå.

×òîáû ââåñòè ïîíÿòèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òî÷êè â ìîìåíò t
(îáîçíà÷èì åå ÷åðåç (t)), ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåä-
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íèõ ñêîðîñòåé ïî ïåðåìåùåíèþ çà ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆ti = ti – t
(i = 1, 2, 3, …):

, , , …, , …, (1.4)

ãäå

i = (t + ∆ti) – (t). (1.5)

Â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ ñêîðîñòåé ïðîìåæóòêè ∆ti âû-
áèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ íîìåðà i îíè
ñòàíîâèëèñü âñå ìåíüøå è ìåíüøå, ñòðåìÿñü â ïðåäåëå ê íóëþ. Íå-
òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî, ÷åì áëèæå ìîìåíò âðåìåíè t + ∆ti ê ìîìåíòó t,

òåì áëèæå âåêòîð ñðåäíåé ñêîðîñòè  ê âåêòîðó ìãíîâåííîé ñêî-

ðîñòè (t). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü â ìîìåíò t ïðè-
áëèæåííî ðàâíà ñðåäíåé ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùåíèþ çà äîñòàòî÷íî
ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆ti. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñëîâà «ïðè-
áëèæåííî», íàäî íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.4) ïðè ∆ti º 0.

Ýòîò ïðåäåë çàïèñûâàþò òàê: . Îí è áóäåò óæå íå ïðèáëè-

æåííî, à òî÷íî ðàâåí ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òî÷êè â ìîìåíò t:

(t) = . (1.6)

Íà ðèñóíêå 1.4 ïðåäñòàâëåíà êðèâîëèíåéíàÿ òðàåêòîðèÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè. Â ìîìåíò t òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè A, à
â ìîìåíòû t + ∆ti (i = 1, 2, 3, 4) — â ïîëîæåíèÿõ A1, A2, A3, A4,
ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà ∆ti íà-
ïðàâëåíèå âåêòîðà ñðåäíåé ïî ïåðåìåùåíèþ ñêîðîñòè ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì ïåðåìåùåíèÿ. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëó-
÷àþùèéñÿ â ïðåäåëå ïðè ∆ti º 0 âåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè (t)
áóäåò íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè â òî÷êå A. Òàê, ïðè
äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè âåêòîð ìãíîâåííîé 

ñêîðîñòè â êàæäîé òî÷êå òðà-
åêòîðèè áóäåò îðèåíòèðîâàí ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ê ðàäèóñó îêðóæ-
íîñòè, ïðîâåäåííîìó â ýòó òî÷êó.
Ñ ó÷åòîì (1.5) ïåðåïèøåì (1.6) â
âèäå:

(t) = .
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Íè÷òî íå ìåøàåò óáðàòü çäåñü íóìåðàöèþ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè
è ïðåäñòàâèòü ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü â âèäå ïðåäåëà:

v(t) = . (1.7)

1.3.2. Прямолинейное движение: зависимости v(t) и x(t)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿ-
ìîëèíåéíî. Âûáåðåì íàïðàâëåíèå åå äâèæåíèÿ â êà÷åñòâå êîîðäè-
íàòíîé îñè Ox. Â ìîìåíò t òî÷êà èìåëà êîîðäèíàòó x(t), à â ìî-
ìåíò t + ∆t — êîîðäèíàòó x(t + ∆t). Èñïîëüçóÿ (1.7), âûðàçèì
ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü â ìîìåíò t ÷åðåç ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñðåäíèõ ñêîðîñòåé ïî ïåðåìåùåíèþ çà ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t:

v(t) = . (1.8)

Ïîñêîëüêó ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè âñå âåêòîðû (ïåðåìåùå-
íèå, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïî ïåðåìåùåíèþ, ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü) íà-
ïðàâëåíû âäîëü îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, òî èõ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû.

Åñëè èçâåñòåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïî-
ëîæåíèÿ òî÷êè îò âðåìåíè x(t), òî, èñïîëü-
çóÿ (1.8), ìîæíî íàéòè ìãíîâåííóþ ñêî-
ðîñòü v(t). Ïðåäïîëîæèì, ãðàôèê x(t) èìååò
âèä êðèâîé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 1.5.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêî-
ðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çà ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè îò t0 äî t0 + ∆t ðàâíà

. (1.9)

Áóäåì ìûñëåííî óìåíüøàòü ∆t. Ïðè ýòîì òî÷êà B íà ãðàôèêå x(t)
áóäåò ñêîëüçèòü ïî êðèâîé, ïîñòåïåííî ïðèáëèæàÿñü ê A. Ëåãêî
ñîîáðàçèòü, ÷òî â ïðåäåëå ïðè ∆t º 0 ñîîòíîøåíèå (1.9) ïðåâðà-
òèòñÿ â ñîîòíîøåíèå

v(t0) = tgα0, (1.10)

ãäå α0 — óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó x(t), ïðîâåäåííîé
â òî÷êå A, ñîîòâåòñòâóþùåé ìîìåíòó âðåìåíè t0. Èòàê, çíà÷åíèå
ìãíîâåííîé ñêîðîñòè v(t0) âûðàæàåòñÿ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà êà-
ñàòåëüíîé ê ãðàôèêó x(t) äëÿ ìîìåíòà t0.
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Âåðíåìñÿ ê ðèñóíêó 1.5 è ïîïðîáóåì ïðîñëåäèòü ïî ãðàôèêó x(t),
êàê èìåííî ïðîèñõîäèëî â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. ßñíî, ÷òî äâèæåíèå áûëî íåðàâíîìåðíûì. Òî÷êà
íà÷àëà äâèãàòüñÿ â ìîìåíò t = 0. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè
è äî ìîìåíòà t0 êðóòèçíà ãðàôèêà ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò è, çíà÷èò,
ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü óâåëè÷èâàëàñü — âïëîòü äî íàèáîëüøåãî çíà÷å-
íèÿ, ðàâíîãî tg α0. Â äàëüíåéøåì ñêîðîñòü ïîñòåïåííî óìåíüøàëàñü
è ïðè t = t1 îáðàòèëàñü â íóëü — òåëî îñòàíîâèëîñü (â òî÷êå D êà-
ñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó x(t) îðèåíòèðîâàíà ãîðèçîíòàëüíî).

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ íà ðèñóíêå 1.5 íå ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé
äâèæóùåéñÿ òî÷êè. Òðàåêòîðèÿ â äàííîì ñëó÷àå — îòðåçîê ïðÿ-
ìîé, èìåþùèé äëèíó x1.

Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ãðàôèê x(t)
èìååò âåñüìà ïðîñòîé âèä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x0 êîîðäèíàòó òî÷êè
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ïðè t = 0), à ÷åðåç x(t) — êîîðäèíàòó
òî÷êè â ìîìåíò t. Ïåðåìåùåíèå çà âðåìÿ t èìååò âèä x(t) – x0,
à ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïî ïåðåìåùåíèþ âûðàæàåòñÿ îòíîøåíèåì

. Òàê êàê äâèæåíèå ðàâíîìåðíîå, òî ýòà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

íå çàâèñèò îò t (åñëè óìåíüøèòü t, ñêàæåì, â 2 ðàçà, òî â 2 ðàçà
óìåíüøèòñÿ è ïåðåìåùåíèå x(t) – x0). Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå

 åñòü âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò t, è ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü v äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè:

v = . (1.11)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
x(t) = x0 + vt. (1.12)

Èòàê, ïðè ðàâíîìåðíîì ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè ãðàôèê x(t) (çà-
âèñèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ îò âðåìåíè) åñòü ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíê-
öèè îò âðåìåíè.

1.4. ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ

1.4.1. Среднее ускорение и мгновенное ускорение

Óñêîðåíèåì íàçûâàþò ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþ-
ùóþ áûñòðîòó èçìåíåíèÿ ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òåëà. Êàê è ñêî-
ðîñòü, óñêîðåíèå — îäíà èç íàèáîëåå âàæíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Ïðèðîäà òàêîâà, ÷òî ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà òåëî ïîðîæäàåò èìåí-

x t( ) x0−

t
-----------------------

x t( ) x0−

t
-----------------------

x t( ) x0−

t
-----------------------
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íî óñêîðåíèå òåëà (íå ñàìó ñêîðîñòü, à áûñòðîòó åå èçìåíåíèÿ).
Ïîäðîáíåå ïîãîâîðèì îá ýòîì â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé äèíàìèêå.

Ðàçëè÷àþò ñðåäíåå óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çà äàííûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè è ìãíîâåííîå óñêîðåíèå òî÷êè â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè. Ñðåäíåå óñêîðåíèå ñð çà âðåìÿ îò t äî t + ∆t îï-
ðåäåëÿþò ñîîòíîøåíèåì

ñð = . (1.13)

Ìãíîâåííîå óñêîðåíèå (t) îïðåäåëÿþò êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñðåäíèõ óñêîðåíèé ïðè ∆t º 0:

(t) = . (1.14)

Примечание

Именно мгновенное ускорение является основным понятием, так как

именно оно определяется силовым воздействием на тело. В различных за�

дачах важно уметь находить ускорение в каждой точке траектории. Исполь�

зуя в дальнейшем термин «ускорение», будем иметь в виду именно мгновен�

ное ускорение. Среднее же ускорение, как и средняя скорость по переме�

щению, играет, как правило, вспомогательную роль.

Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ âåêòîðíîå ñîîòíîøåíèå (1.14)
ìîæíî çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ñîîòíîøåíèå:

a(t) = . (1.15)

Åñëè ñêîðîñòü v(t) ñî âðåìåíåì âîçðàñòàåò (åñëè v(t + ∆t) > v(t)), òî
óñêîðåíèå ïîëîæèòåëüíî: a(t) > 0 (òåëî óñêîðÿåòñÿ). Åñëè æå ñêî-
ðîñòü v(t) ñî âðåìåíåì óìåíüøàåòñÿ (åñëè v(t + ∆t) < v(t)), òî óñêî-
ðåíèå îòðèöàòåëüíî: a(t) < 0 (òåëî çàìåäëÿåòñÿ). Ïðè ðàâíîìåðíîì
ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî v(t + ∆t) = v(t), óñ-
êîðåíèå ðàâíî íóëþ, ò. å. îòñóòñòâóåò.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå ðàâ-
íîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ. Åñëè òî÷êà äâèæåòñÿ ïî êà-
êîé-ëèáî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè, îíà áóäåò èìåòü óñêîðåíèå
äàæå ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè. Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ïî
êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ìîäóëü ìãíîâåííîé ñêîðîñòè îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì, îäíàêî èçìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè. Ïîýòîìó
è ïîÿâëÿåòñÿ óñêîðåíèå.

1.4.2. Центростремительное ускорение

Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ïî îêðóæíîñòè ðà-
äèóñîì R. Ìîäóëü ñêîðîñòè òî÷êè îáîçíà÷èì ÷åðåç v. Íàéäåì âåê-
òîð óñêîðåíèÿ  äëÿ äàííîãî äâèæåíèÿ. ×àñòü òðàåêòîðèè äâèæó-

aº
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lim
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ùåéñÿ òî÷êè ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1.6, à. Â ïîëîæåíèè A òî÷êà íà-
õîäèëàñü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t, à â ïîëîæåíèè B —
â ìîìåíò t + ∆t: 1 è 2 — âåêòîðû ìãíîâåííîé ñêîðîñòè â óêà-
çàííûõ ïîëîæåíèÿõ. Îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ñîîòâåòñòâåííî ðàäè-
óñàì OA è OB. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t âûáðàí äîñòàòî÷íî ìà-
ëûì, è ïîòîìó ìîæíî äëèíó õîðäû AB ñ÷èòàòü ðàâíîé äëèíå ñî-
îòâåòñòâóþùåé äóãè, ò. å. ðàâíîé v∆t. Íà ðèñóíêå 1.6, á ïîêàçàíû
âåêòîðû 1, 2, à òàêæå èõ ðàçíîñòü  = 2 – 1. Ñðåäíåå óñêî-
ðåíèå òî÷êè çà ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t åñòü

ñð = . (1.13, à)

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, ïîêàçàííûõ øòðèõîâêîé, çàêëþ÷àåì,
÷òî

è, ñëåäîâàòåëüíî, . Òàêèì îáðàçîì,

. (1*)

Èç (1.13, à) è (1*) ïîëó÷àåì

a = = .

Êàê ìû óáåäèëèñü, ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè òî÷êè ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì R ñî ñêîðîñòüþ v ìîäóëü óñêîðåíèÿ òî÷êè íå èç-
ìåíÿåòñÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

a = . (1.16)

À êàê áûòü ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà óñêîðåíèÿ?

Îáðàòèìñÿ ê ðèñóíêó 1.6, á è âñïîìíèì, ÷òî ñóììà óãëîâ
â òðåóãîëüíèêå ðàâíà π. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç β óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

vº vº

vº vº ∆vº vº vº

Ðèñ. 1.6

à) á)
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1 è  (òàêèì æå áóäåò óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 2 è ), çàïè-
øåì

∆α + 2β = π.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

. (2*)

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð ñðåäíåãî óñêîðåíèÿ ñð çà ïðîìåæóòîê ∆t

èìååò òàêîå æå íàïðàâëåíèå, ÷òî è âåêòîð . Çíà÷èò, âåêòîð ñð

áóäåò íàïðàâëåí, ñîãëàñíî (2*), ê öåíòðó âðàùåíèÿ, îòêëîíÿÿñü îò
ïåðïåíäèêóëÿðà ê âåêòîðó ìãíîâåííîé ñêîðîñòè âñåãî ëèøü íà
óãîë ∆α/2. Â ïðåäåëå ïðè ∆t º 0 âåêòîð ñð ïðåâðàùàåòñÿ â âåê-
òîð ìãíîâåííîãî óñêîðåíèÿ, à óãîë ∆α îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èòàê,
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îêàçû-
âàåòñÿ íàïðàâëåííûì ñòðîãî ê öåíòðó âðàùåíèÿ (ïî ïåðïåíäèêó-
ëÿðó ê âåêòîðó ìãíîâåííîé ñêîðîñòè). Ýòî óñêîðåíèå íàçûâàþò
öåíòðîñòðåìèòåëüíûì.

1.4.3. Касательное (тангенциальное) ускорение

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè íåðàâíîìåðíî: ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷êè íå ïîñòîÿíåí,
îí èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Â ýòîì ñëó÷àå óñêîðåíèå òî÷êè (t) â
ìîìåíò t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíóþ ñóììó äâóõ âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ óñêîðåíèé:

(t) = öñ(t) + ò(t). (1.17)

Óñêîðåíèå öñ(t) — öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå; îíî íà-
ïðàâëåíî ïî ðàäèóñó ê öåíòðó îêðóæíîñòè, åãî ìîäóëü îïèñûâà-
åòñÿ âûðàæåíèåì, àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèþ (1.16):

aöñ(t) = (1.18)

(â îòëè÷èå îò (1.16) ìîäóëü ñêîðîñòè çàâèñèò çäåñü îò âðåìåíè).
Óñêîðåíèå ò(t) — óñêîðåíèå, íàïðàâëåííîå ïî êàñàòåëüíîé ê îê-
ðóæíîñòè â ñòîðîíó äâèæåíèÿ òî÷êè (åñëè òî÷êà óñêîðÿåòñÿ) èëè
â îáðàòíóþ ñòîðîíó (åñëè òî÷êà çàìåäëÿåòñÿ). Ýòî óñêîðåíèå íà-
çûâàþò êàñàòåëüíûì, èëè òàíãåíöèàëüíûì.

Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå îáóñëîâëåíî èçìåíåíèåì íàïðàâ-
ëåíèÿ ñêîðîñòè òî÷êè, îíî õàðàêòåðèçóåò áûñòðîòó èçìåíåíèÿ íàïðàâ-
ëåíèÿ. Êàñàòåëüíîå (òàíãåíöèàëüíîå) óñêîðåíèå îáóñëîâëåíî èçìåíå-

vº ∆vº vº ∆vº

β
π

2
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∆α

2
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−=

aº

∆vº aº

aº

aº

aº aº aº
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v2 t( )
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íèåì ìîäóëÿ ñêîðîñòè, îíî õàðàêòåðèçóåò áûñòðîòó èçìåíåíèÿ çíà÷å-
íèÿ ñêîðîñòè. Ñîïîñòàâèì ñëåäóþùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ:

aöñ(t) = ; (1.19, à)

aò(t) = . (1.19, á)

Áóäåì ìûñëåííî óâåëè÷èâàòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ò. å. ïîñòå-
ïåííî «âûïðÿìëÿòü» òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè. Ïðè R º × îê-
ðóæíîñòü ïðåâðàòèòñÿ â ïðÿìóþ ëèíèþ. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (1.18),
öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå îáðàòèòñÿ â íóëü è âûðàæåíèå
(1.19) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó: (t) = ò(t). Óñêîðåíèå òî÷êè, äâèæó-
ùåéñÿ ïðÿìîëèíåéíî, åñòü êàñàòåëüíîå óñêîðåíèå.

1.4.4. Угловая скорость точки, движущейся
по окружности

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ v
ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t
òî÷êà ñîâåðøèëà ïîâîðîò âîêðóã îñè âðàùåíèÿ MN íà óãîë ∆ϕ —
ïåðåìåñòèëàñü èç ïîëîæåíèÿ A â ïîëîæåíèå B (ðèñ. 1.7). Âåëè÷èíó

ω = (1.20)

íàçûâàþò óãëîâîé ñêîðîñòüþ òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæíîñòè.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.20) íà R; ïîëó÷èì Rω = R . Âå-

ëè÷èíà R∆ϕ åñòü äëèíà äóãè AB; îíà ðàâíà v∆t. Ñëåäîâàòåëüíî,

v = Rω. (1.21)
Åñëè òî÷êà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè íåðàâíîìåðíî, òî

v(t) = Rω(t), (1.21, à)
ãäå ω(t) — ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Ñ ó÷åòîì
(1.21, à) ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (1.18) â âèäå:

aöñ(t) = ω2(t)R. (1.22)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü
åñòü âåêòîð. Åãî ìîäóëü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì (1.21) (èëè (1.21, à), åñëè äâèæåíèå íå-
ðàâíîìåðíîå). Íàïðàâëåí âåêòîð óãëîâîé ñêî-
ðîñòè  âäîëü îñè âðàùåíèÿ MN (ò. å. ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè) â ñòîðîíó,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà:
åñëè ïðàâûé âèíò ìûñëåííî âðàùàòü, ïîâòîðÿÿ

v t ∆t+( ) v t( )−

∆t
-------------------------------------------

∆t 0→

lim
º º

v t ∆t+( ) v t( )−

∆t
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lim
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äâèæåíèå òî÷êè ïî îêðóæíîñòè, òî íàïðàâëåíèå âåêòîðà  áóäåò
ñîâïàäàòü ñ íàïðàâëåíèåì îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ âèíòà (ðèñ. 1.8).

Íàéäåì âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåêòîðû (t) è (t) òî÷êè.
Ïîëîæåíèå òî÷êè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëèì ðàäèóñîì-
âåêòîðîì (t) (ðèñ. 1.9). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-

íèå1) (t) ç (t) ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì (t) è èìååò
ìîäóëü, ðàâíûé ω(t)r(t) sinα. Ñëåäîâàòåëüíî,

(t) = (t) ç (t). (1.23)

Â Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö (ÑÈ) âðåìÿ âûðà-
æàþò â ñåêóíäàõ (îáîçíà÷åíèå: ñ), à ïåðåìåùåíèå è
ïóòü — â ìåòðàõ (îáîçíà÷åíèå: ì). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíî-
øåíèå (1.1), çàêëþ÷àåì:

åäèíèöà ñêîðîñòè = 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü â ÑÈ âûðàæàåòñÿ â
ìåòðàõ â ñåêóíäó (îáîçíà÷åíèå: ì/ñ).
Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (1.13) çàêëþ÷àåì:

åäèíèöà óñêîðåíèÿ = 

Ñëåäîâàòåëüíî, óñêîðåíèå âûðàæàåòñÿ â ìåòðàõ íà
ñåêóíäó â êâàäðàòå (îáîçíà÷åíèå: ì/ñ2).
Ñ ó÷åòîì (1.22) çàêëþ÷àåì:

Â ÑÈ çà åäèíèöó óãëà (òî÷íåå, ïëîñêîãî óãëà) ïðèíÿò
ðàäèàí (îáîçíà÷åíèå: ðàä); 1 ðàä = 180°/π ≈ 57°14′45″.
Åäèíèöà óãëîâîé ñêîðîñòè — ðàäèàí â ñåêóíäó (îáîçíà-
÷åíèå: ðàä/ñ).

1) Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ îáñóæäàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè Á.
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1.5. ÄÂÈÆÅÍÈÅ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌ ÓÑÊÎÐÅÍÈÅÌ
(ÐÀÂÍÎÏÅÐÅÌÅÍÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ)

1.5.1. Зависимость мгновенной скорости от времени

Äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è ðàñïðîñòðàíåííûé âèä íåðàâíîìåðíîãî
äâèæåíèÿ — äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì, èëè ðàâíîïåðå-
ìåííîå äâèæåíèå. Ïðè òàêîì äâèæåíèè íå èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìå-
íåì íè ìîäóëü, íè íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ïðè t = 0), à ÷åðåç (t) — ñêîðîñòü
â ìîìåíò t. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñðåäíåå óñêîðåíèå çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè îò 0 äî t âûðàæàåòñÿ, ñ ó÷åòîì (1.13), â âèäå

ñð = . (1.13, á)

Â îáùåì ñëó÷àå ñð â (1.13, á) çàâèñèò îò ïðîìåæóòêà óñðåäíå-

íèÿ t. Â ñëó÷àå æå äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì  îòíîøå-

íèå  íå çàâèñèò îò t. Îíî îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè óñðåäíå-

íèè ïî ëþáîìó ïðîìåæóòêó t è ñîõðàíÿåòñÿ òàêèì æå â ïðåäåëå ïðè
t º 0, ïðåâðàùàÿñü â óñêîðåíèå  äëÿ ëþáîé òî÷êè òðàåêòîðèè:

 = .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(t) = 0 + t. (1.24)

Ïðè äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü èçìå-
íÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Ñêîðîñòü 0 íàçûâàþò
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ïîñêîëüêó äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0. Ñêîðîñòü 0 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëü-
òàòîì ïðåäøåñòâóþùåé ýòîìó ìîìåíòó «èñòîðèè» òåëà, ïðåäñòàâëÿå-
ìîãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Èíûìè ñëîâàìè, ñêîðîñòü 0 — ñëåäñòâèå
ñèëîâûõ âîçäåéñòâèé íà òåëî â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ðàâíîïåðåìåííîå äâèæåíèå òî÷êè ìîæåò áûòü êàê ïðÿìîëè-
íåéíûì, òàê è êðèâîëèíåéíûì. Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå íàáëþ-
äàåòñÿ, êîãäà âåêòîðû 0 è  ïàðàëëåëüíû èëè àíòèïàðàëëåëüíû.
Åñëè ýòè âåêòîðû îðèåíòèðîâàíû ïîä íåêîòîðûì óãëîì äðóã äðó-
ãó, äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè.
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1.5.2. Прямолинейное равнопеременное движение

Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ñîîòíîøåíèå (1.24) ïðåâðàùàåòñÿ â
ñêàëÿðíîå:

v(t) = v0 + at. (1.25)

Çäåñü v(t), v0, a — ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ íà êîîðäè-
íàòíóþ x-îñü, êîòîðóþ áóäåì ïîëàãàòü íàïðàâëåííîé ïàðàëëåëüíî
âåêòîðó 0. Ãðàôèêè v(t) íà ðèñóíêå 1.10 ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèÿì:

a > 0 (ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà óñêîðÿåòñÿ, âåêòîðû 0 è  ïàðàëëåëü-

íû), a < 0 (òî÷êà çàìåäëÿåòñÿ, âåêòîðû 0 è  àíòèïàðàëëåëüíû).

Задача 1. Òî÷êà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñ óñêî-
ðåíèåì a = 5 ì/ñ2. Ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè t1 = 3 ñ óñêîðåíèå òî÷-
êè èçìåíÿåòñÿ è îíî ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì aR = –3 ì/ñ2. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ òî÷êè äî åå îñòàíîâêè è íà÷åðòèòü
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè òî÷êè îò âðåìåíè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.25) v(t1) = at1. Èñêîìîå ïîëíîå âðåìÿ äâèæå-
íèÿ T íàéäåì èç ñîîòíîøåíèÿ at0 + a′(T – t1) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

T = t1(1 – ) = 8 c.

Ãðàôèê v(t) ïîêàçàí íà ðèñóíêå 1.11.

Åñëè èçâåñòåí ãðàôèê v(t), òî ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü îò
âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè, ò. å. åå x-êîîðäèíàòû. Äëÿ ïðîñòîòû 

áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè t = 0 òî÷êà
íàõîäèëàñü â íóëå êîîðäèíàòíîé îñè:
x(0) = 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè ðàâíî-
ìåðíîãî, ïðîèçâîëüíîãî ïåðåìåííîãî
è ðàâíîïåðåìåííîãî äâèæåíèÿ.

Ïðè ð à â í î ì å ð í î ì  äâèæåíèè
èìååì, ñ ó÷åòîì (1.12), x(t) = v0t. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî ïåðåìåùåíèå çà âðå-
ìÿ Ò ðàâíî ÷èñëåííî ïëîùàäè ïîä ãðà-
ôèêîì v(t) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè

vº

vº aº

vº aº

Ðèñ. 1.10

a
a ′
-----

Ðèñ. 1.11
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îò íóëÿ äî Ò (íà ðèñóíêå 1.12, à ýòà ïëîùàäü çàøòðèõîâàíà). Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïåðåìåííîãî äâè-
æåíèÿ ïåðåìåùåíèå òî÷êè çà âðåìÿ Ò ÷èñëåííî ðàâíî ïëîùàäè
ïîä ãðàôèêîì v(t) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè îò 0 äî Ò.   

Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îãðàíè-
÷èìñÿ êðàòêèì ïîÿñíåíèåì. Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê îò O äî Ò íà N ìàëûõ ó÷à-

ñòêîâ äëèòåëüíîñòüþ ∆t =  êàæäûé è îáîçíà÷èì ÷åðåç t1, t2, t3, …, tN ìîìåíòû

âðåìåíè äëÿ ïðàâûõ êîíöîâ ýòèõ ó÷àñòêîâ (ïîíÿòíî, ÷òî tN = T). Ââèäó ìàëîñ-

òè ∆t áóäåì ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè êàæäîãî èç óêàçàííûõ
ó÷àñòêîâ ñêîðîñòü òî÷êè ïîñòîÿííà; ïîýòîìó åå ïåðåìåùåíèå çà ïðîìåæóòîê

âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé, íàïðèìåð, i-ìó ó÷àñòêó, áóäåò ðàâíî ∆xi = v(ti) .

Ïîëíîå ïåðåìåùåíèå çà âðåìÿ îò 0 äî t ïîëó÷èì, ñëîæèâ âñå ∆xi (i = 1, 2, 3, ...

…, N). Ïîíÿòíî, ÷òî ñóììà  áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ïëîùàäè ïîä

êðèâîé v(t) íà ïðîìåæóòêå îò 0 äî Ò (ñì. ðèñ. 1.12, á). ×åì áîëüøå N, òåì
òî÷íåå ïåðåìåùåíèå x(T), âûðàæàåìîå óêàçàííîé ñóììîé, áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ

÷èñëåííî ê ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì v(t). Íà ðèñóíêå N = 6.

Ðèñ. 1.12

à)

á)

â)

T
N
----

T
N
----

∆xi
i 1=

N

∑
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Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ
ð à â í î ï å ð å ì å í í î ã î  äâèæåíèÿ, êîãäà v(t) = v0 + at (ñì. ðèñ.
1.12, â). Ïåðåìåùåíèå x(T) ðàâíî â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëåííî ïëî-
ùàäè òðàïåöèè, îòìå÷åííîé íà ðèñóíêå øòðèõîâêîé. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî

x(t) = v0t + at2. (1.26)

Åñëè â ìîìåíò t = 0 êîîðäèíàòà òî÷êè ðàâíà x0, òî âìåñòî
(1.26) áóäåì èìåòü ñîîòíîøåíèå

x(t) = x0 + v0t + at2. (1.26, a)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.25)—(1.26, à) ïîçâîëÿþò ðåøèòü ëþáóþ çàäà÷ó
íà ïðÿìîëèíåéíîå ðàâíîïåðåìåííîå äâèæåíèå òåëà, ïðåäñòàâëÿå-
ìîãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîé ñêîðîñòè îò
âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé (1.25), à çàâèñèìîñòü ïå-
ðåìåùåíèÿ (êîîðäèíàòû) îò âðåìåíè — êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé
(1.26) (èëè (1.26, à)). Ãðàôèê x(t) èìååò âèä ïàðàáîëû (÷àñòè ïà-
ðàáîëû). Åñëè a > 0, ïàðàáîëà îáðàùåíà âûïóêëîñòüþ âíèç, à åñ-
ëè a < 0, òî âûïóêëîñòüþ ââåðõ.

Èñêëþ÷èâ âðåìÿ t, ïîëó÷àåì èç (1.25) è (1.26) ïîëåçíîå ïðè ðå-
øåíèè ðÿäà çàäà÷ ñîîòíîøåíèå:

v(t) = . (1.27)

Îíî ïîçâîëÿåò íàéòè ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòàåò ðàâíîïåðå-
ìåííî äâèæóùàÿñÿ òî÷êà íà çàäàííîì ïåðåìåùåíèè.

Задача 2. Òî÷êà íà÷èíàåò äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì
a = 4 ì/ñ2. Ïðîéäÿ ðàññòîÿíèå x = 8 ì, òî÷êà íà÷àëà äâèãàòü-
ñÿ äàëåå ðàâíîìåðíî ñ ïðèîáðåòåííîé ñêîðîñòüþ. ×åìó ðàâíî
ïåðåìåùåíèå òî÷êè îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî ìîìåíòà T = 5 ñ?

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äâèæåíèå íà÷àëîñü â ìîìåíò t = 0. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç t0 ìîìåíò, êîãäà òî÷êà íà÷àëà äâèãàòüñÿ ðàâíîìåð-

íî. Ñîãëàñíî (1.27), v(t0) = . Èñïîëüçóÿ (1.25), íàõîäèì

t0 = .

Ïåðåìåùåíèå òî÷êè çà âðåìÿ îò t0 äî Ò ðàâíî v(t0)(T – t0). Òà-
êèì îáðàçîì, èñêîìîå ïåðåìåùåíèå çà âñå âðåìÿ åñòü

x + v(t0) (T – t0) = x +  =

= T  – x = 32 ì.

1
2
---

1
2
---

v0
2 2ax t( )+

2ax

v t0( )

a
-------------

2x
a
------=

2ax T 2x
a
------−⎝ ⎠

⎛ ⎞

2ax
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1.5.3. Графики мгновенной скорости и перемещения

Ðàññìîòðèì ðèñóíêè 1.13—1.18. Íà êàæäîì èç íèõ èçîáðàæå-
íû äâà ãðàôèêà — ãðàôèê v(t) è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ãðàôèê x(t)
(ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x0 = 0). Ãðàôèê x(t) íà ðèñóíêå 1.17 íàì çíàêîì
(ñì. ðèñ. 1.15). Â § 1.3 îòìå÷àëîñü, ÷òî ìîäóëü ìãíîâåííîé ñêîðîñ-
òè òî÷êè â òîò èëè èíîé ìîìåíò âðåìåíè t ÷èñëåííî ðàâåí òàíãåí-
ñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó x(t) äëÿ äàííîãî ìîìåíòà.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå êà÷åñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ
íà ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ. Òàê, âî âñåõ ïðèìåðàõ êàñàòåëüíàÿ
ê ãðàôèêó x(t) ãîðèçîíòàëüíà äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, êîãäà ìãíî-
âåííàÿ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñ óâåëè÷åíèåì v óãîë íàêëî-
íà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó x(t) âîçðàñòàåò, à ñ óìåíüøåíèåì v —
óáûâàåò. Íà ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, ãäå ñêîðîñòü ïîñòîÿííà, óãîë
íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó x(t) íå èçìåíÿåòñÿ (ãðàôèê x(t)
èçîáðàæàåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé).

Ðèñ. 1.13 Ðèñ. 1.14 Ðèñ. 1.15

Ðèñ. 1.16 Ðèñ. 1.17 Ðèñ. 1.18
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Íà ðèñóíêå 1.19 ïðåäñòàâëåí íå-
îáû÷íûé ñëó÷àé. Â ìîìåíò t1 ãðà-
ôèê v(t) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ: ñêî-
ðîñòü ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ îò v1 äî
íóëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ãðàôèê
x(t) ïðåòåðïåâàåò â ìîìåíò t1 èçëîì.
Êîíå÷íî, â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ñêî-
ðîñòü òåëà íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ
ñêà÷êîì è, çíà÷èò, ãðàôèêè x(t) íå
ìîãóò èìåòü èçëîìû. Îíè èìåþò
âèä ïëàâíî èçìåíÿþùèõñÿ ëèíèé,
ãäå ïàðàáîëû ñîïðÿãàþòñÿ ñ ïàðà-
áîëàìè èëè ñ ïðÿìûìè. Òàêèå ñî-
ïðÿæåíèÿ õîðîøî âèäíû íà ðèñóí-
êàõ 1.15—1.18.

1.5.4. Криволинейное равнопеременное движение
(принцип сложения движений)

Êðèâîëèíåéíîå ðàâíîïåðåìåííîå äâèæåíèå íàáëþäàåòñÿ, êàê
óæå îòìå÷àëîñü, òîãäà, êîãäà âåêòîðû 0 è  îðèåíòèðîâàíû ïîä
íåêîòîðûì óãëîì äðóã ê äðóãó. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñ-
òè, îáðàçîâàííîé óêàçàííûìè âåêòîðàìè; âåêòîð (t) íàõîäèòñÿ
â ýòîé ïëîñêîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàííóþ ïëîñêîñòü êàê êî-
îðäèíàòíóþ xy-ïëîñêîñòü. Òåïåðü âìåñòî âåêòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ
(1.24) ìû èìååì ñèñòåìó äâóõ ñêàëÿðíûõ ñîîòíîøåíèé — äëÿ
x-ïðîåêöèé è y-ïðîåêöèé âåêòîðîâ (t), 0, :

(1.28)

Äëÿ ïðîåêöèé ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè áóäåì èìåòü ñèñòåìó äâóõ ñêà-
ëÿðíûõ ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèþ (1.26):

(1.29)

Öåëåñîîáðàçíî îðèåíòèðîâàòü êîîðäèíàòíûå îñè â xy-ïëîñ-
êîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îäíà èç îñåé áûëà ïàðàëëåëüíà
(èëè àíòèïàðàëëåëüíà) âåêòîðó óñêîðåíèÿ . Ïóñòü ýòî áóäåò

Ðèñ. 1.19

vº aº

vº

vº vº aº

vx(t) = v0x + axt;
vy(t) = v0y + ayt.

x(t) = v0xt + axt
2;

y(t) = v0yt + ayt
2.

1
2
---

1
2
---

aº
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y-îñü. Â ýòîì ñëó÷àå ax = 0 è ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.28) è (1.29)
óïðîùàþòñÿ:

Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî òåïåðü ðàññìàòðèâàòü
êàê ñóììó äâóõ ïðîèñõîäÿùèõ îäíîâðåìåííî ïðÿìîëèíåéíûõ äâè-
æåíèé — ðàâíîìåðíîãî ïî x-îñè ñî ñêîðîñòüþ v0x è ðàâíîïåðåìåí-
íîãî ïî y-îñè ñ óñêîðåíèåì ay è íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0y.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèï ñëîæåíèÿ äâèæå-
íèé, ââåäåííûé â ôèçèêó åùå Ãàëèëååì. Äâèæåíèå òåëà, áðîøåí-
íîãî â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, Ãàëèëåé ïðåäñòàâëÿë ñîñòîÿ-
ùèì èç «ðàâíîìåðíîãî áåñïðåïÿòñòâåííîãî äâèæåíèÿ» ïî ãîðèçîí-
òàëè è «ðàâíîìåðíî óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ» âíèç, âûçâàííîãî
ñèëîé òÿæåñòè. Ââåäÿ ïðèíöèï ñëîæåíèÿ äâèæåíèé, ó÷åíûé ðå-
øèë îñíîâíóþ çàäà÷ó áàëëèñòèêè — óñòàíîâèë, ÷òî â îòñóòñòâèå
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà «áðîñàåìûå òåëà èëè ñíàðÿäû îïèñûâàþò
êðèâóþ ëèíèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ïàðàáîëîé».

1.6. ÑÂÎÁÎÄÍÎÅ ÏÀÄÅÍÈÅ ÒÅËÀ
ÂÁËÈÇÈ ÇÅÌÍÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

1.6.1. Ускорение свободного падения

Äâèæåíèå òåëà, ïðîèñõîäÿùåå òîëüêî ïîä âîçäåéñòâèåì ïðèòÿ-
æåíèÿ ê Çåìëå, íàçûâàþò ñâîáîäíûì ïàäåíèåì. Ñâîáîäíîå ïàäå-
íèå òåëà âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ðàâíîïåðåìåííîå äâèæåíèå; îíî ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííûì óñêîðå-
íèåì, íàçûâàåìûì óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Òàêîå ðàñ-
ñìîòðåíèå äîïóñòèìî ïðè óñëîâèè, ÷òî â äàííîé çàäà÷å ìîæíî
ïðåíåáðåãàòü âîçäåéñòâèåì íà òåëî ñî ñòîðîíû âîçäóøíîé ñðåäû
(ïðåíåáðåãàòü ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà è âåòðîì). Óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè ðàâíî 9,8 ì/ñ2 è íà-
ïðàâëåíî âåðòèêàëüíî âíèç. Ìîäóëü óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç g (îò ëàòèíñêîãî gravitas, ÷òî îçíà-
÷àåò «òÿæåñòü»); âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ åñòü .

vx(t) = v0x,
vy(t) = v0y + ayt;

(1.30, à)

(1.30, á)

x(t) = v0xt,

y(t) = v0yt + .
ayt

2

2
-----------

(1.31, à)

(1.31, á)

gº
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Íà ïðàêòèêå ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ÷åòûðüìÿ ñëó÷àÿìè ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ òåëà:

à) áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè;
á) ñ âåðòèêàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ;
â) ñ ãîðèçîíòàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ;
ã) áðîñàíèå òåëà ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó.
Â ñëó÷àÿõ à) è á) ñâîáîäíîå ïàäåíèå ïðîèñõîäèò ïî ïðÿìîëè-

íåéíîé òðàåêòîðèè (ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé), à â ñëó÷àÿõ â) è ã) —
ïî ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè, íàõîäÿùåéñÿ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ

0 è  (â êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñêîñòè).
Ïðè ðàññìîòðåíèè óêàçàííûõ âûøå ñëó÷àåâ áóäåì ïîëüçî-

âàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.30) è (1.31), ïîëàãàÿ, ÷òî y-îñü íàïðàâ-
ëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ (è çíà÷èò, ay = –g), à x-îñü îðèåíòèðîâàíà

âäîëü ïðîåêöèè âåêòîðà 0 íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü. Åñëè òå-
ëî íà÷èíàåò äâèæåíèå ñ íåêîòîðîé âûñîòû y0, òî â (1.31, á) ñëåäóåò
äîáàâèòü ñëàãàåìîå y0. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé ïåðåïèøåì
(1.30) è (1.31) â âèäå:

Èñïîëüçóÿ äàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ðàññìîòðèì ïðèâåäåííûå âûøå
ñëó÷àè ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ òåë.

1.6.2. Свободное падение
по прямолинейной траектории

Ñ ë ó ÷ à é  à). Ñâîáîäíîå ïàäåíèå áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Â ìî-
ìåíò t = 0 òåëî, íàõîäèâøååñÿ íà âûñîòå H, îòïóñêàþò, è îíî íà-
÷èíàåò ïàäàòü âåðòèêàëüíî âíèç. Âðåìÿ ïàäåíèÿ T íàõîäèì èç
(1.33, á), ïîëîæèâ t = T, y(T) = 0, y0 = H, v0y = 0:

T = . (1.34)

Èç (1.32, á), ïîëîæèâ t = T, v0y = 0, vy(T) = –v1 è ó÷òÿ (1.34), ïî-
ëó÷èì ìîäóëü êîíå÷íîé ñêîðîñòè

v1 = gT = . (1.35)

vº gº

vº

vx(t) = v0x,

vy(t) = v0y – gt;
(1.32, à)

(1.32, á)

x(t) = v0xt,

y(t) = y0 + v0yt – .gt2

2
--------

(1.33, à)

(1.33, á)

2H
g
--------

2gH
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Ñ ë ó ÷ à é á). Ñâîáîäíîå ïàäåíèå ñ âåðòèêàëüíîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ. Â ìîìåíò t = 0 òåëî ïîäáðàñûâàþò ñ íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòüþ 0, íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ñâîáîäíîå ïàäå-
íèå òåëà èìååò äâà ýòàïà: ïîäúåì ïî âåðòèêàëè ââåðõ â òå÷åíèå
âðåìåíè T1 äî âûñîòû H è çàòåì ñïóñê ïî âåðòèêàëè âíèç â òå-
÷åíèå âðåìåíè T2. Âðåìÿ T1 íàõîäèì, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ñêî-
ðîñòü òåëà â íàèâûñøåé òî÷êå òðàåêòîðèè (ò. å. â ìîìåíò t = T1)
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîëîæèâ â (1.32, á) t = T1, v0y = 0, vy(T1) = 0,
ïîëó÷èì

T1 = . (1.36)

×òîáû íàéòè Í, âîñïîëüçóåìñÿ (1.33, á), ïîëîæèâ t = T1, y0 = 0,

v0y = v0, y(T1) = H; ïîëó÷àåì H = v0T1 – gT1
2. Ïîäñòàâèâ (1.36)

â ýòî ðàâåíñòâî, íàõîäèì

H = . (1.37)

Ïîäñòàâèâ (1.37) ñîîòâåòñòâåííî â (1.34) è (1.35), ïîëó÷èì âðåìÿ

T2 =  = (1.38)

è ìîäóëü êîíå÷íîé ñêîðîñòè

v1 =  = v0. (1.39)

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî T1 = T2, ò. å. âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî
òåëî ïîäíèìàåòñÿ, ðàâíî âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî îíî îïóñ-
êàåòñÿ, è v1 = v0, ò. å. ìîäóëü êîíå÷íîé ñêîðîñòè òåëà ðàâåí ìî-
äóëþ åãî íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ïîëíîå âðåìÿ T ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ ðàâíî

T = T1 + T2 = . (1.40)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî â ìîìåíò t = 0 íàõîäèëîñü íà âûñîòå h. Åãî ïîä-

áðàñûâàþò âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0. Êàêèìè òåïåðü

îêàæóòñÿ âåëè÷èíû T1, H, T2, v1, T? Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ ïîäúåìà T1 íå èç-

ìåíèòñÿ, îíî ïî-ïðåæíåìó ðàâíî . Íàèáîëüøàÿ âûñîòà ïîäúåìà áóäåò òå-

ïåðü íà h áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ (1.37), ò. å. áóäåò ðàâíà H′ = h + .
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Âðåìÿ T2′ äâèæåíèÿ òåëà âíèç è ìîäóëü êîíå÷íîé ñêîðîñòè òåëà v1′ áóäóò

îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè (1.38) è (1.39), ñîîòâåòñòâåííî, â êîòîðûõ âìåñòî Í
íàäî ïîäñòàâèòü H′:

T2′ = ; (1*)

v1′ =  = . (2*)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òåïåðü T2′ > T1 è v1′ > v0. Ïîëíîå âðåìÿ T ñâîáîäíîãî ïà-

äåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ðàâíî

T′ = T1 + T2′ = (v0 + ). (3*)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè v0 = 0 è h = H ðåçóëüòàò (2*) ïðåâðàùàåòñÿ â

(1.35), à ðåçóëüòàò (3*) — â (1.34).

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íàõîäèâ-
øååñÿ íà âûñîòå Í òåëî áðîñàþò âåðòèêàëüíî âíèç ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 0. Ýòî åñòü ñëó÷àé ïðÿìîëèíåéíîãî ðàâíîóñêîðåííîãî
äâèæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0, óñêîðå-
íèåì g, ïåðåìåùåíèåì H. Âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà Ò ìîæíî îïðåäå-
ëèòü, ñîãëàñíî (1.25), èç ñîîòíîøåíèÿ v1 = v0 + gT, ãäå v1 — êî-
íå÷íàÿ ñêîðîñòü, à ïîñëåäíþþ ìîæíî íàéòè, ñîãëàñíî (1.27), èç ñî-

îòíîøåíèÿ v1 = . Òàêèì îáðàçîì,

T = (v1 – v0) = (  – v0).

Ïðè v0 = 0 ýòîò ðåçóëüòàò ïðåâðàùàåòñÿ â (1.34).

1.6.3. Свободное падение
по параболической траектории

Ñëó÷àé â). Ñâîáîäíîå ïàäåíèå ñ ãîðèçîíòàëüíîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ. Íàõîäèâøååñÿ íà âûñîòå H òåëî áðîñàþò â ìîìåíò
t = 0 c íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0, íàïðàâëåííîé ïàðàëëåëüíî êî-
îðäèíàòíîé x-îñè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñëîæåíèÿ äâè-
æåíèé ïðåäñòàâèì äâèæåíèå òåëà â äàííîì ñëó÷àå êàê ñóììó
äâóõ îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäÿùèõ ïðÿìîëèíåéíûõ äâèæåíèé —
ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ âäîëü x-îñè ñî ñêîðîñòüþ v0 è ðàâíîóñ-
êîðåííîãî äâèæåíèÿ àíòèïàðàëëåëüíî y-îñè áåç íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè. Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå èç ýòèõ äâèæåíèé, íàõîäèì âðåìÿ

2H ′

g
----------

1
g
--- 2gh v0

2
+=

2gH′ 2gh v0
2

+

1
g
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2gh v0
2

+

vº
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2 2gH+

1
g
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g
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ïàäåíèÿ T è y-ïðîåêöèþ êîíå÷íîé ñêîðîñòè v1y; ñîãëàñíî (1.34)
è (1.35),

T =  è v1y = .

Ðàññìàòðèâàÿ ïåðâîå äâèæåíèå, íàõîäèì äàëüíîñòü ïîëåòà
òåëà:

L = v0T = v0 . (1.41)

Òàê êàê äâèæåíèå âäîëü x-îñè ðàâíîìåðíîå, x-ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè
òåëà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé: v1x = v0. Ñëåäîâàòåëüíî,

v1 = . (1.42)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α′ óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè âåêòîðà 1 è
x-îñè. Òàíãåíñ ýòîãî óãëà ðàâåí

tgα′ = . (1.43)

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òåëà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàõî-
äèòñÿ â êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñêîñòè è ìîæåò áûòü ãðàôè÷åñêè
ïðåäñòàâëåíà êàê çàâèñèìîñòü y-êîîðäèíàòû äâèæóùåãîñÿ òåëà îò
åãî x-êîîðäèíàòû. ×òîáû íàéòè ýòó çàâèñèìîñòü, ïåðåïèøåì (1.33),
ïîëîæèâ y0 = H, v0y = 0, v0x = v0:

(1.44)

Èñêëþ÷èâ t â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, íàõîäèì èñêîìóþ çàâèñè-
ìîñòü:

y = H – x2. (1.45)

Ñîîòíîøåíèå (1.45) çàäàåò ïàðàáî-
ëó; åå âåðøèíà A èìååò êîîðäèíà-
òû xA = 0 è yA = H (ðèñ. 1.20).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî
âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà íå çàâèñèò îò
v0. Îíî òàêîå æå, êàê è â ñëó÷àå
ïàäåíèÿ ñ âûñîòû H áåç íà÷àëüíîé

ñêîðîñòè: T = . Îò v0 çàâèñèò,

2H
g
-------- 2gH

2H
g
--------

v1x
2 v1y

2
+ v0

2 2gH+=

vº

v1y

v1x
--------

2gH
v0

-----------------
=

x = v0t;

y = H – gt2.1
2
---

g

2v0
2
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Ðèñ. 1.20

2H
g
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êàê äàëåêî ïî ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðàâëåíèþ óëåòèò òåëî çà
âðåìÿ Ò.

Ñ ë ó ÷ à é  ã). Áðîñàíèå òåëà ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó. Íàõîäèâ-
øååñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò òåëî áðîñàþò â ìîìåíò t = 0 ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 0, íàïðàâëåííîé ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Êàê è â ïðå-
äûäóùåì ñëó÷àå, äâèæåíèå òåëà ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðòèêàëüíîãî
ðàâíîïåðåìåííîãî è ãîðèçîíòàëüíîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèé. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïåðâîå èç ýòèõ äâèæåíèé, íàéäåì âðåìÿ ïîëåòà T è íàè-
áîëüøóþ âûñîòó òðàåêòîðèè Í. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.37) è (1.40), çàìåíèâ â íèõ v0 íà âåðòèêàëüíóþ
ïðîåêöèþ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0y = v0sinα. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

H = ; (1.46)

T = . (1.47)

Ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõî-
äèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0x = v0 cosα. Ñ ó÷åòîì (1.47) íàõîäèì
äàëüíîñòü ïîëåòà:

L = v0xT = . (1.48)

Ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïðè çàäàííîì ìîäóëå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè

äîñòèãàåòñÿ, åñëè óãîë áðîñàíèÿ 45°. Â ýòîì ñëó÷àå L = .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âòîðîé ýòàï ïîëåòà (îò íàèâûñøåé
òî÷êè òðàåêòîðèè) — ýòî ñâîáîäíîå ïàäåíèå òåëà ñ ãîðèçîíòàëüíîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ðàññìîòðåííîå ðàíåå. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòè 1 óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(1.42) è (1.43), ïîëîæèâ â íèõ v0 cosα âìåñòî v0 è çàìåíèâ, â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (1.46), âåëè÷èíó H íà . Ñ óêàçàííûìè çàìåíàìè

ñîîòíîøåíèÿ (1.42) è (1.43) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v1 =  =  = v0;

tgα′ =  = tg α.

Êàê ìû óáåäèëèñü, ìîäóëè âåêòîðîâ êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòåé ðàâíû. Êðîìå òîãî, íàïðàâëåíèÿ óêàçàííûõ âåêòîðîâ ñî-
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ñòàâëÿþò ñ íàïðàâëåíèåì x-îñè îäèí è òîò æå óãîë. Îòñþäà çà-
êëþ÷àåì, ÷òî

| 1 – 0 | = 2v0sinα. (1.49)

Замечание

Результат (1.49) можно было бы получить непосредственно из (1.24) и

(1.47). Соотношение (1.24) имеет в рассматриваемом здесь случае вид:

1
= 

0
 + T. Отсюда следует, что (

1
 – 

0
) = gT. Подставив сюда (1.47), при�

ходим к соотношению (1.49).

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òåëà íàõîäèòñÿ â êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñ-
êîñòè. ×òîáû íàéòè åå, ïåðåïèøåì (1.33), ïîëîæèâ y0 = 0, v0x =
= v0 cosα, v0y = v0 sinα:

(1.50)

Èñêëþ÷èâ t, íàõîäèì îòñþäà çàâèñèìîñòü y(x):

y = x tgα – . (1.51)

Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè (òðà-
åêòîðèÿ òåëà) èìååò âèä ïàðàáî-
ëû (ðèñ. 1.21). Åå âåðøèíà À îï-
ðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè:

xA = sin2α; yA = sin2α.

(1.52)
Ñðàâíèâàÿ (1.52) ñ (1.46) è (1.48),

çàêëþ÷àåì, ÷òî xA = , yA = H.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü (1.52). Äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèå (1.51) ïåðå-
ïèøåì â âèäå

y = – (x2 – xsin2α). (1*)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x2 – xsin2α = (x – sin2α)2 – sin22α,

ïîñëå ÷åãî (1*) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

y = – (x – sin2α)2 + sin2α.
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàáîëû (1.51) íàäî ïàðàáîëó y =

= – x2, âåðøèíà êîòîðîé íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñìåñòèòü

âïðàâî ïî x-îñè íà xA =  è ââåðõ ïî y-îñè íà yA = .

Задача 1. Ñ âåðøèíû áàøíè âûñîòîé h áðîñàþò òåëî ñ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ 0 ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Òðåáóåòñÿ íàéòè
âðåìÿ è äàëüíîñòü ïîëåòà òåëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1 âðåìÿ ïîäúåìà òåëà, à ÷åðåç T2 âðåìÿ, â
òå÷åíèå êîòîðîãî òåëî îïóñêàëîñü èç íàèâûñøåé òî÷êè òðàåêòîðèè

äî çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Ó÷èòûâàÿ (1.47), íàõîäèì, ÷òî T1 = ,

à ó÷èòûâàÿ (1.34) è (1.46), çàêëþ÷àåì, ÷òî

T2 = .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå âðåìÿ ïîëåòà òåëà ðàâíî

T = T1 + T2 =  + . (2*)

Äàëüíîñòü ïîëåòà òåëà ðàâíà

L = Tv0cosα = cosα (v0 sinα + ). (3*)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè h = 0 ðåçóëüòàò (2*) ïðåâðàùàåòñÿ
â (1.47), à ðåçóëüòàò (3*) — â (1.48).

Задача 2. Òåëî áðîñàþò èç òî÷-
êè O íàä íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ
ñ óãëîì íàêëîíà β (ðèñ. 1.22).
Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà 0

íàïðàâëåíà ïîä óãëîì α ê ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè âðåìÿ ïîëåòà òå-
ëà è ðàññòîÿíèå îò òî÷êè áðîñà-
íèÿ äî òî÷êè ïàäåíèÿ.
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Òî÷êà ïàäåíèÿ òåëà åñòü òî÷êà B ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû (1.51)
è ïðÿìîé ó = x tgβ (ñì. ðèñóíîê). Êîîðäèíàòó xB ýòîé òî÷êè íà-
õîäèì, ðåøàÿ óðàâíåíèå

x tg β – x2 = x tg β.

Îíî èìååò äâà ðåøåíèÿ: íóëü è

xB = (tgα – tg β). (4*)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè áðîñàíèÿ äî òî÷êè ïàäå-
íèÿ ðàâíî

l =  = (tgα – tg β). (5*)

Âðåìÿ ïîëåòà T ëåãêî íàéòè, çíàÿ xB. Â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè
òåëî ïåðåìåùàëîñü â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ðàâíîìåðíî ñî
ñêîðîñòüþ v0cosα è â èòîãå ïåðåìåñòèëîñü ïî ãîðèçîíòàëè íà ðàññòîÿ-

íèå, ðàâíîå xB. Ñëåäîâàòåëüíî, T = . Ñ ó÷åòîì (4*), ïîëó÷àåì

T = (tgα – tg β). (6*)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè β = 0 ðåçóëüòàò (5*) ïðåâðàùàåòñÿ
â (1.48), à ðåçóëüòàò (6*) — â (1.47).

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

1.1. Çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè òî÷êà îïèñàëà ïîëîâè-
íó äëèíû îêðóæíîñòè. Âî ñêîëü-
êî ðàç ñðåäíÿÿ ïóòåâàÿ ñêî-
ðîñòü îêàçàëàñü áîëüøå ìîäóëÿ
ñðåäíåé ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùå-
íèþ?
1.2. Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà òî÷êà îïèñàëà 5/6 äëèíû
îêðóæíîñòè.
1.3. Ìîæåò ëè ìîäóëü ñðåäíåé
ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùåíèþ ïðå-
âûñèòü ñðåäíþþ ïóòåâóþ ñêî-

ðîñòü çà òîò æå ïðîìåæóòîê
âðåìåíè?
1.4. Âåëîñèïåä äâèæåòñÿ ïî
ïëîñêîñòè ðàâíîìåðíî ñî ñêî-
ðîñòüþ v0. ×òî ìîæíî ñêàçàòü
î òðàåêòîðèè è ìãíîâåííîé ñêî-
ðîñòè òî÷êè íà îáîäå êîëåñà
ïðè óñëîâèè, ÷òî äâèæåíèå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ðàìîé âåëî-
ñèïåäà?
1.5. Òîò æå âîïðîñ ïðè óñëî-
âèè, ÷òî äâèæåíèå ðàññìàòðè-
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âàåòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà.
1.6. Íà ðàâíîìåðíî âðàùàþ-
ùåìñÿ ãîðèçîíòàëüíîì äèñêå
ðàäèóñîì R ëåæèò òåëî, ïðåä-
ñòàâëÿåìîå ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êîé. Åñëè ïîìåñòèòü òåëî íà
ðàññòîÿíèè R/2 îò öåíòðà äè-
ñêà, òî ìîäóëü åãî ñêîðîñòè ðà-
âåí v0. Êàê èçìåíèòñÿ öåíòðî-
ñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå òåëà,
åñëè ïåðåìåñòèòü åãî íà êðàé
äèñêà?
1.7. Íà ðèñóíêå 1.17 v = 5 ì/ñ,
t1 = 3 ñ. Èñïîëüçóÿ ðèñóíîê,
íàéäèòå ïåðåìåùåíèå x1.
1.8. Ñðàâíèòå ïåðåìåùåíèÿ x1

äëÿ ñëó÷àåâ, èçîáðàæåííûõ íà
ðèñóíêàõ 1.17 è 1.18, ïîëàãàÿ,
÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ v îäèíàêî-
âû, íî t1 íà âòîðîì ðèñóíêå â
1,2 ðàçà áîëüøå, ÷åì íà ïåðâîì.
1.9. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâè-
æåòñÿ íåðàâíîìåðíî ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì 0,5 ì. Â íåêî-
òîðûé ìîìåíò âðåìåíè ñêî-
ðîñòü òî÷êè ðàâíà 2 ì/ñ, à
êàñàòåëüíîå óñêîðåíèå ðàâíî
6 ì/ñ2. ×åìó ðàâåí ìîäóëü
ïîëíîãî óñêîðåíèÿ òî÷êè â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè?
1.10. Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè
äâèæóòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ðàâíî-
ïåðåìåííî. Çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè, ðàâíûé 4 ñ, ñêîðîñòü
ïåðâîé òî÷êè óâåëè÷èëàñü íà
12 ì/ñ, à ñêîðîñòü âòîðîé òî÷êè
óìåíüøèëàñü íà 12 ì/ñ. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü îá óñêîðåíèÿõ
ýòèõ òî÷åê?
1.11. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâè-
æåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿí-
íûì óñêîðåíèåì. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î íàïðàâëåíèè ìãíî-
âåííîé ñêîðîñòè òî÷êè?

1.12. Â ðåçóëüòàòå ðàâíîóñêî-
ðåííîãî äâèæåíèÿ íà ïåðåìå-
ùåíèè x = 16 ì ñêîðîñòü òåëà
âîçðîñëà â n = 3 ðàçà. ×åìó
ðàâíî óñêîðåíèå òåëà, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî îíî èìåëî íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü v0 = 6 ì/ñ?
1.13. Ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîïå-
ðåìåííî äâèæóùååñÿ òåëî â
ìîìåíò t = 0 èìåëî ñêîðîñòü v0.
×òî ìîæíî ñêàçàòü îá óñêîðå-
íèè òåëà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â
ìîìåíò t = t1 îíî îêàçàëîñü â
òîé æå òî÷êå, â êàêîé íàõîäè-
ëîñü â ìîìåíò t = 0?
1.14. Ðàññìîòðèòå ïðåäûäóùóþ
çàäà÷ó, ïîëàãàÿ, ÷òî â ìîìåíò
t = 0 òåëî íàõîäèëîñü â òî÷êå
x = x0 è ÷òî ñêîðîñòü 0 áûëà
íàïðàâëåíà ïàðàëëåëüíî x-îñè.
Íàéäèòå x-êîîðäèíàòó òåëà â
ìîìåíò t = 2t1.
1.15. Òàêîå æå çàäàíèå, êàê â
1.14, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñêî-
ðîñòü 0 íàïðàâëåíà àíòèïà-
ðàëëåëüíî x-îñè.
1.16. Âîçìîæíî ëè, ÷òîáû â
ïðîöåññå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
òåëà ìîäóëü åãî ìãíîâåííîé
ñêîðîñòè ïîñòåïåííî óìåíü-
øàëñÿ äî íóëÿ?
1.17. Òåëî áðîñèëè âåðòèêàëü-
íî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòüþ v0. Íà÷åðòèòå ãðàôèêè
vy(t) è y(t).
1.18. Çàâèñèò ëè âðåìÿ ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ òåëà îò åãî ìàññû?
1.19. Òåëî, ïîäâåøåííîå íà íè-
òè ê âîçäóøíîìó øàðó, ïîäíè-
ìàåòñÿ ðàâíîìåðíî âåðòèêàëü-
íî ââåðõ ñî ñêîðîñòüþ v0. Íà
âûñîòå h íèòü îáîðâàëàñü.
Íàéäèòå âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ òåëà.

vº

vº
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1.20. Â ìîìåíò t = 0 òåëî áðîñè-
ëè ñ âûñîòû H ñ ãîðèçîíòàëüíîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0. ×åìó
ðàâåí ìîäóëü ìãíîâåííîé ñêî-

ðîñòè òåëà íà âûñîòå ?

1.21. Òåëî áðîñèëè ãîðèçîí-
òàëüíî ñ âûñîòû H. Êàêîé
äîëæíà áûòü íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü, ÷òîáû äàëüíîñòü ïîëåòà
îêàçàëàñü ðàâíîé H?
1.22. Òåëî áðîñèëè ñ ãîðèçîí-
òàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ

0. Èçâåñòíî, ÷òî íàïðàâëåíèå
âåêòîðà êîíå÷íîé ñêîðîñòè òå-
ëà ñîñòàâèëî ñ ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòüþ óãîë 45°. Ñ êàêîé
âûñîòû áðîøåíî òåëî?
1.23. Òåëî áðîñèëè ñî ñêîðî-
ñòüþ 0 ïîä óãëîì α ê ãîðèçîí-

òó. Â êàêîé òî÷êå òðàåêòîðèè
òåëà ìîäóëü ìãíîâåííîé ñêî-
ðîñòè òåëà áóäåò íàèìåíüøèì?
×åìó îí ðàâåí? Êàê â ýòîé òî÷-
êå íàïðàâëåí âåêòîð ñêîðîñòè?
1.24. Òåëî áðîñèëè ñî ñêîðî-
ñòüþ 0 ïîä óãëîì α ê ãîðèçîí-
òó. Íàéäèòå íàïðàâëåíèå è ìî-
äóëü ñðåäíåé ñêîðîñòè òåëà ïî
ïåðåìåùåíèþ çà âñå âðåìÿ ïî-
ëåòà.
1.25. Âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ëó-
íû óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ â 6 ðàç ìåíüøå, ÷åì âáëè-
çè Çåìëè (åãî ìîäóëü ðàâåí
1,62 ì/ñ2). Îöåíèòå, êàê ýòî ïî-
âëèÿåò íà âûñîòó è äàëüíîñòü
ïîëåòà òåëà, áðîøåííîãî íà
Ëóíå ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó
(ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêèì æå áðî-
ñêîì íà Çåìëå).
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2
ДИНАМИКА

ПОСТУПАТЕЛЬНОГО
ДВИЖЕНИЯ

2.1. ÈÍÅÐÖÈß È ÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÛÅ

ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÒÑ×ÅÒÀ

2.1.1. Закон инерции (первый закон Ньютона)

Ìû óæå íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëè, ÷òî ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå
îòíîñèòåëüíî. Îäíî è òî æå äâèæåíèå âûãëÿäèò ïî-ðàçíîìó ïðè
ðàññìîòðåíèè åãî â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Êàê ïðàâèëî, óäîá-
íåå ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåì-
ëåé (îíà æå ãåîöåíòðè÷åñêàÿ, èëè ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà) èëè ñ
ëþáûì òåëîì, êîòîðîå äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî Çåìëè ðàâíîìåðíî
è ïðÿìîëèíåéíî. Óäîáñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ îò-
ñ÷åòà ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî òåë, íàçûâàåìîå èíåðòíîñòüþ. Èíà÷å
ãîâîðÿ, â ýòèõ ñèñòåìàõ âûïîëíÿåòñÿ çàêîí èíåðöèè (ïåðâûé çàêîí
Íüþòîíà). Â ôîðìóëèðîâêå Íüþòîíà ýòîò çàêîí ãëàñèò:

Ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ äàííûé çàêîí, íàçû-
âàþò èíåðöèàëüíûìè. Â ýòèõ ñèñòåìàõ äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ òåëà íå òðåáóåòñÿ ïðè-
êëàäûâàòü ê íåìó êàêèå-ëèáî ñèëû; êàê ãîâîðÿò, äâèæåíèå òåëà
ïðîèñõîäèò ïî èíåðöèè (òåðìèí «èíåðöèÿ» âçÿò îò ëàòèíñêîãî in-
ertia, ÷òî îçíà÷àåò «áåçäåÿòåëüíîñòü»). Õîðîøèé ïðèìåð äâèæåíèÿ
ïî èíåðöèè — ñêîëüæåíèå õîêêåéíîé øàéáû ïî ãëàäêîìó ëüäó.

Çàìåòèì, çàáåãàÿ íåìíîãî âïåðåä, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè íà
òåëî âñåãäà äåéñòâóþò êàêèå-òî ñèëû. ×òîáû íàáëþäàòü äâèæåíèå
ïî èíåðöèè, íàäî âçàèìíî óðàâíîâåñèòü ýòè ñèëû, ò. å. ñäåëàòü
òàê, ÷òîáû ðàâíÿëàñü íóëþ ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë, ïðèëî-
æåííûõ ê äàííîìó òåëó.

Âñÿêîå òåëî ïðîäîëæàåò óäåðæèâàòüñÿ â ñâîåì ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, ïîêà è
ïîñêîëüêó îíî íå ïîíóæäàåòñÿ ïðèëîæåííûìè ñèëàìè èçìå-
íèòü ýòî ñîñòîÿíèå.
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Î äâèæåíèè ïî èíåðöèè â 1638 ãîäó ïèñàë Ãàëèëåî Ãàëèëåé:
«Êîãäà òåëî äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, íå âñòðå-

÷àÿ íèêàêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ, òî äâèæåíèå åãî ÿâëÿåò-

ñÿ ðàâíîìåðíûì, è îíî ïðîäîëæàëîñü áû áåñêîíå÷íî, åñëè áû ïëîñ-

êîñòü ïðîñòèðàëàñü â ïðîñòðàíñòâå áåç êîíöà». Âïåðâûå çàêîí
èíåðöèè ñôîðìóëèðîâàë Ðåíå Äåêàðò (1644  ã.): «Åñëè òåëî ïðè-

øëî â äâèæåíèå, òî óæå ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî åãî ïðî-

äîëæàëî ñ òîé æå ñêîðîñòüþ è â íàïðàâëåíèè òîé æå ïðÿìîé ëè-

íèè, ïîêà îíî íå áóäåò îñòàíîâëåíî èëè îòêëîíåíî êàêîé-ëèáî

ïðè÷èíîé». Èñààê Íüþòîí âêëþ÷èë çàêîí èíåðöèè â êà÷åñòâå ïåð-
âîãî çàêîíà â ñâîþ ñèñòåìó òðåõ «àêñèîì èëè çàêîíîâ äâèæåíèÿ». Ýòà
ñèñòåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â êíèãå Íüþòîíà «Ìàòåìàòè÷åñêèå
íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè», âûøåäøåé â ñâåò â 1687 ãîäó.
Âìåñòå ñ ïåðâûì çàêîíîì âòîðîé è òðåòèé çàêîíû Íüþòîíà ñîñòà-
âèëè îñíîâó äëÿ èñ÷åðïûâàþùåãî èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïîñòóïà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ (èíà÷å ãîâîðÿ, äèíàìèêè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè).

2.1.2. Инерциальные системы отсчета

Âåðíåìñÿ ê ïåðâîìó çàêîíó Íüþòîíà (çàêîíó èíåðöèè) è îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïðå-
äåëåíèå ïîíÿòèÿ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà:

ýòî òàêàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî
èíåðòíîñòè òåëà, çàêëþ÷àþùååñÿ â ñïîñîáíîñòè ñîõðàíÿòü ñî-
ñòîÿíèå ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà äåéñòâóþùèå íà òåëî ñèëû íå âûâåäóò åãî èç ýòî-
ãî ñîñòîÿíèÿ. Ïî ñóòè, ñîäåðæàíèå çàêîíà èíåðöèè ñâîäèòñÿ ê
äâóì óòâåðæäåíèÿì: âî-ïåðâûõ, âñå òåëà îáëàäàþò ñâîéñòâîì
èíåðòíîñòè è, âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóþò ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòî-
ðûõ ýòî ñâîéñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ. Îòñþäà âûòåêàåò ñîâðåìåííàÿ,
áîëåå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà:

Ñèñòåìà îòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñ Çåìëåé, — íå åäèíñòâåííàÿ âîç-
ìîæíàÿ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà
èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, òî ìîæíî óêàçàòü ñêîëü óãîäíî ìíî-
ãî èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ñèñòåìà, äâèæóùàÿñÿ
ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî îòíîñèòåëüíî äàííîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû, òîæå áóäåò èíåðöèàëüíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà òåëî äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè — åãî ñêîðîñòü íå èçìå-
íÿåòñÿ íè ïî íàïðàâëåíèþ, íè ïî ìîäóëþ. Â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå

Ñóùåñòâóþò òàêèå ñèñòåìû îòñ÷åòà, íàçûâàåìûå èíåðöèàëü-
íûìè, â êîòîðûõ òåëî ñîõðàíÿåò ñîñòîÿíèå ïîêîÿ èëè ðàâíî-
ìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îíî íå ïî-
íóæäàåòñÿ ïðèëîæåííûìè ñèëàìè èçìåíèòü ýòî ñîñòîÿíèå.
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îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëè-
íåéíî, ðàññìàòðèâàåìîå òåëî áóäåò èìåòü, õîòÿ è èíóþ, íî òîæå ïî-
ñòîÿííóþ ïî íàïðàâëåíèþ è ìîäóëþ ñêîðîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè
äðóãèå ñèñòåìû îòñ÷åòà â òàêîé æå ñòåïåíè èíåðöèàëüíû, ÷òî è ïåð-
âàÿ ñèñòåìà. Íàïðèìåð, èíåðöèàëüíû ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííûå
ñ âàãîíîì, ñóäíîì, àâòîìîáèëåì, âåëîñèïåäîì, äâèæóùèìèñÿ ðàâ-
íîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî îòíîñèòåëüíî Çåìëè.

Примечание

Справедливости ради отметим, что система отсчета, связанная с Зем�

лей (геоцентрическая, или лабораторная система отсчета), может считать�

ся инерциальной лишь с той или иной степенью приближения. Ведь земной

шар вращается вокруг своей оси и движется по орбите вокруг Солнца. Это

практически не влияет на работу различных механизмов, на движение

транспорта, на протекание тепловых, электромагнитных, химических и про�

чих процессов. Поэтому при описании подобных процессов геоцентриче�

ская система отсчета может с большой точностью считаться инерциальной.

При более строгом подходе в качестве инерциальной системы отсчета вы�

бирают гелиоцентрическую систему. В ней начало координат совмещено с

центром Солнца, а координатные оси направлены к неподвижным звездам.

Îòìåòèì, ÷òî ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå ìû áóäåì èçó÷àòü èñê-
ëþ÷èòåëüíî â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, íå îãîâàðèâàÿ ýòî
îñîáî. Íåèíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì (ñèñòåìàì, äâèæóùèìñÿ ñ óñêî-
ðåíèåì) áóäåò óäåëåíî âíèìàíèå â § 2.5.

2.1.3. Принцип относительности Галилея

Âî âðåìåíà Ãàëèëåÿ âûçûâàë óäèâëåíèå òîò ôàêò, ÷òî åñëè
óðîíèòü ïîäíÿòûé íà âåðøèíó ìà÷òû êîðàáëÿ êàìåíü, òî îí óïà-
äåò ê ïîäíîæèþ ìà÷òû íå òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êîðàáëü ñòîèò
íà ÿêîðå, íî è â ñëó÷àå, êîãäà îí äâèæåòñÿ ïî ñïîêîéíîé âîäå ðàâ-
íîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. Ïðè òàêîì äâèæåíèè êîðàáëÿ êàìåíü,
âûïóùåííûé èç ðóê, ïàäàåò âåðòèêàëüíî âíèç, åñëè, ðàçóìååòñÿ,
íàáëþäàòü çà íèì ñ ïàëóáû êîðàáëÿ. Îòíîñèòåëüíî æå áåðåãà òà-
êîé êàìåíü áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Ìíîãî÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåõàíè÷åñêîå
äâèæåíèå ïðîèñõîäèò îäèíàêîâûì îáðàçîì âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Ïðåäïîëîæèì, ìû íàõîäèìñÿ íà ðàâíîìåðíî è
ïðÿìîëèíåéíî ïëûâóùåì àâèàíîñöå è áðîñàåì êàìåíü ñ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ 0 ïîä óãëîì α ê ïàëóáå, à íàø ïðèÿòåëü íàõîäèò-

ñÿ íà áåðåãó è òîæå áðîñàåò êàìåíü ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0 ïîä
óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Òðàåêòîðèÿ, îïèñûâàåìàÿ íàøèì êàìíåì îò-
íîñèòåëüíî êîðàáëÿ (íî íå îòíîñèòåëüíî áåðåãà!), è òðàåêòîðèÿ,
îïèñûâàåìàÿ êàìíåì ïðèÿòåëÿ îòíîñèòåëüíî áåðåãà (íî íå îòíîñè-

vº

vº
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òåëüíî êîðàáëÿ!), áóäóò ñîâåðøåííî îäèíàêîâûìè. Òàê ÷òî ïî èç-
ìåðåíèþ âðåìåíè è äàëüíîñòè ïîëåòà êàìíÿ ìû íå ñìîæåì çàêëþ-
÷èòü, ÷òî àâèàíîñåö äâèæåòñÿ, à íå âñòàë íà ÿêîðü.

Íèêàêîé îïûò ñ ìåõàíè÷åñêèì äâèæåíèåì íå ïîçâîëÿåò âûäå-
ëèòü òó èëè èíóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Âïåðâûå ê ýòî-
ìó âûâîäó ïðèøåë Ãàëèëåé è âûäâèíóë ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ
âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì, íàçûâàåìûé íûíå ïðèíöèïîì îòíîñè-
òåëüíîñòè Ãàëèëåÿ. Ýòîò ïðèíöèï ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íåëüçÿ óêàçàòü ïðåèìóùåñò-
âåííóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà è, çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò àáñîëþòíîãî ïî-
êîÿ èëè àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ òåë; ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî îá îò-
íîñèòåëüíîì äâèæåíèè òåë â òîé èëè èíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà.

Â 1905 ãîäó Àëüáåðò Ýéíøòåéí ñôîðìóëèðîâàë áîëåå îáùèé
ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì. Ñîãëàñíî ïðèí-
öèïó îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà, âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ
ïðîòåêàþò îäèíàêîâî íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû, íî è äðó-
ãèå — òåïëîâûå, ýëåêòðîìàãíèòíûå, îïòè÷åñêèå è ò. ï. Êðàòêî
ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 

2.2. ÑÈËÀ È ÓÑÊÎÐÅÍÈÅ

2.2.1. Сила, приложенная к телу,
как мера действия на него другого тела

Ìû äîâîëüíî ÷àñòî óïîòðåáëÿåì ñëîâî «ñèëà». Ìû ãîâîðèì î
«ñèëå âîëè», «ñèëå ÷óâñòâ», «ñèëå õàðàêòåðà». Æåëàÿ óâåëè÷èòü
«ñèëó ìûøö», ìû çàíèìàåìñÿ ôèçêóëüòóðîé. Ìû ïîñåùàåì ñïå-
öèàëüíûå ñïîðòèâíûå çàëû äëÿ òîãî, ÷òîáû òàì «íàêà÷àòü ïîáîëü-
øå ñèëû». Ñëîâî «ñèëüíûé» íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîä÷åðêè-
âàíèÿ ìàñøòàáíîñòè êàêîãî-ëèáî ÿâëåíèÿ: «ñèëüíûé òóìàí»,

Âñå ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû ïðîòåêàþò îäèíàêîâî âî âñåõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Èíà÷å ãîâîðÿ, çàêîíû ìå-
õàíèêè íå çàâèñÿò îò âûáîðà òîé èëè èíîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà âñå çàêîíû ïðèðîäû
îäèíàêîâû.
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«ñèëüíîå òå÷åíèå», «ñèëüíûé äîæäü», «ñèëüíàÿ çàñóõà». Ìû ãîâî-
ðèì òàêæå: «ÿ âûáèëñÿ èç ñèë», «ìîè ñèëû íà èñõîäå», «íàäî ïî-
áåðå÷ü ñèëû», «ñëåäóåò âçâåøèâàòü ñâîè ñèëû». Êàê ïðàâèëî, ìû
íå çàäóìûâàåìñÿ íàä òåì, ÷òî âñå ïîäîáíûå ñëîâåñíûå îáîðîòû íå
èìåþò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê èñïîëüçóåìîìó â ôèçèêå ïîíÿòèþ
«ñèëà», ê ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå ñ òàêèì íàçâàíèåì.

Âïåðâûå íàó÷íîå ïîíÿòèå ñèëû áûëî äàíî Íüþòîíîì. Â ÷åñòü
ýòîãî âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî íàçâàíà åäèíèöà ñèëû â ÑÈ: «íüþòîí»
(îáîçíà÷àþò: Í).

Çàìåòèì, ÷òî 1 Í ðàâåí ñèëå, ñîîáùàþùåé òåëó ìàññîé 1 êã

óñêîðåíèå 1 ì/ñ2 (1 Í = 1 ) .

Ñîãëàñíî Íüþòîíó, «ïðèëîæåííàÿ ñèëà åñòü äåéñòâèå, ïðîèç-
âîäèìîå íà òåëî äëÿ èçìåíåíèÿ åãî ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ èëè ðàâíî-
ìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ». Íüþòîí ïîä÷åðêèâàë: «Ñèëà
ïðîÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî òîëüêî â äåéñòâèè è ïî ïðåêðàùåíèè
äåéñòâèÿ íà òåëî íå îñòàåòñÿ â òåëå». Òàê ÷òî, îòìåòèì, íàêà-
÷àòü èëè íàêîïèòü â òåëå ñèëó ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî; åå
íåëüçÿ íè èçðàñõîäîâàòü, íè ñáåðå÷ü.

Óòî÷íÿÿ íüþòîíîâñêîå îïðåäåëåíèå ñèëû, çàìåòèì, ÷òî «äåéñò-
âèå, ïðîèçâîäèìîå íà òåëî» åñòü äåéñòâèå íà äàííîå òåëî äðóãîãî
òåëà. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ñèëû â ñîâðåìåííîé ôîðìóëèðîâêå:

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñèëà — ýòî âåêòîð. Îíà èìååò
íå òîëüêî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå (ìîäóëü ñèëû), íî è íàïðàâëåíèå.
Ïðÿìóþ, âäîëü êîòîðîé íàïðàâëåíà ñèëà, íàçûâàþò ëèíèåé äåé-
ñòâèÿ ñèëû. Ñèëà îïðåäåëåíà ïîëíîñòüþ, åñëè çàäàíû åå ìîäóëü,
íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå è òî÷êà ïðèëîæåíèÿ. Íå îáñóæäàÿ
ïîêà âîïðîñà î òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñèëû, çàìåòèì, ÷òî îí íå âîç-
íèêàåò, åñëè òåëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòåðèàëüíîé òî÷íîé. ßñíî,
÷òî ýòà òî÷êà è åñòü òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà
äàííîå òåëî.

Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî, ÷òî ïîíÿòèå ñèëû îòíîñèòñÿ
ê äâóì òåëàì (íå ê îäíîìó è íå êî ìíîãèì!) — ê òåëó, íà êîòîðîå
äåéñòâóåò äàííàÿ ñèëà, è ê òåëó, ñî ñòîðîíû êîòîðîãî ýòà ñèëà
äåéñòâóåò. Ïðèìåðû: ñèëà òÿæåñòè êàìíÿ äåéñòâóåò íà êàìåíü ñî
ñòîðîíû Çåìëè; ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ñàíîê äåéñòâóåò íà ñàíêè
ñî ñòîðîíû ñíåæíîãî ïîêðûòèÿ äîðîãè; íà øàðèê, ïðèêðåïëåííûé
ê ðàñòÿíóòîé ïðóæèíå, äåéñòâóåò ñèëà óïðóãîñòè ñî ñòîðîíû ïðó-
æèíû. Êîíå÷íî, â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ íà äàííîå òåëî ìîãóò îêà-
çûâàòü äåéñòâèå îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî òåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ê äàííîìó òåëó ïðèëîæåíî íåñêîëüêî ñèë.

Ñèëîé, ïðèëîæåííîé ê òåëó, íàçûâàåòñÿ âåêòîðíàÿ ôèçè÷å-
ñêàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ñëóæèò ìåðîé (êîëè÷åñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé) äåéñòâèÿ íà äàííîå òåëî äðóãîãî òåëà.

êã ì⋅

ñ2
--------------
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Åñëè òåëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, òî â ýòîì
ñëó÷àå îäíîâðåìåííîå äåéñòâèå íà òåëî íåñêîëüêèõ ñèë ýêâèâà-
ëåíòíî äåéñòâèþ îäíîé ñèëû, íàçûâàåìîé ðàâíîäåéñòâóþùåé (èëè
ðåçóëüòèðóþùåé). Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ (èíà-
÷å ãîâîðÿ, âåêòîðíóþ) ñóììó âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà äàííóþ
ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó. Åñëè ýòà âåêòîðíàÿ ñóììà îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîé íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî âñå äåéñòâóþùèå íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷-
êó ñèëû âçàèìíî óðàâíîâåøåíû. (Î ñëîæåíèè ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà òåëî, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâëÿòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, ìû
ïîãîâîðèì â ãëàâå 3).

Ðàçëè÷àþò ñèëû, äåéñòâóþùèå ëèøü ïðè íåïîñðåäñòâåííîì
ñîïðèêîñíîâåíèè òåë (êîíêðåòíûå ñèëû), è ñèëû, êîòîðûå ìîãóò
äåéñòâîâàòü íà òåëî íà ðàññòîÿíèè. Ïðèìåðîì êîíòàêòíîé ñèëû
ìîæåò ñëóæèòü ñèëà òðåíèÿ, à ïðèìåðîì ñèëû, äåéñòâóþùåé íà
ðàññòîÿíèè, — ñèëà òÿæåñòè. Ïîäðîáíåå ìû ïîãîâîðèì î ðàçëè÷-
íûõ ñèëàõ â § 2.3, à ïîêà çàìåòèì ëèøü, ÷òî êîãäà ãîâîðÿò î ïðå-
êðàùåíèè äåéñòâèÿ ñèëû, òî èìåþò â âèäó êîíòàêòíóþ ñèëó. Òàê,
íàïðèìåð, ïðåêðàùàåòñÿ äåéñòâèå íà òåëî ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ, êàê òîëüêî òåëî ïåðåñòàåò ñêîëüçèòü ïî ïîâåðõíîñòè è îñòà-
íàâëèâàåòñÿ. Â ìîìåíò îñòàíîâêè ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ òåëà
ïðîñòî èñ÷åçàåò. Íî íèêîãäà íå ïðåêðàùàåòñÿ äåéñòâèå íà òåëî
ñèëû òÿæåñòè. Ñèëà òÿæåñòè äåéñòâóåò íà êàìåíü è ïåðåä òåì,
êàê åãî ïîäáðîñèëè, è âî âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, è ïîñëå òîãî,
êàê êàìåíü óïàë íà çåìëþ.

2.2.2. Связь между ускорением и силой
(второй закон Ньютона)

Èç ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå â
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà òåëî ñàìî ïî ñåáå íå ìîæåò èçìå-
íèòü ñâîåé ñêîðîñòè. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè-
÷èíîé èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ èëè íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè òåëà â èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèå íà íåãî äðóãîãî òåëà
(äðóãèõ òåë), ò. å. ñèëà, êîòîðàÿ ïðèëîæåíà ê äàííîìó òåëó. Ýòîò
çàêîí íàçûâàþò îñíîâíûì çàêîíîì äèíàìèêè. Åãî ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñòðîãîñòè ðàäè ñëåäîâàëî áû óêàçàòü, ÷òî òåëî ðàññìàòðèâàåòñÿ
â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòî
ïîäðàçóìåâàåòñÿ.

Óñêîðåíèå òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïðÿìî ïðîïîðöè-
îíàëüíî ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó â
äàííûé ìîìåíò, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàññå òåëà è íà-
ïðàâëåíî òàê æå, êàê ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë.
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Ìàòåìàòè÷åñêè äàííûé çàêîí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

(t) = . (2.1)

Çäåñü (t) — ìãíîâåííîå óñêîðåíèå òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t, m —

ìàññà òåëà, (t) — ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó
â ìîìåíò t.

Èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî åñëè (t) = 0, òî (t) = 0 — óñêîðåíèå

â äàííûé ìîìåíò îòñóòñòâóåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî  = 0 íà ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè îò t äî t + ∆t. Â ýòîì ñëó÷àå íà óêàçàííîì ïðî-
ìåæóòêå òåëî áóäåò äâèãàòüñÿ áåç óñêîðåíèÿ, ò. å. ðàâíîìåðíî è
ïðÿìîëèíåéíî ñ òîé ñêîðîñòüþ, êàêóþ îíî èìåëî ê íà÷àëó ïðîìå-
æóòêà (ê ìîìåíòó t). Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè òåëî áóäåò äâèãàòüñÿ ïî èíåðöèè — â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïåðâûì çàêîíîì Íüþòîíà. Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé
çàêîí Íüþòîíà åñòü ïðîñòî ñëåäñòâèå âòîðîãî çàêîíà. Ïåðâûé çà-
êîí óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà, à
âòîðîé ãîâîðèò, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ óñêîðåíèå òåëà èìååò åäèí-
ñòâåííóþ ïðè÷èíó — íàëè÷èå ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë.

2.2.3. Импульс тела и второй закон Ньютона

Ââåäÿ ïîíÿòèå èìïóëüñà, ìîæíî ïðèâåñòè äðóãóþ ôîðìóëè-
ðîâêó âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà. Èìïóëüñ òåëà (t)1) â ìîìåíò t
îïðåäåëÿþò êàê ïðîèçâåäåíèå ìàññû òåëà m íà ìãíîâåííóþ ñêî-
ðîñòü (t):

(t) = m (t). (2.2)

Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t äîñòàòî÷íî ìàë, ìîæíî
ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü óñêîðåíèå (t) â âèäå

. (2.3)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà íàäî áûëî áû, êàê óæå ãîâîðèëîñü
(ñì. § 1.4, ñîîòíîøåíèå (1.14)), ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ∆t º 0.

Ó÷èòûâàÿ (2.3), ïåðåïèøåì (2.1) â âèäå

. (2.4)

1) Çàìåòèì, ÷òî ðàíüøå ýòà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà èìåëà åùå îäíî íàèìå-
íîâàíèå — êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ.
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m
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º
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Ñîãëàñíî (2.2),

m (t + ∆t) – m (t) = (t + ∆t) – (t),
ïîñëå ÷åãî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(t + ∆t) – (t) h (t)∆t. (2.5)

Òåïåðü ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó âòîðîãî çàêîíà:

Замечание

Малость промежутка времени нужна не только для использования ра�

венства (2.3), но и для того, чтобы можно было равнодействующую сил счи�

тать постоянной на данном промежутке и равной (t).

Íàïîìíèì, êàê èìåííî ñôîðìóëèðîâàë âòîðîé çàêîí ñàì Íüþ-
òîí â ñâîèõ çíàìåíèòûõ «Ìàòåìàòè÷åñêèõ íà÷àëàõ íàòóðàëüíîé
ôèëîñîôèè»:

Ïîä «ïðèëîæåííîé äâèæóùåé ñèëîé» íàäî ïîíèìàòü ðàâíîäåéñò-
âóþùóþ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íåò óïîìè-
íàíèÿ î ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõî-
äèò èçìåíåíèå èìïóëüñà (êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ). Îäíàêî â òåêñòå
ñâîåé êíèãè Íüþòîí ïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèåì ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè è ðàññìàòðèâàåò èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ çà ýòîò
ïðîìåæóòîê.

Âïðî÷åì, íåòðóäíî èçáàâèòüñÿ îò íåîáõîäèìîñòè ãîâîðèòü î
êàêîì-òî «ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè». Ïðåäñòàâèì (2.5) â âèäå

è çàìåíèì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåäåëîì ïðè ∆t º 0. Ïîëó÷èì
ñòðîãîå âûðàæåíèå:

. (2.6)

Âñïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà  åñòü óñêîðåíèå (t),

ò. å. áûñòðîòà èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè. Ïî àíàëîãèè ìîæíî íàçâàòü

Èçìåíåíèå èìïóëüñà çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðîïîð-
öèîíàëüíî ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë è ïðîìåæóòêó âðåìåíè è
íàïðàâëåíî òàê æå, êàê ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë.

«Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèëî-
æåííîé äâèæóùåé ñèëå è ïðîèñõîäèò ïî íàïðàâëåíèþ òîé
ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ýòà ñèëà äåéñòâóåò.»
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âåëè÷èíó  â ôîðìóëå (2.6) áûñòðîòîé èçìåíåíèÿ

èìïóëüñà. Ïîýòîìó âûðàæàåìûé ôîðìóëîé (2.6) âòîðîé çàêîí
Íüþòîíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí òàê:

Ýòà ôîðìóëèðîâêà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ïðèâåäåííóþ
âûøå ôîðìóëèðîâêó Íüþòîíà, åñëè çàìåíèòü â ïîñëåäíåé «èçìå-
íåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ» íà «áûñòðîòó èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ».

Ôîðìóëà (2.6) ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå
îñíîâíîãî çàêîíà äèíàìèêè, òàê êàê ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
äâèæåíèå òåë êàê ñ ïîñòîÿííîé, òàê è ñ ïåðåìåííîé ìàññîé.

Åñëè ìàññà äâèæóùåãîñÿ òåëà m ïîñòîÿííà, òî

.

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (2.6) ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìóëó m (t) = (t),
êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (2.1).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñèëà , à çíà÷èò, è óñêîðåíèå , íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè, ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (2.5) ïðåâðàùàåòñÿ â ñòðîãîå
âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà:

∆  = ∆t. (2.7)

Çäåñü ∆  = (t + ∆t) – (t) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé t è ∆t.

2.2.4. Масса тела как мера его инертности

Èòàê, óñêîðåíèå òåëà â äàííûé ìîìåíò ïðîïîðöèîíàëüíî äåé-
ñòâóþùåé íà íåãî â ýòîò ìîìåíò ñèëå (ðå÷ü èäåò, ðàçóìååòñÿ, î
ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó, íî äëÿ êðàòêîñ-
òè áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí «äåéñòâóþùàÿ ñè-
ëà»). Îäíàêî óñêîðåíèå, ïðèîáðåòàåìîå òåëîì, çàâèñèò íå òîëüêî
îò ñèëû, äåéñòâóþùåé íà íåãî, íî è îò âûáîðà òåëà. Êàê ïîêàçû-
âàåò îïûò, ðàçíûå òåëà ïîëó÷àþò ïðè äåéñòâèè íà íèõ îäíîé è òîé
æå ñèëîé ðàçíûå óñêîðåíèÿ. Ó îäíèõ òåë óñêîðåíèå ìîæåò îêà-
çàòüñÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøèì — îíè äîâîëüíî áûñòðî èçìåíÿþò
ñâîþ ñêîðîñòü, äåìîíñòðèðóÿ òåì ñàìûì îòíîñèòåëüíî ìàëóþ
èíåðòíîñòü. Ó äðóãèõ òåë óñêîðåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëûì —
îíè ìåäëåííî èçìåíÿþò ñâîþ ñêîðîñòü, äåìîíñòðèðóÿ áîëüøóþ
èíåðòíîñòü.

Áûñòðîòà èçìåíåíèÿ èìïóëüñà (êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ) ïðî-
ïîðöèîíàëüíà äåéñòâóþùåé íà òåëî ñèëå è íàïðàâëåíà ïî
ïðÿìîé, ïî êîòîðîé äåéñòâóåò ýòà ñèëà.
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×åì æå ìîæíî êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü èíåðò-
íîñòü òåëà?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ âî âòîðîì çàêîíå Íüþòîíà,
ñîãëàñíî êîòîðîìó óñêîðåíèå òåëà (áûñòðîòà èçìåíåíèÿ åãî ñêî-
ðîñòè) îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàññå òåëà. Ìàññà êàê ðàç è ñëó-
æèò ìåðîé èíåðòíîñòè òåëà:

÷åì áîëüøå ìàññà, òåì âûøå èíåðòíîñòü, òåì ìåíüøåå óñêîðå-
íèå ïðèîáðåòàåò òåëî ïîä äåéñòâèåì äàííîé ñèëû.
Ìåðîé èíåðòíîñòè òåëà ñëóæèò åãî ìàññà.

À êàê èçìåðèòü ìàññó?

Òàê êàê òåëî ñ ëþáîé ìàññîé ïðèîáðåòàåò ïîä äåéñòâèåì ñèëû
òÿæåñòè îäíî è òî æå óñêîðåíèå (óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ),
òî, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èçìåðåíèÿ ìàññû òåëà äîñòàòî÷íî èçìåðèòü
ìîäóëü ñèëû òÿæåñòè ýòîãî òåëà. Ìàññó m òåëà ìîæíî
î ï ð å ä å ë è ò ü  êàê îòíîøåíèå ìîäóëÿ ñèëû òÿæåñòè òåëà Fò ê ìî-
äóëþ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g:

.

Äàííîå ñîîòíîøåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âòîðîãî çàêîíà Íüþ-
òîíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà òåëî äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà òÿæåñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (2.1) èìååò âèä  = .

Ìàññà òåëà îáëàäàåò ñâîéñòâîì, êîòîðîå ôèçèêè íàçûâàþò àä-
äèòèâíîñòüþ (îò ëàòèíñêîãî aditivus, ÷òî îçíà÷àåò «ïðèáàâëÿå-
ìûé»): ìàññà òåëà åñòü ñóììà ìàññ ñîñòàâëÿþùèõ ýòî òåëî ÷àñòåé.
Åñëè, íàïðèìåð, ê òåëó ìàññîé m1 ïðèñîåäèíèòü (ïðèáàâèòü) òåëî
ìàññîé m2, òî ìàññà ïîëó÷èâøåãîñÿ ñîñòàâíîãî òåëà m áóäåò ðàâ-
íà ñóììå ìàññ èñõîäíûõ òåë: m = m1 + m2.

Замечание

Свойством аддитивности обладает также объем тела. Он равен сумме

объемов частей, из которых состоит данное тело.

Ðàçäåëèâ ìàññó òåëà m íà åãî îáúåì V, ïîëó÷àþò ôèçè÷åñêóþ
âåëè÷èíó ρ, íàçûâàåìóþ ïëîòíîñòüþ:

. (2.8)

Êàê m, òàê è V ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè äàííîãî òåëà, íî ρ —
õàðàêòåðèñòèêà íå òåëà, à âåùåñòâà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíî òå-
ëî. Àëþìèíèåâàÿ ëîæêà, àëþìèíèåâàÿ êðóæêà, àëþìèíèåâàÿ

?
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òàðåëêà — ýòî ðàçíûå òåëà ñ ðàçíûìè ìàññàìè è îáúåìàìè. Íî
âñå îíè ñäåëàíû èç îäíîãî è òîãî æå âåùåñòâà — àëþìèíèÿ. Âñå
îíè èìåþò îäíó è òó æå ïëîòíîñòü — ïëîòíîñòü àëþìèíèÿ. Îäíà-
êî â îòëè÷èå îò ìàññû è îáúåìà ïëîòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé
âåëè÷èíîé. Ìîæíî ñêëàäûâàòü ìàññû èëè îáúåìû äâóõ òåë, íî
íåëüçÿ ñêëàäûâàòü èõ ïëîòíîñòè.

2.2.5. Второй закон Ньютона как необходимое условие
существования «памяти о прошлом»

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (òåëà,
ïðåäñòàâëÿåìîãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé). Ñîñòîÿíèå äâèæóùåéñÿ
òî÷êè â òîò èëè èíîé ìîìåíò âðåìåíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî, åñëè
èçâåñòíû ïîëîæåíèå òî÷êè â ýòîò ìîìåíò (ðàäèóñ-âåêòîð (t)) è åå

ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü (âåêòîð (t)).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 íà òî÷êó íå äåé-

ñòâîâàëà êàêàÿ-ëèáî ñèëà, òàê ÷òî òî÷êà äâèãàëàñü ïî èíåðöèè ñ
íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ 0. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ ìî-

ìåíòà t = 0, íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèëà ,
êîòîðóþ äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü ïîñòîÿííîé. Ïîä äåéñòâèåì
ýòîé ñèëû òî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0, ñ óñ-

êîðåíèåì , ãäå m — ìàññà òî÷êè. Óñêîðåíèå âîçíèêàåò ñðà-

çó æå, îäíîâðåìåííî ñ íà÷àëîì äåéñòâèÿ ñèëû, îäíàêî ñêîðîñòü
èçìåíÿåòñÿ ïîñòåïåííî. Îíà èçìåíÿåòñÿ òåì ìåäëåííåå, ÷åì áîëü-
øå åå ìàññà è ÷åì ìåíüøå ìîäóëü ñèëû. Îáðàòèì âíèìàíèå:
âêëþ÷åíèå ñèëû íå èçìåíÿåò â îäèí ìîìåíò ñêîðîñòü òåëà, îíî
ïðèâîäèò ëèøü ê òîìó, ÷òî ñêîðîñòü íà÷èíàåò ïîñòåïåííî èçìå-
íÿòüñÿ. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t ðàâíî (t) =

= t, è ïîýòîìó â ìîìåíò t ñêîðîñòü îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

(t) = 0 + (t) = 0 + t. (2.9)

(Ýòà ôîðìóëà íàì óæå èçâåñòíà — ñì. (1.23).)
Êîãäà-òî ïîëàãàëè, ÷òî, ñîãëàñíî Àðèñòîòåëþ, ñêîðîñòü òåëà â

äàííûé ìîìåíò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà
òåëî â òîò æå ìîìåíò. Åñëè åñòü ñèëà, òî åñòü è ñêîðîñòü; ïðåêðà-
òèëîñü äåéñòâèå ñèëû — òåëî òóò æå ïåðåñòàëî äâèãàòüñÿ. Â ñîâ-

ðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ìîæíî âûðàçèòü ñîîòíîøåíèåì  f 
(ñêîðîñòü òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ïðèëîæåííîé ê òåëó ñèëå è íà-
ïðàâëåíà òàê æå, êàê ñèëà).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïî ìíåíèþ Íüþòîíà, íå ñàìà ñêîðîñòü
ïðîïîðöèîíàëüíà ïðèëîæåííîé ê òåëó ñèëå, à èçìåíåíèå ñêîðîñòè,
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îáóñëîâëåííîå óñêîðåíèåì. Ïîýòîìó ñêîðîñòü â äàííûé ìîìåíò
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà òåëî â ýòîò
ìîìåíò, íî è ñêîðîñòüþ, êîòîðóþ òåëî ïðèîáðåëî ðàíüøå è êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ñèë â ïðåäûäóùèå ìî-
ìåíòû. Ýòî êàê ðàç è äåìîíñòðèðóåò ôîðìóëà (2.9), êîòîðóþ ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(t) = 0 + t. (2.10)

Èòàê, åñëè ïî Àðèñòîòåëþ ñèëà â äàííûé ìîìåíò îïðåäåëÿåò
ñêîðîñòü òåëà â ýòîò ìîìåíò, òî ïî Íüþòîíó ñèëà â äàííûé ìî-
ìåíò îïðåäåëÿåò óñêîðåíèå òåëà â ýòîò ìîìåíò. Ýòîò ôàêò âåñüìà
ïðèíöèïèàëåí. Ïîëåçíî çàäóìàòüñÿ íàä òåì, êàê ìîã áû âûãëÿ-
äåòü «ìèð Àðèñòîòåëÿ», è ñîïîñòàâèòü åãî ñ «ìèðîì Íüþòîíà», ò. å.
ñ ðåàëüíûì ìèðîì, â êîòîðîì ìû æèâåì.

Â «ìèðå Àðèñòîòåëÿ» ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ òåëà â êàêîé-ëèáî
ìîìåíò âðåìåíè íå çàâèñèò îò òîãî, êàê òåëî äâèãàëîñü ðàíüøå; îíî
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé, äåéñòâóþùåé â äàííûé ìîìåíò. Ñè-
ëà íàïðàâëåíà âïðàâî — è òåëî äâèæåòñÿ âïðàâî. Íàïðàâëåíèå
ñèëû ñìåíèëîñü íà ïðîòèâîïîëîæíîå — â òî æå ñàìîå ìãíîâåíèå
òåëî ñòàëî äâèãàòüñÿ âëåâî. Ñèëà èñ÷åçëà — è òåëî òóò æå îñòà-
íîâèëîñü. Â òàêîì «ìèðå» ñîâåðøåííî îòñóòñòâóåò èíåðöèÿ. Âñå
îïðåäåëÿåòñÿ ñèþìèíóòíûì äåéñòâèåì òåë äðóã íà äðóãà. Ó ëþáî-
ãî ÿâëåíèÿ çäåñü íåò ïðåäûñòîðèè, íàñòîÿùåå íèêàê íå ñâÿçàíî ñ
ïðîøëûì, ïðîøëîå íèñêîëüêî íå âëèÿåò íà íàñòîÿùåå. Ñîîòâåò-
ñòâåííî è íàñòîÿùåå íèñêîëüêî íå âëèÿåò íà áóäóùåå. Èñïîëüçóÿ
èçâåñòíóþ ôðàçó øåêñïèðîâñêîãî Ãàìëåòà, ìû ìîãëè áû ñêàçàòü,
÷òî â ýòîì ñòðàííîì «ìèðå» «ïîðâàëàñü äíåé ñâÿçóþùàÿ íèòü».

Â ðåàëüíîì ìèðå, ïîä÷èíÿþùåìñÿ âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,
ñóùåñòâóåò èíåðöèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ïåðåâîäå ñ ëàòèíñêî-
ãî «èíåðöèÿ» îçíà÷àåò «áåçäåÿòåëüíîñòü», ýòî ñâîéñòâî íàøåãî ìè-
ðà îêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì, ïîòîìó ÷òî áëàãîäàðÿ
èíåðòíîñòè ëþáîå âîçäåéñòâèå íà òåëî â äàííûé ìîìåíò îòíþäü
íå ïåðå÷åðêèâàåò ðåçóëüòàòà âîçäåéñòâèé íà òåëî â ïðåäûäóùèå
ìîìåíòû âðåìåíè. Ñèëà íàïðàâëåíà âïðàâî — îäíàêî ñêîðîñòü
òåëà ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà â êàêîì-òî äðóãîì íàïðàâëåíèè, ïî-
ñêîëüêó òåëî «ïîìíèò» î âîçäåéñòâèè, êîòîðîå îíî èñïûòàëî â ïðî-
øëîì. Òåëî áðîñèëè ãîðèçîíòàëüíî, è, íàõîäÿñü â ïîëåòå ïîä äåé-
ñòâèåì íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî âíèç ñèëû òÿæåñòè, îíî «ïî-
ìíèò» î íà÷àëüíîì áðîñêå, à ïîòîìó äâèæåòñÿ íå âåðòèêàëüíî
âíèç, à ïî ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Ðàçîãíàâ òåëî äî íåêîòî-
ðîé ñêîðîñòè, ñèëà èñ÷åçëà — îäíàêî òåëî íå îñòàíîâèëîñü: îíî
«ïîìíèò» îá èñ÷åçíóâøåé ñèëå è ïî èíåðöèè ïðîäîëæàåò äâèãàòü-
ñÿ ñ ïðèîáðåòåííîé ðàíåå ñêîðîñòüþ.

Èòàê, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì äåé-
ñòâèÿ ñèëû íà òåëî ÿâëÿåòñÿ íå ñêîðîñòü òåëà, à åãî óñêîðåíèå,
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â íàøåì ìèðå ïðîøëîå âëèÿåò íà íàñòîÿùåå. Ñîîòâåòñòâåííî,
íàñòîÿùåå âëèÿåò íà áóäóùåå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàñòîÿùåå
ïîìíèò î ïðîøëîì è íå îêàæåòñÿ çàáûòûì â áóäóùåì, è ïîýòîìó
íå ïðåðûâàåòñÿ «äíåé ñâÿçóþùàÿ íèòü».

2.2.6. Принцип независимости действия сил

Ïóñòü íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó äåéñòâóþò îäíîâðåìåííî ñèëû

1, 2, 3, …, . Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà åñòü âåêòîðíàÿ ñóììà

1 + 2 + 3 + … + n, êîòîðóþ êðàòêî çàïèñûâàþò òàê: .

Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà óñêîðåíèå òî÷êè  çàïèøåì â
âèäå

 = , (2.11)

ãäå m — ìàññà òî÷êè. Ýòî óñêîðåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû:

 = , (2.12)

ãäå i =  — óñêîðåíèå, ñîîáùàåìîå òî÷êå ñèëîé . Êàæäàÿ èç

ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, ñîîáùàåò åé «ñâîå» óñ-
êîðåíèå, êàê åñëè áû äðóãèõ ñèë íå áûëî. Â ýòîì ñóùíîñòü ïðèí-
öèïà íåçàâèñèìîñòè äåéñòâèÿ ñèë.

Èñïîëüçóåì ýòîò ïðèíöèï â êîíêðåòíîé çàäà÷å.

Задача. Òåëî ìàññîé m ïàäàåò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ âû-

ñîòû H è ïðè ýòîì íà íåãî äåéñòâóåò ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé 
ãîðèçîíòàëüíî äóþùèé âåòåð. Òðåáóåòñÿ íàéòè âðåìÿ ïàäåíèÿ
òåëà è äàëüíîñòü åãî ïîëåòà ïî íàïðàâëåíèþ âåòðà. Ñîïðîòèâ-
ëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Íà òåëî äåéñòâóþò äâå ñèëû: ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà âåòðà  è

âåðòèêàëüíàÿ ñèëà òÿæåñòè ò. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, óñ-
êîðåíèå òåëà

 = .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì íåçàâèñèìîñòè äåéñòâèÿ ñèë âå-

òåð ñîîáùàåò òåëó óñêîðåíèå â =  (êàê åñëè áû ñèëû òÿæåñòè
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íå áûëî), à ñèëà òÿæåñòè ñîîáùàåò òåëó óñêîðåíèå  (êàê åñëè áû
íå áûëî âåòðà). Ðåçóëüòèðóþùåå óñêîðåíèå åñòü âåêòîðíàÿ ñóììà

 = â + . Ñîðèåíòèðóåì x-îñü ïî íàïðàâëåíèþ âåòðà, à y-îñü âåð-
òèêàëüíî ââåðõ. Äâèæåíèå ïî x-îñè ðàññìàòðèâàåì êàê äâèæåíèå

ïîä äåéñòâèåì òîëüêî âåòðà è çàïèøåì vx(t) = , à äâèæåíèå ïî

y-îñè — êàê äâèæåíèå òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è çàïè-
øåì vy(t) = –gt. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ x- è y-êîîðäèíàò òåëà ïîëó÷èì

; (1*)

. (2*)

Âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà T íàõîäèì èç (2*), ïîëîæèâ y = 0:

.

Äàëüíîñòü ïîëåòà L íàéäåì èç (1*), ïîëîæèâ t = T:

.

2.2.7. Силы, которые не являются силами

Â ï. 2.2.1 îòìå÷àëîñü, ÷òî ïîíÿòèå ñèëû íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ â ñè-
òóàöèÿõ, íå èìåþùèõ îòíîøåíèÿ ê ôèçèêå (âñïîìíèì, íàïðèìåð, î

«ñèëå âîëè», «ñèëàõ íà èñõîäå», î òîì, ÷òî «íàäî ïîáåðå÷ü ñèëû»). Ýòî ïîíÿòèå
ïðîíèêëî â ôèçèêó ìíîãèìè ïóòÿìè, ïðèæèëîñü è äî ñèõ ïîð ïðèìåíÿåòñÿ, â
÷àñòíîñòè, ê ïîíÿòèÿì, êîòîðûå â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ñèëîé è åäè-
íèöàìè ñèëû íå èçìåðÿþòñÿ.

Òàê, íè «ñèëà òîêà», íè «ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà» íå ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè.
Ñèëà òîêà âûðàæàåòñÿ â àìïåðàõ, à ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà — â âîëüòàõ. Èñ-
òîðè÷åñêè ñëîæèëàñü êóðüåçíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà â îäíîì è òîì æå ôèçè÷åñêîì

çàêîíå (çàêîíå Îìà) I =  ôèãóðèðóþò ñðàçó äâå «ëæåñèëû»: I — ñèëà

òîêà è 1 — ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà.
Åñòü è äðóãèå ïðèìåðû ñîõðàíèâøèõñÿ â ôèçèêå «ñèë», êîòîðûå íà ñàìîì

äåëå íå ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ: «ñèëà çâóêà», ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñî-
áîé â äåéñòâèòåëüíîñòè èíòåíñèâíîñòü çâóêà (âûðàæàåòñÿ â âàòòàõ íà êâàä-
ðàòíûé ìåòð), «ñèëà ñâåòà», êîòîðàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè åñòü ñâåòîâîé ïîòîê
(èçìåðÿåòñÿ â êàíäåëàõ), «îïòè÷åñêàÿ ñèëà», êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé, îáðàòíîé ôîêóñíîìó ðàññòîÿíèþ ëèíçû (èçìåðÿåòñÿ â äèîïòðèÿõ,
ò. å. â îáðàòíûõ ìåòðàõ).

Íåêîòîðûå «ñèëû», áûâøèå íåêîãäà â óïîòðåáëåíèè, â XIX ñòîëåòèè ïîä-
âåðãëèñü «÷èñòêå» — ïîëó÷èëè íîâûå íàèìåíîâàíèÿ. Òàê, «æèâàÿ ñèëà» ñòàëà

gº

aº aº gº

Ft
m
------

x 1
2
---

Ft2

m
---------=

y H 1
2
---gt2

−=

T 2H
g
--------=

L 1
2
---

Ft2

m
---------

FH
mg
---------

= =

1

R r+
-------------



57

èìåíîâàòüñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, à «íàïðÿæåííàÿ ñèëà» îêàçàëàñü ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèåé. «Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ñèëû» ïðåîáðàçîâàëñÿ â çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

2.2.8. Измерение силы с помощью динамометра

Ïðèêðåïëåííàÿ ê òåëó ðàñòÿ-
íóòàÿ ïðóæèíà òÿíåò ê ñåáå òåëî ñ

ñèëîé óïð (ðèñ. 2.1). Ýòó ñèëó íà-
çûâàþò ñèëîé óïðóãîñòè ïðóæè-
íû. Îíà íàïðàâëåíà âäîëü îñè
ïðóæèíû; åå ìîäóëü ïðîïîðöèîíà-
ëåí óäëèíåíèþ ∆l ïðóæèíû ïðè
ðàñòÿãèâàíèè:

Fóïð = k∆l. (2.13)

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñ-
òè k íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì óïðóãîñòè èëè æåñòêîñòüþ.
Æåñòêîñòü çàâèñèò îò ìàòåðèàëà ïðóæèíû, à òàêæå îò åå ðàç-
ìåðîâ.

Ôîðìóëà (2.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü
çàêîíà Ãóêà. Ðîáåðò Ãóê, ñîâðåìåííèê Íüþòîíà, óñòàíîâèë çàâè-
ñèìîñòü ñèëû óïðóãîñòè îò óïðóãîé äåôîðìàöèè, ïîêàçàë, ÷òî ýòà
çàâèñèìîñòü ëèíåéíàÿ. Çàìåòèì, ÷òî äåôîðìàöèÿ òåëà íàçûâàåòñÿ
óïðóãîé, åñëè ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ äåôîðìèðóþùèõ ñèë
òåëî ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåò ñâîþ ôîðìó è ðàçìåðû. Ðàññìàò-
ðèâàåìîå â íàøåì ñëó÷àå ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû ÿâëÿåòñÿ ïðèìå-
ðîì óïðóãîé äåôîðìàöèè.

Âåðíåìñÿ ê ñèòóàöèè, èçîáðàæåííîé â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà 2.1.
Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, òåëî â äàííûé ìîìåíò áóäåò

èìåòü óñêîðåíèå  = , ãäå m — ìàññà òåëà. Ïðèëîæèì òåïåðü

ê òåëó òàêóþ ñèëó , ÷òîáû îíî îñòàâàëîñü â ïîêîå (ðèñ. 2.2). Äëÿ

ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ñèëû  è óïð îêàçàëèñü óðàâíîâåøåííûìè;
ñëåäîâàòåëüíî,

 = – óïð.

Ðèñ. 2.1
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Îáðàòèì âíèìàíèå: ïðèðîäà ñèëû  íå îãîâàðèâàëàñü,
ýòà ñèëà îòíþäü íå äîëæíà èìåòü òàêóþ æå ïðèðîäó, ÷òî

è ñèëà óïðóãîñòè. È íåñìîòðÿ íà ýòî ìîæíî ñðàâíèòü ñèëû  è

óïð è óòâåðæäàòü, ÷òî êîëü ñêîðî ñèëà  óðàâíîâåñèëà ñèëó óï-

ðóãîñòè, òî, çíà÷èò, îíà íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî ñèëå óïð è

åå ìîäóëü ðàâåí ìîäóëþ ñèëû óïð, êîòîðûé, êàê ìû óæå çíàåì,
îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Ãóêà (2.13).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñïîñîá èçìåðåíèÿ ñèëû , êà-
êîâà áû íè áûëà åå ïðèðîäà. Äëÿ èçìåðåíèÿ  íóæíî íàéòè
îïûòíûì ïóòåì ñèëó óïðóãîñòè ïðóæèíû, óðàâíîâåøèâàþùóþ ñè-

ëó . Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò äèíàìîìåòð — ïðèáîð, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé ïðóæèíó, ïðîãðàäóèðîâàííóþ íà ðàçëè÷íûå çíà÷å-
íèÿ ñèëû óïðóãîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ óäëèíåíèåì ïðóæèíû ∆l ïðè
åå ðàñòÿæåíèè (ðèñ. 2.3). Äèíàìîìåòð ïîçâîëÿåò èçìåðèòü ïðèëî-

æåííóþ ê åãî êðþ÷êó ñèëó , ôèêñèðóÿ ñèëó óïðóãîñòè ïðóæèíû,

óðàâíîâåøèâàþùóþ ñèëó .

Íà ðèñóíêå 2.4 ïîêàçàíî, êàê èçìåðèòü ñèëó òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ ñàíîê. Äèíàìîìåòð ïðèêðåïëÿþò âåðåâêîé ê ñàíêàì â òî÷êå A
è òÿíóò çà êðþ÷îê ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû ñàíêè ñêîëüçè-

ëè ðàâíîìåðíî. Èñêîìàÿ ñèëà òð óðàâíîâåøèâàåòñÿ ôèêñèðóåìîé

äèíàìîìåòðîì ñèëîé óïðóãîñòè óïð. Ñëåäîâàòåëüíî, òð = – óïð.

Примечание

Сила, приложенная к крючку динамометра, направлена на рисунке

вправо. Значит, уравновешивающая ее сила упругости должна быть направ�

лена влево. Однако на рисунке сила упругости 
упр

 направлена тоже
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вправо. Как это понять? Дело в том, что стремящаяся сжаться растянутая

пружина действует с равными по модулю, но противоположно направлен�

ными силами упругости на тела, прикрепленные как к одному, так и к друго�

му ее концу (иначе говоря, как к крючку, так и к санкам).

Èç ðèñóíêà 2.5 âèäíî, êàê ìîæíî èçìåðèòü ñèëó òÿ-

æåñòè ãèðè ò. Íàäî ïðîñòî ïîäâåñèòü ãèðþ ê äèíà-
ìîìåòðó. Òàê êàê ãèðÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ,

òî ò = – óïð.
Ïðîñòîé îïûò ñ òðåìÿ äèíàìîìåòðàìè ïîçâîëÿåò

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèëû ñêëàäûâàþòñÿ êàê âåê-
òîðû. Ñâÿæåì óçëîì òðè íèòè ñ ïåòëÿìè íà êîíöàõ
è íàäåíåì ïåòëè íà êðþ÷êè òðåõ äèíàìîìåòðîâ. Âñå
òðè äèíàìîìåòðà óêðåïèì íà ãîðèçîíòàëüíîì ëèñòå
ôàíåðû ñ ïîìîùüþ ãâîçäåé òàê, ÷òîáû èõ ïðóæèíû
îêàçàëèñü êàê-òî ðàñòÿíóòûìè (ðèñ. 2.6, à). Óçåë

ïîêîèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, óïð + ′óïð + ′′óïð = 0
(âñå òðè ñèëû óïðóãîñòè, äåéñòâóþùèå íà óçåë ñî
ñòîðîíû äèíàìîìåòðîâ, óðàâíîâåøåíû). Íà ëèñòå
áóìàãè, çàêðåïëåííîì íà ôàíåðå, îòìåòèì ïîëîæå-
íèå óçëà 0 è íàïðàâëåíèÿ òðåõ íàòÿíóòûõ íèòåé. Îòëîæèì ïî ýòèì
íàïðàâëåíèÿì ôèêñèðóåìûå äèíàìîìåòðàìè ìîäóëè Fóïð, F′óïð,
F′′óïð â ïðîèçâîëüíîì ìàñøòàáå — ïîëó÷èì ñòðåëêè, èçîáðàæàþ-

ùèå íà ëèñòå áóìàãè ñèëû óïðóãîñòè óïð, ′óïð, ′′óïð. Ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ñòðåëêè äàþò íóëü ïðè ñëîæåíèè ïî ïðàâèëó
ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ (îíè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, ñì. ðèñ. 2.6, á).

Ìîæíî ïîâòîðÿòü îïûò, ìåíÿÿ âñÿêèé ðàç ðàñïîëîæåíèÿ äè-
íàìîìåòðîâ è ðàñòÿæåíèÿ èõ ïðóæèí. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ òðîéêà ñèë
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óïðóãîñòè áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü â ðåçóëüòàòå âåêòîðíîãî ñëî-
æåíèÿ.

Ñèñòåìà ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñîñòîèò èç îñíîâíûõ è
ïðîèçâîäíûõ âåëè÷èí. Îñíîâíàÿ âåëè÷èíà â äàííîé
ñèñòåìå — ýòî âåëè÷èíà, ïðèíèìàåìàÿ çà íåçàâèñè-
ìóþ. Îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äðóãèõ âåëè-
÷èí ñèñòåìû. Ïðîèçâîäíàÿ âåëè÷èíà — ýòî âåëè÷èíà,
îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç äðóãèå, ðàíåå ââåäåííûå, à òàêæå
íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû ñèñòåìû.
Èç îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí Ìåæäóíàðîäíîé ñèñ-
òåìû åäèíèö (ÑÈ) â ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òðè âåëè-
÷èíû — âðåìÿ (â ñåêóíäàõ), äëèíà (â ìåòðàõ), ìàññà
(â êèëîãðàììàõ). Íà îñíîâå êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøå-
íèé â ãëàâå 1 ââåäåíû åäèíèöû ïðîèçâîäíûõ âåëè÷èí —
ñêîðîñòè, óñêîðåíèÿ, óãëîâîé ñêîðîñòè. Òåïåðü ââåäåì
åäèíèöû åùå ÷åòûðåõ ïðîèçâîäíûõ âåëè÷èí — ñèëû, èì-
ïóëüñà òåëà, ïëîòíîñòè, æåñòêîñòè ïðóæèíû. Èç âòîðîãî
çàêîíà Íüþòîíà çàïèøåì

åäèíèöà ñèëû = .

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöà ñèëû — êèëîãðàìì-ìåòð íà

ñåêóíäó â êâàäðàòå (îáîçíà÷åíèå: ). Ýòà åäèíèöà

èìååò ñïåöèàëüíîå íàèìåíîâàíèå — íüþòîí (îáîçíà-

÷åíèå: H); 1 Í = 1 .

Íüþòîí — ñèëà, êîòîðàÿ òåëó ìàññîé 1 êã ñîîáùàåò
óñêîðåíèå 1 ì/ñ2.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) èìååì

åäèíèöà èìïóëüñà = .

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöà èìïóëüñà — êèëîãðàìì-ìåòð
â ñåêóíäó (îáîçíà÷åíèå: êãæì/ñ).
Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.8) çàïèøåì

åäèíèöà ïëîòíîñòè = 

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöà ïëîòíîñòè — êèëîãðàìì íà
êóáè÷åñêèé ìåòð (îáîçíà÷åíèå: êã/ì3).
Èç çàêîíà Ãóêà ñëåäóåò, ÷òî

åäèíèöà æåñòêîñòè = ,

îòêóäà ïîëó÷àåì: åäèíèöà æåñòêîñòè ïðóæèíû — íüþ-
òîí íà ìåòð (îáîçíà÷åíèå: H/ì); 1 Í/ì = 1 êã/ñ2.

О единицах

физических
величин

åäèíèöà
ìàññû

åäèíèöà
óñêîðåíèÿç

êã ì⋅

ñ2
--------------

êã ì⋅

ñ2
--------------

åäèíèöà
ìàññû

åäèíèöà
ñêîðîñòèç

åäèíèöà ìàññû

åäèíèöà îáúåìà
.

åäèíèöà ñèëû

åäèíèöà äëèíû
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2.3. ÑÈËÛ Â ÌÅÕÀÍÈÊÅ

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìåõàíè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïðèõîäèòñÿ èìåòü
äåëî, â îñíîâíîì, ñ ñèëàìè òðåõ òèïîâ:

ñèëû òÿãîòåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ðàññòîÿíèè;
ñèëû óïðóãîñòè;
ñèëû òðåíèÿ.
Ïîñëåäíèå äâà òèïà ñèë — ýòî êîíòàêòíûå ñèëû. Îíè äåéñò-

âóþò ëèøü ïðè íåïîñðåäñòâåííîì êîíòàêòå òåë.

2.3.1. Сила тяжести и центр тяжести

Ñèëîé òÿæåñòè íàçûâàþò ñèëó ïðèòÿæåíèÿ Çåìëåé òåë, íà-
õîäÿùèõñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè èëè â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñ-
òè îò íåå. Ñèëà òÿæåñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé, õîòÿ è î÷åíü
âàæíûé äëÿ íàñ âèä ñèëû âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. (Î çàêîíå âñå-
ìèðíîãî òÿãîòåíèÿ áóäåò îòäåëüíûé ðàçãîâîð â ãëàâå 6). Ïîêà æå
äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñèëà òÿæåñòè äåéñòâóåò íà âñå òåëà è âî
âñÿêîå âðåìÿ (åå äåéñòâèå íà òåëî íåëüçÿ ïðåêðàòèòü). Ñèëà òÿ-

æåñòè ò îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ò = , (2.14)

ãäå m — ìàññà òåëà,  — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ1); âåêòîð

 íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî âíèç; åãî ìîäóëü ðàâåí 9,8 ì/ñ2.
Íàïîìíèì, ÷òî â § 1.5 îáñóæäàëîñü äâèæåíèå òåëà ïîä äåéñò-

âèåì ñèëû òÿæåñòè — òàê íàçûâàåìîå ñâîáîäíîå ïàäåíèå. Ïðè
ýòîì èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Êàê íàéòè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè â ñëó÷à-
ÿõ, êîãäà òåëî íåëüçÿ ïðåäñòàâëÿòü ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êîé?

Ýòî ñîâñåì íåòðóäíî ñäåëàòü äëÿ äâóìåðíîãî òåëà, íàïðèìåð
äëÿ êóñêà ôàíåðû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ïîäâåñèì òàêîå òåëî (êóñîê
ôàíåðû) íà íèòè â íåêîòîðîé òî÷êå A (ðèñ. 2.7, à). Íà òåëî äåéñò-

âóþò äâå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè ò è ñèëà ðåàêöèè íèòè  (ñèëà óï-

ðóãîñòè). Òàê êàê òåëî ïîêîèòñÿ, òî, ñëåäîâàòåëüíî, ò +  = 0.

Çíà÷èò, ò = –  — ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ðåàêöèè íèòè íàïðàâ-
ëåíû ïðîòèâîïîëîæíî, ëèíèè èõ äåéñòâèÿ — îáùàÿ âåðòèêàëüíàÿ

1) Ðàíåå â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå íåïðàâèëüíî èñïîëüçîâàëñÿ òåðìèí óñêîðå-
íèå ñèëû òÿæåñòè.
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ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A
(øòðèõîâàÿ ïðÿìàÿ AK íà ðèñóíêå 2.7, à).
Òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè äîëæíà
íàõîäèòüñÿ ãäå-òî íà ýòîé ïðÿìîé.
Ïîäâåñèì òåïåðü íàø êóñîê ôàíåðû â
äðóãîé òî÷êå; ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà B
(ðèñ. 2.7, á). Ïîâòîðèâ ïðåæíèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî
òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè äîëæ-
íà íàõîäèòüñÿ íà ïðÿìîé BM. Ïîíÿòíî,
÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AK è
BM (òî÷êà C) êàê ðàç è áóäåò ÿâëÿòüñÿ
èñêîìîé òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ñèëû òÿ-

æåñòè. Åå íàçûâàþò öåíòðîì òÿæåñòè òåëà. Îáðàòèì âíèìàíèå:
öåíòð òÿæåñòè òåëà åñòü òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè, äåéñò-
âóþùåé íà òåëî ïðè ëþáîì åãî ïîëîæåíèè â ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîäâåøèâàÿ êóñîê ôàíåðû íà íèòè â ñàìûõ ðàç-
íûõ òî÷êàõ.

Ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíûõ òåë ïðîñòîé ôîðìû
ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Òàê, öåíòðû òÿ-
æåñòè äèñêà, øàðà, êâàäðàòíîé ïëàñòèíêè, êóáà ñîâïàäàþò ñ ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè öåíòðàìè òåë. Öåíòð òÿæåñòè öèëèíäðà íàõîäèòñÿ
íà ñåðåäèíå åãî îñè. Öåíòðû òÿæåñòè ïëàñòèíêè â ôîðìå ïàðàë-
ëåëîãðàììà è áðóñà â ôîðìå ïàðàëëåëåïèïåäà íàõîäÿòñÿ â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ èõ äèàãîíàëåé.

Äîïóñòèì, òåëî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé, äëÿ êàæäîé èç
êîòîðûõ öåíòð òÿæåñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç ñîîáðàæåíèé
ñèììåòðèè (íàïðèìåð, òåëî èç íåñêîëüêèõ äèñêîâ èëè øàðîâ, íà-
äåòûõ íà îáùèé âàë). Ñèëà òÿæåñòè òàêîãî òåëà ìîæåò áûòü íàé-
äåíà êàê ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë òÿæåñòè äèñêîâ (øàðîâ) è âàëà.
(Îá ýòîì ìû ïîãîâîðèì â ãëàâå 3.)

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðèòÿæåíèå Çåìëè äåéñòâóåò íà âñå ÷àñòèöû, èç
êîòîðûõ ñîñòîèò äàííîå òåëî. Íî åñëè íàì èçâåñòíî ïîëîæåíèå
öåíòðà òÿæåñòè òåëà, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü òîëüêî îäíà
ñèëà, ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå òÿæåñòè è ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìàñ-
ñû òåëà íà óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

2.3.2. Силы упругости и деформация тел

Íà óæå çíàêîìîì íàì ðèñóíêå 2.5 ãèðÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

ïîêîÿ, ïîñêîëüêó åå ñèëà òÿæåñòè ò óðàâíîâåøåíà ñèëîé óï-

ðóãîñòè ïðóæèíû äèíàìîìåòðà óïð ( ò + óïð = 0). Íî âîò äè-
íàìîìåòð óáðàëè è ïîäâåñèëè ãèðþ ïðîñòî íà íèòè. Ãèðÿ ïî-
ïðåæíåìó íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ è, çíà÷èò, íà íåå äîëæíà
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äåéñòâîâàòü ñî ñòîðîíû íèòè ñèëà, óðàâíîâåøèâàþ-

ùàÿ ñèëó òÿæåñòè ò; îáîçíà÷èì ýòó ñèëó ÷åðåç 

(ðèñ. 2.8). Ïîíÿòíî, ÷òî ò +  = 0. Ñèëó  ìîæíî
íàçâàòü ñèëîé ðåàêöèè íèòè.

Îíà âîçíèêëà âñëåäñòâèå äåôîðìàöèè íèòè, ò. å.
âñëåäñòâèå íåêîòîðîãî ðàñòÿæåíèÿ íèòè ïîä äåéñò-
âèåì ïîäâåøåííîé íà ýòîé íèòè ãèðè. Êîíå÷íî, â
îòëè÷èå îò ïðóæèíû, íèòü ðàñòÿãèâàåòñÿ âåñüìà íå-
çíà÷èòåëüíî, è óâèäåòü âîî÷èþ ýòî ðàñòÿæåíèå íåâîçìîæíî.
Íî åãî âïîëíå ñïîñîáíû îáíàðóæèòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå ïðè-
áîðû.

Èòàê, ñèëà ðåàêöèè íèòè , îáóñëîâëåííàÿ åå äåôîðìàöèåé
ïîä äåéñòâèåì ïîäâåøåííîé íà íèòè ãèðè, èìååò òàêóþ æå ïðèðî-
äó, ÷òî è ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû. Êîðî÷å ãîâîðÿ, ñèëà ðåàêöèè

íèòè  — íå ÷òî èíîå, êàê ñèëà óïðóãîñòè. Îíà òàê è áûëà íà-
çâàíà â ñêîáêàõ â ï. 2.3.1 ïðè îáñóæäåíèè îïûòà ïî îòûñêàíèþ
öåíòðà òÿæåñòè êóñêà ôàíåðû. Äîâîëüíî ÷àñòî äëÿ ñèëû ðåàêöèè

íèòè  èñïîëüçóþò íàçâàíèå «ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè». Íàø
ñ î â å ò: òàê äåëàòü íå ñëåäóåò, ïîñêîëüêó ñèëà ðåàêöèè íèòè ïðè-
ëîæåíà ê òåëó, âçàèìîäåéñòâóþùåìó ñ íèòüþ, òîãäà êàê ñèëà íà-
òÿæåíèÿ íèòè ïðèëîæåíà ê ñàìîé íèòè (îíà íàòÿãèâàåò íèòü).
(Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. â § 2.4.)

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî ëåæàùàÿ íà ñòîëå êíèãà íå ïðîâàëèâà-
åòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ñêâîçü ñòîë áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî
íà íåå äåéñòâóåò ñî ñòîðîíû êðûøêè ñòîëà óðàâíîâåøèâàþùàÿ
ñèëà. Ýòó ñèëó åñòåñòâåííî íàçâàòü ñèëîé ðåàêöèè êðûøêè ñòîëà
èëè, áîëåå øèðîêî, ñèëîé ðåàêöèè îïîðû. Íà ðèñóíêå 2.9 äàíû îáå

ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êíèãó: ñèëà òÿæåñòè ò è ñèëà ðåàêöèè

îïîðû . Ïîíÿòíî, ÷òî ò +  = 0. Ñèëà ðåàêöèè îïîðû âîçíèêëà
âñëåäñòâèå äåôîðìàöèè êðûøêè ñòîëà ïîä äåéñòâèåì ëåæàùåé
íà íåé êíèãè. Â äàííîì ñëó÷àå ìû
èìååì äåëî ñ äåôîðìàöèåé, íàçûâàå-
ìîé èçãèáîì. Ïîä äåéñòâèåì êíèãè
êðûøêà ñòîëà ñëåãêà (íà ãëàç ýòîãî íå
çàìåòèøü) ïðîãèáàåòñÿ — è âîçíèêàåò

ñèëà ðåàêöèè îïîðû  (ñèëà óïðóãîñ-
òè), íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ
è ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ ñèëå òÿæåñòè

êíèãè ò.
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Òåïåðü ìîæíî äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ñèëû óïðóãîñòè:

ýòî åñòü ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû äåôîðìèðîâàííîãî
òåëà íà ñîïðèêàñàþùèåñÿ ñ íèì òåëà è íàïðàâëåííàÿ ïðîòè-
âîïîëîæíî ïåðåìåùåíèþ ÷àñòåé òåëà ïðè åãî äåôîðìàöèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå: ñèëû óïðóãîñòè ïîÿâëÿþòñÿ òîëü-
êî ïðè äåôîðìàöèÿõ, ò. å. ïðè êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèÿõ

ðàçìåðîâ èëè ôîðìû òåëà. Íàáëþäàþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû äåôîð-
ìàöèè: ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå, èçãèá, ñäâèã, êðó÷åíèå. Åñëè òåëî,
äåôîðìèðîâàííîå êàêèì-ëèáî îáðàçîì (íàïðèìåð, ðàñòÿíóòàÿ èëè
ñæàòàÿ ïðóæèíà, èçîãíóòàÿ ñòàëüíàÿ ïëàñòèíêà èëè ïðîñòî íåçíà-
÷èòåëüíî ïðîãíóâøàÿñÿ êðûøêà ñòîëà è íàòÿíóòàÿ íèòü), ñîïðè-
êàñàåòñÿ ñ äðóãèì òåëîì, òî íà ýòî «äðóãîå òåëî» áóäåò äåéñòâî-
âàòü ñèëà óïðóãîñòè ñî ñòîðîíû äåôîðìèðîâàííîãî òåëà. Íàïðàâ-
ëåíèå ñèëû óïðóãîñòè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ, â êîòîðîì
ïåðåìåùàþòñÿ ÷àñòè òåëà ïðè äåôîðìàöèè. Åñëè, íàïðèìåð, ïîä-
âåøåííàÿ ê ïîòîëêó ïðóæèíà áûëà îòòÿíóòà êíèçó, òî åå óïðóãàÿ
ñèëà áóäåò òÿíóòü ââåðõ òåëî, ïîäâåøåííîå ê ïðóæèíå. Åñëè êðûø-
êà ñòîëà ïðîãèáàåòñÿ êíèçó, òî åå óïðóãàÿ ñèëà áóäåò ïîäòàëêè-
âàòü ââåðõ êíèãó, ëåæàùóþ íà êðûøêå ñòîëà.

2.3.3. Силы трения

Íà ãîðèçîíòàëüíóþ äîñêó ïîëîæèì òÿ-
æåëûé äåðåâÿííûé áðóñîê, îáâÿæåì åãî
íèòüþ è ñ åå ïîìîùüþ íà÷íåì òÿíóòü áðó-

ñîê ñ ãîðèçîíòàëüíî íàïðàâëåííîé ñèëîé ,
êîòîðóþ íàçîâåì ñèëîé òÿãè (ðèñ. 2.10).

Áóäåì ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü ìîäóëü ñèëû  (åãî ìîæíî âñÿêèé
ðàç ôèêñèðîâàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äèíàìîìåòðîì, êàê ýòî ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 2.4). Ïîêà ìîäóëü ñèëû òÿãè îòíîñèòåëüíî ìàë, áðó-
ñîê îñòà¸òñÿ â ïîêîå è, çíà÷èò, íà íåãî äåéñòâóåò ñî ñòîðîíû äîñêè

óðàâíîâåøèâàþùàÿ ñèëà òð, ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ ñèëå òÿãè  è íà-
ïðàâëåííàÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó:

òð = – .

Ýòó ñèëó íàçûâàþò ñèëîé òðåíèÿ ïîêîÿ. Ëèíèÿ äåéñòâèÿ óêà-
çàííîé ñèëû ïðîõîäèò ïî ïîâåðõíîñòè òîé ãðàíè áðóñêà, êîòîðàÿ
ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ äîñêè.

Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòè
áðóñêà è äîñêè, êàêèìè áû îòïîëèðîâàííûìè îíè íè áûëè, èìåþò
ìíîãî÷èñëåííûå ìåëêèå íåðîâíîñòè, øåðîõîâàòîñòè, õîðîøî íà-
áëþäàåìûå ïîä ìèêðîñêîïîì. Îáåñïå÷èâàÿ ñöåïëåíèå ñîïðèêà-
ñàþùèõñÿ òåë, ýòè íåðîâíîñòè îáóñëîâëèâàþò ïîÿâëåíèå ñèëû òðå-

!
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íèÿ ïîêîÿ, íå ïîçâîëÿþùåé ñäâèíóòü áðóñîê ñ ìåñòà, åñëè ñèëà
òÿãè îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà.

Ñ óâåëè÷åíèåì ñèëû òÿãè âîçðàñòàåò è ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ. Ýòî
áóäåò ïðîèñõîäèòü äî òåõ ïîð, ïîêà ñèëà òÿãè íå äîñòèãíåò íåêî-
òîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ FR, ïîñëå ÷åãî áðóñîê ïðèäåò â äâè-
æåíèå. Òåïåðü ñî ñòîðîíû äîñêè íà áðóñîê áóäåò äåéñòâîâàòü óæå
íå ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ, à ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò,
F′ = μ′N, (2.15)

ãäå N — ìîäóëü ñèëû ðåàêöèè îïîðû, μ′ — êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ïîêîÿ; îí íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ïëîùàäè ñîïðèêîñíîâåíèÿ òåë, íî
çàâèñèò îò ñî÷åòàíèÿ ìàòåðèàëîâ, èç êîòîðûõ ñäåëàíû ñîïðèêàñàþ-
ùèåñÿ òåëà, à òàêæå îò õàðàêòåðà îáðàáîòêè èõ ïîâåðõíîñòåé. ×åì
áîëüøå ñèëà ðåàêöèè îïîðû, òåì ñèëüíåå áðóñîê ïðèæèìàåòñÿ ê äî-
ñêå è òåì áîëüøå äîëæíà áûòü ñèëà òÿãè, êîòîðàÿ, íàêîíåö, ñäâèíåò
áðóñîê ñ ìåñòà è çàñòàâèò åãî ñêîëüçèòü ïî ïîâåðõíîñòè äîñêè. Äëÿ
óâåëè÷åíèÿ N íàäî óâåëè÷èâàòü ñèëó òÿæåñòè áðóñêà (âåäü N = Fò);
ìîæíî, íàïðèìåð, ñâåðõó íà áðóñîê ïîëîæèòü êèðïè÷.

Èòàê, ïîñòåïåííî âîçðàñòàþùàÿ ñèëà òÿãè äîñòèãëà êðèòè÷å-
ñêîãî çíà÷åíèÿ F, è áðóñîê íà÷àë ñêîëüçèòü ïî äîñêå. Ïðè F = F0

ñêîëüæåíèå áóäåò ðàâíîìåðíûì. Ïðè F j FR ñêîëüæåíèå áóäåò
ïðîèñõîäèòü ñ óñêîðåíèåì , ìîäóëü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ, ñî-
ãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ñîîòíîøåíèåì

, (2.16)

ãäå m — ìàññà áðóñêà. Ïîñëå òîãî, êàê íà÷àëîñü ñêîëüæåíèå áðó-
ñêà, ñèëà òðåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðåñòà¸ò çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ñè-
ëû òÿãè. Îíà ñòàíîâèòñÿ ñèëîé òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ; åå ìîäóëü
ïðèáëèæåííî îïèñûâàþò ôîðìóëîé, ïîõîæåé íà ôîðìóëó (2.15):

Fòð = μN. (2.17)

Çäåñü μ — êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Îí íåìíîãî ìåíüøå êî-
ýôôèöèåíòà òðåíèÿ ïîêîÿ μR è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîäóëü ñèëû òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ íåìíîãî ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñèëû òÿãè F′.

Èçìåíåíèå ìîäóëÿ ñèëû òðåíèÿ
ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ ñèëû
òÿãè óäîáíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè
(ðèñ. 2.11). Ïðè F < F′ ýòîò ãðàôèê
îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü îò F ìîäóëÿ
ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ (â ýòîì ñëó÷àå
Fòð = F), à ïðè F l F′ — çàâèñèìîñòü
îò F ìîäóëÿ ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ
(â ýòîì ñëó÷àå Fòð = μN — çàâèñè-
ìîñòü îò F îòñóòñòâóåò).
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Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè F > F′ ìîäóëü ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ íå
ïîñòîÿíåí, à ñëåãêà èçìåíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñèëû òÿãè, ïîñêîëü-
êó êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ μ ñëàáî çàâèñèò îò ñêîðîñòè
ñêîëüæåíèÿ áðóñêà, à îíà âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ñèëû òÿãè. Ñíà÷àëà
ñ ðîñòîì F êîýôôèöèåíò μ íåìíîãî óìåíüøàåòñÿ, íî ïîòîì îí íà-
÷èíàåò ìåäëåííî âîçðàñòàòü. Ïîýòîìó íà ãðàôèêå âìåñòî ãîðèçîí-
òàëüíîé ïðÿìîé ñëåäîâàëî áû èçîáðàçèòü øòðèõîâóþ êðèâóþ.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ μ
ìåíüøå åäèíèöû (íàïðèìåð, ïðè ñêîëüæåíèè äåðåâÿííîãî áðóñêà
ïî äîñêå îí ðàâåí ïðèìåðíî 0,5, à ïðè ñêîëüæåíèè áðóñêà ïî ëüäó
îí ñíèæàåòñÿ äî 0,04). Ïîýòîìó ìîäóëü ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ

òð ìåíüøå ìîäóëÿ ñèëû ðåàêöèè îïîðû . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ëþáîå òåëî ëåã÷å ïåðåìåùàòü âîëîêîì, ÷åì ïîäíèìàòü èëè ïåðå-
íîñèòü.

2.3.4. Роль сил трения

Êàêóþ ðîëü â íàøåé æèçíè èãðàþò ñèëû òðåíèÿ?

Ýòîò âîïðîñ çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ
ñèëà òðåíèÿ íàïðàâëåíà ïðîòèâ äâèæåíèÿ òåëà, à ïîòîìó íåðåä-
êî ìîæíî ñëûøàòü, ÷òî ðîëü òðåíèÿ â íàøåé æèçíè íåãàòèâíà.
Ñ÷èòàåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî «òðåíèå ìåøàåò äâèæåíèþ». Íåäàðîì
æå ïðèíèìàþòñÿ ìåðû äëÿ óìåíüøåíèÿ òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ âíó-
òðè ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìîâ ñ äâèæóùèìèñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà ÷àñòÿìè — ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè î÷èùàþò, ïîëè-
ðóþò, ñìàçûâàþò; ïðèìåíÿþòñÿ øàðèêîïîäøèïíèêè.

Êàçàëîñü áû, êàê õîðîøî áûëî áû áåç òðåíèÿ: ñàíè è ïîâîçêè
äâèãàëèñü áû ïî ðîâíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé äîðîãå ïî èíåð-
öèè — äîñòàòî÷íî áûëî áû ëèøü ïðèäàòü èì íåêîòîðóþ íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü. Ïðàâäà, óïðàâëÿòü äâèæåíèåì ñàíåé íà òàêîé
ñâåðõñêîëüçêîé äîðîãå áûëî áû íåâîçìîæíî, à ïîâîçêà íå êàòè-
ëàñü áû ïî äîðîãå, à ñêîëüçèëà. Ïîýòîìó íèêîìó íå ïðèõîäèò â
ãîëîâó ïîëèâàòü äîðîãó çèìîé âîäîé (÷òîáû îíà ïîêðûëàñü ëüäîì),
à ëåòîì ïîëèâàòü àñôàëüòîâîå ïîêðûòèå êàêîé-íèáóäü ñìàçî÷íîé
æèäêîñòüþ. Ñîâñåì íàîáîðîò: äîðîãó îò ëüäà î÷èùàþò, ïîêðûòèå
äîðîãè ñòàðàþòñÿ äåëàòü èç ìàòåðèàëà, ïîâûøàþùåãî òðåíèå, íà
øèíû àâòîìîáèëåé íàíîñÿò ðåëüåôíûå óçîðû ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ
òðåíèÿ. Òàê ÷òî ðîëü ñèë òðåíèÿ â íàøåé æèçíè ñêîðåå ïîçèòèâ-
íàÿ, ÷åì íåãàòèâíàÿ.

Ýòî îòíîñèòñÿ ïðåæäå âñåãî ê ñèëå òðåíèÿ ïîêîÿ. Åñëè áû
âäðóã èñ÷åçëî òðåíèå ïîêîÿ, òî íåâîçìîæíî áûëî áû ïîäíåñòè êî
ðòó ñòàêàí ñ âîäîé, âçÿòü â ðóêè ìÿ÷èê, øàõìàòíóþ ôèãóðó, êíè-
ãó, ëîæêó — îíè ïîïðîñòó âûñêàëüçûâàëè áû èç ðóê. Íåëüçÿ áûëî

F
º

N
º

?



67

áû çàâÿçàòü êàêîé-ëèáî óçåë, ïðèøèòü ïóãîâèöó, ñêîëîòèòü ñ ïî-
ìîùüþ ãâîçäåé ÿùèê. Áëàãîäàðÿ ñèëå òðåíèÿ ïîêîÿ íåïîäâèæíî
ñòîÿò íà ñâîèõ ìåñòàõ ïðåäìåòû ìåáåëè â êîìíàòå, íå ñîñêàëüçû-
âàåò ñî ñòîëà ñòîÿùàÿ íà íåì ïîñóäà. Íå áóäü ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ,
ìû íå ñìîãëè áû õîäèòü: ïðè âñÿêîé ïîïûòêå ñäåëàòü øàã ìû áû
òåðÿëè ðàâíîâåñèå è ïàäàëè. Ëþáàÿ äîðîãà ïðåäñòàâëÿëàñü áû
íàì ñâåðõñêîëüçêîé. Åñëè íà òàêóþ äîðîãó ïîñòàâèòü àâòîìîáèëü
è çàïóñòèòü â ðàáîòó äâèãàòåëü, òî ìîæíî áûëî áû íàáëþäàòü òà-
êóþ êàðòèíó: âåäóùèå êîëåñà âðàùàþòñÿ, àâòîìîáèëü áóêñóåò è
íå ñäâèãàåòñÿ ñ ìåñòà. Òàêîå, êñòàòè ñêàçàòü, íåðåäêî íàáëþäàåò-
ñÿ, êîãäà êîëåñà àâòîìîáèëÿ ïîïàäàþò íà âÿçêóþ ãðÿçü.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì òîò ôàêò, ÷òî èìåííî ñèëà
òðåíèÿ ïîêîÿ îáåñïå÷èâàåò äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ. Ðàçóìååòñÿ,
ñèëó òðåíèÿ ïîêîÿ íåëüçÿ âîñïðèíèìàòü â äàííîì ñëó÷àå êàê àê-
òèâíóþ äâèæóùóþ ñèëó. Îíà — âñåãî ëèøü ðåàêöèÿ íà òó àêòèâ-
íóþ ñèëó, ñ êàêîé âåäóùèå êîëåñà äåéñòâóþò íà äîðîæíîå ïîëîò-
íî. (Ìû ïîäðîáíî îáñóäèì ýòî â § 2.4.)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëåçíûì ìîæåò áûòü íå òîëüêî òðåíèå ïîêîÿ,
íî è òðåíèå ñêîëüæåíèÿ. Êîãäà-òî ÷åëîâåê èñïîëüçîâàë åãî (ðàç-
óìååòñÿ, íåîñîçíàííî) äëÿ äîáûâàíèÿ îãíÿ, çàñòàâëÿÿ áûñòðî âðà-
ùàòüñÿ çàîñòðåííóþ äåðåâÿííóþ ïàëî÷êó, ñîïðèêàñàþùóþñÿ ñâî-
èì êîíöîì ñ êóñêîì ñóõîãî äåðåâà. Ïðè òðåíèè î äåðåâî ïàëî÷êà
ñèëüíî íàãðåâàëàñü è â êîíå÷íîì ñ÷åòå âîñïëàìåíÿëà ïîëîæåííûå
òóò æå êóñî÷êè áåðåçîâîé êîðû èëè ïó÷îê ñóõîé òðàâû. Â íàøå
âðåìÿ íàãðåâàíèå òåë, òðóùèõñÿ îäíî î äðóãîå, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îãíÿ ïðè ïîìîùè îáû÷íûõ ñïè÷åê.

Ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå â òðàíñïîðòíûõ
òîðìîçíûõ ñèñòåìàõ; áåç íåå áûëî áû íåâîçìîæíî çàòîðìîçèòü è
îñòàíîâèòü äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ èëè ïîåçäà. Ñèëà òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ ïîðîæäàåò çâóêè â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ ñêðèïè÷íîãî
ñìû÷êà ïî ñòðóíàì. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ñìû÷îê
íàòèðàþò êàíèôîëüþ.

2.3.5. Силы сопротивления при движении тела
в жидкости или газе

Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà î ñèëàõ òðåíèÿ, äåéñòâóþùèõ âäîëü ïî-
âåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ òâåðäûõ òåë. Òàêîå òðåíèå íàçûâàþò
ñóõèì òðåíèåì. Ñóùåñòâóþò òàêæå ñèëû òàê íàçûâàåìîãî æèäêî-
ãî òðåíèÿ. Îíè âîçíèêàþò ïðè äâèæåíèè òåëà â æèäêîé èëè ãà-
çîîáðàçíîé ñðåäå è íàïðàâëåíû âäîëü ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâå-
íèÿ òåëà ñ æèäêîñòüþ (ãàçîì) â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâè-
æåíèþ òåëà. Ýòè ñèëû òîðìîçÿò äâèæåíèå òåëà â ñðåäå, ïîýòîìó
èõ íàçûâàþò òàêæå ñèëàìè ñîïðîòèâëåíèÿ. Íèæå ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü èìåííî ýòîò òåðìèí.



68

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ïîêîÿ
(êîãäà òåëî ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé åãî æèäêîé èëè
ãàçîîáðàçíîé ñðåäû). Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçíèêàåò ëèøü ïðè
äâèæåíèè òåëà îòíîñèòåëüíî ñðåäû èëè äâèæåíèè ñðåäû îòíîñè-
òåëüíî òåëà, ÷òî, ïî ñóòè, îäíî è òî æå. Áëàãîäàðÿ îòñóòñòâèþ ñè-
ëû ñîïðîòèâëåíèÿ ïîêîÿ ìû âïîëíå ìîæåì ñäâèíóòü â âîäå òÿæå-
ëîå áðåâíî, êàòåð, áàðêó, òîãäà êàê ñäâèíóòü èõ íà áåðåãó íàì íå
ïîä ñèëó.

Ìîäóëü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ çàâèñèò îò íåñêîëüêèõ ôàêòîðîâ:
ðàçìåðîâ è ôîðìû òåëà;
ñîñòîÿíèÿ åãî ïîâåðõíîñòè;
ñâîéñòâ ñðåäû;
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî ñðåäû (èëè ñðåäû îò-

íîñèòåëüíî òåëà).
×åì áîëüøå ðàçìåðû òåëà, òåì, î÷åâèäíî, áîëüøå ñèëà ñî-

ïðîòèâëåíèÿ. ×òîáû óìåíüøèòü ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ, òåëó ïðèäà-
þò îáòåêàåìóþ ôîðìó, íàïðèìåð, ôîðìó ñèãàðû. Òàêîâà ôîðìà
ïîäâîäíîé ëîäêè. Èäåàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ îáòåêàåìîñòè ìîæåò
ñ÷èòàòüñÿ ôîðìà òåëà äåëüôèíà. Ãîâîðÿ î ñâîéñòâàõ ñðåäû (æèä-
êîñòè èëè ãàçà), îòìåòèì ïëîòíîñòü ñðåäû ρ è åå âÿçêîñòü (èëè,
èíûìè ñëîâàìè, âíóòðåííåå òðåíèå). Âÿçêîñòü η — ôèçè÷åñêàÿ
âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ òðåíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ñëîÿìè
æèäêîñòè (ãàçà), ñêîëüçÿùèìè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Åäè-

íèöåé âÿçêîñòè ÿâëÿåòñÿ . (Ïîäðîáíåå îá ýòîé âåëè÷èíå ñì.

â ãëàâå 7.)
Ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî ñðåäû

(ñðåäû îòíîñèòåëüíî òåëà) ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçðàñòàåò. Ïðè
äîñòàòî÷íî ìåäëåííûõ äâèæåíèÿõ, ïðè êîòîðûõ æèäêîñòü (ãàç)
ïëàâíî îáòåêàåò òåëî, ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöè-
îíàëüíà ñêîðîñòè. Àíãëèéñêèé ôèçèê Äæîðäæ Ñòîêñ óñòàíî-

âèë, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ , èñïûòûâàåìàÿ òâåðäûì øàðîì

ðàäèóñîì R ïðè ìåäëåííîì äâèæåíèè ñî ñêîðîñòüþ  â ñðåäå,
îáëàäàþùåé âÿçêîñòüþ η, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñîîòíîøå-
íèåì:

 = –6πηR . (2.18)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âïîñëåäñòâèè áûëî íàçâàíî çàêîíîì Ñòîêñà.

Çíàê «ìèíóñ» çäåñü ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèëà  íàïðàâëåíà ïðîòèâî-

ïîëîæíî ìãíîâåííîé ñêîðîñòè .
Åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðî-

ñòüþ, ïðè êîòîðîé ñçàäè òåëà âîçíèêàþò òóðáóëåíòíûå çàâèõðå-
íèÿ, òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàäðà-
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òó ñêîðîñòè v2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ  ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Fñ = CSρv2, (2.19)

ãäå ρ — ïëîòíîñòü ñðåäû, S — ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òåëà,
C — áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ôîðìû òåëà (íà-

ïðèìåð, äëÿ øàðà C = 0,2, äëÿ äèñêà C = 1,1—1,2). Ñèëà  íà-

ïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî ñêîðîñòè òåëà , ÷òî ìîæíî ó÷åñòü, ïå-
ðåïèñàâ ñîîòíîøåíèå (2.19) â âèäå:

 = CSρv . (2.20)

2.3.6. Вывод формулы для силы сопротивления

Ôîðìóëó (2.20) ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ, âìåñòî äâèæåíèÿ
òåëà â íåïîäâèæíîì ãàçå (èëè æèäêîñòè), ïîòîê ãàçà, íàëåòàþùèé

íà íåïîäâèæíîå òåëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû ãàçà ìàññîé m êàæäàÿ äâè-
æóòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî íåïîäâèæíîìó äèñêó ïëîùàäüþ S. Çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ∆t ê äèñêó ïîäëåòÿò ÷àñòèöû, ñîäåðæàùèåñÿ â îáúåìå V = Sv∆t. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà ãàçà; n = ρ/m, ãäå ρ — ïëîò-
íîñòü ãàçà. Çà âðåìÿ ∆t î äèñê óäàðÿòñÿ N ÷àñòèö:

N = nV = . (2.21)

Ïðè óäàðå î äèñê íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà , ðàâíàÿ, ñîãëàñíî (2.7), èçìå-

íåíèþ åå èìïóëüñà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t :  = . Áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî óäàð ÷àñòèöû î äèñê ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåóïðóãèì (óäàðèâøèñü î äèñê,

÷àñòèöà ïðèëèïàåò ê íåìó) è, çíà÷èò, . Òàêèì îáðàçîì,

 = – . (2.22)

Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà (ìû ïîäðîáíî îáñóäèì åãî â § 2.4),
êàæäàÿ ÷àñòèöà ãàçà äåéñòâóåò íà äèñê ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåííîé ñèëîé. Ó÷èòûâàÿ óäàðû âñåõ ÷àñòèö, äîñòèãøèõ äèñêà â

òå÷åíèå âðåìåíè ∆t, íàõîäèì ñèëó , äåéñòâóþùóþ íà äèñê ñî ñòîðîíû ïîòîêà

ãàçà (ýòî è åñòü ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ):  = – N. Ïîäñòàâèâ ñþäà (2.21) è
(2.22), ïîëó÷èì

 = Sρv . (1*)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ (2.20) äëÿ C = 1 ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî â (2.20) äâèæåòñÿ íå ãàç îòíîñèòåëüíî ïîêîÿùåãîñÿ òåëà, à òåëî îòíîñèòåëü-

íî ãàçà, çàìåíèì â (1*)  íà –  è â èòîãå ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ (2.20).
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2.3.7. Падение тела в воздухе

Â § 1.6 ìû ðàññìàòðèâàëè ñâîáîäíîå ïàäåíèå òåëà, ò. å. äâè-
æåíèå åãî òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Ïðè ýòîì ìû ïðå-
íåáðåãàëè ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ, ñ êàêîé âîçäóõ äåéñòâóåò íà ïà-
äàþùåå òåëî, à òàêæå âûòàëêèâàþùåé (àðõèìåäîâîé) ñèëîé. Ïðå-
íåáðåãàÿ ïî-ïðåæíåìó àðõèìåäîâîé ñèëîé, óáåäèìñÿ, ÷òî ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè ïàäåíèè òåëà â âîçäóõå èãðàåò âàæíóþ ðîëü.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàäåíèå ñ íåêîòîðîé âûñîòû áåç íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïàäåíèè òåë â âîçäóõå ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ
îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ñ ñàìîãî íà÷àëà ïàäåíèÿ ïðîïîðöè-
îíàëüíîé êâàäðàòó ñêîðîñòè. Ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíî-
øåíèå (2.20), â êîòîðîì ρ — ïëîòíîñòü âîçäóõà.

Íà ïàäàþùåå â âîçäóõå òåëî ìàññîé m äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñ-

òè m  è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñ. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ìãíî-

âåííàÿ ñêîðîñòü òåëà åñòü , óñêîðåíèå  îïðåäåëÿåòñÿ, ñîãëàñíî
âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ñîîòíîøåíèåì

m  = m  – CSρv . (2.23)

Ñïðîåöèðóåì ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî íà íàïðàâëåíèå óñêîðå-
íèÿ ; ïîëó÷èì

ma = mg – CSρv2. (2.24)

Ïî ìåðå ïàäåíèÿ òåëà ìîäóëü ñèëû òÿæåñòè mg íå èçìåíÿåòñÿ,
òîãäà êàê ìîäóëü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ CSρv2 ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì v.
Êîãäà ýòè äâà ìîäóëÿ ñðàâíÿþòñÿ, óñêîðåíèå îáðàòèòñÿ â íóëü, è
äàëüíåéøåå ïàäåíèå òåëà, êàê áû äîëãî îíî íè äëèëîñü, áóäåò ñî-
âåðøàòüñÿ ðàâíîìåðíî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ óñò (åå
íàçûâàþò óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòüþ èëè ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ
ïàäåíèÿ). ×òîáû íàéòè ìîäóëü óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòè, íàäî,
î÷åâèäíî, ïîëîæèòü a = 0 â (2.24). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

. (2.25)

Èñïîëüçóÿ (2.25), íàéäåì vy äëÿ ïàäàþùåé êàïëè äîæäÿ, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ åå â âèäå âîäÿíîãî øàðà ðàäèóñîì R. Òàê êàê C = 0,2,

S = πR2, m = πR3ρâ, ãäå ρâ — ïëîòíîñòü âîäû, òî èç (2.25) ñëåäóåò:

.

Ó÷òåì, ÷òî g = 9,8 ì/ñ2, ρâ = 1000 êã/ì3, ρ = 1,3 êã/ì3. Ïîñëå ýòîãî
óñòàíîâèâøóþñÿ ñêîðîñòü, âûðàæåííóþ â ì/ñ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
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â âèäå vóñò =  ì/ñ, ãäå R âûðàæàåòñÿ â ìì. Äëÿ äîæäåâîé
êàïëè ðàäèóñîì 2 ìì ïîëó÷àåì, ÷òî vóñò = 10 ì/ ñ. Èòàê, êàïëÿ
äîæäÿ ðàäèóñîì 2 ìì ïàäàåò ñ óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòüþ 10 ì/ñ.
Ýòà ñêîðîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê êàïëÿ, íà÷àâ ïà-
äàòü, ïðîëåòèò âñåãî íåñêîëüêî ìåòðîâ. Îíà áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ
âïëîòü äî óäàðà êàïëè î ïîâåðõíîñòü çåìëè (åñëè, êîíå÷íî, íå ó÷è-
òûâàòü âîçìîæíîãî èñïàðåíèÿ êàïëè â ïóòè).

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî òà æå êàïëÿ ïàäàåò ñ âûñîòû H = 2 êì
â áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (1.35), êàï-
ëÿ äîëæíà óïàñòü íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ

 ì/ñ d 200 ì/ñ. Âðÿä ëè óäàðû òàêèõ

êàïåëü ïîêàçàëèñü áû íàì áåçîáèäíûìè.

Åù¸ ïðèìåð. Ñ áîëüøîé âûñîòû ïðûãàåò ïàðàøþòèñò ìàññîé 70 êã. Êàê
ïîêàçûâàåò îïûò, â (2.25) ìîæíî ïîëîæèòü CSρ = 0,2 êã/ì. Çíà÷èò, óñòàíîâèâ-
øàÿñÿ ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî 60 ì/ñ. Îíà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñ-
ëå òîãî, êàê ïàðàøþòèñò ïðîëåòèò, íå ðàñêðûâàÿ ïàðàøþòà, ïðèìåðíî 500 ì.
Äîïóñòèì, ïàðàøþòèñò ñîâåðøàåò çàòÿæíîé ïðûæîê ñ âûñîòû 7 êì è äî âû-
ñîòû îêîëî 500 ì ïàäàåò, íå ðàñêðûâàÿ ïàðàøþòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí ïðî-
ëåòåë ðàññòîÿíèå âíèç ïî âåðòèêàëè, ðàâíîå ïðèìåðíî 6 êì, ðàâíîìåðíî ñî
ñêîðîñòüþ 60 ì/ñ. Òàêîå ðàâíîìåðíîå ïàäåíèå ïðîäîëæàëîñü îêîëî 100 ñ, ò. å.
áîëåå ïîëóòîðà ìèíóò. Åñëè áû ïàðàøþò íå ðàñêðûëñÿ, ïàðàøþòèñò óäàðèëñÿ
áû î çåìëþ, èìåÿ ñêîðîñòü 60 ì/ñ, è, êîíå÷íî, ïîãèá áû. Íî îí ðàñêðûë ïàðà-
øþò, è ïàäåíèå çàòîðìîçèëîñü äî ñêîðîñòè 5—6 ì/ñ, ñ êàêîé ïàðàøþòèñò ïðî-

ëåòåë ïîñëåäíèå äî ïðèçåìëåíèÿ äåñÿòêè ìåòðîâ.

2.4. ÄÅÉÑÒÂÈÅ È ÏÐÎÒÈÂÎÄÅÉÑÒÂÈÅ

2.4.1. Попарное возникновение сил

Ñèëà ñëóæèò ìåðîé äåéñòâèÿ íà äàííîå òåëî ñî ñòîðîíû äðó-
ãîãî òåëà. Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 2.2.1, ïîíÿòèå ñèëû îòíîñèòñÿ ê ïà-
ðå òåë — ê òåëó, íà êîòîðîå äåéñòâóåò äàííàÿ ñèëà (íàçîâåì åãî
òåëîì A), è ê òåëó, ñî ñòîðîíû êîòîðîãî ýòà ñèëà äåéñòâóåò (íàçî-
âåì åãî òåëîì B). Òàêîå óòâåðæäåíèå íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè. Äå-
ëî â òîì, ÷òî åñëè ïðîèñõîäèò äåéñòâèå òåëà B íà òåëî A, òî îäíî-
âðåìåííî ïðîèñõîäèò äåéñòâèå òåëà A íà òåëî B. Åñëè ïîÿâèëàñü
ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê òåëó A ñî ñòîðîíû òåëà B (ïóñòü ýòî áóäåò
óñëîâíî «ñèëà äåéñòâèÿ»), òî îäíîâðåìåííî ïîÿâëÿåòñÿ è ñèëà, ïðè-
ëîæåííàÿ ê òåëó B ñî ñòîðîíû òåëà A (åå ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü
«ñèëîé ïðîòèâîäåéñòâèÿ»). Ïîíÿòíî, ÷òî íàçâàíèÿ «äåéñòâèå» è
«ïðîòèâîäåéñòâèå» îòíîñèòåëüíû, èõ ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

50 5, R

v1 2gH 2 9 8, 1000⋅ ⋅= =
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Âàæíî, ÷òî òåëà A è B âçàèìîäåéñòâóþò è ïðè ýòîì âîçíèêàþò íå
îäíà, à ñðàçó äâå ñèëû (îò B ê A è îò A ê B). Êîðî÷å ãîâîðÿ,

ñèëû âîçíèêàþò îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî.

Ñ ïðèìåðàìè ïîïàðíîãî âîçíèêíîâåíèÿ ñèë ìû óæå ïîçíàêî-
ìèëèñü â § 2.3. Âèñÿùàÿ íà íèòè ãèðÿ äåéñòâóåò íà íèòü ñ ñèëîé,
íàçûâàåìîé ñèëîé íàòÿæåíèÿ íèòè. Îäíîâðåìåííî ñî ñòîðîíû
íèòè äåéñòâóåò íà ãèðþ ñèëà ðåàêöèè íèòè, ÿâëÿþùàÿñÿ ïî ñâîåé
ïðèðîäå ñèëîé óïðóãîñòè. Ëåæàùàÿ íà ñòîëå êíèãà äåéñòâóåò íà
êðûøêó ñòîëà ñ ñèëîé, íàçûâàåìîé ñèëîé íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ.
Îäíîâðåìåííî ñî ñòîðîíû êðûøêè ñòîëà äåéñòâóåò íà êíèãó ñèëà
ðåàêöèè îïîðû (ñèëà óïðóãîñòè).

Ëåãêî ïðèâåñòè ñêîëüêî óãîäíî ïðèìåðîâ ïîïàðíîãî âîçíèêíî-
âåíèÿ ñèë. Ìû íà÷èíàåì äàâèòü ëàäîíüþ íà ñòåíó — òóò æå âîç-
íèêàåò ñèëà, ñ êîòîðîé ñòåíà äàâèò íà íàøó ëàäîíü. Ìû óäàðÿåì
íîãîé ïî ôóòáîëüíîìó ìÿ÷ó è òóò æå îùóùàåì îáðàòíîå äåéñòâèå
íà íîãó ñî ñòîðîíû ìÿ÷à. Ìû çàáèâàåì ìîëîòêîì ãâîçäü â äîñêó.
Âî âðåìÿ óäàðà ìîëîòîê äåéñòâóåò íà ãâîçäü, çàãîíÿÿ åãî â äîñêó.
Îäíîâðåìåííî ãâîçäü äåéñòâóåò íà ìîëîòîê, «çàñòàâëÿÿ» åãî ñíè-
çèòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äî íóëÿ.

2.4.2. Третий закон Ньютона — закон равенства
действия и противодействия

Èòàê, âñÿêèå äåéñòâèÿ òåë äðóã íà äðóãà íîñÿò õàðàêòåð âçàè-
ìîäåéñòâèÿ. Êàæäîå èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë, äåéñòâóÿ ñ
íåêîòîðîé ñèëîé íà äðóãîå òåëî, â òî æå âðåìÿ ïîäâåðãàåòñÿ äåé-
ñòâèþ ñèëû ñî ñòîðîíû ýòîãî «äðóãîãî òåëà». Óêàçàííûå ñèëû
ïðèëîæåíû ê ðàçíûì òåëàì è íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ìîäóëå ýòèõ ñèë?

Ëåãêî óáåäèòüñÿ íà ïðîñòîì îïûòå, ÷òî îáå ðàññìàòðè-
âàåìûå ñèëû ðàâíû ïî ìîäóëþ.

Çàöåïèì äðóã çà äðóãà äâà äèíàìîìåòðà èõ êðþ÷êàìè è, âçÿâ-
øèñü çà êîëüöà, ðàñòÿãèâàåì ïðóæèíû äèíàìîìåòðîâ, ñëåäÿ çà èõ
ïîêàçàíèÿìè. Ìû óâèäèì, ÷òî ïðè ëþáîì ðàñòÿæåíèè ïîêàçàíèÿ
äèíàìîìåòðîâ ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà, ñ êîòîðîé ïðàâûé
äèíàìîìåòð äåéñòâóåò íà ëåâûé, ðàâíà ïî ìîäóëþ ñèëå, ñ êîòîðîé
ëåâûé äèíàìîìåòð äåéñòâóåò íà ïðàâûé.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òðåòèé çàêîí Íüþòîíà, íàçû-
âàåìûé òàêæå çàêîíîì ðàâåíñòâà äåéñòâèÿ è ïðîòèâîäåéñòâèÿ:

?

Ñèëû, ñ êîòîðûìè äâà òåëà äåéñòâóþò äðóã íà äðóãà, ðàâ-
íû ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåíû âäîëü îäíîé ïðÿìîé â ïðîòèâî-
ïîëîæíûå ñòîðîíû.
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Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó çàêîíà ñàìîãî Íüþòîíà:

Ïóñòü íà ïåðâîå òåëî (åãî ìàññà m1) äåéñòâóåò ñèëà 1 ñî ñòî-
ðîíû âòîðîãî òåëà (åãî ìàññà m2). Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòî-

íà, íà âòîðîå òåëî äîëæíà äåéñòâîâàòü ñî ñòîðîíû ïåðâîãî ñèëà 2,

ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ ñèëå 1, íî íàïðàâëåííàÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó:

1 = – 2. (2.26)

Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â
âèäå

m1 1 = – m2 2. (2.27)

Âòîðîå òåëî ñîîáùàåò ïåðâîìó óñêîðåíèå 1, à ïåðâîå ñîîáùàåò

âòîðîìó óñêîðåíèå 2. Èç (2.27) ñëåäóåò, ÷òî

. (2.28)

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ìîäóëåé óñêîðåíèé âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ òåë ðàâíî îáðàòíîìó îòíîøåíèþ èõ ìàññ. Óñêîðåíèå áîëåå
ìàññèâíîãî òåëà ìåíüøå óñêîðåíèÿ ìåíåå ìàññèâíîãî.

Íà íàõîäÿùååñÿ âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíîñòè òåëî ìàññîé m
äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè ò, ñîîáùàþùàÿ òåëó óñêîðåíèå ñâîáîä-

íîãî ïàäåíèÿ , ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí 9,8 ì/ñ2. Ñèëà òÿæåñòè ò =

= m  — ýòî ñèëà, ñ êàêîé çåìíîé øàð ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå òåëî
ìàññîé m. Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ñ òàêîé æå ïî ìî-
äóëþ ñèëîé òåëî ìàññîé m ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå çåìíîé øàð. Ìàññà
çåìíîãî øàðà M = 6æ1024 êã. Èç (2.28) ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü a óñ-
êîðåíèÿ, ïðèîáðåòàåìîãî çåìíûì øàðîì áëàãîäàðÿ ïðèòÿæåíèþ

åãî òåëîì ìàññîé m, ìîæíî îöåíèòü èç ñîîòíîøåíèÿ a = . Åñëè,

íàïðèìåð, m = 1 êã, òî a = 1,6æ10–24 ì/ñ2. Âðÿä ëè ìîæíî ïðèíè-
ìàòü âî âíèìàíèå ñòîëü íè÷òîæíîå óñêîðåíèå. Ìîæíî ñ ïîëíûì
îñíîâàíèåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0. Íî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ çåìíîãî øàðà
òåëîì ìàññîé m íå ðàâíà íóëþ. Òîëüêî ïîäóìàòü: êèëîãðàììîâàÿ
ãèðÿ è îãðîìíûé çåìíîé øàð äåéñòâóþò äðóã íà äðóãà ñ îäèíàêî-
âûìè ïî ìîäóëþ ñèëàìè!

«Äåéñòâèþ âñåãäà åñòü ðàâíîå è ïðîòèâîïîëîæíîå ïðîòèâî-
äåéñòâèå, èíà÷å — âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òåë äðóã íà äðóãà
ìåæäó ñîáîé ðàâíû è íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-
ðîíû.»
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2.4.3. Силы реакции как противодействия

Ñëîâî «ðåàêöèÿ» â ïåðåâîäå ñ ëàòèíñêîãî êàê ðàç è îçíà÷àåò
«ïðîòèâîäåéñòâèå» (áóêâàëüíî: «ïðîòèâîïîëîæíîå äåéñòâèå» —
reaction). Íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïîãîâîðèì î
ñèëàõ ðåàêöèè íèòè è ðåàêöèè îïîðû è ðàññìîòðèì ñèëû, ïî îò-
íîøåíèþ ê êîòîðûì óêàçàííûå ðåàêöèè ÿâëÿþòñÿ «ïðîòèâîäåéñò-
âèÿìè».

Задача 1. Ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α (ðèñ. 2.12)
ñîñêàëüçûâàåò áåç òðåíèÿ áðóñîê ìàññîé m. Òðåáóåòñÿ íàéòè
óñêîðåíèå áðóñêà è ñèëó íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ áðóñêà íà
ïëîñêîñòü.

Íà áðóñîê äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè

ò = m  è ñèëà ðåàêöèè îïîðû , íà-
ïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè. Òàê êàê áðóñîê äâèæåòñÿ
ïîñòóïàòåëüíî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü
åãî êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó è ïîýòîìó

áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèëû  è ò ïðè-
ëîæåíû â îäíîé è òîé æå òî÷êå, â êà÷å-
ñòâå êîòîðîé âûáåðåì öåíòð òÿæåñòè

áðóñêà. Ðàçëîæèì ñèëó ò íà íàïðàâ-
ëåíèÿ âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè (ñî-

ñòàâëÿþùàÿ ñèëû — âåêòîð ò1) è ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé (âåêòîð

ò2); ïîíÿòíî, ÷òî

Fò1 = mg sinα è Fò2 = mg cosα.

Áðóñîê äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì  â íàïðàâëåíèè âäîëü ïëîñ-
êîñòè. Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ma = Fò1 è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

a = g sinα. (2.29)

Â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ïëîñêîñòè, óñêîðåíèå îòñóò-
ñòâóåò; ñëåäîâàòåëüíî,

N = Fò2 = mg cosα. (2.30)

Îáîçíà÷èì ñèëó íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ áðóñêà íà ïëîñêîñòü

÷åðåç R. Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ′ = –  è, çíà÷èò,

N′ = mg cosα.  

Задача 2. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äâèæóòñÿ áåç òðå-
íèÿ áðóñêè ìàññàìè m1 è m2, ñîåäèíåííûå íèòüþ bc (ðèñ. 2.13).

Ðèñ. 2.12
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Ê áðóñêó ìàññîé m1 ïðèëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî íàïðàâëåí-

íàÿ ïîñòîÿííàÿ ñèëà òÿãè . Òðåáóåòñÿ íàéòè óñêîðåíèå
ñèñòåìû áðóñêîâ è ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè.

Íà áðóñîê 1 äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè ò1 = m1 , ñèëà ðåàê-

öèè îïîðû 1, ñèëà òÿãè , ñèëà ðåàêöèè íèòè 1. Íà áðóñîê 2

äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè ò2 = m2 , ñèëà ðåàêöèè îïîðû 2, ñèëà

ðåàêöèè íèòè 2. Íà íèòü äåéñòâóþò ñèëû íàòÿæåíèÿ 1′ è 2′.
Ñèëîé òÿæåñòè íèòè ââèäó ìàëîñòè ïðåíåáðåãàåì. Èç òðåòüåãî çà-
êîíà Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî

1′ = – 1; 2′ = – 2. (1*)

Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, 1 + ò1 = 0 è 2 + ò2 = 0 —
ñèëû ðåàêöèè îïîðû è ñèëû òÿæåñòè áðóñêîâ âçàèìíî óðàâíîâå-
øåíû è ïîýòîìó â äàííîé çàäà÷å ôàêòè÷åñêè íå ó÷àñòâóþò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç  óñêîðåíèå áðóñêîâ è â ñîîòâåòñòâèè ñî âòî-
ðûì çàêîíîì Íüþòîíà çàïèøåì:

Åñëè áû ó÷èòûâàëàñü ìàññà íèòè m, òî ñèñòåìó óðàâíåíèé (2*)
ñëåäîâàëî áû äîïîëíèòü óðàâíåíèåì: ma = T1′ – T2′. Íî ïî-
ñêîëüêó ïðèíÿòî, ÷òî m = 0, òî T1′ = T2′. Ñ ó÷åòîì (1*) çàêëþ-
÷àåì, ÷òî

T1 = T1′ = T2′ = T2. (3*)

F
º
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m1a = F – T1;

m2a = T2.
(2*)

äëÿ áðóñêà 1:
äëÿ áðóñêà 2:
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Ââåäåì äëÿ ýòèõ ìîäóëåé îáùåå îáîçíà÷åíèå T, ïîñëå ÷åãî ïå-
ðåïèøåì (2*) â âèäå

(2.31)

Îòñþäà íàõîäèì ìîäóëè óñêîðåíèÿ è ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè:

; .  

Задача 3. Òåëî ìàññîé m, ïîäâåøåííîå íà íèòè
äëèíîé L, ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R (ðèñ. 2.14).
Òðåáóåòñÿ íàéòè ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè è ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ òåëà ïî îêðóæíîñòè.

Íà òåëî äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè ò = m  è ñè-

ëà ðåàêöèè íèòè . Ðàçëîæèì ñèëó  íà ãîðèçîí-

òàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå: ã è â,
ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

; . (4*)

Ñèëû â è ò âçàèìíî óðàâíîâåøåíû, à ñèëà ã ñîîáùàåò òå-

ëó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí , ãäå

v — ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü, ñ ó÷åòîì (4*),
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì:

; .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ; , ãäå α — óãîë îòêëîíåíèÿ

íèòè îò âåðòèêàëè, òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

; .  

m1a = F – T;

m2a = T.

a F
m1 m2+
---------------------

= T
Fm2

m1 m2+
---------------------

=
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Задача 4. ×åðåç áëîê ïåðåêèíóòà íèòü (ðèñ. 2.15), ê êîíöàì êî-
òîðîé ïîäâåøåíû ãðóçû ìàññàìè m1 è m2, ïðè÷åì m2 > m1.
Ìàññîé áëîêà è òðåíèåì íà îñè áëîêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè óñêîðåíèå ñèñòåìû ãðóçîâ, ñèëû ðåàêöèè íèòåé,
à òàêæå ñèëó ðåàêöèè îñè áëîêà, äåéñòâóþùóþ íà áëîê.

Íà ãðóç 1 äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè ò1 = m1  è ñèëà ðåàêöèè

íèòè 1. Íà ãðóç 2 äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè ò2 = m2  è ñèëà

ðåàêöèè íèòè 2. Íà ëåâûé ó÷àñòîê íèòè äåéñòâóþò ñèëû íàòÿæå-

íèÿ 1′ è 1′′, à íà ïðàâûé ó÷àñòîê — ñèëû íàòÿæåíèÿ 2′ è 2′′.

Íà áëîê äåéñòâóþò ñèëû 1 è 2 è ñèëà ðåàêöèè îñè áëîêà .
Èç òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî

1′ = – 1 (âçàèìîäåéñòâóþò ãðóç 1 è íèòü),

2′ = – 2 (âçàèìîäåéñòâóþò ãðóç 2 è íèòü),

1′′ = – 1 (âçàèìîäåéñòâóþò ëåâàÿ íèòü è áëîê),

2′′ = – 2 (âçàèìîäåéñòâóþò ïðàâàÿ íèòü è áëîê).

Ïîä äåéñòâèåì ðàçíîñòè ñèë 2 è 1 áëîê íà÷èíàåò óñêîðåííî
âðàùàòüñÿ. Ìû ïîãîâîðèì îá ýòîì ïîçäíåå, â ï. 4.2.4, à ïîêà áó-
äåì âñÿêèé ðàç ïîëàãàòü, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìàññîé áëîêà è
ñ÷èòàòü, ÷òî F1 = F2. Îòñþäà ñëåäóåò ñ ó÷åòîì (5*):

T1 = T1′ = T1′′ = F1 = F2 = T2′′ = T2′ = T2. (6*)

Ââåäåì äëÿ ýòèõ ìîäóëåé îáùåå îáîçíà÷åíèå T. Ïðåíåáðåæå-
íèå ìàññîé áëîêà ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó, ïîñêîëüêó òåïåðü
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ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî òåõ ñèë, êîòîðûå äåé-
ñòâóþò íà ãðóçû. Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, çàïèøåì:

äëÿ ãðóçà 1: m1 1 = m1  + 1;

äëÿ ãðóçà 2: m2 2 = m2  + 2.

Çäåñü 1 è 2 — óñêîðåíèÿ ãðóçîâ 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî ( 1 = – 2;

ìîäóëè óñêîðåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç a). Òàê êàê m2 > m1, òî âåêòîð 1

íàïðàâëåí ââåðõ, à âåêòîð 2 — âíèç. Ñïðîåöèðóåì âåêòîðû â (7*)

íà íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ ; ïîëó÷èì ñèñòåìó ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé:

äëÿ ãðóçà 1: – m1a = m1g – T;
äëÿ ãðóçà 2: m2a = m2g – T.

Îòñþäà íàõîäèì:

; (2.33)

. (2.34)

Êàê ëåãêî âèäåòü èç ðèñóíêà, ìîäóëü ñèëû ðåàêöèè áëîêà ðàâåí

. (8*)

Åñëè áû ìàññû ãðóçîâ áûëè îäèíàêîâûìè (m1 = m2 = m), òî
óñêîðåíèå îòñóòñòâîâàëî áû (ãðóçû áûëè áû íåïîäâèæíû èëè äâè-
ãàëèñü áû ðàâíîìåðíî). Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (2.34) è (8*)
ïðåâðàùàþòñÿ â ñîîòíîøåíèÿ T = mg, N = 2mg.

Задача 5. Áðóñîê ìàññîé m1 ñêîëüçèò ââåðõ ïî íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α ïîä äåéñòâèåì ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê
íèòè, ê êîíöó êîòîðîé ïîäâåøåí ãðóç ìàññîé m2 (ðèñ. 2.16). Òðå-
íèåì áðóñêà î ïëîñêîñòü è ìàññîé áëîêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè óñêîðåíèÿ áðóñêà è ãðóçà è ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè.

Íà áðóñîê äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè ò1 = m1 , ñèëà ðåàêöèè

îïîðû  è ñèëà ðåàêöèè íèòè 1. Íà ãðóç äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè

ò2 = m2  è ñèëà ðåàêöèè íèòè 2, à íà íèòü — ñèëû íàòÿæåíèÿ

1 è 2. Íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü äåéñòâóåò ñèëà íîðìàëüíîãî äàâ-

ëåíèÿ R. Óñêîðåíèå áðóñêà îáîçíà÷èì ÷åðåç 1, à óñêîðåíèå ãðó-
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çà — ÷åðåç 2 (a1 = a2, ïîýòîìó ââåäåì îáùåå äëÿ ìîäóëåé óñêî-
ðåíèé îáîçíà÷åíèå a). Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà,

1′ = – 1; 2′ = – 2; ′ = – .

Òàê êàê ìàññîé áëîêà, à òàêæå íèòè ïðåíåáðåãàåì, òî
T1 = T1′ = T2′ = T2.

Ââåäåì îáùåå îáîçíà÷åíèå T.
Ïðèìåíèâ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ê äâèæåíèþ áðóñêà, à çàòåì

ãðóçà, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

äëÿ áðóñêà: m1 1 = 1 +  + m1 ;

äëÿ ãðóçà: m2 2 = m2  + 2.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñïðîåöèðóåì íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà 1 è ó÷òåì,
÷òî a1 = a è T1 = T. Âòîðîå óðàâíåíèå ñïðîåöèðóåì íà íàïðàâëåíèå

âåêòîðà 2 è ó÷òåì, ÷òî a2 = a è T2 = T. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ñèñòåìû
âåêòîðíûõ óðàâíåíèé áóäåì èìåòü ñèñòåìó ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé:

äëÿ áðóñêà: m1a = T – m1g sinα;
äëÿ ãðóçà: m2a = m2g – T.

Îòñþäà íàõîäèì:

; (9*)

. (10*)

Èç (9*) âèäíî, ÷òî áðóñîê è ãðóç áóäóò ïîêîèòüñÿ èëè ðàâíî-
ìåðíî äâèãàòüñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

m2 = m1 sinα. (11*)

Ïðè m2 > m1 sinα áðóñîê ñêîëüçèò ââåðõ ïî ïëîñêîñòè ñ óñêîðå-
íèåì (9*), à ïðè m2 < m1 sinα îí áóäåò ñêîëüçèòü âíèç ïî ïëîñ-

êîñòè ñ óñêîðåíèåì a = .
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2.4.4. Вес тела

Ïîíÿòèå «âåñ òåëà» íåðåäêî îøèáî÷íî îòîæäåñòâëÿþò ñ ïîíÿ-
òèåì «ìàññà òåëà». Â îòëè÷èå îò ìàññû âåñ — âåëè÷èíà âåêòîð-
íàÿ; ýòî åñòü ñèëà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
1. Íà êðûøêå ñòîëà ëåæèò êíèãà. Íà íåå äåéñòâóþò ñèëà

òÿæåñòè ò = m  è ñèëà ðåàêöèè îïîðû (ñèëà óïðóãîñòè) ,
íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ñèëû óðàâíîâåøåíû, ñëåäî-
âàòåëüíî,

ò +  = 0. (1*)

Ñî ñòîðîíû êíèãè íà êðûøêó ñòîëà äåéñòâóåò ñèëà íîðìàëüíîãî

äàâëåíèÿ . Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà,

 = – ′. (2*)

Ïîäñòàâëÿÿ (2*) â (1*), çàêëþ÷àåì, ÷òî

′ = ò. (3*)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ íà êðûøêó ñòîëà 
êàê ðàç è åñòü âåñ êíèãè, ëåæàùåé íà ñòîëå. Ââåäåì äëÿ âåñà îáî-

çíà÷åíèå  è ïåðåïèøåì (3*) â âèäå

 = m . (2.36)

2. Ãèðÿ ïîäâåøåíà ê ïîòîëêó íà íèòè. Íà íåå äåéñòâóþò ñèëà

òÿæåñòè ò = m  è ñèëà ðåàêöèè íèòè (ñèëà óïðóãîñòè) , íà-
ïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ñèëû óðàâíîâåøåíû, ñëåäîâàòåëüíî,

ò +  = 0. (4*)

Íà íèòü äåéñòâóåò ñî ñòîðîíû ãèðè ñèëà íàòÿæåíèÿ ′. Ïî òðåòüå-
ìó çàêîíó Íüþòîíà,

 = – ′. (5*)

Ïîäñòàâëÿÿ (5*) â (4*), çàêëþ÷àåì, ÷òî

′ = ò. (6*)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè  åñòü âåñ ãèðè, ïîäâåøåí-

íîé ê íèòè, ò. å. ñèëà . Ìû îïÿòü ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå (2.36).

Âåñ òåëà åñòü ñèëà, ñ êîòîðîé òåëî äàâèò íà ãîðèçîíòàëü-
íóþ îïîðó èëè ðàñòÿãèâàåò âåðòèêàëüíûé ïîäâåñ âñëåä-
ñòâèå ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî òåëà ê Çåìëå.
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Åñëè òåëî ïîäâåñèòü íå ê íèòè, à ê äèíàìîìåòðó (ñì. ðèñ. 2.5),
òî ñèëà óïðóãîñòè äèíàìîìåòðà çàôèêñèðóåò âåñ òåëà. Èìåííî òàê
÷àñòî èçìåðÿþò âåñ òåëà.

Õîòÿ âåñ òåëà â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ îêàçàë-
ñÿ ðàâíûì ñèëå òÿæåñòè, îäíàêî âåñ îòíþäü íå åñòü ñèëà òÿæåñòè.
Â îòëè÷èå îò ñèëû òÿæåñòè âåñ òåëà ïðèëîæåí íå ê òåëó, à ê ãî-
ðèçîíòàëüíîé îïîðå èëè âåðòèêàëüíîìó ïîäâåñó. Ê òîìó æå âåñ è
ñèëà òÿæåñòè èìåþò ðàçíóþ ïðèðîäó. Ñèëà òÿæåñòè âîçíèêàåò
ïðè äåéñòâèè çåìíîãî øàðà íà òåëî, à âåñ âîçíèêàåò ïðè äåéñòâèè
òåëà íà îïîðó èëè ïîäâåñ è ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîäåéñòâèåì ïî îòíî-
øåíèþ ê ñèëàì óïðóãîñòè îïîðû èëè ïîäâåñà.

Примечание
Предостережем читателей от еще одной ошибки. Иногда делают вывод,

что вес тела есть сила нормального давления на опору или сила натяжения

нити. Такой вывод, однако, неверен. Сила нормального давления на опору и

сила натяжения нити (подвеса) могут рассматриваться как вес тела, дейст!

вующего на опору или нить, только тогда, когда они направлены вертикально

вниз, а для этого опора должна быть горизонтальной, а натянутая нить верти�

кальной. Так, не является весом тела сила нормального давления  на рисун!

ках 2.14 и 2.18. На рисунке 2.18 сила натяжения нити 
1
 не является весом те!

ла, тогда как сила натяжения нити 
2
 является весом тела. Силы натяжения ни!

тей 
1
 и 

2
 на рисунке 2.17 являются весом соответствующих грузов, а силы

натяжения нитей 
1
 и 

2
 на рисунке 2.15 к весу тел не относятся.

2.4.5. Всегда ли вес тела равен силе тяжести?

Ñðàçó îòâåòèì íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ: íå âñåãäà. Ñîîòíîøåíèå
(2.36) ñïðàâåäëèâî ëèøü òîãäà, êîãäà òåëî âìåñòå ñ ãîðèçîíòàëüíîé
îïîðîé (èëè âåðòèêàëüíûì ïîäâåñîì) ëèáî ïîêîèòñÿ, ëèáî äâèæåòñÿ
ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ëèáî äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, âåêòîð
êîòîðîãî íå èìååò ñîñòàâëÿþùåé â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Åñëè óñêîðåíèå òåëà âìåñòå ñ ãîðèçîíòàëüíîé îïîðîé (èëè âåð-
òèêàëüíûì ïîäâåñîì) èìååò âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ , íà-
ïðàâëåííóþ ââåðõ, òî íàñòóïàåò ïåðåãðóçêà — ìîäóëü P âåñà òåëà
âîçðàñòàåò:

P = mg + ma, (2.37)

ãäå m — ìàññà òåëà. Åñëè æå âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêî-
ðåíèÿ íàïðàâëåíà âíèç, òî ìîäóëü âåñà òåëà ðàâåí

P = mg – ma. (2.38)

Èç (2.38) âèäíî, ÷òî åñëè òåëî ñâîáîäíî ïàäàåò (åãî óñêîðåíèå åñòü
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ), òî â ýòîì ñëó÷àå P = 0. Êàê
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ãîâîðÿò, ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ åñòü ñîñòîÿíèå íåâåñîìîñ-
òè (ñîñòîÿíèå «îòñóòñòâèÿ âåñà òåëà»).

Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé (2.37) è (2.38). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî òåëî ìàññîé m ïîêîèòñÿ íà ïîëó ëèôòà, èìåþùåãî
óñêîðåíèå, íàïðàâëåííîå âåðòèêàëüíî ââåðõ. Íà òåëî äåéñòâóþò

ñèëà òÿæåñòè m  è ñèëà ðåàêöèè îïîðû  (ðèñ. 2.17, à). Ïî âòî-
ðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

m  = m  + . (1*)

Ñïðîåöèðóåì âåêòîðû â (1*) íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ; ïîëó÷èì
ñêàëÿðíîå ðàâåíñòâî mg – N = – ma, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

N = mg + ma. (2*)

Òàê êàê P = N, òî (2*) ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå (2.37).
Åñëè áû ëèôò äâèãàëñÿ ñ óñêîðåíèåì , íàïðàâëåííûì âåðòè-

êàëüíî âíèç (ðèñ. 2.17, á), òî ñïðîåöèðîâàâ (1*) íà íàïðàâëåíèå
âåêòîðà , ìû ïîëó÷èëè áû ðàâåíñòâî mg – N = ma è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

N = mg – ma. (3*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P = N, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (2.38).
Ðåçóëüòàòû (2.37) è (2.38) ìîæíî áûëî áû òàêæå ïîëó÷èòü,

ïîäâåñèâ òåëî íèòüþ ê ïîòîëêó ëèôòà. Â ýòîì ñëó÷àå âåñîì òåëà
ÿâëÿëîñü áû íàòÿæåíèå íèòè. Çàìåíèâ íèòü äèíàìîìåòðîì, ìîæíî
áûëî áû èçìåðèòü âåñ òåëà äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà óñêîðåíèå ïðîòè-
âîïîëîæíî ïî íàïðàâëåíèþ óñêîðåíèþ  è êîãäà ýòè óñêîðåíèÿ
èìåþò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå.

Задача 1. Ê êîíöàì íèòè, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê, ïîäâåøåíû
ãðóçû 1 è 2 (ðèñ. 2.18). Ãðóç 1 èìååò ìàññó m1 = 1 êã, åãî âåñ
ðàâåí P = 12 Í. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàññó ãðóçà 2. Ìàññîé áëîêà
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è P > m1g; ñëåäî-
âàòåëüíî, óñêîðåíèå ãðóçà 1 íàïðàâëåíî ââåðõ,
à ãðóçà 2 — âíèç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m2 ìàññó
ãðóçà 2. Ñ ó÷åòîì (2.37) çàïèøåì äëÿ ãðóçà 1
ðàâåíñòâî:

P = m1(g + a), (4*)

ãäå a — ìîäóëü óñêîðåíèÿ êàæäîãî ãðóçà.
Âåñ ãðóçà 2 ðàâåí âåñó P ãðóçà 1, òàê êàê
ýòè âåñà åñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ íèòåé, à ïîñëåäíèå ðàâíû äðóã äðóãó â
ñëó÷àå, êîãäà ìàññîé áëîêà ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü. Ñ ó÷åòîì (2.38) ïðåäñòàâèì âåñ ãðóçà 2
â âèäå:

P = m2(g – a). (5*)

Èñïîëüçóÿ (4*) è (5*), ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, èñêëþ÷èì a; ïîëó-
÷èì

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

 = 1,6 êã.  

Задача 2. Êëèí ìàññîé M ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α (ðèñ. 2.19). Íà ãîðèçîíòàëüíîé
âåðõíåé ãðàíè êëèíà ñòîèò
ãèðüêà ìàññîé m, óäåðæèâàå-
ìàÿ íà  êëèíå ñèëîé òðåíèÿ
ïîêîÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåñ
ãèðüêè è ñèëó òðåíèÿ ïîêîÿ.

Ãèðüêà äâèæåòñÿ âìåñòå ñ
êëèíîì ñ óñêîðåíèåì , íà-
ïðàâëåííûì âíèç ïî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè è ðàâíûì ïî ìîäóëþ
a = g sinα (ñì. (2.29)). Ðàçëîæèì

Ðèñ. 2.18

;

.

P
m1
-------

g a+=

P
m2
-------

g a−=

P
m1
-------

P
m2
-------

+ 2g=

m2
m1P

2m1g P−
--------------------------

=

Ðèñ. 2.19
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âåêòîð  íà ãîðèçîíòàëüíóþ ( ã) è âåðòèêàëüíóþ ( â) ñîñòàâëÿþ-
ùèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

aã = a cosα = g sinαæcosα; aâ = a sinα = g sin2α. (6*)

Íà ãèðüêó äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè m , ñèëà ðåàêöèè îïîðû ,

ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ òð. Âñå ñèëû (â òîì ÷èñëå ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ)
ïðèëîæåíû íà ðèñóíêå â öåíòðå òÿæåñòè ãèðüêè, ïîñêîëüêó èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì
çàêîíîì Íüþòîíà,

Ó÷èòûâàÿ (6*), ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå:

Ïåðåïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â âèäå:

N = mg cos2 α.

Âåñ ãèðüêè  — ýòî ñèëà  (ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ ãèðü-
êè íà êëèí). Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, N′ = N. Èòàê,

P = mg cos2 α, Fòð = mg sin 2α.  

Задача 3. Ê êîíöàì íèòè, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê, ïîäâåøå-
íû ãðóçû ìàññàìè M (ðèñ. 2.20). Íà îäèí èç ãðóçîâ ïîñòà-
âèëè ãèðüêó ìàññîé m. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåñ ãèðüêè. Ìàññîé
áëîêà ïðåíåáðåãàåì.

Ìîäóëü a óñêîðåíèÿ êàæäîãî òåëà, ó÷àñòâóþùåãî â çàäà÷å,
îäèí è òîò æå. Åãî ìîæíî âûðàçèòü, çàìåíèâ â (2.33) m1 íà M, à
m2 íà M + m:

. (7*)

Íà ãèðüêó äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m  è ñèëà

ðåàêöèè îïîðû . Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çà-
êîíîì Íüþòîíà,

ma = mg – N.

Ñ ó÷åòîì (7*) íàõîäèì îòñþäà:

.
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Âåñ ãèðüêè  åñòü ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ ′, à ìîäóëü
ïîñëåäíåé ðàâåí N (ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà). Òàêèì îáðàçîì,

.  

2.4.6. Роль силы трения покоя
в возникновении движения

Â ï. 2.3.4 îòìå÷àëîñü, ÷òî äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ïðîèñõîäèò
áëàãîäàðÿ ñèëå òðåíèÿ ïîêîÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ óäèâèòåëüíûì — âåäü õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñèëû òðåíèÿ
ïðåïÿòñòâóþò îòíîñèòåëüíîìó äâèæåíèþ ñîïðèêàñàþùèõñÿ òåë.

Êàêèì æå îáðàçîì ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ îáåñïå÷èâàåò äâè-
æåíèå àâòîìîáèëÿ?

Ýòî íåòðóäíî îáúÿñíèòü, îáðàòèâøèñü ê òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà.
Íà ðèñóíêå 2.21 ïîêàçàíî îäíî èç âå-

äóùèõ êîëåñ àâòîìîáèëÿ. Ìîòîð ñîîáùà-
åò ýòîìó êîëåñó ñèëó, ñòðåìÿùóþñÿ ïî-
âåðíóòü êîëåñî âîêðóã îñè â íàïðàâëåíèè
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñ ýòîé ñèëîé êî-
ëåñî äåéñòâóåò íà äîðîæíîå ïîêðûòèå,
ñòðåìÿñü îòòîëêíóòü åãî îò ñåáÿ; íà ðè-

ñóíêå óêàçàííàÿ ñèëà îáîçíà÷åíà ÷åðåç , îíà äåéñòâóåò ñî ñòîðî-
íû êîëåñà íà äîðîæíîå ïîêðûòèå è íàïðàâëåíà âïðàâî. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà, ñî ñòîðîíû äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ
äîëæíà äåéñòâîâàòü íà êîëåñî ñèëà, íàïðàâëåííàÿ âëåâî. Òàêîé

ñèëîé ÿâëÿåòñÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ òð, âîçíèêàþùàÿ ïðè óñëîâèè
äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ñöåïëåíèÿ øèíû àâòîìîáèëÿ ñ äîðîæíûì ïî-
êðûòèåì. Îíà-òî è òîëêàåò àâòîìîáèëü, çàñòàâëÿÿ åãî äâèãàòüñÿ â
íàïðàâëåíèè âëåâî. Åñëè áû äîðîãà áûëà èäåàëüíî ãëàäêîé, èñê-
ëþ÷àþùåé âîçíèêíîâåíèå òðåíèÿ ïîêîÿ, òî êîëåñî àâòîìîáèëÿ âðà-
ùàëîñü áû âîêðóã îñè, à ñàì îí îñòàâàëñÿ íà ìåñòå.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ, âñå âðåìÿ îòòàëêè-
âàÿñü îò äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ. Ýòî «îòòàëêèâàíèå» îêàçûâàåòñÿ
âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ âîçíèêíîâåíèþ ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ.

Êîãäà ìû äåëàåì øàã, ìû òîæå êàê áû îòòàëêèâàåìñÿ îò ïî-
âåðõíîñòè çåìëè. Ìû êàê áû òîëêàåì çåìíîé øàð íàçàä, à îí,
ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, òîëêàåò íàñ âïåðåä. Ðåøàþ-
ùóþ ðîëü èãðàåò òóò ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, êàê
òðóäíî è äàæå íåâîçìîæíî øàãàòü ïî ÷èñòîìó ãëàäêîìó ëüäó.

Èíîãäà ñïðàøèâàþò: êàêèì îáðàçîì ëîøàäü âåçåò ñàíè,
êîëü ñêîðî ñàíè òÿíóò ëîøàäü íàçàä ñ òîé æå ïî ìîäóëþ

ñèëîé, ñ êàêîé ëîøàäü òÿíåò ñàíè âïåðåä?
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Îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, ó÷òåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âçàèìîäåé-
ñòâóþò íå òîëüêî ëîøàäü è ñàíè, íî è ëîøàäü è äîðîæíîå ïîêðûòèå,
ñàíè è äîðîæíîå ïîêðûòèå. Òàê ÷òî íàäî ðàññìàòðèâàòü íå îäíî,
à òðè ïîïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Âñå øåñòü ñèë ïîêàçàíû íà ðèñóí-
êå 2.22. Ñèëû 1 è 3 äåéñòâóþò íà ëîøàäü ñî ñòîðîíû, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ñàíåé è äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ. Ñèëû 2 è 6 äåéñòâóþò íà
ñàíè ñî ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâåííî, ëîøàäè è äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ. Ñè-

ëû 4 è 5 äåéñòâóþò íà äîðîæíîå ïîêðûòèå ñî ñòîðîíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ëîøàäè è ñàíåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà,

1 = – 2; 3 = – 4; 5 = – 6.

Ëîøàäü âåçåò ñàíè âîâñå íå ïîòîìó, ÷òî äåéñòâóåò íà ñàíè ñ áîëüøåé
ñèëîé, íåæåëè ñàíè íà ëîøàäü (ýòè ñèëû ðàâíû ïî ìîäóëþ). Ëîøàäü
âåçåò ñàíè, ïîñêîëüêó îòòàëêèâàåòñÿ îò äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ ñ ñèëîé,
êîòîðàÿ ïî ìîäóëþ áîëüøå ñèëû, ñ êàêîé ïîêðûòèå òîðìîçèò ñàíè,
ò. å. áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî F3 > F6. Ñèëà 3 — ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ,
ñèëà 6 — ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ.

Âñïîìíèì èçâåñòíóþ ðóññêóþ èãðó «ïåðåòÿãèâàíèå êàíàòà».
Îáå ãðóïïû èãðîêîâ äåéñòâóþò ÷åðåç êàíàò äðóã íà äðóãà ñ îäíîé
è òîé æå ïî ìîäóëþ ñèëîé. Âûèãðûâàåò òà ãðóïïà, êîòîðàÿ ñèëü-
íåå îòòàëêèâàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè, ò. å. òà, ó êîòîðîé ñèëà òðåíèÿ
ïîêîÿ îêàçûâàåòñÿ áîëüøå.

2.5. ÍÅÈÍÅÐÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÒÑ×ÅÒÀ

È ÑÈËÛ ÈÍÅÐÖÈÈ

2.5.1. Специфика рассмотрения движения
в неинерциальных системах отсчета (силы инерции)

Îêàçàâøèñü â æåëåçíîäîðîæíîì âàãîíå, ìû ìîæåì ñòàòü íå
òîëüêî ïàññàæèðîì, íî è ÷åëîâåêîì, íàáëþäàþùèì äâèæåíèå òåë
â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïîêà âàãîí íåïîäâèæåí, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ñâÿçàííóþ ñ íèì ñèñòåìó îòñ÷åòà èíåðöèàëüíîé. Ïðè-
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êðåïèì ê êðàþ ñòîëèêà â êóïå íèòêó, íà êîíöå êîòîðîé âèñèò ãàé-
êà. Ãàéêà áóäåò âèñåòü íåïîäâèæíî, ïîñêîëüêó âçàèìíî óðàâíîâå-
øåíû îáå äåéñòâóþùèå íà íåå ñèëû (ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ðåàêöèè
íèòè). Íî âîò âàãîí ïëàâíî òðîíóëñÿ è íà÷àë äâèãàòüñÿ ñ íåêîòî-
ðûì óñêîðåíèåì, ïîñòåïåííî íàáèðàÿ ñêîðîñòü. Ìû óâèäèì, êàê
ãàéêà, âèñÿùàÿ íà íèòè, ñëåãêà îòêëîíèòñÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ äâèæåíèþ âàãîíà. Èç ýòîãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå (â äàííîì ñëó÷àå â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ âàãîíîì) ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà íå âûïîëíÿåòñÿ. Âåäü
íà ãàéêó ïî-ïðåæíåìó äåéñòâóþò òîëüêî ñèëû òÿæåñòè è ðåàêöèè
íèòè, à îíà íå ñîõðàíèëà ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Íå âûïîëíÿåòñÿ
òåïåðü è âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ïîñêîëüêó îòêëîíåíèå ãàéêè îò
ïðåæíåãî åå ïîëîæåíèÿ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îíà ïîëó÷èëà óñêî-
ðåíèå, íå èñïûòàâ âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû äðóãîãî òåëà.

Âîçìîæíî, êòî-òî ïðèäåò ê âûâîäó, ÷òî íàäî èëè îòêàçàòüñÿ îò
ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, èëè
ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòèõ ñèñòåìàõ óñêîðåíèå òåëà ìîæåò áûòü âûçâàíî
íå òîëüêî ñèëàìè, íî è êàêèìè-òî èíûìè ïðè÷èíàìè. Îòêàçûâàòü-
ñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ íåæå-
ëàòåëüíî, ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äâèæåíèå â òàêèõ ñèñòåìàõ
âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Òåì áîëåå íåæåëàòåëüíî îòêàçûâàòü-
ñÿ îò âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, ïðèíÿòü, ÷òî ïðè÷èíîé óñêîðåíèÿ
òåëà ìîãóò áûòü íå òîëüêî ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî, è ðàçðà-
áàòûâàòü äëÿ íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåì êàêóþ-òî íîâóþ ìåõàíèêó.
Ïî÷åìó áû íå ñ÷èòàòü, ÷òî îòêëîíåíèå ãàéêè íà íèòè ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî â äâèæóùåìñÿ ñ óñêîðåíèåì âàãîíå äåéñòâóåò, íàðÿäó ñ
îáû÷íûìè ñèëàìè, íåêàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà? Åå âîçíèêíîâå-
íèå îáóñëîâëåíî íå âçàèìîäåéñòâèåì òåë, à òåì, ÷òî âàãîí äâèæåò-
ñÿ óñêîðåííî. Òàê â ôèçèêå âîçíèêëî ïîíÿòèå ñèëû èíåðöèè.

Ïóñòü  — óñêîðåíèå òåëà ìàññîé m îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìû îòñ÷åòà,  — ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ïðèëîæåííûõ ê òåëó

îáû÷íûõ ñèë 1, 2, 3, …, N (ñèë, îáóñëîâëåííûõ äåéñòâèåì íà
äàííîå òåëî ñî ñòîðîíû äðóãèõ N òåë). Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

m  = . (2.39)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç  óñêîðåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà â íåêî-
òîðîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïîíÿòíî, ÷òî m ′ −

− , âåäü ′ − . Äîïîëíèì ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèë  òà-

êîé ñèëîé è (íàçîâåì åå ñèëîé èíåðöèè), ÷òîáû âòîðîé çàêîí
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Íüþòîíà ñîõðàíèëñÿ è â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ò. å.
÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

m ′ =  + è. (2.40)

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî òàêàÿ ñèëà äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

è = m ( ′ – ). (2.41)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ (2.41) â (2.40), ìû ïîëó÷èì (2.39).
Èòàê, ñèëà èíåðöèè òåëà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàññû òåëà íà

ðàçíîñòü åãî óñêîðåíèé îòíîñèòåëüíî íåèíåðöèàëüíîé è èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåì îòñ÷åòà.

Îáðàòèì âíèìàíèå: ñèëà èíåðöèè âïîëíå ðåàëüíà, ïî-
ñêîëüêó ïîäîáíî îáû÷íûì ñèëàì âûçûâàåò óñêîðåíèå

òåëà. Âìåñòå ñ òåì ýòà ñèëà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íà îò îáû÷íûõ
ñèë. Îíà íå ñâÿçàíà ñ âçàèìîäåéñòâèåì òåë è «âîçíèêàåò» â îäè-
íî÷åñòâå — áåç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â îòíîøåíèè ñèëû èíåðöèè íåïðèìåíèì òðåòèé çàêîí Íüþòîíà
(çàêîí ðàâåíñòâà äåéñòâèÿ è ïðîòèâîäåéñòâèÿ).

2.5.2. Неинерциальные системы отсчета, движущиеся
прямолинейно с постоянным ускорением

Ïóñòü ñèñòåìà îòñ÷åòà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé
(èíåðöèàëüíîé) ñèñòåìû ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì

ñ. Óñêîðåíèå ′ òåëà â ýòîé ñèñòåìå åñòü

′ =  – ñ, (2.42)

ãäå  — óñêîðåíèå òåëà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå. Ïîäñòàâëÿÿ
(2.42) â (2.41), íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ñèëû èíåðöèè:

è = – m ñ, (2.43)
ãäå m — ìàññà òåëà.

Задача. Òåëî ìàññîé m ïîäâåøåíî íà
íèòè ê ïîòîëêó âàãîíà (ðèñ. 2.23), äâè-
æóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì ñ. Òðåáóåò-
ñÿ íàéòè óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè îò
âåðòèêàëè.

Ïîêà âàãîí íåïîäâèæåí, íèòü âèñèò
âåðòèêàëüíî. Ïðè äâèæåíèè âàãîíà ñ
óñêîðåíèåì ñ íèòü îòêëîíÿåòñÿ îò âåð-
òèêàëè íà óãîë α. Åãî ìîæíî íàéòè, èñ-
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õîäÿ èç òîãî, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ âàãîíîì, òåëî ïî-
êîèòñÿ, íàõîäÿñü ïîä äåéñòâèåì òðåõ ñèë: ñèëû òÿæåñòè m , ñèëû

ðåàêöèè íèòè  (îíà íàïðàâëåíà âäîëü íèòè), ñèëû èíåðöèè è

(ñì. ðèñóíîê). Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà âåêòîð-
íàÿ ñóììà ýòèõ òðåõ ñèë äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ:

m  +  + è = 0. (1*)

Ñ ó÷åòîì (2.43) ñïðîåöèðóåì âåêòîðû â (1*) íà x-îñü è íà y-îñü;
ïîëó÷èì äâà ñêàëÿðíûõ ðàâåíñòâà:

äëÿ ïðîåêöèé íà x-îñü: Tsin α – mañ = 0;

äëÿ ïðîåêöèé íà y-îñü: – mg + Tcosα = 0.
Ïåðåïèøåì ýòè ðàâåíñòâà â âèäå:

è ïîäåëèì ïåðâîå íà âòîðîå. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì, ÷òî

.  

Íà ïîëó ëèôòà, äâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì ñ, ëåæèò òåëî
ìàññîé m. Îòíîñèòåëüíî ëèôòà òåëî ïîêîèòñÿ; ñëåäîâàòåëüíî, ñóì-
ìà äåéñòâóþùèõ íà òåëî ñèë òÿæåñòè, ðåàêöèè îïîðû è èíåðöèè
äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ:

m  +  – m ñ = 0. (2*)

Ïóñòü óñêîðåíèå ñ íàïðàâëåíî ââåðõ. Ñïðîåöèðîâàâ âåêòîðû â (2*)

íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà , ïîëó÷èì mg – N + mañ = 0, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî

N = mg + mañ. (3*)

Ïóñòü óñêîðåíèå ñ íàïðàâëåíî âíèç. Ñïðîåöèðîâàâ âåêòîðû â (2*)
íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà , ïîëó÷èì mg – N – mañ = 0, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî

N = mg – mañ. (4*)

Замечание

Выражения (3*) и (4*), полученные наблюдателем в лифте, совпадают с

полученными в п. 2.4.5 наблюдателем из неподвижной системы отсчета соот�

ношениями (2*) и (3*). Для первого наблюдателя рассматриваемое тело по�

коилось, а для второго оно двигалось с ускорением лифта. Оба наблюдателя

зафиксировали возрастание веса тела, если ускорение лифта направлено

вверх, и уменьшение веса, если ускорение лифта направлено вниз.
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2.5.3. Центробежная сила инерции

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà — ãîðèçîíòàëü-
íûé äèñê ðàäèóñîì R, ðàâíîìåðíî âðàùàþùèéñÿ ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ ω. Íà êðàþ äèñêà çàêðåïëåíî òåëî ìàññîé m, ðàññìàòðè-
âàåìîå êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. Óñêîðåíèå ′ òåëà îòíîñèòåëüíî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàâíî íóëþ; ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(2.41) äëÿ ñèëû èíåðöèè óïðîùàåòñÿ:

è = – m . (2.44)

Çäåñü  — óñêîðåíèå òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà. Ýòî åñòü öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå, åãî ìîäóëü ðàâåí
(ñì. (1.22)):

a = ω2R. (2.45)

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà  ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ ðàäèóñà-

âåêòîðà  ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, èçîáðàæàþùåé òåëî, çàêðåïëåí-
íîå íà äèñêå. Ó÷èòûâàÿ ýòî, çàìåíèì ñêàëÿðíîå ñîîòíîøåíèå
(2.45) íà ñëåäóþùåå âåêòîðíîå ñîîòíîøåíèå:

 = –ω
2 . (2.46)

Ïîäñòàâèâ (2.46) â (2.44), íàõîäèì

è = mω
2 . (2.47)

Îïðåäåëÿåìóþ âûðàæåíèåì (2.47) ñèëó èíåðöèè íàçûâàþò öåíò-
ðîáåæíîé ñèëîé èíåðöèè (áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç öá).

Ðàññìîòðèì çàêðåïëåííîå íà âðàùàþùåìñÿ äèñêå òåëî ìàñ-
ñîé m â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íà òåëî äåéñòâóþò òðè ñè-

ëû: ñèëà òÿæåñòè ò, ñèëà ðåàêöèè îïîðû  è ñèëà , óäåðæè-
âàþùàÿ òåëî íà âðàùàþùåìñÿ äèñêå (ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ èëè ñèëà ðåàêöèè ñòåíêè, íàõîäÿùåéñÿ íà
êðàþ äèñêà). Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë ñîîáùàåò òåëó öåíòðî-
ñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå , ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çà-
êîíîì Íüþòîíà ìîæåì çàïèñàòü:

m  = ò +  + . (2.48)

Òàê êàê

ò +  = 0 (1*)

(ñèëû òÿæåñòè è ðåàêöèè îïîðû âçàèìíî óðàâíîâåøåíû), òî (2.48)

ìîæíî óïðîñòèòü: m  = . Ñ ó÷åòîì (2.46) ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî â âèäå

–mω
2  = . (2.49)
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Ñèëó , ñîîáùàþùóþ òåëó ìàññîé m öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêî-

ðåíèå –ω
2 , íàçûâàþò öåíòðîñòðåìèòåëüíîé ñèëîé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òî æå ñàìîå òåëî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ âðàùàþùèìñÿ äèñêîì. ×òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â äàííîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, äîïîë-

íèì ñîâîêóïíîñòü äåéñòâóþùèõ íà òåëî ñèë (ñóììó ñèë ò + +

+ ) ñèëîé èíåðöèè öá. Ïîñêîëüêó òåëî â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà ïîêîèòñÿ, òî â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà ìîæåì
çàïèñàòü:

ò +  +  + öá = 0 (2.50)

èëè, ñ ó÷åòîì (1*),

 + öá = 0. (2*)

Èñïîëüçóÿ (2.47), ïåðåïèøåì (2*) â âèäå:

 + mω
2  = 0. (2.51)

Îáðàòèì âíèìàíèå: ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîò-
íîøåíèÿ (2.49) è (2.51) òîæäåñòâåííû, íî ñ òî÷êè çðåíèÿ

ôèçèêè îíè ðàçëè÷íû. Ñîîòíîøåíèå (2.49) óòâåðæäàåò, ÷òî öåíò-

ðîñòðåìèòåëüíàÿ ñèëà  (ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ èëè ñèëà ðåàêöèè
ñòåíêè) ñîîáùàåò òåëó ìàññîé m öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå

–ω
2 . Ñîîòíîøåíèå (2.51) óòâåðæäàåò, ÷òî öåíòðîñòðåìèòåëüíàÿ

ñèëà  è ñèëà èíåðöèè mω
2  âçàèìíî óðàâíîâåøåíû, áëàãîäàðÿ

÷åìó òåëî ïîêîèòñÿ. Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà òåëî äâèæåò-

ñÿ ñ óñêîðåíèåì –ω
2 , à âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îíî ïîêîèòñÿ.

Èç (2*) âèäíî, ÷òî öåíòðîñòðåìèòåëüíàÿ ñèëà  è öåíòðîáåæ-

íàÿ ñèëà èíåðöèè öá ðàâíû ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíû ïî íà-
ïðàâëåíèþ. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ïðèðîäà ýòèõ äâóõ ñèë ðàçëè÷-

íà. Öåíòðîñòðåìèòåëüíàÿ ñèëà  âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ
íà ðàññìàòðèâàåìîå òåëî ñî ñòîðîíû äðóãîãî òåëà (ñî ñòîðîíû äè-

ñêà). Öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè öá âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîãî,
÷òî äèñê, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàåìîå òåëî, èìååò
öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå.

2.5.4. Сила Кориолиса
во вращающихся системах отсчета

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî íå çàêðåïëåíî íà âðàùàþùåìñÿ äè-
ñêå, à êàêèì-ëèáî îáðàçîì äâèæåòñÿ ïî íåìó. Â ýòîì ñëó÷àå ñè-
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ëó èíåðöèè óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñóììû äâóõ ñèë — óæå
çíàêîìîé íàì öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè è åùå îäíîé ñèëû
èíåðöèè, íàçûâàåìîé ñèëîé Êîðèîë �èñà. Ýòà ñèëà íàçâàíà â
÷åñòü îòêðûâøåãî è îáúÿñíèâøåãî åå ôðàíöóçñêîãî ó÷åíîãî Ãþñ-
òàâà Êîðèîëèñà.

Öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè  îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîëîæåíè-
åì òåëà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà (òî÷íåå ñêàçàòü, îïðåäå-

ëÿåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì  òåëà) è íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè òåëà ′

â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Â ï. 2.5.3 áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ öá

â ñëó÷àå, êîãäà ′ = 0 (òåëî ïîêîèëîñü íà âðàùàþùåìñÿ äèñêå) —

ñì. (2.47). Ïîñêîëüêó  íå çàâèñèò îò ′, âûðàæåíèå (2.47) ãîäèòñÿ
òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ′ − 0. Èòàê, öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè
òåëà, ïðîèçâîëüíî äâèæóùåãîñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âðàùàþùåéñÿ ñèñ-
òåìå îòñ÷åòà, îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

öá = mω
2 . (2.52)

Îòìåòèì, ÷òî ñèëà Êîðèîëèñà (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ê), íàïðî-
òèâ, îò ïîëîæåíèÿ òåëà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå íå çàâèñèò, à îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ òåëà ′ â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïðèâåäåì
áåç âûâîäà âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Êîðèîëèñà â îáùåì ñëó÷àå:

ê = 2m( ′ç ), (2.53)

ãäå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ( ′ç ) îçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-

íèå âåêòîðîâ  è . Âåêòîð  — âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè; îí íà-
ïðàâëåí ïî îñè âðàùåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïðàâîãî âèí-
òà (ñì. ðèñ. 1.8).

Òàê êàê âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ, îðèåíòèðîâàí ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñ-
êîñòè ñîìíîæèòåëåé, òî èç (2.53) çàêëþ÷àåì, ÷òî íàïðàâëåíèå ñè-
ëû Êîðèîëèñà ïåðïåíäèêóëÿðíî êàê ê âåêòîðó ñêîðîñòè òåëà âî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå, òàê è ê îñè âðàùåíèÿ ñèñòåìû.

Âåêòîðû ′,  è ′ç  ïîêàçàíû íà ðè-
ñóíêå 2.24, ãäå ÷åðåç S îáîçíà÷åíà ïëîñêîñòü
âåêòîðîâ  è , à ÷åðåç β — ìåíüøèé èç óã-

ëîâ ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè. Âåêòîð ′ç

ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè S. ×òîáû âûÿñ-
íèòü, â êàêóþ ñòîðîíó îí íàïðàâëåí, íàäî
ïðèìåíèòü ïðàâèëî ïðàâîãî âèíòà. Ìîäóëü
âåêòîðà ′ç  ðàâåí

| ′ç | = v′ω sinβ. (2.54)
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Åñëè ′ B , òî β = ; â ýòîì ñëó÷àå

| ′ç | = v′ω. (2.55)

Åñëè âåêòîðû  è  ïàðàëëåëüíû èëè àíòèïàðàëëåëüíû, òî β = 0

èëè β = π; â ýòîì ñëó÷àå | ′ç | = 0, ò. å. ñèëà Êîðèîëèñà îòñóò-
ñòâóåò.

Íå ñëåäóåò ñîìíåâàòüñÿ â ðåàëüíîñòè ñèë èíåðöèè. Õîòÿ çà
íèìè íå ñêðûâàþòñÿ êàêèå-ëèáî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë, îäíàêî óñ-
êîðåíèÿ, ñîîáùàåìûå ýòèìè ñèëàìè òåëàì â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñ-
òåìàõ îòñ÷åòà, ñîâåðøåííî ðåàëüíû. Ñ äåéñòâèåì ñèë èíåðöèè
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ íà àòòðàêöèîíå «êàðóñåëü». ×åëîâåê, ñèäÿ-
ùèé íà êàðóñåëè, õîðîøî îùóùàåò íà ñåáå äåéñòâèå öåíòðîáåæ-
íîé ñèëû èíåðöèè, ñòðåìÿùåéñÿ âûáðîñèòü åãî íàðóæó. Ïîïðî-
áóåì ïðîéòèñü ïî ïîëó âðàùàþùåéñÿ êàðóñåëè — è ìû óáåäèì-
ñÿ, ÷òî î÷åíü òðóäíî óäåðæàòüñÿ â ðàâíîâåñèè. Êðîìå
öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè, íàïðàâëåííîé ïî ðàäèóñó îò öåíòðà
êàðóñåëè, íà íàñ áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà Êîðèîëèñà. Îíà áóäåò
«âàëèòü» íàñ íà áîê. ×òîáû íå óïàñòü, ìû áóäåì âûíóæäåíû èä-
òè, «ïåðåïëåòàÿ» íîãè.

2.5.5. Вывод выражения для силы Кориолиса
в частном случае

Âûðàæåíèå (2.53) äëÿ ñèëû Êîðèîëèñà íåòðóäíî âûâåñòè â ñëó÷àå,
êîãäà òåëî ìàññîé m, ïðåäñòàâëÿåìîå ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, ðàâíî-
ìåðíî äâèæåòñÿ âäîëü êðàÿ äèñêà ðàäèóñîì R, ðàâíîìåðíî âðà-

ùàþùåãîñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ïî îòíîøåíèþ ê íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà òåëî ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R ñî ñêîðîñòüþ, ìî-
äóëü êîòîðîé ðàâåí

v = v′ + ωR, (1*)

ãäå v′ — ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà îòíîñèòåëüíî äèñêà. Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

òåëî èìååò óñêîðåíèå, ìîäóëü a êîòîðîãî ðàâåí a = . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (1*),

íàõîäèì

a =  + 2v′ω + ω2R. (2*)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç  öåíòðîñòðåìèòåëüíóþ ñèëó, îáåñïå÷èâàþùóþ äâè-
æåíèå òåëà ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R (ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñèëà ðå-
àêöèè íèòè, ïðèâÿçàííîé ê òåëó). Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà ma = F èëè,
ñ ó÷åòîì (2*),

m  + 2mv′ω + mω2R = F. (3*)
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Òàê êàê m  = ma′, ãäå a′ — ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ òåëà

îòíîñèòåëüíî äèñêà, òî (3*) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

ma′ = F – mω2R – 2mv′ω. (4*)

Èç (4*) âèäíî, ÷òî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà âî âðàùàþ-

ùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà íàäî äîïîëíèòü ñèëó  äâóìÿ ñèëàìè èíåðöèè. Èõ ìî-
äóëè âîøëè â (4*) ñî çíàêîì ìèíóñ; çíà÷èò, ýòè ñèëû íàïðàâëåíû â îáðàòíóþ

ñòîðîíó ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó  (îíè íàïðàâëåíû ïî ðàäèóñó îò öåíòðà
âðàùåíèÿ). Ïåðâàÿ èç ýòèõ ñèë (åå ìîäóëü ðàâåí mω2R) — öåíòðîáåæíàÿ ñè-

ëà èíåðöèè öá. Ìîäóëü âòîðîé ñèëû èíåðöèè ðàâåí 2mv′ω. Ïîñêîëüêó â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ′ B  è, çíà÷èò, ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.55), ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî

2mv′ω = 2m| ′ç |.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ñèëà èíåðöèè åñòü ñèëà Êîðè-

îëèñà ê.

Äàííûé ñëó÷àé èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê 2.25.

2.5.6. Закон Бэра

Ïî÷åìó ðåêè, òåêóùèå â ìåðèäèîíàëüíîì íàïðàâëåíèè
(ñ ñåâåðà íà þã èëè ñ þãà íà ñåâåð) ïîäìûâàþò â Ñåâåð-

íîì ïîëóøàðèè ïðàâûé áåðåã, à â Þæíîì — ëåâûé?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë äàí â 1857 ãîäó ðîññèéñêèì ó÷å-
íûì Êàðëîì Ìàêñèìîâè÷åì Áýðîì. Íà ìàññó m, äâèæóùóþñÿ
â òî÷êå A ñî ñêîðîñòüþ v ïî ìåðèäèàíó ê ñåâåðó, áóäåò äåé-
ñòâîâàòü ñèëà Êîðèîëèñà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (2.53),
ãäå ω — óãëîâàÿ ñêîðîñòü çåìíîãî øàðà; ýòà ñèëà ñòðåìèòñÿ

îòêëîíèòü ìàññó m âïðàâî (ðèñ. 2.26). Ñè-
ëà Êîðèîëèñà ñòðåìèòñÿ îòêëîíèòü âïðàâî
òàêæå è ìàññó m, äâèæóùóþñÿ â òî÷êå B ïî
ìåðèäèàíó ê þãó. Åñëè ðàññìàòðèâàòü â
êà÷åñòâå m äâèæóùóþñÿ ìàññó ðå÷íîé âî-
äû, òî ïîëó÷èì çàêîí Áýðà.

Ïîñêîëüêó ñèëà Êîðèîëèñà ïðîïîðöèî-
íàëüíà äâèæóùåéñÿ ìàññå, çàêîí Áýðà çàìå-
òåí ëèøü â äîëèíàõ êðóïíûõ ðåê. Åãî õîðîøî
ïîäòâåðæäàåò ñòðîåíèå áåðåãîâ Äíåïðà, Äî-
íà, Âîëãè, Îáè, Èðòûøà, Åíèñåÿ, Ëåíû.
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2.6. ÇÀÊÎÍ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÈÌÏÓËÜÑÀ Â ÌÅÕÀÍÈÊÅ

2.6.1. Изменение импульса системы тел

Ïîëàãàÿ ñèëó  ïîñòîÿííîé, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì
(2.7) äëÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, êîòîðîå çàïèøåì â âèäå:

 – ′ = ∆t. (2.56)

Çäåñü  – ′ — èçìåíåíèå èìïóëüñà òåëà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè

∆t, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïîñòîÿííàÿ ñèëà  äåéñòâîâàëà íà òåëî

ìàññîé m; ′ = m ′ — íà÷àëüíûé èìïóëüñ,  = m  — êîíå÷íûé

èìïóëüñ ( ′ — íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà,  — åãî êîíå÷íàÿ ñêî-
ðîñòü). Èç (2.56) âèäíî, ÷òî îäèíàêîâûå èçìåíåíèÿ èìïóëüñà òåëà
ìîæíî ïîëó÷èòü êàê â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íà òåëî áîëüøîé ñèëû
çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òàê è â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ìà-
ëîé ñèëû çà áîëüøîé ïðîìåæóòîê.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òðåõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë, ïîëàãàÿ ∆t
äîñòàòî÷íî ìàëûì. Âïîñëåäñòâèè ýòî îãðàíè÷åíèå áóäåò ñíÿòî, à
ïîêà îíî íóæíî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (2.56). Ïðåäñòà-
âèì äëÿ êàæäîãî èç òðåõ òåë âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â âèäå (2.56).
Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðíûõ óðàâíåíèé:

(2.57)

Çäåñü i — ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà i-å òåëî; ij —
ñèëà, ñ êàêîé i-å òåëî ñèñòåìû äåéñòâóåò íà j-å òåëî; i, j = 1, 2, 3.

Â îòëè÷èå îò ñèë i, ñèëû ij íàçûâàþò âíóòðåííèìè ñèëàìè.
Îíè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè äëÿ äàííîé ñèñòåìû òåë.

Ñëîæèì ëåâûå, à òàêæå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2.57); ïîëó-
÷èì

 – ′ =

= [ 1 + 2 + 3 + ( 12 + 21) + ( 13 + 31) + ( 23 + 32)]∆t. (2.58)

Çäåñü  = 1 + 2 + 3 — êîíå÷íûé èìïóëüñ ñèñòåìû, ′ = 1′ +

+ 2′ + 3′ — íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñèñòåìû. Ñîãëàñíî òðåòüåìó
çàêîíó Íüþòîíà (çàêîíó ðàâåíñòâà äåéñòâèÿ è ïðîòèâîäåéñòâèÿ),

12 = – 21, 13 = – 31, 23 = – 32.
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Â ðåçóëüòàòå (2.58) ïðèíèìàåò âèä:

 – ′ = ( 1 + 2 + 3)∆t.

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà ñîñòî-
èò íå èç òðåõ, à èç N òåë:

 – ′ = ∆t. (2.59)

Ïîëó÷åí âåñüìà âàæíûé ðåçóëüòàò:
ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû òåë ìîãóò èçìåíèòü òîëüêî
âíåøíèå ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå ñèëû.
Âíóòðåííèå ñèëû èçìåíÿþò èìïóëüñû îòäåëüíûõ òåë ñèñòåìû,

íî íå èçìåíÿþò èìïóëüñà ñèñòåìû. Åñëè ñóììà âíåøíèõ ñèë 

ïîñòîÿííà, òî ñîîòíîøåíèå (2.59) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ïðîìå-
æóòêà âðåìåíè ∆t.

2.6.2. Закон сохранения импульса

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåøíèå ñèëû èëè îòñóòñòâóþò (ãîâîðÿò,
÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, èëè èçîëèðîâàííîé), èëè îíè äåé-
ñòâóþò íà òåëî, íî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Âî âñåõ òàêèõ ñëó÷àÿõ
ñîîòíîøåíèå (2.59) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

 – ′ = 0. (1*)

Ñîîòíîøåíèå (1*) îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå èìïóëüñà ñèñòåìû
òåë çà ëþáîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìïóëüñ òàêîé ñèñòåìû âîîáùå íå èçìåíÿåòñÿ, ò. å. ñîõðàíÿåòñÿ,
÷òî ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà:

mi i(t) = const. (2.60)

Îáðàòèì âíèìàíèå: ñêîðîñòè i(t) îòäåëüíûõ òåë ñèñòå-
ìû îòíþäü íå ïîñòîÿííû, òåëà îáìåíèâàþòñÿ èìïóëüñà-

ìè äðóã ñ äðóãîì, îäíàêî âåêòîðíàÿ ñóììà èìïóëüñîâ âñåõ òåë
ñèñòåìû îñòàåòñÿ íåèçìåííîé (ñîõðàíÿåòñÿ). Ñîîòíîøåíèå (2.60)
âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëà ñèñòåìû,
ðàâíà íóëþ, òî èìïóëüñ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà «ñîñòîèò» èç îä-
íîãî òåëà, ýòîò çàêîí ïðåâðàùàåòñÿ â ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà (çà-
êîí èíåðöèè).

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû ìîæíî ïðèìåíÿòü âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, äàæå åñëè  − 0. Åñëè ñóììà âíåøíèõ ñèë íå

ðàâíà íóëþ, íî ðàâíà íóëþ ñóììà ïðîåêöèé ýòèõ ñèë íà íåêîòîðîå
íàïðàâëåíèå, òî áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ïðîåêöèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû
íà ýòî íàïðàâëåíèå. Íà Çåìëå è âáëèçè åå ïîâåðõíîñòè íà âñå òå-
ëà äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè. Â îòñóòñòâèå óðàâíîâåøèâàþùåé ñèëû
îíà èçìåíÿåò âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ èìïóëüñà  ñèñòåìû.
Íî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìïóëüñà  ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè
íåò âíåøíèõ ñèë, èìåþùèõ ãîðèçîíòàëüíûå ïðîåêöèè. Êðîìå òîãî,
âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âðåìÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ òåë â ñèñòåìå âåñüìà ìàëî (íàïðèìåð, ïðè âçðûâå ñíàðÿäà
èëè ïðè ñîóäàðåíèè äâóõ òåë), âíåøíèå ñèëû ïîïðîñòó íå óñïåâà-
þò ñêîëü-ëèáî çàìåòíî èçìåíèòü èìïóëüñ ñèñòåìû è ïîýòîìó ìî-
ãóò íå ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (2.60) ñèëû âî-
îáùå íå ïðèñóòñòâóþò. Çíà÷èò, ïðèìåíÿÿ ýòîò çàêîí, ìû ìîæåì
îáîéòèñü áåç âûÿñíåíèÿ ìåõàíèçìà âçàèìîäåéñòâèÿ òåë â ñèñòåìå,
ïðèðîäû âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì ñèë. Ýòî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî
ïðîñòî ðåøàòü çàäà÷è, ãäå âàæåí íå ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ òåë
ñèñòåìû, à ëèøü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò òàêîãî âçàèìîäåéñò-
âèÿ.

2.6.3. Абсолютно неупругие соударения

Àáñîëþòíî íåóïðóãèìè íàçûâàþò ñîóäàðåíèÿ, â ðåçóëüòà-
òå êîòîðûõ ñîóäàðÿþùèåñÿ òåëà ñëèïàþòñÿ è äàëåå äâèæóòñÿ
êàê åäèíîå öåëîå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá àáñîëþòíî íåóïðó-
ãîì ñîóäàðåíèè äâóõ òåë, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ìàòåðèàëüíûå
òî÷êè.

Задача. Òåëî ìàññîé m1, èìåâøåå ñêîðîñòü 1, àáñîëþòíî íå-

óïðóãî ñîóäàðÿåòñÿ ñ òåëîì ìàññîé m2, èìåâøèì ñêîðîñòü 2

(ðèñ. 2.27). Âåêòîðû 1 è 2 îðè-
åíòèðîâàíû ïîä óãëîì β äðóã ê
äðóãó. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñêîðîñòü
ñëèïøèõñÿ òåë ïîñëå ñîóäàðåíèÿ.

Ïåðåä ñîóäàðåíèåì ñèñòåìà òåë
èìåëà èìïóëüñ m1 1 + m2 2, à ïîñ-
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ëå ñîóäàðåíèÿ (m1 + m2) , ãäå  — èñêîìàÿ ñêîðîñòü. Ñîãëàñíî

çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, m1 1 + m2 2 = (m1 + m2)  è, ñëå-
äîâàòåëüíî,

 = . (2.61)

Èç (2.61) âèäíî, ÷òî âåêòîð  íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ 1

è 2. Ââåäåì â ýòîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàòíûå îñè, íàïðàâèâ x-îñü,

íàïðèìåð, âäîëü âåêòîðà 1 ( ñì. ðèñóíîê). Ñïðîåöèðîâàâ âåêòîðû

1, 2,  íà x-îñü è íà y-îñü, ïðåâðàòèì âåêòîðíîå ðàâåíñòâî
(2.61) â äâà ñêàëÿðíûõ:

; . (1*)

Çäåñü α — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 1 è , à β — óãîë ìåæäó âåê-

òîðàìè 1 è 2. Âîçâåäåì îáà ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ñëîæèì; ïî-
ëó÷èì

v2(m1 + m2)
2 = m1

2v1
2 + m2

2v2
2 + 2m1m2v1v2cosβ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

. (2*)

Ïîäåëèâ âòîðîå ðàâåíñòâî â (1*) íà ïåðâîå, íàõîäèì

. (3*)

Åñëè òåëà äâèãàëèñü ïåðåä ñîóäàðåíèåì íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó
(â ýòîì ñëó÷àå β = π), òî èç (2*) è (3*) ïîëó÷èì

v = ; α = 0 èëè α = 2π.

Ïðè m1v1 > m2v2 íàïðàâëåíèå âåêòîðà  ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-

íèåì âåêòîðà 1, à ïðè m1v1 < m2v2 èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëå-

íèå âåêòîðû  è 2. Ïðè m1v1 = m2v2 ñëèïøèåñÿ òåëà îêàçûâà-
þòñÿ íåïîäâèæíûìè.
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Åñëè íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòåé 1 è 2 ñîâïàäàþò è ïðè ýòîì
v1 > v2, òî èç (2*) è (3*) ñëåäóåò, ÷òî

v = ; α = 0.  

2.6.4. Явление отдачи

ßâëåíèå îòäà÷è íàáëþäàåòñÿ, êîãäà òåëî ïîä äåéñòâèåì âíóò-
ðåííèõ ñèë ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, ðàçëåòàþùèåñÿ äðóã îò äðó-
ãà. Ïðîñòîé ïðèìåð: èç ñòâîëà îðóäèÿ ïîðîõîâûå ãàçû âûáðàñû-
âàþò ñíàðÿä. Ñíàðÿä ëåòèò â îäíó ñòîðîíó, à îðóäèå, åñëè îíî íå
çàêðåïëåíî, îòêàòûâàåòñÿ íàçàä — îíî èñïûòàëî îòäà÷ó. Äî âû-
ñòðåëà îðóäèÿ ìû èìåëè «òåëî», ñîñòîÿùåå èç ñàìîãî îðóäèÿ è
ñíàðÿäà âíóòðè ñòâîëà. Ïðîèçîøåë «ðàñïàä» èñõîäíîãî òåëà —
ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííèõ ñèë îíî «ðàñïàëîñü» íà äâå ÷àñòè (îðó-
äèå è ñíàðÿä), äâèæóùèåñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âîîáðàçèì ñëåäóþùóþ êàðòèíó. Ñòîÿùèé íà ñêîëüçêîì ëüäó
÷åëîâåê áðîñàåò â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè êàìåíü. Èñïûòàâ îòäà-
÷ó, ÷åëîâåê íà÷íåò ñêîëüçèòü ïî ëüäó â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâ-
ëåíèè. «Òåëî» ÷åëîâåê + êàìåíü ïîä äåéñòâèåì ìûøå÷íîãî óñèëèÿ
÷åëîâåêà «ðàñïàëîñü» íà äâå ÷àñòè — íà ÷åëîâåêà è êàìåíü. Îò-
ìåòèì, ÷òî ÷åëîâåê ñ êàìíåì áûë ïîñòàâëåí íà ñêîëüçêèé ëåä äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ñèëó òðåíèÿ è èìåòü äåëî ñ
ñèòóàöèåé, êîãäà ñóììà âíåøíèõ ñèë áëèçêà ê íóëþ è ðàáîòàþò
ëèøü âíóòðåííèå ñèëû — ÷åëîâåê äåéñòâóåò íà êàìåíü, áðîñàÿ
åãî, à êàìåíü äåéñòâóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòî-
íà íà ÷åëîâåêà. Â ðåçóëüòàòå è íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå îòäà÷è.

Ýòî ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà. Îòâëåêàÿñü îò êàêîé-ëèáî æèçíåííîé ñèòóàöèè, ðàñ-
ñìîòðèì äâà òåëà ñ ìàññàìè m1 è m2, ïîêîÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà (ïóñòü ýòî áóäåò Çåìëÿ).
Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äåéñòâèåì íà òåëî ñî ñòîðîíû âíåøíèõ ñèë
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ âíóò-
ðåííèõ ñèë ñèñòåìà ðàñïàëàñü — òåëî ìàññîé m1 ïðèîáðåëî ñêî-

ðîñòü 1, à òåëî ìàññîé m2 — ñêîðîñòü 2. Äî ðàñïàäà èìïóëüñ

ñèñòåìû ðàâíÿëñÿ íóëþ (  = 0); ïîñëå ðàñïàäà åãî ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå  = m1 1 + m2 2. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

ñëåäóåò, ÷òî  = ′, ò. å. m1 1 + m2 2 = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

2 = – 1. (2.62)
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Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âåêòîðû 1 è 2 íàïðàâëåíû ïðîòèâî-

ïîëîæíî. Åñëè, íàïðèìåð, 1 — ñêîðîñòü, ñ êàêîé ÷åëîâåê íà ëüäó

áðîñèë â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè êàìåíü ìàññîé m1, òî 2 —
ñêîðîñòü ÷åëîâåêà ìàññîé m2, êàêóþ îí ïðèîáðåë âñëåäñòâèå îò-

äà÷è. Òàê êàê m1 n m2, òî èç (2.62) ñëåäóåò, ÷òî | 2| n | 1|.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçêà òåë ñ ìàññàìè M è m äâè-

æåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî ñî ñêîðîñòüþ  îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé (èíåðöèàëüíîé) ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â ðåçóëüòàòå
äåéñòâèÿ âíóòðåííèõ ñèë (ïðèðîäà èõ â äàííîì ñëó÷àå íå èìååò
çíà÷åíèÿ) ñâÿçêà ðàñïàäàåòñÿ; òåëî ñ ìàññîé m ïðèîáðåòàåò
ñêîðîñòü  îòíîñèòåëüíî òåëà ñ ìàññîé M, òàê ÷òî åãî ñêîðîñòü
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

 + . Ñêîðîñòü òåëà ñ ìàññîé M â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðåä-
ñòàâèì êàê  + 1. Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó òåë êàê çàìêíóòóþ,
âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ñîãëàñíî êîòî-
ðîìó

(M + m)  = M(  + 1) + m(  + ).

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ñîêðàùåíèé îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ ïî-
ëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

M 1 = – m. (2.63)

Èç (2.63) âèäíî, ÷òî íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ 1 è  ïðîòèâîïîëîæíû.

Èíòåðåñåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð  íàïðàâëåí íà-
âñòðå÷ó âåêòîðó . Â äàííîì ñëó÷àå òåëî ìàññîé M áóäåò ïîñëå
ðàñïàäà ñâÿçêè ïðîäîëæàòü äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ,
ïðè ýòîì ìîäóëü åãî ñêîðîñòè óâåëè÷èòñÿ âñëåäñòâèå îòäà÷è è áó-

äåò ðàâåí v + .

2.6.5. От явления отдачи к реактивному движению
и формуле Мещерского

Îò ÿâëåíèÿ îòäà÷è åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ðå-
àêòèâíîãî äâèæåíèÿ íà ïðèìåðå äâèæåíèÿ ðàêåòû. Â ñàìûõ
îáùèõ ÷åðòàõ ýòî äâèæåíèå îáúÿñíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ïðè
ñãîðàíèè òîïëèâà èç ñîïëà ðàêåòû âûðûâàþòñÿ ñ âåñüìà áîëü-
øîé ñêîðîñòüþ ãàçû. Âñëåäñòâèå îòäà÷è ðàêåòà äâèæåòñÿ â íà-
ïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèþ èñòå÷åíèÿ ãàçîâ èç
ñîïëà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç  ñêîðîñòü ðàêåòû îòíîñèòåëüíî Çåìëè â íå-
êîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t. Ñêîðîñòü ðàêåòû â ìîìåíò t + ∆t îáî-
çíà÷èì ÷åðåç  + . Èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðàêåòû ïðîèçîøëî â
ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî èç íåå áûëà âûáðîøåíà ìàññà ãàçà ∆M ñî
ñêîðîñòüþ  ïî îòíîøåíèþ ê ðàêåòå. Ñêîðîñòü  íàçûâàþò ñêî-
ðîñòüþ èñòå÷åíèÿ. Ïî çàâåðøåíèè ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t ìàññà
ðàêåòû âìåñòå ñ òîïëèâîì óìåíüøèëàñü íà ∆M. Ïðîìåæóòîê ∆t
ïîëàãàåì äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàñ-
ñà ðàêåòû ñ òîïëèâîì ïîñòîÿííà íà äàííîì ïðîìåæóòêå è â êîíöå
åãî ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì â ðåçóëüòàòå ìãíîâåííîãî âûáðîñà ìàññû ãà-
çà ∆M (âïîñëåäñòâèè ìû ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆t º 0 è òåì
ñàìûì çàìåíèì èìïóëüñèâíûé âûáðîñ ãàçîâ èõ íåïðåðûâíûì èñ-
òå÷åíèåì èç ñîïëà ðàêåòû). Åñëè ìàññà ðàêåòû ñ òîïëèâîì â ìî-
ìåíò t ðàâíà M, òî â ìîìåíò t + ∆t îíà áóäåò ðàâíà M – ∆M.

Èòàê, â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü ðàêåòà ñ òîïëèâîì, èìåþùàÿ
ìàññó M è ñêîðîñòü  îòíîñèòåëüíî Çåìëè. Â ìîìåíò t + ∆t åñòü,
âî-ïåðâûõ, ðàêåòà ñ òîïëèâîì, èìåþùàÿ ìàññó M – ∆M è ñêîðîñòü

 + ∆  îòíîñèòåëüíî Çåìëè, è, âî-âòîðûõ, ïîðöèÿ ãàçà, èìåþùàÿ
ìàññó ∆M è ñêîðîñòü  +  îòíîñèòåëüíî Çåìëè. Ïðåíåáðåãàÿ
âçàèìîäåéñòâèåì ðàêåòû ñ âíåøíèìè òåëàìè (ïîçäíåå ìû ó÷òåì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå), âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èì-
ïóëüñà è çàïèøåì:

M  = (M – ∆M) (  + ) + ∆M(  + ). (2.64)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

M  = M  + M  – ∆M  – ∆M  + ∆M  + ∆M . (2.65)

Ïðîèçâåäåíèÿ M , à òàêæå ∆M  ñîêðàùàþòñÿ. Ïðîèçâåäåíèåì
∆M  ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê çäåñü ïåðåìíîæàþòñÿ äâå ìà-
ëûõ âåëè÷èíû; êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, òàêîå ïðîèçâåäåíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Â ðåçóëüòàòå
ñîîòíîøåíèå (2.65) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (ñðàâíèòå ñ (2.63)):

M  = – ∆M. (2.66)

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ∆t; ïîëó÷èì

. (2.67)

Ó÷òåì, ÷òî  = (t + ∆t) – (t), è çàòåì ïåðåéäåì â îáåèõ ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâà (2.67) ê ïðåäåëó ïðè ∆t º 0:

. (2.68)
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Ïðåäåë  åñòü ìãíîâåííîå óñêîðåíèå (t) ðà-

êåòû (íàïîìíèì ôîðìóëó (1.14)). Âåëè÷èíó  íàçîâåì

ñðåäíèì çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ðàñõîäîì òîïëèâà. Âå-
ëè÷èíà

(2.69)

— ìãíîâåííûé ðàñõîä òîïëèâà äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t. Ñ ó÷åòîì
ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé ïðåäñòàâèì (2.68) â âèäå:

M(t) (t) = – (t)μ(t). (2.70)

Óñêîðåíèå (t) âûçûâàåòñÿ ñèëîé

p(t) = – (t)μ(t), (2.71)

êîòîðóþ íàçûâàþò ðåàêòèâíîé ñèëîé. Îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàñ-
õîäó òîïëèâà è ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ ãàçà è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïî-
ëîæíî ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ.

Åñëè íà ëåòÿùóþ ðàêåòó äåéñòâóåò, êðîìå ðåàêòèâíîé ñèëû

p(t), íåêîòîðàÿ âíåøíÿÿ ñèëà (t), òî ñîîòíîøåíèå (2.70) ñëåäóåò
çàìåíèòü ñîîòíîøåíèåì:

M(t) (t) = p(t) + (t). (2.72)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå âòîðîãî çàêîíà
Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ òåëà ïåðåìåííîé ìàññû. Îíî ïîëó÷èëî íà-
çâàíèå ôîðìóëû Ìåùåðñêîãî (ïî èìåíè ðîññèéñêîãî ó÷åíîãî Èâà-
íà Âñåâîëîäîâè÷à Ìåùåðñêîãî, èññëåäîâàâøåãî ìåõàíèêó òåë ïå-
ðåìåííîé ìàññû).

2.6.6. Движение центра масс системы тел

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç N òåë (òî÷íåå ñêàçàòü, ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê) ñ ìàññàìè m1, m2, …, mN. Îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâåííî ÷åðåç 1(t), 2(t), …, N(t) ðàäèóñû-âåêòîðû ýòèõ òåë â ìî-
ìåíò t. Öåíòðîì ìàññ (èíà÷å ãîâîðÿ, öåíòðîì èíåðöèè) ñèñòåìû
òåë íàçûâàþò òî÷êó, ðàäèóñ-âåêòîð C(t) êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì:

C (t)m = i (t), (2.73)
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ãäå m = . Öåíòð ìàññ (öåíòð èíåðöèè) ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ

åå öåíòðîì òÿæåñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå òåëà ñèñòåìû èìåþò îäíî
è òî æå óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû
ðàçìåðû ñèñòåìû áûëè ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà Çåìëè, ÷òî îáû÷íî
âûïîëíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå (ñì. ï. 3.4.4).

Ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ C(t + ∆t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

C (t + ∆t)m = i (t + ∆t).

Âû÷òåì (2.73) èç ýòîãî ðàâåíñòâà è ïîäåëèì ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåí-
ñòâî íà ∆t:

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t º 0, îòñþäà ïîëó÷èì

m C (t) = i (t). (2.74)

Çäåñü C (t) — ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.
Åñëè ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëà ñèñòåìû, ðàâ-

íà íóëþ, òî, ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà,

m1 1(t) + m2 2(t) + … + mN N(t) =  = const

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ íå áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè:

C = . (2.75)

Èç (2.75) âèäíî, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê çàìêíóòóþ, èëè ïîêîèòñÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà,
èëè äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåå ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî.

Èòàê, èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñëåäóåò, ÷òî ïîä äåéñòâè-
åì âíóòðåííèõ ñèë ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû íå èç-
ìåíÿåòñÿ. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ìîæåò áûòü îáóñëîâ-
ëåíî òîëüêî âíåøíèìè ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé ñèñòåìå ñèëàìè.

Ïîíÿòíî, ïî÷åìó ëåãåíäàðíûé áàðîí Ìþíõãàóçåí íå ñìîã áû âûòà-
ùèòü ñàìîãî ñåáÿ èç áîëîòà. Ñèëà, ñ êàêîé îí òÿíóë ñåáÿ çà âîëî-

ñû, — ýòî âíóòðåííÿÿ ñèëà ñèñòåìû, èìåíóåìîé «áàðîí Ìþíõãàóçåí». Îíà íå
ìîæåò ñîîáùèòü öåíòðó ìàññ ñèñòåìû (è çíà÷èò, ñàìîìó áàðîíó) ñêîðîñòü, íà-
ïðàâëåííóþ ââåðõ èëè â êàêóþ-ëèáî èíóþ ñòîðîíó.
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Áîëåå èíòåðåñåí ïðèìåð, êàñàþùèéñÿ âðàùåíèÿ Ëóíû âîêðóã Çåìëè. Ñèëû
ïðèòÿæåíèÿ Ëóíû ê Çåìëå è Çåìëè ê Ëóíå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè ñèëàìè â
ñèñòåìå Çåìëÿ + Ëóíà. Ïîýòîìó îíè íå ìîãóò âëèÿòü íà äâèæåíèå Çåìëè ñ Ëó-
íîé ïî îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà. Ýòî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé
äëÿ äàííîé ñèñòåìû ñèëû — ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëåíèå î Çåìëå, äâèæóùåéñÿ ïî ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà, è Ëóíå,
îáðàùàþùåéñÿ âîêðóã Çåìëè, îêàçûâàåòñÿ íå âïîëíå òî÷íûì. Â äåéñòâèòåëüíîñ-
òè âîêðóã Ñîëíöà äâèæåòñÿ ïî ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòå öåíòð ìàññ Çåìëè è
Ëóíû, à Çåìëÿ è Ëóíà îáðàùàþòñÿ ïðè ýòîì âîêðóã óêàçàííîãî öåíòðà ìàññ.

Íàéäåì ðàññòîÿíèå l îò öåíòðà Çåìëè äî öåíòðà ìàññ ñèñòåìû Çåìëÿ + Ëó-
íà. Ïîëîæèì â (2.73) N = 2 è ñïðîåöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî íà x-îñü, ïðîâåäåííóþ
÷åðåç öåíòðû Çåìëè è Ëóíû è èìåþùóþ íà÷àëî â öåíòðå Çåìëè (ðèñ. 2.28). Ìû
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

læ (m1 + m2) = 0æm1 + Lm2. (1*)

Çäåñü m1 è m2 — ìàññû Çåìëè è Ëóíû, ñîîòâåòñòâåííî, à L — ðàññòîÿíèå

ìåæäó èõ öåíòðàìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàññà Çåìëè â 81 ðàç áîëüøå ìàññû Ëóíû,
ïåðåïèøåì (1*) â âèäå:

.

Òàê êàê L = 384 000 êì, òî ïîëó÷àåì, ÷òî l d 4680  êì. Ðàäèóñ çåìíî-
ãî øàðà ðàâåí ïðèìåðíî 6370 êì. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð ìàññ ñèñòåìû
Çåìëÿ + Ëóíà çàìåòíî îòñòîèò îò öåíòðà Çåìëè, õîòÿ è îñòàåòñÿ âíóòðè
çåìíîãî øàðà.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

2.1. Ïóñòîé ñòàêàí íàêðûò ëè-
ñòêîì ïëîòíîé áóìàãè, à íà
ëèñòîê ïîëîæåí ïÿòàê. Åñëè
ðåçêî âûäåðíóòü ëèñòîê, ïÿòàê
óïàäåò â ñòàêàí. Êàê ýòî ìîæ-
íî îáúÿñíèòü, èñïîëüçóÿ âòîðîé
çàêîí Íüþòîíà?
2.2. Êàìåíü áðîñèëè ïîä óãëîì
ê ãîðèçîíòó. Íà íåãî äåéñòâóåò

òîëüêî ñèëà òÿæåñòè, íàïðàâ-
ëåííàÿ âåðòèêàëüíî âíèç. Ïî-
÷åìó æå êàìåíü ëåòèò ïî ïà-
ðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè è íè
â îäíîé òî÷êå òðàåêòîðèè åãî
ñêîðîñòü íå íàïðàâëåíà âåðòè-
êàëüíî âíèç?
2.3. Ìîãóò ëè îêàçàòüñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿ ñêî-

Ðèñ. 2.28
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ðîñòè òåëà è ðàâíîäåéñòâóþ-
ùåé ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó?
2.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîòíîñòü
íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé âåëè-
÷èíîé.
2.5. Ìîæåò ëè öåíòð òÿæåñòè
òåëà íàõîäèòüñÿ âíå òåëà?
2.6. Òåëî ðàâíîìåðíî ñêîëüçèò
âíèç ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ
óãëîì íàêëîíà α. ×åìó ðàâåí
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ?
2.7. Ñàíè òÿíóò çà âåðåâêó ïî
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.
Çàâèñèò ëè ìîäóëü ñèëû òðå-
íèÿ ñêîëüæåíèÿ îò óãëà, îáðà-
çóåìîãî íàòÿíóòîé âåðåâêîé ñ
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ?
2.8. Íàéäèòå ìîäóëü ñèëû ðå-
àêöèè íèòè â ñëó÷àÿõ à) è á),
èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 2.29.

Äàíû ìàññà m òåëà è óãîë α
îòêëîíåíèÿ íèòè îò âåðòèêàëè.
2.9. Ðåøèòå çàäà÷ó 1 èç ï. 2.4.3,
óñëîæíèâ åå óêàçàíèåì, ÷òî åñòü
òðåíèå ñêîëüæåíèÿ, õàðàêòåðè-
çóåìîå êîýôôèöèåíòîì μ.
2.10. Íà òåëî, ïîêîÿùååñÿ íà
íàêëîííîé ïëîñêîñòè, äåéñòâó-
þò òðè ñèëû: òÿæåñòè, ðåàêöèè
îïîðû, òðåíèÿ ïîêîÿ. Êàêèå ñè-
ëû ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîäåéñòâèÿ-
ìè ïî îòíîøåíèþ ê óêàçàííûì
ñèëàì è ê êàêèì òåëàì îíè
ïðèëîæåíû?

2.11. Òåïëîâîç äâèæåò âàãîí,
òîëêàÿ åãî ñçàäè. Óêàæèòå è
íàçîâèòå ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà âàãîí. Êàêèå ñèëû ÿâëÿþòñÿ
ïî îòíîøåíèþ ê íèì ïðîòèâî-
äåéñòâèÿìè?
2.12. Áóêñèð äâèæåò áàðæó,
òîëêàÿ åå ñçàäè. Ïî÷åìó ñèñòå-
ìà «áóêñèð — áàðæà» äâèæåò-
ñÿ, êîëü ñêîðî ñèëà, ñ êàêîé
áóêñèð äàâèò íà áàðæó, ðàâíà
ïî ìîäóëþ ñèëå, ñ êàêîé áàðæà
äàâèò íà áóêñèð?
2.13. Ìÿ÷ ïàäàåò íà ïîë è îò-
ñêàêèâàåò îò íåãî. Êàêàÿ ñèëà
çàñòàâëÿåò ìÿ÷ îòñêàêèâàòü îò
ïîëà?
2.14. Ðåøèòå çàäà÷ó 5 èç ï. 2.4.3,
óñëîæíèâ åå óêàçàíèåì, ÷òî åñòü
òðåíèå ñêîëüæåíèÿ, õàðàêòåðè-
çóåìîå êîýôôèöèåíòîì μ.
2.15. ßâëÿåòñÿ ëè âåñ òåëà àä-
äèòèâíîé âåëè÷èíîé?
2.16. Ê êîíöàì íèòè, ïåðåêèíó-
òîé ÷åðåç áëîê, ïîäâåøåíû ãðó-
çû ìàññàìè M. Îòâåòüòå íà
âîïðîñû: à) ÷åìó ðàâåí âåñ
êàæäîãî ãðóçà? á) ïî÷åìó è
êàê óâåëè÷èòñÿ âåñ ëåâîãî ãðó-
çà, åñëè íà ïðàâûé ïîëîæèòü
ãèðüêó ìàññîé m? â) êàê èçìå-
íÿòñÿ âåñà ãðóçîâ, åñëè íèòü
îáîðâåòñÿ?
2.17. Ê êîíöàì íèòè, ïåðåêèíó-
òîé ÷åðåç áëîê, ïîäâåøåíû ãðó-
çû 1 è 2. Ìîäóëè èõ óñêîðåíèé
è âåñîâ ðàâíû a = 2 ì/ñ2 è
P = 15 H, ñîîòâåòñòâåííî. Íàé-
äèòå ìàññû ãðóçîâ.
2.18. Ê êîíöàì íèòè, ïåðåêèíó-
òîé ÷åðåç áëîê, ïîäâåøåíû ãðó-
çû 1 è 2. Ãðóç 1 èìååò ìàññó
m1 = 2 êã è óñêîðåíèå , ðàâ-
íîå ïî ìîäóëþ 4 ì/ñ2 è íàïðàâ-

Ðèñ. 2.29

aº
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ëåííîå ââåðõ. Íàéäèòå ìàññó è
âåñ ãðóçà 2.
2.19. Íà ïîëó ëèôòà ëåæèò òå-
ëî ìàññîé 1 êã. Â òå÷åíèå ïåð-
âûõ ÷åòûðåõ ñåêóíä ëèôò ïîä-
íèìàëñÿ ñ óñêîðåíèåì 0,5 ì/ñ2.
Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äâóõ ñå-
êóíä ïîäúåìà ëèôò äâèãàëñÿ
ðàâíîçàìåäëåííî. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î âåñå òåëà íà ðàçíûõ
ýòàïàõ ïîäúåìà ëèôòà? Ìîæíî
ëè çàìåòèòü èçìåíåíèÿ âåñà òå-
ëà ïðè ïîäúåìå, èñïîëüçóÿ ðû-
÷àæíûå âåñû?
2.20. Êèðïè÷ ìàññîé Ì ëåæèò
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Îí
äàâèò íà ïëîñêîñòü ñ ñèëîé Ì ,
êîòîðàÿ è åñòü âåñ êèðïè÷à. Åñ-
ëè íà êèðïè÷ ïîñòàâèòü ãèðüêó
ìàññîé m, òî íà ïëîñêîñòü áóäåò
îêàçûâàòüñÿ äàâëåíèå ñ ñèëîé
(M + m) . Ñëåäóåò ëè ñ÷èòàòü
ýòó ñèëó âåñîì êèðïè÷à? Èíà÷å
ãîâîðÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ ëè âåñ
êèðïè÷à èç-çà òîãî, ÷òî íà íåãî
ïîñòàâèëè ãèðüêó?
2.21. Íà òåëåæêå óñòàíîâëåí ïî-
äâåñ, ê êîòîðîìó íà íèòè ïîäâå-
øåí øàðèê. Òåëåæêà ñêàòûâàåò-
ñÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óã-
ëîì íàêëîíà α. Äîêàæèòå, ÷òî
âî âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëåæêè
íèòü ñ øàðèêîì îêàæåòñÿ îðè-
åíòèðîâàííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî
ê íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

2.22. Íà êðàþ ãîðèçîíòàëüíîãî
äèñêà ðàäèóñîì R ïîäâåøåí
øàðèê íà íèòè äëèíîé l. Ïðè
ðàâíîìåðíîì âðàùåíèè äèñêà
íèòü îòêëîíÿåòñÿ îò âåðòèêàëè
íà óãîë α. Êàêîâà óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ äèñêà?
2.23. Ïî÷åìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ôèçèêè, âîçäóøíûå ãèìíàñòû â
êîíöå âûñòóïëåíèÿ îïóñêàþòñÿ
íå íà òâåðäóþ àðåíó, à íà ìà-
òû èëè íàòÿíóòóþ ñåòêó?
2.24. Ñ òåëåæêè ìàññîé Ì, íà-
õîäÿùåéñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîì
ïîëó, áðîñàþò ïîä óãëîì α ê
ãîðèçîíòó êàìåíü ìàññîé m ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0. ×åìó
ðàâíà ïî ìîäóëþ ñêîðîñòü òå-
ëåæêè, êàêóþ îíà ïðèîáðåòåò
âñëåäñòâèå îòäà÷è?
2.25. Ðåøèòå çàäà÷ó èç ï. 2.6.3,
ïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåä ñîóäàðåíè-
åì òåëà äâèãàëèñü ïîä ïðÿìûì
óãëîì äðóã ê äðóãó è ÷òî ìàñ-
ñû òåë ðàâíû.
2.26. Íà âåðøèíå ñòîëáà âû-
ñîòîé H ëåæèò òåëî ìàññîé Ì.
Â íåãî ïîïàäàåò ëåòÿùàÿ ãîðè-
çîíòàëüíî ïóëÿ, èìåþùàÿ ìàñ-
ñó m è ñêîðîñòü v0. Íà êàêîì
ðàññòîÿíèè îò ïîäíîæèÿ ñòîëáà
óïàäåò òåëî ñ çàñòðÿâøåé â
íåì ïóëåé? Òðåíèåì òåëà î ïî-
âåðõíîñòü âåðøèíû ñòîëáà ïðå-
íåáðå÷ü.

gº

gº
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3
МЕХАНИКА

ТВЕРДОГО ТЕЛА:
СТАТИКА

Äî ñèõ ïîð ìû îñòàâàëèñü, ïî ñóòè äåëà, â ðàìêàõ ìîäåëè ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ òåë. Ëèøü â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû âûõîäèëè çà ðàìêè
ýòîé ìîäåëè (íàïðèìåð, ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèé öåíòðà òÿæåñòè è
ïëîòíîñòè òåëà, à òàêæå ïðè îáñóæäåíèè ñèë óïðóãîñòè, òðåíèÿ è
ñîïðîòèâëåíèÿ â æèäêîñòè èëè ãàçå). Òåïåðü ìû ñíèìåì óêàçàííîå
îãðàíè÷åíèå è âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ àáñîëþòíî òâåðäîãî òå-
ëà, ò. å. òåëà, â êîòîðîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþáûìè òî÷êàìè îñ-
òàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè äåéñòâèè êàêèõ-ëèáî ñèë.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè òàêèõ òåë íå áûâàåò. Ëþáîå ðåàëüíîå
òåëî ïîäâåðãàåòñÿ äåôîðìàöèÿì ïðè äåéñòâèè ïðèëîæåííûõ ê
íåìó ñèë. Äåôîðìàöèè íå âñåãäà ìîæíî çàìåòèòü íåâîîðóæåí-
íûì ãëàçîì. Íî îíè ñóùåñòâóþò, êîëü ñêîðî ñóùåñòâóþò ñèëû
óïðóãîñòè, âûñòóïàþùèå, â ÷àñòíîñòè, êàê ñèëû ðåàêöèè îïîðû
èëè ñèëû ðåàêöèè íèòåé. Óñëîâíîñòü ìîäåëè àáñîëþòíî òâåðäî-
ãî òåëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè âîçíèêíî-
âåíèå òåõ èëè èíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî èëè ñî ñòîðîíû
òåëà, íå ñâÿçûâàåòñÿ ñ åãî äåôîðìàöèÿìè. Ñèëû åñòü, à äåôîð-
ìàöèé íåò.

Ïîíÿòíî, ÷òî îòìå÷åííàÿ óñëîâíîñòü ïðèñóùà òàêæå è ìîäåëè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (êàêàÿ äåôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ó òî÷êè?).
Óñëîâíîñòü ýòîé ìîäåëè çàêëþ÷àëàñü åùå è â òîì, ÷òî ñèëû, äåé-
ñòâóþùèå íà òåëî, ïðåäïîëàãàëèñü ïðèëîæåííûìè â îäíîé è òîé
æå òî÷êå. Îáðàùàëîñü âíèìàíèå íà íàïðàâëåíèÿ è ìîäóëè ñèë,
íî íå óòî÷íÿëèñü òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë. Íà÷èíàÿ ðàáîòàòü ñ àá-
ñîëþòíî òâåðäûì òåëîì (äëÿ êðàòêîñòè áóäåì äàëåå ãîâîðèòü î
òâåðäîì òåëå èëè ïðîñòî î òåëå), ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ íå
òîëüêî íàïðàâëåíèåì è ìîäóëåì òîé èëè èíîé ñèëû, íî è òî÷êîé
åå ïðèëîæåíèÿ.
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3.1. ÌÎÌÅÍÒ ÑÈËÛ

3.1.1. Момент силы относительно точки

Âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ìîìåíòîì ñèëû, îïðåäåëåíà, åñëè çà-
äàíû, âî-ïåðâûõ, ñèëà è, âî-âòîðûõ, òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå (âíóòðè
òåëà èëè âíå åãî), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ äàííûé
ìîìåíò ñèëû.

Ìîìåíò ñèëû  îòíîñèòåëüíî òî÷êè B (îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç ) îïðåäåëÿþò ñîîòíîøåíèåì

 = Bç , (3.1)

ãäå B — âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè B â òî÷êó ïðèëîæåíèÿ

ñèëû  ( ñì. ðèñóíîê 3.1, à). Êîñûì êðåñòîì çäåñü îáîçíà÷åíî âåê-

òîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà B íà âåêòîð . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

S ïëîñêîñòü, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ âåêòîð  è òî÷êà B (à çíà÷èò,

è âåêòîð B). Âåêòîð  ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ýòîé ïëîñêîñòè. ×òîáû
âûÿñíèòü, â êàêóþ ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè îí íàïðàâëåí, íàäî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà: åñëè âðàùàòü âåêòîð B ê

âåêòîðó  ïî ìåíüøåé äóãå, òî íàïðàâëåíèå âåêòîðà  áóäåò ñîâ-
ïàäàòü ñ íàïðàâëåíèåì ïåðåìåùåíèÿ ïðàâîãî âèíòà âäîëü åãî îñè.
Íà ðèñóíêå 3.1, á ïîêàçàíû íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ âåêòîðà B è

íàïðàâëåíèå âåêòîðà . Åñëè ïëîñêîñòü S åñòü ïëîñêîñòü ñòðàíè-
öû äàííîé êíèãè, òî âåêòîð îêàçûâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå íàïðàâ-
ëåííûì îò ÷èòàòåëÿ, çà ñòðàíèöó êíèãè.

F
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º

Φ
º

rº F
º

rº

F
º
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º

F
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Ìîäóëü âåêòîðà ìîìåíòà ñèëû

 = rBFsin α = lBF. (3.2)

Çäåñü α — ìåíüøèé èç äâóõ óãëîâ ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè âåêòîðîâ

B è  (áîëüøèé óãîë åñòü 2π – α). Âåëè÷èíó

lB = rB sin α (3.3)

íàçûâàþò ïëå÷îì ìîìåíòà ñèëû. Ýòî åñòü êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè B äî ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû . Åñëè òî÷êà B îêàçûâàåòñÿ
íà ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû, òî lB = 0. Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè íà ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû ðàâåí íóëþ.

Примечание

Кроме силы , на рисунке 3.1, а показана еще одна сила, лежащая

в плоскости S — сила ′. Момент силы ′ относительно точки B есть ′ =

=
B
′ç ′. Нетрудно сообразить, что вектор  направлен навстречу чита�

телю; его направление противоположно направлению вектора . По

аналогии с (3.2) модуль вектора ′ можно представить в виде ′ =

= r
B
′F′ sin α′ = l

B
′F′. Все величины, входящие в это соотношение, показаны на

рисунке 3.1, а.

3.1.2. Сложение моментов сил

Åñëè íà òåëî äåéñòâóþò N ñèë ( 1, 2, 3, …, i, …, N), òî
ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè B (îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç ) åñòü âåêòîðíàÿ ñóììà ìîìåíòîâ îòäåëüíûõ ñèë, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ îòíîñèòåëüíî äàííîé òî÷êè:

. (3.4)

Çäåñü Bi — âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè B â òî÷êó ïðèëîæåíèÿ

ñèëû ; i — ìîìåíò ñèëû i îòíîñèòåëüíî òî÷êè B.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà B è âñå ñèëû íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñ-

êîñòè; ïóñòü ýòî áóäåò ïëîñêîñòü ñòðàíèöû äàííîé êíèãè. Ïðÿ-
ìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê ïëîñêîñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà-
÷åñòâå z-îñè è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îíà íàïðàâëåíà îò ÷èòàòåëÿ
(çà ñòðàíèöó êíèãè).
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Íà ðèñóíêå 3.2 ïðåäñòàâëåí êîíêðåò-
íûé ïðèìåð: íà ïëàñòèíó â ôîðìå êâàä-
ðàòà ñî ñòîðîíàìè a äåéñòâóþò òðè ñèëû

( 1, 2, 3), íàõîäÿùèåñÿ, êàê è òî÷êà B,
â ïëîñêîñòè êâàäðàòà. Ñèëû ñîçäàþò ìî-
ìåíòû îòíîñèòåëüíî B:

1 = B1ç 1; 2 = B2ç 2; 3 =

= B3ç 3.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ìîìåíòû 1 è 2

ñòðåìÿòñÿ âðàùàòü òåëî âîêðóã B ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè; â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà îíè íàïðàâëåíû àíòèïà-
ðàëëåëüíî z-îñè è, çíà÷èò, èõ z-ïðîåêöèè ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

– F1 è –aF2. Ìîìåíò 3 ñòðåìèòñÿ âðàùàòü òåëî âîêðóã B ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå, îí íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî z-îñè, åãî z-ïðîåê-

öèÿ ðàâíà + F3. Èòàê, z-ïðîåêöèÿ Φz ðåçóëüòèðóþùåãî ìîìåí-

òà  (  = 1 + 2 + 3) ðàâíà

z = – F1 – aF2 + F3 =

= –lB1F1 – lB2F2 + lB3F3, (1*)

ãäå lBi — ïëå÷î ìîìåíòà i îòíîñèòåëüíî B. Ïåðåïèøåì (1*) â âèäå

z = lBiFi. (2*)

Çäåñü ξi = 1, åñëè ìîìåíò i ïàðàëëåëåí z-îñè, è ξi = –1, åñëè
àíòèïàðàëëåëåí. Ñîîòíîøåíèå (2*) íåìåäëåííî îáîáùàåòñÿ íà
ñëó÷àé N ñèë â îäíîé ïëîñêîñòè:

Φz = Φi = lBiFi. (3.5)

Çäåñü ξiΦi — z-ïðîåêöèÿ ìîìåíòà , lBi — ïëå÷î ìîìåíòà ;

ξi = 1, åñëè âåêòîð i ïàðàëëåëåí z-îñè; ξi = –1, åñëè àíòèïà-
ðàëëåëåí.

Ðèñ. 3.2
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Íà ðèñóíêå 3.1, à áûëè ïðåäñòàâëåíû äâå ñèëû (ñèëû  è ′).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5) z-ïðîåêöèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ìîìåíòà ýòèõ
ñèë îòíîñèòåëüíî B ðàâíà

Φz = lBF – lB′F′. (3.6)

3.1.3. Момент силы относительно оси

Ñîîòíîøåíèÿ (3.1), (3.2) îïðåäåëÿþò ìîìåíò  ñèëû , ðàññìàò-

ðèâàåìûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè B. Ìîìåíò  ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñ-

êîñòè S, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ òî÷êà B è ñèëà . Ïóñòü ÷åðåç òî÷-

êó B ïðîõîäèò z-îñü, ñîñòàâëÿþùàÿ óãîë δ ñ âåêòîðîì  (ðèñ. 3.3, à).

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà  íà z-îñü:

Φz = Φcosδ = lBFcosδ. (3.7, à)

Ýòó ïðîåêöèþ íàçûâàþò ìîìåíòîì ñèëû  îòíîñèòåëüíî z-îñè.

Èòàê, íàðÿäó ñ ìîìåíòîì ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè ðàñ-
ñìàòðèâàþò ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè. Ìîìåíò ñèëû îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B, åñòü ïðîåêöèÿ
íà ýòó îñü âåêòîðà ìîìåíòà äàííîé ñèëû, ðàññìàòðèâàåìîãî îò-
íîñèòåëüíî òî÷êè B.

Èç (3.7, à) ñëåäóåò: Φz = Φ ïðè δ = 0.
Ìîäóëü ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè ðàâåí ìîìåíòó
ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äàí-
íóþ òî÷êó è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè òî÷êè è ñèëû.
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Êàê ýòî âèäíî èç (3.7, à), äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîìåíòà ñèëû  îò-

íîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè íàäî çíàòü ìîäóëü ìîìåíòà  ýòîé ñè-
ëû îòíîñèòåëüíî êàêîé-íèáóäü òî÷êè íà îñè è óãîë, êàêîé ñîñòàâ-

ëÿåò ñ îñüþ âåêòîð . Îäíàêî ìîæíî íàéòè ìîìåíò ñèëû  îòíî-
ñèòåëüíî çàäàííîé îñè íàïðÿìóþ (íå îáðàùàÿñü ê ìîìåíòó

îòíîñèòåëüíî òî÷êè íà îñè). Ïóñòü çàäàíû ñèëû  è îñü. Ìûñëåí-
íî ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó A ïðèëîæåíèÿ ñèëû ïëîñêîñòü, ïåðïåí-

äèêóëÿðíóþ çàäàííîé îñè, è ðàññìîòðèì âåêòîð , ïîëó÷àþùèé-

ñÿ, åñëè ñïðîåêòèðîâàòü âåêòîð  íà óêàçàííóþ ïëîñêîñòü. Íà ðè-
ñóíêå 3.3, á â êà÷åñòâå çàäàííîé îñè âûáðàíà z-îñü;
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íåé ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A,
îáîçíà÷åíà ÷åðåç Sz; O — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ z-îñè ñ ïëîñêîñòüþ

Sz; γ — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè  è ; l0 — äëèíà ïåðïåíäèêóëÿ-

ðà, îïóùåííîãî èç A íà ëèíèþ äåéñòâèÿ ñèëû . Ìîìåíò ñèëû 
îòíîñèòåëüíî z-îñè îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Φz = ξl0f = ξl0Fcos γ, (3.7, á)

ãäå ξ = 1, åñëè ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé ñèëîé  îòíîñèòåëüíî 0, ïà-
ðàëëåëåí z-îñè; ξ = –1, åñëè àíòèïàðàëëåëåí. Â ñëó÷àå, èçîáðà-
æåííîì íà ðèñóíêå 3.3, á, ξ = –1.

Ñîîòíîøåíèÿ (3.7, à) è (3.7, á) ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå
ðåçóëüòàòó. Ïðèìåì ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Èñõîäÿ èç (3.7, á) çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè ñèëà  ïàðàëëåëüíà
(àíòèïàðàëëåëüíà) z-îñè, òî óãîë γ ðàâåí 90° èëè 180° è, ñëåäîâà-
òåëüíî, Φz = 0. Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî Φz = 0 âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

z-îñü è ñèëà  îêàçûâàþòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè (â ýòèõ ñëó÷àÿõ
l0 = 0).

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå çàìå÷àíèÿ, îòìåòèì, ÷òî (3.5) è (3.6) îï-
ðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòèðóþùèå ìîìåíòû îòíîñèòåëü-
íî z-îñè.

3.1.4. Пара сил

Ïàðîé ñèë íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèë, ó êîòîðûõ ìîäóëè
ðàâíû, íàïðàâëåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíû, ëèíèè äåéñòâèÿ ïàðàëëåëü-
íû. Ðàçóìååòñÿ, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë îáðàùàåòñÿ â äàííîì ñëó-
÷àå â íóëü, îäíàêî íå ðàâåí íóëþ ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò ñèë
(ìîìåíò ïàðû ñèë).
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Íà ðèñóíêå 3.4 èçîáðàæåíà
ïàðà ñèë, îáðàçîâàííàÿ ñèëàìè

1 è 2; 1 + 2 = 0; F1 = F2 Þ F.
×åðåç S îáîçíà÷åíà ïëîñêîñòü, â

êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ñèëû 1 è 2

(ïëîñêîñòü ïàðû ñèë).
Íàéäåì ìîìåíò ïàðû ñèë îòíî-

ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé

òî÷êè B. Ìîìåíò ñèëû 1 îòíîñè-

òåëüíî ýòîé òî÷êè åñòü 1 = B1ç 1,

à ìîìåíò ñèëû 2 åñòü 2 =

= B2ç 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìîìåíò ïàðû
ñèë â âèäå âåêòîðíîé ñóììû äâóõ ìîìåíòîâ:

 = 1 + 2 = B1ç 1 + B2ç 2. (1*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + 2 = 0, ïðåîáðàçóåì ýòî ñîîòíîøåíèå:

 = B1ç 1 – B2ç 1 = ( B1 – B2)ç 1 = ç 1.

Èòàê,

 = ç 1. (3.8)

Çäåñü  = B1 – B2 — âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè ïðèëîæå-

íèÿ ñèëû 2 (òî÷êè A2) â òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû 1 (òî÷êó A1).
Èç (3.8) ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò ïàðû ñèë íå çàâèñèò îò âûáîðà

òî÷êè, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü â (1*) ìîìåíòû

ñèë 1 è 2. Îáðàòèì âíèìàíèå: õîòÿ ìîìåíòû ñèë 1 è 2 ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè B, îäíàêî ìîìåíò ïà-
ðû, îáðàçîâàííîé ýòèìè ñèëàìè, íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê òî÷êå B
íå èìååò! Èç (3.8) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ìîìåíò ïàðû ñèë ïåðïåí-
äèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ïàðû.

Ìîäóëü ìîìåíòà ïàðû ñèë åñòü (ñì. ðèñóíîê)

Φ = ∆rF sin α = lF. (3.9)

Çäåñü l — ïëå÷î ïàðû ñèë; îíî ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ëèíèÿìè
äåéñòâèÿ ñèë, îáðàçóþùèõ ïàðó. Â ñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñóíêå 3.4,

ìîìåíò ïàðû ñèë (ìîìåíò ) íàïðàâëåí âíèç, ïîä ïëîñêîñòü S.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîìåíò ïàðû ñèë êàê ìîìåíò ñèëû 1 îòíîñèòåëüíî

òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû 2 èëè êàê ìîìåíò ñèëû 2 îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïðè-

ëîæåíèÿ ñèëû 1. Òàê êàê ìîìåíò ïàðû ñèë ðàâåí âåêòîðíîé ñóììå ìîìåíòîâ

Ðèñ. 3.4
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ýòèõ ñèë îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, òî ìû âïðàâå âû-
áðàòü â êà÷åñòâå òàêîâîé òî÷êó A2. Òîãäà èç ñóììû ìîìåíòîâ âûïàäåò ìîìåíò

ñèëû 2 è îñòàíåòñÿ ìîìåíò ñèëû 1. À åñëè ðàññìàòðèâàòü ìîìåíòû ñèë îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè A1, òî èç ñóììû ìîìåíòîâ âûïàäåò ìîìåíò ñèëû 1 è îñòà-

íåòñÿ ìîìåíò ñèëû 2.
Õîòÿ ìîìåíò ïàðû ìîæíî íàéòè, ðàññìàòðèâàÿ ñóììó ìîìåíòîâ ñèë, îá-

ðàçóþùèõ ïàðó, îäíàêî ñàìî ïîíÿòèå «ìîìåíò ïàðû ñèë» ïðèíöèïèàëüíî îò-
ëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ «ìîìåíò ñèëû». Ìîìåíò ñèëû ðàññìàòðèâàþò îòíîñèòåëü-
íî êàêîé-òî òî÷êè, è ýòó òî÷êó ïðèíÿòî ñ÷èòàòü íà÷àëîì âåêòîðà ìîìåíòà ñèëû
(îí ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåêòîð ñèëû è óïîìÿíó-
òóþ òî÷êó). Ìîìåíò ïàðû ñèë îïðåäåëåí áåçîòíîñèòåëüíî ê êàêîé-ëèáî òî÷-
êå. Ó âåêòîðà ìîìåíòà ïàðû ñèë íåò êàêîãî-ëèáî îïðåäåëåííîãî íà÷àëà. Íà-
ïðàâëåí ýòîò âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ âåêòîðû
ñèë, îáðàçóþùèõ äàííóþ ïàðó.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) ñëåäóåò, ÷òî

 = åäèíèöà ñèëû ç åäèíèöà äëèíû.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíèöà ìîìåíòà ñèëû — íüþòîí-ìåòð
(îáîçíà÷åíèå: Íæì); 1 Íæì = 1 êãæì2/ñ2.
Íüþòîí-ìåòð ðàâåí ìîìåíòó ñèëû, ñîçäàâàåìîìó ñè-
ëîé 1 Í îòíîñèòåëüíî òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé íà ðàñ-
ñòîÿíèè 1 ì îò ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû.

3.2. ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÅ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

3.2.1. Перенос точки приложения силы
вдоль ее линии действия

Äëÿ óäîáñòâà íàáëþäåíèÿ âîçüìåì â êà÷åñòâå òâåðäîãî òåëà
êóñîê òîëñòîé ôàíåðû ìàññîé m, ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè êîòî-
ðîãî èçâåñòíî (åãî ìîæíî íàéòè ìåòîäîì, èçëàãàâøèìñÿ â ï. 2.3.1).
Ïîäâåñèì êóñîê ôàíåðû â íåêîòîðîé òî÷êå A (ðèñ. 3.5, à). Íà íåãî
äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m  (îíà ïðèëîæåíà â öåíòðå òÿæåñòè C)

è ñèëà ðåàêöèè íèòè 1 (îíà ïðèëîæåíà â òî÷êå A). Ëåãêî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî êîãäà òåëî íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, äåéñòâóþùèå íà íåãî
ñèëû èìåþò îáùóþ ëèíèþ äåéñòâèÿ è èõ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ëåæàò
íà ýòîé ëèíèè. Èñïîëüçóÿ äèíàìîìåòð, íàõîäèì, ÷òî T1 = mg. Ïå-
ðåíåñåì òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû T1 âäîëü ëèíèè CA; ïóñòü òåïåðü
ýòî áóäåò òî÷êà A′ (ðèñ. 3.5, á). Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè òàêîì
ïåðåíîñå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû T1 ðàâíîâåñèå òåëà íå íàðóøè-
ëîñü è îñòàëèñü ïðåæíèìè ìîäóëü è íàïðàâëåíèå ñèëû.
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Ïðîäåëàåì åùå îäèí îïûò. Ê îäíîìó êîíöó íèòè, ïåðåêèíóòîé
÷åðåç áëîê, ïîäâåñèì ðàññìàòðèâàåìîå òåëî ìàññîé m, à ê äðóãî-
ìó — ãðóç ìàññîé M, áîëüøåé, ÷åì ìàññà m (ðèñ. 3.5, â). Ïîä äåé-

ñòâèåì ñèë 2 è m  òåëî ïðèîáðåòåò óñêîðåíèå a = , íà-

ïðàâëåííîå ââåðõ. Åñëè ìû ïåðåíåñåì òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû 2
âäîëü ëèíèè CA (íàïðèìåð, èç A â A′), òî ñìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî
íè íàïðàâëåíèå, íè ìîäóëü óñêîðåíèÿ òåëà íå èçìåíèëèñü.

Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó: òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû ê òâåðäîìó òå-
ëó ìîæíî ïåðåíîñèòü âäîëü åå ëèíèè äåéñòâèÿ — îò ýòîãî ðåçóëüòàò
äåéñòâèÿ ñèë íà òåëî íå èçìåíèòñÿ. Åñëè òåëî íàõîäèëîñü â ðàâíîâå-
ñèè, òî îíî îñòàíåòñÿ â ðàâíîâåñèè. Åñëè òåëî èìåëî êàêîå-òî óñêî-
ðåíèå, òî îíî áóäåò ïðîäîëæàòü äâèæåíèå ñ òåì æå óñêîðåíèåì.

3.2.2. Перенос точек приложения сил в общем случае

Ïåðåíîñ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû âäîëü åå ëèíèè äåéñòâèÿ íå
âëèÿåò íà ðàâíîâåñèå èëè äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà.

À åñëè ïåðåíåñòè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû â òî÷êó, íå íà-
õîäÿùóþñÿ íà ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû?

Íà ðèñóíêå 3.6 íà òåëî äåéñòâóåò

ñèëà , ïðèëîæåííàÿ â òî÷êå A. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ïåðåíåñòè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ
ñèëû (ðàçóìååòñÿ, âìåñòå ñ ñàìîé ñèëîé)
â òî÷êó B, êîòîðóþ âûáèðàåì ïðîèçâîëü-
íî. Ïðèëîæèì ìûñëåííî â òî÷êå B äâå
óðàâíîâåøèâàþùèå äðóã äðóãà ñèëû —

ñèëû ′ è ′′ ( ′ = ; ′ + ′′ = 0).

Ðèñ. 3.5
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Ñèëó ′ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèëó , ó êîòîðîé òî÷êà ïðè-

ëîæåíèÿ ïåðåíåñåíà èç A â B. Ñèëû  è ′′ îáðàçóþò ïàðó ñèë;

ìîìåíò ýòîé ïàðû ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì ñèëû  îòíîñèòåëüíî

òî÷êè B. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå íà òåëî ñèëû , ïðèëîæåííîé
â òî÷êå A, îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì îäíîâðåìåííîìó äåéñòâèþ
íà ýòî òåëî ñèëû è ïàðû ñèë — ñèëû, ðàâíîé ïî ìîäóëþ è íà-

ïðàâëåíèþ ñèëå , íî ïðèëîæåííîé â òî÷êå B, è ïàðû ñèë, ìîìåíò

êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì ñèëû  îòíîñèòåëüíî òî÷êè B, ò. å.

ñ ìîìåíòîì  = Bç .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà òåëî äåéñòâóþò N ñèë: 1, 2,

3, …, N. Èõ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ: A1, A2, A3, …, AN, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äëÿ ëþáîé èç ýòèõ ñèë ïðèìåíèìû ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåí-

íûå âûøå äëÿ ñèëû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ïðàâèëî:

3.2.3. Два условия равновесия твердого тела

Ïîëó÷åííîå âûøå ïðàâèëî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü â îá-
ùåì ñëó÷àå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òâåðäîãî òåëà, íà êîòîðîå äåé-
ñòâóþò N ñèë, ïðèëîæåííûõ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ýòî ïðàâèëî
ãîâîðèò, ÷òî ìîæíî çàìåíèòü óêàçàííûå ñèëû íà èõ ðàâíîäåé-
ñòâóþùóþ, ïðèëîæåííóþ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå B, è íà ðåçóëü-
òèðóþùèé ìîìåíò çàäàííûõ ñèë îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè. Îòñþ-
äà ñëåäóþò äâà óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òâåðäîãî òåëà: ïåðâîå óñëî-
âèå — äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ óïîìÿíóòàÿ ðàâíîäåéñòâóþùàÿ
ñèë, âòîðîå óñëîâèå — äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ óïîìÿíóòûé
ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò ñèë.

Äåéñòâèå ñèë 1, 2, 3, …, N íà òâåðäîå òåëî ìîæíî çà-
ìåíèòü äåéñòâèåì íà òåëî ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ýòèõ ñèë

, ïðèëîæåííîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå B, è ðåçóëüòèðóþùèì

ìîìåíòîì ñèë, ðàâíûì ñóììå ìîìåíòîâ óêàçàííûõ ñèë îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè B, ò. å. ñóììå ìîìåíòîâ i = Biç i.
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Ïåðâîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî òàê:

Ñôîðìóëèðóåì âòîðîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (ïðàâèëî ìîìåí-
òîâ):

Çäåñü Bi — âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè B â òî÷êó ïðèëîæåíèÿ

ñèëû ; ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà B — ýòî òî÷êà, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîìåíòû ñèë (íàïîìèíàåì, ÷òî îíà
ìîæåò íàõîäèòüñÿ êàê âíóòðè òåëà, òàê è âíå åãî).

Åñëè âñå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê òåëó, íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñ-
êîñòè (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç S), òî âìåñòî âåêòîðíîé ñóììû â (3.11)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó, àíàëîãè÷íóþ ñóììå
â (3.5):

lBiFi = 0, (3.12)

ãäå lBi — ïëå÷î ìîìåíòà ñèëû i îòíîñèòåëüíî òî÷êè B, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â ïëîñêîñòè S; lBiFi — ìîäóëü ýòîãî ìîìåíòà. Ñóììà â (3.12)
åñòü ñóììà ïðîåêöèé ìîìåíòîâ íà íàïðàâëåíèå z-îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó B ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè S (èíà÷å ãîâîðÿ, ñóì-
ìà ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî z-îñè).

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïëîñêîñòü S ñîâïàäàåò c ïëîñêîñòüþ ñòðà-
íèöû äàííîé êíèãè è z-îñü íàïðàâëåíà îò ÷èòàòåëÿ (çà ñòðàíèöó
êíèãè). Â ýòîì ñëó÷àå ξi = 1 äëÿ ìîìåíòîâ, íàïðàâëåííûõ îò ÷è-
òàòåëÿ, è ξi = –1 äëÿ ìîìåíòîâ, íàïðàâëåííûõ íàâñòðå÷ó ÷èòàòå-
ëþ. Ìîìåíòû, íàïðàâëåííûå îò ÷èòàòåëÿ, ñòðåìÿòñÿ âðàùàòü òåëî
âîêðóã òî÷êè B (âîêðóã z-îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B) â íà-
ïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òîãäà êàê ìîìåíòû, íàïðàâëåííûå
íàâñòðå÷ó ÷èòàòåëþ, ñòðåìÿòñÿ âðàùàòü òåëî âîêðóã òî÷êè B ïðîòèâ

Äëÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóììà ïðèëîæåí-
íûõ ê íåìó ñèë áûëà ðàâíà íóëþ:

 = 0. (3.10)

Äëÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóììà ìîìåíòîâ
ïðèëîæåííûõ ê íåìó ñèë, ðàññìàòðèâàåìàÿ îòíîñèòåëüíî
ëþáîé òî÷êè, áûëà ðàâíà íóëþ:

Biç i = 0. (3.11)
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÷àñîâîé ñòðåëêè. Ëåãêî ïîíÿòü ñìûñë
ïðàâèëà ìîìåíòîâ (3.12): ìîìåíòû, ñòðå-
ìÿùèåñÿ âðàùàòü òåëî ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå, äîëæíû áûòü óðàâíîâåøåíû
ìîìåíòàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ âðàùàòü
òåëî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Задача 1. Áàëêà äëèíîé l è ìàññîé m ïîä-
âåøåíà íà äâóõ âåðòèêàëüíûõ òðîñàõ â

òî÷êàõ A è B; AB = l (ðèñ. 3.7). Òðåáó-

åòñÿ íàéòè ñèëû ðåàêöèè òðîñîâ.

Íà áàëêó äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m  è èñêîìûå ñèëû A è

B (ñì. ðèñóíîê). Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (3.10) èìååò â äàííîì ñëó-

÷àå âèä: m  + A + B = 0. Ñïðîåöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî íà íà-

ïðàâëåíèå âåêòîðà , ïîëó÷àåì ñêàëÿðíîå ðàâåíñòâî:

mg – TA – TB = 0. (1*)

×òîáû íàéòè TA è TB, îäíîãî óðàâíåíèÿ íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìó îá-
ðàòèìñÿ ê ïðàâèëó ìîìåíòîâ (3.12), ðàññìàòðèâàÿ ìîìåíòû, íà-
ïðèìåð, îòíîñèòåëüíî òî÷êè A. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (3.12)
ïðèíèìàåò âèä:

lmg – lTB = 0. (2*)

Èñïîëüçóÿ (1*) è (2*), íàõîäèì

TA = mg, TB = mg.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü åùå ïðîùå, åñëè, íå ïðè-
áåãàÿ ê óñëîâèþ ðàâíîâåñèÿ (3.10), äâàæäû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðà-
âèëîì ìîìåíòîâ — ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè A, à çàòåì îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè B.

Задача 2. Áàëêà äëèíîé l è ìàññîé m çàêðåïëåíà ëåâûì êîí-
öîì â ñòåíå è óäåðæèâàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè òðî-
ñîì, ñîñòàâëÿþùèì ñ áàëêîé óãîë α (ðèñ. 3.8). Ê ïðàâîìó êîí-
öó áàëêè ïîäâåøåí ãðóç ìàññîé M. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñèëó íà-
òÿæåíèÿ òðîñà è äåéñòâóþùóþ íà áàëêó ñèëó ðåàêöèè ñòåíû.

Íà áàëêó äåéñòâóþò: ñèëû òÿæåñòè m  è M , ñèëà ðåàêöèè òðî-

ñà  è ñèëà ðåàêöèè ñòåíû . Âñå ñèëû íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè
(ïëîñêîñòè ðèñóíêà). Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (3.10):

 +  + m  + M  = 0.

Ðèñ. 3.7
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Ñïðîåöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî íà
êîîðäèíàòíûå îñè, ïîëó÷èì äâà ñêà-
ëÿðíûõ ðàâåíñòâà — ñîîòâåòñòâåííî
äëÿ x-ïðîåêöèé è y-ïðîåêöèé ñèë:

Fx – Tcos α = 0; (3*)

Fy + Tsin α – (m + M)g = 0. (4*)

Èìååì äâà óðàâíåíèÿ è òðè íåèç-
âåñòíûõ (Fx, Fy, T). Òðåòüå óðàâíåíèå
ïîëó÷èì, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì
ìîìåíòîâ (3.12) îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0
(ñì. ðèñóíîê). Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíî-
øåíèå (3.12) ïðèíèìàåò âèä:

lmg + lmg – Tlsinα = 0. (5*)

Èç (5*) íàõîäèì ìîäóëü ñèëû ðåàêöèè òðîñà:

T = . (6*)

Òàêîâà æå ïî ìîäóëþ è ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà. Ñ ó÷åòîì (6*)
ïîëó÷èì èç (3*) x-ïðîåêöèþ ñèëû :

Fx = Tcos α = ( m + M)gctg α,

à èç (4*) — y-ïðîåêöèþ ýòîé ñèëû:

Fy = (M + m)g – Tsin α = mg.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó áàëêîé è íàïðàâëåíèåì ñèëû .
Íàõîäèì:

tg ϕ =  = tg α.

Ìîäóëü ñèëû  åñòü

F =  = mg .  

3.2.4. Почему брусок не опрокидывается
на наклонной плоскости?

Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α ëåæèò áðóñîê â âèäå ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà âûñîòîé h è äëèíîé l (ðèñ. 3.9, à). Ïî-

÷åìó îí íå îïðîêèäûâàåòñÿ? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íàäî âûÿñíèòü,

ãäå íàõîäèòñÿ òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû ðåàêöèè îïîðû .

Ðèñ. 3.8
1
2
---

1
2
---m M+

⎝ ⎠
⎛ ⎞ g

αsin
------------------------------

F
º

1
2
---

1
2
---

F
º

Fy

Fx
------

m
m 2M+
--------------------

F
º

Fx
2 Fy

2
+ 1

2
---

1 2M
m
-----+⎝ ⎠

⎛ ⎞
2
ctg2

α 1+

N
º



120

Íà áðóñîê äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m , ñèëà ðåàêöèè îïîðû  è ñèëà òðå-

íèÿ ïîêîÿ òð. Â ï. 2.3.1 îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðèòÿæåíèå Çåìëè äåéñòâóåò íà âñå

÷àñòèöû òåëà, òàê ÷òî m  åñòü ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë òÿæåñòè, ïðèëîæåííûõ êî

âñåì ÷àñòèöàì òåëà; òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ýòîé ðàâíîäåéñòâóþùåé ÿâëÿåòñÿ öåíòð
òÿæåñòè C. Ñèëû ðåàêöèè îïîðû è òðåíèÿ ïîêîÿ äåéñòâóþò íà áðóñîê âî âñåõ

òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ áðóñêà ñ ïëîñêîñòüþ, òàê ÷òî ïîä  è òð

íàäî ïîíèìàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîäåéñòâóþùèå ñèë. Òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ýòèõ
ðàâíîäåéñòâóþùèõ äîëæíû íàõîäèòüñÿ íà óïîìÿíóòîé ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíî-
âåíèÿ. Íà ðèñóíêå 3.9, à îíè äîëæíû íàõîäèòüñÿ ãäå-òî íà îòðåçêå BD.

Äîïóñòèì, ÷òî â êà÷åñòâå òî÷åê ïðèëîæåíèÿ ñèë  è òð âûáðàíà òî÷êà A

(ðèñ. 3.9, á). Ïîñêîëüêó ìîæíî ïåðåíîñèòü òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû âäîëü åå
ëèíèè äåéñòâèÿ, íè÷òî íå ìåøàåò âûáðàòü â êà÷åñòâå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñè-

ëû òð ëþáóþ òî÷êó íà îòðåçêå BD. Ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà A. À âîò â êà÷åñòâå

òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû  òî÷êà A íå ãîäèòñÿ.
×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, îáðàòèìñÿ ê ðèñóíêó 3.9, â. Çäåñü òî÷êà ïðèëîæå-

íèÿ ñèëû  ïåðåíåñåíà èç A â öåíòð òÿæåñòè áðóñêà C; òàêîé ïåðåíîñ ïðàâîìå-

ðåí, ïîñêîëüêó ñîâåðøàåòñÿ âäîëü ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû . Ïðèëîæèì â òî÷êå C

äâå óðàâíîâåøèâàþùèå äðóã äðóãà ñèëû: òð′  è òð′′  ( òð′  = òð; òð′  + òð′′  = 0).

Ñîâîêóïíîñòü ïÿòè ñèë, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 3.9, â, äîëæíà îêàçûâàòü íà
áðóñîê òàêîå æå äåéñòâèå, êàê è ñîâîêóïíîñòü òðåõ ñèë íà ðèñóíêå 3.9, á. Ïî-

íÿòíî, ÷òî m  +  + òð′  = 0, à ñèëû òð è òð′′  îáðàçóþò ïàðó ñèë, êîòîðàÿ

ñîçäàåò ìîìåíò, ñòðåìÿùèéñÿ âðàùàòü áðóñîê ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñòðå-
ìÿùèéñÿ îïðîêèíóòü áðóñîê). Ïî ìîäóëþ ýòîò ìîìåíò ðàâåí

Φòð = hFòð = hmg sinα. (1*)

Ïîñêîëüêó áðóñîê ïîêîèòñÿ, òî íà íåãî äîëæåí äåéñòâîâàòü òàêîé æå ïî ìî-
äóëþ óðàâíîâåøèâàþùèé ìîìåíò, ñòðåìÿùèéñÿ âðàùàòü áðóñîê ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Â ñõåìå ñèë íà ðèñóíêå 3.9, â òàêîé ìîìåíò îòñóòñòâóåò; ïîýòîìó òà-
êàÿ ñõåìà íåâåðíà. Ñîîòâåòñòâåííî, íåâåðíà è ïðåäëîæåííàÿ íà ðèñóíêå 3.9, á

ñõåìà ñèë. Òî÷êà A íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ñèëû .
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ñèëû  ÿâëÿåòñÿ òî÷êà K ïå-

ðåñå÷åíèÿ ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè m  ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ (ðèñ. 3.9, ã).

Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ìîìåíò ñèëû , ñòðåìÿùèéñÿ âðàùàòü áðóñîê âîêðóã
òî÷êè C ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ðàâíûé ïî ìîäóëþ

Φîï = tgαæN. (2*)

Òàê êàê N = mg cosα, òî èç (1*) è (2*) çàêëþ÷àåì, ÷òî Φîï = Φòð. Òåïåðü âû-

ïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (3.10), íî è ïðàâèëî ìîìåíòîâ: ìîìåíò

òð, îáóñëîâëåííûé ñèëîé òðåíèÿ ïîêîÿ, óðàâíîâåøèâàåòñÿ ìîìåíòîì îï,

îáóñëîâëåííûì ñèëîé ðåàêöèè îïîðû. Ìîìåíò, îáóñëîâëåííûé ñèëîé òÿæåñòè,
â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí íóëþ (ïîñêîëüêó ìîìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà òÿæåñòè C).

Òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû  (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû òÿ-
æåñòè ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ) äîëæíà, î÷åâèäíî, íàõîäèòüñÿ â ïðåäåëàõ ïî-
âåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ áðóñêà ñ ïëîñêîñòüþ. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî îòðåçîê

AK áîëüøå , òî ìîìåíò îï íå âîçíèêíåò. Â ýòîì ñëó÷àå ìîìåíò, ñîçäàâàå-

ìûé ñèëîé òðåíèÿ ïîêîÿ, ïðèâåäåò ê îïðîêèäûâàíèþ áðóñêà.

3.2.5. Виды равновесия тела

Âûäåëÿþò òðè âèäà ðàâíîâåñèÿ òâåðäîãî òåëà — óñòîé÷èâîå,
íåóñòîé÷èâîå è áåçðàçëè÷íîå. Óñòîé÷èâûì íàçûâàþò ðàâíîâåñèå,
ïðè êîòîðîì îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå ñìåùåíèÿ èëè ïîâîðîòû òå-
ëà ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ñèëû èëè ìîìåíòà ñèëû, âîçâðà-
ùàþùèõ òåëî â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Åñëè æå äàæå ïðè íåçíà÷è-
òåëüíûõ ñìåùåíèÿõ èëè ïîâîðîòàõ òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ðàâíîâå-
ñèè, âîçíèêàåò ñèëà èëè ìîìåíò, ðàçðóøàþùèå ðàâíîâåñèå, òî
òàêîå ðàâíîâåñèå íàçûâàþò íåóñòîé÷èâûì. Åñëè, íàêîíåö, ñìåùå-
íèÿ èëè ïîâîðîòû íå íàðóøàþò ñóùåñòâóþùåãî ðàâíîâåñèÿ, òî
ïåðåä íàìè áåçðàçëè÷íîå ðàâíîâåñèå.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèÿ íà
ïðîñòîì ïðèìåðå êóñêà ôàíåðû, ïîäâåøåííîãî íà íèòè (ðèñ.
3.10, à). Òàêîé ïðèìåð ìû ðàññìàòðèâàëè â ï. 3.2.1; òàì áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàâíîâåñèå òåëà íå íàðóøàåòñÿ, åñëè ïåðåíî-
ñèòü òî÷êó A ïðèëîæåíèÿ ñèëû ðåàêöèè íèòè âäîëü ïðÿìîé CA
(C — öåíòð òÿæåñòè òåëà). Îáðàòèì âíèìàíèå: íà ðèñóíêàõ 3.4,
à è 3.4, á òî÷êà ïîäâåñà íèòè (òî÷êà A) íàõîäèëàñü âûøå öåíòðà
òÿæåñòè òåëà C. Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó ðàâíîâåñèå âèñÿùåãî
íà íèòè êóñêà ôàíåðû áûëî óñòîé÷èâûì. Ïîïðîáóåì íàðóøèòü
ýòî ðàâíîâåñèå, îòâåäÿ íèòü îò âåðòèêàëè íà íåêîòîðûé óãîë α.
Ðàâíîâåñèå, êîíå÷íî, íàðóøèòñÿ, íî ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîçâðà-
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ùàþùàÿ ñèëà  = ′ + m  (ðèñ. 3.10, á). Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî
T′ − T. Åñëè T = mg, òî T′ = mg cos α.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òî÷êà ïîäâåñà A (òî÷êà ïðèëîæåíèÿ
ñèëû ðåàêöèè íèòè) ïåðåíåñåíà âäîëü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé òàê,
÷òî îíà îêàçàëàñü íèæå öåíòðà òÿæåñòè òåëà C (ðèñ. 3.11, à). Òåëî
ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ â ðàâíîâåñèè, îäíàêî òåïåðü ðàâíîâåñèå
òåëà ñòàëî íåóñòîé÷èâûì. Âñÿêîå (äàæå âåñüìà íåçíà÷èòåëüíîå!)
îòêëîíåíèå íèòè îò âåðòèêàëè ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ ìîìåíòà
ñèëû òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 3.11, á,
ìîäóëü ýòîãî ìîìåíòà ðàâåí

lmg = h sin αæmg,

ãäå h — ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è C. Â ðåçóëüòàòå èñõîäíîå
ðàâíîâåñèå òåëà èñ÷åçíåò, è êóñîê ôàíåðû ïîâåðíåòñÿ âîêðóã òî÷-
êè ïîäâåñà A, ïåðåéäÿ â íîâîå ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ,
ïîêàçàííîå íà ðèñóíêå 3.11, â.
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Øàðèê íà äíå ÿìêè (îí ïîêàçàí ïóíêòèðîì íà ðèñóíêå 3.12, à)
íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ñìåùåíèè

øàðèêà èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ âîçíèêàåò ñèëà  =  + m , âîçâðà-
ùàþùàÿ øàðèê íà äíî ÿìêè. Øàðèê íà âåðøèíå ãîðêè (ïîêàçàí
ïóíêòèðîì íà ðèñóíêå 3.12, á) íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè íåóñòîé÷è-
âîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè åãî ñìåùåíèè èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ âîçíèêàåò

ñèëà  =  + m , è øàðèê ñêàòûâàåòñÿ ñ ãîðêè. Øàðèê íà ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 3.12, â) íàõîäèòñÿ â áåçðàçëè÷íîì
ðàâíîâåñèè. Ïðè ñìåùåíèè åãî èç èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ ñèëà ðåàê-
öèè îïîðû ïðîäîëæàåò óðàâíîâåøèâàòüñÿ ñèëîé òÿæåñòè øàðèêà.

Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ðàçëè÷íà â
ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ. Ó êíèãè, ëåæàùåé ïëàøìÿ, óñòîé÷èâîñòü ðàâ-
íîâåñèÿ áîëüøå, ÷åì ó òîé æå êíèãè, ïîñòàâëåííîé âåðòèêàëüíî.
Ó íîðìàëüíî ñòîÿùåé áóòûëêè óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ áîëüøå,
÷åì ó òîé æå áóòûëêè, ïîñòàâëåííîé ãîðëûøêîì âíèç. À ïîëîæåí-
íàÿ íàáîê áóòûëêà áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå â
áåçðàçëè÷íîì ðàâíîâåñèè.

3.3. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÑÈË,
ÍÀÕÎÄßÙÈÕÑß Â ÎÄÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

3.3.1. Сложение двух параллельных сил,
направленных в одну сторону

Íà òåëî äåéñòâóþò äâå ïàðàëëåëüíûå ñèëû A è B, íàïðàâëåí-
íûå âåðòèêàëüíî âíèç; A è B — òî÷êè èõ ïðèëîæåíèÿ (ðèñ. 3.13, à).
Ñêëàäûâàÿ óêàçàííûå ñèëû, ïîëó÷èì èõ ðàâíîäåéñòâóþùóþ

 = A + B. (3.13)
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Òàê êàê ñèëû A è B îäèíàêîâî
íàïðàâëåíû, òî

R = FA + FB. (3.14)

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

íàéòè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû .
Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ðàâíî-

äåéñòâóþùàÿ  äîëæíà ñîçäàâàòü
îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè òàêîé æå
ìîìåíò, êàêîé ñîçäàþò âìåñòå ñèëû

A è B. Âûáåðåì â êà÷åñòâå óïî-
ìÿíóòîé òî÷êè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñè-

ëû ; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç C. Îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè C ñèëà  ìîìåíòà íå ñîçäàåò; ñëåäîâàòåëüíî, ñóì-

ìà ìîìåíòîâ ñèë A è B îòíîñèòåëüíî Ñ äîëæíà áûòü ðàâíà

íóëþ (ìîìåíòû ñèë A è B äîëæíû áûòü âçàèìíî ñêîìïåíñèðî-
âàííûìè). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: AB = l, AC = lA, CB = lB. Ìîìåíò

ñèëû A îòíîñèòåëüíî C ðàâåí ïî ìîäóëþ ΦA = lAFA; îí ñòðåìèòñÿ

âðàùàòü òåëî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìîìåíò ñèëû B îòíîñè-
òåëüíî 0 ðàâåí ïî ìîäóëþ ΦB = lBFB; îí ñòðåìèòñÿ âðàùàòü òåëî
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. ×òîáû ýòè ìîìåíòû îêàçàëèñü ñêîìïåíñèðî-
âàííûìè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

lAFA = lBFB, (3.15)

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

. (3.16)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ äâóõ îäèíàêîâî íàïðàâëåí-
íûõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë ðàâíà ïî ìîäóëþ ñóììå ýòèõ ñèë, íàïðàâ-
ëåíà â òó æå ñòîðîíó è ïðèëîæåíà â òî÷êå, êîòîðàÿ äåëèò ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðèëîæåíèÿ ñèë â îòíîøåíèè, îáðàò-
íîì îòíîøåíèþ ñèë (ðèñ. 3.13, á).

Ðàññòîÿíèå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé îò òî÷-
êè A (ò. å. îòðåçîê lA) ëåãêî íàéòè èç (3.15), ó÷òÿ, ÷òî
lB = l – lA:

lAFA = (l – lA)FB;    lA(FA + FB) = lFB;

lA = l  = . (3.17)
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3.3.2. Сложение двух параллельных сил,
направленных в противоположные стороны

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà òå-
ëî äåéñòâóþò ïàðàëëåëüíûå ñèëû

A è B, èìåþùèå ïðîòèâîïîëîæ-
íûå íàïðàâëåíèÿ (ðèñ. 3.14, à). Ïóñòü
FB > FA. Â ýòîì ñëó÷àå èç (3.13) ïî-
ëó÷àåì äëÿ ìîäóëÿ ðàâíîäåéñòâóþ-

ùåé  ñîîòíîøåíèå:

R = FB – FA. (3.18)

Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë íàïðàâëåíà
â ñòîðîíó áîëüøåé ñèëû (â äàííîì

ñëó÷àå â ñòîðîíó ñèëû B, ò. å. âåð-
òèêàëüíî ââåðõ).

Èñêîìàÿ òî÷êà ïðèëîæåíèÿ
ðàâíîäåéñòâóþùåé (òî÷êà C) åñòü

òî÷êà, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ìîìåíòû ñèë A è B îêàçûâà-
þòñÿ âçàèìíî ñêîìïåíñèðîâàííûìè. Îáîçíà÷èì: AC = lA è
BC = lB, ïîñëå ÷åãî ìîäóëè óêàçàííûõ ìîìåíòîâ ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

ΦA = lAFA è ΦB = lBFB.

Ìîìåíò A ñòðåìèòñÿ âðàùàòü òåëî âîêðóã Ñ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè, à ìîìåíò B — ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ìîìåíòû îêàçûâà-
þòñÿ âçàèìíî ñêîìïåíñèðîâàííûìè, åñëè lAFA = lBFB, èëè, èíûìè

ñëîâàìè, åñëè . Ñ òàêèìè æå ðàâåíñòâàìè ìû èìåëè äåëî

â ï. 3.3.1. Íî òàì èç íèõ ñëåäîâàëî, ÷òî òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ðàâíî-
äåéñòâóþùåé ñèë (òî÷êà C) äîëæíà íàõîäèòüñÿ ìåæäó òî÷êàìè A
è B, à çäåñü èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà C äîëæíà
íàõîäèòüñÿ âíå îòðåçêà AB çà òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ áîëüøåé ñèëû
(çà òî÷êîé B). Èòàê, ðàâíîäåéñòâóþùàÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë,
èìåþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ, ðàâíà ïî ìîäóëþ ðàç-
íîñòè ìîäóëåé ýòèõ ñèë, íàïðàâëåíà â ñòîðîíó áîëüøåé ñèëû
è ïðèëîæåíà â òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ çà áîëüøåé ñèëîé; ðàññòîÿ-
íèÿ îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé äî òî÷åê ïðèëî-
æåíèÿ ñèë íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè, îáðàòíîì îòíîøåíèþ ñèë
(ðèñ. 3.14, á).
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé äî òî÷êè

ïðèëîæåíèÿ ñèëû A îïðåäåëÿåì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî lAFA = lBFB è
lB = lA – l:

lAFA = (lA – l)FB; lA(FA – FB) = –lFB;

lA = . (3.19)

Åñëè ïîñòåïåííî óìåíüøàòü ìîäóëü ñèëû B, óñòðåìëÿÿ åãî ê

ìîäóëþ ñèëû A, òî, êàê ëåãêî âèäåòü èç (3.18) è (3.19), ìîäóëü
ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë áóäåò óìåíüøàòüñÿ, ñòðåìÿñü ê íóëþ, à
ðàññòîÿíèå lA áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü. Òàêèì îáðàçîì,

ïðè FB º FA âåêòîð  áóäåò, ïîñòåïåííî óìåíüøàÿñü, îòîäâèãàòü-
ñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè FB = FA ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë îêàçûâà-

åòñÿ ðàâíîé íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîâîêóïíîñòü ñèë A è B ïðå-
âðàùàåòñÿ â ïàðó ñèë è ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò áûòü çàìåíåíà
îäíîé ñèëîé.

3.3.3. Обобщение на случай многих параллельных сил

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàõîæäåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ïàðàë-
ëåëüíûõ ñèë, êîãäà ýòèõ ñèë íå äâå, à áîëüøå. Ïîñêîëüêó òî÷êó
ïðèëîæåíèÿ ñèëû ìîæíî ïåðåíîñèòü â òâåðäîì òåëå âäîëü åå ëè-
íèè äåéñòâèÿ, òî âûñòðîèì òî÷êè ïðèëîæåíèÿ âñåõ ïàðàëëåëüíûõ
ñèë ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàïðàâëåíèþ ñèë.
Ýòó ïðÿìóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòíóþ x-îñü.

Êàê íàéòè x-êîîðäèíàòó òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñò-
âóþùåé ñèëû?

Примечание
Можно было бы выполнить этот поиск следующим образом. Сначала

найти точку приложения равнодействующей ′ двух сил, например, сил 
1

и 
2
; затем найти равнодействующую ′′ сил  и 

3
 затем найти равнодей�

ствующую сил  и 
4
 и т. д. В конечном счете мы учтем все силы, приложен�

ные к телу, и получим в результате попарных сложений искомую равнодей�

ствующих всех сил . Понятно, что такой способ отыскания x�координаты

точки приложения равнодействующей  довольно хлопотен, когда количе�

ство параллельных сил относительно велико. Существует, однако, достаточ�

но простой способ решения данной проблемы, позволяющий обойтись без

попарных сложений сил. Рассмотрим этот способ.
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Íà òåëî äåéñòâóþò N ïàðàëëåëüíûõ ñèë 1, 2, 3, …, N,
ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç S). Ðàñïîëîæèì
òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë íà x-îñè — íåêîòîðîé ïðÿìîé â ïëîñêîñòè
S, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàïðàâëåíèþ ñèë (ðèñ. 3.15). Êîîðäèíàòû
òî÷åê ïðèëîæåíèÿ ñèë îáîçíà÷åíû íà ðèñóíêå ÷åðåç x1, x2, x3, …, xN.
Âñå ñèëû íàïðàâëåíû ïàðàëëåëüíî èëè àíòèïàðàëëåëüíî y-îñè.
Òðåòüÿ êîîðäèíàòíàÿ îñü (z-îñü) íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ïëîñêîñòè S òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òðîéêà êîîðäèíàòíûõ îñåé îá-
ðàçîâàëà ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (î ïðàâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ñì. â Ïðèëîæåíèè, ï. Á.4, ðèñ. Á.10, à). Åñëè îáîçíà÷åííàÿ ÷åðåç S
xy-ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà, òî z-îñü áóäåò íàïðàâ-
ëåíà çà ñòðàíèöó êíèãè, ïðî÷ü îò ÷èòàòåëÿ.

×åðåç Fi îáîçíà÷àåì ìîäóëü i-é ïàðàëëåëüíîé ñèëû, à ÷åðåç
ξiFi — y-ïðîåêöèþ ýòîé ñèëû. Åñëè y-îñü íà ðèñóíêå áóäåò íà-
ïðàâëåíà âíèç, òî äëÿ ñèë, íàïðàâëåííûõ âíèç, ñëåäóåò ïîëîæèòü
ξi = 1, à äëÿ ñèë, íàïðàâëåííûõ ââåðõ, ξi = –1. Ïðîåêöèÿ ðàâíî-

äåéñòâóþùåé ñèëû  íà y-îñü ðàâíà

R = Fi. (3.20)

Ìîìåíòû ñèë áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäè-
íàò O. Îíè íàïðàâëåíû ïàðàëëåëüíî èëè àíòèïàðàëëåëüíî z-îñè (ñî-
îòâåòñòâåííî îò ÷èòàòåëÿ èëè ê ÷èòàòåëþ). Ïðîåêöèÿ íà z-îñü ðåçóëü-
òèðóþùåãî ìîìåíòà âñåõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé
ñóììå, àíàëîãè÷íîé ñóììå â (3.5). Ýòà z-ïðîåêöèÿ èìååò âèä:

Φz = xiFi. (3.21)
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Åñëè ñèëà i íàïðàâëåíà âíèç, åå ìîìåíò ñòðåìèòñÿ âðàùàòü òåëî
âîêðóã òî÷êè O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Îí íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî
z-îñè, åãî z-ïðîåêöèÿ âõîäèò â ñóììó (3.21) ñî çíàêîì «ïëþñ»

(ξi = 1). Åñëè ñèëà i íàïðàâëåíà ââåðõ, åå ìîìåíò ñòðåìèòñÿ âðà-
ùàòü òåëî âîêðóã òî÷êè O ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Îí íàïðàâëåí
àíòèïàðàëëåëüíî z-îñè, åãî z-ïðîåêöèÿ âõîäèò â ñóììó (3.21) ñî
çíàêîì «ìèíóñ» (ξi = –1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x0 èñêîìóþ x-êîîðäèíàòó ðàâíîäåéñòâóþùåé

ñèëû . Ìû íàéäåì åå, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî z-ïðîåêöèÿ x0R ìîìåí-
òà ðàâíîäåéñòâóþùåé îòíîñèòåëüíî O äîëæíà áûòü ðàâíà z-ïðî-

åêöèè ðåçóëüòèðóþùåãî ìîìåíòà , âûðàæàåìîé ôîðìóëîé (3.21):

x0R = xiFi.

Ñ ó÷åòîì (3.20) ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå:

x0 = . (3.22)

Ïðèìåíèì ðåçóëüòàò (3.22) ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ
äâóõ îäèíàêîâî íàïðàâëåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë. Â ýòîì ñëó÷àå:
N = 2, ξ1 = ξ2 = 1, x1 = 0, x2 = l, F1 = FA, F2 = FB. Ïîäñòàâèâ ýòè

çíà÷åíèÿ â (3.22), ïîëó÷èì x0 = , ò. å. ïðèäåì ê óæå èçâåñò-

íîìó ñîîòíîøåíèþ (3.17).
Â ñëó÷àå äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë, íàïðàâëåííûõ ïðîòèâîïîëîæíî,

èìååì: N = 2, ξ1 = 1, ξ2 = –1, x1 = 0, x2 = l, F1 = FA, F2 = FB. Èñ-

ïîëüçóÿ (3.22), ïîëó÷àåì x0 = , ò. å. ïðèõîäèì ê ñî-

îòíîøåíèþ (3.19).

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó, ãîâîðÿ î ñëîæåíèè ïàðàëëåëüíûõ ñèë, ìû îãðàíè÷èëèñü
ñèëàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè (êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñêîñòè). Ïîä
«ñëîæåíèåì ïàðàëëåëüíûõ ñèë» ìû ïîäðàçóìåâàëè çàìåíó ñîâîêóïíîñòè ýòèõ
ñèë îäíîé ñèëîé, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà y-îñü ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå
y-ïðîåêöèé ïàðàëëåëüíûõ ñèë. Ðå÷ü øëà î òîì, ÷òîáû íàéòè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ
óêàçàííîé ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû. Ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü òîëüêî ïðè óñëîâèè,
÷òî ñèëû íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïðè÷åì óäàåòñÿ íàéòè (îáðàòèì âíè-
ìàíèå íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî!) ëèøü x-êîîðäèíàòó ðàâíîäåéñòâóþùåé, òîãäà
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êàê y-êîîðäèíàòà îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé, ïîñêîëüêó â òâåðäîì òåëå ñèëó
ìîæíî ñâîáîäíî ïåðåíîñèòü âäîëü åå ëèíèè äåéñòâèÿ.

Åñëè æå ïàðàëëåëüíûå ñèëû íå íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè, òî èõ ñî-
âîêóïíîñòü íåâîçìîæíî çàìåíèòü îäíîé ñèëîé (ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëîé), òàê
êàê âîçíèêàþò ìîìåíòû ïàð ñèë. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð.

Ïóñòü íà òåëî äåéñòâóþò òðè ïàðàëëåëüíûå ñèëû A, B, C (ðèñ. 3.16, à).

Ïîïðîáóåì «ñëîæèòü» èõ. Â òî÷êå D, íàõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå AB, ïðèëîæèì

ê òåëó âçàèìíî óðàâíîâåøèâàþùèåñÿ ñèëû C′  è C′′ , èç êîòîðûõ îäíà (ñèëà

C′) ðàâíà ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåíèþ ñèëå C (ðèñ. 3.16, á). Ñîâîêóïíîñòü ïÿ-
òè ñèë íà ðèñóíêå 3.16, á îêàçûâàåò íà òåëî òàêîå æå äåéñòâèå, êàê è ñîâî-
êóïíîñòü òðåõ ñèë íà ðèñóíêå 3.16, à, òàê ÷òî «ñëîæèòü» èñõîäíûå òðè ñèëû —

ýòî âñ¸ ðàâíî, ÷òî «ñëîæèòü» ñèëû A, B, C, C′ , C′′ . Ïðè ñëîæåíèè ñèë

A, C′ , B âîçíèêàåò ðàâíîäåéñòâóþùàÿ, íàïðàâëåííàÿ ïî y-îñè, à ïàðà ñèë

C è C′′  ñîçäàåò ìîìåíò, íàïðàâëåííûé ïî x-îñè.  

3.4. ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ ÖÅÍÒÐÀ ÒßÆÅÑÒÈ

ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

3.4.1. Центр тяжести системы материальных точек,
расположенных на прямой линии

Â ï. 2.3.1 îòìå÷àëîñü, ÷òî ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîä-
íûõ òåë ïðîñòîé ôîðìû (íàïðèìåð, øàðà, êóáà, öèëèíäðà, êâàä-
ðàòíîé èëè êðóãëîé ïëàñòèí è ò. ä.) ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè
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öåíòðàìè òåë. Åñëè òåëî ñîñòàâëåíî èç òàêèõ ïðîñòûõ òåë, òî åãî
ìîæíî óïîäîáèòü ñèñòåìå æåñòêî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê, ìàññû êîòîðûõ ðàâíû ìàññàì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîñòûõ òåë.

Íàéäåì öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàñ-
ïîëîæåííûõ íà ïðÿìîé ëèíèè. Ñîðèåíòèðóåì ñèñòåìó òî÷åê òàê,
÷òîáû îïðåäåëÿþùàÿ åå ïðÿìàÿ ëèíèÿ áûëà ãîðèçîíòàëüíîé,
è áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé x-îñè
(ðèñ. 3.17).

Ñèñòåìà ñîñòîèò èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìàññàìè m1, m2, m3, …, mN.
Êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, x1, x2, x3, …, xN.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç xC êîîðäèíàòó öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû. Ïîíÿò-
íî, ÷òî xC åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êîîðäèíàòà x0 òî÷êè ïðèëîæåíèÿ

ïàðàëëåëüíûõ ñèë òÿæåñòè m1 , m2 , m3 , …, mN , èçîáðàæåííûõ
íà ðèñóíêå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòà xC îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì (3.22), â êîòîðîì ñëåäóåò ïîëîæèòü Fi = mig è äëÿ âñåõ i
ïðèíÿòü ξi = 1:

xC = . (3.23)

Ñîêðàòèâ g â (3.23), ïîëó÷àåì

xC = . (3.24)

Ðèñ. 3.17
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Задача 1. Òåëî âðàùåíèÿ ñîñòàâëåíî èç ÷åòûðåõ öèëèíäðîâ íà
îáùåé îñè (ðèñ. 3.18, à). Ðàäèóñû îñíîâàíèé öèëèíäðîâ: r1, r2,
r3, r4, à âûñîòû ðàâíû h. Âñå öèëèíäðû èçãîòîâëåíû èç îäíîãî
è òîãî æå ìåòàëëà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñ-
òè òåëà.

Íà òåëî äåéñòâóþò ñèëû òÿæåñòè m1 , m2 , m3 , m4 . Îíè
îáðàçóþò ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ ñèë, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå
3.18, á, ãäå x-îñü åñòü îñü âðàùåíèÿ òåëà (íà ýòîé îñè íàõîäÿòñÿ
öåíòðû òÿæåñòè öèëèíäðîâ). ×åðåç mi îáîçíà÷åíà ìàññà i-ãî öè-
ëèíäðà; mi = πri

2hρ, ãäå ρ — ïëîòíîñòü ìåòàëëà, èç êîòîðîãî èç-
ãîòîâëåíû öèëèíäðû. Êîîðäèíàòó xC öåíòðà òÿæåñòè òåëà íàõî-
äèì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.24):

xC = . (1*)

Èç ðèñóíêà 3.18, á âèäíî, ÷òî x1 = , x2 = , x3 = , x4 = .

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïåðåïèøåì (1*) â âèäå:

xC = .  

Ðèñ. 3.18
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Задача 2. Äàíà ïëàñòèíà â âèäå êðóãà ðàäèóñîì r, âíóòðè êî-

òîðîãî âûðåçàíû äâà êðóãëûõ îòâåðñòèÿ ðàäèóñàìè  è 

(ðèñ. 3.19, à). Òðåáóåòñÿ íàéòè öåíòð òÿæåñòè ïëàñòèíû.

Ïëàñòèíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN; çíà÷èò, èñêî-
ìûé öåíòð òÿæåñòè íàõîäèòñÿ íà ýòîé ïðÿìîé. Åñëè áû íå áûëî îò-
âåðñòèé, òî îí îêàçàëñÿ áû â öåíòðå ïëàñòèíû. Ïëàñòèíó ñ âûðåçàí-
íûìè â íåé îòâåðñòèÿìè ïðåäñòàâèì êàê ñïëîøíóþ ïëàñòèíó, íà êî-

òîðóþ íàðÿäó ñ åå ñèëîé òÿæåñòè , ïðèëîæåííîé â òî÷êå O,
äîïîëíèòåëüíî äåéñòâóþò äâå íàïðàâëåííûå ââåðõ ñèëû, ïðèëîæåí-
íûå â òî÷êàõ A è B è ðàâíûå ïî ìîäóëþ ñèëàì òÿæåñòè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ âûðåçàííûõ êðóãîâ. Îáîçíà÷èì ýòè äîïîëíèòåëüíûå ñèëû ÷å-

ðåç A (äëÿ êðóãà ðàäèóñîì r/4) è B (äëÿ êðóãà ðàäèóñîì r/2).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñõåìó ñ òðåìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñèëàìè, ïîêà-
çàííóþ íà ðèñóíêå 3.19, á, ãäå x-îñü åñòü ïðÿìàÿ MN. Êîîðäèíàòà xC
öåíòðà òÿæåñòè òåëà (ïëàñòèíû ñ âûðåçàííûìè îòâåðñòèÿìè) åñòü êî-
îðäèíàòà òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé óêàçàííûõ òðåõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ñèë. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (3.22), çàïèøåì

xC = . (2*)

Ìîäóëè ñèë ðàâíû:

FO = πr2dρg,  FA = πr2dρg,  FB = πr2dρg, (3*)

ãäå d — òîëùèíà ïëàñòèíû, ρ — ïëîòíîñòü âåùåñòâà ïëàñòèíû.

r
4
---

r
2
---

Ðèñ. 3.19
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º

F
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º

x1FO x2FA− x3FB−

FO FA− FB−
------------------------------------------------------

1
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------

1
4
---
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Êîîðäèíàòû xi ðàâíû:

x1 = r, x2 = , x3 = . (4*)

Ïîäñòàâëÿÿ (3*) è (4*) â (2*), íàõîäèì xC = .

3.4.2. Центр тяжести двумерной системы
материальных точек

Íàéäåì êîîðäèíàòû xC è yC öåíò-
ðà òÿæåñòè ïëàñòèíû, ôîðìà êîòî-
ðîé äàíà íà ðèñóíêå 3.20, à. Ýòó
ïëàñòèíó ìîæíî ìûñëåííî ðàçáèòü
íà äâà êâàäðàòà ñ öåíòðàìè òÿæåñ-
òè A (ìàññà mA, êîîðäèíàòû xA è yA)
è D (ìàññà mD, êîîðäèíàòû xD è yD)
è ïðÿìîóãîëüíèê ñ öåíòðîì òÿæåñòè B
(ìàññà mB, êîîðäèíàòû xB è yB).
Ôàêòè÷åñêè íàì ïðåäñòîèò íàéòè
öåíòð òÿæåñòè äâóõìåðíîé ñèñòåìû
òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (òî÷åê A,
D, B), êîîðäèíàòû è ìàññû êîòîðûõ
èçâåñòíû.

Ìûñëåííî ïîñòàâèì ïëàñòèíó
âåðòèêàëüíî ê ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè òàê, ÷òîáû ñâÿçàííàÿ ñ íåé x-îñü áûëà îðèåíòèðîâàíà ãîðè-
çîíòàëüíî. Ñõåìà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïëàñòèíó â ýòîì ñëó÷àå, äà-
íà íà ðèñóíêå 3.20, á. Èñõîäÿ èç ýòîé ñõåìû è âîñïîëüçîâàâøèñü
ñîîòíîøåíèåì (3.24), ïðåäñòàâèì êîîðäèíàòó xC öåíòðà òÿæåñòè
ïëàñòèíû â âèäå:

xC = . (1*)

Ìûñëåííî ïîâåðíåì íà 90° âîêðóã O ïëàñòèíó âìåñòå ñ îñÿìè
êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû òåïåðü y-îñü îêàçàëàñü îðèåíòèðîâàííîé ãî-
ðèçîíòàëüíî (ðèñ. 3.21, à). Ñõåìà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïëàñòèíó
â ýòîì ñëó÷àå, ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 3.21, á. Èñõîäÿ èç äàííîé ñõå-
ìû, ïðåäñòàâèì êîîðäèíàòó yC öåíòðà òÿæåñòè ïëàñòèíû â âèäå
ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî ñîîòíîøåíèþ (1*):

yC = . (2*)

r
4
---

3r
2
------

39r
44
---------

Ðèñ. 3.20

à)

á)

xAmA xBmB xDmD+ +

mA mB mD+ +
-------------------------------------------------------------

yAmA yBmB yDmD+ +

mA mB mD+ +
-------------------------------------------------------------
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Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî

mA = a2dρ,

mB = (a + b)cdρ, mD = f2dρ, (3*)

ãäå d — òîëùèíà ïëàñòèíû, ρ —
ïëîòíîñòü âåùåñòâà ïëàñòèíû.

Èç ðèñóíêîâ 3.20 è 3.21 âèäíî, ÷òî

xA = , xB = , xD = ; (4*)

yA = , yB = , yD = . (5*)

Ïîäñòàâèâ (3*) è (4*) â (1*), ïîëó÷èì
xC. Ïîäñòàâèâ (3*) è (5*) â (2*), ïî-

ëó÷èì yC. (×èòàòåëü ìîæåò, ïðè æåëàíèè, ñäåëàòü ýòè ïîäñòà-
íîâêè ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç N
æåñòêî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàñïîëî-
æåííûõ â îäíîé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷å-
ñòâå êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî èçâåñò-
íû ìàññû mi è êîîðäèíàòû xi è yi (i = 1, 2, 3, …, N) ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Êîîðäèíàòû xC è yC öåíòðà òÿæåñòè òàêîãî òåëà ìîæíî
íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùå-
íèÿìè ñîîòíîøåíèé (1*) è (2*):

xC = ; yC = . (3.25)

Задача. Òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðå øàðà ñ îäèíàêîâû-
ìè ìàññàìè, ñîåäèíåííûå æåñòêèìè íåâåñîìûìè ñòåðæíÿìè,
êîòîðûå îáðàçóþò òðàïåöèþ (ðèñ. 3.22). Âûñîòà òðàïåöèè c,
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á)
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äëèíû îñíîâàíèé a è b. Òðåáóåòñÿ íàéòè öåíòð òÿæåñòè òà-
êîãî òåëà.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó êîîðäèíàòíûõ îñåé, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñóíêå, è îáîçíà÷èì ÷åðåç xC è yC èñêîìûå êîîðäèíàòû
öåíòðà òÿæåñòè òåëà. Ñîîòíîøåíèÿ (3.25) ïðèíèìàþò â äàííîì
ñëó÷àå ñëåäóþùèé âèä:

xC = ,   yC = .

Òàêèì îáðàçîì, xC = (3a – b), yC = .

3.4.3. Центр тяжести тела в общем случае

Íà ðèñóíêå 3.20, à èçîáðàæåíû ðàäèóñû-âåêòîðû òî÷åê A, B, D:

A, B, D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà òÿæåñòè òåëà.
Èñïîëüçîâàâøèåñÿ â ï. 3.4.2 ñêàëÿðíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò
öåíòðà òÿæåñòè ïëàñòèíû çàìåíèì òåïåðü âåêòîðíûì ñîîòíîøåíèåì:

C = ,

êîòîðîå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñèñòåìó èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê:

C = . (3.26)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.26) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü, íå âûäâèãàÿ óñëîâèÿ, ÷òîáû âñå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè
ðàñïîëàãàëèñü â êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñêîñòè. Åñëè òî÷êè íàõîäÿò-
ñÿ â ýòîé ïëîñêîñòè, òî ðàäèóñû-âåêòîðû â (3.26) áóäóò èìåòü òîëü-
êî x-ïðîåêöèè è y-ïðîåêöèè. Åñëè æå òî÷êè íå ñîñðåäîòî÷åíû â
ïðåäåëàõ xy-ïëîñêîñòè, òî ðàäèóñû-âåêòîðû áóäóò èìåòü òàêæå
z-ïðîåêöèè; â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (3.26) áóäåò àäåê-
âàòíî íå äâóì, à òðåì ñêàëÿðíûì ðàâåíñòâàì — ê ñîîòíîøåíèÿì
(3.25) äîáàâèòñÿ ñîîòíîøåíèå:

zC = . (3.27)
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4m
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñïëîøíîãî òâåðäîãî òåëà ìàññîé m.
Ìûñëåííî ðàçîáüåì åãî íà ýëåìåíòàðíûå ìàññû (áóäåì íàçûâàòü
èõ «÷àñòèöàìè»), êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êîé. Òåïåðü ñóììû ïî N ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì â
(3.26) ìîæíî çàìåíèòü íà ñóììû ïî âñåì ÷àñòèöàì òåëà, è âûðà-
æåíèå äëÿ ðàäèóñà-âåêòîðà öåíòðà òÿæåñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå:

c = imi, (3.28)

ãäå i è mi — ðàäèóñ-âåêòîð è ìàññà i-é ÷àñòèöû.
Ñðàâíèâàÿ (3.28) ñ (2.73), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî öåíòð

òÿæåñòè òåëà è åãî öåíòð ìàññ (öåíòð èíåðöèè) — ýòî îäíî
è òî æå. Òàêîå çàêëþ÷åíèå âåðíî, îäíàêî, íå âñåãäà.

3.4.4. Центр тяжести и центр масс тела

Êàê áûëî çàìå÷åíî â ï. 2.6.6, öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ
åå öåíòðîì ìàññ (öåíòðîì èíåðöèè) ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçìåðû

ñèñòåìû ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðîâ çåìíîãî øàðà. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó íåîáõîäè-
ìî âûïîëíåíèå òàêîãî óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (3.23)
è (3.24). Ñîîòíîøåíèå (3.23) îïðåäåëÿåò x-êîîðäèíàòó öåíòðà òÿæåñòè ñèñ-
òåìû (èìåííî öåíòðà òÿæåñòè!). Ñîîòíîøåíèå æå (3.24) îïðåäåëÿåò x-êîîðäè-
íàòó öåíòðà ìàññ; îíî ïîëó÷àåòñÿ èç (2.73), åñëè ñïðîåöèðîâàòü ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî íà x-îñü.

×òîáû ïåðåéòè îò (3.23) ê (3.24), íàì ïîòðåáîâàëîñü ñîâñåì íåìíîãî: âû-
íåñòè çà ñêîáêè è ñîêðàòèòü ìîäóëü g óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â
(3.23). Ïðè âûïîëíåíèè ýòîé îïåðàöèè ïîäðàçóìåâàëîñü, ÷òî äëÿ âñåõ ÷àñòåé

òåëà (ñèñòåìû) óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ  îäíî è òî æå. Ýòî äåéñòâè-

òåëüíî òàê, åñëè ðàçìåðû òåëà ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà Çåìëè (÷òî è íàáëþ-
äàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè è áóäåì
ðàññìàòðèâàòü). Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ öåíòð òÿæåñòè òåëà ñîâïàäàåò ñ åãî
öåíòðîì ìàññ.

Åñëè æå ðàçìåðû ñèñòåìû òåë ñîïîñòàâèìû ñ ðàäèóñîì Çåìëè, òî
òîãäà óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû ìîãóò
ðàçëè÷àòüñÿ êàê ïî ìîäóëþ, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ. Â òàêîé ñèòóàöèè
äëÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû áóäåò ïî-ïðåæíåìó ðàáîòàòü ñîîòíîøåíèå (3.24),
òîãäà êàê äëÿ öåíòðà òÿæåñòè ïðèøëîñü áû ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

xC = .
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3.5. ÏÐÎÑÒÛÅ ÌÅÕÀÍÈÇÌÛ

Ïîñòàâèì âîïðîñ: ìîæíî ëè ïðåîáðàçîâàòü îòíîñèòåëü-
íî íåáîëüøóþ ñèëó (íàïðèìåð, ñèëó ÷åëîâå÷åñêèõ ðóê)

â äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñèëó, ñïîñîáíóþ ïîäíÿòü çíà÷èòåëüíûé
ãðóç? Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí óæå âî
âðåìåíà ïåðâûõ öèâèëèçàöèé. Íà÷èíàÿ ñ ãëóáîêîé äðåâíîñòè,
ëþäè ñîçäàâàëè âñ¸ áîëåå ñîâåðøåííûå ìåõàíèçìû, ÿâëÿþùèå-
ñÿ, ïî ñóòè äåëà, ïðèñïîñîáëåíèÿìè, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñèëû.

Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ìåõàíèçìû (ïðîñòûå «ïðåîáðàçîâàòåëè
ñèëû»). Ñðåäè íèõ îòìåòèì ðû÷àãè, áëîêè, âîðîò, íàêëîííóþ ïëîñ-
êîñòü, âèíò. Êàê ïðàâèëî, îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæ-
íî áûëî, èñïîëüçóÿ ìàëóþ ñèëó, óðàâíîâåñèòü áîëüøóþ è òåì ñà-
ìûì ïîëó÷èòü âûèãðûø â ñèëå.

3.5.1. Рычаги

Íà ðèñóíêå 3.23, à ïðåäñòàâëåí ðû÷àã ïåðâîãî ðîäà. Íà íåãî

äåéñòâóþò òðè ñèëû: , , . Ñèëà  — ñèëà ðåàêöèè îïîðû; ñ
òàêîé ñèëîé îïîðà äåéñòâóåò íà ðû÷àã â òî÷êå O, íàçûâàåìîé òî÷-
êîé îïîðû ðû÷àãà. Ñèëà  ïðèëîæåíà ê ðû÷àãó â òî÷êå A. Îíà

ñîçäàåò ìîìåíò , ñòðåìÿùèéñÿ âðàùàòü ðû÷àã âîêðóã O ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè; Φ = Lf, ãäå L — ïëå÷î ìîìåíòà ñèëû . Ñèëà 

ïðèëîæåíà ê ðû÷àãó â òî÷êå B. Îíà ñîçäàåò ìîìåíò ′, ñòðåìÿ-
ùèéñÿ âðàùàòü ðû÷àã âîêðóã O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå; Φ′ = lF, ãäå l —
ïëå÷î ìîìåíòà ñèëû . Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (3.12) â ïðèìåíåíèè
ê ðàññìàòðèâàåìîìó ðû÷àãó èìååò âèä:

–Lf + lF = 0. (3.29)
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Îòñþäà ñëåäóåò òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî ðû÷àãà, âûðàæàåìîå
ïðîïîðöèåé:

. (3.30)

Íà ðèñóíêå 3.23, á ïðåäñòàâëåí ðû÷àã âòîðîãî ðîäà. Â îòëè-

÷èå îò ðû÷àãà ïåðâîãî ðîäà, òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë  è  (òî÷êè
A è B) íàõîäÿòñÿ çäåñü íå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè îïîðû O,
à ïî îäíó ñòîðîíó, ïðè÷åì áëèæå ê O áóäåò òî÷êà ïðèëîæåíèÿ òîé

èç ñèë  è , êîòîðàÿ áîëüøå (â äàííîì ñëó÷àå F > f). Ïðèëî-

æåííàÿ â òî÷êå A ñèëà  ñîçäàåò ìîìåíò , ñòðåìÿùèéñÿ âðà-

ùàòü ðû÷àã âîêðóã O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à ñèëà , ïðèëîæåííàÿ

â B, ñîçäàåò ìîìåíò ′, ñòðåìÿùèéñÿ âðàùàòü ðû÷àã âîêðóã O
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè; Φ = Lf è Φ′ = lF. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ
(3.12) èìååò â äàííîì ñëó÷àå âèä:

Lf – lF = 0. (3.31)
Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ïðàâèëî ðû÷àãà (3.30).

Â ÷åì æå ñîñòîèò «âûèãðûø â ñèëå» ïðè èñïîëüçîâàíèè
ðû÷àãà? Êàêàÿ ñèëà çäåñü «ïðåîáðàçóåòñÿ»? Â êàêóþ ñè-
ëó îíà «ïðåîáðàçóåòñÿ»?

Ïðåäïîëîæèì, èñïîëüçóåòñÿ ðû÷àã âòîðîãî ðîäà äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïðèïîäíÿòü ñ çåìëè òÿæåëûé ãðóç (ðèñ. 3.24). Ðàññìîòðèì äâà
òåëà: ðû÷àã è ãðóç ìàññîé M. Íà ãðóç äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè

M  è ñèëà ðåàêöèè  ñî ñòîðîíû ðû÷àãà; ñîãëàñíî òðåòüåìó çà-

êîíó Íüþòîíà  + M  = 0 è, çíà÷èò, N = Mg. Íà ðû÷àã äåéñòâó-

þò: ñèëà ðåàêöèè îïîðû , ñèëà  (ýòó ñèëó ìû ïðèêëàäûâàåì

ê êîíöó ðû÷àãà, ñòðåìÿñü ïðèïîäíÿòü ãðóç) è âåñ ãðóçà ; ñèëîé
òÿæåñòè ðû÷àãà ïðåíåáðåæåì.

Âåñ  èãðàåò ðîëü ñèëû , ïî-
êàçàííîé íà ðèñóíêå 3.23, à.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì çàêî-

íîì Íüþòîíà,  = –  è, ñëåäî-
âàòåëüíî, P = N.

Ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøàÿ ñè-
ëà , ïðèëàãàåìàÿ íàìè ê ðû÷à-
ãó, «ïðåîáðàçóåòñÿ» â áîëüøóþ

ñèëó , ñ êàêîé ðû÷àã äåéñòâó-
åò íà ãðóç; îíà ðàâíà ïî ìîäó-
ëþ âåñó ãðóçà. Ïðèïîäíèìàÿ
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ãðóç áåç ïîìîùè ðû÷àãà, íóæíî ïðèëîæèòü ê íåìó ñèëó, ðàâíóþ
ïî ìîäóëþ P. Îäíàêî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî æå, ïðèêëàäûâàÿ ê ðû-

÷àãó ñèëó , êîòîðàÿ ïî ìîäóëþ âî ñòîëüêî æå ðàç ìåíüøå ñèëû ,
âî ñêîëüêî ïëå÷î L áîëüøå ïëå÷à l. Âûèãðûø â ñèëå èçìåðÿåòñÿ

îòíîøåíèåì , èëè èíà÷å ãîâîðÿ, îòíîøåíèåì .

Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ðû÷àãîâ âåñüìà ìíîãî÷èñëåííû. Ðû-
÷àãàìè ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, íîæíèöû, âåñëî ãðåáöà,
ñòðåëà ïîäúåìíîãî êðàíà, æåëåçíîäîðîæíûé øëàãáàóì, êîðîìûñ-
ëî àïòåêàðñêèõ âåñîâ. Ðû÷àãàìè âòîðîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ, íàïðè-
ìåð, îáû÷íàÿ òà÷êà, ïåäàëü àâòîìîáèëÿ, êëàâèøè ïèàíèíî èëè ïå-
÷àòàþùåãî óñòðîéñòâà, ëîêòåâàÿ êîñòü.

3.5.2. Блоки

Ïîíÿòíî, ÷òî ðû÷àã ìîæåò ïîìî÷ü ïðèïîäíÿòü òÿæåëûé ãðóç.
Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ðû÷àã äëÿ ïîäúåìà
ãðóçà, ñêàæåì, íà óðîâåíü âòîðîãî ýòàæà. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áëîêàìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ áëîêîâ — íåïîäâèæíîãî (ïîëîæåíèå
åãî îñè çàôèêñèðîâàíî íà íåêîòîðîé âûñîòå) è ïîäâèæíîãî (ðèñ. 3.25,
à). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Íà ðèñóíêå
ïîêàçàíû: íåïîäâèæíûé áëîê (áëîê 1), ïîäâèæíûé áëîê (áëîê 2), òðè
ó÷àñòêà òðîñà (îáîçíà÷åíû ÷åðåç 0, 1, 2) è ãðóç ìàññîé M, ïîäâåøåí-

íûé ê ïîäâèæíîìó áëîêó. Ê òðîñó â òî÷êå A ïðèëîæåíà ñèëà 0; ñ
ýòîé ñèëîé ðàáî÷èé òÿíåò òðîñ âíèç è îáåñïå÷èâàåò ðàâíîâåñèå âñåé
ñèñòåìû. Ìàññîé áëîêîâ è òðîñà áóäåì ïðåíåáðåãàòü.

Íà ðèñóíêå 3.25, á ïîêàçàíû âñå
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà áëîêè è ó÷àñò-
êè òðîñà, à òàêæå ñèëà , ñ êàêîé ó÷àñ-
òîê 2 òðîñà äåéñòâóåò íà âåðõíþþ áàë-
êó. Âñå T-ñèëû äåéñòâóþò íà ó÷àñòêè
òðîñà, ñòðåìÿñü ðàñòÿíóòü èõ; ýòî ñèëû
íàòÿæåíèÿ. Íà ó÷àñòîê 0 äåéñòâóþò
ñèëû 0 è 0′ , íà ó÷àñòîê 1 — ñèëû 1

è 1′ , íà ó÷àñòîê 2 — ñèëû 2 è 2′ .
Âñå F-ñèëû ïðèëîæåíû ê áëîêàì; îíè
ñòðåìÿòñÿ âðàùàòü áëîêè âîêðóã îñåé.
Ñèëû 0 è 1′  ïðèëîæåíû ê áëîêó 1,

à ñèëû 1 è 2 — ê áëîêó 2. Êðîìå
F-ñèë, íà áëîê 1 äåéñòâóåò ñèëà ðåàê-
öèè îñè , à íà áëîê 2 — ñèëà òÿæåñ-
òè ãðóçà M .
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Ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé òðîñà, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëû, ïðèëîæåííûå ê êîí-
öàì òîãî èëè èíîãî ó÷àñòêà òðîñà, ðàâíû ïî ìîäóëþ. Âîçüìåì, íàïðèìåð,
ó÷àñòîê 0. Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

0 + 0′ = m , (3.32)

ãäå m — ìàññà ó÷àñòêà,  — åãî óñêîðåíèå. Íî ìàññîé òðîñà ìû ïðåíåáðåãàåì.

Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñ÷èòàòü, ÷òî 0 + 0′ = 0 è, çíà÷èò, T0 = T0′. Ê òîìó
æå ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òàê ÷òî â íåé îòñóòñòâóþò óñêîðåíèÿ. Òà-
êèì îáðàçîì,

T0 = T0′; T1 = T1′; T2 = T2′. (1*)

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ áëîêè íå âðàùàþòñÿ, ïîýòîìó

F0 = F1′; F1 = F2. (2*)

Âïðî÷åì, ðàâåíñòâà (2*) ñëåäóþò óæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî ìàññîé áëîêîâ ïðå-
íåáðåãëè (ìû îáñóäèì ýòî ïîçäíåå, ñì. ï. 4.2.4). Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó
Íüþòîíà,

0′ = – 0; 1′ = – 1′; 1 = – 1; 2 = – 2; 2′ = – .

Ñëåäîâàòåëüíî,

T0′ = F0; F1′ = T1′; T1 = F1; F2 = T2; T2′ = S. (3*)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1*)—(3*), çàêëþ÷àåì, ÷òî

T0 = T0′ = F0 = F1′ = F1 = T1 = F2 = T2 = T2′ = S. (4*)

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ìîäóëè âñåõ T-ñèë è âñåõ F-ñèë, à òàêæå

ìîäóëü ñèëû  ðàâíû ïî ìîäóëþ ñèëå 0, ñ êàêîé ðàáî÷èé òÿíåò
çà òðîñ â òî÷êå A.

Èç ðàâíîâåñèÿ áëîêà 1 ñëåäóåò, ÷òî 0 + 1′ +  = 0, à èç
ðàâíîâåñèÿ áëîêà 2 ïîëó÷àåì:

1 + 2 + M  = 0. (5*)

Ñïðîåöèðîâàâ ðàâåíñòâî (5*) íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà , íàõîäèì:

Mg – F1 – F2 = 0. (6*)

Ñ ó÷åòîì (4*) ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå:

Mg – 2T0 = 0, èëè T0 = Mg. (7*)

Êàê âèäèì, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç íåïîäâèæ-
íîãî è ïîäâèæíîãî áëîêîâ, ñèëó M  ìîæíî óðàâíîâåñèòü âäâîå

ìåíüøåé ñèëîé 0. Òåì ñàìûì ìîæíî ïîëó÷èòü âûèãðûø â ñèëå,

ðàâíûé  = 2.
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Òðåáóåòñÿ, îäíàêî, íå ïðîñòî óðàâíîâåñèòü ãðóç, à ïîäíÿòü åãî
íàâåðõ, íàïðèìåð, íà óðîâåíü âòîðîãî ýòàæà çäàíèÿ, ãäå íàõîäèò-
ñÿ îñü íåïîäâèæíîãî áëîêà. Äëÿ ýòîãî ðàáî÷èé íà÷èíàåò âûáèðàòü
òðîñ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áëîê 2 áóäåò âìåñòå ñ ãðóçîì ïîäíèìàòüñÿ.
Îáðàòèì âíèìàíèå: åñëè ïîäúåì ãðóçà ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî,
òî ðàâåíñòâî (7*) â ïðîöåññå ïîäúåìà íå íàðóøàåòñÿ.

Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ðàâåíñòâà (1*) è (2*) âû-
ïîëíÿþòñÿ óæå èç-çà ïðèðàâíèâàíèÿ íóëþ ìàññ òðîñà è áëîêîâ, à
ðàâåíñòâà (3*) âûòåêàþò èç òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðàâåíñòâà (4*) âîîáùå íå ïðåäïîëàãàþò ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû. Ðàâíîâåñèåì ìû âîñïîëüçîâàëèñü, ÷òîáû ïîëó÷èòü (5*). Íî ýòî
ñîîòíîøåíèå ðàáîòàåò íå òîëüêî ïðè ðàâíîâåñèè, à è ïðè ðàâíî-
ìåðíîì ïîäúåìå ãðóçà. Âîò åñëè áû áëîê 2 ïîäíèìàëè ñ óñêîðå-
íèåì , òî â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà ñëåäîâàëî

áû âìåñòî (5*) ðàññìàòðèâàòü ñîîòíîøåíèå 1 + 2 + M  = M .

Ïðè ïîäúåìå ãðóçà ìîæíî ïîëó÷èòü âûèãðûø â ñèëå áîëåå, ÷åì â
2 ðàçà, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëèñïàñòîì. Îí ñîñòîèò èç äâóõ

ãðóïï áëîêîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îáùóþ îñü. Îäíà ãðóïïà ñîñòàâëÿåò
íåïîäâèæíóþ ÷àñòü ïîëèñïàñòà (ïîëîæåíèå îñè ýòîé ãðóïïû ôèêñèðîâàíî), à
äðóãàÿ ãðóïïà — ïîäâèæíóþ ÷àñòü ïîëèñïàñòà. Áëîêè â êàæäîé ãðóïïå ìîãóò
âðàùàòüñÿ íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî. Òðîñ ïðî-
ïóñêàþò ïîî÷åðåäíî ÷åðåç áëîêè íåïîäâèæíîé è
ïîäâèæíîé ÷àñòåé ïîëèñïàñòà è çàêðåïëÿþò îä-
íèì êîíöîì íà îáîéìå íåïîäâèæíîé ÷àñòè èëè íà
ïîòîëêå. Íà ðèñóíêå 3.26 ïîêàçàí ïîëèñïàñò, ñî-
ñòîÿùèé èç øåñòè áëîêîâ — òðåõ â íåïîäâèæíîé
÷àñòè è òðåõ â ïîäâèæíîé.

Ê ïîëèñïàñòó ïðèìåíèìû âñå ðàññóæäåíèÿ,
ïðèâåäåííûå âûøå äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ áëîêîâ.

Ðàáî÷èé òÿíåò òðîñ, ïðèêëàäûâàÿ ê íåìó ñèëó 0.

Ê ïîäâèæíîé ÷àñòè ïîëèñïàñòà ïîäâåøåí ãðóç ìàñ-

ñîé M. Êðîìå ñèëû òÿæåñòè M , íà ýòó ÷àñòü ïî-

ëèñïàñòà äåéñòâóþò F-ñèëû, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ
ðàâíî ÷èñëó ó÷àñòêîâ òðîñà, ïðîòÿíóâøèõñÿ ââåðõ
îò ïîäâèæíîé ÷àñòè ïîëèñïàñòà, ò. å. ïîëíîìó ÷èñëó
áëîêîâ â ïîëèñïàñòå. Åñëè ïîëèñïàñò ñîäåðæèò 2N áëîêîâ (N â íåïîäâèæíîé ÷àñòè
è N â ïîäâèæíîé), òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîäâèæíîé ÷àñòè áóäåò èìåòü âèä:

M  + i = 0. (8*)

Ñïðîåöèðîâàâ (8*) íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà , ïîëó÷èì

Mg –  = 0. (9*)

aº
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Òàê êàê F1 = F2 = F3 = … = F2N = T0, òî èç (9*) ñëåäóåò, ÷òî

Mg – 2NT0 = 0, èëè T0 = . (10*)

Èç (10*) âèäíî, ÷òî ïîäíèìàÿ ãðóç ñ ïîìîùüþ ïîëèñïàñòà, ñîñòîÿùåãî èç 2N áëî-
êîâ, ïîëó÷àåì âûèãðûø â ñèëå â 2N ðàç.

Ñèñòåìû áëîêîâ ïðèìåíÿþò íå òîëüêî äëÿ ïîäúåìà ãðóçîâ, íî
è äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ òðîñà (íàïðèìåð, ñèëû íàòÿ-
æåíèÿ êîíòàêòíîãî ïðîâîäà íà ýëåêòðèôèöèðîâàííîì ó÷àñòêå æå-
ëåçíîäîðîæíîãî ïóòè). Ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû èëëþñòðèðóåò ðè-

ñóíîê 3.27. Íà áëîê 1 äåéñòâóþò ñèëû: 1, 1′, 1; íà áëîê 2 äåé-

ñòâóþò ñèëû: 2, 2′, 2. Ïîíÿòíî, ÷òî F1 = Mg, ãäå M — ìàññà
îòòÿãèâàþùåãî ãðóçà. Ðàâíîâåñèå áëîêîâ ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü:

1 + 1′ + 1 = 0 è 2 + 2′ + 2 = 0. Ñïðîåöèðîâàâ ýòè âåê-
òîðíûå ðàâåíñòâà íà x-îñü, ïîëó÷èì:

(11*)

Áëîêè íå âðàùàþòñÿ; ñëåäîâàòåëüíî, F1 = F1′ è F2 = F2′. Òàê êàê
F2 = N1 è F1 = Mg, òî ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (11*)
â âèäå:

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìîäóëü N2 ñèëû, ñ êàêîé êîíòàêòíûé ïðî-
âîä äåéñòâóåò íà áëîê 2, ðàâåí N2 = 4Mg. Ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ
ñèëîé áëîê 2 äåéñòâóåò íà ïðîâîä. Ñèëà íàòÿæåíèÿ êîíòàêòíîãî
ïðîâîäà îêàçûâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå â 4 ðàçà áîëüøå ñèëû òÿ-
æåñòè îòòÿãèâàþùåãî ãðóçà.

Mg
2N
---------
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F
º

N
º

N1 – F1 – F1′ = 0;

N2 – F2 – F2′ = 0.

Ðèñ. 3.27

N1 – 2Mg = 0;

N2 – 2N1 = 0.
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3.5.3. Ворот

Ïðîñòîé ìåõàíèçì, íàçûâàåìûé âîðî-
òîì, ïîêàçàí ñõåìàòè÷åñêè íà ðèñóíêå 3.28.
Ê áëîêó ðàäèóñîì r ïðèêðåïëåí ñòåðæåíü
äëèíîé L, êîòîðûé ìîæíî âðàùàòü âìåñòå
ñ áëîêîì âîêðóã îñè áëîêà, ïðèêëàäûâàÿ â

òî÷êå A ñèëó . Ñèëà  — ýòî ñèëà, ñ êà-
êîé íà âîðîò äåéñòâóåò ÷åëîâåê. Òî÷êà A
îïèñûâàåò îêðóæíîñòü (ñì. ïóíêòèð íà ðè-

ñóíêå); ïðè ýòîì ñèëà  ñîõðàíÿåò âñå
âðåìÿ íàïðàâëåíèå ïî êàñàòåëüíîé ê îê-
ðóæíîñòè è îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïî ìî-
äóëþ. Ïî ìåðå âðàùåíèÿ âîðîòà íà áëîê
íàìàòûâàåòñÿ òðîñ, íà êîíöå êîòîðîãî âèñèò ãðóç ìàññîé M.
Â ðåçóëüòàòå ãðóç ïîäíèìàåòñÿ. Â ðîëè ãðóçà ìîæåò âûñòóïàòü,
íàïðèìåð, âåäðî ñ âîäîé, êîòîðîå ñ ïîìîùüþ âîðîòà ïîäíèìàþò
èç êîëîäöà.

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (3.12) èìååò â ïðèìåíåíèè ê âîðîòó, ïðåä-
ñòàâëåííîìó íà ðèñóíêå, ñëåäóþùèé âèä: – rMg + LF = 0. Òàêèì

îáðàçîì, F = . Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ êàê äëÿ ïîêîÿùå-

ãîñÿ âîðîòà, òàê è äëÿ âîðîòà, âðàùàþùåãîñÿ ðàâíîìåðíî. Ïðè-

êëàäûâàÿ ê âîðîòó â òî÷êå A ñèëó , ìîæíî ïîäíÿòü èç êîëîäöà

èëè øàõòû ãðóç, ñèëà òÿæåñòè êîòîðîãî â  ðàç áîëüøå ñèëû .

3.5.4. Наклонная плоскость

Íàêëîííóþ ïëîñêîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòîé ìå-
õàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ïðåîáðàçîâàòü îäíó ñèëó â äðóãóþ, èìåþ-
ùóþ áîëüøèé ìîäóëü.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ëåæàùèé íà çåì-
ëå ÿùèê ìàññîé M íóæíî ïåðåìåñòèòü
íà æåëåçíîäîðîæíóþ ïëàòôîðìó, ïîë
êîòîðîé íàõîäèòñÿ íà âûñîòå h íàä çåì-
ëåé. Âîñïîëüçóåìñÿ íàêëîííîé ïëîñêîñ-
òüþ ñ óãëîì íàêëîíà α, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî òðåíèåì ÿùèêà î íåå ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü. Áóäåì òÿíóòü ÿùèê âäîëü íàêëîí-

íîé ïëîñêîñòè ñ ñèëîé  (ðèñ. 3.29).

Êðîìå ñèëû , íà ÿùèê äåéñòâóþò
ñèëà òÿæåñòè M  è ñèëà ðåàêöèè îïî-

Ðèñ. 3.28
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ðû . ßùèê äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, ïîýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü,
÷òî âñå ýòè ñèëû ïðèëîæåíû â îäíîé òî÷êå (â öåíòðå ìàññ). Äâè-
æåíèå ðàâíîìåðíîå, ïîýòîìó

M  +  +  = 0. (3.33)

Ñïðîåöèðîâàâ (3.33) íà íàïðàâëåíèå x-îñè, ïîëó÷àåì: –Mg sinα +
+ F = 0. Òàêèì îáðàçîì,

F = Mg sinα. (3.34)

Èç (3.34) âèäíî, ÷òî ìîæíî âòàùèòü ÿùèê íà ïëàòôîðìó, ïðèêëà-

äûâàÿ ñèëó , êîòîðàÿ â  ðàç ìåíüøå ñèëû òÿæåñòè ÿùèêà.

Âûèãðûø â ñèëå (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç k) ñîñòàâëÿåò, òàêèì îáðà-
çîì,

k = . (3.35)

Åñëè α = 30°, òî k = 2. Åñëè α = 15°, òî k d 3,9. Åñëè α = 10°,
òî k d 5,8. ×åì ìåíüøå óãîë α, òåì áîëüøå âûèãðûø â ñèëå. Ïðè
α º 0 îí áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, êîëü ñêîðî îòñóòñòâóåò
òðåíèå (ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü
äëèíà íàêëîííîé ïëîñêîñòè).

Åñëè òðåíèåì íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü, òî âìåñòî (3.33) ñëåäóåò èñ-
ïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå, ó÷èòûâàþùåå ñèëó òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ

òð:

M  +  + òð +  = 0. (3.36)

Ñïðîåöèðîâàâ (3.36) íà x-îñü è y-îñü, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Fòð = μN (μ — êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ), íàõîäèì

F = Mg(sin α + μcos α). (3.37)

Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø â ñèëå ïðè ó÷åòå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ
ñîñòàâëÿåò

k = . (3.38)

Ïîäñòàâèâ ñþäà μ = 0,4 (êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ äå-
ðåâà ïî äåðåâó âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,3 äî 0,5), ïîëó÷èì
k d 1,2 äëÿ α = 30°, k d 1,5 äëÿ α = 15°, k d 1,8 äëÿ α = 10°.

Òðåíèå ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âûèãðûø â ñèëå. Ïðè óìåíüøå-

íèè α îí íå áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè, à áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê .
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà-
êëîííóþ ïëîñêîñòü èñïîëüçóþò,
÷òîáû âêàòèòü íà ïëàòôîðìó öè-
ëèíäðè÷åñêóþ áî÷êó ìàññîé M è
ðàäèóñîì r. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
ïîäòàëêèâàÿ ðóêàìè ïîëîæåííóþ
íàáîê áî÷êó. Íî ìû âîñïîëüçóåì-
ñÿ òðîñîì. Çàêðåïèì îäèí êîíåö
òðîñà íà âåðøèíå íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè (íà êðàþ ïëàòôîðìû) â òî÷-
êå B, îáåðíåì áî÷êó òðîñîì, âîçü-
ìåì äðóãîé êîíåö òðîñà â òî÷êå A
â ðóêó è áóäåì òÿíóòü òðîñ íà ñå-

áÿ ñ ñèëîé 1 (ðèñ. 3.30). Íà ó÷àñ-

òîê 1 òðîñà äåéñòâóåò, êðîìå ñèëû 1, òàêæå ñèëà 1′, à íà ó÷àñ-

òîê 2 äåéñòâóþò ñèëû íàòÿæåíèÿ 2 è 2′. Íà áî÷êó äåéñòâóþò

÷åòûðå ñèëû: M , , 1, 2. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ áî÷êè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå:

M  +  + 1 + 2 = 0; (1*)

rF1 – rF2 = 0. (2*)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2*) åñòü ïðàâèëî ìîìåíòîâ, ðàññìàòðèâàå-
ìûõ îòíîñèòåëüíî C.

Ñïðîåöèðóåì (1*) íà x-îñü; ïîëó÷èì
–Mg sin α + F1 + F2 = 0. (3*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî, ñîãëàñíî (2*), F1 = F2, è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî T1 = T1′ è ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà,
T1′ = F1, ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (3*) â âèäå

–Mg sin α + 2T1 = 0,

îòêóäà íàõîäèì:

T1 = Mgsin α. (3.39)

Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø â ñèëå îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

k = . (3.40)

Ñðàâíèâàÿ (3.40) ñ (3.35), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè âêàòû-
âàíèè áî÷êè íà ïëàòôîðìó ñ ïðèìåíåíèåì òðîñà âûèãðûø â ñèëå
îêàçûâàåòñÿ â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå, êîãäà òó æå áî÷êó äëÿ
ïðåäîòâðàùåíèÿ òðåíèÿ ñòàâÿò íà òåëåæêó è ïîñòóïàòåëüíî ïåðå-
ìåùàþò ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 3.30
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Åñëè áû áî÷êó ïîäíèìàëè íà íóæíóþ âûñîòó, òàê êàê ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.31 (íà ïðàêòèêå òàê íå äåëàþò), òî ìû
èìåëè áû äåëî ôàêòè÷åñêè ñ âàðèàíòîì ïîäúåìà ñ ïîìîùüþ ïîä-
âèæíîãî áëîêà. Ñàìà áî÷êà çàìåíÿëà áû ïîäâèæíûé áëîê. Âû-
èãðûø â ñèëå áûë áû ðàâåí k1 = 2. Åñëè áî÷êó ïîñòàâèòü íà

òåëåæêó è âîñïîëüçîâàòüñÿ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ ñ óãëîì íàêëî-

íà α, òî âûèãðûø â ñèëå áóäåò ðàâåí k2 =  (ñì. (3.35)).

Â ñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñóíêå 3.30, âûèãðûø â ñèëå ðàâåí

k = . Êàê ìû âèäèì,

k = k1k2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòîé ìåõàíèçì íà ðèñóíêå 3.30 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñî÷åòàíèå äâóõ ïðîñòûõ ìåõàíèçìîâ — íàêëîííîé ïëîñêîñòè è áëîêà.

3.5.5. Винт

Íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü ñáîêó âûãëÿäèò êàê ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê, îäèí èç îñòðûõ óãëîâ êîòîðîãî ðàâåí óãëó α, õàðàêòåðè-
çóþùåìó íàêëîí ïëîñêîñòè. Ïðåäñòàâèì ñåáå ìûñëåííî, ÷òî áîêî-
âóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ðàäèóñà r îáâèëè òàêèì ïðÿìîóãîëüíûì
òðåóãîëüíèêîì, îäèí èç êàòåòîâ êîòîðîãî (êàòåò BC, ÿâëÿþùèéñÿ
îäíîé èç ñòîðîí óãëà α) ðàâåí 2πr (ðèñ. 3.32). Â ðåçóëüòàòå îáåð-
òûâàíèÿ êàòåò BC ïðåâðàòèòñÿ â îêðóæíîñòü ðàäèóñà r, äðóãîé
êàòåò (êàòåò AB) áóäåò ëåæàòü íà îáðàçóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè â âèäå îòðåçêà äëèíîé

h = 2πr tgα, (1*)

à ãèïîòåíóçà ïðåâðàòèòñÿ â âèíòîâóþ ëèíèþ. Âåëè÷èíó h íàçû-
âàþò øàãîì âèíòîâîé ëèíèè (øàãîì âèíòà).

Ðèñ. 3.31

1
αsin

-------------

2
αsin

-------------

Ðèñ. 3.32
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Âèíò — ýòî öèëèíäðè÷åñêîå òåëî, íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü
êîòîðîãî íàíåñåíà ðåçüáà â âèäå âèíòîâîé ëèíèè (âèíòîâàÿ ðåçü-
áà). Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ìåõàíèçìà ïðèìåíÿþò âèíò ñ íàâèí÷è-
âàåìîé íà íåãî ãàéêîé. Ïðè âðàùåíèè ãàéêà ïåðåìåùàåòñÿ
âäîëü îñè âèíòà. Ñäåëàâ îäèí ïîëíûé îáîðîò, îíà ïåðåìåùàåòñÿ
âäîëü îñè íà äëèíó, ðàâíóþ øàãó h âèíòà. Ýòî ïîõîæå íà òî, êàê
åñëè áû ãðóç ìàññîé, ðàâíîé ìàññå ãàéêè, ïîäíÿëñÿ èëè îïóñòèë-
ñÿ íà âûñîòó h, ñêîëüçÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè, óãîë íàêëîíà
α êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1*). Ñèëîé òðåíèÿ ìåæäó
âèíòîì è ãàéêîé, êàê ïðàâèëî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó
òðóùèåñÿ ïîâåðõíîñòè ðåçüáû òùàòåëüíî øëèôóþòñÿ è ãóñòî
ñìàçûâàþòñÿ. Ïîýòîìó ïðè ïîäúåìå ãàéêè ìàññîé m âäîëü îñè
âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííîãî âèíòà íóæíî ïðèêëàäûâàòü ê
ãàéêå â íàïðàâëåíèè êàñàòåëüíîé ñèëó, ðàâíóþ ïî ìîäóëþ
F = mg sin α (ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü ðåçóëüòàòîì (3.34), ïîëó-
÷åííûì ïðè ðàññìîòðåíèè íàêëîííîé ïëîñêîñòè). Âûèãðûø â ñè-

ëå áóäåò ðàâåí .

Ðàññìîòðèì õîðîøî çíàêîìûé âñåì ïðîñòîé ìåõàíèçì, íàçû-
âàåìûé äîìêðàòîì. Çäåñü îäíîâðåìåííî ñ ïîäúåìîì âðàùàþùåé-
ñÿ íà âèíòå ãàéêè ïðåäñòîèò ïðèïîäíÿòü äîñòàòî÷íî òÿæåëîå òåëî
(íàïðèìåð, àâòîìîáèëü). Äëÿ âðàùåíèÿ ãàéêè èñïîëüçóþò ãàå÷-
íûé êëþ÷, èãðàþùèé ðîëü âîðîòà, äåéñòâóþùåãî â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè. Äëÿ ïðèïîäíèìàíèÿ òåëà ìàññîé M ïîòðåáóåòñÿ ïðè-
êëàäûâàòü ê êîíöó ãàå÷íîãî êëþ÷à, èìåþùåãî äëèíó L, ñèëó, ðàâ-
íóþ ïî ìîäóëþ

F = (Mg sin α) , (3.41)

ãäå α — óãîë, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì (1*). Âûèãðûø â ñèëå
ïðè èñïîëüçîâàíèè äîìêðàòà ðàâåí, êàê ýòî âèäíî èç (3.41), ïðî-
èçâåäåíèþ âûèãðûøà â ñèëå äëÿ íàêëîííîé ïëîñêîñòè áåç òðåíèÿ
è âûèãðûøà â ñèëå äëÿ âîðîòà. Äîìêðàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñî÷åòàíèå äâóõ ïðîñòûõ ìåõàíèçìîâ — íàêëîííîé ïëîñêîñòè
è âîðîòà.

Îáû÷íî óãîë α â (1*) âåñüìà ìàë; îí ñîñòàâëÿåò 1—3°. Ïî-
ýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî sin α = tg α è çàìåíèòü (3.41) ñîîòíî-
øåíèåì:

F = (Mg tg α)  = Mg . (3.42)

Ïîëàãàÿ h = 0,5 ñì, L = 40 ñì, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî F d 0,002 Mg.
Ïðèêëàäûâàÿ ê ðó÷êå äîìêðàòà (êîíöó ãàå÷íîãî êëþ÷à) ñèëó, ðàâ-
íóþ ñèëå òÿæåñòè òåëà ìàññîé 10 êã, ìîæíî ïðèïîäíÿòü òåëî ìàñ-
ñîé 5000 êã.

1
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L
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×òîáû ëó÷øå ïðîñìàòðèâàëàñü àíàëîãèÿ ìåæäó âèíòîì è íà-
êëîííîé ïëîñêîñòüþ, ìû ïîëàãàëè âûøå, ÷òî âèíò ïîêîèòñÿ è íà
íåãî íàâèí÷èâàåòñÿ ãàéêà; ìû èìåëè â âèäó, ÷òî ñèëó íóæíî ïðè-
êëàäûâàòü èìåííî ê ãàéêå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíàêî, îáû÷íî
ãàéêà ôèêñèðîâàíà (íåïîäâèæíà), à ñèëó ïðèêëàäûâàþò ê âèíòó
(òî÷íåå ãîâîðÿ, ê ðóêîÿòêå, ñâÿçàííîé ñ âèíòîì) è ïîâîðà÷èâàþò
âèíò. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè äîìêðàòà ïðîèñõîäèò ïîäúåì íå
ãàéêè, à âèíòà âìåñòå ñ îïèðàþùåéñÿ íà íåãî îñüþ àâòîìîáèëÿ.
Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû (3.41) è (3.42) ïðè ýòîì ñîõðà-
íÿþòñÿ.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî âèíòû ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå â ðàç-
ëè÷íûõ ïðèñïîñîáëåíèÿõ äëÿ ñäàâëèâàíèÿ (ïðåññ) èëè êðåïëåíèÿ
(áîëòû è øóðóïû äëÿ äåðåâà). Ðàçóìååòñÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè
âèíòà äëÿ êðåïëåíèÿ åãî ðåçüáó íè÷åì íå ñìàçûâàþò, òàê êàê â
äàííîì ñëó÷àå ñèëà òðåíèÿ âàæíà: îíà óâåëè÷èâàåò ñêðåïëÿþùåå
äåéñòâèå âèíòà.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

3.1. Ìîæåò ëè ìåíüøàÿ ñèëà
ñîçäàòü áîëüøèé ìîìåíò?
3.2. Íà òåëî äåéñòâóåò òîëüêî
ïàðà ñèë. ×òî ìîæíî ñêàçàòü
î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ òåëà
â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà?

3.3. Ìîìåíò  íåêîòîðîé ñèëû
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè A
ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïëîñêîñòè S.
×òî ìîæíî ñêàçàòü î ìîìåíòå
ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó A îñè â ñëó-
÷àÿõ: à) îñü íàõîäèòñÿ â ïëîñ-
êîñòè S; á) îñü ïåðïåíäèêóëÿð-
íà ê ïëîñêîñòè S; â) îñü
ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ âåðòè-
êàëüþ ê ïëîñêîñòè S?
3.4. Ê òîíêîé ïëàñòèíå, èìåþ-
ùåé ôîðìó êâàäðàòà ñî ñòîðî-
íîé a = 8 ñì, ïðèëîæåíû â òî÷-

êå B ñèëà 1 (F1 = 3 Í) è â

òî÷êå O ñèëà 2 (F2 = 6 Í)

(ðèñ. 3.33). ×åìó ðàâåí ìîäóëü
ðåçóëüòèðóþùåãî ìîìåíòà îò-
íîñèòåëüíî: à) òî÷êè C, á) òî÷-
êè A, â) òî÷êè D?

3.5. Óñëîâèå çàäà÷è òàêîå æå,
êàê è â çàäà÷å 3.4. ×åìó ðàâåí
ìîäóëü ðåçóëüòèðóþùåãî ìî-
ìåíòà îòíîñèòåëüíî: à) îñè CD,
á) îñè AC, â) îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç C è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê
ïëàñòèíå, ã) îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç C è ñîñòàâëÿþùåé óãîë
60° ñ âåðòèêàëüþ ê ïëîñêîñòè
ïëàñòèíû?

Φ
º

F
º

F
º

Ðèñ. 3.33

O
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3.6. Ñèëû 1 è 2, èçîáðàæåí-
íûå íà ðèñóíêå 3.33, ìîæíî çà-
ìåíèòü ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëîé

1 + 2 è ïàðîé ñèë. ×åìó ðà-
âåí ìîäóëü ìîìåíòà ïàðû ñèë,

åñëè ðàâíîäåéñòâóþùàÿ 1 + 2

áóäåò ïðèëîæåíà: à) â òî÷êå O,
á) â òî÷êå B, â) â òî÷êå D?
3.7. Êóá ìàññîé m ñ äëèíîé
ðåáåð a ëåæèò íà ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè. Îñíîâàíèå
êóáà — êâàäðàò ABCD. ×åìó
ðàâåí ìîäóëü ìîìåíòà ñèëû
òÿæåñòè êóáà îòíîñèòåëüíî:
à) òî÷êè A, á) öåíòðà êâàäðàòà
ABCD, â) òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ
ïîñðåäèíå ìåæäó A è B? Ñäå-
ëàéòå ÷åðòåæ è ïîêàæèòå íà
íåì íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ìîìåí-
òîâ.
3.8. Óñëîâèå çàäà÷è ñîâïàäàåò
ñ óñëîâèåì çàäà÷è 3.7. ×åìó
ðàâåí ìîäóëü ìîìåíòà ñèëû
òÿæåñòè êóáà îòíîñèòåëüíî:
à) ðåáðà êóáà AB, á) äèàãîíà-
ëè îñíîâàíèÿ êóáà AC, â) îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A è
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè
îñíîâàíèÿ êóáà, ã) äèàãîíàëè
áîêîâîé ãðàíè êóáà?
3.9. Ìîäóëü ìîìåíòà îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè îêàçàë-
ñÿ â äâà ðàçà áîëüøå ìîäóëÿ
ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü î íàïðàâëåíèè
îñè?
3.10. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó êóêëà
íåâàëÿøêà («Âàíüêà-âñòàíüêà»)
âîçâðàùàåòñÿ âñÿêèé ðàç â ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êàê áû åå
íè íàêëîíÿëè.
3.11. Öåíòð òÿæåñòè ãðóçîâè-
êà íàõîäèòñÿ íà âûñîòå h,

ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè
ïî îñè ðàâíî l. Êàêîìó óñëî-
âèþ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
óãîë α, ïîä êîòîðûì ïëîñêîñòü
õîëìà íàêëîíåíà ê ãîðèçîíòó,
÷òîáû ïðè äâèæåíèè ïî òàêî-
ìó ñêëîíó ïàðàëëåëüíî åìó
ãðóçîâèê íå îïðîêèíóëñÿ íà-
áîê?
3.12. Äâà ÷åëîâåêà ïåðåíîñÿò
íà ñâîèõ ïëå÷àõ òðóáó. Ïåð-
âûé ïîäñòàâèë ïëå÷î ïîä êî-
íåö òðóáû, à âòîðîé — ïîä
òî÷êó, îòñòîÿùóþ îò äðóãîãî
êîíöà òðóáû íà ÷åòâåðòü åå
äëèíû. Âî ñêîëüêî ðàç ñèëà
äàâëåíèÿ òðóáû íà âòîðîãî
÷åëîâåêà áîëüøå, ÷åì íà ïåð-
âîãî?
3.13. Ðåøèòå çàäà÷ó 1 èç ï. 3.2.3,
äîïîëíèâ óñëîâèå çàäà÷è óêà-
çàíèåì, ÷òî â òî÷êå B íà áàëêå
ñòîèò ÷åëîâåê ìàññîé M.
3.14. Òåëî, ïîëîæåííîå íà îä-
íó ÷àøêó íåðàâíîïëå÷èõ âå-
ñîâ, óðàâíîâåøèâàåòñÿ ãèðÿ-
ìè îáùåé ìàññîé m1, à òî æå
ñàìîå òåëî, ïîëîæåííîå íà
äðóãóþ ÷àøêó âåñîâ, óðàâíî-
âåøèâàåòñÿ ãèðÿìè îáùåé
ìàññîé m2. ×åìó ðàâíà ìàññà
òåëà?
3.15. Ê ãëàäêîé âåðòèêàëüíîé
ñòåíå ïðèñëîíåíà ëåñòíèöà
ìàññîé m. Óãîë ìåæäó ëåñò-
íèöåé è ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
âåðõíîñòüþ ðàâåí α. ×åìó ðà-
âåí ìîäóëü ñèëû ðåàêöèè
ñòåíêè, äåéñòâóþùåé íà ëåñò-
íèöó?
3.16. Êàêèì äîëæåí áûòü êîýô-
ôèöèåíò òðåíèÿ ïîêîÿ îäíîðîä-
íîãî ñòåðæíÿ î ïîë, ÷òîáû
ñòåðæåíü áûë â ðàâíîâåñèè â
ïîëîæåíèè, ïîêàçàííîì íà ðè-
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ñóíêå 3.34? Ñòåðæåíü óäåðæè-
âàåòñÿ íèòüþ, äëèíà êîòîðîé
ðàâíà äëèíå ñòåðæíÿ. Óãîë
ìåæäó íèòüþ è ñòåðæíåì ïðÿ-
ìîé. Òî÷êè A è C ðàñïîëîæåíû
íà îäíîé âåðòèêàëè.

3.17. Ãîðå-èíæåíåð, êóïèâøèé
ãäå-òî ñâîé äèïëîì, ïðåäëîæèë
ïðèìåíèòü äëÿ ïîäúåìà ãðóçà
ñèñòåìó áëîêîâ, ïîêàçàííóþ íà
ðèñóíêå 3.35. ×åì ïëîõà òàêàÿ
ñèñòåìà áëîêîâ?

3.18. Ê ãâîçäþ, âáèòîìó â ñòåíó,
ïðèâÿçàíà íèòü, íàìîòàííàÿ íà
êàòóøêó, êîòîðàÿ âèñèò, êàñàÿñü
ñòåíû (ðèñ. 3.36). Ðàäèóñ öè-
ëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè êàòóøêè r =
= 1 ñì, ðàäèóñ åå ùå÷åê R = 8 ñì.
Íèòü ñîñòàâëÿåò ñî ñòåíîé óãîë
α = 30°. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ
ìåæäó ñòåíîé è êàòóøêîé.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âîñïîëüçóéòåñü óñëî-
âèåì ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ îòíîñè-
òåëüíî îñè êàòóøêè è ó÷òèòå, ÷òî

ðàâíà íóëþ ñóììà ïðîåêöèé ñèë íà
íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê
ñòåíå.
3.19. Òåëî — îäíîðîäíûé ñòåð-
æåíü ñ íàíèçàííûìè íà íåãî N
îäèíàêîâûìè øàðàìè, öåíòðû
êîòîðûõ îòñòîÿò äðóã îò äðóãà
íà a. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò
öåíòðà êðàéíåãî øàðà íàõî-
äèòñÿ öåíòð òÿæåñòè òåëà?
3.20. Òåëî — íåâåñîìûé ñòåð-
æåíü ñ íàíèçàííûìè íà íåãî
ïÿòüþ øàðàìè ìàññàìè 100 ã,
200 ã, 300 ã, 400 ã, 500 ã. Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ñî-
ñåäíèõ øàðîâ 15 ñì. Íà êàêîì
ðàññòîÿíèè îò öåíòðà íàèáîëåå
ëåãêîãî øàðà íàõîäèòñÿ öåíòð
òÿæåñòè òåëà?
3.21. Â êðóãëîé ïëàñòèíå ðàäè-
óñîì r = 10 ñì âûðåçàí êâàä-
ðàò ñî ñòîðîíàìè a = 8  ñì.
Öåíòð êâàäðàòà íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè l = 4 ñì îò öåíòðà
êðóãà. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò
ýòîãî öåíòðà íàõîäèòñÿ öåíòð
òÿæåñòè ïëàñòèíû ñ âûðåçàí-
íûì êâàäðàòîì?
3.22. Íàéäèòå êîîðäèíàòû
öåíòðà òÿæåñòè èçîáðàæåííîé
íà ðèñóíêå 3.37 êðóãëîé ïëàñ-
òèíû, â êîòîðîé âûðåçàíû äâà
êðóãëûõ îòâåðñòèÿ; r = 11  ñì.

Ðèñ. 3.34

Ðèñ. 3.35

Ðèñ. 3.36
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3.23. Ôîðìà è ðàçìåðû ïëàñòè-
íû äàíû íà ðèñóíêå 3.38. Íàé-
äèòå êîîðäèíàòû öåíòðà òÿ-
æåñòè ïëàñòèíû (a = 5 ñì).

3.24. Ê ëþëüêå ñ ñèäÿùèì â
íåé ðàáî÷èì ïðèâÿçàí êîíåö
òðîñà, ïåðåêèíóòîãî ÷åðåç íå-
ïîäâèæíûé áëîê, óêðåïëåííûé
â âåðõíåé ÷àñòè çäàíèÿ. Ðàáî-
÷èé ïîäíèìàåò ñàì ñåáÿ çà
ñ÷åò òîãî, ÷òî òÿíåò çà äðóãîé

êîíåö òðîñà. Ïîëó÷àåòñÿ ëè
ïðè ýòîì âûèãðûø â ñèëå?
3.25. ×åìó ðàâíà ñèëà íàòÿæå-
íèÿ êîíòàêòíîãî ïðîâîäà â ñèñ-
òåìå áëîêîâ, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 3.39? Ìàññà îòòÿãèâà-
þùåãî ãðóçà ðàâíà M = 30 êã.

3.26. Áðóñîê, îñòàâëåííûé íà
íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì
íàêëîíà α, ñîñêàëüçûâàåò ñ íåå
ðàâíîìåðíî. ×åìó ðàâåí âûèã-
ðûø â ñèëå ïðè èñïîëüçîâàíèè
ýòîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîäíÿòü äàííûé
áðóñîê íà íåêîòîðóþ âûñîòó?
3.27. Ïî÷åìó ëåã÷å âêàòèòü áî÷êó
íà ïëàòôîðìó ñïîñîáîì, ïîêà-
çàííûì íà ðèñóíêå 3.30, íåæåëè
ïðîñòî êàòèòü áî÷êó ïî íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè, òîëêàÿ åå ñçàäè?
3.28. Ïîäóìàéòå, êàê èçìåðèòü
ìàññó áàíàíà ñ ïîìîùüþ èçìå-
ðèòåëüíîé ëèíåéêè, ãèðè ìàññîé
100 ã è ïðî÷íîé òîíêîé íèòè.

Ðèñ. 3.37

Ðèñ. 3.38

Ðèñ. 3.39
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4
МЕХАНИКА ТВЕРДОГО

ТЕЛА: КИНЕМАТИКА
И ДИНАМИКА

4.1. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

4.1.1. Общие замечания о движении твердого тела

Äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë âåñüìà ðàçíîîáðàçíû è ìîãóò èìåòü
äîâîëüíî ñëîæíûé õàðàêòåð. Íàèáîëåå ïðîñòûìè ÿâëÿþòñÿ ïî-
ñòóïàòåëüíîå è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèÿ; îíè áûëè îïðåäåëåíû
â § 1.1. Êàêèì áû ñëîæíûì íè áûëî äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, åãî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ äâèæåíèé — ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî. Âîçìîæíî,
ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü íå î ñëîæåíèè óêàçàííûõ ïðîñòûõ äâèæåíèé,
à îá èõ íàëîæåíèè äðóã íà äðóãà.

Ðàññìîòðåíèå êèíåìàòèêè è äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà îñíîâû-
âàåòñÿ íà óòâåðæäåíèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Â äàëüíåéøåì ìû ïîäðîáíî îáñóäèì ñìûñë ýòîãî îáùåãî óò-
âåðæäåíèÿ, ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ è ðàñêðîåì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ. Ñíà÷àëà ìû ïî-
çíàêîìèìñÿ ñ âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì òåëà âîêðóã íåïîäâèæ-
íîé îñè, çàòåì âîêðóã îñè, äâèæóùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî, è, íàêîíåö,
âîêðóã òî÷êè (â ÷àñòíîñòè, âîêðóã öåíòðà ìàññ òåëà). Çàìåòèì, ÷òî
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå, îïðåäåëåííîå â § 1.1, åñòü âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè.

Ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè òåëà âñå åãî òî÷êè äâèæóòñÿ
îäèíàêîâî, òàê ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ

äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñòóïà-
òåëüíîå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ òåëà, íà êîòîðîå íàêëàäû-
âàåòñÿ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà âîêðóã åãî öåíòðà
ìàññ.
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îäíîé òî÷êè (íàïðèìåð, öåíòðà ìàññ òåëà). Òîëüêî â ñëó÷àå ïî-
ñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ãîâîðèòü î ñêîðîñòè òåëà èëè óñ-
êîðåíèè òåëà. Ïðè ëþáîì äðóãîì äâèæåíèè ðàçíûå òî÷êè òåëà
èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå ñêîðîñòè è ðàçíûå óñêîðåíèÿ è ïî-
ýòîìó ïîíÿòèÿ «ñêîðîñòü òåëà» èëè «óñêîðåíèå òåëà» íå èìåþò
ñìûñëà.

Êèíåìàòèêà è äèíàìèêà òåëà, äâèæóùåãîñÿ ïîñòóïàòåëüíî, íå
òðåáóþò ñïåöèàëüíîãî îáñóæäåíèÿ, ïîñêîëüêó ñâîäÿòñÿ ôàêòè÷å-
ñêè ê êèíåìàòèêå è äèíàìèêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ðàññìîòðåí-
íûì â ïåðâîé è âòîðîé ãëàâàõ. Ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê âðàùàòåëü-
íîìó äâèæåíèþ òâåðäîãî òåëà è ïðåæäå âñåãî ê êèíåìàòèêå òåëà,
âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè.

4.1.2. Вращение тела вокруг неподвижной оси

Ëþáàÿ òî÷êà òâåðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã íåïîäâèæ-
íîé îñè, äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè. Êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæíîñòè, ðàññìàòðèâàëàñü â ïåðâîé ãëàâå.
Â ïï. 1.4.2 è 1.4.3 áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî
( öñ) è êàñàòåëüíîãî, èëè òàíãåíöèàëüíîãî ( ò) óñêîðåíèé òî÷êè.

Óñêîðåíèÿ öñ è ò, à òàêæå ñêîðîñòü òî÷êè  õàðàêòåðèçîâàëè
òî÷êó, äâèæóùóþñÿ ïî îêðóæíîñòè îïðåäåëåííîãî ðàäèóñà, ò. å.
íàõîäÿùóþñÿ íà îïðåäåëåííîì ðàññòîÿíèè îò îñè âðàùåíèÿ. Åñ-
òåñòâåííî, ÷òî îíè íå ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü âðàùåíèå âîêðóã
ýòîé îñè òåëà êàê öåëîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïèñàíèÿ âðàùàþ-
ùåãîñÿ òåëà (èìåííî òåëà, à íå îòäåëüíîé òî÷êè!) íåîáõîäèìî ââåñ-
òè èíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü  è óãëîâîå óñêîðåíèå .
Îíè îïðåäåëåíû äëÿ âðàùàþùåãîñÿ òåëà â öåëîì, ò. å. äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè äàííîãî òåëà. Â ëþáîé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè ðàç-
íûå òî÷êè òåëà èìåþò îäíó è òó æå óãëîâóþ ñêîðîñòü  è îäíî è

òî æå óãëîâîå óñêîðåíèå , íî ïðè ýòîì õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçíûìè

âåêòîðàìè , öñ, ò.
Â ï. 1.4.4 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå óãëîâîé ñêîðîñòè äëÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ðàâíîìåðíî ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R
(ñì. (1.20)). Åñëè ïðåäñòàâèòü, ÷òî ýòà òî÷êà íàõîäèòñÿ âî âðàùàþ-
ùåìñÿ òåëå íà ðàññòîÿíèè R îò îñè âðàùåíèÿ, òî ñîîòíîøåíèå
(1.20) áóäåò îïðåäåëÿòü ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè íå òîëüêî óêà-
çàííîé òî÷êè, íî è òåëà â öåëîì. Ïðè ýòîì ∆ϕ â (1.20) íàäî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê óãîë ïîâîðîòà ðàâíîìåðíî âðàùàþùåãîñÿ òåëà çà
ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t.

aº aº

aº aº vº

ω
º

β
º

ω
º

β
º

vº aº aº



154

Îòâëå÷åìñÿ òåïåðü îò îáñóæäåíèÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî íåêî-
òîðîé îêðóæíîñòè, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã
êîîðäèíàòíîé z-îñè. Ìûñëåííî âûäåëèì â
òåëå íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü S, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç îñü âðàùåíèÿ (îíà ïîêàçàíà íà ðè-
ñóíêå 4.1 øòðèõîâêîé). Ïðè âðàùåíèè òå-
ëà áóäåò âðàùàòüñÿ è ïëîñêîñòü S — áó-
äåò èçìåíÿòüñÿ óãîë ϕ, îáðàçóåìûé äàííîé
ïëîñêîñòüþ ñ êîîðäèíàòíîé xz-ïëîñêî-
ñòüþ. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t

ýòîò óãîë (èíà÷å ãîâîðÿ, óãëîâàÿ êîîðäèíàòà) åñòü ϕ(t). Çà ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t ïëîñêîñòü S (à çíà÷èò, è ñàìî òåëî)
ïîâåðíåòñÿ íà óãîë ϕ(t + ∆t) – ϕ(t). Îòíîøåíèå ýòîãî óãëà ê ∆t
åñòü ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà, à òàêæå ëþáîé òî÷êè òåëà
çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t:

ωñð = . (4.1)

Åñëè òåëî âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî, òî ϕ(t + ∆t) – ϕ(t) íå çàâèñèò
îò t; ïîýòîìó îáîçíà÷èì ýòó ðàçíîñòü ïðîñòî êàê ∆ϕ. Îòíîøåíèå
∆ϕ ê ∆t åñòü, î÷åâèäíî, ïîñòîÿííàÿ âî âðåìåíè óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü:

ω = (4.2)

(ýòî åñòü óæå èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå (1.20)).
Â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ òåëà èñïîëüçóþò ìãíîâåí-

íóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ω(t):

ω(t) = . (4.3)

Ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω(t) åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñðåäíèõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ωñð ïðè ∆t º 0.

Áûñòðîòó èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âî âðåìåíè èçìåðÿþò
âåëè÷èíîé β, ÿâëÿþùåéñÿ ìîäóëåì óãëîâîãî óñêîðåíèÿ . Ïðè
ðàâíîïåðåìåííîì âðàùåíèè òåëà β — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà; â
ýòîì ñëó÷àå óãëîâàÿ ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî ëèíåéíî-
ìó çàêîíó:

ω(t) = ω0 + βt, (4.4)

ãäå ω0 — óãëîâàÿ ñêîðîñòü â ìîìåíò t = 0. Åñëè îòñ÷èòûâàòü âðå-
ìÿ íå îò íóëÿ, à îò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ t, òî ñëåäóåò â (4.4) çà-

Ðèñ. 4.1

ϕ t ∆t+( ) ϕ t( )−

∆t
-----------------------------------------

∆ϕ

∆t
-------

ϕ t ∆t+( ) ϕ t( )−

∆t
-----------------------------------------

∆t 0→

lim

β
º



155

ìåíèòü ω0, ω(t) è t íà ω(t), ω(t + ∆t) è ∆t, ñîîòâåòñòâåííî. Â ðå-
çóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (4.4) ïðèìåò âèä:

ω(t + ∆t) = ω(t) + β∆t, (4.5)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

β = . (4.6)

Åñëè â ïðîöåññå âðàùåíèÿ òåëà åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ
íå ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, òî β â (4.6) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
ñðåäíåå óãëîâîå óñêîðåíèå çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t.
Ïðè ∆t º 0 ýòî ñðåäíåå óãëîâîå óñêîðåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ìãíî-
âåííîå óãëîâîå óñêîðåíèå β(t):

β(t) = . (4.7)

Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê êàê âðàùàþùåãîñÿ òåëà â öå-
ëîì, òàê è ëþáîé òî÷êè â ýòîì òåëå. Âûáåðåì òî÷êó íà ðàññòîÿíèè
R îò îñè âðàùåíèÿ. Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t òåëî
ïîâåðíåòñÿ íà óãîë ϕ(t + ∆t) – ϕ(t); ïðè ýòîì âûáðàííàÿ òî÷êà
îïèøåò äóãó îêðóæíîñòè äëèíîé

∆S = [ϕ(t + ∆t) – ϕ(t)]R.

Ìîäóëü ñêîðîñòè v(t) ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè åñòü, î÷åâèäíî,

; ñëåäîâàòåëüíî,

v(t) = R. (4.8)

Ñ ó÷åòîì (4.3) ïåðåïèøåì (4.8) â âèäå:

v(t) = ω(t)R (4.9)

(òàêîå ñîîòíîøåíèå ìû óæå èñïîëüçîâàëè ðàíåå — ñì. (1.21, à)).
Èç (1.19, á) è (4.9) íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ìîäóëÿ êàñàòåëü-

íîãî (òàíãåíöèàëüíîãî) óñêîðåíèÿ aò(t) òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ âî âðà-
ùàþùåìñÿ òåëå íà ðàññòîÿíèè R îò îñè âðàùåíèÿ:

aò(t) =  = R. (4.10)

Ñ ó÷åòîì (4.7) ïåðåïèøåì (4.10) â âèäå:

aò(t) = β(t)R. (4.11)

Ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè
åñòü

aöñ(t) =  = ω2(t)R. (4.12)

ω t ∆t+( ) ω t( )−

∆t
------------------------------------------

ω t ∆t+( ) ω t( )−

∆t
------------------------------------------

∆t 0→

lim

∆S
∆t
-------

∆t 0→

lim

ϕ t ∆t+( ) ϕ t( )−

∆t
-----------------------------------------

∆t 0→

lim

v t ∆t+( ) v t( )−

∆t
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∆t 0→

lim ω t ∆t+( ) ω t( )−

∆t
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∆t 0→
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v2 t( )

R
-------------



156

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðîì. Âåêòîð  íàïðàâëåí ïî îñè âðàùåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà — íàïîìíèì ðèñóíîê 1.9. Ïðè ðàññìîò-
ðåíèè â ï. 2.5.4 ñèëû Êîðèîëèñà ìû ó÷èòûâàëè âåêòîðíûé õàðàê-
òåð óãëîâîé ñêîðîñòè. Óãëîâîå óñêîðåíèå òîæå âåêòîð. Íàïðàâëå-
íèå âåêòîðà  ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà , åñëè ìîäóëü
ω(t) ñî âðåìåíåì âîçðàñòàåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå
âåêòîðà  ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà .

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.6) ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöà óãëîâîãî óñêîðåíèÿ â ÑÈ åñòü
ðàäèàí íà ñåêóíäó â êâàäðàòå (îáîçíà÷åíèå: ðàä/ñ2). 
Ðàäèàí íà ñåêóíäó â êâàäðàòå ðàâåí óãëîâîìó óñêî-
ðåíèþ ðàâíîïåðåìåííî âðàùàþùåãîñÿ òåëà, ïðè êîòî-
ðîì çà âðåìÿ 1 ñ óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà èçìåíÿåòñÿ íà
1 ðàä/ñ.

Задача (ðèñ. 4.2). Øêèâ 1 ðàäèóñîì R âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî,
äåëàÿ n îáîðîòîâ çà âðåìÿ T. Îí ñîåäèíåí ðåìåííîé ïåðåäà÷åé
ñî øêèâîì 2 ðàäèóñîì r. Ñî øêèâîì 2 æåñòêî ñîåäèíåí øêèâ 3
ðàäèóñîì R. Øêèâ 3 ñîåäèíåí ðåìåííîé ïåðåäà÷åé ñî øêèâîì 4
ðàäèóñîì r. Ðåìíè íå ïðîñêàëüçûâàþò. Òðåáóåòñÿ íàéòè óãëî-
âóþ ñêîðîñòü øêèâà 4, à òàêæå ìîäóëè ñêîðîñòè è öåíòðîñòðå-

ìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ òî÷êè E íà ðàññòîÿíèè  îò öåíòðà

øêèâà 4.

Ñäåëàâ n îáîðîòîâ çà âðåìÿ T, øêèâ ïîâåðíóëñÿ íà óãîë 2πn

(â ðàäèàíàõ). Çíà÷èò, óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω1 øêèâà 1 åñòü ω1 = .

Ñîãëàñíî (4.9), ìîäóëü vA ñêîðîñòè òî÷êè A ðàâåí vA = ω1R. Òàêîâ
æå ìîäóëü vB ñêîðîñòè òî÷êè B íà øêèâå 2, ïîñêîëüêó ðåìíè íå
ïðîñêàëüçûâàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâàÿ ñêîðîñòü øêèâà 2 åñòü

ω2 = .
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Óãëîâàÿ ñêîðîñòü øêèâà 3 ðàâíà óãëîâîé ñêîðîñòè øêèâà 2:

ω3 = ω2 = .

Ìîäóëü vC ñêîðîñòè òî÷êè Ñ íà øêèâå 3: vC = ω3R = .

Òàêîâ æå ìîäóëü vD ñêîðîñòè òî÷êè D íà øêèâå 4: vD = .

Îòñþäà íàõîäèì óãëîâóþ ñêîðîñòü øêèâà 4:

ω4 = .

Ìîäóëü vE ñêîðîñòè òî÷êè E:

vE = ω4r = .

Ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ òî÷êè E:

aöñ = ω2
4r = .  

4.1.3. Плоское (плоскопараллельное) движение тела

Ïëîñêèì, èëè ïëîñêîïàðàëëåëüíûì äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà
íàçûâàþò äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà òåëà äâèæåòñÿ â
îïðåäåëåííîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ äâèæóòñÿ
ðàçëè÷íûå òî÷êè, ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó.
Õàðàêòåðíûé ïðèìåð ïëîñêîãî äâèæåíèÿ — êà÷åíèå öèëèíäðà
èëè êîëåñà ïî ïëîñêîñòè. Ýòî äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñëî-
æåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îñè öèëèíäðà (êîëåñà) è âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã îñè; ïðè äâèæåíèè îñü îñòàåòñÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé îïðåäåëåííîé ïëîñêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî äâèæåíèå îñè
ìîæåò áûòü êàê ïðÿìîëèíåéíûì, òàê è êðèâîëèíåéíûì. Â ïåðâîì
ñëó÷àå êîëåñî êàòèòñÿ ïî ïëîñêîñòè, à âî âòîðîì — ïî äîðîãå ñ
ïîäúåìàìè è ñïóñêàìè.

Îáñóäèì êèíåìàòèêó öèëèíäðà ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R, êàòÿ-
ùåãîñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ïëîñêîñòè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ñêîðîñòü C äâèæåíèÿ öèëèíäðà ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ è íàïðàâ-
ëåíèþ. Ýòî åñòü ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæå-
íèÿ öèëèíäðà. Óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
ïðåäñòîèò íàéòè.
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Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, êàêîâû ñêîðîñòè òî÷åê öèëèíäðà A, C, B,
ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 4.3, à, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê íåêîòîðîìó ìî-
ìåíòó âðåìåíè t. Ñêîðîñòü òî÷êè C åñòü C êàê â âûáðàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè, òàê è âî âñå äðóãèå. Òî÷êà A â ìîìåíò t ñîïðèêà-
ñàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ. Òàê êàê ïðîñêàëüçûâàíèÿ íåò, ñêîðîñòü òî÷-
êè A â ýòîò ìîìåíò ðàâíà íóëþ. Îáðàòèì âíèìàíèå: öèëèíäð â
ìîìåíò t îòíþäü íå ïîêîèòñÿ, âñå åãî òî÷êè èìåþò êàêèå-òî ìãíî-
âåííûå ñêîðîñòè, íî òî÷êà ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ íàõîäèò-
ñÿ â ñîñòîÿíèè ìãíîâåííîãî ïîêîÿ:

A(t) = 0. (1*)

Âñå îñòàëüíûå òî÷êè öèëèíäðà ó÷àñòâóþò â ìîìåíò t âî âðàùà-
òåëüíîì äâèæåíèè âîêðóã A. Ãîâîðÿò, ÷òî A åñòü ìãíîâåííûé
öåíòð âðàùåíèÿ (ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î ìãíîâåííîé îñè âðàùå-
íèÿ — ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè öèëèíäðà è ñîïðèêàñàþùåéñÿ â
äàííûé ìîìåíò ñ ïëîñêîñòüþ). Çà ñêîëü óãîäíî ìàëûé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ∆t òî÷êà A óéäåò îò ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ è
ïðèîáðåòåò ñêîðîñòü. Â ìîìåíò t + ∆t â ñîïðèêîñíîâåíèè ñ ïëîñ-
êîñòüþ îêàæåòñÿ äðóãàÿ òî÷êà öèëèíäðà è òåïåðü îíà ñòàíåò
ìãíîâåííûì öåíòðîì âðàùåíèÿ. Íàáëþäàòåëü èç íåïîäâèæíîé
(ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû îòñ÷åòà ìîã áû íàçâàòü ýòî âðàùåíèå
ìãíîâåííûì âðàùåíèåì, ïîíèìàÿ ïîä ñëîâîì «ìãíîâåííîå» òî æå,
÷òî ïîíèìàþò, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå «ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü»: «ìãíî-
âåííîå» — ýòî «ðàññìàòðèâàåìîå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè». Òî÷-
êó A ìîæíî áûëî áû íàçûâàòü â ìîìåíò t êàê ìãíîâåííûì öåíò-
ðîì âðàùåíèÿ, òàê è öåíòðîì ìãíîâåííîãî âðàùåíèÿ.

Óãëîâóþ ñêîðîñòü ìãíîâåííîãî âðàùåíèÿ âîêðóã A ëåãêî íàéòè,
ïîñêîëüêó èçâåñòíà ñêîðîñòü òî÷êè C. Êàê è ïðî÷èå òî÷êè, òî÷êà C
ó÷àñòâóåò â ìîìåíò t â ìãíîâåííîì âðàùåíèè âîêðóã A. À ïîñêîëü-
êó ìîäóëü åå ñêîðîñòè ðàâåí vC, òî, ñîãëàñíî (4.9), óãëîâàÿ ñêî-

ðîñòü ωA ìãíîâåííîãî âðàùåíèÿ ðàâíà ωA = . Òî÷êà B òàêæå

ó÷àñòâóåò â ìîìåíò t â ìãíîâåííîì âðàùåíèè âîêðóã A; ñëåäîâà-

Ðèñ. 4.3

à) á) â)
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òåëüíî, vB = 2ωAR = 2 R = 2vC. Âåêòîð B ïåðïåíäèêóëÿðåí ê

AB. Òàêèì îáðàçîì,

B(t) = 2 C. (2*)

Ìãíîâåííûå ñêîðîñòè òî÷åê B è C ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 4.3, à.
Èñêëþ÷èì ìûñëåííî ïîñòóïàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâèæå-

íèÿ öèëèíäðà, äëÿ ÷åãî ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ
ñ îñüþ öèëèíäðà. Ýòà ñèñòåìà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû ñî ñêîðîñòüþ C. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé:

′(t) = (t) – C, (4.13)

ãäå (t) è ′(t) — ìãíîâåííûå ñêîðîñòè êàêîé-ëèáî òî÷êè öèëèíäðà
â íåïîäâèæíîé è äâèæóùåéñÿ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, à òàêæå ðåçóëüòàòû
(1*) è (2*), íàõîäèì ñêîðîñòè òî÷åê A, C, B â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé
ñ îñüþ:

B′(t) = B(t) – C = 2 C – C = C ; (3*)

A′(t) = A(t) – C = 0 – C = – C ; (4*)

C′ = C – C = 0.

Òåïåðü íàéäåì óãëîâóþ ñêîðîñòü ω âðàùàòåëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé äâèæåíèÿ öèëèíäðà. Ïîñêîëüêó ω åñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü öè-
ëèíäðà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé îñü öèëèíäðà ïîêîèòñÿ (ò. å.
â ñèñòåìå, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ C), ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè (3*) è (4*), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ñ ó÷åòîì (4.9),

÷òî ω = . Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî

ω = ωA. (4.14)

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü öèëèíäðà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã îñè â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ, ðàâíà óãëîâîé ñêîðîñòè öèëèíäðà,
âðàùàþùåãîñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âîêðóã öåíòðà ìãíî-
âåííîãî âðàùåíèÿ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Çíàÿ ω, ìîæíî äëÿ ëþáîé òî÷êè öèëèíäðà íàéòè ìãíîâåííóþ
ñêîðîñòü ′ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ. Íà ðèñóíêå 4.3, á
ïîêàçàíû ñêîðîñòè A′, B′, F′, D′ (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ òî÷åê A,
B, F, D); âñå îíè ðàâíû ïî ìîäóëþ ωR = vC è íàïðàâëåíû ïî êà-
ñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñêîðîñòè è ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé
(4.13), ìîæíî íàéòè ìãíîâåííûå ñêîðîñòè ýòèõ òî÷åê (ðàâíî êàê è
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R
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äðóãèõ) â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Òàê, äëÿ òî÷åê F è D ïî-
ëó÷àåì:

F = F′ + C (vF = vC);

D = D′ + C (vD = vC).

Íà ðèñóíêå 4.3, â ïîêàçàíû, íàðÿäó ñ óæå èçâåñòíîé íàì ñêîðî-
ñòüþ B, òàêæå ñêîðîñòè F è D.

Задача 1 (ðèñ. 4.4). Ãîðèçîíòàëüíàÿ äîñêà
ïðèæèìàåò öèëèíäð ðàäèóñîì R ê ïëîñêîñ-
òè. Äîñêà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-

ñòüþ  â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè è
òåì ñàìûì çàñòàâëÿåò öèëèíäð êàòèòüñÿ ïî
ïëîñêîñòè. Ïðîñêàëüçûâàíèÿ íåò. Òðåáóåò-
ñÿ íàéòè ñêîðîñòü îñè öèëèíäðà, à òàêæå
åãî óãëîâóþ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ îñüþ.

Òàê êàê ïðîñêàëüçûâàíèÿ íåò, òî÷êà A íåïîäâèæíà â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè, à òî÷êà B èìååò ñêîðîñòü, ñîâïàäàþùóþ ñî ñêî-

ðîñòüþ äîñêè: vA = 0, B = . Òî÷êà A — ìãíîâåííûé öåíòð âðà-

ùåíèÿ. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã A ðàâíà ωA = .

Îòñþäà íàõîäèì ìîäóëü ñêîðîñòè îñè öèëèíäðà: vC = ωAR = .

Âåêòîð C ïàðàëëåëåí âåêòîðó ; ñëåäîâàòåëüíî, C = . Óãëî-

âóþ ñêîðîñòü ω öèëèíäðà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ åãî îñüþ,

ïîëó÷èì, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì (4.14): ω = ωA = .

Задача 2 (ðèñ. 4.5). Äâå ïàðàëëåëüíûå
äîñêè ðàâíîìåðíî äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïî-

ëîæíûå ñòîðîíû ñî ñêîðîñòÿìè 1 è 2.
Ìåæäó äîñêàìè çàæàò öèëèíäð ðàäè-
óñîì R, êàòÿùèéñÿ ïî äîñêàì áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñêîðîñòü
îñè öèëèíäðà, à òàêæå åãî óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ
îñüþ. Ïðèíÿòü, ÷òî V2 > V1.

Òî÷êà A öèëèíäðà èìååò ñêîðîñòü íèæíåé äîñêè, à òî÷êà B —

âåðõíåé: A = 1, B = 2. Ìãíîâåííûé öåíòð âðàùåíèÿ (îáîçíà-

vº vº vº 2

vº vº vº 2
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÷èì åãî ÷åðåç D) íàéäåì, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî âðàùåíèå òî÷åê A è
B âîêðóã D ïðîèñõîäèò ñ îäíîé è òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ è ïî-
ýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

. (5*)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òî÷êà D íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé AB
è ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé êîíöû âåêòîðîâ A è B (ñì. ðèñóíîê).
Ìãíîâåííîå âðàùåíèå öèëèíäðà âîêðóã D ïðîèñõîäèò ñ óãëîâîé

ñêîðîñòüþ ωD = . Âåëè÷èíó AD íàõîäèì, âîñïîëüçîâàâøèñü

ïðîïîðöèåé (5*):

AD = 2R  = 2R . (6*)

Ñëåäîâàòåëüíî,

ωD = . (7*)

Â ìãíîâåííîì âðàùåíèè âîêðóã D ó÷àñòâóåò íàðÿäó ñ îñòàëüíûìè
òî÷êàìè òàêæå öåíòð öèëèíäðà C; åãî ñêîðîñòü C íàïðàâëåíà ïî
ãîðèçîíòàëè âïðàâî (ñì. ðèñóíîê), à ìîäóëü íàõîäèì èç ñëåäóþ-
ùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

vC = ωDæOD = ωD(R – AD). (8*)

Ïîäñòàâëÿÿ (6*) è (7*) â (8*), ïîëó÷àåì

vC = R(1 – ) = . (9*)

×òîáû íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü öèëèíäðà ω â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ åãî îñüþ, ïåðåõîäèì â ýòó ñèñòåìó è èñïîëüçóåì ïðà-
âèëî (4.13). Ñ ó÷åòîì (9*) íàõîäèì ìîäóëü vBR  ñêîðîñòè òî÷êè B â
äàííîé ñèñòåìå:

vB′ = vB – vÑ = V2 –  = .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ω =  = .

Çàìåòèì, ÷òî óãëîâóþ ñêîðîñòü ω ìîæíî íàéòè åùå ïðîùå,
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì (4.14), ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äàí-
íîì ñëó÷àå ìãíîâåííûì öåíòðîì âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà D:

ω = ωD = .
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4.1.4. Импульс твердого тела

Ïðåäñòàâèì òâåðäîå òåëî ìàññîé m â âèäå îãðîìíîé ñîâîêóï-
íîñòè ÷àñòèö, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìà-
òåðèàëüíóþ òî÷êó (ýòîò ïðèåì ìû èñïîëüçîâàëè â ï. 3.4.3 è áóäåì

ïðèìåíÿòü â äàëüíåéøåì). Èìïóëüñ òåëà (t) åñòü ñóììà èìïóëü-
ñîâ âñåõ ýòèõ ÷àñòèö

(t) = i (t) = mi i (t), (4.15)

ãäå mi, i(t), i(t) — ñîîòâåòñòâåííî ìàññà, ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü

è èìïóëüñ i-é ÷àñòèöû; mi = m. Ïî àíàëîãèè ñ (2.74) ïðåäñòà-

âèì ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ òåëà â âèäå:

C(t) = mi i(t). (4.16)

Èç (4.15) è (4.16) ñëåäóåò, ÷òî

(t) = m C(t). (4.17)

Èìïóëüñ òâåðäîãî òåëà ðàâåí èìïóëüñó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,
ìàññà êîòîðîé ðàâíà ìàññå òåëà, à ñêîðîñòü ðàâíà ñêîðîñòè
öåíòðà ìàññ òåëà.

Замечание
Формула (4.17) справедлива не только для твердого тела, но и для лю�

бой совокупности материальных точек, поскольку при ее установлении не

выдвигалось требование неизменности расстояний между отдельными час�

тицами.

4.2. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

4.2.1. Основной закон динамики
вращательного движения

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòîé ñëó÷àé: âîêðóã çàêðåïëåííîé â
ïîäøèïíèêàõ íåïîäâèæíîé îñè âðàùàåòñÿ íåâåñîìûé òâåðäûé
ñòåðæåíü, íà êîíöå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàñ-
ñîé m, îòñòîÿùàÿ îò îñè âðàùåíèÿ íà ðàññòîÿíèè R. Îíà îïèñû-
âàåò îêðóæíîñòü ðàäèóñîì R â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê
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îñè âðàùåíèÿ. Ïóñòü íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó äåéñòâóåò ñèëà ,
ïîñòîÿííàÿ ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåííàÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè òî÷êè. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,
maò = F, ãäå aò — ìîäóëü òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ, ñîçäàâàå-

ìîãî ñèëîé . Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü, ñ ó÷åòîì (4.11),
â âèäå: mRβ = F, ãäå β — óãëîâîå óñêîðåíèå ñòðåæíÿ. Óìíîæèâ
îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà R, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

mR2β = Φ. (4.18)

Çäåñü Φ = RF — ìîìåíò ñèëû  îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ.
Ðåçóëüòàò (4.18) îáîáùèì íà òåëî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, âðà-

ùàþùååñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé (çàêðåïëåííîé â ïîäøèïíèêàõ)
îñè. Ìûñëåííî ïðåäñòàâèì òåëî â âèäå ñîâîêóïíîñòè æåñòêî ñâÿ-
çàííûõ äðóã ñ äðóãîì ÷àñòèö è ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ i-óþ ÷àñ-
òèöó. Îíà èìååò ìàññó mi è äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì Ri

â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îñè âðàùåíèÿ; îáîçíà÷èì ÷åðåç

Oi öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü i — ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âíåø-
íèõ ïî îòíîøåíèþ ê òåëó ñèë, ïðèëîæåííûõ ê i-é ÷àñòèöå òåëà, à

i′ — ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âíóòðåííèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íåå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç i è i′ ðàññìàòðèâàåìûå îòíîñèòåëüíî Oi ìî-

ìåíòû ñèë i è i′, ñîîòâåòñòâåííî.
Êîîðäèíàòíóþ z-îñü íàïðàâèì ïî îñè âðàùåíèÿ òàê, ÷òîáû

âðàùåíèå òåëà ïðîèñõîäèëî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äëÿ íàáëþ-
äàòåëÿ, êîòîðûé ñìîòðèò íàâñòðå÷ó îñè; â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëå-
íèå z-îñè ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè òå-
ëà. Ïðèìåíèâ ñîîòíîøåíèå (4.18) ê i-é ÷àñòèöå òâåðäîãî òåëà, ïî-
ëó÷èì

miR
2
i β = Φiz + Φiz′, (4.19)

ãäå Φiz è Φiz′ — ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, ò. å. z-ïðî-

åêöèè ìîìåíòîâ i è i′, ðàññìàòðèâàåìûõ îòíîñèòåëüíî Oi (íà-
ïîìíèì ï. 3.1.3).

×òîáû ïåðåéòè ê âðàùàþùåìóñÿ òåëó êàê öåëîìó, íàäî ïðî-
ñóììèðîâàòü (4.19) ïî âñåì ÷àñòèöàì, ñîñòàâëÿþùèì òåëî:

β miRi
2 = Φiz + Φ′iz. (4.20)

Ñóììà ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë ðàâíà íóëþ:

Φ′iz = 0. (4.21)
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Примечание

Результат (4.21) следует из того факта, что все внутренние силы в общей

совокупности частиц тела можно мысленно разбить на пары «действие —

противодействие», а суммарный момент для каждой пары, рассматривае�

мый относительно произвольной точки, равен нулю. В самом деле, если в та�

кой паре заменить мысленно «действие» на «противодействие», то момент

силы, оставаясь прежним по модулю, изменит направление на противопо�

ложное.

Ñóììà Φiz åñòü â äåéñòâèòåëüíîñòè ñóììà ëèøü ïî òåì ÷àñ-

òèöàì òåëà, ðàäèóñû-âåêòîðû êîòîðûõ îêàçàëèñü òî÷êàìè ïðèëî-
æåíèÿ âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê òåëó ñèë. Ïðè ýòîì ñèëó òÿæåñòè
òåëà ìîæíî ïîëàãàòü ïðèëîæåííîé ê ÷àñòèöå, ðàäèóñ-âåêòîð êî-
òîðîé åñòü ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ òåëà. Â ðåçóëüòàòå ñóììà

Φiz äîëæíà áûòü çàìåíåíà ñóììîé ïî êîíå÷íîìó (îáû÷íî íå-

áîëüøîìó) ÷èñëó ñëàãàåìûõ — ïî ÷èñëó âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåí-
íûõ ê òåëó. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç N, à âíåøíèå ñèëû — ÷å-

ðåç j (j = 1, 2, 3, …, N). Ñïðîåöèðóåì âíåøíèå ñèëû íà ïëîñêîñòü,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê îñè âðàùåíèÿ òåëà, ò. å. ê z-îñè, è îáîçíà÷èì
ïîëó÷åííûå ñîñòàâëÿþùèå ñèëû ÷åðåç j. Ìîäóëü ñèëû j ðàâåí

fj = Fjcosγj, ãäå γj — óãîë ìåæäó ñèëîé j è ïëîñêîñòüþ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ê z-îñè. Íà ðèñóíêå 4.6 ïðåäñòàâëåíà, äëÿ ïðèìåðà,
íåêîòîðàÿ j-ÿ ÷àñòèöà; îíà äâèæåòñÿ ïî ïóíêòèðíîé îêðóæíîñòè
â ïëîñêîñòè Sj ñ öåíòðîì Oj è íàõîäèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìûé ìî-

ìåíò âðåìåíè â òî÷êå Aj. Ê ÷àñòèöå ïðèëîæåíà âíåøíÿÿ ñèëà j.
Ïîëåçíî ñîïîñòàâèòü äàííûé ðèñóíîê ñ ðèñóí-
êîì 3.3, á. Ñèëà j ñîçäàåò îòíîñèòåëüíî Oj

ìîìåíò j; åãî ïðîåêöèÿ íà z-îñü ðàâíà

Φjz = ljfj = ljFjcosγj, (4.22)

ãäå lj — äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî

èç òî÷êè Oj íà ëèíèþ äåéñòâèÿ ñèëû j.
Â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò èñõîäèòü èç ñîîòíî-

øåíèÿ (3.7, á) è çàìåíèòü (4.22) ñîîòíîøåíèåì:

Φjz = ξjljfj = ξjljFjcosγj, (4.23)

ãäå, íàïîìíèì, ξj = 1, åñëè ìîìåíò ñèëû j
îòíîñèòåëüíî Oj ïàðàëëåëåí z-îñè, è ξj = –1 —
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åñëè àíòèïàðàëëåëåí. Â ñëó÷àå, ïðèâåäåííîì íà ðèñóíêå 4.6,
ξj = 1.

Îáîçíà÷èì ñóììó Φiz (òî÷íåå ñêàçàòü, ñóììó ) ÷å-

ðåç Φz è, ó÷èòûâàÿ (4.22), ïðåäñòàâèì:

Φz =  = ξjljFjcosγj. (4.24)

Èñïîëüçóÿ (4.21) è (4.24), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (4.20) â âèäå:

β miRi
2 = Φz. (4.25)

Âõîäÿùóþ â ýòî ñîîòíîøåíèå âåëè÷èíó

J = miRi
2 (4.26)

íàçûâàþò ìîìåíòîì èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ.
Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó èíåðòíîñòè âðà-
ùàþùåãîñÿ îêîëî äàííîé îñè òåëà.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Φz ìîæåò èçìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè
è, çíà÷èò, â îáùåì ñëó÷àå β åñòü ìãíîâåííîå óñêîðåíèå β(t), ïåðå-
ïèøåì (4.25), ñ ó÷åòîì (4.26), â âèäå:

β(t) = . (4.27)

Ñîîòíîøåíèå (4.27) âûðàæàåò îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè:

Îáðàòèì âíèìàíèå: ôîðìóëà (4.27) àíàëîãè÷íà ôîðìóëå
(2.1) äëÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, ÿâëÿþùåãîñÿ îñíîâ-

íûì çàêîíîì äèíàìèêè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à òàêæå ïîñòóïàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Ïîýòîìó îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ íàçûâàþò òàêæå âòîðûì çàêîíîì Íüþ-
òîíà äëÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Âìåñòî ìãíîâåííîãî óñêîðå-
íèÿ (t) â (4.27) âõîäèò ìãíîâåííîå óãëîâîå óñêîðåíèå β(t); âìåñòî

Óãëîâîå óñêîðåíèå âðàùàþùåãîñÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííîé
îñè òåëà, ðàññìàòðèâàåìîå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíî ðåçóëüòèðóþùåìó ìîìåíòó îòíîñèòåëüíî
òîé æå îñè âñåõ âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó â äàííûé
ìîìåíò, è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìîìåíòó èíåðöèè òåëà
îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ.
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ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè (t) âõîäèò ðå-
çóëüòèðóþùèé ìîìåíò Φz(t) âíåøíèõ ñèë, âðàùàþùèé òåëî âîêðóã
çàäàííîé îñè; âìåñòî ìàññû òåëà m âõîäèò ìîìåíò èíåðöèè òåëà
J îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ.

4.2.2. Момент инерции тела

Ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ìåæäó ðîëüþ ìàññû òåëà â åãî ïîñòóïàòåëü-
íîì äâèæåíèè è ìîìåíòà èíåðöèè òåëà â åãî âðàùàòåëüíîì äâèæå-
íèè, îòìåòèì, ÷òî åñòü òóò è ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà. Ìàññà òåëà
íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ïðîèñõîäèò ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà, à
ìîìåíò èíåðöèè çàâèñèò îò òîãî, âîêðóã êàêîé îñè âðàùàåòñÿ òå-
ëî. Ìîìåíò èíåðöèè òåëà èçìåíÿåòñÿ êàê ïðè ïåðåíîñå îñè âðàùåíèÿ,
òàê è ïðè èçìåíåíèè åå íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì èäåàëèçèðîâàííîå òåëî,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâå ìàòåðèàëü-
íûå òî÷êè ñ ìàññàìè m, íàõîäÿùèåñÿ íà
êîíöàõ íåâåñîìîãî òâåðäîãî ñòåðæíÿ
äëèíîé l (ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äâà
ìàëåíüêèõ òÿæåëûõ øàðèêà, óêðåïëåí-
íûõ íà êîíöàõ òîíêîé ñòàëüíîé ñïèöû).
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.26), íàõîäèì
ìîìåíòû èíåðöèè òàêîãî òåëà îòíîñè-
òåëüíî ðàçíûõ îñåé âðàùåíèÿ, ïîêàçàí-
íûõ íà ðèñóíêå 4.7:

îñü 1: J1 = m  + m  = ml2; (1*)

îñü 2: J2 = m  + m  = ml2; (2*)

îñü 3: J3 = ml2; (3*)

îñü 4: J4 = m(l – d)2 sin2 α + md2 sin2 α =

= m sin2 α (l2 + 2d2 + 2ld). (4*)

Ìîìåíòû èíåðöèè J1, J2, J3, J4 âûðàæàþòñÿ ñóììàìè (4.26), ñî-
ñòîÿùèìè âñåãî èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Ñóììû (4.26) äëÿ ðåàëüíûõ
òåë ñ ìàññîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî îáúåìó òåëà, âû÷èñëÿþò, ïðèáå-
ãàÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ. Ïðèâåäåì áåç âûâîäà íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû òàêèõ âû÷èñëåíèé:

ìîìåíò èíåðöèè òîíêîãî äèñêà ìàññîé m è ðàäèóñîì R îòíî-
ñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè äèñêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
åãî öåíòð:

J = mR2; (4.28)
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òàêîâ æå ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà ìàññîé m è ðàäèóñîì R
îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
îñíîâàíèÿ;

ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà ìàññîé m, ðàäèóñîì R, äëèíîé l îò-
íîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îñè öèëèíäðà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
öåíòð òåëà:

J = m R2 + l2 ; (4.29)

ìîìåíò èíåðöèè òîíêîãî äèñêà ìàññîé m è ðàäèóñîì R îòíî-
ñèòåëüíî ëþáîãî èç äèàìåòðîâ äèñêà:

J = mR2. (4.30)

Ôîðìóëó (4.30) ìîæíî ïîëó÷èòü èç (4.29) ïðè l º 0 (ïðè «ïðåâðà-
ùåíèè» öèëèíäðà äëèíîé l â ïëîñêèé äèñê ñ òàêèìè æå ìàññîé è
ðàäèóñîì);

ìîìåíò èíåðöèè øàðà ìàññîé m è ðàäèóñîì R îòíîñèòåëüíî
ëþáîãî èç äèàìåòðîâ øàðà:

J = mR2; (4.31)

ìîìåíò èíåðöèè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà (áðóñêà)
ìàññîé m ñî ñòîðîíàìè a, b, c îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ãðà-
íè ñî ñòîðîíàìè a è b, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç öåíòð òåëà:

J = m(a2 + b2); (4.32)

ìîìåíò èíåðöèè òîíêîãî ñòåðæíÿ ìàññîé m è äëèíîé l îòíîñè-
òåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòåðæíþ, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç åãî öåíòð,
èìååò âèä

J = ml2. (4.33)

4.2.3. Теорема Штейнера для момента инерции тела

Òåîðåìà ßêîáà Øòåéíåðà (øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê XIX ñòî-
ëåòèÿ) ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Ìîìåíò èíåðöèè òåëà J′ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè
âðàùåíèÿ ðàâåí ìîìåíòó èíåðöèè òåëà J îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàëëåëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà, ñëîæåí-
íîìó ñ ïðîèçâåäåíèåì ìàññû òåëà m íà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ
a ìåæäó óêàçàííûìè îñÿìè:

J′ = ma2 + J. (4.34)
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Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øòåéíåðà.

Òåëî ìàññîé m ïðîèçâîëüíîé ôîðìû âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè M′N′ (ðèñ. 4.8).
Ïðîâåäåì ÷åðåç öåíòð ìàññ C òåëà îñü MN, ïàðàëëåëüíóþ îñè âðàùåíèÿ M′N′,
è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ i-þ ÷àñòèöó òåëà ìàññîé mi, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ

â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ðàäèóñîì-âåêòîðîì , ïðîâåäåííûì èç öåíòðà ìàññ

òåëà. Ïðîâåäåì ÷åðåç i-þ ÷àñòèöó ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê îñÿì MN è
M′N′; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Si. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè Si ñ îñüþ MN îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Ai, à ñ îñüþ M′N′ — ÷åðåç Ai′. Íàðÿäó ñ i ââåäåì òàêæå ðàäèóñû-

âåêòîðû i, i′  è i (ñì. ðèñóíîê).

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî i′ =  + i. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà

â êâàäðàò è óìíîæèì íà mi ; ïîëó÷èì

mi(Ri′)
2 = mia

2 + 2mi æ i + miRi
2. (1*)

Ïðîñóììèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî âñåì ÷àñòèöàì òåëà

mi(Ri′)
2 = a2 mi + 2 mi æ i + miRi

2. (2*)

Èñïîëüçóÿ (4.28) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî mi = m, ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â

âèäå:

J′ = ma2 + 2 mi æ i + J. (3*)

ri
º

rº

R
º

R
º àº h

º

Ðèñ. 4.8

R
º

àº R
º

àº R
º

i
∑

i
∑

i
∑ àº R

º

i
∑

i
∑

i
∑ àº R

º



169

Çäåñü JR è J — ìîìåíòû èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî, ñîîòâåòñòâåííî, îñè M′N′

è îñè MN, ïàðàëëåëüíîé îñè M′N′, îòñòîÿùåé îò íåå íà ðàññòîÿíèè a è ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ C. Òàê êàê i = i – i , òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ñóììó mi æ i â âèäå:

mi æ i = mi æ( i – i) = æ( mi i) – mi æ i. (4*)

Ïîñêîëüêó  B i, òî æ i = 0. Ñóììà mi i åñòü óìíîæåííûé íà m

ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ òåëà, ðàññìàòðèâàåìûé èç ýòîãî æå öåíòðà. Ïî-

íÿòíî, ÷òî îí ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, mi æ i = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòîò

ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåì èç (3*) ñîîòíîøåíèå (4.34), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

Ìîìåíò èíåðöèè òîíêîãî ñòåðæíÿ ìàññîé m è äëèíîé l îòíîñè-
òåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòåðæíþ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç åãî öåíòð

(ò. å. ÷åðåç öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ), ðàâåí, ñîãëàñíî (4.33), J = ml2. 

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Øòåéíåðà è íàé-
äåì ìîìåíò èíåðöèè ýòîãî ñòåðæíÿ îòíîñèòåëü-
íî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòåðæíþ, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç îäèí èç åãî êîíöîâ:

J = ml2 + m( )2 = ml2. (4.35)

Íà ðèñóíêå 4.9 ïîêàçàíû ïÿòü îñåé âðàùå-
íèÿ (îíè îáîçíà÷åíû öèôðàìè 1, 2, 3, 4, 5), îò-
íîñèòåëüíî êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ âðàùå-
íèÿ òîíêîãî äèñêà ìàññîé m è ðàäèóñîì R.

×åìó ðàâåí ìîìåíò èíåðöèè äèñêà îòíîñèòåëüíî êàæäîãî
èç ïÿòè âðàùåíèé?

Ìîìåíò èíåðöèè J1 îòíîñèòåëüíî îñè 1 è ìîìåíò èíåðöèè J2

îòíîñèòåëüíî îñè 2 ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè: J1 = mR2 (ñì. (4.28)) è

J2 = mR2 (ñì. (4.3)). Çíàÿ J1 è J2 è âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé

Øòåéíåðà, íàéäåì îñòàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè:
îòíîñèòåëüíî îñè 3:

J3 = J1 + ma2 = m( R2 + a2); (4.36)
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îòíîñèòåëüíî îñè 4:

J4 = J1 + mR2 = mR2; (4.37)

îòíîñèòåëüíî îñè 5:

J5 = J2 + mR2 = mR2. (4.38)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.26) ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöà ìîìåíòà èíåðöèè â ÑÈ åñòü
êèëîãðàìì-ìåòð â êâàäðàòå (îáîçíà÷åíèå: êãæì2).
Êèëîãðàìì-ìåòð â êâàäðàòå ðàâåí ìîìåíòó èíåðöèè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé 1 êã, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè 1 ì îò îñè âðàùåíèÿ.
Ìîìåíò èíåðöèè òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé îñè âðàùåíèÿ ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ìàññ
âñåõ ÷àñòèö òåëà íà êâàäðàòû èõ ðàññòîÿíèé îò ýòîé
îñè.

4.2.4. Учет динамики вращения блока

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ áëîêàìè ìû îòìå÷àëè, ÷òî åñëè ïðå-
íåáðåãàòü ìàññîé áëîêà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè ïî ìîäóëþ
ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè ñëåâà è ñïðàâà îò áëîêà. Íà ïðèìåðå
êîíêðåòíîé çàäà÷è ïîêàæåì, êàê íóæíî ó÷èòûâàòü äèíàìèêó
âðàùåíèÿ áëîêà âîêðóã ñâîåé îñè â ñëó÷àå, êîãäà ìàññîé áëîêà
ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ.

Задача (ðèñ. 4.10). ×åðåç áëîê ìàññîé m è ðàäè-
óñîì R ïåðåêèíóòà íèòü ñ ïîäâåøåííûìè ãðóçàìè
ìàññàìè m1 è m2 (m2 > m1). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
íèòü íåâåñîìà, íåðàñòÿæèìà è íå ñêîëüçèò ïî
áëîêó. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìîäóëü óñêîðåíèÿ ãðóçîâ
è ìîäóëè ñèë íàòÿæåíèÿ íèòåé ïî ðàçíûå ñòîðî-
íû îò áëîêà.

Íà ãðóç m1 äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m1  è

ñèëà ðåàêöèè íèòè 1, à íà ãðóç m2 — ñèëà òÿ-

æåñòè m2  è ñèëà ðåàêöèè íèòè 2. Íà ó÷àñòîê

1 íèòè äåéñòâóþò ñèëû íàòÿæåíèÿ 1 è 1′, à íà

ó÷àñòîê 2 — ñèëû íàòÿæåíèÿ 2 è 2′. Íà áëîê

äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè m , ñèëà ðåàêöèè îñè
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áëîêà  è ñèëû ðåàêöèè íèòåé 1 è 2. Âñå ñèëû ïîêàçàíû íà
ðèñóíêå.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T1 = T1′ è T2 = T2′ (ïîñêîëüêó ïðåíåáðåãëè ìàñ-

ñîé íèòè) è ÷òî 1 = – 1 è 1 = – 1′ (ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþ-
òîíà), çàêëþ÷àåì:

N1 = F1 = T1′ = T1. (1*)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî T1 = T1′ è T2 = T2′ è ÷òî, ïî òðåòüåìó çàêîíó

Íüþòîíà, 2 = – 2 è 2 = – 2, çàêëþ÷àåì:

N2 = F2 = T2′ = T2. (2*)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 óñêîðåíèå ãðóçà m1 (îíî íàïðàâëåíî

ââåðõ), à ÷åðåç 2 óñêîðåíèå ãðóçà m2 (íàïðàâëåíî âíèç). Íèòü íå-
ðàñòÿæèìà, ïîýòîìó

a1 = a2 Þ a. (3*)

Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

m1 1 = m1  + 1 è m2 2 = m2  + 2.

Ñïðîåöèðîâàâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà  è ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå (1*)—(3*), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Ïðèìåíèì ê áëîêó îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî

äâèæåíèÿ. Ñèëû m  è  íå ñîçäàþò ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè

áëîêà. Åãî ñîçäàþò ñèëû 1 è 2. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ïðîåêöèÿ ìî-
ìåíòîâ ýòèõ ñèë íà îñü âðàùåíèÿ áëîêà åñòü Φ = RF2 – RF1. Â ñî-
îòâåòñòâèè c (4.27) ïðåäñòàâèì:

Jβ = RF2 – RF1, (6*)

ãäå β — óãëîâîå óñêîðåíèå áëîêà, J — åãî ìîìåíò èíåðöèè, ðàâ-

íûé, ñîãëàñíî (4.28), mR2. Ïîñêîëüêó íèòü íå ñêîëüçèò ïî áëîêó,

ìîäóëü òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ íà îêðóæíîñòè áëîêà ðàâåí a;

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî β = . Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (6*) ïðåîá-

ðàçóåòñÿ ê âèäó:

ma = F2 – F1 = T2 – T1. (7*)
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè ìàññîé áëîêà ïðåíåáðå÷ü (m = 0), òî
F1 = F2 è, êàê ñëåäñòâèå, áóäóò îäèíàêîâû ìîäóëè ñèë íàòÿæåíèÿ
íèòè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò áëîêà.

Ñëîæèâ ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ (4*), (5*) è (7*), íàõîäèì óñêîðåíèå:

a = . (4.39)

Çíàÿ a, íàéäåì ìîäóëè ñèë íàòÿæåíèÿ äëÿ ó÷àñòêîâ 1 è 2 íèòè:

T1 = m1g ;

T2 = m2g . (4.40)

4.3. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ Â ÌÅÕÀÍÈÊÅ

4.3.1. Момент импульса материальной точки

Åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èìååò ìàññó m è ñêîðîñòü , òî åå
èìïóëüñ ðàâåí

 = m . (4.41)

Ìîìåíò èìïóëüñà  òàêîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ðàññìàòðèâàå-
ìûé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè O, îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ:

 = 0ç , (4.42)

ãäå 0 — ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç O â äàííóþ ìàòåðèàëü-
íóþ òî÷êó; ñ ïîìîùüþ êîñîãî êðåñòà îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðà 0 íà âåêòîð . Ñëîâî «ìîìåíò» â ïîíÿòèè «ìî-
ìåíò èìïóëüñà» ïîÿâèëîñü ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì «ìîìåíò ñè-
ëû», îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì

 = 0ç , (4.43)

êîòîðîå áûëî ââåäåíî â ï. 3.1.1. Íàïîìíèì, ÷òî â (4.43) 0 åñòü

ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé â òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû  èç
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òî÷êè O, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äàííûé ìîìåíò ñèëû ðàññìàòðè-
âàåòñÿ.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O êîîðäèíàòíóþ z-îñü. Ïðîåêöèÿ âåêòî-

ðà  íà z-îñü (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Lz) åñòü ìîìåíò èìïóëüñà ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî z-îñè. Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü

ââåäåí â ðàññìîòðåíèå ìîìåíò Φz ñèëû  îòíîñèòåëüíî z-îñè (íà-
ïîìíèì ï. 3.1.3).

Ïóñòü âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè (z-îñè) âðàùàåòñÿ ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà ìàññîé m, íàõîäÿùàÿñÿ íà êîíöå íåâåñîìîãî æåñòêîãî
ñòåðæíÿ äëèíîé R. Òî÷êà îïèñûâàåò îêðóæíîñòü ðàäèóñîì R.
Íàéäåì ìîìåíò èìïóëüñà Lz òî÷êè îòíîñèòåëüíî z-îñè, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü òî÷êè
ðàâíà .

×åðòåæ íà ðèñóíêå 4.11 äàí â ïëîñêîñ-
òè, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè
îêðóæíîñòè, îïèñûâàåìîé òî÷êîé, è ïðîõî-
äèò ÷åðåç äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè. Ïëîñ-
êîñòü ðèñóíêà âûáðàíà òàê, ÷òîáû â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîð
ñêîðîñòè òî÷êè  îêàçàëñÿ íàïðàâëåííûì
ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè ðèñóíêà
ïðî÷ü îò íàáëþäàòåëÿ. Ïîýòîìó ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå â âè-
äå êðóæî÷êà ñ êðåñòèêîì âíóòðè (íàáëþ-
äàòåëü êàê áû ñìîòðèò âñëåä óëåòàþùåé
îò íåãî ñòðåëå è âèäèò îïåðåíèå ñòðåëû â
âèäå êðåñòèêà). Íà îñè âðàùåíèÿ (íà z-îñè) ïðîèçâîëüíî âûáðà-
íà òî÷êà O è èç íåå ïðîâåäåí â ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ðàäèóñ-âåê-

òîð 0. Ìîìåíò èìïóëüñà  îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, ñîãëàñíî (4.41)
è (4.42), ðàâåí

 = m( 0ç ). (4.44)

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, âñïîìíèâ ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðîâ, ÷òî âåêòîð  áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïëîñêîñòè ðèñóíêà
(â ïëîñêîñòè âåêòîðà 0 è z-îñè) è ïðè ýòîì îí áóäåò ïåðïåíäè-

êóëÿðåí âåêòîðó 0 ( ñì. ðèñóíîê). Òàê êàê 0 B , òî ìîäóëü

âåêòîðà  ðàâåí
L = mr0v. (1*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = Rω, ïåðåïèøåì (1*) â âèäå:

L = mr0Rω. (2*)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë, îáðàçóåìûé âåêòîðîì  ñ z-îñüþ. Èç ðè-
ñóíêà âèäíî, ÷òî R = r0cos α. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

L = mR2ω . (3*)

Çíàÿ ìîäóëü âåêòîðà , íàõîäèì åãî ïðîåêöèþ íà z-îñü:

Lz = Lcosα = mR2ω. (4.45)

4.3.2. Момент импульса твердого тела
относительно неподвижной оси вращения

Îáîáùèì ðåçóëüòàò (4.45) íà òâåð-
äîå òåëî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, âðà-
ùàþùååñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé â ïîä-
øèïíèêàõ (è çíà÷èò, íåïîäâèæíîé) îñè.
Êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâèì òåëî â âèäå
ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö è áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü îñü âðàùåíèÿ â êà÷åñòâå êîîðäè-
íàòíîé z-îñè, íàïðàâëåííîé ïàðàë-
ëåëüíî âåêòîðó óãëîâîé ñêîðîñòè. Âû-
áåðåì ïðîèçâîëüíî òðè ÷àñòèöû â òåëå
(÷àñòèöû 1, 2, 3), îêàçàâøèåñÿ â îäíîé
ïëîñêîñòè, è âûïîëíèì äëÿ íèõ ÷åðòåæ,
àíàëîãè÷íûé òîìó, ÷òî áûë âûïîëíåí
ðàíåå äëÿ îòäåëüíîé ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè (ðèñ. 4.12).

×àñòèöû 1 è 2 îêàçàëèñü íà ðèñóíêå
ñïðàâà îò z-îñè, èõ ñêîðîñòè íàïðàâëåíû

â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïðî÷ü îò íàáëþäàòåëÿ (ïîýòîìó ÷àñòèöû
èçîáðàæåíû êðóæî÷êàìè ñ êðåñòèêîì). ×àñòèöà 3 îêàçàëàñü ñëåâà îò
z-îñè, åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà íàâñòðå÷ó íàáëþäàòåëþ (ïîýòîìó îíà
èçîáðàæåíà êðóæî÷êîì ñ òî÷êîé âíóòðè; òî÷êà — ýòî êàê áû îñòðèå
ñòðåëû, ëåòÿùåé íàâñòðå÷ó íàáëþäàòåëþ). Ìîìåíòû èìïóëüñà êàæ-
äîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé íà z-îñè òî÷êè O
îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ñîîòíîøåíèþ (4.44):

i = mi( 0iç i),    i = 1, 2, 3. (4.46)

Çäåñü mi — ìàññà i-é ÷àñòèöû, i — åå ñêîðîñòü â ðàññìàòðè-

âàåìûé ìîìåíò âðåìåíè, 0i — ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû, ïðîâåäåííûé

èç òî÷êè O. Âåêòîðû 1, 2, 3 ïîêàçàíû íà ðèñóíêå ( 1 B 01,

2 B 02, 3 B 03). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðîåêöèè Lz1, Lz2, Lz3
ýòèõ âåêòîðîâ íà z-îñü ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî ðèñóíîê ñ
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òðåìÿ ÷àñòèöàìè êàê ðàç è ïðèâåäåí, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì è
çàòåì ñóììèðîâàòü Lzi äëÿ âñåõ ÷àñòèö òåëà, íå áåñïîêîÿñü î çíàêå
z-ïðîåêöèè. Èòàê, äëÿ êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ ÷àñòèö (è âîîáùå
äëÿ ëþáîé ÷àñòèöû òåëà) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå
ñîîòíîøåíèþ (4.45):

Lzi = miR
2
iω. (4.47)

Èñïîëüçóÿ (4.46), âûðàçèì ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëü-
íî O â âèäå ñóììû ïî âñåì ÷àñòèöàì, ñîñòàâëÿþùèì òåëî:

 = i = mi( 0iç i). (4.48)

Èñïîëüçóÿ (4.47), âûðàçèì z-ïðîåêöèþ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà, ò. å.
ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî z-îñè (îñè âðàùåíèÿ òåëà):

Lz = Lzi = miR
2
i ω. (4.49)

Ñ ó÷åòîì (4.26) ïåðåïèøåì (4.49) â âèäå
Lz = Jω. (4.50)

Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè âðàùåíèÿ
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîìåíòà èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî ýòîé
îñè íà óãëîâóþ ñêîðîñòü òåëà.

Âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íàïðàâëåíèå ìîìåíòà èì-

ïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî O (ìîìåíòà  = i) íå ñîâïàäàåò ñ íà-

ïðàâëåíèåì âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè , ò. å. ñ íàïðàâëåíèåì z-îñè.
Ýòî ïðîäåìîíñòðèðîâàë ðèñóíîê 4.12 íà ïðèìåðå òðåõ ÷àñòèö. Èòàê,
â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîëüíû ôîðìà òåëà è îñü âðàùåíèÿ, ñëå-
äóåò ïîìíèòü, ÷òî  − J  (õîòÿ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.50)).

Èíîå äåëî, åñëè òåëî îáëàäàåò îñüþ
ñèììåòðèè è îñü âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ
îñüþ ñèììåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþ-
áîé ÷àñòèöû â òåëå íàéäåòñÿ â ïàðó åé
ñèììåòðè÷íàÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñè âðà-
ùåíèÿ ÷àñòèöà è ïîýòîìó âåêòîðíàÿ ñóì-
ìà i + i′ ìîìåíòîâ èìïóëüñà ýòèõ äâóõ
÷àñòèö îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
íà îñè âðàùåíèÿ îêàæåòñÿ íàïðàâëåííîé
ïî îñè âðàùåíèÿ, ò. å. ïî íàïðàâëåíèþ
óãëîâîé ñêîðîñòè  (ðèñ. 4.13). Â ðåçóëü-
òàòå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íå òîëüêî ñîîòíî-
øåíèå (4.50), íî è ñîîòíîøåíèå

 = J . (4.51)
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4.3.3. Момент импульса в основном законе
динамики вращательного движения

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.50) ðàññìàòðèâà-
åòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, ïåðåïèøåì (4.50) â âèäå:

Lz(t) = Jω(t). (4.52)

Çäåñü Lz(t) — ìãíîâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî
z-îñè, ω(t) — ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü.

Îáðàòèìñÿ ê îñíîâíîìó çàêîíó äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ: Jβ(t) = Φz(t). Ñ ó÷åòîì (4.7) ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ýòî-
ãî çàêîíà â âèäå:

J = Φz(t). (4.53)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (4.52), íàõîäèì

 = Φz(t). (4.54)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò (4.54), ìîæåì äàòü åùå îäíó ôîðìóëèðîâêó
îñíîâíîãî çàêîíà äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ:

(Âìåñòî ñëîâ «áûñòðîòà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà» ãîâîðÿò
òàêæå «ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà». Ìû ïðåäïî÷èòà-
åì èñïîëüçîâàòü çäåñü ñëîâî «áûñòðîòà», ïîñêîëüêó ñëîâîì «ñêî-
ðîñòü» íàçâàíà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ áûñòðîòó
ïåðåìåùåíèÿ.)

Åñëè Φz íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ñîîòíîøåíèå (4.54) ïðèíèìàåò
âèä:

Lz(t + ∆t) – Lz(t) = Φz∆t (4.55)

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé t è ∆t.

Примечание

Соотношение (4.54) для вращения тела относительно z�оси аналогично

соотношению (2.6) для поступательного движения тела (или движения мате�

риальной точки). Чтобы перейти от (2.6) к (4.54), надо заменить импульс (t)

на z�проекцию L
z
(t) момента импульса тела, а равнодействующую сил (t) —

на результирующий момент Φ
z
(t) относительно оси вращения, создаваемый

внешними силами, приложенными к телу. Соотношения (4.27), (4.54), (4.55)

выражают математически один и тот же закон — основной закон динамики

Ìãíîâåííàÿ áûñòðîòà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè ðàâíà ðåçóëüòèðóþùåìó ìî-
ìåíòó îòíîñèòåëüíî òîé æå îñè âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñò-
âóþùèõ íà òåëî â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

ω t ∆t+( ) ω t( )−

∆t
------------------------------------------

∆t 0→

lim

Lz t ∆t+( ) Lz t( )−

∆t
-----------------------------------------------

∆t 0→

lim
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вращательного движения тела. Точно так же соотношения (2.1), (2.6), (2.7) вы�

ражают математически один и тот же закон — второй закон Ньютона.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà (4.54) îñíîâíîãî çàêîíà äèíàìèêè
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé ïî ñðàâíåíèþ ñ
ôîðìóëèðîâêîé (4.27), òàê êàê íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìîìåíò èíåð-
öèè òåëà ïîñòîÿíåí âî âðåìÿ âðàùåíèÿ. Åñëè îí ïîñòîÿíåí, ôîð-
ìóëà (4.54) ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìóëó (4.27).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.42) ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèöà ìîìåíòà èìïóëüñà â ÑÈ åñòü
êèëîãðàìì-ìåòð â êâàäðàòå â ñåêóíäó (îáîçíà÷åíèå:
êãæì2/ñ). Êèëîãðàìì-ìåòð â êâàäðàòå â ñåêóíäó ðàâåí
ìîìåíòó èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, îáëàäàþùåé
èìïóëüñîì 1 êãæì/ñ è íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 ì
îò òî÷êè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîìåíò
èìïóëüñà.

4.4. ÂÐÀÙÅÍÈÅ ÂÎÊÐÓÃ ÃËÀÂÍÎÉ ÎÑÈ
ÈÍÅÐÖÈÈ ÒÅËÀ

4.4.1. Главные оси инерции и главные моменты
инерции твердого тела

Äî ñèõ ïîð íå âûäâèãàëèñü êàêèå-ëèáî òðåáîâàíèÿ ê ôîðìå
âðàùàþùåãîñÿ òåëà. Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé (4.27) è (4.50) ïðåä-
ïîëàãàëîñü, ÷òî òåëî èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó è âðàùàåòñÿ âî-
êðóã ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé îñè, çàêðåïëåííîé â ïîäøèïíèêàõ.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî õîòÿ âûêëàäêè äåëàëèñü äëÿ òåëà,
âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè, îäíàêî â ôîðìóëèðîâêàõ
âûâîäîâ (íàïðèìåð, â ôîðìóëèðîâêàõ îñíîâíîãî çàêîíà âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ) ãîâîðèëîñü íå î çàêðåïëåííîé îñè, à î «íåêî-
òîðîé îñè âðàùåíèÿ». Äåëî â òîì, ÷òî ôèêñèðîâàíèå îñè âðàùåíèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì ïðè âûâîäå óïîìÿíóòûõ ôîðìóëèðîâîê.
Ñðåäè «íåêîòîðûõ îñåé âðàùåíèÿ» ìîãóò áûòü íå òîëüêî çàêðåï-
ëåííûå îñè, íî è ñâîáîäíûå îñè òåëà.

Òàê íàçûâàþò îñè, ïîëîæåíèå êîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâå ñî-
õðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì ïðè âðàùåíèè âîêðóã íèõ òåëà â îòñóò-
ñòâèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ñâîáîäíûìè îñÿìè ìîãóò ñëóæèòü
ãëàâíûå îñè èíåðöèè òåëà, îïðåäåëÿåìûå åãî ôîðìîé è ïðåæäå
âñåãî íàëè÷èåì îñåé ñèììåòðèè. Åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ èñïîëü-
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çîâàíèåì çàêðåïëåííûõ îñåé, òî îêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæ-
íîé ôîðìà òåëà, à òî÷íåå ãîâîðÿ, ðàñïîëîæåíèå â òåëå ãëàâíûõ
îñåé èíåðöèè.

Ìîæíî äîêàçàòü (ìû ýòî íå áóäåì äåëàòü), ÷òî ó òåëà ëþáîé
ôîðìû åñòü òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ãëàâíûå îñè èíåðöèè.
Âñå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà. Ìîìåíòû èíåðöèè òåëà
îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ìîìåí-
òàìè èíåðöèè (èõ îáîçíà÷àþò ÷åðåç J1, J2, J3). Ïðîâåäåì ìûñëåííî
âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå ÷åðåç öåíòð ìàññ äàííîãî òåëà. Ïðÿìàÿ, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîé ìîìåíò èíåðöèè òåëà îêàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì
(îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Jmax) èëè íàèìåíüøèì (îáîçíà÷èì ÷åðåç Jmin),
åñòü îäíà èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà. Äëÿ
òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

Jmax = J1 l J2 l J3 = Jmin. (4.56)

Åñëè òåëî îáëàäàåò îñåâîé ñèììåòðèåé, ò. å. ÿâëÿåòñÿ òåëîì
âðàùåíèÿ (öèëèíäð, êîíóñ, êîëîêîë, ðþìêà, ëþáàÿ øàõìàòíàÿ
ôèãóðà êðîìå êîíÿ, òàáëåòêà, äèñê è ò. ï.), òî åãî îñü ñèììåò-
ðèè, âðàùàÿñü âîêðóã êîòîðîé òåëî âñå âðåìÿ ñîâìåùàåòñÿ ñàìî
ñ ñîáîé, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà, à èìåííî
îñüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìàëüíîìó ãëàâíîìó ìîìåíòó èíåð-
öèè J1 = Jmax. Äâóìÿ äðóãèìè ãëàâíûìè îñÿìè ñèììåòðèè áóäóò
ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà è ïåðïåíäèêóëÿð-
íûå êàê äðóã ê äðóãó, òàê è ê óêàçàííîé âûøå ãëàâíîé îñè èíåð-
öèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè áóäóò ðàâíû:
J2 = J3 = Jmin.

Ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
ÿâëÿþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðû ê åãî ãðàíÿì, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíò-
ðû ãðàíåé (ðèñ. 4.14, à). Ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû — îñè ñèììåòðèè
2-ãî ïîðÿäêà (îñüþ ñèììåòðèè n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ïðÿìóþ,

ïðè ïîâîðîòå âîêðóã êîòîðîé íà óãîë  òåëî ñîâìåùàåòñÿ ñàìî

ñ ñîáîé). Ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïè-
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ïåäà ìàññîé m ñî ñòîðîíàìè a, b, c ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû,
ñ ó÷åòîì (4.34), â âèäå:

J1 = m(a2 + b2);   J2 = m(a2 + c2);

J3 = m(b2 + c2). (4.57)

Ó öèëèíäðà îäíà èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè íàïðàâëåíà âäîëü
åãî îñè, à äâå äðóãèå — ëþáûå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿ-
ìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà è ëåæàùèå â ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îñè öèëèíäðà (ðèñ. 4.14, á). Ó÷èòûâàÿ (4.28)
è (4.30), ïðåäñòàâèì ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè öèëèíäðà ìàññîé
m, ðàäèóñîì R è äëèíîé l â âèäå:

J1 = mR2; J2 = J3 = m R2 + l2 . (4.58)

Ó òîíêîãî äèñêà îäíà èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè — ïåðïåíäè-
êóëÿð ê ïëîñêîñòè äèñêà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç åãî öåíòð, à äâå äðó-
ãèå — ëþáûå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
öåíòð ìàññ è ëåæàùèå â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè äè-
ñêà (ðèñ. 4.14, â). Ó÷èòûâàÿ (4.28) è (4.30), ïðåäñòàâèì ãëàâíûå ìî-
ìåíòû èíåðöèè äèñêà ìàññîé m è ðàäèóñîì R:

J1 = mR2; J2 = J3 = mR2. (4.59)

Ó øàðà îäèíàêîâû âñå òðè ãëàâíûå ìîìåíòà èíåðöèè. Ñîãëàñ-
íî (4.31), äëÿ øàðà ìàññîé m è ðàäèóñîì R îíè ðàâíû

J1 = J2 = J3 = mR2. (4.60)

Ãëàâíûå îñè èíåðöèè øàðà — òðè ëþáûå âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ.

4.4.2. Векторы момента импульса и угловой скорости

Åñëè òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, òî

C = J , (4.61)

ãäå C — ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ,

 — âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, J — ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàâíûé ìî-
ìåíò èíåðöèè.

Äëÿ òåë, íå èìåþùèõ îñåé ñèììåòðèè, ïðèìåì äàííîå óò-
âåðæäåíèå áåç äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè æå òåëî îáëàäàåò îñåâîé
ñèììåòðèåé èëè, ïîäîáíî ïðÿìîóãîëüíîìó ïàðàëëåëåïèïåäó,
èìååò îñè ñèììåòðèè 2-ãî ïîðÿäêà, òî â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøå-
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íèå (4.61) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (4.51). Âåäü  â (4.51) — ìî-
ìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè íà îñè ñèììåòðèè è,
çíà÷èò, íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè òåëà. Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ïðîõî-
äèò ÷åðåç öåíòð ìàññ, òî åãî ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå «ëþáîé
òî÷êè».

4.4.3. Вращательный дисбаланс

Ïðè ôèêñèðîâàíèè îñè âðàùåíèÿ ñòàðàþòñÿ ó÷åñòü ðàñïîëî-
æåíèå ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè â òåëå. Ãëàâíîå òðåáîâàíèå: îñü âðà-
ùåíèÿ äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà.
Â îòñóòñòâèå ñîâïàäåíèÿ áóäåò íàáëþäàòüñÿ íåæåëàòåëüíîå ÿâëå-
íèå, íàçûâàåìîå âðàùàòåëüíûì äèñáàëàíñîì.

×òî òàêîå âðàùàòåëüíûé äèñáàëàíñ è ïî÷åìó îí íåæå-
ëàòåëåí?

Ðàññìîòðèì âðàùåíèå ñâîåîáðàçíîé ãàíòåëè — íåâåñîìîãî
ñòåðæíÿ, íà êîíöàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ìàñ-
ñàìè m. Îáñóäèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñ ë ó ÷ à é  ï å ð â û é. Ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè «ãàíòåëè» (ïåðïåí-
äèêóëÿð ê ñòåðæíþ, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç öåíòð ìàññ «ãàíòåëè») ñî-
ñòàâëÿåò óãîë θ ñ îñüþ âðàùåíèÿ (ðèñ. 4.15, à). Íà ðèñóíêå: KM —
îñü âðàùåíèÿ, çàêðåïëåííàÿ ïðè ïîìîùè âòóëîê K è M, AB —
ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè «ãàíòåëè», C — åå öåíòð ìàññ. Ïåðåéäåì â
íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ âðàùàþùåéñÿ

«ãàíòåëüþ», ó÷òåì öåíòðîáåæíûå ñèëû èíåðöèè öá è ′öá è ðàñ-
ñìîòðèì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî C, êîòî-
ðûå äåéñòâóþò íà «ãàíòåëü» è æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ íåé îñü âðà-
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ùåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî êàê ñèëà òÿæåñòè «ãàíòåëè» ò, òàê è ñèëà

ðåàêöèè îïîðû  íå âíîñÿò âêëàäà â ðàññìàòðèâàåìûå ìîìåíòû.
Îòíîñèòåëüíî òî÷êè C ñîçäàåò ìîìåíò ïàðà ñèë, îáðàçîâàííàÿ
öåíòðîáåæíûìè ñèëàìè èíåðöèè (ìîäóëü ìîìåíòà ðàâåí Föál sinα,
ãäå l — äëèíà ñòåðæíÿ). Ýòîò ìîìåíò ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü «ãàí-
òåëü» âìåñòå ñ îñüþ âðàùåíèÿ â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè (ñì. ðèñóíîê). Ïîíÿòíî, ÷òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü êîìïåí-
ñèðóþùèé ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèé â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Òàêîé ìîìåíò ñîçäàþò ñèëû áîêîâîãî äàâëåíèÿ íà îñü

âðàùåíèÿ ñî ñòîðîíû âòóëîê — ñèëû  è R íà ðèñóíêå. Ñîãëàñíî
òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, îñü áóäåò äåéñòâîâàòü íà âòóëêè ñ ðàâ-
íûìè ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñèëàìè —

ñ ñèëîé  = –  íà âòóëêó K è ñ ñèëîé ′ = – ′ íà âòóëêó M.

Âìåñòå ñ âðàùåíèåì «ãàíòåëè» ñèëû  è ′ âðàùàþòñÿ âîêðóã îñè
KM è, åñòåñòâåííî, ñïîñîáñòâóþò ðàñøàòûâàíèþ è èçíàøèâàíèþ
âòóëîê.

Ñ ë ó ÷ à é  â ò î ð î é. Ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè «ãàíòåëè» ïàðàë-
ëåëüíà îñè âðàùåíèÿ KM, íî îòñòîèò îò íåå íà ðàññòîÿíèè s (ðèñ.
4.15, á). Ïåðåõîäÿ â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ «ãàíòåëüþ», è
ââåäÿ öåíòðîáåæíûå ñèëû èíåðöèè, ðàññìîòðèì óñëîâèå ðàâíîâå-
ñèÿ ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Òàê êàê ëèíèè äåéñòâèÿ

ñèë , ′,  ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O, òî óêàçàííûå ñèëû íå ñî-
çäàþò ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî O. Îòíîñèòåëüíî O ñîçäàåò ìîìåíò

ñèëà òÿæåñòè «ãàíòåëè» ; îí ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü «ãàíòåëü» ñ
îñüþ âðàùåíèÿ â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ìîäóëü ýòîãî
ìîìåíòà ðàâåí 2mgs. Êîìïåíñèðóþùèå ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå â
íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ñîçäàþò ñèëû áîêîâîãî äàâ-

ëåíèÿ íà îñü âðàùåíèÿ ñî ñòîðîíû âòóëîê — ñèëû  è ′. Ïî
òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, îñü áóäåò äåéñòâîâàòü íà âòóëêè K è

M ñîîòâåòñòâåííî ñ ñèëàìè  è ′ (  = – , ′ = – ′). Ýòè ñèëû
áóäóò, î÷åâèäíî, ïîñòåïåííî ðàñøàòûâàòü è èçíàøèâàòü âòóëêè.

Ñ ë ó ÷ à é  ò ð å ò è é. Ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè «ãàíòåëè» ñîâïàäàåò
ñ îñüþ âðàùåíèÿ KM. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå
âîçíèêàþò ñèëû áîêîâîãî äàâëåíèÿ âòóëîê íà îñü âðàùåíèÿ. Ñî-
îòâåòñòâåííî íå âîçíèêàþò è ïðîòèâîäåéñòâóþùèå ñèëû ñî ñòîðî-
íû îñè íà âòóëêè. Â ïðèíöèïå, ìû ìîãëè áû âîîáùå óáðàòü âòóë-
êè — è òîãäà íàøà «ãàíòåëü» óïîäîáèëàñü áû âðàùàþùåìóñÿ
âîë÷êó.

Ðàññìîòðåííûé çäåñü òðåòèé ñëó÷àé — ýòî ñëó÷àé, êîãäà âðà-
ùåíèå òåëà âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè ñáàëàíñèðîâàíî. Ýòî òîò ñà-
ìûé ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.61) äëÿ âðàùàþ-
ùåãîñÿ òåëà. Â ñëó÷àÿõ æå ïåðâîì èëè âòîðîì íàáëþäàåòñÿ âðà-
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ùàòåëüíûé äèñáàëàíñ, ïðîÿâëÿþùèéñÿ â âîçíèêíîâåíèè áîêîâîãî
äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû îñè âðàùåíèÿ íà âòóëêè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñî-
îòíîøåíèå (4.61) íå âûïîëíÿåòñÿ (õîòÿ, êîíå÷íî, îñòàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûì ñîîòíîøåíèå (4.50)).

Íà ïðàêòèêå ïðè ïðèìåíåíèè áûñòðî âðàùàþùèõñÿ ìàññèâ-
íûõ òåë (íàïðèìåð, ðîòîðîâ òóðáèí è ýëåêòðîäâèãàòåëåé, à òàêæå
êîëåñ àâòîìîáèëåé è æåëåçíîäîðîæíûõ âàãîíîâ) âåñüìà âàæíî
èñêëþ÷èòü âðàùàòåëüíûé äèñáàëàíñ. Åñëè ðîòîð èëè êîëåñî õîðî-
øî ñáàëàíñèðîâàíû (èõ ãëàâíûå öåíòðû èíåðöèè äîñòàòî÷íî òî÷íî
ñîâïàäàþò ñ çàêðåïëåííûìè îñÿìè âðàùåíèÿ), òî îíè áóäóò âðà-
ùàòüñÿ ïëàâíî, áåç áèåíèé.

4.5. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÇÀÊÎÍ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß Â ÂÅÊÒÎÐÍÎÌ ÂÈÄÅ

Îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, âûðàæàå-
ìûé ôîðìóëîé (4.27) èëè â áîëåå îáùåì âèäå ôîðìóëîé (4.54), —
ýòî ñêàëÿðíûé çàêîí. Â íåì ó÷àñòâóþò ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû: ïðî-
åêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà è ìîìåíòà ñèëû íà íàïðàâëåíèå ôèêñè-
ðîâàííîé îñè âðàùåíèÿ. Ïðåäïîëàãàÿ â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåòü
òàêæå âðàùåíèå òåëà âîêðóã ñâîáîäíûõ îñåé, ò. å. íåçàêðåïëåííûõ
ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ îñíîâíîãî çà-
êîíà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â âåêòîðíîì âèäå. Â ýòîì çàêîíå
ìîìåíò èìïóëüñà òåëà è ìîìåíò ñèëû âûñòóïàþò êàê âåêòîðû.

Ïðèâåäåì äâà ñëó÷àÿ, êîãäà ìîìåíò èìïóëüñà ðàññìàòðèâàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè è öåíòðà ìàññ òåëà.

Ñ ë ó ÷ à é  ï å ð â û é. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ìîìåíòà èìïóëü-
ñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè O. Â ýòîì ñëó÷àå îí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì,
àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèþ (4.44):

(t) = (t)ç (t),

ãäå (t) — èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, (t) — åå ðàäèóñ-âåêòîð,

ïðîâåäåííûé èç O. Ïóñòü íà òî÷êó äåéñòâóåò ñèëà (t) (åå ïðèðîäà
ñåé÷àñ íåñóùåñòâåííà). Ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èìïóëüñà òî÷êè

 = (t + ∆t) – (t) d (t)∆t,

ãäå ∆t — ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Â ïðåäåëå ïðè ∆t º 0 äàí-
íîå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ñòðîãîå âûðàæåíèå
äëÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà (íàïîìíèì (2.6)):

 = (t). (1*)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç  èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t;  = (t + ∆t) – (t).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

 = (t)ç (t). (2*)

Âûâåäåì ñîîòíîøåíèå (2*). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (t + ∆t) = (t + ∆t)ç (t + ∆t) è

èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ  = (t + ∆t) – (t),  = (t + ∆t) – (t), ïðåä-
ñòàâèì:

 = (t + ∆t)ç (t + ∆t) – (t)ç (t) =

= [ (t) + ]ç[ (t) + ] – (t)ç (t) =

= (t)ç (t) + ç (t) + (t)ç  + ç  – (t)ç (t) =

= ç (t) + (t)ç  + ç .

Ñëàãàåìûì ç  ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåìíîæåíèè äâóõ ìà-
ëûõ âåëè÷èí ïîëó÷àåòñÿ âåëè÷èíà âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ïîäåëèâ îáå ÷àñ-

òè ðàâåíñòâà  = ç (t) + (t)ç  íà ∆t, ïîëó÷èì

 = ç (t) + (t)ç .

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆t º 0:

 = ç (t) + (t)ç .

Ó÷èòûâàÿ (1*) è (1.6), ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå:

 = (t)ç (t) + (t)ç (t).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê êàê

(t) = m (t), à âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñàìîãî íà ñåáÿ ðàâíî íóëþ.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (2*).

Ñîãëàñíî (4.43), âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (t)ç (t) åñòü ìîìåíò

(t) îòíîñèòåëüíî 0, ñîçäàâàåìûé ñèëîé (t). Òàêèì îáðàçîì,

 = (t). (4.62)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò çàêîí äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè.
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Îáðàòèì âíèìàíèå: ìîìåíò èì-
ïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è ìî-
ìåíò ñèëû ðàññìàòðèâàëèñü îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè.

Ðàññìîòðèì äâå ìàòåðèàëüíûå
òî÷êè ìàññàìè m1 è m2, ìåæäó êî-
òîðûìè äåéñòâóþò âíóòðåííèå ñè-

ëû 12(t) è 21(t). Êðîìå òîãî, íà
êàæäóþ òî÷êó äåéñòâóåò âíåøíÿÿ
ñèëà; íà òî÷êó ìàññîé m1 äåéñòâóåò

ñèëà (t), à íà òî÷êó ìàññîé m2 —

ñèëà (t) (ðèñ. 4.16). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 è 2 ìîìåíòû èìïóëüñà

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè O, à ÷åðåç 

ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû: (t) = = 1(t) + 2(t). Ñî-
ãëàñíî (4.62), ïðåäñòàâèì:

 = (t)ç (t) + (t)ç (t);

 = ç (t) + (t)ç (t).

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòü-

èì çàêîíîì Íüþòîíà 12 = – 21, ïîëó÷èì

 = r1(t)çF1(t) + r2(t)ç 2(t) + ( 1 – 2)ç 12(t). (3*)

Òàê êàê ëèíèè äåéñòâèÿ âåêòîðîâ 12(t) è 1(t) – 2(t) ñîâïàäàþò
(ñì. ðèñóíîê), òî

( 1 – 2)çF12(t) = 0. (4*)

Èòàê, ìîìåíòû âíóòðåííèõ ñèë âçàèìíî êîìïåíñèðóþòñÿ è îñ-
òàþòñÿ ìîìåíòû òîëüêî âíåøíèõ ñèë:

Φ1(t) = 1(t)ç 1(t) è Φ2(t) = 2(t)ç 2(t). (5*)

Ó÷èòûâàÿ (4*) è (5*), ïåðåïèøåì (3*) â âèäå:

 = 1(t) + 2(t). (4.63)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò çàêîí äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñ-
òåìû èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ðèñ. 4.16

F
º

F
º

F1
º

F2
º

L
º

L
º

L
º

L
º

L
º

L
º

∆L1

∆t
----------

∆t 0→

lim

º

r1
º F1

º

r1
º F12

º

∆L2

∆t
----------

∆t 0→

lim
º

r2
º F2

º

r2
º F21

º

F
º

F
º

∆L
∆t
--------

∆t 0→

lim
º

F
º

rº rº F
º

F
º

rº rº

rº rº

rº F
º

rº F
º

L t ∆t+( ) L t( )−

∆t
------------------------------------------

∆t 0→

lim
º º

Φ
º

Φ
º



185

Ðåçóëüòàò (4.63) ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ òâåðäîå òåëî. Ìûñëåííî ðàçáèâàåì òåëî íà ñîâîêóïíîñòü
÷àñòèö, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî óïîäîáèòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç i = iç i ìîìåíò èìïóëüñà i-é ÷àñòèöû, à ÷å-

ðåç i(t) ìîìåíò âíåøíåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà i-þ ÷àñòèöó (åñ-
ëè, êîíå÷íî, íà äàííóþ ÷àñòèöó âíåøíÿÿ ñèëà äåéñòâóåò). Äàëåå

âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.63), â êîòîðîì çàìåíèì (t) è

1(t) + 2(t) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû ïî âñåì ÷àñòèöàì òåëà,

ò. å. íà i(t) è i(t). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îñíîâíîé çàêîí

äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé íåïîäâèæíîé òî÷êè:

 = (t). (4.64)

Çäåñü:

(t) = i(t)ç i(t); (4.64, à)

(t) = i (t) = i (t)çFi(t) (4.64, á)

( i(t) — ðàäèóñ-âåêòîð i-é ÷àñòèöû òåëà, ïðîâåäåííûé èç íåïîäâèæ-

íîé òî÷êè, i(t) — âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ ÷àñòèöó).

Ôîðìóëà (4.64) ïîõîæà íà ôîðìóëó (4.54), â êîòîðîé ôèãóðè-
ðîâàëè ìîìåíò èìïóëüñà òåëà è ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë
îòíîñèòåëüíî íå òî÷êè, à íåêîòîðîé îñè. Â îòëè÷èå îò (4.54), çàêîí
(4.64) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì çàêîíîì.

Ñ ë ó ÷ à é  â ò î ð î é. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìîìåíò èì-
ïóëüñà òåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ íå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè O, à îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà C. Ðàäèóñ-
âåêòîð i (t) i-é ÷àñòèöû òåëà, ïðîâåäåííûé èç íåïîäâèæíîé òî÷-

êè O, è ðàäèóñ-âåêòîð iC (t) òîé æå òî÷êè, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà
ìàññ C, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

i (t) = iC(t) + C(t), (4.65)

Ìãíîâåííàÿ áûñòðîòà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà,
ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé
òî÷êè, ðàâíà ñóììàðíîìó ìîìåíòó îòíîñèòåëüíî òîé æå
òî÷êè âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè.
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ãäå C(t) — ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ òåëà
(ðèñ. 4.17). Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé òî÷êè O áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç (t), à äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ââåäåì îáîçíà÷åíèå C(t).
Ïîíÿòíî, ÷òî

(t) = i(t)ç i(t); (1*)

C(t) = iC(t)ç i(t). (2*)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(t) = C(t) + C(t) (t); (4.66)

 = C + Cç (t) + C(t)ç ; (4.67)

 =  + C(t)ç i(t). (3*)

Çäåñü (t) = i — èìïóëüñ òåëà (íàïîìíèì, ÷òî (t) =

= m C(t), ãäå m — ìàññà òåëà, C(t) — ñêîðîñòü åãî öåíòðà ìàññ),

i(t) — âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ ÷àñòèöó.

Ñäåëàåì âûêëàäêè, â õîäå êîòîðûõ áóäóò ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ (4.66),
(4.67), (3*). Èñïîëüçóÿ (4.65), ïåðåïèøåì (1*) â âèäå:

(t) = [ iC(t) + C(t)]ç i(t) = iC(t)ç i(t) + C(t)ç (t).

Ñ ó÷åòîì (2*) ïîëó÷àåì îòñþäà ñîîòíîøåíèå (4.66). Äàëåå ðàññìîòðèì (t + ∆t),
ãäå ∆t — ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ñ ó÷åòîì (4.66) çàïèøåì:

(t + ∆t) = C(t + ∆t) + [ C(t) + C]ç[ (t) + ] =

= C(t + ∆t) + C(t)ç (t) + Cç (t) + C(t)ç  + Cç . (4*)

Ñëàãàåìûì Cç  ïðåíåáðåæåì êàê âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,

ïîñëå ÷åãî, âû÷èòàÿ (t) èç (4*) è èñïîëüçóÿ (4.66), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
(4.67). Ðàçäåëèì (4.67) íà ∆t è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆t º 0:

 =  + ç (t) + C(t)ç( ). (5*)
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Ïîñêîëüêó  = C(t) è (t) = m C(t), òî

ç (t) = 0. (6*)

Ó÷òåì äàëåå, ÷òî

rC(t)ç  = C(t)ç i(t). (7*)

Ïîäñòàâèâ (6*) è (7*) â (5*), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (3*).

Èñïîëüçóÿ (4.65), ïðåîáðàçóåì (3*) ê âèäó:

 =  + i(t)ç i(t) – iC(t)ç i(t). (8*)

Ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8*) åñòü ñóììàðíûé ìî-

ìåíò (t) âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè O, à âòî-
ðàÿ ñóììà — ñóììàðíûé ìîìåíò C(t) âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ìàññ òåëà. Ïîýòîìó ïåðåïèøåì (8*) â âèäå:

 =  + Φ(t) – ΦC(t). (9*)

Ñîãëàñíî (4.64),  = Φ(t). Ó÷èòûâàÿ ýòî, èç (9*) ïîëó÷àåì

 = C(t). (4.68)

Çäåñü:

C(t) = iC(t)ç i(t); (4.68, à)

ΦC(t) = iC(t)ç i(t) (4.68, á)

( iC(t) — ðàäèóñ-âåêòîð i-é ÷àñòèöû òåëà, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà

ìàññ òåëà, i(t) — âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ ÷àñòèöó).
Ñîîòíîøåíèå (4.68) âûðàæàåò îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðà-

ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî
åãî öåíòðà ìàññ.   

Ìãíîâåííàÿ áûñòðîòà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà,
ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà, ðàâíà
ñóììàðíîìó ìîìåíòó äåéñòâóþùèõ íà òåëî âíåøíèõ ñèë,
òàêæå ðàññìàòðèâàåìîìó îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà.
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4.6. ÇÀÊÎÍ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÌÎÌÅÍÒÀ ÈÌÏÓËÜÑÀ

Â ÌÅÕÀÍÈÊÅ

4.6.1. Закон сохранения момента импульса тела,
вращающегося вокруг закрепленной оси

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t1 ìîìåíò èìïóëüñà òåëà èëè ñèñòåìû
òåë îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåííîé îñè (z-îñè) åñòü Lz(t1), à â ìîìåíò t2
åñòü Lz(t2). Ñîãëàñíî (4.55), ðàçíîñòü Lz(t2) – Lz(t1) ðàâíà

Lz(t2) – Lz(t1) = Φz (t2 – t1), (4.69)

ãäå Φz — ïîñòîÿííûé íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè îò t1 äî t2 ñóììàð-
íûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî z-îñè. Òàê êàê òåëî âðàùà-
åòñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé â ïîäøèïíèêàõ îñè, òî ïðèíöèïèàëüíî
íåëüçÿ èñêëþ÷èòü äåéñòâèå íà íåãî âíåøíèõ ñèë. Îäíàêî ìîæíî
äîïóñòèòü, ÷òî íà òåëî äåéñòâóþò òàêèå âíåøíèå ñèëû, ðåçóëüòè-
ðóþùèé ìîìåíò êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ðàâåí íóëþ:

Φz = 0. (4.70)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.70), òî èç (4.69) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t2 è t1 ìîìåíò èìïóëüñà îäèíà-
êîâ, ò. å. ìîìåíò èìïóëüñà òåëà ñîõðàíÿåòñÿ:

Lz = Jω = const. (4.71)

Ìû ïðèøëè ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà, âðà-
ùàþùåãîñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè. Åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îòìåòèì îäíî èíòåðåñíîå îòëè÷èå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà îò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðà-
íåíèÿ èìïóëüñà, âíóòðåííèå ñèëû íå ìîãóò èçìåíèòü ñêîðîñòü ïî-
ñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà. Îäíàêî áûëî áû íåïðàâèëüíî óò-
âåðæäàòü, ÷òî âíóòðåííèå ñèëû íå ìîãóò èçìåíèòü óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü âðàùàþùåãîñÿ òåëà. Åñëè âðàùàþùååñÿ òåëî íå ÿâëÿåòñÿ
òâåðäûì è îäíè åãî ÷àñòè ìîãóò ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííèõ ñèë èç-
ìåíèòü ñâîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ÷àñòåé, òî â ýòîì ñëó-
÷àå íàðÿäó ñ èçìåíåíèåì ìîìåíòà èíåðöèè òåëà èçìåíèòñÿ åãî óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìî-
ìåíòà èìïóëüñà ãîâîðèò î ñîõðàíåíèè íå ñàìîé óãëîâîé ñêîðîñòè,
à ïðîèçâåäåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè òåëà íà óãëîâóþ ñêîðîñòü.

Åñëè ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé îñè ðàâåí íóëþ, òî ìîìåíò èìïóëüñà òåëà (ñèñ-
òåìû òåë) îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè.
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Ðàññìîòðèì íàãëÿäíûé ïðèìåð: ýêñïåðèìåíòàòîð ñèäèò íà âðà-
ùàþùåìñÿ ñòóëå, äåðæà â âûòÿíóòûõ â ðàçíûå ñòîðîíû ðóêàõ ïî
ãàíòåëè. Âòîðîé ÷åëîâåê ñîîáùàåò ñòóëó ñ ýêñïåðèìåíòàòîðîì íå-
êîòîðîå âðàùåíèå. Åñëè âî âðåìÿ âðàùåíèÿ ýêñïåðèìåíòàòîð ïîä-
íåñåò ðóêè ñ ãàíòåëÿìè ê ãðóäè è òåì ñàìûì óìåíüøèò ñîáñòâåí-
íûé ìîìåíò èíåðöèè, òî åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü çàìåòíî óâåëè÷èòñÿ.

Åñëè òåëî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé, ñïîñîáíûõ ñàìîñòîÿ-
òåëüíî âðàùàòüñÿ âîêðóã îäíîé è òîé æå îñè, òî Lz â (4.71) ïðå-
âðàùàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó

Lzj = Jjωj = const, (4.72)

ãäå Jj è ωj — ìîìåíò èíåðöèè è z-ïðîåêöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè j-é ÷àñ-
òè òåëà, ñîîòâåòñòâåííî. Ìîìåíòû èìïóëüñà ÷àñòåé òåëà, âðàùàþ-
ùèõñÿ â îäíó ñòîðîíó, áåðóòñÿ ñ îäíèì çíàêîì, à â äðóãóþ ñòîðî-
íó — ñ äðóãèì çíàêîì.

Åñëè ÷àñòåé òåëà òîëüêî äâå, òî (4.72) ïðèíèìàåò âèä:

Lz1 – Lz2 = J1ω1 – J2ω2 = const. (4.73)

Äîïóñòèì, ÷òî âíà÷àëå ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû èç äâóõ òåë ñ
ìîìåíòàìè èíåðöèè J1 è J2 áûë ðàâåí íóëþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-
êîíîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà îí äîëæåí îñòàâàòüñÿ ðàâ-
íûì íóëþ è ïîñëå òîãî, êàê íà÷àëè äåéñòâîâàòü âíóòðåííèå ñèëû,
êîòîðûå ïðèâåëè òåëî ñ ìîìåíòîì èíåðöèè J1 âî âðàùåíèå ñ óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ ω1. ×òîáû îáùèé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû îñ-
òàëñÿ ðàâíûì íóëþ, òåëî ñ ìîìåíòîì èíåðöèè J2 äîëæíî íà÷àòü

âðàùàòüñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω2 = .

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ ïðîÿâëåíèå çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ.

Ï å ð â û é  ï ð è ì å ð. Èçâåñòíî, ÷òî êîãäà àâòîìîáèëü ñ çàäíè-
ìè âåäóùèìè êîëåñàìè òðîãàåòñÿ ñ ìåñòà, îí êàê áû «îñåäàåò» íà
çàäíèå êîëåñà, à êîãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ — «îñåäàåò» íà ïåðåäíèå
êîëåñà. Ýòî ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü, èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. Êîãäà àâòîìîáèëü òðîãàåòñÿ ñ ìåñòà, åãî
çàäíèå êîëåñà ïðèîáðåòàþò áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ âíóòðåííèõ ñèë
(íà÷àë ðàáîòàòü ìîòîð) ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî çàäíåé
îñè, îòâå÷àþùèé âðàùåíèþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íåìåäëåííî
ó êîðïóñà àâòîìîáèëÿ âîçíèêàåò îáðàòíûé ïî íàïðàâëåíèþ ìî-
ìåíò èìïóëüñà, îòâå÷àþùèé âðàùåíèþ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ðèñ.
4.18, à). Êîãäà àâòîìîáèëü îñòàíàâëèâàåòñÿ, äåéñòâèå òîðìîçà
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ó ïåðåäíèõ êîëåñ ìîìåíòà èìïóëüñà, îòâå-
÷àþùåãî âðàùåíèþ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ó êîðïóñà àâòîìîáèëÿ íå-
ìåäëåííî âîçíèêàåò îáðàòíûé ïî íàïðàâëåíèþ ìîìåíò èìïóëüñà,

j
∑

j
∑

ω1J1

J2
------------
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îòâå÷àþùèé âðàùåíèþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 4.18, á). Ïðè
î÷åíü ðåçêîì òîðìîæåíèè íà ïåðåäíþþ ïàðó êîëåñ ìîæåò äàæå
ïðîèçîéòè ïåðåâåðòûâàíèå àâòîìîáèëÿ (îí ìîæåò ñîâåðøèòü êó-
âûðîê ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ).

Â ò î ð î é  ï ð è ì å ð. Êîãäà íåñóùèé âèíò âåðòîëåòà íà÷èíàåò
âðàùàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííèõ ñèë, îáóñëîâëåííûõ ðàáîòîé
äâèãàòåëÿ, ó ôþçåëÿæà âåðòîëåòà ïîÿâëÿåòñÿ, â ñèëó çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà, ìîìåíò èìïóëüñà, íàïðàâëåííûé â
îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ìîæíî âîîáðàçèòü òàêóþ êàðòèíó: ó çàâèñøåãî
íàä çåìëåé âåðòîëåòà âèíò áûñòðî âðàùàåòñÿ â îäíó ñòîðîíó, à
ôþçåëÿæ ìåäëåííî âðàùàåòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ìîìåíò èíåð-
öèè ôþçåëÿæà ìíîãî áîëüøå ìîìåíòà èíåðöèè âèíòà, ïîýòîìó
ôþçåëÿæ âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé

óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âèíòà.
×òîáû ôþçåëÿæ íå íà÷àë âðàùàòüñÿ,
åãî òðåáóåòñÿ çàòîðìîçèòü. Ýòî îáû÷íî

äåëàþò, èñïîëüçóÿ âíåøíþþ ñèëó ,
ñîçäàâàåìóþ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ
âîçäóøíîé ñðåäîé äîïîëíèòåëüíîãî
âèíòà, îñü âðàùåíèÿ êîòîðîãî ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ê îñè âðàùåíèÿ íåñóùåãî
âèíòà (ðèñ. 4.19). Âîò ïî÷åìó ó ôþçå-

ëÿæà âåðòîëåòà åñòü äîâîëüíî äëèííûé «õâîñò» ñ äîïîëíèòåëüíûì
áîêîâûì âèíòîì íà êîíöå. ×åì äëèííåå ýòîò «õâîñò», òåì ìåíüøàÿ

ñèëà  ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü âðàùåíèå êîð-
ïóñà âåðòîëåòà ïðè ðàáîòàþùåì íåñóùåì âèíòå. Áîêîâîé âèíò ìî-
æåò îòñóòñòâîâàòü. Òîãäà ïðèìåíÿþò äâà íåñóùèõ âèíòà, âðàùàþ-
ùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

4.6.2. Закон сохранения момента импульса тела
в векторном виде

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììàðíûé ìîìåíò äåéñòâóþùèõ íà òåëî
âíåøíèõ ñèë, ðàññìàòðèâàåìûé îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà,

à) á)

Ðèñ. 4.18

Ðèñ. 4.19

F
º

F
º
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íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (4.68) ïðèíè-
ìàåò âèä

C(t + ∆t) – C(t) = C∆t (4.74)

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé t è ∆t. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ΦC = 0, (4.75)

òî èç (4.74) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ t è ∆t: C(t + ∆t) = C(t). Ìû
ïðèøëè ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà, ñîãëàñíî êî-
òîðîìó ìîìåíò îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà ðàâåí

C = . (4.76)

Примечание

В рассуждениях, подводящих к закону сохранения момента импульса,

здесь (как и в п. 4.6.1) присутствует своеобразный промежуточный этап: на

основе предположения о постоянстве во времени суммарного момента

сил, действующих на тело, используется соотношение (4.74) (в п. 4.6.1 ис!

пользовалось соотношение (4.69)). Однако можно было бы вполне обойтись

без указанного промежуточного этапа и упомянутых соотношений. Доста!

точно воспользоваться соотношением (4.68). Из него следует, что если

c
= 0, то быстрота изменения момента импульса тела (рассматриваемого

в данном случае относительно центра масс) равна нулю. А нулевая быстро!

та изменения момента импульса как раз и означает отсутствие его измене!

ния, т. е. сохранение момента импульса во времени.

Ðàññìàòðèâàÿ ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-
íîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, ìîæíî àíàëîãè÷íûì ïóòåì ïðèäòè ê åùå
îäíîìó âåêòîðíîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà, èñõîäÿ
èç (4.64):

 = , åñëè  = 0 (4.77)

(çäåñü  è  — ñîîòâåòñòâåííî ìîìåíò èìïóëüñà òåëà è ñóììàð-
íûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, ðàññìàòðèâàåìûå îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè). Âîò ôîðìóëèðîâêà ýòîãî çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ:

Åñëè ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ìàññ òåëà ðàâåí íóëþ, òî ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñè-
òåëüíî åãî öåíòðà ìàññ ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

Åñëè ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ðàâåí íóëþ, òî ìîìåíò èìïóëüñà
òåëà îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî êàêèì-òî îáðàçîì çàñòàâèëè âðà-
ùàòüñÿ (ðàñêðóòèëè) âîêðóã îäíîé èç åãî ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ðàâåí íóëþ ñóììàðíûé ìîìåíò âíåø-
íèõ ñèë îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå

(4.75). Èç (4.75) ñëåäóåò, ÷òî C = , à èç òîãî ôàêòà, ÷òî
òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè, ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò

èìïóëüñà C è óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òåëà  ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèåì C = J , ãäå J — ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàâíûé ìîìåíò
èíåðöèè òåëà (íàïîìíèì (4.61)). Èñõîäÿ èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ,
çàêëþ÷àåì, ÷òî

 =  = . (4.78)

Â äàííîì ñëó÷àå îñü âðàùåíèÿ òåëà îêàçûâàåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé, õîòÿ îíà è íå çàêðåïëåíà. Ýòî è åñòü ñâîáîäíàÿ îñü âðàùåíèÿ.
Òàêîå âðàùåíèå òåëà íàçûâàþò ñâîáîäíûì âðàùåíèåì èëè, èíà÷å,
èíåðöèîííûì âðàùåíèåì.

Äîñòàòî÷íî ÿðêèé ïðèìåð èíåðöèîííîãî âðàùåíèÿ — âðà-
ùåíèå Çåìëè è äðóãèõ ïëàíåò âîêðóã ñîáñòâåííûõ îñåé, ò. å. âî-
êðóã ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè. (Íàïîìíèì, ÷òî ó øàðà ëþáîé åãî
äèàìåòð ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé îñüþ èíåðöèè ñ ãëàâíûì ìîìåíòîì

èíåðöèè J = mR2, ãäå m — ìàññà øàðà, à R — åãî ðàäèóñ.)

Íàïðàâëåíèå ñâîáîäíîé îñè âðàùåíèÿ çåìíîãî øàðà ïðàêòè÷å-
ñêè íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì; îíî îáðàçóåò óãîë 66,5° ñ ïëîñ-
êîñòüþ îðáèòû Çåìëè. Ñâîáîäíàÿ îñü âðàùåíèÿ Âåíåðû îðèåí-
òèðîâàíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè îðáèòû ïëàíåòû, à ñâî-
áîäíàÿ îñü âðàùåíèÿ Óðàíà ëåæèò ïðàêòè÷åñêè â ïëîñêîñòè
îðáèòû ïëàíåòû.

Âåëîñèïåäèñò âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ñîõðàíÿåò âåðòèêàëüíóþ
îðèåíòàöèþ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ìî-
ìåíòà èìïóëüñà (à çíà÷èò, è óãëîâîé ñêîðîñòè) âðàùàþùèõñÿ
êîëåñ. Ïîæàëóé, íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèì ïðèìåðîì ïðàêòè÷å-
ñêîãî ïðèìåíåíèÿ âåêòîðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èì-
ïóëüñà, ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà, ÿâ-
ëÿþòñÿ ãèðîñêîïû.

Êîãäà ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, ðàññìàòðèâàåìûé
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà, ðàâåí íóëþ, óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã êàêîé-ëèáî èç åãî ãëàâíûõ îñåé
èíåðöèè ñîõðàíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåíèþ.
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4.6.3. Гироскоп

Ãèðîñêîï ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåëî,
îáëàäàþùåå îñåâîé ñèììåòðèåé (òåëî
âðàùåíèÿ), êîòîðîå áûñòðî âðàùàåòñÿ â
ñïåöèàëüíîì ïîäâåñå, ïîçâîëÿþùåì ïðî-
èçâîëüíî îðèåíòèðîâàòü îñè âðàùåíèÿ
ãèðîñêîïà â ëþáîì íàïðàâëåíèè â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ãèðîñêîï ñ ïîäâåñîì ïîêàçàí
íà ðèñóíêå 4.20. Âíåøíåå êîëüöî 1 ìî-
æåò âðàùàòüñÿ âîêðóã çàêðåïëåííîé íà
ñòîéêå 2 îñè AA1. Âíóòðè êîëüöà 1 íàõî-
äèòñÿ âíóòðåííåå êîëüöî 3, îñü âðàùå-
íèÿ êîòîðîãî BB1 ïåðïåíäèêóëÿðíà ê
îñè AA1. Âíóòðè êîëüöà 3 âðàùàåòñÿ âî-
êðóã îñè DD1 ãèðîñêîï 4; îñü DD1 ïåðïåíäèêóëÿðíà ê îñè BB1. Ïî-
âîðà÷èâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì êîëüöà 1 è 3, ìîæíî ñîðèåíòè-
ðîâàòü îñü âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà DD1 â çàäàííîì íàïðàâëåíèè.

Áëàãîäàðÿ òàêîìó óñòðîéñòâó ïîäâåñà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
íóëþ ðàññìàòðèâàåìûé îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ãèðîñêîïà ñóì-
ìàðíûé ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ãèðîñêîï. Ïîýòîìó ìîìåíò
èìïóëüñà ãèðîñêîïà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ ñîõðàíÿåòñÿ:

C = . À ïîñêîëüêó îñü DD1 ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé îñüþ èíåðöèè
ãèðîñêîïà, òî ïðîèçâîëüíî çàäàííîå íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ
ãèðîñêîïà áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì âî âðåìåíè, êàê áû íè èç-
ìåíÿëèñü â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæåíèå è îðèåíòàöèÿ ñòîéêè 2. Îñü
âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà ÿâëÿåòñÿ åãî ñâîáîäíîé îñüþ; âåêòîð óãëîâîé

ñêîðîñòè åñòü  =  = , ãäå J — ìàêñèìàëüíûé ãëàâíûé

ìîìåíò èíåðöèè ãèðîñêîïà.

Ãèðîñêîï — îñíîâíîé ýëåìåíò âñåõ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ïðèáîðîâ, ê êî-
òîðûì îòíîñÿòñÿ óêàçàòåëè êóðñà, ïîâîðîòà, ãîðèçîíòà, àâòîïèëîòû,
ãèðîêîìïàñû è ò. ä. Êîðïóñ òàêèõ ïðèáîðîâ ìîæåò êàê óãîäíî ïî-

âîðà÷èâàòüñÿ, íî îñü áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ (ñ ÷àñòîòîé äî íåñêîëüêèõ òûñÿ÷
îáîðîòîâ â ñåêóíäó) ãèðîñêîïà áóäåò ñîõðàíÿòü íåèçìåííûì ñâîå íàïðàâëåíèå.
Ãèðîñêîïè÷åñêèå ïðèáîðû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ äâè-
æåíèåì êîðàáëåé è ñàìîëåòîâ. Ãèðîñêîï, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè ðàêåòû, ïîçâî-
ëÿåò êîíòðîëèðîâàòü è êîððåêòèðîâàòü åå ïîëåò.

4.6.4. Прецессия волчка

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ðàñêðó÷èâàíèè îáû÷íîãî âîë÷êà ìû
ïîñòàðàëèñü ñäåëàòü òàê, ÷òîáû åãî îñü âðàùåíèÿ (îíà æå ãëàâíàÿ
îñü èíåðöèè âîë÷êà) áûëà îðèåíòèðîâàíà âåðòèêàëüíî. Íà âîë÷îê

Ðèñ. 4.20
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äåéñòâóþò òðè ñèëû: ñèëà òÿæåñòè m , ñèëà ðåàêöèè îïîðû  è

ñèëà òðåíèÿ òð, ïðè÷åì ïîñëåäíèå äâå ñèëû ïðèëîæåíû â òî÷êå
êàñàíèÿ âîë÷êà ñ ïîëîì. Ó÷èòûâàÿ ýòî, âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì äè-
íàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ (4.64). Â êà÷åñòâå íåïîäâèæíîé

òî÷êè O âûáåðåì òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèë  è òð, ò. å. òî÷êó ïå-

ðåñå÷åíèÿ îñè âîë÷êà ñ ïîëîì. Ñèëû  è òð íå âíîñÿò âêëàäà â
ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî O. Ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè
âîë÷êà òîæå ðàâåí íóëþ ïðè óñëîâèè, ÷òî îñü âðàùàþùåãîñÿ
âîë÷êà ñòðîãî âåðòèêàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò èìïóëüñà

âîë÷êà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O â äàííîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ
( = ) è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

 =  = , (1*)

ãäå J — ìîìåíò èíåðöèè âîë÷êà îòíîñèòåëüíî åãî îñè,  — âåêòîð
óãëîâîé ñêîðîñòè. Îñü âðàùåíèÿ âîë÷êà ÿâëÿåòñÿ åãî ñâîáîäíîé
îñüþ; âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ (à çíà÷èò, è âåê-
òîðà óãëîâîé ñêîðîñòè) ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

Íî âîò ìû îòêëîíèëè îñü áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ âîë÷êà íà
íåêîòîðûé óãîë θ îò âåðòèêàëè. Ìû óâèäèì, ÷òî ïðè ýòîì âîë÷îê
íå ïàäàåò; îí ïðîäîëæàåò âðàùàòüñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω âî-
êðóã ñâîåé îñè, íî ñàìà îñü íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ ñ îòíîñèòåëüíî
íåáîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã âåðòèêàëè, îïèñûâàÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 4.21, à). Îáîçíà÷èì ÷åðåç  
âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ îñè âîë÷êà âîêðóã âåðòèêà-
ëè. Îòìåòèì, ÷òî Ω n ω è ÷òî óêàçàííîå âðàùåíèå îñè âîë÷êà
ïðîèñõîäèò â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è âðàùåíèå âîë÷êà âîêðóã ñâîåé
îñè. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàþò ïðåöåññèåé âîë÷êà, à óãëîâóþ ñêî-

ðîñòü  — óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïðåöåññèè.
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Ïîÿâëåíèå ïðåöåññèè îçíà÷àåò, ÷òî íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ
âîë÷êà óæå íå ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì è, çíà÷èò, òåïåðü ýòà îñü íå

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé îñüþ âîë÷êà. Òåïåðü  −  è  − ,
õîòÿ ïðîäîëæàåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

 = (2*)

(âåäü îñü âîë÷êà îñòàåòñÿ îäíîé èç åãî ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè).

Ïî÷åìó òåïåðü ïåðåñòàë âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìî-
ìåíòà èìïóëüñà, ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîñèòåëüíî òî÷êè O?

Ïðè÷èíà î÷åâèäíà — ïðè íàêëîíå îñè âðàùåíèÿ ïîÿâèëñÿ ìî-
ìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî O, îáóñëîâëåííûé ñèëîé òÿæåñòè âîë÷êà m :

0(t) = C(t)çm , (3*)

ãäå C(t) — ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ âîë÷êà, ïðîâåäåííûé èç

òî÷êè O. Íàïðàâëåí âåêòîð 0(t) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè âåê-

òîðîâ C(t) è m  â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà. Íà

ðèñóíêå 4.21, á ïëîñêîñòü âåêòîðîâ C(t) è m  îáîçíà÷åíà ÷åðåç

S(t) è ïîêàçàíà øòðèõîâêîé. Ìîäóëü âåêòîðà 0(t) íå çàâèñèò îò
âðåìåíè; îí ðàâåí

Φ0 = rCmg sin θ, (4*)

ãäå rC — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî öåíòðà ìàññ âîë÷êà C.
Âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t.

Çà ýòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìîìåíò 0(t) îáåñïå÷èâàåò èçìåíå-

íèå ìîìåíòà èìïóëüñà âîë÷êà , îïðåäåëÿåìîå, ñîãëàñíî (4.64),
ñîîòíîøåíèåì

 = 0(t)∆t. (5*)

Âåêòîð  íàïðàâëåí, êàê è âåêòîð 0(t), ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñ-

êîñòè S(t). Ýòî èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà  îçíà÷àåò, ÷òî çà

ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà âîë÷êà (t)
äîëæåí ïîâåðíóòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè íà óãîë (ñì. ðèñó-
íîê)

∆ϕ = . (6*)

Ñ ó÷åòîì (4*) è (5*) ïîëó÷àåì èç (6*):

. (7*)
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Âåêòîð (t) âðàùàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè âìåñòå ñ ïëîñêî-
ñòüþ S(t); ïðè ýòîì ìîäóëü L ýòîãî âåêòîðà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
Ñîãëàñíî (2*), L = Jω. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (7*), íàõî-
äèì

.

Ïîíÿòíî, ÷òî  = Ω. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó

ìîäóëÿìè óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè Ω è óãëîâîé ñêîðîñòè âîë÷-
êà ω:

Ω = . (4.78, a)

×åì áîëüøå ω, òåì ìåäëåííåå ïðîèñõîäèò ïðåöåññèÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå: ñèëà òÿæåñòè òÿíåò âðàùàþùèéñÿ
âîë÷îê âíèç, íî ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîíåö âåêòîðà

ìîìåíòà èìïóëüñà âîë÷êà  (à çíà÷èò, è êîíåö îñè âðàùåíèÿ
âîë÷êà) ñìåùàåòñÿ íå âíèç, à â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè è
íà÷èíàåò îïèñûâàòü îêðóæíîñòü âîêðóã âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó O.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè îñü âîë÷êà
ïîâîðà÷èâàåòñÿ êíèçó, íî ýòî ïðèâåëî ê ñìåùåíèþ êîíöà îñè â ãî-
ðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ëþáîé ïîïûòêå ïîâåðíóòü îñü
âîë÷êà (è âîîáùå ëþáîãî ãèðîñêîïà) íàáëþäàåòñÿ ýòî ñâîåîáðàç-
íîå ÿâëåíèå, íàçûâàåìîå ãèðîñêîïè÷åñêèì ýôôåêòîì. Åñëè, íà-
ïðèìåð, ãèðîñêîï âðàùàåòñÿ âîêðóã êîîðäèíàòíîé z-îñè, à êàêàÿ-
òî ñèëà ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü åãî îñü âîêðóã x-îñè, òî îñü ãèðîñêî-
ïà áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã y-îñè.

4.7. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏËÎÑÊÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

4.7.1. Основные уравнения динамики твердого тела

Ïðåäñòàâëåíèþ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â îáùåì ñëó÷àå êàê
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà, íà êîòîðîå íà-
êëàäûâàåòñÿ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà âîêðóã åãî öåíòðà
ìàññ, ñîîòâåòñòâóåò îïèñàíèå äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà ïðè ïîìîùè
äâóõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé — ñîîòâåòñòâåííî äëÿ èìïóëüñà òåëà

(t) è äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà C(t) îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ
òåëà.
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Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

 = (t). (4.79)

Çäåñü:

(t) = i(t), (4.79, à)

(t) = i(t). (4.79, á)

Òåëî ìûñëåííî ïðåäñòàâëÿåì ñîñòîÿùèì èç ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

(÷àñòèö); i(t) è i(t) — ñîîòâåòñòâåííî èìïóëüñ i-é ÷àñòèöû è
âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ ÷àñòèöó.

Íàïîìíèì, ÷òî (t) = m C(t): èìïóëüñ òâåðäîãî òåëà ðàâåí
èìïóëüñó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ìàññà êîòîðîé ðàâíà ìàññå m òåëà,

à ñêîðîñòü ðàâíà ñêîðîñòè C(t) öåíòðà ìàññ òåëà. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî óðàâíåíèå (4.79) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âòîðîé çàêîí Íüþòîíà
äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ öåíòðîì ìàññ òåëà è èìåþ-
ùåé ìàññó âñåãî òåëà.

Ïîñêîëüêó (t) = m C(t), äëÿ ïîñòîÿííîé ìàññû òåëà óðàâíå-
íèå (4.79) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

m = (t), èëè m C(t) = (t), (4.80)

ãäå C (t) — óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ òåëà.
Âòîðîå óðàâíåíèå — ýòî óðàâíåíèå (4.68):

 = C(t).

Çäåñü (ñì. (4.68, à) è (4.68, á)):

C(t) = iC(t)ç i(t),

C(t) = iC(t)ç i(t),

ãäå iC(t) — ðàäèóñ-âåêòîð i-é ÷àñòèöû òåëà, ïðîâåäåííûé èç
öåíòðà ìàññ òåëà. Ýòî åñòü îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíò-
ðà ìàññ.
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Óðàâíåíèÿ (4.79) è (4.80) îïèñûâàþò ïîñòóïàòåëüíîå äâèæå-
íèå öåíòðà ìàññ òåëà, à óðàâíåíèå (4.68) — âðàùàòåëüíîå äâè-
æåíèå òåëà âîêðóã åãî öåíòðà ìàññ.

4.7.2. Основные уравнения
динамики плоского движения

Â îáùåì ñëó÷àå äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ âåê-
òîðíûìè óðàâíåíèÿìè (4.80) (èëè (4.79)) è (4.68), ò. å. øåñòüþ ñêà-
ëÿðíûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ñïðîåöèðîâàòü
óêàçàííûå âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ íà òðè êîîðäèíàòíûå îñè (x-, y-,
z-îñè).

Â ñëó÷àå ïëîñêîãî (ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî) äâèæåíèÿ âñå òî÷êè
òåëà è â òîì ÷èñëå åãî öåíòð ìàññ äâèæóòñÿ â ïëîñêîñòÿõ, ïàðàë-
ëåëüíûõ îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé
xy-ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, â êîòîðîé äâèæåòñÿ öåíòð
ìàññ òåëà. Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ îïèñûâàåòñÿ
äâóìÿ ñêàëÿðíûìè óðàâíåíèÿìè:

maCx(t) = Fx(t), (4.81)

maCy(t) = Fy(t), (4.82)

ãäå aCx è aCy — ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè âåêòîðà C.
Íàïðàâëåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè

ïåðïåíäèêóëÿðíî xy-ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, LCx è LCy ðàâíû
íóëþ è ïîýòîìó íàäî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå
äëÿ LCz(t):

 = ΦCz(t), (4.83)

êîòîðîå äëÿ ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî z-îñè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

J  = ΦCz(t), èëè Jβ(t) = ΦCz(t). (4.84)

Îòìåòèì, ÷òî (4.83) è (4.84) — ýòî óæå èçâåñòíûå íàì óðàâíåíèÿ
(4.54) è (4.27), ñîîòâåòñòâåííî. Íî òîëüêî òåïåðü z-îñü íå çàêðåï-
ëåíà â ïîäøèïíèêàõ, à ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà.

Èòàê, äèíàìèêà ïëîñêîãî äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ íå äâóìÿ
âåêòîðíûìè óðàâíåíèÿìè (4.80) è (4.68), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
øåñòü ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé, à âñåãî ëèøü òðåìÿ ñêàëÿðíûìè
óðàâíåíèÿìè — äâóìÿ äëÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà
ìàññ òåëà â xy-ïëîñêîñòè (óðàâíåíèÿìè (4.81) è (4.82)) è îäíèì äëÿ
âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã z-îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà
(óðàâíåíèåì (4.84) èëè â áîëåå îáùåì âèäå óðàâíåíèåì (4.83)).
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4.7.3. Скатывание цилиндра (колеса)
по наклонной плоскости

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ïëîñêîãî
äâèæåíèÿ ðàññìîòðèì ñêàòûâàíèå öèëèíäðà
(êîëåñà) ìàññîé m è ðàäèóñîì R ïî íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α. Áóäåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî ñêàòûâàíèå ïðîèñõîäèò áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ. Íà öèëèíäð äåéñòâóþò: ñèëà

òÿæåñòè m , ñèëà ðåàêöèè îïîðû  è ñèëà

òðåíèÿ òð (ðèñ. 4.22). Òàê êàê ñêàòûâàíèå

ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, òî òð åñòü
ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ.

Ìîäóëü ñêîðîñòè C(t) öåíòðà ìàññ öèëèíäðà â ìîìåíò âðå-
ìåíè t ðàâåí

vC(t) = RωA(t), (1*)

ãäå wA(t) — óãëîâàÿ ñêîðîñòü öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè A, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ â ìîìåíò t ìãíîâåííûì öåíòðîì âðàùåíèÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ω(t) ìãíîâåííóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü öèëèíäðà â ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ (óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ öèëèíäðà). Ñîãëàñíî (4.14),

ω(t) = ωA(t). (4.85)

Ñ ó÷åòîì (4.85) ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (1*) â âèäå:

vC(t) = Rω(t). (2*)

Ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ öèëèíäðà ðàâåí ïðîèçâå-
äåíèþ åãî ðàäèóñà íà óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ.

Ìîäóëü óñêîðåíèÿ C öåíòðà ìàññ öèëèíäðà åñòü

aC = .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (2*), ïîëó÷èì:

aC = R

èëè, ñ ó÷åòîì (4.6),
aC = Rβ, (4.86)

ãäå β — óãëîâîå óñêîðåíèå öèëèíäðà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé
ñ åãî îñüþ (aC è β â äàííîì ñëó÷àå ïîñòîÿííû, ïîñêîëüêó ïðèëî-
æåííûå ê öèëèíäðó ñèëû íå èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè).

Ðèñ. 4.22
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Ãîâîðÿ î äèíàìèêå äâèæåíèÿ öèëèíäðà, îòìåòèì, ÷òî ìîæíî
îáîéòèñü îäíèì ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåì äëÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ öåíòðà ìàññ, òàê êàê îí äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé òðà-
åêòîðèè. Â èòîãå èìååì äâà ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèõ
äèíàìèêó ñêàòûâàíèÿ öèëèíäðà:

maC = mg sinα – Fòð; (4.87)

Jβ = RFòð, (4.88)

ãäå J — ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùå-
íèÿ.

Ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèé (4.86)—(4.88)) ñîäåðæèò
òðè íåèçâåñòíûõ (Fòð, aC, β). Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì:

Fòð = mg ; (4.89, à)

aC = g ; (4.89, á)

β = . (4.89, â)

Ïîäñòàâèâ ñþäà J = mR2, ïîëó÷èì:

Fòð = mg sinα; (4.90, à)

aC = g sinα; (4.90, á)

β = g . (4.90, â)

4.7.4. Скатывание шара по наклонной плоскости

Êàê è â ñëó÷àå ñ öèëèíäðîì, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî øàð ñêàòû-
âàåòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íà-
êëîíà α. Ìàññà øàðà m, ðàäèóñ øàðà R. Íà ñêàòûâàþùèéñÿ øàð,
êàê è íà öèëèíäð, äåéñòâóþò òðè ñèëû: ñèëà òÿæåñòè, ñèëà ðåàê-
öèè îïîðû, ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aC ìîäóëü óñêî-
ðåíèÿ öåíòðà ìàññ øàðà, à ÷åðåç β — óãëîâîå óñêîðåíèå âðà-
ùåíèÿ øàðà âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð. Âûðàæå-
íèÿ äëÿ aC è β, à òàêæå ñèëû òðåíèÿ íàõîäèì èç ñîîòíîøåíèé
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(4.89, a—â), ïîäñòàâèâ â íèõ âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè øà-

ðà J = mR2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

Fòð = mgsinα; (4.91, à)

aC = gsinα; (4.91, á)

β = g . (4.91, â)

Задача. Øàð ñêàòûâàåòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α. Â âåðõíåé òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ
íà âûñîòå h, øàð ïîêîèëñÿ. Çà êàêîå âðåìÿ øàð äîñòèãíåò
íèæíåé òî÷êè íàêëîííîé ïëîñêîñòè?

Èñêîìîå âðåìÿ åñòü âðåìÿ T, â òå÷åíèå êîòîðîãî öåíòð ìàññ øà-

ðà, äâèæóùèéñÿ ñ óñêîðåíèåì aC, ïðîéäåò ðàññòîÿíèå l = , ðàâ-

íîå äëèíå íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Ñîãëàñíî (1.26), l = aCT
2. Ñëåäî-

âàòåëüíî, T = . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (4.91, á), íàõîäèì:

T = . Ðåçóëüòàò íå çàâèñèò íè îò ìàññû, íè îò ðàäèóñà øàðà.

4.7.5. Условие отсутствия проскальзывания
катящегося тела

Òåëà áóäóò íå ñêàòûâàòüñÿ ïî ïëîñêîñòè, à ñêîëüçèòü ïî íåé,
åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ μ äëÿ íàêëîííîé ïëîñêîñòè
è öèëèíäðà èëè øàðà ðàâåí íóëþ (ïëîñêîñòü ïîäîáíà èäåàëüíî
ãëàäêîìó ëüäó). Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå òðåíèå ïîêîÿ îòñóòñòâó-
åò, òî íå ìîæåò âîçíèêíóòü ìîìåíò, êîòîðûé çàñòàâèë áû òåëî âðà-
ùàòüñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ.

Ñîãëàñíî (4.86) è (4.88), ìîäóëü Fòð ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ ïðè êà-
÷åíèè öèëèíäðà èëè øàðà ðàäèóñîì R áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ðàâåí

Fòð = , (4.92)

ãäå J è aC — ñîîòâåòñòâåííî ìîìåíò èíåðöèè è ìîäóëü óñêîðåíèÿ
öåíòðà ìàññ öèëèíäðà (øàðà). Äëÿ îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ
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íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (4.92) ñèëà òðåíèÿ
ïîêîÿ îêàçàëàñü ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ, ðàâ-
íîé ïî ìîäóëþ μN, ãäå μ — êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ äàí-
íîãî òåëà ïî äàííîé ïëîñêîñòè, N — ìîäóëü ñèëû ðåàêöèè îïîðû.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ êàòÿùå-
ãîñÿ òåëà èìååò âèä:

 < μN. (4.93)

Åñëè êàòèòñÿ öèëèíäð ìàññîé m, òî íóæíî â (4.93) ïîäñòàâèòü

J = mR2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

maC < μN. (4.93, à)

Åñëè êàòèòñÿ øàð ìàññîé m, òî íóæíî â (4.93) ïîäñòàâèòü

J = mR2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

maC < μN. (4.93, á)

Ïðè ñêàòûâàíèè öèëèíäðà ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì
íàêëîíà α óñêîðåíèå ac îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.90, á), à ìî-
äóëü N ñèëû ðåàêöèè îïîðû ðàâåí mg cosα. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó-
÷èì èç (4.93, à):

tgα < μ. (4.94, à)

Ïðè ñêàòûâàíèè øàðà óñêîðåíèå aC îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(4.91, á). Ó÷èòûâàÿ ýòî è ïîëàãàÿ N = mgcosα, èç (4.93, á) ïîëó÷èì

tgα < μ. (4.94, á)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèëèíäð ìàññîé m è ðàäèóñîì R êàòèòñÿ
áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì

ïîñòîÿííîé ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû òÿãè ; êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ ðàâåí μ. Íàéäåì óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ. Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

(4.95)

ìîæíî íàéòè aC, β, Fòð. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

aC = . (4.96)

JaC

R2
----------

1
2
---

1
2
---

2
5
---

2
5
---

1
3
---

2
7
---

F
º

aC = Rβ;
maC = F – Fòð;

mR2β = RFòð,
1
2
---

2
3
---

F
m
-----



203

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ (4.93, à) ïðèíèìàåò â äàí-
íîì ñëó÷àå âèä:

F < μmg. (4.97)

Задача (ðèñ. 4.23). Öèëèíäð ìàññîé m1

êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì
ãðóçà ìàññîé m2, êîòîðûé ïîäâåøåí íà
íèòè, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç íåâåñîìûé áëîê.
Êàêîìó óñëîâèþ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ öè-
ëèíäðà ïî ïëîñêîñòè, ÷òîáû öèëèíäð êà-
òèëñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ?

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû ñèëû, äåéñòâóþùèå íà öèëèíäð è íà
ãðóç. ×òîáû íàéòè òðåáóåìîå óñëîâèå äëÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ μ, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (4.97), êîòîðîå â äàí-
íîì ñëó÷àå èìååò âèä:

T < μm1g. (1*)

Ñèëó ðåàêöèè íèòè T íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(2*)

ãäå a — ìîäóëü óñêîðåíèÿ ãðóçà è öåíòðà ìàññ öèëèíäðà (ïîñëåä-
íåå óðàâíåíèå â (2*) ïîëó÷àåòñÿ èç (4.86) è (4.88)). Â ðåçóëüòàòå
íàõîäèì:

T = . (3*)

Ïîäñòàâèâ (3*) â (1*), ïîëó÷èì òðåáóåìîå óñëîâèå:

μ > .  

4.7.6. Почему останавливаются шар и цилиндр,
катящиеся по горизонтальной плоскости?

Ðàññìîòðèì, êàçàëîñü áû, ïðîñòóþ ñèòóàöèþ. Òîëêíóëè øàð; îí êà-
òèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ïîñòåïåí-

íî çàìåäëÿÿñü, è â êîíöå êîíöîâ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïî÷åìó ýòî ïðîèñõîäèò?

1
3
---

Ðèñ. 4.23

1
3
---

m1a = T – Fòð;
m2a = m2g – T;

Fòð = m1a,1
2
---

3m1m2g

3m1 2m2+
-----------------------------

m2

3m1 2m2+
-----------------------------
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Íà øàð äåéñòâóþò ñèëû: òÿæåñòè m  (m — ìàññà øàðà), ðåàêöèè îïîðû

 è òðåíèÿ ïîêîÿ òð (ðèñ. 4.24, à). Àáñîëþòíî òâåðäûé øàð ñîïðèêàñàåòñÿ ñ

àáñîëþòíî òâåðäîé ïëîñêîñòüþ â åäèíñòâåííîé òî÷êå (òî÷êå A íà ðèñóíêå), êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ñèë  è òð â ðàññìàòðèâàåìûé

ìîìåíò âðåìåíè. Óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ øàðà åñòü c = . Îíî íàïðàâëåíî

íàâñòðå÷ó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ýòîãî öåíòðà. Ïîýòîìó è ïðîèñõîäèò çàìåä-
ëåíèå äâèæåíèÿ êàòÿùåãîñÿ øàðà. Êàçàëîñü áû, îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå
âîïðîñ î÷åâèäåí.

Îäíàêî íå áóäåì òîðîïèòüñÿ ñ âûâîäàìè è ó÷òåì, ÷òî íà ïîñòóïàòåëüíîå
äâèæåíèå öåíòðà ìàññ øàðà C íàêëàäûâàåòñÿ âðàùåíèå øàðà âîêðóã îñè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ. Ñèëû  è m  íå ìîãóò âðàùàòü øàð âîêðóã

C; ýòî äåëàåò ñèëà òð. Îíà ñîçäàåò ìîìåíò, êîòîðûé âðàùàåò øàð ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå (ñì. ðèñóíîê) è ðàâåí ïî ìîäóëþ

Φòð = RFòð, (1*)

ãäå R — ðàäèóñ øàðà. Ýòîò ìîìåíò äîëæåí âðàùàòü øàð âîêðóã C ñ óãëîâûì

óñêîðåíèåì β = , ãäå J — ìîìåíò èíåðöèè øàðà.

Íàëèöî ïàðàäîêñ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñèëà òð çàìåäëÿåò øàð, åñëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïîñòóïàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâèæåíèÿ øàðà, è îíà æå óñêîðÿ-
åò øàð, åñëè ðàññìàòðèâàòü âðàùàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ åãî äâèæåíèÿ. Â ÷åì
æå äåëî?

Äåëî â òîì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåëüçÿ ñ÷èòàòü øàð è ïëîñêîñòü àáñî-
ëþòíî òâåðäûìè, ò. å. íåäåôîðìèðóåìûìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîèñõîäèò
äåôîðìàöèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè øàðà è âìåñòî òî÷êè êîíòàêòà
øàðà è ïëîñêîñòè âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ îáëàñòü êîíòàêòà. Ïðåäïîëîæèì äëÿ
ïðîñòîòû, ÷òî äåôîðìèðóåòñÿ òîëüêî øàð. Òîãäà âìåñòî ðèñóíêà 4.24, à ñëåäî-
âàëî áû ðàññìàòðèâàòü ðèñóíîê 4.24, á, èìåÿ â âèäó, ÷òî íà íåì ðàçìåðû îá-

à) á) â)

Ðèñ. 4.24

gº

N
º

F
º

N
º

F
º

àº
Fòð

m
---------

º

N
º

gº

F
º

RFòð

J
--------------

F
º
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ëàñòè êîíòàêòà ñèëüíî ïðåóâåëè÷åíû ðàäè íàãëÿäíîñòè. Íà ðèñóíêå òî÷êà

ïðèëîæåíèÿ ñèëû  ñìåùåíà âïåðåä ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ
øàðà íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ∆l, ïîñêîëüêó øàð, íàâàëèâàÿñü íà ïåðåäíþþ
÷àñòü îáëàñòè êîíòàêòà, îêàçûâàåò íà íåå áîëüøåå äàâëåíèå, íåæåëè íà çà-

äíþþ ÷àñòü îáëàñòè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ìîìåíò ñèëû  îòíîñèòåëüíî C,
ðàâíûé ïî ìîäóëþ

ΦN = ∆lN = ∆lmg. (2*)

Äåéñòâèå ìîìåíòà N ïðîòèâîïîëîæíî äåéñòâèþ ìîìåíòà òð. Åñëè ∆lmg > RFòð,

òî âðàùåíèå øàðà âîêðóã C áóäåò ïðîèñõîäèòü ðàâíîçàìåäëåííî ñ óãëîâûì
óñêîðåíèåì, ðàâíûì ïî ìîäóëþ

β = . (3*)

Èç (3*) ñëåäóåò, ÷òî çàìåäëåíèå âðàùåíèÿ áóäåò áîëåå áûñòðûì ïðè áîëåå
ñèëüíî âûðàæåííîé äåôîðìàöèè øàðà (âîçðàñòàåò ∆l) è äëÿ áîëåå ìàññèâíûõ
øàðîâ.

Âïðî÷åì, íå ñëåäóåò ïðèäàâàòü áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòó (3*). Äî-
ñòàòî÷íî òîãî, ÷òî îí ïîìîã ðàçðåøèòü ïàðàäîêñ, î êîòîðîì ìû ãîâîðèëè. Äåé-
ñòâèòåëüíîñòü îêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå, òàê êàê ïðè êîíòàêòå äåôîðìèðóåòñÿ íå
òîëüêî øàð, íî è ïîâåðõíîñòü, ïî êîòîðîé îí êàòèòñÿ (òàê ÷òî ïðàâèëüíåå
áûëî áû èñïîëüçîâàòü íå ðèñóíîê 4.24, á, à ðèñóíîê 4.24, â). Êîãäà øàð êà-
òèòñÿ ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, îí íå òîëüêî íåìíîãî ñæèìàåòñÿ, íî è íå-
ìíîãî âäàâëèâàåòñÿ â ïîâåðõíîñòü. Â ðåçóëüòàòå îí âñå âðåìÿ êàê áû âêà-
òûâàåòñÿ íà ãîðêó. Îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò îòðûâ çàäíåé ÷àñòè øàðà îò
ïîâåðõíîñòè, ÷åìó ïðåïÿòñòâóþò ìîëåêóëÿðíûå ñèëû ñöåïëåíèÿ øàðà ñ ïî-
âåðõíîñòüþ. Îáà ÿâëåíèÿ ñîçäàþò ýôôåêò òîðìîæåíèÿ — êàê åñëè áû íà øàð
äåéñòâîâàëà íåêîòîðàÿ òîðìîçÿùàÿ ñèëà. Åå ïðèíÿòî èìåíîâàòü ñèëîé òðå-
íèÿ êà÷åíèÿ.

Îïûòíûì ïóòåì óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîäóëü Fê ñèëû òðåíèÿ êà÷åíèÿ ìîæíî

âûðàçèòü ôîðìóëîé:

Fê = , (4.98)

ãäå μê — òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ êà÷åíèÿ. Îí èìååò ðàçìåð-

íîñòü äëèíû è â ÑÈ âûðàæàåòñÿ â ìåòðàõ. Ýòîò êîýôôèöèåíò çàâèñèò îò ìà-
òåðèàëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë è ñîñòîÿíèÿ èõ ïîâåðõíîñòåé. ×åì òâåðæå ïî-
âåðõíîñòè, òåì ìåíüøå âäàâëèâàíèå è òåì ìåíüøå òðåíèå êà÷åíèÿ. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî âäàâëèâàíèå óìåíüøàåòñÿ òàêæå ïðè óìåíüøåíèè ìàññû
øàðà è óâåëè÷åíèè åãî ðàäèóñà, ÷òî è âûðàæàåò ôîðìóëà (4.98).

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñêàòûâàíèÿ øàðà èëè öèëèíäðà ïî íàêëîííîé ïëîñêîñ-
òè, à òàêæå èõ êà÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ñèëû òÿãè ìû ïðåíåáðåãëè
ñèëîé òðåíèÿ êà÷åíèÿ è ïîëüçîâàëèñü ìîäåëüþ àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà, êî-

òîðîå êàòèòñÿ ïî àáñîëþòíî òâåðäîé ïîâåðõíîñòè.

N
º

N
º

Φ
º

Φ
º

ΦN Φòð−

J
-----------------------

∆lmg RFòð−

J
-----------------------------------

=

μêN

R
-----------
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ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

4.1. Ïëàñòèíà â ôîðìå êâàäðà-
òà ABCD ñî ñòîðîíîé a = 20 ñì
ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ n = 4 c–1 (4 îáî-
ðîòà â ñåêóíäó) âîêðóã îñè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè
ïëàñòèíû è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó D. ×åìó ðàâíû ìîäóëè
ñêîðîñòè òî÷åê A è B, à òàêæå
öåíòðà êâàäðàòà?
4.2. Æåëåçíîäîðîæíûé âàãîí
êàòèòñÿ ïî ðåëüñàì. Åñòü ëè íà
êîëåñå âàãîíà òî÷êè, ìãíîâåííàÿ
ñêîðîñòü êîòîðûõ â íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà: à) ðàâíà
íóëþ, á) íàïðàâëåíà íàâñòðå÷ó
äâèæåíèþ âàãîíà?
4.3. Òåëî ðàâíîìåðíî âðàùàåò-
ñÿ, äåëàÿ â ìèíóòó 20,5 îáîðî-
òîâ. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ
òåëî çà 2 ñ? Âûðàçèòå â ðàäèà-
íàõ è ãðàäóñàõ.
4.4. Òåëî âðàùàåòñÿ ðàâíîóñêî-
ðåííî èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñ óã-
ëîâûì óñêîðåíèåì β = 40 ðàä/ñ2.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü
òåëà ÷åðåç T = 5 ñ îò íà÷àëà
âðàùåíèÿ? Ñêîëüêî îáîðîòîâ
ñäåëàåò òåëî çà 5 ñ?
4.5. Ðîòîð öåíòðèôóãè íà÷èíà-
åò âðàùàòüñÿ ñ íåêîòîðûì óñ-
êîðåíèåì è ÷åðåç 40 ñ äîñòèãà-
åò óãëîâîé ñêîðîñòè 2000 ðàä/ñ.
×åìó ðàâíî ñðåäíåå óãëîâîå
óñêîðåíèå ðîòîðà çà 40 ñ?
4.6. Óãëîâîå óñêîðåíèå òåëà
îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

β =  äëÿ ëþáûõ t

è ∆t. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î õà-
ðàêòåðå âðàùåíèÿ òåëà?

4.7. Äâå ïàðàëëåëüíûå äîñêè
äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ñ îäèíàêîâûìè ïî ìî-
äóëþ ñêîðîñòÿìè v. Ìåæäó äî-
ñêàìè çàæàò öèëèíäð ðàäèó-
ñîì R. Ïðîñêàëüçûâàíèå ìåæäó
öèëèíäðîì è äîñêàìè îòñóòñò-
âóåò. ×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ öèëèíäðà îò-
íîñèòåëüíî åãî îñè? ×åìó ðàâíà
ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ öèëèíäðà?
4.8. Êðèâîøèï OC, âðàùàÿñü ñ
ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
Ω, ïðèâîäèò â äâèæåíèå êîëåñî
ðàäèóñîì R, êàòÿùååñÿ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ ïî íåïîäâèæíîìó
êîëåñó ðàäèóñîì R′ (ðèñ. 4.25).
×åìó ðàâåí ìîäóëü ñêîðîñòè
òî÷êè B êàòÿùåãîñÿ êîëåñà?
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ êîëåñà âîêðóã åãî
öåíòðà?

4.9. ßâëÿåòñÿ ëè ìîìåíò èíåð-
öèè òåëà àääèòèâíîé âåëè÷è-
íîé?
4.10. Òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òâåðäóþ íåâåñîìóþ êâàäðàòíóþ
ðàìêó ñî ñòîðîíîé êâàäðàòà a;
â âåðøèíàõ êâàäðàòà íàõîäÿò-

ω t ∆t+( ) ω t( )−

∆t
------------------------------------------

Ðèñ. 4.25
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ñÿ ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ìàññà-
ìè m. ×åìó ðàâåí ìîìåíò èíåð-
öèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè, êîòî-
ðàÿ: à) ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ
òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñ-
êîñòè êâàäðàòà, á) ÿâëÿåòñÿ
äèàãîíàëüþ êâàäðàòà, â) ïðî-
õîäèò ÷åðåç âåðøèíó êâàäðàòà
ïåðïåíäèêóëÿðíî ê åãî ïëîñ-
êîñòè, ã) ïðîõîäèò ÷åðåç âåð-
øèíó êâàäðàòà ïàðàëëåëüíî
åãî äèàãîíàëè?
4.11. ×åìó ðàâåí ìîìåíò èíåð-
öèè êóáà îòíîñèòåëüíî ïåðïåí-
äèêóëÿðà ê ãðàíè, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç åå öåíòð? Ìàññà êóáà m,
äëèíà ðåáðà a.
4.12. ×åìó ðàâåí ìîìåíò èíåð-
öèè êóáà îòíîñèòåëüíî åãî ðåá-
ðà? Ìàññà êóáà m, äëèíà ðåá-
ðà a.
4.13. Òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òâåðäûé íåâåñîìûé ñòåðæåíü, íà
êîíöàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ øà-
ðû ìàññàìè m è ðàäèóñàìè r.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
øàðîâ l. ×åìó ðàâåí ìîìåíò
èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ñòåðæíþ
è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ
òåëà?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Èñêîìûé ìîìåíò
èíåðöèè ñêëàäûâàåòñÿ èç ìîìåíòîâ
èíåðöèè êàæäîãî øàðà îòíîñèòåëüíî
ðàññìàòðèâàåìîé îñè.
4.14. ×åìó ðàâåí ìîìåíò èíåð-
öèè øàðà ìàññîé m è ðàäè-
óñîì r îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,
ÿâëÿþùåéñÿ êàñàòåëüíîé ê ïî-
âåðõíîñòè øàðà?
4.15. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî äèà-
ìåòð çåìíîé îðáèòû. Â êàêèõ
ïðåäåëàõ èçìåíÿåòñÿ ìîìåíò
èíåðöèè çåìíîãî øàðà îòíîñè-
òåëüíî âûáðàííîãî äèàìåòðà

çà âðåìÿ îáîðîòà Çåìëè âîêðóã
Ñîëíöà? Ìàññà Çåìëè m, ðà-
äèóñ çåìíîãî øàðà r, ðàäèóñ
îðáèòû R.
4.16. Òåëî — íåâåñîìûé òâåð-
äûé ñòåðæåíü äëèíîé l, íà êîí-
öàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ìàòå-
ðèàëüíûå òî÷êè ìàññàìè m1 è
m2. Íàéäèòå öåíòð ìàññ òåëà,
íå ïîëüçóÿñü óñëîâèåì ðàâíî-
âåñèÿ ìîìåíòîâ ñèë òÿæåñòè,
íî èñïîëüçóÿ òåîðåìó Øòåéíå-
ðà äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè òåëà.
4.17. Íà êîíöàõ íèòè, ïåðåêè-
íóòîé ÷åðåç áëîê, ïîäâåøåíû
ãðóçû ìàññàìè m1 è m2. Íàé-
äèòå óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ
ñèñòåìû ãðóçîâ â ñëó÷àå, êîãäà
ìàññîé áëîêà ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Èñêîìîå óñêîðåíèå

åñòü .

4.18. Ðåøèòå ïðåäûäóùóþ çà-
äà÷ó, ó÷èòûâàÿ ìàññó áëîêà m.
4.19. Òåëî â âèäå òâåðäîãî íå-
âåñîìîãî ñòåðæíÿ äëèíîé l ñ
ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè ìàñ-
ñàìè m íà êîíöàõ âðàùàåòñÿ
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω âîêðóã
z-îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
ìàññ C, êàê ïîêàçàíî íà ðè-

m1a1 m2a2+

m1 m2+
-----------------------------------

º º

Ðèñ. 4.26
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ñóíêå 4.26; AC = BC. ×åìó
ðàâåí ìîäóëü ìîìåíòà èì-
ïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè B? Êóäà íàïðàâëåí ýòîò
ìîìåíò? Íàéäèòå òàêæå ìî-
ìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñè-
òåëüíî z-îñè.
4.20. ×åìó ðàâåí ìîäóëü ìîìåí-
òà èìïóëüñà ïðàâîé ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè íà ðèñóíêå 4.26,
ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîñèòåëü-
íî òî÷êè B? Êóäà íàïðàâëåí
ýòîò ìîìåíò? Òå æå âîïðîñû
äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè C.
4.21. Òî÷èëüíûé êàìåíü ìàññîé
m = 2 êã â ôîðìå öèëèíäðà ðà-
äèóñîì r = 10 ñì óñêîðÿþò ïðè
ïîñòîÿííîì óñêîðåíèè äî óãëî-
âîé ñêîðîñòè ω = 4000 ðàä/ñ çà
âðåìÿ T = 4 ñ. Íàéäèòå ìîìåíò
ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùå-
íèÿ òî÷èëüíîãî êàìíÿ, êîòîðûé
äîëæåí ñîçäàâàòü äâèãàòåëü.
4.22. Êîëåñî ìàññîé m è ðàäè-
óñîì r ñòîèò âåðòèêàëüíî íà
ïîëó, êàñàÿñü ñòóïåíüêè âûñî-
òîé h (h < r). Êàêóþ ìèíèìàëü-
íóþ ñèëó â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè íàäî ïðèëîæèòü ê
îñè êîëåñà, ÷òîáû îíî âêàòè-
ëîñü íà ñòóïåíüêó?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
ìîìåíòû äåéñòâóþùèõ íà êîëåñî ñèë
îòíîñèòåëüíî òî÷êè êàñàíèÿ êîëåñà
ñî ñòóïåíüêîé.
4.23. Ðîòîð öåíòðèôóãè èìååò ìî-
ìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè
âðàùåíèÿ, ðàâíûé J = 0,03 êãæì2.
Îí âðàùàåòñÿ, äåëàÿ n = 250 îáî-
ðîòîâ â ñåêóíäó. Ïîä äåéñòâèåì
ìîìåíòà ñèë òðåíèÿ Φ = 0,5 Íæì
ðîòîð îñòàíàâëèâàåòñÿ. Êàêîå
âðåìÿ ïîòðåáîâàëîñü äëÿ åãî
îñòàíîâêè? ×åìó ðàâíî ÷èñëî

îáîðîòîâ, êîòîðîå ðîòîð óñïåë
ñîâåðøèòü äî îñòàíîâêè?
4.24. Òåëî, ïðåäñòàâëåííîå â
çàäà÷å 4.10, âðàùàåòñÿ ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ ω âîêðóã îñè,
êîòîðàÿ: à) ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð ìàññ òåëà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ê ïëîñêîñòè êâàäðàòà,
á) ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ êâàä-
ðàòà. ×åìó ðàâíû ìîìåíòû
èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî
óêàçàííûõ îñåé?
4.25. Â öåíòðå ãîðèçîíòàëüíîé
ïëàòôîðìû ìàññîé M, èìåþ-
ùåé ôîðìó äèñêà ðàäèóñîì R,
çàêðåïëåí êóá ìàññîé m ñî ñòî-
ðîíîé ðåáðà a. Ïëàòôîðìà ñ êó-
áîì âðàùàåòñÿ âîêðóã âåðòèêàëü-
íîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.
×åìó ðàâåí ìîìåíò èìïóëüñà
ñèñòåìû «ïëàòôîðìà—êóá» îò-
íîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ?
4.26. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëàòôîð-
ìà ìàññîé M è ðàäèóñîì R âðà-
ùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.
Íà êðàþ ïëàòôîðìû ñòîèò ÷å-
ëîâåê ìàññîé m. Ñ êàêîé óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ áóäåò âðàùàòüñÿ
ïëàòôîðìà, åñëè ÷åëîâåê ïåðå-
ìåñòèòñÿ â òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ
íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà
ïëàòôîðìû? ×åëîâåêà ìîæíî
çäåñü ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòå-
ðèàëüíóþ òî÷êó.
4.27. ×åëîâåê ìàññîé m íàõî-
äèòñÿ íà íåïîäâèæíîé êðóãëîé
ïëàòôîðìå ìàññîé M è ðàäè-
óñîì R, êîòîðàÿ ìîæåò âðà-
ùàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè
ñèììåòðèè ïëàòôîðìû. Ñ êàêîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ áóäåò âðà-
ùàòüñÿ ïëàòôîðìà, åñëè ÷åëîâåê
íà÷íåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñ-
òè ðàäèóñîì r ñî ñêîðîñòüþ v
îòíîñèòåëüíî ïëàòôîðìû?
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Ï î ä ñ ê à ç ê à. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â
íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ìîäóëü
ñêîðîñòè äâèæóùåãîñÿ ïî ïëàòôîðìå
÷åëîâåêà ðàâåí (v º ωr), ãäå ω — èñ-
êîìàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïëàòôîðìû.
4.28. Ê êðàþ êðóãëîé ïëàòôîð-
ìû ìàññîé M è ðàäèóñîì R ïîä-
âåøåí íà íèòè äëèíîé l (l n R)
øàðèê ìàññîé m. Ïëàòôîðìà âðà-
ùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.
Ñ êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ áó-
äåò âðàùàòüñÿ ïëàòôîðìà, åñëè
íèòü âäðóã îáîðâåòñÿ?
4.29. Âîë÷îê ìàññîé 150 ã âðà-
ùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
160 ðàä/ ñ. Îñü âîë÷êà ïðåöåñ-
ñèðóåò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
0,8 ðàä/ñ. ×åìó ðàâåí ìîìåíò
èíåðöèè âîë÷êà, åñëè åãî öåíòð
ìàññ íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
5 ñì îò òî÷êè êàñàíèÿ âîë÷êà ñ
ïîëîì?
4.30. Ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ
óãëîì íàêëîíà α = 30° êàòèòñÿ

áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ îáðó÷,
òîëùèíà êîòîðîãî ìíîãî ìåíü-
øå åãî ðàäèóñà. ×åìó ðàâíî
óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ îáðó÷à?
Êàêîìó óñëîâèþ äîëæåí óäîâ-
ëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ μ îáðó÷à ïî ïëîñ-
êîñòè, ÷òîáû îáðó÷ êàòèëñÿ áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ?
4.31. Â çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé
áûë èñïîëüçîâàí ðèñóíîê 4.23,
íóæíî ó÷åñòü ìàññó m áëîêà è
íàéòè: à) óñêîðåíèå ãðóçà, á) ñè-
ëû íàòÿæåíèÿ íèòè ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò áëîêà, â) óñëîâèå,
êîòîðîìó äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ μ öèëèíäðà ïî ïëîñêîñòè,
÷òîáû öèëèíäð êàòèëñÿ áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ.
4.32. Öèëèíäð èëè øàð áûñòðåå
ñêàòèòñÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñ-
òè? Çàâèñèò ëè îòâåò îò ìàññû è
ðàäèóñà ñêàòûâàþùèõñÿ òåë?
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5
РАБОТА И ЭНЕРГИЯ

5.1. ×ÒÎ ÅÑÒÜ ÝÍÅÐÃÈß?

Ìû øèðîêî ïîëüçóåìñÿ ñëîâîì «ýíåðãèÿ». Íà êàæäîì øàãó
ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ðàçíûìè âèäàìè ýíåðãèè. Îäíàêî íå òàê-òî
ïðîñòî äàòü èñ÷åðïûâàþùåå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ýíåðãèè.

5.1.1. «Энергейя» в переводе с греческого
означает «деятельность»

Ñàìà ïî ñåáå ýíåðãèÿ íå åñòü äåÿòåëüíîñòü. Íî áåç íåå íèêà-
êàÿ äåÿòåëüíîñòü íåâîçìîæíà. Âñå, ÷òî ñîòâîðèëè ëþäè, ñîçäàíî
íå òîëüêî èõ ðàçóìîì, íî è ñ ïîìîùüþ ýíåðãèè. È ôóíêöèîíèðóåò
âñå ñîçäàííîå ÷åëîâåêîì òîæå áëàãîäàðÿ ýíåðãèè. Ðàáîòàþò çàâî-
äû è êîìáèíàòû, ì÷àòñÿ àâòîìîáèëè è ïîåçäà, ëåòÿò àâèàëàéíåðû
è ðàêåòû, âåùàþò ðàäèîñòàíöèè è òåëåñòóäèè — âåçäå èñïîëüçó-
åòñÿ ýíåðãèÿ. Â êàæäûé äîì ïîñòóïàåò ïî ýëåêòðè÷åñêèì ïðîâî-
äàì ýíåðãèÿ. Ïîâåðíóòü ïåðåêëþ÷àòåëü íà ðàñïðåäåëèòåëüíîì
ùèòå è «îáåñòî÷èòü» êâàðòèðó — ýòî çíà÷èò ëèøèòü åå ýíåðãèè è
òåì ñàìûì ïðåêðàòèòü ôóíêöèîíèðîâàíèå îñâåòèòåëåé è íàãðåâà-
òåëåé, õîëîäèëüíèêà è ñòèðàëüíîé ìàøèíû, òåëåâèçîðà è êîìïüþ-
òåðà.

×òîáû ñîâåðøàëèñü ìíîãîîáðàçíûå ïðîöåññû â íàøåì îðãà-
íèçìå, íåîáõîäèìà ýíåðãèÿ. Ìû ïîëó÷àåì åå âìåñòå ñ ïèùåé.
Èíîãäà ÷åëîâåê âäðóã íà÷èíàåò îùóùàòü ðåçêèé óïàäîê ñèë è
äîëæåí ñðî÷íî ñúåñòü õîòÿ áû êóñîê ñàõàðà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãî-
âîðÿò, ÷òî ó íåãî îáíàðóæèëàñü «ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÿìà», ò. å. åìó
íå õâàòàåò ýíåðãèè.

Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà âñå áîëåå îáîñòðÿ-
åòñÿ ïðîáëåìà èñïîëüçîâàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ è ïîèñêà íîâûõ èñ-
òî÷íèêîâ ýíåðãèè. Åñòü ñïåöèàëüíàÿ íàóêà, íàçûâàåìàÿ ýíåðãå-
òèêîé. Îíà èçó÷àåò âîïðîñû ïîëó÷åíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåäà-



211

÷è, èñïîëüçîâàíèÿ ýíåðãèè. Ìåðîé òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà è
ìàòåðèàëüíîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ ñòðàíû ñëóæèò ñðåäíÿÿ ïîòðåáëÿå-
ìàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ â ãîä íà îäíîãî ÷åëîâåêà.

Ýíåðãèÿ îáåñïå÷èâàåò íå òîëüêî äåÿòåëüíîñòü ëþäåé, íî è «äå-
ÿòåëüíîñòü ïðèðîäû». Òå÷åíèå ðåê è äâèæåíèå îáëàêîâ, âûïàäåíèå
îñàäêîâ è òàÿíèå ñíåãîâ, âîçíèêíîâåíèå âåòðîâ è òàéôóíîâ, îáðà-
çîâàíèå ãîð è ðàçðóøåíèå ãîðíûõ ìàññèâîâ, çåìëåòðÿñåíèÿ è èç-
âåðæåíèÿ âóëêàíîâ, æèçíåäåÿòåëüíîñòü ðàñòåíèé è æèâîòíûõ —
âñå ýòî ïðîèñõîäèò áëàãîäàðÿ ýíåðãèè. Åå èñòî÷íèêîì ÿâëÿþòñÿ
ñîëíå÷íîå èçëó÷åíèå è çåìíûå íåäðà.

5.1.2. Энергия существует в разных видах
и превращается из одного вида в другой

Åñòü íå îäíà, à ìíîãî ðàçíûõ ýíåðãèé. Åñòü êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ (ýíåðãèÿ äâèæóùåãîñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ òåëà). Åñòü
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà, ïîäíÿòîãî íàä çåìëåé, è ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàííîãî òåëà, íàïðèìåð, ñæàòîé ïðóæèíû.
Åñòü âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ òåëà, çàâèñÿùàÿ îò åãî òåìïåðàòóðû (åå
íàçûâàþò òàêæå òåïëîâîé ýíåðãèåé). Åñòü õèìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ñî-
äåðæàùàÿñÿ â ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèÿõ è, â ÷àñòíîñòè,
â ãîðþ÷èõ èñêîïàåìûõ è ïèùåâûõ ïðîäóêòàõ. Åñòü ýëåêòðè÷åñêàÿ,
ñâåòîâàÿ, çâóêîâàÿ, àòîìíàÿ ýíåðãèè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: îá îäíîé ëè è òîé æå ôèçè÷åñêîé âå-
ëè÷èíå ñëåäóåò ãîâîðèòü âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ? Íå èìååì

ëè ìû äåëî ñ ðàçíûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå, ê òîìó
æå, îïèñûâàþòñÿ ðàçíûìè ôîðìóëàìè?

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò îá îäíîé è òîé æå ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíå, êîòîðàÿ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ðàçíûõ âèäàõ.
Äîêàçàòåëüñòâîì òîìó ñëóæèò ñïîñîáíîñòü ýíåðãèè ïðåâðàùàòü-
ñÿ èç îäíîãî âèäà â äðóãîé, ñîõðàíÿÿñü â êîëè÷åñòâåííîì îòíî-
øåíèè.

Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäÿò âî âñåõ ïðîöåññàõ â ïðèðîäå
è òåõíèêå. Ìîæíî ïîëó÷èòü ýíåðãèþ â îäíîì âèäå, õðàíèòü åå â
äðóãîì, ïåðåäàâàòü â òðåòüåì, ðàñõîäîâàòü â ÷åòâåðòîì (èëè äàæå
â íåñêîëüêèõ âèäàõ). Òàê, ìîæíî ïîëó÷èòü ýíåðãèþ â âèäå ýëåêò-
ðè÷åñêîé ýíåðãèè (âîñïîëüçîâàâøèñü îáû÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé ðî-
çåòêîé), õðàíèòü åå â àêêóìóëÿòîðå â âèäå õèìè÷åñêîé ýíåðãèè è
ðàñõîäîâàòü â âèäå ñâåòîâîé ýíåðãèè (â îñâåòèòåëÿõ), òåïëîâîé
ýíåðãèè (â ýëåêòðîíàãðåâàòåëÿõ), êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (â ýëåê-
òðîäâèãàòåëÿõ, íàïðèìåð, â ñòèðàëüíîé ìàøèíå).

Ìû ñèäèì ó êîñòðà. Áåðåì â ðóêó ñóõóþ âåòêó. Â íåé õðàíèòñÿ
õèìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ êîãäà-òî áûëà ñâåòîâîé ýíåðãèåé ñîë-
íå÷íûõ ëó÷åé. Êëàäåì âåòêó â îãîíü, è îíà âñïûõèâàåò. Ó íàñ íà

?
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ãëàçàõ çàïàñåííàÿ â âåòêå õèìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
ñâåòîâóþ è òåïëîâóþ ýíåðãèè. Êàêàÿ-òî ÷àñòü ïðåâðàùàåòñÿ â çâó-
êîâóþ ýíåðãèþ (âåòêà ïîòðåñêèâàåò), à êàêàÿ-òî — â êèíåòè÷å-
ñêóþ (âåòêà âçäðàãèâàåò è âûãèáàåòñÿ).

5.1.3. Энергия способна накапливаться и храниться

Ìîæíî ëè íàêîïèòü è õðàíèòü, íàïðèìåð, ñèëó? Åùå Íüþòîí
îòìå÷àë, ÷òî «ñèëà ïî ïðåêðàùåíèè äåéñòâèÿ íà òåëî íå îñòàåòñÿ
â òåëå». Ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ «íàêà÷àòü ñèëó» â êàêîì-ëèáî
òðåíàæåðíîì çàëå, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè ïðè íåîáõîäèìîñòè åå
«ðàñõîäîâàòü».

À âîò ýíåðãèþ ìîæíî «íàêà÷àòü», ìîæíî õðàíèòü åå è ðàñõî-
äîâàòü. Ýòî êàê ðàç è ïðîèñõîäèò, êîãäà çàðÿæàþò ýëåêòðè÷åñêèé
àêêóìóëÿòîð, ñæèìàþò ïðóæèíó èëè ïðîñòî ïîäíèìàþò òåëî íàä
çåìëåé. Âî âñåõ ýòèõ òåëàõ ýíåðãèÿ íàêàïëèâàåòñÿ è ìîæåò ñîõðà-
íÿòüñÿ êàêîå-òî âðåìÿ. Ïîòîì àêêóìóëÿòîð ðàçðÿäèòñÿ, ïðóæèíà
ðàñïðÿìèòñÿ, òåëî áóäåò ïàäàòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî õðàíèâøàÿñÿ â
òåëàõ ýíåðãèÿ áóäåò èçðàñõîäîâàíà, à òî÷íåå ñêàçàòü, ïðåâðàòèòñÿ
â ýíåðãèþ äðóãîãî âèäà, áóäåò ïåðåäàíà äðóãèì òåëàì.

Íåëüçÿ ãîâîðèòü î «çàïàñå ñèëû», íî ìîæíî ãîâîðèòü î çàïàñå
ýíåðãèè. Ñâåòîâàÿ ýíåðãèÿ ñîëíå÷íûõ ëó÷åé ïðåâðàòèëàñü â ôîðìè-
ðîâàâøèåñÿ íà ïëàíåòå âåêàìè ýíåðãîíîñèòåëè — óãîëü, ãàç, íåôòü.
Çàïàñû ýíåðãîíîñèòåëåé — ýòî, ïî ñóòè äåëà, è åñòü çàïàñû ýíåð-
ãèè, ñóùåñòâóþùèå â äàííîì ñëó÷àå â âèäå õèìè÷åñêîé ýíåðãèè.

Ñëîâî «ýíåðãîíîñèòåëü» íå äîëæíî ñîçäàâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ
îá ýíåðãèè êàê î íåêîåé ìàòåðèàëüíîé ñóáñòàíöèè. Ìàòåðèàëü-
íîé ñóáñòàíöèåé ÿâëÿåòñÿ íå ñàìà ýíåðãèÿ, à ýíåðãîíîñèòåëü, ò. å.
âåùåñòâî, îáëàäàþùåå îïðåäåëåííîé ñïîñîáíîñòüþ. Íàïðèìåð,
ñïîñîáíîñòüþ ïðèâîäèòü â äåéñòâèå äâèãàòåëü àâòîìîáèëÿ. Ýòó
ñïîñîáíîñòü (ñïîñîáíîñòü ïðèâåñòè â äåéñòâèå äâèãàòåëü èëè, â îá-
ùåì ñëó÷àå, ñîâåðøèòü êàêóþ-òî ðàáîòó) ñëåäóåò ðàññìàòðè-
âàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè ýíåðãèè.

Ïîñêîëüêó â êóñêå óãëÿ õðàíèòñÿ êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ýíåðãèè,
òî ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ïî ñæèãàíèè óãëÿ ýíåðãèÿ èñ÷åçíåò, áó-
äó÷è «èçðàñõîäîâàíà». Óòî÷íèì: èñ÷åçíåò êóñîê óãëÿ, íî ñîäåð-
æàâøàÿñÿ â íåì ýíåðãèÿ îòíþäü íå èñ÷åçíåò. Îíà èçìåíèò âèä è
ïåðåéäåò ê äðóãèì òåëàì. Õèìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êóñêà óãëÿ ïðåâðà-
òèòñÿ â òåïëîâóþ ýíåðãèþ îêðóæàþùåãî âîçäóõà è êàìèíà, âíóòðè
êîòîðîãî ñãîðåë òîò óãîëü.

Ñèëà ðîæäàåòñÿ è èñ÷åçàåò; îíà ðîæäàåòñÿ, êîãäà âîçíèêàåò
âçàèìîäåéñòâèå òåë, è èñ÷åçàåò, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ïðåêðàùàåòñÿ.

Ýíåðãèÿ íå ðîæäàåòñÿ è íå èñ÷åçàåò; îíà ïåðåõîäèò îò îä-
íèõ òåë ê äðóãèì, ïðåâðàùàåòñÿ èç îäíîãî âèäà â äðóãîé, îñòà-
âàÿñü ïðè ýòîì íåèçìåííîé â êîëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèè.
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Òàêîâà ñóùíîñòü îäíîãî èç íàèáîëåå âàæíûõ çàêîíîâ ïðèðî-
äû — çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ íå-
óíè÷òîæèìà ïîäîáíî òîìó, êàê íåóíè÷òîæèìî ïðîÿâëÿþùååñÿ â
ðàçíûõ ôîðìàõ äâèæåíèå ìàòåðèè.

5.1.4. Энергия как общая мера
различных форм движения материи

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñêîðîñòü åñòü ìåðà (êîëè÷åñòâåííàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà) áûñòðîòû èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ òåëà, óñêîðåíèå —
ìåðà áûñòðîòû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè, ñèëà — ìåðà äåéñòâèÿ îäíîãî
òåëà íà äðóãîå, ìàññà — ìåðà èíåðòíîñòè ïîñòóïàòåëüíî äâèæó-
ùåãîñÿ òåëà, ìîìåíò èíåðöèè — ìåðà èíåðòíîñòè âðàùàþùåãîñÿ
òåëà. À êàê îòíîñèòüñÿ ê ýíåðãèè? Ìåðîé ÷åãî îíà ÿâëÿåòñÿ? Ìî-
æåò áûòü, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ýíåðãèþ ìåðîé äâèæåíèÿ?

Íà ïðîòÿæåíèè âåêîâ îáñóæäàëñÿ âîïðîñ î òîì, ÷òî ñëåäóåò
ïîëàãàòü «ìåðîé äâèæåíèÿ». Ïåðâàÿ ïîïûòêà îïðåäåëèòü «ìåðó
äâèæåíèÿ» áûëà ïðåäïðèíÿòà Ãàëèëåî Ãàëèëååì, êîòîðûé ââåë
äëÿ íåå ñïåöèàëüíóþ âåëè÷èíó, íàçâàííóþ èì «ìîìåíòîì» (îò ëà-
òèíñêîãî momentum, îçíà÷àþùåãî «äâèæóùàÿ ñèëà, òîë÷îê»). Ðå-
íå Äåêàðò ïîëàãàë ìåðîé äâèæåíèÿ ïðîèçâåäåíèå ìàññû òåëà íà
åãî ñêîðîñòü mv, ò. å. èìïóëüñ (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ) òåëà. Ãîòô-
ðèä Ëåéáíèö íå ñîãëàñèëñÿ ñ ýòèì è âûáðàë â êà÷åñòâå ìåðû äâè-
æåíèÿ âåëè÷èíó mv2, íàçâàâ åå «æèâîé ñèëîé». Ãþñòàâ Êîðèîëèñ

ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü ìåðîé äâèæåíèÿ âåëè÷èíó , íàçûâàåìóþ

íûíå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Ãåðìàí Ãåëüìãîëüö ðàñøèðèë ïðåä-
ñòàâëåíèå î ìåðå äâèæåíèÿ, äîïîëíèâ «æèâóþ ñèëó» Ëåéáíèöà
«íàïðÿæåííîé ñèëîé» (ïðîîáðàçîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè). Îí
ïèñàë: «Åñëè æèâàÿ ñèëà ïðîÿâëÿåò ñåáÿ òîëüêî â äâèæåíèè òåë,

òî íàïðÿæåííàÿ ñèëà — â óïðóãèõ, õèìè÷åñêèõ, ýëåêòðè÷åñêèõ è

äðóãèõ ÿâëåíèÿõ». Ñàì òåðìèí «ýíåðãèÿ» â ñìûñëå, áëèçêîì ê ñîâ-
ðåìåííîìó, ââåë â íàóêó Òîìàñ Þíã. Ïîääåðæèâàÿ òî÷êó çðåíèÿ
Ëåéáíèöà, Þíã â ñâîèõ «Ëåêöèÿõ ïî åñòåñòâåííîé ôèëîñîôèè» îò-
ìå÷àë: «Ïðîèçâåäåíèå ìàññû òåëà íà êâàäðàò åãî ñêîðîñòè åñòå-
ñòâåííî íàçûâàòü ýíåðãèåé».

Îòêðîåì ñîâðåìåííóþ ýíöèêëîïåäèþ íà ñëîâå «ýíåðãèÿ». ×è-
òàåì: «Ýíåðãèÿ — îáùàÿ ìåðà ðàçëè÷íûõ ôîðì äâèæåíèÿ ìàòå-

ðèè… Âñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïî-
íÿòèå ýíåðãèè ñâÿçûâàåò âîåäèíî âñå ÿâëåíèÿ ïðèðîäû». Ïî ñó-
òè äåëà, òàêîå îáùåå îïðåäåëåíèå ýíåðãèè ëîãè÷åñêè âûòåêàåò
óæå èç òîãî, ÷òî äâèæåíèå ìàòåðèè ðåàëèçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ
ôîðìàõ, êîòîðûå, áóäó÷è âçàèìîñâÿçàííûìè, ïåðåõîäÿò äðóã â
äðóãà. Êîëü ñêîðî ýòî òàê, òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü íå÷òî, ÷òî

mv2
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-----------
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ñâÿçûâàëî áû ìåæäó ñîáîé ðàçíûå ôîðìû äâèæåíèÿ ìàòåðèè,
íå÷òî ñîõðàíÿþùååñÿ ïðè âçàèìíûõ ïåðåõîäàõ. Ýòèì «íå÷òî» åñ-
òåñòâåííî ñ÷èòàòü ýíåðãèþ — ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, ñóùåñòâóþ-
ùóþ â ðàçíûõ âèäàõ è ñïîñîáíóþ ïðåâðàùàòüñÿ èç îäíîãî âèäà
â äðóãîé, ïåðåäàâàòüñÿ îò òåëà ê òåëó, ñîõðàíÿÿñü â êîëè÷åñò-
âåííîì îòíîøåíèè.

×òîáû ïåðåéòè îò îáùèõ çàìå÷àíèé îá ýíåðãèè ê êîíêðåòíîé
ðàáîòå ñ ýòîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, ïðîäîëæèì ðàçãîâîð î ñèëå
è ââåäåì ñâÿçàííóþ ñ íåé ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ðà-
áîòîé ñèëû.

5.2. ÐÀÁÎÒÀ ÑÈËÛ

Ïîíÿòèå ðàáîòû øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ÷åëîâå÷åñêîé ïðàêòè-
êå. Ôàêòè÷åñêè ëþáîé âèä äåÿòåëüíîñòè ñâÿçûâàþò ñ ðàáîòîé. Ðà-
áîòàþò êîìáàéíåð â ïîëå, ðàáî÷èé ó ñòàíêà, øîôåð çà ðóëåì àâ-
òîìîáèëÿ, ó÷èòåëü ó äîñêè â êëàññå, ðóêîâîäèòåëü ïðåäïðèÿòèÿ â
ñâîåì êàáèíåòå, ïèñàòåëü çà ïèñüìåííûì ñòîëîì è òàê äàëåå, è òàê
äàëåå. Âñå îíè òàê èëè èíà÷å òðóäÿòñÿ. Ñëîâî «òðóä» ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ ñèíîíèìîì ñëîâà «ðàáîòà».

Ìû æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàáîòó ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè.
Êîíêðåòíåå ãîâîðÿ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàáîòó ñèëû.

5.2.1. Работа постоянной силы
на прямолинейном участке пути

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà , è òî÷êà ïðèëî-
æåíèÿ ñèëû ïåðåìåùàåòñÿ (âìåñòå ñ òåëîì) ïî íåêîòîðîé òðàåêòî-

ðèè îò òî÷êè M äî òî÷êè N. Âîçìîæíû ðàçíûå ñëó÷àè. Ñèëà 
ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé ïî íàïðàâëåíèþ è ìîäóëþ, íî ìîæåò áûòü
ïåðåìåííîé (èçìåíÿþùåéñÿ ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ
ñèëû îò M ê N). Òðàåêòîðèÿ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû ìîæåò áûòü
ïðÿìîëèíåéíîé, íî ìîæåò áûòü è êðèâîëèíåéíîé.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèëà  ïîñòîÿííà, à
òðàåêòîðèÿ òî÷êè åå ïðèëîæåíèÿ ïðÿìîëèíåéíà.

Ðàáîòà ïîñòîÿííîé ñèëû  íà ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå ïóòè
äëèíîé s ðàâíà

A = Fs cos β, (5.1)
ãäå β — óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñèëû è íàïðàâëåíèåì, â êàêîì
ïåðåìåùàëàñü òî÷êà åå ïðèëîæåíèÿ.

F
º

F
º

F
º

F
º
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Åñëè óêàçàííûå íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò (β = 0), ôîðìóëà (5.1)
ïðèíèìàåò âèä:

A = Fs. (5.2)

Åñëè 0 m β < , òî cosβ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, A > 0. Â ýòîì ñëó÷àå

ãîâîðÿò, ÷òî ñèëà ñîâåðøèëà ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó íà ïóòè s.

Åñëè β = , òî A = 0, ò. å. ñèëà íå ñîâåðøèëà ðàáîòû íà ïóòè s.

Åñëè  < β m π, òî A < 0 — ñèëà ñîâåðøèëà íà ïóòè s îòðèöà-

òåëüíóþ ðàáîòó.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé

ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî îíà êóäà-òî íàïðàâ-
ëåíà.

Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì «ðàáîòà ñèëû íà ó÷àñòêå ïóòè» èñïîëü-
çóåòñÿ ïîíÿòèå «ðàáîòà ñèëû íà ïåðåìåùåíèè». Ïåðåìåùåíèå 
åñòü âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëüíîé òî÷êè ïóòè M â êîíå÷íóþ
òî÷êó N.

Èíà÷å ãîâîðÿ,

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5.3) (à çíà÷èò, è (5.4)) ýêâèâà-
ëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (5.1), ïîñêîëüêó äëÿ ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà 
ïóòè s = ∆r. Êîãäà òðàåêòîðèÿ òî÷êè ïðèëî-
æåíèÿ ñèëû ïðÿìîëèíåéíà, ïîíÿòèÿ «ðàáîòà
ñèëû íà ó÷àñòêå ïóòè» è «ðàáîòà ñèëû íà ïå-
ðåìåùåíèè» èìåþò, î÷åâèäíî, îäèí è òîò æå
ñìûñë. Åñëè æå òðàåêòîðèÿ òî÷êè ïðèëîæå-
íèÿ ñèëû êðèâîëèíåéíà, óêàçàííûå ïîíÿòèÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷àþòñÿ. Âåäü äëèíà s òðà-
åêòîðèè (äëèíà ïóòè) â ýòîì ñëó÷àå áîëüøå ìî-
äóëÿ ∆r ïåðåìåùåíèÿ (ðèñ. 5.1). Âïðî÷åì, ðàç-
ëè÷èå èñ÷åçàåò, åñëè ñèëà ïîñòîÿííà, î ÷åì ìû
ïîãîâîðèì íåìíîãî ïîçäíåå (â ï. 5.2.4).

Ðàáîòà ïîñòîÿííîé ñèëû  íà ïåðåìåùåíèè  ðàâíà
A = F∆rcosβ, (5.3)

ãäå β — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè  è .

ðàáîòà ïîñòîÿííîé ñèëû  íà ïåðåìåùåíèè  åñòü ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ  è :

A = æ . (5.4)
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Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà (ðèñ. 5.2). Â ïåðâîì
òåëî ìàññîé m ïîäáðîñèëè âåðòèêàëüíî ââåðõ;

îáîçíà÷èì ÷åðåç  åãî ïåðåìåùåíèå äî íåêîòî-

ðîé òî÷êè N. Âî âòîðîì òåëî ïàäàåò èç òî÷êè N

âåðòèêàëüíî âíèç; îáîçíà÷èì ÷åðåç  åãî ïåðåìå-

ùåíèå äî òî÷êè ïàäåíèÿ. Òî÷êà N íàõîäèòñÿ íà
âûñîòå h, òàê ÷òî ∆r = ∆r′ = N. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

íà òåëî äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà òÿæåñòè m .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòà ñèëà ñîâåðøèëà íà ïåðåìå-

ùåíèè  îòðèöàòåëüíóþ ðàáîòó:

A = m æ  = mgh cos π = – mgh.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñèëà m  ñîâåðøèëà íà ïåðåìåùåíèè  ïîëîæèòåëüíóþ ðà-

áîòó:

A = m æ ′ = mgh cos 0 = mgh.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Íàïîìíèì, ÷òî â ÑÈ åäèíèöà ñèëû åñòü êèëî-
ãðàìì-ìåòð íà ñåêóíäó â êâàäðàòå è èìååò ñïå-
öèàëüíîå íàçâàíèå — íüþòîí (1 Í = 1 êãæì/ñ).
Åäèíèöà ðàáîòû â ÑÈ åñòü íüþòîí-ìåòð, îíà èìååò
ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå — äæîóëü (îáîçíà÷åíèå: Äæ)
â ÷åñòü àíãëèéñêîãî ôèçèêà Äæåéìñà Äæîóëÿ;
1 Äæ = 1 Íæì.
Äæîóëü — ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ñèëîé â 1 Í ïðè ïå-
ðåìåùåíèè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû íà ðàññòîÿíèå 1 ì
â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ ñèëû.
Äæîóëü ÿâëÿåòñÿ òàêæå åäèíèöåé ýíåðãèè.

5.2.2. Работа нескольких постоянных сил

Ïóñòü íà òåëî äåéñòâóþò N ïîñòîÿííûõ ñèë ( 1, 2, …, N).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ðàáîòó ñèëû i íà ïåðåìåùåíèè  âäîëü
ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ñ ó÷åòîì (5.3) ïðåäñòàâèì:

Ai = Fi∆r cosβi = Fi∆r, (5.5)
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ãäå Fi = Fi cosβi — ïðîåêöèÿ ñèëû  íà íàïðàâëåíèå ïåðåìåùå-

íèÿ , βi — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè  è . Ïîëíàÿ ðàáîòà (ðà-

áîòà âñåõ ñèë) íà ïåðåìåùåíèè  ðàâíà

A =  = ∆r . (5.6)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ïðîåêöèé ñèë  ðàâíà ïðîåêöèè ðåçóëüòè-

ðóþùåé (ðàâíîäåéñòâóþùåé) ñèëû  íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà :

 = R. (5.7)

Òàêèì îáðàçîì,

A =  = R∆r. (5.8)

Ðåçóëüòàò (5.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü, ñ ó÷åòîì (5.4), â âèäå

A = æ  = ( 1 + 2 + … + N)æ  = æ . (5.9)

Èòàê, åñëè íà òåëî äåéñòâóþò íåñêîëüêî ñèë, òî ïîëíàÿ ðàáîòà
(ðàáîòà âñåõ ñèë) ðàâíà ðàáîòå ðåçóëüòèðóþùåé (ðàâíîäåéñò-
âóþùåé) ñèëû.

Задача (ðèñ. 5.3). Òåëî ìàññîé m ñîñêàëüçûâàåò ïî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α è êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ μ. ×åìó ðàâíà ïîëíàÿ ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä òåëîì
â ðåçóëüòàòå åãî ñîñêàëüçûâàíèÿ ñ âûñîòû h?

Íà òåëî äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè m , ñèëà ðåàêöèè îïîðû 

(N = mgcosα), ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ òð (Fòð = μN = μmg cosα).
Íà ðèñóíêå âñå ñèëû ïðèëîæåíû â îä-
íîé òî÷êå, ïîñêîëüêó òåëî äâèæåòñÿ ïî-
ñòóïàòåëüíî. Íàðÿäó ñ ñèëàìè, íà ðè-
ñóíêå ïîêàçàíî ïåðåìåùåíèå . Ïîë-
íóþ ðàáîòó íàéäåì, âîñïîëüçîâàâøèñü
ñîîòíîøåíèåì (5.8), ãäå R — ïðîåêöèÿ

ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë m , è òð íà

íàïðàâëåíèå :

R = mgsinα – Fòð = mg(sin α – μcos α).
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (5.8) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆r = , ïî-

ëó÷èì èñêîìóþ ïîëíóþ ðàáîòó A:

A = mgh(1 – μ ctgα). (5.10)

Çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, åñëè 1 l μ ctgα, ò. å. åñëè tgα l μ.
Ïðè tgα = μ òåëî áóäåò ðàâíîìåðíî ñêîëüçèòü; ïðè ýòîì ïîëîæè-
òåëüíàÿ ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè áóäåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ îòðèöà-
òåëüíîé ðàáîòîé ñèëû òðåíèÿ. Ïðè tgα < μ òåëî áóäåò ïîêîèòüñÿ
íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Ñèëà ðåàêöèè îïîðû ðàáîòû íå ñîâåðøà-

åò, ïîñêîëüêó  B .

5.2.3. Работа переменной силы
на произвольном участке пути

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé: ñèëà 
ïåðåìåííàÿ, òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû
ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîé (êðè-
âîëèíåéíîé) òðàåêòîðèè. Ðàçîáüåì
ìûñëåííî âåñü ó÷àñòîê òðàåêòîðèè îò
íà÷àëüíîé òî÷êè M äî êîíå÷íîé òî÷êè
N íà ó÷àñòêè, äîñòàòî÷íî ìàëûå, ÷òî-
áû ìîæíî áûëî íà êàæäîì èç íèõ ïî-
ëàãàòü ñèëó ïîñòîÿííîé, à òðàåêòî-

ðèþ ïðÿìîëèíåéíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i è i ñîîòâåòñòâåííî ñè-
ëó è ïåðåìåùåíèå äëÿ i-ãî ìàëîãî ó÷àñòêà (ðèñ. 5.4). Äëÿ êàæäîãî
ìàëîãî ó÷àñòêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü (5.4) è ïðåäñòàâèòü ðàáîòó
ñèëû, ñîâåðøåííîé íà i-ì ó÷àñòêå, â âèäå

∆Ai = iæ i.

Ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ ïåðåìåííîé ñèëîé  íà âñåì ó÷àñòêå îò M
äî N, ðàâíà, î÷åâèäíî, àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå ðàáîò ∆Ai ïî âñåì
ìàëûì ó÷àñòêàì:

A = ∆Ai = iæ i. (5.11)

Ìû ãîâîðèì îá àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå, ïîñêîëüêó â ñóììå (5.11) ìî-
ãóò íàõîäèòüñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå.

5.2.4. Работа постоянной силы
на произвольном участке пути

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà âñåì êðèâîëèíåéíîì ó÷àñòêå MN
òðàåêòîðèè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû ñàìà ñèëà  íå èçìåíÿåòñÿ
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íè ïî ìîäóëþ, íè ïî íàïðàâëåíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå
(5.11) ïðèíèìàåò âèä

A = æ( i). (5.12)

Âåêòîðíàÿ ñóììà i åñòü âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ íà ó÷àñòêå

(ñì. ðèñ. 5.5):

i = . (5.13)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.13) â (5.12), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (5.4) äëÿ ðàáîòû ñè-
ëû íà ïåðåìåùåíèè . Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ðàáîòà ïîñòî-
ÿííîé ñèëû íà ïðîèçâîëüíîì ó÷àñòêå ïóòè ðàâíà ðàáîòå ýòîé
ñèëû íà ïåðåìåùåíèè, ïðîâåäåííîì èç íà÷àëüíîé òî÷êè ïóòè â
êîíå÷íóþ.

Задача 1 (ðèñ. 5.6). Áðîøåííîå
ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê ãîðè-
çîíòó òåëî ìàññîé m îïèñàëî
ïàðàáîëè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ
MN è óïàëî íà êðûøó äîìà,
íàõîäÿùóþñÿ íà âûñîòå h. ×å-
ìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè
íà ó÷àñòêå ïóòè îò M äî N?

Ðå÷ü èäåò î ðàáîòå ïîñòîÿí-
íîé ñèëû (ñèëû m ), ïîýòîìó èñêîìàÿ ðàáîòà A ðàâíà ðàáîòå ñè-
ëû òÿæåñòè íà ïåðåìåùåíèè  (ñì. ðèñóíîê):

A = m æ  = mg∆r cos β,

ãäå β — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè m  è . Òàê êàê β = α + , òî

ïîëó÷àåì

A = mg∆r cos (α + ) = – mg∆r sinα = –mgh. 
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Задача 2 (ðèñ. 5.7). Òåëî ìàññîé m ñîñêàëüçûâàåò áåç òðåíèÿ
ñ ãîðêè âûñîòîé h, îïèñûâàÿ òðàåêòîðèþ MNN′, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ïðîôèëþ ãîðêè; òî÷êà N′ íàõîäèòñÿ íà âûñîòå h′ (h > h′).
×åìó ðàâíà ïîëíàÿ ðàáîòà äåéñòâóþùèõ íà òåëî ñèë íà ó÷à-
ñòêàõ ïóòè MN è MN′?

Íà òåëî äåéñòâóþò äâå ñèëû: ïîñòîÿííàÿ ñèëà òÿæåñòè m  è

ïåðåìåííàÿ ñèëà ðåàêöèè îïîðû . Íà êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì

ó÷àñòêå òðàåêòîðèè òåëà ñèëà  íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
âåêòîðó ïåðåìåùåíèÿ íà ýòîì ó÷àñòêå; ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà ñè-

ëû  íà äàííîì ó÷àñòêå, à çíà÷èò, è íà âñåì ïóòè îò M äî N′
ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå ïîëíûå ðàáîòû îïðåäåëÿþò-
ñÿ â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî ðàáîòîé ñèëû òÿæåñòè, à ïîñêîëüêó ýòà
ñèëà ïîñòîÿííà, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàáîòîé ñèëû m  íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåùåíèÿõ:  äëÿ ó÷àñòêà ïóòè MN è ′

äëÿ ó÷àñòêà ïóòè MN′. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì:
íà ó÷àñòêå ïóòè MN

A = m æ  = mg∆rcosβ = mgh;

íà ó÷àñòêå ïóòè MN′

A′ = m æ ′ = mg∆r′cosβ′ = mg(h – h′).

Îáðàòèì âíèìàíèå: A′ < A — ðàáîòà ñèëû íà áîëåå äëèííîì ïóòè
ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ðàáîòû òîé æå ñèëû íà áîëåå êîðîòêîì
ïóòè.

5.2.5. Графическое представление работы
переменной силы на прямолинейном участке пути

Ïóñòü òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ïåðåìåííîé ñèëû  ïåðåìåùàåòñÿ îò
M äî N ïî ïðÿìîé ëèíèè — êîîðäèíàòíîé x-îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Fx ïðîåêöèþ ñèëû  íà x-îñü. Ðàçîáüåì ìûñëåííî âåñü ïóòü îò M
äî N íà ó÷àñòêè, äîñòàòî÷íî ìàëûå, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà
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ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü ñèëó ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííîé (õîòÿ è ðàç-
íîé äëÿ ðàçíûõ ìàëûõ ó÷àñòêîâ). Ðàáîòó A, ñîâåðøåííóþ ñèëîé

 íà ïóòè îò M äî N, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåííî â âèäå
àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû ðàáîò ∆Ai, ñîâåðøåííûõ íà ìàëûõ ó÷àñò-
êàõ:

A = ∆Ai = iæ i = Fi∆xi cosβi. (5.14)

Çäåñü  — ñèëà íà ïåðåìåùåíèè

i äëÿ i-ãî ìàëîãî ó÷àñòêà, βi —

óãîë ìåæäó âåêòîðàìè  è i

(ðèñ. 5.8). Ïðîåêöèÿ ñèëû  íà
x-îñü åñòü Fxi = Fi cosβi. Ó÷èòû-
âàÿ ýòî, ïåðåïèøåì (5.14) â âèäå:

A = ∆Ai = Fxi∆xi. (5.15)

Íà ðèñóíêå 5.9, à ïëàâíîé êðèâîé èçîáðàæåíà ãðàôè÷åñêè
ôóíêöèÿ Fx(x). Òàê êàê äëÿ êàæäîãî ìàëîãî ó÷àñòêà ïóòè ïðîåê-
öèÿ Fxi ïîñòîÿííà, ïëàâíàÿ êðèâàÿ Fx(x) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî
çàìåíåíà íàáîðîì ñòóïåíåê. Ðàáîòà ∆Ai = Fxi∆xi ÷èñëåííî ðàâíà
ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà, çàøòðèõîâàííîãî íà ðèñóíêå. Ðàáîòà A
íà âñåì ïóòè îò M äî N ÷èñëåííî ðàâíà â òàêîì ïðèáëèæåíèè
ñóììå ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Åñëè ðàçáèâàòü ïóòü îò M äî N íà âñå áîëåå è áîëåå ìàëûå
ó÷àñòêè, òî ñòóïåí÷àòàÿ ëèíèÿ áóäåò âñå áîëåå ïðèáëèæàòüñÿ
ê ïëàâíîé êðèâîé Fx (x) è ðàáîòà A áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ÷èñ-
ëåííî ê ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé Fx (x) è x-îñüþ íà ó÷à-
ñòêå îò M äî N. Ýòî åñòü ïëîùàäü ôèãóðû, çàøòðèõîâàííîé íà
ðèñóíêå 5.9, á.
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5.2.6. Работа силы упругости

Ê êîíöó âèñÿùåé âåðòèêàëüíî ïðóæèíû, îáëàäàþùåé êîýôôè-
öèåíòîì óïðóãîñòè (èíà÷å ãîâîðÿ, æåñòêîñòüþ) k, ïîäâåøåíî òåëî
ìàññîé m. Ïðóæèíà ïîäâåðãëàñü äðóãîé äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ
è óäëèíèëàñü. Íà ïîäâåøåííîå ê ïðóæèíå òåëî äåéñòâóþò äâå ñè-
ëû — ïîñòîÿííàÿ ñèëà òÿæåñòè m  è ïåðåìåííàÿ ïî ìîäóëþ ñèëà

óïðóãîñòè ïðóæèíû (èíûìè ñëîâàìè, ñèëà ðåàêöèè ïðóæèíû) (x).
Íà ðèñóíêå 5.10, ãäå äàíû ñèëû m  è (x), êîîðäèíàòíàÿ x-îñü íà-
ïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç; åå íà÷àëî, ò. å. òî÷êà x = 0, ñîîòâåòñò-
âóåò íèæíåìó êîíöó íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû. Â ìîìåíò âðåìå-
íè, êîãäà óäëèíåíèå ïðóæèíû îêàæåòñÿ ðàâíûì x, ïðîåêöèÿ ñèëû

óïðóãîñòè (x) íà x-îñü áóäåò ðàâíà, ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà,

Fx(x) = – kx (5.16)

(íàïîìíèì ñîîòíîøåíèå (2.13), ãäå ïîä Fóïð ïîíèìàëñÿ ìîäóëü ñè-
ëû óïðóãîñòè ïðóæèíû äëÿ óäëèíåíèÿ x = ∆l).

Ðàññìîòðèì ðàáîòó ñèë m  è (x) íà ïåðåìåùåíèè âäîëü
x-îñè îò òî÷êè O äî òî÷êè N (îò x = 0 äî x = ∆l). Ðàáîòà A1 ñèëû

m  ïîëîæèòåëüíà è ðàâíà

A1 = mg∆l;

îíà ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè çàøòðèõîâàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà

íà ðèñóíêå 5.11, à. Ðàáîòà A2 ñèëû óïðóãîñòè (x) îòðèöàòåëüíà.
Ñ ó÷åòîì (5.16), îíà ÷èñëåííî ðàâíà âçÿòîé ñî çíàêîì «ìèíóñ» ïëî-
ùàäè çàøòðèõîâàííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 5.11, á).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

A2 = . (5.17)
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ðàáîòà äåéñòâóþùèõ íà òåëî ñèë, ñîâåð-
øåííàÿ íà ïåðåìåùåíèè îò x = 0 äî x = ∆l, ðàâíà

A = A1 + A2 = mg∆l – k .

5.2.7. Мощность

Îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèþ (5.4) äëÿ ðàáîòû ïîñòîÿííîé ñèëû 
íà ïåðåìåùåíèè . Ïóñòü ýòî ïåðåìåùåíèå ïðîèçîøëî çà ïðîìå-
æóòîê ∆t — îò íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t äî ìîìåíòà t + ∆t.
Ïîíÿòíî, ÷òî  = (t + ∆t) – (t), ãäå (t) è (t + ∆t) — ðàäè-

óñû-âåêòîðû òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû  â ìîìåíòû âðåìåíè t è
t + ∆t, ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïåðåïèøåì ôîðìóëó (5.4) â
âèäå:

A = æ  = æ( (t + ∆t) – (t)). (5.18)

Ïîñòàâèì âîïðîñ: íàñêîëüêî áûñòðî ñèëà  ñîâåðøèëà
ðàáîòó A?

Ìåðîé áûñòðîòû ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ
âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ìîùíîñòüþ. Ìîùíîñòü Nñð, ïðè êîòîðîé
ðàáîòà A ñîâåðøàåòñÿ çà âðåìÿ ∆t, ðàâíà

Nñð = . (5.19)

Òî÷íåå ñêàçàòü, ýòî åñòü ñðåäíÿÿ çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ìîù-
íîñòü.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèëà  ïîñòîÿííà, áûñòðîòà ñîâåðøåíèÿ
ðàáîòû çàâèñèò òîëüêî îò òîãî, íàñêîëüêî áûñòðî ïðîèñõîäèò ïå-
ðåìåùåíèå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå
(5.19) èìååò âèä

Nñð = æ  = æ ñð. (5.20)

Çäåñü ñð =  åñòü ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïî ïåðåìåùåíèþ òî÷êè ïðè-

ëîæåíèÿ ñèëû; îíà óñðåäíÿåòñÿ ïî ïðîìåæóòêó âðåìåíè ∆t (ñì. ñî-
îòíîøåíèå (1.3)). Ñðåäíÿÿ çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ìîùíîñòü

ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà ïîñòîÿííîé ñèëû  è âåê-
òîðà ñðåäíåé ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùåíèþ (âåêòîðà ñð).

Ïðåäåë ñðåäíåé ñêîðîñòè ïî ïåðåìåùåíèþ ïðè ∆t º 0 åñòü
ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü (t) (íàïîìíèì ï. 1.3.1). Ïåðåõîäÿ ê ýòîìó
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ïðåäåëó â (5.20), ïîëó÷èì ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ
ìãíîâåííîé ìîùíîñòüþ:

N(t) =  = æ( ) = æ (t). (5.21)

Ðåçóëüòàò (5.21) îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïåðåìåííîé ñèëû .

Åñëè (t) — ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê òåëó â ìîìåíò t, òî âûðàæåíèå
(5.21) äëÿ ìãíîâåííîé ìîùíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

N(t) = (t)æ (t). (5.22)

Åñëè òåëî äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, òî «ïåðåìåùåíèå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ
ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òåëî» è «ïåðåìåùåíèå òåëà» — ýòî ôàêòè÷åñêè îäíî è
òî æå. Èíîå äåëî, êîãäà äâèæåíèå òåëà èìååò âðàùàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ,
íàïðèìåð, êàòèòñÿ ïî ïëîñêîñòè êîëåñî. Ñðåäè ïðî÷èõ ñèë íà íåãî äåéñòâóåò
ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ. Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ýòîé ñèëû ðàâíà
íóëþ âî âñÿêèé ìîìåíò âðåìåíè è, çíà÷èò, ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ðàáîòû íå ñî-
âåðøàåò. Ñîãëàñíî (5.22), ìîùíîñòü äëÿ ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ ðàâíà íóëþ. Íî
öåíòð ìàññ êîëåñà äâèæåòñÿ! È åäèíñòâåííîé âíåøíåé ñèëîé, ñîîáùàþùåé àâ-
òîìîáèëþ óñêîðåíèå, ÿâëÿåòñÿ èìåííî ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ, äåéñòâóþùàÿ íà âå-
äóùèå êîëåñà. Âîçíèêàåò ëþáîïûòíàÿ ñèòóàöèÿ: ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ óñêîðÿåò
àâòîìîáèëü, íî ðàáîòû ïðè ýòîì íå ñîâåðøàåò. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êà
ïðèëîæåíèÿ ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ (òî÷êà ñîïðèêîñíîâåíèÿ êîëåñà ñ äîðîãîé) ïî-
êîèòñÿ îòíîñèòåëüíî äîðîãè. Ïðè äâèæåíèè àâòîìîáèëÿ òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñè-
ëû òðåíèÿ ïîêîÿ èñ÷åçàåò â îäíîì ìåñòå íà îáîäå è ñðàçó ïîÿâëÿåòñÿ â äðóãîì.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.19) ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Â ÑÈ åäèíèöà ìîùíîñòè åñòü íüþòîí-ìåòð â ñåêóíäó,
îíà èìååò ñïåöèàëüíîå íàèìåíîâàíèå — âàòò (îáîçíà-
÷åíèå: Âò) â ÷åñòü àíãëèéñêîãî ìåõàíèêà è èçîáðåòàòåëÿ
Äæåéìñà Óàòòà; 1 Âò = 1 Äæ/ñ. Âàòò — ìîùíîñòü, ïðè
êîòîðîé çà âðåìÿ 1 ñ ñîâåðøàåòñÿ ðàáîòà â 1 Äæ.

5.3. ÎÒ ÐÀÁÎÒÛ Ê ÝÍÅÐÃÈÈ

È ÎÒ ÝÍÅÐÃÈÈ Ê ÐÀÁÎÒÅ

5.3.1. «Золотое правило» механики
и «принцип сохранения работы»

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î ðàáîòå, ñîâåðøàåìîé íåêîòîðîé ñè-
ëîé íà íåêîòîðîì ïåðåìåùåíèè åå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ. Åñëè èìå-
åòñÿ ñèëà è ïðîèñõîäèò ïåðåìåùåíèå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû, òî
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ïîÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà (ïîëîæèòåëüíàÿ èëè
îòðèöàòåëüíàÿ), íàçûâàåìàÿ ðàáîòîé ñèëû. Êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè,
÷òî íàïðàâëåíèÿ ñèëû è ïåðåìåùåíèÿ íå îêàçûâàþòñÿ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè.

À êàê ïîÿâëÿåòñÿ ñàìà ñèëà?

Îíà åñòü ìåðà äåéñòâèÿ îäíîãî òåëà íà äðóãîå è, çíà÷èò,
ïîÿâëÿåòñÿ òîãäà, êîãäà îäíî òåëî äåéñòâóåò íà äðóãîå.

Ïóñòü òåëî 1 äåéñòâóåò íà òåëî 2 ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé , â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò ïåðåìåùåíèå  òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû

(à çíà÷èò, è òåëà 2). Ðàáîòó ñèëû, ò. å. âåëè÷èíó A = æ , ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü ëèáî êàê ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ òåëîì 1, ëèáî
êàê ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä òåëîì 2. Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðÿ,
÷òî ðàáîòó ñîâåðøàåò ñèëà, ìû ôàêòè÷åñêè èìååì â âèäó, ÷òî ðà-
áîòó ñîâåðøàåò íåêîòîðîå òåëî èëè ðàáîòà ñîâåðøàåòñÿ íàä
íåêîòîðûì òåëîì.

Ïîñëå ýòèõ óòî÷íåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ðàáîòû ñèëû,
ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ðû÷àãà çíàìåíèòîå «çîëîòîå ïðàâèëî»
ìåõàíèêè.

×òîáû ïîäíÿòü ãðóç ìàññîé
M, íàõîäÿùèéñÿ íà êîíöå B ðû-
÷àãà, ÷åëîâåê äåéñòâóåò ñ ñèëîé f
íà êîíåö A ðû÷àãà (ðèñ. 5.12, à).
Ýòó ñèòóàöèþ ìû ðàññìîòðåëè íà
ðèñóíêå 3.24 â ï. 3.5.1. Òàì æå
áûëà ïîëó÷åíà ïðîïîðöèÿ, êîòî-
ðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

, (5.23)

ãäå l è L — ìàëîå è áîëüøîå ïëå÷è
ðû÷àãà, ñîîòâåòñòâåííî; N = Mg.
Ïðè ïîäúåìå ñ ïîìîùüþ ðû÷àãà ãðóçà íà íåêîòîðóþ âûñîòó h òî÷-

êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû  èñïûòûâàåò ïåðåìåùåíèå 2 (∆r2 = h), à

òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû  — ïåðåìåùåíèå 1 (ðèñ. 5.12, á). Òàê

êàê , òî ïðîïîðöèþ (5.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

. (5.24)

Èç (5.24) ñëåäóåò: âî ñêîëüêî ðàç ñèëà, ïðèêëàäûâàåìàÿ ÷åëîâå-
êîì ê ðû÷àãó, ìåíüøå ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ðû÷àãà íà
ïîäíèìàåìûé ãðóç, âî ñòîëüêî æå ðàç ïóòü ∆r1, êîòîðûé ïðîõîäèò
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âíèç ðóêà ÷åëîâåêà, áîëüøå ïóòè ∆r2, êîòîðûé ãðóç ïðîõîäèò
ââåðõ. Èíûìè ñëîâàìè, âûèãðûø â ñèëå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò
ïðîèãðûøó â ïóòè. Ýòî è åñòü «çîëîòîå ïðàâèëî» ìåõàíèêè â ïðè-
ìåíåíèè ê ðû÷àãó. Îíî áûëî ñôîðìóëèðîâàíî åùå â äðåâíîñòè
òàê: «òî, ÷òî ìû âûèãðûâàåì â ñèëå, ìû ïðîèãðûâàåì â ïóòè».
Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðàâèëî ïðèìåíèìî íå òîëüêî ê ðû÷àãó, íî è êî
âñåì ïðîñòûì ìåõàíèçìàì (áëîê, â �îðîò è ò. ï.).

«Çîëîòîå ïðàâèëî» ìåõàíèêè (5.24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
f∆r1 = N∆r2. Ýòî ðàâåíñòâî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàâåíñòâî ðàáîò:

A1 = A2, (5.25)

ãäå A1 = f∆r1 — ðàáîòà ñèëû  íà ïåðåìåùåíèè 1, à A2 = N∆r2 —

ðàáîòà ñèëû  íà ïåðåìåùåíèè 2. Ðàâåíñòâî (5.25) ìîæíî òðàê-
òîâàòü êàê «ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ðàáîòû».

Ëþáîïûòíî, ÷òî õîòÿ ýòîò «ïðèíöèï» âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç äðåâ-
íåãî «çîëîòîãî ïðàâèëà» ìåõàíèêè, îäíàêî âàæíîñòü ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, íà-
çûâàåìîé ðàáîòîé, áûëà îñîçíàíà çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå — â XVIII—XIX ñòî-
ëåòèÿõ. Äà è ñàì òåðìèí «ðàáîòà» áûë ââåäåí â íàóêó âïåðâûå â 1826 ãîäó
ôðàíöóçñêèì èíæåíåðîì Æàíîì Ïîíñåëå, à äî òîãî ïðèìåíÿëèñü òåðìèíû
«ìîìåíò äåéñòâèÿ» (Ëàçàð Êàðíî) è «ìåõàíè÷åñêèé ýôôåêò» (Ðîáåðò Ìàéåð).

«Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ðàáîòû» (5.25) îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòà, ñî-
âåðøàåìàÿ ÷åëîâåêîì íàä ðû÷àãîì (ðàáîòà A1), ðàâíà ðàáîòå, ñî-
âåðøàåìîé ðû÷àãîì íàä ãðóçîì (ðàáîòå A2). Êàê è «çîëîòîå ïðà-
âèëî» ìåõàíèêè, ýòîò «ïðèíöèï» ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ëþáîìó
ïðîñòîìó ìåõàíèçìó. Åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: âî âñÿêîì ïðîñòîì ìåõàíèçìå, äâèæóùåìñÿ ðàâíîìåðíî,
ðàáîòà ïåðåäàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàáîòà ñèëû,
ïðèâîäÿùåé ìåõàíèçì â äâèæåíèå, ðàâíà ðàáîòå, ñîâåðøàåìîé
ìåõàíèçìîì.

Ìû ãîâîðèì çäåñü î ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ìåõàíèçìà (ðû÷à-
ãà, ïîäâèæíîãî áëîêà, âîðîòà è ò. ï.), ïîñêîëüêó ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ïðîñòûõ ìåõàíèçìîâ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñêîðåíèÿ, à ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàâíîâåñèå èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ðàâíîìåðíîå äâè-
æåíèå ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ.

5.3.2. Можно ли запасти в теле способность
совершать работу?

Íà ïðèìåðå ðû÷àãà õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðîñòûå ìåõàíèçìû ñî-
âåðøàþò ðàáîòó ëèøü ïî ìåðå òîãî, êàê ÷åëîâåê ñîâåðøàåò ðàáîòó
íàä íèìè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðû÷àã «ïîëó÷àåò ðàáîòó» íà îäíîì
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èç ñâîèõ êîíöîâ è òóò æå «îòäàåò åå» íà äðóãîì êîíöå. Îäíàêî âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî çàïàñòè â òåëå ñïîñîáíîñòü ñîâåðøàòü ðà-
áîòó. Ñîâåðøåííàÿ íàä òåëîì ðàáîòà ìîæåò êàê áû ñîõðàíÿòüñÿ
â íåì äî òåõ ïîð, ïîêà òåëî íå îòäàñò åå â âèäå ðàáîòû, êîòîðóþ
îíî ñîâåðøèò íàä äðóãèìè òåëàìè.

Îáðàòèì âíèìàíèå: çäåñü ñêàçàíî, ÷òî ðàáîòà â òåëå
«êàê áû ñîõðàíÿåòñÿ», à «ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ðàáîòû»

áðàëñÿ â êàâû÷êè. Äåëî â òîì, ÷òî ñàìà ïî ñåáå ðàáîòà íå ñîõðà-
íÿåòñÿ â òåëå, à ñîõðàíÿåòñÿ â íåì íå÷òî èíîå — òî, ÷òî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñïîñîáíîñòü òåëà ñîâåðøàòü ðàáîòó. Êàê
ìû óâèäèì ÷óòü íèæå, ýòèì «íå÷òî» ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ âåëè÷èíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìåõàíèçìà, â êîòîðîì ìîæíî çàïàñòè ñïî-
ñîáíîñòü ñîâåðøàòü ðàáîòó, ïðèâåäåì ãèðåâûé çàâîä ñòàðèííûõ
ñòåííûõ ÷àñîâ. Ïîäòÿãèâàÿ ãèðþ ââåðõ, ìû ñîâåðøàåì îïðåäåëåí-
íóþ ðàáîòó. Â ðåçóëüòàòå ìåõàíèçì ïðèîáðåòàåò ñïîñîáíîñòü ñî-
âåðøàòü â òå÷åíèå êàêîãî-òî âðåìåíè ðàáîòó, íåîáõîäèìóþ äëÿ õî-
äà ÷àñîâ. Ïî ìåðå õîäà ÷àñîâ ãèðÿ ïîñòåïåííî îïóñêàåòñÿ ê ïîëó
è çàïàñ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåõàíèçìà óìåíüøàåòñÿ. Ïðè çàâîäå
÷àñîâ (ïðè ïîäúåìå ãèðè) ãèðåâûé ìåõàíèçì íàêàïëèâàåò ñïîñîá-
íîñòü ñîâåðøàòü ðàáîòó, êîòîðàÿ ïîñòåïåííî ðàñõîäóåòñÿ ïî ìåðå
õîäà ÷àñîâ.

5.3.3. Энергия тела как его способность
совершать работу

Íàñòàë ìîìåíò îáîçíà÷èòü òî «íå÷òî», ÷òî ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ
â òåëå, íàä êîòîðûì ñîâåðøåíà ðàáîòà. Ýòî «íå÷òî» åñòü ôèçè-
÷åñêàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ýíåðãèåé. Êàê è ðàáîòà, ýíåðãèÿ —
ñêàëÿðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà è âûðàæàåòñÿ îíà â òåõ æå åäè-
íèöàõ, ÷òî è ðàáîòà, ò. å. â äæîóëÿõ (â ñèñòåìå ÑÈ).

Âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ïîäíèìàåì òåëî íàä çåìëåé, ìû ñî-
âåðøàåì íàä íèì ðàáîòó, ðàâíóþ ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ñè-

ëû , êîòîðóþ ìû ïðèêëàäûâàåì ê òåëó, è ïåðåìåùåíèÿ òåëà .
Ýòà ðàáîòà ïðåâðàùàåòñÿ â ýíåðãèþ òåëà. Ïðè ïîñëåäóþùåì
ïàäåíèè òåëà ýíåðãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ðàáîòó ñèëû òÿæåñòè òå-
ëà (êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà, íàïðèìåð, äëÿ çàáèâà-
íèÿ ñâàè â çåìëþ).

Âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ñæèìàåì óïðóãóþ ïðóæèíó, ìû ñîâåð-
øàåì íàä íåé ðàáîòó. Ýòà ðàáîòà ïðåâðàùàåòñÿ â ýíåðãèþ ñæà-
òîé ïðóæèíû. Ïðè ïîñëåäóþùåì ðàñïðÿìëåíèè ïðóæèíû åå ýíåð-
ãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ðàáîòó ñèëû óïðóãîñòè (êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
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èñïîëüçîâàíà, íàïðèìåð, ÷òîáû îòáðîñèòü èëè ïîäáðîñèòü êàêîé-
òî øàðèê).

Âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ðàçãîíÿåì òåëî äî íåêîòîðîé ñêîðîñòè,
ìû ñîâåðøàåì íàä íèì ðàáîòó. Ýòà ðàáîòà ïðåâðàùàåòñÿ â ýíåð-
ãèþ äâèæóùåãîñÿ òåëà. Â ïðîöåññå ïîñëåäóþùåãî çàìåäëåíèÿ
äâèæåíèÿ òåëà åãî ýíåðãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ðàáîòó, êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíà, íàïðèìåð, äëÿ çàáèâàíèÿ ãâîçäÿ è åãî íà-
ãðåâàíèÿ.

Âî âñåõ îòìå÷åííûõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî ñ ñèòóàöèåé, êî-
òîðóþ ìîæíî óñëîâíî èçîáðàçèòü â âèäå ñëåäóþùåé ñõåìû:

Ïîäíÿòîå íàä çåìëåé òåëî, óïðóãî äåôîðìèðîâàííîå òåëî, äâè-
æóùååñÿ òåëî — ýòî òåëà, ïîëó÷èâøèå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû, ñî-
âåðøåííîé íàä íèìè, îïðåäåëåííûé çàïàñ ýíåðãèè. Ñðàçó îòìå-
òèì, ÷òî ýíåðãèÿ â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ âûñòóïàåò â ðàçíûõ âèäàõ,
ïîýòîìó äëÿ íåå èñïîëüçóþò ðàçíûå íàçâàíèÿ. Êîãäà òåëî ïîäíè-
ìàþò íàä çåìëåé, ðàáîòà íàä òåëîì ïðåâðàùàåòñÿ â ïîòåíöèàëü-
íóþ ýíåðãèþ ïîäíÿòîãî òåëà (èíîãäà ãîâîðÿò î ãðàâèòàöèîííîé
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè). Êîãäà òåëî äåôîðìèðóþò, ðàáîòà íàä
íèì ïðåâðàùàåòñÿ â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìà-
öèè (èíîãäà ãîâîðÿò îá óïðóãîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè). Êîãäà
òåëî ðàçãîíÿþò, ðàáîòà íàä íèì ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìå, ýíåðãèÿ òåëà ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñïîñîá-
íîñòü òåëà ñîâåðøàòü ðàáîòó. Íàïðàøèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå
ýíåðãèè òåëà êàê åãî ñïîñîáíîñòè ñîâåðøàòü ðàáîòó (òåðìèí
«ýíåðãèÿ» óïîäîáëÿåòñÿ òåì ñàìûì òåðìèíó «ðàáîòîñïîñîá-
íîñòü»). Îäíàêî íå áóäåì òîðîïèòüñÿ ñ òàêèì îïðåäåëåíèåì ýíåð-
ãèè. Êàê ìû óáåäèìñÿ â äàëüíåéøåì, òàêîå îïðåäåëåíèå ýíåðãèè
îêàçàëîñü áû ñëèøêîì óçêèì. Äåëî â òîì, ÷òî äàëåêî íå âñåãäà
ýíåðãèÿ òåëà «ðàñõîäóåòñÿ» òîëüêî íà ñîâåðøåíèå ðàáîòû. Îíà
ìîæåò «ðàñõîäîâàòüñÿ» òàêæå íà òåïëîïåðåäà÷ó èëè íà èçìåíå-
íèå ÷èñëà ÷àñòèö â òåëå. Òàê ÷òî íå ñëåäóåò ñâîäèòü ïîíÿòèå
ýíåðãèè ê ïîíÿòèþ ðàáîòîñïîñîáíîñòè.

Ðàáîòà,
ñîâåðøàåìàÿ

íàä òåëîì

Ýíåðãèÿ òåëà

Ðàáîòà,
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5.4. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÝÍÅÐÃÈß1)

5.4.1. Теорема об изменении кинетической энергии

Åñëè òåëî ìàññîé m èìååò â ìîìåíò t ñêîðîñòü (t), òî ãî-
âîðÿò, ÷òî îíî îáëàäàåò â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèåé

K(t) = mv2(t). (5.26)

Ñóùåñòâóåò òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
òåëà:

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî íà òåëî ìàññîé m,
èìåâøåå â ìîìåíò t = 0 ñêîðîñòü 0, äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ðàâíî-

äåéñòâóþùàÿ ñèëà . Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïåðåìåííîé ðàâíî-
äåéñòâóþùåé ñèëû áóäåò ðàññìîòðåíî â ï. 5.4.2.

Òàê êàê äâèæåíèå òåëà ðàâíîïåðåìåííîå, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ
(1.23)

(t) = 0 + t, (5.27)

ãäå  — ïîñòîÿííîå óñêîðåíèå òåëà. Çà âðåìÿ t òåëî èñïûòàëî ïå-
ðåìåùåíèå

 = ( (t) + 0)t. (5.28)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ (5.27) è ðàâåíñòâî

= 0t + t2, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà (1.26).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî  =  (âòîðîé çàêîí Íüþòîíà), ïðåîáðàçó-

åì (5.27):  = m . Óìíîæèì ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà íà : æ  = m æ  — è âîñïîëüçóåìñÿ

1) Â ïï. 5.4.1—5.4.5 áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåëî êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó.
Â ïï. 5.4.6 è 5.4.8 ðå÷ü èäåò î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òâåðäîãî òåëà, äâèæåíèå
êîòîðîãî èìååò âðàùàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ.

Èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà ðàâíî ïîëíîé ðàáîòå
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî.
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äëÿ  â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñîîòíîøåíèåì (5.28); ïîëó-
÷èì:

æ  = m( (t) – 0)æ( (t) + 0),

÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

æ  = mv2(t) – mv2
0. (5.29)

Ïðàâàÿ ïîëîâèíà ýòîãî ðàâåíñòâà — èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè çà âðåìÿ t: K(t) – K0. Ëåâàÿ ïîëîâèíà ðàâåíñòâà — ïîë-
íàÿ ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä òåëîì çà âðåìÿ t. Òàêèì îáðàçîì,

A = K(t) – K0. (5.30)
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ðàáîòà A ïîëîæèòåëüíà, òî (K(t) – K0) > 0, ò. å. ïðîèñ-
õîäèò ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà. Åñëè A îòðèöàòåëü-
íà, òî íàáëþäàåòñÿ óáûëü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
íå ó÷èòûâàåòñÿ ïðèðîäà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî. Ïîä ïîëíîé
ðàáîòîé ñèë ïîíèìàåòñÿ ðàáîòà ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû, êîòîðàÿ
ìîæåò îêàçàòüñÿ, íàïðèìåð, âåêòîðíîé ñóììîé ñèë òÿæåñòè, óïðó-
ãîñòè, òðåíèÿ. Êñòàòè ñêàçàòü, èìåííî ñ òàêîé ñèòóàöèåé ìû
âñòðå÷àåìñÿ, ðàññìàòðèâàÿ òåëî, ñîñêàëüçûâàþùåå ïî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè.

Задача. Òåëî ìàññîé m = 600 ã ñîñêàëüçûâàåò ñ âûñîòû
h = 1,5 ì ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α = 45°,
êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ μ = 0,4. Íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü òåëà v0 = 2 ì/ñ. ×åìó ðàâíà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà
â êîíöå ñïóñêà?

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, èñêîìàÿ
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì K = A + K0, ãäå

A — ïîëíàÿ ðàáîòà íà ïåðåìåùåíèè ∆r = , à K0 = mv2
0 —

íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà. Èñïîëüçóÿ äëÿ A ñîîòíîøå-
íèå (5.10), ïîëó÷àåì:

K = mgh(1 – μ ctgα) + mv2
0 = 6,5 Äæ.  

5.4.2. Обобщение на случай работы переменной силы

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè áûëà äîêàçàíà âûøå

äëÿ ïîñòîÿííîé ðàâíîäåéñòâóþùåé . Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì, íå-

òðóäíî îáîáùèòü ðåçóëüòàò (5.30) íà ñëó÷àé, êîãäà ñèëà , ïðèëîæåííàÿ ê
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äâèæóùåéñÿ òî÷êå, èçìåíÿåòñÿ ïðè åå äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ â îá-
ùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü êðèâîëèíåéíîé.

Ðàçîáüåì ìûñëåííî ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò 0 äî t íà N ìàëûõ ïðîìåæóò-

êîâ τ (τ = t/N) — íàñòîëüêî ìàëûõ, ÷òîáû â òå÷åíèå êàæäîãî èç íèõ ñèëà 

ìîãëà áû ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííîé. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåùåíèå  îêàæåòñÿ

ñóììîé ìàëûõ ïåðåìåùåíèé i (i = 1, 2, 3, …, N) (íàïîìíèì ðèñóíîê 5.5). Äëÿ

êàæäîãî ìàëîãî ïåðåìåùåíèÿ i è ïðîìåæóòêà âðåìåíè τ ìîæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ðåçóëüòàòîì (5.30), êîòîðûé äëÿ i-ãî ïåðåìåùåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå:

∆Ai = K(iτ) – K((i – 1)τ). (1*)

Ïðîñóììèðóåì (1*) ïî i îò 1 äî N:

∆Ai = [K(iτ) – K((i – 1)τ)]. (2*)

Ñóììà ∆Ai åñòü ïîëíàÿ ðàáîòà A çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò 0 äî t (ïîëíàÿ

ðàáîòà íà ïåðåìåùåíèè ). Ñóììà â ïðàâîé ïîëîâèíå ðàâåíñòâà (2*) ðàâíà

K(τ) – K0 + K(2τ) – K(τ) + K(3τ) – K(2τ) + … + K(Nτ) – K((N – 1)τ).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîé ñóììå âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ âñå ñëàãàåìûå
çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ: K(Nτ) = K(τ) è –K0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2*)

èìååò âèä: A = K(t) – K0 — òî÷íî òàêîé æå âèä, êàê è â ñëó÷àå, êîãäà ñèëà 

ïîñòîÿííà.

5.4.3. Соударение абсолютно упругих шаров

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè ðàññìîòðåíèè ñîóäàðåíèÿ àáñîëþòíî óï-
ðóãèõ øàðîâ íå ãîäÿòñÿ íè ìîäåëü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íè ìî-
äåëü àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà, òàê êàê, ñîóäàðÿÿñü, øàðû óïðóãî
äåôîðìèðóþòñÿ. Ïðè ýòîì ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, êîòîðóþ èìåëè øàðû ïåðåä ñîóäàðåíèåì, ïðåâðàùàåòñÿ
â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè, à îíà, â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ øàðîâ ïîñëå ñî-
óäàðåíèÿ. Åñëè, îäíàêî, íå èíòåðåñîâàòüñÿ ïðîöåññîì ïðåâðàùå-
íèÿ ýíåðãèè, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîóäàðåíèå óïðóãèõ øàðîâ
êàê ñîóäàðåíèå äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðè óñëîâèè, ÷òî â ðå-
çóëüòàòå ñîóäàðåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ñóììà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé
øàðîâ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàæäîãî øàðà èçìåíÿåòñÿ, íî ñóì-
ìà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé øàðîâ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîçäíåå ìû ïîëó-
÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè óïðóãîì ñîóäà-
ðåíèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè (ñì. ï. 5.6.5).
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Êðîìå òîãî, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè ñîóäàðåíèè øàðîâ ñî-
õðàíÿåòñÿ âåêòîðíàÿ ñóììà èõ èìïóëüñîâ. Â òå÷åíèå êîðîòêî-
ãî âðåìåíè, ïîêà äëèòñÿ ñîóäàðåíèå, øàðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé,
ïî ñóòè äåëà, çàìêíóòóþ ñèñòåìó, à äëÿ íåå, êàê óæå îòìå÷àëîñü
(ñì. ï. 2.6.2), ïðèìåíèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Óïðóãèé õà-
ðàêòåð äåôîðìàöèè øàðîâ çäåñü ðîëè íå èãðàåò.

Èòàê, àáñîëþòíî óïðóãî ñîóäàðÿþòñÿ øàðû ìàññàìè m1 è m2.

Îáîçíà÷èì èõ ñêîðîñòè ïåðåä ñîóäàðåíèåì ÷åðåç 1 è 2, ñîîòâåò-

ñòâåííî, à ïîñëå ñîóäàðåíèÿ — ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç 1 è 2. Ïåðåä

ñîóäàðåíèåì ñèñòåìà øàðîâ îáëàäàëà èìïóëüñîì m1 1 + m2 2 è

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé . Ïîñëå ñîóäàðåíèÿ îíà èìååò

èìïóëüñ m1 1 + m2 2 è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ . Èñ-

ïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè, çàïèøåì ñîîòâåòñòâåííî:

m1 1 + m2 2 = m1 1 + m2 2; (5.31)

m1v1
2 + m2v2

2 = m1u1
2 + m2u2

2. (5.32)

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì öåíòðàëüíîãî ñîóäàðåíèÿ —
êîãäà âåêòîðû ñêîðîñòè øàðîâ ïåðåä ñîóäàðåíèåì ëåæàò íà
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû øàðîâ (íàçîâåì åå ëèíèåé
öåíòðîâ). Â ýòîì ñëó÷àå íà ëèíèè öåíòðîâ áóäóò ëåæàòü òàêæå
ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ñîóäàðÿþùèõñÿ øàðîâ, à çíà÷èò, è âåêòî-
ðû ñêîðîñòè øàðîâ ïîñëå ñîóäàðåíèÿ (â íàïðàâëåíèè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì ê ëèíèè öåíòðîâ, èçìåíåíèå ñêîðîñòè íå ïðîèñõî-
äèò, êîëü ñêîðî îòñóòñòâóåò ñîñòàâëÿþùàÿ ñèë â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè).

Âûáåðåì â êà÷åñòâå êîîðäèíàò-
íîé x-îñè ëèíèþ öåíòðîâ è ñîðèåí-
òèðóåì ýòó îñü â íàïðàâëåíèè îò
øàðà ìàññîé m1 ê øàðó ìàññîé m2.
Íà ðèñóíêå 5.13 èçîáðàæåíû øàðû,
ëåòÿùèå íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Îä-

íàêî âîçìîæíî òàêæå, ÷òî îäèí øàð áóäåò äîãîíÿòü äðóãîãî. ×òî-
áû íå óòî÷íÿòü çàðàíåå êàðòèíó ñîóäàðåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ «õèò-
ðûì» ïðèåìîì: ñïðîåêòèðóåì âñå âåêòîðû ñêîðîñòåé íà x-îñü è
ñäåëàåì âûêëàäêè äëÿ ïðîåêöèé ñêîðîñòåé. Âåêòîðàì, íàïðàâëåí-
íûì ïî x-îñè, áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëîæèòåëüíûå ïðîåêöèè, à
âåêòîðàì, íàïðàâëåííûì â ïðîòèâîïîëîæíîì ïî îòíîøåíèþ ê îñè
íàïðàâëåíèè, — îòðèöàòåëüíûå ïðîåêöèè.
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Èñïîëüçóÿ ïðîåêöèè íà x-îñü âåêòîðîâ 1, 2, 1, 2, ïåðåïèøåì
(5.31) è (5.32) â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé:

(5.33)

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî u1x è u2x. Äëÿ ýòîãî
óäîáíî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåïèñàòü åå â âèäå:

(5.34)

Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, ïîëó÷èì

u1x + v1x = v2x + u2x. (5.35)

Äàëåå óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.35) íà m2 è ñëîæèì ðå-
çóëüòàò ïî÷ëåííî ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì â (5.34); ïîëó÷èì

u1x = . (5.36)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.35) íà –m1 è ñëîæèâ ðåçóëüòàò
ïî÷ëåííî ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì â (5.34), ïîëó÷èì

u2x = . (5.37)

Ïðèìåíèì ôîðìóëû (5.36) è (5.37) äëÿ òðåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.
Ï å ð â û é  ñ ë ó ÷ à é: âòîðîé øàð äî óäàðà ïîêîèëñÿ (v2x = 0).

Ïîëó÷àåì:

u1x = v1x ; u2x = v1x. (5.38)

Ïåðâûé øàð ïðè m1 > m2 äâèæåòñÿ ïîñëå óäàðà â ïðåæíåì íà-
ïðàâëåíèè (íî ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ), à ïðè m1 < m2 îí îòñêàêè-
âàåò íàçàä. Âòîðîé øàð íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ â òó æå ñòîðîíó, ÷òî
è ïåðâûé øàð äî ñîóäàðåíèÿ.

Â ò î ð î é  ñ ë ó ÷ à é: îáà øàðà èìåþò îäèíàêîâóþ ìàññó. Ïî-
ëó÷àåì:

u1x = v2x ; u2x = v1x. (5.39)

Ïðè ñîóäàðåíèè øàðû îáìåíèâàþòñÿ ñêîðîñòÿìè. Ïðàâèëüíåå
ñêàçàòü, îíè îáìåíèâàþòñÿ êàê èìïóëüñàìè, òàê è êèíåòè÷åñêèìè
ýíåðãèÿìè.

Ò ð å ò è é  ñ ë ó ÷ à é: îáà øàðà èìåþò îäèíàêîâóþ ìàññó, ïðè-
÷åì âòîðîé øàð äî ñîóäàðåíèÿ ïîêîèëñÿ. Ïîëó÷àåì:

u1x = 0; u2x = v1x. (5.40)
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Íàëåòàþùèé øàð ïðè óäàðå îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïåðåäàâ âòîðîìó
øàðó êàê ñâîé èìïóëüñ, òàê è ñâîþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.

Èìåÿ ïîä ðóêîé ñ÷åòû ñ êîñòÿøêàìè, íàíèçàííûìè íà ñïèöû, ìîæ-
íî ïðîäåëàòü ýôôåêòíûé îïûò. Ðàñïîëîæèì êîñòÿøêè íà ñïèöå òàê,

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.14. Ùåëêíåì
ïî êîñòÿøêå 1. Ìû óâèäèì, ÷òî, óäàðèâ-
øèñü î êîñòÿøêó 2, êîñòÿøêà 1 îñòàíî-
âèòñÿ, à êîñòÿøêà 2 ïðèäåò â äâèæåíèå.
Åùå áîëåå ýôôåêòåí îïûò, êîãäà êîñòÿø-
êè ðàñïîëîæåíû íà ñïèöå òàê, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 5.15. Ùåëêíåì ïî êîñ-
òÿøêå 1. Îíà óäàðèòñÿ î êîñòÿøêó 2 è òóò
æå îñòàíîâèòñÿ, à îòñêî÷èò êîñòÿøêà 10.
Äåëî â òîì, ÷òî ïðè óäàðå êîñòÿøêà 1 ïå-
ðåäàëà èìïóëüñ êîñòÿøêå 2, òà òóò æå
ïåðåäàëà ýòîò èìïóëüñ êîñòÿøêå 3, òà ïå-
ðåäàëà åãî êîñòÿøêå 4 è òàê äàëåå. À â
ðåçóëüòàòå îòñêàêèâàåò êîñòÿøêà 10.

Ïðè óïðóãîì óäàðå î íåïîäâèæíóþ ñòåíó ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ïîñëåäíåé øàð îòñêî÷èò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêî-
ðîñòüþ, ðàâíîé ïî ìîäóëþ åãî ñêîðîñòè ïåðåä óäàðîì. Ýòî ëåãêî
äîêàçàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì èç (5.38).
Ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåïèøåì åãî â âèäå:

u1x = v1x. (1*)

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî âòîðîé øàð (òîò, ÷òî äî óäàðà ïîêîèë-
ñÿ) ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåòñÿ, òî â ïðåäåëå, êîãäà äèàìåòð øàðà
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ýòîò øàð ïðåâðàòèòñÿ â íåïîäâèæíóþ

ñòåíêó. Ïðè ýòîì  º 0, è â èòîãå ôîðìóëà (1*) ïðåâðàùàåòñÿ

â ôîðìóëó
u1x = –v1x. (5.41)

Задача. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàññû óïðóãî ñîóäàðÿþ-
ùèõñÿ øàðîâ ðàâíû, âòîðîé øàð ïîêîèòñÿ, à óäàð íåöåíòðàëü-
íûé, òî øàðû ðàçëåòàþòñÿ ïîñëå ñîóäàðåíèÿ âî âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Íåöåíòðàëüíûé óäàð äåìîíñòðèðóåò ðè-
ñóíîê 5.16, ãäå ïóíêòèðíîé ïðÿìîé ïîêàçàíà
ëèíèÿ öåíòðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ìàññû
øàðîâ, ÷åðåç  ñêîðîñòü íàëåòàþùåãî øàðà,
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Ðèñ. 5.14
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à ÷åðåç 1 è 2 ñêîðîñòè øàðîâ ïîñëå ñîóäàðåíèÿ. Èñïîëüçóÿ çà-
êîíû ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è èìïóëüñà, ïðåäñòàâèì:

(2*)

Ñîêðàùàÿ îáùèå ìíîæèòåëè, ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2*)
â âèäå:

(3*)

Âîçâåäåì â êâàäðàò âòîðîå óðàâíåíèå â (3*); ïîëó÷èì

v2 = u2
1 + 2 1æ 2 + u2

2.

Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (3*), çàêëþ÷àåì, ÷òî 1æ 2 = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, 1 B 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5.4.4. Импульс тела и кинетическая энергия
в классической механике Ньютона

Ïîäâåäåì íåêîòîðûå èòîãè.
Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ñèëû, ìîæíî, êàê ìû óáåäèëèñü, ïðèäòè ê

äâóì ñïîñîáíûì ñîõðàíÿòüñÿ ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì — èìïóëüñó
òåëà  è åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K. Èçìåíåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí
îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

(5.42)

Çäåñü  — âåêòîðíàÿ ñóììà ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó (ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ ñèëà); ïðîìåæóòîê ∆t âðåìåíè äåéñòâèÿ ñèëû, ðàâíî
êàê è ïåðåìåùåíèå òåëà  ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè,

òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ñèëó  ïîñòîÿííîé.
Êàê ýòî ñëåäóåò èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (5.42), èçìåíåíèå 

èìïóëüñà òåëà ðàâíî èìïóëüñó ñèëû ∆t çà âðåìÿ ∆t. (Íå ñëåäó-
åò ïóòàòü èìïóëüñ ñèëû ñ èìïóëüñîì òåëà; ýòî ðàçíûå ôèçè÷åñêèå
âåëè÷èíû!). Óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âòîðîé
çàêîí Íüþòîíà (ñì. (2.7)). Âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (5.42) ïîêàçûâàåò,
÷òî èçìåíåíèå ∆K êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà ðàâíî ïîëíîé ðà-
áîòå æ , ñîâåðøåííîé íàä òåëîì íà ïåðåìåùåíèè . Ýòî åñòü

uº uº

;

m  = m 1 + m 2.

mv2

2
-----------

mu1
2

2
-----------

mu2
2

2
-----------

+=

vº uº uº

v2 =  + ;

 = 1 + 2.

u1
2 u2

2

vº uº uº

uº uº

uº uº

uº uº

pº

 = ∆t;

∆K = æ .

∆pº F
º

F
º

∆r
º

F
º

∆rº

F
º

∆pº

F
º

F
º

∆rº ∆rº
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òåîðåìà (5.30) îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ÿâëÿþùàÿñÿ
ñëåäñòâèåì âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà.

Èìïóëüñ òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè è åãî êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü  òåëà è åãî ìàñ-
ñó m ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 = m ; K = . (5.43)

Èç (5.43) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû p è K ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

K = . (5.44)

Íàëè÷èå ýòîé ñâÿçè íå îçíà÷àåò, îäíàêî, ÷òî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âçàèìîñâÿçàíû. Ñàìîñòîÿòåëü-
íîñòü ýòèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ âèäíà óæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî â íå-
óïðóãèõ ñîóäàðåíèÿõ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà âûïîëíÿåòñÿ, à
çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íå âûïîëíÿåòñÿ. Êðîìå
òîãî, íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà — ýòî
âåêòîðíûé çàêîí, à çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè —
ñêàëÿðíûé.

Èñïîëüçóÿ (5.42), óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó èçìåíåíèåì êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè íà ìàëîì ïåðåìåùåíèè  è èçìåíåíèåì èìïóëüñà
çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t:

∆K = æ  = æ ∆t = æ .

Èòàê,

∆K = æ . (5.45)

5.4.5. Релятивистская масса, релятивистский импульс,
полная энергия тела

Ñêîðîñòü òåëà v, ðàçóìååòñÿ, çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êî-
òîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òåëà, îäíàêî ìàññà m â ñîîòíî-
øåíèÿõ (5.43)—(5.45) îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà íå çàâèñèò. Ïî-
ñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñ÷èòàëîñü ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùèìñÿ âïëîòü
äî íà÷àëà XX ñòîëåòèÿ — äî ñîçäàíèÿ Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì
ñïåöèàëüíîé (÷àñòíîé) òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Íà îñíîâå
ýòîé òåîðèè âîçíèêëà ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà (îò ëàòèíñêîãî
relativus, îçíà÷àþùåãî «îòíîñèòåëüíûé»). Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà
Íüþòîíà îêàçàëàñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

v n c, (5.46)

ãäå ñ — ñêîðîñòü ñâåòà (ñ = 3æ108 ì/ñ).

vº

pº vº mv2

2
-----------

p2

2m
--------

∆rº

F
º

∆rº F
º

vº vº ∆pº

vº ∆ mv( )
º
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Åñëè óñëîâèå (5.46) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî, ñîãëàñíî ïðèíöèïàì
ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ìàññà òåëà äîëæíà çà-
âèñåòü îò åãî ñêîðîñòè v â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ò. å.
äîëæíà çàâèñåòü îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàññìàòðè-
âàåòñÿ òåëî). Çàâèñèìîñòü ìàññû îò ñêîðîñòè îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé:

m = , (5.47)

ãäå β = . Âåëè÷èíó m íàçûâàþò

ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññîé, à m0 —
ìàññîé ïîêîÿ òåëà. Òåëî èìååò ìàñ-
ñó m0 â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé
îíî ïîêîèòñÿ. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè
m(v) äàí íà ðèñóíêå 5.17. Èñïîëü-
çóÿ (5.47), ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî äà-
æå åñëè, íàïðèìåð, v = 0,01 ñ (ñêî-
ðîñòü v ðàâíà 3000 êì/ñ, ÷òî ïðè-
ìåðíî â 100 ðàç áîëüøå ñêîðîñòè
ñîâðåìåííîé êîñìè÷åñêîé ðàêåòû),
òî m = 1,00005 m0, ò. å. ðåëÿòèâè-
ñòñêàÿ ìàññà ïðåâûñèò ìàññó ïî-
êîÿ âñåãî íà 0,005%. Êàê âèäèì, äèàïàçîí ñêîðîñòåé, â ïðåäåëàõ
êîòîðîãî ðàáîòàåò êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà è ìîæíî ïîëàãàòü m = m0,
îêàçûâàåòñÿ âåñüìà øèðîêèì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè, ñîîòíîøåíèÿ
(5.43)—(5.45) äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñëåäóåò ïåðåïèñàòü â
âèäå:

 = m0 ; K = m0v
2; (5.43, à)

K = ; (5.44, à)

∆K = æ . (5.45, a)

Ïðè ïåðåõîäå ê ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå èìïóëüñ  = m0  íóæíî
çàìåíèòü ðåëÿòèâèñòñêèì èìïóëüñîì:

 = m  = (5.48)

m0

1 β
2

−

-------------------

Ðèñ. 5.17

v
c
---

pº vº 1
2
---

p2

2m0
-----------

vº ∆ m0v( )
º

pº vº

pº vº
m0v

1 β
2

−

-------------------

º
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è, ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíåíèå èìïóëüñà  çàìåíèòü â (5.45, à)

íà èçìåíåíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî èìïóëüñà:

∆K = æ . (5.49)

Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàå-
ìàÿ ïîëíîé ýíåðãèåé òåëà (òî÷íåå ãîâîðÿ, ïîëíîé ýíåðãèåé òåëà,
íå ïîäâåðãàþùåãîñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì):

E = mc2 = . (5.50)

Ýòî åñòü çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Ýéíøòåéíà, âûðàæàþùàÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ìàññû è ýíåðãèè:

Åñëè èçìåíÿåòñÿ ýíåðãèÿ òåëà, òî èçìåíÿåòñÿ è åãî ìàññà; åñëè èç-
ìåíÿåòñÿ ìàññà òåëà, òî èçìåíÿåòñÿ åãî ýíåðãèÿ. Òàêîå, ñ òî÷êè
çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, íåâîçìîæíî.

Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè ξ n 1, òî

(1 ä ξ)Ω d 1 ä Ωξ (5.52)

ïðè ëþáîì Ω. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ξ = β2 è

Ω = – :

 = (1 – β2)  d 1 + β2

è ïåðåïèøåì (5.50) â ñëó÷àå, êîãäà β n 1 (v n c):

E = mc2 d m0c
2 + . (5.53)

Åñëè óñëîâèå (5.46) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî âìåñòî (5.53) áóäåì èìåòü
ðàâåíñòâî:

E = m0c
2 + K, (5.54)

ãäå K — êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå.
Èç (5.54) ñëåäóåò îáùåå îïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà:
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ åñòü ðàçíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè è ýíåðãèè
ïîêîÿ:

K = mc2 – m0c
2. (5.55)

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîãî òåëà ðàâíà åãî ìàññå, óìíî-
æåííîé íà êâàäðàò ñêîðîñòè ñâåòà (ñì. (5.50)):

∆E = ∆mc2. (5.51)

∆ m0v( )
º

vº ∆ m0v( )
º

m0c
2

1 β
2

−

-------------------

1
2
---

1

1 β
2

−

-------------------

1
2
---

− 1
2
---

m0v
2

2
--------------
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Ïîñêîëüêó m0c
2 — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, òî èç (5.55) ñëåäóåò,

÷òî

∆K = ∆(mc2) = c2∆m. (5.56)

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ðàáîòà æ , ñîâåðøåííàÿ íàä òåëîì,
ðàâíà èçìåíåíèþ åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìå-

õàíèêå ðàáîòà æ  ðàâíà êàê èçìåíåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
òàê è èçìåíåíèþ ïîëíîé ýíåðãèè òåëà (èçìåíåíèþ ìàññû, óìíî-
æåííîìó íà ñ2).

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ (5.55), íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

(5.49). Ïðåäñòàâèì (5.47) â âèäå m  = m0 è âîçâåäåì îáå ÷àñ-

òè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò; ïîëó÷èì

(mc)2 – (mv)2 = m2
0c

2. (1*)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî èçìåíåíèå êâàäðàòà ëþáîé ïåðåìåííîé
âåëè÷èíû f çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðèáëèæåííî ðàâíî
(ñ ó÷åòîì (3.52)):

∆(f2) = (f + ∆f)2 – f2 d 2f∆f. (5.57)

Èñïîëüçóÿ (5.57), ïåðåïèøåì (1*) â âèäå:

2mc∆(mc) – 2mv∆(mv) = 0. (2*)

Ñîêðàùàÿ ìíîæèòåëü 2m, ïîëó÷àåì

∆(mc2) = v∆(mv) = æ . (3*)

Ó÷èòûâàÿ (5.56) è (3*), çàêëþ÷àåì, ÷òî ∆K = æ , ò. å. ïðè-
õîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (5.49).

Â çàêëþ÷åíèå íàéäåì çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè E îò ðåëÿ-

òèâèñòñêîãî èìïóëüñà . Èç (5.48) è (5.50) ñëåäóåò, ÷òî

. (4*)

Ïåðåïèøåì (5.50) â âèäå E  = m0c
2 è âîçâåäåì îáå ÷àñòè ýòî-

ãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò; ïîëó÷èì

. (5*)

F
º

∆rº

F
º

∆rº

1 v2

c2
------

−

vº ∆ mv( )
º

vº ∆ mv( )
º

pº

p2

E2
------

v2

c4
------

=

1 v2

c2
------

−

v2

c2
------

E2 m0
2c4

−

E2
--------------------------

=
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Ïîäñòàâëÿÿ (5*) â (4*), íàõîäèì . Òàêèì îáðàçîì,

E = . (5.58)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.46) ïîëó÷àåì èç (5.58), ñ ó÷åòîì (5.52):

E = m0c
2  d m0c

2 + . (5.59)

Ðåçóëüòàò (5.59), êàê ìû óáåæäàåìñÿ, ñîãëàñóåòñÿ ñ (5.54).

5.4.6. Кинетическая энергия
вращающегося твердого тела

Âîçâðàòèìñÿ â êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó è íàéäåì âûðàæåíèå
äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùàþùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà.

Ïóñòü òâåðäîå òåëî ìàññîé m âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω
âîêðóã çàêðåïëåííîé îñè. Êàê îáû÷íî, ìûñëåííî ïðåäñòàâèì òåëî
ñîñòîÿùèì èç ìíîæåñòâà ÷àñòèö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç mi è Ri ñîîòâåò-
ñòâåííî ìàññó i-é ÷àñòèöû è åå ðàññòîÿíèå äî îñè âðàùåíèÿ. Ìîäóëü
ñêîðîñòè ýòîé ÷àñòèöû ðàâåí vi = ωRi, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

Ki = miv
2
i = miω

2R2
i. (5.60)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà K ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåð-
ãèé ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ñîñòîèò òåëî. Ñëåäîâàòåëüíî,

K = ω2 . (5.61)

Ñîãëàñíî (4.26), ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (5.61) ñóììà åñòü ìîìåíò
èíåðöèè òåëà J îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

K = . (5.62)

Åñëè òåëî âðàùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî, òî åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ K(t) â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé:

K(t) = , (5.63)

ãäå ω(t) — ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ. Ôîðìóëà
(5.63) ñïðàâåäëèâà ïðè óñëîâèè, ÷òî âî âðåìÿ âðàùåíèÿ ìîìåíò
èíåðöèè J îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî â (5.63)
çàìåíèòü J íà J(t).

p2
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=
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5.4.7. Вращательный аналог теоремы
об изменении кинетической энергии

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî âðàùàåòñÿ ðàâíîïåðåìåííî ñ óãëî-
âûì óñêîðåíèåì β. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà â ìîìåíò t = 0 ðàâíà
ω0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.6) èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè çà âðåìÿ îò
0 äî t åñòü

ω(t) – ω0 = βt. (5.64)

Óãîë ïîâîðîòà òåëà ∆ϕ çà âðåìÿ t ïðè ðàâíîïåðåìåííîì âðàùåíèè
ðàâåí

∆ϕ = (ω(t) + ω0)t.

Èñïîëüçóÿ (5.63), ïðåäñòàâèì èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òå-
ëà çà âðåìÿ t â âèäå

K(t) – K0 = Jω2(t) – Jω2
0 = (ω(t) – ω0)(ω(t) + ω0) . (5.65)

Ñ ó÷åòîì (5.64) è (5.65) ïîëó÷àåì îòñþäà: K(t) – K0 = Jβ∆ϕ. Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü îñíîâíûì çàêîíîì äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ (4.27), ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâèì â âèäå

Φz∆ϕ = K(t) – K0. (5.66)

Çäåñü Φz — ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ
âñåõ âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó. Âåëè÷èíà Φz∆ϕ åñòü ïîë-
íàÿ ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä òåëîì âíåøíèìè ñèëàìè íà óãëî-
âîì ïåðåìåùåíèè ∆ϕ. Ñîîòíîøåíèå (5.66) ÿâëÿåòñÿ âðàùàòåëüíûì
àíàëîãîì òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (5.30).

Задача. ×åðåç áëîê ìàññîé m ïåðåêèíóòà íåâåñîìàÿ íèòü, ê
êîíöàì êîòîðîé ïîäâåøåíû ãðóçû ìàññàìè m. Â ìîìåíò t = 0
íà îäèí èç ãðóçîâ ïîñòàâèëè ãèðþ ìàññîé m. ×åìó ðàâíà êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áëîêà â ìîìåíò âðåìåíè t?

Äî ìîìåíòà t = 0 ñèñòåìà ãðóçîâ íàõîäèëàñü â ðàâíîâåñèè è
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áëîêà ðàâíÿëàñü íóëþ. Ïîñëå òîãî, êàê íà
îäèí èç ãðóçîâ ïîñòàâèëè ãèðþ, áëîê íà÷àë ðàâíîóñêîðåííî âðà-
ùàòüñÿ. Ñîãëàñíî (5.64)—(5.66), èñêîìàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
áëîêà K(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

K(t) = Φzβt
2. (1*)

Çäåñü β = , ãäå R — ðàäèóñ áëîêà, à a — ìîäóëü òàíãåíöèàëü-

íîãî óñêîðåíèÿ íà åãî îêðóæíîñòè; Φz = (T2 – T1)R, ãäå T1 è T2 —

1
2
---

1
2
---

1
2
---

J
2
---

1
2
---

a
R
----
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ìîäóëè ñèë íàòÿæåíèÿ íèòè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò áëîêà. Ó÷èòû-
âàÿ ýòî, ïåðåïèøåì (1*) â âèäå

K(t) = (T2 – T1)at2. (2*)

Äëÿ óñêîðåíèÿ a âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.39), à äëÿ ñèë T1

è T2 — ñîîòíîøåíèÿìè (4.40), ïîëîæèâ m1 = m, m2 = 2m. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷èì: a = , T1 = , T2 = , ïîñëå ÷åãî âû-

ðàæåíèå (2*) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó: K(t) = .

5.4.8. Кинетическая энергия тела, совершающего
плоское движение

Ðàññìîòðèì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
t öèëèíäð ìàññîé m è ðàäèóñîì R, êàòÿ-
ùèéñÿ ïî ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

K(t), C(t), ωC(t), ñîîòâåòñòâåííî, êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ öèëèíäðà, ñêîðîñòü åãî
öåíòðà ìàññ, óãëîâóþ ñêîðîñòü â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ (ñ òàêîé óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ öèëèíäð âðàùàåòñÿ âî-
êðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð

ìàññ). Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà âñå òî÷êè öèëèíäðà âðàùà-
þòñÿ â ìîìåíò t âîêðóã ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ AA′ — ïðÿìîé,
ïî êîòîðîé öèëèíäð ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè (ðèñ. 5.18). Åñëè ωA(t) — óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ öè-
ëèíäðà âîêðóã AA′, à JA — ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà îòíîñèòåëü-
íî AA′, òî äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K(t) ñïðàâåäëèâî, ñîãëàñíî
(5.62), ñîîòíîøåíèå:

K(t) = JAω
2
A(t). (1*)

Ïîñêîëüêó wA(t) = wÑ(t) (íàïîìíèì (4.85)), òî (1*) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå:

K(t) = JAω
2
C(t). (2*)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Øòåéíåðà (ñì. ï. 4.2.3),

JA = JC + mR2, (3*)

1
2
---

2g
7
-------

9mg
7

-------------

10mg
7

----------------

mg2t2

49
-----------------

Ðèñ. 5.18

vº

1
2
---

1
2
---
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ãäå JC — ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî îñè CC′, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ. Ïîäñòàâèâ (3*) â (2*), ïðåäñòàâèì
K(t) â âèäå:

K(t) = JCω
2
C(t) + mR2ω2

C(t). (4*)

Òàê êàê RωA(t) = vC(t) è ωA(t) = ωC(t), òî, ñëåäîâàòåëüíî,

vC(t) = RωC(t). (5*)

Ïîäñòàâèâ (5*) â (4*), ïîëó÷èì

K(t) = . (5.67)

Èòàê, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öèëèíäðà, êàòÿùåãîñÿ ïî ïëîñêîñ-
òè, ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ, è êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ. Ýòîò ðåçóëüòàò ãîäèòñÿ íå òîëüêî äëÿ öè-
ëèíäðà (êîëåñà èëè øàðà), êàòÿùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè, íî è äëÿ ëþ-
áîãî òåëà, ñîâåðøàþùåãî ïëîñêîå äâèæåíèå.

Ðåçóëüòàò (5.67) îáîáùàåòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé — êîãäà òâåðäîå òåëî
ïðîèçâîëüíî (ñâîáîäíî) äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäåì áåç äî-
êàçàòåëüñòâà òàê íàçûâàåìóþ òåîðåìó Ê¸íèãà:

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâèæåíèå òåëà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, òî ìîìåíò èíåðöèè JC íå
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì è ñîîòíîøåíèå (5.68) ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå (5.67).

Задача 1. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå è ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 èç
ï. 4.1.3, íàéäèòå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ öèëèíäðà ìàññîé m.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷è 2 èç ï. 4.1.3, çàêëþ÷àåì: vC = (V2 – V1), ωC = . Ïîä-

ñòàâèâ ýòè âåëè÷èíû â (5.67) è ó÷òÿ, ÷òî JC = mR2, íàõîäèì êèíå-

òè÷åñêóþ ýíåðãèþ öèëèíäðà: K = m[(V2 – V1)
2 + (V1 + V2)

2].

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíî äâèæóùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà ìàññîé m åñòü

K(t) = , (5.68)

ãäå vC(t) — ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ òåëà, ωC(t) — óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð ìàññ, JC(t) — ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî óêàçàí-
íîé ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ.

1
2
---

1
2
---

mvC
2 t( )

2
--------------------

JCωC
2 t( )

2
----------------------

+

mvC
2 t( )

2
--------------------

JCωC
2 t( )

2
----------------------

+

1
2
---

V1 V2+

2R
--------------------

1
2
---

1
4
---

1
4
---
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Задача 2. Öèëèíäð ìàññîé m íà÷èíàåò ñêàòûâàòüñÿ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α. ×å-
ìó ðàâíà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öèëèíäðà ÷åðåç âðåìÿ t ïîñëå
íà÷àëà ñêàòûâàíèÿ?

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ωC(t) =  è JC = mR2, ïðåäñòàâèì âûðà-

æåíèå (5.67) äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè öèëèíäðà â âèäå:

K(t) = mv2
C(t) + JC  = m (t). (6*)

Öåíòð ìàññ öèëèíäðà äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî ñ óñêîðåíèåì

aC = . Ïîýòîìó ïðåîáðàçóåì (6*) ê âèäó:

K(t) = . (7*)

Ñ ó÷åòîì (4.90, á) ïîëó÷èì èç (7*) îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé

â çàäà÷å: K(t) = mg2t2sin2α.

5.5. ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÝÍÅÐÃÈß

5.5.1. Консервативные силы

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ — ýòî ýíåðãèÿ äâèæóùåãîñÿ òåëà. Íî
ýíåðãèåé ìîæåò îáëàäàòü íå òîëüêî äâèæóùååñÿ òåëî. Ïîäíÿòîå
íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè òåëî èëè ñæàòàÿ ïðóæèíà îáëàäàþò
ýíåðãèåé è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ïîêîÿòñÿ. Ìû íå èìååì çäåñü
â âèäó ýíåðãèþ ïîêîÿ, î êîòîðîé øëà ðå÷ü â ï. 5.4.5 (îñòàâàÿñü â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè, ìû âîçäåðæèìñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ
ýíåðãèè ïîêîÿ). Ìû èìååì â âèäó ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ —
ýíåðãèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íå ñêîðîñòüþ òåëà, à åãî ïîëîæå-
íèåì ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì òåëàì, íàïðèìåð ïî îòíîøåíèþ ê
Çåìëå, èëè åãî ôîðìîé (êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ
âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ÷àñòèö òåëà).

Èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñâÿçàíî ñ ðàáîòîé ñèë, ïðè-
ðîäà êîòîðûõ ìîæåò áûòü êàêîé óãîäíî. Â òåîðåìå îá èçìåíå-
íèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ó÷àñòâóåò ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà, êî-
òîðàÿ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ âåêòîðíîé ñóììîé ñèë ðàçëè÷íîé ïðèðîäû
(íàïðèìåð, òÿæåñòè, óïðóãîñòè, òðåíèÿ, ñêîëüæåíèÿ). Â îòëè÷èå îò

vC t( )

R
--------------

1
2
---

1
2
---

vC
2 t( )

2R2
--------------

3
4
---

vC
2

vC t( )

t
--------------

3
4
---

maC
2 t2

1
3
---
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êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñâÿçàíî
ñ ðàáîòîé íå ëþáûõ ñèë, à òîëüêî òàê íàçûâàåìûõ êîíñåðâàòèâ-
íûõ ñèë. Èç ðàññìîòðåííûõ íàìè ñèë ê êîíñåðâàòèâíûì îòíîñÿòñÿ
ñèëû òÿæåñòè è óïðóãîñòè, à ê íåêîíñåðâàòèâíûì — ñèëû òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè äâèæåíèè òåëà â æèäêîñòè èëè
ãàçå.

Êîíñåðâàòèâíîé íàçûâàþò ñèëó, ðàáî-
òà êîòîðîé íå çàâèñèò îò òðàåêòîðèè
òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû, à îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè
òðàåêòîðèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AI(1 º 2),
AII(1 º 2), AIII(1 º 2) ðàáîòû íåêîòîðîé
êîíñåðâàòèâíîé ñèëû íà ïóòè îò 1 äî 2,
ñîâåðøåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà òðàåêòî-
ðèÿõ I, II, III (ðèñ. 5.19). Êîíñåðâàòèâíîñòü ñèëû îçíà÷àåò, ÷òî
AI(1 º 2) = AII(1 º 2) = AIII(1 º 2). Ðàáîòà êîíñåðâàòèâíîé
ñèëû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå îäíîé òðàåêòîðèè îò 1 äî 2 íà
äðóãóþ. Îòñþäà è íàèìåíîâàíèå «êîíñåðâàòèâíàÿ» (îò ëàòèí-
ñêîãî conservatio, îçíà÷àþùåãî «ñîõðàíåíèå»). Êîëü ñêîðî ðàáî-
òà êîíñåðâàòèâíîé ñèëû íå çàâèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè òî÷êè
åå ïðèëîæåíèÿ, òî ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, âûáðàòü ïðÿìîëèíåéíóþ
òðàåêòîðèþ è ðàññìàòðèâàòü ðàáîòó íà ïåðåìåùåíèè  (  —
âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëüíîé òî÷êè òðàåêòîðèè 1 â êîíå÷-
íóþ òî÷êó 2).

Òåîðåìà

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó. Ðàññìîòðèì íåêîòî-
ðóþ çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ
ñèëû (ðèñ. 5.20, à). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ðàáîòó
ñèëû íà âñåé òðàåêòîðèè. Âûáåðåì íà íåé ïðî-
èçâîëüíî äâå òî÷êè — òî÷êè 1 è 2. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç AI(1 º 2) ðàáîòó îò 1 äî 2 íà ó÷àñòêå I, à

÷åðåç AII(2 º 1) ðàáîòó îò 2 äî 1 íà ó÷àñòêå II
(ðèñ. 5.20, á). ßñíî, ÷òî

A = AI(1 º 2) + AII(2 º 1). (1*)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AII(1 – 2) ðàáîòó îò 1 äî 2 íà

ó÷àñòêå II (ñì. ïóíêòèð íà ðèñóíêå). Ñîãëàñíî

Åñëè ðàáîòà ñèëû çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷åê òðàåêòîðèè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû è íå çàâèñèò îò
ôîðìû òðàåêòîðèè, òî ðàáîòà òàêîé ñèëû íà ëþáîé çàì-
êíóòîé òðàåêòîðèè ðàâíà íóëþ.

Ðèñ. 5.19

∆rº ∆rº

Ðèñ. 5.20

à)

á)
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óñëîâèþ òåîðåìû, AI(1 – 2) = AII(1 º 2) è ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü (1*)

â âèäå:

A = AII(1 º 2) + AII(2 º 1). (2*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AII(2 º 1) = –AII(1 º 2), ïîëó÷àåì èç (2*): A = 0, ÷òî è òðåáîâà-

ëîñü äîêàçàòü.

Íåòðóäíî äîêàçàòü òàêæå îáðàòíóþ òåîðåìó, ñîãëàñíî êîòî-
ðîé èç ðàâåíñòâà íóëþ ðàáîòû ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ñëåäóåò
íåçàâèñèìîñòü ðàáîòû îò ôîðìû òðàåêòîðèè ïðè çàäàííûõ åå íà-
÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ.

Èòàê, êîíñåðâàòèâíóþ ñèëó ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè: 1) êàê ñèëó, ðàáîòà êîòîðîé íå çàâèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè,
ïî êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû, à çàâèñèò ëèøü
îò íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèé; 2) êàê ñèëó, ðàáîòà êîòîðîé
ïî ëþáîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ðàâíà íóëþ.

5.5.2. Теорема об изменении потенциальной энергии

Ýòó òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ïîÿñíèì ñìûñë ñëîâ «ðà-
áîòà ñèëû, âçÿòàÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì». Êîãäà ãîâîðÿò,
÷òî èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ïîëíîé ðàáîòå ðàâ-
íîäåéñòâóþùåé ñèëû (òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè), òî ýòî îçíà÷àåò âîçðàñòàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, åñëè ðà-
áîòà ðàâíîäåéñòâóþùåé ïîëîæèòåëüíà, è óáûâàíèå êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè, åñëè ðàáîòà îòðèöàòåëüíà. Êîãäà ðå÷ü èäåò î
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òî ðàññìàòðèâàþò ðàáîòó òîëüêî êîíñåð-
âàòèâíûõ ñèë (îáû÷íî îäíîé îïðåäåëåííîé êîíñåðâàòèâíîé ñèëû,
íàïðèìåð, ñèëû òÿæåñòè). Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà âîçðàñ-
òàåò, êîãäà ðàáîòà ýòîé ñèëû îòðèöàòåëüíà, è óáûâàåò, êîã-
äà îíà ïîëîæèòåëüíà. Èíûìè ñëîâàìè, ñ îòðèöàòåëüíîé ðàáî-
òîé êîíñåðâàòèâíîé ñèëû ñâÿçàíî ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè òåëà, à ñ ïîëîæèòåëüíîé ðàáîòîé — óáûâàíèå ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíñåðâàòèâíàÿ ñèëà ñîâåðøàåò ðàáîòó
A(1 º 2) ïðè ïåðåìåùåíèè èç 1 â 2 è ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ U òåëà ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì êàê
U2 – U1 èëè, èíà÷å, ∆U(1 º 2). Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçìåíåíèè
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,

∆U(1 º 2) = –A(1 º 2). (5.69)

Èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà ðàâíî ðàáîòå êîí-
ñåðâàòèâíîé ñèëû, âçÿòîé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì.
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Åñëè ðàáîòà ïîëîæèòåëüíà (A(1 º 2) > 0), òî èçìåíåíèå ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè îòðèöàòåëüíî (∆U(1 º 2) < 0). Åñëè ðàáîòà îòðè-
öàòåëüíà (A(1 º 2) < 0), òî èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïî-
ëîæèòåëüíî (∆U(1 º 2) > 0).

Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè òåëà ïðè ïîäúåìå íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè îáåñïå÷è-

âàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé ðàáîòîé ñèëû òÿæåñòè?

Ðàçóìååòñÿ, òàê ãîâîðèòü íåëüçÿ. Âåäü òåëî ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ áëàãîäàðÿ
íå ñèëå òÿæåñòè, à êàêîé-òî èíîé ñèëå, êîòîðàÿ ëèáî äåéñòâóåò âî âðåìÿ ïîäúå-
ìà, ëèáî äåéñòâîâàëà ðàíåå, ñîîáùèâ òåëó ñêîðîñòü, íàïðàâëåííóþ ââåðõ.
Ïðîñòî ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàâíî âçÿòîé ñî çíàêîì «ìèíóñ»
ðàáîòå ñèëû òÿæåñòè íà ïåðåìåùåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäúåìó òåëà. Èíîãäà
ãîâîðÿò, ÷òî «ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàáîòîé ïðî-
òèâ ñèëû òÿæåñòè».

Ñîîòíîøåíèå (5.69) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

A(1 º 2) = –∆U(1º2) (5.70)
è äàòü ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû îá èçìåíåíèè ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

Äîêàæåì òåîðåìó, ïðåäñòàâëÿÿ òåëî, ïðîñòîòû ðàäè, ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êîé (÷àñòèöåé). Ïóñòü ÷àñòèöà ïåðåõîäèò èç ïîëîæåíèÿ 1
(ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U1) â ïîëîæåíèå 2 (ñ ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèåé U2). Ïðè ýòîì äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó êîíñåðâàòèâíàÿ
ñèëà ñîâåðøàåò ðàáîòó A(1 º 2). Òàê êàê ðàáîòà êîíñåðâàòèâíîé
ñèëû íå çàâèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè, òî òàêàÿ æå ðàáîòà áó-
äåò ñîâåðøåíà ïðè ïåðåìåùåíèè ÷àñòèöû èç 1 â 2 ïî òðàåêòîðèè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íóëåâîå ïîëî-
æåíèå O, ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâî-
ìó óðîâíþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
(ðèñ. 5.21):

A(1 º 2) = A(1 º 0) + A(0 º 2).

(1*)

Ðàâåíñòâî (1*) ìîæíî, î÷åâèäíî, ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

A(1 º 2) = A(1 º 0) – A(2 º 0).

(2*)

ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèëîé, ðàâíà èçìåíå-
íèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì çíàêîì.

?

Ðèñ. 5.21
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ñîâåðøåíèè ðàáîòû A(1 º 0) ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îáðàùàåòñÿ â íóëü, çàêëþ÷àåì, ÷òî A(1 º 0) = U1.
Ñîîòâåòñòâåííî, A(2 º 0) = U2. Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (2*)
ïðèíèìàåò âèä:

A(1 º 2) = U1 – U2 = –(U2 – U1) = –∆U(1 º 2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó (5.70), ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

5.5.3. Работа силы тяжести
и потенциальная энергия тела,

поднятого над землей

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî ìàññîé m, íàõî-
äèâøååñÿ â òî÷êå 1 íà âûñîòå h1 íàä çåì-
ëåé, ïåðåìåñòèëîñü â òî÷êó 2 íà âûñîòå h2

íàä çåìëåé (ðèñ. 5.22). Ïðè÷èíû, çàñòàâèâ-
øèå òåëî ñîâåðøèòü òàêîå ïåðåìåùåíèå,
íàñ ñåé÷àñ íå èíòåðåñóþò. Íàñ èíòåðåñóåò
çäåñü ðàáîòà, êîòîðóþ ñîâåðøàåò ñèëà òÿ-
æåñòè m  íà ïåðåìåùåíèè  èç 1 â 2. Ýòà
ðàáîòà ðàâíà

A(1 º 2) = m æ  =

= mg∆rcosβ = –mg∆rsinα = –mg(h2 – h1).

Çíàÿ ðàáîòó A(1 º 2) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (5.69),
íàéäåì ïðèðàùåíèå ∆U(1 º 2) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà, ïå-
ðåìåñòèâøåãîñÿ èç òî÷êè íà âûñîòå h1 â òî÷êó íà âûñîòå h2:

∆U(1 º 2) = – A(1 º 2) = mg(h2 – h1). (5.71)

Задача 1 (ðèñ. 5.23). Íèòü äëèíîé l, ê êîíöó êî-
òîðîé ïîäâåøåíî òåëî ìàññîé m, îòêëîíèëè îò
âåðòèêàëè íà óãîë α è îòïóñòèëè. Êàê èçìåíèòñÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ê ìîìåíòó, êîãäà
íèòü îêàæåòñÿ âåðòèêàëüíîé?

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðàáîòà A(1 º 2) ñèëû
òÿæåñòè òåëà íà ïåðåìåùåíèè  (ïåðåìåùåíèè
èç 1 â 2) ðàâíà

A(1 º 2) = m æ  = mg∆rcosβ =
= mgh = mgl(1 – cosα).

Ðèñ. 5.22

gº ∆rº

gº ∆rº

Ðèñ. 5.23

∆rº

gº ∆rº
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Ñîãëàñíî (5.69),

∆U(1 º 2) = –A(1 º 2) =

= –mgl(1 – cosα). (5.72) 

Задача 2 (ðèñ. 5.24). Ê êîíöàì íèòè, ïåðåêèíó-
òîé ÷åðåç íåâåñîìûé áëîê, ïîäâåøåíû ãðóçû
ìàññàìè m è M (M > m). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ãðóçû íåïîäâèæíû. ×åìó ðàâíû èçìå-
íåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êàæäîãî ãðóçà çà
âðåìÿ t ïîñëå òîãî, êàê ãðóçàì ïðåäîñòàâèëè
âîçìîæíîñòü äâèãàòüñÿ?

Çà âðåìÿ t êàæäûé ãðóç ïåðåìåñòèòñÿ íà ðàñ-

ñòîÿíèå s = at2, ãäå a — ìîäóëü óñêîðåíèÿ ãðóçà. Ñîãëàñíî (2.33),

a = g ; ïîýòîìó

s = gt2 . (1*)

Èçìåíåíèÿ ∆Um(1 º 2) è ∆UM(3 º 4) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ãðó-
çîâ ñ ìàññàìè m è M, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû

∆Um(1 º 2) = –Am(1 º 2) = –m æ 1 = mgs; (2*)

∆UM(3 º 4) = –AM(3 º 4) = –M æ 2 = Mgs. (3*)

Èçìåíåíèå ∆U ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ãðóçîâ ðàâíî
∆U = ∆Um(1 º 2) + ∆UM(3 º 4) = –(M – m)gs. (4*)

Ïîäñòàâèâ (1*) â (2*)—(4*), ïîëó÷èì

∆Um(1 º 2) = mλg2t2,   ∆UM(3 º 4) = – Mλg2t2,

∆U = – (M – m)λg2t2,

ãäå λ = .

5.5.4. Работа силы упругости и потенциальная энергия
деформированной пружины

Ðàññìîòðèì óïðóãóþ ïðóæèíó, ïîäâåðãàþùóþñÿ äåôîðìàöèè
ðàñòÿæåíèÿ. Ïðóæèíó ðàñòÿãèâàåò íåêîòîðàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî
ñòîðîíû òåëà, ïðèêðåïëåííîãî ê êîíöó ïðóæèíû. Â ñîîòâåòñòâèè

Ðèñ. 5.24

1
2
---

M m−

M m+
-----------------

1
2
---

M m−

M m+
-----------------

gº ∆rº

gº ∆rº

1
2
---

1
2
---

1
2
---

M m−

M m+
-----------------
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ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà, ðàñòÿ-
íóòàÿ ïðóæèíà äåéñòâóåò íà ïðè-
êðåïëåííîå ê íåé òåëî ñ ñèëîé

óïðóãîñòè , íàïðàâëåííîé ïðî-
òèâîïîëîæíî ïåðåìåùåíèþ 
òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû (ðèñ. 5.25).
Ðàáîòà ñèëû óïðóãîñòè íà ïåðå-
ìåùåíèè  îïèñûâàåòñÿ, ñîãëàñ-
íî (5.17), ñîîòíîøåíèåì

A = æ  = – k(∆r)2, (5.73)

ãäå k — æåñòêîñòü ïðóæèíû. Íà
ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû äâå ñèòó-

àöèè: 1) óäëèíåíèå ïðóæèíû ðàâíî x1 = ∆r1, 2) óäëèíåíèå ïðóæè-
íû ðàâíî x2 = ∆r2. Òàì æå ïðèâåäåí îïðåäåëÿåìûé çàêîíîì Ãóêà
ãðàôèê çàâèñèìîñòè îò x äëÿ ìîäóëÿ ñèëû óïðóãîñòè: F = kx.

Íàéäåì èçìåíåíèå ∆U(1 º 2) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðóæè-
íû ïðè ïåðåõîäå îò ñèòóàöèè 1 ê ñèòóàöèè 2. Ïðè ïåðåõîäå èç íå-
äåôîðìèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ ê ñèòóàöèè 1 ïðóæèíà óäëèíÿåòñÿ
íà ∆r1 = x1, ïðè ýòîì ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû ñîâåðøàåò, ñîãëàñ-
íî (5.73), ðàáîòó A1 = –kx2. Ïðè óäëèíåíèè ïðóæèíû íà ∆r2 = x2

ñèëà óïðóãîñòè ñîâåðøàåò ðàáîòó A2 = – . Ðàáîòà ïðè ïåðåõîäå

îò ñèòóàöèè 1 ê 2 ðàâíà

A(1 º 2) = A2 – A1 = (– ) – (– ) = – (x2
2 – x2

1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.69), îòñþäà ïîëó÷àåì:

∆U(1 º 2) = –A(1 º 2) = ( ). (5.74)

5.5.5. Нулевой уровень потенциальной энергии

Â îòëè÷èå îò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îò-
ñ÷èòûâàåòñÿ îò óñëîâíîãî íóëåâîãî óðîâíÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü
âûáðàí ïðîèçâîëüíî.

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òåëà, ïîäíÿòîãî íàä çåìëåé, îáû÷íî
îòñ÷èòûâàþò îò óðîâíÿ çåìíîé ïîâåðõíîñòè, ò. å. ïðèíèìàþò çà
íóëü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ íà óðîâíå çåìëè. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m íà âûñîòå h1 ñ÷èòàåòñÿ ðàâ-
íîé U1 = mgh1, à íà âûñîòå h2 — ðàâíîé U2 = mgh2. Åñëè h2 > h1,

Ðèñ. 5.25

F
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∆rº
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2

2
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2

2
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2
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k
2
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−
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òî U2 > U1 è ïðèðàùåíèå ∆U(1 º 2) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðè
ïîäúåìå ñ âûñîòû h1 íà âûñîòó h2 åñòü

∆U(1 º 2) = U2 – U1 = mgh2 – mgh1 = mg(h2 – h1). (1*)

Â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå 5.22, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî íó-
ëåâîé óðîâåíü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 1. Òîã-
äà ïðèøëîñü áû ñ÷èòàòü, ÷òî U1 = 0 è U2 = mg(h2 – h1). Ïðèðà-
ùåíèå ∆U(1 º 2) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿëîñü áû òàê:

∆U(1 º 2) = U2 – U1 = mg(h2 – h1) – 0 = mg(h2 – h1). (2*)

À ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü, ÷òî íóëåâîé óðîâåíü ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 2. Òîãäà U1 = – mg(h2 – h1) (ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà â òî÷êå 1 îêàçàëàñü áû îòðèöàòåëüíîé!) è
U2 = 0. Ïðèðàùåíèå ∆U(1 º 2) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿ-
ëîñü áû òàê:

∆U(1 º 2) = U2 – U1 = 

= 0 – [–mg(h2 – h1)] = mg(h2 – h1). (3*)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû (1*)—(3*) ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòîì
(5.71), ïîëó÷åííûì áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î ïîëîæåíèè
íóëåâîãî óðîâíÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Â çàäà÷å 1 â ï. 5.5.3 ñàìà ïîñòàíîâêà âîïðîñà «êàê èçìåíèòñÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà?» íåâîëüíî èíèöèèðóåò æåëàíèå âû-
ÿñíèòü, êàêîâà îíà áûëà â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè è êàêîé îêàçà-
ëàñü â êîíå÷íîì. Åñëè îòñ÷èòûâàòü åå îò óðîâíÿ çåìëè, òî ñëåäóåò
êàê-òî îáîçíà÷èòü âûñîòó òî÷êè ïîäâåñà íèòè; ïóñòü îíà áóäåò H.
Òîãäà âûñîòà òåëà â òî÷êå 1 áóäåò ðàâíà H – lcosα è, çíà÷èò,
U1 = mg(H – lcosα). Âûñîòà òåëà â òî÷êå 2 áóäåò ðàâíà H – l è,
çíà÷èò, U2 = mg(H – l). Èñêîìîå èçìåíåíèå ∆U(1 º 2) ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè áóäåò ðàâíî

∆U(1 º 2) = U2 – U1 = mg(H – l) – mg(H – lcosα) =

= –mgl(1 – cosα). (4*)

Ïðè æåëàíèè ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü, ÷òî íóëåâîé óðîâåíü ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïîäâåñà íèòè. Òîãäà
U1 = –mglcosα è U2 = –mgl. Èçìåíåíèå ∆U(1 º 2) ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ðàâíî

∆U(1 º 2) = U2 – U1 = –mgl – (–mglcosα) =

= –mgl(1 – cosα). (5*)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû (4*) è (5*) ñîâïàäàþò ñ (5.72) — ðå-
çóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì áåç âûáîðà ïîëîæåíèÿ íóëåâîãî óðîâíÿ.

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû óäîáíî
îòñ÷èòûâàòü, ïîëàãàÿ, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ, êîãäà ïðóæèíà íå
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äåôîðìèðîâàíà. Èìåííî òàê ìû è ïîëàãàëè, êîãäà îòûñêèâàëè
∆U(1 º 2) â ï. 5.5.4:

∆U(1 º 2) = U2 – U1 =  – .

Åñëè áû ìû îòñ÷èòûâàëè ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îò ýíåðãèè â ñè-
òóàöèè 1 (êîãäà óäëèíåíèå ðàâíî x1), òî â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû
áûëè áû ñ÷èòàòü, ÷òî U1 = 0, à U2 ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè çà-
øòðèõîâàííîé òðàïåöèè íà ðèñóíêå 5.25 (ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóì-
ìû îñíîâàíèé òðàïåöèè íà åå âûñîòó):

U2 = (x2 – x1) = ( ).

Â ýòîì ñëó÷àå

∆U(1 º 2) = U2 – U1 = ( ) – 0 = ( ),

è ìû ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó (5.74). Êîíå÷íî, óäîáíåå áûëî îòñ÷è-
òûâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ïðóæèíû îò ýíåðãèè, ñîîòâåòñò-
âóþùåé íóëåâîìó óäëèíåíèþ, — íå ïîòðåáîâàëîñü âû÷èñëÿòü ïëî-
ùàäü òðàïåöèè.

Òî, ÷òî âûáîð íà÷àëà îòñ÷åòà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðîèçâî-
ëåí, íå äîëæíî íàñ ñìóùàòü, ïîñêîëüêó íè îäíî ÿâëåíèå â ïðèðîäå
èëè òåõíèêå íå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñàìîé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè. Èãðàåò ðîëü òîëüêî ðàçíîñòü ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé â
êîíå÷íîì è íà÷àëüíîì ïîëîæåíèÿõ. À ýòà ðàçíîñòü, êàê ìîæíî
óáåäèòüñÿ íà ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ, íå çàâèñèò îò ïîëî-
æåíèÿ íóëåâîãî óðîâíÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

5.5.6. Потенциальная энергия — энергия
взаимодействия тел или частей тела

Åñòü ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò êèíå-
òè÷åñêîé. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ — âåëè÷èíà, îòíîñÿùàÿñÿ ê îä-
íîìó òåëó, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ — ýòî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñò-
âèÿ ïî ìåíüøåé ìåðå äâóõ òåë (èëè ÷àñòåé îäíîãî è òîãî æå òåëà).
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âçàèì-
íûì ðàñïîëîæåíèåì òåë èëè ÷àñòåé òåëà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ èìåííî
òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ, à âçàèìîäåéñòâèå
òåë, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (ñëåäñòâèå âòîðî-
ãî çàêîíà Íüþòîíà) íå ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå òðåòèé çàêîí Íüþ-
òîíà, íå ó÷èòûâàåò òî, ÷òî ñèëû âîçíèêàþò ïîïàðíî è ÷òî ñàìî
ïîíÿòèå ñèëû îòíîñèòñÿ ê äâóì âçàèìîäåéñòâóþùèì òåëàì — ê
òåëó, íà êîòîðîå äåéñòâóåò ñèëà, è ê òåëó, ñî ñòîðîíû êîòîðîãî îíà
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äåéñòâóåò. Ýòî ó÷èòûâàåò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, òàê ÷òî åå ìîæ-
íî, â ïðèíöèïå, ðàññìàòðèâàòü êàê äðóãóþ õàðàêòåðèñòèêó (íà-
ðàâíå ñ ñèëîé) âçàèìíîãî äåéñòâèÿ òåë äðóã íà äðóãà.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ åñòü ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ òåë, òî ïî÷åìó æå

â ï. 5.5.3 ìû ãîâîðèëè î ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà, ïîäíÿòîãî
íàä çåìëåé, à â ï. 5.5.4 — î ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìèðî-
âàííîé ïðóæèíû?

Ñîîòíîøåíèÿ (5.71), (5.72), (5.74) îïðåäåëÿëè èçìåíåíèå ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè, îòíîñÿùååñÿ âñÿêèé ðàç ê îäíîìó òåëó. Â ÷åì
æå òóò äåëî? Äåëî â òîì, ÷òî âìåñòî, íàïðèìåð, èçìåíåíèÿ ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè òåëà â ñîîòíîøåíèè (5.71), ñëåäîâàëî áû, ñòðîãî
ãîâîðÿ, ðàññìàòðèâàòü èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìî-
äåéñòâèÿ äâóõ òåë — òåëà, ïîêàçàííîãî íà ðèñóíêå 5.22, è Çåìëè.
Ýòî èçìåíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîîòíîøåíèåì:

∆U = –(m æ 1 + æ 2), (5.75)

ãäå m æ 1 — ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà òåëî ñî ñòî-

ðîíû Çåìëè, à æ 2 — ðàáîòà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà Çåìëþ ñî
ñòîðîíû òåëà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà (ÿñíî, ÷òî

 = –m ). Îäíàêî ýòè «ñòðîãîñòè» ñîâåðøåííî èçëèøíè, ïîñêîëüêó
∆r2 n ∆r1, òàê ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5.75) ôàêòè÷å-
ñêè ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ïàäåíèÿ òåëà íà Çåìëþ
ìîæíî ñïîêîéíî ïðåíåáðåãàòü ñìåùåíèåì Çåìëè è ñâîäèòü ðàáîòó
ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà è Çåìëè ê ðàáîòå òîëüêî îäíîé ñèëû —
ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà òåëî ñî ñòîðîíû Çåìëè. Âîò ïî÷åìó
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû äâóõ òåë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿõ êàê ýíåðãèþ îäíîãî èç ýòèõ òåë.

5.6. ÑÎÕÐÀÍÅÍÈÅ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅÐÃÈÈ

Â ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ñ ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÛÌÈ ÑÈËÀÌÈ

5.6.1. Механическая энергия

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîíÿòèå «ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ» îòíîñèòñÿ íå
ê îòäåëüíîìó òåëó, à ê ñèñòåìå òåë (ïî êðàéíåé ìåðå, äâóõ òåë).
Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ W ñèñòåìû òåë — ýòî ñóììà åå êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè K è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U:

W = K + U. (5.76)

?

gº ∆rº F
º

∆rº

gº ∆rº

F
º

∆rº

F
º

gº



254

Âíåøíå âåñüìà ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå (5.76) òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ.
Íóæíî óòî÷íèòü, ÷òî òàêîå «êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû» è «ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû».

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç N òåë, åñòü ñóì-
ìà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ýòèõ òåë:

K = . (5.77)

Çäåñü Ki — êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ i-ãî òåëà. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû èç N òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåäñòâîì
êîíñåðâàòèâíûõ ñèë, åñòü ñóììà ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé âñåõ ïàð-
íûõ âçàèìîäåéñòâèé (êàæäîå òåëî ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóåò ñ
êàæäûì èç îñòàëüíûõ òåë): 

U = . (5.78)

Çäåñü Uij — ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ i-ãî è j-ãî
òåë. Â äâîéíîé ñóììå â (5.78) èñêëþ÷àþòñÿ ñëàãàåìûå òèïà Uii

èëè Ujj, ïîñêîëüêó íå ìîæåò òåëî âçàèìîäåéñòâîâàòü ñàìî ñ ñîáîé.

Ìíîæèòåëü  ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî Uij è Uji — ýòî îäíî è òî æå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N = 3. Â ýòîì ñëó÷àå:

K = K1 + K2 + K3; (5.77, à)

U = (Ui1 + Ui2 + Ui3) – U11 – U22 – U33  =

= U12 + U13 + U23. (5.78, à)

Çäåñü U12 — ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ 1-ãî è 2-ãî òåë,
U13 — 1-ãî è 3-ãî òåë, U23 — 2-ãî è 3-ãî òåë.

Åñëè N = 2, òî

K = K1 + K2; (5.77, á)

U = U12. (5.78, á)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç Çåìëè è òåëà ìàññîé m,
íàõîäÿùåãîñÿ íà âûñîòå h îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè è èìåþùåãî â
ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü  â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé. Â ýòîé ñèñòåìå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà

ðàâíà mv2, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Çåìëè ðàâíà íóëþ. Ãîâîðÿ
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î ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ, çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàìå÷àíèÿìè, ñäåëàííûìè â ï. 5.5.6, ðàáîòó ñèë òåëà è
Çåìëè ìîæíî ñâåñòè ê ðàáîòå ñèëû òÿæåñòè òåëà. Áóäåì, êàê
îáû÷íî ïðèíÿòî, ñ÷èòàòü, ÷òî íóëåâîé óðîâåíü ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè íàõîäèòñÿ íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çà-

ìå÷àíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü (5.77, á) è (5.78, á) â âèäå: K = mv2 è

U = mgh. Òàêèì îáðàçîì, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ W îïèñûâàåòñÿ â
äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëîé:

W =  + mgh. (5.79)

5.6.2. Закон сохранения механической энергии

Â ñåðåäèíå XIX ñòîëåòèÿ Ãåðìàí Ãåëüìãîëüö îáðàòèë âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî â çàìêíóòîé ñèñòåìå îäíà è òà æå âåëè÷èíà (ðà-
áîòà) ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ÷åðåç ïðèðàùåíèå «æèâîé ñè-
ëû» (êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè), òàê è ÷åðåç óáûëü «íàïðÿæåííîé
ñèëû» (ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè). Ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷åíèå «æè-
âîé ñèëû» â ñèñòåìå äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì óìåíüøåíèåì «íàïðÿæåííîé ñèëû», è íàîáîðîò. Òàê, Ãåëüì-
ãîëüö ïðèøåë ê «ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ ñóììû æèâûõ è íàïðÿ-
æåííûõ ñèë». Ýòîò ïðèíöèï èìåíóåòñÿ íûíå çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Îí ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Èíà÷å ãîâîðÿ,

Âûâîä ýòîãî çàêîíà îñîáåííî ïðîñò äëÿ çàìêíóòîé ñèñòå-

ìû, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç äâóõ òåë. Ïóñòü 21 è 12 — êîíñåð-
âàòèâíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, íà òåëî 1 è òåëî 2
ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 è 2 ïåðåìåùåíèÿ ýòèõ òåë çà
íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t. Èçìåíåíèå ∆K êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû çà âðåìÿ ∆t åñòü, ñîãëàñíî (5.77, á),

Èçìåíåíèå âî âðåìåíè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè çàìêíóòîé ñèñ-
òåìû, â êîòîðîé äåéñòâóþò êîíñåðâàòèâíûå ñèëû, ðàâíî
íóëþ.

â çàìêíóòîé ñèñòåìå, â êîòîðîé äåéñòâóþò êîíñåðâà-
òèâíûå ñèëû, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì.
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∆K = ∆K1 + ∆K2, ÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ñîãëàñíî (5.30) è (5.4),
â âèäå:

∆K = 21æ 1 + 12æ 2. (1*)

Èçìåíåíèå ∆U ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû çà âðåìÿ ∆t åñòü,
ñîãëàñíî (5.78, á) è (5.69),

∆U = ∆U12 = – ( 21æ 1 + 12æ 2). (2*)

(íàïîìíèì òàêæå ñîîòíîøåíèå (5.75)). Èçìåíåíèå ∆W ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû åñòü, ñîãëàñíî (5.76), ∆W = ∆K + ∆U. Ïîä-
ñòàâèâ ñþäà (1*) è (2*), ïîëó÷èì:

∆W = 0   è, ñëåäîâàòåëüíî,   W = const. (5.80)

Åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëåíà âûðàæåíèåì (5.79),
òî çàêîí åå ñîõðàíåíèÿ èìååò âèä:

 + mgh = const. (5.81)

Ïîëåçíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ âûâîäîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè, ðàññìàòðèâàÿ çàìêíóòóþ ñèñòåìó èç òðåõ òåë, ìåæäó êî-

òîðûìè äåéñòâóþò êîíñåðâàòèâíûå ñèëû. Ýòîò âûâîä ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé ñèñòåìû èç N òåë.

Íà ðèñóíêå 5.26 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà

çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èç òðåõ òåë. Çäåñü ij —

ñèëà, ñ êàêîé i-å òåëî äåéñòâóåò íà j-å òåëî

(i, j = 1, 2, 3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1, 2, 3

ïåðåìåùåíèÿ òåë çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ∆t. Ñîãëàñíî (5.77, à), ∆K = ∆K1 +

+ ∆K2 + ∆K3. Ïðèìåíèì ê êàæäîìó òåëó òå-

îðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

∆K1 = ( 21 + 31)æ 1; ∆K2 =

= ( 12 + 32)æ 2; ∆K3 = ( 13 + 23)æ 3.

Òàêèì îáðàçîì,

∆K = ( 21 + 31)æ 1 + ( 12 + 32)æ 2 + ( 13 + 23)æ 3. (3*)

Ñîãëàñíî (5.78, à), ∆U = ∆U12 + ∆U13 + ∆U23. Çäåñü:

∆U12 = –( 21æ 1 + 12æ 2); ∆U13 = –( 13æ 3 + 31æ 1);

∆U23 = –( 32æ 2 + 23æ 3).

Òàêèì îáðàçîì,

∆U = –( 21æ 1 + 12æ 2) – ( 13æ 3 + 31æ 1) –

– ( 32æ 2 + 23æ 3). (4*)
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Âîñïîëüçîâàâøèñü (3*) è (4*), ïîëó÷àåì

∆W = ∆K + ∆U = ( 21æ 1 + 31æ 1) + ( 12æ 2 + 32æ 2) +

+ ( 13æ 3 + 32æ 2) – ( 21æ 1 + 12æ 2) –

– ( 13æ 3 + 31æ 1) – ( 32æ 2 + 23æ 3). (5*)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ æ , âõîäÿùèå â (5*),

âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ, è ìû ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó: ∆W = 0.

5.6.3. Примеры, иллюстрирующие закон сохранения
механической энергии

Â ïðèâîäèìûõ íèæå ïðèìåðàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äâóõ
òåë — çåìíîãî øàðà è òåëà ìàññîé m.

Задача 1 (ðèñ. 5.27). Òåëî ìàññîé m
áðîñàþò ñ âûñîòû H ñ íà÷àëüíîé ãî-
ðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòüþ 0. Äîêàæè-
òå, ÷òî âî âðåìÿ ïîëåòà òåëà åãî ìå-
õàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â ìîìåíò t
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

W = K(t) + U(t) = mv2(t) + mgh(t), (1*)

ãäå v(t) è h(t) — ñîîòâåòñòâåííî, ñêîðîñòü è âûñîòà òåëà â ìî-
ìåíò t. Ïîëîæåíèå òåëà â ýòîò ìîìåíò îáîçíà÷åíî íà ðèñóíêå
òî÷êîé A. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî (t) = 0 + 1(t) (ñì. ðèñóíîê)
è, çíà÷èò,

v2(t) =  + (t). (2*)

Ðàññìàòðèâàÿ âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äâèæåíèÿ òåëà, ïðåä-
ñòàâèì

v1(t) = gt; h(t) = H – gt2. (3*)

Ïîäñòàâèâ (2*) è (3*) â (1*), ïîëó÷èì

W = m(  + g2t2) + mg(H – ) = m  + mgH = const.

Èòàê, W íå çàâèñèò îò t, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Задача 2 (ðèñ. 5.28). Òåëî ìàññîé m
ñîñêàëüçûâàåò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñ-
òè ñ ãëàäêîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè âû-
ñîòîé H. Äîêàæèòå, ÷òî âî âðåìÿ ñî-
ñêàëüçûâàíèÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
òåëà ñîõðàíÿåòñÿ.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â
ìîìåíò t îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(1*). Òåëî äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì
gsinα; ïîýòîìó

v(t) = gtsinα
è

h(t) = H – s(t)sinα = H – gt2sinα.

Ïîäñòàâèâ v(t) è h(t) â (1*), ïîëó÷èì

W = mg2t2sin2α + mg(H – gt2sin2α) = mgH = const.

Èòàê, W íå çàâèñèò îò t, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Задача 3 (ðèñ. 5.29). Öèëèíäð ìàññîé m
ñêàòûâàåòñÿ áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ
íàêëîííîé ïëîñêîñòè âûñîòîé H (âûñî-
òà öåíòðà ìàññ öèëèíäðà íà âåðøèíå
ïëîñêîñòè). Ïðîñêàëüçûâàíèÿ íåò. Äî-
êàæèòå, ÷òî âî âðåìÿ ñêàòûâàíèÿ òåëà
åãî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öèëèíäðà â
ìîìåíò t ðàâíà

K(t) = m (t) (4*)

(ñì. (5.67) è (6*) èç ï. 5.4.8). Çäåñü vC(t) — ìîäóëü ñêîðîñòè öåíòðà
ìàññ öèëèíäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñêàòûâàþ-
ùåãîñÿ öèëèíäðà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

W = K(t) + U(t) = m (t) + mghC(t), (5*)

ãäå hC(t) — âûñîòà öåíòðà ìàññ â ìîìåíò t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aC
ìîäóëü óñêîðåíèÿ öåíòðà ìàññ è ó÷òåì, ÷òî vC(t) = aCt. Ó÷òåì òàê-
æå, ÷òî

hC(t) = H – s(t)sinα = H – aCt
2sinα.
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Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (5*) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

W = m t2 + mg(H – aCt
2sinα). (6*)

Ñîãëàñíî (4.90, á), aC = gsinα. Ïîäñòàâèâ aC â (6*), ïîëó÷èì

W = mg2t2sin2α + mg(H – gt2sin2α) = mgH = const.

Èòàê, W íå çàâèñèò îò t, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå: íà ñêàòûâàþùèéñÿ öèëèíäð äåéñò-
âóåò òàêæå ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ, êîòîðàÿ êîíñåðâàòèâíîé

ñèëîé íå ÿâëÿåòñÿ. Íî ïîñêîëüêó ýòà ñèëà ðàáîòû íå ñîâåðøàåò
(íàïîìíèì çàìå÷àíèÿ â ï. 5.2.7), çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè âûïîëíÿåòñÿ.

5.6.4. Изменение механической энергии
под действием внешней силы

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî ìàññîé m íà÷èíàþò ïîä-

íèìàòü ââåðõ, ïðèëîæèâ ê íåìó ïîñòîÿííóþ ñèëó 
(F > mg) (ðèñ. 5.30). Íàéäåì èçìåíåíèå ∆W ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè íà ïåðåìåùåíèè  (∆r = s). Èçìå-
íåíèå ∆K êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ïîëíîé ðàáîòå
íà ïåðåìåùåíèè  ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî. Ïî-

ñêîëüêó íà òåëî äåéñòâóþò ñèëû m  è , òî, ñëåäî-
âàòåëüíî,

∆K = (m  + )æ  = –mgs + Fs.

Èçìåíåíèå ∆U ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàâíî âçÿòîé
ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì ðàáîòå ñèëû òÿæåñòè íà
ïåðåìåùåíèè :

∆U = –m æ  = mgs.

Òàêèì îáðàçîì,

∆W = ∆K + ∆U = æ  = Fs. (1*)

Ìû âèäèì, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà íå ñîõðàíÿåòñÿ. Åñ-
ëè â òî÷êå M îíà ðàâíÿëàñü íóëþ, òî â òî÷êå N ó íåå åñòü ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ mgs, ïëþñ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ðàâ-
íàÿ (F – mg)s.

Íåñîõðàíåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóà-

öèè ïîíÿòíî: ñèëà  ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ñèëîé ïî îòíîøåíèþ ê ñèñ-
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òåìå Çåìëÿ–òåëî. Â äàííîì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ
íåçàìêíóòîé.

Â ýòîé ñâÿçè èíòåðåñíî âåðíóòüñÿ ê çàäà÷å 2 èç ï. 5.5.3, ãäå
ê êîíöàì íèòè, ïåðåêèíóòîé ÷åðåç áëîê, ïîäâåøåíû ãðóçû ìàññà-
ìè m è M (M > m). Íà ãðóç ìàññîé m äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè

m  è ñèëà ðåàêöèè íèòè 1, à íà ãðóç ìàññîé M — ñèëà òÿæåñòè

M  è ñèëà ðåàêöèè íèòè 2 (ðèñ. 5.31, à). Ìîäóëè ñèë 1 è 2

ðàâíû; îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç T. Ñèëà 1 èãðàåò äëÿ ñèñòåìû Çåì-

ëÿ—ãðóç ìàññîé m òó æå ðîëü, ÷òî è ñèëà  â ñèòóàöèè, ïîêà-
çàííîé íà ðèñóíêå 5.30. Ñèñòåìà Çåìëÿ—ãðóç ìàññîé m íåçàìê-
íóòàÿ. Èçìåíåíèå ∆Wm ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ýòîé ñèñòåìû ðàâ-
íî, ñîãëàñíî (1*),

∆Wm = 1æ 1 = Ts. (2*)

Òî÷íî òàê æå ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé ñèñòåìà Çåìëÿ—ãðóç
ìàññîé M. Èçìåíåíèå ∆WM ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ýòîé ñèñòåìû
ðàâíî

∆WM = 2æ 2 = –Ts. (3*)

À âîò ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ òåë (Çåìëè, ãðóçà ìàñ-
ñîé m è ãðóçà ìàññîé M), ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Äëÿ íåå
äîëæåí áûòü ïðèìåíèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè, ò. å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ∆W = 0, ãäå ∆W —
èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû èç òðåõ ðàññìàòðè-
âàåìûõ òåë.
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Äîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî ∆W = 0 äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ. Â ñëó-
÷àå ñèñòåìû èç òðåõ òåë èçìåíåíèå ∆W ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

∆W = ∆K1 + ∆K2 + ∆K3 + ∆U12 + ∆U13 + ∆U23. (4*)

Òåëîì 1 áóäåì ñ÷èòàòü ãðóç ìàññîé m, òåëîì 2 — ãðóç ìàññîé M, òåëîì 3 —
Çåìëþ. Ðàáîòàÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé, ïîëîæèì ∆K3 = 0. Êðî-

ìå òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

∆U12 = 0, (5*)

òàê ÷òî ñîîòíîøåíèå (4*) óïðîùàåòñÿ: ∆W = ∆K1 + ∆K2 + ∆U13 + ∆U23. Ëåãêî

ñîîáðàçèòü, ÷òî ∆K1 + ∆U13 åñòü ∆Wm èç (2*), à ∆K2 + ∆U23 åñòü ∆WM èç (3*).

Òàêèì îáðàçîì,

∆W = ∆Wm + ∆WM. (6*)

Ïîäñòàâèâ (2*) è (3*) â (6*), ïîëó÷èì ∆W = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ìîæåò âîçíèêíóòü ñîìíåíèå îòíîñèòåëüíî ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

(5*). Èçîáðàçèì ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêå 5.31, à ñèòóàöèþ èíà÷å: óáåðåì
áëîê è ðàñïîëîæèì ãðóçû âäîëü âåðòèêàëè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.31, á.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî ãðóçû âçàèìîäåéñòâóþò ïîñðåäñòâîì ñèë 1 è 2, òàê ÷òî

∆U12 = – ( 1æ 1 + 2æ 2) = – (Ts – Ts) = 0.

5.6.5. Взаимопревращения кинетической и потенциальной 
энергий при сохранении механической энергии

Òåëî ìàññîé m áðîñàþò âåðòèêàëüíî ââåðõ, ñîîáùèâ åìó íà÷àëü-

íóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ mv2
0. Â ñàìîé âåðõíåé òî÷êå òðàåêòî-

ðèè ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü òåëà îáðàùàåòñÿ â íóëü — êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Çàòî â ýòîé òî÷êå òåëî îáëàäà-
åò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé mgH, ãäå H — âûñîòà ïîäúåìà (ïîòåí-
öèàëüíóþ ýíåðãèþ îòñ÷èòûâàåì îò óðîâíÿ çåìíîé ïîâåðõíîñòè).

Ñîãëàñíî (1.37), H =  è, ñëåäîâàòåëüíî, mgH = mg  = mv2
0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ òåëîì â ìîìåíò áðîñêà êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ïîëíîñòüþ ïðåâðàòèëàñü â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â
âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè. Äîñòèãíóâ ýòîé òî÷êè, òåëî íà÷èíàåò
ïàäàòü âíèç. Ïî ìåðå ïàäåíèÿ åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óìåíü-
øàåòñÿ è ê ìîìåíòó óäàðà î ïîâåðõíîñòü öåëèêîì ïðåâðàùàåòñÿ
â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.

Â òå÷åíèå âñåãî ïîëåòà ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ íåèç-

ìåííîé — îíà ðàâíà mv2
0 = mgH. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõî-

äèò ëèøü ïåðåðàñïðåäåëåíèå âêëàäîâ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-
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íîé ýíåðãèé â ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé óáûëüþ ïîòåíöèàëüíîé,
óáûëü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðèðàùåíèåì ïîòåíöèàëüíîé — ïðîèñõîäèò âçàèìîïðåâðàùåíèå
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ïðè ñîõðàíåíèè ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè.

Çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òåëà îò âðåìåíè âûðàæàåò-
ñÿ â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëîé v(t) = v0 – gt. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò âðåìåíè èìååò âèä

K(t) = mv2(t) = mg2 t – . (5.82)

Ýòà çàâèñèìîñòü èçîáðàæàåòñÿ ãðàôè÷åñêè ïàðàáîëîé, ó÷àñòîê
êîòîðîé îò ìîìåíòà áðîñêà òåëà (t = 0) äî ìîìåíòà åãî ïàäåíèÿ

íà ïîâåðõíîñòü t –  ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 5.32. Â ìîìåíò t

= , ñîîòâåòñòâóþùèé âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè, êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ. Íà òîì æå ðèñóíêå ïîêàçàí ïóíêòèðîì ãðà-
ôèê çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà. Ýòà
çàâèñèìîñòü èìååò âèä:

U(t) = W – K(t) = mv2
0 – mg2 t – . (5.83)

(Çäåñü W — ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà.)

Задача 1. Òåëî áðîñèëè â ìîìåíò t = 0 âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0. Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè?

1
2
---

1
2
---

 ⎝
⎛ v0

g
------⎠

⎞
2

 ⎝
⎛ v0

g
------⎠

⎞

v0

g
------

1
2
---

1
2
---

 ⎝
⎛ v0

g
------⎠

⎞
2

Ðèñ. 5.32

vº
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Ðåøèì óðàâíåíèå K(t) = U(t), êîòîðîå, ñ ó÷åòîì (5.82) è (5.83),
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

(t – )2g2 = v2
0 – t – g2.

Òàêèì îáðàçîì, t –  = ä ; îòñþäà ïîëó÷àåì èñêîìûå ìîìåí-

òû âðåìåíè: t1 = 1 – ; t2 = 1 + .

Íèòü äëèíîé l ñ ïîäâåøåííûì ê íåé
òåëîì ìàññîé m ñîñòàâëÿåò â èñõîäíîì
ïîëîæåíèè ïðÿìîé óãîë ñ âåðòèêàëüþ.
Åñëè òåëî ïåðåñòàòü óäåðæèâàòü â òàêîì
ïîëîæåíèè, îíî îïèøåò â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñîì l, ïå-
ðåìåùàÿñü èç èñõîäíîé òî÷êè A â òî÷êó B
(ðèñ. 5.33). Óñëîâèìñÿ èçìåðÿòü ïîòåíöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ òåëà îò ñàìîé íèæíåé òî÷êè òðàåêòîðèè (òî÷êè Ñ).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü K(α) è U(α) — çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîé
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé òåëà îò óãëà α ìåæäó íàïðàâëåíèåì íèòè
è âåðòèêàëüþ. Ïðè ïåðåìåùåíèè òåëà èç A â B óãîë α èçìåíÿåòñÿ

îò –  äî . Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè òåëà:

â òî÷êå A (ïðè α = – )

K(– ) = 0,  U(– ) = mgl;

â òî÷êå C (ïðè α = 0)

K(O) = mgl,  U(O) = 0;

â òî÷êå B (ïðè α = )

K( ) = 0,  U( ) = mgl.

Ïî ìåðå äâèæåíèÿ òåëà îò A ê C åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïî-
ñòåïåííî ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ, êîòîðàÿ çàòåì — ïî ìåðå
äâèæåíèÿ îò C ê B — ïðåâðàùàåòñÿ â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ.
Äîñòèãíóâ òî÷êè B, òåëî íà ìãíîâåíèå îñòàíàâëèâàåòñÿ è íà÷èíà-
åò îáðàòíîå äâèæåíèå: îò B ê C è çàòåì îò C ê A.

Òàêàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ òåëà îçíà÷àåò, ÷òî åãî ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, ïîñêîëüêó
ñèñòåìà Çåìëÿ—òåëî íå ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå çàìêíóòîé —

v0

g
------

 ⎝
⎛ v0

g
------⎠

⎞
2

v0

g
------

v0

2g
-----------

 ⎝
⎛ 1

2
-------⎠

⎞ v0

g
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 ⎝
⎛ 1

2
-------⎠

⎞ v0

g
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âåäü íà òåëî, êðîìå âíóòðåííåé äëÿ ñèñòåìû ñèëû (ñèëû òÿæåñòè
òåëà), äåéñòâóåò åùå è ïåðåìåííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà — ñèëà ðåàêöèè
íèòè. Îäíàêî ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî íàïðàâëåíèå ýòîé ñèëû íà êàæ-
äîì ìàëîì ïåðåìåùåíèè òåëà ñîñòàâëÿåò ïðÿìîé óãîë ñ íàïðàâ-
ëåíèåì ïåðåìåùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ëþáîì ìàëîì ïåðåìåùå-
íèè (à çíà÷èò, è íà âñåì ïóòè îò A äî Â) ñèëà ðåàêöèè íèòè ðà-
áîòû íå ñîâåðøàåò. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíÿòü â äàííîì ñëó÷àå
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè è ñ÷èòàòü, ÷òî

K(α) + U(α) = const = mgl

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè α îò –  äî .

Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî

U(α) = mgl(1 – cosα), (5.84)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

K(α) = mgl – U(α) = mgl cosα. (5.85)

Íà ðèñóíêå 5.34 äàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè K(α) (ñïëîøíàÿ
êðèâàÿ) è U(α) (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ). Ðåøàÿ óðàâíåíèå K(α) =
U(α), ìîæíî íàéòè óãëû α1 è α2, ïðè êîòîðûõ ïîòåíöèàëüíàÿ è êè-

íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè òåëà ðàâíû äðóã äðóãó. Äëÿ ýòèõ óãëîâ cosα = ;

ñëåäîâàòåëüíî, α1 = – , α2 = .

Задача 2 (ðèñ. 5.35). Òåëî ìàññîé m, ïîäâåøåííîå íà íèòè äëè-
íîé l, íà÷èíàåò äâèæåíèå èç òî÷êè A. Â òî÷êå C íèòü îáðûâà-
åòñÿ, è òåëî ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü çåìëè. ×åìó ðàâíà êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â ìîìåíò ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü çåìëè
è êàê äàëåêî îò C ïî ãîðèçîíòàëè ïðîèçîéäåò ïàäåíèå? Âûñîòà
òî÷êè A íàä çåìëåé 2l.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 ñêîðîñòü òåëà â ìîìåíò îáðûâà íèòè (ñêî-
ðîñòü â òî÷êå C). Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îò

π
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π

2
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2
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π

3
---
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3
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óðîâíÿ, îòâå÷àþùåãî òî÷êå C. Â ýòîì ñëó÷àå mv2
0 = mgl, ñîãëàñ-

íî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

v0 = . (1*)

Ñêîðîñòü 0 íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî; çíà÷èò, äâèæåíèå òåëà
ïîñëå îáðûâà íèòè åñòü ñâîáîäíîå ïàäåíèå ñ âûñîòû l ñ ãîðèçîí-

òàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0. Ñîãëàñíî (1.41), s = v0 . Ïîä-

ñòàâèâ ñþäà (1*), íàéäåì: s = 2l. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â
òî÷êå A ðàâíà mgl, à â òî÷êå D îíà ðàâíà – mgl + K, ãäå K —
èñêîìàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî mgl = –mgl + K. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì: K = 2mgl.

Âçàèìîïðåâðàùåíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé
ïðè ñîõðàíåíèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðîèñõîäÿò òàêæå ïðè óï-
ðóãîì ñîóäàðåíèè äâóõ òåë. Âñëåäñòâèå êðàòêîñòè ïî âðåìåíè ïðî-
öåññà ñîóäàðåíèÿ òåë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîóäàðÿþùèåñÿ òåëà
êàê çàìêíóòóþ ñèñòåìó, âíóòðè êîòîðîé äåéñòâóþò ñèëû óïðóãîñ-
òè. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåë ïðåâðàùàåòñÿ (ïî êðàéíåé ìåðå, ÷àñ-
òè÷íî) â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ê
êîíöó ñîóäàðåíèÿ (êîãäà ôîðìà äåôîðìèðîâàííûõ òåë âîññòàíî-
âèòñÿ) ïðåâðàùàåòñÿ îáðàòíî â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Òàêèì îá-
ðàçîì, òà ÷àñòü èñõîäíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû äâóõ
òåë, êîòîðàÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîöåññå ñîóäàðåíèÿ â ïîòåíöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ, ê êîíöó ñîóäàðåíèÿ âîçâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷å-
ñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ïîñëå ñîóäàðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ñóììàðíîé êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè ïåðåä ñîóäàðåíèåì, òàê ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü â äàí-
íîì ñëó÷àå î çàêîíå ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Êîíå÷íî,
ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ìåæäó òåëàìè, ñ ÷åì ìû óæå ïîçíàêîìèëèñü â ï. 5.4.3.

Задача 3. Øàð ìàññîé M íàëåòàåò ñî ñêîðîñòüþ 0 íà ïîêîÿ-
ùèéñÿ øàð ìàññîé m (m < M). Ïðîèñõîäèò öåíòðàëüíûé àá-
ñîëþòíî óïðóãèé óäàð. Â ìîìåíò íàèáîëüøåé äåôîðìàöèè øà-
ðû èìåþò îäíó è òó æå ñêîðîñòü. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîòåíöèàëü-
íóþ ýíåðãèþ äåôîðìèðîâàííûõ øàðîâ â ýòîò ìîìåíò.

Â ìîìåíò íàèáîëüøåé äåôîðìàöèè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñî-

óäàðÿþùèõñÿ øàðîâ ðàâíà (M + m)v2 + U, ãäå v — ìîäóëü ñêî-

ðîñòè øàðîâ â ýòîò ìîìåíò, à U — èñêîìàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ. Ïåðåä ñîóäàðåíèåì ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðîâ ðàâíÿëàñü

1
2
---

2gl

vº

2l
g
-----

vº

1
2
---
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êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè Mv2
0 íàëåòàþùåãî øàðà. Ñîãëàñíî çàêîíó

ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè,

Mv2
0 = (M + m)v2 + U. (2*)

Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Mv0 = (M + m)v. (3*)

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2*) è (3*), íàéäåì: U = .

5.6.6. Применение закона сохранения механической
энергии при решении задач

Â äîïîëíåíèå ê óæå ðàññìîòðåííûì çàäà÷àì ïîçíàêîìèìñÿ ñ
íåêîòîðûìè çàäà÷àìè, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ íåëüçÿ îáîéòèñü áåç
èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

Задача 1 (ðèñ. 5.36). Øàð ìàññîé m
ïàäàåò ñ âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0 ñ âûñîòû h
íà ðàñïîëîæåííóþ âåðòèêàëüíî ïðó-
æèíó æåñòêîñòüþ k è ñæèìàåò åå. Íà
êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó ñîæìåòñÿ
ïðóæèíà?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x íàèáîëüøåå
ñæàòèå ïðóæèíû è áóäåì ñ÷èòàòü íó-
ëåâûì óðîâíåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè øàðà óðîâåíü MN (ñì. ðèñóíîê).
Ïóñòü KA, UA, WA — ñîîòâåòñòâåííî
êèíåòè÷åñêàÿ, ïîòåíöèàëüíàÿ è ìåõà-

íè÷åñêàÿ ýíåðãèè øàðà â ïîëîæåíèè A, à KB, UB, WB — â ïîëîæå-

íèè B. Ïîñêîëüêó KA = mv2
0 è UA = mgh, òî

WA = mv2
0 + mgh. (1*)

Ïîñêîëüêó KB = 0 è UB = –mgx + kx2, òî

WB = kx2 – mgx. (2*)

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---

Mmv0
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Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, WB = WA.
Ïîäñòàâèâ ñþäà (1*) è (2*), ïîëó÷èì:

kx2 – mgx – ( m  + mgh) = 0.

Ïåðåä íàìè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0, ãäå a = k,

b = –mg, c = –( mv2
0 + mgh). Êîðíè óðàâíåíèÿ:

x =  = (mg ä ).
Ðàçóìååòñÿ, ìû âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Òàêèì îáðàçîì,

x = (mg + ).  

Задача 2 (ðèñ. 5.37). Òåëî, ïîäâåøåííîå
íà íèòè äëèíîé l, íà÷èíàåò äâèæåíèå

èç òî÷êè A. Â òî÷êå B íà ðàññòîÿíèè l

îò òî÷êè ïîäâåñà åñòü êîëûøåê. ×åìó
ðàâíà ñêîðîñòü òåëà â âåðõíåé òî÷êå
åãî êðóãîâîé òðàåêòîðèè âîêðóã êî-
ëûøêà (â òî÷êå D íà ðèñóíêå)?

Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ òåëà îò C. Òîãäà åãî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â òî÷êå A åñòü

WA = mgl, à â òî÷êå D åñòü WD = mv2 + mgl, ãäå m — ìàññà

òåëà, v — èñêîìàÿ ñêîðîñòü. Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè, WA = WD, ÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: mgl =

= mv2 + mgl. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v = .

Задача 3 (ðèñ. 5.38). Ñ âåðøèíû çàêðåï-
ëåííîãî íà ïîëó øàðà ðàäèóñîì R ñî-
ñêàëüçûâàåò áåç òðåíèÿ øàéáà. Íà êàêîé
âûñîòå îò ïîëà øàéáà îòîðâåòñÿ îò øàðà?

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó A íà ïî-
âåðõíîñòè øàðà íà âûñîòå, áîëüøåé R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë ìåæäó âåðòè-
êàëüþ è îòðåçêîì OA (ñì. ðèñóíîê), à ÷å-
ðåç h âûñîòó, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà A.
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî

h = R + Rcosα = R(1 + cosα). (3*)

1
2
---

1
2
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v0
2

1
2
---

1
2
---

b− b2 4ac−±

2a
-------------------------------------

1
k
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m2g2 kmv0
2 2kmgh+ +

1
k
---

m2g2 kmv0
2 2kmgh+ +

Ðèñ. 5.37

3
4
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---

gl

Ðèñ. 5.38



268

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñêàëüçûâàþùàÿ ñ âåðøèíû øàðà øàéáà
ìàññîé m â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè îêàçàëàñü â òî÷êå A; îáîçíà-
÷èì ÷åðåç v ìîäóëü åå ñêîðîñòè â ýòîé òî÷êå. Íà øàéáó äåéñòâóþò
ñèëà òÿæåñòè m  è ñèëà ðåàêöèè îïîðû . Ñïðîåêòèðóåì ðàâíî-

äåéñòâóþùóþ ñèëó m  +  íà íàïðàâëåíèå öåíòðîñòðåìèòåëüíî-
ãî óñêîðåíèÿ øàéáû â òî÷êå A; ïîëó÷èì: mg cosα – N. Ñîãëàñíî
âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

 = mg cosα – N. (4*)

Çäåñü  — ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ øàéáû â òî÷-

êå A. Åñëè A åñòü òî÷êà îòðûâà øàéáû îò øàðà, òî N = 0 è (4*)
ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå

 = mg cosα. (5*)

Èñïîëüçóÿ (3*), ïåðåïèøåì (5*) â âèäå

v2 = g(h – R). (6*)
Ñëåäóÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, ïðèðàâíÿåì ìåõà-
íè÷åñêóþ ýíåðãèþ WC øàéáû â òî÷êå C (WC = 2mgR) ê åå ìåõàíè-

÷åñêîé ýíåðãèè WA â òî÷êå îòðûâà îò øàðà A (WA = mv2 + mgh):

2mgR = mv2 + mgh. (7*)

Èç (6*) è (7*) ïîëó÷àåì h = R.

Задача 4 (ðèñ. 5.39). ×åìó äîëæíà
áûòü ðàâíà ìèíèìàëüíàÿ âûñîòà
ãîðêè, ÷òîáû ñîñêàëüçûâàþùåå ñ
íåå áåç òðåíèÿ òåëî ìîãëî îïèñàòü
«ìåðòâóþ ïåòëþ» ðàäèóñîì R?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ìîäóëü
ñêîðîñòè òåëà â âåðõíåé òî÷êå
«ïåòëè» (â òî÷êå A). Íà òåëî ìàñ-
ñîé m äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè

m  è ñèëà ðåàêöèè îïîðû  —  ñì. ðèñóíîê. Ñîãëàñíî âòîðîìó
çàêîíó Íüþòîíà,

 = mg + N, (8*)

ãäå  — ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ òåëà â òî÷êå A,

íàïðàâëåííîãî âåðòèêàëüíî âíèç. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîéòè áëàãî-

gº N
º

gº N
º

mv2

R
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v2

R
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mv2

R
-----------
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ïîëó÷íî (áåç îòðûâà îò æåëîáà) «ìåðòâóþ ïåòëþ», òåëî äîëæíî
èìåòü â òî÷êå A äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ñêîðîñòü — ñêîðîñòü, ïðè êî-
òîðîé N l 0. Çíà÷èò, ìèíèìàëüíî äîïóñòèìàÿ ñêîðîñòü v â òî÷êå A
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

 = mg. (9*)

Ìèíèìàëüíóþ âûñîòó h ãîðêè íàéäåì, âîñïîëüçîâàâøèñü çàêîíîì ñî-
õðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó WC = WA. Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî WC = mgh è WA = mv2 + 2mgR, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

mgh = mv2 + 2mgR. (10*)

Èñêëþ÷èâ v2 èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (9*) è (10*), íàéäåì

h = R.

5.7. ÑÎÕÐÀÍßÅÒÑß ËÈ ÝÍÅÐÃÈß

ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÍÅÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÛÕ ÑÈË?

5.7.1. Уменьшение механической энергии тела
(системы тел) под действием неконсервативных сил

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ íà çàìêíóòîì ïó-
òè íóëþ íå ðàâíà è ÷òî îíà çàâèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè, ïî êîòî-
ðîé ïåðåìåùàåòñÿ èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå òî÷êà ïðè-
ëîæåíèÿ ñèëû. Ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ (íàðÿäó ñ ñèëîé
ñîïðîòèâëåíèÿ) ïðèìåðîì íåêîíñåðâàòèâíîé ñèëû. Â § 5.6 ìû ïî-
ëàãàëè, ÷òî íåêîíñåðâàòèâíûå ñèëû îòñóòñòâóþò, ïîýòîìó ïðåíåá-
ðåãàëè êàê òðåíèåì ñêîëüæåíèÿ, òàê è ñîïðîòèâëåíèåì ñðåäû.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ ñèòóàöèþ ñ
áðóñêîì ìàññîé m íà íàêëîííîé ïëîñêîñ-
òè ñ óãëîì íàêëîíà α è êîýôôèöèåíòîì
òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ μ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
áðóñêó ñîîáùèëè íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, è
îí ñòàë ñêîëüçèòü ââåðõ ïî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè. Íà áðóñîê äåéñòâóþò ñèëà òÿ-

æåñòè m , ñèëà ðåàêöèè îïîðû  (N =

= mgcosα) è ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ òð
(Fòð = μN = μmg cosα). Âñå ñèëû ïîêàçà-
íû íà ðèñóíêå 5.40; òàì æå ïîêàçàíî ïå-

mv2
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ðåìåùåíèå  áðóñêà îò íåêîòîðîé òî÷êè B äî C (áðóñîê ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà). Ïîëíàÿ ðàáîòà ñèë íà ïåðåìå-
ùåíèè  ðàâíà

A = m æ  + òðæ  + æ  = Aò + Aòð,

ãäå Aò = –mg∆rsinα — ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè, Aòð = –μmg∆rcosα —
ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ; ñèëà ðåàêöèè îïîðû ðàáîòû íå
ñîâåðøàåò.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî Aòð < 0 è Aò < 0. Íî ðàáîòà
Aò ñèëû òÿæåñòè ìîæåò áûòü òàêæå ïîëîæèòåëüíîé (êîã-

äà áðóñîê ñêîëüçèò âíèç ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè) è ðàâíÿòüñÿ íó-
ëþ (êîãäà áðóñîê ñêîëüçèò ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè). À âîò
ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ âñåãäà îòðèöàòåëüíà, ïîñêîëü-

êó ñèëà òð íàïðàâëåíà íàâñòðå÷ó ïåðåìåùåíèþ .

Èçìåíåíèå ∆W ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè áðóñêà ïðè åãî ïåðåìå-
ùåíèè èç B â C åñòü ∆W = ∆K + ∆U, ãäå ∆K è ∆U — èçìåíåíèÿ
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî
(5.30), ∆K = A = Aò + Aòð. Ñîãëàñíî (5.69), ∆U = –Aò. Òàêèì îá-
ðàçîì,

∆W = (Aò + Aòð) – Aò = Aòð = –μmg∆r cos α. (1*)

Èòàê, âî-ïåðâûõ, ïðè íàëè÷èè ñèëû òðåíèÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ — îíà óáûâàåò, è, âî-âòîðûõ, óáûëü ìå-
õàíè÷åñêîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàáîòîé ñèëû òðåíèÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå: ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè îáóñëîâèëà â
ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå óáûëü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, íî

â òî æå âðåìÿ îáåñïå÷èëà ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,
òîãäà êàê ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè. Èìåííî ïîýòîìó ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ìåõà-
íè÷åñêîé ýíåðãèè.

Ñôîðìóëèðóåì âàæíûé âûâîä: áëàãîäàðÿ ðàáîòå ñèë òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà (ñèñòå-
ìû òåë) óìåíüøàåòñÿ:

∆W = Aòð, (5.86)

ãäå ∆W — èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, Aòð — ðàáîòà ñèëû
òðåíèÿ (èëè ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ); Aòð < 0. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò âû-
âîä ñïðàâåäëèâ êàê äëÿ âíåøíèõ ñèë òðåíèÿ, òàê è äëÿ ñèë òðå-
íèÿ, äåéñòâóþùèõ âíóòðè ñèñòåìû. Ïîýòîìó, åñëè äàæå ñèñòåìà
çàìêíóòàÿ, íàëè÷èå íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèë ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ åå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, ò. å. ê íàðóøåíèþ çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.
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º
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Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó ñ áðóñêîì, ñêîëüçÿùèì ââåðõ ïî íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè. Äîïóñòèì, â òî÷êå B åìó ñîîáùèëè ñêîðîñòü 0

(ïîäòîëêíóëè), à â òî÷êå C îí îñòàíîâèëñÿ. Íàéäåì ∆r â ýòîì ñëó-
÷àå, ò. å. âûÿñíèì, êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîøåë áðóñîê äî îñòàíîâêè
(ïîñëå ÷åãî îí ìîæåò íà÷àòü ñêîëüçèòü âíèç, åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
mg sinα > μmg cosα). Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.86) èëè,
òî÷íåå ñêàçàòü, ñîîòíîøåíèåì (1*), ïåðåïèñàâ åãî â âèäå:

KC – KB + ∆U = –μmg∆r cosα. (2*)

Òàê êàê KB = m , KC = 0, ∆U = mg∆rsinα, òî (2*) ïðåîáðàçóåòñÿ

ê âèäó – m  + mg∆rsinα = – μmg∆rvcosα, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∆r = .

Задача (ðèñ. 5.41). Øàéáà ñîñêàëüçûâàåò ñ âûñîòû h1 ïî íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íà-
êëîíà α1 è ñ ðàçãîíà ïîäíèìà-
åòñÿ íà íåêîòîðóþ âûñîòó,
ñêîëüçÿ ïî íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α2. Êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ ðàâåí μ. Íà êàêóþ âûñîòó
ïîäíèìåòñÿ øàéáà íà âòîðîé
íàêëîííîé ïëîñêîñòè?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B òî÷êó, îò êîòîðîé íà÷àëîñü äâèæåíèå øàé-
áû, ÷åðåç D — òî÷êó åå ïîäúåìà íà âòîðîé ïëîñêîñòè, ÷åðåç C —
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ íàêëîííûõ ïëîñêîñòåé (ñì. ðèñóíîê). Ïóñòü WB
è WD — ìåõàíè÷åñêèå ýíåðãèè øàéáû â òî÷êàõ B è D, ñîîòâåò-
ñòâåííî, h2 — âûñîòà òî÷êè D, m — ìàññà øàéáû. Âîñïîëüçóåìñÿ
ñîîòíîøåíèåì (5.86), ïîëîæèâ:

∆W = WD – WB = mg(h2 – h1); (3*)

Aòð = –μmgcosα1  – μmg cosα2 . (4*)

Ïîäñòàâèâ (3*) è (4*) â (5.86), ïîëó÷èì

mg (h2 – h1) = –μmg (h1ctgα1 + h2ctgα2),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

h2 = h1 .

vº
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--------------------------------------------------
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Åñëè áû òðåíèå ñêîëüæåíèÿ îòñóòñòâîâàëî, òî, êàê âèäíî èç ïîëó-
÷åííîãî ðåçóëüòàòà, íàáëþäàëîñü áû ðàâåíñòâî âûñîò (h1 = h2), ò. å.

ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàéáû ñîõðàíÿëàñü áû.

5.7.2. Внутренняя энергия

Íàëè÷èå òðåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýíåðãèÿ òåëà óìåíüøà-
åòñÿ. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî êàêàÿ-òî ÷àñòü ýíåðãèè âîîáùå èñ÷å-
çàåò? Îíà íå èñ÷åçàåò, à ïðåâðàùàåòñÿ âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ,
êîòîðàÿ êàê áû ðàññåèâàåòñÿ, îêàçàâøèñü ÷àñòè÷íî â ñàìîì òåëå,
à ÷àñòè÷íî â îêðóæàþùåé åãî ñðåäå, âêëþ÷àÿ äðóãèå òåëà. Èòàê,
ñóùåñòâóåò åùå îäèí âèä ýíåðãèè — âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Îíà
íóæäàåòñÿ â îòäåëüíîì îáñóæäåíèè.

Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèè. Ïåðâàÿ èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ñêîðîñòè òåëà, à âòîðàÿ —
ñ èçìåíåíèåì ïîëîæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî äðóãèõ òåë èëè ñ èç-
ìåíåíèåì ôîðìû òåëà (èçìåíåíèåì âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñ-
òåé òåëà). Íî åñòü åùå îäèí ôàêòîð, îò êîòîðîãî çàâèñèò ýíåðãèÿ
òåëà, — ñîñòîÿíèå òåëà. Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ åùå îäèí
âèä ýíåðãèè — âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ.

×òîáû ïîíÿòü ïðèðîäó ýòîãî âèäà ýíåðãèè, íàäî ìûñëåííî
çàãëÿíóòü âíóòðü òåëà, ò. å. îáðàòèòüñÿ ê åãî àòîìíî-ìîëåêó-
ëÿðíîé ñòðóêòóðå. Ìû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïîçíàêîìèìñÿ ñ
íåé âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè. À ïîêà îòìåòèì ëèøü, ÷òî àòîìû è
ìîëåêóëû òåëà, âî-ïåðâûõ, íàõîäÿòñÿ â ïîñòîÿííîì äâèæåíèè
(åãî íàçûâàþò õàîòè÷åñêèì), à âî-âòîðûõ, âçàèìîäåéñòâóþò äðóã
ñ äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâîðèòü î êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ÷àñòèö âåùåñòâà (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Kâí; èíäåêñ «âí» îçíà-
÷àåò «âíóòðåííèé») è î ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèö (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Uâí). Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ Eâí åñòü
ñóììà:

Eâí = Kâí + Uâí. (5.87)

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ñî-
ñòîÿíèÿ òåëà. Ñîñòîÿíèå òåëà õàðàêòåðèçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ñòåïåíüþ åãî íàãðåòîñòè, ò. å. òåìïåðàòóðîé. ×åì ñèëüíåå íà-
ãðåòî òåëî, òåì àêòèâíåå äâèæåíèå åãî ÷àñòèö — òåì âûøå Kâí,
à çíà÷èò, è Eâí.

Óæå â XVII ñòîëåòèè ìíîãèå ó÷åíûå (Ãàëèëåî Ãàëèëåé,
Ôðýíñèñ Áýêîí, Ðîáåðò Áîéëü è äðóãèå) ïîëàãàëè, ÷òî

òåìïåðàòóðà òåëà îïðåäåëÿåòñÿ «âíóòðåííèì äâèæåíèåì» ÷àñ-
òèö â òåëå. Òàê, â 1685 ãîäó Ðîáåðò Áîéëü â ñâîåì òðóäå «Ìåõà-

!
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íè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå êà÷åñòâà» ïèñàë: «Ñóùíîñòü òåïëîòû
ñîñòîèò âî âíóòðåííåì äâèæåíèè ÷àñòè÷åê òåëà». Êîãäà ìîëîò-
êîì çàáèâàþò ãâîçäü â äîñêó, îòìå÷àë Áîéëü, äâèæåíèå ìîëîòêà
ñíà÷àëà ïåðåäàåòñÿ ãâîçäþ â öåëîì, à çàòåì (êîãäà ãâîçäü âáèò
â äîñêó) îíî ïåðåäàåòñÿ ÷àñòèöàì âíóòðè ãâîçäÿ, çàñòàâëÿÿ èõ
äâèãàòüñÿ áûñòðåå. Â ðåçóëüòàòå ãâîçäü íàãðåâàåòñÿ. Ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè
áûëè ïîëó÷åíû åùå äî ïîÿâëåíèÿ â íàóêå òåðìèíà «âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ». Îòìåòèì ëèøü îïûòû Áåíäæàìèíà Ðóìôîðäà, êîòî-
ðûé â 1798 ãîäó èçó÷àë âûäåëåíèå òåïëîòû ïðè ñâåðëåíèè ïó-
øå÷íûõ ñòâîëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîííîé òÿãè. Îí ïðèøåë ê çà-
êëþ÷åíèþ, ÷òî ðàáîòà êîííîé òÿãè ïåðåõîäèò âî âíóòðåííåå äâè-
æåíèå ÷àñòèö ñòâîëà, íàãðåâàþùåãîñÿ ïðè ñâåðëåíèè. Òàê
ïîñòåïåííî âîøëî â íàóêó ïîíÿòèå âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðóþ
â òå âðåìåíà íàçûâàëè «òåïëîòîé». Ñî âðåìåíåì ïîÿâèëîñü ïî-
íÿòèå «òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ».

Òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ — åùå îäíî íàèìåíîâàíèå âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè. Âïðî÷åì, òàêîå íàèìåíîâàíèå âûðàæàåò òîëüêî òó ÷àñòü
âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ äâèæåíèåì ÷àñòèö, ò. å. êè-
íåòè÷åñêóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ Kâí. Ñ ïîòåíöèàëüíîé âíóòðåí-
íåé ýíåðãèåé Uâí ñâÿçûâàþò òàê íàçûâàåìóþ õèìè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ. Êîãäà, íàïðèìåð, ñæèãàþò áåíçèí, âûñâîáîæäàåòñÿ õèìè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ, ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
àòîìîâ îêàçûâàåòñÿ ïðè èõ íîâîì âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ìåíü-
øå, íåæåëè ïðè ïðåæíåì ðàñïîëîæåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãèè Kâí êàê òåïëîâîé ýíåð-
ãèè, à ýíåðãèè Uâí êàê õèìè÷åñêîé ýíåðãèè íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ
âïîëíå ñòðîãèì. Íà ýòî óêàçûâàë èçâåñòíûé àìåðèêàíñêèé ôèçèê
Ðè÷àðä Ôåéíìàí. Îí ïèñàë: «Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåïëîòó íåëüçÿ ñ÷è-
òàòü ÷èñòî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, â íåå âõîäèò è ÷àñòü ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê õèìè÷åñêîé ýíåðãèè, òàê ÷òî
ëó÷øå îáúåäèíèòü èõ è ãîâîðèòü, ÷òî îáùàÿ êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèè âíóòðè òåëà — ýòî ÷àñòè÷íî òåïëî, ÷àñòè÷íî õè-
ìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ.»

5.7.3. Превращение механической энергии
во внутреннюю

Êîãäà ïàäàþùèé ñ âûñîòû h øàð èñïûòûâàåò àáñîëþòíî óï-
ðóãîå ñîóäàðåíèå ñ ïîëîì, îí ïîäïðûãèâàåò ââåðõ, ïîäíèìàÿñü
íà âûñîòó h′, ðàâíóþ h. Â ýòîé èäåàëèçèðîâàííîé ñèòóàöèè ìå-
õàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé — ïðîñòî ñíà÷à-
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ëà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ øàðà ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ,
êîòîðàÿ çàòåì ïðåâðàùàåòñÿ îáðàòíî â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ.
Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè íóæíî ó÷èòûâàòü, âî-ïåðâûõ, ñîïðîòèâëå-
íèå âîçäóõà è, âî-âòîðûõ, òîò ôàêò, ÷òî äåôîðìàöèÿ êàê øàðà,
òàê è ó÷àñòêà ïîëà, ãäå ïðîèñõîäèò ñîóäàðåíèå, íå ÿâëÿåòñÿ àá-
ñîëþòíî óïðóãîé. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷àñòü ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè øàðà ïðåâðàùàåòñÿ âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ â
ïðîöåññå ïàäåíèÿ øàðà, åãî ñîóäàðåíèÿ ñ ïîëîì è ïîñëåäóþùåãî
ïîäúåìà; ïîýòîìó h′ < h.

Âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ÷åãî èìåííî ïðåâðàùàåòñÿ ÷àñ-
òè÷íî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðà?

Óòðà÷èâàåìàÿ øàðîì ýíåðãèÿ äîáàâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ê âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè ñàìîãî øàðà (åãî òåìïåðàòóðà ïîâûøàåòñÿ), à ÷àñòüþ
ê âíóòðåííåé ýíåðãèè ó÷àñòêà ïîëà è îêðóæàþùåãî øàð âîçäóõà
(èõ òåìïåðàòóðà òîæå ïîâûøàåòñÿ). Óáûëü ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè
øàðà âñëåäñòâèå ÷àñòè÷íîãî åå ïðåâðàùåíèÿ âî âíóòðåííþþ ýíåð-
ãèþ Eâí ðàâíà ∆W = mgh – mgh′. Ïîíÿòíî, ÷òî mgh – mgh′ = Eâí.
Â îáùåì ñëó÷àå:

W0 = W ′ + Eâí, (5.88)

ãäå W0 è W ′ — ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ ìåõàíè÷å-
ñêèå ýíåðãèè òåëà, à Eâí — âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, âûäåëèâøàÿñÿ
ïðè ïåðåõîäå òåëà èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå äâà ìîìåíòà: 1) ýíåð-
ãèÿ âîâñå íå èñ÷åçëà; ñîîòíîøåíèå (5.88) âûðàæàåò, ïî

ñóòè äåëà, òîò ôàêò, ÷òî ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ; 2) ýíåðãèÿ Eâí ðàñ-
ïðåäåëèëàñü ñðåäè íåñêîëüêèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ â âèäå íåêî-
òîðîé äîáàâêè ê èõ âíóòðåííèì ýíåðãèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðÿ î ïðåâðàùåíèè ýíåðãèè ïðè ñîõðà-
íåíèè åå êîëè÷åñòâà, ìû äîëæíû èìåòü â âèäó íå òîëüêî ïðå-
âðàùåíèå ýíåðãèè èç îäíîãî âèäà â äðóãîé, íî è åå ïåðåäà÷ó
îò îäíèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ê äðóãèì. Çàìåòèì, ÷òî ñ ïå-
ðåäà÷åé ýíåðãèè îò îäíîãî òåëà ê äðóãîìó ìû óæå âñòðå÷àëèñü,
êîãäà ðàññìàòðèâàëè àáñîëþòíî óïðóãèå ñîóäàðåíèÿ øàðîâ
(ñì. ï. 5.4.3).

Ñ ïðåâðàùåíèÿìè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííþþ ìû
âñòðå÷àåìñÿ áóêâàëüíî íà êàæäîì øàãó. Èìåííî âñëåäñòâèå òà-
êèõ ïðåâðàùåíèé âñÿêîå ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå, åñëè åãî íå ïîä-
äåðæèâàòü, ðàíî èëè ïîçäíî ïðåêðàùàåòñÿ (ýòî îáñòîÿòåëüñòâî â
íåìàëîé ñòåïåíè ïðåïÿòñòâîâàëî îñîçíàíèþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè).

?

!
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Задача 1. Ñ âåðøèíû çàêðåïëåííîãî íà ïîëó øàðà ðàäèóñîì
R ñîñêàëüçûâàåò øàéáà ìàññîé m. Îíà îòðûâàåòñÿ îò øàðà

íà âûñîòå R îò ïîëà. Òðåáóåòñÿ íàéòè âíóòðåííþþ ýíåðãèþ,

â êîòîðóþ ïðåâðàòèëàñü ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàéáû çà âðå-
ìÿ åå ñêîëüæåíèÿ ïî øàðó.

Â âåðõíåé òî÷êå øàðà ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàéáû ðàâíà
W0 = 2mgR. Â òî÷êå îòðûâà å¸ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâ-

íà mgR, à êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íàéäåì èç ñîîòíîøåíèÿ

v2 = g(h – R) (ñì. çàäà÷ó 3 â ï. 5.6.6), â êîòîðîì ïîëîæèì

h = R. Òàêèì îáðàçîì, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàéáû â òî÷êå

îòðûâà åñòü

W ′ = mgR + mg( R – R) = mgR.

Èñêîìàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ñîãëàñíî (5.88), ðàâíà

Eâí = W0 – W ′ = mgR. 

Задача 2. Â çàäà÷å 4 â ï. 5.6.6 ìèíèìàëüíàÿ âûñîòà ãîðêè ðàâ-

íà R ïðè óñëîâèè, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà ñîõðàíÿ-

åòñÿ. Â íåêîòîðîé ðåàëüíîé ñèòóàöèè ìèíèìàëüíàÿ âûñîòà

ãîðêè îêàçàëàñü ðàâíîé h = R. ×åìó ðàâíà â ýòîì ñëó÷àå

âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, â êîòîðóþ ïðåâðàòèëàñü ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m ïðè åãî ïåðåìåùåíèè ñ âåðøèíû ãîðêè
äî âåðõíåé òî÷êè «ìåðòâîé ïåòëè»?

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà íà âåðøèíå ãîðêè ðàâíà

W0 = mgR. Â âåðõíåé òî÷êå «ïåòëè» ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òå-

ëà ðàâíà 2mgR (R — ðàäèóñ «ïåòëè»), à êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ

íàéäåì èç ñîîòíîøåíèÿ  = mg; îíà ðàâíà mv2 = mgR.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â âåðõíåé òî÷êå «ïåò-
ëè» åñòü

W ′ = 2mgR + mgR = mgR.

Èñêîìàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ñîãëàñíî (5.88), ðàâíà Eâí = mgR.
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Задача 3 (ðèñ. 5.42). ßùèê ñ ïåñêîì
ìàññîé M ïîäâåøåí íà òðîñå, ìàñ-
ñîé êîòîðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïîäâåñà äî
öåíòðà ìàññ ÿùèêà l. Ïóëÿ ìàññîé
m ëåòèò ãîðèçîíòàëüíî è çàñòðåâàåò
â ÿùèêå ñ ïåñêîì. Òðîñ ïîñëå ïîïà-
äàíèÿ ïóëè îòêëîíÿåòñÿ íà óãîë α
îò âåðòèêàëè. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìî-
äóëü ñêîðîñòè ïóëè è âíóòðåííþþ
ýíåðãèþ, â êîòîðóþ ïðåâðàòèëàñü
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïóëè ïðè åå
ñîóäàðåíèè ñ ÿùèêîì.

Ñîóäàðåíèå ïóëè ñ ÿùèêîì ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåóïðóãèì ñî-
óäàðåíèåì (íàïîìíèì ï. 2.6.3). Ìîäóëü v ñêîðîñòè ÿùèêà ñ ïóëåé
âíóòðè ñðàçó ïîñëå ñîóäàðåíèÿ ðàâåí, ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà:

v = , (1*)

ãäå v0 — èñêîìûé ìîäóëü ñêîðîñòè ïóëè ïåðåä åå ïîïàäàíèåì â
ÿùèê.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÿùèêà ñ ïóëåé âíóòðè. Ñðàçó ïîñëå ñî-

óäàðåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿùèêà ñ ïóëåé ðàâíà (m + M)v2.

Îíà ïðåâðàùàåòñÿ â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (m + M)gh, ãäå
h = l(1 – cosα) — âûñîòà, íà êàêóþ ïîäíÿëñÿ öåíòð ìàññ ÿùèêà
(ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îòñ÷èòûâàåì îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
öåíòðà ìàññ ÿùèêà); ñëåäîâàòåëüíî,

(m + M)v2 = (m + M)gh

è, òàêèì îáðàçîì,

v2 = 2gh = 2gl(1 – cosα). (2*)

Ïîäñòàâëÿÿ (1*) â (2*), íàõîäèì

v0 =  = 2 sin . (3*)

Òåïåðü íàéäåì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ Eâí, â êîòîðóþ ïðåâðàòè-
ëàñü ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïóëè ïðè ñîóäàðåíèè ñ ÿùèêîì. Ìå-
õàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÿùèê—ïóëÿ ïåðåä ñîóäàðåíèåì ðàâ-

Ðèñ. 5.42
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m
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m
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íà W0 = mv2
0, à ñðàçó ïîñëå ñîóäàðåíèÿ ðàâíà W′ = (M + m)v2.

Ñîãëàñíî (5.88), ïîëó÷èì

Eâí = W0 – W ′ = mv2
0 – (M + m)v2,

èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1*),

Eâí = . (4*)

Ïîäñòàâèâ (3*) â (4*), íàéäåì

Eâí = gl sin2 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m n M, ïðåäñòàâèì îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå â
çàäà÷å âîïðîñû â ñëåäóþùåì âèäå:

v0 = 2 sin ;   Eâí = 2 gl sin2 .

5.7.4. Внутренняя энергия и энергия покоя

Â ï. 5.4.5 ïðèâîäèëàñü ôîðìóëà Ýéíøòåéíà (5.50), ñîãëàñíî êî-
òîðîé ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîãî òåëà ðàâíà åãî ìàññå, óì-
íîæåííîé íà êâàäðàò ñêîðîñòè ñâåòà: E = mc2. Òàì æå îòìå÷àëîñü,
÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà K åñòü ðàçíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè E
è ýíåðãèè ïîêîÿ m0c

2 è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (5.54)):

E = m0c
2 + K.

Åñëè òåëî íå èçîëèðîâàíî, à âçàèìîäåéñòâóåò ñ äðóãèìè òåëàìè,
òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.54) äîëæíî ïîÿâèòüñÿ äîïîëíèòåëü-
íîå ñëàãàåìîå — ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ U:

E = m0c
2 + K + U. (5.89)

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî òåëî ñîñòîèò èç N ÷àñòèö, è ïóñòü ìàññà ïîêîÿ
i-é ÷àñòèöû åñòü m0i. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî

m0 = . Îäíàêî ýòî íå òàê. Ýíåðãèÿ ïîêîÿ òåëà m0c
2 âêëþ-

÷àåò â ñåáÿ òàêæå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèö Kâí è ïîòåíöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ Uâí:

m0c
2 = c2  + Kâí + Uâí. (5.90)
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Ìàññà ïîêîÿ òåëà, òàêèì îáðàçîì, íå ðàâíà ñóììå ìàññ ïîêîÿ
÷àñòèö. Îíà ðàâíà

m0 =  + (Kâí + Uâí). (5.91)

Èòàê, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ òåëà

E = c2  + Kâí + Uâí + K + U. (5.92)

Âûøå ìû îïðåäåëèëè âíóòðåííþþ ýíåðãèþ òåëà êàê Eâí = Kâí + Uâí.
Òàêîå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, çäåñü íå
ó÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ ïîêîÿ ÷àñòèö. Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå âî âíóò-
ðåííþþ ýíåðãèþ òåëà ïðèíÿòî âêëþ÷àòü ñóììó ýíåðãèé ïîêîÿ ÷àñ-
òèö è ïðåäñòàâëÿòü åå â âèäå:

E′âí = c2  + Kâí + Uâí. (5.93)

5.7.5. Учет внутренней энергии
как выход за рамки механики

Ñëåäóÿ õîäó ðàçâèòèÿ ôèçèêè, ìû ââåëè ïîíÿòèå ýíåðãèè ÷å-
ðåç ïîíÿòèå ðàáîòû, ò. å. ÷åðåç ÷èñòî ìåõàíè÷åñêîå ïîíÿòèå, îïðå-
äåëÿåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñèëû è ïåðåìåùåíèÿ. Ïîýòî-
ìó ìîæåò âîçíèêíóòü æåëàíèå ðàññìàòðèâàòü ýíåðãèþ êàê ôèçè-
÷åñêóþ âåëè÷èíó, îòíîñÿùóþñÿ òîëüêî ê ìåõàíèêå. Îäíàêî íå
ñëåäóåò ñïåøèòü ñ òàêèì çàêëþ÷åíèåì. Ïîíÿòèå ýíåðãèè îêàçûâà-
åòñÿ çíà÷èòåëüíî øèðå: îíî íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèåé è âûõîäèò çà ðàìêè ñîáñòâåííî ìåõàíèêè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòîò âûõîä óæå îáîçíà÷èëñÿ,
êàê òîëüêî âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå
âíóòðåííþþ ýíåðãèþ. Ó÷åò âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàë ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé ôàêò: â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ìå-
õàíè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåïëîâûìè ÿâëåíèÿìè. È íå
òîëüêî ñ òåïëîâûìè. Óæå îòìå÷àëàñü ñâÿçü òåïëîâîé ýíåðãèè ñ
õèìè÷åñêîé.

Âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè ìû, îòòàëêèâàÿñü îò ìåõàíè÷åñêèõ ÿâ-
ëåíèé, ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå ýíåðãèè òàêæå íà òåïëîâûå ÿâëå-
íèÿ. Âïîñëåäñòâèè ïðåäñòîèò äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ
ýíåðãèè (íà ÿâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå, îïòè÷åñêèå, àòîìíûå, ñó-
áàòîìíûå).
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ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

5.1. Ñîñêàëüçûâàÿ ïî íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà
α è êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ μ, òåëî ìàññîé m ïðî-
øëî ïóòü s. ×åìó ðàâíà ðàáîòà
ñèë: à) òÿæåñòè, á) ðåàêöèè
îïîðû, â) òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ?
5.2. ×åìó ðàâíà ðàáîòà öåíò-
ðîñòðåìèòåëüíîé ñèëû çà ïîë-
íûé îáîðîò ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè ïî îêðóæíîñòè?
5.3. Çàâèñÿò ëè îò âûáîðà ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà: à) ðàáîòà, ñîâåðøàå-
ìàÿ íàä òåëîì, á) êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ òåëà, â) ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ òåëà, ã) ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ òåëà, ä) âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ òåëà?
5.4. Òåëî íåñêîëüêî ðàç áðîñà-
þò ñ âûøêè, èçìåíÿÿ îò ðàçà ê
ðàçó íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü. Äî-
êàæèòå, ÷òî ðàáîòà ñèëû òÿ-
æåñòè íà ïåðåìåùåíèè îò òî÷êè
áðîñàíèÿ äî òî÷êè ïàäåíèÿ áó-
äåò âñÿêèé ðàç îäíîé è òîé æå.
5.5. Òåëî áðîñèëè ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 0 ïîä íåêîòîðûì
óãëîì ê ãîðèçîíòó. ×åìó ðàâåí
ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà íà âûñî-
òå h?
5.6. Ñîâåðøåíà ðàáîòà, ñîîá-
ùèâøàÿ ïîêîèâøåìóñÿ òåëó
ñêîðîñòü v. Âî ñêîëüêî ðàç
áîëüøå äîëæíà áûòü ðàáîòà
äëÿ ðàçãîíà òåëà îò ñêîðîñòè v
äî ñêîðîñòè 2v?
5.7. Òåëî ìàññîé m ñîñêîëüçíóëî
áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ ãîðêè
âûñîòîé h è îñòàíîâèëîñü. ×å-
ìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ íà âñåì ïóòè?

5.8. Òåëî ìàññîé m = 3 êã íà-
÷àëî ñêîëüçèòü áåç íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè c ãîðêè âûñîòîé h = 4 ì.
Â êîíöå ñïóñêà ñêîðîñòü òåëà
ðàâíà v = 5 ì/ñ. Íàéäèòå ðà-
áîòó ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ
íà âñåì ñïóñêå.
5.9. Ìîæåò ëè ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëü-
íîé?
5.10. Íà ðèñóíêå 5.43 ïðåäñòàâ-
ëåíû äâà ñëó÷àÿ ïðåîäîëåíèÿ
òåëîì âûñîòû h. Íà ñêîëüêî
ìèíèìàëüíàÿ íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü òåëà â ñëó÷àå 2 áîëüøå,
÷åì â ñëó÷àå 1? Òðåíèå îòñóò-
ñòâóåò.

5.11. Øàð ìàññîé m = 500 ã ðàâ-
íîìåðíî âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð øàðà.
Ìîäóëü ñêîðîñòè òî÷êè øàðà,
íàèáîëåå óäàëåííîé îò îñè
âðàùåíèÿ, ðàâåí v = 0,8 ì/ñ.
×åìó ðàâíà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ øàðà?
5.12. Ìàññà òåëà 1 â 12 ðàç
áîëüøå ìàññû òåëà 2, à ñêî-
ðîñòü — â 2 ðàçà ìåíüøå. Íàé-
äèòå îòíîøåíèå: à) èìïóëüñà òå-
ëà 1 ê èìïóëüñó òåëà 2, á) êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà 1 ê
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà 2.
5.13. Íà êàêóþ äëèíó íóæíî
ñæàòü ïðóæèíó æåñòêîñòüþ

vº

Ðèñ. 5.43
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320 Í/ì, ÷òîáû çàïàñòè â íåé
ýíåðãèþ 10 Äæ?
5.14. Íèòü äëèíîé l ñ ïîäâå-
øåííûì ê íåé ãðóçîì ìàññîé m
îòêëîíèëè îò âåðòèêàëè íà
óãîë 60° è îòïóñòèëè. ×åìó
ðàâíà ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè
ãðóçà íà ïåðåìåùåíèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåì ïåðåõîäó â ïîëî-
æåíèå, êîãäà íàïðàâëåíèå íèòè
ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë
30°? ×åìó ðàâíà íà ýòîì ïåðå-
ìåùåíèè ðàáîòà ñèëû ðåàêöèè
íèòè?
5.15. Äîêàæèòå òåîðåìó: «Åñëè
ðàáîòà ñèëû íà ëþáîé çàìêíó-
òîé òðàåêòîðèè ðàâíà íóëþ, òî
ðàáîòà ýòîé ñèëû íå çàâèñèò îò
ôîðìû òðàåêòîðèè, à çàâèñèò
ëèøü îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷åê òðàåêòîðèè.»
5.16. Òåëî ñîñêàëüçûâàåò ñ âûñî-
òû h = 2 ì ïî íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α = 45°
è çàòåì äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè. Êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ äëÿ
îáåèõ ïëîñêîñòåé ðàâåí μ = 0,2.
Êàêîé ïóòü ïðîéäåò òåëî ïî ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äî îñ-
òàíîâêè?
5.17. Ìàëü÷èê òÿíåò ñàíêè ïî
ãîðèçîíòàëüíîìó ïóòè, íàòÿãè-
âàÿ ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé F = 20 Í
âåðåâêó, ïðèâÿçàííóþ ê ñàíêàì
è ñîñòàâëÿþùóþ óãîë α = 30° ñ
ãîðèçîíòîì. Êàêóþ ðàáîòó îí
ñîâåðøèò, ïðîòàùèâ ñàíêè íà
ðàññòîÿíèå s = 600 ì?
5.18. Ìàëü÷èê òÿíåò ñàíêè
ìàññîé m = 10 êã ïî ãîðèçîí-
òàëüíîìó ïóòè, íàòÿãèâàÿ âå-
ðåâêó, ïðèâÿçàííóþ ê ñàíêàì,
ïîä óãëîì α = 30° ê ãîðèçîíòó.
Ñàíêè äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî.

Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ μ = 0,15. Êàêóþ ðàáîòó ñî-
âåðøèò ìàëü÷èê, ïðîòàùèâ
ñàíêè íà ðàññòîÿíèå s = 600 ì?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Íóæíî ó÷åñòü, ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå ñèëà ðåàêöèè îïîðû
ìåíüøå ñèëû òÿæåñòè íà Fsinα.
5.19. Ñ êàêîé íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòüþ v0 íàäî áðîñèòü âåðòè-
êàëüíî âíèç ìÿ÷ ñ âûñîòû h,
÷òîáû îí ïîäïðûãíóë íà âûñî-
òó 1,5 h? Óäàð ìÿ÷à î çåìëþ
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óïðóãèì.
5.20. Òåëî ïàäàåò ñ íåêîòîðîé
âûñîòû áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñ-
òè. Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàáîòû
ñèëû òÿæåñòè çà ïåðâóþ ïîëî-
âèíó âðåìåíè ïàäåíèÿ ê ðàáîòå
ñèëû òÿæåñòè çà âòîðóþ ïîëî-
âèíó âðåìåíè ïàäåíèÿ.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âûÿñíèòå, êàêàÿ
÷àñòü âñåãî ïóòè, ïðîéäåííîãî ïà-
äàþùèì òåëîì, ïðèõîäèòñÿ íà ïåð-
âóþ ïîëîâèíó âðåìåíè ïàäåíèÿ, à
êàêàÿ — íà âòîðóþ ïîëîâèíó.
5.21. Öèðêîâîé àðòèñò ìàññîé
m = 60 êã ïàäàåò â íàòÿíóòóþ
ñåòêó ñ âûñîòû h = 4 ì. Ñ êà-
êîé ñèëîé äåéñòâóåò íà àðòèñ-
òà ñåòêà â òîò ìîìåíò, êîãäà îí
îêàçûâàåòñÿ â íèæíåé òî÷êå,
õàðàêòåðèçóåìîé ïðîãèáîì ñåò-
êè, ðàâíûì s = 1 ì?
5.22. Òåëî ñêîëüçèò áåç íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè ïî íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α = 30°,
à çàòåì ñêîëüçèò ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè è îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ. Ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåí-
íûå òåëîì ïî íàêëîííîé è
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòÿì, îäè-
íàêîâû. ×åìó ðàâåí êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ äëÿ äàí-
íûõ ïëîñêîñòåé? ×åìó ðàâíî
îòíîøåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè òåëà â êîíöå ñïóñêà ïî íà-
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êëîííîé ïëîñêîñòè ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè òåëà â íà÷àëå
ñïóñêà? Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè.
5.23. Ðàçâèâàÿ ìîùíîñòü N =
= 20 êÂò, àýðîñàíè ìàññîé
m = 240 êã ðàâíîìåðíî äâè-
æóòñÿ ââåðõ ïî íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α = 15°
è êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ äëÿ ñíåæíîãî ïîêðûòèÿ
μ = 0,2. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ
äâèæóòñÿ àýðîñàíè?
5.24. Ãðóç ìàññîé m = 30 êã âè-
ñèò íà øíóðå äëèíîé l = 3 ì.
Íà êàêóþ íàèáîëüøóþ âûñîòó
ìîæíî îòâåñòè â ñòîðîíó ãðóç,
÷òîáû ïðè äàëüíåéøåì ñâîáîä-
íîì êà÷àíèè øíóð íå îáîðâàë-
ñÿ? Ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà íàòÿæå-
íèÿ, êîòîðóþ âûäåðæèâàåò øíóð
íå îáðûâàÿñü, ðàâíà T = 500 Í.
5.25. Âèñÿùåìó íà íèòè òåëó
ìàññîé m ñîîáùèëè ãîðèçîí-
òàëüíóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü,
îêàçàâøóþñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ
òîãî, ÷òîáû òåëî íà íèòè ñòàëî
âðàùàòüñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè âîêðóã òî÷êè ïîäâåñà. Íà
ñêîëüêî ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè â
ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ òåëîì
íèæíåé òî÷êè òðàåêòîðèè áîëü-
øå ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè â ìî-
ìåíò ïðîõîæäåíèÿ òåëîì âåðõ-
íåé òî÷êè òðàåêòîðèè?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Íàäî ó÷åñòü, ÷òî êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â íèæíåé òî÷-
êå òðàåêòîðèè íà 2mgl áîëüøå, ÷åì â
âåðõíåé òî÷êå (l — äëèíà íèòè).
5.26. Øàð ìàññîé m íà÷èíàåò
ñêàòûâàòüñÿ áåç ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óã-
ëîì íàêëîíà α. ×åìó ðàâíà êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðà ÷åðåç âðå-
ìÿ t ïîñëå íà÷àëà ñêàòûâàíèÿ?

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à
äëÿ ñêàòûâàþùåãîñÿ öèëèíäðà ðàñ-
ñìîòðåíà â ï. 5.4.8.
5.27. Øàð ìàññîé m, èìåþùèé
ñêîðîñòü 0, íàëåòàåò íà ïî-
êîÿùèéñÿ øàð ìàññîé m. Ïðî-
èñõîäèò öåíòðàëüíûé àáñîëþò-
íî óïðóãèé óäàð. Â ìîìåíò íà-
èáîëüøåé äåôîðìàöèè øàðû
èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü.
×åìó ðàâíû ñêîðîñòü è ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìèðî-
âàííûõ øàðîâ â ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè?
5.28. Øàðèê ìàññîé m ïîäâå-
øåí íà íèòè äëèíîé l. Øàðèê
ðàñêðó÷èâàþò òàê, ÷òî îí íà÷è-
íàåò ðàâíîìåðíî äâèãàòüñÿ ïî
îêðóæíîñòè â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè, îòñòîÿùåé îò òî÷êè

ïîäâåñà íà ðàññòîÿíèå . Êà-

êóþ ðàáîòó íàäî ñîâåðøèòü
äëÿ ðàñêðó÷èâàíèÿ øàðèêà?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Èñêîìàÿ ðàáîòà
íóæíà äëÿ ïîäíÿòèÿ øàðèêà íà âû-
ñîòó l/2 è ñîîáùåíèÿ åìó ñêîðîñòè,
íåîáõîäèìîé äëÿ äâèæåíèÿ ïî îê-
ðóæíîñòè.
5.29. Ïóëÿ èç ïíåâìàòè÷åñêîé
âèíòîâêè ëåòèò ãîðèçîíòàëüíî
ñî ñêîðîñòüþ v0 = 50 ì/ñ, ïîïà-
äàåò â íåïîäâèæíûé áðóñîê,
ëåæàùèé íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè, è çàñòðåâàåò â íåì.
Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ïåðåäâè-
íåòñÿ áðóñîê, åñëè åãî ìàññà â
n = 49 ðàç áîëüøå ìàññû ïóëè,
à êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ ðàâåí μ = 0,25?
5.30. Øàð ìàññîé M âèñèò íà
íèòè. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïî-
äâåñà äî öåíòðà øàðà l. Ïóëÿ
ìàññîé m, ëåòÿùàÿ ãîðèçîí-
òàëüíî ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð øàðà, ïîïàäàåò â

vº

l
2
---
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íåãî è çàñòðåâàåò. Ñ êàêîé ìè-
íèìàëüíîé ñêîðîñòüþ äîëæíà
ëåòåòü ïóëÿ, ÷òîáû øàð ñäåëàë
ïîëíûé îáîðîò íà íèòè â âåð-
òèêàëüíîé ïëîñêîñòè?
5.31. Òåëî ìàññîé m = 100 ã ïà-
äàåò ñ âûñîòû h = 10 ì. Íà âû-
ñîòå h′ = 2 ì îíî èìååò ñêî-
ðîñòü v = 10,5 ì/ñ. ×åìó ðàâíà
âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, â êîòîðóþ
èç-çà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà
ïðåâðàòèëàñü ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ òåëà ïðè ïàäåíèè äî
âûñîòû h′?
5.32. Øàðèê ìàññîé m, ïîäâå-
øåííûé íà íèòè äëèíîé l, ñîâåð-
øàåò êîëåáàíèÿ, ïðè êîòîðûõ
ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ

íèòè îò âåðòèêàëè ðàâåí α.
Ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ýòîò
óãîë óìåíüøèëñÿ âäâîå. ×åìó
ðàâíà âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, âû-
äåëèâøàÿñÿ çà óïîìÿíóòîå
âðåìÿ?
5.33. Ïîäâåøåííûé íà íèòè
äëèíîé l øàðèê ìàññîé m äâè-
æåòñÿ ïî îêðóæíîñòè â ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Íèòü ñî-
ñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë
α = 60°. Ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðå-
ìÿ ýòîò óãîë óìåíüøèëñÿ
âäâîå. ×åìó ðàâíà âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ, â êîòîðóþ ïðåâðàòè-
ëàñü ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äàí-
íîãî êîíè÷åñêîãî ìàÿòíèêà çà
óïîìÿíóòîå âðåìÿ?
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6
ГРАВИТАЦИЯ

6.1. ÇÀÊÎÍÛ ÊÅÏËÅÐÀ

Íà îñíîâå ñîáñòâåííûõ íàáëþäåíèé è ìíîãîëåòíèõ íàáëþäå-
íèé äàòñêîãî àñòðîíîìà Òèõî Áðàãå íåìåöêèé ó÷åíûé Èîãàíí
Êåïëåð óñòàíîâèë â íà÷àëå XVII âåêà òðè ýìïèðè÷åñêèõ çàêîíà,
îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, — òàê íàçûâàå-
ìûå çàêîíû Êåïëåðà. Ïîçäíåå Èñààê Íüþòîí ïðèøåë ê çàêëþ÷å-
íèþ, ÷òî ýòè çàêîíû ïðèìåíèìû òàêæå ê äâèæåíèþ êîìåò âîêðóã
Ñîëíöà è ê äâèæåíèþ âîêðóã ïëàíåò èõ ñïóòíèêîâ.

6.1.1. Первый закон Кеплера
(эллиптическая форма планетных орбит)

Ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Íèêîëàé Êîïåðíèê ïîëàãàë, ÷òî ïëàíåòû äâèæóòñÿ âîêðóã
Ñîëíöà ïî êðóãîâûì îðáèòàì. Èîãàíí Êåïëåð óòî÷íèë: íå ïî êðó-
ãîâûì, à ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì, áëèçêèì ê êðóãîâûì.

Ýëëèïñ — ïëîñêàÿ çàìêíóòàÿ êðè-
âàÿ, äëÿ êîòîðîé ñóììà ðàññòîÿíèé îò
ëþáîé åå òî÷êè äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ
òî÷åê, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, ïîñòîÿí-
íà. Íà ðèñóíêå 6.1 èçîáðàæåí ýëëèïñ ñ
ôîêóñàìè F1 è F2 (ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè îáîçíà÷åíî ÷åðåç 2c), áîëüøîé
îñüþ AC (åå äëèíà îáîçíà÷åíà ÷åðåç 2a)
è ìàëîé îñüþ BD (åå äëèíà 2b). Îñè AC
è BD ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ýë-

Âñå ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì, â îäíîì èç ôîêóñîâ êî-
òîðûõ íàõîäèòñÿ Ñîëíöå.

Ðèñ. 6.1
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ëèïñà. Âûáåðåì íà ýëëèïñå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P. Ñîãëàñíî îï-
ðåäåëåíèþ ýëëèïñà, ñóììà F1P + F2P ïîñòîÿííà; êàê íåòðóäíî âè-
äåòü, F1P + F2P = 2a. Îòíîøåíèå

ε = 

íàçûâàþò ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà; 0 m ε < 1. ×åì ìåíüøå ε,
òåì â ìåíüøåé ñòåïåíè äàííûé ýëëèïñ âûòÿíóò âäîëü áîëüøîé
îñè. Ïðè ε = 0 ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü (îáà åãî ôîêóñà
ñîâìåùàþòñÿ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëëèïñ íà ðèñóíêå 6.1 — îðáèòà íåêîòî-
ðîé ïëàíåòû è ÷òî Ñîëíöå íàõîäèòñÿ â ôîêóñå F1. Òî÷êó A, áëè-
æàéøóþ ê Ñîëíöó òî÷êó îðáèòû, íàçûâàþò ïåðèãåëèåì äàííîé
ïëàíåòû, à òî÷êó C, ñàìóþ óäàëåííóþ îò Ñîëíöà, — àôåëèåì.
Ñîîòâåòñòâåííî ðàññìàòðèâàþò ïåðèãåëèéíîå ðàññòîÿíèå ïëàíå-
òû îò Ñîëíöà AF1 = a – c = a(1 – ε) è àôåëèéíîå ðàññòîÿíèå
CF1 = a + c = a(1 + ε), ãäå a — ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíò-
ðàìè ïëàíåòû è Ñîëíöà (ò. å. äëèíà áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû
ïëàíåòû) â òàê íàçûâàåìûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ åäèíèöàõ (îáîçíà-
÷àþòñÿ: à.å.); 1 à.å. = 150 ìëí êì — ñðåäíåå ðàññòîÿíèå Çåìëè
îò Ñîëíöà.

Ïðèâåäåì ñîâðåìåííûå äàííûå î ïàðàìåòðàõ îðáèò ïëàíåò:

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ó âñåõ ïëàíåò çà èñêëþ÷åíèåì Ìåðêóðèÿ è Ïëó-
òîíà ε < 0,1; ïîýòîìó ïðèáëèæåííî ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî îíè äâèæóòñÿ âîêðóã
Ñîëíöà ïî êðóãîâûì îðáèòàì, èìåþùèì ðàäèóñû a.

Äëÿ êîìåò õàðàêòåðíû çíà÷èòåëüíûå ýêñöåíòðèñèòåòû; èõ îðáèòû èìåþò
ôîðìó ýëëèïñîâ, äîñòàòî÷íî ñèëüíî âûòÿíóòûõ âäîëü áîëüøèõ îñåé. Íàïðèìåð,
ó êîìåòû Ãàëëåÿ ε = 0,97. Îðáèòû ñïóòíèêîâ ïëàíåò, êàê ïðàâèëî, áëèçêè ê
êðóãîâûì (íàïðèìåð, ó Ëóíû ε = 0,055). Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñïóòíèê Íåï-
òóíà Íåðåèäà (ε = 0,76).

Ïëàíåòà a, à.å. ε a(1 + ε), à.å. a(1 – ε), à.å.

Ìåðêóðèé 0,39 0,21 0,31 0,47

Âåíåðà 0,72 0,007 0,715 0,725

Çåìëÿ 1 0,017 0,983 1,017

Ìàðñ 1,52 0,093 1,38 1,66

Þïèòåð 5,20 0,048 4,95 5,45

Ñàòóðí 9,54 0,056 9,01 10,01

Óðàí 19,18 0,047 18,28 20,08

Íåïòóí 30,06 0,009 29,79 30,33

Ïëóòîí 39,26 0,245 29,64 48,88

c
2
---
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6.1.2. Второй закон Кеплера
(неравномерность движения по орбите)

Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Íà ðèñóíêå 6.2, à çàøòðèõîâàíû
ñåêòîðû, ïëîùàäè êîòîðûõ îìåòàåò ðà-
äèóñ-âåêòîð ïëàíåòû ïðè ïåðåìåùåíèè
ïëàíåòû èç M1 â N1 è èç M2 â N2. Åñëè
îáà óêàçàííûõ ïåðåìåùåíèÿ ñîâåðøà-
þòñÿ çà îäíî è òî æå âðåìÿ, òî, ñîãëàñ-
íî âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà, ïëîùàäè
çàøòðèõîâàííûõ ñåêòîðîâ îäèíàêîâû.
Ïðîéäåííûå ïëàíåòîé ïóòè îêàçûâà-
þòñÿ íåîäèíàêîâûìè: s1 < s2. Çíà÷èò,
ïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî îðáèòå íåðàâíî-
ìåðíî. Â ïåðèãåëèè ñêîðîñòü ïëàíåòû
íàèáîëüøàÿ, à â àôåëèè — íàèìåíü-
øàÿ.

Íàéäåì îòíîøåíèå , ãäå vï è và —

ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëè ñêîðîñòè ïëàíå-
òû â ïåðèãåëèè è àôåëèè. Ïóñòü îðáè-
òà ïëàíåòû èìååò ýêñöåíòðèñèòåò ε.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç tï è tà ìîìåíòû âðåìåíè íàõîæäåíèÿ ïëàíåòû â
ïåðèãåëèè è àôåëèè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîùàäè, îìåòàåìûå ðàäè-
óñîì-âåêòîðîì ïëàíåòû çà ïðîìåæóòêè âðåìåíè îò tï äî tï + ∆t è
îò tà äî tà + ∆t çàøòðèõîâàíû íà ðèñóíêå 6.2, á. Åñëè ∆t äîñòà-

òî÷íî ìàëî, òî ïåðâàÿ èç óêàçàííûõ ïëîùàäåé ðàâíà vï∆t a(1 – ε),

à âòîðàÿ — và∆t a(1 + ε). Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà, ýòè

ïëîùàäè ðàâíû; ñëåäîâàòåëüíî, vï(1 – ε) = = và(1 + ε). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

. (6.1)

Äëÿ Çåìëè ε = 0,017. Ñëåäîâàòåëüíî,  = 1,035; ñêîðîñòü â

ïåðèãåëèè âñåãî ëèøü íà 3,5% áîëüøå ñêîðîñòè â àôåëèè. Ìîæíî

Ðàäèóñ-âåêòîð ïëàíåòû çà îäèíàêîâûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè
îìåòàåò ðàâíûå ïëîùàäè.

Ðèñ. 6.2

à)

á)

â)
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và
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2
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ïðèáëèæåííî ïîëàãàòü, ÷òî Çåìëÿ äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ñ
ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ.

Êåïëåð ïîëó÷èë âòîðîé çàêîí (êàê è îñòàëüíûå) ýìïèðè÷åñêè — èñ-
õîäÿ èç íàáëþäåíèé çà ïåðåìåùåíèÿìè ïî íåáîñâîäó Ìàðñà è äðó-

ãèõ ïëàíåò. Îäíàêî ýòîò çàêîí íåòðóäíî âûâåñòè, âîñïîëüçîâàâøèñü çàêîíîì
ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ïëàíåòû, ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîñèòåëüíî z-îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð Ñîëíöà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îðáèòû ïëàíåòû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ìîìåíò èìïóëüñà ïëàíåòû  îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà Ñîëíöà âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (ñì. (4.44)):

 = m( (t)æ (t)),

ãäå m — ìàññà ïëàíåòû, (t) è (t) — åå ðàäèóñ-âåêòîð è ñêîðîñòü, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà z-îñü ðàâíà

Lz = L = mr(t)v(t) sinϕ(t),

ãäå ϕ(t) — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè (t) è (t). Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

ìîìåíòà èìïóëüñà,

Lz = L = mr(t)v(t) sinϕ(t) = const. (6.2)

Ïóñòü çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî t + ∆t ïëàíåòà ïåðåìå-
ùàåòñÿ èç M â N (ðèñ. 6.2, â). Îìåòàåìàÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ïëîùàäü ðàâíà

∆S = r(t)v(t)∆t sinϕ(t), ò. å. ñ ó÷åòîì (6.2)

∆S = L∆t. (1*)

Âûáåðåì íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè t2 – t1. Ðàçîáüåì åãî íà ìàëûå

ïðîìåæóòêè ∆ti . Ïëîùàäü ∆Si äëÿ i-ãî ïðîìåæóòêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè-

åì (1*). Ïëîùàäü S, îìåòàåìàÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ïëàíåòû çà ïðîìåæóòîê âðå-

ìåíè t2 – t1, åñòü S = ∆Si = ∆ti = (t2 – t1). Òàê êàê L = const,

ýòà ïëîùàäü ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîìåæóòêó âðåìåíè t2 – t1 è äëÿ ðàâíûõ ïðî-

ìåæóòêîâ áóäåò îäíîé è òîé æå, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà.

6.1.3. Третий закон Кеплера
(зависимость периода обращения планеты

от ее расстояния до Солнца)

Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Êâàäðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà îòíî-
ñÿòñÿ êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé èõ îðáèò.

L
º

L
º

rº vº

rº vº

rº vº

1
2
---

1
2m
--------

i
∑

L
2m
--------

i
∑

L
2m
--------
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Îáîçíà÷èâ ÷åðåç T1 è a1 — ïåðèîä îáðàùåíèÿ è äëèíó áîëü-
øîé ïîëóîñè îðáèòû äëÿ îäíîé ïëàíåòû, à ÷åðåç T2 è a2 — òàêèå
æå âåëè÷èíû äëÿ äðóãîé ïëàíåòû, ìîæåì çàïèñàòü òðåòèé çàêîí
Êåïëåðà â âèäå:

. (6.3)

Ñëåäñòâèå òðåòüåãî çàêîíà Êåïëåðà: åñëè ïëàíåòà äâèæåòñÿ
ïî êðóãîâîé îðáèòå, òî ìîäóëü aöñ åå öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêî-
ðåíèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó ðàäèóñà r îðáèòû:

aöñ = . (6.4)

ãäå C — ïîñòîÿííàÿ, îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñ-
òåìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ ïåðåïèøåì (6.3) äëÿ ïëàíåò ñ

êðóãîâûìè îðáèòàìè â âèäå: . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T1 =  è

T2 = , ãäå v1 è v2 — ìîäóëè ñêîðîñòè ïëàíåò, ïåðåïèøåì ïðå-

äûäóùåå ðàâåíñòâî:

. (1*)

Ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ ðàâåí aöñ = , ïîýòîìó

ðàâåíñòâî (1*) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

. (2*)

Ðåçóëüòàò (2*) ýêâèâàëåíòåí ñîîòíîøåíèþ (6.4).

6.2. ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ

6.2.1. Общая природа силы тяжести и силы,
удерживающей Луну на орбите

Â òðóäàõ Íüþòîíà åñòü ðèñóíîê ñ èçîáðàæåíèåì òðàåêòîðèé
òåëà, áðîñàåìîãî ñ âåðøèíû âûñîêîé ãîðû ñ ðàçëè÷íûìè ãîðèçîí-

T1
2

T2
2

------

a1
3

a2
3

------
=

C

r2
-----

T1
2

T2
2

------

r1
3

r2
3
-----

=
2πr1

v1
------------

2πr2

v2
------------

r1
2

r2
2
-----

v2
2

v1
2

------
⋅

r1
3

r2
3
-----

=

v2

r
------

aöñ2

aöñ1
----------

r1
2

r2
2
-----

=
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òàëüíûìè ñêîðîñòÿìè. Ðèñóíîê 6.3 ïîâòîðÿåò
òîò ðèñóíîê Íüþòîíà; òî÷êàìè A, B, C, D îáî-
çíà÷åíû ìåñòà ïàäåíèÿ òåëà äëÿ ñëó÷àåâ áðî-
ñàíèÿ ñ ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàþùèìèñÿ íà-
÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè. ×åì áîëüøå íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü, òåì äàëüøå îò ïîäíîæèÿ ãîðû óïà-
äåò òåëî. Åñëè áû íå áûëî ñîïðîòèâëåíèÿ âîç-
äóõà, òî ïðè íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî áîëüøîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òåëî âîîáùå íå óïàäåò íà
ïîâåðõíîñòü Çåìëè, à áóäåò îáðàùàòüñÿ âî-

êðóã íåå ïî êðóãîâîé îðáèòå, ïðåâðàòèâøèñü, òàêèì îáðàçîì, â
ìàëåíüêóþ Ëóíó.

Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïîäâåëè Íüþòîíà ê ðåøàþùåìó âûâî-
äó: ñèëà, óäåðæèâàþùàÿ íà îêîëîçåìíîé îðáèòå Ëóíó, ñîîáùàÿ
åé öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå, åñòü òà ñàìàÿ ñèëà, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ñèëîé òÿæåñòè è ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ òåë íà Çåìëå
(íàïðèìåð, ïàäåíèþ ÿáëîêà ñ âåòêè ÿáëîíè èëè ïàäåíèþ êàìíÿ,
ïîäáðîøåííîãî ââåðõ). Â òðåòüåé êíèãå íüþòîíîâñêèõ «Íà÷àë»
åñòü ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå óòâåðæäåíèå: «Ëóíà òÿãîòååò ê Çåìëå
è ñèëîþ òÿãîòåíèÿ ïîñòîÿííî îòêëîíÿåòñÿ îò ïðÿìîëèíåéíîãî äâè-
æåíèÿ è óäåðæèâàåòñÿ íà ñâîåé îðáèòå».

Ýòî óòâåðæäåíèå Íüþòîí ðàñïðîñòðàíÿåò íà ñïóòíèêè äðóãèõ
ïëàíåò, à òàêæå íà ñàìûå ïëàíåòû, òÿãîòåþùèå ê Ñîëíöó. Òàêîâî
îäíî èç íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ îòêðûòèé Íüþòîíà: äâèæåíèå Ëó-
íû âîêðóã Çåìëè, êàê è ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, — ýòî òîæå ñâî-
áîäíîå ïàäåíèå, êîòîðîå, îäíàêî, äëèòñÿ, íå ïðåêðàùàÿñü, ìèë-
ëèàðäû ëåò.

Êåïëåð ïîëàãàë, ÷òî îò Ñîëíöà äîëæíà èñõîäèòü ñèëà, êîòîðàÿ
êàê áû òîëêàåò ïëàíåòó, çàñòàâëÿÿ äâèãàòüñÿ ïî îðáèòå. Ñîîò-
âåòñòâåííî ïîäîáíàÿ «òîëêàþùàÿ ñèëà» èñõîäèò îò Çåìëè è çà-
ñòàâëÿåò Ëóíó äâèãàòüñÿ ïî îðáèòå. Ãàëèëåé ïîëàãàë, áóäòî íà
ïëàíåòû ñî ñòîðîíû Ñîëíöà, êàê è íà Ëóíó ñî ñòîðîíû Çåìëè, íè-
êàêèå ñèëû íå äåéñòâóþò; ïëàíåòû è Ëóíà äâèæóòñÿ ïî ñâîèì
êðóãîâûì îðáèòàì ïî èíåðöèè. Íüþòîí ïîíÿë, ÷òî èñõîäÿùàÿ îò
Ñîëíöà ñèëà íå ïîäòàëêèâàåò ïëàíåòó, à ëèøü óäåðæèâàåò åå íà
îðáèòå, íå ïîçâîëÿÿ óäàëèòüñÿ ïðî÷ü îò ñâåòèëà. Òî÷íî òàê æå
Çåìëÿ ñèëîé ñâîåãî âîçäåéñòâèÿ íà Ëóíó óäåðæèâàåò åå íà îðáè-
òå. Áåç óäåðæèâàþùåé ñèëû ïëàíåòà (êàê è Ëóíà) äâèãàëàñü áû
ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. Â ðåçóëüòàòå ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà
ïëàíåòà âñå âðåìÿ îòêëîíÿåòñÿ îò ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ïî
èíåðöèè è, òàêèì îáðàçîì, âñå âðåìÿ êàê áû ïàäàåò íà ñâîþ îð-
áèòó. Ñîîòâåòñòâåííî è Ëóíà áëàãîäàðÿ ïðèòÿæåíèþ Çåìëè âñå
âðåìÿ «ïàäàåò» íà ñâîþ îðáèòó.

Èòàê, ïðè÷èíîé êàê ïàäåíèÿ ÿáëîêà, ñîðâàâøåãîñÿ ñ âåòêè,
òàê è íèêîãäà íå ïðåêðàùàþùåãîñÿ «ïàäåíèÿ» Ëóíû íà Çåìëþ

Ðèñ. 6.3
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èëè ïëàíåòû íà Ñîëíöå, ÿâëÿåòñÿ îäíà è òà æå ñèëà. Èñààê Íüþ-
òîí íàçâàë åå ñèëîé âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, ïîä÷åðêíóâ ïîñðåä-
ñòâîì ñëîâà «âñåìèðíûé» åå óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð. Ó÷åíûé èñ-
õîäèë èç òîãî, ÷òî ýòà ñèëà äåéñòâóåò íå òîëüêî ìåæäó ÿáëîêîì
(à òàêæå Ëóíîé) è Çåìëåé, íå òîëüêî ìåæäó Çåìëåé (à òàêæå äðó-
ãèìè ïëàíåòàìè) è Ñîëíöåì, íî è ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ÷àñòè-
öàìè. Èìåííî äëÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îí è ñôîðìóëèðîâàë ñâîé
çíàìåíèòûé çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñèëó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ íàçûâàþò òàêæå ãðà-
âèòàöèîííîé ñèëîé èëè ãðàâèòàöèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì
(gravitas â ïåðåâîäå ñ ëàòèíñêîãî îçíà÷àåò «òÿæåñòü»).

6.2.2. Закон всемирного тяготения

Îò ÷åãî ìîæåò çàâèñåòü ñèëà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, äåéñò-
âóþùàÿ ìåæäó ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè ìàññàìè m1 è m2,
íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ Íüþòîí âîñïîëüçîâàëñÿ óñòàíîâëåí-
íûìè èì çàêîíàìè äèíàìèêè è òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà. Êîëü
ñêîðî ñèëà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ äåéñòâóåò, â ÷àñòíîñòè, ìåæäó
Çåìëåé è Ñîëíöåì è, ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Êåïëåðà, îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, òî åñòåñòâåí-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è â ñëó÷àå äâóõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ íà

ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà, ýòà ñèëà áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà .

Ïóñòü 12 — ñèëà, ñ êàêîé ÷àñòèöà ìàññîé m1 äåéñòâóåò íà ÷àñ-

òèöó ìàññîé m2, à 21 — ñèëà, ñ êàêîé ÷àñòèöà ìàññîé m2 äåéñò-
âóåò íà ÷àñòèöó ìàññîé m1. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî âûøå ïðåäïîëî-

æåíèÿ, F12 f  è F21 f . Ñîãëàñíî çàêîíó ðàâåíñòâà äåéñòâèÿ

è ïðîòèâîäåéñòâèÿ, F12 = F21. Ñëåäîâàòåëüíî, F12 = F21 f .

Óñòàíîâëåííûé Íüþòîíîì çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñèëà, ñ êàêîé äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ïðèòÿãèâàþò äðóã
äðóãà, ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññàì m1 è m2 ýòèõ òî÷åê è îáðàò-
íî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó íèìè:

F = G . (6.5)

?

1

r2
-----

F
º

F
º

m2

r2
-------

m1

r2
-------

m1m2

r2
----------------

m1m2

r2
----------------
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Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè G íàçûâàþò ãðàâèòàöèîí-
íîé ïîñòîÿííîé. Ýòî îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïî-
ñòîÿííûõ.

Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå,
åñëè ââåñòè ðàäèóñû-âåêòîðû âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê 1 è 2 (ðèñ. 6.4):

12 = G ( 1 – 2), (6.6)

ãäå r = | 1 – 2|, 12 — ñèëà, ñ êà-
êîé òî÷êà ìàññîé m1 äåéñòâóåò íà òî÷êó ìàññîé m2.

Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûé ìàòåìàòè÷åñêè
ôîðìóëàìè (6.5) è (6.6), ñôîðìóëèðîâàí äëÿ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê (äâóõ ÷àñòèö).

À êàê ïåðåéòè îò òî÷åê (÷àñòèö) ê ðåàëüíûì òåëàì?

Íóæíî ìûñëåííî ðàçáèòü ýòè
òåëà íà ÷àñòèöû è ðàññìîòðåòü
âçàèìîäåéñòâèå êàæäîé ÷àñòèöû
äàííîãî òåëà ñ êàæäîé ÷àñòèöåé
äðóãîãî òåëà. Ñêëàäûâàÿ ñèëû òÿ-
ãîòåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà äàííóþ
÷àñòèöó äàííîãî òåëà ñî ñòîðîíû
âñåõ ÷àñòèö äðóãîãî òåëà, ïîëó÷èì

ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ýòó ÷àñòèöó (ðèñ. 6.5). Âûïîëíèâ òàêóþ
îïåðàöèþ äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû äàííîãî òåëà è ñëîæèâ ïîëó÷åí-
íûå ñèëû, íàéäåì ðåçóëüòèðóþùóþ ñèëó òÿãîòåíèÿ, äåéñòâóþ-
ùóþ íà äàííîå òåëî ñî ñòîðîíû äðóãîãî òåëà. Â îáùåì ñëó÷àå
ýòà çàäà÷à âåñüìà ñëîæíà.

Îäíàêî åñòü äâà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà ê ïðîòÿ-
æåííûì òåëàì ìîæíî ïðèìåíÿòü äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ôîðìóëó (6.5)
(à òàêæå (6.6)). Ñ ë ó ÷ à é 1: îáà òåëà èìåþò ôîðìó øàðà (ïðè ýòîì
ïëîòíîñòü øàðîâ äîëæíà áûòü ëèáî ïîñòîÿííîé ïî îáúåìó, ëèáî
çàâèñåòü òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà øàðà). Ñ ë ó ÷ à é 2: îäíî
òåëî èìååò ôîðìó øàðà, à âòîðîå èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, íî
åãî ðàçìåðû âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ðàäèóñà ïåðâîãî òåëà. Â ïåðâîì
ñëó÷àå âåëè÷èíà r â (6.5) åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè øàðîâ,
à âî âòîðîì — ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì øàðà è öåíòðîì ìàññ
äðóãîãî (ìàëîãî) òåëà. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò âòîðîé ñëó÷àé ñîîòâåòñò-
âóåò ôàêòè÷åñêè ñëó÷àþ âçàèìîäåéñòâèÿ øàðà ñ ìàòåðèàëüíîé
òî÷êîé.

Ðèñ. 6.4

rº rº

F
º m1m2

r3
---------------- rº rº

rº rº F
º

?

Ðèñ. 6.5
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Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (6.5) (à òàê-
æå (6.6)), ðàññìàòðèâàÿ ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïëà-
íåò, Çåìëè è Ëóíû, ïëàíåòû è Ñîëíöà. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìî-
æåì ïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííûìè ôîðìóëàìè, ðàññìàòðèâàÿ ãðàâè-
òàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå Ñîëíöà è êîìåòû, Ñîëíöà è àñòåðîèäà,
çåìíîãî øàðà è ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ íà íåì, âêëþ÷àÿ ëåòàòåëüíûå
àïïàðàòû è èñêóññòâåííûå ñïóòíèêè.

Èòàê, ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå Ñîëíöà è Çåìëè îïèñû-
âàåòñÿ ôîðìóëîé:

F = G , (6.7)

ãäå M — ìàññà Ñîëíöà, m — ìàññà Çåìëè, r — ðàññòîÿíèå ìåæäó
öåíòðàìè Ñîëíöà è Çåìëè, ò. å. ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè. Åñëè F —
ñèëà, c êàêîé Ñîëíöå ïðèòÿãèâàåò Çåìëþ, òî, ñîãëàñíî âòîðîìó çà-
êîíó Íüþòîíà,

maöñ = G , (1*)

ãäå aöñ — ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ öåíòðà ìàññ
Çåìëè. Èç (1*) ñëåäóåò, ÷òî

aöñ = . (6.8)

Ñðàâíèâàÿ (6.8) ñ (6.4), çàêëþ÷àåì, ÷òî C = GM.
Åñëè F â (6.7) — ñèëà, ñ êàêîé Çåìëÿ ïðèòÿãèâàåò Ñîëíöå, òî,

ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

Ma′öñ = G , (2*)

ãäå a′öñ — ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ öåíòðà ìàññ
Ñîëíöà. Èç (2*) ñëåäóåò, ÷òî

a′öñ = G . (6.9)

Èñïîëüçóÿ (6.8) è (6.9), ïîëó÷àåì

 n 1. (6.10)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñèëà, ñ êàêîé Ñîëíöå ïðè-
òÿãèâàåò ê ñåáå Çåìëþ, ðàâíà ïî ìîäóëþ ñèëå, ñ êàêîé

Çåìëÿ ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå Ñîëíöå. Òî÷íî òàê æå, ñ êàêîé ñèëîé
çåìíîé øàð ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå ÿáëîêî, ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ ñè-
ëîé ÿáëîêî ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå çåìíîé øàð. Îãðîìíàÿ ðàçíèöà

Mm

r2
-----------

Mm

r2
-----------

GM

r2
-----------

Mm

r2
-----------

m

r2
-----

a ′öñ

aöñ
----------

m
M
-----

=

!
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â ìàññàõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë ïðèâîäèò ê îãðîìíîé ðàçíèöå
â èõ óñêîðåíèÿõ è îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó èìåííî Çåìëÿ «ïàäàåò» íà
Ñîëíöå è èìåííî ÿáëîêî ïàäàåò íà Çåìëþ, òîãäà êàê î ïàäåíèè
Ñîëíöà íà Çåìëþ èëè çåìíîãî øàðà íà ÿáëîêî, ðàçóìååòñÿ, íå ìî-
æåò áûòü è ðå÷è.

6.2.3. Гравитационная постоянная

Ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòîÿííóþ G ìîæíî íàéòè îïûòíûì ïóòåì.
Äëÿ ýòîãî íóæíî èçìåðèòü ñèëó F, ñ êàêîé øàð ìàññîé m2 äåéñò-
âóåò íà øàð ìàññîé m1, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè øàðîâ
åñòü r. Çíà÷åíèå ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé ìîæíî áóäåò ïîëó-
÷èòü, ñîãëàñíî (6.5), èç ñîîòíîøåíèÿ:

G = . (6.11)

Âïåðâûå èçìåðåíèå ãðàâèòàöèîííîé
ïîñòîÿííîé âûïîëíèë àíãëèéñêèé ôèçèê
Ãåíðè Êàâåíäèø â 1798 ãîäó. Îí èñïîëü-
çîâàë êðóòèëüíûå âåñû, ïðèíöèï äåéñò-
âèÿ êîòîðûõ ïîíÿòåí èç ðèñóíêà 6.6. Íà
òîíêîé íèòè 1, íà êîòîðîé ïîäâåøåí ëåã-
êèé ñòåðæåíü 2, æåñòêî çàêðåïëåíî íå-
áîëüøîå çåðêàëüöå 3. Ëó÷ ñâåòà 4, ïàäàÿ
íà çåðêàëüöå, îòðàæàåòñÿ è ïîïàäàåò íà

øêàëó 5. Ïðè ïîâîðîòå ñòåðæíÿ îòðàæåííûé ëó÷ ïåðåìåùàåòñÿ
ïî øêàëå è òåì ñàìûì ðåãèñòðèðóåò óãîë çàêðó÷èâàíèÿ íèòè. Íà
êîíöàõ ñòåðæíÿ íàõîäÿòñÿ ñâèíöîâûå øàðèêè ìàññàìè m1. Ê íèì
ïîäíîñÿò äâà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ ñâèíöîâûõ øàðà ìàñ-
ñàìè m2(m2 . m1). Ïðè ýòîì íèòü çàêðó÷èâàåòñÿ íà óãîë, ïðè êî-
òîðîì ñèëà óïðóãîñòè äåôîðìèðîâàííîé íèòè îêàçûâàåòñÿ óðàâ-
íîâåøåííîé ñèëîé ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ øàðîâ. Èçìå-
ðèâ ñèëó F ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ øàðîâ ïî óãëó
çàêðó÷èâàíèÿ íèòè è çíàÿ ìàññû øàðîâ è ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ
öåíòðàìè, ìîæíî íàéòè ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòîÿííóþ. Â îïûòå Êà-
âåíäèøà èñïîëüçîâàëàñü êâàðöåâàÿ íèòü, ñâèíöîâûå øàðû ìàññà-
ìè m1 = 775 ã è m2 = 50 êã, ñòåðæåíü äëèíîé 2 ì. Ïîëó÷åííûé
Êàâåíäèøåì ðåçóëüòàò âñåãî ëèøü íà 1% îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ
G, ïðèíÿòîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ:

G = 6,67æ10–11 Hæì2/êã2.

Ñòîëü ìàëîå çíà÷åíèå ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé îáúÿñíÿåò,
ïî÷åìó ìû íå íàáëþäàåì âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ òåë â ïîâñåäíåâ-
íîé æèçíè, èìåÿ äåëî ñ òåëàìè ìàëîé ìàññû. Òåì áîëåå ãðàâèòà-

Fr2

m1m2
----------------

Ðèñ. 6.6
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öèîííîå âçàèìîäåéñòâèå íå èãðàåò ðîëè â àòîìíî-ìîëåêóëÿðíûõ
ÿâëåíèÿõ. Åãî ðîëü âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ìàññû è îïðåäåëÿåò äâè-
æåíèå ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, ñïóòíèêîâ âîêðóã ïëàíåò, çâåçä âî-
êðóã öåíòðîâ ãàëàêòèê. Åñëè, íàïðèìåð, ãðàâèòàöèîííîå âçàèìî-
äåéñòâèå äâóõ øàðîâ ïî 2 êã, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè 10 ì
äðóã îò äðóãà, ðàâíî 2,7æ10–12 H, òî ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåé-
ñòâèå Çåìëè è Ëóíû ðàâíî 2æ1020 Í.

Ïåðâóþ îöåíêó ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé äàë ñàì Íüþòîí. Îí èñõîäèë
èç òîãî, ÷òî ñèëà òÿæåñòè òåëà ìàññîé m, íàõîäÿùåãîñÿ ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè,

åñòü ñèëà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ G , ãäå m è RÇ — ìàññà è ðàäèóñ Çåìëè,

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, m′g = G , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî G = .

Ïîäñòàâèâ ñþäà m = π ρ, ãäå ρ — ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü Çåìëè, Íüþòîí ïî-

ëó÷èë âûðàæåíèå äëÿ G:

G = .

Íà îñíîâàíèè èìåâøèõñÿ â òî âðåìÿ ñêóäíûõ äàííûõ Íüþòîí ñóìåë äî óäèâ-
ëåíèÿ òî÷íî îöåíèòü ñðåäíþþ ïëîòíîñòü Çåìëè: ρ = 5æ103 êã/ì3 (ñîãëàñíî ñîâ-

ðåìåííûì äàííûì, ρ = 5,52æ103 êã/ì3). Ðàäèóñ Çåìëè Íüþòîí ïðèíÿë ðàâíûì
6æ106 ì (ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì äàííûì, 6,37æ106 ì). Â ðåçóëüòàòå îí ïîëó-

÷èë, ÷òî G = 7,8æ10–11 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 Í = 1 êãæì/ñ2, ìîæåì ïåðåïè-

ñàòü ðåçóëüòàò Íüþòîíà â âèäå: G = 7,8æ10–11 Hæì2/êã2. Ýòîò ðåçóëüòàò íå
î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíÿòîãî ñåãîäíÿ çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííîé ïîñòî-

ÿííîé.

6.2.4. Сила тяжести
и гравитационное взаимодействие

Íàïîìíèì, ÷òî ñèëîé òÿæåñòè íàçûâàþò ñèëó ïðèòÿæåíèÿ
Çåìëåé òåë, íàõîäÿùèõñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè èëè â íåïîñðåä-
ñòâåííîé áëèçîñòè îò íåå (ñì. ï. 2.3.1). Îíà îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì (2.14):

ò = m ,

ãäå m — ìàññà òåëà,  — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

m ′m

RÇ
2

------------

m ′m

RÇ
2

------------

gRÇ
2

m
-----------

4
3
---

RÇ
2

3g
4πRÇρ
-------------------

ì3

êã ñ2
⋅

----------------

F
º

gº

gº
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ãð ñèëó, ñ êàêîé, ñîãëàñíî çà-
êîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, Çåìëÿ äåéñòâóåò íà òåëî
ìàññîé m, öåíòð ìàññ êîòîðîãî çàäàí ðàäèóñîì-âåê-
òîðîì  (ðèñ. 6.7). Ýòî åñòü ñèëà òÿãîòåíèÿ (ãðàâè-
òàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå). Èñïîëüçóÿ ðàäèóñ-âåê-
òîð , ìîæíî ïåðåïèñàòü äëÿ íåå ñîîòíîøåíèå (6.6)
â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

ãð = –G (6.12)

(çäåñü M — ìàññà Çåìëè).
Åñëè íå ó÷èòûâàòü âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè, òî â

ýòîì ñëó÷àå ñèëà òÿæåñòè ò ñîâïàäàåò ñ ñèëîé òÿãîòåíèÿ Fãð:

m  = –G  (6.13)

è óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

 = –G . (6.14)

Îíî íàïðàâëåíî íàâñòðå÷ó ðàäèóñó-âåêòîðó , ò. å. ê öåíòðó
Çåìëè.

Ïðåäñòàâèì ìîäóëü óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â âèäå

g = , (6.15)

ãäå RÇ — ñðåäíèé ðàäèóñ Çåìëè, h — âûñîòà öåíòðà ìàññ òåëà
íàä çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ (òî÷íåå ãîâîðÿ, íàä óðîâíåì ìîðÿ). Ïå-

ðåïèøåì (6.15) â âèäå g = (1 + )–2 è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî h n RÇ,

âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.52); ïîëó÷èì:

g = (1 – 2 ) = g0(1 – 2 ) =

= 9,8(1 – 2 ) ì/ñ2. (6.15, à)

Ìû ó÷ëè çäåñü, ÷òî RÇ = 6370 êì, M = 6æ1024 êã è ââåëè îáîçíà-
÷åíèå g0 äëÿ ìîäóëÿ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà óðîâíå ìîðÿ:

g0 =  = 9,8 ì/ñ2. (6.16)

Ðèñ. 6.7
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Íàïðèìåð, åñëè h = 15 êì, òî 2  = 0,005; çíà÷èò, ïðè ïîäúåìå

íà 15 êì íàä óðîâíåì ìîðÿ óñêîðåíèå g óìåíüøàåòñÿ òîëüêî íà 0,5%.
Ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü çåìíîé ïîâåðõíîñòè íà 15 êì íàïðàâëåíèå

âåêòîðà  ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë, ðàâíûé  ðàä = 0,15°. Ïîíÿò-

íî, ïî÷åìó ïðè ðàññìîòðåíèè ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ïðåäåëàõ
îäíîãî-äâóõ äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ êàê â ãîðèçîíòàëüíîì, òàê è â
âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, ìîæíî ïîëàãàòü âåêòîð , à çíà÷èò,

è ñèëó òÿæåñòè m  äëÿ äàííîé ìàññû, ïîñòîÿííûìè êàê ïî íà-
ïðàâëåíèþ, òàê è ïî ìîäóëþ (ìû èñïîëüçîâàëè ýòî â ïðåäûäóùèõ
ãëàâàõ).

Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî Çåìëÿ âðà-
ùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ ω = 7,3æ10–5 ðàä/ñ
(ïåðèîä îáðàùåíèÿ Çåìëè ðàâåí
23 ÷ 56 ìèí). Â ýòîì ñëó÷àå ñî-
îòíîøåíèÿ (6.13) è (6.14) íå âû-
ïîëíÿþòñÿ — âñëåäñòâèå âðà-
ùåíèÿ Çåìëè ñèëà òÿæåñòè m
íå ñîâïàäàåò ñ ñèëîé òÿãîòåíèÿ

ãð, îïðåäåëÿåìîé çàêîíîì âñå-

ìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð  ðàññìàò-
ðèâàåìîãî âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíîñòè òåëà ìàññîé m ñîñòàâëÿåò
óãîë ϕ ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà (òåëî íàõîäèòñÿ íà øèðîòå ϕ).
Öåíòð ìàññ òåëà îïèñûâàåò âîêðóã çåìíîé îñè êðóãîâóþ òðàåêòî-
ðèþ ðàäèóñîì r cosϕ (ðèñ. 6.8, à). Âðàùàþùàÿñÿ Çåìëÿ ÿâëÿåòñÿ
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà, ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ
çàêîíàìè äèíàìèêè, íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî, íàðÿäó ñ ñèëîé òÿãîòåíèÿ
Fãð, íà òåëî äåéñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè Föá, ìîäóëü êî-
òîðîé ðàâåí

Föá = mω2rcosϕ. (6.17)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé, ñèëà ïðè-
òÿæåíèÿ òåëà Çåìëåé, ò. å. ñèëà òÿæåñòè m , åñòü âåêòîðíàÿ ñóì-
ìà ñèë Fãð è Föá (ðèñ. 6.8, á):

m  = ãð + öá. (6.18)

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ Çåìëè íàïðàâëåíèå
ñèëû òÿæåñòè (íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ) îòêëî-
íÿåòñÿ íà íåêîòîðûé óãîë α îò íàïðàâëåíèÿ ê öåíòðó Çåìëè (îò

íàïðàâëåíèÿ ñèëû òÿãîòåíèÿ ãð). Íàïðàâëåíèå âåêòîðà  åñòü

h
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íàïðàâëåíèå íèòè ñ âèñÿùèì íà íåé íåïîäâèæíûì ãðóçîì; ïëîñ-
êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó , åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñ-
êîñòü äëÿ äàííîé øèðîòû (ïëîñêîñòü íåïîäâèæíîé âîäíîé ïîâåðõ-
íîñòè ðàñïîëîæåííîãî çäåñü îçåðà).

Çíà÷åíèå óãëà îòêëîíåíèÿ α çàâèñèò îò øèðîòû ϕ ìåñòà, ãäå íà-
õîäèòñÿ ðàññìàòðèâàåìîå òåëî. Î÷åâèäíî, ÷òî α = 0 íà ïîëþñå (òàì

ϕ = 90°), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå öá = 0, è íà ýêâàòîðå (ϕ = 0°), òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå ñèëû Fãð è Föá èìåþò îáùóþ ëèíèþ äåéñòâèÿ.

Îöåíèì óãîë ϕ äëÿ çàäàííîé øèðîòû ϕ, äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ òåî-
ðåìîé ñèíóñîâ, ñîãëàñíî êîòîðîé îòíîøåíèå ñèíóñîâ äâóõ óãëîâ â òðå-

óãîëüíèêå ðàâíî îòíîøåíèþ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ëåæàùèõ ïðîòèâ ýòèõ óãëîâ.
Ïðèìåíèì òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêó, çàøòðèõîâàííîìó íà ðèñóíêå 6.8, á:

. (1*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin(π – (α + ϕ)) = sin(α + ϕ), Föá = mω2r cosϕ, Fãð = G ,

ïåðåïèøåì (1*) â âèäå

cosϕ. (2*)

Ïðèìåì r = RÇ = 6370 êì è ó÷òåì, ÷òî ω = 7,3æ10–5 ðàä/ñ, M = 6æ1024 êã.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî  = 0,0034. Èòàê,

sinα = 0,0034sin(α + ϕ) cosϕ = 0,0034(sinα cosϕ + cosα sinϕ) cosϕ. (3*)

Ìû âèäèì, ÷òî âñëåäñòâèå ìàëîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè sinα m 0,0034.
Ïîýòîìó ìîæåì ïîëîæèòü cosα d 1 è sinα d α (α âûðàæàåòñÿ â ðàäèàíàõ). Â ðå-
çóëüòàòå ðàâåíñòâî (3*) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ:

α d 0,0034(α cosϕ + sinϕ) cosϕ;

α((1 – 0,0034α cos2ϕ) d 0,0034 sinϕ cosϕ;

α d 0,0034 sinϕ cosϕ;

α d 0,0017 sin2ϕ. (4*)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, α = 0 ïðè ϕ = 0° è ϕ = 90°. Ìàêñèìàëüíîå îòêëî-

íåíèå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà  îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ãð íàáëþäàåòñÿ, ñî-

ãëàñíî (4*), ïðè ϕ = 45°. Îíî ñîñòàâëÿåò 0,0017 ðàä = 6 ′ (âñåãî ëèøü 6 óãëîâûõ
ìèíóò!).

Ìîäóëü óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ìàêñèìàëåí íà ïîëþñå
è ìèíèìàëåí íà ýêâàòîðå. Ðàçíèöà ∆g åãî çíà÷åíèé ðàâíà, ñîãëàñ-
íî (6.17),

∆g = ω2 RÇ = 0,034 ì/ñ2. (6.19)

gº

F
º

αsin
π α ϕ+( )−( )sin

------------------------------------------

Föá

Fãð
---------

=

mM

r2
-----------

αsin
α ϕ+( )sin

----------------------------

ω
2r3

GM
------------

=

ω
2r3

GM
------------

gº F
º
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Ñîãëàñíî îïûòíûì äàííûì, íà ïîëþñå gï = 9,83 ì/ñ2, à íà ýê-

âàòîðå gý = 9,78 ì/ñ2. Òàêèì îáðàçîì gï – gý = 0,05 ì/ñ2, ÷òî íå-
ñêîëüêî áîëüøå ðàçíîñòè ∆g, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (6.19).
Äîïîëíèòåëüíàÿ ðàçíèöà çíà÷åíèé âåêòîðà g íà ïîëþñå è ýêâàòî-
ðå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çåìíîé øàð íåìíîãî ñïëþùåí â íàïðàâ-
ëåíèè îñè âðàùåíèÿ. Åãî ïîëÿðíûé ðàäèóñ ðàâåí 6357 êì, à ýê-
âàòîðèàëüíûé — 6378 êì.

Ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè, ìû íå áóäåì â äàëüíåé-
øåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íè âðàùåíèå Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè,
íè îòêëîíåíèå ôîðìû Çåìëè îò øàðà è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð 
âåçäå íàïðàâëåí ê öåíòðó Çåìëè, à åãî ìîäóëü îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì (6.15). Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî Çåìëÿ åñòü øàð
ðàäèóñîì RÇ = 6370 êì è ìîäóëü óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

íà óðîâíå ìîðÿ ðàâåí g0 = 9,8 ì/ñ2.

6.2.5. Сила тяготения внутри земного шара

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â ñïëîøíîì îäíîðîäíîì øàðå ìàññîé M
è ðàäèóñîì R ïðîáèò îò ïîâåðõíîñòè äî öåíòðà âîîáðàæàåìûé êà-
íàë, âíóòðü êîòîðîãî âíîñèòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî öåíòðà øàðà. Âû-
ÿñíèì, êàê áóäåò çàâèñåòü îò r ìîäóëü ñèëû òÿãîòåíèÿ F, ñ êàêîé
øàð äåéñòâóåò íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ âíóòðè êà-
íàëà.

Ïîíÿòíî, ÷òî â öåíòðå øàðà F = 0. ×òîáû íàéòè F(r) äëÿ
0 < r m R, ðàçîáüåì ìûñëåííî øàð íà òîíêèå ñôåðè÷åñêèå êîí-
öåíòðè÷åñêèå ñëîè. Ñèëà òÿãîòåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû
ëþáîãî ñëîÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, îêàçàâøóþñÿ âíóòðè íåãî,
ðàâíà íóëþ.

Ýòî âèäíî èç ðèñóíêà 6.9, íà êîòîðîì âûäåëåí
îäèí èç ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ; òî÷êà ìàññîé m íàõî-
äèòñÿ âíóòðè ýòîãî ñëîÿ íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà
øàðà. Øòðèõîâêîé ïîêàçàíû äâà ìàëûõ ó÷àñòêà
ñëîÿ ìàññàìè m1 è m2. Ñèëû, ñ êàêèìè ýòè ó÷àñòêè

äåéñòâóþò íà òî÷êó ìàññîé m, îáîçíà÷åíû ÷åðåç 1

è 2. Ñîãëàñíî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ

. (1*)

gº

Ðèñ. 6.9

F
º

F
º

F1

F2
------

m1r2
2

m2r1
2

------------
=
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Òàê êàê èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, òî îòíîøåíèå ëè-

íåéíûõ ðàçìåðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ó÷àñòêîâ ñëîÿ ðàâíî , à îòíîøåíèå èõ

ïëîùàäåé ðàâíî . Òîëùèíà îáîèõ ó÷àñòêîâ îäíà è òà æå (îíà îáîçíà÷åíà

÷åðåç ∆r); ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå îáúåìîâ, à çíà÷èò è ìàññ ó÷àñòêîâ ðàâíî .

Ïîäñòàâëÿÿ â (1*) , ïîëó÷àåì  = 1. Ìû âèäèì, ÷òî ñèëû òÿãîòåíèÿ,

äåéñòâóþùèå íà òî÷êó ìàññîé m ñî ñòîðîíû ðàññìàòðèâàåìûõ ó÷àñòêîâ, âçà-
èìíî óðàâíîâåøåíû. Òàê êàê âåñü ñëîé ìîæåò áûòü ðàçáèò íà ïàðû òàêèõ ó÷à-
ñòêîâ, òî ÿñíî, ÷òî ñèëà òÿãîòåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû ñëîÿ â öåëîì, ðàâ-

íà íóëþ.

Èòàê, íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ íà ðàññòîÿíèè r
îò öåíòðà øàðà, äåéñòâóåò òîëüêî òà ÷àñòü øàðà, êîòîðàÿ ñîñðå-

äîòî÷åíà â îáúåìå ðàäèóñîì r è èìååò ìàññó , ïðè÷åì âñþ ýòó

ìàññó íàäî ìûñëåííî ñîñðåäîòî÷èòü â öåíòðå øàðà. Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè r m R, òî

F(r) = G  = G . (2*)

Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå øàðà Çåìëþ ìàññîé M è ðàäèóñîì

RÇ, ó÷òåì, ÷òî = G  = g0, è ïðåîáðàçóåì (2*) ê âèäó:

F(r) = . (6.20)

Ïðè r l RÇ ñèëà òÿãîòåíèÿ ðàâíà

F(r) = G  = mg0 . (6.21)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû òÿãîòåíèÿ îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî öåíòðà Çåìëè ïðåäñòàâëåí íà
ðèñóíêå 6.10.

r1

r2
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r1
2

r2
2
----

r1
2

r2
2
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m1

m2
-------

r1
2

r2
2
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=
F1

F2
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Mr3

R3
-----------

mMr3

R3
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r2
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mMr

R3
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RÇ
2
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6.2.6. Потенциальная энергия
гравитационного взаимодействия

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
äâóõ òåë ìàññàìè m1 è m2, îïèñûâàåìîãî ôîðìóëîé (6.5), ïðåä-
ñòàâëÿþò âûðàæåíèåì

U = –G . (6.22)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ
ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè
òåëàìè (U = 0 ïðè r º ×).

×òîáû îáîñíîâàòü ôîðìóëó (6.22),
ïîêàæåì, ÷òî èç íåå ìîæíî âûâåñòè
âûðàæåíèå (6.5) äëÿ çàêîíà âñåìèð-
íîãî òÿãîòåíèÿ. Ðàññìîòðèì ìàòåðè-
àëüíûå òî÷êè ìàññàìè m1 è m2 íà
ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ∆  ìàëîå ïåðåìåùåíèå òî÷êè m2 èç èñõîäíîãî ïîëîæå-
íèÿ 1 â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå 2, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì r + ∆r, ïðè÷åì ∆r n r (ðèñ. 6.11).

Ðàáîòó A(1 º 2) ñèëû òÿãîòåíèÿ  íà ïåðåìåùåíèè ∆  ìîæíî, ñ
îäíîé ñòîðîíû ïðåäñòàâèòü, ñîãëàñíî (5.4), â âèäå A (1 º 2) =

= æ∆  = –F ∆r, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, óêàçàííóþ ðàáîòó ìîæíî
ïðåäñòàâèòü, ñîãëàñíî (5.70), â âèäå

A(1 º 2) = –(U2 – U1) = –∆U(1 º 2),

ãäå ∆U(1 º 2) — èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì,

F∆r = ∆U(1 º 2). (1*)

Óáåäèìñÿ, ÷òî F âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (6.5), åñëè ∆U (1 º 2)
ïðåäñòàâèòü ñîãëàñíî (6.22), â âèäå

∆U(1 º 2) = U2 – U1 = –G  – G . (2*)

Èç (2*) ñëåäóåò, ÷òî ∆U(1 º 2) = G . Òàê êàê

∆r n r, òî âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (5.52), ïðåäñòàâèì

 = 1 – , ïîñëå ÷åãî (2*) ïðèíèìàåò âèä ∆U(1 º 2) =

m1m2

r
----------------

Ðèñ. 6.11
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= G ∆r. Ïîäñòàâèâ ýòîò ðåçóëüòàò â (1*), óáåæäàåìñÿ, ÷òî

F äåéñòâèòåëüíî âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (6.5).
Ïóñòü m1 = M — ìàññà Çåìëè, m2 = m — ìàññà íåêîòîðîãî

îáúåêòà, öåíòð ìàññ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà
Çåìëè, áîëüøåì, ÷åì ðàäèóñ Çåìëè RÇ. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà
(6.22) ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìóëó

U = –G , (6.23)

êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òåëà
ìàññîé m, óäàëåííîãî íà ðàññòîÿíèå r îò öåíòðà Çåìëè. Çàáåãàÿ
íåìíîãî âïåðåä, çàìåòèì, ÷òî ýòî åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà
â ïîëå òÿãîòåíèÿ Çåìëè. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç h âûñîòó òåëà íàä
óðîâíåì ìîðÿ, ïåðåïèøåì (6.23) â âèäå

U = –G . (6.24)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî ìàññîé m ïåðåìåñòèëîñü ñ âûñîòû h1
íà âûñîòó h2 (h2 > h1). Ïîêàæåì, ÷òî èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè òåëà ðàâíî

∆U = mg0h2 – mg0h1. (3*)

Èñïîëüçóÿ (6.24), ïðåäñòàâèì:

∆U = –G  + G  = G .

Òàê êàê h1 n Rç è h2 n RÇ, òî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (5.52), ïî-
ëó÷àåì

∆U = G [1 –  – (1 – )] = G (h2 – h1).

Íàïîìíèì, ÷òî G  = g0; ñëåäîâàòåëüíî, ∆U = mg0(h2 – h1).

Èòàê,

–G  + G  = mg0h2 – mg0h1. (6.25)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî ðà-
âåíñòâà ôèãóðèðóþò ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè òåëà ìàñ-

ñîé m, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü, êîãäà òåëî óäàëÿåòñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü, òîãäà êàê â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ôèãóðèðóþò ïîòåíöè-
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àëüíûå ýíåðãèè òåëà, îòñ÷èòûâàåìûå îò óðîâíÿ ìîðÿ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî âûáîð íóëåâîãî óðîâíÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íå îò-
ðàçèëñÿ íà ñîîòíîøåíèè (6.25), ïîñêîëüêó çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ
èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Задача 1 (ðèñ. 6.12). ×åìó ðàâíà ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m íà óðîâíå ìîðÿ
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðè-
íèìàåòñÿ ðàâíîé â öåíòðå çåìíîãî øàðà?

Ðàáîòà A(0 º 1) íà ïåðåìåùåíèè ∆r = RÇ òåëà
ìàññîé m èç öåíòðà Çåìëè (òî÷êè 0) íà ïîâåðõ-
íîñòü ìîðÿ (â òî÷êó 1) ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè
ïîä èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêå 6.10 ãðàôèêîì F(r)
íà ïðîìåæóòêå îò r = 0 äî r = RÇ; ñëåäîâàòåëüíî, A(0 º 1) =

= mg0RÇ. Ñîãëàñíî (5.70) A(0 º 1) = –∆U(0 º 1) = U1 – U0. Òàê

êàê, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, U0 = 0, òî U1 = A(0 º 1) = mg0RÇ. Èòàê,

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m íà ïîâåðõíîñòè ìîðÿ, îò-
ñ÷èòûâàåìàÿ îò öåíòðà Çåìëè, ðàâíà

U = mg0RÇ. (6.26)

Задача 2. ×åìó ðàâíà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m
íà áåñêîíå÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò Çåìëè ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé íóëþ â öåíòðå
çåìíîãî øàðà?

Èñêîìàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè
ïîä ãðàôèêîì F(r) íà ðèñóíêå 6.10, ðàññìàòðèâàåìîì íà âñåì ïðî-
ìåæóòêå îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì ìîæíî îáîéòèñü áåç
âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè íà ïðîìåæóòêå îò RÇ äî ×, à èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàò (6.26). Çàïèøåì:

U′ = U
×
 – U0 = (U

×
 – U1) + (U1 – U0), (4*)

ãäå U
×
, U1, U0 — ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íà áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿ-

íèè îò Çåìëè, íà óðîâíå ìîðÿ, â öåíòðå Çåìëè, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (6.23) â âèäå

U = – . (6.27)

Ïðè r = RÇ ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ðàçíîñòü U1 – U
×
; ñëåäî-

âàòåëüíî,
U

×
 – U1 = mg0RÇ. (6.28)

Ðèñ. 6.12

1
2
---

1
2
---

1
2
---

mg0RÇ
2

r
--------------------
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Ïîäñòàâëÿÿ (6.28) â (4*) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî, ñîãëàñíî (6.26), U1 – U0 =

= mg0RÇ, ïîëó÷àåì

U
×
 – U0 = mg0RÇ + mg0RÇ = mg0RÇ.

Èòàê, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m íà áåñêîíå÷íî
áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò Çåìëè, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò öåíòðà Çåìëè,
ðàâíà

U
×
 – U0 = mg0RÇ. (6.29)

6.3. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÇÀÊÎÍÀ ÂÑÅÌÈÐÍÎÃÎ
ÒßÃÎÒÅÍÈß Â ÀÑÒÐÎÍÎÌÈÈ

6.3.1. Определение масс небесных тел

Îïûò Êàâåíäèøà ïî èçìåðåíèþ ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé
èíîãäà íàçûâàþò îáðàçíî âçâåøèâàíèåì Çåìëè. Èç (6.16) ñëåäóåò,
÷òî ìàññà m Çåìëè ðàâíà

m = . (6.30)

Èçìåðèâ G, Êàâåíäèø òåì ñàìûì ïîëó÷èë âîçìîæíîñòü îïðåäå-
ëèòü ìàññó Çåìëè m, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå âåëè÷èíû g0 è RÇ. Òàê

êàê g0 = 9,8 ì/ñ2, RÇ = 6,37æ106 ì, G = 6,67æ10–11 Íæì2/êã2, òî
èç (6.30) íàõîäèì

m = 5,96æ1024 êã.

Èñïîëüçóÿ çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, ìîæíî «âçâåñèòü»
Ñîëíöå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M è m ìàññû Ñîëíöà è Çåìëè, ñîîò-
âåòñòâåííî, ÷åðåç T ïåðèîä îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà,
÷åðåç r — ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè (ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Çåìëè
äî öåíòðà Ñîëíöà). Ñîãëàñíî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ,
Ñîëíöå äåéñòâóåò íà Çåìëþ ñ ñèëîé òÿãîòåíèÿ, ðàâíîé ïî ìîäó-
ëþ (6.7):

F = G . (1*)

1
2
---

1
2
---

3
2
---

3
2
---

g0RÇ
2

G
--------------

Mm

r2
-----------
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Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ýòà ñèëà ñîîáùàåò Çåìëå

öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå  (v — ìîäóëü ñêîðîñòè öåíòðà

ìàññ Çåìëè);

F = . (2*)

Èç (1*) è (2*) ñëåäóåò, ÷òî M = . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = , íà-

õîäèì îòñþäà:

M = . (6.31)

Òàê êàê r = 1,5æ1011 ì, T = 1 ãîä = 3,16æ107 ñ, òî, ñëåäîâàòåëüíî,

M = 2æ1030 êã.

Òàêèì îáðàçîì, ìàññà Ñîëíöà áîëüøå ìàññû Çåìëè â 333 000 ðàç.
Ñîîòíîøåíèå (6.31) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìàññó ëþáîãî íåáåñ-

íîãî òåëà, åñëè èçâåñòåí ïåðèîä îáðàùåíèÿ âîêðóã íåãî ñïóòíèêà,
äâèæóùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå èçâåñòíîãî ðàäèóñà.

Ìîæíî, íàïðèìåð, âû÷èñëèòü ìàññó Þïèòåðà, èçìåðèâ ïåðèîä
îáðàùåíèÿ è ðàäèóñ îðáèòû îäíîãî èç åãî ñïóòíèêîâ. Âîçüìåì äëÿ
ïðèìåðà ñïóòíèê Êàëëèñòî. Èç àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé çà
ýòèì ñïóòíèêîì èçâåñòíû ðàäèóñ åãî îðáèòû (r = 1,88æ109 ì) è
ïåðèîä îáðàùåíèÿ âîêðóã Þïèòåðà (T = 16,7 ñóò = 1,44æ106 ñ).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äàííûå â (6.31), íàõîäèì, ÷òî ìàññà Þïèòåðà ðàâíà

M = 1,9æ1027 êã.

Îíà â 319 ðàç áîëüøå ìàññû Çåìëè.
Ìàññó Ìàðñà ìîæíî âû÷èñëèòü, íàáëþäàÿ çà äâèæåíèåì îä-

íîãî èç äâóõ åãî ñïóòíèêîâ — Ôîáîñà èëè Äåéìîñà. Ðàäèóñ îðáè-
òû Ôîáîñà r = 9400 êì, ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ôîáîñà âîêðóã Ìàð-
ñà = 7 ÷ 47 ìèí = 2,8æ104 ñ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äàííûå â (6.31), íà-
õîäèì, ÷òî ìàññà Ìàðñà ðàâíà

M = 6,4æ1023 êã.

Ìàññó Ñàòóðíà âû÷èñëèì, çíàÿ, ÷òî ðàäèóñ îðáèòû åãî ñàìîãî
êðóïíîãî ñïóòíèêà Òèòàíà ðàâåí r = 1,22 ìëí êì, à ïåðèîä îáðà-
ùåíèÿ âîêðóã Ñàòóðíà ñîñòàâëÿåò T = 15,8 ñóò = 1,37æ106 ñ. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ýòè äàííûå â (6.31), íàõîäèì, ÷òî ìàññà Ñàòóðíà ðàâíà

M = 5,7æ1026 êã.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ
ìàññû Ëóíû èëè Âåíåðû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êèíåìàòè÷åñêè-
ìè äàííûìè äâèæåíèÿ âîêðóã íèõ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ.

v2

r
------

mv2

r
-----------

vr2

G
---------

2πr
T

----------

4π2r3

GT2
---------------
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Задача. Ìàññà Ëóíû â θ = 81,2 ðàçà ìåíüøå ìàññû Çåìëè,
ðàäèóñ Ëóíû â ξ = 3,68 ðàçà ìåíüøå ðàäèóñà Çåìëè. Âî ñêîëü-
êî ðàç óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ gË ó ïîâåðõíîñòè Ëóíû
ìåíüøå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g0 íà óðîâíå ìîðÿ íà
Çåìëå?

Çàïèøåì äëÿ Ëóíû ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèþ
(6.30):

mË = , (1*)

ãäå mË è RË — ìàññà è ðàäèóñ Ëóíû, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäåëèâ
(6.30) íà (1*), íàõîäèì

.

Òàê êàê  = θ è  = ξ, òî ïîëó÷àåì äëÿ èñêîìîãî îòíîøåíèÿ:

 = 6. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ó ïîâåðõíîñòè Ëóíû

ðàâíî gË = 1,62 ì/ñ2.

6.3.2. Определение расстояний планет от Солнца

Âîêðóã Ñîëíöà îáðàùàþòñÿ ïî ïî÷òè êðóãîâûì îðáèòàì 9 ïëà-
íåò. Ïðîíóìåðóåì èõ â ïîðÿäêå óäàëåíèÿ îò Ñîëíöà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ri ðàäèóñ îðáèòû, à ÷åðåç Ti ïåðèîä îáðàùåíèÿ âîêðóã Ñîëí-
öà äëÿ i-é ïëàíåòû (i = 1, 2, 3, ..., 9). Ñîãëàñíî (6.31), äëÿ êàæäîé
ïëàíåòû âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

, (6.32)

ãäå M — ìàññà Ñîëíöà. Òàêèì îáðàçîì,

 = ... = ;    = const. (6.33)

Ýòè ðàâåíñòâà, âûòåêàþùèå èç çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, âû-
ðàæàþò, êàê ëåãêî âèäåòü, òðåòèé çàêîí Êåïëåðà.

Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà ìîãóò áûòü èçìå-
ðåíû âåñüìà òî÷íî. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ri äîñòàòî÷íî èçìå-
ðèòü ðàññòîÿíèå îò Ñîëíöà äî êàêîé-ëèáî îäíîé ïëàíåòû è çàòåì

gËRË
2

G
----------------

m
mË
---------

g0

gË
-------

RÇ

RË
--------⎝ ⎠
⎛ ⎞

2
=

m
mË
---------

RÇ

RË
--------

g0

gË
-------

θ

ξ
2

-----
=

ri
3

Ti
2

------

MG

4π2
-----------

=

r1
3

T1
2

------

r2
3

T2
2

------

r3
3

T3
2

------
= =

r9
3

T9
2

------

ri
3

Ti
2

------
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âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâåíñòâîì â (6.33). Â êà÷åñòâå
ýòàëîíà ïðèíÿòî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Ñîëíöà äî öåíòðà Çåìëè
(ðàäèóñ çåìíîé îðáèòû), íàçûâàåìîå àñòðîíîìè÷åñêîé åäèíèöåé
äëèíû (à.å.):

rÇ = 1 à.å. = 1,49 598æ1011 ì = 150 ìëí êì.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå Ìåðêóðèÿ è Ïëóòîíà çíà÷åíèÿ r1 è r9,
ïîëó÷åííûå èç (6.33) — ýòî äëèíû áîëüøèõ ïîëóîñåé ýëëèïòè÷å-
ñêèõ îðáèò ïëàíåò, ò. å. ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ïëàíåò îò Ñîëíöà.

Задача. Ðàäèóñû îðáèò Òèòàíà è Ôåáû (ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà)
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, r1 = 1,22 ìëí êì è r2 = 12,95 ìëí êì.
Ïåðèîä îáðàùåíèÿ Òèòàíà âîêðóã Ñàòóðíà ðàâåí T1 = 15,8 ñóò.
Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü ìîäóëè ñêîðîñòåé öåíòðîâ ìàññ ñïóòíè-
êîâ, ðàññìàòðèâàåìûå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ Ñàòóðíà.

Ñêîðîñòü Òèòàíà ðàâíà

v1 =  = ì/ñ = 5,6 êì/ñ.

Ñîîòíîøåíèå (6.33) äëÿ ïëàíåò, îáðàùàþùèõñÿ âîêðóã Ñîëíöà,
ïðèìåíèìî äëÿ ñïóòíèêîâ îäíîé è òîé æå ïëàíåòû, åñëè òåïåðü
ñ÷èòàòü, ÷òî ri è Ti — ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñ îðáèòû i-ãî ñïóòíèêà
è ïåðèîä îáðàùåíèÿ åãî âîêðóã äàííîé ïëàíåòû. Èç ðàâåíñòâà

, ãäå T2 — ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ôåáû âîêðóã Ñàòóðíà, ïî-

ëó÷àåì
r1v1

2 = r2v2
2,

ãäå v2 — ñêîðîñòü Ôåáû. Òàêèì îáðàçîì,

. (6.34)  

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è óñòàíîâëåíî
ðàâåíñòâî (6.34): îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ñïóòíèêîâ, îáðàùàþùèõñÿ
âîêðóã ïëàíåòû ïî êðóãîâûì îðáèòàì, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
êâàäðàòíîìó êîðíþ èç îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ îðáèò ñïóòíèêîâ. ×åì
áîëüøå ðàäèóñ îðáèòû, òåì ìåíüøå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî íåé.

6.3.3. Период обращения Луны вокруг Земли
и расстояние до Луны

Èçìåðèâ ïåðèîäû îáðàùåíèÿ T Ëóíû âîêðóã Çåìëè, íåòðóäíî
âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Çåìëè äî öåíòðà Ëóíû, ò. å. ðà-

2πr1

T1
------------

2π 1 22, 109
⋅ ⋅

1 37, 106
⋅

-------------------------------------

r1
3

T1
2

------

r2
3

T2
2

------
=

v1

v2
------

r2

r1
-----=
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äèóñ rË ëóííîé îðáèòû (ýêñöåíòðèñèòåò ýòîé îðáèòû ðàâåí 0,055,
÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü åå êàê ïî÷òè êðóãîâóþ). Ñîãëàñíî
çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, Çåìëÿ ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå Ëóíó ñ

ñèëîé F = G  (M — ìàññà Çåìëè, m — ìàññà Ëóíû). Ïî âòî-

ðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ýòà ñèëà ñîîáùàåò Ëóíå öåíòðîñòðåìèòåëü-

íîå óñêîðåíèå  (vË — ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ Ëóíû îòíîñèòåëüíî

öåíòðà ìàññ Çåìëè). Òàêèì îáðàçîì, G , îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî  = G , èëè, ñ ó÷åòîì (6.16)

 = g0 . (1*)

Òàê êàê  = , òî èç (1*) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

äëÿ ðàäèóñà ëóííîé îðáèòû:

rË = . (6.35)

Îñòàåòñÿ èçìåðèòü ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ëóíû âîêðóã Çåì-
ëè. Êàê ýòî ñäåëàòü?

Ïîïðîáóåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðèîäè÷íîñòüþ, ñ êàêîé ïðîèñõî-
äèò ñìåíà ëóííûõ ôàç. Â íîâîëóíèå Ëóíà ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ,
ïðîâåäåííóþ ìûñëåííî ÷åðåç öåíòðû Ñîëíöà è Çåìëè. Ïî äàííûì
äîñòàòî÷íî òî÷íûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, âðåìÿ ìåæäó
äâóìÿ î÷åðåäíûìè íîâîëóíèÿìè (èëè äâóìÿ ïîëíîëóíèÿìè) ðàâíî

T′ = 29 ñóò 12 ÷ 44 ìèí = 42 524 ìèí = 2,55æ106 ñ.

Ýòî åñòü ïåðèîä ñìåíû ëóííûõ ôàç. Åñëè ïîäñòàâèòü åãî â (6.35)
è ó÷åñòü, ÷òî g0 = 9,81 ì/ñ2, RÇ = 6,37æ106 ì, òî ïîëó÷èì

rË = 403 000 êì.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, íåòî÷íûì, ïîñêîëüêó
ïåðèîä ñìåíû ëóííûõ ôàç T′ íåñêîëüêî áîëüøå âðåìåíè T, â òå÷å-
íèå êîòîðîãî Ëóíà ñîâåðøàåò îáîðîò âîêðóã Çåìëè, ÷òî ñâÿçàíî ñ
äâèæåíèåì Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçëè÷àþò ñè-
íîäè÷åñêèé ìåñÿö (îò ãðå÷åñêîãî ñëîâà synodos, îçíà÷àþùåãî
«ñáëèæåíèå, âñòðå÷à») è ñèäåðè÷åñêèé ìåñÿö (îò siderium, îçíà-
÷àþùåãî «çâåçäíûé»). Ïðîäîëæèòåëüíîñòü T′ ñèíîäè÷åñêîãî ìåñÿ-
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öà èçìåðÿþò ïî íàáëþäåíèÿì çà ñìåíîé ëóííûõ ôàç, à ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü T ñèäåðè÷åñêîãî ìåñÿöà — ïî íàáëþäåíèÿì çà ïîëîæå-
íèåì Ëóíû îòíîñèòåëüíî çâåçä íà íåáîñâîäå. Â ôîðìóëó (6.35)
ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü ïðîäîëæèòåëüíîñòü èìåííî ñèäåðè÷åñêîãî
ìåñÿöà.

Ïîêàæåì, êàê, èçìåðèâ T′, íàéòè T. Íà ðèñóíêå 6.13 ïîêàçàíû ïî-
ëîæåíèÿ Çåìëè, Ëóíû è Ñîëíöà äëÿ ìîìåíòîâ t1 è t2, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì íîâîëóíèÿì. Î÷åâèäíî, ÷òî t2 – t1 = T′. Çà ýòîò

ïðîìåæóòîê âðåìåíè Ëóíà îïèñûâàåò âîêðóã Çåìëè îêðóæíîñòü 2πrË, ïëþñ

äóãó AB äëèíîé rËα; ñëåäîâàòåëüíî,

T′ =  = T + . (2*)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç TÇ ïåðèîä îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà, à ÷åðåç vÇ ñêî-

ðîñòü öåíòðà ìàññ Çåìëè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ Ñîëíöà. Èç ðèñóíêà çà-
êëþ÷àåì, ÷òî

rÇα = (t2 – t1) vÇ = T′vÇ. (3*)

Âûðàçèâ èç (3*) óãîë α, ïåðåïèøåì (2*) â âèäå:

T′ = T + T′ . (4*)

Òàê êàê 2π  = T è 2π  = TÇ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T′ = T +  èëè T′TÇ = TTÇ + T′T.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà TT′TÇ, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

,   èëè   T = . (6.36)

2π α+( )rË

vË
---------------------------

αrË

vË
----------

Ðèñ. 6.13

rËvÇ

rÇvË
-------------

rË

vË
-------

rÇ

vÇ
------

T ′T
TÇ
----------

1
T
---

1
T ′
-----

1
TÇ
-------

+=
T ′TÇ

T ′ TÇ+
-------------------
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Äàëåå ó÷òåì, ÷òî T′ = 2,55æ106 ñ è TÇ = 365,26 ñóò = 31,56æ106 ñ. Ïîä-

ñòàâèâ ýòè äàííûå â (6.36), íàõîäèì ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ëóíû âîêðóã Çåìëè
(ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñèäåðè÷åñêîãî ìåñÿöà):

T = 2,36æ106 ñ = 27 ñóò 7 ÷ 43 ìèí.

Èòàê, ñèäåðè÷åñêèé ëóííûé ìåñÿö îêàçûâàåòñÿ êîðî÷å ñèíîäè÷åñêîãî ìå-
ñÿöà íà 2 ñóò 5 ÷ 1 ìèí.

Ïîäñòàâèâ T = 2,36æ106 ñ â (6.35), ïîëó÷àåì ðàäèóñ ëóííîé îðáèòû:

rË = 384 000 êì.

6.3.4. Закон всемирного тяготения
как основа небесной механики

Â ñî÷åòàíèè ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà è ðåçóëüòàòàìè àñò-
ðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ïîçâîëÿåò
âû÷èñëÿòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ íåáåñíûõ òåë (ïëàíåò,
èõ ñïóòíèêîâ, êîìåò, àñòåðîèäîâ), à òàêæå îáúåêòîâ, çàïóñêàåìûõ
÷åëîâåêîì â êîñìîñ (èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ, êîñìè÷åñêèõ êîðàá-
ëåé, êîñìè÷åñêèõ çîíäîâ). Îí ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü êîîðäèíàòû
íåáåñíûõ òåë è èñêóññòâåííûõ îáúåêòîâ â ëþáûå çàäàííûå ìîìåí-
òû âðåìåíè.

Âûøå ïðèâîäèëèñü ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíà âñåìèð-
íîãî òÿãîòåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ î äâèæåíèè ïëàíåò
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âñÿêèé ðàç ðàññìàòðèâàëàñü çà-
äà÷à äâóõ òåë íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî ìàññû ïëàíåò ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà, ìàññû ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàññàìè ïëàíåò, ðàññòîÿíèÿ æå ìåæäó ïëàíåòàìè,
à òàêæå ìåæäó èõ ñïóòíèêàìè äîñòàòî÷íî âåëèêè. Òàê, íàïðè-
ìåð, âû÷èñëÿÿ ðàññòîÿíèå îò Þïèòåðà äî Ñîëíöà, ìû ó÷èòûâàëè
òîëüêî ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òåë — Þïèòåðà è
Ñîëíöà, ïðåíåáðåãàÿ âçàèìîäåéñòâèÿìè Þïèòåðà è äðóãèõ ïëà-
íåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû íå ó÷èòûâàëè âîçìóùåíèÿ â äâèæåíèè
Þïèòåðà, âûçûâàåìûå âîçäåéñòâèåì íà íåãî ñî ñòîðîíû äðóãèõ
ïëàíåò.

Ó÷åò ïîäîáíûõ âîçìóùåíèé ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå
ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íå äâóõ, à òðåõ (è áîëåå) íåáåñ-
íûõ òåë.

Èíòåðåñåí â ýòîé ñâÿçè ôàêò ïðåäñêàçàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
âîñüìîé ïëàíåòû — Íåïòóíà. Àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ íàä
îòêðûòîé â êîíöå XVIII ñòîëåòèÿ ñåäüìîé ïëàíåòîé (Óðàíîì)
ïîçâîëèëè ðàññ÷èòàòü íà îñíîâå çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ
òðàåêòîðèþ åãî äâèæåíèÿ, ñîñòàâèòü òàáëèöû ïîëîæåíèé ïëà-
íåòû íà íåáîñâîäå â çàðàíåå îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè.
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Îäíàêî íàáëþäàåìîå ïîâåäåíèå Óðàíà íå âïîëíå ñîîòâåòñòâîâà-
ëî ðàñ÷åòíûì äàííûì: â ïåðâîì äåñÿòèëåòèè XIX ñòîëåòèÿ Óðàí
êàê áû «çàáåãàë âïåðåä», à ïîçäíåå íà÷èíàë «îòñòàâàòü» îò
ïðåäâû÷èñëåííûõ ïîëîæåíèé. Ó÷åíûå ïðèøëè ê ìûñëè, ÷òî çà
Óðàíîì íàõîäèòñÿ åùå îäíà ïëàíåòà, êîòîðàÿ ñâîèì òÿãîòåíèåì
íåñêîëüêî ñáèâàåò Óðàí ñ ïóòè, ðàññ÷èòàííîãî íà îñíîâå ó÷åòà
ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Óðàíà è Ñîëíöà. Íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà àíãëè÷àíèí Äæîí Àäàìñ è ôðàíöóç Óðáåí Ëå-
âåðüå âûïîëíèëè âû÷èñëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü êîîðäè-
íàòû âîçìóùàþùåé ïëàíåòû. Ýòà ïëàíåòà áûëà äåéñòâèòåëüíî
îáíàðóæåíà íåìåöêèì àñòðîíîìîì Èîãàííîì Ãàëëå â ñåíòÿáðå
1846 ã. Åå íàçâàëè Íåïòóíîì. Ïðåäñêàçàíèå êîîðäèíàò Íåïòó-
íà — ïîäëèííûé òðèóìô íåáåñíîé ìåõàíèêè, èñïîëüçîâàâøåé
çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàâèòàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ òåë — Ñîëíöà, Óðàíà è íåèçâåñòíîé äîòî-
ëå ïëàíåòû.

Íàáëþäåíèÿ çà äâèæåíèåì ïëàíåò, ïðîâîäèâøèåñÿ âî âòîðîé
ïîëîâèíå XIX ñòîëåòèÿ, îáíàðóæèëè âîçìóùåíèÿ â äâèæåíèè òàê-
æå è Íåïòóíà. Àìåðèêàíñêèé àñòðîíîì Ïåðñèâàëü Ëîâåëë ïðåä-
ïîëîæèë, ÷òî çà Íåïòóíîì åñòü åùå îäíà (äåâÿòàÿ) ïëàíåòà, âîç-
ìóùàâøàÿ äâèæåíèå Íåïòóíà è â ìåíüøåé ñòåïåíè Óðàíà. Â ôåâ-
ðàëå 1930 ã. àìåðèêàíñêèé àñòðîíîì Êëàéä Òîìáî îáíàðóæèë
äåâÿòóþ ïëàíåòó: åå íàçâàëè Ïëóòîíîì.

6.4. ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
ÑÈËÛ ÒßÃÎÒÅÍÈß

6.4.1. Первая космическая скорость
и движение по круговым орбитам

Òåëî ìàññîé m äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì r âî-

êðóã Çåìëè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿãîòåíèÿ F = G  (M — ìàññà

Çåìëè), êîòîðàÿ ñîîáùàåò òåëó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå 

(v — ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè). Ñîãëàñíî

âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, G  = , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

v = . (6.37)

Mm

r2
-----------

v2

r
------

Mm

r2
-----------

mv2

r
-----------

GM
r

-----------
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Ñ ó÷åòîì (6.16) ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå â âèäå

v = . (6.38)

Çäåñü g0 = 9,8 ì/ñ2 — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà óðîâíå
ìîðÿ, RÇ = 6370 êì — ðàäèóñ çåìíîãî øàðà.

Ïîëîæèâ r = RÇ â (6.38), ïîëó÷èì ñêîðîñòü

V1 =  = 7,9 êì/ñ. (6.39)

Ýòó ñêîðîñòü íàçûâàþò ïåðâîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ. Òàêóþ
ñêîðîñòü ñëåäîâàëî áû ñîîáùèòü òåëó ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ÷òîáû
ñäåëàòü åãî èñêóññòâåííûì ñïóòíèêîì.

Ðàçóìååòñÿ, íèêòî íå ñòàíåò çàïóñêàòü ñïóòíèê â íåïîñðåä-
ñòâåííîé áëèçîñòè îò çåìíîé ïîâåðõíîñòè èç-çà ñîïðîòèâëåíèÿ
àòìîñôåðû è íåðîâíîñòåé ðåëüåôà. Ñïóòíèêè äâèæóòñÿ ïî îêî-
ëîçåìíûì îðáèòàì íà âûñîòàõ íå ìåíåå íåñêîëüêèõ ñîòåí êèëî-
ìåòðîâ.

Ïóñòü h — âûñîòà êðóãîâîé îðáèòû ñïóòíèêà íàä óðîâíåì ìî-
ðÿ. Ðàäèóñ îðáèòû r = RÇ + h, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (6.38) ïðèíè-
ìàåò âèä:

v =  = V1 . (6.40)

Åñëè h n RÇ, òî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5.52), ìîæíî ïðåîá-
ðàçîâàòü (6.40) ê âèäó:

v = V1 1 + –1/2 d V1 1 – . (6.41)

Ïåðâûé èñêóññòâåííûé ñïóòíèê Çåìëè áûë âûâåäåí â 1957 ãî-
äó íà îðáèòó íà âûñîòå h = 228 êì. Ñ ïîìîùüþ (6.41) ëåãêî íàéòè
ñêîðîñòü ýòîãî ñïóòíèêà. Îíà ðàâíà 7,76 êì/ñ, ÷òî íà 0,14 êì/ñ
ìåíüøå ïåðâîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòè.

×åì áîëüøå ðàäèóñ êðóãîâîé îðáèòû (÷åì áîëüøå h), òåì
ìåíüøå ñêîðîñòü ñïóòíèêà (ñì. (6.40)). Ýòî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ âûâåäåíèÿ ñïóòíèêà íà áîëåå äàëüíþþ êðóãîâóþ îðáèòó
íàäî ñîâåðøèòü íàä íèì ìåíüøóþ ðàáîòó. Ïðè óâåëè÷åíèè h íå-
ñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñïóòíèêà, çàòî âîçðàñ-
òàåò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, à â ðåçóëüòàòå ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ñïóòíèêà âîçðàñòàåò.

Íàéäåì ðàáîòó A, ñîâåðøåííóþ íàä ñïóòíèêîì ìàññîé m â
ïðîöåññå âûâåäåíèÿ åãî íà êðóãîâóþ îðáèòó, íàõîäÿùóþñÿ íà âû-
ñîòå h íàä óðîâíåì ìîðÿ. Çàìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ðàáîòå, ñîâåð-

g0RÇ
2

r
--------------

g0RÇ

g0RÇ
2

RÇ h+
-----------------

RÇ

RÇ h+
-----------------

 ⎝
⎛ h

RÇ
-------⎠

⎞  ⎝
⎛ h

2RÇ
-----------⎠

⎞
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øåííîé ðåàêòèâíûì äâèãàòåëåì òîëüêî íàä ñàìèì ñïóòíèêîì. Ðà-
áîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä ðàêåòîé-íîñèòåëåì, çäåñü íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ. Êðîìå òîãî, ìû íå ó÷èòûâàåì ðàáîòó, ñîâåðøåííóþ íàä
ñïóòíèêîì ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. Â ýòîì ñëó÷àå èñêîìàÿ
ðàáîòà ðàâíà ïðèðàùåíèþ ∆W ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñïóòíèêà çà
âðåìÿ âûâåäåíèÿ åãî íà îðáèòó íà âûñîòå h:

A = ∆W = ∆K + ∆U(0 º h), (1*)

ãäå ∆K è ∆U(0 º h) — èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ñïóòíèêà, ñîîòâåòñòâåííî.

Примечание
Данное соотношение может быть получено также на основе теоремы

об изменении кинетической энергии (5.30). На поднимающийся вверх спут"

ник действуют в рассматриваемом случае только две силы — сила тяги дви"

гателя и сила земного тяготения. Первая совершит работу A, а вторая — ра"

боту A
гр

(0 º h). Согласно теореме об изменении кинетической энергии,

A + A
гр

(0 º h) = ∆K. (2*)

Так как, согласно (5.70), A
гр

(0 º h) = –∆U(0 º h), то соотношение (2*) превра"

щается в (1*).

Èçìåíåíèå ∆K êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñïóòíèêà â ïðîöåññå åãî

âûâîäà íà êðóãîâóþ îðáèòó ðàâíî , ãäå v îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì (6.40); òàêèì îáðàçîì,

∆K = mg0RÇ . (3*)

Èçìåíåíèå ∆U(0 º h) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàâíî, ñîãëàñíî
(6.23),

∆U(0 º h) = U(h) – U(0) = (–G ) – (–G ).

Ñ ó÷åòîì (6.16) ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

∆U(0 º h) = mg0RÇ(1 – ). (4*)

Ïîäñòàâëÿÿ (3*) è (4*) â (1*), íàõîäèì

A = mg0RÇ[1 – ]. (6.42)

Ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ h âîçðàñòàåò ðàáîòà A,
ñîâåðøåííàÿ íàä ñïóòíèêîì ïðè åãî âûâîäå íà îðáèòó íà âûñîòå h.
Ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòàåò ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñïóòíèêà, ïî-
ñêîëüêó A = ∆W.

mv2

2
-----------

1
2
---

RÇ

RÇ h+
-----------------

Mm
RÇ h+
-----------------

Mm
RÇ
-----------

RÇ

RÇ h+
-----------------

RÇ

2 RÇ h+( )
--------------------------
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Задача 1. Ñïóòíèê ìàññîé m, íàõîäÿùèéñÿ íà êðóãîâîé îðáèòå

íà âûñîòå h1 =  íàä óðîâíåì ìîðÿ, ïåðåâåëè íà êðóãîâóþ

îðáèòó íà âûñîòå h2 = . Íà ñêîëüêî âîçðîñëà ìåõàíè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ñïóòíèêà?

Èñêîìîå ïðèðàùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ðàçíîñòè
A2 – A1, ãäå A1 è A2 — ðàáîòû, ñîâåðøåííûå íàä ñïóòíèêîì ïðè
åãî âûâåäåíèè íà îðáèòû íà âûñîòàõ h1 è h2 ñîîòâåòñòâåííî. Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (6.42), çàïèøåì

A1 = mg0RÇ  = mg0RÇ;

A2 = mg0RÇ  = mg0RÇ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñïóòíèêà
ðàâíî

A2 – A1 = mg0RÇ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê íà ïðàêòèêå ìîæíî çàñòàâèòü ñïóòíèê
ïåðåéòè ñ îäíîé êðóãîâîé îðáèòû íà äðóãóþ? Íà ýòîò âîïðîñ áó-
äåò äàí îòâåò â ï. 6.4.3.

Âûäåëèì ñðåäè êðóãîâûõ îðáèò ñïóòíèêîâ Çåìëè òàê íàçû-
âàåìóþ ñòàöèîíàðíóþ îðáèòó. Îíà íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè çåì-
íîãî ýêâàòîðà. Ñïóòíèê, äâèæóùèéñÿ ïî ýòîé îðáèòå â ñòîðîíó
íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè, íàçûâàåòñÿ
«âèñÿùèì» íåïîäâèæíî íàä îäíîé è òîé æå òî÷êîé çåìíîãî ýê-
âàòîðà.

Задача 2. ×åìó ðàâåí ðàäèóñ ñòàöèîíàðíîé îðáèòû?

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (6.35), îïðåäåëÿþùèì ðàäèóñ
îêîëîçåìíîé êðóãîâîé îðáèòû òåëà ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ T âî-
êðóã Çåìëè. Â êà÷åñòâå T ñëåäóåò âçÿòü â äàííîì ñëó÷àå ïåðèîä
îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè

T = 1 ñóò = 8,64æ104 ñ.
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RÇ
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Âåäü èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ñïóòíèê áóäåò «âèñåòü» íåïîäâèæ-
íî íàä îäíîé è òîé æå òî÷êîé ýêâàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷-
êå âûâîäà ñïóòíèêà íà îðáèòó. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ïåðèîä îáðà-
ùåíèÿ â (6.35) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî RÇ = 6370 êì, íàõîäèì ðàäèóñ
ñòàöèîíàðíîé îðáèòû: rñò = 42 230 êì. Ýòà îðáèòà íàõîäèòñÿ
íà âûñîòå h = 42 230 êì – 6370 êì = 35 860 êì íàä óðîâíåì
ìîðÿ.

6.4.2. Движение по эллиптическим орбитам

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè îáðàùåíèè íåáåñíîãî òåëà (ïëàíåòû, êî-
ìåòû, àñòåðîèäà, èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà) âîêðóã Ñîëíöà ïî ýë-
ëèïòè÷åñêîé îðáèòå öåíòð Ñîëíöà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôîêóñîâ
ýëëèïñà; áëèæàéøóþ ê öåíòðó Ñîëíöà òî÷êó îðáèòû íàçûâàþò
ïåðèãåëèåì, à íàèáîëåå óäàëåííóþ — àôåëèåì. Ñîîòâåòñòâåííî
ãîâîðÿò î ïåðèãåëèéíîì è àôåëèéíîì ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà
Ñîëíöà äî îðáèòû íåáåñíîãî òåëà. Ïðè îáðàùåíèè åñòåñòâåííîãî
èëè èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà âîêðóã Çåìëè ïî ýëëèïòè÷åñêîé îð-
áèòå öåíòð Çåìëè íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôîêóñîâ ýëëèïñà; áëè-
æàéøóþ ê öåíòðó Çåìëè òî÷êó îðáèòû íàçûâàþò ïåðèãååì, à
íàèáîëåå óäàëåííóþ — àïîãååì, ñîîòâåòñòâåííî ãîâîðÿò î ïåðè-
ãåéíîì è àïîãåéíîì ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà Çåìëè äî îðáèòû
ñïóòíèêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïóòíèê (èëè êîñìè÷åñêèé êîðàáëü) äâè-
æåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì r1; ìîäóëü åãî ñêîðîñòè îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàäèóñîì îðáèòû è ðàâåí, ñîãëàñíî (6.38), v0 = .

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ìîäóëü ñêîðîñòè ñïóòíèêà
(êîðàáëÿ) óìåíüøèëñÿ íà ∆v â ðåçóëüòàòå êðàòêîâðåìåííîãî
âêëþ÷åíèÿ òîðìîçíîãî äâèãàòåëÿ; îí ñòàë ðàâåí v1 = v0 – ∆v.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A òî÷êó íà êðóãîâîé îðáèòå, ñîîòâåòñòâóþùóþ
óêàçàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Â ýòîò ìîìåíò ñïóòíèê ïåðåéäåò
ñ êðóãîâîé îðáèòû íà ýëëèïòè÷åñêóþ, ñîïðÿãàþùóþñÿ ñ èñõîä-
íîé êðóãîâîé.

Íà ðèñóíêå 6.14, à ïîêàçàíû ýëëèïòè÷åñêàÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)
è èñõîäíàÿ êðóãîâàÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îðáèòû ñïóòíèêà; A —
àïîãåé ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, à C — åå ïåðèãåé. Ðàññòîÿíèå OA
îò öåíòðà Çåìëè äî òî÷êè A ÿâëÿåòñÿ àïîãåéíûì ðàññòîÿíèåì; îíî
ðàâíî r1. Ðàññòîÿíèå OC — ïåðèãåéíîå ðàññòîÿíèå; îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç r2(r2 < r1). Ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ðàâåí

ε = . (6.43)

g0RÇ
2

r1
--------------

r1 r2−

r1 r2+
----------------
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Ïî ìåðå äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå îò A
ê C ìîäóëü åãî ñêîðîñòè âîçðàñòàåò îò v1 äî v2. Ñîãëàñíî (6.1)

. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (6.43), íàõîäèì

. (6.44)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðåçóëüòàò (6.44) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïðÿìîå
ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà, ñîãëàñíî êîòî-
ðîìó mr1v1 = mr2v2 (ñì. ñîîòíîøåíèå (6.2)).

Ïî ìåðå äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îò C ê A ìîäóëü åãî ñêîðîñòè
óìåíüøàåòñÿ îò v2 äî v1. Äâèæåíèå ñïóòíèêà ïî ýëëèïòè÷åñêîé
îðáèòå äåìîíñòðèðóåò âçàèìîïðåâðàùåíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèé ñïóòíèêà ïðè ñîõðàíåíèè åãî ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆K(A º C) è ∆U(A º C) èçìåíåíèÿ ïðè
ïåðåìåùåíèè îò A ê C êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé, ñî-
îòâåòñòâåííî:

∆K(A º C) =  – ; (1*)

∆U(A º C) + –G  – –G  =

= g0m  – . (2*)

Òàê êàê ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñïóòíèêà ñîõðàíÿåòñÿ, òî, ñëåäîâà-
òåëüíî,

∆K(A º C) + ∆U(A º C) = 0. (3*)

v2

v1
------

1 ε+

1 ε−
------------

=

v2

v1
------

r1

r2
-----

=

à)

á)

Ðèñ. 6.14

mv2
2

2
-----------

mv1
2

2
-----------

 ⎝
⎛ Mm

r2
-----------⎠

⎞  ⎝
⎛ Mm

r1
-----------⎠

⎞

RÇ
2 1

r1
-----⎝
⎛ 1

r2
-----⎠
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Âîçðàñòàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñïóòíèêà íà ïóòè îò A ê C
êîìïåíñèðóåòñÿ óìåíüøåíèåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ (1*) è (2*) â (3*), ïîëó÷àåì

m  – m  + g0m  – .

Òàêèì îáðàçîì,

 –  = 2g0  – . (6.45)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî  –  =  + 1  – 1  è âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòíîøåíèåì (6.44), ìîæåì ïåðåïèñàòü (6.45) â âèäå

 + 1  = 2g0 . (6.46)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî áëàãîäàðÿ êðàòêîâðåìåííîìó äåéñò-
âèþ óñêîðÿþùåãî äâèãàòåëÿ ñïóòíèê, îáðàùàâøèéñÿ âîêðóã Çåì-

ëè ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì r1 ñî ñêîðîñòüþ v0 = , ïî-

ëó÷èë ïðèðàùåíèå ê ìîäóëþ ñêîðîñòè. Ïîëó÷èâ ýòî ïðèðàùåíèå
â òî÷êå A îðáèòû, ñïóòíèê òóò æå ïåðåøåë ñ êðóãîâîé îðáèòû íà
ýëëèïòè÷åñêóþ (ðèñ. 6.14, á). Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî
íà ðèñóíêå 6.14, à, òî÷êà A òåïåðü ñòàíîâèòñÿ íå àïîãååì, à ïå-
ðèãååì ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1 (v1 = v0 + ∆v)
è v2 ìîäóëè ñêîðîñòè ñïóòíèêà ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ A è C
ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, à ÷åðåç r1 è r2 — ñîîòâåòñòâåííî ïåðèãåé-
íîå è àïîãåéíîå ðàññòîÿíèÿ (r1 < r2). Òåïåðü ïðè ïåðåìåùåíèè
îò A ê C ñêîðîñòü ñïóòíèêà óìåíüøàåòñÿ (v2 < v1), çàòî óâåëè-
÷èâàåòñÿ åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6.44). Ñîîòíîøåíèå (6.45) ïðåîáðàçóåòñÿ
ê âèäó

 –  = 2g0  – ,

îòêóäà îïÿòü-òàêè ïîëó÷àåòñÿ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, âûðàæå-
íèå (6.46).

Èòàê, íà êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì r1 ñïóòíèê èìååò îïðåäå-

ëÿåìóþ ðàäèóñîì îðáèòû ñêîðîñòü: v0 = . Åñëè ìîäóëü ñêî-

1
2
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2
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ðîñòè óâåëè÷èòü, òî êðóãîâàÿ îðáèòà ïëàâíî ïåðåõîäèò â ýëëèïòè-
÷åñêóþ, äëÿ êîòîðîé r1 — ïåðèãåéíîå ðàññòîÿíèå. Åñëè æå ìîäóëü
ñêîðîñòè óìåíüøèëñÿ, òî êðóãîâàÿ îðáèòà ïåðåõîäèò â ýëëèïòè÷å-
ñêóþ, äëÿ êîòîðîé r1 — àïîãåéíîå ðàññòîÿíèå.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óìåíüøàòü èëè óâåëè÷è-
âàòü ìîäóëü v0 ñêîðîñòè íà êðóãîâîé îðáèòå ñëåäóåò â

îãðàíè÷åííûõ ïðåäåëàõ. Óìåíüøàòü v0 ìîæíî ëèøü äî òåõ ïîð,
ïîêà ïåðèãåéíîå ðàññòîÿíèå r2 íå îêàæåòñÿ ðàâíûì RÇ (òî÷íåå
ñêàçàòü, ðàâíûì RÇ + H, ãäå H — âûñîòà îòíîñèòåëüíî ïëîòíîãî
àòìîñôåðíîãî ñëîÿ). Ïðè r2 < RÇ + H äâèæóùèéñÿ ïî ýëëèïòè-
÷åñêîé îðáèòå ñïóòíèê äîëæåí ïðåêðàòèòü ñâîå ñóùåñòâîâàíèå
â ïëîòíîì ñëîå àòìîñôåðû. Óâåëè÷åíèå v0 ìîæåò ïðèâåñòè ê
ïðåâðàùåíèþ çàìêíóòîé òðàåêòîðèè (ýëëèïñà) â íåçàìêíóòóþ
(ïàðàáîëó), äâèãàÿñü ïî êîòîðîé, ñïóòíèê ïîêèíåò îêîëîçåìíîå
ïðîñòðàíñòâî. Îá ýòîì ìû ïîãîâîðèì ïîäðîáíåå íåìíîãî ïî-
çäíåå.

Íà ðèñóíêå 6.15 ðàçëè÷íûå òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îòìå÷åíû
÷èñëàìè îò I äî VII. Ïåðåõîä îò îäíîé
òðàåêòîðèè ê äðóãîé â ïîðÿäêå âîçðàñ-
òàíèÿ ÷èñåë ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòåïåí-
íîì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè v0 ñïóòíèêà
â òî÷êå A, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè r1

îò öåíòðà Çåìëè. Ïóíêòèðíàÿ òðàåê-
òîðèÿ III — êðóãîâàÿ òðàåêòîðèÿ
(â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñïóòíèêà ðàâ-

íà , ïðè÷åì íå òîëüêî â òî÷êå A,

íî è â îñòàëüíûõ òî÷êàõ òðàåêòîðèè).
Òðàåêòîðèÿ VII — ïàðàáîëè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ (ñïóòíèê ïðå-
îäîëåâàåò çåìíîå òÿãîòåíèå è ôàêòè÷åñêè ïåðåñòàåò áûòü ñïóò-
íèêîì Çåìëè).

Задача 1. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì
r1 = 3RÇ. Áëàãîäàðÿ êðàòêîâðåìåííîìó âêëþ÷åíèþ óñêîðÿþ-
ùåãî äâèãàòåëÿ ìîäóëü ñêîðîñòè ñïóòíèêà óâåëè÷èëñÿ â
n = 1,2 ðàçà, è ñïóòíèê ïåðåøåë íà ýëëèïòè÷åñêóþ îðáèòó.
Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøåå óäàëåíèå ñïóòíèêà îò öåíòðà
Çåìëè (àïîãåéíîå ðàññòîÿíèå) è ìîäóëü åãî ñêîðîñòè â àïî-
ãåå.

!

Ðèñ. 6.15
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r1
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Îáîçíà÷èì àïîãåéíîå ðàññòîÿíèå è ñêîðîñòü â àïîãåå ÷åðåç r2

è v2, ñîîòâåòñòâåííî, è âîñïîëüçóåìñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (6.44) è
(6.46) ïðè

r1 = 3RÇ, v1 = nv0 = n (4*)

(v0 = –  — ñêîðîñòü ñïóòíèêà íà èñõîäíîé êðóãîâîé îðáèòå

ðàäèóñîì 3RÇ). Ñîîòíîøåíèå (6.46) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî (4*)
ïðèíèìàåò âèä:

n2g0RÇ(1 + ) = g0RÇ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

1 +  = .

Òàêèì îáðàçîì,

r2 = ; (5*)

v2 =  = (2 – n2) = V1 . (6*)

Òàê êàê n = 1,2, òî, ñëåäîâàòåëüíî,

r2 = 7,7RÇ = 49 000 êì, v2 = 0,32V1 = 2,5 êì/ñ.  

Задача 2. Òðåáóåòñÿ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è,
íàéòè ñêîðîñòü, ïðèîáðåòÿ êîòîðóþ, ñïóòíèê, äâèæóùèéñÿ ïî
êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì 3RÇ, ïåðåéäåò íà ïàðàáîëè÷åñêóþ
òðàåêòîðèþ è ïåðåñòàíåò áûòü ñïóòíèêîì Çåìëè.

Èç (5*) ñëåäóåò, ÷òî r2 îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü (à ýëëèï-
òè÷åñêàÿ îðáèòà ñïóòíèêà ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðàáîëè÷åñêóþ òðà-

åêòîðèþ) ïðè n = . Òàê êàê ñêîðîñòü ñïóòíèêà íà êðóãîâîé îð-
áèòå ðàäèóñîì 3RÇ ðàâíà

v0 =  = ,

òî ñêîðîñòü v′, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïåðåõîä íà ïàðàáîëè÷åñêóþ òðà-
åêòîðèþ, èìååò âèä:

v′ = v0 =  = V1 ,
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3
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3
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1
3
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r2
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2
3
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ãäå V1 = 7,9 êì/ñ — ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü. Èòàê, v′=

= 6,5 êì/ñ.

Задача 3. ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü, ïðèîáðåòàÿ êîòîðóþ, ñïóòíèê,
äâèæóùèéñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì, î÷åíü áëèçêèì ê RÇ,
ïåðåéäåò íà ïàðàáîëè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.

Åñëè r1 = RÇ, òî âìåñòî (4*) áóäåì èìåòü v1 = nv0 = n

è âìåñòî (5*) ïîëó÷èì r2 = . Êàê âèäèì, r2 îáðàùàåòñÿ â áåñ-

êîíå÷íîñòü ïðè n = . Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ñêîðîñòü ðàâíà

v′′ = v0 =  = V1 = 11,2  êì. (7*)

Îáðàòèì âíèìàíèå: ÷òîáû ïîêèíóòü îêîëîçåìíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ñïóòíèê íà êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì RÇ ñî

ñêîðîñòüþ v0 = 7,9 êì/ñ äîëæåí äîñòè÷ü ñêîðîñòè, ðàâíîé v0 =

= æ7,9 êì/ñ = 11,2 êì/ñ. Åñëè æå ñïóòíèê äâèãàëñÿ ïî êðóãî-

âîé òðàåêòîðèè ðàäèóñîì 3RÇ, èìåÿ ñêîðîñòü v0 =  = 4,6 êì/ñ,

òî äëÿ ïåðåõîäà íà ïàðàáîëè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ îí äîëæåí äî-

ñòè÷ü ñêîðîñòè, ðàâíîé v0 = æ4,6 êì/ñ = 6,5 êì/ñ. Ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî: åñëè ñïóòíèê èìååò íà êðóãîâîé îðáè-
òå ñêîðîñòü v0, òî äëÿ ïåðåõîäà ñ äàííîé îðáèòû íà ïàðàáîëè-

÷åñêóþ òðàåêòîðèþ îí äîëæåí äîñòè÷ü ñêîðîñòè, ðàâíîé v0.
×åì áîëüøå ðàäèóñ êðóãîâîé òðàåêòîðèè, òåì ìåíüøå ñêîðîñòü,
òðåáóåìàÿ äëÿ ïåðåõîäà íà ïàðàáîëè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.

6.4.3. Переходы между круговыми орбитами

Ïåðåõîä íà áîëåå äàëåêóþ îðáèòó. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü äâè-

æåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì r1, èìåÿ ñêîðîñòü v0 = .

×òîáû êîðàáëü ïåðåøåë ñ ýòîé îðáèòû íà áîëåå äàëåêóþ êðóãî-
âóþ îðáèòó ðàäèóñîì r2, íà êîòîðîé åãî ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà

v3 = , îí äîëæåí ïåðåéòè ñíà÷àëà íà ýëëèïòè÷åñêóþ îðáèòó

ñ ïåðèãåéíûì ðàññòîÿíèåì r1 è àïîãåéíûì ðàññòîÿíèåì r2, à çàòåì
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óæå ñ íåå ïåðåéòè íà íóæíóþ êðóãîâóþ îðáèòó. Íà ðèñóíêå 6.16, à,
ïîêàçàíû ïóíêòèðîì èñõîäíàÿ è êîíå÷íàÿ êðóãîâûå îðáèòû, à
ñïëîøíîé êðèâîé èçîáðàæåíà ÷àñòü ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, ïî
êîòîðîé è ñîâåðøàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé ïåðåõîä, ïðè ýòîì êî-
ðàáëü ïåðåìåùàåòñÿ èç A â C. ×òîáû ïåðèãåéíîå è àïîãåéíîå ðàñ-
ñòîÿíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû ðàâíÿëèñü ñîîòâåòñòâåííî r1 è r2

(èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òîáû ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà ñîïðÿãàëàñü â òî÷-
êàõ A è C ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðóãîâûìè îðáèòàìè), êîðàáëü
äîëæåí èìåòü â òî÷êàõ A è C ñêîðîñòè v1 è v2 ñîîòâåòñòâåííî,
óäîâëåòâîðÿþùèå âìåñòå ñ ðàññòîÿíèÿìè r1 è r2 ñèñòåìå óðàâíå-
íèé (6.44) è (6.46):

(1*)

×òîáû èìåòü â òî÷êå A ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû ñêîðîñòü v1, êî-
ðàáëü, äâèãàâøèéñÿ ïî ìàëîé êðóãîâîé îðáèòå ñî ñêîðîñòüþ v0,
äîëæåí ïîëó÷èòü â äàííîé òî÷êå ïðèðàùåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè,
ðàâíîå

∆vA = v1 – v0. (2*)

×òîáû â òî÷êå C ïåðåéòè íà áîëüøóþ êðóãîâóþ îðáèòó, êîðàáëü
äîëæåí ïîëó÷èòü â ýòîé òî÷êå ïðèðàùåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè, ðàâ-
íîå

∆vC = v3 – v2. (3*)

Òàêèì îáðàçîì, êîðàáëü äîëæåí êðàòêîâðåìåííî âêëþ÷àòü óñ-
êîðÿþùèé äâèãàòåëü â òî÷êå A è òî÷êå C. Îáðàùàÿñü ïî ìàëîé

;

(1 + ) = 2g0 .

v2

v1
------

r1

r2
-----

=

v1
2 r1

r2
-----

RÇ
2

r1
-------

à)

á)

Ðèñ. 6.16
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êðóãîâîé îðáèòå, êîðàáëü èìåë ñêîðîñòü, êîòîðàÿ ïî ìîäóëþ áûëà
ìåíüøå ñêîðîñòè v1. Ïðè äâèæåíèè îò A ê C ñêîðîñòü êîðàáëÿ
óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ v2, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ñêîðîñ-
òè v3, ñîîòâåòñòâóþùåé äâèæåíèþ ïî áîëüøîé êðóãîâîé îðáèòå.
Ïîýòîìó è ïðèõîäèòñÿ äâàæäû âêëþ÷àòü óñêîðÿþùèé äâèãà-
òåëü.

Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1*) è ñîîòíîøåíèÿ (2*) è (3*),

íàéäåì ∆vA è ∆vC, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v0 =  è v3 = . Âòîðîå

óðàâíåíèå èç (1*) ïðåîáðàçóåì ê âèäó: . Ñëåäîâà-

òåëüíî,

v1 = v0 . (6.47)

Ñ ó÷åòîì (2*) íàõîäèì îòñþäà:

∆vA = v0 . (6.48)

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1*) è (6.47), ïîëó÷èì

v2 = v1  = v0  = æ .

Èòàê,

v2 = v3 . (6.49)

Ñ ó÷åòîì (3*) íàõîäèì îòñþäà:

∆vC = v3 . (6.50)

Ïåðåõîä íà áîëåå áëèçêóþ îðáèòó. Íà ðèñóíêå 6.16, á ïîêà-
çàí ïåðåõîä êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ ñ áîëüøîé êðóãîâîé îðáèòû ðà-

äèóñîì r1 ãäå îí èìåë ñêîðîñòü v0 =  íà ìåíüøóþ êðóãî-

âóþ îðáèòó ðàäèóñîì r2 ãäå îí èìååò ñêîðîñòü vÇ = . Êàê
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è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïåðåõîä ñîâåðøàåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé
îðáèòå îò òî÷êè A äî òî÷êè C. Íî òåïåðü r1 — àïîãåéíîå ðàññòîÿ-
íèå, à r2 — ïåðèãåéíîå ðàññòîÿíèå. Â òî÷êå A áëàãîäàðÿ êðàòêî-
âðåìåííîìó âêëþ÷åíèþ òîðìîçíîãî äâèãàòåëÿ ìîäóëü ñêîðîñòè êî-
ðàáëÿ óìåíüøàåòñÿ íà ∆vA = v0 – v1, ãäå v1 — ìîäóëü ñêîðîñòè
â òî÷êå A ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû. Ïðè ïåðåìåùåíèè ïî ýòîé îðáè-
òå îò A äî C ìîäóëü ñêîðîñòè êîðàáëÿ âîçðàñòàåò äî çíà÷åíèÿ v2,
êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ áîëüøå vÇ. Ïîýòîìó â òî÷êå C åùå ðàç âêëþ-
÷àåòñÿ òîðìîçíîé äâèãàòåëü, è ìîäóëü ñêîðîñòè êîðàáëÿ óìåíüøà-
åòñÿ íà ∆vC = v2 – vÇ. Èòàê, áëàãîäàðÿ äâóêðàòíîìó âêëþ÷åíèþ
òîðìîçíîãî äâèãàòåëÿ êîðàáëü ñíà÷àëà ïåðåõîäèò ñ áîëüøîé
êðóãîâîé îðáèòû íà ýëëèïòè÷åñêóþ, à çàòåì ñ íåå íà ìàëóþ êðó-
ãîâóþ îðáèòó.

Ñêîðîñòè v1 è v2 îïèñûâàþòñÿ óæå èçâåñòíûìè íàì ñîîòíîøå-
íèÿìè — (6.47) è (6.49), ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

∆vA = v0 – v1 = v0 1 – ; (6.51)

∆vC = v2 – v3 = v3  – 1 . (6.52)

Ïåðåõîä ñ áîëåå äàëåêîé íà áîëåå áëèçêóþ ê Çåìëå êðóãîâóþ
îðáèòó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, î÷åâèäíî, äëÿ âîçâðàùåíèÿ êîñ-
ìè÷åñêîãî êîðàáëÿ íà Çåìëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàëàÿ êðóãîâàÿ îð-
áèòà äîëæíà èìåòü ðàäèóñ r2 = RÇ + H, ãäå H — íåêîòîðàÿ âûñîòà
â äîñòàòî÷íî ïëîòíûõ ñëîÿõ àòìîñôåðû. Ïî âûõîäå íà êðóãîâóþ
îðáèòó ðàäèóñîì r2 âêëþ÷àþò äîïîëíèòåëüíîå òîðìîæåíèå è èñ-
ïîëüçóþò ïàðàøþò.

6.4.4. Вторая космическая скорость

Ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü, êîòîðóþ íóæíî ñîîáùèòü òåëó íà ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè, ÷òîáû îíî åå ïîêèíóëî, äâèãàÿñü ïî íåçàìêíóòîé
òðàåêòîðèè, íàçûâàåòñÿ âòîðîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ. Ïðè òà-
êîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òåëî ïðåîäîëåâàåò ïðèòÿæåíèå Çåìëè
è ñòàíîâèòñÿ ñïóòíèêîì Ñîëíöà. Âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü

V2 â  ðàçà áîëüøå ïåðâîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòè:

V2 = V1  = 11,2 êì/ñ. (6.53)

Ñîîòíîøåíèå (6.53) áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå — â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è 3 â ï. 6.4.2. Íàïîìíèì õîä ðàññóæäåíèé. Ñêîðîñòü
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òåëà, îáðàùàþùåãîñÿ âîêðóã Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèó-
ñîì RÇ (ò. å. â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò çåìíîé ïîâåðõíîñòè),

åñòü  = V1. Åñëè áû â íåêîòîðîé òî÷êå A ýòîé îðáèòû ìî-

äóëü ñêîðîñòè òåëà âäðóã óâåëè÷èëñÿ íà íåêîòîðîå çíà÷åíèå ∆v,
òî êðóãîâàÿ îðáèòà ñìåíèëàñü áû ýëëèïòè÷åñêîé ñ ïåðèãååì â òî÷-
êå A. ×åì áîëüøå ∆v, òåì áîëüøå àïîãåéíîå ðàññòîÿíèå ýëëèïòè-
÷åñêîé îðáèòû (òåì äàëüøå îò Çåìëè îêàçûâàåòñÿ åå àïîãåé). Êàê

áûëî ïîêàçàíî â óïîìÿíóòîé çàäà÷å, ïðè ∆v = (  – 1)V1 ýëëèï-
òè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ðàçðûâàåòñÿ, ïðåâðàùàÿñü â íåçàìêíóòóþ
òðàåêòîðèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïàðàáîëó (çàìåòèì, ÷òî ôî-
êóñîì ýòîé ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ öåíòð Çåìëè). Òàêèì îáðàçîì, ïðè

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè â òî÷êå A, ðàâíîé V1, òåëî ïîëåòèò íå ïî
îêðóæíîñòè, à ïî ïàðàáîëå; îíî ïðåîäîëåâàåò ïðèòÿæåíèå Çåìëè
è â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñòàíåò ñïóòíèêîì Ñîëíöà, äâèæóùèìñÿ âîêðóã

íåãî ïî íåêîòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Ñëåäîâàòåëüíî, V1

åñòü âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü.
Âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ ñêîðîñòü ìîæíî íàéòè òàêæå è â îáùåì

ñëó÷àå (íå îòòàëêèâàÿñü îò äâèæåíèÿ òåëà ïî êðóãîâîé îêîëîçåì-
íîé îðáèòå ðàäèóñîì RÇ). Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì
ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïî ìåðå óäà-
ëåíèÿ òåëà îò öåíòðà Çåìëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ Çåìëåé. Ïðè óäàëåíèè òåëà ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè íà ðàñ-
ñòîÿíèå r îò åå öåíòðà ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà
ðàâíî

∆U(RÇ º r) = G  – G .

Ïðè óäàëåíèè òåëà íà áåñêîíå÷íî áîëüøîå ðàññòîÿíèå ñëåäóåò ïî-
ëîæèòü çäåñü r = ×; ïîëó÷èì

∆U(RÇ º ×) = G .

Ýíåðãèÿ G  — ýòî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, â êîòîðóþ ïðåâðà-

òèëàñü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà :

 = G . (1*)

Çäåñü v — ñêîðîñòü, êîòîðóþ íàäî ñîîáùèòü òåëó íà Çåìëå, ÷òîáû
îíî, íàõîäÿñü ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè, ñìîãëî óäà-
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ëèòüñÿ ïî êàêîé-ëèáî òðàåêòîðèè íà áåñêîíå÷íî áîëüøîå ðàññòîÿ-
íèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî êàê ðàç è åñòü âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêî-
ðîñòü V2. Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü (1*) â âèäå

 = G . (2*)

Ñîêðàùàÿ m è ó÷èòûâàÿ, ÷òî  = g0, ïîëó÷àåì èç (2*):

= 2g0RÇ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

V2 =  = V1.

6.4.5. Третья космическая скорость

Òðåòüÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü åñòü ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü, êî-
òîðóþ íàäî ñîîáùèòü òåëó íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ÷òîáû îíî ñìîã-
ëî ïðåîäîëåòü íå òîëüêî ñèëó ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè, íî òàêæå è ñèëó
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è ïîêèíóòü ïðåäåëû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r0 ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè, à ÷åðåç m è MÑ

ìàññû òåëà è Ñîëíöà ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèðàùåíèå ∆U(r0 º ×) ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà ïðè åãî óäàëåíèè â áåñêîíå÷íîñòü îò
òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè r0 îò öåíòðà Ñîëíöà, ðàâíî

∆U(r0 º ×) = G . Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé

ýíåðãèè, òàêîå ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò çà

ñ÷åò íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà , ãäå v
×
 — ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà ñêîðîñòü òåëà, îáëàäàÿ êîòî-
ðîé â òî÷êå íà ðàññòîÿíèè r0 îò öåíòðà Ñîëíöà, òåëî ñïîñîáíî óäà-
ëÿòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Òàêèì îáðàçîì,

G ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

v
×
 =  = 42,2 êì/ñ (6.54)

(ìû ó÷ëè, ÷òî MÑ = 2æ1030 êã, r0 = 1,5æ1011 ì).
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Òåëî ìàññîé m íàõîäèòñÿ íå ïðîñòî â êàêîé-òî òî÷êå íà ðàñ-
ñòîÿíèè r0 îò öåíòðà Ñîëíöà. Íàõîäÿñü íà ýòîì ðàññòîÿíèè îò
Ñîëíöà, ýòà òî÷êà (ò. å. Çåìëÿ) äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå
âîêðóã Ñîëíöà ñî ñêîðîñòüþ v0 îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà, êîòîðóþ
ìîæíî íàéòè, ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, èç ñîîòíîøåíèÿ

F = MÇa, ãäå MÇ — ìàññà Çåìëè, a =  — öåíòðîñòðåìèòåëüíîå

óñêîðåíèå Çåìëè, F = G  — ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ Ñîëíöà è Çåìëè. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïåðåïèøåì ñîîòíîøå-
íèå F = MÇa â âèäå:

G  = MÇ ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

v0 =  = 29,8 êì/ñ. (6.55)

Èòàê, íàõîäÿñü íà Çåìëå, òåëî äâèæåòñÿ âìåñòå ñ íåé ñî ñêî-
ðîñòüþ v0 = 29,8 êì/ñ îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà (âðàùåíèåì Çåìëè âî-
êðóã ñâîåé îñè â äàííîé ñèòóàöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Åñëè çàïóñ-
êàòü òåëî â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ Çåìëè
ïî åå îðáèòå, òî äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà òåëó ïî-
òðåáóåòñÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî Çåìëè, ðàâíàÿ

v′
×
 = v

×
 – v0 = (  – 1)v0 = 12,4 êì/ñ. (6.56)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëîâà «äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðèòÿæå-
íèÿ Ñîëíöà». Ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî òåëó íà-

äî ïðåîäîëåòü íå òîëüêî ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà äëÿ ÷åãî íóæíî ñî-

îáùèòü åìó êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ , íî, êðîìå òîãî, íàäî

ïðåîäîëåòü òàêæå ïðèòÿæåíèå Çåìëè, äëÿ ÷åãî ïîòðåáóåòñÿ äî-

ïîëíèòåëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ , ãäå V2 — âòî-

ðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü. Çíà÷èò, òåëó íóæíî ñîîáùèòü â ñèñòå-
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ìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé, êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ  +

+ ; ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ òðåòüÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ðàâíà

V3 =  = êì/ñ =

= 16,7 êì/ñ. (6.57)

Задача. Êàêóþ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî Çåìëè íàäî áûëî áû ñî-
îáùèòü òåëó, ðàçãîíÿÿ åãî â íàïðàâëåíèè íàâñòðå÷ó âåêòîðó
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ Çåìëè ïî åå îðáèòå, ÷òîáû òåëî ñìîãëî ïî-
êèíóòü ïðåäåëû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû?

Ñêîðîñòü V′3  îòíîñèòåëüíî Çåìëè, ïðè êîòîðîé òåëî ïðåîäîëååò
è ïðèòÿæåíèå Çåìëè, è ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà, ðàâíà â äàííîì ñëó-
÷àå

V′3  =  = 72,8 êì/ñ. 

6.4.6. Начальные скорости и время полета
космических зондов, запускаемых к планетам

Солнечной системы

Êîñìè÷åñêèìè çîíäàìè íàçûâàþò àâòîìàòè÷åñêèå ìåæïëàíåòíûå
ñòàíöèè, çàïóñêàåìûå ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (Ñîëí-

öà, Ëóíû, ïëàíåò è èõ ñïóòíèêîâ, ïîÿñà àñòåðîèäîâ, êîìåò, ìåæïëàíåòíîãî
ïðîñòðàíñòâà). Çîíäû îñíàùåíû àïïàðàòóðîé äëÿ íàáëþäåíèÿ è ôîòîãðàôè-
ðîâàíèÿ íåáåñíûõ îáúåêòîâ è äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè íà Çåìëþ î ïîâåðõ-
íîñòè îáúåêòà, åãî àòìîñôåðå è ìàãíèòîñôåðå, õàðàêòåðå âðàùåíèÿ âîêðóã ñâî-
åé îñè. Èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ íà Çåìëþ èç êîñìîñà, ïîñêîëüêó âîçâðàùåíèå
êîñìè÷åñêîãî çîíäà íà Çåìëþ íå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ. Çîíäû èìåþò òàêæå ìà-
ëîìîùíûå ðåàêòèâíûå äâèãàòåëè äëÿ êîððåêòèðîâêè òðàåêòîðèè ïî êîìàíäå ñ
Çåìëè. Ýëåêòðîýíåðãèþ äëÿ ïèòàíèÿ àïïàðàòóðû çîíäà ïðè ðàáîòå íà ñðàâ-
íèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ (â îêðåñòíîñòÿõ Ìåðêóðèÿ, Âåíåðû, Ìàðñà)
äàþò ïàíåëè ñîëíå÷íûõ áàòàðåé, ñîñòàâëåííûå èç ïëàñòèíîê êðåìíèÿ èëè àð-
ñåíèäà ãàëëèÿ. Ïëàñòèíêè ïîãëîùàþò ñâåòîâóþ ýíåðãèþ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ
è ïðåîáðàçóþò åå â ýëåêòðè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Åñëè êîñìè÷åñêèé çîíä òðóäèòñÿ
äîñòàòî÷íî äàëåêî îò Ñîëíöà (â îêðåñòíîñòÿõ ïëàíåò-ãèãàíòîâ), òî îí âûíóæ-
äåí íåñòè íà ñåáå ñîáñòâåííûé èñòî÷íèê ýíåðãèè — ñâîåîáðàçíóþ ìèíèàòþð-
íóþ àòîìíóþ ýëåêòðîñòàíöèþ.

Â ï. 6.5.1 ìû ïîçíàêîìèìñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñ ïóòåøåñòâèåì çîíäà
«Âîÿäæåð-2» (ÑØÀ) ïî ìàðøðóòó Çåìëÿ—Þïèòåð—Ñàòóðí—Óðàí—Íåïòóí,
äëèâøèìñÿ 12 ëåò (ñ 1977 ã. ïî 1989 ã.).
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Íàéäåì íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü êîñìè÷åñêîãî çîíäà, çàïóñêàåìîãî,
íàïðèìåð, ê Þïèòåðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1 è v2 ìîäóëè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòè çîíäà, ðàññìàòðèâàåìûå
â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì. Çîíä äîëæåí îïèñàòü ïî-
ëîâèíó ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû ñ ôîêóñîì â öåíòðå Ñîëíöà, ïåðè-
ãåëèåì A â öåíòðå Çåìëè, àôåëèåì B â öåíòðå Þïèòåðà (ñì. òðà-
åêòîðèþ 1 íà ðèñóíêå 6.17). Ïåðèãåëèéíîå ðàññòîÿíèå (ðàäèóñ îð-
áèòû Çåìëè) åñòü r0 = 1 à. å. = 1,5æ1011 ì, àôåëèéíîå ðàññòîÿíèå
(ðàäèóñ îðáèòû Þïèòåðà) åñòü rÞ = 5,2 à. å. Ñêîðîñòè v1 è v2

ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(6.58)

(MÑ = 2æ1030 êã — ìàññà Ñîëíöà), êîòîðàÿ, êàê ëåãêî ñîîáðàçèòü,
àíàëîãè÷íà ñèñòåìå óðàâíåíèé (6.44) è (6.46). Çäåñü, âìåñòî

g0 = GMÇ (MÇ— ìàññà Çåìëè), èñïîëüçóåòñÿ GMÑ (âåäü òåïåðü

â ôîêóñå ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè íàõîäèòñÿ íå öåíòð Çåìëè,
à öåíòð Ñîëíöà; ïîýòîìó, çàìåòèì, âìåñòî òåðìèíîâ «ïåðèãåé» è
«àïîãåé», èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû «ïåðèãåëèé» è «àôåëèé»). Ðåøàÿ
ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.58), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå ñî-
îòíîøåíèþ (6.47):

v1 = v0 . (6.59)

;

(1 + ) = 

v2
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Çäåñü v0 =  = 29,8 êì/ñ — ñêîðîñòü Çåìëè íà îðáèòå.

Èç (6.59) íàõîäèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êîñìè÷åñêîãî çîíäà, çà-
ïóñêàåìîãî ê Þïèòåðó, â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì,
ðàâíà

v1 = 38,6 êì/ñ, (6.60, à)

à êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü çîíäà (ñêîðîñòü âáëèçè Þïèòåðà) ðàâíà

v2 =  = 7,4 êì/ñ. (6.60, á)

Äëÿ ïåðåõîäà îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v1 çîíäà îòíîñèòåëüíî
Ñîëíöà ê åãî íà÷àëüíîé ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî Çåìëè èñïîëüçó-
åì òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ï. 6.4.5. Ïîëàãàÿ, ÷òî çîíä çàïóñ-
êàþò â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ Çåìëè ïî îðáèòå,
ïðåäñòàâèì, ïî àíàëîãèè ñ (6.56):

v1′ = v1 – v0 = (38,6 – 29,8) êì/ñ = 8,8 êì/ñ.

Ó÷èòûâàÿ íåîáõîäèìîñòü ïðåîäîëåíèÿ çîíäîì çåìíîãî ïðèòÿæå-
íèÿ, ïîëó÷àåì. ïî àíàëîãèè ñ (6.57), ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè çîíäà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåì-
ëåé:

v1′′ =  = 14,14 êì/ñ, (6.61)

ãäå V2 = 11,2 êì/ñ — âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîñìè÷åñêèé çîíä çàïóñêàþò ê

Íåïòóíó (ñì. òðàåêòîðèþ 2 íà ðèñóíêå 6.17). Èç (6.59), ãäå
âìåñòî rÞ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðàäèóñ îðáèòû Íåïòóíà
rÍ = 30,1 à. å., íàõîäèì íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ ñêîðîñòè çîíäà
îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà:

v1 =  = 41,5 êì/ñ,   v2 =  = 1,4 êì/ñ. (6.62)

Íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü çîíäà îòíîñèòåëüíî Çåìëè íàéäåì. èñïîëüçóÿ
(6.61) è ó÷èòûâàÿ (6.62):

v1′′ =  = 16,2 êì/ñ. (6.63)

Îöåíèì âðåìÿ tÍ, â òå÷åíèå êîòîðîãî êîñìè÷åñêèé çîíä äîëåòèò
îò Çåìëè äî Íåïòóíà, äâèãàÿñü ïî òðàåêòîðèè 2 îò ïåðèãåëèÿ A ê
àôåëèþ C. Íàïîìíèì â ñâÿçè ñ ýòèì ñîîòíîøåíèå (6.31), ñîãëàñíî
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êîòîðîìó ïåðèîä îáðàùåíèÿ íåêîòîðîãî òåëà âîêðóã Ñîëíöà ïî
êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì r ðàâåí

T = . (6.64)

Ëåòÿùèé îò Çåìëè ê Íåïòóíó çîíä äâèæåòñÿ íå ïî êðóãîâîé, à ïî
ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Âðåìÿ T ïîëíîãî îáîðîòà ïî ýòîé òðà-
åêòîðèè âîêðóã Ñîëíöà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì, àíàëîãè÷íûì
(6.64), ãäå âìåñòî r ñëåäóåò ïîäñòàâèòü áîëüøóþ ïîëóîñü ýëëèïñà a:

T = . (6.65)

Â ñëó÷àå ïîëåòà çîíäà îò Çåìëè ê Íåïòóíó

a =  = 15,5 à. å.

Ó÷èòûâàÿ ýòî è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (6.65), íàõîäèì
èñêîìîå âðåìÿ ïîëåòà çîíäà îò Çåìëè äî Íåïòóíà:

tÍ = T d 109 ñ d 32 ãîäà. (6.66)

Îáðàòèì âíèìàíèå: ýòîò ïîëåò åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñâî-
áîäíîå ïàäåíèå çîíäà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿãîòåíèÿ

Ñîëíöà. ×åðåç 32 ãîäà â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïàäåíèÿ çîíä îêàçûâà-
åòñÿ íà ðàññòîÿíèè 30 à. å. îò Çåìëè.

6.5. ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÉ ÌÀÍÅÂÐ

6.5.1. Полеты к планетам с использованием
гравитационных маневров

Ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïîëåò êîñìè÷åñêîãî çîíäà ñ Çåìëè ê Íåï-
òóíó, ïðîèñõîäÿùèé ïîä äåéñòâèåì òîëüêî ñèëû ïðèòÿæåíèÿ
Ñîëíöà, äîëæåí áûë áû äëèòüñÿ 32 ãîäà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
áûëî áû ðàçîãíàòü çîíä äî ñêîðîñòè 16,2 êì/ñ îòíîñèòåëüíî Çåì-
ëè. Ðå÷ü èäåò î ïîëåòå â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèîííûõ âîçäåéñòâèé
íà çîíä ñî ñòîðîíû äðóãèõ ïëàíåò, êîòîðûå âî âðåìÿ ýòîãî ïîëåòà
ïðåäïîëàãàþòñÿ íàõîäÿùèìèñÿ â ïîëîæåíèÿõ, äîñòàòî÷íî óäàëåí-
íûõ îò ëåòÿùåãî çîíäà. Åñëè, îäíàêî, óêàçàííûõ ãðàâèòàöèîííûõ
âîçäåéñòâèé íà çîíä íå èçáåãàòü, à íàïðîòèâ, âîñïîëüçîâàòüñÿ
èìè (äëÿ ÷åãî íóæíî äîæäàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âçàèìíîãî ðàñ-
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ïîëîæåíèÿ ïëàíåò), òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíü-
øèòü âðåìÿ ïîëåòà äî Íåïòóíà è, êðîìå òîãî, ìîæíî ñíèçèòü íå-
îáõîäèìóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü çîíäà.

Ëåòÿùèé ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà êîñìè÷å-
ñêèé çîíä äîïîëíèòåëüíî èñïûòûâàåò äåéñòâèå ñèëû ïðèòÿæå-
íèÿ ñî ñòîðîíû ïëàíåòû, ìèìî êîòîðîé îí ïðîëåòàåò. Â ðåçóëü-
òàòå çîíä ñîâåðøàåò òàê íàçûâàåìûé ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð
âáëèçè ïëàíåòû. Êàê ïðèðîäíîå ÿâëåíèå ãðàâèòàöèîííûé ìà-
íåâð áûë âïåðâûå îáíàðóæåí åùå â XIX âåêå — êîãäà àñòðîíî-
ìû ïîíÿëè, ÷òî íàáëþäàåìîå èçìåíåíèå îðáèò êîìåò ïðîèñõîäèò
áëàãîäàðÿ ãðàâèòàöèîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ êîìåò è ìàññèâíî-
ãî Þïèòåðà.

Ïðè ãðàâèòàöèîííîì ìàíåâðå êîñìè÷åñêîãî çîíäà ïðîèñõîäÿò
äâà ÿâëåíèÿ: èçìåíåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè çîíäà, ðàññìàòðèâàåìîé
â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì, è èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ
ñêîðîñòè çîíäà. Êàæäîå èç ýòèõ ÿâëåíèé ìû îòäåëüíî îáñóäèì íå-
ìíîãî ïîçäíåå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îòìåòèì ïðîèñõîäèâøèé â ïîñëåäíåé
÷åòâåðòè XX ñòîëåòèÿ (ñ 1977 ïî 1989 ãîäû) ïîëåò êîñìè÷åñêîãî
çîíäà «Âîÿäæåð-2» îò Çåìëè ê Íåïòóíó ïî òðàåêòîðèè, ïðîõî-
äèâøåé âáëèçè ïëàíåò-ãèãàíòîâ (Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà). Âî
âðåìÿ ýòîãî ïîëåòà çîíä ñîâåðøàë ãðàâèòàöèîííûå ìàíåâðû
âáëèçè êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ ïëàíåò. Èñïîëüçîâàíèå ãðàâèòà-
öèîííûõ ìàíåâðîâ ïîçâîëèëî íå òîëüêî ñîêðàòèòü âðåìÿ äîñòè-
æåíèÿ êîíå÷íîé öåëè (ïîëåò îò Çåìëè äî Íåïòóíà äëèëñÿ íå
32 ãîäà, à âñåãî ëèøü 12 ëåò), íî è èññëåäîâàòü ïî ïóòè ðàçëè÷íûå
íåáåñíûå òåëà.

Íà ðèñ. 6.18 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ ïîëåòà «Âîÿäæåðà-2». Ýòîò
êîñìè÷åñêèé çîíä ìàññîé áîëåå 800 êã áûë çàïóùåí ê Þïèòåðó

20 àâãóñòà 1977 ã. ñ êîñìîäðîìà Êîñìè÷åñêîãî öåíòðà èìåíè Êåííåäè
(ÑØÀ) ðàêåòîé «Òèòàí 3Å-Öåíòàâð». Â èþëå 1979 ã. «Âîÿäæåð-2» ñáëèçèë-

Ðèñ. 6.18
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ñÿ ñ Þïèòåðîì äî ðàññòîÿíèÿ 71 òûñ. êì îò ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû, îáëåòåë
ïëàíåòó è, ñîâåðøèâ ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð, îòïðàâèëñÿ ê Ñàòóðíó, ê êî-
òîðîìó ïðèáëèçèëñÿ íà ðàññòîÿíèå 101 òûñ. êì â àâãóñòå 1981 ã. Â ðåçóëü-
òàòå ãðàâèòàöèîííûõ ìàíåâðîâ çîíä áûë íàïðàâëåí ñíà÷àëà ê Óðàíó (ïðè-
áëèçèëñÿ ê ïëàíåòå äî ðàññòîÿíèÿ 107 òûñ. êì â ÿíâàðå 1986 ã.), à çàòåì
ê Íåïòóíó. Ñ Íåïòóíîì «Âîÿäæåð-2» ñáëèçèëñÿ äî ðàññòîÿíèÿ 48 òûñ. êì
â àâãóñòå 1989 ã. — ÷åðåç 12 ëåò ïîñëå ñòàðòà ñ Çåìëè. Ïåðåäà÷åé íà Çåì-
ëþ èçîáðàæåíèé Òðèòîíà (ñïóòíèêà Íåïòóíà) ñ åãî âóëêàíè÷åñêèìè èçâåð-
æåíèÿìè æèäêîãî àçîòà çàâåðøèëàñü ïëàíåòíàÿ ìèññèÿ «Âîÿäæåðà-2»,
óâåí÷àâøàÿñÿ îòêðûòèåì 8 íîâûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà, 10 íîâûõ ñïóòíèêîâ
Óðàíà, 6 íîâûõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà. Çàòåì «Âîÿäæåð-2» íàïðàâèëñÿ ê ãðà-
íèöå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è äàëåå. Â ìàðòå 2005 ã. îí ïîñûëàë íà Çåìëþ
èíôîðìàöèþ ñ ðàññòîÿíèÿ 76 à.å. = 11,4 ìëðä. êì îò Çåìëè, ò. å. ñ ðàññòîÿ-
íèÿ, âäâîå ïðåâûøàþùåãî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå Ïëóòîíà îò Ñîëíöà. Ïðèåì
ñèãíàëîâ ñ áîðòà «Âîÿäæåðà-2» áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî 2030 ãîäà. Ïîñëå
ýòîãî ñâÿçü ñ íèì ïðåêðàòèòñÿ. Íî íüþòîíîâñêèé çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòå-
íèÿ ïîçâîëÿåò ñ óâåðåííîñòüþ ïðåäñêàçàòü. ÷òî â 20 319 ãîäó «Âîÿäæåð-2»
ïðîéäåò íà ðàññòîÿíèè â 3,5 ñâåòîâûõ ãîäà îò çâåçäû Ïðîêñèìà Öåíòàâðà,
à â 296 036 ãîäó îí ïðèáëèçèòñÿ ê Ñèðèóñó íà ðàññòîÿíèå â 47,4 ñâåòîâûõ
ãîäà...

Ïîñêîëüêó â íà÷àëå ïîëåòà «Âîÿäæåð-2» íàïðàâëÿëñÿ ê
Þïèòåðó, ðàêåòà-íîñèòåëü ñîîáùèëà åìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ
(6.61), íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 14,14 êì/ñ. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè áû
çîíä çàïóñêàëñÿ ñðàçó ê Íåïòóíó, åìó ñëåäîâàëî áû ñîîáùèòü,
â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.62), íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 16,2 êì/ñ. Íà ðè-
ñóíêå 6.19 ïîêàçàíî, êàê èçìåíèëàñü â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿ-
íèÿ äî Ñîëíöà ñêîðîñòü «Âîÿäæåðà-2», ðàññìàòðèâàþùàÿñÿ â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì (òàê íàçûâàåìàÿ ãåëèî-
öåíòðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü). Òî÷êà A íà ãðàôèêå — íà÷àëüíàÿ ãå-
ëèîöåíòðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü; îíà ðàâíà 38,6 ì/ñ (ñì. (6.60, à)), ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè 14,14 êì/ñ îòíîñèòåëüíî Çåìëè. Òî÷êà B —
ãåëèîöåíòðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïðè ñáëèæåíèè çîíäà ñ Þïèòåðîì:
îíà ðàâíà 7,4 êì/ñ (ñì. (6.60, á)). Ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð âáëè-
çè Þïèòåðà ïðèâåë ê âîçðàñòàíèþ ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñêîðîñòè
îò 7,4 êì/ñ äî 22 êì/ñ (ñêà÷îê íà ãðàôèêå îò B ê C). Ñêà÷îê ñêî-
ðîñòè îò D ê E (îò 18,1 êì/ñ äî 24 êì/ñ) — ðåçóëüòàò ãðàâèòà-
öèîííîãî ìàíåâðà âáëèçè Ñàòóðíà. Åùå îäèí ñêà÷îê ñêîðîñòè
(îò 21,5 êì/ñ äî 23 êì/ñ) — ðåçóëüòàò ãðàâèòàöèîííîãî ìàíåâðà
âáëèçè Óðàíà. Â èòîãå ñðåäíÿÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ çîíäà íà ïóòè îò Çåìëè äî Íåïòóíà îêàçûâàåòñÿ çíà÷è-
òåëüíîé — îêîëî 20 êì/ñ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ äëèòåëü-
íîñòè âñåãî ïîëåòà.

Åñëè áû íå áûëî ãðàâèòàöèîííûõ ìàíåâðîâ, òî ãåëèîöåíòðè÷å-
ñêàÿ ñêîðîñòü çîíäà v(r) ïàäàëà áû ñ ðàññòîÿíèåì r îò Ñîëíöà ïî
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ïóíêòèðíîé êðèâîé íà ðèñóíêå 6.19, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè (6.45):

v2(r) – v1
2 = 2GMÑ , (6.67)

ãäå v1 = 41,5 êì/ñ (â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.62)). Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü
çîíäà âáëèçè Íåïòóíà ðàâíÿëàñü áû âñåãî ëèøü 1,4 êì/ñ.

Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ïîëåò çîíäà îò Çåìëè ê Íåïòóíó — ýòî
÷åðåäà ðàçãîíÿþùèõ çîíä ïàäåíèé ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæå-
íèÿ ñíà÷àëà Þïèòåðà, çàòåì Ñàòóðíà, çàòåì Óðàíà è, íàêîíåö,
Íåïòóíà. Êàê åñëè áû òåëî ñêîëüçèëî ïî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ñ
ïðîôèëåì â âèäå ÷åðåäû ïðîâàëîâ è ãîðîê (ñì. ðèñóíîê 6.20, à).
Îäíàêî òàêàÿ àíàëîãèÿ íåïðàâîìåðíà. Çîíä íà ïóòè îò Çåìëè äî
Íåïòóíà âñå âðåìÿ «ïîäíèìàåòñÿ
íà ãîðêó», ïðåîäîëåâàÿ ñèëó
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà; åãî ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàñòåò ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì îò Ñîëíöà ïî çàêîíó

U(r) = – . È ñîãëàñíî çàêîíó

ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çîíäà
äîëæíà ïîñòåïåííî óìåíüøàòüñÿ
(â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.67)). Ïàäå-
íèÿ çîíäà íà ïðîìåæóòî÷íûå
ïëàíåòû (Þïèòåð, Ñàòóðí, Óðàí),
êîíå÷íî, ïðîèñõîäÿò, íî îíè âû-
ãëÿäÿò íà ãðàôèêå U(r) êàê îòíî-
ñèòåëüíî óçêèå «óùåëüÿ» øèðè-

1
r
---

1
r0
-----

−⎝ ⎠
⎛ ⎞

Ðèñ. 6.19

Ðèñ. 6.20

à)

á)

GMC

r
--------------
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íîé ïîðÿäêà ∆r d , ãäå r′ è M′ — ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñ îðáèòû

è ìàññà ïëàíåòû (ñì. ðèñóíîê 6.20, á; øèðèíà «óùåëèé» ∆r èçîáðà-
æåíà çäåñü ÷ðåçìåðíî áîëüøîé). Ýòè ïàäåíèÿ íå ìîãóò îáåñïå÷è-
âàòü ïðèðàùåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè çîíäà óæå ïîòîìó, ÷òî èç
êàæäîãî «óùåëüÿ» íóæíî âñÿêèé ðàç «âûáèðàòüñÿ». Ïðèðàùåíèÿ
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè çîíäà ïðîèñõîäÿò íå çà ñ÷åò ïàäåíèé íà ïëà-
íåòû, à çà ñ÷åò ãðàâèòàöèîííûõ ìàíåâðîâ çîíäà âáëèçè ïëàíåò, ÷òî,
ðàçóìååòñÿ, íèêàê íå ñâÿçàíî ñ êàðòèíîé ïîäúåìà íà ãîðêè è ñêà-
òûâàíèÿ ñ íèõ, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 6.20, à.

6.5.2. Изменение направления скорости зонда
при гравитационном маневре

Íà ðèñóíêå 6.21 èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ çîíäà, ïðîëåòàþùåãî
âáëèçè ïëàíåòû, öåíòð O êîòîðîé íàõîäèòñÿ íà ïðèöåëüíîì ðàñ-

ñòîÿíèè l îò ïðÿìîé KN, ôèêñèðóþùåé íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè çîí-

äà 0 âäàëè îò ïëàíåòû (ñêîðîñòü çîíäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ ïëàíåòîé).

Òðàåêòîðèÿ çîíäà èìååò âèä ãèïåðáîëû ñ àñèìïòîòàìè KN è K′N′. Àñèìï-

òîòà K′N′ ôèêñèðóåò íàïðàâëåíèå êîíå÷íîé ñêîðîñòè çîíäà 0′ âäàëè îò ïëà-

íåòû; ′0  = v0. Óãîë N′CN (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç θ) åñòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

0 è ′0 , ò. å. óãîë îòêëîíåíèÿ çîíäà, îáóñëîâëåííîãî ïðèòÿæåíèåì ïëàíåòû.
Ãèïåðáîëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàçíîñòü ðàñ-

ñòîÿíèé äî êîòîðûõ îò äâóõ çàäàííûõ òî÷åê O è O′ (ôîêóñîâ ãèïåðáîëû) ïî-
ñòîÿííà. Îäèí èç ôîêóñîâ ãèïåðáîëû ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì O ïëàíåòû, à äðóãîé
(ôîêóñ O′) ëåæèò íà ïðÿìîé OCO′, ïðè÷åì CO′ = CO (ñì. ðèñóíîê). Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî OO′ =  = .

Òî÷êà A íà ðèñóíêå — áëèæàéøàÿ ê ïëàíåòå òî÷-
êà òðàåêòîðèè çîíäà; îáîçíà÷èì OA ÷åðåç r. Ðàçíîñòü
ðàññòîÿíèé äî òî÷êè A îò ôîêóñîâ ãèïåðáîëû O è O′

åñòü AO′ – AO = OO′ – 2AO =  – 2r. Ðàçíîñòü

ðàññòîÿíèé îò ôîêóñîâ O è O′ äî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
îò ïëàíåòû òî÷êè òðàåêòîðèè çîíäà ðàâíà, êàê íåòðóä-

íî ñîîáðàçèòü, O′B = 2ltg . Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ãèïåð-

áîëû, îáå óêàçàííûå âûøå ðàçíîñòè ðàâíû äðóã äðóãó;
ñëåäîâàòåëüíî,

ltg  =  – r.

r ′M ′

MÑ
------------

vº

vº

vº

vº vº

OB
θ

2
---

cos
-------------

2l
θ

2
---

cos
-------------

Ðèñ. 6.20

2l
θ

2
---

cos
-------------

θ

2
---

θ

2
---

l
θ

2
---

cos
-------------
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Ïåðåíåñåì r â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà, âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò è ó÷òåì,

÷òî  = 1 + tg2 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

tg  = . (1*)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç  ñêîðîñòü çîíäà â òî÷êå A. Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ìîìåíòà èìïóëüñà, çàïèøåì

mlv0 = mrv, (2*)

ãäå m — ìàññà çîíäà (ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âòîðîé çàêîí Êåïëåðà äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿãîòåíèÿ òåëî äâèæåòñÿ ïî ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé òðàåêòîðèè). Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè,

, (3*)

ãäå M — ìàññà ïëàíåòû. Èç (2*) è (3*) ïîëó÷àåì:

 = 2 .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â (1*), íàõîäèì:

tg  = . (6.68)

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò óãîë îòêëîíåíèÿ çîíäà âáëèçè ïëàíåòû â çàâèñèìîñòè
îò ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è ñêîðîñòè çîíäà îòíîñèòåëüíî ïëàíåòû íà äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íåå.

6.5.3. Изменение модуля скорости зонда
при гравитационном маневре.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà ïëàíåòå, ãðà-
âèòàöèîííûé ìàíåâð çîíäà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ åãî ñêîðîñòè,
íî íå èçìåíÿåò â êîíå÷íîì èòîãå ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü 0 è êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ′0 , ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 6.21,
èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè. Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ñêîðîñòü çîí-
äà îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà, òî îáíàðóæèòñÿ ðàçëè÷èå ìîäóëåé ñêî-
ðîñòè ÑÁË çîíäà ïðè ñáëèæåíèè ñ ïëàíåòîé è ñêîðîñòè ÓÄ çîíäà
ïðè óäàëåíèè îò íåå. Èçìåíåíèå ìîäóëåé ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ ñêî-
ðîñòåé çîíäà ïðè ãðàâèòàöèîííîì ìàíåâðå îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì
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ó ñàìîé ïëàíåòû íåêîòîðîé ñêîðîñòè, ñ êàêîé îíà äâèæåòñÿ ïî

îðáèòå (îáîçíà÷èì ñêîðîñòü ïëàíåòû ÷åðåç ).
Íà ðèñóíêå 6.22, à ïðåäñòàâëåíà êàðòèíà ãðàâèòàöèîííîãî ìà-

íåâðà çîíäà, íàáëþäàåìàÿ èç ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ïëà-
íåòîé, à íà ðèñóíêå 6.22, á ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð ïîêàçàí èç
ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì. Ïîñêîëüêó

ñáë =  + 0 è óä =  + 0, (6.69)

òî ÿñíî, ÷òî vñáë − vóä. Â öåëîì ñõåìà âåêòîðîâ ñêîðîñòåé äàíà
íà ðèñóíêå 6.22, â. Â äàííîì ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð
ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ ìîäóëÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñêîðîñòè çîí-
äà: vóä > vñáë. Îáðàùàÿñü ê ãðàâèòàöèîííîìó ìàíåâðó «Âîÿäæå-
ðà-2» âáëèçè Þïèòåðà, îòìåòèì, ÷òî V = 13 êì/ñ (ñêîðîñòü Þïè-
òåðà íà åãî îðáèòå), vñáë = 7,4 êì/ñ, vóä = 22 êì/ñ, vóä – vñáë =
= (22 – 7,4) êì/ñ = 14,6 êì/ñ.

Åñëè áû ïëàíåòà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå 6.22, á, äâèãàëàñü
â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, òî, êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ìîäóëü
ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñêîðîñòè çîíäà ïðè ñîâåðøåíèè èçîáðàæåí-
íîãî íà ðèñóíêå 6.22, à ãðàâèòàöèîííîãî ìàíåâðà äîëæåí áûë
áû íå óâåëè÷èòüñÿ, à óìåíüøèòüñÿ (ñì. ñõåìó ñêîðîñòåé íà ðè-
ñóíêå 6.22, ã).

V
º

vº V
º

vº vº V
º

vº

à) á)

â) ã)

Ðèñ. 6.22
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Óâåëè÷åíèå (èëè óìåíüøåíèå) ìîäóëÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñêîðîñòè çîí-
äà ïðè ãðàâèòàöèîííîì ìàíåâðå ñâÿçàíî ñ ïðîèñõîäÿùèì ìåæäó çîíäîì è
ïëàíåòîé îáìåíîì êèíåòè÷åñêèìè ýíåðãèÿìè è èìïóëüñàìè. Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ çàêîíîâ ìåõàíèêè, àíàëîãîì óñêîðÿþùåãîñÿ ãðàâèòàöèîííîãî ìàíåâðà
ìîæåò ñëóæèòü àáñîëþòíî óïðóãîå ñîóäàðåíèå äâóõ øàðîâ, êîãäà ëåãêèé
øàð íàëåòàåò íà äâèæóùèéñÿ íàâñòðå÷ó ìàññèâíûé øàð è îòñêàêèâàåò îò
íåãî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè â ï. 5.4.3 îáîçíà÷åíèÿìè, áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî 1 è 2 — ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè ëåãêîãî (ìàññîé m) è òÿæåëî-

ãî (ìàññîé M) øàðîâ ïåðåä ñîóäàðåíèåì, à 1 è 2 — èõ ñêîðîñòè ïîñëå

ñîóäàðåíèÿ (ðèñ. 6.23). Ïðîåêöèÿ íà x-îñü âåêòîðà ñêîðîñòè ëåãêîãî øàðà
ïîñëå ñîóäàðåíèÿ èìååò ñîãëàñíî (5.36), âèä

u1x = . (1*)

Åñëè M . m, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îòíîøåíèåì  ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé

è ïåðåïèñàòü (1*) â âèäå u1x = –v1x + 2v2x, èëè, åñëè ïåðåéòè ê ìîäóëÿì ñêî-

ðîñòåé, â âèäå

u1 = v1 + 2v2. (2*)

Èòàê, ìîäóëü ñêîðîñòè îòñêî÷èâøåãî ëåãêîãî øàðà îêàçûâàåòñÿ â äàííîì ñëó-
÷àå áîëüøå ìîäóëÿ ñêîðîñòè øàðà ïåðåä ñîóäàðåíèåì íà âåëè÷èíó 2v2, ò. å.

íà óäâîåííóþ ñêîðîñòü òÿæåëîãî øàðà. Åñëè áû òÿæåëûé øàð äî ñîóäàðåíèÿ
óäàëÿëñÿ îò íàëåòàþùåãî íà íåãî ëåãêîãî øàðà, òî â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü îò-

ñêî÷èâøåãî ëåãêîãî øàðà óìåíüøèëñÿ áû íà âåëè÷èíó 2v2.

Àíàëîãèþ ìåæäó ãðàâèòàöèîííûì ìàíåâðîì è óïðóãèì ñîóäàðåíèåì øà-
ðîâ äåìîíñòðèðóþò äëÿ óñêîðÿþùåãî ìàíåâðà ðèñóíîê 6.24, à, à äëÿ çàìåä-

vº vº

uº uº

m
M
-----

1−
⎝ ⎠
⎛ ⎞ v1x 2v2x+

m
M
-----

1+

-------------------------------------------------

m
M
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Ðèñ. 6.23
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ëÿþùåãî ìàíåâðà — ðèñóíîê 6.24, á. Ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñâîåîáðàçíûì «ãðàâèòàöèîííûì ñòîëêíîâåíèåì» ïëàíåòû ñ ëåòÿùèì åé íà-
âñòðå÷ó êîñìè÷åñêèì çîíäîì. Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî ñòîëêíîâåíèå
øàðîâ ïðîèñõîäèò ïî÷òè ìãíîâåííî, òîãäà êàê «ãðàâèòàöèîííîå ñòîëêíîâåíèå»
äëèòñÿ, ïîêà çîíä äâèæåòñÿ âáëèçè ïëàíåòû. Íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ äåéñòâóþò

îäíè è òå æå çàêîíû ìåõàíèêè.

6.6. ×ÒÎ ÅÑÒÜ ÒßÃÎÒÅÍÈÅ?

6.6.1. «Гипотез не измышляю...»

Êàêîâà ïðèðîäà ãðàâèòàöèè, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, òÿãîòåíèÿ?
Ïî÷åìó òåëà ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó? Êàêèì îáðàçîì ãðàâè-
òàöèîííîå âîçäåéñòâèå ïåðåäàåòñÿ îò îäíîãî òåëà ê äðóãîìó? Ýòè
âîïðîñû ïðèîáðåëè îñîáóþ îñòðîòó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ íüþòîíîâñêèõ
«Íà÷àë» ñ èçëîæåíèåì çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Ñôîðìèðî-
âàëèñü äâå ïðèíöèïèàëüíûõ êîíöåïöèè — äàëüíîäåéñòâèÿ è áëèç-
êîäåéñòâèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, äâà îáúåêòà íàõîäÿòñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿ-
íèè äðóã îò äðóãà. Êîíöåïöèÿ äàëüíîäåéñòâèÿ èñõîäèò èç òîãî,
÷òî âîçäåéñòâèå îäíîãî îáúåêòà íà äðóãîé ïåðåäàåòñÿ ìãíîâåííî
è íåïîñðåäñòâåííî, áåç êàêèõ-ëèáî ïîñðåäíèêîâ, ÷åðåç ïóñòîòó.
Êîíöåïöèÿ áëèçêîäåéñòâèÿ èñõîäèò èç òîãî, ÷òî âîçäåéñòâèå îäíî-
ãî îáúåêòà íà äðóãîé ïåðåäàåòñÿ íå ìãíîâåííî, à ÷åðåç êàêèå-òî

à)

á)

Ðèñ. 6.24
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ïðîìåæóòî÷íûå «çâåíüÿ», ÷åðåç ïîñðåäíèêîâ, êîíòàêòèðóþùèõ ñ
îáúåêòàìè.

Ðåíå Äåêàðò ïûòàëñÿ îáúÿñíèòü òÿãîòåíèå ñ ïîçèöèè êîíöåï-
öèè áëèçêîäåéñòâèÿ. Îí ïîëàãàë, ÷òî Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà âèõ-
ðÿìè îñîáîé «íåáåñíîé ìàòåðèè». Âèõðè âîêðóã Ñîëíöà óâëåêà-
þò çà ñîáîé ïëàíåòû, à âèõðè âîêðóã ïëàíåò óâëåêàþò çà ñîáîé
èõ ñïóòíèêîâ. Ñèëà òÿãîòåíèÿ ïåðåäàåòñÿ îò îäíèõ òåë ê äðóãèì
÷åðåç âèõðåâûå äâèæåíèÿ «íåáåñíîé ìàòåðèè». Ïîçäíåå âîçíèêëà
«òåîðèÿ èñòå÷åíèé», ñîãëàñíî êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî âî âñåõ íà-
ïðàâëåíèÿõ ïðîíèçàíî ïîòîêàìè íåêîåé ìàòåðèè. Äâà ðàñïîëî-
æåííûõ ðÿäîì òåëà çàãîðàæèâàþò îäíî îò äðóãîãî ýòè ïîòîêè è
â ðåçóëüòàòå ïîòîêè ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïîäòàëêèâàþò òåëà äðóã
ê äðóãó.

Óæå â ñâîèõ «Íà÷àëàõ» Íüþòîí ïîëíîñòüþ ðàçâåí÷àë «òåîðèþ
âèõðåé» Äåêàðòà. Â òî æå âðåìÿ ñàì îí âîçäåðæàëñÿ îò ïîïûòîê
îáúÿñíèòü ïðèðîäó òÿãîòåíèÿ. Íüþòîí ïèñàë: «Ïðè÷èíó ýòèõ

ñâîéñòâ ñèëû òÿãîòåíèÿ ÿ äî ñèõ ïîð íå ìîã âûâåñòè èç ÿâëåíèé,

ãèïîòåç æå ÿ íå èçìûøëÿþ. Äîâîëüíî òîãî, ÷òî òÿãîòåíèå íà ñà-

ìîì äåëå ñóùåñòâóåò è äåéñòâóåò ñîãëàñíî èçëîæåííûì íàìè çà-

êîíàì...»

Ñòîðîííèêàì Äåêàðòà (èõ íàçûâàþò êàðòåçèàíöàìè), èñïî-
âåäîâàâøèì êîíöåïöèþ áëèçêîäåéñòâèÿ, ïðîòèâîñòîÿëè ñòîðîí-
íèêè Íüþòîíà, ôàêòè÷åñêè èñïîâåäîâàâøèå êîíöåïöèþ äàëüíî-
äåéñòâèÿ. Â òå âðåìåíà öåíòðîì íüþòîíèàíñòâà áûë Ëîíäîí, à
êàðòåçèàíñòâà — Ïàðèæ. Îáùåå íàñòðîåíèå óìîâ âûðàçèë
Âîëüòåð â «Ôèëîñîôñêèõ ïèñüìàõ», èçäàííûõ â 1731 ãîäó: «Êîã-
äà ôðàíöóç ïðèåçæàåò â Ëîíäîí, òî íàõîäèò çäåñü áîëüøóþ ðàç-
íèöó êàê â ôèëîñîôèè, òàê è âî âñåì äðóãîì. Â Ïàðèæå, èç êî-
òîðîãî îí ïðèåõàë, äóìàþò, ÷òî ìèð íàïîëíåí ìàòåðèåé, çäåñü
æå åìó ãîâîðÿò, ÷òî îí ïóñò; â Ïàðèæå âû âèäèòå, ÷òî âñÿ Âñå-
ëåííàÿ ñîñòîèò èç âèõðåé òîíêîé ìàòåðèè, â Ëîíäîíå æå âû íå
âèäèòå íè÷åãî ïîäîáíîãî; âî Ôðàíöèè äàâëåíèå Ëóíû ïðîèçâî-
äèò ïðèëèâû è îòëèâû ìîðÿ, â Àíãëèè æå ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñàìî
ìîðå òÿãîòååò ê Ëóíå... Êàðòåçèàíöû ãîâîðÿò, ÷òî âñå ñîâåðøà-
åòñÿ âñëåäñòâèå äàâëåíèÿ, è ýòîãî ìû íå ïîíèìàåì; çäåñü æå
íüþòîíèàíöû ãîâîðÿò, ÷òî âñå ñîâåðøàåòñÿ âñëåäñòâèå ïðèòÿæå-
íèÿ, ÷òî âñå ñîâåðøàåòñÿ âñëåäñòâèå ïðèòÿæåíèÿ, êîòîðîå ìû
ïîíèìàåì íå ëó÷øå...»

Ïîñëå òîãî, êàê «òåîðèÿ âèõðåé» Äåêàðòà, à çàòåì è íàèâíàÿ
«òåîðèÿ èñòå÷åíèÿ» êàíóëè â âå÷íîñòü, â íàóêå íà öåëîå ñòîëåòèå
(âïëîòü äî ñåðåäèíû XIX âåêà) óòâåðäèëàñü â îòíîøåíèè ïðèðîäû
òÿãîòåíèÿ êîíöåïöèÿ äàëüíîäåéñòâèÿ. Îäíàêî áûëî áû íåñïðàâåä-
ëèâî ñâÿçûâàòü åå ñ èìåíåì Íüþòîíà. Íàïîìíèì, ÷òî, çàêàí÷èâàÿ
ñâîé çíàìåíèòûé òðóä, ó÷åíûé ïèñàë: «Òåïåðü ñëåäîâàëî áû êîå-
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÷òî ñêàçàòü î íåêîåì òîí÷àéøåì ýôèðå, ïðîíèêàþùåì âñå òåëà

è â íèõ ñîäåðæàùåìñÿ, êîåãî ñèëîþ òåëà âçàèìíî ïðèòÿãèâàþòñÿ...»

Îñòàâàÿñü âåðíûì ñâîèì ïðèíöèïàì, Íüþòîí òóò æå çàìå÷àåò:
«Íî ýòî íå ìîæåò áûòü èçëîæåíî âêðàòöå, ê òîìó æå íåò è äî-

ñòàòî÷íîãî çàïàñà îïûòîâ, êîèìè çàêîíû äåéñòâèÿ ýòîãî ýôèðà

áûëè áû òî÷íî îïðåäåëåíû è ïîêàçàíû». Ïîêàçàòåëüíî òàêæå óò-
âåðæäåíèå Íüþòîíà, ñäåëàííîå èì â ïèñüìå ê Áåíòëè: «Òÿãîòåíèå
äîëæíî âûçûâàòüñÿ àãåíòîì, ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèì ïî îïðå-
äåëåííûì çàêîíàì».

Â ñåðåäèíå XIX âåêà òðóäàìè Ìàéêëà Ôàðàäåÿ è Äæåéìñà
Êëåðêà Ìàêñâåëëà áûë îáíàðóæåí «àãåíò», îáåñïå÷èâàþùèé
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òåëàìè íà ðàññòîÿíèè. Ïðàâäà, ðå÷ü
øëà íå î ãðàâèòàöèîííîì, à îá ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåéñò-
âèè. Â ôèçèêå ïîÿâèëîñü íîâîå ïîíÿòèå — ñèëîâîå ïîëå, êîòî-
ðîìó ïðåäñòîÿëî ñòàòü îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
ïîíÿòèé. Îá ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ ìû ïîäðîáíî ïî-
ãîâîðèì â òðåòüåé êíèãå, à ïîêà îòìåòèì, ÷òî â ñîâðåìåííîé ôè-
çèêå â êà÷åñòâå «àãåíòà», âûçûâàþùåãî òÿãîòåíèå», ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëå òÿãî-
òåíèÿ.

Ïîÿâëåíèå â ôèçè÷åñêîé íàóêå ñíà÷àëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî,
à çàòåì òàêæå è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îçíà÷àëî îêîí÷àòåëüíóþ
ïîáåäó êîíöåïöèè áëèçêîäåéñòâèÿ, õîòÿ, ðàçóìååòñÿ, è íå â òîì
âèäå, êàê åå ïðåäñòàâëÿë Äåêàðò.

6.6.2. Гравитационное поле (поле тяготения)

Ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç
ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (ïîëå òÿãîòåíèÿ). Âñÿêîå òåëî èçìåíÿåò
ñâîéñòâà îêðóæàþùåãî åãî ïðîñòðàíñòâà — îíî ñîçäàåò â ïðî-
ñòðàíñòâå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, êîòîðîå ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,
÷òî äåéñòâóåò íà ïîìåùåííîå â íåãî äðóãîå òåëî ñ îïðåäåëåííîé
ñèëîé (ñèëîé òÿãîòåíèÿ). Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî òåëî ìàññîé m äâè-
æåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿãîòåíèÿ ñî ñòîðîíû òåëà ìàññîé M,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàññà m äâèæåòñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå,
ñîçäàâàåìîì ìàññîé M. Ïàðàãðàô 6.4. («Äâèæåíèå ïîä äåéñòâè-
åì ñèëû òÿãîòåíèÿ») ìîã áû èìåòü íàçâàíèå «Äâèæåíèå â ãðàâè-
òàöèîííîì ïîëå». Ðàññìàòðèâàâøèåñÿ â § 6.5 ãðàâèòàöèîííûå
ìàíåâðû êîñìè÷åñêîãî çîíäà — ýòî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ è
ìîäóëÿ åãî ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñêîðîñòè â ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ
ïëàíåò.

Îïðåäåëÿåìîå çàêîíîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ãðàâèòàöèîííîå
âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ìàññàìè m1 è m2) íàäî
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ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìàññà m1, ôèêñèðóåìàÿ ðà-
äèóñîì-âåêòîðîì r1, ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, êî-
òîðîå äåéñòâóåò íà ìàññó m2, ôèêñèðóåìóþ ðàäèóñîì-âåêòîðîì

2, ñ ñèëîé (ñì. (6.6)):

12 = G ( 1 – 2)m2, (6.70, à)

ãäå r = | 1 – 2|.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ìàññà m2 ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ ãðàâèòàöèîííîå

ïîëå, êîòîðîå äåéñòâóåò íà ìàññó m1 ñ ñèëîé

21 = G ( 2 – 1)m1. (6.70, á)

Ïîìåñòèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàññîé M â íà÷àëî êîîðäèíàò
è îáîçíà÷èì ÷åðåç  ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé
m. Ñèëà, ñ êàêîé ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ìàññîé M,
äåéñòâóåò íà ìàññó m, èìååò âèä

 = –G m. (6.71)

(Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç (6.70, à), åñëè òàì çàìåíèòü m1, m2,

1, 2 íà M, m, 0, , ñîîòâåòñòâåííî.) Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ìàññû
M ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü â òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, ôèêñèðóåìîé ðà-
äèóñîì-âåêòîðîì , äâóìÿ âåëè÷èíàìè — âåêòîðíîé âåëè÷èíîé,
íàçûâàåìîé íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ, è ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé, íàçû-
âàåìîé ïîòåíöèàëîì ïîëÿ. Íàïðÿæåííîñòü  ïîëÿ îïðåäåëÿþò
êàê ñèëó, ñ êàêîé ïîëå äåéñòâóåò íà åäèíè÷íóþ ìàññó, ïîìåùåí-
íóþ â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, çàäàâàåìóþ âåêòîðîì . Ñîãëàñíî
(6.71),

 =  = –G . (6.72)

Íàïðÿæåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âûðàæàþò â òåõ æå
åäèíèöàõ, ÷òî è óñêîðåíèå. Ïîòåíöèàë ïîëÿ ϕ îïðåäåëÿþò êàê ïî-
òåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, êàêóþ èìååò åäèíè÷íàÿ ìàññà, ïîìåùåí-
íàÿ â òî÷êó íàáëþäåíèÿ. Åñëè ïîëàãàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
(à çíà÷èò, è ïîòåíöèàë ïîëÿ) ðàâíûìè íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, òî,
ñîãëàñíî (6.23),

ϕ =  = –G . (6.73)
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Ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ èçìå-
ðÿþò â òåõ æå åäèíèöàõ, ÷òî è êâàäðàò
ñêîðîñòè.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñïðàâåäëèâ
äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé ïðèíöèï ñóïåð-
ïîçèöèè: ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå â äàííîé òî÷-
êå íàáëþäåíèÿ íåñêîëüêèìè òî÷å÷íûìè
ìàññàìè, íàêëàäûâàþòñÿ, íå èçìåíÿÿ
äðóã äðóãà. Ïóñòü (A) è ϕ(A) — ñîîòâåò-
ñòâåííî íàïðÿæåííîñòü è ïîòåíöèàë ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â òî÷êå
íàáëþäåíèÿ A ñèñòåìîé èç òðåõ òî÷å÷íûõ
ìàññ M1, M2, M3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1, 2,

3 ðàäèóñû-âåêòîðû, ïðîâåäåííûå îò óêàçàííûõ ìàññ â òî÷êó A
(ðèñ. 6.25). Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè è ó÷èòûâàÿ (6.72) è
(6.73), ïðåäñòàâèì (A) è ϕ(A) â âèäå:

�(A) = �1(A) + �2(A) + �3(A) = –G 1 – G 2 – G 3;

(6.74)

ϕ(A) = ϕ1(A) + ϕ2(A) + ϕ3(A) = –G  – G  – G .

(6.75)

Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ìîæíî, â ïðèíöèïå, íàé-
òè äëÿ ëþáîé çàäàííîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà íàïðÿæåííîñòü è ïî-
òåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òåëîì ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû. Äëÿ ýòîãî íàäî ìûñëåííî ðàçáèòü òåëî íà áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ìàëûõ ýëåìåíòîâ (òî÷å÷íûõ ìàññ) è ðàññìîòðåòü ñèñòåìó,
ñîñòîÿùóþ èç ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ïðèìåì áåç âûâîäà, ÷òî íàïðÿæåí-
íîñòü è ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òåëîì â âèäå øàðà, îïèñû-
âàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (6.72) è (6.73), ãäå M — ìàññà øàðà, à

— ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà øàðà â òî÷êó íàáëþ-
äåíèÿ.

Îòìåòèì èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ — åãî
ñïîñîáíîñòü ïðîíèêàòü ñêâîçü ëþáûå ìàòåðèàëû. Åñëè îò ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî çàùèòèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòàëëè÷åñêî-
ãî ýêðàíà, òî îò ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ çàùèòû íåò.

Èòàê, ïåðåíîñ÷èêîì ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Âïðî÷åì, òàêîå îáúÿñíåíèå ïðèðîäû òÿ-
ãîòåíèÿ âûãëÿäèò ôîðìàëüíî è îñòàâëÿåò áåç îòâåòà âîïðîñ «×òî
çàñòàâëÿåò òåëà ïðèòÿãèâàòüñÿ äðóã ê äðóãó? Îòâåò íà ýòîò âîï-

Ðèñ. 6.25
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ðîñ äàë â ïåðâîé ÷åòâåðòè XX âåêà Àëüáåðò Ýéíøòåéí, ñîçäàâ îá-
ùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè. Íî ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü îá ýòîì,
ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðèíöèïîì ýêâèâàëåíòíîñòè, ëåæàùèì â îñíîâå
îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

6.6.3. Принцип эквивалентности

Îòìåòèì, ÷òî ìàññà, êîòîðàÿ âõîäèò âî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà.
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé èíåðòíûõ ñâîéñòâ òåëà, îíà îïðåäåëÿåò ñïîñîá-
íîñòü òåëà ïðèîáðåòàòü óñêîðåíèå ïîä äåéñòâèåì äàííîé ñèëû.
Ýòó ìàññó åñòåñòâåííî íàçâàòü èíåðòíîé ìàññîé (îáîçíà÷èì åå ÷å-

ðåç mi). Åñëè  — ñèëà òÿãîòåíèÿ, òî, ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà,

 = , (1*)

ãäå  — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ìàññó, îïðåäåëÿþùóþ
ñïîñîáíîñòü òåëà ïðèòÿãèâàòüñÿ ê äðóãîìó òåëó (îáîçíà÷èì åå
÷åðåç mg), åñòåñòâåííî íàçâàòü ãðàâèòàöèîííîé ìàññîé (èëè òÿ-
æåëîé ìàññîé). Èìåííî îíà âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåí-
íîñòè  ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òåëîì, êîòîðîå äåé-

ñòâóåò íà äàííóþ ìàññó ñ ñèëîé òÿãîòåíèÿ :

 = . (2*)

Èç (2*) ñëåäóåò, ÷òî  = mg . Ïîäñòàâèâ  â (1*), ïîëó÷èì

 = . (6.76)

Âûðàçèì ýòî ñîîòíîøåíèå â ñëîâåñíîé ôîðìå:

 =  ç .

Èíåðòíîñòü è ñïîñîáíîñòü ê ãðàâèòàöèîííîìó âçàèìîäåéñò-
âèþ — ðàçíûå ñâîéñòâà ìàòåðèè. Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè îïûòû,
ãðàâèòàöèîííàÿ ìàññà è èíåðòíàÿ ìàññà — îäíà è òà æå ôèçè-
÷åñêàÿ âåëè÷èíà:

mg = mi. (6.77)

(Â 1971 ãîäó Â. Á. Áðàãèíñêèé è Â. È. Ïàíîâ ýêñïåðèìåíòàëüíî
ïîäòâåðäèëè ðåçóëüòàò (6.77) ñ òî÷íîñòüþ äî 10–12.)
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Èç (6.77) ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ìàññà òåëà äîëæíà ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ìåðà íå òîëüêî èíåðòíûõ, íî òàêæå è ãðàâèòàöèîí-
íûõ ñâîéñòâ òåëà. Âî-âòîðûõ, èç (6.77) ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ òÿãîòåíèÿ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ â äàííîì ïîëå:

 = . (6.78)

Ýòî ïîçâîëèëî Ýéíøòåéíó ïðèäòè ê ïðèíöèïèàëüíî âàæíîìó âû-
âîäó î òîì, ÷òî ñèëó òÿãîòåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèëó
èíåðöèè â ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîé íåèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Åñëè ìû íàõîäèìñÿ, íàïðèìåð, âíóòðè çà-
êðûòîé êàáèíû ëèôòà, òî ïðèíöèïèàëüíî íå ñìîæåì óñòàíîâèòü,
÷åì èìåííî âûçâàíî äåéñòâèå íà òåëî ñèëû m  — òåì ëè, ÷òî êà-

áèíà äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì –  (è òîãäà ñèëà m  åñòü ñèëà èíåð-
öèè), èëè òåì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ êàáèíà ïðîñòî íàõîäèòñÿ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè Çåìëè (è òîãäà ñèëà m  åñòü ñèëà òÿãîòåíèÿ). Â ýòîì
è çàêëþ÷àåòñÿ ñóùíîñòü ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè. Êðàòêî åãî
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ýêâèâàëåíòíîñòè, äâèæåíèå òåëà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñ-
òåìå îòñ÷åòà ýêâèâàëåíòíî åãî äâèæåíèþ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ñîâåðøàþùå-
ìóñÿ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî («ýêâèâàëåíòíîãî») ïîëÿ òÿãîòå-
íèÿ. Èñïîëüçîâàííûå â ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà ñëîâà «â òî÷-
êå ïðîñòðàíñòâà» (ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü òàêæå «â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà», íàïðèìåð, â êàáèíå ëèôòà èëè êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ) èìåþò
ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå, óêàçûâàÿ íà ëîêàëüíûé õàðàêòåð ïðèíöèïà ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè îòíþäü íå îçíà÷àåò òîæ-
äåñòâåííîñòè ñèë èíåðöèè è «èñòèííûõ» ñèë òÿãîòåíèÿ. Íàïðÿæåííîñòü «èñòèí-
íûõ» ïîëåé òÿãîòåíèÿ, ñîçäàâàåìûõ òåëàìè, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïî ìåðå óäàëåíèÿ
îò ýòèõ òåë. À íàïðÿæåííîñòè ïîëåé òÿãîòåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûõ ñèëàì èíåðöèè,
ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿþò. Òàê, â ñëó÷àå âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà
ïîëå òÿãîòåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîå öåíòðîáåæíîé ñèëå èíåðöèè, áóäåò íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàòü ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò îñè âðàùåíèÿ (íàïîìíèì ñîîòíîøåíèå (2.47)).

6.6.4. Объяснение природы гравитации
в общей теории относительности

Ïðåäïîëàãàÿ áîëåå ïîäðîáíî îñòàíîâèòüñÿ íà ýòîì âîïðîñå â ïÿòîé
êíèãå, îãðàíè÷èìñÿ çäåñü îáùèìè çàìå÷àíèÿìè.

Òÿãîòåíèå â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ýêâèâàëåíòíî ñî-
îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîìó óñêîðåíèþ ñèñòåìû
îòñ÷åòà.

�º gº

gº

gº gº

gº
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Îïèðàþùàÿñÿ íà ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñ-
òè Ýéíøòåéíà äàëà òÿãîòåíèþ íåîæèäàííîå îáúÿñíåíèå. Îêàçàëîñü, ÷òî ðîëü
òîãî «àãåíòà», î êîòîðîì ãîâîðèë â ñâîå âðåìÿ Íüþòîí è êîòîðûé Äåêàðò ñâÿ-
çûâàë ñ òàèíñòâåííûìè âèõðÿìè, ïðèíàäëåæèò ñâîéñòâàì ñàìîãî ïðîñòðàíñò-
âà, åãî ãåîìåòðèè.

Â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå òåëî äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè ïðÿìîëèíåéíî è ðàâ-
íîìåðíî ïîòîìó, ÷òî â òàêîì ïðîñòðàíñòâå êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè — ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Ïðåäñòàâèì ñåáå òåïåðü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
ïîÿâèëàñü çíà÷èòåëüíàÿ ìàññà. Òåïåðü òåëî äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿ-
ãîòåíèÿ, îáóñëîâëåííîé ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì, ñîçäàâàåìûì ýòîé ìàññîé.
Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî â äàííîì ñëó÷àå ðàññóæäàòü òàê: ìàññà èçìåíÿåò ñòðóê-
òóðó ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà, îíà êàê áû èñêðèâëÿåò åãî, äåëàÿ êðàò÷àéøèì
ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè óæå íå ïðÿìóþ, à êðèâóþ ëèíèþ, è òåëî
äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè âäîëü ýòîé êðèâîé ëèíèè, îáíàðóæèâàÿ òåì ñàìûì ïðè-
òÿæåíèå ê ìàññå, âûçâàâøåé èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà. Îáðàòèì âíèìàíèå
íà òî, ÷òî òÿãîòåíèå — íå ïðè÷èíà èñêðèâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, ýòî è åñòü ñàìî
èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà (òî÷íåå ñêàçàòü, ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè). Êðèâèçíà
ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êðèâèçíîé åãî ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé. Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, äâèæåíèå òåëà â ïîëå òÿãîòåíèÿ ñëåäó-
åò ðàññìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå ïî èíåðöèè âäîëü èñêðèâëåííîé ãåîäåçè÷å-
ñêîé ëèíèè. Ïîèñòèíå èíåðöèÿ è òÿæåñòü îêàçûâàþòñÿ äâóìÿ ñòîðîíàìè îä-
íîé è òîé æå ìåäàëè.

Èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå âûçûâàþùàÿ ýòî
èñêðèâëåíèå ìàññà: ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè äîëæíû
ðàññìàòðèâàòüñÿ â òåñíîé ñâÿçè ñ ìàòåðèåé. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå âðåìÿ
ðàññìàòðèâàëîñü íåçàâèñèìî îò ïðîñòðàíñòâà, ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü íåçàâèñèìî îò ìàòåðèè. Ñóùåñòâîâàëè àáñîëþòíîå âðåìÿ è àá-
ñîëþòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðûå áûëà «ïîãðóæåíà» ìàòåðèÿ. Òåîðèÿ îòíî-
ñèòåëüíîñòè ïîòðåáîâàëà ðåøèòåëüíî ïåðåñìîòðåòü òàêóþ òî÷êó çðåíèÿ. Íà
ïåðâîì ýòàïå (íà ýòàïå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè) îíà ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàëà âçàèìîñâÿçü ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, ïîêàçàëà, ÷òî íåò âðåìåíè
âíå ïðîñòðàíñòâà. Íà âòîðîì ýòàïå (íà ýòàïå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè)
áûëà ïîêàçàíà âçàèìîñâÿçü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ìàòåðèåé. Â ñèëüíûõ
ïîëÿõ òÿãîòåíèÿ íå òîëüêî ïðîèñõîäèò èñêðèâëåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé, íî è
çàìåäëÿåòñÿ õîä âðåìåíè.

Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåííîé (ðåëÿòè-
âèñòñêîé) òåîðèåé òÿãîòåíèÿ: åå ìîæíî íàçâàòü òàêæå åäèíîé òåîðèåé ïðî-
ñòðàíñòâà, âðåìåíè è òÿãîòåíèÿ. Íå îòìåíÿÿ êëàññè÷åñêîé (íåðåëÿòèâèñòñêîé)
òåîðèè òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà, îíà âûÿâèëà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïîñëåäíåé.
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ãðàâèòàöèîííûõ ïî-
ëåé ñïðàâåäëèâû â ñëó÷àå, êîãäà ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëàáûìè è äâè-
æåíèÿ â ýòèõ ïîëÿõ ïðîèñõîäÿò ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûìè ñêîðîñòÿìè, ò. å. êîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

|ϕ | n c2,    v n c, (6.79)

ãäå c — ñêîðîñòü ñâåòà.
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Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå çàêîíû äèíàìèêè è
çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, ïî ñóòè, íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ìîãóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî. Ïîýòîìó çäåñü áûëî áû óìåñòíî ðàç-
ëè÷àòü èíåðòíóþ è ãðàâèòàöèîííóþ ìàññû. Òîò ôàêò, ÷òî îíè îêàçûâàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè, ÿâëÿåòñÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè íå áîëåå, êàê «ñëó÷àéíûì
ñîâïàäåíèåì». Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïîêàçàëà, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü
èíåðòíîé è ãðàâèòàöèîííîé ìàññ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ôàêòîì, óêàçû-
âàþùèì íà ãëóáîêóþ ñâÿçü, ñóùåñòâóþùóþ ìåæäó çàêîíàìè äèíàìèêè è çà-
êîíîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òå-
îðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ñàìî ïðîèñõîæäåíèå çàêîíîâ äèíàìèêè Íüþòîíà òåñíî
ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì òÿãîòåíèÿ.

Òåì ñàìûì ïîäòâåðæäàåòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèé, ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàê-
òåð îòêðûòèé Íüþòîíà â îáëàñòè ìåõàíèêè. Ñîçäàòåëü îáùåé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè îòìå÷àë: «Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî âåëèêîå òâîðåíèå Íüþòîíà

ìîæíî ðåàëüíî íèñïðîâåðãíóòü êàêîé-ëèáî äðóãîé òåîðèåé. Åãî ÿñíûå è âñå-

îáúåìëþùèå èäåè íàâñåãäà ñîõðàíÿò ñâîå óíèêàëüíîå çíà÷åíèå, êàê ôóíäàìåí-

òà, íà êîòîðîì ïîñòðîåíî çäàíèå ñîâðåìåííîé ôèçèêè.»

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

6.1. Âî ñêîëüêî ðàç ãåëèîöåíò-
ðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïëàíåòû Ìåð-
êóðèé â ïåðèãåëèè áîëüøå, ÷åì
â àôåëèè? Ýêñöåíòðèñèòåò îð-
áèòû Ìåðêóðèÿ ε = 0,21.
6.2. Ðàäèóñ îðáèòû ïëàíåòû
Ìàðñ ðàâåí 1,52 à.å. Ñêîëüêèì
çåìíûì ãîäàì ñîîòâåòñòâóåò
ìàðñèàíñêèé ãîä?
6.3. Ñ êàêîé ñèëîé Ñîëíöå ïðè-
òÿãèâàåò ê ñåáå Çåìëþ? Ìàññû
Ñîëíöà è Çåìëè 2æ1030 êã è
6æ1024 êã, ðàäèóñ çåìíîé îðáè-
òû 1 à. å. = 1,5æ1011  ì.
6.4. Ñ êàêîé ñèëîé ïðèòÿãèâàåò
ê ñåáå Çåìëþ èñêóññòâåííûé ñïóò-
íèê ìàññîé 100 êã, îáðàùàþ-
ùèéñÿ âîêðóã Çåìëè ïî êðóãî-
âîé îðáèòå ðàäèóñîì 4æ106 ì?
Ìàññà Çåìëè 6æ1024 êã.
6.5. Ñ êàêîé ñèëîé ñïóòíèê Çåì-
ëè, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷å, ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå

Ñîëíöå? Ìàññà Ñîëíöà 2æ1030 êã.
6.6. Ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî
Þïèòåðà â ìîìåíò èõ ïðîòèâîñ-
òîÿíèÿ â 1630 ðàç áîëüøå, ÷åì
îò Çåìëè äî Ëóíû. Ìàññà Þïè-
òåðà â 26 500 ðàç áîëüøå ìàññû
Ëóíû. Ñðàâíèòå ñèëû ïðèòÿæå-
íèÿ Çåìëè ê Ëóíå è ê Þïèòåðó.
6.7. Íà êàêîé âûñîòå óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â n = 1,5 ðà-
çà ìåíüøå åãî çíà÷åíèÿ íà óðîâ-
íå ìîðÿ? Ðàäèóñ Çåìëè RÇ =
= 6370  êì.
6.8. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ âîêðóã
Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáèòå íà
âûñîòå, ðàâíîé ðàäèóñó Çåìëè.
Âî ñêîëüêî ðàç óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ ñïóòíèêà ìåíü-
øå, ÷åì óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ íà óðîâíå ìîðÿ?
6.9. Îïðåäåëèòå ìàññó Çåìëè,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïåðèîä îáðà-
ùåíèÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà
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ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì
r = 7370 êì ðàâåí T = 104 ìèí.
6.10. Íàéäèòå óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ ó ïîâåðõíîñòè
øàðîîáðàçíîé ïëàíåòû ðàäè-
óñîì R, åñëè ïëîòíîñòü âåùåñò-
âà ïëàíåòû åñòü ρ.
6.11. Ìàññà Çåìëè áîëüøå ìàñ-
ñû Ëóíû â θ = 81 ðàç. Ðàäèóñ
îðáèòû Ëóíû rË = 384 000  êì.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà
Ëóíû äî òî÷êè ïðÿìîé, ñîåäè-
íÿþùåé öåíòðû Çåìëè è Ëóíû,
â êîòîðîé òåëî áóäåò ïðèòÿãè-
âàòüñÿ ê Çåìëå è Ëóíå ñ îäè-
íàêîâîé ñèëîé.
6.12. Ðàäèóñ îðáèòû Êàëëèñòî
(ñïóòíèêà Þïèòåðà) rÊ = 1,88 ìëí
êì, ïåðèîä åãî îáðàùåíèÿ âî-
êðóã Þïèòåðà T = 16,7 ñóò, ðà-
äèóñ Þïèòåðà rÞ = 71 400 êì.
Ðàñïîëàãàÿ ýòèìè äàííûìè, íàé-
äèòå ñðåäíþþ ïëîòíîñòü âåùåñò-
âà Þïèòåðà è óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ g â òî÷êå íà ðàñ-
ñòîÿíèè rÞ îò öåíòðà ïëàíåòû.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ìàññû Þïèòåðà âîñïîëüçóåòåñü ñîîò-
íîøåíèåì (6.31).
6.13. Ñïóòíèê îáðàùàåòñÿ âî-
êðóã Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáè-
òå, ðàäèóñ êîòîðîé ðîâíî â äâà
ðàçà áîëüøå ðàäèóñà Çåìëè.
Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà
T = 238 ìèí 40 ñ. Ðàñïîëàãàÿ
ýòèìè äàííûìè, îïðåäåëèòå ñðåä-
íþþ ïëîòíîñòü âåùåñòâà Çåìëè.
6.14. Äâå ïëàíåòû A è B èìå-
þò îäèíàêîâûå ñðåäíèå ïëîò-
íîñòè. Ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ
ñêîðîñòü äëÿ ïëàíåòû A ðàâ-
íà V. Íàéäèòå ïåðâóþ êîñìè-
÷åñêóþ ñêîðîñòü äëÿ ïëàíåòû B,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî åå ðàäèóñ
âäâîå áîëüøå ðàäèóñà ïëàíå-
òû A.
6.15. Ðàäèóñ è ìàññà ïëàíåòû
Ìàðñ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,
0,53 RÇ è 0,11 MÇ, ãäå RÇ è MÇ —
ðàäèóñ è ìàññà Çåìëè. Âûðà-
çèòå ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ρÌ, óñ-
êîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ gÌ

è ïåðâóþ êîñìè÷åñêóþ ñêî-
ðîñòü VÌ äëÿ Ìàðñà ÷åðåç ñî-
îòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû ρ, g0,
V1 äëÿ Çåìëè. Íàéäèòå çíà÷å-
íèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí, ó÷èòûâàÿ,
÷òî ρ = 5500 êã/ì3, g0 = 9,8 ì/ñ2,
V1 = 7,9 êì/ñ.
6.16. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàäèóñ
Ìàðñà ñîñòàâëÿåò 0,53 ðàäèóñà
Çåìëè, à ìàññà — 0,11 ìàññû
Çåìëè, íàéäèòå, âî ñêîëüêî ðàç
âåñ òåëà íà Çåìëå áîëüøå âåñà
òîãî æå òåëà íà Ìàðñå.
6.17. Íàéäèòå äëÿ Þïèòåðà:
à) ïåðâóþ êîñìè÷åñêóþ ñêî-
ðîñòü, á) âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ
ñêîðîñòü. Ìàññà Þïèòåðà
MÞ = 1,9æ1027 êã, ðàäèóñ Þïè-
òåðà RÞ = 71 400 êì.
6.18. Íà ýêâàòîðå íåêîòîðîé
ïëàíåòû òåëà âåñÿò âäâîå
ìåíüøå, ÷åì íà ïîëþñå. Ïåðè-
îä âðàùåíèÿ ïëàíåòû âîêðóã
ñâîåé îñè ðàâåí T. ×åìó ðàâíà
ïëîòíîñòü âåùåñòâà ïëàíåòû?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Ó÷òèòå, ÷òî âåñ òåëà
íà ýêâàòîðå ìåíüøå ñèëû òÿãîòåíèÿ
íà âåëè÷èíó ma, ãäå m è a — ìàññà
è öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå òå-
ëà, ñîîòâåòñòâåííî.
6.19. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ñðåäíÿÿ
ïëîòíîñòü Çåìëè ρ = 5500 êã/ì3,
à åå ïåðèîä âðàùåíèÿ âîêðóã
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ñâîåé îñè T = 24 ÷, íàéäèòå, íà
ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ìåíüøå,
÷åì íà ïîëþñå, âåñ òåëà íà ýê-
âàòîðå.
6.20. Íàéäèòå ñðåäíþþ ïëîò-
íîñòü âåùåñòâà ïëàíåòû, ó êî-
òîðîé íà ýêâàòîðå ïðóæèííûå
âåñû ïîêàçûâàþò âåñ òåëà íà
n% = 2% ìåíüøå, ÷åì íà ïî-
ëþñå. Ïåðèîä âðàùåíèÿ ïëàíå-
òû âîêðóã ñâîåé îñè T = 12 ÷.
6.21. ×åìó áûë áû ðàâåí ïåðè-
îä âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâî-
åé îñè, åñëè áû îíà âðàùàëàñü
íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî òåëà íà
ýêâàòîðå áûëè áû íåâåñîìû-
ìè? Ìàññà è ðàäèóñ Çåìëè
ðàâíû MÇ= 6æ1024 êã è RÇ =
= 6370 êì, ñîîòâåòñòâåííî.
6.22. Îäèí è òîò æå êàìåíü
áðîñàþò ïîä íåêîòîðûì óãëîì
ñ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòüþ íà Çåìëå è íà Ëóíå. Âî
ñêîëüêî ðàç äàëüøå, ÷åì íà
Çåìëå, óëåòèò êàìåíü, áðîøåí-
íûé íà Ëóíå? Ìàññà è ðàäèóñ
Ëóíû ðàâíû 7,34æ1022 êã è
1740 êì ñîîòâåòñòâåííî.
6.23. Íà êàêîé âûñîòå íàä Çåì-
ëåé óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ òàêîå æå, êàê è ó ïîâåðõ-
íîñòè Ìàðñà? Ìàññà Çåìëè â
θ = 9,1 ðàçà áîëüøå ìàññû Ìàð-
ñà, ðàäèóñ Çåìëè RÇ = 6370 êì,
ðàäèóñ Ìàðñà RÌ = 3400 êì.
6.24. Ðàäèóñ ïëàíåòû A â 2 ðà-
çà ìåíüøå ðàäèóñà ïëàíåòû B:

RA = RB. Èçâåñòíî, ÷òî óñêîðå-

íèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ó ïîâåðõ-
íîñòè îáåèõ ïëàíåò îäèíàêîâû.
Íàéäèòå îòíîøåíèÿ ìàññ ïëàíåò

 è èõ ñðåäíèõ ïëîòíîñòåé .

6.25. Ñ êàêîé íà÷àëüíîé ãåëèî-
öåíòðè÷åñêîé ñêîðîñòüþ v1 äîë-
æåí îòïðàâèòüñÿ ñ Çåìëè êîñ-
ìè÷åñêèé çîíä, ÷òîáû äîñòè÷ü
îðáèòû Ñàòóðíà? Êàêîå âðåìÿ
T çàéìåò òàêîå ïóòåøåñòâèå?
Ðàäèóñ îðáèòû Ñàòóðíà rÑ =
= 9,54 à.å., ðàäèóñ îðáèòû Çåì-
ëè rÇ = 1 à.å., ìàññà Ñîëíöà
M = 2æ1030 êã.
6.26. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ âîêðóã
Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáèòå, ðà-
äèóñ êîòîðîé â n = 3 ðàçà áîëü-
øå ðàäèóñà Çåìëè. ×åìó ðàâíà
âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äëÿ
òàêîãî ñïóòíèêà? Èíà÷å ãîâîðÿ,
äî êàêîãî çíà÷åíèÿ äîëæåí âîç-
ðàñòè ìîäóëü ñêîðîñòè ñïóòíè-
êà, ÷òîáû îí ñìîã ïðåîäîëåòü
ïðèòÿæåíèå Çåìëè è ïðåâðà-
òèòüñÿ â ñïóòíèê Ñîëíöà? Ðà-
äèóñ Çåìëè RÇ = 6370 êì.
6.27. Êàêóþ ðàáîòó íàäî ñî-
âåðøèòü íàä ñïóòíèêîì ìàññîé
m = 200 êã, ÷òîáû ñíà÷àëà âû-
âåñòè åãî íà êðóãîâóþ îðáèòó
âîêðóã Çåìëè ðàäèóñîì, êîòî-
ðûé â 3 ðàçà áîëüøå ðàäèóñà
Çåìëè, à çàòåì çàñòàâèòü ïðå-
îäîëåòü ïðèòÿæåíèå Çåìëè?
Ðàäèóñ Çåìëè RÇ = 6370  êì.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Ðàáîòà ïî âûâåäåíèþ
ñïóòíèêà íà êðóãîâóþ îðáèòó ðàâíà,

ñîãëàñíî (6.42) mg0RÇ; íàõîäÿùå-

ìóñÿ íà îðáèòå ñïóòíèêó ïîíàäîáèò-
ñÿ ñîîáùèòü äîïîëíèòåëüíóþ êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ, ÷òîáû îí ïðèîáðåë
ñêîðîñòü v, îïðåäåëåííóþ â ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷å.
6.28. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ âîêðóã
Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáèòå ðà-
äèóñîì r1 = 7400  êì. Íà ñêîëü-
êî íàäî óâåëè÷èòü ìîäóëü åãî

1
2
---

MA

MB
---------

ρB

ρA
------

5
6
---
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ñêîðîñòè, ÷òîáû îí ïåðåøåë íà
ýëëèïòè÷åñêóþ îðáèòó ñ ýêñ-
öåíòðèñèòåòîì ε = 0,6? Ðàäèóñ
çåìëè RÇ = 6370  êì.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âñïîìíèòå î ñîîòíî-
øåíèè (6.46).
6.29. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ âîêðóã
Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáèòå ðà-
äèóñîì r1 = 7400  êì. Íà êî-
ðîòêîå âðåìÿ áûë âêëþ÷åí òîð-
ìîçíîé äâèãàòåëü, è ìîäóëü
ñêîðîñòè ñïóòíèêà óìåíüøèëñÿ
íà ∆v = 0,2 êì/ñ. Íàéäèòå ïå-
ðèãåéíîå ðàññòîÿíèå ýëëèïòè-
÷åñêîé îðáèòû ñïóòíèêà, íà êî-
òîðóþ îí ïåðåéäåò âñëåäñòâèå
êðàòêîâðåìåííîãî âêëþ÷åíèÿ
òîðìîçíîãî äâèãàòåëÿ. Ðàäèóñ
Çåìëè RÇ = 6370  êì.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Ñëåäóåò âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (6.46), ãäå v1 =
= v0 – ∆v (v0 – ñêîðîñòü ñïóòíèêà íà
êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì r1).

6.30. Ñïóòíèê äâèæåòñÿ âîêðóã
Çåìëè ïî êðóãîâîé îðáèòå ðà-
äèóñîì r1 = 6800 êì. Ñ ïîìî-
ùüþ êðàòêîâðåìåííî âêëþ÷àþ-
ùèõñÿ óñêîðÿþùèõ äâèãàòåëåé
åãî ïåðåâîäÿò íà êðóãîâóþ îð-
áèòó ðàäèóñîì r2 = 7500 êì.
Êàêîå ïðèðàùåíèå ∆v1 ìîäóëÿ
ñêîðîñòè ñïóòíèêà ïåðåâåäåò åãî
íà íóæíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ òðà-
åêòîðèþ (òðàåêòîðèþ ñ àïîãåé-
íûì ðàññòîÿíèåì, ðàâíûì r2)?
Êàêîå ïðèðàùåíèå ∆v2 ìîäóëÿ
ñêîðîñòè ñïóòíèêà, ðåàëèçîâàí-
íîå íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðî-
íå Çåìëè, ïåðåâåäåò ñïóòíèê ñ
ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè íà
êðóãîâóþ îðáèòó ðàäèóñîì r2?
Ðàäèóñ Çåìëè RÇ = 6370  êì.

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âñïîìíèòå ñîîòíîøå-
íèÿ (6.48) è (6.50).
6.31. Íàéäèòå äëÿ Ëóíû: à) ïåð-
âóþ êîñìè÷åñêóþ ñêîðîñòü,
á) âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ ñêî-
ðîñòü. Ìàññà è ðàäèóñ Ëóíû
ðàâíû 7,34æ1022 êã è 1730 êì
ñîîòâåòñòâåííî.
6.32. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü
îáðàùàåòñÿ âîêðóã Ëóíû ïî
êðóãîâîé îðáèòå, ðàäèóñ êîòî-
ðîé ðàâåí ÷åòûðåì ðàäèóñàì
Ëóíû. Íà ñêîëüêî íóæíî óâå-
ëè÷èòü ñ ïîìîùüþ ðåàêòèâíî-
ãî äâèãàòåëÿ ìîäóëü ñêîðîñòè
êîðàáëÿ, ÷òîáû îí ïðåîäîëåë
ïðèòÿæåíèå Ëóíû è ïîëó÷èë
âîçìîæíîñòü âåðíóòüñÿ íà Çåì-
ëþ? Ìàññà è ðàäèóñ Ëóíû
ðàâíû 7,34æ1022 êã è 1730 êì,
ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîäñêàçêà. Èç îïðåäåëÿåìîé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîé ýíåðãèè ñêîðîñòè, êîòîðàÿ
òðåáóåòñÿ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ëóííîãî
ïðèòÿæåíèÿ, íàäî âû÷åñòü ñêîðîñòü
êîðàáëÿ íà êðóãîâîé îðáèòå.
6.33. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü îá-
ðàùàåòñÿ âîêðóã Ëóíû ïî êðó-
ãîâîé îðáèòå, ðàäèóñ êîòîðîé
ðàâåí ÷åòûðåì ðàäèóñàì Ëó-
íû. Êàêóþ ñêîðîñòü â íàïðàâ-
ëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì âåê-
òîðó ñêîðîñòè êîðàáëÿ, íóæíî
ñîîáùèòü êîðàáëþ, ÷òîáû îí
ïðèëóíèëñÿ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ñòîðîíå Ëóíû? Ìàññà è
ðàäèóñ Ëóíû ðàâíû MË =
= 7,34æ1022 êã è RË = 1730 êì,
ñîîòâåòñòâåííî.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Íàäî ïåðåâåñòè êî-
ðàáëü íà ýëëèïòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ñ

ýêñöåíòðèñèòåòîì ε = .
4RË RË−

4RË RË+
---------------------------

3
5
---

=
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6.34. Êîñìè÷åñêèé çîíä îáðà-
ùàåòñÿ â ïëîñêîñòè çåìíîé
îðáèòû ïî êðóãîâîé îðáèòå
ðàäèóñîì 4æ107 ì. Íàéäèòå
ìèíèìàëüíîå ïðèðàùåíèå ìî-
äóëÿ ñêîðîñòè çîíäà, êîòîðîå
ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íûì äëÿ
åãî âûëåòà ñ äàííîé îðáèòû
çà ïðåäåëû Ñîëíå÷íîé ñèñ-
òåìû.
6.35. ×åìó ðàâíà íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî
Ñîëíöåì íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè?
Ìàññà Ñîëíöà MÑ = 2æ1030 êã,
ðàäèóñ îðáèòû Çåìëè rÇ =
= 1,5æ1011 ì.

6.36. Ñðàâíèòå íàïðÿæåííîñòè
ïîëåé òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà è Çåì-
ëè ó ïîâåðõíîñòè Ëóíû. Êàêàÿ
èç íèõ áîëüøå è âî ñêîëüêî
ðàç? Ìàññû Ñîëíöà è Çåìëè
ðàâíû 2æ1030 êã è 6æ1024 êã,
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàäèóñû çåì-
íîé è ëóííîé îðáèò ðàâíû
1,5æ1011 ì è 3,84æ108 ì, ñîîò-
âåòñòâåííî.
6.37. Íàéäèòå íàïðÿæåííîñòü ïî-
ëÿ òÿãîòåíèÿ Ñàòóðíà â òî÷êå íà
ðàññòîÿíèè r = 30 000 êì îò öåíò-
ðà ïëàíåòû. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü
âåùåñòâà Ñàòóðíà ρ = 630 êã/ì3.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âñïîìíèòå ñîîòíîøå-
íèå (6.20).
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7
МЕХАНИКА

ЖИДКОСТЕЙ И ГАЗОВ 
(ГИДРОАЭРОМЕХАНИКА)

7.1. ÄÀÂËÅÍÈÅ Â ÃÈÄÐÎÀÝÐÎÌÅÕÀÍÈÊÅ

7.1.1. Силы давления твердого тела
и силы давления в жидкости

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ.
Êèðïè÷ â ôîðìå êóáà ìàññîé m è ïëî-
ùàäüþ ãðàíè S ëåæèò íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè áðóñêà (ðèñ. 7.1). Êèðïè÷ äåé-

ñòâóåò íà áðóñîê ñ ñèëîé , íàçûâàåìîé
âåñîì êèðïè÷à è ðàâíîé â äàííîì ñëó÷àå

ñèëå òÿæåñòè êèðïè÷à m . Ñèëà  äàâèò
íà áðóñîê, ïîýòîìó åå íàçûâàþò ñèëîé
äàâëåíèÿ. Ïîä äåéñòâèåì ñèëû äàâëåíèÿ
(è ñèëû ðåàêöèè ïîëà, íà êîòîðîì ëåæèò
áðóñîê) áðóñîê îêàçûâàåòñÿ ñæàòûì.
Ñæàòûé (ò. å. äåôîðìèðîâàííûé) áðóñîê äåéñòâóåò, â ñîîòâåòñò-

âèè ñ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà, íà êèðïè÷ ñ ñèëîé  — ñèëîé
óïðóãîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ïî îòíîøåíèþ ê êèðïè÷ó ñèëîé ðåàê-

öèè îïîðû. Ñèëû  è  ðàâíû ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåíû íîð-
ìàëüíî (ò. å. ïåðïåíäèêóëÿðíî) ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ
êèðïè÷à è áðóñêà.

Âåêòîðû  è  íà ðèñóíêå 7.1. — ðàâíîäåéñòâóþùèå ñèë
äàâëåíèÿ è ðåàêöèè îïîðû, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïîâåðõíîñòè ñî-
ïðèêîñíîâåíèÿ òåë. Â äàííîì ñëó÷àå îíè ðàñïðåäåëåíû ïî ýòîé
ïîâåðõíîñòè ðàâíîìåðíî (ñì. ðèñóíîê 7.2, à). Â îáùåì ñëó÷àå
èõ ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò íå áûòü ðàâíîìåðíûì (êîãäà êèðïè÷
íåîäíîðîäåí èëè èìååò, íàïðèìåð, ôîðìó. ïîêàçàííóþ íà ðè-
ñóíêå 7.2, á).

Ðèñ. 7.1

P
º

gº P
º

N
º

P
º

N
º

P
º

N
º
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Ïîÿñíèì ñìûñë ñòðåëîê íà ðèñóíêàõ 7.2 à, á. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõ-
íîñòü ñîïðèêîñíîâåíèÿ êèðïè÷à è áðóñêà, èìåþùàÿ ïëîùàäü S, ðàçáèòà ìûñ-
ëåííî íà ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòè ïëîùàäüþ ∆S êàæäûé. Íà i-é ýëåìåíò ïî-

âåðõíîñòè áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà äàâëåíèÿ i, êîòîðóþ óñëîâèìñÿ íàçûâàòü

÷àñòè÷íîé ñèëîé äàâëåíèÿ. Ôèãóðèðóþùàÿ íà ðèñóíêå 7.1 ñèëà  äåéñòâóåò
íà âñþ ïîâåðõíîñòü ïëîùàäüþ S; îíà ðàâíà ñóììå ÷àñòè÷íûõ ñèë äàâëåíèÿ ïî
âñåì ýëåìåíòàì ýòîé ïîâåðõíîñòè:

 = i

Íàçîâåì åå ïîëíîé ñèëîé äàâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ãîâîðèòü î ÷àñòè÷-

íûõ ñèëàõ ðåàêöèè îïîðû i è î ïîëíîé ñèëå ðåàêöèè îïîðû

 = i..

Íà ðèñóíêàõ 7.2 ñòðåëêàìè ïîêàçàíû âñåãî ëèøü ïÿòü ÷àñòè÷íûõ ñèë äàâëåíèÿ
è ðåàêöèè îïîðû. Åñëè ñèëû ðàñïðåäåëåíû ïî ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ òåë
ðàâíîìåðíî, òî ∆P1 = ∆P2 = ∆P3 = ... è, ñîîòâåòñòâåííî, ∆N1 = ∆N2 = ∆N3 = ...

(ñì. ðèñóíîê 7.2, à). Åñëè ñèëû ðàñïðåäåëåíû ïî ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ
íåðàâíîìåðíî, òî ∆P1 − ∆P2 − ∆P3 − ... è ñîîòâåòñòâåííî, ∆N1 − ∆N2 − ∆N3 − ...

(ñì. ðèñóíîê 7.2, á).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê æèäêîñòè, êîòîðàÿ ïîêîèòñÿ, áóäó÷è íà-
ëèòà â íåêèé ñîñóä. Ìûñëåííî âûäåëèì â æèäêîñòè íåêîòîðûé
îáúåì â ôîðìå, íàïðèìåð, øàðà (ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü
ôîðìó êóáà èëè êàêóþ-ëèáî èíóþ) è áóäåì ðàññìàòðèâàòü æèä-
êèé øàð è æèäêîñòü âíå øàðà. Íà ðèñóíêå 7.3, à ïóíêòèðîì ïî-
êàçàíî ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ æèäêîãî øàðà ñ
æèäêîñòüþ âíå øàðà; íàçîâåì åå ïîâåðõíîñòüþ Z.

∆P
º

P
º

P
º

i
∑ ∆P

º
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á)
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Ìûñëåííî óáåðåì æèäêèé øàð. ×òîáû ïðè ýòîì æèäêîñòü âíå
øàðà ïðîäîëæàëà ïîêîèòüñÿ, íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ê íåé ñèëó
äàâëåíèÿ, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåííóþ ïî âñåé çàì-
êíóòîé ïîâåðõíîñòè Z (ñì. ñòðåëêè íà ðèñóíêå 7.3, á, çäåñü ïîêà-
çàíû âñåãî ëèøü øåñòü ÷àñòè÷íûõ ñèë äàâëåíèÿ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòè ÷àñòè÷íàÿ ñèëà
äàâëåíèÿ äîëæíà áûòü íîðìàëüíà (ïåðïåíäèêóëÿðíà) ïîâåðõíî-
ñòè, ïîñêîëüêó ëþáîå åå îòêëîíåíèå îò íîðìàëè ïðèâåëî áû æèä-
êîñòü â äâèæåíèå. Èòàê, æèäêîñòü âíå øàðà îêàçûâàåòñÿ ñæàòîé
ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ïî îòíîøåíèþ ê ïî-
âåðõíîñòè Z ñèë äàâëåíèÿ, êîòîðûå â ñèòóàöèè íà ðèñóíêå 7.3, á
äîëæíû áûòü ïðèëîæåíû ê ýòîé ïîâåðõíîñòè, ÷òîáû íå íàðó-
øèòü ïîêîÿ æèäêîñòè. Â èñõîäíîé ñèòóàöèè (òîé, ÷òî èçîáðàæåíà
íà ðèñóíêå 7.3, à), òàêèå ñèëû äàâëåíèÿ äåéñòâóþò íà æèäêîñòü
âíå øàðà ñî ñòîðîíû æèäêîãî øàðà (æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âíó-
òðè øàðà).

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, æèäêîñòü âíå øàðà äåéñòâóåò
íà æèäêèé øàð ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ðàñïðåäåëåííûìè ñè-

ëàìè ðåàêöèè ∆ , êîòîðûå ñæèìàþò æèäêèé øàð è òîæå ÿâëÿ-
þòñÿ ôàêòè÷åñêè ñèëàìè äàâëåíèÿ (ñì. ðèñóíîê 7.3, â, ïîíÿòíî, ÷òî

∆ 1 = –∆ 1, ∆ 2 = –∆ 2, ∆ 3 = –∆ 3, ...).
Èòàê, æèäêèé øàð îêàçûâàåòñÿ ñæàòûì ïîä äåéñòâèåì ñèë

äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè âíå øàðà, à æèä-
êîñòü âíå øàðà èñïûòûâàåò ñèëû äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû æèäêîãî
øàðà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñèëû äàâëåíèÿ íà æèäêèé
øàð ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè óïðóãîñòè, äåéñòâóþùèìè ñî ñòîðîíû äå-
ôîðìèðîâàííîé (ñæàòîé) æèäêîñòè âíå øàðà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñè-
ëû äàâëåíèÿ íà æèäêîñòü âíå øàðà ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè óïðóãîñòè,
äåéñòâóþùèìè ñî ñòîðîíû äåôîðìèðîâàííîãî (ñæàòîãî) æèäêîãî
øàðà. È òå, è äðóãèå ÷àñòè÷íûå ñèëû äàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíû ïî

à)
á)

â)
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ïîâåðõíîñòè Z è îðèåíòèðîâàíû íîðìàëüíî
ê ýëåìåíòàì ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûå îíè
äåéñòâóþò.

Ìûñëåííîå ðàçáèåíèå æèäêîñòè íà äâå
âçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòè (âíå øàðà è
âíóòðè øàðà), ðàçóìååòñÿ, óñëîâíî è ìî-
æåò áûòü âûïîëíåíî ðàçëè÷íûì îáðàçîì
(ðèñóíîê 7.4). ×åðåç îäíó è òó æå òî÷êó
âíóòðè æèäêîñòè ìîãóò ïðîõîäèòü ðàçëè÷-
íûå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà (íàïðèìåð, ÷åðåç
òî÷êó A íà ðèñóíêå ïðîõîäÿò òðè ðàçíûõ

ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà). Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íàÿ ñèëà
äàâëåíèÿ äîëæíà áûòü îðèåíòèðîâàíà íîðìàëüíî ê ýëåìåíòó
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûé îíà äåéñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, åå
íàïðàâëåíèå â òîì èëè èíîì ìåñòå âíóòðè æèäêîñòè íå ÿâëÿ-
åòñÿ îïðåäåëåííûì. Òàê, íà ðèñóíêå 7.4 íàïðàâëåíèÿ ÷àñòè÷íûõ
ñèë äàâëåíèÿ íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó
A, ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàïðàâëåíèÿ
O1A, O2A, O3A. Åñëè áû òî÷êà A íàõîäèëàñü íà ñòåíêå ñîñóäà
èëè íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà, ïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü, òî
òîãäà íàïðàâëåíèå ÷àñòè÷íîé ñèëû äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû æèä-
êîñòè íà òåëî èëè ñòåíêó (ðàâíî êàê è ñî ñòîðîíû òåëà èëè ñòåí-
êè íà æèäêîñòü) áûëî áû îïðåäåëåííûì — îíî áûëî áû ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè òåëà èëè ñòåíêè, ïðîõîäÿùåìó
÷åðåç òî÷êó A.

Èòàê, ñî ñòîðîíû ñæàòîé æèäêîñòè äåéñòâóþò ÷àñòè÷íûå ñèëû
äàâëåíèÿ êàê íà ñòåíêó ñîñóäà è ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü òåëî,
òàê è íà ëþáóþ ÷àñòü ñàìîé æèäêîñòè, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü
«æèäêèì òåëîì», ïîìåùåííûì â æèäêîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ãîâîðèòü î ñèëå äàâëåíèÿ æèäêîñòè íà ñòåíêó èëè êàêîå-ëèáî
òâåðäîå òåëî è î ñèëå äàâëåíèÿ â æèäêîñòè (òî÷íåå ãîâîðÿ, âíó-
òðè æèäêîñòè). Åñëè æèäêîñòü ïîêîèòñÿ, òî íàïðàâëåíèå ÷àñ-
òè÷íîé ñèëû äàâëåíèå äîëæíî áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíî ýëåìåíòó ïî-
âåðõíîñòè, íà êîòîðûé îíà äåéñòâóåò. Âíóòðè æèäêîñòè ýòî íà-
ïðàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîãî
âûáîðà îðèåíòàöèè ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè. Íà ãðàíèöå æèäêîñòè
ñî ñòåíêîé ñîñóäà èëè ïîâåðõíîñòüþ òâåðäîãî òåëà íàïðàâëåíèå
÷àñòè÷íîé ñèëû äàâëåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè ñòåíêè èëè òåëà. Êîðîòêî ãîâîðÿ, ñæàòàÿ
æèäêîñòü äàâèò íà ñòåíêó èëè ïîãðóæåííîå òåëî ïåðïåíäèêóëÿðíî
èõ ïîâåðõíîñòè; ñèëà æå äàâëåíèÿ âíóòðè æèäêîñòè íå èìååò îï-
ðåäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ, êàê åñëè áû ðå÷ü øëà î «äàâëåíèè âî
âñå ñòîðîíû».

Êàêîâû ïåðâîïðè÷èíû, áëàãîäàðÿ êîòîðûì æèäêîñòü
îêàçûâàåòñÿ ñæàòîé?

Ðèñ. 7.4

?
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Îòìåòèì òðè ïåðâîïðè÷èíû: 1) âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìîëåêó-
ëàìè æèäêîñòè (èìååòñÿ â âèäó íå ãðàâèòàöèîííîå, à ýëåêòðîìàã-
íèòíîå âçàèìîäåéñòâèå); 2) ñèëà ïðèòÿæåíèÿ æèäêîñòè Çåìëåé;
3) ðàçëè÷íûå âíåøíèå ñèëîâûå âîçäåéñòâèÿ íà æèäêîñòü (àòìîñ-
ôåðíîå äàâëåíèå èëè, íàïðèìåð, äåéñòâèå ïîðøíÿ íà æèäêîñòü â
òðóáå).

Íå ñëåäóåò ïóòàòü ïîíÿòèÿ «ñæàòîñòü æèäêîñòè» è «ñæè-
ìàåìîñòü æèäêîñòè». Ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè, êàê ïðàâèëî,
íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî ÷àñòî åþ ïðåíåáðåãàþò, ïîëàãàþò ïëîò-
íîñòü æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïî âñåìó åå îáúåìó è ïîëüçóþòñÿ
ïðèáëèæåíèåì íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ìû ïîãîâîðèì î íåì
ïîçäíåå). À âîò ñòåïåíü ñæàòèÿ æèäêîñòè ìîæåò áûòü âåñüìà
çíà÷èòåëüíîé. Â ëþáîì ñëó÷àå îíà ñóùåñòâåííà, òàê ÷òî ïðå-
íåáðåãàòü åþ íåëüçÿ. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìåðû ñæàòèÿ æèäêîñ-
òè â òîé èëè èíîé åå òî÷êå ââîäÿò ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, íàçû-
âàåìóþ äàâëåíèåì.

7.1.2. Сила давления на элемент поверхности
и давление в точке

Ïóñòü ∆  — ñèëà äàâëåíèÿ íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ïëîùàäüþ
∆S. Áóäåì ïîëàãàòü ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òî-
áû ìîæíî áûëî, âî-ïåðâûõ, ñ÷èòàòü åãî ÷àñòüþ ïëîñêîñòè è, âî-
âòîðûõ, ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðåäåëàõ äàííîãî ýëåìåíòà ñèëà äàâëåíèÿ

ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð ∆  ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí ê ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè. Äàâëåíèå p â ëþáîé òî÷êå â ïðå-
äåëàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿþò êàê
îòíîøåíèå ìîäóëÿ ∆P ñèëû äàâëåíèÿ ê ïëîùàäè ∆S ýëåìåíòà ïî-
âåðõíîñòè:

p = . (7.1)

Åñëè ñèëà äàâëåíèÿ  ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ïëîñêîé
ïîâåðõíîñòè ïëîùàäüþ S è íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ýòîé
ïîâåðõíîñòè, òî â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè äàâëåíèå p áóäåò îïè-
ñûâàòüñÿ ôîðìóëîé

p = . (7.2)

Çàìåòèì, ÷òî èìåííî òàêîâî äàâëåíèå, âîçíèêàþùåå â êàæäîé òî÷-
êå òîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè áðóñêà, êîòîðàÿ ñîïðèêàñàåòñÿ ñ êèðïè-
÷îì, â ñèòóàöèè, èçîáðàæåííîé ðàíåå íà ðèñóíêå 7.1.
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º
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Åñëè íà ïîðøåíü ïëîùàäüþ S ïîäåéñòâî-

âàòü ñèëîé , íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî
ê ïëîñêîñòè, ïî êîòîðîé ïîðøåíü ñîïðèêàñàåòñÿ
ñ æèäêîñòüþ (ðèñ. 7.5), òî â êàæäîé òî÷êå ïî-
âåðõíîñòè æèäêîñòè, ïðèëåãàþùåé ê ïîðøíþ,
âîçíèêíåò äàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé,
àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (7.2):

p = . (7.3)

Ïîä÷åðêíåì: ïîíÿòèå äàâëåíèÿ îòíîñèòñÿ ê òî÷êå. Äàâ-
ëåíèå — ýòî ëîêàëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòå-

ðèçóþùàÿ ñòåïåíü ñæàòèÿ òåëà (íå òîëüêî æèäêîñòè, íî òàêæå
ãàçà è òâåðäîãî òåëà) â òîé èëè èíîé òî÷êå íà ïîâåðõíîñòè òåëà
èëè âíóòðè íåãî.

Примечание
Строго говоря, давление p

A
 в точке A, находящейся где�то внутри эле�

мента поверхности площадью ∆S, есть предел последовательности отноше�

ний  при стягивании элемента поверхности в точку A:

p
A

 = . (7.2*)

С локальными физическими величинами мы уже встречались неодно�

кратно, рассматривая различные «мгновенные величины» (мгновенную ско�

рость, мгновенное ускорение, мгновенную силу и т. д.). Все эти величины яв�

лялись локальными во времени и определялись через пределы последова�

тельностей отношений тех или иных величин к промежутку времени при

стягивании последнего к рассматриваемому моменту времени.

Наряду с локальными во времени существуют физические величины,

которые можно назвать локальными в пространстве; они рассматриваются

в той или иной точке пространства. К ним относится, например, плотность.

Чтобы найти плотность некоего вещества в точке A, рассматривают после�

довательность отношений , где ∆V — объем, включающий в себя точку A,

∆m — масса вещества в этом объеме. Плотность ρ
A

 в точке A есть предел

этой последовательности при стягивании ∆V в точку A:

ρ
A

 = . (7.4)

Локальной в пространстве является и физическая величина, называемая

давлением.

Ñîïîñòàâèì: ñèëà äàâëåíèÿ — âåêòîð, äàâëåíèå — ñêàëÿð.
Êàê ìîäóëü, òàê è íàïðàâëåíèå ñèëû äàâëåíèÿ çàâèñÿò îò ýëåìåí-

Ðèñ. 7.5
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òà ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûé äåéñòâóåò äàííàÿ ñèëà, îò åãî ïëîùà-
äè è îðèåíòàöèè. Çíà÷åíèå æå äàâëåíèÿ íå çàâèñèò îò ïëîùàäè
ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè; îíî õàðàêòåðèçóåò îïðåäåëåííîå ñîñòîÿíèå
âåùåñòâà (â äàííîì ñëó÷àå æèäêîñòè) â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.
Çíà÷åíèå äàâëåíèÿ â äàííîé òî÷êå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ îðèåíòà-
öèé ïëîùàäêè, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ñèëà äàâëåíèÿ. Èòàê, äàâ-
ëåíèå è ñèëà äàâëåíèÿ — ðàçíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, õîòÿ, çà-
ìåòèì, äàâëåíèå îïðåäåëÿþò, èçìåðÿÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðèáîðîâ ñèëó äàâëåíèÿ.

Äëÿ èçìåðåíèÿ äàâëåíèÿ â òîé èëè èíîé
òî÷êå æèäêîñòè (èëè ãàçà) ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ìåìáðàííûì ìàíîìåòðîì. Ïðîñòåéøèé
ìåìáðàííûé ìàíîìåòð ïîêàçàí ñõåìàòè÷åñêè
íà ðèñóíêå 7.6. Òîíêàÿ óïðóãàÿ ïëàñòèíêà
(ìåìáðàíà) 1 ãåðìåòè÷åñêè çàêðûâàåò ïóñòóþ
êîðîáêó 2. Ê ìåìáðàíå ïðèñîåäèíåí óêàçàòåëü
3, êîòîðûé ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ îêîëî O íà
óãîë, çàâèñÿùèé îò ñòåïåíè ïðîãèáà ìåìáðàíû,
ïîìåùåííîé â òî èëè èíîå ìåñòî â æèäêîñòè.
Ñòåïåíü ïðîãèáà ìåìáðàíû çàâèñèò îò ñèëû
äàâëåíèÿ íà íåå ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, ðàâíîé
ïðîèçâåäåíèþ èçìåðÿåìîãî äàâëåíèÿ íà ïëî-
ùàäü ìåìáðàíû.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèÿ «äàâëåíèå» è «ñèëà äàâëåíèÿ» èíîãäà
îòîæäåñòâëÿþò è ãîâîðÿò, íàïðèìåð, ÷òî «äàâëåíèå äåéñòâóåò
ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñòåíêå ñîñóäà». Íî äàâëåíèå íå ìîæåò «äåé-
ñòâîâàòü». Äåéñòâóåò ñèëà äàâëåíèÿ, à äàâëåíèå ïðîñòî õàðàê-
òåðèçóåò ñòåïåíü ñæàòèÿ âåùåñòâà, îáóñëîâëåííóþ äåéñòâèåì
ñèëû äàâëåíèÿ. Âîçìîæíî, âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû âìåñòî òåð-
ìèíà «äàâëåíèå» ñëåäîâàëî áû óïîòðåáëÿòü òåðìèí «ìåõàíè÷å-
ñêîå íàïðÿæåíèå». Êñòàòè ñêàçàòü, â ïðèìåíåíèè ê òâåðäûì òå-
ëàì, ïîäâåðãíóâøèìñÿ òåì èëè èíûì ñèëîâûì âîçäåéñòâèÿì,
äåéñòâèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí «ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå»
èëè, êîðî÷å, «íàïðÿæåíèå» (ñì. ï. 9.1.5). Â ãèäðîàýðîìåõàíèêå
æå ïðèíÿò òåðìèí «äàâëåíèå», è ìû, ðàçóìååòñÿ, áóäåì èì ïîëü-
çîâàòüñÿ.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (7.3) ñëåäóåò, ÷òî

åäèíèöà äàâëåíèÿ = .

Â ÑÈ åäèíèöà äàâëåíèÿ åñòü íüþòîí íà êâàä-
ðàòíûé ìåòð; îíà èìååò ñïåöèàëüíîå íàèìåíî-
âàíèå — ïàñêàëü (îáîçíà÷åíèå: Ïà) â ÷åñòü ôðàí-

Ðèñ. 7.6

О единицах
физических

величин

åäèíèöà ñèëû

åäèíèöà ïëîùàäè
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öóçñêîãî ìàòåìàòèêà è ôèçèêà Áëåçà Ïàñêàëÿ.
1 Ïà = 1 Í/ì2.
Ïàñêàëü ðàâåí äàâëåíèþ, âûçûâàåìîìó ñèëîé 1 Í, ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ïîâåðõíîñòè ïëîùàäüþ 1 ì2,
ðàñïîëîæåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñèëå.
Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå åäèíèöû äàâëåíèÿ:
áàð (1 áàð = 105 Ïà), ôèçè÷åñêàÿ àòìîñôåðà (1 àòì =
= 101 325 Ïà), ìèëëèìåòð ðòóòíîãî ñòîëáà
(1 ìì ðò. ñò. = 133,3 Ïà; 1 àòì = 760 ìì ðò. ñò.). 

7.1.3. Закон Паскаля

Â XVII ñòîëåòèè Áëåç Ïàñêàëü óñòàíîâèë çàêîí, íàçâàííûé
âïîñëåäñòâèè åãî èìåíåì:

Ïîâåðõíîñòíûå ñèëû — ýòî ñèëû, âíåøíèå ïî îòíîøåíèþ ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó îáúåìó æèäêîñòè; îíè ïðèëîæåíû èçâíå ê ïîâåðõíî-
ñòè æèäêîñòè (îòñþäà èõ íàèìåíîâàíèå). Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü
ñèëà äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû ïîðøíÿ, êîòîðûé äàâèò íà æèäêîñòü, èëè
ñèëà äàâëåíèÿ ïàðà íà ïîâåðõíîñòü âîäû â ïàðîâîì êîòëå.

Ê çàìêíóòîìó ñîñóäó ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, çàïîëíåííîìó
æèäêîñòüþ, ïðèñîåäèíåí öèëèíäð ñ ïîðøíåì (ðèñ. 7.7). Ñòðåìÿñü
âäâèíóòü ïîðøåíü â öèëèíäð, ñîçäàåì âíóòðè æèäêîñòè â ñîñóäå
äàâëåíèå, îáóñëîâëåííîå ïîâåðõíîñòíîé (âíåøíåé) ñèëîé. Äàâëå-
íèå â æèäêîñòè, ñîçäàâàåìîå ñèëîé òÿæåñòè æèäêîñòè, ó÷èòûâàòü
ñåé÷àñ íå áóäåì (ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå
ïîðøíåì, çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñèëû òÿæåñòè æèäêîñòè).

Äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, îäèíà-
êîâî âî âñåõ òî÷êàõ ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè.

Ðèñ. 7.7
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Ïîêàæåì, ÷òî äàâëåíèÿ â äâóõ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ òî÷-
êàõ A è B ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè îäèíàêîâû, åñëè ïðåíåáðåãàòü
ñèëîé òÿæåñòè. Ìûñëåííî âûäåëèì âíóòðè æèäêîñòè óçêèé öè-
ëèíäð, îñüþ êîòîðîãî ñëóæèò îòðåçîê ïðÿìîé AB, à ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå ê îñè îñíîâàíèÿ èìåþò ïëîùàäü ∆S. Íà öèëèíäð äåéñò-
âóþò òîëüêî ñèëû äàâëåíèÿ, ïðèëîæåííûå ê åãî ïîâåðõíîñòè
(êîëü ñêîðî ñèëîé òÿæåñòè ìû ïðåíåáðåãëè). Áóäó÷è ÷àñòüþ ïî-
êîÿùåéñÿ æèäêîñòè, öèëèíäð íàõîäèòñÿ â ïîêîå; îòñþäà çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ïðîåêöèÿ ñóììû âñåõ äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèë íà ëþ-
áîå íàïðàâëåíèå äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ (ýòî ñëåäóåò èç óñëî-
âèÿ ðàâíîâåñèÿ (3.10)). Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè ñèë íà íàïðàâëåíèå
îñè AB. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîåêöèÿ ñèë äàâëåíèÿ, ïðèëîæåííûõ ê áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó íàïðàâëå-
íèÿ ýòèõ ñèë äàâëåíèÿ íîðìàëüíû ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è, çíà-
÷èò, ê îñè AB. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ ñóììà

ïðîåêöèé íà îñü AB ÷àñòè÷íûõ ñèë äàâëåíèÿ ∆ A è ∆ B, äåéñò-
âóþùèõ íà îñíîâàíèÿ öèëèíäðà:

∆PA – ∆PB = 0. (1*)

Ñîãëàñíî (7.1), ∆PA = pA∆S è ∆PB = pB∆S, ãäå pA è pB — äàâëåíèÿ
æèäêîñòè â òî÷êàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâèâ ýòè ðàâåíñò-
âà â (1*), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî pA = pB. Ýòî è òðåáîâàëîñü
ïîêàçàòü.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî äàâëåíèå â æèäêîñòè îäèíàêîâî íå äëÿ
ëþáîé ïàðû òî÷åê, à òîëüêî äëÿ òåõ, ó êîòîðûõ ñîåäèíÿþùàÿ èõ
ïðÿìàÿ öåëèêîì ïðîõîäèò âíóòðè æèäêîñòè. À âîò, ñêàæåì, â òî÷-
êàõ A è C äàâëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûì (âåäü ïóíêòèðíàÿ
ïðÿìàÿ AC íà ðèñóíêå 7.7 ïðîõîäèò ÷àñòüþ âíå ñîñóäà ñ æèäêî-
ñòüþ). Îäíàêî òàêîå îïàñåíèå íåñîñòîÿòåëüíî. Èñïîëüçóÿ îïèñàí-
íûé âûøå ïðèåì ñ æèäêèì öèëèíäðîì, óáåæäàåìñÿ, ÷òî pB = pC

(pC — äàâëåíèå â òî÷êå C). À ïîñêîëüêó pB = pA, ñëåäîâàòåëüíî,
pC = pA.

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (äëÿ ïîêîÿùåéñÿ
æèäêîñòè, ñèëà òÿæåñòè êîòîðîé íå ó÷èòûâàåòñÿ) äàâëåíèå âî âñåõ
òî÷êàõ æèäêîñòè äîëæíî áûòü îäíèì è òåì æå. Îíî ðàâíî äàâ-

ëåíèþ p â òî÷êå D, êîòîðîå, ñîãëàñíî (7.3), åñòü p = , ãäå S —

ïëîùàäü ïîðøíÿ, F — ìîäóëü ñèëû, ñ êàêîé ïîðøåíü äàâèò íà
ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè.

Èòàê, â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî ïîðøåíü ñîçäàë â òî÷êå D æèä-

êîñòè äàâëåíèå p = , òàêîå æå äàâëåíèå âîçíèêëî âî âñåõ òî÷êàõ
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æèäêîñòè. Ïîýòîìó çàêîí Ïàñêàëÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêæå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Âûäåëèì íà ñòåíêàõ (à òàêæå äíå è êðûøêå) ñîñóäà ýëåìåíòû
ïîâåðõíîñòè ïëîùàäüþ ∆S, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
òî÷êè E, F, G, H, K, L (ñì. ðèñ. 7.7). Íàëè÷èå â ýòèõ òî÷êàõ äàâ-

ëåíèÿ p =  îçíà÷àåò, ÷òî ñî ñòîðîíû æèäêîñòè áóäóò äåéñòâîâàòü

íà óêàçàííûå ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòè ÷àñòè÷íûå ñèëû äàâëåíèÿ,

ðàâíûå ïî ìîäóëþ ∆P = p∆S = F  è íàïðàâëåííûå âåçäå ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè ñòåíêè (äíà, êðûøêè) ñîñóäà. Íà ðè-
ñóíêå 7.7 ýòè ñèëû äàâëåíèÿ ïîêàçàíû ñòðåëêàìè.

Задача (ðèñ. 7.8). Ïîðøåíü äàâèò ñ ñè-
ëîé F íà æèäêîñòü â öèëèíäðå äèà-
ìåòðîì d. Ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ öè-
ëèíäðà äî ïîðøíÿ ðàâíî l. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ìîäóëü ïîëíîé ñèëû äàâëåíèÿ
íà áîêîâûå ñòåíêè è îñíîâàíèå öè-
ëèíäðà. Ñèëó òÿæåñòè æèäêîñòè íå
ó÷èòûâàòü.

Ïîðøåíü ñîçäàåò â êàæäîé òî÷êå æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïðî-

ñòðàíñòâî öèëèíäðà, äàâëåíèå p = . Èñêîìàÿ ïîëíàÿ ñèëà äàâ-

ëåíèÿ P ñêëàäûâàåòñÿ èç ñèë äàâëåíèÿ íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü

(pπdl) è íà îñíîâàíèå öèëèíäðà . Ñëåäîâàòåëüíî,

P = p πdl +  = F  + 1 . 

7.1.4. Гидростатическое давление

Íå áóäåì ïðåíåáðåãàòü ñèëîé òÿæåñòè æèäêîñòè. Ðàññìîò-
ðèì, êàê âëèÿåò ó÷åò ýòîé ñèëû íà ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â
æèäêîñòè ïëîòíîñòüþ ρ. Ïðè ýòîì ìîæíî îòâëå÷üñÿ îò ïîâåðõ-
íîñòíûõ ñèë; âàæíî ëèøü, ÷òîáû íàõîäÿùàÿñÿ â ïîëå òÿãîòåíèÿ

Äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, ïå-
ðåäàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ â êàæäóþ òî÷êó ïîêîÿùåéñÿ æèä-
êîñòè.
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Çåìëè æèäêîñòü ïðåáûâàëà â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â ðîëè ïîâåðõíî-
ñòíûõ ñèë ìîãóò âûñòóïàòü ñèëà äàâëåíèÿ ïîðøíÿ íà æèäêîñòü,
ñèëà äàâëåíèÿ ïàðà â êîòëå, ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ íà ñâî-
áîäíóþ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè. Ñåé÷àñ ýòî íåñóùåñòâåííî, ïîýòîìó
îïðåäåëåííîñòè ðàäè âûáåðåì ïîñëåäíèé ñëó÷àé — æèäêîñòü íà-
õîäèòñÿ â ïîêîå â îòêðûòîì ñîñóäå.

Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè A è B, ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå â îä-
íîé è òîé æå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, è ìûñëåííî âûäåëèì
óçêèé æèäêèé öèëèíäð ñ îñüþ AB è îñíîâàíèÿìè ïëîùàäüþ ∆S
êàæäîå (ðèñ. 7.9, à). Íà öèëèíäð äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè, ñèëû
äàâëåíèÿ íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü è ñèëû äàâëåíèÿ íà îñíîâàíèÿ.
Ñïðîåöèðóåì ñèëû íà x-îñü (íà íàïðàâëåíèå îñè öèëèíäðà AB)
è ïðèðàâíÿåì íóëþ ñóììó ïðîåêöèé ñèë. Ó÷òåì, ÷òî ïðîåêöèè
ñèëû òÿæåñòè è ñèë äàâëåíèÿ íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà
ðàâíû íóëþ (ýòè ñèëû ïåðïåíäèêóëÿðíû ê îñè AB). Çíà÷èò, íàäî
ïðèðàâíÿòü íóëþ ñóììó ïðîåêöèé ñèë äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ
íà îñíîâàíèÿ:

pA∆S – pB∆S = 0 (1*)

(çäåñü pA è pB — äàâëåíèÿ â òî÷êàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî). Èç
(1*) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

pA = pB. (7.5)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü â û â î ä 1:

Ãîâîðÿò, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ïëîñêîñòè — ýòî ïîâåðõíîñòè
ðàâíîãî äàâëåíèÿ, èëè, ïðîùå, ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ. Ñâîáîäíàÿ

Âñå òî÷êè ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé
è òîé æå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, íàõîäÿòñÿ ïîä äàâ-
ëåíèåì.

à) á)

Ðèñ. 7.9
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ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ.
Äàâëåíèå âî âñåõ åå òî÷êàõ ðàâíî â îòêðûòîì ñîñóäå àòìîñôåðíî-
ìó äàâëåíèþ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâå òî÷êè A è B, íàõîäÿùèåñÿ â æèäêîñòè
íà îäíîé è òîé æå âåðòèêàëè, è ìûñëåííî âûäåëèì æèäêèé öè-
ëèíäð ñ îñüþ AB; äëèíó îòðåçêà AB îáîçíà÷èì ÷åðåç h (ðèñ. 7.9, á).
Ñïðîåöèðóåì íà x-îñü (íà íàïðàâëåíèå îñè AB) âñå ñèëû, äåéñò-
âóþùèå íà öèëèíäð. Ïðîåêöèè ñèë äàâëåíèÿ íà îñíîâàíèÿ öèëèíä-
ðà ïëîùàäüþ ∆S ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî pA∆S è –pB∆S, ãäå pA —
äàâëåíèå â òî÷êå A, à pB — â òî÷êå B. Ïðîåêöèÿ ñèëû òÿæåñòè
öèëèíäðà ðàâíà –mg = –ρhg∆S (m — ìàññà öèëèíäðà). Ïðèðàâ-
íÿâ íóëþ ñóììó óêàçàííûõ ïðîåêöèé, ïîëó÷èì

pA∆S – pB∆S – ρgh∆S = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

pA – pB = ρgh. (7.6)

Äàâëåíèå

p = ρgh (7.7)

íàçûâàþò ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì.
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé: òî÷êè A è B âû-

áðàíû â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè ïðîèçâîëüíî
(ðèñ. 7.10). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZA ãîðèçîíòàëüíóþ
ïëîñêîñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà A, à ÷åðåç
ZB — ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü ñ òî÷êîé B. Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îáîçíà÷èì ÷åðåç h.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü ZA ðàñïîëîæåíà
íèæå ïëîñêîñòè ZB. Îïóñòèì èç òî÷êè B ïåðïåí-
äèêóëÿð íà ïëîñêîñòü ZA è îáîçíà÷èì ÷åðåç C
òî÷êó åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ ZA. Ñîãëàñíî

(7.6), pC – pB = ρgh. Íî pC = pA (ïîñêîëüêó òî÷êè C è A íàõîäÿòñÿ
â îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè); ñëåäîâàòåëüíî, pA – pB =
= ρgh. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü â û â î ä 2, ìàòåìàòè÷åñêè
âûðàæàåìûé ôîðìóëîé (7.6):

Äàâëåíèå â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè ïëîòíîñòüþ ρ èçìåíÿåòñÿ
íà âåëè÷èíó ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ (íà âåëè÷èíó ρgh)
ïðè ïîäúåìå èëè ïîãðóæåíèè òî÷êè íàáëþäåíèÿ íà ðàññòîÿ-
íèå ïî âåðòèêàëè, ðàâíîå h. Ïðè ïîäúåìå äàâëåíèå óìåíüøà-
åòñÿ, ïðè ïîãðóæåíèè — âîçðàñòàåò.

Ðèñ. 7.10
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Íàëüåì â ñîñóä ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè è ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S æèä-
êîñòü ïëîòíîñòüþ ρ äî âûñîòû h. Ñèëó òÿæåñòè îáðàçîâàâøåãîñÿ ñòîëáà æèä-
êîñòè, ðàâíóþ âåñó ýòîãî ñòîëáà P, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

P = ρhSg = pS, (2*)

ãäå p — ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå. Èç (2*) ñëåäóåò, ÷òî p = . Òàêèì îáðàçîì,

ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå p = ρgh ìîæíî îïðåäåëèòü êàê äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå
ñèëîé äàâëåíèÿ (âåñîì) P ñòîëáà æèäêîñòè ïëîòíîñòüþ ρ, èìåþùåãî âûñîòó h.

Îáðàùåíèå ê âåðòèêàëüíîìó ñòîëáó æèäêîñòè íå äîëæíî ââî-
äèòü ÷èòàòåëÿ â çàáëóæäåíèå. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïî ãëóáèíå ñîâåðøåííî íå çàâè-
ñèò îò ôîðìû ñîñóäà. Âìåñòî ñîñóäà ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè
ìîæíî áûëî áû ñ òåì æå óñïåõîì èñïîëüçîâàòü ñîñóäû ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû, íàïðèìåð, òàêèå, êàêèå ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 7.11 (1—4).
Ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîñòè âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ èç-
ìåíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé ïî îäíîìó è òîìó æå ëèíåéíîìó çàêîíó:
p(z) = ρgz. Ðàçëè÷àòüñÿ áóäóò êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñèëû ãèä-
ðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà ñòåíêè ñîñóäîâ (ðàçëè÷èÿ äåìîíñòðè-
ðóþò ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå ñòðåëêè, êîòîðûå âåçäå ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû ê ñòåíêå ñîñóäà). Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íûìè äëÿ ñîñóäîâ
áóäóò ïîëíûå ñèëû ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà èõ ñòåíêè, à
òàêæå íà äíî. Ïîëíàÿ ñèëà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà äíî ñî-
ñóäà ïëîùàäüþ S ðàâíà

Pä = ρghS, (7.8)

à âåñ æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñóäå, ðàâåí

P = ρVg, (7.9)

ãäå V — îáúåì æèäêîñòè. Åñëè ñòåíêè ñîñóäà âåðòèêàëüíû, òî
V = hS; ïîýòîìó ïîëíàÿ ñèëà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ æèäêîñ-
òè íà äíî ñîñóäà áóäåò ðàâíà âåñó æèäêîñòè. Â ñëó÷àÿõ æå, ïî-
êàçàííûõ íà ðèñóíêå 7.11, ñèëà äàâëåíèÿ æèäêîñòè íà äíî è åå
âåñ ðàçëè÷íû. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî Pä > P äëÿ ñîñóäîâ 1 è 3,
íî Pä < P äëÿ ñîñóäîâ 2 è 4.

P
S
----

Ðèñ. 7.11
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Ðàññìîòðèì òî÷êó A íà ãëóáèíå h îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè ïëîòíîñòüþ ρ (ðèñ. 7.12). Äàâëåíèå pA â
äàííîé òî÷êå æèäêîñòè ëåãêî íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøå-
íèåì (7.6). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â íåì äàâëåíèå pB íà
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå p0 (äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå âî âñåõ òî÷êàõ ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ñèëîé äàâëåíèÿ àòìîñôåðû). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì

pA = p0 + ρgh. (7.10)

Ïðè âûâîäå ýòîãî ðàâåíñòâà (åãî èíîãäà íàçûâàþò ãèäðîñòà-
òè÷åñêîé ôîðìóëîé) ìû íå îáðàùàëèñü ê çàêîíó Ïàñêàëÿ. Îäíà-
êî ýòîò çàêîí ôàêòè÷åñêè ïðèñóòñòâóåò çäåñü. Â ýòîì íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, îáñóäèâ ñëåäóþùóþ íåõèòðóþ ñèòóàöèþ. Ìåíçóðêà âû-
ñîòîé h, íàïîëíåííàÿ äî ñàìûõ êðàåâ âîäîé, íàêðûòà ñâåðõó êó-
ñêîì ñòåêëà. Äàâëåíèå â ëþáîé òî÷êå âîäû, íàõîäÿùåéñÿ â ìåí-
çóðêå, îáóñëîâëåíî ñèëîé òÿãîòåíèÿ Çåìëè, ïîýòîìó äàâëåíèå â
ëþáîé òî÷êå íà äíå ðàâíî p = ρgh. Åñëè óáðàòü êóñîê ñòåêëà, òî
íà ïîâåðõíîñòü âîäû ñòàíåò äàâèòü àòìîñôåðà, ò. å. íà ïîâåðõíî-
ñòè âîäû âîçíèêíåò àòìîñôåðíîå äàâëåíèå p0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëîé (7.10) äàâëåíèå â ëþáîé òî÷êå äíà ìåíçóðêè îêàæåòñÿ
ðàâíûì p + p0. Èòàê, àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå äåéñò-
âèåì ïîâåðõíîñòíûõ (âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê âîäå â ìåíçóðêå)
ñèë, îêàçàëîñü ïåðåäàííûì áåç èçìåíåíèÿ â ëþáóþ òî÷êó íà äíå
ìåíçóðêè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äàâëåíèå íà äíî ìåíçóðêè âîçðîñëî
íà p0. Ýòà ïåðåäà÷à àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè âîäû
ê åå ãðàíèöå ñ äíîì ìåíçóðêè (ðàâíî êàê è â ëþáóþ èíóþ òî÷êó
âîäû â ìåíçóðêå) êàê ðàç è åñòü ïðîÿâëåíèå çàêîíà Ïàñêàëÿ.

Задача 1. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ó ïîâåðõíîñòè îçåðà ðàâíî
p0 = 780 ìì ðò. ñò. Íà êàêîé ãëóáèíå äàâëåíèå âîçðàñòåò â n =
= 1,5 ðàçà?

Ðèñ. 7.12
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Âîñïîëüçóåìñÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîé ôîðìóëîé (7.10), â êîòîðîé ïî-

ëîæèì pA = 1,5 p0. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ãëóáèíà ðàâíà h = .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p0 = 780 ìì ðò. ñò. = 104 000 Ïà è ρ = 1000 êã/ì3,

ïîëó÷àåì h = 5,31 ì.

Задача 2 (ðèñ. 7.13). Áî÷êà öèëèíäðè÷åñêîé ôîð-
ìû ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S = 7500 ñì2 è âûñîòîé
h1 = 80 ñì çàïîëíåíà äîâåðõó âîäîé è ïëîòíî íà-
êðûòà êðûøêîé. Â êðûøêó âñòàâëåíà òîíêàÿ
äëèííàÿ âåðòèêàëüíàÿ òðóáêà ïëîùàäüþ ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ s = 1 ñì2. Â òðóáêó âëèëè
êðóæêó âîäû îáúåìîì V = 400 ñì3. Íà ñêîëüêî
âîçðîñëà â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëíàÿ ñèëà äàâëå-
íèÿ âîäû íà äíî, êðûøêó è ñòåíêó áî÷êè?

Âîäà èç êðóæêè, îêàçàâøèñü âíóòðè òðóáêè,

îáðàçîâàëà ñòîëáèê âûñîòîé h2 =  = 4 ì, êîòî-

ðûé ñîçäàåò íà ïîâåðõíîñòè âîäû â áî÷êå äîïîëíèòåëüíîå àòìîñ-
ôåðíîìó äàâëåíèþ äàâëåíèå ∆p = ρgh2 = 3,92æ104 Ïà. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàêîíîì Ïàñêàëÿ, â êàæäîé òî÷êå âîäû â áî÷êå äàâëåíèå
âîçðàñòàåò íà ∆p. Èñêîìàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà äàâëåíèÿ P ðàâ-
íà P = ∆pσ, ãäå σ — ñóììà ïëîùàäåé äíà, êðûøêè è ñòåíêè áî÷êè:

σ = 2S + 2h1 ,  σ = 2,9 ì2.

Ñëåäîâàòåëüíî, P = 113 700 Í. Ýòà ñèëà â 30 000 ðàç áîëüøå âåñà
âîäû, ñîäåðæàâøåéñÿ â êðóæêå!

Задача 3. Â ñîñóä öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû äèàìåòðîì d = 30 ñì
íàëèòà íåêàÿ æèäêîñòü. Îïðåäåëèòå âûñîòó æèäêîñòè â ñîñó-
äå, ïðè êîòîðîé ïîëíàÿ ñèëà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà
äíî (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Pä) ðàâíà ïîëíîé ñèëå ãèäðîñòàòè÷å-
ñêîãî äàâëåíèÿ íà ñòåíêó (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Pñò).
Ïðåäîñòåðåæåíèå: íå ñëåäóåò ïóòàòü ñèëó ãèäðîñòàòè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ ñ ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì!

Ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå èçìåíÿåòñÿ ñ ãëóáèíîé ïî ëèíåé-
íîìó çàêîíó: p(z) = ρgz (ñì. ðèñóíîê 7.14, ãäå z-îñü íàïðàâëåíà
âåðòèêàëüíî âíèç, z = 0 íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè). Ðàçîáüåì ìûñ-
ëåííî öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñòåíêè ñîñóäà íà óçêèå ëåíòû
âûñîòîé ∆z, äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü ãèäðî-
ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â åå ïðåäåëàõ ïîñòîÿííûì. Ñèëà ãèäðîñòà-

p0

2ρg
-----------

Ðèñ. 7.13
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òè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà ëåíòó, âûäåëåííóþ íà ðèñóíêå 7.14, ðàâíà
ρgzæπd∆z. Ïîëíàÿ ñèëà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà âñþ öè-
ëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ïîêàçàííîãî
íà òîì æå ðèñóíêå çàøòðèõîâàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëü-

íî, Pñò = πdρgh2. Ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå âî âñåõ òî÷êàõ äíà

ðàâíî ρgh; ñëåäîâàòåëüíî, Pä = πd2ρgh. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è,

Pñò = Pä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì h =  = 15 ñì. 

7.1.5. Сообщающиеся сосуды

Â ï. 7.1.4, ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå è õà-
ðàêòåð ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, âñå òî÷êè ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè, íàõîäÿ-
ùèåñÿ â îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (èíà÷å ãîâîðÿ, íà îäíîì
óðîâíå), èìåþò îäèíàêîâîå äàâëåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé âûâîä ñïðà-
âåäëèâ òàêæå è äëÿ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Íà ðèñóíêå 7.15 ïîêàçàíû äâà ñî-
îáùàþùèõñÿ ñîñóäà ðàçëè÷íîé ôîðìû.
Íå ñëåäóåò ïðèäàâàòü çíà÷åíèÿ òîìó,
÷òî îáà ñîñóäà îòêðûòûå (ïîâåðõíîñòü
æèäêîñòè ñâîáîäíàÿ), ïîñêîëüêó õàðàê-
òåð ïîâåðõíîñòíûõ ñèë â äàííîì ñëó-
÷àå íå ïðèíöèïèàëåí. Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíî ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü
(ïîâåðõíîñòü Z íà ðèñóíêå) è äâå òî÷êè
A è B íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿùèå-

1
2
---

1
4
---

d
2
---

Ðèñ. 7.14

Ðèñ. 7.15



365

ñÿ â ðàçíûõ ñîñóäàõ. Äîêàæåì, ÷òî äàâëåíèÿ â òî÷êàõ A è B îäè-
íàêîâûå: pÀ = pÂ. Ïðîâåäåì ìûñëåííî ëîìàíóþ ïðÿìóþ ACDB,
öåëèêîì ëåæàùóþ âíóòðè æèäêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 è h2 ðàñ-
ñòîÿíèÿ ïî âåðòèêàëè ìåæäó A è C è ìåæäó D è B, ñîîòâåòñòâåííî
(ñì. ðèñóíîê). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pÑ è pD äàâëåíèÿ â òî÷êàõ C è D.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (7.6), çàïèøåì:

pC – pA = ρgh1;

pD – pB = ρgh2.

Âû÷òåì ïî÷ëåííî âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî; ïîëó÷èì:

(pC – pA) – (pD – pB) = ρg(h1 – h2). (1*)

Ñîãëàñíî (7.6), pC – pD = ρg(h1 – h2). Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò
â (1*), çàêëþ÷àåì, ÷òî pA – pB = 0.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñâîáîäíûå
ïîâåðõíîñòè ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè â
ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäàõ ëþáîé ôîð-
ìû íàõîäÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå.
Ïëîñêîñòü Z íà ðèñóíêå 7.16 — ãî-
ðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, pA = pB. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïî-
êàæåì, ÷òî h = h′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
K è N ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå òî÷-
êè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèä-
êîñòè â ðàçíûõ ñîñóäàõ. Äàâëåíèå â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíî àòìîñôåð-
íîìó äàâëåíèþ p0: pK = pN = p0. Ñîãëàñíî (7.6),

pA – pK = ρgh;

pB – pN = ρgh′.

Âû÷òåì ïî÷ëåííî âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî; ïîëó÷èì:

(pA – pB) – (pK – pN) = ρg(h – h′). (2*)

Òàê êàê pA – pB = 0 è pK – pN = p0 – p0 = 0, òî èç (2*) ñëåäóåò,
÷òî h – h′ = 0.

Задача 1 (ðèñ. 7.17). Ñîîáùàþùèå-
ñÿ ñîñóäû 1 è 2 èìåþò ïîïåðå÷íûå
ñå÷åíèÿ ïëîùàäüþ S1 è S2, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè â
ñîñóäàõ ρ. Ñîñóä 2 îòêðûò, à íà ïî-
âåðõíîñòè ñîñóäà 1 íàõîäèòñÿ ïîð-
øåíü ìàññîé m. Íà ñêîëüêî óðî-
âåíü ïîâåðõíîñòè â ñîñóäå 2 âûøå
óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè â ñîñóäå 1?

Ðèñ. 7.16

Ðèñ. 7.17
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Ïðîâåäåì ìûñëåííî ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü Z, ñîâïàäàþùóþ
ñ óðîâíåì ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ñîñóäå 1, è ðàññìîòðèì äàâëåíèÿ
pA è pB â òî÷êàõ A è B, íàõîäÿùèõñÿ íà ýòîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó
ïëîñêîñòü Z ãîðèçîíòàëüíàÿ, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ âûâîäîì 1 èç ï. 7.1.4,

pA = pB. (3*)

Äàâëåíèå pA îáóñëîâëåíî ñèëîé äàâëåíèÿ ïîðøíÿ, ðàâíîé mg, è
ñèëîé äàâëåíèÿ àòìîñôåðû; ñëåäîâàòåëüíî,

pA =  + p0, (4*)

ãäå p0 — àòìîñôåðíîå äàâëåíèå. Äàâëåíèå pB ñêëàäûâàåòñÿ èç àò-
ìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ p0 è ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ρgh, ãäå
h — èñêîìàÿ ðàçíîñòü óðîâíåé; ñëåäîâàòåëüíî,

pB = p0 + ρgh. (5*)

Ïîäñòàâëÿÿ (4*) è (5*) â (3*), ïîëó÷àåì:  = ρgh, îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî h = .

Задача 2 (ðèñ. 7.18). Ãðóç êàêîé
ìàññîé m ñëåäóåò ïîñòàâèòü íà ïîð-
øåíü 1, ÷òîáû óðàâíîâåñèòü àâòî-
ìîáèëü ìàññîé M = 1600 êã, íàõî-
äÿùèéñÿ íà ïîðøíå 2? Ìàññû
ïîðøíåé m1 = 5 êã è m2 = 400 êã.
Ïëîùàäè ïîðøíåé S1 = 0,5 ì2 è
S2 = 50 ì2.

Òî÷êè A è B íàõîäÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå, ïîýòîìó pA = pB. Äàâ-
ëåíèå pA îáóñëîâëåíî ñèëàìè äàâëåíèÿ ïîðøíÿ ìàññîé m1, ãðóçà ìàñ-

ñîé m è àòìîñôåðû: pA =  + p0, ãäå p0 — àòìîñôåðíîå äàâëåíèå.

Äàâëåíèå pB îáóñëîâëåíî ñèëàìè äàâëåíèÿ ïîðøíÿ 2, àâòîìîáèëÿ è

àòìîñôåðû: pB =  + p0. Òàê êàê pA = pB, òî, ñëåäîâàòåëüíî,

,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî m = (m2 + M)  – m1 = 15 êã. Èòàê, áëà-

ãîäàðÿ çàêîíó Ïàñêàëÿ ìû ìîæåì óðàâíîâåñèòü àâòîìîáèëü ãèðåé
ìàññîé âñåãî 15 êã!

mg
S1
---------

mg
S1
---------

m
S1ρ
----------

Ðèñ. 7.18

m1 m+

S1
-------------------

m2 M+

S2
-------------------

m1 m+

S1
-------------------

m2 M+

S2
-------------------

=

S1

S2
------
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Âûøå ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â îáîèõ ñîîáùàþùèõñÿ
ñîñóäàõ íàõîäèòñÿ îäíà è òà æå æèäêîñòü. Åñëè, îäíàêî, íàëèòü
â ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû ðàçíûå æèäêîñòè, íå ñìåøèâàþùèåñÿ îä-
íà ñ äðóãîé, òî äàâëåíèÿ â òî÷êàõ íà îäíîì óðîâíå, íî â ðàçíûõ
ïî ïëîòíîñòè æèäêîñòÿõ óæå íå áóäóò îäèíàêîâûìè. Â òàêèõ ñî-
ñóäàõ óðîâíè ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé áóäóò ðàçíûìè.

Задача 3 (ðèñ. 7.19). Ñíà÷àëà â
ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû âëèëè íåêî-
òîðîå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè ïëîòíî-
ñòüþ ρ1. Çàòåì â ñîñóä 2 ñ ïîïåðå÷-
íûì ñå÷åíèåì ïëîùàäüþ S äîëèëè
æèäêîñòü ïëîòíîñòüþ ρ2 îáúåìîì V
(ρ1 > ρ2). Òðåáóåòñÿ íàéòè: 1) ðàç-
íîñòü óðîâíåé ñâîáîäíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé æèäêîñòåé â ðàçíûõ ñîñóäàõ;
2) ðàçíîñòü äàâëåíèé æèäêîñòåé â ðàç-
íûõ ñîñóäàõ íà óðîâíå, íàõîäÿùåìñÿ
ïîñåðåäèíå ìåæäó ãðàíèöåé ðàçäåëà
æèäêîñòåé è óðîâíåì ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè æèäêîñòè â ñîñóäå 1.

1. Ëåãêàÿ æèäêîñòü îáðàçóåò âíóòðè ñîñóäà 2 âîäÿíîé ñòîëá

âûñîòîé h2 = . Ïðîâåäåì ìûñëåííî ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü Z,

ñîâïàäàþùóþ ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà æèäêîñòåé. Íà óðîâíå ýòîé
ïëîñêîñòè è âñþäó íèæå æèäêîñòü îäíîðîäíà (îíà èìååò ïëîò-
íîñòü ρ1); ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûâîäîì 1 èç ï. 7.1.4. è
çàêëþ÷èòü, ÷òî äàâëåíèÿ â òî÷êàõ A è B îäèíàêîâû: pA = pB. Ïî-
ñêîëüêó pA = p0 + ρ1gh1 è pB = p0 + ρ2gh2, òî, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ1gh1 = ρ2gh2, îòêóäà ïîëó÷àåì: h1 = . Èñêîìàÿ ðàçíîñòü

óðîâíåé ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàâíà

h = h2 – h1 = h2(1 – ) = .

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z′ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü, íàõîäÿùóþ-
ñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó ãðàíèöåé ðàçäåëà æèäêîñòåé è óðîâíåì ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ñîñóäå 1 è ðàññìîòðèì äàâëåíèÿ
pC è pD â òî÷êàõ C è D, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè Z′. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

pC = ρ1gh1 + p0 = ρ2gh2 + p0; (6*)

pD = ρ2g(h2 – h1) + p0 = ρ2gh2(1 – ) + p0. (7*)

Ðèñ. 7.19
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìàÿ ðàçíîñòü äàâëåíèé ðàâíà

pD – pC = ρ2gh2 1 –  = ρ2g 1 – . (8*)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äàâëåíèÿ â òî÷êàõ íà îäíîì óðîâíå â
äàííîì ñëó÷àå íå ðàâíû äðóã äðóãó. Ðàçíîñòü äàâëåíèé pD – pC
èñ÷åçàåò, åñëè â (8*) ïîëîæèòü ρ1 = ρ2. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòèòñÿ
â íóëü òàêæå ðàçíîñòü óðîâíåé ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé æèäêîñ-
òåé â ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäàõ.

7.1.6. Атмосферное давление

Çåìëÿ ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå ñîäåðæàùèéñÿ â çåìíîé àòìîñôåðå
âîçäóõ, ïîýòîìó íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè è âñå, ÷òî íà íåé íàõîäèòñÿ,
äåéñòâóåò ñèëà äàâëåíèÿ àòìîñôåðû. Îíà ñîçäàåò àòìîñôåðíîå
äàâëåíèå pO. Ñèëà äàâëåíèÿ àòìîñôåðû íà ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè ïëî-
ùàäüþ S ðàâíà, ñîãëàñíî (7.2), P = pOS. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå èç-
ìåíÿåòñÿ ñ âûñîòîé è â çàâèñèìîñòè îò ïîãîäíûõ óñëîâèé; ïðè ýòîì,
êàê ïîêàçûâàþò èçìåðåíèÿ, îíî îñòàåòñÿ âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíî-
ñòè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì 105 Ïà. Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ àò-
ìîñôåðíûì äàâëåíèåì pO = 1 àòì = 760 ìì ðò. ñò. = 101 325 Ïà,
íàçûâàåìûì íîðìàëüíûì àòìîñôåðíûì äàâëåíèåì.

Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî íà êðûøó äîìà, èìåþùóþ ïëîùàäü,
ñêàæåì, S = 100 ì2, àòìîñôåðà äàâèò ñ ñèëîé, ðàâíîé pOS = 107 Í,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåñó òåëà ìàññîé 106 êã = 1000 ò. Îäíàêî êðûøà
äîìà íå ïðîâàëèâàåòñÿ. Ïëîùàäü ñïèíû çàãîðàþùåãî íà ïëÿæå
÷åëîâåêà çàâåäîìî áîëüøå 0,2 ì2; ñëåäîâàòåëüíî, àòìîñôåðà äàâèò
íà ñïèíó ÷åëîâåêà ñ ñèëîé áîëüøå, ÷åì 2æ104 Í, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
«êàìåøêó» ìàññîé 2000 êã. Îäíàêî ÷åëîâåê âîîáùå íå îùóùàåò
êàêîãî-ëèáî äàâëåíèÿ.

Ïî÷åìó æå ìû íå îùóùàåì àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ìûñëåííî
ïðîâåäåì ïðîñòîé îïûò. Âîçüìåì áàíêó,
èìåþùóþ áîêîâóþ òðóáêó, ñîåäèíÿþùóþ
áàíêó ñ íàñîñîì; çàòÿíåì ãîðëîâèíó áàíêè
òîíêîé ðåçèíîâîé ïëåíêîé (ðèñ. 7.20). Ñíàðó-
æè íà áàíêó äåéñòâóåò ñèëà äàâëåíèÿ àòìîñ-
ôåðû, èçìåðÿåìàÿ ñîòíÿìè íüþòîíîâ, íî
ïëåíêà íèñêîëüêî íå ïðîãèáàåòñÿ ïî òîé ïðè-
÷èíå, ÷òî âíóòðè áàíêè âîçäóõ ñæàò äî òà-
êîé æå ñòåïåíè, ÷òî è ñíàðóæè. Ñèëû äàâ-
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2
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ëåíèÿ âîçäóõà íà ïëåíêó ñíàðóæè è èçíóòðè áàíêè âçàèìíî óðàâ-
íîâåøèâàþòñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî ïëåíêà îñòàåòñÿ íåèçîãíóòîé, êàê
åñëè áû íà íåå íå äåéñòâîâàëè íèêàêèå ñèëû.

Ñêåïòè÷åñêè íàñòðîåííûé ÷èòàòåëü ìîæåò â òàêîé ñèòóàöèè
âîîáùå óñîìíèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ. Îä-
íàêî ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò. Åñëè îòêà÷àòü
íàñîñîì ÷àñòü âîçäóõà èç áàíêè, óìåíüøèâ òåì ñàìûì ñòåïåíü
ñæàòèÿ âîçäóõà âíóòðè áàíêè, òî ïëåíêà ïðîãíåòñÿ, äåìîíñòðèðóÿ
ñóùåñòâîâàíèå àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ. Íàðóæíîå àòìîñôåðíîå
äàâëåíèå îáíàðóæèâàåòñÿ òîãäà, êîãäà îíî íå êîìïåíñèðóåòñÿ
äàâëåíèåì èçíóòðè. Ìû íå îùóùàåì àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó íàøè òêàíè, ñîñóäû, ïîëîñòè ïîäâåðãàþòñÿ êàê íàðóæíî-
ìó äàâëåíèþ àòìîñôåðû, òàê è äàâëåíèþ èçíóòðè. Êàæäàÿ êëåòêà
îðãàíèçìà ñîäåðæèò ãàçû è æèäêîñòè, ñæàòûå äî äàâëåíèÿ, ðàâ-
íîãî àòìîñôåðíîìó. Óðàâíîâåøèâàíèå âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë
äàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò íå òîëüêî â âîçäóõå, íî è â âîäå. Êîãäà ïîä-
íèìàþò íà ïîâåðõíîñòü ìîðÿ ãëóáîêîâîäíóþ ðûáó, òî îáíàðóæè-
âàþò, ÷òî åå âíóòðåííèå ïîëîñòè îêàçûâàþòñÿ ðàçîðâàííûìè èç-
íóòðè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü íåêîððåêòíîñòü óïîòðåáëÿåìîé èíîãäà ôðàçû
«íà íàñ äàâèò ñòîëá àòìîñôåðíîãî âîçäóõà ñ òàêîé-òî ñèëîé». Òàêàÿ
ôðàçà ïðîèçíîñèòñÿ ïî àññîöèàöèè ñ ñèëîé äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé
ñî ñòîðîíû òâåðäîãî òåëà; îíà äåéñòâóåò òîëüêî íà òåëà, ðàñïîëî-
æåííûå íèæå, è íå äåéñòâóåò íà òåëà ñáîêó èëè, òåì áîëåå, ñâåðõó
îò äàííîãî òåëà. Èíîå äåëî äàâëåíèå æèäêîñòè èëè ãàçà. Íàïîìíèì
çàêîí Ïàñêàëÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó äàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ íå òîëüêî
â òî÷êè íà äíå ñîñóäà, íî òàêæå â òî÷êè íà ñòåíêàõ è êðûøêå. Ñèëà
ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, êàê è ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ,
äåéñòâóåò ïåðïåíäèêóëÿðíî ê êàê óãîäíî îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõ-
íîñòè òåëà â æèäêîñòè èëè ãàçå è îêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîé â ëþ-
áóþ ñòîðîíó. Ìîæíî ëè ãîâîðèòü î «ñòîëáå àòìîñôåðíîãî âîçäóõà»,
êîòîðûé äàâèò íà ñòåíêè êîìíàòû èëè íà ïîòîëîê?

Òîò ôàêò, ÷òî ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëå-
íèÿ ìîæåò äåéñòâîâàòü íà òåëî ñíèçó, ïðîäå-
ìîíñòðèðóåì íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì îïûòå.
Âîçüìåì ñòåêëÿííóþ òðóáêó è îäèí èç åå êîí-
öîâ ïëîòíî çàêðîåì ïðîáêîé. Ïîãðóçèì òðóá-
êó â âîäó. Ïîñëå òîãî êàê òðóáêà ïîëíîñòüþ
çàïîëíèòñÿ âîäîé, ïðèëîæèì ê åå îòêðûòîìó
êîíöó êóñîê ñòåêëà è âûíåì òðóáêó èç âîäû
êîíöîì ñ ïðîáêîé ââåðõ. Òåïåðü ìû ìîæåì
óáðàòü ðóêó, ïðèæèìàþùóþ êóñîê ñòåêëà ê
òðóáêå. Ìû óâèäèì, ÷òî ñòåêëî íå ïàäàåò, âî-
äà èç òðóáêè íå âûëèâàåòñÿ (ðèñ. 7.21). Äåëî Ðèñ. 7.21
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â òîì, ÷òî ñíèçó íà ñòåêëî äàâèò ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ,
êîòîðàÿ áîëüøå, ÷åì ñóììà ñèë òÿæåñòè ñòåêëà è âîäû, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â òðóáêå. Íî êàê òîëüêî ìû âûíåì èç òðóáêè ïðîáêó, ñòåê-
ëî óïàäåò è âîäà èç òðóáêè âûëüåòñÿ, ïîòîìó ÷òî â îòñóòñòâèå
ïðîáêè âîçíèêàåò àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòü âîäû â
âåðõíåì êîíöå òðóáêè, êîòîðîå ïåðåäàåòñÿ, ïî çàêîíó Ïàñêàëÿ,
íà êóñîê ñòåêëà. Òåïåðü íà ñòåêëî äåéñòâóþò â íàïðàâëåíèè âåð-
òèêàëüíî âíèç ñèëû àòìîñôåðíîãî è ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ
(ïëþñ ñèëà òÿæåñòè êóñêà ñòåêëà), òîãäà êàê â íàïðàâëåíèè
ââåðõ äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ. Ïîíÿòíî,
ïî÷åìó ñòåêëî ïàäàåò âíèç.

Çàìåòèì, ÷òî ãîâîðèòü î «ñòîë-
áå àòìîñôåðíîãî âîçäóõà» íåêîð-
ðåêòíî åùå è ïîòîìó, ÷òî íå ñó-
ùåñòâóåò ñàìîãî ñòîëáà êàê òà-
êîâîãî. Âåäü ó àòìîñôåðû íåò
îïðåäåëåííîé âûñîòû: åå ïëîò-
íîñòü ñ âûñîòîé ïîñòåïåííî óìåíü-
øàåòñÿ è ïðèáëèæàåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè ê íóëþ. Ñòîëü æå ïîñòå-
ïåííî óìåíüøàåòñÿ ñ âûñîòîé è
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå — ñì. ãðà-
ôèê íà ðèñóíêå 7.22, ãäå p — àò-
ìîñôåðíîå äàâëåíèå íà âûñîòå H
îò óðîâíÿ ìîðÿ.

Примечание

Математически зависимость p(H), график которой дан на рисунке 7.22,

описывают с помощью показательной функции, основанием которой являет�

ся число e = 2,71828 (основание натуральных логарифмов):

p = p
0
e , (7.11)

где p
0
 и ρ

0
 — соответственно атмосферное давление и плотность воздуха

при H = 0 (на уровне моря). Формулу (7.11) называют барометрической фор�

мулой.

Êàê èçìåðÿþò àòìîñôåðíîå äàâëåíèå?

Äëÿ ýòîãî íà ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ñòàíöèÿõ ïðèìåíÿþò
ðòóòíûå áàðîìåòðû, òàê êàê îíè îáëàäàþò íàèáîëüøåé òî÷íî-
ñòüþ. Ïðèíöèï äåéñòâèÿ ðòóòíîãî áàðîìåòðà ïîÿñíÿåò ðèñóíîê 7.23.
Çàïàÿííóþ ñ îäíîãî êîíöà ñòåêëÿííóþ òðóáêó äëèíîé îêîëî ìåòðà

Ðèñ. 7.22

ρ−
0
g
H

p
0

������

?
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íàïîëíÿþò ðòóòüþ è çàòåì îïóñêàþò îò-
êðûòûì êîíöîì â êþâåòó ñ ðòóòüþ, îðè-
åíòèðóÿ òðóáêó âåðòèêàëüíî. Ïðè ýòîì
íåêîòîðàÿ ÷àñòü ðòóòè ïåðåéäåò îáðàòíî
â êþâåòó. Â òðóáêå îñòàíåòñÿ ðòóòíûé
ñòîëáèê, âûñîòó êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç h. Äàâëåíèå âî âñåõ òî÷êàõ ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîâåðõíîñòè Z îäèíàêîâî; çíà÷èò,
pA = pB, ãäå pA è pB — äàâëåíèÿ â òî÷-
êàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Äàâëåíèå pA —
ýòî ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå ρðògh,
ãäå ρðò — ïëîòíîñòü ðòóòè. Äàâëåíèå pB ðàâíî àòìîñôåðíîìó äàâ-
ëåíèþ p. Òàê êàê pA = pB, òî, ñëåäîâàòåëüíî,

p = ρðògh. (7.12)

Èçìåðèâ âûñîòó h ñòîëáèêà ðòóòè â òðóáêå, ìû íàéäåì àòìîñôåð-
íîå äàâëåíèå â òîì ìåñòå, ãäå íàõîäèòñÿ áàðîìåòð. Âîò ïî÷åìó â
êà÷åñòâå îäíîé èç åäèíèö àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ (è äàâëåíèÿ âî-
îáùå) âçÿò ìèëëèìåòð ðòóòíîãî ñòîëáà.

Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå èçìåðÿþò òàêæå ìåìáðàííûì ìàíî-
ìåòðîì, ïîäîáíûì òîìó, ÷òî áûë ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 7.6 (òå-
ïåðü èç êîðîáêè 1 îòêà÷àíà ÷àñòü âîçäóõà). Òàêèå ìàíîìåòðû íà-
çûâàþò áàðîìåòðàìè-àíåðîèäàìè. Èõ ãðàäóèðóþò è âûâåðÿþò ïî
ðòóòíîìó áàðîìåòðó. Îíè ìåíåå òî÷íû, çàòî áîëåå óäîáíû â îáðà-
ùåíèè, ïîñêîëüêó íå ñîäåðæàò æèäêîé ðòóòè. Àíåðîèä ìîæåò
áûòü ãðàäóèðîâàí íåïîñðåäñòâåííî íà âûñîòó. Òàêèå àíåðîèäû
íàçûâàþò àëüòèìåòðàìè; îíè èñïîëüçóþòñÿ â àâèàëàéíåðàõ è
ïîçâîëÿþò ïèëîòó êîíòðîëèðîâàòü âûñîòó ïîëåòà.

Задача 1 (ðèñ. 7.24). Ðàçâåòâëåííàÿ òðóáêà, ïðèñîåäèíåííàÿ ê
âñàñûâàþùåìó íàñîñó, ïîãðóæåíà ñâîèìè îòðîñòêàìè â ñîñó-

Ðèñ. 7.23

Ðèñ. 7.24
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äû ñ ðàçíûìè æèäêîñòÿìè: âîäîé (îòðîñòîê 1), ðòóòüþ (îòðîñ-
òîê 2), êåðîñèíîì (îòðîñòîê 3). Âûñîòà ñòîëáà âîäû hâ = 68 ñì,
ðòóòè hðò = 5 ñì, êåðîñèíà hê = 84 ñì. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
ïëîòíîñòü ðòóòè è êåðîñèíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 äàâëåíèå âîçäóõà â îòðîñòêàõ, à ÷åðåç ρâ,
ρðò, ρê — ïëîòíîñòè âîäû, ðòóòè è êåðîñèíà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
ñêîëüêó

ρâghâ = p0– p1,  ρðòghðò = p0 – p1,  ρêghê = p0 – p1,

ãäå p0 — àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, ñëåäîâàòåëüíî,

ρâhâ = ρðòhðò = ρêhê. (7.13)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ρâ = 103 êã/ì3, íàõîäèì: ρðò =  = 13,6æ103 êã/ì3,

ρê =  = 0,81æ103 êã/ì3.

Задача 2. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü ìàññó çåìíîé àòìîñôåðû, ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî àòìîñôåðíîå äàâëåíèå âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàâíî
p0 = 105 Ïà, à ðàäèóñ Çåìëè ðàâåí RÇ = 6,37æ106  ì.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïî÷òè âñÿ ìàññà çåìíîé àòìîñôåðû ñî-
ñðåäîòî÷åíà â ïðåäåëàõ ñòðàòîñôåðû, ò. å. â ñëîå âûñîòîé äî
50 êì. Ñîãëàñíî (6.15, à), íà ýòîé âûñîòå óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ óìåíüøàåòñÿ âñåãî ëèøü íà 1,5% ïî ñðàâíåíèþ ñ óñêî-
ðåíèåì íà óðîâíå ìîðÿ g0 = 9,8 ì/ñ2. Ïîýòîìó ìû âïðàâå ïîëà-
ãàòü, ÷òî âåçäå â ñòðàòîñôåðå óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ðàâíî g0.

Åñëè àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè ðàâíî p0, òî
ìîäóëü ñèëû äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà âñþ ïîâåðõíîñòü çåìíîãî
øàðà, ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì 4πRÇ

2p0. Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà, î÷å-
âèäíî, äåéñòâóþùåé íà àòìîñôåðó ñèëå òÿæåñòè mg0; ñëåäîâàòåëü-

íî, 4πRÇ
2p0 = mg0, ãäå m — ìàññà ñòðàòîñôåðû, ò. å. ïðàêòè÷åñêè

âñåé àòìîñôåðû. Èòàê,

m = 4π ;  m = 5,2æ1018 êã. (7.14)

Ìàññà àòìîñôåðû Çåìëè â ìèëëèîí ðàç ìåíüøå ìàññû çåìíîãî
øàðà.

ρâhâ

hðò
------------

ρâhâ

hê
------------

RÇ
2 p0

g0
------
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7.2. ÂÛÒÀËÊÈÂÀÞÙÀß ÑÈËÀ È ÏËÀÂÀÍÈÅ ÒÅË

7.2.1. Закон Архимеда

Âåðíåìñÿ ê ðèñóíêó 7.3, â, ãäå èçîáðàæåí æèäêèé øàð,
èçúÿòûé ìûñëåííî èç íàõîäÿùåéñÿ â ñîñóäå æèäêîñòè. Áóäó÷è
÷àñòüþ òîé æèäêîñòè, øàð èñïûòûâàë äåéñòâèå ñèë äàâëåíèÿ ñî
ñòîðîíû ñâîåãî îêðóæåíèÿ. Íåñêîëüêî ÷àñòè÷íûõ ñèë äàâëåíèÿ,
äåéñòâóþùèõ íà øàð, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 7.3, â â âèäå ñòðåëîê

(ñèëû ∆ 1, ∆ 2, ...). Îáîçíà÷èì ÷åðåç âûò ðàâíîäåéñòâóþùóþ
âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñèë äàâëåíèÿ. ×òîáû óñòàíîâèòü ìîäóëü, íà-
ïðàâëåíèå è òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ýòîé ñèëû, âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî øàð íàõîäèëñÿ âíóòðè æèäêîñòè â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ñèëà âûò äîëæíà áûòü óðàâíîâåøåíà ñèëîé òÿ-

æåñòè m  øàðà:

âûò + m  = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà âûò ðàâíà ïî ìîäóëþ ñèëå òÿæåñòè
æèäêîãî øàðà, íàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó (âåðòè-

êàëüíî ââåðõ) è ïðèëîæåíà â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ñèëà m , ò. å. â
öåíòðå òÿæåñòè øàðà.

Òåïåðü ìûñëåííî çàìåíèì æèäêèé øàð âíóòðè îñòàëüíîé æèä-
êîñòè òâåðäûì øàðîì òàêîãî æå ðàçìåðà. Îáîçíà÷èì åãî ìàññó
÷åðåç M. Ê ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî øàðà áóäóò ïðèëîæåíû, êðîìå

åãî ñèëû òÿæåñòè M , òå æå ñàìûå ñèëû äàâëåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå
ñ æèäêèì øàðîì; èõ âåêòîðíàÿ ñóììà åñòü óæå çíàêîìàÿ íàì ñè-

ëà âûò, ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ è àíòèïàðàëëåëüíàÿ ñèëå òÿæåñòè
æèäêîñòè, âûòåñíåííîé òâåðäûì øàðîì. Çàìåòèì, ÷òî ìîäóëè ñèë

âûò è M , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíû äðóã äðóãó. Áóäó÷è íàïðàâ-

ëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, ñèëà âûò ñòðåìèòñÿ âûòîëêíóòü òâåðäûé
øàð èç æèäêîñòè, ïîýòîìó åå íàçûâàþò âûòàëêèâàþùåé ñèëîé.

Ìîæíî ïîãðóçèòü â æèäêîñòü, âìåñòî òâåðäîãî øàðà, òâåðäîå
òåëî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Íåçàâèñèìî îò ôîðìû òåëà, íà íåãî
áóäåò äåéñòâîâàòü, êðîìå ñîáñòâåííîé ñèëû òÿæåñòè, âûòàëêèâàþ-
ùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ ñèëå òÿæåñòè æèäêîñòè â îáúåìå,
çàíèìàåìîì òåëîì. Îíà íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ è ïðèëî-
æåíà â öåíòðå òÿæåñòè óêàçàííîãî îáúåìà æèäêîñòè — òàê íàçû-
âàåìîì öåíòðå äàâëåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå öåíòð äàâëåíèÿ íå ñîâ-
ïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè òåëà.

N
º
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º

F
º

F
º

gº

F
º

gº

F
º

gº

gº

F
º

F
º

gº

F
º
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Èòàê, ïîñðåäñòâîì äîâîëüíî èçÿùíûõ ðàññóæäåíèé ìû ïðè-
øëè ê ôèçè÷åñêîìó çàêîíó, êîòîðûé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
íà ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü òåëî äåéñòâóåò íàïðàâëåííàÿ
ââåðõ âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ ñèëå òÿæåñòè
æèäêîñòè â îáúåìå, çàíèìàåìîì òåëîì, è ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå
äàâëåíèÿ (öåíòðå òÿæåñòè îáúåìà æèäêîñòè, çàíÿòîãî òå-
ëîì). Ýòîò çàêîí íàçûâàþò çàêîíîì Àðõèìåäà (â ÷åñòü åãî ïåð-
âîîòêðûâàòåëÿ), à âûòàëêèâàþùóþ ñèëó — àðõèìåäîâîé ñèëîé.
Îíà äåéñòâóåò íå òîëüêî â æèäêîñòÿõ, íî è â ãàçàõ. Âûòàëêèâàþ-
ùàÿ ñèëà îáóñëîâëåíà ñèëàìè äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû ñæàòîé æèä-
êîé èëè ãàçîîáðàçíîé ñðåäû; ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîåé ïðèðîäå ýòî
ñèëà óïðóãîñòè.

Â îáùåïðèíÿòîé ôîðìóëèðîâêå çàêîíà Àðõèìåäà âìåñòî
«ñèëû òÿæåñòè æèäêîñòè (ãàçà)» èñïîëüçóåòñÿ «âåñ æèäêîñòè
(ãàçà)»:

Êîãäà çàêîí Àðõèìåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñ-
òåìå îòñ÷åòà, «âåñ æèäêîñòè» ðàâåí «ñèëå òÿæåñòè æèäêîñòè». Îä-
íàêî, ñòðîãî ãîâîðÿ, â çàêîíå Àðõèìåäà äîëæåí ôèãóðèðîâàòü
èìåííî âåñ æèäêîñòè (ãàçà). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âåðíåìñÿ ê
îáñóæäåíèþ «æèäêîãî øàðà» âíóòðè æèäêîñòè è ïðåäñòàâèì ñåáå,

÷òî ñîñóä ñ æèäêîñòüþ äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì , íàïðàâëåííûì,
íàïðèìåð, âåðòèêàëüíî âíèç. ×òîáû òåïåðü ìîæíî áûëî ïðîäîë-
æàòü ïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà è, â ÷àñòíîñòè, óñëî-
âèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ æèäêîãî øàðà, íàäî äîáàâèòü ê äåéñòâóþ-

ùèì íà øàð ñèëàì ñèëó èíåðöèè, ðàâíóþ –m , ãäå m — ìàññà

øàðà, ò. å. ðàññìàòðèâàòü, âìåñòî ñèëû m , ñèëó m(  – ) (íà-
ïîìíèì ðàññóæäåíèÿ â § 2.5). Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíèòñÿ è âûòàë-

êèâàþùàÿ ñèëà, óðàâíîâåøèâàþùàÿ òåïåðü íå ñèëó m , à ñèëó

m(  – ) (â äàííîì ñëó÷àå âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà óìåíüøèòñÿ —
åå ìîäóëü áóäåò ðàâåí m(g – a)). Çíà÷èò, âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà
çàâèñèò îò óñêîðåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà è, ñëåäîâàòåëüíî, â çà-
êîíå Àðõèìåäà âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ íå ñèëîé òÿ-
æåñòè, à èìåííî âåñîì âûòåñíåííîé æèäêîñòè (èëè ãàçà). Â ÷àñò-

íîñòè, êîãäà  = , âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà îòñóòñòâóåò; â êîñìè÷å-
ñêîì êîðàáëå, ïðåáûâàþùåì â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè (ò. å. ïðè
âûêëþ÷åííûõ äâèãàòåëÿõ), çàêîí Àðõèìåäà íå äåéñòâóåò.

Íà ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü (ãàç) òåëî äåéñòâóåò âûòàë-
êèâàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ âåñó æèäêîñòè (ãàçà) â
îáúåìå, çàíèìàåìîì òåëîì, è ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå äàâëå-
íèÿ.

aº

aº

gº gº aº

gº

gº aº

aº gº
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Ïðîâåäåì ìûñëåííî ñëåäóþùèé îïûò
(ðèñ. 7.25): ïóñòîå âåäåðêî 1 («âåäåðêî Àð-
õèìåäà») è ñïëîøíîé öèëèíäð 2, îáúåì
êîòîðîãî ðàâåí âìåñòèìîñòè âåäåðêà, ïîä-
âåøåíû ê äèíàìîìåòðó. Åñëè ïîäñòàâèòü
ñîñóä ñ âîäîé è ïîãðóçèòü öèëèíäð â âîäó,
ðàñòÿæåíèå äèíàìîìåòðà óìåíüøèòñÿ. Íî
åñëè çàòåì íàïîëíèòü âåäåðêî âîäîé, òî
äèíàìîìåòð ðàñòÿíåòñÿ äî ïðåæíåé äëè-
íû. Ìû óáåæäàåìñÿ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ïîòåðÿ â âåñå öèëèíäðà ïðè åãî ïîãðóæå-
íèè â âîäó ðàâíà âåñó âîäû â îáúåìå öèëèíäðà. Ïîýòîìó çàêîí
Àðõèìåäà ôîðìóëèðóþò èíîãäà òàê:

Задача (ðèñ. 7.26, à). Øàð ïëîò-
íîñòüþ ρ1 = 2æ103 êã/ì3 è ðàäè-
óñîì R = 28 ñì èìååò âíóòðè ñåáÿ

ñôåðè÷åñêóþ ïîëîñòü ðàäèóñîì ,

öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñÿ íà ðàñ-

ñòîÿíèè  îò öåíòðà øàðà. Øàð

ïîãðóçèëè â æèäêîñòü. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ïëîòíîñòü æèäêîñòè, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî âûòàëêèâàþùàÿ ñè-
ëà â äâà ðàçà áîëüøå ñèëû òÿ-
æåñòè øàðà. Îïðåäåëèòü ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó öåíòðîì äàâëåíèÿ è
öåíòðîì òÿæåñòè øàðà.

Ñèëà òÿæåñòè øàðà ðàâíà π R3 – ρ1g = πR3ρ1g. Âû-

òàëêèâàþùàÿ ñèëà ðàâíà πR3ρ2g , ãäå ρ2 — èñêîìàÿ ïëîòíîñòü

æèäêîñòè. Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è, πR3ρ2g = 2æ πR3ρ1g . Ñëå-

äîâàòåëüíî, ρ2 =  = 3,5æ103 êã/ì3.

Òåëî, ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü (ãàç), òåðÿåò â ñâîåì âå-
ñå ñòîëüêî, ñêîëüêî âåñèò âûòåñíåííàÿ èì æèäêîñòü
(ãàç).

Ðèñ. 7.25

Ðèñ. 7.26

à)

á)

R
2
----

R
4
----

4
3
---

 ⎝
⎛ R3

8
-------⎠

⎞ 7
6
---

4
3
---

4
3
---

7
6
---

7ρ1

4
---------
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Öåíòð òÿæåñòè A øàðà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè l îò öåíòðà
äàâëåíèÿ O (ðèñóíîê 7.26, á). Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì ìîìåí-

òîâ (3.12), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä: lR3 = l + ,

íàõîäèì l =  = 1 ñì.

7.2.2. Гидростатическое взвешивание

Ïîñòàâèì âîïðîñ: êàê íàéòè ïëîòíîñòü îäíîðîäíîãî òåëà
ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, íå èçìåðÿÿ åãî îáúåìà? Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ïîñðåäñòâîì òàê íàçûâàåìîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî âçâåøèâàíèÿ.
Íàäî âçâåñèòü òåëî äâàæäû — â âîçäóõå è ïðè ïîãðóæåíèè â æèä-
êîñòü, ïëîòíîñòü ρ0 êîòîðîé èçâåñòíà. Âîñïîëüçóåìñÿ îäíîé èç
ôîðìóëèðîâîê çàêîíà Àðõèìåäà, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìà-
òåìàòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì:

P – P1 = ρ0gV (7.15)

(ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü òåëî òåðÿåò â ñâîåì âåñå ñòîëüêî, ñêîëü-
êî âåñèò âûòåñíåííàÿ èì æèäêîñòü). Çäåñü P — âåñ òåëà â âîçäóõå,
P1 — âåñ òîãî æå òåëà, ïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü ïëîòíîñòüþ ρ0,

V — îáúåì òåëà. Òàê êàê gV = , ãäå ρ — èñêîìàÿ ïëîòíîñòü

òåëà, òî ñîîòíîøåíèå (7.15) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå P – P1 =

= ρ0 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ρ = ρ0 . (7.16)

Êàê âèäèì, îáúåì òåëà íàì íå ïîíàäîáèëñÿ. Òåëî ìîæåò áûòü ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìû. Âàæíî ëèøü, ÷òîáû îíî òîíóëî è íå ðàñòâîðÿ-
ëîñü â æèäêîñòè. Åñëè òåëî íåîäíîðîäíîå, ðåçóëüòàò (7.16) îïðå-
äåëÿåò ñðåäíþþ ïëîòíîñòü òåëà.

Ïîñðåäñòâîì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî âçâåøèâàíèÿ ìîæíî òàêæå
íàéòè ïëîòíîñòü íåèçâåñòíîé æèäêîñòè. Äëÿ ýòîãî íàäî âçâå-
ñèòü ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå òåëî òðèæäû — â âîçäóõå (âåñ òåëà
îáîçíà÷èì ÷åðåç P), â æèäêîñòè ñ èçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ1 (âåñ
òåëà P1) è â íåèçâåñòíîé æèäêîñòè (âåñ òåëà P2). Ïðèìåíèâ çàêîí
Àðõèìåäà (7.15) ê òîé è äðóãîé æèäêîñòÿì, çàïèøåì:

ρ1gV = P – P1; (1*)

ρ2gV = P – P2; (2*)

 ⎝
⎛ R

4
----⎠
⎞ R3

8
-------

R
28
------

P
ρ
----

P
ρ
----

P
P P1−
-----------------
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Çäåñü ρ2 — èñêîìàÿ ïëîòíîñòü íåèçâåñòíîé æèäêîñòè, V — îáúåì

òåëà. Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî (2*) íà (1*), ïîëó÷èì , îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî

ρ2 = ρ1 . (7.17)

Îáðàòèì âíèìàíèå: çíàòü îáúåì è ïëîòíîñòü òåëà, êîòî-
ðîå òðèæäû âçâåøèâàëè, íå òðåáóåòñÿ. Òåëî ìîæåò èìåòü

ëþáóþ ôîðìó. Îíî íå äîëæíî òîíóòü è ðàñòâîðÿòüñÿ â êàæäîé èç
èñïîëüçóåìûõ æèäêîñòåé.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî Àðõèìåä îòêðûë çàêîí, íàçâàííûé âïîñ-
ëåäñòâèè åãî èìåíåì, ðàçìûøëÿÿ íàä ïðîáëåìîé: êàê óçíàòü, ñäå-
ëàíà ëè äàííàÿ êîðîíà èç ÷èñòîãî çîëîòà èëè æå èç ñïëàâà çîëîòà
ñ ìåäüþ? Ó÷åíûé ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî äëÿ ýòîãî íàäî èçìåðèòü
óìåíüøåíèå âåñà êîðîíû ïðè ïîãðóæåíèè åå â âîäó. Ôàêòè÷åñêè
Àðõèìåä ðåøèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Задача 1. Âûÿñíèòü, èç ÷èñòîãî ëè çîëîòà ñäåëàíà êîðîíà,
âåñ êîòîðîé â âîçäóõå ðàâåí P = 12,1 Í, à â âîäå ðàâåí
P1 = 11,3 Í. Åñëè âûÿñíèòñÿ, ÷òî êîðîíà ñäåëàíà íå èç ÷èñ-
òîãî çîëîòà, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ïðîöåíòîâ çîëîòà
ñîäåðæèòñÿ â íåé, ïîëàãàÿ, ÷òî îíà ñäåëàíà èç ñïëàâà çîëî-
òà è ìåäè. Ïëîòíîñòü çîëîòà ρ1 = 19 320 êã/ì3, ïëîòíîñòü

ìåäè ρ2 = 8 920 êã/ì3.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü âîäû ðàâíà ρ = 1000 êã/ì3, ïîëó÷àåì

èç (7.16): ρ =  = 15 125 êã/ì3. Òàê êàê ρ < ρ1, òî ÿñíî, ÷òî

êîðîíà ñäåëàíà íå èç ÷èñòîãî çîëîòà.
Ïîëàãàÿ, ÷òî êîðîíà ñäåëàíà èç ñïëàâà çîëîòà è ìåäè, íàéäåì

ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå çîëîòà â íåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m1 è V1

ìàññó è îáúåì êóñêà çîëîòà, èñïîëüçîâàííîãî ïðè èçãîòîâëåíèè
êîðîíû, à ÷åðåç m2 è V2 ñîîòâåòñòâåííî ìàññó è îáúåì êóñêà ìåäè.
Ïëîòíîñòü ρ êîðîíû ðàâíà

ρ = 

(m = m1 + m2 — ìàññà êîðîíû).

ρ2

ρ1
-----

P P2−

P P1−
-----------------

=

P P2−

P P1−
-----------------

!

ρP
P P1−
-----------------

m1 m2+

V1 V2+
---------------------

m1 m2+

m1

ρ1
-------

m2

ρ2
-------

+

----------------------

m
m1

ρ1
-------

m m1−

ρ2
-------------------

+

---------------------------------
= =
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Èòàê, ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå ρ = , êîòîðîå ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü â âèäå:

,

èëè

m  = m1 . (3*)

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé ρ, ρ1, ρ2, ïîëó÷èì èç (3*):

0,41 m = 0,54 m1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî  = 0,76. Ìû âûÿñíèëè, ÷òî êîðîíà ñîñòîèò

íà 76% èç çîëîòà è íà 24% èç ìåäè.

Задача 2. Òåëî èç ìåäè ñ âíóòðåííåé ïëîòíîñòüþ âåñèò â âîç-
äóõå P = 2,59 Í, à â âîäå P1 = 2,17 Í. Îïðåäåëèòü îáúåìû
òåëà è âíóòðåííåé ïîëîñòè. Ïëîòíîñòü ìåäè ρì = 8,92æ103 êã/ì3.

Îáúåì V òåëà íàéäåì èç çàêîíà Àðõèìåäà (7.15), ãäå ρ0 —

ïëîòíîñòü âîäû: V =  = 43 ñì3.

Íàéäåì îáúåì V′ âíóòðåííåé ïîëîñòè. Âåñ òåëà â âîçäóõå
ïðåäñòàâèì â âèäå:

P = (V – V′)ρìg. (4*)

Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî (4*) íà (7.15), ïîëó÷èì:

. (7.18)

Åñëè V′ = 0 (âíóòðåííÿÿ ïîëîñòü îòñóòñòâóåò), ñîîòíîøåíèå (7.18)
ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â (7.16). Âïðî÷åì, ñîîò-
íîøåíèå (7.18) ñåé÷àñ íàì íå ïîíàäîáèòñÿ. Ïîñòóïèì ïðîùå: ïå-
ðåïèøåì (4*) â âèäå P + V′ρìg = Vρìg è ðàçäåëèì ýòî ðàâåíñòâî

ïî÷ëåííî íà (7.15); ïîëó÷èì .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

V′ = ; V′ = 13 ñì3. 

m
m1

ρ1
-------

m m1−

ρ2
-------------------

+

---------------------------------

m1

ρ1
-------

m m1−

ρ2
-------------------

+
m
ρ
-----

=

ρ ρ2−

ρ
---------------

ρ1 ρ2−

ρ1
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m
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P P1−
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P
P P1−
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7.2.3. Условия плавания тел

Åñëè äåéñòâóþùàÿ íà òåëî â äàííîé æèäêîñòè âûòàëêèâàþ-
ùàÿ ñèëà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ñèëû òÿæåñòè òåëà, òî îíî òîíåò.
Åñëè æå âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà áîëüøå ñèëû òÿæåñòè òåëà, òî îíî
âñïëûâàåò. ×òîáû òåëî ïëàâàëî íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, åãî
ñèëà òÿæåñòè äîëæíà áûòü óðàâíîâåøåíà âûòàëêèâàþùåé ñè-
ëîé. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ óñëîâèå ïëàâàíèÿ òåë. Äëÿ ñïëîøíîãî
îäíîðîäíîãî òåëà ïëîòíîñòüþ ρ è îáúåìîì V ýòî óñëîâèå ìîæíî
âûðàçèòü ìàòåìàòè÷åñêè ïðîñòîé ôîðìóëîé:

ρVg = ρ1V1g, (7.19)

ãäå ρ1 — ïëîòíîñòü æèäêîñòè, V1 — òà ÷àñòü îáúåìà òåëà, êîòîðàÿ
îñòàåòñÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè (èìåííî òàêîé îáúåì æèä-
êîñòè âûòåñíåí ïëàâàþùèì òåëîì). Ëåâàÿ ïîëîâèíà ðàâåíñòâà
(7.19) — ýòî ñèëà òÿæåñòè òåëà, ïðàâàÿ ïîëîâèíà — âûòàëêèâàþ-
ùàÿ ñèëà. Èç (7.19) ñëåäóåò:

. (7.20)

×òîáû ñïëîøíîå òåëî íå òîíóëî, åãî ïëîòíîñòü äîëæíà áûòü
ìåíüøå ïëîòíîñòè æèäêîñòè: ρ = ρ1. Åñëè æå òåëî ñîäåðæèò âíóò-
ðåííèå ïîëîñòè, òî îíî ìîæåò ïëàâàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîò-
íîñòü âåùåñòâà òåëà áîëüøå ïëîòíîñòè æèäêîñòè. Ïðè íàëè÷èè â
òåëå îáúåìîì V âíóòðåííåé ïîëîñòè îáúåìîì V′, ñîîòíîøåíèÿ
(7.19) è (7.20) ïðåîáðàçóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ê âèäó:

ρ(V – V′)g = ρ1V1g; (7.21)

. (7.22)

Задача 1. Æåëåçíûé øàð îáúåìîì V = 2000 ñì3, èìåþùèé
âíóòðåííþþ ïîëîñòü, ïëàâàåò â âîäå, ïîãðóçèâøèñü ðîâíî íà-
ïîëîâèíó. Òðåáóåòñÿ íàéòè îáúåì ïîëîñòè. Ïëîòíîñòü æåëåçà
ρæ = 7870 êã/ì3, ïëîòíîñòü âîäû ρ1 = 1000 êã/ì3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V1 ïîäâîäíóþ ÷àñòü îáúåìà øàðà. Ñîãëàñíî

óñëîâèþ çàäà÷è, . Ïîäñòàâèâ ýòî îòíîøåíèå â (7.22), ãäå

âìåñòî ρ èñïîëüçóåòñÿ ρæ, íàõîäèì, ÷òî îáúåì V′ ïîëîñòè ðàâåí:

V′ = V  = 1870 ñì3. (1*)

V1

V
-------

ρ

ρ1
-----

=

V1

V
-------
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ρ1
----- 1 V ′

V
------
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Ìû âèäèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â æåëåçíîì øàðå
îáúåìîì 2000 ñì3 òîëüêî 130 ñì3 çàíÿòû æåëåçîì; îñòàëüíîé îáú-
åì øàðà — ýòî îáúåì ïîëîñòè. Ôàêòè÷åñêè øàð ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñôåðó ñ îòíîñèòåëüíî òîíêèìè ñòåíêàìè.

Задача 2. Òåëî èç àëþìèíèÿ ñ âíóòðåííåé ïîëîñòüþ âåñèò â
âîçäóõå P = 20 Í. Â âîäå îíî ïëàâàåò, ïîãðóçèâøèñü ðîâíî
íàïîëîâèíó. Òðåáóåòñÿ íàéòè îáúåì òåëà è îáúåì åãî âíóòðåí-
íåé ïîëîñòè. Ïëîòíîñòü àëþìèíèÿ ρàë = 2,7æ103 êã/ì3, ïëîò-
íîñòü âîäû ρ1 = 1æ103 êã/ì3.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïëàâàíèÿ òåë, âåñ P òåëà â âîçäóõå ðàâåí
âûòàëêèâàþùåé ñèëå, à ïîñëåäíÿÿ, ñîãëàñíî çàêîíó Àðõèìåäà,
ðàâíà â äàííîì ñëó÷àå âåñó âîäû â îáúåìå, ðàâíîì ïîëîâèíå îáú-

åìà V òåëà; ñëåäîâàòåëüíî, P = ρ1Vg. Òàêèì îáðàçîì, îáúåì òå-

ëà ðàâåí

V = , V = 4,1æ10-3 ì3. (2*)

Îáúåì V′ ïîëîñòè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îáúåì òåëà V, âîñïîëü-
çîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (1*), â êîòîðîì ρæ íàäî çàìåíèòü íà ρàë.
Ïîäñòàâèâ (2*) â (1*), ïîëó÷èì

V′ = 3,3æ10–3 ì3.

Ïëàâàþùåå òåëî íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä —
æèäêîé è âîçäóøíîé. Íèæå ýòîé ãðàíèöû íà òåëî äåéñòâóåò æèä-
êîñòü ñ âûòàëêèâàþùåé ñèëîé, ðàâíîé ρ1V1g, à âûøå ãðàíèöû —
âîçäóõ ñ âûòàëêèâàþùåé ñèëîé, ðàâíîé ρ2V2g. Çäåñü V1 è V2 —
ñîîòâåòñòâåííî, ïîäâîäíàÿ è íàäâîäíàÿ ÷àñòè îáúåìà òåëà, à ρ1 è
ρ2 — ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòè âîäû è âîçäóõà. Ïîñêîëüêó ρ2 n ρ1

(ρ2 = 1,2 êã/ì3), òî ó÷åò âûòàëêèâàþùåé ñèëû ρ2V2g ïðàêòè÷åñêè
íå èçìåíèò äëÿ ñïëîøíîãî òåëà ñîîòíîøåíèé (7.19) è (7.20). Íå èã-
ðàåò ðîëè è àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, òàê êàê, ïî çàêîíó Ïàñêàëÿ,
îíî ïåðåäàåòñÿ âî âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè òåëà.

Ðàññìîòðèì ñïëîøíîå òåëî ïëîòíî-
ñòüþ ρ è îáúåìîì V, ïëàâàþùåå íà
ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ íå ñìåøèâàþ-
ùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì æèäêîñòåé — ëåã-
êîé æèäêîñòè ïëîòíîñòüþ ρ2 è òÿæåëîé
æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ1 (ρ2 < ρ < ρ1).
Äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì òåëî â âèäå
ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ

1
2
---

2P
ρ1g
----------

Ðèñ. 7.27
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îñíîâàíèåì ïëîùàäüþ S (ðèñ. 7.27). Íàéäåì óñëîâèå ïëàâàíèÿ

òåëà è îòíîøåíèå , ãäå V1 — ÷àñòü îáúåìà òåëà, íàõîäÿùàÿñÿ

ïîä ãðàíèöåé ðàçäåëà äâóõ æèäêîñòåé.
Âî âñåõ òî÷êàõ ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè Z2 (ñì. ðèñ. 7.27)

äàâëåíèå ëåãêîé æèäêîñòè ðàâíî p = p0 + ρ2gh, ãäå p0 —
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå; ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðõó íà òåëî äàâèò
ñèëà

F2 = (p0 + ρ2gh)S.

Âî âñåõ òî÷êàõ ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè Z1 äàâëåíèå òÿ-
æåëîé æèäêîñòè ðàâíî p + p′, ãäå p′ — ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâ-
ëåíèå, ðàâíîå ρ2gh2 + ρ1gh1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñíèçó íà òåëî äà-
âèò ñèëà

F1 = (p + p′)S = (p0 + ρ2gh + ρ2gh2 + ρ1gh1)S.

Ðàçíîñòü ñèë F1 – F2 åñòü, î÷åâèäíî, âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà Fâûò:

Fâûò = (ρ2gh2 + ρ1gh1)S = ρ2g(V – V1) + ρ1gV1.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà — âûòàëêèâàþùàÿ
ñèëà, îáóñëîâëåííàÿ äåéñòâèåì íà òåëî ñî ñòîðîíû ëåãêîé æèä-
êîñòè, à âòîðîå ñëàãàåìîå — âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà ñî ñòîðîíû
òÿæåëîé æèäêîñòè. Óñëîâèå ïëàâàíèÿ òåëà ïðèíèìàåò òåïåðü
âèä:

ρVg = ρ2g(V – V1) + ρ1gV1. (7.23)

Îíî ïîëó÷åíî çäåñü äëÿ òåëà â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà. Íî ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ òåëà ëþáîé ôîðìû. Èç (7.23)
ñëåäóåò, ÷òî

. (7.24)

Çàìåíèì ìûñëåííî ëåãêóþ æèäêîñòü íà âîçäóøíóþ ñðåäó,
ò. å. áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ρ2 — ïëîòíîñòü âîçäóõà. Ïîñêîëüêó òå-
ïåðü ρ2 n ρ è ρ2 n ρ1, òî ñîîòíîøåíèå (7.24) ïðåâðàùàåòñÿ, êàê è

ñëåäîâàëî îæèäàòü, â (7.20).

Задача 3. Ñïëîøíîé îäíîðîäíûé øàð ïëàâàåò íà ãðàíèöå ðàç-
äåëà ðòóòè è âîäû, áóäó÷è ïîãðóæåííûì â ðòóòü íà òðåòü îáú-
åìà. Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü âåùåñòâà øàðà. Ïëîòíîñòü ðòóòè
ρ1 = 13 600 êã/ì3, ïëîòíîñòü âîäû ρ2 = 1000 êã/ì3.

V1

V
-------

V1

V
-------

ρ ρ2−

ρ1 ρ2−
------------------

=
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç V îáúåì øàðà, à ÷åðåç V1 — ÷àñòü îáúåìà

øàðà, ïîãðóæåííóþ â ðòóòü. Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è, .

Ïîäñòàâèâ ýòî îòíîøåíèå â (7.24), ïîëó÷èì

3(ρ – ρ2) = ρ1 – ρ2,

ãäå ρ — èñêîìàÿ ïëîòíîñòü øàðà. Îòñþäà íàõîäèì: ρ = (ρ1 +

+ 2ρ2) = 5200 êã/ì3. Òàêàÿ ïëîòíîñòü áëèçêà ê ïëîòíîñòè ãåðìà-

íèÿ.

×òî ñòàíåò ñ óðîâíåì âîäû â ñîñóäå ïîñëå òîãî, êàê ðàñ-
òàåò ïëàâàþùèé òàì êóñîê ëüäà?

Îòâåò: óðîâåíü íå èçìåíèòñÿ. Ñèëà òÿæåñòè êóñêà ëüäà óðàâ-
íîâåøåíà âûòàëêèâàþùåé ñèëîé è, çíà÷èò, ðàâíà âåñó âîäû, âû-
òåñíåííîé ëüäîì. Êîãäà ëåä ðàñòàåò, îí ïðåâðàòèòñÿ â âîäó â îáú-
åìå, ðàâíîì òîìó, êàêîé îí ðàíüøå âûòåñíÿë.

Ðåøèì çàäà÷è, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèòóàöèè ïðèìåð-
íî íà òó æå òåìó.

Задача 4. Âíóòðè ïëàâàþùåãî íà âîäå êóñêà ëüäà íàõîäèòñÿ
êóñî÷åê ñâèíöà. ×òî ñòàíåò ñ óðîâíåì âîäû â ñîñóäå, êîãäà ëåä
ðàñòàåò?

Îáîçíà÷èì: V — îáúåì êóñêà ëüäà âìåñòå ñî ñâèíöîì âíóòðè,
v — îáúåì êóñî÷êà ñâèíöà, V1 — îáúåì âîäû, âûòåñíåííîé ïîä-
âîäíîé ÷àñòüþ êóñêà ëüäà; ρ0, ρ1, ρ2, — ïëîòíîñòè âîäû, ëüäà è
ñâèíöà, ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèå ïëàâàíèÿ êóñêà ëüäà ñî ñâèíöîì
âíóòðè èìååò âèä:

ρ1(V – v)g + ρ2vg = ρ0V1g. (3*)

Ïîñëå òàÿíèÿ ëåä ïðåâðàòèòñÿ â âîäó, îáúåì V2 êîòîðîé îïðåäå-
ëèì èç ðàâåíñòâà:

ρ1(V – v)g = ρ0V2g.

Âîñïîëüçîâàâøèñü èì, ïðåîáðàçóåì (3*) ê âèäó ρ0V2g + ρ2vg =
= ρ0V1g. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

V2 = V1 – v . (4*)

Èòàê, ïëàâàþùèé ëåä âûòåñíÿë îáúåì âîäû V1. Çàòåì ñâèíåö
è âîäà, îáðàçîâàâøàÿñÿ îò òàÿíèÿ ëüäà, ñòàëè çàíèìàòü îáúåì

V1

V
-------

1
3
---

=

1
3
---

?

ρ1

ρ0
-----⎝ ⎠
⎛ ⎞
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V2 + v. ×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé â çàäà÷å, íàäî
ñîïîñòàâèòü ýòè îáúåìû. Èç (4*) ïîëó÷àåì:

V2 + v = V1 – v . (5*)

Òàê êàê ρ2 > ρ0, òî èç (5*) âèäíî, ÷òî (V2 + v) < V1. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ðåçóëüòàòå òàÿíèÿ ëüäà óðîâåíü âîäû â ñîñóäå ïîíèçèòñÿ. Ðàç-
äåëèâ ðàçíîñòü îáúåìîâ V1 – (V2 + v) íà ïëîùàäü S ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ñîñóäà (äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî ñîñóä èìååò öèëèíä-
ðè÷åñêóþ ôîðìó), íàéäåì âûñîòó h, íà êîòîðóþ îïóñòèòñÿ óðîâåíü
âîäû â ñîñóäå ïîñëå òàÿíèÿ ëüäà:

h = . 

Задача 5. Âíóòðè ïëàâàþùåãî íà âîäå êóñêà ëüäà íàõîäèòñÿ
êóñî÷åê ïðîáêè. ×òî ñòàíåò ñ óðîâíåì âîäû â ñîñóäå, êîãäà ëåä
ðàñòàåò?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v îáúåì êóñî÷êà ïðîáêè, à ÷åðåç ρ0, ρ1,
ρ3 — ïëîòíîñòè âîäû, ëüäà è ïðîáêè, ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ
(4*), íàéäåì ðàçíîñòü îáúåìîâ âîäû, âûòåñíåííîé ïëàâàþùèì
êóñêîì ëüäà ñ ïðîáêîé âíóòðè, è âîäû, îáðàçóþùåéñÿ îò òàÿíèÿ
ëüäà:

V1 – V2 = v( ). (6*)

Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ïëàâàíèÿ ïðîáêè:
ρ3vg = ρ0v1g, (7*)

ãäå v1 — ÷àñòü îáúåìà ïðîáêè, ïîãðóæåííàÿ â âîäó. Ïîäñòàâëÿÿ
(7*) â (6*), íàõîäèì

V1 = V2 + v1.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåì âîäû, âûòåñíåííîé êóñêîì ëüäà, îêàçû-
âàåòñÿ ðàâíûì ñóììå îáúåìîâ âîäû, îáðàçóþùåéñÿ îò òàÿíèÿ
ëüäà, è âîäû, âûòåñíåííîé ïîãðóæåííîé ÷àñòüþ îáúåìà ïðîáêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðîâåíü âîäû â ñîñóäå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

7.2.4. Остойчивость судов

Óñëîâèå ïëàâëåíèÿ òåëà òðåáóåò, ÷òîáû áûëè óðàâíîâåøåíû ñèëà

òÿæåñòè ò òåëà, ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå òÿæåñòè, è âûòàëêèâàþ-

ρ2 ρ0−

ρ0
------------------

v
ρ2

ρ0
-----

1−⎝ ⎠
⎛ ⎞

S
-------------------------

ρ3

ρ0
-----

F
º
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ùàÿ ñèëà âûò, ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå äàâëåíèÿ. Åñëè ìûñëåííî ïðåäñòà-

âèòü ñåáå âîäíóþ ìàññó, çàïîëíèâøóþ ïîäâîäíóþ ÷àñòü îáúåìà òåëà, òî
öåíòð òÿæåñòè ýòîé âîäíîé ìàññû êàê ðàç è áóäåò öåíòðîì äàâëåíèÿ. ×òîáû
òåëî ïëàâàëî, íå ïåðåâîðà÷èâàÿñü, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî âàæíî, êîãäà ðå÷ü
èäåò î êîðàáëÿõ è ïîäâîäíûõ ëîäêàõ, íóæíî ïîçàáîòèòüñÿ îá óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèÿ óêàçàííûõ äâóõ ñèë (èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí «îñòîé÷èâîñòü ñó-
äîâ»).

Íà÷íåì ñ âîïðîñà îá îñòîé÷èâîñòè ïîäâîäíûõ ëîäîê. Èòàê, ëîäêà ïîëíî-

ñòüþ ïîãðóçèëàñü ïîä âîäó. Ðàâíîâåñèå ñèë ò è âûò áóäåò óñòîé÷èâûì ïðè

óñëîâèè, ÷òî öåíòð òÿæåñòè ëîäêè O íàõîäèòñÿ íèæå öåíòðà äàâëåíèÿ O1

(ðèñ. 7.28, à). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè íàêëîíå ëîäêè âîçíèêàåò ìîìåíò ïàðû ñèë,

ðàâíûé ïî ìîäóëþ Ô = òl + âûòl, âîçâðàùàþùèé íàêðåíèâøóþñÿ ëîäêó â

âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå. Ðàâíîâåñèå ñèë ò è âûò áóäåò íåóñòîé÷èâûì, åñëè

öåíòð òÿæåñòè O âûøå öåíòðà äàâëåíèÿ O1 (ðèñ. 7.28, á). Âîçíèêàþùèé ïðè

ñëó÷àéíîì êðåíå ëîäêè ìîìåíò ïàðû ñèë áóäåò âûçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå åùå
áîëüøèé êðåí, è ëîäêà çàâàëèòñÿ íàáîê è ïåðåâåðíåòñÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå:
öåíòð äàâëåíèÿ äëÿ ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîé ïîä âîäó ëîäêè âñå âðåìÿ (ïðè
ëþáîì êðåíå) íàõîäèòñÿ íà ñðåäíåé ëèíèè ñóäíà, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå ïóíê-

òèðíîé ïðÿìîé.

Â ñëó÷àå ñ êîðàáëåì âñå îáñòîèò ñëîæíåå. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè êðåíå êî-
ðàáëÿ öåíòð äàâëåíèÿ îòêëîíÿåòñÿ îò ñðåäíåé ëèíèè. Îí îòêëîíÿåòñÿ â òó
æå ñòîðîíó, â êàêóþ íàêðåíèëñÿ êîðàáëü. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.
Ïåðâàÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 7.29, à. Â íàêðåíèâøåìñÿ ïîëîæåíèè êîðàá-
ëÿ âåðòèêàëü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð äàâëåíèÿ O1, ïåðåñåêàåò ñðåäíþþ ëè-

íèþ êîðàáëÿ â òî÷êå M, íàõîäÿùåéñÿ âûøå öåíòðà òÿæåñòè êîðàáëÿ O.
Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ìîìåíò ïàðû ñèë Ô = Fòl, âîçâðàùàþùèé êîðàáëü â

F
º

F
º

F
º

F
º

F
º

F
º

F
º

à) á)

Ðèñ. 7.28
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íîðìàëüíîå ïîëîæåíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî l = OMæsinα, ãäå α — óãîë íàêëîíà

êîðàáëÿ. Òàêîé êîðàáëü îáëàäàåò îñòîé÷èâîñòüþ (ðàâíîâåñèå ñèë ò è âûò

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì). Òî÷êó M íàçûâàþò ìåòàöåíòðîì, à ðàññòîÿíèå OM —

ìåòàöåíòðè÷åñêîé âûñîòîé.
Èòàê, êîðàáëü ìîæåò áûòü îñòîé÷èâûì òàêæå òîãäà, êîãäà åãî öåíòð òÿ-

æåñòè íàõîäèòñÿ âûøå öåíòðà äàâëåíèÿ (è äàæå âûøå óðîâíÿ âîäû) — ëèøü
áû åãî ìåòàöåíòð íàõîäèëñÿ âûøå öåíòðà òÿæåñòè êîðàáëÿ. ×åì áîëüøå
ìåòàöåíòðè÷åñêàÿ âûñîòà, òåì âûøå îñòîé÷èâîñòü êîðàáëÿ. Ïîýòîìó âàæíî çà-
áîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû öåíòð òÿæåñòè áûë ïîíèæå, äëÿ ÷åãî, â ÷àñòíîñòè, ñëå-
äóåò óáèðàòü òÿæåëûå ãðóçû ñ âåðõíåé ïàëóáû.

Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 7.29, á. Âåðòèêàëü, ïðîâåäåííàÿ
÷åðåç öåíòð äàâëåíèÿ O1, ïåðåñåêàåò ñðåäíþþ ëèíèþ êîðàáëÿ â ìåòàöåíòðå

M, îêàçàâøåìñÿ íèæå öåíòðà òÿæåñòè êîðàáëÿ O. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà,
òåïåðü âîçíèêàåò ìîìåíò ïàðû ñèë, êîòîðûé íå âîçâðàùàåò êîðàáëü â íîð-
ìàëüíîå ïîëîæåíèå, à íàïðîòèâ, çàâàëèâàåò åãî. Òàêîé êîðàáëü íåëüçÿ îòïðàâ-
ëÿòü â ïëàâàíèå.

7.2.5. Свободная конвекция

Ãîâîðÿ î çàêîíå Àðõèìåäà, íåëüçÿ îáîéòè âíèìàíèåì åùå îäíî
ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå. Âñåì èçâåñòíî, ÷òî áàòàðåè öåíòðàëüíîãî îòî-
ïëåíèÿ ïîìåùàþò â êîìíàòå âíèçó ïîä îêíàìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñî-
çäàòü â êîìíàòå öèðêóëÿöèþ âîçäóõà. Íàãðåòûé áàòàðååé âîçäóõ
ïîäíèìàåòñÿ ê ïîòîëêó, à õîëîäíûé âîçäóõ èç ôîðòî÷êè îïóñêàåò-
ñÿ ê ïîëó. Ýòî åñòü ÿâëåíèå ñâîáîäíîé êîíâåêöèè (îò ëàòèíñêîãî
ñëîâà convectio, îçíà÷àþùåãî «äîñòàâêà, ïðèíåñåíèå»).

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â âîçäóøíîé ñðåäå, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ
ïëîòíîñòüþ ρ0, îáðàçîâàëñÿ îòíîñèòåëüíî íàãðåòûé îáúåì âîçäóõà,
èìåþùèé ïëîòíîñòü ρ. Êîíå÷íî, ìåæäó ýòèì îáúåìîì âîçäóõà è îñ-
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òàëüíîé âîçäóøíîé ñðåäîé íåò ÷åòêîé ãðàíèöû. Íàìåòèì åå ïðèáëè-
çèòåëüíî è îáîçíà÷èì ÷åðåç V âûäåëåííûé îáúåì íàãðåòîãî âîçäóõà.
Íà íåãî äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè ρVg è íàïðàâëåííàÿ ââåðõ âûòàë-
êèâàþùàÿ ñèëà ρ0Vg. Ïîñêîëüêó ρ < ρ0 (âåäü ïëîòíîñòü ãàçà ñ íà-
ãðåâàíèåì óìåíüøàåòñÿ), òî ρ0Vg > ρVg. Òàêèì îáðàçîì, íà óñëîâ-
íî âûäåëåííûé îáúåì âîçäóõà V áóäåò äåéñòâîâàòü íàïðàâëåííàÿ
ââåðõ ñèëà, ðàâíàÿ (ρ0 – ρ)Vg. Â ðåçóëüòàòå òåïëûé âîçäóõ óñòðå-
ìèòñÿ ââåðõ — âîçíèêíåò êîíâåêöèîííûé ïîòîê âîçäóõà.

Êîíâåêöèÿ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî â ãàçàõ, íî è â æèäêîñòÿõ.
Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôèçè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ
òåïëîïåðåäà÷ó. Â äàííîì ñëó÷àå òåïëîïåðåäà÷à ïðîèñõîäèò â ðå-
çóëüòàòå ìåõàíè÷åñêîãî ïåðåìåùåíèÿ âåùåñòâà â ïîëå çåìíîãî
òÿãîòåíèÿ. Åñòü åùå äâà ìåõàíèçìà òåïëîïåðåäà÷è — òåïëîïðî-
âîäíîñòü è èñïóñêàíèå èçëó÷åíèÿ. Î íèõ ìû ïîãîâîðèì â ñâîå âðå-
ìÿ. Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè âûòàëêèâàþ-
ùàÿ ñèëà îòñóòñòâóåò, çàêîí Àðõèìåäà íå ðàáîòàåò. Ïîíÿòíî, ÷òî
â íåâåñîìîñòè èñ÷åçàþò è êîíâåêöèîííûå ïîòîêè, â íåâåñîìîñòè
ñâîáîäíîé êîíâåêöèè íåò.

Êîíâåêöèÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíà â ïðèðîäå. Îíà èãðàåò ïðèíöèïèàëüíî
âàæíóþ ðîëü, íàïðèìåð, â íèæíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû, â àñòåíîñôåðå Çåìëè (ñëîå,
íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåì ñíèçó ê çåìíîé êîðå), â êîíâåêòèâíîé çîíå âíó-
òðè Ñîëíöà (çîíå, ïðèìûêàþùåé èçíóòðè ê ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà). Ïðîöåññ îáðà-
çîâàíèÿ îáëàêîâ â çåìíîé òðîïîñôåðå íà÷èíàåòñÿ ñ êîíâåêöèè — ïîäúåìà îò çåì-
íîé ïîâåðõíîñòè ìàññ òåïëîãî âëàæíîãî âîçäóõà. Áëàãîäàðÿ êîíâåêöèè ìàãìàòè-
÷åñêèõ ìàññ â àñòåíîñôåðå Çåìëè ïðîèñõîäÿò ïîäâèæêè ëèòîñôåðíûõ ïëèò,
ïðèâîäÿùèå, â ÷àñòíîñòè, ê îáðàçîâàíèþ ãîð è âûçûâàþùèå çåìëåòðÿñåíèÿ. Áëà-
ãîäàðÿ êîíâåêöèè ïëàçìû â êîíâåêòèâíîé çîíå âíóòðè Ñîëíöà íàøå ñâåòèëî îñ-
âîáîæäàåòñÿ îò íåïðåðûâíî âûäåëÿþùåéñÿ â åãî ÿäðå ãèãàíòñêîé ýíåðãèè ïðè
òåðìîÿäåðíîì ñèíòåçå. Âûñâîáîæäàþùàÿñÿ ýíåðãèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ ðàññå-
èâàåòñÿ â ìèðîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìèëëèàðäíàÿ äîëÿ ýòîé ýíåðãèè ïîïàäàåò íà
Çåìëþ, ïðåâðàùàÿñü ÷àñòüþ â òåïëîâóþ ýíåðãèþ (ãðååò âîäó è ñóøó), ÷àñòüþ â
êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ (äâèæåíèå âîäû, îáëàêîâ, ðîæäåíèå âåòðîâ è ìîðñêèõ òå-
÷åíèé, ãîðíûå îáâàëû è ò. ä.), ÷àñòüþ â õèìè÷åñêóþ ýíåðãèþ — àêêóìóëèðóåòñÿ
â õèìè÷åñêèõ ñâÿçÿõ ðàçëè÷íûõ ñîåäèíåíèé, â òîì ÷èñëå îðãàíè÷åñêèõ.

7.3. ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

7.3.1. Поверхностная энергия
и поверхностное натяжение

Äî ñèõ ïîð ìû ïîëàãàëè, ÷òî ñèëû, äåéñòâóþùèå ìåæäó ñî-
ïðèêàñàþùèìèñÿ æèäêîñòüþ è âîçäóõîì, — ýòî òîëüêî ñèëû äàâ-
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ëåíèÿ, íàïðàâëåííûå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâå-
íèÿ. Ïîâåðõíîñòü ñîïðèêîñíîâåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü êàê ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîùàäüþ, íî íå
èìååò òîëùèíû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèä-
êîñòè è âîçäóõà ñóùåñòâóåò îáëàäàþùèé îñîáûìè ñâîéñòâàìè ïî-
âåðõíîñòíûé ñëîé, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì îñîáûõ ñèë,
ñòðåìÿùèõñÿ óìåíüøèòü ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè. Òîë-
ùèíà r0 ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî äèàìåòðîâ ìî-
ëåêóëû æèäêîñòè; r0 d 10–9  ì.

Êàæäàÿ ìîëåêóëà âíóòðè æèäêîñòè èñïûòûâàåò ïðèòÿæåíèå
ñî ñòîðîíû ñîñåäíèõ ìîëåêóë, íàõîäÿùèõñÿ â ïðåäåëàõ ñôåðû ìî-
ëåêóëÿðíîãî äåéñòâèÿ ðàäèóñîì r0. Ýòè ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, íàçû-
âàåìûå ñèëàìè ìåæìîëåêóëÿðíîãî ñöåïëåíèÿ, íå èìåþò íè÷åãî
îáùåãî ñ ãðàâèòàöèåé; îíè îáóñëîâëåíû ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàè-
ìîäåéñòâèåì. Åñëè ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ îò ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì r0, òî â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîäåéñòâóþùàÿ
âñåõ ïðèëîæåííûõ ê íåé ñèë ñöåïëåíèÿ ðàâíà, î÷åâèäíî, íóëþ.
Èíîå äåëî, åñëè ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå æèä-
êîñòè. Òàê êàê ïëîòíîñòü âîçäóõà ìíîãî ìåíüøå ïëîòíîñòè æèäêîñ-
òè, òî âûñòóïàþùàÿ çà ïðåäåëû æèäêîñòè ÷àñòü ñôåðû ìîëåêó-
ëÿðíîãî äåéñòâèÿ áóäåò ïðàêòè÷åñêè ïóñòîâàòü; ïîýòîìó íà òàêóþ
ìîëåêóëó áóäåò äåéñòâîâàòü ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ìåæìîëåêó-
ëÿðíîãî ñöåïëåíèÿ, íàïðàâëåííàÿ âíóòðü æèäêîñòè. Íà ðèñóíêå
7.30 âûäåëåíû ÷åðíûìè êðóæî÷êàìè äâå ìîëåêóëû (ìîëåêóëû A
è B), à ïóñòûìè êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû îñòàëüíûå ìîëåêóëû â
ïðåäåëàõ ñôåð ìîëåêóëÿðíîãî äåéñòâèÿ âûäåëåííûõ ìîëåêóë.

Çäåñü  — ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ìåæìîëåêóëÿðíîãî ñöåïëåíèÿ,
äåéñòâóþùàÿ íà ìîëåêóëó B. Äëÿ ìîëåêóëû A ðàâíîäåéñòâóþùàÿ
ñèë ñöåïëåíèÿ ðàâíà íóëþ.

Ïðè ïåðåìåùåíèè ìîëåêóëû èç ãëóáèíû æèäêîñòè â ïîâåðõíî-
ñòíûé ñëîé âîçíèêàåò è ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò ðåçóëüòèðóþùàÿ
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ñèëà ìåæìîëåêóëÿðíîãî ñöåïëåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà äàííóþ ìî-
ëåêóëó. Ýòà ñèëà ñîâåðøàåò íà óêàçàííîì ïåðåìåùåíèè îòðèöà-
òåëüíóþ ðàáîòó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìîëåêóëà ïðèîáðåòàåò ïîòåí-
öèàëüíóþ ýíåðãèþ (íàïîìíèì ñîîòíîøåíèå (5.69)). Èíà÷å ãîâîðÿ,
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû, êîòîðîé îíà îáëàäàëà, íàõîäÿñü
â ãëóáèíå æèäêîñòè, ÷àñòè÷íî ïðåâðàùàåòñÿ â ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ.

Êàê ìû âèäèì, ìîëåêóëû â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå îáëàäàþò äî-
ïîëíèòåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíî-
ñòíûé ñëîé â öåëîì îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèåé. Åå íàçû-
âàþò ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé. Îíà ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè äåëà, ÷àñòüþ
âíóòðåííåé ýíåðãèè æèäêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé îáëàäàþò æèäêîñòè (à òàê-
æå òâåðäûå òåëà), íî íå îáëàäàþò ãàçû. Ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ òåì-
ïåðàòóðû ñèëû ìåæìîëåêóëÿðíîãî ñöåïëåíèÿ â æèäêîñòè óìåíü-
øàþòñÿ; ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàåòñÿ è ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ,
ðàçëè÷èå ìåæäó æèäêîñòüþ è íàñûùåííûì ïàðîì ïîñòåïåííî ñòè-
ðàåòñÿ è èñ÷åçàåò ñîâñåì ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå. Îòñþäà
âèäíî, ÷òî íàáëþäàåìûå ïðè ðàññìîòðåíèè æèäêîñòè ïîâåðõíîñò-
íûå ÿâëåíèÿ îòíîñÿòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ê òåïëîâûì ÿâëåíèÿì. Ìû
âåðíåìñÿ ê íèì âî âòîðîé êíèãå, à ïîêà îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå-
íèåì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè.

Ëþáûå äâà ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ äàííîé æèäêîñòè,
èìåþùèå îäèíàêîâóþ ïëîùàäü, îáëàäàþò îäèíàêîâîé ïîâåðõíîñò-
íîé ýíåðãèåé (âåäü îíè ñîäåðæàò îäèíàêîâûå êîëè÷åñòâà ìîëå-
êóë). Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèî-
íàëüíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Çíà÷èò, îòíîøåíèå ïî-
âåðõíîñòíîé ýíåðãèè Uï ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ê ïëîùàäè
S ýòîãî ó÷àñòêà — âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Åå íàçûâàþò ïîâåðõíî-
ñòíûì íàòÿæåíèåì è îáîçíà÷àþò ÷åðåç σ:

σ = . (7.25)

Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñ âîç-
äóõîì (ïàðîì èëè ãàçîì) åñòü ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿ-
ùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (7.25) ñëåäóåò, ÷òî

 = 

Â ÑÈ åäèíèöà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ åñòü äæîóëü
íà êâàäðàòíûé ìåòð (îáîçíà÷åíèå: Äæ/ì2). Ïî-
ñêîëüêó 1 Äæ = 1 Íæì, òî óêàçàííàÿ åäèíèöà ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå
êàê íüþòîí íà ìåòð (îáîçíà÷åíèå: Í/ì). 

Uï

S
-------

О единицах
физических

величин

åäèíèöà
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ

åäèíèöà ýíåðãèè

åäèíèöà ïëîùàäè
.
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Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ
(Í/ì) äëÿ íåêîòîðûõ æèäêîñòåé:

Íåîáõîäèìî ñäåëàòü òðè óòî÷íåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïîâåðõíîñò-
íîå íàòÿæåíèå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ïðèâåäåííûå âûøå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè òåìïåðàòóðå 20 °C. Ó ðàñïëàâëåííî-
ãî çîëîòà (òåìïåðàòóðà 1130 °C) σ = 1,102 Í/ì; ó æèäêîãî âî-
äîðîäà (òåìïåðàòóðà –253 °C) σ = 0,0021 Í/ì; ó æèäêîãî ãå-
ëèÿ (òåìïåðàòóðà –269 °C) σ = 0,00012 Í/ì. Âî-âòîðûõ, çäåñü
íå ïðèìåíÿëèñü òàê íàçûâàåìûå ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûå âå-
ùåñòâà, äîáàâëåíèå êîòîðûõ â æèäêîñòü óìåíüøàåò ïîâåðõíî-
ñòíîå íàòÿæåíèå. Â-òðåòüèõ, çäåñü ðàññìàòðèâàëîñü ïîâåðõíî-
ñòíîå íàòÿæåíèå íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòè è ãàçîîáðàçíîé
ñðåäû.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì óòî÷íåíèåì, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî,
ñòðîãî ãîâîðÿ, íàäî ðàññìàòðèâàòü íå ïðîñòî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿ-
æåíèå äàííîé æèäêîñòè (ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå è ïðè íàëè÷èè
èëè îòñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ äîáàâîê), à ïîâåðõíîñòíîå
íàòÿæåíèå íà ãðàíèöå ðàçäåëà äàííîé æèäêîñòè è òîé èëè èíîé
êîíêðåòíîé ñðåäû (ãàçîîáðàçíîé èëè òâåðäîé). Çäåñü è äàëåå,
óïîòðåáëÿÿ òåðìèí «ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñòè», ìû
èìååì â âèäó ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèä-
êîñòè è âîçäóõà.

Êàê èçìåðÿþò ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñòè?

Ïðåæäå ÷åì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, îáðàòèì âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ñòðåìèòñÿ ñî-
êðàòèòüñÿ òàê, ÷òîáû ïëîùàäü åå ïîâåðõíîñòè ñòàëà ìèíè-
ìàëüíîé ïðè äàííîì îáúåìå æèäêîñòè. Ýòî íå óäèâèòåëüíî, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî íà ìîëåêóëû â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå äåéñòâóþò íà-
ïðàâëåííûå âíóòðü æèäêîñòè ñèëû ìåæìîëåêóëÿðíîãî ñöåïëå-
íèÿ. Òàê ÷òî «ñòðåìëåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ñî-
êðàòèòüñÿ» åñòü íå ÷òî èíîå, êàê «ñòðåìëåíèå» êàæäîé ìîëåêó-
ëû â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ïåðåìåñòèòüñÿ â ãëóáèíó æèäêîñòè,
àíàëîãè÷íîå «ñòðåìëåíèþ» ïîäíÿòîãî íàä çåìëåé êàìíÿ óïàñòü
âíèç.

Ïîñêîëüêó ïðè äàííîì îáúåìå æèäêîñòè íàèìåíüøóþ ïîâåðõ-
íîñòü èìååò øàð, òî, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåííûé ñàìîìó ñåáå

Âîäà (÷èñòàÿ) 0,073 

Ðàñòâîð ìûëà â âîäå 0,040 

Ñïèðò 0,022 

Ýôèð 0,017 

Ðòóòü 0,470 

?



390

îáúåì æèäêîñòè äîëæåí ïðèíèìàòü ôîðìó øàðà. Íî ÷òîáû «ïðåä-
îñòàâèòü æèäêîñòü ñàìîé ñåáå», íàäî èñêëþ÷èòü äåéñòâèå íà íåå
ñèë ðåàêöèè, îáóñëîâëåííûõ ïðèòÿæåíèåì Çåìëè, èëè, âî âñÿêîì
ñëó÷àå, ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû ýòî äåéñòâèå îêàçàëîñü íåñóùå-
ñòâåííûì. Îíî ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì äëÿ î÷åíü ìàëåíüêèõ
îáúåìîâ æèäêîñòè, ïîýòîìó êàïëè ðîñû øàðîîáðàçíû. Îíî èñ÷å-
çàåò, êîãäà æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â íåâåñîìîñòè, ò. å. ïàäàåò â ïîëå
òÿãîòåíèÿ, ïîýòîìó êàïëÿ âîäû, ïàäàþùàÿ èç ïëîõî çàêðûòîãî
êðàíà, øàðîîáðàçíà. Ïîýòîìó æå øàðîîáðàçíû ïëàíåòû, ïîñêîëü-
êó îíè ïàäàþò â ïîëå òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà è êîãäà-òî áûëè ðàñïëàâ-
ëåííûìè ìàññàìè.

Èòàê, ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ñòðåìèòñÿ ê ñîêðàùå-
íèþ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ íàáëþäåíèÿìè. Â ôèçèêå çà ñëîâîì
«ñòðåìëåíèå» âñåãäà ñêðûâàþòñÿ êàêèå-òî ñèëû. Â ñëó÷àå ñ ïî-
âåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì ýòî òàê íàçûâàåìûå ñèëû ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ. Îíè-òî êàê ðàç è ïîçâîëÿþò èçìåðèòü ïîâåðõíî-
ñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñòè.

7.3.2. Сила поверхностного натяжения

Ñòðåìÿùèéñÿ ê ñîêðàùåíèþ ñâîåé ïîâåðõíîñòè îáúåì æèäêîñ-
òè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê áû çàêëþ÷åííûì â ðàñòÿíóòóþ óï-
ðóãóþ ïëåíêó. Ïîíàáëþäàåì çà ïðîöåññîì îáðàçîâàíèÿ êàïëè âî-
äû èç êðàíà. Âîäà ïîñòåïåííî âûïÿ÷èâàåòñÿ ó îòâåðñòèÿ êðàíà,
âîçíèêàåò ñóæåíèå (øåéêà), ïîñëå ÷åãî ñôîðìèðîâàâøàÿñÿ øàðî-
îáðàçíàÿ êàïëÿ îòðûâàåòñÿ îò îòâåðñòèÿ. Ìîæåò âîçíèêíóòü îá-
ðàç ïîñòåïåííî íàïîëíåííîãî âîäîé ýëàñòè÷íîãî «ìåøî÷êà», êîòî-
ðûé ðàçðûâàåòñÿ, êîãäà åãî ïðî÷íîñòü ñòàíîâèòñÿ íåäîñòàòî÷íîé
äëÿ óäåðæàíèÿ âîçðîñøåé ìàññû âîäû. Ðàçóìååòñÿ, â äåéñòâè-
òåëüíîñòè íåò íèêàêîãî ýëàñòè÷íîãî «ìåøî÷êà» (ïîâåðõíîñòíûé
ñëîé ñîñòîèò èç òåõ æå ìîëåêóë, ÷òî è âñÿ æèäêîñòü), íî åñòü ñèëû,
êîòîðûå âîçíèêàþò â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå è ñòðåìÿòñÿ ñîêðàòèòü
ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè.

Ïðîèçâîëüíî âûäåëèì íåêîòîðûé ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè æèäêîñ-
òè, ìûñëåííî îãðàíè÷èâ åãî çàìêíóòûì êîíòóðîì (êîíòóð Σ íà ðè-
ñóíêàõ 7.31). Òåíäåíöèÿ äàííîãî ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ê
ñîêðàùåíèþ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî îí äåéñòâóåò íà ãðàíè÷íûå
ó÷àñòêè ñ ñèëàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî êîíòóðó Σ è âåçäå íà-
ïðàâëåííûìè ïåðïåíäèêóëÿðíî ê êîíòóðó (ñì. ñòðåëêè íà ðèñóíêå
7.31, à). Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, âíåøíèå ó÷àñòêè ïîâåðõíî-
ñòíîãî ñëîÿ äåéñòâóþò íà ðàññìàòðèâàåìûé ó÷àñòîê ñ òàêèìè æå
ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñèëàìè, êîòîðûå
ñòðåìÿòñÿ ñîêðàòèòü ïëîùàäü âíåøíèõ ó÷àñòêîâ (ñì. ñòðåëêè íà
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ðèñóíêå 7.31, á). Ïîêàçàííûå íà ðèñóíêàõ ñèëû íàçûâàþò ñèëà-
ìè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Êàæäàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñèëà ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íàïðàâëåíà âäîëü ïîâåðõíîñòè æèä-
êîñòè (â îáùåì ñëó÷àå ïî êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè æèäêîñ-
òè) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê òîìó ó÷àñòêó êîíòóðà, íà êîòîðûé
îíà äåéñòâóåò.

Ñóùåñòâîâàíèå ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íåòðóäíî ïðî-
äåìîíñòðèðîâàòü íà ïðîñòûõ îïûòàõ.

Î ï û ò  ï å ð â û é. Âîçüìåì âûíóòóþ èç ìûëüíîãî ðàñòâîðà
ïðîâîëî÷íóþ ðàìêó â ôîðìå êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a. Îíà çàòÿíó-
òà ìûëüíîé ïëåíêîé. Ìûëüíàÿ ïëåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåì
æèäêîñòè â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, èìåþùåãî îñíîâàíèå â âèäå êâàäðàòà
ñî ñòîðîíîé a è î÷åíü ìàëóþ âûñîòó h (h n a).
Íà ãðàíèöàõ îáîèõ îñíîâàíèé ïàðàëëåëåïèïå-
äà íàõîäÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ñëîè. Ïîïåðå÷-
íûé ðàçðåç ìûëüíîé ïëåíêè ïîêàçàí íà ðè-
ñóíêå 7.32, à; òîëñòîé ëèíèåé çäåñü âûäåëåí
ïîâåðõíîñòíûé ñëîé, êðóæî÷êè — ïîïåðå÷íûå
ñå÷åíèÿ ïðîâîëîê.

Îñòîðîæíî ïîëîæèì íà ìûëüíóþ ïëåíêó
ïåòëþ èç òîíêîé íèòêè. Îíà ëÿæåò íà ïëåíêó
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (ðèñ. 7.32, á). Åñëè ïðî-
êîëîòü ìûëüíóþ ïëåíêó âíóòðè ïåòëè, òî ïåòëÿ
òóò æå ïðèìåò ôîðìó îêðóæíîñòè (ðèñ. 7.32, â),
÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåé â äàííîé ñèòó-
àöèè ïëîùàäè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ñîõðàíèâ-
øåéñÿ (íåïðîêîëîòîé) ÷àñòè ìûëüíîé ïëåíêè.

Î ï û ò  â ò î ð î é. Âîçüìåì òîíêóþ øâåé-
íóþ èãëó, ñìàæåì åå êàêèì-íèáóäü æèðîì è
êðàéíå îñòîðîæíî ïîëîæèì ïëàøìÿ íà ïî-
âåðõíîñòü âîäû â íåêîòîðîì ñîñóäå. Ìîæíî
íàáëþäàòü, ÷òî èãëà íå òîíåò, à ïëàâàåò íà
ïîâåðõíîñòè âîäû. Îáúÿñíåíèå ýòîìó óäèâè-
òåëüíîìó ôàêòó äàåò ðèñóíîê 7.33, ãäå ïîêà-

à) á)

Ðèñ. 7.31

Ðèñ. 7.33

Ðèñ. 7.32

à)

á)

â)
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çàíî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èãëû è âûäåëåí ó÷àñòîê AB ïîâåðõíîñòè
âîäû, ñëåãêà ïðîãíóâøåéñÿ ïîä èãëîé. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíû ñèëû
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå ïî êîíòóðó âûäåëåííîãî
ó÷àñòêà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ñèëû äàþò â ñóììå ñèëó, íàïðàâ-
ëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ, êîòîðàÿ êàê ðàç è óðàâíîâåøèâàåò ñè-
ëó òÿæåñòè òîíêîé èãëû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìîäóëü ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ,
äåéñòâóþùåé íà ó÷àñòîê êîíòóðà äëèíîé l (ó÷àñòîê êîíòóðà ïîëà-
ãàåì ïðÿìîëèíåéíûì; âîçìîæíî, ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ó÷àñòîê
äîñòàòî÷íî ìàëîé äëèíîé ∆l, íà êîòîðûé äåéñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ ñèëà

ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ∆F). Îòíîøåíèå  (èëè ) åñòü èç-

âåñòíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà — ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå σ:

σ = . (7.26)

Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî åäèíèöà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ — äæîóëü íà êâàäðàòíûé ìåòð — åñòü â òî æå âðåìÿ íüþ-
òîí íà ìåòð. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íüþòîí íà ìåòð ðàâåí ïîâåðõ-
íîñòíîìó íàòÿæåíèþ, ñîçäàâàåìîìó ñèëîé 1 Í, ïðèëîæåííîé ê
ó÷àñòêó êîíòóðà ïîâåðõíîñòè äëèíîé 1 ì è äåéñòâóþùåé íîðìàëü-
íî ê êîíòóðó è ïî êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòíîøåíèå  äåéñòâèòåëüíî åñòü

îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (7.25) ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà σ, ðàñ-
ñìîòðèì çàòÿíóòóþ ïëåíêîé æèäêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ðàìêó ñ
ïîäâèæíîé ïåðåêëàäèíîé äëèíîé l (ðèñ. 7.34, à). Ñ êàæäîé èç äâóõ
ñòîðîí ïëåíêà îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòíûì ñëîåì, ñòðåìÿùèìñÿ ê
ñîêðàùåíèþ ñâîåé ïîâåðõíîñòè, à ïîòîìó äåéñòâóþùèì íà ïåðå-
êëàäèíó ñ íåêîòîðîé ñèëîé ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, êîòîðóþ

îáîçíà÷èì ÷åðåç . ×òîáû ïåðåêëàäèíà áûëà â ðàâíîâåñíîì ñî-
ñòîÿíèè, ê íåé íàäî ïðèëîæèòü äåéñòâóþùóþ â ïðîòèâîïîëîæíîì
íàïðàâëåíèè ñèëó F1 = 2F. Ìíîæèòåëü 2 îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òîí-
êàÿ ïëåíêà æèäêîñòè îãðàíè÷åíà äâóìÿ ïîâåðõíîñòíûìè ñëîÿìè.
Èçìåðèâ F1, ìû òåì ñàìûì íàéäåì ñèëó ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
æåíèÿ F.

F
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à) á)

Ðèñ. 7.34
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Ñ ïîìîùüþ ñèëû 1 áóäåì ðàâíîìåðíî ïåðåìåùàòü ïîäâèæ-
íóþ ïåðåêëàäèíó è ïåðåäâèíåì åå íà ∆x (ðèñ. 7.34, á), òåì ñàìûì
óâåëè÷èâ îáùóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ïëåíêè íà ∆S =
= 2l∆x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.25) ïîâåðõíîñòíûé
ñëîé ïëåíêè ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíóþ ýíåðãèþ ∆Un = σ∆S =
= 2σl∆x. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ïðèðàùåíèå ýíåðãèè ðàâíî ðàáîòå ñèëû

1 íà ïåðåìåùåíèè ∆x; ñëåäîâàòåëüíî,

2σl∆x = F1∆x.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F1= 2F, çàêëþ÷àåì îòñþäà: F = σl, ò. å. ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèþ (7.26).

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî âîçìîæíû äâà ðàâíîçíà÷íûõ îïðåäåëåíèÿ
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ:

σ = . (7.27)

Èòàê, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïîâåðõ-

íîñòíàÿ ýíåðãèÿ îòíîøåíèå  åñòü â òî æå âðåìÿ ïðèõîäÿùèé-

ñÿ íà åäèíèöó äëèíû ãðàíèöû ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ìîäóëü ñèëû

ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ îòíîøåíèå . Ïîä «ãðàíèöåé» ñëå-

äóåò ïîíèìàòü ëþáîé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ïîâåðõíîñòíûé

ñëîé.

7.3.3. Давление в жидкости
под изогнутой свободной поверхностью

Íà ðèñóíêàõ 7.35, à, á ïðåäñòàâëåíà
èçîãíóòàÿ (âûïóêëàÿ) ñâîáîäíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü æèäêîñòè. Âûäåëèì ó÷àñòîê ïî-
âåðõíîñòíîãî ñëîÿ, îãðàíè÷èâ åãî çàìêíó-
òûì êîíòóðîì MKNL, ïðåäñòàâëÿþùèì
ñîáîé ñå÷åíèå èçîãíóòîé ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòüþ. Ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
æåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ñîêðàòèòü ïëîùàäü âû-
äåëåííîãî ó÷àñòêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè
ñòðåìÿòñÿ ïðåîáðàçîâàòü èçîãíóòóþ
ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè â ó÷àñòîê ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûé

F
º

F
º

Un

S
-------

F
l
----

=

 ⎝
⎛ Un

S
-------⎠

⎞

 ⎝
⎛ F

l
----⎠
⎞

 

Ðèñ. 7.35

à)

á)



394

êîíòóðîì MKNL (îí ïîêàçàí íà ðèñóíêå 7.35, à øòðèõîâêîé). Òà-
êîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå äåéñò-
âóþùèõ íà ïîâåðõíîñòíûé ñëîé æèäêîñòè ñèë äàâëåíèÿ, íàïðàâ-
ëåííûõ âíóòðü æèäêîñòè (ñì. ñòðåëêè íà ðèñóíêå 7.35, á). Â ðå-
çóëüòàòå äàâëåíèå â æèäêîñòè ïîä âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ
óâåëè÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ∆p ïî ñðàâíåíèþ ñ äàâëå-
íèåì ïîä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ, ðàâíûì, î÷åâèäíî, äàâëåíèþ p0

â âîçäóõå. (Êàê ïðàâèëî, äàâëåíèå p0 åñòü àòìîñôåðíîå äàâëå-
íèå; åñëè æå æèäêîñòü ïîìåùåíà â áàðîêàìåðó, ãäå ïîääåðæè-
âàåòñÿ äàâëåíèå p′, òî â ýòîì ñëó÷àå p0 = p′.) Ðàññìîòðèì äâå
òî÷êè — òî÷êó A â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå æèäêîñòè è òî÷êó B â
âîçäóõå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p äàâëåíèå æèäêîñòè â òî÷êå A, à ÷å-
ðåç p0 äàâëåíèå âîçäóõà â òî÷êå B. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå,
ïðåäñòàâèì

p = p0 + ∆p. (7.28)

Îáðàòèì âíèìàíèå: òî÷êà A íàõîäèòñÿ â ïîâåðõíîñòíîì
ñëîå æèäêîñòè. Äàâëåíèå â òî÷êå C, íàõîäÿùåéñÿ íà h

íèæå òî÷êè A, ðàâíî íå p0 + ∆p, à p0 + ∆p + ρgh, ãäå ρ — ïëîò-
íîñòü æèäêîñòè.

Âåëè÷èíà ∆p, íàçûâàåìàÿ èíîãäà ïîâåðõíîñòíûì èëè êàïèë-
ëÿðíûì äàâëåíèåì, óâåëè÷èâàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì êðèâèçíû ïî-
âåðõíîñòè æèäêîñòè è ïîâûøåíèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ
σ; â ñëó÷àå ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè êàïèëëÿðíîå äàâëåíèå îòñóòñòâó-
åò. Åñëè ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè èìååò ôîðìó ñôåðû ðàäèóñîì R,
òî â ýòîì ñëó÷àå

∆p = . (7.29)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ âîãíóòîé (ðèñ. 7.36). Âûäåëèì ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ,

îãðàíè÷èâ åãî êîíòóðîì MKNL. Ñèëû ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ñäåëàòü
ýòîò ó÷àñòîê ïëîñêèì è îáóñëîâëèâàþò ïî-
ÿâëåíèå äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòíûé ñëîé
ñèë äàâëåíèÿ, íàïðàâëåííûõ íàðóæó îò
æèäêîñòè (ñì. ñòðåëêè íà ðèñóíêå 7.36, á).
Â ðåçóëüòàòå äàâëåíèå â æèäêîñòè ïîä âîã-
íóòîé ïîâåðõíîñòüþ óìåíüøàåòñÿ íà ∆p è
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

p = p0 – ∆p. (7.30)
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Äàâëåíèå p0 ìîæåò áûòü àòìîñôåðíûì äàâëåíèåì, à òàêæå äàâ-
ëåíèåì âîçäóõà â áàðîêàìåðå èëè äàâëåíèåì âíóòðè ïóçûðüêà
âîçäóõà, íàõîäÿùåãîñÿ â æèäêîñòè (â ÷àñòíîñòè, äàâëåíèåì âíóòðè
ìûëüíîãî ïóçûðÿ).

Âûâåäåì ôîðìóëó (7.29), ðàñ-
ñìîòðåâ êàïëþ æèäêîñòè â ôîðìå
øàðà ðàäèóñîì R. Ïîâåðõíîñòíûé
ñëîé ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ñôå-
ðè÷åñêîé îáîëî÷êîé ñ âíåøíèì ðàäè-
óñîì R è âíóòðåííèì ðàäèóñîì R –
r0 (r0 — òîëùèíà ïîâåðõíîñòíîãî
ñëîÿ). Äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ
ðàññå÷åì ìûñëåííî êàïëþ íà äâà
ïîëóøàðèÿ (ðèñ. 7.37). Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòíûé ñëîé ðàññå÷åòñÿ
íà äâå ÷àñòè. Ëèíèåé ðàçäåëà ÷àñòåé ÿâëÿåòñÿ êîíòóð Σ, èìåþ-
ùèé ôîðìó îêðóæíîñòè äëèíîé 2πR. Òåíäåíöèÿ âåðõíåé ÷àñòè
ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ê ñîêðàùåíèþ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî îíà
äåéñòâóåò íà íèæíþþ ÷àñòü ñ ñèëàìè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî êîíòóðó Σ è íàïðàâëåííûìè

âåðòèêàëüíî ââåðõ (ñì. ñòðåëêè íà ðèñóíêå). Ïîëíàÿ ñèëà  ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà íèæíþþ ÷àñòü ïîâåðõ-
íîñòíîãî ñëîÿ ïî âñåìó êîíòóðó Σ, íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî
ââåðõ è ðàâíà ïî ìîäóëþ ïðîèçâåäåíèþ íàòÿæåíèÿ σ íà äëèíó
êîíòóðà 2πR:

F = 2πRσ.

Èìåííî ñ òàêîé ñèëîé íèæíåå ïîëóøàðèå êàïëè äàâèò íà âåðõíåå
ïî ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîëóøàðèé, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå øòðè-
õîâêîé è èìåþùåé ïëîùàäü S = πR2. Â ðåçóëüòàòå âíóòðè âåðõíåãî

ïîëóøàðèÿ âîçíèêàåò äîáàâî÷íîå äàâëåíèå, ðàâíîå ∆p =  = .

Замечание

Нижняя часть поверхностного слоя также стремится к сокращению; по�

этому она действует на верхнюю часть с силами поверхностного натяже�

ния, равномерно распределенными по контуру и направленными верти�

кально вниз. Полная сила поверхностного натяжения, действующая на верх�

нюю часть поверхностного слоя, равна по модулю 2πRσ и направлена вниз —

в соответствии с третьим законом Ньютона. Получается, что обе части по�

верхностного слоя притягиваются друг к другу с силой F = 2πRσ и тем самым

сдавливают каплю, обуславливая тем самым возникновение в каждой точке

внутри капли добавочного давления ∆p = .

Ðèñ. 7.37
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Задача 1. Âíóòðè æèäêîñòè íàõîäèòñÿ ïóçûðåê âîçäóõà â ôîð-
ìå øàðà ðàäèóñîì R. Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,
âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ îáóñëîâëåííîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè ðàçíèöû äàâëåíèé p0 – p, ãäå p0 — äàâëåíèå âîçäó-
õà â ïóçûðüêå, à p — äàâëåíèå æèäêîñòè â åå ïîâåðõíîñòíîì
ñëîå. Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñòè ðàâíî σ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñ ïóçûðüêà óâåëè÷èëñÿ íà ìàëóþ
âåëè÷èíó ∆R. Ïðè ýòîì áóäåò ñîâåðøåíà ðàáîòà A, ðàâíàÿ ïðî-
èçâåäåíèþ ðàçíîñòè ñèë äàâëåíèÿ 4πR2p0 è 4πR2p íà ïåðåìåùå-
íèå ∆R:

A = (p0 – p)æ4πR2∆R. (1*)

Ýòà ðàáîòà ïîéäåò íà óâåëè÷åíèå ∆Uï ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè. Âå-
ëè÷èíà ∆Uï âûðàæàåòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.25), ñîîòíîøåíèåì

∆Uï = σ∆S, (2*)

ãäå ∆S — óâåëè÷åíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà. Î÷åâèäíî,
÷òî

∆S = 4π(R + ∆R)2 – 4πR2 = 8πR∆R + 4π(∆R)2.

Ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûì 4π(∆R)2 êàê âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè, ïåðåïèøåì (2*) â âèäå

∆Uï = 8πσR∆R. (3*)

Ïðèðàâíÿâ (1*) è (3*), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(p0 – p)æ4πR2∆R = 8πσR∆R,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî p0 – p = .

Îáðàòèì âíèìàíèå: ìû åùå ðàç âûâåëè ôîðìóëó (7.29), âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü â äàííîì ñëó÷àå çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè.

Задача 2 (ðèñ. 7.38). Ðåáåíîê âûäóë ìûëüíûé
ïóçûðü â ôîðìå øàðà ðàäèóñîì R = 4 ìì. Àò-
ìîñôåðíîå äàâëåíèå ðàâíî p0 = 100 250 Ïà.
Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ðàñòâîðà ìûëà â
âîäå σ = 0,04 Í/ì. Òðåáóåòñÿ íàéòè äàâëåíèå
âîçäóõà âíóòðè ìûëüíîãî ïóçûðÿ.

Øàðîîáðàçíûé ìûëüíûé ïóçûðü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàïîëíåííóþ âîäîé òîíêóþ ñôåðè÷å-

ñêóþ îáîëî÷êó òîëùèíîé h d 10–8  ì. Ïîñêîëüêó h n R, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî êàê âíåøíèé, òàê è âíóòðåííèé ðàäèóñû ñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè ðàâíû R. Äàâëåíèå â òî÷êå B ðàâíî p0 (àòìîñôåðíîå

2σ
R
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äàâëåíèå), äàâëåíèå â òî÷êå C îáîçíà÷èì ÷åðåç p′ (èñêîìîå äàâëå-
íèå), äàâëåíèå â òî÷êå A îáîçíà÷èì ÷åðåç pA. Ðàññìàòðèâàÿ äàâ-
ëåíèå â òî÷êå A êàê äàâëåíèå æèäêîñòè ïîä âûïóêëîé ïîâåðõíî-
ñòüþ, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (7.28), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå
ìîæíî çàïèñàòü, ñ ó÷åòîì (7.29), â âèäå

pA = p0 + . (7.31)

Ðàññìàòðèâàÿ äàâëåíèå â òî÷êå êàê äàâëåíèå æèäêîñòè ïîä âîã-
íóòîé ïîâåðõíîñòüþ, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (7.30) è çàïè-
øåì

pA = p′ – . (7.32)

Èç (7.31) è (7.32) íàõîäèì

p′ –  = p0 + ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

p′ = p0 + . (7.33)

Ïîäñòàâèâ â (7.33) ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì

p′ = 100 260 Ïà.

Êàê âèäèì, äàâëåíèå âíóòðè ìûëüíîãî ïóçûðÿ ðàäèóñîì 4 ìì âñå-
ãî ëèøü íà 0,01% áîëüøå àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ.

7.3.4. Смачивание и несмачивание

Íà ãðàíèöå æèäêîñòü—ãàç ìîæíî áûëî íå ñ÷èòàòüñÿ ñ ñèëàìè
ñöåïëåíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè æèäêîñòè è ãàçà è ó÷èòûâàòü òîëü-
êî ìåæìîëåêóëÿðíîå ñöåïëåíèå âíóòðè æèäêîñòè. Íà ãðàíèöå
æèäêîñòü—òâåðäîå òåëî íàäî ó÷èòûâàòü ñèëû ñöåïëåíèÿ êàê ìåæ-

äó ìîëåêóëàìè ñàìîé æèäêîñòè (ñèëû ææ), òàê è ìåæäó ìîëå-

êóëàìè æèäêîñòè è òâåðäîãî òåëà (ñèëû æò). Åñëè ñèëû ææ

ìåíüøå ñèë æò, òî ãîâîðÿò, ÷òî äàííàÿ æèäêîñòü ñìà÷èâàåò äàí-
íîå òåëî (ÿâëÿåòñÿ ñìà÷èâàþùåé ïî îòíîøåíèþ ê äàííîìó òåëó).

Åñëè æå ñèëû ææ áîëüøå ñèë æò, òî ãîâîðÿò, ÷òî äàííàÿ æèä-
êîñòü íå ñìà÷èâàåò äàííîå òåëî (ÿâëÿåòñÿ íåñìà÷èâàþùåé ïî îò-
íîøåíèþ ê òåëó). Íàïðèìåð, ñòåêëî ñìà÷èâàåòñÿ âîäîé, íî íå ñìà-
÷èâàåòñÿ ðòóòüþ.
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Ôîðìà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-
ñòè æèäêîñòè â òîì ìåñòå, ãäå
îíà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ òâåðäîé
ñòåíêîé, çàâèñèò îò òîãî, ñìà÷è-
âàåò æèäêîñòü ñòåíêè ñîñóäà èëè
íå ñìà÷èâàåò èõ. Åñëè ñìà÷èâà-
åò, òî íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè æèä-
êîñòè óãîë θ ìåæäó ïîâåðõíî-
ñòüþ ñòåíêè è êàñàòåëüíîé ê ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè

(òàê íàçûâàåìûé êðàåâîé óãîë) áóäåò îñòðûì óãëîì (ðèñ. 7.39, à).
Åñëè æå íå ñìà÷èâàåò, òî êðàåâîé óãîë θ áóäåò òóïûì (ðèñ. 7.39, á).
Êîãäà θ = 0, ãîâîðÿò î ïîëíîì ñìà÷èâàíèè; êîãäà θ = π, ãîâîðÿò î
ïîëíîì íåñìà÷èâàíèè.

Примечание

Возникновение острого краевого угла в случае, когда 
жж

 < 
жт

, пояс�

няет рисунок 7.40, а; возникновение тупого краевого угла при 
жж

 > 
жт

 по�

ясняет рисунок 7.40, б. На рисунках показаны силы межмолекулярного

сцепления, действующие на малый участок поверхностного слоя жидкости

в точке A, находящейся на границе трех сред (жидкости, твердого тела, воз�

духа). Свободная поверхность жидкости в этой точке ориентируется пер�

пендикулярно вектору  = 
жж

 + 
жт

 (см. пунктирные прямые на рисунках).

Видно, что θ <  в случае (а) и θ >  в случае (б).

Ñìà÷èâàíèå øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ êàê â ïðîìûøëåííîñòè, òàê
è â áûòó. Îíî íåîáõîäèìî ïðè êðàøåíèè, ñòèðêå, íàíåñåíèè ëà-
êîêðàñî÷íûõ ïîêðûòèé, ñêëåèâàíèè, ïàéêå. ×òîáû, íàïðèìåð, ðàñ-
ïëàâëåííûé ïðèïîé ðàñòåêàëñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñïàèâàåìûõ ìå-
òàëëîâ è ïðèëèïàë ê íèì, íàäî â öåëÿõ óëó÷øåíèÿ ñìà÷èâàíèÿ
òùàòåëüíî î÷èùàòü ïîâåðõíîñòè îò æèðà è ïûëè. Äåòàëè èç ìåäè

Ðèñ. 7.39
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õîðîøî ïàÿòü îëîâÿííûì ïðèïîåì, êîòîðûé, îäíàêî, íå ñìà÷èâàåò
àëþìèíèé. Äëÿ ïàéêè äåòàëåé èç àëþìèíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðèïîé,
ñîñòîÿùèé èç àëþìèíèÿ è êðåìíèÿ.

7.3.5. Капиллярные явления

Ñìà÷èâàíèå (íåñìà÷èâàíèå) ïðèíöèïèàëüíî âàæíî â êàïèë-
ëÿðíûõ ÿâëåíèÿõ, íàáëþäàåìûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè óçêèõ òðóáîê —
êàïèëëÿðîâ (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà capillaris, îçíà÷àþùåãî «âîëîñ-
íîé»).

Ïðåäïîëîæèì, æèäêîñòü ñìà÷èâàåò êàïèëëÿð, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèé ñîáîé óçêóþ òðóáêó ñ êàíàëîì ðàäèóñîì r. Ñâîáîäíàÿ ïî-
âåðõíîñòü æèäêîñòè îáðàçóåò â òàêîé òðóáêå âîãíóòûé ìåíèñê,
êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòü ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè (ðèñ. 7.41, à). Åñëè θ — êðàåâîé óãîë, òî ðàäèóñ ýòîé ñôåðû
ðàâåí

R = . (7.34)

Ïðè θ = 0 (ïðè ïîëíîì ñìà÷èâàíèè) ìåíèñê ñòàíîâèòñÿ ïîëóñôå-
ðîé, ïðè ýòîì R = r.

Åñëè æèäêîñòü íå ñìà÷èâàåò êàïèëëÿð, òî åå ñâîáîäíàÿ ïî-
âåðõíîñòü îáðàçóåò âûïóêëûé ìåíèñê (ðèñ. 7.41, á). Êàê âèäíî èç

ðèñóíêà, â ýòîì ñëó÷àå R = . Òàê êàê β = π – θ, òî, ñëåäîâà-

òåëüíî, R =  — ñîîòíîøåíèå (7.34) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è äëÿ

âûïóêëîãî ìåíèñêà. Ïîíÿòíî, ÷òî R = r ïðè ïîëíîì íåñìà÷èâàíèè
(ïðè θ = π).

r
θcos

-------------

à) á)

Ðèñ. 7.41

r
βcos

-------------

r
θcos

-------------
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.28)—(7.30) è ñ ó÷åòîì (7.34), äàâëåíèå æèä-
êîñòè â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå âûïóêëîãî ìåíèñêà ðàâíî

pâûï = p0 +  = p0 + cosθ, (7.35)

à â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå âîãíóòîãî ìåíèñêà ðàâíî

pâîã = p0 –  = p0 – cosθ. (7.36)

Çäåñü p0 — äàâëåíèå âîçäóõà (èëè ïàðà) íàä ìåíèñêîì.
Ïîãðóçèì êîíåö âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííîãî êàïèëëÿðà â

ñîñóä ñî ñìà÷èâàþùåé æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ. Æèäêîñòü ïîä-
íèìàåòñÿ â êàïèëëÿðå íà âûñîòó h ïî îòíîøåíèþ ê åå óðîâíþ â
ñîñóäå (ðèñ. 7.42, à). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pA, pB, pC äàâëåíèå æèäêîñ-
òè â òî÷êàõ A, B, C, ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî pA = p0 (p0 — àò-
ìîñôåðíîå äàâëåíèå), à pB = pC + ρgh. Ñîãëàñíî (7.36), pC = p0 –

– . Òî÷êè A è B íàõîäÿòñÿ íà îäíîé è òîé æå ãîðèçîíòàëüíîé

ïëîñêîñòè Z; ïîýòîìó pA = pB è, ñëåäîâàòåëüíî, p0 = (p0 – ) +
+ ρgh. Îòñþäà íàõîäèì âûñîòó h ïîäúåìà æèäêîñòè â êàïèëëÿðå:

h = . (7.37)

Åñëè æèäêîñòü íå ñìà÷èâàåò êàïèëëÿð, îíà îïóñêàåòñÿ íà h
îòíîñèòåëüíî ñâîåãî óðîâíÿ â ñîñóäå (ðèñ. 7.42, á). Âåëè÷èíà h îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7.37). Óáåäèìñÿ â ýòîì, ðàññìîòðåâ
äàâëåíèå æèäêîñòè â òî÷êàõ A, B, C. Ïîíÿòíî, ÷òî pA = p0 è pB =

= pA + ρgh. Ñîãëàñíî (7.35), pC = p0 + . Òàê êàê pC = pB (ïî-

ñêîëüêó òî÷êè C è B íàõîäÿòñÿ íà îäíîé è òîé ãîðèçîíòàëüíîé

2σ
R
-------

2σ
R
-------

2σ
R
-------

2σ
R
-------

2σ
R
-------

2σ
R
-------

2σ
ρgR
------------

à) á)

Ðèñ. 7.42

2σ
R
-------
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ïëîñêîñòè Z), òî, ñëåäîâàòåëüíî, p0 +  = pA + ρgh = p0 + ρgh,

îòêóäà ïîëó÷àåì h = .

Åñëè æèäêîñòü ïîëíîñòüþ ñìà÷èâàåòñÿ (èëè ïîëíîñòüþ íå ñìà-
÷èâàåòñÿ), òî âìåñòî (7.37) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

h = . (7.38)

Â ýòîì ñëó÷àå σ = ρghr. Çíàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ðàäèóñ êà-

íàëà êàïèëëÿðà è èçìåðèâ âûñîòó ïîäúåìà (îïóñêàíèÿ) æèäêîñòè
â êàïèëëÿðå, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñ-
òè σ. Ýòîò ñïîñîá èçìåðåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò íà ïðàêòèêå.

Êàïèëëÿðíûå ÿâëåíèÿ øèðîêî ïðîÿâëÿþòñÿ â ïðèðîäå. Äâè-
æåíèå è ñîõðàíåíèå âîäû â ïî÷âå îïðåäåëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ìå-
ðå íàëè÷èåì â íåé óçêèõ ïðîìåæóòêîâ, èãðàþùèõ ðîëü êàïèëëÿ-
ðîâ. Êàïèëëÿðû â äðåâåñèíå ñïîñîáñòâóþò ïîäúåìó âîäû â äå-
ðåâüÿõ îò êîðíåé ê êðîíå. Êàïèëëÿðíûå ÿâëåíèÿ íàõîäÿò øèðîêîå
ïðèìåíåíèå òàêæå â áûòó. Èñïîëüçîâàíèå ïîëîòåíåö è ñàëôåòîê
âîçìîæíî ëèøü áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â íèõ ñâîåîáðàçíûõ êàïèëëÿ-
ðîâ.

Задача (ðèñ. 7.43). Äëèííóþ ñòåêëÿííóþ êàïèëëÿð-
íóþ òðóáêó, ðàäèóñ êàíàëà êîòîðîé ðàâåí r = 1 ìì,
çàêðûëè ñíèçó è íàïîëíèëè âîäîé. Òðóáêó ïîñòàâèëè
è îòêðûëè åå íèæíèé êîíåö; ïðè ýòîì ÷àñòü âîäû âû-
ëèëàñü. Òðåáóåòñÿ íàéòè âûñîòó ñòîëáèêà âîäû, îñòàâ-
øåéñÿ â êàïèëëÿðå. Ïëîòíîñòü âîäû ρ = 1000 êã/ì3,
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå σ = 0,07 Í/ì. Ñìà÷èâàíèå
ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíûì.

Äàâëåíèå â òî÷êå A ðàâíî

pA = p0 – , (1*)

à â òî÷êå B ðàâíî

pB = p0 + , (2*)

ãäå p0 — àòìîñôåðíîå äàâëåíèå. Âû÷òåì ïî÷ëåííî (1*) èç (2*) è
ó÷òåì, ÷òî pB – pA = ρgh, ãäå h — èñêîìàÿ âûñîòà ñòîëáèêà âîäû

â òðóáêå. Ïîëó÷èì: ρgh =  + , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî h =  =

= 2,85 ñì.

2σ
R
-------

2σ
ρgR
------------

2σ
ρgr
----------

1
2
---

Ðèñ. 7.43
2σ
r
-------

2σ
r
-------

2σ
r
-------

2σ
r
-------

4σ
ρgr
----------
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7.4. ÒÅ×ÅÍÈÅ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

7.4.1. О жидкости в гидродинамике и газодинамике

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû îáñóæäàëè ìåõàíèêó æèäêîñòè
(à òàêæå ãàçà), íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Òåïåðü áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü äâèæåíèå æèäêîñòè (ãàçà), ò. å. îáðàòèìñÿ ê ãèäðîäè-
íàìèêå è ãàçîäèíàìèêå. Ñëîâî «äâèæåíèå» ñëåäóåò ïîíèìàòü â îá-
ùåì ñëó÷àå êàê «îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå». Ýòî ìîæåò áûòü äâè-
æåíèå òâåðäûõ òåë â íåïîäâèæíîé ñðåäå (íàïðèìåð, ïîëåò
àâèàëàéíåðà â âîçäóøíîé ñðåäå èëè äâèæåíèå êîðàáëÿ â âîäíîé
ñðåäå).

Çàìåòèì, ÷òî â ãèäðîäèíàìèêå è ãàçîäèíàìèêå ïðèíÿòî èìå-
íîâàòü íàõîäÿùååñÿ â äâèæåíèè âåùåñòâî «æèäêîñòüþ» íåçàâè-
ñèìî îò åãî àãðåãàòíîãî ñîñòîÿíèÿ (æèäêîãî èëè ãàçîîáðàçíîãî).
Åñëè õîòÿò îòìåòèòü, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î æèäêîì, à íå ãàçî-
îáðàçíîì ñîñòîÿíèè, óïîòðåáëÿþò òåðìèí «êàïåëüíàÿ æèäêîñòü».

Ðàçëè÷àþò ñæèìàåìóþ æèäêîñòü (îáû÷íî ýòî ãàç) è íåñæè-
ìàåìóþ æèäêîñòü — êàïåëüíûå æèäêîñòè, à òàêæå ãàçû â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà èõ ñæèìàåìîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ïîñëåäíåå
äîïóñòèìî, åñëè ñêîðîñòü ïîòîêà ãàçà ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñêîðîñ-
òè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â ãàçå). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæå-
íèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîëàãàþò, ÷òî ïëîòíîñòü ñðåäû âî
âñåõ åå òî÷êàõ îäíà è òà æå.

Îäíà èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè — åå âÿç-
êîñòü, èëè âíóòðåííåå òðåíèå; ìû ââåëè ýòó ôèçè÷åñêóþ âåëè-
÷èíó â § 2.3.5. Åñëè æèäêîñòü è êîíòàêòèðóþùèå ñ íåé òåëà íå-
ïîäâèæíû, âÿçêîñòü íå îáíàðóæèâàåò ñåáÿ. Ïîýòîìó ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ñòàòèêè æèäêîñòè ìîæíî áûëî íå ïðèíèìàòü âî
âíèìàíèå âÿçêîñòü. Ó÷åò âÿçêîñòè æèäêîñòè ìîæåò ñòàòü ïðèí-
öèïèàëüíî âàæíûì, êîãäà æèäêîñòü äâèæåòñÿ ñàìà èëè â æèä-
êîñòè äâèæåòñÿ òâåðäîå òåëî. Âñåì ðåàëüíûì æèäêîñòÿì è ãà-
çàì â òîé èëè èíîé ìåðå ïðèñóùå âíóòðåííåå òðåíèå. Îíî ïðî-
ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî âîçíèêàþùåå â ñðåäå äâèæåíèå
ïîñòåïåííî çàòóõàåò ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ïðè÷èí, êîòî-
ðûå åãî âûçâàëè.

Îäíàêî íåêîòîðûå âîïðîñû ãèäðîäèíàìèêè è ãàçîäèíàìèêè
ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â ïðèáëèæåíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè.
Èäåàëüíîé íàçûâàþò àáñòðàêòíóþ æèäêîñòü, â êîòîðîé âÿç-
êîñòü îòñóòñòâóåò. Â èäåàëüíîé æèäêîñòè èãíîðèðóþòñÿ ñèëû
òðåíèÿ êàê ìåæäó äâèæóùèìèñÿ ñëîÿìè æèäêîñòè, òàê è íà ãðà-
íèöå æèäêîñòè è òâåðäîãî òåëà. (Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìîëåêó-
ëÿðíîå ñöåïëåíèå ìåæäó æèäêîñòüþ è òâåðäûìè ñòåíêàìè èëè íà-
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õîäÿùèìèñÿ â æèäêîñòè òâåðäûìè òåëàìè íå ïðèíèìàåòñÿ âî âíè-
ìàíèå.) Ïîñêîëüêó â èäåàëüíîé æèäêîñòè íåò âíóòðåííåãî òðåíèÿ,
åå ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ïðåâðàùàåòñÿ âî âíóòðåííþþ ýíåð-
ãèþ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèäðîäèíàìèêó
èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

7.4.2. Линии и трубки тока. Уравнение неразрывности

×òîáû îïèñàòü äâèæåíèå æèäêîñòè, ìîæíî áûëî áû ïîñòóïèòü
òàê, êàê ýòî äåëàëîñü â îòíîøåíèè òâåðäîãî òåëà. Ìîæíî áûëî áû
ìûñëåííî ðàçáèòü âñþ ìàññó æèäêîñòè íà ÷àñòèöû è ïîïûòàòüñÿ
ïðîñëåäèòü, êàê âåäåò ñåáÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êàæäàÿ ÷àñòèöà.
Òàêîé âåñüìà òðóäîåìêèé ñïîñîá îïèñàíèÿ æèäêîñòè ðàçðàáàòû-
âàëñÿ ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æîçåôîì Ëàãðàíæåì. Çíà÷è-
òåëüíî ïðîùå ïîñòóïèòü èíà÷å: ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íå íà îò-
äåëüíûõ ÷àñòèöàõ, ïðîõîäÿùèõ ñî âðåìåíåì ÷åðåç ðàçíûå òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà, à íà îòäåëüíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ÷åðåç êîòîðûå
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîõîäÿò ðàçíûå ÷àñòèöû æèäêîñòè. Òàêîé
ñïîñîá îïèñàíèÿ äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè ïðåäëîæèë øâåéöàðñêèé
ìàòåìàòèê è ôèçèê Ëåîíàðä Ýéëåð. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
äâèæåíèå æèäêîñòè, ñëåäóÿ Ýéëåðó.

Âûáåðåì íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû âåêòîðû ñêîðîñ-

òè  ÷àñòèö æèäêîñòè, îêàçàâøèõñÿ â ðàç-
íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäñòàâèì ñåáå,
÷òî ïðîñòðàíñòâî, çàíèìàåìîå æèäêîñòüþ,

çàïîëíåíî òàêèìè âåêòîðàìè . Ïðîâåäåì â
ïðîñòðàíñòâå ïëàâíûå ëèíèè òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû â êàæäîé èõ òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ê

ëèíèè èìåëà íàïðàâëåíèå âåêòîðà  â ýòîé òî÷êå (ðèñ. 7.44). Ýòè
ëèíèè íàçûâàþò ëèíèÿìè òîêà. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîñòðàíñò-
âà ìîæíî ïðîâåñòè ëèíèþ òîêà; ïðîñòðàíñòâî áóêâàëüíî çàïîëíå-
íî ëèíèÿìè òîêà. Ðàçóìååòñÿ, íà ðèñóíêàõ, èçîáðàæàþùèõ êàðòè-
íû ëèíèè òîêà, ïîêàçàíû ëèøü íåêîòîðûå èç ýòèõ ëèíèé, ïîçâî-
ëÿþùèå ñóäèòü î õàðàêòåðå êàðòèíû ëèíèé. Íàïðàâëåíèÿ ëèíèé
òîêà ïîçâîëÿþò ñóäèòü î íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè â òîì
èëè èíîì ìåñòå ïðîñòðàíñòâà, à ãóñòîòà ëèíèé (÷èñëî ëèíèé, ïå-
ðåñåêàþùèõ åäèíè÷íóþ ïîïåðå÷íóþ ïëîùàäêó) ãîâîðèò î òîì, íà-
ñêîëüêî âåëèêà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåì
ìåñòå ïðîñòðàíñòâà. ×åì áîëüøå ñêîðîñòü, òåì ãóùå ðàñïîëàãàþò-
ñÿ ëèíèè òîêà.

Ðèñ. 7.44

vº

vº

vº
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Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå

ñêîðîñòåé ÷àñòèö  â ïðîñòðàíñòâå ìî-
æåò ñî âðåìåíåì èçìåíÿòüñÿ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì
è êàðòèíà ëèíèè òîêà. Íàñ áóäóò èíòå-
ðåñîâàòü ñëó÷àè, êîãäà äâèæåíèå æèä-
êîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ò. å.

êîãäà â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð ñêîðîñòè  ñîõðàíÿåò-
ñÿ íåèçìåííûì. Êîíå÷íî, â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè â ëþáîé çà-
äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà áóäóò îêàçûâàòüñÿ ðàçíûå ÷àñòèöû
(âåäü æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â äâèæåíèè!), íî âñå îíè áóäóò èìåòü
îäíó è òó æå ñêîðîñòü. Êàðòèíà ëèíèé òîêà â ñòàöèîíàðíîì ïî-
òîêå ñî âðåìåíåì íå èçìåíÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ëèíèè òîêà â ýòîì
ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèö æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà íà ðèñóíêå 7.45 ïîêàçàíû ëèíèè òîêà â ñòàöèîíàðíîì ïî-
òîêå, ïðîòåêàþùåì ñêâîçü îòâåðñòèå. Âáëèçè îòâåðñòèÿ ëèíèè ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ íàèáîëåå ãóñòî — òàì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè
íàèáîëüøàÿ.

Ñòàöèîíàðíûé ïîòîê ìîæíî ìûñëåííî ðàçáèòü íà òðóáêè
òîêà — ó÷àñòêè æèäêîñòè, îãðàíè÷åííûå ëèíèÿìè òîêà (ðèñ.

7.46). Áóäó÷è êàñàòåëüíûìè ê ëèíèÿì òîêà, âåêòîðû  áóäóò
êàñàòåëüíûìè è ê ïîâåðõíîñòè òðóáêè òî-
êà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñâîåì äâèæåíèè
÷àñòèöû æèäêîñòè íå ïåðåñåêàþò ñòåíîê
òðóáêè òîêà — òðóáêà òîêà ïîäîáíà íå-
ïðîíèöàåìîé äëÿ ÷àñòèö òðóáêå.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ óçêóþ òðóáêó
òîêà ìåæäó äâóìÿ ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿ-
ìè 1 è 2 (ðèñ. 7.47). Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
óçêîé òðóáêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñêî-
ðîñòü ÷àñòèö æèäêîñòè âî âñåõ òî÷êàõ òî-
ãî èëè èíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè
îäíà è òà æå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ1 è v1 ñî-
îòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü è ìîäóëü ñêîðîñ-
òè æèäêîñòè â ñå÷åíèè 1, èìåþùåì ïëî-
ùàäü S1, à ÷åðåç ρ2 è v2 — â ñå÷åíèè 2
ïëîùàäüþ S2. Çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè ∆t ÷åðåç ñå÷åíèå 1 ïðîéäåò ìàññà
æèäêîñòè ρ1S1v1∆t, à ÷åðåç ñå÷åíèå 2 —
ìàññà ρ2S2v2∆t. Ïîñêîëüêó æèäêîñòü â
ñâîåì äâèæåíèè íå ïåðåñåêàåò ñòåíîê

Ðèñ. 7.45

vº

vº

vº

Ðèñ. 7.46

Ðèñ. 7.47
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òðóáêè è ñòðóÿ íå ðàçðûâàåòñÿ, òî óêàçàííûå ìàññû ðàâíû è,
ñëåäîâàòåëüíî,

ρ1S1v1 = ρ2S2v2. (7.39)

Ýòî åñòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Åñ-
ëè æèäêîñòü íåñæèìàåìà, òî ρ1 = ρ2 è (7.39) ïðèíèìàåò âèä:

S1v1 = S2v2. (7.40)

Èòàê, â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (êàïåëüíîé æèäêîñòè èëè ãàçå
ïðè ìàëîé ñêîðîñòè åãî ïîòîêà) ñêîðîñòü â óçêèõ ìåñòàõ òðóáêè
áîëüøå, ÷åì â øèðîêèõ. Ñ ýòèì âûâîäîì ñîãëàñóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
â óçêèõ ìåñòàõ òðóáêè ëèíèè òîêà ðàñïîëàãàþòñÿ ãóùå, ÷åì â øè-
ðîêèõ ìåñòàõ.

7.4.3. Уравнение Бернулли

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàñ-
ñû; îíî ïðèìåíèìî ê ñòàöèîíàðíîìó ïîòîêó êàê èäåàëüíîé, òàê
è ðåàëüíîé (âÿçêîé) æèäêîñòè. Ðàññìàòðèâàåìîå íèæå óðàâíåíèå
Áåðíóëëè (íàçâàííîå òàê â ÷åñòü øâåéöàðñêîãî ìàòåìàòèêà è
ôèçèêà Äàíèèëà Áåðíóëëè) ïîëó÷åíî äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè
(òî÷íåå ñêàçàòü: äëÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè). Ïðè
âûâîäå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè íå ïðåâðàùàåòñÿ âî âíóòðåííþþ
ýíåðãèþ.

Ðàññìîòðèì òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïëîò-
íîñòüþ ρ ïî òðóáêå òîêà (ðèñ. 7.48). Òðóáêó âûáåðåì äîñòàòî÷íî
óçêóþ, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîëàãàòü ïîñòîÿííîé ñêîðîñòü æèäêîñòè
âî âñåõ òî÷êàõ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè. Âûäåëèì ìûñëåííî
îáúåì æèäêîñòè â òðóáêå ìåæäó ñå÷å-
íèåì AB ïëîùàäüþ S1 è ñå÷åíèåì CD
ïëîùàäüþ S2. Îáîçíà÷èì ìîäóëü ñêî-
ðîñòè æèäêîñòè â ñå÷åíèè AB ÷åðåç
v1, à â ñå÷åíèè CD — ÷åðåç v2. Áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî æèäêîñòü íà ðèñóíêå òå-
÷åò ñëåâà íàïðàâî, ïðè ýòîì âûñîòà
öåíòðà òðóáêè âîçðàñòàåò ñ h1 äî h2.

Çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t
âûäåëåííûé îáúåì æèäêîñòè â òðóá-
êå íåìíîãî ñìåñòèòñÿ âïðàâî è çàé-
ìåò ÷àñòü òðóáêè ìåæäó ñå÷åíèÿìè
A′B′ è C′D′. Âèäó ìàëîñòè ∆t áóäåì Ðèñ. 7.48
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ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîùàäè ýòèõ ñå÷åíèé è ñêîðîñòè æèäêîñòè â íèõ —
òàêèå æå, êàê äëÿ ñå÷åíèé AB è CD, ñîîòâåòñòâåííî. Íà âûäåëåí-
íûé â òðóáêå îáúåì æèäêîñòè äåéñòâóþò ñëåäóþùèå ñèëû: ñèëà
òÿæåñòè, ñèëû äàâëåíèÿ íà áîêîâûå ñòåíêè, ñèëû äàâëåíèÿ íà òîð-
öû (íà ñå÷åíèÿ AB è CD). Â äåéñòâèòåëüíîñòè åñòü åùå ñèëû âíóò-
ðåííåãî òðåíèÿ, íî çäåñü îíè íå ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå. Íàé-
äåì ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåðøèëè âñå óïîìÿíóòûå âûøå ñèëû çà
âðåìÿ ∆t.

Ðàáîòà ñèë äàâëåíèÿ íà áîêîâûå ñòåíêè ðàâíà íóëþ, ïîñêîëü-
êó ýòè ñèëû íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñêîðîñòè ïîòîêà. Ðà-
áîòà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñå÷åíèå AB, ðàâíà

A1 = p1S1∆l1, (1*)

ãäå p1 — äàâëåíèå æèäêîñòè â ñå÷åíèè AB, ∆l1 = AA′. Ðàáîòà ñèë,
äåéñòâóþùèõ íà ñå÷åíèå CD, ðàâíà

A2 = – p2S2∆l2, (2*)

ãäå p2 — äàâëåíèå æèäêîñòè â ñå÷åíèè CD, ∆l2 = CC′. Çíàê
«ìèíóñ» îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýòè ñèëû íàïðàâëåíû íàâñòðå÷ó
äâèæåíèþ æèäêîñòè. Ðàáîòó ñèëû òÿæåñòè îáîçíà÷èì ïîêà ÷å-
ðåç A3.

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (íà-
ïîìíèì ÷èòàòåëþ ï. 5.4.1), àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ðàáîò, ñîâåð-
øåííûõ íàä âûäåëåííîé â òðóáêå æèäêîñòüþ, ðàâíà èçìåíåíèþ
∆K åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

A1 + A2 + A3 = ∆K. (3*)

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçìåíåíèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (íàïîì-
íèì ÷èòàòåëþ ï. 5.5.2), ðàáîòà A3 ðàâíà âçÿòîìó ñ îáðàòíûì çíà-
êîì èçìåíåíèþ ∆U ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âûäåëåííîé â òðóáêå
æèäêîñòè: A3 = –∆U. Ïîäñòàâèâ A3 â (3*), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

A1 + A2 = ∆K + ∆U. (4*)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýíåðãèÿ æèäêîñòè, çàêëþ÷åííîé
ìåæäó ñå÷åíèÿìè A′B′ è CD, íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì; ïîýòîìó
ñóììà ∆K + ∆U â (4*) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èçìåíåíèå ìå-
õàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìàññû æèäêîñòè, êîòîðàÿ ñíà÷àëà çàíèìàëà
îáúåì ìåæäó ñå÷åíèÿìè AB è A′B′, à çàòåì îêàçàëàñü ìåæäó ñå-
÷åíèÿìè C′D′ è CD. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðåäñòàâèì

∆K = ρS2∆l2  – ρS1∆l1 , (5*)

∆U = ρS2∆l2∆gh2 – ρS1∆l1∆gh1. (6*)

1
2
---

v2
2 1

2
---

v1
2
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Ïîäñòàâèì (1*), (2*), (5*), (6*) â (4*), ó÷òåì, ÷òî ∆l1 = v1∆t è ∆l2 =
= v2∆t, è âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè (7.40). Â ðå-
çóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (4*) ïðèíèìàåò âèä:

p1 – p2 = ρ  – ρ  + ρgh2 – ρgh1.

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

p1 + ρ  + ρgh1 = p2 + ρ  + ρgh2. (7.41)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè, ÿâëÿþùååñÿ îñíîâíûì çàêîíîì

ãèäðîäèíàìèêè è ãàçîäèíàìèêè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äàâëåíèÿ ρv2 è

ρgh íàçûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ïëîòíîñòüþ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè è ïëîòíîñòüþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè1), ñôîðìóëèðóåì
óðàâíåíèå Áåðíóëëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Â ñîîòíîøåíèå (7.41) íå âõîäèò ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
òðóáêè òîêà. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ñî-
õðàíÿåòñÿ, åñëè òðóáêó ñäåëàòü ïðåäåëüíî óçêîé, ò. å. ñòÿíóòü
åå â ëèíèþ òîêà. Ó÷èòûâàÿ ýòî, äàäèì åùå îäíó ôîðìóëèðîâêó
óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè:

Åñëè òðóáêà èëè ëèíèÿ òîêà ãîðèçîíòàëüíû, ñîîòíîøåíèå
(7.41) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

p1 + ρ  = p2 + ρ . (7.42)

7.4.4. Следствия из уравнения Бернулли

Èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè
òå÷åíèÿ äàâëåíèå â æèäêîñòè óìåíüøàåòñÿ. Ïîä æèäêîñòüþ, íà-

1) Ïðåæíèå íàçâàíèÿ «äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå» è «ãèäðàâëè÷åñêîå äàâëå-
íèå» ïðèçíàíû íåóäà÷íûìè.

Ñóììà äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé â ëþáîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè òðóáêè òîêà.

Ñóììà äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòåé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííîé âî âñåõ òî÷êàõ ëþáîé ëèíèè òîêà.

1
2
---

v2
2 1

2
---

v1
2

1
2
---

v1
2 1

2
---

v2
2

1
2
---

1
2
---

v1
2 1

2
---

v2
2
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ïîìèíàåì, íàäî ïîíèìàòü êàê êàïåëüíóþ æèäêîñòü (íàñòîÿùóþ
æèäêîñòü), òàê è ãàç. Äàííîå ñëåäñòâèå èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè
ìîæíî ýôôåêòíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü â ñëåäóþùåì êðàéíå ïðîñ-
òîì îïûòå. Âîçüìåì ëèñò áóìàãè, ïåðåãíåì åãî ïîïîëàì è íàäåíåì
íà ëèíåéêó òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7.49. Åñëè ñèëüíî
ïîäóòü ìåæäó ñëåãêà ðàñõîäÿùèìèñÿ ïîëîâèíêàìè ëèñòà, òî ìîæ-
íî íàáëþäàòü óäèâèòåëüíîå äëÿ ìíîãèõ ÿâëåíèå: ïîëîâèíêè ëèñòà
íå òîëüêî íå ðàçîéäóòñÿ åùå áîëüøå, íî íàïðîòèâ, ðåçêî ñáëèçÿò-
ñÿ, êàê áû ñëèïíóòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äàâëåíèå â ñòðóå
âîçäóõà ìåæäó ïîëîâèíêàìè ëèñòà ìåíüøå äàâëåíèÿ ñ âíåøíåé
ñòîðîíû, ðàâíîãî àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ.

Åùå ýôôåêòíåå îïûò ñ ëåãêèì
öåëëóëîèäíûì øàðèêîì è âîðîí-
êîé (ðèñ. 7.50). Ïîëîæèì øàðèê
íà ëàäîíü è ïðèáëèçèì ëàäîíü ê
âîðîíêå, îáðàùåííîé êíèçó. Åñëè
ñèëüíî ïðîäóâàòü âîçäóõ ÷åðåç
òðóáêó, òî ìîæíî íàáëþäàòü, ÷òî
øàðèê íå òîëüêî íå óïàäåò âíèç, à
íàïðîòèâ, ïîäíèìàåòñÿ âíóòðü êî-

íóñà âîðîíêè — òóäà, ãäå ñîçäàëîñü äàâëåíèå, áîëåå íèçêîå ïî
ñðàâíåíèþ ñ àòìîñôåðíûì äàâëåíèåì íåïîñðåäñòâåííî ïîä øàðè-
êîì.

Ìîæíî ïðîäåëàòü òàêæå îïûò ñ ïóëüâåðèçàòîðîì, ñîñòîÿùèì
èç äâóõ òðóáîê, îðèåíòèðîâàííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíî äðóã äðóãó
(ðèñ. 7.51). ×åðåç ãîðèçîíòàëüíóþ òðóáêó ïðîäóâàåòñÿ âîçäóõ. Â óç-
êîé ÷àñòè âîçäóøíîé ñðåäû (âáëèçè âûõîäíîãî êîíöà òðóáêè) äàâ-
ëåíèå âîçäóõà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ. Ïî-
ýòîìó àòìîñôåðíîå äàâëåíèå çàñòàâëÿåò æèäêîñòü â ñîñóäå ïîäíè-
ìàòüñÿ ïî âåðòèêàëüíîé òðóáêå. Æèäêîñòü ïîäíèìàåòñÿ ê êîíöó
òðóáêè è òàì ðàñïûëÿåòñÿ ñòðóåé âîçäóõà.

Ðèñ. 7.49 Ðèñ. 7.50

Ðèñ. 7.51 Ðèñ. 7.52
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Íàéäåì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ
èäåàëüíîé æèäêîñòè èç îòâåðñòèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ñòåíêå ñîñóäà
íà âûñîòå hA; óðîâåíü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ñîñóäå
íàõîäèòñÿ íà âûñîòå hB (ðèñ. 7.52). Ïðèìåíèì óðàâíåíèå (7.41) ê
ëèíèè òîêà, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì. Âûäåëèì äâå òî÷-
êè íà ýòîé ëèíèè: òî÷êó A (ñðàçó çà îòâåðñòèåì) è òî÷êó B (íà
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè). Äàâëåíèå â îáåèõ òî÷êàõ ðàâíî
àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ p0, à ñêîðîñòü â òî÷êå B ìîæíî ñ÷èòàòü
ðàâíîé íóëþ, ïîñêîëüêó ñîñóä øèðîê, à îòâåðñòèå ìàëî. Â ðåçóëü-
òàòå óðàâíåíèå Áåðíóëëè (7.41) ïðèíèìàåò âèä:

p0 + ρv2 + ρghA = p0 + ρghB ,

ãäå v — èñêîìàÿ ñêîðîñòü. Îòñþäà âèäíî, ÷òî

v = . (7.43)

Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè îêàçûâàåòñÿ òàêîé æå, êàêóþ èìåëî
áû òåëî ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè ñ âûñîòû hB – hA.

Задача (ðèñ. 7.53). ×åìó ðàâíà ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü
ïîëåòà ñòðóè âîäû èç øïðèöà äèàìåòðîì d = 4 ñì, íà ïîð-
øåíü êîòîðîãî äàâèò ñèëà F = 30 Í? Ïëîòíîñòü âîäû
ρ0 = 1000 êã/ì3. Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòâåðñòèÿ â
èãëå ìíîãî ìåíüøå ïëîùàäè ïîðøíÿ. Ñîïðîòèâëåíèåì âîç-
äóõà ïðåíåáðå÷ü.

Ïðèìåíèì óðàâíåíèå Áåðíóëëè ê ëèíèè òîêà, ïîêàçàííîé íà
ðèñóíêå ïóíêòèðîì. Â òî÷êå A äàâëåíèå ðàâíî àòìîñôåðíîìó äàâ-

ëåíèþ p0 ïëþñ äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå ñèëîé F (îíî ðàâíî ), à

ñêîðîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç vA. Â òî÷êå B äàâëåíèå ðàâíî p0, à ñêî-
ðîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåç vB. Òàêèì îáðàçîì

p0 +  + ρ0  = p0 + ρ0 . (1*)

1
2
---

2g hB hA−( )

Ðèñ. 7.53

4F

πd2
---------

4F

πd2
---------

1
2
---

vA
2 1

2
---

vB
2
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Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî S0vB = πd2vA, ãäå S0 —

ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èãëû øïðèöà. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ, ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (1*) â âèäå:

 = ρ0 . (2*)

Òàê êàê 4S0 n πd2, ñîîòíîøåíèå (2*) óïðîùàåòñÿ:  = .

Ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü L ïîëåòà ñòðóè äîñòèãàåòñÿ, åñëè íà-
ïðàâèòü èãëó øïðèöà ïîä óãëîì α = 45° ê ãîðèçîíòó. Èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèå (1.48) äëÿ α = 45°, ïîëó÷àåì:

L = ,  L = 4,9 ì. 

7.4.5. Трубка Пито—Прандтля

Òðóáêà Ïèòî—Ïðàíäòëÿ — ïðèáîð äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè
ïîòîêà; èçîáðåòåí â 1732 ãîäó ôðàíöóçñêèì ó÷åíûì Àíðè Ïèòî,
ïîçäíåå óñîâåðøåíñòâîâàí íåìåöêèì ó÷åíûì Ëþäâèãîì Ïðàíäò-
ëåì.

Ïðèíöèï äåéñòâèÿ ïðèáîðà ïîêàçàí íà ðèñóíêå 7.54. Èìåþ-
ùàÿ U-îáðàçíóþ ôîðìó òðóáêà ââîäèòñÿ â òî ìåñòî ïîòîêà, ãäå
òðåáóåòñÿ èçìåðèòü åãî ñêîðîñòü. Ëåâîå êîëåíî òðóáêè îòêðûâàåò-
ñÿ íàâñòðå÷ó ïîòîêó, à ìèìî îòâåðñòèÿ ïðàâîãî êîëåíà ïîòîê òå-
÷åò, ïðàêòè÷åñêè íå èñêàæàÿñü. Âíóòðè òðóáêè íàõîäèòñÿ ìàíî-
ìåòðè÷åñêàÿ æèäêîñòü ïëîòíîñòüþ ρ0, ïðåâûøàþùåé ïëîòíîñòü ρ

æèäêîñòè â ïîòîêå.

1
4
---

4F

πd2
---------

1
2
---

vB
2

1
4S0

πd2
----------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

−

vB
2 8F

πρ0d
2

----------------

vB
2

g
------

8F

πρ0gd2
--------------------

=

Ðèñ. 7.54
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Äàâëåíèå â òðóáêå ó îòâåðñòèÿ A ðàâíî äàâëåíèþ p æèäêîñòè;
äàâëåíèå â òðóáêå ó îòâåðñòèÿ C îáîçíà÷èì ÷åðåç p1. Åãî ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç äàâëåíèå p è ïîäëåæàùóþ èçìåðåíèþ ñêîðîñòü v
æèäêîñòè, ïðèìåíèâ óðàâíåíèå Áåðíóëëè ê ó÷àñòêó BC ëèíèè òî-
êà, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì (îáðàòèì âíèìàíèå: ñêî-
ðîñòü â òî÷êå C ðàâíà íóëþ):

p + ρv2 = p1. (1*)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pD è pE äàâëåíèå ìàíîìåòðè÷åñêîé æèäêîñòè â
òðóáêå â òî÷êàõ D è E, ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

pD = pC + ρgh1 = p1 + ρgh1,

pE = pA + ρgh2 + ρ0gh = p + ρgh2 + ρ0gh.

Òàê êàê pD = pE, ñëåäîâàòåëüíî,

p1 + ρgh1 = p + ρgh2 + ρ0gh.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðàêòè÷åñêè h1 – h2 = h, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî:

p1 = p + (ρ0 – ρ)gh. (2*)

Èç (1*) è (2*) ñëåäóåò, ÷òî p + (ρ0 – ρ)gh = p + ρv2. Òàêèì îá-

ðàçîì,

v = . (7.44)

Èçìåðèâ h, ìîæíî íàéòè v. Òðóáêó Ïèòî—Ïðàíäòëÿ èñïîëüçóþò
íà ñóäàõ è àâèàëàéíåðàõ êàê ïðèáîð äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè ïî
îòíîøåíèþ ê âîäå èëè âîçäóõó.

7.4.6. Сила реакции текущей жидкости

Ïî èçîãíóòîé ïîä óãëîì β òðóáå ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ S òå÷åò
ïîòîê èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïëîòíîñòüþ ρ ñî ñêîðî-
ñòüþ, ðàâíîé ïî ìîäóëþ v. Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ìåñòî èçãèáà
òðóáû âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå íà óãîë β.
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ 1 è 2 òðóáû (ðèñ. 7.55). Â ñå÷åíèè 1 ñêîðîñòü

ðàâíà 1, à â ñå÷åíèè 2 îíà ðàâíà 2 (v1 = v2 = v). Çà ìàëûé

1
2
---

1
2
---

2 ρ0 ρ−( )gh

ρ
--------------------------------

vº vº
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ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ÷åðåç ñå-
÷åíèå 1 ïðîòå÷åò ìàññà æèäêîñòè
ρSv∆t è ïðèíåñåò ñ ñîáîé èìïóëüñ

1 = ρSv∆t 1. Ïðè ýòîì ÷åðåç ñå-
÷åíèå 2 ïåðåòå÷åò òàêàÿ æå ìàññà,
êîòîðàÿ óíåñåò ñ ñîáîé èìïóëüñ

1 = ρSv∆t 2. Ñîãëàñíî âòîðîìó
çàêîíó Íüþòîíà,

2 – 1 = ∆t, (1*)

ãäå  — ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë,
ïðèëîæåííûõ ê âûäåëåííîé ìàññå

æèäêîñòè. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ñèëà òÿæåñòè è ñèëû äàâëåíèÿ ñî
ñòîðîíû ñòåíîê òðóáû. Ñèëîé òÿæåñòè â äàííîì ñëó÷àå ïðåíåáðå-
æåì. Èñïîëüçóÿ (1*), âûðàçèì ñèëó äàâëåíèÿ ñòåíîê òðóáû íà
æèäêîñòü â âèäå:

 = ρSv( 2 – 1). (7.45)

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, æèäêîñòü áóäåò äåéñòâîâàòü íà
ñòåíêè òðóáû ñ ðàâíîé è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííîé ñè-

ëîé ′:

′ = ρSv( 1 – 2). (7.46)

Ñèëó ′ íàçûâàþò ñèëîé ðåàêöèè òåêóùåé æèäêîñòè.

Íà ðèñóíêå 7.55 ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå âåêòîðà ′; îíî ñîâïà-

äàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ′ = 1 – 2. ×òîáû íàéòè ìîäóëü

âåêòîðà ′, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ â ïðèìåíåíèè ê

òðåóãîëüíèêó, çàøòðèõîâàííîìó íà ðèñóíêå: (v′)2 =  +  –

– 2v1v2 cos β. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v1 = v2 = v3, ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî
â âèäå:

(v′)2 = 2v2 (1 – cosβ). (2*)

Òàêèì îáðàçîì,

F′ = ρSv . (7.47)

Íàèáîëüøàÿ ñèëà ðåàêöèè íàáëþäàåòñÿ ïðè β = 180°: F′max = 2ρSv.
Ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 7.56.

Ðèñ. 7.55
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º
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º

F
º
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Ôîðìóëû (7.46) è (7.47) ñïðàâåäëèâû
íå òîëüêî äëÿ òðóáû, íî è âîîáùå äëÿ
ëþáîãî òåëà, èçìåíÿþùåãî íà óãîë ρ íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñòðóè æèäêîñòè ñå-
÷åíèåì S. Ñèëó ðåàêöèè òåêóùåé æèäêîñ-
òè (êàïåëüíîé æèäêîñòè, ãàçà, ïàðà) èñ-
ïîëüçóþò â òóðáèíàõ. Ñòðóÿ æèäêîñòè,
ïðîòåêàÿ ïî èñêðèâëåííûì êàíàëàì êî-
ëåñà òóðáèíû, èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå
äâèæåíèÿ è ñîçäàåò ñèëó ðåàêöèè, âûçû-
âàþùóþ âðàùåíèå êîëåñà òóðáèíû.

7.5. ÒÅ×ÅÍÈÅ ÐÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

7.5.1. Вязкость (внутреннее трение)

Ðåàëüíûå æèäêîñòè îáëàäàþò âÿçêîñòüþ; îíà ñèëüíåå âûðà-
æåíà â êàïåëüíûõ æèäêîñòÿõ è â ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ñòåïåíè
ïðîÿâëÿåòñÿ â ãàçàõ. Ñèëû âÿçêîñòè (èíà÷å ãîâîðÿ, ñèëû âíóòðåí-
íåãî òðåíèÿ) âîçíèêàþò ïðè îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ñëîåâ æèä-
êîñòè, ïðèëîæåíû ê ñëîÿì è äåéñòâóþò ïî êàñàòåëüíûì ê íèì.
Äâà ãðàíè÷íûõ ñëîÿ, äâèæóùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, âçàè-
ìîäåéñòâóþò âäîëü ïîâåðõíîñòè ñëîåâ ñ ðàâíûìè ïî ìîäóëþ è ïðî-
òèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñèëàìè âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Â êà-
ïåëüíûõ æèäêîñòÿõ ýòè ñèëû îáóñëîâëåíû ñöåïëåíèåì ìåæäó ìî-
ëåêóëàìè ñëîåâ. Â ãàçàõ æå ìåæìîëåêóëÿðíîå ñöåïëåíèå î÷åíü
ìàëî, íî çàòî âåëèêà ïîäâèæíîñòü ìîëåêóë, à ïîòîìó ñèëû âíóò-
ðåííåãî òðåíèÿ âîçíèêàþò ãëàâíûì îáðàçîì çà ñ÷åò îáìåíà ìîëå-
êóëàìè ìåæäó ñëîÿìè.

Ìûñëåííî âûäåëèì â ïîòîêå æèäêîñòè äâà ïàðàëëåëüíûõ ñëîÿ 1
è 2 ïëîùàäüþ S êàæäûé, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà ∆z (ðèñ. 7.57).

Ðèñ. 7.56

Ðèñ. 7.57
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Ïóñòü ñëîé 1 äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1, à ñëîé 2 — ñî ñêîðî-

ñòüþ 2. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñëîè äâèæóòñÿ â îäíîì íàïðàâëå-
íèè, íî v1 < v2. Ñëîé 1 äåéñòâóåò íà ñëîé 2 ñ ñèëîé âíóòðåííåãî

òðåíèÿ 12, à ñëîé 2 íà ñëîé 1 — ñ ñèëîé 21. Ïî òðåòüåìó çàêîíó

Íüþòîíà, 12 = – 21. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìîäóëü ñèë 12 è 21.
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî

f , (1*)

ãäå ∆v = v2 – v1. Îòíîøåíèå  íàçûâàþò êàñàòåëüíûì íà-

ïðÿæåíèåì, à îòíîøåíèå  — ãðàäèåíòîì ñêîðîñòè. Ãðàäè-

åíò ñêîðîñòè õàðàêòåðèçóåò áûñòðîòó èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïðè
ïåðåõîäå îò ñëîÿ ê ñëîþ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê
ñëîÿì. Ñîîòíîøåíèå (1*) îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíîå íàïðÿæå-
íèå, âîçíèêàþùåå íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ, ïðîïîðöèîíàëüíî
áûñòðîòå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå îò ñëîÿ ê ñëîþ.
Ââåäÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè η, ïðèõîäèì ê ôîð-
ìóëå Íüþòîíà:

 = η . (7.48)

Âåëè÷èíà η åñòü êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ, íàçûâàåìûé
îáû÷íî ïðîñòî âÿçêîñòüþ (òî÷íåå, äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòüþ). Ñó-
ùåñòâóåò òàêæå ïîíÿòèå êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè

γ = , (7.49)

ãäå ρ — ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (7.48) ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Åäèíèöà êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ åäè-
íèöåé äàâëåíèÿ; â ÑÈ ýòî åñòü ïàñêàëü. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åäèíèöà âÿçêîñòè â ÑÈ åñòü ïàñêàëü-ñåêóíäà
(îáîçíà÷åíèå: Ïàæñ). Ïàñêàëü-ñåêóíäà ðàâíà âÿçêîñòè
ñðåäû, êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå â êîòîðîé ïðè ðàçíîñòè
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ñêîðîñòåé ñëîåâ 1 ì/ñ, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà 1 ì,
ñîñòàâëÿåò 1 Ïà. Ïîñêîëüêó

 = ,

òî ìîæíî ïîëàãàòü òàêæå, ÷òî

 = .

Òàêèì îáðàçîì, åäèíèöà âÿçêîñòè â ÑÈ åñòü íüþòîí-
ñåêóíäà íà êâàäðàòíûé ìåòð (îáîçíà÷åíèå: Íæñ/ì2).
Ðàçóìååòñÿ, 1 Íæñ/ì2 = 1 Ïàæñ = 1 êã/(ìæñ). 

Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè η (Ïàæñ) íåêîòîðûõ êàïåëüíûõ
æèäêîñòåé è ãàçîâ ïðè òåìïåðàòóðå 20 °Ñ:

Çàìåòèì, ÷òî âÿçêîñòü âîçäóõà ïðè 20 °Ñ â 60 ðàç ìåíüøå âÿç-
êîñòè âîäû.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äèíàìèêè ðå-
àëüíîé (âÿçêîé) æèäêîñòè îò äèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ïðè
òå÷åíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè âîçíèêàþò íà ãðàíèöàõ åå äâèæó-
ùèõñÿ ýëåìåíòîâ è íà ñòåíêàõ òðóáû èëè êàêèõ-ëèáî òâåðäûõ òåë
òîëüêî ñèëû íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû (íîð-
ìàëüíû) ê ïîâåðõíîñòÿì, íà êîòîðûå äåéñòâóþò. Ïðè òå÷åíèè ðå-
àëüíîé æèäêîñòè, êðîìå ñèë íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, âîçíèêàþò íà
ãðàíèöàõ ýëåìåíòîâ æèäêîñòè, à òàêæå ñòåíêàõ òðóá è òâåðäûõ
òåë åùå è êàñàòåëüíûå ñèëû âíóòðåííåãî òðåíèÿ (ñèëû âÿçêîñ-
òè). Åñëè ñèëû íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ ðàáîòû íàä äâèæóùåéñÿ
æèäêîñòüþ íå ñîâåðøàþò (ïîñêîëüêó îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íà-
ïðàâëåíèþ òå÷åíèÿ), òî êàñàòåëüíûå ñèëû ðàáîòó íàä äâèæóùåé-
ñÿ æèäêîñòüþ ñîâåðøàþò è ïðè òîì îòðèöàòåëüíóþ, ÷òî è ïðèâî-
äèò ê ïîñòåïåííîìó óìåíüøåíèþ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæó-
ùåéñÿ æèäêîñòè.

Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ, ê òîìó æå, òå-
÷åò ïî òðóáå îòíîñèòåëüíî ìàëîãî äèàìåòðà, õàðàêòåð èçìåíåíèÿ
äàâëåíèÿ æèäêîñòè ïî äëèíå òðóáû ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü è
äàæå ïðîòèâîðå÷èòü óðàâíåíèþ Áåðíóëëè. Ïîñòàâèì âäîëü ïîñòå-

Âîäà 1,1æ10–3 

Ðòóòü 1,6æ10–3 

Ýôèð 0,25æ10–3 

Óãëåêèñëûé ãàç 1,5æ10–5 

Âîçäóõ 1,8æ10–5 

åäèíèöà êàñàòåëüíîãî 
 íàïðÿæåíèÿ

åäèíèöà ñèëû

åäèíèöà ïëîùàäè

åäèíèöà
âÿçêîñòè

åäèíèöà ñèëû

åäèíèöà ïëîùàäè
.

 ç åäèíèöà âðåìåíè



416

ïåííî ñóæàþùåéñÿ òðóáû âåðòèêàëüíûå ìàíîìåòðè÷åñêèå òðóáêè,
ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü î äàâëåíèè â ðàçíûõ òî÷êàõ òðóáû. Íà ðè-
ñóíêå 7.58, à ïî òðóáå òå÷åò æèäêîñòü, áëèçêàÿ ê èäåàëüíîé (íà-
ïðèìåð, ýôèð). Â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå â òî÷êå B áîëüøå äàâëå-
íèÿ â òî÷êå A — â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Íà ðè-
ñóíêå 7.58, á ïî òðóáå òå÷åò áîëåå âÿçêàÿ æèäêîñòü (íàïðèìåð,
ðòóòü). Â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå â òî÷êå B ìåíüøå äàâëåíèÿ â òî÷-
êå A, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïîñòåïåííûì óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè æèäêîñòè
âñëåäñòâèå ïðåâðàùåíèÿ åå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííþþ
áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ ñèë âíóòðåííåãî òðåíèÿ.

7.5.2. Ламинарное и турбулентное течения.
Число Рейнольдса

Âûøå ìû ìûñëåííî ðàçáèâàëè òåêóùóþ æèäêîñòü íà ïàðàë-
ëåëüíûå ñëîè, ñêîëüçÿùèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, íå ïåðåìåøè-
âàÿñü. Òàêîå òå÷åíèå íàçûâàþò ëàìèíàðíûì (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà
lamina, îçíà÷àþùåãî «ïëàñòèíêà»). Äâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñ-
òè ÿâëÿåòñÿ ëàìèíàðíûì ïðè ëþáîì çíà÷åíèè åå ñêîðîñòè. Äâè-
æåíèå ðåàëüíîé (âÿçêîé) æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëàìèíàðíûì ëèøü äî
òåõ ïîð, ïîêà ñèëû âíóòðåííåãî òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåâåëèêè è
íå ïðèâîäÿò ê ðàçðóøåíèþ ñëîèñòîñòè òå÷åíèÿ è âîçíèêíîâåíèþ
ïåðåìåøèâàíèÿ.

Ïðè âîçðàñòàíèè ñèë âíóòðåííåãî òðåíèÿ íà÷èíàåòñÿ àêòèâíîå
ïåðåìåøèâàíèå æèäêîñòè è ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ñìåíÿåòñÿ òóð-
áóëåíòíûì (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà turbulentus, îçíà÷àþùåãî «áóð-
íûé», «áåñïîðÿäî÷íûé»). Ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ñêîðîñòü ÷àñòèö
â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì áåñïîðÿäî÷-
íûì îáðàçîì. Åñëè ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì,
òî òóðáóëåíòíîå, íàïðîòèâ, íåñòàöèîíàðíî.

à) á)

Ðèñ. 7.58
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Àíãëèéñêèé ôèçèê Îñáîðí Ðåéíîëüäñ óñòàíîâèë, ÷òî õàðàê-
òåð òå÷åíèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé áåçðàçìåðíîé âå-
ëè÷èíû:

Re = , (7.50)

ãäå ρ — ïëîòíîñòü æèäêîñòè, v — óñðåäíåííàÿ ïî ñå÷åíèþ òðóáû
ñêîðîñòü ïîòîêà, l — ëèíåéíûé ðàçìåð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîòî-
êà (íàïðèìåð, äèàìåòð òðóáû), η — âÿçêîñòü æèäêîñòè. Âåëè÷èíó
Re íàçûâàþò ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà. Åñëè ÷èñëî Ðåéíîëüäñà íå ïðå-
âûøàåò ïðèìåðíî 2000, òå÷åíèå æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëàìèíàðíûì.
Åñëè æå îíî îêàçûâàåòñÿ çàìåòíî áîëüøå 2000, òå÷åíèå ñòàíîâèò-
ñÿ òóðáóëåíòíûì.

Íà ðèñóíêàõ 7.59 ïðèâåäåíû äèàãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêî-
ðîñòè æèäêîñòè ïî ñå÷åíèþ êðóãëîé òðóáû â òðåõ ñëó÷àÿõ. Íà ðè-
ñóíêå 7.59, à äàíà äèàãðàììà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â ýòîì
ñëó÷àå ñêîðîñòü âî âñåõ òî÷êàõ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îäíà è òà æå.
Äàæå â òî÷êàõ íà ãðàíèöå æèäêîñòè ñî ñòåíêàìè òðóáû îíà òàêàÿ
æå, êàê íà îñè òðóáû. Íà ðèñóíêå 7.59, á äàíà äèàãðàììà äëÿ
ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü ñêî-
ðîñòè èçìåíÿåòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ñòåíêè ê îñè òðóáû, âîç-
ðàñòàÿ îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî íà ãðàíèöå ñî ñòåíêîé òðóáû ñêîðîñòü æèä-
êîñòè ðàâíà íóëþ — âñëåäñòâèå âÿçêîñòè æèäêîñòü áóêâàëüíî
ïðèëèïàåò ê ñòåíêàì òðóáû. Íà ðèñóíêå 7.59, â äàíà äèàãðàììà
äëÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå æèäêîñòü ó ñàìîé ñòåí-
êè íå èìååò ñêîðîñòè. Íî åå ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü áûñòðî âîçðàñòàåò
ïðè óäàëåíèè îò ñòåíêè è îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé
ïî÷òè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå âíóòðè òðóáû, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ àêòèâ-
íûì ïåðåìåøèâàíèåì æèäêîñòè. Ëèøü â äîñòàòî÷íî òîíêîì ñëîå,
ïðèìûêàþùåì ê ñòåíêàì òðóáû (òàê íàçûâàåìîì ïîãðàíè÷íîì
ñëîå), ñîõðàíÿåòñÿ ãðàäèåíò ñêîðîñòè, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå
íàìíîãî áîëüøå ãðàäèåíòà ñêîðîñòè â òàêîì æå ïîãðàíè÷íîì ñëîå
â ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè.

ρvl
η

---------

à) á) â)

Ðèñ. 7.59
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7.5.3. Лобовое сопротивление при обтекании тел
вязкой жидкостью

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî æèäêîñòü íå òå÷åò ïî òðóáå, à îáòå-
êàåò íåêîòîðîå ïîêîÿùååñÿ òâåðäîå òåëî (èëè òåëî äâèæåòñÿ â ïî-
êîÿùåéñÿ æèäêîñòè). Ðàçëîæèì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà òåëî ñî
ñòîðîíû äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè, íà äâå ñîñòàâëÿþùèå: â íàïðàâ-
ëåíèè ïîòîêà è â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâóþ ñèëó
íàçûâàþò ëîáîâûì ñîïðîòèâëåíèåì, âòîðóþ — ïîäúåìíîé ñèëîé.

Ëþáîïûòíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òåëî îáòåêàåò èäåàëüíàÿ æèä-
êîñòü, ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå âîîáùå îòñóòñòâóåò. Èäåàëüíàÿ
æèäêîñòü äîëæíà ñâîáîäíî ñêîëüçèòü âäîëü ïîâåðõíîñòè òåëà, ïîë-
íîñòüþ îáòåêàÿ åãî è íå ñîçäàâàÿ ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ê ýòîìó
âûâîäó ïðèøåë â XVIII ñòîëåòèè ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé Æ. Ä'Àëàìáåð
(ïàðàäîêñ Ä'Àëàìáåðà). Ìû íå áóäåì àíàëèçèðîâàòü ýòîò ïàðà-
äîêñ. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ó÷åíûõ òîãî âðåìåíè îí
ïîñëóæèë îñíîâàíèåì äëÿ çàêëþ÷åíèÿ î áåñïîëåçíîñòè òåîðèè
èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ýòîé òåîðèè áûëà ïðèçíàíà ïîñëå ñî-
çäàíèÿ â íà÷àëå XX ñòîëåòèÿ Ëþäâèãîì Ïðàíäòëåì òåîðèè ïîã-
ðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ìû óæå óïîìèíàëè î íåì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Ïîãðàíè÷íûé ñëîé — ýòî ïðèìûêàþùèé ê òâåðäîìó òåëó òîíêèé
ñëîé âÿçêîé æèäêîñòè òîëùèíîé

d = , (7.51)

ãäå l — ëèíåéíûé ðàçìåð îáòåêàåìîãî òåëà. Åñëè, íàïðèìåð,
l = 0,1 ì, à Re = 1000, òî d = 3 ìì; ïðè Re = 10 000 òîëùèíà
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñíèæàåòñÿ äî 1  ìì. Îêàçàëîñü, ÷òî ðåàëüíûå
æèäêîñòè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîÿâëÿþò âÿçêèå ñâîéñòâà ëèøü â
ïðåäåëàõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. À âíå ýòîãî ñëîÿ îíè âåäóò ñåáÿ ïî-
äîáíî èäåàëüíîé æèäêîñòè. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ ÿâëåíèé
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü òåëî è ïðèìûêàþùèé ê íåìó ïîãðàíè÷íûé
ñëîé êàê íå÷òî öåëîå, îáòåêàåìîå ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå ðåàëüíîé æèäêîñòè îáóñ-
ëîâëåíî ïðîöåññàìè, ïðîèñõîäÿùèìè èìåííî â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.
Ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå ñêëàäûâàåòñÿ èç ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ è
ñîïðîòèâëåíèÿ äàâëåíèÿ. Ïðè ëàìèíàðíîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñ-
òè âîçíèêàåò ñîïðîòèâëåíèå òðåíèÿ. Òàêîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî áëàãîäàðÿ âíóòðåííåìó òðåíèþ âîçíèêàþò êàñàòåëüíûå ñè-
ëû, äåéñòâóþùèå ñî ñòîðîíû ïîòîêà æèäêîñòè íà «ïðèëèïøèé» ê
ïîâåðõíîñòè òåëà ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà (ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ), êîãäà âîçíèêàåò
òóðáóëåíòíîñòü, íà÷èíàåò ïðåîáëàäàòü ñîïðîòèâëåíèå äàâëåíèÿ.

l

Re
------------



419

Òàêîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî ïðè îáðàçîâàíèè ïîçàäè òåëà òóð-
áóëåíòíûõ çàâèõðåíèé òàì ïîíèæàåò-
ñÿ äàâëåíèå æèäêîñòè; îíî îêàçûâàåò-
ñÿ ìåíüøå äàâëåíèÿ æèäêîñòè, íàáå-
ãàþùåé íà òåëî. Ðàçíîñòü äàâëåíèé è
îáóñëîâëèâàåò âîçíèêíîâåíèå ñîïðî-
òèâëåíèÿ äàâëåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 7.60 ïîêàçàíû ëèíèè òîêà ïðè îáòåêàíèè øàðà âÿç-
êîé æèäêîñòüþ ñ áîëüøèì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà. Â òî÷êàõ A è B ïðî-
èñõîäèò îòðûâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îò ïîâåðõíîñòè øàðà. Îáðàçó-
þòñÿ òóðáóëåíòíûå âèõðè, êîòîðûå îòðûâàþòñÿ îò òåëà, óíîñÿòñÿ
ïîòîêîì è ðàñòâîðÿþòñÿ âäàëåêå îò òåëà. Â îáëàñòè âèõðåé äàâëå-
íèå æèäêîñòè ïîíèæàåòñÿ. Òåëî è âîçíèêøàÿ ïîçàäè íåãî âèõðåâàÿ
äîðîæêà îáòåêàþòñÿ ñëîèñòûì (ëàìèíàðíûì) ïîòîêîì, äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

Ñ îáîèìè òèïàìè ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ — ñîïðîòèâëåíèåì
òðåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèåì äàâëåíèÿ — ìû óæå çíàêîìèëèñü ðàíåå,
â ï. 2.3.5. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè
v ïîòîêà (èëè ñêîðîñòè òåëà, äâèæóùåãîñÿ â íåïîäâèæíîé æèä-
êîñòè) ñîãëàñíî çàêîíó Ñòîêñà (ñì. ñîîòíîøåíèå (2.18)), à ñèëà ñî-
ïðîòèâëåíèÿ äàâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè v2 (ñì.
ñîîòíîøåíèå (2.20)).

7.5.4. Подъемная сила крыла авиалайнера

Îáúÿñíèì â îáùèõ ÷åðòàõ, êàê âîçíèêàåò ïîäúåìíàÿ ñèëà êðû-
ëà àâèàëàéíåðà, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, êàê âîçíèêàåò èçáûòî÷íîå
äàâëåíèå àòìîñôåðíîãî âîçäóõà ïîä êðûëîì àâèàëàéíåðà, áëàãî-
äàðÿ êîòîðîìó àâèàëàéíåð ïîäíèìàåòñÿ ââûñü.

Íà ðèñóíêå 7.61 èçîáðàæåí ïðîôèëü êðûëà àâèàëàéíåðà. Íà
êðûëî íàëåòàåò ñëåâà ëàìèíàðíûé âîçäóøíûé ïîòîê, èìåþùèé

Ðèñ. 7.60

Ðèñ. 7.61
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ñêîðîñòü. (Ýòà ñèòóàöèÿ ýêâèâàëåíòíà ñèòóàöèè, êîãäà êðûëî äâè-
æåòñÿ ñïðàâà íàëåâî ñî ñêîðîñòüþ â íåïîäâèæíîé âîçäóøíîé ñðå-
äå.) Ïðè îòíîñèòåëüíî âûñîêîé ñêîðîñòè ó çàäíåé êðîìêè êðûëà
âîçíèêàåò òóðáóëåíòíîñòü — âîçäóøíûé âèõðü, âðàùàþùèéñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòîò âèõðü íàçûâàþò ðàçãîííûì. Îäíî-
âðåìåííî ñ ðîæäåíèåì ðàçãîííîãî âèõðÿ ðîæäàåòñÿ âèõðü, âðà-
ùàþùèéñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è öèðêóëèðóþùèé â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè âîêðóã êðûëà. Îñíîâàòåëü ðîññèéñêîé øêîëû àýðî- è
ãèäðîäèíàìèêè Íèêîëàé Åãîðîâè÷ Æóêîâñêèé, ðàçðàáîòàâøèé
òåîðèþ ïîäúåìíîé ñèëû êðûëà ñàìîëåòà, íàçâàë ýòîò âèõðü ïðè-
ñîåäèíåííûì (îí ñëîâíî áû ïðèñîåäèíåí ê êðûëó). Ïðèñîåäèíåí-
íûé âèõðü íàçûâàþò òàêæå öèðêóëÿöèåé.

Ðîäèâøèéñÿ ðàçãîííûé âèõðü ñðàçó æå îòðûâàåòñÿ îò êðûëà
è óíîñèòñÿ âîçäóøíûì ïîòîêîì âïðàâî — ê õâîñòîâîé ÷àñòè àâèà-
ëàéíåðà. À âîçíèêøèé îäíîâðåìåííî ñ íèì ïðèñîåäèíåííûé âèõðü
(öèðêóëÿöèÿ) áûñòðî çàòóõàåò èç-çà âÿçêîñòè âîçäóõà (èíà÷å ãîâî-
ðÿ, èç-çà íàëè÷èÿ âíóòðåííåãî òðåíèÿ). Íåìåäëåííî ðîæäàåòñÿ íî-
âûé ðàçãîííûé âèõðü è, ñîîòâåòñòâåííî, íîâûé ïðèñîåäèíåííûé
âèõðü. Íîâûé ðàçãîííûé âèõðü îòêðûâàåòñÿ, à íîâûé ïðèñîåäè-
íåííûé âèõðü çàòóõàåò. Ðîæäàþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçãîííûé è ïðè-
ñîåäèíåííûé âèõðè. È òàê äàëåå. Ïðè ïîñòîÿííîé âûñîêîé ñêîðîñ-
òè íàëåòàþùåãî íà êðûëî âîçäóøíîãî ïîòîêà (ïðè ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòè äâèæåíèÿ àâèàëàéíåðà â âîçäóøíîé ñðåäå) ïðîöåññ
îáðàçîâàíèÿ âèõðåé ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðíî. Îò çàäíåãî êðàÿ êðû-
ëà ïåðèîäè÷åñêè îòðûâàþòñÿ âèõðè è óíîñÿòñÿ ïîòîêîì âîçäóõà.
Îíè ïåðèîäè÷åñêè óäàðÿþò ïî õâîñòó àâèàëàéíåðà è ìîãóò âûç-
âàòü îïàñíûå âèáðàöèè. Îñîáåííî îïàñíî, åñëè ïåðèîä èõ ñëåäî-
âàíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé õâîñòîâîé
÷àñòè è âîçíèêàåò ðåçîíàíñ, êîòîðûé õâîñòîâóþ ÷àñòü àâèàëàéíå-
ðà ìîæåò ðàçðóøèòü.

Âîçíèêàþò äâà âîïðîñà. Ïî÷åìó îáðàçóþòñÿ äâà âîçäóøíûõ
âèõðÿ, âðàùàþùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ?

Ê ÷åìó ïðèâîäèò âîçíèêíîâåíèå ïðèñîåäèíåííûõ âèõðåé,
öèðêóëèðóþùèõ âîêðóã êðûëà àâèàëàéíåðà?

Îòâå÷àÿ íà ïåðâûé âîïðîñ, îòìåòèì, ÷òî ðîæäåíèå ðàçãîííîãî
âèõðÿ åñòü ñëåäñòâèå âÿçêîñòè âîçäóøíîé ñðåäû. Èç-çà íàëè÷èÿ
âíóòðåííåãî òðåíèÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë â âîçäóøíîì ïîòîêå, îáòå-
êàþùåì ïîâåðõíîñòü êðûëà ñíèçó, áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì áëèæå
îíè íàõîäÿòñÿ ê ýòîé ïîâåðõíîñòè, è ïîýòîìó ïî äîñòèæåíèè êðîì-
êè êðûëà âîçäóøíûé ïîòîê íà÷èíàåò çàâîðà÷èâàòüñÿ êâåðõó, ñî-
çäàâàÿ ðàçãîííûé âèõðü. Â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç êðûëà è âîç-
äóøíîãî ïîòîêà, âîçíèêàåò, òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò èìïóëüñà,

?
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îáóñëîâëåííûé âðàùåíèåì âèõðÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñî-
õðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà â ñèñòåìå äîëæåí òóò æå âîçíèêíóòü
êîìïåíñèðóþùèé ìîìåíò èìïóëüñà. Ýòîò ìîìåíò êàê ðàç è ñîçäà-
åò ïðèñîåäèíåííûé âèõðü, âðàùàþùèéñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè
ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ âðàùåíèÿ ðàçãîííîãî âèõðÿ.

Îòâå÷àÿ íà âòîðîé âîïðîñ, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè-
ñîåäèíåííûé âèõðü è íàëåòàþùèé íà êðûëî âîçäóøíûé ïîòîê áó-
äóò íàä êðûëîì ñêëàäûâàòüñÿ, à ïîä êðûëîì âû÷èòàòüñÿ. Ïðà-
âèëüíåå ñêàçàòü, ñêëàäûâàòüñÿ è âû÷èòàòüñÿ áóäóò ìîäóëè èõ ñêî-
ðîñòåé. Íàä êðûëîì âîçäóõ áóäåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ v + u,
à ïîä êðûëîì — ñî ñêîðîñòüþ v – u, ãäå u — ìîäóëü ñêîðîñòè
÷àñòèö ïðèñîåäèíåííîãî âèõðÿ (öèðêóëÿöèè). Ýòî ðàçëè÷èå â ñêî-
ðîñòÿõ äâèæåíèÿ âîçäóõà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ èçáûòî÷íîãî
äàâëåíèÿ âîçäóõà ïîä êðûëîì, ò. å. ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ
ïîäúåìíîé ñèëû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 äàâëåíèå âîçäóõà íàä êðû-
ëîì, à ÷åðåç p2 — ïîä êðûëîì è âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Áåð-
íóëëè:

p1 + ρ(v + u)2 = p2 + ρ(v – u)2.

Îòñþäà íàõîäèì èçáûòî÷íîå äàâëåíèå ∆p:

∆p = p1 – p2 = ρ[(v + u)2 – (v – u)2] = 2ρuv. (7.52)

Ïîäúåìíàÿ ñèëà êðûëà àâèàëàéíåðà ðàâíà, òàêèì îáðàçîì,

F = ∆pS = 2ρuvS, (7.53)

ãäå S — ïëîùàäü êðûëà.

Îïðåäåëèì, êàê âåëèêî äîëæíî áûòü èçáûòî÷íîå äàâëåíèå ∆p, íåîáõîäè-
ìîå äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïîäúåìíîé ñèëû, ðàâíîé ñèëå òÿæåñòè, íàïðèìåð,
àâèàëàéíåðà Èë-62?

Åñëè m = 200 ò — ìàññà àâèàëàéíåðà, à ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè äâóõ
êðûëüåâ ðàâíà 2S = 500 ì2, òî íåîáõîäèìîå èçáûòî÷íîå äàâëåíèå ðàâíî ∆p =

=  = 4æ103 Ïà. Êàê âèäèì, èçáûòî÷íîå äàâëåíèå äîëæíî ñîñòàâëÿòü âñåãî

4% îò íîðìàëüíîãî àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íå-
áîëüøèì.

Êàêîâà äîëæíà áûòü ïðè ýòîì ñêîðîñòü u öèðêóëÿöèè?

Ñîãëàñíî (7.52), u = . Ïîëàãàÿ ∆p = 4æ103 Ïà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî v =

= 1000 êì/÷ = 280 ì/ñ è ρ = 1 êã/ì3, ïîëó÷àåì u = 7 ì/ñ.
Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü öèðêóëÿöèè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò óã-

ëà àòàêè α è ôîðìû êðûëà, à òàêæå ïîëîæåíèÿ ýëåðîíîâ.

1
2
---

1
2
---

1
2
---

mg
2S
---------

∆p
2ρv
----------
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7.5.5. Эффект Магнуса

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîòîê æèäêîñòè (êàïåëüíîé æèäêîñòè èëè
ãàçà) ïîìåùåí öèëèíäð, âðàùàþùèéñÿ âîêðóã ñâîåé îñè (ðèñ.

7.62). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ìîäóëü ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî íà öèëèíäð ïîòîêà,
à ÷åðåç u — ìîäóëü ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Âñëåäñòâèå âÿçêîñòè
ïîãðàíè÷íûé ñëîé æèäêîñòè «ïðèëèïàåò» ê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è ñîçäàåò
öèðêóëÿöèþ (ñì. ïóíêòèðíóþ îêðóæíîñòü íà ðèñóíêå). Ïîòîê, îáòåêàþùèé
öèëèíäð, íàêëàäûâàåòñÿ íà öèðêóëÿöèþ; ïîýòîìó ñâåðõó îò öèëèíäðà íà
ðèñóíêå ñêîðîñòü æèäêîñòè îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ïî ìîäóëþ v + u, à ñíèçó —
ðàâíîé v – u. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Áåðíóëëè, äàâëåíèå æèäêîñòè ñíèçó îò

öèëèíäðà áóäåò áîëüøå, ÷åì ñâåðõó, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñèëû , íà-
ïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïîòîêó (åå íàçûâàþò ïîäúåìíîé ñèëîé). Ýòî
åñòü ýôôåêò Ìàãíóñà. Îí íàçâàí òàê â ÷åñòü îòêðûâøåãî åãî íåìåöêîãî ôè-
çèêà Ãåíðèõà Ìàãíóñà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàê â ñëó÷àå âðàùàþùåãîñÿ öèëèíäðà, òàê
è â ñëó÷àå êðûëà àâèàëàéíåðà ïîÿâëåíèå ïîäúåìíîé ñèëû åñòü ðåçóëüòàò íà-
ëîæåíèÿ ïîòîêà æèäêîñòè (âîçäóõà) íà öèðêóëÿöèþ. Ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ
ëèøü â ïðè÷èíàõ âîçíèêíîâåíèÿ öèðêóëÿöèè. Â ñëó÷àå âðàùàþùåãîñÿ öèëèíä-
ðà öèðêóëÿöèÿ åñòü ðåçóëüòàò óâëå÷åíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ æèäêîñòè âðà-
ùàþùèìñÿ òåëîì, à â ñëó÷àå êðûëà öèðêóëÿöèÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå îòðûâà
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îò òåëà, ïðèâîäÿùåãî ê òóðáóëåíòíîñòè — ïîÿâëåíèþ ðàç-
ãîííîãî âîçäóøíîãî âèõðÿ.

Ýôôåêò Ìàãíóñà ëåãêî íàáëþäàòü ïðè ñêàòûâàíèè ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòè
ëåãêîãî öèëèíäðà èç ïëîòíîé áóìàãè èëè êàðòîíà. Ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,
÷òî âîçíèêàåò íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ öèëèíä-
ðà ñèëà, ïðèâîäÿùàÿ ê çàìåòíîìó óâåëè÷åíèþ êðóòèçíû òðàåêòîðèè — öè-
ëèíäð, ïàäàÿ, çàâîðà÷èâàåò ïîä íàêëîííóþ ïëîñêîñòü. Íà ïðàêòèêå ýôôåêò
Ìàãíóñà ìîæíî íàáëþäàòü ïðè ïîëåòå çàêðó÷åííîãî ôóòáîëüíîãî èëè òåííèñ-
íîãî ìÿ÷à ïðè ðåçàíûõ óäàðàõ.

F
º

Ðèñ. 7.62
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ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

7.1. Êàê ñëåäóåò ãîâîðèòü: «äàâ-
ëåíèå íà äíî» èëè «äàâëåíèå
íà äíå»?
7.2. Æèäêîñòü ïëîòíîñòüþ ρ
íàëèòà â ñîñóä äî âûñîòû h.
Êàê èçìåíèòñÿ äàâëåíèå æèä-
êîñòè íà äíå ñîñóäà, åñëè òîò
áóäåò äâèãàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì
a, íàïðàâëåííûì âåðòèêàëüíî
ââåðõ?
7.3. Â ñîñóä ñ êâàäðàòíûì
äíîì, äëèíà ñòîðîíû êîòîðîãî l,
è ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè
íàëèòà æèäêîñòü. ×åìó ðàâíà
âûñîòà óðîâíÿ æèäêîñòè â ñî-
ñóäå, åñëè ïîëíàÿ ñèëà äàâëå-
íèÿ íà äíî ðàâíà ïîëíîé ñèëå
äàâëåíèÿ íà áîêîâóþ ïîâåðõ-
íîñòü ñîñóäà?
7.4. Ñ êàêîé ñèëîé âûòàëêèâà-
åòñÿ âîäà èç èãëû ìåäèöèíñêî-
ãî øïðèöà, åñëè íà ïîðøåíü
äåéñòâóåò ñèëà F = 6 Í? Ïëî-
ùàäü ïîðøíÿ S = 3 ñì2, ïëî-
ùàäü îòâåðñòèÿ èãëû S0 = 2 ìì2.
Ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì
ïðåíåáðå÷ü.
7.5. Áàðîìåòðè÷åñêàÿ òðóáêà
íàêëîíåíà ïîä óãëîì 45° ê âåð-
òèêàëè. ×åìó ðàâíà äëèíà ðòóò-
íîãî ñòîëáèêà â íåé ïðè íîð-
ìàëüíîì àòìîñôåðíîì äàâëå-
íèè?
7.6. Â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä
íàëèòû ðàâíûå ïî ìàññå êîëè-
÷åñòâà âîäû è ðòóòè. Îáùàÿ
âûñîòà ñòîëáîâ æèäêîñòè â ñî-
ñóäå ðàâíà H. ×åìó ðàâíî ãèä-
ðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå íà äíå
ñîñóäà? Ïëîòíîñòü ðòóòè ρ,
ïëîòíîñòü âîäû ρ0.

7.7. Â ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû ñíà-
÷àëà íàëèëè ðòóòü. Çàòåì â ñîñóä
ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïëîùà-
äüþ S = 8 ñì2 íàëèëè m = 272 ã
âîäû. Íàéäèòå ðàçíîñòü óðîâíåé
ðòóòè â ñîñóäàõ. Ïëîòíîñòü ðòó-
òè ðàâíà ρ = 13 600 êã/ì3.
7.8. Â ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû
íàëèëè ðòóòü. Ïîâåðõ íåå â ñî-
ñóä 1 íàëèëè ñòîëáèê ìàøèí-
íîãî ìàñëà âûñîòîé h1 = 48 ñì
è ïëîòíîñòüþ ρ1 = 900 êã/ì3, à
â ñîñóä 2 — ñòîëáèê êåðîñèíà
âûñîòîé h2 = 20 ñì è ïëîòíî-
ñòüþ ρ2 = 800 êã/ì3. Ñðàâíèòå
ïîëîæåíèå óðîâíåé ðòóòè â
îáîèõ ñîñóäàõ. Ïëîòíîñòü ðòó-
òè ρ = 13 600 êã/ì3.
7.9. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî àòìîñ-
ôåðíîå äàâëåíèå è ïëîòíîñòü
âîçäóõà íà óðîâíå ìîðÿ ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, p0 = 105 Ïà è
ρ = 1,2 êã/ì3, ïîäñ÷èòàéòå, êà-
êîé áûëà áû òîëùèíà àòìîñôå-
ðû Çåìëè, åñëè áû ïëîòíîñòü
âîçäóõà íà ëþáîé âûñîòå áûëà
òàêîé æå, êàê íà óðîâíå ìîðÿ.
7.10. Êàê èçìåíèòñÿ îñàäêà
ñóäíà ïðè ïåðåõîäå èç ðåêè â
ìîðå? Èçìåíèòñÿ ëè ïðè ýòîì
âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà?
7.11. Êàìåíü ïëîòíîñòüþ ρ1 ïî-
ãðóæåí ïîëíîñòüþ â æèäêîñòü
ïëîòíîñòüþ ρ2 (ρ2 > ρ1). Âî
ñêîëüêî ðàç âûòàëêèâàþùàÿ ñè-
ëà áîëüøå ñèëû òÿæåñòè êàìíÿ?
7.12. Íà îäíîé ÷àøå ðû÷àæíûõ
âåñîâ ñòîèò ñîñóä ñ âîäîé, à íà
äðóãîé — øòàòèâ, íà êîòîðîì
ïîäâåøåí ãðóç îáúåìîì V. ×à-
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øè âåñîâ íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâå-
ñèè. Çàòåì øòàòèâ ðàçâîðà÷è-
âàþò òàê, ÷òîáû ïîäâåøåííûé
íà íåì ãðóç îêàçàëñÿ öåëèêîì
ïîãðóæåííûì â âîäó. Îïðåäå-
ëèòå âåñ ãèðè, êîòîðóþ íàäî
äîïîëíèòåëüíî ïîëîæèòü íà ÷à-
øó ñî øòàòèâîì, ÷òîáû ðàâíî-
âåñèå âîññòàíîâèëîñü. Ïëîò-
íîñòü âîäû ρ0.
7.13. Ïîäâîäíàÿ ëîäêà ïî íåîñ-
òîðîæíîñòè ëåãëà íà ãëèíèñòîå
äíî è òåïåðü îíà íå ìîæåò
âñïëûòü. Ïî÷åìó?
7.14. Âåñ ñïëîøíîãî òåëà â âî-
äå â n = 3 ðàçà ìåíüøå, ÷åì â
âîçäóõå. Íàéäèòå ïëîòíîñòü âå-
ùåñòâà òåëà. Ïëîòíîñòü âîäû
ρ0 = 1000 êã/ì3; îíà ìåíüøå
ïëîòíîñòè òåëà.
7.15. Àéñáåðã ïëàâàåò â ìîðå,
âûñòóïàÿ íà V = 250 ì3 íàä
ïîâåðõíîñòüþ. Íàéäèòå îáúåì
âñåãî àéñáåðãà. Ïëîòíîñòü ëüäà
ρ = 900 êã/ì3, ïëîòíîñòü ìîð-
ñêîé âîäû ρ0 = 1030 êã/ì3.
7.16. Òåëî îáúåìîì V = 0,25 ì3

ïëàâàåò â êåðîñèíå, ïîãðóçèâ-
øèñü íà 2/3 ñâîåãî îáúåìà.
Íàéäèòå îáúåì ïîäâîäíîé ÷àñ-
òè òåëà, åñëè îíî áóäåò ïëà-
âàòü â âîäå. Ïëîòíîñòü êåðîñè-
íà ρ = 800 êã/ì3, ïëîòíîñòü âî-
äû ρ0 = 1000 êã/ì3.
7.17. Æåëåçíûé áðóñîê ïëàâàåò
â ðòóòè. Êàêàÿ ÷àñòü åãî îáúåìà
ïîãðóæåíà â ðòóòü? Ïëîòíîñòü
æåëåçà ρ1 = 7900 êã/ì3, ïëîò-
íîñòü ðòóòè ρ2 = 13 600 êã/ì3.
7.18. Âåñ òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ
öåëèêîì â æèäêîñòè ïëîòíî-
ñòüþ ρ â n = 1,5 ðàçà ìåíüøå
âåñà òîãî æå òåëà â âîçäóõå.
Íàéäèòå âåñ òåëà â âîçäóõå.

7.19. Ñòàëüíàÿ äåòàëü âåñèò â
âîçäóõå P = 5 Í, à â íåèçâåñò-
íîé æèäêîñòè P1 = 4,55 Í. Íàé-
äèòå ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Ïëîò-
íîñòü ñòàëè ρ = 7800 êã/ì3.
7.20. Ìåäíûé øàð ñ âíóòðåí-
íåé ïîëîñòüþ, èìåþùåé îáúåì
V′ = 200 ñì3, ïëàâàåò â âîäå,
öåëèêîì ïîãðóçèâøèñü â íåå. ×å-
ìó ðàâåí âåñ øàðà â âîçäóõå?
Ïëîòíîñòü ìåäè ρ = 8900 êã/ì3,
ïëîòíîñòü âîäû ρ0 = 1000 êã/ì3.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå
ïëàâàíèÿ òåëà, ñëåäóåò âûðàçèòü
îáúåì øàðà V ÷åðåç îáúåì V′ ïîëîñ-
òè, à çàòåì, èñïîëüçóÿ V è V′, íàéòè
èñêîìûé âåñ.
7.21. Ïîëûé øàð ñ âíåøíèì
ðàäèóñîì R è âíóòðåííèì ðà-
äèóñîì r, ñäåëàííûé èç ìàòå-
ðèàëà ïëîòíîñòüþ ρ1, ïëàâàåò â
æèäêîñòè ïëîòíîñòüþ ρ2. Êàêî-
âà äîëæíà áûòü ïëîòíîñòü âå-
ùåñòâà, êîòîðûì ñëåäóåò çà-
ïîëíèòü âíóòðåííþþ ïîëîñòü
øàðà, ÷òîáû îí íàõîäèëñÿ â
áåçðàçëè÷íîì ðàâíîâåñèè âíó-
òðè æèäêîñòè?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Áåçðàçëè÷íîå ðàâíî-
âåñèå ïðåäïîëàãàåò ñîâïàäåíèå òî÷åê
ïðèëîæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè øàðà è
âûòàëêèâàþùåé ñèëû; çíà÷èò, øàð
îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîãðóæåí-
íûì â æèäêîñòü.
7.22. Ïðè ïîãðóæåíèè â æèä-
êîñòü 1 êàìåíü ïîòåðÿë â âåñå
â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ïðè ïî-
ãðóæåíèè â æèäêîñòü 2. Âî
ñêîëüêî ðàç æèäêîñòü 1 ïëîò-
íåå æèäêîñòè 2?
7.23. Ïîëûé øàð ñ âíåøíèì
ðàäèóñîì R è âíóòðåííèì ðà-
äèóñîì r èìååò âåñ P â âîçäóõå
è âåñ P1 â íåêîòîðîé æèäêîñòè.
Âî ñêîëüêî ðàç ïëîòíîñòü ìàòå-
ðèàëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí
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øàð, áîëüøå ïëîòíîñòè æèä-
êîñòè?
7.24. Âíóòðè ïëàâàþùåãî íà
âîäå êóñêà ëüäà íàõîäèòñÿ ïó-
çûðåê âîçäóõà. ×òî ñòàíåò ñ
óðîâíåì âîäû â ñîñóäå, êîãäà
ëåä ðàñòàåò?
7.25. Âíóòðè ïëàâàþùåãî â
ìîðñêîé âîäå êóñêà ïðåñíîãî
ëüäà íàõîäèòñÿ ïóçûðåê âîçäó-
õà. ×òî ñòàíåò ñ óðîâíåì âîäû
â ñîñóäå, êîãäà ïëàâàþùèé â
íåì êóñîê ëüäà ðàñòàåò?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Íàäî ó÷åñòü, ÷òî
ïëîòíîñòü ìîðñêîé âîäû íåìíîãî
áîëüøå ïëîòíîñòè ïðåñíîé âîäû.
7.26. Ëüäèíà òîëùèíîé h = 0,6 ì
è ïëîùàäüþ S = 8 ì2 ïëàâàåò
â âîäå. Êàêóþ ðàáîòó íàäî ñî-
âåðøèòü, ÷òîáû ïîëíîñòüþ ïî-
ãðóçèòü ëüäèíó â âîäó? Ïëîò-
íîñòü ëüäà ρ = 900 êã/ì3, ïëîò-
íîñòü âîäû ρ0 = 1000 êã/ì3.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F
ñèëó, ïðèêëàäûâàåìóþ ê ëüäèíå ñ
öåëüþ åå ïîãðóæåíèÿ â âîäó; îíà ëè-
íåéíî ðàñòåò ñ ãëóáèíîé ïîãðóæåíèÿ,
äîñòèãàÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ Fmax

ïðè ïîëíîì ïîãðóæåíèè. ×òîáû íàé-
òè ðàáîòó, íàäî óìíîæèòü ïåðåìåùå-
íèå íà ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèëû F, ò. å.

íà .

7.27. Ãðàíèòíûé êàìåíü âåñèò
â âîäå 3,2 Í, â áåíçèíå 3,8 Í, â
ðàñòâîðå ìåäíîãî êóïîðîñà 2,9 Í.
Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü áåíçèíà
è ðàñòâîðà ìåäíîãî êóïîðîñà,
à òàêæå âåñ êàìíÿ â âîçäóõå.
Ïëîòíîñòü ãðàíèòà 2600 êã/ì3,
ïëîòíîñòü âîäû 1000 êã/ì3.
7.28. Òðè ìàëåíüêèõ ñôåðè-
÷åñêèõ êàïåëüêè âîäû îäèíà-
êîâîãî ðàäèóñà ïðè ñîïðèêîñ-
íîâåíèè ñëèëèñü â îäíó ñôå-
ðè÷åñêóþ êàïëþ. Âî ñêîëüêî

ðàç óìåíüøèëàñü îáùàÿ ýíåð-
ãèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ êà-
ïåëü?
7.29. Ñôåðè÷åñêóþ êàïëþ ðòó-
òè ðàäèóñîì R = 3 ìì ðàçäåëè-
ëè íà äâå îäèíàêîâûå êàïëè.
Êàêóþ ðàáîòó ïðèøëîñü ïðè
ýòîì ñîâåðøèòü äëÿ óâåëè÷å-
íèÿ ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî
ñëîÿ? Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæå-
íèå ðòóòè σ = 0,47 Äæ/ì2.
7.30. Êàêóþ ðàáîòó íàäî ñîâåð-
øèòü, ÷òîáû âûäóòü ìûëüíûé
ïóçûðü äèàìåòðîì D = 12 ñì?
Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ìûëü-
íîãî ðàñòâîðà σ = 0,04 Äæ/ì2.
7.31. Êàêèì äîëæåí áûòü ðà-
äèóñ êàïèëëÿðîâ êñèëåìû (òêà-
íè äðåâåñèíû), ÷òîáû âîäà ïîä-
íèìàëàñü íà h = 10 ì ââåðõ ïî
ñòâîëó äåðåâà òîëüêî çà ñ÷åò
êàïèëëÿðíîñòè? Ïîâåðõíîñòíîå
íàòÿæåíèå âîäû σ = 0,073 Í/ì,
ïëîòíîñòü âîäû ρ = 1000 êã/ì3.
7.32. Ñòåêëÿííóþ êàïèëëÿð-
íóþ òðóáêó ðàäèóñîì êàíàëà
r = 0,25 ìì ïîãðóçèëè ïîëíî-
ñòüþ ïîä âîäó â âåðòèêàëüíîì
ïîëîæåíèè è íà÷àëè ïîñòå-
ïåííî ïîäíèìàòü. Êàê òîëüêî
âåðõíèé êîíåö òðóáêè ïîêàçû-
âàåòñÿ èç âîäû, â íåì îáðàçó-
åòñÿ âîãíóòûé ñôåðè÷åñêèé
ìåíèñê. Ïî ìåðå ïîäúåìà
òðóáêè ñòîëáèê âîäû â íåé áó-
äåò ðàñòè (åãî âåðõíèé êîíåö
áóäåò ñîâïàäàòü ñ âåðõíèì
êîíöîì òðóáêè), à ðàäèóñ
âîãíóòîãî ìåíèñêà R áóäåò
óìåíüøàòüñÿ. Êîãäà îí óìåíü-
øèòñÿ äî ðàäèóñà êàíàëà
òðóáêè r, íàñòóïèò ïîëíîå
ñìà÷èâàíèå è ïðè äàëüíåé-
øåì ïîäúåìå òðóáêè âûñîòà
ñòîëáèêà âîäû â íåé óâåëè÷è-
âàòüñÿ íå áóäåò. Îïðåäåëèòå:

Fmax

2
-------------
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à) ðàäèóñ R ìåíèñêà â ìîìåíò,
êîãäà âåðõíèé êîíåö òðóáêè
ïîäíÿëñÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ âî-
äû â ñîñóäå íà h1 = 2 ñì;
á) ðàäèóñ R ìåíèñêà â ìîìåíò,
êîãäà âåðõíèé êîíåö òðóáêè
ïîäíÿëñÿ íà h2 = 4 ñì;
â) âûñîòó, íà êàêóþ íàäî ïîä-
íÿòü âåðõíèé êîíåö òðóáêè, ÷òî-
áû íàñòóïèëî ïîëíîå ñìà÷èâàíèå.
Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå âî-
äû σ = 0,073 Í/ì, ïëîòíîñòü
âîäû ρ0 = 1000 êã/ì3.
7.33. Íàõîäÿñü íà Ëóíå, êîñìî-
íàâò îáíàðóæèë, ÷òî ñòîëáèê
âîäû â êàïèëëÿðíîé ñòåêëÿííîé
òðóáêå ðàäèóñîì r = 0,36 ìì
ïîäíÿëñÿ íà âûñîòó h = 25 ñì.
Èñõîäÿ èç ýòîãî ðåçóëüòàòà è

çíàÿ ðàäèóñ Ëóíû R = 1737 êì,
êîñìîíàâò âû÷èñëèë ñðåäíþþ
ïëîòíîñòü Ëóíû. Ñëåäóÿ êîñ-
ìîíàâòó, âû÷èñëèòå ïëîòíîñòü
Ëóíû. Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæå-
íèå âîäû σ = 0,073 Í/ì, ïëîò-
íîñòü âîäû ρ0 = 1000 êã/ì3,
ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ
G = 6,67æ10–11 Í ì2/êã2.
7.34. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé òðóáå
òå÷åò âîäà; åå ñêîðîñòü v, äàâ-
ëåíèå p. Òðóáà ïðåâðàùàåòñÿ â
òðè «ðóêàâà» — òðè óçêèõ
òðóáêè îäèíàêîâîãî ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ, ïëîùàäü êîòîðîãî â
2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó òðóáû.
Íàéäèòå ñêîðîñòü è äàâëåíèå â
óçêîé òðóáêå. Ïëîòíîñòü âîäû ρ0.
Âÿçêîñòüþ âîäû ïðåíåáðå÷ü.
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8
МЕХАНИЧЕСКИЕ

КОЛЕБАНИЯ

8.1. ÂÈÄÛ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

8.1.1. Общие замечания

Êîëåáàíèÿ — ýòî ïðîöåññû, îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü, ò. å. ïîâòîðÿåìîñòü âî âðåìåíè.
Ïðîöåññ êîëåáàíèé ñîñòîèò èç ïîâòîðÿþùèõñÿ îäèíàêîâûõ öèê-
ëîâ; äëèòåëüíîñòü τ îòäåëüíîãî öèêëà íàçûâàþò ïåðèîäîì êîëåáà-
íèé. Â ôèçèêå âûäåëÿþò êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêèå, ýëåêòðîìàã-
íèòíûå, ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå. Â äàííîé êíèãå ìû îãðàíè÷èìñÿ
ìåõàíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè.

Â ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàþò çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè ñìåùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (èëè òâåðäîãî òåëà, èëè
ýëåìåíòà òîé èëè èíîé ñðåäû). Ñìåùåíèÿ îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü
÷åðåäóþùèõñÿ âî âðåìåíè îòêëîíåíèé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò íå-
êîòîðîãî ïîëîæåíèÿ òî â îäíó, òî â äðóãóþ ñòîðîíû. Íàèáîëüøåå
ñìåùåíèå xm íàçûâàþò àìïëèòóäîé êîëåáàíèé.

Ïóñòü x(t) — ñìåùåíèå èëè èíàÿ èçìåíÿþùàÿñÿ ñî âðåìåíåì t
ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ.
Ôóíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè:

x(t + τn) = x(t), (8.1)

ãäå τ — ïåðèîä êîëåáàíèé, n — ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Îòäåëüíî âû-
äåëèì òàê íàçûâàåìûå çàòóõàþùèå è íàðàñòàþùèå êîëåáàíèÿ,
îïèñûâàåìûå ôóíêöèÿìè âèäà

x(t) = h(t)g(t), (8.2)

ãäå h(t) — ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à g(t) — óáûâàþùàÿ èëè âîç-
ðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ôóíêöèÿ. Â öåëîì ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé
ôóíêöèåé (8.2), íå õàðàêòåðèçóåòñÿ íè ïåðèîäîì, íè àìïëèòóäîé.
Îäíàêî îïðåäåëåííûå ïåðèîä τ′ è àìïëèòóäà x′m åñòü ó ôóíêöèè
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h(t); ïîýòîìó è ê òàêîìó ïðîöåññó ïðèìåíÿþò òåðìèí «êîëåáàíèÿ»,
ñâÿçûâàÿ ñ ýòèìè êîëåáàíèÿìè ïåðèîä τ′ è èçìåíÿþùóþñÿ ñî âðå-
ìåíåì àìïëèòóäó x′mg(t) .

Â êèíåìàòèêå ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íå ðàññìàòðèâàþò
ïðè÷èíû, îáóñëîâèâøèå èõ ñóùåñòâîâàíèå; âñå âíèìàíèå óäåëÿåò-
ñÿ òîìó, êàê ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ, êàê çàâèñÿò îò âðåìåíè ñìå-
ùåíèå, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ó÷àñòâóþùåé â
òîì èëè èíîì êîëåáàòåëüíîì ïðîöåññå (ãðàôèêè ñìåùåíèÿ äëÿ íå-
êîòîðûõ âèäîâ êîëåáàíèé áóäóò ïðåäñòàâëåíû â ï. 8.1.5.)

Ïî õàðàêòåðó ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì íà-
áëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ìåõàíè÷åñêèå), ðàçëè÷àþò òðè
îñíîâíûõ âèäà êîëåáàíèé: ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, âûíóæäåííûå êî-
ëåáàíèÿ, àâòîêîëåáàíèÿ.

8.1.2. Свободные (собственные) колебания

Ñâîáîäíûìè êîëåáàíèÿìè, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñîáñòâåííûìè
êîëåáàíèÿìè ñèñòåìû íàçûâàþò êîëåáàíèÿ, êîòîðûå, áóäó÷è âîç-
áóæäåíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, äàëåå ñîâåðøàþòñÿ áåç
âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó ñî ñòîðîíû êàêèõ-ëèáî ïåðåìåííûõ âíåø-
íèõ ñèë. Òàêèå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ êàê áû «ñàìè ïî ñåáå» çà
ñ÷åò ïåðâîíà÷àëüíî âíåñåííîé â ñèñòåìó ýíåðãèè, áëàãîäàðÿ êî-
òîðîé ñèñòåìà áûëà âûâåäåíà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñèñòåìó,
ñïîñîáíóþ ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, íàçûâàþò êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìîé.

Ïðèìåð êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû — ìàÿòíèê. Îáû÷íî ïîä ìà-
ÿòíèêîì ïîíèìàþò, íàïðèìåð, ïîäâåøåííûé íà íèòè øàðèê. Íî
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ýòîò øàðèê ñïîñîáåí ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå
êîëåáàíèÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì íà íåãî, íàðÿäó ñ ñèëîé ðåàêöèè
íèòè, òàêæå ñèëû òÿæåñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîä ìàÿòíèêîì, êàê êî-
ëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé, íàäî ïîíèìàòü â äàííîì ñëó÷àå øàðèê íà
íèòè âìåñòå ñ çåìíûì øàðîì, ñîçäàþùèì ñèëó òÿæåñòè.

Êîãäà øàðèê íà íèòè íåïîäâèæíî âèñèò, êîëåáàòåëüíàÿ ñèñ-
òåìà â âèäå ìàÿòíèêà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (ñèëà
òÿæåñòè óðàâíîâåøåíà ñèëîé ðåàêöèè íèòè). ×òîáû íà÷àëèñü ñâî-
áîäíûå êîëåáàíèÿ, íåîáõîäèìî çàòðàòèòü íåêîòîðóþ ýíåðãèþ è
âûâåñòè ñèñòåìó èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìîæíî òîëêíóòü øàðèê, ò. å. ñîîáùèòü åìó
íåêîòîðûé èìïóëüñ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðóþ êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ. Ìîæíî îòâåñòè øàðèê îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è çàòåì
îòïóñòèòü; ïðè ýòîì øàðèêó áóäåò ñîîáùåíà íåêîòîðàÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ. Ìîæíî îòâåñòè øàðèê îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
äà åùå è ïîäòîëêíóòü åãî.
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Ïðèíöèïèàëüíî âàæíî, ÷òîáû ðàâíîâåñèå êîëåáàòåëüíîé ñèñ-
òåìû áûëî óñòîé÷èâûì, òàê êàê òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïðè âûâå-
äåíèè ñèñòåìû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàåò âîçâðàùàþ-
ùàÿ ñèëà, ñòðåìÿùàÿñÿ âåðíóòü ñèñòåìó â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Âîçâðàùàÿñü ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû ê ðàâíîâåñèþ, íàø øàðèê
ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü è ïî èíåðöèè ïðîõîäèò ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ, íå îñòàíàâëèâàÿñü. Â ðåçóëüòàòå îí ñíîâà îòêëîíÿåòñÿ îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. È ñíîâà âîçíèêàåò âîçâðàùàþùàÿ ñèëà.
È ñíîâà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò ïðîéäåíî áåç îñòàíîâêè. È òàê
äàëåå. Íàëèöî ïðîöåññ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.

Îòêëîíèì íèòü øàðèêà íà óãîë α îò
âåðòèêàëè, à çàòåì îòïóñòèì åå (ðèñ. 8.1).
Íà øàðèê äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè è ñè-

ëà ðåàêöèè íèòè. Ðàçëîæèì ñèëó  íà
íàïðàâëåíèå íèòè è íà ïåðïåíäèêóëÿðíîå

ê íåé — íà ñèëû ′ è ′′ ( ′ = Fò cosα;

′′ = Fò sinα). Ñèëû  è ′ âçàèìíî

óðàâíîâåøåíû, à ñèëà ′′ åñòü âîçâðà-
ùàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà øàðèê,
íàõîäÿùèéñÿ â òî÷êå A. Íà÷àâ äâèæåíèå
ïîä äåéñòâèåì âîçâðàùàþùåé ñèëû, øà-
ðèê ïðèäåò â òî÷êó A′, ãäå íà ìãíîâåíèå
îñòàíîâèòñÿ è íà÷íåò äâèæåíèå â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè. Äëèíà îòðåçêà AA′ ðàâíà óäâîåííîé àìïëèòóäå

êîëåáàíèé; òàêèì îáðàçîì, xm = AA′ = = l sinα, ãäå l — ðàññòîÿíèå

îò öåíòðà ïîäâåñà íèòè äî öåíòðà øàðèêà.
Åñëè áû íå ñóùåñòâîâàëî òðåíèÿ â òî÷êå ïîäâåñà è ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ âîçäóõà, êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, îäíàæäû çàïóùåííîãî â äåé-
ñòâèå, íèêîãäà íå ïðåêðàòèëèñü áû. Íî ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà
åñòü, è ïîýòîìó àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò ïîñòåïåííî óìåíüøàòü-
ñÿ — ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ îêàçûâàþòñÿ íà ïîâåðêó çàòóõàþùè-
ìè êîëåáàíèÿìè. Â êîíöå êîíöîâ, êîëåáàíèÿ ïðåêðàòÿòñÿ — ýíåð-
ãèÿ, ïîëó÷åííàÿ øàðèêîì â íà÷àëå ïðîöåññà, ïðåâðàòèòñÿ âî
âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, âñëåäñòâèå ÷åãî íåìíîãî íàãðåþòñÿ øàðèê,
íèòü è îêðóæàþùèé âîçäóõ.

8.1.3. Вынужденные колебания

×òîáû â êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå íå çàòóõàëè êîëåáàíèÿ, ìîæíî
äåéñòâîâàòü íà íåå ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ âíåøíåé ñèëîé,

Ðèñ. 8.1
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ðàáîòà êîòîðîé áóäåò ýíåðãåòè÷åñêè ïîäïèòûâàòü ñèñòåìó, êîì-
ïåíñèðóÿ òåì ñàìûì ïîòåðè, îáóñëîâëåííûå ïðåâðàùåíèåì ÷àñòè
åå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.

Â ïðèíöèïå ìîæíî, íàïðèìåð, âûíóäèòü ñîâåðøàòü êîëåáà-
òåëüíûå äâèæåíèÿ ëåæàâøóþ íà ñòîëå êíèãó, ïðîñòî ïåðåäâèãàÿ
åå ðóêîé âïåðåä è íàçàä. Âûíóæäåííûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå êîëåáà-
íèÿ ïîðøíåé â öèëèíäðàõ äâèãàòåëÿ âíóòðåííåãî ñãîðàíèÿ èëè èã-
ëû øâåéíîé ìàøèíû. Íî òàêèå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñîáîãî
èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿþò, è ìû íå áóäåì èõ ðàññìàòðèâàòü. Èí-
òåðåñíû âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ïîä äåéñòâèåì
ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû â ñèñòåìàõ, ñïîñîáíûõ ñîâåðøàòü
ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, ò. å. â êàêèõ-ëèáî êîëåáàòåëüíûõ ñèñòå-
ìàõ.

Ïðèìåðîì ñíîâà ìîæåò ñëóæèòü ìàÿòíèê. Åñëè íà ïîäâåøåí-
íûé ê íèòè øàðèê íà÷àòü äåéñòâîâàòü íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé
ñèëîé, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ ïåðèîäîì τ, òî ñïóñòÿ êàêîå-òî âðåìÿ
óñòàíîâÿòñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, èìåþùèå òîò æå
ïåðèîä τ. Îäíàêî ó ìàÿòíèêà, êàê ó âñÿêîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòå-
ìû, åñòü ñîáñòâåííûé ïåðèîä êîëåáàíèé τ0. Óñòàíîâèâøàÿñÿ àìï-
ëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, íàñêîëüêî
ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ τ è τ0. Ìû îáñóäèì ýòî â § 8.5, à ïîêà îòìå-
òèì ëèøü, ÷òî àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé äîñòèãàåò ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè τ = τ0. Êîãäà ïåðèîä âûíóæäàþùåé êî-
ëåáàíèÿ âíåøíåé ñèëû ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì ïåðèîäîì êîëå-
áàíèé äàííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, íàñòóïàåò ðåçîíàíñ. Â ýòîì
ñëó÷àå ñîçäàþòñÿ íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåêà÷êè
ýíåðãèè îò âíåøíèõ òåë ê êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå, è â ðåçóëüòàòå
àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò.

Èòàê, â êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå (íàïðèìåð, â òîì æå ìàÿòíèêå)
ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êàê ñâîáîäíûå, òàê è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ.
Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñî âðåìåíåì çàòóõàþò; âûíóæäåííûå êîëå-
áàíèÿ ïðîèñõîäÿò äî òåõ ïîð, ïîêà íà ñèñòåìó äåéñòâóåò ïåðèîäè-
÷åñêàÿ âíåøíÿÿ ñèëà. Ïåðèîä ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâàìè ñàìîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (ïîçäíåå óáåäèìñÿ, ÷òî
â ñëó÷àå ìàÿòíèêà îí îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé íèòè è óñêîðåíèåì
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ); ïåðèîä âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðàâåí ïå-
ðèîäó âíåøíåé ñèëû. Àìïëèòóäà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé çàâèñèò îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé — îò òîãî, êàê ñèëüíî òîëêíóëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âèñÿùèé íà íèòè øàðèê èëè êàê ñèëüíî îòâåëè íèòü îò
âåðòèêàëè (ñì. ñîîòíîøåíèå (8.17)). Â ñëó÷àå âûíóæäåííûõ êîëå-
áàíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé, êîòîðàÿ íå ñâÿçàíà
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè êîëåáàòåëü-
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íîé ñèñòåìû, ïåðèîäîì è àìïëèòóäîé êîëåáàíèé âíåøíåé ñèëû, à
òàêæå ýíåðãåòè÷åñêèìè ïîòåðÿìè, îáóñëîâëåííûìè ñèëàìè òðåíèÿ
(ñîïðîòèâëåíèÿ).

8.1.4. Автоколебания

Íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü â êîëåáàòåëü-
íîé ñèñòåìå è áåç âîçäåéñòâèÿ íà íåå âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé
ñèëîé, åñëè ñèñòåìà îáëàäàåò ñîáñòâåííûì èñòî÷íèêîì ýíåð-
ãèè. Òàêèå íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþò àâòîêîëåáàíèÿ-
ìè, à ñèñòåìó, â êîòîðîé îíè ïðîèñõîäÿò, — àâòîêîëåáàòåëü-
íîé ñèñòåìîé.

Àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ñîáñòâåííî êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû (ñèñòåìû, ñïîñîáíîé ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå êîëå-
áàíèÿ), èñòî÷íèêà ýíåðãèè è ðåãóëèðóþùåãî óñòðîéñòâà, êîòî-
ðîå ïîëó÷àåò ýíåðãèþ îò èñòî÷íèêà è ðåãóëèðóåò ïîñòóïëåíèå ýòîé
ýíåðãèè â êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó (ðèñ. 8.2). ×òîáû ðåãóëèðóþùåå
óñòðîéñòâî ìîãëî âûïîëíÿòü ñâîþ ôóíêöèþ, ðåàëèçóåòñÿ îáðàò-
íàÿ ñâÿçü îò êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ê ðåãóëèðóþùåìó óñòðîéñòâó.
Íàëè÷èå îáðàòíîé ñâÿçè — õàðàêòåðíûé ïðèçíàê ëþáîé àâòîêî-
ëåáàòåëüíîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû — ñòàðèííûå ÷àñû ñ ìà-
ÿòíèêîì è ãèðåé (ðèñ. 8.3). Èñòî÷íèêîì ýíåðãèè ñëóæèò ïîäíÿòàÿ
íàä ïîëîì ãèðÿ (îíà îáëàäàåò îïðåäåëåííûì çàïà-
ñîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè), ðåãóëèðóþùåå óñòðîé-
ñòâî — õðàïîâîå êîëåñî ñ êîñûìè çóáöàìè è àíêåð,
îñóùåñòâëÿþùèé îáðàòíóþ ñâÿçü. Ãèðÿ ïðèâîäèò âî
âðàùåíèå õðàïîâîå êîëåñî. Ñ íèì âçàèìîäåéñòâóåò
àíêåð — ïåðåêëàäèíà ñ äâóìÿ âûñòóïàìè ïî êðàÿì,
æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ ìàÿòíèêîì. Èìåííî ñ ïîìîùüþ
àíêåðà ìàÿòíèê óïðàâëÿåò âðàùåíèåì õðàïîâîãî êî-
ëåñà è ñâÿçàííîé ñ íèì ñòðåëêè ÷àñîâ. Ýíåðãèÿ ïî-
ñòóïàåò îò ãèðè ê ìàÿòíèêó ïîðöèÿìè. Â ïîëîæåíèè,
èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå, çóáåö õðàïîâîãî êîëåñà

Ðèñ. 8.2

Ðèñ. 8.3
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äàâèò íà ñêîñ âûñòóïà A àíêåðà è òîëêàåò ìàÿòíèê âëåâî. Ïî ïðî-
õîæäåíèè ìàÿòíèêîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âûñòóï A ñîñêàëüçû-
âàåò ñ çóáöà, íî òóò æå àíêåð âûñòóïîì B óïèðàåòñÿ â äðóãîé çó-
áåö õðàïîâîãî êîëåñà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìàÿòíèê èñïûòûâàåò òîë-
÷îê â äðóãóþ ñòîðîíó. Èòàê, äâàæäû çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ìàÿòíèê ïîëó÷àåò ýíåðãèþ, ñàì îòêðûâàÿ è ïðåêðàùàÿ äîñòóï
ýíåðãèè îò èñòî÷íèêà. Íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïðîèñ-
õîäÿò ñ ïåðèîäîì, ïî÷òè òî÷íî ðàâíûì ïåðèîäó åãî ñâîáîäíûõ êî-
ëåáàíèé (÷àñû ñ ðåãóëÿðíûì õîäîì). Âïåðâûå ìàÿòíèê áûë ïðè-
ìåíåí â ÷àñàõ ñ ðåãóëÿðíûì õîäîì â 1657 ãîäó íèäåðëàíäñêèì
ó÷åíûì Õðèñòèàíîì Ãþéãåíñîì.

Åñëè â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé àìïëèòóäà êîëåáàíèé çà-
âèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî â ñëó÷àå àâòîêîëåáàíèé, ðàâíî
êàê è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îíà îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé íå çà-
âèñèò, à çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñàìîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì íàäî èìåòü
â âèäó, ÷òî àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
çàâèñèò òàêæå îò ïàðàìåòðîâ âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû, òîãäà
êàê àìïëèòóäà àâòîêîëåáàíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâà-
ìè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ó ñâî-
áîäíûõ êîëåáàíèé è àâòîêîëåáàíèé åñòü îáùåå ñâîéñòâî — ïåðèîä
è òåõ, è äðóãèõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñàìîé
ñèñòåìû (â îòëè÷èå îò ïåðèîäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ðàâíîãî
ïåðèîäó âíåøíåé ñèëû).

Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû âåñüìà ìíîãîîáðàçíû. Íå âõîäÿ â
äåòàëè, çàìåòèì, ÷òî ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ÷àñû ñ çàâîäíîé
ïðóæèíîé, êâàðöåâûå ÷àñû, ýëåêòðè÷åñêèé çâîíîê ñ ïðåðûâàòå-
ëåì, îðãàííàÿ òðóáà, ïàðîâàÿ ìàøèíà, äâèãàòåëü âíóòðåííåãî ñãî-
ðàíèÿ, ãåíåðàòîð íà òðàíçèñòîðå, ëàçåð, ÷åëîâå÷åñêèå ëåãêèå è
ñåðäöå.

8.1.5. Виды колебаний
с точки зрения кинематики

Êèíåìàòè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè êîëåáàíèÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè, ÿâëÿþòñÿ åå ñìåùåíèå, ñêîðîñòü, óñêîðåíèå. Íà

ðèñóíêàõ 8.4, à—å ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ x îò âðåìåíè t
(êîðîòêî ãîâîðÿ, ãðàôèêè ñìåùåíèÿ) äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ êîëåáàíèé:

à) ñèíóñîèäàëüíûå (ãàðìîíè÷åñêèå) êîëåáàíèÿ,
á) ïðÿìîóãîëüíûå êîëåáàíèÿ,
â) ïèëîîáðàçíûå êîëåáàíèÿ,
ã) ïðèìåð êîëåáàíèé ñëîæíîãî âèäà,
ä) çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ,
å) íàðàñòàþùèå êîëåáàíèÿ.
Äëÿ ñëó÷àåâ à—ã óêàçàíû àìïëèòóäà xm è ïåðèîä τ êîëåáàíèé.
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Îòìåòèì, ÷òî ñ êèíåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü âåñü-
ìà ðàçíîîáðàçíûìè. Âàæíî ëèøü, ÷òîáû îíè îáëàäàëè ïåðèîäè÷íîñòüþ âî
âðåìåíè. Íàèáîëåå ïðîñòûìè è ïðè ýòîì íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ êîëå-
áàíèÿ, ó êîòîðûõ ãðàôèê ñìåùåíèÿ èìååò ôîðìó ñèíóñîèäû, — òàê íàçûâàå-
ìûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Èìåííî ýòèì êîëåáàíèÿì ìû óäåëèì äàëåå îñ-
íîâíîå âíèìàíèå.

Îòäåëüíî îòìåòèì çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ (ðèñ. 8.4, ä) è íàðàñòàþùèå êî-
ëåáàíèÿ (ðèñ. 8.4, å). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäåëåííûì
ïåðèîäîì (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç τ′), åñëè ðàññìàòðèâàòü ÷åðåäîâàíèå âî âðåìå-
íè ìàêñèìàëüíûõ è íóëåâûõ çíà÷åíèé ñìåùåíèÿ. Îäíàêî àìïëèòóäà ýòèõ êî-
ëåáàíèé íå èìååò îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ; â ñëó÷àå çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé
îíà ñî âðåìåíåì óìåíüøàåòñÿ, à â ñëó÷àå íàðàñòàþùèõ êîëåáàíèé — âîçðàñ-
òàåò. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ä) ñîîòíîøåíèå (8.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå:

x(t) = xm′(sinωt)e–γt. (8.3)

Çäåñü ω = , γ — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïîêàçûâàþùàÿ, êàê áûñòðî çàòóõà-

þò êîëåáàíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ).
Åñëè γ n ω, çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþò êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè (ò. å.

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè). Ýòîò ñëó÷àé êàê ðàç è ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 8.4, ä.
Ïðè γ . ω çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ ôàêòè÷åñêè â ìîíîòîííûé
ïðîöåññ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 8.4, å íàðàñòàþùèå êîëåáàíèÿ
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.

à)

á)

â)

ã)

ä)

å)

Ðèñ. 8.4

2π
τ′
------
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8.2. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

8.2.1. Гармонические колебания

Ãàðìîíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè íàçûâàþò êîëåáàíèÿ, ó êîòîðûõ
çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ x îò âðåìåíè t èìååò âèä:

x = xmsin . (8.4)

Çäåñü xm — àìïëèòóäà êîëåáàíèé, τ — ïåðèîä êîëåáàíèé (äëè-
òåëüíîñòü îäíîãî öèêëà ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà), ϕ0 — íà÷àëü-

íàÿ ôàçà. Âåëè÷èíó 2π  + ϕ0 íàçûâàþò ôàçîé êîëåáàíèé.

Âåëè÷èíà ν = , íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòîé êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåò

÷èñëî öèêëîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà â åäèíèöó âðåìåíè. Íàðÿ-
äó ñ ÷àñòîòîé ν ðàññìàòðèâàþò öèêëè÷åñêóþ (êðóãîâóþ) ÷àñòîòó:

ω = 2πν = . (8.5)

Ñ ó÷åòîì (8.5) ïåðåïèøåì (8.4) â âèäå:
x = xmsin(ωt + ϕ0). (8.6)

Íà ðèñóíêå 8.5, à ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ îò âðå-
ìåíè â âèäå ãðàôèêà ñìåùåíèÿ. Çäåñü â êà÷åñòâå îñè àáñöèññ âû-

2π t
τ
-- ϕ0+

⎝ ⎠
⎛ ⎞

t
τ
--

1
τ
---

2π
τ
------

à)

á)

â)

Ðèñ. 8.5
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áðàíà ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà ωt. Öèêë
ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà (èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëíîå êîëåáàíèå) ñîâåð-
øàåòñÿ çà âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó τ êîëåáàíèé, íà ωt-îñè åìó îò-
âå÷àåò îòðåçîê äëèíîé 2π.

Âûÿñíèì ñìûñë íà÷àëüíîé ôàçû ϕ0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (äëÿ t = 0) ñìåùåíèå ðàâíî íóëþ;
x(0) = xm sinϕ0 = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ϕ0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

x = xmsinωt. (8.7)

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ñìåùåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 8.5, á.
Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ íà÷èíàþòñÿ èç ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Â óæå çíàêîìîì ïðèìåðå ñî ñâîáîäíûìè
êîëåáàíèÿìè ìàÿòíèêà äàííûé ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî âèñÿùèé íà
íèòè øàðèê òîëêíóëè â ìîìåíò t = 0, ïîëîæèâ òåì ñàìûì íà÷àëî
êîëåáàòåëüíîìó ïðîöåññó.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ìîìåíò t = 0 ñìåùåíèå ìàêñè-
ìàëüíî, ò. å. ðàâíî àìïëèòóäå êîëåáàíèé: x(0) = xm. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ϕ0 =  è, çíà÷èò,

x = xmsin  = xmcos ωt. (8.8)

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ñìåùåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 8.5, â.
Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ íà÷èíàþòñÿ èç ïîëîæåíèÿ, îòâå÷àþùåãî
ìàêñèìàëüíîìó ñìåùåíèþ. Â ïðèìåðå ñ êîëåáàíèÿìè ìàÿòíèêà
äàííûé ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî âèñÿùèé íà íèòè øàð îòâåëè îò âåð-
òèêàëè è â ìîìåíò t = 0 îòïóñòèëè, ïîëîæèâ òåì ñàìûì íà÷àëî
êîëåáàòåëüíîìó ïðîöåññó.

Îáùèé ñëó÷àé, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå (8.6),
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âèñÿùèé íà íèòè øàðèê îòâåëè îò âåðòèêàëè è
â äîïîëíåíèè ê ýòîìó òîëêíóëè â ìîìåíò t = 0 â íàïðàâëåíèè îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Èòàê, íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ0 õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå êîëåáàòåëü-
íîãî ïðîöåññà â ìîìåíò t = 0. Ïîëàãàÿ, ÷òî ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ
âîçáóæäàþòñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì â ìîìåíò t = 0, ìîæåì ñêà-
çàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ0 îïðåäåëÿåò ñïîñîá âîçáóæäåíèÿ êî-
ëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà (èëè òîëêíóëè âèñÿùèé øàðèê, èëè îòâåëè
åãî îò âåðòèêàëè è îòïóñòèëè, èëè îòâåëè îò âåðòèêàëè è òîëêíóëè).

Îáà ãðàôèêà íà ðèñóíêàõ 8.5, á, â — ñèíóñîèäû, ðàññìàòðè-
âàåìûå íà ωt-îñè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíà ñèíóñîèäà ñäâèíóòà îò-

íîñèòåëüíî äðóãîé íà . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî êîëåáàíèÿ á

è â ïðîèñõîäÿò ñî ñäâèãîì ïî ôàçå íà . 

π

2
---

ωt π

2
---

+
⎝ ⎠
⎛ ⎞

π

2
---

π

2
---
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Èç ñîîòíîøåíèÿ ν =  ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Â ÑÈ åäèíèöà ÷àñòîòû êîëåáàíèé ν èìååò ñïåöèàëüíîå
íàèìåíîâàíèå — ãåðö (îáîçíà÷åíèå: Ãö èëè ñ–1) â ÷åñòü
íåìåöêîãî ôèçèêà Ãåíðèõà Ãåðöà. Ãåðö ðàâåí ÷àñòîòå
ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà, ïðè êîòîðîé çà âðåìÿ 1 ñ ñî-
âåðøàåòñÿ îäèí öèêë ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà.
Åäèíèöà öèêëè÷åñêîé (êðóãîâîé) ÷àñòîòû êîëåáàíèé ω —
ñåêóíäà â ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè (îáîçíà÷åíèå: ñ–1). Åñ-
ëè ν åñòü ÷èñëî ïîëíûõ êîëåáàíèé çà âðåìÿ 1 ñ, òî ω
åñòü ÷èñëî ïîëíûõ êîëåáàíèé çà âðåìÿ, ðàâíîå 2π ñå-
êóíäàì.

8.2.2. Связь гармонических колебаний
с равномерным движением по окружности

Ïðåäñòàâèì ñåáå ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, ðàâíîìåðíî äâèæó-
ùóþñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì xm. Ìîäó-
ëè ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ òî÷êè ïðè òàêîì äâèæåíèè íå èçìåíÿþò-
ñÿ ñî âðåìåíåì; îíè ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

v = ωxm  è  a = ω2xm. (8.9)

Ñïðîåöèðóåì äâèæóùóþñÿ ïî îêðóæíîñòè ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó íà
íåêîòîðóþ ïðÿìóþ, ðàññìàòðèâàåìóþ â êà÷åñòâå x-îñè (ðèñ. 8.6).

О единицах

физических
величин

1
τ
---

åäèíèöà ÷àñòîòû 
 êîëåáàíèé

1

åäèíèöà âðåìåíè

Ðèñ. 8.6
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Äâèæåíèå ïðîåêöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî x-îñè åñòü íå ÷òî
èíîå, êàê ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, èìåþùèå àìïëèòóäó xm

è öèêëè÷åñêóþ ÷àñòîòó ω.
Òî÷êà ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò ïî îêðóæíîñòè çà âðåìÿ

 = τ.

Çà ýòî æå âðåìÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè ñîâåðøàåò ïîëíîå êîëåáàíèå ïî
x-îñè; âðåìÿ τ — ïåðèîä êîëåáàíèé ïðîåêöèè òî÷êè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò t = 0 äâèæóùàÿñÿ ïî îêðóæíîñ-
òè òî÷êà áûëà â ïîëîæåíèè A (ñì. ðèñóíîê); íà x-îñè ýòîìó ïî-
ëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò x = 0, ò. å. ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â êî-
ëåáàòåëüíîé ñèñòåìå. Â íåêîòîðûé ìîìåíò t òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ
ïî îêðóæíîñòè, îêàçûâàåòñÿ â ïîëîæåíèè M. Äóãà AM ñîîòâåò-
ñòâóåò óãëó ïîâîðîòà, ðàâíîìó ωt. Èìåííî íà òàêîé óãîë ïîâåð-
íóëñÿ ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè çà âðåìÿ t. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çà
ýòî âðåìÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè íà x-îñü ñìåñòèëàñü èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íà

x(t) = xmsinωt.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ñîîòíîøåíèþ (8.7) äëÿ ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ôàçîé.

Ïîéäåì äàëüøå: ñäåëàåì íà îñíîâàíèè ðèñóíêà 8.6 çàêëþ÷å-
íèå î çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñêîðîñòè v(t) è óñêîðåíèÿ a(t) ïðî-
åêöèè òî÷êè, ñîâåðøàþùåé ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (8.7). Ñïðî-

åöèðóåì íà x-îñü èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå âåêòîðû  è  — ñî-
îòâåòñòâåííî, ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü è ìãíîâåííîå óñêîðåíèå â
ìîìåíò t òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæíîñòè. Ýòè ïðîåêöèè ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ñêîðîñòü (t) è óñêîðåíèå a(t) ïðîåêöèè òî÷êè, ñî-
âåðøàþùåé ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ñ ó÷åòîì
(8.9), ÷òî

(t) = ωxmcosωt, (8.10)

(t) = ω2xmsinωt. (8.11)

Èòàê, åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ ω ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì xm, òî åå ïðîåêöèÿ íà
x-îñü áóäåò ñîâåðøàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé xm

è öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω. Åñëè x-îñü âûáðàíà ïåðïåíäèêóëÿðíî
ê ðàäèóñó AO îêðóæíîñòè, ãäå A — ïîëîæåíèå äâèæóùåéñÿ ïî
îêðóæíîñòè òî÷êè â ìîìåíò t = 0, òî íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ0 êîëåáàíèé
ïðîåêöèè íà x-îñü áóäåò ðàâíà íóëþ.

2πxm

v
--------------

2π
ω
------

=

vº aº

vº

vº

aº
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8.2.3. Графики смещения, скорости, ускорения
при гармонических колебаниях

Èñïîëüçóÿ (8.7), (8.10), (8.11), ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè ñìå-
ùåíèÿ, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ
àìïëèòóäîé xm, öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω è íà÷àëüíîé ôàçîé ϕ0 = 0.
Ýòè ãðàôèêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 8.7. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ñè-
íóñîèäàìè. Äëèíà îòðåçêà ωt-îñè îò 0 äî 2π ñîîòâåòñòâóåò äëèíå
îêðóæíîñòè íà ðèñóíêå 8.6, äåëåííîé íà ðàäèóñ xm. Òî÷êè M, B,
C, D, îòìå÷åííûå íà îêðóæíîñòè, ïåðåíåñåíû íà ωt-îñè íà ðèñóíêå
8.7, à—â. Ìû êàê áû ðàçâåðíóëè îêðóæíîñòü, èçîáðàæåííóþ íà
ðèñóíêå 8.6. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 8.7 ñèíóñîèäû
èíîãäà íàçûâàþò ðàçâåðòêàìè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ãëÿäÿ íà ñèíóñîèäû-ðàçâåðòêè, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî
êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè îïåðåæàþò ïî ôàçå êîëåáàíèÿ ñìåùåíèÿ íà

, à êîëåáàíèÿ óñêîðåíèÿ ñäâèíóòû ïî ôàçå íà π ïî îòíîøåíèþ

ê êîëåáàíèÿì ñìåùåíèÿ (êàê ãîâîðÿò. êîëåáàíèÿ ñìåùåíèÿ è óñ-
êîðåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïðîòèâîôàçå).

Óêàçàííûå ñäâèãè ïî ôàçå, î÷åâèäíî, íå çàâèñÿò îò âûáîðà íà-
÷àëüíîé ôàçû ϕ0. Íà ãðàôèêàõ íà ðèñóíêå 8.7 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ϕ0 = 0. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ϕ0 − 0, ïðèøëîñü áû ïðîñòî ñìåñ-
òèòü íà÷àëî âñåõ ωt-îñåé âïðàâî íà ϕ0. Òåì ñàìûì ìû áû ïðèáà-
âèëè ê ôàçàì êîëåáàíèé â (8.7), (8.10) è (8.11) ñëàãàåìîå ϕ0. Òàêèì

à)

á)

â)

Ðèñ. 8.7

π

2
---
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îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòè x(t), v(t), a(t) äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé èìåþò âèä:

x(t) = xmsin(ωt + ϕ0), (ñì. (8.6))

v(t) = ωxmcos(ωt + ϕ0), (8.12)

a(t) = –ω2xmsin(ωt + ϕ0). (8.13)

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (1.8), ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü â ìîìåíò t ìîæåò áûòü
ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåíà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆t â âèäå:

v(t) = . (1*)

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (1.15), ìãíîâåííîå óñêîðåíèå â ìîìåíò t ìîæíî ïðèáëè-
æåííî ïðåäñòàâèòü ïðè ìàëûõ ∆t â âèäå:

a(t) = . (2*)

Ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ (1*) è (2*) ïðåâðàùàþòñÿ â òî÷íûå â ïðåäåëå ïðè
∆t º 0.

Ïîäñòàâèâ x(t) = xmsinωt â (1*) è ó÷òÿ, ÷òî sin(α + β) = sinαæcosβ +

+ cosαæsinβ, ïîëó÷èì

 = sin(ωt + ω∆t) – sinωt =

= sinωtæcosω∆t + cosωtæsinω∆t – sinωt.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆t ìîæíî ïðèíÿòü

cosω∆t = 1;  sinω∆t = ω∆t. (3*)

Ñëåäîâàòåëüíî,  = ω∆t cosωt. Ìû ïðèøëè, òàêèì îáðàçîì, ê âûðàæåíèþ

(8.10), êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå íà îñíîâàíèè ñâÿçè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé ñ ðàâíîìåðíûì äâèæåíèåì ïî îêðóæíîñòè.

Ïîäñòàâèâ (8.10) â (2*) è ó÷òÿ, ÷òî cos(α + β) = cosαæcosβ – sinαæsinβ,
ïîëó÷èì

 = cos(ωt + ω∆t) – cosωt =

= cosωtæcosω∆t – sinωtæsinω∆t – cosωt.

Âîñïîëüçîâàâøèñü (3*), çàêëþ÷àåì, ÷òî  = –ω∆t sinωt, ò. å. ïðèõîäèì ê

âûðàæåíèþ (8.11).
Èòàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç (8.7) èëè (8.6), âûðàæåíèÿ (8.10) è (8.11)

(èëè (8.12) è (8.13)) äëÿ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ,
ìîæíî îáîéòèñü áåç ïðîåöèðîâàíèÿ íà x-îñü òî÷êè, ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ
ïî îêðóæíîñòè, à ïðîñòî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùèì êèíåìàòè÷åñêèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè (1.8) è (1.15).

x t ∆t+( ) x t( )−

∆t
----------------------------------------

v t ∆t+( ) v t( )−

∆t
-----------------------------------------

v t( )∆t
xm

----------------

v t( )∆t
xm

----------------

a t( )∆t
ωxm
---------------

a t( )∆t
ωxm
---------------
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8.2.4. Определение амплитуды и начальной фазы
из начальных условий

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñìåùå-
íèå x0 è ñêîðîñòü v0 â ìîìåíò t = 0. Èç (8.6) ñëåäóåò, ÷òî

x0 = xmsinϕ0, (8.14)

à èç (8.12)
v0 = ωxmcosϕ0. (8.15)

Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî (8.14) íà (8.15), íàõîäèì

tgϕ0 = . (8.16)

Åñëè x0 = 0, òî tgϕ0 = 0 è, çíà÷èò, ϕ0 = 0 (ñëó÷àé, êîãäà âèñÿùèé
íà íèòè øàðèê òîëêàþò â ìîìåíò t = 0). Åñëè v0 = 0, òî tgϕ0 = ×

è, çíà÷èò, ϕ0 =  (ñëó÷àé, êîãäà øàðèê íà íèòè îòâîäÿò îò âåðòè-

êàëè è â ìîìåíò t = 0 îòïóñêàþò).

Ïåðåïèøåì (8.14) è (8.15) â âèäå: sinϕ0 =  è cosϕ0 = .

Âîçâåäÿ îáà ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ïî÷ëåííî ñëîæèâ, ïîëó÷èì

sin2ϕ0 + cos2ϕ0 = .

Òàê êàê sin2ϕ0 + cos2ϕ0 = 1, òî îòñþäà íàõîäèì àìïëèòóäó êîëå-
áàíèé:

xm = . (8.17)

Åñëè x0 = 0, òî xm = . Åñëè v0 = 0, òî xm = x0.

8.3. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

8.3.1. Динамическое определение
гармонических колебаний

Îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé (8.6) — ýòî êèíåìàòè-
÷åñêîå îïðåäåëåíèå. Òåïåðü ïðèâåäåì èõ äèíàìè÷åñêîå îïðåäåëå-
íèå.

ωx0

v0
----------

π

2
---

x0

xm
-------

v0

ωxm
------------

1

xm
2

------- x0
2 v0

2

ω
2

------
+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x0
2 v0

2

ω
2

------
+

v0

ω
------
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Óòî÷íèì, ÷òî èìåííî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçâðàùàþùàÿ ñè-
ëà. Ïðåäïîëîæèì, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò ñâîáîäíûå
êîëåáàíèÿ. Êîëåáàíèÿ íåçàòóõàþùèå, òàê êàê òðåíèå ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ îòñóòñòâóþùèì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç  ðàâíîäåéñòâóþ-
ùóþ âñåõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òî÷êå, à ÷åðåç Rx — ïðîåêöèþ
ðàâíîäåéñòâóþùåé íà íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ. Ýòà ïðîåêöèÿ
êàê ðàç è åñòü âîçâðàùàþùàÿ ñèëà. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé:

Rx = –ξx, (8.18)

ãäå ξ — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, îïðå-
äåëÿåìàÿ ñâîéñòâàìè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Çíàê «ìèíóñ» îç-
íà÷àåò, ÷òî Rx èìååò íàïðàâëåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëå-
íèþ ñìåùåíèÿ. Åñëè, íàïðèìåð, òî÷êà ñìåùàåòñÿ âïðàâî îò
ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ, òî âîçâðàùàþùàÿ ñèëà áóäåò íàïðàâ-
ëåíà âëåâî.

Åñëè m — ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, òî ïî âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà

Rx = max, (8.19)

ãäå ax — ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ òî÷êè íà íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ.
Ïîäñòàâèâ (8.19) â (8.18), ïîëó÷èì

ax = – x.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàê x, òàê è ax çàâèñÿò îò
âðåìåíè. Åñëè ðàíåå ìû èìåëè äåëî ëèáî ñ ðàâíîìåð-

íûì (óñêîðåíèå îòñóòñòâóåò), ëèáî ñ ðàâíîïåðåìåííûì (óñêîðå-
íèå ïîñòîÿííî) äâèæåíèÿìè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, òî òåïåðü ìû
âñòðå÷àåìñÿ ñî ñëó÷àåì, êîãäà óñêîðåíèå òî÷êè åñòü ôóíêöèÿ
âðåìåíè. Èòàê, ñîãëàñíî äèíàìè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ, ãàðìîíè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ,
äëÿ êîòîðûõ

ax(t) = – x(t). (8.20)

Äèíàìè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé (8.20)
î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîãëàñóåòñÿ ñ êèíåìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì
(8.6), êîëü ñêîðî èç x(t) = xm sin(ωt + ϕ0) ñëåäóåò, ñîãëàñíî (1.8)

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ïîä äåéñòâèåì âîçâðà-
ùàþùåé ñèëû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñìåùåíèþ, ÿâëÿþòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè.

R
º

ξ

m
-----

!

ξ

m
-----
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è (1.15), ÷òî ax(t) = –ω2xm sin(ωt + ϕ0). Ïðè ýòîì öèêëè÷åñêàÿ ÷àñ-
òîòà ω óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

ω = , (8.21)

òîãäà êàê àìïëèòóäà xm è íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ0 ìîãóò áûòü
ïðîèçâîëüíûìè (îíè çàâèñÿò, íàïîìíèì, îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé). Ñ ó÷åòîì (8.21), ïåðåïèøåì âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå
ïðîåêöèþ óñêîðåíèÿ è ñìåùåíèå â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé, â âèäå

ax(t) = –ω2x(t). (8.22)

8.3.2. Сила упругости и гармонические колебания

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: ïî ãëàäêîìó ãîðèçîíòàëü-
íîìó ñòåðæíþ 1 ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ, ñîâåðøàÿ ñâîáîäíûå êîëå-
áàíèÿ, øàðèê 2 ìàññîé m, ïðèêðåïëåííûé ê óïðóãîé ïðóæèíå 3,
õàðàêòåðèçóþùåéñÿ æåñòêîñòüþ k (ðèñ. 8.8). Â ïîëîæåíèè O
ïðóæèíà íå äåôîðìèðîâàíà; ýòî åñòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Ïîëîæåíèÿ A è B — êðàéíèå ïîëîæåíèÿ, îòâå÷àþùèå ìàêñè-
ìàëüíî ðàñòÿíóòîé è ìàêñèìàëüíî ñæàòîé ïðóæèíå, ñîîòâåò-
ñòâåííî; OA = OB = xm, ãäå xm — àìïëèòóäà êîëåáàíèé. Íà ðè-
ñóíêå ïîêàçàíû òðè ñèëû, äåéñòâóþùèå íà øàðèê â ìîìåíò âðå-

ìåíè, êîãäà åãî ñìåùåíèå ðàâíî x. Ïîñêîëüêó ñèëà òÿæåñòè ò

óðàâíîâåøåíà ñèëîé ðåàêöèè ñòåðæíÿ , ðàâíîäåéñòâóþùàÿ 

âñåõ òðåõ ñèë åñòü ñèëà óïðóãîñòè óïð, íàïðàâëåííàÿ àíòèïàðàë-

ëåëüíî âåêòîðó ñìåùåíèÿ . Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ãóêà (2.3),

ξ

m
-----
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óïð = –k . Òàê êàê  = óïð, ñîîòíîøåíèå (8.18) ïðèíèìàåò â
äàííîì ñëó÷àå âèä:

Rx = –kx, (8.23)

è ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (8.22), â êîòîðîì öèêëè÷åñêàÿ ÷àñ-
òîòà êîëåáàíèé ω îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

ω = . (8.24)

Ñ ó÷åòîì (8.5), ïîëó÷àåì îòñþäà ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé:

τ = 2π . (8.25)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàðèê ìàññîé m ñî-
âåðøàåò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, áóäó÷è ïîäâåøåí-
íûì íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k (ðèñ. 8.9). Íà øà-

ðèê äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè ò = m  è ñèëà óï-

ðóãîñòè óïð = –k , ãäå  — âåêòîð ñìåùåíèÿ
øàðèêà â íåêîòîðûé ìîìåíò èç ïîëîæåíèÿ M, îò-
âå÷àþùåãî íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíå (ñì. ðè-
ñóíîê). Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
øàðèê â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíà

 = m  + óïð = m  – k .

Ñïðîåöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî íà x-îñü, ïîëó÷àåì

Rx = mg – kX. (1*)

Ñìåùåíèå x, âõîäÿùåå â (8.18), äîëæíî îòñ÷è-
òûâàòüñÿ îò ïîëîæåíèÿ O — ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, â êîòîðîì øàðèê âèñèò íåïîäâèæíî
íà ïðóæèíå, èñïûòàâøåé óäëèíåíèå x0 ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñ-
òè øàðèêà. Òàêèì îáðàçîì,

x = X – x0. (2*)

Óäëèíåíèå x0 îïðåäåëÿåòñÿ èç î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

kx0 = mg. (3*)

Ñ ó÷åòîì (2*) è (3*) ïåðåïèøåì (1*) â âèäå:

Rx = mg – k(x0 + x) = –kx.

Ìû ïðèøëè ê ñîîòíîøåíèþ (8.23), à çíà÷èò, è ê (8.24) è (8.25).
Â ñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñóíêå 8.8, ñèëà òÿæåñòè áûëà óðàâíî-
âåøåíà ñèëîé ðåàêöèè ñòåðæíÿ, à â ñëó÷àå íà ðèñóíêå 8.9 ñèëó
òÿæåñòè íè÷òî íå óðàâíîâåøèâàåò. Òåì íå ìåíåå â îáîèõ ñëó÷àÿõ

F
º

xº R
º

F
º

k
m
-----

m
k
-----
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ñîâåðøàþòñÿ ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ öèêëè÷åñêîé
÷àñòîòîé (8.24) (ïåðèîäîì (8.25)). Ïðîñòî âî âòîðîì ñëó÷àå êîëå-
áàíèÿ ïðîèñõîäÿò îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ øàðèêà
ïðè ðàñòÿíóòîé íà x0 ïðóæèíå. Êàê âèäèì, íàëè÷èå ñèëû òÿæåñ-
òè îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì äëÿ êîëåáàíèé øàðèêà, ïðè-
êðåïëåííîãî ê ïðóæèíå.

Задача 1 (ðèñ. 8.10, à). Ê áðóñêó ìàññîé
m, íàõîäÿùåìóñÿ íà ãëàäêîé ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðèêðåïëåíû ïà-
ðàëëåëüíî äâå ïðóæèíû — æåñòêîñòüþ
k1 è æåñòêîñòüþ k2. ×åìó ðàâåí ïåðèîä
êîëåáàíèé áðóñêà?

Ïðîåêöèÿ Rx âîçâðàùàþùåé ñè-
ëû, äåéñòâóþùåé íà áðóñîê, ðàâíà

Rx = –(k1x + k2x), ãäå x — ñìåùåíèå áðóñêà èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ (ïîëîæåíèÿ, êîãäà ïðóæèíû íå äåôîðìèðîâàíû).
Çíà÷èò, äåéñòâèå äàííûõ ïðóæèí ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ îä-
íîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ

k = k1 + k2. (8.26, à)

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ïåðèîä êîëåáàíèé

τ = 2π . 

Задача 2 (ðèñ. 8.10, á). Ê áðóñêó ìàññîé m, íàõîäÿùåìóñÿ íà
ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðèêðåïëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðóæèíà 1 æåñòêîñòüþ k1 è ïðóæèíà 2 æåñòêîñòüþ k2.
×åìó ðàâåí ïåðèîä êîëåáàíèé áðóñêà?

Ìîäóëü x ñìåùåíèÿ áðóñêà ðàâåí

x = ∆x1 + ∆x2, (4*)

ãäå ∆x1 è ∆x2 — ðàñòÿæåíèÿ ïðóæèíû 1 è ïðóæèíû 2, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íà áðóñîê ïðóæèíà 1 íå äåéñòâóåò, à äåéñòâóåò òîëüêî
ïðóæèíà 2. Îíà äåéñòâóåò ñ ñèëîé óïðóãîñòè, ìîäóëü êîòîðîé ðà-
âåí

R = k2∆x2. (5*)

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ñèëà, ñ êàêîé ïðóæèíà 2 äåéñò-
âóåò íà ïðóæèíó 1, ðàâíà ïî ìîäóëþ ñèëå, ñ êàêîé ïðóæèíà 1
äåéñòâóåò íà ïðóæèíó 2. Òàêèì îáðàçîì,

k2∆x2= k1∆x1. (6*)

Ðèñ. 8.10

à)

á)

m
k1 k2+
------------------
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Èñïîëüçóÿ (4*) è (5*), ïîëó÷àåì

 = x – ∆x1.

Ñ ó÷åòîì (6*) ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå:

 = x – ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

R = x.

Èòàê, äåéñòâèå íà áðóñîê ïðóæèíû 2, ê êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèñîåäèíåíà ïðóæèíà 1, ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ îäíîé ïðóæèíû,
èìåþùåé æåñòêîñòü

k = . (8.26, á)

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ïåðèîä êîëåáàíèé

τ = .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðóæèíû 1 è 2 îäèíàêîâû (k1 = k2),

ðåçóëüòàò (8.26, á) ïðåîáðàçóåòñÿ: k = . Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîä

êîëåáàíèé áðóñêà ðàâíÿëñÿ áû τ = . Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî

åñëè óäàëèòü ïîëîâèíó äëèíû ïðóæèíû, òî ïåðèîä êîëåáàíèé

óìåíüøèòñÿ â  ðàç.

8.3.3. Гармонические колебания
математического маятника

Ïðåäñòàâèì ñåáå ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàññîé m, âèñÿùóþ íà
íåðàñòÿæèìîé íåâåñîìîé íèòè äëèíîé l. Òàêóþ êîëåáàòåëüíóþ
ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå òÿãîòåíèÿ, íàçûâàþò ìàòåìàòè÷å-
ñêèì ìàÿòíèêîì — â îòëè÷èå îò ðåàëüíûõ ìàÿòíèêîâ, íàçûâàå-
ìûõ ôèçè÷åñêèìè. Ìàëåíüêèé øàðèê íà òîíêîé ïðî÷íîé íèòè âå-
äåò ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè êàê ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê.

R
k2
-----

R
k2
-----

R
k1
-----

k1k2

k1 k2+
------------------

k1k2

k1 k2+
------------------

2π
k1 k2+( )m

k1k2
----------------------------

k1

2
-----

2π 2m
k1
--------

2
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Êîëåáàíèÿ øàðèêà-ìàÿòíèêà èë-
ëþñòðèðóåò ðèñóíîê 8.11, ãäå ïîêàçàíû
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà øàðèê â ìîìåíò
âðåìåíè t, êîãäà îí îêàçûâàåòñÿ â
òî÷êå M; ïðè ýòîì íèòü îáðàçóåò óãîë α
ñ âåðòèêàëüþ. Íà øàðèê äåéñòâóåò ñè-

ëà òÿæåñòè  è ñèëà ðåàêöèè íèòè .

Ðàçëîæèì ñèëó òÿæåñòè  íà ñèëó

′(t), íàïðàâëåííóþ âäîëü íèòè, è ñèëó

′′(t), íàïðàâëåííóþ ïî êàñàòåëüíîé ê

òðàåêòîðèè øàðèêà; ′(t) = Fò cosα(t);

′′(t) = Fò sinα(t). Âîçâðàùàþùåé ñè-

ëîé ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ′′(t) ñèëû òÿæåñòè. Èìåííî îíà ñî-
îáùàåò øàðèêó òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå:

a
τ
(t) =  = –g sin α(t). (8.27)

Çíàê «ìèíóñ» îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, êîãäà α > 0 (øàðèê îòêëîíåí

âïðàâî îò âåðòèêàëè), ñèëà ′′ íàïðàâëåíà âëåâî. Òî÷êè A è
A′ íà ðèñóíêå — êðàéíèå ïîëîæåíèÿ øàðèêà. Â ýòèõ ïîëîæå-
íèÿõ T = Fò′, òîãäà êàê â ïîëîæåíèè M: T > Fò′. (Çàìåòèì, ÷òî
T – Fò′, = ma, ãäå a — ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ
øàðèêà â òî÷êå M.)

Ïðåäïîëîæèì, óãîë α äîñòàòî÷íî ìàë:

α n 1. (8.28)
Ïîñêîëüêó α âûðàæàþò â ðàäèàíàõ, à ðàäèàí ðàâåí ïðèáëèçè-
òåëüíî 57°, òî íåðàâåíñòâî (8.28) îçíà÷àåò, ÷òî óãîë α íå ïðåâîñ-
õîäèò íåñêîëüêèõ ãðàäóñîâ (íà ðèñóíêå 8.11 óãîë α ïðåóâåëè÷åí
ðàäè íàãëÿäíîñòè).

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (8.28) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî sinα d α;
ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (8.27) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

a
τ
t d –gα(t) = –g , (8.29)

ãäå s(t) — äëèíà äóãè OM. Ðåçóëüòàò (8.29) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (8.28) êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé

ω = . (8.30)

Ðèñ. 8.11
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Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì (8.30) ñîîòíîøåíèå (8.29) ïðèíèìàåò
âèä

a
τ
(t) = –ω2s(t), (8.31)

êîòîðûé àíàëîãè÷åí ñîîòíîøåíèþ (8.22) äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé øàðèêà, ïðèêëåïëåííîãî ê ïðóæèíå. Ïðàâäà, òåïåðü
ôèãóðèðóþò íå ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ ax è ëèíåéíîå ñìåùåíèå x,
à òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå a

τ
 è ñìåùåíèå s ïî äóãå, êîòîðîå

ïðè α n 1 ìîæåò ïðèáëèæåííî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëèíåéíîå
ñìåùåíèå.

Èòàê, ïðè α n 1 ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ñîâåðøàåò ãàðìî-

íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω = . Ó÷èòûâàÿ

(8.5), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé åñòü

τ = 2π . (8.32)

Îáðàòèì âíèìàíèå: ñìåùåíèÿ øàðèêà íà ïðóæèíå è øà-
ðèêà-ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èçìåíÿþòñÿ ïî

îäíîìó è òîìó æå çàêîíó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèëû, îáóñëàâëè-
âàþùèå êîëåáàíèÿ, èìåþò ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó (â îäíîì ñëó÷àå
ýòî åñòü ñèëà óïðóãîñòè, à â äðóãîì — ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû òðå-
íèÿ).

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ôèçè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà. Òàê íàçûâàþò òâåðäîå òåëî, èìåþùåå íåïîäâèæíóþ îñü âðàùåíèÿ, íå
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà. Áóäó÷è âûâåäåíî èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, òåëî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (8.28) ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ ñ ïåðèîäîì

τ = 2π , (8.33)

ãäå J — ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, m — åãî ìàññà, l —
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïîäâåñà äî öåíòðà ìàññ òåëà. Ñîîòíîøåíèå (8.33) ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

τ = 2π . (8.34)

Âåëè÷èíó L =  íàçûâàþò ïðèâåäåííîé äëèíîé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ýòî

åñòü äëèíà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, èìåþùåãî òàêîé æå ïåðèîä êîëåáàíèé,

÷òî è äàííûé ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê.

g
l
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g
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J
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8.3.4. Гармонические колебания
комбинированного маятника

Ïîä êîìáèíèðîâàííûì ìàÿòíèêîì áóäåì ïîíèìàòü êîëåáàòåëüíóþ
ñèñòåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 8.12. Ëåãêèé ñòåðæåíü äëèíîé l

ïîäâåøåí ê îñè â òî÷êå A è ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ â
ïëîñêîñòè ÷åðòåæà. Ê øàðèêó ìàññîé m, íàõîäÿùåìó-
ñÿ íà êîíöå ñòåðæíÿ, ïðèêðåïëåíû äâå îäèíàêîâûå
ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, ðàñïîëîæåííûå ãîðèçîíòàëü-
íî â òîé æå ïëîñêîñòè. Äðóãèå êîíöû ïðóæèí çàêðåï-
ëåíû íåïîäâèæíî. Ïðåíåáðåãàÿ ìàññàìè ñòåðæíÿ è
ïðóæèí è ïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè íåðàâåíñòâà (8.28),
íàéäåì öèêëè÷åñêóþ ÷àñòîòó ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé øàðèêà-ìàÿòíèêà.

Åñëè ìûñëåííî óáðàòü ïðóæèíû, ïîëó÷èì îáû÷-
íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê; åãî öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòî-
òà â êâàäðàòå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

. (1*)

Åñëè, íàîáîðîò, ìûñëåííî óáðàòü ñèëó òÿæåñòè, ïîëó÷èì êîëåáàòåëüíóþ ñèñ-
òåìó, àíàëîãè÷íóþ òîé, ÷òî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 8.8. Â îòëè÷èå îò òîé ñèñ-
òåìû çäåñü èìåþòñÿ äâå ïðóæèíû; ïîýòîìó ÷àñòîòà êîëåáàíèé âîçðàñòàåò
âäâîå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé (8.24) (íàïîìíèì ñîîòíîøåíèå (8.26, à)). Â ýòîì
ñëó÷àå öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà â êâàäðàòå åñòü

. (2*)

Ðåçóëüòàò (1*) ïîëó÷åí â ñëó÷àå, êîãäà âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà (â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.27) — (8.29)) â âèäå:

R1 = – ,

ãäå x — ñìåùåíèå øàðèêà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðåçóëüòàò (2*) ïîëó÷åí
â ñëó÷àå, êîãäà âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, ñîãëàñíî (8.23),
â âèäå;

R2 = –2kx.

Â ñëó÷àå êîìáèíèðîâàííîãî ìàÿòíèêà âîçâðàùàþùàÿ ñèëà åñòü

R1 + R2 = –  – 2kx.

Îíà ñîîáùàåò øàðèêó óñêîðåíèå

ax = – x. (3*)

Ðèñ. 8.12
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Ñðàâíèâàÿ (3*) ñ (8.22), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ êîìáèíèðîâàííîãî ìàÿòíèêà öèê-
ëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé â êâàäðàòå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ω
2 =  + 2 . (4*)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êâàäðàò ÷àñòîòû êîëåáàíèé êîìáèíèðîâàí-
íîãî ìàÿòíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ ÷àñòîò ω1 è ω2:

ω
2 = . (8.35)

Ñîîòíîøåíèå (8.35) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáùåå äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ïðî-
öåññîâ ïðàâèëî: êâàäðàò ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè îä-
íîâðåìåííîì äåéñòâèè íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ïðè÷èí, ðàâåí ñóììå êâàäðà-
òîâ ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, êîòîðûå ïðîèñõîäèëè áû ïðè äåéñòâèè êàæ-
äîé èç ýòèõ ïðè÷èí â îòäåëüíîñòè.

8.3.5. Колебания маятника
в неинерциальной системе отсчета

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàðèê-ìàÿòíèê ìàññîé m è äëèíîé íèòè l
ñîâåðøàåò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâè-
æåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìû ñ ïîñòî-
ÿííûì óñêîðåíèåì . Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèÿìè, ñäåëàííûìè
â § 2.5, çàêëþ÷àåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò äîïîëíèòü ïðè-

ëîæåííûå ê øàðèêó ñèëû ñèëîé èíåðöèè è = –m . Êàê è ñèëà

òÿæåñòè ò, ýòà ñèëà ïîñòîÿííàÿ; åå äîáàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çà-
ìåíå ðåàëüíîãî ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ íàïðÿæåííî-

ñòüþ  = , ïîëåì òÿãîòåíèÿ íàïðÿæåííîñòüþ

ýô =  =  – , (8.36)

êîòîðóþ íàçîâåì ýôôåêòèâíîé íàïðÿæåííîñòüþ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé (8.34) ïðåîáðàçóåòñÿ òåïåðü ê âèäó

τ = 2π . (8.37)

Ïîäâåñèì øàðèê íà íèòè äëèíîé l ê ïîòîëêó ëèôòà. Åñëè ëèôò
äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì , íàïðàâëåííûì ââåðõ, òî |  – | = g + a.
Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé øàðèêà áóäåò ðà-
âåí, ñîãëàñíî (8.37),

τ = 2π . (8.38)
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Åñëè ëèôò äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì , íàïðàâëåííûì âíèç è ìåíü-
øèì ïî ìîäóëþ, íåæåëè , òî ïåðèîä êîëåáàíèé øàðèêà áóäåò
ðàâåí

τ = 2π . (8.39)

Ïðè  = , ò. å. â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè, ïåðèîä êîëåáàíèé äîë-
æåí ñòàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèì.

Îáðàòèì âíèìàíèå: âíóòðè êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ, íà-
õîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè (âñå äâèãàòåëè

âûêëþ÷åíû), ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà íå ïðîèñõîäÿò.
Ñâîáîäíûå æå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè ïðó-
æèíû ïðîèñõîäèòü áóäóò, ïðè÷åì ñ òåì æå ïåðèîäîì, ÷òî è íà
Çåìëå.

Замечание

Если бы лифт двигался с ускорением , направленным вниз и превосхо�

дящим по модулю ускорение свободного падения , то в этом случае нить

с шариком следовало бы закрепить не на потолке лифта, а на полу. Можно

было бы наблюдать колебания шарика�маятника над полом; их период рав�

нялся бы ...

Задача 1. Ëèôò, äâèæóùèéñÿ âíèç ñî ñêîðîñòüþ v = 16 ì/ñ,
íà÷èíàåò òîðìîçèòü. Åãî ñêîðîñòü ëèíåéíî óìåíüøàåòñÿ ñî
âðåìåíåì, è ÷åðåç âðåìÿ t = 4 ñ ëèôò îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ê ïî-
òîëêó ëèôòà ïîäâåøåí øàðèê íà íèòè äëèíîé l = 1,8 ì. Íà
ñêîëüêî óâåëè÷èòñÿ ïåðèîä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé øàðèêà
âî âðåìÿ òîðìîæåíèÿ ëèôòà?

Ìîäóëü óñêîðåíèÿ ëèôòà a = . Ýòî óñêîðåíèå íàïðàâëåíî

âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (8.38), ïåðèîä êîëåáàíèé âî
âðåìÿ òîðìîæåíèÿ ëèôòà ðàâåí

τ′ = 2π ;  τ′ = 3,5 ñ.

Äî òîðìîæåíèÿ (ðàâíî êàê è ïîñëå îñòàíîâêè ëèôòà) ïåðèîä êî-

ëåáàíèé ðàâåí τ = 2π  = 2,7 ñ. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âðåìÿ òîðìî-

æåíèÿ ëèôòà, äâèæóùåãîñÿ âíèç, ïåðèîä êîëåáàíèé øàðèêîâ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ íà 0,8 ñ.
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Задача 2 (ðèñ. 8.13, à). Íèòü äëèíîé l ñ øàðèêîì íà êîíöå
çàêðåïëåíà íà ñàíÿõ, êîòîðûå áåç òðåíèÿ ñîñêàëüçûâàþò ïî
íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïå-
ðèîä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà è îïðåäåëèòü íà-
ïðàâëåíèå íèòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîâåñíîìó ïîëîæåíèþ
ìàÿòíèêà.

Ñîñêàëüçûâàþùèå ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñàíè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó, äâèæóùóþñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêî-
ðåíèåì, ðàâíûì

a = gsinα (1*)

è íàïðàâëåííûì ïîä óãëîì  – α ê íàïðàâëåíèþ âåêòîðà 

(ðèñ. 8.13, á). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî

gýô = |  – | = . (2*)

Ïîäñòàâèâ (1*) â (2*), ïîëó÷èì

gýô = |  – | = gcosα. (3*)

Èñïîëüçóÿ (3*) è (8.37), íàõîäèì èñêîìûé ïåðèîä êîëåáàíèé:

τ = 2π . (8.40)

Èç (1*) è (3*) ñëåäóåò;

g2
ýô + a2 = g2(cos2 α + sin2 α) = g2.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òðåóãîëüíèê âåêòîðîâ, èçîáðàæåííûé íà
ðèñóíêå 8.13, á, — ïðÿìîóãîëüíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëåíèå
âåêòîðà ýô ïåðïåíäèêóëÿðíî íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Ýòî è åñòü íà-
ïðàâëåíèå íèòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîâåñíîìó ïîëîæåíèþ ìàÿò-
íèêà.

à) á)

Ðèñ. 8.13
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8.4. ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÂÐÀÙÅÍÈß
ÁÅÇ Ó×ÅÒÀ ÒÐÅÍÈß

8.4.1. Превращения энергии
при гармонических колебаниях

Â ïðîöåññå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðîèñõîäÿò âçàèìî-
ïðåâðàùåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà, ñî-
âåðøàþùåãî êîëåáàíèÿ (íàïðèìåð, øàðèêà íà íèòè, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, èëè òåëà, ïðèêðåïëåí-
íîãî ê óïðóãîé ïðóæèíå). Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà ïðè ýòîì
ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê íåçàòóõàþùèå ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ
âîçìîæíû ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ñèëàìè òðåíèÿ ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñîîòíîøåíèé (8.6) è (8.12) âèäíî, ÷òî êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàêñèìàëüíà â ìîìåíòû âðåìåíè t, äëÿ êîòîðûõ
x(t) = 0, ò. å. â ìîìåíòû ïðîõîæäåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â ýòè
ìîìåíòû âðåìåíè sin(ωt + ϕ0) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, |cos(ωt + ϕ0)| = 1.
Èñïîëüçóÿ (8.12), çàêëþ÷àåì, ÷òî â óêàçàííûå ìîìåíòû âðåìåíè

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Km = mω2 ,

êîòîðîå, ñ ó÷åòîì (8.24), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Km = k . (8.41)

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ òåëà áóäåì îòñ÷èòûâàòü îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
òåëà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (8.41), ðàâíà ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè òåëà W. Òàêèì îáðàçîì,

W = k . (8.42)

Ïåðåïèøåì (8.6) è (8.12) â âèäå

 = sin(ωt + ϕ0),

 = cos(ωt + ϕ0).

Âîçâåäåì îáà ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ñëîæèì; ïîëó÷èì:

 +  = 1.
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Ñ ó÷åòîì (8.24) è (8.42) ïåðåïèøåì ýòîò ðåçóëüòàò â âèäå:

kx2(t) + mv2(t) = W. (8.43)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (8.43) åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ òåëà U(t), îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à âòîðîå —
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K(t). Ñîîòíîøåíèå (8.43) âûðàæàåò çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ:

U(t) + K(t) = W, (8.44)
ãäå

U(t) = kx2(t), (8.45)

K(t) = mv2(t). (8.46)

Ïîëàãàÿ, ïðîñòîòû ðàäè, ϕ0 = 0 è âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèìè òîæäåñòâàìè:

sin2α = (1 – cos2α);   cos2 α = (1 + cos2α), (8.47)

ïðåäñòàâèì (8.45) è (8.46) â âèäå:

U(t) = Wsin2(ωt) = W(1 – cos2ωt); (8.48)

K(t) = Wcos2(ωt) = W(1 + cos2ωt). (8.49)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 8.14. Íà òîì æå
ðèñóíêå ïîä ýòèìè ãðàôèêàìè ïîêàçàíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ãðàôèêè
ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.
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Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé U(t) è K(t) íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò
ïðîèñõîäÿùèå ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðåâðàùåíèÿ ýíåð-
ãèè (êèíåòè÷åñêîé â ïîòåíöèàëüíóþ è ïîòåíöèàëüíîé â êèíåòè÷å-
ñêóþ) ïðè ñîõðàíåíèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Åñëè â ìîìåíò t = 0
òåëî íàõîäèëîñü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (ϕ0 = 0), òî ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè áóäåò íàáëþäàòüñÿ â ìî-

ìåíòû âðåìåíè , , , …, , …, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïî-

òåíöèàëüíîé ýíåðãèè — â ìîìåíòû , , , …, , …,

ðàâåíñòâî êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé — â ìîìåíòû

, , , …, , … (çäåñü n = 1, 2, 3, ...).

8.4.2. Превращения энергии
математического маятника

Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê (øàðèê ìàññîé m íà íèòè äëèíîé l)
îòêëîíèëè íà óãîë αm îò âåðòèêàëè è îòïóñòèëè, ïðåäîñòàâèâ åìó
ñâîáîäíî êîëåáàòüñÿ. Ñèëàìè òðåíèÿ ïðåíåáðåæåì è áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè øàðèêà W,
êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå:

U(α) + K(α) = W. (8.50)

Çäåñü U(α) è K(α) — ñîîòâåòñòâåííî ïîòåíöèàëüíàÿ è êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèè øàðèêà â ïîëîæåíèè M, êîãäà íèòü îòêëîíåíà îò
âåðòèêàëè íà óãîë α (ðèñ. 8.15, à). Åñëè îòñ÷èòûâàòü ïîòåíöèàëü-
íóþ ýíåðãèþ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (îò ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòî-
ðîì α = 0), òî

U(α) = mgh(α) = mgl(1 – cosα). (8.51)
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Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêà ðàâíà åãî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
â òî÷êå A:

W = mghm = mgl(1 – cosαm). (8.52)

Ïîäñòàâèâ (8.51) è (8.52) â (8.50), íàõîäèì

K(α) = mgl(cosα – cosαm). (8.53)

Íà ðèñóíêå 8.15, á ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòè
U(α) (êðèâàÿ 1) è K(α) (êðèâàÿ 2). Êðèâûå äåìîíñòðèðóþò âçàè-
ìîïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðè êîëåáàíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.
Íà òîì æå ðèñóíêå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìî-

ñòåé U(α) è K(α) äëÿ αm =  (ñîîòâåòñòâåííî, êðèâûå 3 è 4). Çà-

ìåòèì, ÷òî êðèâàÿ 2 ñìåùåíà âíèç îò êðèâîé 4 íà mglcosαm. (Çàìå-
òèì òàêæå, ÷òî êðèâûå 3 è 4 ÷èòàòåëþ óæå çíàêîìû (ñì. ðèñ. 5.34).)

Задача. Âèñÿùèé íà íèòè øàðèê îòêëîíèëè îò âåðòèêàëè íà
óãîë αm = 60° è îòïóñòèëè. Ïðè êàêèõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ íèòè
îò âåðòèêàëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêà ðàâíà åãî ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè, îòñ÷èòûâàåìîé îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ?

Èñïîëüçóÿ (8.51) è (8.53), ïðåäñòàâèì ðàâåíñòâî U(α) = K(α) â
âèäå: 1 – cosα = cosα – cosαm, ãäå α — èñêîìûé óãîë. Òàêèì îá-
ðàçîì,

cosα = (1 + cosαm). (8.54)

Òàê êàê cosαm = cos60° = , òî, ñëåäîâàòåëüíî, cosα = . Âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü ìàòåìàòè÷åñêèìè òàáëèöàìè, íàõîäèì: α = ä 41° 24′.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè αm = , òî èç (8.54) ñëåäóåò, ÷òî α = 

(ñì. ðèñ. 5.34).

Åñëè α n 1, òî êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñòàíîâÿòñÿ ãàðìîíè÷åñêè-
ìè. Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïðåäñòàâèì (8.51) â âèäå

U(α) = 2mgl sin2 . (1*)

Ïðè α n 1 ìîæíî ïðèíÿòü sin2  = . Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ñìå-

ùåíèÿ äëèíó äóãè s = lα, ïåðåïèøåì (1*) â âèäå

U = mglα2 = s2. (2*)
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Ñ ó÷åòîì (8.24) è (8.30) ñîîòíîøåíèå (2*) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

U = ks2, ñîîòâåòñòâóþùåìó âûðàæåíèþ (8.45) äëÿ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ êîëåáàíèé.

8.4.3. Изменения модуля силы натяжения нити
при колебаниях маятника

Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, íàéäåì,
êàê èçìåíÿåòñÿ ìîäóëü ñèëû ðåàêöèè íèòè (à ñëåäîâàòåëüíî, è ñè-
ëû íàòÿæåíèÿ íèòè) ïðè êîëåáàíèÿõ øàðèêà ìàññîé, ïîäâåøåííî-
ãî íà ýòîé íèòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T(α) ìîäóëü ñèëû ðåàêöèè íèòè
äëÿ ïîëîæåíèÿ M øàðèêà, êîãäà íèòü ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ âåðòè-
êàëüþ (ðèñ. 8.16, à). Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

T(α) – mgcos α = ma, (1*)

ãäå a — ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ øàðèêà â ïîëî-

æåíèè A. Òàê êàê a = , ãäå l — äëèíà íèòè, à v — ìîäóëü ñêî-

ðîñòè øàðèêà â ïîëîæåíèè M, òî (1*) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

T(α) – mgcosα = , (2*)

ãäå K(α) — êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêà â ïîëîæåíèè M. Ïîä-
ñòàâèâ (8.53) â (2*), íàõîäèì

T(α) = mg(3cosα – 2cosαm), (8.55)

ãäå αm — óãîë íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ. Çàâèñèìîñòü T(α) ïðåäñòàâ-
ëåíà ãðàôè÷åñêè ñïëîøíîé êðèâîé íà ðèñóíêå 8.16, á. Òàì æå ïóíê-

òèðîì ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè T(α) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà αm = .

1
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Задача. Íà êàêîé óãîë íàäî îòêëîíèòü íèòü ñ ïîäâåøåííûì ê
íåé øàðèêîì, ÷òîáû ïðè ïðîõîæäåíèè øàðèêîì ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèëà ðåàêöèè íèòè îêàçàëàñü â n = 2,5 ðàçà áîëü-
øå ñèëû òÿæåñòè?

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (8.55), ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü α = 0
è T(0) = nmg, ïîëó÷èì nmg = mg(3 – 2cosαm). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî cosαm =  = . Âîñïîëüçîâàâøèñü ìàòåìàòè÷åñêèìè òàá-

ëèöàìè, íàõîäèì αm = 75° 30′.

8.5. ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
ÑÈÍÓÑÎÈÄÀËÜÍÎÉ ÂÍÅØÍÅÉ ÑÈËÛ

8.5.1. Степень затухания свободных колебаний
и добротность колебательной системы

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó â âèäå
òåëà ìàññîé m, ñïîñîáíîãî ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ïî ãî-
ðèçîíòàëüíîé x-îñè ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k
(ñì. ðèñ. 8.8). Íàïîìíèì, ÷òî ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â òàêîé ñèñòå-
ìå ïðîèñõîäÿò ïîä äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè

Fóïð(t) = –kx(t). (8.56)

Â ñëó÷àå, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñèëàìè òðåíèÿ (ñîïðîòèâëå-
íèÿ), ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ íå çàòóõàþò ñî âðåìåíåì è ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ñîáñòâåííîé öèêëè-
÷åñêîé ÷àñòîòîé

ω0 = . (8.57)

Ñìåùåíèå x(t) è ñêîðîñòü v(t) êîëåáëþùåãîñÿ òåëà (òî÷íåå ñêà-
çàòü, ïðîåêöèè ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè íà x-îñü) èçìåíÿþòñÿ ïî ñè-
íóñîèäàëüíîìó çàêîíó:

x(t) = xmsin(ω0t + ϕ0); (8.58)

v(t) = vmcos(ω0t + ϕ0) = ω0xmcos(ω0t + ϕ0), (8.59)

ãäå ϕ0 — íà÷àëüíàÿ ôàçà.
Åñëè òðåíèåì íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü, òî â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåð

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ, íàðÿäó ñ ñèëîé
óïðóãîñòè (8.56), òàêæå ñèëîé òðåíèÿ Fòð(t), êîòîðóþ âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëàãàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè v(t) òåëà:

Fòð(t) = –βv(t). (8.60)
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Çíàê «ìèíóñ» â (8.60) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèëà òðåíèÿ â êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè íàïðàâëåíà íàâñòðå÷ó ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òåëà.
Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè β õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü âëèÿ-
íèÿ ñèë òðåíèÿ íà êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. ×åì áîëüøå β, òåì
ñèëüíåå ýòî âëèÿíèå è òåì áûñòðåå çàòóõàþò ñî âðåìåíåì ñâîáîä-
íûå êîëåáàíèÿ â äàííîé ñèñòåìå. Â ÑÈ êîýôôèöèåíò � âûðàæà-
åòñÿ â êèëîãðàììàõ â ñåêóíäó (êã/ñ). Âåëè÷èíó

γ = (8.61)

íàçûâàþò ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ.
×èñëî Q, ïîêàçûâàþùåå, âî ñêîëüêî ðàç íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ñèëû óïðóãîñòè kxm áîëüøå íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ñèëû òðåíèÿ
βvm = βω0xm, íàçûâàþò äîáðîòíîñòüþ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû:

Q = . (8.62)

×åì áîëüøå x, òåì ìåíüøå äîáðîòíîñòü ñèñòåìû è òåì áîëüøå ïî-
ñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ. Â îòñóòñòâèå ñèë òðåíèÿ (β = γ = 0) äîáðîò-
íîñòü ñèñòåìû ñëåäóåò ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

Áåç âûâîäà îòìåòèì, ÷òî åñëè êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñ ñîáñòâåííîé öèê-
ëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω0 õàðàêòåðèçóåòñÿ äîáðîòíîñòüþ Q, òî àìïëèòóäà ñìåùå-

íèÿ xm áóäåò óìåíüøàòüñÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó:

xm(t) = xm(0)e–ω
0
t/(2Q) = xm(0)e–γt. (8.63)

Ãðàôèê ñìåùåíèÿ èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 8.17. Èç
(8.63) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà 1/γ èìååò ïðîñòîé ñìûñë: ýòî åñòü âðåìÿ, â òå÷åíèå
êîòîðîãî àìïëèòóäà ñìåùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ â e d 2,7 ðàçà.
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8.5.2. Уравнение движения
для вынужденных колебаний

×òîáû êîëåáàíèÿ â äàííîé ñèñòåìå íå çàòóõàëè ñî âðåìåíåì,
íàäî äåéñòâîâàòü íà íåå ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé. Íî òåïåðü
ýòî áóäóò óæå íå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñ ñîáñòâåííîé öèêëè÷åñêîé

÷àñòîòîé ω0 = , à âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñ-

òîòîé ω âûíóæäàþùåé âíåøíåé ñèëû.
Èòàê, ïóñòü íà ðàññìàòðèâàåìóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó äåé-

ñòâóåò â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè âíåøíÿÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ
ñèëà

F(t) = sinωt, (8.64)
ãäå Fm — àìïëèòóäà âíåøíåé ñèëû, ω — åå öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà.
Â ñèñòåìå âîçíèêàþò óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
(âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ) ñ ÷àñòîòîé ω. Çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ
ýòèõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè èìååò âèä

x(t) = xmsin(ωt + ϕ), (8.65)

ãäå xm — íàèáîëüøåå ñìåùåíèå (àìïëèòóäà) âûíóæäåííûõ êîëå-
áàíèé. Âûðàæåíèå (8.65) âåñüìà ïîõîæå íà âûðàæåíèå (8.58), íî
çäåñü, â îòëè÷èå îò (8.58), xm — àìïëèòóäà íå ñâîáîäíûõ, à âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé; îíà íèêàê íå ñâÿçàíà ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè, à ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè êîëåáàòåëüíîé ñèñ-
òåìû è âåëè÷èíàìè Fm è ω, õàðàêòåðèçóþùèìè âíåøíþþ ñèëó
F(t). Ôàçà ϕ â (8.65) — ýòî íå íà÷àëüíàÿ ôàçà, à ñäâèã ôàçû êî-
ëåáàíèé ñìåùåíèÿ x(t) ïî îòíîøåíèþ ê êîëåáàíèÿì âíåøíåé ñèëû
F(t). Èñõîäÿ èç (8.65), íàõîäèì, äåéñòâóÿ òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü
â ï. 8.2.3, âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè v(t) è óñêîðåíèÿ a(t) òåëà, ñî-
âåðøàþùåãî óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ:

v(t) = ωxmcos(ωt + ϕ), (8.66)

a(t) = –ω2xmsin(ωt + ϕ). (8.67)

Íà ïðèêðåïëåííîå ê ïðóæèíå òåëî â äàííîì ñëó÷àå äåéñòâóþò
â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè òðè ñèëû: âûíóæäàþùàÿ ñèëà
(8.64), ñèëà óïðóãîñòè (8.56) è ñèëà òðåíèÿ (8.60). Ñîãëàñíî âòîðî-
ìó çàêîíó Íüþòîíà, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåëà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå:

Fmsinωt – kx(t) – βv(t) = ma(t). (8.68)

Èñïîëüçóÿ (8.65) — (8.67) è ó÷èòûâàÿ (8.57), ïåðåïèøåì ýòî óðàâ-
íåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

Fmsinωt – βωxmcos(ωt + ϕ) =

= (  – ω2)mxmsin(ωt + ϕ). (8.69)
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8.5.3. Амплитуда и сдвиг фазы
вынужденных колебаний в случае,

когда силу трения не учитывают

Ðàññìîòðèì ãèïîòåòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà ñèëó òðåíèÿ íå ïðè-
íèìàþò âî âíèìàíèå, ïîëàãàÿ β = 0. Ìû íàçâàëè ýòîò ñëó÷àé ãè-
ïîòåòè÷åñêèì, ïîñêîëüêó, êàê ìû óáåäèìñÿ íèæå, ïðè ðàññìîòðå-
íèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîò ω è
ω0 ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü ñèëîé òðåíèÿ, ñêîëü áû
ìàëà îíà íè áûëà. Âïðî÷åì, åñëè ω çàìåòíî áîëüøå èëè ìåíüøå,
÷åì ω0, äàííûé «ãèïîòåòè÷åñêèé» ñëó÷àé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðè-
åìëåìûå ðåçóëüòàòû.

Èòàê, ïîëîæèì β = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
(8.69) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ

Fmsinωt = (ω0
2 – ω2)mxmsin(ωt + ϕ). (8.70)

Íàéäåì àìïëèòóäó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé xm è ñäâèã ôàçû ϕ. Ñî-
îòíîøåíèå (8.70) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ t. Ýòî âîçìîæíî â
äâóõ ñëó÷àÿõ: à) ϕ = 0 (à òàêæå ä2π, ä3π, …), ò. å. ñìåùåíèå è
âûíóæäàþùàÿ ñèëà êîëåáëþòñÿ â îäíîé ôàçå: á) ϕ = –π (à òàê-
æå π, ä3π, ä5π, …), ò. å. ñìåùåíèå è âûíóæäàþùàÿ ñèëà êîëåá-
ëþòñÿ â ïðîòèâîôàçå, èíà÷å ãîâîðÿ, êîëåáàíèÿ ñìåùåíèÿ îòñòà-
þò ïî ôàçå îò êîëåáàíèé âûíóæäàþùåé ñèëû íà π. Â ñëó÷àå
à) sinωt = sin(ωt + ϕ), è ñîîòíîøåíèå (8.70) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

xm = . (8.71)

Â ñëó÷àå á) sinωt = –sin(ωt + ϕ), è ñîîòíîøåíèå (8.70) ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó:

xm = . (8.72)

Ïîñêîëüêó xm j 0, òî ÿñíî, ÷òî ñëó÷àé êîëåáàíèé x(t) è F(t) â îä-
íîé ôàçå ðåàëèçóåòñÿ ïðè ω < ω0 (àìïëèòóäó êîëåáàíèé äàåò âû-
ðàæåíèå (8.71)), òîãäà êàê ñëó÷àé êîëåáàíèé x(t) è F(t) â ïðîòè-
âîôàçå ðåàëèçóåòñÿ ïðè ω > ω0 (àìïëèòóäó êîëåáàíèé îïèñûâàåò
âûðàæåíèå (8.72)).

Íà ðèñóíêå 8.18, à ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè
xm(ω), îïèñûâàåìûå âûðàæåíèÿìè (8.71) è (8.72). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ïðè ω º 0 àìïëèòóäà xm ñòðåìèòñÿ ê  = , à ïðè ω º ×

Fm

ω0
2

ω
2

−( )m
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ω
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àìïëèòóäà xm ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íà ðèñóíêå 8.18, á ïîêàçàí ñäâèã
ôàçû äëÿ ω < ω0 è ω > ω0. Åñëè ω < ω0, òî ϕ = 0; åñëè ω > ω0, òî
ϕ = –π.

8.5.4. Резонанс

Ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîò êîëåáàíèé âûíóæäàþùåé ñèëû è ñâî-
áîäíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñèñòåìû, ò. å. â ñëó÷àå, êîãäà

ω = ω0, (8.73)

íàñòóïàåò ÿâëåíèå, íàçûâàåìîå ðåçîíàíñîì. Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì
ñëó÷àå àìïëèòóäà xm óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â
áåñêîíå÷íîñòü íå îáðàùàåòñÿ. Ïðîñòî ïðè ω = ω0 âûðàæåíèÿ
(8.71) è (8.72) òåðÿþò ñìûñë, ïîñêîëüêó íåëüçÿ äåëèòü íà íóëü. Ýòî
êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðåçîíàíñå ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ ïðå-
íåáðåãàòü ñèëîé òðåíèÿ, êàê áû íè ìàë áûë êîýôôèöèåíò β (èíà÷å
ãîâîðÿ, êàê áû íè âåëèêà áûëà äîáðîòíîñòü Q êîëåáàòåëüíîé ñèñ-
òåìû).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xm(ω0) è ϕ(ω0) ñîîòâåòñòâåííî àìïëèòóäó âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé è ñäâèã ôàçû ýòèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå, êîã-
äà ω = ω0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (8.69) îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

Fmsinω0t = βω0 xm(ω0) cos(ω0t + ϕ(ω0)). (8.74)

à)

á)

Ðèñ. 8.18
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Ðàâåíñòâî (8.74) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ t. Ýòî âîçìîæíî
ïðè óñëîâèè, ÷òî

ϕ(ω0) = –   (à òàêæå 2πn – , ãäå n = 1, 2, 3, ...), (8.75)

ò. å. ïðè óñëîâèè, ÷òî êîëåáàíèÿ ñìåùåíèÿ îòñòàþò ïî ôàçå

íà  îò êîëåáàíèé âûíóæäàþùåé ñèëû. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñ-

ëîâèå (8.75), òî sinω0t = cos(ω0t + ϕ(ω0)), è ìû ïîëó÷àåì èç
(8.74) âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè
ðåçîíàíñå:

xm(ω0) = . (8.76)

Ñ ó÷åòîì (8.62) ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

xm(ω0) =  = . (8.77)

Åñëè êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ äîñòàòî÷íî âû-
ñîêîé äîáðîòíîñòüþ, àìïëèòóäà xm(ω0) ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà
áîëüøîé. Áîëüøèå çíà÷åíèÿ xm(ω0) îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî ïðè íà-
ñòóïëåíèè ðåçîíàíñà âîçíèêàåò íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîå óñëîâèå
äëÿ óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû çà ñ÷åò ðàáîòû,
ñîâåðøàåìîé íàä ñèñòåìîé âûíóæäàþùåé ñèëîé. Ýòî óñëîâèå çà-
êëþ÷àåòñÿ â ðàâåíñòâå (8.75). Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 8.2.3, êîëåáàíèÿ

ñìåùåíèÿ ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ îòñòàþò ïî ôàçå íà 

îò êîëåáàíèé ñêîðîñòè. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìîæåì âûâåñòè èç (8.75)
âàæíîå çàêëþ÷åíèå: ïðè ω = ω0 êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè òåëà ïðîèñ-
õîäÿò â îäíîé ôàçå ñ êîëåáàíèÿìè âûíóæäàþùåé ñèëû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè

(t) è âåêòîðà ñèëû (t) ñîâïàäàþò (åñëè, íàïðèìåð, ñèëà äåéñò-
âóåò âïðàâî îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî è òåëî äâèæåòñÿ â òó æå
ñòîðîíó). Òàê êàê ðàçâèâàåìàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ìîùíîñòü ðàâ-

íà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (t)æ (t), òî ïàðàëëåëüíîñòü âåêòî-
ðîâ-ñîìíîæèòåëåé îáåñïå÷èâàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîùíîñòè, à
çíà÷èò, è ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé âûíóæäàþùåé ñèëîé çà òîò èëè
èíîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Íàðàñòàíèå àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè ðåçî-
íàíñå â ñèñòåìå ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé äîáðîòíîñòüþ ìîæåò ïðè-
âåñòè ê ðàçðóøåíèþ ñàìîé ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå êîëåáàòåëüíîé

π
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ñèñòåìû ìîæåò âûñòóïàòü ëþáîå òâåðäîå òåëî, ïîñêîëüêó ïðè äå-
ôîðìàöèÿõ â íåì âîçíèêàþò ñèëû óïðóãîñòè. Êîëåáàòåëüíîé ñèñ-
òåìîé ÿâëÿþòñÿ ìîñò, êàðêàñ çäàíèÿ, êîðïóñ êîðàáëÿ èëè àâèà-
ëàéíåðà, ñòàíèíà ìàøèíû, åå âàë è ò. ï. Âñå îíè õàðàêòåðèçó-
þòñÿ íå îäíîé, à íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé.
Ðàçíîîáðàçíûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà ýòè ñèñòåìû ÷àñòî ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè è ìîãóò âûçûâàòü ïîÿâëåíèå â ñèñòåìàõ
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé ñ òîé èëè èíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ñèñ-
òåìû íàñòóïàåò ðåçîíàíñ è ìîæåò ïðîèçîéòè ïîëîìêà èëè äàæå
ðàçðóøåíèå ñèñòåìû.

Äëÿ ïðèìåðà ïðåäñòàâèì ñåáå íåêèé ðàáîòàþùèé äâèãàòåëü.
Îí ìîæåò ïîðîæäàòü ïåðèîäè÷åñêóþ âûíóæäàþùóþ ñèëó, ñâÿçàí-
íóþ ñ äâèæåíèåì åãî ÷àñòåé (íàïðèìåð, ïîðøíåé) èëè ñ íåäîñòà-
òî÷íî òî÷íîé öåíòðîâêîé åãî âðàùàþùèõñÿ äåòàëåé (íàïîìíèì
âðàùàòåëüíûé äèñáàëàíñ, ñ êîòîðûì ìû ïîçíàêîìèëèñü â ï. 4.4.3).
Çíà÷èòåëüíîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
ïðè íàñòóïëåíèè ðåçîíàíñà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëîìêå âðàùàþ-
ùåãîñÿ âàëà äâèãàòåëÿ èëè ê ðàçðóøåíèþ êîíñòðóêöèè, íà êîòî-
ðîé óñòàíîâëåí äâèãàòåëü.

Ïðèíèìàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåðû, ÷òîáû íå äîïóñòèòü íàñòóï-
ëåíèÿ íåæåëàòåëüíîãî ðåçîíàíñà èëè îñëàáèòü åãî ïðîÿâëåíèå.
Äëÿ ýòîãî óâåëè÷èâàþò çàòóõàíèå â ñèñòåìå (ïîíèæàþò åå äîáðîò-
íîñòü) èëè äîáèâàþòñÿ, ÷òîáû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé íå
ñîâïàäàëè ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû.

Îòìåòèì êóðüåçíûé ñëó÷àé, êîòîðûé ïðîèçîøåë â Ïåòåðáóðãå
â 1906 ãîäó. Åãèïåòñêèé ìîñò ÷åðåç ðåêó Ôîíòàíêó îáðóøèëñÿ ïðè
ïåðåõîäå ïî íåìó êàâàëåðèéñêîãî ýñêàäðîíà. ×åòêèé øàã ëîøà-
äåé, õîðîøî îáó÷åííûõ öåðåìîíèàëüíîìó ìàðøó, ïîïàë â ðåçî-
íàíñ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé ìîñòà. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîäîáíûõ
ñëó÷àåâ âîéñêîâûì ÷àñòÿì ïðè ïåðåõîäå ìîñòîâ ïðèêàçûâàþò ñ
òåõ ïîð èäòè íå «â íîãó», à âîëüíûì øàãîì.

8.5.5. Резонансные кривые

Ìû íàøëè âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû xm óñòàíîâèâøèõñÿ âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé è îïðåäåëèëè ñäâèã ôàçû ϕ ýòèõ êîëåáàíèé
(ïî îòíîøåíèþ ê êîëåáàíèÿì âíåøíåé ñèëû), ðåøàÿ óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ:

à) êîãäà íå ó÷èòûâàåòñÿ òðåíèå,
á) êîãäà òðåíèå ó÷èòûâàåòñÿ, íî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ðåçîíàíñà (8.73).
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Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (8.69) â îáùåì ñëó÷àå, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ çàâèñèìîñòåé xm(ω) è ϕ(ω):

xm = ; (8.78)

tg ϕ = . (8.79)

Îïóñêàÿ âûâîä ýòèõ âûðàæåíèé, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè
β = 0 è ω − ω0 ñîîòíîøåíèå (8.78) ïðåîáðàçóåòñÿ â (8.71) è (8.72), à
ïðè β − 0 è ω = ω0 îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â (8.77). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ïðè β − 0 è ω = ω0 âûðàæåíèå (8.79) ïðèâîäèò ê ϕ = ä .

Çàâèñèìîñòü xm(ω), îïèñûâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (8.78), ãðà-
ôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 8.19, à äëÿ òðåõ çíà÷åíèé β.
Êðèâàÿ 1 ïîëó÷åíà äëÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ âûñîêîé äî-
áðîòíîñòüþ (êîýôôèöèåíò β1 äîñòàòî÷íî ìàë), êðèâàÿ 2 — äëÿ
ñèñòåìû ñ ìåíüøåé äîáðîòíîñòüþ |β2 > β1 |, êðèâàÿ 3 — äëÿ ñèñ-
òåìû ñ åùå áîëåå íèçêîé äîáðîòíîñòüþ |β3 > β2 |. Ýòè êðèâûå íà-
çûâàþò ðåçîíàíñíûìè êðèâûìè. Íà òîì æå ðèñóíêå ïóíêòèðîì
ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè xm(ω) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òðåíèå íå

Fm
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ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå (äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ áåñêî-
íå÷íî áîëüøîé äîáðîòíîñòè); ýòîò ãðàôèê ôèãóðèðîâàë íà ðè-
ñóíêå 8.18, à.

Îáðàòèì âíèìàíèå: âî âñåõ ñëó÷àÿõ îðäèíàòà òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé ñ âåðòèêàëüþ ω = ω0 åñòü

xm(ω0) = . Îäíàêî ÷àñòîòà ω = ω0 îòíþäü íå ñîîòâåòñòâóåò

ìàêñèìóìó ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωðåç ÷àñòîòó âû-
íóæäàþùåé ñèëû, ïðè êîòîðîé ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà; íàçîâåì åå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé. Ìîæíî ïîêàçàòü
(ìû ýòî äåëàòü íå áóäåì), ÷òî ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà íåìíîãî ìåíü-
øå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ω0; îíà ðàâíà

ωðåç = . (8.80)

Ïîäñòàâèâ ω = ωðåç â (8.78), íàõîäèì:

xm(ωðåç) = . (8.81)

Ëåãêî âèäåòü ÷òî xm(ω0) < xm(ωðåç).
Íà ðèñóíêå 8.19, á ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíà îïðåäåëÿåìàÿ ñî-

îòíîøåíèåì (8.79) çàâèñèìîñòü ϕ(ω) äëÿ òðåõ çíà÷åíèé β: β1, β2, β3.
Çäåñü β1 < β2 < β3. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ϕ º 0 ïðè ω º 0, ϕ º –π

ïðè ω º × è ϕ = –  äëÿ ω = ω0.

Íà ïðàêòèêå äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñ-
òîò êîëåáàíèé òîé èëè èíîé êîíñòðóêöèè èëè êàêîé-òî åå äåòàëè

ïðîâîäÿò íà ñïåöèàëüíûõ âèáðîñòåíäàõ ðåçîíàíñíûå èñïûòàíèÿ: ïëàâíî èçìå-
íÿþò ÷àñòîòó ω âûíóæäàþùåé ñèëû (íàïðèìåð, èçìåíÿÿ óãëîâóþ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ ýëåêòðîìîòîðîâ, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå âèáðàòîðîâ) è ñíèìàþò
ðåçîíàíñíóþ êðèâóþ äëÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà. ×àñòîòû, êîòîðûì íà ðåçî-
íàíñíîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìû, — ýòî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëå-
áàíèé äàííîãî îáúåêòà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå 8.20 ïðèâåäåíà ýêñïå-
ðèìåíòàëüíàÿ ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ — çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû ω âûíóæäàþùåé
ñèëû àìïëèòóäû êîëåáàíèé êîíöà êðûëà íåêîòîðîãî àâèàëàéíåðà. ×àñòîòà ω

ïðåäñòàâëåíà â åäèíèöàõ ñ–1, àìïëèòóäà êîëåáàíèé — â ïðîèçâîëüíûõ åäèíè-
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öàõ. Ïðèâåäåííàÿ ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ âûÿâëÿåò äåâÿòü ñîáñòâåííûõ ðåçîíàíñ-
íûõ ÷àñòîò êðûëà àâèàëàéíåðà: îíè îáîçíà÷åíû ÷åðåç ω1, ω2, ω3, …, ω9.

8.5.6. Время установления вынужденных колебаний

Êàê òîëüêî âíåøíÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü íà
êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó, â ïîñëåäíåé âîçíèêàþò, íàðÿäó ñ âûíóæäåí-

íûìè êîëåáàíèÿìè, òàêæå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ èìå-
þò ÷àñòîòó ω âûíóæäàþùåé ñèëû, à ñâîáîäíûå — ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ω0 äàí-

íîé ñèñòåìû. Ïåðâîíà÷àëüíîå äâèæåíèå ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ ñëîæíûì, ïî-
ñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âûíóæäåííûõ è ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Íî âíåøíÿÿ
ñèëà ïîääåðæèâàåò òîëüêî âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, à ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ çà-
òóõàþò ñî âðåìåíåì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü (ñì. (8.63)), àìïëèòóäà ñâîáîäíûõ êî-
ëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó e–γt, ãäå γ — ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ,

ñâÿçàííàÿ ñ äîáðîòíîñòüþ Q ñèñòåìû ñîîòíîøåíèåì γ =  (ñì. (8.62)). Ïî ìåðå

çàòóõàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé äâèæåíèå ñèñòåìû ïîñòåïåííî «î÷èùàåòñÿ»
îò íèõ, è â èòîãå îñòàþòñÿ òîëüêî âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
âðåìÿ T óñòàíîâëåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìîæíî ïîëàãàòü ðàâíûì âðåìå-
íè çàòóõàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, ò. å. ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì

T d  = . (8.82)

Åñëè äîáðîòíîñòü Q ñèñòåìû âûñîêà, óñòàíàâëèâàåòñÿ áîëüøàÿ ðåçîíàíñ-

íàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé xm(ω0). Îíà ðàâíà, ñîãëàñíî (8.76),  = .

Ó÷èòûâàÿ (8.82), çàêëþ÷àåì, ÷òî

.

Ðèñ. 8.20

ω0
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Êàê âèäèì, îòíîøåíèå ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé êî
âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ ýòèõ êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò äîáðîòíîñòè êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû. ×åì âûøå äîáðîòíîñòü, òåì áîëüøå ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòó-
äà êîëåáàíèé è îäíîâðåìåííî òåì áîëüøå âðåìÿ èõ óñòàíîâëåíèÿ. Èíà÷å ãî-
âîðÿ, ïðè ìàëîì çàòóõàíèè ñèñòåìû ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà âåëèêà, íî çàòî
è ðàñêà÷êà äî ýòîé àìïëèòóäû äëèòñÿ äîëãî. Ïðè áîëüøîì çàòóõàíèè ñèñòå-
ìû ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà îòíîñèòåëüíî íåâåëèêà, íî áûñòðî óñòàíàâëè-
âàåòñÿ.

Îöåíêà âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé (8.82) ÿâëÿåòñÿ, ðàç-
óìååòñÿ, ïðèáëèçèòåëüíîé. Îíà èñõîäèëà èç òîãî, ÷òî âðåìÿ çàòóõàíèÿ ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé ðàâíî âðåìåíè, çà êîòîðîå èõ àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ â e d 2,7 ðàçà.

8.6. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

8.6.1. Сложение колебаний одинаковой частоты

Ïóñòü íà òåëî ìàññîé m äåéñòâóþò ñèëû óïðóãîñòè F1 = –k1x
è F2 = –k2x. Ïîä äåéñòâèåì êàæäîé èç ýòèõ ñèë òåëî ñîâåðøà-
ëî áû ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ x1 = x1msin (ω1t + ϕ1) è

x2 = x2msin (ω2t + ϕ2), ãäå ω1 = , ω2 = . Ïðè îäíîâðåìåí-

íîì äåéñòâèè ýòèõ ñèë âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ, êîòîðûå óæå íå áó-
äóò ãàðìîíè÷åñêèìè. Ñëîæåíèå äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íå
ïðèâîäèò â îáùåì ñëó÷àå ê âîçíèêíîâåíèþ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà k1 = k2 = k
è, ñëåäîâàòåëüíî, ω1 = ω2 = ω. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòèðóþùåå êî-
ëåáàíèå åñòü ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé ω. Íàéäåì åãî
àìïëèòóäó Xm è íà÷àëüíóþ ôàçó Ô.

Èòàê, ñêëàäûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ îäèíàêîâîé
÷àñòîòîé, íî ðàçíûìè àìïëèòóäàìè è íà÷àëüíûìè ôàçàìè:

x1 = x1msin(ωt + ϕ1)  è  x2 = x2msin(ωt + ϕ2). (8.83)

Ðåçóëüòèðóþùåå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ïðåäñòàâèì â âèäå

X = Xmsin(ωt + Ô). (8.84)

Âñå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò ïî îäíîé ïðÿìîé (ïî x-îñè); î÷åâèäíî,
÷òî

X = x1+ x2.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (8.83) è (8.84), ïîëó÷èì

Xmsin(ωt + Ô) = x1msin(ωt + ϕ1) + x2msin(ωt + ϕ2).

k1

m
-----

k2

m
-----
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Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ t. Äëÿ t = 0 îíî
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

XmsinÔ = x1msinϕ1 + x2msinϕ2, (1*)

à äëÿ t =  ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

XmcosÔ = x1mcosϕ1 + x2mcosϕ2. (2*)

Ðàçäåëèâ (1*) íà (2*), íàõîäèì

tgÔ = . (8.85)

Âîçâîäÿ (1*) è (2*) â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ, íàõîäèì

 + 2x1mx2m(cos ϕ2 cos ϕ1 + sin ϕ2 sin ϕ1).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

cos(α – β) = cosαæcosβ + sinαæsinβ, (8.86)

ïåðåïèøåì ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå â âèäå

 + 2x1mx2m cos(ϕ2 – ϕ2). (8.87)

Ðàññìîòðèì òðè ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.
Ñ ë ó ÷ à é 1: ϕ2 – ϕ1 = 2πn, ãäå n — öåëîå ÷èñëî (ðèñ. 8.21, à).

Â ýòîì ñëó÷àå cos(ϕ1 – ϕ2) = 1.

π

2ω
-------

x1m ϕ1sin x2m ϕ2sin+

x1m ϕ1cos x2m ϕ2cos+
------------------------------------------------------------

Xm
2 x1m

2 x2m
2

+=

Xm
2 x1m

2 x2m
2

+=

Ðèñ. 8.21

à)

á)

â)
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Èç (8.85) è (8.87) ñëåäóåò, ÷òî

Ô = 0;  Xm = |x1m + x2m|. (8.88)

Ñ ë ó ÷ à é 2: ϕ2 – ϕ1 = (2n + 1)π (ðèñ. 8.21, á). Â ýòîì ñëó÷àå
cos(ϕ2 – ϕ1) = –1. Èç (8.85) è (8.87) ñëåäóåò, ÷òî

Ô = 0;  Xm = |x1m – x2m|. (8.89)

Ñ ë ó ÷ à é 3: x1m = x2m = xm, ϕ2 – ϕ1 =  + 2πn (ðèñ. 8.21, â).

Â ýòîì ñëó÷àå cos(ϕ2 – ϕ1) = 0. Èç (8.85) è (8.87) ñëåäóåò, ÷òî

Ô = ;  Xm = xm. (8.90)

8.6.2. Сложение колебаний
с близкими частотами (биения)

Ñëîæèì äâà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿ ñ îäèíàêîâûìè àìïëè-
òóäàìè è íóëåâûìè íà÷àëüíûìè ôàçàìè, íåìíîãî ðàçëè÷àþùèõñÿ
ïî ÷àñòîòå

x1(t) = xmsinω1t  è  x2(t) = xmsinω2t.

Çäåñü

ω1 = ω + ∆ω, ω2 = ω – ∆ω, ∆ω n ω, (8.91)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

sinα + sinβ = 2sin cos , (8.92)

ïðåäñòàâèì ðåçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå â âèäå

X(t) = x1(t) + x2(t) = 2xmsin tæcos t.

Ñ ó÷åòîì (8.91) ïåðåïèøåì ýòîò ðåçóëüòàò â âèäå

X(t) = 2xmsinωtæcos(∆ωt). (8.93)

Çàâèñèìîñòü X(t) ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè íà ðèñóíêå 8.22.
Ðåçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Íî åñëè
ðàçíîñòü ÷àñòîò ω1 – ω2 äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ìîæíî ãîâîðèòü î
«ïî÷òè ñèíóñîèäàëüíûõ» êîëåáàíèÿõ ñ óñëîâíûì ïåðèîäîì

τ′ = (8.94)

π

2
---

π

4
---

2

α β+

2
-------------

α β−

2
-------------

ω1 ω2+

2
-------------------

ω1 ω2−

2
-------------------

2π
ω
------
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è ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì «àìïëèòóäîé»

μ(t) = 2xm|cos(∆ωt)|. (8.95)

Ýòà «àìïëèòóäà» ïîêàçàíà íà ðèñóíêå ïóíêòèðíîé êðèâîé.
Êîëåáàíèÿ, ðàçâåðòêà êîòîðûõ âî âðåìåíè ïîêàçàíà íà äàí-

íîì ðèñóíêå, íàçûâàþòñÿ áèåíèÿìè. Ïåðèîä ôóíêöèè íàçûâàþò
ïåðèîäîì áèåíèé; îí ðàâåí

τ0 = . (8.96)

Âåëè÷èíó

ν =  = (8.97)

íàçûâàþò ÷àñòîòîé áèåíèé.
Áèåíèÿ ëåãêî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ñëîæåíèÿ êîëå-

áàíèé äâóõ êàìåðòîíîâ ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè. Åñëè âîçáóäèòü îä-
íîâðåìåííî îáà êàìåðòîíà, âîçíèêíåò çâóê îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû,
êîòîðûé áóäåò ïåðèîäè÷åñêè óñèëèâàòüñÿ è îñëàáëÿòüñÿ.

8.6.3. Сложение колебаний с кратными частотами

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëîæåíèå òðåõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé ñ êðàòíûìè öèêëè÷åñêèìè ÷àñòîòàìè: ω1 = ω, ω2 = 2ω,
ω3 = 3ω. Àìïëèòóäû êîëåáàíèé îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç
x1m, x2m, x3m, à íà÷àëüíûå ôàçû áóäåì ïîëàãàòü îäèíàêîâûìè è
ðàâíûìè íóëþ. Ñìåùåíèå X(t) ðåçóëüòèðóþùåãî êîëåáàíèÿ èìååò
âèä:

X(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t) =

= x1msinωt + x2msin2ωt + x3msin3ωt. (8.98)

Ðèñ. 8.22

π

∆ω
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1
τ0
-----

ω1 ω2−

2π
-------------------
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Ãàðìîíè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñ ÷àñòîòîé ω íàçûâàþò ïåðâîé ãàð-
ìîíèêîé, à òàêæå îñíîâíûì òîíîì; ñîñòàâëÿþùóþ ñ ÷àñòîòîé 2ω —
âòîðîé ãàðìîíèêîé, à òàêæå ïåðâûì îáåðòîíîì; ñîñòàâëÿþùóþ ñ
÷àñòîòîé 3ω — òðåòüåé ãàðìîíèêîé (âòîðûì îáåðòîíîì).

Òàê êàê ñêëàäûâàåìûå ñìåùåíèÿ x1(t), x2(t), x3(t) ñîâåðøàþòñÿ
âäîëü îäíîé ïðÿìîé (âäîëü x-îñè), òî ðåçóëüòèðóþùåå ñìåùåíèå
X(t) ðàâíî àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå ñêëàäûâàåìûõ ñìåùåíèé. Èñõî-
äÿ èç ýòîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ñëîæåíèÿ êî-
ëåáàíèé. Íà ðèñóíêå 8.23, à èìåííî òàêèì ñïîñîáîì ïîñòðîåí ãðà-
ôèê ðåçóëüòèðóþùåãî ñìåùåíèÿ (8.98). Òîíêèìè êðèâûìè ïîêàçà-
íû ãðàôèêè ñìåùåíèÿ äëÿ ñêëàäûâàåìûõ ãàðìîíèê (êðèâàÿ 1 —
ïåðâàÿ ãàðìîíèêà, êðèâàÿ 2 — âòîðàÿ ãàðìîíèêà, êðèâàÿ 3 —
òðåòüÿ ãàðìîíèêà).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå
íå ÿâëÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíûì (ãàðìîíè÷åñêèì), íî âñå-òà-

êè ýòî åñòü êîëåáàíèå — ôóíêöèÿ X(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèåé âðåìåíè. Åå ïåðèîä τ ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì  ïåðâîé

ãàðìîíèêè (îñíîâíîãî òîíà). Îòìåòèì, ÷òî ê íåãàðìîíè÷åñêîìó ïå-
ðèîäè÷åñêîìó ïðîöåññó íåïðèìåíèìî ïîíÿòèå «öèêëè÷åñêàÿ ÷àñ-
òîòà»; îïðåäåëåííóþ ÷àñòîòó èìåþò òîëüêî ãàðìîíè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ. Ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñóíêå 8.23 ðåçóëüòèðóþùåå êîëå-

áàíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì ïåðèîäîì τ =  è íàáîðîì

öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîò: ω, 2ω, 3ω. Íà ðèñóíêå 8.23, á èçîáðàæåí â âè-
äå äèàãðàììû ñïåêòð ÷àñòîò êîëåáàíèÿ (8.98). Îí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òðåõ òî÷åê ñ àáñöèññàìè jω è îðäèíàòàìè xjm
(j = 1, 2, 3).

à)

á)

Ðèñ. 8.23
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8.6.4. Разложение Фурье

Â íà÷àëå XIX ñòîëåòèÿ ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è ôèçèê Æàí
Ôóðüå ïîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(t) ñ ïåðèîäîì τ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû, ñîñòîÿùåé, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, èç áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ãàðìîíèê:

f(t) = a0 + a1sin(ωt + ϕ1) + a2sin(2ωt + ϕ2) +

+ a3sin(3ωt + ϕ3) + …, (8.99)

ãäå ω = . Âûðàæåíèå (8.99) íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè

f(t) â ðÿä Ôóðüå èëè, ïðîùå, ðàçëîæåíèåì Ôóðüå. Îáû÷íî àìïëè-
òóäû â ðàçëîæåíèè (8.99) äîâîëüíî áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì íî-
ìåðà ãàðìîíèêè, òàê ÷òî íà ïðàêòèêå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñ õîðî-
øåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ëèøü íåñêîëüêèìè ïåðâûìè ñëàãàåìûìè â
ðàçëîæåíèè Ôóðüå (íåñêîëüêèìè ïåðâûìè ãàðìîíèêàìè).

Âûáåðåì äëÿ ïðèìåðà ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ X(t), èçîáðà-
æàþùóþ «ïðÿìîóãîëüíûé» êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ (ðèñ. 8.24, à).
Åñëè âçÿòü âñåãî òðè ïåðâûõ ãàðìîíèêè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóí-
êå 8.24, á, òî ïîëó÷èì ðåçóëüòèðóþùåå (ñóììàðíîå) êîëåáàíèå,
ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñóíêå 8.24, â. Êàê âèäèì, âñåãî òðè ïåðâûõ
ãàðìîíèêè ïîçâîëèëè â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíî íå-
ïëîõîå ïðèáëèæåíèå ê èñõîäíîé ôóíêöèè X(t).

Ôóíêöèè X(t) íà ðèñóíêàõ 8.24 è 8.23, à âûðàæàëè çàâèñè-
ìîñòü îò âðåìåíè ñìåùåíèÿ. Íî ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(t) â ðàç-
ëîæåíèè Ôóðüå (8.99) ìîæåò îïèñûâàòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè

2π
τ
------

Ðèñ. 8.24
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îòíþäü íå òîëüêî ñìåùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîä f(t) ìîæíî ïîíèìàòü
ïåðèîäè÷åñêóþ âûíóæäàþùóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà äàííóþ êî-
ëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó.

Äî ñèõ ïîð ìû ïîëàãàëè, ÷òî âûíóæäàþùàÿ ñèëà êîëåáëåòñÿ
ïî ñèíóñîèäàëüíîìó (ãàðìîíè÷åñêîìó) çàêîíó ñ îïðåäåëåííîé öèê-
ëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω. Â ñèñòåìå óñòàíàâëèâàëèñü âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ ñ òîé æå ÷àñòîòîé ω, è, åñëè ω ñîâïàäàëà ñ ñîáñòâåííîé
÷àñòîòîé ω0 ñèñòåìû, íàñòóïàë ðåçîíàíñ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûíóæäàþùàÿ ñèëà îïèñûâàåòñÿ
íåñèíóñîèäàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé f(t) ñ ïåðèîäîì τ. Èñ-
ïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Ôóðüå, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñåáå ýòó ôóíê-
öèþ â âèäå íàáîðà ñèíóñîèä ñ ÷àñòîòàìè

ω1 = , ω2 = 2ω1 = , ω3 = 3ω1 = , ω4 = 4ω1 = , … .

Êàæäàÿ èç ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ âûíóæäàþùåé ñèëû áó-
äåò âûçûâàòü òàêîé ýôôåêò, êàê åñëè áû ïðè ýòîì äðóãèå ãàð-
ìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå îòñóòñòâîâàëè (ïðîÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöèè). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äåéñòâèè ñèëû f(t) íà êîëåáà-
òåëüíóþ ñèñòåìó â ïîñëåäíåé âîçíèêàåò ðåçîíàíñ, åñëè õîòÿ áû îä-
íà èç ÷àñòîò ω1, ω2, ω3, ω4, … ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0

ñèñòåìû. Ñèñòåìà áóäåò ñîâåðøàòü óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ èìåííî ñ ýòîé ÷àñòîòîé (êàê åñëè áû âî âíåøíåì âîç-
äåéñòâèè ñîäåðæàëàñü òîëüêî òà ãàðìîíè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,
÷àñòîòà êîòîðîé áëèçêà ê ω0). Ýòè âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ áóäóò
ïðàêòè÷åñêè ãàðìîíè÷åñêèìè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìî âíåøíåå
âîçäåéñòâèå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî íåãàðìîíè÷åñêèì.

Â ðàññìîòðåííîì íà ðèñóíêå 8.25 ïðèìåðå ñ
íåïîëíûì ðàçëîæåíèåì Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè X(t)
îêàçàëèñü íåñóùåñòâåííûìè íà÷àëüíûå ôàçû ãàð-
ìîíèê (âñå îíè ïðèðàâíåíû çäåñü íóëþ). Âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ ôèçèêè âàæíû òîëüêî àìïëèòóäû ãàðìî-
íèê, à íà÷àëüíûå ôàçû, õîòÿ è âëèÿþò íà ôîðìó ðåçóëüòèðóþùåãî êîëåáàíèÿ,
îêàçûâàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè. Ýòî ñïðàâåäëèâî, íàïðèìåð, â ñëó÷àÿõ, êîãäà
íàñ èíòåðåñóþò íå ñòîëüêî ñàìè ãàðìîíèêè, ñêîëüêî èõ ýíåðãèè, êîòîðûå, ñî-
ãëàñíî (8.42), çàâèñÿò îò àìïëèòóäû è öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû, íî íå çàâèñÿò îò
íà÷àëüíîé ôàçû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ÷àñòîòû ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ÷àñòîòàì àìïëèòóäû. Ðàç-
ëîæåíèå íåñèíóñîèäàëüíîãî êîëåáàíèÿ íà ãàðìîíèêè áåç ó÷åòà íà÷àëüíûõ ôàç
íàçûâàþò ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì. Äèàãðàììà, èçîáðàæàþùàÿ çàâèñè-
ìîñòü àìïëèòóäû êàæäîé ãàðìîíèêè îò åå ÷àñòîòû, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì íå-

ñèíóñîèäàëüíîãî êîëåáàíèÿ.  

2π
τ
------

4π
τ
------

6π
τ
------
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τ
------
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ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

8.1. Äâà òåëà ñ îäèíàêîâûìè
ìàññàìè ïîäâåñèëè ê äâóì îäè-
íàêîâûì ïðóæèíàì. Òåëî 1 îò-
òÿíóëè âíèç íà 5 ñì, à òåëî 2 —
íà 8  ñì. Òåëà îäíîâðåìåííî îò-
ïóñòèëè. Êàêîå èç íèõ ïåðâûì
ïðîéäåò ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ?
8.2. Àìïëèòóäó êîëåáàíèé ãàð-
ìîíè÷åñêè êîëåáëþùåãîñÿ òåëà
óäâîèëè. Êàê èçìåíÿåòñÿ ïåðè-
îä êîëåáàíèé òåëà, åãî ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñêîðîñòü, ìàêñèìàëü-
íîå óñêîðåíèå, ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ?
8.3. Ìîãóò ëè â êàêîé-òî ìî-
ìåíò ñîâïàñòü íàïðàâëåíèÿ âåê-
òîðîâ ñìåùåíèÿ è óñêîðåíèÿ
òåëà, ñîâåðøàþùåãî ãàðìîíè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ? ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î ìîäóëå ñìåùåíèÿ â
ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ñêî-
ðîñòü òåëà: à) îáðàùàåòñÿ â
íóëü, á) ìàêñèìàëüíà, â) ðàâíà
ïîëîâèíå ìàêñèìàëüíîé ñêî-
ðîñòè?
8.4. Êàêóþ äîëþ ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè ñîñòàâëÿåò êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ ãàðìîíè÷åñêè êî-
ëåáëþùåãîñÿ òåëà â ìîìåíò,
êîãäà ñìåùåíèå ðàâíî ïîëîâè-
íå àìïëèòóäû?
8.5. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà êî-
ëåáëåòñÿ ïî çàêîíó:

x(t) = xmsinω1tæcosω2t +

+ xmsinω2tæcosω1t.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè êîëåáàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè è
óêàæèòå äëÿ íèõ àìïëèòóäó,
öèêëè÷åñêóþ ÷àñòîòó, íà÷àëü-
íóþ ôàçó.

8.6. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñî-
âåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé
ω = 2 ñ–1 è àìïëèòóäîé xm =
= 20  ñì. ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü
òî÷êè: à) ïðè ïðîõîæäåíèè ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, á) íà ðàñ-
ñòîÿíèè 10 ñì îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ?
8.7. Êîãäà àìïëèòóäà ñâîáîä-
íûõ êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò
ñâîéñòâ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû?
8.8. Èñïîëüçóÿ åäèíèöû ÑÈ,
íàïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ñìå-
ùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò
âðåìåíè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òî÷-
êà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé 30 ñì,
ïåðèîäîì 2 ñ è â íà÷àëüíûé
ìîìåíò îíà íàõîäèëàñü â ïîëî-
æåíèè ðàâíîâåñèÿ.
8.9. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, íàïèøèòå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çà-
âèñèìîñòè v(t) ñêîðîñòè îò âðå-
ìåíè.
8.10. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ äâóõ
ïðåäûäóùèõ çàäà÷, íàïèøèòå
ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êèíå-
òè÷åñêîé, ïîòåíöèàëüíîé è ìå-
õàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè ìàññîé 20 ã.
8.11. Â ìîìåíò t ñêîðîñòü ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m, ñîâåð-
øàþùåé ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáà-

íèÿ, ðàâíà v(t) = vmcos ωt + .

Íàéäèòå: à) ñìåùåíèå â ìîìåíò
t = 0; á) ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ;

 ⎝
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â) ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â ìî-
ìåíò t; ã) ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ â ìîìåíò t = 0. Ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
8.12. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ïðå-
äûäóùåé çàäà÷è, íàéäèòå ìî-
ìåíòû âðåìåíè, êîãäà: à) òî÷êà
îêàçûâàåòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâ-
íîâåñèÿ; á) ñìåùåíèå òî÷êè ìàê-
ñèìàëüíî.
8.13. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàñ-
ñîé m = 60 ã êîëåáëåòñÿ ïî çà-
êîíó x(t) = xmsin(ωt + ϕ0), ãäå

xm = 0,6 ì, ω = 1,5 ñ–1, ϕ0 = .

Íàéäèòå: à) ìàêñèìàëüíóþ ñêî-
ðîñòü òî÷êè; á) ìàêñèìàëüíîå
óñêîðåíèå; â) ìåõàíè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ.
8.14. Ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ
ïî çàêîíó ñèíóñà, ðàâåí 2,4 ñ,
àìïëèòóäà êîëåáàíèé 5 ñì, íà-

÷àëüíàÿ ôàçà . Íàéäèòå, ÷å-

ìó ðàâíû ÷åðåç 1,2 ñ ïîñëå íà-
÷àëà êîëåáàíèé: à) ñìåùåíèå
òî÷êè, á) ñêîðîñòü, â) óñêîðå-
íèå.
8.15. Îò ãðóçà, íåïîäâèæíî âè-
ñÿùåãî íà ïðóæèíå æåñòêî-
ñòüþ k, îòðûâàåòñÿ ÷àñòü, èìåþ-
ùàÿ ìàññó m. Íà êàêóþ âûñîòó
ïîäíèìàåòñÿ ïðè ýòîì îñòàâ-
øàÿñÿ ÷àñòü ãðóçà â ïðîöåññå
íà÷àâøèõñÿ êîëåáàíèé?
8.16. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè íàõîäèòñÿ òåëî
ìàññîé m, ê êîòîðîìó ïðèêðåï-
ëåíû ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí ïðóæèíû — îäíà æåñòêî-
ñòüþ k1, äðóãàÿ æåñòêîñòüþ k2

(ñì. ðèñ. 8.25). Íàéäèòå ïåðèîä
êîëåáàíèé òåëà.

8.17. ×åìó ðàâíà ìàññà òåëà,
êîòîðîå, áóäó÷è ïîäâåøåíî ê
íåêîòîðîé ïðóæèíå, êîëåáëåòñÿ
ñ òåì æå ïåðèîäîì, ÷òî è òåëî
ìàññîé m, ïîäâåøåííîå ê äâóì
òàêèì ïðóæèíàì, ñîåäèíåííûì
ïîñëåäîâàòåëüíî?
8.18. Òåëî ìàññîé m ïîäâåøåíî
ê ñîåäèíåííûì ïîñëåäîâàòåëü-
íî ÷åòûðåì îäèíàêîâûì ïðó-
æèíàì æåñòêîñòüþ k êàæäàÿ.
Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé òåëà.
8.19. Òåëî ìàññîé m ïîäâåøåíî
íà òðåõ ïàðàëëåëüíûõ îäèíà-
êîâûõ ïðóæèíàõ æåñòêîñòüþ k
êàæäàÿ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëå-
áàíèé òåëà.
8.20. Ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿò-
íèêà íà ïîâåðõíîñòè Ëóíû â
ξ = 2,46 ðàçà áîëüøå åãî ïåðè-
îäà êîëåáàíèé íà Çåìëå. Ðàäè-
óñ Çåìëè RÇ = 6370 êì, ìàññà
Çåìëè â n = 81 ðàç áîëüøå
ìàññû Ëóíû. Íàéäèòå ðàäèóñ
Ëóíû.
8.21. Ïðè êàêîé äëèíå íèòè
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïå-
ðèîä åãî êîëåáàíèé íà âûñîòå
h = 50 êì íàä óðîâíåì ìîðÿ
áóäåò òàêèì æå, êàê ó ìàÿòíè-
êà òîé æå ìàññû íà íèòè äëè-
íîé l0 = 4 ì, íàõîäÿùåãîñÿ íà
óðîâíå ìîðÿ? Ðàäèóñ Çåìëè
RÇ = 6370  êì.
8.22. Òî÷íî èäóùèå íà Çåìëå
÷àñû ñ ìàÿòíèêîì ïîäíÿòû íà
âûñîòó h = 2 êì íàä óðîâíåì
ìîðÿ. Íà ñêîëüêî áóäóò îòñòà-
âàòü ýòè ÷àñû çà ñóòêè, ò. å. çà
âðåìÿ T = 8,64æ104 ñ? Ðàäèóñ
Çåìëè RÇ = 6370  êì.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Èñêîìîå îòñòàâàíèå

ðàâíî T 1 – , ãäå τ0 è τ1 — ïåðè-

îäû êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ÷àñîâ íà

π
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óðîâíå ìîðÿ è íà âûñîòå h, ñîîòâåò-
ñòâåííî.
8.23. ×åìó ðàâåí ïåðèîä êîëå-
áàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà äëèíîé l, íàõîäÿùåãîñÿ â
âàãîíå, êîòîðûé äâèæåòñÿ ãî-
ðèçîíòàëüíî ñ óñêîðåíèåì a?
8.24. Íà âîäå ïëàâàåò áåðåçî-
âàÿ øàéáà òîëùèíîé h = 12 ñì
è ïëîòíîñòüþ ρ = 650 êã/ì3

(ðèñ. 8.26). Íà øàéáó ñëåãêà
íàäàâèëè ñâåðõó, çàñòàâèâ åå
ïîãðóçèòüñÿ â âîäó äîïîëíè-
òåëüíî íà íåñêîëüêî ñàíòèìåò-
ðîâ, è çàòåì îòïóñòèëè. Øàéáà
íà÷àëà êîëåáàòüñÿ â âåðòèêàëü-
íîì íàïðàâëåíèè. Ïëîòíîñòü âî-
äû ρ0 = 1000 êã/ì3. Íàéäèòå ïå-
ðèîä êîëåáàíèé øàéáû.

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Ðîëü âîçâðàùàþùåé
ñèëû èãðàåò ïðèðàùåíèå ∆F âûòàë-
êèâàþùåé ñèëû, âîçíèêàþùåå ïðè
ïðèíóäèòåëüíîì ïîãðóæåíèè øàéáû
â âîäó íà ðàññòîÿíèå x: ∆F =

= ρ0gSx, ãäå S — ïëîùàäü îñíîâàíèÿ
øàéáû. Òàê êàê ∆F ïðîïîðöèîíàëüíî
x, âîçíèêàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ øàéáû ñ «æåñòêîñòüþ» k = ρ0gS.

8.25. Òåëî ïðèêðåïèëè ê íèæ-
íåìó êîíöó âåðòèêàëüíîé ïðó-
æèíû ñ çàêðåïëåííûì âåðõíèì
êîíöîì è ìåäëåííî îïóñòèëè
âíèç, ïîêà îíî íå îñòàíîâèëîñü
â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ïðó-
æèíà ïðè ýòîì ðàñòÿíóëàñü íà
âåëè÷èíó ∆l. Íàéäèòå ïåðèîä
êîëåáàíèé òåëà, âîçíèêàþùèé,
åñëè òåëî òîëêíóòü âíèç.
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è
ìîæíî íàéòè æåñòêîñòü ïðóæèíû:

k = , ãäå m — ìàññà òåëà.

8.26. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
ñìåùåíèÿ îò âðåìåíè äëÿ êîëå-
áàíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ñëî-
æåíèè äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé ñ àìïëèòóäàìè xm è
öèêëè÷åñêèìè ÷àñòîòàìè ω, â
ñëó÷àÿõ: à) êîëåáàíèÿ ïðîèñõî-
äÿò â ïðîòèâîôàçå, á) êîëåáà-
íèÿ ïðîèñõîäÿò ñî ñäâèãîì ïî

ôàçå, ðàâíûì . Íàéäèòå â

îáîèõ ñëó÷àÿõ öèêëè÷åñêóþ
÷àñòîòó ðåçóëüòèðóþùåãî êîëå-
áàíèÿ.

Ðèñ. 8.26

mg
∆l
---------
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9
МЕХАНИЧЕСКИЕ

ВОЛНЫ

9.1. ÂÎËÍÎÂÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

9.1.1. Волны упругие и поверхностные

Îäíèì èç âèäîâ ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîå
äâèæåíèå, èíà÷å ãîâîðÿ, ìåõàíè÷åñêèå âîëíû. Ãîâîðÿ î ìåõàíè÷å-
ñêèõ âîëíàõ, ðàçëè÷àþò óïðóãèå âîëíû è ïîâåðõíîñòíûå âîëíû.

Åñëè äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàëè÷èå ñðåäû, îêðóæàþ-
ùåé êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó, ÿâëÿåòñÿ âñåãî ëèøü íåãàòèâíûì
ôàêòîðîì, îáóñëîâëèâàþùèì çàòóõàíèå êîëåáàíèé ñî âðåìåíåì,
òî äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ âîëí íàëè÷èå ñðåäû ïðèíöèïèàëüíî íåîáõî-
äèìî, ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî ñóòè,
ðàñïðîñòðàíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïî ïðîñòðàíñòâó ñðåäû
èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðåäà÷ó êîëåáàíèé îò îäíèõ ÷àñòèö ñðåäû ê
äðóãèì. Â îòñóòñòâèè ñðåäû íå áóäåò è ìåõàíè÷åñêèõ âîëí.

Ïóñòü â íåêîòîðîì ìåñòå âíóòðè òåëà è âîîáùå âíóòðè íåêî-
òîðîé ñðåäû (íàçîâåì ýòî ìåñòî óñëîâíî «öåíòðîì») âîçíèêëî ïå-
ðèîäè÷åñêîå ìåõàíè÷åñêîå âîçìóùåíèå, ïðîÿâëÿþùååñÿ â ïåðèîäè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ. Âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöà-
ìè ñðåäû ýòî ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå áóäåò âîâëåêàòü â
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ âñ¸ áîëåå è áîëåå óäàëåííûå îò öåíòðà
ó÷àñòêè ñðåäû. Â ñðåäå âîçíèêàåò âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ
âî âñå ñòîðîíû îò öåíòðà, êîòîðûé èãðàåò ðîëü èñòî÷íèêà âîëíû.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè, ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïî ñðå-
äå îáåñïå÷èâàþò ñèëû óïðóãîñòè ñðåäû, ïîýòîìó âîëíó íàçûâàþò
óïðóãîé.

Îòâëåêàÿñü îò ìîëåêóëÿðíîãî ñòðîåíèÿ ñðåäû (òåëà), áóäåì
ðàññìàòðèâàòü åå êàê ñïëîøíóþ ñðåäó, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåí-
íóþ â ïðîñòðàíñòâå è îáëàäàþùóþ îïðåäåëåííûìè óïðóãèìè
ñâîéñòâàìè. Ãîâîðÿ î ÷àñòèöå òàêîé ñðåäû, ñîâåðøàþùåé âûíóæ-
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äåííûå êîëåáàíèÿ, áóäåì èìåòü â âèäó îòíþäü íå îòäåëüíóþ ìî-
ëåêóëó, à ìàëûé ýëåìåíò îáúåìà ñðåäû, ðàçìåðû êîòîðîãî, îäíà-
êî, âî ìíîãî ðàç áîëüøå ñðåäíèõ ìåæìîëåêóëÿðíûõ ðàññòîÿíèé,
òàê ÷òî â íåì ñîäåðæèòñÿ ìíîãî ìîëåêóë. Ïðàêòè÷åñêè ÷àñòèöû
ñðåäû ìîæíî ïîëàãàòü òî÷å÷íûìè, òàê êàê äàæå â ãàçå ñðåäíèå
ìåæìîëåêóëÿðíûå ðàññòîÿíèÿ âåñüìà ìàëû — îíè èìåþò ïîðÿäîê
10–5 ìì (ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ).

Â çàâèñèìîñòè îò ñâîåãî àãðåãàòíîãî ñîñòîÿíèÿ òåëî (ñðåäà)
îáëàäàåò èëè íå îáëàäàåò òåìè èëè èíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè.
Ãàç íå îáëàäàåò óïðóãîñòüþ ôîðìû (ãàçîîáðàçíîå òåëî áåñïðåïÿò-
ñòâåííî èçìåíÿåò ñâîþ ôîðìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìîé ñîñóäà, â
êîòîðîì íàõîäèòñÿ ãàç), íî ó íåãî åñòü îáúåìíàÿ óïðóãîñòü —
ñïîñîáíîñòü ñîïðîòèâëÿòüñÿ óìåíüøåíèþ îáúåìà. Òâåðäûå òåëà,
ïîìèìî îáúåìíîé óïðóãîñòè, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â èõ ñîïðîòèâëåíèè
êàê ñæàòèþ, òàê è ðàñòÿæåíèþ, îáëàäàþò óïðóãîñòüþ ôîðìû, êî-
òîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â èõ ñîïðîòèâëåíèè äåôîðìàöèÿì ñäâèãà, èç-
ãèáà, êðó÷åíèÿ. Æèäêîñòü îáëàäàåò â îñíîâíîì îáúåìíîé óïðóãî-
ñòüþ, õîòÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íåêîòîðûå æèäêîñòè îáíà-
ðóæèâàþò òàêæå óïðóãîñòü ôîðìû.

Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ìåõàíè÷åñêèõ âîëí çàíèìàþò ïîâåðõíîñò-
íûå âîëíû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïåðèîäè÷åñêèå ìåõàíè÷åñêèå
âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ âîçäåéñò-
âèé, íàïðèìåð, ðèòìè÷åñêèõ óäàðîâ ïî ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ïà-
äåíèÿ òåë â æèäêîñòü, äâèæåíèÿ ñóäîâ, âåòðà è ò. ï. Â âîçíèêíî-
âåíèè è ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí âàæíóþ ðîëü èãðà-
þò ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.

Ïîâåðõíîñòíûå âîëíû (íàïðèìåð, âîëíû íà ïîâåðõíîñòè âîäû)
îòëè÷àþòñÿ áîëüøîé íàãëÿäíîñòüþ; îíè âñåì õîðîøî çíàêîìû. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå íå áóäåì îáðàùàòüñÿ ê íèì äëÿ äåìîíñòðàöèè îá-
ùèõ ñâîéñòâ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ. Îäíàêî àíàëèç òàêîãî äâèæåíèÿ
çíà÷èòåëüíî ïðîùå ïðîâîäèòü, ðàññìàòðèâàÿ íå ïîâåðõíîñòíûå, à
óïðóãèå âîëíû. Èìåííî òàê ìû è ïîñòóïèì, ôàêòè÷åñêè îãðàíè÷è-
âàÿñü â äàííîé ãëàâå ôèçèêîé óïðóãèõ âîëí. Îòäåëüíîå âíèìàíèå
áóäåò óäåëåíî çâóêîâûì (àêóñòè÷åñêèì) âîëíàì. Òàê íàçûâàþòñÿ
óïðóãèå âîëíû îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè. Âîçäåéñòâóÿ íà
îðãàíû ñëóõà ÷åëîâåêà, îíè ñïîñîáíû âûçâàòü çâóêîâûå îùóùå-
íèÿ.

9.1.2. Особенности волнового движения

Âîëíîâîå äâèæåíèå åñòü ñî÷åòàíèå äâóõ äâèæåíèé: êîëåáà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû è äâèæåíèÿ âîëíû â ïðîöåññå åå
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ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî ñðåäå. Ñ êîëåáàòåëüíûì äâèæåíèåì ìû óæå
çíàêîìû.

À ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå âîëíû, êîòîðàÿ ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ñðåäå?

Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû óäîáíî íàáëþäàòü íà ïðèìå-
ðå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, âîñïîëüçîâàâøèñü âîäÿíîé âàííîé Òîìàñà
Þíãà (ðèñ. 9.1, à). Íåãëóáîêóþ âàííó ïëîùàäüþ îêîëî 1 ì2, äíîì
êîòîðîé ñëóæèò ñòåêëî 1, íàïîëíÿþò âîäîé íà ãëóáèíó ïðèìåðíî
1–2 ñì. Øòèôò 2 óêðåïëåí íà êîíöå óïðóãîé ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñ-
òèíêè 3. Ïðè êîëåáàíèÿõ ïëàñòèíêè øòèôò ïåðèîäè÷åñêè óäàðÿåò
ïî ïîâåðõíîñòè âîäû â âàííå è âîçáóæäàåò ïîâåðõíîñòíûå âîëíû.
Ïîä âàííîé óñòàíîâëåí îñâåòèòåëü 4, ïîçâîëÿþùèé ïðîåöèðîâàòü
êàðòèíó ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ýêðàí 5.

Íàáëþäàåìàÿ íà ýêðàíå êàðòèíà ðàçáåãàþùèõñÿ îò øòèôòà
êîëüöåâûõ âîëí ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 9.1, á. Ãðåáíè âîëí áåãóò îò
èñòî÷íèêà âîëí O ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ. Îáîçíà÷èì ýòó ñêîðîñòü
÷åðåç vô è áóäåì íàçûâàòü åå ôàçîâîé ñêîðîñòüþ, ïîñêîëüêó ãðå-
áåíü âîëíû ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí ñ îïðåäåëåííîé ôàçîé êîëå-
áàíèé ÷àñòèö ïîâåðõíîñòè âîäû (ôàçîé, ñîîòâåòñòâóþùåé èõ ìàê-
ñèìàëüíîìó ñìåùåíèþ ââåðõ). Ðàññòîÿíèå λ ìåæäó ñîñåäíèìè
ãðåáíÿìè âîëíû íàçûâàþò äëèíîé âîëíû (ðèñ. 9.1, â). Ýòî åñòü
ðàññòîÿíèå, íà êàêîå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà çà âðåìÿ τ, ðàâíîå
ïåðèîäó êîëåáàíèé åå èñòî÷íèêà:

λ = vôτ. (9.1)

Â îïûòå ñ âîäÿíîé âàííîé Þíãà τ d 0,1 ñ, λ d 2 ñì, vô d 0,2 ì/ñ.

?

Ðèñ. 9.1

à)

á)

â)
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âîäà â âàííîé Þíãà îò-
íþäü íå ïåðåìåùàåòñÿ îò òî÷êè O ê êðàÿì âàííû. Ê êðà-

ÿì âàííû äâèæóòñÿ, ïîñòåïåííî óìåíüøàÿñü ïî âûñîòå, ãðåáíè
âîëíû, íî íå ñàìà âîäíàÿ ìàññà. Íàïðèìåð, åñëè áðîñèòü ïðîáêó
èëè ùåïêó â íàáåãàþùóþ íà áåðåã âîëíó îò ïðîïëûâøåé íåâäà-
ëåêå ìîòîðíîé ëîäêè, òî ïðîáêà è ùåïêà áóäóò ïîäíèìàòüñÿ íà
ãðåáíå è çàòåì îïóñêàòüñÿ, îäíàêî ê áåðåãó îíè ïðèáëèæàòüñÿ
ïðàêòè÷åñêè íå áóäóò.

Íàãëÿäíûå ïðèìåðû ñ ïîâåðõíîñòíûìè âîëíàìè ïðîäåìîíñò-
ðèðîâàëè âàæíóþ îñîáåííîñòü âîëíîâîãî äâèæåíèÿ (ïðèñóùóþ
êàê ïîâåðõíîñòíûì, òàê è óïðóãèì âîëíàì). Ïðè ðàñïðîñòðàíå-
íèè âîëíû íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà âåùåñòâà ñðåäû; ñêîðîñòü âîë-
íû vô — ýòî íå ñêîðîñòü âåùåñòâà ñðåäû, à ñêîðîñòü, ñ êàêîé ïå-
ðåìåùàåòñÿ ôàçà êîëåáàíèé ÷àñòèö ñðåäû. ×àñòèöû ñðåäû íå
âîâëåêàþòñÿ âîëíîé â ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå; îíè ñîâåðøà-
þò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ñìåùàÿñü îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïî-
ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Âîëíà áåæèò, à ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êî-
ëåáëþùèõñÿ ÷àñòèö ñðåäû íåïîäâèæíû, òàê ÷òî ëþáàÿ ÷àñòèöà
ñðåäû îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìîé
ìàêñèìàëüíûì ñìåùåíèåì ÷àñòèöû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ò. å.
åå àìïëèòóäîé êîëåáàíèé.

Èòàê, âàæíî ðàçëè÷àòü äâèæåíèå ñàìîé âîëíû è äâèæåíèÿ
(ñìåùåíèÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) ÷àñòèö ñðåäû, ïî êîòîðîé
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà. Ñîîòâåòñòâåííî íàäî ðàçëè÷àòü ñêîðîñòü
âîëíû ô è ñêîðîñòü  êîëåáëþùåéñÿ ÷àñòèöû ñðåäû. Ñóùåñòâó-

þò äâà òèïà óïðóãèõ âîëí. Â ïåðâîì òèïå âåêòîðû ô è  ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû äðóã ê äðóãó: ÷àñòèöû ñðåäû êîëåáëþòñÿ â íà-
ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû. Òàêèå óïðóãèå âîëíû íàçûâàþò ïîïåðå÷íûìè. ×òîáû îíè
ìîãëè âîçíèêíóòü, ñðåäà äîëæíà îáëàäàòü ñîïðîòèâëåíèåì ê ñäâè-
ãó Ïîïåðå÷íûå óïðóãèå âîëíû ìîãóò âîçíèêàòü â òâåðäûõ òåëàõ è
íåêîòîðûõ æèäêîñòÿõ, íî íå ìîãóò âîçíèêàòü â ãàçàõ. Âî âòîðîì

òèïå óïðóãèõ âîëí âåêòîðû ô è  ïàðàëëåëüíû íà îäíîé ïîëî-
âèíå äëèíû âîëíû è àíòèïàðàëëåëüíû íà äðóãîé; ÷àñòèöû ñðåäû
ñìåùàþòñÿ âäîëü è íàâñòðå÷ó íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû. Äâèæåíèå òàêèõ âîëí åñòü ïåðåìåùåíèå ïî ñðåäå ÷åðåäóþ-
ùèõñÿ ñæàòèé è ðàçðåæåíèé (ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ñæà-
òèÿìè ðàâíî äëèíå âîëíû). Ýòè âîëíû íàçûâàþò ïðîäîëüíûìè.
Îíè ìîãóò âîçíèêàòü â ëþáûõ ñðåäàõ — â òâåðäûõ òåëàõ, æèäêîñ-
òÿõ, ãàçàõ.

Ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà âíåøíå ïîõîæà íà ïîïåðå÷íóþ, íî ýòî —
íå ïîïåðå÷íàÿ âîëíà. ×àñòèöû æèäêîñòè âáëèçè åå ïîâåðõíîñòè

!

vº vº

vº vº

vº vº
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ñîâåðøàþò êðóãîâûå äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïàðàë-
ëåëüíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ýòè äâèæåíèÿ àíà-
ëîãè÷íû äâèæåíèÿì ïðîáêè íà âîëíå. Êîãäà ïîä ïðîáêîé ïðîõîäèò
ãðåáåíü âîëíû, îíà ïîäíèìàåòñÿ è óñòðåìëÿåòñÿ âìåñòå ñ íèì âïå-
ðåä, îäíàêî òóò æå ñîñêàëüçûâàåò ñ ãðåáíÿ, îòñòàâàÿ îò íåãî, è
ïîïàäàåò â ëîæáèíó âîëíû, ãäå äâèæåòñÿ íàçàä, ïîêà åå íå ïîä-
õâàòèò ñëåäóþùèé ãðåáåíü. Èìåííî òàêîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñ-
òè ñîâåðøàåò êàæäàÿ ÷àñòèöà âîäû íà åå ïîâåðõíîñòè; ïðè ýòîì
öåíòð îêðóæíîñòè äàííîé ÷àñòèöû îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Äèàìåòð îê-
ðóæíîñòè ðàâåí âûñîòå âîëíû — ðàññòîÿíèþ ïî âåðòèêàëè îò
âåðøèíû ãðåáíÿ äî äíà ëîæáèíû. Âðåìÿ ïîëíîãî îáîðîòà ÷àñòèöû

ïî îêðóæíîñòè ðàâíî .

9.1.3. Идеализированный эксперимент:
рождение упругой волны

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåí-
íîãî âîäîé, âîçäóõîì èëè èíîé ñðåäîé, íàõîäèòñÿ øàð (ðèñ. 9.2, à).
Ïóñòü øàð íà÷èíàåò ðèòìè÷åñêè «äûøàòü», ðàñøèðÿÿñü è ñæèìà-
ÿñü â îáúåìå, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì ñôåðè÷åñêèì ïî ôîðìå. Ðàññìîò-
ðèì, êàê íà ýòî áóäåò ðåàãèðîâàòü ñðåäà, îêðóæàþùàÿ øàð. Âîò
øàð íà÷èíàåò ðàñøèðÿòüñÿ, Íàõîäÿùèåñÿ âáëèçè øàðà ÷àñòèöû
ñðåäû îòòàëêèâàþòñÿ, òàê ÷òî ïëîòíîñòü ïðèëåãàþùåãî ê øàðó
ñëîÿ ñðåäû óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîèì íîðìàëüíûì
çíà÷åíèåì. Êîãäà øàð ñæèìàåòñÿ, ïëîòíîñòü ñëîÿ ñðåäû, ïðèëå-
ãàþùåãî ê øàðó, óìåíüøàåòñÿ. Óêàçàííûå èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè
áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ îò ïóëüñèðóþùåãî øàðà ïî âñåé ñðåäå.
Õîòÿ ÷àñòèöû ñðåäû ñîâåðøàþò ëèøü ìàëûå êîëåáàíèÿ, îäíàêî
âîçíèêàåò äâèæåíèå, îõâàòûâàþùåå âñþ ñðåäó — äâèæåíèå ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùåéñÿ îò ïóëüñèðóþùåãî øàðà âîëíû. Îáðàòèì âíè-
ìàíèå: ýòî äâèæåòñÿ íå âåùåñòâî ñðåäû, à ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ðàñ-

λ

vô
------

Ðèñ. 9.2

à) á)
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ïðîñòðàíÿåòñÿ â âåùåñòâå (ïîçäíåå ìû íàó÷èìñÿ ïîäñ÷èòûâàòü
ýíåðãèþ, ïåðåíîñèìóþ âîëíîé). Â ïðèìåðå ñ ïóëüñèðóþùèì øà-
ðîì ðîæäàåòñÿ, êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ïðîäîëüíàÿ óïðóãàÿ
âîëíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ñðåäå íàõîäèòñÿ âåñüìà äëèííûé
öèëèíäðèê è ÷òî â êà÷åñòâå ñðåäû èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, âåùå-
ñòâî, íàïîìèíàþùåå ñòóäåíü èëè æåëå. Ïóñòü öèëèíäðèê íà÷èíà-
åò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè íà íåáîëüøîé óãîë â îäíîì
íàïðàâëåíèè, à çàòåì îáðàòíîì, â íåêîòîðîì ïîñòîÿííîì ðèòìå
(ðèñ. 9.2, á). ×àñòèöû â ñëîå æåëå, ïðèëåãàþùåì ê öèëèíäðó, âû-
íóæäåíû ïîâòîðÿòü åãî äâèæåíèå. Îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, âûíóæäà-
þò ÷àñòèöû, ðàñïîëîæåííûå äàëüøå îò îñè öèëèíäðà, ïîâòîðÿòü
òî æå äâèæåíèå — â ðåçóëüòàòå â ñðåäå âîçíèêàåò âîëíà. Îíà ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè ðàäèóñà öèëèíäðà, à ÷àñòèöû ñðå-
äû ñìåùàþòñÿ (êîëåáëþòñÿ) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ýòîìó íàïðàâëå-
íèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðîäèâøàÿñÿ îò ïîâîðîòîâ öèëèíäðà âîëíà
åñòü ïîïåðå÷íàÿ âîëíà.

Ñîçäàííàÿ ïóëüñèðóþùèì øàðîì âîëíà ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé
âîëíîé — âñå òî÷êè ñðåäû, íàõîäÿùèåñÿ íà ëþáîé ñôåðå, îêðó-
æàþùåé øàð, âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì (âñå îíè õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ â äàííûé ìîìåíò îäèíàêîâîé ñòåïåíüþ ñæàòèÿ èëè ðàç-
ðåæåíèÿ). Çäåñü óìåñòíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì âîëíîâîé ïî-
âåðõíîñòè. Òàê íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â êîòîðûõ
ôàçà êîëåáàíèé ÷àñòèö ñðåäû èìååò â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îä-
íî è òî æå çíà÷åíèå. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ñðåäû, îõâà÷åííîé âîë-
íîâûì äâèæåíèåì, ìîæíî ìûñëåííî ïðîâåñòè âîëíîâóþ ïîâåðõ-
íîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ ôàçû êîëåáàíèé â ýòîé òî÷êå â
ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè. Ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ôàçû
êîëåáàíèé îòâå÷àåò ñåìåéñòâî âîëíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Âîëíà íà-
çûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé, åñëè åå âîëíîâûå ïîâåðõíîñòè — ñôåðû.

Ñîçäàííàÿ ðèòìè÷åñêè ïîâîðà÷èâàþùèìñÿ äëèííûì öèëèíä-
ðîì âîëíà â ïðèìåðå íà ðèñóíêå 9.2, á, ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé
âîëíîé, òàê êàê åå âîëíîâûå ïîâåðõíîñòè — öèëèíäðè÷åñêèå ïî-
âåðõíîñòè, ðàçáåãàþùèåñÿ îò îñè öèëèíäðà.

×àñòü ñôåðè÷åñêîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé âîëíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò èñ-
òî÷íèêà âîëíû, ìîæåò ïðèáëèæåííî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïëîñ-
êîñòü — è ìû ïðèõîäèì ê èäåàëèçèðîâàííîìó ïîíÿòèþ ïëîñêîé
âîëíû, ò. å. âîëíû, ó êîòîðîé âîëíîâûå ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó.
Òàêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè —
íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ïëîñêèì âîëíîâûì ïîâåðõíî-
ñòÿì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì øèðîêî ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì
ïëîñêîé âîëíû.
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9.1.4. Моделирование поперечной и продольной
плоских волн

Ïîïåðå÷íóþ ïëîñêóþ âîëíó ìîæíî íàáëþäàòü íà ïðàêòèêå,
âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçèíîâûì øíóðîì, îäèí êîíåö êîòîðîãî çà-
êðåïëåí, à äðóãîé íàõîäèòñÿ â ðóêå íàáëþäàòåëÿ. Åñëè íàòÿíóòü
øíóð, à çàòåì äâèæåíèÿìè ðóêè ïðèâåñòè åãî ñâîáîäíûé êîíåö â
êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå, òî ïî øíóðó ïîáåæèò õîðîøî íàáëþäàå-
ìàÿ ïîïåðå÷íàÿ âîëíà.

Âîçüìåì âìåñòî ðåçèíîâîãî øíóðà öåïî÷êó îäèíàêîâûõ øàðîâ,
ïîäâåøåííûõ íà íèòÿõ è ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ïðóæèíàìè (ðèñ. 9.3).
Â òàêîé ìîäåëè óïðóãèå è èíåðòíûå ñâîéñòâà øíóðà ðàçäåëåíû:
óïðóãîñòü ñîñðåäîòî÷åíà â ïðóæèíàõ, à èíåðòíîñòü — â ìàññàõ
øàðîâ.

Øàðû ïîäâåøåíû íà íèòÿõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìîãóò êîëå-
áàòüñÿ, ïîäîáíî ìàÿòíèêó, â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê
ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Óñëîâèìñÿ çäåñü è âïðåäü ñ÷èòàòü, ÷òî ïëî-
ñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü x-îñè. Ñìåùåíèÿ æå êîëåáëþ-
ùèõñÿ ÷àñòèö ñðåäû (â äàííîì ñëó÷àå øàðîâ) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ξ è ââåäåì, ñîîòâåòñòâåííî, ξ-îñü. Íàïîìíèì, ÷òî â ãëàâå 8
÷åðåç x îáîçíà÷àëîñü ñìåùåíèå êîëåáëþùåéñÿ ÷àñòèöû, à òåïåðü
x-îñü áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû. Íà ðèñóíêå 9.3, ïîêàçàíû x-îñü è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íåé
ξ-îñü. Êîëåáàíèÿ øàðîâ ïðîèñõîäÿò âäîëü ξ-îñè, à âäîëü x-îñè, çà-
ìåòèì, øàðû âîîáùå íå ïåðåìåùàþòñÿ.

Åñëè ñîîáùèòü øàðó 1 íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü â íàïðàâëåíèè ξ-îñè
(ò. å. òîëêíóòü åãî â ýòîì íàïðàâëåíèè), òî ïðóæèíà ìåæäó øàðà-
ìè 1 è 2 ðàñòÿíåòñÿ, è íà øàð 2 íà÷íåò äåéñòâîâàòü ñèëà óïðó-
ãîñòè, çàñòàâëÿþùàÿ åãî ñìåùàòüñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ξ-îñè. Äâè-
æåíèå øàðà 2 áóäåò çàïàçäûâàòü îò äâèæåíèÿ øàðà 1. Ýòî çàïàç-
äûâàíèå òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ìàññû øàðîâ è ÷åì ìåíüøå
æåñòêîñòü ïðóæèí, ñîåäèíÿþùèõ øàðû.

Ðèñ. 9.3
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Çàñòàâèì øàð 1 ñîâåðøàòü ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ âäîëü ξ-îñè
è îáîçíà÷èì ÷åðåç τ ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé (øàð 1 áóäåò èãðàòü
ðîëü èñòî÷íèêà âîëíû). Øàð 2 òîæå ïðèäåò â êîëåáàòåëüíîå äâè-
æåíèå âñëåä çà øàðîì 1 ñ òåì æå ïåðèîäîì τ, íî ñ íåêîòîðûì
îòñòàâàíèåì ïî ôàçå. Øàð 3 ïîä äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè ñî
ñòîðîíû øàðà 2 òîæå íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ, åùå áîëåå îòñòàâàÿ ïî
ôàçå îò øàðà 1, è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå âäîëü öåïî÷êè øàðîâ
ïîáåæèò ïîïåðå÷íàÿ âîëíà ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ vô.

Íà ïÿòè ïîçèöèÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêàõ 9.4, à—ä ïî-
êàçàíî, êàê îáðàçóåòñÿ ýòà ïîïåðå÷íàÿ âîëíà (â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî øàðû ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ). Çäåñü ïðîíóìå-
ðîâàíû 17 øàðîâ èç öåïî÷êè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 9.3. Ðàñ-

ñòîÿíèå ïî x-îñè ìåæäó ñîñåäíèìè øàðàìè ðàâíî .

(Èìåííî ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ 17 øàðîâ; åñëè áû, íàïðèìåð,

ðàññòîÿíèå ìåæäó øàðàìè îêàçàëîñü ðàâíûì , òî ñëåäî-

âàëî áû ðàññìîòðåòü n + 1 øàðîâ öåïî÷êè.)
Ïîçèöèÿ à íà ðèñóíêå 9.4 ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìåíè t = 0.

Â ýòîò ìîìåíò øàð 1 ïîëó÷àåò òîë÷îê è ïðèîáðåòàåò íà÷àëüíóþ
ñêîðîñòü (ñì. ñòðåëêó íà ðèñóíêå). Ïîçèöèÿ á ñîîòâåòñòâóåò ìî-

ìåíòó t = . Â ýòîò ìîìåíò ñìåùåíèå øàðà 1 ðàâíî àìïëèòóäå

vôτ

16
----------

λ

16
------

=

vôτ

n
----------

λ

n
---

=

Ðèñ. 9.4
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â)

ã)
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τ

4
---



485

êîëåáàíèé ξm, à ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Íà ðèñóíêå âèäíû ñìåùå-

íèÿ è ñêîðîñòè øàðîâ 2, 3, 4, 5 â ìîìåíò t =  (âåêòîðû ñêîðîñòè

ïîêàçàíû ñòðåëêàìè). Ïîçèöèÿ â ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó t = , ïî-

çèöèÿ ã — ìîìåíòó t = , ïîçèöèÿ ä — ìîìåíòó t = τ. Ïîëàãàÿ,

÷òî öåïî÷êà ñîäåðæèò ìíîãî øàðîâ, ëåãêî ïðåäñòàâèòü, êàê ïî íåé
áåæèò ïîïåðå÷íàÿ âîëíà äëèíîé λ = vôτ.

Èç ðèñóíêà 9.4 õîðîøî âèäíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû åñòü
çàïàçäûâàþùàÿ ïî ôàçå ïåðåäà÷à êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îò
îäíîé ÷àñòèöû ñðåäû ê äðóãîé (â äàííîì ñëó÷àå îò îäíîãî øàðà ê
äðóãîìó). Äëèíó âîëíû ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íàèìåíüøåå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû (â äàííîì ñëó÷àå øàðàìè), êî-
ëåáëþùèìèñÿ ñ îäèíàêîâûìè ôàçàìè, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñäâèíóòû-
ìè ïî ôàçå íà 2πn, ãäå n — öåëîå ÷èñëî. Ñêîðîñòü vô âîëíû — ýòî
íå ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû (â äàííîì ñëó÷àå ñìåùåíèÿ
øàðîâ), à ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî x-îñè ôàçû êîëåáàíèé ÷àñòèö ñðå-
äû (êîëåáàíèé øàðîâ). Îíà åñòü ìåðà òîãî, íàñêîëüêî áûñòðî ïå-
ðåäàþòñÿ êîëåáàíèÿ îò îäíèõ ÷àñòèö ñðåäû ê äðóãèì.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè âîëíî-
âîãî äâèæåíèÿ ìû èìååì äåëî ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ äâîÿêî-

ãî ðîäà: 1) êàæäàÿ ÷àñòèöà ñðåäû ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ (îíè ïðî-
èñõîäÿò âäîëü ξ-îñè; 2) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ôîðìà âîëíû
ïîâòîðÿåòñÿ ÷åðåç îòðåçêè äëèíîé λ âäîëü ëèíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû (âäîëü x-îñè). Íà ðèñóíêå 9.5 ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí
ïðîôèëü ñèíóñîèäàëüíîé ïîïåðå÷íîé âîëíû â íåêîòîðîé ìîìåíò t.
Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòîò ïðîôèëü ïåðåìåùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ïî
x-îñè. Òàê, â ìîìåíò t + ∆t ïðîôèëü âîëíû, ïîêàçàííûé íà ðèñóí-
êå ïóíêòèðíîé ëèíèåé, áóäåò ñìåùåí ïî îòíîøåíèþ ê ïðîôèëþ â
ìîìåíò t íà ðàññòîÿíèå ∆x = vô∆t.

τ

4
---

τ

2
---

3τ
4
------
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Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ìîæíî ïîñòàâèòü îïûò ïî ìîäåëèðîâà-
íèþ ïðîäîëüíîé ïëîñêîé âîëíû, èñïîëüçóÿ öåïî÷êó øàðîâ ñ ïðó-
æèíàìè. Ïîäâåñèì ñîåäèíåííûå ïðóæèíàìè øàðû òàê, ÷òîáû îíè
ìîãëè êîëåáàòüñÿ òîëüêî âäîëü x-îñè öåïî÷êè (ðèñ. 9.6). Åñëè òå-
ïåðü çàñòàâèòü øàð 1 ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ, ïî öåïî÷êå ïîáåæèò
ïðîäîëüíàÿ âîëíà. Êàê è â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîé âîëíû, îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàïàçäûâàþùóþ ïî ôàçå ïåðåäà÷ó êîëåáàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ îò îäíîé ÷àñòèöû ñðåäû ê äðóãîé (îò îäíîãî øàðà öå-
ïî÷êè ê äðóãîìó). Îáðàçîâàíèå ýòîé âîëíû ìîæíî îáúÿñíèòü, ïðè-
áåãíóâ ê ðèñóíêó 9.4, ïðè óñëîâèè, ÷òî òåïåðü ξ-îñü (à çíà÷èò, ñìå-
ùåíèÿ è âåêòîðû ñêîðîñòè) ìûñëåííî ïîâåðíóòà íà 90° è ñîâïàäà-
åò ñ x-îñüþ. Òåïåðü êîëåáëþùèåñÿ øàðû áóäóò âñå âðåìÿ
íàõîäèòüñÿ íà x-îñè, ñîçäàâàÿ âäîëü íåå ÷åðåäóþùèåñÿ ðàçðåæå-
íèÿ è óïëîòíåíèÿ, ïåðåìåùàþùèåñÿ ïî îñè ñî ñêîðîñòüþ vô.

9.1.5. Общая формулировка закона Гука;
модули упругости

Ãîâîðÿ îá óïðóãèõ ñâîéñòâàõ òåë, ìû îãðàíè÷èâàëèñü äî ñèõ
ïîð ðàññìîòðåíèåì ïðóæèíû è èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèå æåñòêîñòè k
â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè åå óïðóãèõ ñâîéñòâ. Íàïîìíèì â ñâÿçè
ñ ýòèì äâå ôîðìóëû: ôîðìóëó (2.13) äëÿ ìîäóëÿ ñèëû óïðóãîñòè
ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k:

Fóïð = k∆l,

âûðàæàþùóþ çàêîí Ãóêà, è ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïðóæèíû:

U = k∆l2, (9.2)

âûòåêàþùóþ èç ñîîòíîøåíèÿ (5.74), åñëè ïðèíÿòü çà íóëü ýíåðãèþ
íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû. Âåëè÷èíà ∆l â (2.13) è (9.2) åñòü óä-
ëèíåíèå (ëèáî óêîðà÷èâàíèå) ïðóæèíû ïðè åå ðàñòÿæåíèè (ñæà-
òèè).

Ðèñ. 9.6

1
2
---
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Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ óïðóãèõ âîëí, ìû äîëæíû
óäåëèòü áîëåå ñåðüåçíîå âíèìàíèå õàðàêòåðèñòèêàì óïðóãèõ
ñâîéñòâ ñðåäû. Â ýòîé ñâÿçè óìåñòíî íà÷àòü ñ îáùåé ôîðìóëèðîâ-
êè çàêîíà Ãóêà:

Çàêîí Ãóêà îïèñûâàåòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé:

p = Zε, (9.3)

ãäå p — ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå, ε — îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìà-
öèÿ òåëà, Z — êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, íàçûâàåìûé
ìîäóëåì óïðóãîñòè. Îí èìååò òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ìåõà-
íè÷åñêîå íàïðÿæåíèå (èëè äàâëåíèå). Â ÑÈ åäèíèöà ìåõàíè÷åñêî-
ãî íàïðÿæåíèÿ åñòü íüþòîí íà êâàäðàòíûé ìåòð (Í/ì2), ò. å.
ïàñêàëü (Ïà). Çàìåòèì, ÷òî çàêîí Ãóêà ñïðàâåäëèâ ëèøü ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèÿõ.

Ïîíÿòèÿ «ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå» è «îòíîñèòåëüíàÿ äåôîð-
ìàöèÿ» ïîÿñíèì, îáðàòèâøèñü ê äâóì âèäàì äåôîðìàöèè — ïðî-
äîëüíîìó (îäíîñòîðîííåìó) ñæàòèþ èëè ðàñòÿæåíèþ è ê ñäâèãó.

Ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå èëëþñò-
ðèðóåò ðèñóíîê 9.7, à, ãäå ðàññìîòðåí
â êà÷åñòâå ïðèìåðà òâåðäûé îáðàçåö â
âèäå êóáà. Äëèíà ðåáðà êóáà l, ïëî-
ùàäü ãðàíè S = l2. Ãðàíü AD íåïî-
äâèæíî çàêðåïëåíà, à ê ãðàíè BC ïðè-

ëîæåíà ñèëà , ðàñòÿãèâàþùàÿ îáðà-
çåö è íàïðàâëåííàÿ íîðìàëüíî
(ïåðïåíäèêóëÿðíî) ê ïëîñêîñòè ãðàíè.
Ýòà ñèëà ñîçäàåò ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿ-
æåíèå:

p = . (1*)

Ïîä äåéñòâèåì ñèëû  îáðàçåö óäëè-
íÿåòñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè
íà âåëè÷èíó CC′ = ∆l. Îòíîøåíèå

ε = (2*)

åñòü îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ (â äàííîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíîå
óäëèíåíèå) òåëà. Ìîäóëü óïðóãîñòè Z ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæå-

Ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå óïðóãî äåôîðìèðîâàííîãî òå-
ëà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî åãî îòíîñèòåëüíîé äåôîðìà-
öèè.

Ðèñ. 9.7

à)

á)

F
º

F
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íèè èëè ñæàòèè íàçûâàþò ìîäóëåì ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè, èëè
ìîäóëåì Þíãà; åãî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç E. Ó÷èòûâàÿ ýòî è
ïîäñòàâëÿÿ (1*) è (2*) â (9.3), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ çàêîíà Ãó-
êà â ñëó÷àå ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ):

 = E . (9.4)

Ñîïîñòàâëÿÿ (9.4) ñ ñîîòíîøåíèåì (2.13) äëÿ ïðóæèíû, ðàñòÿ-
íóòîé íà âåëè÷èíó ∆l ïîä äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè F = Fóïð, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå ðàñòÿãèâàåìîãî èëè ñæèìàåìîãî òâåðäîãî
òåëà ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå æåñòêîñòè òåëà k, îïðåäåëÿåìîé
ôîðìóëîé:

k = . (9.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (9.5) â (9.2), íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ðàñòÿíóòîãî (ñæàòîãî) òåëà:

U = ∆l2. (9.6)

Ââîäÿ îáúåì òåëà V = lS è ó÷èòûâàÿ (2*), ïîëó÷èì â äîñòàòî÷íî
îáùåì âèäå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äå-
ôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ) òåëà îáúåìîì V:

U = Eε2V. (9.7)

Äåôîðìàöèþ ñäâèãà èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê 9.7, á. Â îòëè÷èå

îò ðàíåå ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ, äåôîðìèðóþùàÿ ñèëà  ïðèëî-
æåíà òåïåðü ê ãðàíè BC íå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ãðàíè, à
ïàðàëëåëüíî ýòîé ïëîñêîñòè. Îíà ñîçäàåò êàñàòåëüíîå íàïðÿæå-

íèå p = . Îáðàçåö èñïûòûâàåò àáñîëþòíûé ñäâèã íà âåëè÷èíó

CC′ = ∆l. Îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ñäâèãà ε îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì
ñäâèãà γ:

ε =  = tg γ = γ (9.8)

(ïîñêîëüêó ∆l n l, òî tg γ = γ, åñëè γ âûðàæàòü â ðàäèàíàõ). Ìî-
äóëü óïðóãîñòè Z ïðè ñäâèãå íàçûâàþò ìîäóëåì ñäâèãà; åãî ïðè-
íÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç G (íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ãðàâèòàöèîííîé ïî-
ñòîÿííîé!). Ó÷èòûâàÿ ýòî è èñïîëüçóÿ (9.8), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
äëÿ çàêîíà Ãóêà â ñëó÷àå ñäâèãà:

 = Gγ. (9.9)
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Ïî àíàëîãèè ñ (9.7) âûðàçèì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé äå-
ôîðìàöèè ñäâèãà òåëà îáúåìîì V â âèäå

U = Gε2V = Gγ2V. (9.10)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ E è G äëÿ íåêîòîðûõ
âåùåñòâ: 

Îáðàòèì âíèìàíèå: ìîäóëü ñäâèãà âî âñåõ ñëó÷àÿõ îêà-
çûâàåòñÿ ìåíüøå ìîäóëÿ Þíãà.

Èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 9.7 äåôîðìàöèè, î÷åâèäíî, íåî-
ñóùåñòâèìû â ñëó÷àå ãàçà èëè æèäêîñòè. Ïîýòîìó îòìåòèì
åùå îäèí âèä äåôîðìàöèè — âñåñòîðîííåå ñæàòèå (ðàñòÿ-
æåíèå), êîòîðûé ñîñòîèò â óìåíüøåíèè (óâåëè÷åíèè) îáúåìà
òåëà ïîä âëèÿíèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî âñåé ïî-
âåðõíîñòè òåëà ñæèìàþùèõ (ðàñòÿãèâàþùèõ) ñèë, âåçäå íà-
ïðàâëåííûõ íîðìàëüíî ê ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå çàêîí
Ãóêà èìååò âèä

p = K , (9.11)

ãäå  — îòíîñèòåëüíîå óìåíüøåíèå (óâåëè÷åíèå) îáúåìà òåëà

ïðè íàëè÷èè íàïðÿæåíèÿ p, à âåëè÷èíà K — òàê íàçûâàåìûé ìî-
äóëü îáúåìíîé óïðóãîñòè.

Äëÿ ïðèìåðà óêàæåì, ÷òî äëÿ âîçäóõà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ K =
= 1,42æ105 Ïà, äëÿ íàñûùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà ïðè 100 °C = 0,98æ105 Ïà, äëÿ
âîäû K = 2,2æ109 Ïà, äëÿ ýòèëîâîãî ñïèðòà K = 1æ109 Ïà, äëÿ ðòóòè K =
= 3æ109 Ïà.

9.1.6. Скорость волны

Èçìåðÿÿ äëèíó âîëíû λ è ïåðèîä êîëåáàíèé τ èñòî÷íèêà,
ìîæíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (9.1), âû÷èñëèòü ôàçîâóþ ñêî-
ðîñòü âîëíû vô. Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ñêîðîñòü âîë-

E, Ïà G, Ïà

Ñòàëü 2æ1011  8æ1010 

Ìåäü 1æ1011  4æ1010 

Àëþìèíèé  0,7æ1011  2,6æ1010 

Ãðàíèò  0,8æ1011  3æ1010 

1
2
---

1
2
---

!

∆V
V
--------

∆V
V
--------
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íû îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäû, ïî êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ âîëíà. Ñâîéñòâà ñðåäû îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó vô, è ïðè âîç-
áóæäåíèè êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì τ âîçíèêàåò â äàííîé ñðåäå
âîëíà äëèíîé vôτ.

Äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêàõ 9.3 è 9.6 ìîäåëåé ñ øàðàìè
è ïðóæèíàìè ñêîðîñòü âîëíû vô çàâèñèò îò æåñòêîñòè k ïðóæèí
è ìàññû m øàðîâ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÷åì áîëüøå m è ÷åì ìåíü-
øå k, òåì áîëüøå çàïàçäûâàåò ïî ôàçå ïåðåäà÷à êîëåáàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ îò îäíîãî øàðà ê äðóãîìó è, çíà÷èò, òåì ìåíüøå ñêî-
ðîñòü âîëíû.

Ïåðåõîäÿ îò ìîäåëè â âèäå öåïî÷êè øàðîâ ê ðåàëüíîé ñðåäå
(íàïðèìåð, ê òâåðäîìó ñòåðæíþ), ìîæåì ñîîáðàçèòü, ÷òî ñêî-

ðîñòü  ïðîäîëüíîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü ñòåðæ-

íÿ, äîëæíà áûòü òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå ïëîòíîñòü ρ ñòåðæíÿ
è ÷åì ìåíüøå ìîäóëü Þíãà E (âìåñòî ìàññ m øàðîâ ðàññìàòðè-
âàåì òåïåðü ïëîòíîñòü ñðåäû ρ, à âìåñòî æåñòêîñòè k ïðóæèí —
ìîäóëü Þíãà E; íàïîìíèì (9.5)). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ôîð-
ìóëå:

 = . (9.12)

Ìû ïîëó÷èëè ýòó ôîðìóëó èç êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé (vô
ïð

äîëæíà ðàñòè ñ óâåëè÷åíèåì E è óìåíüøåíèåì ρ) è ñîîáðàæåíèÿ
ðàçìåðíîñòè — êâàäðàòíûé êîðåíü â (9.12) íåîáõîäèì, ÷òîáû âå-

ëè÷èíà  èìåëà ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó

(9.12) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ïðè ñòðîãîì ðàññìîòðåíèè çàäà÷è î
ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé âîëíû.

Ñêîðîñòü  ïîïåðå÷íîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî

ñòåðæíþ, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (9.12), íî
ñ çàìåíîé ìîäóëÿ Þíãà íà ìîäóëü ñäâèãà G:

 = . (9.13)

Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî G < E. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ïîïåðå÷-
íîé âîëíû â òîì èëè èíîì òâåðäîì òåëå âñåãäà ìåíüøå ñêîðîñ-
òè ïðîäîëüíîé âîëíû â òîì æå òåëå.

Ñêîðîñòü âîëí â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ (ýòè âîëíû ÿâëÿþòñÿ ïðî-
äîëüíûìè) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëàì (9.12)
è (9.13), íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäóëÿ îáúåìíîé óïðóãîñòè K:

vô = . (9.14)
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñêîðîñòü óïðóãèõ âîëí, êàê
ýòî ñëåäóåò èç (9.12) — (9.14), íå çàâèñèò îò äëèíû âîë-

íû (à çíà÷èò, è îò ïåðèîäà êîëåáàíèé), à ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî
õàðàêòåðèñòèêîé ñâîéñòâ ñðåäû — åå ïëîòíîñòè è ìîäóëåé óïðó-
ãîñòè. Î òàêèõ âîëíàõ ãîâîðÿò, ÷òî îíè íå îáëàäàþò äèñïåðñèåé.

Ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí v′ô îïèñûâàþò â îáùåì ñëó÷àå ôîð-

ìóëîé:

v′ô = , (9.15)

ãäå σ — êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Åñëè äëèíà âîëíû äîñòàòî÷-
íî âåëèêà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ñëàãàåìûì ïîä êîðíåì â ôîðìóëå (9.15).
Â ýòîì ñëó÷àå ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò ñèëà òÿæåñòè, è ïîâåðõíîñòíûå âîëíû
íàçûâàþò ãðàâèòàöèîííûìè:

v′ô = . (9.16)

Åñëè äëèíà âîëíû î÷åíü ìàëà, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì ñëàãàåìûì ïîä
êîðíåì â (9.15). Â ýòîì ñëó÷àå âñ¸ îïðåäåëÿþò ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ, è ïîâåðõíîñòíûå âîëíû íàçûâàþò êàïèëëÿðíûìè:

v′ô = . (9.17)

Êàê â îáùåì, òàê è â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû îáëàäàþò
äèñïåðñèåé.

Åñëè äëèíà âîëíû λ ìíîãî áîëüøå ãëóáèíû h (òàê íàçûâàåìûå ïðèëèâíûå
âîëíû), òî â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü âîëíû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

v′ô = . (9.18)

Ïðèëèâíûå âîëíû — åäèíñòâåííûé âèä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, êîòîðûå íå îáëà-
äàþò äèñïåðñèåé.

9.2. ÏËÎÑÊÀß ÁÅÃÓÙÀß ÂÎËÍÀ

9.2.1. Уравнение бегущей волны

Ïóñòü ïî äëèííîìó ñòåðæíþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà, âîçáóæ-
äàåìàÿ èñòî÷íèêîì, ñîâåðøàþùèì ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ
öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω. Íàãëÿäíîñòè ðàäè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïîïåðå÷íóþ âîëíó (ñìåùåíèÿ ξ ÷àñòèö ñðåäû ïåðïåíäèêóëÿðíû ê
x-îñè, âäîëü êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà).

Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïîðîæäàþò ñèíóñîèäàëüíóþ âîëíó
(èíà÷å ãîâîðÿ, ãàðìîíè÷åñêóþ âîëíó); åå ïðîôèëü áûë ïîêàçàí íà

!

gλ
2π
-------

2πσ
ρλ
-----------

+

gλ
2π
-------

2πσ
ρλ
-----------

gh
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ðèñóíêå 9.5. Ýòîò ïðîôèëü ïåðåìåùàåòñÿ ïî x-îñè ñî ñêîðîñòüþ,
ðàâíîé ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëíû vô. Îïðåäåëÿåìûå ïðîôèëåì âîë-
íû ñìåùåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû çàâèñÿò íå òîëüêî îò êîîðäèíàòû x, íî
è îò âðåìåíè t, ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ
vô ïðîôèëÿ èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íàéäåì âûðàæåíèå
äëÿ ôóíêöèè ξ(t, x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå x = 0 ñìåùåíèå ÷àñòèö ñðåäû, ïî
êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà, îáðàùàåòñÿ â
ìîìåíò t = 0 â íóëü. Ñìåùåíèå ÷àñòèö â ýòîé òî÷êå áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ ñî âðåìåíåì òàê:

ξ(t, 0) = ξmsinωt. (1*)

Ñìåùåíèå ÷àñòèö â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x çàïàçäûâàåò ïî îòíî-
øåíèþ ê ñìåùåíèþ â òî÷êå x = 0 íà âðåìÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ
âîëíå, ÷òîáû ïðîéòè ðàññòîÿíèå x, ò. å. íà âðåìÿ, ðàâíîå x/vô.
Èíûìè ñëîâàìè, ñìåùåíèå ξ(t, x) â ìîìåíò t â òî÷êå x òàêîå æå,
êàêèì îíî áûëî â áîëåå ðàííèé ìîìåíò âðåìåíè t′:

ξ(t, x) = ξ(t′, 0), (2*)

ãäå

t′ = t – . (3*)

Ñîãëàñíî (1*) è (3*), ξ(t′, 0) = ξmsin . Ñ ó÷åòîì (2*), îò-

ñþäà ïîëó÷àåì

ξ(t, 0) = ξmsin . (9.19)

Ñîîòíîøåíèå (9.19) íàçûâàþò óðàâíåíèåì áåãóùåé âîëíû. Îíî
ïðèìåíèìî êàê ê ïîïåðå÷íîé, òàê è ê ïðîäîëüíîé áåãóùåé âîëíå.
Äëÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû ñêîðîñòü vô îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (9.13),
à äëÿ ïðîäîëüíîé — ôîðìóëîé (9.12). Âåëè÷èíó ξm íàçûâàþò àìï-
ëèòóäîé âîëíû, à ω — öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé âîëíû.

Êðîìå òîãî, íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðîäîëüíîé âîëíû
íàïðàâëåíèå ξ-îñè ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì x-îñè, òàê ÷òî íà-
ãëÿäíîå èçîáðàæåíèå âîëíû â âèäå ñèíóñîèäû ñòàíîâèòñÿ íåâîç-
ìîæíûì. Íà ðèñóíêàõ 9.8, à è 9.8, á ïîêàçàíû äëÿ íåêîòîðîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè âåêòîðû ñìåùåíèÿ A è B äâóõ ïðî-
èçâîëüíî âûáðàííûõ ÷àñòèö ñðåäû — äëÿ òî÷åê xA è xB,
ñîîòâåòñòâåííî. Ðèñóíîê 9.8, à îòíîñèòñÿ ê ïîïåðå÷íîé âîëíå
(ñìåùåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû ê x-îñè), à ðèñóíîê 9.8, á — ê ïðî-
äîëüíîé âîëíå (ñìåùåíèÿ ïðîèñõîäÿò ïî èëè ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ
x-îñè). Êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñ-

x
vô
------

ω t x
vô
------

−⎝ ⎠
⎛ ⎞

ω t x
vô
------

−⎝ ⎠
⎛ ⎞

ξ
º

ξ
º
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òèö â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè; xA è xB — ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
äëÿ ýòèõ ÷àñòèö.

Ñîîòíîøåíèå (9.19) åñòü óðàâíåíèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåé-
ñÿ â íàïðàâëåíèè x-îñè. Óðàâíåíèå áåãóùåé âîëíû, ðàñïðîñòðà-
íÿþùåéñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, áóäåò èìåòü âèä:

ξ(t, x) = ξmsin . (9.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî vô = , ïåðåïèøåì (9.19) è (9.20) â âèäå

ξ(t, x) = ξmsin . (9.21)

ξ(t, x) = ξmsin . (9.22)

Óðàâíåíèþ áåãóùåé âîëíû ìîæíî ïðèäàòü âèä, ñèììåòðè÷íûé
ïî îòíîøåíèþ ê t è x, ââåäÿ âåëè÷èíó

k = , (9.23)

íàçûâàåìóþ âîëíîâûì ÷èñëîì (íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ æåñòêîñòüþ
ïðóæèíû!):

ξ(t, x) = ξmsin(ωt – kx) (9.24)
è

ξ(t, x) = ξmsin(ωt + kx). (9.25)

Ïîñêîëüêó λ = vôτ = , òî âîëíîâîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå:

k = . (9.26)

à)

á)

Ðèñ. 9.8

ω t x
vô
------

+⎝ ⎠
⎛ ⎞

λ

τ
---

λω

2π
-------

=

ωt 2π
λ
------x−⎝ ⎠

⎛ ⎞

ωt 2π
λ
------x+⎝ ⎠

⎛ ⎞

2π
λ
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2πvô

ω
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ω

vô
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9.2.2. Как быстро изменяется смещение со временем
и при изменении пространственной координаты?

Ìåðîé áûñòðîòû èçìåíåíèÿ ñìåùåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû ñî âðåìå-
íåì ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ñêîðîñòü v, ñ êàêîé ñîâåðøàþòñÿ êîëåáà-
íèÿ ÷àñòèö. Åñëè ñìåùåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9.24),
ñêîðîñòü v(t, x) áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì:

v(t, x) = ξmωcos(ωt – kx). (9.27)

Ïåðåõîä îò (9.24) ê (9.27) ôîðìàëüíî àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó îò (8.6)
ê (8.12), ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå êîîðäèíàòà x ôèêñèðîâàíà.

Ïåðåõîä îò (9.24) ê (9.27) ìîæíî âûïîëíèòü, íå ïðèáåãàÿ ê óïîìÿíóòîé
àíàëîãèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.8) ïðè ìàëîì ∆t ìîæåì çàïèñàòü:

v(t, x) = . (1*)

Ïðè ∆t º 0 ýòî ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷íîå âûðàæåíèå
äëÿ ìãíîâåííîé ñêîðîñòè v(t, x). Èñïîëüçóÿ (9.24), ïðåäñòàâèì:

ξ(t + ∆t, x) = ξmsin[ω(t + ∆t) – kx] = ξmsin[(ωt – kx) + ω∆t]. (2*)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

sin(α + β) = sinαæcos β + cosαæsin β,

ïåðåïèøåì (2*) â âèäå:

ξ(t + ∆t, x) = ξmsin(ωt – kx) cosω∆t + ξmcos(ωt – kx)sinω∆t.

Ïîñêîëüêó ∆t ìàëî, ìîæíî ïðèíÿòü cosω∆t = 1 è sinω∆t = ω∆t. Â ðåçóëüòàòå
ñîîòíîøåíèå (1*) ïðèíèìàåò âèä (9.27).

Åñëè â (9.27) çàôèêñèðîâàòü âðåìÿ t, ïîëó÷èì ìãíîâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå (ïî x-îñè) ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñðåäû. Îíî

îêàçûâàåòñÿ ñäâèíóòûì íà  îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñìåùåíèé äëÿ òîãî æå ìîìåíòà âðåìåíè (ñì. ðèñóíîê 9.9,

ξ t ∆t+ x,( ) ξ t x,( )−

∆t
----------------------------------------------------

Ðèñ. 9.9

λ

4
---
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ãäå 1 — ðàñïðåäåëåíèå ñìåùåíèé, à 2 — ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé
÷àñòèö). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà ó òåõ ÷àñ-
òèö ñðåäû, êîòîðûå â äàííûé ìîìåíò îêàçàëèñü â ïîëîæåíèè ðàâ-
íîâåñèÿ (äëÿ íèõ ξ = 0, |v| = ξmω), òîãäà êàê ó ÷àñòèö ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ñìåùåíèåì ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ (|ξ| = ξm, v = 0).

Îòíîøåíèå  ïîêàçûâàåò äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

ìîìåíòà t, êàê áûñòðî èçìåíÿåòñÿ ñìåùåíèå ÷àñòèö ñðåäû â
ïðîñòðàíñòâå, ò. å. ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàòû x. Íåòðóäíî ñîîá-
ðàçèòü, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíóþ äåôîðìàöèþ
ñðåäû â ìîìåíò t â òî÷êå x:

ε(t, x) = (9.28)

(ýòî ñîîòíîøåíèå ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì ïðè ∆x º 0). Åñëè ñìåùåíèå
ξ(t, x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9.24), òî (9.28) ïðèíèìàåò
âèä

ε(t, x) = –ξmkcos(ωt – kx). (9.29)

(Ïåðåõîä îò (9.24) ê (9.29) ïðè ôèêñèðîâàííîì t àíàëîãè÷åí ïåðå-
õîäó îò (9.24) ê (9.27) ïðè ôèêñèðîâàííîì x.)

×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (9.29), ïîäñòàâèì (9.24) â (9.28):

ε(t, x) = sin[(ωt – kx) – k∆x] – sin(ωt – kx). (3*)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

sin(α – β) = sinαæcosβ – cosαæsinβ,

ïðåäñòàâèì óìåíüøàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3*) â âèäå:

sin[(ωt – kx) – k∆x] =

= sin(ωt – kx)cos k∆x – cos(ωt – kx) sink∆x.

Ïîäñòàâèì ýòîò ðåçóëüòàò â (3*) è ó÷òåì, ÷òî ïðè ìàëîì ∆x ìîæíî ïðèíÿòü
cosk∆x = 1 è sink∆x = k∆x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äëÿ ε(t, x) âûðàæåíèå (9.29).

Ó÷èòûâàÿ (9.26), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (9.29) â âèäå

ε(t, x) = –ξm cos(ωt – kx). (9.30)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ýòî ñîîòíîøåíèå îïèñûâàåò ìãíîâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé ÷àñòèö ñðåäû â ìîìåíò t.
Îíî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 9.9 â âèäå ñèíóñîèäû 3, êîòîðàÿ ñäâèíó-

ξ t x ∆x+,( ) ξ t x,( )−

∆x
-----------------------------------------------------

ξ t x ∆x+,( ) ξ t x,( )−

∆x
-----------------------------------------------------

ξm

∆x
-------

ξm

∆x
-------

ξm

∆x
-------

ξm

∆x
-------

ξm

∆x
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ω

vô
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òà íà  îòíîñèòåëüíî ñèíóñîèäû ñêîðîñòåé 2. Èç ðèñóíêà âèäíî,

÷òî ÷àñòèöû ñðåäû, îêàçàâøèåñÿ â äàííûé ìîìåíò â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ, õàðàêòåðèçóþòñÿ íàèáîëüøåé ñêîðîñòüþ è íàèáîëü-

øåé îòíîñèòåëüíîé äåôîðìàöèåé (ξ = 0, |v| = ξmω, |ε| = ξm ), òîãäà

êàê ó ÷àñòèö ñ íàèáîëüøèì ñìåùåíèåì ðàâíû íóëþ è ñêîðîñòü è
îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ (|ξ| = ξm, v = 0, ε = 0). Íà ðèñóíêå
ïîêàçàíû øòðèõîâêîé ó÷àñòêè ñòåðæíÿ, ãäå â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè íàèáîëåå âåëèêè ñêîðîñòè ÷àñòèö è îòíîñèòåëüíàÿ äå-
ôîðìàöèÿ.

Âñÿ êàðòèíà íà ðèñóíêå 9.9 äàíà äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Êàê òîëüêî ìû «âêëþ÷èì âðåìÿ», ýòà êàð-
òèíà ïîáåæèò ñëåâà íàïðàâî ïî x-îñè ñòåðæíÿ ñî ñêîðîñòüþ vô.
Â ÷àñòíîñòè, ïîáåãóò è çàøòðèõîâàííûå ó÷àñòêè, â êîòîðûõ â îñ-
íîâíîì êàê ðàç è ñîñðåäîòî÷åíû êàê êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (îíà
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè ÷àñòèö ñðåäû), òàê è ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (îíà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó îòíîñèòåëüíîé
äåôîðìàöèè). Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî õîòÿ ïðè ðàñïðîñò-
ðàíåíèè ïî ñòåðæíþ âîëíà íå ïåðåíîñèò ñ ñîáîé âåùåñòâî
ñòåðæíÿ, îäíàêî îíà ïåðåíîñèò ýíåðãèþ (è êèíåòè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ, è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè ñðåäû).

Ïîãîâîðèì íèæå áîëåå ïîäðîáíî î ïåðåíîñå ýíåðãèè áåãóùåé
âîëíîé.

9.2.3. Плотность энергии в бегущей волне

Ïóñòü ïî ñòåðæíþ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S áåæèò
âîëíà, óðàâíåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (9.24). Ìûñ-
ëåííî âûäåëèì ýëåìåíò îáúåìà S∆x íà ó÷àñòêå ñòåðæíÿ îò x äî
x + ∆x, íàñòîëüêî ìàëûé, ÷òîáû ñêîðîñòè ÷àñòèö è îòíîñèòåëüíûå
äåôîðìàöèè ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íå èç-
ìåíÿþùèìèñÿ â ïðåäåëàõ îáúåìà. Ïîíÿòíî, ÷òî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ∆x n λ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆K(t, x) è ∆U(t, x), ñîîòâåòñòâåííî, êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè
âûäåëåííîãî îáúåìà â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè t. Î÷å-
âèäíî, ÷òî

∆K(t, x) = ρv2(t, x)S∆x. (9.31)

Åñëè ïî ñòåðæíþ áåæèò ïîïåðå÷íàÿ âîëíà, òî, ñîãëàñíî (9.10) è
(9.13),

∆U(t, x) = Gε2(t, x)S∆x = ρvôε2(t, x)S∆x. (9.32)
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Åñëè æå áåæèò ïðîäîëüíàÿ âîëíà, òî, ñîãëàñíî (9.7) è (9.12),

∆U(t, x) = Eε2(t, x)S∆x = ρvôε2(t, x)S∆x. (9.33)

Êàê âèäèì, äëÿ îáîèõ òèïîâ âîëíû âûðàæåíèå äëÿ ∆U(t, x) îäíî è
òî æå, ñ òåì òîëüêî ðàçëè÷èåì, ÷òî â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîé âîëíû vô

åñòü ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîé âîëíû è ε — îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ
ñäâèãà, à â ñëó÷àå ïðîäîëüíîé âîëíû vô åñòü ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé
âîëíû è ε — îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η(t, x) =  è u(t, x) = , ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
óïðóãîé äåôîðìàöèè â òî÷êå x ñòåðæíÿ â ìîìåíò t. Èñïîëüçóÿ
(9.31) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (9.27), ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â áåãó-
ùåé âîëíå:

η(t, x) = ρ ω2cos2(ωt – kx). (9.34)

Èñïîëüçóÿ (9.32) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò (9.30), ïîëó-
÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè â áåãóùåé âîëíå:

u(t, x) = ρ ω2cos2(ωt – kx). (9.35)

Èç (9.34) è (9.35) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü w(t, x) ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè ðàâíà

w(t, x) = η(t, x) + u(t, x) = ρ ω2cos2(ωt – kx). (9.36)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì cos2
α = (1 +

+ cos2α), ïåðåïèøåì (9.36) â âèäå:

w(t, x) = ρ ω2[1 + cos2(2ωt – 2kx)]. (9.37)

Íà ðèñóíêå 9.10 ñèíóñîèäà 1 èçîáðàæàåò ìãíîâåííîå ðàñïðå-
äåëåíèå äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïëîò-
íîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â áåãóùåé âîëíå; òàêîâî æå ìãíîâåí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ñèíóñîèäà 2
èçîáðàæàåò ìãíîâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè â áåãóùåé âîëíå. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ïóíêòèðîì ïîêàçàíî
ìãíîâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñìåùåíèé ÷àñòèö ñðåäû. Êàê âèäèì,
ìàêñèìóìû ìãíîâåííîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðèõîäÿòñÿ íà òî÷êè
âîëíû, êîòîðûå â äàííûé ìîìåíò ñîîòâåòñòâóþò íóëåâîìó
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ñìåùåíèþ. Åñëè «âêëþ÷èòü âðåìÿ», âñÿ èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå
êàðòèíà ïîáåæèò ñëåâà ïî x-îñè ñî ñêîðîñòüþ vô.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèêà èëè òåëà íà ïðóæèíå
êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì â
ïðîòèâîôàçå (ñì. ðèñóíîê 8.14); ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèñõîäÿò âçàè-
ìîïðåâðàùåíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé ïðè ñîõðà-
íåíèè â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè êîëåáëþùåãîñÿ òå-
ëà (ñì. ï. 8.4.1). Â ñëó÷àå áåãóùåé âîëíû ìû èìååì ïðèíöèïèàëüíî
èíóþ ñèòóàöèþ. Çäåñü íå ïðîèñõîäÿò âçàèìîïðåâðàùåíèÿ êèíåòè-
÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèé â áåãóùåé âîëíå ñîâåðøàþòñÿ íå â ïðîòèâîôàçå,
à â îäèíàêîâîé ôàçå. Â êàæäîé ÷àñòèöå ñðåäû êèíåòè÷åñêàÿ è ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè îäíîâðåìåííî äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà-
÷åíèé è îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü. Îíè íå âçàèìîïðåâðà-
ùàþòñÿ, à âìåñòå ïåðåäàþòñÿ îò îäíèõ ÷àñòèö ñðåäû ê äðóãèì,
îáåñïå÷èâàÿ òåì ñàìûì ïåðåíîñ ýíåðãèè âîëíîé ïî ñðåäå.

Èç ðèñóíêà 9.10 âèäíî, ÷òî ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå <w>
ïëîòíîñòè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â áåãóùåé âîëíå ðàâíî

<w> = ρ ω2. (9.28)

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ìåñòå ñðåäû, ïî êîòîðîé áåæèò ãàðìîíè-
÷åñêàÿ âîëíà, èìååòñÿ îáóñëîâëåííàÿ ýòîé âîëíîé ìåõàíè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ïëîòíîñòüþ ρ ω2 â ñðåäíåì çà âðåìÿ .

9.2.4. Плотность потока энергии, переносимого бегущей
волной (интенсивность волны)

Èòàê, â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ âîëíà. Òàêàÿ
ñðåäà îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèåé, êîòîðàÿ ÷åðïàåòñÿ èç
èñòî÷íèêà âîëíû. Ýòà ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ âîëíîé îò èñòî÷íèêà â

Ðèñ. 9.10
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äðóãèå òî÷êè ñðåäû. Èíà÷å ãîâîðÿ, áåãóùàÿ âîëíà ïåðåíîñèò ñ ñî-
áîé ýíåðãèþ.

Êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîå âîëíîé â åäèíèöó âðåìåíè
÷åðåç íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, îðèåíòèðîâàííóþ ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, íàçûâàåòñÿ ïîòî-
êîì ýíåðãèè ÷åðåç äàííóþ ïîâåðõíîñòü. Åñëè ÷åðåç ðàññìàòðè-
âàåìóþ ïîâåðõíîñòü çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t äî ∆t ïåðåíî-
ñèòñÿ âîëíîé ýíåðãèÿ ∆W, òî ïîòîê ýíåðãèè Ô îïðåäåëÿþò
ñîîòíîøåíèåì

Ô = . (9.39)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî åñòü ñðåäíèé çà âðåìÿ ∆t ïîòîê ýíåðãèè. Ïðè
∆t º 0 ñîîòíîøåíèå (9.39) ïðåâðàùàåòñÿ â ìãíîâåííûé ïîòîê ýíåð-
ãèè â ìîìåíò t. Ïîòîê ýíåðãèè èìååò ðàçìåðíîñòü ìîùíîñòè. Â ÑÈ
åãî âûðàæàþò â âàòòàõ.

Ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò
ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè j:

j = , (9.40)

ãäå ∆Ô — ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ýëå-
ìåíò ïîâåðõíîñòè ïëîùàäüþ ∆S.
Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè — ýòî
êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîå
âîëíîé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç
åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè,
îðèåíòèðîâàííîé ïåðïåíäèêóëÿð-
íî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû. Âåëè÷èíó j ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç <w>, ò. å. ÷åðåç ñðåäíþþ
ïëîòíîñòü ýíåðãèè â áåãóùåé âîëíå. Ìûñëåííî âûäåëèì ýëåìåíò
ïëîñêîñòè ïëîùàäüþ ∆S, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê x-îñè (à çíà÷èò, è
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèþ âîëíû (ðèñ. 9.11). Çà âðåìÿ ∆t ÷åðåç âû-
äåëåííóþ ïëîùàäêó ïðîéäåò îáúåì âîëíû, ðàâíûé ∆Svô∆t, è ïå-
ðåíåñåò ñ ñîáîé ýíåðãèþ ∆W = <w>∆Svô∆t. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïî-

òîê ýíåðãèè ÷åðåç äàííóþ ïëîùàäêó åñòü  = <w>∆Svô, à ïëîò-

íîñòü ïîòîêà ýíåðãèè åñòü  = <w>vô. Òàêèì îáðàçîì,

ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîãî áåãóùåé âîëíîé, ðàâíà

j = <w>vô. (9.41)

∆W
∆t
----------

∆Φ

∆S
--------

Ðèñ. 9.11
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Åñëè âîëíà ñèíóñîèäàëüíàÿ (ãàðìîíè÷åñêàÿ), òî, ñ ó÷åòîì (9.38),

j = ρ ω2vô. (9.42)

Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîãî áåãóùåé âîëíîé, íàçûâàþò
òàêæå èíòåíñèâíîñòüþ âîëíû. Èç (9.42) âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ñðåäû, êâàäðà-
òó àìïëèòóäû âîëíû è êâàäðàòó öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû âîëíû.

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ôàçîâîé ñêîðîñòè ô ñîâïàäàåò ñ íà-
ïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ïîýòîìó ïëîòíîñòè òîêà
ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë âåêòîðíîé âåëè÷èíû:

 = ρ ω2
ô. (9.43)

Âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè âïåðâûå ââåäåí â 1874 ã. ðóñ-
ñêèì ôèçèêîì Íèêîëàåì Àëåêñååâè÷åì Óìîâûì, îñíîâàòåëåì ó÷å-
íèÿ î äâèæåíèè ýíåðãèè. Âåêòîð  íàçûâàþò âåêòîðîì Óìîâà.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (9.39) ñëåäóåò, ÷òî

 = .

Â ÑÈ åäèíèöà ïîòîêà ýíåðãèè åñòü âàòò (îáîçíà÷å-
íèå Âò); 1 Âò = 1 Äæ/ñ.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (9.40) ñëåäóåò. ÷òî

 = .

Â ÑÈ åäèíèöà ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè (èíòåíñèâ-
íîñòè âîëíû) åñòü âàòò íà êâàäðàòíûé ìåòð (îáî-
çíà÷åíèå: Âò/ì2). Òàê êàê 1 Âò = 1 Íæì/ñ, òî åäèíè-
öåé ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè â ÑÈ ÿâëÿåòñÿ òàêæå
íüþòîí â ñåêóíäó íà ìåòð.
Âàòò íà êâàäðàòíûé ìåòð — ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåð-
ãèè, ðàâíàÿ ïîòîêó ýíåðãèè 1 Âò, êîòîðûé ïåðåíîñèòñÿ
÷åðåç íîðìàëüíî îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäêó ïëî-
ùàäüþ 1 ì2.

9.3. ÑÒÎß×Àß ÂÎËÍÀ

9.3.1. Уравнение стоячей волны

Ñòîÿ÷àÿ âîëíà âîçíèêàåò ïðè ñëîæåíèè äâóõ áåãóùèõ âîëí,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ îäèíàêîâûìè ïî ìî-
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äóëþ ôàçîâûìè ñêîðîñòÿìè. Îáå âîëíû èìåþò îäèíàêîâûå àìï-
ëèòóäû ξm è îäèíàêîâûå öèêëè÷åñêèå ÷àñòîòû ω, íî ìîãóò ðàçëè-
÷àòüñÿ ïî ôàçå. Ïóñòü â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè (íàïðàâëåíèè âäîëü
x-îñè) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ áåãóùàÿ âîëíà ξïð(t, x) =
= ξmsin(ωt – kx), à â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè áåæèò âîëíà ξîá(t, x) =
= ξmsin(ωt + kx + ϕ). Çäåñü ϕ — ðàçíîñòü ôàç îáðàòíîé è ïðÿìîé
âîëí. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîëàãàåì âîëíû ïîïåðå÷íûìè (ξ-îñü ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà x-îñè). Ñòîÿ÷àÿ âîëíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå:

ξ(t, x) = ξïð(t, x) + ξîá(t, x) =

= ξmsin(ωt – kx) + ξmsin(ωt + kx + ϕ). (9.44)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

sinα + sinβ = 2sin cos

è ó÷òÿ, ÷òî cos(–α) = cosα, ïðåîáðàçóåì (9.44) ê âèäó

ξ(t, x) = 2ξmcos sin . (9.45)

Ñîîòíîøåíèå (9.45) íàçûâàþò óðàâíåíèåì ñòîÿ÷åé âîëíû.
Íà ðèñóíêå 9.12 èçîáðàæåíû ãðàôèêè îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøå-

íèåì (9.45) çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ ξ â ñòîÿ÷åé âîëíå îò ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êîîðäèíàòû äëÿ íåñêîëüêèõ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû çäåñü âûáðàíà

êîîðäèíàòà x′ = x + . Ýòî ñäåëàíî äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà-

α β+

2
-------------

α β+

2
-------------

kx ϕ

2
---

+⎝ ⎠
⎛ ⎞ ωt ϕ

2
---

+⎝ ⎠
⎛ ⎞

Ðèñ. 9.12

ϕ

2k
------



502

ôèêîâ: âåäü cos  = cos kx′. Ñèñòåìà êîîðäèíàòíûõ îñåé (ξ, x)

ïîêàçàíà íà òîì æå ðèñóíêå ïóíêòèðîì; îíà ñìåùåíà îòíîñèòåëü-

íî ñèñòåìû îñåé (ξ, x′) âïðàâî íà .

Èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå ãðàôèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìãíî-
âåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé ÷àñòèö ñðåäû â ñòîÿ÷åé âîëíå
äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè:

t1 = 

(ïðÿìàÿ 1, ñîâïàäàþùàÿ ñ êîîðäèíàòíîé îñüþ),

t2 = t1 +  =   (ñèíóñîèäà 2),

t3 = t2 +  =   (ñèíóñîèäà 3),

t4 = t3 +  =   (ñèíóñîèäà 2),

t5 = t4 +  =   (ïðÿìàÿ 1),

t6 = t5 +  =   (ñèíóñîèäà 4),

t7 = t6 +  =   (ñèíóñîèäà 5),

t8 = t7 +  =   (ñèíóñîèäà 4),

t9 = t8 +  =   (ïðÿìàÿ 1).

Â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t5, t9 ìíîæèòåëü sin â (9.45) îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü. Â ýòè ìîìåíòû ñìåùåíèÿ âñåõ ÷àñòèö ñðåäû ðàâíû
íóëþ; âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Â ìîìåí-

òû t2 è t4 sin  = , à â ìîìåíòû t6 è t8 sin  = .

Â ýòè ìîìåíòû ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå ÷àñòèö ñðåäû èç ïîëîæå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàâíî ξm. Â ìîìåíò t3 sin  = 1, à â ìî-
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ìåíò t7 sin  = –1. Â ýòè ìîìåíòû ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå

÷àñòèö ðàâíî 2ξm.

Èòàê, åñëè, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t1 = – , âûáèðàòü ïîñëåäî-

âàòåëüíî ìîìåíòû âðåìåíè íà τ/8 áîëüøå, òî â òå÷åíèå âðåìåíè,
ðàâíîãî ïåðèîäó τ, ãðàôèêè ìãíîâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ñìåùåíèÿ
áóäóò èçìåíÿòüñÿ òàê: ïðÿìàÿ 1 º ñèíóñîèäà 2 º ñèíóñîèäà 3 º
º ñèíóñîèäà 2 º ïðÿìàÿ 1 º ñèíóñîèäà 4 º ñèíóñîèäà 5 º ñè-
íóñîèäà 4 º ïðÿìàÿ 1.

Îáðàòèì âíèìàíèå: íà x′-îñè îáíàðóæèâàþòñÿ òî÷êè, â
êîòîðûõ ñìåùåíèå ÷àñòèö ðàâíî íóëþ âî âñå ìîìåíòû

âðåìåíè; ýòè ÷àñòèöû ñðåäû âñå âðåìÿ ïîêîÿòñÿ â ïîëîæåíèÿõ
ðàâíîâåñèÿ. Òàêèå òî÷êè íà x′-îñè íàçûâàþò óçëàìè ñòîÿ÷åé âîë-

íû; íà ðèñóíêå 9.12 óçëû èìåþò êîîðäèíàòû: x′ = , , . Ýòó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî, î÷åâèäíî, ïðîäîëæèòü: , , … .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî k =  è ÷òî x = x′ –  = x – , ïîëó÷èì ñëå-

äóþùóþ ôîðìóëó äëÿ x-êîîðäèíàò óçëîâ:

xóçë = (2n – 1) –    (n — öåëûå ÷èñëà). (9.46)

(Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà cos  = 0.)

Íà x′-îñè èìåþòñÿ òî÷êè, ãäå ÷àñòèöû ñðåäû ñîâåðøàþò êîëå-
áàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé, ðàâíîé 2ξm. Òàêèå òî÷êè íà-
çûâàþò ïó÷íîñòÿìè ñòîÿ÷åé âîëíû. Ïó÷íîñòè èìåþò ñëåäóþùèå

êîîðäèíàòû íà x′-îñè: 0, , , , … . Ïîëîæåíèÿ ïó÷íîñòåé íà

x-îñè îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé:

xïó÷ = 2n –    (n — öåëûå ÷èñëà). (9.47)

(Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

cos  = ä1.) Ðàññòîÿíèå êàê ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè, òàê è

ìåæäó ñîñåäíèìè ïó÷íîñòÿìè ðàâíî . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè

óçëîì è ïó÷íîñòüþ ðàâíî .
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9.3.2. Отражение с потерей полуволны
и без потери полуволны

Êàê íà ïðàêòèêå îáðàçóåòñÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà?

Áåãóùàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿÿñü ïî êàêîìó-ëèáî òåëó
(íàïðèìåð, ïî ìåòàëëè÷åñêîìó ñòåðæíþ, ðåçèíîâîìó øíóðó, ñòîë-
áó âîçäóõà â òðóáå), äîñòèãàåò ãðàíèöû òåëà (êîíöà ñòåðæíÿ, øíó-
ðà, òðóáû) è îòðàæàåòñÿ íàçàä. Îòðàæåííàÿ âîëíà, ñêëàäûâàÿñü
ñ èñõîäíîé âîëíîé, êàê ðàç è ñîçäàåò â òåëå ñòîÿ÷óþ âîëíó. Ïî-
ãëîùåíèåì â ñðåäå èñõîäíîé è îòðàæåííîé âîëí â äàííîì ñëó÷àå
ïðåíåáðåãàåì.

Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ óñëîâèé îòðàæåíèÿ âîçíèêàåò
òîò èëè èíîé ñäâèã ïî ôàçå ϕ ìåæäó îòðàæåííîé è èñõîäíûìè âîë-
íàìè. Ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: 1) ñäâèã ïî ôàçå ϕ = π
(â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îòðàæåíèå ïðîèñõîäèò ñ ïîòåðåé
ïîëóâîëíû) è 2) ñäâèã ïî ôàçå íå ïðîèñõîäèò, ò. å. ϕ = 0 (â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò îá îòðàæåíèè áåç ïîòåðè ïîëóâîëíû èëè, òî÷íåå,
áåç èçìåíåíèÿ ôàçû âîëíû).

Ñëó÷àé 1 íàáëþäàåòñÿ ïðè îòðàæåíèè îò çàêðåïëåííîãî êîíöà
ñòåðæíÿ èëè øíóðà, îò çàêðûòîãî êîíöà òðóáû, à ñëó÷àé 2 — ïðè
îòðàæåíèè îò ñâîáîäíîãî êîíöà ñòåðæíÿ èëè øíóðà, îò îòêðûòîãî
êîíöà òðóáû.

Óðàâíåíèå ñòîÿ÷åé âîëíû â ñëó÷àå îòðàæåíèÿ ñ ïîòåðåé ïîëó-
âîëíû ïîëó÷àåì èç (9.45), ïîëîæèâ òàì ϕ = π. Îíî èìååò âèä:

ξ(t, x) = 2ξmsinkxæcosωt. (9.48)

Ïîëîæåíèÿ óçëîâ ñòîÿ÷åé âîëíû íà x-îñè íàõîäèì èç (9.46) ïðè
ϕ = π:

xóçë = 2n  (n — öåëûå ÷èñëà). (9.49)

Ïîëîæåíèÿ ïó÷íîñòåé íàõîäèì èç (9.47) ïðè ϕ = π:

xïó÷ = (2n – 1)  (n — öåëûå ÷èñëà). (9.50)

Óðàâíåíèå ñòîÿ÷åé âîëíû â ñëó÷àå îòðàæåíèÿ áåç èçìåíåíèÿ
ôàçû ïîëó÷àåì èç (9.45), ïîëîæèâ òàì ϕ = 0:

ξ(t, x) = 2ξmcoskx sinωt. (9.51)

Ïîëîæåíèÿ óçëîâ è ïó÷íîñòåé ñòîÿ÷åé âîëíû íàõîäèì, ñîîòâåò-
ñòâåííî, èç (9.46) è (9.47) ïðè ϕ = 0:

xóçë = (2n – 1)  (n — öåëûå ÷èñëà). (9.52)

xïó÷ = 2n  (n — öåëûå ÷èñëà). (9.53)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ñëó÷àÿ ñ ïîòåðåé ïîëó-
âîëíû ê ñëó÷àþ áåç èçìåíåíèÿ ôàçû óçëû è ïó÷íîñòè ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè.

9.3.3. Мгновенные распределения скоростей частиц
и относительной деформации среды в стоячей волне

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîïåðå÷íóþ ñòîÿ÷óþ âîëíó, îáðàçóþ-
ùóþñÿ ïðè îòðàæåíèè áåç ïîòåðè ïîëóâîëíû. Óðàâíåíèå òàêîé
ñòîÿ÷åé âîëíû îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (9.51), îïðåäåëÿþùèì
ñìåùåíèå ÷àñòèö ξ(t, x) â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x êîîðäèíàò-
íîé îñè, ïî êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ èñõîäíàÿ è îòðàæåííàÿ áå-
ãóùèå âîëíû. Çíàÿ ξ(t, x), íåòðóäíî íàéòè ñêîðîñòü v(t, x) ÷àñòèö
ñðåäû è îòíîñèòåëüíóþ äåôîðìàöèþ ε(t, x) ñðåäû. Â ï. 9.2.2 áûëî
ïîêàçàíî, êàê ïåðåéòè îò ξ(t, x) ê v(t, x) è ê ε(t, x) â ñëó÷àå áåãó-
ùåé âîëíû. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïèòü è â ñëó÷àå
ñòîÿ÷åé âîëíû.

Èñïîëüçóÿ äëÿ ξ(t, x) ñîîòíîøåíèå (9.51), ïðåäñòàâèì:

v(t, x) =  =

= 2ξmcoskx  = 2ξmcoskx cosωt;

ε(t, x) =  =

= 2ξmsinωt  = –2ξmk sinωt sinkx.

Èòàê,

v(t, x) = 2ξmcoskx cosωt, (9.54)

ε(t, x) = –2ξmksinkx sinωt. (9.55)

Âûáåðåì äåâÿòü ìîìåíòîâ âðåìåíè:

t1 = 0, t2 = , t3 = ,

t4 = , t5 = , t6 = ,

t7 = , t8 = , t9 = τ.

Íà ðèñóíêå 9.13, à ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòü ñìåùå-
íèÿ ξ îò x-êîîðäèíàòû äëÿ óêàçàííûõ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ
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âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâóþùèå äåâÿòü ãðàôèêîâ ïîìå÷åíû öèôðàìè 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Ïðè èõ ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå
(9.51). Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ãðàôèêè (íàïðèìåð, 1, 5, 9) ñîâïà-
äàþò. Íà ðèñóíêå 9.13, á ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòü
ñêîðîñòè ÷àñòèö ñðåäû v îò x-êîîðäèíàòû äëÿ òåõ æå äåâÿòè ôèê-
ñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè; ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè îáîçíà-
÷åíû, êàê íà ðèñóíêå 9.13, à öèôðàìè îò 1 äî 9. Ïðè ïîñòðîåíèè
ýòèõ ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå (9.54). Íàêîíåö, íà ðè-
ñóíêå 9.13, â ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé
äåôîðìàöèè ñðåäû ε îò x-êîîðäèíàòû äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü
äåâÿòè ìîìåíòîâ âðåìåíè; ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïðîíóìåðî-
âàíû îò 1 äî 9. Ïðè èõ ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå
(9.55).

Òîëñòûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ìãíîâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñìå-
ùåíèé, ñêîðîñòåé ÷àñòèö, îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé â ìîìåíò
âðåìåíè t1 = 0 (ýòè ãðàôèêè îáîçíà÷åíû öèôðîé 1). Â ìîìåíò t1 = 0
ñêîðîñòè ÷àñòèö ñðåäû â ïó÷íîñòÿõ ñòîÿ÷åé âîëíû îêàçûâàþòñÿ
ìàêñèìàëüíî áîëüøèìè (îíè ðàâíû 2ξmω), à ñìåùåíèÿ è îòíîñè-
òåëüíûå äåôîðìàöèè âåçäå ïî x-îñè ðàâíû íóëþ. Ñïëîøíûìè, íî
ìåíåå òîëñòûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ìãíîâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðèñ. 9.13

à)

á)

â)
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ñìåùåíèé, ñêîðîñòåé ÷àñòèö, îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé â ìîìåíò

âðåìåíè t2 =  (ýòè ãðàôèêè îáîçíà÷åíû öèôðîé 2). Òîëñòûìè

ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ìãíîâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñìå-
ùåíèé, ñêîðîñòåé ÷àñòèö, îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé â ìîìåíò

âðåìåíè t3 =  (ãðàôèêè, îáîçíà÷åííûå öèôðîé 3). Â ýòîò ìîìåíò

ñêîðîñòü âåçäå ïî x-îñè ðàâíà íóëþ, ñìåùåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ìàê-
ñèìàëüíî áîëüøèìè (ðàâíûìè 2ξm) â ïó÷íîñòÿõ, à îòíîñèòåëüíûå
äåôîðìàöèè îêàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíî áîëüøèìè (ðàâíûìè 2ξmk)
â óçëàõ ñòîÿ÷åé âîëíû.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â óçëàõ ñòîÿ÷åé âîëíû
ñêîðîñòü ÷àñòèö âñåãäà ðàâíà íóëþ, à â ïó÷íîñòÿõ

ñòîÿ÷åé âîëíû âñåãäà ðàâíà íóëþ îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ.
Ýòî õîðîøî âèäíî íà ãðàôèêàõ íà ðèñóíêå 9.13.

Примечание

Тот факт. что в узлах стоячей волны скорость частиц среды равна нулю,

отнюдь не означает, что в узлах молекулы среды покоятся. Уместно напом�

нить сделанные в п. 9.1.1 замечания о том, что мы отвлекаемся от молекуляр�

ного строения среды и рассматриваем ее как сплошную среду, обладаю�

щую определенной плотностью и определенными упругими свойствами.

В узлах стоячей волны равна нулю не скорость молекул, а скорость частиц

среды, совершающих вынужденные колебания. Объем «частицы среды»,

хоть и мал, однако вмещает в себя весьма большое число молекул.

9.3.4. Плотность энергии в стоячей волне

Ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (η(t, x) è u(t, x)
ñîîòâåòñòâåííî) â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x ñðåäû, â êîòîðîé ñî-
âåðøàåòñÿ âîëíîâîå äâèæåíèå, îïèñûâàþòñÿ, ñîãëàñíî (9.31) —
(9.33), ôîðìóëàìè:

η(t, x) = ρv2(t, x), (9.56)

u(t, x) = ρvô
2ε2(t, x). (9.57)

Åñëè ðå÷ü èäåò î áåãóùåé âîëíå, òî ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â (9.56) è
(9.57) âûðàæåíèÿ (9.27) è (9.29), ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ñòîÿ÷åé
âîëíû, îáðàçóþùåéñÿ ïðè îòðàæåíèè áåç ïîòåðè ïîëóâîëíû, íàäî
ïîäñòàâèòü â (9.56) âûðàæåíèå (9.54), à â (9.57) — âûðàæåíèå
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(9.55). Â ðåçóëüòàòå íàéäåì ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñ-
òèö ñðåäû â ñòîÿ÷åé âîëíå:

η(t, x) = ρ ω2cos2kxæcos2ωt (9.58)

è ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè:

u(t, x) = ρ k2sin2kxæsin2ωt,

èëè, ñ ó÷åòîì (9.26),

u(t, x) = ρ ω2sin2kxæsin2ωt. (9.59)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (9.58) è (9.59) ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ ïî-
ïåðå÷íîé, òàê è äëÿ ïðîäîëüíîé ñòîÿ÷åé âîëíû.

Èç (9.58) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êàõ ñðåäû, ãäå coskx = 0, ïëîòíîñòü
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè η ðàâíà íóëþ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, à èç
(9.59) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êàõ ñðåäû, ãäå sinkx = 0, âñåãäà ðàâíà íó-
ëþ ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè u. Åñëè coskx = 0, òî kx =

= (2n – 1), ò. å. x = (2n – 1) (n — öåëûå ÷èñëà); ýòè òî÷êè x

ôèêñèðóþò ïîëîæåíèÿ íà x-îñè óçëîâ ñòîÿ÷åé âîëíû (ñì. (9.52)).

Åñëè sinkx = 0, òî kx = πn, ò. å. x = (2n – 1); ýòè òî÷êè x ôèê-

ñèðóþò ïîëîæåíèÿ íà x-îñè ïó÷íîñòåé ñòîÿ÷åé âîëíû (ñì. (9.53)).
Òàêèì îáðàçîì, âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè â óçëàõ ñòîÿ÷åé âîëíû
ðàâíà íóëþ ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, à â ïó÷íîñòÿõ
âñåãäà ðàâíà íóëþ ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Â ñëó÷àå
áåãóùåé âîëíû ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé
ïåðåìåùàþòñÿ ïî ñðåäå ñî ñêîðîñòüþ vô.

×òî ïðîèñõîäèò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñ ïëîòíîñòÿìè êèíå-
òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé â ñòîÿ÷åé âîëíå?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàþò ðèñóíêè 9.14 è 9.15. Íà ðèñóíêå
9.14 ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòè η è u îò ïðîñòðàíñò-
âåííîé êîîðäèíàòû äëÿ òðåõ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè:

t1 = 0 (ïîçèöèÿ à), t2 =  (ïîçèöèÿ á), t3 =  (ïîçèöèÿ â), à íà

ðèñóíêå 9.15 — çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè w îò
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû äëÿ òðåõ óêàçàííûõ ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè (w = η + u). Ñïëîøíûå âåðòèêàëè íà îáîèõ ðèñóíêàõ ôèê-
ñèðóþò ïîëîæåíèÿ ïó÷íîñòåé ñòîÿ÷åé âîëíû, à ïóíêòèðíûå — åå
óçëîâ.
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Ãðàôèêè íà ðèñóíêàõ ïîñòðîåíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøå-
íèé:

η(t, x) = ρ ω2cos2 ωt (1 + cos2kx), (9.60)

u(t, x) = ρ ω2sin2 ωt (1 – cos2kx), (9.61)

êîòîðûå ñëåäóþò, ñîîòâåòñòâåííî, èç (9.58) è (9.59), åñëè âîñïîëü-

çîâàòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè òîæäåñòâàìè cos2α = (1 + cos2x)

è sin2α = (1 – cos2x).

Ðèñ. 9.14
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Â ìîìåíò t1 = 0 èìååì cos2 ωt1 = 1 è sin2 ωt1 = 0. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîëó÷àåì èç (9.60) è (9.61):

(9.62)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ìîìåíò t1 = 0 ïëîòíîñòü u ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè âåçäå ïî x-îñè ðàâíà íóëþ; ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â ýòîò
ìîìåíò ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëåíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ÷àñòèö
ñðåäû, êîòîðàÿ ñîñðåäîòî÷åíà â îñíîâíîì âáëèçè ïó÷íîñòåé ñòîÿ-
÷åé âîëíû.

Â ìîìåíò t3 =  èìååì cos2
ωt3 = cos2  = 0 è sin2

ωt3 = sin2  = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì èç (9.60) è (9.61): 

(9.63)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ìîìåíò t3 =  âåçäå ïî x-îñè ðàâíà íóëþ

ïëîòíîñòü η êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè; ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â ýòîò
ìîìåíò ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëåíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé óïðóãîé
äåôîðìàöèè, êîòîðàÿ ñîñðåäîòî÷åíà â îñíîâíîì âáëèçè ñòîÿ÷åé
âîëíû.

Â ìîìåíò t2 =  èìååì cos2ωt2 = cos2  è sin2ωt2 =

= sin2 . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì èç (9.60) è (9.61):

(9.64) 

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ìîìåíò t3 =  (ò. å. ïîñåðåäèíå ìåæäó ìî-

ìåíòàìè t1 è t3) ïîëîâèíà ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè íàõîäèòñÿ â âèäå

η = ρ ω2 (1 + cos2kx);

u = 0;

w = η + 0 = ρ ω2 (1 + cos2kx).
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u = ρ ω2 (1 – cos2kx);

w = 0 + u = ρ ω2 (1 – cos2kx).

1
4
---

ξm
2

1
4
---

ξm
2

τ

4
---

τ

8
---

π

4
---

1
2
---

=

π

4
---

1
2
---

=

η = ρ ω2 (1 + cos2kx); 

u = ρ ω2 (1 – cos2kx);

w = η + u = ρ ω2.
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êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ñîñðåäîòî÷åíà âáëèçè ïó÷íîñòåé, à ïîëî-
âèíà íàõîäèòñÿ â âèäå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ñîñðåäîòî÷åíà
âáëèçè óçëîâ ñòîÿ÷åé âîëíû.

Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî â òå÷åíèå ÷åòâåðòè ïåðèîäà τ
âñÿ ýíåðãèÿ â ñòîÿ÷åé âîëíå ïåðåõîäèò èç îáëàñòåé ïó÷íîñòåé â
îáëàñòè óçëîâ, ïðåâðàùàÿñü ïðè ýòîì èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â
ïîòåíöèàëüíóþ, èëè ïåðåõîäèò èç îáëàñòåé óçëîâ â îáëàñòè ïó÷-
íîñòåé, ïðåâðàùàÿñü ïðè ýòîì èç ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â êèíå-
òè÷åñêóþ. Âñå ýòî ïîõîæå íà âçàèìîïðåâðàùåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé
è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé â êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå, íàïðèìåð, â ìà-
ÿòíèêå. Òàì òàêæå â òå÷åíèå ÷åòâåðòè ïåðèîäà êîëåáàíèé ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà, îòêëîíåííîãî îò ðàâíîâåñíîãî ïîëî-
æåíèÿ, ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ â òå÷åíèå
ñëåäóþùåé ÷åòâåðòè ïåðèîäà ïðåâðàùàåòñÿ ñíîâà â ïîòåíöèàëü-
íóþ.

Ïî ñóùåñòâó, ñòîÿ÷àÿ âîëíà íå ÿâëÿåòñÿ âîëíîâûì äâèæåíèåì,
õîòÿ è ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ äâóõ âîëí, áåãóùèõ íà-
âñòðå÷ó äðóã äðóãó. Â ñòîÿ÷åé âîëíå â ñòåðæíå (ñòðóíå, øíóðå,
ñòîëáå âîçäóõà â òðóáå) íå ñîâåðøàåòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè âäîëü
ñòåðæíÿ, à ïðîèñõîäèò ïåðèîäè÷åñêàÿ ìèãðàöèÿ ýíåðãèè îò óçëîâ
ê ïó÷íîñòÿì è îò ïó÷íîñòåé ê óçëàì, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ ïðå-
âðàùåíèåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â êèíåòè÷åñêóþ è êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè â ïîòåíöèàëüíóþ, ñîîòâåòñòâåííî. Âðåìÿ ìèãðàöèè

ýíåðãèè îò óçëîâ ê ïó÷íîñòÿì (èëè îò ïó÷íîñòåé ê óçëàì) ðàâíî .

Ìîæíî ñêàçàòü òàêæå, ÷òî â ñòîÿ÷åé âîëíå ñîâåðøàåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìåæäó óçëàìè è
ïó÷íîñòÿìè, ñîïðîâîæäàþùååñÿ âçàèìîïðåâðàùåíèÿìè êèíåòè-
÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé.

9.3.5. Колебания упругих тел как стоячие волны

Äî ñèõ ïîð ìû íå èíòåðåñîâàëèñü ðàçìåðàìè ñðåäû, â êîòî-
ðîé ñîâåðøàåòñÿ âîëíîâîå äâèæåíèå. Êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñòîÿ÷èå âîëíû, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýòè ðàçìåðû. Âîçüìåì äëÿ
ïðèìåðà ñòåðæåíü äëèíîé l. Âîëíà, áåãóùàÿ ïî ñòåðæíþ ñëåâà
íàïðàâî, îòðàæàåòñÿ îò åãî ïðàâîãî êîíöà è áåæèò â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè. Ýòà îáðàòíàÿ âîëíà îòðàæàåòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
îò ëåâîãî êîíöà ñòåðæíÿ. Â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ âîëí, îòðàæåí-
íûõ îò êîíöîâ ñòåðæíÿ, äîëæíà âîçíèêíóòü ñòîÿ÷àÿ âîëíà. Îä-
íàêî îíà âîçíèêàåò îòíþäü íå âñåãäà, à òîëüêî òîãäà, êîãäà äëè-
íà λ áåãóùåé âîëíû è äëèíà l ñòåðæíÿ îêàçûâàþòñÿ â îïðåäå-
ëåííîì ñîîòíîøåíèè. Åãî âèä çàâèñèò îò óñëîâèé îòðàæåíèÿ
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âîëíû íà êîíöàõ ñòåðæíÿ (èõ íàçûâàþò êðàåâûìè óñëîâèÿìè).
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñ ë ó ÷ à é 1. Êîíöû ñòåðæíÿ çàêðåïëåíû. Â ýòîì ñëó÷àå êîíöû
ñòåðæíÿ äîëæíû ÿâëÿòüñÿ óçëàìè ñòîÿ÷åé âîëíû. Òàê êàê ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè ðàâíî , òî, ñëåäîâàòåëüíî, äîë-

æíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

n = l, ãäå n = 1, 2, 3, … . (9.65)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

λ = vôτ = , (9.66)

ïåðåïèøåì (9.62) â âèäå:

ω = n, ãäå n = 1, 2, 3, ... . (9.67)

Èòàê, ñòîÿ÷èå âîëíû, âîçíèêàþùèå â ñòåðæíå äëèíîé l ñ çàêðåïëåí-
íûìè êîíöàìè, ìîãóò èìåòü òîëüêî òàêèå öèêëè÷åñêèå ÷àñòîòû ω,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (9.67).

Ñ ë ó ÷ à é 2. Çàêðåïëåí òîëüêî îäèí êîíåö ñòåðæíÿ. Çàêðåï-
ëåííûé êîíåö ñòåðæíÿ äîëæåí áûòü óçëîì ñòîÿ÷åé âîëíû, à ñâî-
áîäíûé êîíåö — ïó÷íîñòüþ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïó÷íîñòüþ è ñî-

ñåäíèì óçëîì ðàâíî , à ìåæäó äàííîé ïó÷íîñòüþ è ïîñëåäóþ-

ùèìè óçëàìè îíî ðàâíî, ñîîòâåòñòâåííî,  + ,  + 2 ,  + 3 ,

 + 4 , … , èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, (1 + 2), (1 + 4), (1 + 6), ... .

Òàêèì îáðàçîì, îáðàçîâàíèå ñòîÿ÷åé âîëíû â ñòåðæíå äëèíîé l ñ
îäíèì çàêðåïëåííûì êîíöîì âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(1 + 2m) = l, ãäå m = 0, 1, 2, 3, ... Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

(2n – 1) = l, ãäå n = 1, 2, 3, … , (9.68)

èëè, ñ ó÷åòîì (9.66), â âèäå

ω = (2n – 1), ãäå n = 1, 2, 3, … . (9.69)

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ñòîÿ÷àÿ âîëíà, â ñóùíîñòè, âîëíîé íå
ÿâëÿåòñÿ, à èìèòèðóåò êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. Äåéñòâèòåëüíî,
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÷àñòîòû ñòîÿ÷èõ âîëí, âîçíèêàþùèõ â ñòåðæíå (èëè èíîì òåëå),
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé äàííîãî ñòåðæíÿ.
Íà ðèñóíêå 9.16, à—â, ïðåäñòàâëåíû ïîïåðå÷íûå ñòîÿ÷èå âîëíû â
ñòåðæíå ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè. Îíè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-
íûì ñâîáîäíûì êîëåáàíèÿì ñòåðæíÿ — ïåðâîé ãàðìîíèêå, èëè îñ-
íîâíîìó òîíó (ïîçèöèÿ à), âòîðîé ãàðìîíèêå, èëè ïåðâîìó îáåðòîíó
(ïîçèöèÿ á), òðåòüåé ãàðìîíèêå, èëè âòîðîìó îáåðòîíó (ïîçèöèÿ â).
Íà ðèñóíêå 9.17, à—â ïðåäñòàâëåíû ïîïåðå÷íûå ñòîÿ÷èå âîëíû â
ñòåðæíå ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì. Îíè òàêæå ñîîòâåòñòâóþò
ðàçëè÷íûì ñâîáîäíûì êîëåáàíèÿì ñòåðæíÿ — ïåðâîé, âòîðîé,
òðåòüåé ãàðìîíèêàì.

9.4. ÈÍÒÅÐÔÅÐÅÍÖÈß ÂÎËÍ

9.4.1. Принцип суперпозиции
и явление интерференции волн

Ïóñòü ïî ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî äâå âîëíû 1
è 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1(t, ) âåêòîð ñìåùåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû â

òî÷êå  â ìîìåíò t ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïî ñðåäå âîëíû 1 â îò-

ñóòñòâèå âîëíû 2, à ÷åðåç 2(t, ) — âåêòîð ñìåùåíèÿ ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè âîëíû 2 â îòñóòñòâèå âîëíû 1. Êàê ïîêàçûâàåò
îïûò, ïðè íàëè÷èè îáåèõ âîëí âåêòîð ñìåùåíèÿ  (t, ) áóäåò ðà-

âåí âåêòîðíîé ñóììå 1 + 2:

(t, ) = 1(t, ) + 2(t, ). (9.70)

Ðèñ. 9.16
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Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî, îêàçàâøèñü âìåñòå â äàííîé ñðåäå, îáå âîëíû
ïðîñòî íàêëàäûâàþòñÿ îäíà íà äðóãóþ, íå èñêàæàÿ äðóã äðóãà.
Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñóùíîñòü ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè äëÿ âîë-
íîâîãî äâèæåíèÿ. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû óæå ïîëüçîâàëèñü
ýòèì ïðèíöèïîì, ðàññìàòðèâàÿ íàëîæåíèå äðóã íà äðóãà ïðÿìîé
è îáðàòíîé (îòðàæåííîé) ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, ïðèâîäÿ-
ùåå ê îáðàçîâàíèþ ñòîÿ÷åé âîëíû.

Â ñïðàâåäëèâîñòè ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ëåãêî óáåäèòüñÿ,
âñïîìíèâ, ÷òî ðàçëè÷íûå çâóêîâûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â
âîçäóõå, íè÷óòü íå èñêàæàÿ äðóã äðóãà. Åñëè áðîñèòü â âîäó äâà
êàìíÿ, òî ìîæíî íàáëþäàòü, êàê äâå îáðàçîâàâøèåñÿ êîëüöåâûå
âîëíû ñâîáîäíî ïðîõîäÿò îäíà ñêâîçü äðóãóþ.

Ôàêòè÷åñêè íà ñóùåñòâîâàíèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè äëÿ âîëíîâîãî
äâèæåíèÿ óêàçàë â XV ñòîëåòèè çíàìåíèòûé èòàëüÿíñêèé ó÷åíûé è õóäîæ-
íèê Ëåîíàðäî äà Âèí÷è. Â åãî ðóêîïèñÿõ, îáúåäèíåííûõ ïîä îáùèì íàçâà-
íèåì «Àòëàíòè÷åñêèé Êîäåêñ», åñòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå» «Åñëè òû áðî-
ñèøü îäíîâðåìåííî äâà êàìåøêà íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà
íà íåïîäâèæíóþ ïîâåðõíîñòü âîäû, òî óâèäèøü, êàê âîêðóã êàæäîãî èç íèõ
âîçíèêíóò äâà íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ìíîæåñòâà êðóãîâ, êîòîðûå, âû-
ðàñòàÿ, íàêîíåö âñòðåòÿòñÿ, ïîòîì âîéäóò îäíî â äðóãîå, ïåðåñåêàÿñü äðóã
ñ äðóãîì è âñåãäà ñîõðàíÿÿ â êà÷åñòâå ñâîåãî öåíòðà òå ìåñòà, êóäà êàìíè

óäàðèëèñü...»

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âîëíû 1 è 2, îäíîâðåìåííî ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèåñÿ ïî ñðåäå, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâè-
ÿì: 1) îíè èìåþò îäíó è òó æå öèêëè÷åñêóþ ÷àñòîòó ω; 2) îíè èìåþò

ïîñòîÿííóþ âî âðåìåíè ðàçíîñòü ôàç ϕ( ) â êàæäîé òî÷êå ïðî-

ñòðàíñòâà; 3) âåêòîðû ñìåùåíèÿ 1 è 2 â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-

ñòâà ëèáî ïàðàëëåëüíû, ëèáî àíòèïàðàëëåëüíû, òàê ÷òî âåêòîð-
íàÿ ñóììà (9.70) ïðåîáðàçóåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêóþ. Òàêèå âîëíû,
ðàâíî êàê è ñîçäàþùèå èõ èñòî÷íèêè, íàçûâàþò êîãåðåíòíûìè (îò
ëàòèíñêîãî ñëîâà cohaesus, îçíà÷àþùåãî «ñâÿçàííûé, ñöåïëåí-
íûé»).

Ïðè íàëîæåíèè äðóã íà äðóãà äâóõ èëè áîëåå êîãåðåíòíûõ
âîëí âîçíèêàåò îïðåäåëåííîå, íå èçìåíÿþùååñÿ ñî âðåìåíåì ðàñ-
ïðåäåëåíèå â îáúåìå ñðåäû àìïëèòóä ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáàíèé
÷àñòèö ñðåäû. Êîíêðåòíåå ãîâîðÿ, âíóòðè îáúåìà ñðåäû, ïî êîòî-
ðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ êîãåðåíòíûå âîëíû, âîçíèêàåò óñòîé÷èâàÿ
(íå ìåíÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè) êàðòèíà èç ÷åðåäóþùèõñÿ ïîâåðõíî-
ñòåé ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé êîëåáàíèé è ñ ìàëîé èëè äàæå íóëå-

rº

ξ
º

ξ
º



515

âîé àìïëèòóäîé êîëåáàíèé. Ýòó êàðòèíó íàçûâàþò èíòåðôåðåí-
öèîííîé êàðòèíîé è ãîâîðÿò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ
èíòåðôåðåíöèÿ âîëí.

Èòàê, èíòåðôåðåíöèÿ âîëí åñòü ñëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå
äâóõ èëè áîëåå âîëí, ïðè êîòîðîì îáðàçóåòñÿ ïîñòîÿííîå âî
âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáàíèé
â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò
èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíîé. Îíà íàáëþäàåòñÿ, êîãäà ñêëàäûâà-
þòñÿ êîãåðåíòíûå âîëíû.

Åñëè ξ1m è ξ2m — àìïëèòóäû äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ñ îäè-

íàêîâîé ÷àñòîòîé, à ϕ( ) — ðàçíîñòü ôàç ýòèõ âîëí â òî÷êå , òî

àìïëèòóäà ξm( ) ðåçóëüòèðóþùåãî êîëåáàíèÿ ÷àñòèö â òî÷êå 

ðàâíà

ξm( ) = . (9.71)

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê âíóòðè îáúåìà ñðåäû, äëÿ êîòîðîé

cosϕ( ) = 1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïîâåðõíîñòåé ñ ìàêñèìàëü-
íîé ðåçóëüòèðóþùåé àìïëèòóäîé, ðàâíîé, ñîãëàñíî (9.71),

ξmax = ξ1m + ξ2m. (9.72)

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ cosϕ( ) = –1, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íàáîð ïîâåðõíîñòåé ñ ìèíèìàëüíîé ðåçóëüòèðóþùåé
àìïëèòóäîé, ðàâíîé

ξmin = |ξ1m – ξ2m|. (9.73)

(Ïðè ξ1m = ξ2m èìååì ξmin = 0; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü îá

óçëîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.)
Èíòåðôåðåíöèÿ ïðèñóùà âîëíîâûì ïðîöåññàì ëþáîé ïðè-

ðîäû. Îáíàðóæåíèå â òîì èëè èíîì ýêñïåðèìåíòå èíòåðôåðåí-
öèîííîé êàðòèíû óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ âîëíî-
âûì ïðîöåññîì. Êîðî÷å ãîâîðÿ, èíòåðôåðåíöèè áåç âîëí íå áû-
âàåò.

Îòìåòèì, ÷òî îòíþäü íå îáÿçàòåëüíî èìåòü äâà íåçàâèñèìûõ
êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêà, ÷òîáû íàáëþäàòü óñòîé÷èâóþ èíòåðôåðåí-
öèîííóþ êàðòèíó. Âòîðóþ âîëíó, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü êîãåðåíò-
íà ñ èñõîäíîé âîëíîé, ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿ èñ-
õîäíîé âîëíû îò ãðàíèöû ñðåäû. Â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñêëàäûâàòü-
ñÿ ïàäàþùàÿ è îòðàæåííàÿ âîëíû, à äëÿ íèõ îòìå÷åííûå ðàíåå
òðè óñëîâèÿ êîãåðåíòíîñòè âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
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ðàññìîòðåííîå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå îá-
ðàçîâàíèå ñòîÿ÷åé âîëíû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëó÷àåâ èíòåðôåðåí-
öèè âîëí. Îí ïîçâîëÿåò íàì ïîíÿòü, êàê âñëåäñòâèå èíòåðôåðåí-
öèè ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ñêëàäûâàþùèõñÿ äðóã
ñ äðóãîì âîëí â ïðîñòðàíñòâå ñðåäû, ïî êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþò-
ñÿ ýòè âîëíû.

Èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ñëîæåíèè ïà-
äàþùåé è îòðàæåííîé ïëîñêèõ âîëí, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åðåäî-
âàíèå ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïó÷íîñòè ñòîÿ÷åé âîëíû, è ïëîñ-
êîñòåé, ñîäåðæàùèõ åå óçëû. Ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû è ðàâ-

íîîòñòîÿò îäíà îò äðóãîé íà ðàññòîÿíèå ; ýòî åñòü

ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïó÷íîñòüþ è óçëîì. Ïëîñêîñòè ñ
ïó÷íîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ñ ìàêñèìàëüíîé ðåçóëüòè-
ðóþùåé àìïëèòóäîé, ðàâíîé 2ξm, à ïëîñêîñòè ñ óçëàìè ÿâëÿþòñÿ
ïîâåðõíîñòÿìè ñ íóëåâîé ðåçóëüòèðóþùåé àìïëèòóäîé.

Ñòîÿ÷àÿ âîëíà — ÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåðôåðåíöèè âîëí. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ìîãóò èíòåðôåðèðîâàòü êîãåðåíòíûå âîëíû, íàïðàâ-
ëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîòîðûõ îáðàçóþò äðóã ñ äðóãîì ïðîèç-
âîëüíûé óãîë, îòëè÷àþùèéñÿ îò 180°. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû
âîëíû áûëè ïîïåðå÷íûìè, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì äðóã ê äðóãó, òðåòüå
óñëîâèå êîãåðåíòíîñòè çàâåäîìî íå âûïîëíÿåòñÿ.

9.4.2. Интерференция от двух точечных источников:
условия интерференционных максимумов

и минимумов

Ðàññìîòðèì èíòåðôåðåíöèþ âîëí îò äâóõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íè-
êîâ O1 è O2, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè d îäèí îò äðóãîãî. Áó-
äåì ïîëàãàòü, ïðîñòîòû ðàäè, ÷òî èñòî÷íèêè êîëåáëþòñÿ ñèíôàçíî

(ãðåáíè âîëí âûõîäÿò èç èñòî÷íèêîâ îäíî-
âðåìåííî). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó íà-
áëþäåíèÿ P (ðèñ. 9.18) è íàéäåì óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ â ýòîé òî÷êå ðåàëèçóåòñÿ ìàê-
ñèìóì ëèáî ìèíèìóì íà èíòåðôåðåíöèîí-
íîé êàðòèíå, ñîçäàâàåìîé èñòî÷íèêàìè O1
è O2.

Ïîñêîëüêó èñòî÷íèêè êîëåáëþòñÿ ñèí-
ôàçíî, òî ðàçíîñòü ôàç ϕ âîëí, ïðèõîäÿùèõ
â òî÷êó P èç O1 è O2, îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
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ðàçíîñòüþ ∆l ðàññòîÿíèé îò èñòî÷íèêîâ âîëí äî ýòîé òî÷êè. Âåëè-
÷èíó ∆l = l1 – l2 íàçûâàþò ðàçíîñòüþ õîäà èíòåðôåðèðóþùèõ
âîëí. Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ðàçíîñòüþ õîäà ∆l ðàç-
íîñòü ôàç ϕ âîëí åñòü

ϕ = . (9.74)

Èñõîäÿ èç (9.71), çàêëþ÷àåì, ÷òî â òî÷êå P ðåàëèçóåòñÿ èíòåð-
ôåðåíöèîííûé ìàêñèìóì (ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà ðåçóëüòèðóþ-
ùèõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñðåäû), åñëè îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (9.74)
ðàçíîñòü ôàç ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: cos ϕ = 1, ò. å. åñëè

ϕ = πn, ãäå n — öåëûå ÷èñëà. (1*)

Ïîäñòàâèâ (1*) â (9.74), ïîëó÷èì óñëîâèå èíòåðôåðåíöèîííûõ
ìàêñèìóìîâ:

∆l = λn (n — öåëûå ÷èñëà). (9.75)

Èòàê, àìïëèòóäà ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñðåäû â
äàííîé òî÷êå ìàêñèìàëüíà, åñëè ðàçíîñòü õîäà âîëí, âîçáóæ-
äàþùèõ êîëåáàíèÿ â ýòîé òî÷êå, ðàâíà öåëîìó ÷èñëó äëèí âîëí.
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ãðåáíè îáåèõ âîëí ïðèõîäÿò â òî÷-
êó P îäíîâðåìåííî (òî æå ìîæíî ñêàçàòü î âïàäèíàõ âîëí); ïîýòî-
ìó è âîçíèêàåò èíòåðôåðåíöèîííûé ìàêñèìóì.

Åñëè ðàçíîñòü ôàç óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: cos ϕ = –1, ò. å. åñëè

ϕ = (2n – 1) (n — öåëûå ÷èñëà), (2*)

òî â òî÷êå P ðåàëèçóåòñÿ èíòåðôåðåíöèîííûé ìèíèìóì. Èñïîëüçóÿ
(2*) è (9.74), íàõîäèì óñëîâèå èíòåðôåðåíöèîííûõ ìèíèìóìîâ:

∆l = (2n – 1) (n — öåëûå ÷èñëà). (9.76)

Èòàê, àìïëèòóäà ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ñðåäû â
äàííîé òî÷êå ìèíèìàëüíà, åñëè ðàçíîñòü õîäà âîëí, âîçáóæäàþ-
ùèõ êîëåáàíèÿ â ýòîé òî÷êå, ðàâíà íå÷åòíîìó ÷èñëó ïîëóâîëí.
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ â òî÷êó P ïðèõîäÿò îäíîâðåìåííî
ãðåáåíü îäíîé âîëíû è âïàäèíà äðóãîé, ò. å. èíòåðôåðèðóþùèå
âîëíû ïðèõîäÿò â ïðîòèâîôàçå; ïîýòîìó è âîçíèêàåò èíòåðôåðåí-
öèîííûé ìèíèìóì.

Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèÿ (9.75) è (9.76) ïîëó÷åíû ïðè ñîâïàäå-
íèè ôàç êîëåáàíèé èñòî÷íèêîâ âîëí. Åñëè æå èñòî÷íèê O1 êîëåá-
ëåòñÿ ñ îòñòàâàíèåì ïî ôàçå ϕ0 ïî îòíîøåíèþ ê èñòî÷íèêó O2, òî
â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ϕ = 2π∆l/λ ñëåäîâàëî áû èñïîëüçîâàòü â
(9.71) ðàçíîñòü ôàç

ϕ = ϕ0 + . (9.77)
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9.4.3. Интерференция от двух точечных источников:
интерференционная картина как совокупность

гиперболоидов вращения

×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîâåðõíîñòè ñ èíòåðôåðåíöèîí-
íûìè ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè, îáðàçóþùèå â ñâîåé

ñîâîêóïíîñòè èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó îò äâóõ òî÷å÷íûõ èñ-
òî÷íèêîâ?

Îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, áóäåì ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàòü, ÷òî èñ-
òî÷íèêè êîëåáëþòñÿ îäíîôàçíî.

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî îäíà èç ïîâåðõíîñòåé ñ
èíòåðôåðåíöèîííûìè ìàêñèìóìàìè åñòü ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ ê îòðåçêó O1O2 è äåëÿùàÿ åãî ïîïîëàì. Îáîçíà÷èì åå ÷å-
ðåç S0. Îïÿòü-òàêè èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè çàêëþ÷àåì, ÷òî îñ-
òàëüíûå ïîâåðõíîñòè ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé ðåçóëüòèðóþ-
ùèõ êîëåáàíèé, à òàêæå ïîâåðõíîñòè ñ ìèíèìàëüíîé àìïëèòóäîé
ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè âðàùåíèÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç O1 è O2. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå òî÷êè íàáëþäåíèÿ
íàõîäÿòñÿ âìåñòå ñ èñòî÷íèêàìè âîëí O1 è O2 â ïëîñêîñòè ðèñóí-
êà, ò. å. ðàññìîòðèì ñå÷åíèå îáúåìíîé èíòåðôåðåíöèîííîé êàð-
òèíû ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà. Âûÿñíèì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü ëèíèè
ñ èíòåðôåðåíöèîííûìè ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå ñîáîé ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåé ïëîñêîñòüþ
ðèñóíêà.

Êàæäàÿ èç óêàçàííûõ ëèíèé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì
òî÷åê â ïëîñêîñòè ðèñóíêà, äëÿ êîòîðûõ ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿ-
íèé îò èñòî÷íèêîâ O1 è O2 åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Îíà ðàâíà
èëè öåëîìó ÷èñëó äëèí âîëí (äëÿ ëèíèé ñ èíòåðôåðåíöèîííûìè
ìàêñèìóìàìè), èëè íå÷åòíîìó ÷èñëó ïîëóâîëí (äëÿ ëèíèé ñ èíòåð-

ôåðåíöèîííûìè ìèíèìóìàìè). Ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ èìååò îäíî è
òî æå çíà÷åíèå ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé
îò äâóõ çàäàííûõ òî÷åê, åñòü ãèïåðáîëà, ôî-
êóñàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýòè çàäàííûå òî÷-
êè. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè ñ èíòåðôåðåíöè-
îííûìè ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ãèïåðáîëû, ôîêóñàìè
êîòîðûõ ñëóæàò èñòî÷íèêè âîëí O1 è O2.

Íà ðèñóíêå 9.19 èçîáðàæåíà îäíà èç
ãèïåðáîë. Îíà èìååò äâå âåòâè, çåðêàëü-
íî ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
MN (ýòà ïðÿìàÿ åñòü ñå÷åíèå ïëîñêîñòè

?

Ðèñ. 9.19
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S0 ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà). Ïðÿìûå 1 è 2 — àñèìïòîòû äàí-
íîé ãèïåðáîëû. Óãîë α, îáðàçóåìûé àñèìïòîòàìè ñ ïðÿìîé
O1O2, çàâèñèò îò ∆l — ìîäóëÿ ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò ôîêó-
ñîâ O1 è O2 ãèïåðáîëû äî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé íà ãèïåð-
áîëå òî÷êè P:

cosα = , (9.78)

ãäå α — ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè O1 è O2. Âåòâè ãèïåðáîëû
ïåðåñåêàþò îòðåçîê O1O2 íà ðàññòîÿíèè s îò áëèæàéøåãî ôîêóñà,
ðàâíîì

s = (α – ∆l). (9.79)

Ðàâåíñòâî (9.79) î÷åâèäíî, åñëè ó÷åñòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
ãèïåðáîëû, α = (s + ∆l) + s.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (9.78). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê O1PO2, ïîëàãàÿ

O1P = l + ∆l è O2P = l è îáîçíà÷èâ ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè O1P è O1O2

(ñì. ðèñóíîê 9.19). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà O1PO2

è çàïèøåì

l2 = (l + ∆l)2 + d2 – 2(l + ∆l)d cosϕ. (1*)

Îòñþäà íàõîäèì. ÷òî 2(l + ∆l)d cosϕ = 2l∆l + (∆l)2 + d2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

cosϕ = . (2*)

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ãëÿäÿ íà ðèñóíîê 9.19, ÷òî cosα = .

Íàéòè ïðåäåë  íåòðóäíî, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ðàçäåëèòü íà 2l ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2*):

cosϕ = . (3*)

Õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3*) â ïðåäåëå ïðè l º ×

ïðåâðàùàåòñÿ â . Èòàê, cos α =  = , ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

∆l
d
------

1
2
---

2l∆l ∆l( )
2 d2

+ +

2 l ∆l+( )d
--------------------------------------------

ϕcos
l ∞→

lim

ϕcos
l ∞→

lim

∆l ∆l( )2 d2
+

2l
--------------------------

+

1 ∆l
2l
------

+⎝ ⎠
⎛ ⎞ d

--------------------------------------

∆l
d
------

ϕcos
l ∞→

lim ∆l
d
------
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Îáðàùàÿñü ê ãèïåðáîëàì, ïðåäñòàâëÿþùèì ëèíèè ñ èíòåðôå-
ðåíöèîííûìè ìàêñèìóìàìè, íóæíî â (9.78) è (9.79) ïîëîæèòü
∆l = λ, 2λ, 3λ... Êîëè÷åñòâî òàêèõ ãèïåðáîë îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâîì

∆l < d. (4*)

Ðàññìàòðèâàÿ ãèïåðáîëû, ÿâëÿþùèåñÿ ëèíèÿìè ñ èíòåðôåðåíöè-

îííûìè ìèíèìóìàìè, íàäî â (9.78) è (9.79) ïîëîæèòü ∆l = , 3 ,

5 ... è ó÷åñòü (4*).

Ïîñòðîèì èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó-
÷àÿ, êîãäà ñèíôàçíî êîëåáëþòñÿ äâà òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêà, ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó êîòîðûìè

d = λ. (5*)

Ó÷èòûâàÿ (4*), çàêëþ÷àåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èíòåðôåðåíöèîí-
íàÿ êàðòèíà äîëæíà ñîäåðæàòü äâå ãèïåðáîëû ñ èíòåðôåðåíöèîí-
íûìè ìàêñèìóìàìè (ñ ∆l = λ è ∆l = 2λ; îáîçíà÷èì ýòè ãèïåðáîëû
÷åðåç 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî) è äâå ãèïåðáîëû ñ èíòåðôåðåíöèîí-

íûìè ìèíèìóìàìè (ñ ∆l =  è ∆l = 3  — ãèïåðáîëû 3 è 4, ñîîò-

âåòñòâåííî). Èñïîëüçóÿ (5*) è ñîîòíîøåíèÿ (9.78) è (9.79), íàõîäèì
ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ãèïåðáîë 1, 2, 3, 4:

Ïîëó÷åííûå äàííûå ïîçâîëÿþò èçîáðàçèòü èñêîìóþ èíòåðôå-
ðåíöèîííóþ êàðòèíó (ðèñ. 9.20). Ëèíèè ñ èíòåðôåðåíöèîííûìè
ìàêñèìóìàìè — ïðÿìàÿ MN è ãèïåðáîëû 1 è 2. Ëèíèè ñ èíòåð-
ôåðåíöèîííûìè ìèíèìóìàìè — ãèïåðáîëû 3 è 4 ïîêàçàíû ïóíê-

s1 = (d – λ) = d, cosα1 = , α1 = 66° 25′;

s2 = (d – 2λ) = d, cosα2 = , α2 = 36° 50′;

s3 = = d, cosα3 = , α3 = 78° 30′;

s4 = = d, cosα4 = , α4 = 53° 10′.

λ

2
---

λ

2
---

λ

2
---

5
2
---

λ

2
---

λ

2
---

1
2
---

3
10
------

λ

d
---

2
5
---

=

1
2
---

1
10
------

2λ
d
------

4
5
---

=

1
2
---

d λ

2
---

−
⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

5
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λ

2d
-------

1
5
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=

1
2
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d 3λ
2
------

−
⎝ ⎠
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5
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3
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òèðîì è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O1 è O2. Ñïëîøíûìè îêðóæ-
íîñòÿìè ïîêàçàíû ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà âîëíîâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðåáíÿì ñôåðè÷åñêèõ âîëí îò èñòî÷íèêîâ
O1 è O2, à ïóíêòèðíûìè — ñå÷åíèÿ âîëíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âïàäèíàì âîëí îò èñòî÷íèêîâ.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ ñïëîøíûõ îê-
ðóæíîñòåé äðóã ñ äðóãîì, êàê è ïåðåñå÷åíèÿ äðóã ñ äðó-

ãîì ïóíêòèðíûõ îêðóæíîñòåé, ïîïàäàþò íà ëèíèè ñ èíòåðôåðåí-
öèîííûìè ìàêñèìóìàìè, à ïåðåñå÷åíèÿ ñïëîøíûõ è ïóíêòèðíûõ
îêðóæíîñòåé ïîïàäàþò íà ëèíèè ñ èíòåðôåðåíöèîííûìè ìèíèìó-
ìàìè.

×òîáû ïîëó÷èòü îáúåìíóþ èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó, íàäî
ìûñëåííî âðàùàòü èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 9.20 êàðòèíó ëèíèé
âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O1 è O2. Ïðè ýòîì àñèìïòîòû ãè-
ïåðáîë îñòàâÿò â ïðîñòðàíñòâå ñëåä â âèäå êîíè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé, à ñàìè ãèïåðáîëû îñòàâÿò ñëåä â âèäå äâóïîëîñòíûõ ãèïåð-
áîëîèäîâ âðàùåíèÿ. Â öåëîì èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà îò äâóõ
òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ áóäåò ñîñòîÿòü â äàííîì ñëó÷àå èç ïëîñêîñòè
S0, ÷åòûðåõ äâóïîëîñíûõ ãèïåðáîëîèäîâ âðàùåíèÿ è ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ôîêóñû ãèïåðáîëîèäîâ.

Ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê âûãëÿäèò äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëî-
èä âðàùåíèÿ, äàåò ðèñóíîê 9.21, à. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìûñëåííî

Ðèñ. 9.20

!
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âðàùàòü ãèïåðáîëó íå âîêðóã ïðÿìîé O1O2, à âîêðóã ïðÿìîé MN,
òî ìû ïîëó÷èëè áû ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåìóþ îäíîïîëîñòíûì ãè-
ïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ (ðèñ. 9.21, á).

9.4.4. Фигуры Хладни

Ðàññìàòðèâàâøèåñÿ â § 9.3 ñòîÿ÷èå âîëíû îáðàçóþòñÿ ïðè èíòåð-
ôåðåíöèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âäîëü

îäíîãî è òîãî æå íàïðàâëåíèÿ. Ñòîÿ÷èå âîëíû ìîãóò âîçíèêàòü òàêæå ïðè èí-
òåðôåðåíöèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ â ïëîñêîñòè
(íàïðèìåð, âîëí âíóòðè ìåòàëëè÷åñêîé ïëîñêîé ïëàñòèíêè). Ñóùåñòâóåò íà-
ãëÿäíûé è êðàñèâûé ñïîñîá íàáëþäåíèÿ ñòîÿ÷èõ âîëí â ïëîñêèõ ïëàñòèíêàõ;
åãî ïðåäëîæèë â 1787 ãîäó íåìåöêèé ôèçèê Ýðíñò Õëàäíè.

Íà ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííóþ è çàêðåïëåííóþ
â êàêîé-ëèáî òî÷êå (íàïðèìåð, â öåíòðå) êâàäðàòíóþ ìå-
òàëëè÷åñêóþ èëè ñòåêëÿííóþ ïëàñòèíêó íàñûïàþò ìåëêèé
ñóõîé ïåñîê è âîçáóæäàþò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ (à çíà-
÷èò, è ïîïåðå÷íûå âîëíû) â ïëàñòèíêå, ïðîâîäÿ ñìû÷êîì
ñêðèïêè ïî åå ðåáðó â òîì èëè èíîì ìåñòå (ðèñ. 9.22). Íà-
ñûïàííûé íà ïëàñòèíêó ïåñîê ñáðàñûâàåòñÿ ñ òåõ ó÷àñò-
êîâ, êîòîðûå êîëåáëþòñÿ ñ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé àìïëè-
òóäîé, è ñîáèðàþòñÿ íà ó÷àñòêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëî-
âûì ëèíèÿì èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû. Ýòè ëèíèè
îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûå ôèãóðû Õëàäíè. Âèä ôèãóð çà-
âèñèò îò ôîðìû ïëàñòèíêè (âìåñòî êâàäðàòíîé ìîæíî

âçÿòü êðóãëóþ èëè èíóþ ïëàñòèíêó), ïîëîæåíèÿ çàêðåïëåííîé òî÷êè, ìåñòà, â
êàêîì ñìû÷îê ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ðåáðîì ïëàñòèíêè, à òàêæå îò òîãî, â êàêèõ
òî÷êàõ ïëàñòèíêè íà íåå íàäàâÿò ïàëüöàìè.

Íà ðèñóíêå 9.23, à, á ïðèâåäåíû äëÿ ïðèìåðà äâå ôèãóðû Õëàäíè. Â îáîèõ
ïðèìåðàõ èñïîëüçîâàëàñü êâàäðàòíàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà, çàêðåïëåí-

Ðèñ. 9.21

à)

á)

Ðèñ. 9.22
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íàÿ â öåíòðå êâàäðàòà, à ñìû÷êîì ïðîâîäèëè ïî ðåáðó ïëàñòèíêè â òî÷êå A
(â ñåðåäèíå ñòîðîíû êâàäðàòà). Íî â ïðèìåðå à íà ïëàñòèíêó ïàëüöàìè íå
íàäàâëèâàëè, à â ïðèìåðå á äàâèëè â òî÷êàõ B è B′. Ïëþñîì îòìå÷åíû òå ïó÷-
íîñòè, ãäå ïëàñòèíêà âûãíóòà â äàííûé ìîìåíò êâåðõó, à ìèíóñîì — êíèçó.
×åðåç ÷åòâåðòü ïåðèîäà ïëàñòèíêà ñòàíåò ïëîñêîé, à åùå ÷åðåç ÷åòâåðòü ïå-
ðèîäà ïëþñû è ìèíóñû ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

9.5. ÇÂÓÊ

9.5.1. Объективные и субъективные
характеристики звука

Â øèðîêîì ñìûñëå çâóê — ýòî óïðóãèå âîëíû îòíîñèòåëüíî íå-
áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè (çâóêîâûå, èëè àêóñòè÷åñêèå âîëíû). Â óç-
êîì ñìûñëå çâóê — ÿâëåíèå, âîñïðèíèìàåìîå îðãàíàìè ñëóõà ÷åëî-
âåêà è æèâîòíûõ. Îïðåäåëÿÿ çâóêîâûå âîëíû êàê óïðóãèå âîëíû,
êîòîðûå ìîæíî ñëûøàòü, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ÷åëîâåê ñëûøèò

çâóê òîëüêî â äèàïàçîíå ÷àñòîò ν =  îò 16 Ãö äî 20 000 Ãö. Îäíàêî

ïîíÿòèå çâóêîâûõ (àêóñòè÷åñêèõ) âîëí ýòèì äèàïàçîíîì íå îãðà-
íè÷èâàåòñÿ. Íåñëûøèìûé äëÿ ÷åëîâåêà çâóê ñ ÷àñòîòîé íèæå 16 Ãö
íàçûâàþò èíôðàçâóêîì, à ñ ÷àñòîòîé âûøå 20 êÃö — óëüòðàçâó-
êîì. Âûñîêî÷àñòîòíûå óëüòðàçâóêîâûå âîëíû ñ ÷àñòîòîé áîëåå 109 Ãö
íàçûâàþò ãèïåðçâóêîì.

Ðàçëè÷àþò îáúåêòèâíûå è ñóáúåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè çâó-
êîâûõ âîëí. Ïåðâûå íå çàâèñÿò îò îñîáåííîñòåé âîñïðèÿòèÿ çâóêà
÷åëîâåêîì, à âòîðûå, íàïðîòèâ, îñíîâûâàþòñÿ íà âîñïðèÿòèè çâóêà.

Ê îáúåêòèâíûì õàðàêòåðèñòèêàì îòíîñÿòñÿ ôèçè÷åñêèå âåëè-
÷èíû, îïèñûâàþùèå ëþáîé âîëíîâîé ïðîöåññ: ÷àñòîòà çâóêà

ν =  = 

Ðèñ. 9.23

à) á)
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è ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè çâóêîâîé âîëíû (èíòåíñèâíîñòü
çâóêà) (ñì. (9.42))

j = ρ ω2vô.

Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ â âàòòàõ
íà êâàäðàòíûé ìåòð (Âò/ì2); òàêîâà æå è åäèíèöà èíòåíñèâíîñòè
çâóêà.

Âàæíîé îáúåêòèâíîé õàðàêòåðèñòèêîé çâóêà ÿâëÿåòñÿ åãî
ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ (ñïåêòð); îí ïîêàçûâàåò, èç êîëåáàíèé êà-
êèõ ÷àñòîò îáðàçîâàí äàííûé çâóê è êàê ðàñïðåäåëåíà àìïëèòóäà
çâóêîâîé âîëíû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ñîñòàâëÿþ-
ùèìè. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ — ýòî çâóê, èçäàâàåìûé ãàð-
ìîíè÷åñêè êîëåáëþùèìñÿ òåëîì; åãî íàçûâàþò ìóçûêàëüíûì
òîíîì èëè ÷èñòûì òîíîì (èëè ïðîñòî òîíîì). Íàïðèìåð, àêêîðä
õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèíåé÷àòûì ñïåêòðîì (çâóê ñîñòîèò èç íåñêîëü-
êèõ òîíîâ), à øóì èìååò ñïëîøíîé ñïåêòð.

Ê ñóáúåêòèâíûì õàðàêòåðèñòèêàì çâóêà îòíîñÿòñÿ âûñîòà òî-
íà, ãðîìêîñòü òîíà è òåìáð. Âûñîòà òîíà îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé ν.
×åì áîëüøå ν, òåì áîëüøå âûñîòà òîíà. Ãðîìêîñòü òîíà ÿâëÿåòñÿ
ñóáúåêòèâíîé îöåíêîé èíòåíñèâíîñòè äàííîãî òîíà. Êàê ïîêàçûâà-
åò îïûò, äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû â äèàïàçîíå ñëûøèìûõ çâóêîâ ñó-
ùåñòâóåò ïîðîã ñëûøèìîñòè — èíòåíñèâíîñòü çâóêà, ìåíüøå êî-
òîðîé ÷åëîâå÷åñêîå óõî íå ðåàãèðóåò íà çâóê äàííîé ÷àñòîòû. Ñó-
ùåñòâóåò òàêæå ïîðîã áîëåâûõ îùóùåíèé — èíòåíñèâíîñòü çâóêà,
âûøå êîòîðîé çâóê äàííîé ÷àñòîòû âûçûâàåò áîëü â óøàõ.

Íà ðèñóíêå 9.24 ïîêàçàíû äâå ýìïèðè÷åñêèå êðèâûå — çàâèñè-
ìîñòü îò ÷àñòîòû ïîðîãà ñëûøèìîñòè (êðèâàÿ 1) è ïîðîãà áîëåâûõ

îùóùåíèé (êðèâàÿ 2). Èç-çà âåñüìà áîëüøîãî äèàïàçîíà ðàññìàòðèâàåìûõ

1
2
---

ξm
2

Ðèñ. 9.24
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çíà÷åíèé ÷àñòîòû è èíòåíñèâíîñòè çâóêà çäåñü íà îáåèõ êîîðäèíàòíûõ îñÿõ
èñïîëüçîâàíà íå ëèíåéíàÿ, à ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïîðîãà ñëûøèìîñòè (îíî ðàâíî 10–12 Âò/ì2), êàê è íà-

èáîëüøåå çíà÷åíèå ïîðîãà áîëåâûõ îùóùåíèé (îíî ðàâíî 1 Âò/ì2), ñîîòâåò-
ñòâóþò ÷àñòîòå çâóêà îêîëî 1000 Ãö. Îáëàñòü êîîðäèíàòíîé νj-ïëîñêîñòè, îã-
ðàíè÷åííóþ êðèâûìè 1 è 2, íàçûâàþò îáëàñòüþ ñëûøèìîñòè. Â ðàçãîâîð-
íîé ðå÷è èñïîëüçóåòñÿ íåáîëüøàÿ ÷àñòü ýòîé îáëàñòè, îòìå÷åííàÿ íà ðèñóíêå
øòðèõîâêîé.

Îáðàòèì âíèìàíèå: õîòÿ çâóê, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå A (íàçîâåì åãî A-çâó-
êîì), õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòüþ, ÷åì B-çâóê, îäíàêî, ïîñêîëüêó
îí íàõîäèòñÿ íàä ïîðîãîì ñëûøèìîñòè, ÷åëîâåê åãî ñëûøèò, òîãäà êàê áîëåå
èíòåíñèâíîãî B-çâóêà ÷åëîâåê íå óñëûøèò, ïîñêîëüêó òîò íàõîäèòñÿ ïîä ïîðî-
ãîì ñëûøèìîñòè. Õîòÿ èíòåíñèâíîñòü A-çâóêà ìåíüøå èíòåíñèâíîñòè C-çâóêà,
îäíàêî A-çâóê âîñïðèíèìàåòñÿ ãðîì÷å C-çâóêà, ïîñêîëüêó áîëåå óäàëåí îò ïî-
ðîãà ñëûøèìîñòè. Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáúåêòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
«èíòåíñèâíîñòü çâóêà» è ñóáúåêòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà «ãðîìêîñòü çâóêà» ðàç-
ëè÷àþòñÿ. Èíòåíñèâíîñòü çâóêà è åå ñóáúåêòèâíàÿ îöåíêà (ãðîìêîñòü çâóêà) —
ðàçíûå ïîíÿòèÿ.

Òåìáð — ñóáúåêòèâíàÿ îöåíêà ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà çâóêà.
Íàèáîëåå ïðîñòîé çâóê — ÷èñòûé òîí; åãî ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îäíîé îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé. Áîëåå ñëîæíûå çâóêè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè (íàëîæåíèÿ) ÷èñòûõ òî-
íîâ ñ ÷àñòîòàìè ν, 2ν, 3ν, ... è àìïëèòóäàìè ξ1m, ξ2m, ξ2m, ... . ×àñ-
òîòå ν ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîé òîí, à îñòàëüíûì ÷àñòîòàì — îáåð-
òîíû. Âûñîòà è ãðîìêîñòü îñíîâíîãî òîíà îïðåäåëÿþò âûñîòó è
ãðîìêîñòü çâóêà. Îáåðòîíû æå (èõ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû) îïðåäå-
ëÿþò â ñâîåé ñîâîêóïíîñòè òåìáð çâóêà.

Çâóêè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé è èíòåíñèâ-
íîñòüþ îñíîâíîãî òîíà, ìîãóò çàìåòíî ðàçëè÷àòüñÿ ïî òåìáðó áëà-
ãîäàðÿ íàëè÷èþ íàðÿäó ñ îñíîâíûì òîíîì ðàçëè÷íûõ îáåðòîíîâ.
Èìåííî ïî òåìáðó ìû ðàçëè÷àåì, íà-
ïðèìåð, çâó÷àíèå ðîÿëÿ è êëàðíåòà.
Íà ðèñóíêå 9.25, à, á ñîïîñòàâëÿþòñÿ
âðåìåííûå ðàçâåðòêè çâóêîâûõ êîëå-
áàíèé, ñîçäàâàåìûõ ðîÿëåì (ïîçèöèÿ
à) è êëàðíåòîì (ïîçèöèÿ á) ïðè îäíîì
è òîì æå ïåðèîäå, ðàâíîì 0,01 ñ. Ôîð-
ìà êîëåáàíèé ðàçëè÷íà, ïîñêîëüêó îä-
íîâðåìåííî ñ êîëåáàíèÿìè îäèíàêîâîé
äëÿ îáîèõ èíñòðóìåíòîâ îñíîâíîé ÷àñ-
òîòû ñîâåðøàþòñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòî-
òàìè îáåðòîíîâ, àìïëèòóäû êîòîðûõ
äëÿ ðàçíûõ èíñòðóìåíòîâ ðàçëè÷íû. Ðèñ. 9.25

à)

á)
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Îòäåëüíî îòìåòèì àêêîðä — îäíîâðåìåííîå çâó÷àíèå äâóõ
èëè áîëåå ÷èñòûõ òîíîâ ñ áëèçêèìè ãðîìêîñòÿìè. Òàêîå çâó÷àíèå
ìîæåò áûòü ïðèÿòíî äëÿ ñëóõà (êîíñîäàíñ), íî ìîæåò âûçûâàòü è
íåïðèÿòíîå ñëóõîâîå îùóùåíèå (äèññîíàíñ).

9.5.2. Излучение звука и его скорость

Çàæìåì â òèñêàõ èëè ïëîòíî ïðèæìåì ê êðàþ ñòîëà æåëåç-
íóþ ëèíåéêó. Îòêëîíèâ êîíåö ëèíåéêè è çàòåì îòïóñòèâ åãî, âîç-
áóäèì êîëåáàíèÿ ëèíåéêè. Åñëè ðàññòîÿíèå îò òèñêîâ äî êîíöà ëè-
íåéêè îòíîñèòåëüíî âåëèêî, ìû íå áóäåì âîñïðèíèìàòü íà ñëóõ åå
êîëåáàíèÿ. Íî åñëè çàêðåïèòü ëèíåéêó òàê, ÷òîáû èç òèñêîâ âû-
ñòóïàë äîñòàòî÷íî êîðîòêèé êîíåö, òî ïðè âîçáóæäåíèè åãî êîëå-
áàíèé ìû óñëûøèì çâóê.

Ëåãêî ïîíÿòü, êàê ðîæäàþòñÿ â äàííîì ñëó÷àå çâóêîâûå âîë-
íû. Êîëåáëþùàÿñÿ ëèíåéêà ïåðèîäè÷åñêè ñæèìàåò ïðèëåãàþùèé
ê îäíîé èç åå ñòîðîí ñëîé âîçäóõà è îäíîâðåìåííî ñîçäàåò ðàçðå-
æåíèå ñ äðóãîé ñòîðîíû. ×åðåäóþùèåñÿ âî âðåìåíè ñæàòèÿ è ðàç-
ðåæåíèÿ âîçäóõà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â îáå ñòîðîíû â âèäå óïðóãîé
ïðîäîëüíîé âîëíû, ò. å. â âèäå çâóêîâîé âîëíû. Âîëíà äîñòèãàåò
íàøåãî óõà è âûçûâàåò ïåðèîäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ, âîç-
äåéñòâóþùèå íà íàø ñëóõîâîé àïïàðàò. Êàê òîëüêî ÷àñòîòà ν ýòèõ
êîëåáàíèé ïðåâûñèò 16 Ãö, ìû óñëûøèì íèçêèé çâóê. Ïðè óâåëè-
÷åíèè ÷àñòîòû êîëåáàíèé âîçðàñòàåò âûñîòà çâóêà. ×åì êîðî÷å êî-
ëåáëþùèéñÿ êîíåö ëèíåéêè, òåì áîëüøå ÷àñòîòà êîëåáàíèé, òåì
áîëüøå âûñîòà çâóêà.

Èñòî÷íèêè (èçëó÷àòåëè) çâóêà ìíîãîîáðàçíû. Âñïîìíèì çàâû-
âàíèå âåòðà, øóì ìîðñêîãî ïðèáîÿ, æóð÷àíèå ðó÷üÿ, øåëåñò ëèñòü-
åâ, ïåíèå ïòèö. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè èçëó÷àòåëåé çâóêà çàíèìàþò
ìóçûêàëüíûå èíñòðóìåíòû. Îíè çâó÷àò ïðè âîçáóæäåíèè â íèõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåáàíèé. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîãóò áûòü ñâî-
áîäíûå êîëåáàíèÿ, âîçáóæäàåìûå óäàðàìè (êàìåðòîí, êîëîêîë,
ðîÿëü) èëè ùèïêàìè (ãèòàðà, àðôà, ãóñëè). Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòî
ìîãóò áûòü àâòîêîëåáàíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ñìû÷êîâûõ è äó-
õîâûõ èíñòðóìåíòàõ, îðãàííûõ òðóáêàõ.

Ïîÿñíèì, êàê âîçíèêàþò àâòîêîëåáàíèÿ ñòðóíû ó ñìû÷êîâîãî
èíñòðóìåíòà, íàïðèìåð, ñêðèïêè. Ïðè äâèæåíèè âîëîñêà ñìû÷-
êà ñòðóíà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ íà÷èíàåò îòêëîíÿòü-
ñÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Êîãäà ñèëà óïðóãîñòè äåôîðìèðî-
âàííîé ñòðóíû ïðåâçîéäåò ñèëó òðåíèÿ ïîêîÿ, ñòðóíà îòîðâåòñÿ
îò âîëîñêà ñìû÷êà, îòêëîíèòñÿ â äðóãóþ ñòîðîíó îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ è â ìîìåíò íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ ñíîâà áóäåò
çàõâà÷åíà ñìû÷êîì. Òàê, äâàæäû çà ïåðèîä ñòðóíà ïîïîëíèòñÿ
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ýíåðãèåé, îáåñïå÷èâàþùåé åå êîëåáàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé àìïëè-
òóäîé.

Îáû÷íî çâóêîâûå âîëíû äîñòèãàþò íàøèõ óøåé, ðàñïðîñòðà-
íÿÿñü ïî âîçäóõó. Îäíàêî çâóê õîðîøî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàêæå
â âîäå è â òâåðäûõ òåëàõ. Ìíîãèå îáèòàòåëè ìîðñêèõ ãëóáèí îá-
ùàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ïîñðåäñòâîì çâóêîâûõ âîëí. Õîðîøî ïðî-
âîäèò çâóê çåìëÿ. Â ïðèêëþ÷åí÷åñêèõ ðîìàíàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü,
êàê ãåðîé ïðèêëàäûâàåò óõî ê çåìëå è óëàâëèâàåò òîïîò êîïûò
ïðèáëèæàþùåãîñÿ ïðîòèâíèêà. Â ãëàâå 10 ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì çâóêîâûõ âîëí äëÿ «ïðîñëóøèâàíèÿ» çåìíûõ
íåäð.

Ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà
ïðè 0 °Ñ 331 ì/ñ (ýòî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (9.14),
åñëè ó÷åñòü, ÷òî ìîäóëü îáúåìíîé óïðóãîñòè âîçäóõà ðàâåí
1,42æ105 Ïà). Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ òåìïåðàòóðû âîçäóõà ñêî-
ðîñòü çâóêà ëèíåéíî ðàñòåò, óâåëè÷èâàÿñü íà 0,6 ì/ñ ñ êàæäûì
ãðàäóñîì. Ïðè òåìïåðàòóðå, íàïðèìåð, 400 °Ñ ñêîðîñòü çâóêà â
âîçäóõå ðàâíà 520 ì/ñ.

Â âîäå ñêîðîñòü çâóêà çàìåòíî áîëüøå, ÷åì â âîçäóõå. Òàê, ïðè
òåìïåðàòóðå 20 °Ñ îíà ñîñòàâëÿåò 1480 ì/ñ (ìîäóëü îáúåìíîé óï-
ðóãîñòè âîäû ðàâåí 2,2æ109 Ïà). Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû
âîçäóõà äî 100 °Ñ ñêîðîñòü çâóêà óâåëè÷èâàåòñÿ äî 1540 ì/ñ.

Â ìåòàëëàõ è ñïëàâàõ ñêîðîñòü çâóêà åùå áîëüøå. Òàê, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (9.12) ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé çâóêîâîé âîëíû
ðàâíà 3340 ì/ñ â ìåäè, 5090 ì/ñ â àëþìèíèè, 5000 ì/ñ â ñòàëè.
Ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ çâóêîâûõ âîëí ïðèìåðíî â 1,5 ðàçà ìåíüøå,
÷åì ïðîäîëüíûõ.

Ìîæíî íà ïðîñòîì îïûòå óáåäèòüñÿ, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà â
òâåðäîì òåëå áîëüøå, ÷åì â âîçäóõå. Åñëè ïðèëîæèòü óõî ê êîíöó
ðåëüñà è ïîïðîñèòü ïðèÿòåëÿ ðåçêî óäàðèòü ÷åì-íèáóäü òÿæåëûì
ïî äðóãîìó êîíöó ýòîãî ðåëüñà, òî ìû óñëûøèì äâà óäàðà. Ñíà-
÷àëà çâóê ïðèäåò ê íàì ïî ðåëüñó, à çàòåì ïî âîçäóõó.

9.5.3. Акустический резонанс

×òîáû óâåëè÷èòü èíòåíñèâíîñòü çâóêà, ïðîèçâîäèìîãî êàêèì-
ëèáî èñòî÷íèêîì, ïðèìåíÿþò îáúåìíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû,
íàñòðîåííûå â ðåçîíàíñ ñ èñòî÷íèêîì çâóêà (òàê íàçûâàåìûå îáú-
åìíûå ðåçîíàòîðû).

Åñëè óäàðèòü ìîëîòî÷êîì ïî âèëêå êàìåðòîíà, äåðæà åå â ðó-
êå, âîçíèêíåò îòíîñèòåëüíî íåãðîìêèé çâóê. Çàêðåïèì êàìåðòîí
íà êðûøêå äåðåâÿííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ÿùèêà ñ îäíèì îòêðûòûì
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êîíöîì, ïðîñëåäèâ, ÷òîáû äëèíà ÿùèêà è, ñîîò-
âåòñòâåííî, âîçäóøíîãî ñòîëáà âíóòðè íåãî ðàâíÿ-
ëàñü ÷åòâåðòè äëèíû çâóêîâîé âîëíû, èçëó÷àåìîé
êàìåðòîíîì (ðèñ. 9.26). Òàêîé ÿùèê îêàçûâàåòñÿ
íàñòðîåííûì íà ÷àñòîòó êàìåðòîíà. Âîçíèêàþ-
ùèå â íåì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ âîçäóøíîãî
ñòîëáà íàõîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå ñî ñâîáîäíûìè êî-
ëåáàíèÿìè âèëêè êàìåðòîíà è ïîýòîìó èõ àìïëè-
òóäà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò — íàñòóïàåò àêóñ-
òè÷åñêèé ðåçîíàíñ, è ìû ñëûøèì äîñòàòî÷íî
ãðîìêèé çâóê.

Ñòðóíà, íàòÿíóòàÿ, íàïðèìåð, ìåæäó äâóìÿ
ñòåíàìè, çâó÷èò íåãðîìêî. Åå êîëåáàíèÿ íå â ñî-

ñòîÿíèè ïîðîäèòü èíòåíñèâíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñæàòèÿ è ðàçðÿæå-
íèÿ â îêðóæàþùåì âîçäóõå. Îäíàêî åñëè ýòó ñòðóíó íàòÿíóòü íà
ðåçîíèðóþùèé ÿùèê (à åùå ëó÷øå íà êîðïóñ ñêðèïêè èëè ãèòà-
ðû), òî áëàãîäàðÿ àêóñòè÷åñêîìó ðåçîíàíñó âîçíèêíåò äîñòàòî÷íî
ãðîìêèé çâóê. Ýòîò çâóê èçëó÷àåò íå ñàìà ñòðóíà, à äåêà è ñòîëá
âîçäóõà ïîä íåé, íàñòðîåííûå â ðåçîíàíñ ñ òîíîì, êîòîðûé èçäàåò
ñòðóíà.

Ïîíÿòíî, ÷òî äåêà è ñòîëá âîçäóõà äîëæíû ðåçîíèðîâàòü íà
êîëåáàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò, âîçáóæäàåìûõ ñòðóíîé âî âðåìÿ ðà-
áîòû ñêðèïà÷à èëè ãèòàðèñòà. Èìåííî ïîýòîìó êîðïóñû-ðåçîíàòî-
ðû ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ èìåþò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ôîðìó,
èçãîòàâëèâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíî ïîäáèðàåìûõ ïî-
ðîä äåðåâüåâ è ïîäâåðãàþòñÿ òùàòåëüíîé îáðàáîòêå.

9.5.4. Затухание плоской звуковой волны

Çâóêîâàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿÿñü ïî ñðåäå, ïîñòåïåííî çàòó-
õàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò èñòî÷íèêà çâóêà. Çàòóõàíèå ïëîñêîé
çâóêîâîé âîëíû îáóñëîâëåíî äâóìÿ ïðè÷èíàìè: ïîãëîùåíèåì
çâóêà, ïðîèñõîäÿùèì â ðåçóëüòàòå ïðåâðàùåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè âîëíû âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñðåäû, è ðàññåÿíèåì çâó-
êà íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåíñèâ-
íîñòü j ïëîñêîé çâóêîâîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî x-îñè,
óìåíüøàåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì x îò èñòî÷íèêà çâóêà ïî ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó çàêîíó:

j(x) = j(0)e–2αx. (9.80)

Çäåñü j(0) — èíòåíñèâíîñòü çâóêà ïðè x = 0 (â òî÷êå, ãäå íàõîäèò-
ñÿ èñòî÷íèê çâóêà), α — òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò çàòóõà-
íèÿ çâóêà, e = 2,71828 — îñíîâàíèå íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ.

Ðèñ. 9.26
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×åì áîëüøå êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ α, òåì áûñòðåå çàòóõàåò

ñ ðàññòîÿíèåì çâóê. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç x0 âåëè÷èíó , âûðàæåíèå

(9.80) çàïèøåì â âèäå j(x0) = j(0)æ . Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà

x0 = (9.81)

åñòü ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà çâóêà, íà êîòîðîì åãî íà÷àëüíàÿ èí-
òåíñèâíîñòü óìåíüøèëàñü â e d 2,7 ðàçà.

Áóäåì, äëÿ ïðîñòîòû, ó÷èòûâàòü òîëüêî ïîãëîùåíèå çâóêà, ò. å.
ïîëàãàòü, ÷òî åãî çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò ïðåâðàùå-
íèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè âîëíû âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñðåäû
(ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò íåêîòîðîå íàãðåâàíèå ñðåäû). Îäíàêî íå áó-
äåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ÿâëåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ò. å. ïå-
ðåíîñà ýíåðãèè èç áîëåå íàãðåòûõ îáëàñòíîé ñðåäû â ìåíåå íàãðå-
òûå. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ çâóêà α ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí ñîîòíîøåíèåì:

α = η, (9.82)

ãäå ρ — ïëîòíîñòü ñðåäû, η — êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ.
Íàëè÷èå ó ëþáîé ðåàëüíîé ñðåäû âíóòðåííåãî òðåíèÿ (âÿçêîñòè) —
ïðèíöèïèàëüíûé ôàêòîð, îáóñëàâëèâàþùèé ïðåâðàùåíèå ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè âîëíû âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñðåäû.

Ñîïîñòàâèì êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ çâóêà äëÿ âîçäóõà è âîäû.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ó âîçäóõà ïðè 20 °Ñ êîýôôèöèåíò âíóòðåí-
íåãî òðåíèÿ â 60 ðàç ìåíüøå, ÷åì ó âîäû. Îäíàêî íàäî ó÷åñòü òàê-
æå, ÷òî ïëîòíîñòü âîçäóõà è ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå ñóùåñòâåííî
ìåíüøå ýòèõ âåëè÷èí äëÿ âîäû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (è îïûò
ýòî ïîäòâåðæäàåò), ÷òî çâóê çàòóõàåò ñ ðàññòîÿíèåì çíà÷èòåëü-
íî áûñòðåå â âîçäóõå, íåæåëè â âîäå.

Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà êâàäðàò öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû ω2

â ñîîòíîøåíèè (9.82). Çàòóõàíèå çâóêà ñ ðàññòîÿíèåì ïðîèñõîäèò
òåì áûñòðåå, ÷åì áîëüøå ÷àñòîòà çâóêîâîé âîëíû. Çâóêè, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ ñóïåðïîçèöèåé ìíîãèõ ãàðìîíèê (íàïðèìåð, ãðîì âî
âðåìÿ ãðîçû), áóäó÷è ðåçêèìè è äîñòàòî÷íî âûñîêèìè âáëèçè èñ-
òî÷íèêà çâóêà, ñòàíîâÿòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåãî áîëåå ãëóõè-
ìè è íèçêèìè âñëåäñòâèå îòíîñèòåëüíî áûñòðîãî çàòóõàíèÿ çâóêî-
âûõ âîëí âûñîêèõ ÷àñòîò.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9.82), îöåíèì, âî ñêîëüêî ðàç êîýôôèöèåíò çà-
òóõàíèÿ çâóêà α â âîäå ìåíüøå, ÷åì â âîçäóõå ïðè 20 °Ñ. Ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ âîçäóõîì, âîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ â 5 ðàç áîëüøåé ñêîðîñòüþ çâóêà vô,
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â 830 ðàç áîëüøåé ïëîòíîñòüþ ρ, â 60 ðàç áîëüøåé âÿçêîñòüþ η. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ â âîäå äîëæåí áûòü â 125æ830/60 d 1700 ðàç ìåíü-
øå, ÷åì â âîçäóõå. Òàê îíî è åñòü. Îäíàêî îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî åñëè çâóê õî-
ðîøî ñëûøåí â âîçäóõå íà ðàññòîÿíèè 100 ì, òî îí áóäåò òàê æå õîðîøî ñëû-
øåí â âîäå íà ðàññòîÿíèè 170 êì?

Íåò, íå îçíà÷àåò. Äåëî â òîì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí çàòóõàíèÿ
çâóêà ñ ðàññòîÿíèåì îïèñûâàåò çàòóõàíèå çâóêà ïîëíîñòüþ ëèøü â ñëó÷àå
ïëîñêîé, ò. å. íåðàñõîäÿùåéñÿ çâóêîâîé âîëíû. Åñëè æå âîëíà ÿâëÿåòñÿ, íà-
ïðèìåð, ñôåðè÷åñêîé (èëè áëèçêà ê òàêîâîé), òî íóæíî ïðèíèìàòü âî âíèìà-
íèå åùå îäíó ïðè÷èíó çàòóõàíèÿ çâóêà — ðàñõîæäåíèå âîëíû, ò. å. òîò ôàêò,
÷òî ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò èñòî÷íèêà ïîòîê èçëó÷àåìîé çâóêîâîé ýíåðãèè Ô
äîëæåí ðàñïðåäåëÿòüñÿ ïî óâåëè÷èâàþùåéñÿ ñ ðàññòîÿíèåì âîëíîâîé ïî-
âåðõíîñòè (åå ïëîùàäü ðàâíà 4πr2, ãäå r — ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà çâóêà).
Ýòî, åñòåñòâåííî, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïëîòíîñòè ïîòîêà, ò. å. èíòåíñèâ-
íîñòè çâóêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α = 0, ò. å. íåò íè ïîãëîùåíèÿ, íè ðàññåÿíèÿ çâóêà.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîòîê ýíåðãèè çâóêîâîé âîëíû Ô(r0) íà ðàññòîÿíèè r0 âáëèçè îò

òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà áóäåò ðàâåí ïîòîêó ýíåðãèè Ô(r) íà ñêîëü óãîäíî óäàëåí-
íîì îò èñòî÷íèêà ðàññòîÿíèè r. Òàê êàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.40), Ô(r0) =

= 4π j(r0) è Ô(r) = 4πr2j(r), òî èç ðàâåíñòâà Ô(r) = Ô(r0) ñëåäóåò, ÷òî

j(r) = j(r0) . (9.83)

Èòàê, â îòñóòñòâèå ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ çàòóõàíèå çâóêà îò òî÷å÷íîãî

èñòî÷íèêà äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïî çàêîíó j(r) f . Åñëè, ê òîìó æå, åñòü ïî-

ãëîùåíèå è ðàññåÿíèå, òî çàòóõàíèå çâóêà ñ ðàññòîÿíèåì áóäåò ïðîèñõîäèòü
ïî çàêîíó:

j(r) f e–2αr. (9.84)

Êîãäà ìû ñðàâíèâàåì çàòóõàíèå çâóêà â âîçäóõå è â âîäå, íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü îáà ìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (9.84). Ïî ñðàâíåíèþ ñ âîç-
äóõîì, ìíîæèòåëü e–2αr â âîäå ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì, íî åñòü åùå

ìíîæèòåëü , è îí «íå ïîçâîëèò» çâóêîâîé âîëíå ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â âîäå íà

ðàññòîÿíèå â ñîòíè êèëîìåòðîâ îò èñòî÷íèêà çâóêà.

9.5.5. Ультразвук и инфразвук

Óëüòðàçâóê (çâóêîâûå âîëíû ñ ÷àñòîòîé ν j 20 êÃö) ÷åëîâå-
÷åñêèì óõîì íå âîñïðèíèìàåòñÿ. Îäíàêî ëåòó÷èå ìûøè è äåëüôè-
íû óëàâëèâàþò óëüòðàçâóê, êîòîðûé ñàìè æå è èçëó÷àþò. Îíè èñ-
ïîëüçóþò åãî äëÿ îðèåíòèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è îïðåäåëåíèÿ
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ïîëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ. Ïîäðîáíåå ìû ïîãîâîðèì îá ýòîì
â ï. 9.5.6.

Îñíîâíûå èñêóññòâåííûå èçëó÷àòåëè óëüòðàçâóêà ðàáîòàþò,
èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ìåõà-
íè÷åñêèå (ìàãíèòîñòðèêöèîííûå è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå èçëó-
÷àòåëè), à â ïðèåìíèêàõ óëüòðàçâóêà ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîýòîìó îáñóæäåíèå ãåíåðàöèè è ïðèåìà óëüò-
ðàçâóêîâûõ âîëí äîëæíî áûòü îòëîæåíî äî òîãî, êàê áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ çà-
ìå÷àíèÿìè, êàñàþùèìèñÿ îñîáåííîñòåé óëüòðàçâóêà è åãî ïðè-
ìåíåíèé.

Óëüòðàçâóêîâûå âîëíû õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ îñîáåííîñòÿìè:
1) îíè ìîãóò îáëàäàòü çíà÷èòåëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ, ïîñêîëüêó
èíòåíñèâíîñòü çâóêà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó åãî ÷àñòîòû.
Èñïîëüçóåìàÿ â òåõíèêå èíòåíñèâíîñòü óëüòðàçâóêà äîñòèãàåò
(105—106) Âò/ì2; 2) óëüòðàçâóêîâûå âîëíû ñïîñîáíû ôîðìèðîâàòü
íàïðàâëåííîå èçëó÷åíèå, ïîäîáíîå ñâåòîâîìó ëó÷ó, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìà-

ëîñòüþ äëèíû âîëíû óëüòðàçâóêà. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå λ = ,

íàõîäèì, ÷òî äëèíû âîëí óëüòðàçâóêà ñ ÷àñòîòàìè â äèàïàçîíå
ν = (105—107) Ãö ñîñòàâëÿþò λ = (0,33—0,0033) ñì â âîçäóõå è
λ = (1,5—0,015) ñì â âîäå. Ìàëàÿ äëèíà óëüòðàçâóêîâûõ âîëí ïî-
çâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàòü èõ ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòî-
äàìè ãåîìåòðè÷åñêîé àêóñòèêè.

Áëàãîäàðÿ óêàçàííûì îñîáåííîñòÿì óëüòðàçâóê íàõîäèò øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå. Óëüòðàçâóê áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè (ïîðÿäêà
105 Âò/ì2) âûçûâàåò ðàçäðîáëåíèå îáëó÷àåìîãî âåùåñòâà è ïîýòî-
ìó ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ î÷åíü òîíêèõ ïîðîøêîâ,
ñíÿòèÿ ðæàâ÷èíû è æèðîâûõ ïëåíîê ñ ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà, î÷è-
ñòêè òêàíåé îò ïÿòåí è çàãðÿçíåíèé. Ñ ïîìîùüþ èíòåíñèâíîãî óç-
êîíàïðàâëåííîãî óëüòðàçâóêîâîãî ëó÷à ìîæíî ïðîèçâîäèòü ìåõà-
íè÷åñêóþ îáðàáîòêó ìàòåðèàëîâ — ðåçàíèå, øëèôîâàíèå, ñâåðëå-
íèå, òî÷å÷íóþ ñâàðêó. Óëüòðàçâóêîâûå ëó÷è îòíîñèòåëüíî ìàëîé
èíòåíñèâíîñòè (äî (102—103) Âò/ì2) ïðèìåíÿþòñÿ â äåôåêòîñêî-
ïèè (äëÿ îáíàðóæåíèÿ ìèêðîòðåùèí è ìàëåéøèõ äåôåêòîâ â ðàç-
ëè÷íûõ îáúåêòàõ, â ÷àñòíîñòè â æåëåçíîäîðîæíûõ ðåëüñàõ, ñâàð-
íûõ øâàõ, îòëèâêàõ), â ãèäðîàêóñòèêå (äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïîäâîä-
íûõ ïðåïÿòñòâèé è êîñÿêîâ ðûáû, à òàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ðåëüåôà ìîðñêîãî äíà), â ìåäèöèíå (äëÿ äèàãíîñòèêè âíóòðåííèõ
îðãàíîâ ÷åëîâåêà, ìèêðîìàññàæà è ëîêàëüíîãî íàãðåâàíèÿ òêàíåé
îðãàíèçìà, õèðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ).

Èíôðàçâóêîâûå âîëíû (âîëíû ñ ÷àñòîòîé ν k 16 Ãö) èçó÷åíû
ìàëî è â òåõíèêå ïîêà íå èñïîëüçóþòñÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
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óëüòðàçâóêó, èíôðàçâóê îáëàäàåò êðàéíå âûñîêîé ïðîíèêàþùåé
ñïîñîáíîñòüþ; îí ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â àòìîñôåðå íà äåñÿò-
êè òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Óñòàíîâëåíî çàìåòíîå âîçäåéñòâèå èíôðàç-
âóêà íà ñîñòîÿíèå è ïîâåäåíèå ëþäåé è æèâîòíûõ. Ìíîãèå æèâîò-
íûå (èçâåñòíî îêîëî 100 âèäîâ) íà÷èíàþò èñïûòûâàòü âîëíåíèå
ïåðåä çåìëåòðÿñåíèåì è ïðîáóæäåíèåì âóëêàíà, ÷òî ìîæíî îáú-
ÿñíèòü äåéñòâèåì íà íèõ èíôðàçâóêîâ, ïîðîæäàåìûõ ýòèìè ïðè-
ðîäíûìè ÿâëåíèÿìè. Åñòü îïûò ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî èíôðàçâóêó
ïðèáëèæåíèÿ öóíàìè — ãèãàíòñêèõ ïðèëèâíûõ âîëí, ïîðîæäàå-
ìûõ ïîäâîäíûì çåìëåòðÿñåíèåì.

9.5.6. Эхолокация у летучих мышей и дельфинов

Ïî÷åìó ëåòó÷èå ìûøè óâåðåííî ëåòàþò è îõîòÿòñÿ çà íàñåêîìûìè
â ïîëíåéøåé òåìíîòå? Çàèíòåðåñîâàâøèñü ýòèì âîïðîñîì, øâåéöàð-

ñêèé áèîëîã Ø. Æþðèí è èòàëüÿíñêèé åñòåñòâîèñïûòàòåëü Ë. Ñïàëëàíöàíè â
1794 ãîäó ïðîäåëàëè íàä ëåòó÷èìè ìûøàìè ðÿä îïûòîâ. Áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ëåòó÷èå ìûøè, ëèøåííûå çðåíèÿ, ïðîäîëæàþò óâåðåííî ëåòàòü â òåñíîì
ïîìåùåíèè, ïî-ïðåæíåìó ïðåêðàñíî îðèåíòèðóÿñü â òåìíîòå; îíè ïîëíîñòüþ
ñîõðàíÿþò ñïîñîáíîñòü îõîòèòüñÿ çà íàñåêîìûìè. À âîò ìûøè, ó êîòîðûõ óøè
çàëåïëåíû âîñêîì, ñòàíîâÿòñÿ áåñïîìîùíûìè. Äàæå íà ñâåòó îíè òåðÿþò ñïî-
ñîáíîñòü îðèåíòèðîâàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âñå âðåìÿ íàòûêàþòñÿ íà ðàçíûå
ïðåïÿòñòâèÿ. Áûëî âûñêàçàíî ïðàâèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå: ëåòó÷èå ìûøè îðè-
åíòèðóþòñÿ â ïîëåòå ïðè ïîìîùè ñëóõà. Âîçìîæíî, îíè èçäàþò âî âðåìÿ ïî-
ëåòà êàêèå-òî çâóêè è óëàâëèâàþò ýõî îò ïðåïÿòñòâèé è äàæå íàñåêîìûõ. Ïî
ýõî-ñèãíàëàì îíè è îðèåíòèðóþòñÿ â ïîëåòå.

Â òå âðåìåíà òàêîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî îöåíåíî êàê íåñåðüåçíîå, òàê êàê
áûëî èçâåñòíî, ÷òî ëåòó÷èå ìûøè ëåòàþò ñîâåðøåííî áåñøóìíî. Òîãäà åùå íå
çíàëè, ÷òî íàðÿäó ñî ñëûøèìûìè çâóêàìè áûâàþò çâóêè, êîòîðûå ÷åëîâå÷å-
ñêîå óõî íå âîñïðèíèìàåò.

Ïðàâèëüíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ, âûñêàçàííîãî Ñïàëëàíöàíè è Æþðèíîì,
áûëà ïîäòâåðæäåíà ëèøü â XX ñòîëåòèè. Â 1938  ã. àìåðèêàíñêèå èññëåäîâà-
òåëè Ä. Ãðèôôèí è Ã. Ïèðñ, ïðèìåíèâ ñïåöèàëüíóþ àïïàðàòóðó (óëüòðàçâó-
êîâîé ìèêðîôîí), óñòàíîâèëè, ÷òî âåëèêîëåïíàÿ îðèåíòèðîâêà ëåòó÷èõ ìûøåé
â ïðîñòðàíñòâå è, â ÷àñòíîñòè, â ïîëíîé òåìíîòå ñâÿçàíà ñ èõ ñïîñîáíîñòüþ
âîñïðèíèìàòü óëüòðàçâóêîâîå ýõî. Îêàçàëîñü, ÷òî âî âðåìÿ ïîëåòà ìûøü èç-
ëó÷àåò êîðîòêèå óëüòðàçâóêîâûå ñèãíàëû, à çàòåì âîñïðèíèìàåò ýõî-ñèãíàëû
îò áëèæàéøèõ ïðåïÿòñòâèé è îò ïðîëåòàþùèõ âáëèçè íàñåêîìûõ. Ñïîñîá îðè-
åíòèðîâêè ïî óëüòðàçâóêîâîìó ýõó ïîëó÷èë íàçâàíèå ýõîëîêàöèè.

Ëåòó÷èå ìûøè — îáëàäàòåëè ïðåêðàñíûõ ïðèðîäíûõ çâóêîâûõ ðàäàðîâ,
èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèðîäíûõ ñîíàðîâ (â ñëîâå «ñîíàð» ïåðâûé ñëîã ïðîèñõî-
äèò îò àíãëèéñêîãî ñëîâà sound, îçíà÷àþùåãî «çâóê»). Óñòðîéñòâî ñîíàðîâ ðàç-
ëè÷íî ó ðàçíûõ âèäîâ ëåòó÷èõ ìûøåé. Îäíè èçëó÷àþò óëüòðàçâóêîâûå âîëíû
÷åðåç ðîò, äðóãèå — ÷åðåç íîçäðè, îêðóæåííûå êîæèñòûìè âûðîñòàìè íàïî-
äîáèå ðóïîðîâ.
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Èçëó÷àþò ëåòó÷èå ìûøè íà ÷àñòîòàõ ν = (40—80) êÃö. Äëèíà èçëó÷àåìîé

óëüòðàçâóêîâîé âîëíû â âîçäóõå ñîñòàâëÿåò λ =  = (4—8) ìì. Ëåòó÷àÿ

ìûøü ïîñûëàåò êîðîòêèé óëüòðàçâóêîâîé ñèãíàë, êîòîðûé â íåñêîëüêî äåñÿò-
êîâ ðàç ïðåâûøàåò äëèíó âîëíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T åãî äëèòåëüíîñòü, à ÷åðåç
L — ïðîòÿæåííîñòü â ïðîñòðàíñòâå. Ïîëàãàÿ ν = 40 êÃö è, ñîîòâåòñòâåííî,
λ = 8 ìì è ñ÷èòàÿ, ÷òî â ñèãíàëå «óêëàäûâàþòñÿ» n = 40 äëèí âîëíû, íàõîäèì:

T =  = 10–3 ñ, L = nλ d 30 ñì. Åæåñåêóíäíî ëåòó÷àÿ ìûøü ïðîèçâîäèò íå-

ñêîëüêî äåñÿòêîâ êîðîòêèõ óëüòðàçâóêîâûõ ñèãíàëîâ.
Îòðàæåííûå îò îáúåêòà ýõî-ñèãíàëû ëåòó÷àÿ ìûøü âîñïðèíèìàåò óøàìè,

èìåþùèìè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèå ðàçìåðû. Ñëóõîâîé àïïàðàò ó ëåòó÷èõ ìû-
øåé çíà÷èòåëüíî ñîâåðøåííåå, ÷åì ó ÷åëîâåêà. Äåëî çäåñü íå òîëüêî â òîì, ÷òî
ìûøè óëàâëèâàþò óëüòðàçâóêîâûå ÷àñòîòû. Îíè ñïîñîáíû óëàâëèâàòü êðàéíå
ñëàáûå çâóêè, íàïðèìåð çâóê, îòðàæåííûé ïðîëåòàþùèì êîìàðîì. Êðîìå òî-
ãî, ëåòó÷àÿ ìûøü óäèâèòåëüíî òî÷íî îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå íà îáúåêò, êîòî-
ðûé îòðàçèë çâóêîâîé ñèãíàë.

Êàê è ëåòó÷èå ìûøè, äåëüôèíû îáëàäàþò âåëèêîëåïíûìè ïðèðîäíûìè ñî-
íàðàìè. Ýõîëîêàöèþ ó äåëüôèíîâ îáíàðóæèëè â ñåðåäèíå XX ñòîëåòèÿ. Äåëü-
ôèíû èñïîëüçóþò ÷àñòîòû îò 80 êÃö äî 100 êÃö. Ìîùíîñòü èçëó÷àåìûõ äåëü-
ôèíàìè ëîêàöèîííûõ ñèãíàëîâ ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøîé; äåëüôèíû ñïîñîá-
íû îáíàðóæèâàòü êîñÿêè ðûáû íà ðàññòîÿíèÿõ ñâûøå êèëîìåòðà. Äåëüôèí
ìîæåò âîñïðèíèìàòü êðàéíå ñëàáûå ýõî-ñèãíàëû, âûäåëÿÿ èõ â ñèëüíåéøåì
øóìå. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ó äåëüôèíà äâóõ òèïîâ ñëóõà.

Ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî â ñëóõîâîì àïïàðàòå äåëüôèíà åñòü «âõîäíûå âîðî-
òà» äâóõ òèïîâ. «Âîðîòà» ïåðâîãî òèïà — âûòÿíóòàÿ íèæíÿÿ ÷åëþñòü. ×åðåç
ýòè «âîðîòà» ê âíóòðåííåìó óõó äåëüôèíà ïîñòóïàþò óëüòðàçâóêîâûå âîëíû,
íàïðàâëåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ÷åëþñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî íå-
ñêîëüêèõ ãðàäóñîâ). Èìåííî ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ýõîëîêà-
öèÿ. «Âîðîòà» âòîðîãî òèïà — òå ìåñòà ïî áîêàì ãîëîâû äåëüôèíà, ãäå êîãäà-
òî ó äàëåêèõ ïðåäêîâ äåëüôèíîâ, æèâøèõ íà ñóøå, áûëè óøè. Óøåé, êàê òà-
êîâûõ, ó äåëüôèíîâ íåò; íàðóæíûå ñëóõîâûå îòâåðñòèÿ ïî÷òè çàðîñëè, îäíàêî
çâóêè îíè ïðîïóñêàþò õîðîøî. ×åðåç ýòè «âõîäíûå âîðîòà» ê âíóòðåííåìó óõó
äåëüôèíà ïîñòóïàþò ñî âñåâîçìîæíûõ ñòîðîí çâóêîâûå âîëíû îòíîñèòåëüíî
íèçêèõ ÷àñòîò (102—104 Ãö).

Èòàê, ïåðâûé òèï ñëóõà äåëüôèíîâ — îñòðîíàïðàâëåííûé ýõîëîêàöèîí-
íûé ñëóõ íà óëüòðàçâóêîâûõ ÷àñòîòàõ. Áëàãîäàðÿ ñâîåé íàïðàâëåííîñòè
ýòîò ñëóõ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âîñïðèÿòèÿ ëèøü óëüòðàçâóêîâûõ ñèãíàëîâ, îòðà-
æåííûõ îò îáúåêòîâ, ïðîñëóøèâàåìûõ äåëüôèíîì. Âòîðîé òèï ñëóõà — ñëóõ
êðóãîâîãî îáçîðà. Îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âîñïðèÿòèÿ äåëüôèíîì «îáû÷íûõ»
çâóêîâ, çàïîëíÿþùèõ îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Ýõî-ñèãíàëû îòëè÷àþòñÿ îò îñòàëüíûõ çâóêîâ, ïðèõîäÿùèõ ê äåëüôèíó, íå
òîëüêî ïî ñòåïåíè íàïðàâëåííîñòè, íî è ïî ÷àñòîòå. Ýõî-ñèãíàëû è îáû÷íûå
çâóêè âîñïðèíèìàþòñÿ ðàçíûìè óñòðîéñòâàìè ñëóõîâîãî àïïàðàòà (ïðîõîäÿò
÷åðåç ðàçíûå «âõîäíûå âîðîòà»). Ïîýòîìó è îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì âûäåëå-
íèå äàæå âåñüìà ñëàáûõ ýõî-ñèãíàëîâ íà ôîíå ñèëüíîãî øóìà.

vô

ν
------

n
ν
---



534

9.6. ÝÔÔÅÊÒ ÄÎÏËÅÐÀ Â ÀÊÓÑÒÈÊÅ

9.6.1. Общие замечания

Åñëè èñòî÷íèê è ïðèåìíèê çâóêà íåïîäâèæíû îòíîñèòåëüíî
ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ çâóê, òî ÷àñòîòà ν′ êîëåáàíèé,
âîñïðèíèìàåìûõ ïðèåìíèêîì, áóäåò ðàâíà ÷èñòîòå ν êîëåáàíèé
èñòî÷íèêà çâóêà. Ðàâåíñòâî ÷àñòîò èñ÷åçàåò, êîãäà èñòî÷íèê äâè-
æåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäû, à òàêæå êîãäà îòíîñèòåëüíî ñðåäû äâè-
æåòñÿ ïðèåìíèê. Â 1842 ãîäó àâñòðèéñêèé ôèçèê Õðèñòèàí Äî-
ïëåð óñòàíîâèë:

Ýòîò ýôôåêò íàçûâàþò ýôôåêòîì Äîïëåðà.
Ýôôåêò Äîïëåðà ìîæíî íàáëþäàòü, íàïðèìåð, ñîïîñòàâëÿÿ

âûñîòó çâóêà ñèðåíû ïîæàðíîãî àâòîìîáèëÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà îí
ïðèáëèæàåòñÿ ê íàì è êîãäà óäàëÿåòñÿ îò íàñ. Â ïåðâîì ñëó÷àå
âûñîòà çâóêà ñèðåíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì áîëåå âûñîêîé, ÷åì âî
âòîðîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì ýôôåêò Äîïëåðà äëÿ íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ ñè-
òóàöèé, ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî äâèæåíèå êàê èñòî÷íèêà, òàê
è ïðèåìíèêà çâóêà ñîâåðøàåòñÿ âäîëü ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ïðèåìíèê è èñòî÷íèê. Èñòî÷íèê ãåíåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âîëíîâûõ ãðåáíåé, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà âî âðåìåíè íà τ. Ïðè-
åìíèê ðåãèñòðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðåáíåé, îòñòîÿùèõ äðóã

îò äðóãà âî âðåìåíè íà τ′. Ïîñêîëüêó τ =  è τ′ = , òî, ïîíÿòíî,

÷òî, íàéäÿ çàâèñèìîñòü τ′ îò τ, ìû òåì ñàìûì íàéäåì çàâèñèìîñòü
âîñïðèíèìàåìîé ÷àñòîòû ν′ îò ÷àñòîòû ν çâóêà, ãåíåðèðóåìîãî èñ-
òî÷íèêîì.

×òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü τ′ îò τ, äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü ìûñ-
ëåííî çà äâóìÿ ñëåäóþùèìè äðóã çà äðóãîì ãðåáíÿìè, êîòîðûå
îáîçíà÷èì êàê ãðåáåíü 1 è ãðåáåíü 2. Ïðèìåì, ÷òî ãðåáåíü 1 ðî-
äèëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 è, çíà÷èò, ãðåáåíü 2 ðîäèëñÿ â ìî-
ìåíò t = τ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 è t2 ìîìåíòû ðåãèñòðàöèè ïðèåì-
íèêîì ãðåáíåé 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî; ÿñíî, ÷òî t2 = t1 + τ′. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç l1 è l2 ðàññòîÿíèÿ îò ïðèåìíèêà äî èñòî÷íèêà çâóêà

×àñòîòà ν′ âîñïðèíèìàåìîãî íàáëþäàòåëåì çâóêà âûøå ÷àñ-
òîòû ν èñòî÷íèêà çâóêà, êîãäà íàáëþäàòåëü è èñòî÷íèê
ñáëèæàþòñÿ (â ÷àñòíîñòè, êîãäà èñòî÷íèê äâèæåòñÿ íà-
âñòðå÷ó íàáëþäàòåëþ), è íèæå ν, êîãäà èñòî÷íèê è íàáëþ-
äàòåëü óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà.

1
ν
---

1
ν′
-----
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ñîîòâåòñòâåííî â ìîìåíòû t1 è t2. Î÷åâèäíî, ÷òî l1 ðàâíî ðàññòîÿ-
íèþ, êîòîðîå ïðîáåæàë ãðåáåíü 1 çà âðåìÿ îò ðîæäåíèÿ äî ðåãè-
ñòðàöèè ïðèåìíèêîì, ò. å. çà âðåìÿ t1. Àíàëîãè÷íî, l2 ðàâíî ðàñ-
ñòîÿíèþ, êîòîðîå ïðîáåæàë ãðåáåíü 2 çà âðåìÿ îò ðîæäåíèÿ äî
ðåãèñòðàöèè, ò. å. çà âðåìÿ t2 – τ′. Ãðåáíè äâèãàëèñü ñî ñêîðîñòüþ
çâóêà â ñðåäå vô; ñëåäîâàòåëüíî,

l1 = t1vô, l2 = (t2 – τ)vô. (9.85)

Äëÿ äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ ýôôåêòà Äîïëåðà ðàññìîòðèì
êîíêðåòíûå ñèòóàöèè.

9.6.2. Случаи, когда источник звука покоится

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòî÷íèê çâóêà ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ñðå-
äû, à ïðèåìíèê (íàáëþäàòåëü) óäàëÿåòñÿ îò íåãî ñî ñêîðîñòüþ
vïð. Ðàññòîÿíèå l2—l1 îí ïðåîäîëååò çà âðåìÿ τ′, ò. å. çà âðåìÿ îò
ðåãèñòðàöèè ãðåáíÿ 1 äî ðåãèñòðàöèè ãðåáíÿ 2; ñëåäîâàòåëüíî,

l2 – l1 = τ′vïð. (1*)

Ïîäñòàâèâ (9.85) â (1*), ïîëó÷èì

(t2 – τ)vô – t1vô = τ′vïð. (2*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t2 = t1 + τ′, ïðåîáðàçóåì (2*) ê âèäó (τ′ – τ)vô =
= τ′vïð. Òàêèì îáðàçîì,

τ′  = τ.

Òàê êàê τ′ =  è τ = , ïîëó÷àåì îòñþäà

ν′ = ν . (9.86)

Åñëè áû ïðèåìíèê íå óäàëÿëñÿ îò íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà, à
íàïðîòèâ, ïðèáëèæàëñÿ ê íåìó ñî ñêîðîñòüþ vïð, òî âìåñòî (1*)
ñëåäîâàëî áû èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

l1 – l2 = τ′vïð, (3*)

êîòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî (9.85) ïðåâðàòèëîñü áû â ñîîò-
íîøåíèå (τ – τ′)vô = τ′vïð. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ν′ = ν . (9.87)

1
vïð

vô
---------

−⎝ ⎠
⎛ ⎞

1
ν′
-----

1
ν
---

1
vïð

vô
---------

−⎝ ⎠
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1
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vô
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Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî êîãäà íàáëþäàòåëü óäàëÿåòñÿ îò íå-
ïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà çâóêà, îí âîñïðèíèìàåò çâóê ÷àñòîòîé ν′ < ν,
à êîãäà ïðèáëèæàåòñÿ ê èñòî÷íèêó, òî âîñïðèíèìàåò çâóê ÷àñòî-
òîé ν′ > ν.

9.6.3. Случаи, когда приемник звука покоится

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäû íà-
áëþäàòåëü, à èñòî÷íèê çâóêà óäàëÿåòñÿ îò íåãî ñî ñêîðîñòüþ vèñò.
Êàçàëîñü áû, â ýòîì ñëó÷àå íàäî â ñîîòíîøåíèÿõ (9.86) è (9.87)
ïðîñòî çàìåíèòü vïð íà vèñò. Ðàçâå íå âñ¸ ðàâíî — óäàëÿåòñÿ ëè
íàáëþäàòåëü îò íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà çâóêà èëè èñòî÷íèê
óäàëÿåòñÿ ñ òîé æå ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ îò íåïîäâèæíîãî íà-
áëþäàòåëÿ? Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî îòìå÷åííûå äâà ñëó÷àÿ
ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó êðîìå ïðèåìíèêà è èñòî÷íèêà çâóêà åñòü
òàêæå ñðåäà, ïî êîòîðîé áåãóò ãðåáíè âîëí. Çàìåòèì, ÷òî ñêî-
ðîñòü ýòèõ ãðåáíåé íå çàâèñèò îò òîãî, ïîêîèòñÿ èëè íå ïîêîèòñÿ
èõ èçëó÷àòåëü; ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (9.85) ñïðàâåäëèâû êàê ïðè
ïîêîÿùåìñÿ, òàê è ïðè äâèæóùåìñÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäû èñòî÷-
íèêå çâóêà.

Èòàê, íàáëþäàòåëü (ïðèåìíèê) ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ñðå-
äû, à èñòî÷íèê çâóêà óäàëÿåòñÿ îò íåãî ñî ñêîðîñòüþ vèñò. Ðàñ-
ñòîÿíèå l2 – l1 îí ïðåîäîëååò çà âðåìÿ τ, ò. å. çà âðåìÿ îò ìî-
ìåíòà ðîæäåíèÿ ãðåáíÿ 1 äî ìîìåíòà ðîæäåíèÿ ãðåáíÿ 2; ñëå-
äîâàòåëüíî,

l2 – l1 = τvèñò. (1*)

Ïîäñòàâèâ (9.85) â (1*), ïîëó÷èì

(t2 – τ)vô – t1vô = τvèñò. (2*)

Ïîñêîëüêó t2 = t1 + τ′, ïðåîáðàçóåì (2*) ê âèäó (τ′ – τ)vô = τvèñò.
Òàêèì îáðàçîì,

τ′ = τ .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ν′ = ν . (9.88)

Åñëè èñòî÷íèê ïðèáëèæàåòñÿ ê íåïîäâèæíîìó íàáëþäàòåëþ
ñî ñêîðîñòüþ vèñò, òî âìåñòî (1*) íàäî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå:

l1 – l2 = τvïð. (3*)

1
vèñò

vô
----------

+⎝ ⎠
⎛ ⎞

1
1 vèñò vô⁄+
-------------------------------
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ:

ν′ = ν . (9.89)

Задача 1. Íàáëþäàòåëü ïðèáëèæàåòñÿ ê íåïîäâèæíîìó èñ-
òî÷íèêó çâóêà ñî ñêîðîñòüþ vïð = 120 ì/ñ. Ñ êàêîé ñêîðî-
ñòüþ äîëæåí áûë áû ïðèáëèæàòüñÿ äàííûé èñòî÷íèê ê íå-
ïîäâèæíîìó íàáëþäàòåëþ, ÷òîáû ðåãèñòðèðóåìàÿ ÷àñòîòà
çâóêà áûëà âî ñòîëüêî æå ðàç áîëüøå ãåíåðèðóåìîé ÷àñòîòû
çâóêà, ÷òî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå? Ñêîðîñòü çâóêà â
ñðåäå vô = 330 ì/ñ.

Ïîëîæèâ â (9.89)  = 1 + , ïîëó÷èì

1 + .

Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì îò-

ñþäà èñêîìóþ ñêîðîñòü èñòî÷íèêà çâóêà vèñò =  = 88 ì/ñ.

Â äàííîì ñëó÷àå ðåãèñòðèðóåìàÿ ÷àñòîòà çâóêà áîëüøå ãåíå-

ðèðóåìîé ÷àñòîòû â  = 1,36 ðàçà. Ýòî ìîæíî íàáëþäàòü,

êîãäà íàáëþäàòåëü ïðèáëèæàåòñÿ ê íåïîäâèæíîìó èñòî÷íèêó çâó-
êà ñî ñêîðîñòüþ 120 ì/ñ èëè êîãäà èñòî÷íèê çâóêà ïðèáëèæàåòñÿ
ê íåïîäâèæíîìó íàáëþäàòåëþ ñî ñêîðîñòüþ 88 ì/ñ.

Задача 2. Çâóêîâàÿ âîëíà ÷àñòîòîé ν = 6200 Ãö èñïóñêàåòñÿ â
íàïðàâëåíèè ê ïåðïåíäèêóëÿðíî îðèåíòèðîâàííîìó ùèòó, êî-
òîðûé óäàëÿåòñÿ îò èñòî÷íèêà çâóêà ñî ñêîðîñòüþ v = 5 ì/ñ.
×åìó ðàâíà ÷àñòîòà âîëíû, îòðàæåííîé îò ùèòà? Ñêîðîñòü
çâóêà â ñðåäå vô = 330 ì/ñ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýôôåêò Äîïëåðà ïðîÿâëÿåòñÿ
äâàæäû. Ñíà÷àëà ùèò «âåäåò ñåáÿ» êàê íàáëþäàòåëü, óäàëÿþ-
ùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ îò íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà çâóêà. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôîðìóëîé (9.86) ýòîò «íàáëþäàòåëü» çàðåãèñòðèðóåò ÷àñ-
òîòó çâóêà

ν′ = ν  = 6106 Ãö.

1
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Èìåííî ñ òàêîé ÷àñòîòîé âîçáóäÿòñÿ êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ùèòà-îò-
ðàæàòåëÿ, êîòîðûé òåïåðü ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íèêîì îòðàæåííîé
âîëíû, óäàëÿþùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Èñêîìàÿ ÷àñòîòà ν′′ ýòîé
âîëíû ìîæåò áûòü íàéäåíà, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (9.88):

ν′′ = ν′  = 6015 Ãö.

Òàêèì îáðàçîì, äîïëåðîâñêèé ñäâèã ÷àñòîòû ïðè îòðàæåíèè îò
óäàëÿþùåéñÿ ñòåíêè â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí

(6200 – 6015) Ãö = 185 Ãö. 

9.6.4. Случаи, когда приемник и источник звука движутся 
навстречу или удаляются друг от друга

Ïóñòü ïðèåìíèê óäàëÿåòñÿ îò èñòî÷íèêà çâóêà, äâèãàÿñü îòíî-
ñèòåëüíî ñðåäû ñî ñêîðîñòüþ vïð, è îäíîâðåìåííî èñòî÷íèê óäàëÿ-
åòñÿ îò ïðèåìíèêà, äâèãàÿñü îòíîñèòåëüíî ñðåäû ñî ñêîðîñòüþ
vèñò. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå l2 – l1 ñêëàäûâàåòñÿ èç ðàññòîÿíèÿ
τvèñò, ïðîéäåííîãî èñòî÷íèêîì ñ ìîìåíòà ðîæäåíèÿ ãðåáíÿ 1 äî
ìîìåíòà ðîæäåíèÿ ãðåáíÿ 2, è ðàññòîÿíèÿ τ′vïð, ïðîéäåííîãî ïðè-
åìíèêîì îò ìîìåíòà ðåãèñòðàöèè ãðåáíÿ 1 äî ìîìåíòà ðåãèñòðà-
öèè ãðåáíÿ 2; ñëåäîâàòåëüíî,

l2 – l1 = τvèñò + τ′vïð. (1*)

Ïîäñòàâèâ (9.85) â (1*), ïîëó÷èì:

(t2 – τ)vô – t1vô = τvèñò + τ′vïð. (2*)

Òàê êàê t2 = t1 + τ′, ïðåîáðàçóåì (2*) ê âèäó

(τ′ – τ)vô = τvèñò + τ′vïð.

Òàêèì îáðàçîì,

τ′  = τ

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ν′ = ν . (9.90)

Åñëè ïðèåìíèê è èñòî÷íèê çâóêà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó ñî ñêîðîñòÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, vïð è vèñò, òî íàäî â (1*) çà-
ìåíèòü l2 – l1 íà l1 – l2.
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Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ:

ν′ = ν . (9.91)

Задача 1. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: à) èñòî÷íèê çâóêà ïîêîèò-

ñÿ, íàáëþäàòåëü óäàëÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ  (vô — ñêîðîñòü

çâóêà â ñðåäå); á) íàáëþäàòåëü ïîêîèòñÿ, èñòî÷íèê óäàëÿåòñÿ

ñî ñêîðîñòüþ ; â) èñòî÷íèê è íàáëþäàòåëü ðàçáåãàþòñÿ ñî

ñêîðîñòÿìè  îòíîñèòåëüíî ñðåäû. Òðåáóåòñÿ íàéòè â ýòèõ

ñëó÷àÿõ îòíîøåíèå ðåãèñòðèðóåìîé íàáëþäàòåëåì ÷àñòîòû
çâóêà ê ÷àñòîòå çâóêà, ãåíåðèðóåìîãî èñòî÷íèêîì. Íàéòè òàê-
æå ñðåäè äàííûõ ñëó÷àåâ ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé äî-
ïëåðîâñêèé ñäâèã ÷àñòîòû, åñëè èñòî÷íèê ãåíåðèðóåò çâóê
÷àñòîòîé ν.

Â ñëó÷àÿõ à, á, â, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè
(9.86), (9.88), (9.90) è ïîëó÷èì:

 (ñëó÷àé à),  (ñëó÷àé á),  (ñëó÷àé â).

Äîïëåðîâñêèé ñäâèã ÷àñòîòû ∆ν = ν–ν′ ìàêñèìàëåí â ñëó-

÷àå à: ∆ν = ν – ν = ν è ìèíèìàëåí â ñëó÷àå á: ∆ν = ν – ν =

= ν.

Задача 2. Èñòî÷íèê çâóêà äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó íàáëþäàòåëþ
ñî ñêîðîñòüþ vèñò = 60 ì/ñ. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äîëæåí ïðè
ýòîì äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó èñòî÷íèêó íàáëþäàòåëü, ÷òîáû ðå-
ãèñòðèðóåìàÿ èì ÷àñòîòà çâóêà îêàçàëàñü â N = 1,5 ðàçà áîëü-
øå ÷àñòîòû çâóêà, ãåíåðèðóåìîãî èñòî÷íèêîì? Ñêîðîñòü çâóêà
â ñðåäå vô = 330 ì/ñ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (9.91), ãäå ïðèìåì  = N. Ïîñëå ñî-

îòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì, ÷òî èñ-
êîìàÿ ñêîðîñòü íàáëþäàòåëÿ äîëæíà ñîñòàâëÿòü

vïð = vô(N – 1) – Nvèñò = 25 ì/ñ. 
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Задача 3. Èñòî÷íèê çâóêà ãåíåðèðóåò âîëíû ÷àñòîòîé ν = 10 000 Ãö.
Èñòî÷íèê è íàáëþäàòåëü äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ
îäèíàêîâûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè. ×åìó äîëæíà áûòü ðàâ-
íà íàèìåíüøàÿ ñêîðîñòü èõ äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîé íàáëþäà-
òåëü íå óñëûøèò çâóêà? Ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå = 330 ì/ñ.

Íàáëþäàòåëü ïåðåñòàíåò ñëûøàòü çâóê, êàê òîëüêî ðåãèñòðè-
ðóåìàÿ ÷àñòîòà çâóêà äîñòèãíåò íèæíåãî ïîðîãà óëüòðàçâóêà, ò. å.
äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ ν′ = 20 000 Ãö. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç v èñêîìóþ ñêî-

ðîñòü è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (9.91), ãäå  = 2, çàïèøåì

 = 2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v = vô = 110 ì/ñ d 400 êì/÷.

9.6.5. Общая формула, описывающая эффект Доплера
в акустике

Îáùàÿ ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ ýôôåêò Äîïëåðà â àêóñòèêå,
èìååò âèä

ν′ = ν , (9.92)

ãäå ÷åðåç Vïð è Vèñò îáîçíà÷åíû ïðîåêöèè âåêòîðîâ ïð è èñò íà
x-îñü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïðèåìíèê è èñòî÷íèê çâóêà â íàïðàâëå-
íèè îò ïðèåìíèêà ê èñòî÷íèêó, ÷åðåç vïð è vèñò (ðàâíî êàê è vô) —
ìîäóëè ýòèõ âåêòîðîâ (ñì. ôîðìóëû (9.86)—(9.91)).

Ðàññìîòðèì øåñòü ñëó÷àåâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 9.27, à—å
(Ïð — ïðèåìíèê, È — èñòî÷íèê çâóêà).

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî:

Vïð = –vïð, Vèñò = 0 — ñëó÷àé à;

Vïð = vïð, Vèñò = 0 — ñëó÷àé á;

Vïð = 0, Vèñò = vèñò — ñëó÷àé â;

Vïð = 0, Vèñò = –vèñò — ñëó÷àé ã;

Vïð = –vïð, Vèñò = vèñò — ñëó÷àé ä;

Vïð = vïð, Vèñò = –vèñò — ñëó÷àé å.

ν′

ν
-----

1 v vô⁄+

1 v vô⁄−
-----------------------

3
5
---

1 Vïð vô⁄+

1 Vèñò vô⁄+
--------------------------------

vº vº
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Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (9.92), ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì äëÿ
ñëó÷àåâ à, á, â, ã, ä, å — (9.86); (9.87); (9.88); (9.89); (9.90) è (9.91).

Íà ðèñóíêå 9.28 ïðåäñòàâëåíû åùå òðè ñëó÷àÿ (îíè ðàíåå íå
ðàññìàòðèâàëèñü). Â ñëó÷àå à ïðèåìíèê è èñòî÷íèê çâóêà äâèæóò-
ñÿ ñî ñâîèìè ñêîðîñòÿìè ïî íàïðàâëåíèþ x-îñè, à â ñëó÷àå á —
ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ x-îñè. Â ñëó÷àå à:  Vïð = vïð è Vèñò = vèñò;
ïîäñòàâèâ â (9.92), ïîëó÷àåì

ν′ = ν . (9.93)

Â ñëó÷àå á:  Vïð = –vïð è Vèñò = –vèñò ; ïîäñòàâèâ â (9.92), ïîëó÷àåì

ν′ = ν . (9.94)

Åñëè â ñëó÷àÿõ à è á îêàæåòñÿ, ÷òî vïð = vèñò, äîïëåðîâñêèé ñäâèã
÷àñòîòû ðàâåí íóëþ (ν′ = ν).

Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé â íà ðèñóíêå 9.28, ïîñêîëüêó çäåñü,
â îòëè÷èå îò âñåõ ïðåæíèõ ñëó÷àåâ, âåêòîðû ïð è èñò ñîñòàâëÿþò

Ðèñ. 9.27

à)

á)

â)

ã)

ä)

å)

1 vïð vô⁄+

1 vèñò vô⁄+
-------------------------------

1 vïð vô⁄−

1 vèñò vô⁄−
-------------------------------

Ðèñ. 9.28

à)

á)

â)

vº vº
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íåêîòîðûå óãëû ñ x-îñüþ. Â äàííîì ñëó÷àå ðåãèñòðèðóåìàÿ ïðè-
åìíèêîì ÷àñòîòà çâóêà áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, äàæå åñëè
âåëè÷èíû ν, vïð, vèñò áóäóò ïîñòîÿííûìè. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè Vïð(t) = vïðcosα(t) è Vèñò(t) =
= vèñòcosβ(t). Ïîäñòàâèâ ýòè ðàâåíñòâà â îáùóþ ôîðìóëó (9.92),
ïîëó÷èì:

ν′(t) = ν . (9.95)

Â îáùåì ñëó÷àå óãëû α è β èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Íî åñòü
ñèòóàöèè, êîãäà ýòè óãëû ñî âðåìåíåì íå èçìåíÿþòñÿ, îñòàâàÿñü
îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèåìíèê è èñòî÷íèê
çâóêà íàõîäÿòñÿ íà êîíöàõ æåñòêîãî ñòåðæíÿ, êîòîðûé âðàùà-
åòñÿ âîêðóã òî÷êè, ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé íà ñòåðæíå. Â ýòîì
ñëó÷àå cosα = cosβ = 0 — äîïëåðîâñêèé ñäâèã ÷àñòîòû îòñóòñò-
âóåò. Â ÷àñòíîñòè, îí îòñóòñòâóåò, åñëè ïðèåìíèê äâèæåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè âîêðóã èñòî÷íèêà èëè èñòî÷íèê äâèæåòñÿ âîêðóã
ïðèåìíèêà.

9.7. ÏÐÈÍÖÈÏ ÃÞÉÃÅÍÑÀ
È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÂÎËÍÎÂÛÅ ßÂËÅÍÈß

9.7.1. Принцип Гюйгенса

Ñîâðåìåííèê Íüþòîíà ãîëëàíäñêèé ôèçèê Õðèñòèàí Ãþéãåíñ
ñôîðìóëèðîâàë â 1690 ãîäó îáùèé ïðèíöèï, îïèñûâàþùèé ïîâå-
äåíèå âîëí. Âïîñëåäñòâèè ýòîò ïðèíöèï áûë íàçâàí ïðèíöèïîì
Ãþéãåíñà. Ñîãëàñíî ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà, äàííîé Ãþéãåíñîì,
êàæäàÿ òî÷êà ñðåäû, äî êîòîðîé äîøåë âîëíîâîé ôðîíò, ñàìà
ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íèêîì âòîðè÷íûõ âîëí. Âòîðè÷íûå âîëíû ÿâ-
ëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè, åñëè ñðåäà îäíîðîäíàÿ. Çíàÿ ïîëîæåíèå
âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t, ìîæíî íàé-
òè åå ïîëîæåíèå â ìîìåíò t + ∆t, åñëè, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ãþé-
ãåíñà, ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ òî÷êó âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè êàê èñ-
òî÷íèê ñôåðè÷åñêèõ âòîðè÷íûõ âîëí. Èñêîìàÿ âîëíîâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â ìîìåíò t + ∆t áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îãèáàþùóþ
âîëíîâûõ ïîâåðõíîñòåé âòîðè÷íûõ âîëí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñ-
ïðîñòðàíèëàñü íà ðàññòîÿíèå vô∆t.

1 vïð α t( )cos vô⁄+

1 vèñò β t( )cos vô⁄−
----------------------------------------------------
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Íà ðèñóíêàõ 9.29, à è 9.29, á òîëñ-
òîé ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà âîëíî-
âàÿ ïîâåðõíîñòü â ìîìåíò t, à ïóíê-
òèðíîé ëèíèåé — âîëíîâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â ìîìåíò t + ∆t, ïîñòðîåííàÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ãþéãåíñà.
Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â îäíîðîä-
íîé ñðåäå ïëîñêàÿ âîëíà îñòàåòñÿ ïëî-
ñêîé (ðèñ. 9.29, à), à ñôåðè÷åñêàÿ âîë-
íà — ñôåðè÷åñêîé (ðèñ. 9.29, á).

Ïðèíöèï Ãþéãåíñà â ðàâíîé ìåðå
ïðèãîäåí äëÿ âîëí ëþáîé ïðèðîäû —
íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèõ, íî è ýëåêòðîìàãíèòíûõ, â ÷àñòíîñòè, ñâå-
òîâûõ. Ãþéãåíñ ñôîðìóëèðîâàë ñâîé ïðèíöèï, èìåÿ â âèäó ìåõà-
íè÷åñêèå âîëíû, â òîì ÷èñëå çâóêîâûå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíöèï
Ãþéãåíñà èìååò íàãëÿäíîå èñòîëêîâàíèå: ÷àñòèöû ñðåäû, äî êîòî-
ðûõ äîõîäÿò êîëåáàíèÿ, íà÷èíàþò, â ñâîþ î÷åðåäü, êîëåáàòüñÿ è
âîçáóæäàþò êîëåáàíèÿ ñîñåäíèõ ÷àñòèö ñðåäû.

9.7.2. Закон отражения волн

Ðàññìîòðèì ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Ãþéãåíñà îòðàæåíèå ïëî-
ñêîé âîëíû îò ïëîñêîé îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 9.30). Ïëîñ-
êîñòü AC íà ðèñóíêå — âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü âîëíû, ïàäàþùåé
íà îòðàæàþùóþ ïëîñêîñòü MN, à A1A è B1B — ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè (èõ íàçûâàþò
ëó÷àìè). Óãîë ìåæäó ïàäàþùèì ëó÷îì è ïåðïåíäèêóëÿðîì ê
ïëîñêîñòè MN íàçûâàþò óãëîì ïàäåíèÿ.

Ðèñ. 9.29

à) á)

Ðèñ. 9.30
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Íàéäåì ïîëîæåíèå âîëíîâûõ ïîâåðõíîñòåé îòðàæåííîé âîëíû.
Ðàçëè÷íûå òî÷êè âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè AC ïàäàþùåé âîëíû äîé-
äóò äî îòðàæàþùåé ãðàíèöû íåîäíîâðåìåííî. Âîçáóæäåíèå êîëå-
áàíèé ÷àñòèö ñðåäû â òî÷êå B íà÷èíàåòñÿ ïîçæå, ÷åì â òî÷êå A, —
÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè

∆t = ; (1*)

îíî íà÷èíàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà âòîðè÷íàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðà-
íÿþùàÿñÿ èç òî÷êè A, áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïîëóñôåðó ðàäè-
óñîì

AD = vô∆t. (2*)

Îãèáàþùàÿ âòîðè÷íûõ âîëí, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì,
åñòü êàñàòåëüíàÿ ê íèì ïëîñêîñòü DB; îíà êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èñêîìóþ âîëíîâóþ ïîâåðõíîñòü îòðàæåííîé âîëíû, à ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ê íåé ïðÿìûå AA2 è BB2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îò-
ðàæåííûå ëó÷è. Óãîë γ ìåæäó îòðàæåííûì ëó÷îì è ïåðïåíäèêó-
ëÿðîì ê îòðàæàþùåé ïëîñêîñòè íàçûâàþò óãëîì îòðàæåíèÿ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

AD = ABsinγ,  BC = ABsinα. (3*)

Èç (1*) è (2*) ñëåäóåò, ÷òî AD = BC. Ó÷èòûâàÿ ýòî, çàêëþ÷àåì
èç (3*):

α = γ. (9.96)

Èòàê, óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ. Èç âûïîëíåííîãî
ïî Ãþéãåíñó ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïàäàþùèé è îòðà-
æåííûé ëó÷è íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì,
âîññòàíîâëåííûì â òî÷êå ïàäåíèÿ. Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé çàêîí îòðàæåíèÿ âîëí.

9.7.3. Закон преломления волн

Ðàññìîòðèì äâå îäíîðîäíûå ñðåäû (ñðåäó 1 è ñðåäó 2), ãðàíè-
öà ðàçäåëà êîòîðûõ åñòü ïëîñêîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç vô1 è vô2

ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäàõ 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî vô1 > vô2. Ïóñòü íà ïëîñ-
êîñòü ðàçäåëà ñðåä ïàäàåò ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ â ñðåäå 1 ïëî-
ñêàÿ âîëíà, óãîë ïàäåíèÿ êîòîðîé ðàâåí α. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà
âîëíà ÷àñòè÷íî îòðàçèòñÿ îò ïëîñêîñòè ðàçäåëà ñðåä (óãîë îòðà-
æåíèÿ γ ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ α), à ÷àñòè÷íî ïðîéäåò ÷åðåç ïëîñ-
êîñòü ðàçäåëà â ñðåäó 2, èñïûòàâ ïðè ýòîì ïðåëîìëåíèå. Ðàññìîò-

CB
vô
---------
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ðèì ïðåëîìëåíèå ïëîñêîé âîëíû, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì
Ãþéãåíñà (ðèñ. 9.31).

Ïëîñêîñòü AC íà ðèñóíêå åñòü âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïàäàþ-
ùåé âîëíû; α — óãîë ïàäåíèÿ. Ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñðåä ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêîñòü MN. Âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé ÷àñòèö â òî÷êå B íà
ýòîé ïîâåðõíîñòè íà÷èíàåòñÿ ïîçäíåå, ÷åì â òî÷êå A, — ÷åðåç ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè

∆t = . (1*)

Ê ìîìåíòó, êîãäà òî÷êà òîëüêî íà÷íåò ãåíåðèðîâàòü âòîðè÷íóþ
âîëíó, âîëíà èç òî÷êè A â ñðåäå 2 óæå áóäåò èìåòü âèä ïîëóñôåðû
ðàäèóñîì

AD = vô2∆t. (2*)

Âîëíîâóþ ïîâåðõíîñòü ïðåëîìëåííîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ â ñðåäå 2, ïîëó÷èì, ïðîâåäÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì
Ãþéãåíñà, ïîâåðõíîñòü, êàñàòåëüíóþ êî âñåì âòîðè÷íûì âîëíàì
â ýòîé ñðåäå (îíè ïîêàçàíû íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì). Ýòî åñòü
ïëîñêîñòü DB, à ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê íåé ïðÿìûå AA2 è BB2

åñòü ïðåëîìëåííûå ëó÷è. Óãîë β ìåæäó ïðåëîìëåííûì ëó÷îì è
ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïëîñêîñòè ðàçäåëà ñðåä íàçûâàþò óãëîì
ïðåëîìëåíèÿ.

Èç (1*) è (2*) ñëåäóåò, ÷òî

. (3*)

Ðèñ. 9.31

CB
vô1
---------

CB
AD
---------

vô1

vô2
---------

=
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Ëåãêî âèäåòü èç ðèñóíêà, ÷òî CB = AB sinα è AD = AB sinβ; ïî-
ýòîìó

. (4*)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3*) è (4*), ïîëó÷àåì:

. (9.97)

Â íàøåì ñëó÷àå vô1 > vô2, ïîýòîìó α > β. Ñîîòíîøåíèå (9.97) ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ïðåëîìëåíèå âîëí ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé ñðåäû â
äðóãóþ ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷èåì ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â
ýòèõ ñðåäàõ.

Ó÷èòûâàÿ (9.97) è âûïîëíåííûå íà ðèñóíêå 9.31 ïîñòðîåíèÿ,
ñôîðìóëèðóåì çàêîí ïðåëîìëåíèÿ âîëí:

Замечание

Ни закон отражения, ни закон преломления волн, установленные на

основе принципа Гюйгенса, ничего не говорят об интенсивностях отражен�

ной и преломленной волн. Вопрос об интенсивностях волн рассмотрел

спустя 130 лет французский физик Огюстен Френель для световых волн, ко�

торые ученый представлял в виде поперечных упругих волн, распростра�

няющихся в некоем эфире. В 1823 году Френель установил зависимости

интенсивностей отраженной и преломленной волн от угла падения (так на�

зываемые формулы Френеля). Их обсуждение выходит за рамки данной

книги.

9.7.4. Возникновение звуковой ударной волны
при полете сверхзвукового самолета

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü èñòî÷íèêà çâóêà v áîëüøå ñêîðîñ-
òè çâóêà vô â äàííîé ñðåäå: v > vô. Èñòî÷íèê â ñâîåì äâèæåíèè
îïåðåæàåò ñîçäàâàåìûå èì âîëíû.

Ñ òàêîé ñèòóàöèåé ìû âñòðå÷àåìñÿ, êîãäà íàä íàìè ïðîëåòàåò
ñâåðõçâóêîâîé ñàìîëåò, ò. å. ñàìîëåò, èìåþùèé ñêîðîñòü v > vô.
Åñëè ëåòèò îáû÷íûé ñàìîëåò (v < vô), ìû ñíà÷àëà ñëûøèì çâóê

Ïàäàþùèé è ïðåëîìëåííûé ëó÷è ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ
ïåðïåíäèêóëÿðîì, âîññòàíîâëåííûì â òî÷êå ïàäåíèÿ; ïðè ýòîì
îòíîøåíèå ñèíóñà óãëà ïàäåíèÿ ê ñèíóñó óãëà ïðåëîìëåíèÿ
ðàâíî îòíîøåíèþ ñêîðîñòè ïàäàþùåé âîëíû ê ñêîðîñòè ïðå-
ëîìëåííîé âîëíû.

CB
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βsin
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=

αsin
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îò íåãî, à óæå ïîòîì íàä íàìè ïðîëåòàåò îí ñàì. Ïðè ïîëåòå æå
ñâåðõçâóêîâîãî ñàìîëåòà îáðàçóåòñÿ çâóêîâàÿ óäàðíàÿ âîëíà â
âîçäóõå. Ìû óñëûøèì íå ãóë, à ðåçêèé ãðîìêèé õëîï�îê, ïîõîæèé
íà âçðûâ. Ìîãóò äàæå âûëåòåòü ñòåêëà â îêíàõ äîìîâ. Ïîýòîìó
ñâåðõçâóêîâûå ñàìîëåòû íàä ãîðîäàìè íå ëåòàþò.

Ïðîñëåäèì, êàê îáðàçóåòñÿ óäàðíàÿ çâóêîâàÿ âîëíà. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî v = 4vô. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî-
ëîæåíèé ëåòÿùåãî ñàìîëåòà, âûáðàííûõ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè ∆t (ðèñ. 9.32). Ýòè ïîëîæåíèÿ îáîçíà÷åíû òî÷êàìè A, B,
C, D. Ïîíÿòíî, ÷òî AB = BC = CD = v∆t = 4vô∆t. Íà ðèñóíêå 9.32, à
ñàìîëåò íàõîäèòñÿ â òî÷êå B. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ôðîíò ñôå-
ðè÷åñêîé çâóêîâîé âîëíû, çàðîäèâøåéñÿ â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ
ñàìîëåòîì òî÷êè A, èìååò âèä ñôåðû ðàäèóñîì r = vô∆t. Íà ðè-
ñóíêå 9.32, á ñàìîëåò íàõîäèòñÿ â òî÷êå C. Â ýòîò ìîìåíò ôðîíò
âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ èç A, èìååò âèä ñôåðû ðàäèóñîì 2r,
à ôðîíò âîëíû èç B — âèä ñôåðû ðàäèóñîì r. Íà ðèñóíêå 9.32, â
ñàìîëåò íàõîäèòñÿ â òî÷êå D. Â ýòîò ìîìåíò ôðîíò âîëíû èç A
èìååò âèä ñôåðû ðàäèóñîì 3r, âîëíû èç B — ðàäèóñîì 2r, âîëíû
èç C — ðàäèóñîì r.

Ïðîâåäåì ìûñëåííî ïîâåðõíîñòü. îãèáàþùóþ çâóêîâûå âîëíû,
ðîäèâøèåñÿ çà âðåìÿ ïîëåòà ñàìîëåòà îò A äî D. Îíà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, ñå÷åíèå êîòîðîé ïëîñêîñòüþ
ðèñóíêà ïîêàçàíî ïðÿìûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Ýòà êîíè÷å-
ñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôðîíòîì óäàðíîé çâóêîâîé âîëíû; åãî

Ðèñ. 9.32

à)

á)

â)
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íàçûâàþò êîíóñîì Ìàõà — â ÷åñòü àâñòðèéñêîãî ôèçèêà Ýðíñòà
Ìàõà, ñïåöèàëèçèðîâàâøåãîñÿ â îáëàñòè ãàçîâîé äèíàìèêè, àêóñ-
òèêè, îïòèêè.

Ïî ìåðå äâèæåíèÿ ñàìîëåòà ôðîíò óäàðíîé çâóêîâîé âîëíû
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà ïî íàïðàâëåíèÿì, ïîêàçàí-
íûì ñòðåëêàìè íà ðèñóíêå 9.32, â. Êàê òîëüêî îí äîñòèãíåò íà-
áëþäàòåëÿ, òîò óñëûøèò ðåçêèé è ãðîìêèé õëîïîê. ×åì áîëüøå
ñêîðîñòü ñàìîëåòà, òåì áîëåå óçêèì áóäåò êîíóñ Ìàõà. Ëåãêî ñî-
îáðàçèòü, ÷òî

sinα = . (9.98)

Задача (ðèñ. 9.33). Ñâåðõçâóêîâîé ñà-
ìîëåò ëåòèò ãîðèçîíòàëüíî ñî ñêîðî-
ñòüþ v. Íàáëþäàòåëü íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè óñëûøàë õëîï �îê ÷åðåç âðåìÿ
T ïîñëå òîãî, êàê óâèäåë ñàìîëåò íàä
ãîëîâîé. Íà êàêîé âûñîòå ëåòåë ñàìî-
ëåò? Ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå vô.

Íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â òî÷êå
A íà ðèñóíêå. Îí óñëûøèò õëîïîê,
êîãäà ñàìîëåò îêàæåòñÿ â òî÷êå B.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ âûñîòà åñòü H = vTtgα. Âûðàçèì
tg α ÷åðåç sinα è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (9.98); ïîëó÷èì

H = vT  = vôT . 

Â äàííîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñâåò îò ñàìîëåòà äîøåë
äî çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ ìãíîâåííî. Íà ñàìîì äåëå ñâåò ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, íî â äàííîì ñëó÷àå ýòî ìîæíî
íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå.

9.8. ÑÅÉÑÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎËÍÛ

9.8.1. Типы землетрясений

Ñëîâî «ñåéñìè÷åñêèé» îáðàçîâàíî îò ãðå÷åñêîãî ñëîâà seis-
mos, îçíà÷àþùåãî îäíîâðåìåííî «êîëåáàíèå» è «çåìëåòðÿñå-
íèå». Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, «òðÿñåíèå çåìëè» ïðåäñòàâëÿåò

vô

v
------

Ðèñ. 9.33
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ñîáîé êîëåáàíèÿ ÷àñòèö ïîäçåìíûõ ïîðîä, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ
â âèäå óïðóãèõ âîëí âî âñå ñòîðîíû îò èñòî÷íèêà âîëí. Ýòè óï-
ðóãèå âîëíû íàçûâàþò ñåéñìè÷åñêèìè âîëíàìè. Ïî õàðàêòåðó
èñòî÷íèêîâ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí ðàçëè÷àþò ÷åòûðå òèïà çåìëåò-
ðÿñåíèé — òåêòîíè÷åñêèå, âóëêàíè÷åñêèå, òåõíîãåííûå, îáâàëü-
íûå. Ñîîòâåòñòâåííî ãîâîðÿò î ÷åòûðåõ ïðè÷èíàõ, âûçûâàþùèõ
çåìëåòðÿñåíèÿ.

Òåêòîíè÷åñêèå çåìëåòðÿñåíèÿ âîçíèêàþò, êîãäà â ïîäçåìíûõ
ãîðíûõ ïîðîäàõ ïîä äåéñòâèåì ãåîëîãè÷åñêèõ ñèë ïðîèñõîäÿò ðàç-
ðûâû è ïîäâèæêè. Âóëêàíè÷åñêèå çåìëåòðÿñåíèÿ âîçíèêàþò â ïðî-
öåññå âóëêàíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè; îíè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïåðå-
õîäîì ìàãìû èç òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ â æèäêîå, à òàêæå ñî âçðûâàìè,
ïðîèñõîäÿùèìè ïðè èçâåðæåíèè âóëêàíà. Òåõíîãåííûå çåìëåòðÿ-
ñåíèÿ — ýòî èñêóññòâåííûå, èíèöèèðîâàííûå ÷åëîâåêîì çåìëåòðÿ-
ñåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè îáû÷íûõ èëè ÿäåðíûõ âçðûâàõ. Îáâàëü-
íûå çåìëåòðÿñåíèÿ — îòíîñèòåëüíî ñëàáûå çåìëåòðÿñåíèÿ, ïðîèñ-
õîäÿùèå ó ñàìîé ïîâåðõíîñòè çåìëè â ìåñòàõ, ãäå èìåþòñÿ
ïîäçåìíûå ïóñòîòû èëè ãîðíûå ðàçðàáîòêè. Îíè âîçíèêàþò ïðè
îáðóøåíèè ñâîäîâ ïåùåðû èëè øàõòû.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû è ìîãóò îêàçàòüñÿ íàèáîëåå ðàçðó-
øèòåëüíûìè òåêòîíè÷åñêèå çåìëåòðÿñåíèÿ. Íèæå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ýòîò òèï çåìëåòðÿñåíèé.

9.8.2. Созревание и возникновение тектонического
землетрясения

Êðàòêî ãîâîðÿ, âñÿêîå òåêòîíè÷åñêîå çåìëåòðÿñåíèå äîëãî
«ñîçðåâàåò», à âîçíèêíóâ, áûñòðî ñâåðøàåòñÿ. Ïîäðîáíåå ãîâî-
ðÿ, ýíåðãèÿ çåìëåòðÿñåíèÿ ïîñòåïåííî íàêàïëèâàåòñÿ â íåêîòî-
ðîì îáúåìå ïîäçåìíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìîì î÷àãîì çåìëåò-
ðÿñåíèÿ; â ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ çåìëåòðÿñåíèÿ íàêîïèâøàÿñÿ
ýíåðãèÿ íà÷èíàåò áóðíî âûñâîáîæäàòüñÿ â íåêîòîðîì ìåñòå âíó-
òðè î÷àãà, íàçûâàåìîì ôîêóñîì, èëè ãèïîöåíòðîì çåìëåòðÿñåíèÿ,
è ïðåâðàùàåòñÿ ÷àñòüþ âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ãîðíûõ ïîðîä, à
÷àñòüþ â ýíåðãèþ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âî âñå
ñòîðîíû îò ãèïîöåíòðà. Áûñòðî äîñòèãíóâ çåìíîé ïîâåðõíîñòè,
ñåéñìè÷åñêèå âîëíû ïðîèçâîäÿò ñîòðÿñåíèÿ è ðàçðóøåíèÿ, ïîä÷àñ
âåñüìà çíà÷èòåëüíûå.

Êàêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòåïåííî íàêàïëèâàåòñÿ â î÷àãå çåìëåò-
ðÿñåíèÿ? Ãäå è ïî÷åìó ïðîèñõîäèò âíåçàïíîå âûñâîáîæ-
äåíèå íàêîïèâøåéñÿ ýíåðãèè?

?
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×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, íåîáõîäèìî õîòÿ áû âêðàòöå
êîñíóòüñÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè ãëîáàëüíîé òåêòîíèêè ëèòîñôåð-
íûõ ïëèò. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, çåìíàÿ êîðà (ëèòîñôåðà) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîíîëèòíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êîé, à ñîñòîèò èç ðÿäà áëî-
êîâ (ëèòîñôåðíûõ ïëèò). Â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî ñíàðóæè (ñî ñòîðîíû êîñìîñà) íè÷òî íå äàâèò íà çåì-
íóþ êîðó, òîãäà êàê èçíóòðè íà íåå äàâèò «ïîëóæèäêàÿ» è äîñòà-
òî÷íî ãîðÿ÷àÿ àñòåíîñôåðà — ïîâåðõíîñòíûé ñëîé çåìíîé ìàí-
òèè. Åñòåñòâåííî, ÷òî â òàêèõ óñëîâèÿõ ëèòîñôåðíàÿ îáîëî÷êà íå
ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ ìîíîëèòíîé; îíà äîëæíà ïîòðåñêàòüñÿ íà îò-
äåëüíûå êóñêè. Ëèòîñôåðíûå ïëèòû íå íàõîäÿòñÿ â ïîêîå. Ïîä
âîçäåéñòâèåì àñòåíîñôåðû (çà ñ÷åò âíóòðåííåé ýíåðãèè àñòåíîñôå-
ðû) îíè ìåäëåííî, ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ îêîëî 5 ñì/ãîä, ïåðåìå-
ùàþòñÿ ïî íåé. Òàì, ãäå ëèòîñôåðíûå ïëèòû òðóòñÿ äðóã î äðóãà
èëè íàäâèãàþòñÿ îäíà íà äðóãóþ, âîçíèêàþò ðàçëîìû, îáðàçóþò-
ñÿ ãîðíûå õðåáòû, èçâåðãàþòñÿ âóëêàíû, ïðîèñõîäÿò çåìëåòðÿñå-
íèÿ.

Íà ðèñóíêå 9.34 ïîêàçàíû ëèòîñôåðíûå ïëèòû: 1 — Òèõîîêåàíñêàÿ,
2 — Ñåâåðîàìåðèêàíñêàÿ, 3 — Åâðàçèàòñêàÿ, 4 — Àôðèêàíñêàÿ,
5 — Þæíîàìåðèêàíñêàÿ, 6 — Èíäî-Àâñòðàëèéñêàÿ, 7 — Àíòàðêòè-

÷åñêàÿ, 8 — Íàñêà, 9 — Ñîìàëèéñêàÿ, 10 — Êèòàéñêàÿ, 11 — Àìóðñêàÿ, 12 —
Òèáåòñêàÿ, 13 — Àðàâèéñêàÿ, 14 — Ôèëèïïèíñêàÿ, 15 — Îõîòñêàÿ, 16 — Èðàí-
ñêàÿ, 17 — Êàðèáñêàÿ, 18 — Êîêîñ. Òî÷êè è ïÿòíà — ìåñòà òåêòîíè÷åñêèõ

Ðèñ. 9.34
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çåìëåòðÿñåíèé, íàáëþäàâøèõñÿ â òå÷åíèå ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè XX ñòîëåòèÿ;
îíè íàãëÿäíî îáîçíà÷àþò ãðàíèöû ëèòîñôåðíûõ ïëèò. Ñòðåëêàìè îòìå÷åíû íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íåêîòîðûõ ëèòîñôåðíûõ ïëèò. Îòîäâèãàíèå ïëèò äðóã îò
äðóãà (íàïðèìåð, ïëèò 5 è 4 èëè 1 è 8) ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò òîãî, ÷òî êðàÿ ýòèõ
ïëèò âñå âðåìÿ íàðàñòàþò âñëåäñòâèå èçâåðæåíèÿ ïîäâîäíûõ âóëêàíîâ, öåïüþ
ïðîòÿíóâøèõñÿ âäîëü ãðàíèöû ìåæäó ïëèòàìè. Ïðè ñáëèæåíèè ïëèò (íàïðè-
ìåð, ïëèò 8 è 5 èëè 6 è 3) êðàÿ îäíîé èç íèõ êàê áû íûðÿþò ïîä êðàÿ äðóãîé,
ïðèïîäíèìàÿ è ñìèíàÿ èõ.

Ðèñóíîê 9.34 ïîçâîëÿåò óêàçàòü îáëàñòè ïîâûøåííîé ñåéñ-
ìè÷íîñòè íà çåìíîì øàðå, ò. å. îáëàñòè, ãäå îòíîñèòåëüíî ÷àñòî
ïðîèñõîäÿò òåêòîíè÷åñêèå çåìëåòðÿñåíèÿ. Ýòè îáëàñòè ðàñïîëà-
ãàþòñÿ âäîëü ãðàíèö ëèòîñôåðíûõ ïëèò è îáðàçóþò íà ñóøå äâà
ñåéñìè÷åñêè àêòèâíûõ ïîÿñà: Òèõîîêåàíñêèé (îí êîëüöîì îõâà-
òûâàåò áåðåãà Òèõîãî îêåàíà) è Ñðåäèçåìíîìîðñêèé (îí ïðîñòè-
ðàåòñÿ ÷åðåç þã Åâðîïû è äîõîäèò íà âîñòîêå äî Ìàëàéñêîãî àð-
õèïåëàãà).

Èòàê, î÷àãè íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ òåêòîíè÷åñêèõ çåìëåòðÿ-
ñåíèé âîçíèêàþò âðåìÿ îò âðåìåíè â ñåéñìè÷åñêè àêòèâíûõ ïî-
ÿñàõ — â òåõ ìåñòàõ, ãäå â äàííîå âðåìÿ íà÷èíàåò âîçðàñòàòü
ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ êðàåâ ñîñåäíèõ ëèòîñôåðíûõ ïëèò. Â ïî-
äîáíûõ ìåñòàõ ïðîèñõîäèò äåôîðìàöèÿ ãîðíûõ ïîðîä, íàõîäÿ-
ùèõñÿ âáëèçè êîíòàêòèðóþùèõ êðàåâ ïëèò. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ïëèò ÷àñòè÷íî ïðåâðàùàåòñÿ çäåñü â ïîñòåïåííî íàêàïëèâàþ-
ùóþñÿ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè. Ïðîöåññ
ïîñòåïåííîãî íàêîïëåíèÿ ýíåðãèè äåôîðìàöèè êàê ðàç è åñòü
ïðîöåññ ñîçðåâàíèÿ òåêòîíè÷åñêîãî çåìëåòðÿñåíèÿ. Îí ìîæåò
ïðîòåêàòü äîñòàòî÷íî äîëãî, ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ ðàçìåðû
î÷àãà çåìëåòðÿñåíèÿ.

Íî âîçðàñòàíèå ìåõàíè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ â î÷àãå çåìëåòðÿ-
ñåíèÿ íå ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî. Êàê òîëüêî â
êàêîì-òî ìåñòå î÷àãà (â ãèïåðöåíòðå çåìëåòðÿñåíèÿ) áóäåò ïðå-
âçîéäåíà ïðî÷íîñòü ãîðíîé ïîðîäû, òàì ïðîèçîéäåò ðàçðûâ ïî-
ðîäû, êîòîðûé áûñòðî ðàñïðîñòðàíèòñÿ îò ãèïîöåíòðà â ïðåäåëàõ
íàïðÿæåííîé îáëàñòè (îáëàñòè î÷àãà).

Ðàçðûâ ïîäçåìíûõ ïîðîä ãåîëîãè íàçûâàþò ðàçëîìîì. Ðàç-
ëè÷àþò òðè îñíîâíûõ òèïà ãåîëîãè÷åñêèõ ðàçëîìîâ. Ðàñòÿãè-
âàþùèå óñèëèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî íåêîòîðûé îáúåì
ïîðîäû ñîñêîëüçíåò âíèç — âîçíèêíåò ðàçëîì, íàçûâàåìûé
íîðìàëüíûì ñáðîñîì (ðèñ. 9.35, à). Ïðè ñæàòèè ÷àñòü ïîðîäû
ìîæåò áûòü «âûäàâëåíà» ââåðõ, òàêîé ðàçëîì íàçûâàþò îáðà-
ùåííûì ñáðîñîì (ðèñ. 9.35, á). Âîçìîæíî òàêæå ïåðåìåùåíèå
îäíîãî îáúåìà ïîðîäû îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ïðè íàëè÷èè
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ñäâèãàþùèõ óñèëèé; â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïîïåðå÷íîì ñáðî-
ñå (ðèñ. 9.35, â).

Êàê òîëüêî îáðàçóåòñÿ ðàçëîì, íàêîïèâøàÿñÿ â î÷àãå îãðîì-
íàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè âûñâîáîæäàåòñÿ è ïðåâðàùàåòñÿ ÷àñòè÷-
íî â ýíåðãèþ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí, êîòîðûå ïîáåãóò âî âñå ñòîðîíû
îò ãèïîöåíòðà çåìëåòðÿñåíèÿ. Äîëãî «ñîçðåâàâøåå» çåìëåòðÿñå-
íèå, íàêîíåö, ñâåðøèëîñü. Ïîñëå âûñâîáîæäåíèÿ ýíåðãèè äåôîð-
ìàöèè ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå â î÷àãå ñíèìàåòñÿ (èëè, ïî êðàé-
íåé ìåðå, ñíèæàåòñÿ), è çåìëåòðÿñåíèå ïðåêðàùàåòñÿ.

Ñåãîäíÿøíÿÿ ëèòîñôåðà Çåìëè õàðàêòåðèçóåòñÿ áîãàòñòâîì è
ðàçíîîáðàçèåì ðàçëîìîâ — îò ãëóáèííûõ ðàçëîìîâ, èäóùèõ ïî
êðàÿì ëèòîñôåðíûõ ïëèò, äî ðàçëîìîâ â ïðåäåëàõ ïëèò è äàëåå —
äî íåãëóáîêèõ ðàçëîìîâ â ïðèïîâåðõíîñòíûõ îáëàñòÿõ çåìíîé êî-
ðû. Ïåðâîïðè÷èíîé òåêòîíè÷åñêèõ çåìëåòðÿñåíèé ÿâëÿþòñÿ â ïåð-
âóþ î÷åðåäü è ãëàâíûì îáðàçîì ãëóáèííûå ðàçëîìû, èäóùèå ïî
êðàÿì ëèòîñôåðíûõ ïëèò.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî íå ñëåäóåò ïóòàòü ãèïîöåíòð (ôî-
êóñ) çåìëåòðÿñåíèÿ ñ åãî ýïèöåíòðîì. Ýïèöåíòð çåìëåòðÿñåíèÿ
åñòü òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè çåìëè, íàõîäÿùàÿñÿ íåïîñðåäñòâåííî
íàä ãèïîöåíòðîì. Â ýïèöåíòðå íàáëþäàþòñÿ íàèáîëåå ñåðüåçíûå
ðàçðóøåíèÿ, âûçâàííûå ñåéñìè÷åñêèìè âîëíàìè, ïðèøåäøèìè èç
ãèïîöåíòðà. Ãëóáèíà ãèïîöåíòðà, èíà÷å ãîâîðÿ, ðàññòîÿíèå îò ãè-
ïîöåíòðà äî ýïèöåíòðà, — îäíà èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê çåì-
ëåòðÿñåíèÿ. Îíà ìîæåò äîñòèãàòü 700  êì. Çåìëåòðÿñåíèÿ ñ ãëó-
áèíîé ãèïîöåíòðà (ôîêóñà) îò 700 äî 300 êì íàçûâàþò ãëóáîêî-
ôîêóñíûìè, ñ ãëóáèíîé îò 300 êì äî 70 êì — ïðîìåæóòî÷íûìè,
ñ ãëóáèíîé äî 70 êì — ìåëêîôîêóñíûìè.

Ðèñ. 9.35

à)

á)

â)
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9.8.3. Сейсмические волны, возникающие
при землетрясении

Ðàçëè÷àþò ñåéñìè÷åñêèå âîëíû îáúåìíîãî òèïà è ïîâåðõíî-
ñòíîãî òèïà. Èç î÷àãà çåìëåòðÿñåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âî âñå
ñòîðîíû âîëíû îáúåìíîãî òèïà. Ïî äîñòèæåíèè çåìíîé ïîâåðõíî-
ñòè îíè, âî-ïåðâûõ, èñïûòûâàþò îòðàæåíèå è, âî-âòîðûõ, âîçáóæ-
äàþò âîëíû ïîâåðõíîñòíîãî òèïà, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
âäîëü ïîâåðõíîñòè çåìëè, íå ïðîíèêàÿ â ãëóáèíó áîëåå, ÷åì íà íå-
ñêîëüêî äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ.

Ñóùåñòâóþò ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå âîëíû îáúåìíîãî òèïà.
Ïðîäîëüíûå âîëíû íàçûâàþò òàêæå ïåðâè÷íûìè âîëíàìè, èëè
P-âîëíàìè (ðèñ. 9.36, à), à ïîïåðå÷íûå âîëíû — âòîðè÷íûìè âîë-
íàìè, èëè S-âîëíàìè (ðèñ 9.36, á). Ó ãðàíèòà (îäíîé èç îñíîâíûõ
ãîðíûõ ïîðîä êîíòèíåíòàëüíîé êîðû) ìîäóëü Þíãà E = 8æ1010 Ïà,

Ðèñ. 9.36

à)

á)

â)

ã)
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ìîäóëü ñäâèãà G = 3æ1010 Ïà, ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ρ = 2600 êã/ì3.

Ïîýòîìó â ãðàíèòå ñêîðîñòü P-âîëíû ðàâíà  = 5,5 êì/ñ, à ñêî-

ðîñòü S-âîëíû ðàâíà  = 3,4 êì/ñ. Ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷è-

òàòü, ÷òî òàêîâû ñêîðîñòè P-âîëíû è S-âîëíû âáëèçè çåìíîé ïî-
âåðõíîñòè íà ñóøå.

Ñ ãëóáèíîé ñêîðîñòü ñåéñìè÷åñêèõ âîëí âîçðàñòàåò íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîòíîñòü ãîðíûõ ïî-
ðîä. Äåëî â òîì, ÷òî ñ ãëóáèíîé ìîäóëè óïðóãîñòè ñðåäû ðàñòóò
áûñòðåå, ÷åì ïëîòíîñòü. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ïðè ýòîì âîç-
ðàñòàíèå ñ ãëóáèíîé òåìïåðàòóðû íåäð. Óâåëè÷åíèå ñ ãëóáèíîé
ñêîðîñòè P-âîëíû è S-âîëíû ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 9.38, á (ñì. ï. 9.8.6).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî íà âñåõ ãëóáèíàõ âïëîòü äî
2900 êì ñêîðîñòü P-âîëíû ïðèìåðíî â 1,6—1,8 ðàçà áîëü-

øå ñêîðîñòè S-âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, èç î÷àãà çåìëåòðÿñåíèÿ â
ýïèöåíòð ðàíüøå ïðèõîäèò P-âîëíà è ëèøü íåñêîëüêî ïîçäíåå
S-âîëíà. Ýòèì è îáúÿñíÿþòñÿ íàçâàíèÿ âîëí «ïåðâè÷íàÿ» è «âòî-
ðè÷íàÿ». Ïðèøåäøàÿ îòíîñèòåëüíî èíòåíñèâíàÿ P-âîëíà ïðîèçâî-
äèò äåéñòâèå, ïîõîæåå íà óäàð âîçäóøíîé âîëíû, âûçûâàþùåé
ãðîõîò è òðåñê ñòåêîë â îêíàõ. Ñïóñòÿ âðåìÿ, èçìåðÿåìîå ñåêóí-
äàìè, ïðèõîäèò S-âîëíà, êîòîðàÿ ðàñêà÷èâàåò âñ¸ íà ñâîåì ïóòè
èç ñòîðîíû â ñòîðîíó è ñìåùàåò ïîâåðõíîñòü ãðóíòà êàê ïî âåð-
òèêàëè, òàê è ïî ãîðèçîíòàëè. Ïîâðåæäåíèÿ è ðàçðóøåíèÿ, âûçû-
âàåìûå S-âîëíîé, çíà÷èòåëüíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ P-âîëíîé.

Èçìåðèâ ïî õàðàêòåðó ñåéñìîãðàììû ðàçíèöó ∆t âðåìåí ïðè-
õîäà â ýïèöåíòð P-âîëíû è S-âîëíû, ìîæíî îöåíèòü ãëóáèíó H ôî-
êóñà äàííîãî çåìëåòðÿñåíèÿ. Ïóñòü v1 — ñêîðîñòü P-âîëíû, à v2 —
ñêîðîñòü S-âîëíû, òîãäà ïîëó÷èì

H = ∆t. (9.99)

Âñòðå÷àÿ íà ñâîåì ïóòè îò î÷àãà ê ïîâåðõíîñòè ñëîè ïîðîä ñ
îòëè÷àþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè, ñåéñìè÷åñêèå âîëíû îáúåìíîãî òèïà
îòðàæàþòñÿ è ïðåëîìëÿþòñÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðåëîìëåíèå (èíà-
÷å ãîâîðÿ, ðåôðàêöèÿ) âîëí ïðîèñõîäèò ïðè ëþáûõ èçìåíåíèÿõ â
ïðîñòðàíñòâå ñðåäè åå ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè; ÷àñòè÷íîå
îòðàæåíèå ýíåðãèè âîëí ïðîèñõîäèò ïðè äîñòàòî÷íî ðåçêèõ èçìå-
íåíèÿõ ñâîéñòâ ñðåäû.

Ñåéñìè÷åñêèå âîëíû ïîâåðõíîñòíîãî òèïà (èõ íàçûâàþò
òàêæå L-âîëíàìè) äåëÿòñÿ íà äâà âèäà — âîëíû Ðýëåÿ (ðèñ.
9.36, â) è âîëíû Ëÿâà (ðèñ. 9.36, ã). Îíè íàçâàíû òàê ïî èìåíàì

E
ρ
----

G
ρ
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!

v1v2

v1 v2−
------------------
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ó÷åíûõ, ðàçðàáîòàâøèõ òåîðèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêèõ âîëí.
Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñóíêà 9.36, â, âîëíû Ðýëåÿ ïîäîáíû âîë-
íàì íà ïîâåðõíîñòè âîäû — ÷àñòèöû ñðåäû äâèæóòñÿ â âåðòè-
êàëüíîé ïëîñêîñòè, îïèñûâàÿ ýëëèïñû. Èç ðèñóíêà 9.36, ã âèä-
íî, ÷òî âîëíû Ëÿâà ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè äåëà, ïîïåðå÷íûìè âîë-
íàìè áåç âåðòèêàëüíûõ ñìåùåíèé; îíè çàñòàâëÿþò ÷àñòèöû
ñðåäû êîëåáàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä ïðÿìûì óã-
ëîì ê íàïðàâëåíèþ ñâîåãî ðàñïðîñòðàíåíèè. Ñåéñìè÷åñêèå âîë-
íû ïîâåðõíîñòíîãî òèïà, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàþòñÿ íàèáîëåå
ðàçðóøèòåëüíûìè.

9.8.4. Оценка «силы землетрясения»:
баллы и магнитуда

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ãäå-òî ïðîèçîøëî ìîùíîå çåìëåòðÿñåíèå, è
òåëåêîììåíòàòîð ñîîáùàåò: «Ñèëà çåìëåòðÿñåíèÿ ñîñòàâèëà
7,5 áàëëà ïî øêàëå Ðèõòåðà». Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñåéñìîëîãà, ýòà
ôðàçà íå èìååò ñìûñëà. Äåëî íå â òîì, ÷òî «ñèëà çåìëåòðÿñåíèÿ»
íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå, íàçûâàåìîé
«ñèëîé» è âûðàæàåìîé â íüþòîíàõ. Ïîíÿòíî, ÷òî ñëîâà «ñèëà çåì-
ëåòðÿñåíèÿ» ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê õàðàêòåðèñòèêó ìîùè çåì-
ëåòðÿñåíèÿ, ñòåïåíè åãî ðàçðóøèòåëüíîñòè. Ïðîöèòèðîâàííàÿ ôðà-
çà íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó ïî øêàëå Ðèõòåðà (øêàëå, ïðåä-
ëîæåííîé â 1935 ãîäó àìåðèêàíñêèì ñåéñìîëîãîì ×àðëüçîì
Ðèõòåðîì) èçìåðÿþò «ñèëó çåìëåòðÿñåíèÿ» íå â áàëëàõ, à â çíà-
÷åíèÿõ ñïåöèàëüíîé áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû — òàê íàçûâàåìîé
ìàãíèòóäû (ìàãíèò çäåñü íå ïðè ÷åì; ïî-ëàòûíè magnitudo åñòü
ïðîñòî «âåëè÷èíà»). À â áàëëàõ (ïðèòîì öåëî÷èñëåííûõ) èçìåðÿ-
þò «ñèëó çåìëåòðÿñåíèÿ» íå ïî øêàëå Ðèõòåðà, à ïî îäíîé èç ñïå-
öèàëüíûõ áàëëüíûõ øêàë; íàïðèìåð, ïî ïðèíÿòîé ñåãîäíÿ â Ðîñ-
ñèè è ìíîãèõ åâðîïåéñêèõ ñòðàíàõ 12-áàëëüíîé øêàëå Ìåäâåäå-
âà—Øïîíõîéåðà—Êàðíèêà (ïî òàê íàçûâàåìîé øêàëå MSK-64).
Ó ñåéñìîëîãà íå áûëî áû âîçðàæåíèé, åñëè áû òåëåêîììåíòàòîð
ñîîáùèë: «Ñèëà çåìëåòðÿñåíèÿ èìåëà ìàãíèòóäó 7,5 ïî øêàëå
Ðèõòåðà» èëè: «Ñèëà çåìëåòðÿñåíèÿ ñîñòàâèëà îêîëî 7 áàëëîâ
ïî øêàëå MSK-64». Îáå ýòè ôðàçû èìåþò îïðåäåëåííûé ñìûñë.
Îäíàêî ñìûñë ýòèõ ôðàç ðàçëè÷åí.

Îáñóäèì ñíà÷àëà ñìûñë áàëëüíûõ øêàë. Áàëëû — ýòî âûðà-
æåíèå ñ ïîìîùüþ ðèìñêèõ öèôð êà÷åñòâåííîé îöåíêè «ñèëû çåìëåò-
ðÿñåíèÿ» ïî õàðàêòåðó è ñòåïåíè ñîòðÿñåíèé è ðàçðóøåíèé, íàáëþ-
äàåìûõ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè â ýïèöåíòðå çåìëåòðÿñåíèÿ. Â äàí-
íîì ñëó÷àå ìû íå âûÿñíÿåì, íà êàêîé ãëóáèíå íàõîäèëñÿ ôîêóñ
çåìëåòðÿñåíèÿ è êàê âåëèêà ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ïîäçåìíûõ ïîðîä,
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ïðåâðàòèâøàÿñÿ â ýíåðãèþ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. Ìû ñóäèì î «ñèëå
çåìëåòðÿñåíèÿ» òîëüêî ïî ðåçóëüòàòàì, íàáëþäàåìûì íà ïîâåðõ-
íîñòè çåìëè â ýïèöåíòðå.

Äëÿ îöåíêè ñèëû çåìëåòðÿñåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ 12-áàëëüíàÿ
øêàëà MSK-64 (òàáë. 1).

Ò à á ë è ö à  1

×åì äàëüøå îò ýïèöåíòðà, òåì ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì áàëëîâ
îöåíèâàåòñÿ «ñèëà çåìëåòðÿñåíèÿ». Íàèáîëüøåå äëÿ äàííîãî çåì-
ëåòðÿñåíèÿ êîëè÷åñòâî áàëëîâ (äîïóñòèì, ýòî VIII áàëëîâ) ôèêñè-

Çåìëåòðÿñåíèå ×èñëî 
áàëëîâ ×òî ïðîèñõîäèò

Ñëàáîå I Cîòðÿñåíèÿ ïî÷âû óëàâëèâàþò òîëüêî ñåéñìîãðàôû. 

II Îùóùàåòñÿ ëþäüìè, ëåæàùèìè â ïîñòåëè. 

III Ñëåãêà êà÷àþòñÿ ëþñòðû. 

IV Çâåíÿò îêîííûå ñòåêëà è ïîñóäà. 

Ñèëüíîå V Âûïëåñêèâàåòñÿ âîäà èç ÷àøêè, ðàñêà÷èâàþòñÿ âè-
ñÿùèå ïðåäìåòû, îñûïàåòñÿ ïîáåëêà â äîìàõ. 

VI Ëîïàþòñÿ ñòåêëà â îêíàõ, òðåñêàåòñÿ øòóêàòóðêà 
è êèðïè÷íàÿ êëàäêà, ñäâèãàåòñÿ ñ ìåñòà ìåáåëü. 

VII Ïîÿâëÿþòñÿ êðóïíûå òðåùèíû â ñòåíêàõ, îòëàìû-
âàþòñÿ êóñêè øòóêàòóðêè, ïàäàþò êèðïè÷è, òðóäíî 
ñòîÿòü íà íîãàõ.

VIII Ïàäàþò êàðíèçû, áàëêîíû, äûìîâûå òðóáû, òðóäíî 
âåñòè àâòîìîáèëü, íà ñêëîíàõ ãîð ïîÿâëÿþòñÿ 
îïîëçíè è òðåùèíû. 

IX Ïðîèñõîäÿò îáâàëû çäàíèé, à òàêæå îáâàëû 
è îïîëçíè â ãîðàõ, âåñòè àâòîìîáèëü ïðàêòè÷åñêè 
íåâîçìîæíî. 

Ðàçðóøè-
òåëüíîå

X Ðàçðóøåíû ìíîãèå çäàíèÿ, ñåðüåçíî ïîâðåæäåíû 
ïëîòèíû, ðóøàòñÿ ìîñòû, äåôîðìèðóþòñÿ æåëåçíî-
äîðîæíûå ïóòè, âîçíèêàþò ìîùíûå îïîëçíè. 

XI Íà ïîâåðõíîñòè çåìëè îáðàçóþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå 
è øèðîêèå (äî ìåòðà è áîëüøå) òðåùèíû è âåðòè-
êàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïî íèì, íàáëþäàåòñÿ îáùåå 
ðàçðóøåíèå çäàíèé. 

XII Ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ðåëüåôà ìåñòíîñòè, îãðîì-
íûå îáâàëû è îïîëçíè, ãëóáîêèå è øèðîêèå òðåùè-
íû è ïðîâàëû, ðàçðóøàþòñÿ êðóïíûå ñîîðóæåíèÿ, 
èçìåíÿþòñÿ ðóñëà ðåê. 
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ðóþò â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè âîêðóã ýïèöåíò-
ðà. Ýòîò ó÷àñòîê îáâîäÿò íà êàðòå-ïëàíå ïëàâíîé çàìêíóòîé êðè-
âîé, êîòîðóþ íàçûâàþò èçîñåéñòîì. Âîêðóã ýòîãî èçîñåéñòà
îïèñûâàþò ñëåäóþùèé èçîñåéñò, î÷åð÷èâàþùèé òåððèòîðèþ, â
ïðåäåëàõ êîòîðîé «ñèëà çåìëåòðÿñåíèÿ» íå ìåíåå VII áàëëîâ. Òðå-
òèé èçîñåéñò î÷åð÷èâàåò òåððèòîðèþ, â ïðåäåëàõ êîòîðîé «ñèëà
çåìëåòðÿñåíèÿ» íå ìåíåå VI áàëëîâ. È òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå
ñåéñìîëîãè ïîëó÷àþò êàðòèíó èçîñåéñòîâ äàííîãî çåìëåòðÿñå-
íèÿ.

Òåïåðü îáñóäèì ñìûñë øêàëû ìàãíèòóä (øêàëû Ðèõòåðà).
Ìàãíèòóäà õàðàêòåðèçóåò ýíåðãèþ äåôîðìàöèè ïîðîä âíóòðè
î÷àãà, âûäåëèâøóþñÿ â âèäå ñåéñìè÷åñêèõ âîëí (òàê íàçûâàåìóþ
ýíåðãèþ çåìëåòðÿñåíèÿ). Ýíåðãèÿ çåìëåòðÿñåíèÿ W ñâÿçàíà ñ
ìàãíèòóäîé M ñîîòíîøåíèåì:

M = lgW – 3. (9.100)

Çäåñü lg — äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì, ýíåðãèÿ W âûðàæàåòñÿ â äæîó-
ëÿõ. Íà ïðàêòèêå ìàãíèòóäó äàííîãî çåìëåòðÿñåíèÿ îïðåäåëÿþò,
èçìåðÿÿ, âî-ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé, çàïè-
ñàííûõ ñåéñìîãðàôîì, íàõîäÿùèìñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò
ýïèöåíòðà, è, âî-âòîðûõ, èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïðèõîäîì ê
äàííîìó ñåéñìîãðàôó P-âîëíû è S-âîëíû (ýòîò èíòåðâàë ïîçâîëÿ-
åò îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå îò ñåéñìîãðàôà äî ôîêóñà çåìëåòðÿñå-
íèÿ). Èçìåðèâ ìàãíèòóäó è èñïîëüçóÿ (9.100), âû÷èñëÿþò ýíåðãèþ
çåìëåòðÿñåíèÿ.

Èç (9.100) âèäíî, ÷òî, íàïðèìåð, ìàãíèòóäå M = 3,0 ñîîòâåòñò-
âóåò lgW = 9 è, ñëåäîâàòåëüíî, W = 109 Äæ. Êàê âèäíî èç (9.100),
íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé ìàãíèòóäû íå ñóùåñòâóåò:
–× < M < ×. Îäíàêî ìàãíèòóäó ïðèíÿòî îòñ÷èòûâàòü îò M = 0,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè çåìëåòðÿñåíèÿ W = 10  Äæ = Äæ d
d 3æ104 Äæ. Òàêàÿ ýíåðãèÿ âûñâîáîæäàåòñÿ ïðè ïàäåíèè êàìíÿ
ìàññîé 500 êã ñ âûñîòû 6  ì. Ïîäîáíîå çåìëåòðÿñåíèå ìîæåò çà-
ðåãèñòðèðîâàòü ëèøü î÷åíü òî÷íûé ñåéñìîãðàô. Ïîýòîìó íåò
ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü ìàãíèòóäû M < 0. Âåðõíåé ãðàíèöåé øêà-
ëû ìàãíèòóä ïðèíÿòî ñ÷èòàòü çíà÷åíèå M = 9,5. Åìó ñîîòâåòñòâóåò
ýíåðãèÿ W d 1019 Äæ. Äåëî â òîì, ÷òî ãîðíûå ïîðîäû íå ìîãóò
íàêîïèòü ýíåðãèè áîëåå ïðèìåðíî 1019 Äæ áåç ðàçðóøåíèÿ è, çíà-
÷èò, çåìëåòðÿñåíèÿ íà Çåìëå íå ìîãóò èìåòü ìàãíèòóäó áîëüøå 9,5.
Ñåéñìè÷åñêèå ïðîöåññû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ áîëüøåé ýíåðãèåé,
÷åì 1019 Äæ, ìîãóò áûòü âûçâàíû ëèøü ñòîëêíîâåíèåì ñ Çåìëåé
àñòåðîèäà.

2
3
---

9
2
---
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Èòàê, øêàëà ìàãíèòóä ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îòðåçêå 0 m M m 9,5.

Ïóñòü M1 = lgW1 – 3 è M2 = lgW2 – 3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

M2 – M1 = lg . (1*)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M2 – M1 = 1. Èç (1*) ïîëó÷àåì lg  = 

è, ñëåäîâàòåëüíî,  =  d 30. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèþ

ýíåðãèè çåìëåòðÿñåíèÿ â 30 ðàç ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèå ìàã-
íèòóäû íà åäèíèöó.

Ïî îöåíêàì ñåéñìîëîãîâ, åæåãîäíî íà Çåìëå ïðîèñõîäÿò â
ñðåäíåì îäíî çåìëåòðÿñåíèå ñ ìàãíèòóäîé îò 8,0, äåñÿòü çåìëåò-
ðÿñåíèé ñ ìàãíèòóäîé îò 7,0 äî 7,9, ñòî — ñ ìàãíèòóäîé îò 6,0 äî 6,9,
òûñÿ÷à — ñ ìàãíèòóäîé îò 5,0 äî 5,9.

9.8.5. Связь между значением магнитуды,
глубиной гипоцентра землетрясения и количеством

баллов в эпицентре

Ýòà ñâÿçü ìîæåò áûòü ïðîñëåæåíà,
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ íîìîãðàììîé,
ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 9.37. Çäåñü
èçîáðàæåíû òðè ïàðàëëåëüíûå øêà-
ëû: A — ãëóáèíà ãèïîöåíòðà â êè-
ëîìåòðàõ (øêàëà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ),
B — êîëè÷åñòâî áàëëîâ, õàðàêòåðè-
çóþùåå ñòåïåíü ñîòðÿñåíèé è ðàçðó-
øåíèé â ýïèöåíòðå, C — ìàãíèòóäà
çåìëåòðÿñåíèÿ. Ìàñøòàá øêàë è èõ
îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå íà íî-
ìîãðàììå ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì,
÷òî åñëè ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êó
íà øêàëå A, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãëóáè-
íå ãèïîöåíòðà, è òî÷êó íà øêàëå C,
ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ ìàãíèòó-
äû, òî ïåðåñå÷åíèå óêàçàííîé ïðÿìîé

ñî øêàëîé B óêàæåò áàëëüíîñòü äàííîãî çåìëåòðÿñåíèÿ, îöåíè-
âàåìóþ â åãî ýïèöåíòðå.

Ïðåäïîëîæèì, ýíåðãèÿ çåìëåòðÿñåíèÿ W ñîîòâåòñòâóåò ìàãíè-
òóäå M = 5,0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (9.100), íàõîäèì
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W = 1012 Äæ. Çàìåòèì, ÷òî èìåííî òàêîâà, ïî îöåíêå ñïåöèàëèñ-
òîâ, ýíåðãèÿ, âûäåëèâøàÿñÿ ïðè âçðûâå àòîìíîé áîìáû íà àòîëëå
Áèêèíè â 1946 ãîäó. Ýòî ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî çåìëåòðÿñåíèå
ñ ìàãíèòóäîé 5,0 — äîñòàòî÷íî ìîùíîå çåìëåòðÿñåíèå. Îäíàêî
îöåíèâàåìàÿ ïî ñòåïåíè ðàçðóøåíèé â ýïèöåíòðå áàëëüíîñòü ýòî-
ãî çåìëåòðÿñåíèÿ áóäåò ðàçíîé ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ãè-
ïîöåíòðà. Èñïîëüçóÿ íîìîãðàììó íà ðèñóíêå 9.37, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå êîëè÷åñòâà áàëëîâ:

IX áàëëîâ äëÿ ãëóáèíû ãèïîöåíòðà 3 êì (ïðÿìàÿ A);
VII áàëëîâ äëÿ ãëóáèíû ãèïîöåíðà 10 êì (ïðÿìàÿ B);
II áàëëà äëÿ ãëóáèíû ãèïîöåíòðà 200 êì (ïðÿìàÿ C).

Èòàê, åñëè ìîùíîå çåìëåòðÿñåíèå çàðîäèëîñü íà ãëóáèíå 200 êì,
òî îíî áóäåò îùóùàòüñÿ â ýïèöåíòðå ðàçâå ÷òî ëþäüìè, ëåæàùè-
ìè â ïîñòåëè, íå áîëåå òîãî. Åñëè òàêàÿ æå ýíåðãèÿ âûñâîáîäèëàñü
íà ãëóáèíå 3 êì, òî â ýïèöåíòðå ïðîèçîéäóò îáâàëû çäàíèé.

Задача 1. Õàðàêòåðèñòèêè ïåðâîãî çåìëåòðÿñåíèÿ: ìàãíèòóäà 3,1,
ãëóáèíà ãèïîöåíòðà 3 êì; âòîðîãî çåìëåòðÿñåíèÿ: ìàãíèòóäà 6,2,
ãëóáèíà ãèïîöåíòðà 100 êì. Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü áàëëüíîñòè
ýòèõ çåìëåòðÿñåíèé â èõ ýïèöåíòðàõ.

Èñïîëüçóÿ íîìîãðàììó íà ðèñóíêå 9.37 íàõîäèì, ÷òî ïåðâîå
çåìëåòðÿñåíèå èìååò áàëëüíîñòü VI (ïðÿìàÿ 4), à âòîðîå — áàëëü-
íîñòü V (ïðÿìàÿ 5). Â äàííîì ñëó÷àå çåìëåòðÿñåíèå ñ ìåíüøåé
ìàãíèòóäîé îêàçûâàåòñÿ ðàçðóøèòåëüíåå çåìëåòðÿñåíèÿ ñ áîëü-
øåé ìàãíèòóäîé.

Задача 2. Ñåéñìîãðàô, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè L = 100 êì
îò ýïèöåíòðà çåìëåòðÿñåíèÿ, çàðåãèñòðèðîâàë èíòåðâàë ∆t = 24 ñ
ìåæäó âðåìåíàìè ïðèõîäà P-âîëíû è S-âîëíû. Èñïîëüçóÿ ýòîò
ðåçóëüòàò è èçìåðèâ ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé íà
ñåéñìîãðàììå, ñåéñìîëîã çàêëþ÷èë, ÷òî ìàãíèòóäà çåìëåòðÿ-
ñåíèÿ ðàâíà M = 7,4. Ñêîðîñòü P-âîëíû v1 = 5,5 êì/ñ, ñêîðîñòü
S-âîëíû v2 = 3,4 êì/ñ. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü áàëëüíîñòü äàííîãî
çåìëåòðÿñåíèÿ â åãî ýïèöåíòðå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ãëóáèíó ãèïîöåíòðà. Çíàÿ ∆t, ìîæíî íàéòè

ðàññòîÿíèå îò ãèïîöåíòðà äî ñåéñìîãðàôà, ò. å. âåëè÷èíó .
Èìåííî ýòó âåëè÷èíó íàäî ïîäñòàâèòü â (9.99) âìåñòî H; òàêèì

îáðàçîì,  =  = 214  êì. Òàê êàê L = 100 êì, òî,

ñëåäîâàòåëüíî, H = 190  êì. Çíàÿ ãëóáèíó ãèïîöåíòðà H è ìàãíè-
òóäó M, íàõîäèì ñ ïîìîùüþ íîìîãðàììû íà ðèñóíêå 9.37 êîëè÷å-
ñòâî áàëëîâ â ýïèöåíòðå; îíî ðàâíî VI áàëëàì (ïðÿìàÿ 6).

H2 L2
+

H2 L2
+

v1v2∆t

v1 v2−
-------------------
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9.8.6. Сейсмическое прослушивание земного шара

Öåíòð çåìíîãî øàðà íàõîäèòñÿ íà ãëóáèíå 6370 êì îò ïîâåðõ-
íîñòè. Ãëóáèíû îò 6370 êì äî 5100 êì çàïîëíåíû òâåðäûì âåùå-
ñòâîì âíóòðåííåãî ÿäðà ïëîòíîñòüþ îêîëî 12 000 êã/ì3. Äàëåå —
îò 5100 êì äî 2900 êì — íàõîäèòñÿ æèäêîå âíåøíåå ÿäðî. ßäðî
îêðóæåíî ìàíòèåé, êîòîðàÿ íà ãëóáèíàõ îò 2900 êì äî 300 êì íà-
õîäèòñÿ â òâåðäîì ñîñòîÿíèè, à íà ãëóáèíàõ îò 300 êì äî 100 êì —
â âÿçêîì, «ïîëóæèäêîì» ñîñòîÿíèè (ýòîò øàðîâîé ñëîé ìàíòèè íà-
çûâàþò àñòåíîñôåðîé). Íà ãëóáèíå îêîëî 50 êì ïðîõîäèò íèæíÿÿ
ãðàíèöà çåìíîé êîðû, îòäåëÿþùàÿ åå îò ìàíòèè, — ãðàíèöà Ìî-
õîðîâè÷è÷à (íàçâàíà â ÷åñòü õîðâàòñêîãî ãåîôèçèêà Àíäðåÿ Ìîõî-
ðîâè÷è÷à).

Âñå îòìå÷åííûå âûøå äàííûå î âíóòðåííåì ñòðîåíèè çåìíîãî
øàðà ïîëó÷åíû íà îñíîâå ñåéñìè÷åñêîãî ïðîñëóøèâàíèÿ çåìíûõ
íåäð. Â òîé èëè èíîé òî÷êå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ïðîèçâîäÿò
âçðûâ, èíà÷å ãîâîðÿ, óñòðàèâàþò èñêóññòâåííîå çåìëåòðÿñåíèå, à
â ðÿäå ñïåöèàëüíî ïîäáèðàåìûõ òî÷åê çåìíîé ïîâåðõíîñòè óñòà-
íàâëèâàþò âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíûå ñåéñìîãðàôû, êîòîðûå óëàâëè-
âàþò ñåéñìè÷åñêèå âîëíû, ðîäèâøèåñÿ â òî÷êå âçðûâà è ïðîäåëàâ-
øèå îïðåäåëåííûé ïóòü âíóòðè çåìíûõ íåäð. Îäèí èç îñíîâàòåëåé
ñåéñìîëîãèè ðîññèéñêèé ó÷åíûé Áîðèñ Áîðèñîâè÷ Ãîëèöûí ãîâî-
ðèë: «Ìîæíî óïîäîáèòü âçðûâ èëè çåìëåòðÿñåíèå ôîíàðþ, êîòî-

ðûé çàæèãàåòñÿ íà êîðîòêîå âðåìÿ è îñâåùàåò íàì âíóòðåí-

íîñòü Çåìëè, ïîçâîëÿÿ òåì ñàìûì ðàññìîòðåòü òî, ÷òî òàì ïðî-

èñõîäèò».

Íà ðèñóíêå 9.38 ïîêàçàíû ïîëó÷åííûå ñåéñìîëîãàìè è ãåî-
ôèçèêàìè ñêîðîñòè ñåéñìè÷åñêèõ P-âîëí è S-âîëí â çàâèñèìîñ-

Ðèñ. 9.38
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òè îò ãëóáèíû. Ïåðâûé ñêà÷îê ñêîðîñòè îáåèõ âîëí íàáëþäàåòñÿ
íà ãðàíèöå Ìîõîðîâè÷è÷à — òàì, ãäå êîí÷àåòñÿ áàçàëüòîâàÿ
«ïîäñòèëêà» çåìíîé êîðû. Íèæå ýòîé ãðàíèöû ñêîðîñòü âîëí
ñíà÷àëà íå ðàñòåò ñ ãëóáèíîé, à â îáëàñòè âÿçêîé àñòåíîñôåðû
äàæå íåìíîãî óìåíüøàåòñÿ. Ïðè ïåðåõîäå âîëí èç àñòåíîñôåðû
â òâåðäóþ ìàíòèþ ñêîðîñòü ñ ãëóáèíîé ñíîâà íà÷èíàåò ðàñòè,
äîñòèãàÿ íà ãëóáèíå 2900 êì çíà÷åíèÿ 13 êì/ñ äëÿ P-âîëí è
7 êì/ñ äëÿ S-âîëí. Çäåñü òâåðäàÿ ìàíòèÿ ñìåíÿåòñÿ æèäêîé
ìàññîé âíåøíåãî ÿäðà, ïîýòîìó S-âîëíû, áóäó÷è ïîïåðå÷íûìè
âîëíàìè, äàëåå íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ, à ñêîðîñòü P-âîëí ïàäàåò
ñêà÷êîì äî çíà÷åíèÿ 8 êì/ñ. Ïî ìåðå äàëüíåéøåãî óãëóáëåíèÿ
ñêîðîñòü P-âîëí ñíîâà íà÷èíàåò âîçðàñòàòü — âïëîòü äî ãëóáè-
íû 5100 êì, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ òâåðäîå âíóòðåííåå ÿäðî çåì-
íîãî øàðà.

Îáðàòèì âíèìàíèå: ïî ìåðå ïîãðóæåíèÿ â íåäðà Çåìëè
è ïðèáëèæåíèÿ ê åå öåíòðó òâåðäîå âåùåñòâî ïîäçåìíûõ

ïîðîä ñíà÷àëà «ðàçìÿã÷àåòñÿ», çàòåì ñíîâà òâåðäååò, ïîòîì ñòà-
íîâèòñÿ æèäêèì (íåñìîòðÿ íà îãðîìíîå äàâëåíèå!) è, íàêîíåö,
îïÿòü çàòâåðäåâàåò. Ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå òàêîé êàðòèíû îòëî-
æèì äî ðàññìîòðåíèÿ òåïëîâûõ ÿâëåíèé.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

9.1. Ñðàâíèòå ýíåðãèè, ïåðå-
íîñèìûå ïëîñêèìè áåãóùèìè
âîëíàìè, èìåþùèìè îäèíà-
êîâûå àìïëèòóäû, íî ðàçëè-
÷àþùèìèñÿ â 3 ðàçà äëèíîé
âîëíû.
9.2. Óêàæèòå äâå ïðè÷èíû, êî-
òîðûå îáóñëîâëèâàþò óìåíüøå-
íèå àìïëèòóäû âîëíû íà ïî-
âåðõíîñòè âîäû ïî ìåðå åå óäà-
ëåíèÿ îò èñòî÷íèêà.
9.3. Ñ èñïîëüçîâàíèåì åäèíèö
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â ÑÈ óðàâ-
íåíèå ïëîñêîé âîëíû èìååò
âèä:
ξ(t, x) = 5æ10–6 sin(1800t – 6x).
×åìó ðàâíû àìïëèòóäà è ôà-
çîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû, à òàê-

æå ïåðèîä êîëåáàíèé åå èñ-
òî÷íèêà?
9.4. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è
9.3, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó áëèæàéøèìè òî÷êàìè âîë-
íû, êîëåáëþùèìèñÿ â ïðîòè-
âîôàçå.
9.5. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è
9.3, íàéäèòå èíòåíñèâíîñòü âîë-
íû, ïîëàãàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ñðå-
äû ðàâíà 4æ103 êã/ì3.
9.6. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïëî-
ñêîé áåãóùåé âîëíû, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåéñÿ â íàïðàâëåíèå
x-îñè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â
òî÷êå x = 0 ñìåùåíèå ÷àñòèö
ñðåäû â ìîìåíò t = 0 ðàâíî
àìïëèòóäå âîëíû ξm. Öèêëè-

!
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÷åñêàÿ ÷àñòîòà è âîëíîâîå
÷èñëî ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,
ω è k.
9.7. Êàê çàâèñèò îò âðåìåíè è
x-êîîðäèíàòû ñêîðîñòü, ñ êà-
êîé ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ ÷àñ-
òèöû ñðåäû â âîëíå, óðàâíå-
íèå êîòîðîé áûëî ïîëó÷åíî â
çàäà÷å 9.6?
9.8. Ïî ñðåäå ïëîòíîñòüþ ρ ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ïðîäîëüíàÿ ïëî-
ñêàÿ âîëíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ-
ñÿ äëèíîé λ è öèêëè÷åñêîé ÷àñ-
òîòîé ω. ×åìó ðàâåí ìîäóëü
Þíãà òàêîé ñðåäû?
9.9. Ïî ñðåäå, õàðàêòåðèçóþ-
ùåéñÿ ïëîòíîñòüþ ρ è ìîäóëåì
Þíãà E, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðî-
äîëüíàÿ ïëîñêàÿ âîëíà àìïëè-
òóäîé ξm. Ïåðèîä êîëåáàíèé èñ-
òî÷íèêà âîëíû τ. ×åìó ðàâíû:
à) èíòåíñèâíîñòü âîëíû; á) äëè-
íà âîëíû?
9.10. Ïî ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ ïëîñêàÿ âîëíà, õàðàêòåðè-
çóþùàÿñÿ àìïëèòóäîé ξm, öèê-
ëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω, âîëíîâûì
÷èñëîì k. ×åìó ðàâíû ìîäóëè
ñêîðîñòè |v | è îòíîñèòåëüíîé
äåôîðìàöèè |ε | ÷àñòèö ñðåäû

íà ðàññòîÿíèè: à)  îò ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèö ñðå-

äû; á)  îò ïîëîæåíèÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ìàêñèìóìó ñìå-
ùåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû?
Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âîñïîëüçóéòåñü ðè-
ñóíêîì 9.9.
9.11. Ïî ñðåäå ïëîòíîñòüþ ρ
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïëîñêàÿ âîë-
íà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ àìï-
ëèòóäîé ξm, öèêëè÷åñêîé ÷àñòî-

òîé ω, âîëíîâûì ÷èñëîì k. ×åìó
ðàâíà ïëîòíîñòü ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè âîëíû íà ðàññòîÿíèè
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÷àñ-

òèö ñðåäû, ðàâíîì: à) ; á) ;

â) ?

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âîñïîëüçóéòåñü ðè-
ñóíêîì 9.10.
9.12. Ñòîÿ÷àÿ âîëíà îáðàçîâà-
íà ñëîæåíèåì ïëîñêèõ áåãóùèõ
âîëí, èìåþùèõ öèêëè÷åñêóþ
÷àñòîòó ω è ìîäóëü ôàçîâîé
ñêîðîñòè vô. ×åìó ðàâíî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óç-
ëàìè ñòîÿ÷åé âîëíû?
9.13. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé
÷àñòèö ñðåäû â ïó÷íîñòè
ñòîÿ÷åé âîëíû ðàâíà 2ξm.

Äëèíà âîëíû λ. ×åìó ðàâíà
àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÷àñ-
òèö ñðåäû íà ðàññòîÿíèè îò
óçëà ñòîÿ÷åé âîëíû, ðàâíîì:

à) ; á) ; â) ?

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âîñïîëüçóéòåñü ðè-
ñóíêîì 9.12.
9.14. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà-
÷è 9.13, íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé äåôîð-
ìàöèè ÷àñòèö ñðåäû íà ðàñ-
ñòîÿíèè îò óçëà ñòîÿ÷åé âîëíû,

ðàâíîì: à) ; á) ; â) ; ã) .

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âîñïîëüçóéòåñü ðè-
ñóíêîì 9.13, â.
9.15. Â ìîìåíò t = 0 ïëîò-
íîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â
ïó÷íîñòè ñòîÿ÷åé âîëíû ðàâ-
íà ξ0. Öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà
âîëíû ω. ×åìó ðàâíà ïëîò-
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íîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â
ïó÷íîñòè ñòîÿ÷åé âîëíû â ìî-
ìåíòû:

à) ; á) ; â) ; ã) ?

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âîñïîëüçóéòåñü ðè-
ñóíêîì 9.14.
9.16. Â ñðåäå ïëîòíîñòüþ ρ îá-
ðàçîâàëàñü ïëîñêàÿ ñòîÿ÷àÿ
âîëíà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ àì-
ïëèòóäîé 2ξm è öèêëè÷åñêîé
÷àñòîòîé ω. Â ìîìåíò t = 0
ïëîòíîñòü ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè â ïó÷íîñòè ñòîÿ÷åé âîëíû

ðàâíà ρ ω2. ×åìó îíà áóäåò

ðàâíà â ìîìåíòû: à) ; á) ;

â) ?

Ï î ä ñ ê à ç ê à. Âîñïîëüçóéòåñü ðè-
ñóíêîì 9.15.
9.17. Ñêîëüêî äâóïîëîñíûõ ãè-
ïåðáîëîèäîâ âðàùåíèÿ, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ñ
èíòåðôåðåíöèîííûìè ìàêñè-
ìóìàìè, âîçíèêàåò ïðè èíòåð-
ôåðåíöèè îò äâóõ ñèíôàçíî
êîëåáëþùèõñÿ òî÷å÷íûõ èñ-
òî÷íèêîâ âîëí, ðàñïîëîæåí-

íûõ íà ðàññòîÿíèè d = 

äðóã îò äðóãà? Çäåñü λ — äëè-
íà âîëíû ãåíåðèðóåìîé êàæ-
äûì èñòî÷íèêîì.
9.18. Äîïîëíèòå ïðåäûäóùóþ
çàäà÷ó çàäàíèåì íàéòè äëÿ
ãèïåðáîëîèäîâ ðàññòîÿíèÿ îò
ôîêóñà ãèïåðáîëîèäà äî òî÷êè
åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îòðåçêîì
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèì èñòî÷-
íèêè âîëí.

9.19. Ðàññìàòðèâàåì ó÷àñòîê
æåëåçíîäîðîæíîãî ïóòè äëè-
íîé L = 850  ì. Íà îäíîì êîí-
öå ó÷àñòêà ðåçêî è ñèëüíî
óäàðÿåì ïî ðåëüñó ìîëîòêîì.
Íà äðóãîì êîíöå ó÷àñòêà íà-
õîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, êîòîðûé
ñ ïîìîùüþ ñåêóíäîìåðà ðåãè-
ñòðèðóåò äâà óäàðà, ðàçäåëåí-
íûå âî âðåìåíè íà ∆t = 2,4 ñ.
Ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå
vô = 330 ì/ñ. Èñïîëüçóÿ ðå-
çóëüòàòû äàííîãî îïûòà, îöå-
íèòå ñêîðîñòü çâóêà â ðåëüñî-
âîé ñòàëè.
9.20. Èñòî÷íèê çâóêà ãåíåðèðó-
åò çâóêîâóþ âîëíó ÷àñòîòîé ν =
= 26 Ãö. Ñ êàêîé íàèìåíüøåé
ñêîðîñòüþ äîëæåí óäàëÿòüñÿ
èñòî÷íèê çâóêà îò íàáëþäàòå-
ëÿ, ÷òîáû òîò íå óñëûøàë çâó-
êà? Íèæíÿÿ ãðàíèöà ÷àñòîòíî-
ãî äèàïàçîíà, âîñïðèíèìàåìîãî
óõîì ÷åëîâåêà, ðàâíà ν0 = 16 Ãö.
Ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå vô =
= 330 ì/ñ.
9.21. Èçìåíèì óñëîâèå ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, ïðåäïîëîæèâ,
÷òî òåïåðü èñòî÷íèê çâóêà ïî-
êîèòñÿ, à íàáëþäàòåëü óäàëÿ-
åòñÿ îò íåãî. Ñ êàêîé íàèìåíü-
øåé ñêîðîñòüþ îí äîëæåí óäà-
ëÿòüñÿ, ÷òîáû íå ñëûøàòü
çâóêà?
9.22. Â ìîìåíò t = 0 íàáëþäà-
òåëü íà÷èíàåò óäàëÿòüñÿ îò èñ-

òî÷íèêà çâóêà ñ óñêîðåíèåì ,
íàïðàâëåííûì îò èñòî÷íèêà.
×àñòîòà çâóêà, ãåíåðèðóåìîãî
èñòî÷íèêîì, ðàâíà ν; ñêîðîñòü
çâóêà â âîçäóõå vô . Êàê áóäåò
èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì ÷àñòî-
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òà çâóêà, ðåãèñòðèðóåìàÿ íà-
áëþäàòåëåì?
9.23. Èñòî÷íèê çâóêà ãåíåðè-
ðóåò çâóêîâóþ âîëíó ÷àñòîòîé
ν è äâèæåòñÿ îò A ê B ìèìî
ïîêîÿùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ,
íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå C (ðèñ.
9.39); AD = DB = DC. Êàêóþ

÷àñòîòó çàðåãèñòðèðóåò íà-
áëþäàòåëü â ìîìåíòû, êîãäà
èñòî÷íèê çâóêà íàõîäèòñÿ:
à) â òî÷êå A; á) â òî÷êå D;
â) â òî÷êå B?

9.24. Ñâåðõçâóêîâîé ñàìîëåò ëå-
òèò ñî ñêîðîñòüþ v = 990 ì/ñ ïî
âîñõîäÿùåé ïðÿìîé, ñîñòàâëÿþ-
ùåé óãîë β = 20° ñ ãîðèçîíòîì.
Íàõîäÿùèéñÿ íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè íàáëþäàòåëü óñëûøàë
õëîïîê ÷åðåç âðåìÿ T = 4 ñ ïîñëå
òîãî, êàê óâèäåë ñàìîëåò íàä ãî-
ëîâîé. Íà êàêîé âûñîòå íàõîäèë-
ñÿ ñàìîëåò â òîò ìîìåíò, êîãäà
åãî óâèäåë íàä ñîáîé íàáëþäà-
òåëü? Ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå
vô = 330 ì/ñ.
9.25. Ðåøèòå ïðåäûäóùóþ çà-
äà÷ó, ðàññìàòðèâàÿ áîëåå
ïðîñòóþ ñèòóàöèþ — êîãäà
ñâåðõçâóêîâîé ñàìîëåò ëåòèò
ãîðèçîíòàëüíî. Ñðàâíèòå ðå-
çóëüòàò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó-
÷åííûì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Ðèñ. 9.39
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ПРИЛОЖЕНИЕ

À. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈÈ

А.1. Основные тригонометрические тождества

Ðàññìàòðèâàÿ ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ, êîòàíãåíñ êàê îòíî-
øåíèÿ îïðåäåëåííûõ ñòîðîí â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ
îñòðûì óãëîì α, ïîëó÷èì:

ñèíóñ óãëà α (sin α) åñòü îòíîøåíèå êàòåòà, ïðîòèâîëåæàùåãî
óãëó α, ê ãèïîòåíóçå òðåóãîëüíèêà;

êîñèíóñ óãëà α (cos α) åñòü îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê
ãèïîòåíóçå òðåóãîëüíèêà;

òàíãåíñ óãëà α (tgα) åñòü îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî óãëó α
êàòåòà ê ïðèëåæàùåìó;

êîòàíãåíñ óãëà α (ctg α) åñòü îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà
ê ïðîòèâîëåæàùåìó.

Èñïîëüçóÿ ðèñóíîê À.1, çàïèøåì:

sinα = ; cosα = ; tgα = ; ctg α = .

(À.1)

Èç (À.1) è ñîîòíîøåíèÿ a2 + b2 = c2 ïîëó-
÷àåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà:

sin2α + cos2α = 1; (À.2à)

tgα = ; ctgα = ;

tgαæctgα = 1. (À.2á)

Èñïîëüçóÿ ðèñóíîê À.1 è ó÷èòûâàÿ (À.1), íàõîäèì ñëåäóþùóþ
ãðóïïó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ:

(À.3)

Ðèñ. A.1

a
c
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Çäåñü óãëû âûðàæàþòñÿ íå â ãðàäóñàõ, à â ðàäèàíàõ, ò. å. îòíî-
øåíèÿõ äóãè, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó óãëó, ê ðàäèóñó; óãîë â

90° ðàâåí  â ðàäèàíàõ.

Â ïðèâåäåííîé òàáëèöå äàíû çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ óãëîâ. (Ýòè çíà÷åíèÿ ëåãêî ïîëó-
÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-
íèêè.) 

Èñïîëüçóÿ ðèñóíîê À.2, ìîæíî âûâåñòè
ôîðìóëû äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà äâóõ óãëîâ
(α è β):

sin (α + β) = sinα cos β + cosα sinβ; (À.4)
cos(α + β) = cosα cosβ – sinα sinβ. (À.5)

Ïðèâåäåì âûâîä. Èç A îïóñêàåì íà ñòîðîíû óã-
ëà α ïåðïåíäèêóëÿðû AE è AB. Èç B îïóñêàåì ïåð-
ïåíäèêóëÿðû, âî-ïåðâûõ, íà AE (ïåðïåíäèêóëÿð BD)
è, âî-âòîðûõ, íà ñòîðîíó óãëà α (ïåðïåíäèêóëÿð BC).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

AE = Rsin(α + β) = AD + DE;

AD = ABcosα = (Rsin β)cosα;

DE = BC = OBsinα = (Rcosβ)sin α.

Ïîäñòàâèâ AD è DE â ñîîòíîøåíèå äëÿ AE, ïîëó÷èì ôîðìóëó (À.4).

Ôóíêöèÿ

Àðãóìåíò

0°  30° 45° 60° 90°

0

sinα 0 1

cosα 1 0

tgα 0 1 –

ctgα – 1 0

π
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π

6
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π

4
---

π

3
---

π

2
---

1
2
---

2
2
-------

3
2
-------

3
2
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2
2
-------

1
2
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3
3
------- 3

3
3

3
-------

Ðèñ. A.2
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Èç ðèñóíêà À.2 âèäíî òàêæå, ÷òî

OE = Rcos (α + β) = OC – EC;

OC = OBcosα = (Rcos β)cosα;

EC = DB = ABsinα = (Rsinβ)sinα.

Ïîäñòàâèâ OC è EC â ñîîòíîøåíèå äëÿ OE, ïîëó÷èì ôîðìóëó (À.5).

Èñïîëüçóÿ ðèñóíîê À.3, ìîæíî âûâåñòè
ôîðìóëû äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ðàçíîñòè
äâóõ óãëîâ (α è β):

sin (α – β) = sin α cos β – cos α sinβ;

(À.6)

cos (α – β) = cos α cos β – sin α sin β.

(À.7)

Ïðèâåäåì âûâîä. Èç A îïóñêàåì íà ñòîðîíû óã-
ëà β ïåðïåíäèêóëÿðû AE è AB. Èç C îïóñêàåì íà
ñòîðîíó óãëà β ïåðïåíäèêóëÿð CD, à èç E îïóñêàåì íà ñòîðîíó óãëà β ïåð-
ïåíäèêóëÿð EG. Èç E ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ OC, äî åå ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà AB; F — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

AB = Rsin (α – β) = AF – BF;

AF = AEcosβ = (Rsinα)cosβ.

×òîáû íàéòè BF, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè OCD è OEG. Îíè ïîäîáíûå, ïî-

ýòîìó . Ïîñêîëüêó GE = BF, OE = Rcosα, CD = Rsinβ, OC = R,

íàïèñàííóþ âûøå ïðîïîðöèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: . Òàêèì

îáðàçîì, BF = Rcosα sin β. Ïîäñòàâèâ AF è BF â ñîîòíîøåíèå äëÿ AB, ïîëó-
÷èì ôîðìóëó (À.6).

Èç ðèñóíêà À.3 âèäíî òàêæå, ÷òî

OB = Rcos(α – β) = OG + GB;

OG = OEcosβ = (Rcosα)cosβ;

GB = EF = AEsinβ = (Rsinα)sinβ.

Ïîäñòàâèâ OG è GB â ñîîòíîøåíèå äëÿ OB, ïîëó÷èì ôîðìóëó (À.7).

Èç (À.4), (À.5) ñëåäóåò, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

sin 2α = 2sin α cos α; (À.8)

cos 2α = cos2 α – sin2α. (À.9)

Ðèñ. A.3

GE
OE
---------

CD
OC
---------

=

BF
R αcos
-------------------

R βsin
R

------------------
=
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin2 α + cos2 α = 1, íàõîäèì èç (À.9):

cos2 α = (1 + cos 2α); sin2 α = (1 – cos 2α). (À.10)

Ðàçäåëèâ ïðàâóþ ïîëîâèíó ðàâåíñòâ (À.8), (À.9) íà sin 2α + cos 2α,
ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì:

sin 2α = ; (À.11)

cos 2α = . (À.12)

Èñïîëüçóÿ (À.4), (À.5), (À.2á), íàõîäèì ôîðìóëó äëÿ òàíãåíñà
ñóììû äâóõ óãëîâ:

tg (α + β) = , (À.13)

à èñïîëüçóÿ (À.6), (À.7), (À.2á) — ôîðìóëó äëÿ òàíãåíñà ðàçíîñòè
äâóõ óãëîâ:

tg (α – β) = . (À.14)

Èç (À.13) ñëåäóåò, ÷òî

tg 2α = . (À.15)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òàêæå, åñëè ðàçäåëèòü (À.11)
íà (À.12).

Ðàññìîòðèì ñóììó ñèíóñîâ äâóõ óãëîâ: sin α + sin β. Î÷åâèäíî,
÷òî α è β ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

α = ; β = .

Ïîýòîìó çàïèøåì, ñ ó÷åòîì (À.4) è (À.6):

sin α = sin  =

= sin cos  + cos sin ; (1*)

sin β = sin  =

= sin cos  – cos sin . (2*)
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=
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=
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Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (1*) è (2*), ïîëó÷èì òðèãîíîìåòðè÷åñêîå
òîæäåñòâî:

sin α + sinβ = 2sin cos . (À.16)

Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî (2*) èç (1*), ïîëó÷èì òîæäåñòâî:

sin α – sinβ = 2cos sin . (À.17)

Òàê êàê cos α = sin (  – α) è cos β = sin (  – β), òî, ñîãëàñíî

(À.16), cos α + cos β = 2sin cos . Ñ ó÷åòîì (À.3), ïîëó-

÷àåì

cos α + cosβ = 2cos cos . (À.18)

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, íàõîäèì

cos α – cos β = 2sin sin . (À.19)

А.2. Тригонометрические функции

Èñïîëüçóÿ (À.1) èçîáðàçèì ãðàôè÷åñêè, êàê èçìåíÿþòñÿ âåëè-
÷èíû sin α, cos α, tg α, ctg α, åñëè óãîë α óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ

äî . Â ýòîì ñëó÷àå óêàçàííûå âåëè÷èíû ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè

óãëà α, çàäàííûìè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå:

íà îòðåçêå 0 m α m  äëÿ ôóíêöèé y = sin α è y = cos α,

íà ïîëóèíòåðâàëå 0 m α <  äëÿ ôóíêöèè y = tg α,

íà ïîëóèíòåðâàëå 0 < α m  äëÿ ôóíêöèè y = ctg α.

Ãðàôèêè ýòèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïðîìåæóòêå îò íó-

ëÿ äî  ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå À.4.

Îäíàêî åñòåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé íå îãðàíè÷åíà îòðåçêîì èëè ïîëóèíòåðâàëîì îò íó-

ëÿ äî . Îíà îõâàòûâàåò âñþ ÷èñëîâóþ îñü — îò –× äî +×. Êàê
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âèäíî èç ðèñóíêà À.5, óãîë α ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò 0 äî +×, åñëè
ìûñëåííî âðàùàòü âîêðóã O îòðåçîê OA ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,
çàñòàâëÿÿ åãî âûïîëíèòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî îáîðîòîâ. Ïðè âðà-
ùåíèè îòðåçêà OA ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå óãîë α èçìåíÿëñÿ áû îò 0
äî –×. Â ïðîöåññå âðàùåíèÿ îòðåçêà OA âîêðóã O òî÷êà A ïåðå-
ìåùàåòñÿ ïî îêðóæíîñòè, à òî÷êà B — âäîëü îòðåçêà ïðÿìîé îò
N ê M è îò M ê N. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé y = sin α, y = cos α, y =
= tgα, y = ctgα áóäóò ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿòüñÿ îòíîøåíèÿìè (À.1)
ïðè óñëîâèè, ÷òî a = AB, b = OB, c = OA. Ïðè ýòîì AB > 0, åñëè
òî÷êà A îêàçûâàåòñÿ íàä îòðåçêîì MN, è AB < 0 — åñëè ïîä îò-
ðåçêîì; OB > 0, åñëè òî÷êà B îêàçûâàåòñÿ ñïðàâà îò y-îñè, è
OB < 0 — åñëè ñëåâà.

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå çàìå÷àíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà åñòåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ — îò –× äî +×. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ α áó-
äóò âûïîëíÿòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà, ïîëó÷åííûå â
ï. À.1.

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè â îá-
ùåì ñëó÷àå — íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî àðãóìåíò ýòèõ ôóíêöèé äîë-
æåí èìåòü ñìûñë óãëà. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå áóäåì îáîçíà-
÷àòü àðãóìåíò ôóíêöèé íå ÷åðåç α, à ÷åðåç x, êàê ýòî îáû÷íî ïðè-
íÿòî. Ãðàôèêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé y = sin α, y = cos α,

y = tg α, y = ctg α ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå À.6. Çäåñü , π, 2π

è ò. ä. âûñòóïàþò íå êàê ðàäèàííàÿ ìåðà óãëîâ, à ïðîñòî êàê íå-
êîòîðûå ÷èñëà.

Ðèñ. A.4

Ðèñ. A.5

π

2
---
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Ñîïîñòàâèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = sin x è y = cos x, ïðåäñòàâ-
ëåííûå íà ðèñóíêå À.7. Îáå ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé
x-îñè; îíè ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñ ïåðèîäîì 2π;
îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå –1 m y m 1, ò. å. ÿâëÿþòñÿ
îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y = cos x ìîæíî ïîëó÷èòü,

ñìåùàÿ ãðàôèê y = sinx âëåâî ïî x-îñè íà , òàê ÷òî

cos x = sin .

Ðèñ. A.6

Ðèñ. A.7

π
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Ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôèê ôóíêöèè y = sin x ìîæíî ïîëó÷èòü, ñìå-

ùàÿ ãðàôèê y = cosx âïðàâî ïî x-îñè íà , òàê ÷òî

sin x = cos .

Замечание

Равенство sin  = cos α можно было получить в п. А.1, работая в

рамках тригонометрии прямоугольного треугольника. Используя (А.4), где

β = , и учитывая, что sin  = 1, cos  = 0, находим:

sin  = sinαæcos  + cos αæsin  = cosα.

Используя (А.7) с β = , можно было также получить:

cos  = cosαæcos  + sinαæsin  = sin α.

Èç âèäà ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin x ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ —
íå÷åòíàÿ:

sin (–x) = –sinx. (À.20)

Îòìåòèì, ÷òî 

(À.21)

Çäåñü m — öåëûå ÷èñëà.
Èç âèäà ãðàôèêà ôóíêöèè y = cosx ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ —

÷åòíàÿ:

cos (–x) = cosx. (À.22)

Îòìåòèì, ÷òî 

(À.23)

Çäåñü m — öåëûå ÷èñëà.
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sinx = 0, åñëè x = πm;

sinx = 1, åñëè x =  + 2πm;

sinx = –1, åñëè x = –  + 2πm.

π

2
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π

2
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cosx = 0, åñëè x =  + πm;

cosx = 1, åñëè x = 2πm;
cosx = –1, åñëè x = (2m + 1)π.

π

2
---
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Замечание

Используя свойства четности�нечетности функций, можно сразу полу�

чить (А.6) из (А.4), а (А.7) из (А.5):

sin (α – β) = sin [α + (–β)] = sin α cos (–β) + cos α sin (–β) =

= sin α cos β + cos α sin β.

cos (α – β) = cos [α + (–β)] = cos α cos (–β) + sin α sin (–β) =

= cosα cos β + sinα sin β.

Á. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

Б.1. Задание вектора

Âåêòîðîì íàçûâàþò âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ, êðîìå
÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ, íàïðàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå. Âåêòîð ïðèíÿ-
òî èçîáðàæàòü â âèäå ñòðåëêè, íàïðàâëåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
íàïðàâëåíèåì âåêòîðà, à äëèíà ðàâíà ÷èñëîâîìó çíà÷åíèþ âåêòî-

ðà, íàçûâàåìîìó ìîäóëåì. Åñëè  — îáîçíà÷åíèå íåêîòîðîãî âåê-

òîðà, òî a èëè | | — îáîçíà÷åíèå åãî ìîäóëÿ. Äâà âåêòîðà  è 

ñ÷èòàþò ðàâíûìè |  = | , åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå íàïðàâ-
ëåíèå è ðàâíûå ìîäóëè.

Äëÿ ÷èñëîâîãî çàäàíèÿ âåêòîðà íóæíî óêàçàòü òðè ÷èñëà, íà-
ïðèìåð, ìîäóëü è äâà óãëà, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå âåêòîðà.
Ðàâåíñòâî äâóõ âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó òðåõ ÷èñåë, îï-
ðåäåëÿþùèõ âåêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, îäíî âåêòîðíîå óðàâíåíèå
ðàâíîñèëüíî òðåì ñêàëÿðíûì.

Â êà÷åñòâå òðåõ ÷èñåë, çàäàþùèõ âåêòîð , ìîãóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ òðè ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû
îñè. Íà ðèñóíêå Á.1 ïðåäñòàâëåíà
äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ
x-îñüþ, y-îñüþ, z-îñüþ. Òðè ïðîåêöèè
âåêòîðà íà ýòè îñè îáîçíà÷èì ÷åðåç
ax, ay, az ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî

(Á.1)

aº

aº aº b
º

aº bº

aº

Ðèñ. Á.1

ax = asin θ cosϕ;

ay = asin θ sinϕ;

ax = acos θ;

a = .ax
2 ay

2 az
2

+ +
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Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ â âåêòîðíîé
ôîðìå îòëè÷àþòñÿ êîìïàêòíîñòüþ è íå çàâèñÿò îò âûáîðà êî-
îðäèíàòíûõ îñåé.

Âåêòîð –  èìååò òàêîé æå ìîäóëü, ÷òî è âåêòîð , íî åãî íà-

ïðàâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà . Ïðîåêöèè
âåêòîðà íà êîîðäèíàòíûå îñè èìåþò âèä: –ax, –ay, –az.

Âåêòîð ξ , ãäå ξ — íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ñêàëÿð, íà-
ïðàâëåí òàê æå, êàê âåêòîð , à åãî ìîäóëü ðàâåí ξa. Åñëè ξ —

îòðèöàòåëüíûé ñêàëÿð, òî âåêòîð ξ  àíòèïàðàëëåëåí âåêòîðó ,
à åãî ìîäóëü ðàâåí –ξa.

Б.2. Сложение, вычитание, разложение векторов

Ñëîæåíèå äâóõ âåêòîðîâ ìîæíî
âûïîëíèòü ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëî-
ãðàììà (ðèñ. Á.2, à). Íà ðèñóíêå  è

 — ñëàãàåìûå âåêòîðû,  — ñóììà,
èëè ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð. Ðåçóëü-
òèðóþùèé âåêòîð ëåæèò â ïëîñêîñòè
ñëàãàåìûõ âåêòîðîâ.

Èç ðèñóíêà Á.2, à ñëåäóåò ïðàâè-
ëî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ: äëÿ

ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ  è  íàäî îò ïðî-

èçâîëüíîé òî÷êè A îòëîæèòü âåêòîð 
è çàòåì ê åãî êîíöó ïðèëîæèòü íà÷à-
ëî âåêòîðà . Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé

òî÷êó A è êîíåö âåêòîðà , åñòü ðå-
çóëüòèðóþùèé âåêòîð (ðèñ. Á.2, á):

 =  + .

Ìîæíî áûëî áû îò òî÷êè A îòëîæèòü ñíà÷àëà âåêòîð  è ê

åãî êîíöó ïðèëîæèòü íà÷àëî âåêòîðà ; ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ íå
èçìåíèòñÿ (ðèñ. Á.2, â). Òàêèì îáðàçîì, ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïîä-
÷èíÿåòñÿ ïåðåìåñòèòåëüíîìó çàêîíó (ñëîæåíèå âåêòîðîâ êîììó-
òàòèâíî):

 +  =  + . (Á.2)

×òîáû ïîëó÷èòü ñóììó  òðåõ âåêòîðîâ , , , íàäî ñíà÷àëà

ñëîæèòü  è  è ê ðåçóëüòèðóþùåìó âåêòîðó ïðèáàâèòü âåêòîð 

aº aº
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(ñì. ðèñóíîê Á.3). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî òîò
æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè ê  ïðèáà-
âèòü ñóììó  + ; ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæåíèå
âåêòîðîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ñî÷åòàòåëüíîìó çàêî-
íó (ñëîæåíèå âåêòîðîâ àññîöèàòèâíî):

(  + ) +  =  + (  + ). (Á.3)

Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñóíêå Á.3 âñå âåêòî-
ðû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Â îáùåì ñëó-
÷àå âåêòîðû  è  ìîãóò ñîñòàâëÿòü íåêîòî-

ðûå óãëû ñ ïëîñêîñòüþ âåêòîðîâ  è ; â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåí ðèñóíîê Á.4.

Äëÿ ñëîæåíèÿ òðåõ è áîëåå âåêòîðîâ èñ-
ïîëüçóþò ãåîìåòðè÷åñêîå ïðàâèëî ìíîãî-
óãîëüíèêà âåêòîðîâ: íàäî ïîñëåäîâàòåëüíî
îòëîæèòü â ëþáîì ïîðÿäêå ñëàãàåìûå âåê-
òîðû, ñîâìåùàÿ íà÷àëî êàæäîãî ïîñëåäóþ-
ùåãî ñ êîíöîì ïðåäûäóùåãî, è ñîåäèíèòü
íà÷àëî ïåðâîãî âåêòîðà ñ êîíöîì ïîñëåäíå-
ãî. Èç êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè
ñëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ñêëàäûâàòü
âåêòîðû â ëþáîì ïîðÿäêå è ìîæíî, â ÷àñò-
íîñòè, çàìåíÿòü ëþáîå èõ êîëè÷åñòâî ñîîò-
âåòñòâóþùèì ðåçóëüòèðóþùèì âåêòîðîì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàññìîòðåííîå ïðàâèëî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü òó èëè èíóþ âåëè÷èíó
âåêòîðîì. Ñòðîãî ãîâîðÿ, âåêòîð åñòü âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþ-
ùàÿñÿ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì è íàïðàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå è
ïîä÷èíÿþùàÿñÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó ñëîæåíèþ.

Ïåðåõîäÿ ê âû÷èòàíèþ âåêòîðîâ, çàìåòèì, ÷òî âû÷åñòü èç
âåêòîðà  âåêòîð  — ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ïðèáàâèòü ê âåêòîðó 
âåêòîð – . Ñêàçàííîå ïîÿñíÿåò ðèñóíîê Á.5, à. Ýòîò ðèñóíîê ìî-
æåò áûòü çàìåíåí ðèñóíêîì Á.5, á èç êîòîðîãî ñëåäóåò ïðàâèëî

Ðèñ. Á.3

Ðèñ. Á.4
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ãåîìåòðè÷åñêîãî âû÷èòàíèÿ: ÷òîáû âû-
÷åñòü  èç , íàäî îòëîæèòü âåêòîðû  è

 îò îáùåãî íà÷àëà A è ïðîâåñòè âåêòîð
 èç êîíöà âû÷èòàåìîãî âåêòîðà (èç êîíöà

âåêòîðà ) â êîíåö óìåíüøàåìîãî âåêòîðà
(â êîíåö âåêòîðà ). Âåêòîð  åñòü ðàç-

íîñòü  – .
Íà ðèñóíêå Á.6 èçîáðàæåí ïàðàëëåëîãðàìì, ñîñòàâëåííûé

èç âåêòîðîâ  è . Îäíà äèàãîíàëü êâàäðàòà — âåêòîð  + ,
à äðóãàÿ — âåêòîð  – .

Îòìåòèì ðàâåíñòâà, êîòîðûå âûðàæàþò ðàñïðåäåëèòåëüíûé
çàêîí óìíîæåíèÿ ñêàëÿðà íà âåêòîð:

(ξ1 ä ξ2)  = ξ1  ä ξ2 ; (Á.4)

ξ(  ä ) = ξ1  ä ξ2 . (Á.5)

Îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñëîæåíèþ ÿâëÿ-
åòñÿ, êðîìå ãåîìåòðè÷åñêîãî âû÷èòàíèÿ, òàêæå ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå — çàìåíà äàííîãî âåêòîðà ðàâíîé åìó ñóììîé äâóõ
èëè áîëåå âåêòîðîâ. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ðàçëîæåíèÿ — ýòî
ñëó÷àé, êîãäà çàäàííûé âåêòîð  ðàñêëàäûâàåòñÿ íà äâà âåêòîðà,

èìåþùèå íàïðàâëåíèÿ, çàäàííûå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, äâóìÿ ïðÿìûìè. Òàêîå ðàçëîæå-
íèå âåêòîðà  ïîêàçàíî íà ðèñóíêå Á.7;
çäåñü MN è PQ — çàäàííûå íàïðàâëåíèÿ
ðàçëîæåíèÿ,  è  — âåêòîðû, íà êîòîðûå

òðåáîâàëîñü ðàçëîæèòü âåêòîð . Èç ðè-
ñóíêà âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ  è  íàäî

ïðîâåñòè ÷åðåç íà÷àëî è êîíåö âåêòîðà 
ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûì MN è PQ.
(Áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè ðàçëîæåíèÿ âåêòî-
ðà (íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå íà òðè âåêòîðà)
ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.)

Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ âåêòî-
ðîâ, âûðàçèì âåêòîð  ÷åðåç åãî ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå îñè:

 = ax  + ay  + az . (Á.6)

Çäåñü , ,  — òàê íàçûâàåìûå îðòû — âåêòîðû åäèíè÷íîé
äëèíû (èõ ìîäóëè ðàâíû åäèíèöå), íàïðàâëåííûå, ñîîòâåòñòâåííî,
ïî x-, y- è z-îñè.
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Â çàêëþ÷åíèå çàìåíèì íåêîòîðîå âåêòîðíîå ðàâåíñòâî

 +  +  = (1*)

íà ñêàëÿðíûå ðàâåíñòâà äëÿ ïðîåêöèé âåêòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âåêòîðû , ,  êîìïëàíàðíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè îòëî-
æèòü èõ îò îáùåé òî÷êè, îíè áóäóò ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè. Âû-
áåðåì åå â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (1*) ïðåâðàùàåòñÿ â äâà ñêàëÿðíûõ: 

(2*)

Ðàçóìååòñÿ, çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé âåêòîðîâ áóäóò çàâèñåòü îò òîãî, êàê
ñîðèåíòèðîâàíû îñè â xy-ïëîñêîñòè. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, âåêòîðû  è

 ïàðàëëåëüíû èëè àíòèïàðàëëåëüíû, òî óäîáíî âûáðàòü íàïðàâëå-
íèå îäíîé èç îñåé (ïóñòü ýòî áóäåò x-îñü) ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèþ
îäíîãî èç ýòèõ âåêòîðîâ; òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (2*) óïðîñòèòñÿ: 

(3*) 

 Åñëè âåêòîðû , ,  íåêîìïëàíàðíû, òî ïðèäåòñÿ ïðîåöèðî-
âàòü èõ íà òðè êîîðäèíàòíûå îñè, è âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (1*) ïðå-
âðàòèòñÿ â òðè ñêàëÿðíûõ: 

(4*)

Б.3. Скалярное произведение двух векторов

Â âåêòîðíîé àëãåáðå ðàññìàòðèâàåòñÿ íå îäíî, à äâà ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèÿ óìíîæåíèÿ — ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ, â ðåçóëü-
òàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ñêàëÿð, è âåêòîðíîå óìíîæåíèå âåêòî-
ðîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ íîâûé âåêòîð.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ  è  íàçûâàþò
ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé âåêòîðîâ, óìíîæåííîå íà êîñèíóñ óãëà
ìåæäó íèìè:

æ  = ab cos ( , ). (Á.7)
Çäåñü òî÷êà èñïîëüçóåòñÿ êàê çíàê ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòî-
ðîâ, à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè  è  îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ( , ).

Åñëè âåêòîðû  è  ïàðàëëåëüíû, òî æ  = ab; â ÷àñòíîñòè,
æ  = a2. Åñëè âåêòîðû  è  àíòèïàðàëëåëüíû, òî æ  = –ab.

Åñëè âåêòîðû  è  âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî æ  = 0.
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Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ:

æ  = æ ; (Á.8)

æ(  ä ) = æ  ä æ ; (Á.9)

ξ æμ  = ξμ( æ ); (Á.10)

æ  = iæ j. (Á.11)

Âûðàçèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå æ  ÷åðåç ïðîåêöèè âåêòî-

ðîâ  è . Â ñîîòâåòñòâèè ñ (Á.6) è èñïîëüçóÿ (Á.11), çàïèøåì:

æ  = (ax  + ay  + az )æ(bx  + by  + bz ) =

= axbx( ) + axby( ) + axbz( ) + aybx( ) +

+ aybz( ) + azbx( ) + azbx( ) + azby( ) + azbz( ). (1*)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

æ  = æ  = æ  = 1;

æ  = æ  = æ  = æ  = æ  = æ  = 0. (Á.12)

Âñå ñëàãàåìûå â (1*) ñ æ , æ , æ , æ , æ , æ  ðàâíû
íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èç (1*):

æ  = axbx + ayby + azbz. (Á.13)

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ âåêòîðîâ, äîêàæåì òåîðåìó êîñèíóñà, ñî-
ãëàñíî êîòîðîé êâàäðàò ëþáîé ñòîðîíû â
òðåóãîëüíèêå ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ
äðóãèõ ñòîðîí ìèíóñ óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé âåêòî-
ðàìè , , , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ âåêòîð-

íîå ðàâåíñòâî  =  +  (ðèñ. Á.8). Òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî

c2 = a2 + b2 – 2abcos γ. (Á.14)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà  =  +  ñêà-
ëÿðíî ñàìèõ íà ñåáÿ; ïîëó÷èì

c2 = (  + )æ(  + ) = æ  + 2 æ  + æ  =

= a2 + b2 + 2 æ .
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Ñîãëàñíî (Á.7), æ  = abcos ( , ). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî óãîë
( , ) ìåæäó âåêòîðàìè  è  ðàâåí π – γ; ïîýòîìó

c2 = a2 + b2 + 2abcos (π – γ).

Òàê êàê cos (π –γ) = cos π cos γ + sin π sin γ = –cos γ, òî, ñëåäîâà-
òåëüíî, c2 = a2 + b2 – 2ab cos γ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì òåîðåìó: ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëî-
ãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ åãî ñòîðîí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì íà ðèñóíêå Á.6,
ïîñòðîåííûé íà âåêòîðàõ  è . Îäíà äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà
åñòü ìîäóëü âåêòîðà  + , à äðóãàÿ — ìîäóëü âåêòîðà – . Êàæ-
äûé èç ýòèõ âåêòîðîâ óìíîæèì ñêàëÿðíî ñàìîãî íà ñåáÿ:

(  + )æ(  + ) = a2 + 2  + b2;

(  – )æ(  – ) = a2 – 2  + b2.

Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

(  + )2 + (  – )2 = 2(a2 + b2). (Á.15)

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (Á.15) — ñóììà êâàäðàòîâ ìîäóëåé âåêòî-
ðîâ  +  è  – , ò. å. ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëå-
ëîãðàììà, à ïðàâàÿ ÷àñòü — ñóììà êâàäðàòîâ ÷åòûðåõ ñòîðîí
êâàäðàòà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óìíîæèì ñêàëÿðíî âåêòîðû, ïðåäñòàâëÿþùèå äèàãîíàëè ïà-
ðàëëåëîãðàììà:

(  + )æ(  – ) = æ  –  æ  = a2 – b2. (Á.16)

Èç (Á.16) ñëåäóåò, ÷òî äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b, ò. å. êîãäà ïàðàëëåëî-
ãðàìì åñòü ðîìá.

Б.4. Векторное произведение двух векторов

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ  è  íàçûâàþò
âåêòîð , ðàâíûé ïî ìîäóëþ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïî-

ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ  è , ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ïëîñêîñòè
ýòèõ âåêòîðîâ è íàïðàâëåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïðàâîãî
âèíòà. Ïðàâèëî ïðàâîãî âèíòà ïîÿñíÿåò ðèñóíîê Á.9, à. Áóäåì
ìûñëåííî âðàùàòü âåêòîð  ê âåêòîðó  ïî ìåíüøåé äóãå è â ýòó
æå ñòîðîíó áóäåì âðàùàòü ðóêîÿòêó ïðàâîãî âèíòà. Íàïðàâëåíèå
âåêòîðà  áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íàïðàâëåíèþ îñåâîãî ïåðåìå-
ùåíèÿ âèíòà. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àþò êîñûì êðåñòîì:

 = ç .
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Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì, ïî-
ñòðîåííûé íà âåêòîðàõ  è  (ñì. ðèñó-
íîê Á.9, á). Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îñíîâàíèÿ a íà
âûñîòó ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðàÿ, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíà bsin ( , ), ãäå
( , ) — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè  è .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ  è  ðàâåí

c = absin ( , ). (Á.17)

Åñëè âåêòîðû  è  ïàðàëëåëüíû
èëè àíòèïàðàëëåëüíû, òî ç  = 0; â
÷àñòíîñòè, ç  = 0 (âåêòîðíîå ïðîèçâå-

äåíèå âåêòîðà íà ñàìîãî ñåáÿ ðàâíî íóëþ). Åñëè âåêòîðû  è 
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî â ýòîì ñëó÷àå c = ab.

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âåêòîðîâ, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ íå ïîä÷èíÿåòñÿ
ïåðåìåñòèòåëüíîìó çàêîíó. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé èõ
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîå:

ç  = – ( ç ). (Á.18)

Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâû ñî-
îòíîøåíèÿ:

ξ( ç ) = ξ ç  = çξ ; (Á.19)

ξ çμ  = ξμ( ç ); (Á.20)

ç(  + ) = ç  + ç ; (Á.21)

ç  = iç j. (Á.22)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( ç )x, ( ç )y, ( ç )z, ïðîåêöèè âåêòîðà

ç , íà x-îñü, y-îñü, z-îñü, ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàçèì ýòè ïðîåêöèè
÷åðåç ïðîåêöèè âåêòîðîâ  è . Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî âåç-
äå ìû ìîë÷àëèâî èñïîëüçîâàëè ïðàâóþ ñèñòåìó äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò. Íàïðàâëåíèå z-îñè â íåé îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà, åñëè ìûñëåííî âðàùàòü x-îñü ê y-îñè â
ñòîðîíó ìåíüøåãî óãëà ìåæäó íèìè. Íà ðèñóíêå Á.10, à ïðåäñòàâ-
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ëåíà ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, à íà ðèñóíêå Á.10, á — ëåâàÿ
ñèñòåìà. ×òîáû â ëåâîé ñèñòåìå ïîëó÷èòü íàïðàâëåíèå z-îñè, íà-
äî ïðè ìûñëåííîì âðàùåíèè x-îñè ê y-îñè âîñïîëüçîâàòüñÿ àíà-
ëîãèåé ñ ëåâûì âèíòîì.

Замечание

Применение при векторном умножении правила правого винта предпо�

лагает использование правой системы координат. Если бы в нашем обществе

было принято использовать на практике не правые, а левые винты, то при рас�

смотрении векторного умножения следовало бы ввести правило левого винта

и, соответственно, пользоваться левой системой координат. Не делая в об�

щем случае выбора в пользу правых или левых винтов, определим векторное

произведение векторов  и , как вектор, равный по модулю площади парал�

лелограмма, построенного на векторах  и , перпендикулярный к плоскос�

ти этих векторов и направленный в такую сторону, чтобы мысленное враще�

ние от  к  по меньшей дуге вокруг полученного вектора происходило в ту

же сторону, как мысленное вращение x�оси к y�оси вокруг z�оси.

Íà ðèñóíêå Á.10, à èçîáðàæåíû îðòû (åäèíè÷íûå âåêòîðû) ,
, . Ïðèìåíèâ ïðàâèëî ïðàâîãî âèíòà, íàõîäèì 

(Á.23)

Ê ýòèì ðàâåíñòâàì äîáàâèì î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà:

ç  = 0;  ç  = 0;  ç  = 0. (Á.24)
Ñ ó÷åòîì (Á.6), çàïèøåì:

ç  = (ax  + ay  + az )ç(bx  + by  + bz ) =

= axbx( ç ) + axby( ç ) + axbz( ç ) +

+ aybx( ç ) + ayby( ç ) + aybz( ç ) + azbx( ç ) +

+ azby( ç ) + azbz( ç ). (1*)
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (Á.23) è (Á.24), ïåðåïèøåì ðà-
âåíñòâî (1*) â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

ç  = (aybz – azby)  + (azbx – axbz)  + (axby –aybx) .

(Á.25)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

(Á.26)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ, äîêàæåì òàê íà-
çûâàåìóþ òåîðåìó ñèíóñîâ, ñîãëàñíî êîòîðîé â ëþáîì òðåóãîëü-
íèêå îòíîøåíèå êàêèõ-ëèáî äâóõ ñòîðîí ðàâíî îòíîøåíèþ ñèíó-
ñîâ óãëîâ, ïðîòèâîëåæàùèõ ýòèì ñòîðîíàì. Ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíèê, îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè , , , äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî  =  +  (ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðèñóí-
êîì Á.8). Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

. (Á.27)

Óìíîæèì âåêòîðíî íà  îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà  =  + ; ïîëó÷èì

ç  = ç  + ç .

Òàê êàê ç  = 0, òî ç  = ç . Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàâåí-

ñòâà âåêòîðîâ ç  è ç  ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî èõ ìîäóëåé:

ca sin ( , ) = ba sin ( , ). (2*)

Ðàâåíñòâî (2*) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

c sin β = b sin (π – γ). (3*)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin (π – γ) = sin π cos γ – cos π sin γ = sin γ, ïîëó÷àåì
èç (3*) ñîîòíîøåíèå (5.27), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì íà âåêòîðàõ  è  (ñì. ðèñóíîê Á.6).
Óìíîæèì âåêòîðíî  +  íà  – :

(  + )ç(  – ) = ç  + ç  – ç  – ç  = –2 ç .

Èç ðàâåíñòâà âåêòîðîâ (  + )ç(  – ) è –2 ç  çàêëþ÷àåì,
÷òî ðàâíû èõ ìîäóëè, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïëî-
ùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà äèàãîíàëÿõ äàííîãî
ïàðàëëåëîãðàììà, â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè äàííîãî ïàðàë-
ëåëîãðàììà.
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2.7. Çàâèñèò.

2.8. à) ; á) mgcos α.

2.9. a = g(sin α – μcos α); N =
= mgcos α.
2.12. Êðîìå áóêñèðà è áàðæè åñòü
òàêæå âîäà, è îíà äåéñòâóåò íà
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2.25. Ìîäóëü ñêîðîñòè  ðàâåí

, óãîë α ìåæäó  è

1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

tg α = .

2.26. .

К главе 3

3.1. Äà, ìîæåò.
3.2. Öåíòð ìàññ èëè ïîêîèòñÿ, èëè
äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíî-
ìåðíî.
3.3. à) 0; á) ðàâåí Ô; â) ðàâåí
Ôcos α.

3.4. à) aF2 = 0,24 Íæì;

á) a  = 0,48 Íæì; â) 0.

3.5. à) 0; á) 0; â) aF2 = 0,24 Íæì;

ã) aF2 = 0,12 Íæì.

3.6. à) aF1 = 0,12 Íæì; á) aF2 =

= 0,24 Íæì; â) aF1 – aF2 = 0.

3.7. à) ; á) 0; â) .

3.8. à) ; á) 0; â) 0; ã) .

3.9. Îñü ñîñòàâëÿåò  ñ âåêòîðîì

ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðè-
âàåìîé òî÷êè.

mg
αcos

-------------

m2 m1 αsin μ αcos+( )−

m1 m2+
----------------------------------------------------------------

m1m2g

m1 m2+
---------------------

Mgm
2M m+
--------------------

P
g a+
-------------

P
g a−
-------------

m1 g a+( )

g a−
--------------------------

gtgα

R l αsin+
--------------------------

mv0 αcos

M
-------------------------

vº

1
2
--- v1

2 v2
2

+ vº

vº

v2

v1
------

mv0

M m+
-----------------

2H
g
--------

1
2
---

1
2
---F2 F1+⎝ ⎠
⎛ ⎞

1
2
---

1
4
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---

mga

2
-------------

mga
2

-------------

mga
2

-------------

mga

2 2
-------------

π

6
---
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3.11. α < .

3.12. Â 2 ðàçà.

3.13. TA = mg; TB = Mg + mg.

3.14. .

3.15. mg ctg α.

3.16. μ l .

3.17. Ñèëà, ñ êîòîðîé íóæíî íàòÿ-
ãèâàòü òðîñ, áóäåò ðàñòè ïî ìåðå
ïîäúåìà ãðóçà è ìîæåò îêàçàòüñÿ
çíà÷èòåëüíî áîëüøå åãî ñèëû òÿ-
æåñòè.

3.18. μmin =  = 0,25.

3.19. a(N – 1).

3.20. 40 ñì.

3.21. Íà ðàññòîÿíèè  d 1 ñì

ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíò-
ðû êðóãà è êâàäðàòà.

3.22. xC =  = 10,25 ñì; yC =

=  = 13  ñì.

3.23. xC = 7,5 ñì; yC = 3,75 ñì.
3.24. Âûèãðûø â ñèëå íå ïîëó÷à-
åòñÿ.
3.25. 8Mg = 2350 Í.

3.26. .

К главе 4

4.1. Äëÿ A: 2πna = 5,02 ðàä/ñ; äëÿ

B = 2 πna = 7,1 ðàä/ñ; äëÿ öåíò-

ðà êâàäðàòà πna = 3,55 ðàä/ñ.
4.2. à) åñòü; á) åñòü.
4.3. 4,29 ðàä; 246°.
4.4. βT = 200 ðàä/ñ; βT2/(4π) =
= 79,6 îáîðîòîâ.
4.5. 50 ðàä/ñ2.
4.6. Âðàùåíèå ðàâíîïåðåìåííîå.

4.7. ; 0.

4.8. 2Ω(R′ + R); Ω .

4.9. Äà, ÿâëÿåòñÿ.
4.10. à) 2ma2; á) ma2; â) 4ma2; ã)
3ma2.

4.11. ma2.

4.12. ma2.

4.13. m .

4.14. mr2.

4.15. Îí èçìåíÿåòñÿ îò mr2 (êîã-
äà Çåìëÿ ïåðåñåêàåò âûáðàííûé
äèàìåòð) äî mR2 (êîãäà Çåìëÿ
ìàêñèìàëüíî óäàëåíà îò âûáðàí-
íîãî äèàìåòðà).

4.17. .

4.18. .

4.19. Îòíîñèòåëüíî òî÷êè B:

, íàïðàâëåí íàâñòðå÷ó

z-îñè. Îòíîñèòåëüíî z-îñè:  .

4.20. Îòíîñèòåëüíî òî÷êè B:

, íàïðàâëåí ïîä óãëîì 135°

l
2h
-------

1
3
---

2
3
---

m1m2

1
2
---

1
3
---

r
R αsin
------------------

1
2
---

a2l

πr2 a2
−

---------------------

41r
44
---------

13r
11
---------

1
2 αsin
-----------------

2

2

v
R
----

R ′ R+

R
-----------------

1
6
---

2
3
---

4
5
---r2 1

2
---l2+⎝ ⎠

⎛ ⎞

7
5
---

2
5
---

gº
m2 m1−

m1 m2+
---------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

2

gº
m2 m1−( )2

m1 m2+( ) m1 m2
1
2
---m+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞
---------------------------------------------------------------------

mωl2

2
--------------

mωl2

2
--------------

−

mωl2

2 2
--------------
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ê z-îñè. Îòíîñèòåëüíî C: ,

íàïðàâëåí íàâñòðå÷ó z-îñè.

4.21.  = 10 Íæì.

4.22. mg .

4.23.  = 94,2 ñ;  = 11 750 îáî-

ðîòîâ.
4.24. à) 2ma2ω; á) ma2ω.

4.25. ω.

4.26. ω .

4.27. .

4.28. ω .

4.29. 5,4æ10–4 êãæì2.

4.30. gsin α = 2,45 ì/ñ2;

μ > tg  α = 0,29 .

4.31. à) ;

á) ,

m2g ;

â) μ > .

4.32. Áûñòðåå ñêàòèëñÿ øàð. Ðå-
çóëüòàò íå çàâèñèò íè îò ìàññû, íè
îò ðàäèóñà òåë.

К главе 5

5.1. à) mgs sin α; á) 0;
â) –μmgs cos α.
5.2. Öåíòðîñòðåìèòåëüíàÿ ñèëà ðà-
áîòû íå ñîâåðøàåò.
5.3. à) íåò; á) äà; â) íåò; ã) äà;
ä) íåò.

5.5. .

5.6. Â 3 ðàçà.
5.7. –mgh.

5.8. mv2 – mgh = 80,1 Äæ.

5.9. Ìîæåò ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
âûáîðå íóëåâîãî óðîâíÿ ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè

5.10. Íà (  – 2) .

5.11.  = 6,4æ10–2 Äæ.

5.12. à) 6; á) 3.

5.13. 25 ñì.

5.14. mgl(  – 1); ðàáîòà ñèëû

ðåàêöèè íèòè ðàâíà íóëþ.
5.16. h(1 – μ ctg α)/μ = 8 ì.
5.17. Fscos α = 10,4 êÄæ.

5.18.  = 8,1 êÄæ.

5.19. v0 = .
5.20. 1 : 3.

5.21.  = 6 êÍ.

5.22. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ sin α (1 + cos α) = 0,27; îòíîøå-

íèå ýíåðãèé ðàâíî  = 0,54.

5.23.  = 

= 18,9 ì/ñ = 68 êì/÷.

mωl2

4
--------------

mr2
ω

2T
---------------

h 2r h−( )
r h−

-----------------------------

2πnJ
Φ

--------------

nT
2
-------

1
2
--- MR2 1

3
---ma2

+⎝ ⎠
⎛ ⎞

M 2m+( )R2

MR2 2mr2
+

----------------------------------

2mvr

MR2 2mr2
+

----------------------------------

M 2m+

M
--------------------

1
2
---

1
2
---⎝
⎛

⎠
⎞

2m2g

3m1 2m2 m+ +
----------------------------------------

3m1m2g

3m1 2m2 m+ +
----------------------------------------

3m1 m+

3m1 2m2 m+ +
----------------------------------------

m2

3m1 2m2 m+ +
----------------------------------------

v0
2 2gh−

1
2
---

5 gh
2
-------

mv2

5
-----------

1
2
---

3

μmgs
1 μtgα+
------------------------

gh

2mg h s+( )

s2
-------------------------------

1
1 αcos+
-----------------------

N
mg α μ αcos+sin( )
----------------------------------------------------
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5.24. l  d 1 ì.

5.25. Íà 6mg.

5.26. 5mg2t2sin2 .

5.27. Ñêîðîñòü , ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ .

5.28. .

5.29.  d 20  ñì.

5.30. .

5.31. mg(h – h′) – mv2 = 2,33 Äæ.

5.32. mgl cos  – cos α .

5.33. mgl cos  – cos α + tg α ×

× sin α – tg sin  = 0,97mgl.

К главе 6

6.1. Â (1 + ε)( 1 – ε) = 1,53 ðàçà.
6.2. 1,87 ãîäà.
6.3. 3,54æ1022 Í.
6.4. 2500 Í.
6.5. 0,6 Í.
6.6. Çåìëÿ ïðèòÿãèâàåòñÿ ê Ëóíå ñ
ñèëîé â 100 ðàç áîëüøåé ñèëû ïðè-
òÿæåíèÿ Çåìëè ê Þïèòåðó.

6.7. Íà âûñîòå ( – 1)RÇ d

d 1430  êì.
6.8. Â 4 ðàçà.

6.9.  = 6,1æ1024 êã.

6.10. πρGR.

6.11.  = 38 400  êì.

6.12. ρ =  = 1,24æ103 êã/ì3;

g = 4π2  = 25 ì/ñ2.

6.13.  = 5,51æ103 êã/ì3.

6.14. 2V.

6.15. gÌ = 0,4g0 = 3,9 ì/ñ2; ρÌ =

= 0,74ρ = 4,1æ103 êã/ì3; VÌ =
= 0,46V1 = 3,63 êì/ñ.

6.16. Â 2,55 ðàçà.

6.17. à)  = 42 êì/ñ;

á)  = 59 êì/ñ.

6.18. .

6.19. Íà  = 0,34%.

6.20.  = 3,8æ103 êã/ì3.

6.21. 2π  = 5050 ñ = 1,4 ÷.

6.22. Â 6 ðàç.

6.23. RÌ  – RÇ d 3890 êì.

6.24.  = 4; .

T mg−

2mg
-------------------

α

14
------

v0

2
------

mv0
2

4
------------

5mgl
4

---------------

v0
2

2μg n 1+( )2
--------------------------------

5gl M m+

m
-----------------

1
2
---

 ⎝
⎛ α

2
--- ⎠

⎞

 ⎝
⎛ α

2
---

1
2
---

1
2
---

α

2
---

α

2
---⎠
⎞

n

4π
2r3

GT2
---------------

4
3
---

rË

1 θ+
----------------

3π

GT2
-----------

rÊ

RÞ
---------⎝ ⎠
⎛ ⎞

3

rÊ
3

T2RÞ
2

----------------

24π

GT2
-----------

GMÞ

RÞ
----------------

2GMÞ

RÞ
-------------------

6π

GT2
-----------

300π

GT2
ρ

---------------

300π

nGT2
---------------

RÇ

GMÇ
--------------

θ

MB

MA
---------

ρB

ρA
------

1
2
---

=
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6.25. v1 =  = 40,1 êì/ñ;

T =  d 6,3 ãîäà.

6.26. v =  = 6,45 êì/ñ.

6.27. mg0RÇ(5 + (  – 1)2) =

= 10,76æ109 Äæ.

6.28. Íà (  – 1)  =

= 1,94 êì/ñ.
6.29. 6640  êì.

6.30. ∆v1 = V1 =

= 375 ì/ñ;

∆v2 = V1  = 357 ì/ñ

(V1 = 7,9 êì/ñ — ïåðâàÿ êîñìè÷å-
ñêàÿ ñêîðîñòü).
6.31. à) 1,68 êì/ñ; á) 2,38 êì/ñ.

6.32. Íà (  – 1)  = 350 ì/ñ.

6.33.  = 310 ì/ñ.

6.34. 10 êì/ñ.

6.35.  = 5,9æ10–3 ì/ñ2.

6.36. Âáëèçè Ëóíû íàïðÿæåí-
íîñòü ïîëÿ òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà áîëü-
øå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ Çåìëè â
2,2 ðàçà.

6.37. Grρ = 5,28 ì/ñ2.

К главе 7

7.1. Íà äíî äåéñòâóåò íå äàâëåíèå,
à ñèëà äàâëåíèÿ. Ñëåäóåò ãîâîðèòü
«äàâëåíèå íà äíå» (òî÷íåå: «äàâëå-
íèå â òîé èëè èíîé òî÷êå äíà»).
7.2. Óâåëè÷èâàåòñÿ íà ρah.
7.3. 2l.

7.4.  = 0,04 Í.

7.5. 1075 ìì.

7.6. .

7.7.  = 2,5 ñì.

7.8.  = 2,1 ñì.

7.9.  = 8,5 êì.

7.10. Îñàäêà óìåíüøèòñÿ, à âûòàë-
êèâàþùàÿ ñèëà íå èçìåíèòñÿ.

7.11. Â  ðàç.

7.12. Îäíîâðåìåííî ñ óìåíüøåíè-
åì âåñà ÷àøè ñî øòàòèâîì óâåëè-
÷èâàåòñÿ âåñ ÷àøè ñ ñîñóäîì. Ïî-
ýòîìó äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ íóæíà ãèðÿ âåñîì 2ρ0Vg.
7.13. Òåïåðü íåò âûòàëêèâàþùåé
ñèëû, òîãäà êàê ñèëû äàâëåíèÿ àò-
ìîñôåðû è ñëîÿ âîäû ïî-ïðåæíåìó
äåéñòâóþò íà ïîäëîäêó.

7.14.  = 1500 êã/ì3.

7.15.  = 1980 ì3.

7.16. V  = 0,21 ì3.

7.17.  = 0,58.

2GMrÑ

rÇ rÇ rÑ+( )
-----------------------------

π

2
---

rÇ rÑ+( )3

2MG
-------------------------
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n
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1
6
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2
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--------------

RÇ
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-------

2r2
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⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

RÇ

r2
------- 1

2r1

r1 r2+
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⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1
2
---

2
GMË

RË
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1
2
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1
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−⎝ ⎠
⎛ ⎞ GMË

RË
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GMÑ
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2
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3
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S
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2gHρρ0

ρ ρ0+
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m
Sρ
-------

h1ρ1 h2ρ2−

ρ
-------------------------------

p0

ρg
-------

ρ2

ρ1
-----

ρ0n
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Vρ0

ρ0 ρ−
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2
3
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ρ0

ρ
-----

ρ1

ρ2
-----
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7.18.  = 3ρ.

7.19. ρ  = 700 êã/ì3. Íåèç-

âåñòíàÿ æèäêîñòü — áåíçèí.

7.20.  = 2,21 Í.

7.21. ρ1 + (ρ2 – ρ1) .

7.22. Â 2 ðàçà.

7.23. Â  ðàç.

7.24. Óðîâåíü îñòàíåòñÿ ïðåæíèì.
7.25. Óðîâåíü ÷óòü-÷óòü ïîäíè-
ìåòñÿ.

7.26. Sρ0gh2  = 141 Äæ.

7.27. Ïëîòíîñòü áåíçèíà 700 êã/ì3.
Ïëîòíîñòü ðàñòâîðà ìåäíîãî êóïî-

ðîñà 1130 êã/ì3. Âåñ êàìíÿ â âîç-
äóõå 5,2 Í.

7.28. Â  d 1,44 ðàçà.

7.29. 4πσR2 = 1,38æ10–5 Äæ.

7.30. 2πD2σ = 3,6æ10–3 Äæ.

7.31.  = 0,0015  ìì.

7.32. à)  = 0,74 ìì;

á)  = 0,37 ìì; â)  = 6  ñì.

7.33. ρ =  = 3340 êã/ì3.

7.34. ; p + .

К главе 8

8.1. Îáà òåëà ïðîéäóò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ îäíîâðåìåííî.
8.2. Ïåðèîä êîëåáàíèé íå èçìåíèò-
ñÿ, ìàêñèìàëüíûå ñêîðîñòü è óñêî-
ðåíèå óâåëè÷àòñÿ âäâîå, ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ óâåëè÷èòñÿ â 4 ðàçà.
8.3. Íå ìîãóò, ïîñêîëüêó ñìåùå-
íèå è óñêîðåíèå êîëåáëþòñÿ â
ïðîòèâîôàçå. Ìîäóëü ñìåùåíèÿ:
à) ðàâåí àìïëèòóäå, á) ðàâåí íó-
ëþ, â) ðàâåí àìïëèòóäå, óìíîæåí-

íîé íà .

8.4. .

8.5. Ôóíêöèÿ x(t) åñòü x(t) =
= xmsin (ω1 + ω2)t; àìïëèòóäà xm,
öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ω1 + ω2, íà-
÷àëüíàÿ ôàçà ðàâíû íóëþ.

8.6. à) ωxm = 0,4 ì/ñ; á)  =

= 0,35 ì/ñ.
8.7. Êîãäà êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþò,
îòêëîíèâ òåëî îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ, íå ñîîáùàÿ åìó ïðè ýòîì
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Êðîìå òîãî,
äîëæíà áûòü ïðåíåáðåæèìî ìàëà
ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ.
8.8. x(t) = 0,3sin πt èëè x(t) =

= 0,3cos πt – .

8.9. v(t) = 0,3πcos πt.
8.10. Äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:
9æ10–4π2 cos2 πt; äëÿ ìåõàíè÷åñêîé:
9æ10–4π2; äëÿ ïîòåíöèàëüíîé:
9æ10–4π2 sin2 πt.

8.11. à) ; á) m ;

nρ
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2
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−⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

3
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2
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⎝ ⎠
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⎛ ⎞

2σ
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2πGRρ0rh
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2v
3
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5ρ0v
2
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3
2
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3
4
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2
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 ⎝
⎛ π

2
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1
2
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ω
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1
2
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2
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â) m sin2(ωt + ); ã) .

8.12. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ðå-
àëèçóåòñÿ â ìîìåíòû t, äëÿ êîòî-

ðûõ sin (ωt + ) = 0, ò. å. â ìîìåí-

òû t = , à ìàêñèìàëüíîå ñìå-

ùåíèå — â ìîìåíòû t, äëÿ êîòîðûõ

sin (ωt + ) = ä1, ò. å. â ìîìåíòû

t =  (çäåñü n — öåëûå

÷èñëà).
8.13. à) 0,24 ì/ñ; á) 0,36 ì/ñ2,
â) 1,73æ10–3 Äæ.
8.14. à) 0,05 ì; á) 0; â) 0,34 ì/ñ2.

8.15. .

8.16. 2π .

8.17. 2m.

8.18. 4π .

8.19. 2π .

8.20.  = 1740 êì.

8.21. l0  = 3 ì 94 ñì.

8.22.  = 27 ñ.

8.23. 2π .

8.24. 2π  = 0,6 ñ.

8.25. 2π .

8.26. à) Ðåçóëüòèðóþùåå ñìåùåíèå
ðàâíî íóëþ âî âñå ìîìåíòû âðåìå-
íè, öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ðàâíà íó-

ëþ; á) x(t) = xmsin (ωt + ),
öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ðàâíà ω.

К главе 9

9.1. Ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ âîëíîé ñ
ìåíüøåé â 3 ðàçà äëèíîé âîëíû,
áóäåò â 9 ðàç áîëüøå.
9.2. Ïîãëîùåíèå ýíåðãèè è ðàñõî-
äèìîñòü âîëíû.
9.3. Àìïëèòóäà âîëíû 5æ10–4 ñì,
ôàçîâàÿ ñêîðîñòü 300 ì/ñ, ïåðèîä
êîëåáàíèé èñòî÷íèêà 3,5æ10–3 ñ.
9.4. 52,5 ñì.
9.5. 48,6 Âò/ì2.
9.6. ξ(t, x) = ξmcos (ωt – kx).
9.7. v(t, x) = ξmωsin (ωt – kx).

9.8. .

9.9. à) 2π2 ; á) τ .

9.10. à) |v| = ξm ,

|ε | = ξm ; á) |v| = ξmω,

|ε | = ξmk.

9.11. à) ρ ω2(1 + );

á) ρ ω2; â) ρ ω2 (1 – ).
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m
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l
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2 π
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2
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2
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2 Eρ
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2
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E
ρ
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2 ω

2
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2 k
2
---

1
2
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1
2
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1
2
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2 2

2
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1
2
---
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2 1

2
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2 2

2
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9.12. .

9.13. à) ξm; á) ξm; â) ξm.

9.14. à) ; á) ;

â) ; ã) 0.

9.15. a) η0 cos2 ;

á) ; â) η0 cos2 ; ã) 0.

9.16. à) 0; á) ρ ω2; â) ρ ω2.

9.17. 3.

9.18. , , .

9.19.  = 4840 ì/ñ d 5 êì/ñ.

9.20. vô  = 206 ì/ñ.

9.21. vô  = 127 ì/ñ.

9.22. ν′(t) = ν .

9.23. à) ; á) ν; â) .

9.24.  = 1490 ì d

d 1,5 êì.
9.25. 1400  ì.

πvô

ω
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3 2

2 3πξm
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