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Предисловие ко второму тому

Второй том коллективной монографии посвящен исследованию
нестационарных нелинейных процессов в системах и устройствах ра-
диофизики и электроники сверхвысоких частот. Во втором томе книги
рассмотрены такие современные области исследования в радиофизике,
электронике и нелинейной динамике, как разработка новых принципов
генерации хаотических сигналов СВЧ-диапазона и создание на их
основе источников широкополосных шумоподобных сигналов для со-
временных информационно-телекоммуникационных систем, различные
методы управления хаотическими колебаниями в пучково-плазменных
системах, синхронизация (в том числе и хаотическая) в приборах элек-
троники сверхвысоких частот, нелинейные волновые процессы в систе-
мах с магнитостатическими волнами и при распространении волновых
пучков.

В главе 1 второго тома монографии предложен общий взгляд на
сверхвысокочастотную электронику с позиций нелинейной динамики.
Приводится обзор состояния современных исследований нелинейных
нестационарных процессов в различных приборах и устройствах сверх-
высокочастотной электроники, намечаются основные пути дальнейших
исследований в этом направлении.

Глава 2 посвящена изложению методов управления хаотически-
ми колебаниями в такой эталонной распределенной пучково-плазмен-
ной системе, как гидродинамическая модель диода Пирса. Наиболее
важным здесь является создание и апробация методов выделения
неустойчивых периодических пространственно-временных состояний
хаотической динамики распределенной системы. Далее предлагаются
методы стабилизации выделенных неустойчивых периодических про-
странственно-временных состояний с помощью непрерывной обратной
связи, сигнал которой воздействует на систему в единственной точке
пространства на границе диодного промежутка.

В главе 3 излагаются основы теории и результаты эксперименталь-
ных исследований макетов новых перспективных источников широко-
полосных хаотических сигналов СВЧ-диапазона на основе интенсив-
ных нерелятивистских электронных пучков с виртуальным катодом,
формируемом в тормозящем поле (низковольтных виркаторов).

Глава 4 посвящена рассмотрению важного теоретического аспекта
динамики пучков заряженных частиц с виртуальным катодом, а именно
учету двумерных эффектов динамики заряженных частиц в простран-
стве дрейфа виркатора. В главе рассмотрена иерархия усложняющихся
систем, содержащих электронные потоки с виртуальным катодом. В на-
чале главы детально рассмотрен механизм формирования и колебаний
виртуального катода в нерелятивистском пучке с виртуальным катодом
в тормозящем поле, сопоставлены результаты двумерной теории с экс-
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периментальными данными исследования низковольтного виркатора.
Далее в главе 4 представлены результаты анализа релятивистских
систем с виртуальным катодом, а именно найдены зависимости пуско-
вого тока виркатора от величины внешнего магнитного поля, изучена
нелинейная динамика и выходные характеристики релятивистского
виркатора на пролетном токе.

Наконец, в главе 5 представлены результаты экспериментального
исследования нового «гибридного» прибора СВЧ на основе широко-
полосного СВЧ-усилителя — лампы бегущей волны (ЛБВ), включа-
ющего в качестве одного из элементов многоступенчатый коллектор
с возможностью формирования в его пространстве виртуального катода
за счет торможения пучка электронов, выходящих из пространства
взаимодействия ЛБВ.

В главе 6 изложено современное состояние теоретических и экс-
периментальных исследований в такой новой и активно развивающей-
ся области электроники больших мощностей, как создание приборов,
в которых транспортировка электронного пучка осуществляется за счет
ионной фокусировки без ведущего магнитного поля. Такие приборы
получили в литературе название пасотронов. В главе рассмотрены
основные физические явления, происходящие при образовании удер-
живающего пучок ионного канала и при взаимодействии пучка с син-
хронной волной замедляющей структуры.

Главы 7–9 посвящены рассмотрению неавтономной динамики и про-
цессов синхронизации систем электроники сверхвысокочастотного диа-
пазона, включая режимы хаотической синхронизации. Особенностью
описания процессов в этих главах является тот факт, что отправным
пунктом в рассмотрении этих явлений является теория хаотической
синхронизации, активно развивающаяся сегодня. Последовательность
изложения в этих главах следующая: сначала излагаются теорети-
ческие основы хаотической синхронизации, а затем рассматривают-
ся особенности синхронного поведения систем сверхвысокочастотной
электроники, начиная от двух связанных осцилляторов и заканчивая
сетями, состоящими из большого числа нелинейных систем СВЧ элек-
троники.

В главе 10 монографии рассматриваются нелинейные волновые про-
цессы, причем рассматриваются случаи, в которых учет нелинейности
ведет не просто к уточнению описания явлений, но к принципиаль-
ному изменению волновой динамики. В этой главе анализируются
(1) нелинейные туннельные эффекты и (2) нелинейные вариационные
принципы типа принципа Ферма. Такой анализ позволил исследовать
нетривиальные явления, возникаюшие в волноводах и при распростра-
нении волновых пучков.

В последней главе 11 рассмотрены нелинейные явления в струк-
турах на основе ферромагнитных пленок при возбуждении в них маг-
нитостатических волн (МСВ). Описаны особенности дисперсионных
характеристик различных типов МСВ в зависимости от направления
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внешнего магнитного поля. Выделены два механизма, которые играют
существенную роль в нелинейных процессах в ферромагнитных плен-
ках: первый, связанный с параметрическим возбуждением МСВ корот-
коволновых спиновых волн; второй, обусловленный нелинейностью са-
мой среды и приводящий, в частности, к модуляционной неустойчиво-
сти волн. Изложены результаты теоретического и экспериментального
исследования основных нелинейных эффектов на магнитостатических
волнах, связанных с этими механизмами. Описаны результаты тео-
ретического исследования особенностей нелинейных эффектов само-
воздействия магнитостатических волн в новом классе распределенных
систем — связанных ферромагнитных структурах.

Все вопросы, которым посвящена монография, впервые излага-
ются в систематизированном виде и с достаточно полным охватом
материала, включая детальное описание нестационарных нелинейных
математических моделей и экспериментальных результатов, а также
некоторых технических деталей новых устройств. Следует отметить,
что в монографии делается упор на детальное сопоставление резуль-
татов численного моделирования и экспериментальных исследований,
что позволяет выделить границы применимости предложенных моделей
и объяснить результаты натурных экспериментов. При написании глав
книги мы старались построить изложение таким образом, чтобы чи-
татель мог получить достаточно полное и современное представление
о той или иной проблеме, не прибегая к другим источникам. В то же
время каждая глава снабжена достаточно подробным списком литера-
туры, так что читатель при необходимости сможет легко обратиться
к первоисточникам.

Большая часть изложенных во втором томе монографии результатов
в области нелинейной динамики электронно-волновых систем опубли-
кована, в основном, в периодических изданиях, часто недоступных для
широкого круга читателей, или напечатана в очень краткой форме.
Систематизация результатов исследований нелинейных нестационар-
ных процессов, включая хаотические режимы колебаний, в приборах
и устройствах радиофизики и электроники сверхвысоких частот, их
целенаправленное изложение в монографии представляются своевре-
менными и важными. Заметим, что в монографии представлены также
и новые результаты, в частности, приведены новые примеры, иллюстри-
рующие теорию, в ряде случаев нам удалось рассмотреть исследуемые
процессы с более общих позиций.

Авторы хотят выразить признательность Российскому фонду фун-
даментальных исследований, который на протяжении многих лет под-
держивал исследования, результаты которых вошли во второй том
коллективной монографии.

Результаты исследований, изложенных в главах 1–6 монографии,
поддержаны грантами Российского фонда фундаментальных исследова-
ний 05-02-08030-офи-п, 07-02-12071-офи (конкурсы ориентированных
фундаментальных исследований), 02-02-16351-а, 05-02-16286-а,
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06-02-81013-Бел-а, 06-02-72007-МНТИ-а, 08-02-00053-а, 09-02-00255-a;
в главах 7–9 — грантами РФФИ 01-02-17392-а, 06-02-16451-а,
05-02-16273-а, 07-02-00044; в главе 10 — грантами 05-02-16176,
05-02-16931 и 06-02-16805; в главе 11 — грантами 02-02-16353,
04-02-16296, 05-02-16273, 07-02-00639. Также авторы хотят высказать
признательность Президентской программе поддержки молодых
российских ученых (проекты МД-1884.2007.2 и МК-1320.2007.9) и ве-
дущих научных школ Российской Федерации (ведущая научная школа,
руководимая чл.-корр. РАН, проф.Д.И. Трубецковым), а также Фонду
некоммерческих программ «Династия» за финансовую поддержку
коллектива исследователей, подготовивших данную монографию.

Монография предназначена для физиков различных специально-
стей, интересующихся процессами взаимодействия электронов с элек-
тромагнитными полями, для научных работников, аспирантов и инже-
неров, проводящих исследования в области вакуумной СВЧ электро-
ники, радиофизики, радиотехники и физики плазмы. Она может быть
полезна студентам старших курсов соответствующих специальностей.

Авторы
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СЛОЖНАЯ ДИНАМИКА, ХАОС

И ОБРАЗОВАНИЕ СТРУКТУР

В РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМАХ

СВЕРХВЫСОКОЧАСТОТНОЙ ЭЛЕКТРОНИКИ

А.А.Кураев, Д.И. Трубецков, А.Е. Храмов

Возбуждение регулярных автоколебаний в распределен-
ных системах можно трактовать как возникновение из
хаоса некоторой упорядоченной пространственно-вре-
менной структуры.

Ланда П.С. Автоколебания в распределенных
системах. М.: Наука. 1983. С. 7.

В радиотехнике и электронике известен целый ряд при-

ложений, где необходимы генераторы шумоподобных ко-

лебаний, в роли которых могут выступать различные

устройства, функционирующие в режиме динамического

хаоса. Примерами могут служить генераторы с запазды-

вающей связью на лампе бeгущей волны... и на лампе

обратной волны...

Кузнецов С. П. Динамический хаос. М.: Физ-
матлит, 2001. С. 19.

Сверхвысокочастотная электроника глазами нелинейной
динамики (общий взгляд). ЛБВ-генераторы с обратной свя-
зью (шумотроны). Хаотические колебания в системах «элек-
тронный поток — встречная (обратная) электромагнитная
волна». Диод Пирса: от регулярных автоколебаний к хаосу.
Виркатор и другие. Клистронные генераторы хаоса.

1.1. Сверхвысокочастотная электроника глазами
нелинейной динамики (общий взгляд)

Когда-то С.М.Рытов определил радиофизику как «физику для ра-
дио и радио для физики». Право С.М.Рытова давать определения
подтвердил тогда академик Минц, сказав, что «радиофизика — это то,
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чем занимается С.М.Рытов». Но термин родился в Нижнем Новгороде,
тогда еще Горьком. В «Избранных очерках о зарождении и взрослении
радиофизики в горьковско-нижегородских местах» М.А.Миллер отме-
чает, что В.И. Гапонов писал в «Горьковской правде»: «Радиофизика
держится на трех китах: теории колебаний, электродинамике и элек-
тронике». Тема этой главы — третий кит — электроника.

Правда, сегодня, согласно опять же М.А.Миллеру, «радиофизика...
вымахала за пределы, отпущенные ей при рождении: она проникла
в акустику, в гидро-, гео- и астрофизику, в газо- и плазмодинамику,
в твердотелье и уж конечно во все видимые и невидимые диапазоны
электромагнетизма». Добавим сюда и науку о живом.

Радиофизика стала нелинейной, причем нелинейность стала поняти-
ем первичным. Появилось то, что называют нелинейной динамикой или
синергетикой, то, что можно назвать современной наукой о колебаниях
и волнах.

По Ю.Л.Климонтовичу «синергетика — не самостоятельная на-
учная дисциплина, но новое междисциплинарное направление; цель
синергетики — выявление общих идей, общих методов и общих законо-
мерностей в самых разных областях естествознания, а также социоло-
гии и даже лингвистики; более того в рамках синергетики происходит
кооперирование различных специальных дисциплин».

Представляется, что на отдельные дисциплины разумно взглянуть
глазами нелинейной динамики. Главы этой монографии — подобный
взгляд на вакуумную сверхвысокочастотную (СВЧ) электронику, точ-
нее на ее отдельные объекты.

Что связывает нелинейную динамику и СВЧ электронику, какие об-
щие физические процессы и явления они изучают? Их много: самовоз-
буждение колебаний в неравновесной среде, возникновение и эволюция
динамического хаоса, излучение в неоднородной среде — усиление и
параметрические явления, нелинейные волны, образование паттернов,
процессы синхронизации.

Нелинейная динамика изменила СВЧ электронику в первую оче-
редь благодаря решению нестационарных задач. Хокни и Банеман
эмоционально писали применительно к магнетрону: «...вместо того,
чтобы искать этот вечно ускользающий стационарный режим, можно
следить за пространственно-временной эволюцией системы...».

И, конечно, новый толчок исследованиям дало открытие сложной
динамики в нелинейных системах и особенно, динамического хаоса,
а также фрактальной геометрии.

Здесь следует отметить, что первые автогенераторы хаотических
СВЧ-колебаний появились в «достохастический» период, когда еще
никто не осмеливался говорить о хаотических колебаниях в динами-
ческих системах. К ним, в первую очередь, следует отнести шумовые
генераторы, в которых электронный поток движется в скрещенных ста-
тических электрическом и магнитном полях (генераторы магнетронного
типа) [1]. Попытки понять аномально высокий уровень шумов в та-
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ких приборах и устройствах привели к гипотезе об их турбулентном
происхождении (этому во многом способствовала известная аналогия
между диокотронной неустойчивостью и неустойчивостью Гельмгольца
в гидродинамических течениях) [1, 2]. Практически в то же время
В.Я. Кисловым и его сотрудниками был предложен так называемый
шумотрон — ЛБВ-генератор с запаздывающей обратной связью [3].
Роль шумотрона как экспериментальной модели, на которой проверя-
лись все теоретические результаты, полученные при изучении хаоса
в динамических системах, трудно переоценить. Можно смело утвер-
ждать, что ЛБВ-генератор с запаздывающей обратной связью стал
в нелинейной динамике наряду с карсинотроном эталонной моделью
распределенной автоколебательной системы.

Далее кратко рассмотрим глазами нелинейной динамики «коллек-
цию» примеров в рамках пяти идей, создавших СВЧ электронику.
Более подробно остановимся на некоторых экземплярах коллекции,
в частности на лампе обратной волны как распределенной автоко-
лебательной системе, демонстрирующей сложную динамику и хаос.
Кроме того, опишем образование паттернов и их взаимодействие в СВЧ
устройствах с виртуальным катодом.

Начнем с напоминаний об особенностях СВЧ электроники по срав-
нению с электроникой низких частот.

В любом электронном приборе взаимодействие переменного элек-
тромагнитного поля (электромагнитных колебаний или волн) с элек-
тронами (свободными или связанными) является основным в его рабо-
те. Поле воздействует на электронный поток, создает в нем переменный
ток, который, в свою очередь, изменяет поле. Конечно, для конкретных
расчетов нужно детализировать устройство электронного прибора, но
всегда имеется связка «поле — электроны» (см. рис. 1.1).

Следуя [4], сформулируем, какими свойствами обладают низко-
частотные лампы (например, вакуумный триод), a потом проследим,
выполняются ли эти свойства на СВЧ (0,3–3000 ГГц).

Для низкочастотных ламп справедливо следующее.
1) Переменные поля в лампе не должны проявлять волновых

свойств, в частности вводы и выводы, выполненные в виде проводов, не
должны существенно влиять на свойства лампы и ее цепи. Если D —
характерный размер лампы, k = 2π/λ — волновое число, λ — длина
волны, то волновые свойства не проявляются при kD � 1, или D � λ.

2) Электроны в лампе не должны проявлять своей инерционности
(время пролета их между электродами tпр пренебрежимо мало по
сравнению c периодом T колебаний поля). Это условие можно записать
так: ωtпр � 1 или tпр � T . Оба приведенных условия можно переписать
единообразно: если ввести tрасп = D/c — время распространения волны
через лампу и ее цепь (c — скорость света в пустоте), то оба при-
веденных выше неравенства можно представить следующим образом:
ωtрасп � 1. В СВЧ электронике свойства, сформулированные выше,
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Рис. 1.1. Колебания, волны и электроны в электронных приборах

нарушаются и нужно написать, что

D ∼ λ, tпр ∼ T или даже � T , (1.1)

кроме того, вводы и выводы энергии существенно влияют на работу
лампы.

Именно эти особенности привели к появлению пяти основных идей,
создавших СВЧ электронику, которые кратко изложим, выделяя основ-
ные колебательно-волновые нелинейные явления и эффекты [5].

Идея первая. Модуляция электронов по скорости и группирование
электронов в пространстве дрейфа.

Как известно, этой идее соответствует одна простая модель, в кото-
рой вдоль оси x движется поток невзаимодействующих частиц так, что
в эйлеровых переменных (x, t) их скорость удовлетворяет уравнению

dv

dt
=
∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= 0. (1.2)

В электронике СВЧ это уравнение описывает в рамках так называемой
кинематической теории поведение электронного потока в трубе дрейфа
приборов клистронного типа (детали можно найти, например, в [6]).
Различие в скоростях электронов приводит в трубе дрейфа к образова-
нию электронных уплотнений — группированию электронов потока.

Пусть в момент времени t = 0 поток оказывается возмущенным по
скорости по закону a sin kx, где k = ω/v0 — волновое число, соответ-
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Рис. 1.2. Эволюция во времени синусоидального возмущения в пучке невза-
имодействующих частиц. Здесь сплошными линиями обозначена скорость,
штриховыми — плотность. а) Начальное состояние, соответствующее сину-
соидальному возмущению скорости; б) образование электронных уплотнений
(группирование частиц около точек 1 и 2); в, г) опрокидывание волны скорости

и образование удвоенного числа особенностей на кривой ρ = ρ(x)

ствующее волне скорости малой амплитуды с частотой ω; v0 = const.
В системе координат, движущейся со скоростью v0 (v = v0 + u) урав-
нение dv/dt = 0 примет вид: ∂u/∂t + u ∂u/∂x = 0, решение которо-

го имеет вид простой волны u = U(t − x/u), где выражение для U
определяется начальным возмущением. Рис. 1.2 иллюстрирует процесс
эволюции потока на фазовой плоскости (u,x).

Начальное состояние потока — синусоида a sin kx на плоскости
(u,x); здесь же штриховой линией показана зависимость плотности
объемного заряда потока от x (рис. 1.2, а). С течением времени про-
исходит искажение профиля волны: частицы с u > 0 уходят вперед,
а с u < 0 отстают от волны. Одновременно образуются сгущения ча-
стиц вблизи точек 1 и 2, где u = 0, и происходит группирование потока
(рис. 1.2, б). Волна постепенно становится все круче, и в конце концов
производная ∂u/∂x на ее переднем фронте обращается в бесконечность
(в бесконечность обращается в этой точке и плотность ρ(x) объем-
ного заряда потока). В следующий момент происходит опрокидывание
волны, и функция u(x, t) перестает быть однозначной (рис. 1.2, в, г):
у нее появляется точка поворота, т. е. образуются встречные пучки.
После опрокидывания волны функция ρ(x) имеет удвоенное число
особенностей (рис. 1.2, в, г).

В СВЧ электронике для описания процесса группирования элек-
тронов отказываются от переменных Эйлера (x, t) и переходят к пере-
менным Лагранжа (t, t0) или (x, t0), где t0 — начальный момент влета

электронов в трубу дрейфа. Наглядное представление о группировании
в трубе дрейфа дает так называемая пространственно временная диа-
грамма на плоскости (x,ωt0) на рис. 1.3. Каждой линии на диаграмме
соответствует траектория одной заряженной частицы.

Из рис. 1.3 видно, что за период высокочастотного воздействия
траектории сходятся (образуются уплотнения частиц) или расходятся
(образуется разрежения частиц), что и иллюстрирует процесс группи-
рования.
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Рис. 1.3. Пространственно-временная диаграмма группирования электронов
в пространстве дрейфа: 1 — электрон, который тормозится полем; 2 — элект-
рон, не испытывающий воздействия со стороны поля; 3 — электрон, который

ускоряется полем

Сравнивая «волновой» и «корпускулярный» подходы к описанию
группирования, можно сделать вывод, что процесс опрокидывания вол-
ны соответствует явлению обгона одних частиц другими.

Рассмотренная модель сильно идеализирована, поскольку не учиты-
вает сил кулоновского взаимодействия между частицами. в частности,
для волн малой амплитуды в системе дисперсии нет. Поскольку в мо-
дели, учитывающей влияние сил пространственного заряда, дисперсия
появляется, естественным становится предположение о возможности
существования в электронном потоке уединенных волн и даже соли-
тонов. В большинстве работ, посвященных нелинейным волнам про-
странственного заряда (ВПЗ) исходные уравнения путем «насильствен-
ных» упрощений сводились к уравнению Кортевега-де-Вриза (КдВ),
на основе чего делался вывод о возбуждении в электронном потоке
КдВ-солитонов. В работе [7] были найдены точные решения в виде
уединенных волн, определены условия их устойчивости и проведено
численное моделирование процессов в электронном потоке. Показано,
что при эволюции широкого класса начальных возмущений образуются
одна или несколько уединенных волн и «осциллирующий хвост» малой
амплитуды. Пример такой эволюции иллюстрирует рис. 1.4, на котором
приведены зависимости скорости (а) и плотности заряда (б) от коор-
динаты в различные моменты времени.

Расчеты показали, что столкновение попутных волн является упру-
гим с достаточно большой степенью точности (см. рис. 1.5).

Существует качественное отличие между взаимодействием волн
с сильно различающимися и близкими амплитудами: в последнем
случае столкновение происходит без образования одиночного пика.
Столкновение встречных волн (т. е. быстрой и медленной) является
существенно неупругим.
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Рис. 1.4. Образование уединенной волны и осциллирующего хвоста при эволю-
ции возмущения: а) скорость электронов; б) плотность заряда. Из работы [7]

Рис. 1.5. Взаимодействие двух быстрых уединенных волн с сильно разли-
чающимися амплитудами: а) скорость электронов; б) плотность заряда. Из

работы [7]

Особую группу приборов с динамическим способом управления
электронным потоком (скоростная модуляция с последующим группи-
рованием) составляют генераторы со сверхпредельными токами (вир-
каторы), работа которых основана на формировании в пространстве
взаимодействия виртуального катода (ВК) — области с потенциалом
поля пространственного заряда, близким к потенциалу источника элек-
тронов. Одной из простейших моделей виркаторов на пролетном токе
является модель диода Пирса, в которой поток электронов, статический
пространственный заряд которого скомпенсирован фоном неподвиж-
ных ионов, поступает в эквипотенциальное дрейфовое пространство
(описание модели и результатов численного моделирования приведено
ниже. Применение современных методов нелинейной динамики (расчет
размерностей восстановленных аттракторов колебаний ВК, вычисление
максимальных ляпуновских характеристических показателей, опреде-
ление взаимных корреляций между колебаниями плотности заряда
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Рис. 1.6. Пространственно-временна́я диаграмма движения электронов в диоде
Пирса, демонстрирующая образование двух взаимодействующих электронных

структур (см. подробнее подраздел 1.4.2)

в различных сечениях потока) позволило обнаружить области хаотиче-
ских колебаний ВК в пространстве управляющих параметров системы.

Анализ физических процессов в электронном потоке проводился
при помощи построения пространственно-временных диаграмм. Типич-
ный результат для одного периода колебаний виртуального катода
представлен на рис. 1.6. Каждая кривая показывает изменение место-
положения x крупной частицы — электрона с течением времени t.
На одном периоде колебаний можно выделить два сгущения кривых,
которым соответствуют два сгустка, формирующихся в электронном
потоке. Эти сгустки возникают при любых начальных условиях и пред-
ставляют собой автоструктуры. Первый сгусток соответствует ВК. При
его распаде поступающий в систему поток модулируется полем первого
сгустка и в результате превращения модуляции по скорости в мо-
дуляцию по плотности формируется второй сгусток. Возникновению
хаотических колебаний соответствует критическое значение плотности
заряда во втором сгустке, при котором часть потока начинает отра-
жаться от него, оказывая воздействие на формирование ВК на следую-
щем периоде колебаний, что приводит к формированию распределенной
обратной связи в системе.

Таким образом, возникновение хаотических колебаний в электрон-
ном потоке с ВК связано с усилением связи между структурами (воз-
никновением распределенной внутренней обратной связи по потоку).

Идея вторая. Взаимодействие электронного потока, движущегося
в скрещенных статических электрическом и магнитном полях, с ВЧ
электромагнитном полем (магнетронное взаимодействие).

Нет сомнения в том, что спицы пространственного заряда в маг-
нетроне представляют собой динамические автоструктуры, эволюция
которых по-прежнему не понята до конца (см. «О трех загадках
в магнетроне» [6, лекция 7]). И лишь в последние годы представления
и методы нелинейной динамики позволяют продвинуться в понимании
сложных процессов в облаке пространственного заряда и объяснении,
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например, больших шумов в магнетроне. Так, Г. Г.Моносовым [8]
в компьютерном эксперименте обнаружен процесс хаотической моду-
ляции в магнетроне. Качественно этот процесс можно описать следу-
ющим образом. Наложенное на однородный статический электронный
поток высокочастотное поле резонаторной системы сначала приводит
к образованию выпуклости, на которую постепенно накручиваются но-
вые слои электронов, образуя локальную вращающуюся втулку. Когда
верхние слои этой втулки поднимаются достаточно близко к аноду, они
под действием высокочастотного поля резонаторной системы отрыва-
ются от локальной втулки и постепенно в виде сгустков импульсами
оседают на аноде. После оседания сгустка локальная втулка постепен-
но восстанавливается и описанный процесс продолжается вновь. Нере-
гулярность этого процесса связана с тем, что время образования ло-
кальной втулки не связано со временем прохождения втулки от одной
щели к другой. Поэтому процесс отрыва порций заряда от локальной
втулки каждый раз начинается при новом исходном состоянии втулки.
Вследствие этого от втулки каждый раз отрываются разные порции
заряда. Такая хаотическая автомодуляция может являться одной из
причин возникновения шумового пьедестала в частотном спектре сиг-
нала, генерируемого магнетроном.

Сложная, в том числе хаотическая, динамика имеет место в усили-
теле обратной волны со скрещенными полями (амплитроне) и опреде-
ляется возникающей обратной связью между входом и выходом прибо-
ра [9] (см. также [6]).

Идея третья. Взаимодействие электронного потока с замедленной
бегущей электромагнитной волной (лампа с бегущей волной — ЛБВ).

Интересно, что нелинейная теория ЛБВ началась с поиска решений
в виде нелинейных стационарных волн в работе Л.Бриллюена (J.
Appl. Phys. 1949. V. 20, №12. P. 1196). Для СВЧ электроники режимы
возбуждения стационарных нелинейных волн, по крайней мере сего-
дня, интереса не представляют. Обзор теории нелинейных волн в элек-
тронных потоках и системах «электронный поток — электромагнитное
поле» представлен в работе [10], где детально обсуждены вопросы, свя-
занные с возможностью возбуждения и распространения в указанных
системах уединенных волн, в частности — солитонов.

Истории было угодно, чтобы уже упомянутый выше ЛБВ-гене-
ратор с запаздывающей обратной связью (шумотрон), предложенный
В.Я. Кисловым, стал первым СВЧ-генератором мощных шумовых (как
впоследствии выяснилось, хаотических) сигналов (см., например, [3],
а также [6]). Именно в натурных экспериментах с шумотроном обна-
руживались те или иные сценарии динамического хаоса и проводилось
сопоставление с теорией.

Идея четвертая. Взаимодействие электронного потока с обратной
электромагнитной волной (лампа с обратной волной — ЛОВ, или
карсинотрон).



20 Гл. 1. Сложная динамика, хаос и образование структур

Сложная динамика различных вариантов ЛОВ как распределенной
автоколебательной системы исследована весьма полно как теоретиче-
ски, так и экспериментально (см. [6], лекции 12, 13 и библиографию
к ним). Тем не менее исследования продолжаются и обнаруживается
все больше и больше новых особенностей и тонкостей.

История исследований карсинотрона как распределенной автоколе-
бательной системы начинается в Институте прикладной физики АН
СССР (Горький) и Саратовском государственном университете, в ко-
торых в 70-х годах прошлого столетия был выполнен цикл работ по
изучению последовательности бифуркаций, наблюдаемых в генераторе
с обратной волной (карсинотроне) на пути к режиму хаотической ав-
томодуляции (последний характеризуется СВЧ-излучением со сплош-
ным спектром мощности) [11–13, 18]. Было показано (теоретически
и экспериментально), что характер переходов качественно не меняется
в различных вариантах исследуемой системы и определяется одним
и тем же единственным безразмерным параметром — безразмерной
длиной лампы — аналогом числа Рейнольдса.

Важным и центральным моментом этих исследований стало созда-
ние нестационарной теории карсинотрона и дальнейшее численное
решение полученных уравнений в частных производных на ЭВМ (см.,
например, [11, 14–16]). Как численные исследования, так и экспери-
ментальные данные показали, что переход «порядок — хаос» в системе
«электронный поток — обратная электромагнитная волна» соответству-
ет возникновению неустойчивости по отношению к малым возмуще-
ниям начальных условий. Хорошо известно, что главным атрибутом
динамического хаоса служит наличие чувствительности фазовых тра-
екторий к малым вариациям начальных условий. На рис. 1.7 пред-
ставлены результаты численного эксперимента, иллюстрирующего ее
присутствие в динамике модели ЛОВ в области развитого хаоса [16].
На графике наложены два десятка зависимостей амплитуды выходного
сигнала от времени, полученных при задании в качестве начальных
условий распределений амплитуды поля с малой случайной добавкой.
Видно, что на начальном участке они совпадают, а с течением времени
расходятся друг относительно друга все сильнее и сильнее — картина
«замазывается».

Предшественником нестационарной нелинейной теории лампы об-
ратной волны (как нерелятивистской, так и с учетом релятивистских
эффектов) стала нестационарная теория лампы обратной волны маг-
нетронного типа, подробно изложенная в [14]. После построения про-
стейшей нестационарной нелинейной теории ЛОВ М- и О-типа были
проведены исследования различных вариантов как нерелятивистских,
так и релятивистских карсинотронов [17–20], в частности карсино-
тронов с отражениями от концов замедляющих систем [20, 21], были
обнаружены тонкие эффекты нелинейной динамики нерелятивистской
и релятивистской лампы обратной волны О-типа [15, 16, 22], ЛОВ
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Рис. 1.7. Иллюстрация свойства чувствительности динамики к малому возму-
щению начальных условий: на графике наложены два десятка зависимостей
амплитуды выходного сигнала ЛОВ от времени при L = 6,1, причем в качестве
начальных условий задавалось распределение амплитуды поля на уровне 0,01

со случайной добавкой порядка 0,001. Рисунок взят из работы [16]

со связанными волноведущими структурами [23], ЛОВ с поперечным
полем [24], ЛОВ на аномальном эффекте Доплера [22, 25].

Идея пятая. Взаимодействие криволинейных электронных потоков
с электромагнитными полями. Мазеры на циклотронном резонансе
(МЦР).

Эта идея как бы с самого начала принадлежала не только СВЧ
электронике, но и нелинейной динамике: основополагающая статья
называлась «Индуцированное излучение возбужденных классических
электронов-осцилляторов и его использование в высокочастотной элек-
тронике» [26]. Наиболее удобной средой для будущих приборов оказал-
ся поток электронов-осцилляторов, вращающихся в магнитном поле.
При взаимодействии таких осцилляторов с электромагнитным полем
имеет место фазовая группировка, возникающая из-за неизохронности
электронов-осцилляторов, т. е. вследствие релятивистской зависимости
циклотронной частоты вращения от энергии электронов. Для МЦР
изучены такие нелинейные явления как конкуренция и синхрониза-
ция мод, автомодуляция и хаос, рассмотрены различные модификации
МЦР. Подробный обзор нелинейных явлений в МЦР дан в первой
главе первого тома монографии.

Конечно, этот краткий обзор связи основных идей СВЧ электро-
ники с нелинейной динамикой далеко не полон: в частности, даже
не упомянут параметрический способ управления электронным пото-
ком, используемый в лазерах на свободных электронах; не обсуждена
идея использования эффекта сверхизлучения ансамбля классических
электронов-осцилляторов для генерации сверхмощных импульсов СВЧ
излучения.

«Коллекцию» примеров можно пополнять. Однако, перейдем к более
подробному обсуждению некоторых «экземпляров коллекции».

1.2. ЛБВ-генераторы с обратной связью (шумотроны)

ЛБВ-генератор с внешней запаздывающей обратной связью (шумот-
рон) занимает важное место среди систем с хаотическим поведением.
Интерес к изучению хаотической динамики ЛБВ-генератора с запазды-
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вающей обратной связью обусловлен прежде всего тем, что в подобной
системе наиболее просто реализуются режимы, в которых генератор ве-
дет себя подобно динамической системе как с большим, так и с малым
числом степеней свободы [27]. С одной стороны, рассматривая ЛБВ-
генератор как наглядную и технически реализуемую модель сплошной
среды, можно попытаться ответить на ряд вопросов, связанных с про-
блемой турбулентности, и провести некоторые аналогии с хаотической
динамикой в гидродинамических течениях. С другой стороны, введе-
ние фильтра в цепь обратной связи генератора делает число степеней
свободы конечным и зависящим от полосы пропускания, что позволяет
исследовать режимы с различным известным числом возбуждаемых
собственных мод. Последнее дает возможность изучить особенности
процесса перехода к хаотической генерации и свойства хаотического
сигнала в зависимости от числа степеней свободы рассматриваемой
распределенной активной среды.

ЛБВ-генератор с внешней обратной связью по праву может считать-
ся одним из самых «старых» автогенераторов шума. Стохастические
автоколебания в детерминированной модели генератора на ЛБВ экспе-
риментально наблюдались Котыревым и Плиссом еще в 1960 г. [28].
Уровень нерегулярных сигналов был настолько низок, что их изучению
не было уделено должного внимания. Действующий генератор шума
на ЛБВ с петлей обратной связи был впервые предложен в США,
его мощность составляла 200 Вт в полосе частот порядка 2 ГГц [29].
Группа сотрудников ИРЭ АН СССР под руководством В.Я.Кислова
независимо создала СВЧ-генератор шума на ЛБВ (шумотрон) и деталь-
но изучила его режимы при изменении параметров внешней обратной
связи [3, 30].

Значение шумотрона как модели, на которой проверялись многие
идеи теории детерминированного хаоса, трудно переоценить. Группа
В.Я. Кислова экспериментально и теоретически исследовала генерато-
ры, состоящие из ЛБВ с фильтром в цепи обратной связи и двух ЛБВ,
последовательно замкнутых в кольцо. В экспериментах было показано,
что при изменении глубины обратной связи γ = 10 lg (Pвх/Pвых) (Pвх

и Pвых — соответственно мощности на входе и выходе ЛБВ или каскада
ЛБВ) на плоскости параметров генератора существуют зоны регуляр-
ных и хаотических режимов. Хаотические автоколебания при этом
возникают в результате непериодической автомодуляции амплитуд соб-
ственных мод кольцевой системы на падающем участке амплитудной
характеристики [30].

Для анализа хаотических автоколебаний ЛБВ-генератора была
предложена элементарная феноменологическая модель, включающая
последовательно соединенные и замкнутые цепью обратной связи безы-
нерционный усилитель с функцией преобразования сигнала F (x),
фильтр с линейным оператором Φ̂ и линию задержки с длительно-
стью запаздывания T [31]. Последовательные преобразования сигнала
в трех элементах схемы приводят к следующему интегральному урав-
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нению генератора с запаздывающей обратной связью:

x(t) =

t∫

−∞
F (x(t − T ))g(t− τ) dτ , (1.3)

где g(t− τ) — импульсная переходная функция фильтра. Для узкопо-
лосного фильтра уравнение (1.3) преобразуется к виду

ẋ(t) + εx(t) = εF (x(t− T )), (1.4)

где ε — малый параметр, обратно пропорциональный добротности
фильтра. Если колебания в генераторе устанавливаются быстро, то
уравнение (1.4) можно свести к простому соотношению

x(t) = F (x(t− T )). (1.5)

Функция F (x) в общем случае может содержать амплитудную или
фазовую нелинейность (переменную задержку). Топологически, наибо-
лее близка к амплитудной характеристике ЛБВ аппроксимация вида

F (x) = γ0x e−x
2

. Но, вообще говоря, функция F (x) неявно определя-
ется системой уравнений возбуждения волновода пучком и уравнений,
описывавших процессы в электронном потоке под действием поля при-
менительно к модели ЛБВ.

Уравнение (1.5), в свою очередь, может быть сведено к дискретно-
разностному уравнению (отображению)

xn = F (xn−1), (1.6)

где xn — значение амплитуды сигнала в момент времени tn = nT
(подробнее см. [27]). Удачный подход к нахождению вида функции
F (x), основанный на построении функционального отображения для
описания ЛБВ-генератора с запаздывающей обратной связью, был раз-
вит в работе Ю.П.Блиоха с соавторами [32].

На основе уравнений (1.5) и (1.6) было проведено численное мо-
делирование динамики генераторов на ЛБВ с внешней обратной свя-
зью [31], позволившее выявить ряд общих закономерностей перехода
к хаосу в таких системах. Хаотические режимы в ЛБВ-генераторе
наблюдались уже в случаях, когда в полосу пропускания фильтра Δf
попадала всего одна собственная частота кольцевой системы. Обла-
сти хаотических колебаний существовали в определенных интервалах
изменения глубины обратной связи γ. C увеличением параметра γ
наблюдалось постепенное усложнение генерируемого сигнала. Генера-
ция хаотических сигналов имела место лишь при достаточно больших
значениях TΔf , то есть в случаях, когда задержка или нелинейность
в исследуемой системе были достаточно велики.
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Развитие сложных режимов облегчалось при расширении полосы
пропускания фильтра, то есть в многомодовом случае. Существенную
роль тогда играла комбинационная неустойчивость, возникающая в ре-
зультате взаимодействия и энергообмена между собственными модами
кольцевой системы. Области хаотических колебаний при этом расши-
рялись, появлялись новые области параметров, в которых наблюда-
лись режимы хаотической генерации. Наиболее равномерный спектр
генерируемого шумового сигнала получался при введении фазовой
нелинейности, то есть переменной задержки [31]. Для большинства
исследованных аппроксимаций функции F (x) с ростом управляющего
параметра в ЛБВ-генераторе с внешней обратной связью наблюдал-
ся переход к хаосу через последовательность бифуркаций удвоения
периода. Многие из полученных результатов были подтверждены при
расчетах по измеренным амплитудным характеристикам ЛБВ и экспе-
риментально.

Во всех перечисленных выше работах по изучению хаотических
режимов в ЛБВ-генераторах использовались стационарные методы, не
учитывающие динамику взаимодействия электронов с бегущей элек-
тромагнитной волной. Основным ограничением при этом является
необходимость задания аналитического выражения амплитудной ха-
рактеристики усилителя и передаточной функции полосового фильтра,
что позволяет анализировать лишь узкополосные сигналы. Поэтому
следующим шагом в теоретическом исследовании нерегулярных коле-
баний в электронно-волновых системах с бегущей электромагнитной
волной стало создание нелинейной нестационарной теории ЛБВ, наибо-
лее корректно описывающей взаимодействие электронного потока с по-
лем сложного, в общем случае широкополосного, сигнала [33]. Такая
электронная модель позволяет понять процессы развития и установле-
ния нерегулярных колебаний, переходов из одного режима в другой
на уровне электронно-волнового взаимодействия, рассчитать энерге-
тические характеристики этих процессов. Численное моделирование
в рамках этой теории проводилось на основе совместного решения
уравнений движения крупных частиц и уравнения для синхронного
поля в замедляющей системе. Это дает возможность определить за-
висимость сгруппированного тока I и поля F от безразмерной длины
системы L, параметра рассинхронизма b и безразмерного времени τ .

Анализ непрерывных и импульсных режимов колебаний в рам-
ках нестационарной нелинейной модели ЛБВ-генератора с внешней
обратной связью дал следующие результаты [33, 34]. При отсутствии
рассинхронизма (b = 0) в системе устанавливаются колебания, близкие
к монохроматическим (рис. 1.8, a). Рассинхронизм приводит к пере-
распределению энергии колебаний из низкочастотной области спектра
мощности в высокочастотную, ширина спектра при этом резко уве-
личивается, колебания становятся нерегулярными (рис. 1.8, б). Сдвиг
спектра объясняется тем, что для поддержания колебаний большой
амплитуды в ЛБВ с малым усилением необходимы высокие значе-
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Рис. 1.8. Усложнение спектра генерации ЛБВ-генератора при изменении основ-
ных управляющих параметров (численное моделирование): a) L = 3,0, C = 0,1,
b = 0; б) L = 6,0, C = 0,1, b = 1,8; в) L = 6,0, C = 0,03, b = 1,8 (Ω = ω/ω0;
L = 2πCN , где ω0 — частота максимального усиления ЛБВ, N — электриче-

ская длина, C — параметр усиления Пирса)

ния параметра рассинхронизма, что возможно на высоких частотах за
счет падения сопротивления связи (аналог крестатронного режима),
расширение спектра при больших величинах b связано с более поло-
гой зависимостью спектральных амплитуд от безразмерной длины L
и, следовательно, от частоты. С ростом усиления в системе генериру-
ются колебания все более сложного вида, спектр генерации становится
сплошным и менее изрезанным (рис. 1.8, в).

К возникновению хаотической динамики выходного излучения и за-
кономерному усложнению сложных колебаний ЛБВ-генератора при-
водит увеличение времени прохождения сигнала по цепи обратной
связи, рост тока электронного пучка и геометрической длины лампы.
Интересным результатом является переход к хаосу при уменьшении па-
раметра усиления Пирса C для фиксированной безразмерной длины L.
Это определяется тем, что при постоянном параметре L с уменьшением
параметра усиления геометрическая длина l пространства взаимодей-
ствия должна быть больше.

Ввиду сложности строгого теоретического исследования нелиней-
ных хаотических автоколебаний в генераторах на ЛБВ весьма важ-
ными представляются экспериментальные исследования. Техника их
к настоящему времени хорошо разработана и сравнительно проста,
а результаты представляются достоверными и точными. Эксперимен-
тальные исследования хаотизации колебаний показали многообразие
переходов к хаосу в ЛБВ-генераторе и позволили подробно исследовать
возникающую иерархию хаотических режимов.

Экспериментальное изучение путей перехода к одномодовому и мно-
гомодовому режимам хаотических автоколебаний проводилось на моде-
ли генератора, представляющего собой замкнутую в кольцо цепочку из
ЛБВ, резонансного фильтра и линии задержки [35, 36]. Управляющим
параметром являлась глубина обратной связи, а начальные условия
формировались изменением частоты fp первоначально возбуждаемой
моды и расстройки центральной частоты резонансного фильтра от
fp. Было обнаружено, что в зависимости от значений управляющих
параметров такая система может демонстрировать различные сценарии
перехода к хаосу. Кратко опишем их.
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Последовательность бифуркаций удвоения периода. С ростом
глубины обратной связи γ уверенно наблюдались три бифуркации
удвоения периода исходного цикла периодических колебаний, а далее
возникал хаотический режим, характеризующийся странным аттракто-
ром, который представляет широкую ленту в фазовом пространстве.

Бифуркации квазипериодических движений. «Жесткое» возник-
новение хаотической генерации. Перемежаемость. В некоторых об-
ластях параметров режим периодической автомодуляции сменялся ква-
зипериодическими колебаниями амплитуды выходного сигнала, имею-
щими вид биений двух регулярных мод с несоизмеримыми частотами
f1 и f2. В фазовом пространстве колебаний амплитуды поля в этом
случае существует двумерный тор. В зависимости от управляющих
параметров и способа начального возбуждения генератора переход от
двухчастотных квазипериодических колебаний к хаотическим автоко-
лебаниям происходил либо жестким образом, либо через перемежае-
мость. В первом случае в фазовом пространстве появлялся трехмерный
тор, жесткое разрушение которого приводило к рождению странного
аттрактора — реализовывался механизм Рюэля–Такенса. Во втором
случае хаотизация режима квазипериодических колебаний возникала
либо жестко, либо через перемежаемость.

Переходы к хаосу через перемежаемость. В натурном эксперимен-
те в работе [36] наблюдались переходы к хаосу через перемежаемость
режимов стационарной генерации и периодической автомодуляции.
В этом случае в системе наблюдались режимы, близкие к стационарной
генерации или периодической автомодуляции выходного сигнала, ко-
торые прерывались всплесками хаотической генерации. С ростом тока
электронного потока длительность регулярных фаз уменьшается, так
что хаотические фазы возникали чаще, а регулярный режим посте-
пенно исчезал, и в системе устанавливались хаотические колебания.
В зависимости от выбора управляющих параметров в эксперименте бы-
ли зафиксированы переходы к хаосу через перемежаемость от режимов
стационарной генерации (рис. 1.9, a) и периодической автомодуляции
(рис. 1.9, б). Более того, в узкой области управляющих параметров
наблюдалась перемежаемость «хаос — хаос» между двумя режимами
хаотических колебаний, рожденными в результате потери устойчиво-
сти циклами различного периода (рис. 1.9, г).

Аналогичные результаты получены при теоретическом анализе ЛБВ
с запаздывающей обратной связью методом функционального отоб-
ражения в работе [32]. На рис. 1.10 показаны примеры временных
реализаций сигнала генератора с запаздывающей обратной связью при
увеличении тока пучка. Хорошо видно, что выходной сигнал демон-
стрирует перемежающееся поведение системы, когда участки с плавно-
меняющейся регулярной автомодуляцией сменяются участками с нере-
гулярным поведением, длительность которых возрастает с увеличением
тока пучка.
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Рис. 1.9. Осциллограммы огибающей выходного сигнала ЛБВ с запаздываю-
щей обратной связью, иллюстрирующие переход к хаосу через перемежаемость
от режима стационарной генерации (a) и периодической автомодуляции (б). На
(в) показаны характеристики колебаний в системе в режиме перемежаемости

«хаос — хаос» (из работы [36])

Рис. 1.10. Примеры временных реализаций выходного сигнала |F | ЛБВ-гене-
ратора с запаздывающей обратной связью при увеличении тока пучка (а, б),

полученные в результате численного моделирования (из работы [32])

Было показано, что в случае перемежающегося поведения хаотиче-
ская генерация возникает по частотному механизму, т. е. обусловлена
частотными свойствами системы и вследствие этого взаимодействием
нескольких мод кольцевой системы. Об этом свидетельствует спектр
сигнала, в котором наблюдались сателлиты, отстоящие друг от друга
на расстоянии порядка 2π/τ , где τ — время прохождения сигнала по
системе.

Дальнейшее увеличение глубины связи γ в случае отсутствия уз-
кополосного фильтра в цепи обратной связи приводило к переходу
к многомодовому хаосу для 3–15 собственных мод при фиксирован-
ных значениях тока и ускоряющего напряжения. С ростом γ режим
одномодовой генерации сменялся многомодовым режимом. Частотный
интервал между частотами fi мод был порядка Ω = 1/τ . Дальнейшее
увеличение параметра γ приводило к синхронизации мод и установле-
нию единого периодического процесса периода τ . Затем наблюдались
две бифуркации удвоения периода, в спектре при этом появлялись
компоненты fi + Ω/2 и fi + Ω/4, где fi — частоты собственных мод.
Детальный анализ эволюции спектра не выявил дальнейших удвоений
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периода колебаний, рост параметра γ приводил лишь к зашумлению
спектра.

На сегодняшний день ЛБВ-генератор с внешней обратной связью,
наряду с генератором обратной волны О-типа, является самым ис-
следованным СВЧ-генератором шума. На плоскостях параметров раз-
личных его модификаций найдены области регулярных и хаотических
режимов, подробно исследованы сценарии перехода к хаосу для од-
номодовых и отчасти для многомодовых режимов, изучена динамика
ЛБВ-генератора с плазменным заполнением и выявлены особенности
нелинейной динамики в этом случае [37]. Однако до сих пор остается
невыясненным ряд важных вопросов. Так, например, много неясного
в осмыслении физических основ хаотической генерации в распреде-
ленной активной среде с глобальной неустойчивостью «электронный
поток — бегущая электромагнитная волна» с внешней обратной свя-
зью. Непонятно до конца, как влияет распределенность рассматривае-
мой системы на механизмы перехода к хаосу, особенности сценариев
перехода к хаосу, в случае когда существенными оказываются не-
сколько мод.

1.3. Хаотические колебания в системах
«электронный поток — встречная (обратная)

электромагнитная волна»
В нелинейной динамике в качестве примера неравновесной среды

очень часто приводят электронные системы типа «взаимодействующие
электронный поток — электромагнитная волна». В таких системах
неустойчивость может быть связана с существованием волн с отрица-
тельной энергией, то есть волн, с ростом амплитуды которых общая
энергия системы «среда — волна» уменьшается. Наиболее известные
примеры таких волн — медленная волна пространственного заряда (что
реализуется, например, в ЛОВО) и медленная циклотронная волна
(последняя имеет место в гиролампе со встречной волной, которую
мы будем рассматривать в этом разделе). Хорошо известно [38], что
взаимодействие волн с отрицательной энергией с волнами с положи-
тельной энергией и с поглощающей средой приводят к неустойчивости:
отдавая энергию, такая волна нарастает по амплитуде. Физические ме-
ханизмы, обуславливающие неустойчивость в электронных системах,
связаны с черенковской или циклотронной неустойчивостями, а также
с аномальным эффектом Доплера.

Для возникновения автоколебаний неустойчивость должна быть
либо абсолютной, либо глобальной. Обе неустойчивости имеют ме-
сто при наличии обратной связи. Если система не кольцевая, как
это имеет место в уже рассмотренном выше шумотроне, то обратная
связь реализуется при взаимодействии электронного потока с обратной
электромагнитной волной (с противоположно направленными фазовой
и групповой скоростями — лампа обратной волны) или со встречной
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волной. Причем встречные волны могут возникать как при отражении
от стенок (есть резонатор), так и из-за специфики процессов взаимо-
действия.

Все вышеназванные системы имеют много общего между собой
в плане их описания. Последнее проявляется в том, что для ана-
лиза процессов в системах «электронный поток — встречная элек-
тромагнитная волна» возможно использовать сходные математические
модели, которые основаны на самосогласованных уравнениях, вклю-
чающих в себя линейные уравнения возбуждения электромагнитного
поля в волноведущей системе током электронного пучка и нелинейные,
в общем случае, уравнения, описывающие процессы в электронном
пучке под действием поля.

Примечательным является то, что при определенных условиях урав-
нение ВЧ электромагнитной волны остается одним и тем же для
разных автоколебательных систем; различаются лишь уравнения ак-
тивной неравновесной среды — электронного потока. Благодаря этому
можно провести сравнительный анализ систем «электронный поток —
встречная (обратная) волна» с различными механизмами взаимодей-
ствия электронного потока с электромагнитным полем с достаточно
общих колебательно-волновых позиций. Такой подход был развит в об-
зоре [22], а также был изложен в монографиях [14, 39]. Здесь мы не
будем останавливаться подробно на построении общей нестационарной
теории таких систем, отсылая к работам [14, 22, 40], а более подроб-
но обсудим вопросы нелинейной динамики двух электронно-волновых
систем со встречными (обратными) волнами — ЛОВ О-типа (ЛОВО)
и гиролампы со встречной волной (гиро-ЛВВ).

1.3.1. Лампа обратной волны — эталонная модель распределен-
ной автоколебательной системы. В лампе обратной волны (ЛОВ)
электронный пучок взаимодействует с волной в специальной элек-
тродинамической структуре (замедляющей системе), причем фазовая
скорость vф волны близка к скорости v0 электронов, а групповая ско-
рость vгр направлена навстречу пучку (pиc. 1.11). Благодаря первому
условию, электроны подвергаются эффективному накапливающемуся
действию поля волны. По мере движения пучка вдоль системы в нем
образуются сгустки и возникает высокочастотная составляющая тока.
Благодаря тому, что распространение испущенного сгустками излу-
чения (в смысле направления потока энергии) происходит навстречу
пучку, обеспечивается наличие в системе внутренней обратной связи
и возможность автоколебаний. В этом отличие ЛОВ от лампы бегущей
волны (ЛБВ), в которой перенос энергии волной осуществляется в на-
правлении движения пучка и которая используется как усилитель.

Вопросы нелинейной динамики распределенной активной среды
«электронный поток — обратная электромагнитная волна», видимо,
являются наиболее хорошо изученными в электронике сверхвысоких
частот. Достаточно упомянуть основополагающие пионерские рабо-
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Рис. 1.11. Схематическое изображение ЛОВО-генератора

ты [11, 13], монографию [14] и обзорные статьи [17, 22]. Также в кни-
ге [6] вопросам нелинейной динамики ЛОВ была посвящена отдельная
лекция. Поэтому здесь не будем останавливаться подробно на этом
вопросе. Скажем только, что как численно на основе нелинейной
нестационарной теории, так и экспериментально с помощью специ-
ально сконструированных макетов ЛОВ, в которых уменьшена роль
пространственного заряда и увеличена длина пространства взаимодей-
ствия, был обнаружен переход к хаосу через постепенное усложнение
формы автомодуляции выходного излучения. При этом с ростом бифур-
кационных параметров (тока пучка или длины системы) наблюдалось
несколько характерных переходов «порядок — хаос» и «хаос — поря-
док», заканчивающихся установлением развитых хаотических колеба-
ний. Детальное исследование бифуркационных переходов в простей-
шей однопараметрической модели ЛОВО было проведено в работе [15].

Среди последних важных результатов исследования нелинейной ди-
намики ЛОВ следует упомянуть проведенный в работе [16] детальный
анализ статистических и динамических характеристик хаотических
колебаний в ЛОВО. В частности, было обнаружено, что «слабый» хаос
в ЛОВ, который возникает при малых длинах пространства взаимо-
действия, характеризуется единственным положительным ляпуновским
показателем. В случае развитого хаоса, который имеет место в «длин-
ной» системе (либо в системе с большим превышением тока пучка над
стартовым значением), положительных ляпуновских показателей два,
т. е. развитый хаос в ЛОВ является режимом гиперхаоса. О значитель-
ных перестройках хаотической динамики по мере увеличения длины
системы (тока пучка) также свидетельствует и функция распределения
амплитуды выходного сигнала ЛОВ f(|F (t,x = 0)| (рис. 1.12). Для сла-
бого хаоса эта функция имеет характерный вид с рядом пиков, которые
связаны с наиболее вероятными значениями минимумов и максимумов
амплитуды выходного сигнала, реализующихся с определенной степе-
нью регулярности. В режиме развитого хаоса функция распределе-
ния имеет сглаженный вид с одним выраженным максимумом, форма
которого близка к рэлеевской (показана пунктиром на рис. 1.12, б),
которая соответствует форме распределения комплексного случайного
процесса, мнимая и действительная части которого представляют собой
случайные процессы с гауссовым распределением.
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Рис. 1.12. Функция распределения величин безразмерной амплитуды выход-
ного сигнала ЛОВО в режиме слабого и развитого хаоса, построенная в ре-
зультате численного моделирования. Штриховой линией показана функция
распределения Рэлея, отвечающая случайному сигналу, у которого действи-
тельная и мнимая части комплексной амплитуды характеризуются гауссовым

распределением (из работы [16])

Следует также отметить, что в последнее время был проведен ряд
теоретических и экспериментальных работ по изучению классической
и хаотической синхронизации в приборах со встречной (обратной)
волной [41–45], в том числе и ЛОВ типа О [46, 47] Некоторые вопро-
сы исследования синхронизации в электронно-волновых системах со
встречной волной будут затронуты в главах 6 и 7 монографии.

1.3.2. Нелинейная динамика винтового электронного пото-
ка, взаимодействующего со встречной электромагнитной волной.
Практически каждому прибору O-типа соответствует его аналог среди
мазеров на циклотронном резонансе [39]. Среди последних особый
интерес вызывают гиролампы бегущей волны и гиролампы встречной
волны, в которых реализуется взаимодействие винтовых электронных
потоков с бегущими волнами волноводов в режимах усиления сигнала
или генерации с перестраиваемой частотой излучения. В данном пара-
графе мы остановимся достаточно подробно на нелинейной динамике
гирогенератора со встречной волной (гиро-ЛВВ).

Следует отметить, что при выполнении условия синхронизма между
электромагнитной и циклотронной волнами

ω − β0v‖ ≈ ωc, (1.7)

имеет место эффективное взаимодействие винтового пучка с волнами
волноведущей электродинамической структуры. Здесь β0 — постоянная
распространения волны; v‖ — продольная (вдоль направления магнит-
ного поля B0) скорость движения электронов; ωc — циклотронная
частота. Если пучок взаимодействует с одной TE модой регулярного
волновода, а вектор B0 направлен вдоль оси волновода, то

β0 = ±ωкр

c

√(
ω

ωкр

)2

− 1 , (1.8)



32 Гл. 1. Сложная динамика, хаос и образование структур

где ωкр — критическая частота данной моды. При данных ωc, ωкр и v‖
дисперсионные соотношения (1.7) и (1.8) определяют в общем слу-
чае два значения частоты, вблизи которых реализуется эффективное
взаимодействие пучка и поля. Наиболее интересным для нас является
случай, когда дисперсионная характеристика пучка пересекает обе
ветви дисперсионной характеристики волноводной моды (рис. 1.13),
одна из которых соответствует прямой волне (β0 > 0), а другая —
встречной (β0 < 0). С учетом знаков потоков мощности ясно, что
в первом случае возможно усиление сигнала с частотой, близкой

к ω1 (vгр(ω1) = dω

dβ

∣∣∣
ω=ω1

> 0), и генерация колебаний на частоте ω2

(vгр(ω2) < 0).

Рис. 1.13. Дисперсионные характеристики винтового электронного пучка
и волноводной моды для случая генерации колебаний (частота ω2)

Нелинейная нестационарная теория гирогенератора со встречной
волной описывается системой уравнений в частных производных, полу-
ченных методом усреднений на основе простой, не учитывающей влия-
ние пространственного заряда, модели винтового электронного пучка,
взаимодействующего со встречной электромагнитной волной (см. [39])

dθ

dξ
− jμ(1− |θ|2) θ = F , (1.9)

∂F

∂τ
− ∂F

∂ξ
= −I, I =

1

2π

2π∫

0

θ dϕ0, (1.10)

θ(0) = exp (jϕ0), ϕ0 ∈ [0, 2π], (1.11)

где θ — комплексный радиус траекторий электронов винтового пуч-
ка; μ = v‖/(2εc) — параметр неизохронности, характеризующий меру
инерционности системы; τ и ξ — безразмерные время и продольная
координата; ε —- параметр взаимодействия, который для гиро-ЛВВ
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имеет вид

ε =

√
I0K

4V0

(
1 + v2⊥0

v2‖

)
� 1. (1.12)

Здесь K — коэффициент взаимодействия электронного пучка со
встречной электромагнитной волной; v⊥0 — начальная поперечная ско-
рость электронов; I0 и V0 — постоянные составляющие тока и ускоря-
ющего напряжения электронного пучка.

Следует отметить, что к. п. д. гирогенератора со встречной волной
в режимах стационарной генерации имеет сравнительно небольшие
значения η⊥max ≈ 0,2. Причина этого в инерционном характере фазо-
вой группировки: промодулированный по поперечной скорости на вхо-
де в пространство взаимодействия сильным полем выходного сигнала
винтовой электронный пучок быстро группируется. Электроны-осцил-
ляторы образуют фазовый сгусток, который затем также быстро раз-
группировывается, и электроны не успевают отдать полю значительную
часть своей поперечной энергии. Напомним, что основные преиму-
щества гиро-ЛВВ в возможности перестройки частоты генерации при
изменении величины магнитного поля или ускоряющего напряжения.

В работах [22, 48, 49] было показано, что при взаимодействии вин-
тового пучка со встречной электромагнитной волной с ростом длины
системы A и параметра неизохронности μ наблюдается генерация как
монохроматических, так и сложных хаотических сигналов с узкополос-
ным спектром. Последнее вполне закономерно, учитывая что механизм
взаимодействия электронной и электромагнитных волн в гиро-ЛВВ
инерционный и с точки зрения нелинейной динамики имеет ряд схожих
черт с аналогичным механизмом ЛОВ типа О. При больши́х величинах
параметра μ все результаты, полученные при анализе нестационарных
процессов в ЛОВО, качественно справедливы для гиро-ЛВВ, причем
совпадение тем точнее, чем больше параметр неизохронности [22]. При
малых значениях μ в системе превалирует не инерционный механизм
ограничения амплитуды колебаний из-за перегруппировки электронов,
а другой механизм, связанный с фазовой нелинейностью электронов-
осцилляторов винтового пучка. Он заключается в том, что сформиро-
вавшийся в пучке фазовый сгусток с небольшим разбросом энергий
при малом μ на некотором участке пространства взаимодействия может
вести себя подобно одному «большому» электрону-осциллятору. В этом
случае ограничение амплитуды колебаний определяется главным об-
разом нарушением фазы между электронной волной, образованной
такими сгустками, и электромагнитной волной, а не «разрушением»
(разгруппировкой) электронных сгустков, как в ЛОВО.

На рис. 1.14, a представлена карта режимов колебаний гиро-ЛВВ
на плоскости управляющих параметров «длина пространства взаимо-
действия A — параметр неизохронности электронов-осцилляторов μ)».
Кривая 1 соответствует бифуркационной линии возникновения стацио-
нарного (одночастотного) режима генерации на частоте ω0. Кривая 2 —

2 Нестационарные и хаотические процессы



34 Гл. 1. Сложная динамика, хаос и образование структур

Рис. 1.14. a) Области реализации различных состояний гиро-ЛВВ на плоско-
сти параметров (μ, A); б, в) бифуркационные диаграммы колебаний поля на
выходе лампы ξ = 0 соответственно при A = 3,0 и A = 4,0 (из работ [22, 50])

линия потери устойчивости одночастотного режима. При переходе
через нее амплитуда выходного сигнала |F (ξ = 0, τ)| начинает зави-
сеть от времени — возникает режим автомодуляции. Вблизи линии 2
имеет место одночастотная автомодуляция. В этом случае в спектре
выходного сигнала содержатся базовая высокочастотная спектральная
составляющая ω0 и частоты ω0 ± 2πfA, fA — частота автомодуля-
ции. На линии 3 происходит усложнение выходного сигнала: име-
ет место удвоение периода автомодуляции. Кривая 4 соответствует
возникновению сложнопериодической модуляции выходного сигнала.
Кривая 5 — линия перехода к режимам хаотической автомодуляции,
когда зависимость |F (ξ = 0, τ)| ведет себя существенно нерегулярно,
а спектр генерации становится сплошным, хотя и остается достаточно
узкополосным. Переходы между колебательными режимами иллюстри-
руются рис. 1.14, б, в, на которых представлены бифуркационные диа-
граммы колебаний медленно меняющейся амплитуды выходного поля
|F (ξ = 0, τ)| с изменением параметра неизохронности μ при двух зна-
чениях безразмерной длины системы. C увеличением неизохронности
электронов-осцилляторов в системе наблюдается возбуждение автоко-
лебаний с постоянной амплитудой (режим стационарной генерации).
При некотором μ = μкр возникает периодическая автомодуляция. Мак-
симумы поля на бифуркационных диаграммах откладываются, начиная
с этого значения параметра неизохронности μкр. С дальнейшим ростом
параметра неизохронности имеет место удвоение периода автомодуля-
ции, и далее генератор переходит в режим хаотической автомодуляции
выходного сигнала.

Характерными особенностями пространственно-временной динами-
ки гиро-ЛВВ являются, во-первых, возникновение устойчивых одноча-
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стотных режимов колебаний с «многогорбыми» распределениями ам-
плитуды электромагнитного поля вдоль координаты пространства вза-
имодействия (в численном моделировании были зафиксированы двух-
и трехгорбые распределения) и, во-вторых, бифуркационная линия
потери устойчивости одночастотного режима генерации (линия 2 на
рис. 1.14,a) оказывается сложно устроенной, поскольку переход в ре-
жим периодической автомодуляции может происходить из режимов
с различными пространственными распределениями поля.

В работах [51–53] была предложена разновидность гиро-ЛВВ со
связанными волноведущими системами (СВС). Уравнения, описываю-
щие данную систему, были получены применительно к гиро-ЛВВ CВC
в работе [51], и в форме связанных волн имеют вид:

∂FS
∂τ

− ∂FS
∂ξ

= −I1 exp [jα̂ξ], (1.13)

∂FF
∂τ

− ∂FF
∂ξ

= −I1 exp [−jα̂ξ], (1.14)

dθ

dξ
− jμ(1− |θ|2) θ =

1

2
(FS exp [−jα̂ξ] − FF exp [jα̂ξ]), (1.15)

где FS = F1 + F2 — амплитуда «медленной» нормальной волны (еe
постоянная распространения βS = β0 + α̂; β0 — постоянная распро-
странения встречной волны на частоте «холодного» синхронизма)
и FF = F2 − F1 — амплитуда «быстрой» (βF = β0 − α̂) нормальной
волны связанной системы; F1,2 — медленно меняющиеся комплексные
безразмерные амплитуды полей соответственно в первой и второй
электродинамической структуре; ξ и τ — безразмерные продольная
координата и время; α̂ — параметр связи. Амплитуда ВЧ тока пучка
I1, пропускаемого через одну из электродинамических структур, опре-

деляется как I1 = 1

2π

2π∫

0

θ dϕ0, где θ = r exp (jϕ) — комплексный радиус

траекторий электронов винтового пучка.
Управляющими параметрами модели являются безразмерная длина

системы A, параметр неизохронности μ и коэффициент связи α̂. Если
рассматривается система с постоянным током пучка I0, то при посто-
янном μ изменение A соответствует изменению геометрической длины
системы l. При неизменной длине l при изменении A за счет изменения
тока I0 постоянное значение сохраняет параметр μA.

Важность расcмотрения задачи о гиро-ЛВВ СВС связана с необ-
ходимостью повышения к. п. д. и выходной мощности (которая опреде-
ляeтся увеличением тока пучка) с сохранением одночастотной генера-
ции. Для достижения этого необходимо так изменить распределение
поля вдоль длины системы, чтобы вблизи выхода лампы поле было
мало, а в области коллектора оно имело один максимум, где сформиро-
вавшийся фазовый сгусток электронов отдавал бы полю значительную

2*
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долю своей энергии. Одним из путей решения данной проблемы может
быть использование распределенного отбора мощности путем приме-
нения идентичных СВС, через одну из которых проходит винтовой
электронный пучок.

Возможность повышения порога автомодуляции путем использо-
вания СВС иллюстрирует рис. 1.15, на котором представлены зави-
симости величины параметра неизохронности μaut, при которой на-
блюдается возникновение автомодуляции выходного сигнала гиро-ЛВВ
СВС, от коэффициента связи α для различных длин пространства
взаимодействия A. Из него следует, что значения μaut значительно
увеличиваются при введении связи между волноведущими система-
ми. Максимальное увеличение наблюдается при α ≈ 1,0, которое по
абсолютной величине тем больше, чем меньше длина пространства
взаимодействия A.

Рис. 1.15. Зависимость величины параметра неизохронности μaut, при котором
наблюдается возникновение автомодуляции (сплошная линия), и зависимости
отношения потоков мощности P1/P2 на выходе системы вблизи границы авто-
модуляции μaut(α̂) (штриховая линия) от коэффициента связи α̂ для различ-

ных значений параметра A (из работы [52])

Такое поведение границы автомодуляции в гиро-ЛВВ СВС опреде-
ляется тем, что при введении связи между двумя электродинамически-
ми системами дополнительная обратная связь, с которой связано воз-
никновение автомодуляционных режимов в СВЧ приборах с длитель-
ным взаимодействием, подавляется, так как теперь часть мощности
встречной волны с групповой скоростью vg, обеспечивающей обратную
связь, «уходит» в систему без винтового пучка. В результате граница
области автомодуляции сдвигается в область бо́льших значений пара-
метра неизохронности μ (бо́льших токов пучка).

Для понимания процесса перекачки ВЧ мощности между волнове-
дущими системами на рис. 1.15 представлены зависимости отношений
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P2/P1 величин потоков мощности в волноведущих системах без пучка
и с пучком от коэффициента связи α̂. Видно, что с ростом коэф-
фициента связи в диапазоне α̂ ∈ (0,0, 0,7) имеет место быстрый рост
мощности, «перекачиваемой» из первой во вторую систему, так что√
P2/P1 ∼ exp [γα̂]. При больших коэффициентах связи α̂ > 0,7 имеет

место насыщение роста потока мощности P2. Однако рост величины
μaut(α̂) продолжается, что связано с особенностями распределений
полей F1,2 в связанных волноведущих структурах при больших коэф-
фициентах связи. При больши́х коэффициентах связи α̂ существенная
часть мощности встречной волны в системе с пучком начинает ответв-
ляться в связанную с ней волноведущую структуру уже вблизи входа
лампы, что также способствует разрыву дополнительной обратной свя-
зи, приводящей к автомодуляции.

Рассмотрим теперь возникающие режимы генерации гиро-ЛВВ СВС
с изменением управляющих параметров μ и A при фиксированной
связи между волноведущими системами α̂ = 0,6, соответствующей мак-
симальному к. п. д. генерации в гиро-ЛВВ СВС.

Рис. 1.16. Карта характерных режимов генерации гиро-ЛВВ СВС на плоскости
управляющих параметров (A,μ), построенная при коэффициенте связи α̂ = 0,6.
Область S — область отсутствия колебаний, G — одночастотной, T — периоди-
ческой и C — хаотической автомодуляции; штриховыми и штрихпунктирными
линиями отмечены соответствующие бифуркационные линии для гиро-ЛВВ

без СВС (α̂ = 0) (из работы [51])

На рис. 1.16 представлено разбиение плоскости параметров «без-
размерная длина системы A — параметр неизохронности μ» на харак-
терные режимы пространственно–временны́х колебаний в гиро-ЛВВ
СВС. На рисунке выделены области отсутствия колебаний (область S),
одночастотной генерации (G), периодической (T ) и хаотической (C)
автомодуляции выходного сигнала. Одновременно на карте режимов
нанесены линии возникновения стационарной генерации (штриховая
линия 1), перехода к периодической (линия 2) и хаотической (линия 3)
автомодуляции выходного сигнала в гиро-ЛВВ без связанных волнове-
дущих систем (α̂ = 0).
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Из анализа карты режимов (cм. рис. 1.16) можно сделать следую-
щие выводы.

Во-первых, как обсуждалось выше, область стационарной генера-
ции гиро-ЛВВ СВС расширяется по сравнению со случаем α̂ = 0.

Во-вторых, граница области автомодуляции имеет сложную изре-
занную форму. Последнее связано с тем, что для гиро-ЛВВ СВС (как
и для гиро-ЛВВ без СВС [48] или релятивистской ЛОВ типа О [54])
характерны устойчивые «многогорбые» распределения амплитуды элек-
тромагнитного поля. Последнее связано с конкуренцией двух механиз-
мов нелинейности в исследуемой системе — фазового и инерционного.
Первый определяется фазовой нелинейностью электронов-осциллято-
ров винтового пучка и приводит к нарушению фазовых соотношений
между электронной и электромагнитной волнами. Второй механизм
связан с инерционностью взаимодействия электронной и электромаг-
нитной волн и сводится к разрушению фазовых сгустков и пере-
группирвке электронов-осцилляторов. Возникновение сложной формы
границы области автомодуляции обусловлено возможностью перехода
в режим периодической автомодуляции из режимов стационарной ге-
нерации с различными пространственными распределениями.

В-третьих, граница области хаотической автомодуляции выход-
ного сигнала гиро-ЛВВ СВС при малых длинах пространства взаи-
модействия, как и линия потери устойчивости режима стационарной
генерации, отодвигается в сторону больших значений параметра μ
(ср. расположение штриховой линии 3, соответствующей гиро-ЛВВ без
СВС, с границей области C хаотической автомодуляции гиро-ЛВВ СВС
на карте режимов, рис. 1.16).

В гиро-ЛВВ со связанными волноведущими системами изменяется
характер перехода к хаотической генерации по сравнению с гиро-ЛВВ
без распределенного отбора мощности. Для гиро-ЛВВ характерен пе-
реход к хаотической динамике через постепенное усложнение формы
периодической автомодуляции (например, при увеличении параметра
A возникновению хаоса предшествует одно-два удвоения периода ав-
томодуляции). Ситуация меняется при введении связи α̂ > 0,3–0,4.
Численное моделирование показало, что для гиро-ЛВВ СВС, в отли-
чие от гиро-ЛВВ или ЛОВ типа О, не характерны сложнопериодиче-
ские режимы автомодуляции. В анализируемом диапазоне изменения
управляющих параметров наблюдались два основных типа перехода от
режимов регулярной динамики к хаотической генерации.

При больших значениях параметра неизохронности μ и малых дли-
нах системы A имеет место переход к хаотической автомодуляции
через перемежаемость. Амплитуда выходного сигнала |F1,2(τ)| в этом
случае ведет себя во времени так, что стадии почти периодических
колебаний (близких к колебаниям в области периодической автомоду-
ляции) сменяются стадиями коротких хаотических всплесков, которые
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резко отличаются по амплитуде и частоте от стадии регулярной дина-
мики.

При бо́льших A и малых μ имеет место переход к хаотической
генерации через постепенное усложнение динамики выходного поля
с ростом надкритичности (μ− μaut).

При значениях параметра A > 5–6 переход к хаосу в гиро-ЛВВ СВС
происходит сразу от режима стационарной генерации, минуя режим
периодической автомодуляции.

1.4. Диод Пирса:
от регулярных автоколебаний к хаосу

1.4.1. Диод Пирса и неустойчивость Пирса. Наиболее простой
электронной моделью со сложной динамикой является диод Пир-
са [55–59]. В простейшей модели диода одномерный моноскоростной
электронный поток с постоянной плотностью пространственного заря-
да, нейтрализованного неподвижным ионным фоном, движется между
заземленными сетками (см. рис. 1.17,a). Единственным бифуркаци-

онным параметром задачи является параметр Пирса α = ωpL/v0 —
невозмущенный угол пролета электронов по плазменной частоте ωp
(v0 — скорость электронов на входе в межсеточном пространстве, L —
расстояние между сетками).

Неустойчивость в диоде Пирса возникает при α > π и определяется
существованием внешней обратной связи через цепь, соединяющую
сетки, поскольку они заземлены [6, 55].

На рис. 1.17, б представлена зависимость величины минимума по-
тенциала в диодном промежутке от тока I инжектируемого в него
пучка со скоростью v0. Из рисунка видно, что с увеличением тока I
глубина «провисания» потенциала φmin в пучке становится все боль-
ше, и при некотором критическом значении тока ISCL величина φmin

переходит скачком с устойчивой ветви, соответствующей полному ста-
ционарному прохождению потока через диодный промежуток, на ветвь,
которая соответствует колеблющемуся виртуальному катоду (ВК).

При токах пучка больше критической величины ISCL высота по-
тенциального барьера в диодном промежутке (ВК) становится боль-
ше кинетической энергии влетающих в пространство взаимодействия
электронов. В этом случае электроны останавливаются перед ВК и раз-
ворачиваются, что приводит к смещению ВК и максимума плотности
пространственного заряда в сторону плоскости инжекции. Кроме того,
величина плотности пространственного заряда быстро увеличивается,
так как практически все электроны оказываются захваченными дви-
жущимся к входной плоскости ВК, образующим сгусток электронов.
По мере приближения к плоскости инжекции величина потенциального
барьера уменьшается и в некоторый момент времени становится мень-
ше кинетической энергии влетающих электронов. Снижение величины
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Рис. 1.17. а) Схематическое изображение диода Пирса; б) величина минимума
потенциала φmin в пространстве взаимодействия как функция тока I инжек-
тируемого пучка; в) временная зависимость величины минимума потенциала

поля пространственного заряда

потенциального барьера продолжается и после того, как отраженные
электроны покидают пространство взаимодействия. Инжектируемые
электроны теперь легко преодолевают уменьшившийся потенциальный
барьер и двигаются к выходной плоскости промежутка. ВК начинает
смещаться к центру диода до тех пор, пока не восстановится потенци-
альный барьер достаточной высоты для отражения электронов. Далее
процесс повторяется. Ток отраженных от ВК и пролетных электронов
оказывается промодулированным на частоте ωВК колебаний ВК. Ска-
занное можно иллюстрировать и временной зависимостью величины
минимума потенциала поля пространственного заряда в области дрей-
фа (рис. 1.17, в). Колебания потенциала напоминают релаксационные:
нарастание происходит почти в 3 раза быстрее, чем спад. Положение
минимума потенциала также осциллирует относительно своего ста-
ционарного положения. Частота осцилляций потенциала также опре-
деляется частотой колебаний ВК: ωосц = 1/τосц = ωВК/2π и зависит
от плазменной частоты ωp нелинейно, имея тенденцию к увеличению
с ростом тока пучка.

Вернемся к рис. 1.17, a. Если теперь в состоянии, когда в системе
имеется колеблющейся ВК, начать уменьшать ток пучка I, то амплиту-
да колебаний Δφmin(t) уменьшается, а координата φmin в пространстве
стремится к центру диодного промежутка. Состояние системы возвра-
щается к прежнему устойчивому равновесию при достижении точки
бифуркации. Таким образом, в окрестности I ∼ ISCL существует гисте-
резисная петля, которая обозначена на рис. 1.17, a штриховой линией.
За точкой бифуркации существует четыре возможных состояния, два
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из которых устойчивы и реализуются в зависимости от предыстории,
а остальные два — неустойчивы и физически нереализуемы.

Наиболее простой и фундаментальной моделью, которая позволяет
изучить особенности физических процессов в потоке с ВК, являет-
ся модель плоского диодного промежутка, в который инжектируется
сверхкритический ток I > ISCL (модель диода Пирса и ее различные
модификации). Впервые численно такая система была исследована
в 60-х годах Бриджесом и Бeдселлом [60, 61]. Это был один из важных,
наряду с работой по моделированию динамики электронного пучка
в магнетронном диоде [62], вычислительных экспериментов в элек-
тронике. В нем сразу же была обнаружена нестационарная динамика
электронного потока со сверхкритическим током в диодном промежут-
ке. К достоинствам модели диода Пирса следует отнести простоту,
легкость численного моделирования, возможность получения аналити-
ческих результатов, общность получаемых результатов 1). В последнее
время активно исследуются более реалистичные модели генераторов
на ВК (виркаторов [64, 65]). Обычно такие исследования проводятся
численно в рамках электромагнитного моделирования в двух или даже
трех измерениях (см., например, [6, 6, 66]).

1.4.2. Хаотические колебания виртуального катода в диоде
Пирса. Для анализа нестационарной нелинейной динамики ВК
в плоской геометрии необходимо использовать численное моделирова-
ние методом «частиц в ячейке» [6, 66]. В этом случае электронный по-
ток представляется в виде совокупности крупных частиц (заряженных
листов), динамика которых описывается нерелятивистскими уравнени-
ями движения. Поле пространственного заряда находится с помощью
численного решения уравнения Пуассона.

Рассмотрим динамику электронного потока с ВК в диоде Пирса при
изменении управляющего параметра α [39, 68, 69]. На рис. 18 показа-
ны характерные динамические состояния колебаний ВК при различ-
ных значениях параметра Пирса. Для каждого состояния представле-
ны спектр мощности, проекция восстановленного аттрактора и часть

1) Отметим, что при значении параметра Пирса α ∼ 3π в диоде Пирса
наблюдается возникновение колебаний в пучке со сверхкритическим током без
образования ВК. В этом случае возможно описание процессов в системе в рам-
ках гидродинамического приближения [6]. В работах [56–58] было показано,
что при уменьшении параметра Пирса в диапазоне α ∈ (2,8575π, 3π) наблюда-
ются бифуркации, которые приводят к возникновению хаотического аттрактора
по сценарию Фейгенбаума. В работах [59, 63] было проведено исследование
возможности управления сложными колебаниями в гидродинамической моде-
ли диода Пирса с помощью подключения внешней запаздывающей обратной
связи и на основе идей стабилизации хаотических колебаний с помощью
непрерывной обратной связи. Результаты этих исследований будут изложены
в следующей главе монографии.
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Рис. 1.18. Характеристики колебаний для следующих значений параметра Пир-
са: α/π = 1,20 (a); 1,50 (б); 1,76 (в); 2,60 (г). Штриховыми линиями в спектрах

отмечены базовые частоты

временно́й реализации колебаний напряженности электрического поля
на выходе системы.

Сразу после превышения параметром Пирса предельного значения
в потоке возникают нерегулярные колебания ВК (рис. 18, a). в спектре
можно выделить две частоты (отмечены на рис. 18, a штриховыми ли-
ниями), находящиеся в иррациональном отношении, при этом шумовой
пьедестал в спектре имеет значительную высоту. Фазовый портрет
соответствует сильно размытому предельному циклу. При значении
α > 1,3π поведение системы становится близким к регулярному, ат-
трактор превращается в узкую ленту, в спектре мощности выделяется
только основная частота и ее гармоники (рис. 18, б). На фазовом порт-
рете появляется неоднородность: в области, соответствующей отсут-
ствию ВК в системе, фазовая траектория проводит относительно боль-
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ше времени. Внутри каждого периода колебаний в реализации можно
выделить промежуток почти неизменных значений поля и следующий
за ним острый пик.

Дальнейший рост α приводит к расширению ленты аттрактора,
что соответствует нерегулярности колебаний в электронном пучке.
В спектре мощности при этом растет уровень шумового пьедестала
и расплываются отдельные спектральные пики (см. рис. 18, в). При
α > 1,86π нерегулярность колебаний резко уменьшается. Аттрактор
представляет узкую ленту сложной формы. В спектре мощности можно
выделить большое число высших гармоник, имеющих почти одинако-
вую с гармоникой основной частоты амплитуду, что свидетельствует
о сильной нелинейности процессов в системе. При α > 2,48π в системе
возникают шумоподобные колебания, которые на фазовом портрете
представляют собой блуждание изображающей точки между двумя
притягивающими центрами (рис. 18, г).

Для изучения физических процессов, приводящих к хаотизации
колебаний, вернемся к пространственно-временно́й диаграмме элек-
тронного потока для одного периода колебаний ВК (рис. 1.6). Буква-
ми на ней отмечены различные характерные траектории заряженных
частиц в пучке. Когда плотность заряда в области ВК достаточна,
ВК перестает существовать, поскольку часть потока отражается от
него (на рис. 1.6 эта часть потока обозначена буквой A), а другая
часть, затормозившаяся в области ВК, уходит к выходной плоскости,
создавая пролетный ток (часть потока, обозначенная символом B).
В процессе распада ВК плотность заряда в нем падает, а следовательно,
уменьшается напряженность создаваемого им тормозящего поля. По-
этому на электроны, поступающие в систему позже, действует меньшее
тормозящее поле, и их скорость изменяется на меньшую величину,
чем у влетевших ранее. В результате образуется сгусток электронов
за ВК, проходящий по системе к выходной сетке. На пространственно-
временной диаграмме формированию вторичного сгустка соответствует
сближение кривых (область C). Образование вторичного сгустка при-
водит ко второму увеличению плотности заряда в потоке.

Рассмотрим зависимость величины ρmax 2 второго максимума плот-
ности заряда от параметра Пирса, представленную на рис. 1.19 (сплош-
ная линия). Величина второго максимума определяет характер дина-
мики электронного потока: хаотическим режимам соответствует зна-
чение плотности заряда во втором сгустке большее 20, а его умень-
шение приводит к слаборегулярным колебаниям. Анализ пространст-
венно-временны́х диаграмм электронного потока показывает, что при
значениях ρmax 2 > 20 в пучке с ВК возникают отражения части потока
от формирующегося вторичного сгустка.

Характеристикой сложности колебаний в электронном пучке в дио-
де Пирса является значение λ максимальной ляпуновской экспоненты.
Рост амплитуды плотности заряда во втором максимуме приводит
к увеличению величины λ (рис. 1.19, штриховая линия). Из рис. 1.19
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Рис. 1.19. Зависимость плотности заряда во вторичном сгустке (сплошная ли-
ния) и максимальной ляпуновской экспоненты (штриховая линия) от параметра

Пирса α

видно, что рост плотности вторичного сгустка ρmax 2 сопровождает-
ся ростом ляпуновской экспоненты λ. Качественное различие между
двумя хаотическими режимами связано с тем, насколько плотность
пространственного заряда во втором сгустке превышает критическое
значение. В первом режиме нерегулярных колебаний величина ρmax 2

настолько велика, что отраженный поток существует постоянно, а во
втором режиме превышение небольшое, и отраженный поток возникает
не на каждом периоде колебаний.

Значение ρmax 2 определяется амплитудой потенциала поля про-
странственного заряда в области ВК и расстоянием между входной
сеткой и местом формирования ВК. При увеличении параметра Пирса
величина плотности пространственного заряда в области ВК умень-
шается и для того, чтобы остановить электрон достаточно меньшего
уплотнения электронного потока. Это уменьшение наиболее резко про-
исходит при увеличении α от π до 1,3π, что объясняет первое умень-
шение плотности заряда во втором максимуме и возникновение слабого
нерегулярного режима при α ≈ 1,3π. Расстояние между входной сеткой
и ВК также уменьшается с ростом α, но неравномерно с ростом
надкритичности. Это расстояние сильно уменьшается при α ≈ 1,7π, что
приводит к снижению плотности заряда во втором сгустке, так как он
не успевает сформироваться.

Таким образом, возникновение хаоса в диоде Пирса определяется
взаимодействием двух электронных структур (ВК и вторичного сгуст-
ка, формирование которого определяется кинематическим эффектом —
превращением модуляции по скорости в области ВК в модуляцию по
плотности). Усложнение хаотических колебаний связано с увеличением
связи между этими электронными структурами.

1.4.3. Колебания в пролетном промежутке при произвольной
степени нейтрализации. Рассмотрим динамику пучка со сверхкри-
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Рис. 1.20. Разбиение плоскости параметров (α,n) на области с различными
типами колебаний виртуального катода

тическим током в пролетном промежутке с произвольной плотностью
n = ρi/ρ0 ионного фона 0 < n < 1.

На рис. 1.20 представлена карта режимов на плоскости управля-
ющих параметров (α,n). Различные области на ней соответствуют
различным режимам колебаний виртуального катода в диодном проме-
жутке.

Область, обозначенная символом S и расположенная слева на карте
режимов, — это область стационарного состояния, соответствующая
полному прохождению потока через диодный промежуток. Граница
этой области определяется зависимостью критического значения пара-
метра Пирса αкр от плотности ионного фона n. При малых значениях
плотности ионного фона n < 0,5–0,7, в том числе и для случая пучка
без нейтрализации (n = 0) пространственного заряда потока, наблю-
даются регулярные колебания виртуального катода. Соответствующая
область обозначена на карте режимов символом R. Область Q —
область квазипериодических колебаний в потоке с виртуальным като-
дом. В этом случае в спектре колебаний поля имеют место колебания
с несоизмеримыми частотами.

При больших n ∼ 1,0 и α < 2π имеют место хаотические колеба-
ния (обозначенные символом C1 на карте режимов), подобные опи-
санным выше для случая n = 1. На рис. 21, а показана пространст-
венно-временна́я диаграмма электронного пучка для случая n = 0,7,
α = 3,23. Из рисунка видно, что на каждом периоде колебаний в си-
стеме за счет кинематической неустойчивости в пролетном потоке воз-
никает вторичный электронный сгусток, от которого отражается часть
электронов. Отраженные от вторичного сгустка электроны, возвраща-
ясь обратно к плоскости инжекции в момент времени, когда начинается
формирование виртуального катода на следующем периоде колебаний,
возмущают начальное состояние и тем самым приводят к усложнению
динамики виртуального катода, как это было описано выше.
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Рис. 1.21. Пространственно-временны́е диаграммы колебаний в электронном
пучке с виртуальным катодом для различных режимов хаотических колебаний:
a) режим слабохаотических колебаний (n = 0,7, α = 2,3); б) режим развитого

хаоса (n = 1,0, α = 7,0)

В области α ∼ 2π и n > 0,7 при изменении управляющих парамет-
ров имеет место перестройка между различными типами колебаний
виртуального катода. Область R2 — область регулярных колебаний
в пучке с виртуальным катодом, образом которых в фазовом простран-
стве является двухоборотный цикл. В спектре кроме основной частоты
колебаний виртуального катода ωВК и ее гармоник kωВК (k — целое)
наблюдаются ярко выраженные субгармоники этих частот kωВК/2.

Переход к хаотическим колебаниям из режимов Q и R2 имеет место
через перемежаемость (область I на карте режимов (рис. 1.20)), когда
регулярная временная реализация прерывается хаотическими всплес-
ками. При росте плотности ионного фона длительность хаотических
стадий увеличивается и в системе устанавливается хаотический режим
C1. Переход к хаотическим режимам с ростом плотности ионного фона
по сценарию перемежаемости обусловливается следующим. С ростом
плотности ионного фона растет плотность заряда ρ2 во вторичном
сгустке, формирующимся в «пролетном» потоке. При некоторой плот-
ности n2 возникают отражения электронов от него, влияющие на
динамику виртуального катода на последующем периоде колебаний.
Однако, при n ≈ n2 это происходит не на каждом периоде колебаний.
Поэтому колебания представляют собой регулярные колебания, преры-
ваемые короткими стадиями хаотической динамики. С ростом плотно-
сти ионного фона при n > n2 наблюдается увеличение ρ2: отражения
от вторичного сгустка становятся все более частыми и, как результат,
растет длительность хаотической стадии колебаний.

На рис. 1.20 режим колебаний виртуального катода c малой часто-
той обозначен символами C2 и R3. Область R3 соответствует режиму
регулярных колебаний виртуального катода. Режим C2 — режим раз-
витых хаотических колебаний со сплошным спектром и слабо выра-
женной на фоне шумового пьедестала базовой частотой в спектре. Рас-
смотрим пространственно-временну́ю диаграмму потока (рис. 1.21 б),
построенную для последнего случая (n = 1, α = 7,0). Из рисунка
видно, что динамика потока существенно сложнее, чем при α < 2π.
Электронный пучок сильно тормозится не только в области инжекции
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(x ∼ 0,1), но и вблизи выхода системы (x ∼ 0,7–0,8). Из простран-
ственно-временной диаграммы видно, что динамика потока сильно
нерегулярна — отражающий электроны виртуальный катод возникает
нерегулярно во времени, наблюдается также отражение электронов
от второго сгустка вблизи выходной сетки. Характерный временно́й
масштаб динамики виртуального катода в этом случае существенно
меньше, чем при меньшей плотности ионного фона.

1.5. Виркатор и другие

1.5.1. Генераторы на виртуальном катоде. Генераторы на вир-
туальном катоде (или, как их еще называют, виркаторы 1)) — это
новый класс приборов релятивистской электроники, использующий для
генерации импульсов сверхмощного СВЧ излучения колебания вирту-
ального катода в электронном пучке со сверхкритическим током (см.,
например, [39, 64, 65]). Свойства и характерные особенности сложных
колебаний в активной среде «электронный пучок с виртуальным ка-
тодом» обсуждались в предыдущем разделе главы для плоской гео-
метрии в нерелятивистском случае. Экспериментальное доказательство
генерации СВЧ излучения за счет колебаний виртуального катода и
дальнейший «взрывной» интерес к виркаторам обусловлены, в первую
очередь, значительными успехами в развитии сильноточной электро-
ники (высоковольтной техники, техники создания и транспортировки
интенсивных электронных пучков). В мощной релятивистской элек-
тронике обычно имеют дело с пучками, формируемыми электронными
пушками сильноточных ускорителей с холодными катодами со взрыв-
ной эмиссией и направляемыми сильными продольными магнитными
полями. Токи таких электронных пучков достигают величины 100 кА,
а ускоряющие напряжения — 50 МВ. Экспериментальные исследо-
вания и результаты численного моделирования свидетельствуют, что
генераторы на виртуальном катоде являются источниками мощности
исключительно высокого уровня: характерная выходная мощность ге-
нераторов на виртуальном катоде составляет P > 500 МВт, диапа-
зон генерируемых частот 2–30 ГГц, к. п. д. 0,1–10 %. Длительность
импульса высокочастотного излучения определяется возможностями
сильноточных ускорителей и соответствует величине 30–500 нс.

Предшественниками виркаторов, наиболее близкими по идее, явля-
ются такие хорошо известные генераторы СВЧ излучения, как генера-
тор Баркгаузена–Курца [70], отражательный клистрон [6], электронно-
волновой генератор с тормозящим полем [71, гл.V].

Наиболее распространенным типом генератора на виртуальном ка-
тоде является виркатор на пролетном токе, принципиальная схема
которого показана на рис. 1.22. Электроны ускоряются в промежутке

1) От английского vitrual cathode oscillator — VIRCATOR.
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Рис. 1.22. Схема виркатора на пролетном токе: 1 — катод; 2 — анод; 3 — фоку-
сирующая магнитная система (сверхпроводящий соленоид); 4 — электронный

пучок; 5 — волновод; 6 — выходной рупор (из работы [65])

«катод–анод» и через анодную фольгу или сетку, прозрачные для
высокоэнергетических электронов, попадают в дрейфовое простран-
ство. Если ток инжектируемых электронов выше предельного тока
для данной геометрии, то часть электронов тормозится собственным
полем потока и отражается в сторону анода, другая часть электронного
потока продолжает свое движение, пока не достигнет коллектора или
стенок камеры. Таким образом, в виркаторе на пролетном токе из
области виртуального катода в стационарном состоянии испускают-
ся электроны и в прямом и в обратном направлениях. Отраженные
электроны образуют поток осциллирующих электронов. Положение
виртуального катода и степень деления тока на отраженный и проходя-
щий через виртуальный катод определяются величиной приложенного
напряжения, а также геометрией диода и дрейфового пространства.
При увеличении инжектируемого тока проходящий ток уменьшается
и стремится к величине предельного тока [72], а виртуальный катод
приближается к аноду. Стационарное состояние потока с виртуальным
катодом является неустойчивым и переходит в колебательное состоя-
ние с частотой, близкой к плазменной частоте ωp потока. Генерация
в виркаторах с пролетным током происходит благодаря двум основным
механизмам: за счет колебаний частиц вокруг анода в промежутке
«катод — виртуальный катод» и за счет колебаний виртуального катода
как единого целого [73]. Многочисленные модификации виркаторов на
пролетном токе различаются геометрией катодов, анодов, электродина-
мическими системами, устройствами вывода СВЧ излучения, а также
отсутствием или наличием внешнего ведущего магнитного поля.

Уже первые экспериментальные и численные исследования гене-
рации СВЧ излучения с помощью колебаний виртуального катода
показали, что выходное излучение виркатора имеет сплошной спектр
с типичной шириной полосы Δω/ω ∼ 20–50%. В 1985 г. появилась
первая теоретическая работа Говарда Брандта [74], в которой с помо-
щью численного моделирования исследовалась нелинейная динамика и
турбулентность в электронном пучке с виртуальным катодом.

Обычно теоретические исследования генераторов на виртуальном
катоде проводятся численно в рамках электромагнитного или элек-
тростатического моделирования в двух или даже трех измерениях.
Такое моделирование позволяет провести детальный анализ физиче-



1.5. Виркатор и другие 49

ских процессов в пучках заряженных частиц с виртуальным катодом
и сопоставить результаты численного и физического моделирования.
Остановимся на некоторых важных результатах таких исследований
более подробно.

1.5.2. Хаос и структуры в электронном пучке с виртуальном
катодом: электромагнитное моделирование. Опишем механизм раз-
вития хаотических колебаний в релятивистском электронном пучке со
сверхкритическим током в виркаторе. В качестве модели виркатора
рассмотрим отрезок цилиндрического волновода, помещенный в про-
дольное магнитное поле (МП). Через сечение z = 0 волновода (плос-
кость инжекции) внутрь системы поступает моноскоростной трубча-
тый электронный поток с релятивистским фактором γ0. Рассмотрение
физических процессов в такой системе будем проводить в рамках
электромагнитного моделирования [6, 66, 67].

Изучим усложнение колебаний ВК в виркаторе при увеличении
параметра тока пучка α = I/ISCL. Будем предполагать, что величина
ведущего МП достаточно велика, так что движение электронов можно
рассматривать близким к одномерному. Хаотическая динамика и про-
цессы образования и взаимодействия когерентных структур в электрон-
ном пучке со сверхкритическим током в такой системе были детально
исследованы в работах [75, 76].

Численное исследование показывает, что с увеличением тока пуч-
ка α наблюдается усложнение колебаний в электронном потоке. На
рис. 1.23 приведены временны́е реализации, спектры мощности и фа-

Рис. 1.23. Характеристики колебаний тока I(t) пучка в области ВК для раз-
личных динамических режимов: α = 1,4 (a); 2,0 (б); 4,0 (в)
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зовые портреты колебаний тока пучка в области ВК для различных
режимов генерации.

При малых значениях α (α < 1,7) в системе устанавливаются регу-
лярные колебания релаксационного типа (рис. 1.23, a). Спектр мощно-
сти содержит узкие пики, являющиеся кратными гармониками основ-
ной частоты. С увеличением α происходит разрушение периодических
колебаний, и последовательно с ростом надкритичности появляются
два типа хаотического поведения. В первом случае (1,7 < α < 3),
как видно из рис. 1.23, б, хаотическая динамика появляется на базе
одного неустойчивого предельного цикла, соответствующего динамике
системы в регулярном режиме при меньшем токе пучка. Во втором
случае (α > 3; рис. 1.23 в) фазовый портрет колебаний более однороден,
структура аттрактора сложна, спектр мощности сильно зашумлен.

Сложная динамика электронного потока определяется формирова-
нием в пространстве дрейфа нескольких областей отражения заря-
женных частиц (нескольких «виртуальных катодов»), которые связаны
между собой через отраженные от них электроны [75, 76].

Это иллюстрирует функция распределения Φ(τ) электронов по вре-
менам жизни τ в пространстве взаимодействия (рис. 1.24). В регуляр-
ном режиме (рис. 1.24,а, сплошная линия) Φ(τ) имеет двугорбый вид.
Площадь под кривой пропорциональна числу cуществующих в потоке
пролетных и отраженных к плоскости инжекции частиц. Максимум
отраженных частиц соответствует единственной структуре в электрон-
ном пучке — ВК. C увеличением α отраженные частицы начинают
доминировать в общем числе инжектируемых частиц (см. рис. 1.24, а,
пунктирная линия); область возможных времен жизни отраженных ча-
стиц увеличивается. За счет появления долгоживущих частиц в потоке
возникает внутренняя распределенная обратная связь, обеспечиваю-
щая связь между основной структурой (ВК) и возникающей вторичной
структурой, которой соответствует третий максимум на кривой Φ(τ)
(отмечен стрелкой на рис. 1.24, а). Однако при небольшой надкри-

Рис. 1.24. Распределение электронов по временам жизни в пространстве взаи-
модействия для следующих параметров: а) сплошная линия — α = 1,4; пунк-

тирная линия — α = 2,0; б) α = 4,0
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тичности эффективность этой связи мала (общее количество частиц,
отраженных от вторичного ВК, мала) и движение слабонерегулярно
(в фазовом пространстве наблюдается размытый предельный цикл).
Для развитого хаоса (рис. 1.24, б) характерна сильно изрезанная фор-
ма Φ(τ), которая позволяет выделить несколько примерно равных по
количеству групп заряженных частиц с различными временами жизни.
Это означает, что в системе формируется несколько ВК (несколько
пространственно-временны́х структур) на различном расстоянии от
плоскости инжекции. Отражение части потока от каждого ВК оказы-
вает влияние на условия формирования других структур, что обес-
печивает несколько петель обратной связи с различными временами
запаздывания. Такая распределенная связь между всеми структура-
ми в потоке приводит к сильно нерегулярной динамике системы при
большой надкритичности α. Заметим, что аналогичные результаты
демонстрирует и анализ внутренней структуры электронного потока
с помощью декомпозиции пространственно-временны́х данных по ал-
горитму Карунена–Лоэва (КЛ) [76].

Рассмотрим теперь динамику электронного пучка в виркаторе при
изменении величины B ведущего магнитного поля (МП) [77]. Будем
исследовать виркаторную систему, представляющую собой замкнутый
отрезок цилиндрического волновода длиной L = 0,16 м и радиусом
R = 0,3L. Аксиально-симметричный трубчатый релятивистский пу-
чок, инжектируемый в волноводную камеру, характеризуется нулевой
поперечной скоростью и однородным распределением плотности тока
в поперечном направлении. Энергия ускорения электронов 560 кэВ,
внутренний радиус и толщина инжектируемого релятивистского пучка
соответственно rb = 0,2L и Δb = 0,03L. В качестве источника внешне-
го МП предполагался соленоид цилиндрического сечения, создающий
однородное МП в пределах рабочей камеры виркатора.

На рис. 1.25 показаны спектры мощности колебаний продольного
электрического поля в области ВК при токе пучка α = 1,5 и при
различных значениях величины B ведущего магнитного поля. При
значительных величинах B колебания в системе оказываются близ-
кими к одночастотным (рис. 1.25, a; B = 40 кГс). В спектре мощности
наблюдается один ярко выраженный пик, соответствующий частоте
f ≈ 2,5(ωp/2π). С уменьшением величины ведущего МП наблюдается
усложнение спектра генерации, заключающееся в появлении дополни-
тельных частотных компонент и увеличении мощности шумового пье-
дестала до уровня −30–20 дБ. При малых величинах B в спектре мощ-
ности наряду с ВЧ компонентами в области 3–6 ГГц появляются НЧ
компоненты с частотами f < 500 МГц. При отсутствии ведущего МП
спектр генерации становится сплошным в диапазоне 3,5–6 ГГц, причем
шумовой пьедестал поднимается до уровня −10 дБ (см. рис. 1.25, б).
Изрезанность хаотического спектра не превышает 3–10 дБ.

Таким образом, при фиксированном токе пучка с уменьшением
величины фокусирующего МП в системе с ВК наблюдается последо-
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Рис. 1.25. Cпектры колебаний продольного электрического поля в области ВК
для различных значений величины ведущего МП: a) 40 кГс; б) 0 и одинаковом

токе пучка α = 1,5

вательное усложнение спектра генерации, начиная от одночастотных
колебаний при близкой к одномерной динамике электронов до мно-
гочастотных широкополосных хаотических колебаний. При этом при
малых B < 5 кГс динамика пучка оказывается принципиально двумер-
ной, в частности, в системе наблюдается интенсивное токооседание
электронов на стенки рабочей камеры.

Выше было показано, что хаотизация выходного излучения с ро-
стом тока пучка определяется формированием нескольких электронных
структур (ВК) в пространстве дрейфа. Каждый из ВК воздействует
на другие структуры через отраженный от него электронный поток.
Как следствие, в системе формируется несколько цепей обратной связи,
которые и приводят к усложнению динамики пространственного заря-
да электронного пучка со сверхкритическим током. При уменьшении
величины МП наблюдается аналогичная ситуация, но теперь элек-
тронные структуры формируются не только в различных продольных
сечениях пространства взаимодействия, но и имеет место сложная
картина динамики пучка в поперечном направлении.

Таким образом, усложнение динамики электронного пучка с ВК
с увеличением тока пучка или уменьшением величины ведущего МП
определяется одним и тем же физическим механизмом, а именно фор-
мированием и взаимодействием пространственных структур в пучке
с ВК. Однако, реализация данного механизма в каждом из случаев раз-
лична. Так, при уменьшении величины ведущего МП основную роль
играет динамика пучка в поперечном направлении (т. е. двумерные
эффекты), и, в первую очередь, начинается рост «поперечных» элек-
тронных структур в пучке со сверхкритическим током. Более подробно
данные вопросы будут рассмотрены в главе 4 второго тома монографии.

1.5.3. Низковольтные виркаторы: источники маломощных ши-
рокополосных хаотических колебаний СВЧ диапазона. Из преды-
дущих разделов понятно, что электронные потоки с виртуальными
катодами при определенных условиях являются источниками сверх-
мощных хаотических колебаний в сантиметровом и миллиметровом
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диапазоне длин волн. Однако существует возможность создания источ-
ников маломощных сверхширокополосных хаотических СВЧ колебаний
на основе нерелятивистских пучков с виртуальным катодом, который
формируется за счет глубокого торможения потока заряженных частиц
в пространстве дрейфа [78, 79].

В настоящее время наиболее изученными являются следующие
генераторы хаоса на основе нерелятивистских потоков заряженных
частиц с виртуальным катодом.

1. Маломощные широкополосные генераторы хаотических колеба-
ний с использованием интенсивного электронного пучка со сверхкри-
тическим первеансом. В подобных системах для формирования вирту-
ального катода используется дополнительное торможение электронного
потока за счет подачи отрицательного потенциала на сетки, распо-
ложенные в пространстве взаимодействия, или коллектор. Как по-
казали экспериментальные исследования и численное моделирование,
изменяя тормозящий потенциал, возможно управлять как амплитудой
хаотических колебаний, так и шириной полосы частот (от узкополос-
ных, близких к одночастотным колебаниям, до хаотических колебаний
с шириной полосы частот более октавы). Результаты исследования
низковольтных виркаторов будут изложены в главе 3.

2. Генераторы хаотического широкополосного сигнала средней мощ-
ности, использующие в качестве источника колебаний виртуальный ка-
тод, который специальным образом формируется в области коллектора
ЛБВ средней мощности (коллектор-генератор в режиме образования
виртуального катода). Сигнал, снимаемый из области виртуального ка-
тода, подается на вход ЛБВ, которая его усиливает. Некоторые вопро-
сы исследования генерации и усиления широкополосных хаотических
сигналов в широкополосной ЛБВ с коллектором-генератором изложены
в главе 5.

1.6. Клистронные генераторы хаоса

В последнее время определенный интерес в качестве источников
узкополосного хаотического сигнала вызывают генераторы на основе
многорезонаторных клистронов с внешней запаздывающей обратной
связью [80–82]. Основным недостатком такого генератора хаоса явля-
ется чрезвычайно узкая рабочая полоса частот, определяемая полосой
пропускания резонаторов клистрона, что не позволяет создать шумовой
сигнал с полосой больше нескольких процентов. Вместе с тем, если
такой ширины полосы достаточно, то простота конструкции, а также
высокий к. п. д., свойственный клистрону, делают генератор хаотиче-
ских колебаний на основе клистрона-усилителя с обратной связью
достаточно привлекательным.

Обратная связь в клистроне наиболее просто осуществляется за
счет ответвления части мощности с выхода прибора во входной моду-
лирующий резонатор через внешнюю линию с задержкой во времени.
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Цепь обратной связи характеризуется в этом случае коэффициентом
затухания сигнала A и задержкой d в цепи обратной связи.

В работах [80, 81] изучена теоретическая модель, описывающая
сложную хаотическую динамику двухрезонаторного клистронного ге-
нератора с запаздывающей обратной связью. в кинематическом при-
ближении и в предположении малой добротности входного резонатора
модель сводится к уравнению с запаздыванием [80] (ср. также с урав-
нением (1.4))

dF (τ)
dτ

+ γF (τ) = 2αJ1(|F (τ − 1)|) F (τ − 1)
|F (τ − 1)| , (1.16)

где F — безразмерная медленно меняющаяся амплитуда колебаний
напряжения на зазоре выходного резонатора; τ — безразмерное вре-
мя; γ — параметр затухания в выходном резонаторе; α — параметр
пропорциональный току пучка; J1 — функция Бесселя 1-го порядка.
Следует отметить, что уравнение (1.16) описывает также простую
модель гироклистрона с запаздывающей обратной связью.

С увеличением α в модели (1.16) последовательно наблюдались
самовозбуждение колебаний на основной моде (частота которой в точ-
ности равна частоте холодного резонатора) и установление режима ста-
ционарной генерации, а затем возникновение режимов периодической
автомодуляции. При дальнейшем увеличении α происходит переход от
периодической автомодуляции к хаотической. В области хаотических
колебаний с изменением управляющих параметров наблюдается боль-
шое число окон периодической автомодуляции.

В работах [81–83] приводятся результаты экспериментального ис-
следования клистронного генератора с внешней обратной связью. Ге-
нератор реализован на пролетном клистроне, выход которого соединен
со входом. В цепь обратной связи был включен поляризационный
аттенюатор, позволяющий в широких пределах изменять затухание
в цепи обратной связи L (то есть изменять уровень мощности, который
подается на вход клистрона с его выхода). Рассмотрим последователь-
ность режимов колебаний, наблюдаемых в эксперименте при изменении
затухания L при неизменных значениях тока пучка I0 и ускоряющего
напряжения V0. Экспериментальные спектры выходного сигнала гене-
ратора при различных значениях L представлены на рис. 1.26.

При L ≈ 10 дБ в автоколебательной системе возбуждались стаци-
онарные гармонические колебания на частоте f0 ≈ 2,8 ГГц, близкой
к частоте максимального усиления исходного клистронного усилите-
леля в режиме малого входного сигнала. Уменьшение затухания при-
водило вначале к росту амплитуды стационарных колебаний, а при
L ≈ 7,6 дБ возникал режим периодической автомодуляции с частотой
fa ≈ 3,5 МГц. В спектре выходного сигнала (рис. 1.26, a) появлялись
частотные составляющие f0 ± fa. Если уменьшать L дальше, то при
L ≈ 3 дБ наблюдались удвоения периода автомодуляции (рис. 1.26, б).
В спектре генерации это соответствует появлению частотных состав-



Заключениe 55

Рис. 1.26. Спектры выходного излучения генератора, наблюдаемые в экспери-
менте в режиме периодической модуляции (а), автомодуляции с удвоенным

периодом (б) и хаотических автоколебаний (в) (из работы [81])

ляющих f0 ± fa/2
n. И при L ≈ 0,5 дБ генерация становилась хаоти-

ческой. Спектр генерации в данном случае является сплошным, хотя
можно выделить в нем максимумы на основной частоте f0, на частоте
автомодуляции fa и ее субгармониках (рис. 1.26, в).

В ряде работ было проведено исследование некоторых аспектов
сложной нелинейной динамики клистронных генераторов хаоса, в част-
ности, был исследован генератор хаотических радиоимпульсов на осно-
ве неавтономного клистронного генератора [84], изучены режимы хао-
тической синхронизации в связанных клистонных генераторах [85, 86].
Последний вопрос будет затронут в последующих главах.

Заключениe
В главу вошли не все даже «любимые» результаты. Не изложены

подробно результаты теоретического и экспериментального исследова-
ния ЛОВ. Они хорошо согласуются с развитой нестационарной тео-
рией. Не рассмотрены важные вопросы о влиянии пространственного
заряда, потерь и отражений в замедляющей системе на динамику ЛОВ.
В частности, не обсужден изящный результат перехода абсолютной
неустойчивости в конвективную при определенном значении параметра
диссипации. Не рассмотрены различные модификации ЛОВ, такие
как ЛОВ со связанными замедляющими системами, ЛОВ на аномаль-
ном доплеровском эффекте, ЛОВ с поперечным полем, пениотрон на
встречной волне, а также методы подавления автомодуляции.

Что еще привнесла нелинейная динамика в СВЧ электронику?
Предложена и подробно изучена феноменологическая модель элек-

тронной турбулентности (заметим, что в нелинейной динамике такие
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модели занимают важное место). Предполагается, что существует по-
следовательность электронных структур, оказывающих друг на друга
взаимное влияние. Под электронной структурой понимается в данном
случае малый объем электронной среды, состоящий из электронов-
осцилляторов (нелинейных, неизохронных осцилляторов). Для каждо-
го электронного ансамбля имеет место сверхизлучение, возникающее,
как известно, в результате взаимодействия осцилляторов через поле
собственного излучения, являющегося для них фазирующим. Прове-
ден анализ усложнения пространственно-временной динамики процес-
са в потоке взаимно связанных электронных структур; изучены также
возможности управления динамикой такого потока с помощью распо-
ложенных на его пути объемных резонаторов [69].

В работе [87] предложена радиотехническая модель — аналог гене-
ратора на вакуумном микротриоде под внешним гармоническим воздей-
ствием и ее математическая модель. Показано существование сложных
режимов, включая хаотические, и продемонстрировано качественное
соответствие результатов вычислительного и натурного эксперимента.
Подобный подход типичен для нелинейной динамики.

Не обсуждена синхронизация (как классическая, так и хаотиче-
ская) электронно-волновых устройств СВЧ диапазона. Этому вопросу
ниже будут посвящены отдельные главы.

Примеры использования методов и идей нелинейной динамики
в СВЧ электронике можно продолжить.
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Гл а в а 2

ХАОТИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

И УПРАВЛЕНИЕ ИМИ В ДИОДЕ ПИРСА

А.А.Короновский, И.С. Ремпен, А. Е.Храмов

Показательна история управления хаосом. В 1990 г.
появилась статья Э.Отта, Ч. Гребоджи и Дж.Йорке...
«Управление хаосом», которая вызвала настоящий взрыв
публикаций. По данным журнала Science Citation Index
в начале 2000-х годов по этой тематике публиковалось
более 400 статей в год, а их общее число перевалило
за 3000. В статье [Э.Отта с соавторами] был сделан
вывод, что даже малое управление в виде обратной
связи, приложенное к нелинейной (хаотически колеблю-
щейся) системе, может коренным образом изменить ее
динамику и свойства, например, превратить хаотическое
движение в периодическое... Pазвитие методов управ-
ления хаотическими процессами стимулировалось новы-
ми потребностями появившихся приложений в лазерных
и химических технологиях, технике телекоммуникаций,
биологии и медицине.

Фрадков А.Л. О применении кибернетических мето-
дов в физике // УФН. 2005. Т. 175, №2. С. 114.

Гидродинамическая модель диода Пирса. Управление колеба-
ниями в диоде Пирса с использованием запаздывающей об-
ратной связи. Стабилизация неустойчивого состояния рав-
новесия с помощью непрерывной обратной связи. Неустойчи-
вые периодические пространственно-временные состояния.
Стабилизация неустойчивых периодических состояний с по-
мощью непрерывной обратной связи.

В этой главе пойдет речь об одной из важных моделей пучково-
плазменной электроники — диоде Пирса, который позволяет при ана-
лизе некоторых режимов колебаний в электронном потоке ограничить-
ся гидродинамическим описанием [1–4]. Эта модель интересна тем,
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что, несмотря на ее относительную простоту, демонстрирует многие
нелинейные явления, включая динамический хаос, классический сце-
нарий перехода к хаотической динамике, перестройку хаотического
аттрактора с изменением управляющего параметра, синхронизацию
хаотических колебаний. Все это делает диод Пирса удобной базовой
моделью пучково-плазменной системы для применения методов нели-
нейной динамики к анализу сложного поведения пространственно-рас-
пределенных автоколебательных систем, а также для изучения методов
управления сложными пространственно-временными колебаниями.

Наиболее важным свойством систем различной природы, демон-
стрирующих хаотическую динамику, является невозможность предска-
зать их поведение на длительных временах эволюции. Одновременно,
наличие хаотической динамики в той или иной динамической системе
может стать серьезной трудностью в ряде приложений, когда необ-
ходимо устойчивое поведение во времени или пространстве. Одним
из способов подавления хаотической динамики с сохранением важ-
ных особенностей поведения системы и возможностью предсказания
ее динамики на любых интервалах времени является использование
схем управления хаосом с помощью различных типов обратной связи.
В идеальном случае обратная связь должна представлять очень слабое
возмущение динамики системы (то есть сигнал в цепи обратной связи
должен быть сравним с уровнем шумов), так чтобы важные особенно-
сти поведения систем были сохранены.

В уже ставшей классической работе E.Ott, C.Grebogy, J. Yorke
(OGY) [5] было показано, что неустойчивые периодические орбиты,
составляющие «скелет» хаотического аттрактора динамической систе-
мы с малым числом степеней свободы [6], могут быть использованы
для управления динамикой нелинейной системы, причем стабилизация
неустойчивой периодической орбиты требует весьма малого возмуще-
ния поведения системы. В [5] предложен алгоритм управления, кото-
рый определяет методику изменения управляющего параметра ζ хаоти-
ческой системы. Управление параметром осуществляется в дискретные
моменты времени, когда фазовая траектория системы проходит через
выбранное сечение Пуанкаре (в некоторой точке x), чтобы направить
ее к стабилизируемой неустойчивой орбите, которой в сечении Пу-
анкаре соответствует неустойчивая неподвижная точка x0. Величина
и знак необходимого для стабилизации изменения параметра Δζn на
n-м прохождении системы через сечение Пуанкаре, которое может
рассматриваться как сигнал некоторой обратной связи, определяется
из линейной теории, когда текущее состояние системы xn находится
в окрестности неподвижной точки x0:

Δζn =
λu

λu − 1

Δxn · fn
(∂x0/∂ζ) · fu . (2.1)

Здесь λu и fu — собственное значение и сопряженный собственный
вектор неустойчивого многообразия неустойчивой неподвижной точки
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x0, Δxn = xn − x0 — отклонение траектории x системы от неустойчи-
вой неподвижной точки, соответствующей периодической орбите.

Дискретная коррекция (2.1) управляющего параметра, пропорцио-
нальная величине Δx, производится только тогда, когда фазовая траек-
тория пересекает выбранное сечение Пуанкаре. Эту коррекцию нужно
реализовывать до тех пор, пока необходимо поддерживать нахождение
системы на неустойчивой периодической орбите. Последнее связано
с тем, что присутствующие шумы уводят систему от неустойчивой
периодической орбиты, что требует компенсации подобного ухода в те-
чениe всего времени стабилизации. Показано, что алгоритм OGY до-
статочно груб к наличию шумов и неточным знаниям о динамической
системе (последнее, например, имеет место в эксперименте) и может
быть применен к системам с конечным числом степеней свободы [7],
в том числе и к системам с достаточно большой размерностью фазового
пространства.

Очевидно, что весьма проблематично применить алгоритм OGY
к управлению хаотической динамикой высокочастотных распределен-
ных пучково-плазменных систем, так как он требует точного опре-
деления состояния системы и затем резкого изменения параметров
системы в момент прохождения сечения Пуанкаре по всей длине про-
странственно-распределенной хаотической системы 1). В этом случае
более перспективно применение алгоритма стабилизации неустойчивых
периодических орбит, впервые предложенного для хаотических систем
с малым числом степеней свободы K. Pyragas в работе [9]. В этом слу-
чае используется непрерывная [10], а не дискретная (2.1) pезкоизменя-
ющаяся обратная связь, что делает такую схему более подходящей для
управления высокочастотной пространственно-временной хаотической
динамикой. Схема K. Pyragas предполагает синхронизацию системы
с ее сдвинутым на один период орбиты в прошлое состоянием посред-
ством непрерывного изменения доступного управляющего параметра ε,
равного по величине

ε(t) = γ(ξ(t) − ξ(t− T )), (2.2)

где ξ(t) — анализируемая переменная системы; γ — коэффициент
обратной связи и T — период стабилизируемой неустойчивой перио-
дической орбиты. В случае, когда стабилизация неустойчивой орбиты
произошла, сигнал обратной связи ε(t) сравним с уровнем шумов
в системе. Важно то, что вся требуемая для стабилизации орбиты
информация, исключая информацию о периоде T неустойчивой орбиты

1) Здесь можно сослаться на единственную известную авторам теоретиче-
скую работу по управлению хаосом с помощью алгоритма OGY в распреде-
ленной сверхвысокочастотной пучковой системе с виртуальным катодом [8]
(см. также [1, Т. 1, Л. 9]). Из знакомства с работой становится понятно, что
практическая реализация подобной схемы применительно к распределенной ВЧ
электронной активной системе весьма затруднительнa.

3 Нестационарные и хаотические процессы



66 Гл. 2. Хаотические колебания и управление ими в диоде Пирса

и необходимом коэффициенте обратной связи γ, содержится в измеря-
емом временном ряде ξ(t), т. е. определяется автоматически в реальном
времени. Применение подобной схемы управления хаосом с непре-
рывной обратной связью теоретически и экспериментально анализиро-
валoсь применительно к управлению хаосом в различных физических
системах и моделях [11–13], в том числе и распределенных, включая
лазеры [14] и модели процессов типа «реакция–диффузия» [15]. Среди
подобных исследований особо отметим работы [13, 15]. Так, в [13]
исследовалась задача об управлении пространственно-временным хао-
сом в модели Гинзбурга–Ландау с помощью большого (но конечного)
числа малых локальных возмущений. Подобная техника позволила
как стабилизировать неустойчивые структуры хаотической простран-
ственно-временной динамики, так и синхронизовать два хаотических
состояния. В [15] рассматривалось управление хаотической генерацией
импульсов в модели глобально связанных реакционно-диффузионных
систем, используемых для описания процессов динамики переноса за-
ряда в бистабильном полупроводнике. При управлении данным спосо-
бом распределенными системами сигнал непрерывной обратной связи
предполагается пространственно однородным, т. е. возмущение, вноси-
мое в каждую точку пространства, одинаково. Последнее делает реали-
зацию подобной схемы управления хаосом на практике применительно
к пучково-плазменным системам достаточно затруднительной.

В данной главе мы рассмотрим различные подходы к управлению
пространственно-временными хаотическими колебаниями в гидроди-
намической модели диода Пирса с учетом особенностей, присущих
электронно-волновым системам в диапазоне сверхвысоких частот.

2.1. Гидродинамическая модель диода Пирса

Диод Пирса представляет собой две бесконечные плоские парал-
лельные сетки, пронизываемые моноэнергетическим на входе электрон-
ным потоком. Сетки, ограничивающие систему, заземлены и находятся
на расстоянии L друг от друга. Плотность заряда ρ0 и скорость v0 на
входе в систему поддерживаются постоянными. Пространство между
сетками равномерно заполнено нейтрализующим фоном неподвижных
ионов с плотностью заряда |ρi/ρ0| = 1. Динамика подобной системы
определяется единственным управляющим параметром

α =
ωpL

v0
, (2.3)

называемым параметром Пирса, представляющим собой угол пролета
электронов в диодном промежутке по плазменной частоте ωp.

Динамика электронного потока в диоде Пирса в рамках гидро-
динамического приближения описывается самосогласованной системой
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уравнений движения, непрерывности и Пуассона относительно безраз-
мерных переменных [1]

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= −∂ϕ

∂x
, (2.4)

∂ρ

∂t
+ v

∂ρ

∂x
+ ρ

∂v

∂x
= 0, (2.5)

∂2ϕ

∂x2
= α2(ρ− 1), (2.6)

с граничными условиями:

v(0, t) = 1, ρ(0, t) = 1, ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 0. (2.7)

В уравнениях (2.4)–(2.7) гидродинамической теории диода Пирса
использованы безразмерные переменные потенциала поля простран-
ственного заряда ϕ, плотности заряда ρ, скорость электронного потока
v, пространственной координаты x и времени t, которые связаны с соот-
ветствующими размерными переменными соотношениями ϕ′ = (v20/η)ϕ,
ρ′ = ρ0ρ, v

′ = v0v, x
′ = Lx, t′ = (L/v0)t, где штрихом обозначены

размерные величины, η — удельный заряд электрона.
Устойчивое состояние электронной жидкости в пролетном проме-

жутке с нейтрализующим ионным фоном, как было впервые показа-
но J. Pierce [16], теряет устойчивость при α > π, в результате чего
в системе формируется виртуальный катод. Вместе с тем, в узком
диапазоне параметра Пирса в окрестности α ∼ 3π рост неустойчивости
подавляется нелинейностью в системе, и в пролетном промежутке
со сверхкритическим током наблюдается режим полного прохождения
потока, что позволяет описать динамику потока в рамках гидродина-
мического подхода [1, T.1, Л.4].

В последнем случае в узкой области значений α, соответствующих
динамике электронного потока без отражений, система демонстрирует
хаотические колебания [1, 3, 17]. Возникновению хаотической динами-
ки предшествует последовательность бифуркаций удвоения периода,
что иллюстрирует рис. 2.1, на котором представлена бифуркационная
диаграмма колебаний плотности пространственного заряда ρ в сечении
системы x = 0,2. При уменьшении параметра Пирса α от 2,88π до
2,86π рассматриваемая модель демонстрирует переход от регулярной
динамики к хаотической через каскад удвоений периода, завершаю-
щийся установлением слабохаотических колебаний с четко выражен-
ным временным масштабом (так называемый режим ленточного хаоса).
С дальнейшим уменьшением величины управляющего параметра α
происходит перестройка хаотических колебаний в системе: колебания
существенно усложняются, исчезает четко выделенный временной мас-
штаб колебаний, усложняется спектральный состав колебаний элек-
тронного потока (режим спирального хаоса).

3*
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Рис. 2.1. Бифуркационная диаграмма колебаний электронного потока при из-
менении параметра Пирса α (a). Вид фазовых портретов и спектров мощ-
ности для режима «ленточного» α = 2,862π (б) и «спирального» хаоса

α = 2,857π (в)

Рассмотрим последовательно различные способы, которые были
предложены в работах [18–21] для управления колебательными про-
цессами в диоде Пирса. Вначале мы рассмотрим наиболее простую
схему, основанную на использовании запаздывающей обратной связи,
которая подключается к диоду Пирса и позволяет определенным обра-
зом перестраивать динамические режимы в системе [18, 20, 22]. Тем не
менее, это еще не схема управления хаосом в классическом понимании,
так как сигнал в цепи обратной связи весьма велик, то есть мы не
имеем дело со стабилизацией неустойчивых периодических состояний
диода Пирса. Поэтому далее мы остановимся на более сложных схемах
управления хаосом в диоде Пирса [19, 21, 23], которые основаны на
схеме непрерывной обратной связи (2.2). Рассмотрение данных во-
просов невозможно без обсуждения методов выделения неустойчивых
пространственно-временных периодических состояний динамики диода
Пирса, на чем мы также остановимся в этой главе.
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2.2. Управление колебаниями в диоде Пирса
с использованием запаздывающей обратной связи

Одним из простейших способов влияния на поведение динамиче-
ской системы является введение в систему запаздывающей обратной
связи. В диод Пирса внешняя обратная связь может быть введена
путем модуляции разности потенциалов между входной и выходной
сетками диода сигналом, снимаемым из некоторого сечения xOC про-
странства взаимодействия. В качестве такого сигнала использовались
колебания плотности пространственного заряда ρ(xOC, t). Введение
такого рода обратной связи может быть рассмотрено как подключе-
ние к пространству взаимодействия цепи (волновода) обратной связи
с линией задержки. В этом случае цепь обратной связи возбуждается
колебаниями в электронном потоке. Сигнал, прошедший через линию
задержки, подается в пространство взаимодействия.

В модели введение запаздывающей обратной связи приводит к изме-
нению граничного условия для потенциала на правой границе системы
(2.4)–(2.7)

ϕ(1, t) = ffb(t) = A(ρ(xOC, t− d) − ρ0) (2.8)

Здесь A — коэффициент обратной связи, характеризующий, какая
часть мощности колебаний ответвляется в цепь обратной связи; d —
запаздывание в цепи обратной связи, точка подключения обратной
связи xOC в пространстве взаимодействия выбрана равной xOC = 0,2.

На рис. 2.2 можно видеть карту режимов рассматриваемой системы
на плоскости управляющих параметров d и A при α = 2,86π, соот-
ветствующем режиму «спирального» хаоса. Для сравнения отметим,
что характерный временной масштаб колебаний в потоке без обратной
связи в безразмерных единицах времени τ = 4,06. Символами Tn на
плоскости управляющих параметров обозначены области периодиче-
ских колебаний с циклами периода n.

При малых значениях коэффициента обратной связи A � 1 в си-
стеме наблюдаются хаотические колебания, аналогичные колебаниям
в диоде без обратной связи. Увеличение коэффициента A приводит
к различному поведению в зависимости от длительности запаздывания
в цепи обратной связи. При запаздывании d > τ/2 с увеличением A
наблюдается увеличение сложности колебаний в электронном потоке.
Характер хаотической динамики качественно не меняется, однако вид
спектра мощности, фазового портрета и временной реализации услож-
няется; возрастает амплитуда колебаний в электронном потоке. Даль-
нейшее увеличение коэффициента обратной связи приводит к каче-
ственно иной динамике системы. Амплитуда колебаний быстро растет
с течением времени, и начиная с какого-то момента в потоке возникают
отраженные электроны — в системе возникает колеблющийся во вре-
мени и пространстве виртуальный катод, от которого отражается часть
электронного потока обратно к плоскости инжекции. Формирование
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Рис. 2.2. Карта режимов на плоскости параметров обратной связи (A, d).
Длительность задержки d нормирована на характерный временной масштаб

колебаний τ

виртуального катода в потоке определяется следующим механизмом.
Колебательная динамика в диоде Пирса определяется двумя основны-
ми механизмами — развитием неустойчивости Пирса и ограничением
еe нелинейностью. Введение обратной связи с d > τ/2 и A > 0,02
способствует разрушению механизма нелинейного ограничения и, как
следствие, неограниченному росту неустойчивости, заканчивающемуся
формированием виртуального катода. Гидродинамическая модель кор-
ректно описывает процессы в потоке только при отсутствии в нем
обгонов и отражений частиц, в противном случае уравнения (2.4)–(2.7)
становятся несправедливыми.

В отличие от предыдущего случая, при длительности запаздывания
d < τ/2 с ростом A сложность колебаний в электронном потоке умень-
шается. В достаточно широком диапазоне параметров обратной связи
удается подавить хаотические колебания, и в системе устанавливаются
периодические режимы колебаний. На рис. 2.2 легко проследить осо-
бенности переходов от одних режимов к другим при изменении управ-
ляющих параметров. При небольших коэффициентах A колебания в ди-
оде остаются хаотическими, однако их сложность, оцениваемая по виду
фазового портрета, уменьшается по сравнению с колебаниями в диоде
без обратной связи. С ростом A в хаосе возникают окна периодичности,
и при A > 0,03 имеет место переход к периодическим колебаниям
через обратный каскад удвоений периода. Границы областей циклов
периода T16, T8, T4, T2 и T1 показаны на плоскости управляющих пара-

метров. Заметим, что с ростом коэффициента A амплитуда колебаний
в системе уменьшается: максимальная амплитуда колебаний плотности
заряда ρ(x, t) монотонно падает, стремясь к невозмущенному значению
ρ0. Таким образом, введение запаздывающей обратной связи с малой
длительностью задержки приводит к возникновению периодических
колебаний вблизи неустойчивого состояния равновесия системы.
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Перейдем к анализу физических процессов, протекающих в элек-
тронном потоке и определяющих такую динамику системы. Иссле-
дование распространения электронных волн в диодном промежутке
показывает [17, 20], что динамика потока в основном определяется
близостью системы к однородному состоянию равновесия, соответ-
ствующему следующим распределениям, характеризующим динамику
системы величин в безразмерном виде:

v(x) = 1,0, ρ(x) = 1,0, ϕ(x) = 0,0. (2.9)

«Расстояние» между текущим состоянием системы и неустойчивым
равновесием может быть определено как

S(t)=

( 1∫

0

(
(ρ(x, t)−ρ0)2+(v(x, t)−v0)2+(ϕ(x, t)−ϕ0)2

)
dx

)1/2

. (2.10)

Рис. 2.3 иллюстрирует изменения величины отклонения системы
от неустойчивого состояния равновесия с течением времени в случае
хаотических и регулярных колебаний системы с обратной связью.
Можно видеть, что в первом случае система в некоторые моменты
времени очень близко подходит к состоянию равновесия (S(t) ≈ 0).
Далее за счет неустойчивости происходит нарастание колебаний до
ограничения их нелинейностью. Далее процесс повторяется. Однако,
всякий раз S оказывается различным, также различными оказываются
пространственные распределения величин около состояния равновесия.
По этой причине развитие неустойчивости начинается каждый раз
с новых начальных условий и динамика системы сильно нерегулярна.

Рис. 2.3. Изменение во времени расстояния между текущим состоянием систе-
мы и состоянием равновесия S(t) для хаотических (режим спирального хаоса)
(а) и регулярных (цикл периода 1) (б) колебаний системы с обратной связью

Степень нелинейности системы можно проанализировать путем вы-
числения нелинейных энергетических функционалов

Wk =
1

2
(ρv2) dx− 1

2
, Wp =

1

2
(ρϕ) dx, (2.11)
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которые соответственно описывают переход энергии основного движе-
ния потока в кинетическую энергию волнового возмущения пучка и по-
тенциальную энергию поля пространственного заряда. Для режимов

Рис. 2.4. Изменение во времени разности
энергий ΔW (t) = Wp − Wk для режима
«спирального» хаоса (пунктирная линия)
и «ленточного» хаоса (сплошная линия)

хаотической динамики мак-
симальные значения функ-
ционалов больше, чем для
регулярных процессов, что
указывает на большую сте-
пень нелинейности в режиме
развитого хаоса. На рис. 2.4
приведены зависимости от
времени величины ΔW (t) =
= Wp − Wk, которая ха-
рактеризует преобразования
различных видов энергии в
процессе колебательно-вол-
новой динамики в пучке.
В режиме периодической ди-
намики видно (штриховая
линия на рис. 2.4, что энер-

гия регулярно переходит из кинетической в потенциальную, причем
максимумы зависимости соответствуют накоплению заряда в диодном
промежутке.

Как можно видеть на рис. 2.4, в режиме хаотической динамики
существуют определенные моменты времени, когда ΔW (t) ≈ 0, что
соответствует положению системы возле состояния неустойчивого рав-
новесия. Далее энергия волнового движения опять начинает нарастать
во времени. Уменьшение энергии возмущения и длительное движение
около состояния неустойчивого равновесия наблюдается только после
резкого возрастания величины ΔW . Физически это связано с тем,
что в этом случае в пучке возникает стоячая электронная волна,
плотность пространственного заряда которой в области выходной сетки
резко возрастает. Тогда тормозящее поле этого электронного уплот-
нения сильно уменьшает скорость пучка ниже по координате, и, как
следствие, диодный промежуток покидает значительно большее коли-
чество электронов, чем поступает в него. В результате распределения
величин становятся близкими к состоянию равновесия. Далее процесс
повторяется, но уже с новых «начальных условий».

После включения обратной связи вышеописанный процесс нару-
шается. При длительности задержки d < τ/2 сигнал обратной связи
действует так, что способствует уменьшению накопления заряда в вы-
ходнойобласти диода и ускорению пучка в моменты времени, когда
имеет место максимум величины ΔW (t). В результате рост амплиту-
ды электронных волн, распространяющихся в пучке, ограничивается,
и, как следствие этого, степень нелинейности уменьшается: система
не приближается к состоянию неустойчивого равновесия. При d > τ/2,
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наоборот, сигнал обратной связи способствует росту амплитуды элек-
тронных волн, и как следствие, за счет вышеописанного механизма
наблюдается усложнение динамики пучка, а при больших A происхо-
дит образование виртуального катода.

2.3. Стабилизация неустойчивого
состояния равновесия с помощью

непрерывной обратной связи
Перейдем теперь к описанию методов управления хаотической ди-

намикой в гидродинамической модели диода Пирса. Как уже говори-
лось выше, исследуемая система (2.4)–(2.7) имеет неустойчивое одно-
родное состояние равновесия, определяемое соотношениями (2.9). Для
стабилизации этого неустойчивого состояния использовалась схема
управления пространственно-временным хаосом с помощью непрерыв-
ной внешней обратной связи [21, 24], которая осуществлялась с помо-
щью изменения значения потенциала на правой границе системы по
закону:

ϕ(x = 1,0, t) = ffb(t) = K(ρ(xfix, t) − ρ(xfix, t− d)), (2.12)

где K — коэффициент обратной связи и d — длительность задержки
в цепи обратной связи. В формуле (2.12) величина ρ(xfix, t) представ-
ляет собой колебания плотности пространственного заряда в некоторой
фиксированной точке x = xfix = 0,2 пространства. В случае установ-
ления режима стабилизации неустойчивого состояния, когда система
находится точно в неустойчивом состоянии равновесия, сигнал обрат-
ной связи ffb сравним с уровнем шумов.

Результаты по стабилизации неустойчивого состояния равнове-
сия в распределенной автоколебательной пучково-плазменной системе
(2.4)–(2.7) с помощью схемы с непрерывной обратной связью (2.12)
представлены на рис. 2.5. Показаны временные реализации колеба-
ний плотности ρ(xfix, t) пространственного заряда нестабилизируемой
системы, колебаний плотности ρs(xfix, t) заряда в стабилизируемой
системе (при включении обратной связи) и сигнала ffb(t) в цепи непре-
рывной обратной связи с параметрами K = 0,8 и d = 0,15. Стрелкой
и штриховой линией показаны моменты времени включения обратной
связи. До момента включения обратной связи система демонстрирует
хаотические колебания со значительной амплитудой. Однако после
включения обратной связи в распределенной автоколебательной систе-
ме наблюдается быстрое уменьшение амплитуды колебаний, заканчи-
вающeеся стабилизацией неустойчивого состояния равновесия (2.9).
После короткого переходного процесса управляющий сигнал в цепи
обратной связи относительно мал по сравнению с сигналом до начала
стабилизации (он составляет менее 0,01% по амплитуде). Последнее
означает, что в системе реализуется управление хаосом (стабилизация
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Рис. 2.5. Временные реализации колебаний плотности ρ(xfix, t) пространствен-
ного заряда нестабилизируемой системы, колебаний плотности ρs(xfix, t) за-
ряда в стабилизируемой системе (при включении обратной связи) и сигнала

ffb(t) в цепи непрерывной обратной связи

неустойчивого состояния системы) за счет обратной связи с относи-
тельно малой амплитудой управляющего сигнала.

Область управляющих параметров обратной связи на плоскости
(K, d), в которой возможно управление хаосом в пучково-плазменной
системе, показана на рис. 2.6. При малых коэффициентах обратной
связи K в системе имеют место хаотические колебания, подобные
наблюдающимся в системе без управляющей обратной связи (область
C на рис. 2.6). С ростом величины K наблюдается разрушение хаотиче-
ских колебаний и установление периодических автоколебаний (область
P ). При этом сигнал обратной связи не мал, поэтому данный режим
динамики нельзя считать режимом управления хаосом. С дальнейшим
увеличением параметра K имеет место установление режима управле-
ния хаосом (заштрихованная область S), когда в системе стабилизи-
руется неустойчивое состояние равновесия и система ведет себя так,
как это изображено на рис. 2.5. Ширина области, в которой возможно
управление хаосом, на карте режимов сильно зависит от длительности
задержки d. Существуют пороговые значения длительностей d1 и d2,
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Рис. 2.6. Карты режимов колебаний в стабилизируемой внешней непрерывной
обратной связью распределенной системе на плоскости управляющих парамет-
ров (K, d) для (а) режима ленточного хаоса (α = 2,862π) и (б) спирального
хаоса (α = 2,857π). Заштрихована область стабилизации неустойчивого состо-

яния равновесия

так что только в диапазоне d ∈ (d1, d2) наблюдается установление
режима стабилизации неустойчивого состояния равновесия.

При больши́х величинах d и K возникают отражения электронов
в пучке (область V на рис. 2.6), когда исходные уравнения гидродина-
мической теории диода Пирса оказываются неприменимы [1].

Анализ устойчивости состояния исследуемой распределенной си-
стемы с управляемой обратной связью возможно провести с помощью
расчета ляпуновского показателя Λ стабилизируемой хаотической си-

Рис. 2.7. Зависимость максимального ляпуновского показателя Λ для двух раз-
личных хаотических режимов (ленточного и спирального хаоса) от параметра

K обратной связи
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стемы [21]. При коэффициенте обратной связи K = 0 величины ляпу-
новских показателей Λ стабилизируемой системы совпадают с ляпу-
новскими показателями λ невозмущенной системы. Расчет максималь-
ного ляпуновского показателя осуществлялся с помощью процедуры
Бенеттина [25], адаптированной для анализа распределенной систе-
мы [26, 27].

Рис. 2.7 показывает зависимость максимального ляпуновского пока-
зателя Λ от параметра K для двух различных хаотических режимов
(ленточного и спирального хаоса). Эта характеристика определяет гра-
ницу применимости метода стабилизации неустойчивого однородного
состояния равновесия. Подавление хаотической динамики в системе
с обратной связью возможно только в тех интервалах K, где величина
Λ(K) < 0. Этим интервалам соответствуют области P и S на рис. 2.6.
Величина параметра K, при котором возникает стабилизация неустой-
чивого состояния равновесия показана стрелкой для обоих типов ха-
отической динамики. Видно, что установлению режима стабилизации
предшествует рост ляпуновского показателя, а за порогом стабилиза-
ции K = Kc величина Λ(K) линейно спадает. Такое поведение харак-
терно для обоих типов хаотической динамики в исследуемой системе.

2.4. Неустойчивые периодические
пространственно-временные состояния

Как уже мы отмечали во введении, неустойчивые периодические
орбиты, составляющие «скелет» хаотического аттрактора динамической
системы с малым числом степеней свободы, могут быть использованы
для управления динамикой нелинейной системы, причем стабилизация
неустойчивой периодической орбиты требует весьма малого возмуще-
ния поведения системы. Методы нахождения неустойчивых периоди-
ческих орбит в системах с малым числом степеней свободы изучены
достаточно подробно [28, 29]. Более сложно выделить неустойчивые
периодические пространственно-временные состояния распределенной
автоколебательной системы, аналогичные неустойчивым периодиче-
ским орбитам хаотического аттрактора динамической системы с малым
числом степеней свободы.

Первоначальную информацию о наборе неустойчивых периоди-
ческих орбит, присутствующих в хаотическом аттракторе, позволя-
ет получить построение гистограмм времен возврата фазовой точки
к фиксированным «стартовым» состояниям, выбираемым случайным
образом по всему хаотическому аттрактору. Этот метод выявления
неустойчивых циклов был впервые предложен в работе D.P. Lathrop
и E.J. Kostelich [28]. Если некоторая фазовая точка Ri принадлежит
неустойчивому циклу с периодом T , то фазовая траектория, пройдя
точки Ri+1, Ri+2, ..., Rk, окажется вблизи исходного состояния с
заданной точностью ε > 0:

‖Ri − Ri+m‖ < ε, (2.13)
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где m = T/Δt — период орбиты в дискретных единицах времени. Далее
строится распределение (гистограмма) времен возврата, по которой
легко выделить характерные времена соответствующих неустойчивых
периодических орбит, а затем отыскать и сами неустойчивые циклы.

При анализе неустойчивых пространственно-временных состояний
в исследуемой распределенной автоколебательной пучково-плазменной
системе рассматривались временные колебания плотности простран-
ственного заряда ρ(x0, t), снимаемые в фиксированных точках x0 про-
странства взаимодействия. Далее, по временным реализациям ρ(x0, t)
в псевдофазовом пространстве восстанавливались аттракторы, соот-
ветствующие колебаниям в фиксированных точках пространства x0.
С помощью метода D.P. Lathrop и E.J. Kostelich [28] (2.13) в восстанов-
ленном хаотическом аттракторе выделялись неустойчивые орбиты, по
которым далее определялись неустойчивые пространственно-времен-
ные состояния. При изменении величины параметра Пирса α «набор»
пространственно-временных орбит в хаотическом аттракторе и частота
их посещения изменяется. Размерность фазового пространства, в ко-
тором восстанавливался хаотический аттрактор, выбиралась равной
3, учитывая результаты построения конечномерной модели динамики
диода Пирса с помощью галеркинской аппроксимации [20].

На рис. 2.8 представлены гистограммы времен возврата при раз-
личных значениях параметра Пирса α, построенные для хаотических
аттракторов, восстановленных по колебаниям плотности простран-
ственного заряда в фиксированной точке пространства взаимодействия
x0 = 0,2. Из рисунка можно видеть, что в режиме ленточного хаоса
(рис. 2.8, а, построенный при α = 2,862π и рис. 2.8, б, α = 2,861π) одна
из неустойчивых орбит в значительной степени доминирует в спектре
времен возврата, то есть изображающая точка посещает ее значи-
тельно чаще, чем другие неустойчивые орбиты. Заметим, что период
наиболее посещаемой неустойчивой орбиты в режиме ленточного хаоса

меняется с уменьшением параметра Пирса. Действительно, как видно

из рис. 2.8,а, б, в случае α = 2,862π наиболее посещаемой является

Рис. 2.8. Гистограммы времен возврата фазовой траектории к фиксирован-
ным точкам аттрактора при различных значениях управляющего параметра:

a) α = 2,862π; б) α = 2,861π; в) α = 2,857π
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орбита с периодом T = 12,177, при α = 2,861π преобладающей уже
становится орбита периода T = 20,159. Следует отметить, что анало-
гичные результаты получаются при выборе другой точки пространства
x0, из которой снимается сигнал.

Для режима развитого (спирального) хаоса (см. рис. 2.8, в, по-
строенный при α = 2,857π) набор неустойчивых периодических орбит
восстановленного хаотического аттрактора колебаний оказывается су-
щественно сложнее. При этом различные неустойчивые периодические
состояния, как видно из представленных на рис. 2.8 гистограмм, посе-
щаются системой более часто и равномерно.

Каждой неустойчивой периодической орбите восстановленного ха-
отического аттрактора соответствует неустойчивое пространственно-
временное состояние исходной распределенной системы. На рис. 2,9 по-
казаны такие неустойчивые периодические пространственно-временные
состояния исходной распределенной системы — колебания плотности
пространственного заряда ρ(x, t) электронного потока, соответству-
ющие неустойчивым орбитам аттракторов, восстановленных по ска-
лярным временным реализациям. Различные неустойчивые простран-
ственно-временные состояния на рис. 2.9 oтличаются периодом T .

Рис. 2.9. Вид неустойчивых периодических пространственно-временны́х состо-
яний различных периодов T распределенной системы в режиме (a) ленточного
хаоса α = 2,862π и (б) развитого (спирального) хаоса α = 2,857π. Периоды T

неустойчивых состояний приведены на рисунках

Определенные методом построения гистограмм времен возврата,
неустойчивые пространственно-временные состояния уточнялись с по-
мощью SD-метода, предложенного P. Schmelcher и F. Diakonos [29],
адаптированного для анализа распределенной системы [30].
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В качестве вектора состояния в данном случае использовался
вектор, составленный из значений плотности пространственного за-
ряда, снимаемых из различных точек пространства взаимодействия:

R(t) = {ρ(x = 0,25, t), ρ(x = 0,5, t), ρ(x = 0,75, t)}T .
Далее в восстановленном фазовом пространстве выбирается неко-

торая произвольная плоскость (в данном случае ρ(x = 0,25, t) = 1,0),
которая рассматривается как плоскость сечения Пуанкаре. Будем обо-
значать состояние системы, соответствующее моменту n-го пересече-
ния фазовой траекторией выбранного сечения Пуанкаре, как Rn (отме-
тим, что данное пересечение происходит в некоторый момент времени
tn). Тогда описание поведения системы можно свести к дискретному
отображению вида

Rn+1 = G(Rn), (2.14)

где G(·) — оператор эволюции. Очевидно, что аналитическое выраже-
ние для оператора G найти невозможно, однако, численно интегрируя
исходную систему гидродинамических уравнений (2.4)–(2.6), возможно
найти последовательность значений {R}n, получающуюся из отобра-
жения (2.14).

SD-метод для нахождения неустойчивых периодических орбит пред-
полагает исследование вспомогательного отображения [29]:

Rn+1 = Rn + μC[G(Rn) − Rn]. (2.15)

В [29] строго показано, что подобное отображение в случае анализа
дискретных систем и систем с малым числом степеней свободы позво-
ляет эффективно стабилизировать неустойчивые периодические орбиты
исходной системы, которые в случае модифицированной системы (2.15)
из седловых становятся устойчивыми по всем направлениям. Примене-
ние SD-метода к анализу распределенной системы также оказывается
эффективным для выделения неустойчивых пространственно-времен-
ных периодических состояний.

В уравнении (2.15) μ = 0,1 — константа метода и C — матрица,
которая была выбрана в виде [29]

C =
(

1 0
0 1

)
. (2.16)

Вспомогательное отображение (2.15) позволяет определить только
неустойчивое периодическое состояние низшего периода T1, которо-
му соответствует единственное прохождение системой за период T1

выбранного сечения Пуанкаре. Для нахождения неустойчивых перио-
дических состояний с периодом Tp более высокого порядка, которые
характеризуются прохождением фазовой траекторией сечения Пуанка-
ре p раз за период Tp, необходимо рассматривать модифицированное
отображение вида

Rn+1 = Rn + μC [Gp(Rn) − Rn] , (2.17)
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где Gp(·) — p раз проитерированное отображение G(·) (т. е. при
численном решении исходной системы гидродинамических уравнений
и восстановлении отображения (2.17) следует рассматривать только
каждое p-е пересечение фазовой траектории плоскости сечения Пуан-
каре, где p — очевидно, целое).

Таким образом, численно итерируя отображение (2.17), при различ-
ных значениях p удается найти неустойчивые периодические простран-
ственно-временные состояния, которые в модифицированное системе,
описываемой отображением (2.17), оказываются устойчивыми. Поэто-
му результатом интегрирования модифицированной системы (которая
представляет собой систему гидродинамических уравнений с учетом
процедуры (2.17)) оказывается периодическое решение, соответствую-
щее неустойчивому периодическому состоянию в исходной системе.

При численном итерировании отображения (2.15) возникает един-
ственная сложность, связанная с тем, что при нахождении состояния
Rn+1 в момент времени tn+1 в соответствии с формулой (2.17) из-
вестны только координаты этого состояния в сечении Пуанкаре, но
не определены соответствующие ему пространственные распределе-

ния плотности пространственного заряда ρ(x, tn+1), скорости v(x, tn+1)
электронного потока и потенциала φ(x, tn+1). Для нахождения дан-
ных пространственных распределений была использована следующая
процедура. Система гидродинамических уравнений, описывающая диод
Пирса, интегрировалась до тех пор, пока некоторое состояние Rs си-
стемы не совпадало с искомым состоянием Rn+1 с некоторой заданной

точностью: ‖Rn+1 − Rs‖ < δ, где величина δ была выбрана равной

δ = 10−3. При выполнении данного условия пространственные распре-
деления, соответствующие состоянию Rs, принимались за простран-
ственные распределения состояния Rn+1 и далее делалась очередная
итерация в соответствии с формулой (2.17).

Сходимость процедуры SD-метода иллюстрирует рис. 2.10, а, на ко-
тором показана зависимость значений плотности пространственного
заряда ρn(x = 0,25) в момент прохождения изображающей точкой
в восстановленном фазовом пространстве плоскости сечения Пуанкаре
от номера n итерации SD-метода при выделении неустойчивого состоя-
ния первого порядка (p = 1). Хорошо видно, что итерационный процесс
SD-метода сходится к определенному значению, соответствующему
неустойчивому периодическому во времени пространственно-временно-
му состоянию системы.

На рис. 2.10, б показаны временные зависимости плотности про-
странственного заряда в фиксированной точке пространства диодного
промежутка x = 0,2, соответствующие неустойчивым периодическим
пространственно-временным состояниям с различными порядками p
(и соответственно периодами T ), выделенные SD-методом.

В качестве количественной характеристики для каждого выделен-
ного неустойчивого периодического состояния полезно рассмотреть со-
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Рис. 2.10. a) Зависимость значений плотности пространственного заряда ρ
в момент прохождения изображающей точкой в псевдофазовом пространстве
сечения Пуанкаре от номера итерации SD-метода при выделении орбиты пер-
вого порядка (p = 1, период T = 4,2). б) Временные реализации плотности
пространственного заряда в фиксированной точке пространства диодного про-
межутка x = 0,2, соответствующие различным неустойчивым периодическим
пространственно-временным состояниям, выделенным с помощью SD-метода:
линия 1 — T = 4,2 (p = 1); 2 — T = 9,1 (p = 2); 3 — T = 16,9 (p = 3); 4 —

T = 18,9 (p = 4). Параметр Пирса α = 2,857π

ответствующую ему величину максимальной ляпуновской экспоненты
Λ. Определение подобной характеристики весьма важно для даль-
нейшего анализа возможности стабилизации неустойчивых простран-
ственно-временных состояний. Рассчитанные значения максимальных
ляпуновских экспонент ΛT для наиболее часто посещаемых неустой-
чивых пространственно-временных периодических состояний исследу-
емой системы для режима развитого (спирального) хаоса (α = 2,857π)
представлены в табл. 2.1.

T a б ли ц а 2.1. Значения максимального

ляпуновского показателя ΛT для периодических
состояний различного периода T в режиме

развитого хаоса (α = 2,857π)

Период Максимальный

неустойчивого ляпуновский

состояния T показатель ΛT

4,347 0,854

8,289 1,194

10,581 0,698

12,501 0,629

14,613 0,337

18,987 0,266

23,115 0,186

39,636 0,094



82 Гл. 2. Хаотические колебания и управление ими в диоде Пирса

2.5. Стабилизация неустойчивых периодических
состояний с помощью непрерывной обратной связи
Простейшей схемой стабилизации выделенных неустойчивых пери-

одических состояний может стать схема, подобная описанной в преды-
дущем разделе, в которой сигнал обратной связи формируется следую-
щим образом (см. формулу (2.12)):

ϕ(x = 1.0, t) = fTfb(t) = K(ρ(xfix, t) − ρ(xfix, t− Tk)) = Kξ(t), (2.18)

где K — как и выше, коэффициент обратной связи, а длительность
задержки обратной связи выбирается равной временному периоду Tk
k-го неустойчивого периодического состояния. Здесь, как и в случае
стабилизации состояния неустойчивого однородного равновесия, в ка-
честве опорной точки, откуда снимается сигнал обратной связи, было
выбрано xOC = 0,2.

Подобная схема весьма эффективна для стабилизации неустойчи-
вого периодического пространственно временного состояния с наи-
меньшим периодом T1. На рис. 2.11 с помощью оттенков серого цвета
показаны распределения плотности пространственного заряда ρ(x, t)
в пространстве и во времени в случае свободных колебаний в системе
и в режиме стабилизации неустойчивого периодического состояния.
Момент включения непрерывной обратной связи обозначен стрелкой
и штриховой линией. На этих диаграммах удобно проследить особен-
ности сложного пространственно-временного поведения исследуемой
системы и перехода системы от режимов хаотических колебаний к пе-
риодическому поведению на основе стабилизируемого периодического
состояния. Хорошо видно, что в течениe 2–3 характерных временных
периодов T1 в хаотической системе устанавливается периодическая ди-
намика, соответствующая неустойчивому периодическому состоянию.

Рис. 2.11. Пространственно-временная динамика диода Пирса в режиме спи-
рального хаоса α = 2,857π (a) и в режиме стабилизации неустойчивого со-
стояния наименьшего периода T = 4,173 (б). Момент включения процедуры
стабилизации неустойчивого состояния на (б) показан стрелкой и штриховой

линией
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Рис. 2.12. Зависимость максимальной неустойчивой ляпуновской экспоненты Λ
(сплошная линия) и среднего значения сигнала в цепи непрерывной обратной
связи 〈ξ〉 (штриховая линия) от коэффициента K непрерывной обратной связи

в режиме спирального хаоса (α = 2,857π)

Особенности влияния на исследуемую хаотическую распределен-
ную систему непрерывной обратной связи вида (2.18) можно проана-
лизировать, рассмотрев зависимости максимальной ляпуновской экспо-
ненты Λ и среднего значения 〈ξ〉 сигнала в цепи непрерывной обратной
связи от коэффициента обратной связи K (см. рис. 2.12). При малых
коэффициентах обратной связи в системе имеют место хаотические
колебания, практически не отличающиеся от колебаний в системе без
обратной связи (см. рис. 2.13, a, на котором представлена временная
реализация колебаний плотности пространственного заряда в сече-
нии пролетного промежутка x = 0,2 в системе без обратной связи).
С ростом величины K наблюдается уменьшение сложности колебаний
в системе (уменьшается величина максимальной ляпуновской экспо-
ненты Λ) и одновременно уменьшается амплитуда и среднее значение
сигнала 〈ξ〉 в цепи обратной связи. В некоторых диапазонах значений
коэффициента K сигнал обратной связи становится равным нулю (се-
рая область C на рис. 2.12), а максимальная ляпуновская экспонента
в этой области Λ < 0. Пространственно-временная динамика систе-
мы в этом случае точно соответствует неустойчивому периодическому
пространственно-временному состоянию. Этот режим управления про-
странственно-временным хаосом иллюстрирует рис. 2.13, б, в, на кото-
ром показаны соответственно колебания плотности пространственного
заряда в стабилизируемой системе и сигнал в цепи обратной связи.
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Рис. 2.13. Временные реализации колебаний ρ(xOC, t) в нестабилизируемой
системе (a), ρs(xOC, t) в стабилизируемой системе в режиме (K = 0,07, d =
= T = 4,173) стабилизации неустойчивого состояния с наименьшим периодом
T = 4,173 (б), сигнал ffb(t) в цепи обратной связи (в), ρp(xOC, t) и ffb(t)
(г и д) в системе в режиме периодических колебаний (Λ < 0), отличном от
режима стабилизации неустойчивой орбиты (K = 0,035, d = T = 4,173), для
режима спирального хаоса α = 2,857π. Штриховой линией отмечен момент

времени включения сигнала непрерывной обратной связи

На зависимости Λ(K) особо отмечены области, в которых ампли-
туда сигнала обратной связи 〈ξ〉 не мала, однако величина Λ < 0.
Эти режимы, обозначенные на рис. 2.12 символом P , соответствуют
периодическим колебаниям системы вблизи неустойчивого состояния
равновесия. С ростом коэффициента обратной связи на базе режи-
ма P в системе происходит удвоение периода колебаний (область
на рис. 2.12 при больших K, обозначенная как P 2). При больши́х
значениях K > 0,15 в системе наблюдаются резкий рост амплитуды
колебаний и, как следствие, отражения частиц в электронном потоке,
так что исходная система гидродинамических уравнений становится
неприменима.

Остановимся еще на одном важном вопросе. Изложенная методи-
ка эффективна и удобна для стабилизации неустойчивых состояний
с невысокими периодами. Однако возможны случаи, когда в системе
необходимо добиться динамики, соответствующей одному из высших
периодических состояний. Стабилизация таких состояний с помощью
непрерывной обратной связи вида (2.18) оказывается невозможной.
Анализ схем управления хаосом с непрерывной обратной связью вида
(2.18) применительно к системам с малым числом степеней свобо-
ды, описываемым обыкновенными дифференциальными уравнениями,
показал, что эффективная стабилизация неустойчивых периодических
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орбит возможна только в том случае, когда максимальная ляпуновская
экспонента λ и период орбиты τ удовлетворяют следующему усло-
вию [7]

λτ � Θ, (2.19)

где Θ — константа, определяемая исследуемой системой. То же самое
оказывается справедливым и для распределенных систем.

Поэтому необходимо модифицировать схему (2.18) управления ха-
осом таким образом, чтобы была возможность стабилизации неустой-
чивых периодических состояний с большими значениями максималь-
ной ляпуновской экспоненты и большими периодами Tk. Рассмотрим
схему стабилизации неустойчивых периодических состояний, которая
является одной из разновидностей методики K. Pyragas [9] управления
хаосом. Суть методики заключается в следующем [31]: сигнал непре-
рывной обратной связи формируется таким образом, что на поведение
системы в момент времени t оказывает влияние состояние системы не
только в момент времени (t− Tk), но и в моменты времени (t −mTk)
с некоторыми весовыми коэффициентами. Таким образом, непрерывная
обратная связь при стабилизации неустойчивых периодических состо-
яний с высшими периодами Tk > T1 применительно к нашей задаче
может быть формально описана следующим выражением

ϕ(x=1,0, t)=fTfb(t)=K
(
(1− r)

M∑
m=1

rm−1(ρ(xOC, t)−ρ(xOC, t−md))
)
,

(2.20)
где K — сигнал обратной связи; d — длительность запаздывания об-
ратной связи, выбираемая равной периоду Tk неустойчивого состояния;
M — достаточно велико (M � 1), а величина r (0 � r < 1) харак-
теризует вклад предыдущих состояний системы в сигнал обратной
связи: малые величины r соответствуют малому вкладу предыдущих
состояний в сигнал обратной связи, большие r — большому весу
предыдущих состояний в сигнале (2.20). Случай r = 0 соответствует
случаю простейшей схемы (2.18) непрерывной обратной связи, которая
рассматривалась выше. C ростом величины r существует возможность
стабилизации тех неустойчивых периодических орбит с большими от-
ношениями ΛTk (2.19), которые невозможно стабилизировать c помо-
щью стандартной схемы (2.18). Так, в работе [7] показано, что в случае
применения схемы управления хаосом с непрерывной обратной связью
вида (2.20) возможна стабилизация неустойчивых периодических со-
стояний, для которых выполняется оценочное соотношение

ΛT � Θ
1 + r

1− r
. (2.21)

Однако следует обратить внимание на следующее необходимое
условие. Применение схемы (2.20) для стабилизации неустойчивых
состояний большого периода, для которых выполняется условие (2.21),
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требует точного определения периода неустойчивой орбиты Tk. При
длительности задержки d непрерывной обратной связи (2.20), даже
незначительно отличающейся от величины Tk, невозможно точно ста-
билизировать неустойчивое периодическое состояние системы, и в цепи
обратной связи наблюдаются периодические колебания ξ(t) c ампли-
тудой, значительно превышающей уровень шумов в системе. Стаби-
лизация неустойчивого состояния оказывается возможной только при
относительной точности определения периода орбиты и, соответствен-
но, длительности запаздывания d в цепи обратной связи ε < 0,01%.

Для уточнения значений периодов Tk неустойчивых периодических
состояний возможно использование следующей методики. При неточ-
ной «настройке» длительности задержки d в цепи обратной связи
на период Tk неустойчивого k-го состояния система характеризует-
ся отрицательной максимальной ляпуновской экспонентой, а в цепи
обратной связи наблюдаются колебания c амплитудой, существенно
превышающей уровень шумов в системе, и с некоторым базовым пе-
риодом Θ 
= Tk, зависящим от параметров K и d обратной связи (см.
рис. 2.13, г, д). В работе [7] была найдена аналитическая оценка связи
между неизвестным периодом Tk неустойчивого состояния, параметра-
ми K и d непрерывной обратной связи и периодом Ω в следующем виде

Ω(K, d) = Tk +
K

K − g
(d− Tk) + O((d− T )2). (2.22)

Здесь g — неизвестный параметр системы, который определяется видом
нелинейной хаотической системы и зависит от вида и способа введения
непрерывной обратной связи. Таким образом в соотношении (2.22) есть
две неизвестныe величины — период Tk неустойчивого периодического
состояния и параметр системы g.

Выберем два набора значений (K1, d1), (K2, d2), где величины d1,2
выбираются близкими к найденным периодам неустойчивых состояний,
определим для них Ω1 и Ω2 и численно решим систему двух нелиней-
ных уравнений (2.22), определив значения g и Tk. Далее в качестве d
возьмем найденное значение Tk и повторим процедуру. Окончательно,
после нескольких таких итераций, определим с необходимой степенью
точности значение периода неустойчивого состояния Tk, которое далее
возможно стабилизировать с помощью схемы (2.20), подбирая соответ-
ствующее значение параметра K обратной связи.

Численный анализ стабилизации неустойчивых периодических со-
стояний с помощью непрерывной обратной связи вида (2.20) показал,
что существует возможность стабилизации орбит с периодом T < 25,0.
Неустойчивые состояния с большим периодом стабилизировать не
удавалось, хотя в системе устанавливались периодические колебания.
Однако форма этих колебаний не была близка к виду неустойчивых пе-
риодических состояний, а сигнал в цепи обратной связи был велик, что
не позволяет говорить о стабилизации хаоса в этом случае. С ростом
периода T стабилизируемой неустойчивой орбиты необходимо было



Заключение 87

Рис. 2.14. Стабилизация неустойчивых периодических состояний высших пе-
риодов с помощью непрерывной обратной связи вида (2.20): a) T = 8,3829
(M = 3, K = 0,03, r = 0,2); б) T = 16,6582 (M = 12, K = 0,012, r = 0,38);
в) T = 23,1286 (M = 20, K = 0,008, r = 0,56). На рисунках представлены
величина сигнала обратной связи ffb как функция времени (сверху) и фазовый
портрет колебаний плотности пространственного заряда ρ(xOC = 0,2, t), вос-
становленный по методу Такенса, δ = 0,5 (снизу). Обратная связь включается

в момент времени t = 50,0

увеличивать параметры M и r для достижения эффекта управления
хаосом. Одновременно с ростом периода неустойчивого состояния рез-
ко уменьшается диапазон коэффициента K обратной связи, в котором
наблюдается стабилизация неустойчивого периодического во времени
состояния.

Стабилизацию неустойчивых периодических состояний высокого
периода иллюстрирует рис. 2.14, на котором представлены характери-
стики системы с обратной связью вида (2.20). Параметры M , r и K
обратной связи, при которых наблюдалась стабилизация неустойчи-
вых состояний, представлены в подписи к рисунку. Точное значение
периодов T неустойчивых состояний определялось по вышеописанной
методике. На рис. 2.14 показаны орбиты с периодами T ≈ 8, T ≈ 16
и T ≈ 23. Последнее состояние характеризуется максимальным пе-
риодом, которое удалось стабилизировать в режиме развитого хаоса
(α = 2,857π) с помощью описанной методики управления хаосом в рас-
пределенной автоколебательной системе.

Заключение
Во главе 2 был рассмотрен ряд эффективных и доступных с точки

зрения практической реализации способов управления хаосом в про-
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странственно-распределенной пучково-плазменной системе на примере
гидродинамической модели диода Пирса. В основу рассмотренных схем
положены идеи управления хаосом в нелинейных системах с малым
числом степеней свободы. Для управления сложной динамикой могут
быть использованы различные схемы с запаздывающей обратной свя-
зью, которые позволяют стабилизировать как неустойчивое состояние
равновесия, так и неустойчивые периодические во времени простран-
ственно-временные состояния, аналогичные неустойчивым периодиче-
ским орбитам хаотического аттрактора динамических систем с малым
числом степеней свободы. В последнем случае рассмотрены два раз-
личных подхода к выделению неустойчивых периодических простран-
ственно-временных состояний пространственно-временного хаоса.
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15. Franceschini G., Bose S., Schöll E. Control of chaotic spatiotemporal
spiking by time-delay autosynchronization // Phys. Rev. E. 1999. V. 60,
№5. P. 5426–5434.

16. Pierce J. R. Limiting currents in electron beam in presence ions // J. Appl.
Phys. 1944. V. 15. P. 721.

17. Анфиногентов В. Г., Трубецков Д.И. Хаотические колебания в гидроди-
намической модели диода Пирса // Радиотехника и электроника. 1992.
T. 37. C. 2251.

18. Храмов А.Е., Ремпен И.С. Влияние обратной связи на сложную дина-
мику в гидродинамической модели диода Пирса // Радиотехника и элек-
троника 2002. T. 47, №6. C. 732–738.

19. Ремпен И.С., Храмов А. Е. Стабилизация неустойчивых периодических
состояний хаотической динамики в диоде Пирса // Изв. РАН. Сер. физ.
2004. T. 68, №12. C. 1789–1793.

20. Hramov A. E., Rempen I. S. Investigation of the complex dynamics and
regime control in Pierce diode with the delay feedback // Intern. J.
Electronics. 2004. V. 91, №1. P. 1–12.

21. Hramov A. E., Koronovskii A.A., Rempen I. S. Controlling chaos in spatially
extended beam-plasma system by the continuous delayed feedback // Chaos.
2006. V. 16, №1. P. 013123.

22. Ремпен И.С., Храмов А. Е. Управление режимами колебаний электрон-
ного потока со сверхкритическим током в диоде Пирса // Изв. РАН. Сер.
физ. 2001. T. 65, №12. C. 1689–1694.

23. Короновский А.А., Ремпен И.С., Храмов А. Е. Исследование неустой-
чивых периодических пространственно-временных состояний в распре-
делeнной автоколебательной системе со cверхкритическим током // Изв.
РАН. Сер. физ. 2003. T. 67, №12. C. 1705–1708.

24. Ремпен И.С., Короновский А.А., Храмов А. Е. Управление хаосом
в электронном пучке со сверхкритическим током в гидродинамической
модели диода Пирса // Письма в ЖТФ. 2003. T. 29, №23. C. 67–74.

25. Benettin G., Galgani L., Giorgilli A., Strelcyn J.-M. Lyapunov characteristic
exponents for smooth dynamical systems and for Hamiltonian systems:
A method for computing all of them. P. I. Theory. P. II. Numerical applica-
tion // Meccanica. 1980. V. 15. P. 9–30.

26. Короновский А.А., Ремпен И.С., Храмов А. Е. Исследование неустой-
чивых периодических пространственно-временных состояний в распре-
деленной автоколебательной системе со сверхкритическим током // Изв.
РАН. Сер. физ. 2003. T. 67, №12.

27. Короновский А.А., Попов П. В., Храмов А.Е. Обобщенная хаотическая
синхронизация в связанных уравнениях Гинзбурга–Ландау // ЖЭТФ.
2006. T. 130, №4(10). C. 748–764.

28. Lathrop D.P., Kostelich E. J. Characterization of an experimental strange
attractor by periodic orbits // Phys. Rev. A. 1989. V. 40, №7. P. 4028–4031.



90 Гл. 2. Хаотические колебания и управление ими в диоде Пирса

29. Pingel D., Schmelcher P., Diakonos F.K. Detecting unstable periodic orbits
in chaotic continuous-time dynamical systems // Phys. Rev. E. 2001. V. 64,
№2. P. 026214.

30. Hramov A. E., Koronovskii A. A. Detecting unstable periodic spatio-
temporal states of spatial extended chaotic systems // Europhys. Lett. 2007.
V. 80. P. 10001.

31. Socolar J. E. S., Sukow D.W., Gauthier D. J. Stabilizing unstable periodic
orbits in fast dynamical systems // Phys. Rev. E. 1994. V. 50, №4.
P. 3245–3248.



Гл а в а 3

НИЗКОВОЛЬТНЫЙ ВИРКАТОР:

ТЕОРИЯ И ЭКСПЕРИМЕНТ

Е.Н.Егоров, Ю.А.Калинин, А.А.Короновский,
Д.И. Трубецков, Р.А.Филатов, А. Е.Храмов

На первый взгляд кажется, что проблемы, связанные
с пространственным зарядом, не должны отличаться
сложностью, поскольку взаимодействие электронов опре-
деляется хорошо известными электродинамическими...
законами... Аналогичное представление существовало
и при первоначальном подходе «к изучению плазмы... По-
ведение плазменного состояния диктуется очень простыми
законами... Таким образом, мы имеем дело с классиче-
ской физикой электронов..., которая, к нашему удивле-
нию, оказывается более сложной, чем квантовая физика,
из-за нелинейных эффектов и нестабильностей различных
типов...» (Вайскопф В. // УФН. 1970. Т. 101. С. 736).
Сложность свойств плазмы сродни сложности свойств
плотных электронных образований... .

Вайнштейн Л.А., Солнцев В.А. Лекции по
сверхвысокочастотной электронике для физи-
ков. М.: Сов. радио, 1973. С. 11.

Маломощные хаотические широкополосные колебания в пуч-
ках заряженных частиц с виртуальным катодом. Влияние
распределения электронов по скоростям на хаотические ко-
лебания в электронном потоке в режиме образования вир-
туального катода. Влияние положительных ионов на ко-
лебательные процессы в электронном пучке с виртуальным
катодом. Низковольтный виркатор — генератор хаотиче-
ских радиоимпульсов. Лабораторный макет низковольтного
виркатора и результаты его исследования.

В настоящее время достигнуты определенные успехи в теоретиче-
ских (в основном, в рамках численного моделирования) и экспери-



92 Гл. 3. Низковольтный виркатор: теория и эксперимент

ментальных исследованиях физических процессов и нестационарной
динамики в пучках заряженных частиц с виртуальным катодом [1, 2].
Одним из интересных и важных результатов данных исследований
стал вывод о том, что при определенных условиях интенсивные пучки
заряженных частиц с виртуальным катодом могут быть источниками
широкополосных хаотических колебаний в сантиметровом и миллимет-
ровом диапазонax длин волн [3–7].

Значительный интерес к источникам хаотических сигналов обу-
словлен широким их применением в системах радиолокации и радио-
противодействия, информационно-телекоммуникационных устройствах
на основе хаотических сигналов, в системах промышленного примене-
ния и медицины (см., например, [8–10]). Весьма важным с практиче-
ской точки зрения представляется создание источников широкополос-
ных хаотических сигналов на основе интенсивных нерелятивистских
электронных пучков в режимах с формированием виртуального като-
да. Такие системы, учитывая использование в них нерелятивистских
пучков заряженных частиц, получили название низковольтных вир-
каторов [11].

В данной главе приводятся результаты теоретических и экспери-
ментальных исследований новых перспективных источников широкопо-
лосных хаотических сигналов СВЧ диапазона на основе интенсивных
нерелятивистских электронных пучков с виртуальным катодом, форми-
руемым в тормозящем поле (низковольтных виркаторов).

3.1. Маломощные хаотические широкополосные
колебания в пучках заряженных частиц

с виртуальным катодом

Как уже обсуждалось в первой главе монографии (см. так-
же [12, 13]), для формирования в пучке заряженных частиц коле-
блющегося виртуального катода необходимо использование сильноточ-
ных релятивистских электронных пучков с токами, превышающими
предельный вакуумный (сверхкритический) ток [14]. Однако суще-
ствует возможность уменьшения необходимого для формирования
нестационарного виртуального катода тока пучка, которая заключается
в использовании систем с дополнительным торможением электро-
нов [6], в которых нестационарный виртуальный катод формируется
при сравнительно малых токах пучка и при превышении некоторого
критического значения тормозящего электроны поля. В этом случае
для формирования колеблющегося виртуального катода используется
дополнительное торможение потока за счет подачи отрицательного
потенциала на сетки, расположенные в пространстве взаимодействия,
или коллектор.

Маломощный генератор широкополосных хаотических колебаний
на основе нерелятивистского электронного пучка с виртуальным ка-
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Рис. 3.1. Схема (а) и внешний вид (б) экспериментальной установки по иссле-
дованию хаотических колебаний в пучке с виртуальным катодом в системе со
сверхкритическим первеансом. Здесь 1 — термокатод с напряжением накала
Vn; 2 — сетка пушки с напряжением Vg; 3 — второй анод пушки; 4 —
формируемый сходящийся электронный пучок; 5 — входная сетка диодного
промежутка; 6 — выходная сетка, на которую подается тормозящий потенциал;

7 — ОСЗС; 8 — вывод энергии; 9 — коллектор

тодом (нерелятивистский виркатор) представляет собой электроваку-
умный прибор (см. рис. 3.1,а), состоящий из электронно-оптической
системы (ЭОС) 1–3, формирующей сплошной аксиально-цилиндриче-
ский пучок 4, пространства с виртуальным катодом, образованного
сетками 5 и 6, широкополосного вывода СВЧ мощности 7 (отрезка ши-
рокополосной электродинамической системы — спирали, нагруженной
с одной стороны на поглотитель, а с другой — на вывод энергии 8),
коллектора 9. Виртуальный катод создается путем торможения пучка
подачей отрицательного относительно входной (первой) сетки 5 потен-
циала Vторм на выходную (вторую) сетку 6.

В представленных здесь экспериментах источником электронов слу-
жил термокатод, который работал в режиме ограничения тока про-
странственным зарядом. ЭОС формировала аксиально-симметричный
сходящийся цилиндрический электронный пучок, который сопровож-
дается продольным магнитным полем, формируемым соленоидом, в ко-
торый помещалось пространство дрейфа. Величина сопровождающего
магнитного поля менялась в пределах от 0 до 250 Гс. Ускоряющее
напряжение электронного пучка в экспериментах составляло 1,5 кВ.
Ток пучка на выходе ЭОС менялся в пределах 50–100 мА в зависи-
мости от напряжения накала катода и от ускоряющего напряжения.
Скоростной разброс электронов на выходе ЭОС был весьма малым
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(не превышал в относительных единицах величины 0,2%), так что
электронный пучок можно считать моноскоростным.

После ЭОС электронный пучок попадает в сеточный зазор (ди-
одный промежуток). Потенциал первой сетки V0 равен потенци-
алу анода VA (ускоряющее напряжение), потенциал второй сетки
Vторм = V0 − ΔVторм изменяется от значений Vторм/V0 = 1 (ΔVторм = 0,

отсутствие торможения, классический диод Пирса) до Vторм/V0 = 0

(ΔVторм = V0, полное торможение электронного потока). Величина

ΔVторм имеет смысл разности потенциалов между сетками, создающей
тормозящее поле в диодном промежутке.

Увеличение тормозящего потенциала второй сетки можно рассмат-
ривать как увеличение первеанса электронного пучка в диодном про-
межутке:

p =
I

V
3/2

, (3.1)

где V = (V0 + Vторм)/2 — эффективный потенциал.
При увеличении тормозящей разности потенциалов ΔVторм между

сетками диодного промежутка при некотором критическом первеансе
p = pкр в системе наблюдалось возникновение виртуального катода,
колебания которого во времени и пространстве модулировали элек-
тронный пучок, причем часть электронов отражалaсь от виртуального
катода обратно к входной сетке. В результате в системе со сверхкри-
тическим первеансом возникали хаотические колебания виртуального
катода, вид и мощность которых существенно зависит от разности
потенциалов ΔVторм между сетками диодного промежутка.

Все результаты, представленные в данном разделе, были получены
на разборной вакуумной установке при непрерывной откачке (при ми-

нимальном давлении остаточных газов 10−6–10−7 Тор). Внешний вид
установки представлен на рис. 3.1, б.

Колебания в исследуемой системе определяются наличием вирту-
ального катода в междусеточном пространстве с тормозящим полем.
Как показали экспериментальные исследования, изменяя тормозящий
потенциал (т. е. первеанс электронного пучка в диодном промежутке),
получаем возможность управлять как амплитудой широкополосных
хаотических колебаний, так и шириной полосы частот (от узкополос-
ных, близких к одночастотным колебаниям до хаотических колебаний
с шириной полосы более октавы). При малом торможении колебания
виртуального катода близки к регулярным, и спектр генерируемого
излучения является дискретным. С дальнейшим увеличением тормо-
жения электронов в системе возникают широкополосные хаотические
колебания. При значительном торможении пучка генерация снова ис-
чезает.

На рис. 3.2,a показана зависимость нормированной интегральной
мощности PΣ колебаний от разности потенциалов ΔVторм/V0. Нор-
мировка мощности на рис. 3.2, a осуществлялась на максимальную
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Рис. 3.2. Зависимость нормированной интегральной мощности PΣ взаимодей-
ствия и токопрохождения K через диод от нормированной разности потенци-
алов ΔVторм/V0 между сетками для моноскоростного пучка; б) области харак-
терных режимов генерации системы на виртуальном катоде с моноскоростным
пучком при изменении тормозящего потенциала: S — область отсутствия
генерации СВЧ излучения; P — область регулярных колебаний виртуального
катода; C — область хаотической широкополосной генерации системы. Серым
показана область формирования нестационарного виртуального катода (зона

генерации в исследуемом электронно-волновом генераторе)

величину генерируемой интегральной мощности. Из рисунка можно
видеть, что при малом торможении интегральная мощность PΣ коле-
баний в пучке с виртуальным катодом мала. С увеличением ΔVторм/V0
мощность растет и при некотором оптимальном тормозящем потен-
циале достигает максимального значения. Далее интегральная мощ-
ность генерируемых колебаний снова уменьшается. На рис. 3.2, a также
показана величина K токопрохождения через диодный промежуток,
которая определяется как отношение усредненной во времени вели-
чины выходящего через вторую сетку тока 〈Iout〉 (здесь 〈·〉 означает
усреднение во времени) к величине тока пучка I0, формируемого элек-
тронной пушкой: K = 〈Iout〉/I0. Из рисунка следует, что с увеличением
тормозящего потенциала (в отличие от интегральной мощности PΣ

колебаний величина токопрохождения K монотонно уменьшается). Это
означает, что с ростом тормозящей разности потенциалов ΔVторм число
электронов, отражающихся от виртуального катода обратно ко входной
сетке, увеличивается. При некоторой достаточно большой разности
потенциалов ΔVторм между сетками наблюдается практически полное
отражение электронов от виртуального катода, и величина токопрохож-
дения становится близкой к нулю: K ≈ 0. В этом режиме виртуальный
катод в электронном пучке становится стационарным и генерация
прекращается (интегральная мощность равна нулю).
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На рис. 3.2, б представлены области характерных режимов генера-
ции системы на виртуальном катоде с моноскоростным пучком при
изменении (увеличении) тормозящего потенциала. Серым показана
область формирования нестационарного виртуального катода, т. е. об-
ласть генерации СВЧ излучения. На диаграмме отмечены области зна-
чений тормозящего потенциала, в которых имеет место отсутствие ко-
лебаний в пучке с виртуальным катодом (область S), область регуляр-
ных колебаний виртуального катода (область P ) и область хаотической
широкополосной генерации (область C). Видно, что в системе имеет
место последовательный переход от стационарного состояния потока
к хаотическим колебаниям через область периодической динамики.
При этом с ростом тормозящего потенциала сложность хаотических
колебаний увеличивается (расширяются полосы генерируемых частот
и уменьшается изрезанность спектра мощности).

Последнее иллюстрирует рис. 3.3, на котором показаны спектры
мощности СВЧ колебаний, экспериментально полученные для раз-
личных тормозящих потенциалов. Из рисунка видно, что с ростом
торможения имеет место постепенное усложнение спектра мощности
генерации. При последовательном увеличении тормозящего потенциа-
ла, в системе сменяются различные режимы: сначала возникают одно-
частотные колебания, характеризующиеся достаточно узким спектром
(рис. 3.3, а). Далее, по мере увеличения параметра, колебания стано-
вятся многочастотными, спектр колебаний усложняется, оставаясь, од-
нако при малых торможениях дискретным (рис. 3.3, б, в). Частота коле-
баний виртуального катода при этом увеличивается. При дальнейшем
увеличении торможения (увеличивая ΔVторм/V0) при некоторых зна-
чениях потенциала второй сетки колебания становятся хаотическими,

Рис. 3.3. Экспериментальные спектры мощности колебаний виртуального ка-
тода для различных тормозящих потенциалов: a) ΔVторм/V0 = 0,2; б) 0,24;

в) 0,28; г) 0,5
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а спектр, соответственно, сплошным в достаточно широком диапазоне
частот (рис. 3.3, г).

В связи с подобным усложнением спектрального состава колебаний
пучка с виртуальным катодом при увеличении торможения электронов
(что определяет увеличение первеанса электронного потока в диодном
промежутке) важно количественно проанализировать спектральные ха-
рактеристики генерации низковольтной системы с виртуальным като-
дом. На рис. 3.4 представлены зависимости нормированной ширины
полосы Δf/f генерации системы, измеренные по спектрам мощно-
сти колебаний, снимаемых отрезком спирали в области виртуального
катода, для различных величин ведущего магнитного поля. Также
для удобства рассмотрения на рис. 3.4 нанесена зависимость характер-
ной (наиболее интенсивной в спектре мощности) частоты генерации
в системе от величины тормозящей разности потенциалов ΔVторм/V0.
Ширина полосы частот Δf определялась по уровню 3 дБ в спектре
мощности колебаний.

Из рис. 3.4 следует, что с ростом тормозящей разности потенциалов
ΔVторм/V0 (с ростом первеанса p пучка) наблюдается монотонное уве-
личение характерной частоты генерации системы на виртуальном ка-
тоде. В работах [15, 16] было теоретически показано, что характерная
частота колебаний виртуального катода пропорциональна плазменной
частоте электронного потока: fBK ∼ fp. На рис. 3.4 представлена также
теоретическая зависимость плазменной (редуцированной) частоты fp
электронного потока от разности потенциалов между сетками диодного
промежутка:

fp =

√
23/2πη1/2

ε0

pV

r2
, (3.2)

где p — первеанс и r — радиус электронного пучка; V = (V0 +
+ ΔVторм)/2, η — удельный заряд электронов; ε0 — диэлектрическая
постоянная. Из сравнения зависимостей для характерной частоты ге-
нерации видно, что частота колебаний виртуального катода связана
с плазменной частотой соотношением

fBK = kfp, (3.3)

где k ≈ 0,5 — коэффициент пропорциональности. При этом, как сле-
дует из соотношения (3.2), зависимость частоты fBK от тормозящего

потенциала может быть представлена зависимостью fBK ∼
√
V .

Нормированная ширина полосы Δf/f генерации в пучке с вир-
туальным катодом также увеличивается с ростом тормозящей разно-
сти потенциалов в диодном промежутке. Однако вид зависимостей
Δf/f(Vторм) при больших значениях фокусирующего магнитного поля

(B = 220 Гс) и отсутствии магнитного поля (B = 0) различен. В первом
случае имеет место монотонное расширение полосы частот генерации
с увеличением тормозящего потенциала ΔVторм. В случае отсутствия

4 Нестационарные и хаотические процессы
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Рис. 3.4. Зависимость характерной частоты и ширины полосы хаотических
колебаний в пучке с виртуальным катодом от разности потенциалов ΔVторм/V0

между сетками. Также на рисунке показана теоретическая зависимость (3.2)
плазменной частоты fp электронного пучка в междусеточном пространстве

внешнего ведущего магнитного поля наблюдается резкое скачкообраз-
ное расширение ширины полосы частот генерации при ΔVторм/V0 ≈ 0,5.
С дальнейшим увеличением тормозящего потенциала второй сетки ди-
одного промежутка (с дальнейшим увеличением первеанса электронно-
го пучка), как следует из рис. 3.4, происходит монотонное расширение
полосы частот Δf/f .

Таким образом, можно говорить о двух характерных режимах ра-
боты рассматриваемого электронно-волнового генератора на виртуаль-
ном катоде: режиме узкополосных близких к регулярным колебаний,
который реализуется при малых превышениях первеансом пучка кри-
тического значения (малом торможении пучка в диодном промежутке)
и режиме развитой хаотической генерации с широкополосным спек-
тром (последний реализуется при больших первеансах электронного
потока, т. е. при значительном торможении потока).

Рассмотрим особенности физических процессов в пучке с вирту-
альным катодом. Важной экспериментальной характеристикой, которая
позволяет проанализировать состояние электронного пучка в области
виртуального катода и которая допускает экспериментальное измере-
ние, является распределение электронов, прошедших через область
виртуального катода на второй сетке, по скоростям.

На рис. 3.5 приведены спектры скоростей электронов после второй
сетки для различных значений ΔVторм/V0, снятых с помощью ВЧ-зон-
да [17], размещенного на выходе пролетного промежутка. Видно, что
развитие колебаний виртуального катода с увеличением торможения
электронного потока в диодном промежутке приводит к существен-
ным изменениям в спектрах скоростей. Наиболее важным эффектом
здесь является расширение спектра Δv/v0 скоростей и увеличение
изрезанности кривой распределения электронов по скоростям с уве-
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Рис. 3.5. Pаспределения электронов по скоростям на выходе из второй сетки
для различных значений тормозящего потенциала ΔVторм/V0

личением торможения пучка, а, следовательно, усложнением хаотиче-
ских колебаний в пучке с виртуальным катодом. Такая трансформация
спектра скоростей электронов с увеличением первеанса пучка может
быть связана с процессами формирования нескольких электронных
структур (сгустков) в области виртуального катода [5, 18]. Так, при
малом торможении, когда колебания в системе близки к регулярным,
спектр скоростей электронов близок к δ-функции. Это означает, что
в системе формируется единственная электронная структура — вирту-
альный катод. С увеличением торможения распределение электронов
по скоростям становится весьма сложным (многогорбым), что является
косвенным свидетельством сложной перегруппировки электронов и,
следовательно, формирования электронных структур (сгустков) в об-
ласти виртуального катода.

Рассмотрим теперь результаты численного моделирования нелиней-
ных нестационарных процессов в простой модели пучка с виртуаль-
ным катодом в тормозящем поле, обсудим и сопоставим теоретические
и экспериментальные результаты исследования колебаний виртуально-
го катода в рассматриваемой схеме низковольтного виркатора.

Моделирование нелинейных нестационарных процессов в пучке
заряженных частиц с виртуальным катодом проводилось в рамках
одномерной модели пролетного промежутка с тормозящим полем и ис-
пользованием метода крупных частиц [19, 20]. Очевидно, что предпо-
ложение об одномерности движения электронного потока выполняется
не во всех режимах рассматриваемого экспериментального электронно-

4*



100 Гл. 3. Низковольтный виркатор: теория и эксперимент

волнового генератора с виртуальным катодом. Однако можно предпо-
ложить, что основные физические механизмы формирования виртуаль-
ного катода в диодном промежутке с торможением окажутся выяв-
ленными с помощью такого простого моделирования. Более строгий
анализ физических процессов в пучке с виртуальным катодом с учетом
двумерных эффектов движения электронного потока будeт представлен
в следующей главе.

Кратко рассмотрим схему численного моделирования. В плоской
геометрии электронный поток представляется в виде совокупности
крупных частиц (заряженных листов), инжектируемых через равные
промежутки времени с постоянной скоростью в пространство взаимо-
действия. Перейдем от размерных величин потенциала ϕ и напряжен-
ности E поля пространственного заряда, плотности ρ и скорости v
электронов, пространственной координаты x и времени t, к безразмер-
ным переменным, которые определяются следующими соотношениями

ϕ =
(
v20
η

)
ϕ′, E =

(
v20
Lη

)
E′, ρ = ρ0ρ

′,

v = v0v
′, x = Lx′, t =

(
L

v0

)
t′,

(3.4)

где штрихом обозначены безразмерные величины (далее штрихи над
ними будем опускать), η — удельный заряд электрона, v0 и ρ0 — ста-
тические (невозмущенные) скорость и плотность электронного потока,
L — длина пролетного промежутка.

Для каждого заряженного листа (крупной частицы) решаются нере-
лятивистские уравнения движения, которые в безразмерных перемен-
ных записываются в виде:

d2xi
dt2

= −E(xi), (3.5)

где xi — координата i-го заряженного листа; E(xi) — напряженность
поля пространственного заряда в точке с координатой xi.

Для вычисления напряженности и потенциала поля пространствен-
ного заряда, а также плотности заряда вводится равномерная простран-
ственная сетка с шагом Δx. Потенциал поля пространственного заряда
в квазистатическом приближении определяется уравнением Пуассона,
которое в одномерном приближении имеет вид:

∂2ϕ

∂x2
= α2ρ(x). (3.6)

Здесь α = ωpL/v0 — параметр Пирса, зависящий от тока пучка, как

α ∝ √
I . Напряженность поля E пространственного заряда определя-

лась численным дифференцированием полученных значений потенциа-

ла: E(x) = −∂ϕ(x)

∂x
.
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Уравнение Пуассона (3.6) должно быть дополнено следующими
граничными условиями:

ϕ(x = 0) = ϕ0, ϕ(x = 1) = ϕ0 − Δϕ, (3.7)

где ϕ0 — величина ускоряющего потенциала (в нашей нормировке
ϕ0 = 1), Δϕ — величина тормозящей разности потенциалов между
сетками. Здесь и далее в главе обозначение потенциала диодного
промежутка греческой буквой ϕ будет относится к безразмерным ве-
личинам, применяемым в численной модели, а обозначение потенциала
латинской буквой V будет относится к экспериментальным данным.

Для вычисления плотности пространственного заряда использо-
валась процедура линейного взвешивания частиц (листов) на про-
странственной сетке (метод «частиц в ячейке»), снижающая сеточный
шум [20].

Для моделирования вывода мощности низковольтного виркатора от-
резок спиральной замедляющей системы (OCЗC), используемый в ка-
честве съемника энергии СВЧ колебаний, следуя [21, 22] представлял-
ся в виде эквивалентной длинной линии, состоящей из последователь-
но соединенных индуктивностей L и шунтирующих емкостей C [23].
Если считать, что электронный пучок движется параллельно длинной
линии в непосредственной близости от нее, так что все силовые линии,
соответствующие отдельным частям заряда q(x) пучка, заканчивают-
ся на длинной линии и начинаются при одном и том же значении
продольной координаты x, то заряд пучка q(x) может рассматривать-
ся как индуцированный в длинной линии. Тогда ОСЗС описывается
телеграфными уравнениями, дополненными слагаемым, описывающим
возбуждение электромагнитных волн пучком:

∂I

∂t
= − 1

L

∂U

∂x
,

∂U

∂t
= − 1

C

∂I

∂x
+

1

C

∂q

∂t
. (3.8)

Обратным влиянием возбуждаемого поля ОСЗС на динамику заряда
пренебрегаем, т. е. рассматриваем приближение заданного тока. По-
следнее предположение справедливо, если электронный поток не нахо-
дится в синхронизме с бегущей электромагнитной волной в длинной
линии. Телеграфные уравнения (3.8) решались численно в предположе-
нии согласования линии передачи на левом x = 0 и правом x = l концах
ОСЗС. Распределение величины заряда пучка q(t,x), возбуждающего
электромагнитные волны в линии передачи, бралось из решения задачи
методом частиц.

Колебания в пучке с виртуальным катодом далеки от гармониче-
ских, поэтому выходная мощность системы определяется следующим
выражением

P =
1

TK

T∫

0

U 2(t,x = l) dt, (3.9)



102 Гл. 3. Низковольтный виркатор: теория и эксперимент

где интеграл означает усреднение во времени мгновенной мощности
Pm(t) = U 2(t, l)/K на правом конце (выходе) линии передачи, l —
длина линии передачи, K — сопротивление связи.

На рис. 3.6 показано примерное разбиение плоскости параметров
«параметр Пирса α — тормозящая разность потенциалов между сет-
ками Δϕ» на характерные режимы колебаний электронного потока
в диодном промежутке. В области T на рис. 3.6 реализуется режим
полного прохождения электронного потока через пролетный проме-
жуток, при этом в электронном потоке не формируется виртуальный
катод и колебания в пучке отсутствуют. Линия 1 на карте режимов
определяется формулой для границы апериодической бурсиановской
неустойчивости [24]

αкр(Δϕ) =

√
2

3
(1 +

√
1− 2Δϕ )3/2 (3.10)

и соответствует критическим значениям управляющих параметров (па-
раметр Пирса α и разности потенциалов Δϕ), при которых в системе
возникает неустойчивость и в пучке формируется нестационарный ко-
леблющийся в пространстве и во времени виртуальный катод. При от-
сутствии торможения Δϕ = 0 критическое значение параметра Пирса,
при котором в системе формируется нестационарный виртуальный ка-
тод, равно αкр = 4/3 [13] (критическое значение αкр отмечено стрелкой
на оси абсцисс на рис. 3.6). С увеличением тормозящей разности по-
тенциалов Δϕ граница области в пространстве параметров, в которой
возникает нестационарный виртуальный катод, смещается в сторону
меньших значений параметра Пирса α. Последнее позволяет путем
увеличения тормозящего потенциала на второй сетке диода получить
генерацию СВЧ колебаний с помощью виртуального катода при токах
пучка, меньших по сравнению со случаем системы без торможения.

Линия 2 на карте режимов (см. рис. 3.6) соответствует значениям
управляющих параметров, при которых в системе происходит подавле-
ние колебаний, и в пучке возникает стационарный виртуальный катод
с полным отражением всех электронов, инжектируемых в диодный
промежуток. Данный режим, обозначенный символом S, возникает при
большом торможении и может быть описан аналитически в рамках
стационарной теории электронного потока со сверхкритическим током
(см., например, [25]).

В областях, отмеченных символами P и C на рис. 3.6, наблюда-
ются различные характерные режимы колебаний в электронном пучке
с виртуальным катодом. Из анализа карты режимов можно сделать
вывод, что с ростом тормозящего потенциала в системе наблюдается
последовательная смена колебательных режимов в пучке с виртуаль-
ным катодом. Области P — это режимы регулярных колебаний вирту-
ального катода, которые возникают, во-первых, при малых тормозящих
потенциалах второй сетки (т. е. при малых превышениях первеансом
p критического значения pкр, при котором в системе возникает вирту-
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Рис. 3.6. Разбиение плоскости параметров «параметр Пирса — тормозящая
разность потенциалов» на характерные режимы поведения электронного по-
тока в диодном промежутке с торможением. Здесь C — режим хаотических
колебаний в пучке с виртуальным катодом, P — периодические колебания
виртуального катода, S — стационарный виртуальный катод и T — полное про-
хождение электронного потока через диодный промежуток. Стрелкой показано
значение параметра αкр = 4/3, при котором в системе в отсутствиe торможения
формируется нестационарный виртуальный катод. Кривые 1 и 2 соответствуют
критическим значениям параметра Пирса αкр(Δϕ), зависящих от тормозящего
потенциала, при которых в системе формируется нестационарный колеблющий-

ся виртуальный катод

альный катод), и во-вторых, при значительном торможении электронов
(вблизи линии 2 на карте режимов, рис. 3.6, соответствующей переходу
системы к состоянию со стационарным виртуальным катодом).

С увеличением торможения при Δϕ ≈ 0,5 система от регулярных
колебаний переходит к режиму хаотической генерации, отмеченному
на рис. 3.6 символом C. Подобная картина хорошо согласуется с выше-
описанными данными экспериментального исследования. Так, с увели-
чением тормозящей разности потенциалов ΔVторм второй сетки в экспе-
риментальном макете низковольтного виркатора вначале возбуждаются
близкие к регулярным колебания, которые далее с увеличением тор-
можения усложняются. При больших величинах ΔVторм наблюдается
широкополосная хаотическая генерация. Качественно похожая картина
наблюдается и в рассмотренном численном моделировании. Однако
имеют место и существенные количественные отличия результатов
простой одномерной теории от результатов экспериментального иссле-
дования, на которых остановимся подробнее.

На рис. 3.7 (штриховая линия 2) показана рассчитанная в рам-
ках нелинейной нестационарной теории зависимость мощности вы-
ходного электромагнитного поля от величины тормозящего потенци-
ала ΔVторм/V0 [23]. Сравнение экспериментальной и теоретической
зависимостей показывает их хорошее качественное и количествен-
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Рис. 3.7. Зависимость мощности генерации электромагнитных колебаний, сни-
маемых с выхода ОСЗС, от тормозящего потенциала ΔVторм/V0 (сплошная ли-
ния 1 — эксперимент; штриховая линия 2 — численный расчет по нелинейной

нестационарной теории, формула (3.9))

ное соответствие при больших величинах тормозящего потенциала
ΔVторм/V0 > 0,4. При таких значениях тормозящего потенциала исполь-
зуемая нестационарная одномерная теория оказывается справедливой,
т. е. динамика пучка при больши́х величинах тормозящего потенциала
и фокусирующего магнитного поля близка к одномерной.

Однако при малых величинах тормозящего потенциала ΔVторм/V0
ситуация изменяется. Экспериментальная зависимость на рис. 3.7 по-
казывает, что в области ΔVторм/V0 < 0,4 мощность генерации плавно
уменьшается, обращаясь в ноль при торможении ΔVторм/V0 ≈ 0,18.
Таким образом, колебания в пучке с виртуальным катодом с ростом
торможения возникают мягко, область генерации соответствует тор-
мозящим потенциалам ΔVторм/V0 ∈ [0,18; 0,72]. В численном модели-
ровании наблюдается резкий срыв генерации при ΔVторм/V0 ≈ 0,38,
что не согласуется с экспериментальными данными. Соответственно
численно определяемая область генерации низковольтного виркатора
уменьшается.

Проведенный анализ позволяет предположить, что причиной несо-
ответствия теории и эксперимента при малых тормозящих потенциалах
является отсутствие учета двумерного движения электронов в про-
странстве взаимодействия. В этом случае при малых тормозящих по-
тенциалах в области виртуального катода динамика пучка оказывается
принципиально двумерной, наблюдается значительное токооседание на
замедляющую систему, и предложенная одномерная модель оказыва-
ется неприменимой [6]. Рассмотрению двумерных эффектов динамики
виртуального катода в пространстве дрейфа с тормозящим полем по-
священа отдельная следующая глава.



3.1. Маломощные хаотические широкополосные колебания 105

Рис. 3.8. Распределения электронов по скоростям: a) на выходе из второй
сетки (прошедшие через виртуальный катод электроны); б) отраженныe от
виртуального катода электроны (на выходе первой сетки) при параметре Пирса
α = 0,9 для значений тормозящих разностей потенциалов Δϕ = 0,37 и 0,47

Отметим, что результаты численного моделирования хорошо под-
тверждают высказанное выше предположение о том, что хаотизация
колебаний виртуального катода определяется процессами формирова-
ния нескольких электронных структур (сгустков) в пучке с виртуаль-
ным катодом. В частности, наличие сложной внутренней динамики
и процессов образования и взаимодействия нескольких электронных
структур подтверждают функции распределения f(v) заряженных ча-
стиц по скоростям для регулярного режима колебаний, представлен-
ные на рис. 3.8. Распределения электронов по скоростям построены на
выходе из второй сетки (прошедшие через виртуальный катод элек-
троны (пролетный ток)) и на выходе первой сетки (отраженные от
виртуального катода электроны (обратный ток)). Из рис. 3.8, a видно,
что функция распределения электронов по скорости на выходе второй
сетке в режиме регулярных колебаний имеет единственный максимум.
Последнее хорошо совпадает с видом экспериментально полученного
распределения скоростей электронов на выходе второй сетки при ма-
лом тормозящем потенциале на ней, которому соответствует близкая
к одночастотной генерация, (ср. с рис. 3.5, случай ΔVторм/V0 = 0,1).
Распределение также имеет вид кривой с одним максимумом. Вид
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функции распределения электронов, отраженных от виртуального ка-
тода, к плоскости инжекции (к первой сетке) более сложен: в дан-
ном случае на графике функции распределения четко выделяются три
основных пика, что позволяет предположить наличие трех основных
электронных структур в системе.

В данном разделе рассмотрены основные аспекты динамики низ-
ковольтного электронного потока с виртуальным катодом в тормозя-
щем поле. В следующих разделах рассмотрено влияние ряда факторов
(в первую очередь, разброса электронов по скоростям и остаточных
газов) на генерацию широкополосных хаотических сигналов в низ-
ковольтном виркаторе, а также приведены результаты исследования
созданного лабораторного макета низковольтного виркатора.

3.2. Влияние распределения электронов по скоростям
на хаотические колебания в электронном потоке

в режиме образования виртуального катода
При исследовании колебаний в пучках заряженных частиц с вир-

туальным катодом, формируемым в тормозящем поле, нами рассмат-
ривались моноскоростные пучки заряженных частиц. Можно ожидать,
что использование многоскоростного пучка, формируемого электрон-
ной пушкой, может сильно повлиять на характеристики хаотической
генерации виртуального катода. Поэтому в данном разделе oбсудим ре-
зультаты экспериментального и теоретического исследования влияния
разброса электронов по скоростям на характеристики широкополосной
хаотической генерации в пучке с виртуальным катодом [25].

Схема исследуемой системы оставалась неизменной (см. рис. 3.1).
Многоскоростной пучок формировался электронно-оптической систе-
мой (ЭОС) с термокатодом за счет изменения параметров электронной
пушки. Рассмотрим более подробно структуру пучка, формируемого
пушкой с термокатодом, в плоскости влета пучка в пространство взаи-
модействия (исследуемая плоскость отмечена на рис. рис. 3.1, a симво-
лом z0). Спектры скоростей измерялись с помощью метода подвижных
диаграмм и энергоанализатора с тормозящим полем [17, 27]. Мини-
мальный разброс электронов по продольным скоростям (Δv/v0 ≈ 0,2%)
имеет место в режиме ограничения тока пространственным зарядом
(напряжение накала катода Vn = 6,3 В) и потенциалом на сетке, рав-
ным естественному. Данный режим работы ЭОС является типичным,
и электронные пушки обычно работают в таком режиме. Выход из
данного режима работы ЭОС приводит к расширению распределений
электронов по скоростям и углам (формированию многоскоростных
пучков). На рис. 3.9 показано изменение разброса продольных ско-
ростей от величин потенциала сетки (в режиме ограничения тока
пространственным зарядом, Vn = 6,3 В), от напряжения накала катода
(при потенциале на сетке равном естественному) и при учете обоих
факторов (при изменении напряжения накала и потенциале сетки в 1,6
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Рис. 3.9. Зависимость разброса Δv/v0 продольных скоростей электронов от
величин: 1 — потенциала сетки (в режиме ограничения тока пространственным
зарядом, Vn =6,3 В); 2 — напряжения накала катода (при потенциале на сетке,
равном естественному); 3 — при введении обоих факторов (при изменении
напряжения накала и потенциале сетки в 1,6 раз больше естественного, Vg =

=1,6Vge)

раз больше естественного Vg = 1,6Vge). Измерения были выполнены
для точки поперечного сечения пучка r = 0,5rb. Отсюда следует, что
изменяя напряжение накала катода и потенциал сетки пушки от-
носительно естественного возможно управлять разбросом электронов
по скоростям в пределах 0,05–2,5 % и, следовательно, исследовать
влияние начального разброса скоростей пучка Δv/v0 на генерацию
в системе с виртуальным катодом.

Рассмотрим влияние разброса электронов по скоростям для режима
хаотической генерации в системе в режиме образования виртуального
катода, выбрав значение отражающего потенциала ΔVторм/V0 = 0,5.
При данном значении потенциала, как обсуждалось в предыдущем
разделе, наблюдается широкополосная хаотическая генерация, а инте-
гральная мощность выходного излучения близка к максимальной.

На рис. 3.10, a показанa зависимость ширины полосы генерируемых
частот Δf/f и изрезанности спектра мощности N колебаний в пучке
с виртуальным катодом от потенциала сетки (в режиме ограничения
тока пространственным зарядом, Vn = 6,3 В), от напряжения накала
катода (при потенциале на сетке равном естественному Vg = Vge) и при
учете обоих факторов (при изменении напряжения накала и потенциа-
ле сетки в 1,6 раз больше естественного Vg = 1, 6Vge). Ширина полосы
генерации и величина изрезанности спектра являются параметрами,
характеризующими сложность колебаний в системе. Чем шире полоса
частот и меньше изрезанность спектра, тем колебания в системе более
«хаотичны» и близки к шумоподобным.

Из рис. 3.10, a видно, что ширина полосы Δf/f максимально при
учете обоих факторов (кривая 3) и возрастает по сравнению со случаем
моноскоростного пучка в 1,6 раз. В свою очередь, изрезанность спек-
тра в оптимальном с точки зрения получения сложных хаотических
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Рис. 3.10. a) Зависимость ширины полосы Δf/f генерируемых частот и из-
резанности спектра мощности N колебаний в пучке с виртуальным катодом
от: 1 — потенциала сетки (в режиме ограничения тока пространственным
зарядом, Vn = 6,3 В); 2 — от напряжения накала катода (при потенциале на
сетке, равном естественному) и 3 — при учете обoих факторов (при измене-
нии напряжения накала и потенциале сетки в 1,6 раз больше естественного
Vg = 1,6Vge). б) Зависимость логарифма средней интенсивности S шума в пуч-
ке от напряжения накала для: 1 — колебаний виртуального катода в диапазоне
частот 1–10 ГГц; 2 — дробового шума [28]. в) Зависимость ширины полосы
Δf/f генерации от тормозящего потенциала для случаев: 1 — моноскоростного

электронного потока и 2 — многоскоростного пучка с Δv/v0 ≈ 1,1

колебаний со сплошным спектром режиме уменьшается до 4 дБ при
накале катода Vn = 20 В и потенциале сетки Vg = 1,6Vge.

Отметим, что усложнение колебаний в пучке с виртуальным като-
дом с увеличением скоростного разброса определяется динамической
природой колебаний в электронном потоке (динамическим хаосом),
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а не шумами в электронном потоке. Так, измерения показали, что
уровень средней интенсивности шума на выходе второй сетки пролет-
ного промежутка на 60–70 дБ выше средней интенсивности дробового

шума, составляющей величину S0 = 10−19 А2/Гц. В качестве примера
на рис. 3.10, б показана зависимость средней интенсивности шума S
в пучке от напряжения накала Vn катода для системы с торможением
ΔVторм/V0 = 0,5 и для дробового шума (по данным работы [28]).
Хорошо видно, что интенсивность шумоподобных колебаний в пучке
с виртуальным катодом существенно превосходит интенсивность дро-
бового шума, при этом максимум интенсивности дробового шума при-
ходится на напряжение накала Vn = 12 В, а максимум интенсивности
шумоподобных колебаний на Vn = 18 В.

Важным управляющим параметром исследуемого электронно-вол-
нового генератора является величина отражающего потенциала, с ро-
стом которого, как отмечалось выше, наблюдается усложнение ха-
рактеристик генерации. На рис. 3.10, в показана зависимость полосы
широкополосных хаотических колебаний от тормозящего потенциала
для случаев моноскоростного электронного потока и многоскоростного
пучка с Δv/v0 ≈ 1,1% (Vn = 12 В и Vg/Vge = 1,6). В многоскорост-
ном пучке генерация начинается при меньших значениях тормозящего
потенциала ΔVторм/V0 ≈ 0,05 и быстро при ΔVторм/V0 ≈ 0,2 достигает
октавы. Далее с ростом торможения полоса генерации расширяется
значительно быстрее по сравнению со случаем односкоростного пучка
и достигает значения 2,5–3 октавы (для сравнения — в случае моноско-
ростного пучка возможно достичь ширины полосы генерации не более
одной октавы [6]).

Рассмотрим результаты численного моделирования влияния ско-
ростного разброса на характеристики хаотической генерации системы
с виртуальным катодом. Используемая математическая модель соответ-
ствовала модели, описанной в предыдущем разделе. Для моделирова-
ния инжекции электронного пучка с начальным разбросом продоль-
ных скоростей использовалась модификация методики, представленной
в монографиях [19, 20], для воспроизведения начальных распределений
частиц в плазменных системах.

В качестве начальных распределений электронов по скоростям,
которые задавались при инжекции пучка в диодный промежуток, ис-
пользовались экспериментально измеренные функции распределения
f(v). В качестве задаваемого распределения строилась функция f(v),
представляющая собой усредненное распределение по всем точкам r/rb
поперечного сечения пучка, в которых проводились измерения.

Для инжекции частиц со скоростями, распределенными по f(v),
строилась интегральная функция распределения

F (v) =

v∫

0

f(v′) dv′
/ vmax∫

0

f(v′) dv′, (3.11)
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где F (v = 0) = 0 и F (v = vmax) = 1, vmax — некоторая максимальная
скорость инжектируемых электронов и

dF (v)
dv

= f(v)

[ vmax∫

0

f(v′) dv′
]−1

. (3.12)

Если теперь функцию F (vs) приравнять некоторому распределению
чисел Rs (Rs ∈ (0, 1)), то распределение vs, как несложно видеть,
будет соответствовать f(v). Тогда, выбирая набор чисел Rs (в нашем
моделировании рассматривался набор из 30 чисел (s = 0, ... , 29), рас-
пределенных от 0 до 1) и численно малыми шагами интегрируя (3.10),
задаем скорости vs инжектируемых частиц, определяемые равенством
F (vs) = Rs.

Используя подобную методику, возможно задать любое эксперимен-
тальное распределение электронов по скоростям на входе в простран-
ство взаимодействия (плоскость z0 на рис. 3.1, a).

Зафиксируем значения параметра Пирса α = 0,9 и тормозящего по-
тенциала второй сетки Δϕ = 0,46, при которых в случае моноскорост-
ного пучка в системе возникает хаотическая генерация и рассмотрим
результаты численного моделирования динамики виртуального катода
в многоскоростном потоке.

На рис. 3.11, a–в показаны численно рассчитанные спектры мощно-
сти P (f) тока пучка в области виртуального катода (в точке x = 0,4
пространства диодного промежутка с торможением) при α = 0,9,
Δϕ = 0,46 и различных начальных разбросах Δv/v0 электронов по
скоростям. Из представленных данных следует, что численное моде-
лирование подтверждает результаты экспериментальных исследований:
с ростом начального разброса электронов по скоростям наблюдается
существенное усложнение колебаний в пучке с виртуальным катодом:
наблюдается рост шумового пьедестала в спектре мощности (спектр
мощности зашумляется), уменьшается изрезанность N и растет полоса
частот хаотического сигнала.

Подобное поведение также иллюстрирует рис. 3.12, a, на котором
представлены зависимости средней интенсивности шума S в пучке,
нормированной изрезанности спектра N (нормировка осуществлялась
на величину изрезанности спектра при нулевом скоростном разбросе
Δv = 0 электронов пучка) и ширины полосы генерации Δf/f от вели-
чины начального разброса Δv/v0 электронов инжектируемого пучка.

Из рисунков 3.11,a и 3.12, a следует, что при малых скоростных
разбросах Δv/v0 < 0,01 в численном моделировании не наблюдается
существенного качественного изменения поведения системы. Однако
в диапазоне начальных скоростных разбросов Δv/v0 ∼ 0,01–0,03 имеет
место расширение полосы частот генерируемых хаотических сигналов,
увеличение спектральной плотности шума lg S и уменьшение изре-
занности спектра мощности в рабочей полосе частот. Однако при
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Рис. 3.11. Спектры мощности колебаний тока пучка в области виртуально-
го катода (x = 0,4) в диодном промежутке с торможением при параметре
Пирса α = 0,9 и различных начальных разбросах электронов по скоростям:
a) Δv/v0 = 0,5%, Δϕ = 0,46; б) Δv/v0 = 3%, Δϕ = 0,46; в) Δv/v0 = 5%,

Δϕ = 0,46; д) Δv/v0 = 3%, Δϕ = 0,6

больших скоростных разбросах Δv/v0 > 0,04 характеристики практи-
чески перестают меняться, насыщаясь на некотором уровне. Подобная
динамика системы при увеличении скоростного разброса электронов
наблюдалается и при других значениях параметра Пирса и тормозяще-
го потенциала второй сетки.

Увеличение тормозящего потенциала второй сетки при некотором
фиксированном скоростном разбросе также приводит к усложнению ди-
намики системы. Это хорошо видно при сравнении спектров мощности,
представленных на рис. 3.11, б и рис. 3.11, г, которые построены при
одинаковом скоростном разбросе Δv/v0 = 0,03 и разных тормозящих
потенциалах, соответственно, Δϕ = 0,46 и 0,6. Из рисунков следует,
что с ростом торможения в системе наблюдается зашумление спектра
мощности, когда на фоне основных спектральных компонент и их
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Рис. 3.12. Зависимости средней интенсивности шума S в пучке, нормированной
изрезанности спектра N и ширины полосы генерации Δf/f от величины (a)
начального разброса Δv/v0 электронов по скоростям (α = 0,9, Δϕ = 0,46);

б) тормозящего потенциала Δϕ (α = 0,9, Δv/v0 = 0,03)

гармоник наблюдается быстрый рост шумового пьедестала, который
поглощает некоторые выделенные гармоники в спектре генерации.

Интегральные характеристики спектров мощности колебаний
в этом случае представлены на рис. 3.12, б, на котором они показаны
в зависимости от тормозящего потенциала второй сетки. Область
изменения потенциала была выбрана из условия наблюдения хаоти-
ческих колебаний в пучке с виртуальным катодом при используемом
параметре Пирса α = 0,9. Приведенные данные свидетельствуют об
усложнении спектральных характеристик широкополосной генерации
в пучке с виртуальным катодом с ростом тормозящего потенциала
при наличии начального скоростного разброса инжектируемого элект-
ронного потока.
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3.3. Влияние положительных ионов на колебательные
процессы в электронном пучке с виртуальным

катодом. Низковольтный виркатор —
генератор хаотических радиоимпульсов

Важной задачей исследования колебательных явлений в пучке
с виртуальным катодом является учeт влияния положительных ионов
на колебания пространственного заряда в потоке электронов с вир-
туальным катодом. Наличие положительных ионов в пучке (которые
возникают благодаря ионизации остаточных газов [6]), с одной сто-
роны, компенсирует пространственный заряд, тем самым препятствуя
образованию виртуального катода [13], а с другой — возбуждает
дополнительные колебания ионов (релаксационные, плазменные, ра-
диальные) [29], что приводит к уменьшению изрезанности в спек-
тре мощности широкополосных хаотических колебаний виртуального
катода [6]. Также известно [30], что при инжектировании реляти-
вистского электронного пучка со сверхкритическим током в рабочую
камеру виркатора, заполненную газом низкого давления, сначала в ней
формируется виртуальный катод, в области которого происходит ин-
тенсивная ионизация газа (скорость электронов мала, а их концентра-
ция в области виртуального катода сильно превосходит концентрацию
в плоскости инжекции). За счет ионизации и появления положитель-
ного заряда ионов происходит зарядовая нейтрализация виртуального
катода, в результате чего он смещается по направлению движения
пролетных электронов к выходной стенке трубы дрейфа. При достиже-
нии виртуального катода выходной сетки СВЧ генерация в виркаторе
прекращается.

Схема исследуемой низковольтной системы с виртуальным катодом
отличается от рассмотренной выше (см. рис. 3.1) тем, что камера при-
бора заполнена газом конечного давления. Моделирование нелинейных
нестационарных процессов в пучке заряженных частиц с виртуаль-
ным катодом проводилось в рамках одномерной модели пролетного
промежутка с тормозящим полем с использованием методa крупных
частиц (подробнее схема численного моделирования описана в [31])
с учетом ионизации нейтрального газа в рабочей камере электронным
потоком. Положительные ионы вводились путeм расчета коэффициента
ионизации ε, который определяется, как количество ионов, образуемых
одним электроном в газе на пути в 1 см при давлении в p0 = 1 мм рт. ст.
и температуре 20 ◦C, и зависит от энергии ионизирующего электрона
и рода газа [32]. Известно, что максимум зависимости приходится на
малые энергии, порядка 100 эВ, поэтому роль ионизации остаточного
газа в пучке с виртуальным катодом очень велика, так как именно
в подобной системе наблюдается очень большое число заряженных
частиц с малой энергией (электронов, затормозившихся в области
виртуального катода). При численном моделировании использовались
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значения коэффициента ионизации, соответствующие зависимости для
водорода, т. е. полагалось, что пространство взаимодействия низко-
вольтного виркатора заполнено однородным по составу газом.

Исследуем с помощью предложенной модели влияние ионизации
остаточных газов и динамики положительных ионов на физические
процессы в пучке с виртуальным катодом. На рис. 3.13 приведены
пространственно-временная диаграмма электронного потока, инжек-
тируемого в пространство взаимодействия, заполненное остаточным
газом (рис. 3.13, a). Давление остаточного газа в рабочей камере,
при котором строился рисунок, равно p = 5 · 10−5 мм рт. ст. Каждая
линия на рис. 3.13, a соответствует траектории движения отдельной
заряженной частицы в координатах (x, t). На рис. 3.13, б, в показано
распределение плотности пространственного заряда электронов пучка
(рис. 3.13, б) и положительных ионов (рис. 3.13, в). На рисунках от-
тенком серого цвета показана величина плотности пространственного
заряда, более темные области отвечают большим величинам плотности
пространственного заряда. Рисунок иллюстрирует процесс образования
виртуального катода в пространстве дрейфа, который характеризует-
ся сгущением траекторий электронов на пространственно-временной
диаграмме и, как следствие, резким увеличением плотности простран-
ственного заряда электронного пучка. С образованием виртуального
катода начинается активная ионизация остаточного газа в области
виртуального катода, где скорости электронов близки к нулю (это
хорошо видно на рис. 3.13, в). Далее, по мере компенсации простран-
ственного заряда ионами, плотность которых в области виртуального
катода увеличивается (рис. 3.13, а, в), происходит смещение виртуаль-
ного катода, как целого, ко второй сетке, заканчивающееся выходом
его из пространства взаимодействия, а следовательно, прекращением
СВЧ генерации в системе. Возможна ситуация, когда виртуальный
катод не вытесняется из пространства взаимодействия. В этом случае
колебания виртуального катода, как целого, затухают и он становится
стационарным, что также приводит к срыву генерации в системе.

После прекращения колебаний виртуального катода в системе ио-
ны под действием внешнего поля начинают дрейфовать к выходной
сетке системы, вследствие этого снижается величина положительного
пространственного заряда в пространстве взаимодействия и создаются
условия для повторного возникновения нестационарного виртуального
катода и возобновления генерации. Затем процесс вытеснения вирту-
ального катода за счет генерации ионов и компенсации пространствен-
ного заряда пучка повторяется, после чего снова происходит дрейф
ионов к отрицательной сетке, понижение плотности ионов в простран-
стве взаимодействия, появление виртуального катода и т. д.

В результате этих процессов выходной сигнал виркатора, снимае-
мый с конца ОСЗС, в режиме сильного влияния ионизации остаточных
газов представляет собой последовательность хаотических радиоим-
пульсов с примерно равными интервалами между ними.
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Рис. 3.13. Пространственно-временная диаграмма электронного потока (а),
распределение плотности пространственного заряда электронов (б) и ионов (в)

На рис. 3.14 на одном графике приведена зависимость выходного
сигнала низковольтного виркатора U(t) (кривая 1) и суммарной плот-
ности заряда ионов ρis(t) в пространстве взаимодействия (кривая 2)
при значении тормозящей разности потенциалов Δϕ = 0,45 и давлении

остаточных газов p = 9 · 10−6.
Из рис. 3.14 хорошо видно, что на зависимости выходного сигна-

ла наблюдаются временные интервалы, когда в системе имеет место
генерация СВЧ сигнала со значительной амплитудой, они соответству-
ют моментам возникновения в системе виртуального катода, в эти
моменты плотность ионного фона резко возрастает. А также интер-
валы времени, когда генерация практически подавляется, — моменты
времени, когда в системе исчезает виртуальный катод и происходит
медленный дрейф ионов из пространства взаимодействия, суммарная
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Рис. 3.14. Выходной сигнал низковольтного виркатора U(t) (линия 1) и зави-
симость суммарной плотности положительного заряда ρis(t) (линия 2), постро-
енные при значении тормозящей разности потенциалов Δϕ = 0,45 и давлении

остаточных газов p = 1,5 · 10−6

плотность ионного фона падает и при достижении некоторого порогово-
го значения (отмечено пунктирной линией) происходит возобновление
генерации.

Подавление колебаний в пучке с виртуальным катодом в присут-
ствии положительных ионов в пролетном промежутке можно связать
с величиной критического параметра Пирса αкр, при котором формиру-
ется нестационарный колеблющийся виртуальный катод (см. рис. 3.6,
кривые 1 и 2) [34]. Изменение плотности положительного простран-
ственного заряда можно рассматривать как изменение эффективного
параметра Пирса αeff(τ) = α

√
1− ρi(τ) , который определяет колеба-

ния виртуального катода в присутствии ионов. Увеличение плотности
ионов приводит к увеличению эффективного параметра αeff . Колеб-
лющийся виртуальный катод в процессе ионизации наблюдается до
тех пор, пока эффективное значение параметра Пирса αeff превышает
соответствующее критическое значение αкр(Δϕ), которое зависит от
величины тормозящего потенциала (Δϕ), как показано на рис. 3.6.
Другими словами, условие α

√
1− ρi = αкр(Δϕ) определяет макси-

мальную плотность ионов ρi,max в области виртуального катода, при
которой колебания виртуального катода еще наблюдаются:

ρi � ρi,max =
{
1− [α/αкр(Δϕ)

]2}
. (3.13)

Длительность существования (время жизни) τBК виртуального катода
соответствует времени, в течение которого электронный пучок благода-
ря ионизации газа создает ионный фон плотностью ρi,max. Тогда время
жизни виртуального катода можно оценить, используя уравнение для
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изменения плотности ионов от времени:

dρi
dt

= 2εmax
p

p0
v0, (3.14)

где учтено, что коэффициент ионизации ε максимален в области вир-
туального катода, где энергия электронов мала, множитель 2 отражает
тот факт, что ионизацию газа обеспечивают как электроны, движущи-
еся к виртуальному катоду, так и электроны, отраженные от него.

С использованием уравнений (3.13) и (3.14) легко получить выра-
жение для времени жизни виртуального катода:

τBК  (α− αкр(Δϕ)
)2 p0

2αεmax
p v0. (3.15)

Данное выражение показывает, что время жизни виртуального катода
максимально, когда разность α − αкр(Δϕ) достигает максимального
значения, что имеет место при тормозящей разности потенциалов
Δϕ  0,5 (см. рис. 3.6).

Таким образом, увеличение величины положительного простран-
ственного заряда в области виртуального катода, которое имеет место
при ионизации остаточных газов, соответствует уменьшению эффек-
тивного параметра Пирса и переходу системы в предгенерационный
режим с полным прохождением электронного потока (переход через
линию «1» рис. 3.6) либо с образованием стационарного виртуального
катода (переход через линию «2» рис. 3.6), а последующий дрейф ионов
из пространства взаимодействия и, следовательно, снижение поло-
жительной плотности заряда эквивалентен увеличению эффективного
параметра Пирса и возобновлению генерации.

Таким образом, зная карту режимов колебаний в диодном проме-
жутке с тормозящим полем без ионного фона (рис. 3.6), можно эффек-
тивно управлять характеристиками выходного сигнала низковольтного
виркатора в режиме сильного влияния ионизации остаточных газов (ге-
нерации хаотических радиоимпульсов). Следует отметить, что теорети-
чески обнаруженные эффекты были далее подтверждены эксперимен-
тально на разборном вакуумном макете низковольтного виркатора [33].

В работе [31] была показана возможность управления временем
жизни нестационарного виртуального катода в пространстве взаимо-
действия, то есть длительностью импульса, с помощью изменения
параметров системы (тормозящего потенциала и давления остаточных
газов). Длительность промежутка между импульсами будет опреде-
ляться скоростью дрейфа положительных ионов, пропорциональной
тормозящему полю в диодном промежутке. Подобный режим работы
низковольтного виркатора может быть использован для создания на
его основе генератора хаотических радиоимпульсов для систем пе-
редачи информации с помощью хаотических сигналов [8]. При этом
существует возможность широкой перестройки длины и скважности
хаотических радиоимпульсов.
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3.4. Лабораторный макет низковольтного виркатора
и результаты его исследования

Экспериментальные результаты, описанные в предыдущем разделе,
были получены на разборной вакуумной установке при непрерывной
откачке. На основе данных экспериментальных и теоретических ре-
зультатов был разработан лабораторный макет низковольтного виркато-
ра как прототип управляемого источника широкополосных (с шириной
полосы частот более октавы) хаотических колебаний сантиметрового
диапазона длин волн.

Конструкция низковольтного виркатора в целом содержит все те
же конструктивные элементы, что и разборный вакуумный макет (см.
рис. 3.1). Отличие заключается в том, что из конструкции исключена
вторая сетка 6, а тормозящий потенциал Vторм подается непосред-
ственно на коллектор. Внешний вид лабораторного макета низковольт-
ного виркатора показан на рис. 3.15. Все исследования проводились
при следующих параметрах макета: ускоряющее напряжение менялось
в диапазоне 0,6–2,0 кВ, ток составлял величину I = 150 мА; система
работала в импульсном режиме при скважности Q = 100 и длине им-
пульса t = 50 мкс; сопротивление связи ОСЗС составляло K ≈ 120 Ом,
замедление n ≈ 10; измерения проводились как без внешнего фоку-
сирующего электроны магнитного поля, так и при наличии внешнего
магнитного поля, которое создавалось магнитными кольцами, надевае-
мыми на лампу.

Рассмотрим основные результаты исследования генерации широко-
полосных хаотических сигналов, полученные с помощью лабораторного
макета низковольтного виркатора. В целом полученные результаты
находятся в хорошем соответствии с результатами, представленными
в первом разделе главы и полученными на разборной вакуумной уста-
новке. Однако есть и ряд различий, обусловленных особенностями
экспериментального макета.

Рис. 3.15. Внешний вид лабораторного макета низковольтного виркатора
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В режиме без внешнего фокусирующего электроны магнитного
поля зависимость интегральной ВЧ мощности от параметра тормо-
жения Vторм/V0 имеет вид кривой с одним максимумом вблизи ве-
личины Vторм/V0 = 0,1. Соответствующая зависимость показана на
рис. 3.16 сплошной линией. При небольших тормозящих потенциалах
(Vторм/V0 ≈ 0,4–0,55) в системе возникают колебания на длинноволно-
вом конце СВЧ диапазона в пределах 100–300 МГц. Соответствующиe
спектры генерируемых сигналов, снятые с помощью СВЧ спектроана-
лизатора ESA-L Agilent Technologies E4408B, показаны на рис. 3.17.

При уменьшении тормозящего потенциала Vторм наблюдается рас-
ширение спектра генерации в сторону высоких частот (см. рис. 3.16,
штриховая линия), одновременно растeт интегральная мощность ко-
лебаний (рис. 3.16, сплошная линия). Оптимальные значения шири-
ны полосы и мощности достигаются при Vторм/V0 = 0,08: интеграль-
ная мощность шумоподобных колебаний составляет величину порядка
3,2 Вт, а ширина полосы колебаний достигает 2,5 ГГц (соответствую-
щий спектр мощности колебаний показан на рис. 3.17, б). При дальней-
шем увеличении торможения полоса генерируемых частот и мощность
генерации уменьшаются, а спектр колебаний становится дискретным
(рис. 3.17, в).

Также в режиме без внешнего магнитного поля исследовались за-
висимости выходной мощности и ширины полосы генерации от уско-
ряющего потенциала V0, которые показаны на рис. 3.18. Показано, что
по мере увеличения ускоряющего потенциала колебания, так же как
и в предыдущем случае, возникают вначале на длинноволновой части
спектра. При дальнейшем изменении величины ускоряющего потенциа-
ла в системе могут реализовываться различные колебательные режимы

Рис. 3.16. Экспериментальная зависимость выходной мощности низковольтного
виркатора (сплошная кривая) и ширины полосы генерации (пунктирная линия)

от величины Vторм/V0



120 Гл. 3. Низковольтный виркатор: теория и эксперимент

Рис. 3.17. Спектры колебаний на выходе низковольтного виркатора в зависи-
мости от нормированного тормозящего напряжения Vторм/V0: а) Vторм/V0 = 0,5;
б) Vторм/V0 = 0,12; в) Vторм/V0 = 0,06; величина ускоряющего потенциала

V0 = 1780 В

Рис. 3.18. Зависимости интегральной мощности генерации (сплошная линия)
и полосы генерируемых частот (штриховая линия) от ускоряющего напря-

жения V0

от близких к регулярным до хаотических. При этом максимальная
выходная мощность соответствует хаотическому режиму генерации
и составляет величину порядка 3,5 Вт, a ширина полосы генерируемых
частот имеет величину порядка 2 ГГц. Соответствующие зависимости
мощности и ширины полосы генерации представлены на рис. 3.18, спек-
тры колебаний для данного случая приведены на рис. 3.19. Следует от-
метить, что в режимах без фокусировки электронов пучка магнитным
полем наблюдались режимы генерации с сильно изрезанным спектром
мощности, когда перепады мощности спектральных компонент в рабо-
чей полосе частот превышали 10–20 дБ. Введение внешнего магнитно-
го поля улучшало данную характеристику низковольтного виркатора.

Для исследования зависимости характеристик генерации низко-
вольтного виркатора от магнитного поля в прибор была введена систе-
ма внешней магнитной фокусировки пучка с помощью постоянных маг-
нитов — магнитная периодическая фокусирующая система (МПФС).
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Рис. 3.19. Спектры колебаний на выходе низковольтного виркатора в зависи-
мости от ускоряющего напряжения V0: а) V0 = 1500 В; б) V0 = 1850 В

Система допускала изменение числа используемых кольцевых магни-
тов. В проведенных экспериментах число магнитных колец менялось
от 1 до 4. Существовала возможность изменять величину магнитного
поля в области виртуального катода в пределах от 0 до 700 Гс. Вначале
были исследованы характеристики генерации низковольтного виркато-
ра при одном кольцевом магните, который был расположен в области
виртуального катода. В результате экспериментального исследования
было показано, что при увеличении максимальной индукции магнит-
ного поля от 0 до 700 Гс полоса генерируемых частот расширяется
с 0,3 ГГц до 3 ГГц (рис. 3.20, а), т. е. введение неоднородного маг-
нитного поля в области виртуального катода приводит к увеличению
диапазона генерируемых низковольтным виркатором частот. Подробно
физическиe механизмы подобного расширения полосы генерируемых
частот во внешнем магнитном поле рассмотрены в главе 4.

В эксперименте с лабораторным макетом также исследовались зави-
симости мощности и ширины полосы хаотической генерации от числа
N постоянных магнитов МПФС (рис. 3.20, б). При увеличении числа
колец от 1 до 4 мощность выходных колебаний постепенно возрастает
до 600 мВт. В то же время ширина полосы частот спектра колебаний
расширяется, он становится практически сплошным в полосе частот

Рис. 3.20. а) Зависимость ширины полосы частот генерации от величины внеш-
него фокусирующего магнитного поля; б) Зависимость выходной интегральной
мощности (сплошная линия) и ширины полосы частот генерации (штриховая
линия) от числа N колец МПФС. Штрих-пунктирной линией показана оп-
тимальная величина внешнего магнитного поля для характеристик выходного

излучения низковольтного виркатора
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Рис. 3.21. Cпектры колебаний на выходе низковольтного виркатора в зависи-
мости от количества колец магнитной периодической фокусирующей системы:

а) 2 кольца; б) 4 кольца

шириной до 3 ГГц (рис. 3.21). Спектр на рис. 3.21, а соответствуют
случаю двух колец в системе МПФС, рис. 3.21, б — четырeм. При
этом оптимальная величина магнитного поля, при котором наблюдается
максимальная мощность и ширина полосы генерации, снижается с 600
до 300 Гс (см. рис. 3.20, б, штрихпунктирная линия).

Заключение
Представленные в данной главе экспериментальные и теоретиче-

ские результаты показывают, что различные устройства с нереляти-
вистскими низковольтными электронными потоками в режимах фор-
мирования виртуального катода могут служить эффективными, легко
управляемыми источниками широкополосных хаотических колебаний
в сантиметровом и миллиметровом диапазонax длин волн.

К достоинствам рассмотренных здесь генераторов хаотических сиг-
налов СВЧ диапазона (низковольтных виркаторов) следует отнести
следующие. (1) Простота конструкции данного класса приборов и воз-
можность работы без фокусирующего магнитного поля, а следователь-
но, возможность отказаться в конструкции прибора от фокусирующей
электроны системы. (2) Простота управления спектральными характе-
ристиками генерации путем изменения тормозящего потенциала, при
этом существует возможность получения как одночастотных колебаний
при малом торможении, так и хаотических сигналов, сложность кото-
рых, оцениваемая по ширине полосы и изрезанности спектра, с увели-
чением торможения возрастает. (3) В режимах хаотической генерации
при оптимальной настройке тормозящего потенциала и скоростного
разброса электронного пучка существует возможность получать хао-
тические сигналы с шириной полосы более 1,5–2 октавы и изрезан-
ностью спектра менее 5 дБ. (4) Существуют возможности повышения
выходной мощности широкополосного СВЧ излучения низковольтного
виркатора путем увеличения тока пучка за счет использования магне-
тронно-инжекторной электронной пушки или многолучевых систем.

Следует отметить, что в данной главе были затронуты не все важ-
ные аспекты исследования генерации сигналов СВЧ диапазона в нере-
лятивистских потоках заряженных частиц с виртуальным катодом.
Часть этих вопросов, в частности, вопросы учета двумерных эффектов
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динамики заряженных частиц в области виртуального катода, будут
затронуты в следующих двух главах. Из нерассмотренных в данной
монографии вопросов, тем не менее представляющих значительный
интерес, следует отметить, во-первых, задачу о миниатюаризации низ-
ковольтного виркатора, т. е. создание миниатюрного источника широ-
кополосного хаотического сигнала с малыми ускоряющими напряже-
ниями, и во-вторых, задачу о повышении частоты генерации системы
на виртуальном катоде. Одним из путей решения последней задачи
представляется повышение плотности тока электронных пучков, что
возможно достичь, используя катоды с полевой эмиссией. Другой не
менее перспективный путь — использовать добротные резонаторы, на-
строенные на высшие гармоники частот виртуального катода (виркатор
на n-й гармонике).
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ВЛИЯНИЕ ДВУМЕРНЫХ ЭФФЕКТОВ

ДИНАМИКИ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

НА КОЛЕБАНИЯ В ЭЛЕКТРОННЫХ ПОТОКАХ

С ВИРТУАЛЬНЫМ КАТОДОМ

Е.Н. Егоров, С. А.Куркин, А. Е.Храмов

Моделирование в двух и трех пространственных измере-
ниях гораздо более реалистично, чем в одном измерении.

Бэдсел Ч., Ленгдон A. Физика плазмы и чис-
ленное моделирование. М.: Энергатомиздат,
1989. С. 295.

Формирование и нелинейная динамика виртуального катода
в случае нерелятивистских энергий электронного потока.
Влияние внешнего магнитного поля на физические процес-
сы в слаборелятивистском электронном потоке с вирту-
альным катодом. Хаотическая динамика релятивистского
электронного пучка с виртуальным катодом при изменении
величины внешнего магнитного поля.

4.1. Вводные замечания
В предыдущей главе была рассмотрена простейшая одномерная

модель системы с виртуальным катодом (низковольтного виркатора).
Такую модель можно считать достаточно грубым приближением к ре-
альной виркаторной системе, которая тем не менее даeт удовлетво-
рительное качественное описание работы низковольтного виркатора,
однако есть ряд существенных расхождений теоретических и экспе-
риментальных данных. Основным моментом, отличающим результаты
численных исследований одномерной модели от экспериментальных
данных, является характер зависимости мощности генерируемых коле-
баний от тормозящего потенциала в системе. Одномерная модель, как
показали исследования, не может предсказать мягкого возбуждения ко-
лебаний в системе при увеличении тормозящего потенциала ΔVторм/V0
от минимального значения. Одномерная модель демонстрирует жeсткое
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возникновение генерации в системе при значениях параметра тормо-
жения ΔVторм/V0, значительно больших по величине, чем наблюдается
в физическом эксперименте.

Возможной причиной такого несоответствия является то, что одно-
мерная модель принципиально не может учитывать поперечные движе-
ния электронного потока, которые неизбежно возникают при движе-
нии электронов в тормозящем поле. Понятно, что наличие ненулевых
поперечных скоростей электронов в потоке должно влиять на энерге-
тические соотношения в системе (как в случае релятивистских, так
и нерелятивистских систем).

В данной главе рассмотрены физические процессы, происходящие
в системах с виртуальным катодом, для нерелятивистского, слаборе-
лятивистского и ультрарелятивистского электронных пучков с учетом
двумерных эффектов динамики заряженных частиц в области вирту-
ального катода.

4.2. Формирование и нелинейная динамика
виртуального катода в случае нерелятивистских

энергий электронного потока

4.2.1. Исследуемая модель. Рассматриваемая в данном разделе
модель является классической моделью для изучения динамики пучка
заряженных частиц с виртуальным катодом, а также часто использу-
ется для рассмотрения различных типов неустойчивостей в пучково-
плазменных системах [1, 2]. В качестве пространства дрейфа электрон-
ного потока используется замкнутый отрезок цилиндрического волно-
вода длинной L и радиусом R, закрытый с торцов сеточными электро-
дами (см. рис. 4.1). Аксиально-симметричный моноскоростной на входе
сплошной электронный пучок 2 со скоростью v0, током I и радиусом
Rb инжектируется в пространство взаимодействия 4 через левую (вход-

Рис. 4.1. Схема исследуемой системы, цифрами обозначены соответственно:
1 — электронная пушка; 2 — нерелятивистский электронный пучок; 3 —
входной электрод; 4 — цилиндр, ограничивающий пространство дрейфа в по-

перечном направлении; 5 — выходной электрод
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ную) сетку 3 и выводится через правую (выходную) 5, а также может
оседать на боковой стенке пространства взаимодействия. Вдоль оси си-
стемы прикладывается внешнее однородное фокусирующее магнитное
поле с индукцией B. На правый (выходной) электрод 5, изолированный
от цилиндра 4, может подаваться тормозящий потенциал V0 − ΔV , по
величине меньший или равный ускоряющему. Необходимость введения
дополнительного электрода с тормозящим потенциалом подробно об-
суждалась в предыдущей главе.

Для описания нелинейных нестационарных процессов в такой си-
стеме в случае нерелятивистских и слаборелятивистских энергий элек-
тронов удобно использовать самосогласованную систему уравнений
Пуассона–Власова [3], при этом кинетическое уравнение Власова ре-
шается классическим для подобных задач методом частиц [4, 5]. В на-
стоящее время подобные самосогласованные модели являются основ-
ным инструментом численного моделирования и анализа физических
процессов в различных электронных и плазменных приборах сверх-
высоких частот [6] и в задачах физики плазмы [7]. Отметим, что
применение модели, основанной на нахождении самосогласованного
поля пространственного заряда с помощью уравнения Пуассона, не поз-
воляет корректно изучать вопрос о критическом токе релятивистских
электронных пучков с релятивистскими факторами β0 = v0/c � 0,5, так
как при этом не учитывается собственное магнитное поле электронного
потока и связанные с ним эффекты пинчевания пучка.

В уравнениях, описывающих динамику слаборелятивистского элек-
тронного пучка, используются следующие безразмерные переменные
потенциала ϕ, напряженности E поля пространственного заряда, плот-
ности ρ и скорости v электронов, пространственных координат z и r,
времени t:

ϕ′ =
(
v20
η0

)
ϕ, E′ =

(
v20
Lη0

)
E, B′ =

(
v0
Lη0

)
B, ρ′ = ρ0ρ,

v′ = v0v, z′ = Lz, r′ = Lr, t′ =
(
L

v0

)
t,

(4.1)

где штрихом обозначены соответствующие размерные величины, η0 —
удельный заряд покоящегося электрона; v0 и ρ0 — не зависящие от
радиуса статические (невозмущенные) скорость и плотность электрон-
ного потока на входе в систему; L — длина пространства взаимодей-
ствия.

Для каждой крупной частицы решались уравнения движения с уче-
том слабого релятивизма, которые в цилиндрических координатах
в безразмерных переменных (4.1) записываются в виде:

d2ri
dt2

− ri

(
dθi
dt

)2

= η(zi, θi, ri)
(
Er + riB

dθi
dt

)
, (4.2)
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ri
d2θi
dt2

+ 2
dθi
dt

dri
dt

= −η(zi, θi, ri)Bdri
dt

, (4.3)

d2zi
dt2

= η(zi, θi, ri)Ez , i = 1, ...N0, (4.4)

где

η(zi, θi, ri) =

(
1− β2

0

2

[(
dri
dt

)2

+
(
ri
dθi
dt

)2

+
(
dzi
dt

)2
])

. (4.5)

Здесь zi, ri и θi — соответственно продольная, радиальная и ази-
мутальная координаты заряженных частиц; Ez и Er — продольная
и радиальная компоненты электрического поля; B = Bz — продольная
компонента внешнего магнитного поля (предполагается, что радиаль-
ная составляющая внешнего магнитного поля равна нулю Br = 0),
а β0 = v0/c, где v0 — статическая (невозмущенная) скорость электрон-
ного потока на входе в систему, c — скорость света. Азимутальные
составляющие полей отсутствуют, поскольку система является акси-
ально симметричной. Индексом «i» обозначены номера частиц, N0 —
полное число заряженных частиц, моделирующих электронный поток.

Распределение потенциала в пространстве взаимодействия рассчи-
тывалось самосогласованным образом с помощью уравнения Пуассона:

1

r

dϕ

dr
+
d2ϕ

dr2
+
dϕ2

dz2
= α2ρ, (4.6)

где

α = L

( |ρ0|
ϕ0ε0

)1/2
=

√
2ωpL

v0
(4.7)

— безразмерный управляющий параметр (критерий подобия зада-
чи [8, Т.2, Л. 4]), пропорциональный току пучка, как α ∼ √

I , и длине
пространства взаимодействия, как α ∼ L.

Уравнение Пуассона (4.6) решается при следующих граничных
условиях:

dϕ

dr

∣∣∣∣
r=0

= 0, (4.8)

ϕ(z = 0, r) = ϕ0, ϕ(z = 1, r) = 1− Δϕ, ϕ(z, r = R) = ϕ0, (4.9)

где условие (4.8) на оси симметрии r = 0 определяется аксиаль-
ной симметрией пространства взаимодействия, условие (4.9) зада-
ется тем, что пучок инжектируется в эквипотенциальное простран-
ство, ограниченное проводящей цилиндрической поверхностью радиуса
R под ускоряющим потенциалом. При этом тормозящий потенциал
Δϕ = (V0 − Vторм)/V0 меняется в пределах от 0 до 1. При движении
в пространстве взаимодействия электроны выводятся из пространства

5 Нестационарные и хаотические процессы
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взаимодействия при пересечении входной и выходной сеток z = 0 и
z = 1, а также боковой поверхности r = R.

Для большей наглядности последующего изложения соотнесeм ис-
пользуемые в дальнейшем безразмерные параметры с реальными фи-

Рис. 4.2. Кривая зависимости
невозмущeнного тока системы
I0 от величины безразмерного

параметра подобия α

зическими величинами. Для этого
зададим следующие основные гео-
метрические и рабочие параметры
системы: ускоряющее пучок напря-
жение V0 = 2 кВ; длинна системы
L = 10 см; радиус пучка, если это
не упоминается особо, положим рав-
ным Rb = 2 мм. При заданных зна-
чениях реальных физических вели-
чин мы можем легко поставить в со-
ответствие параметру α величину
тока невозмущeнной системы. Соот-
ветствующая зависимость показана
на рис. 4.2.

Ещe раз отметим, что применимость потенциального приближения,
используемого в данном случае, ограничена случаем нерелятивистских
и слаборелятивистских скоростей электронов пучка, которые и будут
рассматриваться в разделах 4.1–4.3 данной главы. Случай релятивист-
ских пучков будет рассматриваться в разделе 4.4.

4.2.2. Физические процессы в электронном потоке с виртуаль-
ным катодом в системе с торможением. Механизм формирования
виртуального катода в системе без фокусировки электронов маг-
нитным полем. Для начала детально рассмотрим механизм формиро-
вания виртуального катода в электронном потоке в трубе дрейфа без
фокусирвки пучка магнитным полем. Для этого будем рассматривать
систему с нерелятивистским электронным потоком (η(zi, θi, ri) = 1)
в пространстве дрейфа с дополнительным торможением пучка. В этом
случае основными управляющими параметрами системы являются ток
системы I (или параметр Пирса α) и величина тормозящей разности
потенциалов между входным и выходным электродами ΔV (или Δϕ
в нормированных единицах). Внешнее фокусирующее магнитное поле
также примем равным нулю (B = 0).

Как показало численное моделирование с помощью модели, описан-
ной в разделе 4.2.1, процесс образования виртуального катода в про-
странстве дрейфа развивается следующим образом. Пусть в начальный
момент времени через пространство взаимодействия транспортируется
пучок электронов с величиной тока I0, значительно меньшей критиче-
ского значения I0 < Iкр, необходимого для возникновения виртуального
катода в пространстве дрейфа. На выходной электрод пространства
дрейфа при этом подаeтся некоторое напряжение величиной ϕ0 − Δϕ.
По мере увеличения тока пучка I0 за счeт возрастающего поля про-
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Рис. 4.3. Траектории заряженных частиц (сплошные линии), моделирующих
пучок электронов и распределение потенциала в верхней полуплоскости сече-
ния пространства дрейфа плоскостью (z, r). Штриховыми линиями обозначе-
ны эквипотенциальные линии, цифрами, соответственно, величина потенциа-
ла в нормированных единицах. Значения управляющих параметров: α = 18,

Δϕ = 0,3

странственного заряда при отсутствии внешней фокусировки происхо-
дит расширение радиуса пучка при распространении к выходному кон-
цу пространства дрейфа. Соответственно, ближе к выходному концу
трубы дрейфа уменьшается плотность тока пучка. В этом случае элек-
троны либо покидают пространство взаимодействия через выходную
сетку, либо оседают на стенках пролeтного канала. Дальнейшее уве-
личение тока пучка приводит к тому, что под действием тормозящего
потенциала и собственного кулоновского поля пучка часть заряжен-
ных частиц (в основном на периферии пучка) отражается в сторону
входной границы системы. При этом наблюдается сгущение траекторий
электронов в области, удалeнной от оси системы. На рис. 4.3 пред-
ставлены траектории электронов (жирные чeрные линии) в момент
образования виртуального катода. Штриховыми линиями на рис. 4.3
нанесены эквипотенциальные линии в пространстве взаимодействия
с обозначенной на них величиной потенциала в нормированных еди-
ницах. Область с минимальным потенциалом (потенциальная яма),
образующаяся вблизи оси системы, является областью локализации
виртуального катода.

Отметим, что в случае классических приборов виркаторного типа,
когда используются системы без дополнительного торможения и, со-
ответственно, пространство взаимодействия представляет собой экви-
потенциальную полость, величину тока Iкр, при которой образуется
виртуальный катод, принято называть предельным вакуумным (сверх-
критическим) током [1]. В нашем случае, из-за наличия дополнитель-

ного торможения в системе, критическое значение тока IΔϕ
кр , при ко-

тором образуется виртуальный катод, принимает меньшие значения по

5*
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сравнению со случаем эквипотенциальной полости (IΔϕ
кр < Iкр). В этом

случае, как уже обсуждалось в главе 3, удобно пользоваться поня-
тием эффективного первеанса пучка, величина которого определяется

формулой (3.1). При этом величина тока IΔϕ
кр , при которой образуется

виртуальный катод, будет тем меньше, чем больше величина тормо-
зящего потенциала ΔV и, соответственно, чем больше эффективный
первеанс pэф пучка.

При введении дополнительного торможения в пространстве дрейфа
важным становится вопрос о влиянии соотношения геометрических
размеров пространства дрейфа на процессы образования и динамики
виртуального катода. Наиболее важным параметром здесь является
отношение радиуса и длины пролeтного канала R/L.

В случае, когда отношение R/L мало (длинная и узкая труба
дрейфа), распределение потенциала в трубе дрейфа таково, что область
пониженного потенциала, необходимого для образования нестацио-
нарного виртуального катода в нерелятивистском пучке, образуется
вблизи выходного конца (выходного электрода) пространства дрейфа,
где плотность тока пучка мала из-за увеличения радиуса пучка при
отсутствии внешнего фокусирующего поля. В свою очередь, в первой
половине трубы дрейфа, где плотность тока довольно велика, потен-
циал пространства при этом почти не меняется и имеет величину,
близкую к величине ускоряющего напряжения. Поэтому даже при
наличии дополнительного торможения, эффективный первеанс пучка
(pэф) в различных областях пространства дрейфа не достигает критиче-
ских значений (pкр), при которых образуется виртуальный катод. При
этом при больши́х тормозящих потенциалах возможно частичное отра-
жение электронов пучка вблизи выходного конца пространства дрейфа.
Однако данный режим неэффективен, потому что в этом случае будут
отсутствовать нестационарные колебания виртуального катода.

Другая ситуация складывается при бо́льших отношениях R/L
(R/L ≈ 1). В этом случае в начале пространства дрейфа потенциал су-
щественно меньше, чем был бы потенциал в системе с малым радиусом
пространства дрейфа. В этом случае в начале трубы дрейфа эффектив-
ный первеанс пучка pэф может достигнуть критического значения pкр,
при котором в системе образуется виртуальный катод. Таким образом,
в случае, когда геометрические размеры системы таковы, что R/L ≈ 1,
для начала генерации в системе с виртуальным катодом требуются
меньшие по величине токи пучка, а управление динамикой системы
с помощью тормозящего потенциала становится более эффективным.

Необходимо отметить также, что образование нестационарного вир-
туального катода, как правило, происходит в начале пространства
дрейфа. При этом продольная координата, в которой образуется вирту-
альный катод, зависит от конкретных значений тока пучка I и допол-
нительной тормозящей разности потенциалов Δϕ: чем больше вели-
чина тока и тормозящего напряжения, тем ближе виртуальный катод
прижимается ко входному электроду системы.
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Рассмотрим теперь более подробно физические процессы, сопровож-
дающие колебания виртуального катода в пучке заряженных частиц.
На рис. 4.4 приведено распределение плотности пространственного за-
ряда в начале пространства взаимодействия в области образования
виртуального катода. На представленных рисунках приведена верх-
няя полуплоскость сечения пространства дрейфа плоскостью (z, r).
На рис. 4.4, а изображено мгновенное распределение плотности про-
странственного заряда в различные моменты времени в течение одного
характерного периода колебаний (кадры 1–3). Рис. 4.4, б демонстрирует
распределение плотности пространственного заряда пучка в простран-
стве дрейфа, усреднeнное за характерный период колебаний виртуаль-
ного катода 〈ρ(z, r)〉Tvc (Tvc — период колебаний виртуального катода).
Величина плотности пространственного заряда на приведeнных рисун-
ках отображена интенсивностью окраски. Наиболее интенсивно закра-
шенные участки соответствуют наибольшей величине пространствен-
ного заряда пучка |ρ| и, соответственно, местоположению виртуального

Рис. 4.4. Распределение плотности пространственного заряда в пространстве
взаимодействия в различные моменты времени в течение периода колебаний
(a) кадры 1–3) и распределение величины плотности пространственного заря-
да, усреднeнной за период (б). Масштаб на всех рисунках одинаковый. Вре-
менной интервал между различными кадрами Δt ≈ Tvc/3, где Tvc = 0,192 —
характерный период колебаний виртуального катода в безразмерных единицах.

Значения управляющих параметров: α = 22, Δϕ = 0,5
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катода в пространстве дрейфа (на рис. 4.4, б положение виртуального
катода отмечено стрелкой).

Мгновенные распределения плотности пространственного заряда
вне области минимума потенциала изображены на рис. 4.4, а светло-
серым цветом. Частицы, не локализованные в области виртуального
катода, движутся от него в трeх направлениях: по радиусу от центра
пучка к периферии и, в продольном направлении, в сторону левой
и правой границ системы (направления движения отмечены стрелками
на кадре 1 на рис. 4.4, а). Развитие во времени процесса «веерообразно-
го» движения заряженных частиц из области ВК можно проследить по
трeм кадрам на рис. 4.4, а. Одновременно удобно следить за траектори-
ями отдельных частиц, инжектируемых в пространство взаимодействия
в некоторые различные моменты времени t1 и t2 = t1 + τ (τ = 0,0272)
в течение одного характерного периода колебаний виртуального катода,
которые показаны на рис. 4.5.

Рис. 4.5. Характерные траектории частиц, вошедших в пространство взаимо-
действия в момент времени t1 (а) и t2 = t1 + 0,0272 (б) в течение одного

периода колебаний

По мере накопления заряда в области виртуального катода (за
счeт дополнительного торможения частиц на стенках формируемой
в пространстве взаимодействия потенциальной ямы) и дальнейшего
связанного с ним понижения потенциала в этой области при дости-
жении потенциалом некоторой критической величины значительная
часть электронного потока отражается обратно к плоскости инжек-
ции. B результате резкого «сброса» заряда в сторону входной сетки
величина потенциальной ямы вновь уменьшается, и электроны пучка,
вновь подошедшие к виртуальному катоду, практически полностью
беспрепятственно проходят через область пониженного потенциала.
В результате, в течение некоторого промежутка времени в сторону
входной и выходной границ системы с некоторой задержкой во времени
начинают двигаться два электронных сгустка (см. кадр 1). Процесс
формирования пар сгустков с определeнной степенью периодичности
повторяется. При этом степень повторяемости процесса формирова-
ния и динамики виртуального катода определяется тем, какой режим
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колебаний виртуального катода (периодический или хаотический) на-
блюдается в системе. Промежуток времени, разделяющий моменты
образования пар сгустков, является характерным периодом колебаний
виртуального катода — Tvc.

На рис. 4.5 этот процесс иллюстрируют две характерные картины
траекторий заряженных частиц, вошедших в диодный промежуток
в моменты времени, разделeнные интервалом τ = [t2 − t1] � Tvc, значи-
тельно меньшим характерного периода колебаний виртуального катода
(рис. 4.5, а и б). Из приведeнных рисунков видно, что электронный
поток, вошедший в пространство взаимодействия в момент времени
t1 (см. рис. 4.5,а), преодолевает потенциальный барьер и проходит
вглубь пространства дрейфа. Иначе ведут себя частицы, вошедшие
в пространство через промежуток времени τ (см. рис. 4.5, б). Частицы
пучка в этом случае, отразившись от виртуального катода, движутся
ко входной и боковой границе системы, через которые и покидают
пространство дрейфа. В результате заряженные частицы, вошедшие
в пространство в различные моменты времени, формируют сгустки сле-
ва и справа от виртуального катода, как это обсуждалось выше. Отме-
тим, что подобное переключение системы между двумя характерными
типами движения заряженных частиц происходит достаточно быстро
за интервал времени τ , значительно меньший характерного периода
τ � Tvc колебаний виртуального катода (Tvc = 0,192 в безразмерных
единицах времени).

Понятно, что время образования пары движущихся в прямом и об-
ратном направлениях сгустков электронов зависит от скорости, с кото-
рой накапливается заряд в области виртуального катода. Это, в свою
очередь, напрямую зависит от скорости электронного потока и плот-
ности тока пучка. По мере увеличения либо скорости инжектируемого
электронного потока, либо плотности заряда пучка возможна ситуация,
при которой второй (выходной) сгусток не будет успевать формировать-
ся за счeт большой скорости накопления заряда в области виртуального
катода. Т. е. с течением времени будет происходить периодический
«сброс» электронов в сторону первой сетки, но потенциал пространства
в области виртуального катода не будет понижаться до критических
величин, при которых возможно какое-либо значительное токопрохож-
дение через эту область. Этот режим не реализуем физически в рас-
сматриваемой ситуации без фокусировки пучка магнитным полем. Это
связано с наличием поперечного движения несфокусированного пучка
и малыми энергиями заряженных частиц, уход которых на периферию
потока в радиальном направлении не позволяет держать потенциал
в области виртуального катода в закритическом значении всe время.

Проследить движение электронных сгустков в пространстве взаи-
модействия удобно, рассматривая распределение плотности простран-
ственного заряда в системе. На рис. 4.6 представлено распределение
усреднeнной по поперечному сечению системы плотности простран-
ственного заряда по продольной координате z с течением времени
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Рис. 4.6. Распределение по продольной координате z усреднeнной по радиусу
системы плотности пространственного заряда с течением времени 〈ρ(t, z)〉r.
Значения управляющих параметров: α = 22, а) Δϕ = 0,3, режим хаотических

колебаний; б) Δϕ = 0,7, режим периодических колебаний

〈ρ(t, z)〉r. Величина плотности пространственного заряда |ρ| отобража-
ется интенсивностью серого цвета. Видно, что в области возникно-
вения виртуального катода z ∈ (0,1–0,2) величина плотности заряда
с течением времени изменяется — серый цвет на рисунке меняет свою
интенсивность от светло-серого до тeмно-серого при движении вдоль
оси времени. При этом, как обсуждалось выше, в обе стороны из об-
ласти виртуального катода попеременно выходят электронные сгустки.
Плотность пространственного заряда сгустков справа от виртуального
катода постепенно уменьшается по мере продвижения по продольной
координате к выходу системы z = 1. Это связано с тем, что электроны,
прошедшие через область виртуального катода, постепенно оседают на
стенках пролeтного канала, не доходя до правой границы системы.
Слева от виртуального катода сгустки электронов выходят через бо-
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ковую поверхность либо покидают пространство взаимодействия через
левую (выходную) границу системы.

На рис. 4.6, а видно, что в данном случае электронные сгустки
возникают и покидают область виртуального катода нерегулярно, в от-
личие от ситуации, соответствующей рис. 4.6, б, который соответствует
значениям управляющих параметров, при которых в системе реали-
зуется регулярный режим колебаний. Здесь чeтко просматривается
периодическая во времени структура максимумов и минимумов плот-
ности пространственного заряда, возникающая в области виртуального
катода (z ≈ 0,17). Движущиеся в пространстве дрейфа электронные
сгустки наводят ВЧ-поле в отрезке электродинамической системы, слу-
жащей для вывода энергии СВЧ колебаний. Таким образом характер
формирования и движения электронных сгустков в пространстве дрей-
фа будет определять характер выходного излучения системы с вирту-
альным катодом.

Другим моментом, отличающим два этих случая, является область
локализации виртуального катода в пространстве взаимодействия. Из
рисунков видно, что в первом случае (рис. 4.6,а) положение виртуаль-
ного катода соответствует точке с координатой z ≈ 0,17, во втором
(рис. 4.6, б) — z ≈ 0,145. Как отмечалось выше, это связано с тем,
что при увеличении тормозящего потенциала выходного электрода
виртуальный катод смещается в сторону входной сетки. При этом
он остаeтся локализованным примерно в одной точке пространства
взаимодействия. В данном случае отсутствует периодический дрейф
виртуального катода в сторону входной сетки, как в случае одномерной
модели, описанной в предыдущей главе. Это также является след-
ствием двумерности движения частиц. В одномерном случае движение
частиц происходит либо в направлении к выходной (прошедшие элек-
троны), либо в направлении входной (отражeнные электроны) сеток,
поэтому влияние отражeнных от виртуального катода электронов на
характеристики пучка значительно сильнее, чем в случае движения
в двух пространственных координатах, когда электроны, отражeнные
от виртуального катода, оседают на боковой поверхности пространства
взаимодействия и не оказывают значительного влияния на пучок вбли-
зи входной сетки.

4.2.3. Нелинейная динамика электронного потока с виртуаль-
ным катодом в тормозящем поле без фокусировки электронов
магнитным полем. Обсудим более подробно нелинейную динамику
нерелятивистской системы с виртуальным катодом в тормозящем поле.
На рис. 4.7 представлена карта режимов на плоскости управляющих
параметров (α, Δϕ) изучаемой системы.

Как было показано в предыдущем разделе, формирование и движе-
ние сгустков электронов в пространстве дрейфа однозначно определя-
ют характер выходного излучения прибора. Поэтому удобно исследо-
вать колебательные режимы системы с виртуальным катодом, изучая
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характер СВЧ излучения на выходе отрезка спиральной замедляющей
системы системы (ОСЗС). Последняя моделировалась методом эквива-
лентных схем, как это описано в предыдущей главе, где в качестве
тока, возбуждающего ОСЗС, выбирался усреднeнный по радиусу кана-
ла ток системы 〈Ib〉r.

Как видно из рис. 4.7, исследуемая система может демонстриро-
вать различные колебательные режимы. При малых значения тока
и тормозящей разности потенциалов в системе наблюдается полное
токопрохождение без образования в электронном потоке виртуального
катода (область, обозначенная буквой T на рис. 4.7). По мере увели-
чения тормозящего потенциала в системе при малых значениях тока
в пространстве дрейфа образуется нестационарный виртуальный катод.
Значения параметров, при которых возникает нестационарный вирту-
альный катод, соответствуют линии, обозначенной цифрой 1. Этой
линии соответствует критическое значение pкр первеанса пучка. Видно,
что возникновениe нестационарного виртуального катода в системе
возможно либо при достаточно большой величине тормозящего потен-
циала в системе (при малых токах пучка), либо при любой величине
Δϕ (в том числе и в случае равенства тормозящего потенциала нулю
Δϕ = 0), если ток пучка достигает достаточной величины. В этом слу-
чае в системе возникают слабые нерегулярные пространственно-вре-
менные колебания. На карте параметров этому режиму соответствует
область обозначенная буквой C — область, в которой в системе реали-
зуется хаотический режим колебаний виртуального катода. Дальней-
шее увеличение тормозящего потенциала приводит к последовательной
смене колебательных режимов в системе — от хаотического (область
C на рис. 4.7) через многочастотный режим (область Q) к регулярным
колебаниям ВК в пучке (область P на карте параметров на рис. 4.7).

Рис. 4.7. Карта режимов на плоскости управляющих параметров (Δϕ, α).
Буквами на рисунке обозначены: буквой T — режим без образования неста-
ционарного виртуального катода; C — хаотический режим колебаний ВК;
Q — режим многочастотных колебаний; P — режим регулярных колебаний;

R/L = 1
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Спектры и временные зависимости сигнала U(t) с выхода ОСЗС,
соответствующие динамическим режимам на рис. 4.7, представлены на
рис. 4.8. На рис. 4.8,а показаны характеристики выходного излучения
соответствующие хаотическому колебательному режиму (область C).
Видно, что этому режиму соответствует сплошной спектр генерации,
без ярко выраженных пиков в широком частотном диапазоне, с посте-
пенно понижающейся амплитудой по мере продвижения в область вы-
соких частот. Спектр генерации характеризуется слабой изрезанностью
и высоким развитым шумовым пьедесталом. Временная реализация,
которая снималась на выходе замедляющей системы, возбуждаемой
электронным потоком, имеет сильно нерегулярный характер, без харак-
терных временных масштабов. На рис. 4.8, б показан спектр мощности,
соответствующий колебаниям в области Q на плоскости управляющих
параметров (см. рис. 4.7). Спектр генерации в этом случае становится

Рис. 4.8. Спектр и временная реализация колебаний ВЧ напряжения на выходе
отрезка спиральной замедляющей системы. Величины управляющих парамет-

ров: α = 22, а) Δϕ = 0,3; б) 0,6; в) 0,9. Плазменная частота fp = 5,8 ГГц
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сильно изрезанным с одной преобладающей частотой, высота шумового
пьедестала по сравнению с режимом «C» снижается. На рис. 4.8, в
представлен спектр и временная реализация для режима, отмечен-
ного на карте параметров буквой P . Отчeтливо видно, что спектр
в данном случае является дискретным и содержит интенсивные гармо-
ники основной частоты колебаний виртуального катода, а временная
реализация имеет регулярный характер. Последнее говорит о сильно
нелинейном характере регулярных колебаний виртуального катода при
большой величине тормозящего потенциала.

В данном случае можно говорить о том, что по мере увеличения
тормозящего потенциала в системе электронный поток значительно
ограничивается в движении в продольном направлении. За счeт этого
движение электронного потока, а, следовательно, и процессы форми-
рования виртуального катода становятся более регулярными, а хао-
тическая динамика заряженных частиц пучка подавляется. При этом
движение в поперечном направлении не оказывает значительного вли-
яния на выходной сигнал, снимаемый с выходного конца ОСЗС.

4.2.4. Мощность генерации в системе с виртуальным катодом
в режимах без фокусировки электронного потока магнитным по-
лем. Обсудим зависимость мощности СВЧ генерации в нерелятивист-
ской системе с виртуальным катодом от значений основных управляю-
щих параметров.

На рис. 4.9 представлены численно рассчитанные зависимости вы-
ходной мощности генерации пучка с виртуальным катодом от тормо-
зящего напряжения для пяти различных значений радиуса пролeтного

Рис. 4.9. Зависимости мощности СВЧ колебаний на выходе ОСЗС для раз-
личных радиусов пролeтного канала: 1 — R/L = 0,25; 2 — R/L = 0,3; 3 —
R/L = 0,4; 4 — R/L = 0,6; 5 — R/L = 0,8. Значение управляющего параметра

α = 37
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канала (R/L). Из него видно, что зависимость мощности от тормозяще-
го потенциала для всех значений нормированного радиуса пролeтного
канала R/L имеет вид кривой с одним ярко выраженным максиму-
мом. Максимальная мощность генерации достигается при значени-
ях тормозящего потенциала, примерно равных половине ускоряющего
(Δϕ = 0,5), в зависимости от радиуса пролeтного канала. С физической
точки зрения объяснить это можно следующим образом. При малой
величине тормозящего потенциала основная масса заряженных частиц
проходит через пространство взаимодействия и быстро выводится из
него через выходную сетку. В этом случае число частиц, принимаю-
щих участие в образовании ВК и возбуждении ОСЗС, невелико (см.,
например, [9]). Поэтому при малых торможениях в системе мощность
колебаний мала и постепенно увеличивается по мере увеличения па-
раметра Δϕ (см. рис. 4.9). По мере увеличения тормозящего потен-
циала и, соответственно, накопления заряда в пространстве дрейфа
растeт и мощность, передаваемая пучком ВЧ полю ОСЗС. При даль-
нейшем росте тормозящей разности потенциалов (Δϕ > Δvarphimax)
электроны пучка перестают проникать вглубь пространства дрейфа, и
большая часть из них отражается от виртуального катода и выводится
из системы через первую (входную) сетку. В этом случае ВЧ ток
пучка, возбуждающий колебания в ОСЗС, также мал. Таким образом,
при формировании зависимости мощности от тормозящего потенциала
конкурируют два процесса, непосредственно связанные с воздействием
торможения — это накопление заряда в пространстве взаимодействия
(при малых значениях тормозящего потенциала) и вытеснение элек-
тронов пучка из пространства взаимодействия (при больших значениях
Δϕ). Конкуренция данных процессов приводит к наличию некоторого
оптимального значения тормозящего потенциала Δϕmax, при котором
мощность на выходе системы становится максимальной.

Из рис. 4.9 cледует также, что по мере увеличения радиуса пролeт-
ного канала максимальное значение выходной мощности становится
меньше по величине и смещается при этом в область меньших зна-
чений тормозящего потенциала. Уменьшение величины максимальной
мощности объясняется тем, что увеличение радиуса пролeтного канала
приводит одновременно к увеличению радиуса ОСЗС. Это, в свою оче-
редь, приводит к уменьшению сопротивления связи K, а следовательно
и мощности, которую регистрирует и отдаeт в нагрузку электродина-
мическая система. Смещение же максимального значения в сторону
меньших значений тормозящего потенциала связано с тем, что влия-
ние тормозящего потенциала выходного электрода на поведениe пучка
значительно сильнее при R/L ≈ 1. В связи с этим процесс вытеснения
пучка из пространства взаимодействия за счет торможения начинает
превалировать при меньших значениях Δϕ.

На рис. 4.10 представлены численно рассчитанные зависимости вы-
ходной мощности прибора от тормозящего напряжения при трeх раз-
личных значениях параметра α. Из приведeнных рисунков видно, что
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Рис. 4.10. Зависимость мощности выходного излучения от тормозящего потен-
циала для различных значений параметра α: 1 — α = 35; 2 — α = 38; 3 —

α = 40; радиус пролeтного канала R/L = 0,25

для небольших значений тока (кривая 1) генерация в системе начи-
нается только при достижении определeнной критической величины
тормозящего потенциала. По мере увеличения тока критическая ве-
личина Δϕ, при которой возникает виртуальный катод, уменьшается,
а значение тормозящего потенциала, при котором достигается мак-
симум выходной мощности, смещается в сторону меньших значений.
Одновременно наблюдается рост мощности генерации низковольтного
виркатора. Смещение максимума мощности в область меньших тормо-
зящих потенциалов в этом случае также объясняется увеличением тока
пучка при неизменном радиусе канала, что эквивалентно увеличению
эффективного первеанса пучка в начале области взаимодействия, то
есть виртуальный катод формируется в системе при меньших значени-
ях Δϕ.

4.2.5. Нелинейная динамика нерелятивистского электронного
потока с виртуальным катодом во внешнем магнитном поле.
В предыдущем разделе рассматривался вопрос о влиянии двумер-
ных эффектов движения электронного потока в пространстве дрейфа
с дополнительным торможением электронного потока без фокусировки
пучка внешним магнитным полем. Был подробно изучен процесс воз-
никновения и последующей динамики виртуального катода в нереля-
тивистском электронном пучке. В частности, было показано, что учeт
двумерности движения заряженных частиц в пространстве дрейфа
становится принципиальным при описании процессов формирования
виртуального катода, а также последующей динамики пучка с вирту-
альным катодом. Наличие электронов с ненулевой поперечной состав-
ляющей скорости оказывает значительное влияние на характеристики
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выходного излучения и определяет характер зависимости выходной
мощности нерелятивистской системы с виртуальным катодом.

В данном разделе рассматривается случай фокусировки пучка одно-
родным во всeм пространстве взаимодействия продольным магнитным
полем. Будем рассматривать относительно небольшие величины внеш-
него магнитного поля в диапазоне от 0 до 600 Гс, что соответствует
величинам внешнего магнитного поля, используемым в эксперименте,
результаты которого представлены в предыдущей главе.

Следует ожидать, что наличие магнитного поля в системе каче-
ственно не изменит физические механизмы, приводящие к возник-
новению виртуального катода, так как его образование в простран-
стве взаимодействия определяется эффективным первеансом пучка pэф
в пространстве дрейфа и не зависит от траекторий отдельных заря-
женных частиц. Последние, однако, определяют процесс формирования
электронных сгустков и характер транспортировки заряженных частиц
через пространство дрейфа, а, следовательно, определяют характер
выходного излучения системы. Понятно, что наличие ведущего маг-
нитного поля значительно изменяет характер движения электронов
в пучке. Поэтому вначале рассмотрим подробнее динамику виртуаль-
ного катода, а именно процесс формирования плотных электронных
сгустков в области минимума потенциала.

На рис. 4.11 приведены мгновенные распределения плотности про-
странственного заряда ρ(z, r) в пространстве взаимодействия в неко-
торый момент времени для случаев отсутствия (рис. 4.11, а) и наличия
(рис. 4.11, б и в) внешнего магнитного поля в системе. Как видно
из рисунков, наличие даже относительно слабого магнитного поля
(рис. 4.11, б, B = 240 Гс) приводит к тому, что движение заряженных
частиц в поперечном направлении ограничивается магнитным полем.
Заряженные частицы, в отличие от случая B = 0 (см. рис. 4.11, а), дви-
жутся преимущественно в продольном направлении, лишь слабо уве-
личивая свою радиальную координату, и, соответственно, электронные
сгустки (справа и слева от области локализации виртуального катода
на рис. 4.11, б) также смещаются от виртуального катода в основном
в сторону входной или выходной сеток. В этом случае значительно
уменьшается токооседание на стенках рабочей камеры в электроди-
намической системе и увеличивается время пребывания заряженных
частиц в пространстве взаимодействия.

Удобно проследить этот процесс на примере траекторий отдельных
частиц. На рис. 4.12 представлены характерные траектории частиц,
вошедших в пространство взаимодействия в различные моменты вре-
мени в течение одного периода колебаний. В отличиe от случая B = 0
в ситуации с внешним магнитном полем в течение одного периода
колебаний может реализоваться ситуация с полным отражением элек-
тронного потока (рис. 4.12, а), с полным прохождением электронного
потока (рис. 4.12, в), а также ситуация с частичным проникновением
электронов пучка вглубь пространства взаимодействия (рис. 4.12, б).
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Рис. 4.11. Распределение плотности пространственного заряда в пучке элек-
тронов при отсутствии магнитного поля (а), при магнитном поле величиной

B = 240 Гс (б) и при B = 480 Гс (в)

В этом случае механизм формирования электронных сгустков (когда
часть периода колебаний электроны проникают через потенциальный
барьер виртуального катода, а часть периода отражаются от него),
описанный в предыдущем разделе, разрушается. Время, за которое
формируется сгусток справа от виртуального катода, увеличивается
за счeт времени периода, когда происходит частичное проникнове-
ние электронов через потенциальный барьер. В результате часть про-
странственного заряда, которая раньше составляла часть электронного
сгустка, теперь оказывается распределенной по пространству дрейфа
пучка. В итоге в пучке не могут сформироваться достаточно плотные
ограниченные в пространстве сгустки электронов.

При бо́льших магнитных полях (рис. 4.11, в, величина магнитного
поля B = 480 Гс) движение по радиусу к боковой стенке практически
полностью подавляется. Заряженные частицы в этом случае движутся
в сторону входной и выходной сеток по винтовым траекториям в преде-
лах радиуса невозмущeнного пучка. При этом область максимальной
плотности заряженных частиц в области виртуального катода (отоб-
ражается чeрным цветом на рис. 4.11) расширяется в продольном на-
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Рис. 4.12. Траектории заряженных частиц в электронном потоке, вошедших
в пространство взаимодействия в различные моменты времени в течение одного
периода колебаний. Значения управляющих параметров: α = 24; Δϕ = 0,2;

величина магнитного поля B = 240 Гс

Рис. 4.13. Траектории заряженных частиц в электронном потоке, вошедших
в пространство взаимодействия в различные моменты времени в течение одного
периода колебаний. Значения управляющих параметров: α = 24; Δϕ = 0,2;

величина магнитного поля B = 480 Гс

правлении. Движение отдельных частиц в этом случае не претерпевает
значительных изменений, кроме уменьшения радиуса винтовой траек-
тории (рис. 4.13). При этом часть электронного потока на периферии
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проникает вглубь пространства взаимодействия в течениe всего пери-
ода колебаний виртуального катода (см. рис. 4.13, а), а часть (в центре
пучка) может либо проникать через область виртуального катода, либо
отражаться от него в зависимости от глубины потенциальной ямы (см.
рис. 4.13,а и б). Таким образом, при больших внешних магнитных
полях механизм формирования сгустков окончательно подавляется.
В этом случае чeтко выделить электронные уплотнения вне области
виртуального катода невозможно.

Рис. 4.14. Распределение плотности пространственного заряда 〈ρ(z, t)〉r в про-
странстве взаимодействия. Значения управляющих параметров: α = 22;

а) Δϕ = 0,2; б) Δϕ = 0,8. Величина магнитного поля B = 240 Гс

На рис. 4.14 показана усреднeнная по поперечной координате плот-
ность пространственного заряда 〈ρ(z, t)〉r . Чeрным цветом, как и ранее,
обозначена область максимальной величины плотности пространствен-
ного заряда. Из приведeнных рисунков видно, что в системе с малым
магнитным полем (B = 240 Гс) при меньшем торможении (рис. 4.14, а)
в системе формируются сгустки электронов, которые отражены на
рисунке отдельными тeмными линиями, отходящими от области вир-
туального катода (zvc = 0,15) в стороны входного и выходного концов
пространства взаимодействия. Поведение пучка в этом случае анало-
гично случаю отсутствия магнитного поля (см. рис. 4.6). Однако в этом
случае электронные сгустки большее время находятся в пространстве
взаимодействия из-за ограничения поперечного движения электронно-
го потока. При увеличении тормозящей разности потенциалов при той
же величине магнитного поля из-за увеличения потенциального барье-
ра в области виртуального катода движение заряженных частиц в сто-
рону выходного электрода значительно затрудняется (см. рис. 4.14, б),
но сохраняется периодический «сброс» электронных сгустков из обла-
сти виртуального катода в сторону входной сетки.

При больши́х значениях магнитного поля формирование электрон-
ных сгустков в пролетном через виртуальный катод токе практически
прекращается (см. рис. 4.15). Как обсуждалось выше, в этом случае
лишь небольшая часть электронного потока в центре пучка перио-
дически модулируется по плотности, поэтому процесс формирования
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Рис. 4.15. Распределение плотности пространственного заряда 〈ρ(z, t)〉r в про-
странстве взаимодействия. Значения управляющих параметров: α = 24;

а) Δϕ = 0,2; б) Δϕ = 0,8. Величина магнитного поля B = 480 Гс

сгустков выражен крайне слабо. В этом случае справа от виртуального
катода в потоке преобладает нерегулярное хаотическое движение за-
ряженных частиц в общем поле пространственного заряда. Слева от
виртуального катода при этом периодически происходит накопление за-
ряда в области виртуального катода и «сброс» хорошо сформированных
сгустков заряженных частиц в сторону входного конца пространства
взаимодействия (см. рис. 4.15). При этом в случае малой тормозящей
разности потенциалов существует слабая модуляция тока пучка по
плотности справа от виртуального катода (см. рис. 4.15, а). При увели-
чении тормозящего потенциала в системе процесс модуляции проходя-
щего тока в поле виртуaльного катода окончательно прекращается (см.
рис. 4.15, б).

Описанный выше характер движения заряженных частиц в про-
странстве дрейфа при наличии внешнего магнитного поля приводит
к ряду особенностей динамики системы. Как показали исследования,
при наличии магнитного поля в системе с виртуальным катодом ре-
ализуются три основных режима. На рис. 4.16 представлена карта
режимов на плоскости управляющих параметров «тормозящая разность
потенциалов Δϕ — ток пучка α» для случая B = 480 Гс.

При малых значениях тормозящего потенциала и тока пучка в си-
стеме реализуется режим, обозначенный буквой «T » на рис. 4.16, при
котором в системе наблюдается прохождение электронного потока че-
рез пространство взаимодействия без образования виртуального като-
да. Буквой «D» обозначен режим, при котором в системе существует
нестационарный колеблющийся виртуальный катод. Различным зна-
чениям величины внешнего магнитного поля могут соответствовать
регулярные, сложнопериодические или хаотические колебания. Спек-
тры мощности колебаний в режиме «D» для двух значений величины
внешнего магнитного поля представлены на рис. 4.17, а и б. Видно, что
в случае относительно малых магнитных полей (B = 240 Гс) при малом
торможении (Δϕ = 0,2, когда в системе ещe не полностью разрушен
механизм формирования сгустков) в системе реализуется регулярный
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Рис. 4.16. Карта режимов на плоскости управляющих параметров (α, Δϕ) при
B = 480 Гс. Буквами обозначены области: T — область, в которой отсутствует
нестационарный виртуальный катод, D — область, в которой реализуется
нестационарный виртуальный катод, S — область затухающих низкочастотных
колебаний виртуального катода. Сплошная линия 1 соответствует границе

возникновения в системе нестационарного виртуального катода

режим с дискретным спектром. По мере увеличения магнитного поля,
колебания в системе усложняются и при некоторой величине внешнего
магнитного поля становятся хаотическими (рис. 4.17, б, B = 480 Гс),
характеризующимися широкой полосой частот и достаточно равномер-
ным распределением мощности по всей полосе частот.

При значении параметра Δϕ > 0,5 система, при всех значениях тока
пучка, переходит в режим, который на карте параметров (рис. 4.16)
обозначен буквой «S». Этот режим характеризуется затухающими во
времени низкочастотными колебаниями в диапазоне 200–600 МГц.
В этом случае колебания на выходе ОСЗС определяются сложным

Рис. 4.17. Спектр мощности колебаний в системе с виртуальным катодом при
значениях управляющих параметров Δϕ = 0,2, α = 24, B = 240 Гс (а) и B =

= 480 Гс (б). Плазменная частота fp = 6,4 ГГц
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движением отдельных заряженных частиц в пространстве дрейфа, а не
модуляцией величины тока колебаниями виртуального катода, как это
наблюдалось при отсутствии магнитного поля. Этот режим может рас-
сматриваться как квазистационарное состояние виртуального катода,
при котором высокочастотные колебания в системе практически пол-
ностью подавляются.

На рис. 4.18, а представлена зависимость мощности колебаний вир-
туального катода от тормозящего потенциала в системе для различ-
ных значений продольного магнитного поля. На этом рисунке можно
выделить две характерные области поведения системы. В диапазоне
значений тормозящей разности потенциалов 0 � Δϕ < 0,4 мощность
в системе уменьшается по мере увеличения значения управляющего
параметра для различных значений магнитного поля в 2–8 раз. При
значениях Δϕ � 0,4 величина мощности для всех значений внешнего
магнитного поля остаeтся примерно на одном уровне.

При малых значениях тормозящей разности потенциалов мощность
генерации возрастает при увеличении магнитного поля (см. рис. 4.18, б,
кривая 1). Это происходит за счeт увеличения токопрохождения че-
рез систему благодаря наличию магнитной фокусировки электронов,
а также тому, что доля кинетической энергии продольного движения
в этом случае значительно больше, чем энергия поперечного движения.
Существует оптимальная величина магнитного поля (B ≈ 300 Гс), при
которой мощность будет достигать максимального значения. Падение
же мощности при увеличении тормозящей разности потенциалов в диа-
пазоне 0 � Δϕ < 0,4 можно объяснить тем, что наличие внешнего
магнитного поля (как было показано выше) разрушает механизм обра-
зования когерентных электронных сгустков. Забегая вперeд, скажем,
что аналогичные закономерности были найдены для релятивистского
электронного пучка с виртуальным катодом во внешнем магнитном
поле [10].

Рис. 4.18. Зависимость мощности колебаний в системе с виртуальным катодом:
а) от величины тормозящего потенциала Δϕ для различных значений величи-
ны магнитного поля: 1 — B = 120 Гс; 2 — B = 240 Гс; 3 — B = 360 Гс; 4 —
B = 480 Гс; 5 — B = 600 Гс при α = 37; б) от величины магнитного поля для
различных значений тормозящей разности потенциалов: 1 — Δϕ = 0,1;

2 — Δϕ = 0,4
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В случае Δϕ � 0.4 (рис. 4.18, б, кривая 2) процессы вытеснения
пространственного заряда из пространства взаимодействия начинает
преобладать над эффектом накопления заряда за счeт торможения, что,
на фоне разрушения механизма образования электронных сгустков,
подавляет генерацию в системе. Как и обсуждалось выше, при данных
значениях управляющих параметров в системе устанавливается режим,
близкий к стационарному состоянию виртуального катода. При этом
подобная динамика слабо зависит от величины магнитного поля.

4.3. Влияние внешнего магнитного поля
на физические процессы в слаборелятивистском
электронном потоке с виртуальным катодом

Механизм возникновения и динамики виртуального катода, рас-
смотренный в предыдущем разделе, детально описывает процессы, про-
исходящие в пространстве дрейфа при наличии сверхкритического для
данной системы тока [11]. Наличие в данном случае дополнительного
торможения в системе не изменяет принципиально физику происходя-
щих в системе процессов, в то же время позволяя эффективно управ-
лять виркаторной системой в плане спектральных и энергетических
характеристик выходного излучения.

Однако нерелятивистская система с виртуальным катодом не поз-
воляет значительно повысить мощность выходного излучения системы,
а также значительно продвинуться в более высокочастотную область
СВЧ излучения без использования дополнительных внешних систем
усиления и преобразования сигнала. Поэтому интересным является ис-
следование систем со слаборелятивистскими электронными потоками
в режиме образования виртуального катода. В данном разделе главы
исследуется влияние релятивистского фактора β0, а также магнитного
поля на процессы в системе с виртуальным катодом в случае слаборе-
лятивистских скоростей электронного потока.

4.3.1. Критический ток слаборелятивистского электронного
потока при изменении внешнего магнитного поля. Начнем наше
рассмотрение с определения зависимостей критического тока I0 слабо-
релятивистского электронного пучка, при которой в пучке возникает
нестационарный виртуальный катод и возможна генерация мощного
СВЧ излучения, от величины магнитного поля. В данном разделе
будем рассматривать режим работы системы без дополнительного
торможения, т. е. Δϕ = 0 в граничных условиях (4.9) для системы
(4.2)–(4.6).

Изучим вначале случай фиксированного отношения начального ра-
диуса пучка Rb на входе пространства взаимодействия и радиуса
канала R пространства взаимодействия σ = Rb/R. Будем называть σ
параметром заполнения пучком канала пространства взаимодействия.
Отношение радиуса к длине пространства взаимодействия будем счи-
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Рис. 4.19. а) Зависимости нормированной величины критического тока пучка
I0/I0(B = 0) (нормировка осуществляется на величину тока пучка I0 при
B = 0) от величины B внешнего магнитного поля при σ = 0,5 и различ-
ных скоростях электронного потока на входе в систему: β0 = 0,1, 0,3 и 0,5;
б) зависимость оптимальной величины внешнего магнитного поля Bmin от

величины β0

тать постоянным и равным R/L = 0,25. На рис. 4.19, a показаны за-
висимости нормированной величины критического тока пучка I0 от
величины индукции B внешнего магнитного поля при σ = 0,5. Ве-
личины критического тока пучка были нормированы на величину I0
при нулевом внешнем магнитном поле B = 0. Различные кривые на
рис. 4.19,a соответствуют различным величинам скорости электронно-
го потока β0 = v0/c, инжектируемого в пространство взаимодействия.
Из рисунка хорошо видно, что на зависимостях I0(B) можно выделить
две различные характерные области изменения тока пучка при уве-
личении магнитного поля. В первой области, соответствующей малым
величинам магнитного поля, наблюдается монотонное уменьшение кри-
тического тока пучка при увеличении индукции B. Во второй области
при больши́х внешних магнитных полях критический ток электрон-
ного пучка монотонно растет с увеличением магнитного поля. Как
следствие, существует некоторое значение магнитного поля Bmin, при
котором критический ток пучка минимален. Последнее означает, что
существует оптимальное магнитное поле в смысле получения мини-
мального тока пучка, при котором в системе возникает нестационарный
колеблющийся виртуальный катод. С ростом внешнего магнитного по-
ля величина критического тока пучка увеличивается, асимптотически
приближаясь к величине предельного вакуумного тока для сплошного
пучка, найденной ранее в работах [1, 12, 13] для случая бесконечного
внешнего фокусирующего электроны магнитного поля.

Зависимости на рис. 4.19, a построены при различных величинах
статической скорости β0 = v0/c электронного потока на входе в про-
странство взаимодействия. Из рисунка следует, что изменение вели-
чины скорости в рассматриваемых случаях нерелятивистских и слабо-
релятивистских электронных пучков не ведет к качественным измене-
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ниям вида зависимости критического тока I0 от величины внешнего
магнитного поля B: для любых скоростей инжектируемого потока
при малых магнитных полях величина критического тока уменьшается
с ростом B и, наоборот, при больши́х внешних магнитных полях —
монотонно растет. Однако величина Bmin существенно зависит от
величины скорости β0 электронного потока на входе в пространство
взаимодействия (рис. 4.19, б): величина оптимального магнитного поля
линейно увеличивается с ростом скорости β0 инжектируемого элек-
тронного потока.

Изучим теперь вопрос влияния величин коэффициента σ запол-
нения пучком пространства взаимодействия на критический ток, при
котором в электронном пучке возникает нестационарный виртуальный
катод. На рис. 4.20, a показаны соответствующие зависимости I0(B)
для различных σ и фиксированной скорости электронного потока
β0 = 0,5 на входе в систему. C ростом коэффициента заполнения
σ ток пучка, необходимый для возникновения виртуального катода,
увеличивается, при этом оптимальное значение магнитного поля Bmin,
при котором критический ток пучка минимален, практически не зави-
сит от коэффициента заполнения и определяется только скоростью β0
инжектируемого в пространство взаимодействия электронного потока.

На рис. 4.20, б представлены зависимости критического тока пучка
от величины коэффициента заполнения σ пучком пространства взаи-
модействия для различных характерных величин внешнего магнитного
поля. С ростом σ величина критического тока пучка монотонно возрас-
тает, при этом характер зависимостей I0(σ) для различных внешних
магнитных полей изменяется слабо. Минимальное значение критиче-

Рис. 4.20. а) Зависимости нормированной величины I0/I0(B = 0) критического
тока электронного пучка от величины внешнего магнитного поля для раз-
личных параметров σ заполнения пучком волновода: 1 — σ = 0,2; 2 — 0,5
и 3 — 0,9; б) зависимости критического тока пучка от величины коэффициента
заполнения σ пучком пространства взаимодействия для различных величин
внешнего магнитного поля: 1 — B = 0; 2 — B ≈ Bmin = 0,6 кГс и 3 —
B = 2,5 кГс. Скорость электронного потока на входе системы постоянна и рав-

на β0 = 0,5
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ского тока пучка для различных значений коэффициента заполнения
σ наблюдается при оптимальной величине внешнего магнитного поля
B = Bmin (кривая 2 на рис. 4.20, б).

4.3.2. Физические процессы в пучке со сверхкритическим то-
ком при изменении внешнего магнитного поля. Опишем физиче-
ские процессы в электронном пучке, происходящие при формировании

Рис. 4.21. Нормированные зависимо-
сти числа N/N0 крупных частиц, вы-
ходящих из пространства взаимодей-
ствия через: 1 — боковую поверх-
ность пространства взаимодействия;
2 — входную и 3 — выходную сет-
ку, от величины внешнего магнитного
поля. Кривые построены при β0 = 0,5

и σ = 0,5

виртуального катода и определя-
ющие описанный в разделе 4.3.1
характер зависимости I0(B), при
различных величинах фокусиру-
ющего электроны магнитного по-
ля. Характерной зависимостью,
показывающей перестройку дина-
мики виртуального катода в си-
стеме при изменении магнитного
поля, является зависимость токо-
распределения в системе от ве-
личины внешнего магнитного по-
ля. На рис. 4.21 показаны зави-
симости числа N крупных ча-
стиц, отраженных от виртуально-
го катода и выходящих из про-
странства взаимодействия через
входную сетку (кривая 2), через
боковую поверхность (кривая 1),
а также проходящих через вир-
туальный катод и выходящих из
пространства взаимодействия че-
рез выходную сетку (кривая 3), от величины внешнего магнитного
поля, фокусирующего пучок в пространстве взаимодействия виркатора.

Рис. 4.21 иллюстрирует, что характер динамики заряженных частиц
пучка в пространстве взаимодействия принципиально различен при ма-
лых и больших величинах ведущего магнитного поля. Так, при малых
величинах индукции магнитного поля B < 0,5 кГс в системе наблю-
дается большое число заряженных частиц, покидающих пространство
дрейфа через боковую поверхность. Число таких частиц, отражаю-
щихся от виртуального катода и уходящих из системы в радиальном
(поперечном) направлении, максимально при нулевом магнитном поле
и монотонно уменьшается с ростом величины прикладываемого магнит-
ного поля (кривая 1 на рис. 4.21). Одновременно число частиц, отража-
ющихся от виртуального катода в продольном направлении и уходящих
через плоскость инжекции (входную сетку), а также число частиц,
проходящих через колеблющийся виртуальный катод и покидающих
пространство взаимодействия через выходную сетку, монотонно растет
с ростом внешнего магнитного поля (см. кривые 2 и 3 на рис. 4.21
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соответственно). Такое поведение соответствует на рис. 4.19, a области
уменьшения величины критического тока пучка с увеличением внешне-
го магнитного поля при B < Bmin (ср. рис. 4.19 и рис. 4.21 для величин
магнитного поля B < 0,5 кГс). При больших внешних магнитных полях
B > 0,5 кГс число частиц, покидающих пространство взаимодействия
в поперечном направлении через боковую стенку пространства взаимо-
действия (частицы, отраженные от виртуального катода в поперечном
направлении), становится близким к нулю (см. кривую 1 на рис. 4.21),
а число частиц движущихся в продольном направлении и выходящих
из пространства взаимодействия через входную и выходную сетки
системы перестает меняться с изменением величины ведущего магнит-
ного поля (см. кривые 2 и 3 на рис. 4.21).

Величина магнитного поля, при котором поперечная динамика
отраженных от виртуального катода заряженных частиц становится
несущественной (Nref⊥ ≈ 0), если сравнить рис. 4.19 и 4.21, близка
к определенной выше оптимальной величине магнитного поля Bmin,
при которой величина критического тока пучка минимальна.

Такое поведение зависимости токораспределения от магнитного по-
ля означает, что в случаях малых и больши́х величин внешнего маг-
нитного поля формирование и динамика виртуального катода в пучке
заряженных частиц протекает различным образом. При малых вели-
чинах индукции магнитного поля B < Bmin, когда магнитное поле
слабо удерживает электроны пучка, в системе преобладает попереч-
ная динамика заряженных частиц. При больши́х магнитных полях,
когда ток через боковую проводящую поверхность, ограничивающую
пространство взаимодействия в радиальном направлении, равен нулю,
динамика пространственного заряда пучка преимущественно протекает
в продольном направлении (одновременно наблюдается и циклотрон-
ное вращение электронов в магнитном поле). При магнитных полях
B ∼ Bmin поведение системы определяется как поперечной, так и про-
дольной динамикой заряженных частиц в области виртуального катода.
Полученные результаты хорошо согласуются с результатами, полу-
ченными для случая нерелятивистских электронных потоков. Видно,
что качественно процесс образования виртуального катода и динамики
всего потока в целом не изменяется.

Проиллюстрируем динамику пучка в области виртуального катода
усредненными по периоду колебаний распределениями плотности про-
странственного заряда в области формирования виртуального катода
(что соответствует z ∈ (0, 0,2)) для различных характерных значений
индукции B внешнего магнитного поля (см. рис. 4.22). Максимум
плотности пространственного заряда (темная область на проекциях
распределений |ρ(z, r)|) соответствует области виртуального катода,
в которой происходит остановка и поворот заряженных частиц обратно
к плоскости инжекции или к боковой стенке пространства взаимодей-
ствия. Электронный поток тормозится полем пространственного заряда
виртуального катода, и скорости заряженных частиц в области вир-
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Рис. 4.22. Распределения плотности пространственного заряда в области вир-
туального катода (усредненные за характерный период колебаний вирту-
ального катода) для трех различных величин магнитного поля: a) B = 0;
б) B ≈ Bmin = 0,6 кГс; в) B = 2,0 кГс. Коэффициент заполнения пучком про-
странства взаимодействия σ = 0,5. Градациями серого цвета показаны абсо-
лютные величины безразмерной плотности |ρ(r, z)| пространственного заряда
в различных точках (r, z) пространства взаимодействия (соответствующие
шкалы, сопоставляющие значения |ρ| и оттенки серого цвета, представлены
справа от распределений). Стрелкой показана граница пучка в радиальном

направлении

туального катода оказываются близкими к нулю, поэтому плотность
пространственного заряда |ρ| в нем максимальна. Сравнивая распре-
деления, построенные для различных значений внешнего магнитного
поля, можно сделать вывод, что виртуальный катод формируется прак-
тически в одной и той же области пространства по продольной коорди-
нате z ∼ 0,04–0,08 для σ = 0,5, не зависящей от величины индукции
B магнитного поля. Вместе с тем пространственно-временная дина-
мика электронов пучка в поперечном (по отношению к оси системы)
направлении в области виртуального катода существенно определяется
величиной внешнего магнитного поля.

Рис. 4.22, a, иллюстрирующий случай отсутствия внешнего магнит-
ного поля (B = 0), показывает, что в области виртуального катода
наблюдается значительное расширение электронного потока в попереч-
ном (радиальном) направлении, вследствие чего на распределениях на-
блюдаются ненулевые значения плотности пространственного заряда по
всему поперечному сечению системы в области вблизи плоскости ин-
жекции. Качественно подобная картина наблюдается и при ненулевых,
но малых внешних магнитных полях (B < Bmin). Такое поведение пуч-
ка связано с тем, что за счет сил пространственного заряда, которые
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весьма велики благодаря формированию плотного сгустка электронов
в области виртуального катода, электроны приобретают поперечную
скорость и быстро уходят в радиальном направлении, оседая на огра-
ничивающую пространство взаимодействия боковую цилиндрическую
стенку. Подобная динамика электронов в поперечном направлении за
счет сил пространственного заряда, не ограничиваемых наличием сла-
бого (или нулевого) внешнего магнитного поля, приводит к существен-
ному расширению пучка в радиальном направлении и преобладающему
повороту частиц в области виртуального катода не в продольном, а
в поперечном направлении. Как следствие этого величина токооседа-
ния на боковую поверхность пространства взаимодействия оказывается
весьма значительной (рис. 4.21).

Значительное расширение пучка в радиальном направлении при-
водит к уменьшению величины плотности пространственного заряда
в области виртуального катода и, как следствие, к увеличению необхо-
димого тока пучка (критического тока) для достижения необходимой
величины плотности заряда в пространстве взаимодействия для начала
поворота и отражения частиц в пучке — формирования колеблющего-
ся нестационарного виртуального катода, отражающего от себя часть
электронов к входной сетке и на боковую поверхность системы.

С увеличением величины индукции B магнитное поле начинает
препятствовать смещению электронов пучка в поперечном направле-
нии, поэтому число электронов, покидающих пространство взаимо-
действия в радиальном направлении через боковую стенку, начина-
ет уменьшаться с ростом B (рис. 4.21). Из анализа распределения
плотности пространственного заряда при оптимальном магнитном поле
B = Bmin (рис. 4.22, б) следует, что ограничение поперечного движения
электронов за счет внешнего магнитного поля приводит к увеличению
плотности пространственного заряда в области виртуального катода
(ср. шкалу градаций серого цвета на рис. 4.22, a и б) и, как следствие,
уменьшению необходимого тока пучка (как и следует из рис. 4.19), при
котором возможно появление отражений частиц и колебаний виртуаль-
ного катода в электронном потоке.

При больших магнитных полях (B � Bmin), когда пучок сильно
замагничен, как видно из рис. 4.22, в, виртуальный катод располагается
практически полностью в пределах начального радиуса пучка. Ради-
альных движений и радиальных колебаний пространственного заряда
вдоль всего радиуса R пространства взаимодействия в этом случае
практически не наблюдается. В рассматриваемом случае изменение
магнитного поля в области B > Bmin уже не приводит к существенным
изменениям плотности пространственного заряда электронов в области
виртуального катода и, как следствие, к изменениям критического тока
пучка с увеличением фокусирующего пучок магнитного поля.

Исходя из вышесказанного, представляется правильным различать
два типа виртуальных катодов для случаев малых и больших фоку-
сирующих магнитных полей. Для малых магнитных полей динамика



4.4 Хаотическая динамика релятивистского электронного пучка 157

заряженных частиц пучка, приводящая к формированию виртуального
катода, преимущественно происходит в поперечном направлении под
действием сил пространственного заряда, которые способствуют значи-
тельному расширению электронного потока в радиальном направлении.
В этом случае можно говорить о «поперечном» виртуальном катоде,
в котором динамика пространственного заряда происходит преимуще-
ственно в радиальном направлении. Такой виртуальный катод реали-
зуется в низковольтном виркаторе при отсутствии или слабой фоку-
сировкe магнитным полем. Иная ситуация складывается при больши́х
фокусирующих магнитных полях, когда в системе преобладает про-
дольная динамика заряженных частиц. В этом случае можно говорить
о «продольном» виртуальном катоде. Поведение электронного пучка со
сверхкритическим током с продольным виртуальным катодом изучено
более детально и обычно реализуется в виркаторах при фокусировке
пучка внешними больши́ми магнитными полями. В этом случае вели-
чина критического тока определяется известным соотношением [2].

4.4. Хаотическая динамика pелятивистского
электронного пучка с виртуальным катодом

при изменении величины внешнего магнитного поля

Итак, мы рассмотрели зависимости критических токов, при которых
в пучке заряженных частиц формируется виртуальный катод, и осо-
бенности нелинейной динамики виртуального катода для нереляти-
вистских и слаборелятивистских пучков заряженных частиц с учетом
двумерной динамики электронов в области виртуального катода. Пред-
ставляется важным рассмотреть нелинейную динамику и хаотическую
генерацию в релятивистском пучке заряженных частиц при форми-
ровании в нем виртуального катода. В связи с этой задачей следует
отметить работы [14, 15], в которых были предприняты попытки теоре-
тического анализа процессов в пучке с виртуальным катодом в различ-
ных модификациях виркаторов с учетом конечности магнитного поля,
фокусирующего электроны пучка. В данном разделе проведем деталь-
ный анализ нелинейных нестационарных процессов в релятивистском
электронном потоке со сверхкритическим током с учетом двумерных
эффектов при изменении величины внешнего магнитного поля.

4.4.1. Математическая модель. В качестве исследуемой системы,
как и выше, рассмотрим замкнутый отрезок цилиндрического волново-
да длиной L = 0,16 м и радиусом R = 0,3L. Внутрь рабочей камеры че-
рез сечение z = 0 инжектируется моноэнергетический аксиально-сим-
метричный трубчатый релятивистский электронный пучок с нулевой
поперечной скоростью и однородным распределением плотности тока
в поперечном направлении. Энергия ускорения электронов 560 кэВ (что
соответствует скорости электронов на входе в систему v0/c = 0,88, где
c — скорость света), внутренний радиус и толщина инжектируемого
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релятивистского пучка соответственно rb = 0,2L и Δb = 0,03L. От-
раженные от виртуального катода электроны осаждаются на входной
сетке («редитронная» схема [16]). В качестве источника внешнего
магнитного поля предполагается соленоид цилиндрического сечения,
создающий однородное магнитное поле в пределах рабочей камеры
виркатора.

В общем виде уравнения модели, описывающей процессы в реляти-
вистском пучке в виркаторной системе, могут быть записаны так:

rotE = −1

c

∂H
∂t

, rotH =
1

c

∂E
∂t

+
4π

c
j, (4.10)

div E = 4πρ, div H = 0, (4.11)

∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
+ e

(
E +

1

c
[v,H]

)
∂f

∂p
= 0, (4.12)

ρ = e

∫
f dp, j = e

∫
fv dp (4.13)

с соответствующими заданными начальными и граничными условиями.
Здесь E и H — напряженности электрического и магнитного полей,
f = f(r,p, t) — функция распределения электронов, ρ и j — плотности
заряда и тока, v и p — скорость и импульс электронов.

Учитывая геометрию исследуемой нами системы, обладающей акси-
альной симметрией пространства взаимодействия, перейдем в цилин-
дрическую систему координат, причем с учетом аксиальной симмет-
рии будем иметь, что ∂/∂θ = 0. Отметим, что подобное упрощение
исключает из рассмотрения аксиально-несимметричные моды, которые
могут возбуждаться при взаимодействии пучка с электромагнитным
полем [17]. Тогда, предполагая отсутствие внешних переменных полей
Eθ, Hr и Hz и начального импульса электронов пучка pθ, роторные
уравнения Максвелла (4.10) преобразуем к виду:

∂Hθ

∂t
= −c

(
∂Er
∂z

− ∂Ez
∂r

)
,

∂Er
∂t

= −c∂Hθ

∂z
− 4πjr(r, z),

∂Ez
∂t

=
c

r

∂(rHθ)
∂r

− 4πjz(r, z).

(4.14)

Интегрирование уравнений (4.14) с соответствующими начальными
и граничными условиями возможно провести численно на сдвинутых
друг относительно друга пространственно-временны́х сетках с посто-
янными шагами по времени Δt и соответственно по продольной и ра-
диальной координатам Δz и Δr, на каждой из которых определим одну
из полевых компонент [3, 6, 7, 18].

Для решения уравнения Власова (4.12), как и в предыдущих раз-
делах, применялся метод крупных частиц, в соответствии с которым
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динамика электронного пучка моделируется совокупностью конечного
числа крупных частиц, которые в аксиально-симметричной геометрии
представляются в виде заряженных колец различного радиуса. Для
каждой из крупных частиц численно решались релятивистские урав-
нения движения

dp
dt

= E +
[p,B]
γ

,
dr
dt

=
p
γ

(4.15)

при помощи алгоритма Бориса [19] применительно к цилиндрической
системе координат. При этом рассчитываются три компоненты скорости
v заряженной частицы — продольная vz , радиальная vr и азимутальная
vθ составляющие. Далее, зная все координаты и скорости крупных
частиц, плотности пространственного заряда ρ(z, t) и тока j(z, t) элек-
тронного потока можно восстановить с помощью стандартной проце-
дуры билинейного взвешивания частиц на сетке в цилиндрической
системе координат в двух измерениях [7].

4.4.2. Генерация хаотических сигналов релятивистским элек-
тронным пучком с виртуальным катодом во внешнем магнитном
поле. При рассмотрении сложной нестационарной динамики в реляти-
вистском пучке с виртуальным катодом, в первую очередь, остановимся
на перестройке режимов генерации при изменении величины B внеш-
него фокусирующего магнитного поля.

На рис. 4.23 показаны спектры мощности колебаний продольного
электрического поля в области виртуального катода при токе пучка
I = 1,5I0, где I0 — предельный вакуумный ток, при котором в пучке
формируется нестационарный виртуальный катод, и при различных
значениях величины B магнитного поля. Уменьшение магнитного по-
ля приводит к увеличению влияния эффектов двумерного движения
заряженных частиц в области виртуального катода. Действительно,
при значительных величинах магнитного поля, когда динамика элек-
тронов пучка близка к одномерной, колебания в системе оказывают-
ся близкими к одночастотным (рис. 4.23, a; B = 40 кГс). В спектре
мощности наблюдается один ярко выраженный преобладающий пик,
соответствующий частоте f ≈ 2,5(ωp/2π). Далее, с уменьшением ве-
личины ведущего магнитного поля наблюдается усложнение спектра
генерации, заключающееся в появлении дополнительных частотных
компонент и увеличении мощности шумового пьедестала (рис. 4.23, б;
B = 20 кГс). При малых величинах B в спектре мощности наряду с ВЧ
компонентами в области 3–6 ГГц появляются низкочастотные компо-
ненты с частотами f < 500 МГц (рис. 4.23, в; B = 6 кГс). В отсутствиe
магнитного поля спектр мощности генерации становится сплошным
в диапазоне 3,5–6 ГГц, шумовой пьедестал поднимается до уровня
−10 дБ (рис. 4.23, г). Описанная картина демонстрирует усложнение
хаотической генерации в релятивистском пучке с виртуальным катодом
с уменьшением внешнего магнитного поля и типична для различных
скоростей электронов β0 = v0/c и токов I пучка.
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Рис. 4.23. Нормированные спектры мощности (в нелогарифмическом масштабе)
колебаний электрического поля в области виртуального катода для различ-
ных значений величины ведущего магнитного поля: a) B = 40 кГс; б) 20 кГс;

в) 6 кГс; г) 0

Ранее для анализа процессов в пучке с виртуальным катодом
использовалось рассмотрение величины токораспределения в системе
в зависимости от величины прикладываемого магнитного поля. На
рис. 4.24 показаны усредненные во времени величины тока 〈jtr〉, прохо-
дящего через виртуальный катод и оседающего на коллектор, тока 〈jr〉,
отраженного от виртуального катода обратно к плоскости инжекции,
и, наконец, тока 〈jw〉, оседающего на стенки пространства дрейфа,
ограничивающие систему в поперечном направлении в зависимости от
величины B фокусирующего магнитного поля при малом и большом
токе пучка. Токи 〈jtr〉, 〈jr〉 и 〈jw〉 нормированы на величину тока
инжектируемого пучка. При больших величинах фокусирующего маг-
нитного поля (B > 10 кГс) величины проходящего 〈jtr〉 и отражен-
ного 〈jr〉 потоков слабо зависят от величины фокусирующего пучок
магнитного поля. Так, с ростом B наблюдается незначительный рост
величины 〈jtr〉 и соответственно уменьшение 〈jr〉. Это область значе-
ний величины B магнитного поля, при котором двумерная динамика
электронов в конечном магнитном поле не приводит к изменению
токораспределения в системе. Инжектируемый электронный пучок, как
и в случае бесконечного фокусирующего магнитного поля (когда дина-
мика электронов принципиально одномерная), динамическим образом
распределяется в области виртуального катода на два потока — поток
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Рис. 4.24. Усредненные во времени величины отраженного к плоскости инжек-
ции от виртуального катода, проходящего к коллектору и осевшего на огра-
ничивающую стенку токов электронного потока в зависимости от магнитного
поля B при I = 1,5I0 (a) и I = 4I0 (б). Зависимость величины проходящего
тока от величины инжектируемого тока при различных величинах магнитного

поля: 1 — B = 60 кГс; 2 — 4 кГс; 3 — 0

электронов, отраженных от виртуального катода обратно к плоскости
инжекции, и поток электронов, проходящих через виртуальный катод
к коллекторному концу пространства взаимодействия.

Величина проходящего через виртуальный катод тока 〈jtr〉 при
больших величинах фокусирующего магнитного поля близка к вели-
чине предельного вакуумного токa в пространстве взаимодействия.
Последнее хорошо согласуется с известными экспериментальными и
теоретическими данными (см., например, [20, 21]), из которых следует,
что величина пролетного за виртуальный катод тока близка к предель-
ному вакуумному току. Зависимость величины пролетного тока при
магнитном поле B = 60 кГс от величины инжектируемого тока пучка
представлена на рис. 4.24, в. Видно, что при малых инжектируемых
токах пучка величина проходящего тока меньше величины предельно-
го значения. С ростом тока пучка величина пролетного тока быстро
стремится к предельному вакуумному значению. Подобное поведение
зависимости пролетного тока от величины инжектируемого тока пучка
требует дальнейшего теоретического анализа. При малых величинах
фокусирующего магнитного поля, как видно из рис. 4.24, в, величина
проходящего тока меньше величины предельного вакуумного тока, что

6 Нестационарные и хаотические процессы
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связано с оседанием части электронного потока на стенки пространства
дрейфа, ограничивающие систему в поперечном направлении. С ростом
величины фокусирующего магнитного поля токооседание на попереч-
ные стенки уменьшается и соответственно проходящий ток стремится
к предельному вакуумному значению.

Динамика пучка принципиально меняется при малых фокусиру-
ющих магнитных полях. Так, токооседание на поперечные стенки
рабочей камеры виркатора возникает при малых фокусирующих маг-
нитных полях B < 5–10 кГс и быстро увеличивается с уменьшением
магнитного поля. Максимум величины 〈jw〉 приходится на величину
B ∼ 0–2 кГс, когда резко уменьшается величина тока, выходящего из
системы через плоскость инжекции. Исследование характерных траек-
торий крупных частиц, моделирующих пучок, показывает, что пучок,
оседающий на стенках рабочей камеры, почти полностью состоит из
электронов, отраженных от виртуального катода. Значение Bw магнит-
ного поля, при котором наблюдается появление электронов, оседающих
на поперечных стенках пространства дрейфа, можно рассматривать как
критическое, при котором влияние двумерных эффектов на динамику
пространственного заряда становится весьма существенным. Отметим,
что именно при значениях магнитного поля B < Bw в системе на-
блюдается существенное расширение полосы частот многочастотного
хаотического сигнала, генерируемого виркатором.

Таким образом, при фиксированном токе пучка с уменьшением
величины фокусирующего магнитного поля в системе с виртуальным
катодом (а следовательно, с ростом влияния двумерных эффектов
динамики электронов на колебания виртуального катода) наблюдается
последовательное усложнение спектра генерации, начиная от одноча-
стотных колебаний при близкой к одномерной динамике электронов
до многочастотных широкополосных хаотических колебаний, когда ди-
намика пучка принципиально двумерная и наблюдается токооседание
электронов на стенки рабочей камеры.

4.4.3. Эффективность релятивистского генератора на вирту-
альном катоде в зависимости от величины магнитного поля.
Определим к.п.д. η взаимодействия электронного пучка с электромаг-
нитным полем в виркаторе как

η =
We вх −We вых

We вх

, (4.16)

где We вх — энергия, вносимая в пространство взаимодействия инжек-
тируемым электронным пучком; We вых — энергия покидающих про-
странство взаимодействия электронов. Несложно показать, что к. п. д.
взаимодействия (4.16) может быть выражен соотношением

η =
γ0 − 1

M

M∑
k=1

γk

γ0 − 1
, (4.17)
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где γ0 — релятивистский фактор электронов на входе в пространство
взаимодействия; γk — релятивистский фактор k-й заряженной частицы,
покидающей пространство взаимодействия; M — число заряженных
частиц, вышедших из пространства взаимодействия.

На рис. 4.25 показаны зависимость к. п. д. взаимодействия η (4.17)
от величины B фокусирующего магнитного поля (циклотронной ча-
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Рис. 4.25. Зависимость к. п. д. взаимо-
действия от величины фокусирующего
магнитного поля при различных пре-
вышениях током пучка I критического

значения I0

стоты ωc) при различных пре-
вышениях током пучка критиче-
ского значения (предельного ва-
куумного тока I0, при котором
в системе формируется нестаци-
онарный виртуальный катод). Из
рисунка видно, что для каждого
значения тока пучка существу-
ет оптимальная величина Bопт

магнитного поля, при котором
к. п. д. взаимодействия максима-
лен. Оптимальное магнитное по-
ле соответствует малым величи-
нам Bопт � 10 кГс и увеличивает-
ся с ростом тока пучка. Так, при
I ≈ I0 величина Bопт ≈ 0, а при
I = 4I0 оптимальное магнитное
поле уже Bопт ≈ 9 кГс. Величина максимального к. п. д. генерации
виркатора при рассматриваемых в данной главе параметрах пучка
составляет величину η ∼ 0,06.

При изменении величины ведущего магнитного поля относительно
оптимального значения наблюдается резкое уменьшение к. п. д. взаи-
модействия пучка с электромагнитным полем. При больши́х значениях
магнитного поля B > 20 кГс к. п. д. взаимодействия слабо меняется
с изменением магнитного поля и не превышает величины η ∼ 0,01–0,02
в зависимости от тока пучка I/I0. Следует отметить, что аналогичные
экспериментальные данные были получены в [15, 22], где впервые
было экспериментально обнаружено наличие оптимального внешнего
магнитного поля (соответствующего сравнительно малым значениям),
при котором мощность генерации виркатора максимальна.

Подобная зависимость к. п. д. от магнитного поля определяется ха-
рактером движения заряженных частиц в области виртуального катода.
Рассмотрим движение заряженных частиц в самосогласованном поле
в области виртуального катода подробнее, для чего будем анализи-
ровать характерные траектории заряженных частиц и распределения
электрического поля в радиальном направлении E(r, z) в области
виртуального катода. Отметим, что необходимо различать электроны,
движущиеся к виртуальному катоду (их скорость vz > 0), и элек-
троны, отраженные от него обратно к плоскости инжекции (со ско-
ростью vz < 0). Первая часть электронного потока (инжектируемые

6*
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в пространство взаимодействия электроны), испытывая на себе дей-
ствие тормозящего электрического поля Ez потенциального барьера
(виртуального катода), тормозится, отдавая энергию ВЧ полю. Вторая
часть потока (отраженные электроны), наоборот, выходя из области
виртуального катода ускоряeтся тем же полем Ez и забирает энергию
у ВЧ поля. Однако тормозящее для инжектируемого потока (или уско-
ряющее поле для отраженных электронов, для которых vz < 0) поле
Ez имеет распределение вдоль радиуса r пространства взаимодействия
с максимумом, который приходится на координату rb, соответствую-
щую радиусу инжектируемого пучка, т. е. max [Ez(r)] = Ez(r = rb).
При r > rb и r < rb электрическое поле Ez(r) быстро спадает по абсо-
лютной величине. Это иллюстрирует рис. 4.26, на котором качественно
показано характерное распределение поля Ez вдоль радиуса r про-
странства взаимодействия в области виртуального катода. Вид распре-
деления Ez(r) качественно не меняется при большой и малой величине
ведущего магнитного поля. Вместе с тем, вид характерных траекторий
заряженных частиц в области виртуального катода сильно зависит
от величины внешнего магнитного поля. На рис. 4.26 качественно
показаны характерные особенности динамики электронов в области
виртуального катода при большом (сверху) и малом (внизу) фокусиру-
ющем магнитном поле. Черной жирной стрелкой показаны характерная
траектория в координатах (r, z) инжектируемого электронного пучка,
для которого поле Ez является тормозящим. Серыми стрелками пока-
заны характерные траектории электронов, отраженных от виртуального
катода, для которых поле Ez является уже ускоряющим. При значи-
тельном ведущем магнитном поле отраженный от виртуального катода
электронный пучок имеет тот же радиус, что и входящий (инжекти-
руемый) электронный пучок. Следовательно, отраженные электроны
испытывают воздействие электрического поля той же амплитуды, что
и инжектируемые электроны. Тогда энергия, отданная пучком ВЧ по-

Рис. 4.26. Качественная картина динамики пучка в области виртуального
катода при большом и малом магнитном поле
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лю при торможении, близка к энергии, приобретенной отраженным
пучком за счет ускорения. В результате к. п. д. взаимодействия (а,
следовательно, и мощность излучения) оказываются весьма малыми
(η ∼ 0,01–0,02) 1).

Другая ситуация складывается при малой величине ведущего маг-
нитного поля. В этом случае отраженный пучок вследствие слабой
фокусировки имеет возможность вернуться к плоскости инжекции по
другой траектории, отличной от траектории инжектируемого пучка.
Как показано на рис. 4.26 для малых B, отраженные от виртуального
катода электроны испытывают на себе действие ускоряющего поля,
абсолютная величина которого меньше величины тормозящего поля.
Следовательно, величина энергии, отбираемой у поля ускоряющимися
отраженными электронами, меньше, чем величина энергии, отданная
инжектируемыми электронами ВЧ полю. В результате к. п. д. взаимо-
действия при уменьшении величины фокусирующего магнитного поля
растет и в режиме максимального к. п. д. достигает η ∼ 0,06.

Отметим, что при постоянной энергии инжектируемого потока де-
фокусирующее действие пространственного заряда тем выше, чем боль-
ше ток инжектируемого пучка (больше величина пространственного
заряда), а, следовательно, с ростом тока пучка величина оптимального
магнитного поля должна возрастать для обеспечения наиболее эффек-
тивных условий взаимодействия пучка с полем, что хорошо видно на
рис. 4.26.

4.4.4. Образование и взаимодействие структур в электронных
пучках с виртуальным катодом при изменении внешних магнит-
ных полей. Одним из важных и перспективных подходов к по-
ниманию механизмов возникновения сложной хаотической динамики
пространственно-распределенных систем является выделение и анализ
пространственно-временных когерентных структур, формирующихся
в таких системах [23–29]. Для выделения когерентных структур удоб-
но воспользоваться методом ортогональной декомпозиции простран-
ственно-временных данных по Карунену–Лоэву [30, 31], который ранее
применялся для анализа динамики и взаимодействия пространственно-
временных структур в пучково-плазменных системах с виртуальным
катодом в случае одномерного движения заряженных частиц [9, 32, 33].

Задача выделения когерентных структур по Карунену–Лоэву сво-
дится к решению интегрального уравнения вида [30]

∫
K(z, z′)Ψ(z′) dz′ = ΛΨ(z), (4.18)

1) Отметим, что в этом качественном рассмотрении не учитываются прошед-
шие через виртуальный катод электроны, которые тоже ускоряются и отбирают
некоторую часть энергии ВЧ поля. Однако, суммарная доля таких электронов
существенно меньше числа отраженных от виртуального катода электронов
(см. рис. 4.24) и при качественном рассмотрении их можно не учитывать.
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где ядро уравнения имеет вид

K(z, z′) = 〈ξ(z, t)ξ(z′, t)〉t, (4.19)

где 〈...〉t обозначает усреднение во времени. В качестве функций ξ(z, t)
может быть выбран набор пространственно-временны́х распределений
любой физической величины, приведенный к нулевому среднему. Удоб-
но в качестве ξ(z, t) выбрать величины плотности тока пучка jz(z, t).
Собственное значение Λn, соответствующее n-й моде КЛ Ψn, пропор-
ционально энергии, заключенной в этой моде. Мерой этой энергии
может служить величина

Wn =
Λn∑
i

Λi
(×100%). (4.20)

Однако, в рассматриваемом случае мы имеем дело с двумерным
движением электронного потока, поэтому удобно выделять отдель-
но «поперечные» и «продольные» структуры в электронном пучке.
В первом случае (выделение «поперечных» структур, характеризующих
динамику пространственного заряда в радиальном направлении) ядро
уравнения (4.18) формируется как

K(r, r′) =
1

T

1

L

T∫

0

L∫

0

u(z, r, t)u(z, r′, t) dz dt. (4.21)

В случае выделения «продольных» структур (т. е. структур, определяю-
щих динамику системы в направлении распространения электронного
пучка) ядро уравнения принимает вид:

K(z, z′) =
1

T

1

R

T∫

0

R∫

0

u(z′, r, t)u(z′, r, t) dr dt. (4.22)

Здесь u(z, r, t) — набор пространственно-временных данных с нулевым
средним (в качестве подобных данных здесь использована плотность
ρ(z, r, t) пространственного заряда электронного потока с исключен-
ным средним); T — промежуток времени, за который проводится
усреднение. Энергия поперечных и продольных когерентных структур
определяется, как и выше, с помощью анализа собственных значений
мод Карунена–Лоэва (4.18).

На рис. 4.27 приведены зависимости энергии Wn (в %) пяти «попе-
речных» и «продольных» когерентных структур с наибольшей энергией
от величины фокусирующего магнитного поля (циклотронной часто-
ты ωc) для тока пучка I = 1,5I0. Отметим, что во всех режимах,
как близких к регулярным колебаниям, так и со сложной динамикой,
число (n) когерентных структур, на которые приходится более 90%
колебательной энергии, не велико и составляет величину n = 2–5.
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Рис. 4.27. Зависимости энергии Wn «поперечных» (a) и «продольных» (б)
когерентных структур с наибольшей энергией от величины фокусирующего

магнитного поля (циклотронной частоты ωc)

При больших величинах B магнитного поля основная энергия
колебательного движения в системе сосредоточена в двух высших
поперечных и одной продольной структурах Карунена–Лоэва. С умень-
шением величины магнитного поля в системе возникают дополни-
тельные структуры, в результате наблюдается уменьшение энергии
основных обладающих максимальной энергией структур и рост доли
энергии низших мод с номерами n = 2–5. При малом магнитном поле
(B ∼ 0) динамика системы в поперечном (радиальном) направлении
определяется пятью высшими модами, относительная энергия которых
примерно одинакова. Последнее свидетельствует о сложной динамике
пространственного заряда именно в поперечном направлении. Среди
«продольных» структур даже при малом магнитном поле остается одна
преобладающая по величине энергии W1 основная структура, кото-
рую следует связать с динамикой виртуального катода. Отметим, что
последнее хорошо согласуется с результатами работы [33], где прово-
дился анализ процессов структурообразования в пучке с виртуальным
катодом в случае одномерного движения.

Для подтверждения связи усложнения динамики электронного пуч-
ка с динамикой структур были рассчитаны распределения Φ(τ) заря-
женных частиц по временам жизни τ в пространстве взаимодействия,
которые представлены на рис. 4.28. Из него следует, что при боль-
шом магнитном поле (рис. 4.28, a) функция распределения имеет един-
ственный ярко выраженный максимум (отмечен на рисунке), который
соответствует периоду TBK колебаний виртуального катода (который
соответствует основной частоте fBK = 1/TBK в спектре мощности на
рис. 4.23,a, построенном для тех же значений тока пучка и магнит-
ного поля). Можно сделать вывод, что в данном случае динамика
системы определяется только одной электронной структурой — вирту-
альным катодом, и соответственно, виркаторная система при большом
фокусирующем магнитном поле генерирует близкое к одночастотному
излучениe. Это подтверждает рис. 4.29, a, на котором представлены
конфигурационные портреты электронного пучка при B = 40 кГс. На
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представленных портретах точки соответствуют заряженным крупным
частицам, которые используются в численном моделировании. Из кон-
фигурационного портрета, построенного в координатах (z, vz/c) (см.
рис. 4.29,a), видно, что основная масса заряженных частиц отража-
ется в одной точке x = xBK пространства взаимодействия, которая
соответствует виртуальному катоду (отмечена штриховой линией на
рис. 4.29,a). Из конфигурационного портрета в координатах (z, r) сле-
дует, что электронный поток не меняет свою толщину по мере рас-
пространения вдоль пространства взаимодействия. Таким образом, при
большом ведущем магнитном поле в системе формируется единствен-
ная электронная структура — виртуальный катод, динамика которой
существенна в продольном направлении.

С уменьшением величины магнитного поля (см. рис. 4.28, б, в) вид
функции распределения Φ(τ) становится более сложным. Теперь Φ(τ)
имеет несколько максимумов, каждый из которых соответствует своей
электронной структуре в пучке. Из анализа конфигурационных порт-
ретов электронного пучка (см. рис. 4.29, б, в), построенных при малых
величинах ведущего магнитного поля, также следует, что динамика
электронов в области виртуального катода значительно усложняется.
Во-первых, наблюдается значительное уширение электронного пучка
в поперечном направлении; во-вторых, область пространства взаимо-
действия, в которой имеет место одновременное отражение электро-
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Рис. 4.28. Распределения заряженных частиц по временам жизни в простран-
стве взаимодействия для B = 40 кГс (а); B = 8 кГс (б) и B = 0 (в)
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нов, значительно расширяется. Последнее соответствует формирова-
нию в системе нескольких виртуальных катодов (нескольких областей,
в которых происходит отражение электронов обратно к плоскости
инжекции). Анализ времен жизни отраженных заряженных частиц
показал, что каждый из максимумов на функции распределения (см.
рис. 4.28, б, в) соответствует своей характерной области отражения ча-
стиц, т. е. своему виртуальному катоду. В работе [33] было показано,
что хаотизация выходного излучения виркатора при больших вели-
чинах фокусирующего магнитного поля определяется формированием
нескольких виртуальных катодов в пространстве дрейфа. Каждый из
виртуальных катодов воздействует на другие через отраженный от него
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Рис. 4.29. Конфигурационные портреты электронного пучка в координа-
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B = 8 кГс (б) и B = 0 (в)
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электронных поток. Как следствие, в системе формируется несколько
цепей обратной связи, которые и приводят к усложнению динамики
пространственного заряда электронного пучка со сверхкритическим то-
ком. При малых магнитных полях наблюдается аналогичная ситуация,
но теперь электронные структуры формируются не только в различ-
ных продольных сечениях пространства взаимодействия, но и имеют
сложную картину динамики пространственного заряда в поперечном
(радиальном) направлении. Таким образом, формирование и взаимодей-
ствие электронных структур в пучке с виртуальным катодом приводит
к существенному усложнению выходного излучения виркатора при
малых величинах ведущего магнитного поля.

В заключение можно сделать вывод, что усложнение динамики
электронного пучка с виртуальным катодом с увеличением тока пучка
или уменьшением величины ведущего магнитного поля определяется
одним и тем же физическим механизмом, а именно формированием
и взаимодействием пространственных структур в пучке с виртуальным
катодом. Однако реализация данного механизма в каждом из случаев
различна. Так, при уменьшении величины ведущего магнитного поля
основную роль играет динамика пучка в поперечном направлении (т. е.
двумерные эффекты), и, в первую очередь, начинается рост «попереч-
ных» электронных структур в пучке со сверхкритическим током. При
большом фокусирующем магнитном поле при увеличении тока пучка
поперечная динамика менее существенна и сводится к возникновению
колебаний пространственного заряда пучка в поперечном направлении.

Заключение

Приведeнные в данной главе результаты позволяют сделать вы-
вод о том, что в пучке заряженных частиц с виртуальным катодом
значительную роль играют поперечные движения электронов, что не
учитывается в одномерных моделях, которые часто используются для
описания процессов в виркаторных системах. Это становится особенно
важным при рассмотрении интегральных характеристик (таких как
выходная мощность и к. п. д. прибора) системы с виртуальным катодом.
В главе подробно изложены физические процессы, сопровождающие
образование и динамику виртуального катода в электронных потоках,
которые качественно схожи для нерелятивистских, слаборелятивист-
ских и релятивистских энергий частиц. Изменение внешнего магнит-
ного поля позволяет эффективно управлять характеристиками генера-
ции виркатора, что хорошо подтверждается экспериментами с низко-
вольтной системой, описанными в разделе 3.4 главы 3. В частности,
показано, что системы с виртуальным катодом могут демонстрировать
разнообразное поведение, включающее в себя различные режимы от
регулярных до сложных хаотических колебаний. Наиболее важным
результатом главы является вывод о том, что учeт поперечного дви-
жения заряженных частиц в пространстве взаимодействия является
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принципиально необходимым для точного и корректного описания
физических процессов, происходящих в пучках заряженных частиц
в режиме образования виртуального катода, а также для проведения
расчетов тех или иных конструкций приборов с виртуальным катодом.
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ГЕНЕРАЦИЯ И УСИЛЕНИЕ

ШИРОКОПОЛОСНЫХ ХАОТИЧЕСКИХ

КОЛЕБАНИЙ В СИСТЕМЕ «ЛАМПА БЕГУЩЕЙ

ВОЛНЫ С КОЛЛЕКТОРОМ-ГЕНЕРАТОРОМ»

Ю.А.Калинин, А. Е. Храмов

...история создания электронных приборов — это не случай-
ный процесс, а закономерность, связанная с необходимостью
в них бурно развивающихся промышленности, средств связи,
транспорта. Новые электронные приборы возникали тогда,
когда существовавшие приборы уже не могли удовлетворять
растущим к ним требованиям и становились в каком-то смыс-
ле тормозом на пути технического прогресса...

Вайсбурд Ф.И., Панаев Г. А., Савельев Б.Н. Из
введения к книге «Электронные приборы и усили-
тели». М.: УРСС, 2004.

Для получения мощных широкополосных шумов в СВЧ
диапазоне потребовалось создание специальных генераторов,
в которых хаотизация колебаний достигается не за счет
воздействия флуктуаций, а вследствие собственной слож-
ной динамики многоконтурной автоколебательной системы со
специфическими нелинейностями.

Залогин Н.Н., Кислов В.В. Широкополосные хао-
тические сигналы в радиотехнических и информа-
ционных системах. М.: Радиотехника, 2006. С. 6.

Схема гибридного прибора «лампа бегущей волны с кол-
лектором-генератором». Особенности генерации и усиле-
ния сигналов в электронно-волновом усилителе с коллек-
тором-генератором. Хаотические СВЧ колебания в коллек-
торе-рекуператоре лампы бегущей волны. Усиление широко-
полосных хаотических сигналов, генерируемых виртуальным
катодом, лампой бегущей волны.

В предыдущих главах монографии рассмотрен новый источник ши-
рокополосных хаотических сигналов на основе электронного пучка
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с виртуальным катодом, формирующимся в тормозящем статическом
поле — низковольтный виркатор. Напомним, что принцип работы
низковольтного виркатора заключается в том, что нерелятивистский
интенсивный электронный пучок инжектируется в пространство вза-
имодействия с тормозящим полем. В результате в электронном пучке
формируется виртуальный катод, колебания которого регистрируют-
ся широкополосной электродинамической системой. Как мы увидели
выше, подобный генератор способен демонстрировать различные ре-
жимы от близких к одночастотным колебаниям до генерации хаоти-
ческих сигналов c шириной полосы частот до 2 октав. Однако уро-
вень выходной СВЧ мощности такого генератора весьма низкий [2–4].
В экспериментальном макете низковольтного виркатора при токе пучка
I0 = 100–300 мA и ускоряющем напряжении V0 = 1–3 кВ были обна-
ружены СВЧ колебания в диапазоне 1–5 ГГц с мощностью порядка
0,2–2,0 Вт при электронном КПД, не превышающем 1–2%.

Поэтому весьма актуальным является создание генератора с воз-
можностями низковольтного виркатора по генерации широкополосных
хаотических сигналов, но с большими КПД и выходной мощностью.
Одним из решений данной задачи является использование различных
усилительных цепочек, включающих в себя низковольтный виркатор
в качестве задающего генератора шумоподобных колебаний и ши-
рокополосный усилитель мощности. Одна из возможных схем такой
усилительной цепочки представлена на рис. 5.1. Она состоит из мало-
мощного управляемого источника шума на основе электронного пучка
с виртуальным катодом, широкополосного усилителя сигнала — спи-
ральной ЛБВ с коэффициентом усиления Ky ∼ 50 дБ и усилителя
мощности (мощной ЛБВ с коэффициентом усиления 10–20 дБ). Выход-
ная мощность шумоподобного сигнала такой цепочки может достигать
Pout ∼ 2–10 кВт в импульсном режиме. Однако такая схема обладает
и недостатками, связанными с необходимостью обеспечить питание
нескольких электронно-вакуумных приборов. Одним из возможных
решений данной проблемы является использование вместо первых двух
элементов усилительной цепочки «гибридного» СВЧ-прибора на осно-
ве широкополосного СВЧ-усилителя — лампы бегущей волны (ЛБВ),
включающего в качестве одного из элементов многоступенчатый кол-
лектор с возможностью формирования в его пространстве виртуального
катода за счет торможения пучка электронов, выходящих из простран-
ства взаимодействия ЛБВ [1]. В этом случае существует возможность
создать компактную многофункциональную систему «генератор-уси-
литель» с одним электронным пучком, мощность и КПД которой
в первую очередь будут определяться характеристиками усилителя,
а спектральные характеристики выходного сигнала — свойствами ко-
лебаний виртуального катода в коллекторе мощной ЛБВ.

В данной главе представлены результаты экспериментального ис-
следования такого нового «гибридного» прибора СВЧ на основе лампы
бегущей волны с коллектором-генератором. Новый прибор обладает



5.1. Схема гибридного прибора «лампа бегущей волны» 175

1 2 3 Pout

Рис. 5.1. Усилительная цепочка с маломощным СВЧ-генератором хаоса. Здесь
1 — маломощный генератор шума с виртуальным катодом (низковольтный
виркатор); 2 — широкополосный усилитель шума (ЛБВО с коэффициентом
усиления Ky ∼ 50–60 дБ); 3 — усилитель мощности (прозрачная мощная ЛБВ

с Ky ∼ 10–20 дБ)

высокой мощностью, достижимой в ЛБВ, наряду с возможностями
низковольтного виркатора по формированию различных режимов ко-
лебаний, включая режимы широкополосной хаотической генерации со
слабой изрезанностью спектра мощности в диапазоне частот более
октавы.

5.1. Схема гибридного прибора «лампа бегущей волны
с коллектором-генератором»

На рис. 5.2,a представлены конструктивные элементы многофунк-
ционального гибридного СВЧ-прибора на основе широкополосного
электронного усилителя с коллектором-генератором [1]. Прибор состо-
ит из нескольких основных функциональных модулей — источника
электронов (электронной пушки) 1, мощного широкополосного усили-
теля СВЧ сигнала 2, коллектора-генератора 3 и элемента связи 4. Уси-
лительный модуль прибора (лампа бегущей волны) содержит источник
электронов 1, формирующий электронный пучок с током I0, который
попадает в пространство взаимодействия 2. Пространство взаимодей-
ствия представляет собой отрезок электродинамической замедляющей

Рис. 5.2. a) Блок-схема гибридного многофункционального генератора-усили-
теля. Здесь 1 — источник электронов (электронная пушка); 2 — мощный
широкополосный усилитель СВЧ сигнала; 3 — коллектор-генератор; 4 — эле-
мент связи. б) Схема трехступенчатого коллектора-генератора ЛБВ. Здесь 1 —
отработанный в пространстве взаимодействия ЛБВ электронный пучок, попа-
дающий из него в область коллектора; 2–4 — секции коллектора-рекуператора
с потенциалами V1,2,3; 5 — широкополосный вывод энергии СВЧ колебаний
из коллектора-рекуператора; 6 — схематичное изображение образующегося

в пучке виртуального катода
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системы, в котором происходит взаимодействие электронного потока
с синхронной электромагнитной волной, за счет чего имеет место уси-
ление СВЧ сигнала, одновременно электроны пучка теряют часть своей
кинетической энергии [5]. Далее, отработанный пучок на выходе из за-
медляющей системы попадает в область многоступенчатого коллектора
электронов 3, совмещающего функции генератора СВЧ сигналов на
основе виртуального катода (низковольтного виркатора). СВЧ сигнал
PBK, снимаемый в коллекторе-генераторе с помощью широкополосного
элемента связи (отрезок спирали или диафрагма, нагруженные на коак-
сиальную линию), по цепи связи 4 (волновод или коаксиальная линия)
попадает на вход усилительного модуля (ЛБВ), далее, усиливаясь
в ЛБВ до мощности Pout, выводится через элемент вывода энергии 5
в нагрузку.

Таким образом, мы получаем комбинированный многофункциональ-
ный вакуумный СВЧ прибор, в котором с помощью одного электронно-
го пучка осуществляется генерация и усиление СВЧ сигналов с различ-
ным спектральным составом и мощностью. Отметим, что в рассматри-
ваемом устройстве отсутствует как таковая цепь обратной связи, что
позволяет создать генератор СВЧ сигналов с возможностью перестрой-
ки режимов генерации от монохроматического до широкополосного
шумоподобного сигнала с малой изрезанностью спектра и шириной
полосы частот, достигающей 1–2 октавы. Малая изрезанность спектра
и широкая полоса генерируемых частот связана с отсутствием стро-
гих фазовых условий, определяемых цепью запаздывающей обратной
связи, как это имеет место в источниках хаотического сигнала типа
ЛБВ с обратной связью (шумотронов), в которых связываются цепью
обратной связи непосредственно выход и вход ЛБВ, в результате чего
система превращается в добротный резонатор [6–8]. Источником СВЧ
колебаний в предложенной системе на основе ЛБВ с коллектором-гене-
ратором служит нестационарный виртуальный катод, формируемый
в коллекторе-рекуператоре со специально предусмотренным широкопо-
лосным выводом энергии. Управление режимами колебаний виртуаль-
ного катода возможно путем изменения тормозящего потенциала на
ступенях коллектора.

На рис. 5.2, б представлена схема используемого в эксперименте
3-х ступенчатого коллектора-генератора ЛБВ, на которой показаны:
1 — отработанный в пространстве взаимодействия ЛБВ электронный
пучок, попадающий из него в область коллектора, 2 — первая сек-
ция коллектора-рекуператора, на которую подаeтся потенциал V1 < V0
(V0 — ускоряющий потенциал электронов пучка), 3 — вторая секция
коллектора-рекуператора с потенциалом V2 < V1, 4 — третья секция
коллектора-рекуператора с потенциалом V3 < V2, 5 — широкополосный
вывод энергии СВЧ-колебаний из коллектора-рекуператора (в рассмат-
риваемой конструкции коллектора-генератора в качестве вывода мощ-
ности используется коаксиальная линия, подключенная к диафрагме
второй секции трехсекционного коллектора), 6 — схематичное изоб-
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ражение образующегося в коллекторе-генераторе виртуального катода
(в зависимости от соотношения потенциалов секций коллектора вирту-
альный катод может возникнуть как во второй, так и в третьей секциях
коллектора-генератора).

5.2. Особенности генерации и усиления сигналов
в электронно-волновом усилителе

с коллектором-генератором
Рассмотрим кратко принцип действия многофункционального при-

бора «электронный усилитель (ЛБВ) с коллектором-генератором». От-
работанный в ЛБВ электронный пучок с большим разбросом по ско-
ростям (см., например, [9]) входит в пространство коллектора-генера-
тора. Далее в коллекторе-генераторе отработанный электронный пучок
попадает в область тормозящего поля, образованного разностью потен-
циалов V1–V3 (V3 � V2 � V1), в результате чего в пучке формируется
нестационарный виртуальный катод [2] (см. также [10], где обсужда-
ется формирование и нестационарные колебания виртуального катода
в пучке с большим разбросом электронов по скоростям, как это имеет
место в ЛБВ). Пространственно-временные колебания виртуального
катода регистрируются отрезком широкополосной электродинамиче-
ской системы коллектора-генератора. Характер колебаний изменяется
от одночастотных и многочастотных до шумоподобных в зависимости
от coотношения потенциалов V1,2,3 секций коллектора.

Здесь следует отметить, что использование отработанного элек-
тронного пучка ЛБВ для генерации хаотических сигналов за счет фор-
мирования виртуального катода имеет важное преимущество. В раз-
деле 3.2 монографии было показано, что увеличение разброса элек-
тронного потока по скоростям значительно улучшает такие важные
характеристики хаотического СВЧ сигнала низковольтного виркатора
как ширина полосы генерируемых с помощью виртуального катода
частот (она значительно расширяется, см. рис. 5.3). Результаты по
генерации хаотических сигналов многоскоростным электронным пото-
ком с виртуальным катодом были получены при малых скоростных
разбросах (не более 2–4%), которые обеспечивались выбором режима
работы электронной пушки с термокатодом.

В лампе бегущей волны в режиме с входным сигналом также
наблюдается значительный разброс электронов пучка по скоростям на
выходе пространства взаимодействия, который имеет место за счeт
группирования и взаимодействия пучка с синхронной электромагнит-
ной волной в ЛБВ [9]. Соответствующие экспериментально измерен-
ные функции распределения электронов по скоростям на выходе про-
странства взаимодействия в различных фазах внешнего высокочастот-
ного поля показаны на рис. 5.3. Хорошо видно, что в случае ЛБВ
имеет место существенно более значительный разброс электронов по
скоростям, который в некоторых фазах ВЧ поля приближается к 40%.
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Естественно ожидать, что подобный скоростной разброс должен приве-
сти к улучшению характеристики СВЧ сигнала в режиме хаотической
генерации, то есть ширина полосы частот генерируемых виртуальным
катодом колебаний должна расширяться, одновременно должна умень-
шаться изрезанность спектра мощности хаотического сигнала.

СВЧ сигнал колебаний виртуального катода, снимаемый из коллек-
тора-генератора, через элемент вывода энергии по цепи связи поступает
на вход усилителя (лампы бегущей волны), где происходит усиление
сигнала, генерируемого коллектором-генератором. Далее полученный
усиленный хаотический широкополосный сигнал выводится из ком-
бинированного прибора с выхода ЛБВ в полезную нагрузку. Такая
схема позволяет значительно увеличить выходную мощность комби-
нированного прибора ЛБВ с коллектором-генератором по сравнению
с низковольтным виркатором при использовании тех же токов пучка
и ускоряющих напряжений [2, 3, 11].

В последующих разделах главы изложены результаты эксперимен-
тального исследования генерации и усиления широкополосного ха-
отического сигнала в электронно-волновой системе «ЛБВ-усилитель
с коллектором-генератором». Отметим, что в экспериментах в ка-
честве ЛБВ-усилителя использовались пакетированные спиральные
ЛБВ сантиметрового диапазона длин волн (рабочая полоса частот
1–2 ГГц) с трехступенчатым электростатическим коллектором. Ос-
новные характеристики ЛБВ следующие. Ускоряющее напряжение
V0 = 2–2,5 кВ, ток пучка I0 = 100–150 мА. Коэффициент усиления
в одночастотном режиме составляет Ky = 40–45 дБ, выходная мощ-

ность Pout = 40–55 Вт, электронный КПД ηe = 22–24%, технический

КПД ηT = 35–42%. Рассматривались ЛБВ с нормальной +6% диспер-
сией замедляющей системы и ЛБВ с аномальной −4% дисперсией.

Для анализа широкополосных хаотических сигналов, генерируемых
в системе, использовался высокочастотный анализатор спектра Agilent
ESA E4402B (диапазон частот от 10 кГц до 3 ГГц) и ваттметр поглоща-
емой мощности М3-51. Для анализа также использовались высокодоб-
ротные (полоса частот 2–4 МГц) фильтры с записью детектируемого
сигнала с помощью ЭПП-09. Это позволяло определить спектральную
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плотность мощности шума колебаний, генерируемых электронным пуч-
ком с виртуальным катодом в коллекторе-генераторе и усиливаемых
широкополосной ЛБВ среднего уровня мощности.

5.3. Хаотические СВЧ-колебания
в коллекторе-рекуператоре лампы бегущей волны

Рассмотрим вначале характеристики генерируемых в коллекторе-
рекуператоре спиральной ЛБВ колебаний [12] и убедимся, что их
природа обусловлена колебаниями виртуального катода, формируемого
в отработанном электронном пучке.

На рис. 5.4 показаны экспериментальные зависимости КПД η гене-
рации и мощности P сигнала, регистрируемого с выхода коллектора-
рекуператора при изменении потенциала V2 второй секции коллектора
при потенциале на третьей секции V3 = 0 и двух различных потенци-
алах V1 первой секции (отмечены на рисунках). Отметим, что КПД
колебаний в коллекторе-рекуператоре определялся как [13]

η =
PBK∑
i

IiVi
, i = 1, 2, 3, (5.1)

где Ii и Vi — ток и потенциал i-й ступени коллектора-рекуператора;
PBK — мощность колебаний, регистрируемых на выходе коллектора.
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Рис. 5.4. Зависимость КПД η (а) и мощности P (б) СВЧ-колебаний в кол-
лекторе-рекуператоре от потенциала V2 второй секции коллектора при двух

значениях потенциала первой секции (значения отмечены на рисунке)

Как видно из рис. 5.4,a, мощность генерации при этом достигает
величины порядка 300 мВт в наиболее благоприятном режиме работы.
При этом КПД (см. рис. 5.4, б) подобного коллектора-генератора дости-
гает величин от 4% до 14% в зависимости от тормозящего потенциала
V2 и различного соотношения потенциалов электродов внутри коллек-
тора-генератора.
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Рис. 5.5. Зависимость мощности P СВЧ-колебаний при изменении потен-
циала V3 третьей секции коллектора-генератора при фиксировании различ-
ных тормозящих потенциалов на первой и второй секциях коллектора: 1 —
V1/V0 = V2/V0 = 1; 2 — V1/V0 = 0,7, V2/V0 = 0,5. Рис.a построен для стати-
ческого режима ЛБВ (режим без входного ВЧ сигнала), рис.б — для дина-
мического режима, когда на вход ЛБВ подается СВЧ сигнал, генерируемый

коллектором-генератором

Аналогичные зависимости наблюдаются при изменении потенциала
V3 третьей секции коллектора-генератора при фиксировании различных
тормозящих потенциалов на первой и второй секциях коллектора. Со-
ответствующие зависимости на рис. 5.5, построенные для статического
(рис. 5.5,a; случай, когда на вход ЛБВ не подается входной сигнал для
усиления — статический режим ЛБВ, который характеризуется отсут-
ствием разброса электронов по скоростям на выходе из замедляющей
системы — на входе коллектора-генератора) и динамического режи-
мов (рис. 5.5, б; на вход ЛБВ-усилителя подается для усиления СВЧ
сигнал, генерируемый коллектором-генератором, разброс по скоростям
электронов достаточно велик). Видно, что с увеличением торможе-
ния мощность генерации достигает своего максимума и затем снова
уменьшается. Последнее хорошо согласуется с результатами экспери-
ментальных и теоретических исследований низковольтного виркатора
(см. главу 3, а также работы [2, 3, 10]).

Соответствующие спектры колебаний в пучке с виртуальным като-
дом, регистрируемые на выходе коллектора-генератора, в статическом
и динамическом режимах работы ЛБВ показаны на рис. 5.6. Спектры
на рис. 5.6, a, б получены по сигналу, снятому с выхода коллектора-
генератора в статическом режиме, на рис. 5.6, в, г — в динамическом
режиме работы ЛБВ. Рис. 5.6,a, в построены при малых тормозящих
потенциалах на ступенях коллектора, рис. 5.6, б, г — при большом
торможении пучка в коллекторе. Видно, что при малом торможении
в статическом режиме работы ЛБВ наблюдается генерация близкого
к одночастотному сигнала (см. рис. 5.6,a). С увеличением торможения
электронов в коллекторе или увеличением разброса электронов по
скоростям (динамический режим работы ЛБВ) СВЧ-колебания вирту-
ального катода в коллекторе-генераторе начинают характеризоваться
многочастотным хаотическим спектром генерации (см. рис. 5.6, б, в, г).
Однако в динамическом режиме работы ЛБВ, который характери-



5.4. Усиление широкополосных хаотических сигналов 181

a б

в г

Рис. 5.6. Спектры регистрируемых колебаний в коллекторе-генераторе. Рис.a
построен для статического режима работы ЛБВ при потенциалах коллектора
V1/V0 = 0,7, V2/V0 = 0,5 и V3/V0 = 0,45; б — статического режима работы при
V1/V0 = 0,7, V2/V0 = 0,5 и V3/V0 = 0,25; в — динамического режима работы
при V1/V0 = 0,7, V2/V0 = 0,5 и V3/V0 = 0,7; г — динамического режима работы

при V1/V0 = 0,7, V2/V0 = 0,5 и V3/V0 = 0,6

зуется значительным разбросом электронов по скоростям на входе
в коллектор-генератор, генерируемый сигнал демонстрирует сплошной
спектр генерации в полосе частот Δf > 1 ГГц и существенно меньшую
изрезанность N в рабочей полосе частот (N = Pmax/Pmin, где Pmax

и Pmin — максимальная и минимальные спектральные мощности в рас-
сматриваемой полосе частот генерации). Последнее показывает, что,
изменяя тормозящие потенциалы, подаваемые на ступени коллектора,
можно управлять не только мощностью генерируемых колебаний, но
и их спектральным составом.

5.4. Усиление широкополосных хаотических сигналов,
генерируемых виртуальным катодом,

лампой бегущей волны

Рассмотрим теперь выходные характеристики рассматриваемого ги-
бридного усилителя-генератора хаотических сигналов, которые поз-
волят продемонстрировать преимущества конструкции многофункцио-
нального прибора на основе электронно-волнового усилителя с коллек-
тором-генератором.
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потенциала V2/V0 второй секции коллектора–генератора

На рис. 5.7 показаны зависимости выходной мощности и КПД
(электронного ηe и технического ηT ) многофункционального прибора,
измеренные по характеристикам, снимаемым с выхода ЛБВ-усилителя
с нормальной дисперсией замедляющей системы. Таким образом, на
рис. 5.7 представлены выходные характеристики всего прибора в целом,
а не только коллектора-генератора, как на рисунках в предыдущем
разделе. Видно, что интегральная мощность Pout широкополосных ха-
отических колебаний, регистрируемых в коллекторе-генераторе, уси-
ливается более чем в сто раз, достигая 50 Вт, что составляет уси-
ление по мощности около 30 дБ. При этом технический КПД такого
«гибридного» прибора увеличивается более чем в два раза до 30%,
а максимальный электронный КПД составляет величину порядка 25%.

Последнее означает, что КПД всего прибора определяется, в первую
очередь, КПД лампы бегущей волны, который достаточно высок.
КПД генерации хаотических колебаний в коллекторе-генераторе, как
и в случае низковольтного виркатора, весьма низок и не превышает
1–2%, однако это практически не влияет на выходные характеристики
гибридного усилителя-генератора.

Рассмотрим подробнее результаты усиления СВЧ сигналов с раз-
личной полосой частот с помощью ЛБВ-усилителя с нормальной и
аномальной дисперсией. Зависимости выходной мощности ЛБВ от ча-
стоты сигнала приведены на рис. 5.8. На рисунке показаны зависимо-
сти выходной мощности для различных усиливаемых СВЧ сигналов —
одночастотных и широкополосных хаотических (с шириной полосы
Δf/f < 0,5–1,5), генерируемых в области коллектора-генератора при
различных потенциалах на секциях коллектора. Из рисунка видно, что
с ростом ширины полосы усиливаемого сигнала выходная мощность
быстро падает как для ЛБВ со спиральной замедляющей системой
с нормальной, так и аномальной дисперсией. При усилении узкополос-
ных сигналов Δf/f � 1,0 с точки зрения максимальной интегральной
мощности более предпочтительно использовать ЛБВ с нормальной дис-
персией (кривые 1, 3, 5 на рис. 5.8), которая характеризуется большей
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Рис. 5.8. Зависимости выходной мощности (в относительных единицах) от
частоты на выходе ЛБВ для случаев: 1 — одночастотный усиливаемый входной
сигнал Δf/f = 0, ЛБВ с нормальной +6% дисперсией спиральной замедляю-
щей системы; 2 — одночастотный входной сигнал Δf/f = 0, ЛБВ с аномальной
−4% дисперсией; 3 — широкополосный хаотический входной сигнал (полоса
частот входного сигнала Δf/f = 0,5), ЛБВ с нормальной +6% дисперсией;
4 — широкополосный хаотический входной сигнал (полоса частот Δf/f = 0,5),
ЛБВ с аномальной −4% дисперсией; 5 — широкополосный хаотический вход-
ной сигнал (полоса частот Δf/f = 1,5), ЛБВ с нормальной +6% дисперсией;
6 — широкополосный хаотический входной сигнал (полоса частот Δf/f = 1,5),

ЛБВ с аномальной −4% дисперсией

выходной мощностью на всех частотах в рабочей полосе ЛБВ. Одна-
ко при усилении широкополосных хаотических сигналов Δf/f > 1,0
использование спиральной замедляющей системы с аномальной дис-
персией позволяет получить более широкую полосу усиливаемых ча-
стот выходного сигнала (ср. кривые 5 и 6, построенные при ширине
полосы Δf/f = 1,5 входного (генерируемого в коллекторе-генераторе)
сигнала).

Заключение
В главе представлены результаты исследования нового «гибридно-

го» многофункционального электронно-волнового прибора СВЧ диа-
пазона на основе лампы бегущей волны с коллектором-генератором.
Данный прибор предназначен для получения широкополосных хаоти-
ческих СВЧ-сигналов сантиметрового и миллиметрового диапазонов
длин волн среднего и большого уровня мощности. Для генерации ши-
рокополосных хаотических колебаний в приборе используется принцип
низковольтного виркатора, то есть генерация маломощных колебаний
в пучке с нестационарным виртуальным катодом, формируемым в ста-
тическом тормозящем поле. Нестационарный виртуальный катод в но-
вом гибридном приборе формируется в многоскоростном электронном
потоке, попадающем в пространство коллектора-рекуператора ЛБВ.
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Сигнал, генерируемый виртуальным катодом, снимается с помощью
широкополосного элемента связи и подается на вход ЛБВ, где и усили-
вается до среднего уровня мощности. К преимуществам нового прибора
можно отнести следующее.

1. Предложенный гибридный прибор сочетает достоинства низко-
вольтного виркатора в плане получения сверхширокополосных хаоти-
ческих сигналов в СВЧ-диапазоне и большую выходную мощность,
характеризующую лампу бегущей волны. При этом принципиально ши-
рокая рабочая полоса усиливаемых частот в ЛБВ позволяет эффектив-
но усиливать широкополосный хаотический СВЧ сигнал, генерируемый
с помощью колебаний виртуального катода в коллекторе. Одновремен-
но в предлагаемой схеме нет необходимости формировать отдельный
электронный пучок для создания нестационарного виртуального като-
да в низковольтном виркаторе, который формируется в отработанном
в ЛБВ электронном потоке, поступающем в коллектор-генератор. По-
следнее позволяет создать компактную многофункциональную систе-
му с одним электронным пучком. КПД всей системы определяется,
в первую очередь, КПД ЛБВ-усилителя и может достигать 30–50%.

2. Характеристики хаотической генерации в предложенной схеме
в плане расширения ширины полосы частот и уменьшения изрезанно-
сти спектра могут быть более оптимальными по сравнению с ранее
предложенным низковольтным виркатором, так как в динамическом ре-
жиме работы ЛБВ разброс скоростей электронов на входе в коллектор-
генератор может быть весьма значителен. Как показано в работе [10],
это позволяет значительно улучшить спектральные характеристики
широкополосной хаотической генерации в системе с виртуальным ка-
тодом.

3. Ширина и изрезанность (неравномерность) спектрa генерации
предложенной системы на основе ЛБВ с коллектором-генератором в от-
личиe от ЛБВ-генератора с обратной связью (шумотрона) ограничены
только шириной полосы генерируемых частот в пучке с виртуальным
катодом (которая достигает при оптимальных условиях двух октав)
и шириной полосы усиления ЛБВ и никак не определяются фазовы-
ми и амплитудными условиями в цепи обратной связи благодаря ее
отсутствию. Элемент связи между коллектором-генератором и входом
ЛБВ фактически не является элементом обратной связи, обеспечивая
только подачу маломощного хаотического сигнала, генерируемого вир-
туальным катодом, на вход усилителя.
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ФИЗИКА ПАСОТРОНА

Ю.П.Блиох, Г. С.Нусинович

...Мы не советуем читателю подходить к теории элек-
тронных приборов как к собранию уравнений и формул,
по которым можно производить практические расчеты, не
вникая в существо вопроса.

Вайнштейн Л.А., Солнцев В.А. Лекции по
сверхвысокочастотной электронике. М.: Сов.
радио, 1973.

Формирование ионного канала в пасотроне. Возбуждение
синхронной волны. Ионный шум.

В 1992 г. на конференции SPIE в Лос Анжелесе была представлена
работа [1], в которой сообщалось о создании PASOTRONа — нового
источника СВЧ-излучения. PASOTRON (Plasma-Assisted Slow-wave
Oscillator), в зависимости от замедляющей структуры (ЗС), представ-
ляет собой либо лампу обратной волны (ЛОВ), либо лампу бегущей
волны (ЛБВ). Единственным отличием пасотрона от аналогичных тра-
диционных устройств является то, что транспортировка электронно-
го пучка осуществляется за счет ионной фокусировки, без ведущего
магнитного поля. Отсутствие тяжелых, объемных и энергоемких со-
леноидов делает пасотрон привлекательным для ряда приложений, где
массогабаритным характеристикам придается особое значение. Отказ
от ведущего магнитного поля меняет не только «потребительские»
характеристики пасотрона. Значительно богаче становится и физика
пасотрона, и вот почему. В традиционных лампах прямой или обратной
волны проблемы транспортировки пучка и возбуждения им синхрон-
ной волны решаются независимо друг от друга. В пасотроне же обе
эти проблемы взаимосвязаны и должны решаться самосогласованно.

Здесь мы кратко опишем основные физические явления, происхо-
дящие при образовании удерживающего пучок ионного канала и при
взаимодействии пучка с синхронной волной замедляющей структуры.
Мы не будем излагать историю развития представлений о физике па-
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сотрона, претерпевших за прошедшее время значительные изменения,
а сразу перейдем к современному состоянию теории и эксперимента.

6.1. Формирование ионного канала в пасотроне

Схематически работу пасотрона можно описать следующим обра-
зом. Электронный пучок инжектируется в камеру, предварительно за-
полненную нейтральным газом. Пучок ионизует газ, электроны образу-
ющейся плазмы выбрасываются на стенки камеры кулоновским полем
пучка, а ионы, наоборот, захватываются этим полем, частично нейтра-
лизуя заряд пучка. В отсутствиe электромагнитных полей радиальное
движение частиц пучка определяется двумя силами: дефокусирующей
силой кулоновского поля суммарного объемного заряда пучка и ионов
и фокусирующей силой Лоренца, обусловленной продольным движе-
нием электронов пучка в азимутальном магнитном поле тока пучка.
В отсутствиe ионов сила Лоренца в β2 раз меньше силы кулоновского
расталкивания, и пучок расширяется в радиальном направлении (здесь
β = vz/c, vz — продольная компонента скорости частиц пучка). По
мере накопления ионов сила кулоновского расталкивания уменьшается
и, как только степень нейтрализации f = ni/nb (ni и nb — плотно-
сти ионов и пучка соответственно) превысит критическое значение
fc = γ−2 (здесь γ = (1− β2)−1/2 — релятивистский фактор пучка), ра-
диальная расходимость пучка сменяется его фокусировкой [2]. Условие
фокусировки

f > γ−2 (6.1)

известно как условие Будкера [3]. Образовавшийся ионный канал
позволяет провести пучок сквозь ЗС, где, как в обычных ЛБВ или
ЛОВ, пучок возбуждает прямую или обратную волну, находящуюся
в черенковском синхронизме с электронами пучка. Наличие аномаль-
но большого количества ионов в камере потребовало использования
плазменного катода [4], не боящегося ионной бомбардировки. Схема-
тически конструкция пасотрона изображена на рис. 6.1.

Такая простая картина при внимательном рассмотрении оказыва-
ется значительно более сложной. Начнем с того, что к плотности
газа в камере предъявляются два противоречивых требования. С од-
ной стороны, плотность его должна быть достаточно велика, чтобы
время образования ионного канала (время формирования нерасходя-
щегося пучка) было мало́ по сравнению с длительностью импульса
тока. С другой стороны, плотность газа в ЗС должна быть достаточно
мала, чтобы избежать СВЧ-пробоя при большом (мегаваттном) уровне
мощности. Чтобы выполнить эти противоречивые условия в пасотроне
создается сильный градиент плотности газа [5]. Перепад давлений
между пространством дрейфа (область между пушкой и входом в ЗС)
и областью внутри ЗС составляет почти два порядка, от 2,0 · 103 мкТор
до 40 мкТор. Плотность газа в ЗС настолько мала, что для пол-
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Рис. 6.1. Схема пасотрона

ной зарядовой нейтрализации пучка требуется время, превосходящее
длительность импульса пучка tp  100 мкc. Однако все переходные
процессы, связанные с формированием ионного канала по всей длине
заканчиваются, как следует из теории [6] и подтверждается экспери-
ментально [7], через 10–15 мкc после начала импульса. Чтобы понять,
как за столь короткое время образуется ионный канал, удерживающий
пучок даже в той области, где плотность газа пренебрежимо мала,
проследим за поведением всех частиц, участвующих в процессе обра-
зования ионного канала при инжекции электронного пучка в нейтраль-
ный газ.

6.1.1. «Быстрая» и «медленная» ионизация. Электронный пу-
чок инжектируется в первоначально нейтральный газ. Сначала силы
кулоновского расталкивания приводят к расширению пучка и выбра-
сыванию значительной его части на стенки камеры. Одновременно
начинается ионизация газа. Образующиеся электроны быстро выбра-
сываются на стенки полем объемного заряда пучка и не участвуют
в процессе образования канала. Ионы же оказываются в трехмерной
потенциальной яме, рельеф которой определяется распределением сум-
марного заряда ионов и электронов пучка и меняется со временем. Как
правило, радиус камеры, в которой распространяется пучок, намного
меньше ее длины. Поэтому характерное время поперечного движения
ионов в потенциальной яме намного меньше характерного времени
движения в продольном направлении. Радиальные колебания ионов
в самосогласованном потенциале приводят к быстрому перемешиванию
частиц и образованию квазистационарного радиального распределения
плотности ионов. Характерное время перемешивания составляет по-
рядка десятых долей микросекунды, а характерное время накопления
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заряда ионов до уровня, требуемого для радиального удержания пуч-
ка, — несколько микросекунд. Мы не будем рассматривать быстрые
процессы, обусловленные радиальным движением ионов, а будем для
простоты предполагать, что в результате перемешивания устанавлива-
ется постоянная по сечению пучка степень нейтрализации заряда f .

r

�( , )r z

z

Рис. 6.2. Потенциальная яма объем-
ного заряда пучка

Обратим теперь внимание на
продольное движение ионов. Для
этого рассмотрим распределение
потенциала в камере. На вход-
ном торце камеры расположена сет-
ка, служащая анодом пушки, а на
выходном торце расположен кол-
лектор. Анодная сетка, коллектор
и стенки камеры находятся под од-
ним потенциалом (см. pис. 6.1). Ча-
стично скомпенсированный по заря-
ду электронный пучок создает в ка-
мере потенциальную яму, имещую
форму «корыта» (pис. 6.2).

Без учета краевых эффектов у торцов камеры потенциал на оси
определяется выражением:

ϕ
∣∣
r=0

= − Ib
vz

[1− f(z, t)]
[
1 + 2 ln

aw
a(z, t)

]
, (6.2)

где Ib — ток пучка; aw и a — радиусы камеры и пучка соответственно.
Вблизи торцов, на расстоянии порядка радиуса камеры, потенциал (6.2)
возрастает до потенциала камеры ϕ = 0. Продольное движение ионов
определяется продольным электрическим полем потенциала (6.2).

Описание продольного движения ионов является сложной самосо-
гласованной задачей. Действительно, безразмерная погонная плотность
ионов f меняется как со временем, так и с расстоянием. Причинами
изменения являются как движение ионов в поле с потенциалом (6.2),
так и ионизация газа пучком. В свою очередь, потенциал ϕ зависит от
продольного распределения ионов и от радиуса пучка a. Последний же
зависит от профиля плотности ионов f , поскольку величина f опреде-
ляет радиальную силу, действующую на электроны пучка. Очевидно,
что такая сложная задача нуждается в дальнейших упрощающих пред-
положениях и моделях.

Рассмотрим одну из таких моделей. Пусть t‖ — характерное время
движения ионов вдоль камеры в потенциале (6.2), а tion — время,
необходимое для полной зарядовой нейтрализации пучка. Рассмотрим
два крайних случая: tion � t‖ («быстрая» ионизация) и tion � t‖
(«медленная» ионизация). В первом случае погонная плотность ионов
достигнет значения f = 1, при котором исчезает потенциальная яма
объемного заряда, раньше, чем ионы существенно сместятся в про-
дльном направлении. Пренебрегая таким смещением, будем считать
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ионы продольно-нeподвижными. В этом случае изменение погонной
плотности ионов обусловлено только локальной скоростью ионизации,
которая определяется плотностью (вообще говоря, продольно-неодно-
родной) нейтрального газа. Решая уравнения для огибающей пучка,
в котором плотность ионов линейно возрастает во времени, можно опи-
сать динамику сжатия пучка и установления стационарного состояния.

Если время ионизации намного превышает время продольного дви-
жения, tion � t‖, перемешивание колеблющихся в продольном направ-
лении частиц происходит быстрее, чем изменение их общего числа.
Поэтому можно пренебречь быстрыми вариациями плотности с харак-
терным временем t‖ и рассматривать стационарное самосогласованное
распределение плотности ионов и потенциала. Полное число ионов
в камере в таком приближении является параметром указанного рас-
пределения.

В качестве примера приведем результаты моделирования динамики
фокусировки пучка, инжектируемого в сильно неоднородный нейтраль-
ный газ. Моделирование проводилось при следующих значениях пара-
метров: безразмерная длина камеры

ξc ≡
(
2Ib

IA

)1/2
(γβ)−1

(
L

a(0)

)
= 9,0 (6.3)

и плотность газа
ng(ξ) = n0 exp (−ξ). (6.4)

Здесь IA = (mc3/e)γβ — альфвеновский ток. На рис. 6.3 представлены

зависимости безразмерного радиуса пучка ρ(ξ) = a(ξ)/a(0) в разные

моменты времени τ = t/tion (tion = (n0σvb)−1, σ — сечение ионизации
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Рис. 6.3. Ионная фокусировка пучка при инжекции в сильно неоднородный
нейтральный газ. Плотность газа убывает экспоненциально вдоль системы,
n(ξ) = n0 exp (−ξ). Слева в безразмерных переменных изображены зависи-
мости радиуса пучка ρ от продольной координаты ξ через равные интервалы
времени Δτ = 2,0, полученные в модели «быстрой» ионизации. Справа изоб-
ражены аналогичные зависимости, но рассчитанные по модели «медленной»

ионизации. Соответствующие моменты времени τ указаны на рисунке
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газа электронами пучка). Из сравнения рисунков следует, что при
tion � t‖ (рис. 6.3, б) ионный канал образуется вдоль всей системы

за время τ ∼ 10, тогда как при tion � t‖ (рис. 6.3,a) радиальное
удержание пучка наблюдается только на длине ξ � 3, а на бо́льших
расстояниях ионный канал не образуется и через значительно бо́льшее
время. Таким образом, режим «медленной» ионизации обеспечивает
достаточно быстрое образование продольно-однородного ионного кана-
ла вдоль всей длины камеры даже в случае сильной неоднородности
нейтрального газа.

Детальное теоретическое исследование процесса образования ион-
ного канала изложено в работе [6], а в работе [7] приведены экспе-
риментальные данные, подтверждающие правильность теоретической
модели.

6.1.2. Устойчивость ионного канала. На первый взгляд, сильный
градиент плотности газа и выполнение неравенства t‖ � tion гарантиру-
ют отсутствие плазмы в системе только до тех пор, пока полное коли-
чество ионов Ni не сравняется с полным числом электронов пучка Nb
в объеме камеры. По мере приближения количества ионов к числу пуч-
ковых электронов потенциальная яма, заполняясь ионами, становится
все мельче и мельче, скорость выноса ионов из присеточной области па-
дает, неравенство t‖ � tion нарушается и в системе образуется плазма.
На самом же деле равенство Ni = Nb никогда не достигается и условие
t‖ � tion остается справедливым на протяжении всего импульса тока
пучка. Дело в том, что наряду с источником ионов — ударной иониза-
цией газа пучком — существует и сток, обеспечивающий постоянный
уход ионов из системы и поддерживающий глубину потенциальной ямы
(и, следовательно, величину ускоряющего ионы электрического поля)
на достаточном для выполнения неравенства t‖ � tion уровне.

Сток ионов обусловлен несколькими причинами. Одна из них свя-
зана с неустойчивостью самосогласованной системы «ионный канал —
электронный пучок». Физический механизм неустойчивости следую-
щий. Пусть плотность ионов меньше плотности пучка, но выше тре-
буемой критерием Будкера: nb > ni > nbγ

−2. Электроны такого ча-
стично скомпенсированного по заряду пучка, двигаясь в продольном
направлении, осциллируют в поперечном направлении (бетатронные
колебания), образуя так называемый фазово-перемешанный пучок [8].
Рассмотрим эволюцию малого положительного локализованного воз-
мущения плотности ионов δni > 0 (см. рис. 6.4). Повышенное значение
плотности ионов вызывает увеличение фокусирующей электроны пучка
силы. Если продольный размер неоднородности мал по сравнению
с характерным пространственным периодом бетатронных колебаний, то
локальное увеличение фокусирующей силы приводит к образованию
перетяжки (фокуса) на профиле плотности пучка за возмущением
плотности ионов. Увеличение плотности электронов в области перетяж-
ки приводит к появлению продольной компоненты электрического поля,
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Рис. 6.4. Слева: схема эволюции возмущения плотности ионов канала (сплош-
ная линия) и вызванного им возмущения радиуса пучка (пунктирная ли-
ния). Начальное возмущение распадается на два согласованных возмущения
плотности ионов и радиуса пучка, распространяющихся в противоположных
направлениях. Возмущение, распространяющееся в направлении движения
пучка (слева направо) возрастает, а распространяющееся в противоположном
направлении уменьшается. Справа: пространственно-временное распределение
плотности ионов в режиме развитой неустойчивости. Ионы возникают в левой
части камеры, у анодной сетки, и вытягиваются вдоль пучка его простран-
ственным зарядом. Часть ускоренных ионов достигает коллектора, а часть
отражается от приколлекторного потенциального барьера, образуя движущиеся

в обратном направлении потоки

ускоряющей ионы, образующие возмущение плотности, вдоль пучка.
Смещение ионов приводит к одновременному смещению перетяжки
пучка, и процесс ускорения ионов продолжается. Ускоренные таким
образом ионы приобретают энергию, достаточную для преодоления
потенциального барьера вблизи коллектора, и покидают систему. Этим
обеспечивается убыль ионов, компенсирующая их постоянное произ-
водство при ионизации газа. Более детальный анализ, проведенный
в работе [9], показывает, что указанный механизм ускорения ионов
канала может стабилизировать число ионов в системе на уровне, недо-
статочном для полной зарядовой компенсации пучка, но достаточном
для фокусировки пучка.

На рис. 6.4 слева схематически изображена эволюция возмущения
плотности ионов и вызванного им возмущения равновесного радиуса
пучка. Справа изображено пространственно-временное распределение
плотности ионов в режиме развитой неустойчивости. Обратите внима-
ние на сильную неоднородность и нестационарность плотности ионов,
являющуюся источником ионного шума в спектре СВЧ-колебаний (см.
ниже).

Предотвратить полную зарядовую компенсацию пучка и, следова-
тельно, предотвратить появление плазмы помогает диафрагма, разме-
щенная на входе в ЗС и перехватывающая часть ионов. Введение
диафрагмы в конструкцию пасотрона позволило заметно увеличить его
к. п. д. [5].
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Таким образом, перечисленные физические свойства и конструктив-
ные особенности пасотрона обеспечивают достаточно быстрое образо-
вание ионного канала и транспортировку пучка вдоль всей системы
и предотвращают появление плазмы как в пространстве дрейфа, так
и в области взаимодействия пучка с синхронной модой ЗС.

6.2. Возбуждение синхронной волны

В основе взаимодействия электронного пучка с волной в пасотроне,
как и в традиционных приборах СВЧ ЛБВ или ЛОВ, лежит пуч-
ковая неустойчивость: пучок неустойчив относительно возбуждения
электромагнитных волн, находящихся с ним в черенковском синхро-
низме, т. е. волн, фазовая скорость vph которых близка к скорости
пучка vb. Линейная стадия развития пучковой неустойчивости в па-
сотроне описывается точно такими же уравнениями, как и в обычных
лампах прямой или обратной волны. Однако способ транспортировки
пучка кардинально меняет нелинейный механизм насыщения пучковой
неустойчивости.

6.2.1. Исходные уравнения. Динамику развития пучковой
неустойчивости в пасотроне, как и в традиционных приборах,
можно описать с помощью укороченного уравнения для комплексной
амплитуды ε синхронной моды ЗС

1

vg

∂ε

∂t
+
∂ε

∂z
= −

(
Ib

NS0γ

)
1

π

π∫

−π
dθ0

∫

Sw

ds0

[
I0(k⊥r) + iγ

dr

dz
I1(k⊥r)

]
e−iθ

(6.5)
и уравнений движения электронов пучка. В (6.5) vg — групповая
скорость моды; N — ее норма; S0 — начальное сечение пучка; θ и θ0 —
соответственно текущая и начальная фазы частиц пучка в волне; r —
текущий радиус траектории электрона пучка. Интегрирование в (6.5)
производится вдоль траекторий частиц, находящихся в сечении Sw
замедляющей структуры. Частицы, вышедшие из сечения Sw (попав-
шие на стенку камеры или ЗС), исключаются из дальнейшего рас-
смотрения. Предполагается, что поля волны аксиально-симметричны,

т. е. Ez ∝ I0(k⊥r), Er ∝ Hϕ ∝ I1(k⊥r), где k⊥ = (k2z − ω2/c2)1/2 = kz/γ,
kz — продольная компонента волнового вектора и ω = kzvb — частота
синхронной волны. Первое подынтегральное слагаемое описывает вза-
имодействие электронов пучка с продольной, а второе — с поперечной
компонентами полей волны (последнее слагаемое отсутствует в моде-
лях с «замороженным» поперечным движением электронов пучка).

В отсутствие сильного ведущего магнитного поля к привычному
уравнению, описывающему продольное движение частиц пучка в поле

7 Нестационарные и хаотические процессы
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волны:
d2θ

dz2
=

ω

v3b

(
1− 1

k

∂θ

∂z

)3
e

mγ4
I0(k⊥r)|ε| cos(θ + α), (6.6)

где d/dz — производная вдоль траектории частицы и α = arg ε, следует
добавить уравнение, описывающее поперечное движение электронов.

Описание радиального движения частиц пучка начнем со случая,
когда электромагнитная волна отсутствует. Будем предполагать, как
это обычно делается, что плотность ионов канала ni пропорциональна
плотности пучка: ni = fnb. Тогда уравнение радиального движения
отдельного электрона пучка в параксиальном приближении может быть
записано в виде [10]:

d2r

dz2
= −2Ib

IA

(f − γ−2)
β2

I(r)
rIb

+
M 2

m2γ2v2b

1

r3
, (6.7)

где I(r) — ток, протекающий через сечение радиуса r; M — угловой
момент данного электрона (является инвариантом в силу цилиндриче-
ской симметрии задачи). Это уравнение пригодно для решения задачи
о движении частиц пучка в пространстве дрейфа между катодом и вхо-
дом в пространство взаимодействия с волной.

В присутствии синхронной электромагнитной волны на частицы
пучка действует добавочная радиальная сила e(Er − βHϕ) и в правой

части (6.7) появляется добавочное слагаемое (e/mγv2b)(Er − βHϕ).
Кроме того, теперь связь ni = fnb нуждается в уточнении. Дело в том,
что при взаимодействии с синхронной волной в первоначально про-
дольно-однородном пучке возникает модуляция плотности. В каждой
точке пространства плотность пучка зависит от фазы волны θ, т. е.
осциллирует с частотой ω. Малоподвижные ионы не успевают отсле-
живать столь быстрые осцилляции плотности пучка, и их плотность
определяется усредненной по времени, или по фазе θ, плотностью
пучка: ni(z, r) = f〈nb(θ, z, r)〉. Что же касается собственных полей
пучка — электрического поля пространственного заряда и магнитного
поля тока — то они зависят от фазы θ.

Исходя из вышесказанного, уравнение радиального движения ча-
стиц пучка в присутствии синхронной волны принимает следующий
вид:

d2r

dz2
= − 2Ib

IAβ2γ2
[B〈η〉 + (〈η〉 − η)]

1

r
+

M 2

m2γ2v2b

1

r3
+

+
e

mγ3v2b
I1(k⊥r)|ε| sin(θ + α). (6.8)

Здесь B = γ2f − 1 — параметр Будкера; η(r) = I(r)/Ib — доля частиц

пучка, содержащихся в сечении с радиусом r.
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Уравнения (6.5), (6.6) и (6.8), образующие полную систему, следует
дополнить граничными условиями. Будем считать, что в плоскости
инжекции пучка в пространство взаимодействия с волной, в плоскости
z = 0, все частицы имеют одинаковую продольную скорость vz = vb,

т. е.
dθ

dt

∣∣∣
z=0

= 0, и равномерно распределены по фазе влета θ0 ∈ (0, 2π].

Что же касается радиальной координаты r
∣∣
z=0

и радиальной скорости

vr
∣∣
z=0

= vb
dr

dz

∣∣∣
z=0

каждого из электронов пучка, то они определяются

решением уравнения движения (6.7) с соответствующими граничными
условиями на катоде. Граничные условия для амплитуды волны ε
зависят от типа решаемой задачи: ЛБВ-усилитель, ЛБВ-генератор с об-
ратной связью, ЛОВ с внешней обратной связью или без нее.

6.2.2. Роль пространственного заряда пучка. Важным для
дальнейшего анализа свойством пучковой неустойчивости является то,
что глубина продольной модуляции плотности пучка экспоненциально
возрастает с длиной и на нелинейной стадии близка к 100%. А это
означает, что при B � 1 обязательно наступит момент, когда второй
член в квадратных скобках в уравнении (6.8) превысит первое слага-
емое. Другими словами, будкеровское условие радиального удержания
(6.1) может нарушаться для частиц пучка, образующих в результате
развития неустойчивости сгустки плотности [11]. Для слабореляти-
вистского пучка, для которого γ2 − 1 � 1, параметр B � 1. Поэтому
для частиц пучка, входящих в состав сгустка, для которых η > 〈η〉,
неравенство

η − 〈η〉 > B〈η〉 (6.9)

выполняется уже на линейной стадии, когда амплитуда волны далека
от амплитуды насыщения неустойчивости. Неравенство (6.9) означает,
что для соответствующих частиц пучка кулоновское расталкивание
превалирует над фокусирующим действием ионного канала: ионный
канал не в состоянии удержать эти частицы, и они разлетаются в ради-
альном направлении. Энергообмен между электронами пучка и волной
продолжается до тех пор, пока частицы не достигнут стенок камеры.
Более того, темп передачи энергии от частиц волне усиливается по
мере приближения их к ЗС, поскольку продольное электрическое поле
замедленной волны, ответственное за энергообмен, вблизи ЗС больше,
чем в приосевой области.

Таким образом, качественно картина развития пучковой неустой-
чивости в пасотроне (для определенности, рассмотрим ЛБВ-пасотрон)
выглядит следующим образом. Возникающий на линейной стадии раз-
вития неустойчивости сгусток сохраняется и на нелинейной ее стадии.
Поэтому входящие в него частицы — а это бóльшая часть пучка — раз-
летаются в радиальном направлении, продолжая группироваться в про-
дольном направлении, и высыпаются на стенки ЗС (см. рис. 6.5). За
областью высыпания в системе остается незначительная доля частиц

7*
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Рис. 6.5. Траектории частиц пучка (внизу) и амплитуда волны |ε(z)| (ввер-
ху) в ЗС. Радиус нормирован на начальный радиус пучка у анодной сетки,
нормировка амплитуды волны и продольной координаты такая же, как и в тра-

диционной теории ЛБВ (ЛОВ)

пучка, взаимодействие которых с возбужденной волной уже не может
сколько-нибудь значительно изменить ее амплитуду. Другими словами,
за областью высыпания пучка волна распространяется без измене-
ния амплитуды и наблюдаемая на выходе ЗС амплитуда определяется
ее значением в области высыпания. Поскольку уравнения пучковой
неустойчивости «оторваны» от уравнений радиального движения, то
зависимость амплитуды волны от продольной координаты вплоть до
области высыпания пучка качественно такая же, как и в традиционной
ЛБВ. Очевидно, что оптимальным является такой выбор параметров,
при котором область высыпания совпадает с местом, где амплитуда
достигает своего максимального значения εmax. Частицы пучка долж-
ны достичь стенки ЗС, r(z) = aw, в том же месте z = zw, в котором
амплитуда достигает своего насыщения, |ε(zw)| = εmax. Это означает,
что при прочих равных условиях существует оптимальное соотношение
между радиусом замедляющей системы и начальным радиусом пучка,
при котором к. п. д. пасотрона будет максимальным [12–14].

Результат этого качественного рассмотрения можно сформулиро-
вать иначе. Взаимодействие пучка с волной эффективно происходит
только на ограниченном отрезке ЗС, до области высыпания частиц
пучка на стенки. Это означает, что пасотрон сам «выбирает» длину
пространства взаимодействия (эффективную длину ЗС) [14, 15]. Такая
формулировка применима не только к ЛБВ-пасотрону, но и к ЛОВ-
пасотрону. На рис. 6.6 представлен результат решения нестационарных
уравнений ЛОВ-пасотрона. Несмотря на то, что фактическая длина ЗС
велика, ЛОВ-пасотрон работает в режиме монохроматической генера-
ции, тогда как обычная ЛОВ с магнитным удержанием пучка в этих
условиях работает в режиме сильной стохастической автомодуляции.
Причиной стабильности работы ЛОВ-пасотрона является сокращение
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эффективно действующей длины ЗС — безразмерная эффективная дли-
на, «выбранная» пасотроном, равна  2,5, тогда как фактическая длина
равна 5,0.

Величина эффективной длины пространства взаимодействия пучка
с волной зависит от соотношения между радиусом перехватывающей
электроны поверхности (ЗС, стенки камеры) и начальным радиусом

Рис. 6.6. Продольное распределение
амплитуды волны и тока перехвата
в ЛОВ-пасотроне. Фактическая безраз-
мерная длина ЗС равна 5, эффективная

длина 2,5

пучка. Если входная диафрагма
перехватывает часть пучка на
входе в ЗС, то радиус отверстия
диафрагмы также влияет на ве-
личину эффективной длины.

Таким образом, два эффек-
та определяют нелинейную ди-
намику пасотрона. Первый эф-
фект — это захват частиц пуч-
ка потенциальной ямой возбуж-
даемой волны. Качественно этот
эффект проявляется в пасотроне
так же, как и в обычных лам-
пах бегущей или обратной вол-
ны. В обычной ЛБВ этот эф-
фект приводит к осцилляциям
амплитуды волны вдоль ЗС, ес-
ли последняя достаточно длин-
ная. Второй эффект, действующий одновременно с первым, — появле-
ние большого объемного заряда сгустков частиц пучка, приводящего
к радиальному разлету частиц, их высыпанию на стенки камеры или
ЗС и прекращению взаимодействия пучка с волной.

Ряд экспериментальных данных подтверждает описанную выше
картину развития неустойчивости в пасотроне. К таковым относятся
исчезновение коллекторного тока одновременно с началом генерации
СВЧ-колебаний [5, 11, 16], возможность укорочения длины ЗС без
сколько-нибудь заметного изменения параметров возбуждаемого СВЧ
сигнала [5], оптимизация мощности СВЧ сигнала подбором величины
начального радиуса пучка [15].

6.3. Ионный шум

В вакуумных источниках СВЧ-излучения с магнитным удержанием
пучка, работающих в непрерывном режиме или с достаточно длин-
ным импульсом тока пучка, присутствие ионов является причиной
появления так называемого ионного шума. Ионный шум ассоциирует-
ся с продольным движением накапливающихся ионов, образующихся
в результате ионизации остаточного газа электронами пучка. Вариации
поля объемного заряда ионов вызывают вариации радиуса пучка, что,
в свою очередь, приводит к появлению вариаций параметров СВЧ-излу-
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Рис. 6.7. Экспериментально полученный спектр СВЧ сигнала ЛОВ-пасотро-
на [19]

чения [17, 18]. На первый взгдяд кажется очевидным, что в пасотроне,
где количество ионов на несколько порядков больше, чем в вакуумных
приборах, и нет сильного ведущего магнитного поля, стабилизирую-
щего радиальное движение электронов пучка, ионный шум должен
быть очень сильным. Однако экспериментальные данные [19] о спек-
тральных характеристиках излучения пасотрона показали, что уровень
ионного шума в пасотроне неожиданно низкий, −40 ÷ −50 дБ (см.
рис. 6.7). Причиной столь малого влияния нестационарных вариаций
плотности ионов на спектральные характеристики пасотрона является
описанный выше механизм насыщения неустойчивости, обусловленный
высыпанием частиц пучка на стенки камеры.

Действительно, для слаборелятивистского пучка параметр Будкера
мал, B � 1, и на бо́льшей части области, где происходит передача
энергии от пучка к волне, роль ионов пренебрежимо мала. С другой
стороны, в пространстве дрейфа, где отсутствует электромагнитная
волна, т. е. нет модуляции плотности пучка, ионы полностью опре-
деляют транспортировку пучка и, в частности, его радиус на входе
в ЗС. Именно в этой области влияние флуктуаций плотности ионов
оказывает наибольшее влияние на параметры пучка и, следовательно,
на спектр генерируемого СВЧ-излучения.

Приведенные выше рассуждения приводят к следующей упрощен-
ной модели, которая описывает связь между вариациями плотности
ионов ñi с характеристиками спектра СВЧ-излучения пасотрона. В про-
странстве взаимодействия, в ЗС, параметр Будкера постоянен, а в про-

странстве дрейфа B = B0 + B̃, где B̃ = γ2ñi/nb — вариации параметра
B и B0 — его среднее значение. Эффективная длина ЗС пасотрона, Leff ,
определяющая характеристики генерируемого СВЧ сигнала, зависит не
только от радиуса камеры aw, но и от длины пространства дрейфа Ldrift

и значения параметра Будкера B в этой области. Влияние флуктуаций
плотности ионов в пространстве дрейфа минимально, если параметры
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Рис. 6.8. Зависимость безразмерной эффективной длины ЗС от величины па-
раметра Будкера в пространстве дрейфа

aw, Ldrift и B0 выбраны таким образом, что dLeff/dB0 = 0. Численное

моделирование показало, что такой набор параметров действительно
существует. На рис. 6.8 изображена зависимость безразмерной длины
ξeff пространства взаимодействия (длины, на которой ток перехвата
достигает 50% тока пучка) от величины параметра Будкера в про-
странстве дрейфа. При расчетах были выбраны параметры экспери-
ментальной установки, описанной в [5] и работающей в режиме ЛОВ.
Как следует из приведенной на рис. 6.8 зависимости, вблизи минимума
кривой Leff(B) вариациям параметра Будкера ±20% соответствует

вариация эффективной длины менее 1%.
Вблизи минимума кривой Leff(B) амплитуда установившихся ко-

лебаний на входе ЗС также слабо зависит от величины параметра
Будкера. На рис. 6.9 изображены зависисмости амплитуды εout вы-
ходного СВЧ сигнала от параметра B для разных значений радиуса
aw перехватывающей электроны поверхности. При неверном выборе
aw (например, aw = 1,6 на рис. 6.9) зависимость εout(B) может быть
достаточно сильной.

Используя приведенную зависимость εout(B) можно определить
спектр генерируемого СВЧ сигнала в присутствии флуктуаций плот-
ности ионов (флуктуаций параметра B). На рис. 6.10 представлен
пример расчитанных реализации и спектра выходного СВЧ сигнала
ЛОВ-пасотрона. При численном моделировании не принимались во
внимание естественная и техническая ширины спектра на несущей
частоте, поэтому на рис. 6.10, б он изображен узкой линией. Строго го-
воря, шумовой спектр, вызванный нестационарностью плотности ионов,
должен накладываться на спектр СВЧ-излучения, ширина которого
определяется шумами электронной пушки и цепей питания.

Оценим характерные частоты, связанные с вариациями плотно-
сти ионов в пасотроне со следующими параметрами [5]: ускоряющее
напряжение пучка Ub = 55 кВ, Ib = 45 A, начальный радиус пучка
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Рис. 6.9. Зависимость безразмерной амплитуды генерируемого СВЧ сигнала от
величины параметра Будкера в пространстве дрейфа при различных значени-
ях радиуса перехватывающей ток поверхности. Кривые отмечены значениями

безразмерного радиуса

Рис. 6.10. a) Пример зависимости безразмерной амплитуды выходного сигнала
ЛОВ-пасотрона от времени; б) спектр выходного сигнала ЛОВ-пасотрона. При
численном моделировании предполагалось, что уровень флуктуаций плотности

ионов ñi/ni0 = 2 % (B̃/B0 = 20%)

2 см, радиус камеры 4,8 см, длина пространства дрейфа 30 см, ра-
бочий газ гелий. Пороговое значение степени зарядовой нейтрализа-
ции, при превышении которой происходит ионная фокусировка пучка,
f = 0,815. Указанным параметрам соответствует глубина потенциаль-
ной ямы, в которой движутся ионы, Δϕ  1,5 кВ. Характерное время
поперечных колебаний ионов гелия t⊥  0,042 мкс, характерное время

движения вдоль пространства дрейфа t‖  0,26 мкс, что соответству-

ет частотам 23,8 МГц и 3,85 МГц соответственно. Таким образом,
сателлиты, изображенные на рис. 6.10, б, расположены на расстоянии
∼ 4 МГц от несущей частоты. Сравнение экспериментального (рис. 6.7)
и теоретически полученного спектров (рис. 6.10, б) демонстрирует хо-
рошее совпадение: сателлиты расположены на расстоянии ∼ 4 МГц от
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Рис. 6.11. a) Зависимость переменной составляющей (постоянная составля-
ющая отфильтрована) тока пучка на входе в ЗС от времени; б) сравнение
спектров выходного сигнала ЛОВ-пасотрона и спектра флуктуаций тока на

входе в ЗС. Частота отсчитывается от несущей частоты 1192 МГц

несущей частоты, а уровень ионного шума в обоих случаях составляет
примерно −50 дБ.

Тот факт, что шумовые сателлиты на спектре СВЧ сигнала связаны
именно с флуктуациями плотности ионов в пространстве дрейфа, был
подтвержден следующим экспериментом [20]. Для измерения флукту-
аций тока, обусловленных процессами в пространстве дрейфа, перед
входом в ЗС был поставлен цилиндр Фарадея. Результат таких изме-
рений показан на рис. 6.11,a. Здесь следует отметить, что флуктуации
полного тока пучка, входящего в ЗС, связаны с флуктуациями про-
висания потенциала в пространстве дрейфа, которые, в свою очередь,
обусловлены флуктуациями количества ионов. Сравнение спектров
флуктуаций тока и СВЧ сигнала (рис. 6.11, б) указывает на четкую
их корреляцию, т. е. сателлиты на спектре СВЧ сигнала обусловлены
именно флуктуациями плотности ионов в пространстве дрейфа.

Заключение
В этой короткой главе мы постарались облегчить читателю сле-

дование совету, вынесенному в эпиграф, и сделали упор на каче-
ственное описание физических процессов, отличющих пасотрон от его



202 Гл. 6. Физика пасотрона

вакуумных аналогов. Отсутствие сильного ведущего магнитного поля
предоставляет частицам пучка больше свободы, их движение стано-
вится многомерным, а транспортировка пучка через пространство
взаимодействия и возбуждение им синхронной волны оказываются
взаимосвязанными. Кроме пучка и волны, в физике пасотрона появля-
ется еще одно «действующее лицо» — ионы, динамика которых опреде-
ляет условия транспортировки пучка и спектральные характеристики
возбуждаемых СВЧ-колебаний. Учет всех этих особенностей является
принципиальным для корректного теоретического описания пасотрона
и адекватной трактовки экспериментальных данных. Мы надеемся, что
смогли передать читателю привлекательность физики пасотрона, за-
ключающуюся в «глобальной» взаимосвязи разнообразных процессов.
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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ПРОЦЕССЫ

И НЕАВТОНОМНАЯ ДИНАМИКА

В ЭЛЕКТРОННО-ВОЛНОВЫХ СИСТЕМАХ

ТИПА «ЭЛЕКТРОННЫЙ ПОТОК — ВСТРЕЧНАЯ

(ОБРАТНАЯ) ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ВОЛНА»

Д.И.Трубецков, А.А.Короновский, А. Е. Храмов

Мы понимаем синхронизацию как подстройку ритмов
осциллирующих объектов за счет слабого взаимодей-
ствия между ними.

Пиковский А., Розенблюм М., Куртс Ю.
Синхронизация. Фундаментальное нели-
нейное явление. М.: Техносфера, 2003.
С. 26.

Вводные замечания. Полоса синхронизации. Численное мо-
делирование неавтономного поведения гиро-ЛВВ. Длитель-
ность установления синхронного режима. Переходной хаос
вблизи границы синхронизации.

7.1. Вводные замечания

Автоколебательная система, на которую воздействует внешний сиг-
нал или которая связана с другой автоколебательной системой, может
принципиально по-разному вести себя в зависимости от амплитуды
и частоты воздействующего на нее сигнала. Наиболее фундаменталь-
ное нелинейное явление, наблюдаемое в этом случае, — синхронизация
автоколебаний. Открытие и описание эффекта синхронизации перио-
дических колебаний в автоколебательных системах со сосредоточен-
ными параметрами (то есть системах, описываемых обыкновенными
дифференциальными уравнениями или отображениями) восходит еще
к работам Гюйгенса [1–3]. В настоящей главе приведены результаты
исследования неавтономных автоколебаний и явления синхронизации
(как классической, так и хаотической) в эталонной для теории вол-
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новых процессов и сверхвысокочастотной электроники системе «вза-
имодействующий электронный поток — встречная электромагнитная
волна». Автономная динамика подобных электронно-волновых систем
в настоящее время хорошо изучена, выявлены общие закономерно-
сти и конкретные особенности нелинейных процессов (см., напри-
мер, [4–6]). Поэтому неравновесные активные системы, в которых
имеет место взаимодействие электронов-осцилляторов со встречными
электромагнитными волнами, являются весьма удобным объектом для
исследования неавтономной динамики и явления синхронизации в рас-
пределенных автоколебательных системах.

Исследование влияния внешних сигналов на автоколебательные
системы сверхвысокочастотной электроники является весьма важным,
поскольку позволяет решить целый ряд прикладных задач, среди кото-
рых стабилизация частоты и фазы высокочастотного излучения мощ-
ных генераторов, возможность получения генерации, близкой к одно-
частотной, или, наоборот, установление режимов шумовой (хаотиче-
ской) генерации, фазировка мощных генераторов для повышения вы-
ходной мощности путем сложения излучения (фазированные антенные
решетки на сверхмощных сверхвысокочастотных генераторах (напри-
мер, [7–9]), в ряде случаев — повышение КПД и мощности выходного
излучения [10, 11] неавтономных систем сверхвысокочастотной элек-
троники).

В рамках данной главы будет рассмотрена неавтономная динамика
и процессы синхронизации системы «взаимодействующий электронный
поток — встречная электромагнитная волна» на примере мазера на
циклотронном резонансе со встречной волной (гиролампы со встречной
волной). Гирогенератор со встречной волной (гиро-ЛВВ) описывается
системой нестационарных нелинейных уравнений (1.9)–(1.11), которые
были приведены в главе 1.

Внешний управляющий сигнал вводится на коллекторном конце
системы и описывается нестационарным граничным условием следую-
щего вида

F (ξ = A, τ) = Fвн(τ), (7.1)

где Fвн(τ) — внешний сигнал, воздействующий на гиро-ЛВВ. В про-
стейшем случае управляющий сигнал представляет собой гармони-
ческий процесс Fвн = F0 exp [jΩτ ]. Здесь F0 — амплитуда внешнего
гармонического сигнала, Ω — отстройка частоты внешнего воздействия
от частоты «холодного» синхронизма ω̂.

7.2. Полоса синхронизации

Проанализируем, следуя работам Р.Адлера, Б. Е.Железовского
и Э. В. Кальянова [13, 14], ширину полосы фазовой синхронизации
и характеристики автоколебаний при выходе из области синхронизации
в гиро-ЛВВ [15]. Предполагая случай слабого внешнего сигнала
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E0, вводимого на коллекторном конце лампы (см. (7.1)), будем
считать, что он влияет только на фазовые соотношения выходного

E(0)

E0(0)

Eвых

–

�

�

�

�

Рис. 7.1. Векторная диаграм-
ма мгновенных напряженно-
стей полей на выходе гиро-

ЛВВ

сигнала Eвых. При этом предположим,
что изменение амплитуды выходного
сигнала мало ΔEвых � Eвых и, как след-
ствие, будем пренебрегать им по срав-
нению с самой величиной Eвых. Тогда,
если частота внешнего сигнала и соб-
ственная частота автоколебаний в гиро-
ЛВВ отличаются, возникает фазовый
сдвиг ϕ между колебаниями поля на
выходе в автономном и неавтоном-
ном режиме, обусловленный изменени-
ем условий взаимодействия поля бе-
гущей волны с винтовым пучком. На
рис. 7.1 представлена векторная диа-
грамма мгновенных напряженностей
выходного Eвых, собственного E и внеш-
него E0 полей на выходе ξ = 0 гиро-
ЛВВ. В соответствии с ней выра-
зим возникающий фазовый сдвиг ϕ че-
рез мгновенную разность фаз α меж-
ду полем Eвых неавтономной гиро-ЛВВ
и управляющим сигналом E0 на выходе
системы как

ϕ = −|E0(0)|
E(0)

sinα. (7.2)

Записанное выражение справедливо как в полосе синхронизации, так
и при выходе из нее.

Мгновенная разность фаз α между полем синхронизируемой систе-
мы с частотой ω и внешним гармоническим воздействием (его частота
равна Ω) может быть записана как ω − Ω = dα/dτ , где производная
dα/dτ имеет смысл мгновенной угловой частоты биений. Тогда, вводя
невозмущенную частоту биений автономных колебаний и внешнего
сигнала (ω0 − Ω), отстройку частоты выходного поля неавтономной
системы от частоты автономных колебаний (ω − ω0), уравнение для α
можно записать в виде:

ω − ω0 =
dα

τ
− (ω0 − Ω). (7.3)

Режим синхронизации колебаний поля на выходе системы соответству-
ет разности фаз α = const или dα/dτ = 0.

Найдем изменение фазы ϕ сигнала на выходе гиро-ЛВВ при из-
менении частоты ее колебаний под воздействием внешнего поля. Для
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этого необходимо задать распределение высокочастотного поля E(x)
вдоль системы. Аналитическое решение данной задачи проведем в рам-
ках линейного стационарного приближения. Предполагая изменения
величины поля и радиуса траектории электронов малыми, линеаризу-
ем исходную нестационарную систему уравнений (1.9)–(7.1), а также
перейдем от нестационарного уравнения возбуждения (1.9) к стацио-
нарному.

Вводя новые переменные I = I ejμξ и F = F ejμξ , легко получить
следующую систему линейных уравнений

d2I

ξ2
+ I = −jbF , (7.4)

dF

ξ
− j(b+ μ)F = −I, (7.5)

где

b =
ω + β0v‖ − ωc

kεv‖
(7.6)

— параметр рассинхронизма, k = ω/c.
Для решения системы уравнений (7.4) и (7.5) воспользуемся мето-

дом последовательных приближений [4, 16]. Задавая в качестве нуле-

вого приближения поле невозмущенной волны E0(ξ) = E0 e−jβ0(ξ−A),
получаем, что распределение поля вдоль пространства взаимодействия
в первом приближении определяется следующим образом

E(ξ) = E0 e−jβ0(ξ−A)
[
(1 + ξ2 Re Ψ(Φ0) + μξ3 Re Θ(Φ0))2+

+ (ξ2 Im Ψ(Φ0) + μξ3 Im Θ(Φ0))2
]1/2 × exp(ψ1(Φ0, ξ,μ)), (7.7)

где функция ψ1(Φ0, ξ,μ), описывающая фазу поля в гиро-ЛВВ, запи-
сывается как

ψ1(Φ0, ξ,μ) = arctg
ξ2 Im Ψ(Φ0) + μξ3 Im Θ(Φ0)

1 + ξ2 Re Ψ(Φ0) + μξ3 ReΘ(Φ0)
, (7.8)

а функции Θ(Φ0) и Ψ(Φ0) имеют вид, характерный для квадратичной
и линейной группировки соответственно [16]

Ψ(Φ0) =
1− e−jΦ0 − jΦ0

Φ2
0

,

Θ(Φ0) =
2(e−jΦ0 − 1) + jΦ0(e−jΦ0 + 1)

Φ3
0

.

(7.9)

Величина Φ0 = (b + μ)ξ представляет собой относительный угол про-
лета электронов–осцилляторов в пространстве взаимодействия.
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Тогда в соответствии с соотношением (7.7) фазу поля на выходе
гиро-ЛВВ относительно фазы управляющего сигнала можно записать
как

ψ = −β0A+ ψ1(Φ0,A,μ). (7.10)

Найдем изменение фазы поля (а следовательно, и частоты генерации)
при воздействии на систему внешнего сигнала. Для этого разложим
фазу в ряд по углу пролета Φ0 около точки, соответствующей частоте
ω0 автономных колебаний. Полагая, что изменение частоты мало, огра-
ничимся первым членом в разложении фазы поля (7.10), что дает

ψ = ψω0
+
(

∂

∂Φ0

ψ1(Φ0,A,μ)
)
ω0

ΔΦ0, (7.11)

где |ΔΦ0| = |Φ0 − (Φ0)ω0
| � 1.

Перейдем от величины |ΔΦ0| к изменению частоты. Для этого
воспользуемся определением относительного угла пролета Φ0. Продиф-
ференцируем выражение (7.6). Тогда

db

dω
=

ωc

ω2
− v‖
v2Φ

dvΦ
ω

(v‖ε/c)
.

Подставляя в полученное выражение значение dvΦ/dω из формулы
Рэлея

vгр =
1

1− ω

vΦ

dvΦ
dω

,

получаем
db

dω
=

1

v‖εk

(
ωc
ω

− v‖
vΦ

(
1 +

vΦ
vгр

))
. (7.12)

Тогда приближенное соотношение, связывающее относительное изме-
нение угла пролета Φ0 c малой отстройкой частоты внешнего сигнала
от частоты автономной генерации, записывается как

ΔΦ0  Ac

v‖ε

(
ωc
ω

− v‖
vΦ

(
1 +

vΦ
vгр

))
ω0 − ω

ω
. (7.13)

Окончательно выражение для фазового сдвига между полем син-
хронизируемой гиро-ЛВВ и управляющим сигналом на выходе системы
с учетом выражений (7.10) и (7.13) принимает вид:

ϕ = ŝ((Φ0)ω0
)
Ac

v‖ε

(
ωc
ω

− v‖
vΦ

(
1 +

vΦ
vгр

))
ω0 − ω

ω
, (7.14)

где функция ŝ(Φ0) определяется как

ŝ(Φ0) =
∂

∂Φ0

arctg
ξ2 Im Ψ(Φ0) + μξ3 Im Θ(Φ0)

1 + ξ2 Re Ψ(Φ0) + μξ3 Re Θ(Φ0)
. (7.15)
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Используя соотношения (7.2), (7.3) и (7.14), окончательно получаем
дифференциальное уравнение для разности фаз α между выходным
полем неавтономной гиро-ЛВВ и внешним сигналом в виде:

dα

dτ
+S(Φ0,A,μ)

E0

Eвых

ω0v‖ε
c

(
ωc
ω

− v‖
vΦ

(
1+

vΦ
vгр

))−1

sinα+ω0 − Ω = 0,

(7.16)
где функцию

S(Φ0,A,μ) =
1

ŝ(Φ0,A,μ)
1

A
(7.17)

назовем коэффициентом синхронизации.
Уравнение (7.16) описывает поведение фазы выходного поля гиро-

ЛВВ при воздействии на нее высокочастотного поля с частотой Ω.
Из него следует, что возможен режим синхронизации неавтономной
гиро-ЛВВ, который соответствует случаю постоянной разности фаз
между выходным и управляющим сигналом (dα/dτ = 0). В этом случае
неавтономная генерация происходит на частоте внешнего воздействия.
Максимальная величина частотной отстройки, при которой еще воз-
можно существование синхронного режима работы, определяется усло-
вием sinα = ±1. Тогда ширина полосы синхронизации Δω = 2|ω0 −Ωs|,
где Ωs — частота, соответствующая границе области синхронизации,
определяется в соответствии с уравнением (7.16) выражением

Δω
ω0

= 2S(Φ0,A,μ)
E0

Eвых

v‖ε
c

(
ωc
ω

− v‖
vΦ

(
1 +

vΦ
vгр

))−1

. (7.18)

Из полученного соотношения следует, что ширина полосы синхро-
низации определяется, в первую очередь, коэффициентом синхрониза-
ции и амплитудой управляющего сигнала.

Относительная ширина полосы синхронизации Δω/ω0, как следует
из соотношения (7.18), пропорциональна отношению амплитуд E0/Eвых

управляющего и выходного сигнала гиро-ЛВВ.
На рис. 7.2 представлены зависимости величины коэффициента син-

хронизации S от основных управляющих параметров — параметра
неизохронности μ и безразмерной длины пространства взаимодействия
A. Из рис. 7.2, а следует, что при μ > 6,0 величина S (а следователь-
но, и ширина области синхронизации Δω ∼ S) перестает меняться
с ростом μ. При μ < 6,0 для малых длин A < 2,5 с увеличением
параметра неизохронности область синхронизации расширяется, а при
больших A — наоборот, сужается. С увеличением длины системы
при постоянном параметре неизохронности наблюдается уменьшение
коэффициента синхронизации и ширины области синхронизации (см.
рис. 7.2, б). При больших длинах пространства взаимодействия A функ-
ция коэффициента синхронизации S при различных значениях пара-
метра μ аппроксимируется как S(Φ0,A,μ) ∼ 1/A.
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Рис. 7.2. Зависимости коэффициента синхронизации S от параметра неизо-
хронности (а) и длины системы (б)

Уравнение (7.16) позволяет проанализировать поведение неавтоном-
ной системы и вне области синхронизации, определяемой соотноше-
нием (7.18). Перепишем для удобства рассмотрения уравнение (7.16)
в виде

dα

dτ
+ ω0κ sinα = Ω − ω0, (7.19)

где

κ = S(Φ0,A,μ)
E0

Eвых

v‖ε
c

(
ωc
ω

− v‖
vΦ

(
1 +

vΦ
vгр

))−1

.

Из уравнения (7.19) следует, что при κ � |Ω − ω0|/ω0 величина
α(τ) при τ → ∞ асимптотически стремится к постоянному значению
α = const, что соответствует режиму синхронизации в активной среде
«винтовой электронный пучок, взаимодействующий со встречной вол-
ной». При κ < |Ω − ω0|/ω0 не существует постоянного не зависящего
от времени сдвига фаз между сигналом, генерируемым неавтономной
гиро-ЛВВ и управляющим сигналом. В системе имеют место биения
с периодом TA. Зависимость величины TA от расстройки |Ω − ω0| для
различных значений параметра κ представлена на рис. 7.3, а. Заметим,
что изменение величины κ можно интерпретировать, учитывая, что
κ ∼ E0, как изменение амплитуды внешнего воздействия при прочих
равных параметрах. Из рис. 7.3, а следует, что период автомодуляции
стремится к бесконечности при приближении к границе области син-
хронизации |Ω − ω0|/ω0 → κ. Одновременно видно, что с ростом ам-
плитуды внешнего воздействия увеличивается период биений поля на
выходе лампы при одинаковой величине расстройки. При увеличении
величины |Ω − ω0| период биений уменьшается и стремится к одинако-
вым величинам для различных амплитуд внешнего воздействия. Одно-
временно, при увеличении отстройки форма автомодуляции становится
близкой к синусоидальной.

Заметим, что уравнение (7.16) (или уравнение (7.19)) можно ис-
пользовать и для описания характерных особенностей пространствен-
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Рис. 7.3. Зависимости периода TA биений поля на выходе гиро-ЛВВ от рас-
стройки |Ω − ω0| (а) и частоты автомодуляции fA от координаты пространства

взаимодействия для различных величин расстройки (A = 5, κ = 1,0) (б)

ной динамики неавтономной гиро-ЛВВ. Определяющей характеристи-
кой неавтономных колебаний в гиро-ЛВВ является коэффициент син-
хронизации (7.17), который, учитывая соотношения для распределения
поля (7.7) и фазы поля (7.8), может рассматриваться как функция
продольной координаты формальной заменой A↔ ξ. Тогда зависимости
коэффициента синхронизации S от длины системы A, представленные
на рис. 7.2, a, можно интерпретировать как распределение величины S
вдоль системы при фиксированном безразмерном параметре A, пара-
метре неизохронности μ и расстройке b.

Будем считать фазу α = α(τ , ξ) не только функцией времени, но
и координаты, и рассмoтрим решение уравнения (7.19) в каждой точке
пространства взаимодействия с учетом того, что коэффициент κ также
является функцией координаты: κ = κ(ξ).

Режим синхронизации имеет место при κ � |Ω − ω0|/ω0 и функция
κ = κ(ξ) является спадающей с ростом ξ (при больших ξ, как было по-
казано выше, можно считать, что κ ∼ 1/ξ). Тогда при малых ξ и доста-
точно малой расстройке всегда будет иметь место режим синхрониза-
ции, соответствующий постоянному значению фазы α = const. Однако
с ростом координаты ξ и уменьшением величины κ(ξ) может возник-
нуть ситуация, что и режим синхронизации разрушится. Это означает,
что пространство взаимодействия лампы делится на две характерные
области — область длины As, где имеет место режим синхронизации
колебаний (область синхронизации, примыкающая к коллекторному
концу лампы; As — длина синхронизации), и область длины (A−As),
в которой наблюдается разрушение режима синхронизации.

Таким образом, в неавтономной системе с длительным взаимодей-
ствием типа «винтовой электронный поток — встречная электромагнит-
ная волна» имеют место колебания с меняющйся частотой и формой ко-
лебаний в пространстве взаимодействия. Это иллюстрирует рис. 7.3, б,
на котором представлены зависимости частоты биений fA поля E(ξ)
от пространственной координаты для различных значений расстройки
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|Ω − ω0|. Видно, что длина синхронизации As, то есть область, где
колебания поля синхронны с внешним сигналом (этой области соответ-
ствует частота биений fA = 0) увеличивается с уменьшением величины
|Ω − ω0|.

7.3. Численное моделирование неавтономного
поведения гиро-ЛВВ

Обратимся теперь к изучению синхронизации автоколебаний
в гиро-ЛВВ путем численного интегрирования нелинейной неста-
ционарной системы уравнений (1.9), (7.1). Рассмотрим влияние
внешнего сигнала на режимы стационарной генерации и периодической
автомодуляции. Параметры, при которых проводились исследования,
следующие: безразмерная длина системы полагалась равной A = 3,0;
параметр неизохронности μ = 2,0 (в автономном режиме наблюдается
стационарная генерация с амплитудой F = 0,42 выходного поля)
и μ = 4,0 (режим периодической автомодуляции выходного сигнала).

На рис. 7.4 представлено разбиение плоскости параметров «ампли-
туда F0 — частота Ω внешнего воздействия» на характерные режимы
пространственно-временны́х колебаний в гиро-ЛВВ для режима ста-
ционарной генерации (рис. 7.4, a) и автомодуляции (рис. 7.4, б) в авто-
номном режиме. Рассмотрим динамику генератора под воздействием
управляющего сигнала более подробно.

При близости частоты внешнего воздействия Ω к собственной ча-
стоте стационарной генерации автономной системы ω0 в генераторе
имеет место режим синхронизации (отмечен на рис. 7.4, a и 7.4, б),
в котором частота выходного сигнала ω определяется частотой Ω
внешнего воздействия, а амплитуда выходного сигнала F (ξ = 0, τ)
после окончания переходного процесса устанавливается постоянной
F (ξ = 0, τ) = const (режим стационарной генерации). В случае μ = 2,0
синхронизация колебаний наблюдается при сколь угодно малой ам-
плитуде F0 внешнего сигнала, а область синхронизации симметрично
расширяется при отстройке частоты Ω от ω0 при увеличении величи-
ны F0. В случае μ = 4,0 режим стационарной генерации на частоте
внешнего воздействия возникает при конечной амплитуде F0 внешнего
воздействия и форма области синхронизации сильно несимметричная.
При выходе из области синхронизации с изменением параметров внеш-
него сигнала, как видно из рис. 7.4, имеет место сложная картина
перестройки колебательных режимов генератора. Рассмотрим харак-
теристики различных колебательных режимов неавтономной системы,
при необходимости снова обращаясь к рис. 7.4.

При пересечении управляющими параметрами границы области
синхронизации на карте режимов (см. рис. 7.4) наблюдается переход
системы в режим автомодуляции, который характеризуется тем, что ам-
плитуда выходного сигнала генератора |F (ξ = 0, τ)| начинает зависеть
от времени. При этом в зависимости от частоты и амплитуды внешнего
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Рис. 7.4. Карты режимов на плоскости управляющих параметров «частота —
амплитуда внешнего воздействия» для автономных режимов стационарной

генерации (а) и периодической автомодуляции (б)

сигнала могут возникать как режимы периодической, так и хаотиче-
ской автомодуляции. В последнем случае амплитуда выходного сиг-
нала ведет себя существенно нерегулярно, имеют место колебания со
сплошным спектром. На карте режимов области периодической автомо-
дуляции обозначены символами Ti, где индекс i соответствует периоду
автомодуляции, области хаотической автомодуляции — символом C.
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При малой фазовой нелинейности (μ = 2,0) из рис. 7.4, a видно, что
режимы периодической автомодуляции с единственной базовой часто-
той fA = 1/TA возникают при небольших амплитудах внешнего воздей-
ствия F0. Период автомодуляции на границе области синхронизации
стремится к бесконечности и с ростом расстройки плавно уменьшается
(аналогично см. рис. 7.3, a). С ростом F0 при определенных частотах
Ω наблюдается явление удвоения периода (области T2 и T4 на карте
режимов). При большой амплитуде внешнего воздействия на карте
режимов наблюдается несколько областей хаотической автомодуляции.
Переход к ним происходит из режимов периодической автомодуляции
после одного или двух удвоений периода автомодуляции TA.

При большом параметре неизохронности μ = 4.0 вид карты режи-
мов вне области синхронизации существенно меняется (см. рис. 7.4, б).
Перестройка режимов при изменении параметров внешнего воздей-
ствия достаточно сложна: имеет место большое количество переходов
«порядок — хаос» и «хаос — порядок», сопровождающихся изменением
различных динамических характеристик выходного сигнала генератора
(спектра мощности, фазового портрета и т. д.).

При небольших амплитудах внешнего сигнала в системе наблю-
даются квазипериодические автоколебания (соответствующие области
на карте режимов отмечены символом Q). В области (Ω − ω0) < 0,
как видно из рис. 7.4, б, к границе клюва синхронизации примыкает
область периодической автомодуляции (область T1), которая с уве-
личением амплитуды внешнего воздействия сильно расширяется. При
больших расстройках (Ω − ω0) и амплитуде внешнего сигнала F0,
меньшей, чем необходимо для возникновения режимов периодической
автомодуляции T1, наблюдаются различные режимы как хаотической,
так и периодической автомодуляции выходного сигнала неавтономной
системы.

Выход из области периодической автомодуляции при уменьшении
частоты управляющего сигнала Ω происходит через режим перемежае-
мости (область на карте режимов (рис. 7.4, б), обозначенная символом
I). В этом случае у зависимости амплитуды |F | выходного сигнала
генератора от времени наблюдаются фазы почти периодических коле-
баний, прерываемых короткими фазами нерегулярных движений.

При большой нелинейности μ характер перехода системы из об-
ласти синхронизации в режим модуляции амплитуды выходного поля
претерпевает изменение. Так, модуляция возбуждается мягко по ам-
плитуде, при этом частота модуляции поля имеет конечное значение
fA(Ωs) 
= 0 на границе клюва синхронизации.

При захвате базовой частоты ω выходного сигнала F (τ) exp (jωt)
внешним сигналом с частотой Ω имеет место следующее важное яв-
ление, названное в работах [15, 17–19] квазисинхронизацией автоколе-
баний. Под режимом синхронизации понимается режим стационарной
генерации на частоте внешнего сигнала. Однако область захвата базо-
вой частоты генерируемого сигнала существенно больше, чем область
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Рис. 7.5. Разность частот (Ω − ω) внешнего воздействия и колебаний при
различных амплитудах внешнего сигнала для случая μ = 2,0 (а) и μ = 4,0 (б)

стационарной генерации на частоте внешнего поля (область, отмечен-
ная как режим синхронизации на рис. 7.4).

Будем называть неавтономный режим генерации распределенной
системы, в котором высокочастотные автоколебания происходят на
частоте внешнего управляющего сигнала, режимом квазисинхрониза-
ции. В режиме квазисинхронизации огибающая выходного ВЧ поля
|F (τ)| может демонстрировать сложную динамику (низкочастотную
модуляцию выходного поля).

Рис. 7.5 иллюстрирует вышесказанное. На нем представлены зави-
симости разности частот (ω − Ω) высокочастотных колебаний на выхо-
де системы от нормированной частоты управляющего сигнала Ω/ω0 при
различных амплитудах F0 при μ = 2,0 (рис. 7.5, a) и μ = 4,0 (рис. 7.5, б).

Из сравнения рис. 7.4 и рис. 7.5 видно, что область захвата частоты
со стороны больших частот совпадает с границей области модуляции
выходного поля (и соответственно области синхронизации), а со сторо-
ны меньших частот (справа на рис. 7.4) частота внешнего воздействия,
при которой имеет место захват частоты, лежит существенно левее
границы режима стационарной генерации. Граница области захвата
базовой частоты генерации (режима квазисинхранизации) нанесена на
рис. 7.4 штриховой линией (кривая 1). Заметим, что линия 1 и граница
области синхронизации не совпадают при любой сколь угодно малой
амплитуде внешнего воздействия F0 как в случае малой (μ = 2,0;
рис. 7.4, а), так и большой фазовой нелинейности (μ = 4,0; рис. 7.4, б).

В режиме квазисинхронизации генерация высокочастотного излу-
чения имеет место на частоте ω0 ≈ Ω, а амплитуда выходного поля |F |
медленно меняется с временны́м масштабом TA. Область квазисинхро-
низации исследуемой неавтономной системы соответствует области на
карте режимов (см. рис. 7.4) между линией 1 и правой границей клюва
синхронизации (см. рис. 7.5).

При выходе из области квазисинхронизации частота ВЧ генерации
при увеличении отстройки частоты внешнего воздействия Ω от частоты
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генерации ω̂ автономной системы стремится к частоте автономной
генерации.

Таким образом, можно говорить о «расщеплении» границы клюва
синхронизации при воздействии внешнего гармонического сигнала на
автоколебания в распределенной активной среде «винтовой электрон-
ный пучок — встречная электромагнитная волна». Если под синхрони-
зацией понимать установление в активной среде колебаний на частоте
управляющего воздействия Ω и без дополнительных спектральных
компонент в спектре мощности генерации (то есть с неизменяющейся
во времени амплитудой поля |F |), то граница области синхрониза-
ции соответствует области стационарной генерации на карте режимов
(сплошная линия на рис. 7.4). Другая ситуация складывается, если
под синхронизацией понимать только захват базовой частоты в спек-
тре мощности генерации гиро-ЛВВ управляющим сигналом, так что
|Ω − ω| = const. В последем случае стоит говорить о режиме квази-
синхронизации, который занимает существенно большую область на
плоскости управляющих параметров (Ω/ω0,F0). При этом в режиме
квазисинхронизации амплитуда выходного сигнала |F (ξ = 0, τ)| может
вести себя достаточно сложно во времени, совершая как периоди-
ческие, так и хаотические колебания. Вместе с тем ВЧ генерация
в системе происходит на частоте внешнего воздействия.

Рассмотрим физические процессы, сопровождающие перестройку
режимов колебаний в гиро-ЛВВ под воздействием внешнего управля-
ющего сигнала с амплитудой F0 и частотой Ω.

Частота ВЧ генерации определяется как поправка ω к частоте
«холодного» синхронизма ω̂. Частота ω0 определяется фазой ϕF (ξ, τ)
поля F (ξ, τ) = |F (ξ, τ)| exp {jϕF (ξ, τ)}. В режиме одночастотной ВЧ

генерации поправка ω0 к частоте может быть представлена в виде

ω0 = lim
τ→∞

ϕF (0, τ)
τ

. (7.20)

Если считать фазу ϕF (ξ, τ) периодической функцией с периодом 2π, то
есть рассматривать функцию

ϕF (ξ, τ) = ϕF (ξ, τ) mod 2π, (7.21)

то ϕF ведет себя периодически с периодом 1/ω0 (см. рис. 7.6, a, на
котором представлены проекции распределения поля |F | и фазы поля
ϕF на плоскость (ξ, τ) в режиме стационарной автономной генерации).
В режиме сложной динамики фазы ϕF (τ) частота ω0, находящаяся из
соотношения (7.20), определяет характерный временно́й масштаб ВЧ
генерации.

Квазисинхронизация колебаний, то есть генерация ВЧ излучения
на частоте ω0 = Ω, соответствует периодическим колебаниям фазы ϕF
с частотой Ω. При этом амплитуда выходного ВЧ поля |F | может
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Рис. 7.6. Пространственно-временны́е распределения амплитуды и фазы поля
при μ = 2,0 (построенные при амплитуде внешнего воздействия F0 = 0,3).
a) Автономный режим генерации; б) режим автомодуляции с периодом 1, от-

личный от квазисинхронизации

вести себя во времени достаточно сложно, демонстрируя как режимы
периодической, так и хаотической автомодуляции.

Рассмотрим подробнее поведение амплитуды и фазы поля F в гиро-
ЛВВ в области синхронизации и вне ее при малой неизохронности
μ = 2,0. На рис. 7.6, б–г показаны пространственно-временны́е распре-
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Продолжение рис. 7.6. в) Режим стационарной генерации, область синхрониза-
ции; г) режим автомодуляции с периодом 2, отличный от режима квазисинхро-
низации

деления амплитуды и фазы поля F (ξ, τ), построенные для различных
режимов неавтономной генерации гиро-ЛВВ.

Как показывает анализ рис. 7.6, б и 7.6, г, в режиме, отличном от
режимов квазисинхронизации и синхронизации, пространство взаимо-
действия можно условно разделить на две области. В первой, примыка-
ющей к коллекторному концу системы ξ = A, колебания фазы ϕF про-
исходят с частотой внешнего воздействия Ω. Далее в достаточно узкой
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области пространства взаимодействия наблюдается резкое изменение
величины фазы поля ϕF , которая практически скачком изменяется
на величину π. В области вблизи выхода системы ξ = 0 колебания
фазы имеют место на частоте ω отличной от Ω. То есть пространство
взаимодействия неавтономной системы делится на две характерные
области пространственно-временны́х колебаний — область синхронных
с управляющим сигналом временны́х колебаний и область, в которой
имеют место колебания на частоте отличной от частоты управляющего
сигнала. Эти две характерные области разделены узкой областью,
в которой наблюдаются резкие скачкообразные изменения фазы по-
ля ϕF . C увеличением отстройки (Ω − Ωs) < 0 от границы клюва
квазисинхронизации Ωs область пространства, в которой наблюдаются
синхронные колебания, уменьшается.

В режиме квазисинхронизации колебания во всем пространстве
взаимодействия происходят на частоте внешнего воздействия Ω. На
проекции распределения ϕF (ξ, τ) (рис. 7.6, в) имеет место периодиче-
ская картина, идентичная наблюдаемой в случае автономных колеба-
ний (cм. рис. 7.6, а), но с частотой ω0 = Ω.

При большо́й неизохронности μ > 3.0, соответствующей автомо-
дуляции выходного сигнала гиро-ЛВВ в автономном режиме, карти-
на разрушения состояния квазисинхронизации при отрицательной от-
стройке (Ω − Ωs) < 0 выглядит аналогично. На рис. 7.7, a представлены
распределения |F (ξ, τ)| и ϕF (ξ, τ), построенные при μ = 4,0 и пара-
метрах внешнего сигнала, соответствующих области вблизи границы
клюва квазисинхронизации. Амплитуда выходного сигнала |F | в этом
случае ведет себя сложным образом, демонстрируя хаотическую авто-
модуляцию. Последнее хорошо видно на пространственно-временно́м
распределении амплитуды |F | поля (см. рис. 7.7, а). Что касается рас-
пределения ϕF , которое определяет частоту генерации системы в дан-
ном режиме, то оно близко к характерному для режима квазисинхро-
низации (это выражается в отсутствии резких скачков фазы поля).
При этом фаза в пространстве ведет себя нерегулярным образом, ха-
рактерная частота генерации ω0 < Ω. Однако, как и раньше, в области
вблизи правого конца системы динамика фазы регулярна и происходит
на частоте, равной частоте управляющего сигнала Ω.

При положительной отстройке (Ω − Ωs) > 0 и большой величине
параметра неизохронности μ ситуация меняется. В этом случае в об-
ласти, примыкающей к правой границе системы ξ = A, наблюдаются
не колебания на частоте внешнего сигнала Ω, как было при малом μ,
а имеют место квазипериодические колебания с базовыми частотами
ω0 и Ω. Это хорошо видно из анализа пространственно-временно́го
распределения фазы ϕF (см. рис. 7.7, б), построенного для режима
периодической автомодуляции, не соответствующей области квазисин-
хронизации.

Возникновение автомодуляционных режимов в исследуемой систе-
ме под воздействием управляющего сигнала определяется, во-первых,
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Рис. 7.7. Пространственно-временны́е распределения амплитуды и фазы поля
при μ = 4,0 (построенные при амплитуде внешнего воздействия F0 = 0,32):
a) область вблизи границы клюва квазисинхронизации, хаотическая автомоду-
ляция амплитуды выходного сигнала (Ω/ω0 = 1,8); б) режим периодической ав-
томодуляции, не соответствующий области квазисинхронизации (Ω/ω0 = 0,14)

запаздывающим характером обратной связи [20], и, во-вторых, пере-
группировкой электронов в сильном поле [6, 21], то есть с амплитудной
нелинейностью системы.

На рис. 7.8, а представлены распределения сгруппированного тока
|I(ξ)| (сплошная линия) и поля |F (ξ)| (штриховая линия) в режи-
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ме стационарной генерации (параметр неизохронности μ = 2,0) в ав-
тономном режиме работы гиро-ЛВВ. Оба распределения имеют вид
функций с одним максимумом. Это соответствует формированию на
длине пространства взаимодействия одного фазового сгустка в потоке
электронов-осцилляторов. Падение величины |I(ξ)| к концу простран-
ства взаимодействия ξ = A свидетельствует о разгруппировке фазового
сгустка. При малых амплитудах внешнего воздействия в режиме син-
хронизации качественно вид распределений тока и поля не меняется
(см. рис. 7.8, б, соответствующий грaнице области синхронизации).

0 0,5 1 1,5 2 2,5 	

0 0,5 1 1,5 2 2,5 	

F
F

F

а б

в

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,5 1 1,5 2 2,5 	

I

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

I

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

I

Рис. 7.8. Распределения амплитуды тока |I(ξ)| (сплошная линия) и поля |F (ξ)|
(штриховая линия): a) при стационарной генерации (параметр неизохронности
μ = 2,0) в автономном режиме; б) в неавтономном режиме при малых амплиту-
дах внешнего воздействия, соответствующем грaнице области синхронизации
(режим стационарной генерации на частоте внешнего воздействия); в) в неав-
тономном режиме, соответствующем периодической автомодуляции выходного

сигнала (большая амплитуда внешнего воздействия)

При выходе из области синхронизации влияние внешнего сигна-
ла сказывается в нарушении фазовых соотношений, соответствующих
режиму стационарной генерации, между комплексными амплитудами
поля F и тока I. Как следствие этого, режим синхронизации со стаци-
онарными распределениями тока и поля вдоль системы теряет устойчи-
вость. Это связано с возникновением дополнительной распределенной
обратной связи в системе: сгруппированный в сильном поле винтовой



222 Гл. 7. Нестационарные процессы и неавтономная динамика

электронный пучок приходит к коллекторному концу системы ξ = A со
скоростью v‖ уже перегруппировавшись; возбуждаемое сгруппирован-
ным током поле смещается со скоростью vg к входному концу ξ = 0
системы; сгруппированный в слабом поле пучок возбуждает теперь
сильное поле, в котором винтовой электронный пучок и перегруппи-
ровывается. Таким образом, при переходе частоты Ω границы области
синхронизации при данном F0 ранее стационарные распределения |I|
и |F | начинают смещаться в сторону ξ = 0, причем максимум поля
растет по величине при движении из-за взаимодействия с волной тока,
пока не достигнет конца системы (точки ξ = 0). Из оставшегося рас-
пределения F (ξ) под влиянием внешнего поля опять выделятся основ-
ной тип колебаний, и процесс периодически повторяется с временным
масштабом TA.

Следует заметить, что при большой величине параметра неизо-
хронности (μ > 3,0), когда в автономной системе наблюдается автомо-
дуляция амплитуды выходного сигнала, при воздействии на систему
гармоническим сигналом в режиме синхронизации удается разорвать
дополнительную внутреннюю обратную связь. Это обусловлено тем,
что внешний управляющий сигнал «навязывает» исследуемой систе-
ме некоторое распределение фазы поля ϕF в пространстве взаимо-
действия, которое характеризуется отсутствием резких скачков фазы
в пространстве и соответствует оптимальному в смысле возникновения
режима стационарной генерации фазовому соотношению между волна-
ми тока I и поля F в гиро-ЛВВ.

Ситуация меняется при росте амплитуды внешнего воздействия F0.
В этом случае влияние внешнего сигнала приводит к разгруппировке
и далее к формированию вторичного фазового сгустка. Как след-
ствие, распределения тока и поля вдоль пространства взаимодействия
приобретают двугорбый вид (см. рис. 7.8, в, соответствующий области
синхронизации; на зависимости |I(ξ)| появляется второй максимум
в области ξ > 2,5). При потере устойчивости режима, характеризуемого
«многогорбыми» распределениями поля и тока, при выходе из области
синхронизации за время прохода излучения вдоль длины системы
успевают сформироваться не один как при малой амплитуде F0, а два
или четыре максимума. Поэтому при выходе из области синхронизации
и потери устойчивости режима стационарной генерации возникают
режимы автомодуляции с периодом 2 и 4.

Учитывая все вышесказанное, можно, как и при анализе фазовой
синхронизации в рамках линейной стационарной теории, ввести дли-
ну синхронизации As (совпадающую с длиной области синхронных
колебаний ξ ∈ (A − As,A)), на которой имеют место высокочастот-
ные колебания на частоте внешнего воздействия Ω. Далее в области
пространства взаимодействия ξ ∼ As имеет место разрушение режи-
ма синхронизации, которое связано с резкими скачками фазы поля
и, как следствие, c изменением внутренней структуры электронного
пучка (фазовой перегруппировкой электронов-осцилляторов винтового
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пучка). Разрушение режима синхронизации на длине синхронизации
As определяется нарушением фазовых соотношений между волной
тока и поля, приводящим к возникновению более сложной структуры
пространственно-временных распределений поля F . При фиксирован-
ных безразмерной длине системы A и параметре неизохронности μ
«паразитный» набег фазы поля, возникающий за счет воздействия на
систему управляющего сигнала с амплитудой F0 и приводящий на
длине синхронизации As к разрушению режима колебаний на частоте
внешнего воздействия, постоянен и не зависит от частоты внешнего
воздействия. Обозначая «паразитный» набег фазы через Δϕ запишем,
что Δϕ = |Ω − ω0|As/vg или, выражая величину As, окончательно
получаем выражение для длины синхронизации

As =
Δϕvg

|Ω − ω0| . (7.22)

Зависимость набега фазы Δϕ от амплитуды внешнего поля при малых
F0 может быть представлена как Δϕ = χF0, где χ — коэффициент
пропорциональности, зависящий при фиксированной длине системы от
параметра неизохронности μ. Это определяется тем, что при небольшом
увеличении амплитуды внешнего поля F0 имеет место уменьшение
фазовой разгруппировки и последующей перегруппировки электронов-
осцилляторов винтового потока, приводящее к нарушению фазового
соотношения Δϕ и, как следствие, сохранению режима синхронных
колебаний на бо́льшей длине пространства As.

Границе области квазисинхронизации сответствует длина синхро-
низации, равная длине пространства взаимодействия As = A. Тогда из
соотношения (7.22) следует, что для границы области квазисинхрони-
зации на плоскости (Ω,F0) можно записать

|Ωs − ω0| =
χvg
A
F0 = const F0, (7.23)

где частота Ωs соответствует границе клюва.
Полученные в результате численного моделирования в рамках нели-

нейной нестационарной теории феноменологические выражения для
границы клюва синхронизации (7.23) и длины синхронизации (7.22)
хорошо подтверждают представленные в начале раздела результаты
анализа фазовой синхронизации гиро-ЛВВ в рамках линейной ста-
ционарной теории. Последняя позволила правильно предсказать фор-
му границы области синхронизации при малых амплитудах внешнего
воздействия F0, качественно описать характеристики асинхронного
режима (амплитуду и частоту автомодуляции). Более того, в рамках
стационарной линейной теории удалось правильно описать простран-
ственную динамику в неавтономной активной среде — было получено,
что синхронизация автоколебаний имеет место только на некоторой
длине As (длине синхронизации), которая зависит как от парамет-
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ров активной среды, так и от характеристик управляющего сигнала.
Вместе с тем, линейная стационарная теория не позволила описать
наблюдаемое в численном эксперименте явление расщепления клюва
синхронизации и возникновение режимов квазисинхронизации, когда
ВЧ генерации имеет место на частоте внешнего воздействия ω = Ω, од-
новременно демонстрируя нестационарную во времени динамику мед-
ленно меняющейся амплитуды поля |F (τ)|.

7.4. Длительность установления синхронного режима

Остановимся теперь на важном с прикладной точки зрения во-
просе: как быстро будет происходить процесс установления режима
синхронизации (т. е. какова будет длительность переходного процесса)
в активной среде «винтовой электронный пучок — встречная электро-
магнитная волна». Последнее очень важно при синхронизации систе-
мы, работающей в импульсном режиме, когда необходимо уменьшить
длительность установления синхронного режима. Рассмотрим зависи-
мость длительности установления режима синхронизации в гиро-ЛВВ,
следуя работе [22].

В вышеупомянутой работе рассматривается вопрос о том, какое
влияние оказывает начальная разность фаз ВЧ поля в режиме ста-
ционарной генерации и внешнего воздействия на длительность ин-
тервала времени, за который осуществляется синхронизация распре-
деленной системы. Предполагается, что внешнее воздействие вида

Fвн = F0 exp [j(Ωτ + ϕ)] включается, когда в автономной гиро-ЛВВ за-

вершается переходной процесс и устанавливается режим стационарной
генерации. Начальная фаза внешнего сигнала ϕ меняется от 0 до 2π,
тогда как момент времени, в который включается внешнее воздействие,
остается фиксированным.

На рис. 7.9 для различных сечений ξ пространства взаимодействия
лампы показаны зависимости длительности D установления режима
синхронизации от начальной фазы внешнего поля ϕ, с которой по-
дается внешний синхронизирующий сигнал. Управляющие параметры
исследуемой модели (1.9), (7.1) выбраны следующими: A = 3,0, μ = 2,0,

F0/F = 0,1 и Ω/ω0 = 0,0154, где F и ω0 — амплитуда и частота
автономных колебаний.

Из рисунка следует, что длительность переходного процесса сильно
зависит от начальной фазы входного сигнала и имеет четко выра-
женные максимум и минимум, причем максимальная и минималь-
ная длительности установления режима синхронизации отличаются
примерно на порядок. Минимальная длительность переходного про-
цесса составляет величину Tmin < 20,0, которая соответствует всего
2–3 характерным временам τA запаздывания распределенной обрат-
ной связи исследуемого генератора. Характерное время реакции си-
стемы на внешнее воздействие определяется длиной лампы A, груп-
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Рис. 7.9. Длительность D установления режима синхронизации в активной
распределенной среде «винтовой электронный поток — встречная электро-
магнитная волна» как функция фазы внешнего поля для различных сечений

пространства взаимодействия

повой скоростью распространения волны в волноведущей структуре
vg и переносной скоростью пучка v‖. Внешнее поле, подаваемое на
вход лампы, распространяется навстречу пучку, производя модуляцию
винтового электронного потока, который, в свою очередь, переносит
эту информацию кo входу (коллекторному концу) лампы со скоростью
v‖, возбуждая в волноведущей системе встречную электромагнитную
волну, поле которой складывается с внешним полем. В результате
характерное время равно τA ≈ A(1/vg + 1/v‖), что в безразмерных
переменных составляет величину τA ≈ 6,0.

Последнее означает, что при оптимальной фазе внешнего поля про-
исходит сверхбыстрая синхронизация распределенной автоколебатель-
ной системы со встречной волной, которая осуществляет обратную
связь. В случае максимальной длительности T установление режима
синхронизации осуществляется за времена T > 20τA.

Сравнивая зависимости D(ξ) длительности переходного процес-
са, построенные для различных сечений пространства взаимодействия
лампы (см. рис. 7.9), можно видеть, что в режиме сверхбыстрой синхро-
низации наблюдается практически одновременное установление син-
хронного режима во всем объеме активной среды. При фазах ϕ
внешнего поля, отличных от оптимальной, длительность переходного
процесса различна в различных сечениях лампы. Наиболее короткий
переходной процесс имеет место в середине пространства взаимодей-
ствия ξ = A/2.

8 Нестационарные и хаотические процессы
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7.5. Переходной хаос вблизи границы синхронизации

И в заключение главы отметим, что вблизи правой границы клюва
синхронизации неавтономной гиро-ЛВВ наблюдается явление, назы-
ваемое переходным хаосом. Под переходным хаосом в отличие от
«классического» динамического хаоса (образом которого в фазовом
пространстве является странный аттрактор, к которому асимптоти-
чески стремятся фазовые траектории из определенной области фазо-
вого пространства при t → ∞ [23–25], в нелинейных динамических
системах понимается следующее [26]: в фазовом пространстве систе-
мы, демонстрирующей переходной хаос, существует так называемое
«хаотическое седло» (chaotic saddle) — хаотическое множество в фа-
зовом пространстве, которое является неустойчивым по одному из
направлений. Фазовая траектория, стартуя из точек фазового простран-
ства, лежащих вблизи хаотического седла, долгое время демонстрирует
непериодическое поведение, после чего покидает его окрестность по
неустойчивому направлению и достигает аттрактора, который может
быть как периодическим, так и хаотическим.

Неустойчивое хаотическое множество может быть охарактеризо-
вано в тех же терминах, что и странный аттрактор (размерность,
показатели Ляпунова и т. д.). В этом случае подсчет соответствующих
характеристик осуществляется по ансамблю сравнительно коротких
временных реализаций, описывающих переходной хаотический процесс
в рассматриваемой системе. При этом, как правило, используется про-
цедура «сшивания» временных реализаций. В большинстве случаев
переходной хаос изучается на примере относительно простых конечно-
мерных систем с дискретным и непрерывным временем.

Как следует из проведенных исследований, в гиро-ЛВВ в неавто-
номном режиме наблюдается явление переходного хаоса [27, 28]. На
рис. 7.10 представлены характерные временны́е реализации выходного
сигнала F (ξ = 0, τ) в режиме переходного хаоса, полученные при
различных амплитудах начального возмущения.

Из рис. 7.10 видно, что в зависимости от амплитуды начального
возмущения длительность переходного процесса различна, но, в итоге,
в гиро-ЛВВ устанавливается режим стационарной генерации на ча-
стоте внешнего воздействия. Длительный переходной процесс носит
нерегулярный хаотический характер, что свидетельствует о наличии
в системе явления переходного хаоса.

Для изучения характеристик переходного хаоса необходимо создать
искусственную длинную временную реализацию, представляющую со-
бой сшитые короткие отрезки переходных процессов, соответствующие
переходному хаосу. Для анализа режима переходного хаоса и про-
цедуры сшивания коротких временных реализаций, характеризующих
неустойчивый режим переходного хаоса, использовались временные
ряды, порождаемые колебаниями амплитуды поля |F (τ)|, снимаемого
с выхода системы ξ = 0.
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Рис. 7.10. Типичные временны́е реализации амплитуды выходного сигнала
неавтономной гиро-ЛВВ в режиме переходного хаоса. Реализации построены
для различных амплитуд начального возмущения. Вертикальными штриховы-
ми линиями показаны различные участки временной реализации системы, на-
ходящейся в режиме переходного хаоса: I — эволюция системы от начального
состояния до неустойчивого хаотического режима; II — собственно, сам режим
переходного хаоса; III — выход системы на асимптотический режим, IV —
конечное асимптотически устойчивое состояние. Видно, что после длительного
нерегулярного переходного процесса в системе устанавливается режим стаци-

онарной генерации

Временная реализация, порождаемая исследуемой системой в ре-
жиме переходного хаоса, может быть «разделена» на четыре части (см.
рис. 7.10): I — эволюция системы от начального состояния до неустой-
чивого хаотического режима, II — собственно, сам режим переходного
хаоса, III — выход системы на асимптотический режим, IV — конеч-
ное асимптотически устойчивое состояние. Непосредственную инфор-
мацию о неустойчивом хаотическом седле предоставляет участок II
временной реализации, в то время как участки I, III и IV соответству-
ют другим состояниям системы. Поэтому для анализа характеристик
хаотического седла, существующего в фазовом пространстве системы,
необходимо «отбросить» участки I, III и IV временной реализации [26],
чтобы затем «склеить» участки реализации, отвечающие хаотическому
(но неустойчивому) режиму. Подобный подход позволяет затем при-
менить к полученной искусственно длинной временной реализации
стандартные методы анализа (см., например, [29–31].

8*
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Одним из возможных способов получения искусственно длинной
временной реализации является непосредственное «объединение» усе-
ченных временных реализаций друг с другом. При этом переменная
F получаемой новой искусственно длинной реализации в моменты
времени, соответствующие «объединению» различных усеченных реа-
лизаций, может претерпевать разрыв, то есть

lim
t→Tn−0

F (t) 
= lim
t→Tn+0

F (t), (7.24)

где Tn — моменты времени, соответствующие «объединению» усечен-
ных временных реализаций.

При восстановлении аттрактора в фазовом пространстве методом
задержек (методом Такенса) [32, 33] по такой искусственно полученной
длительной временной реализации возникает, однако, J ложных точек
аттрактора [26]:

J = d
T

Δτ
(n− 1), (7.25)

где T — длительность задержки; n — количество усеченных времен-
ных реализаций, объединяемых в одну; d — размерность фазового
пространства, в котором восстанавливается аттрактор; Δτ — шаг по
времени.

Другой, более корректный способ получения подобной реализации
заключается в том, чтобы обеспечить «сшивание» участков двух раз-
личных временных реализаций. Пусть x(t) и y(t) — две различные
временные реализации, которые должны быть «сшиты». Если аттрак-
тор будет восстанавливаться в d-мерном фазовом пространстве, то для
«сшивания» фазовых траекторий должно выполняться условие√√√√d−1∑

i=0

(x(t1 + i× T ) − y(t2 + i× T ))2 < ε, (7.26)

где ε — точность, с которой осуществляется «сшивание» реализаций
(в работе было выбрано ε = 2,5 · 10−3), t1 и t2 — моменты времени
для реализаций x(t) и y(t), в которые происходит их «сшивание».
Условие (7.26) может быть заменено на аналогичное

|x(t1 + i× T ) − y(t2 + i× T )| < ε, i = 0, ... , d− 1. (7.27)

Для процедуры (7.27) сшивания временны́х реализаций необходимо
знание размерности фазового пространства d, в которое вкладывает-
ся восстановленный хаотический аттрактор, соответствующий режиму
переходного хаоса. Оценим величину d, рассчитав корреляционную
размерность D аттрактора [29, 30], воcстановленного по искусственной
длинной временной реализации, созданной без процедуры сшивания,
для различных, увеличивающихся значений размерности пространства
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вложения d = 2, 3, 4, ... . Размерность фазового пространства будет
равна величине размерности пространства вложения d, при которой
величина корреляционной размерности D насыщается [34].

Конечно, такая оценка является не совсем точной, учитывая нали-
чие «ложных» точек в фазовом пространстве, однако, как было пока-
зано в работе [35], оценка корреляционной размерности по коротким
отрезкам хаотических временных реализаций является достаточно до-
стоверной. Поэтому предложенная методика может быть использована
для оценки размерности фазового пространства d. Далее, осуществив
процедуру корректного сшивания коротких временных рядов, проверим
полученные результаты по расчету корреляционной размерности c ис-
пользованием искусственной длинной хаотической реализации.

Корреляционная размерность аттрактора D есть функция масштаба
наблюдения ε:

D(ε) = lim
ε→0

lnC(ε, d)
ln ε

, (7.28)

где C(ε, d) — число пар точек, расстояние между которыми в псев-
дофазовом пространстве размерности d меньше ε (редуцированный
корреляционный интеграл), дается соотношением

C(ε, d) =
1

MN

M∑
j=1

N∑
i=1,i�=j

H(ε− ‖xi − xj‖). (7.29)

Здесь M — число точек редукции; N — число точек во временной
реализации; H — функция Хевисайда; x — вектор состояния в псевдо-
фазовом пространстве, восстанавливаемый по методу Такенса.

На рис. 7.11, а представлены результаты расчета размерности D(ε)
по «несшитой» временной реализации переходного хаоса для различ-
ных значений размерности пространства вложения d. Длина времен-
ной реализации была выбрана N = 6 · 104, а число точек редукции
M = 104. Временная реализация сшита из трех коротких рядов, то
есть число ложных точек в псевдофазовом пространстве составляет
в соответствии с соотношением (7.25) J = 3200.

Из рисунка видно, что хаотический аттрактор, соответствующий
переходному хаосу, сильно неоднороден, о чем свидетельствует отсут-
ствие области скейлинга на зависимостях наклона корреляционного
интеграла от масштаба наблюдения. Однако начиная с размерности
пространства вложения d = 3–4 вид кривых D(ε) не меняется. Поэтому
в качестве оценки размерности пространства вложения можно принять
d = 4. Именно такая размерность псевдофазового пространства будет
использоваться далее для конструирования искусственной длинной
временной реализации путем сшивания коротких временны́х рядов,
характеризующих переходной хаос.

При «сшивании» участков усеченных временных реализаций возни-
кает необходимость определить значение параметра времени задержки
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Рис. 7.11. Корреляционная размерность D как функция масштаба наблюде-
ния для: a) аттрактора, восстановленного по временной реализации, полу-
ченной путем простого объединения соответствующих усеченных реализаций
без обеспечения условия сшивания (7.27) и б) аттрактора, восстановленного
по корректно «сшитой» длинной реализации. Цифрами отмечены размерности
пространства вложения d, для которых рассчитывалась корреляционная раз-

мерность

T . Было проведено сшивание усеченных реализаций с различными
значениями параметра T и проанализировано, насколько эффективно
работает метод в каждом случае. Для этого одна из временных реа-
лизаций x(t) (будем называть ее «x-реализация») рассекалась на две

части x1(t) и x2(t) в момент времени t̂ так, что

x(t) =
{
x1(t), если t � t̂,

x2(t), если t � t̂.
(7.30)

После этого временная реализация x1(t) «сшивалась» c некоторой
другой временной реализацией y(θ), которую будем называть
«y-реализацией» (см. (7.27)), при этом требовалось, чтобы выполнялось
условие

t1 = t̂− (d− 1) × T. (7.31)

В том случае, если x- и y-реализации эквивалентны, то есть, если
x(t) ≡ y(θ), то имеет место соотношение

x2(t) ≡ y(t2 + (d− 1) × T + (t− t̂)), t � t̂. (7.32)

В случае, если фазовые траектории, соответствующие x- и y-реализа-
циям, близки друг к другу в d-мерном фазовом пространстве (но не
эквивалентны), в силу неустойчивости они будут расходиться с тече-
нием времени и через интервал времени Δt разойдутся на расстояние,
превышающее некоторое значение ε2 (в нашем случае ε2 = 2,5 · 10−2):∣∣x2(t̂+ Δt) − y(t2 + (d− 1) × T + Δt)

∣∣ > ε2. (7.33)
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Продолжительность интервала времени, в течение которого различия
между «сшитыми» временны́ми реализациями x(t) и y(θ) не превы-
шают по модулю ε2, характеризует качество проведенного «сшивания»
временных реализаций — чем больше значение Δt, тем более удачной
оказалась проведенная операция объединения различных временных
реализаций в одну искусственно длинную реализацию.

На рис. 7.12 приведена зависимость среднего значения Δt от вы-
бранного времени задержки T . Из представленного графика видно, что
среднее значение интервала времени Δt, в течение которого сшитые
реализации оказываются практически идентичными, не зависит от
выбранной величины времени задержки T . Лишь при малых временах
задержки среднее значение Δt уменьшается.

Анализ нормированного распределения (см. рис. 7.13) величины Δt
показывает, что при времени задержки T = 1,6 доля «неудачных» объ-
единений различных временных реализаций оказывается наименьшей.

Рис. 7.12. Зависимость средней величины 〈Δt〉 от выбранного значения време-
ни задержки T . Усреднение проводилось по 300 точкам «сшивки»

Рис. 7.13. Нормированное распределение длительностей Δt при различных зна-
чениях времени задержки T : кривая 1 (×) — длительность времени задержки
T = 0,8; кривая 2 (+) — T = 1,86; кривая 3 (•) — T = 2,4; кривая 4 (�) —
T = 3,82. Распределения построены по 300 сшитым реализациям для каждого

времени задержки T



232 Гл. 7. Нестационарные процессы и неавтономная динамика

Иными словами, в этом случае число «сшитых» временных реализаций,
у которых интервал Δt оказывается маленьким, невелико. Одновремен-
но, в ходе проведенного исследования выяснилось, что с увеличением
длительности времени задержки T уменьшается число «сшиваний»
участков различных реализаций. Исходя из вышеизложенного, время
задержки для проведения операции сшивания было выбрано T = 1,6.
Следует также отметить, что при выборе времени задержки T = 1,6
длительность временнóго интервала (d− 1) · T оказывается сопостави-
мой с характерным временны́м масштабом колебаний.

Рассмотрим теперь непосредственно «сшитые» реализации. На
рис. 7.14 приведены примеры наиболее удачного (а) и неудачного (б)
сшивания с временем задержки T = 1.6. Из рисунка видно, что даже
в случае самого неудачного «сшивания», y-реализация хорошо соответ-
ствует x-реализации, с которой она сшивается.

Важным моментом является то обстоятельство, что все временные
реализации, которые используются для построения искусственной, по-
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Рис. 7.14. Удачное (а) и неудачное (б) «сшивание» временных реализаций.
Время задержки в обоих случаях составляет T = 1,6. Интервал времени
Δt, в течение которого различие между x- и y-реализациями не превышает
величины ε2, составляет Δta = 30,09 и Δtb = 0,28 временных единиц, соответ-
ственно. Вертикальные пунктирные линии ограничивают временной отрезок
длительностью (d − 1)T , на котором осуществляется «сшивание» участков x-
и y-реализаций. Кружками (•) показаны точки, по которым осуществляется
«сшивание» (см. соотношение (7.27)). x-реализация показана сплошной лини-

ей, y-реализация — пунктирной
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рождены распределенной системой. Следовательно, тот факт, что две
временные реализации хорошо сшиваются, еще не гарантирует того,
что состояния исходной распределенной системы оказываются близки-
ми в моменты времени t1 и t2 для x- и y-реализаций соответственно.
Поэтому необходимо рассмотреть пространственные распределения ам-
плитуды поля |F (ξ)| и тока |I(ξ)| в гиро-ЛВВ в моменты времени,
которые соответствуют точкам сшивания временных реализаций x(t)
и y(θ).

Рисунок 7.15 иллюстрирует пространственные распределения ве-
личин |F (ξ)| и |I(ξ)| в случае «удачного» сшивания временных ре-
ализаций при выбранном значении времени задержки T = 1,6 (см.
также рис. 7.14, а) и соответствующие распределения после того, как
прошел интервал времени Δta = 30,09 и x-, y-реализации разошлись
на расстояние ε2. Аналогичные зависимости приведены на рис. 7.16 для
самого неудачного сшивания (см. рис. 7.14, б), интервал времени Δta
выбран тем же самым и составляет величину Δta = 30,09. Несмотря

Рис. 7.15. Пространственные распределения амплитуды поля F и тока I для
случая «удачного» сшивания временных реализаций с T = 1,6. Сшиваются
временные реализации с начальной амплитудой δ0 = 0,0041 (сплошная линия)
в момент времени τ = 29,36 и δ0 = 0,0012 (штриховая линия) в момент времени
τ = 106,16 (рис.a). Рис. б иллюстрирует расходимость временных реализаций
и соответствует интервалу времени, прошедшему с момента, соответствующего

рис.a, Δta = 30,09
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Рис. 7.16. Пространственные распределения амплитуды поля F и тока I
для случая «плохого» сшивания временных реализаций с временем задерж-
ки T = 1,6. Сшиваются временные реализации с начальной амплитудой
δ0 = 0,0033 (сплошная линия) в момент времени τ = 54,97 и δ0 = 0,0012
(штриховая линия) в момент времени τ = 111,80 (рис.a). Рис. б иллюстрирует
расходимость временных реализаций и соответствует интервалу времени, про-

шедшему с момента, соответствующего рис.a, Δta = 30,09

на то, что даже в случае неудачного сшивания x- и y-реализаций
пространственные распределения |F (ξ)| и |I(ξ)| явно отличаются друг
от друга, эти отличия носят количественный характер. В то же самое
время, видно, что структуры, существующие в распределенной системе,
порождающей x- и y-реализации, в моменты сшивания этих реализа-
ций, соответствуют друг другу. Так, в случае «хорошего» сшивания по-
сле расхождения двух временных реализаций на расстояние ε2 в обоих
случаях имеет место двугорбое распределение первой гармоники сгруп-
пированного тока, что соответствует двум электронным структурам
(двум фазовым сгусткам электронов-осцилляторов винтового пучка)
на длине пространства взаимодействия, хотя величина второго мак-
симума сгруппированного тока сильно различается в обоих случаях.
Для «плохой» сшивки временны́х реализаций по истечении такой же
длительности Δta, как и в первом случае, имеет место существенно
более сильное расхождение динамики системы. При сравнении распре-
делений, представленных на рис. 7.16, a и б, видно что имеет место не
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просто количественное, но и качественное различие внутренней струк-
туры электронного пучка и поля в системе. Однако, если рассматривать
интервал времени Δtb = 0,28, через который временные реализации
расходятся на расстояние ε2, то можно сделать тот же вывод, что
и раньше: разница между состояниями только количественная. Каче-
ственно система ведет себя в обоих случаях одинаково. Таким образом,
качество сшивания, в первую очередь, оказывает влияние на длину
интервала времени Δt, в течениe которого две временные реализации
можно считать идентичными (ср. времена Δta и Δtb для случая хоро-
шей и плохой сшивки соответственно). Очевидно, что длительность Δt
определяется, во-первых, качеством сшивания, а, во-вторых, величиной
максимального ляпуновского показателя λ1, который служит мерой
скорости разбегания близлежащих фазовых траекторий хаотического
множества, соответствующего переходному хаосу.

С учетом вышеизложенного можно сделать вывод о том, что пред-
лагаемая процедура сшивания усеченных временных реализаций, по-
рождаемых распределенной системой, позволяет корректно создать
искусственную длинную временную реализацию, по которой можно
определить характеристики переходного хаоса.

Сравним вначале результаты, полученные при расчете корреляцион-
ной размерности восстановленного аттрактора по «несшитой» длинной
временной реализации при наличии ложных точек, с расчетом D по
корректно сшитому временному ряду. Для корректного сравнения дли-
на временной реализации N = 6 · 104 и число точек редукции M = 104

были выбраны теми же, что и в предыдущем случае. Результаты
расчета представлены на рис. 7.11, б, на котором представлены кривые
D(ε) для размерности пространства вложения d = 2, 3, 4 и 5. Видно,
что полученные нами ранее оценочные результаты хорошо согласуются
с более точным расчетом корреляционной размерности. Размерность
пространства вложения d в данном случае также не превышает че-
тырех. Последнее означает, что размерность псевдофазового простран-
ства, которая была оценена в предыдущем разделе, была выбрана
корректно.

Также можно сделать вывод, что для оценки корреляционной
размерности аттрактора, восстановленного по коротким временным
реализациям переходного хаоса, не требуется процедуры сшивания,
и небольшое число ложных точек в фазовом пространстве не оказывает
существенного влияния на расчет корреляционной размерности.

Рассмотрим теперь такую важную характеристику переходного ха-
оса, как максимальная ляпуновская экспонента λ1. Оценка макси-
мального ляпуновского характеристического показателя производилась
с помощью процедуры, предложенной в работах [36, 37]. В соответ-
ствии с ней величина λ1 определяется как

λ1 = lim
t→∞

1

t
ln

χ(t)
χ(t0)

, (7.34)
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где χ(t) — расстояние в момент времени t между двумя изобра-
жающими точками x′ и x′′ в фазовом пространстве. Предполага-
ем, что в начальный момент времени эти точки близки, то есть
‖x′ − x′′‖ = χ(t0) � R, где R — характерный геометрический раз-
мер аттрактора в фазовом пространстве. Положительное значение
максимального ляпуновского показателя λ свидетельствует о хао-
тической динамике системы. При этом через промежуток времени

τ ≈ ln(R/χ(t0))/λ поведение системы становится непредсказуемым,
т. е. величина ляпуновского показателя характеризует степень неустой-
чивости и сложности хаотического процесса.

Теперь, следя за динамикой системы при старте из точек x′

и x′′ и анализируя расстояние χ(t0 +mΔτ) = ‖x′(t0 +mΔτ) − x′′(t0 +
+ mΔτ)‖ между текущими состояниями системы, находим интер-
вал времени mΔτ , за который траектории расходятся на расстоя-
ние, большее χmax. Далее находится новая точка x′′

m на аттракто-

ре, которая близка к точке x′(t0 + mΔτ) (‖x′(t0 + mΔτ) − x′′
m‖ =

= χ(t0 + mΔt) � R) и сдвинута от нее по направлению вектора

x′′(t0+mΔτ)−x′(t0+mΔτ). После чего процедура повторяется заново.
Для определения среднего по аттрактору значения максимального

ляпуновского показателя вышеописанную процедуру необходимо по-
вторить M раз до достижения величиной

〈λ1〉 =
1

MΔτ

M∑
m=1

ln
χ(t0 +mΔτ)

χ(t0 + (m− 1)Δτ)
(7.35)

асимптотического значения.
В результате расчетов по вышеизложененной методике для «хо-

рошо» сшитой временной реализации было получено следующее зна-
чение максимального ляпуновского характеристического показателя
λ1 = 0,098± 0,011.

Заметим, что если незначительно сместиться по параметрам в об-
ласть хаотической генерации (Ω = 0,1, F0 = 0,62; напомним, что пе-
реходной хаос изучался нами в области Ω = 0,0, F0 = 0,62), то такие
характеристики хаотического аттрактора, как восстановленный аттрак-
тор и фурье-спектр мощности, подобны характеристикам переходного
хаоса. Однако, максимальная ляпуновская экспонента хаотического
аттрактора λ1 = 0,002. То есть неустойчивое хаотическое множество
(переходной хаос) — более неустойчивый (а, следовательно, «более
хаотичный») режим, чем хаотический аттрактор, существующий «по-
соседству» в пространстве параметров.

Заключение
Таким образом, в настоящей главе рассмотрена неавтономная дина-

мика и нестационарные процессы в электронно–волновой системе типа
«электронный поток — встречная (обратная) электромагнитная волна»
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на примере гиро-ЛВВ. Аналитически рассмотрены характеристики ав-
токолебаний, ширина полосы фазовой синхронизации в зависимости
от значений управляющих параметров системы. Приведены результаты
численного моделирования неавтономного поведения гиро-ЛВВ, рас-
смотрена длительность установления синхронного режима и явление
переходного хаоса, наблюдающееся вблизи границы синхронного ре-
жима.
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ХАОТИЧЕСКАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ

В ЭЛЕКТРОНИКЕ СВЕРХВЫСОКИХ ЧАСТОТ

А.А.Короновский, П.В.Попов, Р.А.Филатов,
А. Е.Филатова, А. Е.Храмов

Динамический хаос (хаотические колебания) представляет
собой нерегулярное и непредсказуемое на большие време-
на движение в детерминированных нелинейных динами-
ческих системах. Причинами нерегулярности и непредска-
зуемости является собственная динамика системы, а не
влияние шумов и внешних возмущающих факторов... Оте-
чественные и зарубежные исследования показали, что ди-
намический хаос может быть использован в коммуникаци-
онных системах в качестве несущих информацию колеба-
ний. При этом оказалось, что динамический хаос по своим
свойствам во многом отличается от такого традиционо-
го носителя информации, как гармонические колебания,
и его с полным основанием можно называть новым типом
информации для систем связи.

Дмитриев А. С., Панас А.И. Динамический
хаос: новые носители информации для си-
стем связи. М.: Физматлит, 2002.

Типы хаотической синхронизации. Синхронизация времен-
ных масштабов. Синхронизация временных масштабов
и полная хаотическая синхронизация в гидродинамических
моделях диода Пирса. Синхронизация временных масштабов
в ЛОВ с поперечным полем. Устойчивость синхронного со-
стояния сети, состоящей из распределенных систем сверх-
высокочастотной электроники.

8.1. Синхронизация временных масштабов
и другие типы хаотической синхронизации

Изучение поведения нелинейных динамических систем (как с со-
средоточенными, так и распределенными параметрами), способных
демонстрировать сложное поведение, уже давно находится в центре
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пристального внимания исследователей [1–16]. Одним из центральных
моментов при этом является изучение неавтономной динамики нели-
нейных систем, прежде всего проблем, связанных с исследованиями
явления синхронизации, берущими свое начало с работ Гюйгенса.

Синхронизация [3, 17–21] имеет важное фундаментальное и прак-
тическое значение (например, при скрытой передаче информации с по-
мощью хаотических сигналов [22–25], при управлении системами
сверхвысокочастотной электроники [26] и т. п.). Первоначально рас-
сматривалась синхронизация периодических колебаний, однако интен-
сивное развитие теории динамического хаоса [27–32] вызвало новый
интерес к проблеме синхронизации автоколебательных систем, демон-
стрирующих хаотическую динамику [2, 3, 33–35]. С развитием теории
динамического хаоса и хаотической синхронизации было выявлено
достаточно большое число различных типов хаотического синхрон-
ного поведения связанных динамических систем с потоковым време-
нем: полная синхронизация [36–42], синхронизация с запаздывани-
ем (лаг-синхронизация) [43, 44], обобщенная синхронизация [45, 46],
частотная синхронизация [47, 48], фазовая синхронизация [49, 50]
и частичная синхронизация [51]. Активно исследуется также неавто-
номное поведение динамических систем, находящихся под негармони-
ческим (импульсным, квазипериодическим) воздействием [52, 53].

Остановимся кратко теперь на различных типах хаотической син-
хронизации. Режим полной синхронизации означает совпадение векто-
ров состояния взаимодействующих осцилляторов x1(t) ∼= x2(t), разли-
чие между ними стремится к нулю при условии t → ∞ [22, 40, 41, 54].
Режим полной синхронизации наблюдается для идентичных связан-
ных систем. В том случае, если управляющие параметры взаимодей-
ствующих систем слегка отстроены друг от друга, вектора состояний
осцилляторов x1(t) и x2(t) оказываются близкими (|x1(t) − x2(t)| ≈ 0),
но, в то же время, отличаются друг от друга.

Другой тип хаотической синхронизации — синхронизация с запаз-
дыванием. В этом случае временнáя реализация одной из систем ока-
зывается как бы сдвинута во времени относительно другой на некото-
рый временнóй интервал τ : x1(t+ τ) = x2(t). При увеличении парамет-
ра связи между осцилляторами временной сдвиг уменьшается и стре-
мится к нулю, а режим синхронизации с запаздыванием демонстрирует
все больше признаков режима полной синхронизации [43, 44, 55].

Режим обобщенной синхронизации [45, 46, 56] подробно рассмотрен
в главе 9; он вводится в рассмотрение для однонаправленно связан-
ных систем и означает, что существует некоторое функциональное
соотношение между векторами состояния связанных осцилляторов, то
есть x2(t) = F[x1(t)]. Следует отметить, что полная синхронизация
и синхронизация с запаздыванием являются частными случаями обоб-
щенной синхронизации.

Наконец, необходимо упомянуть режим фазовой синхрониза-
ции [57, 58], которая является одним из важнейших объектов
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исследования современной теории нелинейных колебаний. Явление
фазовой синхронизации экспериментально наблюдалось для радио-
технических генераторов [59], лазеров [60, 61], электрохимических
осцилляторов [62], сердечного ритма [63], газового разряда [64, 65],
солнечной активности [66] и т. д. (см. также монографии и обзоры [2, 3,
49, 50, 67–69]). Фазовая синхронизация означает, что происходит за-
хват фаз хаотических сигналов, в то время как амплитуды этих сигна-
лов остаются несвязанными друг с другом и выглядят хаотическими.

Как уже отмечалось выше, в русскоязычной литературе под терми-
ном «фазовая синхронизация», возникшим достаточно давно, изначаль-
но понималось другое явление [51, 70, 71], суть которого состоит в сле-
дующем: синхронизация генераторов колебаний достигается за счет
воздействия на них полученного некоторым способом преобразования
фаз этих генераторов, причем генераторы и преобразователи фаз могут
быть самой различной природы. В настоящее же время в русскоязыч-
ной научной литературе [3, 33, 72–74] термин «фазовая синхрониза-
ция» широко используется и в смысле работ [57, 58, 75], хотя, конечно,
это вносит некоторую путаницу. Поэтому сразу следует отметить,
что в настоящей книге термин «фазовая синхронизация» использует-
ся в том смысле, в котором его трактуют работы [33, 57, 58, 67, 75].
В основе этой концепции фазовой синхронизации лежит понятие мгно-
венной фазы ϕ(t) хаотического сигнала [57, 58, 67, 76].

Следует сразу отметить, что не существует универсального способа
введения фазы хаотического сигнала, который бы давал корректные ре-
зультаты для любых динамических систем. Так, существует несколько
способов введения фазы, подходящих для «хороших» систем с простой
топологией хаотического аттрактора, которые в литературе называют
«системами с хорошо определенной фазой» или «системами с фа-
зово-когерентным аттрактором». Хаотический аттрактор таких систем
должен быть таковым, что проекция фазовой траектории на некоторую
плоскость состояний (x, y) все время вращается вокруг начала коорди-
нат, не пересекая и не огибая его. В этом случае мгновенная фаза ϕ(t)
хаотического сигнала может быть введена как угол в полярной системе
координат на плоскости (x, y) [43, 75]

ϕ = arctg y/x. (8.1)

Тот факт, что проекция фазовой траектории все время вращается
вокруг начала координат и не огибает его, приводит к тому, что средняя
частота Ω хаотического сигнала, определяемая как средняя скорость
изменения фазы (8.6) совпадает с основной частотой Ω0 = 2πf0 фурье-
спектра S(f) колебаний системы, что, в свою очередь, рассматривается
как критерий корректности введения в рассмотрение мгновенной фазы
хаотического сигнала [77]. Если же проекция фазовой траектории
ведет себя так, что в какие-то моменты времени она огибает начало ко-
ординат, не делая полного оборота вокруг него, то это приводит к тому,
что начало координат «замазывается» участками фазовой траектории и
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такой аттрактор называют «фазово-некогерентным», а саму систему —
системой с «плохо определенной фазой».

Другим способом определения фазы для хаотической динамиче-
ской системы является введение в рассмотрение аналитического сигна-
ла [57, 67]

ζ(t) = x(t) + jx̃(t) = A(t) ejϕ(t), (8.2)

где функция x̃(t) является преобразованием Гильберта временной реа-
лизации x(t)

x̃(t) =
1

π
P.V.

+∞∫

−∞

x(τ)
t− τ

dτ (8.3)

(P.V. в соотношении (8.3) означает, что интеграл вычисляется в смыс-
ле главного значения). Соответственно, фаза ϕ(t) хаотического сигнала
x(t) определяется из соотношений (8.2) и (8.3).

Третьим способом, традиционно используемым для определения
фазы хаотического сигнала, является поверхность сечения Пуанка-
ре [57, 67], так что фаза определяется как

ϕ(t) = 2π
t− tn

tn+1 − tn
+ 2πn, tn � t � tn+1, (8.4)

где tn — момент времени, соответствующий n-му пересечению поверх-
ности сечения Пуанкаре фазовой траекторией.

Режим фазовой синхронизации означает, что фазы хаотических сиг-
налов взаимодействующих осцилляторов оказываются захваченными
(то есть их разность не нарастает по модулю с течением времени)

|ϕ1(t) − ϕ2(t)| < const. (8.5)

При этом возможно ввести среднюю частоту хаотического сигнала.
Частота хаотического сигнала определяется как средняя скорость из-
менения фазы

Ω = lim
t→∞

ϕ(t)
t

= 〈ϕ̇(t)〉. (8.6)

Очевидно, что захват фаз влечет за собой совпадение частот хаоти-
ческих сигналов, которые должны быть (в силу соотношений (8.5)
и (8.6)) одинаковыми для взаимодействующих систем. Как уже отмеча-
лось выше, принято считать, что для корректного введения в рассмот-
рение непрерывной фазы хаотического сигнала ϕ(t) средняя частота
Ω хаотического сигнала x(t) должна совпадать с основной частотой
Ω0 = 2πf0 фурье-спектра S(f) [77].

Очевидно, что для систем с фазово-когерентным аттрактором спо-
собы (8.1)–(8.4) дают практически одинаковые результаты (динамика
мгновенной фазы для этих двух методов не будет сильно отличаться на
интервалах времени, меньше характерного периода возврата фазовой
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траектории к поверхности сечения Пуанкаре) [33]. Известно, что мгно-
венная фаза, вводимая с помощью преобразования Гильберта, ведет
себя в случае фазово-когерентного аттрактора практически так же, как
и фазы, вводимые способами (8.1) и (8.4) (см., например, [75]).

Все подходы, описанные выше, дают сходные корректные результа-
ты для «хороших» систем с фазово-когерентным аттрактором [75]. В то
же самое время, эти методы имеют свои ограничения [78], в частности,
для систем с плохо определенной фазой (см., например, [49, 77]). Тем
не менее, в ряде случаев фазовая синхронизация подобных систем
может быть выявлена с помощью косвенных наблюдений [75, 79] и из-
мерений [80].

Все вышеназванные типы хаотической синхронизации связаны друг
с другом (см., например, [45, 55, 59]), однако характер этой взаимосвя-
зи во многом остается невыясненным. Для каждого типа синхронного
поведения существуют свои способы диагностики. В частности, режим
полной хаотической синхронизации может быть диагностирован про-
стым сравнением векторов состояний x1(t) и x2(t) взаимодействующих
систем, а для выявления режима синхронизации с запаздыванием
необходимо использовать функцию подобия [43]

S2(τ) =
〈|x2(t+ τ) − x1(t)|2〉√〈|x1(t)|2〉〈|x1(t)|2〉

. (8.7)

В том случае, если наблюдается режим синхронизации с запаздывани-
ем, функция подобия имеет минимум σ = min

τ
S(τ) ≈ 0 для значения

τ , соответствующего временному сдвигу между векторами состояния
взаимодействующих систем.

Режим обобщенной синхронизации более труден для диагностики,
поскольку вид функциональной зависимости F[·] может быть весьма
сложным и далеко не всегда известно, как его определить. Тем не
менее, существует несколько методов, позволяющих определить нали-
чие режима обобщенной синхронизации в связанных системах, таких
как метод ближайших соседей [45, 81], метод вспомогательной систе-
мы [82] или вычисление условных ляпуновских показателей [41, 83].

Наконец, для описания и анализа фазовой синхронизации вводится
фаза ϕ(t) хаотического сигнала [49, 50, 57, 58, 67, 68]. Режим фазовой
синхронизации означает, что фазы хаотических сигналов взаимодей-
ствующих осцилляторов оказываются захваченными и удовлетворяют
соотношению

|ϕ1(t) − ϕ2(t)| < const, (8.8)

то есть их разность не нарастает по модулю c течением времени.
Все вышеперечисленные типы хаотической синхронизации счита-

ются различными, и, как уже говорилось выше, каждый из них
имеет свои особенности и свои способы диагностики. Тем не менее,
в последнее время в научной литературе активно обсуждается во-
прос о взаимосвязи этих типов синхронного поведения друг с другом.
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В частности, в [84, 85] описан подход для изучения явления фазовой
и полной хаотической синхронизации с точки зрения теории инфор-
мации. Известны работы, в которых делаются попытки рассматривать
разные типы синхронизации связанных хаотических осцилляторов как
различные виды проявления единых закономерностей, возникающих
в связанных нелинейных системах (см., например, [86, 87]). В то же
самое время, следует признать, что эти попытки имеют отчасти искус-
ственный характер, и использовать результаты данных обобщений при
исследовании поведения каких-либо конкретных нелинейных систем,
представляющих по тем или иным причинам интерес для исследовате-
лей, достаточно затруднительно.

Использование предложенного в последнее время подхода [88–92]
к описанию синхронного поведения хаотических осцилляторов — син-
хронизации временных масштабов — позволяет рассматривать все вы-
шеназванные типы синхронного поведения c единых позиций, и, что
представляется чрезвычайно важным, он может быть легко использо-
ван на практике при анализе поведения сложных систем. Основная
идея этого подхода заключается в том, что необходимо анализировать
поведение рассматриваемых систем на различных временных масшта-
бах, вводимых в рассмотрение с помощью непрерывного вейвлетного
преобразования.

Следует отметить, что непрерывное вейвлетное преобразова-
ние [93–96] является весьма эффективным средством анализа пове-
дения нелинейных систем. В частности, непрерывный вейвлетный
анализ использовался при изучении синхронизации сигналов, снятых
с коры головного мозга [97–99], синхронизации связанных лазе-
ров [100], для выделения основной частоты колебаний при авторегуля-
ции нефронов [101] и др. Поскольку в основе предложенного подхода
лежит анализ поведения системы на различных временных масштабах,
непрерывное вейвлетное преобразование очень хорошо подходит для
этой цели.

Поведение связанных хаотических систем может быть охарактери-
зовано с помощью непрерывного множества фаз, которое можно опре-
делить с помощью непрерывного вейвлетного преобразования [93, 94]
хаотической временной реализации x(t)

W (s, t0) =

+∞∫

−∞
x(t)ψ∗

s,t0
(t) dt, (8.9)

где ψs,t0(t) — вейвлетная функция, получающаяся из материнского
вейвлета ψ0(t):

ψs,t0(t) =
1√
s
ψ

(
t− t0
s

)
. (8.10)

Временной масштаб s определяет ширину вейвлета ψs,t0(t), t0 — вре-
менной сдвиг вейвлетной функции вдоль оси времени, символ «∗»
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в соотношении (8.9) означает комлексное сопряжение. Следует отме-
тить, что при проведении вейвлетного анализа понятие «временной
масштаб», как правило, используется вместо понятия «частота», тра-
диционного для фурье-преобразования.

В качестве материнского вейвлета был использован морлет-вей-
влет [102]

ψ0(η) =
1
4
√
π

exp (jω0η) exp
(−η2

2

)
. (8.11)

Выбор значения параметра вейвлета ω0 = 2π обеспечивает соотношение
s  f между временным масштабом s вейвлетного преобразования и
частотой f преобразования Фурье.

Вейвлетная поверхность

W (s, t0) = |W (s, t0)| ejϕs(t0) (8.12)

характеризует поведение системы на каждом временном масштабе s
в любой момент времени t0. Величина |W (s, t0)| характеризует наличие
и интенсивность соответствующего временного масштаба s в момент
времени t0. Как правило, в рассмотрение также вводят мгновенное

E(s, t0) = |W (s, t0)|2 (8.13)

и интегральное

〈E(s)〉 =
∫
|W (s, t0)|2 dt0 (8.14)

распределения энергии по временным масштабам.
Следует отметить, что при использовании вейвлетного преобразо-

вания (8.9) для каждого временного масштаба s оказывается естетс-
венным образом определена непрерывная фаза ϕs(t) = arg W (s, t).
Иными словами, оказывается возможным характеризовать поведение
каждого временнóго масштаба s с помощью ассоциированной с ним
фазы ϕs(t), являющейся непрерывной функцией временнóго масштаба
s и времени t. Введенное в рассмотрение таким образом семейство фаз
наиболее полным образом характеризует поведение связанных систем:
возможно описать поведение каждого временнóго масштаба с помощью
ассоциированной с ним фазы ϕs(t).

Рассмотрим теперь поведение двух связанных хаотических осцил-
ляторов. Если для временных реализаций x1,2(t), порождаемых рас-
сматриваемыми системами, можно найти интервал временных масшта-
бов sl � s � sh, для которого выполняется условие захвата фаз

|ϕs1(t) − ϕs2(t)| < const (8.15)
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и условие ненулевой энергии (доля энергии вейвлетного спектра, при-
ходящаяся на данный интервал временны́х масштабов, оказывается
отличной от нуля)

Esnhr =

sh∫

sl

〈E(s)〉 ds > 0, (8.16)

то такой режим называется синхронизацией временных масштабов.
Очевидно, что в случае классической синхронизации периодиче-

ских осцилляторов синхронное поведение будет наблюдаться на всех
временны́х масштабах в силу определений вейвлетного преобразова-
ния (8.9), временнóго масштаба s, ассоциированной с ним непрерывной
фазы ϕs(t) и самого определения режима синхронизации временны́х
масштабов. В случае хаотических колебаний ситуация оказывается
сложнее. Тем не менее, если два связанных хаотических осциллятора
находятся в одном из вышеперечисленных режимов хаотической син-
хронизации (фазовая синхронизация, обобщенная синхронизация, син-
хронизация с запаздыванием, полная синхронизация), то в этом случае
для временны́х реализаций x1,2(t), порождаемых этими осциллятора-
ми, обязательно существует диапазон синхронных временны́х масшта-
бов, для которых выполняются условия захвата фаз (8.15) и ненулевой
энергии (8.16) и, соответственно, реализуется режим синхронизации
временных масштабов. Иными словами, режимы фазовой синхрони-
зации, обобщенной синхронизации, синхронизации с запаздыванием
и полной синхронизации являются частными случаями синхрониза-
ции временны́х масштабов. Для того, чтобы диагностировать режим
синхронизации временны́х масштабов, необходимо проверить выпол-
нение условий (8.15) и (8.16) для некоторого диапазона временны́х
масштабов.

Следует также отметить, что условие захвата фаз (8.15) может
быть обобщено на случай m : n синхронизации. При этом вместо усло-
вия (8.15) должно быть проверено более общее соотношение на различ-
ных диапазонах временны́х масштабов s1l � sn1 � s1h и s2l � sm2 � s2h

|mϕsn1(t) − nϕsm2(t)| < const. (8.17)

В этом случае временнóй масштаб sm1 первой системы и, соответ-
ственно, временнóй масштаб sn2 второй системы должны удовлетво-
рять соотношению sm2/sn1 = m/n. Условие ненулевой энергии вей-
влетного спектра, приходящейся на диапазон синхронных масшта-
бов (8.16), остается неизменным, но диапазоны временны́х масштабов
s1l � sn1 � s1h и s2l � sm2 � s2h используются, разумеется, разные.

Поскольку возникновение любого типа синхронной динамики хао-
тических систем приводит к тому, что возникает диапазон синхронны́х
временных масштабов, можно также ввести в рассмотрение количе-
ственную характеристику — меру хаотической синхронизации. Мера
хаотической синхронизации γ может быть определена как доля энергии
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вейвлетного спектра, приходящаяся на синхронные временны́е мас-
штабы

γ1,2 =
1

E1,2

sh∫

sl

〈E1,2(s)〉 ds, (8.18)

где [sl; sh] — диапазон временны́х масштабов, для которых выполняется
условие захвата фаз (8.15); E1,2 — полная энергия вейвлетного спектра

E1,2 =

+∞∫

0

〈E1,2(s)〉 ds (8.19)

первой и второй систем соответственно.
Мера γ хаотической синхронизации равняется нулю в случае пол-

ностью асинхронной динамики и принимает значение, равное единице,
в случае синхронизации с запаздыванием и полной синхронизации.
Если же в системе реализуется режим хаотической фазовой или обоб-
щенной синхронизации, то величина γ принимает значения в диапа-
зоне от нуля до единицы в зависимости от доли энергии вейвлетного
спектра, приходящейся на синхронные временны́е масштабы. Таким
образом, введенная в рассмотрение мера хаотической синхронизации γ
позволяет не только различать синхронную и асинхронную динамику,
но и количественно характеризовать степень синхронизма при синхро-
низации временны́х масштабов 1).

Следует отметить, что даже в том случае, когда связанные хао-
тические осцилляторы не демонстрируют синхронного поведения, мо-
гут существовать временны́е масштабы s∗, для которых разность фаз
ϕs1(t) − ϕs2(t) оказывается ограниченной. Такие временные масштабы
играют роль границ, разделяющиx области временны́х масштабов, на
которых разность фаз возрастает и убывает. Тем не менее, очевид-
но, что присутствие таких временны́х масштабов не означает факта
наличия синхронной динамики, поскольку эти масштабы имеют меру
ноль и доля энергии вейвлетного спектра, приходящаяся на них, также
оказывается равной нулю 2). Вследствие этого мера синхронизации
временны́х масштабов, в соответствии с соотношением (8.18), также
оказывается равной нулю, а, следовательно, режим, реализующийся
в данном случае в системе, будет классифицирован как асинхронный.

Eсли в системе возможно синхронное поведение на нескольких
различных диапазонах временны́х масштабов, как это происходит, на-
пример, для ЛОВ с поперечным полем, описанной ниже в разделе 8.2
(см. также [92, 105, 106]), то в этом случае возможно ввести меру син-
хронизации на каждом диапазоне синхронных временны́х масштабов.

1) В некоторой степени мера хаотической синхронизации сходна с индексом
синхронизации, использованным в работах [103, 104].

2) Соответственно не выполняется условие ненулевой энергии (8.16).
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В заключениe этого раздела следует отметить, что мера синхрони-
зации оказывается равной единице как в случае полной синхрониза-
ции, так и в случае синхронизации с запаздыванием. В обоих случа-
ях все временны́е масштабы оказываются синхронизованными. Таким
образом, режим полной синхронизации и синхронизации с запазды-
ванием, по сути дела, являются одним и тем же видом синхронного
поведения, и разграничение их на два вида обусловлено исторически
сложившимися особенностями. Точно так же, как в случае класси-
ческой синхронизации периодического осциллятора внешним гармо-
ническим сигналом при совпадении собственной частоты осциллятора
и частоты внешнего воздействия сдвиг фаз между внешним сигналом
и колебаниями осциллятора может быть равен нулю, а при ненуле-
вой расстройке частот, в соответствии с уравнением Адлера [107],
возникает ненулевой сдвиг фаз (и, соответственно, можно говорить
о ненулевом времени запаздывания τ), но оба случая рассматриваются
как один синхронный режим, точно так же при взаимодействии хао-
тических осцилляторов с идентичными параметрами временной сдвиг
между состояниями осцилляторов равен нулю, а при неидентичности
осцилляторов наблюдается ненулевое запаздывание, тем большее, чем
больше расстройка.

Ниже будет рассмотрено несколько примеров синхронного поведе-
ния связанных электронных систем сверхвысокочастотного диапазона,
таких как ЛОВ с поперечным полем и гидродинамические модели
диода Пирса.

8.2. Синхронизация временных масштабов
в ЛОВ с поперечным полем

Начнем рассмотрение хаотической синхронизации в системах
сверхвысокочастотной электроники с синхронного поведения системы,
состоящей из двух связанных ламп обратной волны (ЛОВ) с попереч-
ным полем.

ЛОВ с поперечным полем является простейшей моделью элек-
тронно-волновой системы с обратной волной, в которых обнаружи-
ваются сложные автоколебательные режимы, и содержит взаимодей-
ствующие встречные электронную и электромагнитную волны с ку-
бичной фазовой нелинейностью [108]. Для ЛОВ с поперечным полем
нелинейное ограничение роста амплитуд волн связано с нелинейным
смещением фазы электронной волны. Анализ явления синхрониза-
ции в такой системе является важным как для выяснения общих
закономерностей неавтономной динамики распределенных активных
сред различной природы, так и для различных технических приложе-
ний ЛОВ.

Рассмотрим основные уравнения, которые описывают модель двух
связанных электронно-волновых сред со встречной волной и кубичной
фазовой нелинейностью.
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Взаимодействие двух встречных бездисперсных волн может быть
описано в линейном приближении системой уравнений

∂F

∂τ
− ∂F

∂ξ
= −AI, (8.20)

∂I

∂τ
+
∂I

∂ξ
= −AF , (8.21)

где F = |F | exp [jϕF ] и I = |I| exp [jϕI ] — соответственно безразмер-

ные медленно меняющиеся во времени и пространстве по сравнению

с exp
[
j(ω̂t − k̂ξ)

]
амплитуды электромагнитной и электронной волн;

τ и ξ — безразмерные время и координата, ω̂ и k̂ — частота и волно-
вое число, соответствующие точке пересечения дисперсионных кривых
невзаимодействующих электронной и электромагнитной волны, A —
безразмерный управляющий параметр, который можно рассматривать
как безразмерные длину системы или ток электронного пучка [108].

Решение линейных уравнений (8.20) и (8.21) предсказывает безгра-
ничный экспоненциальный рост амплитуды каждой из волн. Для ста-
билизации колебаний в системе взаимодействующих волн необходим
учет влияния какого-либо нелинейного явления в электронной волне.
Одним из простейших нелинейных эффектов является неизохронность
электронов-осцилляторов, выражающаяся в зависимости частоты элек-
трона-осциллятора от его энергии [13, 109]. Неизохронность электро-
нов-осцилляторов в системе взаимодействующих встречных волн отра-
жается в нелинейном изменении фазы ϕI электронной волны.

Предположим, что при изменении энергии волны W = αI2 (α — ко-
эффициент пропорциональности) та часть фазы электронной волны ϕI ,
которая пропорциональна продольной координате ξ, в первом прибли-
жении линейно зависит от энергии, что определяется сдвигом частоты
излучения за счет эффекта Доплера [109]. Тогда уравнение (8.21)

в системе координат со смещенным временем τ ′ = (τ − ξ)/2, ξ′ = ξ
можно переписать в виде

∂I

∂ξ
+ j|I|2I = −AF , (8.22)

где штрихи у новых переменных опущены.
Система уравнений (8.20) и (8.22) описывает процессы в систе-

ме взаимодействующих встречных волн с кубичной фазовой нели-
нейностью (ЛОВ с поперечным полем [108]). В автономном режиме
уравнения (8.20) и (8.22) необходимо дополнить стандартными гра-
ничными условиями F (ξ = 1, τ) = 0 и I(ξ = 0, τ) = 0, которые отра-
жают отсутствие электромагнитной и электронной волн на границах
системы. Автономная нелинейная динамика ЛОВ с поперечным по-
лем при увеличении бифуркационного параметра A подробно описана
в работах [108, 110, 111]. При π/2 < A < 1,83 в системе возбуждается
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одночастотный режим колебаний со стационарными пространственны-
ми распределениями F (ξ) и I(ξ). При A > 1,83 система генерирует
многочастотные периодические колебания (режим периодической авто-
модуляции поля), причем при A > 2,05 временная последовательность
выходного поля F (τ , ξ = 0) имеет вид импульсов с мелкими осцилляци-
ями между ними, возникающими в результате возбуждения сложных
«многогорбых» пространственных распределений F (ξ) и I(ξ). Причи-
ной возникновения последних является быстрое нелинейное изменение
фазы электронной волны вдоль координаты пространства взаимодей-
ствия. Наконец, при A > 4,1 возбуждаются хаотические автоколеба-
ния [111].

Исследуемая система двух однонаправленно связанных ЛОВ с по-
перечным полем описывается следующими уравнениями:

∂F1,2

∂τ
− ∂F1,2

∂ξ
= −A1,2I1,2, (8.23)

∂I1,2
∂ξ

+ j|I1,2|2I1,2 = −A1,2F1,2, (8.24)

где индекс «1» соответствует ведущей, а индекс «2» — ведомой актив-
ным средам.

Однонаправленная связь между автоколебательными системами за-
писывается в виде нестационарного граничного условия для медленно
меняющейся амплитуды поля F2 ведомой активной среды, при этом
граничное условие для первой ведущей активной среды остается неиз-
менным:

I1(ξ = 0, τ) = 0, F1(ξ = 1,0, τ) = 0, (8.25)

I2(ξ = 0, τ) = 0, F2(ξ = 1,0, τ) = ρF1(ξ = 0,0, τ), (8.26)

где ρ = R exp [jθ] — комплексный коэффициент связи (R — амплитуда
и θ — фаза коэффициента связи).

Подобное введение связи, когда управляющий сигнал воздействует
только на границе распределенной активной среды, является есте-
ственным и физически просто реализуемым, в отличиe, например, от
работ [49, 112], посвященных изучению хаотической синхронизации
распределенных модельных сред, в которых связь была пространствен-
но однородной, т. е. управляющий сигнал снимался и воздействовал
в каждой точке связанных активных сред.

Для ведущей и ведомой систем значения управляющих параметров
зафиксируем равными A1 = 4,2 и A2 = 4,9, что соответствует режимам
хаотической автомодуляции поля в ЛОВ. Величина фазы коэффици-
ента связи θ выбрана постоянной θ = π и не влияет на процессы
в связанной системе.

Проанализируем установление режима хаотической синхронизации
двух распределенных электронно-волновых систем при изменении ам-
плитуды коэффициента связи R.
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Рассмотрим поведение связанной системы c вышеназванными зна-
чениями управляющих параметров ведущей и ведомой активных сред
при увеличении амплитуды коэффициента связи R и будем анализиро-
вать колебания Fr1,2(τ) = Re [F1,2(ξ = 0, τ)] на выходе активных сред.

На рис. 8.1, а и б показаны спектры мощности и фазовые портре-
ты (восстановленные по методу задержек Такенса [113]) колебаний
на выходе соответственно ведущей и ведомой системы в автоном-
ных режимах колебаний (т. е. при R = 0). Выходное поле Fr1 (см.
рис. 8.1,a) ведущей системы, которое подается на вход пространства
взаимодействия ξ = 1 второй ведомой активной среды, демонстриру-
ет фурье-спектр мощности колебаний, соответствующий хаотическим
колебаниям. На фоне сплошного шумового пьедестала, который распо-
лагается на уровне примерно −30 дБ, в спектре наблюдаются двa ярко
выраженных пика базовых частот, которые отмечены на рис. 8.1, a, как
fm и fb. Частота fb близка к частоте ω̂ синхронизма соответствующих
линейных невзаимодействующих волн. При уменьшении безразмерно-
го тока пучка A1 в распределенной системе устанавливается режим
периодических колебаний на частоте, близкой к частоте fb, которая
лежит в СВЧ-диапазоне. Вторая частота, обозначенная как fm и распо-
лагающаяся в низкочастотной части спектра, определяет характерную
частоту низкочастотной модуляции амплитуды F1 поля.

С ростом бифуркационного параметра A колебания в системе
усложняются, что видно из анализа спектра мощности на рис. 8.1, б,
построенного при A2 = 4,9 и R = 0 (автономная генерация). Шумовой
пьедестал в спектре мощности в большей части диапазона частот под-
нимается до уровня −(5–10) дБ, на его фоне уже невозможно выделить
какие-либо характерные частоты колебаний в активной среде.

Будем рассматривать поведение ведомой системы «2» при воздей-
ствии на нее поля ведущей системы при увеличении амплитуды R
коэффициента связи между распределенными автоколебательными си-
стемами. Рост параметра R означает, что мощность внешнего сигнала,
воздействующего на систему, увеличивается как R2.

С ростом параметра связи R спектр генерации ведомой систе-
мы изменяется, что иллюстрируют рис. 8.1, в, г. При малом R < 0,3
(рис. 8.1, в) в спектре на фоне развитого шумового пьедестала появля-
ется слабо выраженная частота (отмечена стрелкой), соответствующая
основной частоте fb в спектре ведущей системы (см. рис. 8.1,а). При
больши́х значениях R > 0,3 в спектре ведомой системы возрастает
энергия спектральных компонент, соответствующих базовым частотам
в спектре мощности ведущей системы (отмечены на рис. 8.1, г, постро-
енном при R = 0,5).

Рассмотрим установление синхронизации временных масштабов
в системе связанных электронно-волновых сред. На рис. 8.2 показаны
границы s1 и s2 диапазонов синхронизованных временных масштабов
на плоскости (R, s).
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Рис. 8.1. Спектры мощности и фазовые портреты колебаний в автономных
ведущей (а) и ведомой (б) ЛОВ и неавтономной ведомой системе при R = 0,2

(в) и R = 0,5 (г)

Особенностью динамики данной системы является наличие син-
хронизации временных масштабов хаотических сигналов каждой из
подсистем при сравнительно большой амплитуде коэффициента связи
R для двух диапазонов соответственно вблизи базовых временных мас-
штабов sb = 1/fb и sm = 1/sm. На рис. 8.2 соответствующие диапазоны
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Рис. 8.2. Границы s1 и s2 диапазонов синхронизованных временных масштабов
на плоскости (R, s) для базовых масштабов sb (снизу) и sm (сверху)

синхронизованных масштабов показаны для области вблизи базового
масштаба sb снизу и масштаба sm — сверху рисунка.

Из анализа рис. 8.2 следует, что при величинах коэффициента связи
R ∈ (0; 0,29) в системе не наблюдается установления режима хаотиче-
ской синхронизации. Последнее означает, что не существует ни одного
временного масштаба s, для динамики фазы которого выполнялось бы
условие хаотической синхронизации (8.15).

С ростом параметра связи R возникает диапазон масштабов
Δs = s2 − s1, для которого выполняется условие захвата фаз (8.15),
и энергия, приходящаяся на этот диапазон, отлична от нуля (8.16).
Последнее означает, что в связанных активных средах устанавливается
режим хаотической синхронизации временных масштабов [88].

С ростом связи R вначале происходит синхронизация временных
масштабов вблизи базового масштаба sb при R = Rb (отмечен на
рис. 8.2), и только с дальнейшим увеличением коэффициента связи при
R = Rm > Rb имеет место захват фаз временных масштабов в области
базового масштаба sm, соответствующего частоте модуляции амплиту-
ды выходного поля ЛОВ.

Рассмотрим, с чем связано возникновение диапазона Δs синхрони-
зуемых временных масштабов (т. е. масштабов, для которых выполня-
ется критерий синхронизации (8.15) и (8.16)) вблизи базовой часто-
ты fb = 1/sb. Изучим вид вейвлетных спектров мощности 〈E1,2(s)〉,
определяемых интегральным соотношением (8.14), для ведущей и ве-
домой систем. Вейвлетные спектры колебаний выходного поля ведущей
(штриховая линия 1) и ведомой (сплошная линия 2) ЛОВ представ-
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Рис. 8.3. Вейвлетные спектры мощности колебаний выходного поля ведущей
(штриховая линия) и ведомой (сплошная линия) ЛОВ для различных амплитуд

коэффициента связи: а) R = 0; б) R = 0,2 и в) R = 0

лены на рис. 8.3 для различных значений параметра связи R. Вид
вейвлетного спектра 〈E1〉 ведущей ЛОВ не меняется (т. к. для нее
выбрано фиксированное значение параметра A1 и на нее не воздей-
ствует внешнее поле) и представлен на всех рисунках для удобства
сравнения с вейвлетными спектрами мощности 〈E2〉 ведомой ЛОВ при
различных R.

На рис. 8.3, a показаны вейвлетные спектры мощности колебаний
для автономных генераторов. Колебания в каждой из активных сред
имеют существенно различные вейвлетные спектры. Так, в вейвлетном
спектре 〈E1〉 ведомой системы выделяются базовые временные масшта-
бы sb (соответствующие высокой частоте fb) и sm (соответствующий
модуляционным колебаниям с основной частотой fm), отмеченные на
рис. 8.3. В вейвлетном спектре автономной ведущей системы четко
выделяются временные масштабы, соответствующие высокочастотным
спектральным компонентам (отмечены стрелкой на рис. 8.3, а), однако
расположение максимума в вейвлетном спектре 〈E2〉 не соответствует
базовому временному масштабу sb ведущей системы, т.е. основные
частоты в каждой из подсистем не совпадают. Что касается больши́х
масштабов (соответствующих низким модуляционным частотам), то
для них вид вейвлетных спектров принципиально различен. В ведомой
системе в области масштаба sm вейвлетный спектр сплошной и од-
нородный, т. е. модуляционные колебания демонстрируют сплошной
шумоподобный спектр без выделенных на фоне шумового пьедестала
частот (временных масштабов).

С увеличением коэффициента связи R условие синхронизации
(8.15) и (8.16) начинает выполняться только для тех временных мас-
штабов s, энергия которых в вейвлетных спектрах колебаний ведущей
и ведомой систем весьма значительна. Действительно, при R ≈ 0,3
условие синхронизации выполняется только для временных масштабов
вблизи основного масштаба sb = 1/fb ≈ 1,0 (см. также рис. 8.2). Как
следует из анализа рис. 8.3, б, это тот диапазон временных масшта-
бов 1), на который приходится максимальная энергия вейвлетного спек-

1) На рисунке он выделен серым цветом и символом S на оси масштабов s.
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тра колебаний. Из рис. 8.3, б видно, что одновременно увеличивается
энергия вейвлетного спектра, приходящаяся на масштаб sm. Однако,
при R ≈ 0,3 его энергии невелика, и синхронизация временных мас-
штабов модуляционных колебаний поля не наблюдается.

При больших коэффициентах связи R > 0,35 виды вейвлетных
спектров колебаний полей на выходе ведущей и ведомой систем ста-
новятся близкими друг к другу (см. рис. 8.3, г). В спектрах примерно
с одинаковой интенсивностью представлены временные масштабы, со-
ответствующие базовым частотам sm и sb. Анализ динамики при этом
показывает, что условия синхронизации (8.15) и (8.16) выполняются
для обоих наиболее интенсивных временных масштабов в спектре
мощности и соответственно выделяются два диапазона масштабов,
в которых имеет место захват фаз (см. рис. 8.2 для R > 0,35).

Таким образом, синхронизация временных масштабов хаотических
колебаний поля в связанных активных средах наблюдается в первую
очередь для тех масштабов s, энергия которых в спектре мощности
колебаний значительна.

С увеличением связи диапазон временных масштабов, для которых
выполняются условия (8.15) и (8.16), начинает расширяться. В син-
хронную динамику начинают вовлекаться масштабы, которые находят-
ся вблизи наиболее интенсивных масштабов и энергия которых тоже
достаточно значительна.

Последнее хорошо иллюстрирует рис. 8.2, из которого следует, что
для обоих базовых масштабов sb и sm наблюдается расширение диа-
пазона синхронизованных масштабов Δs с ростом величины коэф-
фициента связи R. При больших амплитудах коэффициента связи R
между ЛОВ диапазон синхронных масштабов Δsb = s2b − s1b в области
базового масштаба sb перестает расширяться и, более того, сужается
при R > 0.5. В то же время в области масштабов sm, описывающих
модуляцию амплитуды выходного поля, диапазон синхронных масшта-
бов Δsm = s2m − s1m продолжает линейно расширяться с ростом R за
счет роста верхней границы области синхронизованных масштабов s2m.
Последнее связано с тем, что с ростом R энергия в вейвлетном спектре
ведомой системы перераспределяется таким образом, что наблюдается
увеличение интенсивности больши́х масштабов s > sm. Тогда наибо-
лее интенсивные временные масштабы оказываются расположенными
вблизи верхней границы s2m синхронизованных масштабов, поэтому
именно эти масштабы оказываются синхронизованными в первую оче-
редь при увеличении связи.

Рассмотрим поведение меры хаотической синхронизации для иссле-
дуемой системы. В данном случае, когда синхронное поведение наблю-
дается для двух базовых масштабов, можно ввести меры синхрониза-
ции γb и γm соответственно для каждого из масштабов sb и sm, а также
интегральную характеристику меры синхронизации активной распреде-
ленной среды γ = γb + γm. Зависимость величины γ от коэффициента
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Рис. 8.4. Зависимости величин γb, γm и γ от амплитуды коэффициента связи
R однонаправленно связанных ЛОВ

связи R характеризует степень хаотической синхронизации колебаний
в связанных электронно-волновых системах с обратной волной.

На рис. 8.4 показаны зависимости величин γb, γm и γ от параметра
связи R между подсистемами. Видно, что при малых R < 0,4–0,5
основная доля энергии колебательного процесса, приходящаяся на
синхронизованные масштабы, соответствует базовому масштабу sb
(γb > γm), т. е. в первую очередь, в связанной системе происходит
захват фаз частот f ∼ fb, близких к частоте синхронизма электрон-
ной и электромагнитной волн в активной среде. Далее с ростом R
происходит захват частот, близких к частоте модуляции fm поля ве-
дущей ЛОВ. С ростом R все большее число масштабов, описываю-
щих низкочастотную хаотическую модуляцию выходного сигнала ЛОВ,
оказывается синхронизованным. Следовательно, относительная доля
энергии синхронизованных низкочастотных модуляционных колебаний
γm растет с увеличением R. При R > 0,5 доля энергии синхронных
низкочастотных модуляционных временных масштабов γm становится
больше величины γb, характеризующей долю энергии синхронных ВЧ
колебаний.

Интегральная доля энергии γ, приходящейся на синхронные вре-
менные масштабы, как видно из рис. 8.4, растет с ростом амплитуды
коэффициента связи. Однако даже при больших величинах R, когда на
ведомую активную среду воздействует сигнал ведущей системы весьма
значительной мощности (R2 ∼ 0,3–0,4), доля энергии, приходящейся
на синхронные масштабы, не превышает величины γ ∼ 0,3.

Таким образом, при хаотической синхронизации двух однонаправ-
ленно связанных ЛОВ с поперечным полем при увеличении коэффи-
циента связи R вначале наблюдается синхронизация временных мас-
штабов колебаний вблизи наиболее интенсивного в вейвлетном спектре
мощности временного масштаба sb, близкого к частоте синхрониз-

9 Нестационарные и хаотические процессы
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ма электронной и электромагнитной волн. С ростом R происходит
увеличение энергии синхронизованных масштабов в области базового
масштаба sb и, одновременно, возникает синхронизация временных
масштабов Δsm, описывающих низкочастотные модуляционные коле-
бания амплитуды поля F в ЛОВ. С дальнейшим увеличением связи
рост энергии колебательных процессов, приходящейся на синхронные
временные масштабы, происходит только за счет увеличения диапазона
синхронных масштабов Δsm. Данное поведение двух связанных ЛОВ
количественно описывает мера взаимной хаотической синхронизации
γ = γ(R).

Рассмотрим теперь физические процессы, сопровождающие процесс
установления режима хаотической синхронизации в неавтономной ак-
тивной среде взаимодействующих встречных волн. В первую очередь,
будем интересоваться пространственной динамикой ведомой активной
среды при установлении хаотической синхронизации.

Внешний хаотический сигнал Fext1(τ) = F1(τ , ξ = 0), генерируемый
ведущей (первой) ЛОВ, воздействует в точке ξ = L ведомой системы
и далее распространяется навстречу электронной волне к выходу ЛОВ,
ξ = 0. Здесь L — безразмерная длина активной среды, которая в на-
шей нормировке равна L = 1,0. Режим синхронизации активной элек-
тронно-волновой среды в целом (т. е. тот режим, который был рассмот-
рен ранее) означает, что имеет место синхронизация временных мас-
штабов внешнего сигнала Fext1(τ) и сигнала Fout2(τ) = F2(τ , ξ = 0),
снимаемого с выхода ведомой (второй) среды. Будем теперь анализиро-
вать пространственно-временную динамику ведомой системы, анализи-
руя наличие синхронизации временных масштабов внешнего сигнала
Fext1(τ) и сигналов F2(τ , ξ), снимаемых из различных точек ξ про-
странства ведомой активной среды.

Для определенности рассмотрим синхронизацию временных мас-
штабов, находящихся вблизи наиболее интенсивного масштаба sb
в вейвлетном спектре мощности внешнего хаотического сигнала. Около
этого временного масштаба, как было показано выше, синхронизация
временных масштабов возникает при меньшем значении параметра
связи R (при меньшей энергии внешнего сигнала Pext = R2|Fext 1|2).
Будем исследовать диапазон Δsb синхронных временных масштабов
как функцию координаты пространства активной среды. Зависимость
Δsb(ξ) и рассчитанная по ней мера синхронизации γ(ξ) являются
характеристиками, описывающими пространственную динамику уста-
новления режима хаотической синхронизации активной среды при
воздействии внешнего хаотического сигнала на одном из ее концов.

На рис. 8.5, а на плоскости «координата (ξ − L) пространства взаи-
модействия, отсчитываемая от входа системы ξ = L, — временные мас-
штабы s» представлены границы области синхронизованных масштабов
в различных сечениях пространства для трех значений амплитуды
коэффициента связи R.
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Рис. 8.5. Границы области синхронизованных масштабов на плоскости «коор-
дината (ξ − L) пространства взаимодействия, отсчитываемая от входа системы
ξ = L, — временные масштабы s» (а); мера синхронизации γb(ξ) как функция
координаты (ξ − L) пространства взаимодействия (б), построенная для различ-

ных значений амплитуды коэффициента связи R

Из рис. 8.5, а видно, что ширина области временных масштабов,
для которых выполняются условия синхронизации (8.15) и (8.16), мак-
симальна в области пространства, примыкающей к границе активной
среды ξ = L = 1,0, на которую подается управляющий сигнал веду-
щей ЛОВ (см. граничные условия (8.26) для поля F2 ведомой ЛОВ).
Далее по мере продвижения вдоль активной среды к выходу лампы
ξ = 0 наблюдается постепенное уменьшение диапазона Δsb синхрони-
зованных масштабов. Мера синхронизации γb(ξ) (см. рис. 8.5, б) ведет
себя вдоль пространства активной среды аналогично ширине области
синхронизованных масштабов Δsb. По мере уменьшения координаты
ξ пространства взаимодействия величина энергии вейвлетного спектра
колебаний, приходящаяся на область синхронизованных масштабов,
постепенно уменьшается.

В качестве иллюстрации режима хаотической синхронизации всей
активной среды на рис. 8.5, а показаны зависимости границ области
синхронизованных масштабов, построенные для R = 0,3 ≈ Rb. Видно,
что теперь во всех сечениях пространства активной среды наблю-
дается не равный нулю диапазон синхронных временных масштабов
Δs. В этом случае можно говорить о синхронной динамике (с точки
зрения хаотической синхронизации) всей активной среды как единого
целого. С увеличением параметра связи диапазон синхронизованных
временных масштабов Δs(ξ) расширяется (см. рис. 8.5,а, R = 0,4),
что хорошо согласуется с полученными ранее результатами. Динамика
относительной энергии вейвлетного спектра колебаний, приходящей-
ся на синхронные временные масштабы в этом случае вблизи входа
ξ = L системы составляет величину 30–40% в точке ξ = 0,99L. По
мере продвижения сигнала вдоль пространства величина γb уменьша-

9*
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ется и на выходе системы ξ = 0 доля синхронной энергии не превы-
шает 1–5%.

Если величина коэффициента связи R соответствует значениям, при
которых не наблюдается хаотическая синхронизация связанных ЛОВ
(R < 0,29), то ширина области синхронизованных масштабов дости-
гает нуля на длине пространства взаимодействия ξs < L. Последнее
означает, что в асинхронном хаотическом режиме вдоль пространства
взаимодействия неавтономной (ведомой) активной среды наблюдается
сложная пространственная динамика захвата фаз временных масшта-
бов колебаний поля F2(τ , ξ), которая характеризуется следующей за-
висимостью ширины области синхронизованных временных масштабов
(см. рис. 8.5,a, R = 0,2)

Δs 
= 0 при ξ > L− ξs,

Δs = 0 при ξ < L− ξs.
(8.27)

Тогда можно говорить о том, что пространство неавтономной (ве-
домой) активной среды в асинхронном режиме работы делится на
две характерные области. Первая из них длиной ξs и координатами
ξ ∈ (L − ξs,L) примыкает к входу активной среды ξ = L и харак-
теризуется тем, что колебания поля F2(τ , ξ) в ней демонстрируют
хаотическую синхронизацию с колебаниями входного сигнала Fext1(τ)
(а следовательно, и отличную от нуля меру хаотической синхрониза-
ции γb

∣∣
ξ>L−ξs


= 0) на временных масштабах, лежащих в некотором

диапазоне Δs. Эту область пространства естественно назвать областью
синхронных колебаний, а ее длину ξs — длиной синхронизации. Вторая
область ξ ∈ (0,L− ξs) есть область, в которой хаотическая синхрониза-
ция разрушается и диапазон синхронизованных временных масштабов
(8.27), а также мера синхронизации γb в ней равны нулю.
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Рис. 8.6. Зависимость длины синхронизации ξs от параметра связи R для
базового и модуляционного временных масштабов sb и sm
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Зависимость длины синхронизации ξs от параметра связи приведена
на рис. 8.6. С увеличением коэффициента связи длина синхрониза-
ции ξs растет, и при некотором значении R = Rb длина синхрони-
зации становится равной длине пространства взаимодействия ξs ≡ L.
Последнее означает, что во всем пространстве активной электронно-
волновой среды устанавливается режим хаотической синхронизации,
а следовательно, можно говорить о хаотической синхронизации ЛОВ
как единого целого. Именно этот режим рассматривался ранее, когда
исследовалась динамика временных масштабов хаотического сигнала
ведомой системы, который снимался с выхода ξ = 0.

Таким образом, исследование синхронизации временных масштабов
для подобной системы является эффективным методом анализа хао-
тической синхронизации как с качественных, так и с количественных
позиций, используя меру хаотической синхронизации.

8.3. Синхронизация временных масштабов
и полная хаотическая синхронизация

в гидродинамических моделях диода Пирса

Перейдем теперь к рассмотрению явления хаотической синхрони-
зации в двух распределенных системах сверхвысокочастотной элек-
троники — связанных гидродинамических моделях диода Пирса. Как
уже отмечалось выше, диод Пирса является одной из хорошо изу-
ченных классических моделей пучково-плазменных систем СВЧ элек-
троники, демонстрирующих различные режимы хаотической динамики
(см. главу 2).

Необходимо подчеркнуть, что ранее большинство исследований
хаотической синхронизации проводилось либо для систем с малым
числом степеней свободы [3, 49, 69], либо для эталонных моделей рас-
пределенных систем (например, цепочки и решетки связанных нели-
нейных осцилляторов [10, 114], связанных уравнений Гинзбурга–Лан-
дау [115–117], Курамото–Сивашинского [118]. Отдельно отметим
близкие к нашей тематике исследования синхронизации низкочастот-
ных колебаний в плазме [65, 119]. Приведенные работы показывают,
что при введении однонаправленной или симметричной связи распре-
деленные системы могут демонстрировать различные типы синхронной
динамики, а именно, полную, обобщенную и синхронизацию с запаз-
дыванием. Однако, детальных исследований хаотической синхрониза-
ции в пучково-плазменных системах сверхвысокочастотного диапазона
практически не проводилось (редкими исключениями являются рабо-
ты [24, 120]). Тем не менее, изучение явления хаотической синхро-
низации в распределенных пучково-плазменных системах сверхвысо-
кочастотного диапазона представляется весьма важным и актуальным
в связи с широкими возможностями применения синхронных режимов
динамики взаимодействующих систем для передачи информации с по-
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мощью хаотических колебаний [24], а также управления хаотическими
колебаниями в системах СВЧ электроники [92, 105].

Рассмотрим два связанных диода Пирса в гидродинамическом при-
ближении (см. подробнее главу 2, а также [121]):

∂2ϕ1,2

∂x2
= α2

1,2(ρ1,2 − 1), (8.28)

∂ρ1,2
∂t

= −∂(ρ1,2v1,2)
∂x

, (8.29)

∂v1,2
∂t

= −v1,2 ∂v1,2
∂x1,2

+
∂ϕ1,2

∂x
, (8.30)

с граничными условиями:

v1,2(0, t) = 1, ρ1,2(0, t) = 1, ϕ1,2(0, t) = 0, (8.31)

где индексы «1» и «2» относятся соответственно к первой и второй
пучково-плазменным системам.

Взаимная связь между системами осуществляется с помощью изме-
нения значения безразмерного потенциала на правых границах обоих
взаимодействующих систем:

ϕ1,2(1,0, t) = ε {ρ1,2(x = 1,0, t) − ρ2,1(x = 1,0, t)} . (8.32)

В нестационарных граничных условиях, описывающих двунаправлен-
ную (8.32) связь между системами, величина ε представляет собой ко-
эффициент связи между системами, а величины ρ1,2(x = 1, t) есть коле-
бания безразмерной плотности пространственного заряда, регистрируе-
мые на выходе каждой из систем. Такой тип связи является физичным
и легко реализуемым в эксперименте. На выходе диодного промежутка,
образованного сетками [122], прозрачными для электронного потока,
размещается отрезок спиральной замедляющей системы [123], который
регистрирует колебания плотности пространственного заряда электрон-
ного пучка. Далее сигнал с выхода отрезка замедляющей системы
первой СВЧ-системы подается на одну из сеток диодного промежутка
второй из связанных СВЧ-систем, что приводит к модуляции разности
потенциалов в пространстве взаимодействия. В этом случае параметр
ε зависит только от параметров замедляющей системы (сопротивление
связи, длина системы и т. д.), линии связи (волновое сопротивление,
затухание и т. д.) и не зависит от связываемых систем.

Изучим динамику взаимно связанных диодов Пирса (8.28)–(8.30)
с граничными условиями (8.31) и (8.32) при фиксированном значении
параметра Пирса одной из систем α1 = 2,861π и изменении управляю-
щего параметра α2 второй системы в диапазоне α ∈ (2,850π, 2,870π),
в котором в системе реализуется хаотическая динамика (см. главу 2).

Численное моделирование показывает, что при слабой расстройке
хаотических систем Δα = α1 − α2 наблюдается установление синхро-
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низации временных масштабов, которая определяется путем анализа
динамики разности фаз на различных временных масштабах s. Вве-
дение непрерывного множества фаз φs(t) хаотического сигнала на
различных временных масштабах s осуществлялось с помощью непре-
рывного вейвлетного преобразования, обсуждавшегося выше в разделе
8.1. В качестве анализируемых временных рядов рассматривались хао-
тические колебания плотности пространственного заряда ρ1,2(t) в точке
пространства взаимодействия x = 0,2.

Поведение связанных пучково-плазменных систем иллюстрирует
рис. 8.7,a, построенный при α1 = 2,861π и α2 = 2,860π, на котором
показано изменение диапазона синхронных масштабов при увеличении
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Рис. 8.7. Зависимости нижней sm и верхней sb границ области синхронизи-
рованных масштабов (a) и зависимости меры идентичности Δ хаотических
пространственно-временных колебаний (графики 1, 2) и величины γ относи-
тельной энергии (графики 3, 4), приходящейся на синхронные масштабы (б),
от величины параметра связи ε для малой α1/π = 2,860, α2/π = 2,861 (отме-
чены черными квадратами) и большой α1/π = 2,860, α2/π = 2,858 (отмечены

черными кружками) расстройки параметров
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параметра связи ε. Из рис. 8.7, a видно, что при ε > 0,0007 в системе
появляются временные масштабы, на которых динамика пучково-плаз-
менных колебаний синхронна. Данный режим соответствует режиму
синхронизации временных масштабов хаотических колебаний. С ро-
стом параметра связи ε диапазон синхронных масштабов увеличива-
ется и при ε ≈ 0,08–0,1 динамика системы практически во всем диа-
пазоне временных масштабов становится синхронной — в связанных
пучково-плазменных системах возникает режим, близкий к синхро-
низации с запаздыванием со сдвигом колебаний между состояниями
систем во времени τ ≈ 0,07. Далее, с ростом параметра связи ε сдвиг
во времени между колебаниями уменьшается, и связанная система
стремится к режиму полной хаотической синхронизации, характеризу-
емой близкой к идентичной динамикой каждой из связанных систем во
времени (τ ≈ 0).

При большей расстройке параметров Δα связанных пучково-плаз-
менных систем, когда спектральный состав колебаний в электроном
пучке существенно сложнее, наступление синхронизации временных
масштабов наблюдается при бóльших значениях коэффициента связи.
На рис. 8.7, а для случая α1 = 2,860π и α2 = 2,858π показаны соот-
ветствующие границы [sm, sb] области синхронных масштабов. Как и
выше, с ростом ε возникает диапазон синхронных временных масшта-
бов и система стремится к режиму полной хаотической синхронизации,
однако это происходит при значительно бóльших значениях параметров
связи, чем в случае малой расстройки. Для анализа степени близо-
сти колебаний в каждой из распределенных систем была рассчитана
зависимость меры идентичности Δ пространственно-временных хаоти-
ческих колебаний систем от ε, которая определяется как [124]

Δ = 〈|ρ1(x, t)−ρ2(x, t)|+|v1(x, t)−v2(x, t)|+|φ1(x, t)−φ2(x, t)|〉 , (8.33)

где 〈...〉 означает усреднение по времени и пространству. Результаты
показаны на рис. 8.7, б (графики 1, 2), из которого видно, что функция
Δ(ε) быстро спадает с ростом связи, стремясь к нулю. Из рис. 8.7, б
(график 1, кружки) видно, что величина Δ при большой расстройке
по параметру пучково-плазменных систем при увеличении параметра
связи ε остается не равной нулю (хотя и становится достаточно ма-
лой при ε > 0,17) в отличиe от случая слабой расстройки (рис. 8.7, б
(график 2, квадраты)). Режимы колебаний, для которых Δ(ε) ≈ 0,
являются режимами полной хаотической синхронизации.

Представляется важным проведение количественной оценки возни-
кающей между двумя связанными распределенными системами син-
хронизации — от ситуации, когда динамика систем асинхронна, до
режима полной синхронизации, когда временная и пространственная
динамика систем практически совпадают. Для этой цели введем в рас-
смотрение количественную характеристику меры хаотической синхро-
низации связанных систем, которая определяется как относительная
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доля энергии вейвлетного спектра, приходящаяся на диапазон синхрон-
ных временных масштабов [sm; sb]:

γ =

sb∫

sm

〈E(s)〉 ds
/∞∫

0

〈E(s)〉 ds, (8.34)

где 〈E(s)〉 — интегральное распределение энергии вейвлетного спек-
тра по масштабам, определяемое формулой (8.14). Значение величины
γ = 0 свидетельствует об отсутствии режима хаотической синхрониза-
ции связанных подсистем. Величина γ > 0 показывает, что в системе
реализуется режим синхронизации временных масштабов, означающий
наличие синхронизированных масштабов, для которых выполняются
условия (8.15) и (8.16). Значение γ = 1 показывает, что колебания
в каждой из подсистем близки друг к другу, т. е. реализуется режим
полной синхронизации. Рост γ от 0 до 1 свидетельствует об увеличении
доли энергии, приходящейся на синхронные временные масштабы s.

На рис. 8.7, б (графики 3, 4) показаны зависимости γ(ε) для двух
рассмотренных выше наборов значений управляющих параметров α1,2.
Видно, что с ростом параметра связи имеет место увеличение доли
энергии хаотических пространственно-временных колебаний, приходя-
щейся на синхронизованные масштабы, что соответствует сближению
колебаний в каждой из распределенных систем и установлению в итоге
(при больших величинах параметра связи) режима полной хаотической
синхронизации.

На рис. 8.8 на плоскости управляющих параметров (α2, ε) пока-
зана граница области полной хаотической синхронизации в системе
двунаправленно связанных диодов Пирса, построенная при фиксиро-
ванном значении параметра Пирса α1 = 2,861π. Из рисунка видно,
что с ростом параметра связи фактически при сколь угодно значи-
тельной неидентичности управляющих параметров α1,2 диоды Пир-
са демонстрируют режим полной синхронизации. Это относится как
к слабо хаотическим колебаниям и малой расстройке параметров, так

Рис. 8.8. Плоскость управляющих параметров (α2/π, ε) при значении
α1 = 2,861π. Линией показана граница возникновения режима полной хаоти-
ческой синхронизации связанных распределенных пучково-плазменных систем
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и к развитому хаосу даже при значительном отличии управляющих па-
раметров в каждой из подсистем. При слабой неидентичности взаимо-
действующих систем режим полной синхронизации в распределенных
пучково-плазменных системах наступает при минимальных значениях
параметра связи ε. С ростом уровня неидентичности диодов Пирса
мы наблюдаем увеличение значений параметра связи, при которых
динамика связанных систем становится идентичной.

Итак, с позиций синхронизации временных масштабов рассмотрена
динамика двух связанных гидродинамических моделей диода Пирса,
продемонстрировано, каким образом при увеличении связи между си-
стемами происходит переход от асинхронной динамики к полной хаоти-
ческой синхронизации, найдены численные значения границы режима
полной синхронизации по параметру связи ε для различных значений
управляющего параметра Пирса.

Понятно, что если две связанные друг с другом системы могут
демонстрировать режим полной хаотической синхронизации, то по-
добного же поведения можно ожидать и в случае, если связанных
идентичных систем будет больше. Если таких взаимодействующих ха-
отических систем достаточно много, то в этом случае говорят о сетях
нелинейных элементов. Конечно, в этом случае существует специфи-
ка, связанная именно с большим числом взаимодействующих систем.
В следующем разделе рассматривается режим полной синхронизации
сети, в качестве узлового элемента которой выбрана та же самая
гидродинамическая модель диода Пирса, которая была рассмотрена
в этом разделе.

8.4. Полная синхронизация сети,
состоящей из распределенных систем
сверхвысокочастотной электроники

К настоящему времени наиболее изученным эффектом коллектив-
ного поведения взаимодействующих объектов, демонстрирующих ха-
отическую динамику, является синхронизация двух связанных нели-
нейных систем [3, 49]. Однако в последнее десятилетие активно разви-
вается теория взаимодействия большого числа нелинейных систем —
сетей нелинейных элементов [10, 125, 126]. Особое внимание иссле-
дователей привлекают сложные, состоящие из хаотических элементов
сети, структура которых нерегулярна и характеризуется большой раз-
нородностью в мощности межэлементной связи [127–131]. Интерес
к изучению подобных сетей связан как с необходимостью анализа
разнообразных природных, социальных и технических объектов, так
и с важностью изучения фундаментальных аспектов явления хаотиче-
ской синхронизации в системе многих связанных парциальных подси-
стем [132, 133].

Изменение управляющих параметров элементов сети и величины
связи между взаимодействующими системами приводит к различным
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режимам коллективного поведения сети — асинхронной динамикe,
полной синхронизации, кластерной синхронизации [126]. Асинхронная
динамика наблюдается в том случае, когда динамика любой пары
элементов сети ∀i, j не демонстрирует синхронизма, xi 
= xj . Под ре-
жимом полной синхронизации понимается состояние сети, когда все
ее элементы после переходного процесса демонстрируют полностью
идентичную динамику. Если управляющие параметры сети подобраны
таким образом, что лишь часть элементов демонстрирует синхронизм
в своей динамике, говорят о наличии синхронного кластера. Отметим,
что типичной является ситуация сосуществования в одной сети неиден-
тичных элементов нескольких синхронных кластеров.

В данной главе мы рассмотрим режим полной синхронизации сети,
состоящей из распределенных пучково-плазменных систем сверхвысо-
кочастотного диапазона. Исследование подобных сетей представляется
весьма интересным в связи с широкими возможностями применения
СВЧ электроники для передачи информации с помощью хаотических
колебаний [24, 134], а также управления хаотическими колебаниями
в системах СВЧ электроники [92, 105]. Отметим, что успешное реше-
ние задачи о получении полной синхронизации в подобных системах
позволит создать эффективные методы повышения мощности СВЧ-
устройств электроники больших мощностей за счет сложения излу-
чения от нескольких источников, каждый из которых демонстрирует
сложные широкополосные режимы генерации. Таким образом, иссле-
дование полной синхронизации в сложных сетях связанных распре-
деленных систем сверхвысокочастотной электроники представляется
интересной и важной задачей.

В настоящей главе мы обратимся к теоретическому и численному
изучению сети, состоящей из взаимосвязанных пучково-плазменных
систем со сверхкритическим током — гидродинамических моделей ди-
ода Пирса (гидродинамическая модель диода Пирса была подробно
рассмотрена в главе 2, а режим хаотической синхронизации двух
связанных таких систем — в разделе 8.3 настоящей главы). Мы
рассмотрим, каким образом возможно диагностировать режим полной
синхронизации и заранее сконструировать сеть для достижения макси-
мально возможного диапазона искомого режима динамики без прямого
численного расчета сети.

Рассмотрим сеть, состоящую из N диодов Пирса. Сопоставим дина-

мике i-го элемента сети состояние Ui(x, t) = (ϕi(x, t), ρi(x, t), vi(x, t))T ,
где временная и пространственная динамика безразмерных потенциала
ϕi(x, t) электрического поля, плотности ρi(x, t) и скорости vi(x, t) элек-
тронного пучка описываются в рамках гидродинамического приближе-
ния самосогласованной системой уравнений движения, непрерывности
и Пуассона (подробнее см. главу 2):

∂2ϕi
∂x2

= α2(ρi − 1),
∂ρi
∂t

= −∂(ρivi)
∂x

,
∂vi
∂t

= −vi ∂vi
∂x

− ∂ϕi
∂x

(8.35)
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с граничными условиями:

ϕi(0, t) = 0, ρi(0, t) = 1, vi(0, t) = 1. (8.36)

Связь между элементами сети вводится модификацией граничных
условий на правой границе каждой из связанных систем:

ϕi(1, t) = −σ
N∑
j=1

Gijρj(1, t), (8.37)

где индекс i — номер элемента, включенного в сеть; N — количе-
ство элементов в сети. Величина σ представляет собой коэффициент
связи между системами, а величины ρj(1, t) есть колебания безразмер-
ной плотности пространственного заряда, регистрируемые на выходе
каждой из систем. Матрица коэффициентов связи G является сим-
метричной и удовлетворяет условию диссипативности связи (элемент
матрицы Gij (i 
= j) равняется единице, если i-й элемент связан с j-м,
и принимается равным 0 в противном случае, сумма каждой строки

матрицы нулевая Gii = −
∑
j �=i

Gij , собственные числа матрицы являют-

ся действительными λ1 � ... � λN ).

Введeм в рассмотрение оператор эволюции (8.35) i-го элемента сети

L̂(Ui) = 0. (8.38)

Очевидно, что для произвольной сети идентичных элементов неза-
висимо от значений управляющих параметров элементов и величи-
ны связи между системами, существует синхронное многообразие
Ui(x, t) = Us(x, t), ∀i как выделенное решение системы (8.38) с соот-
ветствующими граничными условиями (8.36)–(8.37). Если сеть иден-
тичных элементов находится на синхронном многообразии, то в иде-
альных условиях (при полном отсутствии внешних и внутренних шу-
мов в системе) элементы сети будут демонстрировать идентичное по-
ведение при сколь угодно долгом времени наблюдения. Но, тем не
менее, отнюдь не для любой сети будет наблюдаться режим полной
синхронизации, иными словами, лишь для выделенного класса сетей
решение Us(x, t) будет устойчивым к шумам, неизбежным как в ре-
альных системах, так и при численном моделировании. Таким образом,
возникает задача нахождения диапазона устойчивости режима полной
синхронизации. Необходимо заметить, что численный расчет даже
сравнительно небольшой сети (порядка 102–103 элементов) занимает
весьма продолжительное машинное время. Понятно, что при увели-
чении числа элементов сети будет расти и время, необходимое для
численного моделирования. Отметим, что традиционные методы расче-
та границ устойчивости для рассматриваемой задачи являются прак-
тически непригодными. Например, стандартная процедура построения
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карт ляпуновских показателей для сети, содержащей порядка десятков
тысяч нелинейных распределенных элементов, приведет к необходи-
мости расчета такого же количества старших ляпуновских экспонент,
что даже на современной вычислительной технике потребует огромных
временных ресурсов. В настоящее время разработан метод диагностики
устойчивости сети, состоящей из любого числа взаимодействующих
идентичных и слабо неидентичных элементов с малым числом степеней
свободы, основанный на рассмотрении некоторого старшего ляпунов-
ского показателя лишь одной системы [128, 135]. На базе подхода,
изложенного в [135], разработан подобный метод для рассматриваемой
сети распределенных пучково-плазменных систем сверхвысокочастот-
ного диапазона, позволяющий провести исследование режима полной
синхронизации сети без численного расчета динамики всех элементов
сети. Итак, обратимся к рассмотрению предлагаемой методики.

Рассмотрим малые отклонения ξ = (ξϕ, ξρ, ξv)T от синхронного со-
стояния Us сети; в таком случае поведение i-го элемента сети описы-
вается следующей системой уравнений

L̂(Us + ξi) = 0 (8.39)

с граничными условиями:

ϕi(1, t) + ξϕi (1, t) = −σ
N∑
j=1

Gij
(
ρj(1, t) + ξρj (1, t)

)
,

ρi(0, t) + ξρi (0, t) = 1,

vi(0, t) + ξvi (0, t) = 1.

(8.40)

Раскладывая функции в правых частях уравнения (8.39) в ряды Тей-
лора по малым добавкам ξ, пренебрегая членами второго и высших
порядков малости, можно переписать уравнения (8.39), (8.40) в виде

∂L̂(Us, ξi) = 0, (8.41)

где ∂L̂(Us, ξi) — линеаризованный вблизи синхронного многообразия

Us(x, t) оператор эволюции L̂(·). Для исследуемой сети диодов Пирса

оператор ∂L̂(Us, ξ) записывается следующим образом:

∂2ξϕ

∂x2
= α2ξρ,

∂ξρ

∂t
= −ξρ ∂vs

∂x
− vs

∂ξρ

∂x
− ξv

∂ρs
∂x

− ρs
∂ξv

∂x
,

∂ξv

∂t
= −vs ∂ξ

v

∂x
− ξv

∂vs
∂x

− ∂ξϕ

∂x
.

(8.42)

Полученный оператор ∂L̂(Us, ξ) является линейным относитель-
но малых отклонений ξ. Соответственно, граничные условия (8.37)
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и (8.40) для малых отклонения ξi от синхронного состояния при-
мут вид:

ξϕi (1, t) = −σ
N∑
j=1

Gijξ
ρ
j (1, t),

ξρi (0, t) = 0,

ξvi (0, t) = 0.

(8.43)

С помощью некоторой матрицы V приведем матрицу коэффициен-
тов связи G к диагональной форме

G̃ =

⎛⎜⎜⎝
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... λN

⎞⎟⎟⎠ , (8.44)

Вводя обозначение ςi = V ξi, получим, что устойчивость синхронного

состояния [Ui(x, t) = Us(x, t), ∀i] определяется N операторами эво-
люции

∂L̂(Us, ςi) = 0 (8.45)

с граничными условиями

ςϕi (1, t) = −σλiςρi (1, t), ςρi (0, t) = 0, ςvi (0, t) = 0. (8.46)

Заметим, что уравнения (8.45) и (8.46) отличаются от предыдущих
(8.41) и (8.43) только наличием в них в качестве множителей собствен-
ных чисел λ1 � ... � λN матрицы коэффициентов связи G.

Синхронное состояние [Ui(x, t) = Us(x, t), ∀i] будет устойчивым
лишь в том случае, если любые отклонения ςi от синхронной дина-
мики с течением времени будут затухать. Введем понятие главного
пространственного ляпуновского показателя (для краткости, даль-
ше будем использовать термин «главный показатель» или «главный
ляпуновский показатель»), аналогичное понятию максимального ляпу-
новского показателя в сосредоточенных системах. Ниже мы подробно
обсудим введенную характеристику, рассмотрим методы расчета про-
странственных ляпуновских показателей. Однако сейчас ограничимся
лишь интуитивно понятной аналогией с ляпуновской экспонентой для
систем с малым числом степеней свободы.

Выполнив замену ν = (−σλi) в уравнении (8.46), получаем, что
линейная устойчивость синхронного состояния целиком определятся
зависимостью главного ляпуновского показателя Λ от параметра ν.
Итак, синхронное состояние [Ui(x, t) = Us(x, t), ∀i], связанное с соб-
ственным числом λ1 = 0, является устойчивым, когда все уравне-
ния (8.45), ассоциированные с оставшимися собственными числами
λi (i = 2, ... ,N ), с граничными условиями (8.46) дают затухающие
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решения. Таким образом, мы можем ограничиться решением одного
уравнения в частных производных

∂L̂(Us, ς) = 0 (8.47)

с граничными условиями

ςϕ(1, t) = νςρi (1, t), ςρ(0, t) = 0, ςv(0, t) = 0 (8.48)

для нахождения зависимости главного ляпуновского показателя Λ от
параметра связи ν. Еще раз подчеркнем то, что от анализа комплекта
из N уравнений (8.41) с соответствующими граничными условиями
(8.43) мы перешли к расчету всего одной распределенной системы
(8.47), (8.48).

Зависимость главного ляпуновского показателя Λ(ν) может
принимать отрицательные значения на конечной области значений
параметра ν Ist = (ν1; ν2) или на полубесконечном интервале (ν2 = ∞),
аналогично старшей ляпуновской экспоненте для сосредоточенных
систем [136]. Условие устойчивости для исходной сети (8.37)–(8.38)
будет выполняться, если все множество собственных чисел λi
(i = 2, ... ,N ) матрицы коэффициентов связи G попадаeт в устойчивый
интервал параметра ν Ist, иными словами, должны выполняться
условия σ|λ2| > ν1 и σ|λN | < ν2. Следовательно, для определенной
топологии сетей может вообще не существовать устойчивого режи-
ма полной синхронизации. К примеру, если максимальное и мини-
мальное собственные числа матрицы G имеют разные знаки, то
сеть соответствующей топологии не достигнет режима полной
синхронизации, какой бы ни была введенная связь между элементами.

Итак, мы получили метод, позволяющий нам с помощью расчета
старшего ляпуновского показателя Λ для одного уравнения (8.47)
с граничными условиями (8.48), определить диапазоны устойчивости
режима полной синхронизации сетей (на основе диодов Пирса с управ-
ляющим параметром α) произвольных топологий, задаваемых с помо-
щью матрицы G.

Однако возникает проблема расчета характеристики пространствен-
но-распределенной системы, аналогичной ляпуновской экспоненте для
динамических систем с малым числом степеней свободы. Очевидно,
что определение усредненной скорости разбегания изначально близких
состояний (чем, фактически, и является ляпуновский показатель для
систем с малым числом степеней свободы) для описания поведения
пространственно-распределенных систем оказывается очень заманчи-
вой и перспективной идеей. Попытки адаптировать и обобщить понятие
максимального ляпуновского показателя для анализа динамики рас-
пределенных систем, как правило, сводятся в конечном итоге к расчету
ляпуновского показателя теми же самыми способами, что и для систем
со сосредоточенными параметрами. Один из возможных способов —
вычисление старшего ляпуновского показателя по временной реали-
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зации, полученной по сигналу, регистрируемому в одной из точек
пространства распределенной системы (см., например, работу [137]),
точно так же, как это делается для систем со сосредоточенными
параметрами [138, 139]. В качестве альтернативы можно также рассчи-
тывать спектр ляпуновских показателей, пользуясь алгоритмом Бенет-
тина [140] и работая с дискретной моделью распределенной системы,
которая получается при использовании конечно-разностных методов.
В таком случае дискретизованная распределенная система рассмат-
ривается как конечномерная динамическая система с очень большой
размерностью и характеризуется спектром, содержащим очень большое
число ляпуновских показателей, из которых затем рассматриваются
лишь несколько старших. Такой метод определения ляпуновских пока-
зателей распределенной системы весьма близок к предлагаемой нами
методике расчета старшей пространственной ляпуновской экспоненты.
Наконец, возможно адаптировать методику расчета спектра ляпунов-
ских экспонент [140, 141] к распределенным системам, учитывая их
специфику [117, 120, 142].

Как уже говорилось выше, мы будем рассматривать количественную
величину, характеризующую динамику распределенной системы, на-
званную пространственным ляпуновским показателем, который харак-
теризует устойчивость пространственно-временных состояний исследу-
емой распределенной системы. Рассмотрим подробнее, что мы будем
понимать под пространственной ляпуновской экспонентой.

Пусть исследуемая пространственно-распределенная система харак-
теризуется в момент времени t0 состоянием U(x) (x — пространствен-

ный вектор). Введем расстояние S(U1,U2) между двумя различными
состояниями системы, которое определим как интеграл по простран-
ству

S(U1,U2) =
( ∫

V

‖U1(x) − U2(x)‖2 dV
)1/2

, (8.49)

где V — объем системы.
Рассмотрим эволюцию двух систем, стартующих из близких (но

различных) начальных условий U0(x) и Ũ0(x) = U0(x) + ξ̃(x), где

ξ̃(x) — случайная функция, S(U0, Ũ0) = ε, ε близко к нулю. Эти два

начальных состояния с течением времени стремятся к U1(x) и Ũ1(x)
соответственно. Отношение S(U1, Ũ1)/ε характеризует рост (или зату-

хание) возмущения ξ̃(x) за интервал времени T .

Переопределим теперь возмущенное состояние Ũ1(x) так, чтобы его
отклонение от невозмущенного состояния U1(x) стало равно исходно-

му значению ε: Ũ0
1(x) = εŨ1/S(U1, Ũ1). Повторяя данную процедуру

M раз, где M достаточно велико, получаем, что изменение амплитуды
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возмущения за M шагов будет выражаться формулой

PM =
M∏
k=1

S(Uk, Ũk)
ε

. (8.50)

Значение главного пространственного ляпуновского показателя будет
определяться как

Λ =
1

MT
lnPM =

1

MT

M∑
k=1

ln
S(Uk, Ũk)

ε
. (8.51)

В таком случае максимальная ляпуновская пространственная экс-
понента (8.51) будет положительной в том случае, когда малые откло-
нения между двумя начальными состояниями возрастают со временем,
отрицательной, когда малые отклонения стремятся к нулю, и равной
нулю, когда расстояние между возмущенным и невозмущенным состо-
янием системы остается постоянным.

Таким образом, предложенная максимальная пространственная ля-
пуновская экспонента позволяет описать поведение распределенной
системы аналогично максимальному ляпуновскому показателю для си-
стем с малом числом степеней свободы. Данная характеристика может
быть использована как для поиска границы между хаотической и пе-
риодической динамиками распределенной системы, так и для анализа
на устойчивость некоторых выделенных состояний системы (например,
неустойчивых периодических состояний, играющих в распределенных
системах ту же роль, что и неустойчивые периодические орбиты,
встроенные в хаотический аттрактор сосредоточенной системы [143]).
Очевидно, что главный ляпуновский показатель может быть исполь-
зован и для анализа устойчивости синхронного состояния Us сети
распределенных элементов, таких, как диод Пирса.

Итак, приступим к исследованию режима полной синхронизации
Us(x, t) сети на базе диодов Пирса. Для этого был рассчитан глав-
ный ляпуновский показатель сети для двух значений управляющих
параметров элементов — α1 = 2,858π и α2 = 2,864π, соответствующих
различным режимам хаотической динамики единичного диода Пир-
са [144]. Зависимости главного ляпуновского показателя от модифици-
рованного параметра связи ν показаны на рис. 8.9. Как уже говорилось
выше, используя полученные данные — область отрицательных значе-
ний главного ляпуновского показателя — мы можем указать диапазон
параметра связи σ, на котором произвольная сеть диодов Пирса демон-
стрирует синхронную динамику.

Начнем исследование сетей на базе распределенных систем пуч-
ково-плазменной природы с простейшего случая — двух взаимодей-
ствующих диодов Пирса. Очевидно, что этот «вырожденный случай»
сети вполне может быть рассмотрен с позиций формализма главного
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Рис. 8.9. Зависимости максимального ляпуновского показателя от параметра
ν для управляющих параметров α1 = 2,858π (график 1, сплошная линия)
и α2 = 2,864π (график 2, пунктирная линия). На всем диапазоне отрица-
тельных значений параметра ν зависимости главного показателя системы Λ
положительны для выбранных значений управляющего параметра Пирса α1,2

ляпуновского показателя. В системе двух связанных элементов U1,2

матрица коэффициентов связи записывается следующим образом

G =
(−1 1

1 −1

)
. (8.52)

Ранее уже было показано (см. главу 8.3, а также, например, [144]),
что режим полной синхронизации в системе двух взаимодействующих
диодов Пирса наблюдается для диапазонов значений параметра связи
σ � σα1

c = 0,09 при управляющем параметре α1 и σ � σα2
c = 0,05 при α2.

Собственные числа матрицы коэффициентов связи G данной системы
легко находятся и принимают значения λ1 = 0, λ2 = −2. Следователь-
но, в данном случае модифицированный параметр связи ν определяется
как 2σ.

Из рис. 8.9 можно видеть, что главный ляпуновский показатель

становится отрицательным, когда выполняется соотношение ν ≈ 2σα1
c

для значения параметра Пирса α1. Для значения параметра Пирса α2

главный ляпуновский показатель меняет знак при ν ≈ 2σα2
c . Отметим,

что главный ляпуновский показатель отрицателен лишь для значе-
ний параметра ν, принадлежащих интервалу (να1,2

1 , ν
α1,2

2 ), να1

1 ≈ 0,18,

να1

2 ≈ 0,99, να2

1 ≈ 0,1, να2

2 ≈ 1,5. Следовательно, когда величина пара-

метра связи между системами σ выходит за пределы σ
α1,2

2 = ν
α1,2

2 /|λ2|,
режим полной синхронизации разрушается. Для выбранных управля-
ющих параметров α1,2 верхние границы режима синхронизации прини-

мают значения σα1

2 = 0,495 и σα2

2 = 0,750 соответственно.
При прямом численном моделировании динамики связанных дио-

дов Пирса существование режима полной синхронизации может быть
показано с помощью интегральной характеристики, усредненной по
промежутку времени T , так называемой ошибки синхронизации, ранее
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вводимой в рассмотрение для сетей элементов с малым числом степе-
ней свободы [128]. В нашем случае, ошибка синхронизации для сети
распределенных элементов может быть записана следующим образом

〈E〉 =
1

T (N − 1)

∑
j>1

t+T∫

t

ej,1(t′) dt′, (8.53)

где

ei,j(t) =

1∫

0

(|ϕi − ϕj | + |ρi − ρj | + |vi − vj |) dx (8.54)

есть мгновенная усредненная по пространству ошибка синхронизации
между состояниями Ui,j(x, t) двух связанных диодов Пирса под номе-
рами i и j из всего множества диодов Пирса сети.

Ошибка синхронизации 〈E〉 для двух взаимно связанно диодов
Пирса для значений управляющего параметра α1=2,858π и α2=2,864π
показана на рис. 8.10, а, б соответственно. Подчеркнем, что значения

параметра связи σ
α1,2

1,2 , при которых происходит разрушение режима
полной синхронизации, находятся в весьма хорошем соответствии со
значениями σ, теоретически рассчитанными методом главного ляпунов-
ского показателя для обоих значений параметра Пирса α1,2.

Рис. 8.10. Зависимость ошибки синхронизации 〈E〉 от параметра связи σ
для двух взаимно связанных диодов Пирса с управляющим параметром
α1 = 2,858π (а) и α2 = 2,864π (б). Границы области устойчивого режима
полной синхронизации, теоретически полученные на основе метода главного

ляпуновского показателя, показаны серыми квадратами

Теперь обратимся к изучению динамики сети, состоящей из 70
диодов Пирса. Топология сети определяется случайно сгенерированной
матрицей коэффициентов связи G (как и раньше, матрица G удовле-
творяет условию диссипативности). Максимальное собственное число
матрицы G принимает значение λ2 = −24,42, минимальное ненулевое
собственное число — λ70 = −46,06. Прямое численное моделирование
показывает, что режим полной синхронизации наблюдается в диа-
пазоне параметра связи σ ∈ (0,0041; 0,0326). Ошибка синхронизации
исследуемой сети показана на рис. 8.11, теоретически рассчитанные
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Та б ли ц а 8.1. Границы режима полной синхронизации сети диодов Пирса

α/π
Теоретический расчет Численное моделирование Ошибка, %

σt
1 σt

2 σn
1 σn

2 δ1 δ2

2,858 0,00740 0,02150 0,00741 0,02145 0,135 0,233

2,859 0,00765 0,02084 0,00768 0,02082 0,295 0,084

2,860 0,00741 0,02171 0,00742 0,02170 0,028 0,024

2,861 0,00614 0,02822 0,00616 0,02822 0,327 0,003

2,862 0,00491 0,02844 0,00493 0,02843 0,328 0,024

2,863 0,00491 0,03105 0,00494 0,03103 0,453 0,061

2,864 0,00414 0,03257 0,00431 0,03251 0,148 0,002

0,2

0,1

0,0

0,00 0,01 0,02 �

E

Рис. 8.11. Зависимость ошиб-
ки синхронизации 〈E〉 от па-
раметра связи σ для сети, со-
стоящей из 70 взаимосвязан-
ных диодов Пирса с парамет-
ром Пирса α2 = 2,864π. Гра-
ницы области устойчивого ре-
жима полной синхронизации,
теоретически полученные на
основе метода главного ляпу-
новского показателя, показа-

ны серыми квадратами

с помощью метода главного ляпунов-
ского показателя границы σ1 = 0,0043
и σ2 = 0,0325 режима полной синхро-
низации, показаны серыми квадратами.
На рис. 8.11 мы ограничиваемся рассмот-
рением зависимости ошибки синхрони-
зации 〈E〉 от параметра связи сети σ
лишь для одного управляющего пара-
метра α2 = 2,864π, поскольку различие
в значениях α1 и α2 параметра Пирса
не оказывает принципиального влияния
на качественный характер зависимости
главного ляпуновского показателя от па-
раметра ν (как было показано на приме-
ре сети из двух элементов, см. рис. 8.9).

В заключение обратим внимание на
точность предложенного подхода к ис-
следованию режима полной синхрониза-
ции сети пространственно распределен-
ных систем пучково-плазменной приро-
ды. В табл. 8.1 представлены границы ре-
жима полной синхронизации для сети из

70 диодов Пирса при различных значениях параметра Пирса α. Гра-
ничные значения σt1,2 и σn1,2 синхронного состояния получены теорети-
ческим расчетом с помощью метода главного ляпуновского показателя
и прямым численным моделированием сети соответственно. Матри-
ца коэффициентов связи G не изменилась. Квадратичная разность

δ1,2 = 2
|σt

1,2 − σn
1,2|

σt
1,2 + σn

1,2

между граничными значениями, рассчитанными дву-

мя способами, показывает весьма хорошее совпадение двух различных
подходов к исследованию полной хаотической синхронизации в се-
ти элементов. Наблюдается замечательное совпадение теоретического
прогноза и результатов численного моделирования сети.
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Заключение
Таким образом, в настоящей главе рассмотрены различные типы

хаотической синхронизации, обсуждены их особенности и методы ди-
агностики. Приведен подход к описанию синхронного поведения ха-
отических систем с позиций синхронизации временных масштабов,
вводимых в рассмотрение с помощью непрерывного вейвлетного преоб-
разования с базовым вейвлетом Морле. Приведены результаты изуче-
ния синхронного поведения гидродинамических моделей диода Пирса,
а также описание синхронного поведения ЛОВ с поперечным полем
с позиций синхронизации временных масштабов. В заключительной
части главы обсуждены вопросы устойчивости синхронного состояния
сети, состоящей из распределенных систем сверхвысокочастотной элек-
троники на примере сети, узлами которой выступают гидродинамиче-
ские модели диода Пирса.
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ОБОБЩЕННАЯ ХАОТИЧЕСКАЯ

СИНХРОНИЗАЦИЯ В ДИАПАЗОНЕ

СВЕРХВЫСОКИХ ЧАСТОТ

А.А.Короновский, А. Е.Храмов, О.И.Москаленко,
П.В.Попов, Р.А.Филатов, А.В. Стародубов,

Б. С.Дмитриев, Ю.Д.Жарков

Обычно обобщенная синхронизация наблюдается при од-
нонаправленной связи, когда одна система (вынуждающая)
действует на другую (вынуждаемую), но обратного воз-
действия нет... Установление обобщенной синхронизации
можно интерпретировать как подавление собственной ди-
намики вынуждаемой системы воздействием со стороны
другой, так что она «подчиняется управлению».

Пиковский A., Розенблюм М., Куртс Ю.
Синхронизация. Фундаментальное нелиней-
ное явление. М.: Техносфера, 2003. С. 196.

Обобщенная хаотическая синхронизация и способы ее диа-
гностики. Обобщенная хаотическая синхронизация в однона-
правленно связанных гидродинамических моделях диода Пирса.
Обобщенная хаотическая синхронизация в системе двух свя-
занных клистронных автогенераторов хаоса. Скрытая переда-
ча информации на основе явления обобщенной синхронизации.

9.1. Обобщенная хаотическая синхронизация
и способы ее диагностики

Одним из вызывающих большой интерес видов синхронного хаоти-
ческого поведения является режим обобщенной синхронизации одно-
направленно связанных хаотических осцилляторов [1–7]. Данный тип
синхронного поведения означает, что между состояниями взаимодей-
ствующих однонаправленно связанных ведущего xd(t) и ведомого xr(t)
хаотических осцилляторов (с непрерывным или дискретным временем),
существует некоторая функциональная зависимость F[·], такая, что



9.1. Обобщенная хаотическая синхронизация и способы диагностики 287

после завершения переходного процесса имеет место установление
функционального соотношения xr(t) = F[xd(t)]. При этом, сам вид
данной зависимости F[·] может быть достаточно сложным, а процедура
нахождения этой зависимости весьма нетривиальна. По виду функци-
ональной зависимости F[·] — гладкой или фрактальной — выделяют
соответственно сильную и слабую обобщенные синхронизации [2].
При этом следует отметить, что в качестве взаимодействующих ос-
цилляторов могут выступать две разные динамические системы, в том
числе и с различной размерностью фазового пространства. Явление
обобщенной синхронизации описано также для распределенных систем
различной природы [8, 9].

К настоящему времени предложено несколько методов для диагно-
стирования режима обобщенной синхронизации между хаотическими
осцилляторами, такиx как метод ближайших соседей [1, 10] или ча-
сто используемый метод вспомогательной системы [4]. Cуть метода
вспомогательной системы сводится к следующему: наряду с ведомой
системой xr(t) рассматривается идентичная ей вспомогательная си-
стема xa(t). Начальные условия для вспомогательной системы xa(t0)
выбираются отличными от начального состояния ведомой системы
xr(t0), однако лежащими в бассейне притяжения того же аттрактора.
В случае отсутствия режима обобщенной синхронизации между взаи-
модействующими системами векторы состояния ведомой xr(t) и вспо-
могательной xa(t) систем принадлежат одному и тому же хаотическому
аттрактору, но являются различными. В том случае, когда имеет место
режим обобщенной синхронизации, в силу выполнения соотношений
xr(t) = F[xd(t)] и, соответственно, xa(t) = F[xd(t)], после завершения
переходного процесса состояния ведомой и вспомогательной систем
должны стать идентичными xr(t) ≡ xa(t). Таким образом, эквивалент-
ность состояний ведомой и вспомогательной систем после переходного
процесса (который может быть достаточно длительным [11]) является
критерием наличия обобщенной синхронизации между ведущим и ве-
домым осцилляторами.

Анализ режима обобщенной синхронизации может быть прове-
ден также с помощью вычисления условных ляпуновских показате-
лей [12, 13]. В этом случае рассчитываются ляпуновские показатели
для ведомой системы, а так как ее поведение зависит от поведе-
ния ведущей системы, то эти ляпуновские показатели отличаются от
ляпуновских показателей автономной ведомой системы и называют-
ся условными. Критерием существования обобщенной синхронизации
в однонаправленно связанных динамических системах является отри-
цательность старшего условного ляпуновского показателя [2, 12]. Сле-
дует также отметить, что для однонаправленно связанных хаотических
осцилляторов режимы полной синхронизации и синхронизации с за-
паздыванием также являются частными случаями режима обобщенной
синхронизации и представляют собой случаи сильной обобщенной син-
хронизации [2].
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Отметим также, что иногда понятие обобщенной синхрониза-
ции используется и для взаимно связанных хаотических осциллято-
ров [14, 15], при этом в качестве условия существования обобщенной
синхронизации по-прежнему выступает условие существования функ-
циональной взаимосвязи между векторами состояний связанных хао-
тических осцилляторов x1(t) = F[x2(t)]. В частности, режим синхро-
низации с запаздыванием во взаимно связанных осцилляторах может
рассматриваться как режим обобщенной синхронизации, поскольку
в данном случае необходимое соотношение имеет вид x1(t) = x2(t− τ).

Остановимся, следуя работам [16–18], на механизмах, приводящих
к установлению режима обобщенной хаотической синхронизации. Для
этого рассмотрим поведение двух однонаправленно связанных хаоти-
ческих осцилляторов

ẋd = H(xd,gd),
ẋr = G(xr ,gr) + εP(xd,xr),

(9.1)

где xd,r — векторы состояний ведущей и ведомой систем соответ-
ственно; H и G определяют векторное поле рассматриваемых систем;
gd и gr являются векторами параметров, слагаемое P отвечает за
однонаправленную связь между системами, а параметр ε определяет
силу связи между ними.

Если размерности фазовых пространств ведущей и ведомой систем
равны Nd и Nr, то поведение однонаправленно связанных хаотических
осцилляторов (9.1) может быть охарактеризовано с помощью спектра
ляпуновских показателей λ1 � λ2 � ... � λNd+Nr . В силу независимо-
сти поведения ведущей системы от состояния ведомого осциллятора,
спектр ляпуновских показателей может быть разделен на две части:
ляпуновские показатели ведущей системы λd1 � ... � λdNd

и условные
ляпуновские показатели λr1 � ... � λrNr

. Как уже говорилось выше, кри-
терием возникновения обобщенной синхронизации служит смена знака
с «плюса» на «минус» старшего условного ляпуновского показателя λr1.

Как правило, режим обобщенной синхронизации рассматривается
для двух идентичных хаотических осцилляторов со слегка различа-
ющимися параметрами, связанных однонаправленной диссипативной
связью. Поэтому начнем рассмотрение именно с этого случая. Дру-
гие типы связи, а также ситуации, когда обобщенная синхронизация
наблюдается в различных динамических системах будут рассмотрены
чуть далее. В случае одинаковых связанных систем с диссипативной
однонаправленной связью размерности фазовых пространств ведущей
и ведомой систем равны друг другу (Nd = Nr = N ), а уравнения (9.1)
могут быть переписаны в виде

ẋd = H(xd,gd),
ẋr = H(xr,gr) + εA(xd − xr),

(9.2)
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где A = {δij} — матрица связи; ε — скалярный параметр, характери-

зующий силу связи; δii = 0 или 1, δij = 0 (i 
= j).
Рассмотрим ведомую систему xr(t) как некоторую неавтономную

модифицированную систему

ẋm = H′(xm,gr, ε) (9.3)

под внешним воздействием εAx(t)

ẋm = H′(xm,gr, ε) + εAxd, (9.4)

где
H′(x,g) = H(x,g) − εAx. (9.5)

Следует обратить внимание, что слагаемое (−εAx) фактически вносит
дополнительную диссипацию в модифицированную систему (9.3). Дей-
ствительно, сжатие фазового объема в фазовом пространстве харак-
теризуется дивергенцией векторного поля. Очевидно, что дивергенция
векторного поля модифицированной системы и дивергенция векторного
поля ведомой системы связаны друг с другом соотношением

div H′ = div H− ε

N∑
i=1

δii (9.6)

(где N — размерность фазового пространства модифицированной си-
стемы). Таким образом, диссипация в модифицированной системе ока-
зывается больше, чем в ведомой. При этом величина диссипации на-
растает с увеличением параметра связи ε.

Очевидно, что режим обобщенной синхронизации, возникающий
в системе (9.2) при увеличении параметра связи ε, может быть рас-
смотрен как следствие двух взаимосвязанных процессов, протекающих
одновременно. Первый из этих процессов — увеличение диссипации
в модифицированной системе (9.3), а второй — возрастание амплитуды
внешнего сигнала. Понятно, что оба процесса связаны друг с другом
посредством параметра ε и не могут быть реализованы в ведомой
системе (9.2) независимо друг от друга. Тем не менее, для лучшего
понимания механизмов, приводящих к возникновению режима обоб-
щенной синхронизации, рассмотрим сначала оба этих процесса неза-
висимо друг от друга. Начнем рассмотрение с изучения автономного
поведения модифицированной системы (9.3).

Для рассматриваемой модифицированной системы величина ε вы-
ступает в качестве параметра диссипации. Когда ε равна нулю, поведе-
ние модифицированной системы xm(t) полностью совпадает с поведе-
нием ведомой системы xr(t) в отсутствиe связи. С увеличением пара-
метра диссипации ε динамика модифицированной системы (9.3) долж-
на упрощаться. Вследствие этого модифицированная система xm(t)
должна совершать переход от хаотических колебаний к регулярным

10 Нестационарные и хаотические процессы
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(периодическим), и, может быть (в случае большого значения парамет-
ра диссипации), — даже к стационарному состоянию. В этом случае
один из ляпуновских показателей модифицированной системы λm0 яв-
ляется нулевым (или отрицательным в случае, если в модифицирован-
ной системе (9.3) реализуется стационарное состояние), а все осталь-
ные ляпуновские показатели отрицательны (0 > λm1 � ... � λmN−1). В то
же самое время, следует отметить, что спектр ляпуновских показате-
лей модифицированной системы (9.3) отличается от условных ляпунов-
ских показателей λr1 � ... � λrN ведомой системы (9.2), так как, в от-
личие от модифицированной системы, спектр условных ляпуновских
показателей определяется не только поведением ведомой, но также
и динамикой ведущей системы (9.2). Соответственно, рассматривая
только спектр ляпуновских показателей модифицированной системы,
нельзя сделать вывод о существовании режима обобщенной синхрони-
зации в исходной системе (9.2) однонаправленно связанных хаотиче-
ских осцилляторов.

Внешний же сигнал в соотношении (9.4), наоборот, стремится навя-
зать хаотическую динамику ведущей системы xd(t) модифицированной
системе xm(t), и, соответственно, усложнить динамику последней.
Понятно, что режим обобщенной синхронизации может существовать
только в том случае, если собственная хаотическая динамика мо-
дифицированной системы xm(t) будет подавлена за счет увеличения
диссипации. Очевидно, что только при выполнении этого условия
текущее состояние модифицированной системы xm(t) будет опреде-
ляться внешним сигналом, то есть будет выполняться соотношение
xm(t) = F[xd(t)]. В соответствии с соотношением (9.4) функциональ-
ное соотношение xr(t) = F[xd(t)] также будет справедливым, что соот-
ветствует режиму обобщенной синхронизации.

Итак, возникновение режима обобщенной синхронизации в рас-
сматриваемой системе (9.2) возможно только для таких значений пара-
метра ε, при которых модифицированная система (9.3) демонстрирует
периодические колебания или переходит в стационарный режим. B то
же самое время хорошо известно, что даже периодическое внешнее
воздействие может привести к возникновению хаотической динами-
ки в системе, демонстрирующей периодическое поведение. Поэтому
установившийся регулярный режим должен быть достаточно устойчив,
чтобы внешнее воздействие не могло возбудить собственную хаотиче-
скую динамику модифицированной системы xm(t), и, соответственно,
разность значений параметров связи ε = εGS (момент возникновения
режима обобщенной синхронизации) и ε = εp (точка перехода к пе-
риодическим колебаниям в модифицированной системе) может быть
достаточно большой.

В режиме обобщенной синхронизации (ε > εGS) амплитуда внешне-
го воздействия оказывается относительно малой по сравнению с ампли-
тудой периодических колебаний в модифицированной системе xm(t)
(в том случае, если имеют место регулярные колебания). Соответствен-
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но, режим обобщенной синхронизации может в данном случае рассмат-
риваться как слабое внешнее хаотическое возмущение периодической
динамики.

Аналогичный вывод можно сделать и в случае, когда при достаточ-
но больших значениях параметра ε в модифицированной системе xm(t)
устанавливается стационарный режим. B этом случае режим обобщен-
ной синхронизации является, фактически, хаотическим возмущением
стационарного состояния. Иными словами, поведение системы являет-
ся переходным процессом, который стремится закончиться стационар-
ным состоянием, возмущаемым внешним хаотическим воздействием.
B том случае, если управляющие параметры gd,r рассматриваемых
ведущей и ведомой систем различаются незначительно, а величина
параметра ε достаточно большая, переходной процесс будет достаточно
быстрым, и соответственно в фазовом пространстве модифицированной
системы xm(t) изображающая точка будет следовать за возмущенным
«стационарным состоянием» с некоторым малым запаздыванием τ , что
соответствует режиму синхронизации с запаздыванием.

Развитый подход к объяснению явления обобщенной синхрониза-
ции, основанный на рассмотрении динамики модифицированной систе-
мы, позволяет объяснить известный факт [6, 19] (см. также раздел 9.2),
что порог возникновения режима обобщенной синхронизации в ряде
случаев практически не зависит от величины расстройки значений
управляющих параметров связанных хаотических осцилляторов, из-
меняющейся в достаточно широких пределах. Из приведенного рас-
смотрения следует, что устойчивость периодического режима (наличие
которого необходимо для возникновения обобщенной синхронизации)
обусловлена, прежде всего, свойствами самой модифицированной си-
стемы xm(t). Поэтому величина εGS, соответствующая моменту воз-
никновения режима обобщенной синхронизации, слабо зависит от ве-
личины расстройки управляющих параметров.

В то же самое время значение управляющего параметра εGS, при
котором возникает режим обобщенной синхронизации, как правило, не
совпадает с точками бифуркаций в модифицированной системе (см.,
например, [18]). Причиной такого несоответствия является внешнее
воздействие со стороны ведущей системы, поскольку даже гармониче-
ское внешнее воздействие может возбуждать хаотические колебания
в системах с периодической динамикой. Соответственно, в этом слу-
чае бифуркационные точки модифицированной системы под внешним
воздействием будут сдвинуты в сторону бóльших значений параметра
ε по сравнению с автономной динамикой модифицированной системы.
Очевидно, что в этом случае момент возникновения режима обобщен-
ной синхронизации не будет совпадать с бифуркационными точками
автономной модифицированной системы.

Обсудим теперь вопрос о механизмах возникновения обобщенной
синхронизации в случае однонаправленно связанных различных ди-
намических систем либо в случае недиссипативной связи. Известно

10*
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несколько примеров таких систем [2, 4]. Очевидно, что если тип связи
диссипативный, то различие ведущей и ведомой систем не играют
значительной роли, а соответственно, все вышеизложенное остается
справедливым и в этом случае. B то же самое время, если однона-
правленная связь не является диссипативной, то использовать подход
модифицированной системы не представляется возможным.

Оказывается, что в случае недиссипативной связи между системами
(как, например, в случае двух связанных клистронных автогенераторов
хаоса, рассмотренных далее в разделе 9.3) величина внешнего сигнала,
воздействующего на ведомую систему со стороны ведущей, оказывает-
ся сопоставимой c амплитудой собственных колебаний в системе или
даже превосходит ее в несколько раз. Очевидно, что внешняя сила
перемещает изображающую точку в фазовом пространстве ведомой
системы в области с сильной сходимостью фазовых траекторий, в ре-
зультате чего собственная хаотическая динамика системы оказывается
подавленной и возникает режим обобщенной синхронизации.

Таким образом, можно выделить два схожих механизма, приво-
дящих к установлению режима обобщенной синхронизации, в осно-
ве которых лежит подавление собственных хаотических колебаний
с помощью дополнительного введения диссипации. Это осуществляет-
ся с помощью введения дополнительного диссипативного слагаемого,
либо смещением изображающей точки системы в области фазового
пространства с сильной сходимостью фазовых траекторий. Рассмотрим
теперь особенности возникновения режима обобщенной хаотической
синхронизации в системах сверхвысокочастотной электроники и нач-
нем рассмотрение с уже хорошо известной читателю гидродинамиче-
ской модели диода Пирса.

9.2. Обобщенная хаотическая синхронизация
в однонаправленно связанных гидродинамических

моделях диода Пирса
Настоящий раздел посвящен изучению явления обобщенной син-

хронизации в однонаправленно связанных пучково-плазменных систе-
мах СВЧ электроники. Как и в разделе 8.3, в качестве рассматриваемой
системы снова обратимся к связанным диодам Пирса в гидродинами-
ческом приближении (подробнее о модели см. главу 2). Напомним вид
уравнений, описывающих эту классическую модель сверхвысокочастот-
ной электроники:

∂2ϕ1,2

∂x2
= α2

1,2(ρ1,2 − 1), (9.7)

∂ρ1,2
∂t

= −∂(ρ1,2v1,2)
∂x

, (9.8)

∂v1,2
∂t

= −v1,2 ∂v1,2
∂x1,2

+
∂ϕ1,2

∂x
, (9.9)
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с граничными условиями:

v1,2(0, t) = 1, ρ1,2(0, t) = 1, ϕ1,2(0, t) = 0, (9.10)

где индексы «1» и «2» относятся к первой и второй пучково-плазмен-
ным системам соответственно.

Граничные условия для системы гидродинамических уравнений
(9.7)–(9.9), описывающих динамику связанных диодов Пирса в случае
однонаправленной связи, запишутся следующим образом:{

ϕ1(1, t) = 0,

ϕ2(1, t) = ε(ρ2(x = 1, t) − ρ1(x = 1, t)),
(9.11)

где первая «1» (ведущая) система находится в режиме автономных
колебаний, воздействуя на вторую «2» (ведомую) систему.

Для диагностики режима обобщенной синхронизации нами будет
использован метод вспомогательной системы и расчет максимальной
условной ляпуновской экспоненты, описанные выше в разделе 9.1.

Начнем изучение обобщенной хаотической синхронизации в одно-
направленно связанных диодах Пирса с метода вспомогательной си-
стемы [4]. B этом случае для диагностики обобщенной хаотической
синхронизации одновременно с численным интегрированием ведущей
и ведомой систем диодов Пирса решается дополнительная система
уравнений (9.7)–(9.9) с граничными условиями (9.10), (9.11), так на-
зываемая — вспомогательная система (ρa(x, t), va(x, t), ϕa(x, t)). При
численном интегрировании связанных диодов Пирса ρ1,2(x, t), v1,2(x, t),
ϕ1,2(x, t) и вспомогательной системы ρa(x, t), va(x, t), ϕa(x, t) значение
управляющего параметра Пирса во вспомогательной системе выбира-
ется равным значению управляющего параметра в ведомой системе, но
начальные условия вспомогательной системы выбираются отличными
от начальных условий в ведомом диоде Пирса. При этом для анализа
возникновения режима обобщенной синхронизации удобно построить
разность колебаний |ρ2(x, t) − ρa(x, t)| в ведомой (ρ2(x, t)) и вспомо-
гательной (ρa(x, t)) системах во всем пространстве взаимодействия.
Результаты численного моделирования динамики однонаправленно свя-
занных диодов Пирса с помощью метода вспомогательной системы
представлены на рис. 9.1, из которого видно, что при малых значениях
параметра связи колебания плотности заряда в ведомой и вспомога-
тельной системах остаются различными по всему пространству взаи-
модействия (рис. 9.1, а), а при достаточно больших значениях ε коле-
бания в ведомой и вспомогательной системах становятся идентичными
(рис. 9.1, б), т. е. в связанных системах возникает режим обобщенной
синхронизации.

Полученные с помощью метода вспомогательной системы результа-
ты были подтверждены с помощью расчета старшего условного ляпу-
новского показателя λ [2, 12]. Напомним, что под условными ляпунов-
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Рис. 9.1. Пространственно-временнáя эволюция разности состояний (величин
плотности пространственного заряда) ведомой и вспомогательной пучково-
плазменных систем |ρ2(x, t) − ρa(x, t)|. а) ε = 0,05, отсутствие режима обоб-
щенной хаотической синхронизации; б) ε = 0,2, режим обобщенной хаотиче-
ской синхронизации: после переходного процесса в ведомой и вспомогательной
системах устанавливаются одинаковые пространственно-временны́е состояния

скими показателями понимают ляпуновские показатели ведомой систе-
мы. B том случае, когда старший условный ляпуновский показатель
становится отрицательным, говорят о наступлении режима обобщен-
ной синхронизации. Численный расчет старшего условного простран-
ственного ляпуновского показателя осуществлялся модифицированным
методом Бенеттина, адаптированным для анализа распределенной си-
стемы (подробное описание см. в главе 7, разд. 7.4).

На рис. 9.2 приводится соответствующая зависимость старшего
условного ляпуновского показателя λ от величины параметра связи
при значениях параметров α1 = 2,858π и α2 = 2,862π. Можно видеть,
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Рис. 9.2. Зависимость максимальной условной ляпуновской экспоненты от
параметра связи ε для значений параметров Пирса ведомой и ведущей систем:
α1 = 2,858π и α2 = 2,862π. Стрелкой отмечено значение параметра связи, при

котором в системе устанавливается режим обобщенной синхронизации

что при определенной величине параметра связи ε = εGS (отмечено
стрелкой на рис. 9.2) в распределенной пучково-плазменной системе
устанавливается режим обобщенной хаотической синхронизации, кото-
рый характеризуется тем, что значение старшей условной ляпуновской
экспоненты становится меньше нуля λmax < 0.

Рассмотрим возможность возникновения режима обобщенной син-
хронизации при неидентичных управляющих параметрах ведомой и ве-
дущей систем диодов Пирса. Зафиксируем управляющий параметр
одной системы и, меняя параметр Пирса другой, построим зависимо-
сти порога возникновения режима обобщенной синхронизации εGS от
величины неидентичности между системами. На рис. 9.3, а данная за-
висимость построена для фиксированного значения параметра ведущей
системы α1. Наглядно видно, что с увеличением параметра ведомой си-
стемы (иными словами, с переходом ведомой системы в область более
простых, слабохаотических колебаний, подробнее см. главу 2) порог
возникновения обобщенной синхронизации снижается. На рис. 9.3, б
величина порога εGS обобщенной синхронизации построена при фик-
сированном значении управляющего параметра α2 ведомой системы
при изменении параметра α1 ведущей. Можно видеть, что при малых
расстройках между ведущей и ведомой системами величина порога
режима обобщенной синхронизации слабо зависит от параметров ве-
дущей системы. Таким образом, в распределенной пучково-плазменной
системе с увеличением параметра связи наблюдается установление
режима обобщенной синхронизации.

Обратимся к анализу механизма возникновения обобщенной син-
хронизации в связанных распределенных пучково-плазменных систе-
мах с помощью метода модифицированной системы, весьма подробно
описанного в разделе 9.1. Этот метод даст нам возможность выявить
механизмы установления режима обобщенной синхронизации в одно-
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Рис. 9.3. Зависимость порога возникновения обобщенной хаотической синхро-
низации от параметра ведущей α2 (a) и ведомой α1 (б) распределенных систем

(для фиксированных значений параметра α: 1 — 2,859π; 2 — 2,862π)

направленно связанных хаотических распределенных системах СВЧ
электроники. Для применения данного метода необходимо рассмотреть
динамику автономной модифицированной ведомой системы с учетом
введения в систему однонаправленной связи. B нашем случае авто-
номная модифицированная распределенная система будет описываться
уравнениями (9.7)–(9.9) при следующих граничных условиях для по-
тенциала: {

ϕm(0, t) = 0,

ϕm(1, t) = ερm(1, t).
(9.12)

В таком виде модифицированная распределенная система
(9.7)–(9.9) может рассматриваться как гидродинамическая модель
диода Пирса с подключенной к нему цепью обратной связи. Подобная
система была достаточно подробно рассмотрена в работах [20, 21],
где исследовалось влияние внешней обратной связи на хаотические
колебания в диоде Пирса. B приведенных статьях показано, что
с увеличением коэффициента обратной связи (в нашем случае пара-
метра ε модифицированной системы) в гидродинамической модели
диода Пирса наблюдается переход от хаотической динамики к перио-
дическим колебаниям через каскад бифуркаций удвоения периода.

Как упоминалось выше (см. 9.1 или, например, [18]), условием
возникновения режима обобщенной синхронизации является возникно-
вение в модифицированной системе регулярных колебаний или стацио-
нарных состояний. Таким образом, учитывая результаты работ [20, 21],
можно утверждать, что при рассмотрении обобщенной синхронизации
хаотических колебаний в гидродинамической модели диода Пирса ре-
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ализуется аналогичный механизм установления обобщенной синхро-
низации с переходом ведомой системы в режим периодических коле-

Рис. 9.4. Бифуркационные диаграммы
колебаний плотности пространственно-
го заряда в модифицированной системе
в случае автономной динамики (a) и под
внешним гармоническим воздействием
(б). Параметр Пирса модифицированной

системы αm = 2,862π

баний, однако, в исследуемом
случае он определяется не вве-
дением в систему дополнитель-
ной диссипации, а перестрой-
кой режимов колебаний в моди-
фицированной системе за счет
подключения некоторой обрат-
ной связи.

Описанное явление иллю-
стрирует рис. 9.4, а, на кото-
ром показана бифуркационная
диаграмма колебаний плотно-
сти пространственного заряда
в диоде Пирса с обратной свя-
зью (регистрируемая в точке
пространства системы x = 0,2),
при изменении параметра ε.
Из бифуркационной диаграммы
видно, что с увеличением пара-
метра связи колебания в моди-
фицированной системе стано-
вятся периодическими и далее
наблюдается установление ста-
ционарного состояния. Однако
значение параметра связи, при
котором в модифицированной
системе имеет место установле-
ние периодических колебаний,
существенно меньше порогово-
го значения εGS, при котором
возникает режим обобщенной синхронизации. Это связано с тем,
что для нахождения порога обобщенной синхронизации необходимо
рассматривать модифицированную систему под внешним воздействи-
ем (см. 9.1) ведущей системы. В этом случае внешнее воздействие
приводит к увеличению значения параметра ε, при котором имеет место
возникновение периодических колебаний. B простейшем случае такое
внешнее воздействие можно задать гармоническим, его частота и ам-
плитуда должны соответствовать основной базовой частоте в спектре
мощности ведущей хаотической системы.

Итак, изменим граничные условия (9.12) для модифицированной
системы (9.7)–(9.9), добавив в них внешний гармонический сигнал:{

ϕm(0, t) = 0,

ϕm(1, t) = ερr(1, t) − εA cos(2πf0t),
(9.13)
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где A = 0,78 и f0 = 1,0 выбраны таким образом, чтобы моделировать
основной пик в спектре мощности ведущей системы.

На рис. 9.4, б показана бифуркационная диаграмма колебаний в ди-
оде Пирса для данного случая. Видно, что бифуркационные точки
для модифицированной системы с внешним воздействием сдвигают-
ся в сторону больших значений ε, относительно автономного случая
(рис. 9.4, а), при этом в системе при бóльших значениях коэффициента
обратной связи ε наблюдаются не периодические, а двухчастотные
колебания с несоизмеримыми временными масштабами (квазипериоди-
ческие регулярные колебания), что хорошо видно из бифуркационной
диаграммы. Поэтому значение параметра, при котором возникает обоб-
щенная синхронизация, принимает бóльшие значения по сравнению со
значением параметра ε, при котором в автономной модифицированной
системе наблюдается переход от хаотических колебаний к периодиче-
ской динамике.

Таким образом, было рассмотрено явление обобщенной синхро-
низации в однонаправленно связанных пучково-плазменных системах
со сверхкритическим током на примере гидродинамических моделей
диодов Пирса. Найдены пороги возникновения обобщенной синхро-
низации и исследован сценарий перехода от асинхронной динамики
к режиму обобщенной синхронизации.

9.3. Обобщенная хаотическая синхронизация
в системе двух связанных клистронных

автогенераторов хаоса
Следует отметить, что почти все исследования хаотической синхро-

низации в электронно-волновых системах сверхвысокочастотной элек-
троники в подавляющем большинстве своем являются численными.
В качестве исключения можно отметить, пожалуй, лишь работы по
наблюдению частотной синхронизации в таких системах, когда удается
пронаблюдать захват основной частоты спектра (см., например, [22]).
Экспериментальные же исследования различных типов хаотической
синхронизации в системах сверхвысокочастотной электроники на се-
годняшний день практически отсутствуют. Прежде всего, это связано
как с техническими, так и концептуальными трудностями наблюдения
различных типов хаотической синхронизации в диапазоне сверхвысо-
ких частот.

В настоящем разделе описан, пожалуй, первый и пока единствен-
ный эксперимент по наблюдению режима обобщенной хаотической
синхронизации для систем сверхвысокочастотной электроники. Экс-
периментальные исследования явления обобщенной хаотической син-
хронизации проводились на примере системы двух однонаправлено
связанных промышленных пятирезонаторных пролетных клистронных
усилителей КУ-134Е. B клистронных усилителях использованы двух-
зазорные объемные резонаторы, работающие на противофазном виде
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Рис. 9.5. Схема экспериментальной установки по наблюдению режима обоб-
щенной хаотической синхронизации в двух однонаправленно связанных кли-

стронных генераторах хаоса

колебаний. По конструкции и техническим данным клистронные уси-
лители почти идентичны. Принципиальная схема экспериментальной
установки приведена на рис. 9.5. Один из клистронных генераторов ис-
пользовался как ведущий, другой — как ведомый. Основные управля-
ющие параметры генераторов были следующими: собственная частота

ведущего клистронного генератора fd0 = 2800 МГц, значение ускоряю-

щего напряжения V d0 = 2100 В, постоянный ток пучка Id0 = 52 мА. Для
введения расстройки между генераторами управляющие параметры
для ведомого клистронного генератора устанавливались следующими:

f r0 = 2795 МГц, V r0 = 1898 В, Ir0 = 50 мА. При указанных значениях
управляющих параметров используемые генераторы находились в ре-
жиме генерации хаотического сигнала. В линию связи между гене-
раторами был включен поляризационный аттенюатор для регулировки
мощности подаваемого на ведомый генератор сигнала, или другими
словами, для изменения величины связи между генераторами. Для
предотвращения влияния ведомого генератора на ведущий в линию
связи был введен ферритовый вентиль.

Как уже отмечалось выше (см. раздел 9.1), наличие режима обоб-
щенной хаотической синхронизации между ведущим xd(t) и ведо-
мым xr(t) генераторами означает, что после завершения переходно-
го процесса имеет место установление функционального соотношения
xr(t) = F[xd(t)]. К сожалению, ни один из вышеперечисленных в разде-
ле 9.1 способов диагностики наличия режима обобщенной хаотической
синхронизации не может быть использован для генераторов, работаю-
щих в сверхвысокочастотном диапазоне. Действительно, метод вспо-
могательной системы, хорошо себя зарекомендовавший в подобного
рода исследованиях, требует наличия двух идентичных генераторов —
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ведомого и вспомогательного. Понятно, что этот способ может быть
с легкостью использован при численном моделировании поведения
систем; возникающие сложности удается преодолеть при проведении
экспериментов с низкочастотными хаотическими генераторами (см.,
например, [23]), когда удается создать два практически одинаковых ге-
нератора. Однако создание двух абсолютно идентичных сверхвысоко-
частотных генераторов на сегодняшний день представляется совершен-
но непосильной задачей. Точно также на данный момент труднодоступ-
ным является получение длительных записей временных реализаций
систем, генерирующих колебания в сверхвысокочастотном диапазоне,
а следовательно, затруднительно использовать и метод ближайших
соседей, и расчет старшей условной ляпуновской экспоненты [24].
Вследствие этого необходим принципиально новый метод диагностики
режима обобщенной хаотической синхронизации, который мог бы быть
использован для систем сверхвысокочастотного диапазона.

Одной из важнейших характеристик поведения систем является
фурье-спектр колебаний. B настоящее время хорошо известно, что
использование фурье-спектров при изучении хаотической синхрониза-
ции может оказаться весьма полезным и эффективным [25, 26]. По-
скольку при установлении режима обобщенной хаотической синхро-
низации кардинальным образом перестраивается динамика ведомой
системы [18], можно ожидать, что эти изменения будут находить свое
отражение и в спектрах мощности колебаний. Кроме этого, работа
со спектром мощности на сверхвысоких частотах не представляет
значительной трудности, в отличие, например, от получения длитель-
ных записей временных реализаций. В описываемом эксперименте
для работы со спектрами использовался цифровой спектроанализатор
ESA-E Series E4402B (Agilent Technologies), связанный с компьютером.
Экспериментально полученные спектры автономных ведущего и ведо-
мого клистронных генераторов приведены на рис. 9.6.

Для того, чтобы зафиксировать качественные изменения в спектре
мощности ведомого генератора, происходящие с увеличением парамет-

Рис. 9.6. Экспериментально полученные спектры колебаний (а) ведущего и (б)
ведомого генераторов, находящихся в автономном режиме генерации
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ра связи ε = 10−Γ/20 (где Γ — коэффициент ослабления связующего
волновода), была использована следующая характеристика

σ(ε) =
1

P d

∞∫

0

(
∂Sr(f , ε)

∂ε

)2

df , (9.14)

где P d =

∞∫

0

Sd(f) df — полная мощность колебаний ведущего генера-

тора и Sr(f , ε) — спектр мощности ведомого генератора, полученный
при фиксированной величине параметра связи ε.

Производная ∂Sr(f , ε)/∂ε характеризует изменения спектра мощно-
сти Sr(f , ε) ведомой системы, происходящие при варьировании пара-
метра связи ε. До тех пор, пока не произошли значительные изменения
в динамике ведомой системы, характеристика σ(ε) изменяется незна-
чительно при малых изменения величины параметра связи. Поскольку
возникновение режима обобщенной хаотической синхронизации озна-
чает значительную перестройку поведения ведомой системы [1, 18],
величина ε также должна претерпевать значительные изменения, как
только между ведущим и ведомым генераторами устанавливается ре-
жим обобщенной синхронизации.

Поскольку спектры мощности, полученные в ходе эксперименталь-
ных исследований, представлены в виде дискретных данных, интеграл
в соотношении (9.14) должен быть заменен на сумму. Соответственно,
после такой замены соотношение (9.14) примет вид

σ(ε) =
1

Δε2P d

N∑
i=0

(〈Sr(fi, ε)〉 − 〈Sr(fi, ε− Δε)〉)2 , (9.15)

где P d =
N∑
i=1

〈(Sd(fi))2〉, N = 213 — число спектральных компонент

в дискретном представлении спектра мощности, получаемом с помо-
щью спектроанализатора, 〈·〉 означает усреднение по ансамблю на-
блюдений. B описываемом эксперименте усреднение проводилось по
результатам 16 измерений.

Экспериментально полученная характеристика σ(ε) приведена на
рис. 9.7. Из рисунка видно, что величина σ(ε) практически монотонно
уменьшается с ростом параметра связи ε до тех пор, пока при значении
ε ≈ 0,8 не наблюдается отчетливо выраженный пик, свидетельствую-
щий о значительной трансформации спектра мощности ведомой систе-
мы, и, соответственно, о серьезном изменении ее динамики.

Тем не менее, необходимо убедиться, что наблюдаемый пик на
зависимости σ(ε) действительно соответствует порогу возникновения
режима обобщенной хаотической синхронизации. С этой целью, парал-
лельно с экспериментальными исследованиями, было проведено чис-
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Рис. 9.7. Зависимости σ(ε), полученные экспериментально (точки показаны
символами •) и численно (�). Величина параметра связи ε = 1 соответствует
максимально возможному значению, соответствующему полной передаче (без

ослабления) сигнала ведущего генератора в ведомую систему

ленное моделирование простой модели двух однонаправленно связан-
ных клистронных генератора хаоса с петлей обратной связи. Поскольку
поведение автономных клистронных генераторов находится в хорошем
соответствии с результатами численного моделирования [27], можно
ожидать, что подобное же соответствие будет иметь место и для двух
однонаправленно связанных генераторов.

Кратко опишем используемую модель системы однонаправленно
связанных клистронных генераторов хаоса с запаздывающей обратной
связью. Следуя работам [27–29], поведение ведущего и ведомого авто-
генераторов описывается следующей системой уравнений:

Ḟ d1 (τ) + γdF d1 (τ) = γdF d2 (τ − Δτ),

Ḟ d2 (τ) + γdF d2 (τ) = −2iαd e−iψ J1(|F d1 (τ)|) F
d
1 (τ)

|F d1 (τ)| ,

Ḟ r1 (τ) + γrF r1 (τ) = γr(F r2 (τ − Δτ) + εF d2 (τ)),

Ḟ r2 (τ) + γrF r2 (τ) = −2iαr e−iψ J1(|F r1 (τ)|) F
r
1 (τ)

|F r1 (τ)| ,

(9.16)

где величины с индексом «d» относятся к ведущей, а с индексом
«r» — ведомой системам; F1(τ) и F2(τ) — нормированные медлен-
но меняющиеся комплексные амплитуды колебаний напряжения на
зазорах соответственно входного и выходного резонаторов; J1(·) —
функция Бесселя первого рода первого порядка; τ — безразмерное
время; Δτ = 1 — безразмерное время задержки в цепи обратной связи;
α — параметр возбуждения резонатора, имеющий смысл произведения
коэффициента усиления на глубину обратной связи; ψ — полный набег
фазы за время распространения сигнала по петле обратной связи; γ —
параметр затухания; ε — параметр связи, характеризующий затухание
в цепи связи между ведущим и ведомым автогенераторами. Значе-
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ния управляющих параметров были выбраны следующими: αr = 10,9,

αd = 15,4, ψ = 0,4875π, γr = 1,0, γd = 1,41 [27]. При данных значениях
управляющих параметров используемые модели клистронных автоге-
нераторов в автономном режиме (ε = 0) демонстрировали хаотическое
поведение. Численное решение вышеприведенной системы проводилось
с помощью одношагового метода Эйлера: шаг по времени выбирался
равным t = 0,001.

Зависимость σ(ε), полученная по результатам численного модели-
рования системы (9.16), показана на рис. 9.7. Из рисунка видно, что
и в этом случае на зависимости σ(ε) существует отчетливо выражен-
ный пик, точно так же как и в случае кривой σ(ε), полученной экс-
периментально, причем имеет место хорошее соответствие результатов
экспериментального исследования и численного моделирования. Для
определения порога диагностики явления обобщенной синхронизации
при численном моделировании системы (9.16) можно использовать
метод вспомогательной системы. Учитывая особенности исследуемой
системы, приведем более детальное описание применения этого метода.

Будем характеризовать состояние клистронного автогенератора ве-
личиной безразмерной комплексной амплитуды колебаний напряжения
на зазоре выходного резонатора, другими словами — амплитудой вы-
ходного сигнала F2(τ). Режим обобщенной синхронизации означает,
что величины амплитуд выходного сигнала с ведущего F d2 (τ) и ведо-
мого F r2 (τ) автогенераторов находятся в функциональной зависимости
G[·], такой, что после завершения переходного процесса имеет место

установление функционального соотношения F r2 (τ) = G[F d2 (τ)]. Метод
вспомогательной системы, учитывая особенности исследуемой системы
(9.16), заключается в следующем [4]: наряду с ведомым автогенера-
тором рассматривается идентичная ему вспомогательная система —
вспомогательный автогенератор, начальные условия для которого за-
даются отличными от начального состояния ведомого автогенератора.
Обозначим F a2 (τ) величину амплитуды колебаний выходного сигнала
вспомогательного автогенератора. В случае отсутствия режима обоб-
щенной синхронизации между взаимодействующими автогенераторами

системы F r2 (τ) и F a2 (τ) являются различными. В режиме обобщенной
синхронизации, в силу выполнения соотношений F r2 (τ) = G[F d2 (τ)]
и F a2 (τ) = G[F d2 (τ)], после завершения переходного процесса данные

величины должны стать идентичными F r2 (τ) ≡ F a2 (τ). Таким образом,
эквивалентность состояний, а именно амплитуд колебаний напряжения
на зазорах выходных резонаторов ведомого и вспомогательного автоге-
нераторов после переходного процесса (который может быть достаточно
длительным [11]), является критерием наличия обобщенной синхрони-
зации. Наглядней всего это можно проиллюстрировать на плоскости

(|F r2 (τ)|, |F a2 (τ)|), на которой при наличии явления обобщенной синхро-

низации будет наблюдаться прямая линия, соответствующая диагонали
этой плоскости.



304 Гл. 9. Хаотическая синхронизация в диапазоне сверхвысоких частот

Для диагностики обобщенной синхронизации при проведении чис-
ленного моделирования хаотический сигнал с ведущего автогенератора
подавался одновременно на ведомый автогенератор, который в авто-
номном режиме также демонстрировал хаотическое поведение, и на
вспомогательную систему. B ходе численного моделирования изменя-
лось значение параметра связи ε между автогенераторами и отслежи-
валось соотношение между состояниями ведомого и вспомогательного
автогенераторов. Было установлено, что при параметре связи ε ≈ 0,91
в исследуемой системе наблюдается эквивалентность состояний во
времени ведомой и вспомогательной систем. Последнее, как было
отмечено выше, служит критерием наступления режима обобщенной
синхронизации в исследуемой системе [4]. На рис. 9.8 слева приведены
спектры, построенные по временным реализациям ведущего и ведомо-

го автогенераторов, а справа — вид плоскости (|F r2 (τ)|, |F a2 (τ)|) при

различных значениях параметра связи ε. Рисунки 9.8,а, б построены
при ε = 0,0 — автономный режим работы ведомого и вспомогатель-
ного автогенераторов. На рис. 9.8, в, г приведены спектры и плоскость

(|F r2 (τ)|, |F a2 (τ)|) при ε = 0,89. Состояния ведомого и вспомогательного

автогенераторов все еще различны. В спектре ведомого автогенератора
стали проявляться частотные компоненты на частотах ведущего авто-
генератора. Другими словами, можно сказать, что наблюдается режим
частотной синхронизации между ведомым и ведущим автогенератора-
ми. При ε ≈ 0,93 (рис. 9.8, д, е) состояния ведомого и вспомогательного
автогенераторов являются эквивалентными друг другу, что, как было
описано выше, соответствует режиму обобщенной синхронизации.

Несомненно важным является вопрос о механизмах возникновения
режима обобщенной хаотической синхронизации в связанных кли-
стронных генераторах хаоса. Данное явление можно объяснить сле-
дующим образом. В [16] было установлено, что в основе механизма,
приводящего к возникновению режима обобщенной хаотической син-
хронизации в однонаправленно связанных модельных системах, лежит
подавление собственных хаотических колебаний в ведомой системе.
Поэтому возникает вопрос: каким образом может быть подавлена соб-
ственная хаотическая динамика в клистронном автогенераторе хаоса?
Известно, что характеристики клистронных усилителей определяют-
ся величиной первой гармоники сгруппированного тока [31, 32]. По-
следнее обусловлено тем, что такие автоколебательные системы, как
клистроны, используемые в СВЧ электронике, характеризуются ярко
выраженными резонансными свойствами — полоса пропускания их
очень узка — поэтому выходные резонаторы, входящие в конструкцию
клистронов, взаимодействуют лишь с одной из гармонических состав-
ляющих сгруппированного тока, а именно, первой, основной гармо-
никой. Пользуясь соотношениями из теории каскадной группировки
электронов в пространстве дрейфа, можно выписать выражение для
амплитуды первой гармоники сгруппированного тока в рамках исполь-
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Рис. 9.8. Спектры, построенные по временным реализациям ведущего F d
2 (τ )

и ведомого F r
2 (τ ) автогенераторов, и вид плоскости (|F r

2 (τ )|, |F a
2 (τ )|) при раз-

личных значениях параметра связи: а, б) ε = 0,0; в, г) ε = 0,89; д, е) ε = 0,93.
Из работы [30]

зуемой модели [27]:

I1 = 2iI0J1

( |F1(τ)|
2

)
exp [−i(θ0 − arg (F1(τ)))], (9.17)

где I0 — постоянный ток электронного пучка; θ0 — невозмущенный
угол пролета в пространстве дрейфа между первым и вторым резона-
торами; arg (F1(τ)) — фазa колебаний в первом резонаторе.

На рис. 9.9 показана зависимость |I1/I0| от величины ε: квадратика-
ми указаны полученные численно значения |I1/I0| при различных вели-
чинах параметра связи. Как видно из рисунка, при ε ≈ 0,9 наблюдается
резкое изменение величины амплитуды первой гармоники. Исходя из
представленных результатов, можно утверждать, что вносимое воздей-
ствие при параметре связи ε ≈ 0,91 со стороны ведущего автогенерато-
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Рис. 9.9. Зависимость усредненной по времени величины первой гармоники
сгруппированного тока |I1/I0| в ведомом клистроном автогенераторе от вели-
чины параметра связи ε. Стрелкой указано значение параметра связи ε = εGS,
при котором возникает режим обобщенной хаотической синхронизации. Из

работы [30]

ра фактически приводит к срыву генерации собственных хаотических
колебаний в ведомом автогенераторе, так как при данном уровне вели-
чины нормированной амплитуды первой гармоники сгруппированного
тока (|I1/I0| ≈ 0,72–0,73), как показали проведенные эксперименты,
он может генерировать лишь одночастотный сигнал. Хаотическая же
генерация наблюдается при значениях |I1/I0| ≈ 0,87–0,9. Таким об-
разом, механизм установления режима обобщенной синхронизации
следующий. При подаче хаотического сигнала с ведущего автогенера-
тора на ведомый между данными системами сначала устанавливается
режим частотной синхронизации, о чем свидетельствуют рис. 9.8, в, г.
Если бы автогенераторы работали в режиме генерации периодического
сигнала, то наблюдалось бы и явление обобщенной синхронизации,
то есть совпадение колебаний амплитуд выходного сигнала в ведомом
и вспомогательном автогенераторах. Однако собственная неподавлен-
ная хаотическая динамика ведомого автогенератора и, следовательно,
вспомогательного, не позволяет установить однозначное соотношение
между амплитудами выходных сигналов с ведущего и ведомого ав-
тогенераторов [16, 18]. Как только собственная хаотическая динами-
ка в ведомом и, соответственно вo вспомогательном, автогенераторе
подавлена (рис. 9.9), наблюдается режим обобщенной синхронизации
(рис. 9.8, д, e).

Таким образом, в данной главе приведены результаты эксперимен-
тального и теоретического исследования явления обобщенной хаоти-
ческой синхронизации в системе однонаправлено связанных многоре-
зонаторных пролетных клистронных генераторов с запаздывающей об-
ратной связью. Предложена новая методика диагностики явления обоб-
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щенной синхронизации, основанная на анализе спектрального состава
сигнала ведомой системы (клистронного генератора). Данная методика
применена как на экспериментально полученных данных, так и на
данных, полученных в ходе численного моделирования. Проведенные
исследования показали хорошее качественное совпадение эксперимен-
тально и численно полученных результатов. Важно также отметить,
что предложенный способ диагностики возникновения режима обоб-
щенной хаотической синхронизации, основанный на рассмотрении из-
менений спектра мощности ведомой системы при изменении параметра
связи, может быть использован и для других систем, в том числе
низкочастотного диапазона.

9.4. Скрытая передача информации
на основе явления обобщенной синхронизации

Перейдем теперь к описанию того, как явление обобщенной ха-
отической синхронизации [1] может быть использовано для скрытой
передачи информации.

В настоящее время в литературе уже предложено достаточно боль-
шое число способов скрытой передачи данных на основе хаотической
синхронизации [33–47]. Большая часть из них основана на явлении
полной хаотической синхронизации [12, 48] и синхронного отклика.
Это, в первую очередь, хаотическая маскировка [34], переключение ха-
отических режимов [49], нелинейное подмешивание информационного
сигнала к хаотическому [50], модулирование управляющих параметров
передающего генератора полезным цифровым сигналом [51] и др. Су-
ществуют также попытки использования других типов синхронного по-
ведения, например, обобщенной [46] и фазовой [52] хаотической син-
хронизации, для скрытой передачи информации. Иногда для повыше-
ния конфиденциальности передачи информации используют несколько
типов синхронного поведения одновременно, например, обобщенную
и полную хаотическую синхронизацию (см., например, [46, 53]).

Каждый из вышеперечисленных способов, несмотря на совершенно
разные принципы и специфику работы, в той или иной степени ха-
рактеризуется рядом общих недостатков и трудностей при технической
реализации:

• во-первых, принципиальным требованием известных способов пе-
редачи данных является необходимость обеспечения высокой степени
идентичности генераторов хаоса, используемых в передающем и прини-
мающем устройствах, реализация чего представляется весьма серьез-
ной технической проблемой, особенно в течение длительного времени
эксплуатации устройств;

• во-вторых, на качество передачи информации с помощью выше-
указанных схем сильное влияние оказывают искажения и шумы раз-
личных типов в канале связи. Если интенсивность шума и искажений
передаваемого сигнала превышает некоторый порог (который сравним
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с естественными шумами и искажениями), то система передачи данных
на основе полной хаотической синхронизации оказывается неработо-
способной;

• в-третьих, в ряде случаев параметры передающего устройства, ге-
нерирующего несущий хаотический сигнал, могут быть реконструиро-
ваны по временной реализации [54] передаваемого сигнала. Поскольку
передающее и принимающее устройства должны быть идентичными,
в этом случае третья сторона может (реконструировав параметры ис-
ходной системы) дешифровать скрытое сообщение.

Очевидно, одним из серьезных недостатков известных методов яв-
ляется требование идентичности генераторов передающего и принима-
ющего устройств. B то же время, особенности явления обобщенной
синхронизации позволяют легко избавиться от этого требования (см.
раздел 9.1). Поскольку этот режим может наблюдаться как для осцил-
ляторов одного типа с различающимися параметрами, так и для коле-
бательных систем разного типа (в том числе и с разной размерностью
фазового пространства), то в этом случае генераторы передающего
и принимающего устройств могут быть разными.

Схема для скрытой передачи информации, основанная на явлении
обобщенной хаотической синхронизации, показана на рис. 9.10 (см.
также [55, 56]). Способ скрытой передачи информации, основанный
на явлении обобщенной синхронизации, заключается в следующем.
Полезный сигнал кодируется в виде бинарного кода. Один или несколь-
ко управляющих параметров генератора хаотических автоколебаний 2
модулируются полезным двоичным сигналом 1. Это значит, что в за-
висимости от передаваемого в течение заданного интервала времени
двоичного бита («0» или «1») управляющие параметры генератора
хаоса 2 изменяются каким-либо образом, например, незначительным
изменением положения основной частоты в спектре хаотического сиг-
нала передающего генератора. Сформированный таким образом сигнал

Рис. 9.10. Схема скрытой передачи информации при помощи обобщенной ха-
отической синхронизации. Цифрами на рисунке обозначены: 1 — полезный
цифровой сигнал; 2 — передающий генератор хаоса; 3 — канал связи; 4 — при-
нимающий генератор хаоса; 5 — третий генератор, идентичный принимающему
генератору 4 по управляющим параметрам; 6 — вычитающее устройство; 7 —

дешифрованный информационный сигнал
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поступает в канал связи 3 и с определенной мощностью передается по
каналу связи принимающей стороне. На принимающем конце канала
связи находится приемник. Принцип работы приемника основан на
детектировании обобщенной хаотической синхронизации с помощью
метода вспомогательной системы [4]. Для этого на принимающей
стороне сигнал, снятый с канала связи, подают на два идентичных
генератора хаотических автоколебаний 4 и 5, способных находиться
с передающим генератором в режиме обобщенной хаотической син-
хронизации. Сигналы, снимаемые с выходов генераторов принимающей
стороны, подаются на вычитающее устройство 6.

Модуляцию управляющих параметров передающего генератора
необходимо выбирать таким образом, чтобы в зависимости от
передаваемого двоичного бита «0»/«1» между передающим и при-
нимающими генераторами существовал или отсутствовал режим
обобщенной хаотической синхронизации. Допустим, управляющие
параметры передатчика выбираются таким образом, что при передаче
двоичного бита «0» между передающим и принимающими генераторами
реализуется режим обобщенной синхронизации. Тогда, в силу наличия
функциональной зависимости между состояниями хаотических осцил-
ляторов, колебания, генерируемые двумя идентичными генераторами
на принимающей стороне канала связи, будут идентичными и после
прохождения вычитающего устройства будет наблюдаться отсутствие
каких-либо колебаний, то есть двоичный «0». Напротив, при передаче
двоичного бита «1» между передающим и принимающими генераторами
отсутствует режим обобщенной синхронизации, и колебания ведомых
генераторов на принимающей стороне будут различными. После
прохождения вычитающего устройства будут наблюдаться хаотические
колебания с ненулевой амплитудой, то есть двоичный бит «1».

Таким образом, такая схема позволяет преодолеть трудности, воз-
никающие при практической реализации известных ранее способов
скрытой передачи информации, в частности, избавиться от требования
идентичности хаотических генераторов передающего и принимающего
устройств. Вместо этого, на принимающей стороне канала связи появ-
ляется дополнительный генератор хаоса 5, идентичный принимающему
4 по управляющим параметрам. Следует, однако, отметить, что наличие
идентичных генераторов на одной стороне канала связи позволяет
легко осуществить их юстировку, что является принципиальным пре-
имуществом.

Другим принципиальным достоинством предложенного способа
скрытой передачи информации является значительная устойчивость
к шумам и флуктуациям, которые могут возникать в каналах связи
реальных устройств. Как уже отмечалось выше, схемы, основанные
на использовании других типов синхронного поведения (в частности,
полной и фазовой синхронизации, а также на «ином» использовании
режима обобщенной синхронизации), характеризуются низкой устой-
чивостью к шумам. B предложенной схеме сигналы, поступающие
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на «идентичные» генераторы хаоса принимающего устройства, всегда
будут одинаковыми, даже при добавлении шума в канал связи (см.
рис. 9.10). Влияние шума на обобщенную синхронизацию подробно
исследовалось в работе [57] и было показано, что для ряда систем
роль шума при обобщенной синхронизации является конструктивной.
Более того, известно, что режимы обобщенной синхронизации и син-
хронизации, индуцированной шумом 1), обусловлены одним и тем же
механизмом и, по сути дела, могут быть рассмотрены как один тип син-
хронного поведения [59, 60]. Это говорит о возможности совместного
использования режимов обобщенной синхронизации и синхронизации,
индуцированной шумом, для скрытой передачи информации.

Учет этого факта приводит к логичному шагу на пути совершен-
ствования предложенного способа скрытой передачи информации. Дело
в том, что несмотря на его принципиальные достоинства над известны-
ми ранее методами (устойчивость к шумам, простота технической реа-
лизации), его конфиденциальность оказывается недостаточно высокой:
сигнал, передаваемый по каналу связи, несет на себе следы модуляции
управляющего параметра, что, теоретически, может позволить третьей
стороне в некоторых случаях декодировать информационное сообще-
ние. Понятно, что улучшить конфиденциальность предлагаемого спосо-
ба скрытой передачи информации можно путем простой модификации,
совершенствования уже предложенного.

Принципиальная схема для реализации «усовершенствованного»
способа скрытой передачи информации приведена на рис. 9.11. Ее
единственным отличием от предыдущей схемы (рис. 9.10) является
наличие дополнительного генератора шума 3 и сумматора 4 (показаны
на рисунке серым прямоугольником). Таким образом, перед передачей
по каналу связи детерминированный сигнал, генерируемый передаю-
щим генератором хаоса 2, содержащий полезную информацию, при-
мешивается в сумматоре к стохастическому сигналу, производимому
генератором шума 3. Мощность шумового сигнала может существенно
превосходить мощность детерминированного. Следовательно, по ка-
налу связи будет передаваться сигнал, по своим характеристикам не
отличающийся от стохастического, что гарантирует высокую степень
конфиденциальности передачи информации и делает ее дешифрацию
третьей стороной невозможной. B то же самое время, сигнал, восста-
новленный в принимающем устройстве, качественно не отличается от
аналогичного сигнала в отсутствие генератора шума. Такой эффект
достигается за счет совместного использования режимов обобщенной

1) Под индуцированной шумом синхронизацией понимается следующее:
случайный сигнал ξ(t), действующий на два независимых, но идентичных
хаотических генератора, приводит к тому, что они полностью синхронизуются
(т. е. после завершения переходного процесса начинают демонстрировать иден-
тичные колебания [58]).
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Рис. 9.11. Схема скрытой передачи информации на основе режимов обобщен-
ной синхронизации и синхронизации, индуцированной шумом. Дополнитель-
ные элементы по сравнению со схемой (рис. 9.10), т. е. генератор шума и сум-
матор, показаны на рисунке серым прямоугольником. Цифрами на рисунке
обозначены: 1 — полезный цифровой сигнал; 2 — передающий генератор хаоса;
3 — генератор шума; 4 — сумматор; 5 — канал связи; 6 — принимающий
генератор хаоса; 7 — третий генератор, идентичный принимающему генератору
6 по управляющим параметрам; 8 — вычитающее устройство; 9 — дешифро-

ванный информационный сигнал

синхронизации и синхронизации, индуцированной шумом, для скрытой
передачи данных.

Таким образом, «усовершенствованный» способ скрытой передачи
информации позволяет избавиться от всех недостатков, характерных
для известных ранее схем. Во-первых, он не требует наличия иден-
тичных генераторов на различных сторонах канала связи, что говорит
о достаточно простой возможности его технической реализации. Во-
вторых, он обладает значительной устойчивостью к шумам и флуктуа-
циям в канале связи. Можно сказать, что в данном случае шум играет
конструктивную роль, в то время как для всех известных в настоящее
время способов скрытой передачи данных роль шума является де-
структивной. В-третьих, возможность использования дополнительного
генератора шума на передающей стороне канала связи гарантирует
высокую степень конфиденциальности передачи информации. По сути
дела, по каналу связи передается стохастический сигнал, что не дает
никакой возможности третей стороне дешифровать информационное
сообщение.

Заключение

Итак, в настоящей главе рассмотрено явление обобщенной хаотиче-
ской синхронизации, способы ее диагностики и проявления в системах
сверхвысокочастотной электроники. Приведены результаты по числен-
ному исследованию обобщенной хаотической синхронизации в однона-
правленно связанных гидродинамических моделях диода Пирса. Опи-
саны результаты экспериментального исследования обобщенной хаоти-
ческой синхронизации в системе двух связанных клистронных авто-
генераторов хаоса. В заключительной части главы обсуждена возмож-
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ность использования явления обобщенной синхронизации для скрытой
передачи информации.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ

ПРИ ТУННЕЛИРОВАНИИ, В ВОЛНОВОДАХ

И ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ

ВОЛНОВЫХ ПУЧКОВ

И.А.Молотков, А. Б.Маненков

Лучше сконцентрировать внимание на нетривиальных во-
просах, относящихся к избранным областям, чем провести
поверхностный обзор приложений, выбранных из всевоз-
можных разделов физики.

Уизем Дж., член Королевского Общества.

Нелинейные туннельные эффекты. Характеристики мод
в волноводах с нелинейными диэлектриками. Принцип Ферма
для нелинейной среды.

При изучении нелинейных волновых процессов особый интерес
представляют те случаи, когда учет нелинейности ведет не только
к некоторому уточнению описания явлений, но и к принципиально-
му изменению волновой динамики. Среди таких случаев в этой гла-
ве анализируем следующие два: 1) нелинейные туннельные эффекты
и 2) нелинейные вариационные принципы типа принципа Ферма. Такой
анализ позволяет исследовать нетривиальные явления, возникаюшие
в волноводах и при распространении волновых пучков.

10.1. Нелинейные туннельные эффекты

10.1.1. Введение. Эффекты туннелирования, хорошо известные
по линейным задачам распространения волн, квантовой механики и
оптики (см., например, [1, 2]), недостаточно изучены в случаях, когда
потенциальный барьер конечной высоты представляет собой нелиней-
ную среду. Нелинейная среда при этом может быть описана в рамках
различных моделей. По-видимому, самой простой и актуальной из них
является классическая модель Клейна–Фока–Гордона (КФГ) [3–5]. Со-
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гласно Уизему уравнение КФГ является замечательным примером вол-
новой модели, сочетающей признаки как гиперболического (т. е. с су-
ществованием вещественных волновых фронтов), так и дисперсионного
(т. е. с нетривиальным дисперсионным соотношением) движения.

Несмотря на свою простоту, модель КФГ описывает широкий круг
важных физических явлений, таких как распространение волн в нели-
нейных средах с дисперсией в области низких частот (например,
в плазме и ферритах, [6]) и в средах с неустойчивостями (лазерные
усилители). Особенно широко применялось уравнение КФГ для ана-
лиза переходов Джозефсона между двумя сверхпроводниками [3]. Об-
суждаемая модель позволяет также установить принципиально новые
физические эффекты, возникающие при нелинейном туннелировании.

Изучение различных нелинейных сред связано также с задачами
распространения мощного микроволнового или оптического излучения
в новых композиционных материалах, изготовленных на основе им-
плантации наночастиц (или микрочастиц) [7–10], а также в фотон-
ных кристаллах [11]. Размер наночастиц и расстояние между ними
могут быть существенно меньше длины волны излучения λ (даже
в оптическом диапазоне), и в этом случае свойства подобных сред
с периодическим расположением частиц могут быть описаны в рам-
ках модели непрерывной среды, которая имеет некоторые усредненные
электрические параметры (проницаемости), как в стандартной электро-
динамике сплошных сред [12]. Следует учесть, что наночастицы могут
иметь весьма сложную структуру, при этом, несмотря на их малые по
сравнению с λ размеры, в них могут возникать различные резонансные
явления, которые изменяют свойства композиционных материалов. На-
пример, в средах с металлическими наночастицами возможны плазмон-
ные резонансы, что приводит к изменению проницаемости материала
и он становится нелинейным.

Далее обращаемся к модели КФГ, анализу которой будет уделено
основное внимание в данной главе. Это означает, что изучаемое вол-
новое решение u(x, t) предполагается удовлетворяющим нелинейному
уравнению КФГ

utt − c2uxx + V (x)Φ′(u) = 0. (10.1)

В этом уравнении c — скорость распространения, множитель V (x) опи-
сывает форму потенциального барьера, а учитывающий нелинейность
среды потенциал Φ(u) имеет вид

Φ(u) =
1

2
u2 + σu4. (10.2)

При σ = 0 уравнение (10.1) становится линейным, случай σ = −1/24
соответствует разложению по малой амплитуде уравнения sin-Гордона.
Нелинейному туннелированию в рамках модели КФГ посвящены рабо-
ты [13, 14]. Работа [13] связана с анализом эффектов в случае, когда
производная от потенциала Φ(u) близка к sin(u). Используемые нами
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далее способы исследования основаны на малоамплитудном прибли-
жении и отличны от способов, использованных в [13]. В работе [14]
также речь идет о возмущении уравнения sin-Гордона, применяются
численные методы решения. Отметим еще, что малость коэффициента
σ в формуле (10.2) далее не предполагается.

Изучаемую задачу можно рассматривать не только в терминах по-
тенциала, но и в терминах показателя преломления. Роль барьера при
0 < x < l в этом случае играет менее плотная (по сравнению со средами
при x < 0 и x > l) среда, в которой показатель преломления меньше,
чем в соседних средах. При этом должна реализовываться ситуация
полного внутреннего отражения. Для обычных электродинамических
или акустических сред это означает рассмотрение, по крайней мере,
пространственно-двумерных задач. В разделе 10.1 изучаем преимуще-
ственно пространственно-одномерные задачи, переходя к двумерному
случаю лишь в конце раздела.

Изложение начнем с формулировки некоторых упрощающих задачу
предположений и анализа волнового процесса в наиболее сложной
области — внутри барьера. Затем анализируем прохождение сквозь
барьер в целом, особому исследованию подвергаем случай низкого
барьера. После этого разберем конкретное приложение — задачу о вы-
текающих модах в волноводе с нелинейными стенками.

10.1.2. Интегрирование уравнения КФГ. Нелинейное уравнение
(10.1) при потенциале (10.2) является достаточно трудным для анали-
тического исследования. В связи с этим сделаем следующие упрощаю-
щие предположения: 1) положим

V (x) = V0 = const (10.3)

внутри барьера 0 < x < l; 2) полагаем, что резонансные явления внутри

барьера отсутствуют; 3) будем предполагать амплитуду падающей на
барьер волны малой; 4) перейдем к стационарной задаче, выделяя зави-
симость от времени t в виде множителя exp (−iωt), где ω — заданная
частота.

Предположение 1) о постоянстве высоты барьера существенно упро-
щает анализ и в ряде случаев позволяет находить точные реше-
ния. Предположение 2) исключает существование внутрибарьерных
собственных функций. Предположение 3) позволяет в последующем
анализе использовать анзатц Стокса [3, 15]. Наконец, преобразова-
ние 4) ведет к определенному упрощению исходного уравнения (10.1).

В соответствии со сказанным подставляем решение

u = U(x) exp (−iωt) + к. с. (10.4)

в уравнение (10.1), в котором Φ(u) и V (x) имеют вид (10.2) и (10.3).
Далее считаем, что в рассматриваемой среде высшие гармоники подав-
ляются; такая ситуация возникает, если амплитуда падающей волны
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уменьшается с течением времени (т. е. частота ω имеет малую отрица-
тельную мнимую часть), а поглощение в среде растет с ростом частоты.
Получаем уравнение

c2Uxx − (V0 − ω2)U − 4σV0(3|U |2 U + U 3 exp (−2iωt)) + к. с. = 0.

В условиях стационарной задачи множитель exp (−2iωt) в соответ-
ствии со сказанным выше пренебрежимо мал. В итоге приходим к ос-
новному для дальнейшего уравнению

Uxx = κ2U + 12σ V |U |2 U. (10.5)

Здесь обозначено: V = V0/c
2 и

κ2 = V − ω2

c2
. (10.6)

Случай V � k20 = ω2/c2 или ω2 � V0 соответствует надбарьерному
распространению [1] и не рассматривается нами. Уравнение (10.5)
представляет собой нелинейное стационарное уравнение Шредингера.
Равенство (10.6) определяет дисперсионное соотношение, характерное
для модели КФГ.

Параметр σ в уравнении (10.5) может быть как положительным, так
и отрицательным. В то же время рассматриваемый барьер может быть
и достаточно низким, что соответствует случаю, когда величина κ2

в (10.5) и (10.6), хотя и положительна, но мала. Сочетание отрица-
тельного σ и низкого барьера даже при сделанном предположении
о малости амплитуды может привести к изменению знака выражения

κ2 − 12V |U |2. (10.7)

Случай отрицательной разности (10.7) исследуется отдельно
в п. 10.1.4. Сейчас же будем предполагать эту разность положительной.

Решая уравнение (10.5), используем упомянутый выше анзатц
Стокса в видоизмененной форме. В этом пункте мы не рассматриваем
взаимодействие волны внутри барьера с границами x = 0 и x = l,
ширину барьера l здесь и далее предполагаем конечной. Ищем решение
в виде

U = exp (iψ)[a exp (−κx)+ρ1a3 exp (−3κx)+ρ2 a5 exp (−5κx)+...],
(10.8)

где a — малый положительный параметр, имеющий смысл амплитуды
волны; ρ1 и ρ2 — неизвестные коэффициенты. Фаза ψ не зависит от x,
но может зависеть от амплитуды. Множитель exp (iψ) при подстанов-
ке в (10.5) остается неопределенным, он будет найден в следующем
пункте. Главное слагаемое скобки в (10.8) учитывает обычное для ли-
нейной задачи экспоненциальное затухание при углублении в барьер.
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Положительность этого слагаемого позволяет далее снять в уравнении
(10.5) знак модуля.

Подстановка разложения (10.8) в уравнение (10.5) и обычное при-
равнивание коэффициентов при различных степенях a дает решение

U=a exp (iψ−κx)
[
1+

3σV

2κ2
a2 exp (−2κx)+

(
3σV

2κ2
a2
)2

exp (−4κx)+...
]

(10.9)

внутри барьерной области. Формула (10.9) демонстрирует возбуждение
поправочных слагаемых с кратными показателями. Нетрудно прове-
рить, что и дальнейшие члены разложения (10.9) образуют геометри-
ческую прогрессию. Поэтому

U = a exp (iψ − κx)
[
1− 3σV

2κ2
a2 exp (−2κx)

]−1

. (10.10)

Из формулы (10.10) вытекает очевидное условие применимости исполь-
зуемого малоамплитудного приближения

a <

√
2κ2

3|σ|V . (10.11)

Нетрудно проверить, что при условии (10.11) формула (10.10) дает
точное решение уравнения (10.5). Таким образом, в данном случае
малоамплитудный подход явился подсказкой для построения точного
решения.

10.1.3. Сшивание решений. Волна, прошедшая сквозь барьер.
Решение (10.9) или (10.10) для барьерной области должно быть сшито
при x = 0 и x = l с волнами вне барьера. В виду стандартности про-
цедуры сшивания опишем ее один раз, в дальнейшем будем приводить
лишь результаты соответствующих вычислений.

Начнем со сшивания при x = 0. В правой части (10.9) ограничимся
двумя слагаемыми. Из области x < 0 к барьеру подходит падающая
волна

U0 = A0 exp [i(k0x+ φ0)] (10.12)

и возникает отраженная волна

Ũ0 = Ã0 exp [−i(k0x+ φ̃0)].

Сумма этих двух волн должна непрерывно вместе с первой производ-
ной по x переходить в решение (10.9). Получаем систему уравнений

A0 exp (iφ0) + Ã0 exp (−iφ̃0) = exp (iψ)(a+ μa3),

ik0(A0 exp (iφ0) − Ã0 exp (−iφ̃0)) = −κ exp (iψ)(a+ 3μa3),
(10.13)
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где μ = 3σV/(2κ2). Исключаем из уравнений (10.13) отраженную вол-
ну:

2k0A0 exp (iφ0) = exp (iψ)
[
(k0 + iκ)a+ (k0 + 3iκ)a3

]
. (10.14)

В уравнении (10.14) характеристики A0, k0, φ0 падающей волны
считаем заданными, а параметры a и ψ — искомыми. Из этого уравне-
ния в старшем порядке получаем:

a =
2k0√
k20 + κ2

A0 +O(A3
0), ψ = ψ0 +O(A2

0), ψ0 = φ0 − arctg (κ/k0).

Учет члена с a3 в (10.14) позволяет найти более точные формулы

a =
2k0√
k20 + κ2

A0 + pA3
0, ψ = ψ0 + qA2

0, (10.15)

в которых

p = −8k30μ(k20 + 3κ2)
(k20 + κ2)5/2

, q = − 8κk30μ

(k20 + κ2)2
.

Равенство (10.15), подставленное в (10.9), дает окончательное выраже-
ние для поля внутри барьера:

U = exp (iψ0 − κx)
{

2k0√
k20 + κ2

A0 + μA3
0

[(
p+ iq

2k0√
k20 + κ2

)
+

+
8k30

(k20 + κ2)3/2
exp (−2κx)

]
+O(A5

0)
}
. (10.16)

Что касается параметров Ã0 и φ̃0 отраженной волны, то они определя-
ются из системы уравнений (10.13) и оказываются следующими:

Ã = A0 +
16κk30

(k20 + κ2)5/2
(k0 sinφ0 − κ cosφ0)μA3

0,

φ̃ = −φ0 + 2 arctg
κ

k0
+

16κk30
(k20 + κ2)5/2

(k0 cosφ0 + κ sinφ0)μA2
0.

(10.17)

Таким образом, амплитуда отраженной при x = 0 волны практиче-
ски совпадает с амплитудой падающей. Амплитуда же волны, прони-
кающей в барьер, может быть как больше, так и меньше амплитуды
падающей волны.

Переходим к сшиванию волновых полей при x = l. Со стороны
барьера на эту границу падает волна

U = exp (iψ) [a exp (−κx) + μa3 exp (−3κx)],

11 Нестационарные и хаотические процессы
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а назад в барьер уходит отраженная волна

Ũ = exp (iψ̃)
{
ã exp [κ(x− l)] + μã3 exp [3κ(x − l)]

}
.

Сумма этих двух волн должна переходить в волну

U1 = A1 exp [ik1(x− l) + iφ1], (10.18)

уходящую в область x > l, где k1 — волновое число, соответствующее
среде x > l. Снова получаем систему двух уравнений и исключаем из
этой системы главную часть волны, ушедшей назад в барьер:

2κa exp (iψ)
[
exp (−L) + 2μa2 exp (−3L)

]− 2μκã3 exp (iψ̃) =
= (κ− ik1)A1 exp (iφ1), (10.19)

где L = κl. Поскольку в уравнение (10.19) входят также параметры ã,
ψ̃ волны Ũ , то из исходной системы уравнений сшивания при x = l
необходимо извлечь второе следствие — результат исключения главной
части волны U . Это следствие имеет вид

−2μκa3 exp (−3L) + 2κ exp (iψ̃) ã(1 + 2μã2) = (κ+ ik1)A1 exp (iφ1).

Отсюда следует, что

ã =

√
κ2 + k21

2κ
A1 +O(A3

1), ψ̃ = φ1 + arctg
k1
κ

+O(A2
1). (10.20)

Использование последних формул позволяет превратить уравнение
(10.19) в непосредственную связь A, φ1 и a, ψ. В результате преобра-
зований находим, что

A1 =
2κa√
κ2 + k21

exp (−L)
[
1 +

μ(κ2 + 3k21)
2(κ2 + k21)

a2 exp (−2L)
]
, (10.21)

φ1 = ψ + arctg
k1
κ

− 2κμk1

κ2 + k21
a2 exp (−2L). (10.22)

После вывода формул (10.21) и (10.22) можно выразить амплитуду A1

прошедшей барьер волны через исходную амплитуду A0:

A1 =
4k0κA0√

k20+κ2
√
κ2 + k21

exp (−L)− 16μk30κ(k20+3κ2)A3
0

(k20+κ2)5/2
√
κ2+k21

exp (−L)+

+
8μk30κ (κ2 + 3k21)

(k20 + κ2)3/2(κ2 + k21)3/2
A3

0 exp (−3L). (10.23)
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Если k1 = k0 = k, что имеет место при совпадении окружающих барьер
сред, то формула (10.23) упрощается:

A1 =
4κk

k2 + κ2
A0 exp (−L) − 16μκk3(k2 + 3κ2)

(k2 + κ2)3
A3

0 exp (−L)+

+
8μκk3(κ2 + 3k2)

(k2 + κ2)3
A3

0 exp (−3L). (10.24)

10.1.4. Низкий барьер. Перейдем к еще не рассмотренному слу-
чаю, когда коэффициент σ отрицателен и отрицательна разность (10.7).
В этом случае, если амплитуда поля не слишком мала, уравнение
(10.5) внутри барьера может иметь не монотонно убывающие, а ос-
циллирующие решения. Эти осциллирующие решения, очевидно, могут
отражаться от границ барьера, что существенно усложняет волновую
картину. Мы здесь будем изучать лишь некоторый типичный вариант
появления осциллирующих решений внутри барьера и не будем рас-
сматривать случаи, когда разность (10.7) проходит через нуль.

Начнем с построения осциллирующего решения уравнения (10.5),
еще не взаимодействовавшего с границами барьера. Такое решение
ищем в виде

U = a exp (iψ + iKx), (10.25)

где a, ψ и K подлежат определению. В результате подстановки в урав-
нение (10.5) получаем

K2 = χa2V − κ2, χ = 12|σ|. (10.26)

При условии (10.26) формула (10.25) дает точное решение уравнения
(10.5). Далее считаем, что

K2 > 0. (10.27)

Решение (10.25), (10.26) описывает волну, бегущую внутри барьера без
затухания, и не учитывает взаимодействие волны с границами. Ампли-
туда a и фаза ψ в (10.25), (10.26) неизвестны и должны определяться
из условий сшивания при x = 0.

Равенство K = 0 определяет границу выполнения условия (10.27)
и устанавливает связь между квадратом амплитуды a2 и относитель-
ной высотой барьера V/k20. Забегая вперед и используя соотношение
(10.30), можно говорить о граничном равенстве K = 0 как о связи
между заданными исходными величинами A2

0 и V/k20:

A2
0 =

1

4χ

(
1− 1

(V/k20)

)
. (10.28)

На рис. 10.1 изображена упомянутая граница существования двух ре-
жимов при двух значениях параметра χ. Кривая 1 построена для χ = 1,
а кривая 2 — для χ = 2. Выше этих кривых режим осцилляций,
а ниже — режим затухания.

11*
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Рис. 10.1. Границы различных режимов поведения волн внутри барьера. Кри-
вые 1 и 2 соответствуют значениям σ = −1/12 и σ = −1/6

Переходим к учету отражений от границ x = 0 и x = l. В результате
двух отражений (по одному от каждой из этих границ) волна (10.25)
приобретает дополнительный множитель

Q exp (2iKl), где Q =
k0 −K

k0 +K

k1 −K

k1 +K
< 1. (10.29)

Если бы число подобных отражений было неограниченно, то вол-
на (10.25), вместо (10.29), приобрела бы дополнительный множитель

[1−Q exp (2iKl)]−1.
Отражения от границ ведут к уменьшению амплитуды волны

(10.25). К такому уменьшению приводит уже первое отражение от
границы x = l. Затем, при отражении от границы x = 0 амплитуда
a заменяется на амплитуду aQ < a. Для новой амплитуды условие
(10.27) может оказаться уже не выполненным, и осциллирующая внут-
ри барьера волна превратится в волну затухающую. Конечно, такое
преобразование в затухающую волну может произойти как после пер-
вого, так и после любого из последующих отражений.

Для определенности ограничимся случаем качественного преобра-
зования барьерной волны после первого отражения от границы x = 0.
Таким образом, считаем, что осциллирующая волна прошла путь 2l
внутри барьера (туда и обратно) и превратилась в волну затухающую.
Тогда расчет взаимодействий на границах дает следующие приближен-
ные формулы:

a = 2A0

[
1− 4K

k0
sin2(Kl)

]
, ψ = φ0, A1 =

2K

k1
a, φ1 = ψ +Kl.

(10.30)
Невыписанные в (10.30) поправки имеют порядок A2

0 или K/k1 по
сравнению с единицей. В этих формулах также предполагается, что
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барьер не является очень тонким, так что затухающая волна успевает
существенно затухнуть на его ширине.

В итоге внутри барьера в старшем порядке имеем волну

U+ = a exp (iKx+ iψ),

бегущую направо, и волну

U− = −
[
1− 2K

k1

]
a exp [−iK(x− 2l) + iψ],

бегущую налево. Оба эти выражения с рассматриваемой точностью
представляют собой решения уравнения (10.5). Нетрудно проверить,
что с такой же степенью точности уравнению (10.5) удовлетворяет

и сумма U+ + U−.
Наконец, для поля за барьером (x > l) получаем:

U1 = A1 exp [ik1(x− l) + iφ1]. (10.31)

Амплитуда A1 и фаза φ1 выражаются через a и A0 формулами (10.30).
Таким образом, при выполнении условия (10.27) нелинейный барьер
оказывается прозрачным. Второе важное отличие в формулах (10.31)
и (10.23) для области за барьером в том, что в случае низкого барьера
появляется зависимость (10.26) барьерного волнового числа от ампли-
туды падающей волны.

10.1.5. Численный анализ. Дополним асимптотическое исследо-
вание задачи численным анализом. В этом случае не обязательно
предполагать амплитуду A0 падающей на барьер волны весьма малой
величиной. По-прежнему рассматриваем барьер постоянной высоты V0
(хотя переменный профиль V (x) барьера может исследоваться анало-
гично), на который слева набегает волна (10.12).

Для численного решения уравнения (10.5), не связанного с малоам-
плитудным приближением, целесообразно использовать вариант метода
пристрелки (стрельбы) [16, 17]. Более простой представляется ситуа-
ция вблизи границы x = l, поскольку в окрестности x = 0 приходится
иметь дело как с падающей, так и с отраженной волной. Поэтому
введем вспомогательный параметр B, представляющий собой некоторое
возможное значение амплитуды U(x) при x = l. В силу непрерывности
при x = l поля U(x) вместе с первой производной по x и условия
излучения при x > l имеем

U(l) = B exp (iφ1), U ′(l) = ik1B exp (iφ1). (10.32)

Уравнение (10.5) и условия (10.32) определяют задачу Коши, которую
будем интегрировать в обратном направлении, т. е. от точки x = l
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к точке x = 0. При выбранном значении B находим численно U(0),
U ′(0) и, следовательно, падающую волну

A0 exp (iφ0) =
1

2

[
U(0) +

U ′(0)
ik0

]
.

В результате устанавливаем связь

A0 = F (B) (10.33)

между амплитудами прошедшей барьер и падающей на него волн
в некотором интервале значений параметра B.

Далее в уравнении (10.33) считаем амплитуду A0 заданной и нахо-
дим численно соответствующее ей значение параметра B = A1. Опи-
санная схема позволяет найти все физические характеристики задачи,
включая поле внутри барьера и комплексный коэффициент прохож-
дения

T =
(
A1

A0

)
exp (φ1 − φ0).

При больших значениях параметра l рассматриваемая задача для урав-
нения (10.5) близка к классу так называемых жестких задач [17, 18].
Многие стандартные алгоритмы (например, основанные на формулах
Рунге–Кутта) неприменимы к таким задачам из-за возникновения
неустойчивости при их решении и из-за сильного влияния ошибок
округления. Для интегрирования уравнения (10.5) использовался мо-
дифицированный метод Гира [19]. Описанный выше подход, основан-
ный на интегрировании уравнения (10.5) в обратном направлении,
при котором в режиме туннелирования поле растет, также увели-
чивает устойчивость вычислений. Отметим также, что при κl > 10
для повышения устойчивости расчетов можно преобразовать уравнение
(10.5), применяя замену переменных, которая часто используется в ме-
тоде ВКБ.

10.1.6. Результаты расчетов. Рассмотрим конкретные итоги вы-
числений. Прежде всего, сравним результаты расчетов численным ме-
тодом и методом, описанным в пунктах 10.1.3 и 10.1.4. Для простоты
везде далее считаем, что среды слева и справа от барьера одинаковы,
т. е. волновые числа в них равны k1 = k0.

Начинаем со случаев затухания внутри барьера. На рис. 10.2 пред-
ставлен результат расчета модуля коэффициента прохождения T волны

сквозь барьер при k0l = 10 и V/k20 = 1,21. Сплошные кривые 1 и 3 по-

строены численно при значениях коэффициента нелинейности σ = 1/12
и σ = −1/12 соответственно. Пунктирные кривые 2 и 4 рассчитаны
по формуле (10.23) при тех же значениях σ. Видно, что результаты
этих двух способов расчета при A0 < 0,15 совпадают с графической
точностью.
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Рис. 10.2. Зависимость модуля коэффициента прохождения волны от ее ампли-
туды для барьера с параметрами k0l = 10 и V/k20 = 1,21. Кривые 1, 2 и 3, 4

соответствуют значениям σ = 1/12 и σ = −1/12

Рис. 10.3. Зависимость модуля коэффициента прохождения волны от ее ампли-
туды для барьера с параметрами k0l = 10 и V/k20 = 1,21. Кривые 1, 2 и 3, 4

соответствуют значениям σ = 1/6 и σ = −1/6

Рис. 10.3 показывает, как изменяются графики T (A0) при увеличе-
нии по сравнению с рис. 10.2 коэффициента нелинейности σ. Кривые 1
и 2 здесь относятся к случаю σ = 1/6, а кривые 3 и 4 — к случаю
σ = −1/6 соответственно. Остальные параметры задачи те же, что и на
рис. 10.2. Соответствие кривых и методик расчета здесь то же, что и
на предыдущем рисунке. Рис. 10.3 показывает, что при увеличении |σ|
влияние нелинейного члена в уравнении (10.5) на зависимость T (A0)
выражено сильнее. Заметим также, что при более сильной нелиней-
ности слегка сужается интервал амплитуд A0, в котором результаты
расчетов двумя методами совпадают.

На рис. 10.4 приведено распределение амплитуды |U(x)| при не-
скольких значениях коэффициента σ. Параметры задачи здесь следую-
щие: k0l = 10, V/k20 = 1,21 и A0 = 0,2. Сплошные кривые 1 и 2 рассчи-
таны численно при значениях σ = 1/6 и σ = −1/6 соответственно. На



328 Гл. 10. Нелинейные эффекты при туннелировании, в волноводах

Рис. 10.4. Модуль волнового поля для барьера с параметрами k0l = 10 и V/k20 =
= 1,21. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют значениям σ = 1/6, −1/6 и 0

Рис. 10.5. Модуль волнового поля для барьера с параметрами k0l = 20 и V/k20 =
= 1,04. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют амплитудам A0 = 0,05, −0,1 и 0,13

(затухающий режим внутри барьера)

этом же рисунке для сравнения пунктиром приведено распределение
модуля поля в линейной задаче, т. е. при σ = 0. Чтобы яснее показать
различие между нелинейными и линейными задачами, параметр σ
выбран достаточно большим по модулю. На рисунке горизонтальные
линии представляют модули поля падающей и прошедшей волн, а вер-
тикальные штриховые линии определяют границы барьера.

Опишем теперь результаты расчета для случая низкого барьера.
Везде далее считаем, что k0l = 20, V/k20 = 1,04 и σ = −1/12. По
сравнению с предыдущими случаями длина барьера увеличена, чтобы
детальнее показать поведение решений. Все кривые на рис. 10.5 и 10.6
рассчитаны численно. На рис. 10.5 приведены графики |U(x)| для слу-
чаев, когда амплитуды падающих на барьер волн равны A0 = 0,05,
0,1 и 0,13 (кривые 1, 2 и 3 соответственно). Как и на рис. 10.4,
горизонтальными линиями показаны распределения падающих волн,
а вертикальными — границы барьера. При всех значениях A0 мы
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Рис. 10.6. Модуль волнового поля для барьера с параметрами k0l = 20
и V/k20 = 1,04. Кривые 1 и 2 соответствуют амплитудам A0 = 0,15 и 0,2

(осциллирующий режим внутри барьера)

находимся ниже граничной кривой, показанной на рис. 10.1, т. е. в зоне
затухания волны внутри барьера, когда K2 < 0.

Наконец, рис. 10.6 иллюстрирует случай, когда амплитуда пада-
ющей волны такова, что мы находимся выше граничной кривой на
рис. 10.1 и имеем дело с осцилляциями поля внутри барьера, ко-
гда K2 > 0. Для этого рисунка амплитуды увеличены до значений
A0 = 0,15 и 0,2 (кривые 1 и 2 соответственно). При таких значениях
A0 волна проходит сквозь барьер с достаточно большой амплитудой
A1 на выходе из барьера, т. е. происходит просветление нелинейного
барьера.

10.1.7. Волновод с нелинейной стенкой. Применим описанные
методы и результаты к исследованию волн в открытых многослой-
ных диэлектрических волноводах. Слоистые структуры исследовались
в литературе уже достаточно давно, причем как с линейными, так
и с нелинейными диэлектриками [20–22]. В указанных работах в ос-
новном рассматривались поверхностные (направляемые) моды. Мы же
будем исследовать случай, когда моды являются вытекающими. Далее
рассматриваем двумерную систему, изображенную на рис. 10.7. Вол-
новод представляет собой пятислойную структуру: центральный ди-
электрический волноведущий слой, окруженный сверху и снизу двумя
нелинейными диэлектрическими слоями. Толщину центрального слоя
обозначим через 2d, а его постоянную проницаемость — через ε0.
Будем рассматривать частный случай, когда проницаемость окружаю-
щей среды также равна ε0 (рис. 10.7). Толщины покрывающих слоев
обозначим через d1.

Рассматриваем ТЕ-случай, когда электрическое поле имеет только
одну компоненту Ex. Предполагаем, что проницаемость промежуточ-
ных слоев нелинейна и описывается выражением

ε = ε1 + α|Ex|2, (10.34)
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Рис. 10.7. Геометрия планарного волновода

в котором постоянная ε1 — линейная часть, а постоянный коэффициент
α может быть как положительным, так и отрицательным. Электриче-
ское поле мод, бегущих вдоль волновода, можно приближенно предста-
вить в виде

Ex = Φ(y) exp [i(βz − ωt)], (10.35)

где β — постоянная распространения; ω — частота и t — время.
Функция Φ(y) удовлетворяет уравнению

Φ′′ + {k2ε(y, |Φ|2) − β2}Φ = 0, (10.36)

в котором проницаемость ε(y, |Φ|2), различная для различных слоев,
описана выше. При выводе (10.36), как и при выводе (10.5), предпо-
лагали, что высшие временные гармоники подавляются. Такое прибли-
жение оправдано в случае, когда затухание волн на таких гармониках
велико, что наблюдается, в частности, в оптическом диапазоне.

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда

ε1 < ε0. (10.37)

Парциальные лучи мод, распространяющиеся в такой системе, в ли-
нейном случае (при α = 0) испытывают полное внутреннее отражение
на границах y = ±d. При конечной толщине d1 эти парциальные лучи
туннелируют через нелинейные слои (см. 10.1.4) и мода является
вытекающей, т. е. имеет радиационные потери. Для определенности
рассматриваем лишь верхнюю половину картины, изображенной на
рис. 10.7, полагая, что y > 0.

Пусть толщина d1 нелинейного слоя достаточно велика, так что
поле на внешней границе y = d + d1 волновода мало. Это означа-
ет, что рассматриваются моды слабо вытекающие. Для дальнейшего
существенно, что величина Imβ положительна и мала (см. далее
(10.45)), поэтому множитель exp (iβz) медленно убывает по модулю
с ростом z. Положительность Imβ и связанное с этим слабое убывание
нелинейной части показателя преломления (10.34) приводит к тому,
что формула (10.35) не учитывает полностью зависимость поля от
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координаты z, особенно при больших z. Далее рассматриваем ту часть
волновода, в которой

0 � z � Z, Z = O

(
1

Imβ
,

1

α|A|2k
)
. (10.38)

Здесь A — амплитуда поля на оси, а k = ω/c — волновое число
в пустоте. Громоздкий анализ, который мы опускаем, показывает, что
в области (10.38) используемое уравнение (10.36) дает достаточно
точное описание физических процессов. Заметим, что при значениях
z � Z волновые поля моды во всех слоях экспоненциально малы.

С учетом результатов, полученных в разделe 10.1.2 для основной
моды ТЕ0, функцию Φ(y) можно представить в виде:

Φ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
A cos (κy), при |y| < d;

B1 exp [−p(|y| − d)] +B3 exp [−3p(|y| − d)]+
+B−1 exp [p(|y| − d− d1)], при d < |y| < d+ d1;

C exp [iκ(|y| − d− d1)], при |y| > d+ d1,
(10.39)

при этом волновые числа связаны соотношениями

β2 = k2ε1 + p2 = k2ε2 − κ2. (10.40)

При выводе этих формул учтена симметрия волновода и четность моды
ТЕ0. В силу неравенства (10.37) и предположения о слабо вытекающем
характере мод, величины κ, p и β имеют малые мнимые части.

При выводе формулы (10.39) для нелинейного слоя, как и в преды-
дущих пунктах, использован метод малоамплитудного приближения,
в предположении, что осевая амплитуда A в волноведущем слое мала.
Вследствие этого малы и прочие амплитуды в (10.39). Не ограничивая
общность анализа, амплитуду A можно считать вещественной и по-
ложительной (A > 0). Отметим также (см. раздел 10.1.2), что, как
следует из уравнения (10.36), коэффициент

B3 = −α k2

8p2
B3

1 .

Далее выписываем граничные условия при y = d и y = d+ d1. Посколь-
ку коэффициент B3 уже выражен через B1, то получающаяся система
4-х уравнений для 4-х коэффициентов в (10.39) дает дисперсионное
соотношение (ДС):

p cos (κd) − κ sin (κd) =

= αA2 k
2

4p
cos3(κd) + 2p

p+ iκ

p− iκ
cos (κd) exp (−2pd1). (10.41)
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Уравнения (10.36), их решения (10.39), а также ДС содержат два
малых параметра: множитель типа exp (−2pd1) и нелинейный параметр
α (или αA2), с которыми мы фактически уже встретились в связи
с неравенством (10.38). Первый параметр связан с тем, что изучаемые
волны являются слабо вытекающими. Второй параметр имеет другую
природу — он связан с нелинейностью задачи. При построении прибли-
женного решения ограничимся главными членами разложений по ука-
занным выше малым параметрам. Отметим, что в левой части (10.41)
собраны члены порядка единицы, а в правой части — поправочные
члены.

Введем безразмерную частоту

ν = kd
√
ε0 − ε1 . (10.42)

Для основной моды TE0 соотношению (10.41) можно придать вид
неявной связи между κ и ν:

κd

cosκd
= ν +

1

ν

[
αA2 (kd)2(κd)2

4ν2
+ 2(pd)2

p+ iκ

p− iκ
exp (−2pd1)

]
. (10.43)

Уравнение (10.43) удобно использовать для численного анализа ДС,
решая его, например, итерациями. В нулевом приближении для вол-
новода, ограниченного полубесконечными слоями из линейного ди-
электрика (т. е. при α = 0 и d1 = 0), получаем хорошо известное ДС
планарного волновода:

κd = ν cos (κd).

Амплитудные множители в (10.39) выражаются через осевую ам-
плитуду A согласно формулам:

B1 =
[
1 +

k2

8p2
αA2 − p+ iκ

p− iκ
exp (−2pd1)

]
A cos (κd),

B3 = − k2

8p2
α[A cos(κd)]3, B−1 =

(p+ iκ)
(p− iκ)

B1 exp (−pd1),

C =
2p

(p− iκ)
B1 exp (−pd1).

(10.44)

В этих формулах для расчета величины cos (κd) используется соотно-
шение (10.43), а в правых частях выражений для B−1 и C следует
выразить B1 через A (см. первую строку в (10.44)). Формулы (10.44)
вместе с (10.39) полностью определяют волновые поля во всех слоях
рассматриваемой системы.

Переходим к анализу динамики этих волновых полей. Фазовые

параметры мод Re β можно вычислить из соотношения β =
√
k2ε0 − κ2 ,

используя выражениe для κ, которое следует из ДС. Коэффициент
затухания Imβ пропорционален exp (−2pd1) и для слабо вытекающих
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мод, когда |p|d1 � 1, он мал (Imβ � k). Для оценки Imβ можно
использовать соотношения, которые получаются из уравнения сохране-
ния энергии. В результате вычислений, которые мы опускаем, получаем
приближенно

Imβ =
|C|2 Reκ
Iw Re β

, Iw =

d+d1∫

−d−d1

|Φ(y)|2 dy, (10.45)

где коэффициент C определяется из формул (10.44). Приведенное соот-
ношение имеет простой физический смысл: величина Imβ пропорцио-
нальна отношению потоков мощностей в поперечном и продольном на-
правлениях. В линейной системе (α = 0) или при малой нелинейности
парциальные лучи туннелируют через промежуточный слой, так что
в этих случаях радиационные потери оказываются экспоненциально
малыми. При сильной нелинейности при определенных значениях пара-
метров (см. ниже) коэффициент затухания Imβ может быть большим
(сравнимым с волновым числом k).

Заметим, что сдвиг фазовой постоянной Re β за счет нелинейности
диэлектрика пропорционален |αA2| и для его расчета можно ограни-
читься главными членами разложений по указанным выше малым па-
раметрам. В отличие от сдвига Reβ сдвиг величины Imβ за счет нели-
нейности существенно меньше, он пропорционален |αA2 exp (−2pd1)|,
поэтому для вычисления этой величины из ДС необходимо добавить
в формулы (10.39) и (10.41) следующие члены разложения по степеням
малых параметров.

Изучим подробнее связь между задачей о туннелировании, исследо-
ванной в первых разделах главы, и волноводной задачей. Для простоты
рассмотрим случай высоких частот (вдали от отсечки), когда ν � 1.
Как известно, вытекающая мода образована суперпозицией парциаль-
ных лучей, которые распространяются вдоль волновода, попеременно
отражаются от промежуточных слоев и частично туннелируют сквозь
них. Используя геометрооптические соображения, можно показать, что
коэффициент затухания моды за счет вытекания равен

Imβ =
Reκ

4Re (βd)
[1− |R|2]. (10.46)

Здесь через R обозначен коэффициент отражения парциальных
лучей, падающих на границу y = d под углом скольжения θ =
= arctg (Reκ/Reβ). Вывод соотношения (10.46) проводится по той же
схеме, что и для волноводов с линейными слоистыми стенками [20].
Величина (1 − |R|2) для структуры без диэлектрических потерь
равна коэффициенту прохождения |T |2 лучей через нелинейный слой.
Коэффициент |T |2 может быть рассчитан так же, как в 10.1.6, обобщая
приведенные там формулы на случай наклонного падения.
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Учитывая уже рассмотренные зависимости |T |2 от α, можно убе-
диться, что при больших по модулю отрицательных α величина по-
тока мощности в окружающую волновод среду резко уменьшается.
Наоборот, при положительных α поток значителен. Итак, при большой
мощности, передаваемой по волноводу, и α > 0 нелинейная диэлек-
трическая стенка может стать почти прозрачной для падающих на нее
лучей и в этом случае затухание моды будет велико, т. е. волновод
не будет канализировать мощность вдоль оси. Подбирая параметры
стенки, на основе такой системы можно изготовить, например, огра-
ничители мощности. По-видимому, этот эффект может быть также
использован для измерения характеристик нелинейных диэлектриков.

Рис. 10.8. Зависимость постоянной распространения вытекающей моды TE0 от
амплитуды поля на оси планарного волновода. Кривые 1 и 2 соответствуют

значениям α = −0,1 и α = 0,1

Рис. 10.9. Зависимость коэффициента затухания вытекающей моды TE0 от
амплитуды поля на оси планарного волновода. Кривые 1 и 2 соответствуют

значениям α = −0,1 и α = 0,1
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Приведем результаты расчетов основных характеристик вытекаю-
щей моды ТЕ0. Расчет комплексных значений постоянной распростра-
нения β проводился с помощью численного интегрирования уравнения
(10.36) по методике, сходной с методикой, описанной в разделе 10.1.5.
На рис. 10.8 изображена зависимость безразмерного фазового парамет-
ра Re β/(k

√
ε0 ) от осевой амплитуды A электрического поля моды ТЕ0.

Расчеты проводились для волновода с параметрами: kd = 1,5, d1/d = 1,

ε0 = 12 и ε1 = 10. Кривая 1 построена для α = −0,1, а кривая 2 —
для α = 0,1. На рис. 10.9 показаны зависимости относительных потерь

Imβ/(k
√
ε0 ) моды ТЕ0 от амплитуды A на оси. Как и выше, кривая 1

построена для α = −0,1, а кривая 2 — для α = 0,1. При расчетах
использовались те же параметры волновода, что и для рис. 10.8. Как
следует из рис. 10.9, радиационные потери моды ТЕ0 существенно
зависят от передаваемой мощности.

10.2. Принцип Ферма для нелинейной среды

Актуальность вывода вариационного принципа Ферма для нелиней-
ной среды связана с важностью задач о локализованных волновых про-
цессах. Локализация или сосредоточенность волновых решений озна-
чает, что эти решения отличны от констант лишь в малых окрестностях
некоторых подмногообразий — кривых или поверхностей, которые бу-
дем обозначать буквой l. Такие кривые (или поверхности) l в задачах
о солитонных решениях имеют смысл осевых линий узких волновых
пучков, в других (о решениях типа кинка) — смысл волновых фронтов.
Особенность всех этих задач в том, что для них заранее не известны
как сами волновые решения, так и подмногообразия l, в окрестности
которых решения сосредоточены. Эту трудность удается эффективно
преодолеть путем вывода для l траекторного вариационного принципа.

10.2.1. Траекторные вариационные принципы. Наряду с ши-
роко известными вариационными принципами Лагранжа, Гамильтона,
Якоби и др., определяющими весьма общие законы движения и дина-
мику физических полей, важное значение имеют также траекторные
вариационные принципы, выделяющие реальные пути движения среди
множества кинематически возможных. В связи с линейными задачами
оптики и механики траекторные вариационные принципы формулиро-
вались еще в XVII и XVIII веках Ферма, Эйлером и Мопертюи. Ва-
риационные принципы, о которых пойдет речь в этой главе, обобщают
принцип Ферма на случай нелинейных сред. В отличие от классиче-
ского принципа Ферма здесь получаем вариационные принципы, содер-
жащие параметр, связанный с интенсивностью волнового поля. Другое
важное отличие от линейного случая в том, что выводимые далее
нелинейные вариационные принципы определяют траектории не лучей,
а осевых линий узких волновых пучков. Наши построения показывают,
что входящие в эти вариационные принципы функционалы могут быть
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найдены без знания самого волнового решения. Таким образом, две
задачи, указанные выше, удается полностью разделить.

Наконец, само построение вариационного принципа Ферма может
быть осуществлено двумя путями: либо на основе подходящего ан-
затца, либо с помощью принципа Уизема. Оба пути ведут к полно-
стью совпадающим результатам. Предварительным этапом построения
траекторного вариационного принципа служит нахождение естествен-
ного уравнения для l, иначе говоря, явного выражения для кривизны
(в трехмерном случае — кривизны и кручения) этой кривой.

Начнем с первого из названных путей. Конкретизируя задачу, будем
моделировать распространение узких интенсивных волновых пучков
с помощью нелинейного уравнения Гельмгольца, которое является
классическим модельным уравнением нелинейной оптики и нелинейной
теории волн в плазме [24–26]. Другая классическая модель [27, 28]
описания аналогичных нелинейных волновых явлений связана с нели-
нейным уравнением Шредингера, но ведет к совершенно аналогичным
асимптотическим решениям для волновых пучков. Используемый под-
ход позволяет строить решения уравнения Гельмгольца (или Шредин-
гера) при весьма общих типах нелинейности (см. [5, 15]). Для про-
стоты изложения далее ограничимся задачами для кубически нелиней-
ных сред.

Рассматриваем двумерное и трехмерное нелинейные уравнения
Гельмгольца

Δu + ω2[a(x, y)|u|2 + b(x, y)]u = 0, ω � 1, (10.47)

Δu+ ω2[a(x, y, z)|u|2 + b(x, y, z)]u = 0, ω � 1, (10.48)

в которых Δ — дву- или трехмерные операторы Лапласа; ω — безраз-

мерная частота, а функции a(x, y) и a(x, y, z) строго положительны.
Квадратные скобки в (10.47) и (10.48) имеют смысл квадратов показа-
телей преломления нелинейных сред.

10.2.2. Двумерная задача. Выбор анзатца. Начинаем с дву-
мерного случая. Будем искать комплекснозначные решения уравнения
(10.47), сосредоточенные в окрестности некоторой кривой l на плоско-
сти (x, y) и имеющие смысл волн, бегущих вдоль l [29].

В окрестности кривой l вводим естественную систему координат —
длину дуги s и расстояние по нормали n. Длину кривой l будем считать
бесконечной, а координаты (s, n) меняющимися от −∞ до +∞. Далее
полагаем

a(x, y) = α(s,n), b(x, y) = β(s,n). (10.49)

Вводим также растянутую нормаль ν = ωn. Условие сосредоточенности
(локализации) запишем в виде

lim
ν→±∞u = 0. (10.50)
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Это условие — нелинейный аналог условия, выделяющего нормальные
волны внутреннего волновода [30].

Изучаемое асимптотическое решение имеет смысл стационарного
волнового пучка, кривая l — осевой линии этого пучка. Изложенный
далее асимптотический подход, как уже отмечалось выше, позволяет
преодолеть существенную трудность, характерную для подобных задач:
дает возможность отделить задачу об определении осевой линии l от
задачи об определении сконцентрированного вблизи l поля.

Решение задачи будем искать в виде:

u(s,n,ω) = U(s, ν,ω) exp [iωQ(s, ν,ω)],

U(s, ν,ω) =
∑
j

Uj(s, ν)ω−j , Q(s, ν,ω) =
∑
j

Qj(s, ν)ω−j , (10.51)

где Uj и Qj вещественны, все Uj экспоненциально убывают при

ν → ±∞, а Qj допускают при ν → ±∞ не более чем степенной рост.

Подставим (10.51) в (10.47) и отделим в получившемся уравнении
вещественную и мнимую части:

ΔU + ω2[f(U 2, s, ν/ω) − (∇Q)2]U = 0, (10.52)

div (U 2∇Q) = 0. (10.53)

Перейдем от (10.52) и (10.53) к рекуррентной последовательности
уравнений, получающихся приравниванием нулю коэффициентов при
каждой степени ω. Поскольку

div (U 2∇Q)=ω2(U 2Qν)ν+
ωκ

(1+κν/ω)
U 2Qν+

1

(1+κνω)
∂

∂s

[
U 2Qs

(1+κν/ω)

]
(10.54)

(здесь κ(s) — кривизна кривой l), то, как нетрудно видеть, двум
старшим уравнениям, следующим из (10.53), можно удовлетворить,
считая Q0 и Q1 зависящими только от s. Положим:

Q0(s) =

s∫

0

q(s) ds. (10.55)

Самое старшее уравнение, вытекающее из (10.52), имеет вид

U0νν + [α(s, 0)U 2
0 + β(s, 0) − q2(s)]U0 = 0.

Для существования решения этого уравнения, удовлетворяющего усло-
вию сосредоточенности (10.50), необходимо выполнение условия

q2(s) > β(s, 0). (10.56)
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Само решение при этом имеет вид

U0(s, ν) =
[
2
q2(s) − β(s, 0)

α(s, 0)

]1/2
1

ch
[
ν
√
q2(s) − β(s)

] . (10.57)

Старшее следствие уравнения (10.53) с учетом (10.55) имеет вид

∂

∂ν
(U 2

0Q2ν) +
∂

∂s
(q(s)U 2

0 ) = 0.

Интегрируя по ν и принимая во внимание экспоненциальное убывание
U0 при ν → ±∞, получаем закон сохранения

q[q2 − β(s, 0)]1/2

α(s, 0)
= A = const . (10.58)

При выводе (10.58) использована табличная формула

∞∫

−∞
ch−2γ(x) dx =

√
π Γ(γ)

Γ(γ + 1/2)
. (10.59)

Вытекающее из (10.52) уравнение для U1(s) является линейным
и неоднородным, его правая часть в соответствии с (10.54) содержит
кривизну κ(s) осевой линии l. Условие разрешимости задачи для этого
уравнения в результате преобразований дает формулу

κ(s)[2q2 + β(s, 0)] +
αn(s, 0)
2α(s, 0)

[q2 − β(s, 0)] +
3

2
βn(s, 0) = 0. (10.60)

Уравнение (10.60) не может быть выполнено на произвольной кри-
вой l. Это уравнение определяет связь между κ(s), α(s,n) и β(s,n)
на l, гарантирующую возможность построения изучаемого решения
в окрестности l.

Закон сохранения (10.58) позволяет выписать явное выражение для
q2(s)

q2(s) =
1

2

[
β(s, 0) +

√
β2(s, 0) + 4A2α2(s, 0)

]
(10.61)

и тем самым упростить равенство, определяющее кривизну:

κ(s)
(
2β +

√
β2 + 4A2α2

)
+
αn
4α

(√
β2 + 4A2α2 − β

)
+

3

2
β = 0.

(10.62)
Теперь кривизна выражена только через заданные функции α(s,n)
и β(s,n).
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10.2.3. Применение принципа Уизема. Переходим к другому
способу определения осевой линии l, связанному с использованием ва-
риационного принципа Уизема. Подробные описания применения этого
принципа можно найти в книгах [3, гл. 11 и 14] и [15, гл. 4 и 5].

Снова обращаемся к поставленной выше задаче о сосредоточенном
вблизи гладкой кривой l решении уравнения (10.47). Для исполь-
зования принципа Уизема нужно построить соответствующий задаче
усредненный лагранжиан. Для этого, в свою очередь, нужно указать
вытекающий из постановки задачи характер зависимости искомого ре-
шения от быстрой переменной. В данном случае, используя связанные
с кривой l координаты s, n, мы ищем решение, которое при ω → ∞
имеет вид

u = U(s, ν) exp (iωQ(s)), ImU = ImQ = 0, lim
ν→±∞U = 0, (10.63)

причем ν = ωn и есть указанная быстрая переменная. Тогда функция
U ≈ U0 в первом приближении удовлетворяет уже известному нам
уравнению

Uνν +
[
α

(
s, ν

ω

)
U 2 + β

(
s, ν

ω

)
− q2(s)

]
U = 0, q(s) = Q′(s). (10.64)

Уравнение (10.64) при условии (10.56) имеет положительное решение
(10.57), достаточно быстро убывающее при ν → ±∞ для всех s. Имен-
но это решение и рассматривается далее.

Уравнению (10.47) соответствует плотность функции Лагранжа

|∇u|2 − ω2

[
1

2
α(s,n)|u|4 + β(s,n)|u|2

]
, (10.65)

где |∇u|2 означает скалярное произведение ∇u на комплексно сопря-
женное выражение.

Вычисляем выражение (10.65) на функциях (10.63), интегрируем по
быстрой переменной ν = ωn и используем табличную формулу (10.59).
Получаем усредненный лагранжиан

L(n, s) =
4q2(s)

√
q2(s) − β(s,n)
α(s,n)

[
1 +

1

(1 + nκ(s))2

]
. (10.66)

Для вывода условия, определяющего кривую l, образуем функционал

L[n(s)] =

+∞∫

−∞
L(n, s)

√
(1 + nκ)2 + n2

s ds (10.67)

вдоль любой гладкой кривой n = n(s), близкой к кривой n = 0, т. е. к l.
Здесь

dS =
√

(1 + nκ)2 + n2
s ds (10.68)
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элемент длины дуги кривой n = n(s), а выражение для L задано
формулой (10.66).

Варьирование функционала (10.67) целесообразно провести следу-
ющим образом (см., например, [30]). В координатах n, s рассматриваем
близкие к l в метрике C1 кривые n = n(s), удовлетворяющие уравнению
Эйлера

d

ds

(
∂Ψ
∂ns

)
− ∂Ψ
∂n

= 0, Ψ = L(n, s)
√

(1 + nκ)2 + n2
s . (10.69)

Кривая l является экстремалью, если тривиальное решение n = 0
удовлетворяет уравнению (10.69). Это, в свою очередь, имеет место
лишь при условии равенства нулю коэффициента при первой степени
n в разложении Ψ. Поскольку

Ψ = L(0, s) + n[κL(0, s) + Ln(0, s)] +O(n2 + n2
s), (10.70)

то определяющее кривую l условие имеет вид

κ(s) = −Ln(0, s)
L(0, s)

. (10.71)

Используя выражения (10.66) и (10.61), вычисляем правую часть
(10.71) и снова получаем равенство (10.62). Таким образом, оба рас-
смотренных подхода ведут к одному и тому же естественному уравне-
нию для осевой линии.

Покажем, что условие (10.62) эквивалентно также некоторому од-
нопараметрическому принципу Ферма. Формулировка этого принципа
связана с построением гамильтониана H0, соответствующего усред-
ненному лагранжиану L(0, s), и с естественным продолжением H0

в плоскости (x, y), т. е. с переходом от H0(s) к H(x, y).
Выполним намеченные построения. Лагранжиан L(0, s) содержит

единственный импульс Q′ = q. Поэтому преобразование Лежандра,
связывающее функции Гамильтона и Лагранжа [31], в данном случае
имеет вид

H0(s) = −L(0, s) + q
∂L(s, 0)
∂q

=
8(2q2 + β(s, 0))

√
q2 − β(s, 0)

3α(s, 0)
. (10.72)

Используем формулу (10.61):

H0(s) =
16A2

3
α(s, 0)

√
β2(s, 0) + 4A2α2(s, 0) + 2β(s, 0)√
β2(s, 0) + 4A2α2(s, 0) + β(s, 0)

. (10.73)

Правая часть (10.73) допускает продолжение в плоскости (x, y),
в результате получаем функцию Гамильтона на этой плоскости

H(x, y,A) = a(x, y)

√
b2(x, y) + 4A2a2(x, y) + 2b(x, y)√
b2(x, y) + 4A2a2(x, y) + b(x, y)

.
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Несущественный постоянный множитель 16A2/3 здесь опущен. Пара-
метром в этом принципе является константа A, которая имеет смысл
интенсивности пучка. В зависимости положения и формы осевой линии
l от интенсивности A как раз и проявляется нелинейность рассматри-
ваемого явления.

Определяющий линию l принцип Ферма может быть сформулирован
так:

δ

∫
H(x, y,A) dS = 0. (10.74)

Нетрудно проверить, что из вариационного равенства (10.74) вытекает
условие (10.62). Для этого достаточно повторить приведенные выше
рассуждения с заменой L на H : перейти к переменным s и n, исполь-
зовать формулу (10.68) и разложение типа (10.70). В итоге получаем
равенство

κ(s) = −
[
1

H

∂H

∂n

]
n=0

,

совпадающее с (10.62), что и требовалось установить. Вывод принципа
(10.74) из принципа Уизема аналогичен получению принципа Мопер-
тюи на основе принципа наименьшего действия [32].

Для весьма интенсивных пучков (при A→ ∞) вариационный прин-
цип (10.74) превращается в равенство

δ

∫
a(x, y) dS = 0. (10.75)

10.2.4. Трехмерная задача. В трехмерном случае построение как
вариационного принципа, так и естественного уравнения для кривой
l аналогичны двумерному случаю. Приведем без вывода некоторые
результаты, относящиеся к случаю, когда исходным уравнением яв-
ляется уравнение (10.48). Если в двумерном случае в соответствии
с (10.57) ширина пучка связана с величиной разности q2 − β(s, 0), то
аналогичное свойство имеет место и в трехмерном случае. Здесь такую
же роль играет величина

q2(s) − b(x, y, z)
∣∣∣
l
. (10.76)

Вместо (10.71) в трехмерном случае получаем, что

q(s) = Aa(x, y, z)
∣∣∣
l
. (10.77)

Линия l теперь удовлетворяет однопараметрическому принципу Ферма

δ

∫
H(x, y, z,A) dS = 0, (10.78)

в котором

H = A2a(x, y, z) +
b(x, y, z)
a(x, y, z)

(10.79)
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и функция a(x, y, z) строго положительна. Параметр в этом принци-
пе — константа A — по-прежнему имеет смысл интенсивности пучка.
Эта интенсивность удовлетворяет условию

A2a2(x, y, z) > b(x, y, z), (10.80)

аналогичному условию (10.56) в двумерном случае.

10.2.5. Нелинейная среда волноводного типа. Из вариационно-
го принципа (10.78), (10.79) вытекает ряд важных физических след-
ствий. Весьма важен следующий эффект: пучок не может проникнуть
в области пространства, где не выполнено условие (10.80). Это об-
стоятельство чрезвычайно существенно при анализе распространения
пучков в нелинейных и неоднородных средах волноводного типа.

Пусть изучается процесс, удовлетворяющий уравнению (10.48) с ко-
эффициентами, зависящими лишь от одной координаты a = a(x),
b = b(x). Будем считать, что осевая линия l целиком лежит в плоскости
(x, y), т. е. при z = 0. Вариационный принцип (10.78), (10.79) теперь
имеет вид

δ

∫
h(x,A) dS = 0, h = A2a(x) +

b(x)
a(x)

. (10.81)

Зона возможного движения пучка в соответствии с условием
(10.80) определяется неравенством

A2a2(x) � b(x). (10.82)

Чтобы среда имела волноводный характер, положим функцию h(x,A)
имеющей максимум x = ξ(A) для всех A. Пример такой функции
для фиксированного значения A показан на рис. 10.10. Возникающая
ситуация есть ситуация внутреннего волновода. Если бы функция h
была обычным показателем преломления (не зависящим от A), то
типичный геометрооптический луч l0 располагался бы между двумя
каустиками x = X±, попеременно касаясь их в процессе распростране-
ния. Геометрия луча в линейном случае [33] показана на рис. 10.11.

В нелинейном случае эффекты несравненно богаче. Выпишем диф-
ференциальное уравнение для осевой линии l, разыскиваемой в виде
y = y(x). Это уравнение следует из уравнения Эйлера, соответствую-
щего вариационному равенству (10.81), и после преобразований при-
нимает вид

y′′

1 + y′2
=
[
a′

a
+
a2(b/a2)′

A2a2 + b

]
y′ =

h′

h
y′. (10.83)

Совместим начальную точку осевой линии с точкой x = ξ, y = 0.
Уравнение (10.83) легко интегрируется:

y′2(x)
1 + y′2(x)

=
y′2(ξ)

1 + y′2(ξ)
h2(x)
h2(ξ)

. (10.84)
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Рис. 10.10. Функция h(ξ,A) при фиксированном значении A

x

y
0

	

X–

X+
l0

�( )A

Рис. 10.11. Траектория луча в планарном волноводе

На основании (10.84) можно заключить, что форма осевой линии
существенно зависит от начального ее направления по отношению
к градиенту неоднородности.

Если y(ξ) = 0, то решение уравнения (10.84) имеет вид y(x) = 0,
т. е. осевая линия совпадает с осью 0y. Однако параметры пучка
при изменении y будут меняться. Подобная задача о распространении
пучка в неоднородной плазме параллельно градиенту неоднородности
рассматривалась Н. С.Ерохиным и Р. З. Сагдеевым [25].

Уже отмечалось, что ширина пучка определяется разностью (10.76).
С учетом (10.77) имеем

q2 − b = A2a2 − b > 0. (10.85)

Если разность (10.85) убывает по y, то пучок по мере своего про-
движения по этой координате дефокусируется. Если же эта разность
возрастает, то, наоборот, пучок фокусируется. В частности, при подхо-

де к области A2a2 − b < 0 происходит полное расплывание пучка. Этот
факт естественен, так как разность (10.85) непосредственно связана
с шириной пучка.
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Возвращаемся к уравнению (10.84). Что происходит при y′(ξ) =
= tg β 
= 0? При условии

lim
|x|→∞

h(x) = 0

возможны следующие варианты поведения осевой линии.
А) Пусть величина

b(x)/a2(x) (10.86)

убывает с ростом |x − ξ|. Тогда дефокусировки нет. Пусть для опреде-
ленности x > ξ. Пучок поворачивает в сторону уменьшения координаты
x при приближении к прямой x = x∗, такой, что y′(x∗) = ∞. В точке
поворота

h(x∗) = h(ξ)

√
y′2(ξ) + 1

|y′(ξ)| =
h(ξ)
| sinβ| , y′(ξ) = tg β. (10.87)

Конечно, положение искомой линии поворота зависит от интенсивности
пучка A и от начального угла β, т. е. x∗ = x∗(A,β). Очевидно, что

h(x∗) > h(ξ).

Это означает, что линии поворота x = x∗ в рассматриваемом случае
в действительности нет. Факт убывания дроби (10.86) гарантирует
выполнение условия (10.82). Следовательно, в отличие от линейной
задачи пучок может уйти сколь угодно далеко по координате y. Закон
Снеллиуса в нелинейной задаче не выполняется.

Б) Если дробь (10.86) возрастает с ростом |x − ξ|, то в зависи-
мости от интенсивности A и угла β пучок либо дефокусируется,
либо поворачивает, не успевая приблизиться к области, в которой

A2a2(x) < b(x). При заданном A легко вычислить критическое значение
угла β, разделяющее два указанных варианта преобразования пучка.

Пусть x(b/a2) — функция, обратная по отношению к функции (10.84).

Если x∗(A,β) — корень уравнения (10.85) — больше, чем величина

x(A2) = x(b/a2)
∣∣
b/a2

= A2, т. е. если выполнено неравенство

b(x∗)
a2(x∗)

> A2, (10.88)

то дефокусировки не будет. В противном случае пучок покинет волно-

вод и рассеется в пространстве. В случае равенства b(x∗) = A2a2(x∗)
получаем уравнение для определения критического начального угла β
в зависимости от интенсивности A.

В более общих случаях нелинейных сред, например, для различных
типов сред с насыщением нелинейности (см. [15]), усложняется как
выражение h(x,A), так и неравенство (10.85), что ведет к дополни-
тельным эффектам.
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В целом нелинейная неоднородная среда весьма богата физически-
ми эффектами, связанными с распространением интенсивных волновых
пучков. Еще один важный пример дает теория наклонного распростра-
нения подобных СВЧ-пучков в ионосфере (см. [34]).

Заключение
В этой главе рассмотрены две важные задачи теории распростра-

нения волн в нелинейных средах с переменным профилем диэлектри-
ческой проницаемости. В разделе 10.1 проанализированы туннельные
эффекты, когда барьер постоянной высоты представляет собой хорошо
известную в физике нелинейную среду Клейна–Фока–Гордона. В ос-
нове построения решений основного уравнения (10.5) лежит метод
малоамплитудного приближения, восходящий к Дж.Стоксу. Этот ме-
тод позволил получить формулы (10.9), (10.23) и (10.29)–(10.31). Для
уравнения (10.5) найдены также точные решения (10.10) и (10.25).

В указанном приближении получены явные формулы, описывающие
как волновой процесс внутри барьера, так и волну, прошедшую сквозь
барьер. Для барьера общего типа найдены отличия в затухании, обу-
словленные нелинейностью барьерной среды.

Отдельно исследовано прохождение волны сквозь низкий барьер,
непрозрачный в случае линейной среды, который может стать прозрач-
ным в нелинейном случае. Получено условие (10.27) для физических
параметров задачи, когда нелинейность барьера ведет к осцилляциям
волнового поля внутри него и к его просветлению. В случае низкого
нелинейного барьера установлен также новый физический эффект: за-
висимость (10.26) барьерного волнового числа от амплитуды падающей
волны.

Примененный численный анализ не только дал полное согласие
с аналитическими формулами при малых амплитудах, но и позволил
установить характер изменения волновых полей и коэффициента про-
хождения барьера при увеличении амплитуды.

В разделе 10.1.7 продемонстрировано применение теории туннели-
рования к волноводным задачам. Роль барьера здесь играет нелинейная
стенка волновода. В случае больших по модулю отрицательных значе-
ний α стенка представляет собой непрозрачный или слабо прозрачный
барьер. При положительных α барьер просветлен, а рассматриваемая
мода быстро затухает. Результаты раздела могут быть использованы
для создания различных элементов интегральных схем в СВЧ и опти-
ческом диапазонах.

В разделе 10.2 получены траекторные нелинейные вариационные
принципы, обобщающие принципы Ферма. Первая особенность новых
вариационных принципов состоит в том, что они содержат параметр,
связанный с интенсивностью волнового поля. Поэтому траектории
лучей или осевых линий пучков в нелинейных задачах оказываются
зависящими от интенсивности. Вторая особенность — возникновение
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зон, не доступных лучам. Эти зоны представляют собой области про-
странства, в которых не выполнены условия (10.56) или (10.80). На
границах таких областей происходит дефокусировка рассматриваемых
пучков.

В разделе 10.2.5 показано, что для систем волноводного типа,
сочетающих нелинейность и специальную неоднородность, возможно
появление разнообразных физических ситуаций, отсутствующих в ли-
нейном случае.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЯВЛЕНИЯ

НА МАГНИТОСТАТИЧЕСКИХ ВОЛНАХ

В ДИАПАЗОНЕ СВЕРХВЫСОКИХ ЧАСТОТ

Ю.П.Шараевский, М.А.Малюгина, С. В. Гришин

До свидания, камень!
И да будет волна!

Самойлов Д.

Магнитостатические волны в ферромагнитных пленках. Па-
раметрические явления в ферромагнитных пленках при рас-
пространении магнитостатических волн. Нелинейные маг-
нитостатические волны в ферромагнитных пленках. Эффек-
ты самовоздействия волн (модуляционная неустойчивость,
образование солитонов). Нелинейные магнитостатические
волны в связанных ферромагнитных структурах.

11.1. Магнитостатические волны
в ферромагнитных пленках

11.1.1. Введение. В последние десятилетия получили интенсив-
ное развитие исследования волновых процессов в тонких ферритовых
пленках и, особенно, процессов, связанных с магнитостатическими
спиновыми волнами (МСВ) [1–7]. Магнитостатические спиновые вол-
ны представляют собой медленные волны (волны прецессии намаг-
ниченности). Если обменное взаимодействие в процессе их распро-
странения не играет существенной роли, а основную роль играет ди-
поль-дипольное взаимодействие, то эти волны обычно просто называют
«магнитостатическими». Интерес к этим волнам связан, прежде всего,
с тем, что они обладают целым рядом преимуществ перед другими
типами волн в кристаллах [5–7]: легко возбуждаются практически во
всем диапазоне сверхвысоких частот (1–40 ГГц); обладают большим
замедлением; существует возможность управления дисперсионными
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характеристики этих волн с помощью внешних нагрузок и магнит-
ного поля; обладают уникальными нелинейными характеристиками.
С помощью линий передачи на МСВ можно реализовать практически
все основные операции, используемые для функциональной обработки
сигналов [5–8]: управляемую задержку, фильтрацию, преобразование
спектра, ограничение сигнала, подавление побочных сигналов и шумов
и т. д.

Следует подчеркнуть, что широкие фундаментальные исследования
МСВ стали возможными благодаря созданию промышленной техно-
логии получения монокристаллических тонкопленочных ферритовых
структур с заданными значениями намагниченности и малым затуха-
нием, в частности, эпитаксиальных пленок железо-иттриевого граната
(ЖИГ) [9, 10].

Уже на первых стадиях экспериментального исследования магни-
тостатических волн было выяснено, что нелинейные явления игра-
ют существенную роль в волновых процессах в ферритовых плен-

Рис. 11.1. Ферритовая пленка тол-
щиной D в магнитном поле H0

ках [11, 12]. Можно выделить два
основных нелинейных механизма
в ферромагнитных пленках: пер-
вый, обусловленный нелинейно-
стью самой среды и приводящий,
в частности, к модуляционной неус-
тойчивости [7, 13, 14]; второй — па-
раметрический механизм, связан-
ный с возбуждением магнитоста-
тической волной коротковолновых
спиновых волн (СВ) (см., напри-
мер, [2, 7, 14–19]).

Рассмотрим ферромагнитную пленку, помещeнную в постоянное
магнитное поле H0, ориентированное параллельно или по нормали
к поверхности пленки (рис. 11.1).

С макроскопической точки зрения поведение ферромагнитной сре-
ды описывается вектором намагниченности M (магнитным моментом
единицы объема). Уравнения движения для вектора намагниченности
с учетом потерь в среде можно записать в виде [1, 2, 7]:

dM

dt
= −γ[MHэф

]
+

α0

|M |

[
M
dM

dt

]
, (11.1)

где γ — гиромагнитное отношение; Hэф — эффективное магнитное

поле, действующее на магнитный момент M в данной точке; α0 —
безразмерный параметр потерь.

Эффективное магнитное поле можно представить следующим обра-
зом [1, 2]:

Hэф = Hоб +Ha +Hd +H , (11.2)
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гдe Hоб — эффективное обменное поле, связанное с действием обмен-
ных сил; Ha — поле анизотропии, зависящее от ориентации магнитного
момента относительно кристаллографических осей (для многих ферро-
магнетиков с кубической решеткой поле анизотропии мало, поэтому
при дальнейшем рассмотрении положим Hа = 0); Hd — размагничива-

ющее поле, зависящее от формы образца; H = H0 + h — приложенное
внешнее магнитное поле, содержащее постоянную H0 и переменную h
составляющие.

Для описания длинноволновых возбуждений (магнитостатических
волн) в ферромагнитной среде с длинами волн λ� a (a — постоянная
кристаллической решетки) обменное взаимодействие можно не учиты-
вать и положить Hоб = 0. Если длина возмущений λ ∼ a, то специфика
волн обусловлена, в основном, обменным взаимодействием (Hоб 
= 0)
и волны этого типа носят названия спиновых волн (СВ).

Если мы рассматриваем одномерную модель ферромагнетика и если
считать, что возмущение намагниченности распространяется в направ-
лении оси z, то для обменного поля можно использовать соотноше-
ние [1, 2, 14, 16]:

Hоб = βa2
∂2M

∂z2
, (11.3)

где β — обменная константа.
Предположим, что мы имеем однородно намагниченный ферромаг-

нетик с намагниченностью насыщения M 0 и внешнее магнитное поле
H0 приложено вдоль оси z, причeм в статическом состоянии H0//M0

(рис. 11.2). Если вывести эту систему из состояния равновесия, то
вектор намагниченности будет прецессировать вокруг равновесного по-
ложение (т. е. вокруг оси z), причeм таким образом, что длина его
остается постоянной:

|M |2 = M 2
0 = m2

x +m2
y +M 2

z = const, (11.4)

где mx, my, Mz — компоненты вектора намагниченности.
В общем случае уравнение движения (11.1) для вектора намагни-

ченности с учетом (11.4) является нелинейным и его можно линеари-
зовать при условии:

|h| � |H0|, mx,y �M0. (11.5)

В линейной теории, предполагая малость волн возмущений, мы по-
лучаем, что Mz ≈M0 = const. При больших амплитудах высокочастот-
ного магнитного поля конец вектора M при вынужденной прецессии
будет двигаться по поверхности сферы S, что приводит к уменьшению
продольной составляющей намагниченности Mz (рис. 11.2).

Изменение продольной компоненты намагниченности играет ос-
новную роль в нелинейных и параметрических процессах, которые
наблюдаются в намагниченном до насыщения ферромагнетике (см.,
например, [2, 7, 16, 20, 21] и библиографию к ним).
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Рис. 11.2. Модель нелинейного ферромагнетика

Гиротропная среда, в качестве которой мы рассматриваем непро-
водящую ферромагнитную среду, характеризуется тензором магнитной
проницаемости μ и скалярной величиной диэлектрической проницае-
мости ε, т. е. уравнения среды имеют вид [22]:

b = μh, d = εe, (11.6)

где e, h — ВЧ составляющие напряженности электрического и маг-
нитного полей; d, b — ВЧ составляющие электрической и магнитной
индукции соответственно.

В общем случае, когда направление магнитного поля относительно
осей координат произвольно, ферромагнитная среда описывается тен-
зором μ в виде:

μ =

(
μ11 μ12 μ13

μ21 μ22 μ23

μ31 μ32 μ33

)
, (11.7)

где составляющие тензора μi,j являются комплексными функциями
частоты, волнового числа, параметров среды, величины и направления
магнитного поля H0.

Нас будут интересовать медленные электромагнитные волны в фер-
ромагнитных пластинах (пленках), для которых будем считать, что
выполняется квазистатическое приближение [22]: 2π/λ � ω/c или
ωλ � 2πc, где λ — длина волны в среде; ω — частота; c — скорость
света.

В этом приближении запаздывающими членами в уравнениях
Максвелла можно пренебречь и для магнитных полей в непроводящей
среде можно записать уравнения [22]:

roth = 0, div(μh) = 0. (11.8)

Система уравнений (11.8) аналогична уравнениям магнитостатики,
но в рассматриваемом случае магнитная проницаемость среды зависит
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от частоты. Поэтому медленные электромагнитные волны в таких
ферромагнитных средах, как уже отмечалось выше, получили название
магнитостатических.

Зная вид тензора магнитной проницаемости μ и используя соответ-
ствующие граничные условия, из системы уравнений (11.8) можно по-
лучить дисперсионные уравнения для всех типов магнитостатических
волн, которые могут распространяться в ферромагнитных пленках.

В зависимости от ориентации постоянного магнитного поля H0 раз-
личают следующие типы МСВ [1–4]: 1) прямые объемные МСВ (ПОМ-
СВ), распространяющиеся в нормально намагниченной пленке феррита;
2) поверхностные магнитостатические волны (ПМСВ), распространяю-
щиеся перпендикулярно к магнитному полю, лежащему в плоскости
пленки (касательное намагничивание); 3) обратные объемные МСВ
(ООМСВ), распространяющиеся вдоль магнитного поля в касательно
намагниченной пленке.

Для случая нормально намагниченной пленки (магнитное поле
H0 направлено вдоль оси z — рис. 11.1) соотношения для компо-
нент тензора намагниченности (11.7) принимают вид: μ11 = μ22 = μ,
μ12 = −μ21 = jμa, μ13 = μ23 = μ31 = μ32 = 0, μ33 = 1. Если не учиты-

вать обменное взаимодействие и затухание в среде, то выражения для
компонент тензора можно представить как [2]:

μ =
ωH(ωH + ωM ) − ω2

ω2
H − ω2

, (11.9)

где ωH = γH0 — частота прецессии; ωM = 4πγM0 — частота намагни-
чивания.

Дисперсионное уравнение для прямых объемных МСВ в этом слу-
чае с учетом (11.8) и (11.9), а также соответствующих граничных
условий можно записать следующим образом [2, 7]:

μk2 + k2z = 0, (11.10)

где k — искомая постоянная распространения волны в плоскости (x, y),
а kz — постоянная распространения волны, описывающая распределе-
ние полей в поперечном направлении.

Качественный вид дисперсионной зависимости, отвечающий этому
случаю в соответствии с (11.10), показан на рис. 11.3 (кривая 1).

Для поверхностных волн в ферритовой пленке (постоянное маг-
нитное поле направлено вдоль оси x — рис. 11.1), распространяющих-
ся вдоль оси y, компоненты тензора (11.7) можно представить так:
μ11 = 1, μ22 = μ33 = μ, μ23 = −μ32 = jμa, μ12 = μ21 = μ31 = μ13 = 0.

Дисперсионное уравнение для поверхностных МСВ в ферритовой
пленке, нагруженной на полубесконечные слои диэлектрика, в этом
случае будет иметь вид [2, 7]:

1 + 2μ cth kD + μ2 − μ2
a = 0. (11.11)



11.2. Параметрические явления в ферромагнитных пленках 353

Рис. 11.3. Качественный вид дисперсионных зависимостей для различных ти-
пов МСВ

Качественный вид дисперсионной зависимости в соответствии с со-
отношением (11.11) приведен на рис. 11.3 (кривая 2).

Для обратных объемных МСВ, распространяющихся вдоль оси x,
имеем: μ11 = 1, μ22 = μ33 = μ, μ23 = −μ32 = −jμa, μ12 = μ13 = μ21 =
= μ31 = 0. Для свободной пленки феррита дисперсионное уравнение
для этого типа волн можно записать как [2, 7]:

1 + 2
√−μ ctg

(
kD√−μ

)
+ μ = 0, (11.12)

а качественный вид дисперсионной зависимости соответствует кривой
3 на рис. 11.3.

Как следует из вида кривой 3 на рис. 11.3 и из соотношения (11.12),
волна в этом случае обладает аномальной дисперсией, причeм фазовая
и групповая скорости этой волны направлены в разные стороны, по-
этому в данном случае такой тип волны и получил название обратной
объемной МСВ.

11.2. Параметрические явления
в ферромагнитных пленках при распространении

магнитостатических волн

11.2.1. Частотные границы параметрических процессов для
магнитостатических волн. В ходе экспериментальных исследова-
ний по распространению МСВ в пленках железо-иттриевого граната
(ЖИГ) было обнаружено (см., например, [2, 6, 11, 14, 15, 19, 23]), что,
начиная с достаточно низкого уровня мощности (порядка единиц и
десятки микроватт), в длинноволновом диапазоне частот (до 5 ГГц)
наблюдается дополнительно увеличение потерь. Механизм этих потерь
связан с явлениями, характерными для нелинейного ферромагнитно-
го резонанса (НФР): когда амплитуда сигнала достигает «пороговой»
величины, в ферромагнетике происходит параметрическое возбужде-

12 Нестационарные и хаотические процессы
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ние тепловых спиновых волн определeнной частоты. Возбуждение СВ
происходит за счeт энергии колебаний однородной прецессии, что
и приводит к дополнительному затуханию этой прецессии. Начиная
с работы Г. Сулла [24] параметрическая нестабильность СВ в объемных
образцах ферромагнетика была исследована достаточно подробно (см.
монографии [2, 14, 16, 20, 21] и библиографию к ним).

Особенности спиновых нестабильностей при возбуждении МСВ
по сравнению с накачкой однородным ВЧ полем связаны: во-первых,
с неоднородностью накачки, т. е. с зависимостью ВЧ значений полей
и намагниченности от координат: во-вторых, с необходимостью учета
дисперсии МСВ [25]. Было показано, что за нелинейные потери МСВ
в длинноволновом диапазоне частот ответственны параметрические
процессы первого порядка, при которых возбуждается СВ на половин-
ной частоте МСВ [11, 15, 17–20, 23].

При параметрическом резонансе первого порядка для взаимодей-
ствующих волн должны выполняться следующие соотношения [2, 7]:{

ω = ωk + ωk′ ,

k0 = k − k
′
,

(11.13)

где ωk,k′ — частоты возбуждения спиновых волн; k, k
′
— волновые

векторы СВ; ω, k0 — частота и волновой вектор МСВ.
Магнитостатические волны различной природы могут распростра-

няться лишь в ограниченной полосе частот (см. рис. 11.3), что вме-
сте с условиями параметрического резонанса первого порядка (11.13)
определяет частотные границы, при которых возможно возбуждение
спиновых волн.

Спектр спиновых волн в неограниченном ферромагнетике описыва-
ется дисперсионным соотношением [2, 7]:

ω2
k = ω′

H(ω′
H + ωM sin2 θk), (11.14)

где ω′
H = ωH + βa2k2, θk — угол между направлением поля H0 и на-

правлением волнового вектора СВ k. Отметим, что для СВ с большим
k учет граничных условий несущественен, т. к. размеры реально ис-
пользуемых ферритовых пленок значительно больше длины СВ.

Для того, чтобы было возможно параметрическое возбуждение СВ,
частота ω должна удовлетворять условию ω � 2ωkmin . Из анализа
дисперсионного соотношения для спиновых волн (11.14) получаем, что
ωkmin = ωH — минимальная частота спиновой волны.

Полоса пропускания МСВ определяется следующими соотношени-
ями: для объемных МСВ

ωH � ω � [ωH(ωH + ωM )]1/2, (11.15)

для поверхностных МСВ в свободной пластине феррита

[ωH(ωH + ωM )]1/2 � ω � ωH +
1

2
ωM , (11.16)
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Рис. 11.4. Линии граничных частот для магнитостатических и спиновых волн

для поверхностных МСВ в металлизированной ферритовой пластине
[ωH(ωH + ωM )]1/2 � ω � ωH + ωM .

На рис. 11.4 приведены линии граничных частот для объемных
МСВ и поверхностных МСВ в зависимости от величины ωH/ωM =
= H0/4πM0, а так же линии ω = ωH и ω = 2ωH . Заштрихованная
область соответствует области существования МСВ, где ω � 2ωH ,
т. е. в этой области возможно параметрическое усиление спиновых
волн на половинной частоте накачки (ω/2), что должно приводить
к нелинейному затуханию магнитостатической волны. Для пленки
ЖИГ (M0 = 145 Гс), наиболее широко используемого в СВЧ технике
материала, согласно рис. 11.4 граничная частота для ОМСВ составляет
3,2 ГГц, для ПМСВ в свободной пленке феррита — 4,9 ГГц, для ПМСВ
в металлизированной пленке — 9,8 ГГц.

Таким образом, для МСВ в ЖИГ-пленках, как уже было отмечено
выше, нелинейные потери должны наблюдаться только в длинновол-
новой части СВЧ-диапазона, что подтверждается экспериментальными
результатами.

11.2.2. Параметрическое возбуждение спиновых волн магнито-
статической волной. Рассмотрим основные особенности взаимодей-
ствия СВ с магнитостатическими волнами в касательно намагничен-

12*
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ной ферромагнитной пленке при параметрических процессах первого
порядка, когда должны выполняться условия (11.13). Предположим,
что в пленке возбуждается поверхностная МСВ, распространяющая-
ся перпендикулярно внешнему магнитному полю и возбуждающему
элементу (см. рис. 11.1). Волновая диаграмма для параметрических

Рис. 11.5. Резонансное условие
для волновых векторов СВ

(k,−k′) и магнитостатической
волны k0

процессов первого порядка при взаи-
модействии ПМСВ и СВ показана на
рис. 11.5, т. к. СВ могут возбуждаться
при любых значениях угла θk. Поло-
жим, что для ПМСВ разрешены пара-
метрические процессы первого поряд-
ка, т. е. ω � 2ωkmin.

Используем уравнение движения
(11.1) без учета диссипативного члена
(α0 = 0) и представим его в виде [7]:

∂m±
∂t

= ±jωHm± ∓ jγ(1−mz)h±+

+ jγ[∓(1−mz)(h±d + h±об)±
±m±(hобz + hdz)], (11.17)

где m± = (mx ± jmy)/M0 — безраз-
мерные комплексные ВЧ компонен-

ты намагниченности; mz = 1

2
m+m−;

h± = hx ± jhy — ВЧ магнитные поля,

относящиеся к МСВ; h±d , h
±
обм, h

d
z, h

обм
z — ВЧ магнитные поля, относя-

щиеся к СВ.

Представим m± = m0± + mk± , где составляющие намагниченности

m0
± относятся к МСВ, а mk± относятся к СВ, и разложим в ряд Фурье

по плоским волнам [2, 16, 24]:

mk± =
∑
k

{
mk(r, t)
m∗

−k(r, t)

}
e−jkr . (11.18)

Связь ВЧ магнитных полей с намагниченностями можно найти
из уравнений магнитостатики (11.8) и соотношения (11.3), используя
соответствующие граничные условия [2, 7]. Используя выражения для
ВЧ магнитных полей с учетом (11.18) и рассматривая СВ с изменя-
ющейся в пространстве амплитудой как волновой пакет, составлен-
ный из плоских СВ и распространяющийся с групповой скоростью
V g = ∂ωk/∂k, с учетом условия (11.13) уравнение для медленно изме-
няющейся в пространстве амплитуды этого волнового пакета bk можно
записать в виде:

∂bk
∂t

= Vg gradr⊥ bk − j

[(
ωk − ω

2

)
+ jαk

]
bk = jVkb

∗
−k′ , (11.19)
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где Vk = ωM

2
sin θk cos θk e−jΔk

′
0r⊥(m̃0

+ e−jϕk
ω′

H +ωk

2ωk
+ m̃0− ejϕk

ω′
H−ωk

2ωk
);

ϕk = arctg ky

kx
; sin θk =

(k2x + k2y)1/2

k
; cos θk = kz

k
; αk — постоян-

ная затухания СВ на частоте ωk, m̃0
± — медленно меняющая-

ся амплитуда намагниченности для МСВ ((m+
0 = m̃0

+ ej(ωt−k0x) +
+ m̃∗− e−j(ωt−k0x) = (m0

−)∗)), r⊥ — радиус-вектор, лежащий в плоскости
(x, y). При получении уравнения (11.19) использовалось преобразо-

вание Гольдштейна–Примакова [2, 24]: mk = λkbk − μkb
∗
−k′ , m−k =

= λkb
∗
−k − μ∗

kbk, где λk =
[
Ak + ωk
2ωk

]1/2
, μk =

[
Ak + ωk
2ωk

]1/2
e2jϕk ,

Ak = ωH + ωM (βa2k2 + 1/2 sin2 θk). Аналогичное уравнение может

быть записано и для b∗−k′ .
Если предположить, что амплитуда МСВ остается постоянной

в процессе взаимодействия со СВ, т. е. m̃0
0 = const, причeм m̃0

0 � m̃0
−,

то из системы уравнений для bk (11.19) и b∗−k′ можно получить условие

для пороговой амплитуды МСВ и выражение для инкремента нараста-
ния амплитуды СВ вдоль оси x.

Предположим, что bk = b̃k0 ej(
ωt−Δkx)+λx, в этом случае условие

для пороговой амплитуды МСВ примет следующий вид:

|m̃0
+|2пор =

α2
k +
(
|ωk − ω/2| − 1

2
βkΔk2

)2

ω2
M

16
sin2 θk

(
ω′
H + ωk
2ωk

)2
. (11.20)

При выводе соотношения (11.20) учитывался второй порядок разло-
жения дисперсионного соотношения (11.14) для ωk — частоты спино-
вой волны.

Из соотношения (11.20) следует, что минимальный пороговый уро-
вень соответствует частотной составляющей ωk в волновом пакете,

отстроенной от частоты ω/2 на величину Δω = 2|ωk − ω/2|
βk

Vg.

Зависимость пороговой величины намагниченности для МСВ, в со-
ответствии с (11.20), от величины Δf = Δω/2π показана на рис. 11.6
(кривая 1). Из кривой, представленной на рис. 11.6, видно, что ми-
нимальный пороговый уровень мощности при частоте накачки МСВ
f = 2 ГГц приходится на величину Δf = 230 кГц.

Для инкремента нарастания амплитуды СВ вдоль длины простран-
ства взаимодействия x можно получить следующее соотношение:
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Рис. 11.6. Зависимость порогового уровня намагниченности ПМСВ и инкре-
мента нарастания λ для СВ от отстройки по частоте от половинной частоты

накачки f0 = 2 ГГц, H0 = 180 Э, αk = 2,8 · 10−4 ГГц, ωM/2π = 4,9 ГГц

(Vgλ+ αk)2 −

⎡⎢⎣βkλΔk
[(
ωk − ω

2

)
+ 1

2
βk

](
λ2 − Δk2

)
(vgλ+ αk)

⎤⎥⎦
2

+

+
[(
ωk +

ω

2

)
+

1

2
βk(λ2 − Δk2)

]2
− (βkλΔk)2 = |Vk|2. (11.21)

Рассчитанная зависимость инкремента нарастания λ от Δf из
(11.21) для значения |m̃0

+|, вдвое превышающего пороговое значение,
представлена на рис. 11.6 (кривая 2). Из рис. 11.6 видно, что максимум
величины λ соответствует частотам ωk, также отстроенным на опреде-
ленную величину от частоты ω/2 .

Полученные выше результаты рассмотрения теоретической моде-
ли, описывающей взаимодействие МСВ со СВ при параметрических
процессах первого порядка, вполне согласуются с экспериментальны-
ми данными. В качестве примера на рис. 11.7 показаны огибающие
спектров спин-волновых пакетов на выходе линии передачи для раз-
личных значений частоты сигнала. Для экспериментального исследо-
вания использовалась линия передачи, представляющая собой входной
и выходной элементы связи в виде микрополосковых линий, нагружен-
ных ферромагнитной пленкой, на вход которой подавался регулярный
входной сигнал большой мощности (∼ 22 дБ ·мВт) в полосе возбуж-
дения ПМСВ. С выходного элемента связи снимался сигнал, равный
примерно половине частоты входного сигнала f , и подавался на вход
анализатора спектра фирмы Aglient Technologies серии ESA-E E4402B.
Из результатов, представленных на рис. 11.7, видно, что в области
частоты f/2 возбуждаются два спин-волновых пакета, отстроенных от
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Рис. 11.7. Огибающие возбужденных спин-волновых пакетов на половинной
частоте при различных значениях частоты f0 ПМСВ

частоты f/2 на величину Δf ∼ 300 кГц, причем полученные величины
отстроек достаточно хорошо совпадают с теоретически рассчитанными
значениями.

Рассмотренные выше параметрические процессы в ферромагнитных
пленках при возбуждении МСВ играют очень важную роль, т. к. они
проявляются, как уже отмечалось выше, при сравнительно небольших
уровнях мощности, приводят к дополнительным нелинейным потерям
МСВ в длинноволновом диапазоне частот и используются при со-
здании различных нелинейных устройств на МСВ (шумоподавителей,
ограничителей мощности, амплитудных корректоров и др.) (см., напри-
мер, [27–34]).

11.3. Нелинейные магнитостатические волны
в ферромагнитных пленках

В результате ряда экспериментальных и теоретических исследо-
ваний распространения МСВ в тонких ферромагнитных плeнках при
уровнях мощности порядка от одного до десятков милливатт было
обнаружено (см., например, [35–42]), что повышение мощности выше
некоторого «порогового» значения вызывает самопроизвольное возник-
новение модуляции огибающей амплитуды ВЧ магнитного поля, волна
становится модуляционно неустойчивой.

Данные эффекты, обусловленные развитием модуляционной неус-
тойчивости (МН), относят ко второму классу нелинейных эффектов,
которые могут иметь место в ферромагнитных плeнках. Механизм
развития модуляционной неустойчивости связан с взаимодействием
несущей волны с частотой ω0 и сателлитов с близкими частотами ω+

и ω−, симметрично отстоящими от несущей. Имеет место так называе-
мый четырeхволновой резонанс, причeм для взаимодействующих волн
должны выполняться следующие соотношения [43]:

2ω0 = ω+ + ω− и 2k = k+ + k−. (11.22)
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Возмущения с частотами ω+ и ω−, для которых выполнено запи-
санное выше условие резонанса и которые можно рассматривать как
модуляцию основной волны, нарастают, черпая энергию из основной
волны. Модуляционная неустойчивость может приводить к различным
эффектам самовоздействия, которые включают в себя самомодуляцию
или самофокусировку волны, а также в некоторых случаях приводит
к возможности существования волн стационарного профиля, в частно-
сти, солитонов огибающей. Формирование волн стационарного профи-
ля в таких плeнках в первую очередь связано с совместным влиянием
дисперсии МСВ и нелинейности среды в процессе распространения
сигнала, которые для наблюдения указанных эффектов должны взаим-
но компенсироваться.

11.3.1. Основные уравнения. Модуляционная неустойчивость.
Первые исследования подобных явлений в неограниченном ферро- и
антиферромагнетике с дисперсией, обусловленной обменным взаимо-
действием, можно отнести к середине 70-х годов. B работе Лукомско-
го В. Г. [42] впервые с использованием метода возмущений было полу-
чено нелинейное уравнение для амплитуды огибающей магнитостати-
ческого потенциала поверхностной МСВ в виде модельного уравнения
Шредингера и показана возможность солитонного решения в случае
неустойчивости относительно поперечных возмущений.

Приведeм вывод нелинейного волнового уравнения, описывающего
развитие модуляционной неустойчивости и эволюцию огибающей при
распространении МСВ, на примере ПОМСВ в нормально намагничен-
ной плeнке [7, 26]. Рассмотрим одиночную нормально намагниченную
пластину ферромагнетика толщинойD c намагниченностью насыщения
M 0. Рассматриваемая плeнка бесконечна в направлении осей x и y,
сверху и снизу ограничена диэлектриком (рис. 11.1). Будем предпо-
лагать, что при возбуждении МСВ конечной амплитуды невозможны
параметрические процессы первого порядка (см. раздел 11.2).

Для получения нелинейного волнового уравнения воспользуемся
уравнением движения вектора намагниченности в виде (11.1).

Уравнение (11.1) необходимо дополнить уравнениями магнитоста-
тики (11.8), которые для рассматриваемого случая можно представить
в виде уравнения для магнитостатического потенциала [2, 7]:

∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
= −4π

∂my

∂y
, (11.23)

где ψ — магнитостатический потенциал, определяющий компоненты

ВЧ магнитного поля в уравнении (11.1) (hx = ∂ψ

∂x
, hy = ∂ψ

∂y
).

Используя соотношение (11.4), выражение для компоненты Mz,
ввиду малости величин mx и my, можно записать как:

Mz ≈M0

(
1− m2

x +m2
y

2M 2
0

)
. (11.24)
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Для ПОМСВ в свободной ферромагнитной плeнке соотношение для
магнитостатического потенциала в случае рассматриваемой нормально
намагниченной и безграничной в плоскости (x, y) структуры (∂/∂x = 0)
можно представить как [7]:

ψ(y, t) = ψ0(y, t)
(

cos kzz +
k

kz
sin kzz

)
ej(ωt−ky), (11.25)

где ψ0(y, t) — медленно меняющаяся амплитуда магнитостатического
потенциала, зависящая от координаты y и времени t; kz и k — попереч-
ное и продольное волновые числа соответственно; ω — частота сигнала.
Связь между kz , k и ω определяeтся соответствующим дисперсион-
ным соотношением (11.10), которое в длинноволновом приближении
(k � kz и kzD � 1) можно представить следующим образом:

k2z ≈
2k

D
и

2

kD
=

ωMωH

ω2 − ω2
H

. (11.26)

C учeтом сделанных предположений из уравнения (11.23) для магни-
тостатического потенциала получим:

ψ(y, t) = 4π
1

k2z

∂my

∂y
. (11.27)

Используя полученное соотношение (11.26) и нелинейное соотношение
для продольной составляющей вектора намагниченности (11.24), урав-
нение (11.1) можно записать в виде:

∂2m

∂t2
= −(ωH + jα0ω)2m− 2(ωH + jα0ω)ωMa|m|2m+

+ (ωH + jα0ω)ωM
1

k2z

(
1− a

(
1− ωM

ωH

)
|m|2

)
∂2m

∂y2
−

− 2α0(ωH + jα0|m|2)∂m
∂t

+
α0ωM
k2z

(1− a|m|2) ∂
3m

∂y2∂t
, (11.28)

где a = 1

2

(
1 + ω2

H

ω2

)
.

При линеаризации уравнения (11.28) (|m|2 = 0) приходим к диспер-
сионному соотношению (11.26).

Используя для преобразования полученного нелинейного уравнения
(11.28) «метод возмущений», развитый, например, в работе [44], во
втором порядке малости можно получить уравнение для медленно ме-
няющейся амплитуды магнитостатического потенциала. Аналогичное
уравнение можно получить и для других типов магнитостатических
волн, в том числе для ПМСВ и ООМСВ. Заметим, что в этом случае
∂/∂x 
= 0 и ∂/∂y 
= 0, в связи с чем для получения нелинейного
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уравнения для этих типов волн стандартно пользуются приближениями
геометрической оптики [13], а именно «методом огибающих». B общем
виде нелинейное уравнение, описывающее эволюцию огибающей МСВ
в продольном и поперечном направлениях в ферромагнитной плeнке,
имеет следующий вид [13]:

j

(
∂

∂t
+ V

∂

∂y

)
ϕ+

Ax
2

∂2ϕ

∂x2
+
Ay
2

∂2ϕ

∂y2
−B|ϕ|2ϕ− jαϕ = 0, (11.29)

где коэффициенты зависят от типа волны, соответственно, и парамет-
ров плeнок, V = ∂ω/∂ky — групповая скорость МСВ в направлении
распространения y; Ay = ∂2ω/∂2ky — коэффициент, характеризующий
дисперсионное расплывание волны в направлении y; Ax = ∂2ω/∂2kx —
коэффициент, характеризующий дифракционное расплывание в на-
правлении x; B = ∂ω/∂|ϕ|2 — коэффициент нелинейности; kx,y —
составляющие вектора k вдоль осей x и y соответственно; α — коэф-
фициент затухания волны α = α0ω.

Уравнение (11.29) является нелинейным параболическим уравнени-
ем Шредингера, которое описывает эволюцию амплитуды комплексной
огибающей плоской монохроматической волны в среде с кубической
нелинейностью [43, 44]. Это уравнение (11.29) является одним из
основных уравнений «нелинейной физики». Оно описывает широкий
класс нелинейных эффектов в различных областях физики, в частно-
сти, эволюцию оптических волн в нелинейных кристаллах, волн на
поверхности жидкости, ленгмюровских волн в плазме, тепловых волн
в твердых телах и др. (см., например, [45, 47]).

Нелинейное уравнение (11.29) описывает динамику огибающей вы-
сокочастотного волнового пакета, т. е. модуляцию волны. Последняя
может быть связана с воздействием внешних сил или полей (вынуж-
денная модуляция), а может возникать самопроизвольно в результате
развития разного рода неустойчивостей (самомодуляция), что имеет
место в рассматриваемом случае. Нелинейные явления и эффекты,
связанные с модуляцией волн, очень разнообразны [36, 37]. Первая
попытка изучения модулированных нелинейных волн была предпри-
нята Дж.Уиземом в 60-x годах [44]. Было показано, что при рас-
пространении волн в нелинейной среде имеет место самовоздействие
волн, т. е. изменение различных характеристик волны при измене-
нии еe амплитуды. Появление эффектов самовоздействия нелинейных
волн применительно к волновым процессам, описываемым уравнением
(11.29), является следствием развития модуляционной неустойчивости
относительно малых возмущений и приводит к появлению волн-сател-
литов с близкими к несущей частотами.

Модуляционная неустойчивость в этом случае в нелинейных средах
с дисперсией возможна только при определенном соотношении знаков
нелинейности и дисперсии групповой скорости, что отражает, так на-
зываемый, критерий Лайтхилла [48].
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Так МН относительно продольных возмущений применительно к
уравнению (11.29) имеет место, если:

AyB < 0. (11.30)

Решение (11.29) будет также неустойчиво относительно поперечных
возмущений, если:

AxB < 0. (11.31)

Строго проблема эволюции локализованного в пространстве началь-
ного возмущения, исходя из уравнения (11.29), решается с помощью
метода обратной задачи рассеяния [49]. Решение уравнения (11.29)
для ПОМСВ в виде уединeнных стационарных волн модуляции (волн
огибающей) имеет вид солитоноподобного импульса, затухающего во
времени [40, 43]:

ϕ(y, t)=ϕ0 exp (−4αt)
exp
[
j
(

(1− exp (−4αt))

4α
B
ϕ2

0

2
+V 2

)
t+jV

]
ch
[√

|B
A
|ϕ0 exp (−4αt)[y−V t]

] .

(11.32)
где ϕ0 — амплитуда солитона; V — скорость солитона, причeм ампли-
туда и скорость являются независимыми переменными.

11.3.2. Нелинейные эффекты самовоздействия. Анализ коэф-
фициентов НУШ для различных типов МСВ показывает, что ПОМ-
СВ неустойчивы в направлении распространения; ПМСВ устойчивы
в продольном направлении (возможно как отсутствие стационарных
состояний, так и решение в виде «тeмных солитонов») и неустой-
чивы в поперечном (возможна нелинейная самоканализация волны);
ООМСВ неустойчивы в обоих направлениях (возможно образование
двумерных солитонов огибающей) [35–42].

Основными нелинейными эффектами, к которым может приводить
развитие модуляционной неустойчивости в этом случае, являются:
образование уединeнных волн (солитонов огибающей), либо самомоду-
ляция огибающей при амплитуде сигнала выше некоторого порогового
значения (c дальнейшим переходом к хаотической динамике при уве-
личении амплитуды сигнала). Проиллюстрируем эти основные нели-
нейные эффекты на основе численного исследования с использованием
уравнения (11.29) с соответствующими коэффициентами.

Для более детального описания эволюции волнового пакета в нели-
нейных диспергирующих средах в литературе принято вводить в рас-
смотрение некоторые характерные величины. Предположим, что ми-
нимальные размеры продольных и поперечных возмущений не превы-
шают, соответственно, длину импульса V Tимп (Tимп — длительность
начального импульса). Тогда пороговое значение амплитуды входного

сигнала |ϕпор
0 |2, необходимое для возникновения МН относительно про-
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дольных возмущений, можно оценить как |ϕпор
0 |2 = π2Ay

2V 2T 2
импB

. Так, на-

пример, если положить D = 20 мкм, L = 5 мм, Tимп = 20 нс и рассмат-
ривать плeнку железо-иттриевого граната с намагниченностью насы-
щения M0 = 140 Гс, то значение пороговой мощности P пор ∼ 0,4 мВт.
Можно также ввести следующие характерные масштабы: нелинейная

длина Ln = V

B|ϕ0|2
или длина, на которой действие нелинейности при-

водит к возрастанию амплитуд возмущений в e раз; длина дисперсион-

ного расплывания Ldis = T 2
имп

V 3

A
, т. е. расстояние, на котором ширина

импульса удваивается из-за влияния дисперсии групповой скорости;
диссипативная длина Ld = V/α, характеризующая влияние диссипации
в процессе волновой эволюции. В случае Ln ∼ Ldis имеет место форми-
рование стационарных состояний, соответствующих, при импульсном
возбуждении, формированию солитонов огибающей. B диссипативных
средах для возникновения эффектов самовоздействия необходимо, что-
бы |ϕ|2 � α/2B.

Импульсное возбуждение. Характерный вид дисперсионной харак-
теристики для чисто дипольной ПОМСВ представлен на рис. 11.3 (кри-
вая 1). B приведeнных ниже результатах расчeта значение рабочей
частоты (f = 2,6 ГГц) было выбрано вблизи нижней границы полосы
пропускания с целью увеличения групповой скорости, что приводит
к уменьшению влияния потерь на эволюцию импульса. Коэффици-
енты в уравнении (11.29) на данной частоте имеют следующие зна-

чения: V = 1,5 · 107 см/c, A = −3,6 · 104 см2/с, B = 3 · 1010 с−1, α =
= 3 · 106 с−1. Пороговое значение амплитуды входного сигнала, необхо-
димое для начала процессов самовоздействия, для приведeнных выше

значений параметров равно ϕ
пор
0 ≈ 0,01.

Необходимо подчеркнуть, что формирование МСВ солитонов проис-
ходит аналогично формированию оптических солитонов в нелинейных
оптических волноводах [47]. Основные отличия при распространении
МСВ связаны с существенным влиянием диссипации на волновую
эволюцию из-за малых длин распространения и связанной с этим
необходимостью учeта процесса «входа» импульса МСВ в плeнку на
начальных стадиях процесса эволюции [50].

Начальные условия в этом случае необходимо задавать в виде:

ϕ(y, 0) =
{
ϕ0ζ(0), y = 0,

0, 0 < y < L.
(11.33)

Граничные условия задавались как:

ϕ(0, t) =
{
ϕ0ζ(t), 0 < t � Tимп,

0, Tимп < t � tнабл.

ϕ(L, t) = 0, 0 < t � tнабл,

(11.34)
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где ζ(t) — функция изменения амплитуды волны на входе во
времени, которая при приведeнных ниже расчeтах задавалась в виде

«гауссианы» ζ(t) = exp
[
− 16

(t− Tимп/2)
2

T 2
имп

]
либо прямоугольника

ζ(t) =
{
1, 0 < t � Tимп

0, Tимп < t � tнабл
, tнабл — время наблюдения. B последнем

случае при Tимп = tнабл граничные условия соответствуют случаю

непрерывного возбуждения системы, а при Tимп < tнабл реализуется
импульсное возбуждение структуры.

Поведение огибающей амплитуды сигнала ПОМСВ в случае им-
пульсного возбуждения системы показано на рис. 11.8. Приведены
формы временного импульса в различных выходных плоскостях, рас-
считанные из уравнения (11.29) при различных значениях ϕ0. При

ϕ0 < 0,01 (ϕ0 < ϕ
пор
0 ) порог солитонообразования не достигнут и

образование солитона не происходит, в эволюции импульса основ-
ную роль играет дисперсионное расплывание волны. С ростом ам-
плитуды волны на входе ϕ0 расплывание импульса уменьшается за
счет компенсации нелинейностью дифракционного расплывания и при
ϕ0 = 0,015 (рис. 11.8, а) указанные эффекты полностью компенсируют
друг друга — наблюдается волноводное распространение импульса.
При ϕ0 = 0,015, 0,02 (рис. 11.8, а, б) имеет место образование одного
солитона, при увеличении амплитуды входного сигнала увеличивается
число солитонов, на которые разбивается входной импульс (см. кривые

Рис. 11.8. Форма временного импульса в различных выходных плоскостях на
расстоянии y = 1,5 см при: ϕ0 = 0,015 (а); ϕ0 = 0,02 (б); ϕ0 = 0,025 (в); ϕ0 =

= 0,03 (г) (Tимп = 100 нс)
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на рис. 11.8, в и г), в частности, при ϕ0 = 0,3 (рис. 11.8, г) наблюдается
образование трeх солитоноподобных формирований. Учeт диссипации
в среде приводит к уменьшению амплитуды импульса с течением
времени вдоль направления распространения.

Непрерывный сигнал. В случае возбуждения системы непрерывным
сигналом в нелинейной дисперсионной среде развитие модуляционной
неустойчивости может привести к эффектам самомодуляции ампли-
туды огибающей МСВ, связанной с ростом волны модуляции. На-
блюдение процессов, связанных с самомодуляцией нелинейных МСВ,
возможно лишь в области сильной дисперсии (см., например, рабо-
ты [38, 39]). Области сильной дисперсии имеют место, если обменное
взаимодействие наравне с дипольным принимает участие в формиро-
вании спектра МСВ [2]. Учeт обменного взаимодействия, а именно
учeт взаимодействия длинноволновых возмущений (магнитостатиче-
ских волн) со спиновыми волнами, длина которых λ ∼ a, необхо-
дим в тех случаях, когда размер тела (в каком-либо одном измере-
нии, в нашем случае толщина ферромагнитной плeнки D) становится
сравнимым или меньше, чем λ. Это условие можно записать как

D ≈ 1

k
=

√
γΛa2

ω
, Λ = βM0, где k — такое волновое число, при котором

вклад неоднородного обменного взаимодействия в частоту спиновых
волн становится существенным [2]. Оценка для плeнки железо-иттри-

Рис. 11.9. Дисперсионные кривые для ПОМСВ в плeнке ЖИГ (показана
область дипольно-обменной «щели» при взаимодействии обменной моды с но-
мером η = 3 и дипольной моды n = 1), D = 5 мкм, H0 = 2350 Э, M0 = 140 Гс,

Λ = 5 · 107 см−1
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евого граната и для сантиметрового диапазона волн даeт, что для
плeнок толщиной D ∼ 10–5 см учeт эффективных обменных полей уже
является необходимым.

Дисперсионная характеристика дипольно-обменных ПОМСВ для
плeнки ЖИГ со свободными поверхностными спинами приведена на
рис. 11.9. Из рис. 11.9 видно, что влияние обменного взаимодействия
приводит к тому, что в области синхронизма дипольной моды с номе-
ром n и обменной моды с номером η имеет место «рассталкивание»
дипольной и обменной дисперсионных кривых и образование дипольно-
обменной «щели» с сильной дисперсией.

Выберем рабочую частоту возбуждения в области сильной дис-
персии вблизи дипольно-обменной «щели» на нижней ветви диспер-
сионной кривой (точка на рис. 11.9), что необходимо для выполне-
ния критерия Лайтхилла (11.30). Параметры в уравнении (11.29) при
выбранной частоте f = 1,701 ГГц имеют следующие значения: V =
= 4 · 104 см/c, A = −1,5 · 104 см2/с, B = 3 · 1010 с−1, α = 3 · 106 с−1.

Результаты численного моделирования уравнения (11.29), иллю-
стрирующие развитие модуляционной неустойчивости в рассматрива-
емом случае, представлены на рис. 11.10. При амплитуде входного
сигнала меньше порогового значения (ϕ0 = 0,01) модуляция волны оги-
бающей отсутствует (рис. 11.10, а). При увеличении амплитуды вход-
ного сигнала (до ϕ0 = 0,024) aмплитуда огибающей на приемной ан-
тенне начинает осциллировать с некоторой частотой (см. рис. 11.10, б).
Дальнейшее увеличение амплитуды приводит к росту частоты моду-
ляции от 2,5 МГц при ϕ0 = 0,024 до 6,8 МГц при ϕ0 = 0,03. B фа-
зовом пространстве подобному поведению соответствует предельный
цикл. При ϕ0 = 0,034 одночастотная периодическая модуляция теря-
ет устойчивость и в спектре появляется две частотные составляю-
щие на частотах F = 4,5 МГц и F = 9 МГц (см. рис. 11.10, в). При
дальнейшем увеличении амплитуды входного сигнала модуляционный
спектр усложняется и в фазовом пространстве наблюдается движение
с периодом 4T (рис. 11.10, г), при ϕ0 = 0,04 огибающая демонстрирует
хаотическое поведение, в фазовом пространстве имеет место странный
аттрактор, а спектр сигнала становится сплошным (см. рис. 11.10, д).
Данная динамика волновой эволюции при изменении амплитуды вход-
ного сигнала аналогична известному в нелинейной динамике переходу
к хаосу по сценарию Фейгенбаума через последовательность удвоения
периода [39]. Можно заметить, что в данном случае имеет место
довольно короткий каскад удвоений периода, что нередко наблюдается
для распределeнных систем.

При изменении значения групповой скорости и дисперсии можно
наблюдать иной сценарий перехода к хаотическому поведению при
увеличении амплитуды входного сигнала. B частности показано (см.,
например, [38]), что при V = 4 · 105 см/c, A = −1,5 · 105 см2/с, B =
= 3 · 1010 c−1 наблюдается переход к хаотической модуляции по извест-
ному сценария Рюэля–Такенса.
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Рис. 11.10. Фазовые портреты, временные реализации эволюции огибающей
ПОМСВ и спектры мощности сигнала при разных значениях амплитуды
входного сигнала на расстоянии 0,5 см от входной антенны: ϕ0 = 0,01 (а),

ϕ0 = 0,024 (б); ϕ0 = ,034 (в); ϕ0 = 0,035 (г); ϕ0 = 0,04 (д)

11.3.3. Результаты экспериментального исследования. Первые
результаты по экспериментальному наблюдению солитонов огибающей
ПОМСВ в тонких ферромагнитных плeнках были получены Калини-
косом Б.А. с соавторами и приведены в работе [35]. Наблюдалось
формирование солитонов огибающей в плeнках с закреплeнными спи-
нами, и при этом частота несущей входного сигнала лежала в обла-
сти обменных «щелей» дипольно-обменного спектра спиновых волн.
B работе [37] при наблюдении распространения нелинейных, чисто
дипольных ПОМСВ изучалась зависимость интегральной мощности
выходного импульса МСВ от мощности входного сигнала. Экспери-
менты показали, что потери при распространении коротких импульсов
(Tимп > 70 нс), имеющих амплитуду выше некоторого порога, оказы-
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ваются меньше, чем для длинных импульсов такой же амплитуды
и меньше, чем потери при распространении МСВ в линейном режиме.
Полученные результаты объяснялись формированием солитонов оги-
бающей. Результаты по наблюдению профилей солитонов огибающей
чисто дипольной ПОМСВ в плeнках со свободными поверхностными
спинами приведены в работе [36]. Наблюдалось формирование солито-
нов огибающей в плeнках ЖИГ толщиной 7,2 мкм с намагниченностью
M0 = 140 Гс, помещeнных во внешнее магнитное поле H0 = 3744 Э.
Возбуждение осуществлялось прямоугольными импульсами длитель-
ностью Tимп = = 5–50 нс на частотах входного сигнала 5,6–6,0 ГГц,
близких к нижней границе полосы пропускания. Основные параметры

модели в этом случае имели следующие значения: V = 4,76 · 106 см/c,
A = −2,9 · 103 см2/с, B = 3 · 1010 с−1. Формирование солитонов огиба-
ющей ПОМСВ наблюдалось в [36] при увеличении мощности входного
сигнала от 0,16 Вт до 2,8 Вт. Результаты исследования, приведeнные
в этой работе, показаны на рис. 11.11. B этом случае, как и при чис-
ленном анализе с использованием нелинейного уравнения Шредингера
(11.29), при мощности входного сигнала ниже некоторого порогового
значения, которое с достаточной точностью можно оценить, распро-
странение импульса линейно (см. рис. 11.11, а). Увеличение входной
мощности приводит к возможности формирования солитона огибающей
и дальнейшему увеличению числа наблюдаемых солитонов ПОМСВ
(рис. 11.11, в–г).

Рис. 11.11. Результаты лабораторного эксперимента: форма импульса ПОМСВ
на входной и приeмной антенне для различных значений мощности входного

сигнала (D = 7,2 мкм, H0 = 3744 Э, f = 5,6 ГГц, Tимп = 10 нс) [36]
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Самомодуляция МСВ при возбуждении непрерывным сигналом на-
блюдалась экспериментально в работах [38, 39]. B частности, в [39]
наблюдался переход в хаотический режим и возникновение странно-
го аттрактора после разрушения двухчастотного периодического тора
при распространении дипольно-обменных ПОМСВ. B эксперименте ис-

Рис. 11.12. Pезультаты лаборатор-
ного эксперимента: (осциллограммы
(слева) и спектрограммы (справа)
сигнала (Tимп = 8 мкс) на выходе
макета при разных значениях вход-
ной мощности: а) 5 мВт; б) 14 МВт;
в) 16 мВт; г) 20 мВт; д) 25 мВт) [38]

пользовались плeнки с парамет-
рами D = 3,5–7 мкм, ΔH =
= 0,2–0,5 Э, M0 = 140 Гс, с за-
креплeнными поверхностными спи-
нами, ориентации III, намагничен-
ные по нормали к поверхности. На
входную антенну подавался сиг-
нал частоты f = 3453 МГц, моду-
лированный прямоугольными им-
пульсами с длительностью Tимп =
= 5–20 мкс и с частотой повто-
рения 100 Гц. Мощность сигнала
увеличивалась от 0,1 до 50 мВт.
На рис. 11.12 показаны осцилло-
граммы и спектрограммы сигна-
ла на выходе экспериментально-
го макета при разных значениях
входной мощности P вх. Видно, что
при превышении величины вход-
ной мощности порогового уров-
ня (P вх = 14 мВт — рис. 11.12, б)
волна в плeнке становится моду-
ляционно неустойчивой, в спек-
тре выходного сигнала появляет-
ся модуляционная составляющая.
При увеличении мощности (см.
рис. 11.12, в) в спектре появляет-
ся вторая модуляционная состав-
ляющая, несоизмеримая с первой,
и составляющая на комбинаци-
онной частоте. Затем спектр рас-
ширяется (рис. 11.12, г), а при
P вх = 25 мВт возникает широ-
кий пик хаотической модуляции
(рис. 11.12, г). Качественная карти-
на модуляционной неустойчивости
в этом случае соответствует сце-
нарию Рюэля–Такенса. B рабо-
те [38] был зафиксирован переход

к хаотическим модуляциям амплитуды огибающей через последова-
тельность удвоения периода.
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Таким образом, приведeнные экспериментальные результаты в ос-
новном подтверждают результаты численного моделирования, изложен-
ные выше.

11.4. Нелинейные магнитостатические волны
в связанных ферромагнитных плeнках

11.4.1. Модель и система уравнений для амплитуд огибаю-
щих. Использование связи значительно расширяет функциональные
возможности электродинамических систем, и в радиофизике всe более
широкое применение находят связанные структуры в виде длинных
линий, волноводов, периодических замедляющих систем и т. д. B ка-
честве другого класса нелинейных линий передачи на МСВ с фер-
ромагнитными плeнками могут рассматриваться слоистые структуры,
в которых ферромагнитные плeнки разделены диэлектрическими про-
межутками [50–53]. B частности, если мы имеем две ферромагнит-
ные плeнки, то подобная структура может рассматриваться как две
связанные линии передачи, в каждой из которых распространяется
магнитостатическая волна.

Рассмотрим структуру, которая представляет собой два тонких
ферромагнитных слоя 1 и 2 толщиной D1,2 и с намагниченностью
насыщенияM01,2 соответственно, разделенных диэлектрическим проме-
жутком толщины d (рис. 11.13). Структура бесконечна в направлении
осей x и y, постоянное магнитное поле H0 приложено по нормали
к поверхности слоeв. B этом случае в плeнках будут распространяться
прямые объeмные МСВ (см. раздел 11.1).

Рис. 11.13. Схематическое изображение исследуемой модели

При рассмотрении данной структуры предполагается [50, 51], что
взаимное влияние магнитостатических волн в каждой из плeнок осу-
ществляется через высокочастотные магнитные поля (связь носит чи-
сто электродинамический характер), что позволяет в уравнениях дви-
жения для вектора намагниченности и уравнениях магнитостатики,
записанных для каждого слоя 1 и 2, эффективные магнитные поля H1,2
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в каждом слое представить следующим образом:

H1,2 = H
0

1,2 + h1,2 +Kh2,1, (11.35)

где h2,1 — переменные ВЧ магнитные поля; H
0

1,2 — постоянные ком-
поненты; K — коэффициент связи между слоями. Значение K можно
рассчитать на основе линейной теории (см., например, [7, 44]), и тогда
K = exp (−2kd), где k — постоянная распространения волны в системе.

Допустим также, что нелинейность каждой плeнки определяется
только величиной переменной намагниченности этой плeнки, т. е. нели-
нейность, обусловленная изменением продольной компоненты магнит-
ного моментаMz1,2 , для каждого слоя в соответствии с (11.24) задаeтся
в виде [7]:

Mz1,2 ≈M01,2(1− |m1,2|2), (11.36)

где m1,2 — переменные намагниченности в каждой из плeнок, значения
которых определяются ВЧ магнитными полями как одной, так и другой
плeнки.

Получение системы нелинейных уравнений для МСВ в рассмат-
риваемой связанной структуре можно проводить аналогично случаю
одиночной плeнки, описанному выше в разделе 11.3.

Нулевой порядок метода возмущений приводит к дисперсионному
соотношению для связанных ПОМСВ, соответствующие зависимости
показаны на рис. 11.14. Важной особенностью связанных структур
является расщепление дисперсионной кривой, соответствующей волне
в одиночной плeнке, на две, т. е. возбуждение на одной частоте ω
двух нормальных волн — быстрой и медленной волн с различными
волновыми числами kб,м. Отметим, что во всей полосе пропускания обе
волны распространяются с разными фазовыми скоростями, что приво-
дит к интерференции этих волн и, в линейном случае, к периодической
перекачке энергии из одной волны в другую.

Рис. 11.14. Дисперсионные зависимости для быстрых (сплошные кривые 1, 3)
и медленных мод (сплошные кривые 2, 4) связанной структуры, пунктирные
кривые 1–3 соответствуют дисперсионной зависимости для одиночной плeнки
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Выписывая члены первого порядка малости при использовании
метода возмущений, можно получить стандартную систему линейных
волновых уравнений для амплитуд огибающих волн, описывающую
линейную перекачку сигнала между связанными линиями [36]. Длина,
на которой происходит линейная перекачка сигнала из одной линии

в другую, определяется как Lлин = 2π

kб − kм
. При приближении частоты

к нижней границе полосы пропускания Lлин увеличивается, поэтому
далее, при рассмотрении нелинейных процессов, будем предполагать,
что длина системы меньше длины линейной перекачки.

Учитывая члены, соответствующие второму порядку малости, мож-
но получить систему связанных нелинейных волновых уравнений для
комплексных огибающих амплитуд быстрой и медленной волн в струк-
туре. Эту систему уравнений можно представить в следующем ви-
де [50, 51, 53]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

j

(
∂

∂t
+ Vб

∂

∂y

)
ϕб +

Aб

2

∂2ϕб

∂y2
−

−Bбб

4
(|ϕб|2 + |ϕм|2)ϕб − Bбм

4
(ϕбϕ

∗
м + ϕмϕ

∗
б)ϕм − jαбϕб = 0,

j

(
∂
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+ Vм

∂
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)
ϕм +

Aм

2

∂2ϕм
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4
(|ϕм|2 + |ϕб|2)ϕм−
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4
(ϕмϕ

∗
б + ϕбϕ

∗
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(11.37)

В уравнениях (11.37) введены следующие обозначения Vб,м = ∂ω

∂kб,м
,

Aб,м = ∂2ω

∂2kб,м
, Bбб = ∂ω

∂|ϕб|2
|k=kб , Bмб = ∂ω

∂|ϕб|2
|k=kм , Bбм = ∂ω

∂|ϕм|2
|k=kб ,

Bмм = ∂ω

∂|ϕм|2
|k=kм — коэффициенты, характеризующие групповые ско-

рости, дисперсию и нелинейность, соответственно, и зависящие от
параметров плeнок и величины связи, причeм индекс «б» относится
к быстрой волне, а индекс «м» — к медленной.

Первое уравнение системы (11.37) описывает эволюцию огибающей
быстрой моды, а второе уравнение — медленной моды. При этом ком-
плексные амплитуды волн в каждой из плeнок ϕ1,2 = m1,2 exp [j(ωt −
− k1,2y)], где k1,2 — постоянные распространения в плeнках связаны
с ϕб,м соотношениями ϕб,м = N(ϕ1,2 ±R1,2ϕ1,2), где N и R1,2 — коэффи-

циенты, значения которых определяются относительными параметрами
плeнок (если плeнки одинаковые, то N = R1,2 = 1).

Аналогичная система уравнений может быть получена также для
ПМСВ и ООМСВ с использованием приближений геометрической
оптики и «метода огибающей» на основе нелинейных дисперсионных
соотношений для связанных МСВ [53]. Получаемая таким способом
система совпадает с системой (11.37), если пренебречь в ней комплекс-
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но сопряженными членами. Оценки показывают, что это можно делать,
если связь между плeнками достаточно сильная.

Если плeнки одинаковые, то в (11.37) Bбб = Bбм = Bб, а Bмм =
= Bмб = Bм. При d→ ∞ система (11.37) распадается на два несвязан-
ных НУШ вида (11.29) с коэффициентами, соответствующими несвя-
занным плeнкам 1 и 2, а при d = 0 получим уравнение с коэффициен-
тами, соответствующими одиночной плeнке удвоенной толщины.

Полученная система (11.37) для описания связанных волн в фер-
ромагнитных плeнках аналогична нелинейным уравнениям для связан-
ных волн в других нелинейных средах, в частности, подобная система
уравнений используется для анализа нелинейной динамики поведения
оптических сигналов [47]. Однако применительно к ферромагнитным
плeнкам анализ нелинейных связанных МСВ имеет ряд существенных
особенностей, которые необходимо учитывать. Прежде всего, отметим,
что коэффициенты в уравнениях (11.37), в отличие от уравнения
(11.29), сильно зависят от связи и могут меняться в широких пределах.
Связь приводит: во-первых, к изменению коэффициентов дисперсии
(возможно изменение знака при изменении связи), коэффициентов
нелинейности, групповой скорости, во-вторых, к появлению в уравне-
ниях перекрeстных нелинейных членов.

11.4.2. Влияние связи на модуляционную неустойчивость
в связанной структуре. Указанные выше особенности для связанной
системы, в первую очередь, сказываются на условиях возникновения
модуляционной неустойчивости при прохождении МСВ. B случае
возбуждения одной из нормальных волн в структуре (ϕ0б,м 
= 0,
ϕ0м,б = 0) система (11.37) распадается на два несвязанных НУШ
для каждой из нормальных волн, с коэффициентами, зависящими
от величины связи. Условие модуляционной неустойчивости в этом
случае будет иметь вид:

Aб,мBбб,мм < 0. (11.38)

Анализ коэффициентов в уравнениях (11.37) показывает, что дей-
ствие связи не приводит к смене знаков коэффициентов нелинейности,
а именно Bбб,мм < 0 для ПОМСВ и Bбб,мм > 0 для ПМСВ и ООМСВ при
любой величине связи. Однако возможно изменение знаков коэффици-
ентов дисперсии Aб,м для одной из нормальных мод в определeнной
области частот. Это говорит о том, что в этих областях выполняется
(либо нарушается) критерий модуляционной неустойчивости для одной
из нормальных мод и она становится неустойчивой (устойчивой), в от-
личие от данного типа МСВ в одиночной плeнке.

При возбуждении двух нормальных мод (ϕ0б,м 
= 0, ϕ0м,б 
= 0), как
показано в [46, 54], в отличие от одиночного уравнения Шредин-
гера, решение которого является модуляционно неустойчивым толь-
ко при определeнном соотношении знаков коэффициентов нелинейно-
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сти и дисперсии, решение связанной системы нелинейных уравнений
неустойчиво, если выполняется следующее соотношение:

C2 > hбhм, (11.39)

где hб,м = Aб,мχ
2
б,м(Aб,мχ

2
б,м + Bб,мϕ

2
0б,м

), C2 = χ2
бχ

2
мAбAмBбBмϕ

2
0б
ϕ2
0м
,

χб,м — волновые числа возмущений.
Анализ показывает, что при любом соотношении параметров можно

всегда найти такие χб,м, для которых условие (11.39) будет выполнять-
ся. Применительно к рассматриваемой задаче это означает, что при
возбуждении в связанной структуре одновременно двух мод решение
системы уравнений (11.37) будет неустойчиво даже в том случае, если
решение каждого из уравнений в отдельности устойчиво, т. е. МСВ
являются модуляционно неустойчивыми в структуре при возбужде-
нии двух нормальных волн независимо от направления магнитного
поля (возбуждение ПОМСВ или ПМСВ). Данный вид модуляционной
неустойчивости, возникающей при одновременном распространении
двух модуляционно устойчивых волн, связанных через нелинейность,
называется кросс-модуляцией [46, 54].

11.4.3. Влияние связи на нелинейные эффекты самовоздей-
ствия. Остановимся на основных характерных особенностях распро-
странения различного типа нелинейных МСВ в линии передачи на
основе связанных ферромагнитных структур по сравнению с волнами
в одиночной плeнке.

Прямые объемные МСВ. В результате численного исследования на
основе уравнений (11.37) показано, что при импульсном возбуждении
ПОМСВ в структуре из двух ферромагнитных плeнок (при величине
сигнала больше некоторого порогового значения ϕ

пор
0 ) имеют место

следующие основные особенности [50, 51].
При возбуждении одной волны в такой структуре характер эволю-

ции полностью определяется зависимостью коэффициентов дисперсии
и групповых скоростей в нелинейных уравнениях от величины свя-
зи. В зависимости от характера возбуждения (возбуждение быстрой
или медленной моды) и величины связи ПОМСВ может быть как
устойчива, так и неустойчива относительно продольных возмущений

(при ϕ0 > ϕ
пор
0 возможно либо формирование уединeнной волны, либо

расплывание начального профиля (см. результаты на рис. 11.15). B оди-

ночной плeнке ПОМСВ всегда неустойчива, т. е. при ϕ0 > ϕ
пор
0 имеет

место формирование уединeнной волны огибающей. При одновремен-
ном возбуждении двух волн в связанной структуре волна является
неустойчивой независимо от величины параметра d, и имеет место
формирование уединeнной волны огибающей на выходе со скоростью
и амплитудой больше, чем в одиночной плeнке.

Особенности распространения МСВ при возбуждении непрерывным
сигналом покажем на примере дипольно-обменных ПОМСВ [52], для
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Рис. 11.15. Форма огибающей импульса в плeнке 1 (сплошные кривые) и
в плeнке 2 (пунктирные кривые) связанной структуры при возбуждении обеих
мод при ϕ0 = 0,15 (а) и ϕ0 = 0,1 (б); медленной моды при ϕ0 = 0,15 (в);

быстрой моды при ϕ0 = 0,15 (г)

которых в одиночных плeнках при ϕ0 > ϕ
пор
0 имеет место самомодуля-

ция на частоте F .
Как следует из результатов численного расчeта, самомодуляция

дипольно-обменной ПОМСВ в связанной структуре наблюдается неза-
висимо от способа возбуждения и величины связи, т. к. учeт обменного
взаимодействия приводит к тому, что коэффициенты дисперсии быст-
рой и медленной волн в связанной структуре не меняют знак. Частота
модуляции зависит от величины связи, как показано на рис. 11.16,
причeм частота растeт с увеличением связи при возбуждении только
быстрой волны (Fб), а при возбуждении только медленной волны (Fм),
либо двух волн (Fбм) — при увеличении d частота сначала растeт,
а затем убывает.

Влияние связи и способа возбуждения на характер хаотической
модуляции при увеличении амплитуды входного сигнала показано
на рис. 11.17. При возбуждении только быстрой волны имеет место
переход к регулярному поведению огибающей с увеличением связи
(рис. 11.17, а); последовательное изменение характера волновой эво-
люции в направлении «хаос–порядок–хаос» с увеличением связи при
возбуждении только медленной волны приведено на рис. 11.17, б, а при
возбуждении двух волн — на рис. 11.17, в. Наличие нелинейной связи
приводит к тому, что при изменении коэффициента связи в системе
наблюдается тот же сценарий перехода к хаосу, что и при увеличении
амплитуды входного сигнала в одиночной линии.
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ПоверхностныеМСВ. Как отмечалось выше, поверхностные магни-
тостатические волны, распространяющиеся в одиночной касательно на-
магниченной ферромагнитной плeнке, при повышении уровня сигнала
являются устойчивыми относительно продольных возмущений, т. е. для
такого типа волн отсутствует модуляционная неустойчивость в направ-
лении распространения возмущения. B тоже время в слоистых структу-
рах, например, типа феррит–полупроводник [55] или феррит–диэлек-
трик–металл, введение дополнительного слоя (полупроводника или ме-
талла) может приводить при определeнных условиях к модуляционной
неустойчивости ПМСВ, причeм этот эффект обусловлен, в основном,
изменением характера дисперсии волн. Модуляционная неустойчивость
ПМСВ в одиночной ферромагнитной плeнке может наблюдаться также
при возбуждении двух сигналов на разных частотах, причeм в данной
ситуации неустойчивость обусловлена взаимным влиянием двух моду-
ляционно устойчивых волн [54].

Что касается ПМСВ в связанной структуре, то в работе [53]
на основе численных расчeтов показана возможность модуляционной
неустойчивости ПМСВ в связанной структуре из двух ферромагнитных
плeнок, разделeнных тонким слоем диэлектрика в узкой области частот
при возбуждении одной (быстрой или медленной) моды в структуре.
Данный эффект связан с изменением характера дисперсии ПМСВ
и появлением областей с положительной дисперсией на дисперсионных
характеристиках быстрой и медленной волн в связанной структуре.
Кроме того, как отмечалось в п. 11.4.2, независимо от того, наблю-
дается ли модуляционная неустойчивость в одиночной плeнке, МСВ
в связанной структуре всегда является модуляционно неустойчивой
при одновременном возбуждении двух волн. Поэтому ПМСВ, устой-
чивые в одиночной плeнке, могут быть модуляционно неустойчивы
в связанной структуре как при возбуждении одной моды (быстрой
или медленной) за счeт изменения характера дисперсии, так и при
возбуждении двух мод за счeт возникновения нелинейной связи.

Необходимо подчеркнуть, что характеристики ПМСВ сильно за-
висят от граничных условий (использование металлических экранов

Рис. 11.16. Зависимости частоты модуляции F от d при возбуждении обеих мод
(сплошная кривая), быстрой моды (штриховая), медленной моды (точечная)
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Рис. 11.17. Различные режимы поведения огибающей сигнала при возбуждении
быстрой моды (а); медленной моды (б); при возбуждении обеих мод (в)

в структуре, плeнок с различными характеристиками и т. д.) [7]. На-
пример, если плeнки в структуре разной намагниченности, то частот-
ные полосы пропускания нормальных мод разные, и в этом случае,
в зависимости от частоты сигнала и от соотношения параметров,
в структуре можно возбудить либо одну, либо две моды [53]. Кроме
того, наличие металлических экранов позволяет получать любой вид
дисперсии МСВ — нормальную, аномальную, линейную зависимость
и пр. (см. кривые на рис. 11.18), а также даeт возможность управлять
полосой возбуждения ПМСВ, изменяя еe в широких пределах. Как вид-
но из рис. 11.18 на заданной частоте ω/ωH в зависимости от величины

Рис. 11.18. Дисперсионные характеристики ПМСВ для медленной волны
(пунктирная линия), для быстрой волны (сплошная линия) в структуре из двух
ферромагнитных плeнок (при D1,2 = 20 мкм, H0 = 2630 Э, 4πM01,02 = 1750 Гс,
расстояние от ферромагнитных пленок до металлических экранов L = 200 мкм)
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Рис. 11.19. Плоскость параметров (ω/ωH , d/D), демонстрирующая области
модуляционной неустойчивости при возбуждении быстрой волны в системе
«металл–ферромагнетик–диэлектрик–ферромагнетик–металл» (при D1,2 = D,

L = 0,5d, H0 = 2630 Э, 4πM01,02 = 1750 Гс)

связи (расстояния между ферромагнитными плeнками d) возможно
распространение: одной нормальной моды (быстрой или медленной),
двух мод (быстрой и медленной, либо двух быстрых), трeх мод (двух
быстрых и медленной) или четырeх мод (трeх быстрых ϕб1,б2,б3 с kб1,б2,б3 ,
соответственно, и одной медленной ϕм). Изменение дисперсии волн
приводит к изменению характера МН и основных характеристик нели-
нейных процессов самовоздействия.

В качестве примера на рис. 11.19 показана плоскость парамет-
ров, демонстрирующая области МН при возбуждении только быст-
рой волны в структуре металл–ферромагнетик–диэлектрик–ферромаг-
нетик–металл. В структуре из двух плeнок в отсутствие металлических
экранов имеет место очень узкая область частот, соответствующая
модуляционной неустойчивости ПМСВ [53]. По мере приближения
экранов (с уменьшением L) область частот, соответствующая неустой-
чивости ПМСВ, значительно расширяется, сдвигается в сторону более
высоких частот и расщепляется на две, как показано на рис. 11.19.
Различным цветом на рис. 11.19 показаны области неустойчивости,
которые возникают при различных способах возбуждения: возбужде-
ние только ϕб1 (волна с волновым числом kб1 , см. рис. 11.19 (темный
цвет)) или ϕб2 (волна с волновым числом kб2 (светлый цвет)). Прибли-
жение металлических экранов приводит к существенной деформации
областей параметров, соответствующих МН. Таким образом, как мы
уже отмечали, введение связи приводит к возникновению МН ПМСВ,
устойчивой в одиночной плeнке, а изменение граничных условий су-
щественным образом влияет на характер этой неустойчивости. B этом
случае открывается возможность эффективно управлять областью МН
на плоскости параметров за счeт изменения расстояния между плeнка-
ми и до металлических экранов.

Приведeнные выше результаты свидетельствуют о том, что в струк-
туре, состоящей из двух ферромагнитных плeнок, за счeт наличия
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связи между плeнками наблюдается более широкий спектр нелинейных
явлений, чем в одиночной плeнке при возбуждении МСВ.

В частности, наблюдаются: формирование уединeнных волн в неко-
тором диапазоне значений коэффициента связи при возбуждении одной
моды, а также при одновременном возбуждении двух мод; зависимость
частоты самомодуляции от величины связи (характер которой опреде-
ляется способом возбуждения системы); различные сценарии развития
модуляционной неустойчивости (одночастотная, многочастотная моду-
ляция, хаос) при различной связи и разных способах возбуждения.

Заключение
В этой главе рассмотрены основные нелинейные явления в струк-

турах на основе ферромагнитных пленок при возбуждении в них
магнитостатических волн. Приведены основные модельные уравнения,
позволяющие описать распространение МСВ в таких структурах при
различных уровнях сигнала. Рассмотрены особенности дисперсионных
характеристик для различных типов МСВ в зависимости от направ-
ления внешнего магнитного поля. Выделены два механизма, которые
играют существенную роль в нелинейных процессах в ферромагнитных
пленках: первый, связанный с параметрическим возбуждением магни-
тостатическими волнами коротковолновых спиновых волн в длинновол-
новом диапазоне; второй, обусловленный нелинейностью самой среды
и приводящий, в частности, к модуляционной неустойчивости волн.
Приведены результаты теоретического и экспериментального исследо-
вания нелинейных эффектов на магнитостатических волнах, связанных
с этими механизмами. Описаны результаты теоретического исследова-
ния особенностей нелинейных эффектов самовоздействия магнитоста-
тических волн в новом классе распределенных систем — связанных
ферромагнитных структурах. Отмечено, что полученные результаты
могут представлять интерес для создания широкого класса устройств
для функциональной обработки сигнала на основе нелинейных линий
передачи на МСВ в диапазоне сверхвысоких частот.

Часть результатов, относящихся к этой главе, носит чисто обзорный
характер, но не претендует на полноту изложения ввиду ограниченно-
сти объема главы, поэтому для читателя сделаны подробные ссылки на
соответствующую литературу.
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