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I.2. Численная реализация непрерывного
вейвлетного преобразования
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I.2.5. Соотношение между масштабами вейвлетного пре-
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I.2.6. Реконструкция временно́го ряда по вейвлетному
спектру. ���������� 	
���
�
������ ����� ����� ��� ����
������
�
��������� 
���� ������� ����� 
������
������� ��� 	������ 
	
�	!���"#�� $����
 � �
������� %�������� &�
����
�������
����������� $!��'��� ��� (�)���! ����� 
������
!�
����� ��&���*�
������ 	� �
�������! ����������! �	���
! � ��� �� ��	���
!�
���� ��
�#���� ���
��� ������ ���� �����
!�
!� ��
���*� $����
�
+���� �	�
�'�� �������%�� 	
���* 	
� 
����� � �
���������*�
��������*� 	
���
�
�������� 	
� ����
�� 
�
������� �������
	
���&���� 	� ��
��! �
���������*& ��
���*& $!��'��� ,�����
� ��!%�� ��	
�
*����� ����������� �����
� 
������
!�'�� ��&������
������� ���� �������� ������� 	
������� �������
� �
�*��%�����
��$�
��'�� �� ������!���� �������� ����
�� ����
����� � ��)$$� 
'�����& ����������� �	���
�� � 
�����& -��� ./0 	
�������� 	
�����
	
�'��!
� 
������
!�'�� ��&������ �������� � ����
�� ��	���
!����
�
�*��%����� ��$�
��'��� ����
��#���� � ���������� �	���
��
� ����
�� ��
�
!���� �� 
����� ���� ����������� 	
���
�
������
������
�� �
������� $!��'��� �������� 	
����� �
 ����
*& ����
Æ $!��'��� � )��� ��!%�� 
������
!�
!��*� �
�������� 
�� ��
����� �*�� 	
��������� ��� �!��� ���& ��)$$�'������ �����������
	
���
�
������ �� ���& 
������
�����*& �
������*& ���1����& -�02

�� �
��
�
��

�Æ�����

��
���

� ��� ���
�
��

� ����.�

��� ��)$$�'����* ����� � ��
�
� ���
��* � ��!#���������� 3��
�� 

���4 � �	������� � 	� ����� 	�
���
��
���� ��
����� ���������� $!�� 
'�� ��� 	��!%���� �����%��� )��
��� �� ������ �
 �
������*& ��� 
1����� ��

5�� %���� ��������������� ������� �� � �� ���� $�
�!�� 
���� 
��
!�'�� !	
�#����� � 	
������� ���

�� �
��
�
��

�Æ�����

��
���

�� �� ��� �����
��

� ����6�

7�)$$�'���� 	Æ� $��!
�
!"#�� � $�
�!��& ����.� � ����6�� ��&� 
����� �
 
������
!�'�� Æ $!��'�� 	� ����������! �	���
! Æ $!�� 
'��� 	���
������� � ����
������ ��������� ���
�� 5�� ��&�������
	Æ �����
!�
!���� �
�������� 
��� 
��%���� ����
��� �	��*��"���
$!��'���� ������#�� �
 Æ $!��'�� � ������ �
����� � � �� �� �� �� �
= Æ��� 8�	���!�* $!
�� ��
����� �	���
� ������ ������� 
���"���
&�
�1� �
������� ����%���� ��� � ��� � 	�������* ��� ���& �� (
�
	���������� ����%�� ��� � ������1���� ����9� ��� ������� �
�����
� � � ������� ��	������ ��������*� �	���
 	
������� ���

�Æ��� �
�

�

��

���

�����
��� ����9�



��� � ��������	
 �
���
��	
 
�����	
 ������� ��

�� ������	 
�� ��
������
��� ����������� ��
� ������ ���
� ���
��
��� ���

�Æ �
��
�
��

�����

��

���

�� �� ��� �����
��

� ���� �

!��������Æ �� ������� �� ����������� ���"��#� � � �������� 
�������
��$ 
�� 
�%
�$ #������$ ��$������$ ���
��� ��� & ��#�� ��' (����
��
�	 �������� �Æ � ����� 
�� ���#���� ����� ��(��)����	* ��$�����	*
���
��$�

�� � 	 
 � � ���� 
�������
��
�
 ���
���� ����	����� �����
��
�������
��� �	� �����������

 �
 ��	� !� ����	������ �!�����

"���	�� �Æ �����

#��	�� $�� � ���% &�''( 	����

)��	 $
 � 	% *�*�� 
����

+,- $
 � 
% ���.* &�/('

+,- $
 � �% *�0(( &�//.

!����� +������ ������� 
��%�� �����)�� ���������$ (���� ����
,��������� ��$�������� (���#���������� -��.
� ���
��� ������ ����
���	 !�������� 
�� ��$�������� (���#���������� 
����	$ 
�� 
���

����� ��
������ ������� ���� ��(��	������ � ��
�

�� �
����

�Æ�

��

���

��

���

�� ��� �����
��

� ����/�

�
� �� 0 ���
��
��
�������� ��
������� �������$ (��������$ ����
�������� ��
�� & ������"���� ����/� (��
(���������� ��� 
�� ��
���
����
��� ��*�
���� ������� ��(��)������ Æ����
����

1�����"���� ����2� � ����/� ����� #	�) ��(��)�����	 
�� (�����
�
�������� ��������$ ���������� ��$�������� (���#���������� 3����
�� ������ (��������$ ���������� � �������� ������� ��$��������
�(�
��� ��%�� 
��������� �
�
����� �	#����) �������	 ������)"���
���"��#� �� � "��� ��� 
����	� #�
�� �
����������) ���#*�
���$
�������� ��������

I.3. Адаптивные вейвлетные базисные
функции

& (��
	
�,�� (�������� ���� (� 4�'�5� �#��%
����)� ��� �.#�$
����)�� �����������	$ ������ ����� 
������. 
����� 6� ��� �������*
�����
�.� �"�#
� � �	�������� ��$�������� (���#��������� � �	� ���
(�+���� �� (����*����� ��$�������� �(�
��� �	
������� �#����) �����
��� 
����	* ������$� 
������ �(��
����� �#����) 
����
����� �������

�+���������� ��$�������� (���#����������

��



�� ����������� ����	�
��� ���	�
 � ��� �

������ �����	 
 �����
�� �����������
���� ������ �� �������
�� � ��
������������
� ��������
� ����� ��������� �����������
���

������
� 
 ������	����� � 
������� � ������� �����
� ��� ��������
�� ���������
� � ����	� �������� ����� 
��	� �� ��������� ��� �!���
!���� ����
�� ����"�� ���#�����
�	�� �
���#�����
�	�� 
� �������
���������
�	�� �������#���
�	� � �� �� ������	� � ����
��� ������
�� ����� �����
�� ����
� �� �����
#����$ �������
�� ����� %&&'�
��� �����
� ������� ���
	�
���� ����� ������������
� ������	����
� ����
�� (
�� ��
� )�*+� ,�����	��� � ����
� � ���� 
�	��� �����
������
� �
�!����
���� �
���#�����
��� ��������$ (���������
���

�	
� ���� �
�
�����
� �
�	
	��
��
�
��	���� 
��	���
�	 � ������ ��
������	� ������ �
����� ����������
����� !��	" � ������# 	�!$
��
�
���	$	�
 �� ���������
� %�� ��	���

��	������ �
���� �� ������ &'
()*)+*� ,���� 	�������
� � ��
�-
#

.	� �
/��� �0012


�������� ���� !����������
�
��!������$� ��!����������
��
�������������
���� 	
�������
(�!����
� ��!��+� ��������
� �!��������� �������	�

����
���� � �� ��+�

,��������� ��$�������� ����
�!��������� � ������	 
�����
��� ���!	�� ����
�� ������
��
�� ��
���������
� �� ��������
-������� � �������
� 
�	����
�������� �
����������� ��� ���
��
� ������� ��������� ��� ��
��� ������� �� ��������
� ���
��� .������ ��������
� ������
����� ��
	�
���� ����
� �����
��������� �� ����� 
���� ���
��	���������$� ,�
������ ����
�� ��
��� ��������� ������ �����


����� 
����� �����	������ � ��������� �� ������� ���!	��
� ����
��
�� ��������� ��� 
������ 
 ���������
� ��������
� ��
.��!��
��� �

�� /�������� �� !	��� ���
���� �������
�� !���.�� �
�������
� ��$�����
$ 
����� ��� �

� �� 
��� �.�!�� ��������� �� �
�������

������� 0��
� ���!���� 
������
$ ����
����� ���������
� � ���� ���
��!�� 
��������"�� ��������� ������ ��� ��	�� !	��� ���������
� ����� ���� ������� ��� �

�� �������"�$
� �� �

�����
����	�
��
�� 
������� /� �������
�� �.�!�� ������
� ����� �����������
��$
�� ����� �� ������������
� ������	���� 
������� ,�
������� ���
� �����������
��� 
������
� 
 �������$ �����$ ��������	����� ����
�������� ����� ������
� �������$ �
�!���� 
	"�
�����
� �����.���

��$ �� !���.�� ��������
� ��
.��!�� � (� �������
�����$ ��
��

������ ��� �

�+�

����� �� ������� �

��������� ����� 
 ����!�
�� �
�!����
���
�� ������
� ��$������� ����!���������� 	 �������� ��$������� !���
�
��� #	�� �� ����#� ��	��
� 
 ����"�� 
������
��	�"�$ ��������
��$ ��� ��	��$ ��� 
��������� �
�!����
��$ 
������� ��������� ����
�����
� ����� 
 ����������
� ��
����������� ���������� ��!�����
���� 1���	� ��!��� %&&'� ��

������ ���� �� ����� ������� ��
�������



��� � ��������	
 �
���
��	
 
�����	
 ������� ��

���������	
�
 ��
�����
�
 ������ �
��� �
��
��
� ��	���	� ��
 ������
�� 
���������
�
 �
 ���	��� ���������
�
 ���� 	
��
 ����	��������
��� �
������
�����
 ��
	����
� ��� ������� �
 �
	� ���
������
� ����
	 �������!� �
��
�� 	
��� ���� ����� ���
���
���� ���
�������������� ��"����
����
	� ��	� 	��
�� �	���"���� �������

���������
��� ���� �� ������ ��
�����
�
 ��������

#���	
���	 
��
	����
 ������ ����� �������� �
�
�
�
 
������
���� �
���
 � ���
�
��� ��������� ���	���� $�
���������	 �
��

������ ������ �
�
��
 �	��� ���

����� � ��������� %&�'()

�������*!������� �����	�+,�� ��������� ����
� �� ���� ������ ����

��������� � ��������� ����
� (� ���� ������ �� 
�������� %�� �� ������
��
	������ ��� �� �������	� ���	���-
�
 ����)� .
��� !������ �����

��������� � ���������� �� ��������� � � �������

���	���� � ������� %&�'() ��
�����
� ���
����
����� %&�/)� �
�����
�	 ���������

� ���� ��� �

��∫

��

������
�

����
������ %&�'/)

���

��������� � ������������	 %&�'0)

1���� 
� ��
	������� ��� ������ � �� 
��������� !������ ��� ���
���
���	�� �	���
 ���
��
�
 	��������
�
 ��
������ �
������� � ���
�


��
�����

 !������
 �� 1����� ��
	������ !������ �� ��� 
����
������ 
� ���
�

 !������� 2����
� ��� �� �����
 ������� ��� ��� ��
���
������� ���
��� �����
�
 �������
 %&�3)

�∫

��

��������� �� �� � %&�'4)

���� 
��
�������
 !�����
������

���������� �� �	 %&�'')

1�������� %&�'') �
��������� ��
 !�����
���� � ����
��� ���"������
�� � 
������ ������ ����
� ���
�� �
 ����
�� 
 � �� $��������
���
�� �������� ��
	������ ����
��� � ��������� ���
�
����
���� �����
�������� �
������+,�� %���
�
����
��
�
 ��������
�
 5"�	�6)� �
�
 �
	� ���������� ��
������ �
���� ���
����� ����	 
����
	� ��
��
�	���"��� ������� ���������� ����
� � ������� ��� �� ����
����
��
�

� ��� � ���
�
����
��

 ������� ������� �������� 7���	 
����
	�
��
���	� ������
����� !������ ���� ��
����� � ��	��� 5���
�����

�

6 ������

 !������ �� �������
����

 ��
�����

 !������
 ���
�
�
��� ����� ��
�����
���� ���
��+ %&�3) � ����	����� � !������ ��
���� ��
����������
 ��
	����
� � ������� ����� �	���"������



�� ����������� ����	�
��� ���	�
 � ��� �

��������	
 ���
��� ���������� �����	� � �	�� ��
	������	�
���� �����	��

����� � �����Φ���� ������

 �� Φ !�
�
"	���#��� 
��$���	���%�� �
 	���%��� �����	� ���
�&
�
 	��
�#�
���# � ��'����� ��� �����	� (����� Φ��� � ���

�
�����

�
�

	 �� ! ���
����	� 
 	���%�� Φ� )���	
��* ���	 ����
���	������
��������
� ���
����
���	� � ���
�+
 

����&�������

* �
 � ��'�����
�����		 ���
����	� 
+ �
�"�+ ����# �

��������  ��

�	'�����
�����	� ���� � ��� ������ ��
� �
�
��� ���,���� -��	 ����
���	����&
�� ./01&�������* �
 ���� � �� �� ��
�
��� ���,2���

3 ���
� ���
	�
�
 		 �����	�
����+� ������� �� ��������������
� �
�
�

��������� �
�
�
�

�
�
�
�� ��

�

�
�	�
� ���

�
Φ
�
�� ��

�

�
����� ����4�

����
��� 	* 
��������
+� ��� ��"�
 
 ���
���5
 
 
��$���� 

	 ���	 � �
 ���
��	 ��* 

"�� �+�# ������ 	� ���
�	�

�∫

��

��������� 
� � 	�

�
�������� � �
������� �

��
$��	� �+��"��	� ����4�* 

"�
 ���&
�	 ���+� �	� �����		 	�
� ����

	�
� ��� �

� �∫
��

Φ
	

�� ��

�



���� 
�

�
��

�∫
��

�
�
�� ��

�

�
Φ
�
�� ��

�

�
����
��

����2�

6�
����	� �	�� �����	�
����
 
 
����	���
 
 �������� � ��	���&
���		 ��	�������
 
 ��

�"����*  �� �� 
��������+ ���'��	� �	 ����
����* �
�����+ �� �	�� ���� )� ��
 ��	�����+ �����	�
����+� 

����&
�������+ ��� ���'��* �
 �� �	 ��� ���� �������� �	�
 �����	�� �	&
���* �	�
 �����	�� �
�	��� 	 ��
���������+� ��

�"��
� � �	 ����
����
�� ����� �
'�
 �� �
�
"	���#�

 �
�����	
��  ��

�	'���
�
�����		� 7����	�
����+� ��������+� ���	� �����# �
�����	������
�� 
��
�� �����	� � ����+��
	� 8����
 �	� �����
��	 �
�������� ��
 ���	��� ��
���������
 
 ��

�"���� 	 �� ��
��� �
�+� 	���"��	�
� ��������+� ������ �	 ���� � 
�
����
��#��

3 ������%��  ����* �
�
��� �
���%��� 
���"���	� ���������+�
��������+� ������
� ���
�
�+� 

���#�+� �	 ���
�* 
+ �����	
 ��&
���#���+ ��	
����	� � ����
���	���
+
 ����+
 ��������
 
 	 ����&
�	�
����
 
 ��������
 
 ���
����
���	� ��
�  �� ��* 9 ���2��

3 ����
�%�� ���
� ����
�
 	� �
���
��	� �����	�
����+� ���&
�����+� ���	�
� ��� ����	'�+� ��	�
"��	� ���	��
 ����	������
:�4* �2;� <�
 ������
 � ��
* '�
 ��	 	��
�#�
���		 ����
"��	� 	����&
���

 
 �	 ���� �
 ��������

� ���	�� 
+ �� 
 ���	'��+ � �+�
��



��� � ��������	
 �
���
��	
 
�����	
 ������� ��

���� �������	
��� 
��
����� ������� ����� ��	��
��� 
����	 � ���
�������� ��������� ����	��� 
��
������ ���
���� 
����� �! ���
�������!� ������� ���
���
�� �� ����� �����
��� � 
 ������	��
�
�		��������� �����		�� �������� ��	������ ������
�!� 
��
����!�
����	�!� ���
��� �� ��	
������� 
��
������� ���������
��� ���

���� ��	� 
�� ��
 ��������������� � �
� �
 �������������� ���������� �����
������������� �� ��� ������� � ��� �� ����� �������������� �����!����
������������" �� ����!����#��� ����������� ������� � ���� $���%�� ���
������ ��� ������� &���'��� ����� ( ����������#��"  ���#� '�������� (

�����"  ���# �������� ��) ��*��� +		�


	
 "��� 
���� #$%&� '���� ������ ���������� ��������
���!� 
���

����!� ����	�
 ����� ���
��� �������
�� 
 ���
�( ������� 
�����
��
���� �������	
�� ���������� )	�� ��������� #$*� +,&-� � ��
�� ������
���������	
�� ����!� #+.&�

/ ��
�(����� ���� ���
! �������� ��� ������ 
��
������� �������
� �
������ ���������
��� 0����� 
������ ��	������	� 
� 

�������
	�"�	�
�(� � ������ �����
� ��	������
������1�� ��
�������� #$&� 2��
��� �� ��������  
� ��	 ��	���������� /������� ���	����� ��������
������ 
 ������� ��	���������!� 	������
 
 ������ #+3&� 4�	����������
/������ ���� �� ����	!
���	 
 
��� #+5&

���� �� �
�

��

∫
�

�
��

�

�

�
��

�
��

�

�

�
�
���� ��� ������



�� ����������� ����	�
��� ���	�
 � ��� �

���� � ����	
���
����
��	�

���� �� �
�

��

∫
��
�
� �

�

�

� ��� �� � �

�

�
����� ��� ������

��	 ���� � ���������	��� 
������ ����� � 	�� ����	
������
���� �	��
��!	
 �" ��� #�" ��	����������" $���	�� ���	�	�"


	�
"  � %&�'

���� �� �

∫∫
���� ����������� �� ��	 ���()�

*��
����"" ���	�	�	��	 ����+� ��" ���� �� � ��
�	��		 ����,	��	� ��

-����� !��

���� �� �

∫
��

�
��

�

�

�
�
�
��

�

�

�
���� ��	 ���(.�

/�� #�" ���� �� ���(.� "��"	�
" ���	
���� � ���	���� 	 � �	����
��
���������" �������  � ��� #�" �	���	�	�	���
�� %&�'� $ ����	

���
����
��	 ��� ����
���	�
"  � 

���� �� �

∫
��� �� � �

�

� ���� � �

�

�
���� ��� ���(0�

�� 	� ��	����������	 $���	�� 	
�� �������	 ��� �����	 ����	
��	����

������	 !�
�����
��	�	��1�� ��� #�� �	���	�	�	���
�� � � /�� #�"
�	���	�	�	���
�� 2��� � �
������	�
" � �"�	 �����,	���� 
�"�����-

 ������� �� � �	�	��!	� 
�������� �� � !�
���
��� � �������- 
�
�	

��-� ��" �	2	��" �����
�� ����2	��" ����	2	��"� �
����	��" �	��

�����!��
�� ���	�	�	��" �����	���� #	��� �#	� � ��!��
�� ���	�	��"
�����	���� #	��� �
����	��" �	
���- ���	- � �� ��

$ ����!�	 �� �	���	����� ��	����������" � � ������ ��	������

����" /���	 � ��
��	�	�	��� $���	�� ���� �� ��
��
���	�  � �"
����
����
��" ��� #�"� ��  ������ ����������
" �����,	��	 
������� 3



�	��	��� 
����� �-���� � ��
��	�	�	��	 $���	��  �������!���� � �	
���	���� �������� !�� "��"	�
" ���!���� ����� ���	��" "��	��"
���	��	�	�#�� %('� *�	���4	
��� ��
��	�	�	��" $���	�� ���"��"5�


" ������  ���� ���������	��� 
����� ��		� �!	��  ���� �	 ��	�"

�4	
�������"� $ 
��!�	 
������ 
 �1���2	� ����	����
��5 �
������

����	 ��
��	�	�	��" $���	�� �	�		 ������������ � �����	 ��	�����
6	 �����	 ����	�� �����,	��� ��
��	�	�	��" $���	�� ����	�	��
� ������- %&0� &('� $ ���������� %(' ���	!�	�
" �
�� �� ,	 %&&'�� !��
��
��5���	 �	��!��� � ������ ��	����������" /���	 � �	���	���	
��	����������" �	 ������ ��� #�� ����� ���� ����!	�� �� ,	 7
���

,�����	�8 		 ��
��	�	�	��" $���	��� 
�	������� ���-��"4�� ����

���� 9��� � ��� :��� �	�"	�
" �������#�" � ���	� � �������	 ��	��

��������	 �,	 �	�����,���



Гл а в а II
МОДЕЛЬНЫЕ ПРИМЕРЫ ВЕЙВЛЕТНОГО

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

� ������ ���	
 �� ���
 
������ 
���
��	 
������������
� ����	�
��
 ����
������ 	
�	�
����� 
�
������	����� 
�� ������	� � �������
�� �������
����� �

���������� �����
� ������� 

� 

�	�� 
������!
 �� ���������	�
� 
����
�"�
 ���
����
 
���
�
��# 	
�	�
���
 �

���� �
������� ���
����� �������	 ���������
�
���� 	����� 
���
��	��
������� 
������������ ��
�����	� �������
� ���
���$���� 	� 	�
�
�� �

��������� �����	��� ������� � �����
����	������ 	� 	�
�
�� ����
��������� 

�� 	����� 
������!
 �
��
��� 
�
���� ����$��� ����
������ 	
��
	�
����� ������� 	�
�
��%�� �������	� 
���&��
��� �������
�����
����
���� � ����� ������ ��


�
� �	������ 
�� 

�
���
 � �
&����
�������
����� ����� 
� �'
����� �
��
������ ��
�
� ��	�
��
 

���
��� ���
������ � 

�
�
&�
����� � 
���
��
� �����
 
�
�����
���
�
��� 	��
�
��� ������
���� �������� 	� 	�
�
��%�� ���
 � 
���$��
������� 	
�	�
����� �

����� ������� 	 ������ ���	
 
���
��
���
� �
�
�
�
��� ��
��
� ����
������� ���������� � ������
����� !��

�� 

�
�
&�
����� 

� ��������
����� 
������!
 ���������	����� �
������
 	�
����

���
�
��� 	
�	�
����� ������� �
�!����
���� � �
�
��������
����
������ �� 
���
�
 ����
��	���� �	�
��� (���)���� *+,- .��
���� ���
����� 
� ������ �
�����
 	 ������$

 	�
�� ��
�� ����� � 	
�	�
����
������ ��&�� ���������	��� �&
 ��� ����������� �
��� ������� �
��
!����
���� �	�
��� � 
��'
���	 /��&
 ���
���� ��� 	
�	�
���
 
�
�
������	���
 ���� 	 0123 � 	

�	�
 
�
���&
�� 4 5���
��� �� ��
��
�� ��� ������� �
�����
���� ������
��� � �������
���� �������	 *,0- 

II.1. Применение вейвлетного преобразования
к модельным сигналам
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II.2. Пути к хаосу с точки зрения вейвлетного
анализа
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II.2.1. Переход к хаосу через субгармонический каскад.
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II.3. Вейвлетный анализ геофизических данных:
первое приложение вейвлетного анализа
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III.2. Оценка погрешности расчета вейвлетной
бикогерентности
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III.3. Применение бикогерентного вейвлетного
анализа к модельным сигналам
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Гл а в а IV
УРОВНИ ЗНАЧИМОСТИ В ВЕЙВЛЕТНОМ

СПЕКТРЕ И ВЕЙВЛЕТНЫЙ АНАЛИЗ
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
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V.1. Анализ динамики разномасштабных
временны́х возмущений в виркаторе с помощью
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V.2. Исследование процессов
структурообразования в электронном пучке

со сверхкритическим током с помощью вейвлетной
бикогерентности
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V.3. Некоторые другие приложения вейвлетного
анализа
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