
������� �	
����

����������� 	
���� 	
����������
��	��� 	
������ ����������

НЕПРЕРЫВНЫЙ ВЕЙВЛЕТНЫЙ АНАЛИЗ
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ

��
���� ���� ���������� !���
�
�������������� ���� �"�#���

���������� ��������� 	�	� $��"���

�� ������� 	
 ��������� 	������	 � ����
� ���������
�	���
 ��������� ������ 	 ��
��!� ���
� 	 ��
��!�

"�#� ���� #� ��� "��$�%�� #� ��&�� '�(�% �

)%��
�#��(�!  ���� *��%�(	$��
���
����(�! #�
���
���+
,-). */��(��)�
������	��(�+
������ ,	�(��& �	 �	0%��!& ��

1$23456 748239:234;�<=

>
����
��	 � �	
	�?@ ����	%�
��	� � � *	#���� ��
+�
������& �� A	#	���& �#� B�#0�(��C��& ��

D�#�6 EF���G ��$HH$��& ��$��$�H&  �(� EF���G ��$��$���
1$23456 7I<2�J7J:KI9L5�<= M99J6��NNN�KI5IOP3��J7JK

QRST H$����$��F�$U

��������	
�����



��� ���� �������	
���	��� �
�	��� �
�	��	�
��� 

	��� 
	���

���

��� � � � � � � � 	 
� 
��  � � � � � 
� �� Непрерывный вейвлет-
ный анализ и его приложения� � ��� ����
����� ����� � ��� �� �
� !" #$%���$��&%$'�

( ���)* ������+����*+�, +���	 ����*�*��-	 �*+�. ���/�0� ��*�*��-1
�,.��� ��� �*2�*�-��-	 �*	�/*+�-	 ���/�0� �0/�)�3+�, �45�* ��*.*��,
� 2��,+�, �*	�/*+��)� 2�*�4��0�����,� ��+*��+�6*���	 �22���+� �*+�.�$
�� 6��/*���	 �*�/�0�7�� �*	�/*+��)� 2�*�4��0�����,� �*	�/*+�-	 ���/�0
�/86�	�-1 2��7*����� �2���4- 2���*�*��, �*	�/*+��)� 2�*�4��0�����, �
���/�08 �*/��*	�-1 ���+*� ��0/�6��	 2����.-� ��+��)���3+�, ��2*�+-�
��,0���-* � ���/*.�����*� 2���+����+�*���$���2�*.*/*��-1 ���+*�� �� ��$
�+�*+�+�*���� �+�8�+8�� ��0����35�1 ��� �� ��*�*��� +�� � 2���+����+�*� �
2���593 �*	�/*+��)� ���/�0��

:/, ��86�-1 ��4�+������ 0�����35�1�, 7�;����	 �4��4�+��	 .���-1 �
���/�0�� .�����6*���1 ���+*�� � +��<* ./, ��2����+�� � �+8.*�+��� �2*7��$
/�0��835�1�, � �4/��+� +*���� ��/*4���	 � ��/�� ��.��;�0���� �*/��*	��	
.�������� ���)� 48.*+ +��<* 2�/*0�� 6�+�+*/,� .�8)�1 �2*7��/9���+*	�
��*35�� .*/� � ���/�0�� �/�<�-1 2��7*����� 2��+*��35�1 � ���+*��1
����	 ��0/�6��	 2����.-�

���� ���

������� �� ���������	 
���



Предисловие

�������� ����	�
� 
��������� ��
��� ����������� � ��������� �����
������� ��� ������ 
��� �� 
��� ����
���� ����� ��
�������� ����� � � ��
��
����� ��
��� ��� �����
 � ��
����
 ������������� �� �����
�
��� ����
���
� �
�������� ����
 ����� ! ���� 
�����" ��#��#��
��������� ��$�� ��

���������
� ���

���� ����" �������� �� ��
�����
����#��� ��� ����#��� ��� � �����
��� � � " %������ � � �  �
��� �����������
�
���
���� 
���&� ��$��
#��������
&� ����
��$����" �������� ����
����
��	�
� ��������������� ��� � ���
� �$����� 
 
����� ������ �� �
��� �����
���� � �

�&��� '������ �� ������
�� � ��&� ('�
��� ���#��
�� ���������)� * �$��
�+
,�- (.�&������ � ������
 �
��� �������)" /001

����� ������ ��	
� �
�� ���� ������� ���	������� ���
�
����
��
�	�����
�� ������ ��
���� ���
�
���� ����������� ��	�	�����
���
�	����� � 	����� �
��
��	�  ����� � �
��
��	� �
	��� �	
!
����� � �	� "��� �	

 ���	�	� �
��
��	� ��������#� �	����	��	
�	�	
 ��
�����
��
 	 �
	��� � �������
��	� ����
�
��� ���	�	 �	!
��
�
��	�	 �
�	�� ��$��� � �����	����� ��	��������
��	!��
�
��%��
������� ��� �
��
���� �����& '�� �����
� �	��	��	
 	������

	�	�
��	��
� � ��
����
��� �
��
����	�	 �
��
��	�	 � ���	�
�
��!
�	�	 �
��
��	�	 ��
	����	����� ��� �����
 ������� �	�	���
���
�������
����� ����
���� ������	� ����	��� �
�	���� (  
����!
�	� ���
��	� �
������� �
��
��	�	 ��
	����	������ �����	��
��

�
��
���� ��
���	� �������� ��	�
��	�� � ����
 	�����
��
 �
!
�	�	��� ����
�	� ����
�
��� �
��
��	�	 ������ � ���
�	�����
�����
�

���� �������
���� ����
�&
)	 ��
�
��� �
�
��� �	������ 	���������� 	� �	�	�	 ���
���	!

�	 �����
� ��
������	�	 "*���
# ������ � 
�	 ����	����	��� +
	�	��	�	 ��
	����	����� *���
� 	��
���� �� �	��	�, � �
� ���� �
�!
�
��	�	 ������ � � �
� 
�	 ��
����
���� �
�
� ��
 ��
�������



� ��������	��

�������� ���	�
� ������� ���������� ������ �� �������� �� ������
����� �������� ������	� � ������	���� ����	������ �������
�������
����� ��� �� ������� � ��������	��������� ����
���
 ����� �	��� ����� �����!��� ������� ������������ ��
����

������� � ��������������� �������� ������������ ����	������ ����
����
������ � �����"�� ��������� �������� �������� ��� ���	�����
���	�
�#��� $�
�������� ����������� ����������� ���	������ �	���
����� ���	�
�#�� ����	������ �������
������ � ����	%
������� ����
����
������ &�%�� $�������������� ��������� ��������� ���
�����
� ����� ���������� ���	� ���� ������ �������� ������������ ���	��

�#�� ������ � ����	%
������� �	������� �������� �������
������
&�%�� '��"������ ������� ���������#�� ��������� �����	� ��
����	����� �������
�� ������ �	��� ��������������� ���������� ������������ ����

�	������ ���	�
� � ��� ����	%��� �����	��� ��� ���� ������	� ��
�
��"����% (�����������%) �� ���������� ������� �������� ������
������� ���������� � ����������� ����	������ ���	�
�� � ��� �		��
��������� ����������� �������	%��� ���� � ����� ���	�
�!����
� ��	������� ������������� ������������ �������� *������� � ����
����
 ������ ������#�� ������� ������� � ������� � ���� ����

������"������%+� � ��
�#�� ������������ ����	������ ���	�
�� � 
��
�	������ ,��� �	��� �� ������ ��������� ������� ������ �����#��
������ ���	�"���� ����	������ ���	�
�� ��� ���	�������� �����
����
���� ���#������
-������������ ����	����� ���	�
 ������	��� �����"���� ����%��

�	��� ������  ��	� ��!�� 
�������� � ������	���� �������� �
	��
������ ����������� ������������ �������� ����������#�� � ������
	� ������������ �������������� ����	������ �������
������� '�����
�������� ��	����� �������� �#���� ��������������� ����� .��
� �������������� �.����� ��
�����!�� ��� ���	����� ������� �����
������������ /�� "� ��� � ��� �
	�"���� ������������ ����	������
�������
������� ���������� ��������� ������� ���	�
� � ����!%�
�������������� ����	������ �������
������ ������� ����	%��� ����
��	���
0�������� �	��� ��	����� ��������� � ����	����� ���	�
 .�����

�����	��� � ��� ���	�������	%�� ��������������� ����������� �����
���� �	������ ���#������ � ������ ��	��� � #������� .��� � ��
�#��
����	������ �������
������� � ���"� ��	����� �#���� ������ ������
�������� ����	����� �������� �����	�� �� �	������� ������	��!��
��� � 
��	�����	%���� ������ �	��� ����� �����"���� ����	%.�� ��
��
���	�"���� ����	������ ���	�
� � ���	�������� ������ ��
	�����
������� � ��	�� �������� ��������������� ��� ���������� �������
����� ���	���������
� ����� ����� ��	�"��� ��� �������	%��� ���	�������� �����

���� ��� � ��������	����� �������	%��� ��	���#��� ��
����� ���
���� � ������ ��.��.�� � ���	����� ����� *�� ��	%.�� ����� 
�



��������	�� �

������� �� � 	 
��������� ����������� ����	�� 	 ��� 
�	�����	�
� ����	���� ������� ����	� ��	�� �������� ���������� �������
�	��	�����	�� 
��������� ��� ��
������������ ����		 	 �����	��

�	�����	 ����������� ����	�� ��� 	 
�	�����	! ����������� 
��"
���������	 � ����	�� ����	���� 
��#����� 	 ����	��

$����� 	������� ����!�� ��� ������� ��	�� ����� 
������
���� 	�������!�	�� �����������	 
��������	 ����	�� 
�������
	 �����	�����	 
��#����� � �	������ ����� ����	���� 
�	���� %�	"
�	������ ������	������ &�����	������ ���	#	����� 	 �� 
��� '� ���
����� ��	�� ����� 
���������� ����������� 	������ �� ���������
	 ��
	������ ������������������ 	 
�	������� �
�#	��������� ��"
����!�	� � ������	 ���	������ �	�	�	 ���	������ ����		 �������	�
	 ���� 	�	 ���	��!�	�� ��
�����	 ����	�� 	 �	������	�	 ����	�"
��� �������

( ����!���	� �� ���	� �����	�� ���! 
�	������������ 	 ���"
���������� �������� 
� )����������� ���������������� ��	����	"
���� 	�� '�*� +������������ ������� 
������	���	 ���� ������
�� ����	���� �� &��
��� ,� ���������� ���"����� -$' 
���������
.�/� 0����#���� 	 
��������� 1�/� 2��	�� �� 
�������� 	 	������
� ������ ������ ��#����� (�*� $��	��������� 	 ,�/� 3������� ��

������� 	 
����������� ��������	 
��������	�	 '�'� 2��	���
�� 
����� �� ����	���� &��
�� 
��������	 ����
	�	 ��������		�
4������� ������ 
���������	�� ������ 	 ��	��	� �� ������� 	�
��� �!��� ��� 	� 
�������	 
����	 	 ��������	 ��	�� ��� �	 ��
����� � �����

$�$� ���������	�
$�5� 6�����


�����	��� ���������	����� ���	�������

��� ���� �������	�����

�������� ���������� ��������	

������� ��	 �
����� �������� ��� ����� �
 ������� ����� �� �
����
���
����� � ������	 �
���
����
���� ��������������� ������� ��������
���� ���������� 
�
��
� �� ��� !� ����� ��!�� �� ������
�" #"�
$%����� &������
� � 	
���'���
� ���
���
� ())*� �����
� ������
����
����� ���+��� ��������� ����� "� #$%&'()*'+" ,+- .+/012+3 4-567+8+03" 9:;<�
*==*> ,������ 
� ?������
�
��" @����� ������" #"� A����
����� ())*
B-.$//'0 1� 567+8+03� 6 C2DE+2� F60D/G� <633"� ;"H" C+0+23� *==I� � ��� 
�2�
?������� � �������" #"� #��� ())* B1)%* 1�3� :-024J1/0D4- 04 567+8+03�
K4304-� ;/6J+ED/ C2+33� *==(�"



Введение
���������� 	�	�
� ��  ����
��
� ��	��
������ ���	��� �	� ��	�

�	���� �������� ������ ��������� 	�	�
�	 �
�	�
�
 �
���� 
 ��
�
����	�� � ��������� ����� ��� ������� ��
�	�
� 
�������	������ ���
�	���
�� �����  	��	 ��!�
� ������� "
��� �	��� ��
���
���	���#
�	 �	"
�	$���� 
�������	���� ����������# 
������
$ �������# ���
���
� 
 �!�����
 ����������� ������	���	�
�� %���
 �������# �	���
�������� ����� �����
�� �������� �	����&�'� (��	 ����� )* +, ��	�
��$ �	�
�	��!$ -�������� 
 .���� )/, ��� ������# 
 �������# �!��
��� �� �������	� �����
�
 ��	��� 
 ���0
	����� ���!��
 �!��	���
����������# �	��
"��� 	�����	� ����������� 	�	�
�	 )12+3, 	 �	���
��!�
� �����"
������� �!��
�	0

 �� �	���� ���	�
�� 4��� �
��
��
��	 
$ � ��
�������� �	���	��� -�� �� ����� �� �� �����
 !����
�	���� "���� �� ������
�� ���� ��� 4��
�������� ���� � �"���
5!��"�����6 �
��� ��� ����� ��
���� � ��� �� ����	�	�
�� ��
�	���
�	 #����� 
��������  
�
"���
� ������	����
� 
 ��
���� ��7���
��
��#	�
�� �	���� ����������� ������	���	�
� �����
�! �  ���
����
"
������� ��	�
�	0

 ����������� 	�	�
�	 ����������
 ��� ��
�����
�
� ��� 	�	�
�	 ������# ���
��� ����������# ���
������
 �
�	�
�
"���
�
 �
����	�
 ��
 ���� ����� �� ���	�	��
�	���� �	 ��������
����������� 	�	�
�	 �
��	��� � ��
�!����

 ��# 
�
 
��# �!���� 8	�
���
� "�� ������� ��
�����
� ����������� 	�	�
�	 � 
�������	�
$
�
�	�
"������ #	��	 
 �!��!��������
 � �
����	# �	��
"��� ��
����
�����	$� � �	������� ����� ������� 
������ 
 ��
����	$� ��
�	�
�

�������	����� �	���	$�
# � �	��
"��# ���	���# �	!�
 4��� �	��
�
��� )+92//,��
%���!�� ��	�! ������
���� "�� � ��
�� � ������ ����������

 � ��

�	��	�
�� �	���	��
�	���� ������ ����������� ���������� 	�	�
��
&	���! � ����������� ���������� 	�	�
��� �!�����!�� �
��������
���������� ������	���	�
� 4��� �	���� ): /121*,� �	 ������� � ����
��
�� �� ���	�	��
�	�����
&	"��� �	�� �	��������
� � #����� 
��������� "
�	���$ �����

��	������ 	�	�
�	 ���	��
�	��� �� ���� �	� �� ������ ����$�����
� �	������ ���� ������������
��� 
 �	��� ����������� 	�	�
�	� ;���
��� �������� �	 ������� ����!�� ���	���
���� �������� ��������
������< 	 ��� "��� �!��� ���������� 	�	�
�= %!�����!�� ���� #�����
���� �	����������	��
� �  ���
���� 
 ��
��"��� 	��	�	� �����

�� �������� 	�
 ���������� � ��
� ���� ����� ��������� ��������
������������ �������
�
 ��
�� �������� ��
 �����
 � ���� 	�
 �����
��� �
����
	
 ���������� � ��������
���	
� � ��������	���
� ������
� ��� !���� �����
���	�� ������� "��	
�����
��� ��� �������� ��
���
������� ������# ����	����



�������� �

��������� ����	
� ���� 	�����
���	� ���� 	�	�	 	�������� ������
� �� �� �����  ���� ����	
�!	�  �� ������� ����	
� ���"���"� #����
������� $�� ����	
�!	� ����#��
� ��	� ������ %�� �� ����� �"�
� �&
����� $�� ��	 �$��� ���"�������� ����	
 ��  ����� �������� �������
"�" ������� ����	
	������ �	�����

'�������	�  "�$��� � �������� ��	���� �	����� � ����	��� ���&
��� � �( ������	$��"	( �	����� � ��
���	 $�������	 �� 	 ��)

���� � ��� ����� � ��� ������ *+,

� -��� ���$��  .����&���"��� #���� ��	����� � ��� � � �	"� *�	�� +,
�� $������( �� 	 ��

�, � /���� �#� $������ ��	����� ���  �	���&

���� �� ���	
�� �����
������� ����� ���������� ���� �
���	�������
���	
��� � �
����
�� �� � ����� � ��� ������  �
�
 	����
��!������
�

�� ���������� ���"�������� ���(�� $��"�  ������� ������ ���	�
 �	����� $������� �������� ��� 	������ ����� ������ 	�.����!	�
�# 0�������� �1 	����������� �	������ 2��	 �� $������  �	�����
��� ������ 	�	 	�$�
��� � ��$��	��  �����	� ���"�������� ����	

*��� �	�� 3� �� "������ ������� ��� ���$�� �	������  "������ �����&
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� � �� � ����	�������� � � � ��# � �	���������	�� ���������� ��
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�����	�� 	�������� �������� /���	 ��	� �� ��� �.	� �	�/�
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I.2. Численная реализация непрерывного
вейвлетного преобразования

 ����	���� ������ ��������! ���������! ��	��
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I.2.2. Выбор набора временны́х масштабов, по которому
производится вейвлетное преобразование. 1�!�#
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I.2.3. Длина анализируемой временно́й реализации. !���
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I.2.4. Область влияния краевых условий в вейвлетном
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I.2.5. Соотношение между масштабами вейвлетного пре-
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I.2.6. Реконструкция временно́го ряда по вейвлетному
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II.1. Применение вейвлетного преобразования
к модельным сигналам
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II.1.1. Гармонический сигнал. 6
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II.1.2. Последовательность прямоугольных импульсов.
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II.2. Пути к хаосу с точки зрения вейвлетного
анализа
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II.2.1. Переход к хаосу через субгармонический каскад.
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III.2. Оценка погрешности расчета вейвлетной
бикогерентности
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III.3. Применение бикогерентного вейвлетного
анализа к модельным сигналам
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Гл а в а IV
УРОВНИ ЗНАЧИМОСТИ В ВЕЙВЛЕТНОМ

СПЕКТРЕ И ВЕЙВЛЕТНЫЙ АНАЛИЗ
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
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V.2. Исследование процессов
структурообразования в электронном пучке

со сверхкритическим током с помощью вейвлетной
бикогерентности
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