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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

В 1960 г. К. Кейз сформулировал новый подход к решению 
задач теории переноса, основанный на разложении фазовой плот
ности излучения по собственным функциям однородного кинети
ческого уравнения [18]. Сама по себе идея не нова, она лежит 
в основе метода Фурье, который широко используется в различ
ных областях и с которым непосредственно связан популярный 
метод разделения переменных в математической физике. Для 
реализации метода Фурье необходимо, чтобы в распоряжении 
исследователя находился достаточно мощный набор функций, 
по которым проводится разложение и которые некоторым опре
деленным образом связаны с рассматриваемой задачей (как пра
вило, роль такого набора играет система собственных функций 
одного из операторов, входящих в задачу). Но именно это условие, 
на первый взгляд, не выполняется в теории переноса излучения. 
Оказывается, например, что в частном случае плоской геометрии 
и при разумных предположениях об индикатрисе рассеяния 
однородное уравнение переноса обладает лишь конечным числом 
линейно независимых собственных функций и чем «лучше» инди
катриса, тем меньше их число. Эти собственные функции весьма 
хороши во многих отношениях: пространственные и угловые 
переменные в них разделяются, они непрерывны и т. д., но их 
слишком мало. 

Ситуация изменилась после того, как Кейз обнаружил, что 
если расширить класс допустимых функций, включив в него 
наряду с классическими и сингулярные (обобщенные) функции, 
то резко расширится и система собственных функций уравнения 
переноса. Наряду с конечным («дискретным») набором классиче
ских собственных функций возникает целый континуум сингу
лярных собственных функций, и этих собственных функций 
в совокупности уже будет достаточно для применения метода 
Фурье. 

Находка Кейза послужила отправным пунктом для большого 
количества работ. Оказалось, что метод Кейза применим в доволь
но широком классе задач теории переноса и во многих случаях 
позволяет получить решение в замкнутой форме. Очевидно, что 
явные решения в такой трудной теории, как теория переноса, 
имеют не только эстетическую ценность. Они дают представление 
об основных закономерностях, и их можно использовать для 
проверки точности различных приближенных и вычислительных 
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методов. В предлагаемой вниманию читателей книге К. Кейза 
и П. Цвайфеля собраны практически все задачи теории переноса, 
допускающие решение в явной форме, и построение этих решений 
проведено единым методом. В этом основное достоинство книги. 

Помимо аналитического метода Кейза и его приложений, 
в книге затронуты и некоторые другие вопросы (проблема суще
ствования и единственности решения нестационарного уравнения 
переноса, метод инвариантного погружения, численные методы). 

При изложении материала авторы не стремятся к особой 
математической строгости. Тонкости доказательств либо опущены 
вовсе, либо только намечены. В разделах, касающихся примене
ний метода Кейза, это не приводит к ошибкам. Однако там, где 
речь идет о качественных вопросах теории переноса, нечеткость 
формулировок дает себя знать. Особенно сильно это сказалось 
на приложении D. Здесь большая часть теорем содержала утверж
дения, вообще говоря, не вытекающие из принятых предположе
ний. При переводе эти заведомо ложные утверждения были опуще
ны. Тем не менее и в новом варианте формулировки теорем остав
ляют желать лучшего. Однако мы не сочли нужным доводить 
их до формально-математического совершенства, так как это 
не соответствовало бы принятому авторами характеру изложения. 

Обнаруженные ошибки исправлены без дополнительных огово
рок. Равным образом устранены замеченные опечатки. 

Следует, наконец, отметить, что книга К. Кейза и П. Цвайфеля 
ни в коей мере не отражает современного состояния всей мате
матической теории переноса (авторы и не ставили перед собой 
такой задачи). В ней совсем не затронуты многие направления 
качественной теории переноса излучения. В этой связи отметим, 
например, работы по обоснованию разрешимости и исследованию 
свойств стационарного уравнения переноса (и в первую очередь 
основополагающий труд В. С. Владимирова [59]) [97—99], по 
теории нестационарных задач [100, 101], по проблеме Милна 
с анизотропным рассеянием [102]. 

В практических приложениях теории переноса (таких, как 
атмосферная оптика или теория реакторов и защиты от проникаю
щей радиации) решающую роль играют специальные численные 
методы. Глава 8 настоящей книги дает о них лишь самое общее 
представление. Читателю, интересующемуся этими вопросами, 
следует обратиться к (весьма обширной) специальной литературе. 
Из числа советских работ упомянем лишь две книги, написанные 
Г. И. Марчуком (или при его участии) [103, 104]. В них содержится 
и подробная библиография. 

В переводе книги, помимо М. Г. Кузьминой, принимали уча
стие В. И. Журавлев (гл. 6 и приложение D) и С. С. Филиппов 
(гл. 10). 

М. В. Масленников 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Около двенадцати лет назад один из нас (К. М. К.) в сотрудни
честве с Ф. де Гофманом и Г. Плачеком написал том 1 предпола
гавшейся двухтомной монографии по теории переноса нейтронов 
( C a s e К. М., de H o f f m a n n F., P l a c z e k G., Introduc
tion to the theory of neutron diffusion, Washington, 1953). Безвре
менная кончина старшего автора (Г. Плачека) и занятость осталь
ных авторов другими делами привели к отказу от завершения 
работы. 

Однако недавно при существенной поддержке Ф. де Гофмана 
мы решили начать все сначала. Поскольку за истекшее время 
были развиты новые методы, мы сочли, что в интересах единства 
изложения было бы желательно опубликование единого труда, 
объединяющего как изданные, так и неизданные части старой 
работы. Не следует, однако, считать, что настоящая книга полно
стью заменяет старую. В ней не воспроизведены весьма обширные 
таблицы и графики. 

Большой удачей для нас была помощь со стороны д-ров 
И. Кучера, Н. Мак-Кормика, М. Нейтельсона, М. Мендельсона, 
Ф. Шура, Ч. Сиверта, Дж. Саммерфилда и П. Ахтара. Кроме 
всего прочего, они и д-р Д. Хетрик помогли устранить многие 
ошибки в рукописи. Мы особенно обязаны Д. Метколфу 
и Дж. Шалтису за тщательное чтение корректур и сверку всех 
формул. Кроме того, мы хотели бы отметить особую помощь 
д-ра Шура в написании некоторых частей гл. 6 и д-ра Кучера 
в подготовке гл. 8. 

Всем упомянутым лицам мы приносим свою глубокую благо
дарность. 

Наконец, мы хотели бы воспользоваться возможностью 
и посвятить эту книгу нашим матерям — Альме Б. Кейз и Доро
ти Цвайфель. 
Анн Арбор, Мичиган 

К. М. К. 
Л. Ф. Ц. 



Глава 1 

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
1.1. ИвеОение 

За двадцать пять лет, с 1939 по 1964 г., задачи теории переноса 
были подвергнуты разносторонним исследованиям. Это, конечног 
было вызвано нуждами техники — необходимостью создания ядер
ных и термоядерных реакторов. К несчастью, по своей структуре 
соответствующие уравнения отличаются (и являются более слож
ными) от уравнений классической математической физики, напри
мер от уравнений электромагнитной теории. Мы говорим «к не
счастью» по следующим двум причинам: 

1. Класс задач, разрешимых в замкнутой форме, оказывается 
крайне ограниченным. В действительности решения в замкнутой 
форме возможны только в очень простых и в высшей степени 
идеализированных ситуациях. В результате те, кто сталкивался 
с требованиями практики, вынуждены были прибегать к далеко 
идущим и часто неконтролируемым приближениям. Более того, 
в различных областях (и даже в пределах одной области) возникли 
и нашли отражение в литературе изолированные примеры спе
циальных разрешимых задач, которые исследуются отличающими
ся друг от друга специальными методами. 

2. Тот, кто впервые приступает к изучению задач теории 
переноса, должен со значительной осторожностью пользоваться 
представлениями, выработанными (и потому ставшими интуитив
ными) при изучении классических краевых задач. 

Эта книга представляет собой попытку введения в науку 
о линейных уравнениях переноса и их решениях. Предположение 
о линейности часто оказывается очень суровым. Многие интерес
ные свойства при этом теряются. Однако в настоящее время 
мы обладаем лишь весьма незначительными возможностями иссле
довать нелинейные уравнения подобного типа. 

Как будет видно в дальнейшем, линейные уравнения пере
носа возникают в связи с проблемами переноса излучения и диффу
зии нейтронов, в теории плазмы, в теории распространения звука, 
а также и в других областях. Исторически наиболее ранние иссле
дования интересующего нас типа были выполнены в связи с тео
рией переноса излучения. С точностью до замены немногих обще
принятых понятий соответствующие уравнения совпадают с урав
нениями, возникающими в простых задачах о диффузии нейтронов-
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Идеализация, необходимая для постановки разрешимой мате
матической задачи, возможно, ближе всего к реальности в ней
тронном случае. В связи с этим большую часть теории мы изложи
ли на языке, адекватном нейтронным задачам. (Модификации, 
необходимые для других приложений, лишь намечены.) 

По методическим соображениям наше изложение менее 
дедуктивно, чем это могло быть желательно для математиков. 
Так, хотя в самом начале получена весьма общая форма уравне
ния диффузии нейтронов, мы немедленно принимаем грубые 
упрощающие предположения, чтобы найти решения этого урав
нения с помощью элементарных средств и, работая с упрощенными 
задачами, развить определенную интуицию. 

Дальше эти ограничения будут смягчаться до тех пор, пока 
мы не будем в состоянии рассматривать все односкоростные задачи 
теории переноса нейтронов, допускающие решение в замкнутой 
форме. (Эти задачи, надо признать, все еще являются очень идеа
лизированными.) В конце концов мы получим довольно полный 
обзор разрешимых (в замкнутой форме) односкоростных задач 
теории переноса нейтронов. Это может оказаться полезным по 
следующим трем соображениям: 

1. В некоторых специальных ситуациях подобные односко
ростные задачи могут быть хорошим приближением к физической 
реальности. 

2. Их решения представляют самостоятельный математический 
интерес, так как они дают представление о структуре решений 
краевых задач линейной теории переноса. 

3. Особенно важно, вероятно, то, что задачи, допускающие 
такие решения, образуют систему, на которой могут испытывать-
ся приближенные методы. Кроме того, как мы увидим, такие 
результаты указывают пути усовершенствования низших при
ближений. 

В связи с последним обстоятельством для удобства читателя 
мы включили в книгу краткий обзор наиболее употребительных 
приближенных схем. Таблицы и графики приводятся только 
для того, чтобы дать возможность почувствовать природу точных 
результатов и облегчить их сравнения с приближенными. Более 
подробные численные результаты можно найти в работе [1]. 

Хотя основной упор делается на решения специальных задач, 
ъ книге обсуждаются и некоторые общие вопросы. Включены 
в рассмотрение теоремы существования и единственности и след
ствия из возможных свойств симметрии задач. Мы надеемся, что 
наша попытка отказаться от использования специальных сведений 
из анализа и теории групп не привела к излишней громоздкости 
изложения. Предполагается, что читатель владеет лишь неболь
шим математическим аппаратом. Например, необходимо только 
элементарное знание теории функций комплексной переменной. 
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(Во всяком случае, там, где требуются более специальные сведе
ния, приводятся дополнительные ссылки на учебники.) Однако 
следует признать, что для чтения книги необходим определенный 
уровень математической культуры. То же самое, по-видимому, 
относится и к сведениям из физики. Все необходимые уравнения 
приводятся в тексте, но их происхождение из эксперимента и их 
общие следствия читателю должны быть известны. 

В нашем изложении есть один неизбежный пробел. Не рас
сматриваются спектральные свойства операторов, фигурирующих 
в краевых задачах. Такое ограничение показалось нам необходи
мым, так как в противном случае требуется существенно другой 
и значительно более сложный математический аппарат, чем 
использованный в этой книге. Кроме того, до сих пор в этой 
области получены, мягко выражаясь, только разрозненные резуль
таты; см., например, [2]. 

Специалист заметит, что, за исключением короткого описания 
метода «инвариантного погружения», мы всюду используе*м только 
один из возможных методов решения «разрешимых» задач. 
Отвлекшись от личных склонностей, мы сочли такой подход 
предпочтительным, ибо не так важно, какой именно метод исполь
зуется, как то, чтобы был развит один метод, достаточный для 
решения всех рассматриваемых задач. 

1.2. Определении 
Первый шаг в развитии теории переноса нейтронов состоит 

в выборе тех величин, через которые должно выражаться рас
пределение нейтронов. Мы всюду будем предполагать, что силы 
взаимодействия между нейтронами отсутствуют и, следовательно, 
нет нейтрон-нейтронных столкновений 1). Таким образом, пове
дение нейтронов весьма похоже на поведение идеального газа 
и их распределение полностью определяется функцией распре
деления для одной частицы я|) (г, v, t), которую для краткости 
мы будем называть фазовой плотностью2) 

Определение 1. Величина ty (г, v, t) d?r d?v — это число ней
тронов в элементе объема сРг в окрестности точки г, скорости 
которых лежат в элементе объема 6?v пространства скоростей 

г) Это предположение хорошо выполняется в любом практическом слу
чае, поскольку плотности нейтронов (~10 1 0 см-3) всегда намного ниже плот
ностей атомов (~1023 см^3). 

2) (В оригинале angular density.— Ред.) В некоторых приложениях, 
касающихся кинетики ядерных реакторов, появляется необходимость рас
сматривать функции распределения высших порядков. Эти вопросы, однако, 
не затрагиваются в данной книге. 
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в окрестности точки v в момент времени t. (В дальнейшем часто 
будет использоваться единичный вектор Q направления скорости 
нейтрона.) 

Определение 2. Я = \/v, где v — абсолютное значение ско
рости нейтрона. Таким образом, 

d?v = v*dv dil. (1) 
При рассмотрении односкоростных задач теории переноса 

нейтронов удобнее в качестве независимой переменной выбрать 
вектор Q, а не v. (В основном в этой книге будут рассматриваться 
именно такие задачи.) 

С фазовой плотностью связан ток j (г, v, t). 
Определение 3 . j (г, v, t) = уф (г, v, t). 
Этому определению эквивалентно 
Определение 3 ' . Величина j (г, v, £)*n dS cPv dt есть число 

нейтронов в объеме <Pv в окрестности точки v, пересекающих 
элементарную площадку dS с единичным вектором нормали п 
в момент времени t. 

Эквивалентность обоих определений легко доказывается, если 
построить цилиндр с основанием dS, образующей длины и dt 
и осью, параллельной вектору v. Число нейтронов, которые пере
секут dS за время dt и скорости которых лежат в d?v в окрестно
сти v, будет равно числу нейтронов с такими же скоростями, 
находящихся в этом цилиндре. Поскольку объем цилиндра равен 

v dt -n dS, а плотность нейтронов с нужным значением скорости 
равна \|э (г, v, t) d3v, число таких нейтронов в цилиндре будет 
равно 

v «пф (г, v, t) d3v dt dS = j -n cPv dt dS. 
С фазовой плотностью связаны также величина р (г, i% t) 

и плотность р (г, t). 
Определение 4. 

a) р (г, и, *)= I dQi|)(r, v, t), 
Р

 J (2) 
b) P(r, t)= J Лл|>(г, v , 0 -

Ясно, что р (г, t) d°r представляет собой полное число нейтро
нов в объеме д?г в окрестности точки г независимо от их скорости, 
в то время как р (г, v, t) dPrv2, du — общее число нейтронов в д?г 
с абсолютными значениями скорости, лежащими между и и v ~\- dv 
(независимо от направления скорости). Аналогичным образом 
можно определить токи J (г, v, t) и J (г, t) путем интегрирования 
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функции j (г, v, t) по dii и d9v соответственно. Тогда полное 
число нейтронов, пересекающих dS за время dt, будет равно 
J (г, t) -n dS dt. 

Нейтроны, поступающие в среду от источников, мощность 
которых не зависит от распределения нейтронов, имеющихся 
в среде, можно описать с помощью фазовой плотности источников. 

Определение 5. Величина q (г, v, t) cPr cPvdt есть число ней
тронов, испускаемых источниками в интервале времени от t 
до t + dt объема д?г в окрестности точки г и имеющих скорости, 
лежащие в объеме <Pv в окрестности точки v. 

Путем интегрирования q (г, v, t) по dii и dsv соответственно 
можно определить величины q (г, v, t) и д (г, t). 

Если в рассматриваемой области присутствуют ядра атомов, 
нейтроны будут испытывать столкновения. Пусть I (v) — длина 
•свободного пробега между столкновениями для нейтронов скоро
сти v г). Поскольку нейтрон скорости v претерпевает в среднем 
и/1 столкновений в секунду, частота столкновений нейтронов 
скорости v в точке г равна 

(Так как мы не касаемся задач из теории ядерных реакторов, 
в которых существенное значение имеют вариации реактивности 
на больших интервалах времени, будем считать, что I от времени 
не зависит.) 

Величина, обратная среднему свободному пробегу, называется 
макроскопическим поперечным сечением и обозначается симво
лом о (г, v): 

о (г, v) = Z"1 (г, v). (3) 
Эта величина есть среднее взвешенное по всем ядрам, присут
ствующим в среде: 

а(г,у) = _ > * ( г ) _ * И , (4) 
i 

где N1 (г) — пространственная плотность ядер типа i в точке г, 
а 2 г — полное микроскопическое нейтронное сечение типа i. 
Это микроскопическое сечение в действительности равно сумме 

г) Предположение, что I зависит только от скорости нейтрона и не зави
сит от скорости ядра — мпшени, означает, что скорость нейтрона намного 
больше скорости ядра и, следовательно, последней можно пренебречь. Это 
неверно для нейтронов очень низких (тепловых) энергий, а также в том 
случае, когда средняя длина свободного пробега сильно изменяется с изме
нением скорости, как, например, в резонансных явлениях. Указанные огра
ничения можно, однако, снять даже в рамках нашей теории, если за дли
ну свободного пробега принять надлежащим образом выбранное среднее 
по тепловому движению ядер. См., например, [3, особенно гл. 4]. 
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нескольких слагаемых, отвечающих различным реакциям, про
исходящим в системе нейтрон — ядро при соударении. Так, 
в типичном случае 

Л{ = К + 2'а + 2!п + 2с. (5) 
Входящие в (5) парциальные сечения являются соответственно 
сечениями упругого рассеяния, захвата, неупругого рассеяния 
и дарения. Аналогичным образом определяются парциальные 
макроскопические сечения, например 

C T s ^ S ^ l t (6) 

и т. д. При этом частота столкновений с рассеянием для нейтронов 
скорости v в точке г есть vty (г, v, t) G& (Г, V) d?r d3v. Частота 
столкновений, сопровождающихся реакцией деления, дается тем 
же выражением с заменой о& на Of. 

В результате каждого столкновения возникает с (г, v) вторич
ных нейтронов. 

Определение 6. с (г, v) — это среднее число вторичных ней
тронов, приходящихся на одно соударение нейтрона скорости v 
с ядром в пространственной точке г. 

Ясно, что для столкновения с поглощением с = 0, для столк
новения с рассеянием с = 1, для столкновения с делением с = v, 
где v — среднее число нейтронов, образованных в акте деления 
(~2,5). Величина с в данной точке г зависит, разумеется, от 
находящихся в г ядер и их сечений. Если деления нет (af = 0), то 

c ( r , v ) = P s ( r ' Y ) + g \ " ( r ' v > . (7) 
v ' а (г, v) х ' 

Если деление имеет место, то в числителе выражения (7) добав
ляется слагаемое vGf (г, v). Если нейтроны не воспроизводятся 
в результате соударения, то Of = о& = а1п = 0, так что с = 0. 
(Этот случай подробно рассмотрен в гл. 3.) 

Теперь мы определим функцию о (v', t' -> v, t; г). 
Определение 7. Величина 

v'o (v\ t' -> v, t; г) я/5 (r, v', t') dV- d3r <Pv dt 
— это математическое ожидание числа нейтронов в элементе 
объема d?r в окрестности точки г, возникающих в объеме d?v 
(в окрестности точки v) пространства скоростей в интервале вре
мени от t до t + dt в результате столкновений в момент времени t' 
нейтронов со скоростями, лежащими внутри объема d?v (в окре
стности точки v')» с ядрами, находящимися в том же объеме d3r. 

Здесь существенную роль играет предположение, что нейтроны, 
возникающие в результате столкновения, находятся в точке, где 
столкновение произошло. Более того, мы можем предполагать, 
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что вторичные нейтроны возникают в момент столкновения *), 
так что о = о (v' -+- v, г). Из определения поперечного сечения 
и определений 6 и 7, очевидно, следует, что 

I с (v' -> v, г) d*v = с (г, v') о (г, v'). (8) 
Обычно мы будем предполагать, что в рассматриваемой системе 
процессы столкновений инвариантны относительно вращений. 
В этом случае о (v' ->- v) зависит только от f, v' и fi' -Q, т. е. от 
абсолютных значений скоростей первичного и вторичного ней
тронов и угла между их траекториями 2). Из формулы (8) тогда 
следует, что с и а зависят лишь от величины скорости г/, но не 
от ее направления. Более подробно смысл этого свойства будет 
обсуждаться в разд. 2.1. 

Отметим также тот важный факт, что величина о (v' ->- v) 
должна быть положительной, равно как и величины с (г, v) 
и о (г. v). Последние должны быть также ограниченными. 

Как правило, функция о (v' —>■ v) определяется процессами 
упругого и неупругого рассеяния и деления. Будем считать, что 
для каждого из этих процессов функцию о (v' —>- v) можно запи
сать в виде произведения сечения о (v') на нормализованную 
функцию / (v' ->■ v), описывающую энергетический спектр вто
ричных нейтронов. Оказывается, что функцию / (v7 -+■ v) можно 
вычислить в точном соответствии с теорией только для случая 
упругого рассеяния. Однако для вклада, обусловленного деле
нием, имеются'хорошие полуэмпирические данные [4]; для вклада 
от неупругого рассеяния приходится довольствоваться скудными 
экспериментальными данными и весьма неточными теориями [5]. 

Величину сечения о (v') в некоторых частных случаях можно 
получить теоретически. Однако обычно полагаются на обширные 
и общедоступные эмпирические данные (см., например, [6]). 

Итак, мы дали определение всем величинам, необходимым 
для вывода уравнения, описывающего распределение нейтронов 
в произвольной системе. Вывод этого уравнения будет предметом 
следующего ра здела. 

1.3. Уравнение переноса 
Основным законом, описывающим поведение нейтронов, по 

существу является уравнение баланса. Это уравнение в действи
тельности представляет собой линеаризованное уравнение Больц-

*) Это означает, что мы пренебрегаем наличием запаздывающих нейтро
нов. Запаздывающие нейтроны необходимо принять во внимание при изуче
нии кинетики ядерных реакторов. 

2) Тем самым мы пренебрегаем эффектами, связанными, например, 
с анизотропией кристаллов. Эти эффекты бывают важны в некоторых при-
ложениях. 
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мана и может быть получено с помощью подходящих приближений 
из уравнения Лиувилля, проинтегрированного по координатам 
и скоростям (или импульсам) всех частиц, за исключением ней
тронов. Ниже приводится простой вывод уравнения переноса, 
основанный на прямом подсчете баланса числа нейтронов внутри 
малого объема фазового пространства. 

Рассмотрим изменение dN за время dt числа нейтронов, нахо
дящихся в малом объеме V с поверхностью S в окрестности точки г, 
скорости которых лежат внутри объема cPv в окрестности точки v 
пространства скоростей: 

dN=tPvdt\ а ф ( У ' ° ^ г . (1) 
V 

Выполняется соотношение баланса 
dN = _ (а) _ (Ь) + (с) + (d), (2) 

где 
(a) — число нейтронов, уходящих через поверхность S за 

время dt; 
(b) — число нейтронов, претерпевающих столкновения вну

три V за время dt; 
(c) — число вторичных нейтронов со скоростью v, возникающих 

в У з а время dt в результате столкновений; 
(d) — число нейтронов со скоростью v, порожденных в У з а 

время dt источниками. 
Слагаемое (а) учитывает те нейтроны, которые покидают 

объем V или прибывают в него с неизменной скоростью; слагае
мые (Ь) и (с) учитывают соответственно нейтроны, скорости кото
рых покидают элемент пространства скоростей d?v или прибывают 
в последний при условии неизменности положения этих нейтро
нов. Математическое выражение для каждого из четырех слагае
мых в правой части уравнения (2) можно найти на основе опре
деления 3' разд. 1.2. 

Если п0 — внешняя нормаль к поверхности dS, то 

(а) = d3v dt\ j (г, v, t) • n0 dS. (2a) 
s 

В соотношении (2a) интеграл по поверхности можно свести 
к объемному интегралу с помощью теоремы Гаусса: 

(a) = d3vdt\ V.jtPr. (2а') 
v 

Аналогичным образом из уравнения (2) разд. 1.2 находим 
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а но определению 7 

(с) = d3v dt[\ i/if (г, v', t) о (v' - ^ v, r) d*v'd*r. (2c) 
v 

Наконец, по определению 5 
(d) = d*v dt\q (r, v, t) d3r. (2d) 

v 
Принимая во внимание произвольность объема F, из урав

нений (1) и (2) после некоторых преобразований получаем 

^ ( V ' ° + v > V l H r ' v, t)+vo(r, v)i|)(r, V, t) = 

= q (r, v, t) + J dVa (v' - * v, r) i/ф (r, v', /). (3) 

При выводе уравнения (3) были сокращены общие дифференциаль
ные множители и использовано тождество V .уф = vV -гр (спра
ведливое потому, что v — независимая переменная). Через о 
обозначена величина Z"1. 

Уравнение (3) является основным уравнением теории переноса 
нейтронов; отыскание его решений будет предметом всей этой 
книги. К несчастью, в общем виде с этим уравнением очень трудно 
обращаться. И это несмотря на то, что даже вывод этого урав
нения потребовал многочисленных предположений и приближе
ний (неподвижные ядра, мгновенные соударения и т. д.). Если бы 
эти упрощающие предположения не были сделаны, задача отыска
ния решений уравнения переноса была бы еще более трудной. 

Если же необходимо получить хотя бы качественную картину 
происходящих в действительности физических процессов, при
ходится принять дальнейшие упрощающие предположения. Эти 
предположения будут касаться природы функций а и д, которые 
до сих пор были довольно произвольными функциями координат 
и скоростей. Как правило, мы будем вводить настолько суровые 
предположения о физической структуре рассматриваемых систем, 
что появится возможность получить простые решения. По мере 
развития техники построения решений эти предположения будут 
до некоторой степени смягчаться, но редко до уровня, на котором 
может быть решена какая-либо «практическая» проблема. Поэто
му, как уже отмечалось в разд. 1.1, решения уравнения переноса, 
которые строятся в этой книге, могут, вообще говоря, служить 
для физической интерпретации процессов, происходящих в какой-
либо «практической» ситуации, а также в качестве тестов для 
различных приближенных методов, часто используемых в при
кладных задачах. 



Глава 2 

ОБЩИЕ СВОЙСТВА УРАВНЕНИЯ 
ПЕРЕНОСА И ЕГО РЕШЕНИЙ 

2.1. Свойства симметрии решении 
у равнении переноса 

Прежде чем пытаться найти решения уравнения переноса 
в явном виде, полезно выяснить некоторые общие свойства, 
которыми эти решения заведомо должны обладать. В действитель
ности можно получить обширную информацию о решениях, не 
решая самого уравнения, и эта информация будет весьма полезной 
при фактическом поиске решений. В настоящем разделе мы рас
смотрим информацию о решениях уравнения переноса, которую 
можно получить, изучая свойства инвариантности решения при 
различных преобразованиях системы координат х). 

Будем называть оператором Больцмана оператор 

fi = -^- + v-T + w(r ,v) — f t / c ( v ' - > v , r ) d V . (1а> 

Уравнение переноса можно записать в виде 
Яф (г, v, t) = q (г, v, t). (lb) 

Рассмотрим общее преобразование системы координат вида 
г' = юг (2) 

и связанный с <о такой оператор Q, что при преобразовании систе
мы координат (2) произвольная функция / (г, v) преобразуется 
по закону 

/ (г , v ) - > / ' (г, v ) = f i / ( r , v), где Qf (г, v) s / (co^r, v). (3) 
В нашем случае представляют интерес два класса преобразова
ний: сдвиги и ортогональные преобразования (т. е. поворот 
и отражение, а также их комбинации). 

Обозначим преобразование, отвечающее сдвигу системы коор
динат на расстояние а в направлении, определяемом вектором xt

 2), 

*) Многие из полученных результатов интуитивно очевидны; здесь 
дается их строгое обоснование. 

2) Всюду в этой книге знаком Л будет отмечаться единичный вектор 
(для векторов Q и п, одпако, этот знак использоваться не будет). 
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через Ц (а): 
ti (а) г = г — акь (4) 

г д е а произвольное действительное число. При этом соответ
ствующий оператор для функции обозначим через Tt. Он дей
ствует лишь на пространственные переменные функции, так что 

TJ (г, v) = / (й\, v). (5) 

Обозначая ортогональное преобразование системы координат бук
вой О и соответствующий оператор буквой 0 , получаем 

в/ (г, v) = / (0-*rf 0-tv) . (6) 

Таким образом, оператор 0 в отличие от Tt (см. формулу (5)) 
действует не только на координаты, но и на скорости. Из-за суще
ственного различия между определениями (5) п (6) удобно рас
сматривать эти два вида преобразований отдельно. 

Общий подход к изучению свойств инвариантности состоит 
в следующем. В определенных случаях оператор В коммутирует 
с некоторыми операторами преобразования координат Q. (Напри
мер, если В не зависит от координат xt, то В коммутирует с Tt.) 

Подействуем таким оператором Q на уравнение (lb). В силу 
коммутативности В и Я 

ВЩ (г, v, t) = Qq (г, v, t). (7) 
Сформулируем это утверждение в виде теоремы. 

Теорема 1. Рассмотрим класс операторов преобразова
ния Q, коммутирующих с оператором Больцмана В. Если 
•ф (г, v, t) — решение уравнения переноса с источником 
q (г, v, £), то Оя|з (г, v, t) — решение этого уравнения с источ
ником Qq (г, v, t). 

В настоящем разделе нас будут интересовать только операторы Q 
конечных преобразований. Однако при построении общих решений уравне
ния переноса (см. приложение F) будут важны также операторы бесконечна 
малых преобразований. Теорема 1 справедлива для обоих типов преобразова
ний, но в каждом случае ей можно дать свою интерпретацию. 

1) В случае конечного преобразования из утверждения о том, что Q ком
мутирует с В, следует, что граничные и начальные условия также инвариант
ны относительно преобразования fi. Для бесконечной пространственной 
области это утверждение тривиально, а для конечной области это означает, 
что В не коммутирует нп с каким оператором сдвига, но может коммутиро
вать с операторами поворота, если падающий поток имеет соответствующую 
симметрию. 

Поэтому слова «постоянное сечение» в этом случае будут означать, что 
сечение постоянно всюду, а не в какой-нибудь одной конечной области, 
ограниченной вакуумом. 

2) При бесконечно малых преобразованиях положение тела не меняется, 
но могут меняться граничные и начальные условия. Поэтому для таких 
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преобразований в формулировку теоремы 1 нужно внести изменения.' «...то 
Щ> (г» v, t) — решение этого уравнения с источником Qq (г, v, t) и новым 
граничным4 условием, которое получается в результате применения опера
тора Q к старому граничному условию». 

Эта неоднозначность в интерпретации теоремы 1 не должна вызвать 
путаницы, так как бесконечно малые преобразования рассматриваются 
лишь в приложении F. 

В частности, при некоторых q и некоторых Q может оказаться, 
что Qq = q. В этом случае из теоремы 1 вытекает 

Следствие. Если операторы Q и В коммутируют и, кроме 
того, Qq (г, v, t) = q (г, v, t), то Q-ф (г, v, t) = г|) (г, v, t). 

Применяя теорему 1 и ее следствие, можно получить информа
цию о решении уравнения переноса, которая, как уже отмеча
лось, в дальнейшем поможет найти некоторые его решения в явном 
виде. 

Полезно заметить, что оператор В — это на самом деле целый 
класс операторов, поскольку он определяется функциями о (г, v) 
и о (V ->■ v, г). В зависимости от характера этих функций В 
коммутирует с различными классами операторов Q. Условия, 
при которых это происходит, мы продемонстрируем на примерах. 
Начнем с преобразований сдвига. 

Теорема 2. Если функции о (г. v) и a (v' ->■ v, г) не 
зависят от координат xt, то операторы В и Тг коммутируют. 

Доказательство этой теоремы элементарно, так как по усло
вию оператор В содержит Xj только в слагаемом v • V. Но Tt (д/dxj)= 
= (д/dXj) Ti, откуда и следует утверждение теоремы. 

Из теоремы 1 и формулы (5) вытекает, что при выполнении 
условий теоремы 2 

Щ (£~Jr, ▼,*) = ? (ff'r, v. t). (8) 
Приведем некоторые приложения инвариантности относительно 

сдвига. 
1) Рассмотрим бесконечную однородную изотропную среду. 

В этом случае функции а (г, v) и а (vf -> v, г) не зависят от про
странственных координат и оператор В коммутирует с каждым 
оператором, сдвига. Пусть q — функция точечного источника, 

q (г, v, *) = б (г _ го) q' (v, t). (9) 
Тогда 

BG (r0 -> г, v, t) = 6 (г - го) q1 (v, /). (10) 
Решение уравнения (10) обозначено буквой G, так как оно являет
ся функцией Грина оператора В (см. разд. 2.6). 

Применяя сдвиг 
Ц (г0) г = г — г0| (11) 
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из уравнений (8) и (10) получаем 
BG (г0 -> г + r0, v, t) = б (г) q' (v, t). (12) 

Уравнение (12) есть не что иное, как уравнение для функции 
Грина G(0 ->■ г, v, t), соответствующей точечному источнику, 
расположенному в начале координат. Таким образом, 

G (0-> г, v, t) = G (r0-^ г + г0, v, t), (13а) 
или 

G (г0 ^ г, v, *) = G (г - г0, v, *). (13Ь) 
Последний результат справедлив, разумеется, лишь для одно
родной бесконечной среды. 

2) В качестве другого примера рассмотрим случай, когда 
функции о (г, v), о (v'—►- v, г) и q (г, v, f) зависят только от одной 
пространственной координаты, скажем z. Тогда оператор В ком
мутирует как с ТХУ так и с Ту. Из теоремы 2 и следствия теоремы 1 
немедленно вытекает, что ij) (г, v, t) — ф (z, v, £), т. е. функция 
•ф (г, v, £) может зависеть лишь от координаты z. 

3) Рассмотрим бесконечную однородную среду с плоским 
источником 

q (г, v, t) = б (z — z0) g' (v, *)- (Щ 
Соображения, аналогичные тем, что привели к формуле (13Ь), 

позволяют заключить, что в этом случае функция Грина удовле
творяет соотношению 

G (z0 -+z,v4t)-=G(z — z0, v, t). (15) 
4) Наконец, в случае бесконечной однородной среды с источ

никами п начальными условиями, не зависящими от простран
ственных переменных, уравнение (8) определяет пространственно 
однородную функцию фазовой плотности: 

ф (г, v, t) = ф (v. t). 
Займемся теперь ортогональными преобразованиями. 

Теорема 3 . Если функции с (г, v), a (v' ->- v, г) и гра
ничные условия зависят только от расстояния от начала 
координат до точки г, т. е. от г = | г |, PI если a (v' -►■ v, г) 
инвариантна относительно вращений, т. е. a (v' —>- v, г) = 
= сх (г/, v, Q' «Я, г), то оператор В коммутирует с любым 
ортогональным преобразованием в , оставляющим в покое 
начало координат. 

Доказательство этой теоремы довольно просто. Прежде всего 
заметим, что операторы d/dt и v-V коммутируют с оператором Э 
(v-V коммутирует с 0 в силу того, что v-V является скалярным 
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произведением двух векторов). Точно так же член, содержащий 
о (г, v), коммутирует с в , поскольку 

во (г, v) = а (0-гг, 0 - 4 ) . (16) 

Из условий, налагаемых на функцию о (v' -►- v, г), и из рас
суждений, следующих за формулой (8) разд. 1.2, вытекает, что 
о (v) зависит только от скаляра v = | v |. А так как скаляры г 
и v не меняются при ортогональном преобразовании, мы заклю
чаем, что G коммутирует с о. 

Остается рассмотреть лишь интегральный член оператора В. 
Мы должны показать, что 

в 5 Л / i / o (i/, t;. Й ' Й . г)ф (i/Q#, г, *) = 
= J Л / i / c (г;7, г;, Й'-tt, г) {вф (i/Q'f г, f)}, (17а) 

или 

S d W o (i/, i;, Й' -O-ifi, г) г|) (i/Q'f 0-*r, t) = 
= J dVi / a (i/, i;, Q' Q, r) г|) (i/O^Q', 0~xr, t). (17b) 

Тождественность обеих частей формулы (17b) легко устано
вить, если заметить, что (Q' •0~1Si) = (Ofi')-fi, поскольку для 
любых двух векторов А и В величина А-В является скалярным 
инвариантом, так что (ОА) -(ОВ) = А-В. Тогда левую часть 
формулы (17Ь) можно записать в виде 
J d V i / a (i/, i;, 6>Й' -Q, г) ф (i/Q'f O^r, t) = 

- $ d V r ' c (i/, i;, Й"Й, г)ф (^O^Q'.O^r, t). (18) 

Выражение, стоящее в правой части равенства (18), полу
чается заменой переменной ОН' = Q" с учетом того, что якобиан 
любого ортогонального преобразования равен единице. Так как 
правые части формул (17Ь) и (18) совпадают, то теорема 3 доказана. 

Из теоремы 3 вытекает 

Следствие. Если функция a (v' ->- v, г) и граничные усло
вия инвариантны относительно вращений и если a (v' -►- v, г) 
и a (v', г) зависят лишь от координаты хг и длины вектора р 
в плоскости, перпендикулярной xtJ то оператор В коммути
рует с операторами поворота вокруг оси хг. 

Всюду в этой книге мы будем предполагать, что функция 
о (v' -> v, г) инвариантна относительно вращений. 

Теперь применим теоремы 1, 2, 3 и их следствия к некоторым 
специальным видам симметрии, часто встречающимся в практиче
ских приложениях. 
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А. Плоская симметрия 

Плоская симметрия означает, что функции о (г, v), о (v'->-v, г) 
и q (г, v, t) зависят лишь от одной пространственной координаты, 
скажем, z (этот случай мы обсуждали в примере 2, следующим 
за теоремой 2), а зависимость функции q от угла выражается 
только через \х = Si-z. Более того, все граничные условия должны 
зависеть только от z и \х (см. пояснение, следующее за теоремой 1). 

В примере 2 мы уже показали, что г|) (г, v, t) = г|з (z, v, t). 
Пользуясь следствием теоремы 3, заключаем, что оператор В ком
мутирует с оператором Rz поворота вокруг оси z. Поэтому, 
согласно теореме 1, 

Щ (z, Rz\, 0 = 9 (*. Rz\, t). (19) 

По предположению, q (z, v, t) = 5 (z, г;, JLI, 0» так что 

9 (z, / С Ч 0 = 9 (z, v, t). (20) 
Но тогда 

i|> (z, R?y, t) = i|> (2, v, 0 , (21) 
или 

i|>(z, v, 0 = ф (z, v, jx, t). (22) 
Это означает, что фазовая плотность зависит только от z и угла 
между направлением ii и осью z. Поскольку в этом случае д^/дх = 
= chp/dy = 0, уравнение переноса принимает вид 
dip (z, v, \i, t) . dib . . ч . 

= j (z, v9 \i, t) + J d W c (i/ , i;, ii '-ft, z) ф (z, i / , |ы', t). (23) 

В некоторых задачах с плоской симметрией сечения оказываются 
симметричными относительно некоторой зд-плоскости (пусть это 
будет плоскость z = 0), так что о (z) = о (—z). Тогда оператор Б 
коммутирует с оператором Az отражения в плоскости z = 0 
и по теореме 1 

Щ (—z, vy —jx, t) = q (— z, v, —fx, 0- (24) 

В частности, если источник также симметричен относительно 
плоскости z = 0, то 

q (— z, v, — fx, 0 = 9 (2, ^, |ы, Of (25) 

откуда следует, что в этом случае 
1> ( - 2 , ->х) = ф (z, >х). (26) 
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В. Сферическая симметрия 
Сферическая симметрия означает, что все точки сферы радиу

са г с центром в начале координат эквивалентны. Таким образом, 
если R — оператор поворота вокруг начала координат, то 

RB = BR, (27а) 
Rq = q (27b) 

и граничные условия инвариантны относительно операции пово
рота R. Поэтому из следствия теоремы 1 получаем 

i t y = о|>. (28) 
Как мы видели, соотношение (27а) будет выполнено, если а (г, v) 
и о (v' —>- v, г) будут функциями скаляра г (что касается зависи
мости от скоростей, то по-прежнему предполагается, что о (v' -►■ 
-►- v) = о (г/, v, Q' -ft)). Из формулы (27Ь) вытекает, что 

q (Д-Ч Д-W, t) = q (г, v, t). (29) 
Это возможно только тогда, когда q зависит лишь от г п \лТ = 

= Si-г (только эти две величины являются теми скалярами, кото
рые можно образовать из векторов й и г ) . Точно так же граничное 
условие должно зависеть лишь от г и |хг. Из равенства (28) видно, 
что тем же свойством должна обладать и функция г|э (г, v, t)y 
т. е. 

я|> (г, v, t) = я|> (г, v, (xr, t). (30) 
Поэтому фазовая плотность зависит только от расстояния 
до начала координат и от угла между радиусом-вектором и векто
ром скорости. 

Комбинируя полученные выше результаты и пример 1 для 
однородной изотропной бесконечной среды с изотропным источни
ком, получаем 

G(T0-+r4v9Q9t) = G(\r-T0\9
 {]~l°l^ ,v,t). (31) 

С. Цилиндрическая симметрия 
В случае цилиндрической симметрии функции о (г, v), о (i/, v, 

Q' -й, г) и q (г, v, t) зависят лишь от пространственной координа
ты т], представляющей собой расстояние от точки г до оси симме
трии (в качестве которой выберем ось z). Кроме того, зависимость 
функции q от направления скорости возможна лишь через вели
чину |ы = Q-z *). (Аналогичные утверждения справедливы и для 

*) А также через Еелпчину <рп — <р̂  (см. ниже, например, формулу (35)).— 
Прим. ред. 
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граничных условий.) В этом случае из теоремы 3 и ее следствия 
вытекает, что 

TZB = BTZ (32а) 

RZB = BRZ. (32b) 
Кроме того, 

Tzq = q (33a) 

Rzq = q. (33b> 
В силу следствия теоремы 1 тогда 

Г2я|з - -ф (34а) 

/?2i|) - г)). (34Ь) 

Формулы (34) означают, что функция г|? может зависеть лишь 
от тех комбинаций rj, z и й, которые инвариантны относительно 
Tz и Д2. 

a) Из (34а) следует, что функция ф не зависит от z. 
b) Из (34b) видно, что г|? может зависеть лишь от скаляров rj, |д 

и Й^-TJ, ГДе От) — проекция вектора й на плоскость, содержа-
щую вектор rj и перпендикулярную оси z. 

Поскольку угол между векторами Qn и rj можно представить 
в виде разности фч — фд, где ф^ и фй — азимутальные утлы 
векторов г и й, то в случае цилиндрической симметрии 

г|> (г, v, t) = г|) (т|, г;, ц, фг, — фи, *). (35) 

Дальнейшие свойства симметрии функции я|? (г, v, f) определяются 
дополнительными свойствами симметрии функции q (г, v, t). Пред
положим, например, что функция q изотропна. Тогда q будег 
инвариантной относительно операции отражения Аг в плоскости 
z = 0, и так как В и Az коммутируют, то 

1> ( - и ) = Ф О*)- (36) 
Более того, В будет коммутировать с любым оператором A t отраже
ния в плоскости, содержащей ось z. Отсюда (благодаря тому, 
что Atq = q) получаем 

Ф (фц — фа) = 1> (фо — Фч)> (37) 

поскольку действие такого отражения сводится к замене ф — фг 

на ф' — ф. 
Таковы основные выводы из трансформационных свойств-

решений уравнения переноса. На протяжении всей книги мы 
будем время от времени пользоваться ими и другими подобными: 
фактами. В частности, результаты, перечисленные в пунктах А, 
Б и С, используются в приложении В, где построены разложе-
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ния в ряды по сферическим гармоникам фазовой плотности в раз
личных геометриях, а также в приложении С, где описаны рас
пределения нейтронов в бесконечной среде от изотропных ней
тронных источников различной формы. 

2.2. Одногкоростное прпб.шжение 
Большая часть этой книги посвящена изучению односкоро-

стных задач теории переноса нейтронов. В этих задачах пред
полагается, что в среднем скорость нейтрона не меняется в акте 
столкновения, так что функцию о (\г ->- v, г) можно представить 
в виде 

o(y'^x,r) = o(Qf.Q,r,v)6{v-v,) . (1) 

Отсюда (см. формулу (8) разд. 1.2) 

о (г, v) с (г, v) = f diio (Si'-Si, r,v) = \ dSi'a (Si'-Si, r, v). (2) 
Отметим, что формула (1) неявно содержит предположение о том, 
что a (v' —►■ v) зависит лишь от угла между направлениями v 
и v'. Это предположение приводит к инвариантности a (v' —►■ v) 
относительно вращений в пространстве скоростей (последнее 
вытекает из формулы (2)). 

Хотя предположение о постоянстве скорости нейтрона в акте 
столкновения может показаться довольно жестким ограничением, 
тем не менее односкоростное уравнение переноса имеет обширные 
.практические приложения. Проинтегрируем, например, уравне
ние переноса (уравнение (3) разд. 1.3) по v в пределах от v^ = 
= [ v4 | и v2 = | v2 I- Мы получим уравнение для функции 

V2 

q(r,ii,t)=^i?dvy(r,v,t). (3) 
VI 

Это уравнение имеет вид 

= q (г, Si, t) + f dSi> (r, Si'. /) o(U'-U, r, v) v. (4) 

Здесь функция q (r, Si, t) связана с q (г, v, t) соотношением, 
аналогичным соотношению (3), а черта сверху обозначает усредне
ние по «нейтронному спектру» (который описывается зависимо
стью -ф от v при фиксированных г и t. Эта процедура усреднения 
не является точной, за исключением случая, когда все сечения 
не зависят от скорости нейтрона *). Однако в основе некоторых 

*) По этой причине односкоростное приближение иногда называют 
-«приближением постоянного сечения» (см., например, [7]). 
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приближенных методов лежит предположение о том, что можно 
подобрать подходящий нейтронный спектр, при котором урав
нение (4) дает разумное описание пространственного, углового 
и временного поведения тр. Таково многогрупповое приближение, 
часто используемое для расчета ядерных реакторов. 

Для нас односкоростное приближение интересно по двум 
причинам. Во-первых, оно часто позволяет найти точные решения 
уравнения Q переноса в замкнутой форме, что в общем случае 
получить не удается. Во-вторых, как уже отмечалось, оно имеет 
практические приложения. Вопрос же о выборе подходящих 
усредненных сечений для односкоростного уравнения очень сло
жен и в настоящей книге обсуждаться не будет. 

Заметим, далее, что в случае чисто поглощающей среды (с = 0) 
(этот случай исследуется в гл. 3) уравнение (4) является точным, 
так как в акте столкновения рассеянные нейтроны отсутствуют 
вовсе. Таким образом, односкоростное уравнение имеет еще одно 
приложение. 

В дальнейшем нам удобнее будет рассматривать функцию 
f (й' «й. г, и), связанную с функцией о (й ' *й, г, v) соотношением 

/ ^ Q , r , i ; ) = 0 / y \ V , ' » 1 ) - (5) 
J Х ' С (Г, 17) О (Г, 17) Х ' 

Из формулы (2) видно, что / (й ' -Q, г, и) нормирована на единицу. 
Теперь односкоростное уравнение переноса принимает вид2) 
Яф (г, Й, t) . Л _ , , 

= q (г, Й, t)+va (г, р) с (г, v) \ ф (г. й ' , t) / (Й'-Й, г, v) ДГ. 
Здесь всюду опущена черта сверху над усредненными величинами. 
В дальнейшем (за исключением гл. 3, в которой односкоростное 
приближение является точным) об этом следует помнить. Зависи
мость от переменной v функций с, с и / (а поэтому и г|з) нужно 
понимать как параметрическую зависимость от v. В дальнейшем 
мы, как правило, не будем явным образом указывать эту зави
симость. 

2.3. Единственность и граничные условия 
Для решения уравнения переноса, очевидно, необходимо 

задать как начальное распределение нейтронов в момент времени 
t = 0, так и плотность источников нейтронов во всем простран
стве. Тогда можно получить полное решение. 

г) С этой функцией, обозначенной прежде через / (v' -*• v), мы уже стал
кивались в разд. 1.2. 

2) Если бы мы не предполагали инвариантности относительно вращения 
в пространстве скоростей, то а и с были бы функциями переменной й ' и их 
нельзя было бы вынести за знак интеграла. 
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Однако решения, полученные таким образом, в некотором 
смысле слишком полны. На практике представляет интерес рас
пределение нейтронов лишь в ограниченной области пространства. 
В общем случае существует множество различных распределений 
источников, приводящих к одному и тому же распределению 
нейтронов внутри заданной области, но к различным распределе
ниям вне ее. Поэтому было бы желательно найти общий методг 
позволяющий сводить все такие задачи с различным распределе
нием к какой-то одной задаче, поскольку все они с практической 
точки зрения представляют собой одну и ту же задачу. 

Кроме того, заметим, что в достаточном удалении от интересую
щей нас области находится вакуум. В следующей главе мы пока
жем, что для вакуума решение уравнения переноса строится 
совершенно тривиально. Поэтому хотелось бы избавиться от необ
ходимости каждый раз решать тривиальную часть задачи. 

Искомая возможность упрощения содержится в следующей 
теореме, которая здесь доказана в односкоростном приближении 
в предположении об инвариантности функции о (й ' —►- Q) отно
сительно вращения. В приложении D это доказательство распрост
раняется на общий случай-

Теорема единственности. Фазовая плотность нейтронов 
в заданном объеме пространства F, ограниченном поверхно
стью S, единственным образом определяется начальным зна
чением фазовой плотности в объеме F, источниками внутри 
V и распределением излучения, падающего на S извне. 

Ради простоты докажем сначала теорему для случая с (г, v) ^ 
^ 1, г G V, а затем распространим доказательство на более общий 
случай. 

Доказательство для случая с ^ 1. Пусть i|)t и ip2 — два реше
ния уравнения переноса, удовлетворяющие заданным условиям. 
Тогда функция W = tpi — i|)2 внутри V удовлетворяет уравнению 

(la) 
с начальным условием 

Y (г, О, 0) = О, г е F, (lb) 

и граничным условием 
w (р, о, *) = о, Р е s, п0 Й < о, (1с) 

где п0 — внешняя нормаль к поверхности S. Покажем, что 
"У = 0, г € F. Умножим уравнение (1а) на W (г, й, t) и про-
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интегрируем его по t от 0 до t0 по объему V и по всем ft: 

[d?r dQ -i- {V (*. «> fo) - ^ 2 ('. й> Р)> = 

в — f eft J dO J dSno-fii- Ч« (р, ft, 0 i ; -

— j dt f dft С tfWY2 (r, ft, t) 
о 

«о 

+ j dt J dft J d*r j dft'w(rK(r)/(ft'.ft, r) V(r, ft, *) ¥ ( г , G', 0- (2) 
0 

Первое слагаемое в правой части уравнения (2) получается 
-с помощью теоремы Гаусса. Далее, из равенства W (г, ft, 0) = 0 
(условие (lb)) следует, что в левой части уравнения (2) стоит 
выражение 

ld*rda±4*(r,Q9t0), (3) 
неотрицательное, поскольку W — действительная функция. Пока
жем, что правая часть уравнения (2), напротив, всюду неположи
тельна. (В этом существо доказательства.) 

Для начала заметим, что первое слагаемое в правой части 
уравнения (2) заведомо неположительно, так как функция 
W (р, ft, t) обращается в нуль при n0-ft < 0 (условие (1с)). 

Рассмотрим последнее слагаемое в правой части уравнения (2). 
Для того чтобы оценить это слагаемое, заметим, что 

j j dQdiT [Y (г, ft', t - Y (r, ft, *)]»/ (ft'.ft. r) > 0. (4) 

Возводя в квадрат и учитывая, что функция /(ft'-ft, г) удовлет
воряет условию нормировки 

J /(ft'.ft, r )df t '= J /(ft'.ft, r) dQ= 1, (5) 

записываем неравенство (4) в виде 

jdQY2(r, ft, t) > J jdftdft 'Y(r, ft', t)f (Q'-Q, r) Y(r, ft, t). (6) 

Таким образом, третье слагаемое в правой части уравнения (2) 
яе превосходит величины 

J dt j d3rc(r)vo(r) J Y ^ r , ft, t)dQ. (7) 
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Объединяя второе и третье слагаемые в правой части уравне
ния (2), получаем, что правая часть не превосходит 

- j dt \ dft \dSvn0'ii~ Т2 (р, ft, t) -
о 

to 

~ I dt ] dQ J d*r [1 " ° (Г)1 V° (Г) Т3 (Г' ft' ̂ e (8) 
0 

Как уже отмечалось, первое слагаемое в (8) неположительно. 
То же самое верно и относительно второго слагаемого, так как 
мы предположили, что с (г) <1 1. 

Таким образом, вся сумма в правой части равенства (2) непо
ложительна, в то время как левая часть неотрицательна. Следо
вательно, обе части равенства (2) равны нулю. В частности,. 

4~ {<Рг<й1Ч*(г.О,*0) = 0. 
Интегрирование здесь проводится по всем г g V и по всем ft. 
Так как подинтегральная функция Y2 для всех значений пере
менных интегрирования неотрицательна, то 

W (г, ft, *0) = 0, г б V7 ft любое. (9) 
Для завершения доказательства теоремы остается вспомнить, что» 
t0 — произвольное неотрицательное число. 

Условия теоремы единственности, кроме условия c(r) ^ 1, ин
туитивно ясны. К счастью, это ограничение легко снимается. 
Действительно, пусть 

с ( г ) < М < оо, г 6 V. 
Полагая снова, что ¥ (г, ft, t) есть разность двух решений, введем 
новую функцию 

Ф (г, ft, t) = е--**1 Y (r, ft, 0, 
удовлетворяющую уравнению 
а Ф у * ) + 1 д . т ф + 1;[о(г) + т]Ф(г,0,*) = 

= vc (г) а (г) f Ф (г, ft', t) f (ft' -ft, r) dQ' (10) 

и тем же самым граничным условиям, что и функция W (г, ft, t) 
(т. е. условиям (lb) и (1с)). С помощью рассуждений, аналогичных 
приведенным выше, находим, что 

*° у f d3r f с/ЙФ2 (г, ft, *0) = — у С dt \ dii \ dSiio-iiO^ip, ft, *) —Л, 
о 

(И) 
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где 
Л > v I dt I d3r<a( r) I ^ ^ W l + T} J <ЮФа(г, ft, t). (12) 

о 
Ясно, что если у достаточно велико, т о Л ^ О . Таким образом, 
теорема доказана для всех с < оо и t < оо, поскольку из равен
ства Ф (г, ft, t) = 0 следует, что Ч7 (г. ft, г) также обращается 
в нуль для всех t < оо. 

2.^. Граничные условия 
п поверхностные источники 

Из результатов предыдущего раздела нам известно, что для 
однозначного определения функции распределения нейтронов 
внутри области V нужно кроме начального значения функции 
•ф (г, ft, t) знать также и функцию распределения падающих на 
границу S нейтронов для любого времени ty т. е. функцию 
•ф (р, ft, £) при Q n 0 ^ 0 (п0 — внешняя нормаль). (Если бы тео
рема единственности не была доказана, мы не смогли бы утверж
дать, что задание функции распределения падающего извне 
нейтронного излучения достаточно для определения решения 
внутри V. Например, можно было бы думать, что функция рас
пределения выходящего излучения также должна быть задана.) 

Иными словами, если нас интересует функция распределения 
нейтронов внутри Г, то источники, находящиеся вне объема V, 
можно заменить излучением, падающим на границу S по спе
циально подобранному закону. 

Иногда, вместо того чтобы задавать в качестве граничного усло
вия функцию распределения падающего потока нейтронов, бывает 
удобно задать распределение источников на поверхности S, при
водящее к тому же самому распределению нейтронов внутри V. 
Такая поверхностная плотность источников, qs (г, v, £), опре
деляется как число нейтронов скорости v, испускаемых в единицу 
времени на единицу площади поверхности S, и связана с (объем* 
ной) фазовой плотностью источников q соотношением 

q (г, v, t) = qs (г. v, t) б (х), (1) 
где х — расстояние от S вдоль нормали к поверхности в точке г. 
Чтобы связать плотность поверхностных источников с граничным 
условием, введем поверхностные источники в само уравнение 
переноса. Обозначим имеющиеся объемные источники через q. 

В окрестности поверхности введем наряду с координатой х 
в направлении внешней нормали п0 координаты у и z в направлен 
ниях гу и t2, касательных к поверхности S (начало координат 



32 Гл. 2. Общие свойства уравнения переноса 

расположим на S). Уравнение переноса в этом случае имеет вид 
flip (г. v, t) . д$ , 1 дтЪ t - дф , 

= 9.8 (я) г 9 + J *'*(*> V, *)cr(v'->v, r ) d V . (2) 

Проинтегрируем это уравнение по х от —е до 8 и перейдем к пре
делу при е -►■ 0; тогда 

v-n0M>+ —ф.] = 0в(г, v, /), (3) 
где г£± — значения фазовой плотности на положительной и отри
цательной сторонах поверхности S. (Положительная сторона 
поверхности S находится на бесконечно малом расстоянии вне 
объема, отрицательная сторона — на бесконечно малом расстоя
нии внутри.) Так как уф (г, v, t) = j (г, v, t), то поверхностный 
источник порождает скачок нормальной компоненты тока, причем 
величина скачка равна величине поверхностного источника. 
(Мы будем называть условие (3) условием скачка для поверхно
стного источника.) 

Для того чтобы использовать полученный * результат, рас
смотрим две задачи: 

a) Вычисление нейтронной плотности в объеме Г, если заданы 
распределение q объемных источников внутри V и фазовая плот
ность падающего нейтронного потока i|)lnc (р, v, t). 

b) Вычисление нейтронной плотности в объеме F, если заданы 
то же самое распределение объемных источников и распределе
ние поверхностных источников qs при отсутствии падающего 
извне потока нейтронов. 

В задаче Ь) функция распределения нейтронов будет той же, 
что и в задаче а), если поверхностные источники qs будут выбраны 
так, что ими можно будет заменить поток падающих извне ней
тронов, о котором говорится в задаче а). 

Из условия (3) видно, что для этого нужно положить 
qs = —v -Поф1пС (р, v, t), v -п0 < 0. (4) 

Разумеется, и обратно, поверхностный источник можно заменить 
потоком извне с помощью условия скачка. Таким образом, можно 
выбирать между этими двумя эквивалентными возможностями 
в зависимости от конкретных обстоятельств. 

2.5. Стационарная задача: единствен
ность и связь с нестационарной задачей 

В некоторых случаях требуется найти решения уравнения 
переноса, постоянные во времени в некоторой области простран
ства V. Например, если источники нейтронов стационарны во 
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всем пространстве, или, что то же самое, если стационарны 
п источники внутри V и распределение падающих извне нейтро
нов, можно ожидать, что стационарное уравнение переноса 

vQ • Щ (г> Q) + va W * ( r ' ft) = 

= q (r, ft) + va (г) с (r) J dil'q (r, ft') / (ft' -ft, r) (1) 
разрешимо. 

To, что решение этого уравнения действительно существует, 
показывает 

Теорема. Если с (г) < 1 всюду в области V, то стацио
нарное распределение нейтронов внутри V однозначно опре
деляется стационарными источниками в области V и стацио
нарным распределением падающих извне нейтронов. 

Доказательство проводится точно так же, как доказательство 
теоремы единственности в разд. 2.3 г) для случая с ^ 1, с той 
лишь разницей, что опускается интегрирование по t. Итак, допу
стим, что -ф! и -ф2 — два решения уравнения (1). Интегрируя 
уравнение для функции W = i|>4 — г|)2 по объему V и по ft, 
получаем 

1 f dS \ ^ П о - Й ^ 2 ( г , Й ) + j d3r j ДЬкг(г)Ч«(г, Q) = 

= [ Jdftdft' J Лс(г)мт(г)Т(г, Q)/(Q' .G fr)Y(Q' ,r) . (2) 

Применяя те же приемы, что и в разд. 2.3, можно из соотно
шения (2) вывести неравенство 

у Г dft \ dSno-QvW2^ Q )+ j d3rj dQ[l — ^ ( r ) ] ^ ^ ) ^ 2 ^ , Q)<0. 
(3) 

А так как при с (г) ^ 1 оба слагаемых в (3) неотрицательны, то 
W (г, Й) = 0, г € V, 

чем и завершается доказательство теоремы. 
В случае с (г) > 1 единственности решения нет, и это не должно 

вызывать удивления по следующей причине. Уравнение (1) 
с q = 0 есть однородное уравнение, которое могло бы описывать 
распределение нейтронов в «односкоростном» реакторе. Дока
зательство того факта, что это уравнение имеет лишь тривиальное 
решение при с < 1, эквивалентно доказательству того, что состоя
ние реактора не может быть критическим при с < 1, что физиче
ски вполне разумно. При с > 1 состояние реактора может быть 

*) В приложении D это доказательство обобщено также на случай энерге
тической зависимости. 
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критическим, так что уравнение (1) может иметь решение. В этом 
случае неоднородное уравнение переноса может иметь не един
ственное решение. 

Здесь уместно заметить, что следует проявлять определенную 
осторожность при построении стационарного решения переходом 
к пределу по времени в решении нестационарной задачи со стацио
нарными источниками и каким-то начальным распределением (ины
ми словами, считая, что при этом начальном распределении источ
ники «включаются» в какой-то момент и затем остаются стацио
нарными). Оказывается, например, что предельное стационарное 
решение может не существовать, если в начальный момент все 
нейтроны не были сосредоточены в какой-то ограниченной части 
пространства. 

Иногда оказывается удобным свести нестационарное урав
нение переноса к уравнению, которое формально выглядит как 
стационарное. Это можно сделать, если рассмотреть преобразова
ние Лапласа функции г|) (г, ft, t). 

А именно, предположим, что нам нужно найтп функцию 
•ф (г, ft, t) в области V при заданных q (г, ft, t), -ф (г, ft, 0) = 
= ij)̂  и ij>inc. Введем преобразования Лапласа: 

со 

Ф (г, ft, s) = f t|> (г, ft, t) e'st dt (4a) 
о 

и 
oo 

Л (г, ft, s) = j q (r, ft, t) e-st dt. (4b) 
о 

После умножения уравнения переноса (6) разд. 2.2 на e~st и 
интегрирования по t от 0 до оо приходим к уравнению 
scp(r, ft, s) —ifo(r, Q)+vQ-Vq>(r, ft, *) + ixr(r)cp(r, ft, s) = 

= ixx(r)c(r) j rfft'/(ft'-ft, г)ф(г, ft', *) + A(r, ft, s). (5) 

Приводя подобные члены, получаем 

rfJ.V<p + w'<p = wjV J /(ft'-ft, г)ф(г, ft7, s)dQ' + g\ (6) 
где 

a' (r) = a (r) + s/v, (7a) 
c' (r) = с (r)/(l + s/o (r) v) (7b) 

q' (r, ft, s) = A (r, ft, s) + ф|-(г, ft). (7c) 
Для того чтобы найти соответствующее граничное условие, нужно 
взять преобразование Лапласа от граничного условия нестацио-



2.5. Стационарная задача 35 

нарной задачи: 

<Pinc(p<Oi*)= J * m c ( P t Q . 0 e - 8 1 * , Q.no<0. (7d) 
о 

Уравнение для ф формально идентично стационарному уравнению 
переноса (1), в котором произведена замена 

а, с, q^-o', с', q'. (8) 
В частности, величины о и с меняются так, как если бы сечение 
истинного поглощения увеличилось на величину s/v, а остальные 
сечения остались неизменными. По этой причине такое изменение 
параметров часто называется «временном поглощением» *). Физи
ческий смысл этого явления весьма прост. Рассмотрим, например, 
случай, когда плотность нейтронов экспоненциально возрастает 
со временем, т. е. 

я|з(г, Q, *)~фо(* , О)**1. (9) 
Вклад в функцию распределения нейтронов в точке г в момент 
времени t, обусловленный нейтронами, рожденными в точке г', 
определяется плотностью в точке г' не в момент t, а в момент 
t — | г — г' \/v, поскольку нейтрону со скоростью v требуется 
время | г — г' \lv для того, чтобы пройти расстояние [г — г' |. 

Таким образом, вклад, обусловленный нейтронами в точке г', 
в функцию распределения нейтронов в точке г по сравнению со 
стационарным случаем уменьшается, и это уменьшение описы
вается множителем e~a^v I г~ г ' ' . Как мы увидим в разд. 3.4, точно 
такое изменение произойдет в стационарном случае, если увели
чить сечение поглощения на величину a/v. 

Итак, нестационарные уравнения в общем случае можно 
формально свести к стационарным уравнениям. Поэтому основное 
внимание мы будем уделять последним. Следует, однако, под
черкнуть, что указанное сведение является формальным; необ
ходимо произвести еще обращение преобразования Лапласа, что, 
в общем, чрезвычайно сложно. Кроме того, полученное таким 
образом уравнение отличается от настоящего стационарного 
уравнения переноса, в котором функции ф, о и с действительны 
и положительны. В преобразованном уравнении эти величины 
могут стать какими угодно, в том числе колшлекснымп. Все это 
будет разъяснено в гл. 7, где нестационарные задачи рассматри
ваются несколько подробнее. 

Хотя вывод «приведенного уравнения» (уравнения (6)) был 
дан в односкоростном приближении, легко показать, что он 
осуществим и в общем случае. Мы" опустим подробности, так как 
все построения в общем случае совпадают с проведенными выше. 

) В оригинале time absorption.— Прим, перев. 
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2.0. Функции Грина 
Для различных приложений решение уравнения переноса 

с произвольными источниками и граничными условиями удобно 
представить в виде суперпозиции решений «фундаментальных» 
задач, т. е. с помощью функций Грина. Мы знаем, что в силу 
линейности уравнения переноса это сделать можно. В частности, 
легко доказать следующее утверждение. 

Для произвольной области V можно выразить решение урав
нения переноса с произвольным источником и любым распределе
нием падающего потока нейтронов через две основные функции 
Грина: «объемную» функцию Грина и «поверхностную» функцию 
Грина. 

«Объемной» функцией Грина называется решение уравнения 
переноса, соответствующее единичному мононаправленному источ
нику при нулевом падающем извне потоке; она обозначается 

G(r0, fi0->r, О). 
Таким образом, исходными данными задачи являются 

9-= б а ( 0 - 0 о ) в ( г - г о ) (1а) 
и 

"Фшс = О, 
где 

г|)1пс=г|)(р, Й), fi.no<0. (lb) 
Здесь вектор р определяет точку на поверхности S области F, 
а б2 (й-fio) — поверхностная дельта-функция: 

62(Q-Q0) = 0, ИфИ0, (2а) 

J / (О) б2 (Q-Go) dtt = / (Й0). (2b) 
(Формула (2b) справедлива при условии, что й 0 принадлежит 
области интегрирования, т. е. если при некотором й из области 
интегрирования Й-й0 = 1.) Поверхностная дельта-функция пред
ставляет собой в действительности произведение двух обычных 
дельта-функций Дирака: 

б2 (Q .Q0) = б (Ц — Ио) б (ф — Фо). (2с) 
где ([х, ф) и (|ы0, фо) — угловые координаты на сфере соответствен
но векторов й и й0-

Поверхностной функцией Грина, которую мы обозначим через 
Gs (p., Q0 -+ г, Q), (3) 

называется решение уравнения переноса при 
q = 0 (За) 

фшс (р, С) = б2 (Q -Go) бв (р, Р.), «о Щ < 0. (ЗЬ) 
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Здесь p s определяет некоторую точку на поверхности S обла
сти F, a 6S - двумерная (поверхностная) дельта-функция. Как 
было показано в разд. 2.4 *), функцию Gs (p s , Й0 ^ г. й ) можно 
определить как решение уравнения переноса с нулевым падаю
щим внешним потоком и плотностью поверхностных источников 

qs (р, Й) = *;62 (Й -Й0) 6S (р, ps) | Й -п 0 |, Й 0 -п0 < 0. (4) 

Это дает основание предположить, что достаточно одной объемной 
функции Грина и нет необходимости вводить поверхностную 
функцию Грина. В следующем разделе будет показано, что это 
в самом деле так. 

С помощью двух функций Грина можно записать общее 
решение уравнения переноса при произвольных q и гр1пс: 

г|)(г, Й ) = J \G (Г0, Й 0 - > Г , Й) q (г0, Й0) dQ0d*r0 + 

+ ^dS f diisGs (ps, Й 8 -^ г, Й) Winc (ps, Й.), Й 8 - п 0 < 0. (5) 
s 

Тот факт, что функция (5) является решением уравнения пере
носа, следует непосредственно из его линейности. В самом деле, 
функция (5) есть просто сумма решений уравнения. Очевидно, она 
удовлетворяет граничным условиям. 

Следует отметить, что в случае, когда однородное уравнение 
переноса имеет нетривиальные решения в области V, для получе
ния полного решения к функции (5) нужно добавить общее реше
ние однородного уравнения 2). Но сами функции Грина определены 
лишь с ТОЧНОСТЬЮ до решения однородного уравнения. Поэтому, 
подходящим образом перестраивая функцию Грина, всегда можно 
написать общее решение в форме (5). 

2.7. Теорема взаимности 
для односиоростпого уравнения переноса 

Предполагая, что функция о (vQ' ->- vQ) инвариантна относи
тельно вращений, можно получить ряд соотношений для реше
ний односкоростного уравнения переноса при различных источни
ках и граничных условиях 3). Эти соотношения, называемые 

1) См. уравнение (2) разд. 2.4 и последующие рассуждения. 
2) В предыдущем разделе было, однако, показано, что при с (г) < 1 

такое решение тождественно равно нулю. 
3) Требование инвариантности функции о (vQf -*- vQ) относительно 

вращений излишне сурово. На самом деле требуется лишь инвариантность 
относительно обращения времени, т. е. о (—vQ -^ — i;Q') = о (vQ' -» vQ). 
Однако трудно придумать такой непатологический случай, в котором второе 
требование выполнялось бы, а первое нет. 
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обычно соотношениями взаимности, дают иногда возможность 
решать более простую задачу, чем та, которую мы в действитель
ности хотим решить, а затем свести полученное решение к нужному. 

Поскольку наши теоремы справедливы только для односкоро-
стных задач (см. [81), мы не будем явным образом выделять зависи
мость различных величин от v. Более того, принимая во внимание 
рассуждения разд. 2.5 относительно сведения нестационарных 
задач к стационарным, мы будем заниматься лишь последними. 

Все соотношения симметрии, которые мы хотим получить, 
следуют из простого тождества, которое сейчас будет выведено. 

Пусть \J?(1) — единственное решение односкоростного уравне
ния переноса в области V при заданном источнике qW и падаю
щем на поверхность S внешнем потоке г^шс т. е. 
i;Q.Va|?<t>(r, Й) + гхг(г)фО>=1; f с(Й'-^Й, г ) ^ 1 ) ^ , Й')еК*'+?(1)0% Й), 

(la) 
г|)П>(р, 0) = фй>, Й-По<0. 

Пусть, далее, -ф(1> — единственное решение уравнения переноса, 
полученного из (1а) заменой переменных 

с (Й ' ->й , г)-+о( — Й-*— Й',г), 
т. е. уравнения 
i«.V$(i>(rf 0) + от(г)ф(1> = 1; [ о( — Й-^ - Й \ г ) ^ 1 ) ^ , Й')йЙ' + 

+ да>(г,Й), (lb) 
$ ( 1 > ( р , й ) = !$>,, Й - П о < 0 . 

Допустим, что функция а инвариантна относительно вращений *): 
о (-Q -+. —Й') = с (Й' -> й). 

Тогда г|)(1> (г, й) = ф*1) (г, й) в области V, поскольку функции 
фС1) и ij)(1) удовлетворяют одному и тому же уравнению с одина
ковыми граничными условиями. 

Пусть теперь -ф<2> (г, Й) — другое решение уравнения пере
носа в области V с другим источником qW (г, й) и другим гранич
ным условием -фшс- Определим функцию -ф<2> (г, Й) аналогично 
тому, как была определена функция i[>(1) (г, й). Сейчас нас будет 
интересовать функция "ф(2) (г, —Й), удовлетворяющая уравнению 
— 1Л-Тф(2) (Г| —0) + ш(г)ф<2>. = 1; \ а (Й-^Й')$ (2> (г , -Й ' ) d& + 

+ 3<2>(г,-Й), (2) 
ф<2>(р,-0) = 1ЙЬ, Й-По>0. 

!) См. сноску 3 на стр. 37. 
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(В интегральном члене мы заменили переменную интегрирования 
Q' на —ft'.) Умножим уравнение (1а) на ijT(2> (г, — ft), а уравне
ние (2) на г|)(1) (г, ft), проинтегрируем по объему V и всем ft 
и вычтем одно уравнение из другого. Для упрощения интегралов 
от первых слагаемых в левых частях уравнений (1а) и (2) при
меним теорему Гаусса и получим 

v \ dS } dftft.M*2> (г , - f t ) г^> (Г, ft)= 

= f d3r { dft{^<2>(r,-ft)2(1>(r, 0)_ф(1>(Г| ft)g(2)(r, —ft)} f 
V 

+ f d*w j j dft^'{^<2>(r,-ft)(r(ft'-vft, r ^ O f r , ft')-
V 

-г|)(0(г, ft)cr(ft-+ft\ r )$( 2)(r , - f t ' )} . (3) 

Последний интеграл в уравнении (3) равен нулю. Для того чтобы 
убедиться в этом, достаточно в одном из слагаемых в фигурных 
скобках произвести замену переменных ft ^ ft'. Полученное 
тождество связывает функции •ф(1> и г|)(2). В частности, если пред
положить, что функция a (ft' —* ft) инвариантна относительно 
вращений, то г[э(2) == ty(2\ и тождество (3) превращается в 

и [ dS [ dOO-noifCi) (Г, ft) ф(2> ( r , - f t ) = 
i J 

- j <Pr j dft {?(0 (r, ft) if(2) (r, - ft) - fl(2) (r, - ft) ф(П (r, ft)}. (4) 

Это и есть основное соотношение, которое мы искали. Применим 
теперь тождество к случаю, когда г|)(1) и -ф(2> — функции Грина, 
введенные в разд. 2.6: 

фЮ = G (r„ ft, -> г, ft), (5а) 
г|>(2) = G ( r 8 f ft2-^r, ft). (5b) 

Учитывая граничные условия (формула (lb) разд. 2.6), получаем 
G(rb Й!->г, ft) = 0, г б S\ n o - f t < 0 (6а) 

и 
G(r2, ft2 ->■ г, — ft) = 0, г 6 S, n0 -ft > 0. (6b) 

Отсюда следует, что величина, стоящая в левой части тожде
ства (4), равна нулю. Кроме того, поскольку 

д-ь = 6(г —r,)68(G-Gi) (7а) 
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(7Ь) 

(8) 

(9) 

<?(2) = 6 ( r - r 2 ) 6 2 ( Q . : i 2 ) , 
тождество (4) сводится к соотношению 

G(r2, Й2-> rlf —ПО =G(r t , fit ->■ г2, - й 2 ) , 
или, если заменить й 2

 на —^2, к соотношению 
G(rt, Й4 -+- г2> й2) =G(r2 , — Й2-> rlf —Qt). 

Последнее соотношение представляет собой основную теорему 
взаимности для односкоростного уравнения переноса. Оно озна
чает, что фазовая плотность в точке г2 в направлении Q2, обу
словленная точечпым источником, расположенным в точке г4 

источник 

Рис. 2.1. Теорема взаимности для односкоростного уравнения переноса. 

и испускающим нейтроны в направлении 4-й1? совпадает с фазо
вой плотностью в точке r t в направлении —Qt, обусловленной 
точечным источником, расположенным в точке г2 и испускающим 
нейтроны в направлении —й2 (рис. 2.1). 

Из основной теоремы взаимности (тождество (9)) легко вывести 
ряд следствий. Иногда сами эти следствия называют «теоремами 
взаимности». Приведем несколько примеров. 

Пример 1. Разделив тождество (9) на 4я, проинтегрируем 
его по Q t. Получим 

G(r2 -> rlf Hi) = (1/4я) р (rt -+ r2, - Q t ) . (Ю) 
Это означает, что фазовая плотность в точке ^ в направлении QtJ 
обусловленная изотропным источником нейтронов, находящимся 
в точке г2, равна. умноженной на (1/4я) плотности в точке г2, 
обусловленной мононаправленным точечным источником, находя
щимся в точке г4 и испускающим нейтроны в направлении —Qt. 

Пример 2. Проинтегрируем (10) по Qt. Получим 
р(г 4 -^г 2 ) = pfo-^-r j ) . (И) 
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Это означает, что плотность нейтронов, обусловленная изотроп
ным точечным источником, симметрична относительно перемены 
местами источника и точки наблюдения. 

Из формулы (9) можно получить и другие соотношения, если 
умножить ее на различные степени ft4 и ft2 и затем интегри
ровать. 

Пример 3. Пусть i — произвольный единичный вектор. Умно
жим тождество (9) на 1 -ft4 и проинтегрируем по Qt: 

f dQLl-QiG(r2£l2-*ru ft,) = J d f t i b f t i G ^ - f t ^ r ^ - S y . (12) 

Это означает, что ток в точке г4 в направлении 1, обусловленный 
точечным источником, расположенным в точке г2 и испускаю
щим нейтроны в направлении ft2, равен фазовой плотности 
в точке г2 в направлении —ft2, обусловленной точечным источ
ником, расположенным в точке rt и испускающим нейтроны с угло
вым распределением —1-Q4. 

Применим теперь тождество (4) к поверхностной функции 
Грина, введенной в разд. 2.6. Положим 

Ч>(1) = Gs (pl6, fti -> г, ft) (13а> 

^(2) = G6(p2s, Й2 + г, ft). (13b) 
Так как в этом случае qa> = q(2} = О (равенство (За) разд. 2.6), то 
VldS{ 1 dQ+ \ dQ}x 

В Й-По<0 Й - п о Х ) 

X[ft-n0Gs(pls, ft^r, ft)Gs(p2s, ft2->r,-ft)] = 0. (14) 
\\dS означает интегрирование по координате г, пробегающей 
поверхность S.) При n 0 - f t < 0 

Gs (Pis, fti -^ г, ft) = б (г - P l s) б2 (ft -ft4), г 6 S, 
а при n0-ft > О 

Gs (P2s, Й2 -+ Г, - f t ) = б (Г — p 2 s ) б 2 ( f t - f t 2 ) , r e S . 

Подставим эти равенства в соотношение (14): 

' П 0 ^ 2 !o2s Gs (Pis, Й1 "> Pfa, - Й 2 ) = 
= I no-iii l0ls Ga (p2s, ft2 -+ p,s, —Qt). (15) 

^та формула связывает угловое распределение нейтронов в точ-
кеРга, выходящих в направлении —ft2, обусловленное пучком 
нейтронов в точке p l s , падающим в направлении —Q4, с угловым 
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распределением нейтронов в точке p l s , выходящих в направлении 
—Qj, обусловленным пучком нейтронов в точке p2s, падающим 
в направлении 02 . 

Заметим, что тот же самый результат можно было бы получить 
из формулы (9), используя полученное ранее соотношение между 
падающим потоком и поверхностными источниками (разд. 2.4). 

Некоторые из перечисленных результатов можно получить 
из тождества (4), если в качестве одной из функций "ф взять объем
ную, а в качестве другой — поверхностную функцию Грина. 
Например, положим 

феи = G (r„ Qj -^ г, О) (16а) 

я|>(2) = G s ( p 2 s , fi2->r, О). (16Ь) 
и 

При этом 

Отсюда 

дс* ^ ( г - г О б ^ О - О , ) , (17а) 
д<2> = О, (17Ь) 
ФЙв = 0, (18а) 

Ф'йв = 6 (г - p2s) 62 (О -02). (18Ь) 

б(г ь 03 + p 2 s , - 0 2 = c «<f t**-yi ' - - 0 i> . (19) 

Таким образом, если известна поверхностная функция Грина, 
то известно также и угловое распределение выходящего излуче
ния, обусловленное направленным точечным источником. Кроме 
того, как мы видим, функция Грина G (г,, Oi -ъ г, О) полностью 
определяет Gs. Следовательно, для решения всех стационарных 
задач в области V необходима лишь одна функция Грина, а не 
две. Как отмечалось в разд. 2.6, это вряд ли может вызвать удивле
ние, если учесть эквивалентность задания падающего потока 
нейтронов и поверхностных источников. Формулу (19) фактиче
ски можно рассматривать как одно из доказательств эквивалент
ности падающего потока и поверхностных источников. Если 
умножить (19) на qs (rs, О) = q (г, О) -6 (х), то мы сразу же обна
ружим, что полученная таким образом функция распределения 
нейтронов (левая часть) равна соответствующей функции, обу
словленной потоком падающих извне нейтронов дз/|п0-О | (пра
вая часть). 



Глава 3 

ПЕРЕНОС НЕЙТРОНОВ БЕЗ 
ВОСПРОИЗВОДСТВА В СОУДАРЕНИЯХ 

3.1. Основные предположения 
В этой главе мы построим частные решения уравнения пере

носа, опираясь на его общие свойства, которые обсуждались 
в гл. 2. Простейший случай описывается уравнением переноса 
с о (\' ->- v, г) = 0 г). Тогда с = 0, и столкновения просто выво
дят нейтроны из системы. Этот случай имеет два приложения. 

а) Истечение нейтронов в вакуум; при этом вообще нет ника
ких столкновений. 

б) Диффузия нейтронов в чисто поглощающей среде. 
Хотя упомянутые задачи являются простейшими, на самом 

деле они важны, так как благодаря им достигается понимание 
природы величин, однозначно определяющих распределение ней
тронов. Кроме того, представляется возможность ознакомиться 
с рядом методов, используемых при решении более сложных 
задач. В частности, мы увидим, как можно применить общие 
методы, развитые в гл. 2, к простым задачам. 

Результаты, полученные в настоящей главе, имеют и само
стоятельные практические приложения. Так, при конструи
ровании ядерных реакторов часто сталкиваются с задачей истече
ния в вакуум. Далее, функцию распределения нейтронов для 
«чисто поглощающей» среды можно рассматривать как распреде
ление нейтронов, не испытавших соударения, в более общих 
задачах, когда учитывается также и рассеяние. Например, вероят
ность выхода из чисто поглощающей среды, вычисленную в этой 
главе (разд. 3.7), можно сопоставить с вероятностью первого 
столкновения в рассеивающей и поглощающей среде. Эти величи
ны часто бывает удобно использовать в практических задачах, 
где учитываются процессы деления, вызванные быстрыми ней
тронами, или процессы резонансного захвата. В подобных задачах 
разумно предположить, что столкновение, сопровождающееся 
рассеянием, снижает энергию нейтронов до величины ниже поро
говой. Наконец, «распределение нейтронов, не испытавших 
соударения», можно использовать в качестве функции Грина 

*) Эта ситуация настолько проста, что на самом деле можно было бы 
вовсе не вводить многих приближений и упрощений, описанных в гл. 2. 
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для более сложных задач, с помощью которой удается свести 
дифференциальное уравнение переноса к некоторому интеграль
ному уравнению (разд. 3.6). В определенных случаях это 
удобно. 

Отметим, что поскольку, согласно предположениям, сделан
ным в этой главе, отсутствуют механизмы, изменяющие скорость 
нейтронов, односкоростное приближение (разд. 2.2) оказывается 
точным. Скорость v здесь выступает как параметр и будет опу
скаться всюду, где это не вызывает недоразумений. 

3.2. Истечение в вакуум 
В вакууме а = q = 0 всюду, и уравнение переноса прини

мает вид 

ii^+y.vi.frY.o-o. (1) 
Физическая картина этого процесса ясна. Поскольку столкно
вения отсутствуют, распространение нейтронов происходит по 
прямым линиям. Следовательно, нейтрон, обладающий в точке г 
скоростью v в момент времени £, имел ту же самую скорость 
в точке г' = г —- \(t — t') в момент времени t''. 

Аналитически этот результат можно получить, решая урав
нение (1). Сделаем замену переменных, положив 

г' = г — vf, *' = t. (2) 

Так как *) 

то уравнение (1) можно записать в виде 
(dldt')y(v' + v*\ v, t') = 0. (4) 

Таким образом, функция я|э не зависит от £', т. е. 
ф (г', v, О = ф (г', v, 0). (5) 

Полагая г' = г — \t и t' = t, находим 
<ф = <ф (г — \t, v, 0). (6) 

Это — математическое описание уже ясного с физической точки 
зрения процесса. 

*) Индексы у оператора \ указывают переменные, на которые он дей
ствует. 
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3.3. Перенос нейтронов в чисто 
поглощающих cjiedax. 
Общие результаты 

Основной результат, полученный в разд. 3.2 (формула (6)), 
мало содержателен. Он не позволяет выразить функцию распре
деления нейтронов в области V через функцию распределения 
внешних источников, или, что то же самое, через функцию распре
деления нейтронов, падающих извне на поверхность S области V. 
В настоящем разделе мы дадим общее описание распределения 
нейтронов во всем пространстве. При этом результат для вакуума 
можно будет получить предельным переходом а -^ 0. Кроме 
того, если задавать не внешние по отношению к V источники, 
а распределение падающего на S нейтронного излучения и (или) 
поверхностные источники, можно упростить выкладки, привле
кая результаты разд. 2.3—2.5. 

Итак, рассмотрим чисто поглощающую среду, полагая 
с {V -> v) = 0. Уравнение переноса принимает вид 

* * V ' ° + v - V l H r ' v, t) + vo(r, v)*(r f V, t) = q(Tf v, / ) . (1) 

Как и в разд. 3.2, введем новые переменные 

г' = г — v£, t' = If. (2) 

Уравнение (1) перейдет в уравнение 
(д/dt1) ф (r\ v,- О + VG (г' + \t\ v) ф (г', v, t') = 

= q (г' + v*', v, f). (3) 

«Интегрирующим множителем» уравнения (3) является функция 
v 

ехр | С VG (г + \t, v) dt\ . (4) 
to 

Таким образом, мы можем переписать уравнение (3) в виде 
v 

(d/dt') {ехр [ J vo(r'+Yt, v) Л ] ф (г', v, t')\ = 
'о 

г 
= ехр I" f vo (г' + vf, \) dt\ q (г' + vt', v, t'). (5) 
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Проинтегрировав теперь уравнение (5) по t' от 0 до t и положив 
r' + vf = r, найдем 

t 

-ф(г, v, t) = exp Г— I VG(T + \(X — t), \)dx\ *ф(г — \t, v, 0) + 

t %' 

+ j e * p [ j vo(T + Tr(T — t),\)dt]q(T -; V(T' —/), v, т ' ) Л \ (6) 
0 t 

(Заметим, что формула (6) приводит к результату предыдущего 
раздела при о —►- 0, д—>~0.) Полученный результат допускает 
простую физическую интерпретацию. 

a) Первый член в правой части равенства (6) описывает ней
троны, которые в момент времени t = 0 находились в точке г — \t 
и избежали поглощения при движении в течение времени t вдоль 
прямой в направлении Я = \/v. Ослабление потока описывается 
экспоненциальным множителем. 

b) Второй член в правой части равенства (6) описывает ней
троны, испущенные источником в направлении Q (с учетом экспо
ненциального ослабления). 

Представляющее особый интерес стационарное уравнение, соот
ветствующее уравнению (6), можно получить путем интегрирова
ния стационарного уравнения переноса (см. разд. 2.5). С другой 
стороны, как было указано в разд. 2.5, мы можем предположить, 
что в начальный момент нейтроны заполняли лишь конечную 
область пространства и что источники, будучи однажды «вклю
ченными», остаются далее постоянными во времени. Тогда ста
ционарное уравнение получится из равенства (6) предельным 
переходом при t-+oo. Для этого заметим, что 

a) в каждой точке конечной области первый член в правой 
части равенства (6) обращается в нуль; 

b) второй член в правой части равенства (6) при t —>- оо после 
замены переменных R = (t — т') v и R' = (t — т) v дает 

оо R 

ф (г, i;Q) = [ *<Г-Д°' ""> ехр [ - J о ( г - Д'Q, v) <ОД'] dR. (7) 
о о 

Удобно выразить экспоненту, фигурирующую в формуле (7), 
через новую величину a(r f , г, v), где 

R 

a ( r \ г, v) = a(r , г', v ) = \ а (г — s(RAR), \) ds. (8) 
о 

Эта величина называется оптической толщиной между точ
ками г и г ' для нейтронов скорости v и характеризует ослабление 
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пучка нейтронов на пути от точки г до точки г'. Если а не зависит 
0т пространственных координат, то 

а = о (у) R = Rll (v), R = | г — г' |. (9) 
Б этом случае а есть расстояние между точками г и г ' , изме

ренное в единицах длины среднего свободного пробега нейтронов. 
После введения функции а формула (7) принимает вид 

оо 

ф(г, Щ = ±- \ q(r— ДЙ, i4J)exp[ — а (г, г — RQ, v)]dR. (10) 
о 

Для дальнейшего интеграл в формуле (10) будет удобно пред
ставить в виде объемного интеграла. С этой целью введем новую 
переменную 

QR = BJR. (11) 
Тогда формулу (10) можно формально переписать в виде 

оо 

= 1 J dQR62(Q.QR) j <?(r-R, Q*i;)exp[-a(r, r - R , v)]dR. (12) 

где через б2 обозначена поверхностная дельта-функция, введенная 
в разд. 2.6. Учитывая, что 

d?R = R2dRdQRj (13) 
перепишем выражение (12) в виде 

(14) 
где интегрирование производится но всему пространству. Фор
мулы (10) и (14) являются основными формулами, которые будут 
использоваться для описания распределения нейтронов в чисто 
поглощающих средах. 

3.4. Приложение общг£х результатов 
к задауе о стационарном истечении 

в вакуум 
Используя формулы (10) и (14) предыдущего раздела, мы 

теперь легко сможем получить выражения для функции распре
деления нейтронов в различных задачах. В качестве первого 
приложения рассмотрим случай, когда поверхностные источники 
Яв (г, й) заданы на поверхности S объема V, заполненного вакуу 
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мом. В этом случае а (г, г', v) = 0 при г, г' £ V (включая поверх
ность S). Формула (10) принимает вид 

оо 

ф (г, Й) = 1 С qs (г - RQ, Q) б (х) dR. (1) 
Jo 

(Здесь мы воспользовались уравнением (1) разд. 2.4.) Так как 
/?'измеряется вдоль направления —fi, а х— расстояние вдоль 
нормали к поверхности (т. е. вдоль направления п0), то 

1 — 1 = —̂— <» 
Подставив якобиан (2) в уравнение (1) и проинтегрировав его 
по х, найдем 

♦о.т-1%5*". (3) 
Через R8 здесь обозначено значение R при х = 0, т. е. расстояние 
от точки г до поверхности S, измеренное вдоль направления —Q 
(рис. 3.1). При этом предполагается, что линия, проведенная 

Р и с . 3.1. Поверхностный источник в вакууме 

из^точки г в направлении —ft, пересекает поверхность S лишь 
в одной точке, как это происходит, например, в случае выпуклых 
поверхностей. Иначе в правой части равенства (3) должно быть 
несколько слагаемых указанного вида. 

Если задана функция распределения il)lnc (р, ft) падающих 
на поверхность нейтронов (вместо q8 (г, ft)), то из формулы (3) 
и из связи, существующей между функцией распределения 
падающих нейтронов и поверхностными источниками (формула (4) 
разд. 2.4), следует достаточно очевидный результатх): 

ф (г, Q) = ч>1по (г - i?sft, Q). (4) 

*) В это выражение, конечно, дает вклад только точка на поверхности 5, 
ближайшая к точке г в направлении —Й. 
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В качестве характерных примеров рассмотрим следующие 
случаи. 

a) функция ifinc (Р» " ) Н€ зависит от положения точки на 
поверхности S *), т. е. г|?1пс (р, Q) = / (Й). Тогда из уравнения (4) 
получаем 

я|) (г, Q) = / (Q). (5) 
Следовательно, функция распределения нейтронов постоянна во 
всей области V. 

b) Случай сферической симметрии. В этом случае, как выясне
но в разд. 2.1, функция --ф зависит только от г = | г | и \iT = 
= (Q -r)/r. (Ясно, что начало отсчета должно быть совмещено 
с центром симметрии.) Тогда 

ф (г, Q) = (1/2л) п (г, fr). (6) 
(Нормирующий множитель 1/2л введен для удобства.) 

Далее, пространственная плотность нейтронов равна 
1 

Р (г) = j л (г, Иг) ф г (7а) 
- 1 

а ток — 
1 

J (г) = (г/г) i; j jv* (г, (гг) dfxr, (7b) 

поскольку, как нетрудно видеть, у функции J отлична от нуля 
лишь радиальная компонента (см. приложение В). 

Рис. 3.2. К вычислению фазовой плотности внутри шара. 

Пусть нейтронное излучение падает на поверхность шара 
радиуса а. Используем полученные выше результаты для опреде
ления фазовой плотности внутри шара (рис. 3.2). 

) Например, в случае направленного пучка нейтронов, падающего на 
поверхность S. 
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Если распределение падающего извне излучения есть тг1пс (|я8) 
(где (xs = cos 0S), то из (4) следует, что 

п (г, fxr) = ninc fa8 (г, ixr)l (8) 

Здесь [ir = cos 6, a \is (г, \iT) — значение (ifi, соответствующее 
заданным г и \iT. Для определения [\8 (г, \ir) воспользуемся теоре
мой синусов (см. рис. 3.2) 

sine __ sin (я—9g) т 

или 
г sin 0 = a sin 68. . (9') 

Таким образом, 
|i. (Г, Иг) = - "^1-(!*/«•) (1-|*?). (Ю) 

Знак минус в формуле (10) обусловлен тем, что 0S всегда удовле
творяет неравенству я/2 ^ 0в ^ я, так что —1 ^ [i8 ̂  0. Дей
ствительно, из уравнения (10) видим, что 

- 1 < [is <: Vi - № % (И) 
Теперь ясно, что фазовая плотность внутри шара выражается через 
функцию распределения падающих нейтронов: 

Л (Г, (*г) = ^ inc fas) |fJte==_ У 1 - ( г 2 / а 2 ) ( 1 - д 2 ) -

(12) 
В частности, если 

Щпс Ы = 1, (13а) то 
п (г, цг) = 1 (13Ь) 

1 

р(г)= { ф г = 2. (13с) 
- 1 

Итак, в этом случае фазовая плотность нейтронов (а также, 
конечно, и пространственная плотность) постоянна внутри шара. 
Если же 

wmc fas) = — | i e , (14а) 
то 

п (г, |4Г) =Vi- (rW) (1 - piP) (14b) 
и 

p (г) = 1 + (1 - (i*/a»)) ^ Г ^ . (14c) 
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П и г > я функцию распределения также можно выразить через 
для чего рис. 3.2 нужно слегка изменить. Однако здесь мы 

этим заниматься не будем. 

3.5. Приложение к случаю стационарных 
источников в чисто поглощающей среде 

Применим теперь общие результаты, полученные в разд. 3.3, 
к случаю а Ф 0. Мы получим простые выражения для распределе
ний нейтронов в чисто поглощающих средах при различных 
модельных источниках (точечный источник, изотропно излучаю
щая плоскость, источник, равномерно распределенный вдоль 
прямой линии, на поверхности цилиндра или шара*)). 

Эти выражения можно затем взять в качестве функций Грина 
для задач с произвольными источниками (с соответствующей сим
метрией). В результате получатся достаточно общие выражения 
для функции распределения нейтронов. Мы будем существенным 
образом использовать факты, изложенные в приложениях В и С, 
для того чтобы выразить распределения нейтронов от разных 
источников через решение задачи с точечным источником. Послед
нее в свою очередь выводится иэ формулы (14) разд. 3.3. 

А. Точечный источник 
Предположим, что мононаправленный источник единичной 

мощности находится в точке г0 и излучает в направлении й0 ; 
q (г', О) = б2 (Q .Q0) б (г' - г0). (1) 

Тогда из уравнения (14) разд. 3.3 можно получить формулу для 
фазовой плотности 

G(r0) fi0-.r, й) = j - j ^ F б2 ( f i - l ^ | ) е-а(Г>Г0)- <2> 
Разумеется, это не что иное, как явное выражение для функ

ции Грина, о которой шла речь в разд. 2.6, при с = 0. Далее, 

G (г0, й 0 -* г, Й) = G (г, —Й -> г0, —О0), 
что согласуется с общим соотношением взаимности (см. форму
лу (9) разд. 2.7). 

Интегрирование функции G по й дает формулу для плотности 

p(r0, Q 0 - v r ) = 4 6 2 ( f i o - , ^ - ) ^ r (3) 

) В трех последних случаях мы ограничимся задачами с постоянным 
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и для тока 
J (го, о. -> г ) = T 7 ^ F б2 (ц,. 71=а г) . - с . го. (4) 

Все эти функции сильно сингулярны. Физический смысл этого 
состоит в том, что нейтрон не может попасть в точку г, если 
направление вектора г — г0 не совпадает с направлением Q0-

Для точечного изотропного источника единичной мощности 
д (г', Q) = (1/4я) б (г' - г0) (5) 

и 
G (г0 -*- г, Q) = (1/4я) ( G (г0, Й0 -*- г, Q) dQ0. (6) 

В этом случае 
Л I г Г л у р~а(Т* го) 

G(r0->r,Q) = 1 l r 6 2 ( a . T ^ | ) - ^ - ^ F . (7) 
Плотность определяется формулой 

I е -а(г , го) 
Р ( г о - ^ г ) = ^ Г | г - г 0 Р • (8) 

Отметим, что р (г0->г) = р (г -> г0) в соответствии с теоремой взаим
ности. 

Для тока получаем в этом случае формулу 

^•-'^F^F*"*'^ (9) 
Если среда однородна, т. е. а не зависит от координат, то 

а (г, г0) = о | г — г0 |, и полученные выше результаты несколько 
упрощаются. В частности, формула (7) принимает вид 

G ( r 0 ^ r , Q ) = ̂ r 6 2 ( Q . T ^ r ) ^ ^ - . (10) 

Отметим, что функция G удовлетворяет условиям симметрии, 
полученным для этого случая (см. уравнение (31) разд. 2.1). 

В. Плоский источник 
Бесконечный плоский источник, перпендикулярный оси z 

в точке z0 и испускающий в единицу времени один нейтрон с 1 см2 

в направлении fi0, описывается выражением 
д (г, Q) = б (z - z0) б2 (Q .О0). (11) 

Если подставить (11) в уравнение (14) разд. 3.3, то можно в прин
ципе получить выражение для плотности излучения, создавае
мого таким источником. Однако проинтегрировать, вообще говоря, 
будет невозможно из-за сложной зависимости а (г, г0) от z и z0. 
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Но если ограничиться случаем плоской симметрии, когда сече
ние будет зависеть только от z, и считать, что интенсивность 
излучения источника не зависит от азимута, т. е. 

q (г, Q) = в (z - *о) в (И - Цо), (12) 
то можно добиться значительного упрощения. В частности, ока
зываются справедливыми соображения относительно плоской 
симметрии, приведенные в разд. 2.1. При этом фазовая плотность 
подчиняется уравнению (23) из разд. 2.1: 

îigĵ  + a ( z ) l f (z? rt = l j ( Z f (x). (13) 

Если a — константа, не зависящая от z, то положение еще более 
упрощается. Например, оказывается справедливым соотно
шение (15) из разд. 2.1, а также результаты разд. 1 приложения С. 
В связи с этим докажем следующую теорему. 

Теорема. В случае плоской симметрии любую задачу 
можно свести к другой задаче, для которой сечения не зависят 
от пространственных координат. 

Доказательство очень простое. В уравнении (13) введем новую 
переменную 

А. 

у= \ o(z')dz'. 

(Здесь zt — некоторое удобным образом выбранное значение вели
чины z.) Тогда уравнение (13) сведется к уравнению 

^-%- + * = 1^)?(2/, Ц), <14) 
и теорема доказана *). 

Итак, уравнение (14) определяет новую задачу с a = const = 1 
и преобразованным источником. Величина у называется оптиче
ской толщиной и является аналогом (для плоского случая) вели
чины а (г', г), введенной ранее. В самом деле, 

у(*,,) = а(г„г)1£§|. (15) 
Доказав эту теорему, мы теперь имеем право рассматривать 

все плоскопараллельные задачи так, как если бы сечение было 
постоянным (обычно мы будем полагать его равным единице). 
В частности, теперь мы можем получить фазовую плотность в зада
че с плоским источником несколькими путями. Например, можно 

) Хотя доказательство приведено здесь для случая чисто поглощающей 
среды, его легко распространить на общий случай. 



54 Гл. 5. Перепое нейтронов 

непосредственно решить уравнение (14). Граничное условие при 
этом является условием скачка при у = 0 и выражается форму
лой (3) разд. 2.4. С другой стороны, мы можем использовать 
формулу (14) разд. 3.3, или, что то же самое, воспользоваться 
тем фактом, что выражение (2) настоящего раздела представляет 
собой функцию Грина для уравнения переноса, и привлечь урав
нение (5) разд. 2.6. 

Поскольку мы будем рассматривать только плоские изотроп
ные источники, нам будет достаточно формулы (10). Положив 
в ней а = 1, получим 

G(r0-^r, 0) = _ 1 ? р . в ( | * г - | 1 ) в ( ф Р - ф ) в - « (16) 

где, как и раньше, R = г — г0. Здесь величины \i и ф определяют 
угловые координаты вектора й, а величины \iR и ф я — угловые 
координаты вектора R. 

Для правой части имеем 

e d f ) - ^ - . (17) 

Интегрирование выполняется точно (см. разд. 1 приложения С). 
Обращаясь к рис. С1 приложения С, находим 

оо R 2я 

При вычислении интеграла в (18) надо принять во внимание, что 
соответствующий якобиан равен 

d у | - i R* 
dR В\ ~~ | у | (19) 

В результате (18) сводится к 

1 е-У^ i > 0 4m; |р,| ' р, ' ^20) 
0, ^ < 0 . 

Ограничение на знаки у и [г вызвано тем, что i? есть, очевидно, 
положительная величина. Физический смысл этого ограничения 
ясен. Так как отсутствуют механизмы, изменяющие направление 
скорости нейтронов, то в области у > 0 нейтроны должны дви
гаться в направлении положительных значений #, а в области 
у < 0 — в направлении отрицательных значений у. 
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Учитывая инвариантность относительно сдвига, можно переме
стить источник из точки у = 0 в точку у = ух: 

1 е » - " - > 0 , 
%i(yi-*y,v): 4iti> | ц | * ц 

о, J ^ - < 0 . 
(21) 

Плотность можно определить, проинтегрировав (21) по \i или 
использовав уравнение (С.7). В обоих случаях получим 

P(S/, + 2/) = -Jr£i(l*/-#i|)> (22) 
где 

оо 

Ei(x) = $e-™^. (23) 
1 

(Функции Еп рассматриваются в приложении Е.) 
Аналогичным образом можно определить ток. При этом можно 

либо воспользоваться построением, проведенным в приложении С, 
либо произвести непосредственное интегрирование. Во всяком 
случае, как будет отмечено в приложении В, ток имеет лишь 
одну отличную от нуля компоненту — вдоль оси у. Легко найти, 
что эта компонента есть 

ЫУ1-+У) = \Е2(\У-УА)- (24) 

Теперь нетрудно получить выражения для плотности и тока при 
произвольном распределении изотропных источников в задачах 
с плоской симметрией. Действительно, пусть q0 (zr) dz' — количе
ство точечных источников, размещенных внутри цилиндра с еди
ничным основанием с центром в точке z' и высотой dz'. Тогда 
для функции плотности получаем формулу 

оо 

Р<Ю-5Г I T $ ? - * i < ) y - y W ; (25) 
— оо 

величина тока определяется аналогичным выражением, с той 
лишь разницей, что в качестве ядра при этом выступает функция/^ 
(ср. формулу (24)). 

С. Источники, распределенные на сфере 
Здесь мы будем предполагать, что сечение постоянно, а источ

ники изотропны. В этом случае можно непосредственно исполь
зовать результаты разд. 2 приложения С. Плотность равна 

Pss (г, а) = -£• {Ех (о | г - а |) - Ех (о (г + а))}, (26) 
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а ток (у которого отлична от нуля лишь радиальная составляю
щая)— 

Jssr(r,a) = -^{E3{c\r--a\)--E3(o(r + a))} + 

+ j^{Ez(°\r-a\)-E2(o(r + a))}£. (27) 

С помощью этих формул нетрудно найти выражение для плотности 
и тока для произвольного сферически симметричного распределе
ния источников (при постоянном значении а). Итак, пусть q0 (г') — 
плотность изотропных источников в слое между г' и г' + dr\ 
Тогда 

оо 

Р<г>= 2̂ 7 \ r4(r'){^.(cr|r-r'|)-^(a(r + r'))}dr'. (28) 
О 

Для тока шшучим аналогичное интегральное выражение 
с ядром (27). 

D. Источники, распределенные по поверхности цилиндра 
Будем по-прежнему считать источники изотропными и а кон

стантой. В этом случае применимы результаты разд. 3 приложе
ния С. Заменив в уравнении (С.24) переменную интегрирования R 
на z, получим выражение для функции плотности (=EI|)00) 

fc^-gsr ) d(P J —»+*—**• (29) 

о о 

Заметим, что в (29) К = %(ц>). Полагая 
К = I »+* * <3 0> 

О 

и делая замену переменных z = К sh s, сводим (30) к формуле 

Wds- <31> 
о 

Далее 
а* = Г е-ок chsds^ KQ ( а Л ) , (32) да~1 
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JC —функция Бесселя, определенная в [9]. Проинтегрировав 
соотношение (32) в пределах от аК до со, найдем 

со 

К=\ j К0 (s) ds в 4" *fi (<**). (33) 

где К а — протабулированная функция [10] (так называемая 
функция Бикли). Таким образом, 

2л 

^=^\шК(ЛаШ)' (34) 

о 
Возможно, удобнее было бы проинтегрировать по Я. Такая 

замена переменной в формуле (29) даст 
о lr[\=*L [ dUCtijdk) , 3 5 

"" | Д | V[(ri + fl)2~^] [Я2-(т1-а)2] ' 
откуда можно получить выражение для случая распределения 
источников, обладающих осевой (цилиндрической) симметрией. 
Если q0 (rj') — плотность источников в единичном объеме ци
линдрического слоя с радиусами г\' и ц' + drj', то 

Р Н > - £ | «.YaM j y | , ,^ , ,^^- , , -n- , . . • <36) 

Е. Линейный источник 
Если изотропный линейный источник испускает один нейтрон 

на единицу длины, то применимо уравнение (С.22), из которого 
немедленно следует, что 

Pu*e(r)) = -^Kil(or]). (37) 

3.6. Интегрсмъпые уравнения 
С помощью решений, найденных в предыдущем разделе, 

можно свести уравнение переноса к интегральному уравнению, 
так как решения для случая чисто поглощающей среды можно 
интерпретировать в случае среды с более общими свойствами 
как поток нейтронов, не испытавших соударения. 

А. Изотропное рассеяние. Изотропный источник 
В случае изотропного рассеяния вывод соответствующего инте

грального уравнения весьма прост. Мы заметим только, что 
столкновения, происходящие в точке г', можно рассматривать 
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как дополнительный изотропный источник мощности 
q' = vp (rf) ca/in. (1) 

Эта величина должна быть добавлена к мощности истинного 
изотропного исто чника 

q = q0/4n. (2) 
Подставим теперь величину q + qr = (1/4я) {q0 + vp (г') со} 
в уравнение (14) разд. 3.3. Интегрирование по О приводит к инте
гральному уравнению в общем виде для функции р (г): 

P ( r > = J -Wv i r - r ' - p K o ( O P ( r ' ) + g 0 ( r ' )}dy . (3) 

Для различных видов симметрии (плоской, сферической и т. д.) 
уравнение (3) можно проинтегрировать по «циклической» коорди
нате и получить, таким образом, для каждого рассматриваемого 
случая свое уравнение. Однако по существу такое интегрирование 
уже было произведено в предыдущем разделе. Следовательно, 
остается лишь подставить величину q + q' в качестве мощности 
источника в формулы (25), (28), (36) и т. д. разд. 3.5, и мы получим 
следующие результаты. 

a) Случай плоской симметрии: 
оо 

№ = 4? J WEii\v-y'\) {-?$f+«*Р(Л} • (За) 
b) Случай сферической симметрии и постоянного сечения: 

оо 

p(r)=-^lr'dr'{Ed°\r-r'\)-Ei(o(r+r'))}{q0{r')+vcap(r')}. 
о 

(ЗЬ) 
c) Случай цилиндрической симметрии и постоянного сечения: 

Х{9о(ч') + ^Ф(ч ' ) } - (&) 
Решив эти уравнения для функции р, можно найти функцию 

тока и фактически любой из моментов более высокого порядка 
для функции 1|э (г, О), если вычислить интегралы от произведения 
«эффективного источника» (q0 + vcop) на подходящий момент 
соответствующей функции Грина. Последние интегралы в свою 
очередь в принципе можно вычислить, если использовать методы, 
развитые в приложении С, а также, конечно, формулу (7) разд. 3.5 
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ля функции G (R, Й -R). При этом мы обнаружим, что функция 

не зависит от L Так, например, из уравнения (С.8) вытекает, что 

*»(«> = -5-1-ТгМтгИ- (5) 
1*1 

причем для любого I интеграл в (5) можно выразить через Еп. 
В случае плоской симметрии тогда получим 

*<Л-±1* J « ( т ) *№){#?+"*''>}• <6» 
Аналогичные формулы, разумеется, можно вывести и для других 
случаев. Однако для иллюстрации метода достаточно результата, 
полученного для случая плоской симметрии. В этой книге нам 
редко нужна будет интегральная форма уравнения переноса. 
Однако ею часто пользуются в литературе (см. [1]), особенно 
при исследовании некоторых задач для полупространства. 

В гл. 5 мы будем изучать эти задачи с совершенно иной точки 
зрения, но для того, чтобы понять другие исследования по этому 
вопросу, стоит ознакомиться с интегральным уравнением теории 
переноса. Следует отметить, что интегральные уравнения, вообще 
говоря, несколько легче поддаются численному решению, чем 
дифференциальные. Поэтому в случаях, когда необходимо полу
чить численное решение, интегральная форма уравнения пере
носа может обладать реальным преимуществом. 

В. Анизотропное рассеяние 
Результаты разд. 3.5 нельзя непосредственно применить к слу

чаю анизотропного рассеяния, так как «эффективный источник» 
не является при этом изотропным. Как мы увидим, такое 
усложнение приводит к необходимости решать систему инте
гральных уравнений для фазовой плотности. (Это в корне отли
чается от только что рассмотренного случая изотропного рассея
ния, где решалось единственное интегральное уравнение для р. 
Моменты более высокого порядка получались тогда прямым 
интегрированием решения.) А именно, если в разложении 
индикатрисы рассеяния в ряд по полиномам Лежандра имеется 
£ членов, то в общем случае требуется решить систему L2 инте
гральных уравнений. Однако практически свойства симметрии 
обычно позволяют свести эту систему к системе более низкого 
порядка (при этом всегда не меньшего, чем L). 
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По этой причине интегральное уравнение теории переноса 
не очень удобно, если не считать случая изотропного рассеяния 1). 
Изложим общий метод вывода интегрального уравнения переноса. 

Запишем не зависящий от времени оператор Больцмана чисто 
поглощающей среды в виде 

В0 = i;Q -V _j- vo. (7) 
Тогда формальное решение уравнения 

ВЦ (г, v) = Q (г, v), (8а) 
где в рассматриваемом нами односкоростном приближении 

В==В0— f Z/<J(V'-*.V, r ) d V , (8b) 

B = B0-VG (г') с(r') j /(й".Й') ЛОГ, (8с) 
имеет вид 
ф (г, Й) = j dfl'dVG0 (г', й ' -^г , Й) X 

X [д(г \ Й') + ^(г ' )с(г ' ) j /(1Г.О')Ф(г\ Й")<Ш"]- (9) 

Здесь, конечно, G0 — функция Грина для уравнения пере
носа при наличии точечного источника в чисто поглощающей 
среде (формула (2) разд. 3.5). 

Вспомним, что мы предположили инвариантность относитель
но вращения. В этом случае функцию / (й ' -Й) можно разложить 
в ряд по полиномам Лежандра 

/(Q'-0) = 2^±I/,P«(0'.Q), (Ю) 
1=0 

или, в соответствии с теоремой сложения (см. приложение А)г 

/(Q'.Q)=S/, S Ylm(Q)Yfm(Q'). (И) 
1=0 т=-1 

Кроме того, согласно уравнению (В.1), 
2Z + 1 \ 1 /2 ф (Г, Й) = 2 (^Й1)1/2 Ylm (й) Ьт (г). (12) 

1,т 
Тогда 

оо / 

J/(Q'-Q')*(»'.O0'M' = S ( ^ i ) 1 / 8 / i 2 %™Ю^(Й'). (13) 
(=0 m=-i 

*) На самом деле, если индикатрису рассеяния можно аппроксимиро
вать конечной суммой* полиномов Лежандра, то в случае одномерной геомет
рии можно также получить одно уравнение для функции р(у); см., напри
мер, [104].—Прим. перее. 
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Умножим теперь равенство (9) на Yfm (Д) и проинтегрируем по Й 
с учетом разложений (12) и (13); получим 

y[q(t',Q')+vo(r')c(r') 2 ( ^ - j V - ^ / i ^ v ^ ' ) ] . (14) 
L l',m' 

Подставив сюда функцию G0(r', fi'-^r, Q) в явном виде 
(см. формулу (2) разд. 3.5), можно выполнить интегрирование 
по Q и Q'. Тогда 

х {? (г', ft)+vc (о с (О 2 ( т г ) № />•*•«• (''I J W (ft)} • <15») 
где, как обычно, 

R = г — г \ (15Ь) 
При изотропном рассеянии (//# = б;/) в изотропных источни

ках (д (r',-R) = д0 (г')/4я) уравнение (15а) сводится к более 
простому уравнению, уже рассмотренному в части А настоящего 
раздела. Отметим, что наличие анизотропных источников не 
вносит существенных трудностей, поскольку оно не порождает 
связи между различными компонентами в разложении функции 
угловой плотности в ряд по сферическим гармоникам. К услож
нению приводит только наличие анизотропного рассеяния. 

С. Общий вид интегральных уравнении 
Интегральные уравнения, полученные в частях А и В, осо

бенно удобны в вычислительных целях. Для чисто математиче
ских целей, таких, как доказательство существования и един
ственности решений уравнения переноса, более удобна обычная 
форма интегрального уравнения, т. е. уравнения для самой 
функции фазовой плотности, а не для ее компонент в разложении 
в ряд по сферическим гармоникам. 

Рассмотрим сначала нестационарное уравнение в общей форме 
7ГФ(' . v, t) + v(Q.V + c(r, v))*(rf v,*) = 

= Я (г, v, t) + \ v'o (г, v' -> v) т|? (г, v', t) d V . (16) 

Это уравнение по форме совпадает с уравнением (1) разд. 3.3, 
решением которого служит функция (6) того же раздела. Поэтому 
Для сведения уравнения (16) к интегральному уравнению доста
точно заменить правую часть уравнения (1) разд. 3.3 правой 
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частью уравнения (16), т. е. произвести замену 

q (г, v, /) -+ q (г, v, t) + J v'o (г, v' -+ v) ф (г, v \ t) d V . (17) 

Полученное при этом уравнение имеет вид уравнения Вольтерра 
второго рода: 

t X' 

Ф(г, v, t) = Q(r, v, *)+ j е х р [ | ш ( г + у ( т — *)> v) dx\ X 
о / 

X j d V i / a ( r + v ( r ' — /), у ' -^у)я |)(г+у(т ' — *), v', x')dx'.. (18) 

Здесь свободный. член Q определяется выражением 
t 

Q (г, v, t) = ф ( r + v*, v, 0) exp | - j IHT (v, r + v (т—*)) dx} + 
0 

t T' 

+ f exp | fi;a(v, r + v ( r — t))dx\ q(r+\(x' — t), v, T')dt\ (19) 
о t 

Интегральное уравнение (18) и сопряженное ему уравнение 
изучаются в приложении D, где рассматриваются вопросы суще
ствования и единственности решения уравнения (16). На самом 
деле в приложении исследуется несколько модифицированное 
уравнение, поскольку обычно интересуются фазовой плотностью 
лишь в ограниченной области У. Влияние внешних источников 
и эффектов рассеяния вне V при этом описывается с помощью 
подходящим образом подобранного излучения, падающего извне 
на поверхность 5, ограничивающую область V (ср. разд. 2.3). 
Детально этот вопрос рассматривается в приложении D. 

Стационарное уравнение переноса 

v (Й. V + а (г, v)) ф (г, v) = q (г, v) + [ dVv'o (г, v' -*- v) яр (г, v') (20) 

можно аналогичным образом свести к интегральному уравнению, 
если использовать формулу (10) разд. 3.3 и произвести замену 

q (г, v) ^ q (г, v) + j d W a (г, v' -> v) ф (г, v'). [(21) 

В результате получим интегральное уравнение Фредгольма 
второго рода 

оо 

<ф(г, v) = — I dRexp{ — а (г, г—Ли, v)} X 
о 

X j dWo ( г - Дй, v' -* v) ф ( г - RQ, v') + 1 <? (г, v), (22) 
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где 
со 

C(r, v ) - J сШехр{-а(г , r - Я Й , v )}g( r -ЯЙ, v). (23) 
о 

В приложении D с помощью интегрального уравнения (23) 
и сопряженного ему уравнения исследуются условия суще
ствования и единственности решения стационарного уравнения 
переноса. Как и в нестационарном случае, наибольший интерес 
представляют ограниченные области V (ср. разд. 2.5). В приложе
нии Е интегральные уравнения также подвергаются модификации, 
причем источники и рассеяние вне V описываются подходящим 
распределением падающего извне излучения. За деталями отсы
лаем к приложению. 

Итерационный метод решения этих интегральных уравнений 
соответствует разложению решения уравнения переноса по крат
ности рассеяния *). Изложение этого метода дано в работе[11]. 

3.7. Вероятпостъ выхода 
Важное приложение общих результатов, полученных в гл. 2 

и 3, состоит в возможности вычисления вероятности того, что 
нейтрон, рожденный в определенной точке рассматриваемой обла
сти, покинет последнюю. На самом деле нас будут интересовать 
следующие две возможности выхода нейтрона: 

1. Вероятность РАВ того, что нейтрон, рожденный в обла
сти А, будет поглощен в области В. В частном случае, когда В 
является дополнением А до всего пространства, РАв — ЕА, где 
ЕА — полная вероятность выхода нейтрона из области А. Если 
нейтроны, выходящие из области А, могут поглотиться в ряде 
областей Вь i == 1, 2, . . ., N, заполняющих все пространство, то 

ЕА= 1]РАВГ 

2. Вероятность РАВ того, что нейтрон, рожденный в обла
сти Л, претерпит первое столкновение в области В. По аналогии 
с ЕА обозначим через ЕА вероятность того, что нейтрон покинет 
область А, не претерпев столкновения. 

Обычно ЕА и ЕА различны. Однако если вещество, запол
няющее все области, является чистым поглотителем, то ЕЛ = 
= ЕА. Как правило, ЕА вычислить легче, чем ЕА; в данном 
разделе мы получим явные выражения лишь для ЕА. Эта вели
чина непосредственно используется, например, при вычислении 
резонансного захвата нейтронов в решетке реактора, поскольку 

*) Доказательства можно найти, например, в [1]. 
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в этом случае разумно предположить, что в результате столкнове
ния нейтрон либо поглощается, либо его энергия падает ниже 
резонансного значения (при «узком резонансе»). В тех случаях, 
когда требуется знать 2?А, а не ЕА (например, при изучении 
поглощения тепловых нейтронов в реакторе), удается связать ЕА 
и ЕА простым вариационным соотношением. Часто величина 
среднего свободного пробега рассеяния в полной системе бывает 
велика по сравнению с диаметром области А. При этом 

ЕА~ЕА* 
Для ознакомления с применением понятия вероятности выхода 

к расчету реакторов можно порекомендовать учебники по физике 
реакторов [3, 12, 13]. Перейдем к обсуждению вероятности выхода, 
ее свойств и способов вычисления. 

Определение. Для двух тел А и J5, вообще говоря, не одно-
связных (если не оговорено противное), 

»Jp(0<£(r')<*V 
РАВ = 7. , „ „ , • (1) 

А 

Здесь с£ (г) — сечение поглощения вещества в области В, 
а Яо = I Я (г> й) dfi. При вычислении вероятности выхода мы 
обычно будем предполагать, что функция q (г, Q) не зависит 
от пространственных координат и изотропна, а вещество в обла
стях А и В однородно, т. е. сечения постоянны. Из всех этих 
предположений, вообще говоря, не выполняется на практике 
лишь предположение о независимости q от пространственных 
координат. Однако для многих приложений это предположение 
не лишено смысла *), а для других случаев «постоянный источ
ник» служит хорошим приближением при использовании вариа
ционного метода [15]. Заметим, что Рс

Ав можно также вычислить, 
пользуясь формулой (1) и заменяя сечение о% сечением ав , 
а функцию р (г) — плотностью не испытавших столкновения 
нейтронов, найденной в предыдущих разделах этой главы. 

Теорема 1. Пусть А и В — области, заполненные одно
родным веществом. Тогда для постоянного изотропного 
источника 

в 
РАВ = РВА-ТТ Г" • ( ' 

VA ОА 

Здесь VB/VA — отношение объемов областей В и А. (Заметим, 
что Р ВА относится к задаче, когда источник помещен в области В, 

1) Например, при вычислении вероятности резонансного захвата [14]. 
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р к задаче с источником, помещенном в области А.) 
я бои* случаях плотность источника предполагается одинаковой. 
О метим снова, что области А и В не должны быть односвязными 

т
 г у т быть окружены другими областями, на свойства которых 

не налагается никаких ограничений. 
Теорема 1 следует непосредственно из теорем взаимности, 

доказанных в разд. 2.7. По формуле (1) настоящего раздела 

РАВ=wi Jd3r I d*r'9 (г' "*г) q° (3а) 
в 

РВА = 
va^ 

вл = ^ j <Pr J dVp (г' -+ г) ?0, (ЗЬ) 

где р (г' -> г) — плотность нейтронов в точке г, обусловленная 
наличием источника в точке г'. Согласно уравнению (11) разд. 2.7, 
двойные интегралы в (За) и (ЗЬ) тождественно равны, откуда 
и следует формула (2). 

Если А и В заполняют все пространство, то, как легко видеть, 
РАВ = 1-РАА- (4) 

Коэффициент самоэкранировки. Предположим, что области А и В 
занимают все пространство, и будем считать, что в области В 
каким-то образом порождены нейтроны, фазовая плотность кото
рых в области В, если бы А вовсе не было, равна -фоо (г, Q) *). 
Тогда за единицу времени в области А поглощается NA нейтро
нов, где 

NA == VAvpooG£f. (5) 
Величина / называется коэффициентом самоэкранировки] иногда 
oaf называется эффективным сечением. Значение р», в форму
ле (5) совпадает со средней плотностью, которую мы получили бы 
в области А, если бы она не была заполнена веществом. Из опре
деления ясно, что 

/ = РА/РОО, (6) 

где рЛ — среднее значение плотности в А. Отсюда видно, что 
если каким-нибудь образом определить /, то некоторые задачи 
для двух областей можно свести к задаче для одной области, что, 
безусловно, сильно упрощает дело. Для определения / часто 
используется 

1) При вычислении i])«> (г, Q) и р«> (г)=з J dttyoo (г, Q) часть области Б, 
занятая областью А, должна быть заполнена веществом типа В и распределе
ние источников должно быть продолжено в эту область» 
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Теорема 2. Пусть гроо не зависит от направления (т. е. я ^ ^ 
= (1/4пс) роо) г). Тогда, если среда, заполняющая области А 
и Bj однородна, то 

/ = РАВ, (7) 
где РАВ — вероятность выхода, вычисленная при постоян
ном изотропном источнике в А. 

Доказательство элементарно. Из равенства (5) имеем 

f = NjjVAvpa<*£. (8) 
Интегрируя уравнение переноса по dfi, получаем 

v • Joo (г) + crfpoo (г) = q0 (r)/v. (9а) 
Так как по условию Jo, (г) = 0, а функция q0 постоянна, то 

*>Р« = Яо/аа. (9Ь) 
Далее, по определению 

NA = qoPBAVB. (10) 
Таким образом, 

f=pBA(<£vBrfvA)t (И) 
или по теореме 1 

f = PAB. (12) 
Этот результат особенно полезен в случае, когда РАв можно 

заменить на Р Л В , так как при этом вычисление / становится 
чисто геометрической задачей, состоящей в интегрировании 
траекторий нейтронов внутри области А. Для упрощения такого 
интегрирования часто используется 

Теорема 3 . Пусть А и В — области, заполненные чисто 
поглощающим веществом. Если А — выпуклая и односвяз-
ная область и нейтроны генерируются в В так, что я|з«> не 
зависит от направления, то 

где РА — вероятность поглощения в области А попадающих 
в нее нейтронов. 

Здесь VА и SA — соответственно объем и площадь поверхно
сти области А, сА — полное сечение взаимодействия нейтрона 
с веществом, заполняющим А. Напомним, что все величины 

*) Это происходит, например, в случае, когда область В бесконечна 
и однородна, а источники равномерно распределены в пространстве. На самом 
деле достаточно потребовать выполнения лишь условия \7*^«>"0 (СР# 

с уравнением (9а)). 
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ерхннм индексом с вычисляются для чисто поглощающей среды 
С совпадают с соответствующими вероятностями первого столкно
вения в общем случае. 

Отметим, что поскольку область А выпукла и односвязна, ее 
присутствие не вносит возмущения в распределение нейтронов, 
падающих на ее поверхность (так как отсутствует механизм, 
изменяющий направление движения нейтрона). Следовательно, 
распределение падающих нейтронов изотропно и постоянно вдоль 
поверхности области А. 

Для того чтобы доказать теорему 3, прежде всего заметим, что 
если Nc —- частота столкновений внутри области А, то 

РС
А = Nc/N0, (14) 

где N0 — общее число нейтронов, попадающих в А. Величина 
N0 определяется так: 

N0= j f dS dQj (fi) . n / , fin, > 0, (15) 
где nt — внутренняя нормаль к поверхности области А. В силу 
изотропии распределения падающих нейтронов 

J W - ^ O . О - п , > 0 , (16) 
и, таким образом, 

N0 = ^-SA j fi.n^fi, (17а) 
Й-п.>0 

ИЛИ1) 
\ 

No = ^SA.2n j Мйц = - ^ £ л . (17Ь) 
о 

Следовательно, 
PA^^NCIVPOJSA, (18) 

или, согласно формулам (5) и (12), 
Рсл = ^оАЕс

А, (19) 
и теорема доказана. 

Значение этой теоремы состоит в том, что для вычисления Е% 
надо произвести интегрирование по объему области А, в то время 
как для вычисления РС

А достаточно, вообще говоря, более простого 
интегрирования по поверхности. Это тем более удобно, что 
Для симметричных областей часто можно обойтись даже и без 
интегрирования по поверхности. Мы продемонстрируем примене
ние этой теоремы для вычисления Ес в нескольких простых 
случаях. 

) Соотношение (17Ь) выражает хорошо известный факт, заключающийся 
том, что в изотропном потоке на единицу поверхности падает рв/4 частиц. 
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Вычисление Ес для слоя толщины а. Найдем значение Ес, вычис
лив сначала вероятность столкновения в случае изотропного 
распределения падающих нейтронов и применив затем теорему 3. 
Из рис. 3.3 видно, что число нейтронов, падающих на элемент 
поверхности dS внутри телесного угла dQ = 2л d\i и претерпе
вающих столкновение на пути от 5 до s -f- ds, вычисляется по 
формуле 

pN= (JWL ц dS j ( 2 я ф ) {e_axlv) ^ у (2()а) 

Выражение, стоящее в двух первых скобках, есть j (г) *ntdS dQ 
(вспомним, что j = (р«>1У4я) Q); выражение, стоящее в третьей 

Р и с . 3.3. Вычисление вероятности выхода из слоя. 

скобке,— это вероятность того, что нейтрон проходит расстоя
ние 5 = х/\1 без столкновений; последняя скобка определяет 
вероятность столкновения на пути ds. В силу (17Ь) общее число 
нейтронов, пересекающих поверхность dS, равно 

N0 = (vpoo/4)dS, (20Ь) 
так что1) 

а 1 
рс

А = N/N0 = 2о \dx\ e-°*l» d\i. (21) 
о о 

Интегрируя по dx, получаем 
1 

РС
А= 2 \ d\i\i (1 — е-™/*), (22а) 

о 
*) Здесь всюду используется тот факт, что точки поверхности эквивалент

ны и, следовательно, можно обойтись без интегрирования по поверхности. 
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ПЛП 
РС

А = 1 - 2Е3 (оа). (22Ь) 

(Здесь Е3 (х) — одна из функций Еп (х), см. приложение Е.) 
Теперь из теоремы 3 следует, что 

Ес = (1/2аа) [1 — 2Е3 (оа)]. (23) 

Шар радиуса * • Очевидно, в этой задаче проще определить 
РС а не £ с . Действительно, при определении Ес приходится интег
рировать по внутренности шара и по всем направлениям выхода 

\xmax~smax^ 

Р и с . 3.4. Вычисление вероятности выхода из тара. 

нейтронов. Двойные интегралы, которые потребуется вычислять, 
весьма сложны. С другой стороны, при определении Рс мы 
столкнемся лишь с простыми интегралами, подобными тем, ко
торые встречались в случае плоского слоя. Кроме того, в силу 
симметрии не придется интегрировать по поверхности шара. 
При этом ясно, что формула для Р% аналогична соответствующей 
формуле (а именно (21)) для плоского слоя — отличие лишь 
в пределах интегрирования (рис. 3.4). Итак, 

1 2ДЦ2 

PA = 2o\d\i \ e-°*l»dx. (24) 
о о 

Этот двойной интеграл можно без труда взять в элементарных 
функциях. Согласно теореме 3, 

Е°= -ШФ Г2 ( 0 / ? > 2 - i + <* + 2 а / ? ) * " 2 а л Ь <25> 
Аналогичные вычисления были проделаны и для других 

областей достаточно простой формы; результаты представлены 
в виде таблиц [1, 16]. Здесь мы больше не будем заниматься этими 
вопросами. Интересно лишь отметить, что часто Е° зависит только 
о т ° (I), где (I) — длина так называемой средней хорды области, 
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равная 4V/S (мы это покажем ниже). На рис. 3.5 приводится Ес 

для плоских слоев, цилиндров и шаров как функция от о(1). 
Распределение хорд и средняя длина хорды. Используя теорему 3, 
покажем, что величину Рс

Ав можно определить через так назы
ваемое распределение хорд ф (I). Через каждую точку поверхности 
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Р и с . 3.5. Вероятности выхода при 
наличии источника постоянной плот
ности для шара радиуса г, цилиндра 
радиуса г, плоского слоя толщины г; 
(I) измеряется в единицах длины 

среднего свободного пробега. 

Ш 

области проведем хорды, число которых в направлении, состав
ляющем с нормалью к поверхности угол arc cos |Л, пропорцио
нально [л. Тогда, обозначив через ф (I) dl число хорд, длины 
которых заключены между Z и I + dl, получим 

/ ^ = 1— j Ф(1)е-а1Л, 

причем ф (Z) подчинено условию нормировки 

max 
\ q(l)dl = 1. 

(26) 

(27) 

Формула (26) вытекает непосредственно из определений вели
чин Рс и ф(/). 

В силу теоремы 3 

^ w L 1 - J «-*ЧР»«И]- (28) 

Формула (28) иногда используется для прямого вычисления 
вероятностей выхода [1]. Однако, поскольку формула (28) — 



3.7. Вероятность выхода 71 

не что иное, как несколько замаскированная формулировка 
ЭТ°г>емы 3, в подобном толковании нет особого смысла г ) . Что же 
Тасается понятия средней длины хорды (Z), то оно довольно удобно; 
Келичпну ее можно вычислить следующим образом. 

По определению 
'шах 

</)= j /ф(0#, (29) 
О 

пли, с учетом (26), 
<Z> = lim(^ JPc/^a). (30) 

a-t-0 

Из формулы (19) находим 
дрс W к** № *Е П 1 ч 
-дБ- = ТЕ + — -W* <31> 

Очевидно, что Ес -> 1 при a ->- 0. Кроме того, как нетрудно видеть 
из соотношения (30), величина дЕ/до остается конечной при 
a ->- 0. Следовательно, 

lim (дРс/до) == 4V/S, (32а) 
откуда 

</>=417£. (32Ь) 
Таким образом, формула (28) принимает вид 

'max 
£ C = = W [ 1 _ i e°><p(l)dl]. (33) 

о 
Для функции ф (Z) также можно написать простое выражение, 

но здесь мы его не приводим, поскольку его редко используют 
в приложениях. 
Приближенные формулы для Ес. С помощью равенства (33) 
можно получить предельные выражения величины Ес для боль
ших и малых областей. Разлагая в ряд функцию e~al и используя 
условие нормировки (27), находим 

HI) 
где 

«•-rarS*"*»^. <м> 

(Г)= j ln<p(l)dl. (35) 
о 

. ) Этот метод, однако, представляет исторический интерес, поскольку 
^рмула (28) была получена Дираком раньше, чем по достоинству оценили 
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Можно ожидать, что для областей с одним характерным размером 
(шар, бесконечный плоский слой, цилиндр) величина (1п) будет 
функцией этого размера. Иными словами, (Г) можно представить 
как функцию от (Z). Поэтому и Ес будет функцией от (I); из сообра
жений размерности следует, что величина Е° на самом деле 
должна быть функцией от о(1). Нетрудно видеть, что это спра
ведливо в рассмотренных выше примерах. Для очень малых обла
стей (тех областей, характерные размеры которых намного меньше 
средней длины свободного пробега) можно взять только два 
члена разложения (34), так что 

1 о (№\ Ес~\—^- . ' (малые области). (36) 
Функцию (Z2) можно вычислить, пользуясь явным выраже

нием для ф (/), о котором шла речь выше [1]. В табл. 3.1 при
ведены значения Q ~ (Р)/(1)2 для областей различной формы [1]. 
Для этих значений можно найти Ес по формуле (36). 

Таблица 3.1 

Форма Q = <12>/<г>2 

Шар 0,5625 
Полушарие 0,6328 
Тетраэдр 0,7915 
Бесконечный цилиндр с круговым 

сечением 0,6667 
Бесконечный цилиндр с квадрат

ным сечением 0,7435 
Бесконечный цилпндр с сечением 

в виде равностороннего тре
угольника 0,824 

Бесконечный цилиндр с гексаго
нальным сечением 0,6985 

Для областей очень больших размеров в равенстве (33) можно 
пренебречь членом, содержащим экспоненту, и тогда 

Ес ~ 1/о (Z) (большие области). (37) 
Вигнер (см. [17]) ввел удобное выражение для Ес, которое 

для малых областей стремится к 1, а для больших — к 1/а (I)-
Это выражение, называемое приближением Вигнера, имеет вид 

Ес * . (38) 

Обычно оно при любых значениях о (I) совпадает с истинным значе
нием с точностью до 15% и часто используется для грубых 
прикидок. 



Глава 4 

РЕШЕНИЯ ОДНОРОДНОГО 
ОДНОСКОРОСТНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА 

4.1. Введение 
В гл. 2 и 3 обсуждались общие свойства уравнения переноса 

и были найдены его простейшие решения при условии с = 0. 
В настоящей главе мы рассмотрим решения уравнения переноса 
при с > 0, т. е. в случае когда возможна регенерация. Однако мы 
ограничимся односкоростным уравнением и будем искать стацио
нарные решения для бесконечной однородной среды. В однород
ной среде а, / и с постоянны *). Кроме того, мы рассматриваем 
лишь изотропное рассеяние, за исключением последнего раздела 
этой главы, где указана возможность обобщения результатов 
на случай неизотропного рассеяния. Наконец, практически 
во всех задачах мы ограничиваемся случаем плоской сим
метрии. 

Все эти ограничения кажутся довольно суровыми, и это дей
ствительно так. Тем не менее имеются серьезные основания для 
такого сужения круга исследований. Во-первых, эта задача 
является простейшей нетривиальной задачей в теории переноса 
нейтронов, ее точные решения можно найти и использовать 
в качестве основных решений уравнения переноса в случае, 
когда а, с и / постоянны в конечной области пространства. Более 
того, найденные таким образом точные решения можно исполь
зовать для испытания различных приближенных методов, при
менимых в более сложных задачах. 

Изучение такой упрощенной задачи интересно также с чисто 
математической стороны. Например, таким способом мы находим 
удобные функциональные пространства, в которых можно искать 
решения уравнения переноса (и которые в отличие от обычно 
возникающих в физических задачах пространств не являются 
гильбертовыми). Мы получаем также сведения о спектре опера
тора Больцмана и, кроме того, подходим к пониманию условий 
существования решения, а не только условий его единственности. 

) Для плоской симметрии случай переменного сечения можно исследо
вать, как обычно, вводя понятие оптической толщины-
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В гл. 3 мы видели, что в случае плоской симметрии основное 
уравнение можно записать в виде 

1 

I1-§-(*'»*) + *(*» )̂ = У J Ф(*» 1 0 ^ ' + 9 (*.!*)• (1) 

В задачах, рассмотренных в предыдущей главе, интегральный 
член, естественно, отсутствовал, поскольку там рассматривался 
только случай с = 0. (Множитель 1/2 появляется из-за того, что 
при изотропном рассеянии / (ft' -12) = 1/4л, а интегрирование 
по азимутальному углу дает множитель 2я.) 

В этой главе мы подробно исследуем решения однородного 
уравнения вида (1). 

4.2. Собственные функции 
однородного уравнения. 

Допустимое пространство функции 
Как отмечалось в разд. 4.1, мы рассматриваем здесь только 

решения однородного уравнения переноса 
1 

•* ~ S ~ ( * ' И-) + * (*» V) = Т J * (*» 1*г) ̂ '- t1) 

Такой подход подсказан обычным методом решения обыкновен
ных дифференциальных уравнений, а именно методом разложе
ния в ряды по решениям однородного уравнения, или по нормаль
ным модам [18]. Обычно этот метод позволяет свести обыкновен
ное дифференциальное уравнение к системе алгебраических урав
нений. Здесь ситуация будет аналогична, с тем лишь отличием, 
что решения уравнения (1), вообще говоря, не лежат в тильберто-
вом пространстве. Как мы увидим, для уравнений переноса это 
вовсе не неожиданно. Более того, основной метод при этом не 
более сложен, чем обычно, хотя математическая сторона вопроса, 
возможно, несколько менее привычна. 

Итак, найдем решение уравнения (1). Принимая во внимание 
условие инвариантности относительно сдвига *), будем искать 
решение в виде 

*v (*, |i) = <Pv (|i) е~*/\ (2) 

(По аналогии с обычной терминологией будем называть <pv соб
ственными функциями, а соответствующие значения v — соб
ственными значениями.) Подставив (2) в однородное уравнение, 

1) См. приложение F. 
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получим i 

( i _ ± . ) 9 ¥ ( r t = | j t p v G i W . (3) 

Поскольку уравнение (3) — линейное однородное уравнение отно
сительно <pv> нормировка <pv произвольна. Удобно принятьг) 

1 

J (pv(nW = *. (4) 
- 1 

Как будет видно в дальнейшем, уравнение (3) разрешимо не для 
всех v, что также характерно для однородных уравнений. Таким 
образом, мы получаем упомянутые выше собственные значения. 

После умножения на v с учетом условия нормировки (4) урав
нение (3) принимает вид 

(v - v) <pv ДО = trv/2. (5) 
Уравнение (5) выглядит довольно простым. На самом деле это 
уравнение не столь просто, как кажется на первый взгляд. С этим 
и связана особенность описанного здесь метода. Исходя из урав
нения (о), заманчиво написать решение в виде 

Предположим, что допускается возможность \л = v. (Вспомним, 
что \л всегда лежит на отрезке [—1, 1] действительной оси.) Тогда 
очевидно, что к правой части равенства (6) можно добавить член 

Я (v) б (v - ц), (7) 
где Я (v) — произвольная функция, причем результат по-преж
нему будет решением уравнения (5). В этом можно убедиться, 
подставив 

V v f o ^ - x ^ j r + M v W v - l * ) (8) 

непосредственно в уравнение (5) и учитывая, что по определению 
хЬ (х) = 0. (9) 

Различные интерпретации выражения l/(v — |ы) в формуле (8) 
отличаются лишь на дельта-функцию. Поэтому без ограничения 
общности к множителю l/(v — JA) МОЖНО присоединить символ Р, 
обозначающий главное значение в смысле Копш. Тогда оконча-

) При условии, что J ipv ([д,') d[i' Ф 0. Дальше будет показано, что 

^ о именно так. 
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тельно решение уравнения (5) принимает видх) 

«Pv (!*) = -£■ />^JL- + X(v)6(v-, i) . (Ю) 

Какой смысл имеет это выражение? Как главное значение 
Коши, так и дельта-функция имеют смысл лишь под знаком 
интеграла (конечно, если не исключена возможность v = ^ 
в противном случае (10) переходит в (6)). Таким образом, мы 
видим, что собственные функции не являются функциями в обыч
ном смысле. Они являются обобщенными функциями, или распре
делениями в смысле Шварца [19]; целесообразность использования 
таких функций в качестве основных решений нашего уравнения 
заключается в том, что они удобны и не приводят к существенным 
трудностям при исследовании уравнения переноса. Практически 
собственные функции вида (10) встречаются только в интеграль
ных выражениях. Интегралы же от этих обобщенных функций 
являются «хорошими» функциями. Использовать обобщенные соб
ственные функции в задачах теории переноса предложили неза
висимо Дэвисон [20] и Вигнер [21], впервые реализовал этот 
метод Ван-Кампен [22] при исследовании задачи о колебаниях 
плазмы. В задачах теории переноса нейтронов обобщенные 
функции впервые применены Кейзом [18, 23]. 

4.3 Вычисление дгюиретных собственных 
значений г€ собственных функций 

Предположим, что v не лежит на отрезке [—1, 1] действитель
ной оси. Тогда формула (10) предыдущего раздела упрощается:* 

vvW-rTqr- (1) 

Используя условие нормировки (4) из разд. 4.2, получаем 

A M - l - f j ^ - O (2) 

(функция Л (v) называется дисперсионной функцией). Итак, соб
ственные значения являются решениями уравнения 

Л (v) = 0. (3) 
1 

г) Теперь нетрудно видеть, что f q>v (fi') dji'=£ 0. Действительно, если бы 
- 1 

этот интеграл обращался в нуль, то из уравнения (3) следовало бы, что 
фу(М>)"~ 6 (^—v)» н 0 I 6(1*—v)d\i Ф 0. 
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Мы увидим, что существуют лишь два решения этого уравне-
и тем самым два собственных значения и две соответствующие 

шГ собственные функции. 
Лчя вычислительных целей иногда полезно ввести явное выра

жение для A (v): 
A(v) = l - f l n - J ± J £ . (4а) 

и л и, иначе, 
A(v) = l — cvArth-i . (4b) 

Заметим (см. уравнение (2)), что функция A (v) аналитична всюду 
в плоскости комплексного переменного с разрезом вдоль отрезка 
действительной оси от —1 до + 1 - Функция Arth (1/v) многозначна, 
в формуле (4Ь) подразумевается ее главная ветвь. Это соответ
ствует тому, что основным определением функции Л (v) служит 
интегральная формула (2). 

Теперь нам нужно найти нули функции Л (v). Мы будем поль
зоваться следующими легко проверяемыми свойствами функ
ции Л (v): 

1) Л (v) = А (—v). Таким образом, если v0 — корень урав
нения (3), то —v0 также будет его корнемг). 

2) Если v0 — решение уравнения (3), то, как видно из урав
нения (2), v* также будет его решением. 

3) Функция Л (v) имеет всего два нуля в комплексной плоско
сти с разрезом от —1 до + 1 . Ее нули лежат либо на действи
тельной, либо на мнимой оси. (Последнее утверждение следует 
из свойств 1 и 2.) 

Для того чтобы показать, что Л (v) имеет всего два нуля, вос
пользуемся тем, что функция Л (v), как уже отмечалось, анали
тична в плоскости с разрезом. Кроме того, Л (v) -> 1 — с при 
v->oo. Число нулей функции Л (v) в плоскости с разрезом 
равно умноженному на 1/2я приращению ее аргумента при изме
нении v вдоль замкнутого контура, охватывающего всю пло
скость с разрезом [24]. Этот контур состоит из контура на беско
нечности и контура вокруг разреза. Однако благодаря тому, что 
A (v) регулярна на бесконечности, нужно рассматривать лишь 
контур вокруг разреза. Обозначим через А± (v) значения функ
ции Л (v) при I m v - > 0 ± , Re v £ [—1, 1]. Тогда из уравнения (2) 

м
 1) Это можно было бы предвидеть, если учесть инвариантность уравне

нии переноса относительно операции зеркального отражения (разд. 2.1). 
Аак, обе функции я|? (я, ц) и ф (—ж, —jx) будут решениями уравнения пере
носа. Но ввиду того, что ф (я, jn) = е~х^ q>v (fi), функцию ф (—#, — \х) можно 
записать в виде e*/(-v)<p_v (—и.). 
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находим, что 
+1 

Так как Л (v) = Л (—-v) и (Л+)* = Л~, то 
Дс arg Л = 4Д01 arg Л+, (6) 

где через Дс/ обозначена величина приращения функции / (v) 
при изменении v вдоль замкнутого контура с, охватывающего 
разрез, а Д01/ — величина соответствующего приращения функ
ции / (v) при изменении v от 0 до 1. Так как 

3TCV 

arg Л+ = arctg -t , (7а) 
2[l + (cv/2)P J dn/fti-v)] 

то можно принять 
arg Л+ (0) = 0. (7b) 

Далее, функция 
i 

i + - y - P j -^=Л--cvArthv (7c) 

монотонно убывает от 1 до — oo при изменении v от 0 до 1. Сле
довательно, arg Л+ (1) = п. Таким образом, 

Дс arg Л = 4я, (8) 
откуда следует, что Л (v) имеет два нуля в плоскости с разрезом. 
Как уже отмечалось, эти нули лежат либо на мнимой оси, либо 
на действительной в промежутках [ ± 1 , ±оо]. 

Рассмотрим сначала случай 1 ^ v ^ оо. Мы уже видели, что 
Л (v) ->- -—оо при v ->■ 1 + (9а) 

и 
Л (v) ->- 1 — с при v -> оо. (9Ь) 

Таким образом, ясно, что при с < 1 функция Л (v) меняет знак 
при изменении v между значениями v = 1 и v = 00. Так как Л (v) 
имеет лишь два нуля и, как отмечалось, они располагаются 
парами, отсюда следует, что при с < 1 уравнение Л (v) = 0 
имеет один корень v0 на положительной полуоси [ + 1 , +°о] 
я соответствующий, ему корень на отрицательной действительной 
по л у ос г. 

Из формулы (4а) легко видеть, что при с ->■ 0 корень v0 стре
мится к 1. Далее, при с->-1, как это видно из формулы (4Ь), 
v0 —>• 00. При изменении с от 0 до 1 величина v0 монотонно возра
стает от 1 до сю. (Случай с = 1 при этом соответствует двойному 

(5) 



4.3ш Дискретные собственные значения 79 

пню на бесконечности. Подробнее этот вопрос обсуждается 
^приложении F). 

Поскольку корни уравнения Л (v) = 0 при с > 1 не лежат 
н а действительной оси, ясно, что при с > 1 они должны лежать 

мнимой оси. Поэтому, если положить v = 1/ic, то получим 

A ( v ) = l - c ^ ^ . (10) 

Мы видим, что в данном случае 
Л - > 1 — с при а - > 0 (И) 

и 
Л - ^ 1 при а - > о о . (12) 

Таким образом, при с > 1 уравнение Л (v) = 0 имеет один корень 
Vo = 1/шо на положительной мнимой полуоси и, конечно, соот
ветствующий ему корень —v0 на отрицательной мнимой полу
оси. Эти корни монотонно изменяются от ±ioo до ±Ю при изме
нении с от 1 до оо. 

Подведем итоги: 
a) с < 1. Уравнение Л (v) = 0 имеет два корня ± v 0 на дей

ствительной оси. 
b) с > 1. Уравнение Л (v) = 0 имеет два корня ± v 0 на 

мнимой оси. 
c) с = 1. Оба корня стремятся к бесконечности. Более подроб

но этот случай рассмотрен в приложении F. 
Определив собственные значения, найдем теперь собственные 

функции. Обозначим через <р0± собственные функции, соответ
ствующие собственным значениям ±v 0 . Тогда 

Фо ± М = ± С - £ - — ^ . (13) 

Функции (13) являются дискретными модами уравнения переноса; 
заметим, что они получены в предположении, что v0 (£ [—1, 1]. 
В следующем разделе мы рассмотрим случай v0 £ [—1, 1J. При 
этом собственные функции будут определяться формулой (10) 
разд. 4.2. Мы покажем, что в этом случае решение существует 
при любом v из отрезка [—1, 1] и, следовательно, соответствую
щие собственные функции образуют континуум мод. 

В предельных случаях с ~ 0, с ^ 1 и с > 1 можно получить 
Удобные приближенные формулы для величины v0. Рассмотрим 
эти случаи. 

а) с ->• 0. Как мы уже видели, v0 ->• 1 вдоль действительной 
оси. Имеем 

'-^H-Swb0- («о 
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Если переписать это уравнение в виде 

1 п ( 1 - ^ ) = 1 п ( 1 + - ^ ) - ^ - . (15) 
то можно найти величину v0 методом последовательных приближе
ний. Нулевое приближение получим, положив в правой части 
равенства (15) v0 = 1. Таким образом, 

In ( l _ - l - ) = l n 2 + ln[<r2/cb (16а) 
или 

J L = l _ 2 e - 2 / c . (16b) 

Подстановка (16b) в правую часть равенства (15) приводит к сле
дующему приближению и т. д. 

b) с -^ 1. Как было показано, при этом v0 ->- оо. В этом случае 
удобно ввести величину у0 = l/v0 и воспользоваться форму
лой (4Ь). В результате получим 

l = -^-Arth*/0. (17) 

Разложим в ряд функцию Arthy0; тогда 

Заменим у0 на l/v0: 

^г= 1 -4 1 +^-+^+-] - (19) 

Таким образом, в нулевом приближении 
l/v0 = ^ 3 ( l - c ) , (20) 

а в первом приближении 

или 

Отсюда 

l̂ b = V3(l-c)[ l—1-(1-0] (23) 
и т. д. 

c) с "§> 1. Положим 
v 0 =l / ic 0 . (24) 

Таким образом, нам нужно найти корни уравнения 

1 = —— arctg а0. (25) 
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(26) 

(27) 

Так как а0 велико, то 
arctg а0 ~ по

следовательно, в нулевом приближении 
G0 = с (л/2). 

Чтобы найти следующее приближение, запишем 
arctg х = л/2 — \/х + 1/З.г2. (28) 

Полагая в правой части уравнения (25) аргумент функции arctg х 
равным сл/2, получаем 

a0 = c [ a r c t ^ ] = ^ [ l - ^ ± + . . . ] . (29) 

На рис. 4.1 и 4.2 изображены функции l/v0 (с) при 0 ^ с ^ 1 
и о0 (с) при с > 1. Эти кривые взяты из книги Кейза, Гоффмана 

о г 4 6 8 ю к 
с 

Р и с - 4.2. Зависимость а0 от с. Р и с . 4 1. Зависимость l/v0 от с. 

и Плачека [1], где приведены некоторые таблицы, а также раз
ложения для G0 с большим числом членов, чем здесь. Перейдем 
теперь к исследованию случая континуума собственных значе
нии и соответствующего ему континуума собственных функций. 
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4.4. Континуум собственных функций 
Если v £ [—1, 1], то, как уже отмечалось в разд. 4.2, д л я 

определения собственных функций <pv (\i) следует использовать 
формулу (10) р^зд. 4.2: 

4>v(li) = ^ P ^ ^ + b(v)b(v-\i). (1) 

Учитывая условие нормировки (формула (4) разд. 4.2), находим 

W-'-T-'fe- Й 
Очевидно, функцию X (v) всегда можно выбрать так, чтобы соот
ношение (2) удовлетворялось. Следовательно, любое значение v 
из отрезка [—1, 1] является допустимым собственным значением; 
континуум соответствующих собственных функций при этом 
определяется формулой (1), где функция Я (v) имеет вид (2). 
Вычисляя главное значение интеграла в формуле (2), получаем 
для % (v) явное выражение: 

% (V) = 1 _ vc Ar th v. (3) 

Другое удобное представление для % (v) можно найти на основе 
формул Племеля (см. [25]). Применяя эти формулы к функции 
Л (v), определенной соотношением (2) разд. 4 .3 , получаем 

Л + (v) — Л " (v) = nicv (4а) 
и 

откуда 

1 

A+(v) + A-(v) : [ l—f- Р j - J - ] = 2X(v)f (4b) 

A+ (v) К (v) + nicv/2, (5a) 
Л- (v) = k (v) — nicv/2 (5b) 

и 
,(v) = i-[A+(v) + A"(v). (6) 

Итак, Kpui». r^yx Д1т 'тных собсть С значений ±v0 , 
найденных в предыдущем разделе, существуй континуум соб
ственных значений — невозможные значения v, принадлежащие 
отрезку [—1,1]. С ствующие собственные функции опреде
ляются формулой (i,, ° i (v) имеет вид (3) или (6). 

° гледующем раздел^ ■ докажем, что эти собственные функ-
огоналх HIт тт получим условие их нормировки. Затем 

доА ^л»* :ы системы собственных функций. С по-
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шью этих результатов можно будет провести аналогию между 
М°пачами теории переноса и задачами «классических» дпфферен-
3пальных уравнений в частных производных. Мы разложим 
Решение уравнения переноса в ряд по ортонормированным функ
циям, удовлетворяющим соответствующему однородному урав
нению, и потребуем выполнения граничных условий. Так будут 
определены коэффициенты разложения. 

£.5. Ортогональность и нормировка 
(случай целого отрезка) 

Как отмечалось в предыдущем разделе, для того чтобы приме
нить найденные собственные функции к решению уравнения пере
носа, нужно доказать их ортогональность и полноту, а также 
определить постоянные нормировки. Полнота будет доказана 
в разд. 4.6 и 4.8, а сейчас (и в разд. 4.9) мы рассмотрим ортого
нальность и нормировку. 

Теорема. Функции <pv (fx) ортогональны, т. е. 
1 

j M<Pv (v) <Pv (V) d\i = 0, v ^ v ' . (1) 
- l 

(Индексами v и v' здесь отмечены собственные функции, при
надлежащие как непрерывному, так и дискретному спектру.) 

Доказательство простое. Функция фя (fx) удовлетворяет урав
нению (3) разд. 4.2: 

1 

[1 -jx/v] ^v(\i) = (c/2) j Фу (цЧ ф ' . (2) 
- 1 

Для Фг'(|ы) соответственно имеем 
1 

[1 -jx/v'] 4V (|х) = (с/2) \ фу,(и/) ф \ (3) 
- 1 

Умножим уравнепие (2) на фУ'([х), уравнение (3) на фу(ц), выч
тем из вюрого уравнения первое и проинтегрируем по fx: 

1 

[-? 4"] }ИФУ(|Х)ФУФ)Ф = 0. (4) 
- 1 

Теорема доказана. 
Вычислим теперь «нормировочный» интеграл, т. е. интеграл 

в Уравнении (1) при v = v'. Для дискретных мод это просто, 
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поскольку 
+1 

- 1 - 1 

Определим N^ (7V0„ получим заменой v0 на —v0). Вспомним 
ЧТО 

~1 
откуда 

1 1 
ЗЛ(у) с_ 

д\ """ 2 
- 1 - 1 - 1 

Таким образом, 
п Я А Л Л I 

(7) N - с У2 g A ( v ) 

v=vo 
Другое удобное выражение для NQ+ можно найти, положив с самого 

начала x = l/v. Тогда 

N ?_J?M =
 с дА(*о) 

Поскольку щ—решение уравнения 

1 - е A r t b * ° = 0, 
х0 

дифференцирование этого уравнения по с дает 

д Г Arth Хо 1 / дно \ - 1 Arth щ Г Arthx0 и = / дкр \ 
5Ко L Х0 J \ 5с / х0 

плп 
дА(щ) ^ 1 / 5х0 V- i 

дх0 С \ 5с / 
Следовательно, 

1 / 0хо \ - 1 »»-т№)" 
Эту формулу можно представить в более удобном виде: 

1 _ 5к0 _ 1 5к§ 
2iV0+

 — д с ~ ~ ~~2и 0 5с * 

Теперь 7V0+ легко вычисляется из формул (7) и (4Ь) разд. 4.3: 

»»-T«ih?T-4-]- (8а) 
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Полагая v0 
-v0 , получаем 

-N0- = N0+. (8b) 
В табл. 4.1 величина l/N0+ протабулирована как функция от с. 

Таблица 4.1 

с 1/^0+ 1 • 1/N0+ 

0,1 0 0,70 1,9189 
0,2 0 0,80 2,8872 
0,3 0 0,85 3,6310 

м 0,3787 0,90 4,8000 
0,5 i 0,7643 0,95 , 7,2745 
0,6 | 0,2630 

Для определения нормировочных интегралов для функций 
непрерывного спектра придется проделать более кропотливую 
работу, так как функции непрерывного спектра не являются функ
циями с интегрируемым квадратом (см. обсуждение в разд. 4.2). 
Нормировочные интегралы для них можно вычислить в следую
щем смысле. Нам нужны нормировочные интегралы для вычисле
ния коэффициентов разложения произвольной функции 

1 

/<jt)= J 4 (v') Фу О*) * Л (9) 
- 1 

Умножим равенство (9) на \iq>v(\i) и проинтегрируем по (ы: 
1 1 1 

Jwv(|x)/( | i)rf |x= f \iq>v{VL)d\i ^A(v')<Pv>(\i)dv'. (10) 
- i - l - 1 

Левая часть равенства (10) по аналогии с обычным случаем 
должна быть произведением функции A (v) на постоянную норми
ровки N (v). Следовательно, 

1 1 NM=^г 1 ̂ (li) d[i I А (г/) ф*'{[l) dV- (11) 
- 1 - 1 

ы С Т а Л К И в а е м с я 3Десь с одним из тех редко встречающихся 
в физике случаев, когда важен порядок интегрирования (из-за 
сингулярности функций <pv (\i)). Покажем, как вычислить двойной 
интеграл (И). Рассмотрим интеграл 

_ 1. 1 
N (V> = -AW I dVA (v#) 1 Wv' ((I) фу ((X) d^ (12) 
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отличающийся от интеграла (11) лишь порядком интегрирования 
Этот интеграл найти нетрудно, если воспользоваться явным 
видом функций qv (ц*)- Зная N (v), можно определить N (v) 
с помощью формулы Пуанкаре — Бертрана (см. [25]). 

Итак, подставим 
Vv(|*) = - Y - P T ^ r + X(v)e(ji-v) (13) 

в формулу (12): 
1 i 

A(v)N{v)= f dv'A(v') Ud|i,[?k(v')^(v)8((i-v')8(ii-v) + 
- i - l 

+ ( f ) 2 ^ ^ - ^ - ] - ("> 
Первые три интеграла вычисляются легко; для вычисления чет
вертого воспользуемся тождеством 

ц r _ J _ l Г—!—1 ■ \-1 +-1-J—. (15) 
Получим 

1 

4(v)F(v) = vi4(v)W(v)—f-P { А ( У , ^ v'dtf + 

i 

- 1 

- 1 - 1 

Второй интеграл в последнем слагаемом формулы (16) равен 

Р \ *-£--Р \ dp-£- = ± IMV)-Mv)]. (17) 
- 1 - 1 

Подставляя это равенство в формулу (16), замечаем, что послед
нее слагаемое взаимно уничтожается с суммой второго и третьего, 
откуда 

N (v) = v№ (v). (18) 
Смысл проделанных выкладок заключается в том, что теперь 

можно связать N (v) и N (v) при помощи формулы Пуанкаре — 
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Бертрана 

= -n«g(v, v)+ j a* ̂ p-L-p-S-g^, v)dii, (19) 
— 1 —1 

где g CM" V) ~" произвольная функция. Эта формула показывает, 
как следует производить изменение порядка интегрирования, 

О 0,1 0,2 0,3 0t4 OJ5 0,6 0,7 0,8 0<9 \fi 

Р и с . 4.3. Функция g (с, |LI) в зависимости от \х. 

Если подставить в формулу (И) явное выражение для <pv (ц,) 
и выполнить умножение, то мы увидим, что первые три слагае
мых в выражении для A (v) N (v) совпадают с первыми тремя 
слагаемыми в выражении для A (v) N (v) (формула (16)), а послед
ние слагаемые в этих выражениях отличаются лишь порядком 
интегрирования. Таким образом, согласно формуле (19), 

C2jt2 
A (y)N(v) =A(v)N (v) + -^~- v*A (v), (20) 
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ИЛИ 

^(v ) = = v[x«(v) + - ^ - v « ] . (21) 

Итак, условие ортогональности для собственных функций 
непрерывного спектра символически можно записать в виде 

1 

j MV (V) 4>v(V)dV = M (У) б (v - V). (22) 

С учетом формул (5а) и (5Ь) разд. 4.4 функция N ^прини
мает вид 

N (v) = vA+(v) Л- (v), (23) 
а в силу формулы (3) настоящего раздела она равна 

N (v) = v [(1 — cv Arth v)2 + AiV/41, (24) 
или 

N (V) = v/g (c, v). (25) 
Функция g (c, v) хорошо изучена [1]. На рис, 4.3 представлены 
графики функции g (с, v) для различных значений с. Таблицы 
с более подробной информацией можно найти в работе [1]. 

4.6. Теорема полноты 
(случай целого отрезка) 

В предыдущих разделах настоящей главы мы нашли систему 
собственных значений и собственных функций однородного урав
нения Больцмана. Она состоит из двух дискретных собственных 
значений ± v 0 и двух отвечающих им собственных функций 
фо± (M')t а также из континуума собственных значений v, при
надлежащих отрезку [—1, Ц, и отвечающего ему континуума 
собственных функций ipv (\i)- Мы показали, что собственные функ
ции ортогональны (с весом \i), и вычислили необходимые норми
ровочные постоянные. 

Прежде чем применять эти собственные функции «обычным» 
образом, т. е. разлагать по ним решения задач теории переноса, 
необходимо доказать, что они образуют полную систему в том 
смысле, что любую функцию переменной [i можно разложить 
в ряд по функциям ф0± и фу- В настоящем разделе мы как раз 
этим и займемся, но будем разлагать в ряд лишь функции, подчи
ненные некоторым условиям. (Эти условия обсуждаются в при
ложении G). Мы докажем теорему полноты для целого отрезка 
[ - 1 , 1] *)• 

*) В разд. 4.8 будет доказана теорема полноты для половинного отрез
ка 10, 1]. 
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Вопросы применения теоремы полноты к решению различных 
дач теории переноса рассматриваются подробно в разд. 4.7. 

Теорема. Функции ф0± (|i) и <pv (|л) образуют полную 
систему для функций т|5 (ju,) класса G1), определенных на 
отрезке —1 ^ jx ^ 1-

Таким образом, нам нужно доказать, что любую функцию 
tb (и) класса G можно представить в виде 

^ (V) = «о+Фо+ О*) + «о-Фо- (К) + J 4 (v) <Pv (\>) dv, (1) 

где а0-, «о+ и Л (v) — коэффициенты разложения, причем а0± — 
постоянные, а функция A (v) принадлежит классу G. 

Метод доказательства состоит в следующем. Предположим,. 
что любую функцию г|/ ((х) можно представить в виде 

1 

ф'0*) = j^(v)9v(f i )dv . (2> 

Будем рассматривать уравнение (2) как сингулярное интеграль
ное уравнение для неизвестной функции A (v). Если существует 
решение, принадлежащее классу G, то разложение (2) справед
ливо. Как мы увидим, вообще говоря, уравнение (2) не разрешимо. 
Для того чтобы оно было разрешимо, функция г]/ ((х) должна 
удовлетворять двум дополнительным условиям; этих условия 
будет достаточно для определения коэффициентов а0± и, следова
тельно, для справедливости разложения (1). 

Метод доказательства заключается просто в решении инте
грального уравнения (2), и в этом смысле доказательство кон
структивно: коэффициенты разложения получаются в процессе 
доказательства, а именно определяются из условий ортогональ
ности. Доказательство же теоремы полноты в общем случае 
(разд. 4.8) практически эквивалентно построению подходящих 
условий ортогональности (разд. 4.9). 

Хотя эту теорему можно доказать методом разд. 4.8, мы дадим 
другое доказательство, поскольку мы хотим показать прием, 
приводящий в рассматриваемом случае к значительным упроще
ниям. Попутно мы ознакомимся с малоизвестными методами реше
ния сингулярных интегральных уравнений типа уравнения (2). 
«Эти методы подробно описаны Мусхелишвили [25]. Итак, попы
таемся построить решение уравнения 

ф » = Ji4(v)Vv( |i)dv- (2> 

*) См. приложение G. 
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Вспомним, что функция фу (\i) задается формулой (10) разд. 4.2: 

ЫР) = -Т-РГ^ + Ь(У>)6(У,-\1), (3) 

где 
X(v) = 4-[A+(v) + A-(v)] (4) 

(формула (6) разд. 4.4). Подставим формулы (3) и (4) в уравне
ние (2): 

1 
ф' (ц) = 4- [Л+ (ц) + A" (|i)J А (ц) + \ Р j ^ - dv. (5) 

Введем теперь функцию 

Если A (v) существует и принадлежит классу G, то функция гс (z) 
обладает следующими свойствами (см. приложение G): 

1) п (z) 6 21, где 81 — комплексная плоскость с разрезом 
от —1 до 1; 

2) п (z) ~ 1/z при z ->- оо; 
1 

За) гс+ (z) + nr (z) = (l/ш) P f (cv/2) № (v)/(v — z)\ dv\ 

3b) n+ (z) - n- (z) = (cz/2) A (z). 
В силу свойств За и ЗЬ находим из уравнения (5), что 

- ? - Ф' (К) = 4 " 1 А + (I*) + л " <•*>! 1»+ (»*) - » ' (1*)1 + 
+ J r t p L [ „ + 0 1 ) + J r ( I J l ) b ( 7 ) 

С помощью соотношения (4а) из разд. 4.4 получаем 

-f- г];' (fi) = Л+ (ц) >г+ 0*) - Л- (ц) и" (ц). (8) 

Таким образом, если мы сможем найти функцию /г, значения 
которой на сторонах разреза (—1, 1) удовлетворяют уравнению (8) 
и которая обладает свойствами 1 и 2, то можно будет утверждать, 
что функция A (v) существует и ее можно будет найти исходя 
из свойства ЗЬ. Чтобы найти функцию /г, введем новую функцию 

/ W - A W n W - ^ - J - f - J ^ . (9) 
- i 

обладающую следующими свойствами: 
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1) / (*) 6 Я; 
2) J (z)-+0 при z-+ оо; 
3) / + W - / " W = Л+л+ - Л-п- - (ф/2) ф' (z) = 0; 

последнее равенство следует из уравнения (8). Таким образом, 
согласно свойству 3, функция / (z) не имеет разрыва вдоль разреза 
л следовательно, аналитична в любой конечной части комплекс
ной плоскости и стремится к нулю при z ->- оо. Но тогда по теоре
ме Лиувилля 

/ (z) = 0, (10) 
откуда 

-w-TH-srJ-f-^*- <"> 
Если выполнены свойства 1 и 2 для п (z), то формула (11) 

лает искомое решение. Свойство 2, очевидно, выполняется, 
поскольку п (z) ->- 0 при z ->- оо. Свойство 1, напротив, не выпол
няется. так как функция Л (z) обращается в нуль при z = ± v 0 
{для определения дискретных собственных значений использова
лось уравнение Л (v) = 0). Таким образом, функция п (z) имеет 
простые полюсы в точках ±v 0 , если только не выполняются 
соотношения 

Разумеется, в общем случае эти соотношения не выполняются. 
Однако мы ведь пытаемся найти разложение не для функции 
Ф' (н-)> а Для функции 

Ф (v) = Ф' (К) + «о+Фо+ (к) + Яо-Фо- (К) 

(см. уравнение (1)). Тогда соотношения (12) эквивалентны соот
ношениям 

1 1 

1 f±V^ = $ 7±мГК+ф0+ (и) + а ° - ф ( Ь ( f x ) 1 фв (13) 
1 

Учитывая, что 

»«* = Т-^1Г- <14> 
что функции ф^ и ф0_ ортогональны и что 

1 
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(см. разд. 4.5), мы заключаем, что соотношения (13) будут выпол
нены, если положить 

1 

I ИРо± (И-) Ф (И) Ф 
fl0±==— л ^ ■ <15) 

Нетрудно видеть, что именно таким образом мы получили бы 
значения а0± из разложения (1) обычным путем, а именно умножая 
(1) на |Ыфо± и пользуясь условиями ортогональности. Теперь 
соотношения (12) будут выполнены и функция п (z), определенная 
в соответствии с (11), будет обладать нужными свойствами. Теорема 
полноты доказана. 

В качестве иллюстрации покажем, что функция A (v), опре
деленная на основе свойства ЗЬ, т. е. 

A(v) = -^-ln+(v)-n-(v)], (16) 

совпадает с функцией, которую можно получить из формулы (1), 
если умножить ее на [A<pv (\i) и проинтегрировать по jx, т. е. 
с функцией 

1 
А <v> = "ЛГ(^" J № № <Pv (v) d\i. (17) 

- 1 

Действительно, из формулы (11) имеем1) 

П 
(у) 1 

Отсюда 

4 4 } T * > > 8 < ^ > 4 W + T W ] - (19) 
1 

Нетрудно проверить (см. разд. 4.4), что 
1 1 __ (Л+—Л-) __ nicy 

~л+ л= л+л- ~~ л+л-
и 

_J 1 _ 2k (У) 
Л+ + л- ~ л+л- # 

(20а) 

(20Ь) 
г) Это по существу один из эквивалентных путей получения формул 

Племеля. В этом можно убедиться, взяв интеграл, содержащий дельта-
функцию. 
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Следовательно, 
J №' № [И/?) Р [l/(v-|i)]+X (v) 6 Oi- v)] dp 

J L [n+ - n] = — vA+MA-M ' ( 2 1 ) 

В силу соотношения (23) разд. 4.5 
vA+(v)A-(v) = A (̂v) (22) 

и 
- ^ ^ ■ ^ j T + ^ M e O i - v J ^ V v O * ) , (23) 

так что уравнение (21) переходит в уравнение 
1 

- | - [Л+-ЛТ = - ^ 1 - j ДО' (rt Фг ДО ф . (24) 

С другой стороны, так как функции ф(ц. и фо_ ортогональны 
фуНКЦИЯМ фу, то 

1 
JL [Л+_я-] = -j-L- J ДО (ц) фг (jx) ф . (25) 

Отсюда видно, что формулы (16) и (17) согласуются друг с другом, 
как зто, конечно, и должно быть. Вопрос о применимости теоремы 
полноты к решению различных задач теории переноса мы отложим 
до следующей главы. В оставшихся разделах настоящей главы 
будет дано обобщение теоремы полноты, позволяющее применить 
ее к более широкому кругу задач. 

4.7. Характерные пргможенгш теоремы 
полноты и необходимость ее обобщения 

В гл. 5 мы подробно остановимся на приложении результатов 
настоящей главы к задачам теории переноса. В данном разделе 
мы ограничимся двумя характерными задачами. Это — вычисле
ние функции Грина для бесконечной среды и альбедная задача. 
Как мы увидим, первая из зтих задач достаточно просто решается 
с помощью формализма, развитого в предыдущих разделах. 
Вторая требует для своего решения обобщения теоремы полноты, 
Доказанной в разд. 4.6, на случай половинного отрезка, ибо мы 
хотим найти разложение для функции, определенной не на всем 
отрезке — 1 < |я ^ 1, а на его половине 0 < |i ^ 1. Причина 
этого ясна: в задачах, в которых, подобно альбедной задаче, 
есть физическая граница между рассеивающей средой и вакуу
мом, граничное условие описывает угловое распределение падаю-
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щах извне нейтронов и задается функцией, определенной на 
половинном отрезке O ^ j x ^ l . Разумеется, в этом случае нет 
смысла искать разложение этой функции на всем отрезке — 1 ^ 

Чтобы лучше понять это, рассмотрим сначала функцию Грина 
для бесконечной среды. Пусть в плоскости х = 0 расположен 
единичный мононаправленный источник нейтронов, излучающий 
в направлении \i0. Тогда функция Грина G (\i0 ->- я, [х) всюду, 
за исключением точки х — О, удовлетворяет однородному уравне
нию и G -> 0 при | х | ->- со *). В точке х = 0 функция G имеет 
скачок, обусловленный наличием источника (см. уравнение (3) 
разд. 2.4): 

С(Цо + 0 + , n J - G O x o - ^ O - , ^ - g i ^ O x - ^ ) . (1) 

Таким образом, можно записать: 
1 

G(\i0-+x, \i) = a0+y0+(ii)e-x/vo+^A(v)e-x'vyv(ti)dv, х>0, (2а) 
о 

о 
G(\i0-+x, ц )= — Яо-Фо-М^ 0 — j A(v)e-vvq>v(\i)dv, х<0. 

(2Ь) 
Каждое слагаемое в (2а) и (2Ь) удовлетворяет однородному урав
нению. Кроме того, мы выбрали только те моды для х > 0 (соответ
ственно для х <С 0), которые обращаются в нуль на + ° ° (соот
ветственно на —оо). Произвольные постоянные а0+, а0_ и A (v) 
нужно выбрать так, чтобы удовлетворялось условие скачка (1), т. е. 

1 

я0+Фо+(^) + Яо-Фо-(н<)+ \ A(v)qv(\i)dv = 6(\i — \i0)/2n\i. (3) 

Следовательно, а0+, A (v) и а0_ — коэффициенты разложения 
функции б (|Л — [д,0)/2л[х для случая целого отрезка, и их можно 
найти с помощью формул разд. 4.6. Это полностью решает задачу. 
Решения будут выписаны и подробно рассмотрены в разд. 5.2—5.4. 

Займемся теперь альбедной задачей. Нас интересует полу
пространство, в котором нет распределенных источников и на 
границу которого падает нейтронный пучок. Таким образом, 
мы ищем решение однородного уравнения переноса при х > 0. 
удовлетворяющее граничному условию 

Ура (0, (X) = й (|Х — jxo), Ц > 0, (4) 
х) В данной задаче и в рассматриваемой далее альбедной задаче мы 

предполагаем, что с <; 1. 
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стремящееся к нулю при х-+- оо. Такое решение можно пред
ставить в виде 

•фа (я, \i) = «0+Ф0+ (Ц) ̂ "X/V0 + U (v) e"*/v<Pv (К) *S (5) 

где коэффициенты а0+ и А (v) в отличие от предыдущей задачи 
определяются из условия (4). Мы приходим к сингулярному 
интегральному уравнению 

1 

0о+Фо+ (У-) + f 4 (v) 9v (Ц) dv = fi (|i — Цо), У > 0, (6) 
о 

которое существенным образом отличается от соответствующего 
уравнения (3) для задачи о функции Грина, поскольку в данном 
случае имеется еще условие положительности ц. В следующем 
разделе мы дадим обобщение теоремы полноты на случай поло
винного отрезка, непосредственно построив решения уравнений 
типа уравнения (6). Мы покажем, что собственные функции на 
половинном отрезке 0 ^ |i ^ 1 уже не будут ортогональными 
с весом \i. Для нахождения надлежащей весовой функции нам 
придется решить уравнение, по форме напоминающее уравне
ние (6). С помощью найденной весовой функции мы сможем сразу 
получить коэффициенты разложения. В гл. 5 мы дадим ряд при
ложений новой теоремы полноты к задачам для полупространства. 

4.8. Теорема полноты д.гя половинного 
отрезка 

Как уже отмечалось в предыдущем разделе, теоремы полноты, 
доказанной в разд. 4.6 (для целого отрезка), недостаточно для 
решения задач, сформулированных для полупространства (в каче
стве типичного примера мы привели альбедную задачу). Сейчас 
мы докажем теорему полноты для половинного отрезка, которую 
затем можно будет использовать для решения различных задач, 
подобных упомянутой уже альбедной задаче, проблеме Милна 
и т. д. 1). 

Теорема. Для функций я]) (|ы) класса G, определенных 
на отрезке 0 ^ ц ^ 1 , система функций Фо+fy,) и (pv (ц), 
О ^ v ^ 1, полна 2). 

*) Эти задачи решены в гл. 5 и 6. 
2) Эта теорема представляет собой частный случай более общей теоремы 

полноты для половинного отрезка в нестационарном случае. Последняя 
лог-—тщ в разд. 7.2. 
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Доказательство этой теоремы в основном проводится так же 
как доказательство теоремы полноты для целого отрезка, хотя 

оно и более сложное. 
Прежде всего предположим, что произвольную функцию клас

са G, обозначаемую далее через I|/((A), 0 ^ ( А ^ 1 , можно раз
ложить лишь по модам непрерывного спектра и, таким образом 
представить в виде 

1 

я|/ ((А) = j A (v) <pv ((A) dv, 0 < | Л < 1 . (1) 
о 

Как и в разд. 4.6, попытаемся решить зто сингулярное инте
гральное уравнение относительно A (v). Для доказательства 
полноты достаточно показать, что решение существует. Однако 
в разд. 4.9 нам придется решить аналогичное уравнение для того, 
чтобы найти соотношения ортогональности для случая поло
винного отрезка. Поэтому мы приведем здесь метод решения 
уравнения (1). 

Подставим явное выражение для (pv ((А) (формула (3) разд. 4.6) 
в уравнение (1): 

1 

$'(n) = ^[A+(n) + A-MM(n) + - ! - J > j ^ d v , 0 < ц < 1 , (2а) 
О 

где, как прежде, 

- 1 

Следуя схеме рассуждений разд. 4.6, введем функцию n(z) 
по формуле 

«o-H-i-H^*-- <з> 
о 

Мы видим, что если существует функция A (v), принадлежащая 
классу G, то функция п (z) будет обладать следующими свой
ствами: 

1) п (z) 6 2Ii, где Sfi — комплексная плоскость с разрезом 
от 0 до 1 вдоль действительной оси; 

2) п (z) ~ l/z при \z | ->- оо; 

За) п+ ((А) + п~ ((А) = (1/jii) Р J(cv/2) A (v) dv/(v — (А); 
о 

ЗЬ) п+ (\х) - пг ((А) = (ф/2) А ((А). 
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В силу свойств За и ЗЬ 

А+ ф) п+ (ц) - Л- (ц) п- (к) = [ Л + (,Х)~.Л" М] ф' fti), 0 < f i < l . (4) 

Здесь мы воспользовались равенством (см. разд. 4.4): 
Л+ (|ы) — А" (ц) = nic[i. (5) 

До сих пор схема доказательства практически совпадала со 
схемой для случая целого отрезка. С этого момента появляется 
некоторое отличпе. При доказательстве теоремы для целого 
отрезка моЯшо было рассматривать Л+п+ — Л~п~ как разность 
граничных значений аналитической функции An. Тогда остава
лось только построить эту функцию по известному значению 
ее скачка вдоль разреза и найти затем п. Теперь иная ситуация, 
поскольку функции Л отвечает разрез от —1 до 1, а для функции п 
аналогичный разрез проходит по отрезку [0, 1]. Чтобы преодо
леть эту трудность, придется ввести новую функцию X (z), отноше
ние граничных значений которой на краях разреза совпадает 
с соответствующим отношением для функции Л (z) и которая 
аналитична в комплексной плоскости с разрезом вдоль отрез
ка [0, 1], а не [ - 1 , 1]. 

Разделив уравнение (4) на Л" (и.), получим 

Введем теперь функцию X (z), удовлетворяющую условию 

х-{ii) ~ л-ох) ' и ^ < 2 > V) 
и аналитическую при —1 s^ fx ^ 0. На самом деле мы будем 
требовать большего. Мы будем требовать, чтобы X (z) была отлич
ной от нуля аналитической функцией в комплексной плоскости 
с разрезом от 0 до 1. Кроме того, функция X (z) должна быть 
регулярной на бесконечности. Допустим, что такая функция 
существует. 

Заменим в уравнении (6) Л+/Л" на XVX" и умножим его 
на Х~: 

n+ (fi) Х+ (ц) - n- (ц) Х- (ii) = у (и) т|/ (И), 0 < v < 1, (8а) 
где 

у (ц) = (l/2ni) [Х+ (ц) - Х- fti)]. (8Ь) 
Решение уравнения (8а) (если оно существует) по аналогии 

с формулами (8) — (И) разд. 4.6 можно записать в виде 

о 
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Для того чтобы выяснить, обладает ли функция п (z) свой
ствами 1, 2 и 3, нужно найти явное выражение для функции X (z). 
Функция Х0 (z), обеспечивающая выполнение условия (7), задает
ся формулой 

*»«*Hri-ii¥r4-£gH}. <"*> 
О 

Поскольку A+(\i)= [Л"(|л)]*, эту формулу можно переписать 
в виде 

1 

Х„ (z) = exp [ i , j | ^ - ф ' ] , (ЮЬ) 
О 

где G (ц) = arg Л+ ([i) (т. е. Л+ = | Л+ | eie). 
Для того чтобы функцию Х0 (z) можно было взять в каче

стве X (z), она должна быть аналитической, отличной от нуля 
функцией. Из формулы (ЮЬ) видно, что сомнения вызывают 
лишь концы отрезка интегрирования, а именно точки z = О 
и z = 1. В этих точках 

Х0 (z) ~ ехр [(1/я) в (1) In(1 - z ) ] , (И) 
Г (1—*)*<*>/*, z ~ l , 

Далее (ср. с формулой (7а) разд. 4.3) 

в (ц) = arctg Ц& . (13) 

- 1 

Отсюда видно, что функция 0 (jx) на отрезке [0, 1] монотонно 
возрастает от 0 до я. Следовательно, Х0 (z) ~ (1 — z) в окре
стности точки z = 1 и Х0 (z) имеет конечный, отличный от нуля 
предел при z -^ 0. Итак, функция 

*<«)—£??■ (14> 
удовлетворяет всем нашим требованиям. 

Рассмотрим теперь функцию п (z), определенную формулой (9). 
Заметим, что хотя эта функция и обладает свойством 1, она, 
вообще говоря, не обладает свойством 2. Поэтому разложение, 
которое мы пытаемся осуществить, вообще говоря, невозможно. 
(Это утверждение не должно вызвать недоумение, поскольку 
мы сталкивались с таким фактом в случае целого отрезка. Там 
мы вводили две регулярные функции для того, чтобы разложение 
стало возможным. Здесь достаточно ввести одну функцию.) Наше 
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зложение возможно в том частном случае, когда интеграл 
^ Аормуле (9) убывает на бесконечности как 1/z2, т. е. 

\ ^™^~^щ«1«|-»оо. (15а) 
О 

Так как 
1 

ясно, что условие (15а) удовлетворяется, если 
1 

Jv(W*f(i*)d|4=o. (16) 
о 

Очевидно, что соотношение (16), вообще говоря, не верно. Таким 
образом, как и в случае целого отрезка, произвольную функцию 
нельзя разложить в ряд лишь по континууму нормальных мод. 
Однако можно попытаться найти разложение не для самой функ
ции я|/ (|л), а для функции 

ф (\l) = ф' (|А) + я0+Фо+ М- (17) 
Подставляя (17) в (16), видим, что искомое разложение суще
ствует, если коэффициент а0+ определяется формулой *) 

1 
I * (Й У (ц) <*Ц 

«о+ = ^ г • (18> 
J Y О*) Фо+ (|*) d[i 
о 

Этим заканчивается доказательство теоремы. Вывод: любую 
функцию ф (|я), 0 ̂  |я ̂  1 можно разложить в ряд 

1 

* О*) = «о+ф0+ (Ц) + J A (v) <pv (ji) dv, (19) 
о 

где коэффициент а0+ задается формулой (18). Функцию A (v) 
можно найти из соотношения 

4(v) = - | r [« + (v ) -Ar(v) ] , (20) 

а п (z) и X (z) имеют вид (9) и (14) соответственно. 

) Сравнение формул (18) и (19) наводит на мысль, что в случае поло-
инного отрезка справедливо соотношение ортогональности с весовой функ

цией W (р,) = у (иУфо+ (ц)- В следующем разделе мы докажем, что это 
именно так. 
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Прежде чем закончить настоящий раздел, сделаем несколько 
замечаний. Во-первых, ясно, что аналогичная теорема справед
лива и для отрезка —1 ^ |л ^ 0. Соответствующее разложение 
можно записать в виде 

о 
Ф 00 = Яо-Фо- GO + j ^ (v) <Pv (|0 dv, (21) 

—l 
где 

о 

«о- = - ^ • (22) 

- 1 

Во-вторых, величины 
1 

т°+ — J У ^ Фо+ ̂  d^ (2 3 а) 
о 
о 

т0. = j у (\i) ф0- GO rifx (23b) 
никогда не обращаются в нуль, в силу чего коэффициенты а0± 
всегда существуют. Этот факт доказывается в разд. 6.2, где уста
навливаются некоторые свойства т0±. 

Полученные здесь формулы позволяют вычислять коэффи
циенты разложения. Другой (более быстрый способ) заключается 
в использовании соотношений ортогональности, которые будут 
получены в следующем разделе. 

4.9. Соотношения ортогональности 
Оля гголовинного отрезка 

Поскольку система функций ф0+ и 9v (|0, 0 ^ v ^ 1, полна 
относительно функций, определенных на половинном отрезке 
0 ^J |х ^ 1, удобно было бы иметь какие-нибудь соотношения 
ортогональности для вычисления коэффициентов разложения. 
К сожалению, соотношения (1), (5) и (22) разд. 4.5 перестают 
быть верными при сужении области интегрирования до отрезка 
0 ^ (л ̂  1. Мы построим весовую функцию, относительно кото
рой функции системы будут ортогональны на интересующем нас 
промежутке 1). 

Точно так же, как в случае целого отрезка, начнем с того, 
что выпишем уравнения, которым удовлетворяет система наших 

L) Эти соотношения ортогональности были получены в работе [26]. 
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функций. Эти уравнения таковы: 
[1 - fi/v] <pv (ц) = с/2, 0 < v < 1, (1) 

И - ц/vol Фо+ (и) = с/2. (2) 
Нам нужно найти функцию W (р,), для которой 

1 
J» r( | i )^( |x)Vv-0i)4x = Of v^fcv'. (3) 
о 

В формуле (3) допустимы такие значения v и v', что 
0 ^ v, v' ^ 1 или v, v' = +v0- (4) 

Для того чтобы отыскать функцию W, умножим уравнение (1) 
для фу (и) на пока неизвестную функцию W (|i)/|i и на ф^ (ц). 
Точно так же умножим уравнение для qv (к) на W (jx)/|x и на 
фу (и)- Затем вычтем одно уравнение из другого и проинтегри
руем по \i: 

1 

[-7—v] 1 ^ М ф* 0*> ̂  М ̂  = 

1 

- - ^ j - ^ № v ' ( | i ) - 9 v O A ) ] 4 i , 0 < v , v ' < l . (5) 
о 

Аналогично 
i i 

[^-4-]1^^^Фо+^==^(^[ф0 +-фу]ф. (6) 
о о 

Соотношения ортогональности (3) будут выполнены, если 
1 1 

f - ^ 9 v O * ) ^ = f ^ 4 V ( | i ) d i i , 0 < v , v ' < l , (7) 
о р g •* 

и 

| ^ Ф * М Ф = | ^ Ф , ( И Ф . (8) 

ак как формула (7) должна быть справедливой во всей области 
изменения v и v', то 

1 

^ - ^ ■ Ф У О О Ф - Л ' , 0 < V < 1 , (9) г и 
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где А' — постоянная, не зависящая от v. Из соотношения (8) 
видно, что формула (9) должна быть справедливой и при v = v 

Если подставить в (9) явные выражения для собственных 
функций, то получим, что W (ц) должна удовлетворять сингу
лярному интегральному уравнению 

«* п\ *Hrt л.. , МУ)ИГ(У) 

о '1-$&++1аР*-*. »<'<»• <«» 
при условии 

^ J T S S J - * - ' - (") 
Умножим уравнение (10) на v, уравнение (11) на v0 и перегруп
пируем члены: 

i 

^P$^^ty + WW(v) = advA (12) 
о 

1 

2 
о 

l^^d^cnivoA, (13) 

где 

л-М'-Цф*]- <14> 
Заметим, что уравнение (12) очень похоже на интегральные 

уравнения, с которыми мы сталкивались при доказательстве 
теоремы полноты. Поэтому можно применить здесь те же приемы, 
что и раньше. А именно, зададим функцию т (z) формулой 

"«-•НЕЙ-* « 5 > 
о 

и перепишем уравнение (12) в виде 
Л" (v) т* (v)— Л+ (v) те- (v) = А (Л+ — Л"), 0 < v < 1; 

(16) 
при этом дополнительное условие (13) перейдет в условие 

т (v0) = -А. (17) 
Решающий шаг — введение функции У (z), связанной с Х-функ-

цией, построенной в предыдущем разделе, формулой 
1 4 (18) Y(z)- X(z) (y0-z) 
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Эта функция обладает следующими свойствами: 
a) она аналитична в плоскости с разрезом, за исключением 

точки v0, являющейся ее простым полюсом; 
b) У+/У" = Л~/Л+ на разрезе 0 ^ v ^ 1; 
c) lim Y (z) = 1. 
Тогда уравнение (16) будет эквивалентно уравнению 

Y+m+ - Y-m- = - 4 [У+ - Y~]. (19) 
Отсюда и из аналитичности функций т (z) и Y (z) вытекает, что 
функция 

о 

аналитична (всюду, кроме точки v0, где она имеет простой полюс) 
и стремится к нулю при z->oo. Следовательно, 

F (z) = B/(z - v0), (21) 
где В — некоторая постоянная. Применяя интегральную форму
лу Коши для вычисления интеграла от аналитической функции Y 
в формуле (20), получаем 

m W = = Y ( Z ) ( Z - v 0 ) - ^ [ 1 + X(v0)(v0-z)Y(z) " 7 м ] ' <22) 

С помощью соотношения (17) выражаем постоянную В через Ли 
В = - 4 / X ( v 0 ) . (23) 

Окончательно имеем 
т®=ЛУ&-1]' <24> 

или 

™М=А[УЧ£)-Т^1 <25> 
W (ц) = A (v0 - и) [X* (ц) - Х- (ji)]. (26) 

Положим1) А = 1/2я£; тогда 
W (ц) = у fa) (v0 - у), 

функция у (щ) определена в разд. 4.8 (формула (8Ь)). 
Попутно отметим следующие эквивалентные и полезные Фою-

мулы: 

V(u)=e uX~{li)- с uX*(ii) т\ 
У W - 2 ** Л- (|i) 2 ^Л+ Oi)' ( 2 7 ) 

ветствиЯСН°ЬЧТ1° п о с т о я н н а я 4 произвольна. Мы выберем значение А в соот-
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Итак, функция W (|л) построена, и выполнение соотношений 
ортогональности (3) гарантировано. Конечно, их можно прове
рить и непосредственным интегрированием. Интегралы от про
изведения собственных функций с весом W легко вычислить, если 
воспользоваться свойствами функции т (z). В качестве простого 
примера рассмотрим интеграл 

1 

I = j W 00 cpv (\i) фо- (ц) rffi. (28) 
о 

Подставим сюда явные выражения для собственных функций: 
1 

, _ су0 r>.(v){m+(v)-m-(v)} cv р С ( т + — г е - ) ^ 1 
2 L v0 + v "^ 2 * J ( v 0 + | i ) ( v - | i ) J - l ^ J 

0 
Применяя разложение на простые дроби 

J . = 1 г 1 . 1_-| 
rt (v—W v + v o Lv0+M. + v—|nj ? 

J (vo+W( v —W vo + v L J v 0 - fn ^ ' J V —Ji **J 

(v0 + 
получаем 

l 

-^H-^)-{m+{v)tm~iv)}] <зо) 
(здесь на последнем шаге использовано определение функции 
т (z) (формула (15)). Подставляя последнее соотношение в (29) 
и вспоминая, что 

X(v) = ^ ± ^ , A + - A - = mcv, (31) 
приходим к формуле 

1 = 2 Т З ^ ) fA~m+- Л + т" + nicvm ( ̂  vo)b (32> 
С учетом (16) формулу (32) можно записать в виде 

j = «о -L [-( lM)^-vo)+l j S C V V o 9 o . X ( - v „ ) . (33) 

Точно таким же образом можно получить следующие полез
ные нормировочные интегралы (здесь всюду O^v, v ' ^ 1 ) : 

i 
J «PvMqvGO W(n)dn = W(x)^glt>(v-v'), (34a) 
0 

1 
j Фо+ (|i) <Pv W ^ (|i) dp = 0, (34b) 
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1 

Г Фо- М <Pv (v) W (\i) d\i - CVVQX (— v0) фо- (v), (34c) 
0 

1 г 1 2 
j %±(MVo+(p)W(v)dii==F [yCv0] X(±v0), (34d) 
0 

1 

J Ф^0*)Фо+0*)^01)ф = ̂ р Х ( - ^ , (34e) 
о 

| Ф-v ДО 4V (И) W (И) Ф = - x ^ < v ' > ( v ° + v ) X ( _ v ) - ( 3 4 f ) 

0 

Некоторую трудность доставляет лишь вывод формулы (34а). 
Метод вывода аналогичен примененному в случае целого отрезка. 
Из формулы (34а) следует, что 

i 1 
J rfv' j W Ox) cpv ft*) <pv. О*) ф = ^ ( У И . (35) 
о 0 

Чтобы вычислить этот интеграл описанным выше методом, удобно 
изменить порядок интегрирования. При этом следует проявить 
осторожность и в подходящий момент воспользоваться формулой 
Пуанкаре — Бертрана (формула (19) разд. 4.5). Вычисление 
таких интегралов проиллюстрировано в приложении L на при
мере вывода формулы (34d). 

4.10. Случаи анизотропного рассеяния 
А. Уравнение для собственных функций 

Метод разложения по нормальным модам уравнения переноса 
в случае изотропного рассеяния, подробно описанный в преды
дущих разделах настоящей главы, можно без труда обобщить 
на случай анизотропного рассеяния, если предположить, что 
функция рассеяния / (Q'-Q) с достаточной точностью аппрокси
мируется конечной суммой полиномов Лежандра. Здесь мы дадим 
лишь наброски метода; его полное описание опубликовано в ра
боте [27] !). 

Представим функцию рассеяния в виде 
N 

/(Й'.$2) = 2 ^ / ^ ( Й ' - й ) . (1) 
1=0 

) См. также [28]. Первое исследование анизотропного рассеяния изложе
но в [29], где рассмотрен случай линейной анизотропии. 
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(Поскольку /0 = 1, эта функция при N = О сводится к у^е 
рассмотренной в случае изотропного рассеяния.) Уравнение 
переноса принимает вид 

р-Цг + ^ ' З н Е Г U \ *<*• Й')/ЧЙ'-Й)<И>'. (2) 
1=0 

В силу теоремы сложения сферических функций (формула (А.8)) 
N I 

l * - ^ + * = c 2 / i 2 Ylm{Q)^{x,Si')Ytm{Q')d&. (3) 
/=0 m=-l 

Наконец, если воспользоваться разложением функции ф (х7 й') 
(формула (В. 5)) (напомним, что мы ограничиваемся здесь плоской 
симметрией) и ортогональностью функций Yiw, можно проинте
грировать уравнение (3) по азимуту. Тогда 

N 1 

^-Jr+^IS (я+1)/л(и) J Ф<*.Ю^МФ'- (4) 
1=0 - 1 

Как и в случае изотропного рассеяния, будем искать решение 
я|> (х, ц,) в форме 

<t>{x,V) = 4>v(v)e-x'\ (5) 
так что из уравнения (4) получаем 

TV 1 

( v - rt <pv Qi) = ". ^ (2J + 1 ) UPi (p) { <Pv (|if) Pf OO d[i#. (6) 
1=0 - i 

Умножим теперь уравнение (6) на Pn(v) и проинтегрируем по 
\i. Вводя сокращенные обозначения 

1 

j Ph(v)4v(v)dti = <{>xh (7) 
- 1 

и учитывая [30], что 

J ^ i P i O i J P f c M ^ g ^ e » (8а) 
- 1 

и 
1 , „ . « - ,.. . , „ ,..„ (8Ь) 

»Pl 0*) в 27Т11(* + 4 ) Р ' + 1 ( к ) + lPl~l ( f l )1, 

находим рекуррентные формулы для функций q>Vh-

v (1 — cfa) <Pxh—щ^ <Pv, h+i — 2^pj <Pv. ft-i = 0. (9) 
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Из формулы (9) видно, что все <pVfc пропорциональны <pv0. 
За условие нормировки примем равенство 

<Pvo = 1- (Ю) 
В этом случае <pVfc П Р И Л ̂  1 являются известными функциями 
с v и к и могут быть определены из уравнений (9). В частности, 

<Pvi=v(l — с), (Па) 

9 * = ^ ( l - t f i ) ( * - « ) - - j (ИЬ) 

и т. Д. (Мы воспользовались тем, что /0 = 1.) 
Уравнение (6) теперь принимает вид 

х 
(v-| i) ФУО*)—т 2 (2i + l)/i^PiO*). (12) 

В правой части равенства (12) стоит известная функция. Обоз
начим ее через (cv/2)M (fi, v). Тогда 

М Oi, v) = 53 (2* + 1) /iVvi Pi w - (13) 

Как и раньше, решение уравнения (12) можно записать в виде 

<Pv(H = - ? ^ ^ = 7 T + ^(v)fi(v- f t) (14) 
с условием нормировки1) 

+1 
I <Pv(p)dii = l. (15) 

- 1 

В. Определение дискретных собственных значении 

Как и прежде, мы различаем случаи, когда v не лежит на 
отрезке действительной оси [—1, 1] (дискретные корни) и когда 
v лежит на этом отрезке (континуум собственных значений). 
Пусть v $ [—1, 1]. Тогда из уравнений (14) и (15) получаем 

N - 1 

1=0 1 

) Как и в разд. 4.2, такая нормировка всегда возможна, поскольку 
I <МЦ')Ф'=£0. 
- i 
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При выводе этой формулы использовано явное выражение для 
М (|i, v) (формула (13)). Интеграл в (16) можно выразить [31] 
через функции Лежандра второго рода Qi (v): 

i 
J e ^ = 2<?i<v). (17) 

Таким образом, 
N 

Л (v) = 1 - cv 2 (21 +1) /I<PVI Qi (v) = 0. (18) 
z=o 

Прежде чем исследовать нули функции Л (v), заметим, что можно 
получить другое выражение для Л, если равенство (14) (при 
v $ [—1, 1]) умножить на Pi (ц,) и проинтегрировать по ц,. Тогда 

<Pv* 0*) Н г £ (21 +1 ) /лч , } ЩМ& ф . (19) 
i=0 -1 

Но (см, [32]) 

i ^ ^ ^ = 2 v ^ ( i ) t (20а) 
- 1 

где 

AIKft) Ц Qi (±) Ръ (-5-) . 1<К (20Ь) 

так что (19) принимает вид 

2 [(2Z + l)cvV^zft-6 /f t]cPvi = 0. (21) 
1=0 

Эта система уравнений может иметь нетривиальные решения 
только при условии, что ее детерминант равен нулю: 

det 1(21 + 1) cv*ftAlk - Ы = 0. (22) 
Корни уравнения (18) (или (22)) и являются дискретными 

собственными значениями ±Vy. Рассмотрим сначала случай с = 1-
Непосредственной подстановкой в (22) можно показать, что 
в этом случае v = с» — корень (кратности 2) уравнения (22). 
Действительно, 

v j &№*&*= J ^ Й ^ Ф - Э Т ! * » п р и v^°°- ( 2 3 ) 

- 1 - 1 

Поэтому в пределе уравнение (22) принимает вид 
det [/, - 1] bih = 0. (24) 
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Л это тождество, поскольку /0 = 1. Ниже мы покажем, что, 
как и в случае изотропного рассеяния, если vj — корень, то 
_v- тоже будет корнем. Следовательно, корень (±) оо является 
корнем кратности 2. Это утверждение, естественно, не зависит 
от N. Такпм образом, в случае изотропного рассеяния (N = 0) 
v = оо также является корнем кратности 2 г). В этом случае, 
как нам уже известно, других корней нет. При N > 0, разумеется, 
может быть более двух корней. 

Для дальнейшего изучения дискретных собственных зна сений 
вернемся к формуле (18). Из формулы (17) видно, что 

Qi ( -v ) = (-1У+1£>1 (v), (25а) 
а из формулы (9) — 

<Ы - ( - l J ' + V v . I- (25b) 
Таким образом, из формулы (18) следует, что 

Л (v) = Л ( -v) , (26) 
так что если у,- — дискретное собственное значение, то —Vj тоже 
будет собственным значением. Кроме того, если уравнению (18) 
удовлетворяет точка vJy то ему удовлетворяет также и точка v*. 
Итак, корни выступают в комбинациях 

±v„ ±vj, (27) 
т. е. по четыре, если только vj не есть действительная или чисто 
мнимая величина. В этих случаях корни располагаются парами, 
как, например, в случае изотропного рассеяния (разд. 4.3). 

Общее число корней можно определить с помощью принципа 
аргумента, как это было сделано в разд. 4.3. Обозначим число 
корней через 2М, тогда 

2M = ±AcaTgA(z). (28) 

Здесь Лс/ (z) — приращение функции / (z) при обходе точкой z 
контура, охватывающего разрез вдоль отрезка [—1, 1]. Приме-
няя принцип аргумента, нетрудно показать, что в общем слу
чае [27] 

M^N+l, (29а) 
а при с == 1 

M^N. (29b) 
Поскольку обычно приходится рассматривать небольшие значе
ния IV, удобнее в каждом конкретном случае просто выписать 
в явном виде функцию Л (v) и исследовать ее корни. С учетом (28) 
это сразу же даст нужные результаты (табл. 4.2). 

) Свойства собственных значений и собственных функций в вырожден
ном случае с = 1 обсуждаются в приложении Е. 
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Таблица 4.2 
Число дискретных собственных 

значений в случае анизотропного 
рассеяния [27] 

N с h M 

0 любое с 1 

1 с = 1 любое fi 1 

любое с / i < 0 1 

с < 1 + ж / i > 0 1 

С > 1 + Ж | / i > 0 2 

2 с = 1 . любые / l t /2 
1 

< 3 

Мы не будем останавливаться на дальнейших общих свойствах 
дискретных собственных значений, так как их расположение 
очень сильно зависит от fi и N. Мы предпочтем решать вековое 
уравнение в каждом конкретном случае. В гл. 6 мы рассмотрим 
подробнее случаи N = 1 и N = 2. 

G. Ортогональность, нормировка и полнота 
Мы нашли, что число дискретных собственных значений ±v j 

зависит от с, N и //. Соответствующие им собственные функции 
равны 

ъ±^±рММф^.. (30) 

Кроме того, имеется континуум собственных функций cpv (|i), соот
ветствующих каждому значению v, принадлежащему отрезку 
[—1, 1]. Эти функции имеют вид 

*vM = ^ ^ + * < V > 6 ^ - V > ' (31) 

причем из условия нормировки, как и ранее, следует, что 
Mv)=i-[A+(v) + A"(v)]. (32) 
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Ортогональность собственных функций в случае целого отрезка 
доказывается точно так же, как в задаче об изотропном рассея
нии. Нормировочные интегралы, правда, несколько более слож
ные можно также получить обычным способом. Приведем форму
лы для нормировочных интегралов в случае целого отрезка: 

1 

- 1 
2 N N 

= ±cvj[T^T) 2 S Ahl(2k + l)fk(2l+l)4>VjflfpVj,h-
' fc=01=0 

N 

— | - 2 M 2 A + l ) q & , * -
ft=0 

N h 

— v ^ 2 С ^ + ^ / Л ^ ^ З (4* —l)Vv/f 2e-i — 
ft=i e=i 
N h 

- V, ̂  (4Л + 3) /Л + 1 <pv., 2ft+1 ^ ( ^ + 1) <Pvj9 2s] , (33) 
fc=0 e=0 

где 

■4!;, ft + 1 четное, 
(34) hl ! - к-\-1 нечетное. 

Нормировочные интегралы удовлетворяют соотношению1) 

Ni± = ± | v?M (v,, v,) - ^ |v = v _, (35) 

представляющему собой обобщение формул (7) и (8Ь) разд. 4.5. 
Для непрерывного спектра определим нормировочную постоян

ную из соотношения 
1 1 

J № (ц) f ♦ (г)) Фг, (fi) dr\ dn = N (v) ф (v). (36) 
—i - l 

*) В отличие от случая изотропного рассеяния в сингулярном интеграль
ном уравнении, которое нужно решить при доказательстве теоремы полноты, 
присутствует еще и слагаемое фредгольмовского типа. Это не вызывает, 
однако, дополнительных трудностей вследствие вырожденности ядра К (х, х') 
этого члена, обусловленной тем, что / (Q -Q) можно представить в виде конеч
ной суммы полиномов Лежандра. Иными словами, ядро К (х, х') можно запи
сать в виде К (х, х') = 2 fl| (х) bt (х9) (см. [27]). 



112 Гл. 4. Решения однородного одпоскоростного уравнения 

Как и в случае изотропного рассеяния, находим 
N (v) = vA+ (v) Л" (v), (37) 

где функция Л (v) задается формулой (18). 
Доказательства теорем полноты для целого отрезка и для 

половинного отрезка очень похожи на соответствующие доказа
тельства в изотропном случае *). 

Мы снова отложим обсуждение общего случая до тех пор, 
пока не рассмотрим подробно некоторые частные случаи (гл. 6). 

Соотношения ортогональности для половинного отрезка полу
чены также и для линейного анизотропного рассеяния (N = 1) 
и приведены (и использованы) в разд. 6.8. Аналогичные соот
ношения для рассеяния в непоглощающеи среде при N = 2 
приведены в разд. 6.9. Все эти соотношения являются частнылщ 
случаями более общих соотношений, которые можно получить 
для произвольного анизотропного рассеяния [33]. 

х) См. примечание на предыдущей странице. 



Глава 5 
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РАЗЛОЖЕНИЯ 

ПО СИНГУЛЯРНЫМ СОБСТВЕННЫМ 
ФУНКЦИЯМ 
3.1. Введение 

Теперь, когда развит формализм разложения по сингулярным 
собственным функциям, применим его к решению различных 
задач теории переноса. Основы метода обсуждались в разд. 4.7. 
Мы видели, что процедура разложения по сингулярным собствен
ным функциям во многом аналогична обычному «классическому» 
методу разложения решения краевых задач по несингулярным 
собственным функциям. При зтом обычно задается операторх) 
О, его собственные функции *фь и соответствующие им собствен
ные значения %%: 

О^ь (г) = Щк (г). (1) 
Пусть нужно решить задачу 

Of (г) = g (г). (2) 
Если система функций •фи (г) полна, можно разложить / (г) и g (г) 
в ряды 

/ (г) = S/***('), (За) 
*(г) = 2аиМ*)- (ЗЬ) 

Здесь коэффициенты gk известны, а коэффициенты Д требуется 
определить. Из уравнений (1) — (3) находим 

S - M ^ ( r ) - S ^ ^ ( r ) . (4) 
Если система функций я|ъ не только полна, но и ортонормирована, 
то из уравнения (4) получаем 

/ft = # Д * . (5) 
На самом деле мы будем решать задачи теории переноса 

несколько иным образом. Дело в том, что решения многих таких 
задач удовлетворяют однородным уравнениям (например, реше
ние проблемы Милна 2). К тому же в большинстве случаев для 

) Как правило, это дифференциальный оператор. 
) Так называется задача о полупространстве, в котором нет источников. 
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отыскания таких решений приходится прибегать к разложениям 
по системам функций, полным на половинном отрезке. 

Рассмотрим в общих чертах задачи такого типа. Вместо урав
нения (2) мы теперь рассматриваем однородное уравнение отно
сительно /, 

Of (г, и.) = 0, (6) 

с дополнительными условиями на бесконечности и при г = О, 
скажем, 

/ (О, Ц) = /о М - (7) 
Для решения уравнения (6) разложим / (г, р) в ряд по функциям 
фл (г, |i), обладающим подходящим поведением на бесконечности: 

/ fo ц) = 3 ЛФ* (г, ц). (8) 
В силу условия (7) 

2 ' Mh (0, |х) = /о (ц). (9) 

Коэффициенты /ь можно определить из (9) с помощью соотноше
ний ортогональности, которым подчинены функции -фЛ. 

Эти вводные замечания, вероятно, станут яснее, когда мы 
обратимся к конкретным примерам. В следующих трех разделах 
мы достаточно подробно рассмотрим функцию Грина для беско
нечной среды. В разд. 5.5 мы займемся альбедной задачей, 
в разд. 5.6 — проблемой Милна и в разд. 5.7 — функцией Грина 
для полупространства. Все результаты в этих разделах получены 
для случая изотропного рассеяния. В разд. 5.8 мы обсудим задачи 
для смежных полупространств и покажем, что развитый к тому 
моменту формализм можно распространить и на эти случаи. 

Следует отметить, что некоторые авторы применяли метод 
разложения по сингулярным собственным функциям к задачам 
с энергетической зависимостью. Однако, поскольку все задачи, 
успешно исследованные этим методом, либо очень специфичны, 
либо таковы, что решение их невозможно представить в обозри
мом виде, мы не будем заниматься их обсуждением в настоящей 
книге. Заинтересованного читателя отсылаем к работам [34—37]. 

о.2. Функция Грина для бесконечной 
среды 

Нас интересует фазовая плотность нейтронов, испускаемых 
источником единичной мощности, расположенным на плоскости 
х = 0 и испускающим нейтроны в направлении u. = и.0. (В силу 
инвариантности относительно сдвига (разд. 2.1) источник можно 
без ограничения общности поместить в плоскости х ~ 0. Реше-
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ля источников других геометрий можно получить из решения 
НП6 плоского источника методами, описанными в приложе-
НШМетод решения был вкратце изложен в разд. 4.7, но для удоб

на мы повторим его здесь. Уравнение переноса можно записать 
в виде 

Нг{ g f a ^ - ^ y ) ^ + 6 / w ^ - ^ . (1) 
- 1 

Как уже говорилось в разд. 5.1, мы будем решать однородные 
уравнения. Уравнение (1) можно превратить в однородное, если 
заменить источник условием скачка в начале координат (форму
ла (3) разд. 2.4). Таким образом, мы ищем решение уравнения *) 

1 

»-ж+с=а G<*.»*W. (2) 
удовлетворяющее граничному условию 

G(0+, ix)-G(0-, (*)=2^гв(|*—Ис). (3) 

Предполагая, что с <С 1, мы, естественно, получаем условие 
на бесконечности 

lim G (х, ц) =̂  0. (4) 
| * | - > о о 

Для того чтобы удовлетворить условию (4), будем искать 
решение в виде 

1 

G = ао+'Фсн- (*, И) + ^ А М ^v (х, ц) dv, х > 0, (5а) 
о 
о 

G = — ао-'Фо- (#, н) — f A (v) г)\, (х, fi) dv, л: < 0. (5b) 
- i 

Здесь а0± — неизвестные числа, а Л (v) — неизвестная функ
ция 2). Наша задача заключается в построении а0± и Л (v). 

Функции (5) удовлетворяют уравнению переноса, поскольку 
каждая из них является линейной комбинацией его элементарных 
решений. При х > 0 мы опустили решения, неограниченно возра-

) Там, где это не создает неясности, в аргументах функций G мы будем 
опускать переменные, характеризующие источник. 

2) Знак — в уравнении (5Ь) введен для удобства. 
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стающие при х -> со, а при х <С 0 — решения, неограниченно воз
растающие при #->-—оо 1). Теперь остается удовлетворить 
только условию скачка. При х ->■ 0 формулы (5) переходят 
соответственно в формулы 

1 

G(0 + , (1) = а^Фь+((*)+{ ^(v) <pvOi) dv (6а) 

G (0 —, ц,) = — а0_<р0- (н) — | ^ (v) cpv (ц) dv. (6b) 
- l 

Таким образом, условие скачка сводится к условию 
1 

6 ( 2 ^ ^ = «о+Фсн- ((*) + «о-Фо- (ц)+\ A (v) <pv (u) dv. (7) 

Мы получили сингулярное интегральное уравнение для а0± 
и A (v). Фактически это то же самое уравнение, которое мы рас
сматривали в разд. 4.6 при доказательстве теоремы полноты для 
целого отрезка. Действительно, уравнение (7) есть не что иное, 
как разложение по собственным функциям целого отрезка функции 

* ( r t - 6 - ^ . (8) 
Коэффициенты разложения можно получить из уравнения (7), 
если умножить его на |n<pv (ц,), проинтегрировать по [i и восполь
зоваться соотношениями ортогональности, выведенными в разд. 4.5 
для случая целого отрезка: 

1 Г Wo±(»*)fi^—Но) , 1 <Р 0 ±Ы / п ч а0± = "̂  1, ** *=-S-fe- • (9а) 

AW=IZWT- < 9 b ) 

Здесь функции NQ± И N (v) определены соответственно соотно
шениями (5) и (24) разд. 4.5 Вспомним, что 

*>*& = *¥*£=* < 1 0 а ) 
И 

<Ми)=-^^+Ч^6^-ц). (ЮЬ) 

г) Вспомним, что t|>v (я, ц) = е * / v <pv (JI) 
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функция Грина теперь имеет вид 

G(x0, fio-*-*. 1*) = ±25Г TV ^ 

+r"""^'g:"'""""v-'v. (И) 
где верхние знаки берутся для х> х0, а нижние — для х < #0. 
(Снова воспользовавшись инвариантностью относительно сдвига, 
мы сдвинули источник в точку х0.) 

В случае плоского изотропного источника единичной мощности 
результаты для фазовой и пространственной плотностей ней
тронов выглядят особенно просто. Эти результаты получаются 
усреднением по ц0 функции (И): 

G (х0 -*■ х, \i) = ^ J d\\fi (X0J \I0 -+- х, u), (12) 
- 1 

G(z0-+z, ?)=-&{ + ^ +.Г %(v) d v (13) 

откуда 

*0+ J ^ ( V ) 
о 

для Л: > #0. Для # < х0 воспользуемся условием симметрии 
(формула (26) разд. 2.1) 

Ф fo И) = Ф (—а:. —(*)• (1 4) 
При выводе (13) мы применил! условие нормировки 

1 

J ф г Ы Ф о = 1. (15) 
- 1 

Чтобы найти плотность нейтронов р (х0 -*- #), умножим G на 
2л и проинтегрируем по \к (т. е. по всем Q). Тогда 

1 

О 

Подставив в (16) явное выражение для NQ+ (разд. 4.5), найдем 

к^*>-Н, • " " " ^ — + j ^ H - <"> 
ycvg{[c/(v2-l)]-[l /^]} ^ " W J 

Решение для случая изотропного точечного источника можно 
сразу получить из уравнения (С.9а): 

P p t ( r ) = - 2 ~ P P i ( r ) . (18) 
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Так как 

г dr v г ' 
то 

о 
или 

e- |r-r0 | /vo л e - | r - r 0 | / v -. 
Т + ) vNlv) dv ' 
-i-cvj{[c/(vg-l)l-[l/vg]} ^ VJV™ J 

(21) 
Формула (21) имеет большое значение; мы подробно иссле

дуем ее в следующем разделе. Как мы увидим, несмотря на ее 
громоздкость, из нее довольно просто выводятся свойства функ
ции ppt (г0 -*- г) (например, моменты и поведение при малых 
и больших г). В частности, мы увидим, что поведение при боль
ших г, т. е. асимптотическое поведение, определяется слагаемым, 
отвечающим дискретному собственному значению. Это слагаемое 
убывает с увеличением | г — г0 | медленнее, чем слагаемое, отве
чающее непрерывному спектру собственных значений, поскольку 
| v0 | > 1, в то время как | v | ^ 1. Более подробно асимптотиче
ское поведение будет исследовано в разд. 5.4. 

Заметим также, что при с ^ 1 физическая интерпретация 
задачи не очевидна, так как в каждом столкновении рождается 
больше нейтронов, чем их было до столкновения. На математиче
ском языке это означает, что существуют решения, не стремя
щиеся к нулю при | х | ->- оо. Для того чтобы и в этом случае 
обеспечить единственность решения, необходимо ввести допол
нительное условие. Обычно таким условием служит «условие 
излучения». Поскольку нет физических соображений, по которым 
мы должны были бы рассматривать этот случай в настоящий 
момент, мы ограничимся здесь случаем с ^ 1. 

При с = 0 наши результаты сводятся к результатам, полу
ченным в гл. 3 для случая чисто поглощающей среды. Действи
тельно, рассмотрим предел, к которому стремится правая часть 
равенства (20) при с-> 0. Из формулы (24) разд. 4.5 следует, что 

lim Л" (v) = v. (22) 

Далее, соотношение (8а) разд. 4.5 можно переписать в виде 

^Мщ-1]- < 2 3 ) 

(19) 

Ppt(r0-*r) = 4я|г-г0| I 
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В силу формулы (16Ь) разд. 4.3 

откуда N0+ **■ °° ПРИ с ~~* ^ + . Таким образом, слагаемое в фор
муле (20), отвечающее дискретному собственному значению, стре
мится к нулю, так что 

limPpt(r0->r) = } - ^ — ^ = 4 я | г _ Г о | , J *-№-'4d£, 
с-*0 0 1 

(25) 
0ЛИ 

l i m p p t ( r 0 _ r ) = 5 r T F - ^ e - | r - o . . (26) 

Последнее соотношение согласуется с формулой (8) разд. 3.5. 
(Напомним, что мы положили а = 1, так что а (г, г0) = | г — г0 |.) 
Интересно отметить, что для случая с = 0 асимптотическая 
поправка тождественно равна нулю. 

Я.З. Моменты функции Грина 
А. Обсуждение и определение 

В точную формулу для функций Грина для бесконечной среды, 
выведенную в предыдущем разделе, входит интеграл вдоль линии 
разреза, отвечающий континууму собственных функций. Таким 
образом, если нужно довести до конца вычисления для какого-
нибудь конкретного частного случая, приходится прибегать к чис
ленному интегрированию. Но все же некоторые сведения о струк
туре решения можно получить, исследуя его моменты. Последние 
выражаются в элементарных функциях. По этим моментам в прин
ципе можно восстановить общее решение задачи, но практически 
такое восстановление мало эффективно. Пожалуй, наибольшая 
ценность метода моментов состоит в том, что он обеспечивает 
Удобный способ проверки различных приближенных методов 
решения уравнения переноса. Кроме того, с помощью тауберовых 
теорем (см., например, [38]) можно изучить асимптотическое 
поведение плотности, отправляясь непосредственно от ее моментов. 

Определим момент MN функции плотности нейтронов при 
изотропном точечном источнике *) соотношением 

оо 

М" = С р (г) rN d?r=4л Г р (г) rN+z dr. (1) 
J 8 

) Черта показывает, что этот момент, соответствует изотропному источ
нику. Такое обозначение будет использоваться во всем этом разделе. 
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Для четных N эти интегралы можно вычислить в явном виде 
пользуясь выражением для р (г), полученным в предыдущее 
разделе. Процедура их вычисления описана в приложении Н. 
Здесь мы приведем более простой способ. 

Уравнение переноса в рассматриваемом случае (изотропное 
рассеяние, а (г) = 1) можно записать в виде 

Q-**+*=£+^. (2) 
Интегрирование (2) по Q дает 

V.J + p = cp + 6(r). (3) 
Проинтегрируем теперь по г и применим теорему Гаусса, учитывая, 
что / (г) ->- 0 при г ->■ оо. Тогда 

откуда 
М°=1/(1 — с). (4) 

Этот результат остается верным для любой симметрии (т. е. точеч
ного, плоского и линейного источников). 

В. Вычисление моментов для случая 
плоского анизотропного источника 

Рассмотрим уравнение переноса для случая плоской ышме-
трии, но источник и рассеяние будем предполагать анизотроп
ными: 

Р%+*-ф(о-0'ж»,о')*г+ «WflOi-Po) . (5) 

Разлагая функцию / в ряд, как это было сделано в разд. 4.10, 

получаем 
1 

I * ^ + * = T S < 2 Z + 1 ) / ' P ' ^ ) JPIG04>(*.I*W+ 
/ - 1 

, 6 (я) 6 pi — Ы 
2я (7) 

Моменты *ф( функции ф по полиномам Лежандра опхюделяются 
соотношением (см. уравнение (В.5)) 

1 

ф, (х)/2п =1 Pi (V) У> (*, И) dp. (8) 
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умножим уравнение (7) на Pt (ц) и проинтегрируем по ц г): 
^ r ^ + l j j b ^ ( 9 ) 

dxl-
Ппи выводе уравнения (9) была использована рекуррентная 
формула для полиномов Лежанцра (формула (8Ь) разд. 4.10). 

Определим моменты Мп>1 функции ijn формулой 
+оо 

Mn'l= J xnfy(x)dx. (10) 
— оо 

Умножая уравнение (9) на хп и интегрируя по ху приходим 
к рекуррентным соотношениям для Мп-': 

^In'l(l-cfd^6n0Pd\io)+1^jl(l+i)Mn-i'l+i+lMn-i-l-i]. 
(11> 

(Мы проинтегрировали по частям слагаемое, содержащее диффе
ренцирование по х, и воспользовались тем, что функция *ф (х, \х) 
вместе со всеми своими производными стремится к нулю при 
х-*- ±оо.) 

Как следует из уравнения (5), моменты Мп*1 являются про
странственно-угловыми* моментами для направленного источника 
б (|а — |ы0)/4я, так что 

Мп, i = Мпъ1 ^ ( 1 2 ) 

Моменты для произвольного плоского источника q (\10) полу
чаются усреднением Мп*l (jn0) по этому источнику: 

1 

Мп'' (?) = j ф 0 М " ' ' (fi0) q fa). (13) 
- 1 

(Напомним, что мы обозначили через Мп*1 моменты для изотроп
ного плоского источника.) 

С. Связь между моментами для задач 
с плоским и точечным изотропными источниками 

Рекуррентные соотношения (И) можно разрешить для каж
дого из моментов Мп*1. Прежде чем это сделать, заметим, что 

-f-oo +о° 

Мп-°= f xn%(x)dx= j xnPpi(x)dx. (14) 
— — оо — оо 

в ел Ра в н е н и е (9) это просто уравнение метода сферических гармоник 
лучае плоской симметрии; см. разд. 8.4. 
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Если источник изотропный, то р(х) = р( — х) (разд. 2.1), и тогда 
оо 

2 \ xnpv\ (х) dx, п четно. 
Ъ (15) 

О, п нечетно. 
ДГ'° = < 

Плотность излучения, обусловленная изотропным точечным 
источником pp t (г) = GQ (г), связана с плотностью рР] (х) форму
лой (С. 8). Из этой формулы следует, что 

СО ОО 

Мп'° = 4д j dx хп j RG0 (Д) еШ, (16а) 
О х 
оо В 

Мп> ° = 4л; j ppt (Л) Я di? ^я п dx , (16b) 
о о 

или 
оо 

^ - и ^ г I Д Я И р * ( д ) djR- ( 1 7> 
о 

Сравнивая с (11), мы видим, что моменты плотности для изотроп
ного плоского и изотропного точечного источников связаны соот
ношением 

M%t = (я + 1 ) AfSi . п ч е т н о - (18) 
С помощью той же формулы (С. 8) можно получить аналогичные 
соотношения и для моментов более высоких порядков. А именно, 
по определению 

——; +
г°° - I 2 [ хпЬ (*)d*. (и + Z) четно, 

ЛГ'< = j xnb(x)dx=< J V I W V ' (19) 
"°° ^ 0, (и + Z) нечетно 

(ipi здесь обозначает Z-й коэффициент разложения по полиномам 
Лежандра фазовой плотности нейтронов, обусловленной плоским 
изотропным источником). При выводе формул (19) мы восполь
зовались равенством я|)/ {х) = (—1)г гр/ (—х) (ср. с (В.10)). Из фор
мул (19) и (С.8) следует, что 

оо оо 

Wri = An^xndx^RGt(R)Pl(^)dR, (20а) 
0 X 
со R 

Мп-1 = Ы j RGi (R) dR j хпРг (x/R) dx. (20b) 
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ь С/—-моменты Лежандра порядка I фазовой плотности для 
отропного точечного источника. Замена переменных [i = x/R 

f формуле (20Ь) дает 
оо 1 

Мn-1 = 4я j #n+2G, (Д) rf/? j finP, (и) ф , (21) 

или 
M£i ' = ct„. zM£', (22) 

где Мpt' —- пространственно-угловые моменты фазовой плотности 
нейтронов для случая изотропного точечного источника, 

оо 

ЩГ1 = 4я j /?n+2G, (Д) <Ш (23) 

J. 

сспЛ = j|in/>iQi)cf(i. (24) 
о 

Точно таким же образом на основании соотношений, выведен
ных в приложении С, можно установить связь между моментами 
для линейных источников, поверхностных источников и т. д. 
Мы не будем останавливаться на этих вопросах. 

D. Явный вид моментов функции распределения 
в задаче с плоским источником 

Вернемся теперь к рекуррентным соотношениям (И) и с их 
помощью найдем явные выражения для моментов. Полагая п = О, 
мы сразу же получаем 

М°-' = ^ГГ- (25) 
Так как / 0 = 1 , то 

- 1 
Ч т о согласуется с формулой (4). 

Нетрудно видеть, что если известны все моменты il/n_1»z, 
т о моменты Мп*1 можно найти с помощью соотношений (11). 
Мы уже знаем моменты M°«z (формула (25)), поэтому можем 
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определить все М1»', по ним М2>' и т. д. Итак, 
м1-1- * Г (г + 1)Р»+1(Ы ■ ИУ-ПиоП ,„_ 

(2г + 1)(1-с/г) L 1—с/г+1 " • " l - c / i . J ' ^ 'а) 
М 2 , ' = - у 
^ (2г+1)(1-с/,) х 

v Г *+1 Гд + 2)Д,+2(цо) (t+l)Pi(Ho)l , 
* L (2J + 3)(l-c/,+ 1) "I l - c / j + 2 1" 1-c/j J--1-

"•"(2I-l)(l-c/ I M) I 1-е / , "Г l -c / :_ 2 j"J ^ / b ) 

и т. д. Согласно (25), 

Л*м = _ 1 _ = ]рЛГ. (28а) 

Далее, 

откуда 
- М2 '° . 2 Г2Р2(ц0) . 1 и , 2 8 . 

~~ М°'° ~ 3 (1-сА) I 1-е/, + 1-е] ' ^ос> 

Нетрудно заметить, что #2->-оо при с->-1. Это означает, 
что чем меньше поглощение, тем дальше от источника уходят 
нейтроны, что с физической точки зрения вполне разумно. При 
с > 1 моменты функции р (г) могут стать отрицательными. Это — 
проявление того факта, что при с > 1 функция распределения 
знакопеременна (ибо в этом случае v0 — чисто мнимая величина). 
Такие решения, очевидно, не имеют физического смысла и пред
ставляют лишь математический интерес. 

Так как случай изотропного источника очень важен, полезно 
проинтегрировать равенство (И) по [Х0 и тем самым выявить 
связь между величинами Мп*1: 

Л Г - ' а - ^ ^ б п о в ю + г Г ^ Т ^ + ^ ^ - ' - ' + Ч ш " - 1 - ' - 1 ] . (29) 
В частности, 

м^т^б,,,. (30) 

Мы уже показали, что М 1 , 0 = 0 (формула (15)). Тот же резуль
тат следует и из формулы (29). Далее, 

АГ^=4-М * м - (31> 
3 (1 — с ) ( 1 — c/j) 
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В силу формулы (19) М 1 , 2 = 0. Ясно, что величины Mlfl 

и I > 2 равны нулю, так как они выражаются через М '1 при 
/^>0. Продолжая этот процесс для больших значений /г, полу-

м ч т 0 мп* z = 0 при нечетных п-\-1 и М71'' = 0 при / г < Z. 
Таким образом, пространственный момент порядка п от Z-й ком

поненты Лежандра функции распределения для случая изотроп
ного плоского источника равен нулю при / г < / и для нечетных 
значений п + I- Этот результат обусловлен особой симметрией 
решещш задачи с плоским источником и несправедлив, например, 
в случае изотропного точечного источника. 

Е. Преобразование Фурье функции фазовой плотности 
и ее моменты 

В заключение укажем важную связь между преобразованием 
Фурье функции фазовой плотности и ее моментами. Рассмотрим 
плотность р (х) и ее преобразование Фурье <р (к): 

Ф(*)~ i 
со 

ffc* e***p(x)dx (32а) 
- С О 

'M-iSrJ е-*ь*<р (к) dk. (32b) 

Разложим в ряд экспоненту в формуле (32а): 
со -J-oo 

Ф(*)в21 Н5Г J xnp{x)dx. (33) 

В силу (14) получаем 

Ф(*>=2^^°- (34) 

Таким образом, преобразование Фурье фазовой плотности 
можно представить в виде степенного ряда по к, в котором моменты 
играют роль коэффициентов. Согласно тауберовой теореме, пове
дение функции ф (к) при малых к определяет поведение функции 
Р v) при больших г. По этой причине метод моментов оказывается 
весьма удобным для нахождения распределения нейтронов вдали 
от источника. 
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3.4. Асимптотическое повеОение 
фазовой плотности нейтронов 
при малых и больших г в случае 

изотропного точечного источника 
Исследуем асимптотическое поведение фазовой ПЛОТНОСТИ 

в задаче с изотропным точечным источником ((формула 20) 
разд. 5.2). В случае изотропного рассеяния 

1 re"r/v° Г e~r/v 1 
^^-щр[^щ:+)шщах]- (1) 

о 
Чтобы найтп вклад от первого члена при малых г, разложим 
экспоненту по степеням г. При попытке использовать ту же самую 
процедуру применительно к интегральному члену лил столкнемся 
с тем, что под знаком интеграла появятся множители ~г""п 

и интегралы будут расходиться. Поэтому лучше поступить сле
дующим образом. Обозначим 

1 

. dv (2) У(г) = 5 
0 vJV(v) 

и вспомним (разд. 4.5), что 
iV(v) = vA+(v)A"(v), (За) 

A(v) = l—J j - ^ L . (ЗЬ) 

Ясно, что поведепие функции ЗГ (г) при малых г определяется 
поведением функции N (v) при малых v. В пизшем приближении 

N (v) = vA+ (0) Л" (0) = v, (4) 
поскольку Л (0) = 1. Отсюда 

1 оо 

^ « j e - / v - J = je-^i / = l . (5) 
о о 

Тогда для малых г 

РР»(Г) = 4 ^ [ ^ 7 + -Г] *55*' ( 6 ) 

Полученный результат не является неожиданным, поскольку 
плотность нейтронов вблизи источника определяется в основном 
нейтронами, не испытавшими столкновений. Плотность таких 
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нейтронов определяется формулой 

так что Ро ~ 1Л4ЛГ2) при малых г. 
Для нахождения следующего приближения положим 

P'(r) = Pei(r)—^ <8> 

и произведем аналогичные выкладки: 

■*И-̂ .[» + (т-«) '+(*-~)'"Ч + 
+ 0 (const), г < 1 . (9) 

Можно было бы выбрать другой метод, связанный с преобра
зованием Фурье ф (к) функции ppt(r) (разд. 5.3; • заметим, что 
преобразования Фурье функций pp t (г) и р (х) совпадают)Л Функ
цию ф (к) можно получить непосредственно из формулы (1) или, 
еще лучше, взяв преобразования Фурье от обеих частей уравне
ния переноса. В обоих случаях получаем 

* W " (fr/arctg*)-c • ( 1 0 ) 

Тогда р (г) при малых г находим с помощью обратного преобразо
вания Фурье и подходящей тауберовой теоремы [1]. 

Интереснее выяснить поведение функции pp t (г) при боль
ших г. Ясно, что оно определяется первым слагаемым в форму
ле (1), поскольку v0 > 1 при с < 1 , а интегральный член убывает 
не медленнее, чем е~г. Прежде чем подробно исследовать поведе
ние ppt (г) при больших г, сделаем небольшое замечание по поводу 
случая с ^ 1. 

Если с < 1, то v0 — действительный положительный корень 
трансцендентного уравнения 

Л (v) = О, 
а (1) определяет единственное решение задачи с точечным источ
ником, обращающееся в нуль на бесконечности. Если же с ^ 1, 
то на бесконечности очевидного условия пет и первое слагаемое 
в (1) можно заменить любым решением однородного уравнения. 
Все такие решения одинаково приемлемы до тех пор, пока не 
выбрано какое-то дополнительное условие на бесконечности. 
Выберем для определенности то решение, для которого v0 = 
= И v0 |. 

Разделавшись с этим неприятным обстоятельством, займемся 
выяснением поведения функции pp t (г) при больших г. Запишем 

Ppt (г) = p(r) + pas (г), (И) 
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где 
P a s ( r ) = : ^ V ^ S r * ' (12) 

о 

1 e-'/v 
dv. W ( ^ v - (13) 

Мы уже отмечали, что при г <̂  1 плотность р в основном обуслов
лена нейтронами, пришедшими от источника, не претерпев столк
новений, т. е. 

р (г) » е'Щпг2, г < 1. (14) 
Это асимптотическое соотношение должно обеспечиваться пове
дением функции р (г), поскольку в разложении (11) при малых 
г преобладает р (г). Поэтому удобно представить р (г) в виде 

Plr) = -£r*(r)- (15) 
Ясно, что функция 8 (г), характеризующая отклонение р (г) 

от плотности нейтронов, не претерпевших столкновения, не 
имеет особенностей. На рис. 5.1 показана зависимость функции е 
от г при различных значениях с (см. [1]). Очевидно, что 8 (г) = 1 
при с = 0, так как в этом случае плотность целиком определяется 
нейтронами, не испытавшими столкновений. 

Как мы увидим позднее, значение pas (г) в точности пред
сказывается диффузионной теорией, т. е. рав (г) описывает рас
пределение нейтронов, подчиняющихся закону Фика: 

J = (УЗ) Vp (1G) 
Теперь полезно получить оценку вклада в pp t (г), вносимого 

асимптотическим и шрострельным» слагаемыми. Это лучше всего 
сделать с помощью пространственных моментов. Напомним, что 
в разд. 5.3 мы нашли явные формулы для четных моментов функ
ции ppt (г). Функция рав (г) столь проста, что моменты ее вычис
ляются элементарно: 

I ^ = j P a 8 ( r ) ^ d 3 r = j ^ r 2 » ' + i d r , (17) 

или 

В частности, 

и 

3 ^ = (2m + l ) ! K ) m + » ^ - - . (18) 

j p a s f r K i ^ v ^ V o ^ ) (19а) 

j î Pae (г) d»r = WJ(voN<»). (19b) 
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Отсюда можно получить, например, средний квадрат расстоя-
нейтронов от начала отсчета, отвечающий асимптотическому 

распределению: 
(^) a s = ^ / T ° = 6 v ? . (20а) 

Шо этой причине величина v0 часто называется диффузионной 
длиной.) Второй момент г2 для полного распределения можно 

Р и с . 5.1. Зависимость е от г при различных значениях с. 

найти из результатов предыдущего раздела: 

J5 = 2/(1 — с). (20Ь) 
Если с « 1, то v* ^ [3 (1 — с)]-\ и значения (20а) и (20Ь) в нуле-
вом приближении совпадают. 

Ьолее важно знать отношение А0 к Л/"0, поскольку оно харак-
ризует долю нейтронов, отвечающих асимптотическому рас-
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преде лению: 

K = A°/]\P^^9aB{r)d3r^ V o ( 1 ~ c ) 

lp(r)d*r 1^0+ ' <21) 

На рис. 5.2 показана зависимость функции К от с (см. [1]), 

Р и с . 5.2. Зависимость К от с. 

С помощью формулы (8а) разд. 4.5 для N0+ и выражения 
для v0 при с & 1, приведенного в разд. 4.3, можно получить раз
ложение функции К: 

К~1-^-{1-~с). (22) 

Заметим, что К = 1 при с = 1. Казалось бы, отсюда можно 
заключить, что все нейтроны в этом случае отвечают асимпто
тическому распределению. Это, разумеется, не верно. Отметим, 
однако (см. приложение F), что при с = 1 г) 

p a s = ШПГ. (23) 

Очевидно, что это происходит в случае, когда общее число ней
тронов бесконечно. Физически это объясняется тем, что нейтроны 
непрерывно испускаются источником, но не поглощаются в среде. 

х) В случае плоской симметрии и при с = 1, как показано в приложе
нии F, if, = 1/2, яр2= (I/2) (* — Iх) - Ясно, чтог|?2 определяет асимптотику реше
ния, поскольку гр2 преобладает при больших х. Воспользовавшись связью 
между решениями задач о плоском и точечном источниках (формула (1 о) 
разд. 5.2 и приложение С), находим if2 (r)t в результате чего получаем фор
мулу (23). 
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нство К = 1 обусловлено тем, что асимптотическому рас-
елению отвечает бесконечно много нейтронов. Неасимпто-

П^ ескому распределению отвечает лишь конечное отличное от 
яуля число нейтронов. 

Итак, вдали от источника естественно ожидать чисто экспо-
пиального распределения нейтронов, в то время как вблизи 

источников распределение сильно сингулярно и описывается 
функцией р (г) сложной структуры. 

Приведем некоторые количественные оценки. 
При | 1 — с | < 1 

Pas (г) 
PptW 

1 ДЛЯ г > 1 . 

При с = 1 
Pas (l)/pPt (1) = 0,915, (24а) 

Pas (2,5)/ppt (2,5) = 0,993. (24b) 

При с <С 1 функция pas (г) преобладает лишь на очень боль
ших расстояниях; суммарная же плотность на этих расстояниях 
пренебрежимо мала (табл. 5.1). В этом случае функция асимпто
тической плотности представляет собой, по существу, лишь 
математическую фикцию. 

«5.Я. Альбеднан задача 
Альбедная задача — это задача нахождения фазовой плот

ности нейтронов в свободном от источников полупространстве 
0 ^ . г ^ о о , на границу которого падает параллельный поток 
излучения. Пусть ^¥а (х, [i) — решение этой задачи, т. е. решение 
однородного уравнения переноса при 0 ^ х ^ оо с граничными 
условиями 

^а (О, Ц) = б (|Я — 110), |Я0, [I > 0, (1> 
и 

lim Wa (я, ц) = 0. (2) 

В самом общем виде решение однородного уравнения, удо
влетворяющее граничному условию (2), можно представить в виде 
линейной комбинации функций ij)0+ и г|\>, обращающихся в нуль 
на бесконечности. Представим решение в виде 

1 
Va (х, ii) = ао+яйн. (О, ц,) + j A (v) ipv (х, v) riv, (3> 

о 
где коэффициенты а0+ и A (v), как обычно, должны определяться 
и з граничных условий (в данном случае из условия (1)). Таким 



O
C

O
O

O
-J

 
С»

 С
Л

 *
» 

CO
 N

3 
i-

^
O

cO
O

O
^

I 
ОЗ

 С
Л

 it
s 

*•
 W

 
W

 b
9

t
O

^
^ 

o
o

o
o

o 
o

o
o

o
o 

о 
ел

 о
 

ел
 

о
 

ел
 о

 
ел

 о
 

в
 

оо
 "̂

а 
"е

л 
ел

 
Its

 с
о 

"to
 %

 
о

 

«<
] 

о
 

ел
 е

л 
as

 
СО

 
С

О
 N

3 
N

3 
и

* 
»л

 
h

* 
н

к 
(О

 
ч 

О
 

*s
 

СО
 и

* 
О

 

,808x1 
,899 х 1 
,988x1 
,077 X1 

,340x1 
,436X1 
,530X1 
,624x1 
,716X1 

,377X1 
,416X1 
,044x1 
,144x1 
,242x1 

со
 N

O
 о

 
**»

 е
л

 
и

* 
0

0 
<

1 
и

* 
rf

N
 

»J
 

^ 
*4

 
С

Л
 

W
 

Х
Х

Х
Х

Х 

СО
 

СО
 -

4 
М

» 
£

■ 
ел

 о
э 

ел
 н

* 
о

т 
со

 с
о

 о
 

со
 

о
 

Х
Х

Х
Х

Х 

,641X1 
,073x1 
,048X1 
,188x1 
,325x1 

»*
 

о
з 

^ 
О

З
 

О
 

00
 

С
О

 -
*1

 к
* 

Q
 

со
 

-v
i 

оэ
 е

л
 О

 
X 

X
 X

 X
 

° 
о 

о
 о

 
о

 
I 

I 
I 

I 
ел

 
ел

 
ел

 е
л

 

О
 

О
 

I 
I 

О
 

О
 

I 
о 

о
 

I 
I 

о 
о

 
о

 
I 

I 
( 

о 
о

 о
 

о
 

1
1

1
1 

о 
о

 о
 о

 
о

 
I 

I 
I 

i 
1 

o
o

o
o

o 
I 

I 
I 

I 
I 

о 
о

 
о

 
о

 

о 
о

 
о

 е
л

 
ел

 е
л

 е
л

 rf
s r

fs
 

OS
 >

JN
 с

о
 с

о
 с

о
 

N
3 

N
3 

N
3 

N
3 

►
* 

N
* 

Н
к 

Н
Л

 {
О

 ч
.]

 
о 

ел
 е

л 
as

 с
о

 
со

 м
 

^ 
оо

 о
 

ел
 с

о
 и

-* 
со

 
O

b 
-

j 
е

л
 N

3 
ел

 ^
 

^ 
ел

 
Х

Х
Х

Х 

сп
 £

* 
to

 c
D

 
о

 
со

 е
л

 о
 

ел
 

со
 

N
5 

*
* 

0
0 

*
* 

и
* 

Х
Х

Х
Х

Х 

,214X1 
,536X1 
,843X1 
,137x1 
,419X1 

оо
 е

л
 с

о
 >

■*.
 

со
 

-.
1 

на
. 

N
3 

С
О

 
N

3 
ел

 о
 о

 о
 

о
 

Х
Х

Х
Х

Х 
Х

Х
Х

Х
Х 

891x1 
,569X1 
,224X1 
861X1 
479X1 

0000 
721x1 
686X1 
,455x1 
188X1 

о 
о

 
о

 
о

 
• 

I 
I 

I. 
0

0 
О

 
о

 
I 

I 
<?

=?
 

о 
о

 
I 

I 
Ю

 
№

9 
Ю

 
Ю

 Ь
9 

=?
=?

 О
 

О
 

О
 

I 
I 

I 
N

 
М

 
tO

 
tO

 

О
 

О
 

О
 

О
 

I 
I 

I 
I 

to
 

to
 

со
 с

о
 

О
 

О
 

О
 

О
 

О
 

I 
I 

I 
I 

J 
со

 
ев

 
ев

 
со

 
со

 

О
 

О
 

О
 

О
 

I
'

l
l 

©
 

О
 

О
 

О
 

O
O

O
O

O
 

O
O

O
O

O
 

O
O

O
O

O
 

O
O

O
O

-
J 

«J
 О

З 
О

З 
ел

 
rf

s 
СО

 N
3 

N
3 

►
* 

О
 

"со
 о

 о
 

о
 

О
 

-0
 

С
О

 
о

 
-*1

 о
 о

 
о

 
х

х
х

х
х 

х
х

х
х

° 
8 

S3
 

4S
 

£
i 

со
 с

о 
нк

 
О

 
С

О
 

Ч
 

05
 

*
» 

н
*.

 0
0 

н*
 

со
 о

о
 

ел
 

СО
 С
О 
СО
 N
3 

N3
 

ifc
* 
00

 н
».
 C
D 
<1
 

СО
 0
0 
OS
 <
1 

о 
CD
 С
О 
О 

СО
 C

D 

N
3 

N
3 

N
3 

N
3 

н
* 

ел
 N

3 
н*

 о
 

оо
 

£*
 

со
 е

л
 н

* 
ел

 
ел

 е
л

 с
о

 с
о

 -
а 

1-й
» 

ц
* 

н
* 

с
р

 

S
N3

 О
 

О
 

CD
 С

П
 

С
П

 
I-

* 
е

л
 N

3  
х 

О
 

О
 

С
О

 С
Л

 
«-

J 

S
O

 
«-

* 
•<

] 
cD

 
О

 
N

3 
0

0 
C

D
 

о I 
о

о
о

о 
1

1
1 

t0
 

N
 

М
 

tO
 

М
 

Н
* 

Н
* 

1
^ 

I-
* 

о 
о

 
о

 
I 

I 
I 

о
о
о
о 

о
о
о
о
о 

о
о
о
о
о 

о
о
о
о
о 

о
о
о
о
о 

о
о
о
о
о 

СО
 

0
0 

Ч
 

Ч
 

о
^

]
^

^
]

^ 
н

* 
О

 
С

О
 0

0 
О

 
О

 
*>

 
С

О
 I

-*
 

сп
 *

J 
^

i 
»

J 
ел

 с
о

 с
о

 i£
. <

i 
CD

 
~о

 0
0 

N
3 

О
 

©
 

СО
 С

О
 *

J 
О

 
О

 
СО

 0
0 

С
О

 
СО

 
5

5 
С

П
 н

к 
с

п 
аз

 

О
 

С
О

 О
 

СО
 

"!■
* 

о 
со

 1̂
 

1-
^ 

и
* 

е
р

 С
О

 
CO

 
C

D
 $

» 
О

 

°°
Х 

X
 X

 ' 
Н

* 
Н

* 
Н*

» 

ьо
 

м
 

ьз
 



Табл. 5.7, продолжение 
pas (r)/p(r) 

т с = 0 , 5 с = 0,6 с = 0 , 7 с = 0 , 8 с = 0 , 9 с = 1,0 

0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
ОД 6,589x10-2 0,1012 0,1380 0,1755 0,2135 0,2574 
0,2 0,1207 0,1823 0,2446 0,3063 0,3680 0,4428 
0,3 0,1676 0,2493 0,3298 0,4073 0,4830 0,5762 
0,4 0,2086 0,3060 0,3996 0,4873 0,5708 0,6734 

0,5 0,2449 0,3549 0,4578 0,5520 0,6394 0,7451 
0,6 0,2774 0,3975 0,5072 0,6052 0,6939 0,7988 
0,7 0,3068 0,4351 0,5497 0,6469 0,7378 0,8396 
0,8 0,3336 0,4686 0,5866 0,6872 0,7738 0,8710 
0,9 0,3582 0,4986 0,6189 0,7192 0,8035 0,8954 

1,0 0,3809 0,5257 0,6474 0,7468 0,8284 0,9147 
1,5 0,4731 0,6300 0,7509 0,8407 0,9067 0,9664 
2,0 0,5413 0,7011 0,8153 0,8933 0,9452" 0,9854 
2,5 0,5946 . 0,7527 0,8585 0,9255 0,9661 0,9932 
3,0 0,6377 0,7919 0,8890 0,9463 0,9783 0,9967 

3,5 0,6734 0,8226 0,9115 0,9605 0,9857 0,9984 
4,0 0,7036 0,8472 0,9283 0,9705 0,9904 0,9992 
4,5 0,7295 0,8673 0,9414 0,9776 0,9934 0,9996 
5,0 0,7520 0,8839 0,9516 0,9828 0,9954 0,9998 
6 0,7891 0,9096 0,9662 0,9896 0,9977 0,9999 

7 0,8185 0,9284 0,9758 0,9935 0,9988 1,0000 
8 0,8422 0,9424 0,9824 0,9958 0,9994 1,0000 
9 0,8618 0,9532 0,9871 0,9973 0,9997 1,0000 

10 0,8782 0,9616 0,9903 0,9982 0,9998 1,0000 
И 0,8920 0,9683 0,9926 0,9988 0,9999 1,0000 
12 0,9038 0,9736 0,9944 0,9992 0,9999 1,0000 
13 0,9140 0,9779 0,9957 0,9995 1,0000 1,0000 
14 0,9228 0,9814 0,9967 0,9996 1,0000 1,0000 
15 0,9306 0,9844 0,9975 0,9998 1,0000 1 1,0000 
16 0,9373 0,9867 0,9980 0,9998 1,0000 1,0000 
17 0,9432 0,9887 0,9985 1 0,9999 1,0000 1,0000 
18 0,9485 0,9904 0,9988 1 0,9999 1,0000 1,0000 
19 0,9532 ! 0,9918 0,9990 1 0,9999 1,0000 1,0000 
20 0,9574 0,9930 0,9992 1,0000 1,0000 1,0000 
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образом, полагая в (3) х = 0 и применяя (1), получаем 
1 

б О* — Мо) = «о+Фо+ (Н) + \ A (v) cpv (ji) dv, fx> 0, (4) 
о 

поскольку 
lim o|)v (ж, |jt) = cpv (|x). 
3C->-oo 

Коэффициенты a0 + и A (v) можно определить с помощью 
условий ортогональности для половинного отрезка, выведенных 
в разд. 4.9. В самом деле, умножая уравнение (4) на W (|х) cpv (|д) 
и интегрируя по щ находим 

4^W>M(v)==W(^o)<Pv(tio) , (5а) 
ИЛИ 

А м _ УИЧИО)ФУ(ИО) 5 Ы 
A W - 7V(v)P7(v) ^ 

(здесь мы использовали формулу (34) разд. 4.9). Умножая урав
нение (4) на W (JA) сро+ (И̂ ) и интегрируя, находим 

i v 2 

~ ( T V ° ) Х Ы а о + = ^ Ы < Р о + Ы . (6а) 

так что 
а0 + = — 2у (noVcvoX (v0). (6b) 

(При переходе от (6а) к (6Ъ) мы использовали формулу 

Напомним, кроме того, что по определению 

tw-*£# (8а) 

И что 
W W = T M ( V O - ^ ) (8Ь) 

Таким образом, общее решение альбедной задачи имеет вид (3), 
где коэффициенты определяются формулами (5Ъ) и (6Ь), а именно: 

+к-м.) v ы j д ^ ; % -'««v. m 
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о.б. Проблема Милиа 
Проблемой Милна называется задача определения функции 

^определения нейтронов в свободной от источников среде, запол
няющей полупространство при нулевом потоке падающего извне 
излучения. Можно считать, что источник нейтронов расположен 
на бесконечности. Мы ожидаем вдали от этого источника, но 
вдали и от границы (взятой в плоскости х = 0) то же асимптотиче
ское распределение нейтронов, что и в случае плоского источника 
в бесконечной среде (разд. 5.4). Это означает, что по мере удаления 
от источника решение экспоненциально убывает с длиной релакса
ции v0. Следовательно, оно должно экспоненциально возрастать 
по мере приближения к источнику (достаточно далеко от границы). 
Таким образом, если обозначить через W0 (х, \i) решение задали, 
то при больших х должно быть 

*Fo fa ti)->i|>o- fo I*)- (1) 
Итак, мы ищем решение однородного уравнения переноса, 

удовлетворяющее условию (1) и при х = 0 граничному условию 
Y0 (0, ii) = 0, ц > 0. (2) 

Прежде чем выписывать решение, возможно, стоит упомянуть 
о том, что первоначально интерес к этой задаче был связан с тем, 
что описанной нами картиной, а именно полубесконечной средой 
с источником на большой глубине, хорошо моделируются физиче
ские условия в звезде. Данная задача вначале решалась как раз 
с целью определения углового распределения испускаемого звез
дой излучения [39]. Подробнее об этом говорится в гл. 10. С точки 
зрения теории переноса нейтронов можно считать, что решение 
проблемы Милна дает разумное приближение в случае, когда 
реактор окружен толстым слоем защиты и требуется определить 
угловое распределение нейтронов, выходящих наружу. 

Из предыдущих рассуждений ясно, что решение проблемы 
Милна можно искать в виде линейной комбинации элементарных 
решений, обращающихся в нуль на бесконечности, плюс функция 
■фо- (Моды, возрастающие на бесконечности быстрее i|)0-, не 
рассматриваются в соответствии с рассуждением перед соотноше
нием (1).) Следовательно, можно записать 

1 

^о (#, Ц) = фо- (х, И) + «0+̂ 0+ (*, И) + j A (v) ifv (х, |ii) dv. (3) 
о 

Аак как нормировка произвольна, можно положить коэффициент 
при г̂о— (х, |я) равным единице. 

1еперь попытаемся удовлетворить условию отсутствия падаю
щего извне излучения — граничному условию (2). Это немедлен-
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но дает 
1 

— Фо- (и) = Яо+Фсн. (|х) + j A (v) cpv (|i) dv, [Л > 0 . (4) 
о 

Таким образом, а 0 + и ^4 (v) — это коэффициенты разложения 
на половинном отрезке функции 

^ - ^ ) = Т ^ Й Г - (5) 
С помощью условия ортогональности, как и в предыдущем 

разделе, получаем 
1 

КЩШ. А (v) = _ j w Oi) <pv Oi) фо. Oi) dp, (6a) 
0 

откуда 
Л М - (v0-v)Y(v)iV(v) ■ <6b> 

и 
1 

~~ [ т ^ ° ] 2 X ^ flo+ = ~ j V (И) (v0 — V) Фо+ fa) Фо- (V) Ф , (7a) 
о 

откуда 
a 0 + = X ( - v 0 ) / X (v0). (7b) 

Мы снова воспользовались формулой (34) разд. 4 .9 . 
Формула (7Ъ) позволяет найти экстраполированную длину, 

т. е. расстояние от поверхности, на котором асимптотическая 
составляющая плотности 

1 

Pas = 2я \ №о- (#, Ц) + Яо+Фо+ (*, V)\ Ф (7с) 
- 1 

обращается в нуль. Пусть х = — z0 будет точкой, в кото
рой p a s (z, [i) = 0. Так как 

фо± (*, V) = Фо± М eT*/Vo (8а) 
и 

j Ф о ± М ^ = 1 , (8Ь) 
-1 

то 
а0+ = — e-22<>/vo = e-(2z0/v0)+i« (9а) 

откуда 
Ъ=^-(-1па0+ + 1я). (9Ь) 
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5.7. Функция Грина 
для полупространства 

функция Грина для полупространства Wg (ху \л) опреде
ляется как решение уравнения переноса в полубесконечной среде 

и отсутствии падающего извне излучения и с источником на 
некоторой плоскости внутри среды. Иными словами, мы ищем 
решение уравнения 

i i - ^ ^ + V t - 1 1 т«(«.|ОФ'+ 6 ( * - ^ - ^ (1) 
- 1 

с граничными условиями 
Vg (О, И) = 0, и > 0, (2а) 

и 
lim Уе (х, ц) = 0. (2Ь> 
эс->оо 

Чтобы удовлетворить уравнению (1), мы будем искать реше
ние однородного уравнения переноса, подчиненное условию скач
ка при х = х0* 

№ ( a b + , | i ) - ^ f e - f | i ) ] = - 2 ^ e ^ - H « ) . (2с> 

Ясно, что функция Грина G (х0, ц0 ->- я» V) Дл я бесконечной среды, 
построенная в разд. 5.2, удовлетворяет уравнению (1) и усло
виям (2Ь) и (2с). Поэтому функцию Грина для полупространства 
можно представить в виде г) 

1 

V8 (х, [i) = G (х, ji) — а0+%+ (х, р,) — j A (v) ipv (#, |я) rfv. (3) 
Lo 

Коэффициенты а^ и .4(v) должны быть выбраны так, чтобы 
выполнялось условие (2а), т. е. 

1 
/• 

G (0, ц,) = а0+Фо+ + J Л (v) Фг (н) dv, |Я > 0. (4) 
о 

Ааким образом, а 0 + и 4̂ (v) это коэффициенты разложения 
Функции G (0, |х) на половинном отрезке. Их можно вычислить 

) Переменные, характеризующие источники, как и раньше, опускаются 5> где это не может привести к недоразумениям. 
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с помощью соотношений ортогональности. Итак, 

1 

+ I N (-% v0 4 ^ - *-« (Но) « - » » ] , (5) 
О 

+ ^ j ^v' b^ -e -^ /v ' q )_ v . ( v ) (v0 + v ' )X(-v ')] . (6) 
0 

3.8. Задачи для двух смежных 
полупространствг) 

Рассмотрим два полупространства, разделенные плоскостью 
х = 0, и обозначим через с\ и с2 значения величины с в правом 
и левом полупространствах соответственно. Обозначим 

(с1? v > 0 , 
C^L v<0; W 

fcvfo) = ^ * ^ r + *(v)6(v-,i); (2a) 

Hv)=i+^j^; (2b) 
L*(v) = I ( v ) ± 2 * ^ a . (3) 

Далее, введем без дополнительных разъяснений дисперсионные 
функции At и Л2, дискретные собственные значения v0i и v02> 
собственные функции ф1±, ф2± и т. д., соответствующие значе
ниям С\ и с г-

Решение характерных задач для двух сред обычно приводит 
к модифицированному разложению на целом отрезке, при котором 
функция *ф (|л) разлагается в ряд по модам, отвечающим области 
с с = с2 при |х > 0, и по модам, отвечающим области c c ^ c j 
при [X < 0. Следовательно, теоремой полноты для таких задач 
гарантируется существование разложения 

о 1 

Ф (V) = «o+<Pi+ + «о-Фг- +1 А (v) (Pv2 (р) dv + jj A (v) <pv, (|x) dv (4) 

x) Задача, описанная в этом разделе, решена в [40]; см. также [411-
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функции я|> (ji) класса G. (Выбор фуг при v<0 и <pvl при v>0 
тшктуется необходимостью удовлетворения граничных условий 
н а бесконечности.) 

Для того чтобы получить формулу (4), проведем рассуждения, 
аналогичные тем, которые были проведены при доказательстве 
теоремы полноты для половинного отрезка (разд. 4.8). Попы
таемся сначала найти разложение функции я|/ (ц) только по 
функциям непрерывного спектра: 

о 1 

■ф' (ц,) = j A (v) cpv2 (|х) dv + j A (v) cpvl fti) dv. (5) 
- l о 

Как и в случае задачи для однородной среды, решающий шаг 
в построении решения (5) — найти функцию % (z), аналитичес
кую в комплексной плоскости с разрезом вдоль отрезка [—1, 1] 
действительной оси, нигде не равную нулю и такую, что ее гра
ничные значения %± также не обращаются в нуль и удовлетво
ряют соотношению 

Подходящей функцией будет 

X (z) = X, {z) Х2 ( -*) , (7) 
где Xt и Х2 — обычные Х-функции для полупространства, соот
ветствующие значениям с^ и с2. Нетрудно заметить, что отношение 
граничных значений для Х\ (z) удовлетворяет наложенным огра
ничениям на правой половине разреза (где Х% (—z) непрерывна), 
а отношение граничных значений для Х2 (—z) удовлетворяет 
наложенным ограничениям на левой половине разреза (где Х\ (z) 
непрерывна). 

Продолжая построения по аналогии с разд. 4.8, находим, 
что функция п (z), определяемая формулой 

1 
/ ч * С c(v) vA (v) , /0Ч 

- 1 

связана с функцией %(z) соотношением 

п ( 2 ) = « « Г -£М11(К1ф, (9а) 

где 

Г ( и ) = ^ - | ^ . (9Ь) 
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Для того чтобы выполнялось асимптотическое условие п (г) ^ 
~z~x при z->-oo, мы должны потребовать выполнения условий 

1 

} ^ Г О г ) г р > ) ф = 0, 1 = 0 ,1 - (10) 
- 1 

Оба эти условия могут быть удовлетворены, поскольку мы рас
полагаем двумя дискретными собственными функциями (см. фор, 
мулу (4)). Теорема полноты доказана. 

Чтобы определить коэффициенты разложения в каждом конк
ретном случае, надо воспользоваться соотношениями ортого
нальности, аналогичными тем, которые были получены в гл. 4 
для случаев целого отрезка и половинного отрезка. Эти соотно
шения можно доказать точно так же, как соответствующие соот
ношения для половинного отрезка (разд. 4.9). Можно использо
вать, впрочем, и другие методы [42]. Мы приведем лишь оконча
тельные результаты: 

1 

j Фг (м) <Dv (И) (voi - V) (V02 + V) Г (|i) ф = 

= (voi-y)(^ + v)T(y)L^(v)L'(v)b(v^^)9 (Ha) 

J ф1+ (и) Ov (И) (V<H -V) (v02 + H) Г (v) ф = 0, (lib) 
-1 
l 

j <P2- M Фу (V) (voi— V) (V02+ v) Г (ц) ф = 0, (lie) 
- 1 
1 

j Ф1+(^)Ф2-(ИЖ1 —^)(го2+ц)Г(ц)ф = 0, (lid) 
- 1 
1 

j <Pi- (|*) Фу (V) (v0i—|l) (v„2+ f*) Г (ц) dji = 

- i c l W (v) ̂  - * g » - X ( - v w ) , (He) 

j Фг+ {V) Фу 0*) (v0i — V) (voz+fi) Г (\i) d|A = 

Ц^м^^хы, (Hf) 
1 

j <Pi± (p) Ф1+ (м) (VOI - |x) (v02 + fi) Г (|x) dp. = 
- l 

= ~ [ T <w»]a (voi ± v<*) x ( ± V02), (Иг) 

i 

- i 
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( Ф2± О*) ЧР2- (И) (voi—И-) (vte+l*) Г(|г) с?|г = 

^[y^Voz] (vo2HFv0i)x(±Vo2), (lib) 
l 

f Ф2+ M Ф1+ (И) (V01 - V) (V«2 + И) Г О*) Ф = 
-1 1 

= — y^^VdV^xt + Voa), (Hi) 
i 

[ <Р1-(Р)Ч*-(Р)Ы — Н-)(^ + 1*)г(|*)Ф = 

= 2 *APoiv<eX (— v0i) (11 j) 

С помощью этих формул можно вьшисать решения различных 
задач для двух полупространств. 

А. Проблема Милна для двух полупространств 

Ищем решение яр (#, \к) уравнения 

-*£^+*(*.и>-

х 

~ i 
1 

J яр (х, [Оф', я < 0 , 
1 

2 
' 1 

1 (12) 

с граничными условиями 
lim яр (л:, JA) = *ф!_ (я, ц), (13а) 
JC-M» 

lim IJJ (ж, Ц) = О, (13Ь) 

Ф ( 0 + , ji) = яр ( 0 - , (i). (13с) 
Из условия (13а) следует, что функция яр (х, ц,) не содержит мод, 
возрастающих при # - > о о , за исключением яр, (|х). Поэтому 

1 

яр (х, ц) = ^ (*, ^ + А^ф^ (*, (i) + J Л (v) яру1 (х, |i) rfv, я > 0. (14а) 
о 

Из условия (13Ь) следует, что яр (х, ц) не содержит мод, возра
стающих при х~+^ оо. Поэтому 

о 
яр (х, р) = _ я0_яр2_ (^ и) - j Л (v) яру2 (ж, |я) dv, ж < 0. (14Ь) 
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Наконец, условие (13с), означающее непрерывность функции 
■ф (я, [i) при х = 0, дает 

о 
— а0̂ ф2_ (|х)— J A (v) q)v2 (р,) dv = 

- i 
l 

= ф!- (jx) + ao+фц. (р,) + j Л (v) <pvl (ц) dv, (15) 
о 

откуда 
l 

— ф!_ (u) = а0+ф1+ M + «0-Ф2-(v)+ ^ A (v) <DV fox) dv, (16) 

где функция Фх (\i) определена равенством (2а). 
В силу теоремы полноты, доказательство которой было наме

чено выше в настоящем разделе, разложение (16) справедливо. 
Коэффициенты разложения можно найти иэ соотношений орто
гональности. Таким образом, 

0+ ХЫ) vo2+voi v ' 
п __ X(-voi) ^ 1 < M 7h\ 
°~~ К(-Ч>2) ^02^02 +V01) ' (UD) 

v ' (v02+v)/Vi(v)X2(—V) — \ / 
лил— vci (1 — C2) vgi QV02— voi) X (—voi) *2 Cv) (V02- v) v ^ . n МоЬч A W " (vgx-v^TMv)*^) , v < u . 115Ю; 

В пределе при с2 ->• 0 из найденного решения получается 
решение обычной проблемы Милна (разд. 5.6). 

В. Задача с постоянным источником 
Предположим, что в правом полупространстве расположен 

постоянный изотропный источник д0. Полагая, как и прежде, 
Су <^ 1, с2^ 1, получаем, что решение с правильным поведением 
при х -v ± оо имеет вид 

1 

j ~ + 00+̂ 1+ (*> И) + j A (v) ifvl (ц) dv, а: > 0; 

*(*,|*Н ' о ° (19> 
- Ао-'Фг- (*» И) — J ^ (v) яКя М dv» * < °-
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Условие непрерывности *ф(0+, ^) = г|)(0—, fx) дает уравнение для 
коэффициентов а0± и А (v): 

1 

- Т=7Г = «о+Ф1+ (и) + «о-Фг- (и) + j A (v) <DV (̂ i) dv. (20> 

С помощью соотношений ортогональности находим явные 
выражения для коэффициентов разложения: 

а°+ = (l-ci^voifvoi+VteJxtoi) ' ( 2 1 ^ 

°о-= (l-cO^^voi+vo^Xt-vod * ( 2 1 Ь > 

Л (V) _ (v02+v) Х2 (-v) tft (v) * V > U <^а) 
Л М ■ -до(1-с 2 ) (Уо а -у)ДГ 8 (У)у v < ^ 0 (22h\ 
AW~ ( 1 _ С 1 ) ( У о 1 -г)^(г)^ 2 ( -г) ' V < U - ^ Ь > 

Решение задачи для одного полупространства с постоянным 
изотропным источником <70 имеет вид 

1 

* (*• ^) = [ т = ^ + a^i+ <*' M+lA (v) Ф"(*, ц)dv] , с2= 0, (23> 
о 

где, как легко видеть, 

^ = (l-^cjvoiXHyoj) ' ( 2 4 й ) 

^ ( v ) = - ^ v " ^ ; * ; < - v > v . (24b) 

Тут мы воспользовались тем, что X (z) ->- 1/(1 — z) и v0 ->■ 1 
при с -> 0. 

С. Функция Грина для двух полупространств 
Мы хотим найти в обоих полупространствах фазовую плот

ность, обусловленную плоским мононаправленным источником, 
расположенным в плоскости х = х0. Имеем в одном полупростран
стве уравнение переноса 

1 

l i ^ f r ' d - H K * . n) = -f- j Ф(*. Ю Ф ' , * < 0 , (25а) 
- 1 

и граничное условие 
lim я|э (х, [А) = 0, (25Ь) 

Х-»-—со 
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а в другом полупространстве—уравнение переноса 

*-g-+»-?- 1 ^^')d^'+b{x-Xo)^^) , *>0, (26а) 

и граничное условие 
lim ф (х, \i) = 0. (26b) 

(Мы предполагаем, что источник расположен в правом полупро
странстве.) На поверхности раздела потребуем выполнения 
условия 

Ъ (0+, |г) = "Ф ( О - И)- (27) 
Решение уравнения (25а), удовлетворяющее граничному усло

вию (25Ь), в наиболее общем виде можно представить формулой 
о 

•ф (я, [л) = До-Фг- (*t V) + ] А (v) ^v2 (я, v) dvf (28) 
- i 

а решение уравнения (26а), удовлетворяющее граничному усло
вию (26Ъ), равно 

1 

■ф (х, ц) = Gi (х0, ii0 -^ х, (А) — я0+-ф1+ — j Л (v) ^v l (я, jx) dv, 

где Gi — функция Грина для бесконечной среды (разд. 5.2; с = ct). 
Осталось определить такие коэффициенты а0± и A (v), чтобы 
выполнялось условие (27), поскольку условие на бесконечности 
и условие скачка уже выполнены. Из условия (27) следует, что 

1 

j ^ (v )O v ( j i ) dv . (29) 
- 1 

Формулу для G (#0, Цо -*■ 0, р,) можно получить, полагая 
х = 0 в формуле (И) разд. 5.2. Тогда коэффициенты а0± и Л (v) 
сразу же определяются из выписанных выше в настоящем раз
деле соотношений ортогональности для двух полупространств. 
Предоставляем читателю, в качестве упражнения получить 
их явные выражения (см. формулу (17) разд. 5.2). Здесь 
мы их не приводим из-за их громоздкости. Однако для плотности 
Р (#о ->■х) о т изотропного источника формулы относительно про-
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стыег 
p(Zb, *) = 

1 <*-л*)/2 

Здесь Ото — плотность нейтронов от изотропного плоского источ
ника в бесконечной среде, характеризуемой величиной с = с\ 
[40] и 

где р$ (х) — плотность нейтронов в проблеме Милна для полу
бесконечной среды типа у (у = 1, 2), причем р т (0) = 1. 



Глава 6 

ЯВНЫЙ ВИД РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 
О ПРОХОЖДЕНИИ ИЗЛУЧЕНИЯ 

ЧЕРЕЗ ПОЛУПРОСТРАНСТВО И ПЛОСКИЕ СЛОИ 
6.1. Введение 

В предыдущей главе были найдены явные выражения для 
фаэовой плотности в ряде задач. Например, были найдены функ
ции Грина для неограниченной среды и полупространства, реше
ны альбедная задача и проблема Милна, а также различные задачи 
с двумя полупространствами. В задачах с одним полупростран
ством любое решение можно представить в виде: 

1 

W (х, |и) = / (я, р,) -Ь а0+Фо+ (*, V) + j A (v) qv (х, р) dv, (la) 
о 

яРо+^Фо+Ме-^о, (lb) 

Здесь / (д;, ц) — известная функция, а коэффициенты а0 + и A (v) 
определяются граничным условием на поверхности х — 0. 

Это граничное условие при х = 0 всегда приводит к уравнению 
1 

if (\i) = а0+ф0+ ((А) + j A (v) фг (р) dv, (2) 
о 

где функция я]} (р,), подлежащая разложению (в указанной фор
ме (2)), различна для разных задач (например, *ф (|л) = б (JA — ^о) 
для альбедной задачи и -ф (ц,) = — фо-(ц) Для проблемы Милна). 
С помощью соотношений ортогональности можно получить из 
уравнения (2) (разд. 4.9) общие выражения для а0+ и A (v): 

а ° + = ~~J (cv0/2)2X(vo) ' (3a) 

i 

^ М = W(v)W(v)/v * 
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ГНа самом деле для большинства задач функция if (\i) простая, 
- что интегралы в (За) и (ЗЬ) можно взять аналитически. Поэ-

Lv lV в выражении для фазовой плотности остается только 
кисленное) интегрирование по v.) 

В этой главе мы займемся упрощением выражений для фазо
вой плотности и, что особенно важно, для плотности р (х) и для 
распределения выходящего излучения W (О, [i), ц < 0. Послед
ние величины наиболее интересны с точки зрения физических 
приложений. Их упрощение состоит, во-первых, в вычислении, 
когда это возможно, различных интегралов в явном виде и, во-вто
рых. в представлении в наиболее простой форме полученных 
результатов, а также подинтегральных функций в тех случаях, 
когда интегралы нельзя взять аналитически. При этом в интере
сующие нас выражения входят только две трансцендентные 
функции: Х-функция, уже встречавшаяся в предыдущих двух 
главах, и функция 

N (v) = vA* (v) Л- (v), 

которая также использовалась ранее. Обе эти функции протабу-
лированы, и потому численная оценка наших результатов отно
сительно проста. 

Чтобы облегчить нашу задачу, мы докажем в разд. 6.2 несколь
ко тождеств, содержащих Х-функцию. Эти тождества, каждое из 
которых по существу вытекает из теоремы Коши, в свою очередь 
приводят к нелинейному интегральному уравнению для X (z), 
которое можно решить итерационным методом и тем самым полу
чить численные значения функции X (z). В разд. 6.3 с помощью 
тех же тождеств мы упростим выражение для р (х) и W (0, [х). 
Эти функции, а также некоторые другие, представляющие интерес 
для проблемы Милна, мы подробно исследуем в разд. 6.4. Выбор 
для изучения проблемы Милна объясняется ее историческим 
значением, а также тем, что она особенно удобна для испытания 
приближенных методов. В разд. 6.5 мы произведем аналогичные 
упрощения в задачах о двух средах. В последующих разделах 
разберем специфические трудности, возникающие в зада
чах о системах с двумя границами (плоские слои), и в заклю
чение в разд. 6.8 и 6.9 обсудим задачи с анизотропным рас
сеянием. 

0.2. Тождества, содержащие функцию X(z) 
Как уже отмечалось в предыдущем разделе, тождества, кото

рые мы установим здесь, будут использованы для упрощения 
выражений функции распределения нейтронов, а также для 
численной оценки некоторых результатов. 
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Тождество А, 

*«-J-*S-*'- (1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы знаем, что X (z) £ SI, где §1 _ 
комплексная плоскость z с разрезом вдоль действительной оси 

\m{z) 

Ke{z} 

Р п с. 6.1. Контуры Ci и С2-

от 0 до 1, и что X (z) ~ —1/z при z-+ оо (разд. 4.8). Отсюда по 
теореме Котпи 

(2) V I Ч * f Х («') J ' 

С1+С2 

где контуры Ci и С2 показаны на рис. 6.1. Так как X(z)=0 
на С2, то 

(3) 

Из опредления функций Х± (z) вытекает, что 

:«-sri | i—z d|.u (4) 

Но так как (формула (8b) разд. 4.8) 

2ni 
(5) 
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то i 

* ( г ) = | ^ ф , (С) 
О 

«ITO и требовалось доказать 1). 

Тождество В. 
X (z) X (-*) = Л (z)/(vl - *2) (1 - с). (7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 
R (z) = Л (z)/X (z) X (-2) (v» - z2) (1 - с). (8) 

Эта функция аналитична всюду в комплексной плоскости с раз
резом (поскольку значения ± v 0 являются нулями не только 
знаменателя, но и функции Л (z)). Далее при z -^oo 

I с 
я(*)~ [1/<1_*н[1/(1+«ш-*)(1--с) -*"1, ( ) 

поскольку при z-*-oo 
Л (z) -*- 1 - с (10) 

и 
X (z) -»- 1/(1 - z). (11) 

Таким образом, R (z) — аналитическая функция в комплекс
ной плоскости с разрезом, стремящаяся к 1 при z -*■ оо и непре
рывная на разрезе. Чтобы доказать это, рассмотрим отношение 

R+ _ Л*(ц) Х- (ц )Х- ( -ц ) М 2 . 

Л - - Л - ( ц ) ДГ+(|»)ЛГ+(—|i) • ^ 

Функция Х( — ц) при ц > 0 непрерывна, так что (12) переходит в 

Я » Л + ( И ) * - ( ц ) М Чч 

Так как AVA~ = Х+/Х~, то при ц. > 0 
Д+/Д- = 1. (14) 

Аналогично можно показать, что функция^ (ц) непрерывна 
°РИ ц < 0, так что соотношение (14) справедливо при всех ц. 
следовательно, R (z) аналитична всюду и й (г) -+ 1 при z -*• оо. 
Аогда по теореме Лиувилля 

R (*) в 1, (15) 

(<Ьоюм И в ?о?Г0 Т 0 Ж Д е с т в а видно, что величины т 0 ±, введенные в разд. 4.8 
w рмулы (23)), пропорциональны X(±v 0 ) и потому не равны нулю-
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откуда 
X ( Z ) X ( - Z ) = - M - A j | _ _ , (16а) 

и тождество В доказано. 
Так как Л (0) = lf то из этого тождества вытекает простое 

соотношение 
X* (0) = l/(v0

2 (1 - с)). (16Ь) 
Тождество С. 

о 

Это «тождество» на самом деле является нелинейным инте
гральным уравнением для X (z). Уравнение (17), как и другие 
аналогичные соотношения, можно использовать для получения 
численных значений функции X (z). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставим в тождество А 

0 

явное выражение для у{\л): 

Тогда 

о 
Запишем тождество В в виде 

*-(!*•) - * L _ (21) 
Л-(|х') ~ ( v g - ^ ) ( l - c ) X-(-VL') У > 

и заметим, что при ц / > 0 функция X {—ц') непрерывна, так что 

Следовательно, 

X(z)~-с——\—£ - ^ - (23) 
A W ~ 2 1-е J vg-ц'* Х(-ц ' ) ц ' - z v 
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Заменяя ц' на - | Л получаем 

X(z) = -2 Т Г 7 J (vg-^2) Х(ц') ii'+ z* ^ 
- 1 

что и требовалось доказать1). 
Это уравнение применял Чандрасекар [43] для нахождения 

численных значений функции X (z). Опишем его метод вычислений. 
Легко видеть, что если функция X (z) известна для —1 ^ 

<; а ^ 0, то она известна всюду. Если положить z = fi, —1 ^ 
< u ^ 0, то мы придем к несингулярному нелинейному инте
гральному уравнению, удобному для решения итерационным 
методом. Лучше всего начать с вычитания X (0) из обеих частей 
уравнения (24): 

X ( Z ) - X ( 0 ) = | ^ | M = ^ ? r [ ] 7 L _ - f ] . (25) 

Так как 
Х(0) = 1 / К / Г ^ ) (26) 

(формула (16Ь)2) и 
1 1 Z 

то после замены переменных z = \i( — 1<^р,<^0) уравнение (25) 
принимает вид 

о 

Теперь итерации функции X (\i) сходятся достаточно быстро, 
Чандрасекар вычислял функцию 

Н (z) ̂  ЩУТ^Х ( - z ) (v0 +z))y (29а) 

решая итерационным методом интегральное уравнение3) 

_ i_ = ( 1 _ c ) 1 / 2 + ! . j j^ d ( / . (29Ь) 

1) По существу это же уравнение получается методом инвариантного 
погружения, но там используется функция Н (z) (подробности см. в гл. 9). 

2) При вычислении квадратного корня необходимо устранить неопре
деленность в знаке. Это можно сделать, заметив, что Х(0) = ег<°) > 0 
(разд. 4.8). 

3) Доказательство см. в разд. 9.3. 
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Таблицы значений функции Н (\х) приведены в различных рабо
тах, например в I43J и в приложении L. 

Существует итерационная схема, обеспечивающая более 
быструю сходимость, чем те, которые связаны с уравнениями (28) 
или (29) (см. [44]). Эта схема построена для функции 

Q (z) = [(1/Х (0)) -z]X (*), (30) 
удовлетворяющей интегральному уравнению 

Н ( * ) - 1 2 ^ ( - ^ + ^ ( ц + «)ОЫ "•*• (31) 

Итерационный процесс для этого уравнения сходится исключи
тельно быстро. 
Тождество D. 

Г ФУ(Ю<РУ(Ю ^ . = 1 Г 1 1 1 1_1 
J(v 0 _v)Y(v)yV(v) /v a v v 0 - u 4 ( v 0 - u ' ) X(v0) L̂ —и' X ( H ) J ' 
о 

y < 0 , | i f > 0 . (32) 

Доказательство этого тождества х) мы приводить не будем, 
так как оно сводится к непосредственному и довольно утоми
тельному применению теоремы Коши. Метод доказательства ана
логичен методу доказательства соотношений ортогональности 
в разд. 4.9 
Явное выражение для функции X (£). Закончим раздел выводом 
явного выражения для X (z), которым можно будет пользо
ваться при вычислениях. В разд. 4.8 мы получили формулу 

о 
где 

6 ДО = arg Л- = arctg 2 ( 1 _ ^ r t h f x ) - (34) 

Перепишем интеграл в формуле (33) в виде 
1 1 

{ 0 M y f e - j в ftO-ap- in Oi'-.) w. (35) 

l) Заметим, что тождество (32) не инвариантно относительно замены 
|JL =̂fe и/, что на первый взгляд может показаться странным. Однако ограни
чение [х <с 0, \х' > 0 также не симметрично относительно \л и ц'. 
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Интегрируя по частям, найдем 

jeM^^Wi-zJ-J^inOi'-z)^'. (36) 
О ° 

Здесь мы воспользовались тем, что 
6(0) = 0, 6(1) = я . (37) 

Вычисляя dd/dp из соотношения (34) и учитывая формулы (33) 
и (36), приходим после некоторых алгебраических преобразова
ний к равенству 

S(»)-«P[-T1AW-W { 1 + Т Ч И *&-№]' <38> 
о 

Подстановка ЛГ (v) = vA+(v) Л" (v) (разд. 4.5) дает 
1 

Х(*) = вр[—J-j^ll+^JlnOi'-*)^']. (39) 
о 

В приложении L приведены таблицы значений функции X (z) 
для 0 < 2 < 1 и 0 < с < 1. 

6.3. Применение тождеств для Хгфуниции 
к некоторым задачам для 

полупространства 
А. Фазовая плотность 

Как уже упоминалось в разд. 6.1, фазовая плотность V (я, \i) 
в различных задачах для полупространства определяется функ
цией -ф (\i), участвующей в разложении (2). При этом W (ж, \i) 
представляется в виде комбинации собственных функций, а именно 

.1 

¥(* , [х) = /(:г, [х) + а0+'ф0+(х, ц) + ^А (v)qv(x, \i) dv, (1) 
о 

£Де я0+ и A (v) задаются соотношениями (За) и (ЗЬ) из разд. 6.1. 
Присутствие в разложении слагаемого / (я, \i) зависит от задачи х). 

Заметим прежде всего, что и а0+ , и A (v) содержат функцию 2) 

__ »«-■*-£&• <2> 
) Например, в проблеме Милпа / (я, и) = я|>0- (я, и), а в альбедной 

задаче / (х, ц) = о. 
м ' ^м- Формулу (27) разд. 4.9. Эквивалентность этой формулы и фор-

улы (5) разд. 6.2 легко доказать с помощью равенства Х-/Х+ = Л_ /Л+ . 
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Другими словами, а0+ и A (v) выражаются через граничные зня 
чения аналитических функций. Так как с аналитическими функ
циями в комплексной плоскости удобнее оперировать вдали от 
разреза, "выразим у (\i) только через функцию X (z), а не через 
значения Х~ (\л) и Л" (\л). Это нетрудно сделать с помощью тожде
ства В, т. е. формулы (7) разд. 6.2: 

X (z) X (-*) = Л (*)/(v» - z*) (1 - с). (3) 

Пусть z = |i, 0 ^ |i ^ 1. Тогда функция X (—\i) непрерывна 
вдоль разреза, так что равенство (3) можно переписать в виде 

х-lv) ! ... 
Л-(|1) _ X ( - | i ) ( v J - ^ ( l - c ) j • (4а) 

откуда 
Т 0 * ) = т л : ( - ц ж - ц 2 ) ( 1 _ с ) • (4Ь) 

Применяя соотношение (4Ь) и равенство 

Ч^И-^^рцг. (5) 
получаем более простой вид формулы (За) разд. 6.1: 

«о+ = v„*(v( 

Аналогично упрощается формула (3b) разд. 6.1: 

X L 2 ^ J X(-(i ' )(v0 + n') v - | i ' + X ( - v ) ( v 0 + v ) J * (> 
о 

Здесь мы воспользовались явным видом функции 

фv(Ю=xp^V+Mv>б(v-^0• (8> 
Даже если функция гр ([л') такова, что аналитическая оценка 

интеграла невозможна, выражение для а0+ (формула (6)) весьма 
удобно (поскольку все величины, входящие в формулу (6), несин
гулярны, а Х-функции хорошо протабулированы). При вычисле
нии A (v) по формуле (7), напротив, могут возникнуть затрудне
ния из-за присутствующего в ней главного значения интеграла. 
Подстановка равенств (6) и (7) в формулу (1) для фазовой плот
ности приводит к тому, что W (х, [i) выражается через главное 
значение двойного интеграла — одного по \i' (формула (7)) и дру
гого по v. Однако с помощью интегрирования по частям и в слу-
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надобности формулы Пуанкаре — Бертрана этот интеграл 
^бычно можно представить в виде суммы главных значений двух 
однократных интегралов. 

Прежде чем перейти к исследованию других величин, оста
новимся на численной оценке главного значения интеграла 

а 

где Zo£[a, 6]. Запишем этот интеграл в виде 

а а 

Первый интеграл в (10) не содеря^ит особенностей, а второй 
вычисляется точно: 

ь 
Р f — * — ^ = in-*z±<L. (11) 

а 

Таким способом можно часто обойти трудности, связанные с вычис
лениями. 

В. Плотность распределения 
Рассмотрим плотность распределения р (я), задаваемую фор

мулой 
i 

р(х)/2л= \ Ч(х, ц ) ф . (12) 
- 1 

Проинтегрируем равенство (1) по |л и учтем, что <р0+ и <pv норми
рованы на единицу1); тогда 

i 1 
р [х)1Ъх = j / {х, [х) ф + а0+е-х'ч + \ A (v) e~*/v dv, (13) 

- 1 о 
Из-за трансцендентного множителя e~x/v интеграл по dv в (13) 
всегда приходится оценивать численно. 

С. Распределение выходящего излучения 
Распределение выходящего излучения 4я (0, \i) можно найти. 

подставив х — 0 в формулу (1) для фазовой плотности: 
1 

V (°* V) = / (0, |х) + Яо+Фо* (И) + J A (v) <pv (fi) dv, ii < 0. (14) 

) См. также формулы (lb) и (1с) из разд. 6.1. 
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Заметим, что подинтегральная функция в (14) несингулярна 
так как jx < 0. Для того чтобы упростить формулу (14), ц0д! 
ставим в нее выражения для а0+ и A (v) (формулы (3) раэд. 6.1) 
и затем применим тождество D, т. е. формулу (32) разд. 6.2. 
В результате получим относительно простое выражение для рас
пределения выходящего излучения: 

1 

*(P,|i) = /<pf ^)+^-[$т(Ю*(Юх 
о 

x { -7V-^r}^' ] ' <̂°« <15*) 
или в силу (4Ь) 

0 

Существует другой (более простой) вывод соотношения (15а) — 
без привлечения тождества D [45]. Рассмотрим функцию Ч? (0, р,') 
для \х > 0. Умножим соотношение (14) на ср̂  (\i') W (р/) d\)!, 
\i < 0, и проинтегрируем от 0 до 1. С помощью формул (34е) 
и (34f) разд. 4.9 находим, что 

1 

и^>ЛЮ^(и')Ф' = 

= — X (JA) - ^ (v0 — [i) [оо^фм. (|i) + j A (v) (pv (|x) dv] , |x <?) . 
0 

(15c) 
Подставив (15c) в (14), получим 

l 

¥(0, it) = /(0, |i)-ф(Vfl_2
и)x ( | i ) j ф0*0 <ft»(И') WQi') ф ' , | i < 0 , 

(15d) 
что нетрудно свести к (15а). 

В альбедной задаче "ф (|х') = в (|ы# — р«)9 / (#, |л) = 0, так что 
формула (15Ь) принимает вид: 

в * * W ~ 2(v0+|io)( l-c) ЛГ(-Ы " * W Ho~H "^=iT ' ** 
(16) 
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о задаче о плоском изотропном источнике, расположенном 
лоскости х = 0 (рассматривается случай одного полупростран-

в
 а н е двух смежных полупространств), согласно формуле (23) 

рйЗД" " / ( * , |i) = * / ( ! - * ) . (17) 
Q функция i|> (fA), участвующая в разложении (2) разд. 6.1, равна: 

* (V) = -ffo/(i - с)- (18> 
Здесь формула (15а) имеет вид 

О 

(19) 
Формулу (19) можно еще упростить, вычислив первый инте

грал с помощью тождества А для Х-функции (т. е. формулы (1) 
разд. 6.2) и заметив при вычислении второго интеграла, что 

1 

[ Y O A ' ) < V = Кга (—*Х(*))«1. (20) 

В результате получим 

Аналогичным образом можно найти выражения для плотности 
нейтронов и распределения выходящего излучения в ряде других 
задач. Например, нетрудно вычислить функцию Грина для полу
пространства. (Мы не будем вдаваться здесь в детали. Однако, 
учитывая большое значение, которое имеет проблема Милна, 
в следующем разделе мы найдем явные выражения отвечающих 

ей физических величин.) 

D. Ток нейтронов 
Формулу для тока / (х) можно получить, умножая фазовую 

плотность на \i и затем интегрируя 
i 

/ (х)/2л = J [х¥ (z, |х) ф , (22а) 
- 1 т. е. 

* i 
J(x)/2n= j tf{x, ^ ) ф + (1_с)[а0+е-*л>о + J vA\(v) е~х» dv\ . 

- i о 
(22b) 
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6.4. Некоторые явные формулы 
для проблем Милна 

Эта проблема уже обсуждалась в разд. 5.6, где были найдены 
явные выражения для а0+ и A (v). Для удобства повторим их 
здесь: 

^ = 4 ^ ' <1а> 
V ' (v0—v)v(v)JV(v) ' *1D> 

Функция -ф (р.) равна: 

*W = -4^<rt = - - ? - ^ r . (ic) 
Равенство (lb) можно записать в другой форме, если воспользо
ваться формулой (4Ь) из предыдущего раздела и определением 
функции <ро_ (v): 

Л ^ ) = ~C{N~^^ X ( - v 0 ) X ( - v ) . (lb') 

А. Распределение выходящего излучения 

Подставив в формулу (15а) разд. 6.3 равенство (1с), полу
чим1): 

О 

* b V - w K ] ' ^<0- (2) 
Учитывая, что 

! _ 1 _ = 1 _ Г 1 1 1 (3) 

приводим формулу (2) к виду: 

о 
г 1 1 i _ _ i 1 1 ) , л ц < 0 . 

Х I Vo+Ц |1# — JI V0 + |i | i '+V 0 Vo + ll' vo—\i J P Г 
(4) 

!) Заметим, что /(0, у ) = — г|) (iA) = vo-(M^(™o/2)[l/(vo+|A)b 
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ТС ждмй из трех интегралов в формуле (4) можно вычислить 
с помощью тождества А из разд. 6.2. Тогда 

Л v cv0 1 L_ cv° v 
To(0. »*)в-Х"^Н г |Г *(rt 2 х 

х Г — ^ — -X" ( |*>—-4— * ( —v0) — X ( - v 0 ) ] , (5а) 

или 
Уо(0, И ) - ^ - J ^ ■ ^ < 0 . (5b) 

Отсюда с учетом равенства (26) разд. 6.2 легко найти плотность 
гр0(0, 0) нейтронов, движущихся параллельно границе: 

% ( 0 , 0) = C y ^ ( l - 6 r ) X ( ~ v 0 ) . (6) 
В. Явное выражение для пространственной плотности на границе 

Подставив в соотношение 
о 

р0(0)/2л= j % ( 0 , (i)rf|i (7) 
- 1 

равенство (5Ь), получим 

■qa .«g ( - ,u | w _ j ; > M . (8) 
Положим Z = 0 B тождестве С (формула (24) разд. 6.2) и вос

пользуемся равенством (26) разд. 6.2. Тогда 

Х(0) = - - ^ — С £&- = 1- <9) 

откуда 

j и-ДхМ - £ » ^ - <10> 
- 1 

Таким образом, 
^ ° ^ = 2 / v 0

2 ( l - c ) X ( - v 0 ) . (11а) 2л 
Заметим, что 

2яУ0 (0, 0) 
Ро(0) 

(lib) 
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(Т0 (0, 0) задается формулой (6)). Этот результат показывает, ЧТо 
фазовая плотность возрастает в направлении вперед — эффект 
который с увеличением поглощения, естественно, становится 
более резко выраженным. 

Значение отношения 
2 J I ¥ 0 ( 0 , \х) 

Ро(0) 2 yvg( l - C ) X0i)(v§-^) (12) 

можно получить численно, используя явное выражение для 
X (fi), выведенное в разд. 6.2 (формула (39)). В табл. 6.1 приве
дены значения этого отношения для различных значений с и ц. 

Таблица 6.1 
2яТ0(0, ц)/ро(0) 

^*»ч. —И 
с ^ \ ^ 0 . 1 0 , 3 0 , 7 1,0 

0,0 0,05 0,150 0,350 0,500 
0,2 0,064 0,199 0,496 0,725 
0,4 0,086 0,272 0,670 0,915 
0,6 0,129 0,413 0,940 1,097 
0,8 0,257 0,830 1,457 1 1,276 
0,98 2,592 7,495 2,684 1,436 
1,0 1,258-107 65,360 2,951 1,454 

С. Выходящий ток 
Подставив равенство (5Ь) в соотношение 

получим 

и 
/ 0 (0) /2я= j [iW0{0, ц )4ц 

/0(0)/2n = cv*X(-v0) j - ^ d\i 

*)X(v) 

(13a) 

(13b) 

(14) 
Вспомним, что для больших z 

X (Z) 1/2. 

С учетом этого предельного соотношения тождество С разд. 6.2 
принимает вид 

о 
(15) 

„ I »п М- -* Л (U I 
-1 

2 1-е J (v»-(x'2)X(n')* 
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шая э т о уравнение относительно интеграла и подставляя 
результат в формулу (13Ь), находим, что 

/ 0 (0)/2я = -2v0
2X (-v0) (1 - с), (16) 

откуда 
I И.Уо(0, |i)d|i  

|i = ^T =-Vvl(l-c). (17) 
J Уо(0, И Ф 

- 1 

В разд. 4.3 показано, что при с » 1 
v* = 1/3 (1 — с). (18а) 

Следовательно, 
j I ^ - l / j / 3 . (18b) 

D. Высшие моменты распределения выходящего излучения 
Высшие моменты функции Ф (О, jx) в замкнутой форме полу

чить трудно, но можно привести их к виду, пригодному для 
численной оценки и, кроме того, вывести некоторые точные соот
ношения между ними. Например, положим 

о 

^=4-тр^Г 1 Vo(0' v)vrdlL (19) 

- 1 

и подставим сюда явное выражение для ^ ( О , |ы). Тогда 

Р~с] xwS-^ ф- (20) 

Выпишем для удобства тождество С из разд. 6.2: 
о 

У М - - — f H>'«frf / 2 1 ^ 
Л м - 2 1-е _Зм-|1'*)Х(|1')01'+*)" I*1' 

Нетрудно видеть, что 

Z + р/ ^ Z(1 + IX'/Z) = = 7 l_ 1 Г + 1 2 - + ' "-J ^ 
Для достаточно больших z. Кроме того, для больших z можно 
разложить X(z) в ряд Лорана: 

со 

X(s)=—L+E-S-- (23) 
п=2 
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Таким образом, 

Zj zn~~2 1 - е J (vg - ji'2) X (ii') ZJ zn • (44) 
n = l - 1 n = l 

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях z, получим 
о 

йп"" 2 1-е J X 00 (vg - jx'2) ■ (25) 

т. е. 
^ = ( _ 1)^12 ( 1 - е ) а,. 

Другими словами, ^п определяется коэффициентами ряда Лорана 
для функции X (z). Этот ряд можно получить из явного выраже
ния для X (z) (формула (33) раэд. 6.2): 

о 
Разложим это выражение в ряд: 

*(*)=-4[)+!+^r+---Jx 
1 

Xexp[.=ijeGiW {!+-£-+ ••■}]• (27) 
О 

Вычислим коэффициенты а4 и Й2« (На самом деле мы уже знаем, 
что at=—1.) Для этого нужно в формуле (27) оставить только 
члены с z'1 и z~2: 

X(d-(-±-±)[l-±\*VW] + X* (28) 
О 

где R — сумма членов ~ z~~n, п> 2. Теперь очевидно, что at= — 1 и 
1 

a 2=-l+4WW- (29) 

о 
Упростим формулу (29), интегрируя по частям (напомним, что 
G (1) = л): 
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П и выводе формулы (39) разд. 6.2 мы отмечали, что 

Таким образом, 
1 

а2= - \ \ li [1 + - 1
£ ^ г ] Я (с- ^) Ф (32) 

О 

п, значит, 
1 

J 7 = c (1 - с ) j щг (с, fi) [ l + - 1 ^ - ] ф . (33) 
О 

Таблицы значений а2 составлены Кейзом, Гофманом и Плаче
ком х). 

Очевидно, что через аналогичные интегралы можно выразить 
и более высокие моменты. С помощью тождеств, доказанных 
в разд. 6.2, это сделать нетрудно. Так, тождество В имеет вид 

X (z) X ( - г ) = Л (z)/(vl - z2) (1 - с). (34) 
Используя разложение 

оо 

*(*>=2-gb (35) 
получим 

п оо 

x(z)X(-Z)= 2 -gS-(-*r=2 5- <36> 
т, п=1 1=1 

Правая часть представляет собой разложение в ряд Лорана 
функции 

Л (z)/ (v* - z2) (1 - с). (37) 
Теперь для определения ап осталось только приравнять коэф
фициенты при одинаковых степенях z. Рассмотрим, например, 
члены до z -4 включительно: 

Сравнивая коэффициенты, видим, что 
-а\ = Ь{ (39а) 

и 
_ _ а\ — 2а%аъ = Ь2. (39Ь) 

*) См. [lf стр. 136]. В их обозначениях а2 = — /^(с). 
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Для определения Ь/ воспользуемся разложением 
1 

Л(*) = 1 — \ г \ ^ . (40а) 

т. е. 
A(z) = l - C [ i + - 5 T + - 5 r + . . . J . (40b) 

Отсюда 

( • \$ -z2 ) ( l - c ) z2 T^[ 3 ( l - c ) v o J a 4 - T - - - i (11) 

так что 
bi = — 1 , (42a) 

Ь — 5 < Й > — * (42b) 
Зная ax и я2 (заметим, что из (39a) и (42a) следует, что а^ = ±1), 
можно тривиальным образом найти я3-

Если учесть члены до порядка z-6, придем к уравнению, содер
жащему коэффициенты я4

 и й5- Один из них вычисляется тем же 
способом, что и аъ другой — тем же способом, что и а3. Другими 
словами, половина коэффициентов получается с помощью соот
ношения (36), после чего другую половину можно вычислить, 
разлагая в ряд правую часть в (27). 

Е. Поведение функции Ч^ (0, ji) при малых |Л 
Рассмотрим снова явное выражение для ^¥Q (0, [i): 

™*>=-ш№к- (43) 
Перепишем интегральное уравнение (25) разд. 6.2 в виде: 

*0*>-*(Ц+т^ j | W - ^ W ) [ i W - 1 ] - (44) 

Заметим, что основной вклад в интеграл дают малые значения р/. 
Поэтому можно записать: 

*(̂ *(°>+2(i-C)V(0) 1 ^ М т - й Я - (45а) 

или 
Х W - Х (°>- 2(1-^(0) ] "гаг. < 4 5 Ь ) 
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откуда 

*(^*(°)+2(1-ск;г(0) (-^1птЬ-- <46> 

Применяя формулу (26) разд. 6.2 для X (0) и полагая под знаком 
логарифма ц, — i ~ — 1, получаем для р, < 0, | р, \ < 1: 

Таким образом, из соотношений (16), (43) и (47) следует, что 
2яУо(0. ЕР _ ___? 1 ( 4 8 ) 

-У 0(0) 2(1-е) * (ц )К- (х2 ) ' 
или 

J S ^ - T v ^ = r [ 1 ~ T l - H « l , l + . . , l . (49) 
Здесь мы положили v*— j x 2 ^ v j и учли лишь два первых члена 
разложения в ряд функции | 1. —|—g-1 JLX | In | fx | I • Как отмечено 
выше, этот результат справедлив для — 1 <^ \л < 0. 

F . Плотность нейтронов 
Общую формулу для Ро(#) можно получить в результате 

интегрирования \F0 (х, р,) по р : 
i 

■ ^ = ^ o + flofr^o + j ^ ( v ) r ^ d v . (50) 
о 

Мы видели, что асимптотическое поведение плотности описывает
ся суммой первых двух членов: 

Pas (*)/2jt = **/vo + fl0+e-*/vo. (51) 
Определим экстраполированную длину zQ равенством 

Я(н.= — £-220/v0. (52а) 

Тогда равенство (51) принимает вид 

Pas(*) = 2 g - * / * t o S h f ± 3 L . (52Ь) 

Асимптотическая плотность обращается в нуль в точке х = —z0 
(отсюда термин «экстраполированная длина»). Подчеркнем, что 
о это расстояние влево от поверхности, на которой обра

щается в нуль асимптотическая плотность. 
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Равенство (52а) можно записать и в другой форме: 
fl0+ = exp-2zo/vo+^ (53) 

так что 
ZQ = -~r[ — Ina^ + in] (54) 

(это соотношение мы вывели еще в разд. 5.6). Подставим сюда 
явное выражение для а0+ (формула (1а)): 

Применяя теперь формулу (40) разд. 6.2, находим явное выра
жение для z0: 

zo=iii4j-[ i +^]v o A r t h i-d f i- <56> 
о 

Здесь мы использовали известное тождество 
A r t h z ^ l n - ^ t i l , | х | < 1 . (57) 

Из формулы (56) вытекают следующие полезные соотношения: 

czo(<0 = l - - f l n T ' с < * ' <58а) 

cz0 (с) = 0,710446 [1 -0 ,0199(1 -с ) 2 + . . . ] , \с-11< 1, (58Ь) 
и 

о 

cz0 (С) = -j-, с -^ оо. (58с) 

На рис. 6.2 представлена величина cz0 как функция от с. 
Заметим, что асимптотическая плотность полностью опреде

ляется параметрами v0 и z0. Поставим вопрос* насколько важен 
неасимптотический вклад в плотность? 

Пусть 
Ро (х) = Pas (*) — h (х), (59) 

где, как и ранее, 
Р»»(*) = 2e-*o/v0 Sh x+z° (60) 

2л v0 

Ш_=-^А(м)е-*'*с1х. (61) 
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м образом, отклонение от асимптотики определяется функ-
ей h (х)- Подставим в (61) выражение (lb') для A (v). Тогда 

ЦП 4 

J ^ = c(l-c)vlX(-v0)l^X{--v)e-*»dv. (62) 
о 

Теперь для изучения функции h (х) мы можем воспользоваться 

W 

0,9 

о.е 

oj\ 

0,7500 
При С—оо 

0,5 1,0 1,5 2ft 2,5 
с 

Р и с . 6.2. График cz0 как функции от с. 

3,0 

полученными результатами. Рассмотрим отношение рав (0)/р0 (0): 
Рав (0)/р0 (0) = 1 + h (0)/р0 (0); (63) 

формулы для раБ (0) и р0 (0) нам известны (например, р0 (0) имеет 
вид (11а)). Отсюда 

' (64) 1 Ро(0) V 1 — с v0 

где величина К, введенная в гл. 5 в связи с функцией Грина 
для неограниченной среды, равна 

с [(1/vg) — 1+с] v ' 
Ьще проще получается отношение асимптотического тока к пол
ному току: 

1 
^asH 

2я 
Так 

\ V* [Фо- М **/V0 + a0+q>o+e-*M dfi. 

как 
vo 

^ = т-^^г 

(66) 

(67) 
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ТО 

L J V0+(l ^ 0+ J V0-(X J* * ? - = — L e ' " 3 | 1йТ" , " в ^ _Jt %=irJ' (M) 
Далее, 

tir = T ^f ir ± 1 - (69) V0 zt ji v0 ± [I 

так что 

2л 2 
- 1 

[•4*{-*i1^-+*}+ 
l 

+ ^ - * * { - H b j - A r - 2 } ] . (70) 
Условие нормировки 

l 

2 [ -&- = ! (71) 
позволяет привести равенство (70) к виду 

/ a s (*)/2я = e*>v° { - v0 + cv0} + ao+e- */vo { + v0 - cv0}, (72) 
или 

/ a s (*)/2я = + v0 (с - 1 ) [е*л>о_ Ой*-*"»]. (73) 

Сравнивая это соотношение с формулой (51), видим, что 
Л 8 (*) = -V* (1 -с) (dpas (х)/дх). (74) 

Таким образом, асимптотический ток и плотность удовлетво
ряют закону Фика, который является основным соотноше
нием диффузионной теории (гл. 7). Величина v̂  (1 — с) назы
вается коэффициентом диффузии и обычно обозначается бук
вой D. 

Положил! х = 0 в формуле (74) и разделил! на JQ (0) (фор
мула (16)); тогда 

Л Б (0)//0 (0) = УШ ch Vv 0 , (75> 
где К задается формулой (65). В табл. 6.2 представлены отноше
ния pas (0)/р0 (0) и /as (0)//о (0) к а к функции от с. Из табяицы 
видно, что раБ (0) ^ ро (0). Таким образом, асимптотическая 
плотность служит верхней оценкой для истинной плотности. 
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Таблица 6.2 

с 
pas(U) = * + Л(0) ' Jas<°> 
Ро(0) Ро(0) Jo(0) 

0,0 1,00 1,000 
0,3 1,12 0,950 
0,6 1,19 0,950 
0,9 1,22 0,986 
1,0 1,23 1,000 
2,0 1,26 1,140 
оо 1,31 оо 

Напомним (приложение Н), что при с = 1 функции ij)0± 
вырождаются в собственные функции: 

яр, = 1/2, (76а) 
г];2=(1/2)(а: —|ы). (76Ь) 

В этом случае 
Pas (я)/2я = х + Я0+, (77) 

так что (см. формулу (74)) 
«̂ as (*) = const, (78) 

поскольку /as (0) = / 0 (0) для с = 1 (табл. 6.2). Отсюда следует, 
что при с = 1 

(79) 

(80а) 

(80Ь) 

В явной форме 
/as (X) = / о (0). 

/ а Б (;г)/2л = — lim vl (1 — с), 

или 
/ а в(аг)/2я=—1/3, 

так как v * ^ 1/3(1— с) при с ^ 1 (разд. 4.3). 

G. Функция /i (аг) 
Теперь исследуем функцию h (х), характеризующую отклоне

ние плотности от своей асимптотики. Рассмотрим сначала нуле
вой момент функции h(x), а именно 

hn= \ h (х) dx. (81) 
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Заметим, что если уравнение переноса 
1 

^S + ^ T J W^Po (82) 
- i 

умножить на 2л и проинтегрировать по fi, то придем к уравне
нию непрерывности 

dJ0/dx = - (1 - с) р0 {х), (83) 
откуда, интегрируя по я, получим 

х 

/ 0 (х) = / 0 (0) - (1 - <?) J РЬ (*') <**'■ (84) 
о 

Если с = 1, то / 0 (я)/2я = «̂ о (0)/2я = 1/3. Справедливость этого 
соотношения для / a s Уже была доказана (формула (80Ь)). 

Покажем, что для асимптотических плотности и тока выпол
няется соотношение, аналогичное (84). Вспомним, что 

£ a i M _ s h £ ± S L , (85) 
Lit Vo Л ' 

Дифференцируя по #, видим, что раБ (х) удовлетворяет уравнению 
диффузии *) 

V o-%T-Pas ( * ) = 0. (86) 

Проинтегрируем по ж: 

j Раб (*') d«W. [&2®.-°£еВ.]. (87) 
0 

С помощью (74) приведем это соотношение к виду 
х 

/as (*) = / а . (0) - (1 - С) j РаБ (*') d*'. (88) 
о 

(Таким образом, можно сказать, что число «асимптотических» 
нейтронов сохраняется. По этой причине приближенная теория, 
т. е. теория диффузии, которая занимается только асимптотиче
ской частью распределения нейтронов, правильно предсказывает 
по крайней мере сохранение их числа.) 

) Это непосредственно следует из закона Фика (формула (74)). 
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Вычтем равенство (88) из равенства (84): 
X 

j {х) __ / а в (*) = /о (0) - / « . (0) + (1 - с) j [Pas (*') - р (*')] dx', (89а) 
о 

т . е . 

Л, (*) - 4 » (*) = Л (0) - Л 8 (0) + (1 - с) j Л (a:') da;' 
о 

Так как / а в (*) —* Jo (#) при ж—>оо, то 

lh(x')dx'=J^f°{0)' 
о 

В частности, с учетом формулы (75) получим 
оо 

$ h (х') dx' 

(89Ь) 

(90) 

6 1 —'as (0)Мо (0) 1 - У с* . zp 
—/ 0 (0) 1-е 1 - е v0 

(91) 

Аналогично определяется первый пространственный момент 
функции h(x): 

х 
[ xh (х) dx  

~У 0 (0) l - c L o r v0 V v g ( l - c ) _ ] ' V ' 

где ju,2 — второй угловой момент распределения выходящего излу
чения (см. соотношение (33)). Эта связь пространственных момен
тов функции h (х) с угловыми моментами распределения выходя
щего излучения не случайна: и те и другие содержат интегралы 
от A (v). 

Таблица 6.3 

с L X 

0,0 0,443 0,629 
0,3 0,477 0,776 
0,6 0,446 0,639 
0,9 0,377 0,566 
1,0 0,358 0,546 
1,5 0,286 0,470 
2,0 0,239 0,419 
3,0 0,182 0,353 
оо 1,124/с i 0,702/Ус 
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В табл. 6.3 приведены значения функций 
X 

f h (х) dx 

h(0) (Щ 

Х = -° 
J xh (х) dx 

f h (x) dx 
(93b) 

при разных значениях с. С помощью этой таблицы и табл. 6.2 
можно составить представление об отклонении плотности от 
ее асимптотического значения. 

Н. Поведение функции ро (JC) при малых х 
Мы закончим этот раздел выводом приближенного выражения 

для функции р0 (х), справедливого при малых х. Итак (форму-
ла (45)), 

1 
р0 (х)/2л = ех»° + а0+е-х^ + f A (v) е-*lv dv (94а) 

и 

Ро 
1 

(0)/2я = 1 + а0+ + j A (v) dv. (94Ь) 

Рассмотрим тождество 
1 1 1 
\ A (v) e-w dv = \ [A (v) — A (0)] e~x^dv + A (0) j e~*/vdv. (95) 
0 0 0 

Поскольку мы ищем разложение, справедливое при малых х, 
можно разложить в ряд экспоненту в первом интеграле правой 
части тождества (95). Заметим, что в точке v = 0 нет особенно
стей. Второй интеграл есть не что иное, как функция Е2 (х) (см. 
приложение Е, где дано также ее разложение в ряд). Таким 
образом, 

1 1 

( A (v) e-*/v dv=\ [A {v)—A (0)] [ i — 7 ] dv + 
о о 

+ A(0)\l+zln±]+o(x), (96) 



6.5. Случай двух смежных полупространств 173 

или 1 » , 

С A {y)e-xi"dx= \ A (v)dv-A (0) х \п~ + о(х). (97) 
о о 

Следовательно, 
1 

£oVL = i + ao++[A(v)dv—A(0)xln- + o(x), а: « О , (98а) 

-£5Пв-Ч!?— ̂ (P)*lnl+o(x). (98b) 
функцию -4 (0) можно найти из формулы (1а): 

А (0) = -сУ^0(\-с) X ( - v 0 ) , (99а) 
или 

Последнее равенство вытекает из соотношения (11а). Итак, при 
малых х 

М*) = М 0 ) [ 1 + ^ * 1 п т ] + о < * > - ( 1 0 0 ) 

tf.5. Тождества для Х-функции 
и некоторые точные результаты 

для двух смежных полупространств1) 
В разд. 5.8 мы рассмотрели решения уравнения переноса 

в задачах о двух смежных полупространствах. Методы, которые 
будут использоваться для упрощения решений таких задач, 
аналогичны методам, изложенным ранее в этой главе в связи 
с задачами для полупространства. Но так как в этом случае 
-У-функция имеет другую форму, то будут другими и тожде
ства, которыми мы воспользуемся для преобразования решений. 

Напомним, в частности (разд. 5.8), что Х-функция, соответ
ствующая задаче о двух полупространствах, равна произведению 
л-функций, взятых для каждого полупространства в отдельности: 

X (z) = X* (z) Х<2> (-z). (1) 
А1ри этом область (I), в которой с = си располагается справа от 
области (II), в которой с = с2. Теперь нетрудно показать, что спра-

) Большинство результатов этого раздела взято из работы [40]. 
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ведливы тождества г): 

Х(*) = | - ™ - ф , (2а) 

4CGH I £ * £ Ф . (2Ь) 
о 

* W 2 < l - c 2 ) _Jt X2 (|i) (^8,-|i?) ( ( i - z ) 0 t l + 

1 
■ ct f ИЛС»(-Ц) rf ,„ 

T - 2 (1 - C l ) J Xi ( - ( i ) (vgj-цг) (,x-z) " ^ I*5) 
о 

Z* <*> = 2(1-^) ^ Xa(|i)fJ8i-J«)(|i-i) ^ + 

+ £ 1 _ f H«,(-ii) , ,2 , . 
+ 2 (1 - C l ) J Xi ( - |i) (v?!-p*) ( ц - s ) aH" ^ a ) 

0 

Здесь, разумеется, v01 и v02 — дискретные собственные значения, 
соответствующие областям (I) и (II), а функция Г (\i), введенная 
в разд. 5.8, есть 

гм-^ЙЙ- (3) 
Напомним также, что с (ц) = с4 для \i > О и с (ji) = cz для \i <L 0; 
L± (|ы) определяется аналогичным образом. 

Применение этих тождеств к решению проблемы Милна для 
двух смежных полупространств приводит к следующим простым 
выражениям для фазовой плотности, для плотности и тока на 
границе полупространств и для экстраполированной длины z0: 

г civoi (VQ2 — V) Х2 (p.) Xj ( —VQI) 0 

u f ( 0 . I (vg i -^Hvos + VoOXiMXaC-Voi) ' И ^ и ' ( 4 ) 
1 ' W * C2(l-Cl)v8l^i(-|i)Xi(-Vat) 

W * ~ C2) ( V02 + fi) (v02 + voi) X2 ( — fl) X2 (— v0i) * H > 0 ; 

P(0) = 2 v 0 i y i - c 1 X i ( - v 0 1 ) ( 5 a ) 
2 j t (v 0 2+v 0 1 )> / l —c2X2(—v01) ' 

^ - = - ^ [ ( 1 - 0 ( 1 - ^ 1 ^ ( 0 ) (5b) 

*) Доказательство аналогично доказательству тождеств для полупро
странства (разд. 6.2). 
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i нтегралы для р(0) и / (0 ) вычисляются с помощью соотноше-
£ (2с) и (2d)); 

, _VQ1 1Л ГУ01 + У02 X I ( V Q I ) Х 2 ( —VQI) I , f i . 
**~ 2 '"boi-voaxn^vo,) Z2(v01) J" W 

Аналогично находится решение задачи с постоянным источ
ником г): 

i qpct (1 — с2) (vpg — ц) Х 2 (ц,) д0с2 м < 0 

(*i—*2)(1 — CiXVd—li)Xi(ii) ci—c2
y г ' 

go^2Ы + \i)*i(-|i) gô 2 > 0 * ' 

J^-j^rt*-^^)--!]. (8) 
Что касается функции Грина для двух полупространств, то 

выражения для ее значений на границе не допускают существен
ных упрощений, и мы не будем приводить дальнейших результатов. 

6.6. Проблема критичности2) 
В задачах, которые мы решали в гл. 5 и 6, область по крайней 

мере в одном направлении была неограниченной. По этой при
чине решения с с > 1 были лишены физического смысла, и мы 
рассматривали их только как математическое расширение резуль
татов для с < 1 (после наложения условия излучения на бес
конечности). 

Однако в ограниченных областях имеет смысл искать решения 
для с > 1. В разд. 6.2 и в приложении D показано, что уравне
ние переноса не обязано в таких случаях обладать единственным 
решением. Одной из наших задач будет определение условий, 
при которых существует единственное решение. 

Мы ограничимся случаем, в котором отсутствуют внешние 
источники нейтронов; нейтроны появляются в системе только 
в результате деления. Тогда фазовая плотность удовлетворяет 
однородному уравнению переноса 

O.V* + * = s j « f * ( r , Q f ) (la) 
п граничному условию 
_ _ _ Ф (р., й) = 0, Q .п0 < 0, (1Ь) 

) В соответствии с разд. 5.8 речь идет об изотропном источнике, постоян-и о м по всей области, в которой е = а. 
Апал ' ^ ' 47'* Б о л е е п оДР°бно эта проблема изложена в приложении I. 
те Г4Я13 з а д а ч н а критичность в многослойных плоских системах дан в рабо-
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где s — поверхность, ограничивающая рассматриваемую область 
и п0 — внешняя нормаль. 

Уравнение (1а) и граничное условие (lb) совпадают с урав
нением (1) разд. 2.5 и соответствующим граничным условием 
полученными для фазовой плотности У = я^ — я])2 в теореме 
единственности. Единственность при с < 1 следовала из того 
что уравнение (1) имело только тривиальное решение *Р === о' 
Другими словами, если нетривиального решения уравнения И) 
для с <1 1 нет, то система без источников не может поддерживать 
стационарное, отличное от нуля распределение при с < 1; это 
означает, что реактор не может быть критичным, если испускается 
менее чем один нейтрон на одно столкновение. 

Этот результат вряд ли окажется неожиданным. Однако заме
тим, что отсюда не обязательно следует, что уравнение (1) при 
с > 1 обладает нетривиальным решением. Такое решение суще
ствует только тогда, когда значение с и размер системы связаны 
некоторым соотношением, называемым условием критичности. 
Это соотношение мы выведем в настоящем разделе. 

Даже для простого одномерного случая, который мы подробно 
здесь рассмотрим, нельзя получить точно ни условия критич
ности, ни выражения для связанной с ним стационарной фазовой 
плотности. Однако можно указать итерационный процесс, быстро 
сходящийся к решению, причем сходимость тем быстрее, чем 
больше система. В первом приближении считается, что гранич
ные условия «не взаимодействуют». В плоском случае это, по 
существу, отвечает суперпозиции двух решений проблемы Милна, 
по одному для каждой границы, и приводит к уже знакомому 
нам условию на экстраполированной длине. Мы проведем еще 
один итерационный шаг и покажем, как в принципе можно полу
чить результаты с любой нужной точностью. 

А. Постановка плоской задачи на критичность 

Рассмотрим пластину толщиной 2Ь; начало координат поме
щено в центре пластины. Уравнение (1а) принимает вид: 

1 

и !£+*== f j *(*.i* w . (2а) 

- 1 

Как показано в разд. 2.1, выполняется условие симметрии 

ф(я, |ы) = ф (—я, — и), (2Ь) 

так что граничное условие можно записать в виде 
^ (_ь , р) = о, [I > 0. (2с) 
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Р зяожим решение уравнения (1а) обычным образом: 

■ф (х, [*) = «о**н- (*> МО + «о-Фо- (х> v)+^ A (v) я|)у (х, [i) dv. (3) 
- 1 

Так как 
^о±(а:,^) = ^ / г о ^ ^ г = ^ т ( - ^ - | * ) (4а) 

^v (х9 |х) = Ф-v (—*, — М), (4Ь) 
то в силу условия (2Ь) 

я 0 + = я0_ (5а) 
И Л (v) = A (~v). (5Ь) 
Разложение (3) принимает теперь форму 

1 

Ф (а:, н) = "фен- + ifo- + j 4 (v) [4v (*, fi) + i j ^ (a;, ji)] dv (6) 
о 

(мы выбрали нормировку a0+=l). 
Коэффициент A (v) можно найти с помощью условия (2с): 

** ( —Ь. V) + %-( — b,[i) + 
1 

+ J i 4 ( v ) № v ( - 6 , r t + *-y(-b, | i ) ]dv = 0, | i > 0 . (7) 
о 

К сожалению, точное решение этого уравнения неизвестно. Одна
ко можно преобразовать это уравнение к фредгольмовскому виду 
и затем найти решение методом последовательных приближений. 
Положим 

B(v) = A (v) eb/v. (8) 
Тогда уравнение (7) примет вид 
1 1 

J в (v) <pv (fx) dv = — фо+е^о — cp0-e-b'vo — ( Б (v) е~2ъ^ <pv (— [i) dv. (9) 
0 о 

Уравнение (9) — это (сингулярное) интегральное уравнение 
относительно Б (v). Чтобы свести его к уравнению Фредгольма, 
решение которого можно найти итерационным методом, умножим 
обе его части на у (JUL) И проинтегрируем по [i. С помощью тожде
ства А (разд. 6.2) легко показать, что 

1 
J V <Н) Фо± (|i) ф = =F ^ X ( ± v0). (10) 
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Кроме того, 
1 
jv(H)<Pv(n)dn=0, v > 0 , (Ца ) 
о 

1 
С cv J V(̂ )<iPv( — fi)dfi = -2-X( — v), v > 0 (ЦЬ ) 
о 

(эти равенства доказываются так же, как тождество А в разя 
6.2). В силу (10) и (И) 

1 

v0X (v0) еьП* — VQX (— v0) е-*!** — j vB (v) e~2b^ X (— v) dv= 0. (12) 
о 

Умножим теперь уравнение (9) на cpv (ц,) *у (|Л) и проинтегри-
руем по |ы. Снова появляются интегралы, которые после инте
грирования по частям приводятся к виду (10) и (И). В результате 
получается интегральное уравнение Фредгольма, которое можно 
записать в виде 

х Г _^СЫ^0+ v0X(-v0) е_ }^т №/ d г 
0 

(13) 
Можно показать, что 

J _ r j 1 1 M2)2 fx 14. 

и при желании использовать эту формулу в (13). 
Заметим, что в уравнении (13) ядро несингулярно и пределы 

интегрирования конечны. Уравнение (12) называется уравнением 
критичности. Метод его решения состоит в следующем: разре
шаем уравнение (13) относительно В (fi) и подставляем результат 
в уравнение (12), чтобы определить, какие значения с ш Ь при
водят к критической конфигурации. 

Выражения для плотности и тока получаются интегрирова
нием соотношения (6): 

о 

4 ^ = ( c - l ) | v 0 | s i n ^ + (c-l)jv,4(v)sh-^v. (16) 
о 
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Q сь I vo I = vo^» м ы воспользовались тем фактом, что решения 
шествуют только для с > 1. В этом случае v0 должно быть 

чисто мнимым (разд. 4.3). 

В. Приближенные решения 
Мы уже отмечали, что при с < 1 не существует нетривиаль

ного решения нашей задачи. Поэтому мы будем рассматривать 
только случай с ^ 1. Очевидно, при с > 1 (но когда с — 1 мало) 
критический размер должен быть большим. 

Подходя к задаче с этой точки зрения *), обратим внимание 
на то, что интегральный член в условии критичности (12) содержит 
множитель e~~2blv. В нулевом приближении мы пренебрегаем им 
и приходим к приближенному условию критичности 

X (v0) eWo—X ( -v 0 ) e-Wo = 0. (17) 
Напомним, что экстраполированная длина z0 в проблеме Милна 

(разд. 6.4) связана с X ( ± v0) соотношением 
Х( - v0)/X(v0) = - e-**«lv«9 (18) 

Тем самым условие (17) принимает вид2) 
e{20+b0)fV0 _|_ e~{2Q+b0)/V0 = о. (19) 

Другими словами, решение существует, если 
cos[(fc0+z0)/ |v0 |] = 0. (20) 

Отсюда 
(*о + Ьо)/| v0 I = л/2, (21а) 

или 
Ъ0 = п | v0 |/2 — z0. (21b) 

Заметим, что это условие эквивалентно требованию, чтобы асимп
тотическая плотность обращалась в нуль на расстоянии в одну 
экстраполированную длину (отвечающую проблеме Милна) от 
границы. Таким образом, это решение эквивалентно суперпозиции 
двух решений проблемы Милна при отказе от учета влияния 
одной, границы на другую и сохранении лишь асимптотических 
частей решения. Поэтому в нулевом приближении плотность р0 
и ток / 0 определяются лишь первыми членами в правых частях 
формул (15) и (16): 

р0 (х)/4п = cos (х/\ v0 |), (22а) 
/о (*)/4л = (с — 1) | v0 | sin (х/\ v0 |). (22b) 

аначр О Ж н о надеяться на плодотворность такого подхода, ибо большие 
шш с в природе не наблюдаются. 
) °i здесь обозначает i-e приближение к Ъ. 
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Это условие называется условием на экстраполированной граниь 
Если не считать того, что в наши формулы вошла точная длив 
диффузии v0, по существу тот же результат следует из диффу* 
зионной теории (разд. 8.3). ^у" 

Поучительно взглянуть на этот факт с другой стороны. В дил 
фузионной теории вместо (2с) обычно используется граничное 
условие Маршака низшего порядка 

1 

/ + ( — Ь) = j ртр ( — Ь, fi) ф = 0, (23) 
о 

Полагая В (v) = 0 в формуле (9) и применяя условие (23), полу
чаем вместо (21Ь) условие 

К = п | v0 |/2 — zj, (24а) 
где 

2 ^ l V ° l a r C t g c , v 0 | l n , l C
+ " ( l / | voP) )^ - ( 24Ь) 

При с — 1 <С 1 правую часть равенства (24Ь) можно разложить 
в ряд: 
4 = Vf^a r C t g 2tC- i1]1 / 2 = =fL1+4(1-C>+---]' (^ 

а это в точности разложение для экстраполированной длины 
в проблеме Милна, найденное в рамках диффузионной теории 
(разд. 8.3). Таким образом, использование граничного условия 
Маршака в форме (23) вместо условия (2с) немедленно приводит 
к «диффузионному» результату (если опять же не считать, что здесь 
фигурирует точное значение длины диффузии v0). 

Из формул (22) вытекает, что 
/ 0 (х) = —D (dp0 (x)/dx)t (26а) 

где 
D = | v0 |2 (с - 1). (26Ь) 

Объединяя (26а) с уравнением непрерывности (полученным инте
грированием уравнения (2а) по р,) 

dJ0/dx + (1 - с) р0 (х) = 0, (27а) 

приходим к уравнению для р0: 

Э+т4г*<*>-°- (27Ь) 

Мы видим, что асимптотическая плотность удовлетворяет уравне
нию диффузии. Точнее, уравнение (27Ь) становится уравнением 
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диффузии при с ~ 1, и в этом случае (разд. 4.3) 
| v 0 | 2 + l / 3 ( l - c ) . (28) 

Величина 1/| v0 | называется геометрическим параметром реак
тора и обычно обозначается Б2. 

Вернемся к уравнению (13). Пусть теперь Б (ji) будет не нуль, а 

Htf(W-2jtfLx+(|i) X-(M)JL fx-vo ^ |i+.v0
 e J - ^ ^ 

Тогда мы получим приближение следующего порядка. Подста
вив его в условие критичности (соотношение (12)), найдем, что 

x ( V o ) ^ , /vo_ -X( -v u ) e - b i / vo=_ | ( l _ c ) [v 0 {X(v 0 ) ^ i / vo + 

+ Х (-v0)e-Mv°}Ii + {X (Vo)<**/vo-X (-vo)e-bi/vo) Т2), (30а) 
где 

1 

/J== j v5'X ( - v) g (с, v) e-Wv dv. (30b) 
о 

Соотношение (30а) можно представить в виде 

X ( V o ) eb./v.-X(_V o ) e-Wvo 
д: (Vo) eb,/v0 + х (_V o ) е-ь,м, - ^ (c' ь 0 . (Лa) 

ПОЛОЖИВ 

(с/2) (C-1)7. 
а - 1 - [ ( С / 2 ) ( с - 1 ) / 2 ] * ^1Ь> 

В силу (18) условие критичности в первом приближении при
нимает вид 

Заметим, что а ~ с — 1. Поэтому имеет смысл построить при
ближение к (32) для малых значений a(v0): 

bt « ^ i - - s0 - a (с, feO | v012, (33a) 
или 

fc, » b0 — a (c, 6i) | v0 |2. (33b) 

ледовательно (поскольку a > 0), поправка первого порядка 
епыиает критическую толщину. Плотность и ток в этом при-
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ближении равны 

Pi (*) _ рр (*) . а , , . Г X (у0) X ( - v 0 ) 11/2 
- 4я " г с т о 1 с А ; [ l-cc^y? J х 

4л; 

X j X ( - v) g (с, v) (1 + av) e-*'v ch -J. JV | ( 3 4 a ) 

« 2 У? 

X j vX (— v) g (c, v) (1 + av) e-Wv sh -^- dv. (34b) 

Здесь p0 и / 0 — плотность и ток в нулевом приближении 
(формулы (22)). 

В принципе тем же самым методом можно было бы получить 
поправки более высокого порядка. Однако уже первое приближе
ние, по-видимому, дает хороший результат для систем, размеры 
которых намного больше одного свободного пробега нейтрона. 
Это соображение анализируется в работе Митсиса [46], где также 
обсуждается сходимость использованного здесь итерационного 
процесса. 

Таблица 6.4 
Критическая толщина пластины 

С | to U 

1,01 16,6590 16,6590 
1,10 4,2266 4,2265 
1,20 2,5796 2,5786 
1,30 1,8776 1,8749 
1,40 1,4768 1,4723 
1,50 . 1,2152 1,2088 
1,60 1,0303 1,0228 
1,70 0,8928 i 0,8838 
1,80 0,7963 0,7853 
1,90 0,7016 0,6897 
2,00 0,6527 0,6397 

В табл. 6.4 приведены значения t0 и tt для различных значе
ний с между 1 и 2 (t = 2b). Из таблицы видно, что максимальное 
отклонение U от t0 составляет 2% 
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Построим удобную приближенную формулу для tt. Так как 
величины Jj (формула (ЗОЬ)) малы, то 

а (с, t) « (с/2) (с - 1) / j . (35) 
Основной вклад в интеграл It дают значения v, близкие к единице. 
Для таких v 
" X ( -v ) « X (0)/v. (36а) 
С учетом этого приближения, замены переменных v = 1/(1 -f- х) 
и формул (24) и (25) из разд. 4.5 /j принимает вид 

Л » 4
 е J (l-(c/2)ln(2/z))2+(nc/2)2 

о 
Еще одна замена переменных дает 

/ 1 ~ Ы ) X 2<0>-T-J 1+((Я_1пг,)/Л)2 
о 

где Я = 1п2* —2/с. Отсюда 

If 

(36b) 

(36с) 

(37) 

Функция /(Я) протабулирована [1J. Теперь нетрудно получить 
приближенную формулу для fa 

, . 1 в"'1 

СП2 *1 
/(Я). (38) 

Таблица 6.5 
Отношение нулевого приближения к первому для плотности 

нейтронов как функции положения 

х/Ьо с = 1 , 0 1 с = 1 , 1 0 с = 1,30 с = 1,60 с = 2 ,00 

0,00 1,000 1,002 1,020 1,050 1,082 
0,25 1,000 1,003 1,023 1,050 1,082 
0,50 1,000 1,007 1,032 1,073 1,104 
0,75 1,001 1,026 1,064 1,109 1,154 
0,85 1,003 1,049 1,094 1,144 1,195 
0,95 1,036 1,120 1,162 1,230 1,269 
1,00 1,254 1,126 1,271 1,289 1,313 

В табл. 6.5 представлено отношение плотностей ро/р4 как 
Функция от х1Ъ. Как и следовало ожидать, наибольшее отклоне-
Н1*е наблюдается вблизи границы. Заметим также, что pi > р0. 
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С. Задача критичности для шара; 
антисимметричные решения 

Если мы вернемся к разд. 3.6, где обсуждалась интегральная 
форма уравнения переноса, то увидим, что основное уравнение 
задачи критичности для плоского слоя (уравнение (2а) настоящего 
раздела) можно записать в виде 

ъ 
р(*)=у j я4(|х-*'|)р(*')&/. (39) 

Проблема критичности сводится к определению условий, при 
которых это уравнение обладает нетривиальным решением. Ана
логично можно написать, снова используя результаты разд. 3.6, 
интегральное уравнение задачи критичности для шара радиу
са Я 1 ) : 

R 

/-Р (г) = -f- j r'p (г') [Ei (| г - г' |) - Et (г + r')] dr'. (40) 
о 

Пусть п (г) = гр(г), г > 0, а для отрицательных г определим 
п (г) соотношением 

п ( - г ) = -п (+г). (41) 

Тогда уравнение (40) переходит в уравнение 
R 

n(r) = \ f n ( r ' J £ , ( | r - r ' | ) d r ' , (42) 
- Я 

которое совпадает с уравнением для плоского слоя (уравнение (39)) 
если не считать того, что в отличие от задачи (39) нас будут инте
ресовать здесь нечетные решения. 

Итак, мы будем действовать следующим образом. Рассмотрим 
фиктивную задачу критичности для плоского слоя с дополни
тельным условием 

ф (х, \i) = — ф (—х, —\i) (43) 

вместо 

ф (*> ^) = +Ф ( - * . —V)- <44> 

Когда эта задача формулируется как интегральное уравнение для 
пространственной плотности, мы приходим к уравнению (42) 

L) Здесь мы положили о = const = 1* 
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с условием 
п (х) = —п (—х). (45) 

другими словами, критический радиус шара равен половине 
критической толщины в фиктивной задаче для плоского слоя. 
Кроме того, плотность в сферической задаче равна плотности 
в случае плоского слоя. (Для фазовой плотности это не так. 
Но поскольку фазовую плотность можно получить пз простран
ственной с помощью квадратуры, это не обедняет информации, 
которую дает такой прием.) 

Дальнейшие построения аналогичны проведенным выше. При
меним интегральное уравнение для В (\i) (уравнение (13)), изме
нив в двух местах знаки на противоположные: 

ftf(W-2iuLx+<|i) X-((i)JL »i-v0
 e 

_ ^ ( - 3 ) -b/v0_ j vjme-^X{-V)dvl. (46). 
0 

Условие критичности (12) заменяется условием 
i 

v0X(v0)eb/vo + voe-b/voX(-vo) + jv f i (v )e - 2 b / v X(-v )dv=0 . (47) 
о 

Приближение нулевого порядка дает для Ь0 вместо соотноше
ния (17) соотношение 

X (v0) ^o/vo f X ( - v0) e-b/vo = 0, (48) 
так что 

Отсюда критический радиус b0 равен 
bo = л I v0 | — z0. (50) 

Аналогично 
p0 (x) = sin (x/\ v0 |), (51) 

или лучше (так как необходимо заменить р (х) на гр (г)) 

p ( r ) = £i£№oJl. (52) 
Тем же способом можно получить bj и pj. Подробно этот вопрос 

разобран в работе Митсиса [46], который рассмотрел также задачу 
критичности для цилиндра. 

В приложении I мы в деталях исследуем задачу критичности 
Для шара, чтобы проиллюстрировать один метод, применимый 
и к другим геометриям. 
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6.7. Лльбедная задача для плоского слон 
Альбедная задача для плоского слоя очень похожа на задачу 

критичности для плоского слоя, рассмотренную в разд. 6.6 
Различие состоит в том, что в первом случае на одной из поверх! 
ностей задается ненулевое граничное условиех). Пусть грани
цами слоя служат плоскости а; = 0 и а; = d, а граничные условия 
имеют вид 

ф (0, \\) = б ([А — ^о), \х > 0, (1а) 
ф (d, (А) = 0, (л < 0. (lb) 

Представим фазовую плотность в виде 
■ф (х, (I) = ао+ф^ (#, \>) + flo-фо- (х, \i) + 

1 1 

+ J A (v) фу (,i) dv+ j Л ( - v ) ф_у (fi) dv (2) 
о о 

и применим условия (1). Тогда для коэффициентов разложения 
(2) получим уравнения 
ч5 (̂ 1 — ц,0) — Ь±ф0+ ((i) qF M " d / V o фо_ (ц) =F 

i i 
=F { Я ± (v) ̂ -d/v q u (ji) dv= j B± (v) фv(ji) dv, (3) 

о 0 
где 

B± (fi) = A (|ii) ± А (-у) **Л\ (4a) 
b± = «Qf±«o-^ /Vo. (4b) 

Соотношения ортогональности на половинном отрезке и выве
денные выше тождества приводят к уравнению Фредгольма 
.для B±(v): 

1 

=F b±e-W°ф0. (\i) X ( -v 0 ) =F J B± (v) *-** ф.у fti) X ( - v ) dv] • (5a) 
о 

Умножая уравнения (3) на Y(H) и интегрируя по |Л, с по
мощью наших тождеств находим 

1 
(2/с) Y №*) =F J v/?± (v) e - ' /vx (_v>dv 

6+ = ° (5b) 
±

 VoX ( - v 0 ) [e2zo^ ± <ra/Vo] 
Здесь £0 — экстраполированная длина в проблеме Милна. 

х) См. [491- Первые результаты в этом направлении получены в рабо
те [50]. 
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Точно так же, как в задаче критичности, рассмотренной в пре-
ыдущем разделе, уравнения (5) дают возможность определить 

искомые коэффициенты разложений методом последовательных 
приближений. В нулевом приближении 

дсо> _ V(Ho)gd/V0 /6ач 

fl°- - cv0X ( - v 0 ) sh [(&b+d)/v0]* ^ 

- < # i Фш- Ы X (г0)-а<0°1Фо_ Qi) X ( - v 0 ) ] , (6b) 

X К ^ ' ^ Ф с » Qi) X (v0) + ar+e-d'voy0_ fo) X (_v 0 )J ; (6c) 
в (6b) и (6c) fi ^ 0. Первое приближение для этих величин было 
построено Мендельсоном и Мак-Кормиком [49]; мы не будем 
повторять здесь их результаты. 

Итак, плоские задачи обычно приводят к уравнениям Фред
гольма для коэффициентов разложения. Тем самым эти коэффи
циенты можно получить в замкнутой форме лишь при условии, 
что соответствующее уравнение Фредгольма допускает решение 
в замкнутой форме, а это условие, вообще говоря, не выполняется. 

6.8. Линейно анизотропное рассеяние 
Для линейно анизотропного рассеяния уравнение переноса 

принимает вид 
1 

^Ш+^ = т\ *(*.Ю11+3/||1>1Ф'. (1) 
Функция A(v) для этого случая была найдена в разд. 4.10: 

- 1 
Мы видим, что в случае линейно анизотропного рассеяния Л (v) 
имеет только два нуля х). Обозначим их ± v 0 . Соответствующая 
теорема полноты была доказана (точнее, был дан набросок дока
зательства) в разд. 4.10 2). Мы знаем, что задачи с анизотропным 

1) См. табл. 4.2 в разд. 4.10. 
) В работе [44] некоторые результаты, установленные в этом и в сле

дующем разделах, получены прямым решением сингулярного интегрального 
гп™^Нен11я д л я соответствующих коэффициентов разложения (т. е. без помощи 
^отношений ортогональности). См. также [29]. 
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рассеянием можно решить обычным способом, т. е. разложением 
по сингулярным собственным функциям. Для определения коэф
фициентов разложения нам понадобятся следующие соотношения 
ортогональности [4515 
1 
J ?v (ц) [фу GO + B^-]W (v) dp = (v0 - v) у (v) ™ S (v - v'), (За) 
О 

1 

{ Фо+ (|i) [<Pv (Ц) + ^ ] ^ 00 Ф = О, (ЗЬ) 

J Фг О*) [фо+ Ох) + ^ ] W (И) <¥ = 0, (Зс) 
о 

1 

J Фо± 00 [фо+ Oi) + ̂ р ] ̂  Oi) ̂  = 

''X(±vJd(vnv\-
l(v0\) 

■тИ'гм^)^?, (3d) 
j Фо- (И) [фу Oi) + -р-"] W 0*) Ф = 

_ / су0 \ z 2vd (V0VQ) d(—VV) X (—V0) . g . 
\ 2 У d(v0v)(v0+v) 

| [Ф,<М+^] ^ М ^ ' т т * ' ^ . <3f> 

} К ^ + ^ ^ ^ Ф ^ y°> d(v f̂"v). (3g> 
Здесь W (JLI) — обычная весовая функция: 

^ GO = Y 00 (4 , -10 , (4a) 

V(ji) = - f X+GO/A+Oi). (4b) 
Кроме того, 

g „ 3 M l - c ) ( v 0 - v ) ^ ( 5 a ) 

d (v0v) 
1 

v<»> = j|x«Y(^)d|xf (5b) 
0 

v = 7(lVv(0), (5c) 
^(afeJ-l + S/iCl-cJflb. (5d) 
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Заметим также, что 

ф ^ ) = ^ / > £ ^ + Я ( и ) 6 ( и _ г ) , (6а) 

4 * * 0 0 - ^ ^ . <6Ь) 

X(z)JjvjvHmdlli (6с) 
О 

i^(v) = v [ ^ ( v ) + { x d N } 2 ] , (6d) 

^(v) = ylA+(v) + A"(v)]. (бе) 

Введенные обозначения дают возможность сразу написать 
решения различных задач для полупространства с линейно анизо
тропным рассеянием. Как и в разд. 6.3, напишем: 

1 

¥ ( * , \i) = f(x, V) + a0¥%¥(x9 \х)+ J A (v)ipv(^, n)dv (7) 
о 

(здесь / (а;, \i) — частное решение рассматриваемой задачи). Коэф
фициенты а0+ и A (v) определяются из соотношений ортогональ
ности, приведенных выше: 

п _ / 2 \ 2 f Jj>(ii')[ipo+(iif) + BcvQ/2)(vo-^ii')y(iif)dii' , ц 
а°+--\-^) J X(v0)d(v0v0) • <**> 

О 

^ /V4 = v Г Ф (Ю ГФУ (Ю + Д^/21 fro- И') У 0 0 <fr' /8Ьч 
* ' J (v0—v) y(v)N(v) " к ' 

Как и раньше, функция ф (\i) имеет вид 
яр (р.) = ¥ (0, ц) - / (0, ц). (8с) 

Пространственная плотность р (#) задается формулой (13) 
Разд. 6.3, так что результаты настоящего раздела отличаются 
от результатов разд. 6.3 для случая изотропного рассеяния только 
формулами для а0+ и A (v). Это относится также и к току J (х), 
который можно найти по формуле (22Ь) разд. 6.3. 

Для углового распределения выходящего излучения справед
лива формула (14) разд. 6.3. Но для того чтобы привести резуль
тат к виду, соответствующему равенствам (15а) или (15Ь) 
Разд. 6.3, нужно обобщить тождество D на случай линейно анизо-
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тройного рассеяния. Этим обобщением [45] будет соотношение 

Г Уфу О*) [ФУ (Ю + Bcv/2] dv = 
J (v0-v)y(v)N(v) 
о 

[ I'dW) . я1 , / 2 \ «^( | 1 ) [ды(^)+В(су 0 / 2 )1 
*(li)L|i—Ц'"1" - Р \ < * Ь / ^(v0)d(vovo) * (9) (v0—цЬ 

Формула для углового распределения выходящего излучения 
теперь принимает вид 

о 
Ц < 0 . (10) 

Отметим следующие частные результаты. 
a) Альбедная задача. Напомним, что *ф (|щ) = б (fi — |х0), fx>0f 

/ (# , ц ) = 0 . Тогда 

ev0X (v0) d (wo) V ' 

Далее, 
UWO iA — ^ [ d ( № ) + ^0*—t*o)l  
* l u ' W 2 (щ, -ц) (v 0 - j i ) X (|i) ( 1 - е ) (v0 + f i 0 )^(-Ho) ( l - * / i ) ' 

J X < 0 . (12) 

Этот результат, т. е. формулу для углового распределения выходя
щего излучения, получил также Чандрасекар методом инвариант
ного погружения г). 

b) Постоянный изотропный источник. Здесь / (х, [i) = 
= ?о/(1 ~ с) и ф (0, \х) = 0, ц > 0. Тогда 

щ* = ^(voVo)^(vv)^°> ( 1 3 а ) 
°* (rv0/2) X (v0) d (v0v0) d (v0v) (1-е) 

A (x) = — УоСУ2^ (v0v0) d (v v) yCQ) 3 b j 
2 (1 - c ) (v0—v) v (v) N (v) d (v0v)> ' 

и мы находим 

Y(0>ti) = f4 * , Г ^ ^ У О ) ^ ( У У ) < ( K ( 1 4 ) 
v rv (l-c)X((i)(v0—ji) d(VoV) ' r ^ 

*) У него в работе [43, разд. 46.2] соответствующий вид имеет азиму-
тально симметричный член в уравнении (70). 
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с) Проблема Милна. В этом случае Т0 (0, \л) == 0, \i > 0, и 
/tf) u) = (Po-(^)- ^ помощью соотношений ортогональности опре
деляем коэффициенты разложения: 

* ( - ч ^ ( - у ^ ( 1 5 а ) 

X (v0) d (w0) 
. , Л __ — d{—vv)rf(vovo) cvX(—у0)ЛГ(—у) ,, - , . 

Величину Х2(0) можно вычислить по формуле (23) настоящего 
раздела. 

Распределение выходящего излучения равно 

Формулы (6), (11a), ( l i b ) , (12), (16) и (17) разд. 6.4 переходят 
теперь в формулы 

V0(0,0) = cX(-v0)R±^, (17a) 
d (v0v) 

ЩШ=2НХ(-х0)?1^, (17b) 
d (v0v) 

Y 0 ( 0 , 0 ) ^ с 
Po(0) 4я 

(17c) 

где 

po(0) - 2 M T Q i ) ( v | - | i « ) ' ^ < U ' * l i a ' 

•̂ o(O) = _ 2 v 2-y( -Vo)( l -g) ( l -c / i )d(v 0 Vb)d(vv)Y ( 0 > , 1 8 a > 
2 я ° d(v0v) ' * ' 

p=—Rd(vv)y°\ (18b) 

Я = |Л^ ( 1 - е ) (1 -е / , ) . (18c) 

В заключение обобщим тождества В и С для Х-функции на 
настоящий случай. Обобщения тождеств А и D уже были сде
ланы (формулы (6с) и (9) соответственно). Тождэству В аналогич
на формула 

X(z)X(-z)=(vl_zZ)^lHi_ch). <19> 

ина позволяет выразить у (р,) в более удобном для вычислений 
виде: 

v M = f £ $ - (20а) 
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откуда 
У W —2 (vg-ц*) ( i _ c ) ( i _ c / l ) X(-\i)> (20b) 

так что для вычисления интегралов, определяющих у^\ доста
точно знать функцию X (и) на отрезке — 1 ^ \i ^ 0. Эту функцию 
можно найти методом последовательных приближений, исходя 
из следующего обобщения тождества С: 

U ( * ) - l 2 - ^ (v8-r t ( | i + .)Q(|4) ' (21) 

где 
Q (z) = [(1/X (0)) - zj X (2). (22) 

Значение X (0) получается подстановкой z = 0 в формулу (19): 
Z (0) = l/(v0 ^ ( 1 - с) (1 - с/0). (23) 

Выбор знака перед корнем определяется тем, что величина X (0) = 
= ег<°> должна быть положительной. 

6.9. Полупространство без поглощения 
с анизотропным рассеянием [44] 

В гл. 5 и в предыдущих разделах настоящей главы был решен 
ряд задач (особое внимание было уделено задачам для полупро
странства). В каждом случае мы предполагали, что сф 1, и, за 
исключением разд. 6.8, что рассеяние изотропно. 

Предельный переход в предыдущих результатах при с -> 1 
дает возможность распространить их на случай чистого рассея
ния (с = 1). Но так как при переходе к пределу необходима 
осторожность и так как в прошлом этот изолированный случай 
был предметом интенсивных исследований, возможно, и нам стоит 
разобрать его отдельно. Так мы и поступим в настоящем разделе. 
Кроме того, мы рассмотрим здесь более общий закон рассеяния. 

Как показано в приложении F, в случае изотропного рассея
ния и с = 1 два дискретных собственных значения ± v 0 сливаются 
на бесконечности. Им отвечают вырожденные собственные функ
ции (для /i == 0): 

^ ( * , u ) = | , (la) 

Ъ(х, и) = | ( * - и ) . (1Ь) 

В разд. 4.10 мы отмечали, что в случае с = 1 и рассеяния не 
более чем квадратически анизотропного существуют только такие 
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регулярные собственные функции. Мы ограничимся этой 
д в е ^ b I 0 анизотропии, так как в этом случае вполне проявляются 
СТшественные особенности метода; таким образом, в задачах, 
с ; т о р ы е мы будем рассматривать, единственными регулярными 
собственными функциями будут функции (1). 

Итак, интересующее нас уравнение переноса таково: 
1 

ft $ + i = у J i (*• Ю 11 + 5/гЛ GO Рг W dW- (1с) 
- 1 

Не ограничивая общности, можно считать равным нулю коэффи
циент /i при линейном члене в законе рассеяния. Это следует из 
теоремы, доказываемой ниже (см, формулу (20)). 

Поскольку соответствующие теоремы полноты уже были дока
заны в разд. 4.10 для общего анизотропного рассеяния, сейчас 
нам потребуются лишь соотношения ортогональности. Эти соотно
шения были получены Мак-Кормпком и Кучером [451. Коэффи
циент при регулярной собственной функции можно определить 
из равенства 

1 

{q>v(H)Y(W4i=o . (2) 
о 

Далее, 
1 

J ЧЧф) [Tv'(F) + ^ - / 2 v ' ( v - f i ) ] v ( ^ ) ^ = v - 1 v(v )A r (v )6 (v -v ' ) , 

(За) 
1 

{ \ [<Pv (р) + j/*v'(v - р) ] у (ц) dp = 0, (3b) 
0 

1 

1 ( - т ) [^ (ц )+у /У(^ - 1 х) ]у (и)Ф= 4 у ( о ) ^ , _ / 1 ) ; (3c) 

Yl) и v определяются так же, как в предыдущем разделе. (При 
выводе этих формул было использовано тож-дество 

[,,,» , W ^ ] ^ _ [ ф , м + « f e v ( ; _ r t ] ^ . } 
^ разд. 4.10 было показано, что собственные функции (pv(p) 

непрерывного спектра при с = 1 имеют вид1) 

_ _ _ _ _ VvM = iF(r)P^ + bM6(v-v), (4а) 

п о ' Даже если бы мы не положили fa = 0, коэффициент /j все равно не 
явился бы в этих формулах, так как ipvi = 0 при с= 1 (ср. (11а) 
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где 
Mv) = l(A+(v) + A-(v)), (4b> 

Л« = * - т Ь ^ ' (4с> 
- 1 

/ » = 1 _ - ^ 2 ( ^ ) . (5) 

Необходимо сделать одно замечание. В этой книге всюду 
используется обозначение 

N (v) = vA+(v) Л - (v). (6) 
Однако нужно помнить, что при изменении степени анизотропии 
рассеяния меняется определение функции Л (v), а потому меняют
ся нормировочные коэффициенты N (v) собственных функций 
непрерывного спектра. То же относится и к другим часто встре
чающимся величинам, например к функции у (и). 

Как обычно, запишем решение в общем виде: 
1 

¥ (х, и) = / (ж, и) + <W2 + j A (v) cpv (и) e-*/v dv (7) 
о 

(мы учли, что ф0+ == 1/2). Тогда для проблемы Милна и альбед-
ной задачи г) 

l o 

♦ <!»)-{ 

(Милн), (8а) 
(альбедо), (8Ь) 
(Милн), 
(альбедо), 

, п (9а> 
ft>0- (9b) 

(Милн), (10а) 
(альбедо). (10b) 

Отсюда 
|i/2 

Как обычно, коэффициенты разложения получаем из соотношений 
ортогональности: 

1 
flo+=4rU0Ov(^W. (11а) 

Y о 

^ W = J *ОО J a
Y(v)^(v) J • ( И Ь ) 

*) Интересно, что функция pa s (а:) в проблеме Милна линейна, а в аль-
бедной задаче постоянна. Это общее свойство для случая с = 1. 
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овое распределение выходящего излучения можно найти 
*• г

 ом0щью подходящей модификации тождества D. В нашем слу
чае такой модификацией будет 

l^il^+T^-^}*-
*0 

_ J 1 Г15/, (Ц + У) F(n) 1 , 

и тогда распределение выходящего излучения примет вид 

Т(0,rt=/(0,rt-зг^уf *<Юг<»Ор§ЦЙ+£&]* '- (13) 
о 

Все эти формулы позволяют выписать выражения для раз
личных интересующих нас величин. С помощью подходящих 
модификаций тождеств А и В можно, как и раньше, упростить 
структуру решений. Поэтому мы сначала приведем соответствую
щие модификации х), а затем изложим окончательные результаты-
относящиеся к проблеме Милна и к альбедной задаче [44]. 

Тождество А принимает здесь вид 

хю-\тшь, (14а) 
"о 

а тождество В преобразуется к виду 
X ( * ) X ( _ z ) = f ^ j . (14Ь> 

Аналогом тождества С будет нелинейное интегральное уравнение-
для X (z), для которого последовательные приближения схо
дятся особенно быстро [441: 

Q(z)~X(z)[— Л - 1 _ - i f iLz^lMfMdn (ib\ 
- l 

«здесь X (0) можно найти из формулы (14Ь), поскольку А(0) = 1 

Х(0) = ^ 3 / ( 1 - / 2 ) . (15b) 
Применение приведенных выше результатов приводит к сле

дующим точным формулам [441. 

) Модификацию тождества D мы уже приводили (формула (12)). 
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Проблема Милна. В этой задаче 
1 
5hi»dii/*(-ii)i 

ао+ = — Zo = ~i (16а) 
J[jxd|i Х( —|х)] 
о 

О 

угловое распределение выходящего излучения имеет вид 

^о(О,Ю = з ^ [ | ^ ] - 1 , ^ < 0 . (17) 
О 

В табл. 6.6 представлены значения фазовой плотности на гра
нице полупространства для различных степеней анизотропии. 
Данные, касающиеся экстраполированной длины z0, приведены 
в табл. 6.7. Из таблицы видно, что величина z0 очень слабо 
зависит от значения коэффициента /2 в законе рассеяния. Позже 
в этом разделе мы покажем, что от коэффициента Д величина z0l 
напротив, зависит весьма сильно. 

Таблица 6.6 

Угловое распределение выходящего излучения в проблеме Милна, 
нормированное на единицу полного тока (квадратичная 

анизотропия, с —1) 

5/2 
—д 

0 0,2 0,5 1,0 1,8 

0,0 0,43304 0,42755 0,41904 0,4U399 0,37649 
0,1 0,54034 0,53632 0,53001 0,51837 0,49565 
0,2 0,62801 0,62483 0,61986 0,61057 0,59169 
0,3 0,71114 0,70890 0,70496 0,69780 0,68287 
0,4 0,79191 0,79017 0,78754 0,78242 0,77127 
0,5 0,87152 0,87042 0,86886 0,86564 0,85843 
0,6 0,95003 0,94953 0,94824 0,94783 0,94474 
0,7 1,0277 1,0277 1,0283 1,0289 1,0302 
0,8 1,1052 1,1059 1,1074 1,1099 1,1150 
0,9 1,1833 1,1846 1,1870 1,1914 1,2014 
1,0 1,2592 1,2608 1,2644 1,2707 1,2844 
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Таблица 6.7 
Экстраполированная длина для проблемы Милна 

(квадратичная анизотропия, с 1) 

и о,о 0,2 0,5 "1,0 1,8 

*о 0,7104 0,7108 0,7114 0,7125 0,7148 

Альбедная задача. Здесь 
1 

2ц0 Г Г у. dp 1-1 

A(v)- . У (Ы [фу (Ио) + 15/гУ (У— Ио)/Ь] 

V(0,^) 

y(v)N(v),v ' 
^ З^о [1 + (5 / 2 / 4 ) - (15/2/4) щи 0 - (15/4) (/2v (jLtp— [я))) 

2 ( i ^ - ii) X (ii) (1 - /2) АГ (-мо) 

(18а) 

(18Ь) 

^ < 0 . (19) 

Последний результат был также получен Чандрасекаром [43, 
стр. 172, формула (147) *)]. 

в.10. Линейно ангыотропноерассейнне /44/ 
Докажем теорему, из которой будет следовать, что в законе 

рассеяния можно без потери общности положить /i = 0. 
Теорема. Если if> (ху JLI) — решение уравнения переноса 

1 и произвольным законом рассеяния 
Л' 

/(Й-Й')= ^Zl+LfftiQ.Q'), 

а 'Ф (#> ц) — решение той же задачи с Д = 0, то 

с с 

(20) 

Доказательство этой теоремы очень несложно. Сначала напом-
пм, 9то интегрирование уравнения переноса по JLI приводит к соот-

dJ 
дх 

dJ 
дх -(c-l)p(z), 

) Азимутально симметричный член. 

(21) 
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так что при с = 1 ток постоянен при любой степени анизотроццц 
Подстановка равенства (20) в уравнение переноса доказывает 
теорему. 

Из этой теоремы следует, что при с = 1 коэффициент f1 может 
принимать любое допустимое значение, так что можно без потери 
общности положить /4 = 0. 

В проблеме Милна ток / можно получить, умножая уравне
ние (7) на 2л|х и затем интегрируя по \х: 

1 1 

7= — 2л/3 + 2я f A (v) е-***dx f \iyv (\i) ф . (22) 
0 - 1 

Интеграл по \i равен нулю в силу соотношения ортогональности 
на целом отрезке: функции cpv (fi) и ц>± = 1/2 ортогональны на 
отрезке [—1, 1] с весовой функцией [л. Таким образом, собствен
ные функции непрерывного спектра не дают вклада в ток, т. е. 

7 = - 2 л / 3 . (23) 
Доказанная только что теорема позволяет связать экстра

полированную длину z0 (Д, /2, . . ., /jv) Для произвольного закона 
рассеяния при с = 1 с z0 — той же самой величиной при /4 = 0. 
Проинтегрируем равенство (7) по [х и учтем формулу (8а) *). Тогда 

Pas {х) = 2я (х + «0+) (24а) 
и, значит, 

2 0 = — flo+. (24Ь) 
Теперь из теоремы следует, что 

Pas (*) = Pas (*) + 3 / t / s , (25) 
так что 

*о = ^ — , ( 2 6 а ) 
0 1 + ЗА//2Я 

или 

,0 = ^ - (26Ь) 

(мы воспользовались формулой (23)). В частности, экстраполи
рованная длина для линейно анизотропного рассеяния равна 

Ч (/i) = 0,7104.../(1 - / , ) . (26с) 

*) Хотя она была установлена лишь для квадратичного закона рассея
ния, результат (24а) справедлив в общем случае, так как дискретные соб
ственные функции уравнений при с = 1 всегда совпадают с функциями (1а) 
м (lb). 



Глава 7 

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ЗАДАЧИ 

7.1. Введение 
В предыдущих главах этой книги мы занимались в основном 

стационарным уравнением переноса. Правда, некоторые общие 
свойства нестационарных уравнений уже обсуждались (в гл. 2 
и приложении D), например, симметрия, существование и един
ственность решения. В частности, в разд. 2.5 мы показали, как 
можно получить преобразование Лапласа решения нестационар
ного уравнения из решения стационарного уравнения, если 
в последнем заменить оа на а0 + s/v, где s — переменная пре
образования. Эта замена, однако, нетривиальна, поскольку она 
может привести к появлению отрицательных и даже комплексных 
сечений, не говоря уже о том, что задача обращения преобразова
ния Лапласа обычно очень трудна. 

В настоящей главе мы рассмотрим стационарную задачу 
с двух различных, хотя и эквивалентных, точек зрения. Первая 
(изложенная в разд. 7.2) основана на упомянутом выше методе 
преобразования Лапласа г). Этот подход приводит к естествен
ному обобщению разложения по сингулярным собственным функ
циям относительно пространственной переменной, использован
ного в гл. 4 для стационарной задачи. Ограничиваясь случаем 
изотропного рассеяния, мы найдем обычный континуум решений 
и две дискретные моды, хотя (и эта ситуация характерна для 
нестационарных задач) дискретные моды существуют не для 
всех значений переменной преобразования. После этого мы наме
тим доказательство теорем полноты для целого и половинного 
отрезков, обобщающих теоремы, доказанные в гл. 4. Этому пути 
следовал Боуден [51, 52], отдельными результатами которого 
мы здесь воспользуемся. 

Второй подход, изложенный в разд. 7.3, включает анализ 
Фурье уравнения переноса по пространственной переменной 
с последующим разложением по сингулярным собственным функ-

) На самом деле удобнее применять преобразование Лапласа способом, 
есколько отличным от описанного в разд. 2.5. При этом простая замена 

£о ~^ °а + s/v оказывается недостаточной. Это обстоятельство, однако, 
^существенно, поскольку всю процедуру можно провести и с этой заменой, 

я в Делях разложения по нормальным модам она не очень удобна. 
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циям относительно временной переменной. Этот метод имеет сво 
достоинства. (Например, целесообразность метода преобразования 
Фурье очевидна, когда нужно знать зависимость фазовой плот
ности от времени в заданной точке пространства. С другой 
стороны, если мы хотим знать пространственное распределение 
в заданный момент времени, то естественнее применить преобра
зование Лапласа.) Для этого случая мы докажем теорему полноты 
лишь для целого отрезка. 

В разд. 7.4 мы найдем двумя способами решение задачи Коши 
для бесконечной среды (функция Грина) и докажем их эквива
лентность. В разд. 7.5 мы найдем решение альбедной задачи и при
ведем некоторые результаты, полученные Боуденом [511 для задачи 
о плоском слое с импульсным источником. 

Наше исследование нестационарных задач будет сжатым: 
используемый здесь формализм очень сходен с формализмом 
в стационарном случае. И так как весь ход рассуждений теперь 
уже знаком читателю, нет необходимости в детальном обсуждении. 

7.2. Разложение по нормальным мооам 
относительно пространственной 

переменной 
А. Собственные значения и собственные функции 

Начнем с нестационарного односкоростного уравнения пере
носа с изотропным рассеянием г) 

1 

~дГ 
- 1 

Следуя Боудену [511, умножим уравнение (1) на e{1~sU и про
интегрируем по t от 0 до оо. Преобразование Лапласа ips (х- [*) 
функции ij) (х, |х, t) удовлетворяет однородному уравнению 

^ЫЬ_И) + ^ (Xi ц ) = L. | % {x, Ю ф. (2) 
- 1 

Функция ij? (x, |i, t) выражается через \ps с помощью обратного 
преобразования Лапласа: 

г|)(х. ц, 0 = -25Г J e-4-*)%(x4V.)ds, (3) 
у— гоо 

- + »*-2- + * = T J *(*.»*'• 0 d|*'. (1) 

*) Из уравнения (1) видно, что при произвольном с решение (назовем 
его ф(С)) связано с решением -ф<Х) для с = 1 соотношением ф (с) {х, [i, t) = 
= ce-tf-cit^i) (CXi цч ciy Таким образом, если найдено решение задачи для 
какого-либо одного значения с, сразу же определяются решения для всех 
остальных с. 
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1, тежит правее всех особенностей подинтегральной где У * 
ФУНКЦИЙ -Уравнение (2) по существу совпадает со стационарным урав-

переноса с измененным значением сечения (которое может 
б%ь и комплексным). В соответствии с нашим подходом к иссле
дованию стационарной задачи (гл. 4) ищем решение уравнения (2) 
В ВВДе * s (*, р) = e-°*/vtfVt a (и). (4a) 
Тогда функция cpVi s удовлетворяет уравнению 

l 

(v — и) (Pv, s (Ц) = -g- j фу, a (ц') dp'. (4b) 
- 1 

Если выбрать условие нормировки1) 
i 

j 4>v,s(v)d]i = l, (5a) 
- l 

то уравнение (4Ь) примет вид 
(v — JLI) cpVf e (|i) = cv/2s. (5b> 

Это фактически то же самое уравнение, что было получено 
для фг (\i) в стационарном случае (разд. 4.2). Единственное 
отличие заключается в том, что здесь с заменено на c/s. 

Таким образом, результаты гл. 4 можно перенести на наш 
случай практически без изменений. Решением уравнения (5Ь) будет 

<Pv.s(») = P^ir^+h(v){>(li-v), (6а) 

где v принадлежит континууму собственных значений, т. е. 
— 1 < V < 1 , (6b) 

и 

M v)=l_£ />j^H_. (6с) 

Заметим, что Яв (v) ->■ X (v) при s -+ 1, где % (v) — соответствую
щая величина для стационарной задачи. Это, разумеется, согла
суется с уравнением (3). 

Кроме континуума собственных значений, мы получаем дис
кретный набор собственных значений vt при v (£ [—1, 1] с соот
ветствующими собственными функциями 

_ _ _ ^ _ _ ^ 1 . ' = 1Г^=]Г- (7а) 
HOD ^ 8 К И В с т а Ч И О н а Р и °й задаче, нетрудно убедиться в том, что такая 
чтт£,ЛШровка в о зможна всегда, за исключением случая s= 0, которым мы 
*Десь не интересуемся. 
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Собственные значения vt являются нулями дисперсионной фуяк 
ции As (z): 

1 

*•«-«-£■ J ^ . 
ИЛИ 

- 1 

As(v) = l - — A r t h - . 
V ' S V 

(7b) 

(7c) 

Как и раньше, ks (v) и граничные значения функции As (v) связаны 
между собой: 

As* (v) = Ks (v) ± nicv/2s. (8) 
Напомним, что в стационарном случае функция As (v) имела 

два нуля в точках ±\0 (с). В рассматриваемом случае это не 
\rnts) 

(т°) 

Oft\ 

0.2 

(-Ь) 

-W-0M -i <*>21,5 1,2 1,1 Щ I ! .1 Г 1 \=dr^i—f—f L+0ji+0,4i н (t) rJLJ ж в) 
-fle(s) 

0,99 

Р и с . 7.1. Значения v0 (s) как функции от комплексной переменной s. 
Значения s указаны в скобках. Вдоль сплошных линий постоянна величина 

Re [v0 (s)]t вдоль штриховых — величина Im [v0 ($)]• 

всегда так. В зависимости от значений s и с функция As (v) имеет 
либо два нуля (когда s лежит внутри области St, ограниченной 
контуром С0), либо не имеет ни одного (в противном случае; 
рис. 7.1). (Указанный контур С0 является просто конформным 
отображением разреза O ^ v ^ l , осуществляемым функцией 

file:///rnts
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Arth v"1.) Обозначим эти нули через ± v 0 (s), а соответствую
щ е собственные функции — через <p0=fci s (см. формулу (7а)). 
Итак, функция Лв (v) имеет два нуля ± v 0 (s) при s £ St и не 
имеет нулей в противном случае. На контуре С0 

Re s = с Arth v, Im s = JICV/2, 0 ^ v ^ 1. 
Заметим, что независимо от значения с контур С0 всегда охва

тывает действительную ось; по этой причине в стационарном слу
чае всегда есть дискретные корни. 

Предельными значениями для v0 (s) будут 
v0 (s) -> ls/3 (s - с)]ч\ s -> с, (9a) 

v0 (s) -> nics/2, s-+V. (9b) 
Собственные функции cpVi можно записать в виде 

% ± > , = « о _ ± _ . (Ю) 
Здесь для удобства опущен аргумент функции v0 (s). Как и в ста
ционарном случае (разд. 4.5), различные моды ортогональны: 

1 

J Wv,«(Н-) <Pv. в (й) dfi = 0, v ф v', (11) 
- 1 

где либо v, либо v\ либо обе величины вместе могут принад
лежать как непрерывному, так и дискретному спектру. При v = v' 

1 

j W2
0±tSd\i = N0±(s)y (12а) 

- i 
где 

Если v и v' принадлежат непрерывному спектру, то 
1 

j JACJPV (ц) civ (к) dfx = Ws (v) б (v—v'), (1 За) 
- l 

где 
iVfi (v) = v [X* (v) + (ЯСУ/25)2] ЕЕЕЕ vgs (с, v). (13b) 

В. Теорема полноты для целого отрезка 
Теорема. Функцию я|э (fx) из класса G, заданную на целом 
отрезке —1 ^ jx ^ 1, можно разложить в ряд по функциям 
непрерывного спектра cpv,s (fx) при s$St (см. рис. 7.1). 
При s £ Sj, когда дисперсионная функция Лв (v) имеет два 
нуля, эту систему следует дополнить двумя дискретными 
модами ф0 ± (s). 
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Доказательство этой теоремы повторяет доказательство ана
логичной теоремы для стационарного случая (разд. 4.5). Един
ственное отличие состоит в том, что все фигурирующие здесь 
величины нужно снабдить индексом s. В результате мы приходим 
к формуле для пя (z), аналогичной формуле (И) разд. 4.6: 

Поскольку, как и в разд. 4.6, требуется, чтобы ns (z) была анали
тической функцией в комплексной плоскости z с разрезом вдоль 
отрезка действительной оси [—1, 11, необходимо, чтобы интеграл 
в формуле (14) стремился к нулю одновременно с Л (z). При 
sdSi (рис. 7.1) это приводит к появлению в разложении двух 
дискретных корней, а при s (£ St функция п (z) уже обладает 
нужными свойствами, так что вводить дискретные члены нег 
необходимости. Тем самым теорема доказана. 

С. Теорема полноты для половинного отрезка 
С помощью теоремы полноты для целого отрезка можно решать 

задачи во всем пространстве. Однако для решения задач в полу
пространстве требуется теорема полноты для половинного отрез
ка. Сформулируем эту теорему, которая представляет собой 
обобщение теоремы, доказанной в разд. 4.8: 

Теорема. Функцию \}> (\i) из класса G, заданную на поло
винном отрезке 0 ^ \i ^ 1 (или —1 ^ \i ^ 0), можно раз
ложить в ряд по функциям непрерывного спектра cpv, s (v)* 
0 < > < ; 1 (или — 1 < v<!0) при s б St. При s 6 St эту систему 
следует дополнить одной дискретной модой <Po+,s • 

Доказательство аналогично доказательству соответствующей 
теоремы для стационарного случая (разд. 4.8). Оно связано 
с построением функции Xs (z), граничные значения которой 
удовлетворяют условию 

Xt (\i)/Xs (v) = At (ц)/Л8- (|i) (15) 
и которая аналитпчна в комплексной плоскости с разрезом от 0 
до 1 (или от —1 до 0), а не от —1 до 1. Кроме того, требуется, 
чтобы функция Xs (v) не обращалась в нуль в плоскости с раз
резом и была ограничена на бесконечности. Легко проверить, что 
функция 

о 
удовлетворяет условию (15). 
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Исследуем поведение X0s (z) в окрестности концов отрезка 
К) И (соответственно [—1, 0].) Обозначим эти концы через а и р , 

а < р . Тогда 
Xos(z)~(a-zyXs(a\ 2 ~ а , 

Хо.(*)~(Р-*} -frs(fl) z~P, 
где 

TS (Z) = 1 l n AJ_W 
2ni AlW 

(17a) 

(17b) 

(17c) 

Заметим, что в противоположность стационарному случаю 
здесь Ам ф (Л - )* . Поэтому, вообще говоря, т (z) — комплексное 
число. Вблизи точек z = а и z = Р значения Х0 (z) определяются 

Refrs(v)] 

1-

-1 

а 

1 + 

-/ + 

Р н с. 7.2. Функция Re fxs (v)] для двух характерных случаев: (a) s^St\ 
(б) S$St. 

Действительной частью т. На рис. 7.2 представлена зависимость 
Re [TS (V)] ОТ v для случаев s g St и s (t St *). Из рисунка нетрудно 
заключить, что X 0 s (v) имеет нули при z = ± l в случае s 6 St 
и принимает равные значения на концах отрезка [а, р] при s Q 5V 
Таким образом, в силу рассуждений, проведенных в разд. 4.8, для 
случая половинного отрезка потребуется одно дискретное слагае
мое при s£St и ни одного — при s$Si. Этим завершается 
Доказательство теоремы полноты для половинного отрезка. Коэф
фициенты разложения определяются по формулам, аналогичным 
формулам для стационарной задачи. 

Все полученные здесь результаты, а также многие детали 
можно найти в диссертации Боудена [511. 

) Случай, когда s лежит на контуре С0, ограничивающем Si4 вызывает 
значительные затруднения, на которых нет необходимости здесь останав-
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s.3. Разложение по нормальным модам 
относительно временной переменной 

А. Собственные значения и собственные функции 
Выбранный здесь подход состоит в проведении преобразова

ния Фурье уравнения переноса по координате х и последующем 
разложении нестационарного уравнения по нормальным (сингу
лярным) модам. Итак, введем функцию 

*it (н-* 0 = J Ф (** и-» 0 e"ihx dx- (i) 
— оо 

Функция i|? (#, ц, £) выражается через г|)& (ji, £) с помощью обратного 
преобразования Фурье: 

г|> (Л, Ц, 0 = ^ J % (|if 0 с*** ей. (2) 
— оо 

Возьмем преобразование Фурье от нестационарного уравнения 
переноса (уравнение (1) разд. 7.2): 

1 

iMiil + (1 + ikv) ^ = L. j ^ tf, 0 ф ' . (3), 

Будем считать к фиксированным (действительным) параметром. 
Тогда в силу инвариантности относительно сдвига по времени 
можно предположить, что решение имеет вид 

* ь ( ^ 0 = Фа.и(Н.)^ (1+Ла) '- (4) 
Из соотношений (3), (4) получаем уравнение для <ра, и-

1 

(а - |i) фа, к (н) = •%- J Фа, к (lO dp*. (5> 
- 1 

Если функция фа, k нормирована обычным образом, т. е. 
1 

j «p«.h(nW = i. (6)' 
- 1 

то из уравнения (5) находил! 
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Пусть сначала а $ [ — 1 , 1J. Тогда 

Здесь а0ь определяется из условия нормировки (6) и удовлетво
ряет трансцендентному уравнению 

Л * ( « ) = Н + - £ j ^ l - ^ A r t h i - 0 . (8b) 
- 1 

функция Ад (а) аналитична в комплексной a-плоскости с раз-
резом вдоль отрезка действительной оси [ — 1, 1]. 

Если а £ [ — 1 , 1], то собственные функции имеют вид (7)г 
а И определяется из условия нормировки 

Ль (a) = ~ [At (a) + Al (a)]. (9) 

Чтобы определить число нулей дисперсионной функции Ль (а), 
заметим, что значение а, при котором Ль (а) = 0, можно вычис
лить по формуле (8Ь): 

а = ic 1ц (к/с). (10) 
Рассматривая функцию (10) как отображение плоскости к в пло
скость а, видпм, что полоса 

| Re к | < пс/2 (И) 
переходит во всю плоскость а с разрезом. Таким образом, если 
к выбрано внутри полосы (11), то существует одно и только одно 
значение а (назовем его а0), при котором Ль (а) = 0. При 
I Re к | > пс/2 функция Ль (а) нулей не имеет. Поскольку нас 
интересуют только действительные /с, мы заключаем, что Ah (а) 
имеет один нуль при | к | < пс/2 и ни одного нуля в противном 
случае. Более того, из формулы (10) видно, что а — чисто мни
мая величина, причем Im a > 0 при A r > 0 n l m a < 0 при к < 0, 
и что а0ь = —a0l -д. Отсюда следует, что ika — отрицательное 
действительное число. Тогда/ согласно (4), решение всегда будет 
уоывать медленнее, чем е~~1. Действительно, нетрудно показать, 
что решение как фупкция времени заключено между экспонентами 
е и е~~(1~с> , отвечающими процессам чистого рассеяния и чистого 
поглощения. 

При малых и больших значениях к/с имеем соответственно: 
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Из уравнения (5), определяющего <pa>fe. сразу же следует, ч 
функции <ра, Л ортогональны: ' ° 

1 

\ 4>a,h(v)4>a.',h(\>)d\i= 0, афа'. (13) 

(Заметим, что весовая функция и. в данном случае равна 1 \ 
Нормировочные интегралы найти легко. При а = а0ь непосред
ственное интегрирование дает 

1 1 

J Ф^ , (И) ̂  = w J (oJ-W ' (14*) 
откуда 

1 

\ ф£№ь (ц) <¥=—£- , 1-2 s ^«о (^) • (14b) 
~j 1 _ _ a 0 f c 

Для ct£[ — 1 , 1] следует повторить процедуру, использованную 
в разд. 4.5 (т. е. привлечь формулу Пуанкаре—Бертрана). Тогда 

1 

j Фа,к (\*) Фа- ,А (ц) Ф = N (а, к) б (а — а'), (15а) 
- 1 

где 
.V (а, А;) = X2 (а, А;) — с2п2/4к\ (15Ь) 

Функция Xft (а) определяется формулой (9). В явном виде 

Ма)==1—-^-Artha. (16) 

В. Теорема полноты для целого отрезка 
Теорема. Функцию ty (\i) из класса G, заданную на целом 
отрезке —1 ^ u. ^ 1, можно разложить в ряд по функциям 
непрерывного спектра фа, h для любого к, для которого 
| к | > сл/2. При | к | < cjt/2 эту систему следует дополнить 
одной дискретной модой <рао, ft. 

Доказательство проводится обычным образом с некоторыми 
незначительными изменениями. Мы снова дадим лишь набросок 
доказательства, отсылая читателя за деталями к разд. 4.5. Итак, 
допытаемся найти разложение в виде 

i 

ф (И) = j Л (а, к) Фа . fc fti) ф , (17а) 
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„in. записывая Ф„,Л В ЯВНОЙ форме, 

* 0*> = 4 Р I Л ("' *> 5=П dfX + 1 * М Л (,i' Л)- (17Ь) 
1 

Прп этом функция п (z, ft) задается формулой 

»<**>-BrUnfea.*- <18> 
Мы видим, что п (z, /с) аналитична в плоскости с разрезом и убы
вает на бесконечности, как z~T. Используя определение функции 
Д> (формула (9)), перепишем (17) в виде 

^ * М = ^ fti) п+ 0if ft) - Лзй1) и- (К, ^) . (19) 

Это уравнение называется уравнением Гильберта. Его реше
ние хорошо известно (разд. 4.5): 

При | к | > ся/2 функция Ль (z) не имеет нулей. Поэтому функ
ция п (z, ft) обладает нужными свойствами, так что коэффициенты 
разложения A (ос, ft) существуют и связаны с п (z, ft) соотноше
нием (18). При | ft | < CJT/2, как мы уже показали, Л& (z) имеет 
один ыуль. В этом случае для обращения в нуль при z = а0ь 
числителя в выражении, определяющем п (z, ft), можно исполь
зовать одну дискретную собственную функцию <Paofcffe- Это и обе
спечит нужные свойства функции п (z, ft). 

Тем самым теорема доказана. Коэффициенты разложения можно 
найти из соотношений ортогональности (14) и (15). 

С. Полнота для половинного отрезка 

Задачи для полупространства проще всего решаются методом, 
изложенным в разд. 7.2, т. е. методом разложения по нормаль
ным модам относительно пространственной переменной г). Поэто
му мы не будем доказывать здесь теорему полноты для поло
винного отрезка. Однако такая теорема есть, доказательство 
ее принадлежит Кучеру 2). 

на *^сцлУ того, что изложенный в настоящем разделе метод, основанный 
с
 пРеооРазованип Фурье по пространственной переменной, не очень при-

2\DJJeH к Решенпю задач для полупространства. 
) Частное сообщение. 
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7.4. Функция Грина для задачи Нота 
в случае бесконечной среды 

Найдем фазовую плотность нейтронов в бесконечной среде 
обусловленную мононаправленным импульсным плоским источ' 
нпком нейтронов, действующим в момент t = 0. Иными словами 
мы будем искать функцию Грина уравнения 
д^а (я, \iy t; 0, uo, 0) dipg 

at +Ч-аГ + 1>* = 
1 

с Г 
= "2 J Ф* (*» Iх'' *> ° ' Hi» 0) d\i' + 8(х)8 (t) б (|и0 — fx). (1) 

- 1 
Для простоты мы поместили источник в плоскости X ~ 0. 

Ниже, в части А, мы воспользуемся методом, изложенным 
в разд. 7.2, а именно методом преобразования Лапласа по вре
менной переменной t с последующим разложением по сингулярным 
собственным функциям относительно пространственной перемен
ной х. В части В мы будем следовать методу разд. 7.3, который 
заключается в преобразовании Фурье уравнения (1) по я и после
дующем разложении по сингулярным собственным функциям 
относительно t. Наконец, в части С мы покажем идентичность 
результатов, полученных этими способами. Всюду рассматри
вается лишь случай с ^ 1, так что решения должны стремиться 
к нулю при # - > ± ° о . 

А. Разложение по нормальным модам относительно переменной х 
Как уже говорилось, начнем с преобразования Лапласа по 

переменной t т): 
оо 

% (я, У<) = J % (*, |i. t) eU-*» dt. (2) 
о 

Будем считать, что i|)s (#, |ы) существует при Re s > с 2). 
Функция ij)g выражается через i|)s с помощью обратного пре

образования Лапласа: 

Уе(х>\*) = -Ш j b(x,li,t)e-<-i-^ds, (3) 
V-ioo 

*) Для краткости мы не будем указывать явно зависимость от пара
метров источника. 

2) Это можно обосновать разными способами. Например, в разд. 7-* 
мы отмечали, что нестационарная задача в некотором смысле эквивалентна 
стационарной, если заменить с на c/s. Тогда требование Re s :> с эквивалентно 
требованию с < 1 для стационарной задачи. 
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лежит правее всех особых точек функции ips. (Как мы увидим, 
потребуется, чтобы было у > с.) 

Взяв преобразование Лапласа от уравнения (1) (т. е. умножив 
на e(1~s)t и проинтегрировав затем по t от 0 до оо), мы обнару

жим. что функция фв (х, \х), задаваемая формулой (2), всюду, 
за исключением точки х = О, удовлетворяет тому же однородному 
уравнению, что и собственные функции <р8ч v (\i) e^sxlv, о которых 
п̂ ла речь в разд. 7.2. В точке х = 0 наличие источника приводит 
к разрыву: 

М 0 + , к ) - М 0 - , ^ ) = ^ ^ . (4) 
г* 

Граничные условия при х —>- ± °° вместе с условием полноты 
системы собственных функций позволяют представить ifs (х, fx) 
в виде 

1 

* (*, И) = [ Ав (v) Фг. *е-*х/* dv + as+<p0+t s (ц) e-«/vo, я > 0 7 (5а) 

l M * . \I)=—\A8 (v) q>Vi ^ - « / v dv—as_(p0_, s (jx) е*х»о, x<0, (5b) 

где Re v0 > 0. Эти формулы справедливы при s б St (рис. 7.1). 
При s £ St дискретные слагаемые отсутствуют. Условие скач
ка (4) определяет коэффициенты A s (v) и as±

 х ) : 
1 

6 (Ц — Но)/|А = J Л (v) фг, S ft*) ^V + as+фоч., 8 (к) + «s-фо-. s (К) • (6) 

С помощью соотношений ортогональности (разд. 7.2) получаем 

f Фо±. в M/N0± (s), s £S*, 
^ l 0, , $ S l f <7a> 

As(v) = 4>v,s(Vo)/Ns(v), (7b) 
гДе iV0± и Ns(v) найдены в разд. 7.2: 

Ws (v) = v [ ^ (v) + (JTCV/25)2] . (8b) 

одставив эти результаты в формулы (5), найдем я|)в (х, |ы). 

видця о г и я с 0 стационарной задачей, рассмотренной в разд. 5.2, оче-
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ле 
Для того чтобы обратить преобразование Лапласа по форму 
(3), заметим (см. рис. 7.1 или формулу (9а) разд. 7.2), 4j 

функция v0 (s) имеет точку ветвления при s = с. Из формул (§\ 
видно, что такой же особенностью обладает и функция ij>s (# ц\ 
Если сделать разрез вдоль отрезка 0 ^ s ^ с, то придется по'тре! 
бовать, чтобы в формуле (3) было у > с. 

Если теперь мы хотим сдвинуть контур интегрирования в фор^ 
муле (3), чтобы получить результат в более удобном виде, необ
ходимо прежде всего убедиться в том, что мы при этом не пере
сечем особых точек функции i|)s (х, [х) в комплексной плоскости s 
На первый взгляд кажется, что функция i|)s (х, fx) претерпевает 

Im(s) 

-Re (s) 

Р и с . 7.3. Контур при вычислении 
обращения преобразования Лапласа. 

разрыв, когда s пересекает границу С0 (рис. 7.1), поскольку 
при этом дискретное слагаемое обращается в нуль. Следует, 
однако, принять во внимание, что в подинтегральной функции 
в формулах (5) при v = v0 множитель N;1 (v) = [vAJ (v) Л;1 (v)]"1 

имеет полюс в плоскости s. (Точка v = v0 лежит как раз в интер
вале (0, 1).) Наличие этого полюса приводит к тому, что интегралы 
в формулах (5) (с учетом (7Ь)) при пересечении точкой s контура С0 
изменяют свои значения на величину, равную произведению 2ni 
на вычет подинтегральной функции. Поскольку N0± (s) = 
= ±v 0 A' (v0), это изменение интеграла в точности компенсирует 
упомянутый выше разрыв, так что в итоге при пересечении точ
кой s контура С0 функция i|)s остается непрерывной и, следова
тельно, аналитической. 

Еще одна трудность возникает из-за наличия полюсов у сла
гаемых в формулах (5) в тех точках s контура С0, где v0 (s) = I* 
или v0 (s) = Н-о- Подобно тому, как это было сделано выше, можно 
показать, что суммарный вклад от этих полюсов также равен 
нулю. Итак, функция я|)в (я, \i) регулярна во всей правой полу
плоскости Re s > 0, за исключением разреза 0 ^ s ^ с, про
ходящего через точку ветвления. 
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В силу всего вышесказанного можно деформировать контур 
нтегрпрования в формуле (3), как показано на рис. 7.3. Тем 

И ым интеграл сводится к сумме двух интегралов, один из кото-
са*х берется вдоль мнимой оси, а другой — вдоль интервала 
Q^S <; с. Окончательно получаем 

гоо ± 1 

^ ( ^ ^ 0 = 2 Й Г J LJ Na(v) е V (tS + 
- t o o О 

I 1_ С ГУо-^(Ио)фо-,б(М)Г^/уп 
"+"2^ J L ЛГо-(*) 

О 

Фо+, а (Ню) Ф0+, s М ^ - ^ / у Л g - f i - в м ^ /д\ 

где знак + в верхнем пределе интеграла по v относится к слу
чаю х > 0, а знак — относится к случаю х < 0. Подинтегральная 
функция в первом члене не содержит дискретного слагаемого из 
разложения функции ярв (х, п.), так как мнимые значения s лежат 
вне S[. Напротив, во втором интеграле присутствуют только 
дискретные члены, поскольку, как нетрудно видеть, вклады 
континуума собственных функций, относящиеся к разным сторо
нам разреза, взаимно уничтожаются. (Описанная ситуация типич
на для задач о бесконечной среде и не встречается в задачах 
о плоском слое или полупространстве.) 

В. Разложение по нормальным модам относительно переменной t 
Этот подход связан с преобразованием Фурье по х: 

ФА Ф>, t) = j $g (х, |i, t) e~ihxdx. (10) 
— oo 

Функция tyg выражается через i|)fe с помощью обратного преобра
зования Фурье: 

+°° 
% (х, Ц, 0 = "ST J *fc ^ t] elhX dx' ( И ) 

— oo 

Умножив уравнение (1) на е~гПх и проинтегрировав по х от —оо 
До +оо, приходим к уравнению для ipk, аналогичному однород-

ому уравнению, которому удовлетворяет полная система соб
ственных функций Фа , fc (и) *-<И-*»)*, * > 0 (уравнение (3) 

3Д. 7.3). При t = 0 получаем начальное условие 
Ф* (|i, 0) = в (|х — jxo). (12) 
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Упоминавшаяся только что аналогия подсказывает разложени 

1 

ФЛ(^0==аолФаоЬ.л(Н-)«"(1+**а°л)1+j a(a>fc)Vatfc(|i)e-(«+fafc)tdbte ( , 3 ) 

Oak 1 О, 

(Дискретное слагаемое присутствует только при |А:|<сл;/2.) 
Коэффициенты а0ь и # (а> й) определяются из соотношений 

ортогональности: 
а (а, к) = <pa, fc (Мо)/^ (а, /с), (14) 

Фаой. Л Ы / ^ а О (Л), | /С | < «1 /2 , 

\к\>сп/2. (15> 
Из формул (13) — (16) предыдущего раздела находим 

*,(.. ц, «) = ■ £ [ f <H*lte j da *a-h^%kiil) e~iakt + 
- o o - 1 

+ J ^ ^ l - ^ o f e , f e ( ^ o ) < P a o f t . f e W e - i a o h W ] . (16) 
-cJt/2 

Здесь мы воспользовались тем, что при | к \ > сп/2 дискретное 
слагаемое отсутствует. 

Плотность нейтронов, обусловленную плоским изотропным 
источником, можно получить, умножая (16) на 2л; и интегрируя 
по \i и \i0. Условие нормировки функций фа, * (|ы) (формула (6) 
разд. 7.3) дает 

+°° * -iakt ~iaohkt 

Р(,,0 = е-' j в«-д[ j Л х ^ _ _ + • _ ] . (17) 
- о о - 1 

Заметим, что для собственных функций непрерывного спектра a — 
действительное число, так что эти функции убывают как е~ . 
Дискретные собственные функции при заданном к всегда убывают 
медленнее*), и потому именно они определяют асимптотику 
(точно так же, как в стационарном случае). Действительно, вклад 
от гармоники Фурье при к = 0 сохраняется и для больших зна
чений t. При t ->• оо 

р(я, * ) ~ *-»-«>'; (18) 
как и следовало ожидать, при с > 1 плотность возрастает, а при 
с < 1 стремится к нулю с ростом t. 

1) Поскольку aoft — чисто мнимая величина и —ikaah <. с (см. форму
лы (12) разд. 7.3). Напомним, что мы ограничились случаем с < 1-



7.4. Функция Грина для задачи Коши 215 

Вернемся к формуле (16) и покажем, что интервал интегри-
ванпя по а можно заменить на (0, 1) при х > 0 и (—1, 0) при 

Р ^ . о д Л я этого достаточно заметить, что 
оо 

Г dk Ta,feb)<fa,ftOi) eife(*-ao = 0, x a < 0 (19) 
- o o 

(напомним, что здесь всюду t > 0). Для того чтобы доказать 
справедливость соотношения (19), например для х > 0, a < 0 
(те же рассуждения можно провести для х < 0, a > 0), замкнем 
контур интегрирования полуокружностью бесконечно большого 
радиуса, расположенной в верхней полуплоскости комплексной 
переменной к. Это можно сделать, поскольку подинтегральная 
функция аналитична по к (по тем же причинам, что и функция 
if в (я, v)) п равна нулю на полуокружности (так как x — at> 0). 
Таким образом, интеграл в формуле (19) равен произведению 2ni 
на сумму вычетов подинтегральной функции во всех полюсах, 
расположенных в верхней полуплоскости переменной к *). Такими 
полюсами будут нули функции 

N (а, к) = [к — ic Arth а] 2 — (лс/2)2. (20а) 

Легко видеть, что N (а, к) = 0 в точках 
к = ±пс/2 + ic Arth a. (20b) 

Поскольку а < 0, оба эти корня лежат в нижней полуплоскости. 
Следовательно, подинтегральная функция в (19) не имеет полюсов 
в верхней полуплоскости и, значит, интеграл равен нулю. Поэтому 
формулу (16) можно переписать в форме, которая окажется полез
ной при доказательстве эквивалентности двух выражений для г|) , 
а именно (16) и (9): 

% (*, |i, /) = ± - £ - [ J dkeihx [ da фа'*^7<1У(^ e~iakt + 
-oo 0 

с я / 2 

+ f ^ ^ ^ ^ Ы к - ^ ^ Ф в ^ * ^ ) ^ 1 0 ^ 1 ] . (21) 
-crt/2 a ° 

С. Эквивалентность двух методов 
Покажем, что полученные для tyg выражения, а именно форму

лы (9) и (16), эквивалентны. Рассмотрим сначала слагаемые, отве
чающие непрерывному спектру мод. В формуле (16) сделаем 

) Особые точки в a-плоскости для нас не представляют интереса. 
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замену переменных 
*-+*> (22а) 
к ->• is/v (22b) 

и, следовательно, 
dk dv ->• (i/v) ds dv. (22c\ 

Напомним явный вид нормировочных коэффициентов IV (v\ 
и N{a,k): ' 

Ns (v) = v [Я| (v) + (jtcv/2s)2], (23a) 
N (a, k) = Kl (a) - {nc/2)\ (23b) 

и собственных функций непрерывного спектра: 

^ s = -^P^~+K{v)b(^-x), (24а) 

Ча.н = ±Р^~+Ън(а)6(11-а). (24Ь) 
Здесь 

Я, (v) = 1 - ^ Arth v, (25а) 

1h (a) = 1 — -£- Arth a. (25b) 

Теперь с помощью простых алгебраических выкладок легко пока
зать, что слагаемое, соответствующее вкладу в формулу (16) 
от функций непрерывного спектра (двойной интеграл), сводится 
к аналогичному слагаемому в формуле (9). 

В дискретном слагаемом (однократный интеграл) формулы (16) 
положим 

к = is/aoh. (26) 
Заметим, что 

аок (к) = v0 (s), 
где s и к связаны соотношением (26). Действительно, из форму
лы (8Ь) раэд. 7.3 следует, что 

к (ccofc) = ic Arth — , (27а) 

а из формулы (7с) разд. 7.2 следует, что 

s (v0) = cv0 Arth J - . (27b) 

Таким образом, в обоих случаях в качестве дискретного корня 
можно взять величину v0. 

Далее, с помощью соотношений (27а) и (27Ь) находим, что 
dk = Naob I (28) 
ds NQ+ (s) |fe=is/v0" 
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и- конец, в силу определения aoh (формула (26)) s = с при к = О 
= 0 при к = ±лс/2. Из всех этих результатов сразу же выте-

*!S эквивалентность дискретных слагаемых в формулах (9) 
к а / |р \ Тем самым эквивалентность обеих формул доказана. 

7.о. АлъбеОные задачи 
В настоящем разделе мы применим метод Боудена, изложен

ный в разд. 7.2, к нестационарным альбедным задачам для 
полупространства п плоского слоя. Мы только наметим ход 
вычислений, подробное исследование проведено в работах [51/ 
53]. Основная идея метода очень близка к той, на базе которой 
в предыдущем разделе была вычислена функция Грина для беско
нечной среды. 

А. Альбедная задача для полупространства 
Найдем решения однородного нестационарного уравнения 

переноса при х 2> 0, удовлетворяющие граничным условиям 
•ф (О, [I, t; \i0) = б (\х — цо) б (*)> И > 0, (1а) 

и 
i|? -*■ 0 при # ->оо . (lb) 

Преобразование Лапласа 
оо 

Ф«(*. к; Ш))= \ Ф(*> к» ' ; |Ао)е(1~"в)|* (2) 
о 

удовлетворяет однородному уравнению 
1 

*фа (я, н; Но) + И " ^ = у j *« («. НЛ" Ы d\x' (За) 
- 1 

с граничными условиями 
Ф« (0, |х; Но) = * (^ — Но), И* > О, (ЗЬ) 
i|)s (ж, н; Но) -> 0 при # -^ оо. (Зс) 

Функция i|)s, определенная соотношениями (3), по существу 
совпадает с решением стационарной альбедной задачи в разд. 5.5, 
в которой х заменяется на sx. Это относится к случаю s £ St 
(рис. 7.1). При s (£ St в разложении отсутствуют дискретные члены, 
и потому в этом случае мы поступим по-другому. Важно, что 
при s ф £ . функция X0s (z) «хорошо» себя ведет в граничных точ
ках н = 0 и н = 1 (разд. 7.2). Таким образом, вместо того чтобы 
вводить функцию Xs (z) = X0S (z)/(i - z), можно использовать 
саму функцшо X0S (z). При этом оказывается, что если в формуле 
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для tys при s 6 St опустить дискретный член, a (v0 + z) Xs (-—2\ 
заменить на X0s (—z), то получим формулу для i|)s при s § S-
Итак, '" 

1 

i 

* ' ( * ' « ^ = *a,(-Ho) I vAU^v) *>. s Ы <Pv, . (|i) e-«/v dv, 

s$Si, Re(s)>0. (4b) 
Аналитические свойства функции i|)s, которые важны при 

обращении преобразования Лапласа, совпадают со свойствами 
преобразования Лапласа функции Грина, рассмотренными в пре
дыдущем разделе. Они позволяют деформировать путь интегри
рования при обращении преобразования Лапласа так же, как 
это было сделано там (рис. 7.3). Мы снова приходим к сумме двух 
интегралов: первый берется вдоль мнимой оси, второй охваты
вает линию разреза от 0 до с. В последнем интеграле подинтеграль-
ная функция содержит разность значений функции i|?s на противо
положных сторонах разреза. А так как обе эти величины служат 
решениями одной и той же задачи, разность их будет решением 
соответствующей однородной задачи, т. е. проблемы Милна. Это 
решение, нормированное на единичный ток выходящего излуче
ния *), мы обозначим через tys (х, \L). При s g S| 

- T I T ^ ^ W •*•"•-""*• <5a> 
0 

Кроме того, 
MO, -fi) = [2(i— l j M - ^ M - H ) ] " 1 . Ц>0. (5b) 

С помощью выражений для тока в точке s = О, соответствую
щих обоим значениям i|)s, т. е. ф± (#, \i; jx0)» находим: 
ФИ*» W Но) — ФИ*» V* И-о) = 

= — 4i|io(l — у ) |v0|*e(Of —Ho)iM*f V)- (6) 

*) Решение, приведенное в разд. 5.6, имеет другую нормировку. Однако 
для целей настоящего раздела удобно выбрать именно такую нормировку-
Для этого достаточно разделить решение на ток выходящего излучения 
(формула (16) разд. 6.4). 
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т пепь можно окончательно написать решение нестационарной 
аДбедной задачи: 

с 

Ф (х, ц, *; н о ) = 4 ^ j (* ~ т ) I v°(s> I *«(°- ~ ^ W * - ^е"(*" s)'ds+ 
О 

-fioo 

+-2ST j *-(*. WMa)^- (1"1)fA. (7) 

фигурирующие здесь функции i|>s (0, —\i0), i|)s (я, jx) HI|)S (х, JU,; \i0) 
определяются соответственно формулами (5Ь), (5а) и (4Ь). 

Полученная функция формально похожа на функцию Грина 
разд. 7.4. Однако между ними имеется существенное различие. 
В данном случае при интегрировании вокруг разреза подинте-
гральная функция содержит как дискретную моду, так и моды 
непрерывного спектра, а в случае функции Грина моды непрерыв
ного спектра, совпадающие для обеих сторон разреза, взаимно 
унпчтожаются. Это различие вызвано тем, что здесь разложение 
происходит по системе функций, полной на половинном отрезке, 
а не на целом. (Разумеется, при интегрировании вдоль мнимой оси 
моды непрерывного спектра появляются в любом случае.) 

Формулы для плотности нейтронов р (х, t; \х0) и тока 
/ (х, t; \i0) получаются, если функции i|)s (х, \i) и tys (х, \i; \i0) 
в соотношении (7) заменить на ps и Js соответственно. Формулы 
для ps проще всего найти интегрированием (4Ь) и (5а) по \i с учетом 
нормировки собственных функций. 

При х = 0 возможно дальнейшее упрощение, поскольку в этом 
случае функция, определяемая формулой (4Ь), аналитически 
продолжается в область Re s < 0, что неверно при х > 0 из-за 
наличия в подинтегральной функции множителя e~sx^. Теперь 
путь интегрирования можно с помощью дальнейшей деформации 
превратить в замкнутый контур, охватывающий разрез. После 
этого второй член в правой части формулы (7) при х = 0 обра
щается в нуль, так что 
Ф(0, - ц , /; щ) = 

с 
= V ^ o J ( l - ~ ) \vo(s)\MO-Vo)b{0-v)e-«-s»ds, <х>0. (8) 

В. Альбедная задача для плоского слоя [51) 
Задача для плоского слоя отличается от задачи для полупро

странства тем, что функция ф в однозначна во всей правой поло
вине плоскости 5, и нет необходимости делать разрез. Это связано 
с тем» что в разложении для«ф8 присутствуют обе дискретные соб-
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ственные функции (po+fs£~83C/Vo и фо_, ̂ х1хо и ПРИ обходе по замкну
тому контуру точки s = с оба члена просто меняются местами 
оставляя сумму неизменной. Вместе с тем, как показал Впнг [54]* 
функция ij)s (х, (л; \л0) имеет конечное число полюсов в точках 
s = Sj, j = 1, . . ., N, расположенных внутри отрезка 0 ^ s ^ с 
(Эти полюсы соответствуют решениям задачи критичности дЛд 
плоского слоя.) 

Сдвигая при вычислении обратного преобразования Лапласа 
контур интегрирования влево, приходим к формуле, похожей 
на (7), причем интеграл вокруг линии разреза заменяется суммой 
вычетов. Согласно [51], 

оо 

-\-ioo 

- ioo 

(Здесь плоский слой определен неравенствами О ^ ж ^ а . ) Функ-
ции i|)s., нормированные условием 

а 1 

j \ Ф«;(«1 Н-)Ф^(*. — Н - ) ^ Ф = 1 . (10) 
- а - 1 

служат решениями задачи критичности при s = Sj. Явные выраже
ния для а|) 8 (х, \i) можно найти методом последовательных при
ближений (разд. 6.7). 

При увеличении толщины слоя полюсы все более плотно запол
няют область 0 ^ s ^ с. Можно показать, что в пределе при 
стремлении толщины слоя к бесконечности результат прибли
жается к формуле (7) для случая полубесконечной среды. 

file://-/-ioo


Глава 8 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 

8.1. Введение 
В первых семи главах настоящей книги были развиты общие 

методы решения уравнения переноса. Эти методы были затем 
применены к решению различных идеализированных задач, таких, 
как нахождение функции Грина для бесконечной среды, проблема 
Милна, и т. д. На практике обычно приходится сталкиваться 
с задачами не столь «идеальными». Например, бывает нужно 
решить уравнение переноса нейтронов в цилиндрической топлив
ной ячейке реактора, где необходимо принимать во внимание 
стенки кожуха, каналы теплоносителя, пустоты и всевозможные 
другие усложняющие моменты, обычно возникающие на прак
тике. 

Для решения практических задач такого рода прибегают 
к численным методам интегрирования уравнений переноса. В этом 
случае в соответствии с тем, что говорилось в гл. 1, можно исполь
зовать точные решения идеализированных задач для проверки 
адекватности применяемых численных методов. Другими словами, 
к решению идеализированной задачи, точное решение которой 
известно, можно применить различные численные методы и тем 
самым получить представление о степени точности, которой можно 
ожидать от каждого из этих методов. 

Поскольку главная цель настоящей книги — построение стро
гих математических методов решения уравнения переноса, изложе
ние материала в этой главе будет весьма кратким. За подробностя
ми мы отсылаем читателя к работам по теории ядерных реакторов 
13, 13] или по астрофизике [43]. 

В настоящее время широко применяются следующие три типа 
численных методов: 

1- Разложение фазовой плотности по ортогональным функ
циям. 

2. Схемы интегрирования уравнения переноса методом дис
кретных ординат. 

3. Методы Монте-Карло. 
Мы обсудим только методы типов 1 и 2. В методах типа 1 до сих 

пор наиболее распространенным набором функций служат сфери-
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ческие 1) . Среди схем типа 2 еще в недалеком прошлом наиболее 
важным был метод гауссовых квадратур Вика — Чандрасекара-
теперь чаще используют так называемый 5^-метод. По этой 
причине, а также потому, что в определенном смысле метод гау^. 
совых квадратур эквивалентен методу сферических гармоник 
при изложении методов типа 2 основное внимание мы уделим 
*?^~методу. 

Метод Монте-Карло (тип 3) состоит в численном «разыгры
вании» большого числа «историй» отдельных нейтронов. Подроб
ное изложение этой процедуры можно найти в целом ряде книг 
(см., например, [57]). 

8.2. Метод сферических гармоник. 
Общие вопросы 

Рассмотрим односкоростное, не зависящее от времени 2) урав
нение переноса с ядром рассеяния, инвариантным относительно 
вращений: 

Q . V ^ ( r , Q) + cr(r)il3(r, fi) = 

~ l ? ( r , Q ) + <: ( r )0( r )J iK*. 0 ' ) / ( 0 ' - 0 ) Л * ' - (1) 

Основная идея метода сферических гармоник очень проста: 
в уравнение переноса подставляются разложения по сферическим 
гармоникам функций ф (г, П) (приложение В) и ? (г, й ) : 

оо I 

Ф 0 г . П ) = 2 2 ( T - ) 1 / 2 ^ m ( r ) F I m ( Q ) , (2а) 
1=0 т=-1 

?(».И)=2 2 (-Т-)1 /2^(г)Г|т(й). (2Ь) 
1=0 m = - Z 

Кроме того, / (Q'«Q) разлагается в ряд по полиномам Лежандра: 

/ ( Q # - Q ) = S - ^ / i P i ( 0 ' - 0 ) . (За) 
1=0 

*) Мы будем обсуждать именно разложение по сферическим функциям. 
Другие разложения (например, по полиномам Чебышева [55, 56]) хотя и дают 
в некоторых случаях большую точность, но страдают тем недостатком, что 
для них нет простой теоремы сложения и поэтому они относительно мало 
используются в практических приложениях. 2) Мы ограничимся здесь стационарным случаем; обобщение на неста
ционарный случай весьма несложно. 
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со i 

ПЛИ / ( Й Г - 0 ) = 2 2 //*7т(Я')У/т(Й), (ЗЬ) 
Z=0 m=-J 

енство (ЗЬ) получается с помощью теоремы сложения (форму-
Ла Подставив эти разложения в уравнение (1), умножив резуль-

гг ття YT (ft) и проинтегрировав по Q, приходим к бесконечной 
системе дифференциальных уравнении для неизвестных функции 
-1, Чтобы урезать эту систему, достаточно предположить, что 
производные функций i|?Zm обращаются в нуль при I = L + 1. 
Это называется Р^-приближением. Оно приводит к системе (L + I)2 

уравнений для {L + I)2 неизвестныхty00, ip0i, . • ., ^LL- На самом 
деле мы будем предполагать, что все i|>/m обращаются в нуль 
при / > L. Тогда можно получить замкнутое выражение для 
фазовой плотности. 

В общем случае полученные таким образом уравнения (пред
ставленные в разд. 8.5) весьма сложны; но если есть какая-нибудь 
симметрия (например, плоская, сферическая, цилиндрическая), 
разложение фазовой плотности принимает более простой вид 
и соответствующие уравнения метода сферических гармоник зна
чительно упрощаются. Так, в случае плоской симметрии (разд. 8.4) 
в Рь-приближении система состоит из L -J- 1, а не из (L -f- I)2 

совместных уравнений. 
Приближение низшего порядка (Ргприближение) для любой 

геометрии можно вывести совсем легко, если применить спе
циальный прием. Это приближение, обычно называемое «диффу
зионным», подробно обсуждается в разд. 8.3, где результаты, 
получаемые с его помощью, сравниваются с точными решениями, 
найденными с помощью разложения по сингулярным собственным 
функциям. Затем (разд. 8.4) рассматриваются Р^-приближения 
более высокого порядка для случая плоской симметрии, а дальше 
(разд. 8.5) приводятся некоторые замечания для других геометрий. 

Заметим, кстати, что /^-приближения с нечетными L в любой 
геометрии можно свести к дифференциальным уравнениям поряд
ка L относительно лапласиана V2. Соответствующая процедура 
описана подробно в книге Дзвисона [7], однако, учитывая, что 
она не нашла широкого практического применения, мы не будем 
ее здесь приводить. 

8.3. rJuffiffiysuo'H'Hoe. или Ргприближение 
А. Вывод уравнения диффузии 

Как уже отмечалось в разд. 8.2, так называемое диффузионное 
приближение представляет собой (по крайней мере в односкоро-
стном случае) просто приближение низшего порядка при разложе-
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нии по сферическим гармоникам. Другими словами, в сумме 
по I в разложениях (2) разд. 8.2 оставляются только члены с Z =, п 
и I = 1 *). Итак, и 

1 

* ( r ' Q ) = ( ^ r ) 1 / 2 * O o ( O n o ( f l ) + ( ^ ) 1 / 2 S *Im(r)r,m(Q). (1) 
771= - 1 

Теперь мы могли бы подставить это разложение в уравнение 
переноса, выполнить необходимые интегрирования (разложив 
/ ( Й ' - Й ) ) и прийти в конце концов к четырем уравнениям для 
определения четырех неизвестных функций я);00 и "ф1т (следуя 
процедуре, описанной в предыдущем разделе). Однако гораздо 
удобнее поступить иначе. 

Заметим, что, поскольку У0 0 = (1/4л;)1/2 — скаляр, a Ylm — 
три компоненты вектора, равенство (1) можно переписать в виде 

ij; (г, й) = А + Й В . (2) 

Интегрируя по й , находим 

А = (1/4я) р (г) (3) 

(ибо I fi'B dfi = 0). Умножая равенство (2) на й и интегрируя 
по Й, находим 

4 я В = (3/v) J (г). (4) 

Здесь мы воспользовались тем, что 

$ AQ dQ = 0, (5а) 

$ Й (Й-В) dQ = (4я/3) В. (5Ь) 
Таким образом, в рассхматриваемом приближении разложение 
фазовой плотности принимает вид 

ф ( г , 0 ) = (1 /4я)[р(г) + | 1 ( г ) . 0 ] . (В) 

Теперь подставим это разложение, во всех отношениях, разу
меется, эквивалентное разложению (1), в уравнение переноса, 
т. е. в уравнение (1) разд. 8.2, и введем еще разложение (отно
сительно угловой переменной) плотности источника q (г, й), 
подобное (6): 

q (г, Q) = (1/4*1) [q0 (г) + ЗЙ -Q l (г)] + (7) 

*) На самом деле, обрывая суммирование после члена с I = 0, можно 
построить приближение еще более низкого порядка; но поскольку с его 
помощью получаются только постоянные в пространстве плотности нейтронов, 
это приближение слишком уж низкого порядка. 
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Пплставив выражения (6) и (7) в уравнение (1) разд. 8.2 и со-
и В результат на общий множитель 1/4я, получим 

s s i . t e o ( r ) + 3 f i -q i (0 ]+c ( ' ) a ( r ) J [p ( r ) + - l f i ' . J ( r ) ] / ( 0 / . 0 ) d n ' . 

(8) 
Преобразуем интеграл в правой части уравнения (8), учиты

вая, что 
J / (O f -Q)dG ' = 1 (9а) 

и1) 
I Й 7 ( й ' - Й ) й й ' = ай, (9Ь) 

где а — константа, которую надлежит определить. Ее можно 
найти, умножив скалярно (9Ь) на й. Так как й - й = 1, то 

а = ( (Q -Й') / (Qf -Q) dQ\ (10а) 

т. е. _ 
а = ц0> (10Ь) 

где \i0 — средний косинус угла рассеяния. Таким образом, урав
нение (8) принимает вид 

[fi.V + {l_c(r)>]p(r) + [fi.T + {l-c(r)iI()}o(r)]4fi-J(r) = 

--J-teoM + O-qtMJ. (И) 
После интегрирования по й это уравнение сводится к двум 

уравнениям для двух неизвестных функций р (г) и J (г). В самом 
деле, проинтегрируем сначала уравнение (11) по й и учтем, что 
для произвольных векторов А и В 

f Й-Adfi-O, (12а) 

j(Q-A)(fi.B)dQ = 4^(A-B) . (12b) 
Тогда 2) 

[ l - C ( r ) J a ( r ) p ( r ) + i -V . J ( r ) = |«70(r). (13) 

) Соотношение (9Ь) можно вывести с помощью следующего рассужде
ния. Слева стоит вектор; следовательно, справа тоже должен быть вектор. 
вект К а К ^' — переменная интегрирования, то в качестве единственного 

ктора остается Q, и, значит, интеграл должен быть пропорционалеп Q. 
) Символ V рассматривается как вектор. 
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Далее, умножим уравнение (11) на Q и проинтегрируем по Q 
Так как 

\ Q (А - Q) dQ = (4л/3) А (14а) 

и 
jft(A.fi)(B.fi)dfi = 0, (i4b) 

то 
4 ^ р ( г ) + 4-^(г)[1-^(г)Й ои(г) = | Ч 1 ( г ) . (15) 

Уравнения (13) и (15) являются основными уравнениями тео
рии диффузии; исключая неизвестную функцию J (г), можно све
сти их к одному уравнению, называемому уравнением диффузии. 
Поскольку обычно нам приходится решать задачи с изотропными 
источниками, положим qt (г) = 0. Пусть по определению коэф
фициент диффузии D (г) равен: 

O(r) = ! [<r ( r ){ l -c ( r ) jT 0 }r . (1С) 

Тогда из уравнения (15) вытекает, что 
/ (г) = -vD (г) Vp (г). (17) 

Это соотношение, связывающее ток с градиентом плотности, 
называют правилом Фика из-за его сходства с одноименным урав
нением газовой диффузии. Это — основное соотношение диффу
зионного приближения. 

Подставляя соотношение (17) в уравнение (13), получаем 
уравнение диффузии 

-V.J9( r )Vp(r ) + a a(r)p(r) = l g 0 ( r ) . (18) 

Сечение поглощения [1 — с (г)] а (г) мы здесь обозначили обще
принятым символом оа (г). Поскольку мы рассматриваем только 
односкоростной случай, мы будем всюду в дальнейшем пола
гать V = 1. 

В. Сравнение с точными решениями* Общие замечания 
Уравнение диффузии весьма полезно, ибо решение уравнения 

переноса для любой геометрии сводится к решению полученного 
выше дифференциального уравнения второго порядка. Есте
ственно, возникает вопрос о справедливости приближений, при
водящих к уравнению диффузии *). Чтобы представить себе, 

*) Среди них особенно уязвимо предположение о «почтиизотропил» 
фазовой плотности. 
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идет речь, сравним уравнение диффузии и некоторые его 
° Ч° нпя со строгими результатами гл. 5 и 6 для проблемы Милна, 
^еШкипп Грина точечного и плоского источников и для значений 
. Нтической толщины плоских слоев. Подобные сравнения, разу-

К Р Х дают лишь общее представление о точности, если с по-
ме*дЬЮ' уравнения диффузии решаются наиболее общие задачи. 
Однако можно ожидать, что получаемые на основе таких сравне
ний оценки в разумной степени точны. 

Поскольку во всех задачах, для которых найдены точные 
решения, среда была однородна, положим а (г) = 1. Кроме того, 
мы п 0 крайней мере на время ограничимся случаем изотроп
ного рассеяния ((ы0 = °)> т а к ч т о уравнение диффузии (18) при
мет вид 

-Z)V*p (г) + (1 - с) р (г) = д0 (г), (19а) 
где (см. (16)) 

D (г) = 1/3. (19Ь) 
Заметим далее, что во всех рассмотренных нами задачах 

плотность выражалась в виде суммы асимптотической компоненты, 
связанной с дискретным корнем v0, и быстро убывающего слагае
мого, обязанного своим происхождением континууму собственных 
значений: 

1 

р (х) = а^-***0 + a0.ex/vo + J A (v) e~x/vdv. (20) 
—i 

Коэффициенты а0± и A (v) определялись граничными условиями. 
Подставив равенство (20) в однородное уравнение диффузии 
(уравнение (19а) с д0 (г) = 0), находим, что функция 

PaS (х) = ао+е- */vo + ао-е+^о (21) 
будет решением при условии, что 

Из разд. 4.3 видно, что величина (22а) есть не что иное, как 
первый член разложения v* при \с— 1 | < 1: 

-±г = 3(1-с)[1-±Ц-с)]+ ... . (22Ь) 

Таким образом, теория диффузии дает адекватное описание 
асимптотической плотности, если значение с близко к единице. 
(На самом деле, как мы увидим дальше, теория диффузии пред
ставляет для нас еще большую ценность, ибо она достаточно 
хорошо описывает фазовую плотность в целом. В частности, она 

риводит к правильным значениям двух пространственных момен-
°в.) Однако при с, близком к единице, большая часть нейтронов 
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находится в асимптотической области. Чтобы убедиться в этои 
заметим (разд. 5.4), что отношение числа нейтронов в асимцТо' 
тическом распределении к полному числу нейтронов (для функции 
Грина точечного источника) равно К ^ 1 — (4/5) (1 — с) (см. фор, 
мулу (22) разд. 5.4 и табл. 5.1). Аналогичные выводы можно 
сделать и относительно проблемы Милна (см. разд. 6.3, Где 
подробно обсуждаются асимптотические плотности и токи). 

Здесь, однако, следует сделать одну небольшую оговорку: 
проведенные только что сравнения касались случаев бесконечной 
и полубесконечной среды. Когда характерные размеры системы 
сравнимы со средним свободным пробегом нейтрона, неасимптоти
ческая часть плотности может играть заметную роль даже при с, 
близком к единице. Поэтому для возможности применения теории 
диффузии мы должны требовать не только, чтобы выполнялось 
условие с « 1, но также чтобы характерные размеры системы 
были больше длины свободного пробега* 

С. Сравнения на основе функции Грина 
Проведем теперь конкретные численные сравнения решений 

уравнения диффузии со строгими результатами. Тем самым мы 
получим более ясное количественное представление о точности, 
которую от него можно ожидать. 

Сначала рассмотрим случай бесконечной однородной среды 
с плоским изотропным нейтронным источником. Положив о (г) = 
= 1, приведем уравнение диффузии (18) к видуг) 

-D^-+(i-c)p(z) = 6(z), (23а) 
где 

D = U^. (23Ь) 
3(1 - Ф о ) 

Решение уравнения (23а), подчиняющееся граничному условию 
limp(z) = 0, (23с) 

|zj~*oo 

имеет вид 
p(2)=we" l2 , /v°d' (24а) 

где диффузионная длина Vod в «диффузионном приближении» равна 

vc=(^T1 / 2 (24b) 

г) Мы принимаем q(z, Q) = (l/4n) б (z), так что 

q0{z)=\ q(z, Q) dQ = d{z). 
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/ с формулой (22а)). Таким образом, в этом приближении 
отность нейтронов убывает экспоненциально и длина релакса

ции определяется равенством (24Ь). 
Теперь нужно сравнить этот результат с точным значением v0, 

по тукающимся при решении дисперсионного уравнения 
Л (v0) = 0. (25) 

Выражение для функции Л (v) в случае линейно анизотроп
ного рассеяния дано в разд. 4.10 (отметим, что ft = \i0). В табл. 8.1 
приведены для сравнения значения v0, вычисленные по точной 

Таблица 8.1 

Значения v0 как функции от с и jn0 = ft 

Точные зна Значения согласно диф
с / i чения фузионной теории 

1,0 Любое 0 0 
0,98 0 i 0,2430 0,2450 

0,1 0,2306 0,2316 
0,3 0,2032 0,2058 

0,9 0 0,5254 ! 0,5477 
0,05 0,5110 0,5352 
0,07 0,5064 0,5302 
0,1 0,4989 0,5225 
0,3 0,4416 0,4680 

0,7 0 0,8286 0,9487 
0,1 0,7902 0,9148 
0,3 0,7062 0,8432 

—0,3 0,9355 | 1,0435 

0,5 0 0,9575 1,2247 
0,1 0,9185 1,1937 
0,3 0,8357 1,1291 

- 0 , 1 0,9952 1,2550 
—0,3 1,0667 1,3134 

0 
■ 1 

Любое 1,0 1,7320 

формуле и в соответствии с диффузионной теорией. Как и пред-
казывалось, результаты согласуются только при с « 1. Кроме 
ого (ми это уже отмечали раньше), решение уравнения диффузии 
Держит только асимптотическую часть плотности, что весьма 
рактерно для этого уравнения. Иными словами, асидштотиче-
ая плотность, вообще говоря, удовлетворяет уравнению диффу-
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зии, хотя длина релаксации vod, получаемая на основе теорт, 
диффузии, согласуется с точной ДЛИНОЙ релаксации v0 дЛя 
асимптотической плотности только при с ^ 1; впрочем, как раа 
в зтом случае асимптотическая плотность хорошо приближает 
полную пространственную плотность. 

Для того чтобы сделать следующий шаг в наших рассужде
ниях, предположим, что рассеяние изотропно, так что |я0 =: О 
Решение по-прежнему дается формулой (24а), но выражение дЛд 
v0d упрощается (см. (22)): 

vod = [3 (1 - с)]-1**. (26) 
Этот результат, как мы уже указывали, согласуется со строгим 
значением v0 для изотропного рассеяния при с « 1. (Численное 
сравнение можно провести, используя данные табл. 8.1 при 
Йо = 0.) 

Сравнение результатов диффузионной теории и асимптотиче
ской части точных результатов можно продолжить, а именно 
сравнить соответствующие амплитуды. Записав в каждом случае х) 

р = p0<rl*!/vo, (27) 

найдем 2) 
ft* = 4-^3/(1-с) (28а) 

P o r ^ — ^ - ^ S Хо-1 .4- (28Ь) 

(Формула (28Ь) следует из формулы (16) разд. 5.2. См. также 
разд. 4.5.) 

Функцию ду%/дс можно разложить в ряд с помощью дифферен
цирования разложения (22b) (v~2 = Хо): 

д*о пГл 8 

дс 
-3[l—|(l-c)+0(l-c)»]f (29) 

откуда 

р*-т(-1=г)1/2+°(1-е> (30) 

(здесь учтено также и разложение функции х0). Таким образом, 
амплитуды ро согласуются при с ̂  1 с точностью до членов 
порядка 1 — с. 

*) Разумеется, понимая под v0 его соответствующее значение. В случае 
точного решения под р нужно понимать p a s . т 

2) Индексы d и г указывают соответственно диффузионное (diffusion) 
п точное (rigorous) значения.— Прим. ред. 
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Аналогично можно исследовать функцию Грина точечного 
источника. Здесь 

Pd(r) = 4 * " * ° d r ' <31а> 

и (разд. 5.2) 
P r . a s ( r ) = - ! ^ e - * o r . (31b) 

И опять амплитуды и длины релаксации согласуются при с г 1 *). 
Обратим внимание на то, что плотность в диффузионной теории 

можно сделать точно совпадающей с асимптотической частью 
точного решения, если 1) переопределить коэффициент диффу
зии, а именно взять 

D = ^ - . (31с) 

где для к1 используется точное значение, и 2) умножить плот
ность источника на (1/3) (дкувс). Этот вопрос обсуждался, напри
мер, Глесстоном и Эдлундом [58]. Заметим, кстати, что величи
на (31с) представляет собой коэффициент пропорциональности 
между / a s и — dpas/dz для проблемы Милна (формула (25) разд. 6.3). 
Разлагая х* вблизи с = 1, мы снова приходим к результату диф
фузионной теории. 

Другое интересное замечание касается поведения р (г) при 
малых г. Из уравнения (14) разд. 5.4 видно, что р (г) ~ е~г/г2 

при малых г, так как плотность вблизи источника — это, по суще
ству, плотность нейтронов, не испытавших соударения. Диффу
зионная теория дает е~г/г при любых г, подтверждая тем самым 
наше утверждение, что даже при с ^ 1 от диффузионной теории 
нельзя ожидать точных результатов вблизи источников (или 
вблизи границ между различными веществами). 

Интересно также сравнить моменты плотности в случае точеч
ного источника. В разд. 5.3 2) мы вычислили несколько моментов 
функции плотности, заданной в точной форме: 

^ o r = j d 3 r p ( r ) = _ L _ , (32а) 

Ма= j ЛРгр(г) = ~ ^ , (32Ь) 

м«=тт^[24+^тУ- <3 2 с> 
НР- ' ^ Ы Уж е указывали, но отметим снова, что при с « 1 отношение чисел 
/ ИТР01*°В в неасимптотическом и асимптотическом распределениях мали 

2) См. также приложение Н.— Прим. ред. 
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В диффузионной теории 

Mod = j d*rpd = - ^ , (33a ) 

^2d = - ^ ~ 2 - » (33b) 

Итак, диффузионная теория дает для М0 и М2 точные формулы, 
а формула для Af4 близка к точной при с ^ 1. 

D. Граничные условия и проблема Милна 
Для сравнения других результатов диффузионной теории с 

точными решениями дополним уравнение диффузии соответствую
щими граничными условиями. Рассмотрим сначала условия на 
границе раздела между рассеивающей средой и идеальным погло
тителем (или вакуумом). Точное условие, как мы знаем, имеет вид 

"Ф (Р8у С) = 0 при Й -п > 0, (34) 
где и — вектор нормали к поверхности раздела, направленный 
внутрь рассеивающей среды. Диффузионная теория дает только 
приближенное выражение для ф: 

*d(r,fl) = ^ r p ( F ) + -E rO-Jfr). (35) 

Ясно, что с помощью такого простого выражения нельзя точно 
удовлетворить условию (34). Поэтому при выборе граничного 
условия допускается некоторый произвол. Обычно берут условие 
обращения в нуль падающего извне потоках). 

Поскольку в диффузионной теории полное число нейтронов, 
входящих в рассеивающую среду, равно 

п-йгЫрв , Q). (36> 
положим 

j (n.fi) -фд (ps, Q) dQ = 0, (37a) 
Q-n>o 

*) Это как раз граничное условие Маршака низшего порядка. Условия 
Маршака будут подробно рассмотрены в следующем разделе. Излишне гово
рить, что если задано угловое распределение "фщс (ps) (ненулевого) падаю
щего извне потока, то равенство (37а) следует заменить на 

j (п. Й) Tj>d (ps, Я) dQ = j (п. Я) ф, (pe) dQ. 
Q-n>0 fin>0 
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ИЛИ -
\ (п.О) [р (ps) + 3ft. J (ps)J dil = 0. (37b> 

Q n>0 

Так как 
f (n-Q)dft = 2ji \\ad\i = n (38a) 

Q-n>0 

0 
f (n.ft)(ft-J)dft=-Z)J(n.ft)(ft.Vp)dft=~^-U, (38b) 

fi.n>0 
то равенство (37b) принимает вид 

j4-B- <м> 
Иными словами, при нашем выборе граничных условий нормаль
ная логарифмическая производная плотности равна 1/2D. 

Эти граничные условия можно использовать для вычисления 
(в рамках диффузионной теории) экстраполированной длины 
в проблеме Милна. В случае изотропного рассеяния и с = 1 
уравнение диффузии имеет вид 

-42-е. <«> 
поскольку здесь Z)= l /3 . Его решением будет 

0 = Az + B, (41) 
где А и /?—постоянные. Применяя граничное условие (39) 
на границе z = 0, находим 

р dz В 2 ' l * Z ' 
так что 

р = л ( г + - | ) . (43) 
Следовательно, точкой z0, в которой р экстраполируется нулем, 
будет 

* Ь = - т - (44) 
Напомним, что точное значениеz0 (разд. 6.3) равно—0,7104... . 

Ри меньших значениях с отклонение больше, поскольку, как 
с ^ ^ Ж е виДели» диффузионное приближение точнее всего при 

Исследуем теперь условия в точке г0 границы раздела между 
У^я рассеивающими средами. Точное условие состоит в том, 
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что функция i|) (r0, Q) должна быть непрерывной. Опять-таки 
это условие в диффузионном приближении нельзя выполнить 
точно, поскольку фазовая плотность аппроксимируется функ
цией (35). Эта функция будет непрерывной, если потребовать 
непрерывность функций р (г0) и J (г0). Таким образом, в диффу
зионном приближении обычно берут в качестве граничных уело-
вий на поверхности раздела между двумя рассеивающими средами 
следующие условия: 

Р (го) — непрерывная функция (45а) 
и 

J (г0) — непрерывная функция. (45Ь) 

Е. Проблема критической толщины плоского слоя 
Наконец, применим диффузионную теорию к вычислению 

критической толщины слоя и сравним результат с результатами 
разд. 6.8. Уравнением диффузии в этом случае (изотропное рас
сеяние, а = 1) будет 

а граничными условиями (см. (39)) — 

1 ^ Р | = з / 2 (46Ь) 
р dz \z=±t v ' 

(здесь 2t — толщина реактора). Уравнению (46) удовлетворяет 
функция 

p = ^ c o s ( ^ ± ) 1 / 2
Z ; (47) 

решение sin [(с—l)/3]1/2z отбрасывается по соображениям сим
метрии. Применяя теперь (46Ь), находим критическое условие: 

t g ( £ = ± ) ' ^ 3 / 2 , (48а) 

откуда 

т. е. 

, = (_l_)"2
arctg3.2, ( 4 8 Ь > 

>-ш 1/2 0,9827. (48с) 

Заметим, что формула плотности (47) согласуется с решением, 
полученным в приближении низшего порядка (разд. 6.8), правда, 
изменился аргумент у косинуса: 

(49) PnOCCOS-j г 
™ I v01 
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лагая | v0 I ПРИ с ^ *» видим, что обе формулы совпадают, 
коагда с близко к единице. 

Таким образом, и в этом случае при с « 1 диффузионная 
пня дает правильный результат. В табл. 8.2 приведены для 

Таблица 8.2 
Критические значения толщины (2£) 

реакторов 

с ti 
(из табл. 6 Л) <d 

1,01 16,16 17,02 
1,10 4,23 5,382 
1,30 1,88 3,108 
1,60 1,03 2,197 
2,00 0,653 1,702 

сравнения значения t, вычисленные по формуле (48Ь), и резуль
таты. полученные во втором приближении и приведенные 
в табл. 6.4 (разд. 6.6). Эти данные подтверждают наши выводы 
о справедливости результатов диффузионной теории. (Залетим, 
что при с « 1 по физически очевидным причинам размеры реак
тора велики.) 

8.4. PL-Memod в плоеной геометрии 
В разд. 8.3 мы отмечали, что метод сферических гармоник 

в любой геометрии приводит к очень громоздкой системе уравне
ний. Однако в наиболее важном случае одномерной геометрии 
(плоской, сферической или цилиндрической) систему уравнений 
можно значительно упростить, если уже в исходных разложе
ниях (2) разд. 8.2 непосредственно воспользоваться специальным 
видом разложения, отвечающим рассматриваемой геометрии. (Эти 
специальные разложения построены в приложении В.) В настоя
щем разделе мы рассмотрим в качестве конкретного примера 
плоский случай *). Из формулы (В.5) видно, что в этом случае 
*Ф (г, Q) зависит только от координаты z и величины \а = fi-z: 

т. е. 
Ф (з. И) = S I *i (*) Уш (i) Yш (А), 

1=0 m=-l 
(la) 

21+1 Ф ^ ^ З - ^ - ^ М Л О Ф (lb) 
1=0 

наттптг М е т о Д сферических гармоник в других геометриях обсуждается, 
пример, Вейнбергом и Вигнером [3] и Мегребляном и Холмсом [13]. 
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Уравнение переноса здесь принимает вид 

^ + 4 = clf(Q'.Q)4(z^')dQ' + ±l£$- (2) 

(z — оптическая толщина; см. разд. 3.5). 
Прежде чем подставлять сюда разложение (1), разложим 

в ряд плотность источника 

2Z + 1 

1=0 

и индикатрису рассеяния (разд. 8.2) 

«(«.^З-^УгЫ»)^). (За) 

/(fi'.fi) = 2 - ^ i / ^ ( « ' - f i ) > (3b) 
1=0 

или 

/ (С • О) =i S 2 Ш » (О')уim (О) • (Зс) 

Подставим теперь разложения (1а) и (Зс) в интегральный член 
уравнения (2) (обозначим его буквой / ) : 

оо I V 

/ = с 2 /I*I- (*) J da' 2 S у"» (fi> г«* *• («) Fi'm' (fi'> Y*m (fi')• 
I', 1=0 m = - i m ' = : - l ' 

(4a) 
или 

J = с i /,*« (z) 2 ^im (0) *7m W- (4b> 
l=() m=-l 

Здесь при интегрировании мы воспользовались соотношением 
ортогональности (А.2). Применим еще раз теорему сложения: 

' = 2 - т г 1 №<■*>. (5а> 
1=0 

где 
Ji = cf№(z). (5b) 

Подставим теперь разложения функций "ф, q и / в уравнение 
переноса (2): 

S^'.wti-^+t.-f'.w-i^]-0- (6) 
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Поскольку [30] 

^М^щК'+Ч^М + ^мМ]. (7) 
равнение (6) можно переписать в виде 

+^ IP l0i)_^y lP I0i)_I^MJpJ(rt]=O. (8) 
<=о 

Умножим это уравнение на Phil*) и проинтегрируем по (й? = 2 я ф . 
Так как 

1 
{р,(ц)РЛ(^)ф = ^ т б г й > (9) 
- 1 

ТО 

-2k+rlk~dz +(k + 1> dz J + 
+ ^ ( ^ A ( Z ) - v | | = 0 t (10) 

где k = 0, 1, 2, . . . . Мы получили, таким образом, бесконечную 
последовательность уравнений относительно ty^, причем уравне
ние для i|)ft связано с уравнениями для tyk-i и tpA+i* ДЛЯ ТОГО 
чтобы оборвать эту последовательность, достаточно предположить, 
что dtyb+Jdz = 0, где L — некоторое конкретное значение к. 
Получающаяся таким образом система уравнений называется 
/^-приближением: 

ft = 0 , l , ...,L—U (11а) 

При L = 1, т. е. в /^-приближении, будут всего два связанных 
Уравнения — для -ф± и -ф2, которые легко сводятся к уравнению 
Диффузии, исследованному в предыдущем разделе. (Отметим, что 
Л = Pk (ко)» откуда /0 = 1, /i = ц0.) Следующим по порядку 

Удет /^-приближение, однако по причинам, которые мы обсудим 
озднее, приближения четных порядков обычно не применяются. 
ассмотрим поэтому Р3-приближение и положим для удобства 
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о = v = 1. Кроме того, предположим, что источник изотропные 
т. е. qt, = 0 при к > 0. Тогда получим четыре уравнения: ' 

-^-+(1-С)я150=<7о, (12а) 

! * + Т * + < ' - * > * - 0 . (12Ь) 

i^+i^+v-'f^o, (12с) 
У ^ Г + ( 1 - ^ ) ^ з = 0. (12d) 

Напомним, что i|)0 — плотность, а я^ — величина потока г) (ф2 
и "фз не имеют столь простого физического смысла). 

Четыре уравнения (12) можно свести к одному дифференциаль
ному уравнению 4-го порядка для*ф0 (и вообще, любую Рь-систему 
при нечетном L всегда можно свести к дифференциальному урав
нению (L + 1)-го порядка, в которое войдут производные только 
четных порядков). Следуя обозначениям Мегребляна и Холмса 
[13], запишем это уравнение 4-го порядка в виде 2) 

^-Р^+*=«- (13) 
где 

eft = 1 — cfh, (14а) 
а константы a, (J и у определяются формулами: 

°-тк- <14Ь> 
И 

Y=e0eie2. (14d) 
Будем искать решение однородного уравнения, соответствую

щего (13), в виде 
*o = «r(v)e-"v. (15> 

Тогда собственными значениями v будут 4 значения: 

=+г, Vi± = ± L2a ( i + / i - ^ ) ] " " 2 ; «ад 

^-±[Ml-VT=¥)]"A- <16Ь» 
2) См. приложение В. 
2) Для простоты источник здесь предполагается постоянным. В против

ном случае в правую часть уравнения (13) войдут еще производные четных 
порядков от плотности источника. 



8.4. Рь-метод в плоской геометрии 239 

тт простоты исследуем Vi± и v2± в случае изотропного рассея-
*7?Ш R этом случае г^ = г2=г2=1 и 

(17а) 
!^дЯт В этом случае 

а = 35 

Р=?+тт(1-е). 

Выполнив длинные алгебраические выкладки, найдем 

| - = 3 ( 1 - с ) [ 1 - 4 ( 1 - с ) ] + 0 ( 1 - с ) з , 

.[l+*.(l_c)] + 0(l_c)«. 
^ 

35 

4* 

(17b) 

(17с) 

(18а) 

(18Ь) 

Таким образом, собственные значения v I ± совпадают с точны
ми собственными значениями с точностью до членов порядка 
(1 __ с)2 (см. (22Ь) разд. 8.3). Напомним, что в Pf-приближении 
собственные значения совпадали с точными до членов порядка 
1 — с включительно, так что /^-приближение улучшает диффузион
ное приближение. Кроме того, мы видим, что появляются еще два 
собственных значения v2±, и они принадлежат отрезку [—1, 1]. 
Отрезок начинает заполняться! 

Вообще говоря, хотя мы показали это только для Ру и Р8"ПРИ~ 
ближений, в любом Р2£+1-приближении (L = 0, 1, 2, . . .) дис
кретные собственные значения совпадают с точными с точностью 
до членов порядка (1 — c)L+I и появляются еще 2L собственных 
значений из непрерывного спектра. Таким образом, по мере 
увеличения порядка Р^-приближения не только улучшается асим
птотическое решение (связанное с дискретными собственными зна
чениями), но получается все лучшее и лучшее приближение 
к асимптотически малой части решения (связанной с собствен
ными значениями непрерывного спектра). 

В случае изотропного рассеяния собственные значения кг = 
= vi1 в /^-приближении служат корнями векового урав
нения [7]: 

О 
О 
О 

1 - е v-i 0 0 0 
Ki 3 2щ 0 0 
0 2х,- 5 Зиг 0 

0 (iV-l)K t- (2JV-1) 
2ЛЧ-1 

= 0. (19) 
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Общее решение Рь-системы можно тогда записать в виде 

^n(z)^yZAjGn(7ij)e7lJ\ ii = 0 f l , . . . , £ , (20) 

где -Л; —произвольная постоянная, х;—корни векового упа&. 
нения и 

GB(x) = (- l ) - [p l . ( i ) - i{QD ( l ) /» . (I)-O l l ( l . )}] . (21) 

Здесь Qn — функции Лежандра второго рода [31]. Как х7-, т а к 
и Gn при L = 1, 3, 5, 7 протабулированы Дэвисоном [7]. 

Применяя любое ^^-приближение, мы сталкиваемся с тем, 
что фазовая плотность представляется в виде оборванного ряда 
по полиномам Лежандра, а именно 

ф(*.|*)=3^й1*|(*)ло*), 
1=0 

так что невозможно точно удовлетворить точным граничным 
условиям. Мы решим зту проблему, как и в случае диффузион
ного приближения, налагая приближенные граничные условия: 

1) на границе между двумя диффузными средами функции 
*tyi(z) непрерывны (/ = 0, 1, . . ., L); 

2) на границе между диффузной средой и вакуумом либо 
(a) \ ф (xs, ju) \il d[K = 0, I = 1, 3, . . . , L (граничные 

Q.n>o условия Маршака), 

либо 
(b) "ф (z6, \ij) = 0, j = 1, 2, . . ., (2L — l)/2 (граничные 

условия Марка). 
Дискретные значения углов arccos \ьь при которых должна 

обращаться в нуль плотность входящего потока, обычно выби
раются так, чтобы соответствующие значения \1г были положи
тельными нулями полинома PL+I (^)- Такие граничные условия 
обсуждаются подробно в книге Дэвисона Л7] *), поэтому мы сде
лаем здесь только несколько весьма общих замечаний2). 

1. На примерах задач, которые допускают точные решения 
(в частности, на примере проблемы Милна), можно установить, 

*) Как и в случае граничных условий в диффузионном приближении, 
если задано ненулевое распределение падающего потока, то в правой части 
граничных условий (а) и (Ь) должны появиться соответствующие моменты 
этого распределения (или значения функции распределения при соответствую
щих углах). Это утверждение столь очевидно, что более подробно о нем 
говорить не стоит. 

2) В. С. Владимиров [59*] установил, что в некотором строгом смысле 
граничные условия Маршака являются наилучшими.— Прим. ред. 



8.4. Pjj-метод в плоской геометрии 241 

словия Маршака лучше работают при малых L, а условия 
ч т 0 . ПрИ средних L. Разумеется, при L ->■ оо эти условия 
эквивалентны. 

2 В связи с этим в качестве граничного условия для диффу-
нного приближения было выбрано условие Маршака низшего 

3U0 ядка (разд. 8.3). Это привело к значению экстраполированной 
П°пны (при с = 1), равному 0,6667. Условие Марка низшего 
д

о р я Дка дает 0,578, а строгое значение равнялось 0,7104. 
3. Число условий в каждом наборе является «правильным» 

следующем смысле. На границе с вакуумом условий вдвое 
меньше, чем неизвестных функций я];*. Однако в силу свойств 
плоской геометрии либо должна быть другая поверхность раздела 
с вакуумом, где налагаются недостающие граничные условия, 
либо систему следует продолжить до бесконечности, и тогда для 
однозначного определения решения будет достаточно дополнить 
имеющиеся условия условиями на бесконечности. 

В других геометриях нет второй «граничной поверхности». Но в таких 
случаях неизбежно оказывается, что половина решений нерегулярна в начале 
координат и потому должна быть отброшена. 

Мы уже указывали в подстрочном примечании, как должны быть моди
фицированы условия на свободной поверхности, если на ней задано ненуле
вое угловое распределение падающего потока. ГГомранинг [60] дал изящное 
исследование граничных условий в методе сферических гармоник. Исходя 
из вариационного принципа, он сумел улучшить граничные условия как 
на границе между рассеивающими средами, так и на свободных поверхностях. 
Для экстраполированной длины в проблеме Милна он получил в диффузион
ном приближении значение 0,7071 (см. замечание 2 выше). В более ранней 
работе [61] ему удалось вывести и сами уравнения метода сферических гармо
ник на основе некоторого (несамосопряженного) вариационного принципа* 
Однако его результаты слишком громоздки, чтобы излагать их здесь. 

В заключение рассмотрим в Р3-приближении решения задачи 
о функции Грина плоского источника в бесконечной среде 
и проблемы Милна. 

А. Функция Грина для бесконечной среды 
с изотропным источником. Изотропное рассеяние [62] 

Решение этой задачи легко найти из уравнения (20), где коэф
фициенты Aj определяются «условием скачка» в источнике. Плот
ность имеет вид 

Фигурирующие здесь величины v4 и v2 вычисляются по форму
лам (18). Решение нормировано к источнику единичной мощности. 

На рис. 8.1 изображены решения в РГ и Р3-приближениях 
и точное решение как функции от х; /^-приближение получено 

помощью формул разд. 8.3. Точное решение дано в разд. 5.2. 



242 Гл. 8. Численные методы 

При обсуждении диффузионного приближения в разд. 8 3 
мы уже указывали, что второй момент функции Грина, вычислен
ной в диффузионном приближении, совпадает с точным. Это 
по существу, лишь частный случай более общего утверждения* 

1 2 
x/V3(l-c) 

Р и с . 8.1. Сравнение решений в случае плоского источника [62]. 
Сплошной линией показано Pi -приближение, штрих-пунктирной показано 

Р3-приближение, штриховой — точное решение; с = 0,9. 

Теорема. В Ргприближении моменты Мп* 1 функции 
Грина г) для I ^ L и I + п ^ 2L совпадают с точными. 

Хотя мы рассматриваем здесь только одномерный (и односко-
ростной) случай, эта теорема справедлива и в общем случае. 
Доказательство теоремы тривиально, ибо при указанных выше 
условиях Ргсистема приводит к правильному рекуррентному 
соотношению (см. (11) разд. 5.3) и всегда М0*1 = Pt (|i0)/(l — cfi)-

В. Проблема Милна 
Исследуем решение этой задачи несколько подробнее. Положим 

в Рд-системе (12) /4 = /3 = 0, д0 = 0, с = 1 2). Тогда 
(23а) 

1 dtyp 2 #ф2 

dz ~ U ' 

3 dz 3 dz ■ + * i = 0f (23b) 

*) См. разд. 5.3. 
2) Мы рассматриваем, таким образом, задачу с квадратичным анизо

тропным рассеянием, которая уже решалась в разд. 6.9. 
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Т^+Т^ + «-Ь)Ъ=0, (23с) 

T $ + fe-0. (23d) 

Из уравнения (23а) следует, что if4 — константа. Возьмем для 
удобства 
У *i = - 1 . (24) 
Дифференцируя уравнение (23d), получаем 

Учитывая (23b), заключаем, что TJ}2 удовлетворяют уравнению 

Тогда 
•ф2(Z) = fte- V(35/9)(i-/2)z = fe-azf (25С) 

где к — постоянная; решение уравнения (25Ь) в виде экспоненты 
с положительным показателем отброшено, чтобы удовлетворялись 
условия на бесконечности. 

Подстановка (25с) в (23Ь) приводит к уравнению для if0 (напом
ним, что ipi = —1): 

dtyjdz = 3 + 2аке-™, (26а) 

имеющему своим решением функцию 
ф0 = к' + 3z — 2ке~™, (26Ь) 

где к' — другая произвольная постоянная. 
Наконец, находим ip3 с помощью (23d): 

a l ^y / cae -* 2 . (27) 

Итак, 
% (z) = к' + 3z — 2ке~*\ (28а) 
* i W = - l , (28b) 
%(z) = ke~™, (28с) 

Фз(2) = у с с ^ - % (28d) 
где 
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Для определения постоянных к ж к' воспользуемся первыми 
двумя граничными условиями Маршака: 

1 

j Ж ° > V)<hi = 0 (29а) 

j | i 8 iK0 f | i )d | i = 0. (29b) 
о 

С учетом формул (28) разложение 
з 

2 
4я *(°^)=2-т^(°)^^ < 3 0 а> 

1=0 

принимает вид 

* (°. И) = -ЕГI*' - 2 Л - ЗР, (|i) -Ь 5kPz Oi) + ЗАаРз (|i)]• (30b) 4л 

Напомним, что 

2 

и, разумеется, 1>
0(|х) = 1. Тогда 

P, ( | i ) = | i , (31а) 

ftW-Y^1-1)- (31Ь) 

^з(и) = 4-(5м3-3И) (31с) 

1 

J|iPo(|i)dji = y , (32а) 
О 

1 

}цзр0(ц)ф=4, (32Ь) 

{^Р1(^)Ф=4-. (33а) 

5и"Л0*)Ф—§". ГЗЗЬ) 

J|tP8(|i)^—J-, (3^) 
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1 

о 
1 

о 
1 

(34Ь) 

(35а) 

(35Ь) 

Применение соотношений (ЗОЬ) и (35) приводит к системе двух 
уравнений относительно А и А': 

Решая ее, находим 
1/20 

(5/32+За/35) ' 

А' = 2- 3/80 
(5/32+За/35) ' 

(36а) 

(36Ь) 

(37а) 

(37Ь) 

Подставляя эти значения в формулы (28), получаем зависи
мость фазовой плотности от г в Р3-приближении. В частности, 
из (28а) видно, что экстраполированная длина z0 равна 

ZQ — -g- k . (38) 

В табл. 8.3 приведены значения z0 как функции от Ь; для 
сравнения мы поместили в таблицу и точные значения, найден
ные в разд. 6.9. 

Таблица 8.3 
Экстраполированная длина 

Точное 
5/2 Рз значение 

0 0,7051 0,7104 
0,1 0,7053 0,7108 
0,2 0,7055 0,7114 
0,3 0,7057 0,7125 
1,0 0,7074 0,7148 
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Отметим, что Р8-результаты хорошо приближают точные 
вначения; напомним, что диффузионное приближение давало 2/ 
Отметим также слабую зависимость результатов от /2

 1). 8* 
Аналогичные вычисления можно провести в Рб-приближении 

и в более высоких приближениях. Некоторые из полученных 
таким образом результатов можно найти в книге Вайнберга 
и Нодерера [62]. Например, в Р5-приближении (изотропное рас
сеяние, с = 1) 

<j>0(z) = 3* + 2,1246 - 0.0777*-1.225* — 0,2145<г3.2<*°2, (39а) 
Ч> (Of V) = 0,8877 - l,5Pi (ц) + 4,365Ра (ji) + 0,4322Р3 (р) _ 

- 0,07583Р4 (ц) - 0,3641Р5 (ц), ji > 0. (39b) 

В этом случае значение экстраполированной длины оказы
вается равным 0,708 (в Р3-приближении z0 = 0,705, а точное 
значение z0 есть 0,710; см. табл. 8.3). 

Отметим еще раз, что при использовании граничных условий 
Марка экстраполированная длина в Ргприближении равна 0,577, 
а Р3-приближение дает 0,695, т. е. лишь немного менее точное 
значение, чем при использовании граничных условий Маршака. 

Сравнение приближений четных и нечетных порядков в методе 
сферических гармоник мы отложим до разд. 8.8, где будем рас
сматривать метод дискретных ординат Вика — Чандрасекара. 
Сейчас ограничимся лишь заявлением, что точность приближения 
четного порядка, вообще говоря, меньше точности предыдущего 
приближения нечетного порядка (т. е. Р2-приближение менее 
точно, чем Pi-приближение, и т. д.). По этой причине обычно 
применяются приближения нечетных порядков. 

Наконец, укажем, что с более формальным (в противополож
ность численному) сравнением Р^-приближений с результатами 
метода сингулярных собственных функций можно ознакомиться 
в работе [63]. 

8.5. Метод сферических гармоник 
для других геометрий 

Для полноты картины наметим вывод уравнения для сфериче
ских гармоник в произвольной геометрии и выпишем уравнения 
в случае сферической и цилиндрической симметрии. При этом 
мы будем следовать методу, изложенному в разд. 8.2. 

*) Эти вычисления выполнены при Д = /3 = о. Вспомним, однако, что 
вначения при произвольных U можно получить из соответствующих значе
ний при / | = 0 делением на 1 — /, (разд. 6.9). 
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А. Общее уравнение 
Подставим в уравнение переноса 

Q.V^(r, Й) + а (г) ф (г, Й) = 

= (1/v) q (г, Й) + с (г) с (г) j гр (г, Й') / (Й' -Й) <Ш' (1) 

разложение функции if по сферическим гармоникам (приложе
ние В) 

ОО I 

Ф(*.О)=2 S (ir) , /2^(r)y"»(fl) (2а) 
/ = 0 771=-/ 

и аналогичное разложение 
ОО 

g(r, Q) = 2 (^1) 1 / 2
9 г т (г )У 1 т (Й) . (2Ь) 

*=о 

Разложим индикатрису рассеяния /(Й'-Й), как мы это сделали 
в предыдущем разделе, где рассматривался плоский случай: 

/ ( Й ' . Й ) = | ] S / |17т(0#)У1т(0). (3) 
/ = 0 m = - l 

Подставив все эти разложения в уравнение (1), умножим его 
на У*м(й) и проинтегрируем по Й. В силу ортогональности 
сферических функций (приложение А) 

(-щт)т% 2 (•^-)1/2^т(г).{йггм(й)п,(П)^+ 
1=0 тп=-/ 

+ о (г) I v (г) = i ?Лм (г) + с (г) а (г) / ^ (г). (4) 

Чтобы выполнить интегрирование в левой части равенства, 
воспользуемся рекуррентными соотношениями между сфериче
скими функциями [64); например, 

«ur*»e. «H/tf+'T'g'+.1+->ra.+ 
+ К (2Z-1)(2Z + 1) У | - * ' W 

Соответствующие соотношения справедливы и для £ixYim и ЦД /̂m, н 0 м ы н е будем их здесь выписывать. Учитывая эти 
соотношения, проинтегрируем уравнение (4) по Й. В результате 
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получим систему 

xl^.M-4(^-^)^+^)1 / 2(^+ fx-i) i / 2^-, ,-1-

+ (X+fi + l)I/2(A, + f i + 2 ) , / 2 ^ + I > 1 1 + 1 } ] + 0 ( r ) ^ = 

=- j re»»W+ c W o r W^*4*- (6) 

Эта огромная система уравнений (Я. = 0, 1, 2, . . ., L; ц = 
= —X, —Я, + 1, . . ., "К — 1, "к) представляет, по-видимому, лишь 
чисто академический интерес. В /^-приближении система 
состоит иэ 

2 ( 2 Z + 1 ) = (L + 1)2 
z=o 

уравнений и, конечно, содержит (L + I)2 неизвестных ip^m. Любая 
симметрия уменьшает число уравнений и неизвестных. В преды
дущем разделе мы показали, что в случае плоской симметрии 
число неизвестных и уравнений в /^-приближении уменьшается 
с (L + I)2 до L + 1. Сейчас мы выясним, что будет в случае 
сферической и цилиндрической симметрии. 
Сферическая симметрия. В разд. 2.1 (формула (30)) мы видели, 
что фазовая плотность зависит только от г = | г | и \ir = ft -г-
С помощью этих сведений уже можно упростить систему (6). 
Однако проще сразу записать уравнение переноса в сферических 
координатах, а дальше поступить по аналогии со случаем плоской 
симметрии (разд. 8.4).- В сферических координатах уравнение 
переноса имеет вид 

= co(r)^f(Q''Q)<!p(r,VL'r)dQ' + ±q(r,[ir). (?) 

Разложим теперь яр (г, \ir) и g (г, цг) по сферическим функциям 
(приложение В): 

Ф(г, Mr) =21 2 *|(г)П»(5)У1«Ы. (&) 

i = 0 m = - ! 
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ИЛИ 
оо 

2J + 1 * <r> vr) = 2 -^йп *' W Р< 0*г). (8Ь) 
f=0 

Разложение для q аналогично. Кроме того, разложим в ряд функ
цию /(О'-О) (равенство (Зс) разд. 8.4). 

Подставим эти разложения в уравнение (7), умножим его 
на Pj (l*r) и проинтегрируем по ц,г. Член с #ф/дцг будем интегри
ровать по частям и с учетом рекуррентных соотношений (форму
лы (7) разд. 8.4). В результате придем к уравнению 

8Hx+-£*i]*"«+1£r[T-J?L]*«+ 2;+ 
+o*j(r)-cofrij(r) = ±qj(r). (9) 

Положив теперь ярь+i = 0 и отделив тем самым первые Z + 1 
уравнений от остальных, получим /^-приближение для случая 
сферической симметрии. 

Для того чтобы найти собственные значения соответствующей 
однородной системы (gj = 0) с изотропным рассеянием (fj = бу0), 
запишем решение в виде 

Ыг) = Gn(x) /»(*ког), (10) 

где у"п — сферическая функция Бесселя. Подстановка этого равен
ства в систему (9) приводит к тем же собственным значениям х^ 
и тем же собственным функциям Gn (и,), что и ранее для плоской 
симметрии. Это не случайно: собственные функции и собственные 
значения одинаковы для всех геометрий, в которых уравнение 
Гельмгольца допускает разделение переменных (этот факт с общих 
позиций обсуждается в приложении I). 

Цилиндрическая геометрия. Наиболее подробно метод сфериче
ских гармоник в случае цилиндрической геометрии рассмотрел 
Кофинк [65]. В этом случае (см. разд. 2.1 и приложение В) зави
симость фазовой плотности ijp (г, Q) от переменных можно пред
ставить в виде 

•ф = -ф (т), |х, <ра — <рч) 

(обозначения взяты из части С разд. 2.1). В обозначениях Кофинка 

ц = cos 9, (11а) 
Ф = Фи — Фт, (ИЬ) 
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уравнение переноса принимает вид 

s i n e [ c o s v ^ - - ^ i - ^ - ] + a(Ti)*(T|,ef Ф) = 

= Я(1\) + со(г\) \ dq/ \ ашб'сЮ'/ДО'-ОЖт), 9', ср'). (i2v 

Разложение фазовой плотности по сферическим функциям (см. при
ложение В) и обычное разложение индикатрисы рассеяния 
/ (Q' -Q) по полиномам Лежандра приводит к уравнениям 
А 1т \Л\ +~^?"] ̂ l+u m+1 (Т1) ~~ 
- В*™ [ik~ " ^ J *|+ь т-'(Т,)~" Ст И + 1Ч^ J ̂ "um+1 (Т]) + 

где 
, _ [(I + m + 1) (l + m+2)]1/2 , 

^*m — 2(21 + 3) * ^ * а ' 

_ [ ( I - r o + l)(I-m+2)]i/2
 4 4 ь 

# l m - 2(2/ + 3) ' ( 1 4 Ь ) 
_ [(g —m —1) (г — m)] i / 2 

Ulm~~ 2(21-1) (14c) 

^ l m - 2 ( 2 / - l ) ' ^ Q ) 

7i = 1-е / , . (14e) 

£.6. Двойной Р^-метод 
Другой вариант метода сферических гармоник, нашедший 

применение при решении проблем переноса, был развит Иво-
ном *), предложившим разлагать фазовую плотность в отдельные 
ряды по полиномам Лежандра 2) при ц, > 0 и [i < 0. Смысл 
такого разложения состоит в том, что на границах раздела рас
сеивающих сред и на свободных поверхностях фазовая плотность 
может терпеть разрыв при \i = 0, а при \i > 0 и \L < 0 она непре
рывна. Таким образом, можно надеяться, что «двойное» разложе
ние фазовой плотности лучше, чем одинарное с удвоенным числом 
членов. 

В соответствии с этим можно надеяться, что двойное /^-при
ближение даст большую точность, чем одинарное Р3-приближе-

2) J. Yvon, не опубликовано; см. также [7]. 
а) Мы рассмотрим здесь лишь плоскую геометрию. 
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. в некоторых задачах эти надежды оправдались. Сейчас мы 
Вяметим вывод уравнений в двойном /^-приближении (DPL). 
П Начнем с разложения фазовой плотности: 

*(*,!*)=■ S ( a + l )* r (x )P , (2 j i - . l ) , ц > 0 , (1а) 
1=0 

оо 

Ф (*> И) = S (2* + !)ФГ (*) Л (2ц+1), ц < 0. (lb) 
1=0 

В дальнейшем нам понадобится соотношение 
=F1 fi 

=F j Pi(2\i±l)Pr(2li±l)dli^-^T. (2) 
о 

Разложил1 индикатрису рассеяния / (й ' -й) , как мы уже делали 
много раз: 

/ ( f l ' - Q ) = f ] / , S Ffm(fi)5'Jm (£>')• (3) 

Прежде чем подставить эти разложения в уравнение переноса, 
вапишем интегральный член уравнения в виде 

2я 1 

J = 2J Л J <V j dfi'lTU (Ц, Ф) У» (|Л Ф') ф (*, , 0 (4) 
/ о - 1 

и проинтегрируем по d<p'. Так как (приложение А) 
Ybn = Kmto)J™>, (5) 

где Kim не зависит от ср, то 
1 2п 

J = 2 fi J dii'JTb» (К) # , m (И7) ф (*, \i') j й<р^^(ф'-ф), (6а) 

откуда 
1 

/ = 2 я ^ /i { Ф ' П о*) *Й о*') Ф (*. и'). (вь) 
поскольку 

{^ф '^ф ' = 2ябт0 . 
о 

Согласно (А.4) (приложение А), 

* » М - ( ^ Г * 1 < 0 . (7) 
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так что формула (6Ь) переходит в 
оо 1 

/ = S T - / < J dV.'PiMPi(V.')<Hx, И')-
t=0 - 1 

Наконец, 

(8) 

Pi (V) = 2 ааРк (2ц-1) , и > 0, (9а) 

и 
оо 

Р< 0*) = 2 ЬаРь (2^ + 1), ц < 0. (9Ь) 

В силу (2) 
1 

alb = (2X + l)^Pb(2VL-l)Pl(ii)dVL, (10а) 
о 
о 

Ьа= (2Я+1) j Р*(2ц+1) Pt (р) ф . (10Ь) 
- i 

Эти интегралы при любых значениях I и к вычисляются без труда: 

Ооо = Ьоо = 1. (11а) 
Ooi=bo, = 0, (ИЬ) 

вю=—Ью! т* ( 1 1 с ) 

«» = Ь11—i (Hd) 

и т. д. 
Теперь можно подставить разложение для яр (о:, [i') (формула (1)) 

в (8). Пусть 
J W + + / „ (12) 

где 
оо 1 

J+=2 ^ г 1 / ' j <*№ (и)р< GO * (*. »о. (13а> 
/=о о 
оо О 

■ ' - - З - ^ Т Г - / ' J ф ' Л Ы Pi (!*')*(*. Ю- (13Ь> 
/ = 0 
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Тогда 

л - 2 -^/^(^^(гг + ̂ ^х 
f, *\Л 

1 

X j Рх (2ц' - 1 ) Pt> (2ц' - 1 ) ф ' , (14а) 

или 
(14Ь) 

и аналогично 

i я 
(15) 

Наконец, разложим функцию q (х, \i): 

Я (*, V) = 2 (2* +1) (7? (*) Л (2^— 1), ц > 0 , (16а) 

q(*,v)= 2(2г+1)<?7ИЛ(2ц+1), ц<0 . (16Ь) 

Теперь запишем уравнение переноса в виде 

и подставим в него все найденные разложения, а также соответ
ствующие разложения для Pi (ц): 

(l^i+i)2(2l+1)^(x)Pl(2ii-l) = 

= с 2 ( - ^ г 1 ) / ^ / я ^ г ( 2 ц - 1 ) [ в / л ^ + Ь/А^] + 
I, л. г 

+ -^y2i(2l+\)qUx)Pi(2[i-i), ц > 0 ; (17а) 

( | i i+ 1 )2( 2 Z + 1 )^H^(2f i+i)= 
i 

= с 2 ( - ? ^ 1 1 ) / г ^ Л ' ( 2 ц + 1 ) [ а а ^ + Ь а ^ ] + 
|.х, я,' 

+ -^'Z(2l + i)gT(x)Pl(2ii + l), ц < 0 . (17b) 
1*7 
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Нетрудно догадаться, что следующий шаг — умножение ура в , 
нения (17а) на Pj (2|х — 1) и интегрирование его по ц, от О д0 1~ 
затем умножение уравнения (17Ь) на Pj (2[i + 1) и интегрировав 
ние его по \i от — 1 до 0. Единственный член, который не удается 
проинтегрировать непосредственно (с помощью соотношения орто
гональности (2)), — это член с \i (д/дх). Его можно вычислить 
с помощью формул 

1 1 

^liPl(2VL-l)Pj(2lL-l)dVi = ±- 1(*+ 4 ) р | (*)^(*)4с-
о -1 

= 2(2/ + 1) L~27=r 8l- >~l + "27+3" б'- М + Н ; (Щ 

о 

Л 
в 2(2/+1) [~27+Т6l- }-* + " i + F б ' ' *»~ 6 "] ' <18Ь> 

С учетом этих формул уравнения (17) принимают вид 

2(2/4-1) L7 дх ^W + l) dx + дх J+4>f-

^ Т S ( f j l ) /K»Ml«i^ + bix«I + -^?J; (19а) 

И Р П Г Е ' - ^ + О + Ч ^ — 5 - ] + « -

По аналогии с обычным Р^-методом приходим к /ЭР^-при-
ближению, положив *ф£+1 = *PL+I = 0. Тогда получим систему из 
2 (L + 1) уравнений (в обычном методе L + 1 уравнений). 

Некоторые из обсуждавшихся здесь методов сравнивались 
со строгими численными методами; при этом было найдено, что 
в ряде случаев /^-приближение дает такую же или даже более 
высокую точность, чем Р3-приближение [66]. В этом мы видим 
некоторое подтверждение нашего предположения о более высокой 
точности этого метода. 

Шифф и Зиринг [67] предложили различные обобщения этого 
метода, в том числе Р^-методы более высокой кратности (квадру-
польные и т. д.), и применили их для других геометрий. 
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8.7• Общие замечания о методах 
дискретных ординат 

Рассмотрим еще один тип методов решения уравнения переноса 
йтяонов, состоящий в использовании дискретного набора 

Не?ек (по'углу) для аппроксимации фазовой плотности (вместо 
разложения ее в ряд по дискретному набору функций угла). 
Проще всего излагать этот подход на примере одномерного урав
нения с плоской симметрией. Так мы и будем делать. Мы обсудим 
только два метода дискретных ординат — метод квадратур Вика — 
Чандрасекара — Гаусса [68] (ввиду его исторической важности) 
и £дг-метод [69] (ввиду его теперешней популярности). 

Эти два метода существенно отличаются друг от друга. Чтобы 
увидеть это, обрисуем кратко общие идеи обоих методов. В каждом 
случае, разумеется, начнем с решения односкоростного одномер
ного уравнения переноса и для простоты будем предполагать 
рассеяние изотропным: 

Щ& + * = \]*{**№'+^. А) 
Сначала рассмотрим метод гауссовых квадратур. В этом случае 
интеграл по углам оценивается с помощью квадратурной формулы 
Гаусса [70, 71], согласно которой интеграл заменяется суммой 
значений подинтегральной функции в нулях полинома PN (|х), 
взятых с подходящими весами *): 

N 

j ф (х, ц') ф' « 2 Ф (*' ̂ ) WS- № 

Если отнести левую часть уравнения (1) к тем же самым значе
ниям uj, получим систему N уравнений с N неизвестными ф (х, u.j). 
В этом сущность метода Вика — Чандрасекара. 

В £^-методе отрезок —1 ̂  и. ̂  1 разбивается на N частей 
фу-ii fijh ] = 1, 2, . . . N7 в каждой из которых фазовая плот
ность предполагается линейной по |ы. Тогда удается вычислить 
интеграл в уравнении переноса (по существу методом трапеций). 
Кроме того (и именно этим данный метод отличается от метода 
Ьика — Чандрасекара), само уравнение переноса интегрируется 
последовательно в каждом отрезке, по-прежнему в предположении 
линейной зависимости я|з от \i. В результате получается набор 
Ты ^ УРавнений с (N + 1) неизвестными ф (uj) = г|̂ . В качестве 
(-W -f- l)-ro уравнения обычно берут само уравнение переноса 
с № = — 1 . 

ТЯПХТ ^ Т Н 0 с и т е л ь н ые веса WJ называются числами Криспгоффеля. Они про
аудированы в книге [72]. Формула (2) точна, если ф (х, V ) — многочлен п о Ц степени не выше 2N — 1. 
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В следующем разделе мы покажем, что процедура Вика ^ 
Чандрасекара в некотором смысле эквивалентна методу сфери^ 
ских гармоник; эта процедура теперь редко применяется в прак
тических приложениях, хотя, как будет видно дальше, по-преж
нему представляет определенный теоретический интерес. £дг-метод 
напротив, применяется, по-видимому, чаще, чем любой другой 
метод приближенного решения уравнения переноса, если непрп-
менимо диффузионное приближение (это верно по крайней мере 
в отношении расчета реакторов). 

8.8. Метод гауссовых квадратур. 
Эквивалентность методу сферических 

гармоник 
Уравнения в этом приближении были, по существу, уже 

выведены в предыдущем разделе. Если используется TV-точечная 
квадратурная формула, то 

^ ^ + Ы * ) = | S ^ W + ' H s 1 . (1) 
3=1 

где яр; Е= я|э fa), qj = q (\ij). При этом точки \ij расположены 
симметрично относительно \i = 0 и w (—\ij) = w (\ij). 

Докажем, что этот подход эквивалентен Рдг^-методу *). Прежде 
всего отметим, что существует набор функций г])(/), для которых 

** (*) = S ^ Г 1 * ( ° <*> Pl 0*Л. / = * N. (2) 

В самом деле, правая часть равенства (2) представляет собой 
многочлен степени N — 1, который можно заставить пройти через 
любые N точек в плоскости (\i, ip). 

Подставим (2) в первый член в правой части уравнения (1): 
N N-1 

N - l N 

= i- 2 (2Z+ 1) ̂  (x) ^ "Pi Ы- (3) 

Внутренняя сумма в правой части равенства (3) есть не что иное, 
как гауссова квадратура для Pi(\i), I = 0, 1, . . ., N — 1, кото-

х) Доказательство принадлежит Р. Гасту [73J. (См. также [74, 75] — 
Ред.) 
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согласно предыдущему разделу, является точной, т. е. 

2 u>jP, (W) = 26w. (4) 
i=i 

Подставим (4) в (3) и учтем (2): 
N 

у 2 ^ Л * ) = |^0 )(*). (5) 

Подставим (2) и (5) в уравнение (1): 

N-1 

= \ ¥0) <*)+~ 2 Ц1- я™ (*) Л Ы; (6) 
здесь использовано аналогичное формуле (2) разложение плот
ности источников q. Применяя теперь в первом члене уравне
ния (6) рекуррентное соотношение для полиномов Лежандра 
(формула (7) разд. 8.4) и меняя обозначения индексов суммирова
ния в первых двух членах, получаем 

N - 1 

+ 2 ^(^)[(2z+iH(/)-ni>(0)6l0--й-(а+1)в«]=о. (7) 
Наконец, учитывая, что 

^ Ы = 0 (8) 
(поскольку по определению \ij — нули функции PN(ii))f запишем 
уравнение (7) в виде 

2 ^ ^ ) [ « ^ - + ( l + l )^-+(2» + l)*w>-
-^°%0—^(2l + l)g^]=0. (9) 

Если теперь положить коэффициенты при Рг равными нулю, то 
придем как раз к /^ -системе (уравнения (11) разд. 8.4 с ft = 0, 
1 ^> 0). Таким образом, эквивалентность метода гауссовых квадра
тур методу сферических гармоник (Р^-приближение соответ
ствует квадратуре с L + 1 точками) доказана. 
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По-видимому, предположение об изотропном рассеянии R 
было необходимым. Доказательство останется в силе, если гаусс & 

ва квадратура интегрального члена I / (й' -ft) -ф (х, ^') дЦ' 
в уравнении переноса будет точна. А это в свою очередь выпол
няется для любой индикатрисы рассеяния /(fi'«Q), содержащей 
только первые N полиномов Лежандра (для метода Гаусса 
с N точками, соответствующего PN_f-приближению). Это связано 
с тем, что ^-точечная квадратурная формула Гаусса, как мы 
уже указывали, верна для полиномов степени до 2N — 1 вклю
чительно, а фазовая плотность выражается полиномом степени 
./V — 1 (разложение (2)). Заметим, что в Р^^-приближении только 
первые (N — 1) моментов Лежандра функции /(fi'«R) всегда 
отличны от нуля, а моменты более высоких порядков могут 
вести себя по-разному. При этом /^^-приближение и Л-точечньщ 
метод Гаусса эквивалентны, если все моменты более высоких 
порядков тождественно равны нулю, и не эквивалентны в про
тивном случае. 

Теперь понятно, почему /^-приближения четных порядков 
обычно не применяются. Из приведенного выше доказательства 
видно, что приближение четного порядка в методе сферических 
гармоник соответствует приближению гауссовых квадратур нечет
ного порядка. Но при этом фазовая плотность оценивается в нулях 
полинома PZL-I, одним из которых является \i = 0. Поскольку 
фазовая плотность, вообще говоря, разрывна при и = 0, эта 
процедура может оказаться неудачнойг). 

Наконец, отметим, что существует метод «двойных гауссовых 
квадратур», соответствующий двойному /^-методу, изложенному 
в разд. 8.6. Этот метод изложен в работе Гаста [73]. 

8.9. StrMemoO 
Основное предположение в ^-приближении к уравнению 

переноса состоит в том, что отрезок —1 ^ р, ^ 1 можно разбить 
на N частей l(i/_i, цД / = 1, - . ., N, в каждой из которых фазо
вая плотность линейно зависит от р,. Следовательно2), можно 
написать 

г) Если мы рассмотрим границу между средой и вакуумом, то заметимг 
что в среде есть нейтроны с вектором скорости, параллельным границе, 
а в вакууме таких нейтронов нет. Этот аргумент, насколько нам известно, 
впервые применен Б. Спинрадом (частное сообщение). 

2) Мы по-прежнему рассматриваем случай плоской симметрии и изо
тропного рассеяния. 
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. лл ===-ф (х, ftj). Подставим выражение (1) (и аналогичное 
г^е „!ение для плотности анизотропного источника) в уравнение 
^ереноса и проинтегрируем его по \i от ц.м до ц4: 

= -БГ(^-^-0 Р+ ( ̂ Т"1 ) fa' + g'-')- (2) 
Поскольку в системе (2) только ./V уравнений, но N + 1 неизве
стных г|э*, нужно найти еще одно уравнение; в качестве такового 
обычно берут уравнение переноса, заданное при \л = у0 = — 1 : 

- ^ + * - ^ - Р + йо. (3) 

Уравнения (2) — (3) образуют ^-систему. 
Заметим, что в первом члене правых частей уравнений (2) 

и (3) стоит р. Очевидно, р можно выразить через ф,-, ибо в соответ
ствии с нашими предположениями о характере зависимости if 
от |х интеграл 

i 

i g — $Ч>(*,Ц)Ф (4а) 
- 1 

можно вычислить по формуле трапеций: 
N 

- а г = 4 2 o**-i*i-i)(*i+*!-i). (4Ь) 
i = i 

Однако при решении на ЭВМ обычно применяют метод итераций. 
Сначала выбирают разумное первое приближение для р, затем 
из уравнений (2) и (3) определяют ф£ и с помощью (4Ь) вычисляют 
следующее приближение для р. Эта процедура продолжается до 
тех пор, пока два последовательных значения р не совпадут 
с заданной точностью. Причина использования такой процеду
ры чисто практическая: прямое решение системы уравнений 
высокого порядка путем обращения матриц занимает гораздо 
олыпе времени на вычислительных машинах, чем только что 

описанная итерационная процедура. Заметим к тому же, что 
jv-система особенно подходит для такой процедуры, поскольку 

а треугольная». Это значит, что после того, как р задано, 
уо^можно вычислить с помощью (3); затем подставляют в (2) 

и находят tyt; положив i = 2, находят -ф2 и т. д. 
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Относительно точности, достигаемой в 5дгпРиближения\-
высказывались различные утверждения. Карлсон и Белл [бт 
считают, что точность £2-приближения сравнима с точность»! 
Р3-приближения (при этом 52-система содержит только 3 ура&в 
нения с 3 неизвестными, а не 4, как Р3~система)» кроме того 
£4-приближение сравнимо с Р5-пРиближением. Как бы то ни было 
этот метод сейчас наиболее часто применяется для численных рас1 
четов нейтронных задач, когда диффузионное приближение оказы
вается неприменимым. 

Распространение S^-метода на случай анизотропного рассея
ния несколько громоздко. В большей части односкоростных вычис
лений используется так называемое «транспортное приближение», 
в котором сечение рассеяния со заменяется на «транспортное 
сечение» со (1 — /j). В работе Латропа [76] транспортное при
ближение сопоставляется с некоторыми другими схемами, в кото
рых учтено анизотропное рассеяние, и приводятся результаты 
численного сравнения. За подробностями читатель отсылается 
к упомянутой работе. 

Транспортное приближение обсуждается также в работе Цвай-
феля и Гарга [77]. В качестве альтернативы транспортному при
ближению они предложили так называемое (SN — /^-приближе
ние. Чтобы понять, в чем смысл этого приближения, рассмотрим 
уравнения (2) и (3) в случае анизотропного Pi-рассеяния. Тогда 
к правой части уравнения (2) добавится член 

IS-W-HW. (5а) 

а к правой части уравнения (3) добавится член1) 

-£л/. (а) 
По аналогии с (4а) запишем 

1 

где -ф (|х) определяется соотношением (1). Очевидно, что 
N 

^_=2 (NT"<} №'+^) **+&+^'^ ̂ -t}- (7) 
i = i 

Транспортное приближение можно теперь проверить, под
ставив (7) в (5), а результат — в (2) и (3), после чего сравнить 
новые уравнения с теми, в которые переходят (2) и (3) при замене 

*) В работе Цвайфеля и Гарга [77] р и / нужно заменить на р/2я и //2«* 
Здесь / — ток нейтронов. 
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c /j __ д) . Оказывается, полученные таким образом системы 
С ^внений не тождественны, так что неясно, каковы теоретиче
ские основы транспортного приближения. 
СК В (SN — /^-приближении величина / в (5) заменяется соот-

ствующей величиной в диффузионном приближении (разд. 8.3): 

/«-/>£. (8а) 
илп 

Это приближение проверялось численно в работе [77]; резуль
таты получились удовлетворительные. Например, «точное» 
£2-приближение при с = 0,7, ft = 0,3 дает для экстраполирован
ной длины в проблеме Милна значение 0,9233; в транспортном 
приближении z0 = 0,8856, а в (S2 — /^-приближении z0 = 
= 0,9109. «Точное» значение получалось из решения уравне
ний (2) и (3) с дополнительными членами (5) и формулой (7) для / . 
В работе [77] проведено также сравнение диффузионных длин 
VQ* в различных приближениях. Оказалось, что (SN — /^-при
ближение для большинства значений с и Д дает лучшие резуль
таты, чем транспортное приближение. 

Описание более сложных приближенных методов решения 
уравнения переноса с анизотропным рассеянием можно найти 
в работе Латропа [76]; см. также Латроп и Леонард [78]. 



Глава 9 

ИНВАРИАНТНОЕ ПОГРУЖЕНИЕ 

9.1. Введение 
Совсем другой подход к решению задач теории переноса пред

ложил Амбарцумян [79]. Это так называемый метод инвариант
ного погружения. Многочисленные приложения этого метода 
осуществлены Чандрасекаром [43]. В последние годы появилась 
обширная литература, посвященная распространению метода на 
другие задачи теории переноса и иных разделов математической 
физики [54]. 

Поскольку окончательные уравнения, которые нам в итоге 
придется решать, совпадают с уже рассмотренными, мы ограни
чимся выводом уравнений для задач о плоском слое и полупро
странстве и покажем их эквивалентность уравнениям, полученным 
раньше. 

Сначала, однако, стоит рассмотреть физические основания 
метода и наметить общий способ его применения. Предположим, 
что некоторая область V заполнена веществом и ограничена 
поверхностью S. Часто возникает следующий вопрос: пусть рас
пределение падающего на S излучения является заданной функ
цией точки; каково тогда угловое распределение выходящего 
излучения в каждой точке поверхности 5? Для ответа на этот 
вопрос надо решить уравнение переноса при заданном распределе
нии падающего излучения. Устремив затем пространственную 
переменную решения к граничному значению, найдем распределе
ние выходящего излучения. (Отметим, однако, что при этом 
мы на самом деле получаем большую информацию, чем требуется. 
Действительно, попутно мы вычисляем фазовую плотность внутри 
области — задача, которая даже экспериментально решается 
непросто.) 

Итак, возникает задача построения уравнения, непосред-
с твенно связывающего заданные и искомые величины. Для реше
ния этой задачи полезно представить себе, как поступил бы 
экспериментатор, пытаясь найти зти соотношения. По-видимому, 
он потребовал бы варьировать имеющиеся в его распоряжении 
параметры, такие, как размер и форма области, распределение 
падающего излучения. Изучение зависимости представляющих 



9.2. Уравнения для задачи о плоском слое 263 

о е с величин от таких параметров и приводит к уравнениям 
0Нтода инвариантного погружения. 
Ме Чтобы найти эту зависимость, представим себе, что вещество, 

полняющее интересующую нас область, заполняет также все 
3постранство. Как мы уже видели в разд. 2.5, фазовая плотность 
нутри V определяется только распределением падающего на 

гоанпцу S излучения. Можно потребовать, чтобы фазовая плот
ность вне S тождественно равнялась нулю. Тогда можно считать, 
что уравнение переноса удовлетворяется всюду. Разрыв фазовой 
плотности соответствует наличию поверхностных источников, рас
пределенных по поверхности S. Мощность этих источников в точ
ке rs равна 

-fnr$ty(ps, Q). (1) 
(Здесь через щ обозначена внутренняя нормаль, a i£> — предел 
функции г); (г, Q) при r -►• ps изнутри.) Заметим, что при ii;-Q;>0 
эта мощность известна. При i v f i < C 0 мощность не известна, 
и ее-то мы и должны определить. Чтобы найти указанную зави
симость от различных параметров, можно поступить следующим 
образом. 

Пусть г]/ — решение уравнения переноса, соответствующее 
другой области V' и другому угловому распределению падающего 
излучения. Мы снова считаем, что эта область составляет часть 
бесконечного пространства, заполненного тем же веществом. 
По-прежнему предполагается, что уравнение переноса удовле
творяется всюду. (Теперь решение тождественно равно нулю 
вне V'.) Это также требует введения поверхностных источников, 
частично известных, частично нет. Придерживаясь последова
тельности операций разд. 2.7, которая привела к соотношению 
взаимности, мы получаем нелинейное интегральное соотношение 
между различными источниками и -ф, г]/. Если область V отли
чается от V только бесконечно малым изменением некоторых 
параметров, то с полющью этого соотношения можно выяснить 
зависимость интересующих нас величин от этих параметров. 

9.2. Уравнения для задачи о плоском слое 
Продемонстрируем детали метода на примере диффузии ней

тронов в бесконечном слое. Для простоты ограничимся функцией 
рассеяния, инвариантной относительно вращений*), и случаем 
плоской симметрии. Без ограничения общности полагаем о = 1. 

ременно будем считать с функцией пространственной координа
ты z (измеряемой вдоль направления, перпендикулярного границе 
-̂гсоя). Основная задача, о которой шла речь в разд. 9.1, состоит 

) Более общий случай исследован в работе [80J. 
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в определении распределения выходящего через границы ело 
излучения при условии, что задано распределение падающее 
извне излучения. Ясно, что достаточно рассмотреть случай, когда 
падающее излучение представляет собой хорошо коллимирован-
ный пучок в заданном (но произвольном) направлении. 

Для наших целей удобно разбить уравнение переноса на два 
уравнения, соответствующие нейтронам, движущимся направо 
(Qz = [х > 0), и нейтронам, движущимся налево (Qz = JJ, <^ Q\ 
Положим, таким образом, 

Т± (*, fi) = * (z, ±f i ) , (1) 
причем всегда \i ^ 0. Однородное уравнение переноса эквива
лентно тогда уравнениям 

± f i - ^ + 4r±(z ,fi) = 

= c(z) j l{f(±Q.Q')V+(z,Q')} + {f&Q-Q')W_(z,Q')}]d&. (2*) 
H'>0 

Если рассматривается слой а ^ z ^ Ь, то требуется еще, чтобы 
Y-f. (a, Q) и Ф_ (fc, ft) были заданы. Придадим этой задаче дру
гую форму, погрузив наш слой в бесконечную среду. Это озна
чает, что мы добавляем к правым частям уравнений (2±) источ
ники q± (z, ft), где 

q+ = iiW+ (a, ft) 6 (z — a) — \№+ (Ь, ft) 6 (z — b), (3+) 
g_ = —jx¥_ (a, fi) 6 (z — a) + ^ (b, fi) 6 (z — b), (3") 

и требуем, чтобы новые уравнения удовлетворялись во всем 
пространстве и чтобы выполнялось условие ¥ = 0 при z < а 
и z > Ь. 

Исследуем вместе решения двух различных задач (задаче г 
соответствует индекс i = 1, 2). Функции ¥{1) (z, fl) отвечает 
задача о плоском слое at^.z ^.bt с заданными функциями 
TW (a„ Q) и Yi*> (b<f fi). 

Функции ¥^> удовлетворяют уравнениям 

± ^ ^ + ^ ( i 4 * > Я) = *(*)} f/(±fi-«/)ni)(z,fi') + 
m'>o 

+ /(=р fi.fi') ¥<? (z, fi')] dfi' + qf (z, fi). (4±) 
(Здесь q±) определяются формулами (3±) с соответствующими 
индексами фигурирующих в них величин.) 

Будем поступать так же, как в разд. 2.7 при выводе принципа 
взаимности. Умножим уравнение (4+) для ¥ £ } на ¥12 ) , уравне
ние (4~) для Yi" на V™, уравнение (4+) для ^ 2 ) на ¥1 , } и урав-

http://fi.fi'
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не (4") Дл я г^г-) н а ^Г+1># Затем из суммы первого и второго-
*е

 в н е ний вычтем сумму третьего и четвертого. Проинтегрируем 
«!? всему пространству и по всем fi (pi > 0). В результате придем 
по 
к тождеству 

)' - Y f (в!, Q) ixVl" К , О) + Ч"ю (fei. fi) И т - ' (fci. «)• =* 
= f dii [Yi" («2, Q) |iT"» (ea, Q) - ¥i» (b2, Q) ц Т » (62, fl) -
_ y » (e8f Q) ц¥^> (в., Q) + ¥»> (b2, 0)-цЧ"» (62, Q)]. (5) 
Если теперь выбрать какие-то определенные задачи 1 и 2, 

можно получить полезные соотношения и использовать их для 
выявления свойств решений задач о плоских слоях. Для простоты 
мы исследуем эти свойства в предположении с = const. 

Пусть % = 0, аг = #; 64 = т; Ъг = я2 + т- Тогда обе наши 
задачи описывают слой толщины т, причем у первой левое гра
ничное условие налагается при z = 0, a y второй — при z = #» 
Тождество (5) упрощается, поскольку 
Yl2) К , Q) = V? К Q) = V+" (6* Q) = Y™ (62, Q) = 0. (6) 

В качестве граничных условий задачи 1 возьмем условия 
V™ (0, Q) = б2 (Q .QJ, ¥11} (т, Q) = 0. (7) 

Обозначим решение этой задачи через W (z, Q; fi4). Таким обра
зом, ЧГ(1) порождается излучением, падающим на поверхность 
z = 0 в направлении fit при отсутствии излучения, падающего 
на поверхность z = т. 

В качестве первого варианта задачи 2 рассмотрим задачу, 
в которой поток излучения падает на поверхность z = х в направ
лении й 2 при отсутствии излучения, падающего на поверхность 
z = я + т. Так как с = const, то очевидно, что 

¥(2> (z, Q) = ¥ (z - ж, Q; fi2). (8) 
Для удобства поменяв местами индексы 1 и 2, приведем тожде
ство (5) к виду 
HiY,(д, Qi; fi2)- ГdQ^T+ (*, Q; ВД ^ ( Q - f i l ) = 

= - j <й2ц¥_(т-я, fi; Q,) r ( p ^ , (9) 
где 

S (Q„ fi2) = щТ_ (0, Q,; fiz), (10) 
У (Qlf Qz) = щУ+ (т, Ql5 Q2). (11) 

\ ункции S и T представляют наибольший с физической точки 
Рения интерес. Они определяют потоки излучения, отраженного 
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и пропущенного слоем толщины т при условии, что на него извн 
падает мононаправленный поток.) 

Физический смысл соотношения (9) очевиден. Оно прост 
показывает, что фазовый ток излучения, распространяющегося 
налево и обусловленного излучением, падающим на поверхность 
z = 0 в направлении Q2, в точке х плоского слоя 0 ^ z <: т 
можно получить, учитывая отражение от слоя х ^ z ^ х + т 
излучения, движущегося направо, и поправку, обусловленную 
тем, что пространство между плоскостями т и т + х в действи
тельности не заполнено веществом (нейтроны, прошедшие за пло
скость z = т, не отражаются). 

В самом деле, основываясь на таких интуитивных соображе
ниях, можно без труда вывести [54] уравнение (9) и связанное 
с ним соотношение (14). Мы не следуем этому пути, так как хотим 
показать, что вся доступная информация уже содержится в урав
нении переноса. Никакие рассуждения, основанные на здравом 
физическом смысле, как бы остроумны они ни были, не дадут 
новой информации. (Разумеется, на таком пути могут появиться 
также уравнения, связь которых с уравнением переноса непо
средственно не видна.) 

Нетрудно показать, что функция S обладает простым свой
ством симметрии. Устремим в уравнении (9) х к нулю. В силу 
граничных условий (7) 

|XtT. (0, Qi7 fi2) = J dQ(i62 (fi-fi2) S (Q, Qj), (12) 

а в силу (10) 
S (Qi, Q2) = S (Q2, fit). 

(Это, конечно, частный случай общего принципа взаимности, 
полученного в разд. 2.7. Мы просто повторили проделанные там 
выкладки.) 

Более существенную информацию дает дифференцирование 
тождества (9) по о; и переход к пределу при х -> 0. С помощью 
уравнений (2±) выразим производные через значения функций 
на границах и учтем симметрию функции S: 

(-jr+-±r)S(ili,il2) = c^dSldQ'f(-il.Q'){}l, (13) 

где 

, Г(О ь Q2) T(Q', Q0_. 
* Й и' 

(Для удобства мы проинтегрировали по всем й, положив S = 0 
и Т = 0 для отрицательных \i или [г'.) 
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Уравнение (13) представляет собой одно из уравнений для 
оеделения S и Г. Второе уравнение можно получить, выбрав 

°П!дпугому задачу 2. Пусть поток излучения падает извне на 
П°0скость z = х + т в направлении — ft2, а на плоскость z = х 
"е падает никакого излучения. Соответствующее решение строится 
без труда- Заметим, что если ¥ (z, ft) — решение первого вариан
та уравнений (2), то V (д: + т — z, — ft) будет решением новой 
задачи. В частности, функция 

хР(х + т — z, — ft; ft2) 
удовлетворяет всем условиям новой задачи 2. Поэтому реше
нием ЧГ(2> нового варианта задачи 2 служит пара функций: 

Я"» (z, ft) = ¥_ (я + т - z, ft; ft2), 
Ч^2) (z, Q) = W+ (x + x - z, ft; ft2). 

Подставим эти функции в тождество (5): 

j fuZQ^ (х, fi; fi^ Г ( а ; ° ° - j ^ f i ¥ + (*, fi; fi,) Г ^ а 2 ) . (14) 

Как и вьппе, положим сначала х = 0. Граничные условия для 1F+ 
приводят теперь к соотношению симметрии 

Т (ft2, ft,) = Г (fi,, fi2). (15) 
Дифференцируя равенство (14) по х, исключая производные 
с помощью (2+) и переходя затем к пределу при х -> 0, получаем 

T(Q2,Q1)[±—L.] = c^d£ldQ'f(-Q.Q'){ }2, (16) 

где 

-i^^C-fiMW + ̂ i ] . (17) 
Итак, мы вывели второе уравнение, связывающее S и Т. 

Следует отметить, что ни уравнение (13), ни уравнение (16) не 
содержат явно толщины слоя. Эти уравнения удовлетворяются 
Для слоя любой толщины. 

Дополнительную информацию, необходимую для выявления 
зависимости от толщины слоя, дает внимательный анализ урав
нения (16). Если мы попытаемся разрешить его относительно Т, 
считая правую часть известной, мы сразу же столкнемся с изве
стной нам ситуацией, когда решение определяется с точностью 
ДО слагаемого, пропорционального б (ц2 — (д̂ ). Физически эта 
Функция б соответствует падающему извне излучению, экспо
ненциально ослабевающему при прохождении через слой. Таким 
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образом, уравнение (16) можно представить в следующей форд1е 
однозначным образом отвечающей данному слою: * 

Г(Й2, 0,) = | iA№, %)е-^ + Р^Л- jJdfidfl'/(-ft-fi'){ }г 

(18) 
(Здесь символ главного значения Р указывает, как нужно обра
щаться с сингулярностью при ц4 = \L2.) Уравнения (13) и (18) 
можно использовать для эффективного определения функций S 
и Т 143]. 

Поскольку наша цель состоит лишь в выяснении связи изло
женного метода с развитыми ранее, мы исследуем лишь простей
шую задачу, а именно задачу об отражении излучения полу
пространством. 

9.3. Задачи для полупространства 
Рассматривая полупространство как плоский слой с т ->оо, 

мы видим, что первый член в правой части уравнения (18) стре
мится к нулю. Ясно, что решением будет Т = О х). Будем считать 
для простоты, что рассеяние изотропно. Тогда уравнение (13) 
для S сводится к уравнению 

(1) 
Правая часть представляет собой произведение некоторой функ
ции от щ на ту же самую функцию от [г2. Таким образом, 

где 

Я ( ^ ) = ^ £ Й 1 ' [ ^ ( - 0 . 0 ' ) + - ^ ^ - ] . (3) 

Если S в формуле (3) выразим с помощью (2), то придем к (нели
нейному) интегральному уравнению для Н: 

о 

*) Так будет по крайней мере в физически интересном случае с << 1» 
которым мы здесь и ограничимся. 
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тт ко проследить связь этого результата с полученным ранее. 
В самом деле, разделим уравнение (4) на Н (ц): 

О 

Положим 
Y(z)=X(z)(v0-z), (6) 

где X (z) — функция из разд. 4.8. Очевидно, что 
a) Y (z) — аналитическая функция в плоскости с разрезом 

от 0 до 1; 
b) на линии разреза Y+/Y" = Л+/Л~; 

d) У(со) = 1. 
Согласно теореме Кощи, 

0 о 
1 

— 1 -и с Г н-'Ф' /R\ 
- 1 ^ 2 ( 1 - C ) J У ( - ^ ( ц ' ^ ) - 1°/ 

(На последнем шаге было использовано соотношение (7).) 
Поскольку 

1 1 

J У (-|i ') Qi'—*)— J ^ (-И') О*'-*) ^ ' * ' 
о о 

уравнение (8) можно переписать в виде 
1 1 

ум —1 | с f W | cz Г Ф' мо^ 
V J 1 ^ 2 ( l - c ) J y ( - | i ' ) + 2(1-е) J У{ —Ю(1*#—«)e 1 ' 

О о 
Если положить здесь z = 0, то станет очевидно, что первые два 
слагаемых в правой части дают в сумме Y(0). Таким образом, 

Y^Y^+T^\yr=m^)- (11) 

о 
Положив г = О в формуле (7), найдем 
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Уравнение (11) принимает вид 
1 

V ( \— 1 I сг f QL  

* W - ут^Гс + 2(1-е) J Yl-tfW-z) ' (13) 

Умножим это уравнение на | / 1 — с: 

У 1 ^ Г ( « ) = 1 + » С , ^ . ( 1 4 ) 
Положим z = — ц (0^|д-^1). Тогда 

YY=rcY (-^ = 1-^1 W . (15) 

Сравнивая уравнение (15) с уравнением (5), замечаем, что 

^Lj.-VT^y(-rt, (16) 
или 

#( | i ) = — 7 = . (17) 

Для получения числовых результатов в рассматриваемой 
альбедной задаче читатель может повторить проделанную в преды
дущих разделах работу. Функция Н (\i) протабулирована Чандра-
секаром [43]. 



Г лава 10 

ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПЕРЕНОСА 
ИЗ ДРУГИХ ОБЛАСТЕЙ ФИЗИКИ 

10.1. Введение 
Техника и методы, развитые в первых девяти главах настоящей 

книги, ориентированы на решение уравнений, описывающих диф
фузию нейтронов. Разумеется, результаты носят гораздо более 
общий характер, поскольку перенос нейтронов — лишь одно 
пз многих физических явлений, адекватным образом описываемых 
линеаризованным уравнением Больцмана. В разд. 1.1 и 4.2 мы 
уже указывали, что результаты, полученные в теории переноса 
нейтронов, можно распространить на другие линейные уравне
ния переноса. 

В настоящей главе мы вкратце покажем, как можно более 
пли менее непосредственно применить результаты предыдущих 
глав к изучению четырех различных физических явлений, описы
ваемых линейным уравнением Больцмана. Речь идет о распро
странении звуковой волны (разд. 10.2), движении электронов 
в плазме (разд. 10.3), электрическом разряде в газе (разд. 10.4) 
и температурном режиме звездных атмосфер (разд. 10.5). В том, 
что касается математических деталей, мы будем существенно 
опираться на результаты предыдущих глав, так что здесь основ
ное внимание мы уделим формулированию физических принципов, 
связанных с каждой из этих задач, и выявлению сходства этих 
задач с задачей переноса нейтронов. Следует отметить, что в неко
торых обсуждаемых здесь задачах (например, в задаче о плазме) 
предположение линейности, т. е. отсутствия столкновений между 
частицами, не столь оправдано физически, как в случае нейтронов. 
Однако не занимаясь здесь вопросами обоснования линеаризации, 
мы сосредоточим свое внимание на исследовании методов решения 
линейных уравнений, считая, что последние удовлетворяются. 

10.2. Распрострапегте звука1) 
Звук — это распространяющаяся в материальной среде (про

дольная) волна. Пусть эта среда будет газом, в котором молекулы 
взаимодействуют друг с другом только посредством парных столк-

) Мы следуем изложению Уленбека и Форда [81]. 
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новений. Тогда фазовая плотность молекул газа я|э (г, v, t) удои 
творяет уравнению Больцмана Ле~ 

+ 2я J &V! j djAlv-Vilcflv-V!!, [х)(^Ж — W J ) . (1) 

Здесь а — ускорение в точке г под действием любых внешних 
сил, а индексы у операторов градиента указывают переменные 
(пространственные координаты или компоненты вектора скоро
сти), на которые эти операторы действуют. 

Особый интерес представляет интеграл столкновений — послед
ний член в правой части уравнения (1). Штрихи и индекс 1 у -ф 
относятся к скоростным переменным. Интегральный член описы
вает столкновение в точке г двух молекул со скоростями v и v«, 
при котором вектор относительной скорости v — Vt поворачивает
ся на угол 0 = arccos \i; скорости после столкновения равны 
v' и vj, а сечение такого процесса равно о (| v — v4 |, п.). Напом
ним, что в уравнение переноса нейтронов входит похожий инте
грал столкновений; однако он описывает столкновения нейтронов 
с ядрами; нейтрон-нейтронные столкновения там не учитываются. 
При изучении распространения звука, напротив, рассматриваются 
коллективные движения газа, состоящего из одинаковых частиц, 
причем достаточно плотного, так что столкновениями молекул 
газа между собой пренебречь нельзя. Поэтому основное уравне
ние (1) нелинейно. Если пренебречь столкновениями и положить, 
как в случае нейтронов, внешние силы равными нулю, то урав
нение (1), как и следовало ожидать, сведется к уравнению для 
потока нейтронов в пустоте (разд. 3.2). 

Нелинейное уравнение (1) не поддается решению. Попробуем 
линеаризовать его. Для этого вспомним /7-теорему Больцмана, 
в которой утверждается, что функция 

H(t)= \qlotr^d?rd*v (2) 

монотонно убывает с ростом времени. С помощью этой теоремы 
Больцман показал, что (за исключением некоторых экзотических 
случаев, которые нас не будут интересовать) решение уравнения (1) 
асимптотически приближается к распределению Максвелла — 
Больцмана я])0 1)'. 

^0 (г, v) = const-е-№*■■/»+*>«], (3) 
где U (г) —- потенциал внешних сил и р = l/fc7\ Т — абсолютная 
температура, к — постоянная Больцмана, тпиУ2 — кинетическая 

') Напомним, что рассматриваемый газ состоит из одинаковых молекул. 
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гия молекулы газа. В интересующем нас случае U = 0 и 

4o(r,v) = n(-^)3/2e-№)™\ (4) 

где п — плотность частиц. 
Линеаризуем уравнение (1). Будем искать решения, мало 

отклоняющиеся от равновесного распределения (4). Положив 
ф (г, v, t) = фо (г, v) [1 + h (г, v, *)], (5) 

подставим это равенство в уравнение (1). Так как h предпола
гается малым, можно пренебречь членами порядка h2. В резуль
тате получим линеаризованное уравнение Больцмана: 

i i ^ - v V r A — a-VvA + 
dt 

- r 2 i i { i P v i J d | i | v - - v 1 | a ( | v - v 1 | f | x ) * ) ( r l ¥,)[*' + * ; - * - ■ * , ] . (6) 

Чтобы упростить уравнение (6), обозначим 

/ mP \ 1/2
 / 7 М 

С 1 = \ " Г ) V i ( 7 Ь ) 

(таким образом, с — безразмерная скорость) и 

Нт§гГ<- <8> 
Если внешние силы отсутствуют, то а = 0 и яро определяется 
формулой (4). Положим наконец 

£ = I v - Vt |, (9) 

^^Hwp1^' (Ю) 
где a — произвольная величина, выбираемая так, чтобы функ
ция F (g, u.) была безразмерной *). 

В этих обозначениях уравнение (6) принимает простой вид: 
^ + c.Vh = naJ(h)1 (11) 

где J (К) — интегральный оператор 
JW = -£}2 { ̂ ~ С ! J Ф*Ч*> f1) W+hi-h-hi). (12) 

(Мы опустили индекс г у оператора градиента, поскольку опе
ратор Vv больше встречаться не будет.) 

) a — положительное число, по порядку величины равное полному 
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Чтобы исследовать распространение звуковых волн, надо ц3 
чить периодические во времени решения уравнения (11). д ^ 
этого удобно переписать / (&), вводя собственные функции \Ь 
и соответствующие им собственные значения X,- оператора / : 

J(^) — ^J2 j ^ 3 ^ " С ? J d\iF(g, ii)Wi + ^i\ — Ь — Фи] = Х|1р|. (13) 

Существование и другие свойства этих собственных функций 
мы обсуждать не будем1). Предположим, что существует полная 
нормированная система функций %•, взаимно ортогональных 
с весом е~с%\ 

j if tre- c i i |?i(c)*i(c) = e^ . (14) 

Запишем J (h) в канонической форме, а именно 

/ (k) = j d*cxL (с, d ) h (Cl), (15) 

где 

Тогда 

L (с, с,) = 2 М>/ (с) *J (ci) е с*. (16) 

/ (Л) = 2 h J * c i ^ (с) ty (ci) е"с?А(с,), (17) 

и уравнение (11) принимает вид 

|L_ | -c .Vft = /m 2 М>Лс) j Л * Ь (ci) е~с*Цсх). (18) 

Но и для этого упрощенного уравнения решение не найдено. 
Однако можно получить разрешимое уравнение, если сделать еще 
одно допущение (оценить физическое значение которого довольно 
трудно.) Заметшм сначала, что А$ = 0 является пятикратным 
вырожденным собственным значением оператора J и ему соот
ветствуют собственные функции 

л - 3 Ч г 1 / * - ' / * , ( г / З ) 1 / ^ - » / ! ^ — с2)2) . 

Далее, если a (g, \х) не зависит от #, то при больших j 

Я,-*_2я J dtiFfaiL). (19) 
J) Собственные функции оператора / обсуждаются в книге Уленбека 

и Форда [81], где приведен их явный вид для случая, когда о (g, и) не зави
сит от g. 2) Это следует из того, что частицы, импульс и энергия при столкнове
нии сохраняются. (Подробное обсуждение собственных функцпй и собствен
ных значений оператора / см. в книге Уленбека и Форда [81]. Здесь просто 
приводятся некоторые результаты.) 
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я енную в формуле (10) величину а всегда можно выбрать 
?Д

 чтобы Я7- -> — 1- Наше допущение будет состоять в том, 
так 
что 
ЯУ 

'в правой части уравнения (18) все Я7-, за исключением пяти 
левых собственных значений, полагаются равными — 1. Иными 

словами, уравнение (18) будет иметь вид 

*JL + QmVh = -па 2 Ь (<0 J **№ (ci) е-^Цъ). (20) 

Разложим A(ci) в ряд по функциям я|^: 

3=1 

Тогда 

h (с,) = J *, (ct) J Л ^ - ^ А (сО tfo « ) . (21) 

2 ^ (с) J-&с№ («о *~с^ (с,)=* (с ) - 2 *'(е) 1 ̂ ~с!л (с<) ̂  (СЛ• 
i>5 i=i 

(22) 
Подставляя (22) в уравнение (20) и используя явный вид первых 
пяти функций ip7-, находим: 

■~ + noh+cVh = - ^ J dc,<rc? [ l + 2c.Cl + 

+4(c2-4)(c«-4)]Mci). (23) 
Это уравнение можно решить методом разложения по нормаль

ным модам, как мы решали задачи теории переноса нейтронов 
(гл. 4— 6). Но мы исследуем лишь наиболее простой одномер
ный вариант уравнения (23): 

оо 

£ ( * , C , T ) + Y * + C | U - _ L - j dc^il+ccOhicd. (24) 
* —оо 

Определим преобразование Фурье функции h (х, с, т) формулой 
оо 

hk (с, т) = [ dxe-lhxh (х, с, т) (25а) 
— оо 

и применим его к уравнению (24): 
оо 

~^+(y+ikc)hh = - ^ m . j dcf-Wil + ccdhbicuT). (25Ь) 

УДем искать решения уравнения (25Ь) в виде 
hh (с, х) = ftj» (с) е~™. (26а) 
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Подстановка (26а) в уравнение (25Ь) дает 

(_ l- 0 ) + T + j f e ) ^ = _ _ L _ ( p » + Zq)»). ( 2 6 b ) 

Здесь введены величины р и ф , аналогичные соответственно пло 
ности и току: 

оо 

р = j dce~^h(c), ( 2 7 а ) 
- о о 

сю 

Ф= j dce-c2l2ch{c). (27Ь) 
— оо 

Умножив уравнение (25Ь) на е~с^2 и проинтегрировав по с 
получим уравнение непрерывности: 

% £ 1 - И й ф й ( т ) = 0, (28а) 
или 

<ф£ = йф£. (28Ь) 
Выберем нормировку решения так, чтобы выполнялось условие 

р £ = 1 . (29) 

Тогда с учетом (28Ь) уравнение для ht примет вид 

( _ i W + T + l - f e ) / £ = _ l _ ( l + i ^ ) . (30) 

Его решением будет 

/ff = ^ _ i > '+?*/* + Я . ( с ) ) б ( с - ^ ± ^ - ) . (31) 
(2я)1/2 ifcc —ICO + Y ' v ' \ к / ч ' 

Пусть с = (со + iy)/k — действительная величина. (Заме
тим, что с может принимать все действительные значения от —оо 
до +оо.) В зтом случае всегда можно выбрать Я так, чтобы выпол
нялось условие нормировки (29). В самом деле, положим 

Я = ^ / 2 ( l У р f dcA±^ILe-cy2\ . (32) 
I ik(2n)l/2 J с—с J 

— СЮ 

Таким образом, существует непрерывный спектр комплексных 
собственных значений с частотами 

о = кг — iy, (33) 
где г — произвольное действительное число. Все колебания непре
рывного спектра имеют одинаковый декремент затухания )> 

г) Напомним, что величина у в одномерной задаче аналогична о и, зна
чит, положительна. 
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дисперсионного соотношения (т. е. связи между о> и к) в данном 
случае нет. 

Пусть с — комплексная величина. В этом случае получается 
декретный спектр. Аргумент 6-функцип в формуле (31) и знаме

натель в главном значении интеграла не могут обратиться в нуль. 
Поэтому из условия нормировки (29) вытекает, что 

1 ЗЦ^ ? dc±±^e-W = 0. (34) 
ik(2n)1/2 J с—с 

— ОО 

Исследуем корни этого уравнения, т. е. значения о (при фикси
рованном к), при которых выполняется соотношение (34). Для 
этого удобно сделать замену переменных 

z = со/ft, х = у/к, р = z + ix (35) 

и ввести функцию 

/ - ( Р ) = — L — [ ^ е - с 2 / 2 _ Л _ . (36) 
— ОО 

Уравнение (34) принимает вид 
Н (х, р) = *2 {pF (р) + 1} + ix {(р2 + 1) F (р) + р} + 1 = 0. 

(37) 
Нетрудно показать, что 

Я* (*, р) = Я ( -* , р*) - Я (*, -р*) . (38) 

Опишем поведение корней уравнения (37). 
При х > 0 (А: > 0) уравнение Я (#, р) = 0 в нижней полу

плоскости комплексной переменной р не имеет корней, а в верхней 
полуплоскости в зависимости от значениям либо не имеет корней, 
либо имеет деа корня (аналогичная ситуация была в нестационар
ной нейтронной задаче гл. 7, где дискретные моды при некоторых 
значениях к также обращались в нуль). Корни исчезают при 
?о ^ 0,724 (т. е. при х <С 0,724 дискретный спектр отсутствует). 
У обоих корней мнимые части одинаковы, а действительные части 
противоположны по знаку (см. уравнение (38)). Таким образом, 
эти корни соответствуют затухающим звуковым волнам, распро
страняющимся в противоположных направлениях. 

При достаточно больших х, т. е. при достаточно малых к (для 
Длинных волн), 
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Положив со = о>1 — шх и заметив, что фазовая скорость звука V 
равна 

V = Oi/A:, щ 
получим дисперсионное соотношение 

V = 1 + feV2T
2 + (4i) 

Итак, скорость звука растет с уменьшением длины волны. Декре
мент затухания равен 

А:2 / 6А:2 \ 
а1 = ^ Г \ 1 + - ^ 2 - + - - ) - (42) 

Аналогичные рассуждения можно провести и для трехмерного 
уравнения (23); результаты будут сходными. Отметим один важный 
результат: непрерывный спектр существует всегда, а коллектив
ные движения (дискретные моды), которые мы связываем с рас
пространением звуковой волны, существуют лишь при достаточно 
большой длине волны. С физической точки зрения этот результат 
легко объяснить: коллективные колебания среды с длиной волны, 
по порядку величины меньшей среднего свободного пробега частиц 
(т. е. y/k *£ 1), поддерживаться не могут. 

Теперь можно решить задачу Коши, разлагая плотность рас
пределения источников по собственным функциям дискретного 
и непрерывного спектров (предварительно следует вывести соот
ношения ортогональности и доказать полноту системы собствен
ных функций). Мы опускаем подробности, поскольку аналогичное 
рассмотрение было проведено в гл. 7 для нестационарного урав
нения переноса нейтронов. 

10.3. Плазменные задачи х) 
Для иллюстрации применимости развитого нами метода к плаз

менным задачам мы рассмотрим очень упрощенную модель. Будем 
считать, что ионы образуют однородный фон положительного 
заряда, пренебрежем столкновениями и допустим, что функция 
распределения электронов по скоростям мало отличается от про
странственно однородной, но в остальном произвольна. Будем 
рассматривать только продольные волны. 

Поскольку мы ограничились динамическим описанием лишь 
одних электронов, система описывается единственной функцией 
распределения F (г, v, t). Эта функция удовлетворяет кинетиче
скому уравнению 

J£- + v.XtF + a.VyF = 0 (!) 

*) Описанную здесь нестационарную задачу исследовал в основном 
Ван Кампен [22]. Наше изложение близко следует статьям Кейза [82, 83J-
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авнение Лиувилля), так как столкновения не учитываются. 
V корение а выражается через заряд электрона (—е), его массу т 
*" напряженность электрического поля Е: 

а = - е Е ( г ' ° . (2) 
Напряженность электрического поля определяется уравнением 

У.Е = 4лр, (3) 
где 

р (г, t) = en — е \ F d?r (4) 

— плотность электрического заряда, еп — однородная плотность 
положительного заряда ионов. 

Линеаризуем уравнения, положив 
F = nf0 + /, (5) 

где /о — заданная функция скорости, не зависящая от времени 
и координат (/о может быть, например, максвелловским распре
делением), а / предполагается малой величиной. Подставляя (5) 
в предыдущие уравнения и опуская члены высших порядков 
по. возмущению, получаем: 

- | - / ( r , v, /) + v . V r / = - ^ E . V v / 0 (6) 
И 

V, -Е= — 4л<? f / (v) d?v. (7) 

Покажем теперь, как для простой модели, описываемой этими 
уравнениями, построить систему собственных функций и доказать 
ее полноту. 

Применим преобразование Фурье по пространственным пере
менным к зтим уравнениям. Кроме того, введем продольную 
и поперечную (по отношению к переменной преобразования к) 
Компоненты скорости: 

▼ = XM + v-b (k.VL) = 0. (8) 

Исключив электрическое поле, приходим к уравнению 

Щ- + ikufk = iknh (v) j h (v') rfV, (9) 
где 

n2 

Mv)=5-i/o(v). (Щ 
to 'P — 4nne2/tn—квадрат плазменной частоты. 
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Будем искать решения в виде 

/* = e - i f e v 4( v ) - (11) 
Тогда из уравнения (9) вытекает, что 

("-v)(p£ = M v ) Jtpj[(v')ift/. (12) 

Очевидно, решения можно нормировать так, чтобы выполнялось 
условие 

j<Pi;(v')<Pi/ = i . (13) 

Существуют два класса решений. 

К л а с с 1: 

где V,- — корни уравнения 

A * ( v , ) - l - J - a g i 5 U = 0 (15) 

(дисперсионное уравнение для плазмы). 
К л а с с 2: 

ф£ -Р -£з?- + М*. »!.)»("-*), (16) 
где v — произвольное действительное число. 

Мы видим, что в зтом случае решение не однозначно. Един
ственное ограничение на Х& — требование выполнения интеграль
ного условия (13). Эту свободу можно использовать для того, 
чтобы путем соответствующего выбора X получить полную систему 
функций. Для каждого вектора р, удовлетворяющего условию 
р-k = 0, построим функции 

^ P = ^ - ^ + M V ) 6 ( V L - P ) 6 ( « - V ) . (17) 

Тогда из условия нормировки вытекает, что 

M v ) = 4 ( A U v ) + A*(v)}. (18) 

Заметим также, что 

At (v) - Л* (v) = - 2m j nh (v, v±) d*v±. ( « ) 

При таком выборе функций справедлива 
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Теорема 1. Любую функцию /(v) можно представить в виде 
оо 

/ (v) = 2 а< (у) + j dv J &РА (v- Р) Ф2- Р (V>- (2°) 
г - о о 

^Как всегда в подобных случаях, для строгой формулировки 
теоремы следует указать, к какому классу функций принадле
жит / (v). К а к показано в приложении G, если /0 удовлетворяет 
устовию Гёльдера, то для существования разложения (20) доста
точно, чтобы / (v) удовлетворяла тому же условию. Если же 
/ — достаточно хорошая функция (например, распределение 
Максвелла), то / (v) может быть подходящей обобщенной функ
цией.) 

Мы дадим лишь набросок доказательства, поскольку оно 
очень похоже на соответствующие предыдущие доказательства. 

Предположим, что коэффициенты at известны. Надо показать, 
что функцию / ' Е= / — 2 а^г можно представить в интегральной 

г 
форме. Подстановка явного выражения для ф£'р (формула (17)) 
в равенство (20) приводит к интегральному уравнению для 
A (v, р): 

оо 

/ » = j dv j <PpA(v, p ) P ^ + k(u)A(u, vjj. (21) 
— oo 

Из этого уравнения можно найти А (и, v j j , если известна функция 

A(v)=^d?pA(v, р). (22) 

Уравнение для А находим, интегрируя уравнение (21) по vj_ 
и учитывая тождества (18) и (19): 

7(и)= А + ( Ц )
2 - А " ( Ц ) Р ] dvISr+ AMu)+A-(u) Я(и)г ( 2 3 ) 

— ОО 

где 

yrM = j/'(v)d2^. (24) 
Уравнение (23) — это сингулярное интегральное уравнение 

в стандартной форме. Его решение имеет вид 
А (и) = N+ (и) — N~ (и), (25) 

где 

"м-iral-^ <26> 
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при условии, ЧТО 

i / (и) du п 

- ^ 7 - = ° (27) 
в нулях функции Afc(z). Но это условие означает, что 

J - t V = = 2 ^ i - 1 7 = ^ - ' i = l , 2 f . . . 1 Й . (28) 
i= l 

Тем самым мы получаем как раз нужное число уравнений для 
определения коэффициентов at. Зная at, по формуле (25) вычис
ляем А (и), а затем находим А (и, v j j из уравнения (21). Таким 
образом, коэффициенты разложения (20) определены, и притом 
однозначно. 

Это доказательство полноты конструктивно, ибо оно дает 
способ определения коэффициентов разложения. Однако, как 
мы неоднократно убеждались, эти коэффициенты в подобных 
задачах проще найти с помощью соотношений ортогональности. 
Чтобы испытать этот метод, возьмем более простую одномерную 
модель (или будем считать предыдущие уравнения проинтегри
рованными по v j j . При этом уравнение (9) перейдет в 

dfh ■ikvfk = ikf>k{v) j fk(v')dv\ (29) dt 

(Здесь Рь — интеграл от пъ. (v) по всем vj .̂) 
Легко видеть, что правая часть уравнения (29) не симметрична. 

Обычно в таких случаях применяют классическую процедуру, 
состоящую в умножении на подходящую степень функции Р& {v). 
Но в данном случае это неудобно, поскольку нам надо учитывать 
и такие ситуации, когда р& меняет знак и, возможно, обращается 
в нуль на интервалах ненулевой меры. Другой подход основан 
на введении сопряженного уравнения 

-^г+ ikvft = Л J Я (i/) pft (i/) dv'. (30) 

Эффективность этого подхода видна уже из следующей теоремы: 
Теорема 2. Спектры оператора переноса и сопряженного 
оператора совпадают. 

Дадим конструктивное доказательство. Пусть 
fh = e- ibv^v ( ^ /* = e-ifcvfq>v» („), (31) 
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Тогда уравнения (29). и (30) принимают вид 

, (32) 
(v- v) ФГ И = J 4WP* <»')^ 

Возьмем, как и выше, в качестве условия нормировки равенство 
оо 

j <ev
h(v)dv=i. (33) 

— оо 

Рассмотрим различные частные случаи. 
1) Число v = V/ такое, что 

MvO-l-j-kg^-O. (34) 
— оо 

Решениями будут функции! 

ф £ = _ М ^ ф1* = _ ± _ . (35) 

2) Число v — действительное; A(v)=^=0. 
К л а с с 2a: v £ 2 a (2 a обозначает множество действительных 

чисел v, для которых $к(ч)ф0)- Тогда 
<P^(^) = J T 3 r + ^ ( v ) 6 ( y - v ) , 

4 (36) 
4>r(l') = i )7=7+«MfiC-v) I 

где 

Ы ? ) = Л ^ Л ^ , %%=%нфн. (37) 

Сделаем ряд замечаний: 
(i) функции (35) и (36) удовлетворяют соотношению 

<pZ* = rk(v)/ph(v); (38) 
(И) в обоих случаях нормировка такова, что 

оо 

J 4>?(v)fo(v)dv=l; (39) 
— ОО 

(Ш) сравнивая с доказательством теоремы 1, видим, что 
функции классов 1 и 2а вместе образуют полную систему в про
странстве функций / (v), равных нулю вне множества 2 а . 
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К л а с с 20: v £ 2р (2р — дополнение к 2 а , т. е. множество 
всех действительных чисел v, для которых (Зд (v) = 0). 

Функции фй мы выберем, как в (36), но в качестве ф£* возьмем 
фГ = б {р — v). (40) 

Та же аргументация, что и при доказательстве теоремы 1 
позволяет заключить, что функции классов 1, 2а и 2|3 вместе 
образуют полную систему (т. е. «все» / (у), —оо < v < оо, можно 
представить в виде линейных комбинаций функций этой системы). 

Особое значение сопряженных функций для приложений свя
зано с тем, что собственные функции и сопряженные к ним удовле
творяют очень простым соотношениям ортогональности. Действи
тельно, исходя из определений и используя тождества типа 
тождеств для функций Грина, находим, что щ и ф* с различными 
индексами ортогональны. Для совпадающих индексов интегралы 
при нашем выборе функций вычисляются легко. Как и следовало 
ожидать, они выражаются через дисперсионную функцию плазмы: 

сю 

i %*(v)ifl{v)dv^Ni8u, (41) 
— ОО 

оо 

J 4>l*(v)<?l'(v)dv = N{v)6{v-x'), (42) 

где 

1 
N(v) 

Заметим, что формула (43) верна только для случая простых 
нулей функции Ah (что выше молчаливо предполагалось). Общий 
случай можно исследовать, как в приложении F. 

В качестве примера применения развитого здесь подхода 
решим задачу о нахождении функции распределения / {t) при 
заданном начальном распределении / (0). Преобразование Фурье 
/ (fe, v, t) по пространственной переменной разлагается по полной 
системе функций: 

оо 

/ (k, v, t)=2 а*% (у) е~^'1 + J А м чя («) e~ikvl dv- <45) 
г —оо 

N,= dz lz=v,-

I 2я» [ At Ль J ' V £ E ° " 

(43) 

(44) 

Afe(v) ' 
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коэффициенты разложения выражаются через f(k, и, 0) с по-
ощью соотношений ортогональности 

оо 

— оо 

оо 

^(v> = TvW J 4£(v)f(b,v,0)dv. 
— ОО 

Этот результат удобно записать в виде 
ОО 

/ (к, v, t) = j Г, (у, i;') / (к, v', 0) А;', (47) 
— ОО 

где 

Tt (v, V) = 2 «Pi (") e" l f c v 'V (1/)/ЛГ, + 
г 

оо 

+ J ФЕДОе"**^* (*0dv/#(v). (48) 
— оо 

Тем же способом можно решать и краевые задачи. Ограни
чимся снова простой одномерной моделью. Преобразование Фурье 
по временной переменной приводит исходные уравнения к виду 

— 4jte[fdu. (49b) дЕ 
дх J ' 

Введем сопряженную систему уравнений 

- ^ . 4яе J - g - / • («) dk, (51) 
и будем искать решения в виде 

f = <,i©*/v/v ( ^ f* = <,ш*Л>/* (^) f 

Е = ei(UX^Ev Е* = eiG>xtvE%. 
Аогда искомые функции удовлетворяют уравнениям 

(J! Л , _eEvndf0 lv Лл_еЕл 

v ко J / v * v J du J 

eE*n 

)dv. 

(52) 

(53) 
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Здесь возможны 3 вида спектра. 
a) v = оо: 

/ — ~~еп а/о f* — ~~еп 

/ о° mico dv » / о° mid) f , g , 

b) Дискретный спектр: v = vu где v*— корни уравнения 

A M - l - o M j & ^ - O . * = - £ . (55) 

Заметим, что дискретный спектр может отсутствовать. Для 
максвелловского распределения уравнение (55) не имеет корней 
при Шр <С со2 и имеет два корня при Шр > со2; при сор == ш2 точ
ка v = оо будет дважды вырожденной точкой спектра. 

Соответствующими собственными функциями будут 
^\ЩЩ fi 

v-v, ' '* (dfQ/dv) ' 

^ г = Е , iii=^i. 

с) Непрерывный спектр (v — действительное число, A(v)=^=0). 
К л а с с 2а: 

-7Г-1 ^ ° -
Решения имеюг вид 

U-P—^ + Mv)b(i ; -v) f Л - (dfo/dv) t 
— 4яеу „* ^ 

v 10) v v 

Отметим, что для классов 1 и 2а мы приняли нормировку 

j /vA> = j f i -^-<fc = l , (58) 

так что 

К л а с с 20: 

Я(у)= АМУ)+Л-(У) . (59) 

(717 |tf=V 

Функции /v, # v те же, что и в (57), но 
ft = б (v — v), £* = 0. (60) 
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этой системы функций опять-таки связана с ее полнотой 
П° л Ь

с е м интервале — оо < v <; оо. В частности, справедлива 
Jja 

Теорема 3- Системы функций /v {v) и чисел Ev полны 
следующем смысле: существуют такие постоянные «<», 

а. и такая функция A (v), что любая функция Ф (v) п любая 
константа Е могут быть представлены в виде 

оо 

ф (v) = аоо/ос + 2 aifi + j А ( v) /v (*>) d v > 
1 . - (61) 

£ = (ЬоЕоо + У| аг£,- + j A (v) £ v (у) dv. 
i - оо 

Доказательство этой теоремы по существу совпадает с дока
зательством теоремы 4, поэтому мы его опустим, хотя оно п кон
структивно. Коэффициенты разложения найдем более простым 
способом, а именно с помощью соотношений ортогональности, 
непосредственно вытекающих из уравнений (53): 

оо 

j vrv-(v)U(v)dv—^E*.Ev = N(v)6(v-V). (62) 
— оо 

Поскольку явный вид собственных функций известен, N (v) 
можно определить непосредственно. Как и следовало ожидать, 
N (v) выражается через плазменную дисперсионную функцию: 

^ - - ^ - R T L V (63а) 

1 J 2mo2<v3 L A+(vj Л- (v) J ' v ^ 2 « ' 
Ж = 1 c y

 ( 6 3 Ь ) 

1еперь легко найти коэффициенты разложения для Ф М и /?. 
Например, 

оо 

N (v) A (v) = j „/* (i>) ф („) А; _ - IL- £* £ , (64а) 
— ОО 

оо 

W„a„o = j v/* (у) Q>(v)dv- -£- EtoE. (64b) 
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Продемонстрируем применение этой теории на простой кп 
вой задаче. Пусть плазма занимает полупространство х >. п~ 
На границе х = О задано электрическое поле напряженности^? 
Потребуем, чтобы на бесконечности выполнялось условие цзл\г 
чения. Допустим далее, что электроны упруго отражаются о 
стенки х = 0, т. е. что 

/ (0, v) = / (0, -v). (б5) 

Для простоты рассмотрим случай, когда v = оо — един
ственная точка дискретного спектра. Предположим, наконец 
что /0 (и) = /0 (—v). (Это существенно упрощает ситуацию. В слу
чае /0 более общего вида требуется более сильная теорема полноты 
на полупрямой, которую мы докажем ниже.) 

Теперь нетрудно найти решение поставленной задачи. Общее 
решение уравнений движения, удовлетворяющее условию излу
чения на бесконечности, имеет вид 

оо 

/ (х, и) = Ьоо/оо + J еШх^В (v) / v (i;) dv, (66) 
о 
оо 

Е (х) = ЬсоЯоо + f e™x'vEvB (v) dv. (67) 
о 

Граничное условие Е (0) = Е0 дает 
оо 

Е0 = ЬооЯоо + J В (v) tfv dv, (68) 
о 

а в силу условия (65) 
оо оо 

Ьос/оо И + j В (v) /v (v) dv = Ьос/оо ( - i ; ) + J В (v) /v ( - i ; ) dv. (69) 
0 D 

Предположение о четности /0 позволяет разрешить уравне
ния (68), (69) относительно boo и В (v) с помощью приема, пред
ложенного Ландау [84]. Так как /0 — четная функция, то dfjdv — 
нечетная. Следовательно, 

U {-и) = -/оо (i;), /v i-v) = /_v И- (7°) 
Зададим функцию Z? (v) при v < 0 равенством *) 

Я (_v) = —в (v). (71> 
х) Тот же прием был применен в разд. 6.6 для установления связи между 

плоской и сферической нейтронными задачами-
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г отношения (70) позволяют записать уравнения (68) и (69) 
в виде 

оо 

0 = 2bocfx(v) + j B(v)fv(v)dv, (72) 
— оо 

оо 

2Е0 = 2ЬосЕоо+ \ B(v)Evdv. (73) 
— оо 

Итак, задача свелась к разложению [Ф (v), Е] = [0, 2Е0] по 
нормальным модам. Из уравнений (64) получаем непосредственно: 

*м=^-А- (75) 
В частности, для v £ 2 a 

B(v)= ~21пе ffyy?,. (76) 
4 ' mo) A + ( v ) A ~ ( v ) v ' 

Представляет интерес поведение функции распределения вдали 
от границы. Оно определяется асимптотическим поведением В (v) 
при больших v. Из формулы (76) следует, что при больших v 

ДК» ~2Ше У ? . (77) 
N '* mO) Л 2 (оо) х ' 

Задача с зеркальным отражением от границы была решена 
с помощью соотношений ортогональности на всей числовой оси. 
Последние в свою очередь оказались применимыми благодаря 
специальному приему, существенно использующему четность функ
ции /0. Для невозмущенных функций распределения более общего 
вида такой прямой подход, по-видимому, не пригоден. Однако 
система собственных функций обладает свойствами полноты и орто
гональности и на полубесконечном интервале. Это позволяет 
решить задачу и тогда, когда функция /0 не обязательно четная. 
Кроме того, как будет показано ниже, можно решить и задачи 
с диффузным отражением от стенки. Свойства полноты и орто
гональности системы собственных функций на полупрямой можно 
сформулировать в виде теорем, аналогичных уже встречавшимся. 
Для простоты ограничимся случаем, когда v = оо — единствен
ная точка дискретного спектра. (Более общий случай рассматри
вается аналогично.) 

Теорема 4. Функции (/<», £<*) и [/v (v), Ev], v > 0, обра
зуют полную систему, по которой можно разложить любую 
Функцию [Ф (v), El v > 0. 
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Доказательство. В теореме утверждается, что существую 
такая постоянная ЙОО и такая функция [A (v)], что т 

оо 

ф (v) ^ аЛ/ос (i;) + j A (v) /v (i;) dv, i; > 0, ( 78 ) 
о 

oo 

E = flu £oo + I A (v) Z?v dv. (79ч 
о 

Покажем, что решение [ax, A (v)] уравнений (78), (79) существует 
и единственно. Как обычно, сделаем это непосредственным по
строением. 

Предположим сначала, что постоянная floo известна. Зададим 
функцию 

Ф' {и) = Ф (и) — аос/оо (и). (80) 
Тогда (78) становится интегральным уравнением 

VM = mA{v)-+№)p]±±®2-, v>0. (81) 
о 

Решение (единственное) этого уравнения можно описать сле
дующим образом. Пусть 

e(i7) = argA+(i;) (82а) 
и 

оо 

v / \ 1 f S{v')dv' /О01Ч 

X (z) = exp — ] ; / l z . (82b) 
о 

Тогда A (v) имеет вид 
^(v) = iV+(v)-iV"(v), (83) 

где 
ATM«- i - T » 'aP'(» f>*-W (84) 
Л ^ X(z) 2Л1 J A-(i; ')(i/ —z) # V ' 

0 
Неизвестную постоянную «с», которая входит в это выражение, 
можно найти с помощью уравнения (79). Выразив его интеграль
ный член через N(0), получим 

£ = аоо — - ^ - 2niN (0). (85) 

Далее, Х-функция удовлетворяет, как всегда, ряду тождеств. 
В данном случае такими тождествами будут 

X(z)X(-~£) = A(z)/A(oo), (86) 
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ч-ггя в частности, следует 
oTK)Ad> 

затем 

хи^-^Ш^Р-1" Vя» 
О 

о 

Х(2)=1-а* С J ^ f ^ l .- (89> 
-оо 

Применяя эти тождества, легко разрешить уравнение (85) 
относительно Й»: 

оо 

a^X(O)E+-^-^v'0(v')-^idv'. (90) 
О 

Тогда 
V M — _ L _ J ив go° , Г */2Q(*/)x-(i/)^' 1 , q n 

lV W " " 2jiiX(z) t Ы © " " ^ " 1 " ) A-(v')(v'-z) J ' {У1} 

Решение можно представить в различных видах, но форма, 
получаемая из соотношений (91) и (83), по-видимому, наиболее 
удобна: 

w Х-(\)Л+Л \ mm v ' J J A-(v')(v' — v) f + 
фм*м (92) 1 Л+ (v) Л- (v) 

К этой теореме полноты можно добавить теорему ортогональ
ности, в которой утверждается, что существует весовая функция, 
относительно которой функции /v, fv* (0 ̂  v,v' <Z °о) орто
гональны на полупрямой 0 ̂  v ̂  оо. Опять-таки можно дать 
конструктивное доказательство этой теоремы, основанное на 
решении уравнения, сопряженного к уравнению (81). 

Применим полученные результаты к решению описанной выше 
краевой задачи, несколько изменив ее постановку.Вместо условия 
зеркального отражения потребуем, чтобы на границе (х = 0) 
поправка / к невозмущенной функции распределения удовлетво
ряла условию 

о 
/ (0 /Л= -g{v) j i / /(0, v')dv'% v>0. (93) 
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{Здесь g (v) — произвольная функция, подчиненная услови 

f vg (v) dv = 1.) 
о 

\ Такая постановка задачи соответствует, грубо говоря, ситуа 
ции, когда электроны, падающие на стенку х = О, эмиттируюТСя 
обратно, причем их распределение определяется характеристикам» 
стенки. Интегральное условие просто гарантирует нейтральность 
плазмы. 

Приступая к решению этой задачи, заметим, что уравнения 
движения и граничные условия на бесконечности будут выпол
нены, если положить 

оо 

f (ж, v) = «оо/оо (v) + J е^^А (v) U {V) dv, (94) 
о 

с» 

Е (х) = аооЕоо + j е™х»А (v) Ev rfv. (95) 
о 

Граничные условия на саенке (при х = 0) требуют выполнения 
равенств: 

с» 

Е0 = асс^сс + J A ft) Е (v) dv, (96) 
о 

оо 

Ctf(v) = a o e / . (v )+j ;4(v)Mi ; )dv , v>0, (97) 

где 

С = - j v'f(0,v')dv'. (98) 
— оо 

Если отвлечься от необходимости определения С, то уравне
ния (96) и (97) эквивалентны уравнениям (79) и (78) в теореме 4. 
К решению этих уравнений возможен прямой подход, но он 
связан со слишком громоздкими вычислениями. Вычисления 
можно существенно упростить, заметив, что значение а<х> факти
чески известно [84]. В самом деле, проинтегрируем уравнение (49а) 
по У и сложим с уравнением (49Ь): 
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п о видеть, что величина, заключенная в фигурные скобки* 
п^тоянна. По предположению, 

оо 

E + l£-\ vfdv = E0 (100) 
— оо 

при х — 0 и E-^doo и /—►Яоо/оо при я—*оо, так что 
оо 

Я0 = й с с + ^ а о о j y / « ( i ' ) ^ = «co{1-a!!}> (101) 
— оо 

откуда 
« o o ^ - j ^ - . (102) 

Сравнивая этот результат с равенством (90), в котором следует 
положить <b(v') = Cg(v'), находим 

с = ш Х{0)\Х(0)~1]Е0 1 0 3 
Але °° • \ / 

Jw'g (О 1-Х-(О/Л-(О]*;' 
о 

Подставляя полученные выражения в формулу (91), вычисляем 
N (z), а затем по формуле (83) — и A (v). 

Рассмотрим два примера. 
a) Стенка при нулевой температуре. В этом случае 

g(v) = -6'(v). (104) 

С помощью тождеств (86), (88) и (89) находим: 

Представляет интерес поведение решений при малых и при 
больших значениях х. Его легко получить, зная асимптотическое 
поведение A (v) при малых и при больших значениях v соответ
ственно. Легко видеть, что при малых v 

лм^£«1^°)- (1 0 6> 
а при больших v 

4 ( v ) * - = ^ £ 0 - ^ f . (107) 
* ' row и Л2 (оо) v ' 

b) Стенка при невозмущенной температуре. Здесь 
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Так же как и в предыдущем примере, получаеАм 

A W - ^ AMv)A-(v) М " ~ ^ ( б ) *)• (109) 
Мы видим, в частности, что при малых v 

а при больших v 

** V ' ты Л2(оо) V111) 

Сравнивая формулы (107) и (111), замечаем, что при боль
ших v (т. е. при больших х) решения одинаковы. Действительно, 
из соотношения (91) легко вывести, что асимптотическое поведе
ние А (v) при больших v определяется формулой (111) незави
симо от вида функции g. Этот результат весьма приятен: на боль
ших расстояниях от границы решение не зависит от точного вида 
граничного условия. Напротив, при очень малых v решение явно 
зависит от граничного условия, что видно из формул (106) и (НО). 

Отметим, что Шур [85] исследовал этими методами ряд задач, 
в которых существенную роль играют не только продольные поля. 

10.4. Электрический разряд в газе 
Существуют плазменные задачи, которые еще более непосред

ственно связаны с рассмотренными в этой книге нейтронными 
задачами. В качестве примера приведем следующую в высшей 
степени идеализированную модель газоразрядной трубки с элек
тронным током. 

Пусть электроны движутся в постоянном заданном электриче
ском поле в трубке, наполненной газом из нейтральных атомов 
или молекул. Пусть сечение столкновения электрона, движуще
гося со скоростью vf с одной из этих частиц равно о' {v). Пред
положим, что при каждом столкновении возникает в среднем 
с новых электронов. Для простоты допустим, что возникающие 
электроны распределены по углам изотропно и движутся с такой 
же скоростью, что и породивший их электрон. (Это, по-видимому, 
наиболее сильное допущение в данной модели.) Тогда уравнение 
переноса для электронной функции распределения F (г, У, Ч 
имеет вид 

где 

о=-гт (2) 

и t — время. 
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т?слп интересоваться только распределением по скоростям 
езависпмо от координаты), можно проинтегрировать уравне-

пе (1) п о в с е й тРУ^ке п получить для функции 
V(v,t) = $F(r,v,t)<Pr (3) 

уравнение 
^ ^ v $ + vo'(v)q = ^vo'(v)^(\vUQ)dQ. (4) 

Вместо декартовых координат скорости v удобно ввести пере
менные 

« = | v | , (6) 
в которых уравнение (4) запишется так: 

^ + ^ М + ^ £ } ♦ + »t-£«''J 1Ф. О) А (7, 
Положив 

(8) « | Е | 
I» ' e | E | / i » " 

нредставим уравнение (7) в виде 

Если в этом уравнении заменить v на | г |, оно в точности 
совпадает с односкоростным уравнением переноса нейтронов 
с изотропным рассеянием, записанным в сферических коорди
натах. При произвольной функции о (v) уравнение соответствует 
нейтронной задаче с сечением, зависящим от координаты. Однако 
интересный с физической точки зрения случай о ~ и'1 соответ
ствует нейтронной задаче с постоянным сечениемг), так что 
можно непосредственно применить методы, описанные в гл. 4—6. 

Отметим, что физически интересный случай а ~ v~2 тоже 
легко поддается аналитическому исследованию [88J. (В соответ
ствующей нейтронной задаче сечение изменяется, как | г I"1.) 

10.5. Перенос гмлучения в звездных 
атмосферах 

Задачу определения температурного распределения во внеш
них слоях звезды можно при определенных (и весьма сильных) 
Укрощающих предположениях свести к решению уравнения, экви-

) Эта аналогия использовалась в работах [86, 87]. 
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валентного односкоростному уравнению переноса нейтронов. (Эт 
уравнение впервые было получено как раз в астрофизике.) Ранни° 
работы по этому вопросу принадлежат Милну [89J, предложив
шему следующую модель звезды. 

Фотоны образуются главным образом вблизи центра звезды 
в области очень высокой температуры. Эти фотоны затем диффун
дируют наружу через менее плотные слои звездной атмосферы 
и, наконец, пересекают пограничный слой между звездой и окру
жающим ее пустым пространством. Звезда предполагается столь 
большой, что задачу можно рассматривать в плоской геометрии 
с бесконечно удаленным от границы источником. Требуется найти 
распределение температуры в атмосфере, а также угловое рас
пределение излучения, выходящего из звезды. 

Таким образом, мы ищем решения уравнения переноса без 
источников при условии, что на границе нет потока, направлен
ного внутрь. Такова первоначальная формулировка проблемы 
Милна. Рассмотренная в гл. 5 и 6 проблема Милна для нейтронов 
получила свое название благодаря сходству с астрофизической 
проблемой. Действительно, мы увидим далее, что обсуждавшаяся 
в гл. 5 и 6 задача соответствует частному случаю астрофизической 
задачи, а именно проблеме Милна для «серой» среды. 

Исследуем теперь уравнение переноса, которому удовлетво
ряет плотность числа фотонов, отнесенная к единице телесного 
угла (фазовая плотность), i|)w (я, \i). (Обозначения останутся 
теми же, что и в случае нейтронов, только вместо энергии Е 
будем пользоваться угловой частотой со (Е = 7ш). Мы отказались 
от употребления более принятой переменной v = co/2jt, поскольку 
через v мы обозначаем собственные значения уравнения переноса.) 
Допустим, что *фю (я, fx) удовлетворяет уравнению г) 

|i ^ , r t + to i (g) + (U(a:)1^(g, V) = 
i 

= оЪ(х) f iM*, |0/(Q'-О) <»' + &>(*)■ (*) 

Здесь o% (x) и c£ (x) — макроскопические сечения рассеяния 
и поглощения соответственно. Обычно предполагается, что про
странственное изменение этих сечений целиком определяется 
изменением плотности р (х) вещества 2), т. е. что относительная 

г) В астрофизической литературе ц часто задается как —fi-z, а не 
+ Q-z. При таком соглашении, очевидно, изменится знак первого члена 
в уравнении (1). 

2) Не следует путать р (х) с плотностью нейтронов, которую мы обозна
чаем той же буквой. 
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нтрация различных компонент звездной атмосферы постоян
на!1 В этом случае 

< (х) = р (х) кш (2а) 
а* (х) = р (х) Се, (2Ь) 

я е введены обычные астрофизические обозначения для микро
скопических сечений к^ и а^, которые принято называть коэф
фициентами поглощения и рассеяния соответственно. 

Первый член в правой части уравнения (1) описывает фотоны, 
рассеянные без изменения частоты. Второй член 5Ш (х) является 
эффективным «источником». Он описывает фотоны, испускаемые 
веществом в точке х после поглощения первичного фотона. Основ
ное предположение, которое обычно делают, состоит в том, что 
излучаемые фотоны распределены по частотам, как в случае-
абсолютно черного тела (распределение Планка). Следовательно, 
плотность вещества предполагается столь большой, что каждой 
точке х можно приписать локальную температуру Т (х). Тогда 
«источник» излучения 5Ш (х) и поглощение связаны условием: 
термодинамического равновесия [43], а именно 

S* (х) = о% (х) Ва IT (х)], (За> 

где В а (Т) — распределение Планка: 

Мы будем называть соотношение (За) для S^ условием «локаль
ного термодинамического равновесия» (ЛТР). В астрофизической 
литературе принято называть ЛТР условие (За) с 0^ = 0 (при 
этом исходят из естественного предположения, что если плотность 
достаточно велика для того, чтобы выполнялось условие (За), 
то процессами рассеяния можно пренебречь). Предельный случай 
малой плотности соответствует равенству о% = 0. Его обычно 
называют случаем «монохроматического равновесия», или «рас
сеивающей атмосферы». Мы предпочитаем пользоваться термином 
«локальное термодинамическое равновесие» для обозначения той 
трактовки неупругого рассеяния фотонов, которая описывается 
уравнением (За), а предельные случаи называть «чистым поглоще
нием» и «чистым рассеянием», хотя правильнее было бы назвать 
их «чисто неупругим рассеянием» и «чисто упругим рассеянием». 

В астрофизических приложениях принято оперировать не 
с плотностью числа фотонов ^ (х, ц), а с плотностью энергии 
фотонов /ш (х, fi), называемой интенсивностью: 

U («э И) = Йоуфи (х, \i). (4) 



298 Гл. 10. Задачи теории переноса из других областей физики 

Подставим выражения (За) и (4) в уравнение (1), разделим на р ( \ 
и учтем соотношения (2) 

ЯГ 
И —;£- (Z, |i) + (fta + Ос) Ia (z, fl) = 

= аю j /„(*, v.')f(Q'.Q) dfl' + ft«fie \Т (z)]. (5) 

Здесь z определяется формулой z = \ р (х') dx'+ 
о 

Это уравнение в случае «чистого рассеяния» (к^ = 0) совпа
дает с односкоростным уравнением переноса нейтронов, которое 
было исчерпывающе исследовано в предыдущих главах. Частота со 
входит лишь как тривиальный параметр, поскольку фотоны раз
личной частоты совершенно не связаны друг с другом. Найденные 
в разд. 5.6 и 6.4 решения нейтронной проблемы Милна применимы 
также и здесь. 

Более интересен случай /с© Ф 0. Здесь можно достичь неко
торого упрощения, приняв шварцшильдовскую модель «радиа
ционного равновесия» [43]. Эта модель предполагает, что рас
пределение температуры не зависит от времени и что все тепло 
переносится излучением. Тогда полный поток энергии через 
любую плоскость, перпендикулярную оси z, должен быть 
достоянным: 

i % W = 0 , (6а) 
dz х ' 

где F(u(z) — величина, называемая потоком излучения и пропор
циональная плотности потока энергии: 

1 

- 1 

Если проинтегрировать уравнение (5) по dco и dQ^2nd\i 
и воспользоваться тем, что 

J/(Q'.Q)da=lf (7) 

«а также соотношением (6а), то в качестве условия радиационного 
равновесия получим равенство 

оо оо 

J dfl j dukja (z, ц) = 4я j fcA, [Т (z)] da, (8) 
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которое не входит сечение рассеяния. Введем теперь величину 

/в—5rJdB/e(*,|i), (9) 
называемую в астрофизике средней интенсивностью и, очевидно, 
аналогичную плотности в нейтронных задачах. Условие (8) 
примет вид 

оо оо 

j сМ^Л, (z) = j № [Г (*)] do. (10) 
о о 

Уравнения (5) и (10) можно рассматривать как систему урав
нений для двух неизвестных функций 1Ы (z, \L) и В& [Т (z)]. Заме
тим, что эта система в высшей степени нелинейна и общее решение 
ее неизвестно. Однако для некоторых конкретных видов энергети
ческой зависимости сечений feto и аю решения найти можно. Рас
смотрим сначала самый простой случай, когда эти величины 
постоянны (случай так называемой «серой» среды). Проинтегри
руем уравнение (5) по со и учтем условие (10): 

^?%^+( f t + a) /(2^)^J /( z^ f)^( f i '- f i)d^ (11а> 
где 

оо 

J (lib) 
£(G'-Q) = a/(Qf-Q) + fc/4rt. 

Таким образом, в случае «серой» среды уравнение для интеграль
ной интенсивности совпадает с односкоростным уравнением пере
носа нейтронов*), решение которого нам уже известно. 

Уравнение (10) позволяет связать температуру со средней 
интегральной интенсивностью 

/ («) = аГ 4 (z)f (12а) 
поскольку 

оо 

J 
о 

В* [Т («)I dco = аГ 4 (*), (12b) 

где а — постоянная Стефана — Больцмана, деленная на я . Легко 
видеть, что Г4 удовлетворяет уравнению для плотности р нейтро
нов в односкоростном случае (разд. 3.6). Например, для пзо-

) Односкоростное уравнение переноса получается как при к^ = 0, 
инт И П*Ш п о с т о я ш ш х сечениях (в последнем случае — для интегральной 

нтенсивности). Эта ситуация аналогична ситуации в задачах переноса 
яеитропов (разд. 2.2). 
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тронного рассеяния (т. е. / (Q' -Q) = 1/4я): 
с» 

Т* (z) = у j Е, {(а + к) | z - z'\ ] Т* (*') dz'. (13) 
о 

Зная Т (z), можно решить уравнение (5), вычислив интеграл от 
произведения теперь уже известного «источника» кВ [Т (z)] на 
функцию Грина плоского источника (формула (21а) разд. 2.5)^ 
При аю = 0 решение имеет простой вид: 

/со (*, И) = -ЕГ J ! JI В . [Т (z')] dz'. (14) 

При Оа=£ 0 для нахождения 7© (z, fx) требуется решить интеграль
ное уравнение, отличающееся от уравнения (14) лишь присут
ствием под интегралом члена, соответствующего рассеянию 
(разд. 2.6). Детали слишком хорошо известны, чтобы мы на них 
здесь останавливались. 

Кроме модели «серой» среды, точное решение допускает также 
несколько более общая модель — так называемая модель «одно
родного частокола». В этой модели спектр частот разбивается на 
малые отрезки Дсо/ и на каждом из них функция В& (Т) считается 
не зависящей от о. Далее, предполагается, что на каждом отрезке 
Acoj коэффициент к^ принимает N различных значений fell къ . . . 
. . м fciV, причем доля длины 'Дсо*, на которой кф принимает каж
дое из значений kt, одинакова для всех отрезков Дсо*. Эту модель 
можно рассматривать как идеализированную модель резонанс
ных линий поглощения, налагающихся на серый континуум, 
который представлен наименьшим из значений kt. Кроме того, 
мы предположим, что ош = 0. 

При этих довольно значительных ограничениях уравнение 
переноса можно привести к виду, удобному для решения. Прежде 
всего проинтегрируем уравнение (5) с ою = 0 по подмножеству Д* 
спектра частот, на котором кы = kt: 

N 1 
km 2 kj \ Ij (z, \i') ф ' 

^ — Й , f = l , . . . , tf, (15) 
2 2 kjvj 

5=1 

/ /(*,| i)=jcbD/e(z,|i), (16) 

«̂ = 5gi^J*ttB«[3rWb <17) 

.. Mi(z, V) , I, г _ 
fX jr Y Ki* i — dz 

где 
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TJ рудно видеть, что ограничения, наложенные на ktl обеспечи
вают независимость о* от z. 

При выводе уравнений (15) использовано условие Шварц-
тильда (Ю), которое в данной модели принимает вид 

N Л 1 

2 kjujaT* (z) = i- 2 к, j I) (z, у!) е*ц'. (18) 
i = i i = i - i 

Обозначив ki/kN = Oi (oN = l), запишем уравнения (15) в матричной 
форме: 

Eii £ I (z, ц) + SI (£, ji) = С j I (z, |i') dfi', (19) 
- i 

где I обозначает TV-мерный вектор-столбец с компонентами Ii4 
Е — единичная матрица и 

(2)„=a ,e , i f (20а) 

( С Ь = ; , J ■ (20Ь) 
2 2 OjG>f 

i=t 
Уравнение (19) имеет такую же форму, как многогрупповые 

уравнения переноса нейтронов [34], но матрица С обладает спе
циальными свойствами, упрощающими решение. Отметим, в част
ности, что 

det С = 0 (21а) 
и, более того, 

det М = 0, (21Ь) 
тде М — любой минор любого ранга (>1) матрицы С. Эти урав
нения были детально исследованы методом разложения по син
гулярным модамх). Итак, мы ищем решение в виде 

/ v (х, u.) = (Pv (и.) е~*'\ (22) 
тде фу (ц.) удовлетворяет уравнению 

1 

(2-Е-Н.)ф„0х) = С J Ф(ц')Ф'. /23) 
- 1 

Уравнение (23) решается способом, аналогичным способу решения 
одноСкоростного уравнения (гл. 4). Приведем здесь некоторые 
Результаты. 

Существует непрерывный спектр собственных значений —1 ^ 
^ v ^ l . Соответствующие собственные функции на каждом 
Ст ' ^м- [90, 91]. Случай N = 2 исследован в неопубликованной работе 

юарта (J. С. Stewart) методом дискретных ординат. 
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отрезке l/o^i ^ v ^ l/ot
 г) имеют различный вид. Обозначил 

собственные функции на таком отрезке через Ф^. Они оказьк 
ваются (N — i + 1)-кратно вырожденными. Далее, двум точкам 
дискретного спектра v0 = ± ° о (вырожденным) соответствую^ 
собственные функции 

I+(x,[i)=l : I, (24а> 

/юДж —(х)/а,)\ 
1_{х, [х) = [ \ 1. (24Ь) 

\ toN(Z—[х) ) 

Можно доказать теорему полноты для половинного отрезка. 
Отметил!, что в этой теореме коэффициенты разложения будут 
скалярами (не матрицами). Справедлива также теорема ортого
нальности на половинном отрезке: 

J Ф* (,х) w (ц) Ф* (и) ф = 0, v Ф V, (25) 
о 

где Ф* (и,) — сопряженные собственные функции, т. е. решения 
уравнения, полученного из (23) заменой матрицы С на транспони
рованную матрицу С: 

1 

( 2 — £ - Е ) Ф*(Ц) = С j Ф * ( ц ' ) ф \ (26) 
- 1 

Весовая функция w([i) является диагональной матрицей2): 

" 0 0 = 1 • а 2 Т ( — ■ • ■ " | . (27) 

0 . . . 0 \ 
» 0*/«Г2) - - - 0 I 

... т Ы / 
*) «Группы» упорядочены таким образом, что Oi^> о2^ • • •'> °N — *; 2) Функция у здесь определяется так же, как в односкоростном случае: 

YM = M*4l*)/G+(W], где 

expl-{Jarg^(H^} 
Х<*).= 1— z 

а дисперсионная фупкция Q (z) имеет вид 
N 

l(z) = l-2v2<:«Arthi-< 



10.5- Перепое излучения в звездных атмосферах 303 

тношенпи (25) <DV (fi) может быть как собственной функ-
ей непрерывного спектра, так и функцией /+ . (Функции, при-

ц1
 ежащие вырожденным собственным значениям непрерывного 

Н ектра, можно ортогонализировать с помощью процедуры 
Шмидта-) 

Этот формализм, очевидно, обобщает формализм в односкоро-
гтном случае при с = 0. Его можно применить к различным зада
чам для полупространства. Дальнейшие подробности можно найти 
в работах [90, 91]. Отметим в заключение, что при N = 1 описан
ная нами модель вырождается в «случай серой среды», рассмотрен
ный в начале этого раздела. 



Приложение А 

СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Любую функцию /(Q) можно разложить в ряд по полной 
системе сферических функций Ytm (Q) = Yim(\i, ф), где fx = coSG 
и ф — угловые координаты вектора Q на сфере единичного радиуса: 

оо i 

/(ft) = 2 S /ш.У1»(0). (A.i) 
1=0 т=-1 ' 

Функции Yim ортогональны по I, т и могут быть нормированы: 
j Yfm (Q) УГто. (Q) tffi = би-Ьпп; (A.2) 

где знак * означает комплексное сопряжение. 
Из равенств (А.1) и (А.2) получаем 

/im = j / ( 0 ) n » ( 0 ) d O . (А.З) 
В явном виде функции Yjm(ft) определяются формулами [64] 

^(Q)^[2 i+ l;i;;:';;] i /^-i) ( i / 2 ) ( r o + i"' i )fi ,T O I(cose)^, 
(А.4) 

где Pim — присоединенные функции Лежандра. Ясно, что 
У,0 (ft) = [(a+l)/(4n)]V. Рг (,!), (А.5) 

У,,_ т(0) = (-1) тУГЯ 1(0) , (А.6) 
У|«(1, Ф) = 1<2Л-1)/(4я)|1/.6га0. (А.7) 

Здесь Pj((x) — полином Лежандра. Имеет место теорема сложения: 
i i 

(А.8) 
где а и Ь—два произвольных единичных вектора1). 

Полезно напомнить также, что компоненты вектора ft можно 
выразить через три сферические функции первого порядка: 

Qz = ц = У1^Щ У\ (О), (А-9а) 
Q* = cos <р 1 / Т ^ 5 = У"(2я/3) [ - У,. , (ft) + У,, _, (ft)], (А.9Ь) 
Qv=sin<p[rT^=+i[r(2^)[Yl.1({l) + Y1,_i(Q)]. (А.9с) 

х) Мы по-прежнему будем отмечать знаком " единичные векторы. 



Приложение В 

РАЗЛОЖЕНИЕ ФАЗОВОЙ ПЛОТНОСТИ 
ПО СФЕРИЧЕСКИМ ФУНКЦИЯМ 

Разложим функцию ф (г, П) в ряд 
оо i 

* ( г , 0 ) = 2 S (2^L)U2bm(r)Ylm(Q), (В.1) 
1=0 т=-1 

где для удобства выделен нормировочный множитель [(21 + 1)/4я] • 
Так как р (г) = \ dfiij) (г, П), то 

р(г)=*оо(г). (В.2) 

Далее, J(г) = t;f dQ-f2ip(r, fi). В силу (А.9) 

Л = 1^«(*). (в-3а) 

Л = ^ у § I —*м + ф1.-1Ь (В.ЗЬ) 

Jy=—v -щ [фи + гр1, -*]. (В.Зс) 

Это — общие формулы. В каждой конкретной задаче они имеют 
свой вид. Рассмотрим сначала случай плоской симметрии. 

В.1. Плоская симметрия 
В разд. 2.1 было показано, что фазовую плотность в случае 

плоской симметрии можно записать в видег) 

Ф = Ф(*,И), (В.4) 
где n = Q.z. Разлагая (В.4) в ряд по полиномам Лежандра 

оо 

*=2-т1г-*'(*>р'(11) (В-5) 
1=0 

) Зависимость от v и t мы не будем указывать явно. 
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и применяя теорему сложения (А.8), находим 
оо I 

Ф = 2 2 b(z)Yfm(i)Ylm(Q). (В.сл 
1=0 т=-1 v и / 

Сравнивая с формулой (В.1), видим, что в случае плоской сим
метрии 

/ 4я 
Ьт (Г) = у -ЩТ * ' № Y*m (Z)- (Щ 

Таким образом, плотность определяется соотношением 

Р (z) = *о (*), (В.8) 
а для тока получаем 

Jz (z) = ^ (z) и, (В.9а) 
Jx (z) = Jy (z) = 0. (В.9Ь) 

(в силу (А.7) х). Таким образом, ток направлен по оси z, т. е. 

J (Г) = snh (z) v. (В. 10) 
Если выполнены условия, при которых справедливо соот

ношение (26) разд. 2.1 (имеется в виду симметрия сечений отно
сительно плоскости z = 0 и изотропия источников), то из (В.5) 
следует 

Ч>, (z) = ( - 1 ) 4 / ( - * ) . (В. 10') 
поскольку 

Р , (Ц) = ( - 1 ) ' />, (-(X). 

В.2, Сферическая симметрия 

Согласно разд. 2 .1 , функция гр зависит от г и Q -г. Поэтому, раз
лагая if, как в (В.5), по полиномам Лежандра от аргумента Q-r 
и применяя теорему сложения, находим 

оо I 

Ф(г.О)=2 2 b(r)Yfm(i)Ylm(Q). (В.11) 
1=0 т=~1 

Сравнивая с формулой (В.1), видим, что в случае сферической 
симметрии 

*"» w = (-2Щ-)1/2 *' ( r > Y f m w- <вл2) 

Таким образом, для плотности и трех компонент тока получаем 

Р(г) = М г ) , ( В Л З ) 

■ / * » У » ( 0 * | ( Г ) . ( в л 4 а ) 

*) С учетом того, что угловая координата на оси z равна \х = !• 
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Jx=\/^^-v[-Yil(t) + Yi,.i(t)]b(r), (В.14Ь) 

Сравнивая далее этп соотношения с формулами (А.9), замечаем, 
qro в (В. 14) функция г^ (г) умножается просто на а:-, у- и z-компо-
ненты вектора г соответственно. Таким образом, 

J (г) = гЩ{ (г); (В.15) 
иными словами, ток оказывается радиальным, а его величина, 
как п в случае плоской симметрии, равна i|^i;. 

В.З. Цилиндрическая симметрия 
Опять-таки из формул разд. 2.1 заключаем, что в случае 

цилиндрической симметрии 
г|) = ф (fj, (х, фо — фт)), (В.16) 

где [л = Q -z, причем ось z направлена вдоль оси симметрии. 
Тогда можно разложить (В.16) в ряд 

оо i 

* = 2 2 ( т - ) 1 / 2 % т ( Т ] ) У г т ( Ц , Ф О - ф Ч ) . (В '17> 

Сравнивая с формулой (В.1), видим, что 

%m(r) = %m(tl)e- i m V (В.18) 

Таким образом, для плотности и тока получаем 

Р(Ч) = *оо(П), (В. 19) 
Л = м Ы ч ) . (В.20а) 

Jx="тТГ' ~ 4,и (tl) е~1*4+**• -1 (11) Л ь (В'20Ь) 

^ = —щ №« (Ч) « г Ч + ф,. _, (rj) Л ] . (В.20с) 

В случае изотропного источника можно применить форму
лы (36) и (37) разд. 2.1. В этом случае полученные выше резуль-
1ъ% н е с к о л ь к о упрощаются. Из формулы (36) разд. 2.1 и из 
(Ь.17) следует, что 

Ьт = 0, если I + т ф 2и, п = 0, 1, 2, . . . . (В.21) 
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Таким образом, в данном случае 
/ 2 = 0, (В 22) 

т. е. компонента вектора тока, направленная по оси симметрии 
равна нулю. Применим формулу (37) разд. 2.1 и учтем, что ' 

Ym (|i, —ф) = Yfm (|U„ ф) = (—l)m Ylt_m (JLI, ф). (B.23) 
Тогда в силу (В. 17) 

*Im (Ч) = ( -1 ) т ^г , - т (Ч). (В.24) 
Теперь формулы (В.20Ъ) и (В.20с) принимают вид 

Jx = v V2 фи (ч) cos фЧ1 (В.25а) 
Jy = vV2 ipu (rj) sin фЧ1 (В.25Ь) 

откуда J = 1/̂ 21̂ фц (rj) rj; иными словами, ток опять радиальный. 
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СВЯЗЬ МЕЖДУ ФУНКЦИЯМИ 
ФАЗОВОЙ ПЛОТНОСТИ 

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ИСТОЧНИКАХ 

Как отмечалось в разд. 2.6, решение уравнения переноса 
при произвольном распределении источников можно получить 
интегрированием решения с точечным источником (т. е. функции 
Грина оператора Больцмана) по распределению источников. 
В частности, фазовую плотность при каком-то распределении 
изотропных источников можно получить из решения задачи 
с точечным изотропным источником, т. е. 

% (г, Q) = j и, (г0) G (г0 -> г, Q) еРг0. (С.1) 

Согласно формуле (13Ь) разд. 2.1 и формуле (В.И), функцию 
G(r 0 ->r , Я) можно записать в виде 

G(r0^r,Q)=S S Gt{R)Ytn(R)Yim(Q)f (С.2) 
1=0 m=-l 

где R = г — г0. Разложим левую часть равенства (С.1) в соот
ветствии с (В.1), умножим на Y*m (й) и проинтегрируем по Q: 

%oim (г) = ( з щ ) V 2 j d*rQGt (Я) Yfm (R) g0 (г0). (С.З) 

Формула (С.З) позволяет связать компоненты разложения по сфе
рическим гармоникам различных источников с соответствующими 
компонентами разложения точечного источника по полиномам 
Лежандра. 

В частности, в этом приложении мы применим формулу (С.З) 
к случаям плоского и линейного источников и к случаям источни
ков, равномерно распределенных по поверхности шара или 
Цилиндра. Всюду будет предполагаться, что источник изотропный. 

С.1. ПЛОСКИЕ ИСТОЧНИК 

Рассмотрим однородный изотропный источник, испускающий 
нейтрон на 1 см2 и расположенный в плоскости z = О х) . Тогда 

_ _ _ _ _ _ q0 (z) = б (*). (С.4) 
ясточттт*огласно формуле (15) разд. 2.1, предположение о расположении чника в плоскости z — 0 не ограничивает общности рассуждений. 
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В цилиндрических координатах d3r0 = r\ dr\ dtp dz, так что (bopMv 
ла (С.З) сводится к формуле (рис. С.1) 1^"" 

*PI «™ (г) = (-Щл) V2 J Ч drl 1 ^ С < ^ + z2) У*- (*)- (С.5) 
о о 

С помощью (В.7) приведем формулу (С.5) к виду 
оо 2л 

*pii (z) Yfm (z) = j rj drj j ApGi ( K F + t f ) Ytm(R). (c.6) 
о 0 

Умножим обе части этого равенства на У*т(г), просуммируем 

Рис. С.1. 

по m и применим теорему сложения: 
оо 2я 

ФР1 I («) = J Ч *1 { <*PG* (К^ЙГ2) Pi (i-R)-
0 о 

Заменим переменную интегрирования на 
оо 

*pii(а) = 2n { RdRGi(R)Pi(z/R). 
1*1 

Формула (С. 8) будет искомой. Для / = 0, 1 это интегральное 
соотношение можно обратить и тем самым получить полезные 
дифференциальные соотношения: 

(С.9а) 

(С7) 

(С.8) 

Gi (R) я . jpt (Я) = — 2 j ж [ - ^ — ] • (С.9Ь) 
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С.2. Источник на сфере 
Источник на сфере радиуса а, испускающий 1 нейтрон на 

1 см2, можно представить в виде 
Яо (г0) = б (г0 — а). (СЮ) 

Источник на сфере приводит, естественно, к сферической симмет
рии задачи; следовательно, гр8Б (r, Q) обладает теми же свойства-

Р и с . G.2. 

ми инвариантности, что и G (R, Q), и (С.З) приводится к виду 

fez(r,a)Frw(r) = jd3r0G,(i?)Ffw(R)e(r0~-a) (СИ) 

(мы воспользовались здесь формулой (В.12)). Умножим на yZm(r) 
и просуммируем по т: 

Фввi (rf a) = J сРгоС, (Л) Pt (r.R) 6 ( r 0 - a ) . (С.12) 

Из рис. С2 видно, что 
d3r0 = 2яг? d (cos в) dr0, (С 13а) 

д 2
 = а2 + Г2 _ 2 a r cos 6 (С 13b) 

и 
а2 = Д2 + Г2 — 2 R r . 

Таким образом, формула (С 12) принимает вид 
1 

*ш!(г, а) = 2ла2 j rf (cos 0) G, (Д) P, ( R* + £ " "* ' ) . (C14) 
- l 

заменим переменную интегрирования на R и учтем, что 
«(cose) = —R(dWar)\ 

\r+a\ 
Ъ., <r, a) = *£L J R dRGl (R) P, ( * ' + £ - * ) . (CIS) 

| r - a | 
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Это и есть основная формула в случае источника на сфере. Из ф0т> 
мулы (С. 15) при / = 0, 1 и формулы (С.8) можно вывести простые 
соотношения между функциями плотности и токами в задачах 
об источниках на сфере и плоскости: 

Pss(r, < 0 = - I P p i ( k — a I) — P p i ( | r + a | ) L (С.16а) 

\r+a\ 

\r-a\ 
- r { / P i ( | r + c | ) — y j ^ / p i d r - a l ) } ] . (С.16Ь) 

В пределе при a —*■ 0 формулы для источника на сфере должны 
переходить в формулы для точечного источника. Легко про
верить, что именно так и получится, если источник на сфере 
нормировать на один нейтрон со всей поверхности, т. е. если 
вместо (С. 10) положить 

6(г0 — а) ?оЫ = 4яа2 (СЮ') 

С.З. Линейный источник 
Допустим, что источник испускает изотропно один нейтрон 

на единицу длины источника, т. е. 

Яо 0-о) = И т 1 ^ 
а-+0 2ла 

И 
d3r0 = r\Qdr)QCkp0dzo. 

Р и с . С.З. 

Из рис. С.З видно, что 

z=±VlP — itf dz=RdR/(±z). 

(С.17а) 

(С.17Ъ) 

(С.18) 
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Тогда (С.З) принимает вид 
Фит, im = eim»r> ( - ^ L - ) 1 / 2 j dzG, (Л) Yfn (R) (C.19) 

/мы воспользовались здесь формулой (В.18)). Так как1 

УЙ»(R) = Ym ( ± V ^ - H « ^ 0 J е - - Ч ( С > 2 0) 

то (С. 19) сводится к 

(С2.) 
С помощью (В.21) можно записать (С.21) в виде 

* „ , , , » < Ч ) = ! 1 + < - 1 > ' * * ] ( щ т ) " 3 х 

х]^=С, ( Д )У, ,»рЗЕа ,0) . (С.22) 
Отметим, что соотношение (В.24) в данном случае выполняется 
автоматически, т. е. 

"фИпе 1т = (—1)т ,фппе 1,-т-

С.4. Источник на цилиндрической поверхности 1) 
Допустим, источник испускает 1 нейтрон на 1 см2, так что 

?о = в (Ч - *)■ (С.24) 
Выкладки весьма громоздки, поэтому мы приведем здесь только 
окончательный результат: 

Я оо 

l>cs im (n) = 2а [i + ( - 1)'+"] | /4n/(2Z+l) J rf<p J J ^ x 
О Я. <<P) 

x G z ( i ? ) R e y / T O [ ± ^ i , a r c s i n ( ^ ) ] , (C.24a) 
где 

z (#, ф) = YH2 — Ч2 — «2 + 2rjacos ф, (C.24b) 
Я (ф) = Yrf + a2 — 2ачсо8ф, (C.24c) 

Если формулы (С.24) разделить на 2ла и перейти к пределу 
при а -> 0, то получатся формулы для случая линейного источ
ила (С.22). Отметим также, что величины, определенные соотно-

^ H H M H J [ C . 2 4 ) , удовлетворяют условиям (В.21) и (В.24). 
) Формулы этого раздела выведены М. Мендельсоном (не опубликовано). 



Приложение D 
ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

И ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРЕНОСА, ЗАВИСЯЩЕГО ОТ ЭНЕРГИИ [92] 

В разд. 2.5 мы доказали, что решения нестационарного одно-
скоростного уравнения переноса с ядром рассеяния / (Я '«й, г), 
инвариантным относительно вращения, однозначно определяется 
начальным и граничными условиями и распределением источни
ков. Было также показано, что решение стационарного уравне
ния однозначно определяется распределением источников и гра
ничными значениями при условии, что с (г) < 1. Однако мы ничего 
не говорили относительно существования решения и не рассматри
вали более общие уравнения, например, зависящие от энергии 
уравнения переноса с произвольным ядром рассеяния. 

В настоящем приложении мы распространим результаты 
разд. 2.5 на этот более общий случай. Кроме того, мы рассмотрим 
существование и единственность решений сопряженного уравне
ния (определенного ниже). Мы также рассмотрим, насколько 
это окажется возможным, различные свойства, которыми обла
дают решения (т. е. непрерывность, интегрируемость и т. д.). 

Вообще говоря, ситуация такова. Задан ряд возможных 
ограничений, которые можно было бы наложить на сечения 
и ИСТОЧНИКИ, фигурирующие в уравнении переноса нейтронов 
или в сопряженном уравнении. Можно доказать, что при выпол
нении некоторых из этих ограничений решения непрерывны, 
при другом наборе ограничений решения могут быть разрывными, 
но все же интегрируемыми функциями одной или более незави
симых переменных задачи (таковы пространственные координаты, 
скорость и — в нестационарном случае — время). Существуют 
ограничения, при которых ничего нельзя сказать о решении-
В зтом приложении мы исследуем множество разумных ограниче
ний, которые можно наложить на сечения и источники, и обсу
дим вопросы существования и единственности решений в каждом 
случае 2). 

Начнем с преобразования рассматриваемых уравнений в инте
гральные уравнения. 

*) Мы покажем, что во многих случаях можно доказать теоремы суще
ствования и (или) единственности либо для уравнения переноса, либо для 
соответствующего сопряженного уравнения, но не для обоих вместе. 
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D.I. Уравнения переноса 
Уравнение переноса в нестационарном случае имеет вид 

jhpjJ^JL + y[Q.V + a{r, v)Ji|;(r, v, /) = 
dt 

= q (rf v, *) + j v'o (r, v' - > v) if (r, v', t) dV , (D.la) 

а в стационарном 
v [О-V + a (г, v)] ф (г, v) = g (r, v) + j г/0 (r, v' - * v) ф (г, v') d V . 

(D.lb) 
Уравнения (DA) можно обычным способом преобразовать 

в интегральные уравнения, вводя функции Грина для левых 
частей. Эти функции построены в гл. 3 1). В результате получим 
интегральное уравнение, эквивалентное уравнению (D.la): 

t 

*(г, v, t )=?( r , v, t) + ^dt' JdWa[ r—v(* —*'). v '->v]X 
о 

t 

Xipfr—v(< — O , V, *']exp[ — j vo{r — \(t — f), v}tu"], (D.2a) 
v 

где 
t 

Ĉ (r, v, *)=iMr-v/, v, 0 )exp[- jzx7{r-v( / -O»v}d* ' ] + 
0 

< t 

+ ^dt'q{r—\(t — t'), v, *'}exp[ — j vo{r — v(* — Г), ▼}**]. 
о r 

(D.2b) 

Теперь, как и в разд. 2.5, мы докажем теоремы существования 
и единственности решений внутри заданного объема V, огра
ниченного поверхностью S, при условии, что на S задано рас
пределение входящего (или в случае сопряженных уравнений 
выходящего) излучения. 

Для того чтобы с помощью уравнения (D.2) описать интере
сующую нас ситуацию, проще всего потребовать, чтобы функ
ции q (г, v, t),ip (г, v, 0), о (г, \) и о (г, \' -*- v) равнялись нулю 
при г ф V. При этом, как и в разд. 2.4, значения на границе 

YD**!* ф°РЛ?Ула (6> Разд. 3.3 (с q = б (г - г') 6 (v - v') б (* - О) для сравнения (D.la) п формула (2) разд. 3.5 для уравнения (D.lb). 
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tyi (rs> v» 0 заменим поверхностным источником qs (rs, v, t) на ?• 
f w|Q-iio|*i (г., v, 0 . fi-no<0, * > 0 , 

^ *' ' ' \ 0 в остальных случаях, Ф-3) 

(Здесь п0 — внешняя нормаль к 5.) Тогда (с учетом требования 
на функции q, -ф, о и а (г, v' ->- v)) уравнение (D.2b) все еще 
можно будет применять, но к свободному члену Q надо добавить 
слагаемое Qs, описывающее поверхностные источники: 

Qs = — qs(*s, v, t — Д » е х р [ — а (г, r - ^ i ? s Q, v)]. (D.4) 

Здесь а, как обычно, обозначает оптический путь (разд. 3.3), 
a /?s — расстояние от точки г до поверхности S вдоль направле
ния — й (рис. D.1). Заметим, что Rs = Rs (г, й). 

Р и с . D.I. 

Видоизмененное таким образом уравнение (D.2) и есть общее 
интегральное уравнение нестационарной задачи переноса ней
тронов, которое мы будем здесь исследовать. Удобно переписать 
его в более компактном виде, а именно 

Ф (г, v, t) = Q' (г, v, t) + Щ (г, v, *), (°-5> 
где К — интегральный оператор 

t 

Kf{r, v, 0 = j A' J d V J dV6 [ r ' - r + v (t — t')\ X 
о 

X exp [~ - j va {r-x(t-t"), v) d r ]v ' a ( r ' , v ' - ^ v) / (r', v \ О (D.6a) 
v 

и 
<?' (r, v, t) = Q (r, v, t) + Q8 (r, v, t). (D.6b) 

Точно так же, т. е. с помощью функции Грина для левой части 
уравнения (D.lb) (формула (12) разд. 3.3) строится интегральная 
форма стационарного уравнения переноса 

Ф (г, v) = Q' (г, v) + ЛФ (г, v), (D.7a) 
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д — интегральный оператор 
Rs 

Л / ( г ? V) = j dR j d V j d V 6 ( r ' - r + flfi)x 
о 

X e x p [ - a ( r , r \ v)]*/a(r', v ' ->v) / ( r ' , v'), (D.7b) 

Q' (r, v) = qs (rs, v) exp [ — a (r, r — RSQ, \)] + 
Rs 

+ \ g(r— RSi, v)exp[ — a(r, r — RQ, \)]dR, (D.7c) 
о 

Ф(г, v) = i^(r , v). (D.7d) 

Еще раз напомним, что сечения и источники по определению 
равны нулю при r$V (или при *<()) . 

D.2. Сопряженные уравнения 

Нестационарным сопряженным уравнением называется урав
нение 

fe_IzJl + i ; l _ Q . V + a(r, v)]^(r, v, *) = 

= g(r,y,t) + v\ dVa(r , v-> v ' )$ (г, V), (D.8a) 

а стационарным сопряженным уравнением—уравнение 

v[ — fi-V + a(r, v)] -ф(г, v )=g( r , v) + v \ dVa(r , v-> v')tp(r, v'). 
(D.8b) 

В качестве функций, сопряженных решениям уравнений (D.la) 
и (D.lb), возьмем решения уравнений (D.8a) и (D.8b), удовле
творяющие подходящим граничным условиям. 

Эти граничные условия заключаются в том, что задается 
распределение на S выходящего, а не входящего излучения, 
Фо (rs, v, t). Как и раньше, заменим значения на границе поверхно
стным источником 

v f у|0-по|*о(гв1 ▼, Of G-no>0, * > 0 , 
[ O B остальных случаях. v ' 

Аеперь точно так же, как в случае уравнений переноса, преобра
зуем уравнения (D.8) в интегральные уравнения. Для неста
ционарного уравнения получим 

Ф (г, v, t) = Q' (г, v, t) +Щ(г, v, *), (D.lOa) 
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где К — интегральный оператор 
t 

Kf (г, v, t) = v \ dt' \ d?r' \ dV6 [ r ' - r - v { t - t ' ) \ X 
0 

t 

x e x p [ - j w { r + v (*-*"), \}dt"]o(r', v ->v ' ) / ( r ' , v',*')(D.10b) 
и 
<?(r, v, t)=^(r + xt, v, 0 ) e x p [ - j m [ r + v ( r - O > v]d*"] + 

t * 

+ jd* 'g[r + v (* — *')> v , O e x p [ — J W J { F + V(< — O . v } ^ " ] + 
о t' 

+ v 9в К v, < — Д » exp [ - a (r, r -f fisft, v)]. (D. 10c) 

Сечения и начальное распределение по-прежнему задаются 
равными нулю при г $ V, и Rs = Rs (г, Q) — расстояние от точ
ки г до поверхности вдоль направления -f-fi (а не —й, как это 
было в случае уравнения переноса); см. рис. D.2. 

Р и с . D.2. 

* ( ' . *) = т-£ '0% *)+Лф(г, v), (D.lla) 

Аналогично получаем для стационарного сопряженного урав
нения 

v 
где Л —интегральный оператор 

Rs 
Л/ (г, v) = j dR \ d V j dV6 (г' - r - RQ) х 

о X exp [ - а (г, г', v)]a(r' , v ->v ' ) / ( r ' , v') (D.Hb) 
и 
Q' (r> v) =9s (rs, v) exp [ — a (г, г + RSQ, v)] + 

BS 

+ J g(r + #Q, v ) e x p [ - a ( r , г + ДЙ, v)]di?. (D.Hc) 
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D.3. Основные определения и предположения 
J3 дальнейшем мы всюду будем предполагать, что плотности 

источников Q' (г, v, t) и $ ' 0\ v, t), а также сечения а (г, v' -^ v) 
0 (г, v) удовлетворяют следующим условиям, разумным с физи

ческой точки^ зрения: 
a) Q' и Q' положительны при всех значениях своих аргу

ментов; ^ 
b) Q' и (?' либо ограничены, либо представляют собой про

изведения ограниченных функций на дельта-функции от одного 
или нескольких своих аргументов; 

c) существует такое число v0 < сю, что при | v | > v0 функ
ции Q' и Q' тождественно равны нулю; 

d) существует такое число vx < оо, что о (г, v' -►• v) = 0 для 
17 > V' > Щ. 

Вьшолнение условий (с) и (d) позволяет избежать некоторых 
трудностей, которые могли бы возникнуть из-за неограниченности 
области изменения переменной и, так как вместе они означают, 
что нет нейтронов со скоростями, превосходящими величину 
vm = max (uQy vt). Тем самым интегралы по v' в любом из инте
гральных уравнений можно записать в виде 

J dV-> f dQ' J v'*dv*. (D.12) 
о 

На самом деле зти требования можно до некоторой степени осла
бить: мы могли бы предположить, что Q' и Q' достаточно быстро 
убывают при v—>- оо. Тогда, если другие условия удовлетворяют
ся, то неограниченный предел изменения v не причиняет никаких 
неприятностей. Однако условия (с) и (d) физически оправданы, 
и потому можно не пытаться ослабить их. 

e) о (г, v' -+* v) можно записать в виде 
а (г, v ' ^ v ) = 2 t f / ( r ) Z i ( v ' - * v ) , (D.13) 

г 

где функции Nt (г) ограничены. (Действительно, так как Nt (г) — 
пространственная плотность распределения ядер, а Е; — микро
скопическое сечение, то наше условие заключается в том, что 
в рассматриваемых системах концентрации атомов ограничены.) 

f) о (г, \) можно записать точно в таком же виде: 
<T(r,v) = 2tf.-(r)2f(v). (D.14) 

г 

g) Произведение &\Ег (\) ограничено. Мы предполагаем, что 
Микроскопическое сечение 2,- (v) ограничено всюду, кроме, быть 
может, точки v = 0. В последнем случае мы допускаем, что 
Z i М /v V-\ 
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h) Ег(г, v), <т(г, v ' - v v ) , 2f(v) и 2,(v'->-v) положит&пы,,., 
i) Функция HbI-

\ a (r, v -* v') <JV 
c ( r ' v > = ooFT^ (D.15) 

ограничена. Это предположение также физически оправдано, а б 0 
с (г, v) — среднее число нейтронов, змиттированных в одном столк
новении. 

Зададим аналогичную (D.15) микроскопическую величину 
£J(L>), т а к ж е ограниченную: 

(' 2* (v -* v ' ) d V 
b M = J 5 7 м ■ <В Л 6 ) 

Наконец, в некоторых случаях нам понадобятся функции 
С с (г, v' -> v) d*v' 

C > ' V ) - a ( r , v ) (D '!7«) 
И 

f г/а (г, v' -* v) rfV c>' V > = J — W r r — ( D - 1 7 b > 
Заметим, что с' и с" могут не быть ограниченными, но они (как 
и с) всегда положительны. Аналогично функции 

[ Si (v' - v) dV 

и 
f 1;% (v' -* v) dV m J M v 

могут быть неограниченными, но (подобно £f- (v)) они положи
тельны. 

D.4. Нестационарное уравнение переноса 

Считая, что все перечисленные выше условия выполняются, 
докажем теоремы существования и единственности для нестацио
нарного уравнения переноса. 

Теорема 1 . Пусть функция Q' (г, v, t) ограничена. Если 
функция с" (г, v) ограничена, то существует единственное 
(положительное) решение нестационарного уравнения пере
носа. 

Докажем теорему, построив ряд Неймана для уравнения (D.6): 

4 > ( r f v , 0 = S ^ M r . ^ O . < 0 Л 9 ) 

71=0 
где 

i|)0 (г, v, t) = Q' (г, v, t), (D.20a) 
фп (г, у, t) = Щп-1 (г, v, *). (D.20b) 
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По условию 
11 0 < ф 0 < Л / < о о . (D.21) 
^ а Л е 6 ' ф! (Г, V, *) = KQ' (Г, V, *) < Л/Стахащах^ (D.22) 

Продолжая итерации, находим, что 

*п(г, V, 0 < W m a x < W ) n - ^ . (D.23) 

Следовательно, ряд Неймана сходится в каждой точке, и опре
деляет решение уравнения (D.6). Так как каждый член ряда 
положителен, то решение ф (г, v, t) положительно. Теорема 
доказана. 

Предположим теперь, что функция с" (г, v) не ограничена. 
Тогда справедлива 

Теорема 2. Если функция Q' (г, v, t) ограничена, то 
существует единственное положительное решение уравнения 
переноса, и оно интегрируемо по v. 

Доказательство проводится аналогично доказательству тео
ремы 1, только здесь доказывается поточечная сходимость ряда 

2 j Л>Ф» (г, v, t). (D.24) 
n 

Итак, 
t 

jdVih(r, v, t)*CM \dt' f i / d V f d3w[r — \(t — t'), v'->v].(D.25) 
о 

Мы предположили (условие (e)), что СУ (г, v ' ->v) можно запи
сать в виде 

с (г, ▼'-^▼) = ] 5 3 ^ i ( r ) 2 i ( v ' ^ v ) f (D.26) 

где функции Nt (г) ограничены, например, величинами Ni0. 
Поэтому 

j Ллр, (г, v, 0 < ^ ^ 2 Ni° J »'dV& (»') S* (»')■ (D-27) 
i 

Так как Ej(i/) и 2/ (г;') также предполагаются (разд. D.3) огра
ниченными, например, величинами &0 и Sl0, то 

J d 3 ^ (г, v, t)^Mt >J Niob<£io j v9 d V , (D.28) 
i 

a так как */<i;m (условие (d)), то 

f d*vtyi (r, v, *)<**, 0 < & < o o . (D.29) 
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Аналогично находим, что 

j d 3 ^ n ( r , v, 0 < ^ f . 0<й ; '<оо , (D>30) 

и теорема доказана. Снова каждый член ряда положителен 
и, значит, решение положительно. * 

Теперь рассмотрим случай, когда функция Q' (г, v, t) не 
обязательно ограничена, но интегрируема. Сформулированные 
ниже теоремы довольно просто доказываются прямым построением 
рядов Неймана, точно так же, как это было сделано выше. 

Теорема 3 . Пусть] Q' (г, v, t) = Q0 (г, v) 6 (*), где функция 
Q0 (г, v) ограничена. 

a) Если функция с" (г, v) ограничена, то существует един
ственное (положительное) решение г[э (г, v, t) нестационар
ного уравнения переноса. Разность я[э (г, v, t) — Q' (г, v, t) 
непрерывна no t. 

b) Если функция с (г, v) не ограничена, то решение ф (г, v, t) 
по крайней мере интегрируемо по v. Остальные утверждения 
пункта (а) остаются без изменений. 

Теорема 4. Пусть Q' (г, v, *) = Q (г, t) 6 (v — v0), где] функ
ция Q (г, t) ограничена. 

a) Если произведение ио (г, v' ->- v) ограничено, то суще
ствует единственное положительное решение ^ (г, v, t). Раз
ность я|э (г, v, t) — Q' (г, v, i) непрерывна по v. 

b) Если произведение VG (Г, V' ->- v) не ограничено, то 
•ф (г, v, t) — Q (г, v, t) по крайней мере интегрируема по v. 

(При доказательстве пункта (Ь) следует воспользоваться 
ограниченностью функций v и \г (и) (разд. D.3).) 

Теорема 5. Пусть Q' (г, v, t) = Q'2 (v, t) 6 (г — г0), где функ
ция Q'2 (v, t) ограничена. 

a) Если функция с (г, v) ограничена, то существует един
ственное положительное решение «ф (г, v, t) и оно интегри
руемо по г. 

b) Если функция с" (г, v) не ограничена, то решение -ф (г, v, t) 
по крайней мере интегрируемо по v. 

Комбинируя теоремы 1—5, можно сформулировать теоремы 
для случаев, когда функция источника Q' (г, v, t) содержит 
дельта-функцию более чем одной переменной. Мы здесь не будем 
на этом останавливаться. 

D.5. Нестационарное сопряженное уравнение 
В этом разделе мы исследуем уравнение (D.10). Все теоремы 

приводятся без доказательств, так как доказательства этих теорем 
аналогичны доказательствам предыдущего раздела. 
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Теорема 6. Если функция Q' (г, v, t) ограничена, существует 
единственное положительное решение яр (г, v, t). 

При доказательстве необходимо воспользоваться ограничен
ностью функции с (г, v) (условие (i)). 

Теорема 7. Если Q' (г, v, t) = Q0 0% v) 6 (*), где функция 
Q0 (г, v) ограничена, то существует единственное ^положи
тельное решение яр (г, v, t). Разность яр (г, v, t) — Q' (г, v, tj 
непрерывна no t. 

Теорема 8. Пусть Q' (г, v, t) = Qx (г, t) б (v — v0), где функ
ция Qt (г, t) ограничена. 
a) Если произведение va (г, х' ->- \) ограничено, то суще
ствует единственное положительное решение яр (г, v, t). Раз
ность я|Г(г, v, t) — Q' (г, v, t) непрерывна по v. 
b) Если произведение vo (г, v' ->- v) не ограничено, но функ
ция 5f (г, v) ограничена, то справедливы утверждения пунк
та (а), с той только разницей, что разность яр (г, v, t) — 
— Q' (г, v, t) может оказаться не непрерывной, а лишь 
интегрируемой по v. 
Теорема 9. Если Q' (г, v, t) = Q2 (v, t) б (г — г0), где функ
ция Q2 (v, t) ограничена, то существует единственное поло
жительное решение яр (г. v, t) и оно интегрируемо по г. 

Опять-таки, комбинируя подходящим образом теоремы 6—9, 
можно сформулировать соответствующие теоремы для случаев, 
когда Q' содержит дельта-функции более чем одной переменной. 

D.6. Стационарное уравнение переноса и сопряженное уравнение 
Теоремы существования и единственности положительного 

решения стационарного уравнения переноса и соответствующего 
ему сопряженного уравнения можно доказать лишь для некото
рого довольно небольшого числа случаев. Вообще говоря, требо
вания здесь оказываются гораздо более сильными, чем для неста
ционарных уравнений, и мы увидим позже, что этого и следовало 
ожидать. 

Теорема 10. Пусть функция Q' (г, v) ограничена и положи
тельна. Если с' (г, v) < 1, то существует единственное (поло
жительное) решение стационарного уравнения переноса (урав
нения D.7)). 

Заметим, что интегральное уравнение (D.7) отличается от 
Уравнения (D.lb) тем, что в первом неизвестная величина — 
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поток ф (г, у) = гл|) (г, v), а не фазовая плотность я|э (г, v). Поэтол 
не все теоремы, которые мы докажем относительно стационарное 
уравнения переноса, будут применимы к фазовой плотности, есл° 
только "ф (г, v) при и ->- 0 не стремится к нулю достаточно быстр*!* 
Это не должно вызывать беспокойства, так как обычно пнтепе 
представляет как раз поток, а не фазовая плотность. 

Как и раньше, для доказательства теоремы построим р я д 
Неймана 

Ф (г, v) = 2 фп (г, v), (D.3lal 
п ' 

Фо (г, v) = Q' (г, v), (D.3lb) 
где 

фп (г, v) = Л"<р (г, v) = Лфп-t (г, v). (D.3lc) 
По условию функция фо (г, v) ограничена и положительна: 

О < Фо (г, v ) < М < оо. (D.32) 
Предположим, что функция фп_1 (г, v) ограничена, например, 

константой М\ Тогда 
Фи (г, у) = Лфп^(г, v ) < 

оо 

< M ' c m a x j d # e x p [ — а(г, г —ЯЙ, v)] а(г — RQ, \). (D.33) 
о 

Легко показать, что интеграл равен единице. Поэтому 
Ф„ (г, v) < М'сюах < Л/', (D.34) 

ибо по условию с' (г, v) < 1. Отсюда и следует утверждение 
теоремы, так как ряд Неймана сходится всюду и каждый его член 
положителен. 

Точно таким же образом доказывается 
Теорема 11. Если Q' (г, v) = & (г) 6 (v — v0), где функция 
(?i (г) ограничена, с (г, у ) < 1 и сечение а (г, v0 ->- v) огра
ничено, то существует единственное (положительное) решение 
я|з (г, v). Разность я|з (г, v) — Q' (г, v) непрерывна по v. 
Теорема 12. Если произведение а (г, v) Q' (г, v) интегрируе
мо, то при с (г, v) < 1 существует единственное положи
тельное интегрируемое решение. 

Эта теорема была доказана в работе [93]. Метод доказатель
ства состоит в построении ряда Неймана для плотности столкно
вений огч 

X (г, v) = о (г, v) ф (г, v) (D.35) 
и проверке неравенства 

\ d3vd*rKXn (г, v ) < j d?r <PvXn (r, v). (D.36) 
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Так как в работе [93] приведены все подробности, мы здесь не 
будем на этом останавливаться. 

Теперь займемся стационарным сопряженным уравнением. 
Теоремы для него аналогичны теоремам 10—12, только с и с' 
меняются ролями. Поскольку доказательства очень похожи, мы 
ограничимся лишь формулировками теорем. 

Теорема 13. Пусть произведение v~xQ' (г, v) ограничено 
и положительно. Если с (г, v) < 1, то существует единствен
ное положительное решение стационарного сопряженного 
уравнения. 
Теорема 14. Пусть v~*Q' (г, v) = Qx (г) б (v — v0), где функ
ция Qi (г) ограничена и положительна. Если с (г, v) <С 1 
и сечение о (r; v ->- v0) ограничено, то существует един
ственное положительное решение^ (г, v). Разность *ф — v~xQ' 
непрерывна по v. 
Теорема 15. Если с' (г, v) < 1 и произведение 
v'xo (г, v) Q (г, \) интегрируемо, то существует единственное 
положительное интегрируемое решение. 

Заметим, что в каждой из этих теорем ограничения налагаются 
на v'iQ', а не на Q'. Если предположить, что в системе отсут
ствуют источники нейтронов бесконечно малой энергии, то можно 
перестроить формулировки теорем, отказавшись от ограничений на 
v^Q' и введя соответствующие ограничения на Q'. 

Докажем теперь теорему единственности для случаев, когда 
существование решений заранее не установлено. 

Теорема 16. Пусть существует решение стационарного 
сопряженного уравнения, принадлежащее классу Lz. Если 
существует решение из класса L2 стационарного уравнения 
переноса, то оно единственно. 

Мы только наметим доказательство. Предположим, что урав
нение переноса имеет два решения: tyi и "ф2. Тогда разность 
tyi — я|э2 = *ф удовлетворяет уравнению 

z;[Q.V + <j(r, v)]ij5(r, v ) = J г/а (r, v ' -*v )* ( r , v ' )dV, (D.37) 
где 

Ф(Р«, v) = 0, O - n 0 < 0 . (D.38) 
Рассмотрим сопряженное уравнение с нулевым граничным усло
вием: 
vl — Q-V + a ( i \ v)]$(r, v) = g(r, v ) + f w( r , v-+\')ip(r, v ' ) d V , 

(D.39) 
4>(p«v) = 0f fi-n0>0. (D.40) 
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I 

(По условию решение такого уравнения существует.) УМНОЙ* 
уравнение (D.37) на ф(г, v), уравнение (D.39) на <ф(г, v), вычтед 
из первого второе и результат проинтегрируем по г и v: 1 

d3u[dSQ*ii0^(Y, v)$(r, v) = 

= \<Pr\d3u\ dWo (г, v' -> v) «ф (r, v') if (r, v) — 

— С d3r С d*v С d?v'vo(T, v - ^ v ' ^ r , v')i|>(i\ v) — 

~ J d*r J d 3 i nH r ' v ) ?( r ' v)« (D-41) 
Левая часть этого соотношения получена с помощью теоремы 
Гаусса; в силу (D.38) и (D.40) она равна нулю. Первые два члена 
в правой части взаимно уничтожаются, так что 

j d3r j Ллр (r, v) £(r , v) = 0. (D.42) 

Поскольку функция q (г, v) произвольна (и положительна), из 
(D.42) следует, что 

я|э (г, v) = 0. (D.43) 
Теорема доказана. 

Заметим, что условия этой теоремы выполняются, в частно
сти, при с (г, v) < 1. Следовательно, уравнение (D.39) при 
с (г, v) < 1 не может иметь решения, удовлетворяющего гранич
ным условиям (D.38). Так как уравнения (D.38) и (D.39) описы
вают плотность нейтронов в реакторе, то мы попутно доказали 
вполне естественное утверждение о том, что реактор не может 
быть критическим, если в расчете на одно соударение поглощается 
больше нейтронов, чем испускается (с < 1). 

В случае, когда есть только рассеяние и чистое поглощение 
и, следовательно, нет деления, эту (и следующую) теорему можно 
доказать проще [92]. 

Теореме 16 аналогична 
Теорема 17. Пусть существует решение стационарного урав
нения переноса, принадлежащее классу L2. Если существует 
решение из класса Т*г стационарного сопряженного уравне
ния, то оно единственно. 

Эта теорема доказывается точно так же, как теорема 16. Смысл 
ее состоит в том, что реактор не может быть критическим, если 
с1 (г, v) < 1. Это легко установить с помощью незначительной 
модификации рассуждений, приведенных выше при выводе того же 
утверждения из условия с (г, v) < 1. 



Приложение Е 

Функции Еп(х) 

Функции Еп ДО определяются интегралами 
00 1 

Еп ДО = \ e~xuu-ndu=[ 11п~2е-х'» rfjm. (ЕЛ) 
1 о 

При гс = 0 

*о (*) = ? . (Е.2) X 

а при п > 1 справедливы рекуррентные соотношения 

Яп ДО = ^ [ * - х - * # * - i ( * ) ] . (Е.З) 

Кроме того, часто бывает полезна формула 
сю 

En{x) = ^En^(x')dx'. (Е.4) 
X 

Дифференцируя по х, получаем 
Е'п ДО = -En-t ДО, (Е.5) 

поскольку 
Еп (°°) = 0 Для всех w. (Е.6) 

Другие свойства этих функций, их табулированные значения, 
а также ссылки на литературу можно найти в монографии Кейза, 
де Гофмана и Плачека [1]. 

Иногда удобно использовать разложение 

(Е.7) 
где 

/г (лг, а:) = дг I -^——^ ±—L du. (Е.8) 
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Асимптотическое разложение при х >̂ 1 имеет вид 

^п(я?) = — | _ 1 - т + — р ^ . . . J . (Е.9) 

Отметим, что 
£„(0) = Е1(0)=оо (Е.Юа) 

и 

Я»(°) = й=Т1' и > 1 ' (Е.ЮЬ) 
и, как уже указывалось, 

Я„(оо) = 0. (Е.Юс) 



IIриложение F 

СЛУЧАЙ КРАТНЫХ КОРНЕЙ 

В основном тексте мы не рассматривали случай, когда некото
рые из дискретных корней совпадают. В сущности, окончатель
ные результаты в тех случаях, которые представляют интерес 
(с = 1), можно получить из наших формул, переходя к пределу 
при с-+ 1-\- или с -> 1— (разд. 6.9). Однако, возможно, интересно 
будет также получить некоторое представление об общей про
цедуре. Способ, который мы сейчас изложим, по существу состоит 
в формальном применении обычного метода решения обыкновен
ных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен
тами. 

Мы искали решения уравнения переноса, принадлежащие 
одномерному неприводимому представлению группы сдвигов. 
Однако, когда характеристическое уравнение 

Л (z) = О (F.1) 
имеет кратные корни, нужно искать функции, принадлежащие 
неприводимым представлениям более высокого порядка. Канони
ческий вид таких функций можно найти следующим образом. 
Рассмотрим одномерную группу. Пусть ф! (х), <р2 (#), . . ., <рп (я) — 
набор базисных векторов для неприводимого w-мерного пред
ставления. Тогда каждому сдвигу на расстояние а можно поста
вить в соответствие оператор Т (а), для которого 

Т (a) <pi = (pt (х + a). (F.2) 
Так как <рг — соответствующие базисные функции, то 

п 

Т (а) ф, = S VJ (*) тл («). * = 1, - - -, *, (F.3) 
5 = 1 

гДе Тл (а) — матрица представления. Для того чтобы получить 
каноническую форму, достаточно рассмотреть единственный инфи-
нитезимальный производящий оператор (поскольку это одномер
ная группа). Таким образом, положив 

K = \im7^=±, (F.4> 
а->0 а 
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найдем 
К<pt (х) = dq>i/dx = 2 <PJ (Х) Kjh i = 1, . . . , п. , p g 

Здесь Jfjj — представление инфинитезимального элемента. 
Допустим, матрица /f/j записана в жордановой канонической 

форме. Тогда для того чтобы представление было неприводимые 
матрица Кц должна иметь вид 

1 1 0 0 0 . . . 
0 X 1 о о . . . 

Кн=\ 0 0 Ь 1 . . . | . (р.б) 

л> 
С такой матрицей К л уравнения (F.5) принимают вид 

дх "^ ^Фп + фп-1-дх 
Легко видеть, что решением этой системы служат функции 

*'<*> = (7=1)! *"• * = 1 . 2, . . . , i » . (F.8) 
Следовательно, в случае, когда наше характеристическое урав
нение имеет кратные корни порядка и, мы должны пересмотреть 
нашу процедуру и искать решение уравнения переноса в виде 

Ф {х, р)=2«/ о*) ( й и e~*/v- <R9) 

i 
Например, для изотропного рассеяния с с = 1 функция Л (z) 
имеет двойной нуль при z = оо. Значит, нужно искать дискретные 
собственные функции в виде 

я|> (я, |л) = а4 (|л) + а2 (\i) х. (F.10) 
Подставляя это выражение в уравнение переноса 

- 1 
получаем 

1 1 

- i - 1 
Приравняем члены, пропорциональные #: 
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1 

«2 00=4 j MnW» (F.13) 
- 1 

члены, не зависящие от х: 

Из уравнения (F.13) видно, что а2 — постоянная, т. е. не 
зависит от р.. Если а2 = 0, то из уравнения (F.14) вытекает, что 
Ci — постоянная п 

\ а^йр'фО (F.15) 
- i 

(в противном случае г|; = 0). Следовательно, можно нормиро
вать fli так, чтобы выполнялось условие 

1 

Joi ( | i ' )d | i '= l . (F.16) 
- 1 

Отсюда ai=l/2 и, значит, одно из решений равно 

Ф|(*э 1*) = 4"- ( F-1 7 ) 

Если «2=^=0, выбираем нормировку так, чтобы выполнялось 
условие 

1 
f 0 2 ^ ' = 1. (F.18) 

Тогда а 2 =1/2. Подстановка в (F.14) дает 

2 « i ( ^ ) = ~ y + C, (F.19) 
где 

1 

Тогда для любого С функция 

будет другим линейно независимым решением уравнения пере
носа. Ясно, что выбор конкретного значения С означает просто 
прибавление первого решения tyi с соответствующим коэффициен
том к я|>2, где 

^ 2 = (х - u.)/2. (F.22) 
Ааким образом, проще всего положить С = 0. 



Приложение G 

КЛАСС РАЗЛОЖИМЫХ ФУНКЦИЙ 

В основном тексте книги мы сталкивались с многочисленными 
примерами теорем полноты. Эти теоремы гласят, что «любую» 
функцию можно представить в виде линейной комбинации наших 
обобщенных собственных функций. Очевидно, важно знать точно 
какие ограничения на произвол выбора функции налагает требо
вание разложимости. Эта общая проблема в настоящей кнпге 
выглядит следующим образом. 

Мы имеем интегральное уравнение для определения неизве
стной функции / (t): 

g^A(t)m + p)^Un^ (GA) 
а 

или сопряженное уравнение 
ь 

g{t) = A (t) 1* (t) + РВ (t) j tin^L. (G.2) 
a 

Предполагается, что g (t), A (t), В (t) заданы. Возникают два 
вопроса: 

1. При каких ограничениях на заданные функции решение 
существует? 

2. К какому классу функций принадлежат решения? 
Достаточные условия существования решений широко обсуж

даются в математической литературе (см., например, [25, гл. 6]). 
Пусть g (t), A (t), Б (t) удовлетворяют условиям Гёльдера: 

\g(t)—g ( О | < (const) \t - t' | * 

для a <C t, t' < b при некотором \i > 0, 
\g(t) - g(c) \< [const/1 t - с | a ] , a < 1, 

где с — конец отрезка (а или Ъ) и а < t <Г Ь. Тогда, если 
A (t) ± niB (t) Ф 0 в интервале (а, Ь), то решения существуют, 
удовлетворяют условиям Гёльдера и их можно найти с помощью 
методов, описанных в основном тексте книги. 

Существенным пунктом в доказательствах является утвергк-
дение о том, что интеграл Коши от функции, удовлетворяющей 
условию Гёльдера, сам удовлетворяет условию Гёльдера. Иначе 
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¥ ( 2 ) = | Ф ^ , ( G . 3 ) 

а 

где Ф (0 — функция, удовлетворяющая условию Гёльдера, то 
функции у¥± (t) также удовлетворяют условию Гёльдера. 

функции А 00, В (t), встречающиеся в данной книге, всегда 
были гладкими и хорошо себя ведущими. Ясно, что в таком случае 
ограничения, налагаемые на g (t), настолько слабы, что для всех 
интересных с точки зрения физики задач развиваемая здесь теория 
применима. 

Однако отметим, что для того чтобы развить общий подход 
к различным задачам, мы строили функции Грина. В таких сильно 
идеализированных условиях разлагаемые функции оказывались 
сингулярными (например, 6-функции) или, если воспользоваться 
принятой математической терминологией, обобщенными функция
ми (см., например, [19]). 

Построение общей теории уравнений, подобных (G.1), в кото
рых все функции являются обобщенными функциями из некото
рого класса, представляется весьма трудной задачей, если вообще 
разрешимой. Главная трудность связана с тем, что произведение 
двух обобщенных функций из данного класса не обязательно при
надлежит этому классу. 

К счастью, нам не нужна общая теория. На протяжении всей 
книги нам попадались только очень специальные функции A (t) 
и В (t). При этом сразу было видно, что это гладкие и хорошо 
себя ведущие функции. При этих условиях теорию можно раз
вивать следующим образом. 

Мы предполагаем, что / (t) и g (t) — обобщенные функции 
из некоторого класса. Для уравнений, подобных уравнениям (G.1) 
или (G.2), подходящим классом будет пространство %' [19]. Его 
образуют непрерывные линейные функционалы на пространстве % 
основных функций. В качестве % выбираем множество бесконечно 
Дифференцируемых функций, определенных на прямой —оо < t < 
*< оо. Бремерман и Дюран [94] показали, что обобщенную функ
цию из g ' можно выразить через разность граничных значений 
аналитической функции. Подстановка таких выражений для g (t) 
и / ОО в уравнения (G.1) и (G.2) приводит к известным соотноше
ниям между граничными значениями соответствующих аналити
ческих функций. Дальше для нахождения неизвестной функции 
Достаточно результатов теории функций комплексного перемен
ного. Найдя ее, определяем / (t). Наконец, при заданных A (t) 
Е В (t) проверяем, принадлежит ли / (t) пространству g'. Напри
мер, если g (t) = 6 (t — *о)» a <t <b, то легко видеть, что 
* W 6 Ш'\ если функции A (t) и В (t) непрерывны. 

говоря, если 



Приложение Н 

ПРЯМОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ 
ФУНКЦИИ ПЛОТНОСТИ 

{ИЗОТРОПНЫЙ ТОЧЕЧНЫЙ ИСТОЧНИК) 
В разд. 5.3 моменты функции плотности в случаях точечного 

и плоского источников были получены непосредственно иэ урав
нения переноса. Покажем, как оценить интегралы, определяющие 
моменты, если эти интегралы найдены прямым интегрированием 
решения. 

Положив, как и в разд. 5.3, 
сю 

М" = 4п J p ( r ) r i V + 2 d r , (Н.1) 
о 

подставим сюда р (г) из формулы (20) разд. 5.2 и проинтегрируем. 
Оказывается, таким путем удобно вычислять лишь четные момен
ты, так что мы ими и ограничимся. 

При выполнении интегрирования нам потребуется изменить 
порядок вычисления интегралов по v и г. Очевидно, что это допу
стимо во всех случаях, кроме N = 0. В случае N = 0 при v = 0 
возникает кажущаяся сингулярность. В том, что сингулярность 
только кажущаяся, легко убедиться, если заметить, что e~r/v 

быстро стремится к нулю при v -> 0. Следовательно, когда появ
ляются сомнения в допустимости изменения порядка интегриро
вания, можно рассматривать 

1 1 / 

J . r / -dv как lim \ АТ. . dv, v7V(v) n->o J v iV(v) 
о л 

и трудность будет таким образом обойдена. 
Выяснив эти обстоятельства, изменим порядок интегриро

вания по г и v в формуле для М' . Так как 

^e-^rN+idr = V
N+2(N + l)\, (Н.2) 

о 
™ Jfi л+1 *VW+1 ч * £ > * - (Н-3) (Л + 1)! iV0+ 

(Разумеется, потом мы перейдем к пределу при т]->*0.) 
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"»~H-£U ( Н А > 
С помощью (7) и (23) разд. 4.5, а именно 

с _2 дА 
|v=vo 

я AT (v) - vA+ (v) Л" (v), (Н.4Ь) 
эТОт результат можно упростить. Так как (формулы (5) разд. 4.4) 

JtCV 

то 

A± = K(v)±i^9 (Н.5) 
1 1 г 1 

л+Л" тех [_л- Л + 

Таким образом, формула (Н.З) принимает вид 
— й i 

MN
 п . N-1 I дА I 4-1 . Г лг-1 Г 1 1 1 j /ТТ п\ 

л 
Отсюда видно, что четные моменты вычисляются легко. Положим 
поэтому N = 2m. 

Напомним, что A(v) = A( —v). Тогда 

Следовательно, первый член в правой части формулы (Н.7) можно 
записать в виде 
-at*?"-1 , а и г - | ал| \-i 
Ж ] ~ 2"LV° \v°"^r|v=vo/ + 

dv |v=vo 

+ (-vor((-v0)^|v=_vo)"1]. (H.9) 
Точно так же простая замена переменных v—>- —v дает (с учетом 
того, что A(v) — четная функция) 
1 

J l_A(v + fe) A ( v - i e ) ] " v 

"О 

- 1 

Отсюда находим второй член в правой части формулы (Н.7) 
(вспоминая, что A ± = A ( v ± ie)): 
i 

J LA+(v) A-(v)J°V 
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или 

J'-'^-F]*—Н^-£г (Н.,2) 
где контур С4 изображен на рис. Н.1. 

£ о п 

Р и с . Н.1. Контур С,. 

В результате этих «упрощений» формула (Н.7) принимает вид 

+(-v<-v . ) (-§Н=-J~']+1^"'вд- (НЛЗ> 
Ci 

Чтобы оценить интеграл по С1? рассмотрим контур С = Сх + 
+ С2 + С3 (рис. Н.2). 

Р п с . Н.2. Контур С. 

Здесь контур С2 — это малая окружность радиуса г) с центром 
в начале координат, а С3 — окружность с бесконечно большим 
радиусом. Согласно теореме о вычетах 

(Н.14) 1^т=**2*' 
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где рл —вычеты функции vZTn~VA(v) в особых точках, лежащих 
внутри контура. Таким образом, 

Ci h с 2 + с 3 

Интеграл по С2 можно оценить очень просто, поскольку под-
интегральная функция имеет полюс внутри С2 только при т = 0. 
(Напомним, что нули функции Л (v) при с < 1 лежат на действи
тельной оси между ± 1 и ±оо.) Итак, 

\^ш=-ш^ <н-16> 
с2 

(Знак — появляется потому, что интегрирование отвечает обходу 
начала координат вдоль контура С2 в отрицательном направ
лении.) 

Поскольку (простые) нули функции Л (v) лежат, как изве
стно, в точках ± v , сумма вычетов равна 

Г ygm- l ( _ _ V o ) 2 m - l -i 

2JP^-L(^V) V = V O +(^V ) V _ V O J- (нл?) 

Равенства (Н.13), (Н.15) —(Н.17) вместе дают формулу для чет
ных моментов: 

Сз 

Для оценки интеграла по контуру С3 воспользуемся разло
жением в ряд Лорана 

Л ^ Г « о + - ^ + - ^ + - - - • (Н.19) 
Так 

то 

как 
1 г N, / о , НФ-\, 

М^Ш=а*' (Н-21) 
откуда 

^ж_(2т+1)!. ^ 2 m = V - ^ ^ [ - 6 m . o + ^2m]. (Н.22) 

вложим в ряд функцию Arthv"1 в формуле 
Л (v) = 1 — cv Arth v'1. (Н.23) 
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Тогда 

A(v) = l - c + c [ ^ + ^ r + i r 6 + . . . ] , (Н.24) 
или 

1 1 1 
Л (v) 1 - е [1 - ( с / ( 1 - с)) {l/3v2 + l /5v*+ • • •} ] 

вгЬ[1 + 1^^+т^{т^+Я^+ в в ' ] - (Н25) 
Таким образ<ж, 

«o = i4rc . (Н.26а) 
a - 2 = 3 ( i l c ) 2 • (Н.26Ь) 

и т. д. Итак, 
М~° = Г р (г) d s r = _i_ f (Н.27л) 

^ - ( i ^ . (Н.27Ь) 

и 
^ = Л ^ / М ° = Т | ^ . • (H.27d) 



Приложение I 

ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПЕРЕНОСА 
В РАЗЛИЧНЫХ ГЕОМЕТРИЯХ 

1.1. Введение 
В этой книге рассмотрена большая часть задач теории пере

носа, разрешимых в замкнутой форме. Мы видели, что за исклю
чением нескольких задач для бесконечной среды круг таких 
задач сводится к очень специальным проблемам в плоской гео
метрии. Полученные результаты дали возможность сделать опре
деленные качественные заключения, касающиеся поведения реше
ний более общих задач. Теперь уместно показать, как можно 
использовать наши точные решения для систематического построе
ния приближенных решений более общих задач. 

Первым шагом в этом направлении было исследование пробле
мы критичности плоского слоя (разд. 6.6). Мы показали, что для 
решения задачи в первом приближении достаточно знания одной 
лишь экстраполированной длины. Поправки можно определить 
с помощью выведенных в разд. 6.6 точных соотношений. 

Здесь мы наметим подход, применимый к более общим задачам, 
в частности к задачам в других несложных геометриях. С помощью 
этого подхода можно, например, выявить зависимость экстра
полированной длины от радиусов кривизны границ. 

Сущность нашего подхода состоит в выводе сингулярного 
интегрального уравнения типа Коши для соответствующих коэф
фициентов разложения. Главная часть этого уравнения в точно
сти совпадает с аналогичным уравнением для задач о полупро
странстве. Остальные члены уравнения малы, если соответствую
щий (безразмерный) размер интересующей нас области велик. 
Присутствие этих членов начинает сказываться, например, при 
построении методами теории возмущений решения уравнения 
в форме асимптотического ряда. 

Ради простоты мы ограничимся здесь рассмотрением проблем 
критичности для шаров и цилиндров. Однако наши формулировки 
Умышленно сделаны излишне общими, чтобы показать, как наш 
метод работает в различных задачах, где он применим. Таковы, 
по-видимому, однородные и неоднородные задачи для областей, 
границы которых совпадают с координатными поверхностями 
и Для которых уравнение Гельмгольца допускает разделение 
переменных. 
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1.2. Интегральное представление ядер 
Наш подход основан на интегральном уравнении для плотв 

сти нейтронов. Сначала мы построим удобное интегральное прегГ 
ставление ядра. Затем покажем, что функции, участвующи 
в подобных представлениях, обладают некоторым полезным свой
ством, которое мы назовем свойством восстановления1). 

Рассмотрим интегральное уравнение для плотности нейтронов 
в однородной области V с изотропным рассеянием и изотропныдщ 
источниками. В разд. 3.6 мы видели, что таким уравнением будет 

р (г) = J К (г, г') {ср (г') + д0 (г')} dV, (I.i) 

где 

Так 

е - | г - г ' | 

как 
e-r р e-r/v 

-r/v 

TO 

где 

l 

K(t,t')= j^v(r,r')-g-, (1.5) 
0 

( V 2 - - L ) tfv(r, Г ' ) = _ 6 ( r - r ' ) . (1-6) 

В различных координатных системах эти формулы выглядят 
по-разному и дают искомые интегральные представления. 

а) Проблема критичности для шара 
Здесь нас интересуют сферически симметричные решения 

однородной формы уравнения (1.1), а именно 
а 

p( r )= j G ( r , r ' ) c p ( r ' ) r ' W , (1.7) 

где 
G ( r , r ' ) = f G v ( r , r ' ) ^ . (1-8) 

Gv(r, r ' ) = J t f v (г, г')dfi. (1.9) 

*) В оригинале replication.— Прим. перев. 
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Запишем 6-функцию в сферических координатах. Тогда уравне
ние (1-6) примет вид 

(^-£)*^,о=-^^в(Ф-Ф'>. (1.Ю) 
Проинтегрировав по й, получим 

b) Проблема критичности для цилиндра 
В этом случае мы ищем решение однородной формы уравне

ния (1.1), не зависящее в цилиндрических координатах от z и ср. 
Повторяя уже проведенные рассуждения, мы снова приходим 
к уравнению (1-11), но теперь г2 и г'2 заменяется на г и г'. В связи 
с этим положим 

{1 для плоской геометрии, 
г для цилиндрической геометрии, (Ы2) 

г2 для сферической геометрии. 
Тогда во всех трех случаях интегральное уравнение имЪет вид 

а 
р(г) = jG( r , r')cp(r')h{r')dr'. (1.13) 

о 
Кроме того, 

{ЩТГ (* W£) -±] * С «0- -%? (1-14) 
и G(r, г') выражается через Gv по формуле (1.8). Применяя стан
дартные методы [30], мы находим 

GAr,r')=iV^r>\ (1.15) 

гДе iv (kv) — решение однородной формы уравнения (1.14), регу
лярное в начале координат (равное нулю на бесконечности), 
«* г< и г> — соответственно меньшее и большее из чисел г и г ' . 
Легко проверить, что функция 

И » = Л (г) [ > (г) ± Р ( г ) - Р ( r ) - ^ ftv (г)] (1.16) 
ве зависит от г. 

Подставляя (1.15) в (1.8), получаем искомое интегральное 
представление ядер. (Явный вид iv и к? нам потребуется позже, 

огДа мы будем рассматривать конкретные частные случаи.) 
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1.3. Свойство восстановления 
Значение полученных представлений заключено в следующее 

их свойстве: если в правой части уравнения (1.13) положить 
р (г') = iv (г'), интеграл будет равен сумме функции & (г), умно
женной на константу, и линейной комбинации функций V* (г\ 
О < v < 1. * W* 

Это свойство доказывается прямой подстановкой. Интегралы 
легко вычислить, используя тождество 

[^-^]\^:(r')<fv'{r')h(r')dr' = 

" = { М 0 [ ^ ( 0 ^ - Ф - ( Г ' ) ^ ] } ^ (1.17) 

где ер * (г) — решение уравнения 

{^(Нг)^)-^}^(г) = 0. (1.18) 

(Заметим, что, положив \i = v2, можпо убедиться в постоянстве 
функции W, о чем уже говорилось выше.) С помощью тождества 
(1.17) находим 
а 1 

f G (г, г') i* (г') h (г') dr' = f - =- X 

X {*v (r) [h(r) (»v ( r ) - | - jv ( r ) _ tv ( r ) *. fv (r )) ] + 

+ i4r)[h(a) (г(а)-^кЦа)-кЦа)1&(а))-

- Л ( г ) ( ^ ( г ) - | - ^ ( г ) _ ^ ( г ) А ^ ( г ) ) ] } . (1.19) 

Здесь надо обратить внимание на два обстоятельства. Во-пер
вых, интеграл регулярен при v = v. Во-вторых, можно привести 
подобные члены. При этом, однако, возникают ложные особен
ности. Они устраняются, если особенность функции 

21-1 [1/v2 - 1/v2] 

всегда понимается в смысле главного значения. (Можно пока
зать, что любое другое разумное толкование этой величины при
ведет к тому же окончательному результату.) 

Тогда второй и шестой члены в фигурных скобках в правой 
части равенства (1.19) взаимно уничтожаются, а первый и пятый 
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лают в сумме W (v) iv (г). Вводя функцию Ф (a, v, v) формулой 

Ф (a, v, v) = h (a) [kv (а) ± I* (а) - i*(a)± k
v (а)] , (1.20) 

записываем результат в виде 

0 
v> ' ; * v ; " и ,ш - у 

0 
V 2 [ ( l / V 2 ) --(1/v2)) 

1 W 

1 

- I -
0 

v»W (v) 
i v ( r ) Q ( a , v , 
[(!/*■)-(1/v 

V) 
2), 

что и требовалось доказать 

(1.21) 

1.4- Спектральное представление плотности 
Свойство восстановления подсказывает форму, в которой 

целесообразно искать решение уравнения (1-3): 
1 

р (г) = 2 А*1 (г) + 1 ч> (v) 'v (г)dv- (L22> 
i 0 

Коэффициенты Л£, функция ср (v) и дискретные значения v, подле
жат определению. 

Подставим р (г) в форме (1.22) в уравнение (1.13) и исполь
зуем соотношение (1.21): 

1 

2 V ' W + j9(v)iv(r)dv = 
* о 

1 1 
= / . V > J fiv*(r\ f dv f dviv (г) Ф (fl, V, Vj) } 

^ 4 W J V2[(l/V2)-(1/V?)] J V2^(V)[(1/V2)_(1/V1)] J + 

1 1 

+ c j < p ( v W { i v > ) j v2[(1/v2^(1/v/2))-
1 

_ Г rfvtv (г) Ф (a, v, V) \ 
J V2^(V) [(1/V2)-(1/V'|)]J ' 

Для того чтобы функция р, заданная формулой (1.22), была 
решением, достаточно, чтобы коэффициенты при iv* (г) и iv (г) 
(0 < v < 1) равнялись нулю. Это условие с помощью функции 
Л (z) (разд. 4.3) можно представить в следующем виде. 
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Дискретные слагаемые'. 
AtA {Vi) = 0. (1 щ 

Слагаемые непрерывного спектра'. 

i 
1 

+ j v'<p(v')<D(a, v, v ' ) [ ^ + ^ ] } . (1.25) 
0 

Из уравнения (1.24) видно, что дискретные точки \ t служат 
корнями нашего характеристического уравнения Л (z) = 0. 
Но эти корни уже известны нам: это точки rfcv0. Поскольку, 
как мы увидим, iv° и i~Vo пропорциональны в сферической 
и цилиндрической геометриях, можно ограничиться рассмотре
нием только одного корня, который мы обозначим через v0. (Сумма 
в (1.25) сводится таким образом к одному члену, содержащему 

1.5. Решение уравнений 
Чтобы продвинуться дальше, нам придется обратиться к част

ным случаям. Для вычисления W (v) и Ф (a, v, v') изучим функ
ции iv и кУ. 

а) Шар 
Решениями здесь будут сферические функции Бесселя [30]. 

Положим 
£v(r) = i0(r/v), 
kv(r) = k0(rM. 

(1.26) 

Тогда 
Ф (a, v, vi) _ v± a / v Г *aV* 

W (V) V2 L Vj —V 
e - c / v ' -1 
Vj + V J " (1.27) 

Зададим функцию ф формулой 
ф (v) = VV/V ф (v). (1.28) 

Тогда (1.25) принимает вид 

А++А~йМ4-А+ГА- [•*&¥-* (Л + -Л" ) / (л /), (1.29) 
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где 

/(*) = 2̂  { ^ Ь ^ ~ ^ J + ] v' + v * } ' (L3°) 
0 

Бели бы функция / (v) была известна, то появилась бы непосред
ственная возможность решить уравнение (1.29). Действительно, 
если 

"«-ssj *$£?■• <'-3<> 
о 

то 
« Ю - ^ . (1-32) 

n^^i'^^rf^/K)^ (1.зз> 
О 

где функция X (z) определена в разд. 4.8. 
Функция 

ф (V) = п+ — п- (1.34) 

удовлетворяет уравнению (1.29) при условии, что 
lim zT (z) = 0. (I.35> 
2->00 

Интеграл, входящий в определение Г (z), вычисляется легко. 
Из структуры функции / (v) видно, что нам нужно найти лишь 

<ыП J (v' — z) (v ' __ v ) 

Теорема Коши дает 

/ ( v ) = X ( 2 ) - _ X ( ^ . (I.37> 
Z — V 

Используя этот результат и явный вид функции /(v), получаем 

Г( г ) = = 4 а Г ^ IX W - X (УО)] c_n/v„ [X (,)-Х (-у0)1 1 
2л£ \ г—v0 2 + v 0 J ~ 

+ S i l ? (v") g - 2 ° v ' 1 X ( z ) 7+^~ V " ) ] ^. (1.38) 
0 
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Подставив (1.38)_в (1.34), придем к регулярному интегральному 
уравнению для <p(v): 

Х l^o V°L v -v 0 ^ + i ^ R ~Г • 
о J 

(1.39) 
Условие (1.35) принимает вид 

1 

А0\о {««/vox (v0) - e-°/voX ( - v0)} + f ф (v") e~2a'*'X ( - v") dx" = 0. 

(1.40) 
Уравнения (1.39) и (1.40) идеальным образом подходят для 

построения асимптотических разложений при больших а. В этом 
случае интегральный член в уравнении (1.39) экспоненциально 
мал, что дает возможность воспользоваться методом последова
тельных приближений. Подстановка результата в условие (1.40) 
приводит к искомому условию критичности. Например, если 
пренебречь интегралом в условии (1.40)„ получим нулевое при
ближение 

e^i^X (v0) — e-*h>*X ( - v0) - 0. (1.41) 

Это не что иное, как условие обращения в нуль асимптотической 
плотности на экстраполированной длине. Задача эта обсуждалась 
в разд. 6.6 несколько иным образом; подход, использованный 
здесь, интересен своей общностью. 

Ь) Цилиндр 
Здесь подходящими функциями будут 

iv (г) = / 0 (r/v), к* <г) = # 0 (Г/У), (1-42) 
где / 0 и К0 — бесселевы функции в смысле Ватсона [9]. В этом 
случае 

W (v) = 1. (1.^3) 
Функция Ф очень сложна. Однако, поскольку наша цель заклю
чается в построении разложений для больших а, можно заме
нить Ф ее асимптотическим представлением. Для простоты огра
ничимся первыми двумя членами. Функции Ф (a, v, v0) и 

Ф (а, v, v') нужно рассматривать порознь, так как v0 здесь 
должно быть мнимым числом. (Ясно, что для критичности должно 
быть с > 1.) 
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i) Ф (a, v, v'). Используя разложения 

находим 

(1.45) 
ii) Ф (a, v, v0). Используя разложение 

/ (a/vJ = - f e-ilW^-WVl [l —1 4-
M ' 0> (2na/v0)l>2 I I- 8^/|volJ + 

+ ,i[(a/|vcl)-W4)][1 + _ l _ ] } (1.46) 

и соответствующее разложение для К0 (a/v), мы находим 

ф(д,^ ил!"—^—н—V—1 = 

-""""hk-sr]}- с-47» 
Зададим функцию ^(v) формулой 

ф (v) = v3/V/V(p (v). (1.48) 

Тогда можно переписать уравнение (1.25) в виде 

Л+ + Л-■*М+-*^!*£^- (Л*-Л-)*М, (1-49) 

где 

*м=-1И^И°иЬг+1)-
-fe-"v"(^R-^)]+ii*<v'><iv'}- с-50» 

о 
Таким образом, в рассматриваемом приближении мы полу

чили сингулярное интегральное уравнение, с главной частью 
которого мы уже неоднократно сталкивались. Поправка вырож
дена. Поэтому решение сразу можно написать в полной аналити-
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ческой форме. (Заметим, что, включив в асимптотическое р а з , 
ложение функций Бесселя большее число членов, мы все равно 
пришли бы к уравнениям того же типа.) 

Решение строится стандартным образом. Положим 

о 
тогда 

п(*) = Щ, (1.52) 
где 

О 

Функция *ф (v), определенная формулой 
•ф (v) == п+ (v) — п" (v), (1.54) 

удовлетворяет уравнению (1.45) при условии 
lim zG (z) = 0. (1.55) 

Как и прежде, интегрирование в уравнении (1.49) элементарно. 
В результате имеем 

eu—M^l"4 tX(V°-vf(z)1 + ^ -
_ ie-аЫ ( X ( Z ) - X ( - V Q ) ] fe-0/v»X(z)"I 

2+v0 ^ 8a J ^ 
1 

+ - ^ - j ^ ( v ' ) d v ' X ( Z ) } . (1.56) 
0 

С помощью формулы (1.50) находим 

, l 4 2ni\X+(v) X-(v)J ° Л о \ v-v 0
 + v+v0 / 

(1.57) 
Условие критичности (1.55) принимает форму 
vl/2A0 {*** [ x ( V o ) _ A ] + te-Avo [ X ( _ v 0 ) - ^ - ] } -

l 
— ^ ji |j(v')dv' = 0. (1.58) 
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Подставим формулу для ip(v') в интеграл, фигурирующий 
в равенстве (1.58). Мы столкнемся с величиной 

'<±^~1й1 {-xhy>-xh>}^^dV- (L59) 
О 

В силу теоремы Коши 
/ ( ± v 0 ) = l , (1.60) 

так что условие критичности упрощается: 
ePto>X (v0) + ie-WoX ( - v0) = 0. (1.61) 

Б рассматриваемом приближении это условие совпадает с тем, 
к которому в задаче о цилиндре большого диаметра приводит 
процедура, связанная с определением экстраполированной длины. 



Приложение J 

ЗАДАЧИ БЕЗ АЗИМУТАЛЬНОЙ СИММЕТРИИ 

Напомним, что на протяжении всей книги преимущественное 
внимание уделялось одномерным задачам с азимутальной симме
трией. Последнее ограничение (а именно наличие лишь зависимо
сти от [л— косинуса угла между вектором скорости и выделенным 
направлением) можно легко ослабить. Здесь мы наметим довольно 
простые изменения, которые для этого потребуется произвести 1). 
Для простоты исследуем подробно случай изотропного рассеяния. 
Метод исследования в общем случае анизотропного рассеяния 
при этом будет очевиден. 

Рассмотрим в общем виде одномерную односкоростную задачу 
с изотропным рассеянием. Если не предполагать азимутальной 
симметрии, однородное уравнение (при подходящем выборе еди
ниц измерения) будет иметь вид 

Будем искать нормальные моды в виде 
V = e-*MD (Q). (J.2) 

Если мы выберем условие нормировки 2) 
\<S>(Q,')dQ' = \, (J.3) 

то уравнение (J.1) примет вид 
(v — (i) Ф (Й) = cv/An. (J .4) 

Мы снова приходим к двум классам решений. 
(i) Дискретные решения. Ими будут функции 

г) Другой подход был развит Саммерфилдом (частное сообщение) и Шал-
тисом [95]. 2) В отличие от азимутальпо симметричного случая теперь нет уверен
ности, что это можно сделать (интеграл (J.3) может обращаться в нуль и при 
нетривиальной функции Ф). Однако, ограничиваясь лишь функциями 
допускающими нормировку (J.3), мы все же получим «достаточное» количе
ство решений. 
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где, согласно условию (J.3), 

J*i(0>«=Jur^«=i. (J.6a) 
или 

A(v,) = 0. (J.6b) 
(ii) Решения непрерывного спектра. Эти решения появляются 

при — 1 <С v < 1 и имеют вид 
< I ) v ( Q ) = ^ / > ^ + r i ( v ' ( p ) 6 ( v - l l ) - ( J - 7 ) 

(Здесь (f1 — азимут вектора ft.) Согласно условию нормировки, 

Г / ч ^ A+(v) + A-(v) / т оч 

J Ч (v, ср) dcp =- -̂4= ^ - . (J.8) 
о 

За исключением этого единственного ограничения, rj может 
зависеть от ф произвольным образом. Удобно ввести следующую 
параметризацию этого семейства решений. Пусть ft0 — единичный 
вектор, для которого 

v = ft0-x = |я0- (J.9) 
Чтобы получить достаточно широкий класс функций, положим 

г] (v, ф) = X (\х0) б (ф — ф0), (J.10) 
где ф0 — азимут вектора Q0. Тогда собственные функции при
мут вид 

фйо(й)=^гр^+я^о)Ма-Ц>). (J-H) 
а условие нормировки перейдет в условие 

х^ = £!Щ£№. (j.i2) 
Итак, мы имеем дискретные моды, соответствующие корням 

характеристического уравнения (J.6b), и двумерный континуум 
мод, описываемых трехмерными единичными векторами. Эти моды 
можно использовать для того, чтобы свести азнмутально неодно
родные задачи к исследованным ранее азимута льно однородным 
задачам. Приведем два примера. 

Рассмотрим сначала задачу о плоском источнике б (z) F (ft) 
в бесконечной однородной среде. Она сводится к решению одно
родного уравнения, если 

a) W обращается в нуль на бесконечности, 
b) выполнено условие скачка 

ц {V (О, 0 ) + - У (О, Q)_} = F (Q). (J.13) 
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Мы снова ищем решение в виде разложений 

* > 0 , 4(x,Q) = aQ+<bQ+(Q)e-*tvo+ j A (Q0)ег'Пьф^(Q)dfi0, 

(1-14) 

(J.15) 
Положим 

Ф' (Q) = I&L- а0+Ф0+ -ао_Ф0_. (J.16) 

Тогда условие скачка примет вид 

Ф' (fl) = j Л (й0) Фйо (Q) <Ш0. (J .17) 

Если подставить сюда явное выражение для Ф ^ , то (J.17) 
перейдет в интегральное уравнение 

Ф' (0) = A,(rt А ( 0 ) + j d Q ^ H t , ^ - ^ ^ (й0). (J.18) 

Теперь заметим, что если известна величина 

J(lO-J^(«U*Pb. (J.19) 
о 

то с помощью нашего интегрального уравнения можно опреде
лить A (Q). Величину А найти легко. Действительно, положим 

Ф'(|х)= f Ф'(й)<*(р (J.20) 
о 

и проинтегрируем уравнение (J.18) по ср: 
1 

- 1 

Мы пришли к задаче, которая уже обсуждалась при доказательстве 
теоремы полноты в случае с азимутальной симметрией. 

Аналогично исследуется альбедная задача. Допустим, мы 
должны решить однородное уравнение в полупространстве х > О 
при граничных условиях 

a) V (z, й) обращается в нуль на бесконечности, 
b) У (О, Q) = G (Й) при (я > 0, где G — заданная функция. 
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Для того чтобы удовлетворить уравнению переноса и условию 
На бесконечности, воспользуемся разложением 

V = a0+<t>o*(Q)e-*to>+ J A(Q0)0Qo(Q)e-*/*>dQ0. (J.22) 

Пусть 
Ф' (ft) = G (ft) — «0+Ф0+ (ft). (J.23) 

Условие при х = 0 принимает вид 

Ф ' ( 0 ) = ] 4(Ц,)Ф0о(0)<*Ц,, 1 > ц > 0 . (J.24) 

Подставляя сюда выражение для Фо0, приходим к интегральному 
уравнению 
Ф'(О) = ^ И ^ ( О ) + ^ й 0 - ^ - ^ - ^ Л ( Й 0 ) , 1 > 1 х > 0 . (J.25) 

Ив уравнения (J.25) снова можно найти A (ft), если известна 
величина А (|ы). Это делается так же, как и раньше. А именно, 
проинтегрируем уравнение (J.25) по ср: 

1 

0'Gi)=4nM ((*)+-!-/> 1тЙг^о)^о- 1>и>о. (J.26) 
о 

С этой задачей мы уже встречались при доказательстве теоремы 
полноты для полубесконечного интервала в случае с азимутальной 
симметрией. Итак, мы опять пришли к той же самой задаче. 

Исследование задачи с анизотропным рассеянием аналогично. 
Предположим, что функция рассеяния содержит полиномы 
Лежандра Рп (ft-ft'), где п ^ L Основное отличие от только что 
рассмотренных случаев состоит в том, что здесь нормальные моды 
пропорциональны eim^1 где —Z^m<[Z. Повторяя те же опера
ции, приходим к уравнениям, подобным (J.18) и (J.25) для опре
деления коэффициентов разложения по функциям непрерывного 
спектра. Эти коэффициенты можно найти в явном виде, если 
известны величины 

Ат([1)= f A(Q)eim*d<p, — Z<™<Z. (J.27) 
о 

Уравнения для Ат (|х) получаются умножением интегрального 
уравнения на eimv и интегрированием по <р. Таким образом, задача 
снова сводится к решению нескольких задач с азимутальной 
симметрией. 

Напрашивается ряд обобщений этого метода. Например, ана
логичным образом можно построить класс трехмерных решений 
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однородного уравнения. Для этого рассмотрим уравнение 

Q .VY + ¥ = ± j V (г, О') <Ш\ (j.28> 

В силу инвариантности относительно сдвига целесообразно 
искать решения уравнения (J.28) в виде 

V = <r«'/v(Dn (ft). (j.29) 
(Здесь п — единичный вектор, a v и Фп подлежат определению ) 
Подставим (J.29) в (J.28): 

(v — n -Q) Фп = с/4л, (J.30) 
где функция Фп, как и раньше, нормирована так, что 

j Фп (ft) dQ = 1. (J.31) 

Без труда находим два класса решений. 
i) Дискретно-континуальный класс решений. Здесь 

и Л (v|) = 0. В данном случае, разумеется, есть только один 
такой корень. Однако эти решения образуют континуум, по
скольку п пробегает всю единичную сферу. 

(ii) Континуально-континуальный класс решений. В этом 
случае 

Ф«=-£ГР^ЬГ+^<Р)Ь(Ч-П-Я), - i < v < i . (J.33) 
Здесь ф — угол, который вместе с величиной |я = n-ft определяет 
вектор ft. Единственное ограничение на TJ — это требование 

2л 
j i | ( v , q > ) * P - A + M + A - M . (J.34) 
о 

Заметим, что условие —1 < v < 1 можно записать в виде 
v = n-ft0. (J.35) 

Положив 
т] (v, ф) = Я, (n-ft0) б (ф — ф0), (J.36) 

где ф0 — азимут вектора ft0, получим широкий класс решений. 
Таким образом, мы построили континуум собственных функций 
континуума, который определяется двумя единичными векто
рами п и й0 : 

ф " . й о ( й ) = ж р - Е ^ й Г + М £ г ° - п ) ^ ( й - й о ) (J*37) 

(здесь Я (ft0
 #п) — т а же функция, что и раньше). 
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Дадим теперь обобщение на нестационарные задачи с беско
нечной средой. Пусть требуется решить уравнение 

«V+O.TY + Y = ■£- j V(r, Й', t)dU. (J.38) 

Будем искать решение в виде 
Y ~ е*'*е-^*е~1Ф (й). (J.39) 

Подставим (J.39) в (J.38): 
(v -Q, )<I>=-£" i . f (J.40) 

где Q|| г== (к'й)/Л, условие нормировки остается прежним, 
т. е. 1 Ф (Q') d£i' = 1. Получаются следующие классы решений: 

i) Дискретный класс. ф<=-ё4^Г- <J-41> 
где V/ определяются условиями 

**[-!. 1]. ЛЫ-1-^lJ^^O. (J.42) 
Так же, как в одномерной задаче, тут либо существует один 

корень, зависящий от переменной к, либо корней вовсе нет. 
ii) Функции непрерывного спектра. Они появляются при 

—1 ̂  v ^ 1 и определяются формулой 

где 
Q± = Q -(*£-) k. (J.44) 

Положим снова 
v = (Q0)|l (J.45) 

и выберем 
г, (v, Q±) = A, (v) 6 (Ф - ф0). (J.46) 

Собственные функции непрерывного спектра тогда будут иметь вид 
ФЪ=-ШР ( к / ^ ч к - й ) + М к * - * . Щ ( 1 М Ц . (J-47) 

По-прежнему 
M v ) = A + ( v ) + A-(v)> ( J 4 g ) 

где Л задается формулой (J.42). 
По тем же соображениям, что и в начале этого приложения, 

а также в силу теоремы об интеграле Фурье построенная нами 
система функций от положения точки и от скорости полна. С по
мощью этой системы можно эффективно решать задачи Коши. 



Приложение К 

ВЫВОД ФОРМУЛЫ (34 d) РАЗД. 4.9 

Рассмотрим интеграл 

О 

Ясно, что 
1 

f Фо± (ц) Фо+ (V) W (ii) d | i= ± lim / (z). (К.2) 

Используя разложение на простые дроби и определение функ 
ции m(z) (формула (15) разд. 4.9), получаем из (К.1): 

Теперь применим формулы (18) и (24) разд. 4.9 

I(z)=-(^)2X{z). (К.4) 



Приложение L 

ТАБЛИЦЫ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ X(z) 

Мы видели, что во многих задачах теории переноса важную 
роль играют соответствующие Х-функции. В наиболее важном 
случае изотропного рассеяния Х-функция определяется форму
лой (39) разд. 6.2. Приведенные здесь таблицы значений X (z) 
для действительных значений z между 0 и 1 и для значений с 
в том же самом интервале вычислены Мендельсоном [96]. 
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Таблица Lj 

X(z) для с = 0.001 

_ч х 1 - 1 X г X Z X 

.000 1.000500 .200 .833601 .400 1 .714464 .600 .625129 

.005 .995510 .205 .830140 .405 .711920 .605 .623181 

.010 .990572 .210 .826708 .410 .709395 .610 .621245 

.015 .985683 .215 .823304 .415 .706887 .615 .619321 

.020 .980844 .220 .819928 .420 .704397 .620 .617409 

.025 .978053 .225 .816579 .425 .701925 .625 .615509 

.030 .971308 .230 .813258 .430 .699470 .630 .613620 

.035 .966610 , .235 .809964 .435 .697032 .635 .611743 

.040 .961957 .240 .806696 .440 .694611 .640 .609877 

.045 .957349 .245 .803455 .445 .692206 .645 .608023 

.050 .952785 .250 .800239 .450 .689819 .650 .606180 

.055 .948265 .255 .797049 .455 .687447 .655 .604348 

.060 .943787 .260 .793885 .460 .685092 .660 .602528 

.065 .939352 .265 .790746 .465 .682753 .665 .600718 

.070 .934958 .270 .787631 .470 .680430 .670 .598919 

.075 1 .930605 .275 .784541 .475 .678123 .675 .597130 

.080 .928293 .280 .781475 .480 .675831 .680 .595353 

.085 .922020 .285 .778432 .485 | .673555 .685 .593586 

.090 .917787 .290 .775414 .490 .671294 .690 .591829 

.095 .913593 .295 .772419 .495 .669048 .695 .590083 

.100 .909437 .300 .769446 .500 .666817 .700 .588347 

.105 .905318 .305 .766497 .505 .664601 | .705 .586621 

.110 .901237 .310 .763570 .510 .662400 .710 .584905 

.115 .897193 .315 .760665 .515 .660213 .715 .583200 

.120 .893184 .320 .757783 .520 .658040 .720 .581504 

.125 .889211 .325 .754922 .525 .655882 .725 .579818 

.130 .885274 .330 .752083 .530 .653738 .730 .578142 

.135 .881371 .335 .749265 .535 .651608 .735 .576475 

.140 .877503 .340 .746468 .540 .649492 .740 .574818 

.145 .873668 .345 .743692 .545 .647389 .745 .573171 

.150 .869867 .350 .740936 .550 .645300 .750 .571533 

.155 .866099 .355 .738201 .555 .645225 .755 .569904 

.160 .862364 .360 .735486 .560 .641162 .760 .568285 

.165 .858660 .365 .732791 .565 .639113 .765 .566674 

.170 1 .854988 .370 .730115 .570 .637077 .770 .565073 

.175 .851348 .375 .727459 .575 .635054 .775 .563481 

.180 .847738 .380 .724823 .580 .633044 .780 .561898 

.185 .844159 .385 .722205 .585 .631046 .785 .560324 

.190 .840610 .390 .719606 .590 .629061 .790 .558758 

.195 .837091 .395 .717026 .595 .627089 .795 .557201 
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Продолжение табл. L.1 

Z 1 * 1 z 1 х 1 г 1 Х Z 1 х 

.800 ! .555653 .855 .539175 .905 .525020 .955 .511590 

.805 .554114 .860 .537725 .910 .523645 .960 .510284 

.810 .552583 .865 .536283 .915 .522278 .965 .508986 

.815 .551060 .870 .534849 .920 .520918 .970 .507694 

.820 .549546 .875 .533422 .925 .519564 .975 .506408 

.825 .548040 .880 .532003 .930 .518218 .980 .505129 

.830 .546542 .885 .530592 .935 .516879 .985 .503856 

.835 .545053 .890 .529188 .940 .515546 .990 .502590 

.840 .543571 .895 I .527791 .945 .514221 .995 .501330 

.845 .542098 .900 .526402 .950 .512902 1.000 .500077 

.850 ! .540632 

Таблица L.2 
X(z) для с = 0.050 

2 1 * z 1 х \ _ 1 _ X 2 X 

.000 1.025978 .120 .909853 .240 .819162 .360 .745271 

.005 1.020191 .125 .905657 .245 .815786 .365 .742485 

.010 1.014640 .130 .901501 .250 .812438 .370 .739720 

.015 1.009207 .135 .897385 .255 .809118 .375 .736976 

.020 1.003868 .140 .893309 .260 .805826 .380 .734252 

.025 .998613 .145 .889271 1 .265 1 .802560 .385 .731549 

.030 .993432 .150 .885271 .270 | .799322 .390 .728865 

.035 ! .988321 .155 .881309 .275 .796111 .395 .726202 

.040 .983276 .160 1 .877384 ! .280 .792925 .400 .723558 

.045 .978293 .165 | .873495 .285 .789766 .405 .720933 

.050 .973371 .170 | .869642 .290 .786632 .410 .718328 

.055 .968506 .175 .865823 .295 .783524 .415 .715742 

.060 .963697 .180 .862040 .300 .780440 .420 .713174 

.065 .958942 .185 .858291 .305 .777381 .425 .710625 

.070 .954240 .190 .854575 .310 .774346 .430 .708095 

.075 .949589 .195 .850892 .315 .771335 .435 .705582 

.080 .944989 .200 .847242 .320 .768348 .440 .703088 

.085 .940436 .205 .843624 .325 .765384 .445 .700611 

.090 .935932 .210 .840038 .330 .762444 .450 .698152 

.095 .931474 .215 .836483 .335 .759526 .455 .695710 

.100 J .927062 .220 .832959 .340 .756631 .460 .693285 

.105 I .922695 .225 .829465 .345 .753758 .465 .690878 

.110 .918372 .230 | .826001 .350 .750908 .470 .688487 

.115 .914091 
1 
.235 .822567 .355 | .748079 I .475 .686113 
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Продолжение табл. L.2 

2 1 х 1 2 1 х 1 2 1 А 1 z 1 л 
.480 .683755 .615 .625741 .745 .578523 .875 .537957 
.485 .681413 .620 .623782 .750 .576850 .880 .536511 
.490 .679088 .625 .621835 .755 .575186 .885 .535072 
.495 .676779 .630 .619901 .760 .573532 .890 .533641 
.500 .674485 .635 .617979 .765 .571887 .895 .532218 
.505 .672207 .640 .616068 .770 .570252 .900 .530802 
.510 .669945 .645 .614169 .775 .568626 .905 .529394 
.515 .667698 .650 .612283 .780 .567009 .910 .527993 
.520 .665466 .655 .610407 .785 .565402 .915 .526600 
.525 .665249 .660 .608544 .790 .563804 .920 .525214 
.530 .661046 .665 .606691 .795 | .562215 .925 .523835 
.535 .658859 .670 .604850 .800 .560634 .930 .522464 
.540 .656686 1 .675 .603020 .805 .559063 .935 .521100 
.545 .654527 .680 .601202 .810 .557501 .940 .519743 
.550 .652383 .685 ! .599394 .815 .555947 ! .945 .518392 
.555 .650253 .690 .597597 .820 .554402 .950 .517049 
.560 .648137 .695 .595811 .825 .552865 .955 .515713 
.565 .646034 .700 .594036 .830 .551337 .960 .514384 
.570 .643945 .705 .592271 .835 .549818 .965 .513062 
.575 .641870 .710 .590517 .840 .548306 .970 .511746 
.580 .639808 .715 .588773 .845 .546804 .975 .510438 
.585 .637760 .720 .587039 .850 .545309 .980 .509136 
.590 .635725 .725 .585316 .855 .543823 .985 .507840 
.595 .633702 | .730 .583603 .860 .542344 .990 .506551 
.600 .631693 .735 .581900 .865 .540874 .995 .505269 
.605 .629696 .740 .580207 .870 .539412 1.000 .503993 
.610 ; .627712 

Та \блща L.3 
X{z) для с = 0Л 00 

г 1 X | ZJ X | Z 1 Л 1 г X 

.000 1.054093 .035 1.012307 .070 .975553 .105 .941908 

.005 1.047436 .040 1.006831 .075 .970574 .110 .937317 

.010 1.041213 .045 1.001436 .080 .965655 .115 .932777 

.015 1.035182 .050 .996119 .085 .960795 .120 .928286 

.020 1.029297 .055 .990875 | .090 .955992 .125 .923842 

.025 1.023531 .060 .985702 1 .095 .951244 .130 .919445 

.030 1.017872 
1 
.065 

1_ 
.980595 .100 .946549 .135 .915095 



361 

Продолжение табл. h.S 
z 1 * l_!_ 1 * Li_ X _i_ * 

.140 .910789 .345 .764900 .550 .660225 .755 .581035 

.145 .906527 .350 .761944 .555 .658035 .760 1 .579343 

.150 .902308 .355 .759012 .560 .655859 .765 .577660 

.155 .898132 .360 .756102 .565 .653697 .770 .575987 

.160 .893997 .365 1 .753215 .570 .651550 .775 .574324 

.165 .889904 .370 | .750351 .575 .649417 .780 .572670 

.170 .885850 .375 .747509 .580 .647298 .785 .571026 

.175 .881836 .380 .744689 .585 .645194 .790 .569392 

.180 .877860 .385 .741891 1 .590 .643103 .795 .567767 

.185 .873923 1 .390 .739114 .595 .641025 .800 .566151 

.190 .870023 .395 .736359 .600 j .638962 .805 .564545 

.195 .866160 .400 .733624 .605 .636911 .810 .562947 

.200 .862333 .405 .730910 .610 .634874 .815 .561359 

.205 .858542 .410 .728217 .615 .632850 .820 .559780 

.210 .854786 .415 .725544 .620 .630839 .825 .558209 

.215 .851064 .420 .722890 .625 .628841 .830 .556648 

.220 .847376 .425 .720257 .630 .626856 .835 .555095 

.225 .843722 .430 .717643 .635 .624883 .840 .553551 

.230 .840101 .435 .715048 .640 .622923 .845 .552016 

.235 .836512 .440 .712472 .645 .620976 .850 .550489 

.240 .832955 .445 .709915 .650 .619040 .855 .548971 

.245 .829430 .450 .707377 .655 .617117 .860 .547461 

.250 .825936 .455 .704857 .660 .615206 .865 .545959 

.255 .822472 .460 .702356 .665 .613306 .870 .544466 

.260 .819038 .465 .699872 .670 .611419 .875 .542981 

.265 .815635 .470 .697406 .675 .609543 .880 .541504 

.270 .812260 .475 .694958 .680 .607679 .885 .540035 

.275 .808914 .480 .692527 .685 .605826 .890 .538574 

.280 .805597 .485 .690114 .690 .603985 .895 .537121 

.285 .802308 .490 .687718 .695 .602154 .900 .535676 

.290 .799047 .495 .685338 .700 .600336 .905 .534238 

.295 .795813 .500 .682975 .705 .598528 .910 .532809 

.300 .792606 .505 .680629 .710 .596731 .915 .531387 

.305 .789426 .510 .678299 .715 .594945 .920 .529973 

.310 1 .786272 .515 .675985 .720 .593169 .925 .528566 

.315 .783143 .520 1 .673687 .725 .591405 .930 .527167 

.320 .780041 .525 .671405 .730 .589651 .935 .525775 

.325 .776963 .530 .669138 .735 .587907 .940 .524391 

.330 .773911 | .535 .666887 .740 .586174 .945 .523013 

.335 .770883 .540 .664651 1 .745 .584451 .950 .521644 

.340 .767880 .545 .662431 .750 .582738 .955 .520281 
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Продолжение табл. L.4 

г X Li_ X 2 X 2 * 

.620 .648943 .720 .607159 .815 .573712 .910 .543801 

.625 .644828 .725 .605300 .820 .572055 .915 .542314 

.630 .642727 .730 .603453 .825 .570407 .920 .540835 

.635 .640640 .735 .601617 .830 .568769 .925 .539364 

.640 .638566 .740 .599792 .835 .567141 .930 .537901 

.645 .638507 .745 .597979 .840 .565522 .935 .536447 

.650 .634460 .750 .596177 .845 .563912 .940 .535000 

.655 .632428 .755 .594385 .850 .562312 .945 .533561 

.660 .630408 .760 .592605 .855 .560721 .950 .532130 

.665 .628402 .765 .590835 .860 .559139 .955 .530707 

.670 .628408 .770 .589076 .865 .557565 .960 .529291 

.675 .624427 .775 .587328 .870 .556001 .965 .527883 

.680 .622459 .780 .585590 .875 .554446 .970 .526483 

.685 .620504 .785 .583863 .880 .552900 .975 .525090 

.690 .618561 .790 .582146 .885 .551362 .980 .523704 

.695 .618631 .795 .580439 .890 .549833 .985 .522326 

.700 .614712 .800 .578742 .895 .548312 .990 .520955 

.705 .612806 .805 .577055 .900 .546800 .995 .519591 

.710 .610912 .810 .575379 .905 .545296 1.000 .518235 

.715 .609030 

Таблица L.5 
X(z) для с = 0.300 

* * Z X г X Z X 

.000 1.192138 .070 1.080420 .140 .996819 .210 .927368 

.005 1.181292 .075 1.073829 .145 .991454 .215 .922826 

.010 1.171805 .080 1.067349 .150 .986158 .220 .918333 

.015 1.162867 .085 1.060976 .155 .980929 .225 .913889 

.020 1.154312 .090 0.054704 .160 .975764 .230 .909492 

.025 1.146059 .095 1.048529 .165 .970663 .235 .905142 

.030 1.138058 .100 1.042449 .170 .965624 .240 .900838 
035 1.130275 .105 1.036459 .175 .960644 .245 .896579 
040 1.122687 .110 1.030556 .180 .955724 .250 , .892364 
.045 1.115275 .115 1.024737 .185 .950861 .255 .888192 
.050 1.108024 .120 1.019000 .190 .946055 .260 .884063 
.055 1.100923 .125 1.013342 .195 .941304 .265 .879976 
.060 1.093960 .130 1.007761 .200 .936606 .270 .875930 
.065 1.087129 .135 1.002254 .205 .931961 .275 .871924 
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Продолжение табл. L.5 

Z X 2 X Z X Z X 

.280 .867958 .465 .744121 .645 .654448 .825 .584485 .285 .864031 .470 .741286 .650 .652273 .830 .582759 .290 .860142 .475 .738474 .655 .650114 .835 .581043 .295 .856291 .480 .735684 .660 .647968 .840 .579337 .300 .852477 .485 .732916 .665 .645838 .845 .577641 .305 .848700 .490 .730169 .670 .643721 .850 .575956 .310 .844958 .495 .727444 .675 .641619 .855 .574280 .315 .841252 .500 .724739 .680 .639531 .860 .572615 

.320 .837580 .505 .722056 .685 .637457 .865 .570959 

.325 .833943 .510 .719393 .690 .635396 .870 .569312 

.330 .830339 .515 .716750 .695 .633349 .875 .567676 

.335 .826769 .520 .714128 .700 .631316 .880 1 .566049 

.340 .823231 .525 .711525 1 .705 | .629296 .885 .564431 

.345 .819725 .530 .708942 1 .710 .627289 .890 .562823 

.350 .816251 .535 .706378 .715 .625295 .895 .561224 

.355 .812808 .540 .703833 .720 .623314 .900 .559635 

.360 .809396 .545 .701308 .725 .621346 .905 .558054 

.365 .806014 .550 .698801 .730 .619390 .910 .556483 

.370 .802662 .555 .696312 .735 .617447 .915 .554920 

.375 .799339 .560 .693842 .740 .615517 .920 .553367 

.380 .796046 .565 .691389 .745 .613598 .925 .551822 

.385 .792781 .570 .688955 .750 .611692 .930 .550286 

.390 .789544 .575 .686538 .755 .609798 .935 .548758 

.395 .786335 .580 .684139 .760 .607916 .940 .547239 

.400 .783153 .585 .681757 .765 .606046 .945 .545729 

.405 .779998 .590 .679392 .770 .604187 .950 .544227 

.410 .776870 .595 .677043 .775 .602340 .955 .542733 

.415 .773769 .600 .674712 .780 .600505 .960 .541248 

.420 .770693 .605 .672397 .785 .598681 .965 .539771 

.425 .767643 .610 .670098 .790 .596868 .970 .538302 

.430 .764617 .615 .667815 .795 .595066 .975 .536842 

.435 .761617 .620 .665548 .800 .593276 .980 .535389 

.440 .758642 .625 .663297 .805 .591496 .985 .533944 

.445 .755690 .630 .661062 .810 .589727 .990 .532507 

.450 .752763 .635 .658842 .815 .587969 .995 .531078 

.455 .749859 .640 .656638 .820 .586222 1.000 •529657 

.460 .746979 

1 



Таблица L-б 
X(z) для с = 0.400 

Z X Z X Z X * * 

.000 1.272435 .200 .978935 .400 .811105 .600 .694759 

.005 1.259061 .205 .973791 .405 .807697 .605 .692293 

.010 1.247607 .210 .968708 .410 .804318 .610 .689845 

.015 1.236918 .215 .963686 .415 .800970 .615 .687415 

.020 1.226757 .220 .958723 .420 .797650 .620 .685002 

.025 1.217009 .225 .953817 .425 .794360 .625 .682607 

.030 1.207603 .230 .948967 .430 .791099 .630 .680229 

.035 1.198491 .235 .944173 .435 .787865 .635 .677868 

.040 1.189638 .240 .939433 .440 .784660 .640 .675524 

.045 1.181019 .245 .934746 .445 .781481 .645 .673197 

.050 1.172613 .250 .930111 .450 .778330 .650 .670886 

.055 1.164402 .255 .925527 .455 .775206 .655 .668592 

.060 1.156372 .260 .920993 .460 .772108 .660 .666313 

.065 1.148512 .265 .916508 .465 .769035 .665 .664051 

.070 1.140812 .270 .912071 .470 .765989 .670 .661804 

.075 1.133261 .275 .907682 .475 .762967 .675 .659573 

.080 1.125853 .280 .903338 .480 .759971 .680 .657357 

.085 1.118581 .285 .899040 .485 .756999 .685 .655157 

.090 1.111437 .290 .894787 .490 .754051 .690 .652972 

.095 1.104417 .295 .890578 .495 .751127 .695 .650802 

.100 1.097515 .300 .886411 .500 .748227 .700 .648646 

.105 1.090726 .305 .882287 .505 .745351 .705 .646505 

.110 1.084047 .310 .878205 .510 .742497 .710 .644379 

.115 1.077472 .315 .874163 .515 .739666 .715 .642267 

.120 1.070999 .320 .870162 .520 .736857 .720 .640169 

.125 1.064624 .325 .866200 .525 .734071 .725 .638085 

.130 1.058343 .330 .862277 .530 .731307 .730 .636015 

.135 1.052154 .335 .858393 .535 .728564 .735 .633959 

.140 1.046054 .340 .854546 .540 .725842 .740 .631916 

.145 1.040040 .345 .850735 .545 .723142 .745 .629887 

.150 1.034109 .350 .846962 .550 .720462 .750 .627871 

.155 1.028260 .355 .843224 .555 .717804 .755 .625869 

.160 1.022490 .360 .839521 .560 .715165 .760 .623879 

.165 1.016796 .365 .835853 .565 .712546 .765 .621903 
•170 1.011178 .370 .832219 .570 .709948 .770 .619939 
.175 1.005632 .375 .828619 .575 .707369 .775 .617988 
.180 1.000157 .380 .825052 .580 .704809 .780 , .616049 
.185 .994752 .385 .821518 .585 .702268 .785 .614123 
.190 .989414 .390 .818015 .590 .699747 .790 .612209 
.195 .984143 .395 .814545 .595 .697244 .795 .610307 



Продолжение табл. L.6 

г X Z * 1 Z X Z | X 

.800 .608417 .855 .588394 .905 .571323 .955 .555233 

.805 .606540 .860 .586640 .910 .569671 .960 .553674 

.810 .604674 .865 .584897 .915 .568029 .965 .552124 

.815 .602819 .870 .583164 .920 .566397 .970 .550584 

.820 .600977 .875 .581442 .925 .564774 .975 .549052 

.825 .599146 .880 .579730 .930 .563161 .980 .547528 

.830 .597326 .885 .578029 .935 .561557 .985 .546013 

.835 .595517 1 .890 .576337 .940 .559962 .990 .544507 

.840 I .593720 1 .895 .574656 .945 .558376 .995 .543009 

.845 | .591934 | .900 | .572985 .950 .556800 1.000 .541520 

.850 .590158 

Таблица L.7 
X(z) для с = 0.500 

Z х 1 Z 1 х 1 г 1 X 1 Z 1 X 

.000 1.354115 .120 1.122688 .240 .977363 .360 .868895 

.005 1.337992 .125 1.115570 .245 .972242 .365 .864940 

.010 1.324416 .130 1.108566 .250 .967180 .370 .861023 

.015 1.311844 .135 1.101672 .255 .962178 .375 .857145 

.020 1.299964 .140 1.094884 .260 .957233 .380 .853304 

.025 1.288619 .145 1.088200 .265 .952344 .385 .849500 

.030 1.277716 .150 1.081615 .270 .947512 .390 .845732 

.035 1.267190 ' .155 1.075127 ! .275 .942733 .395 .841999 

.040 1.256996 .160 1.068734 .280 .938008 .400 .838302 

.045 1.247099 .165 1.062431 .285 .933335 .405 .834639 

.050 1.237471 .170 1.056218 .290 .928713 .410 .831011 

.055 1.228090 .175 1.050091 .295 .924142 .415 .827415 

.060 | 1.218937 .180 1.044047 .300 .919620 .420 .823853 

.065 1.209996 1 .185 1 1.038086 1 .305 .915146 .425 .820324 

.070 1.201253 .190 1.032204 .310 .910720 .430 .816826 

.075 1.192697 .195 1.026400 .315 .906340 .435 .813360 

.080 1.184318 .200 1.020672 .320 .902007 .440 .809925 

.085 1.176105 .205 1.015017 .325 .897718 .445 .806521 

.090 1.168051 .210 1.009435 .330 .893474 .450 .803146 

.095 1.160149 .215 1.003923 .335 .889273 .455 .799802 

.100 1.152391 .220 .998479 .340 .885115 .460 .796487 

.105 1.144771 .225 .993103 .345 .880998 .465 .793201 

.110 1.137284 .230 .987793 .350 .876924 .470 .789943 

.115 1.129925 .235 .982547 .355 .872889 .475 .786714 
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Продолжение табл. L.7 

г X 2 * - X Z X 

.480 .783512 .615 .706316 .745 .645533 .875 .594622 

.485 .780338 .620 .703759 .750 .643410 .880 .592828 

.490 .777191 .625 .701222 .755 .641301 .885 .591044 

.495 .774070 .630 .698703 .760 .639206 .890 .589272 

.500 .770976 .635 .696204 .765 .637125 .895 .587510 

.505 .767907 .640 .693722 .770 .635058 .900 .585759 

.510 .764864 .645 .691259 .775 .633005 .905 .584019 

.515 .761846 .650 .688814 .780 .630966 .910 .582289 

.520 .758853 .655 .686387 .785 .628939 .915 .580569 

.525 .755885 .660 .683978 .790 .626927 .920 .578860 

.530 .752941 .665 .681586 .795 .624927 .925 .577162 

.535 .750021 .670 .679211 .800 .622940 .930 .575473 

.540 .747124 .675 .676853 .805 .620967 .935 .573794 

.545 .744251 .680 .674512 .810 .619006 .940 .572126 

.550 .741401 .685 .672188 .815 .617058 .945 .570467 

.555 .738573 .690 .669880 .820 .615122 .950 .568818 

.560 .735768 .695 .667589 .825 .613199 .955 .567179 

.565 .732985 .700 .665314 .830 .611288 .960 .565549 

.570 .730224 .705 .663054 .835 .609389 .965 .563929 

.575 .727484 .710 .660811 .840 .607502 .970 .562318 

.580 .724766 .715 .658583 .845 .605627 .975 .560717 

.585 .722069 .720 .656370 .850 .603764 .980 .559125 

.590 .719393 .725 .654173 .855 .601913 .985 .557542 

.595 .716737 .730 .651991 .860 .600073 .990 .555968 

.600 .714102 .735 .649824 .865 .598245 .995 .554404 

.605 .711487 .740 .647671 .870 .596428 1.000 .552848 

.610 .708891 

Таблица L.8 
X(z) для с = 0.600 

Z X г X Z X Z X 

.000 1.434618 .035 1.334095 .070 1.259690 .105 1.196729 

.005 1.415575 .040 1.322517 .075 1.250111 .110 1.188429 

.010 1.399763 .045 1.311305 .080 1.240745 .115 1.180280 

.015 1.385219 .050 1.300423 .085 1.231579 .120 1.172276 

.020 1.371544 .055 1.289843 .090 1.222603 .125 1.164412 

.025 1.358538 .060 1.279540 .095 1.213808 .130 1.156683 

.030 1.346082 .065 1.269495 .100 1.205186 .135 1.149083 
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Продолжение табл. h.8 
X{z) для С = 0.600 

г X Z X Z X г X 

.140 1.141608 .340 .913850 .540 .766921 .740 .662224 

.145 1.134254 .345 .909437 .545 .763883 .745 .659983 

.150 1.127016 .350 .905070 .550 .760870 .750 .657758 

.155 1.119892 .355 .900749 .555 .757882 .755 .655549 

.160 1.112878 .360 .896472 .560 .754918 .760 .653355 

.165 1.105970 .365 .892239 .565 .751978 .765 .651176 

.170 1.099165 .370 .888049 .570 .749063 .770 .649012 

.175 1.092460 .375 .883901 .575 .746171 .775 .646863 

.180 1.085853 .380 .879796 .580 .743302 .780 .644728 

.185 1.079340 .385 .875731 .585 .740456 .785 .642608 

.190 1.072919 .390 .871706 .590 .737632 .790 .640502 

.195 1.066588 .395 .867721 .595 .734831 .795 .638410 

.200 1.060344 .400 .863775 .600 .732053 .800 .636332 

.205 1.054186 .405 .859867 .605 .729296 .805 .634268 

.210 1.048110 .410 .855997 .610 .726560 .810 .632218 

.215 1.042115 .415 .852164 .615 .723846 .815 .630181 

.220 1.036198 .420 .848368 .620 .721153 .820 .628158 

.225 1.030359 .425 .844608 .625 .718481 .825 .626148 

.230 1.024595 .430 .840883 .630 .715829 .830 .624151 

.235 1.018905 .435 .837193 .635 .713198 .835 .622168 

.240 1.013286 .440 .833538 .640 .710586 .840 .620197 

.245 1.007737 .445 .829916 .645 .707994 .845 .618239 

.250 1.002257 .450 .826328 .650 .705422 .850 .616293 

.255 .996844 .455 .822772 .655 .702870 .855 .614361 

.260 .991497 .460 .819249 .660 .700336 .860 .612440 

.265 .986213 .465 .815758 .665 .697821 .865 .610532 

.270 .980993 .470 .812298 .670 .695325 .870 .608636 

.275 .975834 .475 .808869 .675 .692847 .875 .606752 

.280 .970736 .480 .805471 .680 .690388 .880 .604880 

.285 .965697 .485 .802103 .685 .687947 .885 .603019 

.290 .960715 .490 .798764 .690 .685523 .890 .601171 

.295 .955790 .495 .795455 .695 .683117 .895 .599334 

.300 .950921 .500 .792174 .700 .680728 .900 .597508 

.305 .946107 .505 .788922 .705 .678357 .905 .595694 

.310 •941346 .510 .785698 .710 .676003 .910 .593891 

.315 .936638 .515 .782502 .715 .673665 .915 .592099 

.320 .931981 .520 .779333 .720 .671344 .920 .590318 

.325 .927375 .525 .776190 .725 .669040 .925 .588548 

.330 .922818 .530 .773075 .730 .666752 .930 .586789 

.335 .918310 .535 .769985 .735 .664480 .935 .585041 
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Продолжение табл. L.8 

Z * « X Z X Z X 

.940 .583303 .960 .576456 .975 .571428 .990 .566489 

.945 .581576 .965 .574770 .980 .569772 .995 .564861 

.950 .579859 .970 .573094 .985 .568125 1.000 .563244 

.955 .578153 

Таблица L.9 
X(z) для с = 0.700 

г ' 1 - 1 х 1 г х I Z X 

.000 1.512874 .155 1.162006 .315 .964733 .475 .829227 

.005 1.490770 .160 1.154383 -.320 .959767 .480 .825643 

.010 1.472637 .165 1.146882 .325 .954857 .485 .822092 

.015 1.456057 .170 1.139498 .330 .950002 .490 .818573 

.020 1.440536 .175 ! 1.132229 .335 .945200 .495 .815086 

.025 1.425829 .180 1.125071 .340 .940452 .500 .811631 

.030 1.411787 .190 1.111075 .345 .935756 .505 .808206 

.035 1.398311 .195 1.104231 .350 .931110 .510 .804811 

.040 1.385328 .200 1.097485 .355 .926515 .515 .801447 

.045 1.372783 .205 1.090837 .360 .921969 .520 .798112 

.050 1.360633 .210 1.084282 1 .365 .917472 ! .525 .794806 

.055 1.348842 .215 1.077818 .370 .913021 .530 j .791529 

.060 1.337382 .220 1.071443 .375 .908618 .535 .788281 

.065 1.326227 .225 1.065155 .380 .904260 .540 .785060 

.070 1.315357 .230 1.058952 .385 .899947 .545 .781867 

.075 1.304754 .235 1.052831 .390 .895679 .550 .778701 

.080 1.294400 .240 1.046791 .395 .891453 .555 .775562 

.085 1.284282 .245 1.040830 .400 .887271 .560 .772450 

.090 1 1.274388 .250 1.034946 .405 .883131 : .565 , .769363 

.095 1.264705 :255 1.029137 .410 .879032 .570 .766302 

.100 1.255224 .260 1.023401 .415 .874974 .575 .763267 

.105 1.245935 .265 1.017738 .420 .870956 .580 .760257 

.110 1.236829 .270 1.012144 .425 .866978 .585 .757272 

.115 1.227899 .275 1.006620 .430 .863038 .590 .754311 

.120 1.219137 .280 1.001163 .440 .855272 .595 .751374 

.125 1.210537 .285 .995771 .445 .851445 .600 .748461 

.130 1.202092 .290 .990444 .450 .847654 .605 .745571 

.135 1.193796 .295 .985181 .455 .843899 .610 .742705 

.140 1.185645 .300 .979979 .460 .840179 .615 .739862 

.145 1.177632 .305 .974838 .465 .836494 .620 .737041 

.150 1.169754 .310 .969756 .470 .832844 .625 .734243 
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Продолжение табл. L.9 
Z 1 х Z X Z X Z X 

.630 .731466 .725 .682573 .820 .639993 .915 .602542 
.635 .728712 .730 .680186 .825 .637903 .920 .600695 
.640 .725979 .735 .677817 .830 .635827 .925 .598860 
.645 .723267 .740 .675464 .835 .633765 .930 .597036 
.650 1 .720576 .745 .673129 1 .840 .631716 1 .935 .595223 
,655 1 .717906 .750 .670810 .845 .629681 .940 .593422 
.660 .715257 .755 .668507 .850 .627660 .945 .591631 
.665 ' .712628 .760 .666221 .855 .625651 .950 .589852 
.670 .710018 .765 .663951 .860 .623656 .955 .588084 
.675 .707429 .770 .661697 .865 .621674 .960 .586326 
.680 .704859 .775 .659458 .870 .619705 .965 .584579 
.685 .702309 .780 .657235 .875 .617749 .970 .582843 
.690 .699777 .785 .655028 .880 .615805 .975 .581117 
.695 .697264 .790 1 .652836 1 .885 .613874 1 .980 .579402 
.700 .694770 .795 .650658 .890 .611955 .985 .577697 
.705 .692295 .800 .648496 .895 .610048 .990 .576002 
.710 .689838 .805 .646349 .900 .608154 .995 .574318 
.715 .687398 .810 .644216 .905 .606272 1.000 .572643 
.720 .684977 .815 .642097 .910 .604401 

Таблица LJ0 
Лг (z) для с = 0.800 

Z X Z 1 х г 1 * Z X 

.000 1.588529 .080 1.345132 .160 1.193194 .240 1.077879 
.U05 1.563247 .085 1.334073 .165 1.185116 .245 1.071523 
.010 1.542726 .090 ! 1.323270 .170 1.177172 1 .250 1.065251 
.015 1.524062 .095 1.312711 .175 1.169356 .255 1.059063 
.020 1.506659 .100 1.302383 .180 1.161664 .260 1.052956 
.025 1.490224 .105 1.292275 .185 1.154093 .265 1.046929 
.030 1.474577 .110 1.282377 .190 1.146640 .270 1.040979 
.035 1.459597 .115 1.272679 .195 1.139300 .275 1.035105 
.040 1.445199 .120 1.263174 .200 1.132071 .280 1.029305 
.045 1.431315 .125 1.253852 .205 1.124949 .285 1.023578 
.050 1.417893 .130 1.244707 .210 1.117932 .290 1.017922 
.055 1.404892 .135 1.235732 .215 1.111017 .295 1.012335 
.060 1.392276 .140 1.226920 .220 1.104201 .300 1.006817 
.065 1.380016 .145 1.218266 .225 1.097482 1 .305 1 1.001365 
.070 1.368086 .150 1.209764 .230 1.090857 .310 .995973 
.075 1.356464 .155 1.201408 .235 1.084323 .315 .990655 
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Продолжение табл. L./0 

г X Z X г X Z X 

.320 .985395 .495 .833025 .665 .726074 .835 .644247 

.325 .980196 .500 .829406 .670 .723360 .840 .642127 

.330 .975058 .505 .825819 .675 .720667 .845 .640022 

.335 .969979 .510 .822266 .680 .717995 .850 .637930 

.340 .964957 .515 .818744 .685 .715343 .855 .635853 

.345 .959992 .520 .815255 .690 .712712 .860 .633789 

.350 .955083 .525 .811796 .695 .710100 .865 .631739 

.355 .950229 .530 .808369 .700 .707509 .870 .629703 

.360 .945428 .535 .804971 .705 .704937 .875 .627680 

.365 .940680 .540 .801604 .710 .702384 .880 .625670 

.370 .935984 .545 .798267 .715 .699851 .885 .623674 

.375 .931338 .550 .794958 .720 .697336 .890 .621691 

.380 .926742 .555 .791679 .725 .694840 .895 .619720 

.385 .922195 .560 .788428 .730 .692362 .900 .617763 
390 .917697 .565 .785204 .735 .689903 .905 .615818 
.395 .913245 .570 .782009 .740 .687462 .910 .613885 
.400 .908841 .575 .778840 .745 .685038 .915 .611965 
.405 .904481 .580 .775698 .750 .682633 .920 .610057 
.410 .900167 .585 .772583 .755 .680244 .925 .608162 
.415 .895897 .590 .769494 .760 .677873 .930 .606278 
.420 .891670 .595 .766431 .765 .675519 .935 .604407 
.425 .887486 .600 .763393 .770 .673181 .940 .602547 
.430 .883344 .605 .760380 .775 .670861 .945 .600699 
.435 .879243 .610 .757393 .780 .668557 .950 .598862 
440 .875183 .615 .754429 .785 .666269 .955 .597037 
.445 .871163 .620 .751490 .790 .663997 .960 .595223 
.450 .867182 .625 .748574 .795 .661741 .965 .593421 
.455 .863240 .630 .745682 .800 .659501 .970 .591630 
.460 .859335 .635 .742814 .805 .657276 .975 .589849 
.465 .855469 .640 .739968 .810 .655067 .980 .588080 
.470 .851639 .645 .737145 .815 .652873 .985 .586321 
.475 .847846 .650 .734344 .820 .650695 .990 .584573 
.480 .844088 .655 .731566 .825 .648531 .995 .582836 
.485 .840366 .660 .728809 .830 .646382 1.000 .581110 
.490 .836679 

Таблица LJ1 
X (z) для с = 0.900 

Z X Z X г X Z X 

.000 

.005 
1.661556 
1.632990 

0.010 
0.015 

1.610027 
1.589242 

.020 

.025 
1.569932 
1.551751 

.030 

.035 
1.534486 
1.517997 

24* 



Продолжение табл. h.ll 

z 1 X z X z X z 1 X 

.040 1.502180 .245 1.099971 .450 .885065 .655 .743982 

.045 1.486957 .250 1.093330 .455 .880947 .660 .741126 

.050 1.472268 .255 1.086780 .460 .876870 .665 .738292 

.055 1.458062 .260 1.080319 .465 .872834 .670 .735481 

.060 1.444297 .265 1.073945 .470 .868837 .675 .732693 

.065 1.430940 .270 1.067655 .475 .864878 .680 .729926 

.070 1.417961 .275 1.061449 .480 .860958 .685 .727181 

.075 1.405334 .280 1.055323 .485 .857076 .690 .724457 

.080 1.393036 .285 1.049276 .490 .853231 .695 .721754 

.085 1.381048 .290 1.043307 .495 .849422 .700 .719073 

.090 1.369352 .295 1.037414 .500 .845650 .705 .716412 

.095 1.357931 .300 1.031594 .505 .841912 .710 .713771 

.100 1.346773 .305 1.025847 .510 .838210 .715 .711151 

.105 1.335863 .310 1.020171 .515 .834542 .720 .708550 

.110 1.325189 .315 1.014565 .520 .830908 .725 .705969 

.115 1.314742 .320 1.009026 .525 .827307 .730 .703408 

.120 1.304510 .325 1.003554 .530 .823739 .735 .700865 

.125 1.294485 .330 .998148 .535 .820204 " .740 .698342 

.130 1.284658 .335 .992805 .540 .816700 .745 .695837 

.135 1.275021 .340 .987525 .545 .813228 .750 .693351 

.140 1.265568 .345 .982306 .550 .809787 .755 .690884 

.145 1.256290 .350 .977148 .555 .806376 .760 .688434 

.150 1.247182 .355 .972049 .560 .802996 .765 .686003 

.155 1.238237 .360 .967008 .565 .799646 .770 .683589 

.160 1.229450 .365 .962023 .570 .796324 .775 .681192 

.165 1.220816 .370 .957095 .575 .793032 .780 .678813 

.170 1.212328 .375 .952221 .580 .789768 .785 .676451 

.175 1.203984 .380 .947401 .585 .786532 .790 .674106 

.180 1.195778 .385 .942634 .590 .783324 .795 .671778 

.185 1.187705 .390 .937919 .595 .780143 .800 .669466 

.190 1.179762 .395 .933255 .600 .776990 .805 .667171 

.195 1.171946 .400 .928640 .605 .773863 .810 .664891 

.200 1.164251 .405 .924075 .610 .770762 .815 .662628 

.205 1.156675 .410 .919558 .615 .767687 .820 .660381 

.210 1.149215 .415 .915089 .620 .764638 .825 .658149 

.215 1.141866 .420 .910666 .625 .761614 .830 .655933 

.220 1.134627 .425 .906289 .630 .758615 .835 .653732 

.225 1.127494 .430 : .901957 .635 .755640 .840 .651546 

.230 1.120465 .435 .897669 .640 .752690 .845 .649376 

.235 1.113536 .440 .893425 .645 .749764 .850 .647220 

.240 1.106706 .445 .889224 .650 .746861 .855 .645079 
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Продолжение табл. L.11 
г X Z X г X 2 X 

.860 .642952 .900 .626445 .935 .612699 .970 .599558 

.865 .640840 .905 .624443 .940 .610786 .975 .597728 

.870 .638742 .910 .622453 .945 .608885 .980 .595909 

.875 .636658 .915 .620477 .950 .606996 .985 .594102 

.880 .634588 .920 .618514 .955 .605119 .990 .592305 

.885 .632532 .925 .616563 .960 .603253 .995 .590520 

.890 .630490 .930 .614625 .965 .601400 1.000 .588746 

.895 .628461 
Таблица LJ2 

А (г) для с = 0.950 
Z * Z 1 * Z 1 х 1 г 1 * 

.000 1.697108 .140 1.283965 .280 1.067595 .420 .919574 

.005 1.666867 .145 1.274383 .285 1.061395 .425 .915105 

.010 1.642665 1 .150 1.264979 .290 1.055275 .430 .910682 

.015 1.620807 .155 ' 1.255747 .295 1.049234 .435 .906306 

.020 1.600537 .160 1.246681 ' .300 1.043270 .440 1 .901974 

.025 1 1.581478 .165 1.237775 .305 1.037381 .445 .897687 

.030 1.563403 .170 1.229024 .310 1 1.031566 .450 .893443 

.035 1.546158 .175 1.220422 .315 1.025824 .455 .889242 

.040 1.529632 .180 1.211966 .320 1.020151 .460 .885083 

.045 1.513742 .185 1.203649 .325 1.014548 .465 .880965 

.050 1.498421 .190 1.195469 .330 1.009013 .470 .876888 

.055 1.483615 .195 1.187421 .335 1.003544 .475 .872852 

.060 1.469281 .200 1.179500 .340 .998140 .480 .868854 

.065 | 1.455380 .205 1.171704 .345 .992800 | .485 .864896 

.070 1.441881 .210 1.164029 .350 .987523 .490 .860976 

.075 1.428756 .215 1.156471 .355 .982306 .495 .857093 

.080 1.415981 .220 1 1.149027 .360 .977150 .500 | .853248 

.085 1.403535 .225 1.141694 1 .365 .972053 .505 .849439 

.090 1.391398 .230 1.134469 .370 .967013 .510 .845666 

.095 1.379553 .235 1.127349 .375 .962030 .515 .841929 

.100 1.367986 .240 1.120332 .380 .957103 .520 .838226 

.105 1.356681 .245 1.113415 .385 .952231 .525 .834558 

.110 1.345627 .250 1.106596 .390 .947412 .530 .830923 

.115 1.334811 .255 1.099871 .395 .942646 .535 .827322 

.120 1.324223 .260 1.093239 .400 .937932 .540 .823754 

.125 1.313854 .265 1.086698 .405 .933268 .545 .820218 

.130 1.303693 .270 1.080244 .410 .928655 .550 .816714 

.135 1.293733 .275 1.073877 .415 .924090 .555 .813241 
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Продолжение табл. Ъ.12 

г X Z X Z X Z X 

.560 .809800 .675 .738294 .785 .681185 .895 .632517 

.565 .806389 .680 .735483 .790 .678805 ! .900 .630474 

.570 .803008 .685 .732694 .795 .676443 .905 .628445 

.675 .799657 .690 .729926 .800 .674097 .910; .626429 

.580 .796335 .695 .727181 .805 .671769 .915 .624426 

.585 .793043 .700 .724457 .810 .669456 .920 .622436 

.590 .789778 .705 .721754 .815 .667161 .925 .620460 

.595 .786542 .710 .719072 .820 .664881 .930 .618496 

.600 .783334 .715 .716410 .825 .662617 .935 .616545 

.605 .780152 .720 .713769 .830 .660370 .940 .614607 

.610 .776998 .725 .711148 .835 .658138 .945 .612681 

.615 .773871 .730 .708547 .840 .655921 .950 .610767 

.620 .770769 .735 .705966 .845 .653720 .955 .608866 

.625 .767694 .740 .703404 .850 .651534 .960 .606977 

.630 .764644 .745 .700861 .855 .649363 .965 .605099 

.635 .761620 .750 .698337 .860 .647207 .970 .603234 

.640 .758620 .755 .695832 .865 .645065 .975 .601380 

.645 .755645 .760 .693346 .870 .642938 .980 .599538 

.650 .752694 .765 .690878 .875 .640826 .985 .597708 

.655 .749768 .770 .688428 .880 .638728 .990 .595889 

.660 .746865 ! .775 .685996 .885 .636643 .995 .594081 

.665 .743985 .780 .683581 .890 .634573 1.000 .592284 

.670 .741128 1 
Таблица L.13 

X(z) для с = 0.990 
Z X Z X Z X Z X 

.000 1.725110 .065 1.474466 .130 1.318496 .195 1.199420 

.005 1.693512 .070 1.460554 .135 1.308281 .200 1.191322 

.010 1.668311 .075 1.447034 .140 1.298266 .205 1.183353 

.015 1.645591 .080 1.433880 .145 1.288443 .210 1.175509 

.020 1.624549 .085 1.421070 .150 1.278806 .215 1.167787 

.025 1.604786 .090 1.408584 .155 1.269348 .220 1.160182 

.030 1.586061 .095 1.396403 .160 1.260062 .225 1.152692 

.035 1.568211 .100 1.384511 .165 1.250942 .230 1.145314 

.040 1.551119 .105 1.372894 .170 1.241983 .235 1.138045 

.045 1.534696 .110 1.361539 .175 1.233179 .240 1.130882 

.050 1.518871 .115 1.350432 .180 2.224526 .245 1.123821 

.055 1.503588 .120 1.339563 .185 1.216018 .250 1.116862 

.060 1.488800 .125 1.328921 .190 1.207651 .255 1.110001 



Продолжение табл. h.13 

г X г X 2 X г 1 X 

.260 1.103235 .450 .899895 ! .635 .766213 .820 .668331 

.265 1.096563 .455 .895630 .640 .763175 | .825 .666043 

.270 1.089981 .460 .891407 .645 .760162 | .830 .663771 

.275 1.083489 .465 .887226 .650 .757174 .835 .661515 

.280 1.077084 .470 .883088 .655 .754211 .840 .659274 

.285 1.070763 .475 .878990 .660 .751271 .845 .657050 

.290 1.064526 .480 .874933 .665 .748356 .850 .654840 

.295 1.058370 .485 .870915 .670 .745464 .855 .652646 

.300 1.052293 .490 .866937 .675 .742595 .860 .650467 

.305 1.046293 1 .495 .862997 .680 .739749 .865 .648303 

.310 1.040370 .500 .859095 .685 .736926 .870 .646154 

.315 1.034521 .505 .855231 .690 .734125 .875 .644019 

.320 1.028744 .510 .851403 .695 .731346 .880 .641899 

.325 1.023039 .515 .847612 .700 Л28589 .885 .639793 

.330 1.017403 .520 .843856 .705 .725854 .890 .637702 

.335 1.011836 .525 .840135 .710 .723139 .895 .635624 

.340 1.006335 .530 .836449 .715 .720446 .900 .633560 

.345 1.000900 .535 .832797 .720 .717774 .905 .631510 

.350 .995530 .540 .829179 .725 .715122 .910 .629474 

.355 .990222 .545 .825593 .730 .712490 .915 .627451 

.360 .984976 .550 .822041 .735 .709879 .920 .625441 

.365 .979791 .555 .818520 .740 .707287 .925 .623445 

.370 .974665 .560 .815031 .745 .704715 .930 .621461 

.375 .969597 .565 .811574 .750 .702162 .935 .619491 

.380 .964586 .570 .808147 .755 .699628 .940 .617533 

.385 .959632 .575 .804750 .760 .697113 .945 .615588 

.390 .954733 .580 .801384 .765 .694617 .950 .613656 

.395 .919887 .585 .798047 .770 .692139 ,955 .611735 

.400 .945095 .590 .794739 .775 .689680 .960 .609828 

.405 .940355 .595 .791459 .780 .687238 .965 .607932 

.410 .935666 .600 .788208 .785 .684814 .970 .60604* 

.415 | .931028 .605 .784985 .790 .682408 .975 .604177 

.420 | .926439 .610 .781790 .795 .680020 .980 .602317 

.425 j .921898 .615 .778621 .800 .677648 .985 .600469 

.430 1 .917405 .620 .775480 .805 .675294 .990 1 .598632 

.435 .912959 .625 .772365 .810 .672956 .995 .596807 

.440 1 .908560 .630 .769276 .815 .670635 1.000 .594993 

.445 1 .904205 



376 

Таблица L.14 
X(z) для с = 1.000 

* * * X z X z X 

.000 1.732051 .200 1.194228 .400 .946850 .600 .789401 

.005 ! 1.700112 .205 1.186216 .405 .942092 .605 ! .786168 

.010 1 v674660 .210 1.178330 .410 .937384 .610 .782962 

.015 1.651724 .215 1.170567 .415 .932728 .615 .779784 

.020 1.630488 .220 1.162923 .420 .928121 .620 .776632 

.025 1.610549 .225 1.155394 .425 .923562 1 .625 .773507 

.030 1.591662 .230 1.147978 .430 .919052 .630 .770409 

.035 1.573661 1 .235 1.140672 .435 .914589 .635 .767336 

.040 1.556428 .240 1.133472 .440 .910173 .640 .764289 

.045 1.539871 .245 1.126377 .445 .905802 .645 .761267 

.050 1.523921 .250 1.119383 .450 .901476 .650 .758270 

.055 1.508519 .255 1.112488 .455 .897194 .655 .755297 

.060 1.493617 .260 1.105689 .460 .892955 .660 .752349 

.065 1.479176 .265 1.098984 .465 .888760 .665 .749425 

.070 1.465161 .270 1.092371 .470 .884606 .670 .746524 

.075 1.451542 .275 1.085848 .475 .880493 .675 .743646 

.080 1.438294 .280 1.079413 .480 .876421 .680 .740792 

.085 1.425394 .285 1.073063 .485 .872389 .685 .737961 

.090 1.412820 .290 1.066796 .490 .868397 .690 .735151 

.095 1.400556 .295 .1.060611 .495 .864443 .695 .732364 

.100 1.388584 .300 1.054506 .500 .860527 .700 .729599 

.105 1.376889 .305 1.048480 .505 .856649 .705 .726856 

.110 1.365458 .310 1.042529 .510 .852808 .710 .724134 

.115 1.354279 .315 1.036654 .515 .849003 .715 .721433 

.120 j 1.343340 .320 1.030852 .520 .845234 .720 .718753 

.125 1.332631 .325 1.025121 .525 .841500 .725 1 .715093 

.130 1.322141 .330 1.019461 .530 .837802 .730 .713454 

.135 1.311862 .335 1.013869 .535 .834137 .735 .710835 

.140 1.301785 .340 1.008345 .540 .830506 .740 .708236 

.145 1.291903 .345 1.002887 .545 .826909 .745 .705657 

.150 1.282209 .350 .997493 .550 .823344 .750 .703097 

.155 1.272694 .355 .992163 .555 .819812 .755 .700556 

.160 1.263353 .360 .986895 .560 .816311 .760 .698034 

.165 1.254181 .365 .981688 .565 .812842 .765 .695531 

.170 1.245170 .370 .976540 .570 .809404 .770 .693046 

.175 1.236316 .375 .971451 .575 .805996 .775 .690580 

.180 1.227614 .380 .966420 .580 .802619 .780 .688132 

.185 1.219058 .385 .961446 .585 .799271 .785 .685701 

.190 1.210645 , .390 .956527 .590 .795952 .790 .683289 

.195 1.202370 .395 .951662 .595 .792662 .795 .680894 
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Продолжение табл, L.14 

г X Z X Z X Z X 

.800 .678516 .855 .653448 .905 .632259 .955 .612436 

.805 .676155 .860 .651264 .910 .630218 .960 .610524 

.810 .673811 .865 .649094 .915 .628190 .965 .608624 

.815 .671484 .870 .646939 .920 .626175 .970 .606736 

.820 .669174 .875 .644799 .925 .624174 .975 .604859 

.825 .666880 .880 .642674 .930 .622185 .980 .602995 

.830 .664602 .885 .640563 .935 .620210 .985 .601143 

.835 .662340 .890 .638466 .940 .618248 .990 .599302 

.840 .660093 .895 .636383 .945 .616298 .995 .597472 

.845 .657863 .900 .634314 .950 .614361 1.000 .595655 

.850 .655648 
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