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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА

Предлагаемое вашему вниманию пособие посвящено коле-
баниям в различных средах. Колебания широко распростране-
ны в природе и встречаются буквально на каждом шагу: это
звуковые и электромагнитные колебания, колебания поверхно-
сти воды, колебание струн музыкальных инструментов и кры-
ла самолета, сейсмические колебания почвы при землетрясени-
ях, колебание элементов конструкций зданий и сооружений и
т. д.

Перечисление физических процессов, в которых мы стал-
киваемся с колебаниями, можно было бы продолжить, но уже
из приведенных примеров ясно, насколько распространенным
является этот тип движения в материальных средах. При этом
в колебательном движении могут участвовать совершенно раз-
ные по природе физические объекты. Так, например, распро-
странение звука в воздухе связано с колебаниями плотности
воздуха, распространение света – с колебаниями вектора элек-
трической и магнитной индукции электромагнитного поля све-
товой волны, колебания грузика, прикрепленного к пружине,
сопровождается изменением его координаты и скорости, а ко-
лебания электрического тока в электрической цепи сопровож-
дается периодическим изменением плотности тока и заряда.

Тем не менее колебания в различных средах имеют общие
черты, присущие всем колебательным движениям. Эта уни-
версальность колебаний, т.е. известная независимость способа
описания колебательного движения от конкретной физической
природы объекта и материальной среды, и позволяют рассмот-
реть достаточно широкий круг вопросов – от механических ко-
лебаний и волн в упругих средах до электрических колебаний и
электромагнитных волн в вакууме и конденсированных средах
в рамках единого подхода.
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Поскольку учебное пособие является лишь дополнением к
основному учебнику физики1, оно не предполагает последова-
тельного изложения всего материала программы с необходи-
мой полнотой и тщательностью.

Каждая глава учебного пособия начинается с конспектив-
ного изложения основ теории. Далее следует разбор несколь-
ких принципиальных задач и обсуждение различных методик
их решения. В конце главы приводится список задач для само-
стоятельного решения и качественные вопросы, которые поз-
воляют легко выявить плохо усвоенные темы.

Такая структура учебного пособия, на наш взгляд, позво-
ляет разобрать сложные вопросы теории на примерах решения
конкретных задач, а, как известно, в естественных науках при-
меры зачастую важнее правил.

Следует сказать несколько слов о подборе материала и за-
дач, которые включены в учебное пособие. Основная цель по-
собия – сделать доступными для учащихся материалы и задачи
по указанной теме, разбросанные по различным изданиям. По-
этому приведенные задачи в большинстве случаев не являются
оригинальными, а взяты из различных сборников задач повы-
шенной сложности, список которых приведен в конце книги,
журнала «Квант»(1970 – 2001) и различных олимпиад.

Наконец, хотелось отметить, что при написании этого посо-
бия автор стремился сохранить стиль живого общения, отка-
завшись от строгой и более привычной академической манеры
изложения материала. Насколько это удалось, судить вам, ува-
жаемые читатели.

Ваши пожелания и замечания, которые будут с благодар-
ностью приняты, можно присылать по электронному адресу:
halid.bikkin@usu.ru

1См.: Физика: Учеб. пособие для 11 кл. шк. и классов с углубл. изуч.
физики/ А.Т. Глазунов, О.Ф. Кабардин, А.Н. Малинин и др.; Под ред.
А.А. Пинского. М., 1995. 432 с.
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Глава 1

МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

1.1. Виды колебаний. Условие
возникновения колебаний

Если какая-либо физическая величина, характеризующая
движение, принимает повторяющиеся значения, то такое дви-
жение принято называть колебанием. Колебания могут быть
периодическими или непериодическими. Если колебания перио-
дические, то динамическая величина принимает повторяющие-
ся значения через равные промежутки времени, которые назы-
вают периодом. В дальнейшем мы будем рассматривать только
периодические колебания. В этом случае, например, для ко-
ординаты материальной частицы x(t), участвующей в колеба-
тельном движении, можно записать: x(t + T ) = x(t), где t –
время, а T – период колебаний.

Периодические колебания могут быть гармоническими или
негармоническими. Гармоническими называются колебания, в
которых динамическая величина изменяется по гармоническо-
му закону, т. е. ее изменение во времени характеризуется сину-
соидальным или косинусоидальным законом. Все другие типы
колебаний называются негармоническими.

Хотя на практике чаше приходится иметь дело со слож-
ными и в общем случае негармоническими колебаниями, мы
ограничимся рассмотрением только гармонических колебаний.
Это ограничение не является на самом деле очень принципи-
альным, поскольку, как это выяснится в дальнейшем, негар-
монические колебания всегда могут быть представлены в ви-
де суперпозиции, т. е. наложения гармонических колебаний с
кратными значениями периодов колебания T.
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Рассмотрим условия, при которых возникают колебания в
механических системах.

Можно утверждать, что колебания возникают в систе-
мах, находящихся вблизи состояния уcтойчивого равновесия.
Устойчивым называется такое состояние равновесия механи-
ческой системы, при котором любое отклонение системы от
состояния равновесия сопровождается возникновением возвра-
щающей силы, т. е. силы, стремящейся вернуть систему в ис-
ходное положение. В случае систем, находящихся в состоянии
неустойчивого равновесия, при отклонении системы от равно-
весия развиваются силы, стремящиеся еще дальше увести си-
стему из равновесия.

w w w w

x x x x

a ñb d

Рис.1. Потенциальная энергия системы:
a – устойчивое, б – метастабильное, в–неустойчивое, г – безразличное

равновесия

Могут существовать еще случаи метастабильного и безраз-
личного равновесия. В случае метастабильного равновесия
при достаточно малых отклонениях система ведет себя как
устойчивая, а при больших – как неустойчивая система. При
безразличном равновесии любое возможное положение систе-
мы является равновесным.

Графики зависимости потенциальной энергии системы W
в зависимости от величины x, характеризующей отклонения
системы от положения равновесия, приведены на рис. 1.

Поскольку устойчивые системы в природе встречаются до-
статочно часто (неустойчивые системы либо распались, либо
перешли в устойчивое состояние), то и колебательный тип дви-
жений возможен, по существу, в каждой системе.

Другой причиной возникновения механических колебаний
является присущее всем материальным телам свойство инерт-
ности.

Если тело выведено из состояния равновесия, то, ускоряясь
под действием возвращающей силы, оно проходит положение
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равновесия с некоторой скоростью и, благодаря инертности,
движется в сторону от равновесного положения до тех пор,
пока действие возвращающей силы не приведет к его останов-
ке в крайнем положении. Затем картина движения повторяет-
ся снова и снова. Так возникают собственные колебания си-
стемы. Естественно предположить, что в реальных условиях,
кроме возвращающей силы, могут действовать и силы трения.
Такие колебания не будут продолжаться неограниченно долго,
поскольку энергия колеблющегося тела постепенно переходит
в тепло. В этом случае колебания называются затухающими.

Колебания могут вызываться и периодически действующей
внешней (вынуждающей) силой. Такие колебания называются
вынужденными.

1.2. Уравнение колебаний и его решение

Выведем уравнение, которому подчиняется движение мате-
риальной точки, совершающей гармонические колебания. Про-
стейшей колебательной системой является гармонический ос-
циллятор. Моделью одномерного гармонического осциллятора
может служить система, изображенная на рис. 2.

Пружина жесткостью K од-

Рис. 2. Модель одномерного
гармонического осциллятора

ним концом прикреплена к вер-
тикальной стенке. На другом ее
конце размещен грузик массой
m, который может скользить без
трения по гладкому горизонталь-
ному стержню. Если сила упру-
гости пружины подчиняется за-
кону Гука Fупр = −Kx, то
изображенная на рис. 2 система как
раз и является моделью одномерного гармонического осциллятора.

В рассматриваемом примере масса m движется только под
действием квазиупругой силы Fупр, поскольку действие силы
тяжести скомпенсировано силой реакции опоры, а трение от-
сутствует. Запишем уравнение динамики Ньютона для массы
m: ma = −Kx. Здесь a – ускорение материальной точки,
а x – ее перемещение. Начало отсчета координатной системы
выбрано в точке x0, что соответствует недеформированному
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состоянию пружины. При растяжении пружины координата x
положительна, при сжатии – отрицательна.

Поскольку

a =
Δv
Δt

=
Δ
Δt

Δx
Δt

=
Δ2x

(Δt)2

и ускорение является второй производной перемещения x по
времени t, то уравнение движения гармонического осциллято-
ра можно записать в форме1

m
d2x

dt2
= −Kx; или m

d2x

dt2
+Kx = 0. (1.1)

Очень часто вводят более компактное обозначение для пер-
вой и второй производных, полагая v = x′, a = x′′. Тогда
уравнение колебаний гармонического осциллятора записыва-
ется в виде

mx′′ +Kx = 0. (1.2)

По математической классификации уравнение (1.2), кото-
рое описывает собственные колебания осциллятора, является
линейным однородным дифференциальным уравнением второ-
го порядка с постоянными коэффициентами.

Уравнение линейно и однородно, так как все его члены со-
держат неизвестную величину x в первой степени. Уравнение
(1.2) – второго порядка с постоянными коэффициентами, по-
скольку старшая производная по времени имеет второй поря-
док, а коэффициенты при неизвестных не зависят от времени.

Получим решение этого уравнения простым подбором под-
ходящей функциональной зависимости для x(t). Будем искать
пробное решение уравнения (1.2) в следующем виде:

x(t) = C1 · sin(ωt), (1.3)

где C1 и ω – некоторые неизвестные постоянные величины.
Подставляя пробное решение (1.3) в уравнение (1.2) и учи-

тывая правила вычисления второй производной от функции
sin(ωt) (см. пример 1 приложения 1) , получаем

−ω2m+K = 0. (1.4)
1В приложении 1 подробно рассматривается определение производных

и их вычисление для некоторых элементарных функций.
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Уравнение (1.4) называется характеристическим и позволя-
ет найти собственную частоту колебания системы ω0 =

√
K/m.

Очевидно, что выражение

x(t) = C2 · cos(ω0t) (1.5)

также является частным решением уравнения (1.2) при про-
извольных значениях постоянной C2. Поэтому можно утвер-
ждать, что наиболее общим видом решения уравнения (1.2)
является суперпозиция решений (1.4), (1.5):

x(t) = C1 · sin(ω0t) + C2 · cos(ω0t). (1.6)

Таким образом, общее решение задачи о колебаниях одно-
мерного гармонического осциллятора содержит две произволь-
ные постоянные C1 и C2, которые могут быть найдены из на-
чальных условий. Можно переопределить константы, записав
решение в более удобном виде. Действительно, введя новые
константы x0 и δ; C1 = x0 cos(δ), C2 = x0 sin(δ), можно за-
писать общее решение (1.6) в виде

x(t) = x0 · sin(ω0t+ δ), (1.7)

где x0 – амплитуда колебаний, δ – начальная фаза колебаний.
Амплитуда колебаний характеризует величину максималь-

ного отклонения колебательной системы от положения равно-
весия. Фазой колебания называется величина ω0t+ δ, характе-
ризующая состояние колебательного процесса в произвольный
момент времени t. Найдем связь периода колебаний T с часто-
той ν = ω0/(2π). Поскольку период T — это время, за которое
совершается одно полное колебание, то из формулы (1.7) сле-
дует, что должно выполняться условие ω0T = 2π. Отсюда для
периода колебаний гармонического осциллятора получаем

T =
1
ν

=
2π
ω0

= 2π
√
m

K
. (1.8)

Константы x0 и δ определяются из начальных условий воз-
буждения колебаний, которые могут варьироваться. Чтобы
продемонстрировать методику определения констант, рассмот-
рим простой пример.
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Пример 1
Тело массой m, подвешенное на пружине жесткостью K, лежит

на подставке (см. рис.). Подставку мгновенно убирают. Найти за-
висимость координаты тела от времени, если в начальный момент
времени высота тела над столом h0 и пружина не была деформиро-
вана.

Решение

К примеру 1

Запишем уравнение движения массы m после то-
го, как подставка будет убрана. Рассмотрим случай,
когда расстояние h0 настолько велико, что груз не
будет соприкасаться со столом. Тогда масса m будет
двигаться только под действием силы тяжести mg
и квазиупругой силы Kx. Выберем начало отсчета
координатной системы в точке, где находится центр
масс груза, лежащего на подставке, а за положитель-
ное направление примем направление, вдоль которо-

го действует сила тяжести. Тогда уравнение движения массы будет
иметь вид

x′′ +
K

m
x− g = 0.

Если сделать замену переменных z = x − gm/K, то уравнение
можно привести к виду

z′′ +
K

m
z = 0,

что совпадает с уравнением (1.2). Это значит, что постоянная сила
не изменяет частоту колебаний системы. Она изменяет лишь поло-
жение равновесия. В поле сил тяжести колебания будут происходить
вокруг нового положения равновесия, координата которого опреде-
ляется условием z = 0 или x = gm/K.

Таким образом, движение массы m после того, как будет убрана
подставка, определяется уравнением

z(t) = z0 · sin(ω0t+ δ).

Неизвестные константы определим из начальных условий. При
t = 0 z(0) = −gm/K, поскольку относительно положения равнове-
сия в поле сил тяжести в начальный момент времени пружина была
деформирована. Поэтому −gm/K = z0 sin(δ). Второе условие состо-
ит в том, что в начальный момент времени (сразу после того, как
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была убрана подставка) скорость груза была равной нулю. Поэтому
z′(0) = z0ω0 cos(δ) = 0.

Таким образом, для определения неизвестных параметров имеем
систему уравнений

−gm/K = z0 sin(δ); z0ω0 cos(δ) = 0.

Поскольку z0ω0 �= 0, то из второго уравнения системы сразу полу-
чаем δ = π/2, а из первого уравнения находим амплитуду колебаний
z0 = −gm/K. С учетом сделанной ранее замены переменных в итоге
получаем

x(t) = −gm
K

sin(ω0t+
π

2
) +

gm

K
.

Следует заметить, что полученный результат справедлив лишь
при условии 2gm/K < h0.

1.3. Затухающие и вынужденные колеба-
ния

Если в колебательной системе действуют диссипативные
силы, то, как уже отмечалось, колебания будут затухать. Рас-
смотрим частный случай, когда силы трения зависят линейно
от скорости. Такого рода силы возникают при наличии вязкого
трения в жидкостях или газах, если скорости движущихся тел
достаточно малы.

Уравнение колебаний при наличии дополнительной силы
трения Fтр = −βx′, где β – некоторый коэффициент пропор-
циональности (аналог уравнения (1.2) для собственных коле-
баний) – будет иметь вид

x′′ +
K

m
x+

β

m
x′ = 0. (1.9)

Для упрощения в уравнении (1.9) введем обозначения ω2
0 =

K/m, β/m = 2γ. Тогда вместо (1.9) получаем

x′′ + 2γx′ + ω2
0x = 0. (1.10)

Поскольку уравнение (1.10) имеет тот же вид, что и урав-
нение (1.2), то и методика решения остается прежней2.

2Полное решение уравнения (1.9) приведено в приложении 2.
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Непосредственной подстановкой можно убедиться, что об-
щее решение уравнения (1.10) для затухающих колебаний име-
ет вид

x(t) = x0 exp(−γt) cos(ω1t+ δ), ω1 =
√
ω2

0 − γ2, (1.11)

где, как и раньше, x0 и δ — произвольные постоянные, значения
которых определяются из начальных условий.

Следует обратить внимание на то, что частота затухающих
колебаний ω1 отличается от собственной частоты колебаний ос-
циллятора ω0. При больших затуханиях γ колебаний не будет
вообще. Такой режим затухания колебаний называется апери-
одическим.

Огибающая кривая колебаний на рис. 3a отображает пове-
дение амплитуды колебаний x0 exp(−γt).

Рис. 3. Различные случаи затухания колебаний:
а – γ = 0, 2, ω1 = 3; б – апериодическое затухание γ = 0, 2, ω1 = 0, 1

Затухающие колебания можно характеризовать временем
затухания. Временем затухания колебаний называется такое
время τ , за которое амплитуда колебаний уменьшается в e раз.
Очевидно, что константа затухания γ = 1/τ .

Пусть теперь на колебательную систему действует внешняя
вынуждающая сила f(t) = f0 cos(ωt), зависящая от времени по
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гармоническому закону. При наличии затухания и вынужда-
ющей силы уравнение движения гармонического осциллятора
имеет вид

x′′ + 2γx′ + ω2
0x =

f0

m
cos(ωt). (1.12)

Это уравнение, в отличие от уравнения для собственных
колебаний (1.2) и затухающих колебаний (1.10), является неод-
нородным, поскольку правая часть (1.12) не зависит от пере-
менной x. Общее решение такого уравнения является суммой
общего решения однородного уравнения x′′ + 2γx′ + ω2

0x = 0
и частного решения неоднородного уравнения (1.12). Однако,
как мы уже установили, собственные колебания при наличии
силы трения затухают за достаточно короткое время порядка
времени τ , и поэтому через некоторое время останутся только
колебания с частотой вынуждающей силы ω. Таким образом,
вынужденные колебания происходят не на собственной частоте
колебания системы ω0, а на частоте вынуждающей силы.

Пусть все переходные процессы уже закончились и в систе-
ме остались лишь колебания с частотой вынуждающей силы.
Будем искать решение уравнения в виде

x(t) = x0 cos(ωt− δ), (1.13)

где, как и раньше, x0 — неизвестная амплитуда колебаний, а
δ — неизвестная начальная фаза. Вычислим значение скоро-
сти и ускорения для перемещения, определяемого выражением
(1.13):

x′(t) = −x0ω sin(ωt− δ) = x0ω cos(ωt− δ +
π

2
);

x′′(t) = −x0ω
2 cos(ωt− δ). (1.14)

Подставляя результаты (1.13), (1.14) в уравнение (1.12), по-
лучаем уравнение для определения амплитуды и фазы вынуж-
денных колебаний

−ω2x0 cos(ωt− δ) + 2γωx0 cos(ωt− δ +
π

2
) +

+ω2
0x0 cos(ωt− δ) =

f0

m
cos(ωt). (1.15)
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Отметим важную особенность уравнения (1.15): все члены
этого уравнения изменяются со временем по гармоническому
закону, и сдвиг фаз остается неизменным во времени. Для опре-
деления амплитуды и фазы вынужденных колебаний в этом
случае применим метод векторных диаграмм.

Примем во внимание, что мгновенное значение любой вели-
чины, изменяющейся по гармоническому закону, можно пред-
ставить проекцией соответствующего вектора, вращающегося
с постоянной угловой скоростью ω, и представим каждый из
членов левой части уравнения (1.15) в виде вращающегося век-
тора (рис. 4). Проекция вектора ω2

0x0 соответствует слагаемому
ω2

0x0 cos(ωt − δ), вектор ω2x0 сдвинут по фазе на π и соответ-
ствует члену −ω2x0 cos(ωt − δ). Наконец, вектор 2γωx0 опере-
жает вектор ω2

0x0 по фазе на π/2 и соответствует в уравнении
(1.15) слагаемому 2γωx0 cos(ωt− δ + π/2).

Рис. 4. Векторная диаграмма вынужденных колебаний:
а — представление членов левой части уравнения (1.15) вращающимися

векторами; б — векторная интерпретация уравнения (1.15)

Вся система векторов вращается с угловой скоростью ω, как
это показано на рис. 4а. Поскольку сумма проекций векторов
равна проекции суммарного вектора, то можно все вектора на
диаграмме рис. 4а сложить по правилам сложения векторов.
Тогда вместо трех векторов рис. 4а мы получим один вектор
(рис. 4б), который равен правой части выражения (1.15). Ре-
зультат сложения векторов представлен на векторной диаграм-
ме рис. 4б.

Применяя теорему Пифагора, имеем

(f0/m)2 = (ω2
0 − ω2)2x2

0 + 4γ2ω2x2
0.

Это уравнение позволяет определить амплитуду вынужден-
ных колебаний
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x0 =
f0

m
√

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

. (1.16)

Сдвиг фазы вынужденных колебаний, т. е. разность фаз
вынуждающей силы f(t) = f0 cos(ωt) и смещения x(t) =
x0 cos(ωt− δ), также может быть определен с помощью вектор-
ной диаграммы (рис. 4). Действительно, из рисунка следует,
что вынуждающая сила опережает смещение на угол δ, тан-
генс которого определяется выражением

tg(δ) =
2γω

ω2
0 − ω2

. (1.17)

В следующем разделе мы проанализируем поведение ам-
плитуды вынужденных колебаний x0 и сдвига фаз δ в зависи-
мости от частоты и амплитуды вынуждающей силы, а также
параметра затухания γ.

1.4. Резонансные явления

Исследуем поведение амплитуды колебаний x0 в зависимо-
сти от амплитуды f0, частоты ω вынуждающей силы и пара-
метра затухания γ.

Из выражения для амплитуды смещения (1.16) следует, что
смещение x0 линейно зависит от амплитуды вынуждающей си-
лы f0.

Для исследования зависимости смещения от частоты най-
дем, при каком значении частоты подкоренное выражение в
знаменателе формулы (1.16) имеет минимум. Сначала опреде-
лим частоту, при которой производная от подкоренного выра-
жения в знаменателе равна нулю (равенство нулю производной
при некотором значении аргумента означает наличие экстре-
мума функции в этой точке). Используя правила вычисления
производных, сформулированные в приложении 1, получаем

d

dω

[
(ω2

0 − ω2)2 + 4γ2ω2
]

= −(ω2
0 − ω2)ω + 2γ2ω = 0. (1.18)
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Сократив общий множитель ω в последнем равенстве вы-
ражения (1.18), получаем

ωрез =
√
ω2

0 − 2γ2. (1.19)

Покажем теперь, что частота ωрез действительно соот-
ветствует минимуму знаменателя выражения для амплитуды
(1.16). Если при ω = ωрез реализуется минимум, а не макси-
мум, то вторая производная подкоренного выражения в фор-
муле (1.16) в этой точке будет положительной, в чем нетрудно
убедиться, если продифференцировать выражение в квадрат-
ных скобках формулы (1.18) еще один раз и подставить затем
значение ω = ωрез:

d2

dω2

[
(ω2

0 − ω2)2 + 4γ2ω2
]

= 4
d

dω

[−(ω2
0 − ω2)ω + 2γ2ω

]
=

= 4(3ω2 − ω2
0 + 2γ2) = 8ω2

рез. (1.20)

При записи последнего равенства в формуле (1.20) мы под-
ставили ω = ωрез.

Таким образом, максимальное значение амплитуда вынуж-
денных колебаний принимает при частоте ω = ωрез, которая не
совпадает с частотой собственных колебаний ω0, а несколько
сдвинута в сторону меньших частот [см. (1.19)] и существенно
зависит от константы затухания γ. Если константа затухания
γ достаточно мала, то при стремлении ω к ωрез амплитуда ко-
лебаний может очень сильно вырасти.

Резкое увеличение амплитуды вынужденных колебаний
при ω → ωрез называется резонансом амплитуды. Резонанс
скорости и резонанс ускорения обсуждается в приложении 1.
На рис. 5 изображена амплитуда вынужденных колебаний x0,
рассчитанная по формуле (1.16) при следующих значениях па-
раметров: f0/m = 10 [cm·c−2], ω0 = 5 [c−1]. Кривая 1 соответ-
ствует значению параметра γ = 0, 3; кривая 2: γ = 0, 15; кривая
3: γ = 0, 1 и кривая 4: γ = 0, 03 (γ имеет размерность с−1).

Как следует из результатов расчета, изменение резонансной
частоты колебаний весьма незначительно и для γ = 0, 3 равно
4,99 (на рис. 5 резонансная частота для γ = 0, 3 обозначена ω2

и отмечена стрелкой).
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Оценим величину отношения амплитуды колебаний при ре-
зонансном воздействии x0рез к величине смещения при стати-
ческом действии той же силы ( на нулевой частоте) xстат.

Величина xстат может быть получена из формулы (1.16),
если в нее подставить значение ω = 0:

xстат =
f0

mω2
0

.

Амплитуду колебаний на частоте ωрез найдем из формулы
(1.16), подставив в нее значение

ω =
√
ω2

0 − 2γ2,

x0рез =
f0

2mγω0
;

x0рез

xстат
=
ω0

2γ
.

Из этой формулы следует, что амплитуда колебаний в ре-
зонансе может быть в сотни раз больше амплитуды смещения,
вызываемой такой же, но статической силой.

Рис. 5. Резонансные кривые
при различных значениях γ

Рис. 6. Зависимость tg(δ) от час-
тоты в окрестности резонанса

Исследуем теперь фазовые соотношения при резонансе.
Разложим выражение в знаменателе формулы (1.17): ω2

0−ω2 =
(ω + ω0)(ω0 − ω). Поскольку в окрестности резонанса ω � ω0,
то ω + ω0 � 2ω0. Поэтому в окрестности резонанса получаем

tg(δ) =
γ

ω0 − ω
.
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Вид этой кривой изображен на рис. 6. При построении гра-
фика на рис. 6 были использованы следующие значения пара-
метров: γ = 0, 1c−1, ω0 = 5c−1.

Из приведенного графика следует, что при малых часто-
тах смещение осциллятора совпадает по фазе с вынуждающей
силой. Если ω � ω0, то tg(δ) снова стремится к нулю, но на
сей раз со стороны отрицательных значений. Таким образом, в
этом случае смещение осциллятора происходит в противофазе
с вынуждающей силой. В резонансе сдвиг фаз между вынуж-
дающей силой и смещением равен четверти периода, причем
вынуждающая сила опережает смещение.

1.5. Превращение энергии при колебаниях

Для определенности будем рассматривать колебательную
систему, изображенную на рис. 2. Полная энергия колебатель-
ной системы складывается из кинетической энергии массы m,
движущейся со скоростью v = x′(t), и потенциальной энергии
деформированной пружины. Рассмотрим превращения энер-
гии в случаях собственных, затухающих и вынужденных ко-
лебаний.

Собственные колебания
В случае собственных колебаний на систему не действуют

внешние силы, и поэтому полная энергия системы сохраняется.
Пользуясь выражением для смещения x(t) = x0 cos(ω0t) (для
простоты мы полагаем, что начальная фаза колебаний δ = 0),
запишем выражение для кинетической энергии Eкин, потенци-
альной энергии Eпот и полной энергии W :

Eкин =
mω2

0x
2
0 sin2(ω0t)

2
; Eпот =

Kx2
0 cos2(ω0t)

2
;

W = Eкин +Eпот =
Kx2

0

2
. (1.21)

При записи последнего равенства в формуле (1.21) мы учли,
что ω2

0 =
√
K/m. Из этой формулы следует, что кинетическая

и потенциальная энергии системы при собственных колебаниях
зависят от времени, но полная энергия остается постоянной.

20



Постоянство полной энергии колебательной системы можно
использовать для получения уравнения движения движущейся
массы. Рассмотрим этот полезный прием на примере.

Пример 2
На невесомом стержне длиной L находится груз массой m. К

середине стержня прикреплена невесомая пружина жесткостью K.
Второй конец пружины укреплен на стене (см. рис.). При верти-
кальном положении стержня пружина не деформирована. Найти
собственную частоту и период колебаний такой системы. Трением
пренебречь. Колебания можно считать малыми.

Решение
Найдем выражение для полной энергии системы. В данном слу-

чае полная энергия системы складывается из кинетической и потен-
циальной энергий массы m и потенциальной энергии деформирован-
ной пружины. Выберем начало отсчета системы координат в точке
закрепления стержня и введем угол ϕ между стержнем и положи-
тельным направлением оси X , совпадающим с вертикалью (см. рис.
к примеру). Ось Y направим по горизонтали. Тогда координаты ма-
ятника можно выразить через угол ϕ: x = L cosϕ, y = L sinϕ.

Кинетическая энергия колеблющейся мас-

К примеру 2

сы Eкин = m(v2
x + v2

y)/2. Компоненты скорости,
в свою очередь,

vx =
dL cos(ϕ)

dt
= −L sin(ϕ)ϕ′;

vy =
dL sin(ϕ)

dt
= L cos(ϕ)ϕ′.

Таким образом,

Eкин =
mL2(ϕ′)2

2
.

Примем, что в равновесном положении потенциальная энергия
маятника равна нулю. Тогда при отклонении на малый угол ϕ по-
тенциальная энергия массы m

Eпот = mgL(1 − cos(ϕ)) = 2mgL sin2(ϕ/2) � mgLϕ2

2
,

причем мы воспользовались малостью углов и заменили sin(ϕ) � ϕ,
g — ускорение свободного падения.
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Потенциальная энергия деформированной пружины Eпруж так-
же может быть легко выражена через угол отклонения маятника от
вертикали:

Eпруж =
KL2 sin2(ϕ)

8
� KL2ϕ2

8
.

Теперь мы можем записать полную энергию системы

W =
mL2(ϕ′)2

2
+
mgLϕ2

2
+
KL2ϕ2

8
,

которая является постоянной величиной, не зависящей от времени.
Если теперь продифференцировать W по времени, то мы полу-

чим дифференциальное уравнение, описывающее колебания этой ме-
ханической системы. Действительно, дифференцируя W , находим

mL2ϕ′ϕ′′ +mgLϕϕ′ +
KL2ϕϕ′

4
= 0.

Разделим левую и правую части уравнения на mL2ϕ′:

ϕ′′ +
[
g

L
+

K

4m

]
ϕ = 0.

Полученное выше уравнение имеет вид стандартного уравнения
колебаний (1.2), а выражение, стоящее в квадратных скобках, и есть
квадрат собственной частоты колебаний системы.

Таким образом, мы нашли собственную частоту и период коле-
баний рассматриваемой системы:

ω0 =

√
g

L
+

K

4m
, T = 2πω−1

0 .

Затухающие колебания
При наличии силы трения энергия колебательной системы

будет убывать, поскольку часть механической энергии будет
переходить в тепло. Обычно для характеристики колебатель-
ных систем с затуханием вводят понятие добротности.

Добротностью колебательной системы Q называется от-
ношение энергии, запасенной системой, к энергии, которую она
теряет за один период. Полная энергия колебательной системы
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определяется формулой (1.21), а потерю энергии за один пери-
од можно легко оценить, поскольку она равна работе силы тре-
ния за один период. Силу трения можно записать следующим
образом: Fтр = βx′(t) = βω0x0 cos(ω0t) (мы полагаем, что сила
трения мала и частота колебаний не отличается от собственной
частоты ω0). Вычислим среднюю мощность потерь Pтр, возни-
кающих за счет действия силы трения:

Pтр = 〈β(x′)2〉 = 〈βω2
0x

2
0 cos2(ωt)〉 = γmω2

0x
2
0. (1.22)

При выводе последнего из равенств формулы (1.22) мы
учли, что β = 2γm и что среднее значение

〈cos2(ω0t)〉 = 1/2.

В этом легко убедиться, если вспомнить, что cos2(ω0t) =
(1 + cos(2ω0t))/2 и что среднее значение по времени от перио-
дической функции равно нулю.

Чтобы найти работу сил трения Eтр за период колебаний
T , нужно умножить среднюю мощность на T = 2π/ω0. В ре-
зультате простых преобразований получаем:

Eтр = 2πγmω0x
2
0; Q =

W

Eтр
=

ω0

4πγ
. (1.23)

Обычно множитель (2π)−1 в формуле (1.23) опускают, опре-
деляя добротность отношением Q = ω0/(2γ). Таким образом,
добротность колебательной системы Q — это умноженное на
2π отношение средней энергии, запасенной колебательной си-
стемой, к работе силы трения за один период колебаний.

Необходимо еще раз подчеркнуть, что приведенная выше
формула добротности (1.23) справедлива лишь для частного
случая, когда силы трения линейно зависят от скорости и де-
кремент затухания γ � ω0. В случае апериодического затуха-
ния вся запасенная колебательной системой энергия переходит
в тепло за время t < T/4, и понятие добротности теряет смысл.

Вынужденные колебания
Установившиеся под действием синусоидальной силы вы-

нужденные колебания внешне очень похожи на собственные
колебания. Однако между ними есть весьма важное различие.
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Запишем выражение для полной энергии в случае вынужден-
ных колебаний

W = Eкин + Eпот =
mv2

2
+

1
2
Kx2;

W =
1
2
mx2

0ω
2 sin(ωt− δ)2 +

1
2
Kx2

0 cos(ωt− δ)2. (1.24)

При выводе формулы (1.24) мы воспользовались аналогом
выражения (1.13) для x(t). Отличие формулы (1.24) от фор-
мулы для собственных колебаний (1.21) в том, что здесь коле-
бания происходят на частоте вынуждающей силы ω, а не на
собственной частоте ω0 =

√
K/m. Поэтому полная энергия си-

стемы не остается постоянной. Это наглядно демонстрируют
графики кинетической, потенциальной и полной энергии коле-
бательной системы, изображенные на рис. 7.

Рис. 7. Зависимость кинетической Eкин, потенциальной Eпот
и полной энергии W при вынужденных колебаниях:

кривые построены при следующих значениях параметров: m = 0, 04;

ω = 5; x0 = 3; K = 0, 3 ( в произвольной системе единиц)

Средние значение кинетической и потенциальной энергии
при вынужденных колебаниях могут сильно отличаться друг
от друга. При низких частотах Eпот > Eкин, а при частотах
ω > ω0, наоборот, Eпот < Eкин (на рис. 7 изображен как раз
случай ω > ω0).

Полная энергия колебательной системы изменяется от неко-
торой минимальной величины (отмечена пунктирной линией в
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правой части рис.7) до максимума, причем в течение четверти
периода колебательная система получает энергию за счет рабо-
ты внешних сил, а в течение другой четверти периода система
отдает энергию. Чем ближе мы будем подходить к резонан-
су, тем меньше будет становиться разрыв между максимумом
Eпот и Eкин. В точке резонанса они станут равными, и полная
энергия системы будет снова постоянной величиной. Поэтому
колебания системы в резонансе очень похожи на собственные.
Роль вынуждающей силы здесь сводится лишь к компенсации
потерь энергии, связанной с работой сил трения.

До сих пор мы рассматривали мгновенное значение энер-
гии колебательной системы. Проанализируем теперь поведение
средней энергии колебательной системы как функции времени
(имеется в виду среднее значение за один период колебаний)
для системы, в которой колебания еще не являются установив-
шимися. Средняя энергия системы меняется по двум причи-
нам: за счет работы внешних сил и работы сил трения. Мощ-
ность, развиваемая внешними силами,

Pвн(t) = 〈f(t)v(t)〉 = 〈f0 cos(ωt)x′(t)〉. (1.25)

В отличие от мощности внеш-

Рис. 8. Зависимость погло-
щаемой и теряемой мощнос-
ти от амплитуды колебаний

них сил, которые, как следу-
ет из формулы (1.25), линейны
по смещению x(t), мощность по-
терь квадратична по смещению:

Pтр(t) = 〈2γm(x′)2〉. (1.26)

Поэтому амплитуда колеба-
ний растет до тех пор, пока кри-
вые зависимости средней погло-
щаемой Pвн и средней рассеива-
емой мощности Pтр не пересе-
кутся (рис. 8). В точке пересе-
чения кривых амплитуда коле-
баний будет такой, при которой
средняя энергия, получаемая системой за период, равна сред-
ней диссипируемой энергии за период. При этом дальнейший
рост амплитуды колебаний прекратится. Это и будет режимом
установившихся колебаний.
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Важно подчеркнуть, что режим установившихся колебаний
является устойчивым. Действительно, если амплитуда коле-
баний в результате действия случайных причин вырастет, то
мощность потерь вырастет быстрее и система отдаст энергию,
если же амплитуда станет меньше x0, то, наоборот, средние
потери будут меньше и амплитуда колебаний увеличится.

1.6. Колебания в системах с двумя
степенями свободы

До сих пор мы рассматривали колебания в системах с одной
степенью свободы (числом степеней свободы поступательно-
го движения называется число направлений, вдоль которых
материальные частицы, составляющие систему, могут дви-
гаться независимо). Очевидно, что материальная точка имеет
три степени свободы, а маленький шарик, который может дви-
гаться лишь вдоль одной оси (например, шарик на спице), —
одну.

В системах с несколькими степенями свободы колебания
оказываются значительно более сложными, поскольку здесь
возникает многомодовый режим колебаний, т. е. система будет
иметь не одну собственную частоту колебаний, а несколько (ко-
лебания на одной из собственных частот называются модой).

Можно высказать следующее ут-

Рис. 9. Система с двумя
степенями свободы

верждение: число колебательных
мод равно числу степеней свобо-
ды в системе. Поэтому в системе
с несколькими степенями свободы
каждая частица участвует в слож-
ном колебательном движении, ко-
торое представляет собой суперпо-
зицию (наложение) колебаний, про-
исходящих с разными частотами.

Поскольку рассмотреть общий
случай колебаний с n степенями свободы не представляется
возможным, рассмотрим простейшую систему с двумя степе-
нями свободы (рис. 9) – два одинаковых маятника, связанных
между собой пружиной жесткостью K .
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Хотя массы m и длины нитей L для обоих маятников оди-
наковы, отклонения маятников от вертикали в общем случае
будут разными. Обозначим угол отклонения первого маятника
от вертикали ϕ1, второго — ϕ2.

Получим уравнения колебаний обоих маятников. Рассмот-
рим первый маятник и будем учитывать на первых порах толь-
ко действие силы тяжести. Тогда мы получим систему, изобра-
женную на рис. 10. Очевидно, что смещение груза маятника по
периметру окружности равно Lϕ1, мгновенная тангенциальная
скорость равна Lϕ′

1, а мгновенное тангенциальное ускорение —
Lϕ′′

1 . Векторная сумма сил тяжести mg и натяжения нити T
определяет возвращающую силу Fв = −mg sin(ϕ1). Знак «ми-
нус»здесь стоит потому, что сила направлена в сторону, проти-
воположную смещению.

По второму закону динамики Нью-

Рис. 10. Простой
маятник

тона

mLϕ′′
1 = −mg sin(ϕ1). (1.27)

Это уравнение описывает колеба-
ния маятника при произвольных уг-
лах отклонения ϕ1. В отличие от ма-
лых колебаний, колебания при произ-
вольных углах отклонения не явля-
ются изохронными, и период колеба-
ний зависит от амплитуды. В случае
малых колебаний sin(ϕ1) � ϕ1, и по-
этому уравнение колебаний простого
маятника можно упростить:

mLϕ′′
1 +mgϕ1 = 0. (1.28)

Маятник, движение которого можно описать уравнением
(1.28), обычно называют математическим.

Учтем теперь действие пружины. Сила, действующая со
стороны пружины на первый маятник, F1 упр = −KL(ϕ1 −ϕ2).
Добавляя эту силу в правую часть уравнения (1.28), получаем

mLϕ′′
1 +mgϕ1 = −KL(ϕ1 − ϕ2). (1.29)
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Вводя обозначения ω2
0 = g/L; Ω2 = K/m, получаем

ϕ′′
1 + ω2

0ϕ1 + Ω2(ϕ1 − ϕ2) = 0. (1.30)

Совершенно аналогично можно записать уравнение движе-
ния и для второго маятника:

ϕ′′
2 + ω2

0ϕ2 − Ω2(ϕ1 − ϕ2) = 0. (1.31)

Таким образом, мы получили систему двух дифференци-
альных уравнений (1.30) и (1.31).

Можно доказать, что такая система уравнений с помощью
подходящего выбора переменных всегда может быть преобра-
зована к совокупности независимых уравнений, каждое из ко-
торых описывает колебание с одной из собственных частот. По-
кажем, как могут быть выбраны эти переменные (они называ-
ются нормальными координатами) в случае системы с двумя
степенями свободы.

Если сложить уравнения (1.30) и (1.31), то получаем урав-
нение для переменой u1 = ϕ1 + ϕ2:

(ϕ1 + ϕ2)′′ + ω2
0(ϕ1 + ϕ2) = 0. (1.32)

Теперь вычтем из уравнения (1.30) уравнение (1.31). Тогда
получим уравнение для переменной u2 = ϕ1 − ϕ2:

(ϕ1 − ϕ2)′′ + (ω2
0 + 2Ω2)(ϕ1 − ϕ2) = 0. (1.33)

Таким образом, мы получили два независимых уравнения,
описывающих нормальные колебания с нормальными часто-
тами ω1 = ω0 и ω2 =

√
ω2

0 + 2Ω2. Решение уравнений дает
зависимость переменных u1 и u2 как функции времени:

u1(t) = a1 cos(ω1t+ δ1); u2(t) = a2 cos(ω2t+ δ2). (1.34)

Решение (1.34) содержит четыре неизвестных параметра:
a1, a2, δ1, δ2, которые могут быть найдены из четырех на-
чальных условий (должны быть заданы координаты и скорости
масс в начальный момент времени).

28



Для нахождения реальных положений первой и второй масс
в различные моменты времени необходимо вернуться к исход-
ным переменным ϕ1 = 1/2(u1 + u2), ϕ2 = 1/2(u1 − u2):

ϕ1 = 1/2[a1 cos(ω1t+ δ1) + a2 cos(ω2t+ δ2)];
ϕ2 = 1/2[a1 cos(ω1t+ δ1) − a2 cos(ω2t+ δ2)]. (1.35)

Как следует из выражения для углов отклонения ϕ1 и ϕ2

(1.34), каждый из маятников одновременно участвует в двух
колебаниях с разными частотами ω1 и ω2, а результирующее от-
клонение определяется суперпозицией этих двух нормальных
колебаний.

Если система обладает большим числом степеней свободы,
то принципиально уже ничего не меняется: просто станет боль-
ше нормальных мод и колебания станут еще более сложными.

Биения
Во многих физических явлениях мы сталкиваемся c супер-

позицией двух гармонических колебаний. Эти колебания могут
соответствовать нормальным модам в системах с большим чис-
лом степеней свободы или вызываться внешними гармониче-
скими силами. Примером такого рода колебаний, вызываемых
внешними силами, являются колебания плотности воздуха, со-
здаваемые двумя звучащими камертонами с частотами ω1 и
ω2. В этом случае колебания, воспринимаемые нашим ухом,
будут суперпозицией гармонических колебаний плотности воз-
духа, которые генерируются каждым из камертонов.

Математические выкладки в обоих случаях совершенно
одинаковы, но пример с камертоном наглядней, поскольку он
легко может быть реализован экспериментально.

Для того чтобы раньше времени не поднимать вопрос о рас-
пространении колебаний (т. е. о волнах), будем считать, что оба
камертона и прибор, регистрирующий звуковые колебания, на-
ходятся в непосредственной близости друг от друга. Предпо-
ложим, кроме того, что амплитуды колебаний A одинаковы, а
начальные фазы равны нулю.

Запишем выражение для результирующего смещения ча-
стиц среды ψ в виде суперпозиции смещений ψ1 и ψ2, вызыва-
емых каждым из камертонов:

ψ = ψ1 + ψ2 = A cos(ω1t) +A cos(ω2t). (1.36)

29



Интересно рассмотреть частный случай, когда частоты ко-
лебаний ω1 и ω2 близки. Введем новые понятия средней часто-
ты ωср и частоты модуляции ωмод:

ωср =
1
2
(ω1 + ω2), ωмод =

1
2
(ω1 − ω2). (1.37)

Сумма и разность этих частот

ω1 = (ωср + ωмод), ω2 = (ωср − ωмод). (1.38)

Выразим результирующее смещение (1.36) через определен-
ные уравнениями (1.37) частоты ωср и ωмод:

ψ = A cos(ωср t+ ωмод t) +A cos(ωср t− ωмод t) =
= 2A cos(ωмод t) cos(ωср t); или

ψ(t) = Aмод(t) cos(ωср t), Aмод(t) = 2A cos(ωмод t). (1.39)

Уравнения (1.39) описывают колебания, происходящие с ча-
стотой ωср, амплитуда которых циклически изменяется с часто-
той ωмод.

Биениями называется периодическое изменение амплиту-
ды колебаний при сложении двух гармонических колебаний.

Естественно, что запись результирующих колебаний в фор-
ме (1.39) целесообразна лишь в том случае, когда ω1 � ω2.
Именно в этом случае результирующее колебание будет вос-
приниматься как высокочастотное колебание с медленно ос-
циллирующей амплитудой.

В качестве примера практической реализации возьмем два
камертона с частотой 440 Гц, которые генерируют музыкаль-
ный тон «ля». Человеческое ухо обычно не в состоянии разли-
чить колебания, отличающиеся по частоте на 3–5 Гц, и взятые
наугад камертоны скорее всего будут иметь не точно равные
частоты. Поэтому если возбудить камертоны и поставить их
рядом, то мы услышим биения.

На рис. 11 приведен результат сложения двух гармониче-
ских колебаний с частотами 40 и 44 Гц и одинаковыми ампли-
тудами и начальными фазами.
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Как видно из рисунка, в результате сложения высокоча-
стотные колебания получаются модулированными по ампли-
туде. Период модуляции Tмод = 2π/ωмод, а период биений ока-
зывается в два раза меньше: Tбиен = π/ωмод

3.

Рис. 11. Биения, возникающие в результате сложения двух
колебаний с одинаковой амплитудой и фазой:

частота ω1 = 44 Гц; ω2 = 40 Гц; по оси ординат откладывается значение
функции ψ = 10 cos(44 t) +10 cos(40 t), по оси абсцисс — время t

Человеческое ухо является квадратичным детектором и
воспринимает только изменение квадрата амплитуды колеба-
ний. По этой причине период биений (интервал времени между
двумя последовательными моментами ослабления звука) будет
вдвое меньше периода модуляции.

В изображенном на рис. 11 примере ωмод = 2 с−1, следова-
тельно, период модуляции Tмод = 2π/ωмод � 3.14 c, а период
биений Tбиен � 1.57 c. В случае с камертонами период биений

3Мы взяли для примера частоту не 440 Гц, а существенно меньшую,
поскольку при частоте 440 Гц колебания были бы просто неразличимы на
графике.
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будет примерно таким же, поскольку он зависит только от раз-
ности частот колебаний.

Биения используют настройщики музыкальных инструмен-
тов. Если колебания струны точно соответствуют эталону, то
биения будут отсутствовать.

1.7. Параметрический резонанс
Существуют такие незамкнутые колебательные системы, в

которых внешнее воздействие сводится к изменению парамет-
ров колебательной системы. Простым примером системы с па-
раметрическим возбуждением колебаний является математи-
ческий маятник, длина которого периодически изменяется со
временем (рис. 12).

Если теперь в системе, изоб-

Рис. 12. Параметрическое
возбуждение колебаний

раженной на рис. 12, периодиче-
ски изменять длину L маятника,
то легко добиться того, что лю-
бые малые колебания будут уси-
ливаться. Действительно, предста-
вим себе, что в тот момент, когда
масса m проходит положение рав-
новесия, длина нити уменьшается
на величину ΔL, а когда маятник
находится в крайнем положении,
длина нити становится прежней –
L4.

Ясно, что при таком воздей-
ствии внешняя сила совершает по-
ложительную работу. Когда дли-
на маятника уменьшается при про-
хождении положения равновесия,

то внешней силой совершается работа, равная FвнΔL = TΔL,
а когда длина маятника снова становится равной L в точке ам-
плитудного отклонения, то система совершает работу, но эта
работа меньше, поскольку T1 < T
(см рис. 12).

Явлением параметрического резонанса объясняется воз-
можность самораскачивания на качелях. Хорошо известно, что
человек, стоя на качелях, в состоянии увеличить амплитуду

4Мы рассматриваем случай, когда внешняя сила изменяется периоди-
чески, но не по гармоническому закону. Результаты в случае действия
гармонической силы принципиально не изменяются, но математические
выкладки существенно сложнее.
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колебаний. Утверждение, которое часто приходится слышать,
что человек раскачивается за счет мускульной силы, является
не совсем корректным, поскольку мускульная сила — это внут-
ренняя сила, которая не может привести в движение центр масс
системы. Ясно, что должна существовать внешняя сила, роль
которой играет сила реакции опоры качелей.

Пример 3
Пусть в начальный момент времени маятник отклонен на угол ϕ0

(см. рис. к примеру). На какую величину изменится угол за половину
периода за счет параметрического усиления колебаний, если длина
маятника изменяется на величину ΔL?

Решение

К примеру 3

Пусть масса шарика на конце
нити будет m, длина нити — L.
Найдем скорость, которую приоб-
ретет шарик в момент прохожде-
ния положения равновесия. Из за-
кона сохранения энергии

mv2

2
= mgL(1 − cos(ϕ0)) или

v =
√

2gL(1 − cos(ϕ0)).
При прохождении положения

равновесия длина нити становится меньше на величину ΔL, и это
приведет к увеличению линейной скорости. Действительно, из зако-
на сохранения момента импульса5 следует:

mvL = mv1(L− ΔL) или v1 = v
L

L − ΔL
.

Поскольку скорость массы m выросла, то увеличится угол ϕ1, на
который отклонится масса через четверть периода. Его снова можно
найти из закона сохранения энергии:

mv2
1/2 = mg(L− ΔL)(1 − cos(ϕ1))

Подставляя в это выражение найденные выше значения v1 и v,
получаем

(1 − cos(ϕ0))
(

L

L− ΔL

)3

= (1 − cos(ϕ1)).

5Момент импульса сохраняется, поскольку сила, действующая на мас-
су, направлена вдоль радиуса, и поэтому момент силы равен нулю.
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Пользуясь формулой (1 − cos(α)) = 2 sin2(α/2), получаем

sin(ϕ1/2)/ sin(ϕ0/2) =
(

L

L− ΔL

)3/2

.

В случае малых углов sin(ϕ0) � ϕ0, sin(ϕ) � ϕ1. Тогда

ϕ1 = ϕ0

(
L

L− ΔL

)3/2

.

1.8. Фазовый портрет колебаний

В некоторых случаях является полезным рассмотреть дви-
жение системы в фазовом пространстве. Фазовым простран-
ством называется пространство, образованное переменными,
которые характеризуют движение динамической системы.

Поясним понятие фазового пространства на примере гар-
монического осциллятора. Как известно, состояние гармониче-
ского осциллятора однозначно определяется заданием коорди-
наты x и скорости v колеблющейся массы в некоторый момент
времени (см. пример 1 гл. 1). По этой причине для рассматри-
ваемой системы фазовое пространство двумерно и имеет две
независимые координаты x и v. В каждый момент времени ко-
ордината и скорость частицы имеют определенное значение и
определяют в фазовом пространстве некоторую точку, кото-
рая называется фазовой. Фазовая точка однозначно определя-
ет состояние системы в данный момент времени. Если после-
довательно изобразить фазовые точки системы для различных
моментов времени, то мы получим некоторую кривую, называ-
емую фазовой траекторией.

В случае гармонического осциллятора фазовая траектория
является эллипсом. Действительно, пусть энергия E колеба-
тельной системы остается постоянной, тогда

Kx2

2
+
mv2

2
= E. (1.40)

Разделив обе части уравнения (1.40) на E, приведем его к
виду

x2

2E/K
+

v2

2E/m
= 1. (1.41)

34



Это уравнение эллипса с полуосями a =
√

2E/K и b =√
2E/m (см. рис. 13). При колебаниях координата x = x0 cosω0t

и скорость v = −x0ω0 sinω0t меняется таким образом, что фа-
зовая точка, двигаясь по часовой стрелке, как это показано на
рис. 13, за один период колебания T = 2π/ω0 совершает пол-
ный оборот.

Мы рассматриваем случай, когда в системе нет затухания и
энергия осциллятора E остается постоянной. В этом случае фа-
зовая траектория является линией постоянного значения энер-
гии в фазовом пространстве. Если энергия осциллятора будет
больше, то фазовая траектория будет изображаться эллипсом
с большим значением полуосей.

Рис. 13. Фазовые портреты различных гармонических
осцилляторов:

слева – осциллятор без затухания; справа – фазовый портрет
затухающего осциллятора: ω1 = 3, γ = 0, 2, 0 < t < 10

Рассмотрим теперь затухающие колебания. В этом случае
механическая энергия колеблющейся системы уменьшается за
счет действия диссипативных сил. При малых значениях де-
кремента затухания маятник успеет сделать большое число
колебаний, амплитуда которых уменьшается по экспоненци-
альному закону. Параметрическое уравнение для фазовой тра-
ектории можно получить, если воспользоваться выражением
(1.11) для смещения осциллятора

x(t) = x0 exp(−γt) cos(ω1t+ δ)
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и формулой для скорости движения осциллятора как функции
времени, которая получается дифференцированием формулы
(1.11):

v(t) = −x0(ω1 exp(−γt) sin(ω1t+ δ) + γ exp(−γt) cos(ω1t+ δ)).

Построим фазовый портрет гармонического осциллятора с
параметрами ω1 = 3 c−1, γ = 0, 2 c−1. Будем считать, что в на-
чальный момент времени t = 0, x0 = 10 cм, δ = 0. Результат
вычисления x(t), v(t) по формулам, приведенным выше, пред-
ставлен на рис. 13 справа. Как следует из рисунка, в случае за-
тухающих колебаний фазовый портрет осциллятора представ-
ляет собой закручивающуюся спираль. Амплитуда колебаний
смещения x(t) и скорости v(t), уменьшаясь, через некоторое
время станет равной нулю.

Фазовый портрет осциллятора с параметрическим
возбуждением

Рассмотрим теперь более общий случай, когда есть вынуж-
дающая сила и сила трения. Если вынужденные колебания яв-
ляются установившимися, то фазовая траектория, как это сле-
дует из формул (1.13), (1.14), (1.16), будет представлять со-
бой эллипс. Отличие от случая свободных колебаний сводится
лишь к тому, что размер полуосей эллипса будет зависеть от
частоты вынуждающей силы ω и декремента затухания γ.

Наиболее интересным яв-

Рис. 14. Осциллятор с пара-
метрическим возбуждением

колебаний

ляется режим установления
вынужденных колебаний. В
качестве такого примера рас-
смотрим механическую систе-
му, которая представляет со-
бой гармонический осцилля-
тор, установленный на лен-
те транспортера, движуще-
гося с постоянной скоростью
V (рис. 14).

Параметрическое возбуждение колебаний в этой системе
возникает из-за зависимости силы трения между бруском мас-
сой m и лентой транспортера. Теоретически рассчитать силу
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трения R(υ), зависящую от скорости υ, не представляется воз-
можным. По это причине мы воспользуемся эмпирической фор-
мулой

R(υ) = −ρυ ±
(

R0 −R1

1 + λ | V − υ | +R1

)
. (1.42)

В формуле (1.42) первый член описывает сопротивление
воздуха, величина R0 – сила трения покоя бруска, R1 – си-
ла трения при бесконечно большой относительной скорости
массы. Коэффициент λ в знаменателе формулы учитывает
тот эмпирический факт, что сила сухого трения несколько
уменьшается при возрастании относительной скорости. Знак
«плюс»перед скобкой в формуле (1.42) выбирается при V > υ,
знак «минус»при V < υ. Запишем уравнение движения бруска
массой m под действием квазиупругой силы и силы трения

m
dυ

dt
= R(υ) −mω2

0x, (1.43)

где x – отклонения массы от положения равновесия, а ω0 – соб-
ственная частота. В действительности, поскольку лента транс-
портера движется с постоянной скоростью V , колебания будут
происходить в окрестности смещенного положения равновесия
(если бы колебаний не было, то со стороны ленты транспорте-
ра действовала бы постоянная сила). Величину смещения мас-
сы x0 в стационарном случае (когда она не колеблется) можно
найти из уравнения (1.43), полагая левую часть равной нулю:

0 = R(0) −mω2
0x0,

x0 =
R(0)
mω2

0

.

Примем за начало отсчета координату x0. Вводя обозначе-
ние для отклонения от стационарного положения

z = x− x0,

получаем

m
dυ

dt
= R(υ) −mω2

0z −mω2
0x0. (1.44)
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Для наших целей удобно преобразовать уравнение (1.43) в
систему уравнений первого порядка:

dz

dt
= υ;

dυ

dt
+ ω2

0z −
1
m

(R(υ) −R(0)) = 0. (1.45)

Для получения последнего равенства в уравнении (1.45) мы
в формулу (1.43) подставили значение x0, которое было найде-
но выше.

Для построения фазового портрета системы необходимо
найти значения x(t) и z(t), т. е. решить систему уравнений
(1.45). Аналитическое решение этой системы уравнений явля-
ется достаточно сложным. По этой причине мы прибегнем к
численному решению этих уравнений методом Эйлера.

Пусть в некоторый начальный момент времени t0 нам из-
вестны начальная координата z(t0) = z0 и начальная скорость
υ(t0) = υ0. Найдем значение координаты и скорости в момент
времени t1 = t0+dt. Из формул (1.45) следует, что приращения

dz = υ0dt, dυ =
(

1
m

(R(υ0) −R(0)) − ω2
0z0

)
dt.

Таким образом, значение координаты z(t0 + dt) = z(t1) =
z0 + dz, υ(t0 + dt) = υ(t1) = υ0 + dυ. Теперь мы знаем ко-
ординату и скорость в момент времени t1. Повторяя только
что написанную процедуру, можно выполнить следующий шаг
и найти значения координаты и скорости в момент времени
t2 = t1 + dt = t0 + 2dt. Очевидно, что можно записать рекур-
рентное соотношение, позволяющее найти координату и ско-
рость на n+ 1-м шаге, если они известны на n-м шаге:

zn+1 = zn + υndt,

υn+1 = υn +
(

1
m

(R(υn) −R(0)) − ω2
0zn

)
dt. (1.46)

Это рекуррентное соотношение и представляет собой алго-
ритм Эйлера для решения нашей системы уравнений. Конечно,
все вычисления можно было бы выполнить и вручную, но луч-
ше доверить эту рутинную работу ЭВМ.
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Зададим следующие значения параметров, определяющих
значение силы трения в формуле (1.42) и характеристики гар-
монического осциллятора: R0 = 50, R1 = 10, V = 5, λ =
0, 2, ρ = 0, 2, m = 2, ω0 = 2, Размерность численных значе-
ний здесь опущена, но можно считать, что параметры заданы
в системе СИ. Пусть при t = 0 z(0) = 0, 2, υ(0) = 0, 2. После-
довательно применяя алгоритм Эйлера [см. формулу (1.46)] с
временным шагом 0, 001c , получим фазовую траекторию, изоб-
раженную на рис. 15.

Рис. 15. Предельный цикл автоколебательной системы,
изображенной на рис. 14

Как следует из рисунка, при малых значения времени t ам-
плитуда колебаний осциллятора возрастает (раскручивающий-
ся участок спирали), а затем выходит на предельный цикл, ко-
торый напоминает эллипс со «срезанной»верхней частью. Ре-
жим установившихся колебаний здесь интересен тем, что как
только масса приобретает скорость V > 5м/c, т. е. скорость
становится больше скорости движения ленты транспортера,
лента начинает тормозить осциллятор, и поэтому скорость мас-
сы υ ≤ 5м/с.

Другой интересной особенностью поведения анализируемой
системы является то, что предельный цикл является устойчи-
вым в том смысле, что его вид не зависит от стартовых зна-
чений координаты и скорости массы. В качестве примера на
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рис. 15 приведен фазовый портрет той же системы, но с на-
чальными значениями z(0) = 0, υ(0) = 10. Из рисунка ясно
видно, что установившиеся колебания выходят на тот же пре-
дельный цикл. Фазовая траектория, к которой стягиваются все
другие фазовые траектории, называется аттрактором.

На этом закончим краткое знакомство с теорией механиче-
ских колебаний. Конечно, ряд тем остался вне поля нашего зре-
ния, и поэтому мы рекомендуем читателю обратиться к списку
литературы в конце книги для более глубокого знакомства с
этой тематикой.

ПРИМЕРЫ И ЗАДАЧИ

Рассмотрим решения некоторых задач. В качестве приме-
ров выбраны задачи, решение которых, на наш взгляд, позво-
ляет еще раз остановиться на принципиальных вопросах тео-
рии, рассмотренной в предыдущих разделах.

Пример 46

К примеру 4

Груз массой m падает с высоты H на пружин-
ку жесткостью K и длиной L, нижний конец ко-
торой прикреплен к столу (см. рис.). Определить
время контакта груза с пружиной, если деформа-
цию пружины можно считать малой. Массой пру-
жинки можно пренебречь.

Решение
Предположим, что пружина деформируется

слабо и силы упругости подчиняются закону Гу-
ка. Выберем начало отсчета системы координат на

расстоянии L от стола, а ось x направим вниз. После падения тело
массой m будет двигаться под действием квазиупругой силы и силы
тяжести:

mx′′ = mg −Kx,

где g — ускорение свободного падения. Если за начало отсчета систе-
мы координат принять точку x0, в которой сила тяжести уравнове-
шена квазиупругой силой (mg = Kx0), и ввести новую переменную
z = x − x0, то уравнение движения приводится к виду уравнения
движения гармонического осциллятора

z′′ + ω2
0z = 0; ω2

0 = K/m.

6Первые три примера приведены в предыдущих разделах.
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Общее решение уравнения запишем в следующем виде [см. фор-
мулу (1.7)]:

z(t) = a cos(ω0t+ δ); z′(t) = −aω0 sin(ω0t+ δ).

Неизвестные величины a, δ будем искать из условий, что в мо-
мент времени t = 0, z(0) = x0, z′(0) =

√
2g(H − L). Отсюда получаем

два уравнения:

−x0 = a cos(δ);
√

2g(H − L) = −aω0 sin(δ).

Решение этой системы дает

a =
mg

K

√
1 +

2K(H − L)
mg

; tg(δ) =

√
2K(H − L)

mg
.

Для того чтобы правильно найти угол δ, необходимо заметить,
что он находится в третьей четверти, поскольку из начальных усло-
вий следует, что cos(δ) < 0, sin(δ) < 0. Поэтому

δ = π + arctg

√
2K(H − L)

mg
.

Найдем условия отрыва массы от пружины. Очевидно, что отрыв
произойдет тогда, когда g = z′′:

−ω2
0a cos(ω0t+ δ) = g,

поскольку, когда тело оторвется, оно будет двигаться только под дей-
ствием силы тяжести.

Подставляя в это уравнение значение a = −x0/ cos(δ), которое
следует из начальных условий, и учитывая, что x0 = mg/K, имеем

ω2
0

x0

cos(δ)
cos(ω0t+ δ) = g или cos(ω0t+ δ) = cos(δ).

Таким образом, если бы масса была жестко связана с пружиной,
то ее ускорение было бы равно g в моменты времени t = 0 + nT , где
n = 1, 2 . . ., T — период колебаний. Поскольку ускорение определя-
ется только силами, а в нашем случае силы будут одинаковы, если
одинаковы смещения массы от положения равновесия, то при движе-
нии массы вверх отрыв ее будет происходить в точке с координатой
z = −x0.
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Рассчитаем теперь время контакта груза с пружиной tконт. Пред-
ставим себе, что масса жестко связана с пружиной. Тогда tконт =
T − 2t0, где t0 — время, за которое масса m из точки с координа-
той −a переместится в точку с координатой −x0. Время t0 найдем
из условия

a cos(−ω0t0 + δ) = −a.
При выводе этого соотношения мы учли, что при t = 0 тело

находилось в точке x0. Тогда в более ранний момент времени −t0 оно
имело амплитудное смещение (мы считаем тело жестко связанным с
пружиной).

Полученное выше уравнение позволяет найти t0:

−ω0t0 + δ = arccos(−1); − t0 =
√
m/K (π − δ).

Подставляя в эту формулу значение δ, найденное ранее, и значе-
ние периода колебаний T = 2π

√
m/K, получаем

tконт = 2
√
m

K

(
π − arctg

√
2K(H − L)

mg

)
.

Пример 5
К стене, наклоненной под углом α к вертикали, подвешен маят-

ник длиной L. Маятник отклонили в плоскости, перпендикулярной
стене, на небольшой угол β > α и отпустили. Найти период колеба-
ний маятника, если удары о стену можно считать абсолютно упру-
гими.

Решение

К примеру 5

Если бы стенки не было, маятник со-
вершал бы гармонические колебания с
угловой амплитудой (максимальным уг-
лом отклонения от вертикали) β и пери-
одом T0 = 2π

√
L/g.

При упругом столкновении со стен-
кой абсолютное значение скорости маят-
ника не изменяется, а направление дви-
жения меняется на противоположное. Это

означает, что при наличии стенки период колебаний маятника T
меньше периода колебаний T0 на время τ . За время τ маятник, со-
вершая свободные колебания, отклонился бы вправо от угла α до
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угла β и вернулся обратно. Таким образом,

T = T0 − τ.

Для нахождения промежутка времени τ запишем решение урав-
нения колебаний для угловой переменной ϕ:

ϕ = ϕ0 cos(ω0 t+ δ),

где ω0 = 2π/T0, ϕ0 — амплитуда колебаний, δ — начальная фаза
колебаний. Неизвестные параметры ϕ0 и δ определим из начальных
условий. Поскольку при t = 0 ϕ = β и угловая скорость маятника
ϕ′ = 0, получаем

ϕ0 = β, δ = 0, ϕ = β cos(ω0 t).

Время τ1, через которое угол отклонения станет равным α, най-
дем из условия

α = β cos(ω0τ1); отсюда τ1 =
T0

2π
arccos(

α

β
).

В силу симметрии задачи интересующее нас время τ = 2τ1, и
поэтому окончательно получаем

T = T0

(
1 − 1

π
arccos

α

β

)
= 2

√
L

g

(
π − arccos

α

β

)
.

Пример 6
Математический маятник, который состоит из тяжелого метал-

лического шара массой m и тонкой проводящей нити длиной L, со-
вершает малые колебания в горизонтальном однородном магнитном
поле с индукцией B, направленной перпендикулярно плоскости ко-
лебания маятника. В начальный момент времени маятник отклонен
от вертикали на угол α0. Каким будет амплитудное отклонение ма-
ятника α1 через половину периода, если в момент, когда маятник
проходит положение равновесия, к нему подсоединить конденсатор
емкости C (см. рис.). Предполагается, что за время контакта, кото-
рое очень мало, конденсатор успевает полностью зарядиться.
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Решение
Поскольку проводящая нить движется в магнитном поле, то на

концах нити возникает некоторая разность потенциалов. Именно
поэтому при подключении конденсатора он будет заряжаться. По-
скольку предполагается, что время контакта очень мало, то можно
считать, что зарядка происходит при постоянном значении разности
потенциалов U . Из условия задачи следует, что конденсатор успел
полностью зарядиться. Тогда разность потенциалов на обкладках
конденсатора тоже равна U , а это означает, что по цепи прошел за-
ряд q = CU и сторонние силы совершили работу A = qU = CU2,
которая частично перейдет в джоулево тепло, а частично будет за-
пасена конденсатором7.

Таким образом, задача может быть

К примеру 6

решена с использованием закона сохра-
нения энергии. В начальный момент
времени маятник обладал потенциаль-
ной энергией W0 = mgL(1 − cosα0).
Энергия, которая частично преврати-
лась в тепло, частично запасена кон-
денсатором (A = CU2). В крайнем пра-
вом положении маятник будет обла-
дать энергией W1 = mgL(1 − cosα1).

Поэтому на основании закона со-
хранения энергии можно записать равенство:

mgL(1 − cosα1) = mgL(1 − cosα0) − CU2.

Воспользуемся тригонометрической формулой 1 − cosα = 2 sin2 α/2.
Тогда находим

sin2 α1/2 = sin2 α0/2 − CU2

2mgL
. (1)

Для получения окончательного результата необходимо найти
значение разности потенциалов на концах проводящей нити в мо-
мент прохождения маятником положения равновесия. Эта разность
потенциалов численно равна работе силы Лоренца по перемещению
единичного заряда с одного конца проводника на другой. Сила Ло-
ренца, однако, не является постоянной. Она растет линейно – от нуля
в точке подвеса маятника до максимального значения Fмах = eωLB
на противоположном конце, где e — заряд электрона, ω — угловая

7Следует подчеркнуть, что ровно половина работы сторонних сил пре-
вратится в тепло, поскольку энергия, запасенная конденсаторомWк, равна
CU2/2.
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скорость маятника при прохождении им положения равновесия. Ес-
ли сила растет линейно, то для вычисления работы можно использо-
вать среднее значение силы Fср = Fмах/2 = eωLB/2. С учетом всего
сказанного запишем выражение для разности потенциалов

U = ωL2B/2. (2)

Угловая скорость ω = v/L может быть найдена из закона сохра-
нения энергии, поскольку начальная потенциальная энергия равна
кинетической энергии маятника в положении равновесия:

mgL(1 − cosα0) = mv2/2, или v = 2
√
gL sinα0/2.

С учетом последнего результата и выражения (2) найдем значе-
ние разности потенциалов

U =
√
gL3B sinα0/2. (3)

Подставляя формулу (3) в выражение (1), получаем

sin2 α1/2 = sin2 α0/2
(

1 − CL2B2

2m

)
. (4)

Если учесть, что углы отклонения являются малыми, то форму-
лу (4) можно упростить. Полагая sinα0 � α0, sinα1 � α1, получаем

α2
1 = α2

0

(
1 − CL2B2

2m

)
.

Пример 7
На гладкий горизонтальный стержень надеты поршень массой

M и легкий шар массой m � M . Шару сообщают скорость v так,
как показано на рисунке. На каком расстоянии H от стенки будет
находиться поршень? Каким будет период T его малых колебаний?
Площадь поршня S, давление газа остается постоянным и равно P .
Все удары можно считать абсолютно упругими. Трение между порш-
нем и стенками цилиндра пренебрежимо мало.

Решение
Слева на поршень со стороны газа действует постоянная си-

ла F = PS. Справа на газ действует некоторая средняя си-
ла Fср, величину которой можно легко оценить из второго зако-
на Ньютона:
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Fср =
Δp
Δt

,

где Δp — импульс, переданный шаром поршню за время Δt.
Поскольку M � m, то можно

К примеру 7

предполагать, что скорость шара
при отскоке от поршня не меняет-
ся по абсолютной величине, изме-
няясь только по направлению. Ес-
ли частота ударов шара о поршень
ν = v/2H достаточно велика, то
поршень будет совершать неболь-

шие колебания вблизи равновесного состояния.
При каждом ударе шара о поршень ему передается импульс 2mv.

За единицу времени шар столкнется с поршнем ν = v/2H раз, по-
этому

PS = 2mνv = mv2/H ; отсюда

H =
mv2

PS
. (1)

Для того чтобы найти период колебаний, предположим, что пор-
шень сместился на величину Δx в сторону стенки. Найдем изменение
результирующей силы, действующей на поршень. Сила, действую-
щая со стороны газа, не изменяется, а средняя сила, действующая
со стороны шара, увеличится, поскольку шар будет чаще сталки-
ваться с поршнем. Изменение средней силы ΔFср, таким образом,
будет равно возвращающей силе Fвозвр

Fвозвр =
mv2

H
− mv2

H − Δx
=

−mv2Δx
H(H − Δx)

� −mv
2Δx
H2

(2)

В выражении (2) мы пренебрегли величиной Δx в знаменателе,
поскольку выражение ΔFср уже пропорционально Δx. Как следует
из формулы (2), возвращающая сила может быть записана в виде
Fвозвр = −KэффΔx, где

Kэфф =
mv2

H2
=
P 2S2

mv2
. (3)

Легко проверить, что при смещении поршня в противоположном
направлении на величину −Δx возникнет такая же по абсолютной
величине возвращающая сила.
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Таким образом, движение поршня действительно будет колеба-
тельным. Период колебаний найдем, пользуясь стандартными опре-
делениями:

T = 2π/ω0; ω0 =

√
Kэфф

M
.

Подставляя в последнее выражение найденное выше значением эф-
фективной упругой константы Kэфф, окончательно получаем

T = 2π
mv

PS

√
M

m
.

Пример 8
Шар-зонд, имеющий нерастяжимую оболочку, поднялся на неко-

торую максимальную для данных условий высоту и совершает ма-
лые колебания около равновесного уровня. Найти период этих коле-
баний, считая, что на такой высоте плотность воздуха ρ убывает с
высотой с постоянной скоростью δ = 1, 2 · 10−4ρ0 на каждый метр
подъема, ρ0 — плотность воздуха на равновесной для шара высоте.
Трением шара о воздух пренебречь.

Решение
Прежде всего покажем, что шар-зонд действительно совершает

колебания. Пусть масса шара равна m. На шар действуют сила тя-
жести mg и сила Архимеда FA = ρV g, где V — объем шара. Обе
силы направлены по вертикали, но действуют в противоположные
стороны. Очевидно, что в положении равновесия mg = ρ0V g.

Предположим теперь, что в силу каких-то случайных обстоя-
тельств шар сместился вверх на величину Δx. Найдем, как при этом
изменится результирующая сила, действующая на шар. Поскольку
смещения шара малы, то можно пренебречь изменением силы тяже-
сти при смещении шара. Сила Архимеда при смешении шара вверх
уменьшится, поскольку с ростом высоты плотность воздуха падает, и
поэтому на шар будет действовать результирующая возвращающая
сила, направленная вниз.

При смещении шара-зонда вниз, рассуждая аналогичным обра-
зом, получаем, что возвращающая сила будет направлена вверх. Та-
ким образом, действительно шар-зонд будет совершать колебания.

Найдем период этих колебаний. Для этого необходимо найти
эффективную возвращающую силу Fвозвр и представить ее в виде
Fвозвр = −KэффΔx, где константа Kэфф играет роль эффективной
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жесткости пружины, а Δx — смещение шара из положения равнове-
сия. Выберем начало отсчета системы координат в точке, где сила
Архимеда уравновешена силой тяжести, а ось x направим вертикаль-
но вверх. Как уже отмечалось выше, возвращающая сила связана
только с изменением силы Архимеда ΔFA:

ΔFA = Fвозвр = ΔρV g,

где Δρ — изменение плотности воздуха при смещении шара:

Δρ = −δΔx;
отсюда получаем Fвозвр = −δV gΔx; Kэфф = δV g. (1)

Период колебаний шара-зонда

T = 2π
√

m

Kэфф
= 2π

√
m

δV g
.

Поскольку m = ρ0V , то

T = 2π
√
ρ0

δg
. (2)

Подставляя в формулу (2) численные значения, получаем
T � 183, 1 (c).

Пример 9
На гладком горизонтальном столе расположен пружинный маят-

ник — тяжелый груз на легкой пружине, длина которой в свободном
состоянии L = 50 см (см. рис.).

Из-за небольшого вязкого тре-

К примеру 9

ния о воздух колебания маятника
медленно затухают, и колебатель-
ная система имеет добротностьQ =
100. Для поддержания неизменной
амплитуды прибегают к парамет-
рическому возбуждению колебаний:
конец пружины, прикрепленный к

подвижной стенке, быстро сдвигают на расстояние Δx = 1 мм на-
встречу грузу в тот момент, когда длина пружины минимальна, и
возвращают в прежнее положение, когда она максимальна. Найти
установившуюся амплитуду колебаний.
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Решение
Будем считать, что добротность колебательной системы не из-

менилась при возбуждении в ней вынужденных колебаний с ампли-
тудой xвын. Тогда запасенная системой энергия W = Kx2

вын/2, а
энергия, теряемая за периодWт, в соответствии с определением доб-
ротности, (см. определение на с. 23)

Wт =
2πW
Q

=
πKx2

вын

Q
. (1)

Если вынужденные колебания являются установившимися, то
потери энергии должны быть скомпенсированы работой внешней
вынуждающей силы. Поэтому выполняется условие Wт = A, где
A – работа внешних сил за один период. Если амплитуда колеба-
ний xвын � Δx (это условие еще предстоит проверить), то работу
внешних сил очень просто найти. Действительно, в крайних поло-
жениях упругая сила Fупр = Kxвын. Поскольку за период работа
производится дважды, то

A = 2KxвынΔx,

и мы имеем очевидное условие для определения амплитуды колеба-
ний:

2KxвынΔx =
πKx2

вын

Q
. (2)

Из уравнения (2), производя простые преобразования, получаем
и окончательный результат

xвын =
2ΔxQ
π

.

Подставляя численные значения в эту формулу, получаем xвын �
6, 6 см, что оправдывает сделанные ранее предположения о том, что
xвын � Δx.

Пример 10
На шероховатом столе лежит брусок массой m = 1 кг; коэф-

фициент трения покоя бруска о стол μ0 = 1, коэффициент трения
скольжения μ = 0, 9. К бруску прикреплена пружина жесткостью
K = 100 Н/м. Пружину начинают тянуть в горизонтальном направ-
лении так, что ее свободный конец движется с постоянной скоростью
v = 0, 1 м/с (см. рис.). Как будет двигаться брусок?
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Решение
Задача достаточно сложна и является, по существу, исследова-

тельской. Это своеобразный пример параметрического возбуждения
колебаний, когда изменяемым параметром системы является сила
трения. Решение задачи позволяет понять, как возбуждаются, на-
пример, колебания струны в таких смычковых инструментах, как
скрипка или виолончель.

При анализе движения массы

К примеру 10a

нужно выделить три временных
интервала. На первом временном
интервале t1 тело покоится, а пра-
вый конец пружины движется со
скоростью v. Обозначим координа-
ту свободного конца пружины xпр.
Ясно, что до тех пор, пока сила

упругости пружины Fупр = Kxпр не достигнет значения максималь-
ной силы трения покоя Fпок = μ0mg, брусок двигаться не будет.
Таким образом, на первом временном отрезке

t1 =
μ0mg

Kv
(1)

брусок будет оставаться на месте. Подстановка численных значений
дает оценку для величины t1 � 1 c.

Для анализа движения бруска на втором временном интервале
выберем начало отсчета лабораторной системы координат в точке,
где брусок покоился.

С момента времени t = t1 брусок начинает двигаться. Проще
рассмотреть движение бруска в системе, движущейся с постоянной
скоростью v в том же направлении, что и правый конец пружины
(координаты бруска , относящиеся к подвижной системе отсчета, бу-
дем отмечать штрихом).

В этой системе отсчета в момент времени t1 брусок имеет ско-
рость v и координату x′ = 0 (в начальный момент начало отсче-
та подвижной и неподвижной координатных систем совпадают), а
пружина растянута на величину vt1 = μ0g/ω

2
0, где, как обычно, мы

ввели обозначение ω2
0 = K/m. Кроме упругой силы, действует еще

постоянная сила трения скольжения Fск = μmg, которая остается
неизменной по величине и направлению в течение всего второго вре-
менного интервала.

Под действием этих двух сил брусок будет совершать колебания
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(напоминаем, что наличие постоянной силы не изменяет частоту ко-
лебаний, приводя лишь к смещению положения равновесия). Коор-
динату x′0 нового равновесного положения можно найти из очевидно-
го условия: в равновесии сила упругости, умноженная на удлинение
пружины, должна скомпенсировать постоянную приложенную силу.
Отсюда получаем

K(xпр − x′0) = μmg; x′0 = xпр − μmg/K.

Численная оценка дает значение x′0 = 0, 01 м.
Запишем общее решение уравнения колебаний бруска относи-

тельно положения равновесия

x′(t) = a cos(ω0t+ δ), (2)

v(t) = −aω0 sin(ω0t+ δ). (3)

Неизвестные константы a, δ, входящие в уравнения (2)–(3), най-
дем из начальных условий: при t = 0 x′(0) = −x′0, v(0) = −v. Под-
ставляя значение t = 0 в эти уравнения, получаем систему для опре-
деления параметров a и δ:

−x′0 = a cos δ; −v = −aω0 sin δ, (4)

решая которую, легко находим

a =

√
v2

ω2
0

+ (x′0)2; tg δ = − v

x′0ω0
. (5)

Чтобы правильно определить значение угла δ в выражении (5),
необходимо заметить, что этот угол находится во второй четверти,
поскольку, как следует из уравнений (4), sin δ > 0, а cos δ < 0. От-
сюда получаем, что

δ = π − arctg
v

x′0ω0
. (6)

Переходя к лабораторной системе координат, получаем

x(t) = v(t− t1) + x′0 + a cos(ω0(t− t1) + δ), t1 < t < t2, (7)

v(t) = v − aω0 sin(ω0(t− t1) + δ), t1 < t < t2. (8)

Легко проверить, что приведенные решения удовлетворяют на-
чальным условиям задачи, и при t = t1 из уравнений (7) и (8) мы
получаем значения x = 0, v = 0.
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Найдем момент времени t2, когда брусок снова остановится. Оче-
видно, что в момент времени t2 скорость бруска в лабораторной си-
стеме отсчета станет равной нулю, и из уравнения (8) для этого мо-
мента времени получаем

v = aω0 sin(ω0(t2 − t1) + δ). (9)

Сравнивая уравнения (9) и второе

К примеру 10б

из уравнений (4), можно записать ра-
венство sin(ω0(t2 − t1) + δ) = sin δ. На
рисунке к примеру 10б показана на-
чальная фаза колебаний δ. Как следу-
ет из рисунка, δ = π − α. Сравнивая
этот результат и формулу (6), полу-
чаем выражение для угла α:

α = arctg
v

x′0ω0
.

Итак, в момент времени t1 фаза
колебаний была равна δ. Численная

оценка дает α = π/4, δ = 3/4π. С увеличением времени фаза ко-
лебаний ω(t − t1) + δ будет расти, что соответствует повороту век-
тора OB на рисунке против часовой стрелки. Ясно, что равенство
sin(ω0(t2 − t1) + δ) = sin δ будет выполняться тогда, когда вектор
OB повернется на угол π+ 2α и займет положение OC. Отсюда для
определения времени t2 получаем простое уравнение

ω0(t2 − t1) = π + 2α.

Таким образом,

t2 = t1 +
1
ω0

(
π + 2 arctg

v

x′0ω0

)
. (10)

Численная оценка дает t2 − t1 = 0, 47 с.
В момент времени t2 брусок останавливается. В этот момент вре-

мени пружина сжата, и сила упругости направлена против направ-
ления движения. С этого момента начинается третий временной ин-
тервал, в течение которого брусок неподвижен.

Найдем значение силы упругости в момент остановки бруска.
Очевидно, что самый простой способ сделать это — найти удлине-
ние пружины. Действительно, к моменту времени t2 координата пра-
вого конца пружины xпр = vt2, а координата бруска определяется
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выражением (7). Разность этих величин и дает удлинение пружины
Δx(t2) в момент времени t2:

Δx(t2) = vt2 − v(t2 − t1) − x′0 − a cos(ω0(t2 − t1) + δ) или

Δx(t2) = vt1 − x′0 − a cos(ω0(t2 − t1) + δ). (11)

Любопытно произвести численную оценку величины Δx(t2). На-
поминаем, что t1 = 1 c, x′0 = 0, 01 м, a = 0, 01

√
2, а из рис. к примеру

10б следует, что cos(ω0(t2 − t1) + δ) = cosα = 1/
√

2. Подставляя эти
численные значения в формулу (11), получаемΔx(t2) = −0, 01 м. Та-
ким образом, пружина действительно сжата, и численное значение
силы упругости пружины Fупр = 1 Н.

Поскольку брусок покоится, то сила упругости будет изменяться
только за счет движения свободного конца пружины. Брусок придет
в движение, когда Fупр = KΔx(t3) будет равна силе трения покоя
Fпок = μ0mg. Время t3 найдем из условия t3 = [Δx(t3) − Δx(t2)]/v:

Δx(t3) =
μ0mg

K
= 0, 1 м.

Этот результат позволяет получить окончательную оценку вре-
мени t3 = 1, 1 c, в течение которого брусок будет оставаться в покое.

Таким образом, движение является колебательным. Повторяю-
щиеся значения принимает скорость бруска. Колебания, которые
возникают в этой задаче, являются периодическими, но не гармо-
ническими.

Пример 11
Построить фазовый портрет осциллятора, совершающего коле-

бания произвольной амплитуды.

Решение
Для определенности предположим, что маятник представляет

собой груз массой m, который может свободно колебаться на жест-
ком подвесе длиной L. Запишем полную энергию маятника E при
его отклонении на произвольный угол θ:

E =
mL2ω2

2
+mgL(1 − cos θ).

Выразив из этого уравнения

ω = ±
√

2E/(mL2) − 2ω2
0(1 − cos θ),
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где ω0 =
√
g/L, можно построить и фазовый портрет маятника при

произвольных углах отклонения, изображенный на рисунке.

Рис. К примеру 11. Фазовый портрет маятника
при произвольных углах отклонения

По оси абсцисс отложен угол отклонения, измеренный в радиа-
нах. Значение угла отклонения маятника может быть произвольно
большим, если маятник может совершать вращательное движение
вокруг точки подвеса. Кривой 3 (Е = 0, 4) соответствуют колеба-
ния, а кривой 3 (Е = 1) – вращательное движение. Сепаратриса 2
(E = 0, 8) разделяет эти два режима. Остальные параметры для
кривых одинаковы: m = 1, L = 1, ω0 = 0, 4. Все параметры при-
ведены в системе CИ. Точки θ = ±π соответствуют неустойчивому
равновесию маятника.
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Задачи для самостоятельного решения

1.1. Тело массой m = 0, 1 кг совершает колебания по закону
x = 0, 3 sinπ(t+0, 5) м. Найти амплитуду x0 , период T , линейную ν и
циклическую ω0 частоты, начальную фазу колебаний δ, запасенную
системой энергию W , а также смещение x, скорость v и ускорение a
в момент времени t = 0, 5 c.

1.2. Шарик массой m = 10 г совершает гармонические коле-
бания с амплитудой x0 = 0, 2 м и периодом T = 4 с. В момент вре-
мени t = 0 шарик имел отклонение, равное половине амплитудного:
x(0) = x0/2. Найти зависимость координаты шарика x от времени,
кинетическую Eк, потенциальную Eп энергии шарика, а также силу,
действующую на шарик в момент времени t = 1/3 c.

1.3. Определить максимальную скорость шарика математиче-
ского маятника длиной L, совершающего малые колебания в одной
плоскости, если амплитуда смещения x0.

1.4. Тело совершает гармонические

К задачам 1.4, 1.5

колебания вдоль прямой между точками
С и Д (см. рис.). Зная, что максималь-
ная скорость точки vмах = 10м/с , найти
среднюю скорость vср при движении от
точки C до точки Д.

1.5. Точка совершает гармонические колебания между точка-
ми С и Д (см. рис.) Зная, что путь от О до Д она проходит за t1 = 3 с,
вычислить время t2, которое она затрачивает на первую половину
этого пути (О — середина отрезка СД).

1.6. Колебания описываются уравнением x = 3 sinωt+4 cosωt.
Какова амплитуда А этих колебаний? Являются ли они гармониче-
скими?

1.7. Груз имеет массу m = 1 кг,

К задаче 1.7

результирующая жесткость связанных с
ним пружин K = 2500 Н/м (см. рис). Ка-
кова амплитуда колебаний груза A, если
в положении равновесия ему сообщить
начальную скорость v = 2 м/с? Поверх-

ность, по которой скользит груз,– горизонтальная; трением можно
пренебречь.

1.8. Горизонтальная платформа совершает гармонические ко-
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лебания в своей плоскости с частотой ω0 = 2 Гц и амплитудой
A = 1 см. На платформе лежит груз, коэффициент трения которого
о платформу μ = 0, 2. Будет ли груз скользить по платформе?

1.9. Неподвижный груз, подвешенный на пружине, растягива-
ет ее, находясь в положении равновесия, на длину ΔL. Каков период
вертикальных колебаний груза?

1.10. Найдите период коле-

К задаче 1.10

баний осцилляторов, изображенных
на рисунке; K1, K2 — жесткость
пружин, m — масса тела.

1.11. Тело массойm под дей-
ствием пружины совершает коле-
бания амплитудой A на гладком
горизонтальном столе. В момент,
когда тело проходило положение
равновесия, на него сверху упал и

прилип кусок пластилина массой m1. Как при этом изменится ам-
плитуда колебаний?

1.12. Показать, что период T движения по окружности мате-
матического маятника, описывающего конус (конический маятник),
равен периоду его колебаний, совершающихся в одной плоскости при
малых углах отклонения.

1.13. В жидкости плотностью ρж плавает цилиндр высотой h и
плотностью ρ. Определить частоту собственных колебаний цилиндра
ω0. Трение не учитывать.

1.14. Доска массой m лежит

К задаче 1.14

на двух катках, вращающихся с
большой скоростью навстречу друг
другу. Расстояние между осями кат-
ков равно L, коэффициент трения
скольжения доски по катку – μ.
Найти частоту продольных коле-
баний доски.

1.15. Два грузика массойm1 иm2, находящиеся на гладкой го-
ризонтальной поверхности, соединены невесомой пружиной. Жест-
кость пружиныK. Каков период свободных колебаний системы, если
при колебаниях грузы движутся вдоль одной прямой?

1.16. Чему равен период малых колебаний системы, изобра-
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женной на рисунке? Каким станет этот период, если пружину заме-
нить полоской резины той же длины и жесткости. Массой пружины
(полоски резины) можно пренебречь.

1.17. К пружине жесткостью K под-

К задаче 1.16

вешена чашка. На чашку с высоты H пада-
ет без начальной скорости пластилиновый
шарик массой m и прилипает к ней. Че-
му равна амплитуда возникающих колеба-
ний? Массой пружины и чашки можно пре-
небречь.

1.18. Горизонтальная подставка с ле-
жащим на ней бруском совершает горизон-
тальные гармонические колебания с перио-
дом T = 0, 5 c. Коэффициент трения бруска
о подставку μ = 0, 1. При какой амплитуде
колебаний A брусок начнет проскальзывать
на подставке при колебаниях?

1.19. Определить отставание маятниковых часов (ходиков) за
сутки, если их поднять на высоту h = 5 км над поверхностью земли.
Радиус Земли R � 6400 км. Вращение Земли не учитывать.

1.20. В неподвижном лифте висит маятник, период колебаний
которого T = 1 c. С каким ускорением a движется лифт, если период
колебаний маятника стал равным T1 = 1, 1 c? В каком направлении
движется лифт?

1.21. Найти период колебаний T математического маятника
длиной L, подвешенного в вагоне, движущемся горизонтально с
ускорением a.

1.22. Два одинаковых математических маятника длиной L
связаны невесомой пружиной жесткостью K. На рисунке показано
равновесное положение системы. Маятники отклоняют в плоскости
рисунка на одинаковые по величине углы и отпускают. Найти период
T малых колебаний связанных маятников, если: а) маятники откло-
нены в одну сторону (синфазные колебания); б) маятники отклонены
в противоположные стороны (колебания в противофазе).

1.23. Найти период малых колебаний изображенного на рисун-
ке маятника. Массой стержня можно пренебречь.
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К задаче 1.22 К задаче 1.23 К задаче 1.24

1.24. На гладкой горизонтальной поверхности находится те-
лежка массой m2 с установленным на ней математическим маятни-
ком длиной L и массой m1. Найти период колебаний системы.

1.25. Шарик массой m, насаженный на стержень, вращается с
угловой скоростью Ω вокруг оси A A′, с которой он соединен пружи-
ной жесткостью K. Определить частоту собственных колебаний ша-
рика ω0, если трение отсутствует и выполняется условие Ω < K/m.

К задаче 1.25 К задаче 1.26

1.26. Маятник состоит из металлического шарика, подвешен-
ного на длинной шелковой нити. Дать качественный ответ на вопрос,
как изменится период колебаний маятника ω0, если шарик зарядить
положительным зарядом, а отрицательный заряд поместить: а) сни-
зу, на одной вертикали с точкой подвеса; б) сверху, в точке подвеса;
в) сбоку, на одном уровне с шариком. Заряды можно считать точеч-
ными.

1.27. Гармонический осциллятор представляет собой шарик
массой m, несущий заряд q и прикрепленный к невесомой пружине
жесткостью K. Другой конец пружины жестко связан со стенкой.
Шарик может без трения скользить по горизонтальному стержню.
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На стержне укреплен другой шар, имеющий заряд −q. В равновес-
ном положении расстояние между центрами шаров равно d. Найти
частоту ω0 малых колебаний системы.

К задаче 1.27 К задаче 1.28

1.28. Заряженный шарик массой m подвешен над проводящей
плоскостью с помощью пружины жесткостью K. В состоянии рав-
новесия расстояние между плоскостью и шариком равно H , а удли-
нение пружины — l. Шарик выводят из положения равновесия, и
он начинает совершать малые колебания. Во сколько раз изменится
частота колебаний, если проводящую плоскость убрать?

1.29. Определить период колебаний полярной молекулы в од-
нородном электрическом поле, напряженность которогоE = 300В/см.
Полярную молекулу можно представить в виде жесткой гантельки
длиной l (l � 10−8 см), на концах которой находятся две матери-
альные точки массой m (m � 10−24 г), несущие заряды +q и −q
соответственно (q � 1, 610−19 Кл).

1.30. Тонкий тяжелый обруч радиусом R с очень легкими спи-
цами может свободно вращаться вокруг горизонтальной оси. К об-
ручу прикрепили маленький шарик, масса которого равна массе об-
руча. Найти период малых колебаний обруча с шариком.

1.31. Пружину длиной L и жестко-

К задаче 1.31

стью K разрезали на две неравные ча-
сти с длинами b и L − b. Одним концом
получившиеся пружины прикреплены к
неподвижным опорам, а другим – к ша-
ру массой m, который может скользить
без трения по направляющей. Определить период малых колебаний
шара.
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1.32. На горизонтальную мембрану насыпан мелкий песок.
Мембрана совершает колебания с частотой ν = 500Гц в вертикаль-
ной плоскости. Какова амплитуда A колебаний мембраны, если пес-
чинки подскакивают на высоту h = 3мм по отношению к положению
равновесия мембраны?

1.33. Цилиндр длиной 2L перегорожен пополам поршнем мас-
сой m. В каждой части цилиндра находится один моль идеального
газа при температуре T . Определить период колебаний, возникаю-
щих при малом смещении поршня. Трением можно пренебречь. Про-
цессы расширения и сжатия газа считать изотермическими.

К задаче 1.34 К задаче 1.35

1.34. Невесомый стержень с закрепленными на нем грузами
m1 иm2 (см. рис.) может вращаться вокруг горизонтальной оси (точ-
ки O). Каков период T его малых колебаний?

1.35. Закрепленная на концах струна длиной L растянута с
силой F . К середине струны прикреплен точечный груз массой m.
Определить период малых колебаний прикрепленного груза. Массой
струны можно пренебречь.

1.36. Частота малых гармонических колебаний тяжелого шара
на легкой, закрепленной в стене спице (см. рис.) равна ν1, а частота
колебаний этого шара на прикрепленной к потолку пружине рав-
на ν2. Какова частота ν колебаний этого шара на той же пружине,
прикрепленной к спице?

К задаче 1.36 К задаче 1.37
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1.37. Прямолинейный проводник длиной L и массой m подве-
шен на двух пружинах жесткостьюK в однородном магнитном поле
с индукцией B (см. рис). Конденсатор емкостью C подключен к про-
воднику с помощью гибких и невесомых проводов. При замыкании
ключа КЛ предварительно заряженный до разности потенциалов
U конденсатор замыкается на проводник и полностью разряжает-
ся. При этом возникают колебания проводника. Определить частоту
ω0 и амплитуду A этих колебаний, если смещением проводника в
начальный момент времени можно пренебречь.

1.38. Однородный массивный стержень длиной L подвешен к
потолку и может совершать колебания вокруг оси, проходящей через
его верхний конец. Чему равен период колебаний такой системы?
Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через один
из его концов, I = mL2/3.

1.39. Из тонкой проволоки сделали замкнутую фигуру, изоб-
раженную на рисунке. Радиус окружности равен R. Где находится
центр тяжести этой фигуры? Чему равен период малых колебаний
относительно точки О?

К задаче 1.39 К задаче 1.41

1.40. Два одинаковых математических маятника имеют об-
щую точку подвеса. Одному маятнику толчком сообщили некоторую
скорость, а затем через время τ другому маятнику толчком сообщи-
ли точно такую же скорость. Через какое время t1 после начала
движения второго маятника оба маятника встретятся, если период
колебаний равен T , а τ < T/2?

1.41. На двух легких нерастяжимых нитях длиной R каждая
подвешена проволочная дуга такого же радиуса R, имеющая длину
L (см. рис.). Найти период малых колебаний такого маятника, если
нити и дуга движутся в вертикальной плоскости.

1.42. На подвижную шайбу массой m, которая может двигать-
ся без трения по стержню, действует сила, изменяющаяся по гармо-
ническому закону F = F0 cosωt.Между шайбой и стенкой размещена
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невесомая пружина (см. рис.). Какой должна быть ее жесткость K,
чтобы амплитуда силы, действующая на стенку, отличалась от F0 в
3 раза?

1.43. Тела массойm1 иm2 связаны

К задаче 1.42

между собой легкой, первоначально не
деформированной пружиной. Телу мас-
сой m1 ударом сообщают скорость v, на-
правленную вдоль пружины. Как с тече-
нием времени станут меняться скорости
этих тел, если частота их свободных ко-
лебаний равна ω0?

1.44. Тело массойm, подвешенное на пру-

К задачам 1.46, 1.47

жине, колеблется по закону x = A0 cosω0t. С
момента времени t0 на тело начинает действо-
вать вдоль пружины постоянная сила F . Опре-
делить амплитуду колебаний относительно но-
вого положения равновесия. При каком t0 эта
амплитуда наибольшая? Наименьшая?

1.45. Тело массой m колеблется по зако-
ну x = A cos(ωt+ ϕ). Найти зависимость силы,
действующей на тело, от времени. Чему равна
ее амплитуда? В какие моменты времени сила
принимает наибольшие по модулю значения?

1.46. Точка подвеса A двойного маятни-
ка совершает гармонические колебания с ма-
лой амплитудой в горизонтальном направлении

(см. рис.). Длина нижней нити равна L, масса нижнего шарика m,
верхнего —M . Каким должен быть период колебаний точки подвеса
A, чтобы верхняя нить все время оставалась вертикальной? Можно
ли считать эти колебания вынужденными?

Указание. Если верхняя нить остается вер-
тикальной, значит сумма всех внешних сил,
приложенных к верхнему шару, направлена по

вертикали. Отсюда следует, что центр масс системы не перемещает-
ся в горизонтальном направлении. Поэтому шары в любой момент
времени движутся в противофазе и a1/a2 = s/(L− s).

1.47. К маятнику AB с шариком массойM подвешен маятник
BC с шариком массой m. Точка A совершает гармонические коле-
бания по горизонтали с частотой ω. Найти длину нити BC, если
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известно, что нить AB все время остается вертикальной.

1.48. Доказать, что период колебаний физического маятника
увеличивается с увеличением максимального угла отклонения от по-
ложения равновесия.

1.49. Чашка пружинных весов массой m1 совершает верти-
кальные гармонические колебания с амплитудой A. Когда чашка
находилась в крайнем нижнем положении, на нее положили груз
массой m2. В результате колебания прекратились. Определить пер-
воначальный период колебаний чашки.

1.50. Часы с маятником на поверхности Земли идут точно. В
каком случае эти часы отстанут больше за сутки: если их поднять
на высоту 200 м или же опустить в шахту на глубину 200 м?

1.51. Механическая система состо-

К задаче 1.51

ит из груза массой m, пружины жестко-
стью K и блока массойM , представляю-
щего собой тонкостенный цилиндр. Груз
посредством невесомой и нерастяжимой
нити, перекинутой через блок, связан с
пружиной (см. рис.). Чему равен период
колебаний груза?

1.52. В сообщающиеся сосуды ци-
линдрической формы налита ртуть. Че-
му равен период колебаний ртути, если
площадь поперечного сечения каждого
сосуда S = 0, 3 см2, а масса ртути m =
484 г. Плотность ртути ρ = 13, 6 г/см3.

1.53. Представим себе шахту, пронизывающую земной шар по
одному из его диаметров. За какое время тело, брошенное в эту шах-
ту, достигнет центра Земли?

1.54. Чему равен период вертикальных колебаний груза мас-
сой m в системе, изображенной на рисунке? Рассмотреть случаи,
когда масса блока а) сосредоточена на его оси и б) равномерно рас-
пределена по внешнему периметру блока. Жесткость пружины K,
нить невесомая и нерастяжимая.
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К задаче 1.54 К задаче 1.55

1.55. Два одинаковых шарика прикреплены к концам невесо-
мой нерастяжимой нити. Верхний шарик движется по горизонталь-
ной круговой траектории с угловой частотой ω так, что нижний ша-
рик остается неподвижным. Если слегка дернуть за нижний шарик,
то возникнут малые колебания. Чему равна их частота? Трения нет.

К задаче 1.56 К задаче 1.57

1.56. Модель молекулы углекислого газа СО2 – три шарика,
соединенные пружинками и расположенные в положении равнове-
сия вдоль одной прямой. Такая молекула может совершать колеба-
ния двух типов – а или б (см. рис.). Найти отношение частот этих
колебаний.Жесткость пружинок считать равнойK, отношение масс
атомов кислорода и азота Mo/Mc = 4/3.

1.57. Найти частоту «симметричных»колебаний системы, изоб-
раженной на рисунке. Массы всех шаров m, коэффициенты жестко-
сти пружинок – K.

1.58. Точка, совершающая гармонические колебания в двух
взаимно перпендикулярных направлениях X,Y , движется по тра-
ектории, которая называется фигурой Лиссажу. Доказать, что если
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частоты колебаний относятся как целые числа, то фигура Лиссажу
является замкнутой кривой.

1.59. Малые колебания маятников, связанных пружиной, про-
исходят по закону

x1 = B cos(ω0t+ ϕ) +A cosωt,

x2 = B cos(ω0t+ ϕ) −A cosωt.

Определить жесткость пружины, если известно, что в положении
равновесия маятники вертикальны, а масса каждого шарика равна
m (см. рис. к задаче 1.22).

1.60. Частица, на которую действует сила F = F0 cosωt, колеб-
лется по гармоническому закону x = x0 cos(ωt− ϕ). Какова средняя
мощность этой силы?

1.61. Двум шарикам массой m, которые связаны друг с дру-
гом и со стенками тремя пружинами жесткостью K (см. рис.), одно-
временно сообщили одинаковые по модулю скорости, направленные
вдоль пружин. Найти частоты колебаний шариков для случаев, ко-
гда их начальные скорости одинаково направлены; противоположно
направлены.

1.62. Свободные колебания сло-

К задаче 1.61

жных систем являются суперпозици-
ей нескольких гармонических колеба-
ний с разными частотами. Если пер-
вому шарику в задаче 1.61 сообщить
вдоль пружины скорость v, то после-
дующее движение шариков будет сум-
мой двух движений: движения шариков, которым сообщили скорость
v/2 и −v/2, и движения шариков, которым сообщили скорости v/2 и
v/2. Определить, пользуясь принципом суперпозиции, скорости ша-
риков в последующие моменты времени. Чему равно максимальное
смешение первого шарика? Второго? Максимальное удлинение сред-
ней пружины?

1.63. Найти амплитуду и начальную фазу гармонического ко-
лебания, полученного от сложения двух колебаний, в каждом из
которых смещение задается уравнениями x1 = 4 sin(πt) см и x2 =
3 sin(πt + π/2) см. Записать уравнение результирующего колебания.
Нарисовать векторную диаграмму сложения амплитуд.
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1.64. На рисунке дан спектр сложного колебания. Пользуясь
данными этого рисунка, записать уравнения колебаний, из которых
составлено сложное колебание.

1.65. Точка участвует

К задаче 1. 64

в двух колебаниях одинако-
вого периода с одинаковы-
ми начальными фазами. Ам-
плитуда колебанийA1 = 3 см,
A2 = 4 см. Найти амплиту-
ду результирующего колеба-
ния, если: а) колебания со-
вершаются в одном направ-
лении, б) колебания взаимно
перпендикулярны.

1.66. Точка участвует
одновременно в двух взаим-
но перпендикулярных коле-

баниях x = 2 sinωt (м) и y = 2 cosωt (м). Найти траекторию движе-
ния точки.

1.67. Маятник массой m подвергается кратковременным уда-
рам, с каждым из которых ему передается импульс p0. Построить
фазовый портрет такого маятника, если в начальный момент маят-
ник покоился, а удары следуют через временной интервал, равный
периоду колебаний.

1.68. Затухание осциллятора может быть столь велико, что
движение его перестанет носить колебательный характер. Оценить,
при каком соотношении параметров γ и ω0 это может произойти.

1.69. Период затухающих колебаний равен 4 с, логарифмиче-
ский декремент затухания κ =1,6, начальная фаза колебаний равна
нулю. Смещение точки при t = T/4 равно 4,5 см. Записать уравнение
для смещения материальной точки в этом колебании. (Логарифми-
ческим декрементом затухания называется натуральный логарифм
отношения амплитуд колебаний для двух соседних максимумов, т. е.
κ = ln eγT = γT .)

1.70. Пусть кинетическая энергия осциллятора Eкин = mv2/2,
потенциальная энергия — Eпот = Kx2/2, а мощность потерь за один
период пропорциональна квадрату скорости: Pпот = bv2. Определить
характер сил сопротивления, действующих на осциллятор.
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1.71. Два следующих друг за другом наибольших отклонения
в одну сторону секундного маятника отличаются на 1 % .Чему равен
декремент затухания этого маятника γ?

1.72. Добротностью осциллятора называется отношение его
начальной энергии к энергии, потерянной им за время изменения
фазы на 1 радиан. Выразить добротность через коэффициент зату-
хания γ и частоту свободных колебаний ω0 (ω0 � γ). Как связана
добротность с числом колебаний, за которое амплитуда колебаний
уменьшается в e раз?

1.73. У монокристалла сапфира в вакууме добротность меха-
нических колебаний при низких температурах и соответствующей
подвеске является чрезвычайно высокой: Q = 108–109. Частота соб-
ственных колебаний кристалла ω0 = 104 c−1. Оценить, во сколько
раз изменится амплитуда колебаний кристалла за сутки.

1.74. Куб с ребром a = 10 см, имеющий массу m = 1 кг, под-
вешен на пружине жесткостью K = 400 Н/м так, что его основание
параллельно земле. Снизу на куб направляют поток упругих шари-
ков, обладающих скоростью v0 = 20 м/с, на высоте первоначального
положения основания кубика. Куб начинает колебаться, двигаясь по-
ступательно. Найти период этих колебаний. Оценить время, в тече-
ние которого амплитуда колебаний уменьшится в e раз. Масса каж-
дого шарика m = 1 г, концентрация шариков в потоке n = 1000 м−3,
столкновениями шариков между собой можно пренебречь.

1.75. Как следует из решения задачи 1.22, если отклонить гру-
зики в одну сторону (см. рис. к задаче 1.22), то возбудятся коле-
бания с частотой ω0 =

√
g/L. Если же отклонить их на равные

углы в разные стороны, то возбуждаются колебания с частотой
ω =

√
g/L+ 2K/m. В общем случае движение грузиков есть резуль-

тат наложения этих двух колебаний:

x1(t) = B cos(ω0t+ ϕ) +A cosωt,

x2(t) = B cos(ω0t+ ϕ) −A cosωt.

Рассматривая силу, действующую на левый грузик со стороны
пружины, F (t) = F0 cosωt как вынуждающую, общее выражение для
смещения x1(t) можно представлять как суперпозицию собственных
и вынужденных колебаний. Слагаемое A cosωt описывает колебания
под действием вынуждающей силы, а B cos(ω0t+ϕ) – свободные ко-
лебания (затухания нет). Выразить величину A через параметры за-
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дачи F0, m, ω, и ω0. Записать уравнения, позволяющие определить
константы B и ϕ.

1.76. Какова должна быть вынуждающая сила, чтобы осцил-
лятор массой m с коэффициентом затухания γ начал совершать
гармонические колебания с собственной частотой ω0 по закону x =
A cos(ω0t− ϕ)?

1.77. Осциллятор движется по закону x = x0 sinωt, а вынуж-
дающая сила, действующая на него, F = F0 cosωt. Чему равен ко-
эффициент затухания осциллятора? Масса осциллятора m.

1.78. На груз массойm, подвешенный на пружине жесткостью
K, действует сила вязкого трения, пропорциональная скорости гру-
за, и вертикальная вынуждающая сила, которая меняется по гармо-
ническому закону F (t) = F0 cosωt. Зная, что груз движется посту-
пательно, найти амплитуду v0 скорости установившихся колебаний
груза, если коэффициент вязкого трения равен γ.

1.79. Найти амплитуду a0 ускорения установившихся вынуж-
денных колебаний груза, рассмотренного в задаче 1.78

1.80. Амплитуда вынуждающей силы равна F0, ее частота ω =
ω0. Определить амплитуду вынужденных колебаний. Во сколько раз
она больше отклонения осциллятора под действием постоянной силы
F0?

1.81. Для резонансного обнаружения малых вынуждающих
сил можно использовать монокристалл сапфира с добротностью
Q = 109 и частотой собственных колебаний ω0 = 104 c−1. Сколь-
ко времени (по порядку величины) нужно ждать, чтобы в монокри-
сталле установились колебания?

1.82. С момента времени t = 0 на частицу массой m в на-
правлении оси x начинает действовать сила Fx = F0 sinωt, а в на-
правлении оси y – сила Fy = F0 cosωt. Найти траекторию частицы,
если в начальный момент времени она покоится. Чему равна сред-
няя скорость частицы за большое время? Какую начальную скорость
должна иметь частица, чтобы при наличии этих сил двигаться по
окружности? Чему равен радиус этой окружности?
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Качественные вопросы

1.1. Часы-ходики установлены в вагоне электрички. Отстанут
или забегут часы, когда электричка, вышедшая из Екатеринбурга,
прибудет, например, в Нижний Тагил, сделав примерно тридцать
остановок на промежуточных станциях.

1.2. Длина секундного маятника подобрана для широты горо-
да Москва. Как будут идти часы с таким маятником на Северном
полюсе и на экваторе?

1.3. Два шара одинаковых размеров подвешены на одинаковых
нитях. Один шар сделан из свинца, а другой – из алюминия. Шары
покрыты краской так, что внешне они неразличимы. Как, наблюдая
за колебаниями шаров, найти свинцовый шар?

1.4. Как будет изменяться период колебаний ведерка с водой,
если из него вода будет постепенно вытекать через небольшое отвер-
стие в днище?

1.5. В наручных механических часах, в отличие от ходиков,
установлен крутильный маятник. Как отразится на суточный ход
наручных часов увеличение температуры?

1.6. Существует гравиметрический способ разведки рудных
полезных ископаемых – таких, например, как железная руда. Он ос-
нован на измерении ускорения свободного падения тел. Придумайте
устройство простейшего грави́метра.

1.7. Лозоходцы используют тонкий ивовый прут для поиска
тех мест, где следует рыть колодцы для воды. Вызывая легкие коле-
бания ивового прута, они пытаются уловить небольшие изменения в
характере его колебаний. Постарайтесь придумать разумное объяс-
нение действиям лозоходцев.

1.8. Какой стратегии должен придерживаться человек, жела-
ющий раскачаться на качелях?

1.9. Если неумело нести воду в ведрах на коромысле, то она на-
чинает сильно выплескиваться. От каких факторов зависит степень
расплескивания воды? Какие существуют способы, чтобы умень-
шить количество расплескиваемой воды при переносе ее с помощью
коромысла?

1.10. Почему при некоторой частоте вращения двигателя гру-
зовых автомобилей, проезжающих по дороге, начинают дребезжать
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стекла в нижних этажах зданий, стоящих неподалеку?
1.11. В ракете, поднимающейся вертикально вверх с некото-

рым ускорением a, находится математический маятник c нитью дли-
ной L. Построить качественный график зависимости периода коле-
баний от высоты подъема ракеты h. Существует ли такая точка, в
которой период колебаний станет равным снова T =

√
L/g, где g –

ускорение свободного падения на Земле?
1.12. Фазовой траекторией гармонического осциллятора явля-

ется эллипс в координатных осях p, x. По часовой или против часо-
вой стрелки движется фазовая точка для этой системы?

1.13. Что нужно сделать с маятником часов-ходиков, если они
спешат?

1.14. Как с помощью математического маятника определить
ускорение свободного падения в данном месте?

1.15. Космический корабль с включенным двигателем движет-
ся в пространстве вдали от небесных тел, гравитационным взаимо-
действием с которыми можно пренебречь. Каким способом можно
определить его ускорение?

1.16. С какой целью установки, в которых не удается избежать
колебаний (например, вибросита на мельницах), устанавливаются не
на жесткий фундамент, а на упругие резиновые амортизаторы?

1.17. Почему при вынужденных колебаниях осциллятора с ча-
стотой, меньшей его собственной частоты, направления смещения и
вынуждающей силы совпадают, а при частоте больше собственной –
противоположны?

1.18. Приведите пример системы, в которой воздействие со
стороны одной ее части на другую описывается силой, меняющей-
ся со временем по гармоническому закону.

1.19. Казалось бы, стреляя из рогатки в мост в такт его соб-
ственным колебаниям и сделав очень много выстрелов, мост мож-
но сильно раскачать. В действительности таким способом раскачать
мост практически невозможно. Почему?
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Глава 2

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

2.1. Наблюдение электромагнитных
колебаний

Наряду с механическими колебаниями значительную роль
в окружающем нас мире играют электромагнитные колебания,
которые связаны с циклическими изменениями электрического
тока, разности потенциалов или заряда в различных устрой-
ствах. Конечно, электромагнитные колебания могут быть пе-
риодическими и непериодическими, синусоидальными и неси-
нусоидальными, но, как и в случае механических колебаний,
основное внимание будет уделено рассмотрению периодических
синусоидальных колебаний.

Хотя между механическими и электромагнитными колеба-
ниями существует много общего, условия наблюдения колеба-
ний совершенно различны. Механические колебания, как пра-
вило, имеют достаточно низкие частоты, и поэтому возможно
их непосредственное визуальное наблюдение. Электромагнит-
ные колебания обычно имеют существенно большие частоты, и,
что очень важно, их непосредственное визуальное наблюдение
невозможно.

Чтобы наблюдать электромагнитные колебания, их необхо-
димо визуализировать, т. е. сделать зримыми. Для этих целей
широко используются осциллографы.
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В осциллографе с помощью устройства, которое называет-
ся электронной пушкой, создается узкий пучок высокоскорост-
ных электронов. Попадая на экран, пучок электронов вызы-
вает явление люминесценции люминофора, которым покрыт
экран электронно-лучевой трубки изнутри.

Движение электронного луча по экрану управляется вер-
тикальными и горизонтальными отклоняющими пластинами.
Этот способ управления обычно называют электростатиче-
ским, в отличие от магнитного, который используется для
управлением электронным лучом в телевизионных ЭЛТ и мо-
ниторах ЭВМ.

Представим себе, что

Рис. 16. Получение горизонтальной
развертки в осциллографе

мы подаем на вертикаль-
ные отклоняющие пласти-
ны напряжение U =
= U0 cosωt. Отклонение лу-
ча по вертикали будет раз-
личным в разные момен-
ты времени, и мы увидим
на экране светящуюся вер-
тикальную прямую линию.
Чтобы на экране появи-
лось изображение синусо-
иды, необходима горизон-
тальная развертка. Когда
напряжение на пластинах,
отклоняющих луч в гори-
зонтальном направлении,

будет линейно расти, то луч начнет смещаться вдоль горизон-
тальной оси. Если на пластины, отклоняющие луч в вертикаль-
ном направлении, одновременно подать периодически меняю-
щееся напряжение U(t) = U0 cosωt, то на экране будет изоб-
ражаться отрезок синусоиды. Схему получения изображения с
использованием развертки по оси x приведена на рис. 16.

После того как электронный луч дошел до правой грани-
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цы экрана, его нужно вернуть в исходное состояние. Для этих
целей и используется пилообразное напряжение, которое пода-
ется на пластины горизонтальной развертки (на рис. 16 изоб-
ражен лишь один период напряжения, обеспечивающего гори-
зонтальную развертку).

Важно отметить, что период горизонтальной развертки
должен быть синхронизирован с периодом изучаемых колеба-
ний, иначе при повторном проходе луч прочертит новую кри-
вую и на экране осциллографа не будет устойчивой синусои-
дальной кривой. В демонстрационном школьном осциллографе
частоту развертки нужно подбирать вручную, а в осциллогра-
фах, предназначенных для профессионального использования,
частота развертки может подбираться автоматически. Такие
осциллографы позволяют определять как величину исследуе-
мого напряжения, так и его частоту, поскольку легко измерить
на экране длину X, на которой укладывается одно полное ко-
лебание. Зная частоту развертки и длину всего экрана, можно
подсчитать, какому временному интервалу соответствует еди-
ница длины экрана (например, 1 см). Для упрощения такого
рода расчетов экран осциллографа обычно снабжается изме-
рительной сеткой.

2.2. Уравнение электромагнитных
колебаний

Простейшей системой, в которой возникают затухающие
электромагнитные колебания, является колебательный контур,
схема которого изображена на рис. 17.

Будем считать, что колебательный контур является идеаль-
ным. Это означает, что можно пренебречь сопротивлением про-
водников, излучением электромагнитной энергии проводника-
ми с током, рассеянием электрической и магнитной энергий в
конденсаторе электрической емкостью C и в катушке индук-
тивностью L . В этом случае полная энергия системы сохраня-
ется:
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Wмаг +WE = const; Wмаг =
LI2

2
, WE =

q2

2C
;

W =
LI2

2
+
q2

2C
= const, (2.1)

где W = Wмаг +WE – полная энергия колебательной системы.
В формуле (2.1) значение элек-

Рис. 17. Схема идеаль-
ного колебательного

контура

трического тока I в катушке и зна-
чение заряда q на обкладках кон-
денсатора относятся к произволь-
ному моменту времени t. Значение
константы в правой части уравне-
ния (2.1) задается начальными усло-
виями возбуждения колебаний. Ес-
ли в начальный момент времени ток
в катушке отсутствует и I(0) = 0,
то const = q20/(2C), где q0 – ампли-

тудное (максимальное) значение заряда на обкладках конден-
сатора. В другом предельном случае, когда колебания воз-
никают путем возбуждения индукционного тока в катушке,
const = LI2

0/2, где I0 – амплитудное значение тока.
Поскольку энергия W остается постоянной, то

dW

dt
=

d

dt

(
LI2

2
+
q2

2C

)
= 0.

В этом выражении от времени зависят только величины
I(t) и q(t). Поэтому, выполняя дифференцирование по време-
ни t величин I2 и q2 с учетом правил дифференцирования,
изложенных в приложении 1, получаем

LII ′ + qq′
1
C

= 0. (2.2)

Поскольку электрический ток определяется скоростью из-
менения заряда и I = Δq/Δt, то I = q′, I ′ = q′′.
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Поэтому выражение (2.2) может быть преобразовано к виду

q′′ +
q

CL
= 0. (2.3)

Уравнение (2.3) имеет уже хорошо знакомый вид уравнения
колебаний гармонического осциллятора с одной степенью сво-
боды для переменной q(t). Решение такого типа уравнений по-
дробно было рассмотрено в главе 1 [см. формулы (1.1) – (1.9)].
Используя эти результаты, сразу можно записать общие выра-
жения для временной зависимости заряда на обкладках кон-
денсатора q(t) и тока в катушке I(t):

q(t) = q0 cos(ω0t+ δ), ω0 =

√
1
LC

; (2.4)

I(t) = −q0ω0 sin(ω0t+ δ). (2.5)

В формуле (2.5) символ δ обозначает начальную фазу ко-
лебаний. Как и в случае механических колебаний, величины
q0 и δ определяются из начальных условий. Собственная ча-
стота незатухающих колебаний в колебательном контуре ω0,
линейная частота ν и период колебаний T связаны соотноше-
ниями

T = 1/ν = 2π/ω0.

Отсюда получаем формулу Томсона для периода колебаний в
колебательном контуре

T = 2π
√
LC. (2.6)

Как следует из выражений (2.4) – (2.5), колебания заряда
на обкладках конденсатора и тока в цепи сдвинуты по фазе на
π/2, причем колебания заряда отстают по фазе. Здесь также
просматривается аналогия со сдвигом фаз между смещением
из положения равновесия и скоростью гармонического осцил-
лятора.

Приведенный выше способ вывода уравнений колебаний в
колебательном контуре является достаточно формальным и
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физическая природа возникновения колебаний осталась невы-
ясненной. Другой способ вывода уравнений колебаний мы об-
судим позднее, после рассмотрения вопроса о преобразовании
энергии в колебательном контуре.

2.3. Превращение энергии в колебательном
контуре

Физическая сущность процессов, происходящих в колеба-
тельном контуре, выясняется лучше, если изобразить схему
преобразования энергии в колебательном контуре и сравнить ее
с превращениями энергии при механических колебаниях (рис
18).

Если в момент времени t = 0 конденсатор заряжен и
q = q0, а ток в катушке индуктивности равен нулю, то полная
энергия колебательной системы равняется электростатической
энергии заряженного конденсатора WE = q20/(2C) и сосредо-
точена внутри объема, занимаемого конденсатором. Для меха-
нической колебательной системы это состояние соответствует
максимальному отклонению массы из положения равновесия
x = x0, v = 0, а ее энергия равна потенциальной энергии де-
формированной пружины Wпот = Kx2

0/2.
Через четверть периода, когда t = T/4, конденсатор полно-

стью разряжается, а через катушку индуктивности течет мак-
симальный ток I = I0. Энергия колебательного контура при
этом является энергией магнитного поля и сосредоточена в ос-
новном внутри объема катушки индуктивности. Для механиче-
ских колебаний осциллятора эта фаза колебаний соответству-
ет прохождению колеблющейся массой положения равновесия:
x = 0, v = v0, а вся энергия осциллятора равна кинетической
энергии Wкин = mv2

0/2.
Поскольку катушка обладает индуктивностью, то умень-

шающийся поток магнитной индукции, пронизывающий вит-
ки, приводит в возникновению ЭДС самоиндукции, благодаря
которой конденсатор к моменту времени t = T/2 зарядится до
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максимальной разности потенциалов, но другой полярности,
нежели исходная.

Рис. 18. Аналогия между электромагнитными и механическими
колебаниями

Поскольку катушка обладает индуктивностью, то умень-
шающийся поток магнитной индукции, пронизывающий вит-
ки, приводит в возникновению ЭДС самоиндукции, благодаря
которой конденсатор к моменту времени t = T/2 зарядится
до максимальной разности потенциалов, но другой полярно-
сти, нежели исходная. Поскольку затухания нет, такой про-
цесс преобразования электромагнитной энергии из одной фор-
мы (электростатической) в другую (магнитную) будет продол-
жаться неограниченно долго (в реальных условиях колебания,
конечно, затухают, в чем легко убедиться, наблюдая колебания
в колебательном контуре с помощью осциллографа).

Глубокая аналогия между механическими и электромагнит-
ными колебаниями позволяет поставить в соответствие друг
другу величины, характеризующие механические и электро-
магнитные колебания (см. табл.).

x ⇐⇒ q v ⇐⇒ I
K ⇐⇒ 1/C m ⇐⇒ L

Kx2/2 ⇐⇒ q2/(2C) mv2/2 ⇐⇒ LI2/2

Пользуясь этой аналогией, можно было бы сразу записать
формулу Томсона для периода колебаний в колебательном кон-
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туре, заменив в формуле (1.9) K ⇐⇒ 1/C, m ⇐⇒ L. Под-
меченная аналогия позволяет в некоторых случаях свести за-
дачу об электромагнитных колебаниях к механической зада-
че.

Пример 1
Колебательный контур состоит из двух параллельно соединен-

ных емкостей C1 и C2, катушки индуктивности L и идеального ис-
точника тока с ЭДС ε (см. рис. к примеру 1a). Вывести выраже-
ние для уравнения колебаний и определить их период. Найти ам-
плитудные значения тока Iмах в катушке индуктивности и зарядов
q1мах q2 мах на обкладках конденсаторов C1, C2. Изобразить механи-
ческий аналог рассматриваемого колебательного контура.

Решение

К примеру 1а

Поскольку емкости соединены параллель-
но, то их общая емкостьC = C1+C2. Используя
данные приведенной выше таблицы, получаем,
что результирующая обратная жесткость пру-
жин 1/K = 1/K1 + 1/K2. Таким образом, ме-
ханический аналог рассматриваемой системы
представляет собой две пружины жесткостью
K1 и K2, которые соединены последовательно.

Для вывода уравнения колебаний приме-
ним правило Кирхгофа: сумма падений напря-

жений на элементах цепи равна результирующей ЭДС, действую-
щей в контуре. Разность потенциалов на обкладках конденсатора
U = q/C. В соответствии с законом электромагнитной индукции
Фарадея ЭДС индукции εинд= −LI ′. Суммируя полученные резуль-
таты, получаем

q

C
+ L

dI

dt
= ε.

Учитывая, что I ′ = q′′, запишем уравнение, которому подчиня-
ется колебание заряда на обкладках конденсатора:

q′′ + ω2
0q =

ε
L

; ω2
0 =

1
LC

.

Записанное дифференциальное уравнение колебаний является
неоднородным. Такого типа уравнение было получено в примере
1 гл. 1 для колебаний гармонического осциллятора при наличии
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постоянной внешней силы. Можно воспользоваться приведенной в
этом примере методикой решения уравнения. Механическим анало-
гом рассматриваемой системы будет система , изображенная на рис.
1б, которая совершает колебания в поле силы тяжести.

Во-первых, сразу можно сказать, что включе-

К примеру 1б

ние в колебательный контур источника постоянно-
го напряжения не приводит к изменению частоты
и периода колебаний. Поэтому для периода коле-
баний рассматриваемой системы получаем

T = 2π
√
L(C1 + C2).

Для нахождения амплитудных значений за-
рядов на обкладках конденсаторов необходимо
учесть, что при наличии источника тока колеба-
ния зарядов будут происходить относительно ве-
личины q0 = εC – заряда, который был бы на обкладках конденса-
тора при отсутствии колебаний.

Величину заряда, отсчитанную от стационарного значения q0 =
εC, обозначим z = q − q0. В этих переменных уравнение колебаний
принимает стандартный вид

z′′ + ω2
0z = 0; z(t) = z0 cos(ω0t+ δ), I(t) = −z0ω0 sin(ω0t+ δ).

Будем считать, что в начальный момент времени z(0) = q0, I(0) =
0. Из этой системы находим, что z0 = q0, δ = 0, а значения заряда
на обкладках конденсатора и ток в цепи имеют вид

q(t) = εC(1 + cosω0t), I(t) = −εCω0 sinω0t.

Таким образом, максимальное значение заряда на обкладках обо-
их конденсаторов qмах = 2εС, а максимальный ток в цепи Iмах =
εСω0.

Для нахождения величин q1мах и q2мах можно записать два оче-
видных уравнения C = C1 + C2, q1 мах + q2 мах = 2εС. Решение этой
системы уравнений позволяет найти искомый результат:

q1мах = 2εC1, q2мах = 2εC2.

79



2.4. Активное сопротивление, индуктивность
и емкость в цепи переменного тока

Цепями переменного тока называются такие электриче-
ские цепи, в которых падение напряжения на элементах цепи
или электрический ток являются функциями времени.

Цепи переменного тока весьма ши-

Рис. 19. Схема генера-
тора переменного тока

роко используются в радиоэлектро-
нике и электротехнике. Типичной це-
пью переменного тока является ко-
лебательный контур. Другим приме-
ром цепи, в которой возникает пе-
ременный ток, является проволочная
рамка, которая вращается вокруг сво-
ей оси в постоянном магнитном поле
(рис. 19).

Если в начальный момент време-
ни t = 0, вектор индукции магнитного
поля B и вектор нормали к плоскости

рамки n имели одинаковое направление, то к некоторому мо-
менту времени t рамка повернется на угол α = ωt, где ω –
угловая частота вращения рамки. Поток вектора магнитной
индукции, пронизывающий рамку, Φ(t) = BS cosωt будет за-
висеть от времени, поэтому в рамке возникнет ЭДС индукции,
которая, согласно закону электромагнитной индукции Фара-
дея, будет также функцией времени: ε(t) = BSω sinωt. Здесь
S – площадь поперечного сечения рамки. Если полное сопро-
тивление рамки и цепи, к которой она подключена, равно R,
то возникающий ток

I(t) =
BSω

R
cosωt

также зависит от времени. По существу, так и получается пере-
менный ток, который используется для различных приложений
в быту, промышленности и на транспорте. Конечно, существу-
ют и другие способы получения переменного тока (например,
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с помощью радиоэлектронных устройств), но на них мы оста-
навливаться не будем.

Активное сопротивление в цепи переменного тока.
Действующее значение силы тока и напряжения

Пусть на вход цепи, изображенной на рис. 20, подается пе-
ременное напряжение U(t) = U0 cosωt.

Ток в этой цепи будет определять-

Рис. 20. Сопротивление
в цепи переменного тока

ся выражением I(t) = U0/R cosωt =
I0 cosωt, где I0 = U0/R.

Таким образом, если в цепь вклю-
чено только активное сопротивление,
то сдвиг фаз между напряжением и
током отсутствует.

Найдем значение мощности, кото-
рая выделяется на активном сопро-
тивлении. В цепи переменного тока
можно говорить лишь о мгновенном значении мощности P (t) =
I2
0R cos2 ωt или о среднем значении мощности P ср = I2

0Rcos2 ωt
за некоторый период времени.

Преобразуем последнее выражение, используя известное
тригонометрическое соотношение

cos2 ωt =
1 + cos 2ωt

2
.

В результате выражение для средней мощности может быть
записано в виде

P ср =
1
2
I2
0R(1 + cos 2ωt).

Очевидно, что среднее значение периодической функции за
достаточно большой промежуток времени будет равно нулю, и
поэтому получаем простой результат:

P ср =
1
2
I2
0R. (2.7)
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Введем понятия действующего значения силы тока и дей-
ствующего значения напряжения.

Действующее значение силы тока Iд в цепи равно такому
значению постоянного тока, при пропускании которого выде-
ляется равная тепловая мощность :

P ср =
1
2
I2
0R = I2

дR, Iд = I0/
√

2.

Действующее значение напряжения Uд определяется про-
изведением действующего значения силы тока на электросо-
противление: Uд = IдR. Очевидно, что действующее и ампли-
тудное значения напряжения связаны простым соотношением
Uд = U0/

√
2. Смысл введения действующих значений напря-

жения и тока состоит в том, что, используя эти понятия, закон
Джоуля – Ленца для цепи переменного тока можно записать в
таком же виде, как и для цепи постоянного тока:

Q = I2
дRt = IдUдt,

где Q – количество тепла, которое выделяется в цепи за вре-
мя t. Так, сеть переменного тока, которая используется для
питания бытовых приборов в городских квартирах, имеет дей-
ствующее значение напряжения Uд = 220 B, а амплитудное
значение напряжения U0 = 220

√
2 � 311 B.

Конденсатор в цепи переменного тока
Рассмотрим цепь переменного тока, изображенную на

рис. 21. Пусть на вход цепи подается переменное напряжение
U(t) = U0 cosωt. Тогда заряд на обкладках конденсатора q(t) =
CU0 cosωt, а ток в цепи I(t) = Δq/Δt = −ωCU0 sinωt. Запишем
это выражение, вводя амплитудное значение силы тока I0 =
ωCU0: I(t) = I0 cosω(t+ π/2). Сравнивая два выражения:

U(t) = U0 cos(ωt) и I(t) = ωCU0 cos(ωt+ π/2), (2.8)

замечаем, что колебания напряжение на обкладках конденса-
тора и тока в цепи сдвинуты по фазе на π/2, причем колебания
тока опережают колебания напряжения.
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Соотношение (2.8) позволяет ввести понятие емкостного
сопротивления Xc.

Действительно, амплитудное зна-

Рис. 21. Конденсатор
в цепи переменного тока

чение напряжения на обкладках кон-
денсатора можно записать в виде

U0 =
1
ωC

I0, U0 = XcI0, (2.9)

где Xc = 1/(ωC) – емкостное сопро-
тивление.

Емкостное сопротивление падает
как с ростом частоты, так и с ростом емкости конденсатора.
Следует особо подчеркнуть, что емкостное сопротивление поз-
воляет связать между собой только амплитудные или действу-
ющие значения напряжения и силы тока; мгновенные значения
напряжения и тока сдвинуты по фазе на π/2.

Индуктивность в цепи переменного тока

Рассмотрим цепь, изображенную на рис. 22. Будем считать,
что активное сопротивление проводников мало и им можно
пренебречь. Пусть ток в этой цепи меняется по гармоническому
закону I(t) = I0 sinωt.

Напряженность электрического по-

Рис. 22. Индуктивность
в цепи переменного тока

ля внутри проводника катушки ин-
дуктивности равна нулю в произволь-
ный момент времени. Это требова-
ние следует из нашего предположе-
ния, что активное сопротивление про-
водников равно нулю, поскольку ина-
че в цепи будет течь бесконечный ток.

В свою очередь, разность потен-
циалов на клеммах катушки индук-
тивности складывается из приложенной разности потенциалов
U(t) и ЭДС самоиндукции катушки εинд. Поскольку резуль-
тирующая разность потенциалов должна быть равной нулю,

83



имеем
U(t) + εинд(t) = 0.

Отсюда, вспоминая закон электромагнитной индукции Фа-
радея, получаем

U(t) = −εинд(t) = L
dI(t)
dt

= LI0ω cosωt. (2.10)

Из соотношения (2.10) следует, что если в цепь включена
катушка индуктивности, то колебания напряжения на клеммах
катушки опережают колебания тока в цепи на π/2:

I(t) = I0 sinωt, U(t) = U0 sin(ωt+ π/2).

Введем понятие индуктивного сопротивленияXL катушки,
которое связывает между собой амплитудное значение разно-
сти потенциалов на зажимах катушки U0 и амплитудное зна-
чение тока I0 в катушке : U0 = XLI0, XL = ωL. Из определе-
ния емкостного сопротивления следует, что оно растет линейно
с ростом частоты колебаний. Индуктивное сопротивление тем
больше, чем больше индуктивность катушки. Ясно, что в ре-
альной электрической цепи могут быть включены одновремен-
но активное сопротивление, индуктивность и емкость. Поэто-
му в дальнейшем мы обобщим понятия активного емкостного
и индуктивного сопротивлений и введем понятие комплексного
сопротивления – импеданса цепи переменного тока.

2.5. Затухающие электромагнитные
колебания. Добротность

Колебания, рассмотренные в разделах 2.2 – 2.3, являют-
ся незатухающими. Если учесть механизмы потери энергии, то
колебания будут затухать. Из всех возможных механизмов за-
тухания рассмотрим лишь один – диссипацию энергии за счет
джоулевых потерь. Этот механизм является основным при до-
статочно низких частотах колебаний.
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Выведем уравнения затухающих колебаний в этом случае, ис-
пользуя, как и в примере 1, правила Кирхгофа. В нашем случае
колебательный контур содержит три элемента: индуктивность
L, емкость C и активное сопротивление R (рис. 23). Падение
напряжения на емкости UC = q/C, на активном сопротивлении
UR = IR, а ЭДС индукции в катушке εинд = −LI ′. Поэтому
можно записать

q

C
+RI + LI ′ = 0.

Если вспомнить, что I ′ = q′′, а

Рис. 23. Колебательный
контур с активным соп-

ротивлением

I = q′ и разделить левую и правую
части уравнения на L, то получим
хорошо известное уравнение, опи-
сывающее затухающие колебания,

q′′ + 2γq′ + ω2
0q = 0, (2.11)

где 2γ = R/L, ω2
0 = 1/(LC).

Методика решения уравнения
(2.11) подробно изложена в при-
ложении 2. Решение аналогично-
го уравнения обсуждалось нами в предыдущей главе, посвя-
щенной механическим колебаниям [см. формулы (1.11), (1.12)].
Легко заметить, что уравнения для механических и электро-
магнитных затухающих колебаний (2.11) и (1.11) отличаются
только обозначениями. Поэтому сразу можно привести конеч-
ный результат:

q(t) = q0 exp(−γt) cos(ω1t+ δ), ω1 =
√
ω2

0 − γ2. (2.12)

Практически все, что ранее было сказано по отношению к
затухающим механическим колебаниям, применимо и к элек-
тромагнитным. В частности, затухание электромагнитных ко-
лебаний может быть апериодическим. В случае апериодическо-
го затухания константа γ, определяющая затухание, должна
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удовлетворять условию γ/ω1 ≥ 1. Конечно, это неравенство яв-
ляется чисто эмпирическим и к нему следует относиться лишь
как к некоторой оценке, но оно позволяет указать условия, ко-
гда колебания можно считать слабо затухающими (γ � ω1; см.
рис. 3).

Для случая слабо затухающих электромагнитных колеба-
ний можно ввести понятие добротности колебательной систе-
мы, которое, по существу, остается прежним: Добротностью
колебательной системы называется умноженное на 2π отно-
шение энергии, запасенной системой, к энергии, которая те-
ряется в колебательной системе за один период. Различие со-
стоит лишь в механизме диссипации энергии: в случае механи-
ческой системы диссипация энергии бала связана с работой сил
трения, тогда как в случае электромагнитных колебаний дис-
сипация энергии связана либо с выделением джоулева тепла в
проводниках контура , либо с рассеянием энергии в окружаю-
щей среде.

Получим выражение для добротности колебательного кон-
тура в случае, когда потери определяются лишь джоулевым
нагревом проводников.

Для вывода интересующей нас формулы можно просто вос-
пользоваться соотношением Q = ω0/(2γ) (1.23). Подставив зна-
чения ω0 = 1/

√
LC, 2γ = R/L, получаем

Q =
1
R

√
L

C
. (2.13)

Естественно, тот же самый результат получается, если вос-
пользоваться определением добротности колебательного кон-
тура. Действительно, запасенная в колебательном контуре
энергия выражается через амплитудное значение тока I0:Wзап =
LI2

0/2. Энергия, теряемая контуром за один период колебаний,
ER = RI2

0/2 · T , где T = 2π
√
LC – период колебаний. Если

подставить эти результаты в выражение для добротности ко-
лебательного контура, то получим прежний результат:
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Q =
2πWзап

ER
=

1
R

√
L

C
. (2.14)

Выражением (2.14) можно пользоваться лишь в случае, ес-
ли колебания затухают слабо и можно пренебречь изменением
амплитуды тока в цепи за один период колебаний. На прак-
тике добротность колебательного контура может быть доста-
точно высокой и иметь значение порядка нескольких тысяч
(Q � 3000 ÷ 5000).

2.6. Вынужденные электромагнитные ко-
лебания. Резонанс в цепи переменного
тока

Рассмотрим цепь, изображенную на рис. 24. Будем считать,
что все параметры цепи: значение активного сопротивления R,
емкости C, индуктивности L – нам известны.

Пусть на вход цепи подается

Рис. 24. Возбуждение
вынужденных колебаний

переменное напряжение U(t) = U0 sinωt.
Найдем амплитуду установивших-
ся колебаний тока в цепи, а также
падение напряжения и сдвиг фазы
колебаний тока и падения напря-
жения на отдельных элементах.

Для решения поставленной за-
дачи выведем уравнение, которо-
му подчиняются колебания тока в
этой цепи. Для этой цели вновь ис-
пользуем известное правило Кирхгофа: при обходе по замкну-
тому контуру сумма падений напряжения на элементах цепи
равна ЭДС, действующей в контуре.

В контур включен внешний источник питания с ЭДС Uв =
U0 sinωt и катушка индуктивности, в которой возникает ЭДС
самоиндукции εинд = −LΔI/Δt.
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Падение напряжения на активном сопротивлении UR = IR,
разность потенциалов на обкладках конденсатора UC = q/C.
Таким образом, применение правила Кирхгофа позволяет най-
ти уравнение колебаний тока в цепи

Uв − L
dI

dt
= IR+

q

C
. (2.15)

Записанное выше уравнение позволяет получить уравнение
колебаний заряда на обкладках конденсатора или тока в цепи.
Получим уравнение колебаний тока. Для этих целей продиф-
ференцируем по времени уравнение (2.15):

L
d2I

dt
+R

dI

dt
+

1
C

· I = U0ω cosωt. (2.16)

Это уравнение является неоднородным дифференциальным
уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами.
Общее решение такого рода уравнений ищется в два этапа: сна-
чала находится общее решение однородного уравнения

L
d2I

dt
+R

dI

dt
+

1
C

· I = 0, (2.17)

а затем частное решение неоднородного уравнения (2.16).
Мы можем существенно упростить задачу, если будем инте-

ресоваться только установившимися вынужденными колебани-
ями. Действительно, мы знаем, что общее решение уравнения
(2.17) описывает затухающие собственные колебания. Поэтому,
если не интересоваться режимом установления вынужденных
колебаний, решение однородного уравнения можно не рассмат-
ривать вообще, считая, что собственные колебания уже затух-
ли. Тогда для нахождения интересующего нас результата нуж-
но найти частное решение неоднородного уравнения (2.16).

Будем искать решение уравнения (2.16) в виде I(t) =
I0 sin(ωt−ϕ), где I0 и ϕ – неизвестные пока величины. Подста-
вим пробное решение в уравнение (2.16) и произведем необхо-
димые операции дифференцирования. В результате получаем

−Lω2I0 sin(ωt− ϕ) +RωI0 cos(ωt− ϕ) +
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+
I0
C

sin(ωt− ϕ) = U0ω cosωt. (2.18)

Разделим левую и правую части уравнения (2.18) на ω.
Вспоминая формулу приведения sin(ωt − ϕ) = − cos(ωt − ϕ +
π/2) и группируя слагаемые, получаем

(
Lω − 1

Cω

)
I0 cos(ωt− ϕ+ π/2) +RI0 cos(ωt− ϕ) = U0 cosωt.

(2.19)
Уравнение (2.19) позволяет найти неизвестные значения I0

и ϕ. Воспользуемся методом векторных диаграмм и представим
каждый из членов этого уравнения вектором, вращающимся с
постоянной угловой скоростью ω в плоскости XY (рис. 25).

На рис. 25 каждый из чле-

Рис. 25. Представление
уравнения (2.19) в виде
векторной диаграммы

нов уравнения (2.19) представ-
лен векторами (OA, OB, OD),
выходящими из начала коорди-
нат. Отсчет углов производится
от оси абсцисс.

Поскольку каждый из век-
торов вращается с одинаковой
угловой скоростью ω, взаимное
расположение векторов не из-
меняется со временем и вся си-
стема векторов вращается про-
тив часовой стрелки. Проекти-
руя векторы в произвольный мо-

мент времени на ось абсцисс, возвращаемся к уравнению (2.19).
Пользуясь теоремой Пифагора, из треугольника AOB мож-

но выразить I0 через U0:

U2
0 = I2

0R
2 +

(
Lω − 1

Cω

)2

I2
0 .

Или, выполняя простые преобразования, получаем
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I0 =
U0√

R2 + (Lω − 1
Cω )2

. (2.20)

Векторная диаграмма позволяет легко найти tgϕ, опреде-
ляющий сдвиг фаз между колебаниями напряжения U(t) и
тока в цепи. Действительно, из прямоугольного треугольника
AOB находим

tgϕ =
Lω − 1

Cω

R
. (2.21)

Результаты (2.20), (2.21) необходимо прокомментировать.
Из выражения (2.20) следует, что резонанс, т. е. резкое уве-
личение амплитуды тока в цепи, возникает при совпадении
частоты колебаний внешнего напряжения (вынуждающей си-
лы) с частотой собственных колебаний ω0 = (LC)−1 в контуре.
В этом проявляется различие механических и электрических
колебаний (для механических колебаний резонансная частота
сдвинута в сторону меньших частот). В каком-то смысле в резо-
нансе колебательный контур ведет себя как простое омическое
сопротивление. Это становится ясным, если заметить, что при
ω = ω0 сдвиг фаз между приложенным напряжением U и то-
ком в цепи I на основании формулы (2.21) становится равным
нулю.

Полученный результат нужно понимать следующим обра-
зом: в резонансе падение напряжения на емкости и индуктив-
ности равны по величине, сдвинуты по фазе на π и компенси-
руют друг друга.

Сдвиг фаз δ = ∠AOD между напряжением на индуктивно-
сти UL = LωI0 и напряжением на клеммах внешнего источника
тока U ведет себя совершенно иначе. Действительно, из�AOD
находим

tg δ = ctgϕ =
Rω

L(ω2 − ω2
0)
. (2.22)
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Проанализируем выражение (2.22) в окрестности резонанса
ω � ω0, ω2 − ω2

0 = (ω − ω0)(ω + ω0) � 2ω(ω − ω0). Если
воспользоваться определением константы затухания 2γ = R/L
[см. формулу (2.11)], то выражение (2.22) преобразуется к зна-
комому виду

tg δ =
γ

ω − ω0
. (2.23)

Таким образом, как и в случае механических колебаний,
в резонансе сдвиг фаз между вынуждающей силой (напряже-
нием на клеммах генератора) и смещением (напряжением на
зажимах катушки индуктивности) равен π/2, а частотная за-
висимость tg δ от ω имеет вид, изображенный на рис. 6.

2.7. Закон Ома и мощность в цепи пере-
менного тока

Изучая поведение индуктивности и емкости в цепях пере-
менного тока, мы нашли, что в общем случае существует сдвиг
фаз между колебаниями напряжения и электрического тока в
цепи. По этой причине падение напряжения на элементах цепи
и протекающий через них ток имеют различающуюся функ-
циональную зависимость от времени (например, ток изменяет-
ся по закону синуса, а напряжение – по закону косинуса). По
этой причине закон Ома для цепи переменного тока в полном
смысле этого слова записать нельзя. Можно установить лишь
связь амплитудных значений тока и напряжения [см. формулу
(2.20)], которая и играет роль закона Ома для цепи перемен-
ного тока.

Мощность в цепи переменного тока выделяется только на
активном сопротивлении. На конденсаторе или катушке индук-
тивности напряжение и ток сдвинуты по фазе на π/2, и поэтому
усредненное по времени значение произведения напряжение на
ток равно нулю. В действительности индуктивность и емкость
в какие-то моменты времени поглощают энергию из электри-
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ческой цепи, с тем чтобы в следующие моменты времени воз-
вратить ее обратно.

Получим выражение для мощности, которая выделяется на
активном сопротивлении в цепи переменного тока, рассматри-
вая конкретный пример.

Пример 2
Последовательно с электроплиткой в городскую электрическую

сеть подключена катушка индуктивности. При этом мощность элек-
троплитки упала вдвое. Найти индуктивность катушки L, если ак-
тивное сопротивление плитки R = 50 Ом.

Решение

Обозначим амплитудное значение напряжения U0, а амплитудное
значение тока I0. В нашем случае цепь переменного тока содержит
только индуктивность и активное сопротивление. Поэтому вектор-
ная диаграмма мгновенных значений напряжения на элементах цепи
будет совпадать с диаграммой, изображенной на рис. 25, если учесть,
что теперь длина вектора OD=LωI0.

Выражение для выделяемой в цепи мощности Pср , как уже отме-
чалось, определяется средним значением произведения мгновенных
значений тока I(t) и U(t): P = I(t)U(t). Конечно, можно найти вре-
менную зависимость I(t), U(t) и затем усреднить их произведение по
времени. Однако значительно проще свести задачу к уже рассмот-
ренному нами случаю, когда в цепи имеется только активное сопро-
тивление. Разложим вектор ОА (см. рис. 25) по двум взаимно пер-
пендикулярным направлениям вдоль векторов OD и OB. Проекция
Напряжения на направление вектора OD не даст вклада в среднюю
мощность, поскольку векторы OD и OB взаимно перпендикулярны.
Проекция напряжения U0 на направление тока UI = U0 cosϕ, где
косинус угла ϕ находим из �AOD:

cosϕ =
R√

R2 + L2ω2
.

Поскольку векторы UI и I0 сонаправлены, то для среднего зна-
чения мощности, выделяющейся на активном сопротивлении, полу-
чаем

Pср =
I0U0

2
cosϕ. (2.24)
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Выражение (2.24) является справедливым для любой цепи пере-
менного тока. Подставляя в это уравнение значение cosϕ, получен-
ное выше, находим

P ср =
I0U0

2
R√

R2 + L2ω2
. (2.25)

Если вспомнить теперь выражение для закона Ома

I0 =
U0√

R2 + ω2L2
, (2.26)

то выражение для мощности потерь преобразуется к хорошо знако-
мому виду

Pср =
I2
0R

2
, (2.27)

где I0 – амплитудное значение тока в цепи. Таким образом, мощность
потерь в цепи переменного тока всегда можно вычислять по формуле
(2.27), подставляя найденное для этой цепи амплитудное значение
тока и активное сопротивление.

Вернемся теперь к решению задачи. Обозначим мощность, выде-
ляющуюся на электроплитке до включения катушки индуктивности
P ′, амплитудное значение тока I ′0, а соответствующие величины по-
сле включения индуктивности – P , I0. Из условия задачи следует,
что I ′0 = U0/R; I0 определяется формулой (2.26). Поэтому

P ′

P
=
I ′ 2
0

I2
0

=
R2 + L2ω2

R2
= 2.

Последнее из приведенных выше равенств позволяет получить
искомый результат:

L =
R

ω
� 0, 16(Гн).

2.8. Импеданс. Расчет сложных цепей пе-
ременного тока

Для расчета сложных цепей переменного тока использо-
вать метод векторных диаграмм затруднительно. К счастью,
существует достаточно простой прием, позволяющий, по суще-
ству, рассчитывать цепи переменного тока по тем же правилам,
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что и цепи постоянного тока. Этот прием связан с введением
комплексного сопротивления Z, которое называют также им-
педансом.

Сущность метода векторных диаграмм в применении к це-
пям переменного тока состоит в том, что мы, не анализируя
уравнения, сразу рисуем вектор, изображающий мгновенное
значение напряжения на индуктивности, повернутым на π/2
против часовой стрелки, а вектор, изображающий падение на-
пряжение на емкости,– повернутым на угол π/2 по часовой
стрелке относительно вектора, изображающего падение напря-
жения на активном сопротивлении. По существу, того же само-
го можно добиться, если договориться считать полное сопро-
тивление цепи Z комплексным числом (о комплексных числах
подробнее см. приложение 2). При этом активное сопротивле-
ние будет изображаться действительным числом R, индуктив-
ности сопоставим мнимое число iωL, емкости – мнимое число
−i/(ωC), где i =

√−1 – мнимая единица.
Используя эти правила, легко записать импеданс цепи,

изображенной на рис. 24: Z = iωL−i/(Cω)+R. В общем случае
цепь переменного тока, содержащая комплексное сопротивле-
ние Z, изображена на рис. 26, а на рис. 27 приведена векторная
диаграмма напряжений для этой цепи.

Рис. 26. Цепь переменного тока
с комплексным сопротивлением

Рис. 27. Векторная диаграмма
напряжений для схемы на рис. 26

Строится эта диаграмма следующим образом: комплексное
сопротивление Z = ReZ + iImZ представляется в виде дей-
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ствительной (ReZ) и мнимой (ImZ) или реактивной частей.
Падение напряжения на активном сопротивлении откладыва-
ется вдоль оси абсцисс, а на реактивном сопротивлении – вдоль
оси ординат (с учетом знака). Этим сразу достигается следу-
ющее: мы автоматически учитываем, что напряжение на ре-
активной нагрузке сдвинуто по фазе на π/2 по сравнению с
напряжением на активной нагрузке.

Результирующее падение напряжения на комплексном со-
противлении определяется вектором U0 и может быть найдено
по теореме Пифагора

U2
0 = (ImZI0)2 + (ReZI0)2.

Таким образом, мы снова приходим к закону Ома (2.26):

I0 =
U0

|Z| , где |Z| =
√

(ReZ)2 + (ImZ)2. (2.28)

Формула для сдвига фаз между током в цепи и напряже-
нием на комплексной нагрузке

tgϕ =
ImZ

ReZ
,

по существу, является обобщением формулы (2.21) и приводит
к тем же результатам.

Преимуществом метода расчета цепей переменного тока с
использованием комплексных сопротивлений является то, что
можно пользоваться стандартными формулами расчета цепей
постоянного тока, для последовательного и параллельного со-
единений и применять правила Кирхгофа для расчета слож-
ных цепей. Для иллюстрации сказанного рассмотрим несколь-
ко примеров.

Пример 3
На рисунке к примеру 3а изображена бесконечная электриче-

ская цепь, составленная из одинаковых катушек индуктивностью L
и конденсаторов емкостью C. Найти импеданс цепи. Активным со-
противлением проводников можно пренебречь.
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Решение
Пусть Z1 = iωL – импеданс катушек индуктивности, а Z2 =

−i/(ωC) – импеданс конденсаторов, из которых состоит цепь.
Найдем импеданс этой цепочки, пользуясь приемом, который

очень часто используется для решения задач. Обозначим импеданс
бесконечной цепочки буквой Z.

К примеру 3. Бесконечная цепь, содержащая индуктивности и емкости
(а) и ее эквивалентная схема (б)

Если подключить еще один элемент ко входу цепочки AB, то ее
импеданс не изменится. В итоге мы получаем эквивалентную элек-
трическую цепь, изображенную на рис. 3б, импеданс которой тоже
равен Z. Поскольку Z и Z2 соединены параллельно, а импеданс Z1

подсоединен последовательно, то, используя формулы для вычис-
ления сопротивления параллельно и последовательно соединенных
проводников, получаем

Z = Z1 +
ZZ2

Z + Z2
.

Приводя последнее выражение к общему знаменателю, получаем
квадратное уравнение для величины Z:

Z2 − ZZ1 − Z1Z2 = 0,

решение которого имеет два корня:

Z =
Z1

2
±
√
Z2

1/4 + Z1Z2.

Чтобы разобраться в том, какой из корней уравнения имеет фи-
зический смысл, подставим в последнюю формулу значения импе-
дансов Z1 = iωL и Z2 = −i/(ωC). В итоге для импеданса цепи полу-
чаем два значения:

Z =
iωL

2
±
√
L

C
− ω2L2

4
.
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При ω < 4/(LC) подкоренное выражение в приведенной выше
формуле положительно и корень является действительным числом.
Таким образом, при ω < 4/(LC) эта часть импеданса описывает ак-
тивное сопротивление, а оно из физических соображений отрица-
тельным быть не может. Поэтому знак минус перед корнем следует
опустить.

В связи с полученным результатом возникает важный вопрос:
почему цепь, составленная из реактивных элементов, обладает ак-
тивным сопротивление и диссипирует энергию?

Причина этого явления в бесконечности цепи. В действитель-
ности в условиях задачи в цепи будет распространяться электромаг-
нитная волна. Это означает, что во все новых и новых элементах цепи
будут возникать электрические колебания, энергия для возбуждения
которых передается со входа цепи.

Конечно, остается еще один вопрос об удивительной эффектив-
ности математики в физических исследованиях. Как оказалось, что
та нехитрая математика, которую мы применили для решения зада-
чи, привела нас к столь радикальному физическому выводу о рас-
пространении электромагнитной волны в бесконечной цепочке?

2.9. Резонанс токов и резонанс напряжений

Используем метод вычисления комплексных сопротивле-
ний для изучения резонанса в цепях переменного тока различ-
ной конфигурации. Рассмотрим цепь переменного тока, изоб-
раженную на рис. 28, которая содержит последовательно со-
единенные индуктивность с импедансом Z1 = iωL , емкость c
импедансом Z2 = −i/(ωC) и активное сопротивление R.

Найдем полный импеданс цепи, изображенной на рис. 28.
Поскольку элементы цепи соединены последовательно, полный
импеданс Z = Z1 + Z2 + R. Подставляя в эту формулу значе-
ния Z1 и Z2 и выделяя в импедансе действительную и мнимую
части, получаем

Z = i

(
ωL− 1

ωC

)
+R.
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Из этой формулы видно, что при ω = ω0 = 1/
√
LC мнимая

часть импеданса обращается в нуль, а амплитудное значение
тока в цепи будет максимальным: I0 = U0/R.

Поскольку мнимая часть импе-

Рис. 28. Электрическая
цепь, в которой возника-
ет резонанс напряжений

данса в резонансе, когда ω = ω0,
обращается в нуль, то результиру-
ющее падение напряжение на ин-
дуктивности и емкости равно ну-
лю. При этом падение напряже-
ния на индуктивности UL и емко-
сти UC максимально по абсолют-
ной величине и сдвинуто по фа-
зе на π: UL = −UC = U0ω0L/R.
Явление возрастания падения на-
пряжения на реактивных элемен-
тах цепи получило название резо-
нанса напряжений, или последова-

тельного резонанса.

При резонансе напряжение, сни-

Рис. 29. Электрическая
цепь, в которой возника-

ет резонанс токов

маемое с индуктивности или емко-
сти, может быть во много раз боль-
ше напряжения U0, если ω0L �
R. Резонанс напряжений использу-
ется в радиотехнике для повыше-
ния напряжения в высокочастот-
ных устройствах.

Рассмотрим теперь цепь, изоб-
раженную на рис. 29, в которой
импедансы Z1 = iωL, Z2 = −i/(ωC)
и активное сопротивление R соеди-
нены параллельно.

Для упрощения расчетов вычислим только импеданс парал-
лельно соединенных индуктивности и емкости, обозначив эту
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величину буквой Z:

1
Z

=
1
iωL

+ iωC =
1 − ω2CL

iωL
.

При записи последней формулы мы учли, что 1/i = −i. Отсюда
следует, что реактивная часть импеданса цепи

Z =
iωL

1 − ω2CL

стремится к бесконечности при стремлении частоты ω к резо-
нансной частоте ω0 = 1/

√
LC.

Поэтому в резонансе суммарный ток, протекающий через
индуктивность и емкость, равен нулю. Амплитуда тока в цепи
в резонансе может быть найдена из закона Ома: I0 = U0/R.
При этом через индуктивность и емкость будут протекать рав-
ные по величине и противоположные по направлению токи с
амплитудой IL = −IC = U0/(ω0L). Величины токов, протека-
ющих через индуктивность и емкость, могут оказаться мно-
го больше тока I0. Действительно, если выполняется условие
R � ω0L, то IL � I0. Явление резкого возрастания ампли-
туды токов, протекающих через индуктивность и емкость при
стремлении частоты ω к резонансной частоте ω0, называется
резонансом токов.

Резонанс токов используется в радиотехнике в резонансных
усилителях. Таким образом, можно добиться избирательного
усиления сигнала лишь одной (резонансной) частоты.

ПРИМЕРЫ И ЗАДАЧИ

Пример 41

Генератор с ЭДС ε = ε0 sinωt в момент времени t = 0 подклю-
чается к катушке индуктивности L. Определить зависимость тока в
цепи от времени. Активным сопротивлением можно пренебречь.

1Первые три примера приведены в предыдущих разделах этой главы.
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Решение
Поскольку активное сопротивление катушки равно нулю, то ре-

зультирующее электрическое поле внутри катушки тоже должно
равняться нулю (иначе по катушке протекал бы бесконечный ток).
Это требование позволяет записать уравнение

ε0 sinωt− L
dI

dt
= 0.

Из начальных условий следует,что при t = 0, I = 0 (в начальный
момент ток в катушке отсутствовал). Будем искать решение уравне-
ния в виде I(t) = I0 cosωt + const. Подставляя пробное решение в
уравнение, находим неизвестное значение I0 = −ε0/(Lω). Значение
еще одной неизвестной константы находим из начального условия в
момент времени t = 0 :

I(0) = − ε0

Lω
+ const = 0.

Откуда const = ε0/(Lω). Подставляя найденные значения неизвест-
ных констант в пробное решение, получаем искомый результат:

I(t) =
ε0

Lω
(1 − cosωt).

Пример 5
Конденсаторы, емкости которых C и

К примеру 5

2C, заряжены каждый до напряжения U0

и подсоединены последовательно, как по-
казано на рисунке. К ним одновременно
подключаются две катушки: катушка ин-
дуктивности L – к конденсатору бо́льшей
емкости, а катушка индуктивностью 2L
– к разноименным концам батареи кон-
денсаторов. Найти зависимость тока от
времени в каждой из катушек.

Решение
Для получения системы уравнений, определяющей токи через

катушки, используем правила Кирхгофа. Поскольку активное сопро-
тивление равно нулю, то для контура, содержащего индуктивность
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L и емкость 2C, находим

−LI ′1 =
q2
2C

,

где q2 – заряд на пластинах конденсатора емкостью 2C.
Аналогично для другого контура, в который включена катушка

2L:
−2LI ′2 =

(q1
C

+
q2
2C

)
,

q1 – заряд на пластинах конденсатора емкостью C.
Из условия задачи следует, что в начальный момент времени

t = 0 ток, протекающий через катушки, был равен нулю: I1 = I2 = 0,
а из приведенных выше уравнений следует и равенство их производ-
ных I ′1(0) = I ′2(0) = −U0/L, поскольку в начальный момент времени
разности потенциалов на пластинах конденсаторов одинаковы и рав-
ны U0.

Продифференцируем полученные уравнения для токов еще раз
и учтем, что q′1 = I2, q′2 = I1 + I2 (последнее равенство следует из
правила Кирхгофа для узла А). В результате получаем систему двух
уравнений для токов I1 и I2:

I ′′1 +
ω2

0

2
(I1 + I2) = 0; ω2

0 =
1
LC

;

I ′′2 +
ω2

0

2
I2 +

ω2
0

4
(I1 + I2) = 0.

Полученная система уравнений с учетом сформулированных вы-
ше начальных условий

I1(0) = 0 I2(0) = 0;

I ′1 = −U0/L; I ′2 = −U0/L

однозначно определяет токи I1, I2.
Можно существенно упростить решение, если заметить, что токи

I1 и I2 равны не только в начальный момент времени, но и во все
последующие моменты времени. Действительно, комбинируя урав-
нения для токов, легко получаем равенство

I ′′1 +
ω2

0

4
I1 = I ′′2 +

ω2
0

4
I2.
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Поскольку одинаковы дифференциальные уравнения и одинако-
вы начальные условия, то одинаковыми будут и решения. Отсюда
следует, что I1(t) = I2(t), и мы приходим к выводу, что можно рас-
сматривать одно уравнение для тока I1:

I ′′1 + ω2
0I1 = 0; I1(0) = 0; I ′1 = −U0/L,

общее решение которого хорошо известно:

I1(t) = I0 1 cos(ω0t+ δ).

Неизвестные константы I0 1 и δ находим из начальных условий:

I0 1 cos δ = 0; I0 1ω0 sin δ = U0/L.

Таким образом, δ = π/2, I0 1 = U0/L и

I1(t) = I2(t) =
U0

ω0L
cos(ω0t+ π/2).

Пример 6
В цепи, состоящей из заряженного конденсатора емкости C0 и

катушки индуктивности L, замыкают ключ K.
По какому закону должна изменяться во

К примеру 6

времени емкость конденсатора, чтобы ток в це-
пи нарастал прямо пропорционально времени?

Решение
Пусть ток меняется линейно по закону I(t) =

αt, U(t) – напряжение, C(t) – электрическая ем-
кость, q(t) – заряд конденсатора в произволь-
ный момент времени t. Поскольку активное со-
противление катушки предполагается равным
нулю,

U(t) = U0 =
q(t)
C(t)

= −Lα,

и разность потенциалов на обкладках конденсатора не будет зави-
сеть от времени:

q0
C0

=
q(t)
C(t)

.
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Заряд на обкладках конденсатора в произвольный момент вре-
мени t можно вычислить, воспользовавшись формулой для среднего
тока

I(t) =
1
2
αt; α = − q0

C0L
; q(t) = q0 − q0t

2

2C0L
.

Подставляя в предыдущее выражение значение q(t), находим:

C(t) = C0 − t2

2L
.

Таким образом, емкость конденсатора должна уменьшаться как
квадратичная функция времени.

Пример 7
Две металлические сферы радиусом R каждая удалены друг от

друга на большое расстояние и соединены тонким проводником, в
разрыв которого включена катушка индуктивностью L. На одну из
сфер помещают электрический заряд. Через какое время заряд этой
сферы уменьшится в два раза? Чему будет равна частота возникших
электрических колебаний?

Решение
При замыкании ключа ток I, протекающий через индуктивность,

будет изменяться по закону LI ′ = U , где U – разность потенциалов
между шарами.

Поскольку шары образуют электри-

К примеру 7

ческую емкость, то в цепи возникнут
электрические колебания. Поэтому нуж-
но найти взаимную емкость системы двух
шаров С. Эта емкость не равна емко-
сти уединенного металлического шара,
поскольку часть силовых линий электро-
статического поля шаров будет замыкаться на других зарядах, рас-
пределенных в пространстве.

Если имеется два уединенных проводника с электрической емко-
стью C1 и C2, то их взаимная электрическая емкость

C =
q

ϕ1 − ϕ2
, ϕ1 =

q

C1
, ϕ2 =

−q
C2

, C =
C1C2

C1 + C2
.

При записи этой формулы мы считаем, что проводники имеют
заряд +q и −q. Поскольку шары одинаковы и C1 = C2 = 4πε0R, то
взаимная емкость шаров C = 2πε0R.
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Отсюда сразу находим период колебаний T = 2π
√
LC.

Найдем время τ , через которое заряд первой сферы уменьшится
в два раза. В этот момент времени оба шара будут иметь равный за-
ряд Q/2, а разность потенциалов между шарами будет равна нулю.
Следовательно, этот период времени равен четверти периода коле-
баний τ = π/2 · √LC.

Можно решить эту задачу иначе, если вывести уравнение коле-
бания заряда q2 на второй сфере. В произвольный момент времени
разность потенциалов между шарами

U =
Q− q2
4πε0R

− q2
4πε0R

=
Q/2 − q2
2πε0R

.

Поэтому колебания заряда q2 описываются уравнением

Lq′′2 +
q2

2πε0R
=

Q/2
2πε0R

.

Чтобы привести это уравнение к стандартному уравнению коле-
баний, достаточно сделать замену переменных q = Q/2 − q2.

Пример 8
В колебательном RLC-контуре сопротивление невелико и коле-

бания затухают слабо. Для получения незатухающих колебаний по-
ступают следующим образом: дважды за период колебаний в тот
момент, когда ток через катушку достигает амплитудного значения,
катушку индуктивности очень быстро растягивают, изменяя длину
от l до l + Δl, а в момент, когда ток, протекающий через нее, равен
нулю, быстро сжимают до прежнего размера (параметрический ре-
зонанс). Чему должно быть равно относительное удлинение катуш-
ки, чтобы колебания в контуре не затухали? Индуктивность пред-
ставляет собой соленоид, площадь поперечного сечения которого не
изменяется при изменении длины.

Решение
При увеличении длины катушки увеличивается объем, занима-

емый магнитным полем, а значит, и энергия магнитного поля тока.
При наличии тока в катушке между витками катушки действует си-
ла Ампера, которая приводит к эффективному притяжению витков
между собой. Увеличение энергии магнитного поля тока катушки
при ее быстром растяжении равно работе внешних сил, растягиваю-
щих катушку.
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Рассмотрим предел очень быстрого растяжения витков, когда
Δt → 0. Из закона электромагнитной индукции Фарадея I = − ΔФ

RΔt
находим, что в этом случае и ΔФ → 0, поскольку иначе энергия
магнитного поля тока была бы произвольно большой. Таким обра-
зом, при быстром изменении длины катушки магнитный поток, про-
низывающий ее витки, не изменяется. Поэтому изменение энергии
магнитного поля катушки

ΔW =
LI2

0

2
Δl
l
,

I0 – амплитудное значение тока в катушке. Если колебания тока в
цепи не затухают, то потери энергии за половину периода, связанные
с джоулевым нагревом, равны работе внешних сил:

QДж =
1
2
RI2

0π
√
LC =

LI2
0

2
Δl
l
.

Таким образом, колебания будут незатухающими, если выполня-
ется условие

Δl
l

≥ πR

√
C

L
.

Пример 9
К точкам А и B схемы, показанной на рисунке 9a, подается на-

пряжение UAB = U0 cosωt. Выходное напряжение UED снимается с
точекE иD. При каких условиях амплитудное значение напряжения
UED = U ′

0 совпадает с амплитудой входного напряжения? Каким бу-
дет при этом сдвиг фаз между входным и выходным напряжениями?

Решение
Для решения задачи воспользуемся методом векторных диа-

грамм. Обозначим падение напряжения на элементах цепи UR1 , UR2 ,
UC1 , UC2 . С учетом того, что напряжение на конденсаторе отстает
по фазе от напряжения на активном сопротивлении, построим диа-
грамму падений напряжения в левой ветви цепи AEB (рис. 9б).

Опишем вокруг прямоугольного треугольникаAEB окружность.
Тогда гипотенуза этого треугольника U0 является диаметром окруж-
ности. Проводя аналогичное построение для ветви ADB, получаем
диаграмму, изображенную на рис. 9б. Выходное напряжение изоб-
ражается на этой диаграмме вектором ED. Для того чтобы входное
и выходное напряжения были одинаковыми по модулю, необходимо,
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чтобы вектор ED также был диаметром окружности. Это возможно
в том случае, когда UC1 = UC2 и UR1 = UR2 . Векторная диаграмма
для этого случая изображена на рис. 9в.

Угол ϕ/2 легко находится из геометри-

К примеру 9а

ческих соображений:

tg
ϕ

2
=
UC1

UR1

=
UC2

UR2

.

Поскольку токи, текущие в последова-
тельно соединенных участках цепи, одина-
ковы, то отношение амплитудных значений
напряжения равно отношению абсолютных
значений сопротивлений, и мы можем выра-

зить искомый сдвиг фаз между входным и выходным напряжением
через известные по условию задачи величины:

tg
ϕ

2
=

1
ωC1R1

=
1

ωC2R2
.

Второе из записанных выше равенств эквивалентно условию C1R1 =
C2R2, которое должно выполняться, если U0 = U ′

0.
Рассматриваемая схема представляет собой фазовращатель, т. е.

прибор, который может изменить фазу электрического колебания,
не изменяя его амплитуду.

К примеру 9б К примеру 9в

Пример 10
Для исследования резонанса собрана схема, показанная на ри-

сунке. При какой частоте генератора показания вольтметра будут
максимальными? Чему равно это максимальное напряжение, если
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амплитуда напряжения генератора U0 = 1 B? Значения параметров
цепи приведено на рисунке. Все элементы цепи можно считать иде-
альными.

Решение

Для упрощения задачи заме-

К примеру 10

ним идеальный источник и под-
ключенные к нему два сопротив-
ления R = 2 кОм и r = 1 кОм
эквивалентным источником тока с
некоторой амплитудой выходного
напряжения U ′

0 и внутренним со-
противлением Z. Если временно
отсоединить индуктивность и ем-
кость, то легко сообразить, что

U ′
0 =

U0r

r +R
, Z =

rR

r +R
.

Чтобы получить последний результат, представим, что сопротив-
ление r закорочено. Ток короткого замыкания I вычисляется, с од-
ной стороны, по формуле I = U0/R, а с другой стороны, если счи-
тать, что эквивалентный источник обладает внутренним сопротив-
лением Z, – по формуле I = U ′

0/Z. Отсюда получаем ZU0 = U ′
0R.

Если подставить в это выражение найденное выше значение U ′
0, то

приходим к записанному выше результату. Теперь схема получилась
совсем простой и амплитуду напряжения на конденсаторе UC можно
записать сразу:

UC =
U ′

0

ωC
√
Z2 + (ωL− 1/(ωC))2

.

Исследуем полученное выражение на максимум. Для этого сле-
дует найти минимальное значение квадрата знаменателя

D = ω2C2
(
Z2 + (ωL− 1/(ωC))2

)
.

Условием экстремальности функции является равенство нулю ее
производной. Найдем производную dD/dω и приравняем ее к нулю:

2ω2Z2 + 4ω2L2C2 − 4ωLC = 0,
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откуда находим значение частоты, при которой знаменатель будет
принимать экстремальное значение:

ω2 = ω2
0(1 − Z2C/(2L)).

Если подставить в эту формулу численные значения параметров
( R = 2 кОм, r = 1 кОм, Z = 667 кОм, C = 0, 1 мкФ, L = 10 μГн),
то обнаружим, что резонанс в этой системе при заданных значени-
ях параметров невозможен и максимальное напряжение Uм = U ′

0 =
0, 33 B вольтметр покажет на нулевой частоте.

Задачи для самостоятельного решения

2.1. После того как конденсатору колебательного контура был
сообщен заряд q = 10−6 Кл, в контуре начались затухающие элек-
трические колебания. Какое количество теплоты выделится в кон-
туре к тому времени, когда колебания полностью прекратятся? Ем-
кость конденсатора C = 0, 01 мкФ.

2.2. Колебательный контур состоит из катушки с индуктив-
ностью L = 0, 003 Г и плоского конденсатора, состоящего из двух
пластинок в виде дисков радиусом r = 1, 2 см, расположенных на
расстоянии d = 0, 3 мм друг от друга. Определить период T соб-
ственных колебаний контура. Каким будет период колебаний, если
конденсатор заполнить диэлектриком с диэлектрической проницае-
мостью ε = 4?

2.3. Ток в колебательном контуре изменяется по закону I =
0, 01 cos1000·t.Найти индуктивность контура, зная, что емкость кон-
денсатора, включенного в контур, равна 10 мкФ.

2.4. В контуре индуктивностью L и емкостью C совершаются
свободные незатухающие колебания. Зная, что максимальное значе-
ние напряжения на конденсаторе равно U0, найти максимальный ток
в этом контуре.

2.5. Батарею из двух параллельно соединенных одинаковых
конденсаторов емкостью C = 10 нФ каждый заряжают от источни-
ка постоянного напряжения до максимальной разности потенциалов
U0 = 200 В и подключают к катушке индуктивностью L = 8 мкГн.
Найти амплитудное значение силы тока в колебательном контуре,
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значение силы тока через t1 = 0, 31 мкс после подключения батареи,
значение тока в момент времени t2, когда напряжение на батарее
конденсаторов равно 100 В.

2.6. Параллельно соединенные катушка индуктивности L и ре-
зистор с сопротивлением R подключены через ключ K к батарее с
ЭДС ε и внутренним сопротивлением r (см. рис.). В начальный мо-
мент времени ключ K разомкнут и тока в цепи нет. Какой заряд
протечет через резистор после замыкания ключа?

2.7. Две катушки индуктивности L1 и L2 подключены через
ключи K1 и K2 к источнику тока с ЭДС ε и внутренним сопротив-
лением r (cм. рис.). В начальный момент времени оба ключа разо-
мкнуты. После того как ключ K1 замкнули и ток через катушку
L1 достиг некоторого значения I0, замыкают ключ K2. Определить
установившиеся значения токов через катушки L1 и L2 после замы-
кания ключа K2. Активным сопротивлением катушек можно прене-
бречь.

К задаче 2.6 К задаче 2.7

2.8. В цепи, изображенной на рисунке, C1 = C2 = C. До замы-
кания ключа напряжение на первом конденсаторе равно U1, а вто-
рой конденсатор не заряжен. Найти максимальное значение силы
тока через катушку I0 с индуктивностью L после замыкания ключа.
Сопротивлением катушки можно пренебречь.

2.9. Две катушки индуктивности L1 = L2 = L подключены че-
рез ключи K1 и K2 к источнику тока с постоянной ЭДС ε и внутрен-
ним сопротивлением r (см. рис. к задаче 2.7). В начальный момент
времени оба ключа разомкнуты. Затем замыкают ключ K1. Опре-
делить ток, протекающий через ключ K1, перед замыканием ключа
K2, если известно, что установившийся ток через ключ K1 после за-
мыкания ключа K2 в два раза больше установившегося тока через
ключ K2. Активным сопротивлением катушек можно пренебречь.
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2.10. Батарея без внутреннего сопротивления подключена к
соленоиду индуктивностью L. Определить зависимость тока в це-
пи от времени, если ЭДС батареи ε. Найти работу за время τ . В
какой вид энергии превращается эта работа?

2.11. Как должно меняться напряжение

К задаче 2.8

в электрической цепи, состоящей из последова-
тельно соединенных катушки индуктивности L
и сопротивления R, чтобы ток в ней: а) линей-
но возрастал по закону I(t) = αt; б) менялся
по закону I(t) = I0 sinωt?

2.12. Конденсатор емкостью C, заряжен-
ный до разности потенциалов U , через ключ K
подключен к двум параллельно соединенным
катушкам индуктивности L1 и L2 (см. рис.). Ес-
ли замкнуть ключ K, то через некоторое время

конденсатор полностью перезарядится. Какие заряды q1 и q2 проте-
кут через катушки за это время? Сопротивлением катушек можно
пренебречь.

2.13. Заряженный конденсатор емкостью

К задачам 2.12, 2.13

C через ключ K подключен к двум параллель-
но соединенным катушкам с индуктивности L1

и L2. В начальный момент времени ключ разо-
мкнут. Если замкнуть ключ K, то через катуш-
ку потекут токи. Максимальный ток, протека-
ющий через катушку L1, оказался равным I1.
Найти первоначальный заряд на конденсаторе.

2.14. В схеме, изображенной на рисунке,
постоянное напряжение генератора U = 10 B,
сопротивление резисторов r = 2, 5 Ом, R =
100 Ом, индуктивность катушки L = 0, 1 Гн. Вначале ключ К разо-
мкнут. В момент времени t = 0 ключ замыкают. Чему равен заряд
q, прошедший через резистор R?

2.15. Колебательный контур состоит из вакуумного конденса-
тора емкостью C, расстояние между пластинами которого равно d,
и катушки индуктивности. Собственная частота колебаний контура
равна ω0. Какой будет собственная частота, если между пластина-
ми конденсатора поместить свободную точечную частицу массой m,
имеющей заряд q? Сила тяжести отсутствует. Изменением электри-
ческого поля за счет наличия заряженной частицы между пласти-
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нами конденсатора можно пренебречь.
2.16. Разность потенциалов на обклад-

К задаче 2.14

ках конденсатора в колебательном контуре
имеет вид U(t) = 50 cos 104πt В. Емкость
конденсатора C = 0, 1 мкФ. Найти: а) пе-
риод колебаний; б) индуктивность контура;
в) закон изменения силы тока в цепи. Че-
му равно отношение магнитной энергии кон-
тура к электрической для момента времени
t = T/8, где T – период колебаний?

2.17. Катушки L1 = L2 = L подклю-
чены через ключи K1 и K2 к конденсатору
емкостью C (см. рис.). В начальный момент

времени оба ключа разомкнуты, а конденсатор заряжен до разности
потенциалов U0. Сначала замыкают ключ K1, а когда напряжение
на конденсаторе станет равным нулю, замыкают ключ K2. Опреде-
лить максимальное напряжение на конденсаторе после замыкания
ключа K2. Активным сопротивлением катушек пренебречь.

2.18. Две катушки индуктивности L1 и

К задачам 2.17, 2.18

L2 подключены через ключи K1 и K2 к кон-
денсатору емкостью C (см. рис.). В начальный
момент времени оба ключа разомкнуты, а кон-
денсатор заряжен до разности потенциалов U0.
Сначала замыкают ключ K1, а когда напряже-
ние на конденсаторе станет равным нулю, за-
мыкают ключ K2. Определить максимальный
и минимальный токи, протекающие через ка-
тушку L1 после замыкания ключа K2. Актив-
ным сопротивлением катушек пренебречь.

2.19. Колебательный контур состоит из конденсатора емко-
стью C = 7 мкФ, катушки индуктивностью L = 0, 23 Гн и сопро-
тивления R = 40 Ом. Конденсатор заряжен количеством электри-
чества q = 5, 610−4 Кл. Найти период колебаний контура T , запи-
сать уравнение зависимости разности потенциалов U(t) на обклад-
ках конденсатора от времени, вычислить коэффициент затухания γ
и добротность Q колебательного контура.

2.20. Колебательный контур состоит из конденсатора емко-
стью C = 0, 2 мкФ и катушки индуктивностью L = 5, 07 · 10−3 ГН.
При каком логарифмическом декременте затухания κ = γT (γ –
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коэффициент затухания, T – период колебаний) напряжение на об-
кладках конденсатора уменьшится в 3 раза за время t = 10−3 c?
Чему равно активное сопротивление контура R?

2.21. Колебательный контур, состоящий из катушки индук-
тивностью L и конденсатора емкостью C, через ключ K подклю-
чен к источнику тока с ЭДС ε и внутренним сопротивлением r (см.
рис.). Первоначально Ключ K замкнут. После установления стаци-
онарного режима ключ размыкают, и в колебательном контуре воз-
никают колебания с периодом T . При этом амплитуда напряжения
на конденсаторе в n раз больше ЭДС батареи. Найти индуктивность
катушки и емкость конденсатора.

К задаче 2.21 К задаче 2.22

2.22. Колебательный контур, состоящий из конденсатора ем-
костью C, катушки индуктивностью L и сопротивления R, через
ключ K подключен к источнику тока с постоянной ЭДС ε(см. рис.).
Через некоторое время после замыкания ключа K устанавливается
стационарный режим с постоянным значением тока в цепи. После
этого ключ K снова размыкают. Какое количества тепла выделится
после размыкания ключа?

2.23. Контур состоит из катушки индуктивностьюL = 28 мкГн,
сопротивления R = 1 Ом и конденсатора емкостью C = 2222 пФ.
Какую мощность должен потреблять контур, чтобы в нем поддер-
живались незатухающие колебания, при которых максимальное на-
пряжение на конденсаторе U0 = 5 В?

2.24. К источнику тока напряжением U = 10 B подключили
последовательно соединенные катушку индуктивностью L0 = 0, 1 Гн
и резистор сопротивлением R = 10 Ом. Через некоторое время ток в
цепи установился. После этого начинают вдвигать и выдвигать сер-
дечник катушки таким образом, чтобы индуктивность изменялась
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по закону L = L0(1 + 0, 1 sinωt). При этом в цепи появляется пере-
менная составляющая тока. Найти амплитуду этой составляющей на
частоте ω = 1 рад/с. Какой станет амплитуда, если частоту увели-
чить в 10000 раз?

2.25. В идеальном LC-контуре происходят колебания. В тот
момент, когда напряжение на конденсаторе равно U , а ток, проте-
кающий через катушку, равен I, замыкают ключ K, подсоединяя
параллельно контуру цепь, состоящую из параллельно соединенных
резистора сопротивлением R и катушки индуктивностью 2L (см.
рис.). Определить полное количество теплоты, которое выделится
в резисторе.

К задаче 2.25 К задаче 2.26

2.26. Конденсатор емкостью C1 = 1 мкФ заряжен до разности
потенциалов U0 = 300 B. К нему через идеальный диод D и катушку
индуктивностью L подключают незаряженный конденсатор емкости
C2 = 2 мкФ (см. рис.). До какой разности потенциалов он зарядится
после замыкания ключа K? Индуктивность L достаточно велика,
так что процесс перезарядки происходит медленно.

2.27. Колебательный контур, состоящий из катушки индук-
тивностью L, конденсатора емкостью C и идеального диода D
(см. рис.), через ключ K на время τ подключают к источнику посто-
янной ЭДС ε, а затем отключают. Найти зависимость напряжения
на конденсаторе от времени после размыкания ключа. Представить
эту зависимость графически. Активным сопротивлением элементов
цепи можно пренебречь.

2.28. В схеме, изображенной на рисунке, ЭДС батареи ε0 боль-
ше ЭДС батареи ε. Определить заряд, который протечет через бата-
рею с ЭДС ε0 при замыкании ключаK. Внутренним сопротивлением
батарей и сопротивлением катушки можно пренебречь. Конденсатор
до замыкания ключа был не заряжен. Диод имеет идеальную вольт-
амперную характеристику.
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2.29. Найти индуктивность катушки, если амплитуда перемен-
ного напряжения на ее концах U0 = 160 B, амплитуда тока в ней
I0 = 10 A, а частота тока ν = 50 Гц. Активным сопротивлением
катушки пренебречь.

К задаче 2.27 К задаче 2.28

2.30. Последовательно с активным сопротивлением R = 1 кОм
включена катушка индуктивностью L = 0, 5 Гн и конденсатор емко-
стью C = 1 мкФ. Определить индуктивное сопротивление XL, ем-
костное сопротивление XC и полное сопротивление Z переменному
току на частотах ν1 = 50 Гц и ν2 = 10 кГц .

2.31. В сеть переменного тока напряжением Uэфф = 120 B
последовательно включены проводник с активным сопротивлением
R = 15 Ом и катушка индуктивностью L = 50 мГн. Найти частоту
тока ν, если амплитуда тока в цепи I0 = 7 A.

2.32. В цепь переменного тока напряжением 220 В включе-
ны последовательно емкость C, активное сопротивление R и ин-
дуктивность L. Найти падение напряжения UR на омическом сопро-
тивлении, если известно, что падение напряжения на конденсаторе
UC = 2UR и падение напряжения на индуктивности UL = 3UR.

2.33. Переменный ток возбуждается в рамке из n = 200 вит-
ков с площадью витка S = 300 см2 в магнитном поле с индукцией
B = 1.5 · 10−2 Тл. Определить ЭДС индукции через t = 0, 01 c по-
сле начала движения рамки из нейтрального положения. Амплитуда
ЭДС ε0 = 7, 2 B.

2.34. Найти частоту n вращения прямоугольной рамки в одно-
родном магнитном поле с индукцией B = 0, 50 Тл, если в рамке инду-
цируется ЭДС амплитудой ε0 = 20 B. Площадь рамки S = 200 см2,
число витков N = 40. Ось вращения рамки перпендикулярна векто-
ру индукции магнитного поля.

114



2.35. В цепь последовательно включены резистор сопротивле-
нием R, конденсатор емкостью C и катушка индуктивностью L. По
цепи протекает переменный ток I = I0 cosωt. Найти амплитуды на-
пряжения на каждом из элементов цепи и амплитуду напряжения,
приложенную к цепи. По какому закону изменяется это напряжение?

2.36. В цепь переменного тока включены последовательно ре-
зистор сопротивлением R, конденсатор емкостью C и катушка ин-
дуктивностью L. Амплитуда силы тока равна I0. Какую среднюю
мощность потребляет за период каждый из элементов цепи? Кон-
денсатор и катушку можно считать идеальными.

2.37. В цепь переменного тока включены последовательно ре-
зистор, конденсатор и катушка. Выразить среднюю мощность P , по-
требляемую всей цепью, через действующие значения силы тока Iэ
и напряжения Uэ. Сдвиг фаз между колебаниями силы тока и на-
пряжения равен ϕ.

2.38. В цепи переменного тока, изображенной на рисунке, по-
казания первого и второго вольтметров U1 = 10 B и U2 = 9 B. Каково
показания U3 третьего вольтметра?

К задаче 2.38 К задаче 2.39

2.39. В схеме, изображенной на рисунке, в момент времени
t = 0 замыкают ключ K. Определить ток в цепи, если источник да-
ет: а) постоянное напряжение U0; б) косинусоидальное напряжение
U(t) = U0 cosωt. Определить максимальный ток, если U0 = 100 B,
L = 10−2 Гн, C = 10−3 Ф, ν = 50 Гц.

2.40. Если подать на катушку постоянное напряжение 30 B,
сила тока в катушке будет равна 1, 0 A. Если же на эту катушку по-
дать переменное напряжение 30 B частотой 50 Гц, сила тока соста-
вит только 0, 6 A. Какова индуктивность катушки? Какая мощность
выделяется при прохождении постоянного тока? Переменного?
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2.41. В цепь переменного тока последовательно подключены
некоторая нагрузка Z, имеющая активную и реактивную составля-
ющие, и активное сопротивление R. Значение напряжения U , тока
I и сдвига фаз между током и напряжением в цепи нагрузки по-
казаны на векторной диаграмме (см. рис.). Определить амплитуду
ЭДС источника тока, если R = 10 Ом. Найти значение активной и
реактивной составляющих нагрузки Z.

К задаче 2.41 К задаче 2.42

2.42. Найти установившийся ток в цепи, изображенной на ри-
сунке, если ЭДС источника тока меняется по закону ε = ε0 sinωt.

2.43. Подобрать индуктивность дросселя таким образом, что-
бы амплитуда напряжения на выходе фильтра при частоте 100 Гц
была в 10 раз меньше амплитуды на входе.

К задаче 2.43 К задаче 2.44

2.44. Имеется фазовращательная цепь. К клеммам A и В под-
водится напряжение U = U0 sinωt. Какое напряжение снимается с
клемм E D, если R1C1 = R2C2?

2.45. В сеть переменного тока частотой ν = 50 Гц включены
последовательно лампа накаливания, катушка индуктивностью L =
0, 5 Гн и конденсатор емкостью C = 10 мкФ. Как изменится накал
лампы, если к конденсатору параллельно подключить второй такой
же конденсатор? Третий?

116



2.46. В сеть переменного тока частотой ν = 50 Гц вклю-
чены последовательно лампа накаливания, конденсатор емкостью
C = 20 мкФ и катушка. Индуктивность катушки без сердечника
L1 = 50 мГн, а при полностью введенном сердечнике L2 = 1, 5 Гн.
Как будет меняться накал лампы по мере введения в катушку сер-
дечника?

2.47. На вход бесконечной цепочки подано напряжение U =
U0 sinωt. Что показывает идеальный вольтметр, подключенный к
точкам n − n′ (см. рис.), если его показания не зависят от номера
узла подключения. При каких частотах это возможно.

К задаче 2.47 К задаче 2.48

2.48. К генератору звуковой частоты подключена цепь из двух
резисторов и двух конденсаторов (см. рис.). При какой частоте ге-
нератора сдвиг фаз между его напряжением и током через резистор
сопротивлением R окажется равным нулю? Во сколько раз при этом
напряжение на резисторе R будет меньше выходного напряжения
генератора?

2.49. Люминесцентная лампа включена в

К задаче 2.49

сеть переменного тока с частотой ν = 50Гц.
Общее (сетевое) напряжение U = 228, 5 B, си-
ла тока в цепи I = 0, 60 A, напряжение на
клеммах люминесцентной лампы Uл = 84 B,
омическое сопротивление балластного дроссе-
ля RL = 26, 3 Ом. Люминесцентная лампа мо-
жет рассматриваться как омическое сопротив-
ление. Требуется найти: а) какой индуктивно-
стью L обладает дроссель; б) значение сдвига

фазы ϕ между напряжением и током; в) величину тепловой мощ-
ности, выделяющейся в цепи. Для каких целей в цепь включены
дроссель и стартер? Стартер представляет собой биметаллическую

117



пластину, которая при выключенном токе замыкает контакты; при
пропускании тока она, разогреваясь, изгибается и размыкает кон-
такты, затем охлаждается, снова замыкает контакты и т. д. У ламп
такого типа можно последовательно к дросселю подключать конден-
сатор емкостью C = 4, 7 мкФ. Для каких целей предусмотрена эта
возможность?

К задаче 2.50

2.50. Найти установившиеся токи в электрических цепях, изоб-
раженных на рисунке. Внутреннее сопротивление источников тока
равно нулю. Определить среднюю мощность, выделяющуюся в це-
пях, если ε0 = 200 B, R = 100 Ом, C = 10−4 Ф, L = 1 Гн. Частота
источника тока ν = 50 Гц.

Источники тока генерируют переменное напряжение, которое из-
меняется по гармоническому закону: ε1 = ε0 sinωt, ε2 = ε0 cosωt.

2.51. При исследовании на переменном

К задаче 2.51

токе «черного ящика»была использована схе-
ма, показанная на рисунке. Напряжение зву-
кового генератора на всех частотах было рав-
но 1 B, показания милливольтметра на различ-
ных частотах приведены в таблице. Что может
находиться внутри черного ящика? Оценить
значения параметров элементов предложенной
вами схемы (следует рассматривать простей-
шей возможный вариант схемы). Сопротивле-
ние R � 1 кОм.

ν, Кгц 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 1, 0 1, 2 1, 4 1, 6 1, 8 2, 0
Uвых,мВ 540 90 196 380 520 620 690 750 790 820
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2.52. На рисунке показана схема простейшего выпрямителя.
Емкость конденсатора C = 500 мкФ, сопротивление резистора R =
1 кОм. Каково максимально возможное значение напряжение Uвых
на выходе выпрямителя? Какое обратное напряжение должен вы-
держивать диод? Входное напряжение имеет амплитудное значение
напряжение U0 = 36 B и частоту ν = 50 Гц

К задаче 2.52 К задаче 2.53

2.53. К моменту времени, когда ток в катушке индуктивно-
стью L1 был равен I, ключ K замкнули. Какое количество теплоты
выделилось на сопротивлении R после замыкания ключа?

2.54. При замкнутом ключе K ток в

К задаче 2.54

катушке индуктивностью L1 равен I1, а в
катушке индуктивностью L2 равен I2. Опре-
делить, в каких пределах будет изменяться
ток в катушках индуктивностью L1 и L2 по-
сле размыкания ключа K.

2.55. Из-за наличия активного сопро-
тивления проводов в колебательном конту-
ре, состоящем из конденсатора емкостью
1 мкФ и катушки индуктивностью 1 мкГн,
амплитуда тока за 1 мс уменьшилась в два
раза. Определить сопротивление проводов.

2.56. Неоновая лампа с напряжением зажигания Uз = 156 B
включена в сеть напряжением 220 B, 50 Гц. Найти частоту n вспы-
шек лампы. В течение какой части периода лампа горит? Напряже-
ние гашения лампы можно считать равным напряжению зажигания.
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Качественные вопросы

2.1. Что произойдет, если заряженный конденсатор соединить
сверхпроводником с таким же, но не заряженным конденсатором?

2.2. Как известно, график зависимости ЭДС от времени при
равномерном вращении рамки в однородном магнитном поле пред-
ставляет собой синусоиду. Как изменится график, если частота вра-
щения удвоится?

2.3. Входящий в колебательный контур плоский конденсатор
таков, что его пластины могут перемещаться друг относительно дру-
га. Каким образом посредством перемещения пластин можно осуще-
ствить параметрическую раскачку контура?

2.4. Электрическая цепь, состоящая из двух катушек индук-
тивности и лампочки, подключена к генератору переменного напря-
жения. Если в одну из катушек вставить железный сердечник, то
свечение лампочки усиливается; если же сердечник вставить в дру-
гую катушку, то свечение лампочки ослабевает. Нарисовать схему
возможной электрической цепи.

2.5. Имеются две одинаковые лампы накаливания с ампермет-
рами, регистрирующими протекающий через них ток. Одна из ламп
подключена к источнику переменного, другая – к источнику посто-
янного тока. Показания амперметров одинаковы. Какая лампа горит
ярче?

2.6. Почему при параллельном подключении конденсатора к
дросселю в цепи лампы дневного света повышается ее мощность?

2.7. При последовательном включении в цепь переменного то-
ка активного сопротивления R, индуктивности и емкости полное со-
противление, казалось бы, должно вырасти и стать большим, чем R.
Однако если подобрать частоту тока так, чтобы выполнялось резо-
нансное условие, оно будет практически равно R. Как это следует
понимать?

2.8. Имеется цепь переменного тока, составленная из последо-
вательно соединенных индуктивности, емкости и активного сопро-
тивления. Может ли фаза напряжения в такой цепи отличаться от
фазы тока на 1100?

2.9. Почему в колебательном контуре резонансной является
частота, на которой равны реактивные сопротивления емкости и ин-
дуктивности?
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Вычисление производных
от элементарных функций

Дадим краткую сводку правил вычисления производных от эле-
ментарных функций. Эти правила достаточно просты, и мы наде-
емся, что одиннадцатиклассники в состоянии овладеть ими самосто-
ятельно. В конце предлагается небольшое число примеров и задач,
которые мы рекомендуем решить.

Пусть y(x) – некоторая функция независимой переменной x. Про-
изводной функции y(x) по переменной x [обозначается y′(x)] назы-
вается предел отношения приращения функции Δy(x) = y(x+Δx)−
y(x) к приращению аргумента Δx, если таковой существует, при Δx,
стремящемся к нулю :

y′(x) = lim
Δx→0

Δy(x)
Δx

= lim
Δx→0

y(x+ Δx) − y(x)
Δx

(П 1.1)

при Δx→ 0. Часто используется и другое обозначение

y′(x) ≡ dy

dx
. (П 1.2)

Скорость может служит примером производной перемещения s по
времени t. Действительно,

v(t) = lim
Δt→0

Δs
Δt

= lim
Δt→0

s(t+ Δt) − s(t)
Δt

, (П 1.3)

что полностью соответствует определению (П 1.1), если заменить
независимую переменную x на переменную t. Аналогично ускорение
a является производной скорости v по времени:

a(t) = lim
Δt→0

Δv
Δt

= lim
Δt→0

v(t+ Δt) − v(t)
Δt

. (П 1.4)

Поскольку ускорение является производной скорости по време-
ни, а скорость, в свою очередь, является производной перемещения
по времени, то можно сказать, что ускорение является второй про-
изводной от перемещения по времени:

a(t) = lim
Δt→0

Δ
Δt

Δs
Δt

=
d2s

dt2
≡ s′′(t), (П 1.5)
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Найдем значение производных для некоторых элементарных
функций.

1. Если y(x) = x2, то Δy(x) = (x + Δx)2 − x2 = 2xΔx + (Δx)2, а
вычисляя предел отношения Δx2/Δx, получаем

dx2

dx
= lim

Δx→0

2xΔx+ (Δx)2

Δx
= 2x, (П 1.6)

поскольку (Δx)2/Δx стремится к нулю в пределе при Δx, стремя-
щемся к нулю.

Полученный результат легко обобщается на случай произволь-
ной целой положительной или отрицательной степени n:

dxn

dx
= nxn−1. (П 1.7)

Для целого n доказательство результата (П 1.7) может быть получе-
но методом математической индукции, но, вообще говоря, результат
справедлив для любого n.

Из формулы (П 1.7) следует, в частности, что при n = 1 y = x, а
y′ = 1. Если функция y = const, то очевидно, что y′ = 0.

2. Пусть y = sin(x), тогда Δy = sin(x + Δx) − sin(x). Пользуясь
формулой для синуса суммы двух углов, имеем

Δy = sin(x) cos(Δx) + sin(Δx) cos(x) − sin(x).

При
Δx→ 0 cos(Δx) → 1, sin(Δx) → Δx, (П 1.8)

поэтому
d sin(x)
dx

= cos(x). (П 1.9)

3. Если y = cos(x), то Δy = cos(x + Δx) − cos(x). Воспользо-
вавшись формулой для косинуса суммы двух углов и предельным
переходом (П 1.8) при Δx→ 0, получаем

lim
Δx→0

cos(x) cos(Δx) − sin(x) sin(Δx) − cos(x)
Δx

=

=
d cos(x)
dx

= − sin(x). (П 1.10)
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4. Пусть y = ln(x) x > 0. Здесь знак ln используется для обо-
значения логарифмической функции по основанию e. Число e игра-
ет в математическом анализе примерно ту же роль, что и число π в
алгебре или геометрии. Иррациональное число e = 2, 71828818 . . . в
действительности является замечательным пределом

lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x

= e. (П 1.11)

Выражение (П 1.11) мы оставим без доказательства. Возвраща-
ясь теперь к вычислению производной от логарифмической функ-
ции, и следуя определению производной, имеем

y′ = lim
Δx→0

ln(x+ Δx) − ln(x)
Δx

=

= lim
Δx→0

ln
(
1 + Δx

x

)
Δx

= lim
Δx→0

1
x

ln
(
1 + Δx

x

)
Δx
x

=
1
x
. (П 1.12)

Для получения последнего равенства в выражении (П 1.12) мы
сделали замены переменных Δx/x = h, z = 1/h и воспользовались
замечательным пределом (П 1.11):

lim
h→0

ln(1 + h)
h

= lim
z→∞ z ln

(
1 +

1
z

)
=

= lim
z→∞ ln

(
1 +

1
z

)z

= ln(e) = 1. (П 1.13)

5. Пусть y = c · f(x), c – некоторая константа, а f(x) – произ-
вольная функция x. Тогда

y′ = lim
Δx→0

cf(x+ Δx) − cf(x)
Δx

=

= c lim
Δx→0

f(x+ Δx) − f(x)
Δx

= cf ′(x). (П 1.14)

Производная от произведения постоянной величины на пере-
менную равна произведению этой постоянной на производную от
переменного сомножителя, или, другими словами, константа вы-
носится за знак производной.
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6. Рассмотрим производную от суммы нескольких функций. Для
определенности возьмем случай, когда складываются две функции
y(x) = u(x)+v(x). Тогда очевидно: Δy = Δu+Δv, и для производной
имеем простой результат:

y′ = u′ + v′. (П 1.15)

Таким образом, можно сформулировать правило:
Производная суммы нескольких функций равна сумме производ-

ных этих функций

7. Рассмотрим теперь производную от произведения двух функ-
ций y = u · v. Найдем приращение функции:

Δy = u(x+ Δx)v(x + Δx) − u(x)v(x).

Прибавляя и вычитая в правой части записанного выше выра-
жения произведение

u(x+ Δx)v(x),

после простых преобразований получаем

Δy = u(x+ Δx)[v(x + Δx) − v(x)]+

+v(x)[u(x + Δx) − u(x)]. (П 1.16)

Теперь, используя определение производной (П 1.1), получаем
окончательный результат:

y′ = lim
Δx→0

u(x+ Δx)
v(x + Δx) − v(x)

Δx
+

+ lim
Δx→0

v(x)
u(x + Δx) − u(x)

Δx
= u(x)v′(x) + v(x)u′(x). (П 1.17)

Производная от произведения функций равна сумме произведе-
ний производных каждого из сомножителей на все остальные.

Мы доказали этот результат для произведения двух функций, но,
применяя метод математической индукции, результат легко обобща-
ется на произвольное число сомножителей.

8. Рассмотрим теперь правила вычисления производной от слож-
ной функции y(x) = y(f(x)), когда y зависит от x через посредство
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функции f(x). Общее правило вычисления производных в этом слу-
чае состоит в замене переменных. Введем переменную z = f(x). То-
гда очевидно, что

y′(x) = lim
Δx→0

Δy
Δz

· Δz
Δx

=
dy

dz
· dz
dx
. (П 1.18)

Таким образом, можно сформулировать следующее правило
дифференцирования сложных функций:

Производная сложной функции равна произведению производной
по промежуточной переменной на производную от промежуточ-
ной переменной по независимой переменной.

9. Рассмотрим частный, но важный случай применения прави-
ла (П 1.18). Пусть y(x) = y(c · x), где c – некоторая константа, не
зависящая от x. Применяя правило (П 1.18), получаем: y′x = y′z · c.

Пример 1
Пусть смещение материальной точки от положения равновесия

определяется выражением x(t) = x0 sin(ωt). Найти зависимость ско-
рости и ускорения частицы в зависимости от времени.

Решение
Скорость частицы определяется производной смещения по вре-

мени t. Выполняя дифференцирование в соответствии с правилом
(П 1.18), получаем

v(t) = x0
d sin(z)
dz

· dz
dt
, z = ωt.

Воспользовавшись определением (П 1.9), получаем

v(t) = x0ω cos(ωt). (П 1.19)

Найдем теперь ускорение x′′(t) = v′(t). Для этого необходимо вы-
числить производную скорости по времени. Повторяя проделанные
выше выкладки, с учетом формулы (П 1.10) получаем

x′′(t) = −x0ω
2 sin(ωt). (П 1.20)

Пример 2
Определить, при какой частоте вынуждающей силы скорость и

ускорение колеблющейся частицы принимают максимальные значе-
ния (резонанс скоростей и резонанс ускорений).
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Решение
Скорость и ускорение при вынужденных колебаниях определя-

ются формулами (1.14), (1.16). Максимум амплитудного значения
скорости достигается при тех значениях частот ω, для которых про-
изводная по частоте

d

dω

ω√
(ω2

0 − ω2)2 + 4γ2ω2
= 0.

Вычисляя производную по правилам вычисления производной
от сложной функции, находим

1√
(ω2

0 − ω2)2 + 4γ2ω2
− 2ω[4γ2ω − 2ω(ω2

0 − ω2)]
2[(ω2

0 − ω2)2 + 4γ2ω2]3/2
.

После выполнения необходимых упрощений получаем значение
частоты вынуждающей силы, при которой возникает резонансное
увеличение амплитуды скорости ω = ω0. Легко сообразить, что точ-
но такой же результат получается и для резонанса ускорений: макси-
мальная амплитуда ускорения возникает при ω = ω0. Строго говоря,
необходимо доказать, что полученные значения соответствуют имен-
но максимуму. Предоставляем читателю возможность убедиться в
этом самостоятельно.

10. Правило вычисления производных от обратных функций.
Пусть имеется функция y = f(x) и обратная ей функция x = ϕ(y).
Приращения функций

Δy = f(x+ Δx) − f(x);

Δx = ϕ(y + Δy) − ϕ(y).

Так как Δy �= 0, Δx �= 0, то очевидно, что можно записать

Δy
Δx

=
1

Δx
Δy

. (П 1.21)

ПосколькуΔx и Δy одновременно стремятся к нулю, то формула
(П 1.21) позволяет сформулировать следующее утверждение:

Если f(x) в некоторой точке x0 имеет производную f ′(x0),
отличную от нуля, то обратная функция ϕ(y) имеет в точке
y0 = f(x0) производную

ϕ′(y0) =
1

f ′(x0)
. (П 1.22)
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Применим правило дифференцирования обратных функций к
показательной функции y = ax. Обратной функцией для ϕ(y) бу-
дет логарифмическая функция x = loga(y). Поскольку loga(y) =
ln(y)/ ln(a), то, применяя правило вычисления производной от ло-
гарифмической функции, получаем

ϕ′(y) =
dx

dy
=
d loga(y)

dy
=

1
y
· 1
ln(a)

.

Откуда, по правилу дифференцирования обратных функций, полу-
чаем

y′ =
1

ϕ′(y)
= ln(a)y. Или

d ax

d x
= ax ln(a). (П 1.23)

На этом мы закончим краткое рассмотрение правил дифферен-
цирования элементарных функций. Приведем таблицу рассмотрен-
ных нами правил дифференцирования.

Таблица производных

1) (const)′ = 0.
2) (const · y)′ = const · y′.
3) (f1 + f2 + . . . fn)′ = f ′

1 + f ′
2 + . . . f ′

n.
4) (f1 · f2)′ = f ′

1 · f2 + f1 · f ′
2.

5) (1/f)′ = −1/(f2) · f ′.
6) (xn)′ = n · x(n−1).
7) (ln(x))′ = 1/x.
8) (ax)′ = ax · ln(a); (exp(x))′ = exp(x).
9) (sin(x))′ = cos(x).
10) (cos(x))′ = − sin(x).

Упражнения
Вычислить производные следующих функций:

1) y = tg(x). Ответ: y′ = 1/ cos2(x).
2) y = ctg(x). Ответ: y′ = −1/ sin2(x).
3) y = cos2(x). Ответ: y′ = −2 cos(x) sin(x).
4) y = sin2(x). Ответ: y′ = 2 sin(x) cos(x).
5) y = cos(cx). Ответ: y′ = −c sin(cx).
6) y = cos(x2). Ответ: y′ = −2x sin(x2).
7) y =

√
x. Ответ: y′ = 1/2 · x−1/2.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Комплексные числа

Комплексные числа являются естественным обобщением дей-
ствительных чисел и весьма широко используются в различных раз-
делах физики. Существуют два основных способа введения ком-
плексных чисел: алгебраический и геометрический. Рассмотрим
кратко оба способа.

Алгебраический способ введения

В области вещественных чисел можно решить не всякое квад-
ратное уравнение. Например, уравнение x2 +1 = 0 не имеет действи-
тельных корней. Можно однако «наделить»это уравнение решением.
Обозначим его решение x =

√−1 буквой i. Если теперь это «чис-
ло»присовокупить к системе вещественных чисел, то мы получим
новую систему чисел, так как сумма и произведение таких чисел сно-
ва являются числами этого же типа. При этом важно заметить, что
среди получаемых чисел будут и числа вида a+bi+ci2+di3+gi4+. . ..
Однако все четные степени (положительные или отрицательные)
числа i дают действительное число −1. Нечетные положительные
степени числа i равны −i, а нечетные отрицательные равны i.

Поэтому достаточно рассмотреть лишь числа вида a + ib, где a
и b — действительные числа. Эти числа называются комплексными
числами. Они могут быть заданы парой действительных чисел a и b.

Геометрический способ введения чисел

Задание комплексных чисел с помощью пары действительных
чисел наводит на мысль изображать их в виде точек на плоскости.
Выберем на плоскости прямоугольную систему координат и сопоста-
вим комплексному числу a + ib точку на плоскости, имеющую абс-
циссу, равную a, и ординату, равную b. Очевидно, что соответствие
комплексных чисел и точек плоскости является взаимно однознач-
ным, а действительные числа соответствуют тому частному случаю,
когда точки попадают на ось абсцисс.

Для большей наглядности комплексному числу можно сопоста-
вить вектор, один конец которого совпадает с началом координат, а
другой имеет координаты (a, b), как это изображено на рис. П2.
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Для комплексных чисел определены операции сложения, вычи-
тания, умножения и деления. Операции сложения и вычитания опре-
деляются исходя из смысла комплексного числа: (a+ ib) + (c+ id) =
(a+ c) + i(b+ d); (a+ ib)− (c+ id) = (a− c) + i(b− d). Операции сло-
жения и вычитания комплексных чисел в точности соответствуют
правилам сложения и вычитания векторов на плоскости.

Операция умножения комплекс-

Рис. П2. Геометрическое
представление числа a+ ib

ных чисел определяется также про-
сто. Действительно, (a + ib) · (c +
id) = a · c + ia · d + ib · c + i2b · d.
Группируя члены, получаем

(a+ ib) · (c+ id) = (a · c− b · d)+

+i(a · d+ b · c).
Этот результат показывает, что

желаемое расширение действитель-
ных чисел возможно. Рассмотрим
теперь деление комплексных чи-

сел. Необходимо показать, что при делении комплексных чисел снова
возникает комплексное число. Пусть имеется два комплексных числа
z1 = a+ ib и z2 = c+ id. Покажем, что их отношение

z3 =
a+ ib

c+ id

также является комплексным числом. Для этих целей умножим чис-
литель и знаменатель дроби на число z∗2 = c−id, которое называется
числом, комплексно-сопряженным числу z2. В результате умноже-
ния получаем

z3 =
ac− bd+ i(cb− ad)

c2 + d2
,

что действительно убеждает нас, что и в результате деления ком-
плексных чисел мы вновь получаем комплексное число.

Познакомимся еще с одной формой представления комплексных
чисел — тригонометрической, которая находит широкое применение
в математике при решении дифференциальных уравнении и в физи-
ке при рассмотрении колебаний.
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Тригонометрическая и экспоненциальная
формы комплексного числа

Рассмотрим вектор, соответствующий комплексному числу z =
a+ ib (см. рис. П2). Компоненты этого вектора по осям равны соот-
ветственно a и b. Число

√
a2 + b2, равное длине вектора, соответству-

ющего комплексному числу, называется модулем комплексного чис-
ла | z |= √

a2 + b2. Угол ϕ между вектором z и осью действительных
чисел называется аргументом комплексного числа z. Очевидно, что
модуль и аргумент комплексного числа определяют его однозначно,
поскольку a =| z | cosϕ, b =| z | sinϕ. Поэтому всякое комплексное
число может быть представлено в тригонометрической форме, т. е.
записано в виде

z = r · (cosϕ+ i sinϕ), r =| z |=
√
a2 + b2, (П 2.1)

где r — другая запись модуля комплексного числа r ≡ | z |.
Найдем в качестве примера тригонометрическую форму числа

z = 1+ i. Очевидно, что модуль числа r =
√

2, cosϕ = 1/
√

2. Отсюда
ϕ = 450 или 3600−450. Поскольку в нашем случае sinϕ положителен,
то подходит лишь одно значение: ϕ = 450. Поэтому в тригонометри-
ческой форме 1 + i =

√
2(cos 450 + i sin 450).

Тригонометрическая форма представления комплексных чисел
особенно удобна при выполнении операций умножения и деления
комплексных чисел. Пусть имеется два комплексных числа z1 = r1 ·
(cosϕ + i · sinϕ) и z2 = r2 · (cosψ + i · sinψ). Найдем произведение
этих чисел:

z1 · z2 = r1 · r2 · (cosϕ+ i · sinϕ) · (cosψ + i · sinψ). (П 2.2)

Раскрывая скобки и группируя члены с помощью известных формул
для суммы косинусов и синусов двух углов, получаем

z1 · z2 = r1 · r2 · (cos(ϕ+ ψ) + i · sin(ϕ+ ψ)). (П 2.3)

Формула (П 2.3) для произведения комплексных чисел называет-
ся формулой Муавра, согласно которой, модуль произведения ком-
плексных чисел равен произведению их модулей, а аргумент равен
сумме аргументов. Формула Муавра значительно упрощает умно-
жение, деление и возведение в степень комплексных чисел. Действи-
тельно, на основании формулы (П 2.3) не представляет никакого тру-
да доказать и справедливость следующих выражений:
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z1
z2

=
r1
r2

· (cos(ϕ− ψ) + i · sin(ϕ− ψ)); (П 2.4)

zn = rn · (cos(nϕ) + i · sin(nϕ)); (П 2.5)

n
√
z = n

√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ
n

+ i · sin ϕ+ 2kπ
n

)
, k = 1, 2 . . . , n. (П 2.6)

Найдем тригонометрическое представление комплексно-сопря-
женного числа

z∗ = r(cosϕ+ i sinϕ)∗ = r(cosϕ− i sinϕ).

Это выражение еще не определяет в действительности тригоно-
метрическую форму комплексного числа z∗, поскольку перед мни-
мой единицей стоит знак «минус», а не «плюс». Для приведения
этого выражения к стандартной форме достаточно заметить, что ко-
синус является четной функцией аргумента, а синус – нечетной, и
поэтому

z∗ = r(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)).

Отсюда следует простое правило: для того чтобы получить вектор
комплексно-сопряженного числа на плоскости, нужно вектор z от-
разить относительно действительной оси (см. рис. П2).

Приведенные выше примеры показывают, что аргумент ком-
плексного числа ведет себя так же, как показатель степени. Это
наводит на мысль представлять комплексные числа в следующем
виде:

z = r · eiϕ, (П 2.7)

где буква e – основание натуральных логарифмов. Эту запись приня-
то называть экспоненциальным представлением комплексного чис-
ла. Пользуясь экспоненциальным представлением комплексного чис-
ла, легко получить связь между экспоненциальными и тригономет-
рическими функциями. Действительно, полагая r = 1, можно запи-
сать

cos(ϕ) + i sin(ϕ) = eiϕ, cos(ϕ) − i sin(ϕ) = e−iϕ. (П 2.8)

Выражая отсюда cosϕ и sinϕ, приходим к так называемым фор-
мулам Эйлера:

cosϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
; sinϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
. (П 2.9)
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Справедливости ради необходимо отметить, что приведенные
выше рассуждения нельзя считать доказательством формул (П 2.8).
Доказательство их легко получается прямым разложением левой и
правой частей соотношений (П 2.8) в ряды Тейлора, которые изуча-
ются в курсе математического анализа.

Решение уравнения для затухающих колебаний
Получим решение уравнения (1.10), используя связь тригономет-

рических и экспоненциальных функций. Будем искать решение урав-
нения (1.10) в форме x(t) = aeiλt. Подставляя пробное решение в
уравнение и производя необходимые операции дифференцирования,
получаем характеристическое уравнение

−λ2 + 2iγλ+ ω2
0 = 0, (П 2.10)

решение которого относительно λ дает два значения корня

λ1,2 = iγ ±
√
ω2

0 − γ2. (П 2.11)

Поскольку мы получили два возможных значения λ, то это
означает, что могут существовать два различных решения с λ =
λ1 иλ = λ2. Общее решение уравнения является суммой всех воз-
можных пробных решений. Поэтому, обозначая, как и раньше, ω1 =√
ω2

0 − γ2, запишем общее решение уравнения (1.10):

x(t) = ae−γt+iω1t + be−γt−iω1t. ((П 2.12)

Как следует из формулы (П 2.12), общее решение уравнения за-
висит от двух произвольных постоянных a и b. Выразим эти две
произвольные константы через две другие: x0 и δ , полагая

a = x0e
iδ/2, b = x0e

−iδ. (П 2.13)

Теперь, используя формулы Эйлера (П 2.9), уже нетрудно запи-
сать решение уравнения в привычной форме:

x(t) =
1
2
x0e

−γt(eiω1t+δ + e−iω1t−δ) или

x(t) = x0e
−γt cos(ω1t+ δ),

что полностью совпадает с приведенным ранее решением (1.11).
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ОТВЕТЫ И КОММЕНТАРИИ

МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

1.1. x0 = 0.5 м; T = 2 c: ν = 1/2 c−1; ω0 = π рад/ с; δ = π/2;
W = mω2

0x
2
0/2 � 0.44 Дж; x = 0; v � −0.94 м/с; a=0 (Парфентьева,

т. 2, с. 127).

1.2. x(t) = 0.2 cos(π/2 · t + π/3); Eк = 4.910−4 Дж; Eп = 0; F =0
(Парфентьева, т. 2, с. 127).

1.3. vмах = x0

√
g/L (Воробьев, № 3.1.6).

1.4. vср = 2vмах/π � 6.4 м/с (Коган, № 240).

1.5. t2 = 1 c (Коган, № 239).

1.6. x(t) = 5 sin(ωt + δ); tg δ = 4/3. Таким образом, А=5, коле-
бания гармонические (Коган, № 241).

1.7. A = v
√
m/K = 4 см (Коган, № 233).

1.8. μmg > mAω2
0 . Поэтому груз скользить не будет (Коган,

№ 230).

1.9. T = 2π
√

ΔL/g (Воробьев, № 3.2.2).

1.10. Для случаев a, c: T = 2π
√
m/(K1 +K2); для случая b: T =

2π
√
m/(1/K1 + 1/K2) (Воробьев, № 3.2.4).

1.11. Новая амплитудаA1 = A
√
m/(m+m1) (Баканина, № 1.129).

1.12. T = 2π
√
L cosα/g. При малых углах α T = 2π

√
L/g

(Гольдфарб, № 9.4).

1.13. ω0 =
√
ρжg/ρh (Парфентьева, т. 2. с. 130).

1.14. ω0 =
√

2μg/L (Воробьев, № 3.2.14).

1.15. T = 2π
√
m1m2(K(m1 +m2))−1 (Гельфгат, № 7.12).

1.16. T = 2π
√
mL/(KL+mg); T ′ =

= π(
√
mL/(KL+mg) +

√
l/g). (Гельфгат, № 7.15).
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1.17. A =
√

(mg/K)2 + 2mgH/K. Указание. Для решения нужно
записать уравнение колебаний груза массой m относительно поло-
жения равновесия в поле сил тяжести и найти амплитуду и фазу
колебаний из начальных условий (Гельфгат, № 7.25).
1.18. A > μgT 2/(4π2) � 6.2 мм (Гельфгат, № 7.23).
1.19. Период колебаний маятника на высоте h T =

√
L/g(1+h/R),

L — длина маятника. Отсюда Δt = th/R � 67.5 c.
(Гольдфарб, № 9.6)
1.20. a = g[1 − (T/T1)2] � 0.17g. Ускорение направлено вниз. На-
правление скорости лифта значения не имеет (Гольдфарб, № 9.9).

1.21. T = 2π
√
L/
√
g2 + a2 (Гольдфарб, № 9.10).

1.22. a) T = 2π
√
g/L; б) T = 2π

√
mL/(mg + 2KL) (Гельфгат, №

7.17).
1.23. T = 2π

√
(m1L2

1 +m2L2
2)/(gm1L1 + gm2L2). Указание. Вос-

пользоваться постоянством полной механической энергии и полу-
чить уравнение колебаний для угла отклонения стержня от верти-
кали (Гельфгат, № 7.21).
1.24. T = 2π

√
Lm2/[(m1 +m2)g] (Воробьев, № 3.2.28).

1.25. ω0 =
√
K/m− Ω2 (Воробьев, № 3.2.18).

1.26. a) Поскольку возвращающая сила возрастет, то и период
колебаний маятника станет меньше; б) В этом случае период коле-
баний маятника не изменится, поскольку сила взаимодействия за-
рядов направлена вдоль нити и возвращающая сила остается преж-
ней; в) Возвращающая сила уменьшится в одном из полупериодов и
несколько увеличится в другом полупериоде. Но сила кулоновского
взаимодействия обратно пропорциональна расстоянию между заря-
дами. Поэтому уменьшение возвращающей силы будет более значи-
тельным, нежели ее увеличение, и в результате период колебаний
увеличится. Кроме того, изменится положение равновесия шарика.
(Шаскольская, № 7.12)
1.27. ω2

0 = K/m− q2/(2πε0d3m)

1.28. ω/ω0 =
√

1 − 2(l −mg/K)/H. Указание. Нужно воспользо-
ваться методом изображений и записать выражение для приращения
силы ΔF при небольшом смещении массы Δx.
1.29. T = 2π

√
lm/(2qE) � 2 · 10−11 c (Квант, 1974, вып. 6,

№ Ф236).
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1.30. T = 2π
√

2R/g (Квант, 1974, вып. 9, № Ф248).

1.31. T = 2π
√
mb(L− b)/(KL2) (Кабардин, с. 160).

1.32. A = (
√

2ghω2 − g2)/ω2 � 0, 077мм (Квант, 1975, вып.
10, № Ф321).
1.33. T = 2π

√
mL2/(2RT ) (Кабардин, с. 161).

1.34. T = 2π
√

(m1L2
1 +m2L2

2)/(g|m1L1 −m2L2). При m1L1 =
m2L2 любое положение стержня является положением безразлич-
ного равновесия. Поэтому колебания не возникают.
(Гельфгат, № 7.22)
1.35. T = 2π

√
mL/(4F ) (Буховцев, № 664).

1.36. ν = ν1ν2/
√
ν2
1 + ν2

2 (Квант, 1975, вып. 11, № Ф325).

1.37. ω0 =
√

2K/(m+ cL2B2, CULB/(mω0).

1.38. T = 2π
√

2L/(3g).

1.39. Lцм = 2R/(2 + π), T = 2π
√

(2 + 3π)/(6g). Указание. Запи-
сать выражение для полной энергии системы и, пользуясь постоян-
ством этой величины, получить уравнение для колебаний (Квант,
1991, вып. 6, № Ф1277).
1.40. t1 = T/4 − τ/2 (Воробьев, № 3.3.17).
1.41. T = 2π

√
L/(2g sinα), α = L/(2R). (Квант, 1995, вып. 3,

№ Ф1482).
1.42. Нас интересуют значения K, при которых Tмах = 3F0 и
Tмах = F0/3. Отсюда K1 = 3/2 mω2, K2 = 3/4 mω2, K3 =
1/4 mω2 (Воробьев, № 3.3.17).
1.43. v1 = m1

m1+m2
v(1 + m2

m1
cosω0t), v2 = m1

m1+m2
v(1 − cosω0t).

(Воробьев, № 3.3.21).
1.44. A =

√
A2

0 + F 2/K2 − 2A0F/K · cosω0t0. K = mω2
0. При t0 =

π(2n + 1)/ω − 0, где n — целое число, амплитуда наибольшая; при
t0 = 2πn/ω0 — наименьшая (Воробьев, № 3.3.24).
1.45. F = mx′′ = −mω2A cos(ωt+ ϕ), наибольшее по модулю зна-
чение силы mω2A достигается в моменты времени t = (nπ − ϕ)/ω,
где n — целое число (Воробьев, № 3.3.29).
1.46. T = 2π

√
s/g, s = ML/(M+m). При отсутствии трения ко-

лебания не являются вынужденными, поскольку сила и перемещение
всегда ортогональны и колебательная система энергию не получает.
(Бутиков, с. 359)
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1.47. Период колебаний T массы m совпадает с периодом колеба-
ний точки подвеса. Поэтому T = 2π

√
s/g = 2π/ω, s = ML/(M +

m). Отсюда L = (M +m)d/(ωM) (Бутиков, с. 359).
1.48. Указание. Необходимо учесть, что при больших углах от-
клонения возвращающая сила пропорциональна sinα, а не углу α.
(Буховцев, № 642)
1.49. Колебания прекратятся, если упругая сила, действующая
на чашку в крайнем нижнем положении, будет равна силе тяжести:
(m1 + m2)g = K(Δx0 + A), где Δx0 определяется условием m1g =
KΔx0, K – жесткость пружины. Окончательно T = 2π

√
m1A/m2g.

(Квант, 1987, вып. 1, с. 53)
1.50. Указание. Необходимо учесть, что при погружении в шахту
сила тяжести в действительности станет меньше, поскольку умень-
шится масса Земли, которая формирует силу притяжения.

При подъеме часы за сутки отстанут на величину Δt1 = 24 · 60 ·
60(1 − T0/T ), где T0 – период колебаний часов на земле, T – период
колебаний часов на высоте h. Подставляя численные значения по-
лучаем Δt1 � 2, 7c. Аналогично при опускании часов в шахту они
отстанут на величину Δt2 � 1, 35c (Буховцев, № 649).
1.51. Указание. Использовать закон сохранения энергии для вы-
вода уравнения колебаний. T = 2π

√
(M +m)/K (Буховцев, №

660).
1.52. T = 2π

√
m/(2ρgS) � 1, 54c (Буховцев, № 662).

1.53. В такой шахте тело будет совершать гармонические коле-
бания с частотой ω =

√
g/R, поэтому искомое время τ = T/4 =

π/2
√
R/g � 21мин (Буховцев, № 663).

1.54. Если масса блока сосредоточена в его центре, ω0 =
=
√
K/(M + 4m). В случае, кода блок представляет тонкостен-

ный цилиндр и его масса равномерно распределена по окружности,
необходимо учесть еще и кинетическую энергию вращения блока.
В результате получаем ω0 =

√
K/(5M + 4m) (Квант, 1985, вып.

10, с. 49).
1.55. Ω =

√
3/2ω (Квант, 1993, вып. 10, с. 83).

1.56. Обозначим смещения атомов кислорода u1 и u2, а смещение
атома углерода u3. Запишем уравнения движения атомов кислорода
и углерода

mou
′′
1 = −K(u1 − u3);

mcu
′′
3 = −K(2u3 − u1 − u2);
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mou
′′
2 = −K(u2 − u3).

Поскольку при колебаниях молекулы ее центр масс остается в
покое, то можно записать еще одно уравнение, связывающее между
собой смещения атомов u1, u2, u3 : mou1 + mou2 + mcu3 = 0. Вы-
разим из этого уравнения u2 и подставим полученный результат в
уравнение движения атома углерода. В результате получаем систе-
му двух независимых уравнений движения, описывающих колебания
этой молекулы:

mou
′′
1 = −K(u1 − u3);

mcu
′′
3 = −K(2 +mc/mo)2u3.

Случаю а соответствуют колебания, при которых u1 = u2, u3 =
0. Как следует из первого уравнения, частота таких колебаний
ω1 =

√
K/mo. Случаю б соответствуют колебания, частота кото-

рых определяется вторым уравнением: ω2 =
√
K/mc · (2 +mc/mo) =√

11/4 ·K/mc. Таким образом, отношение частот ω1/ω2 =
√

3/11.
(Квант, 1993, вып. 10, с. 83)
1.57. При колебаниях шарики будут смещаться вдоль линий, со-
единяющих центр треугольника с каждой из вершин. Результиру-
ющая возвращающая сила, которая будет действовать на каждый
шарик, Fрез = 3KΔx, а частота колебания ω0 =

√
3K/m.

(Квант, 1975, вып. 2, № Ф282)
1.59. Если перейти к нормальным координатам U1 = x1 +
x2, U2 = x1 − x2, то можно заметить, что нормальные координаты
совершают простые гармонические колебания с частотами ω0 и ω,
которые соответствуют синфазным и антифазным колебаниям масс
и легко могут быть найдены (см. задачу 1.22), что позволяет сразу
записать ответ: K = m(ω2 − ω2

0)/2 (Воробьев, № 3.4.18).
1.60. P = 1/2F0A sinϕ (Воробьев, № 3.4.14).
1.61. В случае синфазных колебаний длина средней пружины
неизменна, поэтому ω2 =

√
K/m. Если шарики движутся в про-

тивофазе, то неподвижной остается точка симметрии системы и
ω1 =

√
3K/m ((Воробьев, 3.4.15).

1.62. Смещения шариков для первого способа возбуждения x1 =
a sinω1t, x2 = −a sinω1t; для второго способа возбуждения x′1 =
b sinω2t, x′2 = −a sinω2t. Результирующее смещение будет

x1 = a sinω1t+ b sinω2t,
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x2 = −a sinω1t+ b sinω2t.

Дальнейшее решение задачи не представляет труда. Нужно записать
скорости шариков и из полученной системы, с учетом указанных
в задаче начальных условий, определить коэффициенты a и b. В
результате получаем

v1 = v/2(cosω1t+ cosω2t), v2 = v/2(cosω2t− cosω1t);

x1мах = x2мах = v/2(1/ω1 + 1/ω2); Δx = v/ω1.

(Воробьев, № 3.4.15)
1.63. A = 5см, ϕ = 36052′ � 0.2π, x = x1 + x2 = 5 sin(πt+ 0.2π)см.
(Волькенштейн, № 12.33)
1.64. x1 = 0.03 sin0.4πtм, x2 = 0.02 sinπtм, x3 = 0.01 sin2πtм.
(Волькенштейн, № 12.34)
1.65. a)A = 7 см, б)A = 5 см (Волькенштейн, № 12.38).
1.66. x2 + y2 = 4 – уравнение окружности радиусом 2 см (Воль-
кенштейн, № 12.39).
1.67. При первом толчке энергия осциллятора станет равной
p2
0/(2m) = p2/(2m)+Kx2/2. До следующего толчка энергия маятни-
ка останется постоянной. Поэтому фазовая траектория в переменных
p, z (z =

√
Kmx) будет окружностью радиуса p0. При последующих

толчках радиус окружности скачком будет увеличиваться, становясь
равным 2p0, 3p0, . . . np0 (Воробьев, № 3.5.2).
1.68. Ответ может быть лишь качественным. Исходя из формулы
(1.11), можно заключить, что затухание будет апериодическим при
γ � ω0 (Воробьев, № 3.5.14).
1.69. Уравнение затухающих колебаний имеет вид x(t) = Ae−γt ×
× sin(ωt+ϕ). В нашем случае ω = 2π/T = π/2, ϕ = 0, γ = 0, 4. Эти
соотношения позволяют найти и начальную амплитуду колебания
A = 6, 7 см. Таким образом, окончательно x(t) = 6.7e0,4t sinπ/2 см.
(Волькенштейн, № 12.43)
1.70. Для решения задачи достаточно обратиться к формуле
(1.22). Fтр = −βv. (Воробьев, № 3.5.10).
1.71. Из условия задачи следует, что eγT = 1, 01. Поскольку T =
1 c, то γ = ln 1, 01 = lg10 1, 01/ lg10 2, 71 = 0, 01 (Воробьев, № 3.5,20).
1.72. Для решения задачи нужно исходить из выражения (1.23).
Q = ω0/(2γ). Отношение амплитуд колебаний двух максимумов
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x(t)/x(t + nT ) = eγnT по условию задачи равно e. Отсюда 1/γ =
nT = n2π/ω0. Используя определение добротности, получаем n =
ω0/(2πγ) = Q/π (Воробьев, № 3.5.21).
1.73. Нужно воспользоваться результатами предыдущей задачи.
Примерно в 50 раз при Q = 108 и только в 1,5 раза при Q = 109

(Воробьев, № 3.5.21).
1.74. Поскольку M � m, то импульс, переданный кубу при каж-
дом столкновении с шариком, Δp = 2m(v0 − v), а число ударов N
за время Δt подсчитывается по формуле N = (v0 − v)a2nΔt. Сила,
действующая на кубик со стороны шариков, равна

NΔp/Δt = 2m(v0 − v)2a2n � 2ma2nv2
0 − 4ma2nv0v.

Отбрасывая постоянное слагаемое, получаем уравнение движения
осциллятора с затуханием

Mx′′ + 4x′v0mna2 +Kx = 0.

Это выражение позволяет уже просто ответить на все вопросы
задачи: T � 2π

√
M/K � 0, 31 c. Амплитуда колебаний уменьшается

в e раз за время t = γ−1 = M/(2v0mna2) = 2, 5 c.
(Квант, 1991, вып. 7, № Ф1282)
1.75. В общем случае решение неоднородного уравнения, напри-
мер уравнения, описывающего вынужденные колебания (1.12), скла-
дывается из частного решения неоднородного уравнения и обще-
го решения однородного уравнения. Подставляя пробное решение
x(t) = A cosωt, получаем A = F0/(m(ω2

0 − ω2)). Константы B и ϕ
можно определить из начальных условий x(0) = x0, v(0) = v0 (Во-
робьев, № 3.5.27).
1.76. Для решения задачи следует воспользоваться формулой
(1.16) и учесть, что в резонансе вынуждающая сила опережает сме-
щение на π/2. Учитывая сказанное выше вынуждающая сила долж-
на иметь вид F (t) = 2Amγωω0 cos(ω0−ϕ+π/2) = −2Amγωω0 sin(ω0−
ϕ) (Воробьев, № 3.5.36).
1.77. Частота является резонансной, поэтому из формулы (1.16)
сразу получаем ответ: γ = F/(2mx0ω) (Воробьев, № 3.5.37)
1.78. Скорость при вынужденных колебаниях определяются фор-
мулами (1.14), (1.16), поэтому

v0 = F0ω/(m
√

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2).
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(Гомонова, № 6.49)
1.79. a0 = F0ω

2/(m
√

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2 (Гомонова. № 6.50).

1.80. A = −F0/(2γmω0); в ω0/(2γ) раз (Воробьев, № 3.5.36б).
1.81. Около 105 c (Воробьев, № 3.5.39).
1.82. Циклоида; средняя скорость vср = F0/(mω) направлена по
оси x. Если при t = 0, vx = −F0/(mω), а vy = 0, то частица бу-
дет двигаться по окружности радиусом R = F0/(mω2) (Воробьев,
№ 3.5.42).

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

2.1. Пренебрегая излучением электромагнитной энергии, получа-
ем Q = W = q2/(2C) = 5105 ДЖ (Бендриков, № 945).
2.2. T = 2π

√
LC = 1, 2610−6 c. При заполнении емкости диэлек-

триком с ε = 4 период увеличится вдвое (Бендриков, № 947).
2.3. L = 0, 1 Гн (Коган, № 606).
2.4. I0 = U0

√
C/L (Коган, № 610).

2.5. I0 = 10 A I(t1) = 7 A; I()t2 = 8, 7 В (Гельфгат, №17.3).
2.6. Через резистор R ток течет только в процессе установления
равновесия. В этот момент на катушке и на сопротивлении R име-
ется напряжение ε1 = −LΔI1/Δt, где I1 – ток, текущий через ин-
дуктивность. Ток через сопротивление I2 = ε1/R = Δq/Δt. Отсюда
получаем RΔq = −LΔI1. Подставляя сюда значение ΔI1 = ε/r, по-
лучаем q = −Lε/(Rr) (Баканина, № 3.185).
2.7. После замыкания ключа K2 ЭДС индукции на катушках
должны быть равны:

L1ΔI1/Δt = L2ΔI2/Δt, или ΔI1 = (L2/L1)ΔI2.

Начальные значения токов I1(0) = I0; I2(0) = 0 Следовательно, для
любого момента времени выполняется условие I1 − I0 = (L2/L1)I2.
В установившемся режиме должно выполняться равенство I1 + I2 =
ε/r. Решая полученную систему, находим установившиеся значения
токов

I1 = (L2ε/r + L1I0)/(L1 + L2), I2 = (L1ε/r − L1I0)/(L1 + L2).
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(Баканина, № 3.186)
2.8. Сразу после замыкания ключа до возникновения тока про-
исходит перераспределение заряда, и система теряет половину энер-
гии, запасенной конденсатором C1. В дальнейшем потерь энергии не
происходит, и поэтому I0 = U0

√
C/(2L) (Гельфгат, № 17.17).

2.9. Задача аналогична задаче 2.7: I = ε/(3r) (Баканина,
№ 3.187).

2.10. I(t) = εt/L; A = ε2
τ2/(2L); Эта работа превращается в

энергию магнитного поля тока. Легко показать, что A(t) = LI2(t)/2.
(Воробьев, № 11.4.1)
2.11. а) U(t) = α(Rt+ L); б) U(t) = I0(R sinωt+ Lω cosωt)
(Воробьев, №11.4.2).
2.12. Поскольку начальные токи, протекающие через катушки,
равны нулю, то из равенства разности потенциалов, приложенных к
катушкам, получаем, что L1I1 = L2I2 для любого момента времени.
Отсюда следует и равенство для зарядов L1q1 = L2q2. К моменту
окончания перезарядки полный заряд, протекший через катушки,
равен удвоенному исходному заряду конденсатора: q1 + q2 = 2CU .
Решая полученную систему уравнений, получаем:

q1 = 2СUL2/(L1 + L2); q2 = 2CUL1/(L1 + L2).

(Баканина, № 3.188)
2.13. Как следует из решения предыдущей задачи, между то-
ками имеется соотношение L1I1 = L2I2 и токи в катушках до-
стигают максимального значения одновременно. Отсюда, используя
закон сохранения энергии, нетрудно получить искомый результат
q = I1

√
CL1(L1 + L2)/(L2) (Баканина, № 3.189).

2.14. Эта задача аналогична задаче 2.6. Поэтому сразу можно
записать ответ: q = −LU/(Rr). Подстановка числовых данных дает
q = −0, 04 Кл.
2.15. Запишем полную энергию системы в произвольный момент
времени

W =
LI2

2
+
CU2

2
+
mv2

2
− qUx

d
,

v, x – скорость и координата частицы соответственно. Полагая,
что U = U0 cosωt, найдем закон изменения других величин: x =
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−qU0/(mdω2) cosωt, v = qU0/(mdω) sinωt, I = −CU0ω sinωt. Под-
ставляя эти величины в закон сохранения энергии, потребуем ра-
венства коэффициентов при cos2 ωt и sin2 ωt (только в этом случае
энергия постоянна). Из этого условия получаем

ω2 = ω2
0/2 +

√
(ω2

0/2)2 + (qω0/d)2/(mC).

(Квант,1989, вып. 1, № Ф1130)
2.16. а) T = 2 ·10−4 c; б) L = 10, 15 мГн; в) I = −157 sin 104πt мA.
Wм/Wэ = LCω2

0 tg2 ω0T/8 = 1 (Волькенштейн, № 14,7).
2.17. В момент замыкания ключа K2 I1(0) ≡ I0

1 = U0

√
C/L (этот

результат следует из закона сохранения энергии). При дальнейшем
изменении токов должно выполняться условие LΔI1(t) = LΔI2(t).
Поскольку I2(0) = 0, получаем, что I1(t) − I0

1 = I2(t). Ток I2 до-
стигнет максимального значения I0

2 = −I0
1 , когда ток I1(t) = 0. В

этот момент конденсатор разряжен. Следовательно, максимальный
потенциал на конденсаторе будет тогда, когда токи, текущие через
катушки, будут равны половине их амплитудного значения (в этот
момент времени скорость изменения токов будет максимальной). За-
писывая закон сохранения энергии

LI2 + CU2
мах/2 = CU2

0 /2

при I = I0
1/2, получаем простой ответ: Uмах = U0/

√
2.

(Баканина, № 3.190)
2.18.

Iмах = U0

√
C/L1; Iмин =

L1 − L2

L1 + L2
U0

√
C/L1.

(Баканина, № 3.191)
2.19. T = 8 · 10−3 c; γ = R/(2L) � 87 c−1; Q = 1/R ·√L/C � 4, 53.
(Волькенштейн, № 14,10)
2.20. T = 2 · 10−4 c; U1(t) = U0 exp(−κt/T ). Отсюда

κ =
T ln(U0/U1)

t
=

ln 3 · 2 · 10−4

10−3
= 0, 22.

R = 2γL = 2κL/T = 11, 1 Ом (Волькенштейн, № 14,11).
2.21. Если ключ замкнут, через катушку течет ток I0 = ε/r. При
размыкании ключа в контуре возникают электрические колебания
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и амплитудное значение напряжения на конденсаторе может быть
найдено из закона сохранения энергии L(ε)2/(2r2) = C(nε)2/2. За-
пишем выражение для периода колебаний T = 2π

√
LC. Из полу-

ченной системы уравнений находим C = T/(2πrn), L = nrT/(2π).
(Баканина, № 3.192)
2.22. Q = LI2/2 + Cε2/2 = ε2(CR2 + L/(2R2)).
(Баканина, № 3.193)
2.23. P = 10−3 Вт ( Гольдфарб, №24.12).
2.24. Константа затухания γ = R/(2L) � 200 c−1. Следователь-
но, колебания тока будут затухать за время τ � 10−2 c. В первом
случае период колебаний T1 = 6, 28 c и T1 � τ . Поэтому переходные
процессы можно не учитывать. Запишем закон Ома

I
dL

dt
+ IR = U.

Подставляя в эту формулу значение для L, получаем

I =
U

R(1 + 0, 1L0ω cosωt/R)
� U

R

(
1 − 0, 1L0ω

R
cosωt

)
.

Для получения последнего выражения нужно числитель и знамена-
тель умножить на (

1 − 0, 1L0ω

R
cosωt

)

и оставить линейные по малому параметру 0, 1L0ω/R члены. Таким
образом, в первом случае амплитуда переменной составляющей тока
равна I01 = 0, 1L0U/R

2 = 10−3 A.
Во втором случае период изменения индуктивности T2 = 6, 28 ·

10−4 c� τ , и изменения индуктивности происходят так быстро, что
ток не успевает следовать за этими изменениями. Поэтому можно
считать , что магнитный поток остается постоянным: Ф = LI =
L0U/R. Из этого выражения получаем значение тока

I =
L0U

LR
=

L0U

L0(1 + 0, 1 sin104ωt)R
.

Выделяя линейный по малому параметру член, получаем

I =
U

R
(1 − 0, 1 sin104ωt).
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Таким образом, амплитуда переменной составляющей в этом случае
I02 = 0, 1 A и не зависит от частоты (Квант, 1992, вып. 5, №Ф1331).
2.25. После замыкания ключа колебания тока в цепи прекратятся,
но, поскольку катушки идеальные (хорошей моделью для этой зада-
чи могут служить катушки из сверхпроводника), через них будет
течь некоторый ток Ix. Выделившееся в резисторе тепло Q найдем
из закона сохранения энергии

CU2

2
+
LI2

2
=

2L+ L

2
I2
x +Q.

Остаточный ток найдем из условия LΔI1 + 2LΔI2 = 0, которое
следует из правила Кирхгофа. В начальный момент времени ток
через катушку L равен I, а через катушку 2L равен нулю. Поэтому

I − Ix
Ix

=
2L
L

= 2.

Полученная система уравнений позволяет найти искомый ре-
зультат:

Q =
1
2

(
CU2 +

2L
3
I2

)
.

(Квант, 1991, вып. 10, № Ф1296)
2.26. Если не учитывать потери на излучение, то энергия систе-
мы сохраняется. Колебаний в системе не будет из-за наличия диода.
Поэтому

C1U
2
0

2
=
C1U

2
1

2
+
C2U

2
2

2
.

Кроме того, должен сохраняться заряд: C1U0 = C1U1 + C2U2.
Решая эту систему уравнений, находим результат U2 = 2C1U0/(C1 +
C2) = 200 B. Результат не зависит от индуктивности. Она нужна
лишь для того, чтобы процесс перераспределения заряда происходил
медленно и не было потерь на излучение.
(Баканина, № 3.194)
2.27. При замыкании ключа ток через катушку индуктивности
будет нарастать линейно по закону I = ε/Lt, а конденсатор останет-
ся незаряженным. После размыкания ключа ток будет поддержи-
ваться за счет явления электромагнитной индукции, и на верхней
пластине возникнет отрицательный заряд, а на нижней – положи-
тельный. Конденсатор зарядится до максимальной разности потен-
циалов U0 = ε/Lτ/

√
LC. После этого диод будет заперт и разность
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потенциалов на обкладках конденсатора изменяться больше не бу-
дет.
(Баканина, № 3.196)
2.28. При замыкании ключа в контуре начнутся колебания, при-
чем амплитудное напряжение на конденсаторе будет равно 2ε. Если
ε0 > 2ε, то диод заперт и через батарею ε0 заряд не протекает.
При выполнении обратного неравенства диод откроется, как только
напряжение на конденсаторе U станет равным ε0. Начиная с этого
момента, пока через батарею будет течь ток, напряжение на кон-
денсаторе останется неизменным. Можно записать два выражения,
связывающих заряд q, прошедший через батарею с ЭДС ε, и заряд
q0, прошедший через батарею с ЭДС ε0. С одной стороны, из зако-
на сохранения заряда следует, что q = q0 + Cε0, а с другой, работа
первого источника тока идет на создание электрического поля в кон-
денсаторе и работу против ЭДС ε0: qε = Cε2

0/2+q0ε0. Решение этих
двух уравнений и дает искомый результат

q0 = Cε0
2ε− ε0

2(ε0 − ε0)
.

При дальнейших колебаниях диод открываться больше не будет.
(Баканина, № 3.197)
2.29. L = 0, 051 Гн ( Бендриков , № 924).
2.30. При ν1 = 50 Гц: XL = 157 Ом, XC = 3, 18 кОм, Z =
3, 33 кОм. При частоте ν2 = 10 кГц: XL = 31, 4 кОм, XC = 15, 9 Ом,
Z = 31, 4 кОм (Бендриков , № 927)
2.31. ν = 61 Гц (Бендриков , № 930).
2.32. UR = 156 B (Волькенштейн , № 14.28).
2.33. ε = 5, 04 B (Гольдфарб , № 24.6).
2.34. n = 8, 0 c−1 (Гельфгат , № 17.18).
2.35. UR = I0R; UC = I0/(ωC); UL = I0ωL;

U0 = I0
√
R2 + (ωL+ 1/(ωC))2.

U(t) = U0 cos(ωt+ ϕ), ϕ = arctg
ωL− 1/(ωC)

R
.

(Гельфгат , № 17.19)
2.36. Идеальный конденсатор и катушка в среднем не потребляют
энергии. Мощность потерь на активном сопротивлении P = I2

0/2 ·R.
(Гельфгат , № 17.22)
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2.37. P = IэUэ cosϕ (Гельфгат , № 17.23).
2.38. U3 =

√
U2

1 + U2
2 = 15 B (Гельфгат , № 17.24).

2.39. а) I = U0

√
C/L sinω0t, ω0 = 1/

√
LC.

б) I =
U0

L(ω2
0 − ω2)

(ω0 sinω0t− ω sinωt), Iмах =
U0

L|ω0 − ω| � 4, 8 кА.

(Воробьев , № 11.4.11)
2.40. 0, 13 Гн, 30 ВТ, 11 Вт (Гельфгат , № 17.26).
2.41. Обозначим Rez и ImZ – действительную и мнимую части
комплексного импеданса. Тогда из векторной диаграммы следует,
что tg 600 = ImZ/ReZ =

√
3, Z = ReZ(1 + i

√
3). Используя закон

Ома для участка с реактивной нагрузкой U2 = I2|Z|2 = I2(ReZ)2 ·
(1 + 3), сразу получаем: ReZ = 5 Ом, ImZ = 5

√
3 Ом. ЭДС находим

из закона Ома, учитывая, что в цепи имеется еще и сопротивление
R: ε = I

√
(ReZ + R)2 + ImZ2 = 207, 8 B.

(Воробьев , № 11.4.13)
2.42. Найдем импеданс Z1 параллельно соединенных емкости и
индуктивности:

1
Z1

=
1
iωL

+ iωC.

Отсюда Z1 = −iωL/(ω2CL− 1). Полный импеданс цепи

Z = iωL
ω2LC − 2
ω2CL− 1

.

Видно, что импеданс рассматриваемой цепи напоминает импеданс
обычной катушки и ток будет сдвинут по фазе по сравнению с на-
пряжением на π/2. Поэтому

I(t) =
ε0(ω2CL− 1)
ωL(ω2CL− 2)

cosωt.

(Воробьев , № 11.4.14)
2.43. L = 2, 8 Гн (Воробьев , № 11.4.15).
2.44. Решение задачи приведено в примере 2.9. UED = U0 cosωt.
(Воробьев , № 11.4.16)
2.45. Накал увеличится. Накал уменьшится, но будет больше
первоначального. Резонанс в цепи наступает при емкости C) =
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1/(4π2ν2L) = 20 мкФ = 2С. Вначале общее сопротивление катушки
и конденсатора 160 Ом, при подключении еще одного конденсатора
оно падает до нуля, а при подключении третьего становится равным
51 Ом (Гельфгат , № 17.28).
2.46. Сначала возрастает, а затем убывает (Гельфгат , № 17.27).
2.47. Решение задачи разобрано в примере 2.3 (см. рисунок на
с. 93). Вольтметр покажет напряжение U0|Z2|/(|Z| + |Z2|). Здесь Z
– импеданс бесконечной цепочки, Z − 2 – импеданс емкости C. По-
лученный результат не будет зависеть от точки подключения тогда,
когда выполняется условие ω < 4/(LC). В этом случае по цепочке
распространяется волна, и все звенья цепи физически эквивалентны
( задача предлагалась на украинской олимпиаде по физике. Одесса,
1996 г.)
2.48. Обозначим ток через резистор R IR, импеданс конденсатора
– Z. Тогда напряжение на последовательно соединенных резисторе
R и конденсаторе будет равно U = I(R + Z). Ток через второй кон-
денсатор при этом составляет IC = U/Z = I(R + Z)/Z. Ток через
сопротивление r Ir = IR + IC . Применяя правила Кирхгофа, мож-
но записать εU = r(I + U/Z). Это выражение позволяет получить
соотношение между I и ε:

I =
ε

R+ 2r + Z + rR/Z
.

Напомним, что Z = −1/(ωC)). Если мнимая часть в знаменате-
ле не равна нулю, то между током и напряжением генератора будет
сдвиг фаз. Поскольку его нет, то получаем условие Z + rR/Z = 0,
которое выполняется при частоте ω = 1/(rRC)2. При этом напряже-
ние на выходе в 1 + 2r/R раз меньше , чем на входе.
(Квант, 1993, вып.9.10, № Ф1382)
2.49.

L =
1

2πν

√
U2

I2
−
(
RL +

Uл

I

)2

� 1, 09 Гн,

tgϕ = 64, 10. P � 60 Вт. Стартер и дроссель нужны для созда-
ния большой разности потенциалов в начальный момент времени.
Дополнительный конденсатор не сказывается на работе одной лам-
пы, но при включенном конденсаторе сдвиг фаз оказывается равным
−63, 60. Поэтому если параллельно лампе без конденсатора подклю-
чить лампу с конденсатором, то сдвиг фаз в цепи будет скомпенси-
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рован и для питания ламп будет нужен меньший ток.
(Кабардин, Орлов, № 54)
2.50. а) IL = 0, IR = ε0/R ·sinωt, P = 200 Вт. б) IR = ε0/R ·sinωt,
IC = −ε0ωC(sinωt+ cosωt), P = 200 Вт (Воробьев , № 11.4.17).
2.51. Резонансная частота «черного ящика»

К задаче 2.51

ν = 400 Гц. Простейшая схема черного ящика
изображена на рисунке. На высоких частотах
сопротивление ящика определяется емкостью.
Поэтому

U0 �
√
X2

C +R2 = U/R ·
√
X2

C +R2.

Численная оценка дает значение XC �
700 Ом, что соответствует емкости C � 0, 14мкФ.
Значение индуктивности можно оценить по ре-
зонансной частоте ν = 400 Гц и найденному значению C. Численная
оценка дает L � 0, 9 Гн. Значение активного сопротивления r мож-
но оценить по значению сопротивления на самой низкой частоте. В
этом случае сопротивление емкости очень велико, а сопротивлением
индуктивности можно пренебречь. Численная оценка дает значение
r � 300 Ом.
(Квант, 1992, вып. 6, № Ф1337)
2.52. После подключения устройства к источнику питания кон-
денсатор зарядится до напряжения Uвых

√
2Uвх = 51 B. Поскольку

обратным током через диод можно пренебречь, то за время одно-
го периода напряжение на конденсаторе практически не изменится
(постоянная времени RC-цепочки τ = RC � 0, 5 c). Поэтому диод
должен быть рассчитан на обратное напряжение 102 B.
(Гельфгат , № 17.31)
2.53. После замыкания ключа в катушках установится некоторый
постоянный ток I0. Значение выделившейся теплоты тогда можно
найти из закона сохранения энергии

W =
L1I

2

2
− (L1 + L2)I2

0

2
.

I0 найдем из условия постоянства напряжения: L1I = (L1 + L2)I0.
Поэтому окончательно

W =
L1L2

2(L1 + L2)
I2 (Воробьев , № 11.4.22a).
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2.54. Ток I1 изменяется в пределах от I1 до I1 − 2(I1 − I2)/(1 +
L1/L2); I2 изменяется в пределах от I2 до I2−2(I1− I2)/(1−L2/L1).
(Воробьев , № 11.4.22б)
2.55. R = 1.4 · 10−3 Ом (Воробьев , № 11.4.23).
2.56. Частота вспышек лампы n = 100 c−1. Лампа горит, ко-
гда U(t) = 220

√
2 sinωt ≥ Uз. Отсюда находим время, когда лампа

вспыхнет:
t1 =

T

2π
arcsin

Uз

U0
; U0 = 220

√
2.

Время t2, когда лампа погаснет, определяется условием

ωt2 = π − ωt1.

За первую половину периода лампа будет гореть в течение времени
τ = t2 − t1 = T/2− T/π · arcsin(Uз/U0). Такое же время лампа горит
и во второй половине периода (Гельфгат , № 17.29).

ОТВЕТЫ НА КАЧЕСТВЕННЫЕ ВОПРОСЫ

1.1. Следует пренебречь возможными колебаниями вагона. Тогда
изменение хода часов может быть связано с ускоренным движением
электрички при разгоне и торможении. В обоих случаях величина
эффективного ускорения возрастает, а период колебаний уменьша-
ется. Следовательно, ходики в электричке будут спешить.
1.2. На полюсе часы будут спешить, а на экваторе отставать.
(Аганов, № 6.4)
1.3. Период колебаний будет одинаков. Сила сопротивления воз-
духа, действующая на шары Fсопр = βv, тоже будет одинаковой,
но константа затухания 2γ = β/m свинцового шара будет меньше.
Колебания свинцового шара будут затухать медленнее.
1.4. Если исходить из модели математического маятника и счи-
тать, что ведро вначале заполнено полностью, то первоначально
период колебаний будет увеличиваться, т. к. центр тяжести при
вытекании воды вначале понижается. Затем период колебаний бу-
дет уменьшаться из-за поднятия центра тяжести ведерка (Ага-
нов, № 6.7).
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1.5. С увеличением температуры жесткость пружины уменьшает-
ся, а момент инерции маятника возрастает. Оба этих фактора приво-
дят к возрастанию амплитуды колебаний. Поскольку для реальных
маятников с ростом амплитуды растет и период, то часы начнут от-
ставать.

1.6. Гравиметрия позволяет определять ускорение свободного па-
дения g для некоторой локальной точки Земли. Очевидно, что ло-
кальное увеличение ускорения свободного падения в некотором реги-
оне может быть интерпретировано как локальное увеличение плот-
ности Земли, что и означает залегание рудного тела. Гравиметром
может служить обычный математический маятник, период колеба-
ний которого можно измерить с очень большой точностью.

1.7. Изменение характера колебаний может быть связано с ло-
кальным изменением влажности или локальным изменением силы
гравитации. Неизвестным является лишь то, может ли человек с по-
мощью своих органов чувств зафиксировать эти небольшие измене-
ния.

1.8. Для того чтобы раскачаться на качелях, необходимо присе-
дать в крайних точках отклонения качелей от вертикали и вставать
при прохождении положения равновесия (см. пример 3 гл. 1).

1.9. При «неумелой»ходьбе с коромыслом создаются интенсивные
колебания ведер, что является одной из причин сильного расплески-
вания воды. Другая причина состоит в том, что в ведре создается
стоячая волна, амплитуда которой усиливается, если колебания ве-
дер происходят в такт с колебаниями воды. Чтобы бороться с этими
явлениями, нужно двигаться плавно или положить в воду деревян-
ные кружки, которые препятствуют созданию стоячих волн в воде.
(Аганов, № 6.12, 6.14)

1.10. Дребезжание объясняется совпадением частоты вращения
вала двигателя автомобиля и собственной частоты колебания листа
стекла в оконной раме (Аганов, № 6.13).

1.11. Эффективное ускорение свободного падения на высоте h
g(h) = gR2

з/(R2
з + h)2. Здесь g – ускорение свободного падения

на Земле. Поэтому период колебаний маятника в ракете растет с
ростом h и будет равным периоду колебаний на земле на высоте
h = Rз(

√
1/(1 − a/g) − 1) (Аганов, № 6.5).

1.12. Фазовая точка движется по часовой стрелке. Причина та-
кой асимметрии в том, что смещение и ускорение при колебаниях
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изменяются в противофазе.

1.13. Маятник следует удлинить (Аганов, № 6.8).

1.14. Следует измерить период колебаний маятника и рассчитать
ускорение по формуле для периода колебаний математического ма-
ятника (Аганов, № 6.10).

1.15. Одним из способов определения ускорения является измере-
ние периода колебаний математического маятника (Аганов, № 6.17).

1.16. Упругие амортизаторы уменьшают величину силы, с кото-
рой действует вибрирующая установка на несущие конструкции зда-
ния (Аганов, № 6.15).

1.17. Между смещением частицы и вынуждающей силой суще-
ствует сдвиг фаз, который зависит от частоты. Если ω → 0, то сдвиг
фаз равен нулю. Затем он нарастает по величине, и при ω = ω0

сдвиг фаз равен π/2. При дальнейшем возрастании частоты сдвиг
фаз будет расти, и при ω → ∞ δ → π. Физическая причина такого
поведения состоит в том, что при низких частотах система успева-
ет подстраиваться, и смещение частицы, отставая по фазе, все же
следует вынуждающей силе (Воробьев, № 3.5.30).

1.18. Простейшей такой системой является система двух гармони-
ческих осцилляторов, связанных пружиной (Воробьев, № 3.5.23).

1.19. Передаваемая за один удар энергия мала по сравнению с
энергией, теряемой мостом за половину периода. Поэтому раскачки
моста происходить не будет (Воробьев, № 3.5. 8).

2.1. В системе возникнут незатухающие колебания. Задача явля-
ется аналогом примера 7 гл. 2 (Буховцев, № 674).

2.2. Период уменьшится вдвое, а амплитуда увеличится в два ра-
за. (Гольдфарб, № 24.3)

2.3. Пластины следует раздвигать, когда заряд на них будет мак-
симальным, и возвращать в прежнее положения, когда заряд будет
равен нулю. При увеличении расстояния между пластинами совер-
шается механическая работа, которая идет на увеличение электри-
ческой энергии конденсатора (Буховцев, № 678).

2.4. Одна из катушек индуктивности подсоединена к лампочке по-
следовательно, а другая –параллельно (Воробьев , № 11.4.19).

2.5. Средняя тепловая мощность одинакова, поэтому и яркость
ламп в среднем одинакова (Аганов, № 5.189).
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2.6. Уменьшается реактивное сопротивление
(Аганов, № 5.191).
2.7. Падение напряжения на емкости и на индуктивности нахо-
дятся в противофазе, так, что суммарное падение напряжения на
этих элементах равно нулю. (Аганов, № 5.192).
2.8. Не может (Коган, № 581).
2.9. В этом случае падения напряжения на элементах цепи в ре-
зонансе равны по абсолютной величине и находятся в противофазе.
Поэтому их вклад в полное сопротивление цепи равен нулю.
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