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О ПОСТРОЕНИИ МЕТОДА ТЕЙЛОРОВСКИХ 
РАЗЛОЖЕНИЙ ДЛЯ СПУТНИКОВЫХ ЗАДАЧ 

Т. В. Бордовицына 

В настоящее время нет законченных алгоритмов тейло-
ровского типа, которые могли бы быть использованы для ре-
шения практических задач прогнозирования движения ИСЗ. 
Это связано, по-видимому, с исключительной громоздкостью 
такого типа алгоритмов для спутниковых задач. Мы обсудим 
здесь два подхода к построению алгоритмов тейлоровского 
типа для задач исследования движения ИСЗ. Принципиаль-
ное отличие этих двух подходов состоит в использовании раз-
личных представлений геопотенциала. 'В. первом случае ис-
пользуется разложение геопотенциала по сферическим функ-
циям, во втором — геопотенциал представляется в виде сис-
темы точечных масс. ' 

При использовании разложений геопотенциала по сфери-
ческим функциям одним из возможных подходов к построе-
нию алгоритмов тейлоровского типа может быть применение 
рекуррентных формул Каннингема [1, 2] для вычисления 
частных производных высоких порядков от шаровых функ-
ций V„,m, входящих в разложение геопотенциала U: 

оо 11 
U = k 2 M 0 R e a l 2 2 r 0

n (C n . m - iSn , r a)Vn ,m , 
1 • п-0 m—О 

_ Pn.m(sinj3)expimX 
vn, m— rriTi 

Здесь Mo—масса центрального тела; r0 — его средний эква-
ториальный радиус; С п > т , Sn, т — ч и с л е н н ы е коэффициенты, 
характеризующие структуру гравитационного поля планеты; 
г, Я, (5 — сферические координаты спутника во вращающейся 
системе координат, связанной с центральным телом; Pn, т — 
присоединенные функции Лежандра. 

Рекуррентный алгоритм Каннингема предназначен для вы-
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числения шаровых функций V n , m и их частных производных 
первого порядка по прямоугольным координатам. Легко по-
казать, что этот алгоритм может быть обобщен и на случай 
вычисления частных производных более высоких порядков. 
При этом могут быть получены рекуррентные формулы двух 
видов, связывающие производные высоких порядков с шаро-
выми функциями Vn,m и с производными более низких поряд-
ков от функций Vn,m. Д л я примера приведем две таких фор-
мулы для т > 0 : 

< З Р \ ^ т . = ( _ i ) h х 

X 

dxtP 
(2n + 1 + Р)(п + т + 2р f 2)(n + m + 2r? + 1) 

2n + 2p + 3 

p/2 
X 

X 2P + 

( n — m + 2 ) ( n - m + 1) 
2em_1(2n + 3) 

p/2 
•Vn +k. Ш —p 

(1) 
ИЛИ 

<?PVn 2(n + l ) (n + ш + 2 ) (n + m + 1) 
2n + 3 

1/2 

X 

ЙР-1 

X n_i Vn + i , m + i + 

X 
3P-

(ЗхдР' 

(n - m + 2)(n — m -j- 1) 
2®m~i (2n + 3) 

I 
IT Vn + l i Щ-1-

1/2 

X 

Начальными значениями в первой формуле будут шаро-
вые функции VttH.m+r, Vn+i, m—ь а во второй — их производ-
ные: 

X 

п-м.т-н _ 
<?х, 

Va+Ь m+2 

1 / 2 

2 

дУп+и т-
дхг 

(2n + 3) (n + m + 4-)(n + m + 3) 
2п + 5 

(п - m + 2 ) ( n - m + I ) ] 1 ! * V n + , , m 

2e m _i (2n + 5) 

X 

(2) 

(2n + 3)(n + m - f 2)(n - f m + 1) 
2n + 5 

1/2 
X 



1/2 V. 
п + j i m -•-> 2(п — m + 4)(п — m + 3) 

2n + 5 

Аналогичным образом запишутся частные производные высо-
ких порядков по координатам хг, х3 и смешанные производные, 

Формулы, связывающие непосредственно производные 
высоких порядков с шаровыми функциями Vn,m, требуют 
при использовании существенного расширения матрицы ша-
ровых функций, что практически не всегда возможно, поэто-
му второй вид формул, связывающих производные высоких 
порядков с производными более низких порядков, более удо-
бен. 

Рассмотрим теперь вопрос о том, как эти формулы могут 
быть использованы при построении тейлоровских разложе-
ний. Запишем уравнения движения в форме 

.v, -1.(1, х,), (3) 
где 

dU 
' dx j . 

Для простоты рассмотрим алгоритм четвертого порядка. 
Разложения x t н ft в ряд Тейлора на k-м шаге интегрирова-
ния имеют вид 

оо 
xi . K-l.o = 2 x i 'k ,nh п ; 

п=0 

fi.K I = 2 fbK,nhn 

n=o 
И 

Xi, k, n+2 " fi, !c, m 
Для алгоритма четвертого порядка n = 2 

' ( 4 ) 

3 3 d2f 3 dfik 
fi>K'3 = 2 2 Дх. xi-K,lxj.K,l + 2 

o x ! K o x i K [ = 1 " A i k 

dfik d*i 

Производные • будут вычисляться по 

формулам (1). При переходе в неподвижную систему коорди-5 



нат вид формул (4) сохранится только при отсутствии тессе-
ральной части геопотепциала, т. е. когда ш = 0. При наличии 
тессеральной части геопотенциала в формулах (4) появятся 

<3f т 

частные производные по времени ——- , , что существен-

но усложнит алгоритм. 
При построении тейлоровских разложений для решения 

спутниковых задач можно использовать также преобразова-
ния Стефенсена. Запишем уравнения движения в квазиинер-
циальной прямоугольной системе координат 0xix2x3) связанной 
с центром масс Земли, такой, что ось Oxi направлена в точку 
весеннего равноденствия, а ось Ох3 - в северный полюс. Вид 
уравнений движения " (3) при этом не изменится, а потенциал 
U перепишется в виде 
U = к2М0 2 2 (Сптсозгаш +S n m s inmo.)P n m (s inp) , (5) 

п»0т;8 
причем 

(В = Х+ S, 
где S — гринвичское звездное, время. 
Величину S можно представить формулой 

S = % ( t - t o ) + S < > . (6) 
Здесь п+ — угловая скорость вращения Земли; S0 есть зна-
чение S в начальный момент времени t = t0. 

Преобразования стефеисеновского типа, позволяющие за 
счет использования вспомогательных функций устранить из 
уравнений движения степенные и тригонометрические члены, 
могут быть введены различным способом. Для каждой фик-
сированной пары значений п и т могут быть введены, на-
пример, функции 

Fnm = Cn mcosmw + Snmsinrnc», 
Rnr»+3 = 1; Q n _ m q m - " = 1, (7) 

где q = s i n p — l = x 3 / r — 1 . 
Система уравнений движения перепишется в виде 

оо 11 
Xi = - Х ) 2 2НП - m>! FnmRnQn-m. n=0 m=Q 

F n m + n @ 2 F n m = 0 ; 
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R„r + (n + 3)R nr = 0; 

Q n - m q + (m - n ) Q n _ m q = 0. (8) 
Полученная таким образом система уравнений позволяет 
выпи<?ать рекуррентные соотношения для определения коэф-
фициентов тейлоровских разложений всех входящих в систе-
му неизвестных величин. 

Рассмотрим другой способ построения тейлоровских раз-
ложений для спутниковых задач, основанный на представле-
нии геопотенциала U системой точечных масс 

U = U0 + SU n . (9) 
п 

Здесь U0 — потенциал задачи двух неподвижных центров. 
Для симметричной задачи двух центров Uo определяется фор-
мулой [3]: 

k*M„ М , 1 \ 
Uo 

где 

г , = V x t 2 + i 2
2 + ( x 3 - i c ) 2 ; 

f , - V * , 2 + 1 7 + ( « а + ' О 2 ; 

с—вещественная постоянная. Величина Un представляет со-
бой потенциал точечной массы шп: 

и„ . (Ю) г п 
где 

Гп = t — N ,п)" • - Х2„)2 + ( х 3 - X'SnY — 

расстояние до точечной массы mn, х ш , хгп, хзп — координаты 
точечной массы в гринвичской системе координат. 

Используя представление гсопотенциала системой точеч-
ных масс, запишем уравнения движения спутника в -квази-, 
инерциальнай системе, введенной ранее: . 

х = - к 2 М о х ! 1 - + jA ) + k 2 S m n , (11) 

причем, -хп есть вектор положения п-й. точечной массы в ква-



зиинерциальной системе координат. Компоненты этого векто-
ра определяются формулами: 

Xin = cos S i n , — sin S X2n; 
x 2 n=sin S хщ — cos S x2n; 

X31) = x3n, 
а звездное время S — формулой (6). 

Введем преобразование Стефенсена 
Ап= rn

2; о = г»*; Дп%п2=1; (12) 
cos S = c(t) 

и перепишем систему уравнений (11) следующим образом: 
х = — 1/2к2шх(з, + а2) + к 2 2ш п (х - хп)зп ; 

ЗзпДп + аД3зп = 0; 
Ч 0 5 щ = П д Х 1 П С + С х 2 п ; 

П©Х2П = - х , п С — п @ Сх 2 п ; (13) 

С + п е С = 0. 
Система уравнений (13) дает возможность выписать необхо-
димые рекуррентные соотношения для определения коэффи-
циента тейлоровских разложений. 
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ОБ УЧЕТЕ СЕЛЕКТИВНОСТИ 
НАБЛЮДЕНИЙ МЕТЕОРОВ 

В. Н. Лебединец, А. В. Манохина 

В течение последних двух десятилетий проблема избира-
тельности радиолокационных и фотографических наблюде-
ний метеоров остро дискутировалась в научной литературе. 
Эта дискуссия была инициирована рядом результатов экспе-
риментальных исследований метеоров. Радиолокационные из-
мерения скоростей метеоров с аппаратурой средней мощности 
обнаружили большой дефицит наиболее медленных и наибо-
лее быстрых радиометеоров по сравнению с наблюдаемым 
распределением скоростей фотографических метеоров. Для 
объяснения дефицита малых скоростей Ф. Уиппл в 1955 г. 
[20] выдвинул гипотезу об очень сильной зависимости коэф-
фициента-ионизации метеоров от скорости p ( v ) ~ v 5 , а для 
объяснения дефицита больших скоростей — гипотезу о влия-
нии на амплитуду метеорного радиоэхо очень быстрого на-
чального диффузионного расширения ионизированных следов 
быстрых метеоров, имеющих большие высоты. Эта последняя 
гипотеза хорошо объясняла и наблюдавшиеся существенно 
меньшие высоты быстрых радиометеоров по сравнению с фо-
тографическими метеорами. 

Начальное расширение метеорных следов было рассмот-
рено в 1958 г. Э. Эпиком [18], который, не указывая исполь-
зованного им метода расчета, привел численные значения на-
чального радиуса ионизированных метеорных следов гн, хо-
рошо аппроксимируемые формулой 

V2/3 

ги = Q -— , (1)' 
г 

где Ci = 9-10~12 г-с2/3см~8/3; v—скорость метеора; р — плот-
ность атмосферы. 

Начальное расширение метеорных следов в дальнейшем 
было более детально рассмотрено в работах Б. Л. Кащеева 
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и В. Н. Лебединца [3 ,7] , которые получили несколько более 
сильную зависимость гн от v 

r„ = C2v/p, (2) 
где С2 = 2,8-10~14 г-с-см'~а. 

В 1970 г. В. С. Тохтасьев [13] снова получил более сла-
бую зависимость гн от v, которую (после ее нормирования на 
измеренные в [3] значения гн на высоте h = 95 км при v = 
= 32 км/с) можно представить в виде 

v0,64 
г н = С 3 - г , (3) 

где С 3 =6,5-10~ 1 2 Г . С ° , 8 4 - С М - 2 , 6
4 . 

В 1966 г. В. Н. Лебединец [7] провел детальные расчеты 
коэффициента ионизации метеоров p(v) и получил зависи-
мость £S(v), близкую к ранее полученной Э. Эпиком [18]. 
В 1970 г. В. Тохтасьев '[13] на основании тех же экспери-
ментальных данных об эффективных сечениях ионизации при 
столкновениях различных пар атомов и молекул получил бо-
лее быстрое убывание p(v) с уменьшением v для медленных 
метеоров. 

Широкому признанию факта очень сильного влияния на 
замечаемость слабых быстрых радиометеоров начального ра-
диуса ионизированных метеорных следов в течение длитель-
ного времени препятствовали ряд некорректно трактовавших-
ся экспериментальных данных и некоторые широко распро-
страненные концепции о динамике и структуре межпланетно-
го пылевого облака. Задача экспериментального определения 
зависимости гн(р, v) чрезвычайно сложна аппаратурно и ме-
тодически, поэтому многие попытки ее решения оказались 
безуспешными. В связи с этим у ряда исследователей сло-
жилось представление об очень слабой зависимости гп от р 
и v. С другой стороны, концепция существования относитель-
но очень плотного пылевого облака Земли требовала, чтобы 
подавляющее большинство метеорных тел имело , очень ма-
ленькие геоцентрические скорости, т. е. двигалось по орби-
там с очень малыми наклонами и эксцентриситетами. При-
мерно такое распределение геоцентрических скоростей и на-
клонов орбит давали проведенные Дж. Хокинсом [15] наблю-
дения радиометеоров на аппаратуре очень высокой мощно-
сти с относительно короткой длиной волны Я = 7,3 м, для ко-
торой особенно сильно влияние гн на замечаемость метеоров. 
Этот результат для многих исследований послужил веским 
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аргументом в пользу слабой зависимости гн от р и v, которая 
может иметь место, если начальные поперечные размеры ме-
теорного следа определяются не термодиффузионным рас-
ширением продуктов испарения метеорного тела, а разлета-
нием осколков, на которые может дробиться метеорное тело 
в атмосфере. 

Однако проведенные несколько ранее первые массовые 
измерения радиантов и скоростей радиометеоров с аппара-
турой средней мощности па волне К = 8 м [4, 14], для кото-
рых влияние гн менее существенно, привели к большому раз-
личию истинных (т. е. исправленных за избирательность наб-
людений) распределений наклонов орбит, порождающих ра-
диометеоры метеорных тел с массами Ю- 4 — Ю - 2 г и слабые 
фотографические метеоры тел с массами 10~2—10° г (для 
первых доля орбит с обратным движением ( i>90°) составля-
ет около 25%, а для вторых всего 3—5%), При этом для рас-
чета физического фактора замечаемое™ фотографических ме-
теоров Р2ф принималась линейная зависимость коэффициен-
та светимости т от v («модель А»), а геометрический фактор 
замечаемости Р)ф не учитывался, так как считалось, что его 
влияние малосущественно. Это различие было подтверждено 
данными более точного Обнинского каталога [61 орбит ра-
диометеоров, полученного с аппаратурой средней мощности 
на еще более длинной волне >.= 12 м, для которой влияние 
г„ на замечаемость метеоров еще меньше. Ввиду отсутствия 
приемлемых физических механизмов; объясняющих такое 
резкое различие распределений наклонов орбит метеорных 
тел с близкими массами, достоверность этих результатов ста-
вилась под сомнение многими исследователями. Вследствие 
кажущейся простоты расчета замечаемости фотографических 
метеоров, относительной простоты расчета геометрического 
фактора замечаемости радиометеоров PiP и большой слож-
ности расчета физического фактора замечаемости радиомс-
теоров Р2 р сомнению подвергалась почти исключительно пра-
вильность расчета Ргр. Поскольку во всех основных работах 
были получены удовлетворительно согласующиеся между со-
бой зависимости |3 (v), основная критика была обращена про-
тив сильной зависимости гн от р и V. 

Проведенный авторами [7, 11] анализ всех опубликован-
ных результатов измерений гн показал, что из них с большой 
степенью надежности следует линейная зависимость гн от 1/р, 
которую дают все теоретические работы. Хотя вид зависимо-
сти гн от v практически не может быть определен по имею-
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щимся результатам измерений гн, современные сведения об 
эффективных сечениях диффузии атомов, молекул и ионов 
при метеорных скоростях не допускают более слабой зави-
симости гн от v, чем r H ~ v 0 ' 8 4 , если величина гн определяется 
термодиффузионным расширением следа. Что касается дроб-
ления метеорных тел, то оно может лишь увеличить гн, т. е. 
еще больше усилить влияние гн на замечаемость метеоров. 
Но столь большие расхождения в оценках притока метеоров 
по данным радио- и оптических наблюдений метеоров, кото-
рые бы свидетельствовали об очень больших значениях гн 
для метеоров со средними скоростями, не отмечаются. Весь-
ма убедительно в пользу сильной зависимости г„ от v свиде-
тельствуют и результаты математического моделирования вы-
сот радиометеоров [2, 9]. 

Проведенные авторами [10] исследования показали, что 
никаким варьированием в допустимых пределах зависимостей 
P(v) и гн(р, \ ) нельзя добиться удовлетворительного согла-
сия исправленных распределений орбит радио- и фотографи-
ческих метеоров. Лишь после этого критическое внимание бы-
ло обращено на корректность расчета замечаемое™ фотогра-
фических метеоров. Авторами [11] впервые при расчете фи-
зического фактора замечаемости фотографических метеоров 
была применена полученная Э. Эпиком [18] для слабых ме-
теоров экстремальная зависимость коэффициента светимости 
от скорости («модель В») и показано, что переход от «моде-
ли А» к более вероятной «модели В» заметно сближает рас-
пределения наклонов орбит радио- и фотографических метео-
ров (см. рис. 1,6, г) , однако между ними все еще остается 
существенное различие. Наконец, в 1981 г. авторы [12] пока-
зали недопустимость пренебрежения геометрическим факто-
ром замечаемости фотографических метеоров и предложили 
следующую простую формулу для его расчета: 

" min(t3 ,t„) ] - ' 
Pi$(o,8,®.D) = jcoszdt (4) 

|_max(tB , tK)_ 

Здесь ф — широта места наблюдения; D — дата; а, б — пря-
мое восхождение и склонение радианта метеора; z — зенит-
ное расстояние видимого радианта метеора в момент време-
ни t; is, t3 — время восхода и захода видимого радианта; 
tH, t ic—время начала утренних и окончания вечерних суме-
рек. 
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На рис. 1, а, б, в приведены исправленные за избиратель-
ность наблюдений распределения наклонов орбит фотогра-
фических метеоров по точному и статистически однородному 
каталогу 359 орбит супершмидтовских метеоров [16]: без 
учета геометрического фактора Р(ф (рис. 1, а, б) и с его уче-
том (рис. ),.«), а также при использовании «модели А» 
(рис. 1, а) и «модели В» (рис. 1,6, в). С целью уменьшения 
влияния избирательности наблюдений были отобраны лишь 
метеоры с радиантами на четверти небесной сферы — на ноч-
ной половине северной по отношению к эклиптике полусфе-
ры. На рис. 1,г, д, е приведены исправленные за избиратель-
ность наблюдений распределения наклонов орбит: радиоме-
теоров до + 7 т , 5 по обнинскому каталогу [6] (при двух ва-
риантах зависимостей p(v) и гн(р, v) — по В. Н, Лебедин-
цу [7] (рис. 1,г) и по В. С. Тохтасьеву [13] (рис. 1,<3)) и 
радиометеоров до + 12ш по харьковскому каталогу [5] 
(рис. 1 ,е) . На рис. 2 сравниваются исправленные распреде-
ления больших полуосей, эксцентриситетов и перигелийных 
расстояний орбит радио- и фотографических метеоров по ка-
талогу Дж. Хокинсаг и Р. Саутуорта [16] и обнинскому ката 
логу [6]. 

На рис. 1, 2 видно, что переход к «модели В» коэффици-
ента светимости и учет геометрического фактора замечаемо 
сти фотографических метеоров приводит к значительному 
увеличению (до 22%) доли фотографических метеоров С об-
ратным движением ( i>90°) . Для радиометеоррв до + 7 т , 5 
при указанных выше двух вариантах зависимостей p(v) и 
гн(р, v) доля таких орбит равна соответственно 28 и 22%, 
а для радиометеоров до + 1 2 т — 23%. Исчезают также ка-
кие-либо значимые различия распределений всех остальных 
элементов орбит радио- и фотографических метеоров. Остаю-
щиеся небольшие различия полностью перекрываются при 
варьировании в допустимых пределах принимаемых при рас-
чете Р2 р зависимостей p(v) и ги(р, v) и высот радиометео-
ров. 

Хорошее совпадение исправленных распределений орбит 
радио- и фотографических метеоров, полученных совершенно 
различными методами наблюдений при совершенно незави-
симых методах расчета замечаемости, показывает, что задач? 
расчета геометрического и физического факторов замечаемо-
сти радио- и фотографических метеоров в основном решена. 
Интересно отметить, что это совпадающее распределение ока-
залось более близким к распределению орбит радиомстеоров, 
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полученному уже по первому Харьковскому каталогу [4], 
чем к распределениям, первоначально полученным по луч-
шим каталогам орбит фотографических метеоров [I , 16, 17]. 
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хотя в течение длительного времени существовало представ-
ление о большей точности и объективности результатов фо-
тографических исследований орбит метеорных тел по сравне-
нию с радиолокационными исследованиями. 
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IX СПУТНИК САТУРНА ФЕБА 

наблюдательный материал (1898—1981 гг.) 
и астрометрическая эфемерида (1983—2000 гг.) 

Л. Е. Быкова, В. В. Шихалев, В. А. Юрга 

Данная работа является продолжением работ [1, 2] авто-
ров по исследованию движения IX спутника Сатурна Фебы. 
В [2] нами была опубликована следующая новая система 
параметров орбиты Фебы. 

Эпоха 2433800.0 (Е.Т.) 
Экватор и равноденствие 1950.0 

Xi =4,54322258212- Ю-2 а. е.; 
xi = —9,52680144769-Ю-4 а. е./сут; 
х2 = —4,92423869710-Ю-2 а. е.; 
i 2 = —6,25559743800-10"4 а. е./сут; ' (1) 

Хз = —2,88022337314-10-2 а. е.; 
х3 = —1,99040299568-10"4 а. е./сут, 

где х ь х2, х 3—прямоугольные сатурноцентрическпе коорди-
наты; xi, х2, х3 — компоненты скорости спутника, отнесенные 
к экватору Земли. В настоящей работе приводятся использо-
ванные при выводе системы (1) наблюдения Фебы, представ-
ление этих наблюдений системой (1) и астрометрическая эфе-
мерида Фебы на 1983—2000 гг. 

Н а б л ю д е н и я 

При выводе системы (1) нами были проанализированы 
324 наблюдения Фебы, произведенные в период 1898—1981 гг. 
15 обсерваториями мира. Форма публикации наблюдений ока-
залась очень неоднородна. В современных литературных ис-
точниках приведены топо- или геоцентрические сферические 
координаты a, 6 (прямое восхождение и склонение). В ис-
точниках начала века даны, как правило, относительные ко-
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ординаты р, s (позиционный угол и угловое расстояние от-
носительно Сатурна), многие наблюдения отнесены к эква-
тору даты или экватору начала года наблюдения. 

В ходе построения теории движения Фебы были выпол-
нены все необходимые редукции наблюдений. Наблюдения 
были приведены к однородному виду (а, б), отнесены к эк-
ватору и равноденствию стандартной эпохи 1950.0, моменты 
наблюдений выражены в эфемеридном времени. Обработан-
ные таким образом наблюдения Фебы с указанием обсерва-
тории, где они были произведены, даны • в приложении 1 к 
настоящему сборнику. Вместе с наблюденными положениями 
спутника даны результаты сравнения (О—С) наблюдений с 
численной теорией движения Фебы, построенной на основе 
начальных параметров орбиты (1). 

Наблюдения представлены в приложении 1 в двух табли-
цах. В табл. 1 приведены все собранные нами наблюдения 
Фебы за исключением группы наблюдений, выполненных в 
1898—1906 гг. на станции Гарвардского университета в Пе-
ру (Arequipa). Последние вынесены в отдельную таблицу 
(табл. 2). Это связано с тем, что точность наблюдений стан-
ции Arequipa существенно ниже точности остальных наблю-
дений. Они выполнены с помощью 24-дюймового телескопа 
Бруса (Bruce) и опубликованы в работах Пикеринга [3—7]. 
Сам автор так описывает качество этих наблюдений. 
Изображения спутника во многих случаях настолько слабы, 
что возможны ошибки в наблюденных положениях объекта, 
а в некоторых случаях вообще сомнительно, является ли 
данный объект спутником [5]. Кроме того, следует отметить, 
что в указанных работах Пикеринга опубликованы предва-
рительные измерения пластинок, которые выполнялись с точ-
ностью до одной десятой минуты дуги. Позднее часть этих 
наблюдений (наблюдения 1898—1902 гг.) были переобрабо-
таны [8]. Они и представлены нами в табл. 2, однако неко-
торые из них, явно ошибочные, были заменены соответствую-
щими наблюдениями в обработке Пикеринга [3, 4]. Наблю-
дения 1904—1906 гг. также взяты из работ Пикеринга [5—7J. 

Таким образом, наилучшая точность, которую можно ожи-
дать от большинства наблюдений обсерватории Arequipa, со-
ставляет 6", поэтому данные наблюдения были использова-
ны нами только на первых этапах улучшения орбиты Фебы. 
В окончательную обработку при выводе системы (1) были 
включены наблюдения, представленные в табл. 1. 
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Табл. 1 содержит 222 наблюдения спутника, выполненных 
14 обсерваториями с 1904 по 1981 г. Из них 45 наблюдений 
микрометрических (Yerk), остальные — фотографические. 
Микрометрические наблюдения йеркской обсерватории со-
держат измерения только по одной координате (41 наблюде-
ние из 45), и качество их несколько хуже современных фото-
графических. Также низкой точностью характеризуются 
4 наблюдения обсерватории Taunton. Из 222 наблюдений, 
приведенных в табл. 2, 5 оказались явно ошибочными. Для 
двух из них удалось исправить [1] ошибки в их публикации. 
Исправленные наблюдения помечены в таблице знаком *, 
ошибочные и низкой точности заключены в круглые скобки. 

Средняя квадратическая ошибка представления наблюде-
ний Фебы 1904—1981 гг., данные в табл. 2 (за исключением 
отмеченных круглыми скобками) составила V.5. 

Расчеты выполнялись с учетом возмущений от Солнца и 
Юпитера, прямоугольные экваториальные координаты боль-
ших планет (Юпитер, Сатурн) были взяты из фонда ИТА 
АН СССР, созданного на основании 12-го и 13-го томов 
Astronomical Papers. 

Э ф е м е р и д а Ф е б ы 

На основе системы (1) параметров орбиты спутника 
численным интегрированием была вычислена астрометриче-
ская эфемерида до 2000 года. Интегрирование уравнений 
движения осуществлялось методом Эверхарта [9]. Уравне-
ния движения взяты в форме, данной в работе [1]. При этом 
учитывались возмущения от Солнца и Юпитера. Д л я масс 
Юпитера и Сатурна были приняты следующие значения: 

m j = 1/1047,355; m s = 1/3501,6 
в единицах массы Солнца. 

Эфемерида Фебы приводится в приложении 2 к настояще-
му сборнику и представляет собой таблицу разностей сфери-
ческих геоцентрических координат спутника и Сатурна, от-
несенных к экватору и равноденствию 1950,0. В первой графе 
таблицы приводится дата, для которой на 0h эфемеридного 
времени даны разности по прямому восхождению и склоне-
нию и х — as, 6ix — 6s (графы 2, 3). Эфемерида построена с 
шагом 4 сут, 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОТНОСТИ 
ПАДАЮЩЕГО ПОТОКА МЕТЕОРОВ 

МЕТОДОМ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Г. В. Андреев, Г. О. Рябова 

Аналитическим соотношением, связывающим наблюдае-
мую численность метеоров внутри узкого сектора плоскости 
зхо с элементарным падающим потоком, является уравне-
ние Т. К, Кайзера [1]: 

dN = O(a ( J )Hh o ( e ) I (0 ) s in - 2 / . - cos - 2 ede , (1) 
где Q(ao) — плотность падающего потока метеоров, создаю-
щих в максимуме ионизации линейную электронную плот-
ность (кЩЩ Н — приведенная высота атмосферы; h o ( 0 ) — 
характеристическая высота; -/ — зенитное расстояние радиан-
та; В — у г о л в зеркальной плоскости (плоскости эхо), отсчи-
тываемый от направления, противоположного азимуту ради-
анта; 1(в) —средняя толщина метеорного слоя ионизации. 

Поскольку в каждом направлении © величины h0, a0, I 
различны и не представляется возможным записать явный 
вид зависимости их от 0 , то для численного интегрирования 
уравнения (1) требуется создание специального аппарата, 
позволяющего определять указанные величины на каждом 
шаге интегрирования. 

Существуют следующие способы решения уравнения (1): 
графический [1—4], основанный на построении контуров рав-
ной чувствительности; метод О. И. Бельковича [5—7], в ко-
тором интегрирование осуществляется с помощью упрощаю-
щих селективных функций; метод статистического моделиро-
вания [8, 9], где вычисление интеграла производится мето-
дом Монте-Карло.. 

Поскольку графический метод имеет невысокую точность, 
нами ранее [10, 11] для вычисления структурных характе-
ристик метеорных потоков использовался метод О. И. Бель-
ковича. Суть его сводится к вычислению чувствительности 
Р Л С для метеорного потока с данной скоростью V = V/VQ, КО-
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ординатами радианта и в данном направлении 0 плоскости 
эхо через известную чувствительность радара относительно 
потока с опорной скоростью v = l (v0 = 40 км/с - 1 ) и имеюще-
го топоцентрические координаты радианта, совпадающие с 
направлением максимальной чувствительности антенной сис-
темы. Пусть ф—азимутальный угол внутри диаграммы на-
правленности; б—-угол возвышения; а 0 — м и н и м а л ь н а я ре-
гистрируемая линейная электронная плотность следа метеор-
ного потока, имеющего скорость у = 1 ; зенитное расстояние 
радианта % = 6 т при ср=0. Тогда чувствительность в произ-
вольном направлении относительно потока со скоростью v и 
зенитным углом % для следов недоуплотненного типа будет 
равна f f j i 

« d V - ' t o W - ' M f - ^ ' f o . e ) . ( 2 ) 

Здесь селективная функция V(v) учитывает изменение чув-
ствительности за счет изменения скорости, W ( % ) — з а счет 
изменения зенитного расстояния радианта, а 

f ( X l 0 ) = Ц ф , 6 )=c .ons t - s in - l ' 5 S-G( T , б) (3) 
( 0 ( ф , б)—функция, описывающая направленные свойства ди-
аграммы направленности) подправляет значение ао за счет 
изменения 0 ( ф , б) в предположении, что при этом изменяет-
ся только 0 ( ф , б) и наклонное расстояние до следа. Точные 
аналитические выражения для V(v) и W(x) получить невоз-
можно, поэтому в работе [5] вначале допускаются прибли-
жения с точностью около 20%, а потом подбираются аппрок-
симирующие функции с ошибкой не более 10%. В работах [6, 
7] с учетом уточнений [12] в физической теории метеорного 
явления подобраны новые аппроксимации для V(v) и W(%), 
которыми мы и пользовались. 

Средняя толщина метеорного слоя ионизации 1(0) слабо 
зависит от направления 0 и определяется выражением [5]: 

I = (s - 1) J V V " 1 ^ . (4) 

где h2 и hi — высоты начала и конца метеорного следа при 
условии, что отраженный сигнал с этих высот равен порого-
вому уровню срабатывания аппаратуры. О. И. Белькови-
чем [5] разработана детальная методика вычисления 1 (6) = 
= const как нормирующего множителя в законе, описываю-
щем плотность распределения высот отражающих точек. Там 
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же получены аппроксимации для недоуплотненных и переуп-
лотненных следов с точностью ~ 7 % . 

Считая теперь, что h o ( 0 ) = const, и подставляя выраже-
ние (2) в (1), последнее можно проинтегрировать численно, 
поскольку V(v) , W(x) и I не зависят от направления ©, 
а вид функции f(cp, б) обычно известен. Плотность падающе-
го потока будет вычислена. 

В работе [10] мы изложили идею определения чувстви-
тельности PJIC (h0 и ао) относительно максимума диаграм-
мы направленности путем совместного решения уравнения 
чувствительности и испарения. Более подробно алгоритм этой 
методики, предназначенной для вычисления h0i и а ш в лю-
бом направлении диаграммы направленности, приведен в ра-
боте [13]. Использование этой методики позволяет сделать 
оценки надежности аппроксимационных выражений V(v) , 
W(x) н селективной функции f(x, в ) . 

В табл. 1 приведены значения f I / v (х , d)=f1 / v(<p, &)=ао/щи 

Т а б л и ц а 1 
Значении селективной функции f (ф, 6 т ) 

(Г, град. 0 20 40 60 

f ь-7 (ф, а т ) 
Р(Ф, fim) 

1,00 
1ДЮ 

0,08 
0,05 

0,21 
0,18 

0,08 
0,05 

рассчитанные согласно уравнению (3) с использованием мо-
дели метеорного явления [15] относительно Р Л С г. Душан-
бе [ 1 4 ] д л я ф = 0, 20 , 40 , 60°; x = 6 m = 2 3 ° ; v = 40 к м / с . Т а м ж е 
для сравнения даны точные (в пределах применяемой физи-
ческой теории метеоров) значения — =F{%, О), полученные 

« p j 

путем совместного решения уравнения чувствительности и ис-
парения [13]. Расхождение между Г (у_, О) и F(x, •&) обуслов-
лено, видимо, тем, что выражение (3) недостаточно точно 
учитывает изменение a0i при изменении направления внутри 
диаграммы направленности. Можно показать, что если aoi 
имеет характеристическую высоту h0i, то для недоуплотнен-
ных следов 
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/ h • \ 3/2 
« O i - S ( h o ) ' - f - V x - e ) . 

Следовательно, показатель у предназначен для учета измене-
ния текущей характеристической высоты внутри диаграммы 
направленности по сравнению с аналогичной высотой для на-
правления максимума излучения. Очевидно также, что при 
изменении <р, б меняются не только направленные свойства 
антенной системы, но и условия совместного решения уравне-
ний чувствительности и испарения (рис. 1), что также влияет 
на расхождение F(x, ft) и f(x, ft) - Поэтому селективность ра-
диолокационной станции за счет диаграммы направленности 
невозможно учесть только функцией (3). 

Рис. 1 Графическое определение чувствительно-
сти РЛС ' 

Аналогично была вычислена суммарная селективная функ-
ция (D=V(v).W(x).fVv(x, # ) = a o / a 0 i для <р = 0°; % = 6ш, 20, 40, 
60° и V —16, 40, 72 км/с. В табл. 2 a>' :=V(v) -W(x) - f ' / v (x . .O) . 
причем аппроксимации для V (v) и W(x) взяты из работы [6], 
а Ф — точные значения, полученные путем совместного реше-
ния [13]. Как видно, селективные функции О. И. Бельковича 
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Т а б л и ц а 2 
Значении суммарной селективной функции 

® = V ( v ) . W ( x ) - f « T ( x , 0) 

20° 40° 60° 

v = 16 км/с 

Ф, 2,447 2,152 0,347 0,148 
Ф 2,669 2,124 0,149 0,064 

v = 40 км/с 
Ф, 1,000 0,894 0,123 0,037 
Ф 1,000 0,826 0,081 0,036 

v = 72 км/с 
Ф, 0,102 0,092 0,012 0,003 
Ф 0,029 0,026 0,007 0,004 

достаточно хорошо описывают избирательность радиолокаци-
онного способа наблюдения метеоров только близ опорной 
скорости 40 км/с и для координат радиантов, близких к на-
правлению максимального излучения радара. 

С помощью нового способа определения чувствительности 
РЛС [13] можно также оценить значения средней толщины 
метеорного слоя ионизации в любых направлениях плоскости 
эхо непосредственно из выражения (4). Суть алгоритма сво-
дится к перебору всех ионизационных кривых, имеющих в 
точйе максимума ионизации а ^ а щ , и определению для каж-
дой кривой диапазона высот h2 — h b в пределах которого от-
раженный импульс в зеркальной точке даст сигнал, больший 
или равный пороговому. На рис. 2 показаны области измене-
ния !§, hi и а, соответствующие распределению линейной 
электронной плотности вдоль следа с ограничениями на h2 и 
h, [5]., Здесь 1 — кривая чувствительности, построенная для 
максимума диаграммы направленности РЛС Гиссарской аст-
рономической обсерватории [14]; 2 — зависимость высоты 
максимума ионизации от а для метеороидов потока Геминид 
по модели К. В. Костылева [15]; 3 — кривая ионизации дан-
ного следа с а = аи и высотами начала и конца следа (где сиг-
нал равен пороговому) h2 и h l соответственно. Область ин-
тегрирования по а на рис. 2 определяется слева тем, что 
а0 — минимальное значение регистрируемой линейной элек-
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Рис. 2. Области изменения высот и электронной плот-
ности при вычислении толщины метеорного слоя иони-

зации 

тронной плотности в максимуме ионизатХии для данного на-
правления, а справа—точностью вычисления I. 

Для примера на рис. 2 показано накопление интеграла (4) 
в зависимости от ai для s = l , 4 и 2,4. Значения I равны при 
этом 1,75 и 1,08 соответственно. Аналогичные значения I, вы-
численные с использованием аппроксимаций из работы [6], 
составляют 1,85 и 1,16, что отличается от полученных нами I, 
не более чем на 7,5%. 

Модельные расчеты по описанному алгоритму для раз-
личных PJTC, потоков и направлений показали, что аппрок-
симация из работы [6] служит достаточно хорошим прибли-
жением для вычисления I при условии, что в качестве h0 бе-
рется характеристическая высота в данном , направлении 
плоскости эхо. 

В связи с тем, что аппроксимации селективных функций 
обладают недостаточной точностью во всем диапазоне мете-
орных скоростей и направлений, а также из-за необходимо-
сти пересмотра их при уточнении или смене физической тео-
рии метеорного явления, нами была разработана новая ме-
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тодика численного интегрирования дифференциального урав-
нения (1), которая и предлагается ниже. 

Пусть ш с — любая наперед заданная масса. Так как в 
точке максимума ионизации'cio=mo-const, то, используя сте-
пенной закон распределения метеоров по массе, получим 

Q(4) = 9Ш - З Ю ^ У " 1 * 

Тогда уравнение (1) можно переписать в виде 

N = Q(.rnc)Hsin-- ,x (' у ( c o s " 2 0 d 6 . (5) 
в \ ш о / 

Следовательно, если па каждом шаге интегрирования по-
лучать величины h0, mo, I с помощью алгоритма [13], то 
уравнение (5) легко решить относительно Q ( m c ) . При этом 
величину I можно получать либо на каждом шаге с помощью 
выражения (4), что ведет к большим затратам машинного 
времени, либо пользоваться достаточно точной аппроксима-
цией из работы [6]. 

Чтобы явно не зависеть от точности вычисления h0> m0, 
особенно от изменения Н в пределах метеорной зоны атмос-
феры (до ± 1 1 % от среднего, что вызывает аналогичные ко-
лебания в Q), уравнение (5) можно преобразовать и приве-
сти к виду 

N = Q ( m c ) s i n - 2 x m c S _ 1 f Icos- 2 ©d© = д ( т 0 ) т 0
8 - ' X 

"s 

X s i n - 2 x J I c o s - 2 6 d e , (6) 
0 

где 

1(0) = ( V ) ? (h2
2 - h , > - s d m . (7) 

В формуле (7) 1(0) вычисляется совершенно аналогично по 
вышеприведенному алгоритму или по аппроксимации из ра-
боты [П], предварительно умноженной на (Hhoimoj1-8) -1, для 
использования которой также необходимо знание Н, hoi. 

По предложенной методике вычисления плотности падаю-
щего потока создан комплекс программ, включающий следу-
ющие подпрограммы: 

— вычисление эфемериды радианта' потока; 
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— расчет параметра распределения масс; 
— выделение спорадического фона; 
— блок вычисления чувствительности РЛС; 
— расчет структурных характеристик (плотность падаю-

щего потока, пространственная плотность, приток вещества) 
метеорных потоков. 

Комплекс реализован на ЭВМ БЭСМ-б на языке АЛГОЛ. 
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АППРОКСИМАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 
ИСЗ СПЛАЙН-ФУНКЦИЯМИ 

В. А. Тамаров, А. Г. Серебренников 

1. Введение 

В некоторых задачах прикладной небесной механики воз-
никает необходимость в алгоритмах оперативного прогноза 
пространственных положений ИСЗ. Удобно использовать для 
этой цели какие-либо простые функции, аппроксимирующие 
решение, полученное предварительно численным методом. 
Достаточно подробно исследованы с этой точки зрения мно-
гочлены Чебышева [1], [2], [3]. 

В данной работе приводятся результаты приближения па-
раметров движения ИСЗ кубическими и рациональными 
сплайнами. 

2. Алгоритмы построения кубического и рационального 
сплайнов 

По определению [4] сплайном степени п дефекта v, по-
строенным на интервале [х0, XN] С заданным разбиением Д: 
х 0 < х ! < . . . < x N , называется функция S n ,v (x) , имеющая не-
прерывнее производные до порядка n—v и представляющая 
собой состыкованные друг с другом многочлены, как прави-
ло, одной и той же невысокой степени п 

S n , , ( x ) = v ak
!(x - Xj)k, х (= [x„x i + 1], i = 0, . . . , N - 1. 4 

k-0 
(1) 

Интерполяционным кубическим сплайном S(f ; х) называ-
ется сплайн, удовлетворяющий условиям S(f ; Xi)=f i , i = 0, 
1 , . . . , N , где f i—значения аппроксимируемой функции в уз-
лах сетки А, а также требованию непрерывности сплайна и 
его первой и второй производных во внутренних узлах Xj, i = 



= 1, 2 , . . . , N—1 сетки Д. Использование еще двух дополни-
тельных краевых условий позволяет однозначно определить 
коэффициенты, необходимые для построения сплайна. 

Из различных вариантов алгоритмов построения кубиче-
ских сплайнов, приведенных в [4], был выбран сплайн, пред-
ставляемый на каждом промежутке [xj, х1+1] формулой 

S(f;x) = fj(l - t)2(l + 2t) + f1+1tL'(3 - 2t) + 
+ m,hit(I - t)2 - m i + 1 h; t 2 ( l - t), (2) 

где гц = х ж — x b t = (x— Xi)/hb 
Д л я определения N + l неизвестных rni = S ' ( f ; Xt) служит 

система уравнений 
mo = fo'; 

+ 2mf + |XjBii+i = Cj, i = 1, . . . , N - 1: (3) 

вытекающая из условия непрерывности второй производной 
в точках xj, i = 1, 2 , . . . , N — 1, и краевых условий 

S'(f; х0) = f ' (x0) , S'(f; xN ) = f ' (xN )• (4) 
Здесь 

h j - ! + h j ' 

h i h i - ! 
(5) 

Решение системы (3) находится методом прогонки. 
Второй из использованных нами сплайнов (рациональ-

ный) является обобщением кубического сплайна и имеет 
вид [4] 

S r ( x ) = f ; ( l — t ) + f ( + I t + C j [ t 3 

D, LLZJJL 
1 + Qit 

_1 + Pi(l - t ) 

(1 - t ) 

t + 
(6) 

Здесь pi и <|i — заданные числа в интервале (—I, оо), а ко-
эффициенты Ci и D iравны 

г - _ Й + g M d 1 ) M i + ( 2 + д О М щ . 
(2 + q,)(2 + p , ) - l 
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n = ( 3 + Pi)( f i+i - f j ) - М ц + i - ( 2 + р О М Ч m 
1 ' (2 + qi)(2 + Pi) - 1 • 

Величины mi = SR'(xi) , i = 0 , . . . , N, определяются при по-
мощи системы уравнений 

m 0 = fo'; 

X iP i_1m i_1 + p-iPi- .(2 + 4i—I) + s4Qi(2 + PT)]m, + 

+ t*jQiffij+i = Cii ( 8 ) 
m N = f N ' ( i = l , 2 N - 1), 

где использованы следующие обозначения: 

Xi = i d T h : ; w = 1 ~ X i ; 

p =
 3 + 3 P i ~ ' + P i - ' 2 . 

(2 4 - q . _ , ) ( 2 + p , - , )— 1 • 

о - 3 + + H i ! . m 
~ (2 qj)(2 P i ) - 1 ' W 

с, =• Х , Р , _ , ( 3 + q H l ) + W Q i ( 3 + p») f i + ' h ~ f i - . 

В случае Pi = qi = 0, i = 0 , . . . , N — 1 , соотношения (6) — 
(9) для рационального сплайна переходят в соответствующие 
соотношения для кубического сплайна. 

3. Методика эксперимента 

Числовые расчеты были проведены для трех моделей 
И С З с периодами обращения 43085, 86170 и 7200 с. В каче-
стве аппроксимируемых функций использовались прямоуголь-
ные координаты и скорости спутника. Сетка узловых значе-
ний координат и скоростей, необходимых для построения 
сплайна (использовалось равномерное разбиение), а также 
эталонные значения, необходимые для определения погреш-
ности построенного сплайна, находились численным интегри-
рованием уравнений движения спутника по программе 
Н. А. Шарковского, реализующей интеграторы Р у н г е — К у т -
ты — Ннстрема различных порядков [5]. При этом учитыва-
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лись возмущения от гармоник геопотенциала второго поряд-
ка и лунно-солнечного притяжения. 

Исходные системы элементов орбит спутников взяты сле-
дующими: 

Модель № I Модель № 2 Модель № 3 

T = 4 3 0 8 5 с 
е = 0 , 0 1 
i = 63°,4' 
w=80° 
ft = li 0° 
M = 0 

a =42166,0819 км 
e=0,01 
1=10° 
a = 3 0 ° 
Q = 15° 
т = 39600 с 

a = 8058,9271 км 
e=0,05 
i = 6 5 ° 
a — 4 5 ° 
Q = 72° 
M = 230° 

Здесь a, e, i, ь>, Q, M—кеплеровы элементы орбиты; T-—пе-
риод обращения спутника вокруг Земли; т—момент прохож-
дения через перигей. 

Вычисления были организованы так, что подыскивалось 
минимальное число разбиений промежутка аппроксимации, 
необходимое для достижения заданной точности, которая 
варьировалась в интервале от 10 км до 1 м. 

Параметру pj и qi, входящие в формулы для построения 
рационального сплайна, определялись перебором всех воз-
можных значений этих величин от 0 до —0,1 с шагом 
d =—0,0001 (небольшой опыт работы с рациональными сплай-
нами показал, что в нашем случае величины pi, qi следует 
задавать в интервале (- 0,1; 0)) , 

Результаты расчетов представлены в таблице. 

£км 

Модель № 1 Модель № 2 Модель № 3 

£км 
Ns N S r N s Ns Ns R 

10 11 8 12 9 9 8 
9 11 8 13 10 9 8 
8 11 8 13 10 10 8 
7 12 8 13 10 10 8 
6 12 8 14 10 10 8 
5 13 9 14 . 10 10 8 
4 13 9 15 1! 12 8 
3 14 10 16 11 12 8 
2 16 10 18 12 15 9 
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П р о д о л ж е н и е т а б л и ц ы 

Модель № 1 Модель № 2 Модель № 3 

В км 
N s Ns s R Ns N s R N s N S r 

1 19 12 21 14 15 12 
0,9 19 13 22 14 16 12 
0,8 20 13 22 15 16 12 
0,7 20 13 23 15 18 12 
0,6 21 14 24 16 18 12 
0,5 22 14 25 17 18 12 
0,4 23 15 27 17 20 15 
0,3 25 17 28 19 20 15 
0,2 27 18 31 21 24 16 
0,1 32 23 37 26 30 20 

0,09 33 23 38 28 30 20 

0,08 34 23 39 28 30 20 
0,07 35 24 40 29 30 20 
0,06 37 24 42 31 30 20 
0,05 39 25 44 33 32 24 
0,04 40 26 46 34 36 24 
0,03 44 28 50 38 36 24 
0,02 48 3i 55 48 40 30 
0,01 57 37 65 56 48 36 
0,009 59 38 67 57 48 36 
0,008 61 39 69 57 50 36 
0,007 63 41 71 57 60 36 
0,006 65 42 75 57 60 36 
0,005 67 45 78 57 60 40 
0,004 72 47 83 57 60 40 
0,003 77 50 88 59 64 45 
0,002 85 57 98 65 72 48 
0,001 70 82 90 60 

Здесь е к м — заданная точность аппроксимации, измеряе-
мая в километрах; NS и NSR — число разбиений интервала, 
равного одному обороту спутника, для кубического и рацио-
нального сплайнов соответственно. 
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4. Заключение 

Резюмируя опыт, накопленный нами в процессе работы 
над сплайновой аппроксимацией параметров движения ИСЗ, 
и подводя итоги численного эксперимента, можно сказать 
следующее. 

В силу того, что сплайн, аппроксимирующий численное 
решение на каком-либо промежутке, имеет кусочно-много-
членную структуру, его преимущество в плане оперативности 
(например, перед чебышевскими полиномами) очевидно. Опе-
ративность расчета по сплайновой формуле обусловлена ко-
личеством арифметических операций, необходимых для вы-
числения только одного звена сплайна, относящегося к про-
межутку [xi, x1 + i ] , содержащему момент х, на который осу-
ществляется прогноз. При использовании кубического сплай-
на минимальное число арифметических операций равно 14: 
9 сложений, 4 умножения и 1 деление. Д л я случая равномер-
ной сетки алгоритм поиска промежутка [xj, x j + i ] , которому 
принадлежит момент х, может заключаться в вычислении це-
лого от (х—Xo ) /h , где h — шаг сетки, что не приводит к су-
щественным дополнительным затратам времени. 

Числовая информация, определяющая сплайн, состоит из 
массива узловых точек Xj, значений аппроксимируемой функ-
ции в узловых точках fj, коэффициентов сплайна rni( свобод-
ных параметров pi, qi (в случае рациональных сплайнов) и 
значений производной от аппроксимируемой функции в гра-
ничных точках интервала прогнозирования. Таким образом, 
число узлов сетки, на которой строится сплайн, определяет 
объем необходимой для его построения информации. Из этой 
информации можно исключить коэффициенты сплайна mi, 
объединив алгоритм их вычисления с алгоритмом вычисления 
значения сплайна. 

В результате расчетов, приведенных в таблице, определе-
но число узлов, необходимое для аппроксимации на одном 
обороте с заданной точностью параметров движения трех 
различных моделей И С З кубическими и рациональными 
сплайнами. Аппроксимация при помощи рационального 
сплайна на сетке с фиксированным числом узлов дала в сред-
нем точность в пять раз выше, чем при использовании куби-
ческого сплайна. Очевидно, организация более удачного ав-
томатического подбора свободных параметров р ь qt могла 
бы еще улучшить этот результат. 
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Для сокращения информации об узлах и узловых значе-
ниях сплайна можно использовать представление сплайнов в 
виде так называемых В-сплайнов [4]. Кроме того, уменьшить 
объем хранимой информации можно, используя неравномер-
ную сетку, для построения которой необходимо оценивать 
каким-либо образом четвертую производную от аппроксими-
руемой функции. 
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АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 
ОТ ЛУННО-СОЛНЕЧНЫХ ПРИЛИВОВ В ЧИСЛЕННОМ 

ИНТЕГРИРОВАНИИ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ИСЗ 

Н. А. Шарковский 

Одной из причин изменения гравитационного поля Земли 
со временем является деформация, возникающая в результа 
те притяжения внешним телом каждого ее элемента. 

Поскольку возмущающий потенциал внешнего тела, дей-
ствующий на элементы массы Земли, можно представить в 
виде разложения по сферическим гармоникам, то все дефор-
мации в теле Земли могут быть описаны теми же гармони-
ками, умноженными на числовые коэффициенты, которые ха-
рактеризуют ее упругие свойства. 

Этот факт, установленный Лявом, можно интерпретиро-
вать несколько иначе — каждая гармоника потенциала внеш-
него тела, умноженная на числовой коэффициент, может рас-
сматриваться как поправка в соответствующий гармониче-
ский коэффициент гравитационного поля Земли. Алгоритм 
вычисления этих поправок, удобный для реализации его на 
ЭВМ, предложен в настоящей работе. Возмущающий потен-
циал, обусловленный лунными (солнечными) приливами в 
теле Земли, имеет следующий вид [1]: 

где k n — ч и с л а Лява; ц ' — гравитационная постоянная воз-
мущающего тела; ае — экваториальный радиус Земли; г и 
г' — соответственно геоцентрические расстояния до спутника 
и возмущающего тела; ф — угол между ними в предположе-
нии, что Земля — идеально упругое тело. Вследствие того, что 
Земля не является идеально упругим телом, направление на 
максимальное вздутие приливного горба не будет совпадать 
с направлением на возмущающее тело на некоторый угол т. 
Будем предполагать, что т есть двугранный угол между плос-



костями меридианов, проходящих через максимальное взду-
тие приливного горба и возмущающее тело. Следовательно, 
аргумент cos гр, входящий в соотношение (1), может быть вы-
ражен через экваториальные координаты спутника (а, б), 
возмущающего тела (а ' , б ' ) , и угол т посредством соотноше-
ния 

cos = sin б sin б' + cos б cos б' c o s ( a ' + T — а) . (2) 
Воспользуемся теперь теоремой сложения для полиномов 

Лежандра. Тогда получим 

р п ( с о з ф ) = 2 (2 - s m o ) i " ? " } ; p „ » w ) p n » t r t n g х 
т - о 1 

X COs[m(a 1 - f х - a ) ] . ( 3 ) 
где ' \ (v)—присоединенные полиномы Лежандра; бто — 
символ Кронекера. 

Представим cos (a ' + t — а) в виде 
cos(a' + - а) = Re(e 

и, вводя полностью нормированные полиномы Лежандра 

F n
m (v ) = i / ( 2 s<-" + ~ Ё П Pn

m(vs, " V (11 + т ) ! 
запишем формулу (3) следующим образом: 

Pn(cosq>) = Re v ' e - ' ^ P n
m ( s i n 5 , ) F n

m (sinS) X 
m~0 + 1 

~Pn
m (sin5')e- i r a t l 'e i r a a . (4) 

В соотношении (4) разделены члены, относящиеся к коорди-
натам спутника и возмущающего тела. Определим далее при 
ОЕ^ГПЕ '̂П следующие шаровые функции: . 

• _ Pn
m(sinS)e'1"a 

V ПГП — rn-rl » 

. ? n
m ( s ' n ^ ) e ~ ' " ' " ' v n m — ^ / j n + i • 

Перейдем в формулах (5) к прямоугольным координа-
там (х, у, z) и (х', у', г ' ) . Штрих означает, что данные коор-
динаты относятся к возмущающему телу. 
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Получим 

v _ Zn m(2,r)(x + jy)m . 
• n m - r2ii+i ' 

V * - Z n m ( z V ) U ' - i y Q m 

Vnm — -jpju'ii+i • И 

где функции /nm определены соотношением 

7 = У (2 - Smf,)(2n + 1)(п - т ) ! ( п + т > | „ 
п т 2 " п ! Х 

У - 1 ) К / Т + 2 К \ / П V п - т - з З Ё л й т 

- о 22 к I к Д т + 2 к Г ' 
Выражения 

Ham = 2 П т М ( х + iy ) m ; 
H n m * = 2 n m ( z ' , r ' ) ( x ' - iy ' ) m (8) 

представляют собой стандартные полностью нормированные 
сферические гармоники степени m и порядка п. 

Заметим, ЧТО фуНКЦИИ Vnm и Vnm* будут иметь одну и ту 
же схему вычислений, поскольку Vnm* является величиной, 
комплексно сопряженной с 

v , _ Z ( z ' , r ' ) ( x ' + i y ' ) m 

nm • У*> 

Для отрицательных значений m в (9) выполняется следу-
ющее равенство: 

V ' n - m = ( - l ) m V n m * . ( 1 0 ) 
Учитывая предыдущее замечание, введем для шаровых 

функций Vnm и Vnm' общее обозначение vnm, а прямоуголь-
ные координаты любого из рассматриваемых тел (ИСЗ, Лу-
на, Солнце) будем обозначать через (х ь х2, х3). 

Алгоритм Канингема [2] для вычисления полностью нор-
мированных v n m запишется в виде 

v n n = ] / ( 2 п + 1 ) ( 2 - В п ^ ) (x t + lx2) = т ) 

" V ( 2 — 8 n _ 1 i Q ) 2 n Р2 п , - п ' 

v n 
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_ -I f (2n -f i ) [ ( n - l)2 — m2 | Vn-g.m ( 1 ] ) 

V (n2 - m2)(2n - 3) P2 

где p2=Xi2+X22+X32, а начальные значения Voo=l/p. 
Покажем необходимость использования только двух соот-

ношений, вместо трех, которые приводит Канингем. 
Третье рекуррентное соотношение дано Канингемом для 

случая, когда п — ш = 1 . Из последнего соотношения в (11) 
видно, что при п — ш = 1 коэффициент у второго слагаемого 
в правой части равен нулю. Следовательно, если мы будем 
использовать только первое слагаемое, то получим точное вы-
ражение для третьего рекуррентного соотношения. Очевидно, 
что для него нет необходимости вводить отдельную схему 
вычисления. 

Запишем теперь возмущающий потенциал (1) в виде раз-
ложения по шаровым функциям 

W - j r t t e £ 2 к " о С - Л v n a T v n № ( 1 2 ) 
n = 2 m = 0 " U 1 

В этом выражении выполним редукцию за поворот на угол 
шт функций Vnm*. 

Редуцированные Vnm* определяются формулой 

Vnm* = (cosmxReVntn* - sinrnxImVnm*) -
— i(sinmxReVm n* + cosm-ImVnm*), (13) 

причем функции cos mt и sin т т могут быть также определе-
ны рекуррентным способом 

cosmx = cos(m — l)xcosx — sin(m — l)xsin-:; 
sinmx = cos(m — l)isiiK + sin(m,— D^cosx. (14) 

Аналогичная ситуация возникает и в случае приведения гар-
монических коэффициентов гравитационного поля Земли к 
осям фиксированной в пространстве системы координат, по-
этому приведенные выше соотношения (13) и (14) могут 
быть использованы и для этого случая. 

Для вычисления ускорений, вызываемых приливным по-
тенциалом, продифференцируем выражение (12) частным об-
разом по координатам спутника (xi = x, Хг = у, Хз=г) . В ре-
зультате получим 

u/Re f v М е ' п + | е - " " v * 
dx, — ^ R < 2 п + 1 dxj ' <15> 

4! 



Для частных производных от шаровых функций Vnm так-
же имеют место рекуррентные соотношения: 

= ~2 A n m V n + 1 , m + i + Bn mVn+iim-i); 

" v i i m _ ' /« \ j ! r> у i-jjy — 2 v nmv n + t.m-i T Djim'n+i.m-ifi 

= - C f f m V n _ , , m . ( 1 6 ) 

Коэффициенты Anm, Bn m и Cnm имеют следующий вид: 

A = 1 Г 12 - 5Шо)(2п + 1)(n + m + 2 ) ( n + m + l ) , 
" m V ( 2 - 8 r a + 1 , 0 ) ( 2 n , + 3) 

Bnc 
( 2 - й - am0)(2n + l)(n - ш 4 2)(n m + 1 ) 

(2 - ! f f l - , l 0 ) ta f t + 3) 

Cnm = l / ( 2 " - D ( n + m + l ) ( n - m + l) ( I 7 ) пш V 2n + 3 
Заметим, что A „ _ m = B n m . Следовательно, при m = 0 они 

равны. В этом случае в выражениях (16) нужно функции 
Vn+i -1 заменить на —Vn+i i* в соответствии с соотношени-
ем (10). 

Если возмущения от зональной части в (15) вычисляются 
отдельно, то лучше использовать следующие выражения: 

д ^ п о _ _ д п д — rtn0K;ev n-i-i. i, 

° . V ; 1 = . . \ R 1 ! m V t : . i, •; 

л\г , 
= — C„oV n t „ 0 . (18) dz 

Как известно, потенциал притяжения Земли может быть 
представлен в виде [-2]: 

„ СО Л 

и = f 4- u R e y 2 a e " ( c n m - l § n m ) V n m , (19) 
n=2 m=0 

где |я — гравитационная постоянная Земли; cnm—isnm—пол-
ностью нормированные гармонические коэффициенты. 



Сравнивая выражения (19) и (12), видим, что если ввести 
обозначение 

2 и,. Ь р—imi я П + 1 
S-, = v - i L JLns v 1* (20) 

^ [j. 2н + 1 V n m J • 

где 1 — номер возмущающего тела, то можно получить сле-
дующее выражение для геопотенциала, искаженного за счет 
приливной деформации: 

0 = ^ + ; x R e 2 £ a / Y n m V W (21) 
n = 2 m=0 

где 0 = U + W; 

Tnrn = ( c n m ' s n m ) "I" 
Величины бушп= (Scnm—i6sn m) можно рассматривать как 
поправки в гармонические коэффициенты (cnm, § ш п ) . Эти по-
правки будут отображать изменение гравитационного поля 
Земли вследствие приливов. 

Таким образом, можно по единому алгоритму произво-
дить вычисления шаровых функций гравитационного поля 
Земли и поправок в гармонические коэффициенты, соответ-
ствующие этим функциям. Алгоритм вычисления поправок 
удобен при численном интегрировании уравнений движения 
ИСЗ, так как построен по типу алгоритма Канингема, кото-
рый получил широкое распространение в задачах небесной 
механики. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА DUD 
К ЗАДАЧЕ УЛУЧШЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ОРБИТ 

С. С. краев 

Метод DUD, предложенный Рэлстоном в 1975 г. [4], при-
меняется к задаче улучшения параметров орбит. Метод не 
требует вычисления производных и обладает характеристи-
ками сходимости методов ньютоновского типа. Свойства схо-
димости метода исследуются на модельной задаче. 

В практике улучшения параметров математических моде-
лей по результатам измерений обычной является процедура 
минимизации функции вида 

ф ( ё ) = [ r (g , t ) - r * ] T K - ' [ r ( g , t ) - г*]. (1) 
Здесь с]—m-мерный вектор определяемых параметров; 

г (q, t ) — р а с ч е т н ы й N-мерный вектор измеряемых парамет-
ров; г* — N-мерный вектор измерений; К - 1 — весовая матри-
ца измерений. 

Задача минимизации функции вида (1) сводите» к реше-
нию системы нелинейных уравнений 

RTK - 1[r( g ,t) — г*] = 0. (2) 
Здесь R — матрица размерности N X m , элементы (R)ij кото-
рой являются производными dn/dgj, i = l, N; j = l , m. Д л я ре-
шения системы уравнений (2) применяется итерационный ме-
тод Ньютона 
gn+i = i n - {(RTK - 1R + G) - 'RTK - 1 Ir (g , t ) - r*])g = g n . (3) 
Здесь G — матрица, элементами которой являются комбина-

д2г, 
ции вторых частных производных ^ ^ — > элементов матри-
цы К - 1 и элементов [r(q, t) — г * ] . В задачах улучшения па-
раметров орбит, как правило, используется модификация схе-
мы (3), носящая название метода Гаусса—Ньютона: 



g n + 1 = g n - f ( R T K - 1 R ) - 1 R r K - 1 [ r ( g , t ) - r * ] j i = i n . (4) 
Если начальные значения параметров q0 достаточно близки 
к решению, то процесс (4) сходится быстро. Методы прямо-
го поиска минимума функции (1) позволяют расширить об-
ласть сходимости по сравнению с процессом (4), но требуют 
больших вычислительных затрат. Наиболее эффективными из 
них являются методы симплексного типа. В работе [1] пока-
зано, что эти методы могут быть использованы на этапе 
предварительного улучшения грубых значений параметров с 
последующим их улучшением методом Гаусса—Ньютона. 

В данной работе применяется новый метод DUD, не тре-
бующий производных [4]. Название метода происходит от 
английского doesn' t use derivatives, а свойства его исследу-
ются на модельной задаче определения параметров орбит. 

Описание метода 

Пусть gi, g 2 , . . . , gm+k— комплекс точек в пространстве 
параметров, где m — размерность этого пространства. Рас-
положим точки в порядке убывания значений минимизируе-
мой функции, то есть 

ф ( § 1 ) ^ ф ( ё 2 ) 5 * . . - > ф ( ё т + к ) . _ (5) 

Определим линейную функцию некоторых параметров а сле-
дующим образом: 

= r(«m+k> + (6) 
где i-й столбец матрицы AF, который задается через 

AFi = r(gi) - r ( g m + k ) . i = 1, 2. . . . , m + k - 1. (7) 

Линейные параметры а находятся из решения задачи мини-
мизации функции 

ЧГ(«) = Щ>) - r*]T[f(a) - Г*]. (8) 
Очевидно, что 

« = (AFTAF)~1)AFT[r* - r ( g m + k ) ] (9) 
Новая величина вектора параметров §NEW определяется из 
уравнения 

gNEW = gm+k + д в а , (10) 



где i-й столбец матрицы Д0 задается соотношением 
Д « г st — й- .и ; 1=1, 2 , . . . , m + fc—1. (11) 

Заменяем один из векторов (обычно g i ) на g N E W и возобнов-
ляем процесс по формулам (5) — £11). 

Особый критерий сходимости ие является целой состав-
ной частью алгоритма. Можно использовать, например, кри-
терий 

0 ( g m + k ) s S E P S ( 1 2 ) 
или 

• 1 Ф ( ё к Е ^ ~ Ф ( § | ) ' < EPS, U 1, 2, . . , , m + к. (13) 

В методе-Гауссу—Ньютона критерием сходимости является 
уменьшение значения минимизируемой функции на каждом 
шаге итерационного процесса (4). Метод DUD допускает ко-
лебания значений минимизируемой функции Ф, однако сис-
тематическое увеличение или резкое возрастание значения 
функции на первом шаге может привести к расходимости. 

Модельный пример 

В качестве примера рассматривалось движение матери-
альной точки в экваториальной плоскости уровенного эллип-
соида вращения. Наблюдаемый вектор положения точки оп-
ределялся следующим образом: 

r i* = Hgue™ 1 , 1 - H V ; 
ai* = a(gHCT, t i ) + 6 / ' . 

Здесь г — радиус-вектор положения точки; a — прямое вос-
хождение; йист(а, е, }t, v) •—истинные значения параметров 
начальных условий; а — большая полуось орбиты; е — экс-
центриситет; ц, v — угловые переменные; б', 8" — ошибки из-
мерений, моделируемые с помощью датчика случайных чисел. 

Минимизировалась функция 

ф = 2 [[r(g.ti) - C P + ^ H f e t i ) - ^ * ] 2 ! . 
С — 1 

Расчет величин г, а производился с точностью до е3, 1е со-
гласно соотношениям, приводимым в [2]. Ошибки измерений 
определялись при следующих значениях параметров: сг = 0",1; 
M ( a ) = 0 . Вычисления проводились для 30 моментов, причем 
выборка измерений состоит из двух групп, равномерно по-
47 
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крывающих дуги длиной 180° и отстоящих друг от друга на 
интервале времени, равном 200 оборотам точки. При этом 
момент времени, на который определялись оценки парамет-
ров, находился посередине рассматриваемого интервала. 

В табл. 1 приведены расчеты по методу DUD. Значение к 
принималось равным 1, т. е. любые пять векторов в таблице 
образуют текущий симплекс, на основе которого получается 
следующий вектор параметров. Знаком Л помечены значе-
ния параметров в вершинах симплекса. Для сравнения мето-
дов Гаусса—Ньютона (GNM), симплексного метода (SIMP-
LEX) и метода DUD за единицу вычислений было принято 
вычисление минимизируемой функции или эквивалентное в 
задачах улучшения параметров орбит вычисление m произ-
водных по параметрам от функции Ф. В табл. 2 приводится 
точность полученного различными методами решения, об-
ласть сходимости и вычислительные затраты в принятых еди-
ницах. 

В целом метод DUD быстро сходится и имеет большую 
область сходимости. Однако четких критериев, определяю-
щих область сходимости, нет. В методе DUD, как и в симп-
лексном методе, характеристики сходимости существенно за-
висят от взаимного расположения вершин симплекса на каж-
дом шаге процесса. При систематическом ухудшении или за-
цикливании процесса в методе DUD необходимо предусмот-
реть перестройку и изменение вершин симплекса. 

Многочисленные расчеты с помощью метода DUD и его 
модификаций показали, что метод имеет самостоятельное зна-
чение и может использоваться в сочетании с методами симп-
лексного типа на этапе предварительного улучшения пара-
метров с последующим их улучшением методом Гаусса — 
Ньютона. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕЛИОЦЕНТРИЧЕСКИХ 
СКОРОСТЕЙ МЕТЕОРОВ 

Ю. И. Волощук, Б. Л. Кащеев, А. А. Ткачук 

Одной из важнейших характеристик метеорных тел явля-
ется их распределение по скоростям. Чаще всего рассматри-
ваются распределения внеатмосферных v<x> или геоцентриче-
ских vg скоростей метеорных тел. Это объясняется тем, что 
для решения большинства научных и прикладных задач, свя-
занных с физикой метеорных явлений, с атмосферой Земли 
или околоземным космическим пространством, необходимо 
знать именно эти скорости метеорных тел. Играет роль и то 
обстоятельство, что определение скоростей v<x> и Vg по наблю-
дениям значительно проще, чем определение гелиоцентриче-
ских скоростей Vh метеорных тел, поскольку в последнем слу-
чае необходимы базисные наблюдения. 

Как известно, внеатмосферные скорости метеорных тел, 
принадлежащих к Солнечной системе, находятся в пределах 
приблизительно от 11 до 73 км/с, а распределение скоростей 
наблюдаемых метеоров имеет довольно сложный двумодаль-
ный характер (рис. 1). Вид этого распределения определяет-
ся многими факторами: истинным распределением скоростей 
Vh метеорных тел, орбитальным движением и притяжением 
Земли, селективностью метода наблюдения и пр. Эффект дви-
жения Земли по своей орбите сказывается очень сильным и 
приводит к тому, что наблюдаемое распределение Voo зависит 
от времени суток и является функцией координат радиантов 
метеоров, прежде всего, элонгации радиантов от апекса Зем-
ли [1—4]. 

Физический фактор замечаемости метеоров оказывает наи-
большее влияние на распределение скоростей v» и vg , по-
скольку является функцией скорости метеоров. В зависимости 
от принятых моделей физической теории метеоров исправлен-
ные за селективность наблюдений распределения внеатмос-
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Рис. 1. Распределения внеатмосферных скоростей метео-
ров по радионаблюдениям 16—22 июня 1975 г.: 

наблюдаемое распределение; — ис-
правленное с учетом замечаемости (геометрический и 

физический факторы) 

ферных или геоцентрических скоростей метеорных тел полу-
чаются различными [5]. 

Эти особенности затрудняют практическое применение 
распределений скоростей v „ и vg (в частности, их аппрокси-
мацию, построение математической модели и ее использова-
ние для расчетов на ЭВМ). В этом смысле более удобным мо-
жет оказаться применение распределений гелиоцентрических 
скоростей метеорных тел. Распределения метеоров по Vh име-
ют более простой вид, есть основания считать, что они мало 
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изменяются для разных областей небесной сферы и более 
стабильны во времени [6, 7]. Можно также ожидать, что се-
лективность наблюдений (как геометрический, так и физиче-
ский факторы замечаемости) должна не очень сильно иска-
жать распределения гелиоцентрических скоростей метео-
ров [81, поскольку при усреднении данных наблюдений за пе-
риод более суток при любой скорости Уь будут регистриро-
ваться метеоры со всевозможными скоростями Voo и любыми 
радиантами (доступными для наблюдений на данной широ-
те) . 

Некоторое усложнение расчетов, связанное с применением 
в качестве исходного распределения гелиоцентрических ско-
ростей метеоров вместо распределения геоцентрических ско-
ростей, не является существенным в связи с широким внед-
рением в практику ЭВМ. Зато таким путем можно в какой-
то мере избежать трудностей, вызванных отсутствием экспе-
риментальных распределений геоцентрических скоростей ме-
теоров для углов элонгации радиантов от апекса е>120° — 
150°. 

Нами была поставлена задача исследовать распределения 
гелиоцентрических скоростей метеорных тел по данным мно-
голетних радиолокационных наблюдений метеоров до +12™ в 
Харькове. При обработке экспериментальных данных учтены 
с помощью весовых множнтелей геометрический и физиче-
ский факторы замечаемости радиометеоров, рассчитанные по 
методике, изложенной в работе [9]. Астрономическая селек-
ция наблюдений не учитывалась, поскольку в настоящей ра-
боте не рассматривается истинное распределение метеорных 
тел в Солнечной системе. Кроме того, до настоящего времени 
среди исследователей все еще нет единого мнения о правиль-
ной методике учета астрономической селекции. 

Были проанализированы результаты измерений скоростей 
и радиантов свыше 100 тысяч индивидуальных метеоров по 
наблюдениям 1975—1977 гг. Наблюдения проводились круг-
лосуточно циклами по 5—10 суток в каждом месяце (иногда 
и больше). Были построены общие (со всей наблюдательной 
части небесной сферы) распределения гелиоцентрических 
скоростей метеорных тел для каждого месяца отдельно, сред-
негодовые распределения и частные распределения для от-
дельных участков небесной сферы. Небесная сфера разбива-
лась при этом на «клетки» размером Ю^Х 10° в эклнптикаль-
ной гелиоцентрической системе координат. 

На рис. 2 показано усредненное за три года наблюдений 
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Рис. 2. Усредненное распределение гелиоцентрических 
скоростей метеоров по радионаблюдениям 1975—1977 гг. 

(обозначения см. на рис. 1) 

распределение гелиоцентрических скоростей метеорных тел. 
Оно является типичным для всех циклов наблюдений, поэто-
му отдельно для каждого месяца распределения не представ-
лены. Вместо этого в таблице приведены некоторые парамет-
ры распределений гелиоцентрических скоростей (среднее зна-
чение скорости V,- наиболее вероятное (модальное) значение 
скорости vM и соответствующее значение вероятности WM), 
а также указано количество метеоров N, по которым полу-
чены распределения. Для каждого месяца объединены дан-
ные за три указанные выше года. 

Можно отметить очень высокую статистическую обеспе-
ченность результатов измерений: среднемесячные распреде-
ления построены по нескольким тысячам метеоров, а сред-
негодовые — по десяткам тысяч. Это исключает случайные 
статистические ошибки, обусловленные эффектом малой вы-
борки. По данным, приведенным в таблице, видно, что рас-
пределения гелиоцентрических скоростей метеорных тел из-
меняются в течение года и ряда лет незначительно. Среднее 
значение скорости находится в пределах 31,5—33 км/с. Боль-
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Параметры распределений гелиоцентрических скоростей метеорных тел 

Месяц или год V, км/с Vк, км/с WM 

Январь 
Февраль 
Март 
Апрель 
Май 
Июнь 
Июль 
Август 

Сентябрь 
Октябрь 
Ноябрь 
Декабрь 
1975 
1976 
1977 

32,7 3 6 0,122 9 0 8 0 

32,2 { 31 
3 0 

0,134 
0,132 10333 

33,0 3 6 0 .139 5221 
32 ,0 3 5 0 ,138 8579 
32,0 3 5 0 ,132 3 9 5 1 

31,9 ( 2 9 0 ,115 31,9 1 33 0 , 1 2 3 9626 
31 ,5 29 0 ,111 12483 

31 ,9 F 29 
! 3 3 

0 ,107 
0,114 

12570 

32,0 ( 29 
1 3 3 

0 ,111 
0 ,122 

9 3 7 7 

32,2 31 0 ,114 6 1 8 8 
32,2 34 0 ,113 4 3 6 6 
32 ,3 3 3 0 ,117 8169 
32,2 3 5 0 ,124 53204 
32 ,3 34 0 ,120 3 3 3 0 2 
32,1 3 5 0 ,167 15013 

шинство распределений имеет одномодальньтй характер. 
В некоторые месяцы (февраль, июнь, август, сентябрь) наб-
людается два близко расположенных максимума с небольши-
ми «провалами» между ними, но статистически они незначи-
тельны. 

На краях распределений значения N относятся не к ин-
тервалу скоростей Vh = 2 км/с, как для всего остального рас-
пределения, а для Vh<18 км/с и Vh>42 км/с, поэтому увели-
чение здесь N не означает увеличения плотности вероятности. 
Метеорных тел со скоростями Vh<18 км/с наблюдается 2— 
3%, а тел, скорость которых превышает параболический пре-
дел,-— в среднем около 5%. Часть из них можно объяснить 
случайными ошибками измерений. 

Можно т а к ж е отметить малое различие (не превышаю-
щее 1—2%) наблюдаемых и исправленных за замечаемость 
распределений гелиоцентрических скоростей метеоров. Это 
подтверждает сделанное выше предположение о несуществен-
ном влиянии селективности наблюдений на истинное распре-
деление Vh. 

Как показали исследования, распределения и среднее зна-
чение гелиоцентрической скорости метеорных тел для разных 
областей небесной сферы изменяются, но значительно мень-





ше, чем распределение геоцентрических скоростей. Характер 
изменений такой же, как отмечен в работа^ [5, б] : наиболь-
шую среднюю гелиоцентрическую скорость (35—38 км/с) 
имеют метеоры, радианты которых находятся в антиапексной 
области и вблизи плоскости эклиптики. С увеличением широ-
ты радиантов средняя скорость % уменьшается на 4—5 км/с. 
Однако с достаточной для многих практических целей точ-
ностью можно считать распределение гелиоцентрических ско-
ростей метеорных тел независимым от координат радиантов 
и времени года. 

Представляет интерес сравнить полученные в настоящей 
работе распределения с результатами фотографических наб-
людений метеоров. На рис. 3 показаны наблюдаемые распре-
деления гелиоцентрических скоростей ярких [10] и слабых 
[11] фотографических метеоров. Как видно из рисунка, эти 
распределения существенно отличаются от распределения 
скоростей мелких метеорных тел по данным радионаблюде-
ний. Если для слабых радиометеоров среднее значение 
у ь » 3 2 км/с, для более крупных — v u « 3 4 км/с [6], то всего 
лишь 10% слабых фотографических метеоров имеют скорость 
Vh<32 км/с, а ярких фотографических метеоров, по данным 
работы [10], с такими скоростями вообще не зарегистриро-
вано. Близкие результаты получены и в работе [12] (за ис-
ключением того, что распределение Vh имеет явно выражен-
ный двумодальный характер) . В распределении скоростей 
слабых фотографических метеоров (см. рис. 2 ,6) обращает 
на себя внимание очень высокая концентрация метеоров в 
интервале vi. -36—42 км/с (около 60%) . 

Хотя распределение скоростей по фотографическим наб-
людениям и не исправлено с учетом факторов селективности, 
можно сделать вывод, что средние гелиоцентрические скоро-
сти метеорных тел уменьшаются с уменьшением их массы. 
Такой же вывод следует и из анализа распределений эле-
ментов орбит. 
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ОБ УЧЕТЕ АСТРОНОМИЧЕСКОЙ СЕЛЕКЦИИ 

В. С. Заболотников 

Исследования распределений элементов орбит метеорных 
тел имеют очень большое значение для понимания природы 
метеорного вещества в Солнечной системе. Однако вследст-
вие того, что частицы, движущиеся по орбитам разных форм, 
размеров и наклонений, имеют различную вероятность попа-
дания на Землю, экспериментальные данные искажены наб-
людательной селекцией, которую обычно называют астроно-
мической. Поскольку распределения являются практически 
единственным источником информации о происхождении спо-
радического метеорного вещества, то вопрос учета астроно-
мической селекции имеет принципиальное значение. 

В настоящее время для учета влияния астрономического 
фактора чаще всего используется формула Э. Эпика [1], 
приведенная Ф. Уипплом [2] к более удобному для этой цели 
виду. Такое применение формулы основано на чисто физи-
ческих соображениях, так как позволяет вычислить вероят-
ность столкновения метеорного тела с Землей за промежу-
ток времени, равный периоду его оборота по своей орбите. 
В то же время Эпиком решалась совершенно другая задача, 
поэтому необходимо более строгое математическое обосно-
вание использования с иной целью полученной им формулы. 
До сих пор такого обоснования сделано не было, что являет-
ся достаточно серьезной причиной для того, чтобы еще раз 
рассмотреть вопрос учета астрономической селекции. 

Рассмотрим фазовую функцию, полностью описывающую 
структуру всего облака межпланетных метеорных частиц. 
В качестве аргументов этой функции выберем шесть Кепле-
ровых элементов, характеризующих форму, размеры и ори-
ентацию орбиты в пространстве, а также положение частицы 
на траектории. Поскольку в небесной механике существуют 
модификации одних и тех же элементов, то выбор аргумен-
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тов становится неоднозначным и может быть сделан по-раз-
ному. Однако фазовая функция, определенная в какой-либо 
конкретной системе параметров кеплеровой орбиты, путем 
замены переменных может быть переписана в любом другом 
ее виде, поэтому без потери общности выберем в качестве ар-
гументов следующий набор элементов: а — большая полу-
ось; е — эксцентриситет: i — наклонение плоскости орбиты к 
плоскости эклиптики; ю—аргумент перигелия; О—долгота 
узла и v — истинная аномалия. Таким образом, в общем ви-
де фазовая функция запишется так: 

где N — полное число частиц в Солнечной системе. При за-
писи соотношения (!) предполагалось выполнение условия 
стационарности в облаке межпланетных метеорных частиц. 

Функция (1) полностью определяет структуру комплекса 
метеорных частиц в любой точке Солнечной системы, в том 
числе и в окрестности орбиты Земли. Эта же функция одно-
значно характеризует структуру потока метеоров, наблюдае-
мых с поверхности притягивающей и движущейся Земли. Ес-
ли считать, что число зарегистрированных метеоров, т. е. тех 
метеоров, которые за единцу времени наблюдения пересекут 
реальную собирающую площадку, расположенную в метеор-
ной зоне, в среднем характеризует поток частиц на всю по-
верхность Земли, то можно установить зависимость между 
параметрами наблюдаемого потока и параметрами фазовой 
функции (1). Решим эту задачу. 

Для учета притяжения Земли заменим ее сферой радиу-
сом т, который связан с радиусом Земли R следующей из-
вестной формулой: 

где у», — наблюдаемая скорость частицы; vg — ее геоцентри-
ческая скорость. 

Зафиксируем произвольным образом некоторые значения 
элементов а, е, i и момент наблюдения t0. Тогда за время dt 
поверхности планеты смогут достичь все частицы, находя-
щиеся в момент t0 внутри цилиндра высотой Voodt и попереч-
ным сечением т 2 . Кроме того, ось цилиндра ориентирована 
по вектору геоцентрической скорости vg . 

F = dN 
(1) Ndadedidwd'Jdv 

(2) 
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С помощью функции (1) отыщем число частиц, пересека-
ющих за единицу времени dt единичную площадку, располо-
женную в основании рассмотренного выше цилиндра. Для 
этого в плоскости эклиптики определим систему прямоуголь-
ных декартовых координат, аналогичную той, которую вводит 
Э. Эпик [1]. Ось х направим по линии узлов, а ось у — в д о л ь 
вектора скорости орбитального движения Земли. Затем в со-
отношении (1) произведем замену переменных. Вместо со и Й 
введем х и у соответственно. В результате получим 

F = Q K (3) 
где Q определяется следующим соотношением: 

dN . . 
Ndadedidvdxdy ' W 

Здесь I — абсолютная величина якобиана функционального 
преобразования; 

ДИ> ДТ 

дх ду 
dQ dQ 
f § ciy 

I ( 5 ) 

Можно показать, что 
d w * /с\ - JZ = tg«> (6) 

где a — угол между осью х и вектором гелиоцентрической 

скорости vg. Формула ^ = t g a впервые получена Эпиком [1]. 

Если обозначить dS = dxdy, то площадка dcrg, нормальная 
вектору vg , определяется следующим очевидным равенством: 

dag = dS • Cos <pg, (7) 
где (pg — угол между вектором vg и нормалью к плоскости 
эклиптики. Из соответствующего сферического треугольника 
найдем 

cos q>g = sin eg-sint[>. (8) 
Здесь Eg — элонгация геоцентрического радианта; -ф — угол 
между плоскостью эклиптики и плоскостью, проходящей че-
рез радиант и линию апекс-антнапекс. Элемент истинной ано-
малии dv связан с высотой цилиндра v,x,dt следующей фор-
мулой: 

d v = V o o d t s i n a . ( 9 ) 
Вводя обозначение 
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и учитывая (4), (6), (7) и (8), из (3) с точностью до нор-
мирующего множителя получим 

F = P ' f i n v f i ^ . ( П ) 
t g a • s i n a V o o 

Из (10) видно, что число частиц с данными элементами а, е, 
i, пересекающих за единицу времени площадку dcrg, равно 

dN = NPg /dadedidogdt. (12) 
Интегрируя (12) по площади всего поперечного сечения лт2 

в предположении, что (10) не зависит от прицельного рас-
стояния, найдем полное число частиц, выпавших на всю по-
верхность Земли за время dt. Кроме того, если P g — распре-
деление этих частиц по элементам а, е, i, то с точностью до 
постоянной можно записать 

PB = P g V . • (13) 
С учетом (13) формула (11) будет иметь следующий вид: 

р = р s i n y s i n ^ . ( ] 4 ) 

xstga- sinaVoo 
Поскольку предполагалось, что реальные наблюдения в 

среднем характеризуют поток частиц на всю поверхность пла-
неты, то соотношение (14) устанавливает связь между пара 
метрами распределения, полученного непосредственно из. 
наблюдений, и параметрами фазовой функции. Приписывая 
каждой метеорной частице каталога индивидуальных орбит 
весовой коэффициент, пропорциональный сомножителю, стоя-
щему в правой части соотношения (14), мы тем самым при-
водим ее к единичному фазовому объему dadedidodQdv. 
С другой стороны, поскольку исследования распределений 
проводятся для того, чтобы сравнить число частиц, движу-
щихся по орбитам разных форм, размеров и наклонений, 
функция F обладает необходимым для этого свойством — она 
позволяет сравнивать между собой число метеороидов, при-
ходящихся на единичный фазовый объем. В этом смысле 
распределения, полученные на основе функции (1), можно 
считать истинными. Таким образом, соотношение (14) уста-
навливает зависимость между распределениями, полученны-
ми из наблюдений, и истинными распределениями, что ре-
шает задачу учета астрономической селекции. 
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С помощью замены переменных можно показать, что фор-
мула Эпика с точностью до постоянной приводится к следу-
ющему виду: 

Р ( 1 5 ) э sineg-sin*r * ' 

Сравнение (14) и (15) показывает, что формула Эпика вхо-
дит сомножителем в правую часть соотношения (14), а сле-
довательно, полностью не решает проблему учета астрономи-
ческой селекции и не может применяться для построения рас-
пределений элементов орбит. 

При выводе формулы (14) используется условие попада-
ния частицы на Землю, однако при этом остается неясным 
физический смысл учета астрономической селекции. Чтобы 
решить этот вопрос, дадим иной вывод равенства (14). Для 
этого заметим, что все частицы, находящиеся внутри цилинд-
ра, о котором шла речь выше, имеют одни и те же большую 
полуось, эксцентриситет и наклонение плоскости орбиты, но 
отличаются друг от друга значениями остальных элементов — 
аргумента перигелия, долготы узла и истинной аномалии. 
Причем значения этих переменных могут изменяться в очень 
небольших пределах — Д<в, Лй и Ду, величина которых зави-
сит от радиуса эффективного сечения захвата и от значений 
остальных параметров орбиты—а, е, i. Поэтому число час-
тиц dK с данными а, е, i, выпавших на поверхность Земли за 
единицу времени dt, определяется следующим интегралом: 

dK = N ^ f p F d a d e d i d u d L ' d v . (16) 
Ult £>! Vi 

Так как интервалы ДО>, Д£2, ДУ малы, то можно считать, что 
функция F внутри них остается постоянной. Тогда из (16) 
вытекает 

dK = NFdadediAuiAQAy. (17) 
Величина Ду определяется из соотношения (9). Размеры ин-
тервалов Да и ДС2 можно получить из элементарных геомет-
рических соображений. Не останавливаясь на них, приводим 
сразу конечный результат 

t t g a , , , , , Дш = ; (18) simj) 
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Теперь, если подставить (9), (18) и (19) в (17), а затем по-
делить обе части на dadedidt, вновь придем к соотноше-
нию (14). 

Равенство (17) разъясняет физический смысл учета астро-
номической селекции. Приписывая каждой метеорной части-
це весовой коэффициент, обратно пропорциональный объему 
AtoAQAv, мы тем самым как бы «размазываем» частицу по 
этому объему. 

Д л я случая стационарного облака метеорных частиц бо-
.лее выгодно вместо истинной аномалии у ввести в фазовую 
функцию время t, так как в этом случае она будет зависеть 
только от пяти переменных—а, е, i, со, Q. Если такую функ-
цию обозначить через Fj, то ее общий вид определится следу-
ющим образом: 

dN 
F l = NdadedidwdQdt ' ( 2 0 ) 

Связь между F и Fi устанавливается с помощью интеграла 
площадей, который можно записать в таком виде: 

dv г — 
~dt = Р ' 

где р — параметр орбиты. 
Легко показать, что 

y p = V h - s i n а. 
Тогда F и F ( связаны следующим соотношением: 

F! = Fvh-s ina . (21) 
С учетом (21) соотношение (14) можно переписать 

= р , s » n y s ' " * V n . ( 2 2 ) 

По сравнению с F функция F : имеет более конкретный фи-
зический смысл. Она позволяет сравнивать между собой чис-
ло частиц, порождаемых за единицу времени dt пучком тра-
екторий, заключенных в единичный объем dadedid«>dQ. По-
этому более разумно в- качестве весовых коэффициентов, учи-
тывающих астрономическую селекцию, использовать коэффи-
циенты, стоящие в правой части формулы (22). 

Кроме того, функция F , позволяет перейти к распределе-
ниям, пропорциональным полному числу частиц, движущихся 
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по данному пучку траекторий. Для этого, воспользовавшись 
условием стационарности, проинтегрируем F[ по периоду обо-
рота частиц по своей орбите. Если результат интегрирования 
обозначить через то получим -

F2 = Fia3/z. 
Для того, чтобы непосредственно из наблюдений получить 
функцию F2, необходимо правую часть соотношения (22) до-
множить на а3/2. 

В заключение сделаем несколько замечаний общего ха-
рактера. Известно, что с поверхности Земли можно наблю-
дать только те метеорные Частицы, элементы орбит которых 
удовлетворяют следующему условию: 

I а ( Г - е ) < 1 а. е; 
1 а (1 + е) > 1 а. е. 

Естественно, что функция Fi, полученная на основе экспери-
ментальных данных, характеризует распределения элементов 
только таких орбит. Поэтому можно сказать, что, оставаясь 
в границах того наблюдательного материала, который полу-
чен с поверхности Земли, мы решаем только часть задачи по 
учету астрономической селекции. Вопрос о построении фазо-
вой функции, описывающей структуру всего облака метеорно-
го вещества в Солнечной системе, в конечном счете упирает-
ся в проблему учета ненаблюдаемых орбит. 
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МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИЕ И АКТИНОМЕТРИЧЕСКИЕ 
НАБЛЮДЕНИЯ ВО ВРЕМЯ СОЛНЕЧНОГО ЗАТМЕНИЯ 

31 ИЮЛЯ 1981 г. В г. ТОМСКЕ и пос. КРАСНОЯРКА 
КЕМЕРОВСКОЙ ОБЛАСТИ 

С. В. Коржинская 

Экспедицией Томского государственного университета и 
Томского отделения ВАГО во время солнечного затмения 
31 июля 1981 г. были проведены метеорологические и акти-
нометрические наблюдения в полосе полного затмения 
пос. Красноярка Кемеровской области и в полосе частного 
затмения (г. Томск). 

Синоптическая обстановка в районе с. Красноярка харак-
теризовалась малоградиептным полем повышенного давле-
ния. В течение всего затмения и нескольких часов после него 
отмечалась абсолютно ясная безветренная погода, но накану-
не шли дожди, что обеспечило высокую относительную влаж-
ность. Место для проведения наблюдений было выбрано на 
большой поляне с травянистым покровом в удалении от вы-
соких деревьев и строений. Температура и относительная 
влажность измерялись аспирационным психрометром Ассма-
на, поверенным на заводе-изготовителе, атмосферное давле-
ние— барометром-анероидом БАММ-1, поверенным в бюро 
поверки Западно-Сибирского территориального управления 
по гидрометеорологии. Скорость ветра регистрировалась 
ручным чашечным анемометром МС-13, поверенным на за-
воде-изготовителе в 1977 г., но не бывшим еще в употребле-
нии. Психрометр и анемометр были укреплены на стойке вы-
сотой 160 см. Барометр-анероид располагался рядом на сто-
лике. Результаты измерения температуры, влажности и дав-
ления во времени и в зависимости от фазы затмения с введе-
нием поправок представлены в табл. 1 и на рис. 1. Здесь, как 
и в дальнейшем, указывается местное декретное летнее вре-
мя (местное декретное время плюс 1 ч). Время отмечалось 
по наручным часам, проверенным предварительно по секунд-
ным сигналам с точностью до 1/2 минуты. 
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Рис . 1. И з м е н е н и я т е м п е р а т у р ы , в л а ж н о с т и и д а в л е н и я в о в р е м я солнечно-
го з а т м е н и я 31 .VII .81 г. (пос. К р а с н о я р к а К е м е р о в с к о й обл. ) 

Синоптическая обстановка в г. Томске на день затмения 
характеризовалась размытым полем пониженного давления, 
что обусловило пасмурную погоду практически в течение все-
го затмения. Лишь после наступления максимальной фазы 
отмечалось кратковременное сползание облачности с солнеч-
ного диска. Наблюдения велись с площадки астрономиче-
ской обсерватории Томского университета. Площадка покры-
та железными листами, окрашенными в светлую краску. Д л я 
регистрации температуры, влажности и давления использо-
вались приборы, аналогичные вышеупомянутым. Психрометр 
и анемометр крепились на вертикальных рейках, установлен-
ных вдоль ограждения площадки. Барометр анероид распо-

' лагался рядом на столике. Результаты этих измерений пред-
ставлены в табл. 2. 

Анализ результатов измерения температуры во время сол-
нечного затмения в пос. Красноярка (в полосе полного за-
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Т а б л и ц а 1 
Температура, влажность и давление во время затмения 

31.VII.81 г. по наблюдениям в с. Красноярка Кемеровской обл. 

Время Температура, 
" С 

Влаж-
ность, % 

Давление, 
мбар 

ч 05 м 15,1 83 984.4 

20 16,0 77 984.4 

35 16,3 83 984.5 
50 16,9 77 984.5 

10 05 17,1 77 984.5 
20 16,9 79 984.5 

25 17,1 78 984.5 
30 16,7 77 984.5 
35 16,3 82 984.5 
40 16,1 84 984.5 
45 14,5 96 984.2 

50 14,7 88 984.0 
55 14,9 90 984.1 

И 00 15,5 87 983.9 
05 15,9 88 983.9 

10 15,8 90. 984.0 
15 17,7 84 983.9 
20 17,9 79 984.2 

35 19,1 68 984.4 

50 20,5 73 984.5 
12 05 19,9 67 984.5 

20 21,7 67 984.5 

32 22,0 64 984.5 

тмения)-показал, что падение температуры началось не сра-
зу, а приблизительно через 30 мин после начала частного 
затмения. Это объясняется тем, что затмение пришлось на 
утренние часы, когда увеличение высоты Солнца над горизон-
том оказывало на прогрев воздуха большее действие, чем со-
кращение площади солнечного диска. Момент максимально-
го понижения температуры воздуха запаздывает по отноше-
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Т а б л и ц а 2 
Температура, влажность и давление во время затмения 

31.V1I.81 по наблюдениям в г. Томске 

R11р VI а Температура, Влаж- Давление, 1j LJCIYI71 град. ность, % мбар 

ч 02 м 16,3 98 1000 

15 16,1 100 1000,1 

25 16,1 9S 1000,1 

35 16,3 91 1000,1 

45 16,3 91 1000,1 

55 16,3 91 999,1 

10 00 16,3 91 » 

10 16,2 92 » 

20 16,3 91 » 
30 16,4 91 » 

35 16,3 91 » 

40 16,3 91 » 

45 16,1 90 > 

50 16,3 91 ТУ 

55 16,1 — » 

11 00 16,2 91 
05 16,3 91 

10 16,1 91 » 

20 16,9 91 > 

30 17,3 89 

40 17,1 84 » 
50 гГл 87 

12 00 17,3 00 » 

иию к середине полной фазы затмения на 4 мин. Амплитуда 
составляет 2,6°. Интересно отметить, что субъективное ощу-
щение наблюдателями похолодания было значительнее, чем 
это показали приборы. 

Если учесть суточный ход температуры, на кривой (см. 
рис. 1 , а ) можно выделить вторичный минимум, наступивший 
через 27 мин после середины полной фазы. Этот интересный 
эффект был отмечен еще при наблюдении затмений в 1936, 
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