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Есть некоторые вещи, подвластные только манге*.
Если вы открыли эту книгу, то вы принадлежите к одному из следующих типов людей:
Первые — те, кто просто любит мангу и думает: «Математические выкладки, описанные с помо-

щью манги? Потрясающе!» Если вы принадлежите их числу, то немедленно отнесёте эту книгу на 
кассу — и не пожалеете. У этой манги очень привлекательные рисунки. И неудивительно: их нари-
совал популярный художник манги Син Тогами, а сценарий написала Бэком Лтд. — компания, 
производящая настоящую мангу.

Вы можете возразить: «Манга, обучающая математике, не может быть интересной». На первый 
взгляд, это так. Когда в издательстве «Омша» (Ohmsha) меня попросили написать эту книгу, я поч-
ти отказался. Многие из так называемых «обучающих манг» разочаровывают. В них может быть 
огромное количество рисунков, но они не являются настоящей мангой. Но после того, как я уви-
дел мангу «Омшы» (это была манга по статистике), я передумал. Её действительно  было приятно 
читать. Издатель сказал, что моя книга будет такой же, поэтому я принял его предложение. Я и 
раньше часто думал, что мог бы лучше преподавать математику, используя мангу, так что это была 
хорошая возможность проверить мою идею. Я гарантирую, что чем большим фанатом манги вы 
являетесь, тем больше вам понравится эта книга. Так чего же вы ждёте? Cейчас же yесите её на кас-
су и покупайте!

Второй тип людей — это те, кто взял эту книгу с мыслями: «Хоть математика и внушает мне ужас 
и/или у меня на неё аллергия, манга может помочь мне её понять.» Если вы из их числа, то эта кни-
га для вас. Она не просто объясняет дифференциальное и интегральное исчисление с помощью 
манги, но и сам способ объяснения основательно отличается от используемого в традиционных 
учебниках. Во-первых, книга даёт представление о том, что именно делает дифференциальное и 
интегральное исчисление и для чего оно нужно. Пока вы этого не поймёте, вы не сможете его пра-
вильно использовать. Вы просто окажетесь в жалком положении зазубривания формул и правил. 
Эта книга объясняет все формулы, основанные на идее приближения первого порядка, помогая 
вам визуализировать значение формул и с лёгкостью их понять. Благодаря этому уникальному ме-
тоду обучения вы можете быстро и легко перейти от дифференцирования к интегрированию. Бо-
лее того, я позаимствовал оригинальный метод объяснения дифференцирования и интегрирова-
ния тригонометрических и показательных функций, который не описывается в обычных учебни-
ках, — обычно это остаётся какой-то тарабарщиной для многих людей даже после многократных 
объяснений. Эта книга также идёт дальше, объясняя даже разложение в ряд Тейлора и определе-
ние частной производной. Наконец, я привлёк трёх постоянных потребителей исчисления: физи-
ку, статистику и экономику, чтобы они составили часть этой книги, предоставив множество при-
меров практического примененеия дифференциального и интегрального исчисления. Благодаря 
всем этим уловкам вы сможете воспринимать исчисление не как трудную науку, а как полезный 
инструмент.

Я опять же подчеркну: всё это стало возможным благодаря манге. Почему при чтении манги вы 
можете получить больше информации, чем при чтении романа? Потому что манга — это визуаль-
ные данные, представленные в виде комиксов. Исчисление — это ветвь математики, описывающая 
динамические явления. Таким образом, изучение дифференциального и интегрального исчисле-
ния с помощью манги является отличной идеей. Теперь переверните страницу и насладитесь кра-
сивой мангой по дифференцированию и интегрированию.

Хироюки Кодзима
Ноябрь 2005

* Манга — японские комиксы.

Предисловие

V
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ЧТО ТАКОЕ ФУНКЦИЯЧТО ТАКОЕ ФУНКЦИЯЧТО ТАКОЕ ФУНКЦИЯ

ПРОЛОГ Пролог.

Что такое функция
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Офис газеты 
«Асагакэ Таймс» 

в Санда-чо  
должен быть 
где-то здесь.

Только подумать  - 
я, Норико Хикима, 
журналист! здесь 
начинается Моя 

карьера!

Это маленькая 
газета и всего лишь 
местное отделение. 

Но я всё же 
журналист!

Я буду 
много 

трудиться!

Пролог.   Что такое функция2
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дистрибьютор 
Газеты?

Санда-Чо.    Региональный дистрибьютор. Асагакэ Таймс

офис газеты... 
Неужели у меня 
неправильная 

карта?

Это 
следующая 

дверь.

Вы ищете офис 
газеты?  

Все принимают нас 
за него, потому что 

мы крупнее.

Пролог.   Что такое функция 3
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Не... не 
расстраивайся, 

Норико.

Это - всего лишь 
местное отделение, 

но всё же это 
действительно 
Асагакэ Таймс.

О, нет! Это же 
сборный домик!

фью-ю-ю…

Асакагэ

Таймс 

Отделение

Санда-Чо

Асакагэ

Таймс 

Отделение

Санда-Чо

Пролог.   Что такое функция4
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Опять у 
меня ничего 
не выйдет!

Доброе 
утро!

Крак

хр-р-р...

Мне коне-е-ец.
Доставка 
обеда?

Пролог.   Что такое функция 5
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оставьте его, 
пожалуйста, 
на столе…

Подождите, 
что вы 

сказали?

О, так это тебя 
должны были 

сегодня 
прислать!

Я - Норико 
Хикима.

Трудно было 
добираться?  

Я - Какеру Сэки, 
глава этого 
отделения.

Большой парень 
там - это 

Футоши Масуи, 
мой единственный 

служащий.

Их всего 
двое...

хр-р-р...

Пролог.   Что такое функция6
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Это хорошее место. 
Окружающая среда 

располагает к 
размышлениям.

Размышле-
ниям?.. Да! 

к Размышлениям 
над событиями.

каждое событие так 
или иначе связано 

с другим событием.

Пока ты не поймёшь 
эти взаимосвязи, ты не 

сможешь стать 
настоящим репортёром.

Ну, наконец-то 
Настоящая 

журналистика!

Пролог.   Что такое функция 7
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Так… я вижу. твоя 
специализация - 
гуманитарные 

науки.
Да! Это так. 

я изучаю литературу 
с того времени, 

когда ещё училась 
в средней школе.

Что ж,  
тебе многое 

предстоит освоить. 
Давай начнём 
с функций.

Ф-функций? 
это что? 

Математика?

Изменение одного 
процесса влияет на 
другой процесс. 

Функция - это их 
соотношение. Можно считать, 

что сам мир - 
это одна 

большая функция.

Функция описывает 
взаимосвязь, 

причинную связь или 
изменение состояния.

Наша работа, как 
журналистов, 

заключается в том, 
чтобы найти причину, 

по которой 
происходят события, 
то есть причинную 

связь.

в самом 
деле?

Пролог.   Что такое функция8
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Знаешь ли Ты, что 
функция обычно 
выражается в 
виде y = f (x)?

Нет!

Представь, что 
x и y - это 
животные.

Пусть x - это лягушка. 
Кладём её в коробку f 

и после преобразования 
получаем головастика y.

Ух ты!
Но Что 

такое f ?

f - это символ, 
который, собственно, 

и определяет 
ФУНКЦИЮ.

fu nc t ion
фу нк ц ия

символ f используют для 
того, чтобы показать, 

что переменная у имеет 
определённую связь с x.

вообще-то,  
вместо f можно 
использовать  

любую другую 
букву.

Æèâîòíîå x f Æèâîòíîå y

 x

 y

Пролог.   Что такое функция 9
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В нашем случае 
f выражает 
взаимосвязь 

между 
«предком»  

и «потомком».

Ну, это очевидно. 
Такая  взаимосвязь 
есть почти у всех 
живых существ. 

Если x - это птица, 
то y - это птенец.

Хорошо! 
Теперь 
смотри 
сюда.

шурх

Например, 
взаимосвязь  

между доходами 
и расходами может 

рассматриваться 
как функция.

Спад 

объёма 

продаж 

икры

Х-43 Scram Jet  

достиг скорости 9.6 М - 

это новый рекорд

понятно. когда 
продажи 

компании растут, 
рабочие 
получают 
бонусы?

Скорость звука  
и температура также 
связаны функцией. 
Когда температура 

повышается  
на 1 градус, скорость 
звука увеличивается 

на 0,6 м/с.

Э -ГЕ-ге!

А в горах  
каждый раз, когда 
поднимаешься на 
100 м, температура 

понижается  
на 0,5 градуса, 

ведь так?

Пролог.   Что такое функция10
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Теперь Ты понимаешь?  
Мы буквально 

окружены функциями.

Я поняла, что 
вы имеете 

в виду!

У нас с тобой 
впереди много 
времени, чтобы 

подумать об этих 
вещах  спокойно.

Вещи, о которых ты 
здесь узнаешь, 

могут когда-нибудь 
оказаться полезными.

у нас маленький 
офис, но я надеюсь, 

что ты покажешь 
себя с лучшей 

стороны.

Да... я 
постараюсь.

Тпру!

плюх!

Пролог.   Что такое функция 11
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Ой...

Вы в 
порядке?

О, обед уже здесь? 
Где моя любимая 

говядина?

Футоши, 
обед ещё не 

принесли. 
Это...

Вот как?!  
Тогда я ещё 
вздремну. 
Хр-р-р...

послушай, 
Футоши, 
у нас 

новый...

куда я 
попала?..

расскажешь 
после обеда.

Хр-р-р...

ой 
ой

ой 
ой

плюх!

Пролог.   Что такое функция12
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Компьютеры выполняют операции с числами, 
используя бинарную систему счисления (1 и 0). 
Бинарное число, состоящее из x битов (или би-
нарных разрядов), может принимать y различ-
ных значений:

(Функцию вида y = ax называют показательной. 
Показательная функция рассмотрена на стр. 131.)

Таблица 1. Характеристики функций

Переход 
к другой 
системе

Перевод x градусов по Фаренгейту (°F) в y гра-
дусы Цельсия (°C):

На графике такие 
функции изобража-
ются прямой лини-
ей. Поэтому они и 
называются линей-
ной функцией.

Так на графике вы-
глядит показатель-
ная функция.

Причин-
ная связь

Измене-
ния

Скорость звука y в метрах в секунду (м/с) в 
воздухе при x(°С) выражается в виде

ГрафикРасчётТема

y = f(x) =      (x − 32).5
9

(50 − 32) = 10°C.5
9

То есть теперь мы знаем, что 50°F соответствуют

y = g(x) = 7x − 30

7 × 30 − 30

Частота стрекотания сверчка определяется 
температурой. Можно приблизительно выразить
связь между стрекотаниями сверчка в минуту (y) 
и температурой в градусах Цельсия (x) формулой

Итого, 180 стрекотаний в минуту.

x = 30°C

y = f(x) = 0,6x + 331.

При 15°С
y = f(15) = 0,6 × 15 + 331 = 340 м/с.

При −5°C
y = f(−5) = 0,6 × (−5) + 331 = 328 м/с.

y = b(x) = 2x.

x

y

0

x

y

10

1024

1

0

Пролог.   Что такое функция 13
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Зависимость P(x) нельзя выразить известной функцией, но она всё же является 
функцией.
Если найдёте способ предсказать курс акций в июле, P(7), вы сможете неплохо 
заработать.

x f

 Существуют функции, Графики которых не могут быть 

изображены гладкими кривыми.

Применение одной функции к результатам другой назы- 

вается “композицией функций”, или “сложной функцией”, 

что позволяет расширять диапазон причинных связей.

Курс акций P компании A в месяце x в 2009 г.
y = P(x)Иена

Месяц

y = P(x)

1 2 3 4 5 6

300

200

100

1. Найти уравнение, выражающее зависимость числа стрекотаний 
сверчка в минуту (z) от температуры в градусах Фаренгейта (x).

gf(x) Композиция 
функций  f и gg( f(x))

У п р а ж н е н и я

Пролог.   Что такое функция14
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1

Дифференцируем 
функции!

Дифференцируем 
функции!

Глава 1.
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Что ж, на 
сегодня 
хватит.

Норико, я слышал, что 
недалеко открылся 

шикарный итальянский 
ресторан. Не хочешь 

сходить?

Вау! Обожаю 
итальянскую 

кухню. Давайте 
сходим!

А что, мы уже 
закончили работу?  

не слишком ли 
рано для обеда? 

У нас местное 
отделение и мы 

работаем 
по своему 
расписанию

1.1.   Аппроксимация функций

т 
у 
к

к 
л 
а 
ц

к 
л 

а 
ц

Асакагэ
Таймс

Офис
Санда-Чо

Глава 1.   Дифференцируем функции!16
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Тема: новости дня

Медведь опять ворвался в жилой дом — пострадавших нет.

На территории префектуры увеличился спрос на арбузы.

Кому: редактору

■■■■■

И вы все время 
готовите такие 

заметки?

а что плохого 
в Местных 
новостях? 
людям это 
нравится…

Политика,  
международные 

отношения, 
экономика… Я хочу освещать 

яркие, 
сенсационные 

события!
Ах,  

но здесь это 
неосущест-

вимо.

о
х-
х
о
-х

о

1.1.   Аппроксимация функций 17
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хе-хе! Не похоже, 
чтобы где-то 
поблизости 

намечалась встреча 
глав правительств.

Ничего захваты
вающего здесь 
не происходит, 
и время течёт 

медленно.

Я так и знала.  
Я не хочу здесь работать!

хрусть

хрусть
а знаешь, Норико, 

ты всё-таки 
можешь извлечь 

пользу от 
своего 

пребывания 
здесь.

Я не знаю, какие 
громкие события 
ты собираешься 

освещать,

но я могу 
подготовить тебя 

для работы в 
главном офисе.

Глава 1.   Дифференцируем функции!18
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Кстати,  как ты 
думаешь, японская 

экономика всё 
ещё переживает 

дефляцию?

Я думаю - да. 
Это чувствуется  
в повседневной 

жизни.

Настоящий 
журналист первым 

делом должен 
спросить себя:  

«Что я хочу знать?»

что-то У меня 
плохие 

предчувствия 
по этому 
поводу…

Правительство 
постоянно заявляло, 

что экономика 
восстанавливается.

Но прошло много 
времени, прежде 
чем появились 
такие признаки.Цены

Годы

1.1.   Аппроксимация функций 19
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Чем проще будет функция, 
аппроксимирующая 
интересующую нас 

зависимость,  
тем яснее будет ответ.

Опять 
математика!

Я так и 

знала!

тык

Мы хотим узнать, 
падают или 
растут цены 

на самом деле.

Смотри. 
у = ах + b

Линейная 
аппроксимация  
колебаний цен 

даёт следующее…

a>00 0 a<0

y=ax+b

Началась инфляция Продолжается дефляция

(год)

(цены)

2004 2005 2006

y

y y

x

a>00 0 a<0

y=ax+b

Началась инфляция Продолжается дефляция

(год)

(цены)

2004 2005 2006

y

y y

x

a>00 0 a<0

y=ax+b

Началась инфляция Продолжается дефляция

(год)

(цены)

2004 2005 2006

y

y y

x

В нашем 
случае мы 
используем 
линейную 
функцию  
y = ax + b

То есть, если 
a отрицательно 

(меньше 0), цены 
продолжают 

падать.

Глава 1.   Дифференцируем функции!20
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Верно,  
ты быстро 

схватываешь.

Ладно, продолжим 
беседу 

в итальянском 
ресторане.

ох,  я  падаю!

ур
…р

…р

Футоши, мы 
едем обедать 
в итальянский 

ресторан.
Не ешь много 

сладкого!

Кстати, о сладком.  
Ты слышала о Джонни 
мажестике, рокзвезде, 

книга которого 
о диете стала 
бесселлером? Да.

1.1.   Аппроксимация функций 21
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Но после неудачных 
гастролей он вдруг 

снова начал 
набирать вес.

Хотя его агент 
предупреждал 

об этом, …

отстань, 
Я прибавляю 
в весе всё 
медленнее.

… он не слушал его. 
И теперь агента 
интересует …

… действительно 
ли вес Джонни 

увеличивается всё 
медленнее, как он 

говорит.

Как же  
это определить?  

Возьмём для 
аппроксимации функцию 

y = ax2 + bx + c

8 9 10 11 12 дни дни

Вес, кг Вес, кг

70 70

8 9 10 11 12

y = a x 2+ b x + c

Глава 1.   Дифференцируем функции!22
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Если a больше нуля,  
то вес увеличивается 

всё быстрее,  
а если меньше нуля,  
то всё медленнее.

Молодец!

вж… 

ж…
ж…

Смотри, какая 
извилистая 
дорога.

Думаю, тебе 
интересно узнать, 
насколько сильно 

она изогнута.

Нет,  
я даже думать 
об этом не хочу.

лучше 
смотрите 

на дорогу!

Мы можем 
аппроксимировать 

каждый изгиб 
частью окружности.

Скорость изменения веса 
увеличивается

Скорость изменения 
веса 

уменьшается

1.1.   Аппроксимация функций 23
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не волнуйся,  
всё под контролем! 

Воспользуемся формулой 
окружности с радиусом R и  

центром в точке (a, b).

Смотри. Будем считать, 
что изогнутые участки 

дороги являются 
частями окружностей 
разных радиусов R.

Чем меньше 
радиус R, тем 

больше кривизна 
дороги.

Ой, 
осторожно!

ты сильно 
испугалась?!

к-К-кажется - 
да …

(x − a)2 + (y − b)2 = R2, откуда
y =    R2−(x − a)2+b.

Ба -бах!

вж… 
ж…
ж…

Глава 1.   Дифференцируем функции!24
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А вон там 
итальянский 
ресторан, 

в котором мы 
рассчитывали 
пообедать.

До него ещё 
очень далеко, 
чтобы идти 

пешком.

О,  
у меня 
есть  
идея!

Обозначим место 
нашей аварии 

точкой P.

Что? 
опять?!

о-ля-ля

А дорогу 
изобразим 

графиком функции 
f(x) = x2

.
Итальянский

ресторан

Место аварии

х

х2

1.1.   Аппроксимация функций 25
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Для аппроксимации нашей 
кривой f(x) = x2

 в точке x = 2 
подойдёт линейная функция 

g(x) = 4x – 4. Она также 
определяет наклон кривой 

в данной точке.*

В точке P наклон 
соответствует 4 км по 
вертикали на 1 км по 
горизонтали. обрати 

внимание, наклон кривой в 
разных точках разный.

 Футоши?  
У нас авария, 

ты нам  
не поможешь?

Где мы? 
В точке P.

Интересно, какой 
функцией можно 
аппроксимировать 
ход мыслей в его 

голове?

y

4
P

x

f(x) = x2

y = g(x)

x = 2

Наклон в точке P

Итальянский
ресторан

Итальянский
ресторан

4 км

1 км

P = (2, 4 )

g(x) = 4x – 4 —
аппроксимиру- 
ющая функция

y

4
P

x

f(x) = x2

y = g(x)

x = 2

Наклон в точке P

Итальянский
ресторан

Итальянский
ресторан

4 км

1 км

P = (2, 4 )

g(x) = 4x – 4 —
аппроксимиру- 
ющая функция

* Правило выбора функции описано на стр. 39.

Глава 1.   Дифференцируем функции!26
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Пока мы ждём 
Футоши,  

я расскажу тебе 
об относительной 

погрешности.  
Это важно.

ещё и об 
Относительной 
погрешности?

Относительная 
погрешность 

вычисляется как 
отношение разности 
между значениями 

f(x) и g(x)  
в рассматриваемой 

точке к приращению x. 
Согласись, это…

… довольно 
просто!?

Меня мало волнует 
относительная 
погрешность,  
Я хочу просто 

пообедать. Например, 
посмотри 

сюда.

я вижу кафе. 
ну и что?

Кафе «Санда»

л 
а 
п 
ш 
а

Разность между f (x) и g(x)
Приращение x

= .Относительная
погрешность

Исходная
функция

Аппрокси-
мирующая
функция

1.2.   Относительная погрешность

1.2.   Относительная погрешность 27

 

                            11 / 24



Пусть в точке, где мы 
находимся, x равно 2 км, 
а расстояние до кафе 

«санда» по оси x  
равно 0,1 км.

Прибавляя 0,1 к 
x = 2 получим 

x = 2,1.

Далее вычислим разность 
f(2,1) – g(2,1) и найдём 

относительную погрешность  
0,01/0,1 = 0,1 = 10%.

f(x) = x2

g(x) = 4x – 4

Теперь допустим,  
что я сместился 

относительно точки P 
на 0,01 км.

Санда

Санда

,

, , ,

, ,,

, ,

Глава 1.   Дифференцируем функции!28
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Прибавляя 0,01 к x = 2, 
получаем x = 2,01.

то есть Относи-
тельная погрешность 
оказалась меньше,  

чем для места,  
где расположено 

кафе «санда».

Другими словами, 
для нашего случая 
чем ближе текущая 

точка к точке аварии, 
тем лучше функция 
g(x) аппроксимирует 

функцию f(x).

Когда приращение → 0, то и относительная погрешность тоже →  0.

Приращение 
в точке x = 2

1

0,1

0,01

0,001

9

4,41

4,0401

4,004001

8

4,4

4,04

4,004

1

0,01

0,0001

0,000001 0,1%

00

1%

10%

100%

f(x) g(x) Погрешность Относительная
погрешность

Погрешность

или

Относительная 
погрешность

, , , , ,

,
,

,

1.2.   Относительная погрешность 29
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но ведь Этого 
можно было 

ожидать,  
не так ли? 

Браво!  
Ты начинаешь 

понимать,  
что такое 

производная.

Значит, меньшую 
относительную 
ошибку имеет…

… кафе 
«санда».

•

•

л 
а 
п 
ш 
а

Кафе «Санда»

Говорите прямо - 
мы будем сегодня 

обедать?

Да, будем, причём 
в кафе «санда», 

так как оно ближе 
всего к точке P.

При аппроксимации линейной функцией относительная 
погрешность для исходной функции близка к нулю лишь 
в небольшой окрестности рассматриваемой точки.
Пока смещение относительно этой точки невелико, 
приближённая линейная функция позволяет получить 
значения, довольно близкие к значениям исходной 
функции.

Более подробно см. на стр. 39.

Глава 1.   Дифференцируем функции!30
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л 
а 
п 
ш 
а

Кафе «Санда» 

в 
с 

п 
ы 

х

 Почему Футоши 
так много ест? 

мы же его 
позвали, только 
чтобы помочь 

нам.

Мне нравится «санда», 
но я хотела 
попробовать 

итальянскую кухню.

Норико, с помощью 
аппроксимирующей 
функции мы также 
можем оценить 
эффективность 

рекламы на 
телевидении.

скажете 
тоже…

сюп-сюп

1.2.   Относительная погрешность 31
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Ты, наверное, 
слышала  

о компании 
«Суперкола».

Давай рассмотрим, 
что будет выгоднее 
для этой компании: 

увеличить или 
уменьшить 

рекламное время  
на телевидении.

ну, Хорошо. 
давайте 

рассмотрим.

Когда я работал в 
главном офисе, только 

одному человеку 
удалось решить эту 
задачу. Сейчас он 

известный…

Я тоже сделаю это. 
Я буду стараться. 

Расскажите мне эту 
историю.

Пусть «Суперкола» 
рекламирует свою 

продукцию на ТВ x часов 
в месяц. Известно,  
что рост продаж, 

обусловленный рекламой, 
рассчитывается по формуле 

f(x) = 20√x
(в cотнях миллионов иен)

Тогда слушай 
внимательно.

1.3.   Применение производных

Глава 1.   Дифференцируем функции!32
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Сейчас рекламное 
время компании 

«Суперкола» 
составляет 4 часа 

в месяц,

и, следовательно,
 рост продаж 

от рекламы составляет
f (4) = 20√4 = 40,  

то есть 4 миллиарда иен.

Стоимость 
1 рекламной 
минуты на ТВ 

равна 
10 миллионам иен.

Де… десять 
миллионов 

иен?!

допустим, Новое 
руководство 

компании решило 
пересмотреть 

рекламное время. 
Как ты думаешь, 
они его увеличат 
или уменьшат?

Хм…

? ?

f(x) = 20√x (cотен млн. иен)
1 минута рекламы — 10 млн. иен

1 минута рекламы — 10 млн. иен

1.3.   Применение производных 33
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проведём 
касательную к 

кривой f(x) = 20√x 
в точке (4, 40).

Шаг 1

Шаг 2

Упростим задачу, 
заменив сложную 

функцию f(x) = 20√x 
простой линейной 

функцией, что 
позволит нам сделать 

приблизительные 
оценки.

Так как линейная 
функция не может 
аппроксимировать 

всю исходную 
функцию, 

рассмотрим только 
окрестность точки 

x = 4.

(сотни 
млн иен)

аппро-
ксимация

,

Выведем формулу касательной к кривой. Для этого сначала вычислим наклон (точ-
нее, тангенс угла наклона) фунции  f(x) = 20√x в точке 4:

	 f(4)�= f(4 + ε) − f(4)
ε  = 

20 √4 + ε − 20 × 2
ε  = 20 

(√4 + ε − 2) × (√4 + ε + 2)
ε × (√4 + ε + 2)  =  

= 20 
4 + ε − 4

ε (√4 + ε + 2)  = 
20

√4 + ε + 2  . 	 (1)

Когда ε → 0, знаменатель выражения (1) √4 + ε + 2 → 4, а само выражение (1) → 20/4 = 5. 
Отсюда получаем аппроксимирующую функцию g(x) = 5(x − 4) + 40 = 5x + 20.
(Более подробное объяснение приведено в разделе 1.4 на стр. 39.)

Глава 1.   Дифференцируем функции!34
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Если изменение x велико 
(например, час), то 

использовать g(x) вместо 
f(x) нельзя, так как 

различие между ними 
тоже велико.

В реальности рекламное 
время изменяется не так 

сильно.

Относительная 
погрешность при 
уменьшении или 
увеличении x на 

6 минут достаточно 
мала и позволяет 

использовать 
линейную 

аппроксимацию.

Для аппроксимации f(x) 
в окрестности точки x = 4 

будем использовать 
функцию 

g(x) = 5x + 20.

Коэффициент 5 перед x 
означает, что 1 час рекламы 
приносит компании доход 
в 5 сотен миллионов иен.  

А что будет, если увеличить 
рекламу на 6 минут (0,1 часа)?

у меня получилось, 
что дополнительные 

6 минут принесут 
компании доход 

5 × 0,1 = 0,5 сотен 
миллионов иен.

думай, 
голова, 
думай!

Точно.  
Но сколько будет 
стоить увеличение 

рекламного времени 
на 6 минут?

Оно будет стоить 
6 × 0,1 = 0,6 сотен 
миллионов иен,  
то есть такое 

решение убыточно.

А если, наоборот, 
уменьшить время 

рекламы на 6 минут, 
то компания потеряет 
0,5 сотен миллионов 

на продажах, но 
сэкономит 0,6 сотен 

миллионов на 
рекламном времени.

Шаг 3

1.3.   Применение производных 35
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Значит правильный ответ - 
руководство компании 

решит уменьшить 
рекламное время.

Точно!

это что же Получается? 
функции можно 
использовать для 

решения проблем как  
в бизнесе, так и в 
обычной жизни.

Это верно.  
Люди зачастую 

используют функции, 
даже не всегда 
осознавая это.

Кстати,  
кто же тот человек, 

решивший эту 
задачу?

Глава 1.   Дифференцируем функции!36
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О, это наш 
приятель Футоши.

Но вы говорили, 
он стал 

знаменитым?..

Он - самый 
знаменитый 
журналист 
в нашем 

отделении.

Как я и полагала…  
уметь решать математические 
задачи и быть знаменитым 
журналистом - это разные 

вещи.

как?.. вы шутите!

сюп-сюп

хвать

зырк!

э… эх!

о…ох!

?!

1.3.   Применение производных 37
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Это чушь!
но я не сдамся!

шух-шух

Время обеда закончилось, 
давайте чинить машину!

Футоши, приподними 
машину повыше! Ведь 
ты самый знаменитый 

журналист нашего 
отделения.

Я не думаю, 
что это как-то 

связано…

Глава 1.   Дифференцируем функции!38
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Представим функцию f(x) в окрестности точки x = a в виде линейной функции

                                                        g(x) = k(x − a) + f(a)                                             (1)
(g(x) совпадает с f(a) при x = a).

Для этого надо найти коэффициент k.
Посчитаем относительную погрешность при приращении x от x = a до x = a + ε.

Тогда

(Символ lim означает значение рассматриваемого выражения при ε → 0.)
При таком k линейная функция (1) называется аппроксимацией функции f(x), а 
k называется дифференциальным коэффициентом f(x) при x = a.

Наклон касательной к y = f(x) в любой точке (a, f(a)) вычисляется как

Введём обозначение f´, приписав к f штрих, и запишем

f´(a) определяет наклон касательной к кривой y = f(x) при x = a.
Если заменить точку a на переменную x, то f´ станет функцией f´(x).

Эту функцию называют производной от функции f, 
или производной функции f.

Операцию получения производной от функции f, называют
дифференцированием функции.

g(a + ε) = k(a + ε − a) + f(a) = kε + f(a)

При приближении ε к 0 
относительная погрешность 
тоже приближается к 0.

Разность между f и g после приращения ε к x
= —————————————————————————— =

Приращение ε в точке x = a
Относительная

погрешность

f(a + ε) − g(a + ε)
=—=    

ε
f(a + ε) − (kε + f(a))

=—=    
ε

При ε → 0  

приближается к k.

f(a + ε) − f(a))
—

ε

ε → 0
f(a + ε) − f(a)

ε=— – k ———→ 0.

ε→0

f(a + ε) − f(a)
εk = lim—.

ε→0

f(a + ε) − f(a)
εf´(a) = lim—

ε→0

f(a + ε) − f(a)
εlim—.

1.4.   Вычисление производной

1.4.   Вычисление производной 39
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• Формула расчёта предела в дифференциальном исчислении совпадает с 
формулой относительной погрешности.

• Предел используется для нахождения производной.
• Производная функции в точке — это наклон касательной в этой точке.
• Производная не что иное, как функция изменения.

Производная f(x) при x = a вычисляется по формуле

g(x) = f´(a)(x − a) + f(a) — это линейная аппроксимирующая функция для 
f(x) в точке a.
Функция f´(x), выражающая наклон касательной к f(x) в точке (x, f(x)), 
называется производной f(x).

Помимо f´(x) производная от y = f(x) может также обозначаться:

lim f(a + ε) − f(a)
εε→0

1. Найдём производную постоянной функции f(x) = α. 
    Дифферен  иальный коэффициент f(x) при x = a:

Таким образом, производная постоянной функции равна 0, то есть f´(x) = 0, 
что вполне логично, так как изменение постоянной функции равно 0.

2. Вычислим производную линейной функции f(x) = αx + β. 
    Производная функции f(x) при x = a

Таким образом, производная линейной функции равна константе (f´(x) = α). 
Этот результат также очевиден — линейные функции по определению 
имеют постоянную скорость изменения в любой точке.

Вычисление производной постоянной, линейной и квадратичной функции

y´, ,
dy
dx

,
df
dx

d
dx

 f(x).

ooooooВ ы в о д ы

lim
f(a + ε) − f(a)

ε
α − α

εε→0
= lim

ε→0
= lim 0 = 0.

ε→0

lim
f(a + ε) − f(a)

ε
α(a + ε) + β − (αa + β)

εε→0
= lim

ε→0
= lim α = α.

ε→0

Глава 1.   Дифференцируем функции!40
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1. Имеется функция f(x) и линейная функция g(x) = 8x + 10. Известно, 
что относительная погрешность этих функций стремится к нулю 
при x, стремящемся к 5.
1) Найдите f(5).
2) Найдите f´(5).

2.  Имеется функция f(x) = x3. Найдите её производную f´(x).

3. Найдём производную функции f(x) = x2, с которой мы уже встречались ранее. 
Дифференциальный коэффициент f(x) при x = a:

Таким образом, производная функции f(x) = x2 при x = a равна 2a, то есть 
f´(a) = 2a.
Следовательно, производная функции f(x) = x2 — это f´(x) = 2x.

lim
f(a + ε) − f(a)

ε
(a + ε)2 − a2

εε→0
= lim

ε→0

2aε + ε2

ε= lim
ε→0

= lim (2a + ε) = 2a.
ε→0

У п р а ж н е н и я1.5.   Упражнения к главе 1

1.5.   Упражнения к главе 1 41
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2

Изучаем приёмы 
дифференцирования!

Изучаем приёмы 
дифференцирования!

Глава 2.
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Мегатроксу 

предъявлено 

обвинение в 

преступлении

Подряд на 

строительство 

нарушает анти- 

монопольный 

закон

ух, ты! Мегатрокс - 
огромная компания!

Это сенсационная 
новость, не так ли? для кого как!

!!!

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!44
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я полагаю, ты хочешь 
когда-нибудь написать 

большую статью?

Конечно!

о…охВо время работы 
в главном офисе 
Вы двое должны 

были узнавать 
действительно 

волнующие сенсации. 
Расскажите мне!

Нет, на 
самом деле 
это не так.

Мне никогда не везло 
с сенсационными 

новостями. Я даже 
писал извинительное 
письмо за использо-

вание в своём 
репортаже ложной 

информации.

нашёл чем 
гордиться!

Спокойно, 
Норико, 

спокойно.

Я понимаю, что 
у тебя большие 

надежды 
на газетную 

журналистику, но 
основы важнее.

1.5.   Упражнения к главе 1 45
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Пиши просто и ясно - 
не используй длинных 

слов и жаргона.

Не забывай 
о читателях на 
Главной улице.

о…ох

хи-хи
у…
у…

у

это я 
понимаю.

шлёп

а…а…а

помни, невозможно 
знать всё. Если ты 

сталкиваешься с чем-то, 
незнакомым, всегда 
спрашивай кого-то 
или старайся узнать 

сама.

Футоши ещё 
молод, но его 
способность 

к исследованиям 
исключительно 

высока.

а Я и не 
претендую на 

роль всезнайки!

Кстати, 
у меня 
вопрос:

Для чего нужен 
антимонопольный 

закон?

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!46
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Ну, ты знаешь, что 
федеральная торговая 
комиссия контролирует 
компании, чтобы они не 

делали ничего, что 
препятствует свободной 
конкуренции, так ведь?

Конечно!

эт
о 

вр
яд

 л
и.

Компании и магазины 
всегда стараются 

снабжать потребителей 
хорошим товаром по 

низким ценам

Результатом их 
конкуренции являются 

более высокое качество 
и более низкие цены.

Но если некоторые 
компании вступают 

в сговор друг с другом, 
или что-то ещё затрудняет 
конкуренцию, потребители 
терпят большие убытки. 

Цель федеральной 
торговой комиссии - не 

допускать подобные 
действия.

Я понимаю.

А сейчас я расскажу 
тебе о движущейся 
дорожке, чтобы 

объяснить, почему мы 
должны рассматривать 
антимонопольный закон 

в терминах 
дифференциального 

исчисления.

Что, 
опять Вы 
за своё?

Мы обсудим 
правило сложения 

производных.  
Тебе полезно 

запомнить его.

1.5.   Упражнения к главе 1 47
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То есть 
производная 

суммы функций 
равна сумме произ
водных, которые 
её составляют.

Что это 
значит?

скрип

да -да

шурх-
шурх

Давай рассмотрим 
это правило, 
используя 

аппроксимацию 
в точке x = a, 

как мы это делали 
в главе 1.

Пусть дано

Мы хотим 
найти k.

Так как h(x) = f(x) + g(x), 
подставим (1) и (2) 

в исходное уравнение.

(1)

(2)

(3)

2.1.   Производная суммы функций

Производная суммы функций
	 Если   h (x) = f (x) + g (x),  

то       h' (x) = f ' (x) + g' (x) (2.1)

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!48
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и получим, 
что...

если мы 
перегруппируем члены 
уравнения (4), то из 

уравнения (3) следует, 
что коэффициент  

при (x – a) 
и есть k.

Дайте 
посмотреть.

h(x) ≈ ( f'(a) + g'(a))× 
×(x – a) + f(a) + g(a).  
С другой стороны, 
h(x) = k(x – a),  
следовательно 
k = f'(a) + g'(a)! И 

дифференциальный 
коэффициент равен 
производной, так 

что k = h'(a) =  
= f'(a) + g'(a).

Верно!

А сейчас давай 
я объясню, что 
происходит при 

ходьбе по 
движущейся 
дорожке.

Пусть Футоши 
идёт по 
тротуару.

А без Футоши 
нельзя? Ладно,  
я постараюсь 
сосредото- 

читься.

(4)

2.1.   Производная суммы функций 49
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Пусть путь, который 
он прошёл за 

x минут от 
начальной точки 0 
- это f(x) метров.

Через a минут 
он будет в 
точке А.

Пусть через 
x минут он 

будет в точке P.

Это значит, что он 
дошёл от А до Р 
за (x – a) минут.

Верно.  
Но что из 

этого 
следует?

не торопись.  
Пусть это время 
движения (x – a)  

бесконечно 
уменьшается.

Перепишем 
верхнее 

выражение:

Сэки-сан, левая 
часть этого 

уравнения - это 
пройденный путь, 

делённый на время, 
То есть это 
скорость?

Точно! Значит, 
f'(a) - это скорость 
Футоши, когда он 
проходит точку А.

f(x) ≈ f (́a)(x − a) + f(a)

 ≈ f (́a)
f(x) − f(a)

x − a

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!50
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топ-

топ-

топ-

топ

То есть, 
дифференцируя 
функцию f(x), 

выражающую путь,  
мы находим скорость!

Верно.  
Поэтому, если 

h(x) = f(x) + g(x),  
то  

h'(x) = f'(x) + g'(x).
Что это означает?

пусть Футоши теперь 
идёт по движущейся 
дорожке, которую 
ты могла видеть 

в аэропорту. Футоши проходит 
g(x) метров за x минут

Дорожка перемещается на  
f(x) метров за x минут

за x минут Дорожка 
перемещается на 

f(x) метров. За это же 
время Футоши 

относительно дорожки 
проходит g(x) метров.

То есть общий путь, 
пройденный Футоши 

за x минут, будет 
равен 

h(x) = f(x) + g(x).

2.1.   Производная суммы функций 51
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И что же тогда 
означает формула 
h'(x) = f'(x) + g'(x)?

я поняла! она означает, 
что скорость Футоши 

относительно наблюдателя, 
стоящего вне дорожки,  

равна сумме скорости Футоши 
на дорожке и скорости  
самой дорожки, так? Верно!

это просто. 
однако, Разве это 
как-то связано с  
антимонопольным 

законом?

Будь чуть 
терпеливее. 

Я же говорил 
тебе, что 
важны 
основы.

Следующее 
правило тоже 

является 
основным,  

так что запомни 
и его.

постараюсь.

Пых
Пых

Ух

Ух

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!52

 

                            12 / 24



рассмотрим 
функции 

в окрестности 
точки a  

x = a.

(x – a) —  
очень маленькое 
изменение. Значит, 

(x – a)2 очень очень мало. 
Так как наше равенство 
приближённое, то этим 

членом можно 
пренебречь.

И вот что Мы 
получаем.

от этих 
функций 

голова кругом 
идёт.

f(x) ≈ f (́a)(x − a) + f(a)

g(x) ≈ g (́a)(x − a) + g(a)

h(x) = f(x)g(x) ≈ k(x − a) + l
h(x) ≈ {f (́a)(x − a) + f(a)}{g (́a)(x − a) + g(a)}

{f (́a)g(a) + f(a)g (́a)}(x − a) ≈ k(x − a)
 k = f (́a)g(a) + f(a)g (́a)

2.2.   Производная произведения функций

Производная произведения функций
	 Если   h(x) = f(x) g(x),  

то       h'(x) = f '(x) g(x) + f(x) g'(x) (2.2)

Производная произведения функций равна 
сумме произведений, каждое из которых содер-
жит функцию и производную другой функции.

k

2.2.   Производная произведения функций 53
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а вот Теперь я 
использую 

дифференцирование, 
чтобы объяснить, 

почему нельзя 
допускать 
монополию.

Как можно  
решить социаль
ную проблему, 

используя 
дифферен
цирование?

Разве это 
не проблема 

морали, 
справедливости 

и истины?

Давай взглянем 
на мир с точки 
зрения бизнеса.

Рынок, в котором 
разные компании 

производят товары 
одинакового 

назначения, называется 
«рынком свободной 

конкуренции».

Рынок свободной 
конкуренции

можешь 
привести 
пример?

Может... 
видеопрокатные 

магазины?

Верно! В условиях 
свободной конкуренции 

цена на товар 
определяется рынком, 

и  компании производят 
и поставляют товары 
до тех пор, пока это 
приносит им выгоду.

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!54
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Представим, к примеру,  
что компания, производящая  
CD-плееры с рыночной ценой  

12 000 иен за штуку, хочет узнать, 
стоит ли увеличивать объём 

выпускаемой продукции.

Если стоимость 
производства ещё 

одного CD-плеера равна 
10 000 иен, то компания, 

конечно, увеличит выпуск 
продукции, так как 
получит выгоду.

Правда, увеличение 
выпуска может 

привести к снижению 
рыночной цены, но мы 

будем считать, что 
этого не произойдёт.

Допустим, компания решила 
увеличить производство. При 
этом изменится стоимость 
производства, а значит, и 
его эффективность. Когда 
стоимость производства 
каждой новой единицы 
продукции достигнет  

рыночной цены 12 000 иен, 
увеличение объёма 

производства перестанет 
приносить прибыль.

Другая ситуация возникает 
на монопольном рынке, 

где только одна компания 
поставляет определённый 
продукт. То есть только 

одна компания составляет 
весь рынок.

Если посмотреть 
на рынок в целом, 
то при постоянном 

спросе рост 
предложения 

ведёт к снижению 
цены.

то есть
цена = затраты на прирост 
производства единицы 

продукции

монопольный рынок

2.2.   Производная произведения функций 55
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допустим, мы знаем 
функцию p(x), 
описывающую 

зависимость цены, 
по которой компания 

может продавать 
товар, от общего 

количества товара x.

Кстати, производная p'(x), 
которая выражает 
изменение цены, 

отрицательна, так как 
цена единицы 

понижается, если x 
повышается.

Верно. Доход 
компании от 

реализации товара 
вычисляется по 

формуле…

Я поняла! чтобы решить, 
увеличивать ли объём 

производства, Компании 
нужно вычислить h'(a)  

и сопоставить результат 
со стоимостью 

производства единицы 
товара.

Ты права. Так как 
h(x) = p(x) × x, то надо 
найти производную 

произведения функций.
Помнишь формулу?

Дайте 
подумать…

с 
к 

р 
и 

п

Из формулы  
видно, что h'(a) 
равна изменению 

дохода при 
увеличении объёма 
производства на 

единицу  
продукции.

Доход = h(x) = цена × количество = p(x) × x

h(x) ≈ h´(a) (x − a) + h(a), тогда

h(x) − h(a) ≈ h´(x) (x − a) (2.3)

Изменение 
дохода

Изменение объёма 
производства

C другой стороны, мы знаем, что 
любую функцию в окрестности 
точки a можно записать в виде: 

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!56
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Мы получим
Верно. увеличивать 
выпуск можно до 
тех пор, пока h'(a) 
не станет меньше, 

чем увеличение сто-
имости производ-
ства добавочной 

единииы.

Другими словами, рост вы-
пуска надо прекращать, 
когда p'(a) × a + p(a) срав-
няется со стоимостью про-
изводства единицы товара. 
Так как первый член отрица-
тельный, то рыночная  
цена p(a) будет больше 
себестоимости.

Но монопольная 
компания прекращает 
производство, когда 

цена значительно 
больше стоимости 

производства 
добавочной 
продукции.

Это чрезмерное 
фиксирование 
цен, не так ли?

Взгляни на 
выражение 
ещё раз.

Ты прав, но ты должен 
посмотреть внимательнее. 

Компании делают это 
не злонамеренно, а исходя 

из целесообразности.

он и 
впрямь 
умён.

бам

h (́a) = p (́a)a + p(a) × 1

2.2.   Производная произведения функций 57
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Что ты 
думаешь, 
Норико?

Что я 
думаю?

Монополист 
устанавливает объём 
выпуска, сопоставляя, 
доход от продажи 
ещё одной единицы 
товара с убытками, 

вызванными 
снижением цены.

Если так, то в действиях 
монополиста нет злого 

умысла, он просто 
действует 

в соответствии 
с основным принципом 

капитализма - 
получением прибыли. 

Таким образом, 
обвинение компании 

в аморальном поведении 
не имеет смысла.

Но для потребителей 
и общества 

поведение компании 
является причиной 

нежелательно 
высоких цен. Вот 
почему монополии 
запрещены законом.

я 
думаю…

Для того чтобы объём продаж увеличился на единицу, 
объём производства должен вырасти чуть больше:

                                           h (́a) = p (́a)a + p(a),

где
     p(a) — увеличение дохода от продажи a-й единицы;
     p (́a)a = Скорость снижения цены × Количество продукции =
                = Общий убыток из-за снижения цены.

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!58
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Поразительно!
Сэки-сан, как здорово!  

Все общественные проблемы 
могут быть решены 

дифференцированием, так?

та -дам

а как насчёт любви? 
любовь тоже можно 

продифференцировать?

какая чушь! ты совсем не 
можешь быть серьёзной.

Это 

невозм
ожно

Ар-р-р! 
Ненавижу вас, 
бесчувствен-
ные сухари!

?..

2.2.   Производная произведения функций 59
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Асагакэ Таймс, 
отделение 
Санда-чо  
на связи.

А 
с 
а 
г 
а 
к 
э 
  
Т 
а 
й 
м 
с

тру…
тру…

цок

О, здравствуйте, 
ш...шеф!

У меня есть 
несколько 

вопросов по 
поводу статьи, 
которую вы 
написали.

Да,  
я слушаю...

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!60

 

                            20 / 24



Я бы хотел узнать о ваших 
источниках, а также 

получить всю информацию, 
которой Вы располагаете 

по этому вопросу. 
Возможно, это поможет 

восстановить вашу 
репутацию.

Да...  
я понимаю.

Спасибо, что 
позвонили мне. 
Я всё сделаю.

что им 
надо?

что-то 
случилось?

В чём дело, 
Сэки-сан?  

У вас 
озабоченный 

вид.

О, Боже.

нет, Ничего 
серьёзного.

2.2.   Производная произведения функций 61
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Сменим тему.

y = ax2

y = ax2 + bx + c

Одночлен

Многочлен

члены

В заключение 
запомним формулы 
для дифференци-

рования 
многочленов. 
Дифферен-

цирование любого 
многочлена можно 

осуществить с 
помощью трёх 

формул.

Сначала покажем, что если h(x) = x n, то h (́x) = nx n − 1.
Для этого используем несколько раз правило дифференцирования произведе-
ния.
Для h(x) = x2: так как h(x) = x × x, то h (́x) = x × 1 + 1 × x = 2x.
В этом случае формула верна.
Для h(x) = x3: так как h(x) = x2 × x, то h (́x) = (x2)́  × x + x2 × (x)́  = (2x)x + x2 × 1 = 3x2.
Формула верна и в этом случае.
Для h(x) = x4: так как h(x) = x3 × x, то h (́x) = (x3)́  × x + x3 × (x)́  = 3x2 × x + x3 × 1 = 4x3.
Опять формула справедлива. И так до бесконечности. 

Любой многочлен можно продиффиринцировать, пользуясь тремя формулами!

Формулы для дифференцирования многочленов
Сумма функций {f(x) + g(x)}́  = f (́x) + g (́x). (2.4)

Умножение на константу {αf(x)}́  = αf (́x). (2.5)

Степенная функция {x n}́  = nx n − 1. (2.6)

Проверим это в действии! Продифференцируем h(x) = x3 + 2x2 + 5x + 3:

	 h´(x) = {x3 + 2x2 + 5x + 3}´ = (x3)´ + (2x2)´ + (5x)´ + (3)´ =

	  = (x3)́  + 2(x2)́  + 5(x)́  = 3x2 + 2(2x) + 5×1 = 3x2 + 4x + 5.

2.4

2.5 2.6

2.3.   Дифференцирование многочленов

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!62
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Я выйду 
ненадолго

дз…з

ах!

уф…ф

Не 
беспокойся 

за него.

А не сделать ли тебе 
какой-нибудь репортаж?

Правда? Это всего лишь 
местные горки.

Да, я слышал, что в 
парке развлечений 

Санда-чо только что 
восстановили 

американские горки. 
вот и напиши об 

этом. 

???

2.3.   Дифференцирование многочленов 63
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ax!

звяк
лязг

лязглязг

лязг

оx!
с 
а 
н 
д 
о  
 
л 
э 
н 
д

р 
а 
з 
в 
л 
е 
ч 
е 
н 
и 
й

г 
о 
р 
о 
д 
с 
к 
о 
й  
 
п 
а 
р 
к

пресса
Похоже на 
американс-
кие горки

Что это? 
Я ненавижу 

американские 
горки...

Максимум

Минимум
x

Максимумы и минимумы функции находятся там, где функция от убывания 
переходит к возрастанию или наоборот. Они важны для изучения свойств 
функции. Так как максимум или минимум часто является абсолютным макси-
мумом или минимумом, то, соответственно, он является полезной точкой для 
нахождения оптимального решения.

Условия экстремумов
Фунция y = f(x) имеет максимум или минимум в точке x = a, если f '(a) = 0.

Это значит, что мы можем найти максимумы или минимумы, найдя значение a, 
удовлетворяющее условию f (́a) = 0. Эти значения ещё называют экстремумами.

2.4.   Нахождение максимумов и минимумов

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!64
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Пусть f (́a) > 0. Вблизи точки x = a  функцию 
f(x) можно заменить приближённой 
линейной функцией f(x) ≈ f (́a)(x − a) + f(a), 
которая будет возрастать в точке x = a 
вследствие f (́a) > 0. Сама функция f(x) будет 
иметь вид, близкий к изображённому на 
рисунке. Другими словами, на этом участке 
дороги горка идёт вверх.

Если  y = f(x) возрастает и убывает при  f (́a) > 0 и  f (́a) < 0, то наверху или внизу 
обязательно должна быть точка, где f (́a) = 0. И действительно, в точке f (́a) = 0 
приближённая линейная функция будет равна константе y =  f (́a)(x − a) + f(a) = 
= 0 × (x − a) +  f(a). Это формула горизонтальной касательной к кривой f(x) , что и 
должно наблюдаться в максимумах и минимумах.

Аналогично y = f(x) убывает при f (́a) < 0, 
то есть горка идёт вниз, и это ни верхняя, 
ни нижняя точка.

 f (́a) = 0
(a, f(a))

(a, f(a))
 f (́a) = 0

Эти 
рассуждения 
могут быть 
подытожены 
следующей 
теоремой.

Условия возрастания и убывания
	 Если f '(a) > 0, то в точке x = a функция y = f(x) возрастает. 

Если f '(a) < 0, то в точке x = a функция y = f(x) убывает.

2.4.   Нахождение максимумов и минимумов 65
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Ла, ла, ла!  
Я люблю 

дифференци
рование!  

с его помощью  
Я могу объяснить 

всё на свете! 
хи-хи-хи…

О, так ты всё 
поняла?!

питейная
«дом санда»

д 
о 
м 
с 
а 
н 
д 
а

о 
т 
к 
р 
ы 
т 
о

п 
и 
т 
е 
й 
н 
а 
яп 

и 
т 
е 
й 
н 
а 
я

Вы опять за своё?  
только и знаете: 

дифференцирование, 
дифференцирование, 
дифференцирование…

Ты же только 
что сказала, 
что любишь...

Мой мозг 
в отключке.

шлёп

Нет, спасибо.  
Я не хочу 

слишком много 
пить сегодня.

Это из-за 
того звонка, 

да? Что 
сказал шеф?

Сэки-сан, ещё 
что-нибудь 
выпьете?

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!66
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не будем 
о грустном!

о…ох

Восхитительно! 
разливное пиво - 

лучшее пиво!

Внимание, вопрос! 
Существуют два вида 

пузырьков пива. Сравни
тельно маленькие, которые 

становятся ещё меньше  
и в конце концов 

исчезают...

И сравнительно большие, 
которые быстро 
увеличиваются, 
поднимаются на 

поверхность и лопаются. 
А теперь объясните, 

почему это происходит!

2.4.   Нахождение максимумов и минимумов 67
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С другой стороны, на границу 
раздела между пузырьком 
и жидкостью действует 

поверхностное натяжение, 
стремясь уменьшить площадь 

поверхности.

Поэтому энергия пузырька 
из-за этой силы 
увеличивается 

пропорционально площади 
поверхности, 4πr2

.

Пузырек газа

Жидкость

Действие силы 
поверхностного 

натяжения

Учитывая эти два 
эффекта, выразим 

энергию E(r) 
пузырька как 

функцию радиуса r. 

Как показано 
здесь.

Так как газированные 
напитки, такие как пиво, 

перенасыщены углекислым 
газом, он более стабилен 
будучи в газообразном 
состоянии, чем когда он 
растворён в жидкости.

Это 
совсем 

не 
трудно!

ха!

поэтому Энергия 
пузырька уменьшается 
пропорционально его 

объёму (4/3πr³), где r - 
радиус пузырька.

E(r) = −a(     πr3) + b(4πr2)4
3

Энергия, 
зависящая 
от объёма

Энергия, 
зависящая 
от площади

Объём 
пузырька

Площадь поверхности 
пузырька

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!68
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m

M

E(r)
P

N

n
r

2

Пузырёк стремится 
к уменьшению своей 
энергии, насколько 
это возможно. Если 

мы найдём, как 
ведёт себя функция 
E(r), мы разгадаем 
загадку пузырьков 

пива. 

Это 
впечатляет, 
Футоши!

Для простоты будем считать, 
что a и b равны 1. Тогда 
зависимость энергии от r 

упростится до соотношения 
E(r)= –r³+ 3r2

. 
Этого достаточно, чтобы 
изучить общий вид E(r).

Во-первых, 
найдём 

экстремум.

E´(r) = (−r3)´ + (3r2)´ 
= −3r2 + 6r 

= −3r(r − 2). 

Когда r = 2, то E´(r) = 0. 
 когда 0 < r < 2, то E´(r) > 0, 

и функция возрастает. 
когда r > 2, то E´(r) < 0, 

и функция убывает.  
Значит, в точке P (r = 2) 

функция E(r) имеет максимум.

Теперь мы знаем, что 
график E(r) выглядит так. 

Этот график говорит 
о том, что пузырьки ведут 

себя по-разному  
в зависимости от 

расположения 
относительно 
максимума P.

2.4.   Нахождение максимумов и минимумов 69
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Хех-хех... 
Футоши.

браво!

Д
ёрг

Хлоп!

Хлоп!

?!

Н...Норико!

С другой стороны, пузырёк 
с радиусом n и энергией N, 
чтобы уменьшить энергию 

E(r) начнёт увеличивать 
свой радиус. Пузырёк будет 

расти и выходить на 
поверхность пива.

Пузырёк с радиусом m и 
энергией M, начнёт уменьшать 

свой радиус (m), чтобы 
уменьшить энергию E(r).  

Пузырёк будет уменьшаться, 
пока совсем не пропадёт.

m

ME(r)

r r

P P
N

2
Пузырьки уменьшаются Пузырьки увеличиваются

n2

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!70
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Помогите!

шух

шух

их-х…

Не смей говорить при мне 
про графики, функции  

и производные!

Оу! за пределами 
офиса Ты ведёшь 

себя совсем  
по-другому!

Замолчи! Сакэ! 
Принесите мне 

Сакэ!

Кажется, она 
достигла 
своего 

максимума.

2.4.   Нахождение максимумов и минимумов 71
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Как говорилось выше, производная — это коэффициент при x в приближённой 
линейной функции, заменяющей функцию  f(x) в окрестности x = a.

То есть

	 f(x) ≈ f´(a)(x − a) + f(a) (при x, стремящемся к a).

Но линейная функция — это только «приближение» f(x), и для b, даже близких 
к a, строго говоря

	 f(b) ≠ f´(a)(b − a) + f(a).	 (1)

То есть это не точное равенство.

Теорема о среднем
Для любых a и b, таких, что a < b, найдётся ζ, удовлетворяющее условию 

a < ζ < b, для которого будет выполняться равенство:

f(b) = f'(ζ)(b – a) + f(a).

Другими словами, можно записать уравнение (1) со знаком равенства, используя 
не f´(a), а f´(ζ) — значение производной в точке ζ, расположенной между a и b.

Для тех, кого это не устраивает, 
существует следующая теорема.

Почему так?

2.5.   Теорема о среднем

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!72
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Нарисуем линию через точки A(a, f(a)) и B(b, f(b)), чтобы получить отрезок AB.

a

A(a, f(a))

ζ b

B(b, f(b))f(b)

f(x)

f(a)

Наклон AB

Наклон f (́ζ)

∆y

∆x

y = f(x)

x

Известно, что тангенс угла наклона отрезка AB равен ∆y/∆x:

∆x b − a
∆y

  =  
  f(b) − f(a)

Тангенс угла наклона отрезка AB = . (2)

Будем перемещать линию AB из начального положения, как показано на рисунке.
В итоге линия достигнет точки, за которой она уже не будет пересекаться с графи-

ком функции. Обозначим эту точку (ζ, f(ζ)).
В этой точке линия является касательной, и значит её наклон — f´(ζ).
Так как линия перемещалась параллельно её начальному положению, то её на-

клон не отличается от наклона, вычисленного по формуле (2).

Следовательно, мы получаем, что                             

откуда

f(b) = f´(ζ)(b − a) + f(a).

f(b) − f(a)
b − a = f '(ζ).

2.5.   Теорема о среднем 73
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Найдём формулу для производной функции 
g(x)

———
f(x)

h(x) = .

Сначала найдём производную функции 
1

——
f(x)

p(x) = , которая является обратной 
к f(x).

 
После этого мы сможем применить правило для производной произведения 

двух функций к h(x) = g(x)p(x).
Очевидно, что  f(x)p(x) = 1. 
Тогда

	 1 = f(x)p(x) ≈ {f´(a)(x − a) + f(a)}{p´(a)(x − a) + p(a)}.

Так как левая и правая части равны, то равны и их производные:

	 0 = p(a)f´(a) + f(a)p´(a).

Таким образом, имеем: 
p(a) f '(a)

—————
f(a)

p'(a) = – .

Так как 
1

——
f(a)

p(a) = , подставляя это в числитель вместо p(a),  

получаем 
– f (́a)
———
f(a)2p (́a) = .

Запишем функцию 
g(x)

———
f(x)

h(x) = . в виде 
1

——
f(x)

h(x) = g(x) ×          = g(x)p(x)

и применим правило умножения и формулу, полученную выше. 

1
——
f(x)

h (́x) = g (́x)p(x) + g(x)p (́x) =  g (́x) ×          – g(x)             = .
f (́x)

———
f(x)2

g (́x)f(x) − g(x)f (́x)
——————————

f(x)2

В итоге получаем следующую формулу:

Производная частного от деления функций

. (2.7)

2.6.   Производная частного от деления функций

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!74
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Получим формулу производной от h(x) = g(f(x)).
В окрестности x = a

f(x) − f(a) ≈ f´(a)(x − a),
а в окрестности y = b

g(y) − g(b) ≈ g´(b)(y − b).

Подставляем b = f(a) и y = f(x) в последнее выражение и получаем в окрестности 
x = a

g(f(x)) − g(f(a)) ≈ g´(f(a))(f(x) − f(a)).

Заменим f(x) − f(a) выражением справа из первого уравнения

g(f(x)) − g(f(a)) ≈ g´(f(a))f´(a)(x − a).

Так как g(f(x)) = h(x), то коэффициент при (x − a) в этом выражении даёт 

h´(a) = g´(f(a))f´(a).

Таким образом, имеем следующую формулу:

Производная сложной функции

. (2.8)

Используем полученную выше формулу, чтобы найти производную функции 
x = g(y), обратной функции y = f(x).

Так как x = g(f(x)) для любого x, дифференцирование обеих частей этого выраже-
ния даёт

1 = g´(f(x)) f´(x).

Преобразуя это выражение, получаем следующую формулу:

Производная обратной функции

. (2.9)

2.7.   Производная сложной функции

2.8.   Производная орбратной функции

2.7.   Производная сложной функции 75
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Функция Формула Комментарий
Умножение 
на константу

(αf(x))́  = αf (́x) Константа может быть вынесе-
на за знак производной.

x n (степень) (x n)́  = nx n − 1 Показатель степени функции 
становится коэффициентом 
при производной, показатель 
степени производной понижа-
ется на 1.

Сумма (f(x) + g(x))́  = f (́x) + g (́x) Производная суммы — сумма 
производных.

Произведение (f(x)g(x))́  =
= f (́x)g(x) + f(x)g (́x)

Производная произведения — 
сумма произведений функции 
на производную другой функ-
ции.

Частное ( g(x)
f(x)2 )́  = g (́x)f(x) − g(x)f (́x)

f(x)2
Знаменатель возводится в ква-
драт. Числитель — разность 
произведений функции на про-
изводную другой функции.

Сложные 
функции

(g(f(x)))́  = g (́f(x))f (́x) Производная сложной функ-
ции — произведение произво-
дных внешней и внутренней 
функций.

Обратные 
функции g´(y) = 1

f (́x)
Производная обратной функ-
ции обратна производной ис-
комой функции.

1. Для натурального n найти производную f (́x) для 

	 f´(x) = 1
x n .

2. Вычислить экстремумы f(x) = x 3 − 12x.
3. Найти производную f (́x) для f(x) = (1 − x)3.
4. Вычислить максимальное значение g(x) = x 2(1 − x)3 в интервале 0 ≤ x ≤ 1.

2.9.   Формулы для дифференцирования

2.10.  Упражнения к главе 2

Глава 2.   Изучаем приёмы дифференцирования!76
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3

Интегрируем 
функции!

Интегрируем 
функции!

Глава 3.
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эй, вы читали 
статью 

в сегодняшнем 
номере?

Какую 
статью?

Аспирант 

анали­

зирует 

проект  

«Дорога 

ветра»

Это может 

уменьшить 

явление 

парни

кового 

эффекта 

в городах

Вот эту.  
её автор - 

аспирант моего 
университета!

Правительство 
финансирует 
подобные 

исследования, 
направленные против 

глобального 
потепления.  

Это замечательно!

Наш 
университет 

силён 
в науке.

ха 

ха 

ха

М
астер 

литературы

Глава 3.   Интегрируем функции!78
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Тепло Тепло

Считается, что 
причиной 

глобального 
потепления 

является диоксид 
углерода (CO2).

Его относят к 
парниковым газам, 
которые не дают 

тепловому излучению 
покидать земную 

атмосферу и тем самым 
сохраняют тепло Земли.

Если тепловое 
излучение не может 
покинуть атмосферу, 

Земля становится 
слишком тёплой, 
что приводит 
к аномальной 

погоде.

этот аспирант 
проанализировал 
влияние ветра 
на температуру.

Он предложил 
ограничить 

строительство 
крупных зданий 
на пути ветра.

Похоже, он полагает, 
что если ветер будет 

беспрепятственно дуть 
вдоль рек и морских 

побережий, повышение 
земной температуры 

замедлится.

да, 
в современном 

обществе Трудно 
сократить 

выбросы CO2.

Но каждый 
должен 

попытаться 
сделать это.

с 
т 
р 
а 

ш 
н 
о

2.10.  Упражнения к главе 2 79
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С чего вы взяли, 
что количество 
CO2 в воздухе 

вообще 
возросло?

О, нет, опять 
дифферен­
цирование?

УХМЫЛКА

Интегрирование функций

Нет, на этот раз 
интегрирование. 
Но это тоже 
операция над 
функциями.

Интегрирование 
позволит нам 
найти общее 

количество CO2 
в воздухе.

Если мы узнаем 
общее количество 
CO2 в воздухе, то 

сможем рассчитать 
следующие вещи.

Но определение 
общего количества 

CO2 - трудная 
задача.

Ха

1. Влияние CO2 на глобальное 
потепление.

2. Количество CO2 в воздухе, 
обусловленное человеческим 
фактором, например выхлопные 
газы машин и отходы 
промышленности.

Глава 3.   Интегрируем функции!80
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Если бы концен­

трация CO2 в воздухе 
была распределена равно­
мерно, мы могли бы рас­
считать общее количе­

ство CO2, умножив кон­

центрацию CO2 на общий 
объём воздуха.

Но концентрация 
CO2 различна 

в разных местах 
и изменяется 
постепенно 

и непрерывно.

Давай подумаем, 
как мы можем 

рассчитать общее 
количество 

при непрерывном 
изменении 

концентрации, как 
в нашем случае.

Ох... Вы не 
могли бы 
придумать 

пример 
полегче?

Хорошо. Давай 
используем 

драгоценный 
СЁТЮ* Футоши!

* Крепкий алкогольный напиток.

О, нет!  
П...Почему?

ОТЧАЯНИЕ

буль-буль

буль-
буль

Это для обучения 
Норико.  

зачем ты держишь 
его в офисе.?

Нет! Он «тысячелетней 
выдержки», очень 
редкий, известный  
СЁТЮ из Санда-чо. Может быть, 

поэтому он 
всегда дремлет.

2.10.  Упражнения к главе 2 81
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Мы будем  
лить горячую 
воду в этот 

стакан с СЁТЮ.

Горячая 
вода

Дело в том, что когда 
мы добавляем 
горячую воду, 

концентрация спирта 
вверху становится 
меньше, чем внизу,

и концентрация 
меняется 

постепенно 
сверху вниз

Теперь выразим 
концентрацию Сётю 

на высоте x см 
от дна, используя 

функцию p(x) 
в г/см3.

такой 
продукт 

пропадает!

б 
у 
л 
ь 
к

б 
у 

л 
ь 

к

Высота: 9 см
Площадь основания: 

20 см2

20 см2

9 см

см

3.1.   Найдём концентрацию спирта

Глава 3.   Интегрируем функции!82
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Пусть p(x) 
выражается 

в виде

Теперь, Норико, скажи 
какое количество 
спирта в граммах 

содержится в этом 
Сётю с горячей 

водой?

Я не могу 
вычислить 
это так 
быстро.

если концен-
трация постоянна, 
это просто. Общее 
количество спирта 
равно произведе
нию плотности 
и занимаемого 
спиртом объёма 
ёмкости.

Если концентрация равна 
0,1 г/см3, как показано 
на графике, мы должны 
умножить концентрацию 
на высоту и площадь 

основания:  
0,1 × 9 × 20 = 18 г.  

это и есть количество 
спирта в стакане.

но ведь 0,1 × 9 - 
это площадь 

заштрихованной 
части графика?

Верно! Но чтобы 
получить объём, мы 

должны ещё умножить 
высоту x на площадь 

основания 20 см2
.

Шаг 1. Когда концентрация постоянна

x0

0,02

2

9

Концентрация p(x)

x

0,1

9

p(x)

x

0,1

9

p(x)

2
————
(x + 1)2p(x) = .

3.1.   Найдём концентрацию спирта 83
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Теперь представим 
стакан, в котором 

концентрация спирта 
изменяется 
ступенчато… 

…Как 
представлено 

на этом 
графике, 
к примеру.

Почему бы 
тебе 

не рассчитать 
это, Норико?

Ладно, это просто. 
Подсчитаем 

количество спирта 
на каждой 

ступеньке, учитывая, 
что площадь 

основания 20 см2
...

Так... получилось 
34 г

Шаг 2. Когда концентрация меняется ступенчато

x

0,1

0

0,2

0,3

6 92

Концентрация   p(x)

2 4 3

0,3 × 2 × 20 + 0,2 × 4 × 20 + 0,1 × 3 × 20 =

Кол-во 
спирта 

в области 
0 ≤ x ≤ 2

Кол-во 
спирта 

в области 
2 < x ≤ 6

Кол-во 
спирта 

в области 
6 < x ≤ 9

= (0,3 × 2 + 0,2 × 4 + 0,1 × 3) × 20 = 34.

Глава 3.   Интегрируем функции!84
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Ответ 
34 грамма, 

так?

Верно.

А что ты будешь 
делать, если 
концентрация 
p(x) меняется 
постепенно?

ужас,  
Как сложно!

Вообще-то, 
это совсем 
не сложно. 

Смотри!

Понятно. Мы можем 
начать с представле
ния функции в виде 

ступенек и рассчитать, 
используя тот же 
способ, что и на 

втором шаге.

Шаг 3. Когда концентрация меняется постепенно

…
p(x6)

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

p(x2)
p(x1)
p(x0)

p(x)

x0

0,02

2

9

Концентрация p(x)

3.1.   Найдём концентрацию спирта 85
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Верно! отметим 
на оси Х точки 
x0, x1, x2, ..., x6,…

…и представим p(x) 
в виде ступенчатой 

функции.

Вычисление 
количества спирта 
с помощью этой 

ступенчатой функции 
даст нам 

приближённое 
значение количества 

спирта.

чем больше 
ступенек, тем 
точнее. да?

Верно. Закрашенная 
область ступенчатой 
функции - сумма 
этих выражений 
(но без учёта  

площади осно
вания 20 см2

).

…
p(x6)

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

p(x1)
p(x0)

p(x)

Между x0 и x1 концентрация 
постоянна и равна p(x0).
Между x1 и x2 концентрация 
постоянна и равна p(x1).
Между x2 и x3 концентрация 
постоянна и равна p(x2).





+ 




p(x0) × (x1 − x0) × 20
p(x1) × (x2 − x1) × 20
p(x2) × (x3 − x2) × 20
p(x3) × (x4 − x3) × 20
p(x4) × (x5 − x4) × 20
p(x5) × (x6 − x5) × 20

Приближённое 
значение количества 

спирта
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И если мы сделаем 
интервалы разбиения 
бесконечно малыми,  
то получим точное 
количество спирта,  

так ведь?

Да, это так, 
но это  

нереально.

Я...
Я пони
маю.туктук

тук

Ты должна будешь 
добавлять бесконечное 
число бесконечно малых 

частей.

Посмотри на это 
выражение. 

Оно тебе ничего 
не напоминает?

Ах! Оно похоже на 
представление 

в виде линейной 
функции!

p(x3) × (x4 − x3)
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Шаг 4. Представление в виде линейной функции

Пусть f (́x) — производная функции f(x). Тогда вблизи x = a

	 f(x) ≈ f´(a) (x − a) + f(a).

Перенося f(a) влево, получаем

	 f(x) − f(a) ≈ f´(a) (x − a),	 (1)

то есть 

	 Разность f(x) ≈ Производная f(x) × Разность x.

Предположим, что разность между соседними последовательными значениями x0, 
x1, x2, x3, … , x6 достаточно мала, так что x1 стремится к x0, x2 стремится к x1, и так далее.

Введём также новую функцию q(x), производная которой равна p(x): 

	 q´(x) = p(x).

Подставляя в (1) q(x) вместо f(x), получаем:

	 Разность q(x) ≈ Производная q(x) × Разность x 
q(x1) − q(x0) ≈ p(x0) (x1 − x0) 
q(x2) − q(x1) ≈ p(x1) (x2 − x1)

Сумма правых сторон этих выражений равна сумме левых сторон, при этом во вре-
мя суммирования некоторые члены взаимоуничтожаются:

	 + q(x1) − q(x0) ≈ p(x0) (x1 − x0) 
+ q(x2) − q(x1) ≈ p(x1) (x2 − x1) 
+ q(x3) − q(x2) ≈ p(x2) (x3 − x2) 
+ q(x4) − q(x3) ≈ p(x3) (x4 − x3) 
+ q(x5) − q(x4) ≈ p(x4) (x5 − x4) 
+ q(x6) − q(x5) ≈ p(x5) (x6 − x5) 
————————————————— 
+ q(x6) − q(x0) ≈ Сумма правых сторон

Производя подстановку x6 = 9 и x0 = 0, мы получим:

	 Приближённое количество спирта =  
= Сумма правых сторон × 20 = 
= {q(x6) − q(x0)} × 20 = 
= {q(9) − q(0)} × 20.

Глава 3.   Интегрируем функции!88
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полученную нами 
связь между 
выражениями 
можно пред
ставить в виде 

схемы.

если теперь мы будем 
увеличивать количество 

точек x0, x1, x2, x3, …, 
стремясь 

к бесконечности…

…то связь ➊ 
из «приближения» 

превратится 
в «равенство».

Но, так как сумма 
ступенек всегда равна 
константе q(9) − q(0)…

Шаг 5. От приближения к точному значению

* На стр. 94 приведён строгий вывод этого положения.

…диаграмма 
примет вот 
такой вид*.

Приближённое количество спирта (÷20),  
выраженное ступенчатой функцией:

p(x0) (x1 − x0) + p(x1) (x2 − x1) + ...

➋
≈

q(9) − q(0)
(константа)

   ➊

Точное количество спирта (÷20)

Сумма p(xi) (xi+1 − xi) при
бесконечном количестве xi

= q(9) − q(0)

= =

Точное количество спирта (÷20)

≈

3.1.   Найдём концентрацию спирта 89

 

                             1 / 24



Теперь, Норико, 
посмотрим 

на следующее 
выражение.

Так эта q(x) 
и есть 

функция, 
которую мы 

искали.

Количество спирта 
в стакане смеси 
сётю с горячей 

водой составляет 
в общем 36 г.

да-а-а. у нас 
очень крепкий 

напиток.

Так как сумму 
большого числа 

слагаемых 

очень долго 
записывать, 

я покажу тебе её 
обозначение.

Шаг 6. p(x) — это производная от q(x)

Пусть q(x) = – 2
x + 1

, 

тогда q (́x) = – 2
(x + 1)2  = p(x).

В математике,
если p(x) — производная q(x),  
то q(x) называют первообразной p(x).

Количество спирта = {q(9) − q(0)} × 20 =

= {– 2
9 + 1

 – (– 2
0 + 1 )} × 20 = 36 г.

Глава 3.   Интегрируем функции!90
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Выражение 
вверху…

…Можно 
записать 

следующим 
образом

ого, так 
гораздо 
проще

дельта

Но что 
такое ∆?

∆ (дельта) - 
это греческая 
буква, которая 
используется 

для обозначения 
приращения.

Например,  
∆x выражает расстояние 

до следующей точки. 
Другими словами, это 
(x1 − x0) или (x2 − x1).

А Что 
насчёт 

∑ ?

3.2.   Основная теорема интегрирования

3.2.   Основная теорема интегрирования 91

 

                             3 / 24



Символ ∑ (сигма) 
используется для 

обозначения суммы.
Запись

∑ 
x = x0, x1, …, x6 

выражает операцию 
суммирования  

от x0 = 0 до x5 = 9.

Например, 
Норико, что 

означает запись

∑  p(x) ∆x 
x = x0, x1, …, x6 

?

Она означает сумму 
произведений значения p в 
точке xi на расстояние от xi 

до предыдущей точки.

Да, это и есть 
уравнение, 

которое мы 
видели вверху 
страницы 89.

Чтобы сделать 
запись ещё более 

удобной, был 
введён ещё один 

символ. Его можно получить, 
растягивая символ 

суммирования 
конечного числа 

разбиений, 
и используется он 

при переходе 
к суммированию 

бесконечного числа 
разбиений.

как это - 
Растягивая?

Сейчас 
увидишь...

Раз-
два, 

взяли!

ух ты!

дёрг

Глава 3.   Интегрируем функции!92
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Я растягиваю ∑, 
чтобы получить 

знак ∫, и…
…заменяю 

∆ на d.

и зачем мне 
это нужно?

x0 9

p(x)

∫
0

9
p(x)dx   (3)

Выражение (3) на рисунке 
слева означает суммирование 
при разбиении на бесконечно 

малые интервалы и равно 
площади между кривой 

и осью Х.

это выражение 
называют 

определённым 
интегралом.

Если мы знаем, 
что p(x) - это 
производная 

от q(x)…

…то легко можем вычислить 
сумму, верно?

∫a
bp(x)dx = q(b) – q(a)

Основная теорема интегрирования!
a b

…

a b

Выводы

←      ∫a
bp(x)dx ≈ ∑ 

x = x0, x1, …, xn 
p(x)∆x      →

Остаётся найти такое q(x), чтобы qʹ(x) = p(x), 
и вычислить ∫a

bp(x)dx = q(b) – q(a).
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Сначала находим q(x), удовлетворяющее 
	 q (́x) = p(x).
Затем на оси x отмечаем точки  

	 x0 (= a), x1, x2, x3, …, xn (= b).
Исходя из теоремы о среднем, находим 

точку x01, расположенную между x0 и x1 и 
удовлетворяющую условию

	 q(x1) − q(x0) = q (́x01)(x1 − x0).
Аналогично находим точку x12 между x1 и 

x2, удовлетворяющую условию
	 q(x2) − q(x1) = q (́x12)(x2 − x1).
Повторяя эту операцию, получаем:

+ 

q(x1) − q(x0) = q (́x01)(x1 − x0) = p(x01)(x1 − x0)
q(x2) − q(x1) = q (́x12)(x2 − x1) = p(x12)(x2 − x1)
q(x3) − q(x2) = q (́x23)(x3 − x2) = p(x23)(x3 − x2)

… … …
q(xn) − q(xn−1) = q (́xn−1 n)(xn − xn−1) = p(xn−1 n)(xn − xn−1)

———————— ——————————

q(xn) − q(x0) ← Всегда равны → Приближенное 
значение площади

= Переход к бесконечно 
малым отрезкам

→

q(b) − q(a) ← Равны → Точное значение 
площади

x01 x12 x23 x34 xn−1n

a b

x0 x1 x2 x3 xn−1 xn
x

y

 =
 

 =
 

…

В объяснении, данном ранее на стр. 89,  
мы взяли за основу выражение

q(x1) − q(x0) ≈ p(x0)(x1 − x0).
Это «грубое» выражение, то есть грубое 

представление точного выражения. Для тех, кто 
считает такое объяснение недостаточным, приведём 
более строгий вывод, Используя теорему о среднем.

Сумма площадей, 
изображённых на графике

Строгое объяснение шага 5

Глава 3.   Интегрируем функции!94
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Основные формулы интегрирования

∫
a

b
f(x)dx + ∫

b

c
f(x)dx = ∫

a

c
f(x)dx.	 (3.1)

Интервалы определённых интегралов одной функции можно объединить.

∫
a

b
{f(x) + g(x)}dx = ∫

a

b
f(x)dx + ∫

a

b
g(x)dx.	 (3.2)

Определённый интеграл суммы можно заменить на сумму определённых 
интегралов.

∫
a

b
αf(x)dx = α ∫

a

b
f(x)dx.	 (3.3)

Постоянный множитель можно вынести за знак определённого интеграла.

Ниже приведены рисунки, позволяющие понять формулы (3.1), (3.2) и (3.3):

 = 

(3.1)

 = 

 + 

 + 

(3.2)

(3.3)

a cba cba cb

αf(x)

 f(x)

a b a b a b

Площадь под 
функцией g Площадь под 

функцией f

Умножение 
площади на α Понятно

3.3.   Применение формул интегрирования
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Вот мы 
и закончили! 

Футоши, 
будешь Сётю?

Вообще‑то 
это был мой 

сётю…

Это объяснение 
было немного 
упрощённым, 

но ты ведь его 
поняла?

Да, я как раз 
вспомнил задание 
для тебя. Пойдём 
в читальный зал?

Я даже  
могу почув

ствовать 
его! Ух...

какая 
прелесть

архив

Буль -
буль!

шух-шух

Глава 3.   Интегрируем функции!96
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Норико, помню, около года 
назад группа исследователей 
из технического колледжа 
«Санда» изучала параметры 
воздушных потоков, чтобы 

учитывать их при строительстве 
зданий. Посмотри, как их 

исследование продвинулось 
с тех пор?

Почему они 
стремятся 
избавиться 
от меня!?

Что?

Какеру 

Сэки

Какеру Сэки... 
о-о-о! Это 

статья, которую 
написал Сэки-сан.

О чём 
она?

архив

гр-р-р

гр-р-р

3.3.   Применение формул интегрирования 97
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«Бернем»... один 
из спонсоров 

«Асагакэ Таймс».

Сэки-сан написал 
статью, обвиняющую 

Из всех компаний 
Японии именно 

компанию нашего 
крупнейшего 

рекламодателя.

Вот почему его 
сюда перевели.

ЗА
ГР

Я
ЗН

ЕН
И

Е 

В
О

Д
Ы

 В
 ЗА

Л
И

В
Е

П
ричина —

 слив отходов производства 

ком
пании «Б

ернем
 К

ем
икл»
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Ты что-нибудь 
нашла?

Нет... эм... они 
предлагали 

интересные идеи,

Например такие, как 
конструирование зданий, 

направляющих потоки 
воздуха с целью 

уменьшения эффекта 
теплового купола, так 
как городские районы 
задерживают больше 
тепла, чем сельские.

О, это 
хорошо.

Что ж, какой тип 
архитектуры они 

используют?

Я не... 
знаю.

тц…

ту-тум

треск-треск

щёлк

Хорошо, я... я сейчас 
позвоню им и спрошу 

об этом. обещаю.

Позвонишь им? 
Позвонишь им?!

3.3.   Применение формул интегрирования 99
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Забудь о звонках! 
Ты пишешь статьи,  
так что используй  

свои ноги!

Иди и возьми 
у них интервью!

И заодно проверь, 
можно ли их теорию 
записать, используя 

уравнения!

да, сэки-сан! 
уже бегу.

Глава 3.   Интегрируем функции!100
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...Так вы говорите 
о спросе 

и предложении, 
да?

Точно! Говорят,  
что в экономике 

пересечение кривых 
спроса и 

предложения...

…определяет 
количество 

производимых 
товаров и их цену.

Конечно, 
сама идея 

мне 
понятна.

Но это 
не означает, 
что торговля 
производится 

в точке их 
пересечения.

По правде говоря, 
обслуживание 
общества будет 
наилучшим, если 
торговля будет 
удовлетворять 

этому идеальному 
условию.

Отлично!

Интеграл-диффе
ренциал таймс

Да, сейчас я 
докажу это 
с помощью 
основной 
теоремы 

интегрирования.

3.4.  Применение основной теоремы интегрирования
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Прибыль P(x) при производстве x единиц товара задаётся 
следующей функцией:

P (x) = p × x − C (x)

Прибыль Цена 
единицы

Количество 
продукции

Себестоимость 
производства

Обозначим значение количества продукции x, при котором 
достигается максимум прибыли P(x), через xS.

Компания хочет достичь максимальной прибыли. Вспом-
ним, что для нахождения экстремума функции её произво-
дную надо приравнять к нулю. То есть максимальная прибыль 
компании достигается при 

	 P´(xS) = p − C´(xS) = 0.

Сначала рассмотрим, как компании достигают максимальной 
прибыли на абсолютно конкурентном рынке.  

Заодно получим кривую предложения.

График функции p = C´(x) , соответствующей максимальной 
прибыли, называется кривой предложения!

на графике В точке A Цена равна p1. Этой цене 
соответствует оптимальной объём продукции хS1.

Кривая предложения

p (цена)
p = C (́xS)

xS (оптимальный объём продукции компании)

p1 A

xS10

➊
➋

Глава 3.   Интегрируем функции!102
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Площадь прямоугольника, ограниченного точками (p1, A, xS1, 0), равна произ-
ведению цены на количество изготовленной и проданной продукции. Она равна 
общему доходу компании, до вычета затрат на производство. Но из графика вид-
но, что площадь области ➊ как раз и соответствует производственным затратам, 
и мы можем её вычислить, используя интегрирование:

∫
0

x S1

C (́xS)dxS = C (xS1) − C (0) = C (xS1) = Себестоимость.

Применяем основную 
теорему интегрирования 

Для упрощения 
считаем C (0) = 0

Теперь можно легко найти прибыль компании, равную площади области ➋ на 
графике, вычтя из площади прямоугольника (p1, A, xS1, 0) площадь области ➊.

Кривая спроса
Теперь найдём максимальную выгоду покупки для потребителей.
Выгода B(x), получаемая потребителями при покупке x единиц товара, задаёт-

ся следующим выражением

B (x) = u (x) − p × x,

Выгода Общие расходы Цена 
единицы

Количество 
продукции

где функция u (x) описывает суммарную величину максимальных расходов, ко-
торые готовы понести потребители при покупке товара, суммарное количество 
которого равно x.

Больше всего товара потребители купят при максимальном значении B (x).
Чтобы найти оптимальное количество товара xB, при покупке которого будет 

достигаться максимальная выгода, надо решить следующее уравнение:

	 B´(xB) = u´(xB) − p = 0.

График функции p = u´(xB), 
называется  

кривой спроса.

3.4.  Применение основной теоремы интегрирования 103
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p (цена)

p1 p = ú (xB)
B

xB1
xB (оптимальные расходы)

0

➌

➍

Рассмотрим площадь прямоугольника ➌. Она равна произведению цены и ко-
личества купленных товаров и представляет собой общую стоимость купленных 
потребителями товаров.

Суммарную площадь областей ➌ и ➍ можно вычислить, применив интегри-
рование:

∫
0

x B1

u (́xB)dxB = u(xB1) − u(0) =  u(xB1) = Общие расходы.

Применяем основную 
теорему интегрирования Для упрощения считаем u(0) = 0

Теперь мы можем найти площадь ➍, соответствующую выгоде для потребите-
лей, вычтя площадь прямоугольника ➌ из полученного значения интеграла от 0 
до xB1.

Выгода для потребителей (об
ласть ➍) равна разности между 

максимально приемлемым 
для потребителей значением 

расходов и реальной оплатой 
за товары (область ➌), так?

Да. Давай теперь 
объединим кривые 

предложения 
и спроса.

Глава 3.   Интегрируем функции!104
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Ты поняла 
это?

Можно сказать, что сумма прибыли 
компаний и выгода для потребителей 
равна общей выгоде для общества, 
которой на рисунке соответствует 

закрашенная область.

Но что будет, если цена товара 
или его количество не будут 

соответствовать точке 
пересечения E?

Общая выгода для общества умень
шится на значение, соответствующее 

пустой площади на графике.

Да, я тоже буду 
использовать в 

своих репортажах 
интегрирование.

Я думаю, тебе 
стоит написать 

статью 
о скорости 
и падающих  

телах.

хло
п

-хло
п

хлоп-хлоп

pe
E

xe

Кривая 
спроса

Кривая 
предложения

Выгода 
потребителей

Количество

p(цена)

Прибыль 
компаний

Потери выгоды 
для общества

pf

G

E
F

xf

Вперёд!!! 
Интегрирование - 

это клёво!
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Наш репортёр сообщает: 
Интеграл скорости — это 
расстояние!

Интеграл 
от скорости

=
Разность 
крайних 

положений
= Путь

Усвоив эту формулу, мы сможем пра-
вильно находить путь, пройденный объ-
ектом, скорость которого непрерывно из-
меняется. Давайте проверим, так ли это? 
Наш многообещающий начинающий ре-
портёр Норико Хикима убеждает нас в 
истинности этого утверждения в своём 
беспристрастном репортаже.

Читатели, возможно, помнят описан-
ную ранее прогулку Футоши по движу-
щейся дорожке. Не все, наверное, запом-
нили образ вспотевшего Футоши, но 
должны были запомнить, что произво-
дная пути — это скорость.

x1 x2 x3

y3

y2y1

y

x

F(x)

Рис. 1. График зависимости  
пройденного Футоши пути от времени.  

Он проходит точки y1, y2, y3...  
в моменты времени x1, x2, x3...

На Рис. 1 приведён график функции 
y = F (x), описывающей изменение положе-
ния запыхавшегося Футоши во времени — 
за x секунд он перемещается в точку y.

Производная F (́x) — это «мгновенная 
скорость» в момент времени x. Заменяя 
F (́x) на привычное обозначение скоро-
сти υ(x) и используя основную теорему 
интегрирования, получаем равенство: 

	 ∫
a

b
υ(x)dx = F(b) − F(a).

Взглянем на график υ(x) на Рис.  2,  а, 
отражающий изменение скорости Футо-
ши во времени. Закрашенная часть этого 
графика равна интегралу в левой части 
нашего равенства. Теперь, если мы посмо-
трим на Рис. 2, б, то увидим, что пройден-
ный путь, определяемый как разность по-
ложений, равен закрашенной области, то 
есть интегралу скорости!

x1 x3

y3

y1

y

x

x0 x1 x3

υ

x

Площадь

Разность
=

y =F (x)

a)

Скорость

б)

Пройденный путь

 
Рис. 2. Графики скорости и пути.

Обратим также внимание на то, что 
пройденный путь увеличивается, когда 
скорость Футоши положительна, и умень-
шается, когда отрицательна (то есть в это 
время  Футоши возвращался).

ГАЗЕТА «ВЕЧЕРНИЙ ИНТЕГРАЛ»    №1

Глава 3.   Интегрируем функции!106
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Сенсация: Свободное 
падение тела с Токийской 
башни
Сколько секунд до земли?

Мы знаем, что брошенное тело обяза-
тельно упадёт на землю. При этом оно бу-
дет ускоряться под действием силы при-
тяжения к Земле, то есть его скорость бу-
дет постоянно меняться. Для описания 
этого движения воспользуемся интегри-
рованием.

Для наглядности рассмотрим более мас-
штабный бросок — с самого верха Токий-
ской башни. Найдём, за сколько секунд тело 
достигнет земли. Для этого нам совсем не 
обязательно следовать совету Футоши: «По-
чему бы вам не пойти на Токийскую башню 
с секундомером и не измерить это время?»

Увеличение скорости при свободном 
падении тела вызвано ускорением сво-
бодного падения, равным 9,8 м/с2. Други-

ми словами, скорость тела каждую секун-
ду увеличивается на 9,8 м/с. Не будем вы-
яснять, откуда берётся именно это значе-
ние, просто воспользуемся им.

Мы знаем, что интеграл скорости — 
это разность положений (или пройденный 
телом путь). Воспользуемся основной тео-
ремой интегрирования и запишем выра-
жение для вычисления расстояния, кото-
рое пролетит тело за T секунд падения: 

	 F(T) − F(0) = ∫
0

T
υ(x)dx = ∫

0

T
9,8xdx.

Интеграл от 0 до T равен закрашенной 
площади на Рис.  3, которая в свою оче-
редь равна половине произведения 9,8t на 
t, то есть 0.5 × 9.8t × t. 

Скорость

Время

Время

υ(t) = 9,8t

9,8t

Площадь под
кривой скорости

Путь

t

4,9t2

t

9,8t × t × 1–2 = 4,9t2

Пройденный 
путь

 
Рис. 3.

В результате получаем:

	 F(T) − F(0) = 4,9T 2 − 4,9 × 02 = 4,9T 2.

Так как высота башни Токио 333 м, то:

	 333 = 4,9T 2 → T = √ 333/4,9 = 8,2 с.

Тело достигнет земли через 8.2 с. 
При решении мы пренебрегли для 

простоты сопротивлением воздуха.

ГАЗЕТА «ВЕЧЕРНИЙ ИНТЕГРАЛ»	 Вып. 1	 Стр. 2
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Независимое расследо-
вание Норико Хикимы: 
Мечем кости!
Ещё одно применение основной 
теоремы интегрирования.

Многие, наверняка, играли в детстве 
в  кости — кубики с цифрами от 1 до 6. 
С давних времен эти кубики путешество-
вали по всему миру, не только принося 
удачу в азартных играх, но и предсказы-
вая судьбу.

С точки зрения математики кости — 
это компактный генератор случайных чи-
сел. Воспользуемся этим и будем бросать 
кости, чтобы ещё раз проверить формулу 
интегрирования! На костях могут выпасть 
цифры 1, 2, 3, 4, 5 или 6. Вероятность вы-
падения любой цифры равна 1/6, что изо-
бражено в виде гистограммы на Рис. 4 (по 
оси x — цифры, по оси y — вероятность).

1 2 3 4 5 6

f(x)

6
1

 
Рис. 4. Функция плотности вероятности.

1 2 3 4 5 6

F(x)

6
1

1

 
Рис. 5. Функция распределения 

вероятности.

Функция f(x) равна вероятности выпа-
дения цифры x, например f(4) = 1/6 (веро-

ятность выпадения цифры 4 равна 1/6). 
На Рис. 5 изображена функция распреде-
ления вероятности.

Рассмотрим её подробнее. Так как на 
костях нет цифр меньше 1, то в интервале 
от 0 до 1 вероятность равна нулю. В точке 
x = 1 происходит скачок до 1/6. В интер-
вале от 1 до 2 вероятность не изменяется, 
а в точке x = 2 происходит очередной ска-
чок на 1/6, увеличивая вероятность до 
2/6. Продвигаясь далее по оси x, мы дой-
дём до вероятности 1 в точке x = 6. Други-
ми словами, вероятность выпадения 
цифры меньше или равной 6 равна 1. 

На Рис. 6 показано, как можно графи-
чески найти вероятность выпадения чи-
сел, больших 2 и меньших либо равных 5. 

f(3) + f(4) + f(5)       =       F(5) − F(2)

f(x)

1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 6

F(x)
1

Функция 
плотности

Функция 
распределения

6
1

6
1

 
Рис. 6. Производная функции распределения 

равна функции плотности вероятности 
F (́x) = f(x).

Из Рис. 6 мы видим, что для нахожде-
ния вероятности выпадения x в интерва-
ле a ≤ x ≤ b можно использовать формулу: 

	 ∫
a

b
f(x)dx = F(b) − F(a).

Мы опять получили основную теоре-
му интегрирования! И это означает, что 
f(x) есть не что иное, как производная 
F(х). Метание костей — великолепное за-
нятие!

ГАЗЕТА «ВЕЧЕРНИЙ ИНТЕГРАЛ»	 Вып. 1	 Стр. 3

Глава 3.   Интегрируем функции!108
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О... 
Это лишь сон...

хм... что?

фью...

о... ох

ба -бах!

сбор материала

хлоп-хлоп

уа ... а!

Только 15 минут, 
чтобы добраться 

до места!

Я должна сделать 
отчёт о летнем 

фестивале 
Санда‑чо.

Я бегу,  
Сэки-сан!

Бесполезно! 
Тьфу!

Упс!

Упс!

3.4.  Применение основной теоремы интегрирования 109
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Если функция f(x) — производная функции F(x), то есть

	 F´(x) = f(x), 

то

	 ∫
a

b
f(x)dx = F(b) − F(a)

или

	 ∫
a

b
F´(x)dx = F(b) − F(a).

Эти формулы означают следующее:

Интеграл производной 
от исходной функции 

на отрезке от a до b
=

Разность между значениями 
исходной функции 

в точках b и a

Используя графический подход, это равенство можно записать так:

Площадь фигуры, образованной графиком 
производной от исходной функции,  
осью x и вертикальными отрезками, 
построенными из точек x = a и x = b

=
Приращение значений 

исходной функции 
на отрезке от a до b

x

y y = F(x)

F(b)

F(a)

a b

x

y y = f(x) = F (́x)

a b

Основная теорема 
интегрирования

Разность значений 
исходной функции

∫
a

b
f(x)dx

3.5.   Сводка по основной теореме интегрирования

Глава 3.   Интегрируем функции!110
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Интегрирование методом подстановки
Найдём, как изменится выражение для определённого интеграла по x

	 S = ∫
a

b
f(x)dx,

если вместо переменной x подставить функцию, выражающую x через перемен-
ную y

	 x = g(y).

Запишем формулу, выражающую определённый интеграл через сумму сту-
пенчатой функции:

	 S ≈ ∑ 
k = 0, 1, …, n −1 

f(xk)(xk+1 − xk)  (x0 = a, xn = b).

Заменяя переменную x на x = g(y), мы перейдём к новой переменной y и полу-
чим следующие значения точек разбиения

	 y0 = α, y1, y2, …, yn = β,

удовлетворяющие соотношениям

	 a = g(α), x1 = g(y1), x2 = g(y2), …, b = g(β).

Используя приближённую линейную функцию, выразим приращение x через 
приращение y:

	 xk+1 − xk = g(yk+1) − g(yk) ≈ g´(yk)(yk+1 − yk)

и подставим его в выражение для S:

	 S ≈ ∑ 
k = 0, 1, …, n −1 

f(xk)(xk+1 − xk) ≈ ∑ 
k = 0, 1, …, n −1 

f(g(yk))g´(yk)(yk+1 − yk).

Переход от суммы к интегралу при бесконечном числе разбиений даст нам 
следующую формулу:

	 S = ∫
α

β
f(g(y))g´(y)dy. 

Таким образом, мы получили формулу для интегрирования методом подста-
новки.

Интегрирование методом подстановки

Если x = g(y), то                     ∫
a

b
f(x)dx = ∫

α

β
f(g(y))g (́y)dy.	 (3.4)

3.5.   Сводка по основной теореме интегрирования 111
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Пример
Вычислить

	 ∫
0

1
10(2x + 1)4dx.

Заменим переменную x на y = 2x + 1. Тогда x = g(y) = 1/2 (y − 1).
Дифференцируя правую и левую части уравнения y = 2x + 1, мы получим:

	 dy = 2dx, 
или
	 dx = 1/2 dy.

Перепишем теперь интеграл, используя новую переменную y и учитывая, что  
границы интегрирования изменились. Заменяем 0 на 2 × 0 + 1 = 1 и 1 на 2 × 1 + 1 = 3.

Тогда

	 ∫
0

1
10(2x + 1)4dx = ∫

1

3
10y4 1/2 dy = ∫

1

3
5y4dy = 35 − 15 = 242.

1. Найдите определённый интеграл

1)	 ∫
2

3
3x2dx.

2)	 ∫
2

4 x3 + 1
x2 dx.

3)	 ∫
0

5
(x + (1 + x2)7)dx + ∫

0

5
(x − (1 + x2)7)dx.

2. Ответьте на вопросы

1)	 Запишите выражение для определённого интеграла, равного площади фи-
гуры, ограниченной кривой функции y = f(x) = x2 − 3x и осью x.

2)	 Найдите площадь фигуры из предыдущего задания.

3.6.   Упражнения к главе 3

Глава 3.   Интегрируем функции!112

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            24 / 24



4

Изучаем приёмы 
интегрирования!
Изучаем приёмы 
интегрирования!

Глава 4.
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4.1.   Танцы и тригонометрические функции

УФ!  
Кажется,  

я вовремя.

Бум!
Бум!

Бум!

Тьфу... 
Жарко.КАК ПРЕКРАСНО 

ЖИТЬ В САНДА-ЧО!

ЛУЧШЕ МЕСТА…

…НЕ НАЙТИ!

Я тоже 
хочу одеть 

юката.

Норико, мы здесь. 
с твоей стороны 
неплохо было бы 

позвонить  
и предупредить, 
что ты можешь 

опоздать.

Да... С сотовым 
телефоном от Вас 
никуда не деться.

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!114
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да-а! А вот Когда 
я был начинающим 
репортёром, таких 
удобств не было.

когда подходил срок 
сдачи материалов 
в редакцию, Мне 

часто приходилось 
использовать 
таксофон.

слово за словом Я 
читал свой отчёт 
моему ассистенту 

по телефону.

с ума сойти 
можно!

Теперь всё 
проще, 

спасибо 
радио
волнам.

кстати знаешь ли 
ты, что в природе 

встречаются 
и другие виды 

волн?

Да! Океанские,  
сейсмические, 

звуковые волны... 
и даже свет.

4.1.   Танцы и тригонометрические функции 115
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так вот, для описа
ния этих волн 

используются разные 
функции, например, 
косинус угла (cos θ). 

Ты знала  
об этом?

извините,  
мне, пожалуй, 

стоит вернуться 
к работе.

постой, 
Норико!

Кстати, вырезая 
рукав при раскрое 

блузки, мы получаем 
кривую функции 

cos θ.

КУРЫГРИЛЬ ЖАРЕНАЯ кукуруза БЛИНЧИКИ

Тригоно
метрические 

функции играют 
важную роль 

в моде.

У-у-у!

cos θ

π  
2

3π  
2

5π  
2

2π 3π
θ

π

1

−1

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!116
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Норико, скорее 
фотографируй!  
Это же cos θ.

Это?

поСмотри на 
танцовщиц. у нас есть 
отличная возможность 

готовить материал 
для газеты и заодно 
изучать операции над 

функциями.

как Вы мне 
надоели 

со своими 
функциями!

Это радиан - 
единица 

измерения 
углов.

Радиан...

О, чёрт!  
Я уже по 

привычке веду 
запись.

Представь круг 
единичного радиуса с 
центром в точке (0, 0). 
Предположим, что мы 
вышли из точки А и 

движемся по окруж
ности к точке Р, 

сдвинутой  
на угол θ.

если радиус 
круга равен 

единице, то дуга 
АР равна углу θ, 
выраженному 
в радианах!

Бац!

−1

−1

0

P

Aθ

x

y1

1
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вся окружность равна 
360°, или 2π в радианах. 
отсюда получаем, что 

90° = π/2, а 180°= π.  
один Радиан равен 
примерно 57,2958°.

В дальнейшем 
все углы будем 

измерять 
в радианах.

танцовщица движет
ся по окружности. 

её смещение относи
тельно оси x можно 

выразить через 
угол θ как x = cos θ. 

Постарайся это 
запомнить!

А, так вот 
почему Вы 
кричали мне 
«Это cos θ».

Что творится 
в его голове? 

сплошные 
косинусы…

Аналогично, 
смещение 

танцовщицы 
по вертикали 
может быть 
выражено 
функцией 
y = sin θ.

Ещё и синус… Смотри, Норико!!

Дёрг!

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!118
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То есть cos θ 
колеблется 

между 1 и −1, 
так?

Верно. И так как 
волны выражаются 
тоже через косинусы 
и синусы, эти функ
ции используются 
для объяснения 
многих физичес

ких явлений.

посмотрите! 
Танцовщицы думают, 
что вы говорите о 
них и всё ходят и 
ходят вокруг нас!

Действительно, 
красиво!

Что?

Красиво!? конечно! При увеличении θ значение 
cos θ изменяется последовательно 
от 1 до 0, далее до −1, назад к 0 
и, наконец, снова возвращается к 1. 

разве не красиво?!

Красиво, 
правда?!

СМ
УЩ

А
ЕТ

СЯ

y−1

−1

0

(3)

(4)

(5)

(6)
(7)

(1)

(2)

x

1

1
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грандиозный 
фестиваль, 
правда?

Да. Но зачем вам 
барабанные 
палочки?

Затем, что это 
фестиваль!

Я вижу! 
ну и что?...

Ты знаешь, что длина 
тени от барабанной 
палочки равна длине 
палочки, умножен

ной на cos θ?

опять за своё. 
Да, это 

довольно 
неожиданно, 
но я что-то 
припоминаю.

Тогда давай 
рассмотрим 

это подробнее.

4.2.   Косинус и тень

Хрум-

хрум!

Тык!

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!120
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Пусть лучи солнца, 
направлены 
вертикально 

на палочку AB, 
которая наклонена 

под углом θ 
к земле.

Обозначим тень 
от палочки 

(ортогональную 
проекцию) через AC. 
Её длина будет равна 
длине палочки AB, 

умноженной на cos θ.

по определению

cos θ = AC (тень)
AB (палочка)  

.

Отсюда длина тени - 
это AB × cos θ, так?

Верно! Косинус 
показывает, 
насколько 

тень короче, 
самой 

палочки!

y

x
θ

A

1

C

B

4.2.   Косинус и тень 121
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если повернуть ось x  на 
угол π/2, то она 

совпадёт с осью y. это 
означает, что функция 

sin θ, совпадает 
с функцией cos θ, 

если учесть 
запаздывание. 

на π/2.

Другими словами, 

sin (θ + π
2 ) = cos θ

В чём дело?
А когда вы 
вернёте нам 
барабанные 
палочки?

Прекрасно, Теперь 
мы готовы 

к главной части 
летнего фестиваля 

Санда!

Ух!

θ

y

x

sin (θ + π
2 )

cos θ

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!122
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эй, репортёры, вот 
специальные места 
для вас. отсюда 
можно сделать 
хорошие снимки.

Спасибо, Мы 
постараемся.

Теперь мы можем 
рассмотреть cos θ 
с точки зрения 
интегрирования!

Сэки-сан, ваши 
действия 

полностью 
расходятся 
со словами.

На самом деле 
для понимания 
интегралы легче, 
чем производные.

Вот посмотри, 
круг танцовщиц 
внизу поможет 
нам разобраться 
в этом вопросе.

бах-бах

4.3.   Интегрирование 
тригонометри­
ческих функций
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Нам нужно найти значение суммы

∑cos θ × ∆θ = cos θ0(θ1 − θ0) + cos θ1(θ2 − θ1) + …
... + cos θn−1(θn − θn−1).

Глядя на это, 
я нахожусь 

в замешательстве.

лапша 
по‑китайски

Посмотри на этот 
рисунок, ничего не 
приходит на ум?

л 
а 
п 
ш 
а

сюп-
сюп

сюп-
сюп

Если точка P 
образована 

поворотом точки 
(1, 0) на угол θ, 
то угол между 
касательной PQ 
и осью y также 

равен θ.

Это Футоши! Значит,  
я тут изучаю 

интегралы, а он 
в это время уплетает 
лапшу по‑китайски?

π  
2

3π  
2

5π  
2

2ππ

1

−1

0

0 1

0

1

θ

θ 2 −
 θ1θ 3 −

 θ 2

θ

P

Q

y

x Так как Á1Á2 — ортогональная 
проекция A1A2 на ось y, то длина  

Á1Á2 ≈ дуга A1A2 × cos θ1 = 
= (θ2 − θ1) × cos θ1.

y

x
θ1 − θ0

Дуга 
θ2 − θ1

Угол θ1 
с осью yA3

A2

A1

A0

Á2

Á1
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Используем 
полученное 
равенство,  

чтобы найти 
интеграл cos θ 

от 0 до α.

Ты права!

Но тогда верно и 
обратное утверждение, 

что производная 
синуса - это косинус?

Это 
верно?

Верно! Если 
уменьшать 

∆θ 
бесконечно, 

то есть 
∆θ → 0…

…то Мы найдём, 
что интеграл 

косинуса равен 
синусу!

Запомни, 
пожалуйста, 
эти формулы.

Ух...

Интеграл косинуса угла θ от 0 до α равен сумме 
cos θ × ∆θ при изменении θ от 0 до α:
cos θ0(θ1 − θ0) + cos θ1(θ2 − θ1) +…  cos θn−1(θn − θn−1) ≈
 ≈ Á0Á1 + Á1Á2 + … + Án−1Án = Á0Án = 
 = sin α.

0

y

x

A1 (cos θ1, sin θ1)

A2 (cos θ2, sin θ2)

A0(cos θ0, sin θ0) = (1, 0)

θn — это α,  
а (cos θn, sin θn) — это (cos α, sin α).

An (cos θn, sin θn)Án

Á2

Á1
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Отлично! 
Теперь разучим 

танцевальную песенку 
интегрального и 

дифференциального 
исчисления!

Исчисление… 
Какой 

странный 
звук!

бибин-
га -бун

бунбунбибин

бибин

Танец 
интегрирования

Тригонометрическая 
версия

Поднимаем обе руки 
прямо перед собой

Подпрыгиваем и 
разворачиваемся влево

Подпрыгиваем ещё раз и 
дважды хлопаем в ладоши

Дифференцирование и интегрирование 
тригонометрических функций

	 ∫
0

α
cos θ dθ = sin α − sin 0.	 (4.1) 

Из формулы (4.1) следует, что 
	 (sin θ)́  = cos θ.	 (4.2) 

Заменяя в формуле (4.2) θ на (θ + π
2 ), получаем (sin (θ + π

2 ))́  = cos (θ + π
2 ), 

откуда, согласно тождеству на стр. 122, следует формула

	 (cos θ)́  = −sin θ.	 (4.3)

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!126
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С танцевальной песней 
скучная логика математики 
становится легче! Числа, 
функции, производные, 

интегралы! Йахоу!

Круг синуса и косинуса 
даёт интегрирование! 
Поднимем руки вверх, 
чтобы изобразить круг.

а-сорэ

Производная 
синуса - 
косинус. 

Изобразим 
обеими руками 

букву S.

Интеграл от 
косинуса равен 

синусу. Изобразим 
букву C обеими 

руками.

Дифферен-
цирование и 

интегрирование 
меняют синус на 

косинус и обратно. 
Делаем движение 

Руками вверх- 
вниз. Йахоу!

СИНУС

∫
0

α
cos θdθ = sin α

(sin θ)́  = cos θ

ДИФФЕ­
РЕНЦИРО­
ВАНИЕ

ДИФФЕ­

РЕ
НЦ

ИРО
­

ВА
НИ

Е

КОСИ­
НУС

ИНТЕГ РИ­

РОВАНИЕ

И
НТЕ­

Г РИ
РО

­

ВАНИ
Е
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Футоши, идём 
танцевать!

Нет, я не могу. 
Я не съел ещё 

даже половины 
заказанной 

еды…

Мы пришли 
сюда, чтобы 

делать 
репортаж!

хлоп!

бах!

Ага, и для этого 
ты надела 

танцевальную 
одежду?!

Прекратите! Репортаж 
должен быть готов 

к завтрашнему 
утреннему выпуску, 

а Вы ещё даже 
не приступали 

к работе!

Вы слишком 
увлеклись 

фестивальными 
развлечениями!

А сам-то…

О, нет!
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Готово, 
нажимаем 
«отправить»!

О-ля-ля! Я отправила 
мою первую статью. да, Компьютеры 

и интернет 
существенно 

изменили работу 
репортёров.

Кстати,...

…знаешь ли ты, что 
Информация, передаваемая 

компьютером, является 
последовательностью  

нулей и единиц,  
называемых битами.

О, я знаю бит* 
о компьютерах.

НИКАКОЙ РЕАКЦИИ?
ЗАНУДА, ШУТОК НЕ 

ПОНИМАЕ Т, НУ ЛАДНО.

Мм...

* Игра слов: «бит» имеет также значение «немного».

Клик!

4.4.   Показательная и логарифмическая функции
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компьютеры 
обрабатывают 

информацию в бинарной 
системе.

С помощью одного бита 
можно представить два 
числа (0 и 1), с помощью 

двух битов - четыре 
(00, 01, 10, 11), с помощью 

трёх - восемь, и т. д. 
Таким образом, n битам 

соответствуют 2n
 

возможных чисел.

Если мы представим 
в виде функции число 

значений, которые 
могут быть выражены 
x битами, то получим 

показательную 
функцию f (x) = 2x

.

Показательная 
функция?  
что она 

показывает?

Показательная 
функция часто 

используется для 
выражения 

какого-нибудь 
роста, например, 
экономического.

Дай 
подумать... 
К примеру...

хм-м...

…В 1950-х годах 
в Японии наблюдался 
высокий экономичес-

кий рост - около 
10 процентов  

в год.

Житель японии 
с годовым доходом 
в 5 миллионов иен 

зарабатывал 
в следующем году 

5.5 миллионов.

Его зарплата возрастала 
на 10 процентов,  

и благодаря этому  
он мог иметь больше 
товаров и услуг, чем 
в предыдущем году.

Показательная 
функция

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!130
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Да, будь это сейчас, 
Я могла бы 
полностью 

обновить гардероб 
и купить кучу 
других вещей!

Не отвлекайся.

Пусть экономический 
рост составляет 

10 процентов, тогда 
каждый год валовой 

продукт G0, будет 
увеличиваться 

в 1,1 раза:

Валовой продукт через 1 год —

	 G1 = G0 × 1,1.

Валовой продукт через 2 года —

	 G2 = G1 × 1,1 = G0 × 1,21.

Валовой продукт через 3 года —

	 G3 = G0 × 1,33

Валовой продукт через 4 года —

	 G4 = G0 × 1,46.

Валовой продукт через 5  лет —

	 G5 = G0 × 1,61.

И чему тогда 
будет равен 

валовой продукт 
через n лет?

это ясно.  
Он будет равен 
Gn  = G0 × 1.1n

.

Всего за 7 лет валовой 
продукт почти удвоится: 
G7 = G0 × 1,17 = G0 × 1,95.

Удвоится?  
ух, ты! Что мне 
купить, если 
моя зарплата 
удвоится?

Итак, функция вида 
f (x) = a0 ax

 называется 
показательной 

функцией.

Эффективность 
Экономики, имеющей 

коэффициент 
годового прироста a, 

выражается 
показательной 

функцией 
f (x) = a0(1 + a)x

.

4.4.   Показательная и логарифмическая функции 131
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однако мы 
отвлеклись. Я уже 

говорил, что 
в компьютерах 

для записи 
информации 
используются 

биты.

Да,  
1 бит - 
2 комби
нации, 

2 бита - 
4 комби
нации.

Для битов тоже 
используется показа
тельная функция 
f (x) = 2x

, выражающая 
количество возможных 
чисел, соответствующее 
x битам. существует 
Также так называемая 
обратная функция, 
которая выражает 
число битов, необхо
димое для заданного 
числа комбинаций.

Это несложно, нужно 
только сделать всё 

наоборот - 
окончание сделать 

началом.

То есть мы 
можем записать 

2n
 возможных 

чисел, используя 
n битов.

Обозначим 
обратную к f (x) 

функцию как g(y). 
Она выражает 
число битов, 
необходимое 
для записи 

y комбинаций.

Мы получаем 
g(2) = 1, g(4) = 2, 

g(8) = 3, g(16) = 4 ...

Взаимосвязь между 
функциями f и g 
можно записать 

следующим образом: 
g(f (x)) = x и f (g(y)) = y.

Осталось Запом-
нить, что функция, 
обратная к показа-
тельной называется 
логарифмической 
и обозначается 
символом log. 
Цифра внизу - 

основание 
логарифма.

f (x) = 2x - показательная  

             функция  

g(y) = log2 y - логарифмическая   

                 функция

Для битов она 
записывается 
как g(y) = log2y.

Тогда получаетя, что  
log22 = 1, log24 = 2, 

log28 = 3, log216 = 4...

Обратная 
функция

log

2 комбинации -> 1 бит

4 комбинации -> 2 бита

8 комбинаций -> 3 бита

…

…

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!132
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Несмотря на удобство показательной и 
логарифмической функций, мы пока рассмотрели 

функцию f (x) = 2x
 только для x, являющихся 

натуральными числами, и функцию g(y) = log2y для y, 
равных 2N

, где n - также натуральные числа.

Но как найти значения для показателя степени  

−8, 7/3 или √2, log25, log2π ?

Годовой темп роста =

= Значение через год − Текущее значение
Текущее значение  = f (x + 1) − f (x)

f (x) .

Хм, и как же?

Я попытаюсь на примерах 
показать, как найти значения 
этих функций в общем случае.

Рад, что меня спросила ты.  
Силу исчисления используем мы!

Для начала возьмём пример, рассмотренный ранее, только 
будем искать не годовой, а мгновенный темп роста.

С этого выражения мы 
начинали.

4.5.  Обобщение показательной и логарифмической функций
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                                Мгновенный темп роста = 

= Предел (Значение чуть позднее − Исходное значение
Исходное значение  × 1

Приращение времени) =
= f(x + ε) − f(x)

f(x)  1
ε  при ε → 0 = lim

ε → 0
( 1
f(x)  f(x + ε) − f(x)

ε ) = 1
f(x)  f (́x).

Таким образом, мгновенный 
темп роста определяется как

 
f (́x)
f(x)  

.

Найдём функцию f (x), которой соответствует постоянное значение мгновен-
ного темпа роста:

	  f (́x)
f(x)  = c = const.

Если положить c = 1, то f(x) должна удовлетворять условию f (́x)
f(x)  = 1.

Но как найти такую функцию f (x)?

1  Предположим, что это показательная функция.

Из условия f´(x) = f(x) следует, что  
                                            f´(0) = f(0).                                    (1)

Вспомним, что в окрестности точки h = 0
Мы можем записать f(h) ≈ f(0) + f ́ (0)(h − 0).

Преобразуем его в выражение 
для мгновенного темпа роста.

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!134
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Используя равенство (1), получаем 

	 f(h) ≈ f(0) + f(0)h = f(0)(1 + h).	 (2)

Теперь запишем приближенную формулу, если x достаточно близко к h:

	 f(x) ≈ f(h) + f´(h)(x − h). 

Заменим x на 2h и, используя условие f (́h) = f(h), получим

	 f(2h) ≈ f(h) + f(h)h = f(h)(1 + h). 

Подставляя в это уравнение вместо f(h) его приближённое значение из (2), по-
лучаем:

	 f(2h) ≈ f(0)(1 + h)(1 + h),

	 f(2h) ≈ f(0)(1 + h)2.

Аналогичным образом можно получить выражения для x = 3h, 4h, 5h, ….
В общем случае для mh будет справедливо выражение:

	 f(mh) ≈ f(0)(1 + h)m.

Если ввести условие mh = 1, то получим:

	 f(1) = f(mh) ≈ f(0)(1 + h)m.

Действуя таким же образом, получим:

	 f(2) = f(2mh) ≈ f(0)(1 + h)2m = f(0){(1 + h)m}2; 

	 f(3) = f(3mh) ≈ f(0)(1 + h)3m = f(0){(1 + h)m}3.

Для произвольного натурального числа n будем иметь:

	 f(n) ≈ f(0) × an, где a = (1 + h)m. 

Полученное выражение является показательной функцией1)!

1) Так как mh = 1, то h = 1/m. Тогда f(1) ≈ f(0) (1 + 1/m)m. Если устремить m к бесконечности, то выражение 
(1 + 1/m)m будет стремиться к e — числу Эйлера, равному примерно 2.718. В результате получаем, что 
f(1) = f(0) × e, что соответствует рассуждениям, которые будут приведены на стр. 139. 
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2  Теперь покажем, что функция f(x) существует, и найдём её вид. 
 

 

	 g (́y) = 1
f (́x) .                             (4.6)

	 g (́y) = 1
f (́x)  = 1

f(x)  = 1
y  .      (4.7)

Теперь применим основную 
теорему интегрирования: 

	 ∫
1

α 1
y  dy = g(α) − g(1)               (4.8)

Если принять g(1) = 0 … 

Выразим обратную функцию 

y = f (x) как x = g(y).

Из условия f´(x) = f (x) следует, что производная 

от f (x) равна самой функции. Используем это, 

чтобы найти производную функции g(y)!

Эту формулу мы получили раньше*.

*Как было показано на стр. 75, если функция x = g(y) является обратной к y = f (x), то f ́ (x)g´(y) = 1.

Условие f´(x) = f (x) однозначно 
определяет вид производной об-
ратной функции.

Чтобы найти значение функции 
g(α), нам надо проинтегрировать её 
производную g (́y) = 1

y  на отрезке 
от 1 до α.

Получаем g(α) = ∫
1

α 1
y  dy.

Отлично! Теперь нарисуем график функции z = 1
y  !

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!136

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            24 / 24



	

Так как g(1) = ∫
1

1 1
y  dy = 0, то ∫

1

α 1
y  dy = g(α) − g(1), что соответствует формуле (5). 

Итак, мы нашли обратную функцию g(y) через площадь под кривой, используя 
для этого искомую функцию f(x). 

А как насчёт 
процентного 

роста компании 
Асагакэ Таймс?

...
Сэки-сан, 

Пожалуйста, 
скажите мне 
правду. Я не 
удивлюсь.

Вы плачете! 
Неужели Всё 
так плохо?

y1

z 1
yz = 

Функция z = 1
y  является явно заданной функцией,  

поэтому площадь под ней может быть найдена точно.

Это график обратной 
пропорциональности.

функция g(α) представляет собой площадь фигуры под 
кривой на отрезке от 1 до α. При этом получаем 

однозначно определяемую функцию. Другими словами, 
g(α) строго определена для любого значения α, 

включая дроби и иррациональные числа, например √2.
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1  Рассмотрим функцию темпа роста, имеющую вид f (́x)
f(x) .

2  Надо найти функцию y = f(x), удовлетворяющую условию f (́x)
f(x)  = 1 , то есть 

имеющую постоянный темп роста, равный 1.
Указанному условию удовлетворяет показательная функция, для которой

	 f´(x) = f(x).

3  Производная обратной по отношению к y = f(x) функции x = g(y) равна 

	 g (́y) = 1
y .	 (*)

4  Значения функции g(α) равны площади под графиком функции h(y) = 1
y :

	 g(α) = ∫
1

α 1
y  dy.

Обратная функция к f(x) — это функция, удовлетворяющая условию (*) и для 
которой g(1) = 0.

5  Так как f(x) — показательная функция, то, используя константу a0, можно за-
писать:

	 f(x ) = a0ax.

Так как по определению обратной функции f(g(1)) = 1, и в тоже время из усло-
вия g(1) = 0 следует, что f(g(1)) = f(0) = a0a0 = a0, получаем 

	 f(g(1)) = 1 = a0.

Отсюда следует, что 

	 f(x) = ax.

Рассуждая подобным образом, находим:

	 f(g(e)) = f(1) = a1 и f(g(e)) = e, а значит

	 e = a1, и в конечном итоге имеем

	 f(x) = ex. 

Краткий обзор показательной и 
логарифмической функций

4.6.  Свойства показательной и логарифмической функций

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!138
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y1

z

1
yz = 

e

e — иррациональное число, 
равное примерно 2,7183.

Значение основания натурального логарифма e находится как число y, удо-
влетворяющее условию g(y) = 1. Другими словами, это число α, для которого пло-
щадь между кривой 1/y и осью y на отрезке от 1 до α равна единице. 

Обратная к ней функция g(y) называется натуральным логарифмом и обозна-
чается ln y = logey. 

Перепишем шаги 2  … 4 , используя показательную функцию ex и логариф-
мическую функцию ln y.

6 	 f´(x) = f(x) ⇔ (e x)´ = e x.

7 	 g (́y) = 1
y  ⇔ (ln y)́  = 1

y .

8 	 g(α) = ∫
1

α 1
y  dy ⇔ ln y = ∫

1

y 1
y  dy.

9  Определим функцию 2x для любого вещественного числа x. Для этого запи-
шем её в виде 

	 f (x) = e (ln 2)x, 

где x — любое вещественное число.

Записанное выше выражение следует из того, что e x и ln y — взаимно обрат-
ные функции, для которых можно записать:

	 e ln 2 = 2.
В результате для любого натурального числа x имеем

	 f (x) = (eln2)x = 2x.
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Дифференцирование степенной функции
Степенная функция f(x) = xα с отрицательным показателем степени может ис-

пользоваться для записи таких функций, как 

	 y = 1
x  = x −1, y = 1

x2 = x−2, y = 1
x3 = x−3, …

Для этих функций также справедлива найденная ранее формула. 

Дифференцирование степенной функции

                f(x) = xα.                             f (́x) = αxα−1.	 (4.4)

Примеры: 

Если f(x) = 1
x3, то f (́x) = (x−3)́  = −3x−4 = − 3

x4.

Если f(x) = 4√x, то f (́x) = (x1/4)́  = 1
4  x−3/4 = 1

44√x3 .

Доказательство: 
Выразим функцию f(x) = xα через число e, используя равенство eln x = x:

	 f(x) = xα = (eln x)α = eαln x. 

Из полученного равенства следует, что 

	 ln f(x) = αln x.

Возьмём производные от левой и правой частей этого уравнения, учитывая, 
что производная ln w = 1

w , и, применяя цепное правило дифференцирования 
сложной функции, получим: 

	 1
f(x)  × f (́x) = α × 1

x .

После несложных преобразований получаем 

	 f (́x) = α × 1
x  × f(x) = α × 1

x  × xα = αxα−1.

4.7.  Другие применения основных теорем

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!140
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Интегрирование по частям 
Из правила дифференцирования произведения двух функций следует, что ес-

ли h(x) = f(x)g(x), то:

	 h´(x) = f´(x)g(x) + f(x)g´(x). 

Таким образом, произведение f(x)g(x) является первообразной для функции 
f (́x)g(x) + f(x)g (́x). Применяя основную теорему интегрирования, получаем 

	 ∫
a

b
{f´(x)g(x) + f(x)g´(x)}dx = f(b)g(b) − f(a)g(a).

Используя правило интегрирования суммы, получаем следующую формулу: 

Интегрирование по частям

                                   ∫
a

b
f (́x)g(x)dx + ∫

a

b
f(x)g (́x)dx = f(b)g(b) − f(a)g(a)	 (4.5)

В качестве примера вычислим интеграл

	 ∫
0

π
x sin x dx.

Так как синус является производной от косинуса, выберем в качестве f(x) = x,  
а в качестве g(x) = cos x. Тогда

	 ∫
0

π
x´ cos x dx + ∫

0

π
x (cos x)́ dx = f(x)g(x)|

0

π
 = f(π)g(π) − f(0)g(0).

Подставляя выбранные нами функции вместо f(x) и g(x), получаем

	 π cos π − 0 cos 0 = π(−1) − 0 = −π.

После преобразований получаем

	 ∫
0

π
x´ cos x dx + ∫

0

π
x (cos x)́ dx = ∫

0

π
cos x dx + ∫

0

π
x (−sin x) dx = 

	 = ∫
0

π
cos x dx − ∫

0

π
x sin x dx = −π.

Перепишем эту формулу относительно искомого интеграла:

	 ∫
0

π
x sin x dx = ∫

0

π
cos x dx + π = sin x|

0

π
+ π = sin π − sin 0 + π = π.
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1. Найти производную tg x = sin x
cos x . 

2. Вычислить  

	 ∫
0

π/4 1
cos2x dx.

3. Найти значение x, при котором достигается минимум функции f(x) = xex. 
4. Вычислить 

	 ∫
1

e
2x ln x dx.

Указание: возьмите функции f(x) = x2, g(x) = ln x, и воспользуйтесь интегриро-
ванием по частям. 

4.8.   Упражнения к главе 4

Глава 4.   Изучаем приёмы интегрирования!142
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5

Изучаем 
разложение 

в ряд тейлора!

Изучаем 
разложение 

в ряд тейлора!

Глава 5.
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Вау! Какой 
офис.

А 
с 
а 
г 
а 
к 
э  
 
Т 

с

Я хочу 
работать 
здесь!

У меня встреча. 
Подождёшь 

меня в холле?

Что...  
я помешаю?

УХМЫЛКА

5.1.   Асагакэ Таймс. Главный офис

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!144
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Рад встрече. Я так много слышал 
о вас, Сэки-сан.

Я хочу, чтобы 
вы просмотрели 

полученные 
нами новые 

данные.

Прошу 
прощения. О, спасибо...

СПАСИБО.

Ты?!

Та-дам!

стук!

5.1.   Асагакэ Таймс. Главный офис 145
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Норико, что ты 
делаешь? Твоё 

поведение 
может вызвать 
подозрение.

КАК Г РЯЗНО! 
ХМ…

Жиг-
жиг!

ЭтИ новые данные 
совпадают с теми, 
которые вы привели 

в вашей статье, 
не так ли?

Э, да... но 
Каковы 

источники 
этих данных?

они получены 
из компании «Бернем 

Кемикл».  
нам Их лично передал 
журналист, ведущий 

расследование.

моя новая 
статья ещё 
не готова 

к публикации…

…Но я передам вам 
все материалы, 

которые уже успел 
собрать.

Мы уже проверили 
их достоверность 
по другим каналам.

Совпадения 
обнадёжи-
вающие.

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!146
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Никогда бы 
не подумал, 
что ты такая 
рисковая!

Я виновата 
перед вами,  
но Мне так 
хотелось 
узнать...

Да уж, ты 
довольно 
любопытна.

Сэки-сан, 
я волнуюсь. ведь 
«Бернем Кемикл» - 
важный спонсор 
«Асагакэ Таймс».

Если их незаконные 
действия будут 

разоблачены, они, 
наверное, прекратят 
поддерживать нашу 

газету.

такая 
вероятность 
существует. Я 

думал об этом.

Посмотри,  
Это - разложение 

в ряд Тейлора.

это Что?  
опять 

математика?
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До сих пор мы 
применяли Дифферен-
цирование только для 
представления иссле-
дуемой зависимости 

в виде линейной 
функции.

ну да, Мы 
использовали 
приближённые 
функции, чтобы 

упростить решение 
разных проблем, 

так ведь?

например, если мы 
для функции f (x) найдём 

p = f '(a) и q = f (a), то сможем 
представить f (x) в виде 

линейной функции 
f (x) ≈ q + p(x − a) вблизи x = a.

Но в некоторых 
случаях мы имели 

дело с квадратичной 
и кубической 
функциями.

Да, например, 
в случае с Джонни 

мажестиком, 
который начал 
снова набирать 

вес после 
гастролей.

Последнее время 
я не занимался 
этим вопросом, 

поэтому 
возьмём другой 

пример:

Допустим, ты 
взяла кредит на 

М иен с годовой 
процентной 
ставкой x.

…Мы получим вот 
такой ряд.

Если вернуть кредит через год, 
то ты заплатишь М(1+x) иен,  

Если через 2 года, то 
М(1 + x)(1 + x). Соответственно, 

через n лет надо будет 
заплатить М(1 + x)n

. если 
попытаться «разложить» эту 

функцию, то...

	 (1 + x)n = 1 + nC1x + nC2x2 + nC3x3 + … nCnxn
.

	 Это формула биномиального раложения, в которой nCr = n!
r!(n − r)!  :

	 nC1 = n, nC2 = n(n − 1)  
2  , nC3 = n(n − 1)(n − 2)  

6  , …, nCr = n(n − 1)…{n − (r − 1)}  
r! .

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!148
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еСЛИ ОСТАВИТЬ ТОЛЬКО 
ПЕРВЫХ ДВА СЛАГАЕМЫХ, 

мы ПОЛУЧИМ 
представЛЕНИЕ (1 + x)n

 
в виде линейной 
функции 1 + nx.

(1 + x)n ≈ 1 + nx

Но...

…во многих 
случаях Это 
приближение 
оказывается 

слишком грубым.

Если использовать 
такое приближение 
для оценки кредита, 
то можно занять 
денег больше, чем 
сможешь отдать, и 
угодить в долго

вую тюрьму.

О, нет. не хочу!  
Помогите!

П
О

З
О

Р
!

К
А

К
 В

А
М

 

Н
Е СТЫ

ДНО!

В
Е

Р
Н

И
Т

Е
 

Д
Е

Н
Ь

Г
И

!
Поэтому для 
кредита лучше 
использовать 
квадратичное 

представление...

М...минуточку! 
Я догадалась - 
Вы использовали 
разложение в ряд 

Тейлора для решения 
проблем нашей газеты!

Может 
Пойдём, 

выпьем пива?
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Формула квадратичного приближения

                  (1 + x)n ≈ 1 + nx + 
n(n − 1)

2  x2	 (5.1)

Для любой пары n и x, удовлетворяющих условию nx = 0,7, получаем 

	 (1 + x)n ≈ 1 + nx + n(n − 1)  
2  x

2 ≈ 1 + nx + 1  
2  (nx)2 − 1  

2  nx2 ≈

	 ≈ 1 + 0,7 + 1  
2  × 0,72 = 1,945 ≈ 2.

Таким образом, если nx = 0,7, то (1 + x)n близко к 2. Из этого можно сформули-
ровать следующий закон. 

Закон долговой ямы

Если Срок погашения кредита  × Процентная ставка  = 0,7,
то сумма долга увеличивается примерно вдвое, если 

Если мы немного видоизменим эту 
формулу, то получим весьма 
интересную закономерность.

О, нет!
Это ужасно!

Пренебрегаем 
в силу малости.

кредит взят 
на 35 лет при 2%
на 7 лет при 10%

на 2 года при 35%

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!150
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Например, если мы разложим функцию

	 f (x) = 1
1 − x  , то получим

	 f (x) = 1
1 − x  = 1 + x + x2 + x3 + x4 + … (и так до бесконечности)	 (1)

Пусть x = 0,1, тогда получаем 

	 f (0,1) = 1
1 − 0,1  = 1

0,9  = 10
9 .

Теперь попробуем рассчитать значение функции, пред-
ставленной в виде многочлена, 

	 f (0,1) �= 1 + 0,1 + 0,12 + 0,13 + 0,14 + … =  
= 1 + 0,1 + 0,01 + 0,001 + 0,0001 + … =  
= 1,1111111… 

Если мы посчитаем 10/9 делением в 
столбик, то получим тот же результат. 

…
…

10

Обрати внимание, здесь используется знак = вместо ≈ !

Представление функции в виде квадратичного 
приближения (второго порядка) часто позволяет 

обнаруживать интересные вещи. Рассмотрим теперь 
представление функции в виде многочлена более 
высокой степени. (На самом деле точное значение 

функции даётся многочленом бесконечной степени.)

Члены со степенью n > 1 называются 
членами высокой степени или порядка.

Но это ведь 
ошибка? Не может 
быть равенства!

Я предполагал, 
что ты это 
скажешь.  

Давай проверим.

9
1,111…9−

10
9−
10

9−
10

9−
10
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Если произвольная функция f(x) (дифференцируемая бесконечное число раз) 
может быть выражена в виде бесконечного ряда 

f (x ) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + … + anxn + …,
то правую часть этой формулы называют разложением f(x) в ряд Тейлора 
(в окрестности точки x = 0). 

	 Левая часть = 1
1 − 2  = −1

	 Правая часть = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + …

Оказывается, выражение (1) верно только 
для x, находящихся в интервале −1 < x < 1, вну-
три которого и допускается разложение в ряд 
Тейлора. Этот интервал −1 < x < 1 называется 
кругом сходимости.

Это значит, что f (x) полностью совпадает 
с многочленом бесконечной степени 

в определённом интервале, включающем x = 0. 
Надо отметить, что за пределами интервала 

правая часть может не сходиться 
к определённому единственному значению  

и поэтому теряет смысл.

Например, подставляя x = 2  
в обе части выражения (1), 

получаем:

Видишь? Части 
уравнения не равны.

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!152
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Пусть имеется разложение

	 f (x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + …… + anxn + … 	 (2)

Найдём значение коэффициента an. 
Подставляя x = 0 в формулу (2), получаем f(0) = a0, откуда следует, что коэффи-

циент 0-го порядка a0 равен f (0). 
Возьмём производную от обеих частей формулы (2): 

	 f ́ (x) = a1 + 2a2x + 3a3x2 + …… + nanxn − 1 + … 	 (3)

Подставляя x = 0 в формулу (3), получаем f ́ (0) = a1, откуда следует, что коэф-
фициент 1-го порядка a1 равен f ́ (0). Дифференцируя формулу (3) получаем:

	 f ́ (́x) = 2a2 + 6a3x + …… + n(n − 1)anxn − 2 + … 	 (4)

Подставляя x = 0 в формулу (4), находим, что коэффициент 2-го порядка 

	 a2 = 1
2  f ́ (́0). 

Дифференцируя далее формулу (4), получаем 

	 f ́ ´́ (x) = 6a3 + …… + n(n − 1)(n − 2)anxn − 3 + … , 

откуда коэффициент 3-го порядка

	 a3 = 1
6  f ́ ´́ (0). 

Повторяя операцию дифференцирования n раз, получаем

	 f (n)(x) = n(n − 1) × … × 2 × 1 × an + … 

где f (n)(x) обозначает дифференцирование функции f(x) n раз. 
Таким образом коэффициент n-го порядка равен

	 an = 1
n!   f 

(n) (0).

Выражение n! читается как «n факториал» и соответствует выражению 
n × (n − 1) × (n − 2) × … × 2 × 1. 

5.2.   Как получить разложение в ряд Тейлора
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Ладно, 
вступление 
немного 

затянулось...

а как разложение 
в ряд Тейлора 

связано 
с затруднительным 
положение нашей 

компании?

если описать расходы 
«Бернем Кемикл» 

на рекламу в виде 
функции f (x), то её 

расходы на нашу газету 
могут быть представлены 
членом третьего порядка 
разложения этой функции 

в ряд Тейлора.

f (x) = Япон Таймс + Киодо 
Ньюс + Асагакэ Таймс

Верно.

Таким образом 
для «Бернем Кемикл» 
количество денег, 

которые они тратят 
на нас, лишь малая 

часть всех расходов - 
член третьего порядка, 

полученный после 
дифференцирования 

3 раза.

Так как это 
незначительная 

сумма для них, то 
они, скорее всего, 

будут поддерживать 
нас и дальше, даже 
если им придётся из
менить технологию 

производства.

Сэки-сан, а куда 
вы ходили 

расслабляться, 
когда работали 

в главном 
офисе?

Что?

мы только 
в третьем 
члене?

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!154
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после работы мы 
с коллегами 

Обычно шли в 
пивной бар, чтобы 

поговорить 
об удачных статьях 

и вообще…

Оу!

Мы закончили 
здесь наши 
дела, так, 

может, пойдём  
выпьем?

ну, ты даёшь! 
Хорошо, 
пойдём.

Клуб 

любителей пива

Ура!

24 
часа

5.2.   Как получить разложение в ряд Тейлора 155
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Приятная 
атмосфера, 
не так ли? Ух ты.  

Все эти люди 
журналисты?

бу-бу-бу

эй, здорово!

как жизнь?!

Смотри-ка, это же 
Ишизука, фотограф,  

самый молодой 
обладатель японской 
награды фотографов.

А это Наката-сан, 
профессиональный 

дизайнер.

Остальные ребята 
здесь - из Санда 

Сити Пост.

Исчисление-
сан!?

Эй, Исчисление-сан, 
давненько тебя  

не видели. 
Присоединяйся.

Какое странное 
прозвище! 

Но оно точно 
подходит.

Интересно, 
смогу ли я 
понять их 

профессио
нальную 
беседу?

У Биттермена 
недавно 

обнаружили 
диабет.

а Стэк  
сейчас 

в больнице из-
за высокого 
давления...

Наверное, мне 
тоже стоит 

пройти 
медосмотр 
в ближайшее 

время.

Это всего лишь трёп 
мужчин среднего 

возраста!

нет, 
совсем

 н
е 

интересно

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!156
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Формула разложения в ряд Тейлора

Функция f(x) раскладывается в ряд Тейлора вблизи точки x = 0 по формуле

f(x) = f(0) + 1
1! f

 (́0)x + 1
2! f

 ´́ (0)x2 + 1
3! f

 ´́ (́0)x3 + … + 1
n! f

 (n)(0)x2 + … ,	 (5.2)

где
f(0) член 0-го порядка (константа) a0 = f(0);

f (́0) x член 1-го порядка a1 = f (́0);

1
2! f

 ´́ (0) x2 член 2-го порядка a2 = 1
2! f ´́ (0);

1
3! f

 ´́ (́0) x3 член 3-го порядка a3 = 1
3! f

 ´́ (́0).

Забудем на время про условия разложения в ряд Тейлора и про круг сходимо-
сти и, используя это разложение, проверим формулу (1) на стр. 151:

	 f (x) = 1
1 − x  ,  f ´(x) = 1

(1 − x)2  ,  f ´́ (x) = 2
(1 − x)3  ,  f´́ (́x) = 6

(1 − x)4  , …

	 f(0) = 1,  f´(0) = 1,  f´́ (0) = 2,  f´́ (́0) = 6, …,  f(n)(0) = n!, …

Таким образом, имеем 

	 f(x) = f(0) + 1
1! f

 ´(0)x + 1
2! f

 ´́ (0)x2 + 1
3! f

 ´́ (́0)x3 + … + 1
n! f

 (n)(0)x2 + … =

	 = 1 + x + 1
2!  × 2x2 + 1

3!  × 6x3 + … + 1
n!  n!xn + … =

	 = 1 + x + x2 + x3 + …… + xn + … 

	 f (x) = f (a) + 1
1!   f (́a) (x − a) + 1

2!   f ´́ (a) (x − a)2 + 

	 + 1
3!   f ´́ (́a) (x − a)3 + … + 1

n!   f 
(n) (a) (x − a)n + …

Разложение в ряд Тейлора является превосходным 
инструментом для представления функций!

Эта формула является многочленом бесконечной степени и 
используется для точного разложения в точке x = 0. Ниже 

приведена формула Для разложения в произвольной точке x = a. 
Для её проверки надо Выполнить упражнение на стр. 176!

Они 
совпадают!

5.2.   Как получить разложение в ряд Тейлора 157
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Разложение в ряд Тейлора функции f(x) = √1 + x

f (x) = √1 + x = (1 + x)1/2, f ´(x) = 1
2  (1 + x)−1/2, f ´´(x) = − 1

2  × 
1
2  (1 + x)−3/2, 

f ´´´(x) = 1
2  × 

1
2  × 

3
2  (1 + x)−5/2, …, f(0) = 1, f ´(0) = 1

2  , f ´´(0) = − 1
4  , f ´´´(0) = 3

8  , … 

√1 + x = 1 + 1
2  x + 

1
2!  × (− 

1
4 ) x 2 + 

1
3!  ×  

3
8  x 3 + … √1 + x = 1 + 1

2  x − 1
8  x 2 + 1

16 x 3 …

Разложение в ряд Тейлора показательной функции ex

f(x) = ex, f (́x) = ex, f´́ (x) = ex, f´́ (́x) = ex, …

ex = 1 + 1
1!  x + 1

2!  x 2 + 1
3!  x 3 + 1

4!  x 4 + … + 1
n!  xn + …

 
Подставляя x = 1, получаем 

e = 1 + 1
1!  + 

1
2!

 + 
1
3!  + 1

4!  + … + 1
n!  + …

Разложение логарифмической функции ln (1 + x) 

f(x) = ln (1 + x),  f (́x) = 1
1 + x  = (1 + x) −1,  f´́ (x) = −(1 + x)−2,  f´́ (́x) = 2(1 + x)−3,  

f´́ ´́ (x) = −6(1 + x)−4, …,  f(0) = 0,  f (́0) = 1,  f´́ (0) = −1,  f´́ (́0) = 2!,  f´́ ´́ (0) = −3!, …

ln (1 + x) = 0 + x − 
1
2  x 2 + 1

3!   2! x 3 − 
1
4!  3! x 4 + …

ln (1 + x) = x − 1
2  x 2 + 1

3  x 3 − 1
4  x 4 + … +(− 1)n+1 1

n  x n + …

Разложение в ряд Тейлора тригонометрических функций 
f(x) = cos x,  f (́x) = −sin x,  f´́ (x) = −cos x,  f´́ (́x) = sin x,  f´́ ´́ (x) = cos x, … 
f(0) = 1,  f (́0) = 0,  f´́ (0) = −1,  f´́ (́0) = 0,  f´́ ´́ (0) = 1, …

cos x = 1 + 0x − 1
2! 1x2 + 1

3! 0x3 + 1
4!1x4+… cos x = 1 − 12!x

2

 
+ 14!x

4 + … + (−1)n 1
(2 n)!x

2n + …

Аналогично 

sin x = x − 1
3!  

x3

 
+ 1

5!  
x5 + … + (−1) n − 1 1

(2n − 1)!  
x2n − 1 + …

В главе 4 мы узнали, что  
число e равно примерно 2,7. 

Здесь мы получили выражение 
для вычисления его точного 

значения.

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!158
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Верно. Далее идёт линейное 
приближение. Как видишь, 
исследуемая функция 

y = f (x) чем‑то напоминает y = x 
вблизи точки x = 0. Значит, 

функция возрастает при x = 0.
Как мы уже знаем, линейное 

приближение является уравнением 
касательной в рассматриваемой 

точке.

Мм…, ну... Это значит, что значение f (x) равно 0 при 
x = 0 и график f (x) проходит через точку (0, 0).

Во-Первых, приближение 0-го порядка даёт 
ln(1 + x) ≈ 0 вблизи x = 0. Что это значит?

чтобы понять, что нам даёт разложение в ряд Тейлора, 
Воспользуемся формулой из приведённого выше примера

	 ln (1 + x) = x − 1
2  x2 + 1

3  x3 − 1
4  x4 + …

ln (1 + x) = 0 + x − 1
2  x2 + 1

3  x3 − 1
4  x4 + …

Чтобы узнать поведение сложной функции, 
надо аппроксимировать её более простыми 

функциями, так ведь?

Разложение в ряд Тейлора позволяет заменить 
сложную функцию многочленом. допустим, тебе 

надо нарисовать график ln (1 + x), как это сделать?

y

x

y = x

y = f(x)
0

5.4.   Что даёт Разложение в ряд Тейлора

Линейное приближение

Квадратичное приближение

Кубическое приближение

Приближение 
0-го порядка

5.4.   Что даёт Разложение в ряд Тейлора 159
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А теперь, Сэки-сан,  
идём в следующий бар!

?!

Теперь Перейдём 
к квадратичному 
приближению. 

Рассмотрим график 

ln (1 + x) ≈ x − 1
2  x2

в окрестности x = 0. 
Норико, что это значит?

Это значит, что вблизи точки x = 0 функцию y = f (x) 
можно аппроксимировать функцией

 y = x − 1
2  

x2,
график которой вогнут вниз при x = 0. Таким 

образом, квадратичное приближение позволяет 
найти, как изогнут график в точке разложения в ряд.

И последний рывок - 
кубическое приближение 

Вблизи x = 0

ln (1 + x) ≈ x − 1
2  x2 + 1

3  x3,
которое позволяет 
уменьшить ошибку 

квадратичного 
приближения.

x
0−1

y = f (x)

y = x − 1
2  x 2

y

x
0 y = f (x)

y = 1
3  x3 − 1

2  x2 + x
y

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!160
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Здесь лучше! в этом 
гостиничном баре 

Мы можем говорить  
спокойней.

Да, возможно, 
Нам надо было 

сразу пойти 
сюда, однако…

круть-
круть

ха -ха -
ха

скрип-
скрип

скрип-
скрип

…Ты могла бы 
поговорить 
побольше 
с ребятами 

в пивном баре.

Ну, они все выглядели 
такими выдающимися. 
Я чувствовала себя,  
как бы это сказать,  
не в своей тарелке.

Но зачем вы 
спрашиваете меня 

об этом, Сэки-сан!?

Да, они являются 
известными 

людьми и имеют 
журналистские 

награды…

…Но я могу 
с уверенностью 
сказать, что они 
уважают тебя.

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора 161
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Как вы можете быть 
счастливы, работая 

в этом заброшенном 
отделении?

Ваша работа 
стала такой 
незначи
тельной!

Ей больше 
не наливать.

Интересно, какова 
вероятность того, 
что я когда‑нибудь 

стану таким же 
первоклассным 

журналистом, как 
те люди в пивной.

Если всё, что тебя  
волнует, - это вероятность 
стать великой, ты никогда 

никем не станешь.  
Ты ничего не добьёшься, 

если будешь просто  
чего-то дожидаться.

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!162
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Хотя в баре они 
болтали о глупых 

вещах…
…на самом деле они 

прикладывают 
невероятные усилия, 

занимаясь своей 
работой.

Они просто делают то, что 
хотят делать. Никто из них 

никогда не сдастся 
на волю судьбе. И я тоже.

ВОт что, 
поговорим 

о вероятности!

как всё 
это 

грустно.

Что? Неужели мы 
будем учиться 
даже сейчас?

Конечно! Я твой 
учитель, а ты - 

вполне 
продвинутая 

ученица.

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора 163
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Для описания 
вероятностных 

событий довольно 
часто используется 

нормальное 
распределение.

Это распределение 
описывается функцией 
плотности вероятности, 
которая с точностью до 
постоянного множителя 

имеет вид

f (x) = e −½x2
.

как видно из рисунка, 
График f (x) симметричен 
относительно оси y и 
похож на колокольчик.

Извините. Он 
собирается много 
писать. Не могли бы 
вы дать побольше 

подставок?

Многие Вероятностные 
явления описываются 

нормальным 
распределением, 

Например, рост людей 
или животных.

Включая и 
погрешность 
измерений.

ш
м

як!

скряб

скряб

БУм

скряб

скряб

В финансах 
считается, что 
рентабельность 

капитала тоже имеет 
нормальное 

распределение.

Некоторые виды 
аттестации студентов 

тоже основаны 
на нормальном 

распределении, так как 
ему часто подчиняются 
результаты экзаменов.

Ох-ох.

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!164
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щ
ёлк

!

Как ты уже 
догадалась, 
я использую 

разложение в ряд 
Тейлора, чтобы 
показать, что 
подкидывание 

монет подчиняется 
нормальному 

распределению.

Итак, какова 
вероятность 

выпадения «орла»?

Не думайте, что 
я совсем глупая. 

это 1/2.

Верно, хотя мы 
не знаем, какой 
стороной упадёт 

монета, Но знаем, что 
вероятность 

выпадения каждой 
стороны равна 1 из 2.

Верхний график отражает 
вероятность выпадения 

«орла» при одновременном 
подбрасывании 20 монет.

О, он похож 
на график внизу.

Да, он практически 
полностью 
совпадает 
с графиком 
нормального 
распределения.

1 3 5 7 9
Число выпадений «орла» 

при подбрасывании 20 монет 
(биномиальное распределение)

11 13 15 17 19

0,2

0,15

0,1

0,05

0

f (x) = 1  
√2π   e −0,5x2

Нормированное нормальное распределение
−4 1−3 2−2 3−1 40

0,4

0,5

0,3

0,2

0,1

0
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В самом деле, если мы 
запишем функцию 

gn(x), выражающую 
вероятность 

выпадения x «орлов», 
при одновременном 

подбрасывании 
n монет* и устремим n 

к бесконечности…

Он уже писал это 
уравнение! Не надо 
использовать для 

этого две подставки.

шурх

шурх шурх

...то увидим, 
что g(x) про
порциональна 

функции 
нормального 
распределения.

* Распределение вероятности выпадения x орлов при подбрасывании n монет подчиняется биномиальному рас-
пределению. Например, найдём вероятность выпадения 3 «орлов» при подбрасывании 5 монет. Вероятность выпа-
дения комбинации ООРОР (О — «орлы», Р — «решки») равна 

	
1
2

 
×

 
1
2

 
×

 
1
2

 
×

 
1
2

 
×

 
1
2

 
=

 (
1
2 )

5

.

Так как число комбинаций с 3 «орлами» и 2 «решками» равно 5C3, то вероятность выпадения 3 «орлов» будет равна 
5C3 (1/2)5. В общем случае вероятность выпадения x «орлов» при подбрасывании n монет будет равна nCx (1/2)n. По-
кажем, что если n велико, то биномиальное распределение стремится к нормальному распределению.

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!166
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Используя 
биномиальное 
распределение…

можно записать 
gn(x) следующим 

образом.

Так как функция 
нормального 

распределения f (x) 
симметрична 

относительно x = 0, 
а gn(x) - 

относительно x=1/2... 

…используем для 
нормирования функцию

gn ( n
2 ).

Сначала...

…разделив 
gn(x) на gn(n/2)…

получим нор
мированную 

функцию hn(x).

Далее, 
подставляя…



чирк

чирк …получаем 
выражение  
для nCx...

и nCn/2.

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора 167
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Так много... 
испорченных 
подставок...

зырк!

ничего 
себе

теперь заменим 

единицу на 
√n  
2 ,

 
так как центр находится  

в точке x = 
n
2  .

√n  
2  
- это

 
стандартное отклонение. 

Если ты не знакома 
со статистикой, просто 
воспринимай это как 

магические  
слова!

 

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!168

È
Ì

 Ì
Å
Íß

 
ÍÅ

 Æ
ÀË

Ü…

ÀÁ
ÐÀ

ÊÀ
Ä

ÀÁ
ÐÀ

!

 

                             8 / 24



Другими 
словами…

…мы вводим 
новую 

переменную z, 
равную числу 
стандартных 
отклонений 
от центра.

Далее заменяем в hn 
x на 

x = n
2  

+ √n  
2  z

и …

…логарифмируем*

Теперь  
нам нужно это 
посчитать, но, 
может, пойдём 
в другой бар?

* Логарифмировать можно по любому основанию. 
Мы используем натуральный логарифм и формулы:

ln ab = ln a + ln b 

ln d
c  = ln d − ln c.

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора 169

 

                             9 / 24



Спасибо 
за подставки! 
Мы уходим.

Их осталось так 
мало!

Ну что, пошли? Думаю, я должен 
радоваться, что 

ещё что-то 
осталось...

ПОЗИТИВНО 
МЫСЛЯЩИЙ

Найдём приближение для ln (m!):
ln m! = ln 1 + ln 2 + ln 3 + …… + ln m.

Если мы сложим площади закра-
шенных прямоугольников на графике 
ln x, то получим 

ln 2 + … + ln m ≈  ∫
1

m
1n xdx.

Так как 

(x ln x − x)́  = ln x + x × 1
x  − 1 = ln x,

то, используя основную теорему инте-
грирования, можно записать

   ∫
1

m
ln xdx = (m ln m − m) − (1 ln 1 − 1) =

   = m ln m − m + 1 = m( ln m − 1) + 1.

Нас интересуют большие значения m, для которых ln m >> 1. Поэтому, пренебре-
гая 1, получаем следующую приближённую формулу:

 ln m! ≈ m ln m. 

Площадь = ln m

ln m
Площадь = ln 2

y = ln x

m−12 3 m

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!170
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Ну ладно, давай уж 
закончим здесь!  

Если мы используем 
приближение 

ln m! ≈ m ln m, 
то получим:

Быстро верните 
нам подставки.

Ах!

ох!

А вот Теперь 
используем 
разложение 

в ряд Тейлора, 
которое ты так 

ждёшь.

Ничего Я 
не жду.

ПУСТЬ 
ТОЛЬКО 

ВОЗЬМУТ 
ИХ.

Скрип, 
скрип

...

После замены ln ( n
2  + √n  

2  z) = ln { n
2  (1 + √n  

n  z)} = ln n
2  + ln (1 + √n  

n  z)  
и тождественных преобразований получаем:

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора 171
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При стремлении t 
к нулю можно 

записать

*

Теперь, из того, что

√n  
n  = 1

√n  
стремится к нулю, если n 

достаточно велико, 
можно считать, что для 

любого конечного 
значения z выражение

√n  
n  z

также  стремится к нулю.

В результате:

Подставляем 
это в наше 

выражение и 
получаем:

* Квадратичное приближение, см. стр. 159.

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!172
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Итак, мы получили, что 

ln hn(x) ≈ − 1
2  z

2
,

откуда после 
потенцирования 

следует

hn(x) ≈ −e − 
1
2  

z2
.

Вот так!

при разложении натурального логарифма в ряд 
Тейлора мы ограничились только членами до 2-го 
порядка. Чтобы убедиться в том, что остальные 
члены можно не учитывать, надо вычислить hn(x), 

используя приближение

ln (1 + t) ≈ t − 1
2  t

2 + 1
3  t

3
.

Тогда ты увидишь, что член z4
 имеет n 

в знаменателе своего коэффициента, а значит 
сходится к нулю и исчезает при n -› ∞.

А где ещё можно 
применять 

нормальное 
распределение 

кроме 
подбрасывания 

монет?

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора 173
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Ты что, опять хочешь 
применить математику 
к любви? Вероятность 
может применяться 
только к непредна
меренным и чисто 

случайным 
явлениям. Как насчёт случая 

нечаянной и 
чистой любви?

Это не 
обсуждается!

Слушай! Если мы попробуем 
очень грубо допустить, что 
явление, когда двое людей 

влюбляются, это что-то 
вроде набора результатов 

подкидывания бесконечного 
числа монет...

...

Что ж, так как мы 
определили, что 
распределение 
результатов 

подкидывания монет 
приближЁнно равно 

нормальному 
распределению, нет 

ничего удивительного, 
что нормальное 

распределение можно 
применить и в вопросах 

любви.

Правда?

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!174
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Но!

Вероятность 
применима только 

для неточных явлений 
без какой-либо 

преднамеренности. 
Извини, что я такой 

педантичный.

Но, Сэки-сан, 
предположим, что 

одна невинная 
девушка...

Опять ты за своё! 
Почему ты ничего  

не слушаешь?

5.3.   Разложение различных функций в ряд Тейлора 175
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1. Найти разложение в ряд Тейлора функции f(x) = e−x при x = 0. 

2. Найти квадратичное приближение f (x) = 1
cos x  при x = 0. 

3. Вывести формулу разложения в ряд Тейлора функции f(x) с центром в точке 
x = a, которая приведена на стр. 157. Другими словами, надо найти значения ко-
эффициентов an в формуле 

	 f(x ) = a0 + a1(x − a) + a2(x − a)2 + …… + an(x − a)n + … 

5.5.   Упражнения к главе 5

Глава 5.   Изучаем разложение в ряд тейлора!176
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6

Изучаем 
частные 

производные!

Изучаем 
частные 

производные!

Глава 6.
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Что?!т 
а 
й 
м 
с

а 
с 
а 
г 
а 
к 
э

Сэки-сан 
возвращается 

в главный офис?

Что случилось? 
Вас повысили? Я не знаю...

6.1.   Функции нескольких переменных

Глава 6.   Изучаем частные производные!178
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Но вы сами 
говорили мне: 

«всякое действие 
имеет свою 

причину.»

Вы учили меня 
каждый день! 

Мне даже 
снились кошмары 

про это!

Причина и действие... 
конечно Я помню это. 

Мы говорили об этом на 
одном из первых наших 

уроков.

тогда мы 
исследовали 
элементарные 

функции, у которых 
были причина  
и действие.

Такая связь 
может быть 
выражена…

…в виде диаграммы 
вроде этой.

Но этот перевод 
напомнил мне,  
что мир всё же  
не так прост.

Да, уж…

Я полагаю, мой переход 
в главный офис явился 

результатом совместного 
действия нескольких 

причин.

6.1.   Функции нескольких переменных 179
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Это может 
быть 

выражено…

…вот такими 
диаграммами.

уа-а!

зырк

В случае Сэки-сана 
x - это писательский 
талант, y - беспри
страстные отчёты, 
а z - переход 
в главный офис. 
Так?

Ну, я ещё не 
знаю причин 

моего 
перевода.

В случае с Норико x1 - 
ошибки в прошлом месяце, 
x2 - ошибки в этом месяце, 
x3 и x4 - недостаточный 
уход и гигиена, которые 
привели к y - пониже- 
нию до написания  
некрологов.  
ха-ха-ха!

Ладно, хватит, 
Норико. у нас 

осталось не так 
много времени.

Давай побыстрее 
закончим 

изучение основ.

ЗАТКНИСЬ, 
МОЛЧАЛИВЫЙ 

БИЗОН!

Тиск

…к примеру…

Глава 6.   Изучаем частные производные!180
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На стр. 180  
На левой 

диаграмме 
записана 
функция 
z = g(x, y), 

а на правой - 
y = h(x1, x2, x3, x4).

Я приведу тебе 
несколько примеров 
функций, имеющих  
по две причины, и 

поэтому называемых 
функциями двух 

переменных.

Пример 1
Высота тела, брошенного вверх со скоростью υ, через время t задаётся функцией

	 h(υ, t) = υt − 4,9t2 [м].

Пример 2
Концентрация сахарного сиропа, полученного растворением y граммов саха-

ра в x граммах воды, задаётся функцией

	 f (x, y) = y
x + y  × 100.

Пример 3
Общее количество производимых товаров Y (ВВП — валовой внутренний 

продукт) является функцией общего количества оборудования и станков K (на-
зываемого капиталом) и количества рабочих L — Y(L, K). 

Пример 4
В физике давление идеального газа P, его объём V и температура T связаны 

между собой функцией 

	 T(P, V) = γPV. 

В экономике используется  
приближённая функция Кобба-Дугласа

Y(L, K) = βLαK1− α
, где α и β - константы.

Смотри стр. 201.

6.1.   Функции нескольких переменных 181
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как ты думаешь, 
что надо сделать 
для исследования 
свойств функции 
двух переменных?

использовать 
представление 

в виде линейных 
функций?

Верно, Но, так как теперь у нас 
функция двух переменных, то 
будем использовать линейные 

функции двух переменных.

Линейные функции двух 
переменных записываются 
как z = f (x, y) = ax + by + с, 
где a, b и с -  
константы.

Например, 
z = 3x + 2y + 1  

или  
z = –x + 9y – 2, 

понятно?

Теперь давай посмотрим, 
на что похожи их графики. 

Так как у них два параметра 
на входе (x и y) и один на 
выходе (z), естественно 
использовать трёхмерные 

координаты.

Представь себе 
рисунок 

на котором  
плоскость  
x-y - пол,  

а ось z - столб, 
точнее столбик.

Столбик?

хм-м

z

ax + by + c
x

f
y

6.2.   Линейные функции нескольких переменных

Глава 6.   Изучаем частные производные!182
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Что-то 
не так?

Смотри, точка P 
с координатами 
(2, 3, 5) - это 

вершина столбика 
высотой 5, стоящего 

на полу в точке 
с координатами (2, 3).

Э… Нет, 
ничего. 

Продолжим.

Как ты думаешь, на 
что похож график 
линейной функции 
двух переменных 

z = f (x, y) = ax + by + c?

Сперва разместим столбик высотой 
f (1, 2) = 3 × 1 + 2 × 2 + 1 = 8 в точке 
(1, 2) на полу и столбик высотой 

f (4, 3) = 3 × 4 + 2 × 3 + 1 = 19 в точке 
(4, 3)*.

для примера  
Нарисуем график 

z = f (x, y) = 3x + 2y + 1.

* Для упрощения здесь указываются двумерные координаты (4, 3) вместо трёхмерных (4, 3, 0).

x

P(2, 3, 5)

y

z

5

3

2

x

y

(1, 2)
(4, 3)

19

4

1

8
3

2
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Если посмотреть 
на рисунок 

внимательно, то 
можно заметить, что 
верхушки столбиков 

напоминают 
плоскость, так?

Да, я вижу это!

Теперь взгляни 
на столбики 

на ближайшей 
стороне.

Они имеют высоты 
f (1, 1) = 6, f (2, 1) = 9, 

f (3, 1) = 12 и f (4, 1) = 15.

Эти точки соответ-
ствуют уравнению 
плоскости вида 
z = f (x, y) =  
= 3x + 2y + 1, которое 
при y = 1 превращает-
ся в уравнение пря-
мой линии 
z = f (x, y) =  
= 3x + 2 × 1 + 1  
= 3x + 3.

Аналогичным образом 
построим ещё 16 столбиков 
в 16 точках (x, y), удовлетво
ряющих условиям 1 ≤ x ≤ 4 и  
1 ≤ y ≤ 4. Они показаны 
на рисунке.

Далее давай по-
смотрим на высоту 
столбиков, располо-
женных во втором 
ряду: f (1, 2) = 8, 
f (2, 2) = 11, 
f (3, 2) = 14 и 
f (4, 2) = 17. каждый 
из них на 2 выше 
столбика из  
первого ряда.

Аналогично высоты столбиков из 
3-го ряда (f (1, 3) = 10, f (2, 3) = 13, 
f (3, 3) = 16 и f (4, 3) = 19) тоже на 2 
выше столбиков из предыдущего 

2-го ряда.

4

4
1 1

0

5

10

15

20

3

3

2
2

4

4
1 1

0

5

10

15

20

3

3

2
2
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Остальные ряды 
также на 2 выше 

предыдущих рядов, 
из чего следует…

…что вершины 
столбиков образуют 
плоскость. Теперь 

попробуем обобщить 
это.

Изобразим плоскость, пред-
ставляющую функцию f (x, y). 

начнём в точке O, которую 
мы знаем как (0, 0, 0), или 

начало отсчёта. Из неё про-
ведём отрезок ОА, соответ-

ствующий функции z = ax, 
получаемой из f (x, y) прирав-
ниванием y к нулю и имею-
щей наклон a. Аналогично 

строим отрезок ОВ, 
соответствующий функции 

z = by с наклоном b, получа-
емой приравниванием x к ну-
лю. Эти два отрезка и опре-
деляют плоскость функции 

f (x, y). Чтобы её представить, 
надо мысленно  натянуть 

простыню между прямыми 
ОА и ОВ. Точка С на этой 
плоскости, принадлежащая 

параллелограмму ОАСВ, 
имеет высоту ax + by.

Чтобы получить график 
с учётом константы 
(соответствующий 

функции z = ax + by + c), 
надо просто поднять 

плоскость на величину c. 
Точка О на нашей 
плоскости теперь 

в (0, 0, c), точка А имеет 
высоту (ax + c), и так 

далее.

Сначала нарисуем 
график функции 

z = f (x, y) = ax + by  
(константа c = 0).

ax + by

x

(x, y)

by
z = by

A

O

C

B

axz = ax

z

x

y

y

ax + c

by + c

ax + by + c

x

(x, y)

O
c

z

x

y
y
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Норико!

Да?!

э 
т 
о

н 
е 
п 
р 
а 
в 
д 
а

ОБИДЕЛАСЬ

Давай на этом 
закончим сегодня. 

Кажется, ты не очень 
сосредоточена 
на нашем уроке.

Мне ещё надо сделать много 
дел до отъезда, а также 

подготовить вещи к переезду. 
ты согласна провести занятие 

в это воскресение?

Я понимаю, что по 
воскресеньям ты обычно 

отдыхаешь, но давай проведём 
ещё одно последнее занятие. 
А когда мы закончим, я угощу 

тебя ужином.

Хорошо,  
я согласна…

Ужин?

д
ёр

г
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Эта школа 
несколько лет 
назад была 

закрыта.

Нет, просто мне 
нравится это 

место. здесь я 
изучал математику.

Правда? И Вы 
собираетесь 

написать об этом 
статью?

Вау!

Вообще-то я 
родился в этом 

городе.

Это была маленькая школа. 
Но здесь был учитель, 

который давал мне лучшие 
уроки в мире.

Школа Танака
Воскресение

 к 
о 
л 
а

 Т 
а 
н 
а 
к 
а
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Если мы нарисуем график 
функции двух переменных 

z = f (x, y) = 3x + 2y + 1 
в трёхмерных  координатах, 

на что он будет похож, 
Какеру?

Теперь, если мы 
в качестве плоскости 

возьмём мешок 
из прессованной 

соломы...

Учитель, здесь 
осталось ещё 

несколько 
картофелин. Что 
с ними делать?

Учитель 
Кинжиро Бунда 

был очень 
хорошим учителем.

тынь -
тынь

тынь -
тынь

громых-
громых

Если ты сможешь решить 
эту задачу, давай сварим 

их и съедим. хо-хо-хо.

Ну, Норико, 
начнём наше 
последнее 
занятие. Я готова!

Глава 6.   Изучаем частные производные!188

 

                             4 / 24



Итак, звонок! 
Начался первый 

   урок! Будем диф
ференцировать 
функцию двух 
переменных.

Расписание занятий

Частные 
производные

мы узнали, что линейная 
функция двух переменных 

является плоскостью, 
теперь рассмотрим более 
сложные функции двух 

переменных.

Наша исходная 
функция похожа 
на тент с плоским 

верхом, так?

Мне она 
больше 

напоминает 
пирог.

д
инь

-д
о

н

д
инь

-д
о

н

Что ж, это 
не существенная разница. 
Будем аппроксимировать 
исходную f (x, y) линейной 
функцией двух переменных 

вблизи точки (a, b)  
(x = a и y = b).

x

(x, y)

f (x, y)

O

z

x

y

y
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Строим линейную функцию двух переменных, которая в точке (a, b) имеет 
высоту f(a, b) и описывается формулой L(x, y) = p(x − a) + q(y − b) + f(a, b). Заменяя 
x на a и y на b, получаем L(a, b) = f(a, b). 

Значения функций z = f(x, y) и аппроксимирующей её  z = L(x, y) в точке 
P(a + ε, b + δ), смещённой относительно точки A(a, b), отличается на некоторую 
величину. Возникающая при этом погрешность равна: 

	 f(a + ε, b + δ) − L(a + ε, b + δ) = f(a + ε, b + δ) − f(a, b) − (pε + qδ), 

а относительная погрешность (ОП) — отношению погрешности к длине AP:

	 ОП = f (a + ε, b + δ) − f (a, b) − (pε + qδ)
√ε2 + δ2 .	 (1)

Найдём значения p и q , исходя из того, что разность между f(x, y) и L(x, y) 
стремится к нулю при приближении точки P к точке A. На графике коэффици-
ент p равен тангенсу угла наклона DE, а коэффициент q — тангенсу угла наклона 
DF. Так как значения  ε и δ могут быть любыми, приравняем δ = 0 и найдём значе-
ние выражения (1):

	 ОП = f (a + ε, b + 0) − f (a, b) − (pε + q × 0)
√ε2 + 02  =

	 = f (a + ε, b) − f (a, b)
ε  − p.

z = f(x, y)

z = L(x, y)

δ

ε

GH
F

B

E

C
D

f(a + ε, b + δ)

P(a + ε, b + δ)

Представление заданной 
функции в виде линейной 
функции двух переменных

ε2 + δ2A(a, b)

f(a, b)
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Утверждение «относительная погрешность → 0 при ε → 0» означает следующее:

	 lim
ε → 0

 f (a + ε, b) − f (a, b)
ε  = p,	 (2)

где p — тангенс угла наклона DE. 
Заметим, что левая часть уравнения (2) означает не что иное, как дифферен-

цирование функции одной переменной. Другими словами, если заменить y на 
постоянную b, то получим функцию f(x, b) только переменной x. Левая часть 
уравнения (2) представляет расчёт производной этой функции при x = a. 

Если записать найденное значение, используя стандартное обозначение 
f (́a, b), то будет невозможно определить, относительно чего, x или y, мы диффе-
ренцируем. Поэтому для записи производной f(x, y) при x = a и фиксированном 
значении y = b используют обозначение fx(a, b). Функция fx называется частной 
производной f по x. Эта запись соответствует «штриху» в дифференцировании 
функции одной переменной. Также используется обозначение 

∂f
∂x (a, b) вместо 

записи df
dx , используемой при записи производной одной переменной. 

Подведём итог. 
Производная f по x при x = a и фиксированном значении y = b, может быть за-

писана разными способами:

	 fx (a, b); ∂f
∂x  (a, b); [ ∂f

∂x ]
x = a, y = b

; наклон DE.

Аналогично для y — производная f по y при y = b и фиксированном значении 
x = a записывается:

	 fy (a, b); ∂f
∂y  (a, b); [ ∂f

∂y ]
x = a, y = b

; наклон DF. 

∂ читается как “частная 
производная”.
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Итак, мы нашли следующее. 
Если z = f(x, y) имеет представление в виде линейной функции вблизи точки 

(x, y) = (a, b), то можно записать:

	 z = fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b) + f (a, b) 	 (3)

или	 z = ∂f
∂x  (a, b)(x − a) + ∂f

∂y  (a, b)(y − b) + f (a, b).

Рассмотрим теперь произвольную точку (α, β) 
на круге с радиусом 1 и центром в начале коорди-
нат плоскости x—y (пол). Имеем α2 + β2 = 1 (или 
α = cos θ и β = sin θ). Найдём производную в на-
правлении из точки (0, 0) в точку (α, β). Перемеще-
ние на расстояние t в этом направлении записыва-
ется как (a, b) → (a + αt, b + βt). Если мы положим 
ε = αt и δ = βt в (1), то получим 

	 ОП �= f (a + αt, b + βt) − f (a, b) − (pαt + qβt)
√ α2 t2 + β2 t2  = 

= f (a + αt, b + βt) − f (a, b)
t √α2 + β2  − pα − qβ = (учитывая, что α2 + β2 = 1) = 

= f (a + αt, b + βt) − f (a, b)
t  − pα − qβ.	 (4)

Прибавляя и вычитая в формуле (4) вспомогательное слагаемое, а также делая 
замену p = fx(a, b) и q = fy(a, b), получаем:

ОП = f (a + αt, b + βt) − f (a, b + βt)
t  + f (a, b + βt) − f (a, b)

t  − fx (a, b)α − fy (a, b)β	 (5)

Используя производную по x функции f(x, b + βt) для линейного приближения 
в точке x = a, можно записать, что 

	 f(a + αt, b + βt) − f(a, b + βt) ≈ fx(a, b + βt)αt.

Аналогично для y получим

	 f(a, b + βt ) − f(a, b) ≈ fy(a, b)βt.

Подставляем эти два приближения в формулу (5):

	 ОП �≈ fx(a, b + βt)α + fy(a, b)β − fx(a, b)α − fy(a, b)β = 

= ( fx(a, b + βt) − fx(a, b))α. 

θ
1

1

x

y−1

−1

(α, β)
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Так как fx(a, b + βt) − fx(a, b) ≈ 0, если t достаточно близко к 0, то и выражение 
(5), представляющее относительную погрешность, тоже близко к 0. Таким обра-
зом, мы показали, что относительная погрешность → 0 при AP → 0 для любого на-
правления AP.

Надо отметить, что fx должна быть гладкой (без изломов), чтобы можно было 
утверждать, что fx(a, b + βt) − fx(a, b) ≈ 0 (при t ≈ 0). При наличии изломов нельзя 
сказать, существует ли производная в любом направлении, даже если существу-
ют производные fx и fy. Так как функции с изломами (кусочно-непрерывные) — 
явление довольно редкое, мы не будем рассматривать их в этой книге. 

Пример 1
Рассмотрим функцию, приведённую в качестве примера 1 на стр. 181.
Найдём частную производную функции h(υ, t) = υt − 4,9t2  в точке (υ, t) = (100, 5). 
Дифференцируя h(υ, 5) = 5υ − 122,5 в направлении υ, получаем: 

	 ∂h
∂υ  (υ, 5) = 5. 

Таким образом, 

	 ∂h
∂υ (100, 5) = hυ(100, 5) = 5.

Теперь дифференцируем h(100, t) = 100t − 4,9t2 в на-
правлении t и получаем: 

	 ∂h
∂t (100, t) = 100 − 9,8t. 

Тогда

	 ∂h
∂t (100, 5) = ht(100, 5) = 100 − 9.8 × 5 = 51. 

В итоге получаем представление h(υ, t) в виде линейной функции 

	 L(x, y) = 5(υ − 100) + 51(t − 5) − 377,5. 

Для произвольных значений h и t частные производные будут равны:

	 ∂h
∂υ  = t,

	 ∂h
∂t  = υ − 9,8t.

Если теперь подставить эти частные производные в уравнение (3) на стр. 192, 
то вблизи точки (υ, t) = (υ0, t0) можно записать:

	 h(υ, t ) ≈ t0(υ − υ0) + (υ0 − 9,8t0)(t − t0) + h(υ0, t0). 
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Пример 2
В этом примере найдём линейное приближение для концентрации сахарного 

сиропа, полученного из y граммов сахара и x граммов воды.

	 f (x, y) = 100y
x + y .

Дифференцируя по ∂x и ∂у , получаем:

	
∂f
∂x  = fx = − 100y

(x + y)2 ;

	
∂f
∂y  = fy = 100(x + y) − 100y × 1

(x + y)2  = 100x
(x + y)2 .

Таким образом, вблизи точки (x, y) = (a, b) имеем

	 f (x, y) ≈ − 100b
(a + b)2  (x − a) + 100a

(a + b)2  (y − b) + 100b
a + b .

Частное дифференцирование
Если z = f(x, y) дифференцируема по x в любой точке пространства (x, y), то 

функция f(x, y) → fx(x, y), связывающая точку (x, y) с её частной производной fx(x, 
y) по x в этой точке, называется функцией частной производной по x от функции 
z = f(x, y) и обозначается

	 fx, fx(x, y), ∂f
∂x   или ∂z

∂x .

Аналогично, если z = f(x, y) дифференцируема по y в любой точке простран-
ства (x, y), то функция (x, y) → fx(x, y) называется функцией частной производной 
по y от функции z = f(x, y) и обозначается

	 fy, fy(x, y), ∂f
∂y   или ∂z

∂y .

 Нахождение частных производных функции называется её частным диффе-
ренцированием. 
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Мы нашли, что представление z = f(x, y) линейной функцией в точке 
(x, y) = (a, b) имеет вид 

	 f(x, y ) ≈ fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b) + f(a, b).

Перепишем это как 

	 f(x, y) − f(a, b) ≈ ∂f
∂x (a, b)(x − a) + ∂f

∂y (a, b)(y − b).	 (6)

Так как разность f(x, y) − f(a, b) озна-
чает приращение z = f(x, y) при переходе 
от точки (a, b) к точке (x, y), запишем её 
как Δz, как мы делали это для функции 
одной переменной. Соответственно, 
(x − a) = Δx и (y − b) = Δy. Тогда выраже-
ние (6) можно записать в виде 

	 ∆z ≈ ∂z
∂x  ∆x + ∂z

∂y  ∆y.	 (7)

Это выражение означает: если x увеличивается относительно a на Δx, а y — от-
носительно b на Δy, то z = f(x, y) увеличивается на

	 ∂z
∂x  ∆x + ∂z

∂y  ∆y.

Так как ∂z
∂x  Δx — это приращение z по x при y = b, а ∂z

∂y  Δy — приращение z 
по y при x = a, то выражение (7) означает общее приращение z = f(x, y) — сумму 
приращений по x и по y.

 Δz = ∂z
∂x  Δx + ∂z

∂y  Δy
∂z
∂y  Δy

Δy

Δx

∂z
∂x  Δx

Полные 
дифференциалы

д
инь

-д
он

д
инь

-д
он Урок

2

6.4.   Полные дифференциалы
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При стремлении приращений по x и y к нулю заменяем Δ на d и получаем сле-
дующую запись выражения (7): 

	 dz = ∂z
∂x  dx + ∂z

∂y  dy	 (8)

или	 df(x, y) = fxdx + fydy. 	 (9)

Значение формулы следующее: 

	

Приращение высоты 
криволинейной 

поверхности
 = 

Частная 
производ
ная по x

 × 
Прира
щение 

по x
 + 

Частная 
производ

ная по y
 × 

Прира
щение 

по y
.

Найдём выражение полного дифференциала для функции, приведённой в ка-
честве примера 4 на стр. 181. Для качественного анализа перепишем уравнение 
зависимости температуры в упрощённом виде, то есть T = PV. Тогда 

	 ∂T
∂P  = ∂(PV)

∂P  = V и ∂T
∂V  = ∂(PV)

∂V  = P .

Таким образом, полный дифференциал можно записать в виде 

	 dT = VdP + PdV, или в приближенной форме ΔT ≈ V ΔP + P ΔV. 

Выражения (8) и (9) называются 
формулой полного дифференциала

Это значит, что для идеального 
газа увеличение температуры 
можно вычислить по формуле 
объём × изменение давления + 

+ давление × изменение объёма Более высокие 
значения 

температуры

Да
вл

ен
ие

Объём
T = const

P

V
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Какой красивый вид! 
Санда совсем 
не изменился!

мне здесь 
очень 

нравится!

Если мы посмотрим 
на ту гору как на 
функцию двух 
переменных, её 
вершина будет 
максимумом.

Как можно так круто 
менять ход своих 

мыслей? 
вы уже начали урок?

о…Ох

Максимум

д
и

н
ь

-д
о

н
д

и
н

ь
-д

о
н

Третий 
урок

6.5.   Условия существования экстремумов
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 Экстремумы функции двух переменных f (x, y) на графике находятся либо на 
вершине, либо на дне. 

Так как касательные плоскости к графику в точках P и Q параллельны плоско-
сти x—y , то они описываются линейной функцией
	 f(x, y) ≈ p(x − a) + q(y − b) + f(a, b),  
у которой p = q = 0.

Так как 

	 p = ∂f
∂x  (= fx),  q = ∂f

∂y  (= fy),

то условие существования экстремумов будет следующим*: если f (x, y) имеет 
экстремум в точке (x, y) = (a, b), то можно записать

	 fx(a, b) = fy(a, b) = 0 
или

	 ∂f
∂x  (a, b) = ∂f

∂y  (a, b) = 0.

* Обратное неверно. То есть, даже если fx(a, b) = fy(a, b) = 0, существование экстремума в точке (x, y) = (a, b) со-
всем не обязательно. Таким образом, это условие только возможности экстремумов. 

Минимум

Максимум
P

P

z

z

z

y

yy

x

x

x
Q

Точка максимума

Горизонтальная 
плоскость
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Пример
Найдём минимум функции f (x, y) = (x − y)2 + (y − 2)2. Сначала найдём алгебра-

ически. 
Так как 

	 (x − y)2 ≥ 0, (y − 2)2 ≥ 0, 

то

	 f(x, y) = (x − y)2 + (y − 2)2 ≥ 0. 

Подставим x = y = 2: 

	 f (2, 2) = (2 − 2)2 + (2 − 2)2 = 0.

Отсюда f(x, y) ≥ f(2, 2) для всех (x, y). То есть, f(x, y) имеет минимум, равный ну-
лю, в точке (x, y) = (2, 2).

С другой стороны, 

	 ∂f
∂x  = 2(x − y) и ∂f

∂y  = 2(x − y)( − 1) + 2(y − 2) = −2x + 4y − 4.

Приравнивая

	 ∂f
∂x  = ∂f

∂y  = 0 

и решая полученную систему уравнений 

	 {2x − 2y = 0;
− 2x + 4y − 4 = 0,  

получим (x, y) = (2, 2), 
что совпадает с решением, найденным алгебраически. 

В точках экстремумов 
функции двух переменных 
её частные производные 
по x и по y равны нулю.

результаты обоих 
Решений совпали!

6.5.   Условия существования экстремумов 199
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с 1949 по 1966 пост 
сенатора от штата 
Иллинойс (сша) 

занимал Пол Дуглас.

В прошлом он был 
экономистом и ещё 
в 1927 году размы
шлял о проблеме 

разделения 
национального 

дохода на капитал 
и рабочую силу.

И как же он 
его разделил?

Грубо говоря, Валовой 
Внутренний Продукт 

(ВВП), представляющий 
объём производства 

в стране за 1 год, 
делится между людьми 
и государством двумя 

путями.

Во-первых, ВВП 
распределяется 
в виде зарплаты 

рабочим.

Во-вторых, ВВП 
распределяется как  

дивиденды владельцам 
капитала в форме акций и 

имущества, например станками 
и оборудованием.

6.6.   Применение 
частных производных 
в экономике
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Дуглас изучал 
разделение рабочей 

силы и капитала 
в Соединённых Штатах 
и обнаружил, что их 
соотношение было 
почти постоянным 
в течение 40 лет.

Около 70 процентов (0,7) 
ВВП распределялось 

в виде зарплаты рабочим, 
и 30 процентов (0,3) - 

в виде дивидендов 
в форме акций 

владельцам капитала.

Странно, что 
соотношение было 

постоянным, несмотря 
на то, что ситуация 

в экономике постоянно 
менялась.

Дуглас хотел получить 
функцию производства 
f (L, K), объясняющую 

такие результаты.

поэтому он попросил 
помощи у математика 

Чарльза Кобба.

Функция, которую они 
нашли - это известная 

функция Кобба-Дугласа, 
в которой L - зарплата 
рабочих, K - капитал, 
а β и α - константы.

а что из неё можно 
узнать о моей 

зарплате?

Сейчас увидишь.  
Это хороший пример 
применения функции 
двух переменных.
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Пусть производство в стране задаётся функцией производства f (L, K), и будем 
измерять зарплату в единицах w, а капитал — в единицах r. Предположим, что 
экономическая политика страны направлена на получение максимальной при-
были, которая задаётся функцией вида: 

	 Π = f(L, K) − wL − rK. 

Так как, исходя из экономической политики, значения L и K должны соответ-
ствовать максимальной прибыли П, то уравнение должно удовлетворять следую-
щим условиям экстремумов: 

	 ∂Π
∂L  = ∂Π

∂K  = 0,

	 0 = ∂Π
∂L  = ∂f

∂L  − ∂(wL)
∂L  − ∂(rK)

∂L  = ∂f
∂L  − w => w = ∂f

∂L ,	 (1)

	 0 = ∂Π
∂K  = ∂f

∂K  − ∂(wL)
∂K  − ∂(rK)

∂K  = ∂f
∂K  − r => r = ∂f

∂K .	 (2)

Формулы (1) и (2) означают следующее: 

	 Единичная зарплата = Частная производная функции производства по L; 
	 Единичный капитал = Частная производная функции производства по K.

Тогда выплаты, которые жители страны получают за работу, равны 

	 Зарплата × Работа = wL. 

Если на зарплату рабочим распределяется 70% от ВВП, имеем

	 wL = 0,7f(L, K).	 (3)

Аналогично, выплаты владельцам капитала составят 

	 rK = 0,3f(L, K).	 (4)

Из (1) и (3) следует:

	 ∂f
∂L  × L = 0,7 f (L, K),	 (5) 

а из (2) и (4) следует:

	 ∂f
∂K  × K = 0,3 f (L, K).	 (6) 
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Да, нечего 
возразить, это 
действительно 

так.

Таким образом, частные 
производные позволили 
найти скрытый закон, 

описывающий экономику 
всей страны, и выработать 
правила, определяющие 
благосостояние страны.

выходит, что частные 
производные несут в 
себе определённый 
смысл, но он не 

всегда очевиден, так?

Кобб нашёл функцию f (L, K), удовлетворяющую этим уравнениям:

	 f(L, K) = βL0,7K0,3, 

где β — положительный коэффициент, обозначающий уровень развития техно-
логии.

Проверим, удовлетворяет ли эта функция заданным условиям:

	 ∂f
∂L  × L = ∂ (βL0,7 K0,3)

∂L  × L = 0,7βL(−0,3)K0,3 × L1 =

	 = 0,7βL0,7K0,3.

Аналогично 

	 ∂f
∂K  × K = ∂ (βL0,7 K0,3)

∂K  × K = 0.3βL0,7K(−0,7) × K1 =

	 = 0,3βL0,7K0,3.

	 Действительно, функция f(L, K) = βL0,7K0,3 удовлетворяет условиям (5) и (6). 
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Производную сложной функции одной переменной мы рассматривали ранее 
на стр. 14.

y = f(x), z = g(y) → z = g(f(x)), 
g(f(x))´ = g´(f(x)) f´(x).

Пусть z — функция двух переменных x и y, имеющая вид z = f(x, y), а x и y — 
функции одной переменной t, имеющие вид x = a(t) и y = b(t) соответственно. Тог-
да z можно представить в виде функции только переменной t, как показано на 
диаграмме.

x

z

y

ft

a

b

Эту зависимость можно записать в следующем виде:

	 z = f(x, y) = f (a(t), b(t)).

Найдём частную производную 
dz
dt  этой функции.

Пусть при t = t0 

a(t0) = x0,   b(t0) = y0,   f(x0, y0) = f(a(t0)),   b(t0) = z0. 

Будем рассматривать поведение функций вблизи точек t0, x0, y0 и z0.
Если мы найдём значение α, удовлетворяющее уравнению

	 z − z0 ≈ α × (t − t0),	 (1)

то это и будет 
dz
dt (t0).

Сейчас мы выведем формулу для 
нахождения частной производной 
(цепное правило) сложной функции 

нескольких переменных.

6.7.   Частная производная сложной функции. Цепное правило
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Сперва используем линейное приближение для x = a(t) и y = b(t): 

	 x − x0 ≈ da
dt (t0)(t − t0);	 (2)

	 y − y0 ≈ db
dt (t0)(t − t0).	 (3)

Далее запишем формулу полного дифференциала функции двух переменных 
f(x, y)

	 z − z0 ≈ ∂f
∂x  (x0, y0)(x − x0) + ∂f

∂y  (x0, y0)(y − y0).	 (4)

Подставляя (2) и (3) в (4), получаем:

	 z − z0 ≈ ∂f
∂x  (x0, y0) da

dt  (t0)(t − t0) + ∂f
∂y  (x0, y0) db

dt  (t0)(t − t0) =

	 = ( ∂f
∂x  (x0, y0) da

dt  (t0) + ∂f
∂y  (x0, y0) db

dt  (t0))(t − t0).	 (5)

Сравнивая (1) и (5), можно записать следующее соотношение:

	
dz
dt (t0) = α = ∂f

∂x  (x0, y0) da
dt  (t0) + ∂f

∂y  (x0, y0) db
dt  (t0).

Таким образом мы получили формулу для частной производной сложной 
функции! 

Если z = f (x, y), x = a(t), y = b(t), 

то

                                           
dz
dt  = ∂f

∂x  da
dt  + ∂f

∂y  db
dt .	 (6.1)
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Сэки-сан, можно 
дальше вести урок 

буду я?

Ого! ну ладно…
Будет забавно 
снова стать 
студентом.

Хорошо! Давайте 
рассмотрим функцию 

нескольких переменных...

займёмся 
Экологией!

Фабрика

Фабрика

Итак, у нас есть фабрика, 
сбрасывающая отходы 

своего производства. Эти 
отходы загрязняют море, 
сокращая улов местных 

рыбаков.

Воздействия, производимые 

деятельностью предприятия на 

другие области, но не учитыва-

емые в рыночных отношениях, 

как в нашем случае, называют-

ся экстерналиями. Особенно 

вредные экстерналии, как, на-

пример, загрязнение, называ

ются отрицательными  

экстерналиями.

Пусть функция f (x) задаёт 
количество товаров, произво
димых x рабочими на фабрике. 

известно, что фабрика сбрасывает 
производственные отходы, 
влияющие на рыбный улов.

Пусть количество 
отходов равно 

b = b(f (x)). Далее...

!
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Будем считать, что рыбный улов зависит от численности рабочих y и количе-
ства отходов фабрики b и выражается функцией двух переменных g(y, b). 

Увеличение отходов b вызывает снижение улова, поэтому частная произво-
дная g(y, b) по b — отрицательна.

Так как численность рабочих x содержится в функции g(y, b) = g(y, b(f(x))), то 
производственная деятельность фабрики влияет на рыболовство, хотя и не учи-
тывается при формировании рыночной цены. Это внешнее воздействие, называ-
емое экстерналиями.

Сначала посмотрим, что будет, если фабрика и рыболовство будут действо-
вать только в целях собственной выгоды. Пусть зарплата на обоих предприятиях 
равна w, цена товара, произведённого на фабрике — p, а цена выловленной ры-
бы — q. Тогда прибыль фабрики будет задаваться формулой

	 Π1(x) = pf(x) − wx.	 (1)

Фабрика стремится к максимальной прибыли, отсюда условие экстремума: 

	 ∂Π1
∂x  = pf (́x) − w = 0 <=> pf (́x) = w.	 (2)

Пусть x = x* удовлетворяет этому условию, то есть 

	 pf´(x*) = w.	 (3)

Здесь x* — оптимальное количество рабочих на фабрике, а f(x*) — количество 
производимых фабрикой товаров. Тогда количество отходов будет

	 b* = b(f(x*)).

Прибыль от рыболовства Π2 задаётся формулой

	 Π2 = qg(y, b) − wy.

Так как количество отходов фабрики задаётся формулой b* = b(f(x*)) и не за-
висит от рыболовства, то прибыль от рыболовства практически становится 
функцией одной переменной y:

	 Π2 = qg(y, b*) − wy.	 (4)

Поэтому, чтобы найти максимум Π2, нам достаточно выполнить только одно 
условие экстремума функции двух переменных — для частной производной по y:

	 ∂Π2
∂y  = q ∂g

∂y  (y, b✳) − w = 0 <=> q ∂g
∂y (y, b✳) = w.	 (5)

Отсюда оптимальное количество рыбаков y* должно удовлетворять условию:

	 q ∂g
∂y  (y*, b*) = w.	 (6)
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Оптимальное количество товаров на фабрике и оптимальный улов рыбы, при 
условии их независимости друг от друга, определяются как f(x*) и g(y*, b*) соот-
ветственно, где x* и y* удовлетворяют условиям (3) и (6): 

	 pf´(x*) = w,       b* = b(f(x*)),       q ∂g
∂y  (y*, b*) = w.

Так как Π3 — функция двух переменных x и y, то условием экстремума являет-
ся равенство: 

	 ∂Π3
∂x  = ∂Π3

∂у  = 0. 

Рассмотрим первую частную производную:

	 ∂Π3
∂x  = pf (́x) + q ∂g ( y, b ( f (x)))

∂x  − w = 

	 = pf (́x) + q ∂g
∂b (y, b(f(x)))b (́f(x))f (́x) − w.

Мы воспользовались здесь правилом дифференцирования функции от функ-
ции. 

Таким образом:

	 ∂Π3
∂x  = 0 <=> (p + q ∂g

∂b (y, b(f(x)))b (́f(x))) f (́x) = w.	 (7) 

Чтобы учесть интересы и фабрики, и рыболовства, 
нужно найти условие максимума для суммы прибылей 

от обоих видов деятельности.

Π3 = pf (x) + qg(y, b(f (x)))−wx−wy.

Теперь, Сэки-сан, проверим, является ли это решение 
оптимальным для интересов всего общества.

Итак...
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Аналогичным образом получаем условие для второй частной производной:

	 ∂Π3
∂y  = 0 <=> q ∂g

∂y (y, b(f(x))) = w.	 (8) 

Таким образом, с точки зрения общества оптимальные количества рабочих 
x** — для фабрики и y** — для рыболовства определяются из формул:

	 (p + q ∂g
∂b (y**, b(f(x**)))b (́f(x**))) f (́x**) = w,	 (9) 

	 q ∂g
∂y (y**, b(f(x**))) = w.	 (10) 

Хотя эти уравнения и выглядят громоздкими, это всего лишь система уравне-
ний с двумя переменными. Сравнивая эти уравнения с (3) и (6), обнаруживаем, 
что (3) и (9) отличаются, а (6) и (10) — совпадают. Посмотрим, чем же отличаются 
уравнения (3) и (9): 

	 p × f´(x*) = w,	 (3)

	 (p + ) × f´(x**) = w.	 (11) 

В уравнении (9) мы заменили второе слагаемое на значок  = q ∂g
∂b b (́f(x**)).

Так как  отрицательно, то p +  меньше p, а так как правые части (3) и (11) 
порознь равны w, то из того, что p +  < p, следует, что f (́x**) должно быть боль-
ше f (́x*).

кривая f (x) обычно 
выглядит так, 

поэтому…

f (x)
Наклон f ́  больше

Наклон f ́  меньше

x
x** x*
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…для достижения 
максимальной пользы 
для общества фабрике 

надо уменьшить 
производство от x*, 
соответствующего 
выгоде только для 
фабрики, до x**.

Но, так как обычно 

максимум пользы для 

общества ищется как пере-

сечение кривых спроса и 

предложения*, учитывающих 

только эгоистические интересы 

фабрики, то при наличии отри-

цательного внешнего воздей-

ствия, например загрязнения 

в нашем случае, такой подход 

не позволит достичь максиму-

ма пользы для общества.

а что можно сделать 
для того, чтобы 
фабрики снизили 

производство от x* 
до x**?

Если правительство 
заставит фабрику 

уменьшить 
производство, это 

будет означать 
плановую экономику 

или социализм.

Другой способ - 
использовать 
налоговое 
обложение.

обложениеНалоговое

ФабрикаФабрика

На-
лог На-

лог

На-
лог

CO2

CO2

Правительство 
облагает фабрику 

налогом 
пропорционально 
её производству.

Такой налог 
называется 

экологическим.

Например, для замедления 
глобального потепления 
обсуждается налог на 

выброс углекислого газа - 
углеродный налог.

* Смотри стр. 105.
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Если установить 
величину налога 

на единицу товара, 
произведённого 

на фабрике, равной …

…То прибыль, 
учитывающая только  
интересы фабрики, 

запишется следующей 
формулой:

И Условие экстремума 
для этой формулы 
будет следующим:

(12)

(13)

Так как уравнение (13) совпадает 
с уравнением (9), то теперь 

пересечение кривых спроса и 
предложения будет соответствовать 

максимуму пользы для общества.

Обычные налоги 
(подоходный, 

потребительский) 
служат для 

государственных 
инвестиций...

…в то время как 
Экологический 

налог используется 
для поддержания 

экологически 
чистой среды путём 

контроля 
за экономикой.

Вам всё 
понятно,  
Сэки-сан?
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Да...

…у-у-учитель.

Полезная 
Математика
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Уф!

Ну вот, 
я закончила 
упаковывать 

вещи.

Норико, вот, 
посмотри.

Гостиная

Спальня

НАЗНАЧЕНИЕ

Назначение...  
мне? 

Меня тоже 
переводят?

И Футоши 
тоже.

Вообще-то 
газета решила 
закрыть офис 

Санда-чо.

Ну вот, настало 
время 

расставаться.

Квартира Норико 
несколько дней спустя.

6.7.   Частная производная сложной функции. Цепное правило 213
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посмотри, куда 
тебя переводят.

подумать 
Только - 
я буду 

работать 
на Окинаве.

ПЕРЕВОД НА ОКИНАВУ

Я даже 
не знала, что 

наша компания 
имеет офис 
на Окинаве.

Это мой подарок 
тебе на память. Пусть 

она Пишет только 
хорошие статьи.

Глава 6.   Изучаем частные производные!214
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Прощай...

Кухня

Спальня

Компания «БЕРНЕМ КЕМИКЛ» 
приносит свои извинения
в связи с загрязнением залива 

отходами химического производства

Компания готова урегулировать конфликт 
с рыболовным кооперативом

Рубрика «Окружающая среда и экономика» Рубрика «Окружающая среда и экономика»

6.7.   Частная производная сложной функции. Цепное правило 215
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Производная неявно заданной функции
Множество точек (x, y), в которых функция двух переменных f(x, y) равна кон-

станте c, образуют график, удовлетворяющий условию f(x, y) = c. Если часть этого 
графика имеет вид функции одной переменной y = h(x), то такая функция назы-
вается неявно заданной функцией, или неявной функцией. Неявная функция h(x) 
удовлетворяет равенству f(x, h(x)) = c для всех x в области определения. Найдём 
производную неявной функции h(x).

Полный дифференциал функции z = f(x, y) записывается как dz = fxdx + fydy. Ес-
ли точка (x, y) перемещается по поверхности f(x, y) = c, то значение функции f(x, y) 
не меняется, а значит и дифференциал dz тоже равен 0. Получаем 0 = fxdx + fydy. 
Считая, что fy ≠ 0, преобразуем это выражение к следующему виду: 

	 dy
dx  = − fx

fy
.

Левая часть этого уравнения не что иное, как производная h(x). Получаем: 

	 h (́x) = − fx
fy

.

Пример
График функции f(x, y) = x2 + y2 = r2 представляет собой окружность радиусом r 

с центром в начале координат. Считая, что x2 ≠ r2, используем неявную функцию 
f(x, y) = x2 + y2 = r2, чтобы найти производную явных функций y = h(x) = √r2 − x2 и 
y = h(x) = − √r2 − x2. Используя формулу производной неявной функции получаем:

	 h (́x) = − fx
fy

 = − x
y .

1. Найти fx и fy для f(x, y) = x2 + 2xy + 3y2. 
2. Период колебаний T маятника длиной L под действием ускорения силы тя-

жести g задаётся  формулой 

	 T = 2π √ L
g  .

Ускорение g зависит от высоты над уровнем моря.
а) Найти выражение для полного дифференциала T. 
б) Если L удлинить на 1 процент, g уменьшить на 2 процента, на сколько про-

центов увеличится T?
3. Вывести формулу производной h(x) неявной функции f(x, y) = c, используя 

правило дифференцирования функции от функции. 

6.8.   Упражнения к главе 6

Глава 6.   Изучаем частные производные!216
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Эпилог

Зачем нужна 
математика?
Зачем нужна 
математика?

Эпилог.
Эпилог. Зачем нужна 

математика?
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Уф, жарко!

Неважно, куда меня 
распределили, я буду 
стараться и я буду 
использовать все 
знания, полученные 

от сэки-сана.

Что ж, пойдём 
искать офис 

Асагакэ Таймс на 
Окинаве?

у-у-у-у

Аэропорт «Наха»

Эпилог.   Зачем нужна математика?218
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почему-то Это место 
кажется мне очень 

знакомым!

Надеюсь, 
не Ты 

возглавляешь  
этот офис?

Нет! Я тоже 
только что 

прибыл 
из аэропорта.

хорошо бы узнать 
Кто главный 

в этом офисе?

Ты?! я так и 
знала!

однако! только 
приехал  и 

сразу спать?!

о 
ф 
и 
с

о 
к 
и 
н 
а 
в 
а 

А 
с 
а 
г 
а 
к 
э

т 
а 
й 
м 
с

д
-з-з

О, это уже 
лучше!

топ-
топ

Эпилог. Зачем нужна математика? 219
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Извините, вы 
не знаете, где 
заведующий?

О, он Вон там,  
всё время плавает 

на байдарке.

топ-
топ-

топ

плеск-
плеск

А вот наконец-то 
и вы!

Эпилог.   Зачем нужна математика?220
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Сэки-сан?! Сэки-сан!!!  
какая радость!!!

А Я вот решил 
ещё один год 
поразмышлять  
о том, о сём 

в тёплых краях.

Оу! Я буду есть 
всё, что мне 

смогут предложить  
на Окинаве!

Сэки-сан, я поняла, 
зачем нужна 
математика.

О, правда?

Эпилог. Зачем нужна математика? 221
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математика даёт 
возможность 

Выражать то, что 
нельзя передать 

словами.

Что ж, Норико, 
тогда пусть 

горизонт - это 
ось x...

а простыми 
словами вы 

ничего не хотите 
мне сказать?!

А что у нас 
сегодня на ужин? 
м-м-м, лапша - 
звучит неплохо.

Завтра будет 
ещё один 

прекрасный 
день. эй, хватит брызгаться!

Эпилог.   Зачем нужна математика?222

 

                            14 / 24



ПриложенияПриложения

 

                            15 / 24



Пролог
1. 

	 Подставляя y = 5
9  (x − 32) в z = 7y − 30, получаем z = 35

9  (x − 32) − 30.

Глава 1 
1. 
	 1) f(5) = g(5) = 50,        2) f (́5) = 8.
2.

	  lim
ε → 0

 f (a + ε) − f(a)
ε  �= lim

ε → 0
 (a + ε)3 − a3

ε  = lim
ε → 0

 3a2ε + 3aε2 + ε3

ε  

= lim
ε → 0  (3a2 + 3aε + ε2) = 3a2.

	 Таким образом, производная от f(x) — это f (́x) = 3x2

Глава 2 
1.

	 f (́x) = − (xn)́
(xn)2  = − nxn − 1

x2n  = − n
xn − 1 .

2.

	 f´(x) = 3x2 − 12 = 3(x − 2)(x + 2).

	 f (́x) > 0 при x < − 2, f (́x) < 0 при −2 < x < 2 и f (́x) > 0 при x > 2. То есть при  
x = −2 имеем максимум f( −2) = 16, а при x = 2 имеем максимум f(2) = −16.

	 Так как f(x) = (1 − x)3 — функция g(h(x)), состоящая из g(x) = x3 и 
h(x) = 1 − x, то f (́x) = g (́h(x))h (́x) = 3(1 − x)2( − 1) = −3(1 − x)2. 

3.
	 Находим производную функции g(x) = x2(1 − x)3:

	 g´(x) �= (x2)´(1 − x)3 + x2((1 − x)3)´= 2x(1 − x)3 + x2( − 3(1 − x)2) =  
= x(1 − x)2(2(1 − x) − 3x) = x(1 − x)2(2 − 5x).

	 g (́x) = 0 при x = 2
5  и x = 1.

	 Так как g (1)= 0, то максимум достигается в точке

	 x = 2
5  и равен g ( 2

5 ) = 108
3125.

П.1.   Решения к упражнениям

224 Приложения
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Глава 3 
1.	
	 1) ∫

1

3
3x2dx = x3|

1

3
= 33 − 13 = 26.

	 2) ∫
2

4 x3 + 1
x2  dx �= ∫

2

4(x + 1
x2 ) dx = ∫

2

4
xdx + ∫

2

4 1
x2  dx = 12  (4

2 − 22) − ( 1
4  − 2

4 ) = 25
4 .

	 3) ∫
0

5
x + (1 + x2)

7
dx + ∫

0

5
x − (1 + x2)

7
dx = ∫

0

5
2xdx = x2|

0

5
 =  52 − 02 = 25.

2. 
	 1) Площадь между графиком y = f(x) = x2 − 3x и осью x равна − ∫

0

3
x2 − 3xdx.

	 2) − ∫
0

3
x2 − 3xdx = − ( 1

3  x
3 − 3

2  x
2)|

0

3
= − 1

3  (3
3 − 03) + 3

2  (3
2 − 02) = 9

2 .

Глава 4 

1.		  (tg x)́  �= ( sin x
cos x )́  = 

(sin x)́ cos x − sin x(cos x)́
cos2x  =  

= cos2x + sin2x
cos2x  = 1

cos2x .

2.	 Так как (tg x)́  = 1
cos2x , то 

	 ∫
0

π/4 1
cos2x  dx = tg π

4  − tg 0 = 1.

3.	 Вычисляем производную f (́x) = (x)́ ex + x(ex)́  = ex + xex = (1 + x)ex. 
Приравнивая к нулю, находим f (́−1) = 0, откуда минимум равен

	 f(−1) = 1
e .

4. 	 Вводим обозначения f(x) = x2, g(x) = ln x, и интегрируем по частям

	 ∫
1

e
(x2)́  ln xdx + ∫

1

e
x2(ln x)́ dx = e2 ln e − ln 1

	 Таким образом, 

	 ∫
1

e
2x ln xdx + ∫

1

e
x2 1

x  dx = e2,

	 ∫
1

e
2x ln xdx �= − ∫

1

e
xdx + e2 = − 1

2  (e
2 − 1)2 + e2 = 1

2  e
2 + 1

2 .

П.1.   Решения к упражнениям 225
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Глава 5 
1.	 f(x) = e−x, f (́x) = −e−x, f (2)(x) = e−x, f (3)(x) = −e−x, 2 − 3.
	 f(x) = 1 − x + xx + … 
2. Находим производные
	 f(x) = (cos x)−1 , f (́x) = (cos x)−2 sin x, 
	 f (2)(x) = 2(cos x)−3(sin x)2 + (cos x)−2 cos x = 2(cos x)−3(sin x)2 + (cos x)−1, 
	 вычисляем f(0) = 1, f (́0) = 0, f (2)(0) = 1 и получаем

	 f (x) = 1 − x + 1
2!  x

2 −  1
3!  x

3 + …

3.	 Продолжать точно так же, как на стр. 153, повторно дифференцируя f(x). 
	 Так как центр разложения находится в x = a, то, подставляя a, находим cns. 
	 Должно получиться cn = 1/n!f (n)(a), как в формуле на стр. 157.

Глава 6
1.	 f(x, y) = x2 + 2xy + 3y2, fx = 2x + 2y и fy = 2x + 6y.
2.	 Полный дифференциал функции

	 T = 2π √ L
g  = 2π g

−1/2L1/2 имеет вид

	 dT = ∂T
∂g  dg + ∂T

∂L  dL = −π g
−3/2L1/2dg + π g

−1/2L−1/2dL, откуда

	 ∆T ≈ −π g
−3/2L1/2∆g + π g

−1/2L−1/2∆L.

	 Подставляя ∆g = − 0,02g и ∆L = 0,01L, получаем

	 ∆T �≈ 0,02π g
−3/2L1/2g + 0,01π g

−1/2L−1/2L = 

= 0,03π g
−1/2L1/2 = 0,03 T

2  = 0,015T

	 Таким образом, T увеличилась на 1,5%.

3.	 Пусть y = h(x) является неявной функцией сложной функции f(x, y) = c. 
Тогда можно записать, что f(x, h(x)) = c вблизи x. Используя цепное прави-
ло дифференцирования сложной функции, находим 

	 df
dx  = 0, df

dx  = fx
 + fy h (́x) = 0, откуда

	 h (́x) = − fx
fy

.

226 Приложения
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Уравнение прямой линии с наклоном m, проходящей через точку (a, b)
y = m(x − a) + b.

Дифференциальные коэффициенты

	 f (́a) = lim
h → 0

 f (a + h) − f (a)
h .

Определение производной

	 f (́x) = lim
h → 0

 f (x + h) − f (x)
h .

Варианты обозначения производной

	
dy
dx ,   df

dx ,   d
dx  f

 (x).

Производная функции, умноженной 
на константу
	 {α f (x)}́  = α f (́x).

Производная степенной функций
	 {xn}́  = nx n − 1.

Производная суммы функций
	 {f (x) + g(x)}́  = f (́x) + g (́x).

Производная произведения функций
	 {f (x)g(x)}́  = f (́x)g(x) + f(x)g (́x).

Производная деления функций

  { g (x)
f (x) }́  = 

g (́x) f (x) − g (x) f ́ (x)
{f (x)}2 .

Производная сложной функции 
(цепное правило)
	 {g (f (x))}́  = g (́ f (x)) f ́ (x).

Производная обратной функции

	 Если y = f (x), а x = g (x) то

	 g (́y) = 1
f ́ (x) .

Условия экстремумов

	 Если y = f (x) имеет минимум 
или максимум в точке x = a,  
то f ́ (a) = 0.

	 Если y = f (x) возрастает  
в точке x = a, то f ́ (a) > 0.

	 Если y = f (x) убывает  
в точке x = a, то f ́ (a) < 0.

Теорема о среднем

	 Для любых a, b (a < b) найдётся 
c (a < c < b), для которого: 
f(b) = f ́ (c)(b − a) + f (a).

Линейные уравнения (линейные функции)

Дифференцирование

П.2.   Основные формулы, теоремы и функции

П.2.   Основные формулы, теоремы и функции 227
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Тригонометрические функции

	 {cos θ}´ = − sin θ,  
{sin θ}´ = cos θ.

Показательная функция

	 {ex}´ = ex.

Логарифмические функции

	 {log x}́  = 1
x .

Производные основных функций

Определённый интеграл

	 Если F´(x) = f (x), то

	 ∫
a

b
f(x)dx = F(b) − F(a).

Интеграл суммы функций

∫
a

b
{f(x) + g(x)}dx = ∫

a

b
f(x)dx + ∫

a

b
g(x)dx.

Интеграл функции, умноженной 
на константу

	 ∫
a

b
αf(x)dx = α ∫

a

b
f(x)dx.

Интегрирование методом подстановки

	 Если x = g(y), b = g(β), a = g(α), 
то

	 ∫
a

b
f(x)dx = ∫

α

β
f(g(y))g´(y)dy.

Интегрирование по частям

	 ∫
a

b
f´(x)g(x)dx + ∫

a

b
f(x)g´(x)dx = 

	 = f(b)g(b) − f(a)g(a).

Связь интервалов определённых ин-
тегралов

	 ∫
a

b
f(x)dx + ∫

b

c
f(x)dx = ∫

a

c
f(x)dx.

Интегралы

228 Приложения
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Формула разложения f (x) в ряд Тейлора вблизи точки x = a

	 f (x) = f (a) + 1
1!   f (́a) (x − a) + 1

2!   f
 ´́ (a) (x − a)2 + 

+ 1
3!   f ´́ (́a) (x − a)3 + … + 1

n!   f 
(n) (a) (x − a)n + …

Разложение различных функций в ряд Тейлора

	 cos x = 1 − 1
2!x

2

 
+ 1

4!x
4 + … + (−1)n 1

(2 n)! x
2n + …

	 sin x = x − 1
3!  

x3

 
+ 1

5!  
x5 + … + (−1) n − 1 1

(2n − 1)!  
x2n − 1 + …

	 ex = 1 + 1
1!  

x +
 

1
2!  

x 2 +
 

1
3!  

x 3 + 1
4!  

x 4 + … + 1
n!  xn + …

	 ln (1 + x) = x − 1
2  x 2 + 1

3  x 3 − 1
4  x 4 + … +(− 1)n+1 1

n  x n + …

Разложение в ряд Тейлора

Определение частной производной

	
∂f
∂x  = lim

ε → 0
 f (x + ε, y) − f (x, y)

ε 

	
∂f
∂y  = lim

ε → 0
 f (x, y + ε) − f (x, y)

ε 
Частная производная сложной функ-
ции (цепное правило)

	 Если z = f (x, y), x = a(t), y = b(t), 
то

	
dz
dt  = ∂f

∂x  da
dt  + ∂f

∂y  db
dt .

Полный дифференциал

	 dz = ∂z
∂x  dx + ∂z

∂y  dy.

Частные производные

П.2.   Основные формулы, теоремы и функции 229
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А
Антимонопольный закон — 44, 47
Аппроксимация — 26
-- функций — 16

Аппроксимирующая функция — 27

Б
Бесконечность — 166
Биномиальное разложение — 148
Биномиальное распределение — 165-167
Бит — 129-130, 132

В
Валовой продукт — 131
-- внутренний (ВВП) — 181

Вероятность — 163
Взаимосвязь — 10, 204
Волна — 119
Выгода потребителей — 105
Высота — 83

Г
Глобальное потепление — 80, 210
Годовой темп роста — 133
График функции — 25, 183-185, 188

Д
Дельта — 91
Дефляция — 19-20
Дивиденды — 200
Дифференциальный коэффициент — 39-41, 49, 227
Дифференцирование — 39, 54, 126-127, 140-141, 227
-- многочленов — 62

Дуга — 117

З
Закон долговой ямы — 150
Закон антимонопольный — 44, 47
Зарплата — 201-202

И
Идеальный газ — 196
Инвестиции — 211
Интеграл — 106-107, 110-111, 123, 125, 141, 228
-- определённый — 93, 95, 111, 228
-- суммы функций — 228

Интегрирование — 80, 82, 104, 125, 127, 141
-- методом подстановки — 228
-- по частям — 228

Интервал — 95
Инфляция — 20

К
Капитал — 200-202
Касательная — 34, 73, 124, 159
Квадратичная функция — 40, 150
Квадратичное приближение — 160, 172

Кобба-Дугласа функция — 181, 201
Композиция функций — 14
Концентрация — 81-86
Координаты — 182-183, 188
Косинус — 116, 118-125, 127, 141
Коэффициент — 35, 72, 75-76, 153, 173, 190
-- годового прироста — 131
-- дифференциальный — 40-41, 49, 227

Кривая — 138
-- предложения — 101-102, 104-105, 210-211
-- спроса — 101, 103-105, 210-211

Круг — 117
-- сходимости — 152, 157

Кубическое приближение — 160

Л
Линейная функция — 13, 20, 34, 40, 87-88, 111, 149, 

192, 195, 198
-- двух переменных — 182-183, 189-190

Линейное приближение — 159
Линейное уравнение — 227
Логарифм — 132
-- натуральный — 173

Логарифмическая функция — 129-133, 139, 158, 228

М
Максимальная прибыль — 102, 202
Максимум — 64, 197-198, 207-208, 210-211
Маятник — 216
Мгновенный темп роста — 133-134
Минимум — 64, 198
Многочлен — 62, 157
-- бесконечной степени — 151-152

Монополия — 54, 58
Монопольный рынок — 55

Н
Наклон — 26, 39, 40, 73, 184-185, 209
Налог — 211
-- углеродный — 210
-- экологический — 210-211

Налоговое обложение — 210
Натуральное число — 133, 135
Натуральный логарифм — 139, 173
Неявно заданная функция — 216
Нормальное распределение — 164-166, 173-174

О
Обратная функция — 75-76, 132, 136-139, 227
Объём — 83
Окружность — 24, 117, 118
Определённый интеграл — 93, 95, 111, 228
Ортогональная проекция — 124
Ось — 122
Относительная погрешность — 27-30, 39, 41, 190-193
Отрицательные экстерналии — 206
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П
Парниковый газ — 79
Первообразная — 90, 141
Плановая экономика — 210
Плоскость — 185, 189
Плотность — 83 
Плотность вероятности, функция — 108, 164
Площадь — 83
Погрешность измерений — 164
Показатель степени — 133
Показательная функция — 13, 129-139, 158, 228
Полный дифференциал — 195-196, 205, 216, 229
Постоянная функция — 40
Постоянный множитель — 95
Потепление глобальное — 210
Правило цепное — 204-205
Предложение — 101
Приближение квадратичное — 159, 172
Приближение кубическое — 159
Прибыль — 105, 207
Приращение — 27, 29
Причина и действие — 179
Причинная связь — 13-14
Производная — 30, 32, 39-41, 49, 88, 90-93, 102, 106, 

110, 123, 125, 136, 138, 140, 153, 192, 216, 227
-- обратной функции — 75
-- произведения функций — 53, 56, 227
-- сложной функции — 75, 204
-- степенной функции — 62, 227
-- суммы функций — 48
-- функции, умноженной на константу — 227
-- частного от деления — 74, 76

Производственные затраты — 103
Производственные отходы — 206
Производство — 202
Пройденный путь — 50
Прямая линия — 184

Р
Рабочая сила — 200
Радиан — 117-118, 122
Радиоволна — 115
Радиус — 24, 117
Разложение в ряд Тейлора — 147, 152-159, 229
Распределение биномиальное — 165, 167
Распределение вероятности — 166
-- функция — 108

Распределение нормальное — 164-165, 173-174
Рынок монопольный — 55
Рынок свободной конкуренции — 54
Рыночные отношения — 206

С
Свободная конкуренция — 47
Себестоимость — 102
Сигма — 92
Синус — 118-119, 125, 127, 141
Скорость — 50, 106-107, 181

Сложение производных — 47
Сложная функция — 14, 75-76, 140, 189, 205
Спрос — 101
Стандартное отклонение — 168-169
Степенная функция — 62, 140, 227
Сумма производных — 48

Т
Тейлора, разложение в ряд — 148, 152, 154, 157-159
Теорема о среднем — 72, 227
Тригонометрическая функция — 116, 126-127, 158, 228
-- использование — 114

У
Углеродный налог — 210
Угол — 117-118, 124
Умножение на константу — 62, 76, 227
Уровень развития технологии — 203
Ускорение — 216
Условия возрастания и убывания функций — 65
Условия экстремумов — 64

Ф
Функция — 8-11, 36, 72, 119, 167, 181-190, 204
-- двух переменных — 181-183, 188-190, 197-198, 

205, 207-208, 216 
-- квадратичная — 40, 150
-- Кобба-Дугласа — 181, 201 
-- линейная — 13, 20, 87-88, 149
-- логарифмическая — 129, 132-133, 139, 158, 228
-- нескольких переменных — 178, 206
-- неявно заданная — 216
-- нормированная — 167
-- обратная — 75-76, 132, 136-139, 227
-- плотности вероятности — 108, 164 
-- показательная — 13, 129-135, 138-139, 158, 228
-- постоянная — 40
-- распределения вероятности — 108
-- сложная — 75-76, 140
-- степенная — 62, 140
-- тригонометрическая — 158, 228

Ц
Цепное правило — 140, 204-205, 229

Ч
Частная производная — 189, 191, 193, 196, 199-200, 

203-204, 207-209, 229
Частное дифференцирование — 194

Э
Эйлера число — 135
Экологический налог — 210-211
Экономика — 181, 200-201, 203, 211
Экономический рост — 130-131
Экстерналии — 206
Экстремум — 64, 102, 197-199, 202, 207-208, 227
Эффективность экономики — 131
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