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 ПРЕДИСЛОВИЕ 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îùóùàåòñÿ îñòðàÿ íåõâàòêà ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõ 
ïîñîáèé ïî ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì, â ÷àñòíîñòè ïî îñíîâàì âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè. Îñîáåííî áîëåçíåííî ýòî îòðàæàåòñÿ íà ñòóäåíòàõ, 
îáó÷àþùèõñÿ â âóçå áåç îòðûâà îò ïðîèçâîäñòâà, äëÿ ìíîãèõ èç êîòîðûõ 
ó÷åáíèê ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ó÷åáíîé èíôîðìàöèè. Èìåííî 
ýòèì ñòóäåíòàì â ïåðâóþ î÷åðåäü àäðåñîâàíà íàñòîÿùàÿ êíèãà. 

Ó÷åáíèê íàïèñàí â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ãîñóäàðñòâåííûõ 
îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòîâ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè äëÿ ñïåöèà-
ëèñòîâ ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì ïî ýêîíîìè÷åñêèì ñïåöèàëüíîñòÿì. 
Îí ñîîòâåòñòâóåò Ïðèìåðíîé ïðîãðàììå äèñöèïëèíû «Ìàòåìàòèêà», 
óòâåðæäåííîé Ìèíîáðàçîâàíèåì ÐÔ, è âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ðàçäåëû: 
«Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ñ ýëåìåíòàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè», «Ââåäå-
íèå â àíàëèç», «Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå», «Èíòåãðàëüíîå  èñ-
÷èñëåíèå è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ», «Ðÿäû», «Ôóíêöèè íå-
ñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ». 

Ïðè íàïèñàíèè êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ âó-
çîâ àâòîðû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ïðèíöèïîì ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ñ óñèëåíèåì åå ïðè-
êëàäíîé ýêîíîìè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè. Ïðè ââåäåíèè îñíîâíûõ ïîíÿ-
òèé îòäàâàëîñü ïðåäïî÷òåíèå êëàññè÷åñêîìó ïîäõîäó: òàê, íàïðèìåð, 
ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëå ïîíÿòèÿ 
ïðåäåëà, îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë èíòåãðàëü-
íîé ñóììû è ò.ï. Âñþäó, ãäå ýòî âîçìîæíî, äàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé è 
ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé (íàïðèìåð, ïðîèçâîä-
íîé, èíòåãðàëà è ò.ä.), ïðèâîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè ðÿ-
äà ýêîíîìè÷åñêèõ çàêîíîâ (çàêîíà óáûâàþùåé äîõîäíîñòè, ïðèíöèïà 
óáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè, óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âûïóñêà 
ïðîäóêöèè), ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå ïðèëîæåíèÿ âûñøåé ìàòå-
ìàòèêè â ýêîíîìèêå (áàëàíñîâûå ìîäåëè, ïðåäåëüíûé àíàëèç, ýëàñòè-
÷íîñòü ôóíêöèè, ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè, ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîé 
äèíàìèêè è ò.ï.). Òàêèå ïðèëîæåíèÿ ðàññ÷èòàíû íà óðîâåíü ïîäãî-
òîâêè ñòóäåíòîâ 1 êóðñà è ïî÷òè íå òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîé (ýêîíî-
ìè÷åñêîé) èíôîðìàöèè. 

Èçâåñòíî, ÷òî íîâûé ó÷åáíûé ìàòåðèàë óñâàèâàåòñÿ ñòóäåíòàìè 
(îñîáåííî èìåþùèìè çíà÷èòåëüíûé ïåðåðûâ è ïðîáåëû â äîâóçîâ-
ñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå) çíà÷èòåëüíî ëåã÷å, åñëè îí ñîïðî-
âîæäàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì èëëþñòðèðóþùèõ åãî ïðèìå-
ðîâ. Ïîýòîìó àâòîðàìè ñäåëàíà ïîïûòêà ñîåäèíèòü â îäíîé êíèãå 
ó÷åáíèê è êðàòêîå ðóêîâîäñòâî ê ðåøåíèþ çàäà÷. 
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Òàêîå ïîñòðîåíèå êíèãè ïîòðåáîâàëî ñäåëàòü è èçëîæåíèå òåî-
ðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà áîëåå êðàòêèì, îòêàçàòüñÿ áåç ñóùåñòâåí-
íîãî óùåðáà îò ìàëîçíà÷àùèõ, ãðîìîçäêèõ èëè ïîâòîðÿþùèõñÿ 
ïî ñâîèì èäåÿì äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ îò ðà-
íåå ïðîâåäåííûõ ëèøü òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè. Âìåñòå ñ òåì àâ-
òîðû ñòðåìèëèñü ê áîëåå òùàòåëüíîé ïðîðàáîòêå âåäóùèõ ïîíÿ-
òèé è äîêàçàòåëüñòâ ïîëîæåíèé êóðñà. Äëÿ ëó÷øåãî óñâîåíèÿ 
ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà ïðèâîäÿòñÿ ó÷åáíûå àëãîðèòìû (ñõåìû) ðå-
øåíèÿ îïðåäåëåííîãî êðóãà çàäà÷. 

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè (â òîì ÷èñëå ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì) 
ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî èçëîæåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. 
Áîëåå ñëîæíûå, êîìïëåêñíûå, à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è ñ ðåøå-
íèÿìè ïðèâîäÿòñÿ â áîëüøèíñòâå ãëàâ â ïîñëåäíåì (èëè ïðåäïîñëåä-
íåì) ïàðàãðàôå «Ðåøåíèå çàäà÷». À çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òû äàþòñÿ â êîíöå êàæäîé ãëàâû â ðóáðèêå «Óïðàæíåíèÿ» (íóìåðàöèÿ 
çàäà÷ åäèíàÿ — íà÷èíàåòñÿ â îñíîâíîì òåêñòå ãëàâû è ïðîäîëæàåòñÿ â 
ýòîé ðóáðèêå). Îòâåòû çàäà÷ ïðèâåäåíû â êîíöå êíèãè. 

Âî â ò î ð î å  è ç ä à í è å  âêëþ÷åíà íîâàÿ ãëàâà «Êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà», ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèëî áîëåå ïîëíî èçëîæèòü ðàçäåë 
«Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ». Â ãëàâó 
«Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ» äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷åí ïàðà-
ãðàô «Óñëîâíûé ýêñòðåìóì». Èçëîæåííûé â íåì ìåòîä ìíîæèòåëåé 
Ëàãðàíæà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. 
Ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí ó÷åáíûé ìàòåðèàë ãëàâ 5, 7, 12, 15, 
êàñàþùèéñÿ ïðîñòåéøèõ ïðèëîæåíèé âûñøåé ìàòåìàòèêè â ýêîíî-
ìèêå, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû ýëåìåíòû ïðåäåëüíîãî àíàëèçà è 
ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè.

Â ò ð å ò ü å ì  è ç ä à í è è  èñïðàâëåíû çàìå÷åííûå îïå÷àòêè è 
íåòî÷íîñòè.

Àâòîðû âûðàæàþò áîëüøóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðàì À.Ñ. Ñî-
ëîäîâíèêîâó è Â.Ç. Ïàðòîíó çà ðåöåíçèðîâàíèå ðóêîïèñè, à òàêæå 
ñòóäåíòêå ÂÇÔÝÈ Ì.Ë. Ëèôøèö çà ïîìîùü â âûÿâëåíèè îïå÷àòîê 
ïåðâîãî èçäàíèÿ. 

Â êíèãå çíàêîì � îáîçíà÷àåòñÿ íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, 

çíàêîì  � — åå îêîí÷àíèå;  çíàêîì � — íà÷àëî óñëîâèÿ çàäà÷è, 

çíàêîì � — îêîí÷àíèå åå ðåøåíèÿ. 
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 ВВЕДЕНИЕ 

Ìàòåìàòèêà — íàóêà î êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ è ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ôîðìàõ äåéñòâèòåëüíîãî ìèðà. Â íåðàçðûâíîé ñâÿçè ñ çà-
ïðîñàìè íàóêè è òåõíèêè çàïàñ êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèé è ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ôîðì, èçó÷àåìûõ ìàòåìàòèêîé, íåïðåðûâíî ðàñøè-
ðÿåòñÿ, òàê ÷òî ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìî ïîíèìàòü â 
ñàìîì îáùåì ñìûñëå. 

Àêàäåìèê À.Í. Êîëìîãîðîâ âûäåëÿåò ÷åòûðå ïåðèîäà ðàçâèòèÿ 
ìàòåìàòèêè1: çàðîæäåíèÿ ìàòåìàòèêè, ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, ìà-
òåìàòèêè ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. 

Ïîíèìàíèå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè êàê îñîáîé 
íàóêè ñòàëî âîçìîæíûì ïîñëå íàêîïëåíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ôàêòè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëà è âîçíèêëî âïåðâûå â Äðåâíåé Ãðåöèè â VI—V ââ. äî 
íàøåé ýðû. Ýòî áûëî íà÷àëîì ïåðèîäà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.

Â òå÷åíèå ýòîãî ïåðèîäà ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ èìåþò 
äåëî ëèøü ñ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííûì çàïàñîì îñíîâíûõ ïîíÿòèé, 
âîçíèêøèõ â ñâÿçè ñ ñàìûìè ïðîñòûìè çàïðîñàìè õîçÿéñòâåííîé 
æèçíè. Âìåñòå ñ òåì óæå ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå ñîâåðøåíñòâîâà-
íèå ìàòåìàòèêè êàê íàóêè. Èç àðèôìåòèêè ïîñòåïåííî âûðàñòàåò 
òåîðèÿ ÷èñåë. Ñîçäàåòñÿ àëãåáðà êàê áóêâåííîå èñ÷èñëåíèå. À ñîç-
äàííàÿ äðåâíèìè ãðåêàìè ñèñòåìà èçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåò-
ðèè — ãåîìåòðèè Åâêëèäà — íà äâà òûñÿ÷åëåòèÿ âïåðåä ñäåëàëàñü 
îáðàçöîì äåäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. 

Â XVII â. çàïðîñû åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè ïðèâåëè ê ñîçäà-
íèþ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ìàòåìàòè÷åñêè èçó÷àòü äâèæåíèå, ïðî-
öåññû èçìåíåíèÿ âåëè÷èí, ïðåîáðàçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Ñ 
óïîòðåáëåíèÿ ïåðåìåííûõ âåëè÷èí â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è 
ñîçäàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà÷èíà-
åòñÿ ïåðèîä ìàòåìàòèêè ïåðåìåííûõ âåëè÷èí. 

Íà ïåðâûé ïëàí âûäâèãàåòñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèè, èãðàþùåå â 
äàëüíåéøåì òàêóþ æå ðîëü îñíîâíîãî è ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïðåäìåòà 
èçó÷åíèÿ, êàê ðàíåå ïîíÿòèå âåëè÷èíû è ÷èñëà. Èçó÷åíèå ôóíêöèè 
ïðèâîäèò ê îñíîâíûì ïîíÿòèÿì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: ïðåäåëó, 
ïðîèçâîäíîé, äèôôåðåíöèàëó, èíòåãðàëó. Ñîçäàíèå àíàëèòè÷åñêîé 
ãåîìåòðèè ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ïðåäìåò èçó÷åíèÿ 
ãåîìåòðèè áëàãîäàðÿ íàéäåííîìó óíèâåðñàëüíîìó ñïîñîáó ïåðåâîäà 
âîïðîñîâ ãåîìåòðèè íà ÿçûê àëãåáðû è àíàëèçà — ìåòîäó êîîðäèíàò 

                                         

1 Êîëìîãîðîâ À. Í. Ìàòåìàòèêà // Ìàòåìàòè÷åñêèé ýíöèêëîïåäè÷åñêèé ñëîâàðü. — 
Ì.: Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, 1988. 
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Ð. Äåêàðòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòêðûëàñü âîçìîæíîñòü ãåîìåòðè÷å-
ñêîé èíòåðïðåòàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ôàêòîâ. 

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè ïðèâåëî â íà÷àëå XIX â. ê ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷è èçó÷åíèÿ âîçìîæíûõ òèïîâ êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøå-
íèé è ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì ñ äîñòàòî÷íî îáùåé òî÷êè çðåíèÿ. 
Ñâÿçü ìàòåìàòèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ, îñòàâàÿñü ïî ñóùåñòâó íå ìåíåå 
òåñíîé, ïðèîáðåòàåò òåïåðü âñå áîëåå ñëîæíûå ôîðìû. Íîâûå òåîðèè 
âîçíèêàþò íå òîëüêî â ðåçóëüòàòå çàïðîñîâ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè, 
íî òàêæå è âñëåäñòâèå âíóòðåííåé ïîòðåáíîñòè ñàìîé ìàòåìàòèêè. 
Çàìå÷àòåëüíûì ïðèìåðîì òàêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ «âîîáðàæàåìàÿ» 
ãåîìåòðèÿ Í. Ëîáà÷åâñêîãî. Ðàçâèòèå ïîäîáíîãî ðîäà èññëåäîâàíèé â 
ìàòåìàòèêå XIX—XX ââ. ïîçâîëÿåò îòíåñòè åå ê ïåðèîäó ñîâðåìåííîé 
ìàòåìàòèêè.

Ïîòðåáíîñòè ðàçâèòèÿ ñàìîé ìàòåìàòèêè, «ìàòåìàòèçàöèÿ» ðàç-
ëè÷íûõ îáëàñòåé íàóêè, ïðîíèêíîâåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âî 
ìíîãèå ñôåðû ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ïðîãðåññ âû÷èñëèòåëü-
íîé òåõíèêè ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ ðÿäà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñ-
öèïëèí, íàïðèìåð èññëåäîâàíèå îïåðàöèé, òåîðèÿ èãð, ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ýêîíîìèêà è äð. 

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ëåæèò àêñèîìàòè-

÷åñêèé ìåòîä, ïðè êîòîðîì â ôóíäàìåíò òåîðèè êëàäóòñÿ íåêîòîðûå 
èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ, íàçûâàåìûå àêñèîìàìè òåîðèè, à âñå îñòàëü-
íûå ïðåäëîæåíèÿ òåîðèè ïîëó÷àþòñÿ êàê ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ àê-
ñèîì. Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ 
åâêëèäîâàÿ ãåîìåòðèÿ, â êîòîðîé ÷åòêî ïðîâåäåíà èäåÿ ïîëó÷åíèÿ 
îñíîâíîãî ñîäåðæàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ÷èñòî äåäóêòèâíûì 
ïóòåì èç íåáîëüøîãî ÷èñëà àêñèîì, èñòèííîñòü êîòîðûõ ïðåäñòàâ-
ëÿëàñü íàãëÿäíî î÷åâèäíîé. 

Îñíîâíûì ìåòîäîì â ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà — ñòðîãèå ëîãè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ. Â ñèëó 
îáúåêòèâíîé íåîáõîäèìîñòè, óêàçûâàåò ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ1,
ëîãè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ (êîòîðûå ïî ñâîåé ïðèðîäå, åñëè îíè ïðà-
âèëüíûå, ÿâëÿþòñÿ è ñòðîãèìè) ïðåäñòàâëÿþò ìåòîä ìàòåìàòèêè, 

áåç íèõ ìàòåìàòèêà íåìûñëèìà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìûøëåíèå íå ñâîäèòñÿ ëèøü ê ëîãè÷åñêèì ðàññóæäåíèÿì. Äëÿ 
ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, äëÿ îöåíêè åå äàííûõ, äëÿ âûäåëå-
íèÿ ñóùåñòâåííûõ èç íèõ è äëÿ âûáîðà ñïîñîáà åå ðåøåíèÿ íåîáõî-
äèìà åùå ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïðåäâèäåòü íóæ-
íûé ðåçóëüòàò ïðåæäå, ÷åì îí áóäåò ïîëó÷åí, íàìåòèòü ïóòü èññëå-
äîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâäîïîäîáíûõ ðàññóæäåíèé. Íî ñïðàâåäëè-

âîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ôàêòà äîêàçûâàåòñÿ íå ïðîâåðêîé åå íà 
ðÿäå ïðèìåðîâ, íå ïðîâåäåíèåì ðÿäà ýêñïåðèìåíòîâ (÷òî ñàìî ïî 

                                         

1 Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðåïîäàâàíèå. — Ì.: Íàóêà, 1985. 
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ñåáå èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ), à ÷èñ-
òî ëîãè÷åñêèì ïóòåì, ïî çàêîíàì ôîðìàëüíîé ëîãèêè.

Ñêàçàííîå, åñòåñòâåííî, íå îçíà÷àåò, ÷òî â ïðåäëàãàåìîì êóðñå 
âûñøåé ìàòåìàòèêè ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü òîëüêî «ñòðîãèå» äî-
êàçàòåëüñòâà, ñâîäÿ âñå ê àêñèîìàì. Òàêîé çàäà÷è àâòîðû íå ñòàâèëè 
ïîòîìó, ÷òî ýòî íå òîëüêî íåâîçìîæíî â ðàìêàõ âóçîâñêîãî êóðñà (à 
òåì áîëåå êðàòêîãî êóðñà â ýêîíîìè÷åñêîì âóçå), íî ÷àñòî è íåöåëå-
ñîîáðàçíî ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê â ïðîöåññå èçó÷å-
íèÿ äèñöèïëèíû â îãðàíè÷åííûå ñðîêè íåîáõîäèìî óäåëÿòü áîëü-
øîå âíèìàíèå ðàçúÿñíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé (â òîì ÷èñëå è 
íà èíòóèòèâíîì óðîâíå), èõ ãåîìåòðè÷åñêîìó, ôèçè÷åñêîìó è ýêî-
íîìè÷åñêîìó ñìûñëó, ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. 

Â ìàòåìàòèêå èçó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Ýòî ìîãóò áûòü 
êàê íåïîñðåäñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðåàëüíûõ ÿâëåíèé, òàê 
è îáúåêòû (ñòðóêòóðû) äëÿ èçó÷åíèÿ ýòèõ ìîäåëåé. Îäíà è òà æå 
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò îïèñûâàòü ñâîéñòâà äàëåêèõ äðóã îò 
äðóãà ïî ñâîåìó êîíêðåòíîìó ñîäåðæàíèþ ðåàëüíûõ ÿâëåíèé. Òàê, 
îäíî è òî æå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò îïèñûâàòü ïðî-
öåññû ðîñòà íàñåëåíèÿ è ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà. Äëÿ ìà-
òåìàòèêè âàæíà íå ïðèðîäà ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ, à ñóùåñò-
âóþùèå ìåæäó íèìè îòíîøåíèÿ.

Â ìàòåìàòèêå èñïîëüçóþòñÿ äâà âèäà óìîçàêëþ÷åíèé: äåäóêöèÿ è 

èíäóêöèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü âûâîäû ñîîòâåòñòâåííî íà îñíîâà-
íèè îáùèõ çíàíèé äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ è íàîáîðîò — íà îñíî-
âàíèè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îá îáùèõ ñóæäåíèÿõ. Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷å-

ñêîé èíäóêöèè ãëàñèò, ÷òî óòâåðæäåíèå À(n), çàâèñÿùåå îò íàòóðàëü-
íîãî ïàðàìåòðà n, ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì, åñëè äîêàçàíî A(1) è äëÿ 
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âåðíî A(n),
äîêàçàíî, ÷òî âåðíî òàêæå A(n + 1).

Ïðè ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé ÷àñòî èñïîëü-
çóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ 
êàêîå-ëèáî óòâåðæäåíèå (ïîëîæåíèå) Â â ñâÿçè ñ íåêîòîðûì óòâåð-
æäåíèåì (óñëîâèåì) À. Åñëè èç Â ñëåäóåò À, ò. å. Â ⇒ À, òî À íàçûâàåò-
ñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ Â, åñëè æå èç À ñëåäóåò Â, ò. å. À ⇒ Â,
òî À íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ Â. Íàïðèìåð, äåëèìîñòü 
÷èñëà íà 2 — íåîáõîäèìîå óñëîâèå åãî äåëèìîñòè íà 6 (äåëèìîñòü 
íà 6 ⇒ äåëèìîñòü íà 2), à, ñêàæåì, äåëèìîñòü ÷èñëà íà 12 — äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå åãî äåëèìîñòè íà 6 (äåëèìîñòü íà 12 ⇒ äåëèìîñòü    
íà 6). Åñëè îäíîâðåìåííî âåðíû óòâåðæäåíèÿ Â ⇒ À è À ⇒ Â, ò.å. 
À ⇔ Â, òî À íàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ Â.
Íàïðèìåð, äëÿ äåëèìîñòè ÷èñëà íà 6 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 
îíî äåëèëîñü íà 2 è 3, èáî «äåëèìîñòü íà 2 è 3 ⇔ äåëèìîñòü íà 6». 

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ — òå, áåç êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå óòâåðæäåíèå çàâåäîìî íå ìîæåò áûòü âåðíûì, à äîñ-
òàòî÷íûå óñëîâèÿ — òå, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ýòî óòâåðæäåíèå 
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çàâåäîìî âåðíî. Âûðàæåíèå «íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî», ìîæíî çà-
ìåíèòü ðàâíîñèëüíûìè âûðàæåíèÿìè «òîãäà è òîëüêî òîãäà», «åñëè 
è òîëüêî åñëè», «â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå». Íåîáõîäèìûå è äîñ-
òàòî÷íûå óñëîâèÿ îáëàäàþò â ìàòåìàòèêå áîëüøîé ïîçíàâàòåëüíîé 
öåííîñòüþ.

Ìàòåìàòèêà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ, èíæå-
íåðíî-òåõíè÷åñêèõ è ãóìàíèòàðíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Îíà ñòàëà äëÿ 
ìíîãèõ îòðàñëåé çíàíèé íå òîëüêî îðóäèåì êîëè÷åñòâåííîãî ðàñ÷å-
òà, íî òàêæå ìåòîäîì òî÷íîãî èññëåäîâàíèÿ è ñðåäñòâîì ïðåäåëüíî 
÷åòêîé ôîðìóëèðîâêè ïîíÿòèé è ïðîáëåì. Áåç ñîâðåìåííîé ìàòå-
ìàòèêè ñ åå ðàçâèòûì ëîãè÷åñêèì è âû÷èñëèòåëüíûì àïïàðàòîì 
áûë áû íåâîçìîæåí ïðîãðåññ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé 
äåÿòåëüíîñòè.

Ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ìîùíûì ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷ è óíèâåðñàëüíûì ÿçûêîì íàóêè, íî òàêæå è ýëåìåíòîì 
îáùåé êóëüòóðû. Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âàæíåéøóþ ñîñòàâëÿþùóþ â ñèñòåìå ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîäãîòîâêè ñîâðåìåííîãî ýêîíîìèñòà.

Îñíîâû âûñøåé ìàòåìàòèêè áûëè ðàçðàáîòàíû â òðóäàõ âûäàþ-
ùèõñÿ ó÷åíûõ: ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà Äðåâíåé Ãðåöèè Àðõèìåäà
(287—212 ãã. äî íàøåé ýðû); ôðàíöóçñêîãî ôèëîñîôà è ìàòåìàòèêà 
Ð. Äåêàðòà (1596—1650); àíãëèéñêîãî ôèçèêà è ìàòåìàòèêà          
È. Íüþòîíà (1643—1727); íåìåöêîãî ôèëîñîôà, ìàòåìàòèêà è ôè-
çèêà Ã. Ëåéáíèöà (1646—1716); ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà è ôèçèêà      
Ë. Ýéëåðà (1707—1783); ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà           
Æ. Ëàãðàíæà (1736—1813); íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ê. Ãàóññà (1777—
1855); ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Î. Êîøè (1789—1857) è ìíîãèõ äðó-
ãèõ êðóïíåéøèõ ó÷åíûõ. 

Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè âíåñëè âûäàþùèåñÿ ðóñ-
ñêèå ìàòåìàòèêè — Í.È. Ëîáà÷åâñêèé (1792—1856), Ì.Â. Îñò-

ðîãðàäñêèé (1801—1861), Ï.Ë. ×åáûøåâ (1821—1894), À.À. Ìàðêîâ

(1856—1922), À.Ì. Ëÿïóíîâ (1857—1918) è äð.
Ñîâðåìåííàÿ ðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà çàíèìàåò ïåðå-

äîâîå ìåñòî â ìèðîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå áëàãîäàðÿ òðóäàì çíà-
ìåíèòûõ ìàòåìàòèêîâ: À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà, 
Â.È. Àðíîëüäà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà, Í.Í. Áîãîëþáîâà, È.Í. Âåêóà, 
È.Ì. Âèíîãðàäîâà, Â.Ì. Ãëóøêîâà, Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à, Ì.Â. Êåë-
äûøà, À.Í. Êîëìîãîðîâà, Ì.À. Ëàâðåíòüåâà, Þ.Â. Ëèííèêà, 
À.È. Ìàëüöåâà, Ï.Ñ. Íîâèêîâà, Þ.Â. Ïðîõîðîâà, Â.È. Ñìèðíîâà, 
Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, À.Í. Òèõîíîâà è ìíîãèõ äðóãèõ.
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Глава 1

 МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

1.1. Основные сведения о матрицах 

Ïîíÿòèå ìàòðèöû è îñíîâàííûé íà íåì ðàçäåë ìàòåìàòèêè — 
ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà — èìåþò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ 
ýêîíîìèñòîâ. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî  çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ çà-
ïèñûâàåòñÿ â äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, à ãëàâíîå — êîìïàêòíîé ìàò-
ðè÷íîé ôîðìå. 

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m n×  íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà 
÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. ×èñëà, ñîñòàâëÿþùèå 
ìàòðèöó, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. 

Ìàòðèöû îáîçíà÷àþòñÿ ïðîïèñíûìè (çàãëàâíûìè) áóêâàìè 
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, íàïðèìåð, À, Â, Ñ, ...,  à äëÿ îáîçíà÷åíèÿ 
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ ñòðî÷íûå áóêâû ñ äâîéíîé 

èíäåêñàöèåé: ija , ãäå i  — íîìåð ñòðîêè, j — íîìåð ñòîëáöà. 

Íàïðèìåð, ìàòðèöà 

A

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

m n

j n

j n

i i ij in

m m mj mn

×

=

⎛

⎝

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜
⎜

⎞

⎠

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

...................................

... ...

...................................

... ...

…

…

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟
⎟

(1.1)

èëè, â ñîêðàùåííîé çàïèñè, À = ( )ija ; i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n. 

Íàïðèìåð,

2 3

A

×

=
1 0 3

2 5 8

−⎛

⎝

⎜

⎞

⎠

⎟ .

Íàðÿäó ñ êðóãëûìè ñêîáêàìè èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå îáîçíà-

÷åíèÿ ìàòðèöû: [ ], .

Äâå ìàòðèöû A è B îäíîãî ðàçìåðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè

îíè ñîâïàäàþò ïîýëåìåíòíî, ò.å. ija = ijb   äëÿ ëþáûõ i = 1, 2, ..., m;

j = 1, 2, ..., n.
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Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö óäîáíî çàïèñûâàòü íåêîòîðûå ýêîíîìè-
÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Íàïðèìåð, òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ 
ïî îòäåëüíûì îòðàñëÿì ýêîíîìèêè (óñë. åä.) 

Ðåñóðñû Îòðàñëè ýêîíîìèêè

 ïðîìûøëåííîñòü ñåëüñêîå õîçÿéñòâî 

Ýëåêòðîýíåðãèÿ 5,3 4,1 

Òðóäîâûå ðåñóðñû 2,8 2,1 

Âîäíûå ðåñóðñû 4,8 5,1 

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â êîìïàêòíîé ôîðìå â âèäå ìàòðèöû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïî îòðàñëÿì: 

3 2

5,3 4,1

2,8 2,1

4,8 5,1

A

×

⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Â ýòîé çàïèñè, íàïðèìåð, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 
11
a = 5,3 ïîêà-

çûâàåò, ñêîëüêî ýëåêòðîýíåðãèè ïîòðåáëÿåò ïðîìûøëåííîñòü, à 

ýëåìåíò
22

a = 2,1 — ñêîëüêî òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ïîòðåáëÿåò 

ñåëüñêîå õîçÿéñòâî. 
Âèäû ìàòðèö. Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé ñòðîêè, íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöåé (âåêòîðîì)-ñòðîêîé, à èç îäíîãî ñòîëáöà — ìàò-

ðèöåé (âåêòîðîì)-ñòîëáöîì: À = (
11 12 1
, ,...,

n

a a a ) — ìàòðèöà-

ñòðîêà;

11

21

1m

b

b

B

b

⎛ ⎞

⎜ ⎟
=
⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

— ìàòðèöà-ñòîëáåö. 

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé n-ãî ïîðÿäêà, åñëè ÷èñëî åå
ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ è ðàâíî n.

Íàïðèìåð,
2 1 4

0 5 7

–1 2 –3

A

⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî 

ïîðÿäêà.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû 
ij
a , ó êîòîðûõ íîìåð ñòîëáöà ðàâåí íî-

ìåðó ñòðîêè (i = j), íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè è îáðàçóþò ãëàâ-
íóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû. Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ãëàâíóþ äèà-

ãîíàëü îáðàçóþò ýëåìåíòû 
11 22
, , , .

nn

a a a
�

Åñëè âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâ-
íû íóëþ, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Íàïðèìåð, 
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A = −

⎛

⎝

⎜

⎜

⎜

⎞

⎠

⎟

⎟

⎟

5 0 0

0 1 0

0 0 2

— äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà. 

Åñëè ó äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà âñå äèàãîíàëü-
íûå ýëåìåíòû ðàâíû åäèíèöå, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé n-ãî ïîðÿäêà, îíà îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé Å.

Íàïðèìåð,
1 0 0

0 1 0

0 0 1

E

⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

— åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà.
Ìàòðèöà ëþáîãî ðàçìåðà íàçûâàåòñÿ íóëåâîé, èëè íóëü-

ìàòðèöåé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ: 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

m n×

⎛ ⎞

⎜ ⎟
=
⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

�

� � � �

�

0 .

1.2. Операции над матрицами 

Íàä ìàòðèöàìè, êàê è íàä ÷èñëàìè, ìîæíî ïðîèçâîäèòü ðÿä 
îïåðàöèé, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ àíàëîãè÷íû îïåðàöèÿì íàä 
÷èñëàìè, à íåêîòîðûå – ñïåöèôè÷åñêèå. 

1. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A íà 

÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Â = λÀ, ýëåìåíòû êîòîðîé ijb  = λ ija

äëÿ i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n. 

Íàïðèìåð, åñëè A =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 4
3 2

, òî 5 10 20

15 10
A =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ .

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Îáùèé ìíîæèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû  
ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ìàòðèöû. 

Íàïðèìåð, 20 12 6
52 2 0

2⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

10 6 3
26 1 0
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ .

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ÷èñëî 0 åñòü íóëå-
âàÿ ìàòðèöà, ò.å. 0 ⋅ A = 0.

2. Ñëîæåíèå ìàòðèö. Ñóììîé äâóõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâî-

ãî ðàçìåðà m n×  íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C A B= + , ýëåìåíòû êîòî-

ðîé ij ij ijc a b= +  äëÿ i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n (ò.å. ìàòðèöû 

ñêëàäûâàþòñÿ ïîýëåìåíòíî). 
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Íàïðèìåð,

A B C A B=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = + =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 3 0
1 5 6

0 1 4
2 5 1

2 4 4
3 10 7

, , .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå A + 0 = A.
3. Âû÷èòàíèå ìàòðèö. Ðàçíîñòü äâóõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ðàçìå-

ðà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå îïåðàöèè: A – B = A + (–1) · B.
4. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Óìíîæåíèå ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B

îïðåäåëåíî, êîãäà ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó 

ñòðîê âòîðîé1. Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö
m k k n

A B

× ×

⋅ íàçûâàåòñÿ

òàêàÿ ìàòðèöà 
m n

C

×

, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé 
ij
c ðàâåí ñóììå 

ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà ñîîòâåòñò-
âóþùèå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B:

1 1 2 2 ,

1

... 1, 2, ..., ; 1, 2, ..., .

k

ij i j i j ik kj is sj

s

c a b a b a b a b i m j n

=

= + + + = Σ = =

� Ïðèìåð 1.1. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A B⋅ , ãäå

A = 
1 0 2

3 1 0
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ; B =

−

−

⎛

⎝

⎜

⎜

⎞

⎠

⎟

⎟

1 0 1

5 1 4

2 0 1

.

Ð å ø å í è å. 1. Íàéäåì ðàçìåð ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ (åñëè 

óìíîæåíèå ìàòðèö âîçìîæíî): 
2 3 3 3 2 3

A B C

× × ×

⋅ = .

2. Âû÷èñëèì ýëåìåíòû ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ Ñ, óìíîæàÿ 
ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû A íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-
ìåíòû ñòîëáöîâ ìàòðèöû B ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( )
1( 1) 0 5 2( 2) 1 0 0 1 2 0 1 1 0 4 2 1

.

3( 1) 1 5 0( 2) 3 0 1 1 0 0 3 1 1 4 0 1

C

− + ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

=

− + ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

Ïîëó÷àåì Ñ= ( )
5 0 3

.

2 1 7

−

�

Ìíîãèå ñâîéñòâà, ïðèñóùèå îïåðàöèÿì íàä ÷èñëàìè, ñïðà-
âåäëèâû è äëÿ îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè (÷òî ñëåäóåò èç îïðåäå-
ëåíèé ýòèõ îïåðàöèé): 

1) A + B = B + A.   5) (A + B)C = AÑ + ÂC.

2) (A + B) + C = A + (B + C). 6) λ(AB) = (λA)B = A (λB).

3) (A + B) = λA + λB.  7) A(BC) = (AB)C.

4) A(B + C) = AB + ÀC.

                                         
1 Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà À íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ ìàòðèöåé Â.
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Îäíàêî èìåþòñÿ è ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòðèö. Òàê, 
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö èìååò íåêîòîðûå îòëè÷èÿ îò óì-
íîæåíèÿ ÷èñåë: 

à) Åñëè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ÀB ñóùåñòâóåò, òî ïîñëå ïåðå-
ñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé ìåñòàìè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö BA ìî-
æåò è íå ñóùåñòâîâàòü. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðèìåðå 1.1 ïîëó÷èëè

ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö 2 3 3 3A B
× ×
⋅ , à ïðîèçâåäåíèÿ 3 3 2 3B A

× ×
⋅  íå 

ñóùåñòâóåò, òàê êàê ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû íå ñîâïàäà-
åò ñ ÷èñëîì ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû. 

á) Åñëè äàæå ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA ñóùåñòâóþò, òî îíè ìî-
ãóò áûòü ìàòðèöàìè ðàçíûõ ðàçìåðîâ. 

� Ïðèìåð 1.2. Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA:

0 3

2 1 1

, 1 5

0 3 2

1 1

A B

⎛ ⎞

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠
−

⎝ ⎠

.

Ð å ø å í è å. 2 3 3 2 2 2

0 12

;

1 17

A B C
× × ×

⎛ ⎞
⋅ = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

3 2 2 3 3 3

0 9 6

2 16 11 ,

2 2 1

B A D
× × ×

⎛ ⎞

⎜ ⎟⋅ = =

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

 ò.å. AB ≠ BA. �

â) Â ñëó÷àå, êîãäà îáà ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA ñóùåñòâóþò è 
îáà — ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà (ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè 
óìíîæåíèè êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è Â îäíîãî ïîðÿäêà), êîììó-
òàòèâíûé (ïåðåìåñòèòåëüíûé) çàêîí óìíîæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, 

íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. A B B A⋅ ≠ ⋅ .

� Ïðèìåð 1.3. Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö AB è BA, ãäå

( )
1 2

3 4

A = , B = ( )
0 5

6 8

.

Ð å ø å í è å. ( )
12 21

24 47

AB = ;
15 20

30 44

BA

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

; ò.å. AB BA≠ . �

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîììóòàòèâíûì çàêîíîì îáëàäàåò ïðîèç-

âåäåíèå ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A n-ãî ïîðÿäêà íà åäè-
íè÷íóþ ìàòðèöó E òîãî æå ïîðÿäêà, ïðè÷åì ýòî ïðîèçâåäåíèå 
ðàâíî A:

.AE EA A= =
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11 12 1 11 1

21 22 2 21 2

1 2 1

... ...1 0 ... 0

... ...0 1 ... 0

.

... ... ... ... ... ... ...... ... ... ...

... ...9 0 ... 1

n n

n n

n n n n

n n nm n nm

a a a a a

a a a a a

A E A

a a a a a

× ×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⋅ = = =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

11 12 1 11 1

21 22 2 21 2

1 2 1

... ...1 0 ... 0

... ...0 1 ... 0

.

... ... ... ... ... ... ...... ... ... ...

... ...9 0 ... 1

n n

n n

n n n n

n n nm n nm

a a a a a

a a a a a

E A A

a a a a a

× ×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⋅ = = =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èãðàåò ïðè óìíîæåíèè 
ìàòðèö òó æå ðîëü, ÷òî è ÷èñëî 1 ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë. 

ã) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåíóëåâûõ ìàòðèö ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íó-
ëåâîé ìàòðèöå, ò.å. èç òîãî, ÷òî A B⋅ = 0, íå ñëåäóåò, ÷òî À = 0
èëè Â = 0. Íàïðèìåð, 

1 1

1 1

A

⎛ ⎞
= ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

0;
1 1

1 1

B

⎛ ⎞
= ≠⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

0, íî 
0 0

0 0

AB

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

0.

5. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Öåëîé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíüþ 
m

A (m>1) êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå m
ìàòðèö, ðàâíûõ À, ò.å.

.

ðàç

m

m

A A A A= ⋅ ⋅…
�����

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îïðåäåëÿåòñÿ 
òîëüêî äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. 

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò 0 1
, .A E A A= =  Íåòðóäíî ïîêàçàòü, 

÷òî ,

m k m k
A A A

+

⋅ = ( ) .

k

m mk
A A=

� Ïðèìåð 1.4. Íàéòè 2
A , ãäå 

1 2

3 4

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ð å ø å í è å. 2

1 2 1 2 7 10

3 4 3 4 15 22

A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èç ðàâåíñòâà m

A = 0 åùå íå 

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà À = 0. �

6. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû — ïåðåõîä îò ìàòðèöû A ê ìàò-

ðèöå A′ , â êîòîðîé ñòðîêè è ñòîëáöû ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè ñ 
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ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà. Ìàòðèöà A′ íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàí-
íîé îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A:

A

a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

=

⎛

⎝

⎜

⎜

⎜

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟

⎟

⎟

⎟
⎟

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.........................

...

, ′ =

⎛

⎝

⎜

⎜

⎜

⎜

⎞

⎠

⎟

⎟

⎟

⎟

A

a a a

a a a

a a a

m

m

n n mn

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

..............................

...

. (1.2)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð 

m n× , òî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A′  èìååò ðàçìåð n m× .

Íàïðèìåð, A A2 3 3 2

1 2 3

4 5 6

1 4

2 5

3 6

× ×

=

⎛

⎝

⎜

⎞

⎠

⎟ ′ =

⎛

⎝

⎜

⎜

⎜

⎞

⎠

⎟

⎟

⎟

; .

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ òðàíñïîíè-

ðîâàííîé ìàòðèöû, íàïðèìåð, AΤ .
Ñâîéñòâà îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ: 

1) ( ) .A A′ ′ =    3) ( ) .A B A B′ ′ ′+ = +

2) ( ) .A A′ ′λ = λ   4) ( ) .AB B A′ ′ ′=

Ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî. 
Ðàññìîòðåííûå âûøå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè ïîçâîëÿþò 

óïðîñòèòü ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷. 

� Ïðèìåð 1.5. Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò ïðîäóêöèþ òðåõ âè-

äîâ:
1
P ,

2
P ,

3
P  è èñïîëüçóåò ñûðüå äâóõ òèïîâ: 

1
S  è 

2
S . Íîðìû 

ðàñõîäà ñûðüÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàòðèöåé 

2 3

5 2 ,

1 4

A

⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ãäå êàæäûé 

ýëåìåíò ( 1, 2, 3; 1, 2)ija i j= =  ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî åäèíèö ñûðüÿ  

j-ãî òèïà ðàñõîäóåòñÿ íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóêöèè       
i-ãî âèäà. Ïëàí âûïóñêà ïðîäóêöèè çàäàí ìàòðèöåé-ñòðîêîé 

(100C =  80 130), ñòîèìîñòü åäèíèöû êàæäîãî òèïà ñûðüÿ (äåí. åä.) — 

ìàòðèöåé-ñòîëáöîì
30

.

50

B

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Îïðåäåëèòü çàòðàòû ñûðüÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïëàíîâîãî âû-
ïóñêà ïðîäóêöèè, è îáùóþ ñòîèìîñòü ñûðüÿ. 

Ð å ø å í è å. Çàòðàòû 1-ãî ñûðüÿ ñîñòàâëÿþò 1S = 2 100⋅ +

+5 80⋅ 1 130 730+ ⋅ = åä. è 2-ãî — 2 3 100 2 80 4 130 980S = ⋅ + ⋅ + ⋅ = åä.,

ïîýòîìó ìàòðèöà-ñòðîêà çàòðàò ñûðüÿ S  ìîæåò áûòü çàïèñàíà 
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êàê ïðîèçâåäåíèå (S C A= ⋅ = 100 80 130) 

2 3

5 2 (730

1 4

⎛ ⎞

⎜ ⎟ =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

980).

Òîãäà îáùàÿ ñòîèìîñòü ñûðüÿ 730 30 980 50 70900Q = ⋅ + ⋅ = äåí. åä. 

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå ( )Q S B CA B= ⋅ = (70900).=

Îáùóþ ñòîèìîñòü ñûðüÿ ìîæíî âû÷èñëèòü è â äðóãîì ïîðÿäêå: 
âíà÷àëå âû÷èñëèì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé çàòðàò ñûðüÿ íà åäèíèöó 

ïðîäóêöèè, ò.å. ìàòðèöó 

2 3 210

30

5 2 250 ,

50

1 4 230

R A B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 à çàòåì 

îáùóþ ñòîèìîñòü ñûðüÿ

( ) (100Q CR C AB= = ⋅ =  80 130) 

210

250 (70900).

230

⎛ ⎞

⎜ ⎟ =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

Íà äàííîì ïðèìåðå ìû óáåäèëèñü â âûïîëíåíèè ñâîéñòâà 7 
(ñì. c. 13) — àññîöèàòèâíîãî çàêîíà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö: 
( )CA B = ( ).C AB

1.3. Определители квадратных матриц 

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ — ÷èñëà, õàðàêòåðè-
çóþùåãî êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A, — òåñíî ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì 
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. ãë. 2). Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A

îáîçíà÷àåòñÿ A  èëè Δ.

Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû ïåðâîãî ïîðÿäêà
11

( )A a= , èëè îïðåäå-

ëèòåëåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò 
11
a :

1
Δ = A =

11
a . Íàïðèìåð, ïóñòü A= (3), òîãäà 

1
Δ = A =3.

Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ( )ij
A a= , èëè îïðå-

äåëèòåëåì âòîðîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå: 

11 12

2 11 22 12 21

21 22

.

a a

A a a a a

a a

Δ = = = − (1.3)

Ïðîèçâåäåíèÿ
11 22
a a è

12 21
a a  íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè îïðåäåëè-

òåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ïóñòü 
2 3

,

1 5

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 òîãäà 

2

2 3

2 5 3 1 7.

1 5

AΔ = = = ⋅ − ⋅ =
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18

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

.

a a a

A a a a

a a a

⎛ ⎞

⎜ ⎟
=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà A = (aij), èëè îïðå-
äåëèòåëåì òðåòüåãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

3
Δ = A =

11 22 33 12 23 31 21 32 13 31 22 13
a a a a a a a a a a a a+ + − −

–
12 21 33
a a a −

32 23 11
.a a a (1.4)

Ýòî ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó, ñîñòîÿùóþ èç 
6 ñëàãàåìûõ, èëè 6 ÷ëåíîâ îïðåäåëèòåëÿ. Â êàæäîå ñëàãàåìîå âõî-
äèò ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî 
ñòîëáöà ìàòðèöû. Çíàêè, ñ êîòîðûìè ÷ëåíû îïðåäåëèòåëÿ âõîäÿò 
â ôîðìóëó (1.4), ëåãêî çàïîìíèòü, ïîëüçóÿñü ñõåìîé (ðèñ. 1.1), 
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì òðåóãîëüíèêîâ èëè ïðàâèëîì Ñàððóñà.

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

Ðèñ. 1.1

� Ïðèìåð 1.6. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà 

1 1 1

2 1 1 .

1 1 2

A

−

=

Ð å ø å í è å. 1 1 2 2 1 1 ( 1) 1 1 1 1 1Δ = + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − 2 ( 1) 2⋅ − ⋅ –

1 1 1 5− ⋅ ⋅ = . �

Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ áîëåå âûñîêîãî 
ïîðÿäêà, ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ. 

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó n-ãî ïîðÿäêà: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nm

a a a

a a a

A

a a a

⎛ ⎞

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

.
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Èç îáùåãî ÷èñëà 2
n  ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû âûáåðåì íàáîð, 

ñîäåðæàùèé n  ýëåìåíòîâ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íåãî âõîäèëî 

ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà. Íà-

ïðèìåð, íàáîð ýëåìåíòîâ 
11 22

( )
nn

a a a…   èëè 
1 1,2 1

( )
n n n

a a a
−

…  ñî-

îòâåòñòâåííî ãëàâíîé è ïîáî÷íîé äèàãîíàëåé ìàòðèöû. 
Ëþáîé òàêîé íàáîð ìîæíî óïîðÿäî÷èòü, çàïèñàâ ñíà÷àëà ýëå-

ìåíò èç 1-é ñòðîêè, çàòåì èç 2-é è ò.ä., ò.å.  

1 2
1 2

( , , , ).
n

j j nj
a a a… (1.5)

Íîìåðà ñòîëáöîâ (
1 2
, , ,

n

j j j… )  îáðàçóþò ïðè ýòîì ïåðåñòà-

íîâêó J èç n ÷èñåë: 1, 2, … , n. Âñåãî ñóùåñòâóåò n!1 ðàçëè÷íûõ 
ïåðåñòàíîâîê èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. 

Ââåäåì ïîíÿòèå áåñïîðÿäêà, èëè èíâåðñèè, â ïåðåñòàíîâêå J.

Ýòî  íàëè÷èå ïàðû ÷èñåë, â êîòîðîé áî �ëüøåå ÷èñëî ïðåäøåñò-
âóåò ìåíüøåìó. Íàïðèìåð, â ïåðåñòàíîâêå èç òðåõ ÷èñåë J = (2; 
1; 3) èìååòñÿ îäíà èíâåðñèÿ (2; 1), à â ïåðåñòàíîâêå J = (3; 2; 1) 
— òðè: (3; 2), (3; 1), (2; 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç r (J) êîëè÷åñòâî èí-
âåðñèé â ïåðåñòàíîâêå J.

Âîçâðàùàÿñü ê íàáîðàì (1.5) èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A,  ìû 
ìîæåì êàæäîìó òàêîìó íàáîðó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïðîèç-
âåäåíèå åãî ýëåìåíòîâ: 

1 2
1 2

n

j j nj
a a a⋅ ⋅ ⋅… (1.6)

è ÷èñëî r (J), ðàâíîå êîëè÷åñòâó èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå J = 

= (
1 2
; ; ;

n

j j j… ) èç íîìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ. 

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿä-

êà, èëè îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî2, ðàâíîå
àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå n! ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé 
ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà, ïðè÷åì çíàê êàæäîãî ÷ëåíà îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ( )
( 1)

r J
− , ãäå r(J) — ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå J èç 

íîìåðîâ ñòîëáöîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, åñëè ïðè ýòîì íîìåðà 
ñòðîê çàïèñàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

                                         
1 Ñì. ñíîñêó íà ñ. 158. 
2 Åùå ðàç îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îïðåäåëèòåëü — ýòî ÷èñëî, õàðàêòåðè-

çóþùåå êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, è åãî íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ìàòðèöåé — òàáëèöåé 

÷èñåë.
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A =
1 2

11 12 1

( )
21 22 2

1 2

( )

1 2

...

...

( 1) ... ,

... ... ... ...

...

n

n

r J
n

j j nj

J

n n nm

a a a

a a a

a a a

a a a

= − ⋅ ⋅ ⋅∑ (1.7)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì J. Ïðîâåðèì, íàïðè-
ìåð, ÷òî ïðè n = 3 ìû ïîëó÷àåì ââåäåííûé ðàíåå îïðåäåëèòåëü 
òðåòüåãî ïîðÿäêà (1.4): 

0 2 2 3

3 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)a a a a a a a a a a a aΔ = − + − + − + − +

+ 1

12 21 33
( 1) a a a−

1

11 23 32
( 1) ,a a a+ −

ò.å. òî æå ÷èñëî, ÷òî è ïî ôîðìóëå (1.4). 
Çàìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì n ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî ÷ëåíîâ 

îïðåäåëèòåëÿ (n!), ïîýòîìó äàæå äëÿ n = 4 èñïîëüçîâàíèå ôîð-
ìóëû (1.7) âåñüìà òðóäîåìêî (ïîëó÷èì 24 ñëàãàåìûõ!). 

Íà ïðàêòèêå ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé âûñîêèõ ïîðÿä-
êîâ èñïîëüçóþò äðóãèå ôîðìóëû. Äëÿ èõ ðàññìîòðåíèÿ íåîáõî-
äèìî ââåñòè íîâûå ïîíÿòèÿ. 

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A  n-ãî ïîðÿäêà.

Ìèíîðîì
ij

M ýëåìåíòà
ij
a  ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ 

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (n – 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîé èç ìàò-
ðèöû A âû÷åðêèâàíèåì i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. 

Íàïðèìåð, ìèíîðîì ýëåìåíòà 
12
a  ìàòðèöû A òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà áóäåò: 

11 12 13

21 23

12 21 22 23 21 33 31 23

31 33

31 32 33

.

a a a

a a

M a a a a a a a

a a

a a a

= = = −

Êàæäàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà èìååò 2
n  ìèíîðîâ (n – 1)-ãî 

ïîðÿäêà.

Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì 
ij

A  ýëåìåíòà 
ij
a  ìàòðèöû n -ãî

ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ åãî ìèíîð, âçÿòûé ñî çíàêîì ( 1)
i j+

− :

( 1) ,
i j

ij ij
A M

+

= − (1.8)

ò.å. àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ñîâïàäàåò ñ ìèíîðîì, êîãäà ñóì-
ìà íîìåðîâ ñòðîêè è ñòîëáöà (i + j) — ÷åòíîå ÷èñëî, è îòëè÷à-
åòñÿ îò ìèíîðà çíàêîì, êîãäà (i + j) — íå÷åòíîå ÷èñëî. 
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Íàïðèìåð, 2 3 3 1

23 23 23 31 31 31
( 1) ; ( 1) .A M M A M M

+ +

= − = − = − =

� Ïðèìåð 1.7. Íàéòè àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ âñåõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû (èç ïðèìåðà 1.6):

1 1 1

2 1 1 .

1 1 2

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ð å ø å í è å. 

1 1 1 2 1 3

11 12 13

1 1 2 1 2 1

( 1) 1; ( 1) 3; ( 1) 1;

1 2 1 2 1 1

A A A
+ + +

= − = = − = − = − =

2 1 2 2 2 3

21 22 23

1 1 1 1 1 1

( 1) 3; ( 1) 1; ( 1) 2;

1 2 1 2 1 1

A A A
+ + +

− −

= − = = − = = − = −

3 1 3 2 3 3

31 32 33

1 1 1 1 1 1

( 1) 2; ( 1) 1; ( 1) 3.

1 1 2 1 2 1

A A A
+ + +

− −

= − = − = − = = − = �

Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé èìååò ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà. 

Òåîðåìà Ëàïëàñà1. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâåí 
ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà èõ àë-
ãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

1 1 2 2

1

n

i i i i in in is is

s

a A a A a A a A

=

Δ = + + + =∑… (1.9)

(ðàçëîæåíèå ïî ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè; i = 1, 2, ..., n );

Δ
1 1 2 2

1

n

j j j j nj nj sj sj

s

a A a A a A a A

=

= + + + =∑… (1.10)

(ðàçëîæåíèå ïî ýëåìåíòàì j-ãî ñòîëáöà; j = 1, 2, ... , n).
� Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Ëàïëàñà íà ïðèìåðå 

îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ðàçëîæèì åãî âíà÷àëå 
ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè: 

11 12 13

22 23 21 231 1 1 2

21 22 23 11 12

32 33 31 33

31 32 33

21 221 3

13

31 32

( 1) ( 1)

( 1) .

a a a

a a a a

a a a a a

a a a a

a a a

a a

a

a a

+ +

+

= − + − +

+ −

                                         
1 Òî÷íåå äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ëàïëàñà. 
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé (ïðåäñòàâëÿåì èõ ñäåëàòü ÷èòàòåëþ) 
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò 
ñ îïðåäåëåíèåì (1.4). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåì ðàçëî-

æåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî ëþáîé ñòðîêå èëè ñòîëáöó. �

� Ïðèìåð 1.8. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû1:

5 3 0 7

0 1 2 3

.

0 0 3 1

0 0 0 1

−

Ð å ø å í è å. Ðàñêëàäûâàÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì: 

1 1

5 3 0 7

1 2 3

0 1 2 3

5 ( 1) 0 3 1 0 0 0

0 0 3 1

0 0 1

0 0 0 1

+

−

−

= ⋅ − + + + =

3 1

5 ( 1) 0 0 5 ( 1) 3 1 0 15.

0 1

= ⋅ − + + = ⋅ − ⋅ ⋅ + = − �

Íà ÷àñòíîì ïðèìåðå ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî îïðåäåëèòåëü
òðåóãîëüíîé (è, î÷åâèäíî, äèàãîíàëüíîé)  ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâå-
äåíèþ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè. 

Çíà÷åíèå òåîðåìû Ëàïëàñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâå-
ñòè âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé n-ãî ïîðÿäêà ê âû÷èñëåíèþ áî-
ëåå ïðîñòûõ îïðåäåëèòåëåé ( 1)-гоn −  ïîðÿäêà. 

1.4. Свойства определителей 

1. Åñëè êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà (ñòîëáåö) ìàòðèöû ñîñòîèò èç îä-
íèõ íóëåé, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0. 

2. Åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû 

óìíîæèòü íà ÷èñëî λ, òî åå îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà ýòî ÷èñ-

ëî λ.
� Ïóñòü îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâåí Δ . Äëÿ îï-

ðåäåëåííîñòè ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû óìíîæèì íà λ, ïîëó÷èì 

íîâûé îïðåäåëèòåëü ′Δ , êîòîðûé ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì ïåð-
âîé ñòðîêè: 

                                         
1 Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû, ðàñïîëî-

æåííûå íèæå (èëè âûøå) ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ.
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11 12 1

21 22 2

11 11 12 12 1 1

1 2

...

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n

n n nm

a a a

a a a

a A a A a A

a a a

λ λ λ

′Δ = = λ + λ + + λ =

11 11 12 12 1 1
( ) .

n n

a A a A a A= λ + + + = λΔ… �

Ç à ì å ÷ à í è å. Çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî âûíîñèòü îá-
ùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà â îòëè÷èå 
îò ìàòðèöû, çà çíàê êîòîðîé ìîæíî âûíîñèòü îáùèé ìíîæè-
òåëü ëèøü âñåõ åå ýëåìåíòîâ. 

Íàïðèìåð,

2 4 6 1 2 3 1 2 3

8 0 4 2 8 0 4 2 2 4 0 2

2 2 8 2 2 8 2 2 8

= = ⋅ =

− − −

1 2 3 1 2 3

2 2 2 4 0 2 2 2 2 2 2 0 1

1 1 4 1 1 4

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

− −

, íî 

2 4 6 1 2 3

8 0 4 2 4 0 2 .

2 2 8 1 1 4

=

− −

3. Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû åå îïðåäåëèòåëü íå èçìåíÿ-

åòñÿ: A′ = A .

4. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû åå îïðåäå-
ëèòåëü ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. 

� Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ïåðåñòàâëåíû äâå ñîñåäíèå 
ñòðîêè ìàòðèöû: i è 1i + . Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé 

ìàòðèöû Δ  ïî ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè, à îïðåäåëèòåëü íîâîé 

ìàòðèöû (ñ ïåðåñòàâëåííûìè ñòðîêàìè) ′Δ  — ïî ýëåìåíòàì 
(i+1)-é ñòðîêè. Ðàçëîæåíèÿ áóäóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî çíàêîì, òàê 

êàê â ôîðìóëå (1.9) äëÿ ′Δ  êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå 

áóäåò èìåòü ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê (ìíîæèòåëè ( 1)
i j+

−  ñìåíÿò-

ñÿ íà ìíîæèòåëè 1
( 1)

i j+ +

− , ïîýòîìó ′Δ = –Δ .

Åñëè ïåðåñòàâèòü íå ñîñåäíèå ñòðîêè, à, ñêàæåì, i-þ è (i + k)-þ,
òî òàêóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå 
ñìåùåíèå i-é ñòðîêè íà k ñòðîê âíèç (ïðè ýòîì êàæäûé ðàç çíàê 
îïðåäåëèòåëÿ ìåíÿåòñÿ), à (i + k)-é ñòðîêè íà (k – 1) ââåðõ, ÷òî 
òîæå ñîïðîâîæäàåòñÿ (k – 1) èçìåíåíèåì çíàêà, ò.å. çíàê ïîìå-

íÿåòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî (2k – 1) ðàç: ′Δ = –Δ .

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòîëáöîâ àíàëîãè÷íî. �
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5. Åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè 
(ñòîëáöà), òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

� Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñòàâèì ýòè ñòðîêè (ñòîëáöû). Ñ îäíîé 
ñòîðîíû, îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî 

ñâîéñòâó 4 ïîìåíÿåò çíàê, ò.å. Δ  = –Δ , îòêóäà Δ  = 0. �

6. Åñëè ýëåìåíòû äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû ïðîïîðöèî-
íàëüíû, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

� Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû ïåðâàÿ è âòî-
ðàÿ ñòðîêè. Òîãäà, âûíîñÿ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè λ,

ïîëó÷àåì ïî ñâîéñòâó 2: ,′Δ = λ ⋅Δ  ãäå Δ èìååò äâå îäèíàêîâûå 

ñòðîêè è ïî ñâîéñòâó 5 ðàâåí 0. �

7. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà)
ìàòðèöû íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè 
(ñòîëáöà) ýòîé ìàòðèöû ðàâíà 0, ò.å. 

1

0

n

is js

S

a A

=

=∑ , ïðè i j≠ . (1.11)

� Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A è âñïîìîãàòåëüíóþ ìàò-

ðèöó A , ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû A çàìåíîé j-é ñòðîêè íà i-þ:

11 12 1

1 2

1 2

1 2

...

... ... ......

...

,... ... ......

...

... ... ......

...

n

i i in

i i in

n n nn

a a a

a a a

A

a a a

a a a

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

ò.å. ìàòðèöà A  èìååò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, ïîýòîìó ñîãëàñíî 
ñâîéñòâó 5 åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0. Âû÷èñëÿÿ åãî ðàçëîæåíèåì 
ïî ýëåìåíòàì j-é ñòðîêè, ïîëó÷àåì: 

1

0

n

is js

S

A a A

=

= =∑  (i ≠ j). �

Ç à ì å ÷ à í è å. Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû Ëàïëàñà è 
ñâîéñòâî 7, ïîëó÷àåì: 

1

при

0 при

n

is js

S

A

a A

=

⎧
= ⎨

⎩

∑

,

.

i j

i j

=

≠

(1.12)

8. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì êà-
êîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû ïðèáàâèòü ýëåìåíòû äðóãîé 
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ñòðîêè (ñòîëáöà), ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííûå íà îäíî è òî æå 
÷èñëî.

� Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ê ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè ìàòðèöû 
ïðèáàâèì ýëåìåíòû j-é ñòðîêè, óìíîæåííûå íà λ ( i j≠ ). Òîãäà 

ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû èìååò âèä: [(
1 1i j

a a+ λ )
2 2

( ) (
i j in
a a a+ λ … +

)
jn

a+ λ ]. Îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû âû÷èñëèì ðàçëî-

æåíèåì ïî ýëåìåíòàì i-é ñòðîêè: 

1 1 1
( )

i j i
a a A′Δ = + λ +

2 2
( )

i j
a a+ λ

2i
A +…+

,

( )
in jn in
a a A+ λ

ãäå
is

A  — àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ  i-é ñòðîêè èñ-

õîäíîé ìàòðèöû ( 1, 2, , ; )s n i j= ≠… . Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïî-

ëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ: 

1 1

.

n n

is is js is

s s

a A a A

= =

′Δ = + λ∑ ∑ ( )i j≠ .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó  (1.12), ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâàÿ ñóììà ðàâíà 

îïðåäåëèòåëþ èñõîäíîé ìàòðèöû, à âòîðàÿ — 0, ò.å. .
′Δ = Δ �

9. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë b1, b2, ..., bn íà àëãå-
áðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ðàâíà 
îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç äàííîé çàìåíîé ýëåìåíòîâ 

ýòîé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ÷èñëà
1 2
, , ,

n

b b b… .

Ñâîéñòâî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû Ëàïëàñà. 
10. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí 

ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé: ,C A B= ⋅  ãäå ;C A B= ⋅ A è B — 

ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà. 
Ç à ì å ÷ à í è å. Èç ñâîéñòâà 10 ñëåäóåò, ÷òî äàæå åñëè 

,AB BA≠  òî .AB BA=

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåí-
íî óïðîñòèòü èõ âû÷èñëåíèå, îñîáåííî äëÿ îïðåäåëèòåëåé âûñî-
êèõ ïîðÿäêîâ. Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé öåëåñîîáðàçíî òàê 
ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ 1—9, ÷òîáû 
ïðåîáðàçîâàííàÿ ìàòðèöà èìåëà ñòðîêó (èëè ñòîëáåö), ñîäåðæà-
ùóþ êàê ìîæíî áîëüøå íóëåé, à ïîòîì íàéòè îïðåäåëèòåëü ðàç-
ëîæåíèåì ïî ýòîé ñòðîêå (ñòîëáöó). 

� Ïðèìåð 1.9. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà: 

4 6 2 4

1 2 3 1

.

4 2 1 0

6 4 4 6

A

−

−

=

−
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Ð å ø å í è å. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó òàê, ÷òîáû â 3-é ñòðîêå 
âñå ýëåìåíòû, êðîìå îäíîãî, îáðàùàëèñü â 0. Äëÿ ýòîãî óìíî-
æèì, íàïðèìåð, ýëåìåíòû 3-ãî ñòîëáöà íà (–4) è íà 2 è ïðèáà-
âèì èõ ñîîòâåòñòâåííî ê ýëåìåíòàì 1-ãî è 2-ãî ñòîëáöîâ. Ðàñ-
êëàäûâàÿ ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì òðåòüåé ñòðî-
êè, íàéäåì 

3 3

4 6 2 4 12 2 2 4

12 2 4

1 2 3 1 13 4 3 1

1( 1) 13 4 1 .

4 2 1 0 0 0 1 0

10 12 6

6 4 4 6 10 12 4 6

A
+

− −

− − −

= = = − −

−

−

−

Ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêîâ èëè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàïëà-
ñà, îäíàêî ìîæíî ïðîäîëæèòü óïðîùåíèå ìàòðèöû. «Îáíóëèì» 
â ìàòðèöå òðåòüåãî ïîðÿäêà ýëåìåíòû 2-é ñòðîêè (êðîìå îäíî-
ãî). Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòû 3-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû, ïðåäâàðèòåëüíî 
óìíîæèâ íà (–13) è íà 4, ñëîæèì ñ ýëåìåíòàìè 1-ãî è 2-ãî 
ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâåííî: 

12 2 4 40 18 4

13 4 1 0 0 1 .

10 12 6 88 36 6

A

−

= − =

− −

Ðàñêëàäûâàÿ ïî ýëåìåíòàì âòîðîé ñòðîêè è âûíîñÿ îáùèå 
ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì: 

2 3

40 18 5 1

1 ( 1) ( 1)( 8) 18 144.

88 36 11 2

A
+

−

= ⋅ − = − − ⋅ ⋅ = −

−

�

1.5. Обратная  матрица 

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà 0a ≠  ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ÷èñëî 1
a
−  òà-

êîå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå 1
1.a a

−

⋅ =  Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö òîæå 

ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèå. 

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà 1
A
−  íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøå-

íèþ ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå A, åñëè ïðè óìíîæåíèè ýòîé ìàòðèöû 

íà äàííóþ êàê ñïðàâà, òàê è ñëåâà ïîëó÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà: 

1 1
.A A A A E

− −

⋅ = ⋅ = (1.13)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èìå-
åò îáðàòíóþ; â ýòîì ñëó÷àå è îáðàòíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòíîé òîãî æå ïîðÿäêà. 
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Îäíàêî íå êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ. Åñëè 
0a ≠  ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñò-

âîâàíèÿ ÷èñëà 1
,a

−  òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèöû 1
A
−  òàêèì 

óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå 0.A ≠

Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ ( 0),A ≠  òî òà-

êàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, èëè íåîñî-

áåííîé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ïðè 0)A = — âûðîæäåííîé, èëè 

îñîáåííîé.
Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ 

îáðàòíîé ìàòðèöû). Îáðàòíàÿ ìàòðèöà 1
A
− ñóùåñòâóåò (è åäèí-

ñòâåííà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ìàòðèöà íåâûðî-

æäåííàÿ.

� Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü ìàòðèöà A  èìååò îáðàò-

íóþ 1
A
− , ò.å 1 1

.A A A A E
− −

⋅ = =  Ïî ñâîéñòâó 10 îïðåäåëèòåëåé 

èìååì 1 1
1,A A A A E

− −

⋅ = ⋅ = =  ò.å. 0A ≠  è 1
0A

−

≠ .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü 0.A ≠  Ðàññìîòðèì êâàäðàò-

íóþ ìàòðèöó n-ãî ïîðÿäêà A� , íàçûâàåìóþ ïðèñîåäèíåííîé1, ýëå-
ìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè äîïîëíåíèÿìè ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû A′ , òðàíñïîíèðîâàííîé ê A:
ij ij ji
a A A′= =�

( 1, 2, , ;i n= … 1, 2, , ).j n= … Òîãäà ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ 

ìàòðèö A A B⋅ =
�  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö: 

1 1

при

0 при

n n

ij is sj si sj

s s

A

b a a A a

= =

⎧
= = ⋅ = ⎨

⎩

∑ ∑�

i j

i j

=

≠

 (ñì. ôîðìóëó 1.12). 

Ïîýòîìó ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, ýëåìåíòû åå 
ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû îïðåäåëèòåëþ èñõîäíîé ìàòðèöû: 

0 ... 0

0 ... 0

.

... ... ... ...

0 0 ...

A

A

B

A

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå A  íà A
�  ðàâíî 

òîé æå ìàòðèöå B: .A A A A B⋅ = ⋅ =

� �  Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â 

êà÷åñòâå îáðàòíîé ìàòðèöû âçÿòü ìàòðèöó 

                                         
1 Â ëèòåðàòóðå ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó íàçûâàþò òàêæå âçàèìíîé, èëè ñîþçíîé.
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1

1

A A

A

−

= ⋅

�

( )0A ≠ , (1.14)

òî ïðîèçâåäåíèÿ 1
A A
−

⋅ è 1
A A

−

⋅ ðàâíû åäèíè÷íîé ìàòðèöå E n-ãî

ïîðÿäêà: 1
A A
−

⋅ = 1
A A

−

⋅ =
1

.B E

A

⋅ =

Äîêàæåì å ä è í ñ ò â å í í î ñ ò ü  îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò åùå ìàòðèöû X è Y òàêèå, ÷òî 1
X A

−

≠ è
1

Y A
−

≠ , ãäå ìàòðèöà 1
A
−  ïîëó÷åíà ïî ôîðìóëå (1.14), è âûïîë-

íÿþòñÿ ðàâåíñòâà: AX E=  è YA E= . Òîãäà, óìíîæàÿ íà 1
A
−  ñëåâà 

ïåðâîå èç íèõ, ïîëó÷àåì: 1 1
A AX A E
− −

= , îòêóäà 1
EX A E

−

= , ò.å. 
1
.X A

−

=  Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî íà  1
A
−  ñïðà-

âà, ïîëó÷àåì 1
Y A

−

= . Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà. �

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû: 0
1 . Íàõîäèì îïðåäå-

ëèòåëü èñõîäíîé ìàòðèöû. Åñëè 0A = , òî ìàòðèöà A  – âûðîæ-

äåííàÿ è îáðàòíîé ìàòðèöû 1
A
−  íå ñóùåñòâóåò. Åñëè 0A ≠ , òî 

ìàòðèöà A  – íåâûðîæäåííàÿ è îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò. 
0

2 . Íàõîäèì ìàòðèöó A′ , òðàíñïîíèðîâàííóþ ê A .
0
3 . Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ òðàíñïî-

íèðîâàííîé ìàòðèöû ( 1, 2, , ; 1, 2, , )
ij ji

A A i n j n′ = = =… …  è ñî-

ñòàâëÿåì èç íèõ ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó A
� :

ij ij ji
a A A′= =� (i =

=1, 2, , ;n… 1, 2, , )j n= … .

0
4 . Âû÷èñëÿåì îáðàòíóþ ìàòðèöó ïî ôîðìóëå (1.14). 
0
5 .Ïðîâåðÿåì ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû  
1

A
− , èñõîäÿ èç åå îïðåäåëåíèÿ 1 1

A A A A E
− −

= ⋅ =  (ï. 0
5  íå îáÿ-

çàòåëåí).

� Ïðèìåð 1.10. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê äàííîé: 

1 1 1

2 1 1 .

1 1 2

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ð å ø å í è å. 0
1 . Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 5 0A = ≠  (ñì. ïðè-

ìåð 1.6), ò.å. ìàòðèöà  A  — íåâûðîæäåííàÿ è îáðàòíàÿ ìàòðè-        

öà 1
A
−  ñóùåñòâóåò. 
0

2 .  Íàõîäèì ìàòðèöó A′ , òðàíñïîíèðîâàííóþ ê A :
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1 2 1

1 1 1 .

1 1 2

A

⎛ ⎞

⎜ ⎟′ = −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

0
3 . Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðè-        

öû A′  è ñîñòàâëÿåì èç íèõ ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó A� , ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî 
ij ji

A A′ = :

1 3 2

3 1 1

1 2 3

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

�  (ñì. ïðèìåð 1.6).

0
4 . Âû÷èñëÿåì îáðàòíóþ ìàòðèöó 1

1

A A

A

−

= ⋅

� :

1

1 3 2 1/5 3/5 2 /5

1

3 1 1 3/5 1/5 1/5 .

5
1 2 3 1/5 2 /5 3/5

A
−

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0
5 . Ïðîâåðÿåì ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû 

ïî ôîðìóëàì: 
1 1

A A A A E
− −

⋅ = ⋅ =   (ðåêîìåíäóåì â ýòîì óáåäèòüñÿ ñàìîìó 

÷èòàòåëþ). �

Äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîé- 
ñòâà:

1. 1

1

;A

A

−

= 3. ( ) ( )
1

1
;

m

m

A A

−

−

= 5. ( ) ( )
1

1
.A A

−

−

′

′=

2. ( )
1

1
;A A

−

−

= 4. ( )
1

1 1
AB B A

−

− −

= ⋅ .

1.6. Ранг матрицы 

Äëÿ ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ è ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷ âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ïîíÿòèå ðàíãà ìàòðèöû. 

Â ìàòðèöå A  ðàçìåðà m n×   âû÷åðêèâàíèåì êàêèõ-ëèáî 

ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæíî âû÷ëåíèòü êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû

k-ãî ïîðÿäêà, ãäå min ( ; ).k m n≤  Îïðåäåëèòåëè òàêèõ ïîäìàòðèö 

íàçûâàþòñÿ  ìèíîðàìè k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A.

Íàïðèìåð, èç ìàòðèöû 
3 4

A
×

 ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäìàòðèöû 

ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ. 
Îïðåäåëåíèå. Ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ íàèâûñøèé ïîðÿ-

äîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ ýòîé ìàòðèöû.

Ðàíã ìàòðèöû A  îáîçíà÷àåòñÿ rang A, èëè r (A).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò: à) ðàíã ìàòðèöû 
m n

A
×

íå ïðåâîñõî-

äèò ìåíüøåãî èç åå ðàçìåðîâ, ò.å. ( ) min ( ; )r A m n≤ ;

á) ( ) 0r A = òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ýëåìåíòû ìàòðè-

öû ðàâíû íóëþ, ò.å. A= 0;
â) äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà r (A) = n òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A  — íåâûðîæäåííàÿ.

� Ïðèìåð 1.11. Âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû 

4 0 8 0

2 0 4 0

.

3 0 6 0

1 0 2 0

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟−
= ⎜ ⎟

−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

Ð å ø å í è å. Ìàòðèöà A èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê, ïîýòîìó   

r (A)≤ 4. Îäíàêî 0A = , òàê êàê ìàòðèöà A ñîäåðæèò íóëåâîé 

ñòîëáåö, ïîýòîìó r (A)≤ 3. Âñå ïîäìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà 
òîæå ñîäåðæàò íóëåâîé ñòîëáåö è ïîýòîìó èìåþò íóëåâûå îïðå-
äåëèòåëè, çíà÷èò r (A)≤ 2. Âñå ïîäìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ëè-
áî èìåþò íóëåâîé ñòîëáåö (âòîðîé èëè ÷åòâåðòûé), ëèáî èìåþò 
ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòîëáöû (ïåðâûé è òðåòèé), ïîýòîìó òîæå 
èìåþò íóëåâûå îïðåäåëèòåëè; òàêèì îáðàçîì r (A)≤ 1. Ïîñêîëü-
êó ìàòðèöà A ñîäåðæèò íåíóëåâûå ýëåìåíòû, ò.å. íåâûðîæäåí-

íûå ïîäìàòðèöû ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî r (A) = 1. �

� Ïðèìåð 1.12. Âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû 

1 3 0 4

3 2 0 3 .

2 1 0 3

A

⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠

Ð å ø å í è å. Äëÿ ìàòðèöû 
3 4

A
×

r (A)≤ min (3; 4) = 3. 

Ïðîâåðèì, ðàâåí ëè ðàíã 3-ì, äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âñå ìèíî-
ðû òðåòüåãî ïîðÿäêà, ò.å. îïðåäåëèòåëè âñåõ ïîäìàòðèö òðåòüåãî 
ïîðÿäêà (èõ âñåãî 4, îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðè âû÷åðêèâàíèè îäíîãî 
èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû): 

3 0 4 1 0 4 1 3 4 1 3 0

2 0 1 0; 3 0 1 0; 3 2 1 0; 3 2 0 0.

1 0 3 2 0 3 2 1 3 2 1 0

= = = =

− − − −

Ïîñêîëüêó âñå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà íóëåâûå, r (A)≤ 2. Òàê 
êàê ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà, íàïðèìåð, 

1 3

7 0

3 2

= − ≠ , òî r (A) = 2. �
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Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû ïåðåáîðîì âñåõ 
ìèíîðîâ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ðàíã ìàòðèöû. 

Íàçîâåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû ñëåäóþ-
ùèå:

1) Îòáðàñûâàíèå íóëåâîé ñòðîêè (ñòîëáöà).
2) Óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû íà 

÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.

3) Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû. 

4) Ïðèáàâëåíèå ê êàæäîìó ýëåìåíòó îäíîé ñòðîêè (ñòîëáöà)
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåí-

íûõ íà ëþáîå ÷èñëî. 

5) Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû.

Òåîðåìà. Ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû.
� Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî 

ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö èõ îïðåäåëèòåëè ëèáî 
ñîõðàíÿþòñÿ, ëèáî óìíîæàþòñÿ íà ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ. Â 
ðåçóëüòàòå ñîõðàíÿåòñÿ íàèâûñøèé ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ 

ìèíîðîâ èñõîäíîé ìàòðèöû, ò.å. åå ðàíã íå èçìåíÿåòñÿ. �

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè 
ìàòðèöó ê òàê íàçûâàåìîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó, êîãäà âû÷èñëå-
íèå åå ðàíãà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. 

Ìàòðèöà A  íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè îíà èìååò âèä: 

11 12 1 1

22 2 2

... ...

0 ... ...

,

... ... ... ... ... ...

0 0 ... ...

r k

r k

rr rk

a a a a

a a a

A

a a

⎛ ⎞

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

(1.15)

ãäå 0,
ii
a ≠ 1, 2, , ;i r= … r k≤ .

Ç à ì å ÷ à í è å. Óñëîâèå r k≤  âñåãäà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî 

òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû. 
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ðàâåí r , òàê êàê 

èìååòñÿ ìèíîð r-ãî ïîðÿäêà, íå ðàâíûé íóëþ: 

11 12 1

22 2

11 22

...

0 ...

... 0.

... ... ... ...

0 0 ...

r

r

rr

rr

a a a

a a

a a a

a

= ⋅ ⋅ ⋅ ≠
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Ïîêàæåì íà ïðèìåðå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû ñ 
ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. 

� Ïðèìåð 1.13. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû 

0 1 3 0 2

2 4 1 5 3

.

4 5 7 10 0

2 1 8 5 3

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟−
= ⎜ ⎟

− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

Ð å ø å í è å. 0
1 . Åñëè 

11
0a = , òî ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê 

èëè ñòîëáöîâ äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî 
11

0.a ≠  Â äàííîì ïðèìåðå 

ïîìåíÿåì ìåñòàìè, íàïðèìåð, 1-þ è 2-þ ñòðîêè ìàòðèöû (ñì. 
íèæå).

0
2 . Åñëè 

11
0a ≠ , òî óìíîæàÿ ýëåìåíòû 2-é,  3-é è 4-é ñòðîê 

íà ïîäõîäÿùèå ÷èñëà (èìåííî íà —
21 11

0,a a =

31 11
2,a a− =

41 11
1a a− = ) è ïðèáàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî ê 

ýëåìåíòàì 2-é1, 3-é è 4-é ñòðîê, äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ýëå-

ìåíòû 1-ãî ñòîëáöà (êðîìå 
11
a ) ðàâíÿëèñü íóëþ2:

2 4 1 5 3 2 4 1 5 3

0 1 3 0 2 0 1 3 0 2

.

4 5 7 10 0 0 3 9 0 6

2 1 8 5 3 0 3 9 0 6

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼

0
3 . Åñëè â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå 

22
0a ≠  (ó íàñ 

22
1 0a = − ≠ ),

òî óìíîæàÿ ýëåìåíòû 3-é è 4-é ñòðîê íà ïîäõîäÿùèå ÷èñëà (à 

èìåííî, íà 
32 22 42 22

3, 3a a a a− = − − = − ), äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû 

âñå ýëåìåíòû 2-ãî ñòîëáöà (êðîìå 
12
a ,

22
a ) ðàâíÿëèñü íóëþ. 

Åñëè â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþòñÿ ñòðîêè (èëè ñòîëá-
öû), öåëèêîì ñîñòîÿùèå èç íóëåé (êàê â äàííîì ïðèìåðå), òî 
îòáðàñûâàåì ýòè ñòðîêè (èëè ñòîëáöû): 

2 4 1 5 3

0 1 3 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∼

2 4 1 5 3

0 1 3 0 2

−⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

.

Ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä è ñîäåðæèò ìè-
íîðû âòîðîãî ïîðÿäêà, íå ðàâíûå íóëþ, íàïðèìåð, 

                                         
1 Â äàííîì ïðèìåðå 

21
0a = , ïîýòîìó âòîðàÿ ñòðîêà íå ìåíÿåòñÿ. 

2 Çíàê ∼ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ðàíãîâ ìàòðèö. 
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2 4

2 0.

0 1

−

= − ≠

−

 Ïîýòîìó ðàíã ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé, à ñëåäî-

âàòåëüíî, è äàííîé ìàòðèöû ðàâåí 2. �

Äëÿ ðàíãîâ ìàòðèö ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: 

1) ( ) ( ) ( )r A B r A r B+ ≤ + ,   2) ( ) ( ) ( )r A B r A r B+ ≥ − ,

3) }{( ) min ( ); ( )r AB r A r B≤ , 4) ( ) ( )r A A r A′ = ,

5) ( ) ( ),r AB r A=  åñëè B— êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è 0B ≠ ,

6) ( ) ( ) ( ) ,r AB r A r B n≥ + −  ãäå n – ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû À

èëè ñòðîê ìàòðèöû Â.
Ïîíÿòèå ðàíãà ìàòðèöû òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ëèíåéíîé 

çàâèñèìîñòè (íåçàâèñèìîñòè) åå ñòðîê èëè ñòîëáöîâ1.
Â ìàòðèöå A  îáîçíà÷èì åå ñòðîêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1 11 12 1 2 21 22 2

1 2

( ... ), ( ... ),

( ... ).

n n

m m m mn

e a a a e a a a

e a a a

= =

=

Äâå ñòðîêè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ðàâíû èõ ñî-

îòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû: 
k s
e e= , åñëè , 1, 2, , .

kj sj
a a j n= = …

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû (óìíîæå-
íèå ñòðîêè íà ÷èñëî, ñëîæåíèå ñòðîê) ââîäÿòñÿ êàê îïåðàöèè, 
ïðîâîäèìûå ïîýëåìåíòíî: 

1 2

( ... )
k n
e k k k

a a aλ = λ λ λ ;

1 1 2 2
[( )( )...( )].

k s k s k s kn sn
e e a a a a a a+ = + + +

Ñòðîêà e íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòðîê 
1 2
, , ,

s
e e e…

ìàòðèöû, åñëè îíà ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýòèõ ñòðîê íà 
ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà: 

1 1 2 2
... ,

s s

e e e e= λ + λ + + λ (1.16)

ãäå
1 2
, , ,

s

λ λ λ…  — ëþáûå ÷èñëà. 

Ñòðîêè ìàòðèöû 
1 2
, , ,

m

e e e…  íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-

ìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà 
1 2
, , ,

m

λ λ λ… , íå ðàâíûå 

îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê ìàòðèöû 
ðàâíà íóëåâîé ñòðîêå:

                                         
1 Â äàëüíåéøåì ìàòåðèàë èçëàãàåòñÿ äëÿ ñòðîê ìàòðèöû, äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû 

èçëîæåíèå àíàëîãè÷íî. 
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1 1 2 2
,

m m

e e eλ + λ + + λ =… 0 (1.17)

ãäå 0 = (0 0...0). 
Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû 

îäíà ñòðîêà ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.
� Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ôîðìóëå (1.17) 

0
m

λ ≠ , òîãäà 

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 1m m m m m m

e e e e
− −

= −λ λ + −λ λ + + −λ λ… , èëè

1 1 2 2 1 1m m m

e e e e
− −

= λ + λ + + λ
� � �… , (1.18)

ãäå ( / );
i i m

λ = λ λ
� i = 1, 2, …, m–1.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêà 
m

e  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 

îñòàëüíûõ ñòðîê. �

Åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê (1.17) ðàâíà íóëþ òîãäà è 

òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû 
i

λ  ðàâíû íóëþ, ò.å. 

1 2
0

m

λ = λ = = λ =… , òî ñòðîêè  
1 2
, , ,

m

e e e…  íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûìè.

Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó 

÷èñëó åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ, ÷åðåç êîòîðûå 

ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ âñå îñòàëüíûå åå ñòðîêè (ñòîëáöû).

� Ïóñòü ìàòðèöà A  ðàçìåðà m n×  èìååò ðàíã r ( )min( ; )r m n≤ .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð r-ãî ïî-
ðÿäêà. Âñÿêèé íåíóëåâîé ìèíîð r-ãî ïîðÿäêà áóäåì íàçûâàòü 
áàçèñíûì ìèíîðîì. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî ìèíîð

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

0.

... ... ... ...

...

r

r

r r rr

a a a

a a a

a a a

Δ = ≠

Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû  
1 2
, , ,

r

e e e…  ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. îäíà èç ýòèõ ñòðîê, 

íàïðèìåð
r

e , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ: 

1 1 2 2 1 1r r r

e e e e
− −

= λ + λ + + λ… .

Âû÷òåì èç ýëåìåíòîâ r-é ñòðîêè ýëåìåíòû 1-é ñòðîêè, óìíî-

æåííûå íà 
1

λ , ýëåìåíòû 2-é ñòðîêè, óìíîæåííûå íà 
2

λ , è ò.ä., 

íàêîíåö, ýëåìåíòû (r–1)-é ñòðîêè, óìíîæåííûå íà 
1r−

λ . Íà îñ-

íîâàíèè ñâîéñòâà 8 (ñì. § 1.4) ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàò-
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ðèöû åå îïðåäåëèòåëü Δ  íå èçìåíèòñÿ, íî òàê êàê òåïåðü r-ÿ
ñòðîêà áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíèõ íóëåé, òî Δ = 0 — ïðîòèâîðå÷èå, 

è íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñòðîêè  
1 2
, , ,

r

e e e…  ìàòðèöû 

ëèíåéíî çàâèñèìû, íåâåðíî. 

Ñòðîêè
1 2
, , ,

r

e e e…  íàçîâåì áàçèñíûìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå ( )1r +  ñòðîê ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñè-

ìû, ò.å. ëþáàÿ ñòðîêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå. 

Ðàññìîòðèì ìèíîð ( ) го1 -r +  ïîðÿäêà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ 

ïðè äîïîëíåíèè ðàññìàòðèâàåìîãî ìèíîðà ýëåìåíòàìè åùå îä-
íîé ñòðîêè i  è ñòîëáöà j:

111 12 1

221 22 2

1 2

1 2

...

...

0.... ... ... ... ...

...

...

jr

jr

r r rr r j

iji i ir

a
a a a

aa a a

a a a a

aa a a

Δ = ≠

Ýòîò ìèíîð ðàâåí íóëþ, òàê êàê ðàíã ìàòðèöû ðàâåí r, ïîý-
òîìó ëþáîé ìèíîð áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ. 

Ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíåãî (äîáàâëåííîãî) 

ñòîëáöà, ïîëó÷àåì 
1 1 2 2

0
j j j j rj rj ij ij

a A a A a A a A+ + + + =… , ãäå ïî-

ñëåäíåå àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå 
ij

A  ñîâïàäàåò ñ áàçèñíûì 

ìèíîðîì Δ  è ïîýòîìó îòëè÷íî îò íóëÿ, ò.å. 
ij

A 0≠ .

Ðàçäåëèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà 
ij

A , ìîæåì âûðàçèòü ýëå-

ìåíò
ij
a  êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ: 

1

r

ij s sj

s

a a

=

= λ∑ ,    (1.19)

ãäå λs = asj / Aij.
Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå i (i > r) è ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî j

( )1, 2, ,j n= …  ýëåìåíòû i-é ñòðîêè
i
e  ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç ýëåìåíòû ñòðîê 
1 2
, , ,

r

e e e… , ò.å. i-ÿ ñòðîêà åñòü ëèíåéíàÿ 

êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ: 
1

r

i s sj

s

e e

=

= λ∑ . �

Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû èãðàåò ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü â 
ìàòðè÷íîì àíàëèçå, â ÷àñòíîñòè ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. 
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УПРАЖНЕНИЯ 

1.14. Ïðåäïðèÿòèå ïðîèçâîäèò ïðîäóêöèþ òðåõ âèäîâ è èñ-
ïîëüçóåò ñûðüå äâóõ òèïîâ. Íîðìû çàòðàò ñûðüÿ íà åäèíèöó 

ïðîäóêöèè êàæäîãî âèäà çàäàíû ìàòðèöåé 
2 1 3

.

1 3 4

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 Ñòîè-

ìîñòü åäèíèöû ñûðüÿ êàæäîãî òèïà çàäàíà ìàòðèöåé 

( )10 15B = . Êàêîâû îáùèå çàòðàòû ïðåäïðèÿòèÿ íà ïðîèçâîä-

ñòâî 100 åäèíèö ïðîäóêöèè ïåðâîãî âèäà, 200 åäèíèö ïðîäóê-
öèè âòîðîãî âèäà è 150 åäèíèö ïðîäóêöèè òðåòüåãî âèäà? 

1.15. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ( )
2
,D AB C

′
= −  ãäå 

2 0

3 4 2 1 3

; 1 3 ; .

1 0 5 0 4

0 5

A B C

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

1.16. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ABC , ãäå 

4 3 28 93 7 3

; ; .

7 5 38 126 2 1

A B C

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1.17. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó 3 ,D ABC E= −  ãäå 

1 2 3

1 0 2

4 5 3

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

;

1

2

1

B

⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

; Ñ = (2  0  5); E — åäèíè÷íàÿ ìàò-

ðèöà.

1.18. Âû÷èñëèòü 3
,A  åñëè 

1 1 1

3 1 2

2 1 0

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

.

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè: 

1.19.

1 1 1

2 3 1

4 1 5

−

− −

. 1.20.

1 2 3 4

2 3 4 1

.

3 4 1 2

4 1 2 3

 1.21. 

0 6 3 5 1

3 2 4 1 0

.5 1 4 3 2

3 8 7 6 1

1 0 3 4 0

−

−

1.22. Îïðåäåëèòü, èìååò ëè ìàòðèöà A îáðàòíóþ, è åñëè èìå-
åò, òî âû÷èñëèòü åå: 

4 8 5

4 7 1 .

3 5 1

A

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠
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1.23. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó 1
11 ( )B A A

−

′ ′= ⋅ + , ãäå 

1 2 3

0 1 2 .

1 0 4

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

1.24. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ  ìàòðèöà A  íå èìååò îáðàòíîé 

4 1

2 5 1 .

0 1

A

λ⎛ ⎞

⎜ ⎟= −

⎜ ⎟
λ

⎝ ⎠

Íàéòè ðàíãè ìàòðèö:

1.25.

2 5 6

4 1 5 .

2 6 1

⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠

   1.26.

1 3 7 2 5

1 0 4 8 3 .

3 6 10 4 7

⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

1.27.

1 2 1 4

0 5 1 4 .

1 3 4 6

⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

1.28.

0 5 1 1 5

2 3 0 1 6

.

1 3 1 3 0

3 1 0 4 6

−⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟
− −

⎜ ⎟

−⎝ ⎠

1.29. Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ 
ñòðîê ìàòðèöû 

2 0 3 5 1

4 3 1 7 5

.

0 3 5 3 3

2 3 2 2 4

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟
− −

⎜ ⎟

−⎝ ⎠
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Глава 2

 СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ìíîæåñòâî ïðè-
êëàäíûõ, â òîì ÷èñëå è ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷. 

2.1. Основные понятия и определения 

Ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè èìååò âèä1:

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

;

;

.......................................................................

;

....................................

j j n n

j j n n

i i ij j in n i

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

+ + + + + =

+ + + + + =

+ + + + + =

… …

… …

… …

1 1 2 2

.....................................

,
m m mj j mn n m
a x a x a x a x b

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪ + + + + + =
⎩

… …

(2.1)

ãäå
ij
a , ( )1, 2, , ; 1, 2, ,

i
b i m j n= =… …  — ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, 

íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòàìè ïðè ïåðåìåííûõ è 
ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè óðàâíåíèé. 

Â áîëåå êðàòêîé çàïèñè ñ ïîìîùüþ çíàêîâ ñóììèðîâàíèÿ 
ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: 

( )

1

1, 2, ,

n

ij j i

j

a x b i m

=

= =∑ … .  (2.2)

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.1) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü n ÷è-

ñåë ( )
1 1 2 2

, , ,

n n

x k x k x k= = =… , ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ êàæ-

äîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî. 
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò 

õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé, åñëè îíà íå èìååò ðå- 
øåíèé. 

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè 
îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè îíà 
èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ñèñòåìà óðàâíåíèé 

                                         
1 Â ëèíåéíîé àëãåáðå îáû÷íî îáîçíà÷àþò ïåðåìåííûå îäíîé áóêâîé ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè èíäåêñàìè, ò.å. x1, x2, x3, ..., âìåñòî ïðèíÿòûõ â øêîëå îáîçíà÷åíèé 

x,  y, z,  ..., êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå íå î÷åíü óäîáíû. 
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1 2

1 2

2 20,

10

x x

x x

+ =⎧

⎨
− =

⎩

— ñîâìåñòíàÿ è îïðåäåëåííàÿ, òàê êàê èìååò 

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (10; 0); ñèñòåìà 1 2

1 2

2 10,

2 15

x x

x x

+ =⎧

⎨
+ =

⎩

 — íåñî-

âìåñòíàÿ; à ñèñòåìà óðàâíåíèé 1 2

1 2

2 10,

4 2 20

x x

x x

+ =⎧

⎨
+ =

⎩

 — ñîâìåñòíàÿ è 

íåîïðåäåëåííàÿ, òàê êàê èìååò áîëåå îäíîãî, à òî÷íåå áåñêîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (
1

,x c= x2 = 10 – 2c), ãäå c — ëþáîå 

÷èñëî.
Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, èëè ýêâè-

âàëåíòíûìè, åñëè îíè  èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. 
Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé, 
ðàññìîòðåííûõ â ãë. 1 ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòðèöàì (íàïðèìåð, 
óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé íà ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ; 
ñëîæåíèå óðàâíåíèé ñèñòåìû), ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà (2.1), ðàâíî-
ñèëüíàÿ äàííîé. 

Çàïèøåì ñèñòåìó (2.1) â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Îáîçíà÷èì: 

11 12 1

21 22 2

1 2

;

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

⎛ ⎞

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

…

…

… … … …

…

A
1 1

2 2

; ,

n m

x b

x b

x b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …

X B

ãäå A — ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ, èëè ìàòðèöà 

ñèñòåìû, X — ìàòðèöà-ñòîëáåö ïåðåìåííûõ; B — ìàòðèöà-
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Òàê êàê ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû 
m n×

A ðàâíî ÷èñëó ñòðîê 

ìàòðèöû 
1n×

X , òî èõ ïðîèçâåäåíèå 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

...........................................

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + +⎛ ⎞

⎜ ⎟
+ + +

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ + +
⎝ ⎠

…

…

…

AX

åñòü ìàòðèöà-ñòîëáåö. Ýëåìåíòàìè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ÿâëÿ-
þòñÿ ëåâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.1). Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðà-
âåíñòâà ìàòðèö ñèñòåìó (2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: 

 AX = B. (2.3)
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2.2. Система n линейных уравнений 

с n переменными. Метод обратной матрицы 

и формулы Крамера 

Ïóñòü ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1) ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåí-
íûõ, ò.å. m = n. Òîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, à 

åå îïðåäåëèòåëü Δ = A  íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû. 

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðå-
ìåííûìè:

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

;

,

a x a x b

a x a x b

+ =⎧

⎨
+ =

⎩

 (2.4)

â êîòîðîé õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ îò-
ëè÷åí îò íóëÿ. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ 
2
x , óì-

íîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 
22
a , âòîðîå — íà (–

12
a ) è ñëîæèâ 

èõ. Çàòåì èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ 
1
x , óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå 

íà (–
21
a ), âòîðîå — íà 

11
a  è òàêæå ñëîæèâ èõ. Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷èì ñèñòåìó: 

( )

( )

11 22 21 12 1 1 22 2 12

11 22 21 12 2 11 2 21 2

;

.

a a a a x b a b a

a a a a x a b a b

⎧ − = −

⎨
− = −

⎩

 (2.5)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû 

11 12

11 22 21 12

21 22

.

a a

a a a a

a a

Δ = − =

Îáîçíà÷èâ 

1 12

1 1 22 2 12

2 22

,

b a

b a b a

b a

Δ = − =
11 1

2 11 2 21 1

21 2

,

a b

a b a b

a b

Δ = − =

ñèñòåìà (2.5) ïðèìåò âèä: 

1 1

2 2

;

.

x

x

Δ ⋅ = Δ⎧

⎨
Δ ⋅ = Δ

⎩

 (2.6)

Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñ-
òåìû 0Δ ≠ , òî ñèñòåìà (2.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðå-

äåëÿåìîå ïî ôîðìóëàì: 1 2

1 2
, .x x

Δ Δ

= =

Δ Δ

Åñëè 0,Δ =  à 
1

0Δ ≠  (èëè 
2

0)Δ ≠ , òî ñèñòåìà (2.4) íåñîâìå-

ñòíàÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó: 1 1

2 2

0 ;

0 .

x

x

⋅ = Δ⎧

⎨
⋅ = Δ

⎩
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Åñëè
1 2

0Δ = Δ = Δ = , òî ñèñòåìà (2.4) íåîïðåäåëåííàÿ è èìå-

åò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðè-

âîäèòñÿ ê âèäó: 1

2

0 0;

0 0.

x

x

⋅ =⎧

⎨
⋅ =

⎩

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ïðè m = n â îáùåì âè-

äå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû 
n n×

A  íåâû-

ðîæäåííàÿ, ò.å. åå îïðåäåëèòåëü 0.A ≠  Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâó-

åò îáðàòíàÿ ìàòðèöà 1
A
− .

Óìíîæàÿ ñëåâà îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà (2.3) íà ìàò-

ðèöó 1
A
− , ïîëó÷èì ( )

1 1
.A AX A B

− −

=  Òàê êàê 

( ) ( )
1 1

A AX A A X
− −

= = EX X= , òî ðåøåíèåì ñèñòåìû ìåòîäîì 

îáðàòíîé ìàòðèöû áóäåò ìàòðèöà-ñòîëáåö 

1
.X A B

−

= (2.7)

Òåîðåìà Êðàìåðà. Ïóñòü Δ  — îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû A, 

à
j

Δ  — îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé èç ìàòðèöû A çàìåíîé 

j-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Òîãäà, åñëè 0Δ ≠ , òî ñèñ-

òåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëàì: 

( 1, 2, , )
j

j
x j n

Δ

= =

Δ

… . (2.8)

Ôîðìóëû (2.8) ïîëó÷èëè íàçâàíèå ôîðìóë Êðàìåðà.

� Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.14) îáðàòíàÿ ìàòðèöà 1

1

,A A

A

−

=

�  ãäå 

A
�  — ìàòðèöà, ïðèñîåäèíåííàÿ ê ìàòðèöå A . Òàê êàê ýëåìåíòû 

ìàòðèöû  A�  åñòü àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðè-

öû  A
′

, òðàíñïîíèðîâàííîé ê À, òî çàïèøåì ðàâåíñòâî (2.7) â 

ðàçâåðíóòîé ôîðìå: 

11 21 11 1

2 12 22 2 2

1 2

...

1 ...

.

... ... ... ...

...

n

n

n nn n nn

A A Ax b

x A A A b

A

x bA A A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

… …
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A = Δ , ïîëó÷èì ïîñëå óìíîæåíèÿ ìàòðèö 

1 11 2 21 11

2 1 12 2 22 2

1 1 2 2

...

1 ...

,

.........................................

...

n n

n n

n n n n nn

b A b A b Ax

x b A b A b A

x b A b A b A

+ + +⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
+ + +

= ⎜ ⎟⎜ ⎟

Δ
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ + +

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…

 îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ  

ëþáîãî ( 1, 2, , )j j n= …

( )1 1 2 2

1

.
j j j n nj

x b A b A b A= + + +

Δ

…

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 9 îïðåäåëèòåëåé (ñì. § 1.4) 
1 1 j
b A +

2 2 j
b A+

n nj j
b A+ + = Δ… , ãäå 

j
Δ  — îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó-

÷åííîé èç ìàòðèöû A çàìåíîé го-j ñòîëáöà ( 1, 2, , )j n= …  ñòîëá-

öîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, 
j

j
x

Δ

=

Δ

. �

Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ôîðìóëû Êðàìåðà áûëè ïîëó÷åíû 
íàìè â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (2.4) 2n =  óðàâ-

íåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. 

� Ïðèìåð 2.1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3,

2 11,

2 8

x x x

x x x

x x x

− + =⎧
⎪

+ + =⎨

⎪ + + =
⎩

à) ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû; á) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà. 
Ð å ø å í è å. à) Îáîçíà÷èì 

1

2

3

1 1 1 3

2 1 1 ; ; 11 .

1 1 2 8

x

A X x B

x

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Òîãäà â ìàòðè÷íîé ôîðìå äàííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä: .AX B=

Íàéäåì îïðåäåëèòåëü 5A =  (ñì. ïðèìåð 1.10). Òàê êàê 0A ≠ ,

òî ìàòðèöà A  – íåâûðîæäåííàÿ, è ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðè-

öà 1
A
− . Ìàòðèöó  1

A
−  íàõîäèì ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåííîìó â 

§ 1.5. Ïîëó÷èì (ñì. ïðèìåð 1.10):
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1

1 3 2

1

3 1 1

5
1 2 3

A
−

−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

. Òåïåðü ïî ôîðìóëå (2.7)

1

1 3 2 3 20 4

1 1

3 1 1 11 10 2 ,

5 5
1 2 3 8 5 1

X A B
−

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − = =

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ò.å. ðåøåíèå ñèñòåìû (4; 2; 1). 

á) Íàéäåì îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû 5AΔ = =  (ñì. ï. à). Òàê 

êàê 0Δ ≠ , òî ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå 

ðåøåíèå. 

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëè ìàòðèö 
1 2 3
, ,Δ Δ Δ , ïîëó÷åííûõ èç 

ìàòðèöû A  çàìåíîé ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî 
ñòîëáöîâ ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ: 

1

3 1 1

11 1 1 20;

8 1 2

−

Δ = =
2

1 3 1

2 11 1 10;

1 8 2

Δ = =
3

1 1 3

2 1 11 5

1 1 8

−

Δ = =

(ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). 
Òåïåðü ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà (2.8) 

1

1

20

4;

5

x

Δ

= = =

Δ

2

2

10

2;

5

x

Δ

= = =

Δ

3

3

5

1,

5

x

Δ

= = =

Δ

ò.å. ðåøåíèå ñèñòåìû (4; 2; 1). 
Â êîíöå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (ëþáûì ñïîñîáîì) ðåêîìåíäóåì 

ñäåëàòü ïðîâåðêó, ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ 
ñèñòåìû, è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíè îáðàùàþòñÿ â âåðíûå ðà-

âåíñòâà. �

Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ðåøåíèÿ ñèñòåì n ëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà è ìåòîäîì 
îáðàòíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ èõ áîëüøàÿ òðóäîåìêîñòü, ñâÿçàííàÿ 
ñ âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëåé è íàõîæäåíèåì îáðàòíîé ìàòðè-
öû. Ïîýòîìó ýòè ìåòîäû ïðåäñòàâëÿþò ñêîðåå òåîðåòè÷åñêèé 
èíòåðåñ è íà ïðàêòèêå íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ 
ðåàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ÷àñòî ê ñèñòåìàì ñ 
áîëüøèì ÷èñëîì óðàâíåíèé è ïåðåìåííûõ. 
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2.3. Метод Гаусса 

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 
n ïåðåìåííûìè â îáùåì âèäå. 

Ìåòîä Ãàóññà — ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ — çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê ðàâíîñèëüíîé ñèñ-
òåìå ñòóïåí÷àòîãî (èëè òðåóãîëüíîãî) âèäà, èç êîòîðîé ïîñëåäî-
âàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíèõ (ïî íîìåðó) ïåðåìåííûõ, íàõî-
äÿòñÿ âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå  (2.1) êîýôôèöèåíò ïðè ïåðå-

ìåííîé 
1
x  â ïåðâîì óðàâíåíèè 

11
0a ≠  (åñëè ýòî íå òàê, òî ïå-

ðåñòàíîâêîé óðàâíåíèé ìåñòàìè äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû  
11

0a ≠ ).

Øàã 1. Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà ïîäõîäÿùèå ÷èñëà (à 

èìåííî íà 
21 11 31 11 1 11
/ , / , , /

m

a a a a a a− − −… ) è ïðèáàâëÿÿ ïîëó-

÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî êî âòîðîìó, òðåòüåìó, ..., m-

ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (2.1), èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ 
1
x  èç âñåõ 

ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Ïîëó÷èì 

11 1 12 2 1 1

(1) (1) (1)

222 2 2

(1) (1) (1)

22

(1) (1)

22

... ,

... ,

..................................................

... ,

..................................................

...

n n

nn

in n ii

mnm

a x a x a x b

a x a x b

a x a x b

a x a

+ + + =

+ + =

+ + =

+ +
(1)

,

n m
x b

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪
=

⎩

(2.9)

ãäå áóêâàìè ñ âåðõíèì èíäåêñîì (1) îáîçíà÷åíû íîâûå êîýô-
ôèöèåíòû, ïîëó÷åííûå ïîñëå ïåðâîãî øàãà. 

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
(1)

22
0a ≠  (åñëè ýòî íå òàê, òî ñîîò-

âåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêîé óðàâíåíèé èëè ïåðåìåííûõ ñ èçìå-

íåíèåì èõ íîìåðîâ äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû 
(1)

22
0a ≠ ).

Óìíîæàÿ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïîäõîäÿùèå ÷èñëà (
(1) (1)

32 22
,a a−

)
(1) (1) (1) (1)

42 22 2 22
/ , ..., /

m

a a a a  è ïðèáàâëÿÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ê òðåòüåìó, ÷åòâåðòîìó, ..., m-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû, 

èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ 
2
x  èç âñåõ ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé, íà-

÷èíàÿ ñ òðåòüåãî. 
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Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåí-

íûõ x3, x4, ..., xr–1, ïîñëå ( )1r − -ãî øàãà ïîëó÷èì ñèñòåìó 

11 1 12 2 1 1, 1 1 1 1

(1) (1) (1) (1) (1)

2 122 2 2, 1 2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1, 1

( 1)

1

( 1)

,

,

,

0 ,

0 .

r r r r n n

r r nr r n

r r r r

rr r r rn n rr r

r

r

r

m

a x a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x b

b

b

+ +

++

− − − −

++

−

+

−

+ + + + + + =⎧

⎪
+ + + + + =

⎪

⎪

⎪
⎪ + + + =

⎨

⎪

⎪ =

⎪

⎪

⎪ =
⎩

… …

… …

…… … … ……

…

… … … ……

……

(2.10)

×èñëî íóëü â ïîñëåäíèõ m–r óðàâíåíèÿõ îçíà÷àåò, ÷òî èõ ëå-

âûå ÷àñòè èìåþò âèä 
1 2

0 0 0 .
n

x x x⋅ + ⋅ + + ⋅… Åñëè õîòÿ áû îäíî 

èç ÷èñåë 
( 1) ( 1)

1
, ,

r r

mr

b b

− −

+

…  íå ðàâíî íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðà-

âåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî, è ñèñòåìà (2.1) íåñîâìåñòíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ÷èñëà 
( 1) ( 1)

1
, ,

r r

mr

b b

− −

+

…  â ñèñòåìå (2.10) ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-

ñëåäíèå m r−  óðàâíåíèé â ñèñòåìå (2.10) ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè 

è èõ ìîæíî íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû 

(2.1). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ «ëèøíèõ»  óðàâíåíèé 

âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: à) ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.10) ðàâíî 

÷èñëó ïåðåìåííûõ, ò.å. r n=  (â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.10) èìååò 

òðåóãîëüíûé âèä); á) r < n (â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.10) èìååò 

ñòóïåí÷àòûé âèä). 

Ïåðåõîä ñèñòåìû (2.1) ê ðàâíîñèëüíîé åé ñèñòåìå (2.10) íà-

çûâàåòñÿ ïðÿìûì õîäîì  ìåòîäà Ãàóññà, à íàõîæäåíèå ïåðåìåí-

íûõ èç ñèñòåìû (2.10) — îáðàòíûì õîäîì.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà óäîáíî ïðîâîäèòü, îñóùåñòâëÿÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ íå ñ ñàìèìè óðàâíåíèÿìè, à ñ ìàòðèöåé èõ êîýô-
ôèöèåíòîâ. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó 

11 12 1 1

21 22 2 2

1

1 2

...

...

... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b

A

a a a b

⎛ ⎞

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

, (2.11)
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íàçûâàåìóþ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (2.1), èáî â íåå, 
êðîìå ìàòðèöû ñèñòåìû A , äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷åí ñòîëáåö 
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. 

� Ïðèìåð 2.2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 6,

2 4 2 3 18,

3 2 2 4,

2 3 2 8.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =⎧

⎪ + − − =⎪

⎨
+ − + =

⎪

− + + = −⎪⎩

Ð å ø å í è å. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò âèä: 

1 2 3 2 6

2 4 2 3 18

3 2 1 2 4

2 3 2 1 8

−⎛ ⎞

⎜ ⎟− −

⎜ ⎟
−

⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

.

Øàã 1. Òàê êàê 
11

1 0a = ≠ , òî óìíîæàÿ ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðè-

öû íà ÷èñëà (–2), (–3), (–2) è ïðèáàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ñòðîêè 
ñîîòâåòñòâåííî êî âòîðîé, òðåòüåé, ÷åòâåðòîé ñòðîêàì, èñêëþ-

÷èì ïåðåìåííóþ 
1
x  èç âñåõ ñòðîê, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé. Çàìåòèâ, 

÷òî â íîâîé ìàòðèöå 
(1)

22
0a = , ïîìåíÿåì ìåñòàìè âòîðóþ è òðå-

òüþ ñòðîêè: 

1 2 3 2 6

0 0 8 1 6

0 4 10 8 14

0 7 4 5 20

−⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟
− − −

⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

∼

1 2 3 2 6

0 4 10 8 14

0 0 8 1 6

0 7 4 5 20

−⎛ ⎞

⎜ ⎟− − −

⎜ ⎟
−

⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

Øàã 2. Òàê êàê òåïåðü  
(1)

22
4 0a = − ≠ , òî óìíîæàÿ âòîðóþ ñòðî-

êó íà ( )7 4−  è ïðèáàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ ñòðîêó ê ÷åòâåðòîé, èñ-

êëþ÷èì ïåðåìåííóþ 
2
x  èç âñåõ ñòðîê, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé: 

1 2 3 2 6

0 4 10 8 14

0 0 8 1 6

0 0 13,5 9 4,5

−⎛ ⎞

⎜ ⎟− − −

⎜ ⎟
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∼

1 2 3 2 6

0 4 10 8 14

.0 0 8 1 6

117 117

0 0 0

16 8

−⎛ ⎞

⎜ ⎟− − −

⎜ ⎟
−

⎜ ⎟

⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

Øàã 3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
(2)

33
8 0a = − ≠ , óìíîæàåì òðåòüþ ñòðîêó 

íà 13,5/8 = 27/16, è ïðèáàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ ñòðîêó ê ÷åòâåðòîé, 
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èñêëþ÷èì èç íåå ïåðåìåííóþ 
3
.x  Ïîëó÷èì (ñì. ïîñëåäíþþ 

ìàòðèöó) ñèñòåìó óðàâíåíèé 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

2 3 2 6,

4 10 8 14,

8 6,

117 117

,

16 8

x x x x

x x x

x x

x

+ + − =⎧

⎪ − − + = −

⎪
− + =⎨

⎪

− =⎪

⎩

îòêóäà, èñïîëüçóÿ îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà, íàéäåì èç ÷åòâåð-

òîãî óðàâíåíèÿ 
4

2x = − ; èç òðåòüåãî  4

3

6 6 2

1

8 8

x

x

− +

= = = −

− −

; èç 

âòîðîãî 4 3

2

14 8 10 14 8( 2) 10( 1)

2

4 4

x x

x

− − + − − − + −

= = =

− −

 è èç ïåð-

âîãî óðàâíåíèÿ
1 4 3 2

6 2 3 2 6 2( 2) 3( 1) 2 2 1,x x x x= + − − = + − − − − ⋅ =

ò.å. ðåøåíèå ñèñòåìû (1; 2; –1; 2). �

� Ïðèìåð 2.3. Ìåòîäîì Ãàóññà ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 7,

2 3 3,

4 16.

x x x

x x x

x x x

+ − =⎧
⎪

− + =⎨

⎪ + − =
⎩

Ð å ø å í è å. Ïðåîáðàçóåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû 

1 2 1 7

2 3 1 3

4 1 1 16

−⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

∼

1 2 1 7

0 7 3 11

0 7 3 12

−⎛ ⎞

⎜ ⎟− −

⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠

∼

1 2 1 7

0 7 3 11 .

0 0 0 1

−⎛ ⎞

⎜ ⎟− −

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

Èòàê, óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òðåòüåé ñòðîêå ïîñëåäíåé 
ìàòðèöû, ïðîòèâîðå÷èâî — îíî ïðèâåëîñü ê íåâåðíîìó ðàâåíñò-

âó 0 1= − , ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. �

2.4. Система m линейных уравнений 

с n переменными 

Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ìàêñè-
ìàëüíîìó ÷èñëó åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê (ñì. § 1.6). Ïî-

ýòîìó, åñëè ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû 
1
A , ò.å. óðàâíåíèÿ 

ñèñòåìû (2.1), ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ðàíã ìàòðèöû 
1
A  ðàâåí 

÷èñëó åå óðàâíåíèé, ò.å. r m= , åñëè — ëèíåéíî çàâèñèìû, òî  

r < m.
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Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (2.1) â îáùåì âèäå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå. 

Òåîðåìà Êðîíåêåðà—Êàïåëëè. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî-
âìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðà-
âåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû.

� Íå ïðîâîäÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ïîÿñíèì åãî. 
Â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) ê âèäó 
(2.10), ò.å. ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû ñèñòåìû A  è 

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
1
A , ðàíãè ýòèõ ìàòðèö íå èçìåíÿþòñÿ. 

Ðàíåå (ñì. § 2.3) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà (2.10) ñîâìåñòíà 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû  
( 1) ( 1)

1
, ,

r r

mr

b b

− −

+

…  ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ðàíã ìàòðèöû è ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû (2.10), 

òàê æå êàê è äàííîé ñèñòåìû (2.1), ñîâïàäàþò (îáà ðàâíû r). �

Äëÿ ñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âåðíû ñëåäóþ-
ùèå òåîðåìû. 

1. Åñëè ðàíã ìàòðèöû ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ðàâåí ÷èñëó ïåðå-
ìåííûõ, ò.å. r n= , òî ñèñòåìà (2.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

2. Åñëè ðàíã ìàòðèöû ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ìåíüøå ÷èñëà ïåðå-
ìåííûõ, ò.å. r < n, òî ñèñòåìà (2.1) íåîïðåäåëåííàÿ è èìååò áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. 

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (2.1) ïðèâåäåì â âèäå ñõå-
ìû (ðèñ. 2.1): 

Ðèñ. 2.1

Ïóñòü r < n. r ïåðåìåííûõ 
1 2
, , ,

r

x x x…  íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè

(èëè áàçèñíûìè), åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èç êîýôôèöèåíòîâ 
ïðè íèõ (ò.å. áàçèñíûé ìèíîð) îòëè÷åí îò íóëÿ. Îñòàëüíûå 
n r−  íàçûâàþòñÿ íåîñíîâíûìè  (èëè ñâîáîäíûìè).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1), â êîòîðîì âñå n r−  íåîñíîâíûõ ïå-

ðåìåííûõ ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì.
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Òàê êàê êàæäîìó ðàçáèåíèþ ïåðåìåííûõ íà îñíîâíûå è íå-
îñíîâíûå ñîîòâåòñòâóåò îäíî áàçèñíîå ðåøåíèå, à ÷èñëî ñïîñî-

áîâ ðàçáèåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ñî÷åòàíèé1 r

n

C , òî è áàçèñ-

íûõ ðåøåíèé èìååòñÿ íå áîëåå r

n

C . Òàêèì îáðàçîì, ñîâìåñòíàÿ 

ñèñòåìà  m  ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ  n  ïåðåìåííûìè (m < n)  èìååò 
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ñðåäè êîòîðûõ áàçèñíûõ ðåøåíèé 

êîíå÷íîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå r

n

C , ãäå  r ≤ m.

Ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 2.1 ñõåìà íå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ 
ñèñòåìû (2.1) â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü îòäåëüíî, à 
çàòåì ñðàâíèâàòü ðàíãè ìàòðèöû ñèñòåìû A  è ðàñøèðåííîé 

ìàòðèöû 
1
A . Äîñòàòî÷íî ñðàçó ïðèìåíèòü ìåòîä Ãàóññà.  

Äîñòîèíñòâà ìåòîäà Ãàóññà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè (â ÷àñò-
íîñòè, ïðèâåäåííûìè â § 2.2): 

• çíà÷èòåëüíî ìåíåå òðóäîåìêèé; 
• ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî óñòàíîâèòü, ñîâìåñòíà ñèñòåìà èëè 

íåò, à â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè íàéòè åå ðåøåíèÿ (åäèíñòâåííîå 
èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî); 

• äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íå-
çàâèñèìûõ óðàâíåíèé — ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû. 

� Ïðèìåð 2.4. Ìåòîäîì Ãàóññà ðåøèòü ñèñòåìó 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5,

2 2 3 6,

3 2 1.

x x x x

x x x x

x x x x

− + − =⎧
⎪

+ − + = −⎨

⎪ + − + = −
⎩

Ð å ø å í è å. Ïðåîáðàçóåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû 
(äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé áåðåì â êà÷åñòâå ïåðâîé ñòðîêè êî-
ýôôèöèåíòû âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ïðè 

1
x  ðàâåí 1): 

1 2 2 3 6

2 1 1 1 5

3 1 1 2 1

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟− −

⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠

∼

1 2 2 3 6

0 5 5 7 17

0 5 5 7 17

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟− −

⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠

∼

                                         
1 Ñî÷åòàíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî r íàçûâàþòñÿ êîìáèíàöèè (ñîåäèíåíèÿ) èç  

n ýëåìåíòîâ ïî r, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ. ×èñëî r

n

C  âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 
( 1)...( 1)

1 2 ...

r

n

n n n r

C

r

− − +

=

⋅ ⋅ ⋅

.
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∼

1 2 2 3 6

0 5 5 7 17

0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟− −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∼

1 2 2 3 6

0 5 5 7 17

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

, ò.å. ðàíã ìàò-

ðèöû ñèñòåìû 2r = .

Îñòàâëÿåì â ëåâîé ÷àñòè ïåðåìåííûå 
1 2
,x x , êîòîðûå áåðåì 

çà îñíîâíûå (îïðåäåëèòåëü èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íèõ (áàçèñ-

íûé ìèíîð) îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.å. 
1 2

0

0 5

≠

−

). Îñòàëüíûå íåîñ-

íîâíûå ïåðåìåííûå 
3 4
,x x  ïåðåíîñèì â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíå-

íèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó 

1 2 3 4

2 3 4

2 6 2 3 ,

5 17 5 7 ,

x x x x

x x x

+ = − + −⎧

⎨
− = − +

⎩

îòêóäà

2 3 4

17 7

5 5

x x x= + −   è 

1 3 4 3 4 4

17 7 4 1

6 2 3 2 .

5 5 5 5

x x x x x x

⎛ ⎞
= − + − − − + − = −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Çàäàâàÿ íåîñíîâíûì ïåðåìåííûì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ 

3 1
x c= ,

4 2
x c= , íàéäåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòå-

ìû
1 2 2 1 2 3 1 4 2

4 1 17 7

; ; ; .

5 5 5 5

x c x c c x c x c

⎛ ⎞
= − = − + − = =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

� Ïðèìåð 2.5. Íàéòè âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ïðèâå-

äåííîé â ïðèìåðå 2.4.
Ð å ø å í è å. Ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû 2r =  (ýòî ñëåäóåò èç 

ïðèìåðà 2.4), ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, íà-
ïðèìåð, òðåòüå, ìîæíî îòáðîñèòü. 

Îáùåå ÷èñëî ãðóïï îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ íå áîëåå 

÷åì1 2

4

4 3

6

1 2

r

n

C C

⋅

= = =

⋅

, ïîýòîìó âîçìîæíû ñëåäóþùèå ãðóïïû 

îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ: 
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4
, ; , ; , ; , ; , ; ,x x x x x x x x x x x x .

Âûÿñíèì, ìîãóò ëè ïåðåìåííûå 
1 2
,x x  áûòü îñíîâíûìè. Òàê 

êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ýòèõ ïåðå-

                                         
1 Ñì. ñíîñêó íà ñ. 49. 
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ìåííûõ, ò.å. áàçèñíûé ìèíîð 
2 1

5 0

1 2

−

= ≠ , òî 
1 2
,x x  ìîãóò 

áûòü îñíîâíûìè ïåðåìåííûìè. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, íàéäåì, 
÷òî èç âñåõ âîçìîæíûõ ãðóïï îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ òîëüêî ïå-

ðåìåííûå 
2 3
,x x  íå ìîãóò áûòü îñíîâíûìè, èáî 

1 1

0.

2 2

−

=

−

Íàéäåì ïåðâîå áàçèñíîå ðåøåíèå, âçÿâ â êà÷åñòâå îñíîâíûõ 

ïåðåìåííûõ
1 2
,x x , à â êà÷åñòâå íåîñíîâíûõ — ïåðåìåííûå 

3 4
,x x . Ïðèðàâíÿâ íåîñíîâíûå ïåðåìåííûå íóëþ, ò.å. 

3 4
0x x= = ,

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå: 1 2

1 2

2 5

2 6

x x

x x

− =⎧

⎨
+ = −

⎩

, îòêóäà 

1 2

4 17

; ,

5 5

x x= = −  ò.å. ïåðâîå áàçèñíîå ðåøåíèå (4/5; –17/5; 0; 0). 

Åñëè âçÿòü çà îñíîâíûå ïåðåìåííûå 
1 3
,x x  è ïðèðàâíÿòü íóëþ 

ñîîòâåòñòâóþùèå íåîñíîâíûå ïåðåìåííûå 
2 4
, ,x x  ò.å. 

2 4
0x x= = ,

òî ïîëó÷èì âòîðîå áàçèñíîå ðåøåíèå (4/5; 0; 17/5; 0). Àíàëîãè÷-
íî íàõîäÿòñÿ è îñòàëüíûå áàçèñíûå ðåøåíèÿ (9/7; 0; 0; –17/7), 

(0; –9; 0; 4) è (0; 0; 9; 4).  �

2.5. Системы линейных однородных уравнений.  

Фундаментальная система решений 

Ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ 
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, åñëè âñå èõ ñâîáîä-
íûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ. Òàêàÿ ñèñòåìà èìååò âèä: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0,

... 0,

.................................................

... 0,

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧

⎪ + + + =⎪

⎨

⎪

+ + + =⎪⎩

(2.12)

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âñåãäà ñîâìåñòíà, 
òàê êàê îíà âñåãäà èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, íóëåâîå (èëè òðèâè-
àëüíîå) ðåøåíèå (0, 0, ..., 0). 

Åñëè â ñèñòåìå (2.12) m n= , à åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, 
òî òàêàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, êàê ýòî ñëåäóåò èç 
òåîðåìû è ôîðìóë Êðàìåðà. Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, 
âîçìîæíû ëèøü äëÿ òàêèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé, â êîòîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ èëè 
ïðè èõ ðàâåíñòâå, êîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ. 
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Èíà÷å: ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé èìååò íåíóëåâûå 
ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã åå ìàòðèöû êîýôôèöèåí-
òîâ ïðè ïåðåìåííûõ ìåíüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ò.å. ïðè ( )r A < n.

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.12) 
1 1
x k= ,

2 2
, ,

n n

x k x k= =…

â âèäå ñòðîêè ( )
1 1 2

, , ,

n

e k k k= … .

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îáëàäàþò 
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 

1. Åñëè ñòðîêà ( )
1 1 2

, , ,

n

e k k k= … — ðåøåíèå ñèñòåìû (2.12), òî 

è ñòðîêà ( )
1 1 2

, , ,

n

e k k kλ = λ λ λ…  — òàêæå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. 

2. Åñëè ñòðîêè ( )
1 1 2

, , ,

n

e k k k= …  è ( )
2 1 2

, , ,

n

e l l l= …  — ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû (2.12), òî ïðè ëþáûõ 
1
c  è 

2
c èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ ( )
1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2

, , ,

n n

c e c e c k c l c k c l c k c l+ = + + +…  — òàêæå

ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.
Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñ-

òåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ìîæíî íåïîñðåäñòâåí-
íîé ïîäñòàíîâêîé èõ â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. 

Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ 
êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé 
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿ-
åò èíòåðåñ íàéòè òàêèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (2.12), ÷åðåç êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàëèñü áû âñå îñòàëü-
íûå åå ðåøåíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé 

1 2
, , ,

k
e e e…  íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè êàæäîå ðåøåíèå 

ñèñòåìû (2.12) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåøåíèé 

1 2
, , ,

k
e e e… .

Òåîðåìà.  Åñëè ðàíã r ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ 
ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (2.12) ìåíüøå ÷èñëà ïåðå-
ìåííûõ n , òî âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòå- 

ìû (2.12) ñîñòîèò èç n r−  ðåøåíèé.
Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.12) ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ 

óðàâíåíèé èìååò âèä: 

1 1 2 2 k k
c e c e c e+ + +… , (2.13)

ãäå
1 2
, , ,

k
e e e…  — ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, 

1 2
, , ,

k
c c c…  — ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà è k = n – r.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû m ëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè (2.1) ðàâíî ñóììå îáùåãî ðåøåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé åé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.12) 
è ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû (2.1).

2.6. Решение задач 

� Ïðèìåð 2.6. Äàíû ìàòðèöû 

3 2

;

1 1

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 2 7

;

0 4 8

B

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

4 7

0 1

.

2 3

3 4

C

⎛ ⎞

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: à) ;AX B=  á) XA C= .

Ð å ø å í è å. à) Äëÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A  ðåøåíèå 

óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî òîé æå ôîðìóëå (2.7) 1
X A B

−

= , íî 
çäåñü íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî X  íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé-ñòîëáöîì 

(êàê ýòî áûëî â § 2.1), à èìååò ðàçìåð ( )2 3× , èáî 

1

2 3 2 32 2
A B X
−

× ××

= .

Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó 1
A
−  ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ïðèâå-

äåííîìó â § 1.5: 

3 1 1 2 1A = ⋅ − ⋅ = ; òàê êàê 0A ≠ , òî 1
A
−  ñóùåñòâóåò. Ìàòðè-

öà A′ , òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A , èìååò âèä 
3 1

2 1

A

⎛ ⎞
′ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

, à ìàòðè-

öà A
�  èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A′

åñòü
1 2

1 3

A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

� .

Òåïåðü  1

1 1 2

1 3

A A

A

−

−⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

� è ìàòðèöà ïåðåìåííûõ  

1

1 2 1 2 7 1 6 9

.

1 3 0 4 8 1 10 17

X A B
−

− − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

á) Ïîëàãàÿ ìàòðèöó A  íåâûðîæäåííîé, óìíîæèì îáå ÷àñòè 

óðàâíåíèÿ XA C= ñïðàâà íà îáðàòíóþ ìàòðèöó 1
A
− : (XA)A–1=CA–1.

Òàê êàê ( ) ( )
1 1

XA A X AA XE X
− −

= = = , òî 1
X CA

−

=  è ðàçìåð 

ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ( )4 2 ,×  òàê êàê 1

4 2 4 22 2
.C A X

−

× ××

× =  Ñëåäî-

âàòåëüíî, 
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4 7 3 13

0 1 1 2 1 3

.

2 3 1 3 1 5

3 4 1 6

X

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

� Ïðèìåð 2.7. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

4 3 6 8 5 4

.

1 1 2 1 2 0

X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ð å ø å í è å. Îáîçíà÷èâ 
4 3

1 1

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

,
6 8

,

2 1

B

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

5 4

,

2 0

C

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå â âèäå .AXB C=  Óìíîæèì îáå ÷àñòè 

óðàâíåíèÿ ñëåâà íà îáðàòíóþ ìàòðèöó  1
A
−  è ñïðàâà íà îáðàò-

íóþ ìàòðèöó 1
B
− , ó÷èòûâàÿ, ÷òî A  è B  — íåâûðîæäåííûå 

ìàòðèöû: 1 0,A = ≠ 10 0B = − ≠ .

Ïîëó÷èì ( )
1 1 1 1

.A AXB B A CB
− − − −

=  Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 

( )
1 1

A AXB B
− −

= ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

A A XB B E XB B XB B
− − − −

= = =

= ( )
1

X BB
−

= ,XE X=  ïîëó÷èì 1 1
.X A CB

− −

=

Òåïåðü íàéäåì 1 1

11 3 1 8

, .

1 4 2 610

A B
− −

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ïîýòîìó

1 11 3 5 4 1 8 11 4 1 8

1 4 2 0 2 6 13 4 2 6
10 10

X

⎡ ⎤− − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥

− − − − − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

1 3 64 0,3 6,4

.

5 80 0,5 8,010

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

� Ïðèìåð 2.8. Îáóâíàÿ ôàáðèêà ñïåöèàëèçèðóåòñÿ ïî âûïóñêó èç-

äåëèé òðåõ âèäîâ: ñàïîã, êðîññîâîê è áîòèíîê; ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ 

ñûðüå òðåõ òèïîâ: 
1 2 3
, ,S S S . Íîðìû ðàñõîäà êàæäîãî èç íèõ íà îäíó 

ïàðó îáóâè è îáúåì ðàñõîäà ñûðüÿ íà 1 äåíü çàäàíû òàáëèöåé: 

Âèä
ñûðüÿ

Íîðìû ðàñõîäà ñûðüÿ íà îäíó ïàðó,  
óñë. åä. 

Ðàñõîä ñûðüÿ íà 
1 äåíü, óñë. åä. 

 Ñàïîãè Êðîññîâêè Áîòèíêè  

1
S

5 3 4 2700 

2
S

2 1 1 800 

3
S

3 2 2 1600 
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Íàéòè åæåäíåâíûé îáúåì âûïóñêà êàæäîãî âèäà îáóâè. 

Ð å ø å í è å. Ïóñòü åæåäíåâíî ôàáðèêà âûïóñêàåò 
1
x  ïàð 

ñàïîã,
2
x  ïàð êðîññîâîê è 

3
x  ïàð áîòèíîê. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè 

ñ ðàñõîäîì ñûðüÿ êàæäîãî âèäà èìååì ñèñòåìó: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3 4 2700,

2 900,

3 2 2 1600.

x x x

x x x

x x x

+ + =⎧
⎪

+ + =⎨

⎪ + + =
⎩

Ðåøàÿ ñèñòåìó ëþáûì ñïîñîáîì, íàõîäèì (200; 300; 200), ò.å. 
ôàáðèêà âûïóñêàåò 200 ïàð ñàïîã, 300 — êðîññîâîê è 200 ïàð 

áîòèíîê. �

� Ïðèìåð 2.9. Ñ äâóõ çàâîäîâ ïîñòàâëÿþòñÿ àâòîìîáèëè äëÿ 

äâóõ àâòîõîçÿéñòâ, ïîòðåáíîñòè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî 200 è 
300 ìàøèí. Ïåðâûé çàâîä âûïóñòèë 350 ìàøèí, à âòîðîé — 150 ìà-
øèí. Èçâåñòíû çàòðàòû íà ïåðåâîçêó ìàøèí ñ çàâîäà â êàæäîå 
àâòîõîçÿéñòâî (ñì. òàáëèöó). 

Çàâîä Çàòðàòû íà ïåðåâîçêó â àâòîõîçÿéñòâî,  äåí. åä. 

 1 2 

1 15 20 

2 8 25 

Ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà ïåðåâîçêó ðàâíû 7950 äåí. åä. Íàé-
òè îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê ìàøèí. 

Ð å ø å í è å. Ïóñòü 
ij
x  — êîëè÷åñòâî ìàøèí, ïîñòàâëÿåìûõ 

ñ i-ãî çàâîäà j-ìó àâòîõîçÿéñòâó ( ), 1,2i j = . Ïîëó÷àåì ñèñòåìó 

11 12

21 22

11 21

12 22

11 12 21 22

350,

150,

200,

300,

15 20 8 25 7950.

x x

x x

x x

x x

x x x x

+ =⎧

⎪ + =

⎪
+ =⎨

⎪ + =

⎪
+ + + =

⎩

Ðåøàåì ñèñòåìó, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà. (Ðåêîìåíäóåì 

ñäåëàòü ýòî ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî.) Íàéäåì 
11

50,x =

12
x =

=300,
21 22

150, 0x x= =  (îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàíã 

ìàòðèöû ñèñòåìû 4r = , ò.å. r n= , è ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå). �
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2.7. Модель Леонтьева многоотраслевой 

экономики (балансовый анализ) 

Öåëü áàëàíñîâîãî àíàëèçà — îòâåòèòü íà âîïðîñ, âîçíèêàþ-
ùèé â ìàêðîýêîíîìèêå è ñâÿçàííûé ñ ýôôåêòèâíîñòüþ âåäåíèÿ 
ìíîãîîòðàñëåâîãî õîçÿéñòâà: êàêèì äîëæåí áûòü îáúåì ïðîèç-
âîäñòâà êàæäîé èç n îòðàñëåé, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü âñå ïîòðåá-
íîñòè â ïðîäóêöèè ýòîé îòðàñëè? Ïðè ýòîì êàæäàÿ îòðàñëü âû-
ñòóïàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ïðîèçâîäèòåëü íåêîòîðîé ïðî-
äóêöèè, à ñ äðóãîé — êàê ïîòðåáèòåëü ïðîäóêöèè è ñâîåé, è 
ïðîèçâåäåííîé äðóãèìè îòðàñëÿìè. 

Ñâÿçü ìåæäó îòðàñëÿìè, êàê ïðàâèëî, îòðàæàåòñÿ â òàáëèöàõ 
ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà, à ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ 
èõ àíàëèçèðîâàòü, ðàçðàáîòàíà â 1936 ã. àìåðèêàíñêèì ýêîíîìè-
ñòîì Â. Ëåîíòüåâûì. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ n îòðàñëåé ïðîìûøëåí-
íîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîèçâîäèò ñâîþ ïðîäóêöèþ. ×àñòü 
ïðîäóêöèè èäåò íà âíóòðèïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå äàííîé 
îòðàñëüþ è äðóãèìè îòðàñëÿìè, à äðóãàÿ ÷àñòü ïðåäíàçíà÷åíà 
äëÿ öåëåé êîíå÷íîãî (âíå ñôåðû ìàòåðèàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà) 
ëè÷íîãî è îáùåñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ. 

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà çà íåêîòîðûé ïåðèîä âðå-
ìåíè (íàïðèìåð, ãîä). 

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 
i
x  — îáùèé (âàëîâîé) îáú-

åì ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè ( )1, 2, ,i n= … ;

ij
x  — îáúåì ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, ïîòðåáëÿåìîé j-é îòðàñ-

ëüþ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà  ( ), 1, 2, ,i j n= … ;

i
y  — îáúåì êîíå÷íîãî ïðîäóêòà i-é îòðàñëè äëÿ íåïðîèçâîä-

ñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ. 
Òàê êàê âàëîâîé îáúåì ïðîäóêöèè ëþáîé i-é îòðàñëè ðàâåí 

ñóììàðíîìó îáúåìó ïðîäóêöèè, ïîòðåáëÿåìîé n îòðàñëÿìè, è 
êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, òî 

( )

1

1, 2, ,

n

i ij i

j

x x y i n

=

= + =∑ … . (2.14)

Óðàâíåíèÿ (2.14) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè áàëàíñà. Áóäåì 
ðàññìàòðèâàòü ñòîèìîñòíûé ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ, êîãäà âñå 
âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (2.14), èìåþò ñòîèìîñòíîå âûðàæåíèå. 

Ââåäåì êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò 
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( ), 1, 2, ,

ij

ij

j

x

a i j n

x

= = … , (2.15)

ïîêàçûâàþùèå çàòðàòû ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè íà ïðîèçâîäñòâî 
åäèíèöû ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè. 

Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè êî-

ýôôèöèåíòû 
ij
a  áóäóò ïîñòîÿííûìè è çàâèñÿùèìè îò ñëîæèâ-

øåéñÿ òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà. Ýòî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñè-
ìîñòü ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò îò âàëîâîãî âûïóñêà, ò.å.  

( ), 1, 2, ,
ij ij j
x a x i j n= = … , (2.16)

âñëåäñòâèå ÷åãî ïîñòðîåííàÿ íà ýòîì îñíîâàíèè ìîäåëü ìåæîò-
ðàñëåâîãî áàëàíñà ïîëó÷èëà íàçâàíèå ëèíåéíîé.

Òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ áàëàíñà (2.14) ïðèìóò âèä: 

( )

1

1, 2, ,

n

i ij j i

j

x a x y i n

=

= + =∑ … . (2.17)

Îáîçíà÷èì 

11 12 11 1

2 21 22 2 2

1 2

, , ,

n

n

n nn n nn

a a ax y

x a a a y

X A Y

x ya a a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

…

…

… …… … … …

…

ãäå X  — âåêòîð1 âàëîâîãî âûïóñêà, Y — âåêòîð êîíå÷íîãî ïðî-

äóêòà, A— ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò (òåõíîëîãè÷åñêàÿ èëè 

ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà).

Òîãäà ñèñòåìó (2.14) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå: 

.X AX Y= + (2.18)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ñîñòîèò â îòûñêà-
íèè òàêîãî âåêòîðà âàëîâîãî âûïóñêà X,  êîòîðûé ïðè èçâåñòíîé 

ìàòðèöå ïðÿìûõ çàòðàò A îáåñïå÷èâàåò çàäàííûé âåêòîð êîíå÷-
íîãî ïðîäóêòà Y. 

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.18) â âèäå: 

( ) .E A X Y− = (2.19)

                                         
1 Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå âåêòîðà äàíî â ãë. 3. 
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Åñëè ìàòðèöà ( )E A−  íåâûðîæäåííàÿ, ò.å. 0E A− ≠ , òî ïî 

ôîðìóëå (2.7) 

( )
1

.X E A Y SY

−

= − = (2.20)

Ìàòðèöà ( )
1

S E A

−

= −  íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíûõ çàòðàò.

×òîáû âûÿñíèòü ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 

( )ij
S s= , áóäåì çàäàâàòüñÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè êîíå÷íîãî 

ïðîäóêòà1 ( ) ( ) ( )
1 2

1, 0, , 0 , 0, 1, , 0 , 0, 0, , 1
n

Y Y Y
′ ′ ′

= = =… … … . Òî-

ãäà ïî ôîðìóëå (2.20) ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû âàëîâîãî âû-
ïóñêà áóäóò 

( )
1 11 21 1 2 12 22 2

, , , , ( , , , ) , ,
n n

X s s s X s s s
′ ′

= =… … …

1 2
( , , ..., ) .

n n n nn

X s s s
′

=

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò 
ij
s  ìàòðèöû S  åñòü âåëè÷è-

íà âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, íåîáõîäèìîãî äëÿ 
îáåñïå÷åíèÿ âûïóñêà åäèíèöû êîíå÷íîãî ïðîäóêòà j-é îòðàñ-

ëè ( )1 1, 2, ,
j

y j n= = … .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñìûñëîì çàäà÷è çíà÷åíèÿ 
i
x

äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ 

0
i
y ≥  è 0,

ij
a ≥  ãäå , 1, 2, ,i j n= … .

Ìàòðèöà 0A ≥  íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî 
âåêòîðà 0Y ≥  ñóùåñòâóåò ðåøåíèå 0X ≥  óðàâíåíèÿ (2.19). Â 
ýòîì ñëó÷àå è ìîäåëü Ëåîíòüåâà íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî êðèòåðèåâ ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû 
A . Îäèí èç íèõ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà, åñëè 
ìàêñèìóì ñóìì ýëåìåíòîâ åå ñòîëáöîâ íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, 
ïðè÷åì õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç ñòîëáöîâ ñóììà ýëåìåíòîâ ñòðîãî 

ìåíüøå åäèíèöû, ò.å. ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà, åñëè 0
ij
a ≥

äëÿ ëþáûõ  , 1, 2, ,i j n= …  è 
1,2, ,

1

max 1,

n

ij

j n
i

a

=

=

≤∑

…

 è ñóùåñòâóåò íî-

ìåð j òàêîé, ÷òî 
1

n

ij

i

a

=

∑ < 1. 

                                         
1 Èñïîëüçóåì äëÿ êðàòêîñòè çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû — «øòðèõ».
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� Ïðèìåð 2.10. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå îá èñïîëíåíèè 

áàëàíñà çà îò÷åòíûé ïåðèîä, óñë. äåí. åä.: 

Îòðàñëü Ïîòðåáëåíèå Êîíå÷íûé Âàëîâîé

  ýíåðãåòèêà ìàøèíî- 

ñòðîåíèå

ïðîäóêò âûïóñê 

Ïðî-

èçâîä-

ñòâî

Ýíåðãåòèêà 

Ìàøèíî-

ñòðîåíèå 

7

12

21

15

72

123

100

150

Âû÷èñëèòü íåîáõîäèìûé îáúåì âàëîâîãî âûïóñêà êàæäîé îòðàñ-
ëè, åñëè êîíå÷íîå ïîòðåáëåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé îòðàñëè óâåëè÷èòñÿ 
âäâîå, à ìàøèíîñòðîèòåëüíîé ñîõðàíèòñÿ íà ïðåæíåì óðîâíå. 

Ð å ø å í è å. Èìååì 

1 2 11 12 21 22 1 2
100, 150, 7, 21, 12, 15; 72, 123.x x x x x x y y= = = = = = = =

Ïî ôîðìóëå (2.15) íàõîäèì êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò: 

11 12 21 22
0,07, 0,14, 0,12, 0,10a a a a= = = = , ò.å ìàòðèöà ïðÿìûõ 

çàòðàò
0,07 0,14

0,12 0,10

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû è 

óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ ïðîäóêòèâíîñòè: 

{ } { }max 0,07 0,12; 0,14 0,10 max 0,19; 0,24 0,24 1.+ + = = <

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà êîíå÷íîãî ïðîäóêòà Y  ìîæíî 
íàéòè íåîáõîäèìûé îáúåì âàëîâîãî âûïóñêà X  ïî ôîðìó- 
ëå (2.20): 

( )
1

.X E A Y

−

= −

Íàéäåì ìàòðèöó ïîëíûõ çàòðàò ( )
1

S E A

−

= − :

0,93 0,14

0,12 0,90

E A

−⎛ ⎞
− = ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

. Òàê êàê 0,8202 0E A− = ≠ , ïî ôîð-

ìóëå (1.14) 

( )
1 1 0,90 0,14

0,12 0,930,8202

S E A

− ⎛ ⎞
= − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ïî óñëîâèþ âåêòîð êîíå÷íîãî ïðîäóêòà 
144

123

Y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Òîãäà ïî 

ôîðìóëå (2.17) ïîëó÷àåì âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà: 

1 0,90 0,14 144 179,0

0,12 0,93 123 160,50,8202

X

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,
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ò.å. âàëîâîé âûïóñê â ýíåðãåòè÷åñêîé îòðàñëè íàäî óâåëè÷èòü äî 

179,0 óñë. åä., à â ìàøèíîñòðîèòåëüíîé — äî 160,5 óñë. åä. �

УПРАЖНЕНИЯ 

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèÿ ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû è ïî 
ôîðìóëàì Êðàìåðà: 

2.11.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 8,

2 3 3 5,

3 4 5 10.

x x x

x x x

x x x

+ + =⎧
⎪
− + − = −⎨

⎪ − + =
⎩

2.12.

1 2 3

2 3

1 3

2 0,

3 4 6 0,

1.

x x x

x x

x x

+ − =⎧
⎪

+ + =⎨

⎪ + =
⎩

2.13.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6 0,

3 4 3 5 0,

2 0.

x x x

x x x

x x x

− − + =⎧
⎪

+ + + =⎨

⎪ + + + =
⎩

2.14.

1 2

1 2 3

1 2 3

2 6 0,

2 5,

3 4 2 13.

x x

x x x

x x x

− + + =⎧
⎪

− − =⎨

⎪ + − =
⎩

Ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà: 

2.15.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6,

2 3 4,

3 4 0.

x x x

x x x

x x x

+ + =⎧
⎪

+ − =⎨

⎪ + − =
⎩

2.16.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 3,

3 2 4 8,

3 2 6,

2 3 5 3.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + = −⎧

⎪ − + + =⎪

⎨
+ + − =

⎪

− + + + =⎪⎩

2.17.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6,

2 3 0,

3 2 4 5,

3 3.

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + =⎧

⎪ − + =⎪

⎨
− + =

⎪

− + =⎪⎩
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2.18.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5,

3 2 1,

2 3 4 6,

6 4 4 6 1.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + =⎧

⎪ − + + =⎪

⎨
+ + + =

⎪

+ + + =⎪⎩

2.19.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 3 3 0,

3 2 0,

2 5 0.

x x x x

x x x x

x x x x

− + − =⎧
⎪

− − + =⎨

⎪ − + + =
⎩

2.20.

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

2 1,

2 2,

2 2 3 3.

x x x x

x x x

x x x

+ + + =⎧
⎪

− + =⎨

⎪ + + =
⎩

Ðåøèòü ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ: 

2.21.
2 1 1 0 7

.

1 1 8 1 2

X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2.22.

2 8

4 3

1 1 .

1 1

0 1

X

⎛ ⎞
⎛ ⎞

⎜ ⎟=⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

−
⎝ ⎠

2.23. ,AXB C=  åñëè 

5 4 1

2 3 1 1 0

; 1 1 7 ;

5 8 0 1 1

6 5 9

A B C

⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

.

Íàéòè áàçèñíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé: 

2.24.
1 2 3

1 2 3

2 5,

2 3 4.

x x x

x x x

+ − =⎧

⎨
− − = −

⎩

2.25.
1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 4,

2 1.

x x x x

x x x x

+ − − = −⎧

⎨
+ − + =

⎩

2.26.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

2,

2 2 2 2,

2.

x x x x

x x x x

x x x

+ + + =⎧
⎪

+ − + = −⎨

⎪ − − =
⎩

2.27.

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

3 2 2 18,

2 0,

2 1.

x x x x

x x x

x x x x

− + + =⎧
⎪
− − + =⎨

⎪ + + − =
⎩

2.28. Èìåþòñÿ òðè áàíêà, êàæäûé èç êîòîðûõ íà÷èñëÿåò 
âêëàä÷èêó îïðåäåëåííûé ãîäîâîé ïðîöåíò (ñâîé äëÿ êàæäîãî 
áàíêà). Â íà÷àëå ãîäà 1/3 âêëàäà ðàçìåðîì 6000 äåí.åä. âëîæèëè 
â áàíê 1, 1/2 âêëàäà — â áàíê 2 è îñòàâøóþñÿ ÷àñòü — â áàíê 3 
è ê êîíöó ãîäà ñóììà ýòèõ âêëàäîâ âîçðîñëà äî 7250 äåí. åä. Åñ-
ëè áû ïåðâîíà÷àëüíî 1/6 âêëàäà ïîëîæèëè â áàíê 1, 2/3 — â 
áàíê 2 è 1/6 âêëàäà – â áàíê 3, òî ê êîíöó ãîäà ñóììà âêëàäîâ 
ñîñòàâèëà áû 7200 äåí. åä.; åñëè áû 1/2 âêëàäà ïîëîæèëè â áàíê 1, 
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1/6 — â áàíê 2 è 1/3 âêëàäà – â áàíê 3, òî ñóììà âêëàäîâ â êîí-
öå ãîäà ñîñòàâèëà áû âíîâü 7250 äåí. åä. Êàêîé ïðîöåíò âûïëà-
÷èâàåò êàæäûé áàíê? 

2.29. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå îá èñïîëíåíèè áàëàíñà çà 
îò÷åòíûé ïåðèîä, óñë. äåí. åä.: 

Îòðàñëü Ïîòðåáëåíèå Êîíå÷íûé Âàëîâîé

  1 2 ïðîäóêò âûïóñê 

Ïðîèçâîä-
ñòâî

1
2

100
275

160
40

240
85

500
400

Âû÷èñëèòü íåîáõîäèìûé îáúåì âàëîâîãî âûïóñêà êàæäîé îò-
ðàñëè, åñëè êîíå÷íûé ïðîäóêò ïåðâîé îòðàñëè äîëæåí óâåëè-
÷èòüñÿ â 2 ðàçà, à âòîðîé îòðàñëè — íà 20%. 
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Глава 3

 ЭЛЕМЕНТЫ МАТРИЧНОГО АНАЛИЗА 

3.1. Векторы на плоскости и в пространстве 

Îáîáùèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î âåêòîðàõ, èçâåñòíûå â îñ-
íîâíîì èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè. 

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé 

îòðåçîê AB

→

 c íà÷àëüíîé òî÷êîé A  è 
êîíå÷íîé òî÷êîé B  (êîòîðûé ìîæíî 
ïåðåìåùàòü ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå 
(ðèñ. 3.1)). 

Âåêòîðû ìîãóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê 
äâóìÿ ïðîïèñíûìè áóêâàìè, òàê è îäíîé ñòðî÷íîé ñ ÷åðòîé èëè 
ñòðåëêîé, ëèáî âûäåëÿòüñÿ æèðíûì øðèôòîì, íàïðèìåð:

a = AB, a

→

= AB

→

 èëè a AB= .

Äëèíîé  (èëè ìîäóëåì) AB

→

 âåêòîðà AB

→

 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, 

ðàâíîå äëèíå îòðåçêà AB , èçîáðàæàþùåãî âåêòîð. 
Âåêòîðû, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ 

ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè.

Åñëè íà÷àëî è êîíåö âåêòîðà ñîâïàäàþò, íàïðèìåð AA

→

, òî 

òàêîé âåêòîð íàçûâàþò íóëåâûì è îáîçíà÷àþò 0 AA

→→

= . Äëèíà 

íóëåâîãî âåêòîðà ðàâíà íóëþ: 0 0

→

= . Òàê êàê íàïðàâëåíèå íóëå-

âîãî âåêòîðà ïðîèçâîëüíî, òî ñ÷èòàþò, ÷òî îí êîëëèíåàðåí ëþ-
áîìó âåêòîðó. 

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a

→

 íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ âåêòîð 

b a

→ →

= λ , èìåþùèé äëèíó b a

→ →

= λ , íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâ-

ïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà a
→

, åñëè 0λ > , è ïðîòèâîïîëîæ-

íî åìó, åñëè 0λ <  (ðèñ. 3.2). 

Ðèñ. 3.1
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Ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðîì a

→

−  íàçû-

âàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a

→

íà ÷èñëî

(–1), ò.å. a

→

− = (–1) a

→

.

Ñóììîé äâóõ âåêòîðîâ a

→

 è b

→

 íàçûâàåòñÿ âåêòîð c a b

→ → →

= + ,

íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà a
→

, à êîíåö ñ êîí-

öîì âåêòîðà b

→

 ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëî 

âåêòîðà b

→

 ñîâïàäàåò ñ êîíöîì âåêòîðà a
→

(ðèñ. 3.3) (ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà).

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð c

→

 â ýòîì ñëó÷àå 

ïðåäñòàâëÿåò äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà, 

ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a
→

 è b
→

 (ðèñ. 3.3) (ïðàâèëî ïàðàëëåëî-

ãðàììà).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñóììà íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ. Òàê, íà-

ïðèìåð, ñóììà ÷åòûðåõ âåêòîðîâ a

→

, b

→

, c

→

, d

→

 (ðèñ. 3.4a) åñòü 

âåêòîð

e a b c d

→ → → → →

= + + + ,

íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïà-

äàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà 

a

→

, à êîíåö — ñ êîíöîì 

âåêòîðà d

→

(ïðàâèëî ìíî-

ãîóãîëüíèêà) (ðèñ. 3.4 á). 

Íåòðóäíî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî âåêòîð d a b c

→ → → →

= + + , îïðåäåëÿåìûé òàêèì îáðàçîì, 

ïðåäñòàâëÿåò äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-

òîðàõ a

→

, b

→

 è c
→

, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè èëè â ïàðàë-

ëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ (ïðàâèëî ïàðàëëåëåïèïåäà) (ðèñ. 3.5). 

λ a

→

(λ<0) λ a

→

(λ>0)

Ðèñ. 3.2 

Ðèñ. 3.3

à)                                    á)
Ðèñ. 3.4
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à) á)

Ðèñ. 3.5

Ðàçíîñòüþ äâóõ âåêòîðîâ a

→

è b

→

 íà-

çûâàåòñÿ ñóììà âåêòîðà a
→

 è âåêòîðà b

→

− ,

ïðîòèâîïîëîæíîãî b

→

 (ðèñ. 3.6). 

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â 
ïàðàëëåëîãðàììå, ïîñòðîåííîì 

íà âåêòîðàõ a AB

→→

=  è b AD

→→

= ,

îäíà äèàãîíàëü — âåêòîð  — 
ïðåäñòàâëÿåò ñóììó âåêòîðîâ 

èa b

→ →

, à äðóãàÿ äèàãîíàëü — 

âåêòîð d DB

→→

=  — èõ ðàçíîñòü (ðèñ. 3.7). 

Ïåðåíåñåì âåêòîð  a
→

 ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå òàê, ÷òîáû åãî 

íà÷àëî ñîâïàëî ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a

→

íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû åãî êîíå÷íîé òî÷êè. 
Òàê, êîîðäèíàòàìè 

âåêòîðà a OM

→→

=  íà ïëîñ-

êîñòè Oxy  ÿâëÿþòñÿ äâà 

÷èñëà x  è y ( ( , )a x y

→

=  — 

ðèñ. 3.8.), à â ïðîñòðàíñò-
âå Oxyz  — òðè ÷èñëà ,x y

è z  ( ( , , )a x y z

→

= — ðèñ. 3.9). 

Ðèñ. 3.6

Ðèñ. 3.7

Ðèñ. 3.8                     Ðèñ. 3.9
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè âûøå, íå-

òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììîé è ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ ( )
1 1 1
, ,a x y z

→

=

è ( )
2 2 2
, ,b x y z

→

=  ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû 

( )
1 2 1 2 1 2

, , ,c a b x x y y z z

→ → →

= + = + + +

( )
1 2 1 2 1 2

, , ,d a b x x y y z z

→ → →

= − = − − −

à ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ( )
1 1 1
, ,a x y z

→

=  íà ÷èñëî λ  åñòü âåêòîð 

( )
1 1 1
, ,b x y z

→

= λ λ λ .

Íà ðèñ. 3.8 è 3.9 âèäíî, ÷òî äëèíà âåêòîðà ðàâíà êîðíþ êâàä-
ðàòíîìó èç ñóììû êâàäðàòîâ åãî êîîðäèíàò:

2 2
a OM x y

→ →

= = +

èëè

2 2 2
a OM x y z

→ →

= = + + . (3.1)

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( ,a b

→ →

) äâóõ âåêòîðîâ 

a

→

 è b
→

 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ äëèí ýòèõ âåêòî-
ðîâ íà êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó íèìè:

, cos .a b a b a b

→ →→ → →→

⎛ ⎞
= = ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Âûðàçèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ 

a

→

 è b
→

.

Èç òðåóãîëüíèêà ABD (ðèñ. 3.7), ñòîðîíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-

ñÿ âåêòîðû ( )
1 1 1
, ,a x y z

→

= , ( )
2 2 2
, ,b x y z

→

=  è d a b

→ → →

= − =

( )
1 2 1 2 1 2

, , ,x x y y z z= − − −  ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ñëåäóåò, ÷òî 

2 2

2
2 cosd a b a b

→ → → →

= + − ϕ , îòêóäà 

2 22

1

cos .

2

a b a b d

→ → → → →⎛ ⎞

⎜ ⎟ϕ = + −

⎜ ⎟
⎝ ⎠

(3.2)
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Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó äëèíû âåêòîðà (3.1) íàéäåì 

2

2 2 2

1 1 1
a x y z

→

= + + ,
2

2 2 2

2 2 2
b x y z

→

= + + ,

2

2 2 2

1 2 1 2 1 2
( ) ( ) ( )d x x y y z z

→

= − + − + −  è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ 

âûðàæåíèÿ (3.2) ïîëó÷èì

1 2 1 2 1 1
, cos ,a b a b x x y y z z

→ →→ →

⎛ ⎞
= ϕ = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (3.3)

ò.å. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäå-
íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè a b

→ →

=  óãîë 0,ϕ =  cosϕ=1 è 

22

2 2 2

1 1 1
( , )a a a a x y z

→→ → →

= = = + + ,  (3.4) 

ò.å. ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà ðàâåí êâàäðàòó åãî äëèíû. 
Â ÷àñòíîñòè, ðàññòîÿíèå d ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïëîñêîñòè 

1 1
( , )A x y  è 

2 2
( , )B x y  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äëèíó âåêòîðà 

2 1 2 1
( , )AB x x y y

→

= − − . Ïîýòîìó 

2

2 2

2 1 2 1
( ) ( ) .d AB x x y y

→

= = − + −  (3.5)

Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a
→

 è b
→

 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

( , )

cos .

x x y y z za b

x y z x y z
a b

→ →

→ →

+ +

ϕ = =

+ + + +

 (3.6)

� Ïðèìåð 3.1. Äàíû âåêòîðû (2; 1; 2)a

→

= − −  è (8; 4; 0)b

→

= − .

Íàéòè: à) âåêòîðû 2c a

→ →

=  è d b a

→ → →

= − ; á) äëèíû âåêòîðîâ c
→

è d

→

; â) ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà d
→

; ã) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå âåêòîðîâ ( c
→

, d

→

); ä) óãîë ìåæäó âåêòîðàìè c
→

 è d
→

.

Ð å ø å í è å. à) Ïî îïðåäåëåíèþ 2c a

→ →

= = (4; –2; –4); 

d b a

→ → →

= −  = (6; –3; 2). 

á) Ïî ôîðìóëå (3.1) íàéäåì äëèíû âåêòîðîâ c
→

 è d
→

:
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2 2 2
4 ( 2) ( 4) 6,c

→

= + − + − =
2 2 2

6 ( 3) 2 7.d

→

= + − + =

â) Ïî ôîðìóëå (3.4) ñêàëÿðíûé êâàäðàò ðàâåí êâàäðàòó ìîäó-

ëÿ âåêòîðà, ò.å. 
22

2
( , ) 7 49.d d d d

→→ → →

= = = =

ã) Ïî ôîðìóëå (3.3) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 

( , ) 4 6 ( 2)( 3) ( 4) 2 22.c d

→ →

= ⋅ + − − + − ⋅ =

ä) Ïî ôîðìóëå (3.6) óãîë ìåæäó âåêòîðàìè c
→

 è d
→

 îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì: 

( , ) 22

cos 0,52

6 7

c d

c d

→ →

→ →

ϕ = = ≈

⋅

, îòêóäà 

arccos0,52 58ϕ = ≈
� . �

3.2. n-мерный вектор и векторное пространство 

Ìíîæåñòâà âñåõ ïëîñêèõ èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ âåêòîðîâ, 
ðàññìîòðåííûõ âûøå, â êîòîðûõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòåéøèìè ïðèìåðàìè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íèæå îáîáùàåòñÿ 
ïîíÿòèå âåêòîðà è äàåòñÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. 

Îïðåäåëåíèå. n-ìåðíûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ 
ñîâîêóïíîñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, çàïèñûâàåìûõ â âèäå 

x
1 2

( , , ,
n

x x x= … ), ãäå 
i
x  — i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà x1.

Ïîíÿòèå n-ìåðíîãî âåêòîðà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ýêîíîìè-
êå, íàïðèìåð íåêîòîðûé íàáîð òîâàðîâ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü 

âåêòîðîì
1 2

( , , ,
n

x x x= …x ), à ñîîòâåòñòâóþùèå öåíû — âåêòîðîì 

y
1 2

( , , ,
n

y y y= … ).

Äâà n-ìåðíûõ âåêòîðà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâ-

íû èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû, ò.å. x = y, åñëè ,

i i
x y= i =

1, 2, , .n= …

Ñóììîé äâóõ âåêòîðîâ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè n  íàçûâàåòñÿ 

âåêòîð z = x + y, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû ñóììå ñîîòâåòñò-

                                         
1 Êîìïîíåíòû n-ìåðíîãî âåêòîðà óäîáíåå îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé, íî ñ 

ðàçíûìè èíäåêñàìè (â îòëè÷èå îò äâóõ è òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ, êîìïîíåíòû 

êîòîðûõ ìû îáîçíà÷àëè âûøå ðàçíûìè áóêâàìè), à ñàì âåêòîð — òîé æå áóêâîé 

(áåç íîìåðîâ è ñòðåëêè), âûäåëåííîé æèðíûì øðèôòîì. 
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âóþùèõ êîìïîíåíò ñëàãàåìûõ âåêòîðîâ, ò.å. ,

i i i
z x y= +

1, 2, , .i n= …

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà x íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ  íàçûâà-

åòñÿ âåêòîð = λu x , êîìïîíåíòû 
i
u  êîòîðîãî ðàâíû ïðîèçâåäå-

íèþ λ  íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà x , ò.å. 

,

i i
u x= λ 1, 2, , .i n= …

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ëþáûìè âåêòîðàìè óäîâëåòâîðÿþò 
ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: 

1. x + y = y + x — êîììóòàòèâíîå (ïåðåìåñòèòåëüíîå) ñâîéñò-
âî ñóììû: 

2. (x + y) + z = x + (y + z)— àññîöèàòèâíîå (ñî÷åòàòåëüíîå) 
ñâîéñòâî ñóììû; 

3. ( ) ( )α β = αβx x  — àññîöèàòèâíîå îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâîãî 

ìíîæèòåëÿ ñâîéñòâî; 
4. (x + y) = x + y — äèñòðèáóòèâíîå (ðàñïðåäåëèòåëüíîå) îò-

íîñèòåëüíî ñóììû âåêòîðîâ ñâîéñòâî; 
5. ( )α +β = α +βx x x  — äèñòðèáóòèâíîå îòíîñèòåëüíî ñóììû 

÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé ñâîéñòâî; 
6. Ñóùåñòâóåò íóëåâîé âåêòîð 0 = (0, 0, ..., 0) òàêîé, ÷òî 

x + 0 = x äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x (îñîáàÿ ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà); 
7. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð 

(–x) òàêîé, ÷òî x + (–x) = 0;
8. 1⋅ =x x  äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x (îñîáàÿ ðîëü ÷èñëîâîãî ìíî-

æèòåëÿ 1). 
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîìïî-

íåíòàìè, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è 
óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèâåäåííûì âûøå 
âîñüìè ñâîéñòâàì (ðàññìàòðèâàåìûì êàê àêñèîìû), íàçûâàåòñÿ
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîä x, y, z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå 
òîëüêî âåêòîðû, íî è ýëåìåíòû (îáúåêòû) ëþáîé ïðèðîäû. Â 
ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ 
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ 

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, íå ïðåâûøàþùåé íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè x è y — ìíîãî÷ëåíû 

ñòåïåíè íå âûøå n, òî îíè áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè 1—8. Çàìå-

òèì äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ 

ñòåïåíè, òî÷íî ðàâíîé íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, íå ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê â íåì íå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ 
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ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, èáî ñóììà äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò îêà-

çàòüñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íèæå n. À ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ 

ñòåïåíè íå âûøå n, íî ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè 

òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîñêîëüêó â ýòîì 

ìíîæåñòâå íå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà 

÷èñëî: òàêèå ìíîãî÷ëåíû íåëüçÿ óìíîæàòü íà îòðèöàòåëüíûå 

÷èñëà.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî (ëèíåéíîãî) ïðîñòðàíñòâà, â ÷à-
ñòíîñòè èç àêñèîì 1—8, âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî 
íóëåâîãî âåêòîðà, ðàâíîãî ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 0 è ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæäîãî âåêòî-
ðà x åäèíñòâåííîãî ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðà (–x), ðàâíîãî 
ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî âåêòîðà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (–1). 

3.3. Размерность и базис векторного пространства 

Ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è 
íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áû-
ëî ñäåëàíî â § 1.6 äëÿ ñòðîê ìàòðèöû. 

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð a
m
 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âåêòîðîâ a1, a2, ..., am–1 âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà R, åñëè îí ðà-
âåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýòèõ âåêòîðîâ íà ïðîèçâîëüíûå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà: 

a
m 1 1 2 2 1 1

,

m m− −

= λ + λ + + λ…a a a (3.7)

ãäå
1 2 1
, , ,

m−

λ λ λ…  — êàêèå óãîäíî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. 

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû a1, a2, ..., a
m

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

R  íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñ-

ëà
1 2
, , ,

m

λ λ λ… , íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî

1 1 2 2 m m

λ + λ + + λ =…a a a 0 .  (3.8)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû a1, a2, ..., a
m
 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûìè.
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû a1,

a2, ..., a
m
 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè ðàâåíñòâî (3.8) ñïðàâåäëèâî 

ëèøü ïðè 
1 2

0
m

λ = λ = = λ =… , è ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè ýòî 

ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 

( 1, 2, , )
i
i mλ = …  îòëè÷íî îò íóëÿ. 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



71

Ìîæíî ïîêàçàòü (àíàëîãè÷íî § 1.6), ÷òî åñëè âåêòîðû a1, a2, ..., a
m

ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ ëèíåéíî âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î òîì, 
÷òî åñëè îäèí èç âåêòîðîâ âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç îñòàëüíûå, 
òî âñå ýòè âåêòîðû â ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû. 

Ïðèìåðîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ äâà íå-

êîëëèíåàðíûõ, ò.å. íå ïàðàëëåëüíûõ îäíîé ïðÿìîé, âåêòîðà 
1
a

è
2

a  íà ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (3.8) 
1

λ a1+ 2
λ a2 = 0

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà 
1 2

0λ = λ = , èáî åñëè, 

íàïðèìåð,
2

0λ ≠ , òî 1

2 1

2

λ

= −

λ

aa  è âåêòîðû 
1
a è

2
a  êîëëèíåàð-

íû. Îäíàêî ëþáûå òðè âåêòîðà ïëîñêîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû. 
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðà-

íñòâà.
1. Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ a1, a2, ..., a

m
èìååòñÿ íóëåâîé âåêòîð, 

òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ñàìîì äåëå, åñëè, íàïðè-
ìåð, a1= 0, òî ðàâåíñòâî (3.8) ñïðàâåäëèâî ïðè 

1 2
1, 0

m

λ = λ = = λ =… .

2. Åñëè ÷àñòü âåêòîðîâ a1, a2, ..., a
m

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-
ìûìè, òî è âñå ýòè âåêòîðû — ëèíåéíî çàâèñèìûå. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè, íàïðèìåð, âåêòîðû a2, ..., a

m
 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî 

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 
2

λ a2+…+
m

λ a
m

= 0, â êîòîðîì íå âñå 

÷èñëà  ðàâíû íóëþ. Íî òîãäà ñ òåìè æå ÷èñëàìè 
2
, ,

m

λ λ…  è 

1
0λ =  áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.8). 

� Ïðèìåð 3.2. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè âåêòîðû 
1
a = (1, 3, 1, 3), 

2
a = (2, 1, 1, 2) è 

3
a = (3,–1,1,1) ëèíåéíî çàâèñèìûìè. 

Ð å ø å í è å. Ñîñòàâèì âåêòîðíîå ðàâåíñòâî 
1 1 2 2

λ + λa a +

3 3
+ λ a = 0. Çàïèñûâàÿ à1, à2, à3 â âèäå âåêòîð-ñòîëáöîâ, ïîëó÷èì 

1 2 3

1 2 3 0

3 1 1 0

.

1 1 1 0

3 2 1 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
λ + λ + λ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Çàäà÷à ñâåëàñü òàêèì îáðàçîì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0,

3 0,

0,

3 2 0.

λ + λ + λ =⎧

⎪ λ + λ − λ =⎪

⎨
λ + λ + λ =

⎪

λ + λ + λ =⎪⎩

Ðåøàÿ ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà (ñì. § 2.3), ïðèâåäåì åå ê âèäó: 

1 2 3

2 3

2 3 0,

2 0,

0 0,

0 0,

λ + λ − λ =⎧

⎪ λ + λ =⎪

⎨
=

⎪

=⎪⎩

îòêóäà íàéäåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé 
1

( ,cλ =

2 3
2 , )c cλ = − λ = , ãäå c — ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. 

Èòàê, äëÿ äàííûõ âåêòîðîâ óñëîâèå (3.8) âûïîëíÿåòñÿ íå 

òîëüêî ïðè 
1 2 3

0λ = λ = λ =  (à, íàïðèìåð, ïðè 

1 2 3
1, 2, 1λ = λ = − λ =  ( 1c = ); ïðè 

1 2 3
2, 4, 2λ = λ = − λ = ( 2)c =

è ò.ä.), ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåêòîðû — ëèíåéíî çàâèñèìûå. �

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì,
åñëè â íåì ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, à ëþáûå 

èç ( 1)n +  âåêòîðîâ óæå ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, 

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà — ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñîäåðæà-
ùèõñÿ â íåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ 
ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà R è îáîçíà÷àåòñÿ dim ( ).R

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ n-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 
Òåîðåìà. Êàæäûé âåêòîð x ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà R ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì â âèäå ëèíåéíîé 
êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà.

� Ïóñòü  âåêòîðû  
1 2
, , ,

n

…e e e  îáðàçóþò  ïðîèçâîëüíûé  áà-

çèñ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R. Òàê  êàê ëþáûå  èç ( 1)n +  âåêòî-

ðîâ  n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R çàâèñèìû, òî áóäóò çàâèñèìû, â 

÷àñòíîñòè, âåêòîðû 
1 2
, , ,

n

…e e e  è ðàññìàòðèâàåìûé âåêòîð x.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñëà 

1 2
, , , ,

n

λ λ λ λ… , ÷òî 
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1 1 2 2 n n

xλ + λ + + λ + λ…e e e = 0.

Ïðè ýòîì 0λ ≠ , èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè 0λ =  è õîòÿ 

áû îäíî èç ÷èñåë 
1 2
, , ,

n

λ λ λ…  áûëî áû îòëè÷íî îò íóëÿ, òî 

âåêòîðû
1 2
, , ,

n

…e e e  áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, 

1 2

1 2

n

n

λλ λ

= − − − −

λ λ λ

…x e e e  èëè 

1 1 2 2 n n

x x x= + + +…x e e e , (3.9)

ãäå ( 1, 2, , ).
i

i
i n

λ

= − =

λ

…x
Ýòî âûðàæåíèå x ÷åðåç 

1 2
, , ,

n

…e e e  åäèíñòâåííîå, òàê êàê 

åñëè äîïóñòèòü êàêîå-ëèáî äðóãîå âûðàæåíèå, íàïðèìåð, 

1 1 2 2 n n

y y y= + + +…x e e e ,

òî, âû÷èòàÿ èç íåãî ïî÷ëåííî (3.9), ïîëó÷èì 

1 1 1 2 2 2
( ) ( ) ( ) ,

n n n

y x y x y x− + − + + − =…e e e 0
îòêóäà èç óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ 

1 2
, , ,

n

…e e e  ñëåäóåò, ÷òî 

1 1 2 2
0

n n

y x y x y x− = − = = − =…

èëè

1 1 2 2
, , .

n n

y x y x y x= = =… �

Ðàâåíñòâî (3.9) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî áàçèñó 

1 2
, , ,

n

…e e e , à ÷èñëà 
1 2
, , ,

n

x x x…  — êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x

îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ 
(3.9) êàæäûé âåêòîð îäíîçíà÷íî ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êîîðäè-
íàòàìè â íåêîòîðîì áàçèñå. 

Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîé âåêòîð èìååò âñå íóëåâûå êîîðäèíà-
òû, à âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé äàííîìó, — ïðîòèâîïîëîæíûå 
ïî çíàêó êîîðäèíàòû. 

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 

Òåîðåìà. Åñëè
1 2
, , ,

n

…e e e  — ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ 

âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà R è ëþáîé âåêòîð a ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ 

÷åðåç
1 2
, , ,

n

…e e e , òî ïðîñòðàíñòâî R ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì, à âåê-

òîðû
1 2
, , ,

n

…e e e  — åãî áàçèñîì. 

� Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå m âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà R, ãäå 
m n> . Ïî óñëîâèþ êàæäûé èç íèõ ìîæíî ëèíåéíî âûðàçèòü 

÷åðåç
1 2
, , ,

n

…e e e :
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1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.

n n

n n

m m m mn n

= α + α + + α⎧

⎪ = α + α + + α⎪

⎨

⎪

= α + α + + α⎪⎩

…

…

… … … … … … … … …

…

a e e e
a e e e

a e e e
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ( )

ij
A = α ( 1, 2, , ; 1, 2, , )i m j n= =… … .

Ðàíã ýòîé ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäèò { }: ( ) min ,n r A m n n< = , ñëå-

äîâàòåëüíî, ñðåäè åå ñòðîê íå áîëåå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. 
Òàê êàê m n> , òî m ñòðîê ýòîé ìàòðèöû, à çíà÷èò, è m âåêòîðîâ 

1 2
, , ,

m

…a a a  ëèíåéíî çàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî 

R n-ìåðíî è 
1 2
, , ,

n

…e e e — åãî áàçèñ. �

� Ïðèìåð 3.3. Â áàçèñå 
1 2 3
, ,e e e  çàäàíû âåêòîðû 

1
(=a 1; 1; 0), 

2
(=a 1; –1; 1) è 

3
(=a –3; 5; –6). Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû 

1 2 3
, ,a a a  îáðàçóþò áàçèñ. 

Ð å ø å í è å. Âåêòîðû 
1 2 3
, ,a a a  îáðàçóþò áàçèñ, åñëè îíè 

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñîñòàâèì âåêòîðíîå ðàâåíñòâî: 

1 1 2 2
λ + λa a

3 3
+ λ a = 0. Ðåøàÿ åãî àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 3.2, ìîæ-

íî óáåäèòüñÿ â åäèíñòâåííîì íóëåâîì åãî ðåøåíèè: 

1 2 3
0λ = λ = λ = , ò.å. âåêòîðû 

1 2 3
, ,a a a  îáðàçóþò ñèñòåìó ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòàâëÿþò áàçèñ. �

3.4. Переход к новому базису 

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R èìåþòñÿ äâà áàçèñà: ñòàðûé 

1 2
, , ,

n

…e e e  è íîâûé * * *

1 2
, , ,

n

…e e e . Êàæäûé èç âåêòîðîâ íîâîãî 

áàçèñà ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ 
ñòàðîãî áàçèñà: 

*

1 11 1 12 2 1

*

2 21 1 22 2 2 ,

*

1 1 2 2

,

.

n n

n n

n n n nn n

a a a

a a a

a a a

= + + +⎧

⎪
= + + +⎪

⎨

⎪

= + + +⎪⎩

…

…

… … … … … … … … …

…

e e e e
e e e e

e e e e
  (3.10)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåõîä îò ñòàðîãî áàçèñà 

1 2
, , ,

n

…e e e  ê íîâîìó * * *

1 2
, , ,

n

…e e e  çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà a11è ò.ä. 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

,

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

A

a a a

⎛ ⎞

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



75

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî 
ñòàðîìó áàçèñó îáðàçóþò  ñ ò î ë á ö û  ýòîé ìàòðèöû. 

Ìàòðèöà À – íåîñîáåííàÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå 
ñòîëáöû (à ñëåäîâàòåëüíî, è áàçèñíûå âåêòîðû) îêàçàëèñü áû 
ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Îáðàòíûé ïåðåõîä îò íîâîãî áàçèñà 
* * *

1 2
, , ,

n

…e e e  ê ñòàðîìó áàçèñó 
1 2
, , ,

n

…e e e  îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû 1
A
− .

Íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â ðàçíûõ 
áàçèñàõ. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìûé âåêòîð x èìååò êîîðäèíàòû 

1 2
( , , , )

n

x x x…  îòíîñèòåëüíî ñòàðîãî áàçèñà è êîîðäèíàòû 

( * *

1 2
, ,x x

*

,

n

x… ) îòíîñèòåëüíî íîâîãî áàçèñà, ò.å. 

* * * * * *

1 1 2 2 1 1 2 2
.

n n n n

x x x x x x x= + + + = + + +… …e e e e e e    (3.11)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ * * *

1 2
, , ,

n

…e e e  èç ñèñòåìû (3.10) â ëåâóþ 

÷àñòü ðàâåíñòâà (3.11), ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé: 

* * *

1 11 1 21 2 1

* * *

2 12 1 22 2 2

* * *

1 1 2

,

,

,

n n

n n

n n n n nn n

x a x a x a x

x a x a x a x

x a x a x a x

= + + +⎧

⎪
= + + +⎪

⎨

⎪

= + + +⎪⎩

…

…

… … … … … … … … …

…

ò.å. â ìàòðè÷íîé ôîðìå 

*

11

*

2 2

*

n n

xx

x x

A

x x

⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⋅

⎜ ⎟⎜ ⎟ =

⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 èëè 

*

1 1

*

22

1

*

.

nn

x x

xx

A

xx

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⋅⋅

⎜ ⎟ ⎜ ⎟=

⋅⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅⋅

⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

(3.12)

� Ïðèìåð 3.4. Ïî óñëîâèþ ïðèìåðà 3.3 âåêòîð b = (4; –4; 5), 

çàäàííûé â áàçèñå 
1 2 3
, ,e e e , âûðàçèòü â áàçèñå 

1 2 3
, ,a a a .

Ð å ø å í è å. Âûðàçèì ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè: 

1 1 2

2 1 2 3

3 1 2 3

,

,

3 5 6 .

= +⎧
⎪

= − +⎨

⎪ = − + −
⎩

a e e
a e e e
a e e e
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà 
1 2 3
, ,e e e  ê áàçèñó 

1 2 3
, ,a a a

èìååò âèä

1 1 3

1 1 5 .

0 1 6

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

 Âû÷èñëÿåì 1

1 3 2

1

6 6 8

4
1 1 2

A
−

⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −

⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠

(ñì. § 1.5). 

Òåïåðü ïî (3.12) 

*

1

*

2

*

3

1 3 2 4 2 0,5

1 1

6 6 8 4 8 2 ,

4 4
1 1 2 5 2 0,5

x

x

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − ⋅ − = =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − − −

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

ò.å. íîâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà b â áàçèñå 
1 2 3
, ,a a a  åñòü 0,5; 2 è 

–0,5 è âåêòîð b ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå: 

b = 
1 2 3

0,5 2 0,5+ −a a a . �

3.5. Евклидово пространство 

Âûøå ìû îïðåäåëèëè ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî, â 
êîòîðîì ìîæíî ñêëàäûâàòü âåêòîðû è óìíîæàòü èõ íà ÷èñëà, 
ââåëè ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè è áàçèñà, à òåïåðü â äàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ââåäåì ìåòðèêó, ò.å. ñïîñîá èçìåðÿòü äëèíû è óãëû. 
Ýòî ìîæíî, íàïðèìåð, ñäåëàòü, åñëè ââåñòè ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ 

x
1 2

( , , , )
n

x x x= …  è y
1 2

( , , , )
n

y y y= … íàçûâàåòñÿ ÷èñëî 

 (x, y)
1 1 2 2

1

n

n n i i

i

x y x y x y x y

=

= + + + = ∑… . (3.13)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè 

x
1 2

( , , , )
n

x x x= … åñòü âåêòîð îáúåìîâ ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ, à

y
1 2

( , , , )
n

y y y= … âåêòîð èõ öåí, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y)

âûðàæàåò ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü ýòèõ òîâàðîâ. 

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: 

1. (x, y) = (y, x) — êîììóòàòèâíîå ñâîéñòâî; 

2. (x, y + z) = (x, y) + (x, z) — äèñòðèáóòèâíîå ñâîéñòâî; 

3. (αx, y) = (x, y) — äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà; 

4. (x, x) > 0, åñëè x — íåíóëåâîé âåêòîð; (x, x) = 0, åñëè x — 

íóëåâîé âåêòîð. 

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì 
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå óêàçàí-
íûì ÷åòûðåì ñâîéñòâàì (ðàññìàòðèâàåìûì êàê àêñèîìû), íàçû-
âàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà x â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-

åòñÿ êîðåíü êâàäðàòíûé èç åãî ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà: 

( , )= =x x x

2 2 2

1 2 n

x x x+ + +… . (3.14)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äëèíû âåêòîðà: 

1. x = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;

2. λ = λx x , ãäå λ  — äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; 

3. ( , )x y x y≤  (3.15) 

(íåðàâåíñòâî Êîøè—Áóíÿêîâñêîãî); 

4. + ≤ +x y x y  (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). 

Óãîë ϕ  ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè x è y îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 

( , )

cos

x y

x y

ϕ = , (3.16)

ãäå 0 ≤ ϕ < π .

Òàêîå îïðåäåëåíèå âïîëíå êîððåêòíî, òàê êàê ñîãëàñíî íåðà-

âåíñòâó Êîøè—Áóíÿêîâñêîãî (3.15) ( , ) ≤x y x y , ò.å. cos 1ϕ ≤ .

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå 
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîé âåêòîð îðòî-
ãîíàëåí ëþáîìó äðóãîìó âåêòîðó. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 
åñëè äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà îðòîãîíàëüíû, òî óãîë ìåæäó íèìè 

ðàâåí π 2  (èáî cos 0π 2 = ).

Âåêòîðû
1 2
, , ,…e e en n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îá-

ðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, åñëè ýòè âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãî-
íàëüíû, è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, åñëè ýòè âåêòîðû ïîïàðíî 
îðòîãîíàëüíû è íîðìà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà åäèíèöå, ò.å. åñëè 

( , )
i j

=e e 0 ïðè i j≠  è 1
i
=e  ïðè 1, 2, , .i n= …

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ êîððåêòíîñòè ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ 
íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âõîäÿùèå â íåãî âåêòîðû 

1 2
, , ,…e e en  îáðàçóþò îäèí èç áàçèñîâ ðàññìàòðèâàåìîãî n-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R (ò.å. Rn). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, 

÷òî âåêòîðû 
1 2
, , ,…e e en  ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. ðàâåíñòâî

1 1 2 2 n n

λ + λ + + λ =…e e e 0 (3.17)
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ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè 
1 2

0
n

λ = λ = = λ =… .

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ ñêàëÿðíî ðàâåíñòâî (3.17) íà ëþáîé 

âåêòîð ( 1, 2, , )
i
i n= …e , ïîëó÷èì 

1 1 2 2
( , ) ( , ) ( , )

i i n n i
λ + λ + + λ…e e e e e e = 0,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( , ) 0
i j

=e e  ïðè i j≠  è ( , ) 0
i i

≠e e  ïðè âñåõ 

1, 2, ,i n= … , âûòåêàåò, ÷òî 0
i

λ =  ïðè âñåõ 1, 2, ,i n= … .

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü (áåç äîêàçàòåëüñòâà) îñíîâíóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà. Âî âñÿêîì n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùå-

ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà      

n åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ 
i
e , ó êîòîðûõ i-ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà åäè-

íèöå, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ: 
1
=e (1, 0, ..., 0)′,

2
=e (0, 1, ..., 0)′, ..., 

n

=e (0, 0, ..., 1)′.

3.6. Линейные операторы 

Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ìàòðè÷íîé àëãåáðû — 
ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ðàññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà: n

R  ðàçìåðíîñòè n è 
m

R  ðàçìåðíîñòè m.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè çàäàí çàêîí (ïðàâèëî), ïî êîòîðîìó êàæäî-

ìó âåêòîðó x ïðîñòðàíñòâà n

R  ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèí-

ñòâåííûé âåêòîð y ïðîñòðàíñòâà m

R , òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí îïå-

ðàòîð (ïðåîáðàçîâàíèå, îòîáðàæåíèå) ( ),A x
�  äåéñòâóþùèé èç n

R

â m

R , è çàïèñûâàþò ( ).A=

�
y x

Îïåðàòîð (ïðåîáðàçîâàíèå) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ âåêòîðîâ x è y ïðîñòðàíñòâà n

R  è ëþáîãî ÷èñëà λ  âûïîë-

íþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ: 

1. ( ) ( ) ( )A A A+ = +
� � �x y x y  — ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïåðàòîðà; 

2. ( ) ( )A Aλ = λ
� �x x  — ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè îïåðàòîðà. 

Âåêòîð y = ( )A
� x íàçûâàåòñÿ îáðàçîì âåêòîðà x, à ñàì âåêòîð 

x — ïðîîáðàçîì âåêòîðà y.

Åñëè ïðîñòðàíñòâà n

R  è m

R  ñîâïàäàþò, òî îïåðàòîð A�  îòî-

áðàæàåò ïðîñòðàíñòâî n

R  â ñåáÿ. Èìåííî òàêèå îïåðàòîðû ìû 
áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì. 
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Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå n

R  áàçèñ 
1 2
, , ,

n

…e e e  è, ó÷èòûâàÿ 

(3.9), çàïèøåì ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ïî äàííîìó 
áàçèñó:

1 1 2 2
.

n n

x x x= + +…x e e e
Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A� ïîëó÷àåì

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

n n

A x A x A x A= + + +
� � � �…x e e e .

Ïîñêîëüêó ( )
i

A
� e  ( 1, 2, ,i n= … ) — òàêæå âåêòîð èç n

R , òî åãî 

ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó 
1 2
, , ,

n

…e e e . Ïóñòü 

1 1 2 2
( )

i i i ni n
A a a a= + + +
� …e e e e  ( 1, 2, ,i n= … ). (3.18)

Òîãäà

1 11 1 21 2 1 2 12 1 22 2 2
( ) ( ) ( )

n n n n

A x a a a x a a a= + + + + + + + + +
� … … …x e e e e e e

1 1 2 2
( )

n n n nn n

x a a a+ + + + =…e e e
11 1 12 2 1 1

( )
n n

a x a x a x+ + + +… e
21 1 22 2 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) .
n n n n nn n n

a x a x a x a x a x a x+ + + + + + + +… … …e e (3.19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîð y = ( )A
�

x , èìåþùèé â òîì æå áàçè-

ñå
1 2
, , ,

n

…e e e  êîîðäèíàòû 
1 2
, , ,

n

y y y… , ìîæíî çàïèñàòü òàê: 

1 1 2 2
( ) .

n n

A y y y= + + +
� …x e e e (3.20)

Ââèäó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó ðàâíû 
ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.19) è (3.20), îòêóäà 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.

n n

n n

n n n nn n

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

= + + +⎧

⎪ = + + +⎪

⎨

⎪

= + + +⎪⎩

…

…

… … … … … … … … …

…

Ìàòðèöà ( )
ij

A a=  ( , 1, 2, , )i j n= …  íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îïå-

ðàòîðà A
� â áàçèñå 

1 2
, , ,

n

…e e e , à ðàíã r ìàòðèöû A — ðàíãîì 

îïåðàòîðà A
� .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò 
ìàòðèöà â äàííîì áàçèñå. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: âñÿêîé ìàò-
ðèöå n-ãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.
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Ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì x è åãî îáðàçîì ( )A=

�y x ìîæíî âûðà-

çèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå óðàâíåíèåì 

Y AX= ,  (3.21) 

ãäå A — ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 
1 2

( , , , ) ,
n

X x x x ′= …

1 2
( , , , )

n

Y y y y ′= … – ìàòðèöû-còîëáöû èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ x è y.

� Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå 3
R  ëèíåéíûé îïåðà- 

òîð A
�  â áàçèñå 

1 2 3
, ,e e e  çàäàí ìàòðèöåé A =

3 2 4

1 5 6 .

1 8 2

⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Íàéòè îáðàç y = ( )A
� x  âåêòîðà 

1 2 3
4 3= − +x e e e .

Ð å ø å í è å. Ïî ôîðìóëå (3.21) èìååì 

1

2

3

3 2 4 4 10

1 5 6 3 13 .

1 8 2 1 18

y

y

y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Ñëåäîâàòåëüíî,
1 2 3

10 13 18 .y e e e= − − �

Îïðåäåëèì äåéñòâèÿ íàä ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè. 

Ñóììîé äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A�  è B� íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð 

( )A B+
� � , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì: ( )( ) ( ) ( ).A B A B+ = +

� �� �x x x
Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A�  íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ

îïåðàòîð Aλ
� , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì ( )( ) ( ( )).A Aλ = λ

� �x x
Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A�  è B�  íàçûâàåòñÿ îïåðà-

òîð AB
� � , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì: ( )( ) ( ( )).AB A B=

� �� �x x
Ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîðû ( )A B+

� � , ,A ABλ
� � � , ïî-

ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ýòèõ äåéñòâèé, óäîâëåòâîðÿþò îòìå÷åí-
íûì âûøå ñâîéñòâàì àääèòèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè, ò.å. ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûìè. 

Îïðåäåëèì íóëåâîé îïåðàòîð O
� , ïåðåâîäÿùèé âñå âåêòîðû 

ïðîñòðàíñòâà n

R  â íóëåâûå âåêòîðû ( )O
� x = 0, è òîæäåñòâåííûé

îïåðàòîð ,E
�  äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó: ( ) .E =

� x x
Çàâèñèìîñòü ìåæäó ìàòðèöàìè îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà â 

ðàçíûõ áàçèñàõ âûðàæàåòñÿ òåîðåìîé. 
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Òåîðåìà. Ìàòðèöû A  è *

A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
�  â áàçèñàõ

1 2
, , ,

n

…e e e  è * * *

1 2
, , ,

n

…e e e  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 

* 1
A C AC

−

= , (3.22)

ãäå C  — ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó1.

� Ïðè âîçäåéñòâèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
�  âåêòîð õ ïðî-

ñòðàíñòâà n

R  ïåðåâîäèòñÿ â âåêòîð y ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. 
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.21) (â ñòàðîì áàçèñå) è ðàâåíñòâî 

* *

A=y x (3.23)

(â íîâîì áàçèñå). Òàê êàê C — ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áà-
çèñà ê íîâîìó, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.12) 

*

C=x x ,  (3.24)
*

C=y y .  (3.25) 

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (3.24) ñëåâà íà ìàòðèöó A, ïîëó÷èì 
*

A AC=x x  èëè ñ ó÷åòîì (3.21) *

AC=y x . Çàìåíèâ ëåâóþ ÷àñòü 

ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.25), èìååì: 
* *

C AC=y x  èëè * 1 *
C AC

−

=y x . Ñðàâíèâàÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå 

ñ (3.23), ìû ïîëó÷èì äîêàçûâàåìóþ ôîðìóëó (3.22). �

� Ïðèìåð 3.6. Â áàçèñå 
1 2
,e e  îïåðàòîð (ïðåîáðàçîâàíèå) A�

èìååò ìàòðèöó 
17 6

6 8

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A�  â áà-

çèñå * *

1 1 2 2 1 2
2 , 2= − = +e e e e e e .

Ð å ø å í è å. Ìàòðèöà ïåðåõîäà çäåñü 
1 2

2 1

C

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

, à îáðàò-

íàÿ ê íåé ìàòðèöà 1

1 1 2

2 1
5

C
−

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî (3.22) 

*

1 1 2 17 6 1 2 5 0

2 1 6 8 2 1 0 20
5

A

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. �

                                         
1 Êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà À è À* íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè 

äëÿ íèõ íàéäåòñÿ òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C òàêîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî âåðíî 

ðàâåíñòâî (3.22). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ 

ïðè C ≠ 0 ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè. 
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3.7. Собственные векторы и собственные  

значения линейного оператора 

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð 0≠x  íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ,A
�  åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî λ , ÷òî

( )A = λ
� x x . (3.26)

×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A
�

(ìàòðèöû A), ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîðó x.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ïîä äåéñò-

âèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
� ïåðåõîäèò â âåêòîð, êîëëèíåàð-

íûé ñàìîìó ñåáå, ò.å. ïðîñòî óìíîæàåòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî. Â 
òî æå âðåìÿ íåñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðåîáðàçóþòñÿ áîëåå ñëîæ-
íûì îáðàçîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì è óäîáíûì ïðè èçó÷åíèè ìíîãèõ âîïðî-
ñîâ ìàòðè÷íîé àëãåáðû è åå ïðèëîæåíèé. 

Ðàâåíñòâî (3.26) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå: 

,A = λx x  (3.27)

ãäå âåêòîð x ïðåäñòàâëåí â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà, èëè â ðàçâåð-
íóòîì âèäå 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

.

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x x

a x a x a x x

a x a x a x x

+ + + = λ⎧

⎪ + + + = λ⎪

⎨

⎪

+ + + = λ⎪⎩

…

…

… … … … … … … … …

…

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó òàê, ÷òîáû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ áûëè íóëè: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0.

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

− λ + + + =⎧

⎪ + − λ + + =⎪

⎨

⎪

+ + + − λ =⎪⎩

…

…

… … … … … … … … …

…

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå 

(A – E) x = 0.

Ïîëó÷åííàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà èìååò íóëåâîå ðåøå-
íèå (0, 0, , 0).= = …x 0  Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ 

(ñì. § 2.5) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû 
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11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

A E

a a a

− λ

− λ

− λ = =

− λ

…

…

… … … …

…

.     (3.28)

Îïðåäåëèòåëü A E− λ  ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì n-é ñòåïåíè îò-

íîñèòåëüíî λ. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà A�  èëè ìàòðèöû A, à óðàâíåíèå (3.28) — 

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì îïåðàòîðà A� èëè ìàòðèöû A.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íå çàâèñèò 

îò âûáîðà áàçèñà. Â ñàìîì äåëå, ïðåîáðàçóåì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí *

A E− λ , ïîëó÷åííûé â íîâîì áàçèñå 

* * *

1 2
, , ,

n

…e e e , åñëè èçâåñòíà ìàòðèöà C ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áà-

çèñà
1 2
, , ,

n

…e e e  ê íîâîìó. Ñ ó÷åòîì (3.22) ïîëó÷èì 

* 1 1 1 1
( ) .A E C AC E C AC C EC C A E C

− − − −

− λ = − λ = − λ = − λ

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàò-
ðèö îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé 
ýòèõ ìàòðèö (ñì. §1.4), ïîëó÷èì 

* 1 1
,A E C A E C C C A E A E

− −

− λ = − λ = − λ = − λ  ò.å. 

*

A E A E− λ = − λ  íåçàâèñèìî îò âûáîðà áàçèñà. 

� Ïðèìåð 3.7. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå 

âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
� , çàäàííîãî ìàòðèöåé 

1 4

9 1

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ð å ø å í è å. Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 

1 4

0

9 1

A E

− λ

− λ = =

− λ

 èëè 2
2 35 0λ − λ − = ,

îòêóäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
�

1
5λ = − ,

2
7λ = .

Íàõîäèì ñîáñòâåííûé âåêòîð (1)

1 2
( , )x x=x , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 
1

5λ = − . Äëÿ ýòîãî ðåøàåì ìàò-

ðè÷íîå óðàâíåíèå 
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1

1

2

( )

x

A E

x

⎛ ⎞
− λ =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

0   èëè 1

2

6 4 0

,

9 6 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

x
x

îòêóäà íàõîäèì 
2 2

1,5= −x x . Ïîëîæèâ 
1

c=x , ïîëó÷èì, ÷òî âåê-

òîðû (1)
( ; 1,5 )c c= −x  ïðè ëþáîì 0c ≠  ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè 

âåêòîðàìè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
� ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 

1
5.λ = −

Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âåêòîðû (2)

1 1

2

;

3

c c

⎛ ⎞
=
⎜ ⎟

⎝ ⎠

x
ïðè ëþáîì 

1
0c ≠  ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ëèíåéíîãî 

îïåðàòîðà A
� ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 

2
7λ = . �

Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ïðèíèìàåò ìàòðèöà A ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà A
� , èìåþùåãî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåê-

òîðîâ
1 2
, , ,

n

…e e e  ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî 

ðàâíûìè
1 2
, , ,

n

λ λ λ… . Âåêòîðû 
1 2
, , ,

n

…e e e  ïðèìåì çà áàçèñ-

íûå. Òîãäà ( )
i i i

A = λ
� e e  ( 1, 2, ,i n= … ) èëè ñ ó÷åòîì (3.18) 

1 1 2 2
( )

i i i ii i ni n i i
A a a a a= + + + + + = λ
� … …e e e e e e ,

îòêóäà 0,
ij
a =  åñëè i j≠ , è 

ii i
a = λ , åñëè i j= . Òàêèì îáðàçîì, 

ìàòðèöà îïåðàòîðà A
�  â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç åãî ñîáñòâåííûõ 

âåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé è èìååò âèä: 

1

2*

0 0

0 0

0 0
n

A

λ⎛ ⎞

⎜ ⎟
λ

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ
⎝ ⎠

…

…

… … … …

…

.

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ìàòðèöà A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A�  â 
íåêîòîðîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, òî âñå âåêòîðû ýòîãî 

áàçèñà — ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A� .
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò n ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå 
âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà â ñîîò-
âåòñòâóþùåì áàçèñå èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

� Ïðèìåð 3.8. Ïðèâåñòè ìàòðèöó 
1 4

9 1

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà A
�  ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. 

Ð å ø å í è å. Â ïðèìåðå 3.7 áûëè íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ ìàòðèöû λ 1 = –5, 
2

7λ =  è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñò-
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âåííûå âåêòîðû (1)
( ; 1,5 )c c= −x  è (2)

1 1

2

;

3

c

⎛ ⎞
=
⎜ ⎟

⎝ ⎠

x c . Òàê êàê êî-

îðäèíàòû âåêòîðîâ (1)x è (2)x  íå ïðîïîðöèîíàëüíû, òî âåêòîðû 
(1)x  è (2)x  ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó â áàçèñå, ñîñòîÿùåì 

èç ëþáûõ ïàð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (1)
( ; 1,5 )c c= −x

è (2)
2

;

3

c c

⎛ ⎞
′ ′=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

x  (ò.å. ïðè ëþáûõ 0c ≠ ,
1

0c ≠ , íàïðèìåð ïðè 

2c = ,
1

6c =  èç âåêòîðîâ (1)
(2; 3)= −x  è (2)

(4; 6)=x  è ò.ä.), ìàò-

ðèöà A áóäåò èìåòü äèàãîíàëüíûé âèä: 

1*

2

0

0

A

λ⎛ ⎞
=
⎜ ⎟

λ
⎝ ⎠

 èëè *

5 0

0 7

A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, âçÿâ, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå íîâîãî áà-

çèñà ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû (1)
(2; 3)= −x  è 

(2)
(4; 6)=x . Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà C ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áà-

çèñà ê íîâîìó â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä 

(1) (2)
2 4

, .

3 6

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

xC = x  Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.22) ìàòðèöà A

â íîâîì áàçèñå (1)x , (2)x  ïðèìåò âèä: 
1

* 1

2 4 1 4 2 4

3 6 9 1 3 6

A C AC

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

èëè ïîñëå âû÷èñëåíèé (êîòîðûå ìû îïóñêàåì) *

5 0

0 7

A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

,

ò.å. ïîëó÷èì òó æå äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé ïî 

ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû A. �

3.8. Квадратичные формы 

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ 
èññëåäîâàòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé
1 2

( , , ,
n

L x x x… ) îò n ïå-

ðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñóììà, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèáî 
êâàäðàòîì îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ëèáî ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ðàçíûõ 
ïåðåìåííûõ, âçÿòûõ ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì: 

1 2
( , , ,

n

L x x x… ) = 
1 1

n n

ij i j

i j

a x x

= =

∑ ∑ .  (3.29) 
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 
ij
a —

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì 
ij ji
a a= . Ìàòðèöà ( )

ij
A a=

( , 1, 2, ,i j n= … ), ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû1 .
Â ìàòðè÷íîé çàïèñè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä: 

,L X AX′= (3.30)

ãäå
1 2

( , , , )
n

X x x x ′= …  — ìàòðèöà-ñòîëáåö ïåðåìåííûõ. 

Â ñàìîì äåëå : 

1 2
( , , , )

n

L x x x= …

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

nn n nn

a a a x

a a a x

xa a a

⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

…

…

…… … … …

…

=

1

2

1 2
( , , , )

j j

j j

n

nj j

a x

a x

x x x

a x

Σ⎛ ⎞

⎜ ⎟
Σ

⎜ ⎟ =

⎜ ⎟

⎜ ⎟Σ
⎝ ⎠

…

…

1 1 2 2

1 1

n n

j j j j

j j

a x x a x x

= =

+ +∑ ∑ …

1

n

nj n j

j

a x x

=

+ =∑

=
1 1

n n

ij i j

i j

a x x

= =

∑ ∑  è ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë (3.29) è (3.30) óñòà-

íîâëåíà2.

� Ïðèìåð 3.9. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 
1 2 3

( , , )L x x x =

2 2 2

1 2 1 31 2 3
4 12 10 3 .x x x x x x x= − − + −  Çàïèñàòü åå â ìàòðè÷íîì âèäå. 

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Åå äèà-
ãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû êîýôôèöèåíòàì ïðè êâàäðàòàõ ïå-
ðåìåííûõ, ò.å. 4, 1, –3, à äðóãèå ýëåìåíòû — ïîëîâèíàì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ïîýòîìó 

1

1 2 3 2

3

4 6 5

( , , ) 6 1 0 .

5 0 3

x

L x x x x

x

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟= −

⎜ ⎟⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠⎝ ⎠

�

Âûÿñíèì, êàê èçìåíÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðè íåâûðîæ-
äåííîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåìåííûõ. 

                                         
1 Ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû 

ij ji
a a= , íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

2 Âûøå ïîä çíàêîì ∑ ïîíèìàåòñÿ

1

.

n

i=

∑
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Ïóñòü ìàòðèöû-ñòîëáöû ïåðåìåííûõ 
1 2

( , , , )
n

X x x x ′= …  è 

1 2
( , , , )

n

Y y y y ′= …  ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì ,X CY=

ãäå ( )
ij

C c=  ( , 1, 2, ,i j n= … ) åñòü íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ 

ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .L X AX CY A CY Y C A CY Y C AC Y′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =

Èòàê, ïðè íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè X CY=

ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðèíèìàåò âèä: 

*

A C AC′= .  (3.31) 

� Ïðèìåð 3.10. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 
1 2

( , )L x x
2

1
2x= +

2

1 2 2
4 3 .x x x+ −  Íàéòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó 

1 2
( , )L y y , ïîëó÷åííóþ 

èç äàííîé ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì 
1 1 2

2 3 ,x y y= −

2 1 2
.x y y= +

Ð å ø å í è å. Ìàòðèöà äàííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 

2 2

2 3

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

, à ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 
2 3

.

1 1

C

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî (3.31) ìàòðèöà èñêîìîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 

*

2 1 2 2 2 3 13 17

,

3 1 2 3 1 1 17 3

A

− −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä 2 2

1 2 1 21 2
( , ) 13 34 3 .L y y y y y y= − + �

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óäà÷íî âûáðàííûõ ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ìîæíî ñóùå-
ñòâåííî óïðîñòèòü. 

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 
1 1

n n

ij i j

i j

L a x x

= =

= ∑ ∑  íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷å-

ñêîé (èëè èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä), åñëè âñå åå êîýôôèöèåíòû 

0
ij
a =  ïðè i j≠ :

2 2 22

11 221 2

1

n

nn n ii i

i

L a x a x a x a x

=

= + + + = ∑… ,

à åå ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. 
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 

                                         
1 Òðàíñïîíèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïðîâîäèì ïî ôîðìóëå (CY)′=Y ′C ′

(cì. ñâîéñòâî íà ñ. 16).
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Òåîðåìà. Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåí-

íîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà 

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. 

� Ïðèìåð 3.11. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó êâàäðàòè÷-

íóþ ôîðìó 

1 2 3
( , , )L x x x =

2 2

1 2 1 3 2 31 3
3 4 2 .x x x x x x x x− + + +

Ð å ø å í è å. Âíà÷àëå âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïðè ïåðåìåí-

íîé
1
x , êîýôôèöèåíò ïðè êâàäðàòå êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ: 

( ) ( ) ( )

2 2

2

1 2 3 2 3 2 31

1 1 1

2 3 4 3 4 3 4

2 2 2

L x x x x x x x x

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − + − − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

+ 2

2 3 3
2x x x+ =

2

2 2 2

1 2 3 2 3 2 32 3 3

3 9

2 6 4 2

2 4

x x x x x x x x x x

⎛ ⎞
− + − + − + + =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

2

2 2

1 2 3 2 32 3

3 9

2 8 3 .

2 4

x x x x x x x

⎛ ⎞
− + − + −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Òåïåðü âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò ïðè ïåðåìåííîé 
2
x , êîýô-

ôèöèåíò ïðè êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ: 

L =

2

2

1 2 3 2 2 3 3

3 9 32 256

2

2 4 9 81

x x x x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − − + +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ 2 2

3 3

9 256

3

4 81

x x⋅ − =

2 2

2

1 2 3 2 3 3

3 9 16 37

2 .

2 4 9 9

x x x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − − +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Èòàê, íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå 

1 1 2 3

3

2

2

y x x x= − + ,
2 2 3

16

,

9

y x x= −

3 3
y x=

ïðèâîäèò äàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó 

2 2 2

1 1 2 3 1 2 3

9 37

( , , ) .

4 9

L y y y y y y= − + �

Êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå ÿâëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëåííûì, òàê êàê îäíà è òà æå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìíîãèìè ñïîñîáà-

ìè. Îäíàêî ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè êàíîíè÷åñêèå 

ôîðìû îáëàäàþò ðÿäîì îáùèõ ñâîéñòâ. Îäíî èç ýòèõ ñâîéñòâ 

ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû. 
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Òåîðåìà (çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì). ×èñëî ñëàãàåìûõ ñ 

ïîëîæèòåëüíûìè (îòðèöàòåëüíûìè) êîýôôèöèåíòàìè êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìû íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ôîðìû ê ýòîìó âèäó.

Íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó L â ïðèìåðå 3.10 ìîæíî áû-
ëî ïðèâåñòè ê âèäó 

2 2 2

2 1 2 3 1 1 3

37

( , , ) ,

4

L y y y y y y= + −

ïðèìåíèâ íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå 

1 1
,y x=

2 1 2 3
2 ,y x x x= + +

3 1 2

7

2

y x x= + .

Êàê âèäèì, ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ (ñîîòâåòñòâåííî äâà è îäèí) ñîõðàíèëîñü. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, íà-

çûâàåìûé ðàíãîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ðàâåí ÷èñëó îòëè÷íûõ îò 

íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ êàíîíè÷åñêîé ôîðìû è íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëè-

íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. 

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 
1 2

( , , ,
n

L x x x… ) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðå-
ìåííûõ, èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ, 

1 2
( , , ,

n

L x x x… ) > 0 (
1 2

( , , ,
n

L x x x… ) < 0). 

Òàê, íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 2 2 2

1 1 2 3
3 4 9L x x x= + +  ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, à ôîðìà 2 2

2 1 21 2
2L x x x x= − + −  — 

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. 

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L X AX′= áûëà

ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 
i

λ  ìàòðèöû A áûëè ïî-

ëîæèòåëüíû (îòðèöàòåëüíû).
Â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû óäîáíåå áûâàåò ïðèìåíèòü êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áûëà ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå 

ìèíîðû ìàòðèöû ýòîé ôîðìû áûëè ïîëîæèòåëüíû, ò.å 

1 2
0,Δ > Δ > 0, , 0,

n

Δ >…  ãäå 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

Δ =

…

…

… … … …

…

.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì çíàêè ãëàâíûõ ìèíîðîâ ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñî 
çíàêà «ìèíóñ» äëÿ ìèíîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà. 

� Ïðèìåð 3.12. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 2

1
13L x= −

– 2

1 2 2
6 5x x x+  ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. 

Ð å ø å í è å. Ïåðâûé ñïîñîá. Ìàòðèöà A êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû èìååò âèä 
13 3

3 5

A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

. Äëÿ ìàòðèöû A õàðàêòåðèñòè÷åñêîå 

óðàâíåíèå

13 3

3 5

A E

− λ −

− λ =

− − λ

 èëè 2
18 56 0.λ − λ + =

Ðåøàÿ óðàâíåíèå, íàéäåì 
1

14λ = ,
2

4λ = . Òàê êàê êîðíè õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû A ïîëîæèòåëüíû, òî íà 
îñíîâàíèè ïðèâåäåííîé òåîðåìû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà L — ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. 

Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû A

11 12

11

21 22

13 3

13, 56

3 5

a a

a

a a

−

= = =

−

ïîëîæèòåëüíû, òî ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà äàííàÿ êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà L ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. �

3.9. Линейная модель обмена 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî 
ïðîöåññà, ïðèâîäÿùåéñÿ ê ïîíÿòèþ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà è 
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû, ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü 
îáìåíà (ìîäåëü ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëè).

Ïóñòü èìååòñÿ n ñòðàí 
1 2
, , ,

n

S S S… , íàöèîíàëüíûé äîõîä êà-

æäîé èç êîòîðûõ ðàâåí ñîîòâåòñòâåííî 
1 2
, , ,

n

x x x… . Îáîçíà÷èì 

êîýôôèöèåíòàìè
ij
a  äîëþ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà, êîòîðóþ 

ñòðàíà
j

S òðàòèò íà ïîêóïêó òîâàðîâ ó ñòðàíû 
i

S . Áóäåì ñ÷è-
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òàòü, ÷òî âåñü íàöèîíàëüíûé äîõîä òðàòèòñÿ íà çàêóïêó òîâàðîâ 
ëèáî âíóòðè ñòðàíû, ëèáî íà èìïîðò èç äðóãèõ ñòðàí, ò.å.

1

1

n

ij

i

a

=

=∑  ( 1, 2, ,j n= … ). (3.32)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

A

a a a

⎛ ⎞

⎜ ⎟

= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

…

…

… … … …

…

,

êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû òîðãîâëè. Â 
ñîîòâåòñòâèè ñ (3.32) ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A
ðàâíà 1. 

Äëÿ ëþáîé ñòðàíû 
i

S ( 1, 2, , )i n= …  âûðó÷êà îò âíóòðåííåé è 

âíåøíåé òîðãîâëè ñîñòàâèò: 

1 1 2 2i i i in n
p a x a x a x= + + +… .

Äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîé òîðãîâëè íåîáõîäèìà áåçäåôèöèò-

íîñòü òîðãîâëè êàæäîé ñòðàíû 
i

S , ò.å. âûðó÷êà îò òîðãîâëè êà-

æäîé ñòðàíû äîëæíà áûòü íå ìåíüøå åå íàöèîíàëüíîãî äîõîäà: 

i i
p x≥ ( 1, 2, , )i n= … .

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî 
i i
p x> ( 1, 2, , )i n= … , òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó 

íåðàâåíñòâ

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

,

.

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x x

a x a x a x x

a x a x a x x

+ + + >⎧

⎪ + + + >⎪

⎨

⎪

+ + + >⎪⎩

…

…

… … … … … … … … …

…

   (3.33)

Ñëîæèâ âñå íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.33), ïîëó÷èì ïîñëå ãðóï-

ïèðîâêè
1 11 21 1 2 12 22 2
( ) ( )

n n

x a a a x a a a+ + + + + + + +… … …+

1 2
( )

n n n nn

x a a a+ + + + >…

1 2 n

x x x+ + +… .

Ó÷èòûâàÿ (3.32), âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ ðàâíû åäèíèöå, è ìû 
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èâîìó íåðàâåíñòâó 

1 2 1 2n n

x x x x x x+ + + > + + +… … .

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî 
i i
p x> ( 1, 2, , )i n= …  íåâîçìîæ-

íî, è óñëîâèå 
i i
p x≥  ïðèíèìàåò âèä 

i i
p x= ( 1, 2, , )i n= … . (Ñ 

ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ïîíÿòíî, òàê êàê âñå ñòðàíû 
íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïîëó÷àòü ïðèáûëü.) 
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Ââîäÿ âåêòîð x = (x1, x2, ..., x
n
) íàöèîíàëüíûõ äîõîäîâ ñòðàí, 

ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå 

 Aõ = õ, (3.34)

Â êîòîðîì âåêòîð x çàïèñàí â âèäå âåêòîð-ñòîëáöà, ò.å. çàäà-
÷à ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A, îòâå-
÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1.λ =

� Ïðèìåð 3.13. Ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà òîðãîâëè òðåõ ñòðàí 

1 2 3
, ,S S S  èìååò âèä: 

1 3 1 4 1 2

1 3 1 2 1 2

1 3 1 4 0

A

⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Íàéòè ñîîòíîøåíèå íàöèîíàëüíûõ äîõîäîâ ñòðàí äëÿ ñáà-
ëàíñèðîâàííîé òîðãîâëè. 

Ð å ø å í è å. Íàõîäèì ñîáñòâåííûé âåêòîð x, îòâå÷àþùèé 
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1λ = , ðåøèâ óðàâíåíèå ( )A E− x = 0

èëè ñèñòåìó 

1

2

3

2 3 1 4 1 2 0

1 3 1 2 1 2 0

1 3 1 4 1 0

x

x

x

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− =

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

ìåòîäîì Ãàóññà. Íàéäåì 
1

(3 2) ,x c=

2
2 ,x c=

3
,x c=  ò.å. 

x

3

; 2 ;

2

c c c

⎛ ⎞
=
⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ñáàëàíñèðîâàííîñòü òîð-
ãîâëè òðåõ ñòðàí äîñòèãàåòñÿ ïðè âåêòîðå íàöèîíàëüíûõ äîõîäîâ 

x

3

; 2 ;

2

c c c

⎛ ⎞
=
⎜ ⎟

⎝ ⎠

, ò.å. ïðè ñîîòíîøåíèè íàöèîíàëüíûõ äîõîäîâ 

ñòðàí 3/2 : 2 : 1 èëè 3 : 4 : 2. �

УПРАЖНЕНИЯ 

3.14. Âû÷èñëèòü 2
( )a b

→ →

− , åñëè 2 2; 4, ^ 135 .a b a b

→ → → →

= = =

�

3.15. Ïîñòðîèòü ïàðàëëåëîãðàìì íà âåêòîðàõ (1; 1; 0)OA

→

= è

(0; 3; 1)OB

→

= −  è îïðåäåëèòü äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà OC
→

 è 

AB

→

 è èõ äëèíû. 
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3.16. Äàíû âåêòîðû (4; 2; 4)a

→

= −  è (4; 2; 4)b

→

= − − . Íàéòè 

óãîë ìåæäó âåêòîðàìè c
→

 è d
→

, åñëè 
1

2

c a

→ →

= , 2 .d a b

→ → →

= +

3.17. Íàéòè óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ïàðàëëåëîãðàììà, ïî-

ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ (2; 1; 0)a

→

=  è (0; 2; 1)b

→

= − .

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè âåêòîðû 
1 2 3
, ,a a a  ëèíåéíî çàâèñèìûìè: 

3.18.
1

(2; 1; 3)= −a ,
2

(1; 4; 1),= −a
3

(0; 9; 5)= −a .

3.19.
1

(1; 2; 0)=a ,
2

(3; 1; 1)= −a ,
3

(0; 1; 1)=a .

3.20. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû (1; 2; 0)=a , (3; 1; 1)= −b ,

(0;1;1)=c , çàäàííûå â áàçèñå 
1 2 3
, ,e e e , ñàìè îáðàçóþò áàçèñ. 

3.21. Äàíû âåêòîðû 
1 2 3

= + +a e e e ,
2 3

2 3= +b e e ,
2 3

5= +c e e ,

ãäå
1 2 3
, ,e e e  — áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî 

âåêòîðû a, b , c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà =d

=
1 2 3

2 − +e e e  â áàçèñå a, b, c.

3.22. Âåêòîðû 
1 2 3 4 5
, , , ,e e e e e  îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé 

áàçèñ. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è äëèíû âåêòîðîâ 

1 2 5
2= − +x e e e ,

2 3 4 5
3 2= + − +y e e e e .

3.23. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà 
1 2 3
, ,e e e  ê áàçèñó 

2 3 1
, ,e e e .

3.24. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A
�  â áàçèñå 

1 2
,e e  çàäàí ìàòðèöåé 

3 2

1 5

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

. Íàéòè îáðàç ( )A=

�y x , ãäå 
1 2

4 3= −x e e .

3.25. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A�  â áàçèñå 
1 2 3
, ,e e e  çàäàí ìàòðè-

öåé

1 0 2

2 1 1

3 0 1

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

. Íàéòè ( )A=

�y x , ãäå 
1 2 3

2 4= + −x e e e .

3.26. Â áàçèñå 
1 2
,e e  îïåðàòîð A�  èìååò ìàòðèöó 

2 4

3 3

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠

.

Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A
�  â áàçèñå *

1 2 1
2= −e e e ,

*

2 1 2
2 4= −e e e .

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ ìàòðèöàìè: 
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3.27.
2 4

1 3

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

. 3.28.

1 2 2

1 0 3

1 3 0

A

−⎛ ⎞

⎜ ⎟=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà:

3.29.
2 1

3 4

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 3.30.
2 1

2 3

A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

3.31. Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
2 2 2

1 2 1 3 2 31 2 3
2 3 4 6 10L x x x x x x x x x= + − + − +  çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì 

âèäå.
3.32. Íàéòè ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

1

1 2 3 1 2 3 2

3

1 0 2

( , , ) ( , , ) 2 4 1

3 0 1

x

L x x x x x x x

x

− ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟=

⎜ ⎟⎜ ⎟
−

⎝ ⎠⎝ ⎠

.

3.33. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 2 2

1 2 1 21 2
( , ) 3 4L x x x x x x= − + .

Íàéòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ïîëó÷åííóþ èç äàííîé ëèíåéíûì 

ïðåîáðàçîâàíèåì
1 1 2

2x y y= − ,
2 1 2
x y y= + .

Èññëåäîâàòü íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû: 

3.34. 2 2 2

1 21 2 3
4 3 2 .x x x x x+ + +

3.35. 2 2 2

1 3 2 32 1 3
2 2 2 .x x x x x x x− − − + −

3.36. Íàéòè ñîîòíîøåíèå öåí òðåõ òîâàðîâ, åñëè íàáîðû ýòèõ 
òîâàðîâ õ1 = (6; 2; 4), õ2 = (1; 8; 9), õ3 = (3; 5; 9) èìåþò îäèíà-
êîâóþ ñòîèìîñòü.
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Глава 4

 УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ 

4.1. Уравнение линии на плоскости 

Óðàâíåíèå ëèíèè ÿâëÿåòñÿ 
âàæíåéøèì ïîíÿòèåì àíàëèòè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè. 

Ïóñòü ìû èìååì íà ïëîñêîñòè 
íåêîòîðóþ ëèíèþ (êðèâóþ) 
(ðèñ. 4.1). Êîîðäèíàòû x è y  òî÷-
êè, ëåæàùåé íà ýòîé ëèíèè, íå 
ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, îíè 
äîëæíû áûòü îïðåäåëåííûì îáðà-
çîì ñâÿçàíû. Òàêàÿ ñâÿçü àíàëè-

òè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ. 
Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèåì ëèíèè (êðèâîé) íà ïëîñêîñòè Oxy íà-

çûâàåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû x è y 
êàæäîé òî÷êè äàííîé ëèíèè è íå óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ëþ-
áîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ýòîé ëèíèè. 

Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ëèíèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî  â  âèäå 
F (x, y) = 0 èëè (åñëè ýòî âîçìîæíî) y = f (x), ãäå F (x, y) è y = f (x) — 
íåêîòîðûå ôóíêöèè (ôóíêöèè áóäóò ðàññìîòðåíû â ãë. 5). 

Åñëè òî÷êà M (x, y) ïåðåäâèãàåòñÿ ïî ëèíèè, òî åå êîîðäèíà-
òû, èçìåíÿÿñü, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýòîé ëèíèè. Ïîýòîìó 
êîîðäèíàòû M (x, y) íàçûâàþòñÿ òåêóùèìè êîîðäèíàòàìè (îò 
ñëîâà «òåêóò», ìåíÿþòñÿ). 

� Ïðèìåð 4.1. Íàéòè óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîóäà-

ëåííûõ îò òî÷åê A (–4; 2) è B (–2; –6). 

Ð å ø å í è å. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè 
1

M (
1
x ,

1
y ) è 

2
M (

2
x ,

2
y ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.5): 

d = 2 2

2 1 2 1
( ) ( )x x y y− + − .

Åñëè M (x, y) — ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èñêîìîé ëèíèè, òî ñî-
ãëàñíî óñëîâèþ èìååì AM = BM (ðèñ. 4.2) èëè, ó÷èòûâàÿ (3.5),

2 2
( 4) ( 2)x y+ + − =

2 2
( 2) ( 6)x y+ + + .

0 x

y

M ( , )x y

Ðèñ. 4.1
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Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â 
êâàäðàò, ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðà-
çîâàíèé óðàâíåíèå x – 4y – 5 = 0 

èëè y = 
1 5

4 4

x − .

Î÷åâèäíî, ýòî óðàâíåíèå 
ïðÿìîé MD — ïåðïåíäèêóëÿðà, 
âîññòàâëåííîãî èç ñåðåäèíû îò-

ðåçêà AB (ñì. ðèñ. 4.2). �

Ëþáóþ ëèíèþ â ïðèíöèïå 
ìîæíî âûðàçèòü ñîîòâåòñòâóþùèì 

óðàâíåíèåì (õîòÿ íà ïðàêòèêå ýòî íå âñåãäà ïðîñòî ñäåëàòü). Îäíàêî 
íå âñÿêîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ ëèíèþ. 

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå 2
x +

2
y 0=  îïðåäåëÿåò òîëüêî îäíó 

òî÷êó (0; 0), à óðàâíåíèå 2 2
7 0x y+ + =  íå îïðåäåëÿåò íèêàêîãî 

ìíîæåñòâà òî÷åê, èáî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 
íóëþ.

×òîáû óáåäèòüñÿ, ëåæèò ëè òî÷êà  M (a, b)  íà  äàííîé ëèíèè 
F (x, y) = 0, íàäî ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿþò ëè êîîðäèíàòû ýòîé 
òî÷êè óðàâíåíèþ F (x, y) = 0. 

4.2. Уравнение прямой 

Ïóñòü ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îñü Îy  â 
òî÷êå B (0; b) è îáðàçóåò ñ îñüþ Ox

óãîë α (0 < α < 
2

π

) (ñì. ðèñ. 4.3). 

Âîçüìåì íà ïðÿìîé ïðîèçâîëüíóþ 
òî÷êó M (x, y). Òîãäà òàíãåíñ óãëà α
íàêëîíà ïðÿìîé íàéäåì èç ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà MBN:

        tg α = 
MN y b

NB x

−

= . (4.1)

Ââåäåì óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé k = tg α; ïîëó÷èì

k = 
y b

x

−

è
 y = kx + b. (4.2)

Ðèñ. 4.2

Ðèñ. 4.3
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà (4.2) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è 

äëÿ ñëó÷àÿ 
2

π

< α < π.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè ïðÿìîé 
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.2). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäè-
íàòû ëþáîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé, íå óäîâëåòâîðÿþò 
óðàâíåíèþ (4.2). 

Óðàâíåíèå (4.2) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êî-

ýôôèöèåíòîì.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (4.2). 

0

y

x
α

y= kx
k>0k<0

y= kx

0

y

x

y= b

y= 0

B b(0; )

b

0

y

x

x = 0 x = a

a
A a( ;0)

Ðèñ. 4.4 Ðèñ. 4.5 Ðèñ. 4.6

1. Åñëè b = 0, òî ïîëó÷àåì y = kx  — óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è îáðàçóþùåé ïðè k = tg α > 0

îñòðûé óãîë α ñ îñüþ Ox, à ïðè k = tg α < 0  — òóïîé óãîë (ñì. 

ðèñ. 4.4). Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå áèññåêòðèñû I è III êîîðäèíàò-

íûõ óãëîâ èìååò âèä y = x (òàê êàê  k = tg
4

π

 = 1), à óðàâíåíèå 

áèññåêòðèñû II è IV êîîðäèíàòíûõ óãëîâ y = –x (k = tg
3

4

π

= –1). 

2. Åñëè α = 0, òî k = tg 0 = 0, è óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàë-

ëåëüíîé îñè Ox, èìååò âèä y = b, à ñàìîé îñè Ox – âèä y = 0
(ñì. ðèñ. 4.5). 

3. Åñëè α = 
2

π

, òî ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè Ox (ñì. 

ðèñ. 4.6) è k = tg
2

π

 íå ñóùåñòâóåò, ò.å. âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ íå 

èìååò óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ 

îòñåêàåò íà îñè Ox îòðåçîê, ðàâíûé a. Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå 

òàêîé ïðÿìîé x = a (òàê êàê àáñöèññà ëþáîé òî÷êè ïðÿìîé ðàâ-

íà a), à óðàâíåíèå îñè Oy åñòü x = 0. 
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó â äàííîì 

íàïðàâëåíèè. Ïóñòü ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 
1

M (
1
x ,

1
y ) è 

îáðàçóåò ñ îñüþ Ox óãîë α ≠

2

π

 (ðèñ. 4.7). 

Ðèñ. 4.7 Ðèñ. 4.8

Òàê êàê òî÷êà 
1

M (
1
x ,

1
y ) ëåæèò íà ïðÿìîé, òî åå êîîðäèíàòû 

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.2), ò.å. 

1
y  = k

1
x  + b. (4.3)

Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî (4.3) èç ðàâåíñòâà (4.2), ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå èñêîìîé ïðÿìîé 

 y – 
1
y = k (x – 

1
x ). (4.4)

Óðàâíåíèå ïó÷êà ïðÿìûõ. Åñëè â óðàâíåíèè (4.4) k — ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî, òî ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïó÷îê ïðÿìûõ, ïðî-

õîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó 
1

M (
1
x ,

1
y ), êðîìå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé 

îñè Oy è íå èìåþùåé óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà (ðèñ. 4.8). 

� Ïðèìåð 4.2. 1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå 

ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A (3;–2):
à) ïîä óãëîì 135° ê îñè Ox; á) ïàðàë-
ëåëüíî îñè Oy. 2. Íàéòè óðàâíåíèå ïó÷êà 
ïðÿìûõ.

Ð å ø å í è å. 1. à) óãëîâîé êîýôôè-
öèåíò ïðÿìîé k = tg 135° = –1. 

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 
òî÷êó A (3; –2) (ñì. ðèñ. 4.9), ïî ôîðìó-      
ëå (4.4) èìååò âèä y + 2 = –1 (x –3) èëè 
y = –x + 1. 

á) Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè Oy, x = 3. 
2. Óðàâíåíèå ïó÷êà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A (3; –2), 

èìååò âèä y + 2 = k (x –3). �

Ðèñ. 4.9
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè. Ïóñòü 

äàíû äâå òî÷êè 
1

M (
1
x ,

1
y ),

2
M (

2
x ,

2
y ) è 

1
x ≠

2
x ,

1
y ≠

2
y .

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðÿ-     

ìîé
1

M
2

M  (ðèñ. 4.10) çàïèøåì óðàâ-

íåíèå ïó÷êà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷å-

ðåç òî÷êó 
1

M :

y – 
1
y  = k (x –

1
x ).

Òàê êàê òî÷êà 
2

M (
2
x ,

2
y ) ëåæèò íà 

äàííîé ïðÿìîé, òî ÷òîáû âûäåëèòü åå 
èç ïó÷êà, ïîäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷-

êè
2

M  â óðàâíåíèå ïó÷êà 
2
y –

1
y =

= k(
2
x –

1
)x  è íàéäåì óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé 

k = 2 1

2 1

y y

x x

−

−

. (4.5)

Òåïåðü óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé ïðèìåò âèä

y – 
1
y  = 2 1

2 1

y y

x x

−

−

 (x –
1
x )

èëè

1

2 1

y y

y y

−

−

= 1

2 1

x x

x x

−

−

. (4.6)

� Ïðèìåð 4.3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç òî÷êè A (–5; 4) è B (3; –2). 

Ð å ø å í è å. Ïî óðàâíåíèþ (4.6): 
4

2 4

y −

− −

=
5

3 5

x +

+

, îòêóäà ïî-

ñëå ïðåîáðàçîâàíèé y = 
3 1

4 4

x + . �

Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ. Íàéäåì 
óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî çàäàííûì îòðåçêàì
a ≠ 0 è b ≠ 0, îòñåêàåìûì íà îñÿõ êîîðäè-
íàò. Èñïîëüçóÿ (4.6), óðàâíåíèå ïðÿìîé, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A (a; 0) è B (0; b)

(ðèñ. 4.11), ïðèìåò âèä 
0

0

y

b

−

−

 = 
0

x a

a

−

−

èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

x

a

 + 
y

b

 = 1. (4.7)

Ðèñ. 4.10

B b(0; )

b

0

y

xa
A a( ;0)

Ðèñ. 4.11
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Óðàâíåíèå (4.7) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ. 

� Ïðèìåð 4.4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç òî÷êó A (2; –1), åñëè ýòà ïðÿìàÿ îòñåêàåò îò ïîëîæèòåëüíîé 
ïîëóîñè Oy îòðåçîê, âäâîå áîëüøèé, ÷åì íà ïîëîæèòåëüíîé ïî-
ëóîñè Ox (ðèñ. 4.12). 

Ð å ø å í è å. Ïî óñëîâèþ b = 2a (a > 0,
b > 0). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â 

óðàâíåíèå (4.7), ïîëó÷èì 
x

a

 + 
2

y

a

 = 1. 

Òàê êàê òî÷êà A (2; –1) ëåæèò íà ïðÿ-
ìîé, òî åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò 

ýòîìó óðàâíåíèþ, ò.å. 
2

a

 – 
1

2a

 = 1, îò-

êóäà a = 1,5. 

Èòàê, óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé èìååò âèä 
1,5

x

 + 
3

y

 = 1 

èëè y = –2x + 3. �

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé è åãî èññëåäîâàíèå. Ðàññìîòðèì 
óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè â îáùåì âèäå 

Ax + By + C = 0, (4.8)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû A è B  íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, 

ò.å. 2
A  + 2

B ≠ 0. 
1. Ïóñòü B ≠ 0. Òîãäà óðàâíåíèå (4.8)  ìîæíî  çàïèñàòü â âèäå 

y = 
A

x

B

− –
C

B

.

Îáîçíà÷èì k = –A/B, b = –C/B. Åñëè A ≠ 0, C ≠ 0, òî ïîëó-
÷èì y = kx + b (óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì); 
åñëè A ≠ 0, C = 0, òî y = kx (óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 
íà÷àëî êîîðäèíàò); åñëè A = 0, C ≠ 0, òî  y = b  (óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè Oy); åñëè A = 0, C = 0, òî  y = 0 (óðàâíå-
íèå îñè Ox).

2. Ïóñòü B = 0, A ≠ 0. Òîãäà óðàâíåíèå (4.8) ïðèìåò âèä        

x = 
C

A

− . Îáîçíà÷èì a = –C/A. Åñëè C ≠ 0, òî ïîëó÷èì x = a

(óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè Oy); åñëè C = 0, òî x = 0
(óðàâíåíèå îñè Oy).

Ðèñ. 4.12
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ A, B (íå
ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ) è C óðàâíåíèå (4.8) åñòü óðàâíåíèå íå-
êîòîðîé ïðÿìîé ëèíèè íà ïëîñêîñòè Oxy.

Óðàâíåíèå (4.8) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé. Çàìå-
òèì, ÷òî â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ ïó÷êà ïðÿìûõ (4.4) îáùåå óðàâ-
íåíèå (4.8) âêëþ÷àåò è óðàâíåíèå ëþáîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, 
ïàðàëëåëüíîé îñè Oy.

4.3. Условия параллельности  

и перпендикулярности прямых. 

Расстояние от точки до прямой 

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè. Ïóñòü 
çàäàíû äâå ïðÿìûå

y = 
1
k x + 

1
b  (1), 

y = 
2
k x + 

2
b  (2) 

è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü óãîë ϕ ìåæäó 
íèìè.

Èç ðèñ. 4.13 âèäíî, ÷òî  ϕ =
2

α –
1

α ,

ïðè÷åì
1
k  = tg

1
α ,

2
k  = tg

2
α ,

1
α ≠ π/2,

2
α ≠ π/2.

Òîãäà

tg ϕ = tg (
2

α –
1

α ) = 2 1

1 2

tg tg

1 tg tg

α − α

+ α α

èëè

 tg ϕ = 2 1

1 2
1

k k

k k

−

+

, (4.9)

ãäå ñòðåëêà îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ϕ ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì ïðÿ-   
ìîé (1) ê ïðÿìîé (2) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. 

Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ. Åñëè 

ïðÿìûå y = 
1
k x + 

1
b  (1) è y = 

2
k x + 

2
b  (2) ïàðàëëåëüíû, òî 

óãîë ϕ = 0 è tg ϕ = 0, îòêóäà èç ôîðìóëû (4.9) 
1
k  = 

2
k . È íà-

îáîðîò, åñëè 
1
k  = 

2
k , òî ïî ôîðìóëå (4.9) tg ϕ = 0 è ϕ = 0. Òà-

êèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ. 

Åñëè ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ϕ = π/2, ïðè ýòîì ctg ϕ = 

= ctg(π/2) = 0  èëè ctg ϕ =
1

tgϕ

 = 1 2

2 1

1 k k

k k

+

−

= 0, îòêóäà 
1
k =

2

1

k

−

Ðèñ. 4.13
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èëè
1 2
k k = –1. Ñïðàâåäëèâî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Òà-

êèì îáðàçîì, äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû èõ óãëîâûå êîýôôèöèåíòû áûëè îáðàòíû ïî âåëè-
÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. 

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè À1x + Â1y + 
1

C = 0 (1) 

è
2

A x + 
2

B y + 
2

C  = 0 (2), òî ó÷èòûâàÿ, ÷òî èõ óãëîâûå êîýô-

ôèöèåíòû
1
k = –

1
A /

1
B  è 

2
k = –

2
A /

2
B , óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè 

ïðÿìûõ
1
k =

2
k  ïðèìåò âèä 1 1

2 2

A B

A B

= . Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèåì

ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ, çàäàííûõ îáùèìè óðàâíåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ 
ïðîïîðöèîíàëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ.

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ 
1 2
k k = –1 â ýòîì ñëó÷àå 

ïðèìåò âèä 1

1

A

B

⎛ ⎞

−⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2

A

B

⎛ ⎞

−⎜ ⎟

⎝ ⎠

= –1 èëè 
1 2
A A +

1 2
B B = 0, ò.å. óñëîâèåì

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ, çàäàííûõ îáùèìè óðàâíåíèÿìè, 
ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû ïðîèçâåäåíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè 
ïåðåìåííûõ x è y. 

� Ïðèìåð 4.5. Ñîñòàâèòü óðàâ-

íåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ 
÷åðåç òî÷êó A (2; 1), îäíà èç êî-
òîðûõ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 3x –    
– 2y +2 = 0, à äðóãàÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíà òîé æå ïðÿìîé. 

Ð å ø å í è å. Óðàâíåíèå ïó÷êà 
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó 
A (2; 1), èìååò âèä y – 1 = k (x–2).
Èç ýòîãî ïó÷êà íàäî âûäåëèòü äâå 
ïðÿìûå (2) è (3) — ïàðàëëåëüíóþ 
è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äàííîé (ðèñ. 4.14). Óãëîâîé êîýôôèöèåíò
ïðÿìîé (1) 

1
k = 3/2 (òàê êàê óðàâíåíèå ïðÿìîé (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü 

â âèäå y =
3

2

x + 1). Ïî óñëîâèþ ïàðàëëåëüíîñòè óãëîâîé êîýôôèöè-

åíò ïðÿìîé (2) 
2
k =

1
k = 3/2 è åå óðàâíåíèå èìååò âèä y – 1 =

3

2

(x – 2) èëè 3x – 2y – 4 = 0. Ïî óñëîâèþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè 

óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé (3) 
3
k =

1

1

k

− =
2

3

−  è óðàâíåíèå 

ýòîé ïðÿìîé y – 1 =
2

3

− (x – 2) èëè 2x + 3y – 7 = 0. 

Ðèñ. 4.14
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Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Ïðÿìàÿ Ax + By + C = 0 
áóäåò ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 3x – 2y + 2 = 0, åñëè åå êîýôôèöèåí-

òû ïðè x è y ïðîïîðöèîíàëüíû, ò.å. 
3

A

=
2

B

−

. Âçÿâ A = 3, B = –2 

(ïðè êîýôôèöèåíòå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ðàâíîì 1), ïîëó÷èì 
óðàâíåíèå 3x – 2y + C = 0. Êîýôôèöèåíò C íàéäåì ñ ó÷åòîì 
òîãî, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè A (2; 1), ëåæàùåé íà ïðÿìîé, äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü åå óðàâíåíèþ, ò.å. 3 ⋅2 – 2 ⋅1 + C = 0, îòêóäà 
C = 4 è óðàâíåíèå ïðÿìîé (2) 3x – 2y – 4 = 0. 

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîé 3x – 2y + 2 = 0, 
áóäåò èìåòü âèä: 2x + 3y + C = 0 (èáî â ýòîì ñëó÷àå ñóììà ïðî-
èçâåäåíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ x è y  ðàâíà íóëþ, 
ò.å.  3 ⋅ 2 + (–2) ⋅3 = 0). Òåïåðü ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷êè   
A (2; 1) â óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷èì 2 ⋅ 2 + 3 ⋅ 1 + Ñ = 0, îò-

êóäà C = –7 è óðàâíåíèå ïðÿìîé (3) 2x – 3y – 7 = 0. �

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ. Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå 
1
A x + 

1
B y + 

+
1

C  = 0 è 
2

A x + 
2

B y + 
2

C = 0. Î÷åâèäíî, êîîðäèíàòû èõ òî÷-

êè ïåðåñå÷åíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ êàæäîé ïðÿ-
ìîé, ò.å. îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñèñòåìû 

1 1 1

2 2 2

0,

0.

A x B y C

A x B y C

+ + =⎧

⎨
+ + =

⎩

Åñëè ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû, ò.å. 

1

2

A

A

≠

1

2

B

B

, òî ðåøåíèå ñèñòåìû äàåò 

åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

Ïóñòü äàíû òî÷êà M (
0
x ,

0
y ) è ïðÿìàÿ 

Ax + By + C = 0. Ïîä ðàññòîÿíèåì îò 
òî÷êè M äî ïðÿìîé KL ïîíèìàåòñÿ 
äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà   d = MN, îïó-
ùåííîãî èç òî÷êè M íà ïðÿìóþ KL (ðèñ. 4.15). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ðàññòîÿíèÿ d íåîáõîäèìî: à) ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé MN,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîé è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 

0
M (

0
x ,

0
y ); á) íàéòè òî÷êó N (

1
x ,

1
y ) ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ðå-

øèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé ýòèõ ïðÿìûõ; â) ïî ôîðìóëå (3.5) îïðå-
äåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ò.å. íàéòè d = MN. Â 
ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

x

y

0

1 1N x y ( , )

0M x y ( , )0
L

K

Ðèñ. 4.15
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d = 
0 0

2 2

Ax By C

A B

+ +

+

(4.10)

(äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (4.10) îïóñêàåì). 

� Ïðèìåð 4.6. Íàéòè ðàññòîÿíèå 

ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè 
3x + 4y – 24 = 0 è 3x + 4y + 6 = 0. 
Ð å ø å í è å. Âîçüìåì íà îäíîé èç 

ïðÿìûõ, íàïðèìåð ïðÿìîé 3x + 4y – 24= 
= 0, ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A (0; 6) 
(ðèñ. 4.16). Òîãäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò òî÷-
êè A äî ïðÿìîé 3x + 4y + 6 = 0: 

d = 
2 2

3 0 4 6 6

3 4

⋅ + ⋅ +

+

= 6. �

4.4. Окружность и эллипс 

Èçó÷åíèå êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà,
îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè âòîðîé 
ñòåïåíè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, íà÷íåì 
ñ îêðóæíîñòè. 

Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R c 

öåíòðîì O′ (
0
x ,

0
y ) (ðèñ. 4.17). Íàé-

äåì åå óðàâíåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé 
òî÷êè M (x, y) îêðóæíîñòè âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî OM = R. Èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó (3.5) ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ïîëó÷èì  

2 2

0 0
( ) ( )x x y y R− + − =  èëè ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò (äâóõ 

ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ) ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå óðàâ-
íåíèå

2

0
( )x x− + 2

0
( )y y− = 2

R . (4.11)

Èòàê, êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè îêðóæíîñòè M (x, y) óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.11). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû 
ëþáîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè, ýòîìó óðàâíåíèþ íå 
óäîâëåòâîðÿþò.

Óðàâíåíèå (4.11) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì îêðóæíî-

ñòè. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå 

êîîðäèíàò
0

(x =
0
y  = 0) èìååò âèä 

Ðèñ. 4.16

Ðèñ. 4.17
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2
x + 2

y = 2
R . (4.12)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè 
â îáùåì âèäå 

A 2
x +Bxy +C 2

y +Dx +Ey + F = 0,  (4.13)

â êîòîðîì A, B è C íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, ò.å. 2
A  + 2

B  +

+ 2
C ≠ 0. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ 

óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå 
(4.11) â âèäå 

2 22 2 2

0 0 0 0
2 2x y x x y y x y R+ − − + + − = 0. (4.14)

×òîáû óðàâíåíèÿ (4.13) è (4.14) ïðåäñòàâëÿëè îäíó è òó æå 
ëèíèþ, êîýôôèöèåíò B äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ, ò.å. B = 0, à âñå 
îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû — ïðîïîðöèîíàëüíû, â ÷àñòíîñòè

1

A

=
1

C

, îòêóäà A = C ≠ 0 (èáî 2
A + 2

B + 2
C ≠ 0, à B = 0). Òîãäà 

ïîëó÷èì óðàâíåíèå 

A 2
x +A 2

y +Dx +Ey + F = 0, (4.15)

íàçûâàåìîå îáùèì óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè.
Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà A ≠ 0 è äîïîëíèâ ÷ëåíû, ñî-

äåðæàùèå x  è  y, äî ïîëíîãî êâàäðàòà, ïîëó÷èì 

2

2

D

x

A

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

+

2

2

E

y

A

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2 2

2

4

4

D E AF

A

+ −

. (4.16)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèå (4.16) ñ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè (4.11), 
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óðàâíåíèå (4.13) åñòü óðàâíåíèå äåé-

ñòâèòåëüíîé îêðóæíîñòè, åñëè 1) A = C; 2) B = 0; 3) 2
D + 2

E –
–4AF > 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé öåíòð îêðóæíîñòè 

(4.13) ðàñïîëîæåí â òî÷êå Î ;

2 2

D E

A A

⎛ ⎞
− −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

, à åå ðàäèóñ R = 

=
2 2

4

2

D E AF

A

+ −

.
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� Ïðèìåð 4.7. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè 

2
x + 2

y + 16y – 9 = 0. 

Ð å ø å í è å. Äîïîëíèâ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå y, äî ïîëíîãî 
êâàäðàòà, ïîëó÷èì

2
x +( 2

y + 16y + 64) – 64 – 9 = 0, èëè 

2
x + 2

( 8)y + = 73, ò.å. öåíòð îêðóæíîñòè â òî÷êå Î (0; –8), à 

åå ðàäèóñ R = 73 . �

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (4.13), â êî-
òîðîì ïî-ïðåæíåìó áóäåì ïîëàãàòü B = 0. Ïåðåïèøåì óðàâíå-
íèå â âèäå 

A

2

2

D

x

A

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ C 

2

2

E

y

C

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2

4

D

A

+
2

4

E

C

– F

èëè

A (x – 
0
x ) 2 + C (y – 

0
y ) 2 =δ,

ãäå

0

2

D

x

A

= − ;
0

2

E

y

C

= − ; δ = 
2 2

4 4

D E

F

A C

+ − .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äëÿ ïðîñòîòû èññëåäîâàíèÿ, ÷òî öåíòð 

êðèâîé íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ò.å. 
0
x =

0
y = 0. Òîãäà 

óðàâíåíèå êðèâîé ïðèìåò âèä 

A 2
x + C 2

y = δ. (4.17)

Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (4.17) íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîì (òî÷íåå
êðèâîé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà), åñëè êîýôôèöèåíòû A è C èìåþò 
îäèíàêîâûå çíàêè. 

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî A > 0, C > 0 (â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìîæíî óìíîæèòü íà (–1). 

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: 
à) δ > 0;  á) δ = 0;  â) δ < 0. 
Î÷åâèäíî, ÷òî â òðåòüåì ñëó÷àå (ïðè δ < 0) êðèâàÿ (4.17) íå 

èìååò äåéñòâèòåëüíûõ òî÷åê, à âî âòîðîì ñëó÷àå (ïðè δ = 0) 
êðèâàÿ (4.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó òî÷êó O (0; 0). Ïîýòîìó 
îñòàíîâèìñÿ íà ïåðâîì ñëó÷àå (δ > 0). 

Ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîì óðàâíåíèå 
2

2

x

a

+
2

2

y

b

 = 1 (4.18)
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íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a = 
A

δ

è b = 
C

δ

 (ðèñ. 4.18). Ïðè a = b óðàâíåíèå (4.18) ïðåäñòàâëÿåò 

÷àñòíûé ñëó÷àé — óðàâíåíèå îêðóæíîñòè 2
x + 2

y = 2
a .

Òî÷êè
1
F (–c; 0) è 

2
F (c; 0), ãäå1

                                   c = 2 2
a b− , (4.19)

íàçûâàþòñÿ ôîêóñàìè ýëëèïñà, à îòíîøåíèå

c

a

ε =           (4.20)

åãî ýêcöåíòðèñèòåòîì. Ýêñöåíòðèñèòåò õàðàêòåðèçóåò ôîðìó 
ýëëèïñà. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ≤ ε ≤ 1, ïðè÷åì äëÿ îêðóæíîñòè ε = 0. 

Òî÷êè
1
A (–a; 0), 

2
A (–a; 0), 

1
B (0; b),

2
B (0; –b) íàçûâàþòñÿ 

âåðøèíàìè ýëëèïñà.
Íàéäåì ñóììó ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà M (x, y)

äî åå ôîêóñîâ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.5): 

d = 
2

F M +
1

MF = 2 2
( )x c y+ + + 2 2

( )x c y− + .

Ñ ó÷åòîì (4.18) — (4.20) 

2
F M = 2 2 2

2x cx c y+ + +  =
2

2 2 2 2 2

2

2 ( ) ( )

b

x cx a b b x

a

+ + − + − =

 = 
2

2 2

2

(1 ) 2

b

x cx a

a

− + +  = 2
( )

c

x a

a

+ = a + εx.

                                         
1 Ïîëàãàåì à ≥ b (ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì íàäëåæàùåãî âûáîðà 

îñåé Ox è Oy).

Ðèñ. 4.18
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî 
1

MF = a – εx. Â ðåçóëüòàòå 

d =
2

F M +
1

MF  = (a + εx) + (a – εx) = 2a, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè 

ýëëèïñà ñóììà ðàññòîÿíèé ýòîé òî÷êè äî ôîêóñîâ åñòü âåëè÷èíà 
ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ 2a. Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà 
÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ýëëèïñà. 

� Ïðèìåð 4.8. Îïðåäåëèòü âèä è ðàñïîëîæåíèå êðèâîé 

2 2
2 4 16 0x y x y+ − + = . (4.21)

Ð å ø å í è å. Òàê êàê À = 1 
è Ñ = 2 — ÷èñëà îäíîãî çíà-
êà, òî äàííîå óðàâíåíèå êðè-
âîé — ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. 
Äîïîëíÿÿ ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå 
õ è ó, äî ïîëíîãî êâàäðàòà, ïî-

ëó÷èì 2 2
( 2) 2( 4)x y− + + = 36 

èëè
2 2

2 2

( 2) ( 4)

6 (3 2)

x y− +

+ = 1. 

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ (4.21) ïðåäñòàâëÿåò ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿ-

ìè a = 6 è b = 3 2  , öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â òî÷êå O′ (2; –

4)  (ðèñ. 4.19). �

4.5. Гипербола и парабола 

Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (4.17) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîé (òî÷íåå
êðèâîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà), åñëè êîýôôèöèåíòû A è C èìå-
þò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, ò.å. AC < 0.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè A > 0, C < 0. Âîçìîæíû òðè ñëó-
÷àÿ: 1) δ > 0; 2) δ = 0; 3) δ < 0. 

Â ïåðâîì ñëó÷àå (ïðè δ > 0) èìååì ãèïåðáîëó, êàíîíè÷åñêîå 
óðàâíåíèå êîòîðîé 

2

2

x

a

–
2

2

y

b

 = 1, (4.22)

ãäå a =
A

δ

 — äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü; b =
C

δ

−

 — ìíèìàÿ ïî-

ëóîñü (ðèñ. 4.20). 

Ðèñ. 4.19
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Ôîêóñû ãèïåðáîëû — òî÷êè 
1
F (c; 0) è 

2
F (–c; 0), ãäå c = 

= 2 2
a b+ , à åå ýêñöåíòðèñèòåò   ε =

c

a

 ïðèíèìàåò ëþáûå çíà-

÷åíèÿ, áî �ëüøèå 1. Âåðøèíû ãèïåð-

áîëû — òî÷êè
1
A (a; 0), 

2
A (–a; 0). 

Ìîæíî ïîêàçàòü (àíàëîãè÷íî 
òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè ïðè èññëå-
äîâàíèè ýëëèïñà), ÷òî äëÿ ëþáîé 
òî÷êè ãèïåðáîëû àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-
íà ðàçíîñòè åå ðàññòîÿíèé äî ôîêó-
ñîâ åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ðàâ-

íàÿ 2a : d = 
2 1

F M MF− = 2a. Ýòî 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåð-
áîëû ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäå-
ëåíèå ãèïåðáîëû. 

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ãèïåðáî-
ëû (4.21) â âèäå 

 y = ±

b

a

2 2
x a− . (4.23)

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x 2 2 2
x a x x− ≈ =  è óðàâíåíèå 

(4.23) ïðèìåò âèä y ≈ ±

b

a

x, ò.å. ïðè x → ∞ âåòâè ãèïåðáîëû êàê 

óãîäíî áëèçêî ïîäõîäÿò ê ïðÿìûì y = ±

b

a

x, íàçûâàåìûì àñèì-

ïòîòàìè ãèïåðáîëû.

Äëÿ ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû (a = b) 2 2 2
x y a− =  àñèìïòî-

òû y = ±x âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïðåäñòàâëÿþò áèññåêòðè-
ñû êîîðäèíàòíûõ óãëîâ. 

Âî âòîðîì ñëó÷àå (ïðè  δ = 0) óðàâíåíèå êðèâîé (4.17) ïðèìåò 

âèä
2

2

x

a

–
2

2

y

b

 = 0, ò.å. ïîëó÷àåì ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x

a

–
y

b

 = 0  è 
x

a

+
y

b

 = 0. 

Â òðåòüåì ñëó÷àå (ïðè  δ < 0) ïîëó÷èì ãèïåðáîëó 
2

2

x

a

–
2

2

y

b

 = –1 

Ðèñ. 4.20
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ñ ïîëóîñÿìè a = 
A

δ

−

è b = 
C

δ

, íàçûâàåìóþ ñîïðÿæåííîé c 

ãèïåðáîëîé (4.22) (íà ðèñ. 4.20 îíà èçîáðàæåíà ïóíêòèðîì). 

� Ïðèìåð 4.9. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñ àñèìïòîòà-

ìè y = ±
3

4

x, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó (6; 3/2). Íàéòè ðàññòîÿíèå 

ìåæäó åå âåðøèíàìè. 
Ð å ø å í è å. Òàê 

êàê òî÷êà (6; 3/2) ëåæèò 
íà ãèïåðáîëå, òî åå êî-
îðäèíàòû äîëæíû 
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ 

(4.22)
2 2

36 9

4a b

− = 1. Êðî-

ìå òîãî, 
b

a

 = 
3

4

, òàê êàê  

àñèìïòîòû ãèïåðáîëû 

y = ±
3

4

x. Ðåøàÿ ïîëó÷åí-

íóþ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé, íàéäåì a = 4 2 , b = 3 2 , ò.å. óðàâíå-

íèå ãèïåðáîëû 
2

32

x

–
2

18

y

 = 1  (ðèñ. 4.21). Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíà-

ìè ãèïåðáîëû ðàâíî 2a = 8 2 . �

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ ïðî-
ïîðöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü,

çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì y =
m

x

èëè
            xy = m. (4.24)
Âûáðàâ â êà÷åñòâå íîâûõ 

îñåé Ox′  è Oy′ áèññåêòðèñû 
êîîðäèíàòíûõ óãëîâ (ðèñ. 4.22), 
ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (4.24) 
÷åðåç íîâûå êîîðäèíàòû x′  è 
y′ . Ïóñòü OM = r,  òîãäà

Ðèñ. 4.21

Ðèñ. 4.22
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x = r cos (45°+ α) =
1

2

(r cos α – r sin α) =
1

2

(x′ – y′ ),

y = r sin (45°+ α) =
1

2

(r cos α + r sin α)=
1

2

(x′ + y′ ),

òàê êàê èç Δ OMB′   r cos α = x′, r sin α = y′.
Òåïåðü óðàâíåíèå (4.24) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′y′

ïðèìåò âèä 2 2
x y′ ′− = 2m, ò.å. ãðàôèê îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîé 

çàâèñèìîñòè åñòü ðàâíîñòîðîííÿÿ ãèïåðáîëà ñ àñèìïòîòàìè — 
îñÿìè êîîðäèíàò. 

 Ïðè m > 0 âåòâè ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíû â I è III êâàäðàíòàõ, 
ïðè m < 0 — âî II è IV êâàäðàíòàõ. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî êî-
îðäèíàòû ëþáîé âåðøèíû ãèïåðáîëû ðàâíû (ïî àáñîëþòíîé âå-

ëè÷èíå), ò.å. ⎢x ⎢= ⎢y ⎢= m , à èõ çíàêè îïðåäåëÿþòñÿ â çàâè-

ñèìîñòè îò êâàäðàíòà, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíà êàæäàÿ âåðøèíà. 
Ðàññìîòðèì ãðàôèê äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè

 y = 
ax b

cx d

+

+

, (4.25)

ãäå c ≠ 0, bc – ad ≠ 0. 
Ïðåîáðàçóÿ (4.25), ïîëó÷èì 

y = 

b

a x

a

d

c x

c

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

d b d

a x

c a c

d

c x

c

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + −

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
a

c

+
2

( ) /bc ad c

d

x

c

−

+

.

Ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû

x +
d

c

= x′ , y – 
a

c

= y′ .

Îáîçíà÷èì m = (bc – ad)/c2. Òî-
ãäà â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 

O x y′ ′ , ïîëó÷åííîé ïàðàëëåëüíûì 

ïåðåíîñîì îñåé êîîðäèíàò, ñ íî-

âûì öåíòðîì â òî÷êå O′ ( ;

d

c

−

a

c

)

(ñì. ðèñ. 4.23) óðàâíåíèå ïðèìåò 

âèä y′=
m

x′

 èëè x y′ ′= m.
Ðèñ. 4.23

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



112

Èòàê, ãðàôèê äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè (4.25) åñòü ðàâíîñòî-

ðîííÿÿ ãèïåðáîëà ñ àñèìïòîòàìè  x = ;

d

c

− y = 
a

c

, ïàðàëëåëüíûìè

îñÿì êîîðäèíàò. 

� Ïðèìåð 4.10. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà, âåðøèí è óðàâ-

íåíèÿ àñèìïòîò ãèïåðáîëû y = 
3 2

1

x

x

−

+

.

Ð å ø å í è å. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå, âûäåëèâ öåëóþ ÷àñòü 
äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè: 

y =
2( 1) 5

1

x

x

− + +

+

=–2+
5

1x +

èëè y + 2=
5

1x +

, îòêóäà

(x+1) (y + 2) = 5. 

Ïîëàãàÿ x + 1 = ,x′ y + 2 = ,y′

ïîëó÷èì x y′ ′= 5, ò.å. çàäàííîå 

óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå ðàâíî-
ñòîðîííåé ãèïåðáîëû ñ öåíòðîì 

O′ (–1;–2) è àñèìïòîòàìè 

x + 1 = 0, y + 2 = 0 (ðèñ. 4.24). 
Òàê êàê  m = 5 > 0, òî ãèïåðáîëà 
ðàñïîëàãàåòñÿ â I è III êâàäðàí-

òàõ, à íîâûå êîîðäèíàòû åå âåðøèí (± 5 ; ± 5 ). Ïåðåõîäÿ ê 

ñòàðûì êîîðäèíàòàì ïî ôîðìóëàì x = x ′ – 1, y = y ′ – 2, íàéäåì 

ñòàðûå êîîðäèíàòû âåðøèí ãèïåðáîëû A (– 5 –1; – 5 –2),

B ( 5 –1; 5 –2). �

Ïóñòü â óðàâíåíèè êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (4.13) B = 0, à 
òàêæå îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ A èëè C ðàâåí íóëþ; äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè A = 0, C ≠ 0, ò.å. 

C 2
y + Dx + Ey + F = 0.  (4.26)

Ïóñòü òàêæå D ≠ 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè áû ïàðó 

ïàðàëëåëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ y = 
1
y  è y = 

2
y , ãäå 

1
y  è 

2
y  — êîðíè óðàâíåíèÿ C 2

y + Ey + F  = 0 èëè îòñóòñòâèå êà-

Ðèñ. 4.24
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êèõ-ëèáî ëèíèé è òî÷åê âîîáùå). Äîïîëíèì ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå 
y, äî ïîëíîãî êâàäðàòà 

C

2

2

E

y

C

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= –Dx – F + 
2

4

E

C

.

Ïîëàãàÿ
0
x  = 

F

D

−  + 
2

4

E

DC

,
0
y  = 

2

E

C

− , 2p = 
D

C

− , ïîëó÷èì 

2

0
( )y y−  = 2p (x –

0
x ).  (4.27)

Êðèâàÿ (4.27) íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëîé, à òî÷êà O ′(
0
x ,

0
y ) — âåð-

øèíîé ïàðàáîëû, p — ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû. Ïðè p > 0 âåòâè 
ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âïðàâî, ïðè p < 0 — âëåâî (ðèñ. 4.25). 

Ïðÿìàÿ
0

y y=  ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû. 

Åñëè âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî 
óðàâíåíèå (4.27) ïðèíèìàåò âèä 

2
y = 2px. (4.28)

xF p( /2;0)0

M x y( , )

–p/2

N(–p/2 y; )

y

Ðèñ. 4.25 Ðèñ. 4.26 Ðèñ. 4.27

Òî÷êà F ( ;

2

p

 0) íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì ïàðàáîëû, à ïðÿìàÿ   

x = –
2

p

 — åå äèðåêòðèñîé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M (x, y) ïàðàáîëû ðàññòîÿíèå äî 
ôîêóñà ïî ôîðìóëå (3.5) ðàâíî 
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r =

2

2

2

p

x y

⎛ ⎞
− +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2

2
2

4

p

x px px− + + =

2

2

p

x

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= x + 
2

p

(òàê êàê x + 
2

p

≥ 0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå äî äèðåêòðè-

ñû MN = x + 
2

p

 (ðèñ. 4.26). 

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàáîëà ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê 
ïëîñêîñòè, ðàâíîîòñòîÿùèõ îò äàííîé òî÷êè (ôîêóñà) è îò äàí-
íîé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû). Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðà-
áîëû ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ïàðàáîëû. 

Åñëè â óðàâíåíèè (4.28) ïîìåíÿòü ìåñòàìè x  è  y, òî ïîëó-

÷èì 2
x = 2py — óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîð-

äèíàò, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Ýòî óðàâíåíèå 

îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå  y = A 2
x , ãäå A = 

1

2p

. Ïðè A > 0

âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ, ïðè A < 0 — âíèç (ðèñ. 4.27). 

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí y = A 2
x  + Bx + C (A ≠ 0). 

Îòñþäà y = A( 2
x +

B

A

x + 
C

A

). Äîïîëíèâ âûðàæåíèå, ñòîÿùåå 

â ñêîáêàõ, äî ïîëíîãî êâàäðàòà, ïîëó÷èì 

y = 

2

2

2
2 4

B C B

A x

A A A

⎡ ⎤
⎛ ⎞

+ + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

 = A

2

2

B

x

A

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

+
2

4

4

AC B

A

−

.   (4.29)

Îáîçíà÷èâ
2

B

x

A

+ = x′ , y – 
2

4

4

AC B

A

−

= y′ , â íîâîé ñèñòåìå 

êîîðäèíàò O x y′ ′ ′ ñ öåíòðîì O′ (–
2

B

A

,
2

4

4

AC B

A

−

) óðàâíå-      

íèå (4.29) ïðèìåò âèä y ′ = A 2
x′ .

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà y = A 2
x + Bx + C

åñòü ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå O′ (–
2

B

A

,
2

4

4

AC B

A

−

) è îñüþ 

ñèììåòðèè x = 
2

B

A

− , ïàðàëëåëüíîé îñè Oy.

� Ïðèìåð 4.11. Ïîñòðîèòü êðèâóþ y = –3 2
x + 10x – 3.

Ð å ø å í è å. Âûíîñÿ êîýôôèöèåíò ïðè 2
x è äîïîëíÿÿ ïðà-

âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äî ïîëíîãî êâàäðàòà, ïîëó÷èì
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y = –3( 2
x –

10

3

x + 1) = –3

2

5 25

1

3 9

x

⎡ ⎤
⎛ ⎞

− + − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

5 16

3

3 3

x

⎛ ⎞
− − +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

èëè y – 
16

3

= –3

2

5

3

x

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Ïîëàãàÿ

5

3

x −  = x′,
16

3

y − = y′,

ïîëó÷èì

y′  = –3 2
x′ .

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííàÿ êðèâàÿ åñòü 

ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå O′
5

( ;

3

16

3

)

è îñüþ ñèììåòðèèO y′ ′ , ïàðàëëåëüíîé 

îñè Oy (ðèñ. 4.28). �

4.6. Решение задач 

� Ïðèìåð 4.12. Äàíû óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà 3x –4y + 

+ 24 = 0 (AB), 4x + 3y + 32 = 0 (BC), 2x – y – 4 = 0(AC). Ñîñòà-
âèòü óðàâíåíèå âûñîòû, ìåäèàíû è áèññåêòðèñû, ïðîâåäåííûõ 
èç âåðøèíû B, è íàéòè èõ 
äëèíû.

Ð å ø å í è å. 1. Íàéäåì êî-
îðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà, 
ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé ñòîðîí. Òàê, 
êîîðäèíàòû âåðøèíû B îïðå-
äåëèì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé 
ïðÿìûõ AB è BC:

{
3 4 24 0,

4 3 32 0,

x y

x y

− + =

+ + =

îòêóäà x = –8, y = 0, ò.å. B (–8; 0). 
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì êîîð-

äèíàòû âåðøèí A è C, ðåøèâ 
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðÿìûõ AB è AC, AC è BC: A (8; 12), C (–2; 
–8) (ðèñ. 4.29). 

Ðèñ. 4.28

Ðèñ. 4.29
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2. Ïó÷îê ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó B (–8; 0), ïî ôîð-
ìóëå (4.4) èìååò âèä: 

 y = k (x + 8). (4.30)

Èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé AC ñëåäóåò, ÷òî åå óãëîâîé êîýôôèöè-

åíò
AC

k = 2. Íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ 

ïðÿìûõ
BD
k  = 

1

AC
k

−

 = –
1

2

. Óðàâíåíèå âûñîòû BD ïðèìåò âèä 

y = –
1

2

(x + 8) èëè x + 2y + 8 = 0. 

3. Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî êîîðäèíàòû 
ñåðåäèíû îòðåçêà ðàâíû ïîëóñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäè-
íàò åãî êîíöîâ, ò.å. 

2

A C

F

x x

x

+

= ,
2

A C

F

y y

y

+

= .

Ïîýòîìó
8 ( 2)

2
F
x

+ −

= = 3, 
12 ( 8)

2
F
y

+ −

= = 2, ò.å. F (3; 2). 

Ïî ôîðìóëå (4.5) óãëîâîé êîýôôèöèåíò 

BF
k = F B

F B

y y

x x

−

−

=
2 0

3 ( 8)

−

− −

=
2

11

.

Ïîäñòàâëÿÿ
2

11

k =  â ôîðìóëó (4.30), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ìå-

äèàíû BF:

2

11

y = (x + 8) èëè 2x – 11y + 16 = 0 

(óðàâíåíèå BF ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü è ïî ôîðìóëå (4.6) êàê 
óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè: B (–8; 0) è 
F (3; 2)). 

4. Èç óðàâíåíèé ïðÿìûõ 3x – 4y + 24 = 0 (AB) è 4x + 3y + 32 = 0 
(BC) ñëåäóåò, ÷òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû, òàê êàê èõ óãëîâûå êî-

ýôôèöèåíòû
3

4

AB
k =  è 

4

3

BC
k = −  îáðàòíû ïî âåëè÷èíå è ïðî-

òèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Ïîýòîìó áèññåêòðèñà BE îáðàçóåò ñ êà-
æäîé èç ýòèõ ñòîðîí óãîë 45°. Ïî ôîðìóëå (4.9) 
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tg 45° = 
1

AB BE

AB BE

k k

k k

−

+ ⋅

=

3

4

3

1

4

BE

BE

k

k

−

+

 = 1,

îòêóäà
1

7

BE
k = − . Òåïåðü  ïî ôîðìóëå (4.30) ïîëó÷èì óðàâíåíèå 

áèññåêòðèñû BE

1

7

y = − (x + 8)  èëè x + 7y + 8 = 0. 

(Åñëè «íå çàìåòèòü», ÷òî AB⊥BC, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò áèñ-

ñåêòðèñû
BE
k  ìîæíî íàéòè èç ðàâåíñòâà tg∠CBE = tg∠EBA, ò.å.

1

AB BE

AB BE

k k

k k

−

+ ⋅

=
1

BE BC

BE BC

k k

k k

−

+ ⋅

 èëè 

3

4

3

1

4

BE

BE

k

k

−

+

=

4

3

4

1

3

BE

BE

k

k

+

−

.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå, íàéäåì äâà êîðíÿ 
1

( )
BE
k  = 

1

7

−  è 
2

( )
BE
k = 7, 

èç êîòîðûõ ÷åðòåæó çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûé êîðåíü.) 
5. Äëèíó ìåäèàíû BF íàéäåì ïî ôîðìóëå (3.5) ðàññòîÿíèÿ 

ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè A (–8; 0) è F (3; 2): 

2 2
(3 8) (2 0)

BF
d = + + −  = 125 = 5 5 ≈ 11,2. 

6. Äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû áèññåêòðèñû BE íàéäåì âíà÷àëå 
êîîðäèíàòû åå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ E ñî ñòîðîíîé AC, ðåøèâ 
ñèñòåìó óðàâíåíèé 

{
2 4 0,

7 8 0.

x y

x y

− − =

+ + =

, îòêóäà x = 
4

3

; y = –
4

3

, ò.å. E
4

(

3

;
4

3

− ).

Òåïåðü ïî ôîðìóëå (3.5) 

BE
d  = 

2 2

4 4

8 0

3 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + − −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
20 2

3

≈ 9,4. 

7. Äëèíó âûñîòû BD ìîæíî áûëî íàéòè àíàëîãè÷íî òîìó, êàê 
íàõîäèëè äëèíó áèññåêòðèñû. Íî ïðîùå ýòî ñäåëàòü ïî ôîðìóëå 
(4.10) ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè B (–8; 0) äî ïðÿìîé 2x – y – 4 = 0 (AC):

BD
d  = 

2 2

2( 8) ( 1) 0 4

2 ( 1)

− + − ⋅ −

+ −

 = 4 5 ≈ 8,9. �

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



118

� Ïðèìåð 4.13. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿ-

ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ãèïåðáîëû y =
4 4

2 1

x

x

−

+

 è  âåðøèíó 

ïàðàáîëû 2

1

2

3

y x x= − + − . Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, 

êàñàþùåéñÿ ãèïåðáîëû â åå 
âåðøèíàõ.

Ð å ø å í è å.  1. Â óðàâíåíèè 
ãèïåðáîëû âûäåëèì öåëóþ 
÷àñòü; ïîëó÷èì 

y = 
4( 1)

1

2( )

2

x

x

−

+

=

1

4( ) 6

2

1

2( )

2

x

x

+ −

+

= 2–

–
3

1

2

x +

, îòêóäà y – 2 = –
3

1

2

x +

èëè
1

( )

2

x + (y – 2) = –3. 

Ïîëàãàÿ x + 
1

2

 = x′ , y – 2 = y′ , ïîëó÷èì â íîâîé ñèñòåìå 

êîîðäèíàò O x y′ ′ ′ ñ öåíòðîì O′ (–
1

2

; 2) ãèïåðáîëó x y′ ′= –3, âåò-

âè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âî II è IV êâàäðàíòàõ (ðèñ. 4.30). 
2. Âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò, ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå ïàðàáîëû 

â âèäå 

y = 2
x− +2x–

1

3

 = – 2
( 1)x − –

1

3

+1 = – 2
( 1)x − +

2

3

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå A (1;
2

3

),

à âåòâè åå íàïðàâëåíû âíèç. 

3. Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå ïðÿìîé O A′ ïî ôîðìóëå (4.5) 

2

2

2

3

y −

−

 = 

1

2

1

1

2

x +

+

 èëè 8x + 9y – 14 = 0. 

Ðèñ. 4.30
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4. Íàõîäèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O (0; 0) äî ïðÿìîé 8x + 9y –
— 14 = 0 ïî ôîðìóëå (4.10) 

d = 
2 2

8 0 9 0 14

8 9

⋅ + ⋅ −

+

 = 
14

145

≈ 1,2. 

5. Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè äîëæåí ñîâïàñòü 

ñ öåíòðîì ãèïåðáîëû O′ (–
1

2

; 2) è èìåòü ðàäèóñ R, ðàâíûé ðàñ-

ñòîÿíèþ îò òî÷êè O′  äî ëþáîé èç âåðøèí ãèïåðáîëû. Äëÿ ãè-

ïåðáîëû x y′ ′= m êîîðäèíàòû ëþáîé âåðøèíû (ïî àáñîëþòíîé 

âåëè÷èíå) ⎢ x′ ⎢= ⎢ y′ ⎢= m , ïîýòîìó ðàññòîÿíèå åå îò íîâîãî 

íà÷àëà êîîðäèíàò (0; 0) ïî ôîðìóëå (3.5) ðàâíî 2 m . Ñëåäîâà-

òåëüíî, R = 2 m = 2 3− = 6 . Èòàê, óðàâíåíèå èñêîìîé îê-

ðóæíîñòè ïî ôîðìóëå (4.11) åñòü 2

1

( )

2

x + + 2
( 2)y −  = 6. �

4.7. Понятие об уравнении  

плоскости и прямой в пространстве 

Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Ïóñòü ïëîñêîñòü Q ïðîõîäèò ÷åðåç 

òî÷êó
0

M (
0
x ,

0
y ,

0
z ) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó n

→

= (A, B, C)

(ðèñ. 4.31). 
Ýòèìè óñëîâèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííàÿ ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå Oxyz.

Âåêòîð n

→

 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòî-

ðîì ïëîñêîñòè Q. Âîçüìåì â ïëîñêîñòè Q
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M (x, y, z ). Òîãäà âåê-

òîð
0

M M

→

= (x –
0
x , y –

0
y , z –

0
z ) áóäåò 

ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó n

→

= (A, B, C). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, ò.å. ( n
→

,
0

M M

→

) = 0. 

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâèì â êîîðäèíàòíîé ôîðìå: 

                   A(x – 
0
x ) + B(y – 

0
y ) + C(z –

0
z ) = 0. (4.31)

Ðèñ. 4.31
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Óðàâíåíèå (4.31) ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîé äàííîìó âåêòîðó 
1
n

→

= (A, B, C) è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 

äàííóþ òî÷êó 
0

M (
0
x ,

0
y ,

0
z ).

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, çàïèñàííîå â âèäå 

 Ax + By + Cz + D = 0  (4.32)

(ãäå D = –A
0
x – B

0
y – C

0
z ), íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ñ òðåìÿ 
ïåðåìåííûìè åñòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.

Åñëè D = 0, òî óðàâíåíèå Ax + By + Cz = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñ-
êîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Äðóãèå ÷àñòíûå 
ñëó÷àè îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèåì íîðìàëüíîãî âåêòîðà    

1
n

→

= (A, B, C). Òàê, íàïðèìåð, åñëè A = 0, òî óðàâíåíèå By +Cz +

+ D = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ îñè Ox; åñëè A = D=       

= 0, òî óðàâíåíèå By +Cz = 0 îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿ-

ùóþ ÷åðåç îñü Ox; åñëè A = B = 0, òî óðàâíåíèå Cz + D = 0 îï-
ðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè Oxy; åñëè A = B =
= D = 0, òî óðàâíåíèå Cz = 0 (èëè z = 0) îïðåäåëÿåò êîîðäèíàò-
íóþ ïëîñêîñòü Oxy.

Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé 
îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè êîëëèíåàðíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíî-

ñòè íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ 
1
n

→

=
1

( ,A
1
B ,

1
C ) è 

1
n

→

=
2

( ,A
2

B ,
2

C ).

Óñëîâèåì ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäíîèìåííûõ ïåðåìåííûõ 

1 1 1

2 2 2

A B C

A B C

= = ,

à óñëîâèåì èõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè 

1 2 1 2 1 2
0A A B B C C+ + = .

Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ëèíèÿ ïåðåñå-
÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé, ò.å. êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ñèñòåìå

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0.

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =⎧

⎨
+ + + =

⎩
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Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà âåêòîðó 

s

→

= (m, n, p) (íàçûâàåìîìó íàïðàâ-

ëÿþùèì âåêòîðîì) è ïðîõîäèò ÷åðåç 

òî÷êó
1

M (
1
x ,

1
y ,

1
z ) (ðèñ. 4.32), òî åå 

óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óñëîâèÿ êîëëèíåàðíîñòè 

âåêòîðîâ
1

M M

→

= (x–
1
x , y–

2
y , z–

1
z ) (ãäå       M (x, y, z) — ïðî-

èçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé) è s
�

= (m, n, p):

1
x x

m

−

= 1
y y

n

−

= 1
z z

p

−

.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé 
ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå. 

УПРАЖНЕНИЯ 

4.14. Íàéòè óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò 
îñè Oy è òî÷êè F (4; 0). 

4.15. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-   
êó A (2; 3): à) ïàðàëëåëüíî îñè Ox; á) ïàðàëëåëüíî îñè Oy; â) 
ñîñòàâëÿþùåé ñ îñüþ Ox óãîë 45°.

4.16. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè: 
à) A (3; 1) è B (5; 4); á) A (3; 1) è C (3; 5); â) A (3; 1) è D (–4; 1). 

4.17. Ñòîðîíû AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC çàäàíû ñîîò-
âåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè 4x + 3y – 5 = 0, x – 3y + 10 = 0,
x – 2 = 0. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû åãî âåðøèí. 

4.18. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó 
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 2x – 3y + 1 = 0 è 3x – y – 2 = 0 ïàðàë-
ëåëüíî è ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé y = x + 1. 

4.19. Íàéòè äëèíó è óðàâíåíèå âûñîòû BD â òðåóãîëüíèêå ñ 
âåðøèíàìè A (–3; 0), B (2; 5); C (3; 2). 

4.20. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A (4; 3) è 
îòñåêàþùåé îò êîîðäèíàòíîãî óãëà òðåóãîëüíèê ïëîùàäüþ 3 êâ. åä. 

4.21. Äàí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A (–2; 0), B (2; 4) è C (4; 0). 
Íàéòè óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ìåäèàíû AE, âûñîòû AD
è äëèíó ìåäèàíû AE.

4.22. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíû óðàâíåíèÿ: ñòîðîíû AB 3x + 2y –
– 12 = 0, âûñîòû BM x + 2y – 4 = 0, âûñîòû AM  4x + y – 6 = 0, ãäå 
M — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò. Íàéòè óðàâíåíèÿ ñòîðîí AC, BC è 
âûñîòû CM.

Ðèñ. 4.32
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4.23. Äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà çàäàíû óðàâíåíèÿìè
y = x – 2 è x – 5y + 6 = 0. Äèàãîíàëè åãî ïåðåñåêàþòñÿ â íà÷àëå 
êîîðäèíàò. Íàéòè óðàâíåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ïàðàëëåëî-
ãðàììà è åãî äèàãîíàëåé. 

4.24. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû 

îêðóæíîñòåé 2 2
x y+ = 5 è 2 2

x y+ + 2x + 4y – 31 = 0. Íàéòè îò-

íîøåíèå ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé. 

4.25. Îðäèíàòû âñåõ òî÷åê îêðóæíîñòè 2 2
x y+ = 36 ñîêðàùå-

íû âòðîå. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé íîâîé êðèâîé. 
4.26. Ýëëèïñ, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò,  

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè 
1

M (4; 4 5 /3) è 
2

M (0; 4). Íàéòè ïîëóîñè, 

êîîðäèíàòû ôîêóñîâ è ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà. 

4.27. Äëÿ ãèïåðáîëû 2 2
3 4x y− = 12 íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è 

ìíèìóþ ïîëóîñè; êîîðäèíàòû ôîêóñîâ; ýêñöåíòðèñèòåò; óðàâ-
íåíèÿ àñèìïòîò. 

4.28. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, èìåþùåé âåðøèíû â 

ôîêóñàõ, à ôîêóñû — â âåðøèíàõ ýëëèïñà 
2 2

25 9

x y

+ = 1. 

4.29. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà, âåðøèí è óðàâíåíèÿ àñèì-

ïòîò ãèïåðáîëû y = 
4 5

1

x

x

−

−

.

4.30. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè: 
à) (0; 0) è (–1; –3) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Ox; á) (0; 0) 
è (2; –4) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

4.31. Íàéòè óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû è åå äèðåêòðèñû, åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî ïàðàáîëà èìååò âåðøèíó â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñèììåòðè÷-
íà îòíîñèòåëüíî îñè Ox è ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = x è 
x + y – 2 = 0 ëåæèò íà ïàðàáîëå. 

4.32. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîé, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ãèïåðáîëû y = 
1

1

x

x

+

−

, è âåðøèíó ïàðàáîëû 

y = 2
2x− + 5x – 2.
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Глава 5

 ФУНКЦИЯ 

5.1. Понятие множества 

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó ïåðâè÷íûõ, íå îï-
ðåäåëÿåìûõ ÷åðåç áîëåå ïðîñòûå. 

Ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü (ñîáðàíèå, íà-
áîð) íåêîòîðûõ îáúåêòîâ. Îáúåêòû, êîòîðûå îáðàçóþò ìíîæåñò-
âî, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè, èëè òî÷êàìè, ýòîãî ìíîæåñòâà. 

Ïðèìåðàìè ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ: ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ äàííî-
ãî âóçà, ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé íåêîòîðîé îòðàñëè, ìíîæåñòâî 
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ò.ï. 

Ìíîæåñòâà îáîçíà÷àþòñÿ ïðîïèñíûìè áóêâàìè, à èõ ýëå-
ìåíòû — ñòðî÷íûìè. Åñëè a åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, òî èñ-
ïîëüçóåòñÿ çàïèñü a ∈ A. Åñëè b íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæå-
ñòâà A, òî ïèøóò b ∉ A.

Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ 
ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äåé-

ñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ 2
x +1 = 0 åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî. 

Åñëè ìíîæåñòâî B ñîñòîèò èç ÷àñòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà À
èëè ñîâïàäàåò ñ íèì, òî ìíîæåñòâî Â íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñò-

âîì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ B ⊂ A.
Åñëè, íàïðèìåð, A — ìíîæåñòâî âñåõ ñòóäåíòîâ âóçà, à B —

ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ-ïåðâîêóðñíèêîâ ýòîãî âóçà, òî Â åñòü ïîä-
ìíîæåñòâî A, ò.å. B ⊂ A.

Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îä-
íèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. 

Îáúåäèíåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî C,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó 

èç äàííûõ ìíîæåñòâ, ò.å. C = A∪ B.

Ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî D,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàùèõ 

êàæäîìó èç äàííûõ ìíîæåñòâ A è B, ò.å. D = A∩ B.

Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî E, ñîñòîÿ-
ùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò 
ìíîæåñòâó B, ò.å. E = A \ B.
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� Ïðèìåð 5.1. Äàíû ìíîæåñòâà  A = { }1; 3; 6; 8 , B = { }2; 4; 6; 8 .

Íàéòè îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B.
Ð å ø å í è å. Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ äàííûõ ìíî-

æåñòâ — A∪ B ={ }1; 2; 3; 4; 6; 8 , èõ ïåðåñå÷åíèå A∩ B = { }6; 8 , à 

ðàçíîñòü A\B  = { }1; 3 . �

Äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A ⊂ B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî c

A , ñî-
ñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B, íå ïðèíàäëåæàùèõ A.

Ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå 
÷èñëà, íàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè. Èç øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû èç-
âåñòíû ìíîæåñòâà: R — äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, Q — ðàöèîíàëü-
íûõ, I — èððàöèîíàëüíûõ, Z — öåëûõ, N — íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. 

Î÷åâèäíî, ÷òî N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R, I ⊂ R  è R = Q ∪ I.

Ãåîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R èçîáðàæàåò-
ñÿ òî÷êàìè ÷èñëîâîé ïðÿìîé (èëè ÷èñëîâîé îñè) (ðèñ. 5.1), ò.å. ïðÿ-
ìîé, íà êîòîðîé âûáðàíî íà÷àëî îòñ÷åòà, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâ-
ëåíèå è åäèíèöà ìàñøòàáà. 

Ìåæäó ìíîæåñòâîì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è òî÷êà-
ìè ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå, ò.å. êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò îï-
ðåäåëåííàÿ òî÷êà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è íàîáîðîò, êàæäîé òî÷êå 
ïðÿìîé — îïðåäåëåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ÷àñòî 
âìåñòî «÷èñëî x» ãîâîðÿò «òî÷êà x».

Ìíîæåñòâî X, ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò: íåðàâåíñòâó 
a ≤ x ≤  b, íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì (èëè ñåãìåíòîì) [a; b]; íåðàâåíñòâó 
a < x < b — èíòåðâàëîì (a; b); íåðàâåíñòâàì a ≤ x < b èëè a < x ≤ b,
íàçûâàþòñÿ ïîëóèíòåðâàëàìè ñîîòâåòñòâåííî [a; b) è (a; b]. Íàðÿäó 
ñ ýòèì ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå èíòåðâàëû è ïîëóèíòåðâàëû 
(–∞; a), (b; +∞), (–∞, +∞), (–∞; a] è [b; +∞). Â äàëüíåéøåì âñå 
óêàçàííûå ìíîæåñòâà ìû îáúåäèíÿåì òåðìèíîì ïðîìåæóòîê X.

5.2. Абсолютная величина действительного числа.  

Окрестность точки 

Îïðåäåëåíèå. Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé (èëè ìîäóëåì) äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ñàìî ÷èñëî x, åñëè x íåîòðèöàòåëüíî, 
è ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî –x, åñëè x îòðèöàòåëüíî: 

{
, если 0,

, если 0,

x x

x

x x

≥

=

− <

Î÷åâèäíî, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî 0x ≥ .

Ðèñ. 5.1
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� Ïðèìåð 5.2. Íàéòè x x− .

Ð å ø å í è å. Åñëè x ≥ 0, òî x x=  è 0 0.x x x x− = − = =

Åñëè x < 0, òî x x= −  è  ( ) 2 2 .x x x x x x− = − − = = −

Îòìåòèì ñâîéñòâà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí: 
⎢x + y ⎢≤ ⎢x ⎢+ ⎢y ⎢, ⎢xy ⎢= ⎢x ⎢⎢y ⎢,

⎢x – y ⎢ ≥ ⎢x ⎢– ⎢y ⎢,
x

y

=

x

y

.

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè 
äâóõ ÷èñåë ⎢x – a ⎢ îçíà÷àåò ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è a ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé êàê äëÿ ñëó÷àÿ x < a,
òàê è äëÿ x > a (ñì. ðèñ. 5.2). 

Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ðåøåíèÿìè 
íåðàâåíñòâà  ⎢x – a ⎢< ε (ãäå ε >0) 

áóäóò òî÷êè x èíòåðâàëà (a– ε, a + ε) (ðèñ. 5.3), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå íåðàâåíñòâó a– ε < x < a + ε.

Âñÿêèé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷- 
êó a, íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a.

Èíòåðâàë (a– ε, a + ε), ò.å. ìíî-
æåñòâî òî÷åê x òàêèõ, ÷òî  ⎢x – a ⎢< ε (ãäå ε > 0), íàçûâàåòñÿ    
ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a.

5.3. Понятие функции. Основные свойства функций 

Ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, ñîõðàíÿþùàÿ 
îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíî-
ñòè ê åå äèàìåòðó åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó π.

Åñëè âåëè÷èíà ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ëèøü â óñëîâè-
ÿõ äàííîãî ïðîöåññà, òî â ýòîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.

Ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü 
ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ðàâíîìåðíîì 
äâèæåíèè S = vt, ãäå ïóòü S è âðåìÿ t — ïåðåìåííûå âåëè÷èíû, 
à v — ïàðàìåòð. 

Ïåðåéäåì ê ïîíÿòèþ ôóíêöèè. 
Îïðåäåëåíèå. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ìíîæåñòâà X (x ∈ X) ñòà-

âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âïîëíå îïðåäåëåííûé ýëåìåíò y ìíîæåñòâà      

Y (y ∈ Y), òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ   y = f (x).
Ïðè ýòîì x íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (èëè àðãóìåíòîì),

y — çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à áóêâà f  îáîçíà÷àåò çàêîí ñîîòâåòñòâèÿ. 

Ðèñ. 5.2

Ðèñ. 5.3
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Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (èëè ñóùåñòâî-
âàíèÿ) ôóíêöèè, à ìíîæåñòâî Y — îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè. 

Åñëè ìíîæåñòâî X ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, òî ïîä îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ îáëàñòü äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, ò.å. ìíîæåñòâî òàêèõ 
çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ y = f (x) âîîáùå èìååò ñìûñë. 

Íàïðèìåð, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = 2
10x x+ − åñòü 

ïîëóèíòåðâàë (–∞; 10], òàê êàê 10 – x ≥ 0; åñëè æå ïåðåìåííàÿ x îáî-
çíà÷àåò, ïðåäïîëîæèì, âðåìÿ, òî ïðè åñòåñòâåííîì äîïîëíèòåëüíîì 
óñëîâèè x ≥ 0 îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè áóäåò îòðåçîê [0; 10].

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèé. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ 
çàäàíèÿ ôóíêöèè. 

à) Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà ôîðìóëîé âè-
äà y = f (x). Ýòîò ñïîñîá íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòè-

êå. Òàê, ôóíêöèÿ y = 2
10x x+ − , ðàññìàòðèâàåìàÿ âûøå, çàäà-

íà àíàëèòè÷åñêè. 
Íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü ôóíêöèþ ñ åå àíàëèòè÷åñêèì âûðàæå-

íèåì. Òàê, íàïðèìåð, îäíà ôóíêöèÿ 
2
, если 0,

3, если 0,

x x

y

x x

<⎧
=⎨

+ ≤⎩

èìååò äâà àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿ: 2
x  (ïðè x < 0) è x + 3

(ïðè x ≥ 0). 
á) Òàáëè÷íûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ òàá-

ëèöåé, ñîäåðæàùåé çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x è ñîîòâåòñòâóþùèå 
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x), íàïðèìåð òàáëèöà ëîãàðèôìîâ. 

â) Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ñîñòîèò â èçîáðàæåíèè ãðàôèêà ôóíê-
öèè — ìíîæåñòâà òî÷åê (x, y) ïëîñêîñòè, àáñöèññû êîòîðûõ åñòü 
çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x, à îðäèíàòû — ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè y = f (x). 

ã) Ñëîâåñíûé ñïîñîá, åñëè ôóíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ ïðàâèëîì åå 
ñîñòàâëåíèÿ, íàïðèìåð ôóíêöèÿ Äèðèõëå: f (x) = 1, åñëè x — ðà-
öèîíàëüíî; f (x) = 0, åñëè x — èððàöèîíàëüíî. 

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé. 
1. ×åòíîñòü è íå÷åòíîñòü. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ ÷åò-

íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f (–x) =  
= f (x) è íå÷åòíîé, åñëè f (–x) = –f (x). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 
ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îáùåãî âèäà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 2
x ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé (òàê êàê  f (–x) = 

= 2 2
( )x x− =  è f (–x) = f (x), à ôóíêöèÿ y = 3

x — íå÷åòíîé (òàê 

êàê f (–x) = 3 3
( )x x− = −  è f (–x) = –f (x).

Â òî æå âðåìÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 2 3
x x+  ÿâëÿåòñÿ 

ôóíêöèåé îáùåãî âèäà, òàê êàê f (–x) = 2 3
( ) ( )x x− + − = 2 3

x x−  è 

f (–x) ≠ f (x) è f (–x) ≠ –f (x).
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Ãðàôèê ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îð-

äèíàò (ñì., íàïðèìåð, ãðàôèê ôóíêöèè y = 2
x íà ðèñ. 5.6), à 

ãðàôèê íå÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 

êîîðäèíàò (ñì., íàïðèìåð, ãðàôèê ôóíêöèè y = 3
x íà ðèñ. 5.5) 

2. Ìîíîòîííîñòü. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé 
(óáûâàþùåé) íà ïðîìåæóòêå X, åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãó-
ìåíòà èç ýòîãî ïðîìåæóòêà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå (ìåíüøåå) 
çíà÷åíèå ôóíêöèè. 

Ïóñòü
1
x ,

2
x ∈ X  è 

2
x  > 

1
x . Òîãäà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà 

ïðîìåæóòêå X, åñëè f (
2
x ) > f (

1
x ), è óáûâàåò, åñëè f (

2
x ) < f (

1
x )

(ñì. ðèñ. 5.4). 
Ôóíêöèè âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå íàçûâàþòñÿ ìîíîòîí-

íûìè1 ôóíêöèÿìè. 

Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 2
x (ñì. ðèñ. 5.6) ïðè x ∈ (–∞; 0]

óáûâàåò è ïðè x ∈ [0; ∞) âîçðàñòàåò. 
3. Îãðàíè÷åííîñòü. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé

íà ïðîìåæóòêå X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî   
M > 0, ÷òî ⎪f (x)⎪ ≤ M äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sin x îãðàíè÷åíà íà âñåé ÷èñëîâîé 
îñè, èáî ⎜sin x ⎜ ≤ 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ R.

1 Åñëè ãîâîðèòü òî÷íåå, òî ñòðîãî ìîíîòîííûìè; ê ìîíîòîííûì ôóíêöèÿì, íàðÿäó 
ñ âîçðàñòàþùèìè è óáûâàþùèìè, îòíîñÿòñÿ íåóáûâàþùèå è íåâîçðàñòàþùèå 

ôóíêöèè, ò.å. òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ïðè 
1
x ,

2
x ∈X, óäîâëåòâîðÿþùèõ 

óñëîâèþ
2
x >

1
x , ñîîòâåòñòâåííî f (

2
x ) ≥ f (

1
x ) èëè f (

2
x ) ≤ f (

1
x ).

          à)                                                              á)

Ðèñ. 5.4
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4. Ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñ ïåðèîäîì T ≠ 0, åñëè äëÿ ëþáûõ x èç îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè  f (x + T) = f (x).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sin x èìååò ïåðèîä1 T = 2π, òàê êàê 
äëÿ ëþáûõ x    sin (x +2π) = sin x. 

5.5. Элементарные функции. Классификация функций.  

Преобразование графиков 

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ  ÿâíîé, åñëè îíà çàäàíà ôîðìóëîé, â êî-
òîðîé ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò çàâèñèìîé ïåðåìåííîé; íàïðè-
ìåð, ôóíêöèÿ y = 2

x + 5x +1.
Ôóíêöèÿ y àðãóìåíòà x íàçûâàåòñÿ  íåÿâíîé, åñëè îíà çàäàíà 

óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, íå ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî çàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y (y ≥ 0), çàäàííàÿ óðàâ-

íåíèåì 3 2
x y x+ − = 0. (Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çàäàåò 

äâå ôóíêöèè, y = 3
x x−  ïðè y ≥ 0 è y = – 3

x x− ïðè y < 0.) 

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü y = f (x) åñòü ôóíêöèÿ îò íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé x, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå X ñ îáëàñòüþ 
çíà÷åíèé Y. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó y ∈ Y åäèíñòâåí-
íîå çíà÷åíèå x ∈ X, ïðè êîòîðîì f (x) = y. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ 
ôóíêöèÿ x = ϕ(y), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Y c îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé X, íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé.

Òàê êàê òðàäèöèîííî íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ îáîçíà÷àþò ÷å-
ðåç x, à ôóíêöèþ ÷åðåç y, òî ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = f (x),
ïðèìåò âèä y = ϕ (x). Îáðàòíóþ ôóíêöèþ y = ϕ(x) îáîçíà÷àþò òàêæå 

â âèäå y = 1
f
− (x) (àíàëîãè÷íî ñ îáîçíà÷åíèåì îáðàòíîé âåëè÷èíû). 

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè y = x

a îáðàòíîé áóäåò ôóíêöèÿ x = log
a

y

èëè (â îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàâè-
ñèìîé è íåçàâèñèìîé ïåðåìåííûõ) 
y = log

a

x .

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé 
ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèè y = ϕ(x)
ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ 
ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîãî è 
òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ (íà 

ðèñ. 5.17 ïîêàçàíû ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé y = x

a è

y = log
a

x  ïðè a > 1). 

1 Ïîä òåðìèíîì «ïåðèîä» ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè, 

ðàâíûé 2π; ëþáîé ïåðèîä ôóíêöèè y = sin x, êàê èçâåñòíî, ðàâåí 2πn, ãäå n ∈ Z.

Ðèñ. 5.17

x

y a=

a

y x= log
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Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (u) åñòü ôóíêöèÿ îò 
ïåðåìåííîé u, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå U ñ îáëàñòüþ çíà÷å-
íèé Y, à ïåðåìåííàÿ u â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé 
u = ϕ(x) îò ïåðåìåííîé x, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå X ñ îáëà-
ñòüþ çíà÷åíèé U. Òîãäà çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèÿ       
y = f [ϕ(x)] íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé (èëè êîìïîçèöèåé
ôóíêöèé, ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé, ôóíêöèåé îò ôóíêöèè).

Íàïðèìåð, y = lg sin x — ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê åå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå y = lg u, ãäå u = sin x.

Ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè. Èç îñíîâíûõ ôóíêöèé íîâûå 
ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äâóìÿ ñïîñîáàìè ïðè ïîìîùè: 
à) àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé; á) îïåðàöèé îáðàçîâàíèÿ ñëîæíîé 
ôóíêöèè. 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ 
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé è 
êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé îáðàçîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, íàçûâà-
þòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ 

y = 
3

2

3
2

sin

5
x

x x

x +

+ 3
lg 1x −

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, òàê êàê çäåñü ÷èñëî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, 
âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è îáðàçîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíê-

öèè 2
(sin ,x

3
2

5
x , 3

lg x , 3
lg 1x − ) êîíå÷íî. 

Ïðèìåðàìè íåýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ  
y = [x] — öåëàÿ ÷àñòü x (ñì. ðèñ. 6.9), ôóíêöèÿ Äèðèõëå (ñ. 127). 

Êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè äåëÿòñÿ íà 
àëãåáðàè÷åñêèå è íåàëãåáðàè÷åñêèå (òðàíñöåíäåíòíûå). 

Àëãåáðàè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, â êîòîðîé íàä àðãóìåí-
òîì ïðîâîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ê 
÷èñëó àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé îòíîñÿòñÿ: 

• öåëàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (ìíîãî÷ëåí èëè ïîëèíîì):

y = 1

0 1 1

n n

n n

a x a x a x a
−

−

+ + + +… ;

• äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ — îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ; 
• èððàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (åñëè â ñîñòàâå îïåðàöèé íàä àðãó-

ìåíòîì èìååòñÿ èçâëå÷åíèå êîðíÿ). 
Âñÿêàÿ íåàëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíò-

íîé. Ê ÷èñëó òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé îòíîñÿòñÿ ôóíêöèè: ïî-
êàçàòåëüíàÿ, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå, îáðàòíûå 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå. 
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Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ. Â ðàçäåëå III «Äèôôåðåíöèàëüíîå 
èñ÷èñëåíèå» áóäåò ïîêàçàíî, êàê ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå ôóíê-
öèé è ïîñòðîåíèå èõ ãðàôèêîâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé. Âìåñòå 
ñ òåì àêòóàëüíûìè îñòàþòñÿ ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ 
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé. 

Ïóñòü çàäàí ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x).

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ. 
1. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x + a) åñòü ãðàôèê y = f (x), ñäâèíó-

òûé (ïðè a > 0 âëåâî, ïðè a < 0 âïðàâî) íà ⎢a ⎢ åäèíèö ïàðàëëåëü-
íî îñè Ox (ðèñ. 5.18). 

2. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) + b åñòü ãðàôèê y = f (x), ñäâèíó-
òûé (ïðè b > 0 ââåðõ, ïðè b < 0 – âíèç) íà ⎢b ⎢ åäèíèö ïàðàëëåëüíî 
îñè Oy (ñì. ðèñ. 5.18). 

3. Ãðàôèê ôóíêöèè y = mf (x) (m ≠ 0) åñòü ãðàôèê y = f (x), 
ðàñòÿíóòûé (ïðè m > 1) â m ðàç èëè ñæàòûé (ïðè 0 < m < 1) 
âäîëü îñè 0y (ñì. ðèñ. 5.19). Ïðè –∞ < m < 0 ãðàôèê ôóíêöèè 
y = mf (x) åñòü çåðêàëüíîå îòîáðàæåíèå ãðàôèêà y = –mf(x) îò îñè 
Ox.

4. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f (kx) (k ≠ 0) åñòü ãðàôèê  y = f (x),
ñæàòûé (ïðè k>1) â k ðàç èëè ðàñòÿíóòûé (ïðè  0 < k < 1) âäîëü 
îñè Ox (ñì. ðèñ. 5.20). Ïðè −∞ < k < 0 ãðàôèê ôóíêöèè

Ðèñ. 5.18                                  Ðèñ. 5.19
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y = f (kx) åñòü çåð-
êàëüíîå îòîáðàæåíèå 
ãðàôèêà y = f (–kx) îò 
îñè Oy.

� Ïðèìåð 5.3. Ïî-

ñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè y = –3cos 2x.

Ð å ø å í è å. 
Còðîèì ãðàôèê ôóíê-
öèè y = –3cos 2x ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 
5.21).

1. Ñòðîèì ãðàôèê 
y = cos x.

2. y = cos x →

ñæàòèå ãðàôèêà â 2 
ðàçà âäîëü îñè Ox → y
= = cos 2x.

3. y = cos 2x →

çåðêàëüíîå îòðàæåíèå 
ãðàôèêà îò îñè Ox →
y = –cos 2x.

4. y = –cos 2x→

ðàñòÿæåíèå ãðàôèêà â 3 ðàçà âäîëü îñè Oy → y = –3cos 2x. �

5.6. Применение функций в экономике.  

Интерполирование функций 

Ôóíêöèè íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ýêîíîìè÷åñêîé òåî-
ðèè è ïðàêòèêå. Ñïåêòð èñïîëüçóåìûõ â ýêîíîìèêå ôóíêöèé 
âåñüìà øèðîê: îò ïðîñòåéøèõ ëèíåéíûõ äî ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ 
ïî îïðåäåëåííîìó àëãîðèòìó ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìûõ îáú-
åêòîâ â ðàçíûå ïåðèîäû âðåìåíè. 

Íàðÿäó ñ ëèíåéíûìè, èñïîëüçóþòñÿ íåëèíåéíûå ôóíêöèè, 
òàêèå, êàê äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå, ñòåïåííûå (êâàäðàòè÷íàÿ, êó-
áè÷åñêàÿ è ò.ä.), ïîêàçàòåëüíûå (ýêñïîíåíöèàëüíûå), ëîãàðèô-
ìè÷åñêèå è äðóãèå ôóíêöèè. Ïåðèîäè÷íîñòü, êîëåáëåìîñòü ðÿäà 
ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò òàêæå èñïîëüçîâàòü òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. 

Ðèñ. 5.20

Ðèñ. 5.21 
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Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ýêîíîìèêå ñëåäóþùèå ôóíêöèè: 
1. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè (ôóíêöèÿ ïðåäïî÷òåíèé) — â øèðîêîì 

ñìûñëå çàâèñèìîñòü ïîëåçíîñòè, ò.å. ðåçóëüòàòà, ýôôåêòà íåêî-
òîðîãî äåéñòâèÿ îò óðîâíÿ (èíòåíñèâíîñòè) ýòîãî äåéñòâèÿ. 

2. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ — çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà ïðî-
èçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè îò îáóñëîâèâøèõ åãî ôàêòîðîâ. 

3. Ôóíêöèÿ âûïóñêà (÷àñòíûé âèä ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíê-
öèè) — çàâèñèìîñòü îáúåìà ïðîèçâîäñòâà îò íàëè÷èÿ èëè ïî-
òðåáëåíèÿ ðåñóðñîâ. 

4. Ôóíêöèÿ èçäåðæåê (÷àñòíûé âèä ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè) — 
çàâèñèìîñòü èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà îò îáúåìà ïðîäóêöèè. 

5. Ôóíêöèè ñïðîñà, ïîòðåáëåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ — çàâèñèìîñòü 
îáúåìà ñïðîñà, ïîòðåáëåíèÿ èëè ïðåäëîæåíèÿ íà îòäåëüíûå òîâàðû 
èëè óñëóãè îò ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ (íàïðèìåð, öåíû, äîõîäà è ò.ï.). 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýêîíîìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû îáóñëîâ-
ëèâàþòñÿ äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, äëÿ èõ èññëåäîâàíèé 
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ñðåäè 
ýòèõ ôóíêöèé âûäåëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè, ïîçâî-
ëÿþùèå ïðåäñòàâèòü çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ ôàêòîðíûõ ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùåãî åãî â íóëü ïðè îò-
ñóòñòâèè äåéñòâèÿ õîòÿ áû îäíîãî ôàêòîðà. 

Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñåïàðàáåëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå äàþò 
âîçìîæíîñòü âûäåëèòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðíûõ ïåðåìåí-
íûõ íà çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, è â ÷àñòíîñòè, àääèòèâíûå
ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå îäíó è òó æå çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ 
êàê ïðè ñóììàðíîì, íî ðàçäåëüíîì âîçäåéñòâèè íåñêîëüêèõ 
ôàêòîðîâ, òàê è ïðè îäíîâðåìåííîì èõ âîçäåéñòâèè. 

Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ðàññìîòðåíû â ãë. 15. 
Åñëè äåéñòâèåì ïîáî÷íûõ ôàêòîðîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èëè 

óäàåòñÿ çàôèêñèðîâàòü ýòè ôàêòîðû íà îïðåäåëåííûõ óðîâíÿõ, 
òî âëèÿíèå îäíîãî ãëàâíîãî ôàêòîðà èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé è ïî-
ñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Ïðèâåäåì ïðèìåðû. 

1. Èññëåäóÿ çàâèñèìîñòè ñïðîñà íà ðàçëè÷íûå òîâàðû îò äîõîäà  

1 1

1

1

( )

( )

b x a

y x a

x c

−

= >

−

, 2 2

2

2

( )

( )

b x a

y x a

x c

−

= >

−

, 3 3

3

3

( )

( )

b x x a

y x a

x c

−

= >

−

(ôóíêöèè Ë. Òîðíêâèñòà), ìû ìîæåì óñòàíîâèòü óðîâíè äîõîäîâ 

1
,a

2
,a

3
,a  ïðè êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ïðèîáðåòåíèå òåõ èëè èíûõ 

òîâàðîâ è óðîâíè (òî÷êè) íàñûùåíèÿ 
1
,b

2
b  äëÿ ãðóïï òîâàðîâ 

ïåðâîé è âòîðîé íåîáõîäèìîñòè (ñì. ðèñ. 5.22). 
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0

y

x

b

b

0

1

2

a aa1 2 3

Îáúåì
ñïðîñà

Äîõîä

Ïðåäìåòû

ðîñêîøè

Òîâàðû âòîðîé
íåîáõîäèìîñòè

Òîâàðû ïåðâîé
íåîáõîäèìîñòè

Êîëè-
÷åñòâî
òîâàðà

Êðèâàÿ ñïðîñà Êðèâàÿ 
ïðåäëî-
æåíèÿ

Ðàâíîâåñíàÿ
öåíà Öåíà

q p( )
s p( )

p p0

Ðèñ. 5.22                                    Ðèñ. 5.23 

2. Ðàññìàòðèâàÿ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êðèâûå ñïðîñà è 
ïðåäëîæåíèÿ, ìîæíî óñòàíîâèòü ðàâíîâåñíóþ (ðûíî÷íóþ) öåíó 
äàííîãî òîâàðà â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ öåí â óñëîâèÿõ êîíêó-
ðåíòíîãî ðûíêà (ïàóòèíîîáðàçíàÿ ìîäåëü) (ñì. ðèñ. 5.23). 

3. Èçó÷àÿ â òåîðèè ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà êðèâûå áåçðàçëè-
÷èÿ (ëèíèè, âäîëü êîòîðûõ ïîëåçíîñòü äâóõ áëàã x è y îäíà è òà 
æå), íàïðèìåð, çàäàâàåìûå â âèäå xy = U, è ëèíèþ áþäæåòíîãî 
îãðàíè÷åíèÿ pxx + pyy = I ïðè öåíàõ áëàã px è py è äîõîäå ïîòðå-
áèòåëÿ I, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü îïòèìàëüíûå êîëè÷åñòâà áëàã x0
è y0, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ïîëåçíîñòü U0 (ñì. ðèñ. 5.24). 

Ðèñ. 5.24                             Ðèñ. 5.25

4. Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè èçäåðæåê (ïîëíûõ çàòðàò) c(q) è äîõî-

äà ôèðìû r(q), ìû ìîæåì óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ïðèáûëè π(q)=
= c(q) — r(q) îò îáúåìà ïðîèçâîäñòâà q (ñì. ðèñ. 5.25) è âûÿâèòü 
óðîâíè îáúåìà ïðîèçâîäñòâà, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâîäñòâî ïðî-
äóêöèè óáûòî÷íî (0 < q < q2) è ïðèíîñèò ïðèáûëü (q2 < q < q4), 
äàåò ìàêñèìàëüíûé óáûòîê (q = q1) è ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü 
(q = q3), è íàéòè ðàçìåðû ýòèõ óáûòêîâ èëè ïðèáûëè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðå÷åíü ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ôóíê-
öèé â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè è ïðàêòèêå ìîæíî áûëî áû ïðîäîëæèòü 
(î íèõ, â ÷àñòíîñòè, ïîéäåò ðå÷ü â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ó÷åáíèêà). 
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Îñòàíîâèìñÿ åùå íà îäíîì âàæíîì àñïåêòå èñïîëüçîâàíèÿ 
ôóíêöèé â ýêîíîìèêå — ïðèìåíåíèè òàáëèö ôóíêöèé, êîòîðûå 
ïîçâîëÿþò ñäåëàòü  âîçìîæíûìè ðàçëè÷íûå ðàñ÷åòû, èñêëþ÷èòü 
èëè óïðîñòèòü ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ. 

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ ïîìîùüþ òàáëèö ìû ÷àñòî ñòàëêèâàåìñÿ ñ 
ñèòóàöèåé, êîãäà àðãóìåíò ôóíêöèè çàäàí ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ, ÷åì 
ïîçâîëÿåò òàáëèöà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïðèáåãíóòü ê èíòåðïî-
ëèðîâàíèþ (èíòåðïîëÿöèè) — ïðèáëèæåííîìó íàõîæäåíèþ íåèçâåñò-
íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé ïî èçâåñòíûì åå 
çíà÷åíèÿì â çàäàííûõ òî÷êàõ. 

Íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîå èíòåðïîëèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì 
äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ïðèðàùåíèå ôóíê-
öèè ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèðàùåíèþ 
àðãóìåíòà. Åñëè çàäàííîå çíà÷åíèå x
ëåæèò ìåæäó ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå 

çíà÷åíèÿìè 
0
x  è 

1
x =

0
x + h, êîòîðûì 

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 

0
y = f (

0
x ) è 

1
y = f (x1) = f (

0
x ) + Δ f, òî 

ñ÷èòàþò, ÷òî  (ðèñ. 5.26) 

f(x) ≈  f (
0
x ) + 0

.

x x

f

h

−

Δ (5.1)

Âåëè÷èíû 0
x x

f

h

−

Δ  íàçûâàþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîïðàâ-

êàìè. Ýòè âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû èëè ïðè-
âîäÿòñÿ â äîïîëíåíèè ê òàáëèöå. 

Åñëè ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè íåîáõîäèìî íàéòè 
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, òî íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè 
îáðàòíîå èíòåðïîëèðîâàíèå.

� Ïðèìåð 5.4. Ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà òàáëèöåé: 

x 2 2,04 2,08 

y 2,42 2,88 3,38 

à) Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîå èíòåðïîëèðîâàíèå, íàéòè f (2,008). 
á) ×åìó ðàâåí x, åñëè f (x) = 3,1? 

Ð å ø å í è å: à) Èìååì 
0
x = 2; f(

0
x ) = 2,42; 

1
x = 2,04; 

f(
1
x ) = 2,88; h =

1
x –

0
x = 2,04 – 2,0 = 0,04; fΔ = f(

1
x ) –           

– f(
0
x ) = 2,88 – 2,42 = 0,46. 

Òåïåðü ïî èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå (5.1) ïîëó÷èì 

Ðèñ. 5.26
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y = f (2,008) ≈ 2,42 + 
2,008 2,0

0,04

−

⋅0,46 = 2,512. 

á) Îáðàòíîå èíòåðïîëèðîâàíèå ìîæíî ïðîâåñòè ïî òîé æå 
ôîðìóëå, â êîòîðîé ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå x è y:

ϕ(y) = ϕ
0

( )y + 0
y y

h

−

Δϕ, (5.2)

ãäå x = ϕ(y) — íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå îáðàòíîé ôóíêöèè. 

Èìååì
0
y = 2,88; ϕ

0
( )y = 2,04; 

1
y = 3,38; ϕ

1
( )y = 2,08; h =

1
y –

0
y =

= 3,38 – 2,88 = 0,50; Δϕ = ϕ
1

( )y – ϕ
0

( )y = 2,08 – 2,04 = 0,04. 

Òåïåðü ïî èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå (5.2) ïîëó÷èì 

x = ϕ(3,1) ≈ 2,04 + 
3,1 2,88

0,5

−

⋅0,04 = 2,0576 ≈ 2,058.  �

Â ðÿäå ñëó÷àåâ òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ñ 
ïîìîùüþ ëèíåéíîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòà-
òî÷íîé è èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ìåòîäû èíòåðïîëèðîâàíèÿ, íà-
ïðèìåð êâàäðàòè÷íîå èíòåðïîëèðîâàíèå.

5.7. Решение задач 

� Ïðèìåð 5.5. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé 

à) y = x – lg(2x–3); á) y = 2

3
log sin 4x x+ − ;

â) y = arccos 
2

2

1

x

x+

.

Ð å ø å í è å. à) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè X íàéäåì èç ñèñ-

òåìû íåðàâåíñòâ {
0,

2 3 0,

x

x

≥

− >

 îòêóäà x > 3/2 èëè X = (3/2; +∞).

á) Èìååì ñèñòåìó { 2

sin 0

4 0

x

x

>

− ≥

. Ðåøàÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî, ïî-

ëó÷èì 2πn < x < π+2πn; ðåøàÿ âòîðîå, íàéäåì 2
x ≤ 4, îòêóäà 

⎢x⏐ ≤ 2 è –2 ≤ x ≤ 2. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëîâîé îñè (ðèñ. 5.27) íàõî-
äèì ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ: 0 < x ≤ 2, ò.å. îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè X = (0; 2].

Ðèñ. 5.27
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â) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íàéäåì èç íåðàâåíñòâà 
2

2

1

x

x

≤

+

1, îò-

êóäà –1 ≤
2

2

1

x

x+

≤ 1. Òàê êàê ïðè ëþáîì x 1+ 2
x > 0, òî ïåðåéäåì 

ê ðàâíîñèëüíîìó íåðàâåíñòâó –1– 2
x ≤ 2x ≤ 1+ 2

x , îòêóäà  

2

2

2 1 ,

2 1 ,

x x

x x

≥ − −⎧

⎨
≤ +⎩

èëè 
2

2

(1 ) 0,

(1 ) 0.

x

x

+ ≥⎧

⎨
− ≥⎩

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû ïðè 

ëþáîì x, ò.å. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè X = (–∞; +∞). �

� Ïðèìåð 5.6. Íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè:  

à) y = sin x + cos x; á) y =
2

6

1

x

x+

.

Ð å ø å í è å. à) Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ 

y =
1 1

2 sin cos

2 2

x x

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 2 sin sin cos cos

4 4

x x

π π⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

= 2 sin

4

x

π⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Òàê êàê ñèíóñ ëþáîãî óãëà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðå-

âîñõîäèò 1, ò.å. sin 1

4

x

π⎛ ⎞
+ ≤

⎜ ⎟

⎝ ⎠

, òî 2 sin 2

4

x

π⎛ ⎞
+ ≤

⎜ ⎟

⎝ ⎠

, ⎢y⏐≤ 2 ,

2 2y− ≤ ≤ . Èòàê, îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè Y = [ 2, 2− ].

á) Îáëàñòü çíà÷åíèé ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ïðîèç-
âîäíîé, ðàññìàòðèâàåìîé â ðàçäåëå III. Íî ìîæíî ïîñòóïèòü èíà-
÷å: íàéòè îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = ϕ (y), åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Y,
êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé Y äàííîé ôóíêöèè. 

Âûðàçèì x ÷åðåç y. Ïîëó÷èì îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = ϕ(y), çà-

äàííóþ íåÿâíî êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì 2
x y –6x + y = 0. Î÷å-

âèäíî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè íàéäåòñÿ èç óñëîâèÿ, 

÷òîáû äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ D = 2
4b ac−  áûë 

íåîòðèöàòåëåí, ò.å. 2 2
6 4y− ≥ 0 èëè 2

y ≤ 9, ⎢y⏐ ≤ 3 è –3 ≤ y ≤ 3. 

Èòàê, îáëàñòü çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè Y = [–3; 3].   �

� Ïðèìåð 5.7. Âûÿñíèòü ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü) ôóíêöèé:  

à) y = x – 3
xctg ; á) y = x

2 1

2 1

x

x

+

−

; â) y = 2 2
( 1) sinx x− .
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Ð å ø å í è å: à) f (–x) = –x – 3ctg (–x) = –x + 3
xctg .

Òàê êàê f (–x) = – f (x), òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ; 

á) f (–x) = (–x)
2 1

2 1

x

x

−

−

+

−

= x
2 1

2 1

x

x

+

−

(ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé). 

Òàê êàê f (–x) = f (x), òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ. 

â) f (–x) = 2 2
( 1) sin ( )x x− − − = 2 2

( 1) sinx x+ .

Òàê êàê  f (–x) ≠ f (x) è f (–x) ≠ –f(x), òî äàííàÿ ôóíêöèÿ 

îáùåãî âèäà, ò.å. íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ. �

УПРАЖНЕНИЯ 

Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé: 

5.8. y = x + lg(2x–5).   5.9. y = 3
1

2

lg(1 )

x

x

+ +

−

.

5.10. y = arcsin 2
(2 )x x+ .

Íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé: 

5.11. y = 3 sin x + cos x. 5.12. y =
2

1

x

x+

.

Âûÿñíèòü ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü) ôóíêöèé:

5.13. y = 3
x sin x.   5.14. y = x – 3

x + 5
5x .

5.15. y =
1

lg

1

x

x

+

−

.   5.16. y = 2
x + sin x.

Íàéòè íàèìåíüøèé ïåðèîä ôóíêöèé: 

5.17. y = tg x + ctg x.   5.18. y = 2
cos

2

x

.

Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé: 

5.19. à) y = 2
2x− ;  á) y = –2 2

( 3)x + ;  â) y = –2 2
( 3)x + + 1;

ã) y = 2
2 5 2x x− + − .

5.20. à) y =
3

x

;  á) y =
3

x

− ;  â) y =
3

1x −

;  ã) y =
3

1x −

– 2;

ä) y =
4 3

1

x

x

−

−

.

5.21. à) y =
1

2

log (2x);  á) y =
1

2

log (–2x);  â) y =
1

2

log
2

(3 2 )x− .

5.22. à) y = sin 2x;  á) y = –3sin 2x;  â) y = sin
3

x

π⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

;

ã) y = sin x + cos x.
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Глава 6

 ПРЕДЕЛЫ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

6.1. Предел числовой последовательности 

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïî íåêîòîðîìó çàêîíó êàæäîìó íàòóðàëüíî-
ìó ÷èñëó n ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âïîëíå îïðåäåëåííîå ÷èñ-  

ëî
n

a , òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }
n

a :

1
a ,

2
a , …,

n

a , … . 

Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü — ýòî ôóíê-

öèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà: 
n

a = f(n).

×èñëà
1
a ,

2
a , …,

n

a  íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, à ÷èñëî 
n

a — îáùèì èëè n-ì ÷ëåíîì äàííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè.
Ïðèìåðû ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé1:
2, 4, 6, 8, …, 2n, …(ìîíîòîííàÿ, íåîãðàíè÷åííàÿ), 
1, 0, 1, 0, … (íåìîíîòîííàÿ, îãðàíè÷åííàÿ), 

 0, 
3

2

,
2

3

,
5

4

, …,
( 1)

1

n

n

−⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

, … (6.1)

(íåìîíîòîííàÿ, îãðàíè÷åííàÿ). 
Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6.1). Èçîáðàçèì 

åå ÷ëåíû òî÷êàìè ÷èñëîâîé îñè (ðèñ. 6.1). 

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
n

a  ñ ðîñòîì n

êàê óãîäíî áëèçêî ïðèáëèæàþòñÿ ê 1. Ïðè ýòîì àáñîëþòíàÿ âå-

ëè÷èíà ðàçíîñòè 1
n

a −  ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíüøå è ìåíüøå. Äåé-

ñòâèòåëüíî:

1
1a − =1,

2

1

1

2

a − = ,
3

1

1

3

a − = ,
4

1

1

4

a − = , …,
1

1
n

a

n

− = , … ,

                                         
1 Îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ðàññìîòðåíî â ãë. 5. 

Ðèñ. 6.1
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ò.å. ñ ðîñòîì n 1
n

a −  áóäåò ìåíüøå ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëî-

ãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. 
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè { }
n

a , åñëè äëÿ ëþáîãî äàæå ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïî-

ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N (çàâèñÿùèé îò 
ε, N = N(ε)), ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè 
n > N âåðíî íåðàâåíñòâî 

⎜
n

a –A⏐< ε. (6.2)

Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ lim
n

n

a A

→∞

=

èëè
n

a →A ïðè n→∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë, íà-

çûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ðàñõîäÿùåéñÿ.
Èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû: êâàíòîð îáùíîñòè ∀ (âìåñòî 

ñëîâà «äëÿ ëþáîãî») è êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ (âìåñòî ñëîâà 
«íàéäåòñÿ»), ñèìâîë ðàâíîñèëüíîñòè ⇔, îïðåäåëåíèå ïðåäåëà 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

(A = lim
n

n

a

→∞

) ⇔ (∀ε>0)(∃N = N(ε))(∀n>N) ⎢
n

a –A⏐< ε.

Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè { }
n

a êàê óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ÷èñëà A (ïî àáñîëþòíîé 

âåëè÷èíå ìåíüøå, ÷åì íà ÷èñëî ε, êàêèì áû ìàëûì îíî íè áûëî). 

� Ïðèìåð 6.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6.1)

lim
n

n

a

→∞

=1.

Ð å ø å í è å. Ïóñòü, íàïðèìåð, ε = 0,1. Òîãäà íåðàâåíñòâî 

(6.2) ⎢
n

a –1⏐< 0,1 èëè 
( 1)

1 1

n

n

−⎛ ⎞
+ −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

< ε, ò.å. 
1

n

 < ε âûïîëíÿåòñÿ 

ïðè n > 10. Àíàëîãè÷íî äëÿ ε = 0,01 ⎢
n

a –1⏐ < 0,01 ïðè n > 100. 

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî (6.2) ⎢
n

a –1⏐< ε èëè 
1

n

 < ε âû-

ïîëíÿåòñÿ ïðè n >
1

ε

.

Èòàê, ïðè ëþáîì ε>0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N =
1

ε

 (èëè ðàâ-

íûé öåëîé ÷àñòè 
1

ε

), ÷òî äëÿ âñåõ n > N (ïðè ε = 0,1 äëÿ n > 10, 
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ïðè ε = 0,01 äëÿ n > 100 è ò.ä.) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî     

⎢
n

a –1⏐< ε, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim
n

n

a

→∞

= 1. �

Âûÿñíèì  ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è é  ñ ì û ñ ë  ïðåäåëà ÷è-
ñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 

Ðàñïîëîæèì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
1
a ,

2
a , …,

n

a , … , íà 

÷èñëîâîé ïðÿìîé. Íåðàâåíñòâî (6.2) ⎢
n

a –A⏐< ε ðàâíîñèëüíî äâîé-

íîìó íåðàâåíñòâó A – ε < 
n

a < A + ε, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîïàäàíèþ 

÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
n

a  â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè A (ðèñ. 6.2). 

Èòàê, ÷èñëî A åñòü ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }
n

a , åñ-

ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî (ïðè 
n > N) âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò çàêëþ÷åíû â
ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè A, êàêîé áû óçêîé îíà íè áûëà. Âíå ýòîé       
ε-îêðåñòíîñòè ìîæåò áûòü ëèøü ê î í å ÷ í î å  ÷ è ñ ë î  ÷ëåíîâ 
äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 

6.2. Предел функции в бесконечности и в точке 

Ïðåäåë ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè. Ñ ïîíÿòèåì ïðåäåëà ÷èñëî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

n

a = f (n) òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå ïðåäåëà 

ôóíêöèè y = f (x) â áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðå-
ìåííàÿ n, âîçðàñòàÿ, ïðèíèìàåò ëèøü öåëûå çíà÷åíèÿ, òî âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ x, èçìåíÿÿñü, ïðèíèìàåò ëþáûå çíà÷åíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f (x) 
ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî äàæå ñêîëü 
óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî S > 0 (çàâèñÿùåå îò ε; S = S(ε)), ÷òî äëÿ âñåõ x, 
òàêèõ, ÷òî ⎢x⏐> S, âåðíî íåðàâåíñòâî: 

⎢f(x) – A⏐< ε. (6.3)

Ýòîò ïðåäåë ôóíêöèè îáîçíà÷àåòñÿ lim ( )

x

f x A

→∞

=  èëè f (x)→A

ïðè x → ∞.
Ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ îïðåäåëåíèå èìååò âèä: 

( )lim ( ) ( 0)( ( ) 0)( : )

x

A f x S S x x S

→∞

= ⇔ ∀ε > ∃ = ε > ∀ > ⎢f(x)–A⏐< ε.

a1 a3 a5 a7 a9 a6a8 a4 a2 an

A + εA – ε
2ε

A
Ðèñ. 6.2
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Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ îñòàåòñÿ òåì æå, ÷òî äëÿ ïðåäåëà ÷èñëî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ 
çíà÷åíèÿõ x çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) êàê óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ 
îò ÷èñëà A (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå). 

Âûÿñíèì ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è é  ñ ì û ñ ë  ïðåäåëà 
ôóíêöèè y = f (x) â áåñêîíå÷íîñòè. Íåðàâåíñòâî (6.3) ⎢f (x)–A⏐< ε

ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó A – ε < f (x) < A + ε, ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ðàñïîëîæåíèþ ÷àñòè ãðàôèêà â ïîëîñå øèðèíîé 2ε
(ñì. ðèñ. 6.3). 

Èòàê, ÷èñëî A åñòü ïðåäåë ôóíêöèè y = f (x) ïðè x → ∞, åñëè

äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî S > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x, òà-

êèõ, ÷òî ⎢x⏐> S, ñîîòâåòñòâóþùèå îðäèíàòû ãðàôèêà ôóíêöèè

f (x) áóäóò çàêëþ÷åíû â ïîëîñå A – ε < y < A + ε, êàêîé áû óçêîé 
ýòà ïîëîñà íè áûëà. 

� Ïðèìåð 6.2. Äîêàçàòü, ÷òî

5 1

lim

x

x

x→∞

+

= 5. 

Ð å ø å í è å. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî (6.3) 
5 1

5

x

x

+

− < ε

èëè
1

x

< ε âûïîëíÿåòñÿ ïðè x  >
1

ε

.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî S =
1

ε

 > 0, ÷òî 

äëÿ âñåõ x, òàêèõ, ÷òî x > S, áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî ⎜f (x) – 5⏐< ε,

ãäå f (x) = 
5 1x

x

+

; à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim ( )

x

f x

→∞

 = 5.  �

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïðè 
x → ∞ ïðåäïîëàãàåò íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå íåçàâèñèìîé ïå-

Ðèñ. 6.3                                     Ðèñ. 6.4
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ðåìåííîé x ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Â òî æå âðåìÿ ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ïîíÿòèå ïðåäåëà ïðè ñòðåìëåíèè x ê áåñêîíå÷íîñòè î ï -
ð å ä å ë å í í î ã î  ç í à ê à, ò.å. ïðè x → +∞ è ïðè x → —∞. Â 
ïåðâîì ñëó÷àå îñíîâíîå íåðàâåíñòâî (6.3) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ 
âñåõ x, òàêèõ, ÷òî x > S, à âî âòîðîì — äëÿ âñåõ x, òàêèõ, ÷òî x < –S.

Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) çàäàíà â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 

0
x , êðîìå, áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè 

0
x .

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f (x) ïðè x, 

ñòðåìÿùåìñÿ ê x0 (èëè â òî÷êå x0 ), åñëè äëÿ ëþáîãî äàæå ñêîëü 

óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî δ > 0 (çàâèñÿùåå îò ε, δ = δ(ε)), ÷òî äëÿ âñåõ x, 

íå ðàâíûõ 
0
x è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 

⎜ x –
0
x ⏐< δ, (6.4)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

⎜f(x) – A ⏐< ε. (6.5)

Ýòîò ïðåäåë ôóíêöèè îáîçíà÷àåòñÿ 
0

lim ( )

x x

f x

→

= A èëè f(x)→A

ïðè x →
0
x .

Ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ îïðåäåëåíèå èìååò âèä: 

0

0 0
lim ( ) ( 0)( ( ) 0)( :

x x

A f x x x x x

→

⎛ ⎞
= ⇔ ∀ε > ∃δ = δ ε > ∀ ≠ − < δ

⎜ ⎟

⎝ ⎠

)

⎢f (x) – A⏐< ε.
Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f (x) â òî÷êå 

0
x  ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 
0
x ,

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) êàê óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ÷èñëà A
(ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå). 

Ðàññìîòðèì ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è é  ñ ì û ñ ë  ïðåäåëà 
ôóíêöèè â òî÷êå. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íåðàâåíñòâî ⎢f (x) – A⏐<ε
ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó A – ε < f (x) < A + ε, ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ðàñïîëîæåíèþ ÷àñòè ãðàôèêà â ïîëîñå øèðèíîé 
2ε (ñì. ðèñ. 6.4). Àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâî ⎢x –

0
x ⏐< δ ðàâíî-

ñèëüíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó 
0
x – δ < x < 

0
x +δ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåìó ïîïàäàíèþ òî÷åê x â δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè 
0
x .

×èñëî A åñòü ïðåäåë ôóíêöèè f (x) ïðè x →
0
x , åñëè äëÿ ëþáîãî 

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè
0
x , ÷òî äëÿ âñåõ x ≠

0
x

èç ýòîé îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå îðäèíàòû ãðàôèêà ôóíê-

öèè f (x) áóäóò çàêëþ÷åíû â ïîëîñå A – ε < y < A + ε, êàêîé áû 
óçêîé ýòà ïîëîñà íè áûëà. 
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� Ïðèìåð 6.3. Äîêàçàòü, ÷òî 
1

lim(2 3)

x

x

→

+ = 5. 

Ð å ø å í è å. Ïóñòü ε = 0,1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (6.5) ⎜(2x + 3)–   
– 5⏐< 0,1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ⎜x – 1⏐< 0,05. Àíàëîãè÷íî ïðè  
ε = 0,01 òî æå íåðàâåíñòâî (6.5) áóäåò âåðíî ïðè ⎜x – 1⏐< 0,005. 

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî (6.5) ⎜(2x + 3) – 5⏐< ε áóäåò 

âûïîëíÿòüñÿ ïðè ⎜x – 1⏐<
2

ε

.

Èòàê, ïðè ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ = 
2

ε

(äëÿ

ε = 0,1  δ = 0,05; äëÿ ε = 0,01  δ = 0,005 è ò.ä.), ÷òî äëÿ âñåõ x ≠ 1 è 
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ⎜x – 1⏐<δ âåðíî íåðàâåíñòâî ⎢f(x) –

– 5⏐< ε, ãäå f(x) = 2x + 3; à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî 
1

lim ( )

x

f x

→

=5. �

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íå òðåáóåò ñóùåñò-
âîâàíèÿ ôóíêöèè â ñàìîé òî÷êå 

0
x , èáî ðàññìàòðèâàåò çíà÷å-

íèÿ x≠
0
x  â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 

0
x . Äðóãèìè ñëîâàìè, 

ðàññìàòðèâàÿ
0

lim ( )

x x

f x

→

, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x ñòðåìèòñÿ

ê
0
x , íî íå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 

0
x . Ïîýòîìó íàëè÷èå èëè îòñóò-

ñòâèå ïðåäåëà ïðè x →
0
x  îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè â 

îêðåñòíîñòè òî÷êè 
0
x , íî íå ñâÿçàíî ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè 

(èëè åãî îòñóòñòâèåì) â ñàìîé òî÷êå 
0
x .

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Åñëè ïðè ñòðåìëåíèè x ê
0
x  ïåðåìåííàÿ x

ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ, ìåíüøèå 
0
x , èëè íàîáîðîò, ëèøü çíà-

÷åíèÿ, áî�ëüøèå
0
x , è ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f (x) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòî-

ðîìó ÷èñëó A, òî ãîâîðÿò îá îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëàõ ôóíêöèè f (x)
ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà

0
0

lim ( )

x x

f x

→ −

 è ñïðàâà
0

0

lim ( )

x x

f x

→ +

= A. Î÷å-

âèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ýòèõ ïðåäåëîâ áóäåò àíàëîãè÷íî ðàññìîò-
ðåííîìó âûøå ïðè x →

0
x , åñëè âìåñòî çíà÷åíèé x, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ (6.4), ïðè êîòîðûõ âåðíî íåðàâåíñòâî (6.5), ðàñ-
ñìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ x òàêèå, ÷òî 

0
x –δ < x <

0
x  ïðè x →

0
x – 0 

(ñëåâà), èëè çíà÷åíèÿ x òàêèå, ÷òî 
0
x < x <

0
x +δ ïðè x →

0
x + 0 

(ñïðàâà).
Ðàçóìååòñÿ, åñëè 

0
0

lim ( )

x x

f x

→ −

=
0

0

lim ( )

x x

f x

→ +

= A, òî 
0

lim ( )

x x

f x

→

= A.
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6.3. Бесконечно малые величины 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè-

÷èíîé ïðè x → x0 , èëè ïðè x → ∞, åñëè åå ïðåäåë ðàâåí íóëþ:

0
( )

lim ( )

x x

x

→ ∞

α =0.

Çíàÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x →
0
x  è ïðè x → ∞,

ìîæíî äàòü ðàçâåðíóòîå îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû: 
Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé ïðè 

x → x0 , åñëè äëÿ ëþáîãî äàæå ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíî-

ãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ > 0 (çàâè-

ñÿùåå îò ε, δ = δ(ε)), ÷òî äëÿ âñåõ x, íå ðàâíûõ
0
x  è óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ

⎢x –
0
x ⎢< δ, (6.6)

áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî

⎢α(x) ⎢< ε. (6.7)

Ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ ïðèâåäåì ýòî îïðåäåëåíèå 
ê âèäó: 

( )

( )

0

– бесконечно

малая при

или lim 0

x x

x

x x

x

→

⎛ ⎞
α
⎜ ⎟

⎜ ⎟→

⎜ ⎟
α =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

0
⇔ (∀ε>0)(∃δ=δ(ε)>0)(∀x≠

0
x :

0
x x− <δ)⎢α(x)⏐<ε.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî 
ìàëîé ïðè x → ∞, åñëè îñíîâíîå íåðàâåíñòâî (6.7) ðàññìàòðè-
âàòü äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x. Ïðèâîäèì åãî â êðàòêîé ôîðìå: 

( )

( )

– бесконечно

малая при

или lim 0

x

x

x

x

→∞

⎛ ⎞
α
⎜ ⎟

→∞⎜ ⎟

⎜ ⎟α =

⎝ ⎠

⇔ (∀ε>0)(∃S = S (ε) > 0)(∀x : ⎢x⏐> S) ⏐α(x)⏐< ε.

Íàïðèìåð, ôóíêöèè y = cos x ïðè x→
2

π

 è y =
3

2 7x −

ïðè

x → ∞ åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû, èáî èõ ïðåäåëû ðàâíû 
íóëþ.

Íå ñëåäóåò ïóòàòü áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó α(x)
ñ î÷åíü ìàëûì, íî ïîñòîÿííûì ÷èñëîì ε > 0, èáî ïî ìåðå ïðè-
áëèæåíèÿ çíà÷åíèé x ê 

0
x (ïðè x →

0
x ) èëè ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ 

ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé x (ïðè x → ∞) ôóíêöèÿ α (x) â ñîîòâåòñòâèè ñ 
(6.7) îêàæåòñÿ ìåíüøå ýòîãî ÷èñëà ε (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå). 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



149

Ñâÿçü áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ñ ïðåäåëàìè ôóíêöèé. Òåîðå-

ìà. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) èìååò ïðè x →
0
x  (x → ∞) ïðåäåë, ðàâíûé

A, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ýòîãî ÷èñëà A è áåñêî-

íå÷íî ìàëîé α(x) ïðè x →
0
x  (x → ∞), ò.å. 

 f (x) = A + α(x). (6.8)

� Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ x →
0
x

1. Ïî óñëîâèþ 

0

lim ( )

x x

f x

→

 = A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî  ε > 0 ñóùåñòâóåò 

òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ≠
0
x è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ ⎢x –
0
x ⏐ < δ áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî ⎢f(x) – A⏐< ε, èëè, 

îáîçíà÷èâ α(x) =  f(x) – A, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ⎢α(x)⏐ < ε.
Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî α(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x →

0
x . �

Âåðíà è îáðàòíàÿ òåîðåìà: 
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèþ f (x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ÷èñ-

ëà A è áåñêîíå÷íî ìàëîé α(x) ïðè x →
0
x  (x → ∞), òî ÷èñëî A åñòü 

ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè ïðè x →
0
x (x → ∞), ò.å. 

0
( )

lim ( )

x x

f x

→ ∞

= A.

� Ïî óñëîâèþ f (x) = A + α(x). Ïóñòü, íàïðèìåð, x →
0
x .

Òàê êàê ôóíêöèÿ α(x) = f (x) – A åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè 
x →

0
x , òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, 

÷òî äëÿ âñåõ x ≠
0
x è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ⎢x –

0
x ⏐< δ

âåðíî íåðàâåíñòâî ⎢α(x)⏐ = ⎢f (x) – A⏐< ε.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî 
0

lim ( )

x x

f x

→

= A. �

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí:

1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âå-

ëè÷èí åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. 

2. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû íà îãðàíè÷åííóþ 
ôóíêöèþ (â òîì ÷èñëå íà ïîñòîÿííóþ, íà äðóãóþ áåñêîíå÷íî 
ìàëóþ) åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. 

                                         
1 Çäåñü è äàëåå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ñâîéñòâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêî-

íå÷íî áîëüøèõ âåëè÷èí, ïðåäåëîâ ôóíêöèé ïðîâîäèì äëÿ ñëó÷àÿ x → õ0, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè õ0, ò.å. äëÿ 

( )
0 0

, ,x x x∈ − δ + δ ãäå δ > 0. Äîêàçàòåëüñòâî òåõ æå óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ          

õ → ∞ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íî, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïðè äîñ-
òàòî÷íî áîëüøèõ (ïî ìîäóëþ) çíà÷åíèÿõ õ, ò.å. ïðè | x | > S (ãäå S > 0) èëè ïðè 

( ) ( )x S S∈ −∞ − +∞; ; .∪
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3. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû íà ôóíêöèþ, 
ïðåäåë êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. 

� Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì ñâîéñòâî 1 äëÿ äâóõ áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ α(x) è β(x) ïðè x →

0
x . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ 

(α(x) + β(x)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x →
0
x .

Ïî óñëîâèþ α(x) è β(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x →
0
x .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0

2

ε

′ε = >  íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà 

1
δ > 0, 

2
δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ≠

0
x è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

⎢x –
0
x ⏐ <

1
δ    (6.9)

è
⎢x –

0
x ⏐ <

2
δ (6.10)

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâà 

⎢α(x)⏐ < 
2

ε

(6.11)

è

⎜β(x)⏐ < 
2

ε

. (6.12)

Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå ÷èñëà δ ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë 
1
δ è

2
δ ,

ò.å. δ = min{ }
1 2
,δ δ , òî íåðàâåíñòâó ⎢x –

0
x ⏐< δ áóäóò óäîâëåòâî-

ðÿòü ðåøåíèÿ îáîèõ íåðàâåíñòâ (6.9) è (6.10), à ñëåäîâàòåëüíî, 
îäíîâðåìåííî áóäóò âåðíû íåðàâåíñòâà (6.11) è (6.12). Ñêëàäû-
âàÿ ïî÷ëåííî íåðàâåíñòâà (6.11) è (6.12), ïîëó÷èì, ÷òî 

⎢α(x)⏐+ ⎢β(x)⏐<
2

ε

+
2

ε

 = ε.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àáñîëþòíûõ âåëè÷èí (ñì. § 5.2), ò.å. 
|α(x) + β(x)⏐≤ ⎢α(x)⏐ + ⎢ β(x)⏐, ïðèäåì ê áîëåå ñèëüíîìó íåðàâåíñòâó

⎢α(x) + β(x)⏐< ε. (6.13)

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 
x ≠

0
x è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ  ⎢x –

0
x ⏐ < δ âåðíî íåðàâåí-

ñòâî (6.13). À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ α(x) + β(x) åñòü âåëè-
÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. �

Ïóñòü, íàïðèìåð, α(x) = 5x – 10, β(x) = lg(x – 1) åñòü áåñêî-

íå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû ïðè x → 2 (èáî 
2

lim ( )

x

x

→

α = 0, 
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2

lim ( )

x

x

→

β  = 0), ôóíêöèÿ f(x) = sin x åñòü ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ 

ïðè x → 2 (òî÷íåå ôóíêöèÿ f (x) = sin x îãðàíè÷åíà â ëþáîì ïðî-
ìåæóòêå, à íå òîëüêî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 2, èáî âñåãäà ⎢sin x⏐ ≤ 1). 

À ôóíêöèÿ ϕ(x) = 2
5x −  ïðè x → 2 èìååò ïðåäåë (–1), íå ðàâ-

íûé íóëþ. Òîãäà ôóíêöèè α(x) ± β(x) = 5x – 10 ± lg (x – 1) (ïî 
ñâîéñòâó 1), α(x)f(x) = (5x – 10)sin x, 6α(x) = 30x – 60, 

α(x)β(x) = (5x – 10)lg(x – 1) (ïî ñâîéñòâó 2), 
( )

( )

x

x

α

ϕ

=
2

5 10

5

x

x

−

−

 (ïî 

ñâîéñòâó 3) åñòü âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → 2. 
Ç à ì å ÷ à í è å. Ñâîéñòâî 3 íå ðàññìàòðèâàåò ïðåäåë îòíî-

øåíèÿ äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ α(x) è β(x) èç-çà åãî íåîïðåäå-

ëåííîñòè. Ýòîò ïðåäåë 
0
( )

( )

lim

( )x x

x

x→ ∞

α

β

 ìîæåò áûòü ðàâåí: íóëþ; 

÷èñëó A ≠ 0; ñèìâîëó ∞. Â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ α(x)
íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî: áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî 

ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì β(x); îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè; áîëåå íèçêîãî 

ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì β(x). Â ÷àñòíîñòè, åñëè 
0
( )

( )

lim

( )x x

x

x→ ∞

α

β

= 1, òî 

áåñêîíå÷íî ìàëûå α(x) è β(x) ïðè x →
0
( )x x→∞ íàçûâàþòñÿ ýê-

âèâàëåíòíûìè: â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò α(x) ≈ β(x). Òîò ôàêò, ÷òî α(x)
åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, çàïèñûâàåòñÿ òàê: 

α(x) = 0(β(x)) ïðè x→
0
x (x→∞) (÷èòàåòñÿ «α(x) åñòü î ìàëîå îò 

β(x)» ïðè x→
0
x (x→∞).

6.4. Бесконечно большие величины 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé âå-

ëè÷èíîé ïðè x → x0 , åñëè äëÿ ëþáîãî äàæå ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî 

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî δ > 0 (çàâèñÿùåå îò M, δ = δ(M)), ÷òî äëÿ âñåõ x, íå ðàâíûõ
0
x

è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ⎢x –
0
x ⏐< δ, áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî 

⎢f(x)⏐> M.

Çàïèñü òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f (x) áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè 

x→
0
x , ñëåäóþùàÿ: 

0

lim ( )

x x

f x

→

 = ∞ èëè f (x) → ∞ ïðè x →
0
x .

Ýòî æå îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: 
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( )

( )

0

– бесконечно

большая при

или lim 0

x x

f x

x x

f x

→

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟→

⎜ ⎟
=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

0 ⇔  (∀M>0)(∃δ = δ(M)>0)(∀x ≠
0
x :

0
x x− < δ)

⎢f (x)⏐ > M.

Åñëè â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè f (x) > M (èëè f (x) < –M),

òî ïèøóò 
0 0

lim ( ) (или lim ( )

x x x x

f x f x

→ →

= +∞ = −∞ ).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî áîëü-

øîé âåëè÷èíû ïðè x → ∞. Ïðèâåäåì åãî â êðàòêîé ôîðìå: 

( )

( )

– бесконечно

большая при

или lim 0

x

f x

x

f x

→∞

⎛ ⎞

⎜ ⎟

→∞⎜ ⎟

⎜ ⎟=

⎝ ⎠

⇔ (∀M > 0)(∃S = S (M)>0)(∀x : ⎢x⏐ > S)
⎢f(x)⏐> M.

Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèè y = tg x ïðè x →

2

π

, y = 5 7x −

ïðè x → ∞ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè. 
Íå ñëåäóåò ïóòàòü áåñêîíå÷íî áîëüøóþ ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó 

f (x) ñ î÷åíü áîëüøèì, íî ïîñòîÿííûì ÷èñëîì M > 0, èáî ïî ìåðå 
ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèé x ê

0
x (ïðè x →

0
x ) èëè ïî ìåðå óâåëè÷å-

íèÿ ïî ìîäóëþ x (ïðè x → ∞) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 
ôóíêöèÿ f (x) ïðåâçîéäåò ýòî ÷èñëî M (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå). 

Ç à ì å ÷ à í è å. Â § 5.3 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèè íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå X. Ñëåäóåò èìåòü â âè-
äó, ÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà åñòü ôóíêöèÿ íåîãðàíè-
÷åííàÿ ïðè x →

0
x (x → ∞). Â òî æå âðåìÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíê-

öèÿ íå îáÿçàòåëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ  
y = x sin x ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé (åå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü 
êàê óãîäíî áîëüøèìè), íî íå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè õ → ∞,
òàê êàê ñ ðîñòîì x ôóíêöèÿ âñå âðåìÿ êîëåáëåòñÿ, ïåðåõîäÿ îò 
ïîëîæèòåëüíûõ ê îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì (è íàîáîðîò) è îá-
ðàùàÿñü â íóëü ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ õ.

Îòìåòèì ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî áîëüøèõ âåëè÷èí:
1. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé âåëè÷èíû íà ôóíêöèþ, ïðå-

äåë êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. 
2. Ñóììà áåñêîíå÷íî áîëüøîé âåëè÷èíû è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè 

åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. 
3. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé âåëè÷èíû íà ôóíê-

öèþ, èìåþùóþ ïðåäåë, åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. 
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Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ f (x) = tg x åñòü áåñêîíå÷íî áîëü-

øàÿ âåëè÷èíà ïðè x →

2

π

(èáî

2

lim ( )

x

f x

π

→

= ∞), ôóíêöèÿ 

ϕ(x) = 4x – 3 ïðè x →

2

π

 èìååò ïðåäåë (2π – 3), îòëè÷íûé îò 

íóëÿ, à ôóíêöèÿ ψ(x) = sin x — îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî 
ôóíêöèè f (x)ϕ(x) = (4x – 3) tg x (ïî ñâîéñòâó 1), 

f(x) + ψ(x) = tg x + sin x (ïî ñâîéñòâó 2), 
( )

( )

f x

x

=

ϕ 4 3

x

x −

tg
(ïî ñâîé-

ñòâó 3) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè âåëè÷èíàìè ïðè x →

2

π

.

Ñâÿçü ìåæäó áåñêîíå÷íî ìàëûìè è áåñêîíå÷íî áîëüøèìè âåëè-

÷èíàìè. Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ α(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè-

÷èíà ïðè x →
0
x (x → ∞), òî ôóíêöèÿ  f (x) =

1

( )xα

 ÿâëÿåòñÿ áåñ-

êîíå÷íî áîëüøîé ïðè x →
0
x (x → ∞). È îáðàòíî, åñëè ôóíêöèÿ 

f (x) áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè x →
0
x (x → ∞), òî ôóíêöèÿ 

α (x) =
1

( )f x

åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x →
0
x (x → ∞).

� Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ x→
0
x , ò.å. åñëè α(x) — 

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, òî f (x) = 
1

( )xα

 åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè x→
0
x .

Ïî óñëîâèþ α(x) — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x →
0
x , ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 
x ≠

0
x è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ⎢x –

0
x ⎢< δ áóäåò âåðíî íåðà-

âåíñòâî ⎢α(x)⏐< ε. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî 
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 

0
x  ïðè x ≠

0
x α(x) ≠ 0) ðàâíî-

ñèëüíî ñëåäóþùåìó 
1

( )xα

 > 
1

ε

èëè ⎢f (x)⏐ > M, ãäå f (x) =
1

( )xα

è

M =
1

ε

. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè x →
0
x  ôóíêöèÿ f (x) ÿâëÿåòñÿ 

áåñêîíå÷íî áîëüøîé.
Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî. �
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Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèè y = cos x ïðè x →

2

π

 è y =
3

2 7x −

ïðè

x → ∞ åñòü âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî ìàëûå, òî ôóíêöèè y = 
1

cos x

ïðè x →

2

π

, y = 
2 7

3

x −

ïðè x → ∞ åñòü âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî áîëü-

øèå. È íàîáîðîò, åñëè ôóíêöèè y = tg x ïðè x →

2

π

, y = 5 7x −

ïðè x → ∞ åñòü âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî áîëüøèå, òî ôóíêöèè                

y = 
1

tg x

= ctg x ïðè x →

2

π

 è y =
1

5 7x −

 ïðè x → ∞ åñòü âåëè÷èíû 

áåñêîíå÷íî ìàëûå. 

6.5. Основные теоремы о пределах.  

Признаки существования предела 

Ïóñòü f (x) è ϕ (x) — ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïðå-
äåëû ïðè x →

0
x  (èëè ïðè x → ∞):

0
( )

lim ( )

x x

f x

→ ∞

= A,

0
( )

lim ( )

x x

x

→ ∞

ϕ = B. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ. 

1. Ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà. 

� Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ôóíêöèÿ f (x) èìååò äâà 
ïðåäåëà A è D, A ≠ D. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñâÿçè áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ñ ïðåäåëàìè ôóíêöèé â ñîîòâåòñòâèè ñ 
ôîðìóëîé (6.8) f (x) = A + α(x), f (x) = D + β(x), ãäå α(x) è β(x) — 
áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x →

0
x  (x → ∞). Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî ýòè 

ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 0 = A – D + (α(x) – β(x)), îòêóäà α(x) –
– β(x) = D – A. Ýòî ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê íà îñíîâàíèè 
ñâîéñòâà 1 áåñêîíå÷íî ìàëûõ α(x) – β(x) åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷-
íî ìàëàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âòîðî-
ãî ïðåäåëà íåâåðíî. �

2. Ïðåäåë àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé ðàâåí 
òàêîé æå ñóììå ïðåäåëîâ ýòèõ ôóíêöèé, ò.å. 

[ ]

0
( )

lim ( ) ( )

x x

f x x

→ ∞

+ ϕ =A + B.

3. Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé ðàâåí ïðîèçâå-
äåíèþ ïðåäåëîâ ýòèõ ôóíêöèé, ò.å. 

[ ]

0
( )

lim ( ) ( )

x x

f x x

→ ∞

ϕ =AB.
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Â ÷àñòíîñòè, ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà 
çíàê ïðåäåëà, ò.å. 

0
( )

lim

x x→ ∞

(cf(x)) = cA.

4. Ïðåäåë ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé ðàâåí ÷àñòíîìó ïðåäåëîâ ýòèõ 
ôóíêöèé (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäåë äåëèòåëÿ íå ðàâåí íóëþ), ò.å. 

0
( )

( )

lim

( )x x

f x A

x B→ ∞

=

ϕ

 (B ≠ 0). 

5. Åñëè
0

lim ( )

u u

f u

→

= A,
0

0
lim ( )

x x

x u

→

ϕ = , òî ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè 

[ ]

0

lim ( )

x x

f x

→

ϕ  = A.

6. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 
0
x (èëè ïðè äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ x) f (x) < ϕ (x), òî 

0 0
( ) ( )

lim ( ) lim

x x x x

f x

→ ∞ → ∞

≤ ϕ(x).

� Äîêàæåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà òåîðåìó 2. Ïî óñëîâèþ 

0
( )

lim ( )

x x

f x

→ ∞

 = A è
0
( )

lim ( )

x x

x

→ ∞

ϕ = B, ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè 

òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ñ ïðåäåëàìè ôóíê-
öèé â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.8) f(x) = A+ α(x), ϕ(x) = B + β(x), ãäå 
α(x) è β(x) — áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû ïðè x →

0
x  (x → ∞).

Ïåðåìíîæàÿ ïî÷ëåííî îáà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

x

f x x AB B x A x x x

γ

ϕ = + α + β + α β
�����������

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäíèå òðè ñëà-
ãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò âåëè÷èíó, áåñêîíå÷íî ìàëóþ γ (x) ïðè 
x →

0
x  (x → ∞). Èòàê, ôóíêöèÿ f (x)ϕ (x) ïðåäñòàâëÿåò ñóììó 

ïîñòîÿííîãî ÷èñëà AB è áåñêîíå÷íî ìàëîé γ (x). Íà îñíîâàíèè 
îáðàòíîé òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñ ïðåäåëàìè ôóíê-
öèé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 

0
( )

lim ( )

x x

f x

→ ∞

ϕ(x) = AB. �

Ç à ì å ÷ à í è å. Â òåîðåìàõ î ïðåäåëàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèé f (x) è ϕ(x), èç ÷åãî ñëåäóþò çà-
êëþ÷åíèÿ î çíà÷åíèÿõ ïðåäåëîâ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ èëè ÷àñò-
íîãî ôóíêöèé. Íî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ 
ïðåäåëà ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ èëè ÷àñòíîãî ôóíêöèé åùå íå 
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ñàìèõ ñëàãàåìûõ, ñîìíîæèòå-
ëåé èëè äåëèìîãî è äåëèòåëÿ. 
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Íàïðèìåð,

2

lim

x

π

→

(tg x ⋅ ctg x) = 

2

lim 1

x

π

→

= 1, íî îòñþäà åùå íå 

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ 

2

lim

x

π

→

tg x è 

2

lim

x

π

→

ñtg x. È äåéñòâè-

òåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå ïåðâîãî èç ýòèõ ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò. 
Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà. Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î 

ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, 
ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå, íå âñåãäà óäîáíî. Ïðîùå ýòî ñäåëàòü 
ñ ïîìîùüþ ï ð è ç í à ê î â  ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà. 

Òåîðåìà 1. Åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }
n

a  ìîíîòîííà 

è îãðàíè÷åííà, òî îíà èìååò ïðåäåë. 

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåóáûâàþùàÿ è 

îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó 
1 2 n

a a a M≤ ≤ ≤ ≤ ≤… …  (ñì. ðèñ. 6.5à); 

á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó 

1 2 n

a a a M≥ ≥ ≥ ≥ ≥… … (ñì. ðèñ. 6.5á). 

Ðèñ. 6.5 èëëþñòðèðóåò íàëè÷èå ïðåäåëà A ÷èñëîâîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 2. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 
0
x (èëè ïðè 

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x) ôóíêöèÿ f (x) çàêëþ÷åíà ìåæäó 

äâóìÿ ôóíêöèÿìè ϕ(x) è ψ(x), èìåþùèìè îäèíàêîâûé ïðåäåë A ïðè 

x →
0
x  (èëè x → ∞), òî ôóíêöèÿ f (x) èìååò òîò æå ïðåäåë A.

� Ïóñòü ïðè x →
0
x

0

lim ( )

x x

x

→

ϕ = A,
0

lim ( )

x x

x

→

ψ = A.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî 

δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ≠
0
x  è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ⎢x –

0
x ⎢< δ

áóäóò âåðíû îäíîâðåìåííî íåðàâåíñòâà 
⎢ϕ(x) –A⏐< ε, ⎢ψ(x) – A⏐< ε

èëè

 A – ε < ϕ (x) < A + ε, A – ε < ψ (x) < A + ε. (6.14)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ f (x) çàêëþ÷åíà ìåæäó äâóìÿ 
ôóíêöèÿìè, ò.å.

ϕ(x) ≤ f (x) ≤ ψ(x),

à)                                                     á) 

Ðèñ. 6.5
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òî èç íåðàâåíñòâ (6.14) ñëåäóåò, ÷òî A – ε < f (x) < A + ε, ò.å.

⎢ f (x) – A⏐< ε.
À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî 

0

lim ( )

x x

f x

→

= A. �

6.6. Замечательные пределы.  

Задача о непрерывном начислении процентов 

Ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì
íàçûâàåòñÿ

0

sin

lim

x

x

x→

=1. (6.15)

� Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû 
(6.15) ðàññìîòðèì êðóã ðàäèóñà R ñ 
öåíòðîì â òî÷êå Î. Ïóñòü OB — ïîä-
âèæíûé ðàäèóñ, îáðàçóþùèé óãîë x

(0 < x <
2

π

) ñ îñüþ Ox (ñì. ðèñ. 6.6). 

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëå-
äóåò, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AOB
ìåíüøå ïëîùàäè ñåêòîðà AOB, êîòî-

ðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ìåíüøå ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà AOC, ò.å. 

   
AOB

S
Δ

< S ñåêò. AOB < 
AOC

S
Δ

.

Òàê êàê 
AOB

S
Δ

= 2

1 1

sin sin

2 2

R R x R x⋅ ⋅ = , S ñåêò. AOB  = 2

1

2

R x ,

AOC
S
Δ

=
1

2

AO AC⋅

2

1 1

( )

2 2

AO AO x R x= ⋅ ⋅ =tg tg , òî èìååì 

2

1

sin

2

R x
2 2

1 1

2 2

R x R x< < tg , îòêóäà, ðàçäåëèâ ÷àñòè äâîéíîãî íå-

ðàâåíñòâà íà 2

1

sin 0

2

R x > , ïîëó÷èì 1 < 
1

sin cos

x

x x

<  èëè

cos x <
sin x

x

 < 1. 

Òàê êàê ôóíêöèè cos x è 
sin x

x

 ÷åòíûå, òî ïîëó÷åííûå íåðà-

âåíñòâà ñïðàâåäëèâû è ïðè 
2

x

π

− < < 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè 

Ðèñ. 6.6
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x → 0, ïîëó÷èì 
0

lim1 1

x→

= ,
0

lim cos

x

x

→

 = 1 (îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà 

ñì. â ïðèìåðå 6.7). Íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðå-

äåëà ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè 
0

sin

lim

x

x

x→

= 1. �

� Ïðèìåð 6.4. Íàéòè:

à)
0

sin6

lim

4x

x

x→

; á) 
2

0

1 cos

lim

x

x

x→

−

.

Ð å ø å í è å: à) 
0

sin6

lim

4x

x

x→

=
0

3 sin6

lim

2 6x

x

x→

=
3 3

1

2 2

⋅ = ;

á)
2

0

1 cos

lim

x

x

x→

−

=

2

2
0

2sin

2
lim

x

x

x→

=

2

0

sin

1
2

lim

2

2

x

x

x→

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 2

1 1

1

2 2

⋅ = . �

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü
1

1

n

n

a

n

⎛ ⎞
= +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Åñëè âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, òî ïîëó÷èì 
1

2,0,a =

2
2,25a = ,

3
2,37a = ,

4
2,441,a =

5
2,488,a = …, è ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü { }
n

a ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà1 (ñì. § 14.2): 

2

1 1 ( 1) 1 ( 1) ( ( 1)) 1

1 1

1 2 1 2

n

n

n

n n n n n n

a n

n n n n n

− − − −⎛ ⎞
= + = + ⋅ + + +
⎜ ⎟

⋅ ⋅⎝ ⎠

…

…

…

èëè

1 1 1 1 2 1

2 1 1 1 1

1 2 1 2

n

n

a

n n n n n

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − + + − − −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⋅ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …

…

   (6.16)

Ñ ðîñòîì n óâåëè÷èâàþòñÿ êàê ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ (èõ â ôîðìóëå n+1), òàê è âåëè÷èíà êàæäîãî ñëàãàåìîãî, 
ò.å.

1 2 n

a a a< < < <… …

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }
n

a ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ýòî ñëåäóåò 

èç (6.16), åñëè äàòü îöåíêó 
n

a :

                                         
1 Ñòîÿùåå â çíàìåíàòåëå îáùåãî ÷ëåíà ïðîèçâåäåíèå n ïåðâûõ ÷èñåë íàòó-

ðàëüíîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëîì (îáîçíà÷àåòñÿ n!, ÷èòàåòñÿ «ýí ôàêòîðè-

àë»): n! = 1⋅2⋅3…(n–1)n.
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1

1 1 1 1

2 2

1 2 1 2 2 2

n

n

a

n
−

< + + + + < + + +

⋅ ⋅

… … …

…

,

(ïîëó÷åííóþ ïîñëå îñâîáîæäåíèÿ îò ñêîáîê, âûðàæåíèÿ â êàæ-
äîé èç êîòîðûõ ìåíüøå 1, è çàìåíû êàæäîé èç äðîáåé áîëüøåé 
äðîáüþ ñ äâîéêàìè â çíàìåíàòåëå: 

2 1

1 1 1 1

, ,

1 2 3 2 1 2... 2
n

n
−

< <

⋅ ⋅ ⋅

… .

Ñóììà
1

1 1

2 2
n−

+ +… ïðåäñòàâëÿåò ñóììó 
1n

S
−

÷ëåíîâ ãåîìåòðè-

÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 
1

2

a =  è çíàìåíàòåëåì 

1

2

q = . Èìååì 

1

1

1
1

1 1

1

2 2
( 1) 1

1

11 2
1

2

n

n

n

n

a q

S

q

−

−

−

−

⎛ ⎞
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠− ⎝ ⎠

= = = −

−
−

 < 1. 

Òàê êàê 
1

1
n

S
−

< , òî 
1

1

n

n

a

n

⎛ ⎞
= +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

< 2 + 1 = 3. 

Ñîãëàñíî ïðèçíàêó ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ìîíîòîííàÿ è îã-

ðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
1

1

n

n

a

n

⎛ ⎞
= +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

èìååò ïðåäåë. 

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîì å (âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì) íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

å =
1

lim 1

n

n n→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (6.17)

Âûøå ìû ôàêòè÷åñêè óñòàíîâèëè, ÷òî 2 < e < 3. Áîëåå òî÷íî 
å ≈ 2,718281…, ò.å. ÷èñëî å — èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. 

Ìîæíî  ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = 
1

1

x

x

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

ïðè x → +∞ è ïðè 

x → –∞ (ãäå x â îòëè÷èå îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n «ïðîáåãàåò» âñå çíà-
÷åíèÿ ÷èñëîâîé îñè — íå òîëüêî öåëûå) èìååò ïðåäåë, ðàâíûé ÷èñëó å:

 å =
1

lim 1

x

x x→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (6.18)
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Ïîëàãàÿ y = 
1

x

, íàéäåì x =
1

y

; ïðè x → ∞ y → 0. 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ åùå îäíà çàïèñü ÷èñëà å:

 å =

1

0

lim (1 )
y

y

y

→

+ . (6.19)

×èñëî å (÷èñëî Ýéëåðà, íåïåðîâî ÷èñëî) èãðàåò âåñüìà âàæíóþ 
ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Ãðàôèê ôóíêöèè y = x

e (ñì.
ðèñ. 7.8) ïîëó÷èë íàçâàíèå ýêñïîíåíòû. Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ 
ëîãàðèôìû ïî îñíîâàíèþ å, íàçûâàåìûå íàòóðàëüíûìè. Íàòó-
ðàëüíûå ëîãàðèôìû îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì ln: log

e

x = ln x.

� Ïðèìåð 6.5. Íàéòè: 

à)
3

5

lim 1

x

x x→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

; á) 

2

0

lim (1 3 )
y

y

y

→

− .

Ð å ø å í è å.

à)
3

5

lim 1

x

x x→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

5

3

55

lim 1

x

x

x

x x

⋅

→∞

⎡ ⎤

⎛ ⎞⎢ ⎥
+

⎜ ⎟
⎢ ⎥
⎝ ⎠
⎢ ⎥⎣ ⎦

 =

15

55

lim 1

x

x x→∞

⎡ ⎤

⎛ ⎞⎢ ⎥
+

⎜ ⎟
⎢ ⎥
⎝ ⎠
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 15
e ;

á)

2

0

lim (1 3 )
y

y

y

→

− =

2

3

1

3

0

lim (1 3 )

y

y

y

y

y

− ⋅

−

→

⎡ ⎤

⎢ ⎥−

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

6

1

3

0

lim (1 3 )
y

y

y

−

−

→

⎡ ⎤

⎢ ⎥−

⎢ ⎥
⎣ ⎦

= 6
e
− .�

Ê ÷èñëó å ïðèâîäÿò ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè-
êè, ôèçèêè, áèîëîãèè, õèìèè è äð., àíàëèç òàêèõ ïðîöåññîâ, êàê 
ðîñò íàðîäîíàñåëåíèÿ, ðàñïàä ðàäèÿ, ðàçìíîæåíèå áàêòåðèé è ò.ï. 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ. Ïåð-
âîíà÷àëüíûé âêëàä â áàíê ñîñòàâèë 

0
Q  äåíåæíûõ åäèíèö. Áàíê 

âûïëà÷èâàåò åæåãîäíî p% ãîäîâûõ. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàçìåð 
âêëàäà

t

Q  ÷åðåç t ëåò. 
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîñòûõ ïðîöåíòîâ ðàçìåð âêëàäà åæå-

ãîäíî áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó 
0

100

p

Q ,

ò.å.
1 0 2 0

2

1 , 1 , ..., 1

100 100 100

t

p p pt

Q Q Q Q Q

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Íà ïðàêòè-

êå çíà÷èòåëüíî ÷àùå ïðèìåíÿþòñÿ ñëîæíûå ïðîöåíòû. Â ýòîì 
ñëó÷àå ðàçìåð âêëàäà åæåãîäíî áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â îäíî è òî 

æå ÷èñëî (1+
100

p

) ðàç, ò.å. 
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1
Q =

0
Q (1+

100

p

),
2

Q =
0

Q (1+
100

p

) 2 , …,
t

Q =
0

Q (1+ )

100

t

p

.

Åñëè íà÷èñëÿòü ïðîöåíòû ïî âêëàäàì íå îäèí ðàç â ãîäó, à   
n ðàç, òî ïðè òîì æå åæåãîäíîì ïðèðîñòå p% ïðîöåíò íà÷èñëå-

íèÿ çà 
1

n

-þ ÷àñòü ãîäà ñîñòàâèò 
p

n

%, à ðàçìåð âêëàäà çà t ëåò 

ïðè nt íà÷èñëåíèÿõ ñîñòàâèò 

t

Q =
0

Q (1+ )

100

nt

p

n

. (6.20)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðîöåíòû ïî âêëàäó íà÷èñëÿþòñÿ êàæäîå 
ïîëóãîäèå (n = 2), åæåêâàðòàëüíî  (n = 4),  åæåìåñÿ÷íî  (n = 12),
êàæäûé äåíü  (n = 365), êàæäûé ÷àñ  (n = 8760) è ò.ä., íåïðåðûâ-
íî  (n → ∞). Òîãäà ðàçìåð âêëàäà çà t ëåò ñîñòàâèò 

t

Q =
0

lim 1

100

nt

n

p

Q

n→∞

⎡ ⎤
⎛ ⎞

+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

100
100

0
lim 1

100

pt

n

p

n

p

Q

n→∞

⎡ ⎤

⎛ ⎞⎢ ⎥
+

⎜ ⎟
⎢ ⎥
⎝ ⎠
⎢ ⎥⎣ ⎦

èëè ñ ó÷åòîì (6.18) ïðè x = 
100n

p

→ ∞

t

Q =
0

Q 100

pt

e . (6.21)

Ôîðìóëà (6.21) âûðàæàåò ïîêàçàòåëüíûé (ýêñïîíåíöèàëüíûé)
çàêîí ðîñòà (ïðè p > 0) èëè óáûâàíèÿ (ïðè p < 0). Îíà ìîæåò 
áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ. 

×òîáû ïî÷óâñòâîâàòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â çàâèñèìîñòè îò ñïî-
ñîáà íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ, â òàáëèöå â êà÷åñòâå ïðèìåðà  ïðèâî-
äÿòñÿ ðàçìåðû âêëàäîâ 

t

Q , âû÷èñëåííûå ïðè 
0

Q = 1 äåí. åä., 

p = 5%, t = 20 ëåò. 

Ôîðìóëà ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ 
Ôîðìóëà

íåïðåðûâíîãî
íà÷èñëåíèÿ

Ôîðìóëà
ïðîñòûõ
ïðîöåí-

òîâ n = 1 n = 2 n = 4 n = 12 n = 365 ïðîöåíòîâ

Ðàçìåð
âêëàäà,
äåí. åä. 

2,0000 2,6355 2,6851 2,7015 2,7126 2,7181 2,7182 

Êàê âèäèì, ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñóììû âêëàäà ïî ôîð-
ìóëå (6.21) íåïðåðûâíîãî íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ 
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ñ ôîðìóëîé (6.20) ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ, íà÷èñëÿåìûõ åæåãîäíî 
(n = 1), ïðè îäíîé è òîé æå ïðîöåíòíîé ñòàâêå (p = 5%) îêàçà-
ëàñü íåçíà÷èòåëüíîé (îêîëî 2,5%). 

Ç à ì å ÷ à í è å. Õîòÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ôèíàíñîâî-êðåäèòíûõ 
îïåðàöèÿõ íåïðåðûâíîå íà÷èñëåíèå ïðîöåíòîâ ïðèìåíÿåòñÿ 
êðàéíå ðåäêî, îíî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ïðè àíàëè-
çå ñëîæíûõ ôèíàíñîâûõ ïðîáëåì, â ÷àñòíîñòè ïðè îáîñíîâàíèè 
è âûáîðå èíâåñòèöèîííûõ ðåøåíèé. 

6.7. Непрерывность функции 

Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, òàê æå êàê è ïîíÿòèå ïðå-
äåëà, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî 
àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷- 

êå
0
x , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì: 1) îïðå-

äåëåíà â òî÷êå 
0
x  (ò.å. ñóùåñòâóåò f (

0
x )); 2) èìååò êîíå÷íûé 

ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x →
0
x ; 3) ýòîò ïðåäåë ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíê-

öèè â òî÷êå 
0
x , ò.å. 

0

0
lim ( ) ( )

x x

f x f x

→

= . (6.22)

� Ïðèìåð 6.6. Èññëåäîâàòü íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x = 0 çà-

äàííûõ ôóíêöèé: 

à) y =
1

x

; á) y = {
1

1

x

x

+

−

при 0,

при 0;

x

x

≥

<

 â) y = {
2

1

x при 0,

при 0;

x

x

≠

=

 ã) y = 2
x .

Ð å ø å í è å. à) Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ y = f (x) (ñì. 
ðèñ. 6.7à) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, òàê êàê íàðóøåíî ïåðâîå 
óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè — ñóùåñòâîâàíèå f (0).

á) Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ y = f (x) (ñì. ðèñ. 6.7á) íå ÿâëÿåòñÿ 
íåïðåðûâíîé — ïåðâîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè âûïîëíåíî, f (0)
ñóùåñòâóåò (f (0) = 1), íî íàðóøåíî âòîðîå óñëîâèå — îòñóòñòâó-

à)                       á)                   â)                         ã) 

Ðèñ. 6.7
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åò
0

lim ( )

x

f x

→

 (òî÷íåå ãîâîðÿ, çäåñü ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå 

ïðåäåëû ôóíêöèè ñëåâà 
0

lim ( )

x

f x

→ −

= –1 è ñïðàâà 
0

lim ( )

x

f x

→ +

= 1, 

íî îáùåãî ïðåäåëà ïðè x → 0 íå ñóùåñòâóåò). 
â) Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ y = f (x) (ñì. ðèñ. 6.7â) íå ÿâëÿåòñÿ 

íåïðåðûâíîé — ïåðâûå äâà óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âûïîëíåíû — 

ñóùåñòâóþò f(0) (f(0) = 1) è êîíå÷íûé ïðåäåë 
0

lim ( )

x

f x

→

= 0, íî 

íàðóøåíî òðåòüå îñíîâíîå óñëîâèå: 
0

lim ( )

x

f x

→

≠ f (0).

ã) Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ y = f (x) (ñì. ðèñ. 6.7ã) íåïðåðûâíà, 
òàê êàê âûïîëíåíû âñå òðè óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè — 

0

lim ( )

x

f x

→

= f (0) = 0. �

Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè (6.22) â òî÷êå
0
x  ìîæåò 

áûòü çàïèñàíî è òàê: 

0

lim ( )

x x

f x

→

=
0

(lim )

x x

f x

→

, (6.23)

ò.å. äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè âîçìîæíà ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ 
ïðåäåëà è ôóíêöèè. 

Î÷åâèäíî, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå âû-
ðàæàåòñÿ íåïðåðûâíîñòüþ åå ãðàôèêà ïðè ïðîõîæäåíèè äàííîé 
òî÷êè (áåç îòðûâà êàðàíäàøà îò ëèñòà áóìàãè). 

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî, âòîðîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè. 
Äàäèì àðãóìåíòó

0
x  ïðèðàùåíèå Δx. Òîãäà ôóíêöèÿ y = f (x)

ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå Δy, îïðåäåëÿåìîå êàê ðàçíîñòü íàðàùåííî-

Ðèñ. 6.8
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ãî è èñõîäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè: Δy = f (
0
x +Δx) – f (

0
x ) (ñì. 

ðèñ. 6.8). 
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â 

òî÷êå
0
x , åñëè îíà îïðåäåëåíà â ýòîé òî÷êå è áåñêîíå÷íî ìàëîìó 

ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùå-
íèå ôóíêöèè: 

0

lim

x

y

Δ →

Δ = 0. (6.24)

� Óáåäèìñÿ â ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ ïðèâåäåííûõ îïðåäåëå-
íèé íåïðåðûâíîñòè. Èç ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñíî (6.22) 
ïðè x =

0
x + Δx ñëåäóåò 

0 0

0

lim ( ) ( )

x

f x x f x

Δ →

+ Δ = , òàê êàê ñòðåìëå-

íèå x →
0
x  ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Δx → 0. 

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ñ 
ïðåäåëàìè ôóíêöèé ìîæíî çàïèñàòü 

0 0
( ) ( ) ( )f x x f x x+ Δ = + α Δ ,

ãäå
0 0

( ) ( ) ( )x f x x f xα Δ = + Δ − = Δy åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè  

Δx → 0, ò.å. 
0

lim 0

x

y

Δ →

Δ = . �

Òî÷êà
0
x  íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f (x), åñëè ýòà 

ôóíêöèÿ â äàííîé òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ðàçëè÷àþò 
òî÷êè ðàçðûâà: ïåðâîãî ðîäà (êîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíî-
ñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà ïðè x →

0
x , íå ðàâ-

íûå äðóã äðóãó) è âòîðîãî ðîäà (êîãäà õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòî-
ðîííèõ ïðåäåëîâ ñëåâà èëè ñïðàâà ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè èëè íå 
ñóùåñòâóåò). Òàê, òî÷êà 

0
x = 0 íà ðèñ. 6.7á — òî÷êà ðàçðûâà ïåð-

âîãî ðîäà, à íà ðèñ. 6.7à — òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà. Ê òî÷-
êàì ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ òàêæå òî÷êè óñòðàíèìîãî

ðàçðûâà, êîãäà ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x →
0
x  ñóùåñòâóåò, íî íå 

ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Òàê, òî÷êà 
0
x = 0 íà 

ðèñ. 6.7â ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. 
Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå:

1. Åñëè ôóíêöèè f (x) è ϕ(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå 
0
x , òî èõ ñóì-

ìà f (x) + ϕ(x), ïðîèçâåäåíèå f (x)ϕ(x) è ÷àñòíîå 
( )

( )

f x

xϕ

(ïðè óñëîâèè 

ϕ(
0
x ) ≠ 0) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, íåïðåðûâíûìè â òî÷êå 

0
x .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíî-
ñòè è àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ôóíêöèé. 

2. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå 
0
x  è f (

0
x ) > 0, 

òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 
0
x , â êîòîðîé f (x) > 0. 
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî ïðè 
ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòà Δx → 0 â ñîîòâåòñòâèè ñî âòî-
ðûì îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè (6.24) ìîæíî ïîëó-
÷èòü êàê óãîäíî ìàëîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Δy, òàê ÷òî çíàê 
ôóíêöèè y = f (x) â îêðåñòíîñòè (

0
x –Δx,

0
x +Δx) íå èçìåíèòñÿ. 

3. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (u) íåïðåðûâíà â òî÷êå 
0

u , à ôóíêöèÿ 

u = ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå 
0

u = ϕ (
0
x ), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ 

y = f [ϕ(x)] íåïðåðûâíà â òî÷êå 
0
x .

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãó-
ìåíòà Δx → 0 â ñèëó âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (6.24) 
ôóíêöèè u = ϕ(x) ñîîòâåòñòâóåò êàê óãîäíî ìàëîå ïðèðàùåíèå 
Δu → 0, ïðèâîäÿùåå â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó òîãî æå îïðåäåëåíèÿ 
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y = f(u) ê êàê óãîäíî ìàëîìó ïðèðàùå-
íèþ Δy → 0. 

Ñâîéñòâî 3 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå 

[ ]

0 0

lim ( ) lim ( )

x x x x

f x f x

→ →

⎡ ⎤
ϕ = ϕ

⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (6.25)

ò.å. ïîä çíàêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó.
Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå X,

åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà. Ìîæíî 
äîêàçàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû â îáëàñòè èõ 
îïðåäåëåíèÿ.

� Ïðèìåð 6.7. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y = cos x.

Ð å ø å í è å. Íàéäåì 
0

lim

x

y

Δ →

Δ =
0

lim (cos( ) cos )

x

x x x

Δ →

+ Δ − =

=
0

2

2 lim cos sin

2 2x

x x x

Δ →

+ Δ Δ

= 0, òàê êàê 
2

cos

2

x x+ Δ

≤ 1, à

0 0 0 0

1 sin( 2) 1 sin( 2)

lim sin lim lim lim

2 2 2 2 2x x x x

x x x

x x

x xΔ → Δ → Δ → Δ →

⎛ ⎞Δ Δ Δ

= ⋅Δ = Δ =⎜ ⎟
Δ Δ⎝ ⎠

=
1

1 0 0

2

⋅ ⋅ = , ò.å. 
0

lim

x

y

Δ →

Δ = 0, è ïî âòîðîìó îïðåäåëåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè (6.24) ôóíêöèÿ y = cos x ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà 

âñåé ÷èñëîâîé îñè. �

Ç à ì å ÷ à í è å. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü 
ôóíêöèè â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ 
ëèøü äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðè-
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ìåðà ôóíêöèþ f (x) = [x] (÷èòàåòñÿ «y ðàâíî àíòüå x»), ãäå [x] — 
öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõî-

äÿùåå x (íàïðèìåð, [2,6] = 2, [–2,6] = –3). Â òî÷êå x =
3

2

 ôóíê-

öèÿ f(x) = [x] íåïðåðûâíà, èáî 
3

2

3

lim ( )

2
x

f x f

→

⎛ ⎞
=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 1, à â òî÷êå x = 1 

ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà — f(1) = 1, íî òåðïèò ðàçðûâ, èáî 

1

lim ( )

x

f x

→

 íå ñóùåñòâóåò (òî÷íåå ñóùåñòâóþò íåðàâíûå ìåæäó ñî-

áîé êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè ñëåâà 
1 0

lim ( )

x

f x

→ −

 = 0 è ñïðàâà 

1 0

lim ( )

x

f x

→ +

= 1) (ñì. ðèñ. 6.9). 

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî f(x) = 
= [x] íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé 
ôóíêöèåé, è, õîòÿ è îïðåäåëåíà 
íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàç-
ðûâíà âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ. 

Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâ-
íûõ íà îòðåçêå:

1. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) íå-

ïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî

îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå 
(ñì. ðèñ. 6.10). 

2. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) íå-

ïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî

îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ m è íàè-

áîëüøåãî çíà÷åíèÿ M (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) (ñì. ðèñ. 6.11). 

3. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è çíà÷å-

íèÿ åå íà êîíöàõ îòðåçêà f(a) è f(b) èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíà-

Ðèñ. 6.9

Ðèñ. 6.10                  Ðèñ. 6.11                   Ðèñ. 6.12
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êè, òî âíóòðè îòðåçêà íàéäåòñÿ òî÷êà ξ ∈ (a, b), òàêàÿ, ÷òî

f(ξ) = 0 (òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè) (ñì. ðèñ. 6.12). 

6.8. Решение задач 

� Ïðèìåð 6.8. Íàéòè: à) 
7

3 5

lim

5x

x

x→

+

−

; á) 
5

3 5

lim

5x

x

x→

+

−

; â) 
sin

lim

x

x

x→∞

;

ã)
0

1

lim cos

x

x

x→

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ð å ø å í è å. à) Íà îñíîâàíèè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â 
òî÷êå x = 7 èñêîìûé ïðåäåë ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé 

òî÷êå, ò.å. 
7

3 5

lim

5x

x

x→

+

−

=
3 7 5

7 5

⋅ +

−

 = 13. 

á) Ïðè x → 5 ÷èñëèòåëü (3x + 5) ñòðåìèòñÿ ê 3⋅5 + 5 = 20 
(ò.å. ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé), à çíàìåíàòåëü (x – 5) —      
ê íóëþ (ò.å. ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé); î÷åâèäíî, 
èõ îòíîøåíèå åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, ò.å. 

5

3 5

lim

5x

x

x→

+

−

= ∞.

â)
sin

lim

x

x

x→∞

= 0, èáî îòíîøåíèå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè sin x

(⏐sin x⏐ ≤ 1) ê áåñêîíå÷íî áîëüøîé âåëè÷èíå x (ïðè x → ∞) åñòü 
âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. 

ã)
0

1

lim cos

x

x

x→

= 0, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé âå-

ëè÷èíû x (ïðè x → 0) íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ 
1

cos

x

 (⏐
1

cos

x

⏐ ≤ 1) 

åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. 
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïðåäåë íåëüçÿ âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ òåî-

ðåìû î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñêîëüêó 
0

1

lim cos

x x→

 íå ñóùåñòâó-

åò (ïðè x → 0 àðãóìåíò êîñèíóñà 
1

x

 èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî 

âäîëü ÷èñëîâîé îñè äî áåñêîíå÷íîñòè, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ 
1

cos

x

êîëåáëþòñÿ îò –1 äî 1 è îò 1 äî –1, íå ñòðåìÿñü íè ê êàêîìó 

÷èñëó (ïðåäåëó). �
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Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ïðåäåë íàõîäèëñÿ ñðàçó: â âèäå 
÷èñëà èëè ñèìâîëà ∞. Íî ÷àùå ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ìû 
ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòÿìè, êîãäà ðåçóëüòàò íàõîæäå-
íèÿ ïðåäåëà íåÿñåí: íàïðèìåð, â ñëó÷àå îòíîøåíèÿ äâóõ áåñêî-

íå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé (óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

) èëè áåñêî-

íå÷íî áîëüøèõ (
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

). Êðîìå îòìå÷åííûõ íåîïðåäåëåííîñòåé 

âèäà
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 è 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

 â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ðàññìàòðèâàþòñÿ 

òàêæå íåîïðåäåëåííîñòè âèäà [∞–∞], [0⋅∞], 1
∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦

, [ 0
∞ ], [ 0

0 ].

� Ïðèìåð 6.9. Íàéòè:

à)
2

2
1

2 1

lim

( 1)x

x x

x→

− −

−

;  á) 
2

2

2 6

lim

4x

x x

x→

+ − −

−

;  â) 
3

1

1

lim

1x

x

x
→

−

−

.

Ð å ø å í è å. à) Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü íà ìíîæèòåëè è ñîêðàòèì äðîáü íà ìíîæè-
òåëü (x – 1): ñîêðàùåíèå âîçìîæíî, òàê êàê ïðè x → 1 (x – 1) 
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íî íå ðàâåí íóëþ. 

2

2
1

2 1

lim

( 1)x

x x

x→

− −

−

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
2

1

1

2( )( 1)

2
lim

( 1)x

x x

x→

+ −

−

=
1

2 1

lim

1x

x

x→

+

−

= ∞.

á) Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 óìíîæèì ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà âûðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê ÷èñëèòåëþ, 
ïîëó÷èì:

2
2

2 6

lim

4x

x x

x→

+ − −

−

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
22

( 2 6 )( 2 6 )

lim

( 4)( 2 6 )x

x x x x

x x x
→

+ − − + + −

− + + −

=

=
2

2( 2)

lim

( 2)( 2)( 2 6 )x

x

x x x x
→

−

− + + + −

=

=
2

2

lim

( 2)( 2 6 )x
x x x

→
+ + + −

=
1

8

.

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



169

â) Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 óäîáíî ïðåä-

âàðèòåëüíî ñäåëàòü çàìåíó t = 6

x  (òîãäà 3
x t= , 3

2
x t= , ïðè 

x → 1,  t → 1), à çàòåì ïîëó÷åííûå ìíîãî÷ëåíû ðàçëîæèòü íà 
ìíîæèòåëè:

3
1

1

lim

1x

x

x
→

−

−

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
3

2
1

1

lim

1t

t

t→

−

−

=
2

1

( 1)( 1)

lim

( 1)( 1)t

t t t

t t→

− + +

− +

=

=
2

1

1

lim

( 1)t

t t

t→

+ +

+

=
3

2

. �

� Ïðèìåð 6.10. Íàéòè: à) 
2

5

3 2

lim

4 3 1x

x

x x→∞

+

+ +

;

á)
1

1 1 1 1

1

2 2 2 2

lim

n n

m m
x

a x b x k x l

a x b x k x l

−

−
→∞

+ + + +

+ + + +

…

…

;  â) 
4

9

2

1

lim

x

x

x x
→∞

+

+

;

ã) lim ( )

x

f x

→+∞

 è lim ( )

x

f x

→−∞

, ãäå f(x) =
1 1

2 3

2 3

x x

x x

+ +

+

+

;

ä) lim

x→∞

4 sin

cos

x x

x x

+

−

.

Ð å ø å í è å. à) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

. Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî ïîâåäåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïðè x → ∞ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ÷ëåíàìè ñ íàèáîëüøèìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé (ñîîò-
âåòñòâåííî 2

3x è 5
4x ), ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 

5
x , ò.å. íà x ñ íàèáîëüøèì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ è 
çíàìåíàòåëÿ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû î ïðåäåëàõ, ïîëó÷èì 

2

5

3 2

lim

4 3 1x

x

x x→∞

+

+ +

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=
3 5

4 5

3 2

lim

3 1

4

x

x x

x x

→∞

+

+ +

=
0 0

4 0 0

+

+ +

= 0. 

á) Èñïîëüçóÿ òîò æå ïðèåì, ÷òî è â ï. à, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 

1

1 1 1 1

1

2 2 2 2

lim

n n

m m
x

a x b x k x l

a x b x k x l

−

−
→∞

+ + + +

+ + + +

…

…

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=
1 2

0, если ,

/ , если ,

, если ,

n m

а а n m

n m

<⎧
⎪

=⎨

⎪ ∞ >⎩

ò.å. ïðåäåë îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
( )

lim

( )

n

x

m

P x

Q x→∞

ðàâåí 0, îòíî-

øåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ x èëè ∞, åñëè ïîêà-
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çàòåëü ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ n ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøå, ðàâåí èëè 
áîëüøå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ m.

Ðåêîìåíäóåì çàïîìíèòü ýòî ïðàâèëî. 

â) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

. Çäåñü âûðàæåíèþ â 

÷èñëèòåëå óñëîâíî ìîæíî ïðèïèñàòü ñòåïåíü n =
9

4

, à â çíàìå-

íàòåëå ñòåïåíü m = 2; òàê êàê n > m, òî íà îñíîâàíèè ïðàâèëà, 
ñôîðìóëèðîâàííîãî â ï. á, èñêîìûé ïðåäåë ðàâåí ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçäåëèâ è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 4
9
x ,

ïîëó÷èì

4
9

2

1

lim

x

x

x x
→∞

+

+

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=

4

9

4 4
7

1

1

lim

1 1x

x

x x

→∞

+

+

= ∞.

ã) Ïðè x→+∞ èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

, ïðè ýòîì 

ïîâåäåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûìè ñëàãàå-
ìûìè, êîòîðûå âîçðàñòàþò áûñòðåå ïåðâûõ. Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è 
çíàìåíàòåëü íà 3x  è èñïîëüçóÿ òåîðåìû î ïðåäåëàõ, ïîëó÷èì 

1 1
2 3

lim

2 3

x x

x x
x

+ +

→+∞

+

+

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=

2

2 3

3

lim

2

1

3

x

x

x→+∞

⎛ ⎞
⋅ +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
0 3

0 1

+

+

= 3, 

ïîñêîëüêó
2

lim

3

x

x→ ∞

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 0. 

Ïðè x → –∞ èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

, ïðè ýòîì ïî-

âåäåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè ñëàãàå-
ìûìè, êîòîðûå óáûâàþò ìåäëåííåå äðóãèõ. Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è 
çíàìåíàòåëü íà 2x  è èñïîëüçóÿ òåîðåìû î ïðåäåëàõ, ïîëó÷èì 

1 1
2 3

lim

2 3

x x

x x
x

+ +

→−∞

+

+

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

3

2 3

2

lim

3

1

2

x

x

x→−∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
+
⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2 0

1 0

+

+

= 2. 
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ä) Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

 ðàçäåëèì ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà x, ïîëó÷èì 

4 sin

lim

cosx

x x

x x→∞

+

−

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=

sin

4

lim

cos

1

x

x

x

x

x

→∞

+

−

=
4 0

1 0

+

−

= 4, 

òàê êàê 
sin

lim

x

x

x→∞

= 0, 
cos

lim

x

x

x→∞

= 0 (ñì. ïðèìåð 6.8 â). �

�  Ïðèìåð 6.11. Íàéòè:

à) 2 2
lim ( 1 1

x

x x

→∞

+ − − ); á) 2
lim ( 2 )

x

x x

→−∞

+ + ;

â)
2

1

1 2

lim

1 1x x x→

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

.

Ð å ø å í è å. à) Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà [∞ – ∞]
óìíîæèì è ðàçäåëèì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íà ñîïðÿæåííîå âû-
ðàæåíèå, ïîëó÷èì 

2 2
lim ( 1 1

x

x x

→∞

+ − − ) = [∞ –∞]=

=
2 2 2 2

2 2

( 1 1)( 1 1)

lim

1 1x

x x x x

x x
→∞

+ − − + + −

+ + −

=

=
2 2

2

lim

1 1
x

x x
→∞

+ + −

=0.

á) Ïðè x → – ∞ èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà [∞ – ∞], èáî 
êâàäðàòíûé êîðåíü èç íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà âñåãäà íåîòðèöà-
òåëåí. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 6.11à.

2
lim 2

x

x x

→−∞

⎡ ⎤+ +
⎣ ⎦

=[∞ –∞]=
2 2

2

( 2 )( 2 )

lim

2x

x x x x

x x
→−∞

+ + + −

+ −

=

=
2

2

lim

2
x

x x
→−∞

+ −

= 0. 

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè x → –∞ â çíàìåíàòåëå 
íåò íåîïðåäåëåííîñòè, òàê êàê îí ïðåäñòàâëÿåò ñóììó áåñêî-
íå÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí — âåëè÷èíó, áåñêîíå÷-
íî áîëüøóþ. 
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â)
2

1

2 2

lim

1 1x x x→

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

= [∞ –∞] =
2

1

(1 ) 2

lim

1x

x

x→

+ −

−

=

=
1

1

lim

(1 )(1 )x

x

x x→

−

− +

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
1

1

lim

1x x→

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

=
1

2

− . �

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîãî çàìå÷àòåëü-
íîãî ïðåäåëà (6.15) áûëè ðàññìîòðåíû â ïðèìåðå 6.4. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è. 

�  Ïðèìåð 6.12. Íàéòè: à) 
1

lim sin

x

x

x→∞

; á) 
0

sin 4

lim

sin8x

x

x→

;

â)
6

5
0

sin

lim

sinx

x

x→

; ã) 
1

lim(1 )

2x

x

x

→

π

− tg .

Ð å ø å í è å. à)
1

lim sin

x

x

x→∞

= [∞⋅0] =

1

sin

lim

1x

x

x

→∞

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
0

sin

lim

y

y

y→

 = 1 

(ñäåëàëè çàìåíó y = 
1

x

; ïðè x → ∞ y → 0). 

á)
0

sin 4

lim

sin8x

x

x→

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
0

1 sin 4 sin8 1 1

lim : (1:1) .

2 4 8 2 2x

x x

x x→

⎛ ⎞
= =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

â)
6

5
0

sin

lim

sinx

x

x→

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
5

6

6
0

sin sin

lim :

x

x x

x

x x→

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥

⎣ ⎦

=(0⋅1): 5
1 =0.

ã) Ïðè x → 1 èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà [0⋅∞]. Ñäåëàåì 
çàìåíó 1 – x = y, òîãäà x = 1 – y è ïðè x → 1 y → 0. 

Ïîëó÷èì

1

lim(1 )

2x

x

x

→

π

− tg =[0⋅∞]=
0

lim

2 2y

y

y

→

π π⎛ ⎞
⋅ −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

tg =
0

lim

2y

y

y

→

π

⋅ctg =

=
0

sin

2
lim cos :

2y

y

y

y→

π⎛ ⎞

⎜ ⎟π

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
0

lim cos

2y

y

→

π

:
0

sin

2
lim

2

2

y

y

y→

⎡ ⎤π⎛ ⎞

⎢ ⎥⎜ ⎟π

⎢ ⎥⎜ ⎟
π

⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=

= 1 : 1

2

π⎛ ⎞
⋅

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2

π

.

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëà å ïðè ðàñêðû-

òèè íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 1
∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦

ìû óæå ôàêòè÷åñêè âñòðå÷àëè â 

ïðèìåðå 6.5. Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è, 
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îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íåò íåîïðåäåëåííîñòè ïðè âû÷èñëåíèè 

ïðåäåëîâ òèïà 
1

lim

2 1

x

x

x

x→∞

+⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

=
1

lim

2

x

x→∞

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 0 (òàê êàê âûðàæåíèå â 

ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê 
1

2

, à íå ê 1) èëè 
2

2

lim

( 2)

x

x

x x

x x→∞

⎛ ⎞−

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

= lim 1
x

x→∞

= 1 

(òàê êàê åäèíèöà â ëþáîé ñòåïåíè ðàâíà åäèíèöå). Ïîýòîìó ïîä 

íåîïðåäåëåííîñòüþ âèäà 1
∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦

 ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ, îñíîâàíèå 

ñòåïåíè êîòîðîé ñ ò ð å ì è ò ñ ÿ  ê 1 (í î  í å  ð à â í î  òî-
æäåñòâåííî 1), à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. 

� Ïðèìåð 6.13. Íàéòè: à) 
4

2 3

lim

2 1

x

x

x

x→∞

−⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

;

á) [ ]lim (ln(1 ) ln )

x

x x x

→∞

+ − ; â) 2

sin

0

lim(1 2 )

x

x

x

x

→

+ .

Ð å ø å í è å: à) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 1
∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦

, òàê êàê 

2 3

lim

2 1x

x

x→∞

−

−

= 1, lim (4 )

x

x

→∞

= ∞.

Âûäåëèì ó äðîáè öåëóþ ÷àñòü 
2 3

2 1

x

x

−

−

=
(2 1) 2

2 1

x

x

− −

−

=1–
2

2 1x −

.

Îáîçíà÷èì y = –
2

2 1x −

; ïðè x → ∞ y → 0, ïðè÷åì x =
1 1

2y

− + .

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ÷èñëà å (6.19), òåîðåìó î ïðåäåëå 
ïðîèçâåäåíèÿ è ñâîéñòâî (6.25) íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíê-
öèè, ïîëó÷èì 

4

2 3

lim

2 1

x

x

x

x→∞

−⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

=

4

2

0

lim (1 )
y

y

y

− +

→

+ =

4

2

0 0

lim (1 ) lim (1 )
y

y y

y y

−

→ →

+ ⋅ + =

=

4

1

0

lim (1 ) 1
y

y

y

−

→

⎡ ⎤

⎢ ⎥+ ⋅

⎢ ⎥
⎣ ⎦

= 4
e
− .

á) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà [∞⋅0]. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî, 
åñëè ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ëîãàðèôìà ïðåäñòàâèòü ïðåäåë â âèäå 

[ ]lim (ln(1 ) ln )

x

x x x

→∞

+ −  =
1

lim ln

x

x

x

x→∞

+⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
1

lim ln 1

x

x

x→∞

⎛ ⎞⎛ ⎞
⋅ + =

⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= [ ]0∞ ⋅  =
1

lim ln 1

x

x x→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.
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Íà îñíîâàíèè íåïðåðûâíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè 
(6.25) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïîä ñèìâîëîì ëîãàðèôìà, ò.å. 

1

lim ln 1

x

x x→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
1

ln lim 1

x

x x→∞

⎡ ⎤
⎛ ⎞

+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ln e =1.

â) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 1
∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦

, òàê êàê 
0

lim(1 2 )

x

x

→

+ =1;

2
0

sin

lim

x

x

x→

=
0

sin 1

lim

x

x

x x→

⎡ ⎤⎛ ⎞
⋅

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

=∞

(èáî ïðè x → 0  
sin

1

x

x

→ , à 
1

x

→ ∞). Ïðåîáðàçóÿ âûðàæåíèå è 

èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, 
ïîëó÷èì

2

sin

0

lim(1 2 )

x

x

x

x

→

+ = 1
∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦

=

2sin

1

2

0

lim (1 2 )

x

x

x

x

x

→

⎡ ⎤

+⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

=
0

sin

2lim
1

2 21 2

0

lim(1 2 )

x

x

x

x

x

x e e

→

⋅

→

⎛ ⎞

+ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

. �

� Ïðèìåð 6.14. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y = f(x) â 

òî÷êå x = 0 èëè óñòàíîâèòü õàðàêòåð òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè â 
ýòîé òî÷êå: 

à) y =
sin x

x

;  á) y =
sin

,

1,

x

x

⎧
⎪

⎨

⎪
⎩

если 0,

если 0;

x

x

≠

=

   â) y =
1/

1

1 2
x

+

;

ã) y = 1/
2

x .
Ð å ø å í è å. à) Ïðè x = 0 ôóíêöèÿ f (x) íå îïðåäåëåíà, ñëå-

äîâàòåëüíî, îíà íå íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. Òàê êàê 

0

sin

lim

x

x

x→

=1 è ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëû ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà 

îò òî÷êè x = 0 êîíå÷íû è ðàâíû, ò.å. 
0

sin

lim

x

x

x→ −

=
0

sin

lim

x

x

x→ +

= 1, 

òî x = 0 — òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. 
á) Ïî ñðàâíåíèþ ñ ï. à ôóíêöèÿ äîîïðåäåëåíà â òî÷êå x = 0 

òàê, ÷òî 
0

lim

x→

 f (x) = f (0) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ôóíêöèÿ 

íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. 
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â) Ïðè x = 0 ôóíêöèÿ f (x) íå îïðåäåëåíà. Òàê êàê ïðåäåëû 
ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè x = 0 êîíå÷íû, ò.å. 

1/
0

1

lim

1 2
x

x→ −

=

+

=
1

1 0+

 = 1,  
1/

0

1

lim

1 2
x

x→ + +

 = 0 (èáî 1/
2

x

→∞  ïðè 

x → 0 + ), òî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ f (x) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðî-
äà.

ã) Ïðè x = 0 ôóíêöèÿ f (x) íå îïðåäåëåíà: 
1/

0

lim 2
x

x→ −

= 0, 1/

0

lim 2
x

x→ +

= ∞.

Òàê êàê îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ áåñêîíå÷åí, òî 

x = 0 åñòü òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà. �

УПРАЖНЕНИЯ 

Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, ÷òî: 

6.15.
2 1

lim

3n

n

n→∞

−

+

=2. 6.16. 
5

lim(3 4)

x

x

→

− =11. 6.17. 2

2

lim( 3)

x

x

→

− =1.

Íàéòè ïðåäåëû: 

6.18.
8

2 7

lim

8x

x

x→

−

−

. 6.19.
5

1

lim( 5)sin

5x

x

x→

−

−

.

6.20.
2

1

2

5 2 2

lim .

2 1
x

x x

x

→

− −

−

6.21.
2

20

1 1

lim .

16 4
x

x

x
→

+ −

+ −

6.22.
2

1

lim .

1x

x x

x
→

−

−

6.23.
3

2 3

1 3

lim .

1 3x

x x

x x→∞

+ −

+ +

6.24.
2

4
3

1

lim .

x

x x

x x x
→∞

+ +

+ −

6.25.
2 3

lim .

2 3

x x

x x
x→∞

−

+

6.26. 2
lim ( 1 ).

x

x x x

→∞

+ − 6.27. 3 32 2
lim ( ( 1) ( 1) ).

x

x x

→∞

+ − −

6.28.
2

0

1 cos4

lim

x

x

x→

−

. 6.29.
1

lim ( 5)sin .

5x

x

x→∞

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

6.30.

6

sin( / 6)

lim .

3 / 2 cos
x

x

x
π

→

− π

−

6.31.
0

sin 4

lim .

1 1x

x

x
→

+ −

6.32.

2

lim 2 tg .

cos
x

x x

x
π

→

π⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

6.33.
2

lim 1 .

x

x x→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠
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6.34.

5

2

1

lim 1 .

x

x x→∞

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

6.35.

3
5

2

2

1

lim .

3

x

x

x

x

−

→∞

+⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

6.36.

1

2

0

1

lim .

1

x

x x→

⎛ ⎞

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

6.37. ( )

1

2 2

0

lim 1 .
x

x

x

→

+ tg

Êàêèå èç äàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå 
x = 1? Â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ íåïðåðûâíîñòè óñòàíîâèòü õàðàêòåð 
òî÷êè ðàçðûâà: 

6.38. y =
2

1

.

1

x

x

−

−

6.39. y =

2
1

,

1

2,

x

x

−⎧
⎪

⎨ −

⎪
⎩

если 1,

если 1.

x

x

≠

=

6.40. y =
1/( 1)

1

.

1 2
x−

+

 6.41. y =
1

1x −

 . 

6.42. Ïåðâîíà÷àëüíûé âêëàä, ïîëîæåííûé â áàíê ïîä 10% ãî-
äîâûõ, ñîñòàâèë 6 ìëí. ðóá. Íàéòè ðàçìåð âêëàäà ÷åðåç 5 ëåò ïðè 
íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ: à) åæåãîäíîì; á) ïîêâàðòàëüíîì; â) íå-
ïðåðûâíîì.
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Глава 7

 ПРОИЗВОДНАЯ 

7.1. Задачи, приводящиеся к понятию производной 

1. Çàäà÷à î êàñàòåëüíîé. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Îxy äàíà íåïðå-
ðûâíàÿ êðèâàÿ y = f (x) è íåîáõîäèìî íàéòè óðàâíåíèå êàñàòåëü-

íîé ê ýòîé êðèâîé â òî÷-

êå
0 0
( ,M x

0
)y  (ðèñ. 7.1). 

Ïðåæäå âñåãî íåîáõî-
äèìî âûÿñíèòü, ÷òî ìû 
áóäåì ïîíèìàòü ïîä êà-
ñàòåëüíîé ê êðèâîé. Êà-
ñàòåëüíóþ íåëüçÿ îïðå-
äåëèòü êàê ïðÿìóþ, 
èìåþùóþ ñ êðèâîé îäíó 
îáùóþ òî÷êó. Â ñàìîì 

äåëå, ïðÿìàÿ (1) íà ðèñ. 7.2à èìååò îäíó îáùóþ òî÷êó ñ êðè- 
âîé (2), íî íå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê íåé. À ïðÿìàÿ (3) íà ðèñ. 
7.2á, õîòÿ èìååò äâå îáùèå òî÷êè ñ êðèâîé (4), î÷åâèäíî, êàñà-
åòñÿ åå â òî÷êå A. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé 
äîëæåí áûòü ðåàëèçîâàí äðóãîé ïîäõîä. 

Äàäèì àðãóìåíòó 
0
x  ïðèðàùåíèå Δx è ïåðåéäåì íà êðèâîé 

y = f (x) îò òî÷êè 
0 0
( ;M x

0
( ))f x  ê òî÷êå 

1 0 0
( ; ( ))M x x f x x+ Δ + Δ .

Ïðîâåäåì ñåêóùóþ 
0 1

M M

(ñì. ðèñ. 7.1). 
Ïîä êàñàòåëüíîé ê êðè-

âîé y = f (x) â òî÷êå 
0

M

åñòåñòâåííî ïîíèìàòü 
ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå 

ñåêóùåé
0 1

M M  ïðè ïðè-

áëèæåíèè òî÷êè 
1

M  ê 

òî÷êå
0

M , ò.å. ïðè 

Δx → 0. 
Óðàâíåíèå ïðÿìîé, 

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 
0

M , â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.4) èìååò âèä 

Ðèñ. 7.1

Ðèñ. 7.2
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y – f
0

( )x = k
0

( )x x− .

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò (èëè òàíãåíñ óãëà ϕ íàêëîíà) ñåêóùåé 

1 0
M M
k ìîæåò áûòü íàéäåí èç 

0 1
0 1

:
M M

M M N kΔ = tg ϕ = 
y

x

Δ

Δ

(ñì. ðèñ. 7.1). Òîãäà óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé 

k =
0 1

0 0

lim lim
M M

x x

y

k

xΔ → Δ →

Δ

=

Δ

. (7.1)

Îñòàâèì íà âðåìÿ çàäà÷ó î êàñàòåëüíîé è ðàññìîòðèì äðóãóþ 
çàäà÷ó.

2. Çàäà÷à î ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ïóñòü âäîëü íåêîòîðîé ïðÿìîé 
äâèæåòñÿ òî÷êà ïî çàêîíó s = s(t), ãäå s — ïðîéäåííûé ïóòü, t —

âðåìÿ, è íåîáõîäèìî íàéòè ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò 
0
t .

Ê ìîìåíòó âðåìåíè 
0
t  ïðîéäåííûé ïóòü ðàâåí 

0 0
( )s s t= , à ê 

ìîìåíòó
0

( )t t+ Δ — ïóòü 
0
s s s+ Δ =

0
( )t t+ Δ  (ðèñ. 7.3). 

Òîãäà çà ïðîìåæóòîê tΔ

ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü áóäåò cpv =

=
s

t

Δ

Δ

. ×åì ìåíüøå tΔ , òåì 

ëó÷øå ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü õàðàêòåðèçóåò äâèæåíèå òî÷êè â ìî-

ìåíò
0
t . Ïîýòîìó ïîä ñêîðîñòüþ òî÷êè â ìîìåíò 

0
t  åñòåñòâåííî 

ïîíèìàòü ïðåäåë ñðåäíåé ñêîðîñòè çà ïðîìåæóòîê îò 
0
t  äî 

0
t + tΔ , êîãäà tΔ → 0, ò.å. 

 v =
0

lim

tΔ →

cpv =
0

lim

t

s

tΔ →

Δ

Δ

. (7.2)

3. Çàäà÷à î ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = u(t)
âûðàæàåò êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè u çà âðåìÿ t è 

íåîáõîäèìî íàéòè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â ìîìåíò 
0
t .

Çà ïåðèîä âðåìåíè îò 
0
t  äî 

0
t + tΔ  êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåí-

íîé ïðîäóêöèè èçìåíèòñÿ îò çíà÷åíèÿ 
0 0

( )u u t=  äî çíà÷åíèÿ 

0
u u+ Δ  = u(

0
t + tΔ ); òîãäà ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà çà 

ýòîò ïåðèîä âðåìåíè 
cp
z =

u

t

Δ

Δ

. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòü òðóäà â ìîìåíò 
0
t  ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåëüíîå çíà-

Ðèñ. 7.3
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÷åíèå ñðåäíåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çà ïåðèîä âðåìåíè îò 
0
t  äî 

0
t + tΔ  ïðè tΔ → 0, ò.å. 

z =
0

lim

tΔ →

cp
z =

0

lim

t

u

tΔ →

Δ

Δ

. (7.3)

Ðàññìàòðèâàÿ òðè ðàçëè÷íûå ïî õàðàêòåðó çàäà÷è, ìû ïðè-
øëè ê ïðåäåëó (7.1)—(7.3) îäíîãî âèäà. Ýòîò ïðåäåë èãðàåò ÷ðåç-
âû÷àéíî âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, ÿâëÿÿñü îñ-
íîâíûì ïîíÿòèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. 

7.2. Определение производной.  

Зависимость между непрерывностью 

и  дифференцируемостью функции 

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå X. Âîçü-

ìåì òî÷êó  x ∈ X. Äàäèì çíà÷åíèþ x ïðèðàùåíèå Δx ≠ 0, òîãäà 

ôóíêöèÿ ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå Δy = f (x + Δx) – f (x).
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f (x) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë 

îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé ïðè ñòðåìëåíèè ïîñëåäíåãî ê íóëþ (åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùå-

ñòâóåò):

0

lim

x

y

y

xΔ →

Δ

′ =

Δ

=
0

( ) ( )

lim

x

f x x f x

xΔ →

+ Δ −

Δ

. (7.4)

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè èìååò íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé: y′, f′ (x),

dy

dx

,
( )df x

dx

. Èíîãäà â îáîçíà÷åíèè ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåòñÿ 

èíäåêñ, óêàçûâàþùèé, ïî êàêîé ïåðåìåííîé âçÿòà ïðîèçâîäíàÿ, 

íàïðèìåð,
x

y′ .

Íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ýòîé ôóíêöèè. 

Åñëè ôóíêöèÿ â òî÷êå x èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ôóíê-
öèÿ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå. Ôóíêöèÿ, äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ âî âñåõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà X, íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå çàäà÷àì. 
Èç çàäà÷è î êàñàòåëüíîé âûòåêàåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðî-

èçâîäíîé: ïðîèçâîäíàÿ
0

( )f x′ åñòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò (òàíãåíñ

óãëà íàêëîíà) êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê êðèâîé y = f (x) â òî÷- 

êå
0
x , ò.å. k =

0
( )f x′ .
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Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f (x) â òî÷êå
0
x

ïðèìåò âèä 

 y – f (
0
x ) =

0
( )f x′ (x –

0
x ). (7.5)

Èç çàäà÷è î ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñëåäóåò ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë 

ïðîèçâîäíîé: ïðîèçâîäíàÿ ïóòè ïî âðåìåíè 
0

( )s t′ åñòü ñêîðîñòü

òî÷êè â ìîìåíò 
0
t : v (

0
t ) = 

0
( )s t′ .

Èç çàäà÷è î ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîä-

íàÿ îáúåìà ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè ïî âðåìåíè u ′(
0
t ) åñòü ïðîèç-

âîäèòåëüíîñòü òðóäà â ìîìåíò 
0
t .

� Ïðèìåð 7.1. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) åñòü ïîëóîêðóæ-

íîñòü (ñì. ðèñ. 7.4). Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîä-
íîé, íàéòè çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé f′ (x) â òî÷êàõ A, B, C, D, E, 
äåëÿùèõ ïîëóîêðóæíîñòü íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè. 

Ð å ø å í è å. Â òî÷êàõ B è D
óãëû íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê ãðà-
ôèêó ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî 45°

è 135°, ïîýòîìó 
B
y′ =  tg 45°= 1, 

D
y′ =  tg 135°= –1. 

Â òî÷êå C êàñàòåëüíàÿ ïàðàë-
ëåëüíà îñè Ox (α = 0), ïîýòîìó 

C
y′ =  tg 0 = 0. Â òî÷êàõ A è E êà-

ñàòåëüíûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê îñè Îx, α = 90°, tg 90° — íå ñó-
ùåñòâóåò, ò.å. ôóíêöèÿ f (x) íåäèôôåðåíöèðóåìà â ýòèõ òî÷êàõ, 

òî÷íåå — ïðîèçâîäíàÿ â ýòèõ òî÷êàõ áåñêîíå÷íà: 
A
f ′ = +∞,

E
f ′ = –∞ (çíàêè, ñòîÿùèå ïåðåä ñèìâîëàìè áåñêîíå÷íîñòè, îï-

ðåäåëÿþòñÿ òåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè A ïðîèçâîäíàÿ ( )f x′

ïîëîæèòåëüíà (îñòðûé óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíûõ), à â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè E — îòðèöàòåëüíà (òóïîé óãîë íàêëîíà). �

� Ïðèìåð 7.2. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = ⎢x⏐ íåäèôôåðåí-

öèðóåìà â òî÷êå x = 0. 
Ð å ø å í è å. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) 

ðàâíà
0

lim

x

y

y

xΔ →

Δ

′ =

Δ

 =
0

lim

x

x x x

xΔ →

+ Δ −

Δ

.

Ðèñ. 7.4
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x = 0 ïðîèç-
âîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê îò-

íîøåíèå
0 0x

x

+ Δ −

Δ

 = 
x

x

Δ

Δ

 ðàâíî 

1 ïðè Δx > 0 è –1 ïðè Δx < 0, ò.å. 
íå èìååò ïðåäåëà ïðè Δx → 0 (íè 
êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî). Ãåî-
ìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò îòñóòñò-
âèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷-  

êå x = 0 (ðèñ. 7.5). �

Çàâèñèìîñòü ìåæäó íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè è äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòüþ. Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) äèôôåðåíöèðóåìà â 

òî÷êå
0
x , òî îíà â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíà.

� Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ y = f (x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-   

êå
0
x , ò.å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

0

lim

x

y

xΔ →

Δ

Δ

=
0

( )f x′ ,

ãäå
0

( )f x′ — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò Δx.

Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñ 
ïðåäåëàìè ôóíêöèé (ñì. § 6.3) ìîæíî çàïèñàòü

y

x

Δ

Δ

=
0

( )f x′ + α(Δx), (7.6)

ãäå α(Δx) — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà ïðè Δx → 0 èëè 

Δy =
0

( )f x′ Δx + α(Δx)⋅Δx. (7.7)

Ïðè Δx → 0 íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ óñòà-
íàâëèâàåì, ÷òî Δy → 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ (6.24) 

ôóíêöèÿ y = f(x) â òî÷êå 
0
x  ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. �

Îáðàòíàÿ òåîðåìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíà, ò.å. åñëè ôóíêöèÿ 
íåïðåðûâíà â äàííîé òî÷êå, òî îíà íå îáÿçàòåëüíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â ýòîé òî÷êå. Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = ⎜x⏐ íåïðå-

ðûâíà â òî÷êå x = 0, èáî 
0

lim 0

x

x

→

= = 0 (ðèñ. 7.5), íî, êàê áûëî 

äîêàçàíî â ïðèìåðå 7.2, íåäèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå. 
Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè — íåîáõîäèìîå, íî íå-

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè. 
Â ìàòåìàòèêå èçâåñòíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íåäèôôåðåí-

öèðóåìûå íè â îäíîé òî÷êå. 

Ðèñ. 7.5
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Ç à ì å ÷ à í è å. Ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íå 
îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíà. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíóþ 
ïðîèçâîäíóþ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå X, òî ôóíêöèÿ íàçûâà-
åòñÿ ãëàäêîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Åñëè æå ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèÿ äîïóñêàåò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà (ïðè÷åì ïåðâîãî 
ðîäà), òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íà äàííîì ïðîìåæóòêå íàçûâàåòñÿ êó-
ñî÷íî ãëàäêîé.

7.3. Схема вычисления производной.  

Основные правила дифференцирования 

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = f (x) ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå:

1°. Äàäèì àðãóìåíòó x ïðèðàùåíèå Δx ≠ 0 è íàéäåì íàðàùåí-

íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè y + Δy = f (x + Δx).

2°. Íàõîäèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Δy = f (x + Δx) – f (x).

3°. Ñîñòàâëÿåì îòíîøåíèå 
y

x

Δ

Δ

.

4°. Íàõîäèì ïðåäåë ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðè Δx→0, ò.å. 

0

lim

x

y

y

xΔ →

Δ

′ =

Δ

 (åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò). 

� Ïðèìåð 7.3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = 3
x .

Ð å ø å í è å. 1°. Äàäèì àðãóìåíòó x ïðèðàùåíèå Δx ≠ 0 è 

íàéäåì íàðàùåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè y + Δy = 3
( )x x+ Δ .

2°. Íàõîäèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Δy = 3
( )x x+ Δ – 3

x = 3
x +

+3 2
x Δx + 3xΔ 2

x + Δ 3
x – 3

x = Δx (3 2
x + 3xΔx + Δ 2

x ).

3°. Ñîñòàâëÿåì îòíîøåíèå 
y

x

Δ

Δ

= 3 2
x + 3xΔx + 2

xΔ .

4°. Íàõîäèì ïðåäåë 
0

lim

x

y

y

xΔ →

Δ

′ =

Δ

=
0

lim

xΔ →

(3 2
x  + 3xΔx + 2

xΔ ) = 

= 3 2
x . �

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ( 3
x )′ = 3 2

x . Ìîæíî äîêàçàòü (ñì. 

§ 7.5), ÷òî äëÿ ëþáîãî (íå òîëüêî íàòóðàëüíîãî) n
1

( )
n n

x nx
−

′ = . (7.8)

Ïîëåçíî çíàòü ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé ôîðìóëû ïðè n =
1

2

è

n = –1: 
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1

( )

2

x

x

′ = , (7.9)

2

1 1

x x

′

⎛ ⎞
= −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (7.10)

� Ïðèìåð 7.4. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = 4
2 3
x x⋅ .

Ð å ø å í è å. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ â âèäå y =
3 11

2
4 4x x x⋅ = .

Òåïåðü ïî ôîðìóëå (7.8) 
7

4

11

4

y x′ = . �

� Ïðèìåð 7.5. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = 

=
1

x

 â òî÷êå x = 1. 

Ð å ø å í è å. Â ñîîòâåòñòâèè ñ 
(7.5) óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé 

y = f (x) =
1

x

 â òî÷êå x = 1 y – f(1) =

= f ′(1)(x – 1). Ïî ôîðìóëå (7.10) 

íàéäåì ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 
2

1

x

− .

Åå çíà÷åíèå ïðè x = 1 f ′(1) = –1. 
Çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè x = 1 f (1) = 1. 
Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé y – 1 = –1(x – 1) èëè x + y – 2 = 0 

(ðèñ. 7.6). �

Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
1. Ïðîèçâîäíàÿ ïîñòîÿííîé ðàâíà íóëþ, ò.å. 

c ′ = 0. 
Ïðàâèëî î÷åâèäíî, òàê êàê ëþáîå ïðèðàùåíèå ïîñòîÿííîé 

ôóíêöèè y = c ðàâíî íóëþ. 
2. Ïðîèçâîäíàÿ àðãóìåíòà ðàâíà 1, ò.å. 

x ′ = 1. 
Ïðàâèëî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (7.8) ïðè n = 1. 
Â ñëåäóþùèõ ïðàâèëàõ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî u = u(x) è v = v(x) — 

äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. 

0 x

y

1
1

–1

y 1/x=3

–1–3
3

x y–+ 2=0

Ðèñ. 7.6
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3. Ïðîèçâîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ðàâíà òàêîé æå ñóììå ïðîèçâîäíûõ ýòèõ 
ôóíêöèé, ò.å. 

 (u + v)′ = u ′ + v ′. (7.11)

4. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ íà âòîðîé 
ïëþñ ïðîèçâåäåíèå ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ íà ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî, ò.å. 

 (uv)′ = u ′v + uv ′. (7.12)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü 
çà çíàê ïðîèçâîäíîé:

 (cu)′ = cu ′. (7.13)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ äèô-
ôåðåíöèðóåìõ ôóíêöèé ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé ïðîèçâîäíîé êà-
æäîãî èç ñîìíîæèòåëåé íà âñå îñòàëüíûå, íàïðèìåð: 

 (uvw)′ = u′vw + uv′w + uvw′. (7.14)

5. Ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî äâóõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìî-
æåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå 

2

u u v uv

v v

′
′ ′−⎛ ⎞

=
⎜ ⎟

⎝ ⎠

(7.15)

(ïðè óñëîâèè, ÷òî v ≠ 0). 
� Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì ïðàâèëî 4, ò.å. ôîðìóëó 

(7.12). Ïóñòü u = u(x) è v = v(x) — äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. 
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = uv, èñïîëüçóÿ ñõåìó, ïðèâå-
äåííóþ â íà÷àëå § 7.3. 

1°. Äàäèì àðãóìåíòó x ïðèðàùåíèå Δx ≠ 0. Òîãäà ôóíêöèè u è
v ïîëó÷àò íàðàùåííûå çíà÷åíèÿ u + Δu è v + Δv, à ôóíêöèÿ y — 

çíà÷åíèå y + Δy = (u + Δu)(v + Δv).
2°. Íàéäåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè 
Δy = (u + Δu)(v + Δv) – uv = uv + Δu⋅v + u⋅Δv + ΔuΔv – uv =

 = Δu⋅v + uΔv + Δu⋅Δv.

3°. Ñîñòàâèì îòíîøåíèå 
y

x

Δ

Δ

, êîòîðîå ïðåäñòàâèì â âèäå 

y

x

Δ

Δ

 = 
u

x

Δ

Δ

⋅v + u⋅
v

x

Δ

Δ

 + 
u v

x

x x

Δ Δ

Δ

Δ Δ

.
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4°. Íàéäåì ïðåäåë ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðè Δx → 0, èñïîëüçóÿ 
òåîðåìû î ïðåäåëàõ 

0

lim

x

y

xΔ →

Δ

Δ

=
0

lim

x

u

v

xΔ →

Δ

⋅

Δ

+ u
0

lim

x

v

xΔ →

Δ

Δ

+
0 0 0

lim lim lim

x x x

u v

x

x xΔ → Δ → Δ →

Δ Δ

⋅ ⋅ Δ

Δ Δ

.

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷èëè, ÷òî 
y ′ = u ′v + uv ′ + u ′v ′⋅0 èëè y ′ = u ′v + uv ′. �

� Ïðèìåð 7.6. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = f (x) è âû-

÷èñëèòü åå çíà÷åíèå â òî÷êå x = 1:

à) y = 4
3
( 1)x x + ; á) y = 15 4

( 1)x − ; â) y =
3

1x

x

−

.

Ð å ø å í è å. à) Ïî ôîðìóëàì (7.12), (7.11) è (7.8) 

y ′ =
1 1 1 3

3 3 2 3
4 4 4 4

1

( ) ( 1) ( 1) 3 ( 1) ( 0)

4

x x x x x x x x

−

′ ′+ + + = + + +  =

4
2

13

( 3)

4

x x= + .

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 1 åñòü y ′(1) = 1
13

( 1 1)

4

⋅ +  = 

= 4,25. 
á) Ñíà÷àëà âûíåñåì ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü çà çíàê ïðîèç-

âîäíîé:

y ′ = 15 4 3 3
( 1) 15 4 60x x x′− = ⋅ = ; y ′(1) = 60. 

â) Ïî ôîðìóëå (7.15) 

y′ = 
3 3

2

( 1) ( 1)( )

( )

x x x x

x

′ ′− − −

=

2 3

1

3 ( 1)

2

x x x

x

x

− − ⋅

 = 
3

5 1

2

x

x x

+

;

y ′(1) = 3. �

7.4. Производная сложной и обратной функций 

Ïóñòü ïåðåìåííàÿ y åñòü ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé u (y = f (u)),

à ïåðåìåííàÿ u â ñâîþ î÷åðåäü åñòü ôóíêöèÿ îò íåçàâèñèìîé 

ïåðåìåííîé x, ò.å. çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f [ϕ(x)] (ñì. 
§ 5.5). 

Òåîðåìà. Åñëè y = f (u) è u = ϕ (x) — äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ, òî ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ñóùå-
ñòâóåò è ðàâíà ïðîèçâîäíîé äàííîé ôóíêöèè ïî ïðîìåæóòî÷íîìó 
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àðãóìåíòó u, óìíîæåííîé íà ïðîèçâîäíóþ ñàìîãî ïðîìåæóòî÷íîãî 
àðãóìåíòà ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, ò.å. 

 y ′ = f ′(u)⋅u ′. (7.16)

� Äàäèì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x ïðèðàùåíèå Δx ≠ 0. Òî-
ãäà ôóíêöèè u = ϕ (x) è y = f (u) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àò ïðè-
ðàùåíèå Δu è Δy.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Δu ≠ 0. Òîãäà â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè 
ôóíêöèè y = f (u) ìîæíî çàïèñàòü 

0

lim

u

y

uΔ →

Δ

Δ

= f ′(u),

ãäå f ′(u) — âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò Δu.
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñ ïðåäåëà-

ìè ôóíêöèé 

y

u

Δ

Δ

= f ′(u) + α(Δu),

ãäå α(Δu) — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè Δu → 0, îòêóäà 

Δy = f ′(u)Δu + α(Δu)Δu. (7.17)

Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò ñïðàâåäëèâî è ïðè Δu = 0, åñëè ïîëà-
ãàòü, ÷òî α(Δu = 0) = 0 (ò.å. äîîïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì ôóíê-
öèþ α(Δu) ïðè Δu = 0). 

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.17) íà Δx ≠ 0, ïîëó÷èì 

y

x

Δ

Δ

= f ′(u)
u

x

Δ

Δ

 + α(Δu)
u

x

Δ

Δ

. (7.18)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ u = ϕ (x) äèôôåðåíöèðóåìà, òî 
îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå x, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè Δx → 0 Δu → 0 è 
α(Δu) → 0. 

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè Δx → 0 â ðàâåíñòâå (7.18), 
ïîëó÷èì

y ′ = f ′(u)
0

lim

x

u

xΔ →

Δ

Δ

 = f ′(u)⋅u ′.

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àÿìè, ÷òî ïðè 
Δx ≠ 0, Δu ≠ 0, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî ïðîâåñòè ïðîùå 

èñõîäÿ èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà 
y

x

Δ

Δ

=
y u

u x

Δ Δ

⋅

Δ Δ

 è ïåðåõîäÿ â íåì 

ê ïðåäåëó ïðè Δx → 0. �
Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè (7.16) ìîæåò 

áûòü çàïèñàíî è â äðóãèõ ôîðìàõ: 
x u x

y y u′ ′ ′= ⋅  èëè 
dy

dx

=
dy du

du dx

⋅ .
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Âûøå ìû ïðèâåëè ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíîé ñòåïåííîé 

ôóíêöèè y = n

x  è åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (ôîðìóëû (7.8) — (7.10)). 

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé 

ôóíêöèè (7.16) äëÿ ôóíêöèè y = n

u , ãäå u = u(x), ìîæíî çàïèñàòü 

( )
n

u ′= 1n

nu u
−

′⋅ , (7.19)

( )u ′=
1

2

u

u

′⋅ , (7.20)

2

1 1

u

u u

′

⎛ ⎞
′= − ⋅

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (7.21)

� Ïðèìåð 7.7. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: 

à) y = 3
( 5)x + ; á) y =

2

3

2

1

1

x

x

−

+

; â) y = 
2

12

1x x+ +

.

Ð å ø å í è å. à) Ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y = 3
u ,

ãäå u = 5x + . Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (7.19) 

y ′ = 2
3u u′⋅ = 3 2

( 5) ( 5)x x ′+ + =
2

3( 5)

2

x

x

+

.

á) Èìååì y = 3

u , ãäå u =
2

2

1

1

x

x

−

+

, ïîýòîìó ïî ôîðìóëàì 

(7.16) è (7.19) 

y ′=
2

3

1

3

u u

−

′⋅ =

2

2 2
3

2 2

1 1 1

3 1 1

x x

x x

− ′
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

=

2

2 2 2

3

2 2 2

1 1 2 ( 1) ( 1) 2

3 1 ( 1)

x x x x x

x x

+ + − − ⋅⎛ ⎞

⎜ ⎟
− +⎝ ⎠

=
32 2 2 2

4

.

3( 1) ( 1)( 1)

x

x x x+ + −

â) Âûíîñÿ ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü 12 çà çíàê ïðîèçâîäíîé è 
èñïîëüçóÿ (7.21), ïîëó÷èì 

y ′ = 12
2

1

1x x

′

⎛ ⎞

⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

= 12
2 2

1

( 1)x x

⎛ ⎞

−
⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

2
( 1)x x ′+ + =

=
2 2

12(2 1)

( 1)

x

x x

− +

+ +

. �

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè. 

Ïóñòü y =  f(x) — äèôôåðåíöèðóåìàÿ è ñòðîãî ìîíîòîííàÿ 
ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå X. Åñëè ïåðåìåííóþ y ðàñ-
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ñìàòðèâàòü êàê àðãóìåíò, à ïåðåìåííóþ x êàê ôóíêöèþ, òî íî-
âàÿ ôóíêöèÿ x = ϕ (y) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê äàííîé (ñì. § 5.5) è, 
êàê ìîæíî ïîêàçàòü, íåïðåðûâíîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîìå-
æóòêå Y.

Òåîðåìà. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñ ïðîèçâîäíîé, íå ðàâ-

íîé íóëþ, ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ðàâíà îáðàòíîé âåëè÷èíå 

ïðîèçâîäíîé äàííîé ôóíêöèè, ò.å. 

1

y

x

x

y

′ =

′

. (7.22)

� Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ y = f (x) äèôôåðåíöèðóåìà è ( )y x′ =

= f ′(x) ≠ 0. 
Ïóñòü Δy ≠ 0 — ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé y,

Δx — ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè x = ϕ(y).
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 

x

y

Δ

Δ

 = 
1

/y xΔ Δ

. (7.23)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (7.23) ïðè Δy → 0 è ó÷èòûâàÿ, 
÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè Δx → 0, ïîëó÷èì 

0

0

1

lim

lim ( / )y

x

x

y y xΔ →

Δ →

Δ

=

Δ Δ Δ

, ò.å. 
1

y

x

x

y

′ =

′

. �

Ôîðìóëà (7.22) èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè 

x

y′  âûðàæàåò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé 

y = f (x) ê îñè Ox, òî 
y
x′  — òàíãåíñ óãëà β

íàêëîíà òîé æå êàñàòåëüíîé ê îñè Oy,

ïðè÷åì α + β =

2

π

 (åñëè α è β — îñòðûå 

óãëû) (ðèñ. 7.7) èëè α + β =
3

2

π

 (åñëè α

è β — òóïûå óãëû). Äëÿ òàêèõ óãëîâ     

tg β = ctg α èëè tg β = 
1

tgα

. Ýòîìó ðà-

âåíñòâó è ðàâíîñèëüíî óñëîâèå 
1

y

x

x

y

′ =

′

.

Ðèñ. 7.7
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7.5. Производные основных элементарных функций.  

Понятие о производных высших порядков 

Âûâåäåì ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ 
ôóíêöèé.

Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè. à) y = ln x. Âîñïîëü-
çóåìñÿ ñõåìîé íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé, ïðèâåäåííîé â § 7.3. 

1°. y+Δy = ln (x + Δx).

2°. Δy = ln (x + Δx)–ln x = ln ln 1

x x x

x x

+ Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

3°.
y

x

Δ

Δ

=
1

xΔ

ln 1

x

x

Δ⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

4°. y ′ =
0

lim

x

y

xΔ →

Δ

Δ

 =
0

1

lim

x xΔ → Δ

ln 1

x

x

Δ⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Îáîçíà÷èâ
x

y

x

Δ

= , íàéäåì Δx = xy è

y ′ =
0

1

lim

x xyΔ →

ln(1+y) = 

1

0

1

lim ln(1 )
y

y

y

x →

+ .

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ 
(6.25), ìåíÿåì ìåñòàìè ñèìâîëû ïðåäåëà è ëîãàðèôìà, à çàòåì 
èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ÷èñëà å (6.19); ïîëó÷èì 

y ′ = 
1

x

ln

1

0

lim (1 )
y

y

y

→

⎡ ⎤

⎢ ⎥+

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
1 1

ln e

x x

= .

Èòàê,

 (ln x)′ = 
1

x

è (ln u)′ =
1

u

u

′⋅ .

á) y = log
a

x . Íàéäåì y ′ = ( )log
a

x

′

 = 
ln

ln

x

a

′

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
1

(ln )

ln

x

a

′  = 

=
1

lnx a

, ò.å.

( )log
a

x

′

=
1

lnx a

 è ( )log
a

u

′

=
1

ln

u

u a

′⋅ .

Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè. à) y = x

e (äðóãîå îáîçíà-
÷åíèå y = exp x). Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî îñíî-
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âàíèþ å, ïîëó÷èì ln y = x. Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ïî ïåðåìåí-
íîé x è ó÷èòûâàÿ, ÷òî lny — ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì 

(7.16) (ln y)′ = x ′ èëè 
y

y

′

 = 1, îòêóäà y ′ = y, ò.å.

( )
x

e ′= x

e  è ( )
u

e ′= u

e u′⋅ . (7.24)

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ y = x

e  — ýêñïîíåíòà, îáëàäàåò îòëè-
÷àþùèì òîëüêî åå ñâîéñòâîì: â êàæäîé òî÷êå x îðäèíàòà êðè-
âîé y = x

e  ðàâíà óãëîâîìó êîýôôèöè-
åíòó (òàíãåíñó óãëà íàêëîíà) êàñà-
òåëüíîé ê êðèâîé â ýòîé òî÷êå: 
x

e  = tgα (ðèñ. 7.8). 

á) y = x

a .

y ′ = ln
( ) ( )

x a x

a e

′
′ = ⎡ ⎤

⎣ ⎦
= ln
( )

x a

e ′  è ïî 

ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé 
ôóíêöèè (7.16)

y ′ = lnx a

e ( ln )x a ′= ln
x

a a⋅ . Èòàê,

( ) ln
x x

a a a′ =  è ( )
u

a ′= ln
u

a a u′⋅ .

(7.25)

Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè. Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü 

ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé ñòåïåííîé ôóíêöèè y = n

x  äëÿ ëþáîãî n.
Äåéñòâèòåëüíî, ln y = n ln x. Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñò-

âà, ïîëó÷èì 
1 1

y n

y x

′ = ⋅ , îòêóäà y ′ = ny
1

x

= n
1

n

x

x

⋅  = n 1n

x
− , ò.å. 

1
( )

n n

x nx
−

′ =  è ( )
n

u ′= 1n

nu u
−

′ . (7.26)

Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè. y = f(x) ( )xϕ .
Íàéäåì ln y = ϕ(x) ln f(x). Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷èì 

[ ]
( ) ( )

( ) ln ( ) ( ) ln ( ) ( ) ln ( )

( )

y x f x

x f x x f x x f x

y f x

′ ′ϕ′
′ ′= ϕ + ϕ = ϕ + .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y = f(x) ( )xϕ , ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 

( ) 1
( ) ( )

x

y x f x
ϕ −′ = ϕ •

( )
( ) ( ) ln ( ) ( )

x

f x f x f x x
ϕ′ ′+ ϕ , (7.27)

ò.å. äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé 
ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî äèôôåðåíöèðîâàòü åå âíà÷àëå êàê ñòåïåí-
íóþ, à çàòåì êàê ïîêàçàòåëüíóþ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñëî-
æèòü (íàïîìíèì, ÷òî 1

( )
n n

u nu u
−

′ ′= ⋅  è ( ) ln )
u u

a a a u′ ′= ⋅ .

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè 

(ln y) = 
y

y

′

íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé. Åå óäîáíî 

Ðèñ. 7.8
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èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé, âûðàæå-
íèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ ïðè ëîãàðèôìèðîâàíèè. 

Ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ (ln y)′ = 
y

y

′

 íàçûâàþò òàêæå    

îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè èëè òåìïîì èçìåíå-
íèÿ ôóíêöèè.

� Ïðèìåð 7.8. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: à) y = x

x ;

á) y = 
2

( 1)( 2)

3

x x

x

+ −

−

.

Ð å ø å í è å. à) Ïî ôîðìóëå (7.27) äèôôåðåíöèðóåì ôóíê-
öèþ âíà÷àëå êàê ñòåïåííóþ, à çàòåì êàê ïîêàçàòåëüíóþ è ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû ñêëàäûâàåì: y ′ = x⋅ 1
ln (1 ln )

x x x

x x x x x
−

+ = + .

á) Ïðîèçâîäíóþ ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ (7.9) — (7.15). Íî ïðîùå ýòî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé. Äåéñòâèòåëüíî,

ln y = 2

1

ln( 1) ln( 2) ln(3 )

2

x x x+ + − − −⎡ ⎤
⎣ ⎦

. Äèôôåðåíöèðóÿ, íàõîäèì 

2

2

1 1 1 1

( 1) ( 2) (3 )

2 1 2 3

y

x x x

y x x x

′ ⎡ ⎤
′ ′ ′= + + − − −

⎢ ⎥
+ − −⎣ ⎦

èëè

y ′ = 
2

1 1 2 1

2 1 2 3

x

y

x x x

⎛ ⎞
+ +

⎜ ⎟
+ − −⎝ ⎠

.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ y, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

y ′ =
3 2

2

4 3 4

(3 ) ( 1)( 2)(3 )

x x x

x x x x

− − +

−

− + − −

. �

Ïðîèçâîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. à) y = sin x.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé (ñì. § 7.3): 
1°. y + Δy = sin (x + Δx).

2°. Δy = sin (x + Δx) – sin x = 2sin2sin cos( ).

2 2

x x

x

Δ Δ

+

3°.

2sin cos( )

2 2

x x

x

y

x x

Δ Δ

+

Δ

=

Δ Δ

.
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4°. y ′ =
0 0 0

sin

2
lim lim lim cos( )

2

2

x x x

x

y x

x

xxΔ → Δ → Δ →

Δ

Δ Δ

= ⋅ +

ΔΔ

 = cos x (ó÷ëè 

ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë (6.15) è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè 
cos x).

Èòàê,
 (sin x)′ = cos x  è  (sin u)′ = cos u⋅u ′. (7.28)
á) y = cos x.
 (cos x)′ = –sin x è (cos u)′ = –sin u⋅u ′ (7.29)

(äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ï. à). 
â) y = tg x.

y ′ =
2

sin (sin ) cos sin (cos )

cos cos

x x x x x

x x

′ ′ ′−⎛ ⎞
=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2 2

2

cos sin

cos

x x

x

+

=

=
2

1

cos x

, ò.å.

 (tg x)′ =
2

1

cos x

 è (tg u)′ =
2

1

cos

u

u

′⋅ . (7.30)

ã) y = ctg x.

 (ctg x)′=
2

1

sin x

− ; (ctg u)′=
2

1

sin

u

u

′− ⋅ (7.31)

(äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ï. â). 

ä) y = arcsin x, ãäå –1 ≤ x ≤ 1 è –π/2 ≤ y ≤ π/2.

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä x = sin y, ïðè÷åì 
y
x′ = cos y ≠ 0, 

åñëè –π/2 < y < π/2.
Èñïîëüçóåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè 

(7.22)

x

y′ =
1

y
x′

=
1

cos y

=
2

1

1 sin y+ −

=
2

1

1 x−

.

Ïðè x = ±1 ïðîèçâîäíîé íå ñóùåñòâóåò. 
Èòàê,

 (arcsin x)′ =
2

1

1 x−

è (arcsin u)′ =
2

1

1

u

u

′⋅

−

. (7.32)

å) y = arccos x, y = arctg x, y = arcctg x.
Âûâîä ôîðìóë àíàëîãè÷íî ï. ä — ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóþùèõ 

ïðîèçâîäíûõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. 
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Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ 

¹
ï/ï

Ôóíêöèÿ y Ïðîèçâîäíàÿ y

′

¹
ï/ï

Ôóíêöèÿ y Ïðîèçâîäíàÿ y

′

1 c 0 14 u

e
u

e u′⋅

2 x 1 15 u

a ln
u

a a u′⋅

3 u+v u ′+v ′ 16 ln u
1

u

u

′⋅

4 uv u ′v+uv ′ 17 log
a

u

1

ln

u

u a

′⋅

5 uvw
u ′vw+uv ′w+

+uvw ′

18 sin u cos u⋅u′

6 cu cu ′ 19 cos u –sin u⋅u′

7
u

v
2

u v uv

v

′ ′−

20 tg u
2

1

cos

u

u

′⋅

8
u

c

u

c

′

21 ctg u
2

1

sin

u

u

′− ⋅

9
c

v
2

c

v

v

′− 22 arcsin u
2

1

1

u

u

′⋅

−

10 f(u), u=ϕ(x) f′ (u)⋅u ′ 23 arccos u
2

1

1

u

u

′− ⋅

−

11 n

u
1n

nu u
−

′ 24 arctg u
2

1

1

u

u

′⋅

+

12 u

1

2

u

u

′⋅ 25 arcctg u
2

1

1

u

u

′− ⋅

+

13
1

u
2

1

u

u

′− ⋅    

      

Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé ôóíêöèè. Âûøå áûëî ðàññìîòðåíî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ÿâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â âèäå y = f (x). Ðàñ-
ñìîòðèì äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì F(x, y) = 0 (ñì. § 5.5). 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y, çàäàííîé íåÿâíî, 
íóæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ y
êàê ôóíêöèþ îò x, à çàòåì èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íàéòè ïðî-
èçâîäíóþ y ′. Ôàêòè÷åñêè ýòèì ìåòîäîì ìû ïîëüçîâàëèñü ïðè âû-
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âîäå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé x

y e= , n

y x= , ( )
( )

x

y f x
ϕ

= è â ïðèìåðå 

7.8á ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé. 

� Ïðèìåð 7.9. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y, çàäàííîé óðàâ-

íåíèåì 2
lnx xy y− + = 2, è âû÷èñëèòü åå çíà÷åíèå â òî÷êå (2; 1). 

Ð å ø å í è å. Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, 

÷òî y åñòü ôóíêöèÿ îò x, ïîëó÷èì 2x – y – xy ′ + 
y

y

′

 = 0, îòêóäà 

y ′=
2

2

1

xy y

xy

−

−

.

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè x = 2, y = 1 y ′(2) = 3. �

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè 
ïðîèçâîäíóþ f ′(x) îò ôóíêöèè f (x), íàçûâàåìóþ ïðîèçâîäíîé
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ñàìà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, 
êîòîðàÿ òàêæå ìîæåò èìåòü ïðîèçâîäíóþ. 

Ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèç-
âîäíîé (n – 1)-ãî ïîðÿäêà. 

Îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíûõ: f ′′(x) — âòîðîãî ïîðÿäêà (èëè 
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ), f ′′′(x) — òðåòüåãî ïîðÿäêà (èëè òðåòüÿ ïðî-
èçâîäíàÿ).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà èñ-
ïîëüçóþòñÿ àðàáñêèå öèôðû â ñêîáêàõ èëè ðèìñêèå öèôðû, íà-

ïðèìåð, (4) ( )
( ), , ( )

n

f x f x…  èëè IV
( )f x  è ò.ä. 

Âûÿñíèì ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Âûøå áûëî 
óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó 
s = s(t) (ãäå s — ïóòü, t — âðåìÿ), òî s ′(t0) ïðåäñòàâëÿåò ñêîðîñòü 

èçìåíåíèÿ ïóòè â ìîìåíò 
0
t . Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 

ïóòè ïî âðåìåíè s ′′(
0
t ) = [ ]

0 0
( ) ( )s t v t

′

′ ′= åñòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ 

ñêîðîñòè èëè óñêîðåíèå òî÷êè â ìîìåíò 
0
t .

� Ïðèìåð 7.10. Íàéòè ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-

òåëüíî îò ôóíêöèè y = ln x.

Ð å ø å í è å. 
1

y

x

′ = ,
2

1 1

y

x x

′

⎛ ⎞
′′ = = −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

,
2 3

1 2

y

x x

′

⎛ ⎞
′′′ = − =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

,

(4)

4

2 3

y

x

⋅

= −  è ò.ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà  

1

( )
( 1) ( 1)!

.

n

n

n

n

y

x

−

− −

= �
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7.6. Экономический смысл производной.  

Использование понятия производной в экономике 

Â § 7.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà åñòü 
ïðîèçâîäíàÿ îáúåìà ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè ïî âðåìåíè. 

Ðàññìîòðèì åùå îäíî ïîíÿòèå, èëëþñòðèðóþùåå ýêîíîìè÷å-
ñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

Èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà y áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ 
êîëè÷åñòâà âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè x. Ïóñòü Δx — ïðèðîñò ïðî-

äóêöèè, òîãäà Δy — ïðèðàùåíèå èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà è 
y

x

Δ

Δ

—

ñðåäíåå ïðèðàùåíèå èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà íà åäèíèöó ïðî-

äóêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ 
0

lim

x

y

y

xΔ →

Δ

′ =

Δ

 âûðàæàåò ïðåäåëüíûå èçäåðæ-

êè ïðîèçâîäñòâà è õàðàêòåðèçóåò ïðèáëèæåííî äîïîëíèòåëüíûå 
çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû äîïîëíèòåëüíîé ïðîäóêöèè. 

Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè çàâèñÿò îò óðîâíÿ ïðîèçâîäñòâà (êîëè-
÷åñòâà âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè) x è îïðåäåëÿþòñÿ íå ïîñòîÿí-
íûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè çàòðàòàìè, à ëèøü ïåðåìåííûìè (íà 
ñûðüå, òîïëèâî è ò.ï.). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü îïðå-
äåëåíû ïðåäåëüíàÿ âûðó÷êà, ïðåäåëüíûé äîõîä, ïðåäåëüíûé ïðî-
äóêò, ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü, ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è
äðóãèå ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû. 

Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ 
ýêîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ íà îñíîâå àíàëèçà ýòèõ ïðå-
äåëüíûõ âåëè÷èí ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïðåäåëüíîãî àíàëèçà. Ïðåäåëü-
íûå âåëè÷èíû õàðàêòåðèçóþò íå ñîñòîÿíèå (êàê ñóììàðíàÿ èëè 
ñðåäíÿÿ âåëè÷èíû), à ïðîöåññ, èçìåíåíèå ýêîíîìè÷åñêîãî îáúåêòà. 
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ âûñòóïàåò êàê ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ íå-
êîòîðîãî ýêîíîìè÷åñêîãî îáúåêòà (ïðîöåññà) ïî âðåìåíè èëè îòíîñè-
òåëüíî äðóãîãî èññëåäóåìîãî ôàêòîðà. Ñëåäóåò ó÷åñòü, îäíàêî, ÷òî 
ýêîíîìèêà íå âñåãäà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíûå âåëè÷è-
íû â ñèëó íåäåëèìîñòè ìíîãèõ îáúåêòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ 
è ïðåðûâíîñòè (äèñêðåòíîñòè) ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé âî 
âðåìåíè (íàïðèìåð, ãîäîâûõ, êâàðòàëüíûõ, ìåñÿ÷íûõ è ò.ä.). Âìå-
ñòå ñ òåì â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî îòâëå÷üñÿ îò äèñêðåòíîñòè ïîêàçà-
òåëåé è ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû. 

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñðåäíèì è 
ïðåäåëüíûì äîõîäîì1 â óñëîâèÿõ ìîíîïîëüíîãî è êîíêóðåíòíîãî 
ðûíêîâ.

                                         
1 Â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ï ð å ä å ë ü í û å  âåëè÷èíû íàçûâàþò òàêæå 

ì à ð æ è í à ë ü í û ì è. Ïðè èõ çàïèñè ê îáû÷íîìó îáîçíà÷åíèþ âåëè÷èí äîáàâ-
ëÿåòñÿ áóêâà Ì; ïðè çàïèñè ñ ð å ä í è õ  âåëè÷èí äîáàâëÿåòñÿ áóêâà À (îò àíãë. 
average – ñðåäíÿÿ). Íàïðèìåð, ÌR – ïðåäåëüíûé äîõîä, AR – ñðåäíèé äîõîä.
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Ñóììàðíûé äîõîä (âûðó÷êó) îò  ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè r ìîæ-
íî îïðåäåëèòü êàê ïðîèçâåäåíèå öåíû åäèíèöû ïðîäóêöèè p íà 
êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè q, ò.å. r = pq.

Â óñëîâèÿõ ì î í î ï î ë è è  îäíà èëè íåñêîëüêî ôèðì ïîëíî-
ñòüþ êîíòðîëèðóþò ïðåäëîæåíèå îïðåäåëåííîé ïðîäóêöèè, à ñëå-
äîâàòåëüíî, öåíû íà íèõ. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ñ óâåëè÷åíèåì 
öåíû ñïðîñ íà ïðîäóêöèþ ïàäàåò. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòî ïðîèñ-
õîäèò ïî ïðÿìîé, ò.å. êðèâàÿ ñïðîñà p(q) — åñòü  ëèíåéíàÿ óáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ p = aq + b, ãäå a < 0, b > 0. Òîãäà ñóììàðíûé äî-
õîä îò ðåàëèçîâàííîé ïðîäóêöèè ñîñòàâèò r = (aq + b)q = aq2 + bq
(ðèñ. 7.9). Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèé äîõîä íà åäèíèöó ïðîäóêöèè 

cp
,

r

r aq b

q

= = +  à ïðåäåëüíûé äîõîä, ò.å. äîïîëíèòåëüíûé äîõîä 

îò ðåàëèçàöèè åäèíèöû äîïîëíèòåëüíîé ïðîäóêöèè, ñîñòàâèò  

2
q
r aq b′ = +  (ñì. ðèñ. 7.9). Ñëåäîâàòåëüíî, â óñëîâèÿõ ìîíîïîëüíîãî 

ðûíêà ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà ðåàëèçîâàííîé ïðîäóêöèè ïðåäåëüíûé äî-
õîä ñíèæàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ (ñ ìåíüøåé ñêîðî-
ñòüþ) ñðåäíåãî äîõîäà. 

Â óñëîâèÿõ ñ î â å ð ø å í í î é  ê î í ê ó ð å í ö è è, êîãäà 
÷èñëî ó÷àñòíèêîâ ðûíêà âåëèêî, è êàæäàÿ ôèðìà íå ñïîñîáíà 
êîíòðîëèðîâàòü óðîâåíü öåí, óñòîé÷èâàÿ ïðîäàæà òîâàðîâ âîç-
ìîæíà ïî ïðåîáëàäàþùåé ðûíî÷íîé öåíå, íàïðèìåð, ð = b. 
Ïðè ýòîì ñóììàðíûé äîõîä ñîñòàâèò r = bq è ñîîòâåòñòâåííî 

ñðåäíèé äîõîä 
cp

r

r b

q

= =  è ïðåäåëüíûé äîõîä 
q
r b′ =  (ðèñ. 7.10). 

Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êîíêóðåíòíîãî ðûíêà â îò-
ëè÷èå îò ìîíîïîëüíîãî ñðåäíèé è ïðåäåëüíûé äîõîäû ñîâïàäàþò.

    Ðèñ. 7.9 Ðèñ. 7.10
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ðåøåíèÿ äðó-
ãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ýëàñòè÷íîñòè
ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ýëàñòè÷íîñòüþ ôóíêöèè ( )
x

E y íàçûâàåòñÿ ïðå-

äåë îòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè y ê îòíîñè-

òåëüíîìó ïðèðàùåíèþ ïåðåìåííîé x ïðè Δx → 0: 

( )
x

E y =
0

lim :

x

y x

y xΔ →

⎛ ⎞Δ Δ

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
0

lim

x

x y

y xΔ →

Δ

Δ

=
x

y

y

′⋅ . (7.33)

Ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè ïîêàçûâàåò ïðèáëèæåííî, íà ñêîëüêî 
ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ ôóíêöèÿ y = f (x) ïðè èçìåíåíèè íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé x íà 1%. 

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýëàñòè÷íîñòè ôóíêöèè. Ïî 
îïðåäåëåíèþ (7.33)

( ) tg
x

x x

E y y

y y

′= ⋅ = α ,

ãäå tg α — òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷êå Ì(õ, ó) (ñì. 
ðèñ. 7.11). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç òðåóãîëüíèêà MBN MN = x tg α,

MC = ó, à èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ MBN è AMC ,

MN MB

MC MA

=

ïîëó÷èì Åõ(ó) = ,

MB

MA

 ò.å. ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè (ïî àáñîëþòíîé 

âåëè÷èíå) ðàâíà îòíîøåíèþ ðàññòîÿíèé ïî êàñàòåëüíîé îò äàííîé 
òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè äî òî÷åê åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè Îõ è Îó.
Åñëè òî÷êè ïååðñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè À è Â
íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè Ì, òî ýëàñòè÷íîñòü Åõ(ó)
ïîëîæèòåëüíà (ðèñ. 7.11), åñëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû, òî Åõ(ó) îò-
ðèöàòåëüíà (ðèñ. 7.12). 

 Ðèñ. 7.11 Ðèñ. 7.12
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Îòìåòèì ñâîéñòâà ýëàñòè÷íîñòè ôóíêöèè. 
1. Ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ íåçàâèñèìîé ïå-

ðåìåííîé x íà òåìï èçìåíåíèÿ ôóíêöèè 
y

T = (ln y)′ = 
y

y

′

, ò.å.

( )
x

E y = x
y

T . (7.34)

2. Ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñòíîãî) äâóõ ôóíêöèé ðàâíà 
ñóììå (ðàçíîñòè) ýëàñòè÷íîñòåé ýòèõ ôóíêöèé:

( )
x

E uv = ( )
x

E u + ( )
x

E v , (7.35)

x

u

E

v

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ( )
x

E u – ( )
x

E v . (7.36)

3. Ýëàñòè÷íîñòè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé — âçàèìíî îáðàò-
íûå âåëè÷èíû: 

1

( )

( )
x

y

E y

E x

= . (7.37)

Ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ ïðè àíàëèçå ñïðîñà è ïîòðåá-
ëåíèÿ. Íàïðèìåð, ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà y  îòíîñèòåëüíî öåíû x (èëè 
äîõîäà x) — êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå (7.33) è ïîêà-
çûâàþùèé ïðèáëèæåííî, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ ñïðîñ 
(îáúåì ïîòðåáëåíèÿ) ïðè èçìåíåíèè öåíû (èëè äîõîäà) íà 1%. 

Åñëè ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) 

( ) 1
x

E y > , òî ñïðîñ ñ÷èòàþò ýëàñòè÷íûì, åñëè ( ) 1
x

E y < — íå-

ýëàñòè÷íûì îòíîñèòåëüíî öåíû (èëè äîõîäà). Åñëè ( ) 1,
x

E y =  òî 

ãîâîðÿò î ñïðîñå ñ åäèíè÷íîé ýëàñòè÷íîñòüþ. 
Âûÿñíèì, íàïðèìåð, êàê âëèÿåò ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà îòíîñè-

òåëüíî öåíû íà ñóììàðíûé äîõîä r = pq ïðè ðåàëèçàöèè ïðî-
äóêöèè. Âûøå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî êðèâàÿ ñïðîñà   p = p (q) — 
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ; òåïåðü áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî p = p (q) — ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäåì ïðåäåëüíûé äîõîä 

( )( ) 1 1 1 ( ) .
q q q q q

q

r pq p q p p p p E p

p

⎛ ⎞
′ ′ ′ ′= = ⋅ + ⋅ = + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (7.37) äëÿ ýëàñòè÷íî-
ñòè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà îòíîñèòåëüíî 
öåíû îáðàòíà ýëàñòè÷íîñòè öåíû îòíîñèòåëüíî ñïðîñà, ò.å. 

1

( ) ,

( )
q

p

E p

E q

=  à òàêæå òî, ÷òî Åð (q) < 0, ïîëó÷èì ïðè ï ð î -

è ç â î ë ü í î é  êðèâîé ñïðîñà  

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



200

1

1 .

( )

q

p

r p

E q

⎛ ⎞

⎜ ⎟′ = −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(7.38)

Åñëè ñïðîñ íåýëàñòè÷åí, ò.å. ⎢Åð(q)⎢< 1, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ 

(7.38) ïðåäåëüíûé äîõîä 
q
r′  î ò ð è ö à ò å ë å í  ïðè ëþáîé öå-

íå; åñëè ñïðîñ ýëàñòè÷åí, ò.å. ⎢Åð(q) ⎢> 1, òî ïðåäåëüíûé äî-   

õîä
q
r′  ï î ë î æ è ò å ë å í .  Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåýëàñòè÷íîãî 

ñïðîñà èçìåíåíèÿ öåíû è ïðåäåëüíîãî äîõîäà  ïðîèñõîäÿò â îä-
íîì íàïðàâëåíèè, à äëÿ ýëàñòè÷íîãî ñïðîñà — â ðàçíûõ. Ýòî 
îçíà÷àåò, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì öåíû äëÿ ïðîäóêöèè ýëàñòè÷íîãî 
ñïðîñà ñóììàðíûé äîõîä îò ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ, à 
äëÿ òîâàðîâ íåýëàñòè÷íîãî ñïðîñà — óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñ. 7.9 íà 
êðèâûõ äîõîäîâ âûäåëåíû îáëàñòè ýëàñòè÷íîãî è íåýëàñòè÷íîãî 
ñïðîñà.

� Ïðèìåð 7.11. Çàâèñèìîñòü ìåæäó èçäåðæêàìè ïðîèçâîäñò-

âà y è îáúåìîì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè x âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé 

y = 50x – 0,05 3
x  (äåí. åä.). Îïðåäåëèòü ñðåäíèå è ïðåäåëüíûå 

èçäåðæêè ïðè îáúåìå ïðîäóêöèè 10 åä. 
Ð å ø å í è å. Ôóíêöèÿ ñðåäíèõ èçäåðæåê (íà åäèíèöó ïðî-

äóêöèè) âûðàæàåòñÿ îòíîøåíèåì 2

cp
50 0,05

y

y x

x

= = − ; ïðè x =

10 ñðåäíèå èçäåðæêè (íà åäèíèöó ïðîäóêöèè) ðàâíû 
cp
(10)y =

= 50 −

2
0,05 10⋅  = 45 (äåí. åä.). Ôóíêöèÿ ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê 

âûðàæàåòñÿ ïðîèçâîäíîé 2
( ) 50 0,15y x x′ = − ; ïðè x = 10 ïðå-

äåëüíûå èçäåðæêè ñîñòàâÿò 2
(10) 50 0,15 10y′ = − ⋅  = 35 (äåí. åä.). 

Èòàê, åñëè ñðåäíèå èçäåðæêè íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóê-
öèè ñîñòàâëÿþò 45 äåí. åä., òî ïðåäåëüíûå èçäåðæêè, ò.å. äîïîë-
íèòåëüíûå çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî äîïîëíèòåëüíîé åäèíèöû 
ïðîäóêöèè ïðè äàííîì óðîâíå ïðîèçâîäñòâà (îáúåìå âûïóñêàå-

ìîé ïðîäóêöèè 10 åä.), ñîñòàâëÿþò 35 äåí. åä. �

� Ïðèìåð 7.12. Çàâèñèìîñòü ìåæäó ñåáåñòîèìîñòüþ åäèíèöû 

ïðîäóêöèè y (òûñ. ðóá.) è âûïóñêîì ïðîäóêöèè x (ìëðä. ðóá.) 
âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé y = –0,5x + 80. Íàéòè ýëàñòè÷íîñòü ñåáå-
ñòîèìîñòè ïðè âûïóñêå ïðîäóêöèè, ðàâíîì 60 ìëí. ðóá. 

Ð å ø å í è å. Ïî ôîðìóëå (7.33) ýëàñòè÷íîñòü ñåáåñòîèìîñòè 
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( )
x

E y =
0,5

0,5 80

x

x

−

− +

=
160

x

x −

.

Ïðè x = 60 
60
( ) 0,6

x

E y
=

= − , ò.å. ïðè âûïóñêå ïðîäóêöèè, ðàâ-

íîì 60 ìëí. ðóá., óâåëè÷åíèå åãî íà 1% ïðèâåäåò ê ñíèæåíèþ 

ñåáåñòîèìîñòè íà 0,6%. �

7.7. Решение задач 

� Ïðèìåð 7.13. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: 

 à) y = ln 1 ln( 1);x x+ + +

á) y = 3
2

5 ln
x

x ; â) y =
5

2
2

( 2)

log

( 3)

x

x

−

+

; ã) y =
2

sin

cos2

x

x

;

 ä) y = 2
ln 3

3

x

x+ +arctg ; å) y = 2
sin x

x ; æ) y x
e e xy

−

+ + = 0. 

Ð å ø å í è å. à) Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî 

ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñòåïåííóþ ôóíêöèþ (y = u ), åå 

àðãóìåíò — ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïëþñ ïîñòîÿííóþ (u = 
= ln x + 1), à âòîðîå ñëàãàåìîå — ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ (y =

= ln u, ãäå u = 1x + ):

1 1 1 1

(ln 1) ( 1)

2 ln 1 1 2 ln 1

y x x

xx x x

′ ′ ′= + + + = +

+ + +

+
1 1 1 1 1

.

1 2 2 (ln 1) 1x x x x x x

⎛ ⎞

⋅ = +⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ + +
⎝ ⎠

á) Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé 
3

5
x  è 2

ln x , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé 

(y = 5
u , ãäå u = 3

x ; 3

1 1
y u= , ãäå 

1
lnu x= ).

Ïîýòîìó

[ ]
3 3 3 3

2 2 3 2
(5 ) ln 5 (ln ) 5 ln5( ) ln 5 2ln (ln )

x x x x

y x x x x x x⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′= + = + =
⎣ ⎦

=
3 3 3

2 2 2

1 2

5 ln5 3 ln 5 2ln 5 ln (3ln5 ln )
x x x

x x x x x x

x x

⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + .
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â) Ïðåæäå ÷åì äèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ, öåëåñîîáðàçíî 
óïðîñòèòü åå âûðàæåíèå, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû ëîãàðèôìèðî-   
âàíèÿ:

y =
2 2

5log ( 2) 2log ( 3)x x− − + . Òåïåðü 

2 2

5

5(log ( 2)) 2(log ( 3)) ( 2)

( 2)ln 2

y x x x

x

′ ′ ′ ′= − − + = − −

−

–
2

( 3)

( 3) ln 2

x

x

′+

+

=
1 5 2 3 19

ln 2 2 3 ln 2( 2)( 3)

x

x x x x

+⎡ ⎤
− =

⎢ ⎥
− + − +⎣ ⎦

.

ã) Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé 

2 2

2

(sin ) cos2 sin ( cos2 )

( cos2 )

x x x x

y

x

′ ′−

′ = .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2
(sin ) 2sin (sin ) 2sin cos sin 2x x x x x x′ ′= = = ,

1 1 sin 2

( cos2 ) (cos2 ) ( sin 2 )(2 )

2 cos2 2 cos2 cos2

x

x x x x

x x x

′ ′ ′= = − = − ,

ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 
2

3

sin 2 cos

cos 2

x x

y

x

′ = .

ä) Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ â âèäå y = 2

1

ln( 3)

23

x

x+ +arctg .

Òåïåðü 2

2 2

1 1 1

( 3)

2 33

1

3

x

y x

x
x

′

⎛ ⎞
′ ′= ⋅ + ⋅ + =

⎜ ⎟
+⎝ ⎠⎛ ⎞

+
⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2 2

3 1 1 2

3 2 ( 3)3

x

x x

⋅ + ⋅ =

+ +
2

3

3

x

x

+

+

.

å) Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé 
ôóíêöèè (7.27) 

2 2
2 sin 1 sin 2

sin ln (sin )
x x

y x x x x x
−

′ ′= ⋅ + .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2
(sin ) 2sin (sin )x x x′ ′= = sin x cos x = sin 2x, ïî-

ëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 

2

2

sin

sin

ln sin 2
x

x

y x x x

x

⎛ ⎞
′ = +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

æ) Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè ó÷è-
òûâàåì, ÷òî y åñòü ôóíêöèÿ îò x, ïîëó÷èì 
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( )
y x

e y e x x y xy
−

′ ′ ′ ′⋅ + − + + = 0 èëè 

y x
e y e y xy

−

′ ′⋅ − + + = 0, îòêóäà 
x

y

e y

y

x e

−

−

′ =

+

. �

� Ïðèìåð 7.14. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = 

= f (x) ïðè x = π/4: à) y = 2
ln 1 x+ ctg ; á) y = 4

ln sin x .

Ð å ø å í è å. à) Âíà÷àëå íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèþ, 

ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèâ, ÷òî y = 2

1

ln(1 )

2

x+ ctg . Òåïåðü 

2

2 2

2 2

1 1 1

(1 ) 2 ( )

2 1 2(1 )

1 1

.

(1 ) sin

y x x x

x x

x x

x x

′ ′= ⋅ + = ⋅ =

+ +

⎛ ⎞
= − = −

⎜ ⎟
+ ⎝ ⎠

ctg ctg ctg
ctg ctg

ctg ctg
ctg

Ðåøåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè âíà÷àëå ïðåîáðàçîâàòü 

ôóíêöèþ y = 
2

1 1

ln lnsin

2 sin

x

x

⎛ ⎞
= −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Íàõîäèì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè x = π/4:
y ′(π/4) = –ctg(π/4) = –1. 

á) Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′= 3
4(ln sin ) (ln sin )x x ′ =

= 3

1

4ln sin (sin )

sin

x x

x

′=
3

3

4ln sin cos

4ln sin ctg

sin

x x

x x

x

= ⋅ .

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè x = π/4

y ′(π/4) = 3 3 3
4ln sin( 4) ( 4) 4ln (1 2) 1 0,5ln 2π ⋅ π = ⋅ = −ctg . �

� Ïðèìåð 7.15. Äàíà êðèâàÿ y =
2

4

x

x− . Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ 

êàñàòåëüíûõ: à) â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ åå ñ ïðÿìîé 3x + 2y – 4 = 0;
á) ïàðàëëåëüíîé è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîé ïðÿìîé; â) ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó (2; 5). 

Ð å ø å í è å. à) 1. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ëèíèé, 
ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

2

,

4

3 2 4 0

x

y x

x y

⎧
⎪ = −

⎨

⎪ + − =⎩

, îòêóäà 21

21

4,2,

8.1,

xx

yy

= −= ⎧⎧

⎨⎨
== − ⎩⎩
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2. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y′=
1

1

2

x − . Çíà÷åíèÿ ïðî-

èçâîäíîé â íàéäåííûõ òî÷êàõ y′ (2) = 0, y′ (–4) = –3. 
3. Óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïî ôîðìóëå (7.5) y + 1 = 0 è y – 8 =   

= –3 (x + 4) èëè 3x + y + 4 = 0  (cì. ïðÿìûå 1 è 2 íà ðèñ. 7.13). 

á) Óãëîâîé êîýôôèöèåíò çà-

äàííîé ïðÿìîé k = 
3

2

− , à ïðÿ-

ìîé, ïàðàëëåëüíîé è ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé çàäàííîé, ñîîòâåòñò-

âåííî
3

3

2

k k= = −  è 
4
k

1

k

= − =

2

.

3

=  Ïîýòîìó òî÷êè, â êîòîðûõ 

êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïàðàë-
ëåëüíà è ïåðïåíäèêóëÿðíà äàí-
íîé ïðÿìîé, íàõîäÿòñÿ èç óðàâ-

íåíèé f ′(x) = 
1 3

1

2 2

x − = −  è  

f ′(x)=
1 2

1

2 3

x − = , îòêóäà ñîîòâåòñòâåííî 
1

1x = −  è 
2

10

3

x = . Íàé-

äåì îðäèíàòû êðèâîé â ïîëó÷åííûõ òî÷êàõ f (–1) =
5

4

 è  

f
10 5

3 9

⎛ ⎞
= −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ áóäóò: 

5 3

( 1)

4 2

y x− = − +  èëè 6x + 4y + 1 = 0 è 
5

9

y + =

2 10

( )

3 3

x −  èëè  

6x – 9y – 25 = 0 (ñì. ïðÿìûå 3 è 4 íà ðèñ. 7.13). 

â) Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå 
2

0

0 0 0
,

4

x

M x x

⎛ ⎞

−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ñ óãëîâûì 

êîýôôèöèåíòîì ( )
0 0

1

1

2

k f x x′= = −  èìååò âèä

2

0

0 0 0

1

( 1)( )

4 2

x

y x x x x

⎛ ⎞

− − = − −
⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (*) 

Òàê êàê ïî óñëîâèþ êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 

1
(2; 5)M −  (ðèñ. 7.14), òî åå êîîðäèíàòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü 

óðàâíåíèþ (*), ò.å. 
2

0

0 0 0

1

5 ( 1)(2 ),

4 2

x

x x x

⎛ ⎞

− − − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ðèñ. 7.13
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îòêóäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 

ïîëó÷èì: 2

00
4 12 0x x− − =  è 

( )
0

1

2x = −  è ( )
0

2

6.x =

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f (–2) = 3, 

( )2 2f ′ − = −  è f (6) = 3, ( )6 2,f ′ =

ïî ôîðìóëå (7.5) íàéäåì óðàâíå-
íèÿ êàñàòåëüíûõ ñîîòâåòñòâåí-
íî y – 3 = –2 (x+2) è y – 3 = 
= 2 (x – 6) èëè y = –2x – 1 è  
y = 2x – 9 (ñì. ïðÿìûå 1 è 2 

íà ðèñ. 7.14). �

� Ïðèìåð 7.16. Òåëî, âû-

ïóùåííîå âåðòèêàëüíî ââåðõ, 

äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s(t) = 4 + 8t – 2
5t , ãäå âûñîòà s(t) èçìåðÿåò-

ñÿ â ìåòðàõ, à âðåìÿ t — â ñåêóíäàõ. Íàéòè: à) ñêîðîñòü òåëà â 

íà÷àëüíûé ìîìåíò; á) ñêîðîñòü òåëà â ìîìåíò ñîïðèêîñíîâåíèÿ 

ñ çåìëåé; â) íàèáîëüøóþ âûñîòó ïîäúåìà òåëà. 

Ð å ø å í è å. à) Ñêîðîñòü òåëà â ìîìåíò t ðàâíà ïðîèçâîäíîé  

s ′(t), ò.å. v(t) = s ′(t) = 8 – 10t; â ìîìåíò t = 0 v(0) = s′(0) = 8 ì/ñ. 

á) Â ìîìåíò ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ çåìëåé s(t) = 0, ò.å. 4 + 8t – 2
5t =

= 0, îòêóäà 
1
t = 2; 

2
t = –0,4 (íå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó, èáî t > 0). 

Ñêîðîñòü òåëà â ìîìåíò t = 2 v(2) = s ′(2) = 8 – 10⋅2 = –12 ì/ñ 

(ìèíóñ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñêîðîñòü òåëà â ìîìåíò t = 2 ïðîòè-

âîïîëîæíà íàïðàâëåíèþ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè). 

â) Íàèáîëüøàÿ âûñîòà ïîäúåìà síàèá (t) áóäåò â ìîìåíò, êîãäà 

ñêîðîñòü òåëà ðàâíà 0 è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ïîäúåìà ê îïóñ-

êàíèþ òåëà, ò.å. v(t) = 8 – 10t = 0, îòêóäà t = 0,8. 

Íàèáîëüøàÿ âûñîòà ïîäúåìà síàèá(t) = s(0,8) = 5 + 8⋅0,8 –

– 5 2
0,8⋅  = 8,2 ì. �

� Ïðèìåð 7.17. Îáúåì ïðîäóêöèè u, ïðîèçâåäåííûé áðèãàäîé 

ðàáî÷èõ, ìîæåò áûòü îïèñàí óðàâíåíèåì u = 3 2

5 15

6 2

t t− + + 100t +

+ 50(åä.), 1 ≤ t ≤ 8, ãäå t — ðàáî÷åå âðåìÿ â ÷àñàõ. Âû÷èñëèòü ïðî-

èçâîäèòåëüíîñòü òðóäà, ñêîðîñòü è òåìï åå èçìåíåíèÿ ÷åðåç ÷àñ 
ïîñëå íà÷àëà ðàáîòû è çà ÷àñ äî åå îêîí÷àíèÿ. 

Ðèñ. 7.14
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Ð å ø å í è å. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà âûðàæàåòñÿ ïðîèç-

âîäíîé

z(t) = 2

5

( ) 15 100

2

u t t t′ = − + + (åä./÷),

à ñêîðîñòü è òåìï èçìåíåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè — ñîîòâåòñò-

âåííî ïðîèçâîäíîé z′(t)  è ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé 

( )
z

T t = [ ]ln ( ) :z t
′

z ′(t) = –5t + 15 (åä./÷ 2 ),

2

( ) 5 15

( )

5( )
15 100

2

z

z t t

T t

z t

t t

′ − +

= =

− + +

=
2

2 6

6 40

t

t t

−

− −

(åä./÷).

Â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè 
1
t = 1 è 

2
t = 8 – 1 = 7 ñîîòâåò-

ñòâåííî èìååì: z(1) = 112,5 (åä./÷), z ′(1) = 10 (åä./÷ 2 ), (1)
z

T =

= 0,09 (åä./÷) è z(7) = 82,5 (åä./÷), z ′(7) = –20 (åä./÷ 2 ), (7)
z

T  =

= –0,24 (åä./÷). 

Èòàê, ê êîíöó ðàáîòû ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ñóùåñòâåííî 

ñíèæàåòñÿ; ïðè ýòîì èçìåíåíèå çíàêà z′(t) è ( )
z

T t  ñ ïëþñà íà 

ìèíóñ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäèòåëüíî-

ñòè òðóäà â ïåðâûå ÷àñû ðàáî÷åãî äíÿ ñìåíÿåòñÿ åå ñíèæåíèåì â 

ïîñëåäíèå ÷àñû. �

� Ïðèìåð 7.18. Îïûòíûì ïóòåì óñòàíîâëåíû ôóíêöèè ñïðîñà 

8

2

p

q

p

+

=

+

 è ïðåäëîæåíèÿ s = p + 0,5, ãäå q è s — êîëè÷åñòâî òî-

âàðà, ñîîòâåòñòâåííî ïîêóïàåìîãî è ïðåäëàãàåìîãî íà ïðîäàæó â 

åäèíèöó âðåìåíè, p — öåíà òîâàðà. Íàéòè: à) ðàâíîâåñíóþ öåíó, 

ò.å. öåíó, ïðè êîòîðîé ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå óðàâíîâåøèâàþòñÿ; 

á) ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ äëÿ ýòîé öåíû; â) èçìåíå-

íèå äîõîäà ïðè óâåëè÷åíèè öåíû íà 5% îò ðàâíîâåñíîé. 

Ð å ø å í è å. à) Ðàâíîâåñíàÿ öåíà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ 

q = s:

8

0,5

2

p

p

p

+

= +

+

, îòêóäà p = 2, ò.å. ðàâíîâåñíàÿ öåíà ðàâíà 2 äåí. åä. 
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á) Íàéäåì ýëàñòè÷íîñòè ïî ñïðîñó è ïðåäëîæåíèþ ïî ôîð-

ìóëå (7.33): 

6

( ) ;

( 2)( 8)
p

p

E q

p p

= −

+ +

2

( )

2 1
p

p

E s

p

=

+

.

Äëÿ ðàâíîâåñíîé öåíû p = 2 èìååì 
2
( ) 0,3

p
E q

=

= − ;

2
( ) 0,8

p
E s

=

= .

Òàê êàê ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ýëàñòè÷íîñòåé ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå ìåíüøå 1, òî è ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå äàííîãî 
òîâàðà ïðè ðàâíîâåñíîé (ðûíî÷íîé) öåíå íåýëàñòè÷íû îòíî-
ñèòåëüíî öåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå öåíû íå ïðèâå-
äåò ê ðåçêîìó èçìåíåíèþ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Òàê, ïðè 
óâåëè÷åíèè öåíû p íà 1% ñïðîñ óìåíüøèòñÿ íà 0,3%, à ïðåä-
ëîæåíèå óâåëè÷èòñÿ íà 0,8%. 

â) Ïðè óâåëè÷åíèè öåíû p íà 5% îò ðàâíîâåñíîé ñïðîñ 
óìåíüøàåòñÿ íà 5⋅0,3 = 1,5%, ñëåäîâàòåëüíî, äîõîä âîçðàñòàåò 

íà 3,5%. �

� Ïðèìåð 7.19. Êàê ñâÿçàíû ïðåäåëüíûå è ñðåäíèå ïîëíûå 

çàòðàòû ïðåäïðèÿòèÿ, åñëè ýëàñòè÷íîñòü ïîëíûõ çàòðàò ðàâíà 1? 
Ð å ø å í è å. Ïóñòü ïîëíûå çàòðàòû ïðåäïðèÿòèÿ y âûðàæà-

þòñÿ ôóíêöèåé y = f (x), ãäå x — îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóê-
öèè. Òîãäà ñðåäíèå çàòðàòû yñð íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðî-

äóêöèè
cp

y

y

x

= . Íàéäåì ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ïðåäïðèÿòèÿ .y′

Ïî óñëîâèþ E
x
(y) = 1, ò.å. ó÷èòûâàÿ (7.33), 1,

x

y

y

′ =  îòêóäà 

.

y

y

x

′ =  Èòàê, y′= yñð, ò.å. ïðåäåëüíûå èçäåðæêè ðàâíû ñðåäíèì 

èçäåðæêàì (çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî 
òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé èçäåðæåê). 

УПРАЖНЕНИЯ 

Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: 

7.20. y =

4

2

2

1

1

x

x

−⎛ ⎞

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

. 7.21. y = 4 2
(8ln 4ln 1)x x x− + .
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7.22. y = 3
3

( 5)
x

x e − . 7.23. y = 4
4

1
x

e+ + 5 .

7.24. y =

2

3

1 3

ln

1 3

x

x

−⎛ ⎞

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

. 7.25. y =
2

2

(1 )

ln

1

x x

x

+

−

.

7.26. y = 2
3 ln(1 )x x− . 7.27. y = 3 2

lnx x .

7.28. y =
4

3

4

1
x

x

e

e

−

. 7.29. y = 2 5
( 3)

x

xe + .

7.30. y = 2

1

( 1) ln

1

x

x

x

−

−

+

. 7.31. y = 2
sin( 2 )

x

x + .

7.32. y = ln
4 (1 ln )

x

e x− . 7.33. y =
ln cos

cos

x

x

.

7.34. y = 2
cos ln

2

x

x + tg . 7.35. y = ln( 1 1) ln( 1 1).
x x

e e+ − − + +

7.36. y = ln sin
x

e x . 7.37. y =
2

1 cos

ln

2 2 2sin

x x

x

−tg .

7.38. y =
4 2

2 3

sin

cos cos

x

x x

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 7.39. y =
2

arcctg

1

x

x+

.

7.40. y = 2
1 arccos .x x− 7.41. y = 2 2

1

ln( )

2

x

x a

a

+ +arcctg .

Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé è âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ ïðè 

x =
0
x :

7.42. y = 2
1 ln ;x+

0
x =1. 7.43. y = 2

ln( 12);x x+ +
0
x = 2. 

7.44. y = cos

sin ;
x

x e⋅
0
x =

2

π

. 7.45. y = 4
0

1 tg

ln ; 0.

1 tg

x

x

x

+

=

−

7.46. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y =
2

8

4 x+

:

à) â òî÷êå x = 2; á) â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Îy.

7.47. Äàíà êðèâàÿ y = 2
2x x− . Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëü-

íûõ: à) â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ åå ñ ïðÿìîé 3x + y – 2 = 0; 

á) ïàðàëëåëüíîé è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîé ïðÿìîé. 

â) ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (1; –5). 

7.48. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì 

y = x2 è y = –2x2 + 4x – 4. 
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7.49. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó 
4 3

( )

4

t

s t

t

+

=

+

,

ãäå s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, à t — â ñåêóíäàõ. Íàéòè ñêîðîñòü è 

óñêîðåíèå òåëà â ìîìåíò t = 6. 

Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíî: 

7.50. 2 2
x xy y+ + = 6. 7.51. sin cos

x y
e y e x

−

− =0.

Íàéòè ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèé: 

7.52. y = n

x . 7.53. y = x

a .

7.54. Îáúåì ïðîäóêöèè u (óñë. åä.) öåõà â òå÷åíèå ðàáî÷åãî 

äíÿ ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ u = 3 2
5 75 425t t t− − + + , ãäå t — 

âðåìÿ (÷). Íàéòè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ÷åðåç 2 ÷ ïîñëå 

íà÷àëà ðàáîòû. 

7.55. Çàâèñèìîñòü ìåæäó èçäåðæêàìè ïðîèçâîäñòâà y (äåí. 

åä.) è îáúåìîì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè x (åä.) âûðàæàåòñÿ 

ôóíêöèåé y=10x– 3
0,04x . Îïðåäåëèòü ñðåäíèå è ïðåäåëüíûå èç-

äåðæêè ïðè îáúåìå ïðîäóêöèè, ðàâíîì 5 åä. 

7.56. Ôóíêöèè ñïðîñà q è ïðåäëîæåíèÿ s îò öåíû p âûðàæà-

þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè q = 7 – p è s = p + 1. 

Íàéòè: à) ðàâíîâåñíóþ öåíó; á) ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà è ïðåä-

ëîæåíèÿ äëÿ ýòîé öåíû; â) èçìåíåíèå äîõîäà (â ïðîöåíòàõ) ïðè 

óâåëè÷åíèè öåíû íà 5% îò ðàâíîâåñíîé. 
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Глава 8

 ПРИЛОЖЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ 

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê íàèáîëåå âàæíûì ïðèëîæåíèÿì ïðî-
èçâîäíîé ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèé è ïîñòðîåíèè èõ ãðàôè-
êîâ, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îñíîâíûõ òåîðåì. 

8.1. Основные теоремы дифференциального исчисления 

Òåîðåìà Ôåðìà. Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ïðîìåæóòêå X 
ôóíêöèÿ y = f (x) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî çíà÷å-

íèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå 
0
x  ýòîãî ïðîìåæóòêà, òî ïðîèçâîäíàÿ 

ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ, ò.å. 
0

( ) 0f x′ = .

��Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå 

X è â òî÷êå 
0
x ∈X ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå (ðèñ. 8.1). 

Òîãäà f (
0
x + Δx) ≥ f (

0
x ), åñëè

0
x + Δx ∈ X è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè-

÷èíà Δy = f (
0
x + Δx) – f (

0
x ) ≥ 0 ïðè 

äîñòàòî÷íî ìàëûõ Δx íåçàâèñèìî îò 

çíàêà Δx. Îòñþäà 0

y

x

Δ

≥

Δ

 ïðè Δx > 0 

è 0

y

x

Δ

≤

Δ

 ïðè Δx < 0. Ïåðåõîäÿ ê 

ïðåäåëó ïðè Δx → 0+ (ñïðàâà) è ïðè 

Δx → 0– (ñëåâà), ïîëó÷èì 
0

lim

x

y

xΔ → +

Δ

≥

Δ

0

è
0

lim

x

y

xΔ → −

Δ

≤

Δ

0.

Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ y = f (x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå 
0
x ,

ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðåäåë ïðè Δx → 0 íå äîëæåí çàâèñåòü îò ñïî-
ñîáà ñòðåìëåíèÿ Δx → 0 (ñïðàâà èëè ñëåâà), ò.å.            

0

lim

x

y

xΔ → +

Δ

Δ

 =
0

lim

x

y

xΔ → −

Δ

Δ

, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 
0

( ) 0f x′ = .

Ðèñ. 8.1
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Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f (x)

ïðèíèìàåò â òî÷êå 
0
x  íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.  �

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ôåðìà î÷åâèäåí: â òî÷êå 
íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, äîñòèãàåìîãî âíóòðè ïðî-
ìåæóòêà X, êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà îñè àáñ-
öèññ.

Òåîðåìà Ôåðìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 
òàê íàçûâàåìûõ òåîðåì î ñðåäíåì, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðûõ ìû 
ïåðåõîäèì. 

Òåîðåìà Ðîëëÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

1) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b);
3) íà êîíöàõ îòðåçêà ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ, ò.å.        

f (a) = f (b).
Òîãäà âíóòðè îòðåçêà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òàêàÿ 

òî÷êà ξ ∈ (a, b), â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ðàâíà íóëþ: 

( ) 0.f ′ ξ =

� Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (ñì. § 6.7) ôóíêöèÿ, 
íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, äîñòèãàåò íà íåì ñâîåãî íàèáîëüøåãî M
è íàèìåíüøåãî m çíà÷åíèé. Åñëè îáà ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþò-
ñÿ íà êîíöàõ îòðåçêà, òî ïî óñëîâèþ îíè ðàâíû (ò.å. m = M), à 
ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà íà îòðåçêå 
[a, b]. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî îò-
ðåçêà. Åñëè æå õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé — ìàêñèìàëüíîå 
èëè ìèíèìàëüíîå — äîñòèãàåòñÿ âíóòðè îòðåçêà (ò.å. m < M), òî 
ïðîèçâîäíàÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé 
òî÷êå ðàâíà íóëþ â ñèëó òåîðåìû 
Ôåðìà. �

Îòìåòèì ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è é  
ñ ì û ñ ë  òåîðåìû Ðîëëÿ (ñì. 
ðèñ. 8.2): íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà 
òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðà-
ôèêó ôóíêöèè áóäåò ïàðàëëåëüíà îñè 
àáñöèññ; â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ è 
áóäåò ðàâíà íóëþ (çàìåòèì, ÷òî íà 

ðèñ. 8.2 òàêèõ òî÷åê äâå: 
1
ξ  è 

2
ξ ).

Åñëè f (a) = f (b) = 0, òî òåîðåìó 
Ðîëëÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè íóëÿìè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí 
íóëü ïðîèçâîäíîé.

0 x

y

a bξ

f b( )

1 2ξ

f a( )

Ðèñ. 8.2
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ ñóùåñòâåí-
íû è ïðè íåâûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ çàêëþ÷åíèå òåî-
ðåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíûì. Òàê, äëÿ ôóíêöèé, ïðèâåäåí-
íûõ íà ðèñ. 8.3, íàðóøåíî òîëüêî îäíî óñëîâèå: íà ðèñ. 8.3à — 
íåïðåðûâíîñòü íà îòðåçêå [a, b], íà ðèñ. 8.3á — äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü íà èíòåðâàëå (a, b), íà ðèñ. 8.3â — ðàâåíñòâî çíà÷åíèé 
f (a) = f (b).

Â ðåçóëüòàòå íå ñóùåñòâóåò òàêîé òî÷êè ξ ∈ (a, b), â êîòîðîé 

( ) 0.f ′ ξ =

Òåîðåìà Ðîëëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ëàãðàíæà. 
Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) óäîâëåòâîðÿåò ñëå-

äóþùèì óñëîâèÿì:
1) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b).
Òîãäà âíóòðè îòðåçêà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òàêàÿ 

òî÷êà ξ ∈ (a, b), â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ 
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà íà ýòîì îòðåçêå, ò.å. 

( ) ( )

( )

f b f a

f

b a

−

′ ξ =

−

. (8.1)

�Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ g (x) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

g (x) = f (x)–
( ) ( )

( )

f b f a

x a

b a

−

−

−

.

Ôóíêöèÿ g (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ: îíà 
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(a, b) è ïðèíèìàåò íà åãî êîíöàõ ðàâíûå çíà÷åíèÿ: 

g (a) = f (a), 

g (b) = f (b) – 
( ) ( )

( )

f b f a

b a

b a

−

−

−

= f (a).

à)                                  á)                                 â) 

Ðèñ. 8.3
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (a, b), òàêàÿ, ÷òî g ′(ξ) = 0 

èëè g ′(ξ) = f ′ (ξ) – 
( ) ( )f b f a

b a

−

−

= 0, îòêóäà f ′ (ξ) = 
( ) ( )f b f a

b a

−

−

. �

Çàêëþ÷åíèå (8.1) òåîðåìû Ëàãðàíæà ìîæåò áûòü çàïèñàíî è â 
âèäå:

f (b) – f (a) = f ′(ξ)(b — a).  (8.2)

Âûÿñíèì  ì å õ à í è ÷ å ñ ê è é  è  ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è é  
ñ ì û ñ ë  òåîðåìû Ëàãðàíæà. 

Ïðèðàùåíèå f (b) – f (a) — ýòî èçìåíåíèå ôóíêöèè íà îòðåç-  

êå [a, b];
( ) ( )f b f a

b a

−

−

— ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà 

ýòîì îòðåçêå; çíà÷åíèÿ æå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå — ýòî «ìãíî-
âåííàÿ» ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 
óòâåðæäàåò: ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà âíóòðè îòðåçêà, òà-
êàÿ, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â íåé ðàâíà ñðåäíåé ñêîðî-
ñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà ýòîì 
îòðåçêå.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà ïðèâåäåíà 
íà ðèñ. 8.4. 

Åñëè ïåðåìåùàòü ïðÿìóþ AB
ïàðàëëåëüíî íà÷àëüíîìó ïîëîæå-
íèþ, íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà 
ξ ∈ (a, b), â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê 
ãðàôèêó f (x) è õîðäà AB, ïðîâåäåí-
íàÿ ÷åðåç êîíöû äóãè AB, ïàðàëëåëü-
íû (èáî â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5) óã-
ëîâîé êîýôôèöèåíò ñåêóùåé

( ) ( )

AB

f b f a

k

b a

−

=

−

, à êàñàòåëü-  

íîé — k = f ′(ξ)).
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (x) ðàâíà íóëþ íà 

íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå X, òî ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà 
íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

� Âîçüìåì íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå X îòðåçîê [a, x].
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà f (x) – f (a) = f′ (ξ)(x – a), ãäå 
a < ξ < x. Ïî óñëîâèþ f ′ (ξ) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, f (x) – f (a) = 0, 
ò.å. f (x) = f (a) = const.  �

 

Ðèñ. 8.4
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8.2. Правило Лопиталя 

Òåîðåìà. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èëè áåñêî-
íå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé ðàâåí ïðåäåëó îòíîøåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ 
(êîíå÷íîìó èëè áåñêîíå÷íîìó), åñëè ïîñëåäíèé ñóùåñòâóåò â óêà-
çàííîì ñìûñëå. 

Èòàê, åñëè èìååòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

èëè
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

, òî 

0 0

( ) ( )

( ) ( )

lim lim

( ) ( )x x x x

x x

f x f x

g x g x→ →

→∞ →∞

′

=

′

. (8.3)

� Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ íåîïðåäåëåííîñòè 

âèäà
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ïðè x →
0
x .

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè f (x) è g (x), à 

òàêæå èõ ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â òî÷êå 
0
x , ïðè÷åì 

0

lim ( )

x x

f x

→

=

0
( ) 0f x= =  è 

0

0
lim ( ) ( )

x x

g x g x

→

= = 0. 

Â ýòîì ñëó÷àå 
0 0

0

0

( ) ( )( )

lim lim

( ) ( ) ( )x x x x

f x f xf x

g x g x g x→ →

−

=

−

.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèé f(x) è g(x) íà îò-

ðåçêå  [x,
0
x ], ïîëó÷èì 

0 0 0

1 0 1

2 0 2

( )( ) ( )( )

lim lim lim

( ) ( )( ) ( )x x x x x x

f x x ff x

g x g x x g→ → →

′ ′ξ − ξ

= =

′ ′ξ − ξ

,

ãäå
1 0

x x< ξ < ,
2 0

x x< ξ < .

Ïðè x →
0
x  â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ f ′(x) è g ′(x)

èìååì f ′(
1
ξ ) → f ′(

0
x ) è g ′(

2
ξ ) → g ′(

0
x ). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î 

ïðåäåëå ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (8.3). �
Ç à ì å ÷ à í è å. Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè 

ôîðìóëû (8.3) áåðåòñÿ îòíîøåíèå ïðîèçâîäíûõ, à íå ïðîèçâîä-
íàÿ îòíîøåíèÿ. 

� Ïðèìåð 8.1. Íàéòè: 

à) lim

x
x

x

e→∞

; á) lim
k

x
x

x

a→∞

; â) 
log

lim
a

k
x

x

x→∞

.

Ð å ø å í è å. à) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

. Ïðèìå-

íÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì: 
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lim

x
x

x

e→∞

 = 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

 = lim
( )

x
x

x

e→∞

′

′

 = 
1

lim

x
x e→∞

 = 0. 

á) Èìååì òàêæå íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

. Ïðèìåíèì ïðà-

âèëî Ëîïèòàëÿ k ðàç, åñëè k — öåëîå, è [k] + 1 ðàç, åñëè k — 
íåöåëîå (ãäå [k] — öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà k):

lim

k

x
x

x

a→∞

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=
1

lim

ln

k

x
x

kx

a a

−

→∞

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=
2

2

( 1)

lim

ln

k

x
x

k k x

a a

−

→∞

−

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=…=

[ ]

[ ]

1

1

( 1) ( [ ])

lim

ln

k k

kx
x

k k k k x

a a

− −

+
→∞

− −

=

…

.

Ïðè êàæäîì ïðèìåíåíèè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ñòåïåíü ÷èñëèòå-
ëÿ áóäåò óìåíüøàòüñÿ íà åäèíèöó è ÷åðåç  [k] + 1 ðàç ñòàíåò îò-
ðèöàòåëüíîé, ò.å. ÷èñëèòåëü îáðàòèòñÿ â áåñêîíå÷íî ìàëóþ âå-
ëè÷èíó (åñëè k — íå öåëîå ÷èñëî; åñëè k — öåëîå, òî â ïîñòîÿí-
íóþ âåëè÷èíó). Çíàìåíàòåëü æå áóäåò îñòàâàòüñÿ áåñêîíå÷íî 

áîëüøîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, lim
k

k
x

x

a→∞

 = 0. 

â)
log

lim
a

k
x

x

x→∞

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=
(log )

lim

( )

a

k
x

x

x→∞

′

′

=
1

1

ln
lim

k
x

x a

kx
−

→∞

=
1 1

lim

ln
k

xk a x→∞

 = 0. �

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äàåò âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî 

áîëüøèõ âåëè÷èí: ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ n

x — áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ 

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ëîãàðèôìè÷åñêàÿ log
a

x , à ïîêàçà-

òåëüíàÿ x

a — áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì 

ñòåïåííàÿ n

x ; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
log

n

x

a

x

x→∞

= ∞ , lim

x

n
x

a

x→∞

= ∞ .

� Ïðèìåð 8.2. Íàéòè:

à)
2

0

2

lim

x x

x

e e

x

−

→

+ −

; á) 
0

lim ln

x

x x

→

.

Ð å ø å í è å. à) 

2
0

2

lim

x x

x

e e

x

−

→

+ −

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
2

0

( 2)

lim

( )

x x

x

e e

x

−

→

′+ −

′

=
0

lim

2

x x

x

e e

x

−

→

−

.

Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè-

ìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ åùå ðàç: 
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0

lim

2

x x

x

e e

x

−

→

−

=
0

( )

lim

(2 )

x x

x

e e

x

−

→

′−

′

=
0

lim

2

x x

x

e e
−

→

+

 = 1. 

á) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà [0⋅∞]. Ïåðåïèñûâàÿ äàííîå 
âûðàæåíèå â âèäå 

0

lim ( ln )

x

x x

→ +

 = [0⋅∞] =
0

ln

lim

1x

x

x

→ +

, ïîëó÷èì íåîïðåäåëåííîñòü 

âèäà
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì 

0

ln

lim

1x

x

x

→ +

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=
0

2

1

lim

1x

x

x

→ +

−

 = 
0

lim( )

x

x

→

−  = 0. �

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðàñêðûòèÿ íå-
îïðåäåëåííîñòåé. Îäíàêî ïðèìåíåíèå åãî íå âñåãäà ïðèâîäèò ê öåëè. 

� Ïðèìåð 8.3. Íàéòè:

à)
1

lim

1x

x

x
→∞

+

−

; á) 
sin

lim

sinx

x x

x x→∞

+

−

.

Ð å ø å í è å. à) Åñëè ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, òî ïîëó÷èì  

1

lim

1x

x

x
→∞

+

−

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=

1

2 1

lim

1

2 1

x

x

x

→∞

+

−

=
1

lim

1x

x

x
→∞

−

+

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

,

ò.å. ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðîñòî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè; íåîïðå-
äåëåííîñòü æå ñîõðàíÿåòñÿ. Åñëè ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ 
âòîðè÷íî, òî ôóíêöèÿ ïîä çíàêîì ïðåäåëà ïðèìåò ïåðâîíà÷àëü-
íûé âèä. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðàâèëà â äàííîì 
ñëó÷àå íå ïîçâîëÿåò ðàñêðûòü íåîïðåäåëåííîñòü. Â òî æå âðåìÿ 
ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî 

1

lim

1x

x

x
→∞

+

−

=

1

1

lim

1

1

x

x

x

→∞

+

−

 = 1. 

á) Åñëè ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ò.å. 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



217

sin

lim

sinx

x x

x x→∞

+

−

 = 
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

 =
( sin )

lim

( sin )x

x x

x x→∞

′+

′−

 = 
1 cos

lim

1 cosx

x

x→∞

+

−

,

òî ìîæíî ñäåëàòü îøèáî÷íûé âûâîä î òîì, ÷òî ïðåäåë äàííîé 

ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê íå ñóùåñòâóåò lim cos

x

x

→∞

.

Íà ñàìîì äåëå 

sin

1

sin

lim lim 1

sinsin

1

x x

x

x x
x

x
x x

x

→∞ →∞

+

+

= =

−

−

,

 òàê êàê 
sin

lim

x

x

x→∞

= 0 (ñì. ïðèìåð 6.8â). �

8.3. Возрастание и убывание функций 

Íàïîìíèì (ñì. § 5.3), ÷òî ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ âîç-
ðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà ïðîìåæóòêå X, åñëè äëÿ ëþáûõ 

1
x ,

2
x ∈X,

2
x >

1
x âåðíî íåðàâåíñòâî f (

2
x ) > f (

1
x )( f (

2
x ) < f (

1
x )).

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè). Åñëè 
ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíà âíóòðè 
íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà X, òî îíà âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìå-
æóòêå. 

�  Ðàññìîòðèì äâà çíà÷åíèÿ 
1
x è

2
x  íà äàííîì ïðîìåæóòêå 

X. Ïóñòü 
2
x >

1
x ,

1
x ,

2
x ∈ X. Äîêàæåì, ÷òî f (

2
x ) > f (

1
x ).

Äëÿ ôóíêöèè f (x) íà îòðåçêå [
1
x ,

2
x ] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 

òåîðåìû Ëàãðàíæà, ïîýòîìó 

f (
2
x ) – f (

1
x ) = f ′(ξ)(

2
x –

1
x ), (8.4)

ãäå
1
x < ξ <

2
x , ò.å. ξ ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó, íà êîòîðîì ïðî-

èçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f ′(ξ) > 0 è ïðàâàÿ 

÷àñòü ðàâåíñòâà (8.3) ïîëîæèòåëüíà. Îòñþäà f (
2
x ) – f (

1
x ) > 0 è 

f (
2
x ) > f (

1
x ). �

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äðóãàÿ òåîðåìà. 
Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè). Åñëè ïðîèç-

âîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îòðèöàòåëüíà âíóòðè íåêîòî-
ðîãî ïðîìåæóòêà X, òî îíà óáûâàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå. 

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ôóíê-
öèè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 8.5. 
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Åñëè êàñàòåëüíûå ê êðèâîé â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå íàïðàâ-
ëåíû ïîä îñòðûìè óãëàìè ê îñè àáñöèññ (ðèñ. 8.5à), òî ôóíêöèÿ 
âîçðàñòàåò, åñëè ïîä òóïûìè (ðèñ. 8.5á), òî óáûâàåò. 

� Ïðèìåð 8.4.  Íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè 

y = 2
x – 4x + 3. 

Ð å ø å í è å. Èìååì y′= 2x – 4. Î÷åâèäíî 0y′ >  ïðè x > 2 

è y′ < 0 ïðè x < 2, ò.å. ôóíêöèÿ óáûâàåò íà èíòåðâàëå (–∞, 2) è 

âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (2, +∞), ãäå 
0
x = 2 — àáñöèññà âåðøèíû 

ïàðàáîëû. �

Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè áîëåå ñëà-
áîå. Åñëè ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà íåêîòîðîì ïðîìå-
æóòêå X, òî ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íåîòðè-

öàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà) íà ýòîì ïðîìåæóòêå: f ′ (x) ≥ 0 

( f ′ (x) ≤ 0), x ∈ X, ò.å. â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ïðîèçâîäíàÿ ìîíî-

òîííîé ôóíêöèè ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ. 

� Ïðèìåð 8.5. Íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè y = 3
x .

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ y′= 2
3x . Î÷åâèäíî, ÷òî 

y′ > 0 ïðè x ≠ 0. Ïðè x = 0 ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. 

Ôóíêöèÿ æå ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè (ñì. 

ðèñ. 5.5).   �

 

à)                                                   á) 

Ðèñ. 8.5
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8.4. Экстремум функции 

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà íàèáîëåå âà-
æåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèÿ èõ 
ãðàôèêîâ. Ìû âûäåëèì íàèáîëåå âàæíûå, «óçëîâûå», òî÷êè ôóíê-
öèè, íàõîæäåíèå êîòîðûõ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãðàôè-
êà. Ýòî òî÷êè ýêñòðåìóìà — ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè. 

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà
0
x  íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíê-

öèè f (x), åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 
0
x  âûïîëíÿåòñÿ 

íåðàâåíñòâî f (x) ≤ f (
0
x ) (ñì. ðèñ. 8.6). 

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êà 
1
x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíê-

öèè f (x), åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 
1
x âûïîëíÿåòñÿ 

íåðàâåíñòâî f (x) ≥ f (
1
x ) (ñì. 

ðèñ. 8.6). 

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ 
0
x

è
1
x  íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 

ìàêñèìóìîì è ìèíèìóìîì ôóíêöèè.
Ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè 
îáúåäèíÿþòñÿ îáùèì íàçâàíèåì 
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.

Ýêñòðåìóì ôóíêöèè ÷àñòî íà-

çûâàþò ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì,

ïîä÷åðêèâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîíÿ-

òèå ýêñòðåìóìà ñâÿçàíî ëèøü ñ 

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ 

òî÷êè
0
x . Òàê ÷òî íà îäíîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü 

íåñêîëüêî ýêñòðåìóìîâ, ïðè÷åì  ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì 

â îäíîé   òî÷êå  áîëüøå  ìàêñèìóìà  â äðóãîé, íàïðèìåð íà 

ðèñ. 8.6 
min 2

( )f x >
max 0

( )f x . Íàëè÷èå ìàêñèìóìà (èëè ìèíèìó-

ìà) â îòäåëüíîé òî÷êå ïðîìåæóòêà X âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî â 

ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ f (x) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) 

çíà÷åíèå íà ýòîì ïðîìåæóòêå (èëè, êàê ãîâîðÿò, èìååò ãëîáàëü-

íûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì)). 

Âàæíîñòü òî÷åê ýêñòðåìóìà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðè-

ìåðîì (ñì. ðèñ. 8.7). 

Ðèñ. 8.6
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Ïðåäïîëîæèì, ãðàôèê ôóíêöèè 

y = f (x) èìååò âèä, èçîáðàæåííûé 
íà ðèñóíêå ñïëîøíîé ëèíèåé. Äî-
ïóñòèì, ìû ñòðîèì åãî ïî òî÷êàì, 
è íà ðèñóíîê íàíåñåíû òî÷êè 1, 3, 
5, 7, 9. Òîãäà ñêîðåå âñåãî ìû ïî-
ëó÷èì êðèâóþ, èçîáðàæåííóþ 

ïóíêòèðîì, êîòîðàÿ ñîâåðøåííî íå 
ïîõîæà íà èñòèííûé ãðàôèê ôóíê-
öèè y = f (x). 

Åñëè æå íà ðèñóíîê íàíåñåíû 
òî÷êè 2, 4, 6, 8, òî êà÷åñòâåííàÿ 
êàðòèíà ãðàôèêà îïðåäåëåíà 
ïðàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íî (ïî 
êðàéíåé ìåðå íà ïðîìåæóòêå, ñîäåðæàùåì ýòè òî÷êè). 

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Åñëè â òî÷êå 
0
x  äèôôåðåí-

öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = f (x) èìååò ýêñòðåìóì, òî â íåêîòîðîé îê-
ðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ôåðìà (ñì.    
§ 8.1), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâ-

íà íóëþ, ò.å. f ′ (
0
x ) = 0. Íî ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ýêñòðåìóì è 

â òî÷êàõ, â êîòîðûõ îíà íå äèôôåðåíöèðóåìà. Òàê, íàïðèìåð, 
ôóíêöèÿ y = ⎢x⏐èìååò ýêñòðåìóì (ìèíèìóì) â òî÷êå x = 0, íî 
íå äèôôåðåíöèðóåìà â íåé (ñì. ïðèìåð 7.2 è ðèñ. 7.5). À ôóíê-

öèÿ y = 3
2
x òàêæå èìååò â òî÷êå x = 0 ìèíèìóì (ðèñ. 8.8), à 

ïðîèçâîäíàÿ åå y′=
3

2

3 x

 â ýòîé òî÷êå áåñêîíå÷íà:  y′ (0) = ∞.

Ïîýòîìó íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

Ðèñ. 8.7

Ðèñ. 8.8                            Ðèñ. 8.9

3
2

y x=
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f (x) èìåëà ýêñòðåìóì â òî÷êå 
0
x ,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû åå ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíÿëàñü íóëþ 

(f ′ (
0
x ) = 0) èëè íå ñóùåñòâîâàëà. 

Òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìó-
ìà, ò.å. ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò, íàçûâàþòñÿ 
êðèòè÷åñêèìè (èëè ñòàöèîíàðíûìè1). Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, 
÷òî ýòè òî÷êè äîëæíû âõîäèòü â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. 

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â êàêîé-ëèáî òî÷êå èìååòñÿ ýêñòðåìóì, 
òî  ýòà òî÷êà êðèòè÷åñêàÿ. Î÷åíü âàæíî, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî 
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà âîâñå íå îáÿ-
çàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

� Ïðèìåð 8.6. Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè è óáåäèòü-

ñÿ â íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ýêñòðåìóìà â ýòèõ òî÷êàõ:  

à) y = 2
x ; á) y = 3

1x + ; â) y = 3

1x − .

Ð å ø å í è å. à) Ïðîèçâîäíàÿ y′= 2x. Â òî÷êå x = 0 y′ (0) = 0 

è äåéñòâèòåëüíî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ y = 2
x èìååò ýêñòðåìóì 

(ñì. ðèñ. 5.6). 
á) Ôóíêöèÿ y = 3

1x +  âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ïî ñâîé-

ñòâó ñòåïåííîé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ y′= 2
3x â òî÷êå x = 0 ðàâíà 

íóëþ, ò.å. y′ (0) = 0, íî ýêñòðåìóìà â òî÷êå x = 0 íåò (ñì. ðèñ. 8.9). 

â) Ôóíêöèÿ y = 3 1x −  òàêæå âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè; 

ïðîèçâîäíàÿ y′=
3 2

1

3 ( 1)x −

 ïðè x = 1 íå ñóùåñòâóåò, ò.å. y′ (1) =  

= ∞, íî ýêñòðåìóìà â ýòîé òî÷êå íåò (ñì. ðèñ. 8.10).  �

                                         
1 Åñëè ãîâîðèòü òî÷íåå, òî ñòàöèîíàðíûå — ýòî òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîä-

íàÿ ðàâíà íóëþ. 

0

y

x1

0 x

y

0xa b

Ðèñ. 8.10                                     Ðèñ. 8.11

3
1y x= −
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè òðåáó-
åòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Èíûìè 
ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ çíàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. 

Ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Òåîðåìà. Åñëè ïðè ïå-

ðåõîäå ÷åðåç òî÷êó 
0
x ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè 

y = f (x) ìåíÿåò ñâîé çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ, òî òî÷êà 
0
x åñòü 

òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = f (x), à åñëè ñ ìèíóñà íà ïëþñ, — 
òî òî÷êà ìèíèìóìà. 

� Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ, ò.å. â íå-

êîòîðîì èíòåðâàëå (a,
0
)x  ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà ( f ′ (x) > 0), 

à â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (
0
x , b) — îòðèöàòåëüíà ( f ′ (x) < 0). 

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìîíîòîííîñòè 

ôóíêöèÿ f (x) âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (a,
0
x ) è óáûâàåò íà èí-

òåðâàëå (
0
x , b), (ñì. ðèñ. 8.11). 

Ïî îïðåäåëåíèþ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè f (
0
x ) > f(x) ïðè âñåõ 

x ∈ (a,
0
x ), à ïî îïðåäåëåíèþ óáûâàþùåé ôóíêöèè f (x) < f (

0
x )

ïðè âñåõ x ∈ (
0
x , b), ò.å. f (

0
x ) ≥ f (x) ïðè âñåõ x ∈ (a, b), ñëåäî-

âàòåëüíî, 
0
x  — òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = f (x).

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ìå-
íÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ. �

Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â ñàìîé òî÷êå 

0
x  íå èñïîëüçîâàëàñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû. Íà ñàìîì 

äåëå îíà è íå òðåáóåòñÿ — äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà íå-

ïðåðûâíà â òî÷êå 
0
x .

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðå-

ìóìà ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå 
0
x  ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå çíàêà åå 

ïðîèçâîäíîé, ò.å. óãëîâ íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé y = f (x):   

à)                                              á) 
Ðèñ. 8.12
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ñ îñòðûõ íà òóïûå (ðèñ. 8.12à) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ìàêñè-
ìóìà èëè ñ òóïûõ íà îñòðûå (ðèñ. 8.12á) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç 
òî÷êó ìèíèìóìà. Åñëè èçìåíåíèÿ çíàêà ïðîèçâîäíîé íå ïðîèñ-
õîäèò, òî ýêñòðåìóìà íåò. 

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè y = f (x) íà ýêñòðåìóì. 

1°. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ y ′ = f ′(x).
2°. Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, â êîòîðûõ ïðîèçâîä-

íàÿ f ′(x) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò. 
3°. Èññëåäîâàòü çíàê ïðîèçâîäíîé ñëåâà è ñïðàâà îò êàæäîé 

êðèòè÷åñêîé òî÷êè è ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè ýêñòðåìóìîâ 
ôóíêöèè. 

4°. Íàéòè ýêñòðåìóìû (ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ) ôóíêöèè. 

� Ïðèìåð 8.7. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y=x(x – 1)3.

Ð å ø å í è å. 1°. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′= (x – 1) 3  + 

+ 3x (x – 1)2 = (x – 1)2 (4x – 1). 
2°. Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàõîäèì êðèòè÷åñêèå 

òî÷êè ôóíêöèè 
1

1

4

x = ;
2

1x = . (Òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ 

íå ñóùåñòâóåò, ó äàííîé ôóíêöèè íåò — f ′(x) îïðåäåëåíà íà 
âñåé ÷èñëîâîé îñè.) 

3°. Íàíåñåì êðèòè÷å-
ñêèå òî÷êè íà ÷èñëîâóþ 
ïðÿìóþ (ðèñ. 8.13). 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà 
ïðîèçâîäíîé ñëåâà è 
ñïðàâà îò êðèòè÷åñêîé 

òî÷êè 
1

4

x =  âûáåðåì, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ x = 0 è 
1

2

x =  è íàé-

äåì f ′(0) = –1 < 0 è f ′ (
1

2

) = 
1

4

 > 0; ñëåäîâàòåëüíî, f ′ (x) < 0 

ïðè âñåõ 
1

4

x < è f ′(x) > 0 íà èíòåðâàëå (
1

;

4

 1). 

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî f ′ (x) > 0 è íà èíòåðâàëå (1; +∞).

Ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ 
1

4

x = — òî÷êà ìèíèìóìà 

äàííîé ôóíêöèè. Â òî÷êå x = 1 ýêñòðåìóìà íåò. 

Ðèñ. 8.13
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4°. Íàõîäèì 

3

min

1 1 1 27

1 .

4 4 4 256

f

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Òåîðåìà. Åñëè ïåðâàÿ 
ïðîèçâîäíàÿ f ′ (x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ 

â íåêîòîðîé òî÷êå 
0
x , à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå f ′′ (

0
x )

ïîëîæèòåëüíà, òî
0
x  åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f ′ (x); åñëè

f ′′ (
0
x ) îòðèöàòåëüíà, òî

0
x  — òî÷êà ìàêñèìóìà.

� Ïóñòü f ′ (
0
x ) = 0, à f ′′ (

0
x ) > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 

f ′′ (x) = (f ′(x))′ > 0 òàêæå è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 
0
x , ò.å. 

f ′ (x) âîçðàñòàåò íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì òî÷êó 
0
x .

Íî f ′ (
0
x ) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëå (a,

0
x ) f ′ (x) < 0, à 

íà èíòåðâàëå (
0
x , b) f ′ (x) > 0, ò.å. f ′ (x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó 

0
x  ìåíÿåò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ, ò.å. 

0
x  — òî÷êà ìèíèìóìà. 

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé f ′ (
0
x ) = 0 è f ′′ (

0
x ) < 0. �

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè y = f (x) ñ ïîìî-
ùüþ âòîðîãî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ â öåëîì àíàëîãè÷íà ñõåìå, 
ïðèâåäåííîé âûøå (ñîâïàäàþò ïîëíîñòüþ ïï. 1°, 2°, 4°). Îòëè-
÷èå â ï 3°, óñòàíàâëèâàþùåì íàëè÷èå ýêñòðåìóìà: çäåñü íåîáõî-
äèìî íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′ (x) è îïðåäåëèòü åå çíàê â êà-
æäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå. 

� Ïðèìåð 8.8.  Ïðîèçâîäèòåëü ðåàëèçóåò ñâîþ ïðîäóêöèþ ïî 

öåíå p çà åäèíèöó, à èçäåðæêè ïðè ýòîì çàäàþòñÿ êóáè÷åñêîé çà-
âèñèìîñòüþ S(x) = ax + λx3 (a < p, λ > 0). Íàéòè îïòèìàëüíûé äëÿ 
ïðîèçâîäèòåëÿ îáúåì âûïóñêà ïðîäóêöèè è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó 
ïðèáûëü. 

Ð å ø å í è å. Îáîçíà÷èì îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè x.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ ïðèáûëè C(x) = px – (ax + λ 3
x ), ãäå px —

äîõîä îò ðåàëèçóåìîé ïðîäóêöèè. 

1°. Íàõîäèì C ′ (x) = (p – a) – 3λ 2
x .

2°. Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè: C ′ (x) = (p – a) – 3λ 2
x = 0, 

îòêóäà
1

3

p a

x

−

=

λ

 (âòîðóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó 
2

3

p a

x

−

= −

λ

 íå 

ðàññìàòðèâàåì ïî ñìûñëó çàäà÷è).
3°. Íàõîäèì C ′′ (x) = – 6λx è îïðåäåëÿåì çíàê âòîðîé ïðîèç-

âîäíîé ïðè 
1

3

p a

x

−

=

λ

:
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C ′′
1

3

p a

x

⎛ ⎞−

=⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ
⎝ ⎠

< 0 (â äàííîì ñëó÷àå C ′′ (x) < 0 ïðè ëþáîì 

x > 0), ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x =
3

p a−

λ

 ïðèáûëü C(x) ìàêñèìàëüíà.

4°. Íàõîäèì ìàêñèìóì ôóíêöèè (ò.å. ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð 

ïðèáûëè) 

max 1

3

p a

C x

⎛ ⎞−

=⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ
⎝ ⎠

=
( )

3 3

p a p a− −

λ

. �

Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè 

â êðèòè÷åñêîé òî÷êå 
0
x f ′′ (

0
x ) ≠ 0, òî â ýòîé òî÷êå èìååòñÿ 

ýêñòðåìóì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, îäíàêî, íåâåðíî. Ýêñòðåìóì 

â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ìîæåò áûòü è ïðè ðàâåíñòâå â íåé íóëþ 

âòîðîé ïðîèçâîäíîé. 

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ y = 4
x . Èìååì y ′ = 3

4x ,

y ′′ = 2
12x . Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå x = 0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàêæå 

îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íî x = 0 — òî÷êà ýêñòðåìóìà, à èìåííî — 
ìèíèìóìà. Òàê ÷òî â îòëè÷èå îò ïåðâîãî âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñ-
ëîâèå ÿâëÿåòñÿ èìåííî òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì. 

Ïîýòîìó, åñëè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå 
0
x f ′′(

0
x ) = 0, òî ðåêîìåíäó-

åòñÿ ïåðåéòè ê ïåðâîìó äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà. 

8.5. Наибольшее и наименьшее значения функции  

на отрезке 

Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ 
çàäà÷, â ÷àñòíîñòè îïòèìèçàöè-
îííûõ, âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò 
çàäà÷è íà íàõîæäåíèå íàèáîëü-
øåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé 
(ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà è ãëî-
áàëüíîãî ìèíèìóìà) ôóíêöèè íà 
ïðîìåæóòêå X.

Cîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøò-
ðàññà (§ 6.7), åñëè ôóíêöèÿ 
y = f (x) íåïðåðûâíà íà î ò -
ð å ç ê å [a, b], òî îíà ïðèíèìàåò 
íà íåì íàèáîëüøåå è íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèÿ. Íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 

Ðèñ. 8.14
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ìîæåò äîñòèãàòüñÿ êàê â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà, òàê è â òî÷êàõ íà 
êîíöàõ îòðåçêà. Òàê, íà ðèñ. 8.14 íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 

íà êîíöå îòðåçêà x = b, à íàèìåíüøåå — â òî÷êå ìèíèìóìà 
1
.x

Äëÿ îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé íà îòðåç-
êå ðåêîìåíäóåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé: 

1°. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′(x).
2°. Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, â êîòîðûõ f ′(x) = 0 

èëè íå ñóùåñòâóåò. 
3°. Íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ 

îòðåçêà è âûáðàòü èç íèõ íàèáîëüøåå fíàèá è íàèìåíüøåå fíàèì.

� Ïðèìåð 8.9.  Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè y = 2
( 2)

x

x e
−

− íà îòðåçêå [0; 5] . 

Ð å ø å í è å.  

1°. f ′(x) = 2 2
( 2) ( 2)

x x

x e x e
− −

− − − = ( 2)( 4)
x

e x x
−

− − − .

2°. f ′(x) = 0, îòêóäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè 
1
x = 2 è 

2
x = 4. 

3°. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ f (2) = 0, f (4) = 
4

4

e

è íà êîíöàõ îòðåçêà f (0) = 4 è f (5) =
5

9

e

. Èòàê, f íàèá = f (0) = 4, 

f íàèì = f (2) = 0. �

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè ôóíêöèÿ y= f (x) íåïðåðûâíà íà è í -
ò å ð â à ë å (a, b), òî îíà ìîæåò íå ïðèíèìàòü íà íåì íàèáîëüøåå 
è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,  åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ 
ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (a, b) èìååò ëèøü îäíó òî÷êó ìàêñèìóìà (èëè 
îäíó òî÷êó ìèíèìóìà), òî íàèáîëüøåå (èëè íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå 
ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìóìîì (èëè ìèíèìóìîì) ýòîé ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, íà èíòåðâàëå (1; 2) ôóíêöèÿ y= 2
6 5x x− +  èìååò îäèí 

ìèíèìóì 
min
y = y(3) = –4, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî è åñòü íàèìåíüøåå 

çíà÷åíèå ôóíêöèè y íàèì= –4. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ 
äàííàÿ ôóíêöèÿ íà óêàçàííîì èíòåðâàëå íå èìååò. 

8.6. Выпуклость функции. Точки перегиба 

Ðàíåå ìû ïîäðîáíî èçó÷àëè òî÷êè ýêñòðåìóìà, íàõîæäåíèå 
êîòîðûõ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãðàôèêà ôóíêöèè. Îï-
ðåäåëèì òåïåðü äðóãèå «óçëîâûå» òî÷êè ôóíêöèè, êîòîðûå òàêæå 
ñëåäóåò íàéòè, ÷òîáû êà÷åñòâåííî ïîñòðîèòü åå ãðàôèê. 

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 8.15à. 
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Ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è íå èìååò ýêñ-
òðåìóìîâ. Î÷åâèäíî, îäíàêî, åå îòëè÷èå îò ôóíêöèé, èçîáðàæåí-

íûõ íà ðèñ. 8.15á è 8.15â. Â òî÷êàõ 
1
x ,

2
x ,

3
x ,

4
x ,

5
x  ãðàôèê êàê 

áû «ïåðåãèáàåòñÿ». Ïîýòîìó òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïå-
ðåãèáà, ê ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ êîòîðûõ ìû è ïåðåõîäèì. 

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ðàçëè÷èå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïî 

ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷åê 
1
x ,

2
x ,

3
x ,

4
x ,

5
x .

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà 

ïðîìåæóòêå X, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ çíà÷åíèé 
1
x ,

2
x ∈ X èç ýòîãî 

ïðîìåæóòêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 

1 2 1 2
( ) ( )

2 2

x x f x f x

f

+ +⎛ ⎞
≤

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. (8.5)

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ1 íà ïðî-

ìåæóòêå X, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ çíà÷åíèé 
1
x ,

2
x ∈ X èç ýòîãî ïðî-

ìåæóòêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 

1 2 1 2
( ) ( )

2 2

x x f x f x

f

+ +⎛ ⎞
≥

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.  (8.6) 

Ãðàôèêè ôóíêöèé, âûïóêëûõ âíèç è ââåðõ, èçîáðàæåíû íà 
ðèñ. 8.16. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç, òî îòðåçîê, 
ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè ãðàôèêà, öåëèêîì ëåæèò íàä ãðà-
ôèêîì (ñì. ðèñ. 8.16à), åñëè — âûïóêëà ââåðõ, òî âåñü òàêîé îòðå-
çîê öåëèêîì ëåæèò ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 8.16á). 

                                         
1 Èíîãäà âûïóêëîé íàçûâàþò òîëüêî ôóíêöèþ âûïóêëóþ ââåðõ, à ôóíêöèþ âû-

ïóêëóþ âíèç — âîãíóòîé.

Ðèñ. 8.15
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à)                                                      á) 
Ðèñ. 8.16

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç (ââåðõ) íà ïðîìåæóòêå X òîãäà 
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå 
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (óáûâàåò).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè f ′(x)
âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ïðîìåæóòêå X, òî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) 
óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó (ñì. ðèñ. 8.17à, á). Ýòî è 
îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè âíèç (ââåðõ). 

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñëå-
äóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè âíèç (ââåðõ). 

Òåîðåìà. Åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé 
ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) âíóòðè íåêîòîðîãî ïðîìå-
æóòêà X, òî ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç (ââåðõ) íà ýòîì ïðîìåæóòêå. 

�  Åñëè f ′′(x) = (f ′(x))′ > 0, x ∈ X, òî f ′(x) âîçðàñòàåò íà ïðî-
ìåæóòêå X, ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåé òåîðåìû 
ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç íà ïðîìåæóòêå X.  Àíàëîãè÷íî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëó÷àé f ′′(x) < 0, x ∈ X. �

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûïóêëîñòè ñëàáåå: åñëè ôóíêöèÿ âû-
ïóêëà íà ïðîìåæóòêå X, òî ìîæíî óòâåðæäàòü ëèøü, ÷òî f ′′(x) ≥ 0 
(èëè f ′′(x) ≤ 0), x ∈ X. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 4

x âûïóêëà íà âñåé 

0 x

y

2x1

y f x= ( )

0 x

y

2x1x

y f x= ( )

αα2 1α α1 2
x

à)                                                á) 

Ðèñ. 8.17
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÷èñëîâîé îñè, õîòÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y ′′ = 12 2
x  íå âñþäó ïî-

ëîæèòåëüíà: ïðè x = 0 f ′′(0) = 0. 
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 

íàçûâàåòñÿ òî÷êà, ðàçäåëÿþùàÿ èíòåðâàëû, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ 
âûïóêëà âíèç è ââåðõ. 

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè ïåðåãèáà — ýòî òî÷êè 
ýêñòðåìóìà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Îòñþäà âûòåêàþò ñëåäóþùèå 
óòâåðæäåíèÿ. 

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Âòîðàÿ ïðîèçâîä-  

íàÿ f ′′(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå ïåðåãèáà 
0
x

ðàâíà íóëþ, ò.å. f ′′(x) = 0. 
Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ f ′′(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç 

íåêîòîðóþ òî÷êó 
0
x ìåíÿåò ñâîé çíàê, òî 

0
x  åñòü òî÷êà ïåðåãèáà 

åå ãðàôèêà.
Íóæíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-

öèþ òî÷åê ïåðåãèáà (ñì. ðèñ. 8.18). 

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè 
1
x  ôóíê-

öèÿ âûïóêëà ââåðõ è ãðàôèê åå 
ëåæèò íèæå êàñàòåëüíîé, ïðîâå-
äåííîé â ýòîé òî÷êå. Â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè 
2
x , íà êîòîðîé 

ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç, êàðòèíà 
îáðàòíàÿ — ãðàôèê ëåæèò âûøå
êàñàòåëüíîé. Â òî÷êå æå ïåðåãè-

áà
0
x  êàñàòåëüíàÿ ðàçäåëÿåò ãðà-

ôèê — îí ëåæèò ïî ðàçíûå ñòî-
ðîíû êàñàòåëüíîé. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè 
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà, òî îíà åñòü 
òî÷êà ïåðåãèáà. 

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà: 

1°. Íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ′′(x).
2°. Íàéòè òî÷êè, â êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) = 0 èëè 

íå ñóùåñòâóåò.
3°. Èññëåäîâàòü çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñëåâà è ñïðàâà îò 

íàéäåííûõ òî÷åê è ñäåëàòü âûâîä îá èíòåðâàëàõ âûïóêëîñòè è 
íàëè÷èè òî÷åê ïåðåãèáà.

4°. Íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåãèáà. 

Ðèñ. 8.18
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� Ïðèìåð 8.10. Íàéòè èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðå-

ãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè y = x 3
( 1)x − .

Ð å ø å í è å. 1°. y ′ = 2
( 1) (4 1)x x− −  (ñì. ïðèìåð 8.7).

2°. y ′′ = 2(x – 1)(4x – 1) + 2
( 1) 4x − ⋅ =12

1

2

x

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(x – 1). 

y ′′ = 0 ïðè 
1
x =

1

2

 è 
2
x =1 (ðèñ. 8.19). 

3°. y ′′ > 0 íà èíòåðâàëàõ (−∞,
1

2

) è (1, +∞), ñëåäîâàòåëüíî, 

íà ýòèõ èíòåðâàëàõ ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç; y ′ < 0 íà èíòåðâà-

ëå (
1

2

, 1), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ íà íåì âûïóêëà ââåðõ, à 

1
x =

1

2

 è 
2
x = 1 åñòü òî÷êè ïåðåãèáà. 

4°. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåãèáà  f(
1

2

) = –
1

16

, f(1) = 0. �

8.7. Асимптоты графика функции 

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû èçó÷àëè õàðàêòåðíûå òî÷êè 

ôóíêöèè. Òåïåðü ðàññìîòðèì õàðàêòåðíûå ëèíèè. Âàæíåéøèìè 

èç íèõ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòû. 

Îïðåäåëåíèå. Àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x) íàçûâà-

åòñÿ ïðÿìàÿ, îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò 

òî÷êè (x, f (x)) äî ýòîé ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè-

÷åííîì óäàëåíèè òî÷êè ãðàôèêà îò íà÷àëà êîîðäèíàò. 

Íà ðèñ. 8.20à èçîáðàæåíà âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà, íà 

ðèñ. 8.20á — ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà, à íà ðèñ. 8.20â — íà-

êëîííàÿ. Î÷åâèäíî, ýòèìè òðåìÿ ñëó÷àÿìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå 

âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ àñèìïòîò. 

Ðèñ. 8.19
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Íàõîæäåíèå àñèìïòîò ãðàôèêà îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ óò-
âåðæäåíèÿõ. 

Òåîðåìà 1.  Ïóñòü ôóíêöèÿ y= f (x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðå-

ñòíîñòè òî÷êè
0
x  (èñêëþ÷àÿ, âîçìîæíî, ñàìó ýòó òî÷êó) è õîòÿ áû 

îäèí èç ïðåäåëîâ ôóíêöèè ïðè x →
0
x –0 (ñëåâà) èëè ïðè x →

0
x + 0 

(ñïðàâà) ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ò.å.
0

0

lim ( )

x x

f x

→ −

= ∞ èëè

0
0

lim ( )

x x

f x

→ +

= ∞ . Òîãäà ïðÿìàÿ x =
0
x ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèì-

ïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ x =
0
x  íå ìîæåò áûòü âåðòèêàëüíîé 

àñèìïòîòîé, åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå 
0
x , òàê êàê â 

ýòîì ñëó÷àå 
0

lim ( )

x x

f x

→

= f (
0
x ). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðòèêàëüíûå 

àñèìïòîòû x =
0
x ñëåäóåò èñêàòü â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè

y = f (x) èëè íà êîíöàõ åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (a, b), åñëè a è b —
êîíå÷íûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) îïðåäåëåíà ïðè äîñòàòî÷íî 

áîëüøèõ x è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ôóíêöèè lim ( )

x

f x

→∞

= b.

Òîãäà ïðÿìàÿ y = b åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà 
ôóíêöèè y = f (x).

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè êîíå÷åí òîëüêî îäèí èç ïðåäåëîâ 

lim ( )

x

f x

→−∞

= b
ë

èëè lim ( )

x

f x

→+∞

= b
ï
, òî ôóíêöèÿ èìååò ëèøü ëåâî-

ñòîðîííþþ y = b
ë
 èëè ïðàâîñòîðîííþþ y = b

ï
 ãîðèçîíòàëüíóþ 

àñèìïòîòó. 

à)                          á)                          â) 

Ðèñ. 8.20
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Â òîì ñëó÷àå, åñëè lim ( )

x

f x

→∞

= ∞, ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íà-

êëîííóþ àñèìïòîòó. 
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) îïðåäåëåíà ïðè äîñòàòî÷íî 

áîëüøèõ x è ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû 
( )

lim

x

f x

k

x→∞

=  è 

[lim ( )

x

f x

→∞

− ] .kx b= Òîãäà ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé 

àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x).
� Åñëè y = kx + b — íàêëîííàÿ àñèìïòîòà, òî î÷åâèäíî, ÷òî 

[ ]lim ( ) ( )

x

f x kx b

→∞

− + = 0 è òåì áîëåå 
( )

lim

x

f x b

k

x x→∞

⎛ ⎞
− −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 0. Ïîýòî-

ìó k =
( )

lim

x

f x

x→∞

. Òåïåðü èç ðàâåíñòâà [ ]lim ( ) ( )

x

f x kx b

→∞

− + = 0, ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî k — êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì: b = [ ]lim ( )

x

f x kx

→∞

− . �

Íàêëîííàÿ àñèìïòîòà, òàê æå êàê è ãîðèçîíòàëüíàÿ, ìîæåò 
áûòü ïðàâîñòîðîííåé èëè ëåâîñòîðîííåé. 

� Ïðèìåð 8.11. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà äðîáíî-ëèíåéíîé 

ôóíêöèè y = 
ax b

cx d

+

+

, ãäå c ≠ 0 è 
a b

c d

≠ 0. 

Ð å ø å í è å. Èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïàäàåò òî÷êà 

x =
d

c

− . Íàéäåì ïðåäåëû ôóíêöèè f (x) ïðè x →

d

c

− .

ax b

cx d

+

+

=

( )

ax b

d

c x

c

+

+

. Â ñèëó òîãî, ÷òî 
a b

c d

≠ 0 ÷èñëî 
d

c

−  íå 

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ÷èñëèòåëÿ, ò.å.  ïðè x →

d

c

−  ÷èñëèòåëü íå 

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà lim

d

x

c

ax b

cx d
→−

+

+

= ± ∞ è ïðÿìàÿ x =
d

c

−

ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé. Äàëåå lim

x

ax b

cx d→±∞

+

+

=

= lim

x

b

a

x

d

c

x

→±∞

+

+

=
a

c

.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ y =
a

c

 ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé 

àñèìïòîòîé. (Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå â § 4.5 óðàâíåíèÿ àñèìïòîò 
äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè áûëè íàéäåíû ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî 
ïåðåíîñà îñåé êîîðäèíàò â öåíòð åå ãðàôèêà — ðàâíîñòîðîííåé 
ãèïåðáîëû.) 

Òàê, íàïðèìåð, àñèìïòîòàìè ôóíêöèè y =
3 2

1

x

x

−

+

 ÿâëÿþòñÿ 

ïðÿìûå x= –1, y= –2 (ãðàôèê ôóíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.24). �

� Ïðèìåð 8.12. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè 

y =
3

2
1

x

x +

.

Ð å ø å í è å. Î÷åâèäíî, ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò íè âåðòè-
êàëüíûõ àñèìïòîò (íåò òî÷åê ðàçðûâà), íè ãîðèçîíòàëüíûõ 

(
3

2

lim

1x

x

x→∞ +

= ∞). Íàéäåì íàêëîííóþ àñèìïòîòó. 

k =
( )

lim

x

f x

x→ ±∞

 =
3

2

lim :

1x

x

x

x→±∞ +

 = 
2

2

lim

1x

x

x→±∞ +

 = 1; 

b = [ ]lim ( ) 1

x

f x x

→±∞

− ⋅  =
3

2

lim

1x

x

x

x→±∞

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

=
2

lim

1x

x

x→±∞

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

= 0. 

Òàêèì îáðàçîì, íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè èìå-

åò âèä y = x. �

8.8. Общая схема исследования функций  

и построения их графиков 

Ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèé è ïîñòðîåíèè èõ ãðàôèêîâ ðåêî-
ìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó:

1°. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. 
2°. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ÷åòíîñòü—íå÷åòíîñòü. 
3°. Íàéòè âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû. 
4°. Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè, íàéòè 

ãîðèçîíòàëüíûå èëè íàêëîííûå àñèìïòîòû. 
5°. Íàéòè ýêñòðåìóìû è èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. 
6°. Íàéòè èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ôóíêöèè è òî÷êè ïåðåãèáà. 
7°. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñÿìè êîîðäèíàò è, âîç-

ìîæíî, íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè, óòî÷íÿþùèå ãðàôèê. 
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Çàìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ïðîâîäèòñÿ îäíîâðå-
ìåííî ñ ïîñòðîåíèåì åå ãðàôèêà. 

� Ïðèìåð 8.13. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ  y = 
2

2

1

1

x

x

+

−

 è ïîñòðî-

èòü åå ãðàôèê. 

Ð å ø å í è å. 1°. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (–∞, –1)∪ (–1, 1)∪

∪ (1, +∞), ò.å. x ≠ ±1.

2°. Ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, òàê êàê f (–x) = f (x), è åå ãðàôèê ñèì-
ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. 

3°. Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ìîãóò ïåðåñåêàòü îñü àáñöèññ â 
òî÷êàõ x = ±1. Òàê êàê ïðåäåëû ôóíêöèè ïðè x→1–0 (ñëåâà) è 
ïðè x → 1 + 0 (ñïðàâà) áåñêîíå÷íû, ò.å. 

2

2
1 0

1

lim

1x

x

x→ +

+

−

= –∞ è 
2

2
1 0

1

lim

1x

x

x→ −

+

−

= +∞, òî ïðÿìàÿ x = 1 åñòü 

âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà. Â ñèëó ñèììåòðèè ãðàôèêà f (x) x = –1 
òàêæå âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà. 

4°. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè. Âû÷èñëèì 
2

2

1

lim

1x

x

x→+ ∞

+

−

=

= –1. Â ñèëó ÷åòíîñòè èìååì òàêæå 
2

2

1

lim

1x

x

x→−∞

+

−

= –1, ò.å. ïðÿìàÿ 

y = –1 — ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà. 
5°. Ýêñòðåìóìû è èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè. 

Íàéäåì y ′ =
2 2

2 2

2 (1 ) (1 )( 2 )

(1 )

x x x x

x

− − + −

−

=
2 2

4

(1 )

x

x−

; y ′= 0 ïðè 

x = 0 è y ′ íå ñóùåñòâóåò ïðè x = ±1.

Îäíàêî êðèòè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òî÷êà 
1
x = 0 (òàê êàê 

çíà÷åíèÿ x = ±1 íå âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè). Ïî-
ñêîëüêó ïðè x < 0 f ′(x) < 0, à ïðè x > 0  f ′(x) > 0 (ðèñ. 8.21), òî 

x = 0 — òî÷êà ìèíèìóìà è 
min
f = f (0) = 1 — ìèíèìóì ôóíêöèè. 

Íà èíòåðâàëàõ (–∞, –1) è (–1, 0) ôóíêöèÿ óáûâàåò, íà èíòåðâà-
ëàõ (0, 1) è (1, +∞) — âîç-
ðàñòàåò. 

6°. Èíòåðâàëû âûïóê-
ëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà. 

Íàéäåì  
y ′′ = 

2 2 2

2 4

4(1 ) 4 2(1 )( 2 )

(1 )

x x x x

x

− − ⋅ − −

−

 = 
2

2 3

4(1 3 )

(1 )

x

x

+

−

.

Ðèñ. 8.21

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



235

Î÷åâèäíî, ÷òî y ′′ > 0 íà èíòåðâàëå (–1, 1) è ôóíêöèÿ âûïóê-
ëà âíèç íà ýòîì èíòåðâàëå. y ′′ < 0 íà èíòåðâàëàõ (–∞, –1),      
(1, +∞), è íà ýòèõ èíòåðâà-
ëàõ ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ. 
Òî÷åê ïåðåãèáà íåò. 

7°. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ 
îñÿìè. f (0) = 1, ò.å. òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ îñüþ îðäèíàò (0, 1). 
Óðàâíåíèå f (x) = 0 ðåøåíèé 
íå èìååò, ñëåäîâàòåëüíî, ãðà-
ôèê ôóíêöèè íå ïåðåñåêàåò 
îñü àáñöèññ. 

Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðà-

æåí íà ðèñ. 8.22.  �

� Ïðèìåð 8.14. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = 2x

2

2

x

e

−

 è ïîñòðî-

èòü åå ãðàôèê. 
Ð å ø å í è å. 1°. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (–∞, +∞). 
2°. Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, òàê êàê f (–x) = –f (x) è ãðàôèê åå 

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. 
3°. Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò, òàê êàê ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà 

ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x.
4°. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè: 

lim ( )

x

f x

→+∞

=
2

2

2

lim

x
x

x

e

→+∞

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

 =

( )
2

2

(2 )

lim

x

x

x

e

→+∞

′

=

′
2

2

2

lim

x
x

xe

→+∞

= 0. 

Â ñèëó íå÷åòíîñòè ôóíêöèè lim ( )

x

f x

→−∞

= 0, ò.å. ïðÿìàÿ y = 0

(îñü àáñöèññ) — ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà. 
5°. Ýêñòðåìóìû è èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè: 

y ′ =

2 2

2 22 2 ( )

x x

e xe x

− −

+ −  = 

2

2
22 (1 )

x

e x

−

− ;

y ′= 0 ïðè x = ±1, ò.å. êðèòè÷åñêèå òî÷êè 
1
x = –1, x2 = 1. Çíàêè 

ïðîèçâîäíîé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8.23. 

Ðèñ. 8.22
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Òàêèì îáðàçîì, x = –1 åñòü òî÷êà ìèíèìóìà; x = 1 — òî÷êà 
ìàêñèìóìà è 

min
f = f(–1) = –

2

e

≈–1,21,

max

f = f(1) = 
2

e

≈ 1,21. 

Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà èí-
òåðâàëàõ (–∞,–1) è (–1, +∞) è âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (–1, 1). 

6°. Èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà: 

y ′′ = 

2 2

2
2 22 ( )(1 ) 2

x x

e x x e

− −

− − + = –

2

2
22 (3 );

x

xe x

−

−

y ′′ = 0 ïðè x = 0 è x = 3± .  Çíàêè âòîðîé ïðîèçâîäíîé èçî-

áðàæåíû íà ðèñ. 8.24. 

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ 
âûïóêëà âíèç íà èíòåðâàëàõ 

(– 3 , 0) è ( 3 , +∞) è âû-

ïóêëà ââåðõ íà èíòåðâàëàõ (–∞, – 3 ) è (0, 3 ), à 
1
x =– 3 ,

2
0,x =

3
x = 3  — òî÷êè ïåðåãèáà. 

7°. f (0) = 0. Óðàâíå-
íèå f (x) = 0 èìååò 
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 
x = 0, ò.å. ãðàôèê ôóíê-
öèè ïåðåñåêàåò îñè â íà-
÷àëå êîîðäèíàò (0; 0). 

Ãðàôèê ôóíêöèè èçî-

áðàæåí íà ðèñ. 8.25. �

8.9. Решение задач 

� Ïðèìåð 8.15. Íàéòè ïðåäåëû: 

à) 3
2 3

lim ( 1 1 )

x

x x

→∞

+ − + ; á) 
1

1

lim

1

x

x

x

x→

−

−

.

Ð å ø å í è å. à) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà [∞–∞]. Âûíî-

ñÿ 2
1 x+ , ïðèäåì ê íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 

0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

:

Ðèñ. 8.23

Ðèñ. 8.24

Ðèñ. 8.25
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3
2 3

lim ( 1 1 )

x

x x

→∞

+ − + = [∞–∞] =
3

3

2

2

1

lim 1 1

1
x

x

x

x
→∞

⎛ ⎞+

+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟

+
⎝ ⎠

=

=

3
3

2

2

1

1

1

lim

1

1

x

x

x

x

→∞

+

−

+

+

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

.

Äàëåå ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: 

3
3

2

2

1

1

1

lim

1

1

x

x

x

x

→∞

+

−

+

+

=

3
3

2

2

1

1

1

lim

1

1

x

x

x

x

→∞

′⎛ ⎞+

−⎜ ⎟
⎜ ⎟

+
⎝ ⎠

′⎛ ⎞

⎜ ⎟

+⎝ ⎠

.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ðåêîìåíäóåì èõ ïðîâåñòè ÷èòàòåëþ) 
ïîëó÷èì 

2

3
3

1

lim

(1 )

x

x

x

→∞

−

+

= 0, 

òàê êàê ñòåïåíü ñòàðøåãî ÷ëåíà ÷èñëèòåëÿ (åäèíèöà) íèæå ñòå-
ïåíè çíàìåíàòåëÿ (ðàâíîãî äâóì). 

á) Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Ïðèìåíèì ïðàâèëî 

Ëîïèòàëÿ: 

1

1

lim

1

x

x

x

x→

−

−

=
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
1

(1 )

lim

(1 )

x

x

x

x→

′−

′−

=
1

lim( )
x

x

x

→

′=
1

lim (1 ln )
x

x

x x

→

+ = 1 

(íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé ( )
x

x ′  ñì. â ïðèìåðå 7.7à). �

� Ïðèìåð 8.16. Êàïèòàë â 1 ìëðä. ðóáëåé ìîæåò áûòü ðàçìåùåí 

â áàíêå ïîä 50% ãîäîâûõ èëè èíâåñòèðîâàí â ïðîèçâîäñòâî, ïðè÷åì 
ýôôåêòèâíîñòü âëîæåíèÿ îæèäàåòñÿ â ðàçìåðå 100%, à èçäåðæêè 
çàäàþòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ. Ïðèáûëü îáëàãàåòñÿ íàëîãîì 
â p%. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ p âëîæåíèå â ïðîèçâîäñòâî ÿâëÿåòñÿ áî-
ëåå ýôôåêòèâíûì, íåæåëè ÷èñòîå ðàçìåùåíèå êàïèòàëà â áàíêå? 

Ð å ø å í è å. Ïóñòü x (ìëðä. ðóáëåé) èíâåñòèðóåòñÿ â ïðîèç-
âîäñòâî, à 1 – x — ðàçìåùàåòñÿ ïîä ïðîöåíòû. Òîãäà ðàçìåùåí-

íûé êàïèòàë ÷åðåç ãîä ñòàíåò ðàâíûì (1 – x)
50

(1

100

+ ) = 
3 3

2 2

x− ,
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à êàïèòàë, âëîæåííûé â ïðîèçâîäñòâî: x (1 + 
100

100

) = 2x. Èç-

äåðæêè ñîñòàâÿò 2
xα (α > 1), ò.å. ïðèáûëü îò âëîæåíèÿ â ïðîèç-

âîäñòâî C = 2x – 2
xα . Íàëîãè ñîñòàâÿò (2x – 2

xα )
100

p

, ò.å. ÷èñ-

òàÿ ïðèáûëü îêàæåòñÿ ðàâíîé 1

100

p⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(2x – 2
xα ).

Îáùàÿ ñóììà ÷åðåç ãîä ñîñòàâèò: 

A (x) = 
3 3

1

2 2 100

p

x

⎛ ⎞
− + −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(2x – 2
xα ) = 

3 3

2 1

2 100 2

p

x

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ − − −

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

    

– 2
1

100

p

x

⎛ ⎞
α −
⎜ ⎟

⎝ ⎠

, è òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé 

ôóíêöèè íà îòðåçêå [0; 1].

Èìååì A ′(x) = 2
3

1 2 1

100 2 100

p p

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − α −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 è 

A ′(x) = 0 ïðè 
0

3

2 1

100 2

2 1

100

p

x

p

⎛ ⎞
− −

⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

⎛ ⎞
α −
⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

A ′′(x) = 2 1

100

p⎛ ⎞
− α −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

< 0, ò.å. ñîãëàñíî âòîðîìó äîñòàòî÷íîìó 

óñëîâèþ ýêñòðåìóìà 
0
x  — òî÷êà ìàêñèìóìà. 

×òîáû
0
x  ïðèíàäëåæàëî îòðåçêó [0; 1], íåîáõîäèìî âûïîëíå-

íèå óñëîâèÿ 0 <
3

2 1

100 2

p⎛ ⎞
− −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

< 2 1 ,

100

p⎛ ⎞
α −
⎜ ⎟

⎝ ⎠

 îòêóäà p < 25.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè p > 25, òî âûãîäíåå íè÷åãî íå âêëàäû-
âàòü â ïðîèçâîäñòâî è ðàçìåñòèòü âåñü êàïèòàë â áàíê. Åñëè 

p < 25, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè x =
0
x

2

0

3

2 1

100 23 3

( )

2 2

4 1

100

p

A x

p

⎡ ⎤⎛ ⎞
− −

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

= + >

⎛ ⎞
α −
⎜ ⎟

⎝ ⎠

= A(0),

ò.å. âëîæåíèå â ïðîèçâîäñòâî ÿâëÿåòñÿ áîëåå âûãîäíûì, ÷åì 

÷èñòîå ðàçìåùåíèå ïîä ïðîöåíòû. �
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� Ïðèìåð 8.17.  Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = 2
1 ln x−  è ïî-

ñòðîèòü åå ãðàôèê. 
Ð å ø å í è å. 1°. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè çàäàåòñÿ ñèñ-

òåìîé

2

0,

1 ln 0,

x

x

>⎧

⎨
− ≥⎩

ðåøåíèå êîòîðîé îòðåçîê 
1

, e

e

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

.

2°. Ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà — íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ. 
3°. Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé 

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè x = 
1

e

 è x = e:

2
lim 1 ln

x e

x

→

− = 0;  2

1

lim 1 ln

x

e

x

→

− = 0, 

ò.å. âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò. 
4°. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè. Òàê êàê ôóíêöèÿ íå 

îïðåäåëåíà ïðè x > e  è x <
1

e

, ïîíÿòèå ãîðèçîíòàëüíîé èëè íà-

êëîííîé àñèìïòîòû äëÿ íåå íå èìååò ñìûñëà. 
5°. Ýêñòðåìóìû è èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè. 

y ′ = 
2

2ln

2 1 ln

x

x x

−

−

 = –
2

ln

1 ln

x

x x−

.

y ′ = 0 ïðè x = 1, ò.å. êðè-
òè÷åñêàÿ òî÷êà x = 1. Çà-
ìåòèì, ÷òî íà èíòåðâàëå 

(
1

e

, e) ýòî åäèíñòâåííàÿ 

êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà. 
Çíàêè ïðîèçâîäíîé óêàçàíû íà ðèñ. 8.26. 
Òàêèì îáðàçîì, x = 1 — òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè è 

max

f = f (1) =1. 

6°. Èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà. 
Ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé (ðåêîìåíäóåòñÿ ÷èòàòåëþ 

íàéòè ñàìîñòîÿòåëüíî) 

y ′′ = –
3

2 2 3/ 2

ln ln 1

(1 ln )

x x

x x

− +

−

.

Ðèñ. 8.26
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ⎢ln x⏐≤1 âåëè÷èíà 3
ln lnx x− +1 ïîëîæè-

òåëüíà, ò.å. y′′<0 ïðè 
1

e

≤ x ≤ e è ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ íà 

âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òî-
÷åê ïåðåãèáà íåò. 

Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæåí 

íà ðèñ. 8.27. �

� Ïðèìåð 8.18. Èññëåäî-

âàòü ôóíêöèþ y = 3
3 2

3x x−  è 

ïîñòðîèòü åå ãðàôèê. 
Ð å ø å í è å. 1°. Îáëàñòü 

îïðåäåëåíèÿ — (–∞, ∞).
2°. Ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà (íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ), òàê êàê 

f (–x) ≠ ± f (x).
3°. Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò, òàê êàê ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà 

è íåïðåðûâíà íà âñåì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. 
4°. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè: 

3
3 2

lim 3

x

x x

→±∞

− = 3

3

lim 1

x

x

x→±∞

− = ± ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò ôóíêöèÿ íå èìååò. 
Íàéäåì íàêëîííûå àñèìïòîòû: 

k =
( )

lim

x

f x

x→±∞

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

=

3

3

1

lim

x

x

x

x→±∞

−

 = 3

3

lim 1

x x→±∞

− = 1, 

b = lim ( ( ) 1 )

x

f x x

→±∞

− ⋅  = 3
3 2

lim ( 3 )

x

x x x

→±∞

− −  = [∞ –∞] =

=
3 333 2 3 2 2 3 2 2

33 3 2 2 3 2 2

( 3 )( ( 3 ) 3 )

lim

( 3 ) 3x

x x x x x x x x x

x x x x x x
→±∞

− − − + − +

− + − +

=

=
3 2 3

3
3 3 2 2 3 2 2

3

lim

( 3 ) 3x

x x x

x x x x x x
→±∞

− −

− + − +

=
∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

= –1

(òàê êàê ïîñëå óïðîùåíèÿ â ÷èñëèòåëå ñòàðøèé ÷ëåí – 2
3x , â 

çíàìåíàòåëå ôàêòè÷åñêè 2
3x ). y = x – 1 åñòü íàêëîííàÿ àñèì-

ïòîòà. 
5°. Ýêñòðåìóìû è èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè: 

Ðèñ. 8.27
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y ′ = 
2

3 2 2
3

1

( 3 ) (3 6 )

3

x x x x

−

− − =
2

3 3 2 2

2

( 3 )

x x

x x

−

−

=
3 3 2

2

( 3)

x

x x

−

−

,

y ′ = 0 ïðè x = 2, y ′ — íå ñóùåñòâóåò ïðè x = 0; x = 3, ò.å. êðè-

òè÷åñêèå òî÷êè 
1
x = 2, 

2
x  = 0, 

3
x = 3. 

Çíàêè ïðîèçâîäíîé óêàçàíû íà ðèñ. 8.28. 

Òàêèì îáðàçîì, x=0 — 
òî÷êà ìàêñèìóìà è 

max

f = f (0) = 0, x = 2 — 

òî÷êà ìèíèìóìà è 

min
f = f (2) = – 3

4 , à 

x = 3 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. 
6°. Èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà. Ïîñëå ïðåîáðà-

çîâàíèé ïîëó÷èì 

y ′′ = –
4 5

3 3

2

( 3)x x −

,

ò.å. y ′′= f ′′(x) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è íå ñóùåñòâóåò â 

òî÷êàõ x = 0 è x = 3. Çíàêè f ′′(x)  óêàçàíû íà ðèñ. 8.29. 

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâà-

ëû âûïóêëîñòè âíèç    (–∞;

0) è (0; 3), èíòåðâàë âû-

ïóêëîñòè ââåðõ (3; ∞), à 

x = 3 — òî÷êà ïåðåãèáà. 

7°. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè. f (0) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, îñü 

îðäèíàò ïåðåñåêàåò ãðàôèê â òî÷êå (0; 0). Óðàâíåíèå f (x) = 0 

èìååò äâà ðåøåíèÿ x=0 è x=3. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ïåðåñåêàåò 

îñü àáñöèññ â äâóõ òî÷êàõ x=0 è x=3. 

Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæåí 

íà ðèñ. 8.30. 

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â 

òî÷êå ýêñòðåìóìà x = 0 è â òî÷êå 

ïåðåãèáà x = 3 ñîîòâåòñòâåííî 

ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå íå 

îáðàùàþòñÿ â íóëü — îíè íå ñó-

ùåñòâóþò â ýòèõ òî÷êàõ. �

Ðèñ. 8.28

Ðèñ. 8.29

0
x

y

31

3

1

5

5–1–3 7

Ðèñ. 8.30
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8.10. Приложение производной в экономической теории 

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé â 
ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Êàê ìû óâèäèì, ìíîãèå, â òîì ÷èñëå 
áàçîâûå, çàêîíû òåîðèè ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ, ñïðîñà è 
ïðåäëîæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ òåîðåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå. 

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òåîðåìû 
Ôåðìà.

Îäèí èç áàçîâûõ çàêîíîâ òåîðèè ïðîèçâîäñòâà çâó÷èò òàê: 
îïòèìàëüíûé äëÿ ïðîèçâîäèòåëÿ óðîâåíü âûïóñêà òîâàðà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê è ïðåäåëüíîãî äîõîäà. 

Òî åñòü óðîâåíü âûïóñêà 
0
x  ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ïðî-

èçâîäèòåëÿ, åñëè MS (
0
x ) = MD (

0
x ), ãäå MS — ïðåäåëüíûå èç-

äåðæêè, à MD — ïðåäåëüíûé äîõîä. 
Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ïðèáûëè çà Ñ(x). Òîãäà Ñ(x) = D(x) – S(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûì óðîâíåì ïðîèçâîäñòâà ÿâëÿåòñÿ òîò, 
ïðè êîòîðîì ïðèáûëü ìàêñèìàëüíà, ò.å. òàêîå çíà÷åíèå âûïóñêà 

0
,x  ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ Ñ(x) èìååò ýêñòðåìóì (ìàêñèìóì). Ïî 

òåîðåìå Ôåðìà â ýòîé òî÷êå Ñ ′(x) = 0. Íî Ñ ′(x) = ( ) ( ) ,D x S x′ ′−

ïîýòîìó D ′(
0
x ) = S ′(

0
x ), ò.å. MD (

0
x ) = MS (

0
x ).

Äðóãîå âàæíîå ïîíÿòèå òåîðèè ïðîèçâîäñòâà — ýòî óðîâåíü 
íàèáîëåå ýêîíîìè÷íîãî ïðîèçâîäñòâà, ïðè êîòîðîì ñðåäíèå èç-
äåðæêè ïî ïðîèçâîäñòâó òîâàðà ìèíèìàëüíû. Ñîîòâåòñòâóþùèé 
ýêîíîìè÷åñêèé çàêîí ãëàñèò: óðîâåíü íàèáîëåå ýêîíîìè÷íîãî ïðîèç-
âîäñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ñðåäíèõ è ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê.

Ïîëó÷èì ýòî óòâåðæäåíèå êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Ôåðìà. 

Ñðåäíèå èçäåðæêè AS (x) îïðåäåëÿþòñÿ êàê 
( )S x

x

, ò.å. èçäåðæêè 

ïî ïðîèçâîäñòâó òîâàðà, äåëåííûå íà ïðîèçâåäåííîå åãî êîëè÷å-
ñòâî. Ìèíèìóì ýòîé âåëè÷èíû äîñòèãàåòñÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå 
ôóíêöèè y = AS (x), ò.å. ïðè óñëîâèè 

AS ′(x) = 
2

S x S

x

′ −

= 0, îòêóäà S ′⋅ x – S = 0 èëè S ′ = 
S

x

, ò.å. MS(x) =      

= AS(x).
Ïîíÿòèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè òàêæå íàõîäèò ñâîþ èíòåðïðå-

òàöèþ â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. 
Îäèí èç íàèáîëåå çíàìåíèòûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàêîíîâ — çà-

êîí óáûâàþùåé äîõîäíîñòè — çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñ
óâåëè÷åíèåì ïðîèçâîäñòâà äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîäóêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ 
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íà êàæäóþ íîâóþ åäèíèöó ðåñóðñà (òðóäîâîãî, òåõíîëîãè÷åñêîãî è 
ò.ä.), ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà óáûâàåò. 

Èíûìè ñëîâàìè, âåëè÷èíà 
y

x

Δ

Δ

, ãäå Δx — ïðèðàùåíèå ðåñóðñà, 

à Δy — ïðèðàùåíèå âûïóñêà ïðîäóêöèè, óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè-
÷åíèè x. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí óáûâàþùåé äîõîäíîñòè ôîðìóëèðó-
åòñÿ òàê: ôóíêöèÿ y = f(x), âûðàæàþùàÿ çàâèñèìîñòü âûïóñêà ïðî-
äóêöèè îò âëîæåííîãî ðåñóðñà, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, âûïóêëîé ââåðõ. 

Äðóãèì áàçèñíûì ïîíÿòèåì ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ 
ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè U = U(x), ãäå x — êîëè÷åñòâî òîâàðà, à U —
ïîëåçíîñòü. Ýòà âåëè÷èíà î÷åíü ñóáúåêòèâíàÿ äëÿ êàæäîãî îòäåëü-
íîãî ïîòðåáèòåëÿ, íî äîñòàòî÷íî îáúåêòèâíàÿ äëÿ îáùåñòâà â öå-
ëîì. Çàêîí óáûâàþùåé ïîëåçíîñòè çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñ
ðîñòîì êîëè÷åñòâà òîâàðà äîïîëíèòåëüíàÿ ïîëåçíîñòü îò êàæäîé 
íîâîé åãî åäèíèöû ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà óáûâàåò. Î÷åâèäíî, ýòîò 
çàêîí ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ÿâëÿåòñÿ 
ôóíêöèåé, âûïóêëîé ââåðõ. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàêîí óáûâàþùåé 
ïîëåçíîñòè ñëóæèò îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëå-
äîâàíèÿ òåîðèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. 

УПРАЖНЕНИЯ 

Âû÷èñëèòü ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: 

8.19.
3 2

3

6

lim

16x

x x x

x x→∞

+ −

− +

.   8.20.
3 2

3 2
1

5 3

lim

4 5 2x

x x x

x x x→

+ − +

− + −

.

8.21.
2

2
2

ln ( 3)

lim

3 10x

x

x x→

−

+ −

. 8.22.
3

1

1

lim

lnx

x

x→

−

.

8.23.

2 2

2
0

2

lim

x x

x

e e

x

−

→

+ −

.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèòü ïðåäåëû (ïðåäâàðè-

òåëüíî ïðåîáðàçîâàâ èõ ê íåîïðåäåëåííîñòÿì âèäà 
0

0

⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

èëè 

∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
∞⎣ ⎦

):

8.24.

0

1 1

lim

1
x

x
x e

→

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

.  8.25. 2
lim ( ln )

x

x x x x

→∞

− + .

Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèé: 

8.26. y = 3 2
2 7 4x x x− − + . 8.27. y = 

3

2
1

x

x+

.
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8.28. y = 2
lnx x .   8.29. y = 2

ln 1x − .

8.30. y = ln (2 cos )x− . 8.31. y = 
x

e

x

.

Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé: 

8.32. y = 2
3 6x x−  íà îòðåçêå [0; 3].

8.33. y = 
1

ln

x

x

+

 íà ïðîìåæóòêå (1; å].

8.34. Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ïðÿìîóãîëüíóþ ïëîùàäêó çåìëè â 
512 ì2, îãîðîäèòü åå çàáîðîì è ðàçäåëèòü çàãîðîäêîé íà òðè ðàâ-
íûå ÷àñòè ïàðàëëåëüíî îäíîé èç ñòîðîí ïëîùàäêè. Êàêîâû 
äîëæíû áûòü ðàçìåðû ïëîùàäêè, ÷òîáû íà ïîñòðîéêó çàáîðîâ 
ïîøëî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà? 

8.35. Îêíî èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà, çàâåðøåííîãî ïî-
ëóêðóãîì. Ïðè çàäàííîì ïåðèìåòðå îêíà íàéòè òàêèå åãî ðàçìå-
ðû, ÷òîáû îíî ïðîïóñêàëî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñâåòà. 

Íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà è èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ôóíêöèé:

8.36. y = 3 2
2 3 15x x− + . 8.37. y = 2

2 lnx x+ .

8.38. y = 3 2
6x x− . 8.39. y = x

xe . 8.40. y = 2
x

e
− .

Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêîâ ôóíêöèé: 

8.41. y =
3 4

2 5

x

x

−

+

. 8.42. y =
2

2

1

1

x

x

−

+

. 8.43. y =
2

2

1

1

x

x

+

−

.

8.44. y =
5

4

3

2

x

x+

. 8.45. y =
3

2

2 ln

1

x x

x +

.

Èññëåäîâàòü ôóíêöèè è ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè: 

8.46. y = 2
x x+ . 8.47. y = 2

2

1

x

x

+ . 8.48. y =
3

2

( 1)

( 1)

x

x

−

+

.

8.49. y = 3 2
12 36x x x− + . 8.50. y =

3

27

x

x

+ .

8.51. y = (2 )
x

x e
−

+ . 8.52. y =
3

2
x

e . 8.53. y =
ln

x

x

.

8.54. Ðàñõîäû à íà ðåêëàìó âëèÿþò íà âàëîâîé äîõîä R(a) ïî 

ïîëó÷åííîìó ýìïèðè÷åñêè çàêîíó ( ) ( )
3

1 ,R a R a= +  ãäå R – äî-

õîä â îòñóòñòâèå ðåêëàìû. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ R îïòèìàëüíûå 
ðàñõîäû íà ðåêëàìó ìîãóò ïðåâûñèòü âåñü äîõîä â îòñóòñòâèå 
ðåêëàìû? 
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8.55. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîãíîçíàÿ öåíà àêöèè èìååò âèä 

( )
прогн 0

,

e

gr

C C

r r gr

=

− +

ãäå Ñ0 — íà÷àëüíàÿ öåíà, r — îòíîñèòåëüíàÿ ïðèáûëü êîðïîðà-
öèè, g — äîëÿ ïðèáûëè, âûäåëåííàÿ íà âûïëàòó äèâèäåíäîâ, r

e
 — 

íàèáîëåå ýôôåêòèâíàÿ ñòàâêà, ïî êîòîðîé ìîæíî ðåèíâåñòèðî-
âàòü äèâèäåíäû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå àêöèè ñ íà÷àëüíîé öåíîé, 
ðàâíîé åäèíèöå, è ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: r1 = 0,2, 
r2 = 0,4, g1 = g2 = g. Èçâåñòíî, ÷òî r

e
= 0,5. Èíâåñòîð ïðîäàë ïåð-

âóþ àêöèþ è êóïèë âòîðóþ. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ g ýòà îïåðà-
öèÿ ïðèíåñåò íàèáîëüøóþ îæèäàåìóþ ïðèáûëü? 
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Глава 9

 ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 

9.1. Понятие дифференциала функции 

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå X è äèô-
ôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ X. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ 

0

lim

x

y

xΔ →

Δ

Δ

= f ′(x).

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí ñ 
ïðåäåëàìè ôóíêöèé ìîæíî çàïèñàòü 

y

x

Δ

Δ

= f ′(x) + α(Δx),

ãäå α(Δx) — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà ïðè Δx → 0, îòêóäà 

Δy = f ′(x)Δx + α(Δx)Δx. (9.1)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Δy ñîñòîèò èç äâóõ ñëà-
ãàåìûõ: 1) ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî Δx; 2) íåëèíåéíîãî (ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî áåñêîíå÷íî ìàëóþ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì Δx, èáî 

(ñì. çàìå÷àíèå â § 6.3) 
0

( )

lim

x

x x

xΔ →

α Δ Δ

Δ

=
0

lim ( )

x

x

Δ →

α Δ = 0). 

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ, 
ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî Δx ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, ðàâíàÿ ïðî-
èçâåäåíèþ ïðîèçâîäíîé íà ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé 

 dy = f ′(x)Δx. (9.2)

� Ïðèìåð 9.1.  Íàéòè ïðèðàùåíèå è äèôôåðåíöèàë ôóíê-

öèè y = 2
2 3x x− ïðè x = 10 è Δx = 0,1.

Ð å ø å í è å. Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè 

Δy = f (x + Δx) – f (x) = [2(x + Δx)2 – 3(x + Δx)] – (2x2 – Δ3x) = 
= Δx(4x + 2Δx –3).

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè dy = f ′(x)Δx = (4x – 3)Δx.

Ïðè x = 10 è Δx = 0,1 èìååì Δy = 3,72 è dy = 3,70. Ðàçëè÷èå 

ìåæäó Δy è dy ñîñòàâëÿåò âñåãî 0,02, èëè 0,5%. �
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� Ïðèìåð 9.2. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = x.

Ð å ø å í è å. dy = dx = x ′⋅Δx, îòêóäà 

dx = Δx,

ò.å. äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ðàâåí ïðèðàùåíèþ ýòîé 

ïåðåìåííîé. �

Ïîýòîìó ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè ìîæíî 
çàïèñàòü â âèäå

 dy = f ′(x) dx, (9.3)

îòêóäà f ′(x) =
dy

dx

. Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî 
dy

dx

 íå ïðîñòî ñèìâîëè-

÷åñêîå îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé, à îáû÷íàÿ äðîáü ñ ÷èñëèòå-
ëåì dy è çíàìåíàòåëåì dx.

Ðèñ. 9.1                                     Ðèñ. 9.2 

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà. Âîçüìåì íà ãðàôèêå 
ôóíêöèè y = f (x) ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M(x, y). Äàäèì àðãóìåíòó 
x ïðèðàùåíèå Δx. Òîãäà ôóíêöèÿ y = f (x) ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå 
Δy = f (x + Δx) – f (x) (ñì. ðèñ. 9.1) 

Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé y = f (x) â òî÷êå M, êîòîðàÿ 
îáðàçóåò óãîë α ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox, ò.å.
f ′(x) = tg α. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà MKN

KN = MN⋅tg α = Δx tg α = f ′(x)Δx,

ò.å. â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.2) dy = KN.
Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè åñòü ïðèðàùåíèå îðäè-

íàòû êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f (x) â äàí-
íîé òî÷êå, êîãäà x ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå Δx.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî âñåãäà dy < Δy. Òàê, íà ðèñ. 9.2 ïîêà-
çàí ñëó÷àé, êîãäà dy > Δy.
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Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëà. Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëà â îñíîâ-
íîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ïðîèçâîäíîé. Ïðèâåäåì èõ áåç äîêà-
çàòåëüñòâà:

1. dc = 0.    4. d(uv) = v du + u dv.

2. d(cu) = c du.   5.
2

u vdu udv

d

v v

−⎛ ⎞
=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

3. d(u ± v) = du ± dv.
Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà âàæíîì ñâîéñòâå, êîòîðûì îáëàäàåò 

äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè, íî íå îáëàäàåò åå ïðîèçâîäíàÿ. 
Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà. Ðàññìàòðèâàÿ âûøå 

y = f (x) êàê ôóíêöèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, ìû ïîëó÷èëè, 
÷òî dy = f ′(x)dx. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f (u), ãäå àðãóìåíò 
u = ϕ(x) ñàì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò x, ò.å. ðàññìîòðèì ñëîæíóþ 
ôóíêöèþ y = f [ϕ(x)]. Åñëè y = f(u) è u = ϕ(x) – äèôôåðåíöè-
ðóåìûå ôóíêöèè îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ, òî ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé 
ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé, ïðèâåäåííîé â § 7.4, ðàâíà 
y ′ = f ′(u)⋅u ′.

Òîãäà äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè 

dy = f ′(x) dx = f ′(u)⋅u ′dx = f ′(u) du,

èáî ïî ôîðìóëå (9.2) u ′dx = du. Èòàê, 

 dy = f ′(u) du. (9.4)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà äèôôåðåíöèàëà 
íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè âìåñòî ôóíêöèè îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé x ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ îò çàâèñèìîé ïåðåìåííîé u. Ýòî 
ñâîéñòâî äèôôåðåíöèàëà ïîëó÷èëî íàçâàíèå èíâàðèàíòíîñòè
(ò.å. íåèçìåííîñòè) ôîðìû (èëè ôîðìóëû) äèôôåðåíöèàëà.

Îäíàêî â ñîäåðæàíèè ôîðìóë (9.3) è (9.4) âñå æå åñòü ðàçëè-
÷èå: â ôîðìóëå (9.3) äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé 
ðàâåí ïðèðàùåíèþ ýòîé ïåðåìåííîé, ò.å. dx = Δx, à â ôîðìóëå 
(9.4) äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè du åñòü ëèøü ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðè-
ðàùåíèÿ ýòîé ôóíêöèè Δu è òîëüêî ïðè ìàëûõ Δx  du ≈ Δu.

9.2. Применение дифференциала 

в  приближенных вычислениях 

Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî Δy = dy + α(Δx)⋅Δx, ò.å. 
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Δy îòëè÷àåòñÿ îò åå äèôôåðåíöèàëà dy íà 
áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì   
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dy = f ′(x)Δx. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ Δx Δy ≈ dy
èëè f (x + Δx) – f (x) ≈ f ′(x)Δx, îòêóäà 

 f (x + Δx) ≈ f (x) + f ′(x)Δx. (9.5)

×åì ìåíüøå çíà÷åíèå Δx, òåì òî÷íåå ôîðìóëà (9.5). 
Ôîðìóëà (9.5) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé â ïðèáëèæåííûõ 

âû÷èñëåíèÿõ.

� Ïðèìåð 9.3.  Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî: à) 4 16,64 ; á) tg 46°.

Ð å ø å í è å. à) Ïîëó÷èì âíà÷àëå ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ 

âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ëþáîé n-é ñòåïåíè. Ïîëàãàÿ f (x) = n x , íàé-

äåì f ′(x) = 
1

11

nx

n

−

=
n

x

nx

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.5) n n

x x x+ Δ ≈ +

+
n

x x

nx

⋅ Δ

 èëè 1
n n

x

x x x

nx

Δ⎛ ⎞
+ Δ ≈ +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Â äàííîì ïðèìåðå

4

x x+ Δ ≈
4

1

4

x

x

x

Δ⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Â êà÷åñòâå x âîçüìåì ÷èñëî, íàèáîëåå áëèçêîå ê 16,64, íî ÷òî-

áû áûë èçâåñòåí 4

x , ïðè ýòîì Δx äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ìà-

ëûì. Î÷åâèäíî, ñëåäóåò âçÿòü x = 16, Δx = 0,64 (íî, íàïðèìåð, íå 

x = 9, Δx = 7,64!). Èòàê, 4 16,64 ≈
4

16

0,64

1

4 16

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟
⋅⎝ ⎠

= 2⋅1,01 = 2,02. 

á) Ïîëàãàÿ f (x) = tg x, íàéäåì f ′(x) = 
2

1

cos x

 è â ñîîòâåòñòâèè 

ñ (9.4) tg(x + Δx) ≈ tg x +
2

cos

x

x

Δ

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî tg46° = tg(45° + 1°)=

= tg
4 180

π π⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

, âîçüìåì x =
4

π

 è Δx =
180

π

. Òîãäà tg46°= tg
4 180

π π⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

≈

≈ tg
4

π

+
2

1

180

cos

4

π

⋅

π

= 1 + 
90

π

= 1 + 0,0349 ≈ 1,035. �

Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàë, ïî ôîðìóëå (9.5) ëåãêî ïîëó÷èòü 
ôîðìóëû, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå ïðè α < 1: 

(1 ) 1
n

n± α ≈ ± α ; 1 1
n

n

α

± α ≈ ± ;
1

1

1

≈ α

± α

∓ , 1e
α

≈ + α , ln(1±α) ≈

≈ ±α; sin α ≈ α, cos α ≈

2

1

2

α

− è ò.ä. 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



250

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà ìîæåò áûòü ðåøåíà çàäà÷à îïðå-
äåëåíèÿ àáñîëþòíîé è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòåé ôóíêöèè 
ïî çàäàííîé ïîãðåøíîñòè íàõîæäåíèÿ (èçìåðåíèÿ) àðãóìåíòà. 

Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äàííîé ôóíêöèè 

y = f (x) ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà 
1
x , èñòèííàÿ âåëè-

÷èíà êîòîðîãî íåèçâåñòíà, à èçâåñòíî ëèøü åãî ïðèáëèæåííîå 

çíà÷åíèå x ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ ⎢Δx⏐= ⎢x –
1
x ⏐. Åñëè 

âìåñòî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ f (
1
x ) âîçüìåì âåëè÷èíó f (x), òî ìû 

äîïóñòèì îøèáêó, ðàâíóþ ⎢ f (x) – f (
1
x )⏐= ⎢Δy⏐ ≈ dy = f ′(x)Δx.

Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ôóíêöèè 
y

y

y

Δ

δ =

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ Δx) ïî ôîðìóëå: 

y

y

y

Δ

δ = ≈
dy

y

=
( )

( )

f x x

f x

′ Δ

=
( )

( )

xf x x

f x x

′ Δ

⋅  èëè 

( )
y x x

E yδ = δ , (9.6)

ãäå ( )
x

E y — ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè (ñì. § 7.6) (ïî àáñîëþòíîé 

âåëè÷èíå);
x

x

x

Δ

δ = — îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íàõîæäåíèÿ 

(èçìåðåíèÿ) àðãóìåíòà x.

� Ïðèìåð 9.4.  Ðàñõîä áåíçèíà y (ë) àâòîìîáèëÿ íà 100 êì 

ïóòè â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè x (êì/÷) îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé 

y = 18 – 0,3x + 0,003 2
x . Îöåíèòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü 

âû÷èñëåíèÿ ðàñõîäà áåíçèíà ïðè ñêîðîñòè x = 90 êì/÷, îïðåäå-
ëåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî 5%. 

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè (ïî àáñîëþòíîé 
âåëè÷èíå)

( )
x

E y =
( )

( )

xf x

f x

′

=
2

( 0,3 0,006 )

18 0,3 0,003

x x

x x

− +

− +

. Ïðè x = 90 
90
( )

x

E y
=

 = 1,41 

è ïî ôîðìóëå (9.6) îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü 
y

δ = 1,41⋅5 ≈

≈ 7,1%. �
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� Ïðèìåð 9.5. Ñ êàêîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí îáú-

åì øàðà, åñëè åãî ðàäèóñ èçìåðåí ñ òî÷íîñòüþ äî 2%? 

Ð å ø å í è å. Îáúåì øàðà ðàäèóñà x ðàâåí f (x) = 3

4

3

xπ . Íàé-

äåì f ′(x) = 2
4 xπ , ( )

x

E f  = 
( )

( )

xf x

f x

′

 = 
2

3

4

4

3

x x

x

⋅ π

π

 = 3 è ïî ôîðìó-

ëå (9.6) 
y

δ ≈ 3
x

δ = 3⋅2 = 6%. �

Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëà â 
ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ýòîãî 
íåäîñòàòêà ëèøåíî èñïîëüçîâàíèå ðÿäîâ â ïðèáëèæåííûõ âû-
÷èñëåíèÿõ (ñì. § 14.3). 

9.3. Понятие о дифференциалах высших порядков 

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè y = f (x) ñîãëàñíî (9.3)     
dy = f ′(x)dx, ò.å. äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ îò äâóõ àð-
ãóìåíòîâ: x è dx.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé 
èìååò ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, íå çàâèñÿùåå 
îò x. Â ýòîì ñëó÷àå dy åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ x, êîòîðàÿ òàêæå 
ìîæåò èìåòü äèôôåðåíöèàë. 

Äèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ïîðÿäêà (èëè âòîðûì äèôôåðåíöèà-

ëîì) 2
d y  ôóíêöèè y = f (x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò äèô-

ôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîé ôóíêöèè, ò.å. 

2
d y = d(dy). (9.7)

Àíàëîãè÷íî äèôôåðåíöèàëîì n-ãî ïîðÿäêà (èëè n-ì äèôôåðåí-

öèàëîì) n

d y íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà (n–1)-ãî

ïîðÿäêà ýòîé ôóíêöèè, ò.å. n

d y = d( 1n

d y
− ).

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ 2
d y . Ïî îïðåäåëåíèþ 2

d y = d(dy) = 

= d(f ′(x)dx). Òàê êàê dx íå çàâèñèò îò x, ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê 
ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, òî ìíîæèòåëü dx
ìîæíî âûíåñòè çà çíàê äèôôåðåíöèàëà, ò.å. 

2
d y = dx⋅df ′(x) = dx⋅[f ′(x)] ′dx = f ′′(x) 2

( )dx .

Èòàê,
2

d y = f ′′(x) 2
dx , (9.8)
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ãäå 2
dx = 2

( )dx , à â îáùåì ñëó÷àå 

( )
( )

n n n

d y f x dx= ,  (9.9) 

ò.å. äèôôåðåíöèàë âòîðîãî (è âîîáùå n-ãî) ïîðÿäêà ðàâåí ïðîèçâå-

äåíèþ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî (n-ãî) ïîðÿäêà íà êâàäðàò (n-þ ñòå-

ïåíü) äèôôåðåíöèàëà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.
Èç ôîðìóë (9.8) è (9.9) ñëåäóåò, ÷òî 

f ′′(x) = 
2

2

d y

dx

è âîîáùå 

( )
( )

n

n

n

d y

f x

dx

= .

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëû âòîðîãî è áîëåå 
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû 
(èëè ôîðìóëû) â îòëè÷èå îò äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà. 

УПРАЖНЕНИЯ 

Íàéòè âûðàæåíèÿ ïðèðàùåíèé ôóíêöèé è èõ äèôôåðåíöèà-
ëîâ è âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ ïðè çàäàííûõ x è Δx:

9.6. y = 3 2
3 3x x x− + , x = 2, Δx = 0,01.

9.7. y = 2
1 x+ , x = 0, Δx = –0,01. 

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà, âû÷èñëèòü:

9.8. 6

67,84 .   9.9. 5

255,15 .

9.10. 1,03
e .    9.11. ln( 0,272)e + .

9.12. 2
ln(0,1 0,1 1)+ + . 9.13.

0,99

1,01

arctg .

9.14. Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà, âûÿñíèòü, ñ êàêîé 
òî÷íîñòüþ äîëæåí áûòü èçìåðåí ðàäèóñ êðóãà, ÷òîáû åãî ïëî-
ùàäü ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî 10%?

9.15. Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà, îïðåäåëèòü, íà 

ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ âåëè÷èíà ñòåïåíè 3,1
2,1  ïðè èç-

ìåíåíèè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè íà 5%. 
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Глава 10

 НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Îñíîâíîé çàäà÷åé äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé èëè äèôôåðåíöèàëà äàííîé ôóíêöèè. 
Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ðåøàåò îáðàòíóþ çàäà÷ó — íàõîæäå-
íèå ñàìîé ôóíêöèè ïî åå ïðîèçâîäíîé èëè äèôôåðåíöèàëó. 

10.1. Первообразная функция 

и неопределенный интеграл 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöè-
åé äëÿ ôóíêöèè f (x) íà ïðîìåæóòêå X, åñëè â êàæäîé òî÷êå x 
ýòîãî ïðîìåæóòêà F ′(x) = f (x).

Íàïðèìåð, F (x) = 
3

3

x

 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè 

f (x) = 2
x , òàê êàê 

3

2

3

x

x

′

⎛ ⎞
=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñ-
ëó ïðîèçâîäíîé F ′(x) åñòü óã-
ëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëü-
íîé ê êðèâîé y = F (x) â òî÷-
êå ñ àáñöèññîé x. Ãåîìåòðè÷å-
ñêè íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ 
f (x) — çíà÷èò íàéòè òàêóþ 
êðèâóþ y = F (x), ÷òî óãëîâîé 
êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê íåé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ðàâåí
çíà÷åíèþ f (x) çàäàííîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå (ñì. ðèñ. 10.1). 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f (x) åå ïåðâî-
îáðàçíàÿ îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Äèôôåðåíöèðóÿ, íåòðóäíî 

óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè 
3

1

3

x

+ ,
3

5

3

x

−  è âîîáùå 
3

3

x

C+ , ãäå C — 

íåêîòîðîå ÷èñëî, ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè äëÿ ôóíêöèè 

f (x) = 2
x . Àíàëîãè÷íî â îáùåì ñëó÷àå, åñëè F(x) — íåêîòîðàÿ 

ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f (x), òî, ïîñêîëüêó (F (x) + C) ′= F ′(x) = f (x),
ôóíêöèè âèäà F (x) + C, ãäå C — ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òàêæå 
ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè äëÿ f (x).

Ðèñ. 10.1
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Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íàéäåíà îäíà êðèâàÿ 
y = F(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ F ′(x) = tg α = f (x), òî, ñäâè-
ãàÿ åå âäîëü îñè îðäèíàò, ìû âíîâü ïîëó÷àåì êðèâûå, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óêàçàííîìó óñëîâèþ (ïîñêîëüêó òàêîé ñäâèã íå ìåíÿåò 
óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà êàñàòåëüíîé â òî÷êå ñ àáñöèññîé x) (ñì. 
ðèñ. 10.1). 

Îñòàåòñÿ âîïðîñ, îïèñûâàåò ëè âûðàæåíèå âèäà F (x) + C âñå 
ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè f (x). Îòâåò íà íåãî äàåò ñëåäóþùàÿ 
òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè
1
F (x) è

2
F (x) — ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè f (x)

íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå X, òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C, ÷òî 
áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 

2
F (x) =

1
F (x) + C.

� Ïîñêîëüêó (
2

F (x) –
1
F (x))′ = 

2
F ′ (x) –

1
F ′ (x) = f (x) – f (x) = 0,  

òî, ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ëàãðàíæà (ñì. § 8.1), íàéäåòñÿ òà-

êîå ÷èñëî C, ÷òî
2

F (x) –
1
F (x) = C èëè 

2
F (x) =

1
F (x)+C. �

Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî, åñëè F (x) — ïåðâîîáðàçíàÿ 
äëÿ ôóíêöèè f (x), òî âûðàæåíèå âèäà F (x) + C, ãäå C — ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî, çàäàåò âñå âîçìîæíûå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ f (x).

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè 
f (x) íà ïðîìåæóòêå X íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò 

ôóíêöèè f (x) è îáîçíà÷àåòñÿ ( )f x∫ dx, ãäå ∫ — çíàê èíòåãðàëà, 

f (x) — ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, f (x)dx — ïîäûíòåãðàëüíîå âû-
ðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, 

( )f x∫ dx = F (x) + C, (10.1)

ãäå F (x) — íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f (x), C — ïðîèçâîëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ. 

Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó 
3

3

x

 — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè 

f (x) = 2
x , òî 2

x∫ dx =
3

3

x

+C.

Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íå 
èñêëþ÷àåòñÿ, ÷òî x ñàìà, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íåêîòî-
ðîé ïåðåìåííîé, îäíàêî ïðè ïðîâåðêå ïðàâèëüíîñòè íàõîæäå-
íèÿ ïåðâîîáðàçíîé ýòî íåñóùåñòâåííî, òàê êàê äèôôåðåíöèðî-
âàòü ñëåäóåò ëèøü ïî ïåðåìåííîé x (ïî ïåðåìåííîé, ñòîÿùåé â 
ôîðìóëå (10.1) ïîä çíàêîì äèôôåðåíöèàëà). 
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Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ýòîé ôóíêöèè. 

Â ãë. 11 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðè-
ðóåìîñòè ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå X ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü 
ýòîé  ôóíêöèè íà äàííîì ïðîìåæóòêå. (Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè åå íåïðåðûâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèøü 
íåîáõîäèìûì, íî íåäîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (ñì. § 7.2).) 

10.2. Свойства неопределенного интеграла. 

Интегралы от основных элементарных функций 

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. 
1. Ïðîèçâîäíàÿ îò íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ðàâíà ïîäûíòå-

ãðàëüíîé ôóíêöèè, ò.å. 

( ) ( )( ) .f x dx f x
′
=∫

� Äèôôåðåíöèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (10.1), 
ïîëó÷àåì:

( ( )f x∫ dx)′ = (F(x) + C)′ = F ′(x) + C ′ = f (x). �

2. Äèôôåðåíöèàë íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ðàâåí ïîäûíòå-
ãðàëüíîìó âûðàæåíèþ, ò.å.

 d( ( )f x∫ dx) = f (x)dx. (10.2)

� Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà è ñâîéñòâó 1 èìååì 

( ) ( ) ( )( ) ( ) .d f x dx f x dx dx f x dx
′

= =∫ ∫ �

3. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëà íåêîòîðîé 
ôóíêöèè ðàâåí ýòîé ôóíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëà-
ãàåìîãî, ò.å. 

( )dF x∫ = F (x) + C, (10.3)

ãäå C — ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. 
� Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ F (x) êàê ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ íåêî-

òîðîé ôóíêöèè f (x), ìîæíî çàïèñàòü 

( )f x∫ dx = F (x) + C

è íà îñíîâàíèè (10.2) äèôôåðåíöèàë íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðà-

ëà f (x)dx = dF(x), îòêóäà ( )dF x∫ = ( )f x∫ dx = F(x) + C. �

Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé ñâîéñòâà 2 è 3, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 
îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è äèôôåðåí-

öèàëà âçàèìíî îáðàòíû (çíàêè d è ∫ âçàèìíî óíè÷òîæàþò äðóã 
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äðóãà, â ñëó÷àå ñâîéñòâà 3, ïðàâäà, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî 
ñëàãàåìîãî).

4. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà, ò.å. 

( ) ( )f x dx f x dxα = α∫ ∫ , (10.4)

ãäå α — íåêîòîðîå ÷èñëî. 

� Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè g (x) = ( ) ( )f x dx f x dxα −α∫ ∫ :

g′(x) = ( ( ) ( )f x dx f x dxα −α∫ ∫ )′= ( ) ( )( ) ( )f x dx f x dx
′ ′

α − α∫ ∫ =

= αf (x) – αf (x) = 0 (ñì. ñâîéñòâî 1). Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 
Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî Ñ, ÷òî g (x) = Ñ è çíà÷èò 

( ) ( )f x dx f x dxα = α∫ ∫ +Ñ. Òàê êàê ñàì íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë 

íàõîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, òî â îêîí÷à-
òåëüíîé çàïèñè ñâîéñòâà 4 ïîñòîÿííóþ Ñ ìîæíî îïóñòèòü. �

5. Èíòåãðàë îò àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû äâóõ ôóíêöèé ðàâåí òà-

êîé æå ñóììå èíòåãðàëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé, ò.å.

( )( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫ . (10.5)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó 4. 
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñâîéñòâî 5 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ 

ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. 
Ïåðå÷èñëèì èíòåãðàëû îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå â 

äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü òàáëè÷íûìè:

0dx∫ = C, (10.6)

1

1

n

n

x

x dx

n

+

=

+

∫ +C, n ≠ –1, (10.7)

dx

x

∫  = ln ⎢x⏐+ C, (10.8)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà, íå ñîäåðæàùåãî òî÷êè x = 0,

ln

x

x

a

a dx

a

= +∫ C, a > 0, a ≠ 1, (10.9)

x x

e dx e=∫ + C, (10.9′)

sin cosxdx x= −∫ +C, (10.10)

cos sinxdx x= −∫ +C, (10.11)
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2 2

arcsin

dx x

aa x

=

−

∫ +C, –a < x < a, a > 0, (10.12)

2 2

1dx x

a x a a

=

+

∫ arctg +C, a ≠ 0, (10.13)

2 2

1

ln

2

dx x a

x a a x a

−

=

− +

∫ +C, a ≠ 0, (10.14)

2

2

ln

dx

x x a

x a

= + +

+

∫ +C, a ≠ 0, (10.15)

2

tg ;

cos

dx

x C

x

= +∫

2

ctg ;

sin

dx

x C

x

= − +∫

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî äèôôåðåíöèðîâàíèåì (ñì. îïðåäåëåíèå íåîïðåäåëåííî-
ãî èíòåãðàëà). Íàïðèìåð, ôîðìóëà (10.7) âåðíà, òàê êàê ïðîèç-

âîäíàÿ ïðàâîé ÷àñòè (10.7) 
1

( 1)

1 1

n n

n

x n x

C x

n n

+

′
+⎛ ⎞

+ = =
⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

 ðàâíà ïî-

äûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ëåâîé ÷àñòè (10.7). 

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (10.8). Ïóñòü x > 0. Òîãäà ⎢x⏐ = x è (ln ⎢x⏐+

+Ñ)′ = (ln x + Ñ)′ = 
1

x

. Åñëè x < 0, òî ⎢x⏐= –x è (ln ⎢x⏐+Ñ)′ =     

= (ln(–x) + Ñ)′ = 
1

x

−

−

 = 
1

x

, ò.å. â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäíàÿ 

ïðàâîé ÷àñòè (10.8) ðàâíà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ëåâîé ÷àñ-
òè. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ îñòàëüíûå ôîðìóëû. 

� Ïðèìåð 10.1. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à)
4

dx

x

∫ ;  á) 3

xdx∫ ;  â) 
dx

x

∫ .

Ð å ø å í è å. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ íàì ïðèäåòñÿ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ îäíèì è òåì æå òàáëè÷íûì èíòåãðàëîì (10.7) îò ñòåïåí-
íîé ôóíêöèè, íî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ n.

à) Ïðè n = –4: 
3

4

3

1

3 3

x

x dx C C

x

−

−

= + = − +

−

∫ .
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á) Ïðè n = 1/3: 
4 / 3

1/ 3 4 / 3

3

4 /3 4

x

x dx C x C= + = − +∫ .

â) Ïðè n = –1/2: 
1/ 2

1/ 2
2

1/ 2

x

x dx C x C
−

= + = +∫ . �

� Ïðèìåð 10.2. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à)
3
x

dx

∫ ; á) 3 1
2

x

dx
−

∫ ; â) 
2

9 1

dx

x −

∫ ; ã)
2

4 25

dx

x +

∫ ; ä)
2

4 1

dx

x +

∫ .

Ð å ø å í è å. à) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
1

3
x

=
1

3

x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

è èñïîëüçóÿ (10.9) 

ïðè a = 1/3, ïîëó÷àåì: 

3
x

dx

∫ =
1

3

x

dx

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ =

(1 3)

ln(1 3)

x

+C=
1

3 ln3
x

− +C.

á) Òàê êàê 3 1
2

x− = 3 1
2 2

x −

⋅ =
1

8

2

x , òî èñïîëüçóÿ (10.4) è (10.9) 

ïðè a = 8, ïîëó÷àåì 

3 1
2

x

dx
−

∫ =
1

8

2

x

dx∫ =
1

8

2

x

dx∫ =
1 8

2 ln8

x

+C.

â) Ïîñêîëüêó 
2

1

9 1x −

=
2 2

1 1

9 (1 3)x −

, òî âîñïîëüçóåìñÿ (10.4) 

è (10.14) ïðè a = 1/3:

2
9 1

dx

x −

∫ =
2 2

1

9 (1 3)

dx

x −

∫ =
2 2

1

9 (1 3)

dx

x −

∫ =

=
1 3 1 3

ln

9 2 1 3

x

x

−

+

 + C = 
1 3 1

ln

6 3 1

x

x

−

+

 + C.

ã) Òàê êàê 2 2 2
4 25 4( (5 2) )x x+ = + , òî èñïîëüçóÿ (10.4) è 

(10.13) ïðè a = 5/2, ïîëó÷àåì 

2
4 25

dx

x +

∫ =
2 2

1

4 (5 2)

dx

x +

∫ =
2 2

1

4 (5 2)

dx

x +

∫ =
1 2

10 5

xarctg +C.

ä) Òàê êàê 2
4 1x + = 2

2 1/ 4x + , òî (ñì. 10.4) è (10.15) ïðè  

a = 1/4:

2
4 1

dx

x +

∫ =
2

1

2 1 4

dx

x +

∫ = 2

1

ln 1 4

2

x x+ + +C. �
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Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ñâîéñòâ 4 
è 5, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ.

� Ïðèìåð 10.3. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ, íàéòè èíòåãðàëû: 

à)
3

(2 1)x

dx

x x

+

∫ ; á) 
2

16

2

x

dx

x

−

+

∫ ;

â) 2
(sin ( 2) cos( 2))x x dx+∫ ; ã) 

2

2
4

x

dx

x +

∫ .

Ð å ø å í è å. Íàõîæäåíèå êàæäîãî èç èíòåãðàëîâ íà÷èíàåòñÿ 
ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Â çàäà÷àõ à) è á) 
âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîðìóëàìè ñîêðàùåííîãî 
óìíîæåíèÿ è ïîñëåäóþùèì ïî÷ëåííûì äåëåíèåì ÷èñëèòåëÿ íà 
çíàìåíàòåëü:

à)
3

(2 1)x

dx

x x

+

∫ =
3/ 2 1/ 2

3/ 2

8 12 6 1x x x

dx

x

+ + +

∫ =

= 3/ 2
1/ 2

1

(8 12 6 )x x dx

x

−

−

+ + ⋅ +∫ = 1/ 2
8 12 6

dx

dx x dx

x

−

+ +∫ ∫ ∫ +

3/ 2
x dx
−

+ =∫ 8 24 6lnx x x+ +

2

C

x

− +

(ñì. òàáëè÷íûå èíòåãðàëû (10.7) è (10.8)). Îáðàùàåì âíèìàíèå 
íà òî, ÷òî â êîíöå ðåøåíèÿ çàïèñûâàåì îäíó îáùóþ ïîñòîÿí-
íóþ C, íå âûïèñûâàÿ ïîñòîÿííûõ îò èíòåãðèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ 
ñëàãàåìûõ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü ïðè çàïèñè ïîñòî-
ÿííûå îò èíòåãðèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ äî òåõ ïîð, ïîêà 
âûðàæåíèå ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Â 
îêîí÷àòåëüíîì îòâåòå òîãäà áóäåò îäíà ïîñòîÿííàÿ. 

á)
2

16

2

x

dx

x

−

+

∫ =
( 2)( 2)( 4)

2

x x x

dx

x

− + +

+

∫ =

= 3/ 2 1/ 2
( 4 2 8)x x x dx+ − −∫ =

= 3/ 2 1/ 2
4 2 8x dx x dx xdx dx+ − −∫ ∫ ∫ ∫ = 5 / 2 3/ 2 2

2 8

8

5 3

x x x x+ − − +C.

â) Ïðåîáðàçóÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì 
2

(sin( 2) cos( 2))x x dx+∫ =

= 2 2
(sin ( 2) 2sin( 2)cos( 2) cos ( 2))x x x x dx+ +∫ =

= (1 sin )x dx+∫ = sindx xdx+∫ ∫  = x – cos x + C

(cì. òàáëè÷íûé èíòåãðàë (10.10)). 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



261

ã) Âûäåëÿÿ èç äðîáè öåëóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì 
2

2
4

x

x +

=
2

2

( 4) 4

4

x

x

+ −

+

 = 1–
2

4

4x +

. Òîãäà 

2

2
4

x

dx

x +

∫ =
2

4

4

dx

dx

x

−

+

∫ ∫  = x – 4⋅
1

2 2

xarctg +C = x – 2arctg
2

x

+C

(ñì. (10.13)). �

10.3. Метод замены переменной 

Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
çàìåíû ïåðåìåííîé (èëè ìåòîä ïîäñòàíîâêè), îïèñûâàåìûé ñëå-
äóþùåé ôîðìóëîé: 

( )f x∫ dx = f∫ (ϕ(t)) ϕ′(t) dt, (10.16)

ãäå x = ϕ(t) — ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì 
ïðîìåæóòêå.

� Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé t îò ëåâîé è ïðàâîé 
÷àñòåé (10.16): 

( )( )

t

f x dx

′

∫ = ( )( )
t

x

f x dx x

′

′

∫  = f (x) ϕ′(t),

( )( ( )) ( )

t

f t t dt

′

′ϕ ϕ∫ = f (ϕ(t)) ϕ′(t)

(ñì. ñâîéñòâî 1 íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà). 
Òàê êàê x = ϕ(t), òî ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû, ïîýòîìó ïî 

ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè (10.16) 
îòëè÷àþòñÿ íà íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ. Ïîñêîëüêó ñàìè íåîïðå-
äåëåííûå èíòåãðàëû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî íåîïðåäåëåí-
íîãî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, òî óêàçàííóþ ïîñòîÿííóþ â îêîí-
÷àòåëüíîé çàïèñè ìîæíî îïóñòèòü. �

Ôîðìóëà (10.16) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåí-
íîé, äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííîé â ïîäûíòåãðàëü-
íîì âûðàæåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèà-
ëà ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñò-
âà (10.16) ñîâïàäàþò. 

Óäà÷íàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü èñõîäíûé 
èíòåãðàë, à â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ñâåñòè åãî ê òàáëè÷íîìó (òàá-
ëè÷íûì).

� Ïðèìåð 10.4. Íàéòè 
1 2

dx

x−

∫ .
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Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì t = 1 – 2x. Òîãäà x =
1 1

2 2

t− ,

dx = d
1 1

2 2

t

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
1 1

2 2

t

′

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

dt = –
1

2

dt  è 

1 2

dx

x−

∫ =
( 1 2)dt

t

−

∫ =
1

2

dt

t

− ∫ =
1

ln

2

t− =
1

ln 1 2

2

x C− − +

(ñì. (10.4) è òàáëè÷íûé èíòåãðàë (10.8)). �

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íîâóþ ïåðåìåííóþ ìîæíî íå âûïèñû-
âàòü ÿâíî (â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò î ïðåîáðàçîâàíèè ôóíêöèè ïîä 
çíàêîì äèôôåðåíöèàëà èëè î ââåäåíèè ïîñòîÿííûõ è ïåðåìåííûõ 
ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà).

� Ïðèìåð 10.5.  Íàéòè cos(3 2)x dx+∫ .

Ð å ø å í è å. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëà (ñì. § 9.1), 
ïîëó÷àåì

dx =
1

3

d(3x) = 
1

(3 2)

3

d x + .

Òîãäà

cos(3 2)x dx+∫ =
1

cos(3 2) (3 2)

3

x d x+ +∫ =

=
1

3

cos(3 2) (3 2)x d x+ +∫ =
1

3

sin(3x+2)+C

(ñì. (10.4) è (10.11)). �

Â ïðèìåðàõ 10.4 è 10.5 äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ áûëà èñ-
ïîëüçîâàíà ëèíåéíàÿ ïîäñòàíîâêà t = kx + b, ãäå k è b — íåêî-
òîðûå ÷èñëà k ≠ 0. Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü F (x) íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f (x).
Òîãäà

( )f kx b dx+∫  = 
1

( )F kx b C

k

+ + , (10.17)

ãäå k è b — íåêîòîðûå ÷èñëà, k ≠ 0.

� Ïåðåïèøåì (10.1) â âèäå ( ) ( )f kx b d kx b+ +∫ = ( )F kx b C+ + .

Íî ( )d kx b+ = ( )kx b dx′+  = kdx. Âûíîñÿ ïîñòîÿííûé ìíîæè-

òåëü k çà çíàê èíòåãðàëà è äåëÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà 
íà k, ïðèõîäèì ê (10.17). �

Äàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè â (10.1) âìåñòî àðãóìåí-
òà x ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f (x) è ïåðâîîáðàçíîé F (x) ïîä-
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ñòàâèòü âûðàæåíèå ( )kx b+ , òî ýòî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ äî-

ïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ 1/k ïåðåä ïåðâîîáðàçíîé. 

� Ïðèìåð 10.6. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à) 3

3 xdx−∫ ; á) 
4 3

dx

x +

∫ ; â) 2 7x

e dx
− +

∫ .

Ð å ø å í è å. Èñêîìûå èíòåãðàëû îäíîòèïíû: êàæäûé èç 
íèõ ìîæåò áûòü íàéäåí ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (10.17) ê 
îäíîìó èç òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ. 

à) Èç (10.7) è (10.17) ñëåäóåò, ÷òî 

( )
n

kx b dx+∫ =
1

1 ( )

1

n

kx b

C

k n

+

+

+

+

, n ≠ –1, k ≠ 0. (10.18)

Òîãäà, ïîëàãàÿ n = 1/3, k = –1, b = 3, ïîëó÷àåì 

3

3 xdx−∫  = 4 / 3

3

(3 )

4

x C− − + .

á) Èç (10.8) è (10.17) ñëåäóåò, ÷òî 

dx

kx b+

∫  = 
1

ln kx b C

k

+ + , k ≠ 0. (10.19)

Ïîëàãàÿ k = 4, b = 3, ïîëó÷àåì 
4 3

dx

x +

∫ =
1

ln 4 3

4

x C+ + .

â) Èç (10.9′) è (10.17) ñëåäóåò, ÷òî 

1
kx b kx b
e dx e C

k

+ +

= +∫ . (10.20)

Ïîëàãàÿ â (10.20) k = –2, b = 7, èìååì 

2 7 2 7

1
x x

e dx e C

k

− + − +

= +∫ . �

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ íå-
ëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê. 

� Ïðèìåð 10.7. Íàéòè 2
x

xe dx
−

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì t = 2
x− . Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ìî-

æåò áûòü àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ïðèìåðà 10.4: ñëåäóåò âûðàçèòü x
÷åðåç t, çàòåì íàéòè âûðàæåíèå äëÿ dx. Ýòî ïîçâîëèò ðåàëèçî-
âàòü çàìåíó ïåðåìåííîé â èñêîìîì èíòåãðàëå. Íî çäåñü ìû ïî-
ñòóïèì ïî-äðóãîìó. 

Íàéäåì äèôôåðåíöèàë îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ôîðìóëû 

t = 2
x− : dt = d( 2

x− ) = ( 2
x− )′dx, ò.å. dt = –2x dx. Èç ïîëó÷åííî-

ãî ðàâåíñòâà óäîáíî âûðàçèòü x dx, ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå 
ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ èñêîìîãî 
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èíòåãðàëà: x dx =
1

2

dt− . Òîãäà 2
x

xe dx
−

∫ =
1

2

t
e dt

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  =

=
1

2

t
e dt− ∫  =  =

1

2

t
e C− + = 2

1

2

x

e C
−

− + (ñì. (10.9)).  

� Ïðèìåð 10.8. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à)
2

1

xdx

x−

∫ ; á) 
x

e

dx

x

∫ ; â) 
2

3 2

xdx

x−

∫ ; ã) 3
2 3 5x
x e dx

+

∫ ;

ä)
ln x

dx

x

∫ ; å) tg x dx∫ .

Ð å ø å í è å. à) Ïîëîæèì t = 1– 2
x . Òîãäà dt = d 2

(1 )x− =

= 2
(1 )x ′− dx = –2x dx, x dx = 

1

2

dt−  è, ñëåäîâàòåëüíî, 

2
1

xdx

x−

∫ =
1

2

dt

t

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ = 1/ 2

1

2

t dt
−

− ∫  = 1/ 2
t C− + = 2

1 x C− − + .

á) Ïîëîæèì t x= . Òîãäà dt = d( x )=
1

2

dx

x

,
dx

x

= 2dt è 

x
e

dx

x

∫ = 2
t
e dt∫ = 2

t
e dt∫ = 2

t
e C+ = 2

x

e C+ .

â) Èñïîëüçóÿ ââåäåíèå ïåðåìåííîé ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà, 

ïîëó÷àåì x dx = 2

1

(3 2 )

4

d x− − . (Íåÿâíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé     

t 2
3 2x= − .) Òîãäà 

2
3 2

xdx

x−

∫  =
2

2

1 (3 2 )

4 3 2

d x

x

−⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

∫  = 
2

2

1 (3 2 )

4 3 2

d x

x

−

−

−

∫ =

= 2

1

ln 3 2 .

4

x C− − +

ã) Èñïîëüçóÿ ââåäåíèå ïåðåìåííîé ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà, 

ïîëó÷àåì 2
x dx  = 3

1

(3 5 )

15

d x+  (Íåÿâíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé     

t 3
3 5x= + .) Òîãäà 

3
2 3 5x
x e dx

+

∫  = 3
3 5 3

1

(3 5 )

15

x

e d x
+

+∫  = 3
3 5 3

1

(3 5 )

15

x

e d x
+

+∫ = 3
3 5

1

15

x

e C
+

+ .
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ä) Òàê êàê 
dx

x

= d ln x, òî 

ln x

dx

x

∫ = 1/ 2
(ln ) lnx d x∫  = 3/ 2

2

(ln )

3

x C+ .

å) Òàê êàê sin x dx = –d cos x, òî 

xdx∫ tg  =
( 1) cos

cos

d x

x

−

∫ =
cos

cos

d x

x

−∫  = ln cos x C+ . �

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè. Îäíàêî äàæå 
â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàìåíà ïåðåìåííîé íå ïðèâîäèò èñêîìûé 
èíòåãðàë ê òàáëè÷íîìó, îíà ÷àñòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïîäûíòå-
ãðàëüíóþ ôóíêöèþ è òåì îáëåã÷èòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà. 

� Ïðèìåð 10.9. Íàéòè 
2

1

2

x

dx

x

+

+

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì t = x + 2. Òîãäà dt = d (x + 2) = dx.
Òàê êàê x = t – 2, òî 

2
1

2

x

dx

x

+

+

∫ =
2

( 2) 1t

dt

t

− +

∫ =
2

4 5t t

dt

t

− +

∫ =
5

( 4 )t dt

t

− +∫ =

= 4 5

dt

tdt dt

t

− +∫ ∫ ∫ =
2

1
4 5ln

2

t

t t C− + + =
2

2 5ln 2 ,

2

x

x x C− + + +

ãäå Ñ =Ñ1 – 6. 

10.4. Метод интегрирования по частям 

Ïóñòü u = u(x) è v = v(x) — äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ïî 
ñâîéñòâó äèôôåðåíöèàëà (ñì. § 9.1) 

d(uv) = v du + u dv 

èëè

u dv = d(uv) – v du.

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è 
ó÷èòûâàÿ (10.5) è (10.2), ïîëó÷àåì 

udv∫ = uv – vdu∫ . (10.21)

Ôîðìóëà (10.21) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñ-
òÿì äëÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïðè åå ïðèìåíåíèè ôèê-
ñèðóåòñÿ ðàçáèåíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ èñêîìîãî èí-
òåãðàëà íà äâà ñîìíîæèòåëÿ (u è dv). Ïðè ïåðåõîäå ê ïðàâîé 
÷àñòè (10.21) ïåðâûé èç íèõ äèôôåðåíöèðóåòñÿ (ïðè íàõîæäå-
íèè äèôôåðåíöèàëà: du = u′dx), âòîðîé èíòåãðèðóåòñÿ
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(v = dv∫ +C (ñì. (10.2)). Âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ (10.21) ñâÿ-

çàíû ñ òåì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðî-
ñòèòü îäèí èç ñîìíîæèòåëåé (ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå 
íå ñëèøêîì óñëîæíèò äðóãîé). 

� Ïðèìåð 10.10. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à) 2x
xe dx

−

∫ ; á) / 3
(2 3 )

x

x e dx+∫ .

Ð å ø å í è å. à) Òàê êàê x ′ = 1, à ôóíêöèÿ 2x
e
−  ïðè èíòåã-

ðèðîâàíèè ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ (ñîãëàñíî (10.20) ïîÿâëÿ-
åòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü), òî äàííûé èíòåãðàë ìîæíî 

íàéòè èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ïîëàãàÿ u = x, dv = 2x
e
− dx.

Íàéäåì íåîáõîäèìûå äëÿ çàïèñè ïðàâîé ÷àñòè (10.21) v è du.
Òàê êàê u = x, òî du = dx. Ñîãëàñíî (10.3) è (10.20) ïðè k = –2, 

b = 0, èìååì 

v = dv∫ = 2x
e dx
−

∫ = 2

1

2

x

e C
−

− + .

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì 
(10.21), ïîëó÷àåì 

2x
xe dx

−

∫  = 2 2

1 1

( ) ( )

2 2

x x

x e C e C dx
− −

− + − − +∫ .

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûé 
èíòåãðàë — ñóììà òàáëè÷íîãî è èíòåãðàëà, êîòîðûé áûë îïðå-
äåëåí ïðè íàõîæäåíèè v. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî 

2x
xe dx

−

∫  = 2 2

1

1 1 1

2 2 2

x x

xe Cx e Cx C
− −

⎛ ⎞
− + + − − +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

= 2 2

1

1 1

2 4

x x

xe e C
− −

− − + .

Ç à ì å ÷ à í è å. Àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, 
÷òî ïîñòîÿííàÿ C, âîçíèêøàÿ ïðè íàõîæäåíèè v (ïî çàäàííî-    
ìó dv), íå âõîäèò â çàïèñü îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà. Àíàëîãè÷íî â 
îáùåì ñëó÷àå ïîñòîÿííàÿ C, âîçíèêàþùàÿ ïðè íàõîæäåíèè v,
èñêëþ÷àåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, ïðè-
ìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è íàéäÿ v, áóäåì ïî-
ëàãàòü C = 0, ÷òî íåñêîëüêî óïðîùàåò çàïèñü ðåøåíèÿ. 

á) Ïóñòü 2 + 3x = u, / 3x

e dx dv= . Òîãäà 

du = d (2+3x) = (2+3x)′dx = 3dx
è
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 v = dv∫ = / 3x

e dx∫ = / 3
3

x

e

(ñì. (10.20)). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïî-
ëó÷àåì

/ 3
(2 3 )

x

x e dx+∫ = / 3
(2 3 )3

x

x e+ −
/ 3

3 3
x

e dx =∫

/ 3 / 3
(6 9 ) 9

x x

x e e dx= + − ∫  = / 3 / 3
(6 9 ) 9 3

x x

x e e+ − ⋅  = 

= / 3
(9 21)

x

x e C− + . �

� Ïðèìåð 10.11. Íàéòè èíòåãðàëû:

à) lnx xdx∫ ; á) 3
( 1) lnx xdx+∫ .

Ð å ø å í è å. à) «Ïðåïÿòñòâèåì» ê íàõîæäåíèþ äàííîãî èí-
òåãðàëà ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå ñîìíîæèòåëÿ ln x â çàïèñè ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè. Óñòðàíèòü åãî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî èí-
òåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ïîëàãàÿ u = ln x. Òîãäà dv = x dx. (Ñó-
ùåñòâåííî, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèè f (x) = x ïîëó÷à-
åòñÿ ôóíêöèÿ òîãî æå òèïà (ñòåïåííàÿ)). Òàê êàê du = d ln

x =
dx

x

 è v = dv∫ = xdx∫  = 
2

2

x

 (Ñ = 0, ñì. çàìå÷àíèÿ â ïðèìåðå 

10.10), èñïîëüçóåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì; ïîëó÷à-
åì

lnx xdx∫  = 
2 2

1

ln

2 2

x x

x dx

x

− ∫  = 
2

1

ln

2 2

x

x xdx− ∫  = 

=
2 2

ln

2 4

x x

x C− + .

á) Ïóñòü u = ln x, 3
( 1)dv x dx= + . Òîãäà du =

dx

x

è v = dv∫ =

= 3
( 1)x dx+∫ =

4

4

x

x+ . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 

÷àñòÿì, ïîëó÷àåì 

3
( 1) lnx xdx+∫ =

4

ln

4

x

x x

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

–
4

4

x dx

x

x

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ =

=
4

3

1

ln

4 4

x

x x x dx dx

⎛ ⎞
+ − −

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ =

4 4

ln

4 16

x x

x x x C

⎛ ⎞
+ − − +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. �

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî èíòåãðàëà 
ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü áî-
ëåå îäíîãî ðàçà. 
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� Ïðèìåð 10.12. Íàéòè 2
sinx xdx∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì u = 2
x , sin x dx = dv. Òîãäà du = 2

dx =

= 2xdx è v = sin cosdv xdx x= = −∫ ∫  (ñì. ôîðìóëó (10.10)). Ïðè-

ìåíÿÿ  ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì 
2 2

2

sin cos ( cos )2

cos 2 cos .

x xdx x x x x dx

x x x xdx

= − − − =

= − +

∫ ∫

∫

Âîçíèêøèé èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì, îäíàêî âèäíî, 
÷òî ìû íà ïðàâèëüíîì ïóòè: ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì èíòåãðà-
ëîì ñòåïåíü ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè óìåíü-
øèëàñü íà åäèíèöó, ïðè ýòîì âòîðîé ñîìíîæèòåëü cos x òîãî æå 
òèïà, ÷òî è â èñõîäíîì èíòåãðàëå. Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû 
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîëîæèì òåïåðü u = x, cosx dx = dv. Òîãäà du = dx,

v = cos sindv x dx x= =∫ ∫  (ñì. (10.11)) è 

2
sinx x dx∫ = 2

cos 2( sin sin )x x x x x dx− + − ∫ =

= 2
cos 2 sin 2cosx x x x x C− + + + . �

Àíàëèçèðóÿ ðàçîáðàííûå ïðèìåðû, ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþ-
ùèå òèïû èíòåãðàëîâ, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ 
ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì: 

1. n ax
x e dx∫ , sin

n

x mx dx∫ , cos
n

x mx dx∫ .

2. ln
k n
x x dx∫ , arcsin

k
x x dx∫ , arccos

k
x x dx∫ ,

k
x x dx∫ arctg , k

x x dx∫ arcctg ,

ãäå a, m, k — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (k ≠ –1), n — öåëîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ èç ïåðâîé ãðóïïû ôîðìóëó èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèäåòñÿ ïðèìåíèòü n ðàç (ïðè ïåðâîì 

ïðèìåíåíèè ïîëàãàþò u = n

x , îñòàëüíûå ñîìíîæèòåëè ïîäûí-

òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ çàäàþò dv), ïîêà ñòåïåíü n ïåðåìåííîé x
íå ñòàíåò ðàâíîé íóëþ, à ñàì èíòåãðàë — òàáëè÷íûì (ñì. ïðè-
ìåðû 10.10, 10.12). Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ âòîðîé ãðóïïû 

ïîëàãàþò k
x dx dv=  (îñòàâøèåñÿ ñîìíîæèòåëè ïîäûíòåãðàëüíî-

ãî âûðàæåíèÿ çàäàþò òîãäà âûðàæåíèå äëÿ u). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ 

íàõîæäåíèÿ ln
k n
x xdx∫  ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì 
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ïðèäåòñÿ ïðèìåíÿòü n ðàç (ïðè êàæäîì ïðèìåíåíèè ñòåïåíü 
ôóíêöèè ln x óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, ïîêà íå ñòàíåò ðàâíîé 
íóëþ, à ñàì èíòåãðàë — òàáëè÷íûì). 

Íà ïðàêòèêå ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ÷àñòî êîìáè-
íèðóåòñÿ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. 

� Ïðèìåð 10.13. Íàéòè 2
ln (2 3)x dx+∫ .

Ð å ø å í è å. Âûïîëíèì ñíà÷àëà çàìåíó ïåðåìåííîé: ïîëî-
æèì t = 2x + 3. 

Òîãäà dt = d (2x + 3) = 2dx è dx =
1

2

dt . Ñëåäîâàòåëüíî, 

2
ln (2 3)x dx+∫ = 2

1

ln

2

t dt∫ = 2

1

ln

2

t dt∫ .

Ïóñòü 2
ln t u= , dt = dv. Òîãäà du = 2

lnd t = 2ln t
1

dt

t

,

v = dv dt=∫ ∫ = t è, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñ-

òÿì, ïîëó÷àåì: 

2
ln (2 3)x dx+∫ = 2

1 1

( ln 2ln )

2

t t t t dt

t

− ⋅∫ = 2

1

ln ln

2

t t t dt− ∫ .

Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì u = ln t,

dv = dt, ïîëó÷àåì ln lntdt t t t C= − +∫ . Îêîí÷àòåëüíî èìååì 

2
ln (2 3)x dx+∫ = 2

1

ln ln

2

t t t t t C− + + =

= 2

1

(2 3)ln (2 3) (2 3) ln (2 3) 2 .

2

x x x x x C+ + − + + + + �

10.5. Интегрирование простейших  

рациональных дробей 

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå 
âèäà

0 1

n

n

a a x a x+ + +… , ãäå 
0 1
, , ,

n

a a a…  — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà 

n

a ≠ 0,  n ≥ 0. Íàïðèìåð, 3 + 2x — ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, 4
x− +

+ 3x + 2 — ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è ò.ä. Ðàöèîíàëüíîé 
äðîáüþ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, 

2

3 1

1

x

x

+

+

,
2 3

2 4

1

x x

x

+ +

+

, … — ðàöèîíàëüíûå äðîáè. 

Íàñ èíòåðåñóþò èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Â ñëó-
÷àå, êîãäà ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà çíàìåíàòåëÿ äðîáè ðàâíà íóëþ 
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(ò.å. â çíàìåíàòåëå ñòîèò ÷èñëî), äðîáü ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. 
Èíòåãðàë îò ìíîãî÷ëåíà íàõîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà 
ðàçëîæåíèÿ (ñì. § 10.2). Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòåïåíü 
çíàìåíàòåëÿ äðîáè áîëüøå íóëÿ. Ïðèìåðû òàêèõ èíòåãðàëîâ 
âñòðå÷àëèñü íàì âûøå (ñì., íàïðèìåð, òàáëè÷íûå èíòåãðà-     
ëû (10.7) ïðè öåëîì îòðèöàòåëüíîì n, (10.8), (10.13), (10.14)). Â 
ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàìåòèì îáùèé ïîäõîä ê èíòåãðèðîâàíèþ 
ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. 

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü 
ïðàâèëüíûå äðîáè, ò.å. òàêèå, ó êîòîðûõ ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ 
ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòî íå òàê, òî, 
èñïîëüçóÿ àëãîðèòì äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ «óãëîì», èçâåñòíûé èç 
øêîëüíîãî êóðñà, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü èñõîäíóþ äðîáü â âèäå 
ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé äðîáè. Íàïðèìåð, 

3
3 4

2

x x

x

− +

−

= 2

6

2 1

2

x x

x

+ + +

−

,

4

2

4 4 5

2 1

x x

x x

− +

− +

= 2

2

12 7

4 8 12

2 1

x

x x

x x

−

+ + +

− +

è ò.ä. Òîãäà èíòåãðàë îò èñõîäíîé äðîáè ñâåäåòñÿ (ñ ïîìîùüþ 
ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ, ñì. § 10.2) ê ñóììå èíòåãðàëîâ îò ìíîãî÷ëå-
íà è ïðàâèëüíîé äðîáè. 

Åñëè ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà 1, òî èñêîìûé èíòåãðàë 

èìååò âèä 
dx

kx b+

∫ , è äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ äîñòàòî÷íî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ôîðìóëîé (10.19) (ñì. ïðèìåð 10.6á) èëè çàìåíîé ïåðå-
ìåííîé t = kx + b  (ñì. ïðèìåð 10.4).

Ïóñòü ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà 2, ò.å. èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ 
èíòåãðàë âèäà 

2

ex f

dx

ax bx c

+

+ +

∫ , (10.22)

ãäå a, b, c, e, f — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, a ≠ 0. Ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: èíòåãðàë âèäà 

2

ex f

dx

ax c

+

+

∫ , (10.23)

à çàòåì óêàæåì, êàê îáùèé ñëó÷àé ñâåñòè ê äàííîìó. Åñëè 
c = 0, òî èíòåãðàë (10.23) ïðåäñòàâëÿåò ñóììó äâóõ òàáëè÷íûõ 
èíòåãðàëîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé; ñì. ìåòîä ðàçëîæåíèÿ). 
Ïóñòü c ≠ 0. Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà (10.23) äîñòàòî÷íî 
íàéòè èíòåãðàëû 

2

dx

ax c+

∫ (10.24)
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è

2

xdx

ax c+

∫ . (10.25)

Èíòåãðàë (10.24) ñâîäèòñÿ (âûíåñåíèåì ìíîæèòåëÿ) ëèáî ê 
òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó (10.13), åñëè ac > 0, ëèáî ê èíòåãðàëó 
(10.14), åñëè ac < 0 (ñì. ïðèìåð 10.2â, ã).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà (10.25) èñïîëüçóåì çàìåíó ïåðå-

ìåííîé t = 2
ax c+  (ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ÷àñò-

íîì ñëó÷àå, ñì. ïðèìåð 10.8â). Òîãäà dt = 2ax dx, x dx =
1

2

dt

a

 è

2

xdx

ax c+

∫ =
2

dt

at

∫ =
1

2

dt

a t

∫ =
1

1

ln

2

t C

a

+ .

Îêîí÷àòåëüíî èìååì 

2

xdx

ax c+

∫ = 2

1

1

ln

2

ax c C

a

+ + , (10.26)

ãäå a ≠ 0.
Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê èíòåãðàëó (10.22), çàìåòèì, ÷òî åãî 

ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (10.23), åñëè ñíà÷àëà âûäåëèòü ïîëíûé 
êâàäðàò â çíàìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, à çàòåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ (ëèíåéíóþ) çàìåíó ïåðåìåííîé. 

� Ïðèìåð 10.14. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à)
2

2 1

2 1

x

dx

x x

+

+ +

∫ ; á) 
2

1

4 4 3

x

dx

x x

+

+ −

∫ ; â) 
2

8

4 13

x

dx

x x

−

− +

∫ .

Ð å ø å í è å. à) Ïîñêîëüêó 2
2 1x x+ + = 2

( 1)x + , òî èñïîëüçó-

åì çàìåíó ïåðåìåííîé t = x + 1. Òîãäà dt = dx, x = t – 1 è 

2

2 1

2 1

x

dx

x x

+

+ +

∫ =
2

2 1t

dt

t

−

∫ = 2

dt

t

∫ – 2
t dt
−

∫ = 2 ln t +
1

t

+C =

= 2 ln 1x + +
1

1x +

+C.

á) Òàê êàê 2
4 4 3x x+ − = 2

(2 1) 4x + − , òî ïîëîæèì t = 2x + 1. 

Òîãäà x =
1

2

(t – 1), dx =
1

2

dt è

2

1

4 4 3

x

dx

x x

+

+ −

∫  = 
2

(1 2)( 1) 1 1

4 2

t

dt

t

− +

−

∫  = 

=
2

1 1

4 4

t

dt

t

+

−

∫ =
2

1

4 4

tdt

t −

∫ +
2

1

4 4

dt

t −

∫ .
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé 
(10.26) ïðè a = 1, c = –4. Âòîðîé èíòåãðàë — òàáëè÷íûé (ñì. (10.14)). 

Òåïåðü èìååì 
2

1

4 4 3

x

dx

x x

+

+ −

∫ =
1

8

2
ln 4t − +

1

16

2

ln

2

t

t

−

+

+C=

=
1

8

2
ln 4 4 3x x+ − +

1

16

2 1

ln

2 3

x

x

−

+

+C.

â) Òàê êàê 2
4 13x x− + = 2

( 2) 9x − + , òî ïîëîæèì t = x – 2. Òîãäà 

dt = dx, x = t + 2 è 
2

8

4 13

x

dx

x x

−

− +

∫ =
2

6

9

t

dt

t

−

+

∫ =
2

6

9

dt

t +

∫ –
2

9

tdt

t +

∫ .

Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ — òàáëè÷íûé (ñì. (10.13)), äëÿ íàõî-
æäåíèÿ âòîðîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (10.26). Òîãäà ïîëó÷à-

åì
2

8

4 13

x

dx

x x

−

− +

∫ = 2 arctg
3

t

–
1

2

( )
2

ln 9t + +C = 2 arctg
2

3

x −

–

–
1

2

2
ln 4 13x x− + +C. �

Ðàññìîòðåííûé ïðèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïðàâèëüíûõ äðîáåé, 
çíàìåíàòåëü êîòîðûõ èìååò âòîðóþ ñòåïåíü (âûäåëåíèå ïîëíîãî 
êâàäðàòà â çíàìåíàòåëå ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé ïåðåìåííîé) 
èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: îí íå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àè, 
êîãäà ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ áîëüøå äâóõ. Íàìåòèì ïîýòîìó òàêæå 
äðóãîé âîçìîæíûé ïîäõîä. 

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè 
2 2

dx

x a−

∫ (ïîëó÷èì äðóãîé âûâîä ôîð-

ìóëû (10.14)). Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ èñêîìîãî 
èíòåãðàëà â âèäå:

2 2

1

x a−

=
1 1 1

2a x a x a

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
− +⎝ ⎠

.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ è ôîðìóëó (10.19), ïîëó÷àåì: 

2 2

dx

x a−

∫ =
1 1

2 2

dx dx

a x a x a a

⎛ ⎞
− =

⎜ ⎟
− +⎝ ⎠

∫ ∫ ( ln lnx a x a− − + )+C =

=
1

2a

ln
x a

x a

−

+

+C.

Àíàëîãè÷íî, â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïî-

äûíòåãðàëüíàÿ ( ) ( )f x g x — ïðàâèëüíàÿ äðîáü, çíàìåíàòåëü g(x)

êîòîðîé — ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, èìåþùèé n ïîïàðíî ðàçëè÷-

íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé 
1 2
, , , ,

n

x x x…  òî ñóùåñòâóåò ïðåä-

ñòàâëåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â âèäå 
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1 2

1 2

( )

...

( )

n

n

AA Af x

g x x x x x x x

= + + +

− − −

,

ãäå À1, À2, …, À
n
 — íåêîòîðûå ÷èñëà. Òîãäà èñõîäíûé èíòåãðàë 

ñâîäèòñÿ ê ñóììå òàáëè÷íûõ. 

� Ïðèìåð 10.15. Íàéòè 
2

3 2

2 2

2 8

x x

dx

x x x

− +

+ −

∫ .

Ð å ø å í è å. Òàê êàê 3 2
2 8x x x+ −  = x (x + 4)(x + 2), òî 

2

3 2

2 2

2 8

x x

x x x

− +

+ −

= 31 2

2 4

AA A

x x x

+ +

− +

.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàéäåì ïîñòîÿííûå 
1
A ,

2
A ,

3
A .

Ïðèâîäÿ äðîáè ïðàâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïðèõîäèì 
ê ðàâåíñòâó 

1
A (x – 2)(x + 4) + 

2
A (x + 4)x +

3
A (x – 2) x = 2

2 2x x− + .

Åñëè x = 0, òî èìååì –8
1
A = 2 è

1
A = –1/4. Åñëè x = 2, òî

12
2

A = 2 è 
2

A = 1/6. Åñëè x = –4, òî 24
3
A  = 26, ò.å. 

3
A  = 

13

12

.

(Îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ, ÷òî ïðèåì íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿí-

íûõ
1
A ,

2
A , … íåòðóäíî îáîáùèòü è èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå.) 
Òîãäà

2

3 2

2 2

2 8

x x

dx

x x x

− +

+ −

∫ =
1 13 1

4 12 4 6 2

dx dx dx

x x x

− + +

+ −

∫ ∫ ∫ =

=
1 13 1

ln ln 4 ln 2

4 12 6

x x x C− + + + − +

(ñì. (10.19)). (Ðàññìîòðåííûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ 

ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.) �

10.6. Интегрирование некоторых видов  

иррациональностей 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, â êîòîðûõ çàìåíà ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò 
èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñâåñòè ê èíòåãðàëàì îò 
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â § 10.5 (ò.å. ðàöèî-
íàëèçèðîâàòü èíòåãðàë). 
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(u, v) ôóíêöèþ îò ïåðåìåííûõ u, v è íå-
êîòîðûõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ëèøü ÷åòûðåõ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé (ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, 
óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ). 

Íàïðèìåð, R(u, v) = 2 5
2u v+ , R(u, v) = 

2

3

2

u v

u

+

−

 è ò.ä. 

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà ( , )
n

R x x dx∫ . Òàêèå èíòåãðàëû 

ðàöèîíàëèçèðóþòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé t = n

x .

� Ïðèìåð 10.16. Íàéòè
3

dx

x x+

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èñêîìîãî èíòåãðàëà 
çàïèñàíà êàê ôóíêöèÿ îò ðàäèêàëîâ ñòåïåíåé 2 è 3. Òàê êàê 
íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 2 è 3 ðàâíî 6, òî äàííûé èí-

òåãðàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà 6

( , )R x x dx∫  è ìîæåò áûòü 

ðàöèîíàëèçèðîâàí ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåííîé 6

x = t. Òî-

ãäà x = 6
t , dx = 5

6t dt , 3
x t= , 3

2
x t= . Ñëåäîâàòåëüíî, 

3

dx

x x+

∫ =
5

3 2

6t

dt

t t+

∫ =
3

6

1

t

dt

t +

∫ .

Ïîëîæèì t + 1 = z. Òîãäà dz = d(t + 1) = dt è 

3

dx

x x+

∫ =
3

( 1)

6

z

dz

z

−

∫ = 2
6 18 18 6

dz

z dz zdz dz

z

− + −∫ ∫ ∫ ∫ =

= 3 2
2 9 18 6lnz z z z C− + − + = ( ) ( ) ( )

3 2

6 6 6

2 1 9 1 18 1x x x+ − + + + +C =

= 3 6 6

2 3 6 6ln( 1)x x x x C− + − + + ,

ãäå
1

C  = C–11. �

Èíòåãðàëû âèäà ( , )
n

R x x dx∫  ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èí-

òåãðàëîâ îò äðîáíî-ëèíåéíûõ èððàöèîíàëüíîñòåé, ò.å. èíòåãðà-

ëîâ âèäà ,

n

ax b

R x dx

cx d

⎛ ⎞+

⎜ ⎟
⎜ ⎟

+
⎝ ⎠

∫ , ãäå ad – cb ≠ 0, êîòîðûå äîïóñêàþò 

ðàöèîíàëèçàöèþ ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåííîé t = n
ax b

cx d

+

+

.
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� Ïðèìåð 10.17.  Íàéòè 
1

1 1

x dx

x x

−

+ +

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì t =
1

1

x

x

−

+

. Òîãäà x =
2

2

1

1

t

t

−

+

,

dx =
2 2

4

(1 )

tdt

t

−

+

, 1+x =
2

2

1 t+

,
2

1 1

1 2

t

x

+

=

+

.

Ñëåäîâàòåëüíî,
2

2 2

1 (1 ) 4

1 1 2 (1 )

x dx t t t

dt

x x t

⎛ ⎞− +

= −⎜ ⎟
+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ =
2

2

2

1

t dt

t

−

+

∫ = 2 dt− +∫

+
2

2

1

dt

t+

∫ =–2t + 2 arctg t +C =
1 1

2 arctg

1 1

x x

C

x x

− −

− + +

+ +

. �

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà 2
( , )R x ax bx c dx+ +∫ .

Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ òàêèå èíòåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê òàáëè÷-
íûì (ñì. (10.12), (10.15)). (Íåîáõîäèìàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé óñ-
ìàòðèâàåòñÿ ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà â êâàäðàòíîì 

òðåõ÷ëåíå 2
ax bx c+ + .)

� Ïðèìåð 10.18. Íàéòè èíòåãðàëû: 

à)
2

4 5

dx

x x+ +

∫ ; á) 
2

8 4 4

xdx

x x+ −

∫ .

Ð å ø å í è å. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2
4 5x x+ + = 2

( 2) 1x + + , ïîëî-

æèì t = x + 2. Ýòà çàìåíà ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñêî-
ìûé èíòåãðàë ê òàáëè÷íîìó (ñì. (10.15)): 

2
4 5

dx

x x+ +

∫ = 2

2

ln 1

1

dt

t t C

t

= + + +

+

∫ =

= 2
ln 2 4 5x x x C+ + + + + .

á) Òàê êàê 2
8 4 4x x+ −  = 9– 2

(1 2 )x− , òî ïîëîæèì 1 – 2x = t.

Òîãäà
1

2

t

x

−

= , dx =
1

2

dt− è, ñëåäîâàòåëüíî, 

2 2 2 2

1 (1 ) 1 1

.

4 4 48 4 4 9 9 9

xdx t dt tdt

dt

x x t t t

−

= − = − +

+ − − − −

∫ ∫ ∫ ∫

Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ äàííîé ñóììû — òàáëè÷íûé          
(ñì. (10.12)), âòîðîé ñâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó (10.7) çà-
ìåíîé z = 9 – 2

t :
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2
8 4 4

xdx

x x+ −

∫ = 1/ 2

1 1

arcsin

4 3 8

t

z dz
−

− − ∫ =

= 2

1 1 2 1

arcsin 8 4 4

4 3 4

x

x x C

−

− − + − + . �

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà 

2
( , )R x ax bx c dx+ +∫  èñïîëüçóþòñÿ ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà. 

10.7. Интегрирование тригонометрических функций 

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà (sin , cos ) .R x x dx∫  Òàêèå èíòå-

ãðàëû ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-

öèé çàìåíîé ïåðåìåííîé t = tg
2

x

,  ãäå –π < x < π.

Äåéñòâèòåëüíî,

sin x =
2

2tg ( / 2)

1 + tg ( / 2)

x

x

=
2

2

1

t

t+

, cos x =
2

2

1 ( 2)

1 ( 2)

x

x

−

+

tg
tg

=
2

2

1

1

t

t

−

+

,

x = 2arctg t, dx = 
2

2

1

dt

t+

. Òîãäà 

2

2 2 2

2 1 2

(sin , cos ) ,

1 1 1

t t dt

R x x dx R

t t t

−⎛ ⎞
=

⎜ ⎟
+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ =
1
( )R t dt∫ .

� Ïðèìåð 10.19. Íàéòè
sin

dx

x

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì t = tg
2

x

. Òîãäà, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ 

÷åðåç t äëÿ dx è sin x, óêàçàííûå âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìûé 
èíòåãðàë ðàâåí 

2

2

(1 )2

(1 )2

t dt

t t

+

+

∫ =
dt

t

∫ = ln⎢t⏐+Ñ= ln
2

xtg +C. �

Åñëè ôóíêöèÿ R(u, v) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ÷åòíîñòè èëè íå-
÷åòíîñòè ïî ïåðåìåííûì u èëè v, òî äëÿ ðàöèîíàëèçàöèè èíòå-
ãðàëà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òàêæå è äðóãèå ïîäñòàíîâêè. 

Òàê, åñëè R(u, v) — äðîáü, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êîòîðîé 
ìíîãî÷ëåíû ïî ïåðåìåííûì u è v è R(–u, v) = –R(u, v), òî ðà-

öèîíàëèçàöèÿ èíòåãðàëà (sin , cos )R x x dx∫  äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé 

ïåðåìåííîé t = cos x.
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� Ïðèìåð 10.20. Íàéòè 
3

4

sin

cos

x

dx

x

∫ .

Ð å ø å í è å. Â äàííîì ñëó÷àå R(u, v) = 3 4
u v , à ïîòîìó R(–u, v) = 

= –R(u, v). Ïîëîæèì òîãäà cos x = t, dt = –sin x dx. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2 2
sin 1x t= − , ïîëó÷àåì 

4

3 2

4

sin 1

cos

x t

dx dt

tx

−

= − =∫ ∫
4 2

t dt t dt
− −

− +∫ ∫ =
3

1

3

t

t C

−

−

− + =

=
3

1 1 1

3 cos cos

C

x x

− + . �

Åñëè ( , ) ( , )R u v R u v− = − , òî ðàöèîíàëèçàöèÿ èíòåãðàëà

(sin , cos )R x x dx∫  äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé t = sin x.

� Ïðèìåð 10.21. Íàéòè 2 3
sin cosx xdx∫ .

Ð å ø å í è å. Â äàííîì ñëó÷àå R(u, v) = 2 3
u v . Ïîëîæèì 

t = sin x. Òîãäà dt = cos x dx è, ñëåäîâàòåëüíî, 

2 3
sin cosx xdx∫ = 2 2

(1 )t t dt−∫ =
3 5

3 5

t t

C− + =

=
3 5

sin sin

3 5

x x

C− + . �

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà sin cos ,x x dxα β∫ sin sin ,x x dxα β∫

cos cosx x dxα β∫ , ãäå α, β — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. 

Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ôîðìóë äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâå-
äåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììó òàêèå èíòåãðàëû 
ñâîäÿòñÿ ê ñóììå òàáëè÷íûõ. 

� Ïðèìåð 10.22. Íàéòè sin3 cos5x x dx∫ .

Ð å ø å í è å. Òàê êàê sin3 cos5x x =
1

(sin8 sin 2

2

x x− ), òî 

sin3 cos5x x dx∫ =
1 1

sin8 sin 2

2 2

xdx xdx−∫ ∫ =

=
1 1

sin8 (8 ) sin 2 (2 )

16 4

xd x xd x−∫ ∫ =
1 1

cos2 cos8

4 16

x x C− + . �
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10.8. Решение задач 

� Ïðèìåð 10.23. Íàéòè èíòåãðàëû:

à)
3

2
1

x

x

e

dx

e +

∫ ; á) 2
3 x

x e dx∫ .

Ð å ø å í è å. à) Ïîëîæèì x

e = t. Òîãäà dx = 
dt

t

è
3

2
1

x

x

e

dx

e +

∫ =

=
3

2
( 1)

t dt

t t+

∫ =
2

2
1

t dt

t +

∫ =
2

1

1

1

dt

t

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

∫ =
2

1

dt

dt

t

−

+

∫ ∫  = t – arctg t + C =

= x x

e e C− +arctg .

Îòìåòèì, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííîé x

t e=  ïîçâîëÿåò ðàöèîíà-

ëèçèðîâàòü ïðîèçâîëüíûé èíòåãðàë âèäà ( )
x

R e dx∫ .

á) Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííîé, ñâåäåì äàííûé èíòåãðàë ê 
èíòåãðàëó, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàéäåí ìåòîäîì èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî ÷àñòÿì. 

Ïîëîæèì 2
x = t. Òîãäà 

1

2

dt xdx=  è 2
3 x
x e dx∫ = 2

2 x
x e xdx∫ =

=
1

2

t
te dt∫  = 

1

.

2

t
te dt∫

Ïóñòü òåïåðü t = u, t
e dt = dv. Òîãäà du = dt, v = t

e dt∫ = t
e  è 

1

2

t
te dt∫ = ( )

1

2

t t
te te dt− ∫ =

1 1

2 2

t t
te e C− + = 2 2

2

1 1

2 2

x x

x e e C− + . �

� Ïðèìåð 10.24.  Íàéòè èíòåãðàëû:

à) 2
1 x dx+∫ ; á) sin

x

e xdx∫ .

Ð å ø å í è å. à) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 
÷àñòÿì.

Ïóñòü u = 2
1 x+ , dv = –dx. Òîãäà du =

2
1

xdx

x+

,

v = dv∫ = dx∫ = x  è J = 2
1 x dx+∫ =

2

2

2

1

1

x

x x dx

x

+ −

+

∫ =

=
2

2

2

( 1) 1

1

1

x

x x dx

x

+ −

+ − =

+

∫
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= 2 2

2

1 1

1

dx

x x x dx

x

+ − + +

+

∫ ∫ =

= 2 2 2
1 1 ln 1x x x dx x x C+ − + + + + +∫ .

Íî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñîâïàäàåò ñ èñ-
êîìûì èíòåãðàëîì J, ò.å. èìååì ðàâåíñòâî 

J = 2 2
1 ln 1x x J x x C+ − + + + + ,

oòêóäà

2J = 2 2
1 ln 1x x x x C+ + + + + ,

J = 2 2

1

1 1

1 ln 1

2 2

x x x x C+ + + + + ,

ãäå
1

1

2

C C= .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé èíòåãðàë ïðèíàäëåæèò ê ñå-

ìåéñòâó èíòåãðàëîâ âèäà 2 2
( , )R x a x dx+∫ , êàæäûé èç êîòîðûõ 

ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâ-
êè x = a tg t.

á) Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïóñòü 

sin x = u, x

e dx dv= .Òîãäà du = cos x dx, v = x

e ,

J = sin
x

e xdx∫ = sin cos
x x

e x e xdx− ∫ .

Åùå ðàç ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïî-

ëàãàÿ cos x = u, x

e dx dv= . Òîãäà du = –sin x dx, v = x

e  è 

J = sin ( cos sin )
x x x

e x e x e xdx C− + +∫ ,

ò.å. J = sin cos
x x

e x e x J C− − + .

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (ïî àíàëîãèè ñ ðåøåíèåì ïðèìåðà 
10.24à) ïîëó÷àåì 

2J = (sin cos )
x

e x x C− + , J = 
1

1

(sin cos )

2

x

e x x C− + ,

ãäå
1

1

2

C C= .
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Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðà-

ëîâ âèäà cos
ax

e bx dx∫ , sin
ax

e bx dx∫ , ãäå a è b — íåêîòîðûå 

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. �

� Ïðèìåð 10.25. Íàéòè:
3 2

2

2 4

2 3

x x

dx

x x

− +

+ −

∫ .

Ð å ø å í è å. Âûïîëíÿÿ äåëåíèå «óãëîì», èìååì 

3 2 2

3 2

2

2

2 4 2 3

2 3 4

4 3 4

4 8 12

11 8

x x x x

x x x x

x x

x x

x

− + + −

+ − −

− + +

− − +

−

èëè
3 2

2

2 4

2 3

x x

x x

− +

+ −

= x – 4 +
2

11 8

2 3

x

x x

−

+ −

. Òîãäà 

3 2

2

2 4

2 3

x x

dx

x x

− +

+ −

∫  =
2

11 8

4

2 3

x

xdx dx dx

x x

−

− +

+ −

∫ ∫ ∫ =

=
2

2

11 8

4

2 2 3

x x

x dx

x x

−

− +

+ −

∫ .

Òàê êàê 2
2 3x x+ − = 2

( 1) 4x + − , òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàâøå-

ãîñÿ èíòåãðàëà èñïîëüçóåì ñíà÷àëà çàìåíó ïåðåìåííîé t = x+1,
à çàòåì ôîðìóëû (10.26) è (10.14) (ñì. § 10.5). Òîãäà ïîëó÷àåì 

3 2

2

2 4

2 3

x x

dx

x x

− +

+ −

∫ =
2

2

11( 1) 8

4

2 4

x t

x dt

t

− −

− +

−

∫ =

=
2

2 2

4 11 19

2 4 4

x tdt dt

x

t t

− + −

− −

∫ ∫ =

=
2

2

11 19 2

4 ln 4 ln

2 2 4 2

x t

x t C

t

−

− + − − +

+

=

=
2

2

11 19 1

4 ln 2 3 ln

2 2 4 3

x x

x x x C

x

−

− + + − − +

+

. �

–

–
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� Ïðèìåð 10.26. Íàéòè 
4

1 x

dx

x x

+

+

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì 4
x t= (ñì. § 10.6). Òîãäà dx = 3

4t dt  è 
4

1 x

dx

x x

+

+

∫ = 3

4 2

1

4

t

t dt

t t

+

+

∫ =
2

2

4

1

t t

dt

t

+

+

∫ =
2

1

4 1

1

t

dt

t

−⎛ ⎞
+

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

∫ =

= 4
2 2

1 1

tdt dt

dt

t t

⎛ ⎞
+ −

⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ .

Ïåðâûé è òðåòèé èíòåãðàëû òàáëè÷íûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòî-
ðîãî èñïîëüçóåì ôîðìóëó (10.26). Òîãäà ïîëó÷àåì 

4

1 x

dx

x x

+

+

∫ = 4t + 2ln 2
( 1) 4t t C+ − +arctg =

4 4

4 2ln(1 ) 4arctg .x x x C= + + − + �

� Ïðèìåð 10.27. Íàéòè
2 3

6

(4 )x

dx

x

−

∫ .

Ð å ø å í è å. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èíòåãðàë ñåìåéñòâà 

2 2
( , )R x a x dx−∫  ìîæåò áûòü íàéäåí çàìåíîé ïåðåìåííîé

x = a sin t.
Ïîëîæèì x = 2sin t. Òîãäà dx = 2cos t dt è

2 3

6

(4 )x

dx

x

−

∫ =
2 3

6

(4 4sin )

2cos

64sin

t

t dt

t

−

∫ =
4

6

1 cos

4 sin

t

dt

t

∫ =

=
4

4

2

1 1

4 sin 4

t dt

t d t

t

= −∫ ∫

ctg ctg ctg = 5

1

20

t C− +ctg =
2 5

5

(4 )

20

x

C

x

−

− + . �

� Ïðèìåð 10.28. Íàéòè
2

tg

1

x

dx

x−

∫ ctg
.

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì t = tg x. Òîãäà dx =
2

1

dt

t+

 è 

2

tg

1 ctg

x

dx

x−

∫ =
2 2

(1 1/ )(1 )

tdt

t t− +

∫ =
3

4
1

t dt

t −

∫ =
3

4
1

t dt

t −

∫ =
4

4

1 ( 1)

4 1

d t

t

−

−

∫ =

= 4 4

1 1

ln 1 ln tg 1

4 4

t C x C− + = − + . �
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Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè t = tg x ìîæåò áûòü 

ðàöèîíàëèçèðîâàí ïðîèçâîëüíûé èíòåãðàë âèäà (tg )R x dx∫ .

10.9. Об интегралах, «неберущихся» 

в элементарных функциях 

Èç îñíîâíûõ ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîèç-

âîäíàÿ ïðîèçâîëüíîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè âíîâü ÿâëÿåòñÿ 

ôóíêöèåé ýëåìåíòàðíîé. Ñóùåñòâåííî, ÷òî îïåðàöèÿ íàõîæäå-

íèÿ ïåðâîîáðàçíîé (íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà) òàêèì ñâîéñò-

âîì íå îáëàäàåò, ò.å. ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ïåð-

âîîáðàçíûå êîòîðûõ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè óæå íå ÿâëÿ-

þòñÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùèå íåîïðåäåëåííûå èíòå-

ãðàëû íàçûâàþòñÿ «íåáåðóùèìèñÿ» â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, à 

ñàìè ôóíêöèè — íåèíòåãðèðóåìûìè â êîíå÷íîì âèäå. Íàïðè-

ìåð, 2
x

e dx
−

∫ , 2
sin x dx∫ , 2

cos x dx∫ ,
sin x

dx

x

∫ ,
cos x

dx

x

∫ ,
ln

dx

x

∫ —

«íåáåðóùèåñÿ», ò.å. íå ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè 

f (x), ÷òî 2

( )
x

f x e
−

′ = , 2
( ) sinf x x′ = è ò.ä. 

Âñå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàññìîòðåííûå â äàííîé ãëàâå, 

ïðèìåíÿåìûå äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ýëåìåíòàðíûõ 

ôóíêöèé, âíîâü ïðèâîäÿò ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì. Ïîýòîìó 

óêàçàííûå «íåáåðóùèåñÿ» èíòåãðàëû, ïî êðàéíåé ìåðå, íå ìîãóò 

áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äàííîé ãëàâû. Îäíàêî ýòî íå 

îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííûå èíòåãðàëû íå ñóùåñòâóþò èëè èõ íå-

âîçìîæíî íàéòè (ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ áó-

äóò ðàññìîòðåíû â ãë. 14). 

УПРАЖНЕНИЯ 

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ, íàéòè èíòåãðàëû: 

10.29.

3
2

4

2 1x x

dx

x

− +

∫ .  10.30.
3

3

(1 )x

dx

x x

−

∫ .

10.31.
3

1

1

x

x

e

dx

e

+

+

∫ .   10.32.
2

2

3

1

x

dx

x

+

−

∫ .

Èñïîëüçóÿ ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé, íàéòè èíòåãðàëû: 
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10.33.
2 5

dx

x−

∫ .   10.34. 10
(2 5)x x dx+∫ .

10.35.
2

1

xdx

x+

∫ .   10.36.
3

8
2

x dx

x −

∫ .

10.37.
3

2 2 1x

x e dx
+

∫ .   10.38.
2

x

x

e dx

e+

∫ .

10.39.
ln

1 ln

x dx

x x+

∫ .   10.40.
2

cos

1 sin

x dx

x+

∫ .

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, íàéòè èíòåãðàëû: 

10.41. 2
x

x dx
−

⋅∫ .   10.42.
3

ln x

dx

x

∫ .

10.43. 2 3x
x e dx∫ .   10.44. 2

ln xdx∫ .

10.45.
1

ln

1

x

x dx

x

+

−

∫ .   10.46. cosx xdx∫ .

Íàéòè èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé: 

10.47.
2

2

dx

x x+ −

∫ .   10.48.
2

5 7

dx

x −

∫ .

10.49.
2

2 3

4

x

dx

x

−

−

∫ .   10.50.
2

2 3

dx

x x+ −

∫ .

10.51.
2

2 3

3 10

x

dx

x x

+

+ −

∫ . 10.52.
2

3 2

xdx

x x+ +

∫ .

10.53.
2

2

5 9

5 6

x x

dx

x x

− +

− +

∫ . 10.54.
2

4 9

dx

x x+ +

∫ .

Íàéòè èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé: 

10.55.
2

2

x

dx

x−

∫ .   10.56.
1

dx

x+

∫ .

10.57.
4

3
(1 )

dx

x x+

∫ . 10.58.
1 1

1 1

x x

dx

x x

+ − −

+ + −

∫ .

10.59.
3

dx

x x+

∫ .   10.60.
1

1 1

x dx

x x

+

⋅

− −

∫ .

10.61.
1

x

dx

x +

∫ .   10.62.
2

1

1

x

dx

x

+

−

∫ .
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Íàéòè èíòåãðàëû: 

10.63.
1 3

3 2

x

dx

x

−

+

∫ .   10.64.
lnx x

dx

x

+

∫ .

10.65.

1
x

dx

e +

∫ .   10.66.
cos x

dx

x

∫ .

10.67. 2
sin

2

x

dx∫ .   10.68.
4 2

2

2 4 1

1

x x

dx

x

− + −

−

∫ .

10.69.
1 1

1 1

x

dx

x

+ +

+ −

∫ .  10.70. ln (3 2)x x dx+∫ .
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Глава 11

 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

11.1. Понятие определенного интеграла,  

его геометрический и экономический смысл 

Çàäà÷à î ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Ïóñòü íà îòðåçêå 
[a, b] çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = f (x). Òðåáóåòñÿ íàéòè 
ïëîùàäü S  êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé 
y = f (x), ïðÿìûìè x = a, x = b è îñüþ àáñöèññ y = 0 (ðèñ. 11.1). 
(Ãîâîðÿò òàêæå î ïëîùàäè S ïîä êðèâîé y = f (x) íà [a, b].)

Íàìåòèì îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Ââåäåì â 
ðàññìîòðåíèå íåêîòîðóþ ëîìàíóþ, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà äîñòà-

òî÷íî áëèçêî ê êðèâîé y= f (x) íà [a, b] (ðèñ. 11.2). Ôèãóðà ïîä ëî-
ìàíîé ñîñòîèò èç òðàïåöèé (ïðÿìîóãîëüíèêîâ), è åå ïëîùàäü S

ë

(ðàâíàÿ ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ òðàïåöèé) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà 
ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ôîðìóë ïëàíèìåòðèè. Ïîñêîëüêó 
ëîìàíàÿ âûáðàíà äîñòàòî÷íî áëèçêî ê êðèâîé y = f (x), òî ñïðà-
âåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî S ≈ S

ë
. Ýòî ðàâåíñòâî îêàçû-

âàåòñÿ òåì áîëåå òî÷íûì, ÷åì áëèæå ðàñïîëîæåíà ëîìàíàÿ ê 
èñõîäíîé êðèâîé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî çà èñêîìóþ ïëîùàäü S
âçÿòü ïðåäåë ïëîùàäè S

ë
ïîä ëîìàíîé â ïðåäïîëîæåíèè íåîãðàíè-

÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ ëîìàíîé ê çàäàííîé êðèâîé. 
Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íîñÿò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð. Äëÿ 

òîãî ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå, íåîáõîäè-
ìî óòî÷íèòü â íèõ òî, ÷òî îïèñûâàëîñü íåñòðîãî: ïðîöåäóðà âû-
áîðà ëîìàíîé è ïîñëåäóþùèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä. Â ðåçóëüòàòå 
ìû ïîëó÷èì, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. 

Ðèñ. 11.1                                Ðèñ. 11.2
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Ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé ñóììû. Ïóñòü íà [a, b] çàäàíà ôóíêöèÿ 
y = f (x). Ðàçîáüåì îòðåçîê  [a, b] íà n ýëåìåíòàðíûõ îòðåçêîâ 

òî÷êàìè
0
x ,

1
x , …,

n

x : a =
0
x <

1
x <

2
x < …<

n

x = b. Íà êàæäîì 

îòðåçêå [
1i

x
−

,
i
x ]  ðàçáèåíèÿ âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó 

i
ξ  è 

ïîëîæèì Δ
i
x =

i
x –

1i
x
−

, ãäå i = 1, 2, …, n. Ñóììó âèäà 

1

( )

n

i

i

f

=

ξ∑ Δ
i
x   (11.1)

áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè y= f (x) íà [a, b].
Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (11.1) çàâèñèò êàê îò ñïîñîáà 

ðàçáèåíèÿ îòðåçêà  [a, b] òî÷êàìè 
0
x ,

1
x , …,

n

x , òàê è îò âûáîðà 

òî÷åê
1
ξ ,

2
ξ , …,

n

ξ  íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ [
1i

x
−

,
i
x ],

i = 1, 2, …, n.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëüíîé ñóììû. Ïóñòü ôóíêöèÿ 

y = f (x) íåîòðèöàòåëüíà íà [a, b]. Îòäåëüíîå ñëàãàåìîå f (
i
ξ )Δ

i
x

èíòåãðàëüíîé ñóììû (11.1) â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî ïëîùàäè 
i

S

ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè f (
i
ξ ) è Δ

i
x ,  ãäå i = 1, 2, …, n

(ñì. ðèñ. 11.3, ãäå 
0
x –

1
x = Δ

1
x ,

2
x –

1
x = Δ

2
x  è ò.ä.). Äðóãèìè 

ñëîâàìè,
i

S  — ýòî ïëîùàäü ïîä ïðÿìîé y = f (
i
ξ ) íà îòðåçêå 

[
1i

x
−

,
i
x ]. Ïîýòîìó âñÿ èíòå-

ãðàëüíàÿ ñóììà (11.1) ðàâíà 

ïëîùàäè S
ë
=

1
S +

2
S +…+

n

S

ïîä ëîìàíîé, îáðàçîâàííîé íà 

êàæäîì èç îòðåçêîâ [
1i

x
−

,
i
x ]

ïðÿìîé y = f (
i
ξ ), ïàðàëëåëü-

íîé îñè àáñöèññ (ðèñ. 11.3). 
Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èí-

òåãðàëà. Äëÿ èçáðàííîãî ðàç-
áèåíèÿ îòðåçêà [a, b] íà ÷àñòè 

îáîçíà÷èì ÷åðåç max
i

i

xΔ  ìàê-

ñèìàëüíóþ èç äëèí îòðåçêîâ [
1i

x
−

,
i
x ], ãäå i = 1, 2, …, n.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû (11.1) ïðè

ñòðåìëåíèè max
i

i

xΔ ê íóëþ ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è íå çàâèñèò îò 

ñïîñîáà âûáîðà òî÷åê 
1
x ,

2
x ,… è òî÷åê 

1
ξ ,

2
ξ , … Òîãäà ýòîò 

ïðåäåë íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè y = f (x)

Ðèñ. 11.3
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íà [a, b], îáîçíà÷àåòñÿ ( )

b

a

f x dx∫ , à ñàìà ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâà-

åòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b], ò.å. 

( )

b

a

f x dx∫ =
max 0

1

lim ( )

i

i

n

i i

x

i

f x

Δ →

=

ξ Δ∑ .

Ïðè ýòîì ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì, ÷èñëî b — 
åãî âåðõíèì ïðåäåëîì; ôóíêöèÿ f (x) — ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöè-
åé, âûðàæåíèå f (x)dx — ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, à çàäà÷à 

î íàõîæäåíèè ( )

b

a

f x dx∫  — èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè f (x) íà îò-

ðåçêå [a, b].
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íå èìååò çíà÷åíèÿ, êàêîé áóêâîé îáî-

çíà÷åíà ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà: 

( )

b

a

f x dx∫ = ( )

b

a

f y dy∫ = ( )

b

a

f t dt∫ ,

ïîñêîëüêó ñìåíà îáîçíà÷åíèé òàêîãî ðîäà íèêàê íå âëèÿåò íà 
ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû (11.1). 

Íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî â îáîçíà÷åíèÿõ è òåðìèíîëîãèè, îïðå-
äåëåííûé è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàëû ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå 

ïîíÿòèÿ: â òî âðåìÿ êàê ( )f x dx∫ ïðåäñòàâëÿåò ñåìåéñòâî ôóíê-

öèé, ( )

b

a

f x dx∫  åñòü îïðåäåëåííîå ÷èñëî.

Âî ââåäåííîì îïðåäåëåíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

( )

b

a

f x dx∫ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a < b. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

( )

b

a

f x dx∫  = ( )

b

a

f x dx−∫ . (11.2)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (11.2), äëÿ íàñ îòíûíå áóäåò íåñóùå-
ñòâåííî, êàêîé èç ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ áîëüøå: âåðõíèé 
èëè íèæíèé. 
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Ïîëàãàÿ â (11.2) b = a, ïîëó÷àåì ( )

b

a

f x dx∫  = ( )

b

a

f x dx−∫

èëè 2 ( )

b

a

f x dx∫  = 0,  ò.å. 

( )

b

a

f x dx∫  = 0. (11.3)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïîíÿòèå îï-
ðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ââåäåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñëó÷àå, êî-
ãäà ôóíêöèÿ y = f (x) íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå [a, b], ãäå a < b,

( )

b

a

f x dx∫  ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè S ïîä êðèâîé y = f (x) íà [a, b]

(ñì. ðèñ. 11.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñòðåìëåíèè max
i

i

xΔ  ê íóëþ 

ëîìàíàÿ (ñì. ðèñ. 11.3) íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê èñõîäíîé 
êðèâîé è ïëîùàäü ïîä ëîìàíîé ïåðåõîäèò â ïëîùàäü ïîä êðèâîé. 

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ìû ìîæåì óêàçàòü çíà÷åíèÿ  íåêîòîðûõ 
èíòåãðàëîâ, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïëàíèìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû 
äëÿ ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð. Íàïðèìåð, 

1

0

dx∫ =1,

1

0

1

2

xdx =∫ ,

1

2

0

1

4

x dx

π

− =∫  è ò.ä. 

(Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ — ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé åäè-
íè÷íîé äëèíû; âòîðîé — ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà, îáà êàòåòà êîòîðîãî åäèíè÷íîé äëèíû; òðåòèé — ïëîùàäü 
÷åòâåðòè êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà; ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ â êà-
÷åñòâå óïðàæíåíèÿ âûïîëíèòü íåîáõîäèìûå ÷åðòåæè ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (11.3) ñîãëàñîâàíî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì 
ñìûñëîì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà: â ñëó÷àå, êîãäà îòðåçîê èí-
òåãðèðîâàíèÿ ñòÿíóò â òî÷êó, ôèãóðà ïîä êðèâîé ñòÿãèâàåòñÿ â 
îòðåçîê, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ýòî ïëîùàäü 
ïðÿìîóãîëüíèêà, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ðàâíà íóëþ. 

Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (t) îïè-
ñûâàåò èçìåíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íåêîòîðîãî ïðîèçâîäñòâà 
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íàéäåì îáúåì ïðîäóêöèè u, ïðîèçâåäåí-
íîé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, T ].

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè (f (t) — ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ), òî îáúåì ïðîäóê-
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öèè Δu, ïðîèçâåäåííîé çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè      
[t, t + Δt], çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Δu = f (t)Δt. Â îáùåì ñëó÷àå ñïðà-
âåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî Δu = f(ξ)Δt, ãäå ξ ∈ [t, t + Δt],
êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ òåì áîëåå òî÷íûì, ÷åì ìåíüøå Δt.

Ðàçîáüåì îòðåçîê  [0, T ] íà ïðîìåæóòêè âðåìåíè òî÷êàìè:  

0 = 
0
t <

1
t <

2
t <…<

n

t = T. Äëÿ âåëè÷èíû îáúåìà ïðîäóê-     

öèè
i
uΔ , ïðîèçâåäåííîé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [

1i
t
−

,
i
t ], èìååì 

i
uΔ = f ( )

i i
tξ Δ , ãäå 

i
ξ ∈ [

1i
t
−

,
i
t ], Δ

i
t =

i
t –

1i
t
−

, i = 1, 2, …, n. Òî-

ãäà u ≈

1 1

( )

n n

i i i

i i

u f t

= =

Δ = ξ Δ∑ ∑ .

Ïðè ñòðåìëåíèè max
i

i

tΔ  ê íóëþ êàæäîå èç èñïîëüçîâàííûõ 

ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå òî÷íûì, ïîýòîìó 

u =
max 0

1

lim ( )

i

i

n

i i

x

i

f t

Δ →

=

ξ Δ∑ .

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì 

u = 

0

( )

T

f t dt∫ ,

ò.å. åñëè f (t) — ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â ìîìåíò t, òî 

0

( )

T

f t dt∫

åñòü îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè çà ïðîìåæóòîê [0, T ].
Ñðàâíåíèå äàííîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé î ïëîùàäè êðèâîëèíåé-

íîé òðàïåöèè (ñì. âûøå) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà u îáúåìà ïðî-

äóêöèè, ïðîèçâåäåííîé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, T ], ÷èñëåííî

ðàâíà ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f (t), îïèñûâàþùåé èçìå-

íåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, íà ïðîìå-

æóòêå [0, T ] èëè

0

( )

T

f t dt∫ .

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 

(èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè). Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) íå-

ïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.
Ïðèâåäåì ïðèìåð íàõîæäåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íà 

îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ. 
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� Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëèòü

1

2

0

x dx∫ .

Ð å ø å í è å. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû, 

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå îòðåçêè  [
1i

x
−

,
i
x ] ðàçáèåíèÿ èìåþò îäèíà-

êîâóþ äëèíó Δ
i
x , ðàâíóþ 1/n, ãäå n — ÷èñëî îòðåçêîâ ðàçáèå-

íèÿ, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî èç îòðåçêîâ [
1i

x
−

,
i
x ] ðàçáèåíèÿ òî÷êà 

i
ξ  ñîâïàäàåò ñ ïðàâûì êîíöîì ýòîãî îòðåçêà, ò.å. 

i
ξ =

i
x =

i

n

, ãäå 

i = 1, 2, …, n. (Â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè y = 2
x , âûáîð 

òàêîãî «ñïåöèàëüíîãî» ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà èíòåãðèðîâà-

íèÿ íà ÷àñòè è òî÷åê 
1
ξ ,

2
ξ , …,

n

ξ  íà îòðåçêàõ ðàçáèåíèÿ íå 

ïîâëèÿåò íà èñêîìûé ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû.) Òîãäà
2

1 1

1

( )

n n

i i

i i

i

f x

n n
= =

⎛ ⎞
ξ Δ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ = 2

3

1

1
n

i

i

n
=

∑ .

Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà ðàâíà 

2

1

( 1)(2 1)

6

n

i

n n n

i

=

+ +

=∑ .

Ñëåäîâàòåëüíî,
1

2

0

x dx∫ =
3

( 1)(2 1)

lim

6n

n n n

n→∞

+ +

=
1 1 1

lim 1 2

6 n n n→∞

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ +

⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

=
1

3

. �

Àíàëèç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî óñïåøíîå ðå-
øåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îêàçàëîñü âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ òîìó, 
÷òî èíòåãðàëüíóþ ñóììó óäàëîñü ïðèâåñòè ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ 
íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà. Îäíàêî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâóåò äàëå-
êî íå âñåãäà, ïîýòîìó äîëãîå âðåìÿ çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ êîí-
êðåòíûõ ôóíêöèé îñòàâàëàñü çàäà÷åé ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé. Óñòà-
íîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó îïðåäåëåííûì è íåîïðåäåëåííûì èíòåãðà-
ëàìè ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îï-
ðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí â § 11.4. 

11.2. Свойства определенного интеграла 

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü èíòåãðèðóåìîñòü 
âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé íà âûäåëåííûõ îòðåçêàõ èíòåã-
ðèðîâàíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, êî-
òîðûå èìåþò àíàëîãè â ñëó÷àå èíòåãðàëà íåîïðåäåëåííîãî. 

1. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà, ò.å. 

( ) ( ) ,

b b

a a

f x dx f x dxα = α∫ ∫ (11.4)

ãäå α — íåêîòîðîå ÷èñëî. 
� Ïóñòü ôèêñèðîâàíû ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] è âûáîð òî-

÷åê
1
ξ ,

2
ξ , …,

n

ξ  íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ. Èñïîëüçóÿ 

àññîöèàòèâíûé (ðàñïðåäåëèòåëüíûé) çàêîí óìíîæåíèÿ ÷èñåë, 
èìååì

1 1

( ) ( )

n n

i i i i

i i

f x f x

= =

α ξ Δ = α ξ Δ∑ ∑ .

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðà-
âåíñòâà ïðè max 0

i

i

xΔ → :

max 0 max 0max 0

1 1 1

lim ( ) lim ( ) lim ( )

i ii

i ii

n n n

i i i i i i

x xx

i i i

f x f x f x

Δ → Δ →Δ →

= = =

α ξ Δ = α ξ Δ =α ξ Δ∑ ∑ ∑ .

Ïî îïðåäåëåíèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïåðâûé èç ïðåäå-
ëîâ ðàâåí ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11.4), ïîñëåäíèé — ïðàâîé. �

2. Èíòåãðàë îò àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû äâóõ ôóíêöèé ðàâåí òà-
êîé æå ñóììå èíòåãðàëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé, ò.å.

( )( ) ( ) ( ) ( ) .

b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫ (11.5)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì 
äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. 

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 2 àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó 1. 
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñâîéñòâàì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, êî-

òîðûå íå èìåþò àíàëîãîâ â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. 
3. Åñëè îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèò íà ÷àñòè, òî èíòåãðàë 

íà âñåì îòðåçêå ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ äëÿ êàæäîé èç âîçíèêøèõ 
÷àñòåé, ò.å. ïðè ëþáûõ a, b, c:

( )

b

a

f x dx∫  = ( ) ( )

c b

a c

f x dx f x dx+∫ ∫ . (11.6)

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñâîéñòâà 3. Ïóñòü a < c < b
è ôóíêöèÿ f (x) íåîòðèöàòåëüíà íà [a, b]. Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷å-

ñêîìó ñâîéñòâó îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ( )

c

a

f x dx∫ =
1
S ,
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( )

b

c

f x dx∫  = 
2

S  (ðèñ. 11.4), ( )

b

a

f x dx∫ = S, ãäå S — ïëîùàäü ïîä 

êðèâîé y = f (x) íà îòðåçêå [a, b] (ïëîùàäü âñåé çàøòðèõîâàííîé 
ôèãóðû íà ðèñ. 11.4). Òîãäà ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðà-
âåíñòâî (11.6) óòâåðæäàåò íàëè÷èå ñëåäóþùåãî (î÷åâèäíîãî) ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîùàäÿìè: S = 
1
S +

2
S .

Ïóñòü a < b < c, è ôóíêöèÿ y = f(x)
íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå [a, c]. Ïðè-
ìåíÿÿ ðàâåíñòâî (11.2) êî âòîðîìó 
èíòåãðàëó èç ïðàâîé ÷àñòè (11.6), çà-
ïèøåì ýòîò èíòåãðàë òàê, ÷òîáû 
âåðõíèé ïðåäåë áûë áîëüøå íèæíåãî 
(äëÿ îñòàëüíûõ èíòåãðàëîâ (11.6) 
âåðõíèé ïðåäåë áîëüøå íèæíåãî ïî 
ïðåäïîëîæåíèþ):

( )

b

a

f x dx∫  = ( ) ( )

c b

a c

f x dx f x dx−∫ ∫ .    (11.7)

Òîãäà ðàâåíñòâî (11.7) óòâåðæäàåò íàëè÷èå ñëåäóþùåãî 
(î÷åâèäíîãî) ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîùàäÿìè êðèâîëèíåéíûõ 

òðàïåöèé (ðèñ. 11.5): 
1
S = S – 

2
S , ãäå S — ïëîùàäü ïîä êðè-

âîé y = f (x) íà îòðåçêå [a, c].

4. Åñëè íà îòðåçêå [a, b]

f (x) ≤ g (x), òî è

( )

b

a

f x dx∫ ≤ ( )

b

a

g x dx∫ ,        (11.8)

ò.å. îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ìîæíî 

ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü. 
� Ïóñòü ôèêñèðîâàíû ðàçáèåíèå 

îòðåçêà [a, b] è âûáîð òî÷åê 
1
ξ ,

2
ξ , …,

n

ξ  íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà 

f (x) ≤ g (x) âûòåêàåò àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ èíòåãðàëüíûõ 
ñóìì:

1 1

( ) ( )

n n

i i i i

i i

f x g x

= =

ξ Δ ≤ ξ Δ∑ ∑ .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè max 0
i

i

xΔ → , ïîëó÷èì (11.8). �

Ðèñ. 11.4

Ðèñ. 11.5
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Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b], m ≤  f (x) ≤ M, ãäå 
m è M — íåêîòîðûå ÷èñëà. Òîãäà 

m(b – a) ≤ ( )

b

a

f x dx∫ ≤ M(b – a). (11.9)

� Ïî ñâîéñòâó 4 èìååì 
b

a

m dx∫ ≤ ( )

b

a

f x dx∫ ≤

b

a

M dx∫ .

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî ñâîéñòâó 1 è ãåîìåòðè÷åñêîìó 

ñìûñëó îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 

b

a

m dx∫ =

b

a

m dx∫ = m (b – a) è 

àíàëîãè÷íî

b

a

M dx∫ = M(b – a). �

5. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) íåïðåðûâíà íà îò-

ðåçêå [a, b] (ãäå a < b), òî íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ξ ∈ [a, b], ÷òî 

( )

b

a

f x dx∫ = f (ξ)(b–a). (11.10)

� Ïî ñâîéñòâó ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå, äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ x èç [a, b] âåðíî, ÷òî m ≤ f(x) ≤ M, ãäå m è
M — íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà [a, b].
Òîãäà, ñîãëàñíî (11.9), èìååì 

m ≤

1

( )

b

a

f x dx M

b a

≤

−

∫ .

Íî ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, ïðèíèìàåò ëþáîå çíà-
÷åíèå, çàêëþ÷åííîå ìåæäó åå íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì çíà-
÷åíèÿìè. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, 
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ξ ∈ [a, b], ÷òî

1

( )

b

a

f x dx

b a−
∫  = f (ξ). �

Ïóñòü f (x) ≥ 0 íà [a, b]. Òîãäà òåî-
ðåìà î ñðåäíåì óòâåðæäàåò: íàéäåòñÿ

òàêàÿ òî÷êà ξ èç îòðåçêà [a, b], ÷òî 

ïëîùàäü ïîä êðèâîé y = f (x) íà [a, b]
ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñî 

ñòîðîíàìè f (ξ) è (b – a) (ñì. ðèñ. 11.6 è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 

Ðèñ. 11.6
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îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà). Åùå îäíî âîçìîæíîå îáúÿñíåíèå 
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà òåîðåìû î ñðåäíåì ñì. â § 11.6. 

11.3. Определенный интеграл  

как функция верхнего предела 

Ðàíåå, ñòðîÿ íîâûå ôóíêöèè èç èçâåñòíûõ, ìû èñïîëüçîâàëè 
÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ è íàõîæäåíèå ôóíêöèè îò 
ôóíêöèè (ñì. ãë. 5). Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðèíöè-
ïèàëüíî èíîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ôóíêöèé èç èçâåñòíûõ. 

Åñëè ôóíêöèÿ y = f (x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî, î÷å-
âèäíî, îíà èíòåãðèðóåìà òàêæå íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a, x],
âëîæåííîì â [a, b].

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ 

( )xΦ = ( )

x

a

f x dx∫ = ( )

x

a

f t dt∫ , (11.11)

ãäå x ∈ [a, b], à ôóíêöèÿ Φ(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåí-
íûì âåðõíèì ïðåäåëîì1.

Ïóñòü f (t) ≥ 0 íà îòðåçêå [a, b]. Òî-
ãäà (ñì. § 11.1) çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ(x)
â òî÷êå x ðàâíî ïëîùàäè S(x) ïîä êðè-
âîé y = f (t) íà îòðåçêå [a, x] (ñì. 
ðèñ. 11.7). (Â ýòîì ñîñòîèò ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì 
âåðõíèì ïðåäåëîì.) 

Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò, â 
÷àñòíîñòè, ïî-íîâîìó ïîñìîòðåòü íà 
íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôóíêöèè. Íà-

ïðèìåð, (ñì. § 11.4) 

1

ln

x

dt

x

t

=∫ , ãäå x > 1, ïîýòîìó çíà÷åíèå 

ôóíêöèè ln x â òî÷êå x ÷èñëåííî ðàâíî ïëîùàäè S(x) ïîä ãèïåð-

áîëîé y = 
1

t

 íà îòðåçêå [1, x] (ñì. ðèñ. 11.8). 

                                         
1 Â ïðàâóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ (11.11) ïåðåìåííàÿ x âõîäèò òðèæäû, íî ñìûñë 

ýòèõ âõîæäåíèé íå îäèíàêîâ. Âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ — ýòî àðãóìåíò 

ôóíêöèè Φ(x), íî ïåðåìåííàÿ â çàïèñè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 

ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðóþ (ñì. § 11.1) ìîæíî îáîçíà÷èòü äðóãîé 

áóêâîé, íàïðèìåð t.

Ðèñ. 11.7
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîéñòâà 
ôóíêöèè Φ(x) (èíòåãðàëà ñ ïåðåìåí-
íûì âåðõíèì ïðåäåëîì, ñì. (11.11)). 

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f (x)
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî

ôóíêöèÿ Φ(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà

[a, b].
� Ïóñòü Δx òàêîâî, ÷òî x + Δx

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [a, b]. Ñîãëàñ-
íî (11.1) è (11.6), èìååì 

Φ(x + Δx) = ( )

x x

x

f t dt

+Δ

∫ =

= ( )

x

a

f t dt∫  + ( )

x x

x

f t dt

+Δ

∫  = Φ(x) + ( )

x x

x

f t dt

+Δ

∫ .

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì (ñì. § 11.2) íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå 

ξ ∈ [x, x + Δx], ÷òî ( )

x x

x

f t dt

+Δ

∫  = f (ξ)Δx è, ñëåäîâàòåëüíî, 

Φ(x + Δx) = Φ(x) + f (ξ)Δx. (11.12)

Ïîñêîëüêó òî÷êà ξ ïðèíàäëåæèò, â ÷àñòíîñòè, îòðåçêó [a, b],

òî m ≤  f (ξ) ≤ M, ãäå m è M — íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèÿ ôóíêöèè f (x) íà  [a, b]. (Ïðè èçìåíåíèè Δx çíà÷åíèå f (ξ),
âîçìîæíî, ìåíÿåòñÿ, íî â ëþáîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ îãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèåé.) 

Ïåðåõîäÿ â (11.12) ê ïðåäåëó ïðè Δx → 0 è èñïîëüçóÿ òåîðå-
ìû î ïðåäåëàõ, ïîëó÷èì 

0

lim ( )

x

x x

Δ →

Φ + Δ =
0

( ) lim ( )

x

x f x

Δ →

Φ + ξ Δ  = Φ(x).

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò èíòåãðàëà ñ ïåðåìåí-
íûì âåðõíèì ïðåäåëîì ïî âåðõíåìó ïðåäåëó ðàâíà ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè. Áîëåå òî÷íî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b].

Òîãäà â êàæäîé òî÷êå x îòðåçêà [a, b] ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Φ(x)
ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó ðàâíà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè 

f (x), ò.å. 

Ðèñ. 11.8
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Φ′(x) = ( )

x

a

f t dt

′

⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ = f (x). (11.13)

� Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (11.12) èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 1. Òîãäà 

( ) ( )

( )

x x x

f

x

Φ + Δ −Φ

= ξ

Δ

, (11.14)

ãäå ξ ∈ [x, x + Δx]. Ïåðåõîäÿ â (11.14) ê ïðåäåëó ïðè  Δx → 0 è 

ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
0

lim ( )

x

f

Δ →

ξ = f (x) (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 

f (x)), ïðèõîäèì ê (11.13). �
Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. 
Ïóñòü f (t) ≥ 0 íà [a, b]. Ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó èíòåãðàëà ñ 

ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ΔΦ = Φ(x + Δx) – Φ(x) = SABEF –
– SABCD = SDCEF  (ðèñ. 11.9), ò.å. ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Φ(x) ðàâíî 
ïðèðàùåíèþ ïëîùàäè ïîä êðèâîé y = f (t) ïðè èçìåíåíèè àáñöèñ-
ñû îò x äî x + Δx. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå 

ξ ∈ [x, x + Δx], ÷òî ïëîùàäü 
DCEF

S êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè áóäåò 

ðàâíà ïëîùàäè 
DGHF

S ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè f (ξ) è Δx. Â 

ðåçóëüòàòå ΔΦ =
DGHF

S = f (ξ)Δx è ïðèõîäèì ê (11.14). Ïðè Δx→0

îòðåçîê [x, x + Δx] ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, è f (ξ) ïåðåõîäèò â f (x), à 
ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè (11.14) ðàâåí 
Φ′(x).

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè ôóíêöèÿ 
y = f (x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b],
òî äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò 
ïåðâîîáðàçíàÿ íà îòðåçêå [a, b].

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåðîì ïåð-
âîîáðàçíîé äëÿ f (x) ÿâëÿåòñÿ 
ôóíêöèÿ Φ(x), çàäàííàÿ ôîðìóëîé 
(11.11).

Ç à ì å ÷ à í è å. ×åòûðå 
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ è íà-
õîæäåíèå ôóíêöèè îò ôóíêöèè, 
ïðèìåíåííûå ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì (êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç), 
âíîâü ïðèâîäÿò ê ôóíêöèÿì ýëåìåíòàðíûì. ×òî æå êàñàåòñÿ èí-
òåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì (11.11), òî çäåñü ýëå-
ìåíòàðíîñòü ôóíêöèè y = f (x), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáåñïå÷èâàåò 

ýëåìåíòàðíîñòè ôóíêöèè Φ(x). Íàïðèìåð, ôóíêöèè 2

0

x

t
e dt
−

∫ ,

Ðèñ. 11.9
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ln

x

e

dt

t

∫  (è ò.ï. ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ íåáåðóùèìèñÿ èíòåãðàëàìè, 

ñì. § 10.9) íåýëåìåíòàðíû, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàç-

íûìè äëÿ ôóíêöèé 2
x

e
− ,

1

ln x

, êîòîðûå íå èìåþò ïåðâîîáðàç-

íûõ â êëàññå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. 

11.4. Формула Ньютона—Лейбница 

Â ýòîì ïàðàãðàôå, îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà èíòåãðàëà ñ ïåðå-
ìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì, ìû ïîëó÷èì îñíîâíóþ ôîðìóëó èí-
òåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, òðàäèöèîííî ñâÿçûâàåìóþ ñ èìåíàìè 
È. Íüþòîíà è Ã.Â. Ëåéáíèöà (ñì. (11.15)). 

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]
è F(x) — ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f (x) íà [a, b]. Òîãäà îïðåäåëåí-
íûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f (x) íà  [a, b] ðàâåí ïðèðàùåíèþ ïåðâî-
îáðàçíîé F(x) íà ýòîì îòðåçêå, ò.å. 

( )

b

a

f x dx∫  = F(b) – F(a). (11.15)

� Ïóñòü F(x) — íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f (x).
Íî ïî òåîðåìå 2 (ñì. § 11.3) ôóíêöèÿ Φ(x), çàäàííàÿ ôîðìóëîé 
(11.11), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f (x), è ïî 
òåîðåìå èç § 10.1 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C, ÷òî F (x) = Φ(x) + C.

Òîãäà äëÿ ïðèðàùåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé èìååì
F(b) – F(a) = (Φ(b) + C) – (Φ(a) + C) = Φ(b) – Φ(a) =

= ( )

b

a

f x dx∫  – ( )

a

a

f x dx∫

(ñì. îïðåäåëåíèå (11.11) ôóíêöèè Φ(x)). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-

òåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî (11.3) ( )

a

a

f x dx∫ = 0. �

Íàõîæäåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-
ìóëû Íüþòîíà—Ëåéáíèöà (11.15) îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà øàãà: íà 
ïåðâîì øàãå, èñïîëüçóÿ òåõíèêó íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî 
èíòåãðàëà, íàõîäÿò íåêîòîðóþ ïåðâîîáðàçíóþ F (x) äëÿ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè f (x); íà âòîðîì ïðèìåíÿåòñÿ ñîáñòâåííî ôîð-
ìóëà Íüþòîíà—Ëåéáíèöà — íàõîäèòñÿ ïðèðàùåíèå ïåðâîîáðàç-
íîé, ðàâíîå èñêîìîìó èíòåãðàëó. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì îáîçíà-
÷åíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé, êîòîðîå óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ïðè çàïèñè ðåøåíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì 
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( ) ( ) ( )

b

F x F b F a

a

= − . (11.16)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Íüþòî-
íà—Ëåéáíèöà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ë þ á ó þ  ïåðâîîáðàçíóþ 
F (x) äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f (x), íàïðèìåð, èìåþùóþ 
íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ïðè C = 0. 

� Ïðèìåð 11.2. Âû÷èñëèòü: à) 

1

2

0

x dx∫ ; á) 

2

3 4

1

2
x

dx
−

∫ .

Ð å ø å í è å. à) Ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè 

f (x) = 2
x  èìååò âèä F(x) = 

3

3

x

C+ . Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà 

ïî ôîðìóëå Íüþòîíà—Ëåéáíèöà âîçüìåì òàêóþ ïåðâîîáðàçíóþ, 
ó êîòîðîé C = 0 (ñì. çàìå÷àíèå âûøå). Òîãäà 

1

2

0

x dx∫  = 
3 3 31

0

1 0 1

3 3 3 3

x

= − = ,

÷òî ñîâïàäàåò, êîíå÷íî, ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ïðèìåðå 11.1.
á) Ïåðâîîáðàçíóþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íàéäåì, èñïîëü-

çóÿ ôîðìóëó (10.9). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Íüþòîíà—Ëåéáíèöà, ïî-
ëó÷àåì
2

3 4

1

2
x

dx
−

∫ = ( )

2 2

3 4 3 4

1 1

1 1

2 2

3ln2 3ln 2

x x− −

⎛ ⎞
=

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
1 1

4

3ln 2 2

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
7

6ln 2

. �

Ïðè íàõîæäåíèè èíòåãðàëà èç ïðèìåðà 11.2á áûëî èñïîëüçî-
âàíî ñâîéñòâî ïðèðàùåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé 

( )( ) ( ) ,

b b

F x F x

a a

⎛ ⎞

α = α⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

(11.17)

ãäå α — íåêîòîðîå ÷èñëî. 
Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííîå ðàíåå îïðåäåëåíèå (11.2) è åãî ñëåä-

ñòâèå (11.3) ñîãëàñîâàíû ñ ôîðìóëîé Íüþòîíà–Ëåéáíèöà. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

( )

b

a

f x dx∫  = F(b) – F(a) = – (F(a) – F(b)) = – ( )

a

b

f x dx∫

è

( )

a

a

f x dx∫  = F(a) – F(a) = 0. 
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Òàêèì îáðàçîì, è ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Íüþòîíà—
Ëåéáíèöà íåñóùåñòâåííî, êàêîé èç ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ 
áîëüøå: âåðõíèé èëè íèæíèé. 

11.5. Замена переменной 

и формула интегрирования 

по частям в определенном интеграле 

Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ôîðìóëû Íüþòîíà—Ëåéáíèöà ïðåäïî÷òèòåëüíî æåñòêî íå ðàç-
ãðàíè÷èâàòü ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷è (íàõîæäåíèå ïåðâîîáðàçíîé 
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, íàõîæäåíèå ïðèðàùåíèÿ ïåðâîîáðàç-
íîé). Òàêîé ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëû çàìå-
íû ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ îïðåäåëåííîãî 
èíòåãðàëà, îáû÷íî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü çàïèñü ðåøåíèÿ. 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ (t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîä-

íóþ íà îòðåçêå [α, β], a = ϕ(α), b = ϕ(β) è ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâ-

íà â êàæäîé òî÷êå x âèäà x = ϕ(t), ãäå t ∈ [α, β].

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî 

( )

b

a

f x dx∫ = ( ( )) )f t t dt

β

α

′ϕ ϕ (∫ . (11.18)

Ôîðìóëà (11.18) íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé â 

îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.

� Ïóñòü F (x) è Φ (t) — íåêîòîðûå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíê-

öèé f (x) è ( ( )) ( )f t t′ϕ ϕ . Â ãë. 10 áûëî äîêàçàíî, ÷òî F (ϕ(t)) òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè ( ( )) ( )f t t′ϕ ϕ . Òîãäà ïî 

ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C, ÷òî 

Φ(t) = F (ϕ (t)) + C, ãäå t ∈ [α, β]. Ïîýòîìó

Φ(β) – Φ(α) = (F(ϕ (β)) + C) – (F (ϕ (α)) + C) = F (b) – F (a).

Íî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà—Ëåéáíèöà Φ(β) – Φ(α) ñîâïàäàåò ñ 
ïðàâîé ÷àñòüþ (11.18), à F (b) – F (a) — ñ ëåâîé ÷àñòüþ (11.18). �

Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà, èñïîëüçîâàíèå çàìåíû ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü 
èíòåãðàë, ïðèáëèçèâ åãî ê òàáëè÷íîìó (òàáëè÷íûì). Ïðè ýòîì â 
îòëè÷èå îò íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà â äàííîì ñëó÷àå íåò íåîá-
õîäèìîñòè âîçâðàùàòüñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. 
Äîñòàòî÷íî ëèøü íàéòè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ α è β ïî íîâîé 
ïåðåìåííîé t êàê ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t óðàâíåíèé 
ϕ (t) = a è ϕ (t) = b. Íà ïðàêòèêå, âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííîé, 
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÷àñòî íà÷èíàþò ñ òîãî, ÷òî óêàçûâàþò âûðàæåíèå t = ψ(x) íîâîé 
ïåðåìåííîé ÷åðåç ñòàðóþ. Â ýòîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ïðåäåëîâ èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé t óïðîùàåòñÿ: α = ψ(a), β = ψ(b).

� Ïðèìåð 11.3. Âû÷èñëèòü

1

2 5

0

(2 )x x dx−∫ .

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì t = 2
2 x− . Òîãäà 

dt = d 2
(2 )x− = 2

(2 )x− dx = –2x dx è x dx = 
1

2

dt− . Åñëè x = 0, òî 

t = 2 – 2
0 = 2, è åñëè x = 1, òî t = 2 – 2

1 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 

1

2 5

0

(2 )x x dx−∫ =

1

5

2

1

2

t dt

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ = –

1

2

1

5

2

t dt∫  = –
6 1

2

1

2 6

t⎛ ⎞

=⎜ ⎟

⎝ ⎠

= –
1

6

2

1

12

t

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= – 6

1

(1 2 )

12

− =
21

4

. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñ-
òÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå. 

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè u = u (x) è v = v (x) èìåþò íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà 
b b

b

a

a a

u dv uv vdu= −∫ ∫ , (11.19)

ãäå

b

a

uv = u (b)v (b) – u (a)v (a).

Ôîðìóëà (11.19) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñ-

òÿì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
� Ïîñêîëüêó (uv)′ = u ′v + uv ′, òî ôóíêöèÿ uv ÿâëÿåòñÿ ïåð-

âîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè u ′v + uv ′.
Òîãäà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà—Ëåéáíèöà è (11.5) ïîëó÷àåì: 

b

a

uv = ( )

b

a

u v uv dx′ ′+∫ =

b b

a a

vu dx uv dx′ ′+∫ ∫ ,

÷òî ðàâíîñèëüíî (11.19), ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåí-
öèàëà u ′(x) dx = du è v ′(x) dx = dv. �
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� Ïðèìåð 11.4. Âû÷èñëèòü

1

0

ln(1 )x dx+∫ .

Ð å ø å í è å. Ïóñòü u = ln(1 + x), dv = dx. Òîãäà du = d(ln(1 + x)) = 

= (ln(1 + x))′dx =
1

dx

x+

 è v = dv∫ = dx∫ = x (ñì.  ãë. 10). 

Ïðèìåíÿÿ (11.19), ïîëó÷àåì 
1

0

ln(1 )x dx+∫  = x ln (1+x)

1
1

0

0

1

dx

x

x

−

+

∫ .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà ïîëîæèì 1 + x = t.
Òîãäà dx = dt, x = t – 1 è åñëè x = 0, òî t = 1, åñëè x = 1, òî 
t = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, 

1

0

ln(1 )x dx+∫  = x ln(1+x)

2
1

0

1

1t

dt

t

−

− ∫  = ln2 –

2 2

1 1

dt

dt

t

+∫ ∫  = 

= ln2–
2 2

1 1

lnt t+ = ln2 – (2 – 1) + ln2 – ln1 = ln4 – 1. �

11.6. Геометрические приложения определенного  

интеграла 

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð. 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ 
y = f (x) íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà 
ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ñì. § 
11.1) ïëîùàäü S ïîä êðèâîé y = f (x) íà [a, b] (ñì. ðèñ. 11.1) ÷èñ-

ëåííî ðàâíà îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó ( )

b

a

f x dx∫ , ò.å. 

S = ( )

b

a

f x dx∫ .

� Ïðèìåð 11.5. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëè-

íèÿìè x = y , x = 0, y = 4.

Ð å ø å í è å. Èç ÷åðòåæà (ñì. ðèñ. 11.10) âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ 
ïëîùàäü S êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà OAB ðàâíà ðàçíîñòè 
äâóõ ïëîùàäåé: 

S =
OABC OBC

S S− ,
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êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïî ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó îïðåäåëåííîãî 

èíòåãðàëà. Ðåøàÿ ñèñòåìó 
4,y

x y

=⎧

⎨
=

⎩

,

ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà B ïåðåñå÷åíèÿ 

ïðÿìîé y = 4 è êðèâîé x = y  èìååò 

êîîðäèíàòû (2; 4).

Òîãäà
OABC

S =

2

0

4dx∫ =

2

0

4 dx∫  = 4
2

0

8x = ,

OBC
S =

2

2

0

x dx∫ =
3 2

03

x

=
8

3

.

Îêîí÷àòåëüíî S = 8 – 
8 16

3 3

= (åä.2).

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü òàêæå ðåøåíà äðóãèì 
ñïîñîáîì. Ñäåëàåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà. 

Ïî îïðåäåëåíèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 

max 0

1

( ) lim ( )

i

i

d n

i i

y
ic

y dy y

Δ →

=

ϕ = ϕ ξ Δ∑∫ .

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïîíèìàòü òàê, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè èí-
òåãðàëüíîé ñóììû ðàçáèåíèþ ïîäâåðãàåòñÿ îòðåçîê [c, d] îñè 

îðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè 
1
ξ ,

2
ξ , …,

n

ξ  — ýòî îðäèíàòû, 

ôèêñèðîâàííûå íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ. Ïîýòîìó, 

åñëè x = ϕ (y) ≥ 0 íà [c, d], òî èíòåãðàë ( )

d

c

y dyϕ∫  ÷èñëåííî ðàâåí 

ïëîùàäè S êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îã-
ðàíè÷åííîé êðèâîé x = ϕ(y) è ïðÿìûìè 
x = 0, y = c, y = d (ñì. ðèñ. 11.11). (Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, â äàííîì ñëó÷àå ïëîùàäü 
âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðîåöèðîâàíèÿ 
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè íà îñü îðäèíàò.) 
Òåïåðü, âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷å íàøåãî 
ïðèìåðà, ìîæåì çàïèñàòü: 

S =

4
4

3/ 2 3/ 2 3/ 2

0

0

2 2

(4 0 )

3 3

y dy y= = − =∫

= 16/3 (åä. 2 ). �

Ðèñ. 11.10

Ðèñ. 11.11

x y=
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2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) íåïîëî-
æèòåëüíà è íåïðåðûâíà íà [a, b] (ñì. 
ðèñ. 11.12). Âûÿñíèì, êàêàÿ ñâÿçü â 
ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìåæäó ïëîùà-
äüþ S êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè «íàä 
êðèâîé» y = f (x) íà  [a, b] è èíòåãðà-

ëîì ( )

b

a

f x dx∫ .

Îòðàæàÿ êðèâóþ y = f (x) îòíîñè-
òåëüíî îñè àáñöèññ, ïîëó÷àåì êðèâóþ ñ óðàâíåíèåì y = – f (x).
Ôóíêöèÿ y = –f (x) óæå íåîòðèöàòåëüíà íà [a, b], à ïëîùàäü ïîä 
ýòîé êðèâîé íà [a, b] èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ðàâíà ïëîùà- 
äè S (ñì. ðèñ. 11.13). Òîãäà

 S = ( ( ) )

b

a

f x dx−∫ , ò.å. S = ( )

b

a

f x dx−∫ . (11.20)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ
y = f (x) íåïîëîæèòåëüíà íà [a, b], òî 
ïëîùàäü S íàä êðèâîé y = f (x) íà [a, b]
îòëè÷àåòñÿ çíàêîì îò îïðåäåëåííîãî 

èíòåãðàëà ( )

b

a

f x dx∫ .

� Ïðèìåð 11.6. Íàéòè ïëîùàäü 

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè 

y = 2
x− , y = x – 2, y = 0.

Ð å ø å í è å. Èç ðèñ. 11.14 âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ ïëîùàäü S
êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà OAB ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê 
ïëîùàäü íàä êðèâîé OAB íà îòðåçêå  [0; 2]. Îäíàêî óêàçàííàÿ 

êðèâàÿ (ëîìàíàÿ) íå çàäàåòñÿ îäíèì 
óðàâíåíèåì. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ 

S = 
OAB

S  ðàçîáüåì êðèâîëèíåéíûé òðå-

óãîëüíèê OAB íà ÷àñòè, ïðîåöèðóÿ òî÷-
êó A èçëîìà íà îñü àáñöèññ. Òîãäà 

S = 
OAC ABC

S S+ (ñì. ðèñ. 11.14). Àáñ-

öèññû òî÷åê O, A, B çàäàþò ïðåäåëû 
èíòåãðèðîâàíèÿ. (Ïðîâåðêó òîãî, ÷òî 
êîîðäèíàòû òî÷åê O, A, B ðàâíû (0; 0), 
(1; –1) (2; 0), ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â 
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.) 

Ðèñ. 11.12

Ðèñ. 11.13

Ðèñ. 11.14
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1

2

0

( )
OAC

S x dx= − −∫ =

1
3 1

2

0

0

1

3 3

x

x dx = =∫ ,

2
2 2

1

1

1

( 2) 2

2 2
ABC

x

S x dx x

⎛ ⎞
= − − = − + =

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ .

Îêîí÷àòåëüíî S =
1 1 5

3 2 6

+ = (åä. 2 ). �

3. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 
y = f (x) îáùåãî âèäà. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî èñõîäíûé îòðå-
çîê ìîæíî ðàçáèòü òî÷êàìè íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ òàê, 
÷òî íà êàæäîì èç íèõ ôóíêöèÿ y = f (x) áóäåò çíàêîïîñòîÿííà 
èëè ðàâíà íóëþ. Âûÿñíèì, êàêàÿ â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò 

ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ( )

b

a

f x dx∫  è ïëîùàäÿìè 

âîçíèêàþùèõ êðèâîëèíåéíûõ 
òðàïåöèé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, 
ñëó÷àé ôóíêöèè, èçîáðàæåííîé íà 
ðèñ. 11.15. Ïëîùàäü çàøòðèõîâàí-

íîé ôèãóðû S = 
1 2 3
S S S+ + , ò.å. 

ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííûõ èíòå-
ãðàëîâ:

S= ( ) ( ) ( )

c d b

a c d

f x dx f x dx f x dx− +∫ ∫ ∫ .

Ñäåëàííûå çàìå÷àíèÿ ïîçâîëÿþò äàòü åùå îäíó ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òåîðåìû î ñðåäíåì (ñì. § 11.2). Ðàâåíñòâî 
(11.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 

( )( ) ( )

b

a

f x f dx− ξ∫ = 0, 

ò.å. òåîðåìà î ñðåäíåì óòâåðæäàåò, 
÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b],
÷òî ïîñëå ñäâèãà èñõîäíîé êðè-
âîé y = f (x) âäîëü îñè îðäèíàò íà 
âåëè÷èíó f (ξ) äëÿ ïîëó÷åííîé 
êðèâîé y = f (x) – f (ξ) ïëîùàäè 
÷àñòåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, 

Ðèñ. 11.15

Ðèñ. 11.16
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ðàñïîëîæåííûõ âûøå è íèæå îñè Ox, ðàâíû (íàïðèìåð, íà 

ðèñ. 11.16 
1 2
S S= ).

4. Ïðèâåäåì ôîðìóëó, ïðèìåíåíèå êîòîðîé ÷àñòî óïðîùàåò 
ðåøåíèå çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð. 

Òåîðåìà. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 

y =
1
( )f x è y =

2
( )f x , òàêèå, ÷òî 

2
( )f x ≥

1
( )f x . Òîãäà ïëîùàäü S

ôèãóðû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó êðèâûìè y =
2
( )f x è y =

1
( )f x , íà îò-

ðåçêå [a, b] âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

 S = ( )
2 1
( ) ( )

b

a

f x f x dx−∫ . (11.21)

Ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåìó ãðàôè÷åñêè. Âîçìîæíû íåñêîëüêî 
ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ íà îòðåçêå [a, b].

1.
2
( )f x ≥

1
( )f x ≥ 0 (ñì. ðèñ. 11.17à). 

S = 
1 1

2 1
( ) ( )

b b

aABb aA B b

a a

S S f x dx f x dx− = −∫ ∫ ,

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà (11.21). 

2. 0 ≥
2
( )f x ≥

1
( )f x  (ñì. ðèñ. 11.17á). 

S = 
1 1

1 2
( ) ( )

b b

aA B b aABb

a a

S S f x dx f x dx

⎛ ⎞

− = − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ,

îòêóäà ñëåäóåò (11.21). 

3.
2
( )f x ≥

1
( )f x ,

2
( )f x ≥ 0, 

1
( )f x ≤ 0  (ñì. ðèñ. 11.17â). 

S = 
1 1

2 1
( ) ( )

b b

aABb aA B b

a a

S S f x dx f x dx

⎛ ⎞

+ = + −⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ,

îòêóäà ñëåäóåò (11.21). 

à)                        á)                       â)                      ã)

Ðèñ. 11.17
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4. Îáùèé ñëó÷àé (ñì. ðèñ. 11.17 ã) ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíûì ñëó÷à-
ÿì, ðàññìîòðåííûì âûøå, åñëè ðàçáèòü îòðåçîê [a, b] íà îòäåëü-
íûå îòðåçêè [a, c], [c, d], [d, b].

� Ïðèìåð 11.7. Íàéòè ïëîùàäü ôè-

ãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 2
2x − ,

y = x (ðèñ. 11.18). 
Ð å ø å í è å. Íàéäåì êîîðäèíàòû òî-

÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû y = 2
2x −  è 

ïðÿìîé y= x, ðåøèâ ñèñòåìó ýòèõ óðàâíå-
íèé: (–1; –1) è (2; 2). Íà îòðåçêå [–1, 2]

x ≥
2

2x − .

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (11.21), 

ïîëàãàÿ
2
( )f x = x,

1
( )f x = 2

2x − .

Àáñöèññû òî÷åê A è B ïåðåñå÷åíèÿ íàøèõ ëèíèé çàäàäóò 
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ: 

S =

2
2 32 2 2

2

1 1 1

1

( ( 2)) 2

2 3

x x

x x dx x

− − −

−

− − = − +∫ =

= 2 3 3

1 1

(4 ( 1) ) (2 ( 1) ) 2(2 ( 1))

2 3

− − − − − + − − = 4,5 (åä. 2 ). �

Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë âðàùåíèÿ. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäà-
íà íåïðåðûâíàÿ çíàêîïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ y= f (x). Íåîáõîäèìî 

íàéòè îáúåì 
x

V  òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè àáñ-

öèññ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y= f (x),
y = 0, x = a, x = b (ñì. ðèñ. 11.19). 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 
ïðèìåíèì òîò æå ïîäõîä, 
êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí 
âûøå äëÿ íàõîæäåíèÿ 
ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé 
òðàïåöèè. Ðàçîáüåì îòðåçîê 
[a, b] íà ýëåìåíòàðíûå îòðåç-

êè òî÷êàìè: a = 
0
x <

1
x <

<
2
x <…<

n

x = b è íà êàæ-

äîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ 

[ ]
1
,

i i
x x
−

 íåêîòîðûì îáðà-

çîì âûáåðåì òî÷êó 
i
ξ , ãäå 

Ðèñ. 11.18

xa0

y

xb

y f x=  ( )

f( )ξ i

ξ

x xi-1

i

i

Ðèñ. 11.19
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i = 1, 2, …, n. Òîãäà íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èñêîìîãî îáú-
åìà äàñò ñëåäóþùàÿ ñóììà 

2

1

( )

n

i i

i

f x

=

π ξ Δ∑ , (11.22)

i-å ñëàãàåìîå êîòîðîé (i = 1, 2, …, n) — ýòî îáúåì öèëèíäðà ñ 

âûñîòîé Δ
i
x =

i
x –

1i
x
−

 è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ f (
i

ξ ) (ñì. 

ðèñ. 11.19). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèáëèæåíèå äëÿ èñêîìîãî îáúå-     

ìà
x

V  áóäåò òåì ëó÷øå, ÷åì ìåíüøå äëèíà îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ 

Δ
i
x , ïîýòîìó çà èñêîìûé îáúåì 

x

V  åñòåñòâåííî âçÿòü ñëåäóþùèé 

ïðåäåë

2

max 0

1

lim ( )

i

i

n

x i i

x

i

V f x

Δ →

=

= π ξ Δ∑ , (11.23)

ãäå max
i

i

xΔ — ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ. Íî 

âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè (11.23), íå ÷òî èíîå, êàê 

ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû äëÿ ôóíêöèè ϕ (x) = 2
( )f xπ , ïî-

ýòîìó (ñì. îïðåäåëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è ôîðìóëó 
(11.4)) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì 

x

V = 2
( )

b

a

f x dxπ∫ . (11.24)

� Ïðèìåð 11.8. Âû÷èñëèòü 

îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî îò âðà-
ùåíèÿ ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëè-

íèÿìè y = x

e
− , y = 0, x = 0, x = 1 

âîêðóã îñè Ox.
Ð å ø å í è å. Ïî ôîðìóëå 

(11.24) èñêîìûé îáúåì 
(ðèñ. 11.20). 

x

V = 2
( )

b

x

a

e dx
−

π∫ =

=
1

2

2

0

1 1

1

2 2

x

e

e

−

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
π − = − ≈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1,36 (åä. 3 ). �

Ðèñ. 11.20
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Ôîðìàëüíî çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (11.24) ïå-
ðåìåííóþ x íà y, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ îáúåìà 
y

V òåëà, ïîëó÷åííîãî îò 

âðàùåíèÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè âîêðóã 
îñè îðäèíàò: 

2
( )

d

y

c

V y dy= π ϕ∫ (11.25)

(íà ðèñ. 11.21 âðàùàåìàÿ êðèâîëèíåéíàÿ òðà-
ïåöèÿ çàøòðèõîâàíà). 

� Ïðèìåð 11.9. Íàéòè îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî îò âðàùåíèÿ 

âîêðóã îñè îðäèíàò ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè 

y = 2
x , y = 3

x .

Ð å ø å í è å. Ïðîåöèðóÿ âðàùàåìóþ ôèãóðó íà îñü îðäèíàò 
(ðèñ. 11.22), óáåæäàåìñÿ, ÷òî èñêîìûé V ðàâåí ðàçíîñòè äâóõ 

îáúåìîâ: îáúåìà 
1y

V , ïîëó÷åííîãî îò âðàùåíèÿ âîêðóã îñè îð-

äèíàò ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè x = 3
y , x = 0, y = 1, è 

îáúåìà
2y

V , äëÿ êîòîðîãî âðàùàåìàÿ ôèãóðà îãðàíè÷åíà ëèíèÿ-

ìè x = y , x = 0, y = 1. (Ñ ó÷åòîì ïðåäñòîÿùåãî ïðèìåíåíèÿ 

ôîðìóëû (11.25) óðàâíåíèÿ êðèâûõ çàïèñàíû â âèäå x = ϕ(y),
ïðåäïîëàãàþùåì ïåðåìåííóþ y íåçà-
âèñèìîé.) Ïðèìåíÿÿ (11.25), ïîëó÷àåì: 

1 1

3 2 2 / 3

1

0 0

( )
y

V y dy y dy= π = π =∫ ∫

5 / 3 1

0

3 3

5 5

y

= π = π ,

1 1
2 1

2

2

0

0 0

( )

2
y

y

V y dy ydy= π = π = π =∫ ∫
2

π

.

Îêîí÷àòåëüíî

1 2

3 1

0,1

5 2

y y
V V V= − = π − π = π (åä. 3 ). �

11.7. Несобственные интегралы 

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ðàññìàòðèâàëè èíòåãðàëû îò 
ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ (è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííûõ) íà 

Ðèñ. 11.21 

Ðèñ. 11.22
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êîíå÷íûõ îòðåçêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà ïðàêòèêå âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü îáîáùåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé íà ñëó÷àè, êîãäà ëèáî îäèí 
èç êîíöîâ (èëè îáà) îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ óäàëåí â áåñêîíå÷-
íîñòü, ëèáî ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ. 

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) îïðåäåëåíà è èíòåãðèðóåìà íà 

ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a, t], ò.å. ôóíêöèÿ Φ(t) = ( )

t

a

f x dx∫  îïðå-

äåëåíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ≥ a.

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ( )

a

f x dx

+∞

∫ îò ôóíê-

öèè f (x) íà ïîëóèíòåðâàëå [a, +∞) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ôóíêöèè Φ(t)
ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê +∞, ò.å.

( ) lim ( )

t

t

a a

f x dx f x dx

+∞

→+∞

=∫ ∫ . (11.26)

Åñëè ïðåäåë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11.26), ñóùå-
ñòâóåò è êîíå÷åí, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿ-
ùèìñÿ (ê äàííîìó ïðåäåëó), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ÷èñëîâûõ ðÿäîâ (ñì. ãë. 13) ïðè ðàáî-
òå ñ íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè îáû÷íî âûäåëÿþò ñëåäóþùèå 
äâå çàäà÷è: 

à) èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ñõîäèìîñòè çàäàííîãî íåñîáñòâåí-
íîãî èíòåãðàëà; 

á) âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà â ñëó÷àå, åñëè ïîñëåäíèé 
ñõîäèòñÿ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ ýòèõ äâóõ çàäà÷ óäàåòñÿ îáúå-
äèíèòü.

Èñïîëüçîâàíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïîçâîëÿåò ïðèäàòü 
ñìûñë òàêîìó ïîíÿòèþ, êàê ïëîùàäü ïîëóáåñêîíå÷íîé (áåñêîíå÷-

íîé) ôèãóðû (ñì. ïðèìåðû íèæå). 

� Ïðèìåð 11.10. Âû÷èñëèòü
2

1

dx

x

+∞

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïî îïðåäåëåíèþ 

2

1

dx

x

+∞

∫ =
2

1

lim

t

t

dx

x→+∞

∫ .
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî ïîä çíàêîì ïðåäåëà, 
âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà—Ëåéáíèöà: 

1

2

1

1

1

1

1

t

t
x

x dx

t

−

−

= = −

−

∫ .

Òîãäà

2

1

dx

x

+∞

∫ =
1

lim 1 1

t t→+∞

⎛ ⎞
− =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

,

ò.å. èñêîìûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ê 1. Àíàëîãè÷íî, èñ-

ïîëüçóÿ ôîðìóëó Íüþòîíà–Ëåéáíèöà, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî 

1

m

dx

x

+∞

∫

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ê 
1

1m −

, åñëè m >1, è ðàñõîäÿùèìñÿ, åñëè 

m ≤ 1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñðå-

äè âñåõ êðèâûõ âèäà y=
1

m

x

 ãèïåðáîëà 

y=
1

x

 ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì «ïîðîãîì»: 

òå êðèâûå äàííîãî âèäà, êîòîðûå íà      
[1; +∞) ëåæàò íèæå íåå, îãðàíè÷èâàþò 
ïîëóáåñêîíå÷íóþ ôèãóðó êîíå÷íîé ïëî-
ùàäè; åñëè æå êðèâàÿ ëåæèò âûøå èëè 

ñîâïàäàåò ñ ãèïåðáîëîé y = 
1

x

, òî ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ôèãóðà èìååò áåñêîíå÷íóþ 
ïëîùàäü (ñì. ðèñ. 11.23).  

Ïî àíàëîãèè ñ (11.26) îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 
íà ïîëóèíòåðâàëå (–∞, b]:

( ) lim ( )

b b

t

t

f x dx f x dx

→−∞

−∞

=∫ ∫ . (11.27)

Îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ( )

b

f x dx

−∞

∫  àíàëîãè÷íî 

ïðèâåäåííîìó âûøå. 
Ââåäåì ïîíÿòèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà íà èíòåðâàëå (–∞,

+∞). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà a íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 

( )

a

f x dx

−∞

∫  è ( )

a

f x dx

+∞

∫  ñõîäÿòñÿ. Òîãäà ïîëîæèì, ÷òî

Ðèñ. 11.23
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( ) ( ) ( )

a

a

f x dx f x dx f x dx

+∞ +∞

−∞ −∞

= +∫ ∫ ∫ , (11.28)

ïðè ýòîì èíòåãðàë ( )f x dx

+∞

−∞

∫  íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Åñëè õîòÿ 

áû îäèí èç èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü (11.28), ðàñõî-

äèòñÿ, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ( )f x dx

+∞

−∞

∫  íàçûâàåòñÿ ðàñõî-

äÿùèìñÿ. (Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ââåäåííîå îïðåäåëåíèå íå çàâè-
ñèò îò âûáîðà ÷èñëà a.)

� Ïðèìåð 11.11. Âû÷èñëèòü x

e dx

+∞

−∞

∫ .

Ð å ø å í è å. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàëû 

0

x

e dx

−∞

∫  è 

0

x

e dx

+∞

∫ . (Â ôîðìóëå (11.28) ìû ïîëàãàåì a = 0.) 

0 0

0
lim lim ( )

x x t

t t

t

e dx e dx e e

→−∞ →−∞

−∞

= = −∫ ∫ =1,

ò.å. ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ ñõîäèòñÿ ê 1. Íî 

0 0

lim lim ( 1)

e

x x t

t t

e dx e dx e

+∞

→+∞ →+∞

= = − = +∞∫ ∫ , ò.å. 

0

x

e dx

+∞

∫  ðàñõîäèòñÿ è, 

ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë x

e dx

+∞

−∞

∫ . �

Â êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âñòðå÷àåòñÿ íåñîáñòâåííûé èí-

òåãðàë 2
2x

e dx

+∞

−

−∞

∫ , íàçûâàåìûé èíòåãðàëîì Ýéëåðà—Ïóàññîíà.

Äîêàçàíî, ÷òî

2
2

2
x

e dx

+∞

−

−∞

= π∫ ,  (11.29) 
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äðóãèìè ñëîâàìè, ïëîùàäü S

ïîä êðèâîé y = 2
2

1

2

x

e
−

π

 (ïî-

ëó÷èâøåé íàçâàíèå êðèâîé Ãà-
óññà) íà èíòåðâàëå (–∞, +∞)
ðàâíà 1 (ðèñ. 11.24). 

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò 
íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Íà÷-
íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ âàæíîãî 
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ: ïóñòü ôóíê-
öèÿ y = f (x) íåïðåðûâíà, íî 
í å  î ã ð à í è ÷ å í à  íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b).

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ( )

b

a

f x dx∫ îò ôóíêöèè

y = f(x) íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë
0

lim ( ) ,

b

a

f x dx

−δ

δ→ +

∫

ãäå δ > 0, ò.å. 

( )

b

a

f x dx∫ =
0

lim ( )

b

a

f x dx

−δ

δ→ +

∫ . (11.30)

Åñëè ïðåäåë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11.30), ñó-

ùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõî-

äÿùèìñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ðàñõîäÿùèìñÿ.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò 

ôóíêöèè y = f (x) íåïðåðûâíîé, íî íåîãðàíè÷åííîé íà  (a, b]:

( )

b

a

f x dx∫ =
0

lim ( )

b

a

f x dx

δ→ +

+δ

∫ . (11.31)

� Ïðèìåð 11.12. Âû÷èñëèòü

1

0

dx

x

∫ .

Ð å ø å í è å. Ïî îïðåäåëåíèþ 

1

0

dx

x

∫ =

1

1/ 2

0

lim x dx
−

δ→ +

δ

∫ .

Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà—Ëåéáíèöà 
1

1

1/ 2 1/ 2
2 2(1 )x dx x

−

δ

δ

= = − δ∫ .

Ðèñ. 11.24

2
2

1

2

x

y e
−

=

π
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Òîãäà

1

0

dx

x

∫ =
0

lim 2(1 ) 2

δ→ +

− δ = ,

ò.å. ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ôèãóðà, îãðà-

íè÷åííàÿ îñÿìè êîîðäèíàò, êðèâîé 

y =
1

x

è ïðÿìîé x = 1, èìååò êî-

íå÷íóþ ïëîùàäü, ðàâíóþ 2 åä2. (ñì. 

ðèñ. 11.25). �

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè ôóíêöèÿ 

f (x) íå îãðàíè÷åíà ïðè x = ñ, ãäå ( ), ,c a b∈  òî èíòåãðàë ( )

b

a

f x dx∫

òàêæå íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë 

( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫

ñ÷èòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ äâà íåñîáñòâåííûõ èíòå-

ãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ( )

b

a

f x dx∫

íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Íàïðèìåð, 

1 0 1

1 1 0

dx dx dx

x x x
− −

= +∫ ∫ ∫  ÿâëÿåò-

ñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, òàê êàê ðàñõîäÿòñÿ îáà íåñîáñòâåííûõ èíòå-
ãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (ïðåäëàãàåì óáåäèòüñÿ â ýòîì 
÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî). 

11.8. Приближенное вычисление определенных  

интегралов 

Âàæíûì ñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ôîðìóëà Íüþòîíà—Ëåéáíèöà (ñì. § 11.4). Îäíàêî åå ïðèìå-
íåíèå íà ïðàêòèêå ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè, âîçíè-
êàþùèìè ïðè íàõîæäåíèè ïåðâîîáðàçíîé â ñëó÷àå óñëîæíåíèÿ 
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþò 
òàê íàçûâàåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ïðèáëè-
æåííîå çíà÷åíèå èñêîìîãî èíòåãðàëà ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Ýòîò 
ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ åùå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì â ñâÿçè ñ âîçðàñ-
òàþùèìè âîçìîæíîñòÿìè ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, 
ðåàëèçóþùåé àëãîðèòìû ñ íåîáõîäèìîé ñêîðîñòüþ. 

Ðèñ. 11.25

1

y

x

=
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Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì îäíó èç ïðèáëèæåííûõ 
ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà — ôîðìóëó òðàïåöèé. 

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y = f (x).
Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî f (x) ≥ 0 íà [a, b]. Òîãäà 

( )

b

a

f x dx∫  ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè ïîä êðèâîé y = f (x) íà îòðåç-

êå  [a, b]. Ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èñêîìîãî èíòå-
ãðàëà, åñëè âìåñòî ïëîùàäè ïîä êðèâîé âîçüìåì ïëîùàäü ïîä 
ëîìàíîé, ðàñïîëîæåííîé äîñòàòî÷íî áëèçêî ê èñõîäíîé êðèâîé 
(ñì. òàêæå § 11.1). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé ëîìàíîé ïîñòóïèì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ðàçîáüåì îò-
ðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà n
ðàâíûõ ÷àñòåé äëèíîé 

h =
b a

n

−

è íà êàæäîì èç îò-

ðåçêîâ ðàçáèåíèÿ [ ]
1
,

i i
x x
−

, ãäå 

i=1, 2, …, n;
0i

x x i h= + , çàìå-

íèì ó÷àñòîê êðèâîé y = f (x)
õîðäîé, ñòÿãèâàþùåé êîíöåâûå 
òî÷êè (ðèñ. 11.26). 

Òîãäà ( )

b

a

f x dx∫ ≈
1 2 n

S S S+ + +… ,

ãäå
1 2
, , ,

n

S S S…  — ïëîùàäè òðàïåöèé (ïëîùàäè ïîä õîðäàìè íà 

êàæäîì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ), íà ðèñ. 11.26 ýòè òðàïåöèè çà-
øòðèõîâàíû. Íî 

0 1

1

( ) ( )

2

f x f x

S h

+

= ; 1 2

2

( ) ( )

2

f x f x

S h

+

= ; ...; 1
( ) ( )

2

n n

n

f x f x

S h
−

+

= .

Òîãäà

( )

b

a

f x dx∫ ≈
0 1

( ) ( )

2

f x f x

h

+

+ 1 2
( ) ( )

2

f x f x

h

+

+…+ 1
( ) ( )

2

n n

f x f x

h
−

+

=

= h 0 11 1 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

n n

f x f x f xf x f x f x
−

⎛ ⎞
+ + + + + +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

… .

Âûíîñÿ ìíîæèòåëü h, çàìåòèì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå äàííîé 

ñóììû, îòëè÷íûå îò 
0

( ) / 2f x  è ( ) / 2
n

f x , âñòðå÷àþòñÿ â íåé 

äâàæäû. Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî h =
b a

n

−

,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì 

Ðèñ. 11.26
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( )

b

a

f x dx∫ ≈

b a

n

−

0

1 1

( ) ( )

( ) ( )

2

n

n

f x f x

f x f x
−

+⎛ ⎞
+ + +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

… , (11.32)

ãäå
0
x = a,

i
x =

0
x +i h, i = 1, 2, …, n. Ôîðìóëà (11.32) íîñèò íà-

çâàíèå ôîðìóëû òðàïåöèé. Îíà ïîëó÷åíà íàìè â ïðåäïîëîæåíèè 

íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè y = f (x), íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî 

ýòîò ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì òàêæå è â îáùåì ñëó÷àå. 

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè îò ïðèìå-

íåíèÿ ôîðìóëû òðàïåöèé (ñóùåñòâåííî, ÷òî áåç ðàññìîòðåíèÿ 

ýòîãî âîïðîñà ôîðìóëà (11.32) áóäåò íîñèòü ëèøü êà÷åñòâåííûé 

õàðàêòåð).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n) âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè 
ôîðìóëû (11.32). Òîãäà 

Δ = ⎢ ( )

b

a

f x dx∫ –S(n) ⎢

— àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü îò ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû òðàïåöèé 

(11.32). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
2

M  ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ 

âòîðîé ïðîèçâîäíîé ( )f x′′  ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè y = f (x)

íà [a, b], ò.å. 
2

M =
[ ],

max ( )

x a b

f x

∈

′′ .

Äîêàçàíî, ÷òî àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü Δ îò ïðèìåíåíèÿ 

ôîðìóëû òðàïåöèé 

Δ ≤

3

2
2

( )

12

b a

M

n

−

. (11.33)

� Ïðèìåð 11.13. Âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå òðàïåöèé ïðè n = 5 

1,5

1

dx

x

∫ . Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü. 

Ð å ø å í è å. Ïîñêîëüêó ÷èñëî n îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ ðàâíî 5, 

òî äëèíà h îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ ðàâíà 
b a

n

−

=
1,5 1

5

−

= 0,1 è òàê 

êàê
i
x =

0
x +ih, i = 1, 2, …, 5, 

0
x =1, èìååì 

1
x =1,1;

2
x =1,2;

3
x =1,3;

4
x =1,4;

5
x =1,5. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f (x) =

1

x

,

ïîýòîìó ñîãëàñíî (11.32) ïîëó÷àåì 
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1,5

1

dx

x

∫ ≈ 0,1
1 1 1 1 1 1 1

2 1 1,5 1,1 1,2 1,3 1,4

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

= 0,4059. 

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè. f ′′(x) = 
3

1 2

x x

′
′⎛ ⎞

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠
⎝ ⎠

.

Ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò íà [1; 1,5], ïîýòîìó äîñòè-

ãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ëåâîé êîíöåâîé òî÷êå 

ýòîãî îòðåçêà (ò.å. ïðè x = 1). Òîãäà 
2

3

2

(1)

1

M f ′′= = = 2 è ñî-

ãëàñíî (11.33) èìååì 

Δ ≤

3

2

0,5

2

12 5

⋅

⋅

 = 0,84 3
10

−

⋅ .

Çàìåòèì, ÷òî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà–Ëåéáíèöà 
1,5

1

dx

x

∫ =
1,5

1

ln ln1,5x = ,

è ïîýòîìó íàéäåííîå çíà÷åíèå 0,4059 íàøåãî èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ 
òàêæå ïðèáëèæåíèåì (ñ óêàçàííîé òî÷íîñòüþ) äëÿ ÷èñëà ln1,5 .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà òðàïåöèé ìîæåò îêàçàòüñÿ òàêæå óäîá-

íûì ñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíêöèé. �

11.9. Использование понятия  

определенного интеграла в экономике 

Âûøå ìû îòìå÷àëè ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èí-
òåãðàëà, âûðàæàþùåãî îáúåì ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè ïðè èç-
âåñòíîé ôóíêöèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà. 

Ðàññìîòðèì äðóãèå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëà â ýêî-
íîìèêå.

Åñëè â ôóíêöèè Êîááà—Äóãëàñà (ñì. ãë. 15) ñ÷èòàòü, ÷òî çàòðà-
òû òðóäà åñòü ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, à çàòðàòû êà-

ïèòàëà íåèçìåííû, òî îíà ïðèìåò âèä g (t) = (αt + β) eγ t . Òîãäà 

îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè çà T ëåò ñîñòàâèò: 

Q =

0

( )

T

t e dt
γ

α +β∫
t . (11.34)
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� Ïðèìåð 11.14. Íàéòè îáúåì ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé çà 

4 ãîäà, åñëè ôóíêöèÿ Êîááà—Äóãëàñà èìååò âèä g (t) = (1+t) 3t
e .

Ð å ø å í è å. Ïî ôîðìóëå (11.34) îáúåì Q ïðîèçâåäåííîé 
ïðîäóêöèè ðàâåí 

Q =

4

3

0

(1 )
t

t e dt+∫ .

Èñïîëüçóåì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïóñòü 

u = t + 1, dv = 3t
e dt . Òîãäà du = dt, v = 3 3

1

3

t t
e dt e=∫ .

Ñëåäîâàòåëüíî,
4

4 4

3 3 12 3

0 0

0

1 1 1 1

( 1) (5 1)

3 3 3 9

t t t
Q t e e dt e e= + − = − − =∫

12 5

1

(14 2) 2,53 10

9

e= − ≈ ⋅ (óñë. åä.) �

Èññëåäóÿ êðèâóþ Ëîðåíöà — 
çàâèñèìîñòü ïðîöåíòà äîõîäîâ 
îò ïðîöåíòà èìåþùåãî èõ íàñå-
ëåíèÿ (êðèâóþ OBA, ðèñ. 11.27), 
ìû ìîæåì îöåíèòü ñòåïåíü 
íåðàâåíñòâà â ðàñïðåäåëåíèè 
äîõîäîâ íàñåëåíèÿ. Ïðè ðàâ-
íîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äîõî-
äîâ êðèâàÿ Ëîðåíöà âûðîæäà-
åòñÿ â ïðÿìóþ — áèññåêòðèñó 
OA, ïîýòîìó ïëîùàäü ôèãóðû 
OAB ìåæäó áèññåêòðèñîé OA è 
êðèâîé Ëîðåíöà, îòíåñåííàÿ ê 
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà OAC (êîýôôèöèåíò Äæèíè), õàðàêòåðèçóåò 
ñòåïåíü íåðàâåíñòâà â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ íàñåëåíèÿ. 

� Ïðèìåð 11.15. Ïî äàííûì èññëåäîâàíèé â ðàñïðåäåëåíèè 

äîõîäîâ â îäíîé èç ñòðàí êðèâàÿ Ëîðåíöà OBA (ðèñ. 11.27) ìî-

æåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèåì y = 1 – 2
1 x− , ãäå x — äîëÿ íà-

ñåëåíèÿ, ó — äîëÿ äîõîäîâ íàñåëåíèÿ. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò 
Äæèíè.

Ð å ø å í è å. Î÷åâèäíî, êîýôôèöèåíò Äæèíè (ñì. 
ðèñ. 11.27) 

0 x

y
A

B
C

100(1) %(доля))

%(доля)
доходов

100(1)

Ðèñ. 11.27
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1 1 2
OAB OBAC

OBAC

OAC OAC

S S

k S

S S
Δ Δ

= = − = − , òàê êàê 
1

2

OAC
S
Δ

= .

1

2

0

(1 1 )
OBAC

S x dx= − −∫ =

1 1

2

0 0

1dx x dx− −∫ ∫ = 1–

1

2

0

1 x dx−∫ .

Ïîýòîìó k = 1–2(1–

1 1

2 2

0 0

1 ) 2 1 1x dx x dx− = − −∫ ∫  . 

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû, íàïðèìåð, x = sin t ìîæíî âû÷èñëèòü 
1

2

0

1 x dx−∫ = π/4. Èòàê, êîýôôèöèåíò Äæèíè k = 2 1 1

4 2

π π

⋅ − = − ≈

≈ 0,57.
Äîñòàòî÷íî âûñîêîå çíà÷åíèå k ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííî íå-

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ ñðåäè íàñåëåíèÿ â ðàññìàò-

ðèâàåìîé ñòðàíå. �

Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé ñóììû ïî åå êîíå÷íîé âåëè÷èíå, 
ïîëó÷åííîé ÷åðåç âðåìÿ t (ëåò) ïðè ãîäîâîì ïðîöåíòå (ïðîöåíò-
íîé ñòàâêå) p, íàçûâàåòñÿ äèñêîíòèðîâàíèåì. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà 
âñòðå÷àþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè 
êàïèòàëüíûõ âëîæåíèé. 

Ïóñòü
t

K — êîíå÷íàÿ ñóììà, ïîëó÷åííàÿ çà t ëåò, è K — äèñ-

êîíòèðóåìàÿ (íà÷àëüíàÿ) ñóììà, êîòîðóþ â ôèíàíñîâîì àíàëèçå 
íàçûâàþò òàêæå ñîâðåìåííîé ñóììîé. Åñëè ïðîöåíòû ïðîñòûå, 
òî

t

K = K(1 + it), ãäå i = p/100 — óäåëüíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà. 

Òîãäà K =
t

K /(1 + it). Â ñëó÷àå ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ 

t

K = K(1 + it) t è ïîòîìó K =
t

K /(1 + i) t .

Ïóñòü ïîñòóïàþùèé åæåãîäíî äîõîä èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè 
è îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé f (t) è ïðè óäåëüíîé íîðìå ïðîöåíòà, 
ðàâíîé i, ïðîöåíò íà÷èñëÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Ìîæíî ïîêàçàòü, 
÷òî â ýòîì ñëó÷àå äèñêîíòèðîâàííûé äîõîä K çà âðåìÿ T âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

K =

0

( )

T

it
f t e dt

−

∫ . (11.35)

� Ïðèìåð 11.16. Îïðåäåëèòü äèñêîíòèðîâàííûé äîõîä çà òðè 

ãîäà ïðè ïðîöåíòíîé ñòàâêå 8%, åñëè ïåðâîíà÷àëüíûå (áàçîâûå) 
êàïèòàëîâëîæåíèÿ ñîñòàâèëè 10 ìëí ðóá. è íàìå÷àåòñÿ åæåãîäíî 
óâåëè÷èâàòü êàïèòàëîâëîæåíèÿ íà 1 ìëí ðóá. 
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Ð å ø å í è å. Î÷åâèäíî, ÷òî êàïèòàëîâëîæåíèÿ çàäàþòñÿ 
ôóíêöèåé f (t) = 10 + 1⋅t = 10 + t. Òîãäà ïî ôîðìóëå (11.35) äèñ-

êîíòèðîâàííàÿ ñóììà êàïèòàëîâëîæåíèé K=

3

0,08

0

(10 )
t

t e dt
−

+∫ .

Èíòåãðèðóÿ (àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 11.14), ïîëó÷èì 
K = 30,5 ìëðä ðóá. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäèíàêîâîé 
íàðàùåííîé ñóììû ÷åðåç òðè ãîäà åæåãîäíûå êàïèòàëîâëîæå-
íèÿ îò 10 äî 13 ìëí ðóá. ðàâíîñèëüíû îäíîâðåìåííûì ïåðâîíà-
÷àëüíûì âëîæåíèÿì 30,5 ìëí ðóá. ïðè òîé æå, íà÷èñëÿåìîé íå-

ïðåðûâíî, ïðîöåíòíîé ñòàâêå. �

Ïóñòü èçâåñòíà ôóíêöèÿ t = t (x), îïèñûâàþùàÿ èçìåíåíèå çà-
òðàò âðåìåíè t íà èçãîòîâëåíèå èçäåëèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïå-
íè îñâîåíèÿ ïðîèçâîäñòâà, ãäå x — ïîðÿäêîâûé íîìåð èçäåëèÿ â 

ïàðòèè. Òîãäà ñðåäíåå âðåìÿ 
cp
t , çàòðà÷åííîå íà èçãîòîâëåíèå îä-

íîãî èçäåëèÿ â ïåðèîä îñâîåíèÿ îò 
1
x  äî 

2
x  èçäåëèé, âû÷èñëÿåòñÿ 

ïî òåîðåìå î ñðåäíåì (11.10): 

tcp =
2

1

2 1

1

( )

x

x

t x dx

x x−

∫ . (11.36)

×òî êàñàåòñÿ ôóíêöèè èçìåíåíèÿ çàòðàò âðåìåíè íà èçãîòîâ-
ëåíèå èçäåëèé t = t (x), òî ÷àñòî îíà èìååò âèä 

t = ax b− , (11.37)

ãäå a — çàòðàòû âðåìåíè íà ïåðâîå èçäåëèå, b — ïîêàçàòåëü 
ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà. 

� Ïðèìåð 11.17. Íàéòè ñðåäíåå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà îñ-

âîåíèå îäíîãî èçäåëèÿ â ïåðèîä îñâîåíèÿ îò 
1
x = 100 äî 

2
x = 121 èçäåëèé, ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (11.37) a = 600 (ìèí), 

b = 0,5. 

Ð å ø å í è å. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (11.36), ïîëó÷àåì 

tcp =

121

1/ 2

100

1

600

121 100

x dx
−

−

∫ =
121

100

600

2

21

x =
400

7

≈ 57,2 (ìèí). �
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11.10. Решение задач 

� Ïðèìåð 11.18. Âû÷èñëèòü:

à)

5

0

1 3

xdx

x+

∫ ; á) 

ln 3

ln 2

x x

dx

e e
−

−

∫ ; â) 

3
3

2 2

1

( 1)

4

x dx

x x

+

−
∫ .

Ð å ø å í è å. à) Âîñïîëüçóåìñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé: 

t = 1 3x+ .

Òîãäà x =
2

1

3

t −

 è dx =
2

3

t dt . Åñëè x = 0, òî t = 1 è, åñëè x = 5,

òî t = 4. Âûïîëíÿÿ çàìåíó, ïîëó÷àåì 
5 4

2

0 1

2

( 1)

91 3

xdx

t dt

x

= −

+

∫ ∫ =
3 4 4

1 1

2

9 3

t

t

⎛ ⎞

−⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2 64 1

4 1 4

9 3

−⎛ ⎞
− + =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëàãàÿ x =
2

1

4

t −

, ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî 

t ∈ [–4; –1]. Ïðè ýòîì âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 èç § 11.5 âûïîë-

íåíû è, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå 2
t = –t, ïîëó÷àåì

5 4
2

0 1

( 1)2

3( )31 3

xdx t t dt

tx

−

−

−

=

−+

∫ ∫ =

4

2

1

2

(1 )

9

t dt

−

−

−∫ =
34 4

1 1

2

9 3

t

t

− −

− −

⎛ ⎞

−⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

= ( )
3 3

2 1

4 1 ( 4) ( 1) 4

9 3

⎛ ⎞
− + − − − − =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

á) Ïîëîæèì t = x

e . Òîãäà x = ln t, dx =
dt

t

è åñëè x = ln 2, òî 

t = 2, è åñëè x = ln 3, òî t = 3. Âûïîëíÿÿ çàìåíó, ïîëó÷àåì 
ln 3

ln 2

x x

dx

e e
−

−

∫ =

3

1

2

( )

dt

t t t
−

−

∫ =

3

2

2

1

dt

t −

∫ =
3

2

1 1

ln

2 1

t

t

−

+

=
1 3

ln

2 2

.

â) Ïîëàãàÿ x = 2 sin t, ïîëó÷àåì, ÷òî dx = 2cos t dt è x ∈ [1; 3 ],

åñëè (îäíà èç âîçìîæíîñòåé) t ∈ ;

6 3

π π⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Òîãäà 

3
3

2 2

1

( 1)

4

x dx

x x

+

−

∫ =

/ 3
3

2

/ 6

8sin 1

4sin

t

dt

t

π

π

+

∫ =

/ 3 / 3

2

/ 6 / 6

1

2 sin

4 sin

dt

t dt

t

π π

π π

+∫ ∫ =

=
3 3

1

2cos

4

t t

π π

π 6 π 6

− − ctg =
1 3 1 3 7

2 3 1

2 2 4 3 2 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. �

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



321

� Ïðèìåð 11.19. Âû÷èñëèòü

1

0

x

xe dx
−

∫ .

Ð å ø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 
÷àñòÿì (11.19): ïîëîæèì u = x, x

e dx= dv. Òîãäà du = dx,

 v = dv∫ = x x

e dx e
− −

= −∫ è

1 1
1

0

0 0

( )
x x x

xe dx xe e dx
− − −

= − − −∫ ∫ =

=

1

1

0

x

e e dx
− −

− + ∫ =
1

1

0

2
x

e

e e

e

− −

−

− − = . �

� Ïðèìåð 11.20. Íàéòè ïëîùàäü 

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè
y = 2

4 x− , y = 2
2x x−  (ðèñ. 11.28). 

Ð å ø å í è å. Êîîðäèíàòû òî÷åê 
ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ y = 2

4 x−  è y = 2
2x x−  íàéäåì èç ñèñòåìû 

èõ óðàâíåíèé: (–1; 3) è (2; 0). Ïðîåöèðóÿ ôèãóðó íà îñü àáñöèññ 
(ñì. ïðèìåð 11.7), âèäèì, ÷òî èñêîìàÿ ïëîùàäü — ýòî ïëîùàäü 
ôèãóðû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó êðèâûìè; ïðè ýòîì íà îòðåçêå [–1; 2]

2

2 1
( ) 4 ( )f x x f x= − ≥ =

2
2x x− .

Ïðèìåíÿÿ (11.21), ïîëó÷àåì 

S =

2

2 2

1

(4 ( 2 ))x x x dx

−

− − −∫ =

2

2

1

(4 2 2 )x x dx

−

− + =∫

=
2

1

4x

−

2 2

3 2

1 1

2

3

x x

− −

− + =

3 3 2 2

2

4(2 ( 1)) (2 ( 1) ) 2 ( 1)

3

− − − − − + − − =

= 9(åä. 2 ). �

� Ïðèìåð 11.21. Íàéòè ïëîùàäü 

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè 

y =
1

x

, y = 2
x , y = 4 è ðàñïîëîæåííîé â 

ïåðâîé ÷åòâåðòè (ðèñ. 11.29) 
Ð å ø å í è å. Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó-

÷àåì, ÷òî òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ëèíèé ÿâëÿþòñÿ A (1/4; 1), 
B (2; 4), C (1; 1) (ðèñ. 11.29). Ïðîåöèðóÿ òî÷êè A, B, C íà îñü àáñ-

Ðèñ. 11.28

Ðèñ. 11.29
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öèññ (ñì. çàìå÷àíèå â ïðèìåðå 11.7), âèäèì, ÷òî èñêîìàÿ ïëî-

ùàäü
ABC

S  ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ïëîùàäüþ ïðÿìîóãîëüíèêà 

ABHE è ñóììîé ïëîùàäåé äâóõ êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé ACFF è 

CBHF: S = ( )
ABHE ACFE CBHF

S S S− + . Âû÷èñëèì: 

ABHE
S =

2

1/ 4

4dx∫ =
2

1 4

4x = 4(2 1 4)− = 7, 

ACFE
S =

1

1/ 4

1

dx

x

∫ =
2

1 4

ln x = ln1 – ln1/4 = ln 4, 

CBHF
S =

2
3 2

2

1

3 1

x

x dx =∫ = 3 3

1 7

(2 1 )

3 3

− = .

Èòàê, S = 7–
7 14

ln 4 ln 4 3,28

3 3

⎛ ⎞
+ = − ≈

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(åä. 2 ). �

� Ïðèìåð 11.22. Íàéòè ïëîùàäü 

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè 
y = ln x, x = 0, y = 0, y = 1.

Ð å ø å í è å. Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñ-
êîìîé ïëîùàäè (ðèñ. 11.30) èñïîëü-
çóåì ïðîåöèðîâàíèå ôèãóðû íà îñü 
îðäèíàò è ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðèðî-
âàíèå ïî ïåðåìåííîé y (ñì. ïðè-   
ìåð 11.5). Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå y= ln x

â âèäå x= f (y), ïîëó÷àåì x= y
e .

Òîãäà S =

1 1
1

0

0 0

( )
y y

f y dy e dy e= =∫ ∫ = e – 1 ≈ 1,72 (åä. 2 ). �

Ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíî íàéòè òàêæå äàííóþ ïëîùàäü, èñïîëüçóÿ ïðîåöèðîâàíèå 
íà îñü àáñöèññ. 

� Ïðèìåð 11.23. Íàéòè îáúåì òå-

ëà, ïîëó÷åííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã 
îñè àáñöèññ ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé 
ëèíèÿìè x = y2 – 2, y = x.

Ð å ø å í è å. Âûäåëèì íà ÷åðòå-
æå âðàùàåìóþ ôèãóðó (ðèñ. 11.31, 
êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê ABC).
Çàìåòèì, ÷òî òî÷íî òàêîå æå òåëî 
âðàùåíèÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè âîêðóã 

Ðèñ. 11.30

Ðèñ. 11.31
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îñè àáñöèññ âðàùàòü êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê OBC. Òîãäà 
èñêîìûé îáúåì ðàâåí ðàçíîñòè äâóõ îáúåìîâ: 

x BCD OCD
V V V= − ,

ãäå
BCD

V  — îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè 
àáñöèññ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà BCD, àíàëîãè÷íî 

OCD
V  — îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî îò âðàùåíèÿ òðåóãîëüíèêà 
OCD. Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ îãðàíè÷èâàþùèõ ëèíèé â âèäå 
y = f (x) è èñïîëüçóÿ (11.24), ïîëó÷àåì 

BCD
V = ( )

2

2

2

2x dx

−

π +∫ =

2

2

( 2)x dx

−

π +∫ =
2 2

2

2

2

x

x

−

⎛ ⎞
π +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 8π,

OCD
V =

2
3 2

2

0

0

8

3 3

x

x dxπ = π = π∫ ,
x

V =
8 16

8

3 3

π

π − π =  (åä. 3 ). �

� Ïðèìåð 11.24. Íàéòè îáúåì òåëà, 

ïîëó÷åííîãî îò âðàùåíèÿ âîêðóã îñè 
îðäèíàò ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëè-
íèÿìè y = 2

2x x− , y = 0.

Ð å ø å í è å. Èç ÷åðòåæà (ðèñ. 11.32) 
âèäíî, ÷òî èñêîìûé îáúåì 

y
V  ðàâåí ðàç-

íîñòè äâóõ îáúåìîâ: 
y

V  = VABCO — VBCO,

ãäå
ABCO

V  è 
BCO

V  — îáúåìû òåë, ïî-

ëó÷åííûõ îò âðàùåíèÿ âîêðóã îñè îð-
äèíàò ïëîñêèõ ôèãóð ABCO è BCO ñî-
îòâåòñòâåííî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàí-
íûõ îáúåìîâ èñïîëüçóåì ôîðìóëó (11.25). Ïðè ýòîì íàì ïîòðå-
áóþòñÿ óðàâíåíèÿ êðèâûõ OB è AB â âèäå x= f (y). Çàïèñûâàÿ 
óðàâíåíèå ïàðàáîëû, çàäàííîé ïî óñëîâèþ â âèäå 2

2x x y− − = 0, 

ðåøèì ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, ñ÷è-

òàÿ ïåðåìåííóþ y ïàðàìåòðîì: 
1,2

1 1x y= ± + .

Òîãäà x = 1 + 1 y+  — óðàâíåíèå êðèâîé AB è x = 1– 1 y+  — 

óðàâíåíèå êðèâîé OB. Èñïîëüçóÿ (11.25), ïîëó÷àåì 

y
V =

0 0

2 2

1 1

(1 1 ) (1 1 )y dy y dy

− −

π + + − π − +∫ ∫ =

= ( )

0

2 2

1

(1 1 ) (1 1 )y y dy

−

π + + − − +∫ =

= ( )

0
0

3/ 2

1

1

8

4 1 1

3

ydy y

−

−

π

π + = +∫ =
8

3

π

(åä. 3 ). �

Ðèñ. 11.32
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УПРАЖНЕНИЯ 

Âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû: 

11.25.

8

3

0

( 2 )x x dx+∫ . 11.26.

4

2

1

1 y

dy

y

+

∫ .

11.27.

3

0

25 3

dx

x

−

+

∫ .   11.28.

2

ln

e

e

dx

x x

∫ .

11.29.

3/ 2

3

1

4 3

( 2)

x

dx

x

+

−

∫ . 11.30.

ln8

ln 3
1

x

dx

e+

∫ .

11.31.

/ 2

2

0

sin cosx xdx

π

∫ . 11.32.

( )

64

3

1
1

dx

x x+

∫ .

11.33.

1

0

ln(1 )x dx+∫ . 11.34.

ln 5

0

x

xe dx
−

∫ .

11.35.

2

2

1

lnx xdx∫ .   11.36.

0

sinx xdx

π

∫ .

11.37.

1

2

0

3 2

xdx

x x+ +

∫ . 11.38.

4

2

3

3 2

dx

x x− +

∫ .

11.39.

1

0

1

x

dx

x +

∫ .   11.40.

1

2

2 2

8 .x dx−∫

11.41.

4

0

1 2 1

dx

x+ +

∫ . 11.42.

5

1

4 5

xdx

x +

∫ .

Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíêöèé: 

11.43. y = x , y = 2 – x, y = 0. 11.44. y = 1/x, y = x, x = 2. 

11.45. y = 2
2 3x x− + , y = 3x – 1. 11.46. y = 2

x , y = 1 + 2

3

4

x .

11.47. y = 2 x , y = 2 5 2x− − .

11.48. y = 2
2x + , y = 2

1 x− , x = 0, x = 1. 

11.49. y = 2
x− , y = 2 x

e , x = 0, x = 1.  

11.50. y = 2
4 x , x = 1, y = x – 1. 
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11.51. y = x , y = 4 3x− , y = 0. 11.52. y = ln x, x = e, y = 0. 

Íàéòè îáúåìû òåë, îáðàçîâàííûõ âðàùåíèåì âîêðóã îñåé Ox

è Îy ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: 

11.53. y = 2
4 x− , y = 0, x = 0, ãäå x ≥ 0. 

11.54. y = x

e , x = 0, x = 1, y = 0.

11.55. y = 2
1x + , y = 0, x = 1, x = 2.

11.56. y = 3
x , y = 1, x = 0. 

Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû (èëè óñòàíîâèòü èõ ðàñ-
õîäèìîñòü):

11.57.
3

1

dx

x

∞

∫ .  11.58. 

1/ 2

2

0

ln

dx

x x

∫ .

11.59. 2

0

x

e dx

∞

−

∫ .  11.60. 

1

3

0

dx

x

∫ .

11.61.

3

2

0

( 1)

dx

x −

∫ . 11.62.

6

3 2

2
(4 )

dx

x−

∫ .

11.63. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ðàáî÷åãî â òå÷åíèå äíÿ çà-

äàåòñÿ ôóíêöèåé z(t) = – 0,00625 t2 + 0,05t + 0,5 (äåí. åä./÷),  

ãäå t – âðåìÿ â ÷àñàõ îò íà÷àëà ðàáîòû, 0 ≤ t ≤ 8. Íàéòè ôóíê-
öèþ
u = u(t), âûðàæàþùóþ îáúåì ïðîäóêöèè (â ñòîèìîñòíîì âûðà-
æåíèè) è åãî âåëè÷èíó çà ðàáî÷èé äåíü. 

11.64. Ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè îäíîé òîííû ãðóçà íà îäèí êèëîìåòð 

(òàðèô ïåðåâîçêè) çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ( )
10

2

f x

x

=

+

 (äåí. åä./êì). 

Îïðåäåëèòå çàòðàòû íà ïåðåâîçêó îäíîé òîííû ãðóçà íà ðàñ-
ñòîÿíèå 20 êì. 
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Глава 12

 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ 

12.1. Основные понятия 

Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, ñâÿçû-
âàþùåå èñêîìóþ ôóíêöèþ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, 
ýòè ïåðåìåííûå è ïðîèçâîäíûå ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ äàííîé 
ôóíêöèè.

Åñëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé, òî äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì, åñëè îò íåñêîëü-
êèõ — òî óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (è ïî 
ýòîé ïðè÷èíå ñàìî ñëîâî «îáûêíîâåííûå» áóäåò îïóñêàòüñÿ). 

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äàåò çà-
äà÷à î íàõîæäåíèè ïåðâîîáðàçíîé F (x) äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè 
f (x) (ñì. ãë. 10), ïîñêîëüêó åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó î 
íàõîæäåíèè ôóíêöèè F (x), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ         
F ′(x) = f (x).

Â îáùåì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå 

G (x, y, y ′, …, ( )n
y ) = 0, (12.1)

ãäå G — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò n + 2 ïåðåìåííûõ, n ≥ 1, ïðè 
ýòîì ïîðÿäîê n ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â çàïèñü óðàâ-
íåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. 
Íàïðèìåð, çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïåðâîîáðàçíîé ïðèâîäèò ê 
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, óðàâíåíèå 

2 4 5
( ) ( ) 8x y x y′′′ ′− + = 0 

— òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò.ï. 
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ðàçðå-

øåííûì îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, åñëè îíî èìååò âèä 

( ) ( 1)
( , , , , )

n n

y F x y y y
−

′= … ,

ãäå F — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò n + 1 ïåðåìåííîé. 
Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.1) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ 

ôóíêöèÿ y = y (x), êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå åå â ýòî óðàâíåíèå îáðà-
ùàåò åãî â òîæäåñòâî. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sin x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ y ′′ + y = 0, òàê êàê (sin x)′′ + sin x = 0 äëÿ ëþáûõ x.
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Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé èíòåãðèðîâàíèÿ äàííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ãðàôèê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé. 

� Ïðèìåð 12.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå y ′′ = x.

Ð å ø å í è å. Ïîñêîëüêó y ′′ = 
dy

dx

′

, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå 

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó äèôôåðåíöèàëîâ: dy ′ = xdx.

Âûïîëíÿÿ ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì y ′ = 
2

1

2

x

C+ ,

ãäå
1

C  — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âíîâü çàïèñûâàÿ ïðîèçâîä-

íóþ êàê îòíîøåíèå äâóõ äèôôåðåíöèàëîâ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñò-

âó dy =
2

1

2

x

C dx

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî, îêîí÷àòåëüíî ïîëó-

÷àåì y = 3

1 2
6x C x C+ + , ãäå 

2
C  — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. 

Îòìåòèì, ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ðåøåíèå 
äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íåîäíîçíà÷íî. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàäàåò ñåìåéñòâî èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Äëÿ âûäåëåíèÿ îäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëåííîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé (ðåøåíèÿ) â íàøåì ñëó÷àå 
äîñòàòî÷íî óêàçàòü òî÷êó ïëîñêîñòè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò 
èñêîìàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, è íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì îíà 
ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó. (Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ òàêîãî ðîäà 
îáû÷íî íàçûâàþò íà÷àëüíûìè, ïîñêîëüêó ÷àñòî äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ — ïðîöåññîâ, ïðîõîäÿùèõ âî âðåìåíè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ 
íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ x îáîçíà÷àåò âðåìÿ.) Íàïðèìåð, åñëè 
èçâåñòíî, ÷òî y(0) = 1 è y ′(0) = 2, òî ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ 
y = 3

6 2 1x x+ + . Àíàëîãè÷íî, äëÿ âûäåëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà 
ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, äîïîëíèòåëüíî çàäàòü n íà÷àëüíûõ óñ-

ëîâèé. �

Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.1) n-ãî
ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ òàêîå åãî ðåøåíèå 

1
( , , ..., ),

n

y x C C= ϕ (12.2)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x è n ïðîèçâîëüíûõ 
íåçàâèñèìûõ ïîñòîÿííûõ 

1 2
, , ,

n

C C C… . (Íåçàâèñèìîñòü ïî-

ñòîÿííûõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî ñîîòíîøåíèé ìåæäó 
íèìè.)
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×àñòíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåò-
ñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå èç îáùåãî ðåøåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ 
êîíêðåòíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ 

1 2
, , ,

n

C C C… .

Â ïðèìåðå 12.1 y = 3

1 2
6x C x C+ +  — îáùåå ðåøåíèå, y = 

= 3
6 2 1x x+ +  — ÷àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ y ′′ = x.
×òîáû ïîñòðîèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó 

óäîâëåòâîðÿþò êðèâûå çàäàííîãî ñåìåéñòâà (12.2), ñëåäóåò ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî (12.2) n ðàç, ñ÷èòàÿ, ÷òî y — ôóíê-
öèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, à çàòåì èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ 
è (12.2) èñêëþ÷èòü 

1 2
, , ,

n

C C C… .

� Ïðèìåð 12.2. Ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñå-

ìåéñòâà êðèâûõ y = 
1 2

( )
x

C C x e+ .

Ð å ø å í è å. Äèôôåðåíöèðóÿ çàäàííóþ ôóíêöèþ, íàõîäèì, ÷òî 
y ′ =

2

x

C e y+ , y ′′ =
2

2
x

C e y+ .

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ ïîñòîÿííóþ 
2

C , ïðèõîäèì ê 

óðàâíåíèþ y ′′– 2y ′+ y = 0. �

Ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïðèâîäÿò ðÿä çàäà÷ ýêîíîìè-
êè, ôèçèêè, áèîëîãèè, ýêîëîãèè è ò.ï. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ. 

� Ïðèìåð 12.3. Èç ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ èçâåñòíî, ÷òî äëÿ 

ðàññìàòðèâàåìîãî ðåãèîíà ÷èñëî íîâîðîæäåííûõ è ÷èñëî óìåð-
øèõ çà åäèíèöó âðåìåíè ïðîïîðöèîíàëüíû ÷èñëåííîñòè íàñåëå-
íèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè 

1
k  è 

2
k  ñîîòâåòñò-

âåííî. Íàéòè çàêîí èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè. (Îïèñàòü ïðîòåêàíèå äåìîãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññà.) 

Ð å ø å í è å. Ïóñòü y = y (t) — ÷èñëî æèòåëåé ðåãèîíà â ìî-
ìåíò âðåìåíè t. Ïðèðîñò íàñåëåíèÿ Δy çà âðåìÿ Δt ðàâåí ðàçíî-
ñòè ìåæäó ÷èñëîì ðîäèâøèõñÿ è óìåðøèõ çà ýòî âðåìÿ, ò.å. 

Δy =
1
k y Δt – 

2
k y Δt

èëè

,

y

ky

t

Δ

=

Δ

ãäå k = 
1
k –

2
k . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè Δt → 0, ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå

 y ′ = ky, (12.3)

ïðåäñòàâëÿþùåå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äåìîãðàôè÷åñêîãî 
ïðîöåññà.
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Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå (ñì. § 12.4 à òàêæå ïðèìåð 12.8), ïîëó-
÷àåì çàêîí èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ 

y = kt
Ce , (12.4)

ãäå C — ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 

(÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè). �

� Ïðèìåð 12.4. Íàéòè óðàâíåíèÿ êðèâûõ, â êàæäîé òî÷êå 

êîòîðûõ îòðåçîê êàñàòåëüíîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó îñÿìè êîîð-
äèíàò, äåëèòñÿ ïîïîëàì òî÷êîé êàñàíèÿ. 

Ð å ø å í è å. Ïóñòü M(x, y) — 
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðèâîé óêàçàí-
íîãî òèïà; y = kx + b — êàñàòåëüíàÿ 
ê êðèâîé â òî÷êå M; A(à, 0) è B(0, b) — 
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ 
îñÿìè àáñöèññ è îðäèíàò ñîîòâåòñò-
âåííî (ñì. ðèñ. 12.1). Ïî óñëîâèþ 
èìååì AM = BM è ïîòîìó b = 2y èëè 
y – kx = 2y. Òàê êàê óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò êàñàòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâîäíîé, ò.å. k = y ′, òî ïðèõîäèì ê 
óðàâíåíèþ

 y ′ = 
y

x

− ,       (12.5)

ðåøàÿ êîòîðîå (ñì. § 12.5), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îáðàòíîé ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè 

 y = C/x,       (12.6)

ãäå C — íåêîòîðîå ÷èñëî. �

12.2. Дифференциальные уравнения первого порядка.  

Теорема о существовании и единственности решения 

Ðàññìîòðèì âîïðîñû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
íà ïðèìåðå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûõ îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîäíîé, ò.å. òàêèõ, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëå-
íèå â âèäå 

 y ′ = f (x, y), (12.7)

ãäå f — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. 
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ã ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêî-     

ñòè Îxy, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f (x, y) îïðåäåëåíà, äîïîëíèòåëüíî 
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Ã ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. (Ìíîæåñòâî 

Ðèñ. 12.1
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òî÷åê ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäîé 
ñâîåé òî÷êîé îíî ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè.) 

Ðàññìîòðèì ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è é  ñ ì û ñ ë  óðàâíåíèÿ 
(12.7). Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y ′
ïðåäñòàâëÿåò óãëîâîé êîýôôèöèåíò 
(òàíãåíñ óãëà íàêëîíà) êàñàòåëüíîé ê 
êðèâîé y = y (x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé 
x. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (12.7) 
êàæäîé òî÷êå (x, y) ïëîñêîñòè Oxy
çàäàåò íàïðàâëåíèå tg α = f (x, y)
êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé 
y = y (x), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷-
êó. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî óðàâíåíèå 
(12.7) çàäàåò ïîëå íàïðàâëåíèé â îá-
ëàñòè Ã (ñì. ðèñ. 12.2). 

Ðåøèòü óðàâíåíèå (12.7) — çíà-
÷èò íàéòè ñåìåéñòâî êðèâûõ, îòâå÷àþùèõ çàäàííîìó ïîëþ íà-
ïðàâëåíèé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè 
ðåøåíèÿ, èãðàþùåé âàæíóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. (Ïðè ôîðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû íàì 
ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïå-
ðåìåííûõ. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â ãë. 15.) 

Òåîðåìà. Ïóñòü â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (12.7) ôóíêöèÿ

f (x, y) è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ 
f

y

∂

∂

íåïðåðûâíû íà îòêðûòîì 

ìíîæåñòâå Ã êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy. Òîãäà:

1. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè 
0 0

( , )x y ìíîæåñòâà Ã íàéäåòñÿ ðåøåíèå 

y = y (x) óðàâíåíèÿ (12.7), óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ 

0
y = y (

0
x );

2. Åñëè äâà ðåøåíèÿ y =
1
y (x) è 

y =
2
y (x) óðàâíåíèÿ (12.7) ñîâïàäàþò

õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ x = 
0
x , ò.å.

åñëè
1
y (

0
x ) =

2
y (

0
x ), òî ýòè ðåøåíèÿ 

ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ òåõ çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííîé x, äëÿ êîòîðûõ îíè îïðåäåëåíû. 

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû 
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó 

0 0
( , )x y  ìíîæåñòâà Ã 

ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ 
(12.7) (ñì. ðèñ. 12.3). 

Ðèñ. 12.2

Ðèñ. 12.3
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Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè — çàäà÷è îòûñêàíèÿ ÷àñòíîãî ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.7), óäîâëåòâîðÿþùåãî 
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ 

0 0
( )y x y= .

� Ïðèìåð 12.5. Ðåøèòü óðàâíåíèå

         y ′ = y. (12.8)

Ð å ø å í è å. Â äàííîì ñëó÷àå f (x, y) = y,
f

y

∂

∂

= 1 îïðåäåëå-

íû è íåïðåðûâíû ïðè ëþáûõ x è y, è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ 
òåîðåìû âûïîëíåíû íà âñåé ïëîñêîñòè Oxy.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå óáåæäàåìñÿ â 
òîì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ âèäà

y = x

Ce , (12.9)

ãäå C — íåêîòîðîå ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (12.8). 
Ïîêàæåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.8) èìåþò òàêîé âèä 
ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé C. Ïóñòü y = y (x) — íåêî-
òîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.8), x = 

0
x  — òî÷êà, â êîòîðîé ýòî 

ðåøåíèå îïðåäåëåíî, è 
0
y = y (

0
x ). Ïîëî-

æèì C = 0

0

x

y e
− . Òîãäà ðåøåíèÿ y = y (x) è 

y = x

Ce = 0

0

x x

y e e
− = 0

0

x x

y e
−  óðàâíåíèÿ (12.8) 

ñîâïàäàþò ïðè x = 
0
x , à ïîòîìó ñîãëàñíî 

ï. 2 òåîðåìû ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ òî÷åê. �

Ïðèâåäåì ïðèìåð óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòî-
ðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà 
ïëîñêîñòè Îxy, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò áî-
ëåå îäíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Ïóñòü 
y ′ = 2 / 3

y . Ïðîâåðÿåì íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî 

y = 0 è y = 

3

3

x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

— ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïðîõîäÿùèå 

÷åðåç òî÷êó (0; 0) (ñì. ðèñ. 12.4). 

12.3. Элементы качественного анализа  

дифференциальных уравнений первого порядка 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (12.7) íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíûì,
åñëè ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé y, ò.å. åñëè óðàâ-
íåíèå èìååò âèä 

Ðèñ. 12.4
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y ′ = f (y). (12.10)

 (Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (12.8) — àâòîíîìíî.) 
Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå. Íà-

ïðèìåð, åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìè÷å-
ñêîå äåéñòâèå íåêîòîðîãî çàêîíà ïðèðîäû, òî åñòåñòâåííî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ñàì çàêîí íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè, è ïîòîìó â çàïèñü ïðàâîé ÷àñòè (12.10) âðåìÿ x íå âõîäèò 
(ñì., íàïðèìåð, çàäà÷ó î ðîñòå íàñåëåíèÿ â ïðèìåðå 12.3).

Íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f (y) âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.10) ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè 
ïåðåìåííîé y, ò.å. ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f (y) èìååò íåïðåðûâ-
íóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè ëþáîì y (ñì. § 12.2). Ïóñòü, êðîìå òîãî, 
íóëè ôóíêöèè f (y) (êîðíè óðàâíåíèÿ f (y) = 0) íå èìåþò ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê, ò.å. âñå îíè îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íå ìåíåå, ÷åì 
íà çàäàííóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó. 

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèå (12.10) îïèñûâàåò ïðî-
öåññ äâèæåíèÿ òî÷êè ïî ïðÿìîé Oy, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå 
ôàçîâîé ïðÿìîé (ïåðåìåííàÿ x îáîçíà÷àåò âðåìÿ). Â ýòîì ñëó÷àå 
y ′ — ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè. Ñîãëàñíî (12.10) îíà çàâèñèò 
òîëüêî îò êîîðäèíàòû òî÷êè è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ òåêóùåãî 
ìîìåíòà âðåìåíè. 

Îñîáóþ ðîëü â ïðîâîäèìîì àíàëèçå áóäóò èãðàòü íóëè ôóíê-
öèè f (y). Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî åñëè f (a) = 0 è òî÷êà â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò êîîðäèíàòó 

0
y = a, òî ñ òå÷åíèåì 

âðåìåíè x  îíà íå ìåíÿåò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ íà ôàçîâîé ïðÿìîé 
(îñè Îy). (Ðàâíî êàê è âî âñå ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìå-
íè îíà íàõîäèëàñü â ýòîé æå òî÷êå.) Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåðÿåì 
ïîäñòàíîâêîé, ÷òî y = a — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.10). Íî ðå-
øåíèå y = a = const êàê ðàç è îïèñûâàåò òî÷êó, íå ìåíÿþùóþ ñ 
òå÷åíèåì âðåìåíè ñâîåãî ïîëîæåíèÿ. Ââèäó èçëîæåííûõ ïðè-
÷èí íóëè ôóíêöèè f (y) íàçûâàþòñÿ òàêæå ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâå-
ñèÿ èëè ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè.

Ïóñòü a, b, c, … íóëè ôóíêöèè f (y). Ïðÿìûå y = a, y = b,
y = c, ...  ðàçáèâàþò âñþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü íà ïîëîñû, 
ðàñïîëîæåííûå ïàðàëëåëüíî îñè àáñöèññ. Ðàññìîòðèì îñîáåí-
íîñòè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, çàïîëíÿþùèõ îäíó èç òàêèõ ïîëîñ. 
Òàê êàê ôóíêöèÿ f (y) íåïðåðûâíà, òî ñîãëàñíî (12.10) ïðîèç-
âîäíàÿ y ′ çíàêîïîñòîÿííà íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå ìåæäó 
ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, 
ëåæàùèå â îäíîé ïîëîñå, çàäàþòñÿ ëèáî òîëüêî âîçðàñòàþùèìè, 
ëèáî òîëüêî óáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè. 
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� Ïðèìåð 12.6. Ïîñòðîèòü ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ 

óðàâíåíèÿ (12.8). 
Ð å ø å í è å. Â äàííîì ñëó÷àå 

f (y) = y è åäèíñòâåííûì íóëåì 
ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ y = 0. Â 
ðåçóëüòàòå âñÿ êîîðäèíàòíàÿ ïëîñ-
êîñòü ðàçáèâàåòñÿ ïðÿìîé y = 0 íà 
äâå ïîëóïëîñêîñòè («ïîëîñû»). Ðå-
øåíèÿ (12.8) îïèñûâàþòñÿ ôóíê-
öèÿìè âèäà (12.9). Ïðè C = 0 ïî-
ëó÷àåì ðåøåíèå y = 0, îòâå÷àþùåå 
íåïîäâèæíîé òî÷êå. Äëÿ âñåõ C > 0 
èìååì ñåìåéñòâî ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùèõ ôóíêöèé, äëÿ C < 0 — ìî-
íîòîííî óáûâàþùèõ (ñì. ðèñ. 12.5). 

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå êðè-
âûå, ëåæàùèå â âûäåëåííîé ïîëî-
ñå, íàïðèìåð êðèâûå y = x

Ce , ãäå C > 0. Ïîñêîëüêó 

0
x x

Ce
−  = 

1

x

C e , ãäå 0

1

x

C Ce
−

= > 0, òî ïðè ï à ð à ë ë å ë ü í î ì  

ï å ð å í î ñ å  èíòåãðàëüíîé êðèâîé âäîëü îñè àáñöèññ âíîâü ïî-
ëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ïðè÷åì èç  ò î ã î  æ å  ñåìåéñòâà. 

Ïóñòü y = 
1

x

C e  è y =
2

x

C e — äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óêàçàí-

íîãî ñåìåéñòâà è C1 > 0, C2 > 0. Ïåðåíîñÿ âòîðóþ êðèâóþ âäîëü 
îñè àáñöèññ íà x0 = ln (C2/C1) åäèíèö, ïðèõîäèì ê ïåðâîé êðèâîé. 

Äåéñòâèòåëüíî, 0 1 2

2 1ln( / )

2 2 1

2

.

x x C C x x x

C C

y C e C e e e C e

C

−

= = = =  Òà-

êèì îáðàçîì, âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå îäíîé ïîëîñû ïîëó÷àþòñÿ 
îäíà èç äðóãîé ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü îñè àáñöèññ. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0, îòâå÷àþùàÿ íåïîäâèæíîé 
òî÷êå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé 

àñèìïòîòîé èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ýòîãî óðàâíåíèÿ. �

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå ïðè 
ðåøåíèè ïðèìåðà 12.6, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè â îáùåì ñëó÷àå. 

Îïèñûâàÿ äâèæåíèå òî÷êè ïî ôàçîâîé ïðÿìîé, ìû ïîëíî-
ñòüþ ñîõðàíèì êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîì äâèæåíèè, 
åñëè âìåñòî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ èçîáðàçèì ëèøü âîçìîæíûå 
òðàåêòîðèè òî÷êè ñ óêàçàíèåì íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. Ãðàôè÷å-
ñêîå èçîáðàæåíèå ýòèõ òðàåêòîðèé, íàçûâàåìûõ ôàçîâûìè, äàåò 

Ðèñ. 12.5
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ôàçîâûé ïîðòðåò àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (12.10). Íàïðèìåð, ôà-
çîâûé ïîðòðåò  óðàâíåíèÿ  y ′ = y  (ñì. ïðèìåð 12.6) èçîáðàæåí 
íà ðèñ. 12.6. 

Â äàííîì ñëó÷àå ôàçîâàÿ ïðÿìàÿ 
ðàñïàäàåòñÿ íà òðè òðàåêòîðèè: èí-
òåðâàëû (–∞; 0), (0; +∞) è ïîëîæåíèå 
ðàâíîâåñèÿ y = 0. 

� Ïðèìåð 12.7. Íàéòè ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ y ′ = 1 – y 2 .

Ð å ø å í è å. Ðåøàÿ óðàâíåíèå 1 – y 2  = 0, ïîëó÷àåì ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: y = ±1. Òðàåêòîðèé â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ïÿòü: 
èíòåðâàëû (–∞; –1), (–1; 1), (1; +∞) è òî÷êè y = ±1. Èç âèäà 
ðåøàåìîãî óðàâíåíèÿ  ñëåäóåò,  ÷òî  åñëè  y > 1  èëè  y < –1, òî  
y ′ < 0, ðåøåíèå y = y (x) — óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ôàçîâîé ïðÿìîé ñ óìåíüøåíèåì ñâî-
åé êîîðäèíàòû (âëåâî). 

Åñëè –1 < y < 1, òî y ′ > 0, è òî÷êà äâèæåòñÿ âïðàâî. Îêîí÷à-

òåëüíûé ôàçîâûé ïîðòðåò èçîáðàæåí íà ðèñ. 12.7. �

Íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè âáëèçè åå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ îïðåäåëÿþò òèï ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íàïðèìåð (ñì. 
ðèñ. 12.7), íàõîäÿñü â äîñ-
òàòî÷íîé áëèçîñòè îò òî÷êè 
y = 1, ïîäâèæíàÿ òî÷êà áó-
äåò ëèøü ïðèáëèæàòüñÿ ê 
òî÷êå ðàâíîâåñèÿ y = 1. 
Òàêèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Íàîáî-
ðîò, íàõîäÿñü â äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè îò òî÷êè  y = –1, ïîä-
âèæíàÿ òî÷êà áóäåò ëèøü 
óäàëÿòüñÿ îò ïîëîæåíèÿ 
ðàâíîâåñèÿ  y = –1. Òàêèå 
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà-
çûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè.
Âîçìîæåí òàêæå òðåòèé òèï òî÷åê ðàâíîâåñèÿ — òàê íàçûâàåìûå 
òî÷êè ïîëóóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. (Íàïðèìåð, òî÷êà y = 0 óðàâíåíèÿ  
y ′ = 2

y  (ñì.  ðèñ. 12.8) èëè  

òî÷êà y = 0  óðàâíåíèÿ
y ′ = 4

y – 2
y (ñì. ðèñ. 12.9). 

Ðèñ. 12.6

Ðèñ. 12.8

Ðèñ. 12.9

Ðèñ. 12.7
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12.4. Неполные дифференциальные уравнения  

первого порядка. Дифференциальные уравнения  

с разделяющимися переменными 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (12.7) ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçû-
âàåòñÿ íåïîëíûì, åñëè ôóíêöèÿ f  ÿâíî çàâèñèò ëèáî òîëüêî îò x,
ëèáî òîëüêî îò y. Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé. 

1. Óðàâíåíèå y ′ = f (x) èëè 
dy

dx

 = f (x). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå 

â âèäå dy = f (x) dx, îòêóäà åãî ðåøåíèå y = ( )f x dx∫ .

2. Óðàâíåíèå

y ′ = f (y). (12.11)

Åãî ðåøåíèå óäîáíî èñêàòü â âèäå x = x (y), ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî 
ïåðåìåííàÿ y îáîçíà÷àåò íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, à ïåðåìåí-

íàÿ x — ôóíêöèþ. (Ïîñêîëüêó y ′ = 
dy

dx

, òî óðàâíåíèå (12.7) 

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
dy

dx

 = f (x, y)

è, ââèäó èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû äèôôåðåíöèàëà, ñ÷èòàòü ïåðå-
ìåííûå x è y ðàâíîïðàâíûìè.) Â ýòîì ñëó÷àå èç (12.11) ïîëó÷à-

åì
( )

dy

f y

 = dx è

x =
( )

dy

f y
∫ . (12.12)

� Ïðèìåð 12.8. Ðåøèòü óðàâíåíèå (12.8): 

y ′ = y.
Ð å ø å í è å. Íàéäåì ðåøåíèå â âèäå x = x (y). Ïîëàãàÿ, ÷òî 

y ≠ 0 èç (12.8) è (12.12), ïîëó÷àåì x =
dy

y
∫ è

X = ln ⎢y⏐+
1

C , (12.13)

îòêóäà ⎢y⏐= 1
C x

e e
−  è y = ± 1

C x
e e
− . Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ 

ïîñòîÿííàÿ C = 1
C

e
−

± , ïîëó÷èì y = x

Ce . (Çàìåòèì, ÷òî ïîëó-
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÷åííîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè C = 0 äàåò ÷àñòíîå ðåøå-

íèå y = 0, «ïîòåðÿííîå» â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé.) �

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ 
óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, åñëè îíî ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåíî â âèäå 

dy

dx

= f (x)g (y) (12.14)

èëè â âèäå 
 M(x)N(y) dx + P (x)Q (y) dy = 0, (12.15)

ãäå f (x), M (x), P (x) — íåêîòîðûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé x; g (y),
N(y), Q (y) — ôóíêöèè ïåðåìåííîé y.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ åãî ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàòü ê 
âèäó, â êîòîðîì äèôôåðåíöèàë è ôóíêöèè ïåðåìåííîé x îêà-
æóòñÿ â îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, à ïåðåìåííîé y — â äðóãîé. Çà-
òåì ïðîèíòåãðèðîâàòü îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà. Íàïðè-

ìåð, èç (12.14) ñëåäóåò, ÷òî 
( )

dy

g y

= f (x) dx è ( )

( )

dy

f x dx

g y

=∫ ∫ .

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ óðàâíå-  
íèÿ (12.14). 

� Ïðèìåð 12.9.  Ðåøèòü óðàâíåíèå 2
1y dx+  = xy dy.

Ð å ø å í è å. Ðàçäåëèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 

âûðàæåíèå x 2
1y +  (ïðè x ≠ 0), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 

dx

x

=
2

1

y dy

y +

. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì 

dx

x

∫  = 
2

1

y dy

y +

∫ (12.16)

èëè
2

1
ln 1x y C= + + (12.17)

(òàê êàê èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (12.16) òàáëè÷íûé, à èíòåãðàë â 
ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü íàéäåí, íàïðèìåð, çàìåíîé 

2
1y + = t, 2 2

1y t+ = , 2y dy = 2t dt  è 
2

1

y dy

y +

∫ =
t dt

t

∫ = dt∫ =

= t + C1= 2
1y + +

1
C ).
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Ðåøåíèå (12.17) ïåðåïèøåì â âèäå x = 2

1
1yC

e e

+

±  èëè 

x = 
2

1y
Ce

+ , ãäå C = 1
C
e± . �

Óðàâíåíèÿ âèäà 
 y ′ = f (ax + by), (12.18)

ãäå a è b — íåêîòîðûå ÷èñëà, ïðèâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ðàçäå-
ëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè çàìåíîé z = ax + by (èëè
z = ax + by + ñ, ãäå c — íåêîòîðîå ÷èñëî). 

� Ïðèìåð 12.10. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

 (x + 2y)y ′ = 1. (12.19)

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì z = x + 2y. Òîãäà z ′ = 1 + 2y ′, îòêóäà 

y ′ = 
1

2

(z ′–1) è èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 

1

2

z(z ′ – 1) = 1, 

êîòîðûé äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, âû-
ðàæàÿ èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà z ′, ïîëó÷àåì 

z′ = 
2z

z

+

è, ñëåäîâàòåëüíî, 

2

z dz

dx

z

=

+

.

Âûïîëíèì ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàííîãî ðàâåíñòâà: 

dx∫ =
2

z dz

z +

∫ èëè x = z – 2ln ⎢z +2⏐+
1

C

(èáî
2

z dz

z +

∫ =
2

1

2

dz

z

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟
+⎝ ⎠

∫ = 2

2

dz

dz

z

−

+

∫ ∫ = z – 2ln ⎢z +2⏐+
1

C ).

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì 
x = x + 2y – 2ln ⎢x + 2y + 2⏐ + 

1
C

èëè
 y – ln ⎢x + 2y + 2⏐ = C, (12.20)

ãäå C = 
1

1

2

C− .

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî 
íåÿâíûå ôóíêöèè (12.20) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò èñõîä-

íîìó óðàâíåíèþ (12.19). �
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12.5. Однородные дифференциальные уравнения  

первого порядка 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ 
îäíîðîäíûì, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå 

 y ′ = g (y/x), (12.21)

ãäå g — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (îäíîé ïåðåìåííîé). 

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå y ′ = cos ln

y y

x x

— îäíîðîäíîå. 

Ïîíÿòèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçà-
íî ñ îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè. Ôóíêöèÿ y = f (x, y) íàçûâàåòñÿ 
îäíîðîäíîé ñòåïåíè k (ïî ïåðåìåííûì x è y), åñëè äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà α âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 

 f (αx, αy) = k
α f (x, y). (12.22)

� Ïðèìåð 12.11. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îäíîðîäíûìè ñëå-

äóþùèå ôóíêöèè: 

à) f (x, y) = 2
x xy− ; á) f (x, y) = 

2 3x y

x y

+

−

; â) f (x, y) = xy + 1. 

Ð å ø å í è å. à) Òàê êàê f (αx, αy) = 2
( )xα  – (αx)(αy) =  

= 2 2
(xα − )xy = 2

α f (x, y), òî äàííàÿ ôóíêöèÿ îäíîðîäíàÿ ñòå-

ïåíè 2.

á) Òàê êàê f (αx, αy) =
2( ) 3( )x y

x y

α + α

α −α

 = 
2 3x y

x y

+

−

 = α0 f (x, y), òî 

äàííàÿ ôóíêöèÿ îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 0. 
â) Òàê êàê f (αx, αy) = 2

α xy + 1 ≠
k

α (xy + 1) íè äëÿ êàêîãî 

k, òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íåîäíîðîäíàÿ. �

Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 0, òî óðàâíåíèå 

 y ′ = f (x, y) (12.23)

ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îäíîðîäíîìó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì 

α = 1/x. Òîãäà â ñèëó (12.22) ïðè k = 0 f (x, y) =
1 1

,f x y

x x

⎛ ⎞
⋅ ⋅

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

= f (1, y/x). Ïîëàãàÿ, ÷òî g (y/x) = f (1, y/x), ïðèâîäèì óðàâíåíèå 
(12.23) ê âèäó (12.21). 
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Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä 

 M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0, (12.24)

ãäå ôóíêöèè M(x, y) è N(x, y) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ñòåïåíè k,
òî ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îäíîðîäíîìó, òàê êàê èç 
(12.24) ïîëó÷àåì 

( , )

( , )

dy M x y

dx N x y

= − ,

à ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, îäíî-
ðîäíàÿ ñòåïåíè 0. 

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïîñîá ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ (12.21). Óáåäèìñÿ, ÷òî ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå 
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè z îò ïåðåìåííîé x (çàìåíà ïåðåìåí-
íîé) z = y/x ïîçâîëÿåò ñâåñòè ýòî óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê y = zx, òî  
y ′ = z′x + z, ïîýòîìó óðàâíåíèå (12.21) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþ-  
ùèé âèä 

z ′x + z = g (z),
îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî 

( )

dz

g z z−

 = 
dx

x

. (12.25)

� Ïðèìåð 12.12. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

 y ′ = 
2x y

x

+

. (12.26)

Ð å ø å í è å. Òàê êàê 
2x y

x

+

 = 1 + 2y/x, òî óðàâíåíèå (12.26) 

èìååò âèä (12.21) ïðè g (y/x) = 1 + 2y/x. Ïîëîæèì z = y/x. Òîãäà 
g (z) – z = 1 + 2z – z = 1 + z è, ñîãëàñíî (12.25), èìååì 

1

dz

z+

 = 
dx

x

.

Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì 

ln ⎢1 + z⏐ = ln ⎢x⏐ + C1,

îòêóäà 11
C

z e x+ =  èëè 1 + z = Cx, ãäå 1
.

C
C e= ±  Âîçâðàùàÿñü 

ê ïåðâîíà÷àëüíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì 1 ,

y

Cx

x

+ =  îòêóäà 

y = (Cx – 1) x. �
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12.6. Линейные дифференциальные уравнения  

первого порядка 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ 
ëèíåéíûì, åñëè îíî èìååò âèä 

 y ′ + f (x)y = g (x), (12.27)

ãäå f (x) è g (x) — íåêîòîðûå (íåïðåðûâíûå) ôóíêöèè ïåðåìåííîé 
x. Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ g (x) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, óðàâ-
íåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — íåîäíîðîä-
íûì.

Ðàññìîòðèì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (12.27): áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå y = u (x)v (x) (òåì ñà-
ìûì èñêîìûìè ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèè u (x) è v (x), îäíà èç êîòî-
ðûõ ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, à äðóãàÿ — äîëæíà îïðå-
äåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèÿ (12.27). 

Òàê êàê y ′ = u ′v + uv ′, òî èç (12.27) ñëåäóåò u ′v + uv ′ + f (x)uv =g (x)
èëè

 vu ′ + u(v ′ + f (x)v) = g (x).  (12.28)

Íàéäåì ñíà÷àëà êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå v = v (x) óðàâ-
íåíèÿ

 v ′ + f (x)v = 0. (12.29)

Òîãäà (ñì. (12.28)) ôóíêöèÿ u = u(x) — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

 vu ′ = g (x). (12.30)

Òåì ñàìûì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.27) ñâîäèòñÿ ê 
ðåøåíèþ äâóõ óðàâíåíèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè (ñì. 
(12.29) è (12.30)). 

� Ïðèìåð 12.13. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

 xy ′ – 2y = 2 4
x . (12.31)

Ð å ø å í è å. Ðàçäåëèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (12.31) íà x,
ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ: 

y ′ –
2

y

x

= 2x 3 .
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Ïóñòü y = uv, ò.å. y ′ = u ′v + uv ′, òîãäà óðàâíåíèå (12.31) ïðè-

ìåò âèä u ′v + uv ′ – 3

2

2uv x

x

=  èëè

u ′v + u (v ′ –
2

v

x

) = 3
2x . (12.32)

Ïîëîæèì v ′ – 
2

v

x

= 0 èëè 
dv

dx

 = 
2

v

x

, îòêóäà 
dv

v

 = 2
dx

x

.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ, íàéäåì êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî 
óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè C = 0  ln ⎢v⏐ = 2ln ⎢x⏐ è v = 2

x . Ïðè 

v = 2
x  ðàâåíñòâî (12.32) îáðàòèòñÿ â óðàâíåíèå u ′x 2 = 3

2x , èëè 

du

dx

 = 2x. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-

ìè, ïîëó÷àåì u = 2
x + C. Òîãäà îêîí÷àòåëüíî èìååì 

y = uv = ( 2
x + C) 2

x = 4 2
x Cx+ . �

12.7. Дифференциальные уравнения второго 

порядка, допускающие понижение порядка 

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 
âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðå-
øåíèþ äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà 
(òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äîïóñ-
êàåò ïîíèæåíèå ïîðÿäêà).

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä 

y ′′ = f (x),

òî îíî ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì (ñì. ïðè-
ìåð 12.1).

Åñëè â çàïèñü óðàâíåíèÿ íå âõîäèò èñêîìàÿ ôóíêöèÿ y (x),
ò.å. îíî èìååò âèä 

G(x, y ′, y ′′) = 0, 

òî òàêîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü, íàéäÿ ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëü-
íóþ ôóíêöèþ z = y ′.

� Ïðèìåð 12.14. Ðåøèòü óðàâíåíèå xy ′′ + y ′ = 0. 

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì z  = y ′. Òîãäà y ′′ = z ′ è èñõîäíîå 
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä x z ′ + z  = 0. 
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Îòêóäà
dz dx

z x

= − . Èíòåãðèðóÿ, ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ

z  = 
1

C x . Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì 

óðàâíåíèå y ′ = 
1

C x , èëè dy = 1
C dx

x

, ðåøàÿ êîòîðîå, îêîí÷à-

òåëüíî èìååì y = 
1 2
lnC x C+ . �

Åñëè â óðàâíåíèå íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ x, ò.å. îíî èìååò âèä

G(y, y ′, y ′′) = 0, 

òî ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü, åñëè çà íåçàâèñèìóþ 
ïåðåìåííóþ âçÿòü y, à çà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ — z = z (y) = y ′.

� Ïðèìåð 12.15. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2y y ′′ =  (y ′) 2 + 1. 

Ð å ø å í è å. Ïîëîæèì z = z(y) = y ′. Òîãäà y ′′ = 
dz dz dy

dx dy dx

= ⋅  = z ′z,

è èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 

2yzz ′ = 2
1z + .

Äàííîå óðàâíåíèå — ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè: 

2

2

1

zdz dy

z y

=

+

 èëè 
2

2

( 1)

1

d z dy

z y

+

=

+

. Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, 

ïîëó÷àåì 2
ln( 1) lnz y C+ = +  èëè, ïîëàãàÿ C = ln

1
C ,

z =
1

1C y± − . Òàê êàê z = y ′, òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâ-

íåíèþ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè y (x)

1
1

dy

C y

±

−

 = dx.

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì ± 1

1 2
1 ( )

2

C

C y x C− = +

èëè
2

1
2

1 2
1 ( )

4

C

C y x C− = + . �

12.8. Линейные дифференциальные уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä 

 y ′′ + py ′ + qy = r (x), (12.33)
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ãäå p, q — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, r (x) — íåêîòîðàÿ 
ôóíêöèÿ. Åñëè r (x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå 

 y ′′ + py ′ + qy = 0 (12.34)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè 0( )r x ≡  óðàâ-

íåíèå (12.33) íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (12.33), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y (
0
x ) = 

1
z ,

y ′(
0
x ) = 

2
z , ãäå 

0
x ,

1
z ,

2
z  — íåêîòîðûå (äåéñòâèòåëüíûå) ÷èñëà. 

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(12.34) c ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. 

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé 
1
y (x)  è 

2
y (x) ñ êîýôôèöèåíòàìè 

1
C  è 

2
C  íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà 

1 1
C y (x) + 

2 2
C y (x). Åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé 

1 1
C y (x) + 

2 2
C y (x) ðàâíà íóëåâîé ôóíêöèè òîëüêî òîãäà, êîãäà 

êîýôôèöèåíòû
1

C  è 
2

C  ðàâíû íóëþ, òî ôóíêöèè 
1
y  è 

2
y  íà-

çûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ëèíåéíî
çàâèñèìûìè.

� Ïðèìåð 12.16. Óáåäèòüñÿ â ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñëå-

äóþùèõ ôóíêöèé: 
à) 1

x

e
λ  è 2

x

e
λ , ãäå 

1 2
λ ≠ λ ; á) x

e
λ   è x

xe
λ ; â) sin

x

e x
α

β  è 

cos
x

e x
α

β , ãäå β ≠ 0. 

Ð å ø å í è å. à) Åñëè 1 2

1 2

x x

C e C e
λ λ

+ ≡ 0, òî 2 1
( )

1 2

x

C C e
λ −λ

≡ − ,

íî òàê êàê 
1 2

λ ≠ λ , òî ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïî-

ñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, òîëüêî åñëè 
2

C = 0 è, 

ñëåäîâàòåëüíî,
1

C = 0. 

á) Òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî 
1 2

x x

C e C xe
λ λ

+ ≡ 0 âîçìîæíî, 

òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ 
1

C  + 
2

C x ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, îòêóäà ñëåäó-

åò
1

C =
2

C = 0. 

â) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
1

sin
x

C e x
α

β +
2

cos
x

C e x
α

β ≡ 0. 

Òîãäà
1
sinC xβ +

2
cosC xβ ≡ 0. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôè-

öèåíòîâ
1

C  èëè 
2

C  îòëè÷åí îò íóëÿ, òî íåòðóäíî ïîäîáðàòü òà-

êîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x, ÷òî ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåä-

íåãî ðàâåíñòâà îòëè÷íà îò íóëÿ (íàïðèìåð, x = 0 èëè x =
2

π

β

).

Ïîñêîëüêó ýòî íåâîçìîæíî, òî 
1

C =
2

C = 0. �
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Ãîâîðÿ î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (12.34), îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, 
÷òî îíè îáëàäàþò, êàê ãîâîðÿò, ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà: åñëè 

1
y (x) è 

2
y (x) — ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.34), òî èõ ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 
 y = 

1
C

1
y +

2
C

2
y , (12.35)

ãäå
1

C  è 
2

C  — íåêîòîðûå ÷èñëà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòî-

ãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (12.35) â 
(12.34), ïîëó÷àåì 

y′′ + py′ + qy=
1

C
1
y′′  + 

2
C

2
y′′  + p (

1
C

1
y′  + 

2
C

2
y′ ) + q (

1
C

1
y +

2
C

2
y ) = 

=
1

C (
1
y′′+ p

1
y′+ q

1
y ) + 

2
C (

2
y′′  + p

2
y′ + q

2
y ) =

1
C ⋅0 + 

2
C ⋅ 0 = 0. 

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëà (12.35) çàäàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ 
íîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (12.34) èç óæå èìåþùèõñÿ. Âîçíèêàåò 
âîïðîñ: ñêîëüêî è êàêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.34) ñëåäóåò çà-
äàòü, ÷òîáû ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî áûëî îïèñàòü âñå ðåøåíèÿ 
ýòîãî óðàâíåíèÿ? Îòâåò íà íåãî äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 

Òåîðåìà 1. Åñëè 
1
y (x) è 

2
y (x) — ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå 

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.34), òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ò.å. èìååò 
âèä (12.35) äëÿ íåêîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 

1
C è

2
C .

Èòàê, ÷òîáû íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.34), íàäî 
çíàòü äâà åãî ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ 

1
y  è 

2
y .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.34) â ôîðìå 

y = x

e
λ , (12.36)

ãäå λ — íåêîòîðîå (äåéñòâèòåëüíîå) ÷èñëî (åñëè òàêîå ñóùåñòâó-

åò). Òàê êàê ( x

e
λ ) ′′+ p ( x

e
λ ) ′ + q x

e
λ  = 2

( )
x

p q e
λ

λ + λ + , òî ôóíê-

öèÿ  (12.36) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ  (12.34), åñëè ÷èñëî λ
åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

2
p qλ + λ + = 0,  (12.37)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì èñõîäíîãî 
óðàâíåíèÿ (12.34). 
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Îïèñàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (12.34) çàâèñèò îò òîãî, èìååò 
ëè ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (12.37) äâà 
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îäèí êîðåíü èëè íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ 
êîðíåé. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà. 

Òåîðåìà 2. 1. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (12.37)

óðàâíåíèÿ (12.34) èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè
1

λ è
2

λ ,  ïðè÷åì

1
λ ≠

2
λ . Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.34) èìååò âèä 

 y = 1 2

1 2

x x

C e C e
λ λ

+ , (12.38)

ãäå
1

C è
2

C  — íåêîòîðûå ÷èñëà. 

2. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (12.37) èìååò îäèí êîðåíü 
λ  (êðàòíîñòè 2), òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.34) èìååò âèä 

 y = 
1 2

x x

C e C xe
λ λ

+ , (12.39)

ãäå
1

C è
2

C  — íåêîòîðûå ÷èñëà. 

3. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (12.37) íå èìååò äåéñò-
âèòåëüíûõ êîðíåé, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.34) èìååò âèä 

 y = 
1

sin
x

C e x
α

β  + 
2

cos
x

C e x
α

β , (12.40)

ãäå α = –p/2, 2
4q pβ = − ,

1
C ,

2
C — íåêîòîðûå ÷èñëà. 

� Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó 1 è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå â ïðèìåðå 12.16, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, 
÷òî ôóíêöèè, ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ 
â ï. à, á, â, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ 

(12.34) ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â ñëó÷àå ôóíêöèé 1
x

e
λ

è 2
x

e
λ  èç ï. à è ôóíêöèè x

e
λ  èç ï. á ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óò-

âåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ î ôóíêöèÿõ âèäà (12.36) (ñì. 
âûøå). Ïðîâåðêó îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â 
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. �

� Ïðèìåð 12.17. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñëåäóþùèõ óðàâíå-

íèé ïðè óêàçàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: 
à) y ′′ – 3y ′ + 2y = 0, y (0) = 3, y ′(0) = 4; 
á) y ′′ – 2y ′ + y = 0, y (0) = 1, y ′(0) = 0; 
â) y ′′ – 2y ′ + 2y = 0, y (0) = 1, y ′(0) = 1. 
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Ð å ø å í è å. à) Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 
2

3 2 0λ − λ + = , íàõîäèì åãî êîðíè 
1

λ = 1, 
2

λ = 2. Òîãäà îáùåå 

ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä y = 2

1 2

x x

C e C e+ . Íàéäåì 

òàêèå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ 
1

C  è 
2

C , ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ 

çàäàííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Òàê êàê y (0) = 
1

C  + 
2

C  è             

y ′(0) = 
1

C + 2
2

C , òî ïîñòîÿííûå 
1

C  è 
2

C  íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó 

1 2

1 2

3,

2 4.

C C

C C

+ =⎧

⎨
+ =

⎩

Îòêóäà
1 2

2, 1.C C= =

Ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ âèäà (12.33) íàéäåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå 

y = 2
2

x x

e e+ — èñêîìîå. 

á) Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 2
2 1 0λ − λ + = , ïîëó÷à-

åì
1

λ =
2

λ = 1. Ñîãëàñíî ï. 2 òåîðåìû 2 îáùåå ðåøåíèå äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.34) èìååò âèä y = 
1 2

( )
x

C C x e+ . Òàê 

êàê y (0) = 1, òî 
1

C  = 1 è, ïîñêîëüêó y ′ = y +
2

x

C e è y ′(0) = 0, òî 

2
C  = –1. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðå-

øåíèå

y = (1 )
x

x e− .

â) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 2
2 2 0λ − λ + =  íå èìååò 

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ï. 3 òåîðåìû 2 
îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä 

y = 
1 2

sin cos
x x

C e x C e x+  (α = β = 1). 

Òàê êàê y (0) = 1, òî 
2

C = 1. Íàéäåì y ′ =
1 2

( ) sin
x

C C e x− +

+
1 2

( ) cos
x

C C e x+ . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y ′(0) = 1, ïîëó÷èì 
1

C  = 0. Òà-

êèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ÷àñòíîìó ðåøåíèþ y = cos
x

e x . �

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ (12.33) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. 
Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü, â ÷àñòíîñòè, ðåøåíî ìåòîäîì âà-

ðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. 
Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ îáùåå ðåøåíèå y =

1 1 2 2
C y C y+  îäíîðîäíîãî 

óðàâíåíèÿ (12.34), èìåþùåãî òó æå ëåâóþ ÷àñòü, ÷òî è èñõîäíîå 
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (12.33). Çàòåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
(12.33) íàõîäèòñÿ â âèäå y =

1 1 2 2
( ) ( )C x y C x y+ , ò.å. ïðåäïîëàãà-
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åòñÿ, ÷òî ïîñòîÿííûå 
1

C  è 
2

C  ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íåçàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé x. Ïðè ýòîì ôóíêöèè 
1
( )C x è

2
( )C x  ìîãóò áûòü 

íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû 

1 1 2 2

1 1 2 2

0,

.

C y C y

C y C y r

′ ′+ =⎧

⎨
′ ′ ′ ′+ =

⎩

(12.41)

� Ïðèìåð 12.18. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

 y ′′ – 3 y ′ + 2y = x

e . (12.42)

Ð å ø å í è å. Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå 

 y ′′ – 3 y ′ + 2y = 0. (12.43)

(ñì. ïðèìåð 12.17 à), íàõîäèì 

y = 2

1 2

x x

C e C e+ .

Ïîëàãàÿ òåïåðü, ÷òî 
1

C  è 
2

C  — ôóíêöèè ïåðåìåííîé x, íàé-

äåì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé, ðåøàÿ ñèñòåìó (12.41) 
2

1 2

2

1 2

0,

2 .

x
x

x x x

eC C e

C e C e e

′ ′+ =⎧

⎨
′ ′+ =

⎩

Íàéäåì
1

C′  = –1, 
2

C′  = x

e
− . Ïîëó÷åííûå äèôôåðåíöèàëüíûå 

óðàâíåíèÿ — ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðåøàÿ ýòè óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷àåì 

1
C  = –x + 

3
C ,

2
C  = x

e
−

− +
4

C , ãäå 
3

C ,
4

C  — 

íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå 
óðàâíåíèÿ èìååò âèä 

y = ( –x +
3

C ) x

e + ( x

e
−

− +
4

C ) 2x
e =

=
3

C
x

e  + 
4

C
2x
e  + (–x – 1) x

e . �

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñòðóêòóðó ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Ïåð-
âûå äâà ñëàãàåìûõ — ýòî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (12.43), ñîîòâåòñòâóþùåãî èñõîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó 
óðàâíåíèþ (12.42). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, êàê íåòðóäíî óáåäèòü-
ñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, — ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (12.42). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è 
â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. ñïðàâåäëèâà òåîðåìà. 

Òåîðåìà 3. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.33) ðàâíî ñóììå îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.34) è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ èñ-
õîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.33).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ äîñòàòî÷íî ñëîæåí, ïîýòîìó â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàç-

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



348

íî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà òåîðå-
ìå 3. Ñíà÷àëà, êàê è ïðè ìåòîäå âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ, íàõîäèòñÿ îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (12.34), à çàòåì îòûñêèâàåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå 
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.33). Ïðè ýòîì âèä ÷àñòíîãî ðåøå-
íèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî âèäó ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12.33), è 
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ÷àñòíîãî 
ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. 
1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.33) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëå-

íîì ñòåïåíè m, ò.å. èìååò âèä 

r (x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + αmxm,

ãäå a0, a1, ..., am — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è am ≠ 0. Òîãäà ÷àñòíîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.33) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå 

u (x) = (C0 + C1x + ... + Cmxm) xs,

ò.å. â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà òîé æå ñòåïåíè m íà õs,
ãäå s = 0, åñëè q ≠ 0 (ñì. (12.37)), s = 1, åñëè q = 0 è p ≠ 0 è s = 2,
åñëè q = p = 0. (Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè s ðàâåí 
ê ð à ò í î ñ ò è  çíà÷åíèÿ õ = 0 êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî 
ìíîãî÷ëåíà (12.37).) 

�  Ïðèìåð 12.19. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

y" – 3y' = 1 + 6x. (12.44)

Ð å ø å í è å. Ïî ñôîðìóëèðîâàííîìó ïðàâèëó ÷àñòíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (12.44) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå 

u(x) = (C0 + C1x) x. (12.45)

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ C0 è C1 â äàííîì âûðàæåíèè 
äëÿ u(x). Äèôôåðåíöèðóÿ (12.45), ïîëó÷àåì 

u' (x) = C0 + 2C1x, u" (x) = 2C1.

Òàê êàê u(õ) — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.44), òî çíà÷åíèÿ C0 è 
C1 äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òî ðàâåíñòâî u" – 3u' = 1 + 6x, ò.å. 

2C1 –3 (C0 + 2C1x) = 1 + 6x

èëè

   (2C1 – 3C0) – 6C1x = 1 + 6x, (12.46)

áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, ò.å. ïðè âñåõ õ.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (12.46) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 

1 0

.
1

2 3 1,

6 6

C C

C

− =⎧

⎨
− =

⎩
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Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî Ñ0 = Ñ1 = –1 , ò.å. èñêîìîå 
÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.44) 

u(x) = –x – x2. �

2. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.33) èìååò âèä 

r (x) = Aeαx,

ãäå α è À — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. 
Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.33) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå 

u(x) = C0 xs eαx, (12.47)

ãäå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè s ðàâåí êðàòíîñòè çíà÷åíèÿ  õ = α êàê 
êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (12.37). 

� Ïðèìåð 12.20. Íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé: 

à) y" – 3y' + 2y = 2e3x;         á) y" – 3y' + 2y = e2x;

â) y" – 2y' + y = 6ex.

Ð å ø å í è å. à) Â äàííîì ñëó÷àå α = 3  è ïîñêîëüêó òàêîãî 
çíà÷åíèÿ íåò ñðåäè êîðíåé (λ1 = 1, λ2 = 2)  õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî  
óðàâíåíèÿ λ

2 – 3λ+ 2 = 0, òî s = 0. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (à) áóäåì èñêàòü â âèäå u = C0e3x.

Òîãäà u' = 3C0e3x, u" = 9C0e3x.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ    u", u', u â óðàâíåíèå (à), ïðèõîäèì 

ê ðàâåíñòâó 
                       9C0e3x – 9C0e3x + 2C0e3x = 2e3x

èëè  2C0e3x = 2e3x,

êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî. Ïîýòîìó C0 = 1
è èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå u = e3x.

á) Çäåñü  α= 2 è ýòî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ êîðíåé    (λ1 = 1, λ2 = 2)  ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó s = 1, è ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ  (á) áóäåì èñêàòü â âèäå u = C0xe2x.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ u è åå ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèe (á), 
ïîëó÷èì (ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé) u = xe2x.

â) Â äàííîì ñëó÷àå α = 1. Îäíîâðåìåííî êîðíÿìè õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ λ2 – 2λ+ 1 = 0 óðàâíåíèÿ (â) ÿâëÿþòñÿ     
λ1 = λ2 = 1  (ò.å. çíà÷åíèå λ = 1  ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 2). 
Ïîýòîìó s = 2, è ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (â) ñëåäóåò èñêàòü 
â âèäå u = C0 õ2e2x.
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Ïðåäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ u è åå ïðîèçâîäíûõ â óðàâíå-    

íèå (â), ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé u = 3õ2ex. �

3. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.33) èìååò âèä 
r (x) = a cos βx + b sin βx,

ãäå a, b, β — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è β ≠ 0. 
Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.33) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå: 

u(x) = xs(C0 cos βx + C1 sin βx),

ãäå s = 1, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ð = 0

(ñì. 12.37),  q > 0,  ,qβ =  è  s = 0  â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. (Óñëî-

âèÿ ñëó÷àÿ  s = 1 ðàâíîñèëüíû òðåáîâàíèþ, ÷òîáû çíà÷åíèå β  â 
âûðàæåíèè r (x) áûëî òàêîâî, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî1 i β áûëî 
îäíèì èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (12.33).) 

� Ïðèìåð 12.21. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

 y" – 3y' + 2y = sin x. (12.48)

Ð å ø å í è å. Ïî ñôîðìóëèðîâàííîìó ïðàâèëó ÷àñòíîå ðå-
øåíèå â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå 

u = C0 cos x + C1 sin x.

Íàéäåì u' = –C0 sin x + C1 cos x, u" = –C0 cos x – C1 sin x.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ u", u', u â óðàâíåíèå (12.48), ïðèõî-

äèì ê ðàâåíñòâó 

(–3C1 + C0) cos x + (–C1 + 3C0 + 2C1) sin x = sin x,

êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî. 
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî  sin x ≡ 0 ⋅ cos x + 1 • sin x, ïîëó÷èì ñèñòåìó: 

{
1 0

1 0

3 0

3 1,

C C

C C

− + =

+ =

îòêóäà Ñ0 = 0,3, Ñ1 = 0,1 è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå âûðàæåíèå 
èìååò âèä u = 0,3 cos x + 0,1 sin x.

Ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé ïðàâîé ÷àñòè 
óðàâíåíèÿ (12.33) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ôóíêöèè âèäà 

 r (x) = eαx (f (x) cos βx + g (x) sin βx), (12.49)

ãäå f (x), g (x) — ìíîãî÷ëåíû (ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè); 
α, β — íåêîòîðûå (äåéñòâèòåëüíûå) ÷èñëà. 

                                         
1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ðàññìîòðåíû â ãë. 16. 
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.33) ñ 
ïðàâîé ÷àñòüþ (12.49) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå 

 u = xseαx (v (x) cos βx + w (x) sin βx), (12.50)

ãäå s ðàâíî êðàòíîñòè êîðíÿ α+ iβ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà (12.37); v (x), w (x) — ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü êîòîðûõ ðàâíà 
íàèáîëüøåé èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ f (x) è g (x) â âûðàæå-  
íèè (12.49). Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ v(x) è w(x) íàõîäÿòñÿ 
èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìîé ïîñëå ïîäñòàíîâ-
êè ðåøåíèÿ (12.50) è åãî ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèå (12.33). 

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü r (x) óðàâíåíèÿ (12.33) 
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåêîòîðûõ ôóíêöèé, ò.å. 

r (x) = r1(x) + r2(x) + ... + rk(x),
òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ äîñòà-
òî÷íî ñëîæèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ui (x) óðàâíåíèé 

y" + py' + qy = ri(x),  ãäå i = 1, 2, ..., k, ò.å. 
u (x) = u1(x) + u2(x) + ... + uk(x).

� Ïðèìåð 12.22. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

 y" – 3y' + 2y = 2e3x + e2x + sin x. (12.51)

Ð å ø å í è å. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y" — 3y' + 2y = 0. Ïîëó÷èì (ñì. ïðè-  
ìåð 12.18) y� = C1ex + C2e2x. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå (ñì. âûøå), ÷à-

ñòíîå ðåøåíèå u äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.51) áóäåò 
ðàâíî ñóììå ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé 

y" — 3y' + 2y = 2e3x, y" — 3y' + 2y = e2x, y" — 3y' + 2y = sin x,

íàéäåííûõ â ïðèìåðàõ 12.20 (à, á), 12.21, ò.å.

u (x) = u1(x) + u2(x) + u3(x) = e3x + xe2x + 0,3 cos x + 0,1 sin x.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3 îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 

y = y� + u = C1ex + C2e2x + e3x + xe2x + 0,3 cos x + 0,1 sin x. �

12.9. Использование дифференциальных уравнений  

в экономической динамике 

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íàõîäÿò äîñòàòî÷íî øèðîêîå 
ïðèìåíåíèå â ìîäåëÿõ ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè, â êîòîðûõ îò-
ðàæàåòñÿ íå òîëüêî çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè, íî è 
èõ âçàèìîñâÿçü âî âðåìåíè. 
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå (ïðîñòåéøèå) çàäà÷è ìàêðîýêîíîìè-
÷åñêîé äèíàìèêè. 

Çàäà÷à 1. Ïóñòü y (t) — îáúåì ïðîäóêöèè íåêîòîðîé îòðàñëè, 
ðåàëèçîâàííîé ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñÿ 
ïðîèçâîäèìàÿ îòðàñëüþ ïðîäóêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ïî íåêîòîðîé 
ôèêñèðîâàííîé öåíå p, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå íåíàñûùàåìîñòè 
ðûíêà. Òîãäà äîõîä ê ìîìåíòó âðåìåíè t ñîñòàâèò Y(t) = py(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I (t) âåëè÷èíó èíâåñòèöèé, íàïðàâëÿåìûõ 
íà ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäñòâà. Â ì î ä å ë è  å ñ ò å ñ ò â å í -
í î ã î  ð î ñ ò à  ïîëàãàþò, ÷òî ñêîðîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè 
(àêñåëåðàöèÿ) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå èíâåñòèöèé, ò.å. 

 y' (t) = lI (t). (12.52)

(Çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì âðåìåíåì ìåæäó îêîí÷àíèåì ïðîèç-
âîäñòâà ïðîäóêöèè è åå ðåàëèçàöèåé, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî èíâåñòè-
öèîííûé ëàã ðàâåí íóëþ.) 

Ïîëàãàÿ, ÷òî âåëè÷èíà èíâåñòèöèé I (t) ñîñòàâëÿåò ôèêñèðî-
âàííóþ ÷àñòü äîõîäà, ïîëó÷èì 

 I (t) = mY(t) = mpy (t), (12.53)

ãäå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè  m (òàê íàçûâàåìàÿ íîð-
ìà èíâåñòèöèé) — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà,  0 < m < 1. 

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå (12.53) äëÿ I (t) â (12.52), 
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ 

 y' = ky, (12.54)

ãäå k = mpl.
Ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå — ñ ðàçäåëÿþùè-

ìèñÿ ïåðåìåííûìè (ñì. § 12.4). Ðåøàÿ åãî, ïðèõîäèì ê ôóíê-

öèè 0
( )

0
( ) ,

k t t
y t y e

−

= ãäå y0 = y (t0).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (12.54) îïèñûâàåò òàêæå ðîñò íàðî-
äîíàñåëåíèÿ (äåìîãðàôè÷åñêèé ïðîöåññ, ñì. § 12.1), äèíàìèêó 
ðîñòà öåí ïðè ïîñòîÿííîé èíôëÿöèè, ïðîöåññ ðàäèîàêòèâíîãî 
ðàñïàäà è äð. 

Íà ïðàêòèêå óñëîâèå íàñûùàåìîñòè ðûíêà ìîæåò áûòü ïðè-
íÿòî òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî óçêîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà. Â 
îáùåì ñëó÷àå êðèâàÿ ñïðîñà, ò.å. çàâèñèìîñòü öåíû p ðåàëèçî-
âàííîé ïðîäóêöèè îò åå îáúåìà y ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöè-
åé p = p (y) (ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè åå 
öåíà ïàäàåò â ðåçóëüòàòå íàñûùåíèÿ ðûíêà). Ïîýòîìó ìîäåëü 
ðîñòà â ó ñ ë î â è ÿ õ  ê î í ê ó ð å í ò í î ã î  ð û í ê à  
ïðèìåò âèä 
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 y' = mlp (y) y, (12.55)

îñòàâàÿñü ïî-ïðåæíåìó óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè.

Òàê êàê âñå ñîìíîæèòåëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12.55)
ïîëîæèòåëüíû, òî y' > 0,  è ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò âîçðàñ-
òàþùóþ ôóíêöèþ y (t). Ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèè y (t) íà âû-
ïóêëîñòü åñòåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ýëàñòè÷íîñòè ôóíê-
öèè. Äåéñòâèòåëüíî, èç  (12.55) ñëåäóåò, ÷òî 

.

dp

y mly y p

dy

⎛ ⎞
′′ ′= +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Íàïîìíèì, ÷òî ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà (îòíîñèòåëüíî  öåíû) 

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé  ( )
p

p dy

E y

y dp

=  (ñì. § 7.6). Òîãäà âûðà-

æåíèå äëÿ y" ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

1

1

( )
p

y mly p

E y

⎛ ⎞

′′ ′= +⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

è óñëîâèå  y" = 0  ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó Ep (y) = –1.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñïðîñ ýëàñòè÷åí, ò.å. |Ep(y) | >1 èëè 

Ep(y) < –1, òî  y" > 0 è ôóíêöèÿ y (t) âûïóêëà âíèç; â ñëó÷àå, åñ-
ëè ñïðîñ íå ýëàñòè÷åí, ò.å. |Ep(y) | < 1, èëè –1 < Åp(y) < 1, òî 
y" < 0 è ôóíêöèÿ y (t) âûïóêëà  ââåðõ. 

� Ïðèìåð 12.23. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà ðåàëèçîâàí-

íîé ïðîäóêöèè y = y (t), åñëè èçâåñòíî, ÷òî êðèâàÿ ñïðîñà p(y)
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì p(y) = 2 – y, íîðìà àêñåëåðàöèè 1/l = 2, 
íîðìà èíâåñòèöèé m = 0,5, y(0) = 0,5.

Ð å ø å í è å. Óðàâíåíèå (12.55) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä 
y' = (2 – y)y

èëè
(2 )

dy

dt

y y

=

−

.

Âûïîëíÿÿ ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì 

1

2

ln 2

y

t C

y

−

= − +

èëè 2

2

,
t

y

Ce

y

−

−

= (12.56)
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ãäå 1
.

C
C e= ±

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y(0) = 0,5, ïîëó-
÷àåì, ÷òî Ñ = –3. Âûðàæàÿ òåïåðü y
èç (12.56), îêîí÷àòåëüíî èìååì

2

2

1 3
t

y

e
−

=

+

.

Ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè ñõåìà-
òè÷íî èçîáðàæåí íà ðèñ. 12.10. Â 
äàííîì ñëó÷àå ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà 

çàäàåòñÿ ôóíêöèåé    
2

( )
p

y

E y

y

−

=

è óñëîâèå  
2

( ) ,
p

p dy y

E y

y dp y

−

= =  îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèå òî÷êè 

ïåðåãèáà íà êðèâîé, äàåò y = 1.
Êðèâàÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 12.10, íàçûâàåòñÿ ëîãèñòè÷åñêîé.

Ïîäîáíûå êðèâûå îïèñûâàþò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîð-
ìàöèè (ðåêëàìû), äèíàìèêó ýïèäåìèé, ïðîöåññ ðàçìíîæåíèÿ 

áàêòåðèé â îãðàíè÷åííîé ñðåäå è äð. �

Çàäà÷à 2. Äîõîä Y(t), ïîëó÷åííûé ê ìîìåíòó âðåìåíè t íåêî-
òîðîé îòðàñëüþ, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èíâåñòèöèé I(t) è âåëè÷èíû 
ïîòðåáëåíèÿ C(t), ò.å. 

 Y(t) = I(t) + C(t).  (12.57)

Êàê è ðàíåå â ìîäåëè åñòåñòâåííîãî ðîñòà, áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ äîõîäà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷è-
íå èíâåñòèöèé, ò.å. 
 bY' (t) = I(t),  (12.58)

ãäå b — êîýôôèöèåíò êàïèòàëîåìêîñòè ïðèðîñòà äîõîäà (÷òî 
ðàâíîñèëüíî (12.52) ïðè ïîñòîÿííîé öåíå íà ïðîäóêöèþ ð è 
l =1/(pb)).

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè äîõîäà Y(t)  â çàâèñèìîñòè 
îò ôóíêöèè C (t).

Ïóñòü C (t) ïðåäñòàâëÿåò ôèêñèðîâàííóþ ÷àñòü ïîëó÷àåìîãî äî-
õîäà: C (t)= (1–m)Y(t), ãäå m — íîðìà èíâåñòèöèé (ñì. çàäà÷ó 1). 
Òîãäà èç (12.57) è (12.58) ïîëó÷àåì 

,

m

Y Y

b

′ = (12.59)

÷òî ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (12.54) ïðè p = const.

Ðèñ. 12.10
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Â ðÿäå ñëó÷àåâ âèä ôóíêöèè ïîòðåáëåíèÿ C(t) áûâàåò èçâåñ-
òåí (èç íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé). 

� Ïðèìåð 12.24. Íàéòè ôóíêöèþ äîõîäà Y = Y(t), åñëè èç-

âåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà ïîòðåáëåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé Ñ = 2t;
êîýôôèöèåíò êàïèòàëîåìêîñòè ïðèðîñòà äîõîäà  b = 1/2,
Y (0) = 2.

Ð å ø å í è å. Èç ñîîòíîøåíèé (12.57) è (12.58) èìååì óðàâ-
íåíèå

1

( ) ( ) 2 ,

2

Y t Y t t′= +

ò.å. ôóíêöèÿ äîõîäà óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó 
óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ 
ìåòîäîì, îïèñàííûì â § 12.6: áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå    
Y(t) = u(t) v(t).

Òîãäà èìååì u(t) = 2te–2t + e–2t + C, v (t) = e2t. Çíà÷åíèå ïîñòîÿí-
íîé Ñ íàõîäèì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé: ïîñêîëüêó Y(0) = u (0)v (0) = 2, 

òî Ñ=1. Îêîí÷àòåëüíî èìååì Y(t) = 2t + e2t + 1. �

УПРАЖНЕНИЯ 

Ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíûå  óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ: 
12.25. y = 2

Cx .  12.26. 2
2y Cx= .

12.27. 3 2 2
( )x C x y= − . 12.28. y = 2

1 2

x x

C e C e
−

+ .

Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ 
ïåðåìåííûìè:

12.29. xy ′ – y = 3
y . 12.30. y – x y ′ = 1 + 2

x y′ .

12.31. xy y ′ = 1 – 2
x . 12.32. xy dx + (x + 1) dy = 0. 

12.33. 2
1 .y dx xy dy+ = 12.34. 2 2

2x yy y′ + = 2. 

12.35. y y ′ + x = 1.  12.36. y ′ = 10
x y+ .

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííîé: 
12.37. y′ – y = 2x – 3.  12.38. (2x – y)dx + (4x – 2y + 3) dy = 0. 

Ðåøèòü îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ: 

12.39. y ′ = 1

y

x

− . 12.40. (x – y)y dx – 2
x dy  = 0. 

12.41. 2 2
( ) 2x y dx xy dy+ − = 0. 12.42. y dx + (2 )xy x dy−  = 0. 

12.43. y dy + (x – 2y)dx = 0.  12.44. y = x(y ′ – x
y

e ).
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Ðåøèòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà: 

12.45.
dy y

dx x

−  = x.   12.46. y ′ + 3

2y

x

x

= .

12.47. 2
y dx – (2xy + 3) dy = 0. 12.48. y ′ – y = x

e .

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïîíèæåíèå ïîðÿäêà: 
12.49. 2x

y e′′′ = .   12.50. x(y ′′ + 1) +  y ′ = 0. 

Íàéòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå íà-
÷àëüíûì óñëîâèÿì: 

12.51. ( ) ( )
2 3

, (0) 1, (0) 2.yy y y y y′′ ′ ′ ′= − = =

12.52. 2y(y ′) 3+ y ′′ = 0, y(0) = 0, y ′(0) = –3. 

Ðåøèòü ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ: 
12.53. y ′′ – 5 y ′ + 6y = 0.  12.54. y ′′ + 2 y ′ + y = 0. 
12.55. y ′ – y = 3 y ′′. 12.56. y ′′ + 4 y ′ + 13y = 0. 

Ðåøèòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ: 
12.57. y ′′ – 4 y ′ + 4y = 2

x . 12.58. y ′′ + 2 y ′ + y = 2x
e .

12.59. y ′′ – 8 y ′ + 7y = 14. 12.60. y ′′ – y = x

e .

Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñ-
ëîâèÿì:

12.61. y ′′ – 2 y ′ + y = 0, y(2) = 1, y ′(2) = –2. 
12.62. y ′′ + y = 4 x

e , y(0) = 4, y ′(0) = –3. 

12.63. y ′′ – 2 y ′ = 2 x

e , y(1) = –1, y ′(1) = 0. 

12.64. y ′′ + 2 y ′ + 2y = x

xe
− , y(0) = y ′(0) = 0. 

12.65. Çà 30 äíåé ðàñïàëîñü 50% ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà 
ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà. ×åðåç ñêîëüêî âðåìåíè îñòàíåòñÿ 1% 
ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà? 

Ó ê à ç à í è å. Èñïîëüçîâàòü çàêîí ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà: 
êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, ðàñïàäàþùåãîñÿ çà åäè-
íèöó âðåìåíè, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó âåùåñòâà, èìåþùå-
ãîñÿ â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò. 

12.66. Íàéòè âûðàæåíèå îáúåìà ðåàëèçîâàííîé ïðîäóêöèè 
y = y(t) è åãî çíà÷åíèå ïðè t = 2, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êðèâàÿ 
ñïðîñà èìååò âèä p(y) = 3 – 2y, íîðìà àêñåëåðàöèè 1/l = 1,5,
íîðìà èíâåñòèöèé m = 0,6, y(0) = 1. 
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Глава 13

 ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

Ïðè ðåøåíèè ðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå è â ïðè-
ëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè â ýêîíîìèêå, ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü 
ñóììû, ñîñòàâëåííûå èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëàãàåìûõ. Èç 
òåîðèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èçâåñòíî ëèøü, ÷òî îçíà÷àåò ñóììà 
ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷èñåë. Çàäà÷à ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà ñëàãàåìûõ ðåøàåòñÿ â òåîðèè ðÿäîâ. 

13.1. Основные понятия. Сходимость ряда 

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ÷èñåë 
1 2
, , , ,

n

u u u… …  ñîåäèíåííûõ çíàêîì ñëîæåíèÿ: 

1 2

1

.

n n

n

u u u u

∞

=

=∑… …+ + + + (13.1)

×èñëà
1 2
, , , ,

n

u u u… …  íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà, à ÷ëåí 
n

u —

îáùèì èëè n-ì ÷ëåíîì ðÿäà.
Ðÿä (13.1) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè èçâåñòåí åãî îáùèé 

÷ëåí ( ) ( 1, 2, ),
n

u f n n= = …  ò.å. çàäàíà ôóíêöèÿ ( )f n  íàòó-

ðàëüíîãî àðãóìåíòà. Íàïðèìåð, ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì 
1

2

( 1)

( 1)

n

n

u

n n

−

−

=

+

 èìååò âèä

1

2 2 2 2

1 1 1 ( 1)

.

1 2 2 3 3 4 ( 1)

n

n n

−

−

− + − + +

⋅ ⋅ ⋅ +

… …

Áîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à: ïî íåñêîëüêèì ïåð-

âûì ÷ëåíàì ðÿäà íàïèñàòü îáùèé ÷ëåí. Ýòà çàäà÷à èìååò áåñêî-

íå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, íî èíîãäà óäàåòñÿ íàéòè ñàìîå åñòåñò-

âåííîå ðåøåíèå. 

� Ïðèìåð 13.1. Íàéòè â ïðîñòåéøåé ôîðìå îáùèé ÷ëåí ðÿäà: 

à)
2 4 6

;

5 9 13

+ + +…  á) 
3 8 15 24

.

5 10 17 26

− + − +…
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Ð å ø å í è å. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ðÿäà à) îáùèé 

÷ëåí
2

,

4 1

n

n

u

n

=

+

à äëÿ ðÿäà á) 
1 2

2

( 1) ( 1) 1

.

( 1) 1

n

n

n

u

n

−

− + −⎡ ⎤
⎣ ⎦

=

+ +

�

Ðàññìîòðèì ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà: 

1 1
,S u=

2 1 2
,  ,S u u= + …

1 2
.

n n

S u u u= + + +…

Ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà 
n

S  íàçûâàåòñÿ n-é ÷àñòè÷íîé 

ñóììîé ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò 

êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ò.å. 

.lim
n

n

S S

→∞

= (13.2)

×èñëî S íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî çà-
ïèñàòü

1 2

1

.

n n

n

u u u u S

∞

=

= =∑… …+ + + + (13.3)

Åñëè êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì 
íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

� Ïðèìåð 13.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà,

ò.å. ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî èç ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 

2 1 1

1

.

n n

n

a aq aq aq aq

∞

− −

=

=∑… …+ + + + (13.4)

Ð å ø å í è å. Íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 
çíàìåíàòåëÿ ïðîãðåññèè q ðÿä (13.4) ñõîäèòñÿ è ïðè êàêèõ — 
ðàñõîäèòñÿ.

Èç øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñóììà n ïåðâûõ 
÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ò.å. n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà 
ðÿäà ïðè 1q ≠  ðàâíà 

( 1)

.

1

n

n

a q

S

q

−

=

−

(13.5)
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Âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ: 

1) åñëè 1,q <  òî 0,lim
n

n

q

→∞

=

,lim lim

1 1 1

n

n

n n

aq a a

S

q q q→∞ →∞

⎛ ⎞

= − =
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

 ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà 

;

1

a

S

q

=

−

2) åñëè 1,q >  òî lim n

n

q

→∞

= ∞ , ñëåäîâàòåëüíî, lim
n

n

S

→∞

= ∞  è ðÿä 

ðàñõîäèòñÿ;
3) åñëè q = 1, òî ðÿä (13.4) ïðèìåò âèä ,a a a+ + + +… …  åãî 

n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà 

раз

...

n

n

S a a a na= + + + =
�������

 è ,lim lim
n

n n

S na

→∞ →∞

= = ∞

ò.å. ðÿä ðàñõîäèòñÿ; 
4) åñëè q = –1, òî ðÿä (13.4) ïðèìåò âèä a a a a− + − +

1
( 1)

n

a
−

+ + − +… …è 0
n

S =  ïðè n ÷åòíîì è 
n

S a=  — ïðè n íå-

÷åòíîì, ñëåäîâàòåëüíî, lim
n

n

S

→∞

 íå ñóùåñòâóåò, è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ ê ñóììå 
1

a

S

q

=

−

ïðè 1q <  è ðàñõîäèòñÿ ïðè 1.q ≥ �

�  Ïðèìåð 13.3. Íàéòè ñóììó ðÿäà 

1 1 1 1

.

1 2 2 3 3 4 ( 1)n n

+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +

… … (13.6)

Ð å ø å í è å. n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà

1 1 1 1

.

1 2 2 3 3 4 ( 1)
n

S

n n

= + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +

…  Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
1 1

1 ,

1 2 2

= −

⋅

1 1 1

,

2 3 2 3

= −

⋅

1 1 1

,

3 4 3 4

= −

⋅

,…

1 1 1

,

( 1) 1n n n n

= −

+ +

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 .

2 2 3 3 4 1 1 1

n

n

S

n n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + − + + − = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…

Îòñþäà 1,lim lim

1

n

n n

n

S

n→∞ →∞

= =

+

 ò.å. ñóììà ðÿäà 1.S = �

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



361

Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. 1. Åñëè ðÿä 
1 2 n

u u u +… …+ + +
ñõîäèòñÿ è èìååò ñóììó S, òî è ðÿä

1 2 n

u u uλ λ λ +… …+ + +  (ïî-

ëó÷åííûé óìíîæåíèåì äàííîãî ðÿäà íà ÷èñëî λ ) òàêæå ñõî-

äèòñÿ è èìååò ñóììó .Sλ

2. Åñëè ðÿäû 
1 2 n

u u u +… …+ + +  è  
1 2 n

v v v +… …+ + +  ñõîäÿòñÿ 

è èõ ñóììû ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 
1
S  è 

2
,S  òî è ðÿä 

1 1 2 2
( ) (u v u v++ + ) )

n n

u v+ +… …+ +(  (ïðåäñòàâëÿþùèé ñóììó 

äàííûõ ðÿäîâ) òàêæå ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà ðàâíà 
1 2

.S S+

Ñâîéñòâà 1 è 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ñâîéñòâ ïðåäå-
ëîâ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. 

3. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä, ïîëó÷åííûé èç äàííîãî 
ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ (èëè ïðèïèñûâàíèÿ) êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ. 

� Ïóñòü â ñõîäÿùåìñÿ ðÿäå (13.1) îòáðîøåíû n ÷ëåíîâ (â 
ïðèíöèïå ìîæíî îòáðàñûâàòü ÷ëåíû ñ ëþáûìè íîìåðàìè, ëèøü 
áû èõ áûëî êîíå÷íîå ÷èñëî). Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä 

1 2n n n m

u u u
+ + +

+… …+ + + , (13.7)

èìåþùèé ÷àñòè÷íóþ ñóììó 
1 2

,

m n n n m

u u u
+ + +

σ = …+ + +  òàêæå 

ñõîäèòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî .

n m n m

S S
+

= + σ  Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì n êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n m

m

S
+

→∞

 ñóùåñòâóåò òîãäà è 

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë .lim
m

m→∞

σ  À ýòî 

è îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä (13.7) ñõîäèòñÿ. �

Ðÿä (13.7), ïîëó÷åííûé èç äàííîãî îòáðàñûâàíèåì åãî ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ, íàçûâàåòñÿ n-ì îñòàòêîì ðÿäà. 

Åñëè ñóììó n-ãî îñòàòêà ðÿäà îáîçíà÷èòü ÷åðåç ,

n

r  ò.å. 

1 2
,lim

n n n n m m

m

r u u u
+ + +

→∞

= + = σ… …+ + + (13.8)

òî ñóììó ðÿäà (13.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

.

n n

S S r= + (13.9)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîäîøëè ê ñâîéñòâó 4. 
4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä (13.1) ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ïðè n→∞  îñòàòîê ðÿäà ñòðåìèëñÿ ê íóëþ, ò.å. ÷òîáû 

0.lim
n

n

r

→∞

=

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



362

Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ 
ñ ïðåäåëàìè ôóíêöèé (ñì. § 6.3). 

Óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ðÿäà ïóòåì îïðåäåëå-

íèÿ
n

S  è âû÷èñëåíèÿ lim
n

n

S

→∞

  (êàê ýòî ñäåëàíî â ïðèìåðàõ 13.2,

13.3) âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà èç-çà ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíî-

ñòåé ïðè íàõîæäåíèè 
n

S  (ñóììèðîâàíèè n ÷ëåíîâ ðÿäà). Ïðîùå 

ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâàíèè ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè, ê èçó÷å-
íèþ êîòîðûõ ìû ïåðåõîäèì. 

13.2. Необходимый признак сходимости.  

Гармонический ряд 

Òåîðåìà (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Åñëè ðÿä ñõîäèò-

ñÿ, òî ïðåäåë åãî îáùåãî ÷ëåíà 
n

u  ïðè n→∞  ðàâåí íóëþ, ò.å.

0.lim
n

n

u

→∞

=

�  Âûðàçèì n-é ÷ëåí ðÿäà ÷åðåç ñóììó åãî n è ( 1)n −  ÷ëåíîâ, 

ò.å.
1
.

n n n

u S S
−

= −  Òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ, òî lim
n

n

S S

→∞

=  è 

1
.lim

n

n

S S
−

→∞

=  Ïîýòîìó 

1 1
( ) 0.lim lim lim lim

n n n n n

n n n n

u S S S S S S
− −

→∞ →∞ →∞ →∞

= − = − = − = �

�  Ïðèìåð 13.4. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî ïðè-

çíàêà äëÿ ðÿäà (13.6). 
Ð å ø å í è å. Âûøå áûëî äîêàçàíî (ñì. ïðèìåð 13.3), ÷òî ðÿä 

(13.6) ñõîäèòñÿ, è äåéñòâèòåëüíî 
1

0,lim lim

( 1)
n

n n

u

n n→∞ →∞

= =

+

 ò.å. 

íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà (13.1) ïðè 

n→∞  íå ðàâåí íóëþ, ò.å. 0,lim
n

n

u

→∞

≠  òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 

�  Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ðÿä (13.1) ñõîäèòñÿ. Íî â 

ýòîì ñëó÷àå èç ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò 0,lim
n

n

u

→∞

=

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, çàäàííîìó â ñëåäñòâèè, ò.å. ðÿä 
(13.1) ðàñõîäèòñÿ. �
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�  Ïðèìåð 13.5. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà 
1

4 3

.

5 7
n

n

n

∞

=

+

−

∑

Ð å ø å í è å. 
4 3 4

0,lim lim

5 7 5

n

n n

n

u

n→∞ →∞

+

= = ≠

−

 ò.å. íåîáõîäèìûé 

ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõî-

äèòñÿ. �

Ç à ì å ÷ à í è å. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ
òåîðåìà âûðàæàåò ëèøü íåîáõîäèìûé, íî íåäîñòàòî÷íûé ïðèçíàê 

ñõîäèìîñòè ðÿäà. Åñëè 0,lim
n

n

u

→∞

=  òî èç ýòîãî åùå íå ñëåäóåò, 

÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðÿä 

1 1 1

1  ,

2 3 n

+ + + + +… … (13.10)

íàçûâàåìûé ãàðìîíè÷åñêèì.
Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè âûïîëíåí: 

1

0.lim lim
n

n n

u

n→∞ →∞

= =  Äîêàæåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ãàðìîíè÷å-

ñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 
�  Âíà÷àëå ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî. Ñ ýòîé 

öåëüþ çàïèøåì ñóììó ïåðâûõ 2n è n ÷ëåíîâ ðÿäà: 

2

1 1 1 1 1

1 ,

2 3 1 2

n

S

n n n

= + + + + + + +

+

… …

1 1 1

1 .

2 3

n

S

n

= + + + +…

Íàéäåì ðàçíîñòü 

2

1 1

.

1 2

n n

S S

n n

− = + +

+

…

Çàìåíÿÿ â ñóììå êàæäîå ñëàãàåìîå íàèìåíüøèì, ðàâíûì 

1

,

2n

 ïðèäåì ê âñïîìîãàòåëüíîìó íåðàâåíñòâó 

2

раз

1 1 1 1

2 2 2 2

n n

n

S S n

n n n

− > + + = ⋅ =…

�������

 èëè 
2

1

.

2

n n

S S− >
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñõîäèò-

ñÿ, òîãäà 
2

lim lim
n n

n n

S S S

→∞ →∞

= =  è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñò-

âå (ñì. § 6.5), ïîëó÷èì, ÷òî 
1

2

S S− ≥  èëè 
1

0 .

2

≥

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïî-
ëîæåíèå î ñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà íåâåðíî, ò.å. ãàðìî-
íè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íûå ïðè-
çíàêè ñõîäèìîñòè. 

13.3. Ряды с положительными членами 

Òåîðåìà (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà ñ ïîëîæè-

òåëüíûìè ÷ëåíàìè: 
1

(1)
n

n

u

∞

=

∑  è 
1

(2),
n

n

v

∞

=

∑  ïðè÷åì ÷ëåíû ïåðâîãî ðÿäà 

íå ïðåâîñõîäÿò ÷ëåíîâ âòîðîãî, ò.å. ïðè ëþáîì n 

.

n n

u v≤ (13.11)

Òîãäà: à) åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä 2, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä 1; á) åñëè ðàñ-

õîäèòñÿ ðÿä 1, òî ðàñõîäèòñÿ è ðÿä 2.

� à) Ïóñòü ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-

íû
n

s  è .

n

S  Ïî óñëîâèþ ðÿä 2 ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñò-

âóåò lim
n

n

S S

→∞

=  è 
n

S ≤ ,

n

S S≤ S, òàê êàê ÷ëåíû ðÿäà 2 ïîëîæè-

òåëüíû. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì 
n

s  ðÿ-

äà 1. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ: âîçðàñòàþùåé (òàê êàê ñ 
ðîñòîì n óâåëè÷èâàåòñÿ ñóììà n ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ) è 

îãðàíè÷åííîé (òàê êàê 
n n

s S≤  â ñèëó óñëîâèÿ (13.11), ò.å. 

n n

s S S≤ ≤ ).

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðå-

äåëà (ñì. § 6.5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
n

s  èìååò ïðåäåë, ò.å. ðÿä 1 

ñõîäèòñÿ.
á) Ïðèìåíèì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ðÿä 2 ñõîäèòñÿ. Òîãäà ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè òåîðå-
ìû ñõîäèòñÿ è ðÿä 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ; ò.å.    
ðÿä 2 ðàñõîäèòñÿ. �

Ç à ì å ÷ à í è å. Òàê êàê ñõîäèìîñòü ðÿäà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè 
îòáðàñûâàíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà, òî óñëîâèå (13.11) 
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íå îáÿçàòåëüíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ è 
òîëüêî äëÿ ÷ëåíîâ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè n. Äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû îíî âûïîëíÿëîñü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ,n k=  èëè 

÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî ,

n m n

u v
+

≤  ãäå m — íåêîòîðîå 

öåëîå ÷èñëî. 

�  Ïðèìåð 13.6. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà 

2 1

1 1 1

1  .

2 3 3 3 3
n

n
−

+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅

… …

Ð å ø å í è å. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä ñî ñõîäÿùèìñÿ ãåîìåòðè÷å-

ñêèì ðÿäîì 
2 1

1 1 1

1

3 3 3
n−

+ + + + +… … (åãî çíàìåíàòåëü 
1

1

3

q = < ).

Òàê êàê ÷ëåíû äàííîãî ðÿäà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ìåíüøå 

÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà 
1 1

,

2 3 3

⎛
<

⎜
⋅⎝

2 2

1 1

3 3 3

<

⋅

è âîîáùå 
1 1

1 1

,

3 3
n n

n
− −

⎞
<

⎟
⋅ ⎠

 òî íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ 

ðÿä ñõîäèòñÿ. �

� Ïðèìåð 13.7. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà 

1 1 1

.

2 1 3 2 ( 1)n n

+ + + +

⋅ ⋅ −

… …

Ð å ø å í è å. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä ñ ãàðìîíè÷åñêèì 
1

1

2

+ +

1 1

,

3 n

+ + + +… …  ìûñëåííî îòáðîñèâ åãî ïåðâûé ÷ëåí, ðàâíûé 1 

(÷òî, åñòåñòâåííî, íå ïîâëèÿåò íà ðàñõîäèìîñòü ðÿäà). Òàê êàê 

1 1

,

22 1

>

⋅

1 1

,

33 2

>

⋅

 è âîîáùå 
1 1

( 1) nn n

>

−

 (èáî 

2
2 1 2 2 ,⋅ < =

2
3 2 3 3 ,⋅ < = ... 2

( 1)n n n n− < = ), ò.å. ÷ëåíû 

äàííîãî ðÿäà áîëüøå ÷ëåíîâ ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿ-

äà, òî íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

Îòìåòèì «ýòàëîííûå» ðÿäû, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå äëÿ ñðàâ-    
íåíèÿ:
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1) ãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä 1

1

n

n

aq

∞

−

=

∑  — ñõîäèòñÿ ïðè 1,q <  ðàñõî-

äèòñÿ ïðè 1;q ≥

2) ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
1

1

n

n

∞

=

∑  — ðàñõîäèòñÿ; 

3) îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä 

1

1 1 1 1

1

2 3
n

n n

∞

α α α α

=

= + + + + +∑ … … (13.12)

ñõîäèòñÿ ïðè 1,α >  ðàñõîäèòñÿ ïðè 1α ≤  (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â 

ïðèìåðå 13.10; çäåñü æå îòìåòèì, ÷òî ïðè 1α <  ðàñõîäèìîñòü 

ðÿäà (13.12) ñëåäóåò èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó-

÷àå ÷ëåíû ðÿäà 
1

1

n

n

∞

α

=

∑  áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ãàðìî-

íè÷åñêîãî ðÿäà 
1

1

,

n

n

∞

=

∑  à â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè 2α =  ñõîäèìîñòü 

ðÿäà (13.12) ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñðàâíåíèåì ýòîãî ðÿäà ñî ñõî-
äÿùèìñÿ (13.6)). 

Íåñòàíäàðòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî íàäî íå òîëüêî ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèé «ýòà-
ëîííûé» ðÿä, íî è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (13.11), äëÿ ÷åãî ÷àñòî 
òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ðÿäîâ (íàïðèìåð, îòáðàñûâàíèå èëè 
ïðèïèñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ, óìíîæåíèå íà îïðåäå-
ëåííûå ÷èñëà è ò.ï.). Â ðÿäå ñëó÷àåâ áîëåå ïðîñòûì îêàçûâàåòñÿ 
ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. 

Òåîðåìà (ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Åñëè
1

n

n

u

∞

=

∑ è
1

n

n

v

∞

=

∑  –

ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë 

îòíîøåíèÿ èõ îáùèõ ÷ëåíîâ 0,lim

n

n
n

u

k

v→∞

= ≠  òî ðÿäû îäíîâðåìåííî 

ñõîäÿòñÿ ëèáî ðàñõîäÿòñÿ. 

� Òàê êàê ,lim

n

n
n

u

k

v→∞

=  òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ÷èñëîâîé 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. § 6.1) äëÿ ëþáîãî 0ε >  ñóùåñòâóåò òà-
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êîé íîìåð N, ÷òî äëÿ âñåõ n N>  âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 

n

n

u

k

v

− < ε  èëè ,

n n n

u kv v− < ε  îòêóäà ( ) ( ) .
n n n

k v u k v− ε < < + ε

Åñëè ðÿä 
1

n

n

v

∞

=

∑  ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä 
1

( ) ,
n

n

k v

∞

=

+ ε∑  è â ñè-

ëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ áóäåò ñõîäèòüñÿ ðÿä 
1

;
n

n

u

∞

=

∑  àíàëîãè÷íî, 

åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä 
1

,
n

n

u

∞

=

∑  òî ñõîäèòñÿ ðÿä 
1

( )
n

n

k v

∞

=

− ε∑  è ñõîäèòñÿ 

ðÿä  
1

.

n

n

v

∞

=

∑  Òàêèì îáðàçîì, èç ñõîäèìîñòè îäíîãî ðÿäà ñëåäóåò 

ñõîäèìîñòü äðóãîãî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ðàñõîäèìîñòè ðÿ-
äîâ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

� Ïðèìåð 13.8. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà 
2

3

1

2 5

.

n

n

n

∞

=

+

∑

Ð å ø å í è å. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä ñ ðàñõîäÿùèìñÿ ãàðìî-

íè÷åñêèì
1

1

n

n

∞

=

∑  (âûáîð òàêîãî ðÿäà äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîæåò ïîä-

ñêàçàòü òî, ÷òî ïðè áîëüøèõ 
2

3

2 5 2n

n

n n

+

≈ ). Òàê êàê lim
n

n

n

u

v→∞

=

2 2

3 2

2 5 1 2 5

lim : lim 2 0,

n n

n n

n n n→∞ →∞

+ +⎛ ⎞
= = = ≠

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 òî äàííûé ðÿä, òàê æå 

êàê è ãàðìîíè÷åñêèé, ðàñõîäèòñÿ. �

Âåñüìà óäîáíûì íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàê Äàëàìáåðà. 

Òåîðåìà (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü äëÿ ðÿäà 
1

n

n

u

∞

=

∑  ñ ïîëî-

æèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ (n + 1)-ãî

÷ëåíà ê  n-ìó ÷ëåíó 1

lim .
n

n

n

u

l

u

+

→∞

=  Òîãäà, åñëè 1,l <  òî ðÿä ñõîäèò-

ñÿ; åñëè 1,l >  òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ; åñëè 1,l =  òî âîïðîñ î ñõîäèìî-

ñòè ðÿäà îñòàåòñÿ íåðåøåííûì. 
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� Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî 
äëÿ ëþáîãî 0ε >  ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N, ÷òî äëÿ âñåõ n N>

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1n

n

u

l

u

+

− < ε  èëè 1

.

n

n

u

l l

u

+

− ε < < + ε

1) Ïóñòü 1.l <  Âûáåðåì ε íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî ÷èñëî 

1,q l= + ε <  ò.å. 1n

n

u

q

u

+

<  èëè 
1

.

n n

u qu
+

<

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ,n N>  ò.å. 

äëÿ 1,  2,  :n N N= + + …

2 1
,

N N
u qu

+ +

<

2

3 2 1
,   ,

N N N
u qu q u

+ + +

< < …

1

1 1
 .

k

N k N k N
u qu q u

−

+ + − +

< < <…

Ïîëó÷èëè, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà 
2 3N N N k

u u u
+ + +

+ + + +… …  ìåíüøå 

ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà 2

1 1N N
qu q u

+ +

+ + +…

1

1
 ,

k

N
q u

−

+

+ +…  ñõîäÿùåãîñÿ ïðè 1.q <  Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíî-

âàíèè ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ 

è ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä 
1

,

n

n

u

∞

=

∑  îòëè÷àþùèéñÿ îò ïîëó÷åííîãî íà 

ïåðâûå ( 1)n +  ÷ëåíîâ. 

2) Ïóñòü 1.l >  Âîçüìåì ε íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî 1.l − ε >  Òî-

ãäà èç óñëîâèÿ 1n

n

u

l

u

+

> − ε  ñëåäóåò, ÷òî 1

1.
n

n

u

u

+

>  Ýòî îçíà÷àåò, 

÷òî ÷ëåíû ðÿäà âîçðàñòàþò, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà 1,N +  ïîýòîìó 

ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà íå ðàâåí íóëþ, ò.å. íå âûïîëíåí íå-
îáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

� Ïðèìåð 13.9. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ: 

à)
2

1 2

;

2 2 2
n

n

+ + + +… …   á) 
1

3 !

.

n

n

n

n

n

∞

=

∑

Ð å ø å í è å. à) Òàê êàê 1

1

1

lim lim :

2 2

n

n n
n n

n

u n n

u

+

+
→∞ →∞

+⎛ ⎞
= =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 1

lim 1,

2 2n

n

n→∞

+

= = <  òî ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñõîäèòñÿ. 

á) Òàê êàê 
1

1

1

3 ( 1)! 3 !

lim lim :

( 1)

n n

n

n n
n n

n

u n n

u n n

+

+

+
→∞ →∞

⎛ ⎞+

= =
⎜ ⎟

+⎝ ⎠
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3 3 !( 1) 3 3

lim 3 lim 1,

( 1) ( 1)3 ! 1 1

lim 1

n

n n

n
n n

n n

n

n n n n

n n n n e

n

→∞ →∞

→∞

⋅ + ⎛ ⎞
= = = = >

⎜ ⎟
+ + ⋅ +⎝ ⎠ ⎛ ⎞

+
⎜ ⎟

⎝ ⎠

 òî 

ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè 1

lim ,
n

n

n

u

u

+

→∞

= ∞  òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Åñëè 1

lim 1,
n

n

n

u

l

u

+

→∞

= =  òî, êàê îòìå÷àëîñü 

âûøå, ïðèçíàê Äàëàìáåðà îòâåòà î ñõîäèìîñòè ðÿäà íå äàåò, è 
ðåêîìåíäóåòñÿ ïåðåéòè ê äðóãèì ïðèçíàêàì ñõîäèìîñòè. 

Òåîðåìà (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Ïóñòü äàí       

ðÿä
1

,

n

n

u

∞

=

∑  ÷ëåíû êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíû è íå âîçðàñòàþò, ò.å. 

1 2
    ,

n

u u u≥ ≥ ≥ ≥… …  à ôóíêöèÿ ( ),f x  îïðåäåëåííàÿ ïðè 1,x ≥

íåïðåðûâíàÿ è íåâîçðàñòàþùàÿ è

1
(1) ,f u=

2
(2) ,   ,f u= … ( ) ,   .

n

f n u= …  (13.13) 

Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà 
1

n

n

u

∞

=

∑  íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, 

÷òîáû ñõîäèëñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 

1

( ) .f x dx

∞

∫

� Ðàññìîòðèì ðÿä 

2 3 1

1 2

( ) ( ) ( )  .

n

n

f x dx f x dx f x dx

+

+ + + +∫ ∫ ∫… … (13.14)

Åãî n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé áóäåò 

2 3 1 1

1 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) .

n n

n

n

S f x dx f x dx f x dx f x dx

+ +

= + + + =∫ ∫ ∫ ∫… (13.15)

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



370

Ñõîäèìîñòü ðÿäà (13.14) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (13.15), ò.å. ñõîäèìîñòü 

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 

1

( ) ,f x dx

∞

∫  ïîñêîëüêó 

1

1 1

lim lim ( ) ( ) .

n

n

n n

S f x dx f x dx

+ ∞

→∞ →∞

= =∫ ∫  Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíê-    

öèè ( )f x  íà ëþáîì îòðåçêå [ ], 1n n + ( ) ( ) ( 1)f n f x f n≥ ≥ +  èëè, 

ó÷èòûâàÿ (13.13), 

1
( ) .

n n

u f x u
+

≥ ≥ (13.16)

Èíòåãðèðóÿ (13.16) íà îòðåçêå [ ], 1 ,n n +  ïîëó÷èì 

1 1 1

1
( ) ,

n n n

n n

n n n

u dx f x dx u dx

+ + +

+

≥ ≥∫ ∫ ∫

îòêóäà
1

1
( ) .

n

n n

n

u f x dx u

+

+

≥ ≥∫ (13.17)

Åñëè ðÿä 
1

n

n

u

∞

=

∑  ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ â 

ñèëó ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (13.17) äîëæåí ñõîäèòüñÿ ðÿä (13.14), à 

çíà÷èò, è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 

1

( ) .f x dx

∞

∫  Îáðàòíî, åñëè ñõî-

äèòñÿ

1

( ) ,f x dx

∞

∫  ò.å. ðÿä (13.14), òî ñîãëàñíî òîìó æå ïðèçíàêó 

ñðàâíåíèÿ íà îñíîâàíèè âòîðîãî íåðàâåíñòâà (13.17) áóäåò ñõî-

äèòüñÿ ðÿä 
1 2 3 1

1

,

n n n

n

u u u u u

∞

+ +

=

= + + + + +∑ … …  à ñëåäîâàòåëüíî, 

è äàííûé ðÿä 
1 2 3

1

.

n n

n

u u u u u

∞

=

= + + + + +∑ … … �

� Ïðèìåð 13.10. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü îáîáùåííîãî ãàð-

ìîíè÷åñêîãî ðÿäà 
1

1

.

n

n

∞

α

=

∑
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Ð å ø å í è å. Ïóñòü 
1

( ) .f x

x
α

=  Ôóíêöèÿ ( )f x  ïðè 0x >  (à 

çíà÷èò, è ïðè 1x ≥ ) ïîëîæèòåëüíàÿ è íåâîçðàñòàþùàÿ (òî÷íåå 

óáûâàþùàÿ). Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü ðÿäà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè 

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 

1

.

dx

x

∞

α
∫  Èìååì 

1 1

lim .

b

b

dx dx

I

x x

∞

α α
→∞

= =∫ ∫

Åñëè 1,α =  òî ( )
1

lim ln lim ln ln1 .

b

b b

I x b

→∞ →∞

= = − = ∞

Åñëè 1,α ≠  òî 

( ) {
1

1

1

1 1 ( 1) при > 1;

lim lim 1

        при 1.1 1

b

b b

x

I b

−α+

−α

→∞ →∞

⎛ ⎞
α − α

⎜ ⎟= = − =
∞ α <⎜ ⎟−α + −α

⎝ ⎠

Èòàê, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 1α >  è ðàñõîäèòñÿ ïðè 1.α ≤ �

13.4. Ряды с членами произвольного знака 

Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû. Ïîä çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ ðÿäîì ïî-
íèìàåòñÿ ðÿä, â êîòîðîì ÷ëåíû ïîïåðåìåííî òî ïîëîæèòåëüíû, 

òî îòðèöàòåëüíû: 1

1 2 3 4
( 1)  ,

n

n

u u u u u
−

− + − + + − +… …  ãäå 0.
n

u >

Òåîðåìà (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè ÷ëåíû çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ 

ðÿäà óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 
1 2 n

u u u> > > >… … è

ïðåäåë åãî îáùåãî ÷ëåíà ïðè n→∞  ðàâåí íóëþ, ò.å. lim 0,
n

n

u

→∞

=

òî ðÿä ñõîäèòñÿ, à åãî ñóììà íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîãî ÷ëåíà: 
1
.S u≤

� Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÷åòíîãî 
÷èñëà ÷ëåíîâ ïðè 2 :  n m=

2 1 2 3 4 2 1 2
( ) ( )   ( ).

m m m

S u u u u u u
−

= − + − + + −…

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàþùàÿ (òàê êàê ñ ðîñòîì 
2n m=  óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ â ñêîá-

êàõ) è îãðàíè÷åííàÿ (ýòî âèäíî èç òîãî, ÷òî 
2m

S  ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå 

2 1 2 3 4 5 2 2 2 1 2
( ) ( )   ( ) ,

m m m m

S u u u u u u u u
− −

= − − − − − − − −…

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 
2 1m

S u< ). Íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà ñóùåñòâî-

âàíèÿ ïðåäåëà (ñì. § 6.5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
2m

S  èìååò ïðåäåë 

2
lim .

m

m

S S

→∞

=
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Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå 

2 1m

S u<  ïðè ,m→∞  ïîëó÷èì, ÷òî 
1
.S u≤

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå-

÷åòíîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïðè 2 1.n m= +  Î÷åâèäíî, ÷òî 
2 1m

S
+

=

2 2 1
;

m m

S a
+

= +  ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà, 
2 1 2 2 1

lim lim lim 0 .
m m m

m m m

S S a S S
+ +

→∞ →∞ →∞

= + = + =

Èòàê, ïðè ëþáîì n (÷åòíîì èëè íå÷åòíîì) lim ,
n

n

S S

→∞

=  ò.å. 

ðÿä ñõîäèòñÿ. Ðèñ. 13.1 èëëþñòðèðóåò ñõîäèìîñòü 
n

S  ê ÷èñëó S

ñëåâà ïðè ÷åòíîì n è ñïðàâà 
ïðè íå÷åòíîì n. �

Èç ðèñ. 13.1 âûòåêàåò 
åùå îäíà îöåíêà äëÿ ñóì- 
ìû S ñõîäÿùåãîñÿ çíàêî÷å-
ðåäóþùåãîñÿ ðÿäà, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðå-
ìû Ëåéáíèöà: ïðè ëþáîì m

2 2 1
.

m m

S S S
+

≤ ≤

� Ïðèìåð 13.11. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà 

1

2 2 2

1 1 ( 1)

1  .

2 3

n

n

−

−

− + + + +… …

Ð å ø å í è å. Òàê êàê ÷ëåíû çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà óáûâà-

þò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 
2 2 2

1 1 1

1 >  ,

2 3 n

> > > >… …  è ïðåäåë 

îáùåãî ÷ëåíà 
2

1

lim 0,

n n→∞

=  òî ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà ðÿä ñõî-  

äèòñÿ. �

Ç à ì å ÷ à í è å. Â òåîðåìå Ëåéáíèöà ñóùåñòâåííî íå òîëüêî 

óñëîâèå lim 0,
n

n

u

→∞

=  íî è óñëîâèå 
1 2

.

n

u u u> > > >… …  Òàê, íà-

ïðèìåð, äëÿ ðÿäà 
1 1 1 1

2 1 2 1 1 1n n

− + + − +

− + − +

… …  âòîðîå 

óñëîâèå íàðóøåíî è, õîòÿ lim 0,
n

n

u

→∞

=  ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ýòî âèä-

íî, åñëè äàííûé ðÿä ïðåäñòàâèòü (ïîñëå ïîïàðíîãî ñëîæåíèÿ 
åãî ÷ëåíîâ) â âèäå 
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2 2 1 1 1

2 1 2 1 ,

3 1 2 3 1n n

⎛ ⎞
+ + + + + = + + + + +

⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

… … … …

ò.å. «óäâîåííîãî» ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. 
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïîãðåøíîñòü ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè 

ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà, óäîâëåòâîðÿþùåãî 
óñëîâèÿì òåîðåìû Ëåéáíèöà, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâûøà-
åò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà. 

� Ïî ôîðìóëå (13.9) ñóììó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ñóììó n ÷ëåíîâ ðÿäà è ñóììû n-ãî îñòàòêà ðÿäà, ò.å. 

.

n n

S S r= +  Ïîëàãàÿ ïðèáëèæåííî S ≈ S
n
, ìû äîïóñêàåì ïîãðåø-

íîñòü, ðàâíóþ r
n
. Òàê êàê ïðè ÷åòíîì n n-é îñòàòîê çíàêî÷åðå-

äóþùåãîñÿ ðÿäà 
1 2n n

u u
+ +

− +…  ïðåäñòàâëÿåò ðÿä, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèÿì òåîðåìû Ëåéáíèöà, òî åãî ñóììà r
n
 íå ïðåâîñõîäèò 

ïåðâîãî ÷ëåíà 
1n

u
+

, ò.å. r
n

≤ u
n+1. Òàê êàê ïðè íå÷åòíîì n äëÿ n-ãî

îñòàòêà ðÿäà –u
n+1 + u

n+2 –... åãî ñóììà r
n
< 0, òî, î÷åâèäíî, ÷òî 

ïðè ëþáîì n

1n n

r u
+

≤ . � (13.18)

� Ïðèìåð 13.12. Êàêîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà 
1

2

1

( 1)
n

n

n

∞
+

=

−

∑  íàäî 

âçÿòü, ÷òîáû âû÷èñëèòü åãî ñóììó ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001? 

Ð å ø å í è å. Ïî óñëîâèþ 0,001.
n

r <  Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 

òåîðåìû Ëåéáíèöà (13.18), çàïèøåì áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî 

1
0,001

n

u
+

≤  èëè 
2

1

0,001,

( 1)n

≤

+

 îòêóäà 2
( 1) 1000n + ≥  è 

1000 1,n ≥ −  èëè 30,6 ,n ≥  ò.å. íåîáõîäèìî âçÿòü íå ìåíåå     

31 ÷ëåíà ðÿäà. �

Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû. Ïóñòü 
1 2 n

u u u+ + + +… … çíàêîïåðå-

ìåííûé ðÿä (13.1), â êîòîðîì ëþáîé åãî ÷ëåí 
n

u  ìîæåò áûòü êàê 

ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. 
Òåîðåìà (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííîãî 

ðÿäà). Åñëè ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàí-

íîãî ðÿäà (13.1)

1 2 n

u u u+ + + +… … (13.19)

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è äàííûé ðÿä. 

� Îáîçíà÷èì 
n

S
+  è 

n

S
−  ñóììû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ 

äàííîãî ðÿäà (13.1), âõîäÿùèõ â íåãî ñî çíàêîì «ïëþñ» è «ìè-
íóñ».
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Òîãäà ÷àñòè÷íàÿ ñóììà äàííîãî ðÿäà 
1

,

n n n

S S S
+ −

= −  à ðÿäà, 

ñîñòàâëåííîãî èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ, — 

2

.

n n n

S S S
+ −

= +  Ïî óñëîâèþ ðÿä (13.19) ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, 

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë 
2

lim .
n

n

S S

→∞

=

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
n

S
+  è 

n

S
−  ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè (òàê 

êàê ñ óâåëè÷åíèåì n óâåëè÷èâàþòñÿ 
n

S
+  è 

n

S
−  ) è îãðàíè÷åííû-

ìè ( ,

n

S S
+

≤
n

S S
−

≤ ), çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
n

n

S
+

→∞

 è 

lim ,
n

n

S
−

→∞

 è ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåë ÷àñòè÷íîé ñóììû äàííîãî ðÿ-

äà
1

lim lim lim ,
n n n

n n n

S S S
+ −

→∞ →∞ →∞

= −  ò.å. ðÿä (13.1) ñõîäèòñÿ. �

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ðÿä 
(13.19) ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ, à ðÿä (13.1) ñõîäèòüñÿ. Íàïðèìåð, 

ðÿä
1

1 1 ( 1)

1

2 3

n

n

−

−

− + − + +… …  ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à 

ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ 
1 1 1

1

2 3 n

+ + + + +… …

(ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä) ðàñõîäèòñÿ. 
Ïîýòîìó ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. 
Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè 

ñõîäèòñÿ êàê ñàì ðÿä, òàê è ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ 
âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ. 

Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿä íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñàì 
ðÿä ñõîäèòñÿ, à ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëå-
íîâ, ðàñõîäèòñÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé âûøå ðÿä 
1

2

1

( 1)
n

n

n

∞
−

=

−

∑  – àáñî-

ëþòíî ñõîäÿùèéñÿ, à ðÿä 
1

1

( 1)
n

n

n

∞
−

=

−

∑  — óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ. 

Ãðóáî ãîâîðÿ, ðàçëè÷èå ìåæäó àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ è óñ-
ëîâíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: àáñîëþò-
íî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ñõîäÿòñÿ â îñíîâíîì â ñèëó òîãî, ÷òî èõ 
÷ëåíû áûñòðî óáûâàþò, à óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ — â ðåçóëüòàòå 
òîãî, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå óíè÷òî-
æàþò äðóã äðóãà. 

Ñâîéñòâà àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àþòñÿ. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ïî ñâîèì ñâîéñò-
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âàì íàïîìèíàþò êîíå÷íûå ñóììû, èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü, ïåðå-
ìíîæàòü, ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè ÷ëåíû ðÿäà. 

Óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òàêèìè ñâîéñòâàìè íå îáëàäàþò. 

Âîçüìåì, íàïðèìåð, ðÿä 
1

1 1 1 ( 1)

1  .

2 3 4

n

n

−

−

− + − + + +… …  Ïåðåñòà-

âèì ÷ëåíû ìåñòàìè è ñãðóïïèðóåì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1 1 1 1 1 1 1 1

1  .

2 4 3 6 8 5 10 12

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − + − − + − − +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…

Ïåðåïèøåì ðÿä â âèäå: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 ,

2 4 6 8 10 12 2 2 3 4 5 6

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − + − + = − + − + − +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …

ò.å. îò ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ ðÿäà ñóììà åãî óìåíüøèëàñü â        
2 ðàçà. 

Ìîæíî ïîêàçàòü (òåîðåìà Ðèìàíà), ÷òî îò ïåðåñòàíîâêè ÷ëå-
íîâ óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä, èìåþùèé 
ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ ñóììó, è äàæå ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä. 

13.5. Решение задач 

� Ïðèìåð 13.13. Íàéòè ñóììó ðÿäà 
3 5 7

,

1 4 4 9 9 16

+ + +

⋅ ⋅ ⋅

…

äîêàçàâ åãî ñõîäèìîñòü. 

Ð å ø å í è å. Î÷åâèäíî, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà 
2 2

2 1

.

( 1)
n

n

u

n n

+

=

+

Ïðåäñòàâèì ñóììó n ÷ëåíîâ ðÿäà â âèäå 

2 2

3 5 7 2 1

=

1 4 4 9 9 16 ( 1)
n

n

S

n n

+

= + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +

…

2 2

2 2

4 1 9 4 16 9 ( 1)

=

1 4 4 9 9 16 ( 1)

n n

n n

− − − + −

= + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +

…

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 .

4 4 9 9 16 ( 1) ( 1)n n n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + − + + − = −

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…

Òàê êàê ïðè n→∞  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
n

S  èìååò êîíå÷íûé 

ïðåäåë, òî ðÿä ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà 

2

1

lim lim 1 1.

( 1)
n

n n

S S

n→∞ →∞

⎛ ⎞

= = − =⎜ ⎟
+⎝ ⎠

�
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� Ïðèìåð 13.14. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà: 

a)
1

lg

;

ln 2
n

n

n

∞

=

+

∑  á)
1

sin ;

2
n

n

∞

=

π

∑  â) 
1

1

;

n

n n

n

∞

=

+ −

∑

ã)
4 4 7 4 7 10

;

2 2 6 2 6 10

⋅ ⋅ ⋅

+ + +

⋅ ⋅ ⋅

…  ä) 
1

1

.

ln( 1)
n

n

∞

=

+

∑

Ð å ø å í è å. à) Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî ïðè-
çíàêà ñõîäèìîñòè, íàéäÿ ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà: 

lg

lim lim .

ln 2
n

n n

n

u

n→∞ →∞

∞⎡ ⎤
= =

⎢ ⎥
+ ∞⎣ ⎦

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà îòíîøåíèÿ äâóõ áåñêîíå÷íî áîëü-
øèõ ôóíêöèé íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, èáî äëÿ òàêèõ ôóíêöèé íå îïðå-
äåëåíî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé. Ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î «ïî-

ãðóæåíèè» äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà (n) â íåïðåðûâíûé (x)1, ïîëó-

÷èì

1

lg (lg ) 1
ln10

lim lim lim lim 0,

1ln 2 (ln 2) ln10
n

n x x x

x x
x

u

x x

x

→∞ →∞ →∞ →∞

′

= = = = ≠

′+ +

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 
á) Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàí ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, òàê 

êàê sin 0,

2
n

π

>  èáî àðãóìåíò ñèíóñà 0
2 2
n

π π

< <  ïðè ëþáîì n. Òàê 

êàê ÷ëåíû äàííîãî ðÿäà ìåíüøå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ ãåîìåòðè-

÷åñêîãî ðÿäà ñî çíàìåíàòåëåì 
1

1,

2

q = <  ò.å. sin
2 2
n n

π π

<  (èáî ïðè 

0

2

x

π

< < sin x x< ), òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. 

â) Ïðåäñòàâèì îáùèé ÷ëåí ðÿäà â âèäå 

1 1

.

( 1 )

n

n n

u

n n n n

+ −

= =

+ +

 Ïðèìåíèì ïðåäåëüíûé ïðè-

çíàê ñðàâíåíèÿ, ñðàâíèâ äàííûé ðÿä ñî ñõîäÿùèìñÿ «ýòàëîí-

                                         
1 Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, åñëè lim ( )

x

f x

→∞

ñóùåñòâóåò è ðàâåí À (À ìîæåò ðàâ-

íÿòüñÿ íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè), òî lim ( )

n

f n

→∞

òàêæå ñóùåñòâóåò è ðàâåí À.
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íûì» ðÿäîì (13.12) ïðè 
3

1.

2

α = >  Òàê êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ 

îáùèõ ÷ëåíîâ äâóõ ðÿäîâ 

1 2

3 2

1 1

lim lim : lim

( 1 ) 1

n

n n n

n

u n

v nn n n n n
→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟

+ + + +⎝ ⎠

1 1

lim

21

1 1

n

n

→∞

= =

+ +

 åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ, òî 

äàííûé ðÿä, òàê æå êàê è «ýòàëîííûé», ñõîäèòñÿ. 
ã) Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà, çàìåòèâ, ÷òî îáùèé ÷ëåí 

ðÿäà
n

u  èìååò âèä 
4 7 10 (3 1)

.

2 6 10 (4 2)
n

n

u

n

⋅ ⋅ +

=

⋅ ⋅ −

…

…

Òîãäà
1

4 7 10 (3 1)(3 4)

2 6 10 (4 2)(4 2)
n

n n

u

n n

+

⋅ ⋅ + +

=

⋅ ⋅ − +

…

…

è 1
3 4 3

lim lim

4 2 4

n

n n

n

u n

u n

+

→∞ →∞

+

= =

+

<1, ò.å. äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. 

ä) Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà: 

1
1 1 ln( 1)

lim lim : lim 1,

ln( 2) ln( 1) ln( 2)

n

n n n

n

u n

u n n n

+

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ +

= = =
⎜ ⎟

+ + +⎝ ⎠

ò.å. âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïðîâåðèì 
âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî ïðèçíàêà (ñ ýòîãî ìîæíî áûëî íà-

÷àòü èññëåäîâàíèå): 
1

lim lim 0,

ln( 1)
n

n n

u

n→∞ →∞

= =

+

 ò.å. íåîáõîäèìûé 

ïðèçíàê âûïîëíåí, íî âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî-ïðåæíåìó 
íå ðåøåí. 

Ïðèìåíèì ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â áîëåå ïðîñòîé ïðåäåëüíîé 
ôîðìå. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä, íàïðèìåð, ñ ãàðìîíè÷åñêèì. 

1 1

lim lim : lim ,

ln( 1) ln( 1)

n

n n n

n

u n

v n n n→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞

= = = ∞
⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

ò.å. îòâåòà î ñõî-

äèìîñòè ðÿäà íåò. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà ( lim 0
n

n

n

u

v→∞

= èëè

lim
n

n

n

u

v→∞

= ∞ ) íàáëþäàåòñÿ è ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ «ýòàëîí-
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íûõ» ðÿäîâ (ñì. § 13.3)1. Ïðèìåíèì, íàêîíåö, ïðèçíàê ñðàâíå-
íèÿ â îáû÷íîé ôîðìå. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä ñ òåì æå ãàðìîíè-
÷åñêèì ðÿäîì, ó êîòîðîãî îòáðîøåí ïåðâûé ÷ëåí: 

1 1 1

.

2 3 1n

+ + + +

+

… …  Òàê êàê ÷ëåíû ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà 

áîëüøå ÷ëåíîâ ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (
1 1

,

ln 2 2

>

1 1

ln3 3

>  è âîîáùå 
1 1

,

ln( 1) ( 1)n n

>

+ +

 ÷òî âûòåêàåò èç î÷åâèäíîãî 

íåðàâåíñòâà ln x x< ), òî äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

� Ïðèìåð 13.15. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà: 

à)
7

6

1

( 1)

;

7 3

n

n

n

n

∞

=

−

+

∑  á) 
1

( 1) ln

;

2 1

n

n

n

n

∞

=

−

−

∑  â) 
2

1

( 1) cos

3
.

1

n

n

n

n

∞

=

π

−

+

∑

Ð å ø å í è å. à) Ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà  
7

6

( 1)

lim lim

7 3

n

n

n n

n

u

n→∞ →∞

−

=

+

7

( 1)

lim

7 3

n

n

n n

→∞

−

=

+

= ∞, òàê êàê çíàìåíàòåëü äðî-

áè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ÷èñëèòåëü êîëåáëåòñÿ, ïðèíèìàÿ çíà÷å-
íèÿ 1 (ïðè ÷åòíîì n) è –1 (ïðè íå÷åòíîì n). Ñëåäîâàòåëüíî, 
íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íå âûïîëíåí, è ðÿä ðàñõî-
äèòñÿ.

á) Òàê êàê ÷ëåíû çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà, íà÷èíàÿ ñî âòî-
ðîãî, óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå — 

ln 2 ln3 ln

3 5 2 1

n

n

> > > >

−

… …

è ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà 
ln

lim 0

2 1n

n

n→∞

=

−

 (ýòî ìîæíî óñòàíîâèòü, 

íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ), òî ïî ïðèçíàêó Ëåéá-

                                         
1 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà íåïðè-

ìåíèì è èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, òàê êàê èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè 

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 
ln( 1)

1

dx

x

∞

+

∫  çàòðóäíèòåëüíî èç-çà òîãî, ÷òî ïåðâîîáðàç-

íàÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé (ò.å. ñîîò-

âåòñòâóþùèé íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ «íåáåðóùèìñÿ»).
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íèöà ðÿä ñõîäèòñÿ. Ðÿä 
1

ln

,

2 1
n

n

n

∞

=

−

∑  ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ 

âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà, ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷ëåíû 
áîëüøå ÷ëåíîâ ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, óìíîæåí-

íîãî íà 
1

2

:
ln 1 1

.

2 1 2 1 2

n

n n n

> >

− −

 Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä óñ-

ëîâíî ñõîäÿùèéñÿ. 
â) Ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî 

ðÿäà, ñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷ëåíû ìåíüøå ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ 

ðÿäà (13.12) ïðè 2 1α = > :
2 2 2

( 1) cos
1 1

3
,

1 1

n

n

n n n

π

−

≤ <

+ +

 ñëåäîâà-

òåëüíî, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî. �

УПРАЖНЕНИЯ 

Íàïèñàòü â ïðîñòåéøåé ôîðìå îáùèé ÷ëåí ðÿäà: 

13.16.
4 7 10 13

.

3 4 5 6

+ + + +… 13.17.
3 8 15 24

.

5 10 17 26

+ + + +…

Íàéòè ñóììó ðÿäà, äîêàçàâ, ÷òî îí ñõîäèòñÿ: 

13.18.
1 1 1

.

1 3 2 4 ( 2)n n

+ + + +

⋅ ⋅ +

… … 13.19.

1

1

.

(3 2)(3 1)
n

n n

∞

=

− +

∑

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà, ïðèìåíèâ íåîáõîäèìûé ïðè-
çíàê ñõîäèìîñòè: 

13.20.

1

5 6

.

100 1
n

n

n

∞

=

+

−

∑    13.21.

4
3

1

25

.

50
n

n

n

∞

=

−

+

∑

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà ñðàâ-   
íåíèÿ:

13.22.
2

1

1

.

(1 )
n

n n

∞

=
+

∑ 13.23.
3

1

1

.

n

n

n

∞

=

+

∑

13.24.

1

tg .

2
n

n

∞

=

π

+

∑ 13.25.
3 5 7

1 1 1 1

.

1 2 3 2 5 2 7 2

+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

…
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13.26.
2

3

1

3 2

.

5 5
n

n n

n n

∞

=

+

+ −

∑ 13.27.
2

1

1

ln 1 .

n

n

∞

=

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà: 

13.28.

1

( 1)

.

3
n

n

n n

∞

=

+

∑    13.29.

1

!

.

10
n

n

n

∞

=

∑

13.30.
3

1

.

( 1)!
n

n

n

∞

=

+

∑    13.31.

1

.

!

n

n

n

n

∞

=

∑

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà: 

13.32.
2

3

1

( 1)

.

2

n

n

n

n

∞

=

−

+

∑    13.33.

1

( 3)

.

(4 1)

n

n

n

n

∞

=

−

+

∑

Íàéòè (ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01) ñóììó ðÿäà:

13.34.
1

2

1

( 1)

.

(3 )

n

n

n

∞
+

=

−

∑    13.35.
1

1

( 1)

.

!

n

n

n

∞
+

=

−

∑

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà (äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ ÷ëåíà-
ìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà óñòàíîâèòü, ñõîäèòñÿ îí àáñîëþòíî èëè 
óñëîâíî):

13.36.
3

1

( 1)

.

4

n

n

n

n

∞

=

−

+

∑    13.37.
2 1

1

4

.

(2 1)2
n

n

n

∞

−

=

−

∑

13.38.
2

3

1

1

.

3
n

n n

n n

∞

=

+ −

− +

∑ 13.39.

1

1

.

ln 5
n

n

∞

=

+

∑

13.40.
2 2 2

1 1 1

.

3 1 5 1 7 1

+ + +

− − −

… 13.41.
3

1

( 1) sin

3
.

2 1

n

n

n

n

∞

=

π

−

+

∑

13.42.
1

1

(2 1)( 1)

.

4

n

n

n

n

∞
+

=

− −

∑

13.43. tg 2 tg 3tg 4 tg  .

4 8 16 32

π π π π

+ + + +…

13.44.

1

!

.

8
n

n

n

∞

=

∑    13.45.

1

( 1) 10

.

2

n n

n

n

n

∞

=

−

+

∑
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Глава 14

 СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðÿäû, ÷ëåíàìè êîòîðûõ áûëè 
÷èñëà, ò.å. ÷èñëîâûå ðÿäû. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ 
ðÿäîâ, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè ñòå-
ïåííûå ôóíêöèè 

2

0 1 2
... .

n

n

c c x c x c x+ + + + +… (14.1)

Òàêèå ðÿäû íàçûâàþòñÿ ñòåïåííûìè, à ÷èñëà c0, c1, …, c
n
 — 

êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåííîãî ðÿäà. 

14.1. Область сходимости степенного ряда 

Ñîâîêóïíîñòü òåõ çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ ñòåïåííîé ðÿä (14.1)
ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

� Ïðèìåð 14.1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà 

1 + x + 2 n

x x+ + +… … .

Ð å ø å í è å. Äàííûé ðÿä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ðÿä ñî çíàìåíàòåëåì q = x, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè ⎢q⏐=
= ⎢x⏐< 1. Îòñþäà –1 < x < 1, ò.å. îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ 

èíòåðâàë (–1; 1).�

Ñòðóêòóðà îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Àáåëÿ. 

Òåîðåìà Àáåëÿ. 1) Åñëè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè çíà÷åíèè 

x = 
0
x ≠ 0 (îòëè÷íîì îò íóëÿ), òî îí ñõîäèòñÿ è, ïðèòîì àáñî-

ëþòíî, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x òàêèõ, ÷òî ⎢x⏐< ⎢
0
x ⏐. 2) Åñëè ñòå-

ïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïðè x = 
1
x , òî îí ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ çíà-

÷åíèÿõ x òàêèõ, ÷òî ⎢x⏐ > ⎢
1
x ⏐.

� 1) Ïî óñëîâèþ ðÿä (14.1) ñõîäèòñÿ ïðè x =
0
x ≠ 0, ñëåäîâà-

òåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè lim
n

n

u

→∞

=

0
lim 0

n

n

n

c x

→∞

= = . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
0

n

n

C x
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îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 

0

n

n

c x  < M.  (14.2) 

Ðàññìîòðèì ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëå-

íîâ ðÿäà (14.1) 
0

0

n

n

n

c x

∞

=

∑ , êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå 

0 1 0 0

0 0

n

n

n

x x

c c x c x

x x

+ + + +… … .  (14.3) 

×ëåíû ðÿäà (14.3) ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (14.2) ìåíüøå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà 

M + M
0 0

n

x x

M

x x

+ + +… … ,

ïðåäñòàâëÿþùåãî ãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé ñõîäèòñÿ, êîãäà 

åãî çíàìåíàòåëü q = 
0

1

x

x

< , ò.å. ⎢x⏐< ⎢
0
x ⏐, ñëåäîâàòåëüíî, íà 

îñíîâàíèè ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ðÿä (14.1) ñõîäèòñÿ. 

2) Ïî óñëîâèþ ðÿä (14.1) ðàñõîäèòñÿ ïðè x = 
1
x . Ïîêàæåì, 

÷òî îí ðàñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 

⎢x⏐> ⎢
1
x ⏐. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïðè  ⎢x⏐> ⎢

1
x ⏐ðÿä

(14.1) ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå îí äîëæåí ñõîäèòü-

ñÿ è â òî÷êå 
1
x  (èáî ⎢

1
x ⏐< ⎢x⏐), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òà-

êèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî ⎢x⏐ > ⎢
1
x ⏐, ðÿä (14.1) ðàñõî-

äèòñÿ. �
Èç òåîðåìû Àáåëÿ (ñì. ðèñ. 14.1) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òà-

êîå ÷èñëî R ≥ 0, ÷òî ïðè  ⎢x⏐ < R ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè ⎢x⏐ > R — 
ðàñõîäèòñÿ.

×èñëî R ïîëó-
÷èëî íàçâàíèå ðà-
äèóñà ñõîäèìîñòè, à 
èíòåðâàë  (–R; R)
— èíòåðâàëà ñõî-
äèìîñòè ñòåïåí-
íîãî ðÿäà. Íà 
êîíöàõ èíòåðâàëà 
ñõîäèìîñòè, ò.å. ïðè x = –R è x = R, ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, 
òàê è ðàñõîäèòüñÿ (ñì. ðèñ. 14.1). 

Ðèñ. 14.1
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Íàéäåì âûðàæåíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà 
(14.1) ÷åðåç åãî êîýôôèöèåíòû. Ðàññìîòðèì ðÿä, ñîñòàâëåííûé 
èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ 

2

0 1 2

n

n

c c x c x c x+ + + + +… … ,  (14.4) 

â êîòîðîì âñå êîýôôèöèåíòû 
n

c , ïî êðàéíåé ìåðå íà÷èíàÿ ñ 

íåêîòîðîãî íîìåðà n, îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà 
ðÿä (14.4) ñõîäèòñÿ, åñëè 

1

1 1 1

lim lim lim

n

n n n

n
n n n

n n n

u c x c

x

u c x c

+

+ + +

→∞ →∞ →∞

= =

áóäåò ìåíüøå 1, ò.å.

1

lim 1
n

n

n

c

x

c

+

→∞

<  èëè 
1

lim
n

n

n

c

x

c→∞

+

< .

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî îí è ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì ñõî-
äèìîñòè ðÿäà (14.1), ò.å. 

R =
1

n

n

n

c

c→∞

+

lim .  (14.5) 

Ç à ì å ÷ à í è å. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ó íåêîòîðûõ ðÿäîâ 
èíòåðâàë ñõîäèìîñòè âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó (R = 0), ó äðóãèõ îõ-
âàòûâàåò âñþ îñü Ox (R = ∞).

�  Ïðèìåð 14.2.  Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà 

2

2 2 2 2

2 4 2

1

3 3 5 3 (2 1) 3

n n

n

x x x

n

+ + + + +

+

… … .

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî ôîðìóëå 
(14.5)

[ ]

1

2
2 1

1

2 2

lim lim :

(2 1) 3 2( 1) 1 3

n n

n

nn n n

n

c

R

c n n

+

→∞ →∞ +

+

= =

+ + +

=

=
2

2

3 (2 3) 3

lim

2 (2 1) 2n

n

n→∞

+

=

+

,

ò.å. èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà 
3 3

;

2 2

⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

.
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Òåïåðü âûÿñíèì ïîâåäåíèå ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäè-

ìîñòè. Íà ëåâîì êîíöå ïðè x =
3

2

−  äàííûé ñòåïåííîé ðÿä 

ïðèíèìàåò âèä 
( )

22 2

1 1 ( 1)

1

3 5 2 1

n

n

−

− + − + +

+

… … ; ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ 

ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Íà ïðàâîì êîíöå ïðè x =
3

2

 ïîëó÷àåì 

ðÿä
2 2 2

1 1 1

1

3 5 (2 1)n

+ + + + +

+

… … , ïðåäñòàâëÿþùèé îáîáùåííûé 

ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä (13.12) ïðè α = 2, ó êîòîðîãî âñå ÷ëåíû ñ 
÷åòíûìè íîìåðàìè ðàâíû íóëþ. Òàê êàê α = 2 > 1, òî ýòîò ðÿä 
ñõîäèòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ëåâîì êîíöå èí-

òåðâàëà ñõîäèìîñòè ïðè x =
3

2

−  ìîãëà áûòü óñòàíîâëåíà ñ ïî-

ìîùüþ äîñòàòî÷íîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííîãî 
ðÿäà (ñì. § 13.4), òàê êàê ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âå-

ëè÷èí åãî ÷ëåíîâ, ò.å. ðÿä 
2

1

1

,

(2 1)
n

n

∞

=

+

∑  ñõîäèòñÿ. 

Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà 
3 3

;

2 2

⎡ ⎤

−⎢ ⎥

⎣ ⎦

. �

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè íà êîíöàõ 
èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè äëÿ ïîëó÷àþùåãîñÿ ðÿäà ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè ÷ëåíàìè ïðèìåíÿòü ïðèçíàê Äàëàìáåðà íå èìååò ñìûñëà, 

òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà áóäåì ïîëó÷àòü 1

lim 1
n

n

n

u

l

u

+

→∞

= =  ñ 

íåðåøåííûì âîïðîñîì î ñõîäèìîñòè ðÿäà; â ýòîì ñëó÷àå ðåêî-
ìåíäóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü äðóãèå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè (íàïðè-
ìåð, ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìûé ïðèçíàê è ò.ä.). 

� Ïðèìåð 14.3. Íàéòè îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ: 

à)
2 3

1 ;

2! 3! !

n

x x x

x

n

+ + + + + +… …  á) 2 2
1 2

n n

x x n x+ + + + +… … .
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Ð å ø å í è å. à) Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ïî (14.5) 

1

( 1)!

lim lim lim ( 1)

!

n

n n n

n

c n

R n

c n→∞ →∞ →∞

+

+

= = = + = ∞ , ò.å. îáëàñòü ñõîäèìî-

ñòè ðÿäà (–∞; +∞).
á) Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì. Ðåøåíèå óï-

ðîùàåòñÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïðè x ≠ 0 lim lim 0
n n

n

n n

u n x

→∞ →∞

= ≠ , ò.å. 

íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, è ðÿä ðàñõî-   
äèòñÿ.

Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè     

x = 0. �

� Ïðèìåð 14.4. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà 

2
4 4 9 9

0

(3 ) 1 3 3 3
n

n

x x x x

∞

=

= + + + +∑ …

Ð å ø å í è å. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî ôîðìóëå (14.5) â 
äàííîì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà ñ2, ñ3, ñ5, ñ6, ñ7, ñ8, ñ10 è ò.ä. ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó 
íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Äàííûé ðÿä 

áóäåò àáñîëþòíî ñõîäèòüñÿ, åñëè 1

lim 1
n

n

n

u

u

+

→∞

< , è ðàñõîäèòüñÿ, 

åñëè 1

lim 1
n

n

n

u

u

+

→∞

> . Ïîýòîìó íàéäåì 

2

2

( 1)
2 1

1
3 1;(3 ) , если

lim lim lim 3

0, если 3 1.(3 )

n

n
n

n
n n n

n

xu x

x

xu x

+

+
+

→∞ →∞ →∞

⎧ >∞
= = = ⎨

<
⎩

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 
1 1

3 3

x− < < èëè íà èíòåðâàëå 

1 1

;

3 3

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè: ïðè 

x = 
1

3

−  ðÿä ïðèíèìàåò âèä 2

0

( 1)
n

n

∞

=

−∑ = 1 – 1 + 1 – 1 + … , à 

ïðè x = 
1

3

 — âèä 2

0

( 1)
n

n

∞

=

−∑ = 1 + 1 + 1 + … , ò.å. îáà ðÿäà ðàñ-
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õîäÿòñÿ, òàê êàê íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäè-
ìîñòè.

Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà 
1 1

;

3 3

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. �

Ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) ÿâëÿåòñÿ ñóì-

ìîé ñòåïåííîãî ðÿäà, ò.å. f (x) =
0

n

n

n

c x

∞

=

∑ . Â ïîäîáíûõ êóðñàõ 

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòåïåííûå ðÿäû ïî 
ñâîèì ñâîéñòâàì íàïîìèíàþò êîíå÷íûå ñóììû (ìíîãî÷ëåíû): 
íà ëþáîì îòðåçêå [a, b], öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåì èíòåðâàëó ñõî-

äèìîñòè (–R; R), ôóíêöèÿ f (x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, à ñëåäîâà-
òåëüíî, ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà ýòîì 

îòðåçêå:

( )

b

a

f x dx∫ =
0

b

a

c dx∫ +
1

b

a

c xdx +∫ …+
b

n

n

a

c x dx +∫ …  . 

Êðîìå òîãî, â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî-
÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü: 

f ′(x) = 2 1

1 2 3
2 3

n

n

c c x c x nc x
−

+ + + + +… …  . 

Ïðè ýòîì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èëè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 
ïîëó÷åííûå ðÿäû èìåþò òîò æå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R.

14.2. Ряд  Маклорена 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f (x), îïðåäåëåííàÿ è n ðàç äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, 
ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñòåïåííîé ðÿä 

f (x) = 2 3 4

0 1 2 3 4

n

n

c c x c x c x c x c x+ + + + + + +… …  . 

Âûðàçèì êîýôôèöèåíòû ðÿäà ÷åðåç f (x). Íàéäåì ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèè f (x), ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðóÿ ðÿä n ðàç: 

f ′(x) = 2 3 1

1 2 3 4
2 3 4

n

n

c c x c x c x nc x
−

+ + + + + +… … ,

f ′′(x) = 2 2

2 3 4
2 3 2 4 3 ( 1)

n

n

c c x c x n n c x
−

+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + − +… … ,

f ′′′(x) = 3

3 4
3 2 4 3 2 ( 1)( 2)

n

n

c c x n n n c x
−

⋅ + ⋅ ⋅ + + − − +… … ,

……………………………………………………………………

( )
( ) ( 1)( 2) ... 3 2 2

n

n

f x n n n c= − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +…
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Ïîëàãàÿ â ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâàõ x = 0, ïîëó÷èì f (0) = 
0
c ,

f ′(0) = 
1
c , f ′′(0) = 

2 2
2 1 2!c c⋅ ⋅ = , f ′′′(0) =

3 3
3 2 3!c c⋅ = , ..., ( )

(0) !
n

n

f n c= ,

îòêóäà

0
(0)c f= ,

1
(0)c f ′= ,

2

(0)

2!

f

c

′′

= ,
3

(0)

3!

f

c

′′′

= , ...,
( )

(0)

!

n

n

f

c

n

= .

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 
0
c ,

1
c ,

2
c ,

3
c , …,

n

c ,

ïîëó÷èì ðÿä 
( )

2 3
(0) (0) (0)

( ) (0) (0)

2! 3! !

n

n

f f f

f x f f x x x x

n

′′ ′′′

′= + + + + + +… … , (14.6) 

íàçûâàåìûé ðÿäîì Ìàêëîðåíà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû 

â ðÿä Ìàêëîðåíà. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ðÿä Ìàêëîðåíà, ñîñòàâ-
ëåííûé ôîðìàëüíî äëÿ ôóíêöèè f (x), ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ 
ëèáî ñõîäÿùèìñÿ íå ê ôóíêöèè f (x).

Òàê æå êàê è äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, ñóììó f (x) ðÿäà Ìàêëîðå-
íà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (13.9) 

f (x) = ( ) ( )
n n

S x r x+ ,

ãäå
n

S (x) — n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà; ( )
n

r x — n-é îñòàòîê

ðÿäà.
Òîãäà íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 4 ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ (ñì. §13.1) 

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó. 
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä Ìàêëîðåíà ñõîäèëñÿ ê ôóíê-    

öèè f (x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè n→∞ îñòàòîê 
ðÿäà ñòðåìèëñÿ ê íóëþ, ò.å. 

lim ( )
n

n

r x

→∞

= 0  (14.7)

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x èç èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f (x) ðàçëîæèìà â ðÿä Ìàê-

ëîðåíà, òî ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííîå. 
Ç à ì å ÷ à í è å. Ðÿä Ìàêëîðåíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì 

ðÿäà Òåéëîðà:

f(x) =
( )

0 02

0 0 0 0 0

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2! !

n

n

f x f x

f x f x x x x x x x

n

′′

′+ − + − + + − +… …

ïðè
0
x = 0. 
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Ðÿä Òåéëîðà òåñíî ñâÿçàí ñ ôîðìóëîé Òåéëîðà:

f (x) = 0
2

0 0 0 0

( )

( ) ( )( ) ( )

2!

f x

f x f x x x x x

′′

′+ − + − + +…

( )

0

0

( )

( ) ( )

!

n

n

n

f x

x x R x

n

+ − + ,

ãäå ( )
n

R x — îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà: 

( )
n

R x =
( 1)

1

0

( )

( )

( 1)!

n

n

f

x x

n

+

+

ξ

−

+

,

ξ ∈ (
0
x , x) (èëè ξ ∈ (x,

0
x )), çàïèñàííûé â ôîðìå Ëàãðàíæà. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (14.7) îñòàòîê ( )
n

r x

ðÿäà Òåéëîðà ðàâåí îñòàòî÷íîìó ÷ëåíó ( )
n

R x ôîðìóëû Òåéëîðà.

Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ôóíêöèé 

1. y = x

e .

Èìååì f (x) = f ′(x) = f ′′(x) = … = ( )
( )

n x

f x e= ;

f (0) = f ′(0) = f ′′(0) = … = ( ) 0
(0)

n

f e= =1.

Ïî ôîðìóëå (13.6) 

2 3

1

2! 3! !

n

x

x x x

e x

n

= + + + + + +… … .  (14.8) 

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (–∞; ∞) (ñì. ïðèìåð 14.3à).
2. y = sin x.

Èìååì f (x) = sin x; f ′(x) = cos x; f ′′(x) = –sin x; f ′′′(x) = –cos x;
(4)

( )f x = sin x, îòêóäà f (0) = 0; f ′(0) = 1; f ′′(0) = 0; f ′′′(0) = –1; 
(4)

(0) 0f =  è ò.ä. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ÷åòíîãî ïîðÿäêà (2 )
(0) 0

n

f = , à 

íå÷åòíîãî ïîðÿäêà (2 1) 1
(0) ( 1)

n n

f
− −

= − , n = 1, 2, … . Ïî ôîðìóëå 

(14.6)

 sin x =
3 5 1 2 1

( 1)

3! 5! (2 1)!

n n

x x x

x

n

− −

−

− + + + +

−

… …  . (14.9)

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (–∞; +∞).
3. y = cos x. Ðàññìàòðèâàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì 

 cos x =
2 4 2

( 1)

1

2! 4! (2 )!

n n

x x x

n

−

− + − + +… …  .  (14.10) 

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (–∞; +∞).
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4. y = (1 )
m

x+ , ãäå m — ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. 

Èìååì f (x)=(1 )
m

x+ , f ′(x) = 1
(1 )

m

m x
−

+ , f ′′(x) = m(m –1) (1 + x) 2m− ,

f ′′′(x) = m (m– 1)(m – 2)(1 + x)m–2,…, ( )
( )

n

f x  = m (m – 1)… (m – n + 1)×

× (1 + x)m–n.

Ïðè x = 0 f(0) = 1, f ′(0) = m, f ′′(0) = m(m – 1), f ′′′(0) = m(m – 1)×   

× (m – 2), …, ( )
(0)

n

f  = m(m – 1)…(m – n + 1). Ïî ôîðìóëå (14.6) 

2 3

( 1) ( 1)( 2)

(1 ) 1

2! 3!

m

m m m m m

x mx x x

− − −

+ = + + + + +…

( 1)...( 1)

!

n

m m m n

x

n

− − +

+ +… (14.11)

Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà (–1; 1) (íà êîíöàõ èíòåðâàëà ïðè 

x = ±1 ñõîäèìîñòü ðÿäà çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé m).
Ðÿä (14.11) íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì. Åñëè m — öåëîå ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî, òî áèíîìèàëüíûé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ôîðìóëó 
áèíîìà Íüþòîíà, òàê êàê ïðè n = m + 1 m – n + 1 = 0, n-é
÷ëåí ðÿäà è âñå ïîñëåäóþùèå ðàâíû íóëþ, ò.å. ðÿä îáðûâàåòñÿ, 
è âìåñòî áåñêîíå÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íàÿ ñóììà. 

5. y = ln(1 + x).
Ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïðîùå, íå 

âû÷èñëÿÿ íåïîñðåäñòâåííî êîýôôèöèåíòû ðÿäà (14.6) ñ ïîìî-
ùüþ ïðîèçâîäíûõ. 

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä 

2 3

1

1 ( 1)

1

n n

x x x x

x

= − + − + + − +

+

… …  (14.12) 

ñî çíàìåíàòåëåì q = –x, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè ⎢q⏐= ⎢–x⏐ < 1, 

ò.å. ïðè –1< x < 1, ê ôóíêöèè f (x) = 
1

1 1

a

q x

=

− +

.

Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî ðàâåíñòâî (14.12) â èíòåðâàëå (0; x), ãäå 

| x⏐< 1, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 
0

0

ln 1 ln (1 )

1

x

x

dx

x x

x

= + = +

+

∫ , ïîëó÷èì

ln (1 )x+ =
2 3 1

( 1)

2 3 1

n n

x x x

x

n

+

−

− + − + +

+

… …    (14.13)
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Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (ïîñëå âûÿñíåíèÿ ñõîäèìîñòè íà 

êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè) åñòü (–1; 1].
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðÿäû, ïðèâåäåííûå â ôîðìóëàõ (14.8) — 

(14.13), ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèÿì, äëÿ êîòîðûõ îíè ñîñòàâëåíû. 
Ïðè ðàçëîæåíèè áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþò íåïî-

ñðåäñòâåííî ôîðìóëó (14.6) ëèáî òàáëèöó ïðîñòåéøèõ ðàçëîæå-
íèé (14.8) — (14.13). 

� Ïðèìåð 14.5. Ðàçëîæèòü â ðÿä ôóíêöèè: à) 
2

2

1
x

e

y

x

−

−

= ;

á)
1

ln

1

x

y

x

+

=

−

.

Ð å ø å í è å. à) Òàê êàê ïî (14.8) 
2

1

2! !

n

x

x x

e x

n

= + + + + +… … ,

òî, çàìåíÿÿ x íà 2
( ),x−  ïîëó÷èì 

2

4 2

2

( 1)

1

2! !

n n

x

x x

e x

n

−

−

= − + + + +… … ,

2

1
x

e
−

− =
4 1 2

2

( 1)

2! !

n n

x x

x

n

+

−

− + + +… …

è, íàêîíåö, 
2

2 1 2 2

2

1 (1)

1

2! !

x n n

e x x

x n

− + −

−

= − + + +… …  .

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (–∞; +∞).

á) Â ðàçëîæåíèè ln (1+x) = 
2 3 1

( 1)

2 3

n n

x x x

x

n

−

−

− + − + +… …  çà-

ìåíèì x íà (–x); ïîëó÷èì

ln (1–x) = 
2 3

2 3

n

x x x

x

n

− − − − − −… …  . 

Òåïåðü
2 3 2 3

1

ln ln(1 ) ln(1 ) ( ) ( )

1 2 3 2 3

x x x x x

x x x x

x

+

= + − − = − + − − − − − −

−

… … =

 =
3 5 2 1

2( )

3 5 2 1

n

x x x

x

n

−

+ + + + +

−

… … . (14.14) 

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (–1; 1).  �
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14.3. Применение рядов в приближенных 

вычислениях 

Ñòåïåííûå ðÿäû èìåþò ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ.   
Ñ èõ ïîìîùüþ âû÷èñëÿþò ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 
«íåáåðóùèìèñÿ» èëè ñëèøêîì ñëîæíûìè äëÿ âû÷èñëåíèé, èí-
òåãðèðóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 

� Ïðèìåð 14.6. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî ñ òî÷íîñòüþ äî 

0,0001:

à)
5

3

1

e

; á) ln 0,8; â) 5

36 ; ã) sin 20°; ä) 
1

0

x

x e dx
−

∫ .

Ð å ø å í è å. à) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
5

3

1

e

=
3

5e

−

 çàïèøåì ðÿä 

(14.8) ïðè x =
3

5

− , ïðèíàäëåæàùåì îáëàñòè ñõîäèìîñòè (–∞; +∞):

3

5e

−

=1–
2 3

2 3

3 3 3 ( 1) 3

5 5 2! 5 3! 5 !

n n

n

n

−

+ − + + +

⋅ ⋅ ⋅

… …=

= 1 – 0,6 + 0,18 – 0,036 + 0,0054 – 0,000648 + 0,0000648 –… . 

Âçÿâ ïåðâûå øåñòü ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ, íà îñíîâàíèè ñëåäñò-
âèÿ èç òåîðåìû Ëåéáíèöà (ñì. § 13.4) äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ çíàêî÷å-

ðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ìû äîïóñòèì ïîãðåøíîñòü ⎢
n

r ⏐, íå ïðåâû-

øàþùóþ ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷è-
íå), ò.å. 

|
n

r ⏐≤ 0,0000648 < 0,0001. 

Èòàê,
5

3

1

e

≈ 1 – 0,6 + 0,18 – 0,036 + 0,0054 – 0,000648=0,548752≈

≈0,5488.
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á) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ln 0,8 çàïèøåì ðÿä (14.13) ïðè x = –0,2,

âõîäÿùåì â îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (–1; 1]:

ln 0,8 = 
2 3

0,2 0,2 0,2

0,2

2 3

n

n

− − − − − −… …= –(0,2 + 0,02 +

+ 0,00266 + 0,0004 +…).

Åñëè â êà÷åñòâå ln 0,8 âçÿòü ïåðâûå ÷åòûðå ÷ëåíà, ìû äîïóñ-
òèì ïîãðåøíîñòü 

⎢
n

r ⏐=
5 6 5 6

0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

5 6 5 5 5

n n

n

+ + + + < + + + +… … … …=

= ( )

5

5

0,2

1 0,2 0,2

5

n−

+ + + +… … =
5

0,2 1

5 (1 0,2)

⋅

−

 = 0,00008 < 0,0001. 

(Ìû ó÷ëè, ÷òî ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà â 

ñêîáêàõ ðàâíà 
1

1 1 0,2

a

q

=

− −

.) Èòàê,

ln 0,8 ≈ – (0,2 + 0,02 + 0,00266 + 0,0004) = –0,22306 ≈–0,2231.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìîâ áîëåå 

óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ðÿä (14.14), êîòîðûé ñõîäèòñÿ áûñòðåå ðÿäà 

(14.13). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 
1

ln

1

x

x

+

−

= ln 0,8, òîãäà 
1

9

x = −  è 

ñîãëàñíî (14.14)

ln 0,8 = 2
2 1

3 2 1

1 1 ( 1)

9 9 3 9 (2 1)

n

n

n

−

−

⎛ ⎞−

− − − − +
⎜ ⎟

⋅ −⎝ ⎠

… … =

= – (0,22222 + 0,00091 + 0,000007 +…),

ò.å. äëÿ âû÷èñëåíèÿ ln 0,8 ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001 ïîòðåáóåòñÿ 

âñåãî äâà ÷ëåíà. Ñ ïîìîùüþ ðÿäà (14.14) ìîæíî âû÷èñëÿòü ëî-

ãàðèôìû ëþáûõ ÷èñåë, â òî âðåìÿ êàê ñ ïîìîùüþ ðÿäà (14.13) – 

ëèøü ëîãàðèôìû ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðîìåæóòêå (0; 2].

â) Ïðåäñòàâèì 5 36  â âèäå 5 36 = 5

32 4+ =

1

51

2 1

8

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.
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Òàê êàê x = 

1

8

 âõîäèò â îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

(–1; 1), òî ïðè x = 

1

8

, m = 

1

5

, ó÷èòûâàÿ (14.11), ïîëó÷èì 

5

36 =
2

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 15 5 5 5 5

2(1 ...

5 8 2! 8 ! 8
n

n

n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +

…

…=

= 2 + 0,05 – 0,0025 + 0,000188 – 0,000016 + … ≈ 2,0477.

(Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äàííîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòà íåîáõîäèìî âçÿòü   
4 ÷ëåíà, òàê êàê ïî ñëåäñòâèþ èç ïðèçíàêà Ëåéáíèöà äëÿ ñõîäÿùå-

ãîñÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ïîãðåøíîñòü  ⎢
n

r ⏐ ≤ 0,000016 <               

< 0,0001.)

ã) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ sin 20°= sin
9

π

 çàïèøåì ðÿä (14.9) ïðè 

x = 

9

π

, ïðèíàäëåæàùåì îáëàñòè ñõîäèìîñòè (–∞; +∞):

sin
9

π

=
9

π

–
3 5 2 1

1
1 1 ( 1)

3! 9 5! 9 (2 1)! 9

n

n

n

−

−

π π − π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …=

= 0,34907 – 0,00709 + 0,00004 –… . 

(Íåîáõîäèìî âçÿòü äâà ÷ëåíà, òàê êàê ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü

|
n

r ⏐≤ 0,00004 < 0,0001). Èòàê, sin 20° = 0,34907 – 0,00709 ≈ 0,3420. 

ä) «Òî÷íîå» èíòåãðèðîâàíèå çäåñü íåâîçìîæíî, òàê êàê èíòå-
ãðàë «íåáåðóùèéñÿ». Çàìåíèâ x íà (–x) â ðàçëîæåíèè (14.8), ïî-

ëó÷èì
2

( 1)

1

2! !

n n

x

x x

e x

n

−

−

= − + − + +… …  . 

Óìíîæàÿ ïîëó÷åííûé ðÿä íà x

1/ 2

1/ 2 1/ 2 3/ 2

( 1)

!

n n

x x

x

xe x e x x

n

+

− −

−

= = − + + +… …

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



394

è ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ â èíòåðâàëå (0; 1), ïðèíàäëåæàùåì èí-

òåðâàëó ñõîäèìîñòè ðÿäà (–∞; +∞), ïîëó÷èì 

1

0

x

xe dx
−

∫  = 
1 1 1

1/ 2

1/ 2 3/ 2

0 0 0

( 1)

!

n n

x

x dx x dx dx

n

+

−

− + + +∫ ∫ ∫… …=

3/21 1 1

3/2 5/2

0 0 0

2 2 1 2 2 ( 1) 2

33 5 ! 3 5 (2 3) !

2

n
n

x

x x

n n n

n

+

− ⋅

= − + + ⋅ + = − + + + =

+⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

… … … …

= 0,66667 – 0,40000 + 0,14286 – 0,03704 + 0,00758 – 0,00128 + 
+ 0,00018 –… ≈ 0,37897 ≈ 0,3790. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëå-

íèÿ ïðîèçâîäèòñÿ òàê æå, êàê â ïðèìåðàõ à), â) è ã). �

14.4. Решение задач 

� Ïðèìåð 14.7. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà 

1

3 ( 2)

( 1)

n n

n

n

x

n

∞

=

+ −

+∑ .  (14.15) 

Ð å ø å í è å. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (14.15), çàäàííîãî ïî 
ñòåïåíÿì (x – a) = (x – (–1)), íàõîäèòñÿ ïî òîé æå ôîðìóëå 
(14.5);

1 1

1

3 ( 2) 3 ( 2)

lim lim :

1

n n n n

n

n n

n

c

R

c n n

+ +

→∞ →∞

+

+ − + −

= =

+

=

=
3 ( 2) 1

lim

3 3 2( 2)

n n

n n
n

n

n→∞

⎛ ⎞+ − +

⋅⎜ ⎟
⋅ − −⎝ ⎠

=

1 ( 2 /3) 1

lim lim

3 2( 2 /3)

n

n
n n

n

n→∞ →∞

+ − +

= ⋅

− −

=
1 0

1

3 2 0

+

⋅

− ⋅

=
1

3

,

ò.å. R = 1/3. Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà (14.15) îïðåäåëÿåòñÿ èç 
óñëîâèÿ – R < x – a < R èëè à – R < x < a + R. Â äàííîì ïðè-
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ìåðå èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà åñòü –1 – 1/3 < x < –1 + 1/3 
èëè (–4/3; –2/3). 

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà (14.15) íà êîíöàõ ýòîãî èíòåðâà-
ëà. Ïðè x = –4/3 ðÿä ïðèíèìàåò âèä 

1

3 ( 2) 1

3

n

n n

n

n

∞

=

+ − ⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ =
1 1

( 1) 1 2

3

n

n

n n

n n

∞ ∞

= =

− ⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ,

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñóììó äâóõ ðÿäîâ. Ïåðâûé, çíàêî÷åðåäóþùèé-

ñÿ ðÿä 
1

( 1)
n

n

n

∞

=

−

∑ , ñõîäèòñÿ (óñëîâíî) (ñì. § 13.4), à âòîðîé ðÿä 

1

1 2

3

n

n

n

∞

=

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàì-

áåðà:

1

1
1 2 1 2

lim lim :

1 3 3

n n

n

n n

n

u

u n n

+

+

→∞ →∞

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥

⎣ ⎦

=
2 2

lim 1

3 1 3n

n

n→∞

= <

+

,

ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ è ðÿä (14.15) ïðè    
x = –4/3.

Ïðè x = –2/3 ðÿä (14.15) èìååò âèä 

1

3 ( 2) 1

3

n

n n

n

n

∞

=

+ − ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ =
1 1

1 1 2

3

n

n n

n n

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
+ −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ .

Ïåðâûé èç ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ — ãàðìîíè÷åñêèé — ðàñõîäèò-
ñÿ, à âòîðîé — ñõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà àáñîëþòíîé 
ñõîäèìîñòè, òàê êàê âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä èç àáñîëþò-
íûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (14.15) 
ïðè x = –2/3 ðàñõîäèòñÿ. (Óñòàíîâèòü ðàñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà ñ 

ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè 
3 ( 2) 1

3

n n

n

n

+ −

⋅ > 0 ïðè ëþáîì n ∈ N

ìîæíî áûëî è ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ, òàê êàê åãî ÷ëå-
íû ïðè n > 1 ïðåâîñõîäÿò ÷ëåíû ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî 
ðÿäà, óìíîæåííûå íà 1/3: 
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3 ( 2) 1

3

n

n n

n

+ − ⎛ ⎞
⋅
⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

2

1

13

.)

3

n

n n

⎛ ⎞
+ −
⎜ ⎟

⎝ ⎠
>

Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (14.15) [–4/3;

–2/3). �

� Ïðèìåð 14.8. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ 

2
siny x= .

Ð å ø å í è å. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðèìåíèì ìåòîä íåïîñðåäñò-
âåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå (14.6). 

Âíà÷àëå íàéäåì ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà è âû÷èñëèì èõ 
çíà÷åíèÿ ïðè x = 0:

f (x) = 2
sin x ; f ′(x) = 2sin cos sin 2x x x= ; f ′′(x) = 2cos2x;

f ′′′(x) = 2
2 sin 2x− ; (4) 3

( ) 2 cos2f x x= − ; (5) 4
( ) 2 sin 2f x x= è ò.ä. 

Ïðè x = 0 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) è åå ïðîèçâîäíûõ: 

f (0) = 0; f ′(0) = 0; f ′′(0) = 2; f ′′′(0) = 0; (4) 3
(0) 2f = − ; (5)

(0) 0f =

è ò.ä. 
Òåïåðü ïî ôîðìóëå (14.6) çàïèøåì ðÿä 

2
sin x  = 0 + 0 + 2

2

2!

x + 0 –
3

4

2

4!

x + 0 +
5

6

2

6!

x +…

èëè

2
sin x=

1 2 1

2 4 6 2

1 2 ( 1) 2

3 45 (2 )!

n n

n

x x x x

n

− −

− ⋅

− + − + +… … . (14.16)

Âòîðîé ñïîñîá. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2
sin x=

1 1

cos2

2 2

x− , èñïîëüçóåì 

ãîòîâîå ðàçëîæåíèå (14.10) äëÿ ôóíêöèè cos x (â êîòîðîì âìåñ-      
òî x áåðåì 2x), óìíîæàåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà 

1

2

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

, à çàòåì ïðèáàâëÿåì ê íèì 
1

2

. Ïîëó÷èì

2 4 2
1 1 (2 ) (2 ) ( 1) (2 )

cos2 1

2 2 2! 4! (2 )!

n n

x x x

x

n

⎛ ⎞−

− = − − + − + +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

… …    è 
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2 4 1 2

2

1 1 1 1 (2 ) (2 ) ( 1) (2 )

sin cos2

2 2 2 2 2 2! 2 4! 2 (2 )!

n n

x x x

x x

n

−

−

= − = − + − + + +

⋅ ⋅ ⋅

… …

èëè

2
sin x=

1 2 1 2

2 4

1 ( 1) 2

3 (2 )!

n n n

x

x x

n

− −

−

− + + +… … ,

ò.å. òî æå ðàçëîæåíèå (14.16). 

Òðåòèé ñïîñîá. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 2
siny x=  ìîæåò áûòü 

îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ïåðåìíîæåíèÿ ðÿäîâ. Åñëè â 

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

2

0 1 2
( )

n

n

f x a a x a x a x= + + + + +… … ,

( )xϕ =
2

0 1 2

n

n

b b x b x b x+ + + + +… … ,

òî ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ðàçëàãàåòñÿ â òîé æå îêðåñòíîñòè â 

ñòåïåííîé ðÿä

( )f x ( )xϕ =
2

0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0
( ) ( )a b a b a b x a b a b a b x+ + + + + + +…

0 1 1 0
( )

n

n n n

a b a b a b x
−

+ + + + +… …  . 

Â ÷àñòíîñòè, ïðè f (x) = ϕ(x) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî

âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ñòåïåííîãî ðÿäà: 

2 22 2

0 1 0 20 1
( ) 2 (2 )f x a a a x a a a x= + + + +

23 4

0 3 1 2 0 4 1 3 2
(2 2 ) (2 2 )a a a a x a a a a a x+ + + + + +…  . (14.17) 

Äëÿ ôóíêöèè f (x) = sin x , èìåþùåé ðàçëîæåíèå â ðÿä (14.9), ò.å.

sin x = 0 + x + 0 – 3

1

3!

x  + 0 + 5

1

5

x  + 0 – 7

1

7

x +…,

íàõîäèì ïî ôîðìóëå (14.17) 

2
sin x= 2 2 2 3

1

0 2 0 1 (2 0 0 1 ) (2 0 2 1 0)

3!

x x x

⎛ ⎞
+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ − + ⋅ ⋅

⎜ ⎟

⎝ ⎠

+

1 2 1 2

2 4 2 4

1 1 ( 1) 2

(2 0 0 2 1 0 )

3! 3 (2 )!

n n n

x

x x x

n

− −

− ⋅⎛ ⎞
+ ⋅ ⋅ + ⋅ − + + = − + + +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

… … …,

ò.å. ïîëó÷èëè òî æå ðàçëîæåíèå (14.16). 
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Îáëàñòü  ñõîäèìîñòè  ðÿäà,  êàê  íåòðóäíî  óáåäèòüñÿ,  åñòü  
(–∞; +∞). �

� Ïðèìåð 14.9. Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001 
1

0

x

xe dx∫ .

Ð å ø å í è å.  Âûðàæåíèå äàííîãî èíòåãðàëà â âèäå ÷èñëîâî-
ãî ðÿäà íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 14.6ä:

1

0

2 2 2 2 2

3 5 7 2! 9 3! (2 3) !

x

xe dx

n n

= + + + + + +

⋅ ⋅ +

∫ … … .  (14.18) 

Íî â îòëè÷èå îò ïðèìåðà  14.6ä, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ñâå-
ëîñü íå ê íàõîæäåíèþ ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ 
ðÿäà, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðîé ïîãðåøíîñòü îöåíèâàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëåéáíèöà, à ê îïðåäåëåíèþ ñóììû 
ðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñ íåèçâåñòíîé îöåíêîé ïîãðåø-
íîñòè.

Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îöåí-
êè ñóììû ðÿäà ìû âçÿëè n ÷ëåíîâ (âìåñòå ñ ïåðâûì ïðè n = 0).
Òîãäà ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñóììû ðÿäà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ 
îñòàòêîì ðÿäà 

2 2 2

(2 3) ! (2 5)( 1)! (2 7)( 2)!
n

r

n n n n n n

= + + +

+ + + + +

…

Òàê êàê 2n + 5 > 2n + 3, 2n + 7 > 2n + 3, … è 

(n + 1)! = n!(n + 1) > n!n, (n + 2)! = n!(n + 1)(n + 2) > n! 2
n ,

…, òî 

2

2 2 2

(2 3) ! (2 3) ! (2 3) !
n

r

n n n n n n n n

< + + +

+ + +

…=
2

(2 3) !n n+

×

×

2

1 1

1

n n

⎛ ⎞
+ + +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

… =
2 1

1(2 3) !

1

n n

n

+ ⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
2

(2 3)( 1)!( 1)n n n+ − −

,

èáî âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñóììó ñõîäÿùå-

ãîñÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà (13.5) ïðè a = 1, q =
1

n

.
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Ïðè n = 7 

2

17(1 2 3 4 5 6) 6
n

r < ≈

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0,00003 < 0,0001. 

(Ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî ïðè ëþáûõ n < 7 
n

r  > 0,0001.) 

Èòàê, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äàííîé â óñëîâèè òî÷íîñòè âû÷èñëå-
íèÿ èíòåãðàëà íåîáõîäèìî âçÿòü ïåðâûå 7 ÷ëåíîâ: 

1

0

x

xe dx∫ ≈ 0,66667 + 0,40000 + 0,14286 + 0,03704 + 0,00758 + 

+ 0,00128 + 0,00018 = 1,25561 ≈ 1,2556. �

УПРАЖНЕНИЯ 

Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ: 

14.10.
2 3 4

2 3 4

x x x

x + + + +…  . 14.11. 2

1

( 2)
n n

n

x

∞

=

−∑ .

14.12. 2 3
1 2! 3! 4!x x x+ + + +…  . 14.13.

1

3

2

n n

n

n

x

∞

=

∑ .

14.14.
1 2 1

1

( 1) ( 4)

2 1

n n

n

x

n

∞
− −

=

− −

−

∑ . 14.15.
2

1

( !)

(2 )!

n

n

n

x

n

∞

=

∑ .

Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì x ôóíêöèè:

14.16.
1

x

e

y

x

−

= .   14.17. 2
ln (1 ).y x x= +

14.18. 2
cosy x= .   14.19.

2

ln (1 )x x

y

x

+ −

= .

Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001: 

14.20.
60

7

1

e

.   14.21. ln 1,1. 

14.22. sin 0,4.   14.23.
3

130 .
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14.24. ln 3.    14.25.

1

0

cos xdx∫ .

Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî, âçÿâ ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ 
â ðÿä ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, è îöåíèòü äîïóùåííûå ïðè 
ýòîì ïîãðåøíîñòè: 

14.26.

1 2

4

0
1

dx

x+

∫ .   14.27.
2

1 2

0

x

e dx
−

∫ .
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Раздел 

Шестой

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ  

ПЕРЕМЕННЫХ 
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Глава 15

 ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ 

ПЕРЕМЕННЫХ 

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû èçó÷àëè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Îäíàêî ìíîãèì ÿâëåíèÿì, â òîì ÷èñëå ýêîíîìè÷åñêèì, 
ïðèñóùà ìíîãîôàêòîðíàÿ çàâèñèìîñòü. Èññëåäîâàíèå òàêèõ 
çàâèñèìîñòåé ïîòðåáîâàëî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àïïàðàòà, â ÷àñòíîñòè ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ. 

15.1. Основные понятия 

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü èìååòñÿ n ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, è êàæäîìó 

íàáîðó èõ çíà÷åíèé 
1

(x ,
2
x , …,

n

x ) èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X 

ñîîòâåòñòâóåò îäíî âïîëíå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé âå-
ëè÷èíû z. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ z = f (
1
x , …,

n

x ).

Íàïðèìåð, ôîðìóëà z = 2

21
x xπ  çàäàåò îáúåì öèëèíäðà z êàê 

ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ: 
1
x  (ðàäèóñà îñíîâàíèÿ) è 

2
x  (âû-   

ñîòû).
Ïåðåìåííûå

1
x , …,

n

x íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííû-

ìè èëè àðãóìåíòàìè, z — çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à ñèìâîë f îç-
íà÷àåò çàêîí ñîîòâåòñòâèÿ. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Î÷åâèäíî, ýòî ïîäìíîæåñòâî n-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

� Ïðèìåð 15.1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: 

à) z = 2 2

1 2
1 x x− − ; á) z =

1 2

1

x x

.

Ð å ø å í è å. à) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ óñëîâèåì: 
2 2

1 2
1 x x− − ≥ 0 èëè 2 2

1 2
x x+ ≤ 1, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷-

íûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. 
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á) Èìååì 
1
x ≠ 0, 

2
x ≠ 0, ò.å. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ýòî 

ïëîñêîñòü Ox1x2 çà èñêëþ÷åíèåì êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ Ox1

è Ox2. �

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ.

1. Ôóíêöèÿ z =
1 1 2 2 n n

a x a x a x b+ + + +… , ãäå 
1
a , …,

n

a , b — 

ïîñòîÿííûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé. Åå ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ñóììó n ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ 
1
x , …,

n

x .

2. Ôóíêöèÿ z =
, 1

1

2

n

ij i j

i j

b x x

=

∑ (
ij
b — ïîñòîÿííûå ÷èñëà) íàçûâà-

åòñÿ êâàäðàòè÷åñêîé. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà êâàä-
ðàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé, ò.å. íå ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â ñóììó ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. 

3. Â § 5.6 áûëà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè — îäíî èç áàçî-
âûõ ïîíÿòèé ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Ìíîãîìåðíûé åå àíàëîã — 

ýòî ôóíêöèÿ z = f (
1
x , …,

n

x ), âûðàæàþùàÿ ïîëåçíîñòü îò       

n ïðèîáðåòåííûõ òîâàðîâ. ×àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå 
åå âèäû: 

à) z =
1

ln ( )

n

i i i

i

a x c

=

−∑ , ãäå 
i
a > 0, 

i i
x c> ≥ 0 — ëîãàðèôìè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ;

á) z = 1

1

( )

1

i

n

i
b

i i

ii

a

x c

b

−

=

−

−

∑ . Çäåñü 
i
a > 0, 0 < 

i
b < 1; 

i i
x c> ≥ 0. 

Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòè.

4.  Òàêæå íà ñëó÷àé n ïåðåìåííûõ îáîáùàåòñÿ ïîíÿòèå ïðî-

èçâîäñòâåííîé ôóíêöèè (ñì. § 5.6), âûðàæàþùåé ðåçóëüòàò ïðî-

èçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè îò îáóñëîâèâøèõ åãî ôàêòîðîâ 
1
x ,

2
x , …,

n

x . Ïðèâåäåì çäåñü íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ âèäû 

ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé (z — âåëè÷èíà îáùåñòâåííîãî ïðî-

äóêòà,
1
x  — çàòðàòû òðóäà, 

2
x — îáúåì ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîí-

äîâ), ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû n = 2:
à) ôóíêöèÿ Êîááà—Äóãëàñà

z = 1 2

0 1 2

b b

b x x ;
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á) ôóíêöèÿ ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ:

z =
0 1 21 2

h

e e x e x

−
−β −β

β⎡ ⎤+
⎣ ⎦

.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû áóäåì âåñòè èçëîæåíèå â îñíîâíîì 
äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ (n = 2), ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè 
âñå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ n = 2, ëåãêî ïå-
ðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé n > 2. Îäíàêî ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ äâóõ 
ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ 
èëëþñòðàöèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé íàñòîÿùåé ãëàâû. 

Ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü â äàëüíåéøåì 
z = f (x, y). Òîãäà åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X åñòü ïîäìíîæåñòâî 
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 
0 0 0
( , )M x y ∈ X íàçûâàåòñÿ êðóã, ñîäåð-

æàùèé òî÷êó 
0

M  (ñì. ðèñ. 15.1). 

Î÷åâèäíî, êðóã íà ïëîñêîñòè åñòü äâóìåðíûé àíàëîã èíòåð-
âàëà íà ïðÿìîé. 

Ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âî ìíîãîì 
èñïîëüçóåòñÿ óæå ðàçðàáîòàííûé â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò. À èìåííî: 
ëþáîé ôóíêöèè z = f (x, y)
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñò-
âèå ïàðó ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé: ïðè ôèêñèðîâàííîì 

çíà÷åíèè x = 
0
x  ôóíêöèþ 

z = f (
0
x , y) è ïðè ôèêñèðî-

âàííîì çíà÷åíèè y =
0
y  ôóíê-

öèþ z = f (x,
0
y ).

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî 

õîòÿ ôóíêöèè z = f (x,
0
y ) è  

z = f (
0
x , y) èìåþò îäíî è òî 

æå «ïðîèñõîæäåíèå», âèä èõ ìîæåò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ. 

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ z =
0
1

100

y

x

K

⎛ ⎞
+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

, âûðàæàþ-

ùóþ âåëè÷èíó âêëàäà ÷åðåç y ëåò ïðè ñòàâêå x%. Î÷åâèäíî, ÷òî 
ýòî ôóíêöèÿ ñòåïåííàÿ ïî x è ïîêàçàòåëüíàÿ ïî y.

Ðèñ. 15.1
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Ãðàôèêîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f (x, y) íàçûâàåòñÿ 
ìíîæåñòâî òî÷åê òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (x, y, z), àïïëèêàòà z
êîòîðûõ ñâÿçàíà ñ àáñöèññîé x è îðäèíàòîé y ôóíêöèîíàëüíûì 
ñîîòíîøåíèåì z = f (x, y).

Ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f (x, y), âîîáùå ãîâîðÿ, 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè z = f (x, y) ïîëåçíî ðàññìàò-

ðèâàòü ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé z = f (x,
0
y ) è z = f (

0
x , y),

ïðåäñòàâëÿþùèå ñ å ÷ å í è ÿ  ãðàôèêà z = f (x, y) ïëîñêîñòÿìè, 
ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì Oxz è Oyz, ò.å. ïëîñ-

êîñòÿìè y = 
0
y  è x =

0
x .

� Ïðèìåð 15.2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè z = 2 2
2x y y+ − .

Ð å ø å í è å. Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè z = 2 2
2x y y+ − = 2

x +

2
( 1) 1y+ − −  ïëîñêî-

ñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè
êîîðäèíàòíûì ïëîñ-
êîñòÿì Oyz è Oxz,
ïðåäñòàâëÿþò ïàðàáîëû 
(íàïðèìåð, ïðè x = 0

z= 2
( 1) 1,y − −  ïðè y = 1

z = 2
1x − è ò.ä.). Â ñå-

÷åíèè ïîâåðõíîñòè êî-
îðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòüþ Oxy, ò.å. ïëîñêî-
ñòüþ z = 0, ïîëó÷àåòñÿ 
îêðóæíîñòü x2 + (y – 1)2=
= 1. Ãðàôèê ôóíêöèè 
ïðåäñòàâëÿåò ïîâåðõ-

íîñòü, íàçûâàåìóþ ïàðàáîëîèäîì (ñì. ðèñ. 15.2). �

Êàê âèäíî, ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ — çíà÷èòåëüíî 
áîëåå ñëîæíûé îáúåêò, ÷åì ãðàôèê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. 
Êàê ïðàâèëî, ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî 

                                         
1 Ôîðìàëüíî ãðàôèê ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ n > 2. Â ýòîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ 
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â (n+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Î òàêîì ãðàôèêå ìîæíî ãîâî-
ðèòü òîëüêî àáñòðàêòíî — èçîáðàçèòü åãî íà ðèñóíêå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì.

Ðèñ. 15.2
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òðóäíîé çàäà÷åé. Â òî æå âðåìÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå îá-
ëàäàåò ãîðàçäî ìåíüøåé íàãëÿäíîñòüþ, ÷åì ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè. 
Ïîýòîìó â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ 
ôóíêöèè æåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå, áîëåå íàãëÿäíûå èí-
ñòðóìåíòû. Âàæíåéøèì èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ëèíèè óðîâíÿ. 

Îïðåäåëåíèå. Ëèíèåé óðîâíÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f (x, y)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, òàêèõ, ÷òî âî âñåõ 
ýòèõ òî÷êàõ çíà÷åíèå ôóíêöèè îäíî è òî æå è ðàâíî Ñ.

×èñëî C â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óðîâíåì.
Íà ðèñ. 15.3 èçîáðàæåíû ëè-

íèè óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå 
çíà÷åíèÿì C = 1 è C = 2. Êàê 

âèäíî, ëèíèÿ óðîâíÿ 
1
L  ñîñòîèò 

èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðè-

âûõ. Ëèíèÿ 
2

L  — ñàìîïåðåñå-

êàþùàÿñÿ êðèâàÿ. 
Ìíîãèå ïðèìåðû ëèíèé 

óðîâíÿ õîðîøî èçâåñòíû è ïðè-
âû÷íû. Íàïðèìåð, ïàðàëëåëè è 
ìåðèäèàíû íà ãëîáóñå — ýòî 
ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé øèðîòû 
è äîëãîòû. Ñèíîïòèêè ïóáëèêó-
þò êàðòû ñ èçîáðàæåíèåì èçî-
òåðì — ëèíèé óðîâíÿ òåìïåðà-
òóðû. Â § 15.10 ìû ðàññìîòðèì 
ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ëèíèé 
óðîâíÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïå-
ðåìåííûõ â ýêîíîìè÷åñêîì àíà-
ëèçå. Ïîñòðîåíèå ëèíèé óðîâíÿ 
îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå 
ëåãêîé çàäà÷åé, ÷åì ïîñòðîåíèå 
ãðàôèêîâ ñàìèõ ôóíêöèé. 

� Ïðèìåð 15.3. Ïîñòðîèòü

ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè 
z = 2 2

2x y y+ − .

Ð å ø å í è å. Ëèíèÿ óðîâíÿ 
z = C — ýòî êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè Oxy, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì 
2 2

2x y y+ − = C èëè 2 2
( 1)x y+ − = C + 1. Ýòî óðàâíåíèå îêðóæ-

íîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 1) è ðàäèóñîì 1C +  (ðèñ. 15.4). 

Ðèñ. 15.3

Ðèñ. 15.4
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Òî÷êà (0; 1) — ýòî âûðîæäåííàÿ ëèíèÿ óðîâíÿ, ñîîòâåòñò-

âóþùàÿ ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè z = –1, äîñòèãàå-
ìîìó â òî÷êå (0; 1). Ëèíèè óðîâíÿ — êîíöåíòðè÷åñêèå îê-

ðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðûõ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì z = C, ïðè-
÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëèíèÿìè ñ îäèíàêîâûì øàãîì óðîâíÿ 
óìåíüøàþòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò öåíòðà. Ëèíèè óðîâíÿ ïî-
çâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè, êîòîðûé áûë 

ðàíåå ïîñòðîåí íà ðèñ. 15.2.  �

15.2. Предел и непрерывность 

Áî �ëüøàÿ ÷àñòü ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îïðåäå-
ëåííûõ ðàíåå äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ìîæåò áûòü ïå-
ðåíåñåíà íà ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ. 

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè z = f (x, y)
ïðè x → x0 è y → y0  (èëè â òî÷êå ( x0 , y0 )), åñëè äëÿ ëþáîãî äàæå 

ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî δ > 0 (çàâèñÿùåå îò ε, δ = δ(ε)), òàêîå, ÷òî äëÿ 

âñåõ òî÷åê (x, y), îòñòîÿùèõ îò òî÷êè (
0
x ,

0
y ) íà ðàññòîÿíèå ρ,

ìåíüøåå, ÷åì δ1 (ò.å. ïðè 0 < ρ < δ), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

⎢f (x, y) – A⏐< ε.
Îáîçíà÷àåòñÿ ïðåäåë òàê: 

0

0

lim ( , )

x x

y y

f x y

→

→

 = A.

� Ïðèìåð 15.4. Íàéòè ïðåäåë 

2 2

2 20

0

ln (1 )

lim

x

y

x y

x y
→

→

− −

+

.

Ð å ø å í è å. Îáîçíà÷èì 2 2
x y+ = ρ. Óñëîâèå x → 0, y → 0 

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ρ → 0. Çàïèøåì ïðåäåë â âèäå 

                                         
1 Íàïîìíèì, ÷òî ïî ôîðìóëå (3.5) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (

0
x ,

0
y )       è 

(x, y) íà ïëîñêîñòè èìååò âèä 2 2

0 0
( ) ( )x x y yρ = − + − .
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2 2

2 20

0

ln(1 )

lim

x

y

x y

x y
→

→

− −

+

=
2

0

ln(1 ) 0

lim

0ρ→

−ρ ⎡ ⎤
=
⎢ ⎥

ρ ⎣ ⎦

=
2

0

(ln(1 ))

lim

ρ→

′− ρ

′ρ

=

2

0

1

( 2 )

1

lim

1ρ→

− ρ

−ρ

=  = 0. �

Êàê ïðàâèëî, âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåí-
íûõ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå òðóäíîé çàäà÷åé ïî ñðàâíå-
íèþ ñî ñëó÷àåì îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, 
÷òî íà ïðÿìîé ñóùåñòâóþò âñåãî äâà íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòîðûì 
àðãóìåíò ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê ïðåäåëüíîé òî÷êå — à èìåííî, 
ñïðàâà è ñëåâà (ñì. § 6.2). Íà ïëîñêîñòè æå òàêèõ  íàïðàâëåíèé — 
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è ïðåäåëû ôóíêöèè ïî ðàçíûì íàïðàâ-
ëåíèÿì ìîãóò íå ñîâïàäàòü. 

� Ïðèìåð 15.5. Äîêàçàòü, ÷òî 
2 2

0

0

2

lim

x

y

xy

x y→

→

+

 íå ñóùåñòâóåò. 

Ð å ø å í è å. Áóäåì ïðèáëèæàòüñÿ ê òî÷êå (0; 0) ïî ïðÿìûì 
y = kx.

Åñëè y = kx, òî 
2 2

0

0

2

lim

x

y

xy

x y→

→

+

=
2 2

0

2 ( )

lim

( )x

x kx

x kx→ +

=
2

2

1

k

k+

.

Ïîëó÷èëè, ÷òî çíà÷åíèå ïðåäåëà çàâèñèò îò óãëîâîãî êîýô-
ôèöèåíòà ïðÿìîé. Íî òàê êàê ïðåäåë ôóíêöèè íå äîëæåí çàâè-
ñåòü îò ñïîñîáà ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè (x; y) ê òî÷êå (0; 0) (íàïðè-
ìåð, ïî ïðÿìîé y = 2x èëè y = 5x), òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðåäåë 

íå ñóùåñòâóåò. �

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ z = f (x, y) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â 

òî÷êå (
0
x ,

0
y ), åñëè îíà: 1) îïðåäåëåíà â òî÷êå (

0
x ,

0
y ); 2) èìå-

åò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x →
0
x è y →

0
y ; 3) ýòîò ïðåäåë ðàâåí 

çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå (
0
x ,

0
y ), ò.å. 

0

0

lim ( , )

x x

y y

f x y

→

→

= f (
0
x ,

0
y ).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íåïðåðûâíîñòè î÷åâèäåí: ãðàôèê â 

òî÷êå (
0
x ,

0
y ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëîøíóþ, íåðàññëàèâàþ-

ùóþñÿ ïîâåðõíîñòü. 
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15.3. Частные производные 

Äàäèì àðãóìåíòó x ïðèðàùåíèå Δx, àðãóìåíòó y — ïðèðàùå-
íèå Δy. Òîãäà ôóíêöèÿ z ïîëó÷èò íàðàùåííîå çíà÷åíèå 
f (x + Δx, y + Δy). Âåëè÷èíà Δz = f (x + Δx, y + Δy) – f (x, y) íàçû-
âàåòñÿ ïîëíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè â òî÷êå (x; y). Åñëè çàäàòü 
òîëüêî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà x èëè òîëüêî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà 
y, òî ïîëó÷åííûå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî 

Δ
x

z = f (x + Δx, y) – f (x, y) è Δ
y
z = f (x, y + Δy) – f (x, y) íàçû-

âàþòñÿ ÷àñòíûìè.
Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíî ñóì-

ìå ÷àñòíûõ, ò.å.

Δz ≠ Δ
x

z + Δ
y
z.

� Ïðèìåð 15.6. Íàéòè ÷àñòíûå è ïîëíîå ïðèðàùåíèÿ ôóíê-

öèè z = xy.

Ð å ø å í è å. 
x

zΔ = (x + Δx)y – xy = yΔx;
y
zΔ  = x(y + Δy) – xy = 

= xΔy. Δz = (x + Δx)(y + Δy) – xy = xΔy + yΔx + ΔxΔy.

Ïîëó÷èëè, ÷òî 

Δz ≠
x

zΔ +
y
zΔ .

Îïðåäåëåíèå. ×àñòíîé
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ ïî îäíîé èç 
ýòèõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ 
ïðåäåë îòíîøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ÷àñòíîãî ïðèðàùå-
íèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ 
ðàññìàòðèâàåìîé íåçàâèñèìîé 
ïåðåìåííîé ïðè ñòðåìëåíèè 
ïîñëåäíåãî ê íóëþ (åñëè ýòîò 
ïðåäåë ñóùåñòâóåò).

Îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ òàê: 
x

z′ ,
y
z′  èëè 

z

x

∂

∂

,
z

y

∂

∂

, èëè ( , )
x

f x y′ ,

( , )f x y
y
′ .

Ðèñ. 15.5
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè z = f (x, y) ïî îïðåäåëåíèþ

x

z′ =
0

lim
x

x

z

xΔ →

Δ

Δ

=
0

( , ) ( , )

lim

x

f x x y f x y

xΔ →

+ Δ −

Δ

, (15.1)

y
z′ =

0

lim

y

y

z

yΔ →

Δ

Δ

=
0

( , ) ( , )

lim

y

f x y y f x y

yΔ →

+ Δ −

Δ

. (15.2)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè 
z = f (x, y) â òî÷êå (

0
,x

0
y ) ïîêàçàí íà ðèñ. 15.5. 

Ïóñòü ãðàôèê ôóíêöèè z = f (x, y) ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ 

ïîâåðõíîñòü P. Òîãäà ïðè y = 
0
y  ìû ïîëó÷àåì êðèâóþ Ã

x
 — ñå-

÷åíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîñòüþ. 

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ 
x

z′  âûðàæàåò óãëîâîé êîýôôèöè-

åíò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ,

x

Г â çàäàííîé òî÷êå (
0
,x

0
y ), ò.å. 

x

z′ (
0
,x

0
y ) = tg α, ãäå α óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê îñè Îx.

Àíàëîãè÷íî
y
z′ (

0
,x

0
y ) = tg β.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (15.1), (15.2) ñëåäóåò, 

÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé
x

z′ (x, y) íàäî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé 

ïåðåìåííóþ y, à äëÿ íàõîæäåíèÿ
y
z′ (x, y) — ïåðåìåííóþ x. Ïðè ýòîì 

ñîõðàíÿþòñÿ èçâåñòíûå èç ãë. 7 ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. 

� Ïðèìåð 15.7. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: 

à) z = x ln y +
y

x

; á) z = y
x .

Ð å ø å í è å. a) ×òîáû íàéòè ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x,
ñ÷èòàåì y ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, 

x

z′  =

= ln y + y
1

x

′

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ln y –
2

y

x

. Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðóÿ ïî y,

ñ÷èòàåì x ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ò.å. 
y
z′ = x (ln y)′ + 

+
1 1x

y

x y x

′⋅ = + .

á) Ïðè ôèêñèðîâàííîì y èìååì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ îò x.

Òàêèì îáðàçîì, 
x

z′  = 1y
yx

− . Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ 

ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé îòíîñèòåëüíî y è 
y
z′ = ln

y
x x . �
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� Ïðèìåð 15.8. Ïîòîê ïàññàæèðîâ z âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé 

z = 
2
x

y

, ãäå x — ÷èñëî æèòåëåé, y — ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäà-

ìè. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïîÿñíèòü èõ ñìûñë. 

Ð å ø å í è å. Ïðîèçâîäíàÿ 
x

z′ =
2x

y

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îä-

íîì è òîì æå ðàññòîÿíèè ìåæäó ãîðîäàìè óâåëè÷åíèå ïîòîêà 
ïàññàæèðîâ ïðîïîðöèîíàëüíî óäâîåííîìó ÷èñëó æèòåëåé. Ïðî-

èçâîäíàÿ
y
z′ =

2

2

x

y

− ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îäíîé è òîé æå ÷èñëåí-

íîñòè æèòåëåé óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïàññàæèðîâ îáðàòíî ïðîïîð-

öèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãîðîäàìè.�

15.4. Дифференциал функции 

Â § 9.1 äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = f (x) îïðåäåëÿëñÿ êàê 
ãëàâíàÿ, ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî Δx, ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ f ′(x)Δx.

Îáîáùàÿ îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè íà ñëó÷àé 
äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðå-
äåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ñóììà ïðî-
èçâåäåíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè íà ïðèðàùåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. 

 dz =
x

z′ Δx +
y
z′ Δy. (15.3)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèé f (x, y) = x, g (x, y) = y ñîãëàñíî 
(15.3) df = dx = Δx; dg = dy = Δy, ôîðìóëó äèôôåðåíöèàëà (15.3) 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
 dz =

x

z′ dx+
y
z′ dy (15.4)

èëè

dz =
z z

dx dy

x y

∂ ∂

+

∂ ∂

.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ z = f (x, y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-

ìîé â òî÷êå (x, y), åñëè åå ïîëíîå ïðèðàùåíèå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå 

Δz = dz + αΔx + βΔy, (15.5)

ãäå dz — äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè, α = α(Δx, Δy), β = β(Δx, Δy) — 
áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè Δx → 0, Δy → 0. 
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Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, êàê è â 
ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé, ïðåäñòàâëÿåò ãëàâíóþ, ëèíåéíóþ îòíî-

ñèòåëüíî ïðèðàùåíèé Δx è Δy, ÷àñòü ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè. 

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè Δz

ïðåäñòàâëÿåò ãåîìåòðè÷åñêè ïðèðàùåíèå àïïëèêàòû ïîâåðõíîñòè 

z = f (x, y), òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè dz åñòü ïðèðàùåíèå àïïëèêàòû 

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè z = f (x, y) â äàííîé òî÷êå, êî-

ãäà ïåðåìåííûå x è y ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèÿ Δx è Δy (ñì. ðèñ. 15.6). 
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ 

ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé 
y = f (x) ñóùåñòâîâàíèå êî-
íå÷íîé ïðîèçâîäíîé f ′(x) è 
ïðåäñòàâëåíèå ïðèðàùåíèÿ 
ôóíêöèè â âèäå (9.1), ò.å. 
Δy = dy + α(Δx)Δx, ÿâëÿþòñÿ 
ðàâíîçíà÷íûìè óòâåðæäå-
íèÿìè, è ëþáîå èç íèõ ìîãëî 
áûòü âçÿòî çà îïðåäåëåíèå 
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíê-
öèè1.

Äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ 
ïåðåìåííûõ äåëî îáñòîèò 
èíà÷å: ñóùåñòâîâàíèå ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì, íî íåäîñòàòî÷íûì 

óñëîâèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè. 

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûðàæàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. 

Òåîðåìà. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 
x

z′ (x, y) è
y
z′ (x, y)

ñóùåñòâóþò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, y) è íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷-

êå (x, y), òî ôóíêöèÿ z = f (x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå. 

15.5. Производная  

по направлению. Градиент 

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè M(x, y), l — íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå åäè-

                                         
1 Íàïîìíèì, ÷òî â ãë. 7 çà îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè 

y = f (x) áûëî âçÿòî ïåðâîå óòâåðæäåíèå — ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé. 

Ðèñ. 15.6
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íè÷íûì âåêòîðîì e

→

= (cos α; cos β), ãäå e

→

= 2 2
cos cosα + β= 1, 

èáî α + β = π/2 (èëè 3π/2); cos α, cos β — êîñèíóñû óãëîâ, îáðà-

çóåìûõ âåêòîðîì e

→

 ñ îñÿìè êîîðäèíàò è íàçûâàåìûå íàïðàâ-

ëÿþùèìè êîñèíóñàìè. 
Ïðè ïåðåìåùåíèè â äàííîì íàïðàâëåíèè l òî÷êè M(x, y) â òî÷êó 

M1 (x + Δx, y + Δy) ôóíêöèÿ z ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå 
l

Δ z = f (x + Δx,

y + Δy) – f(x, y), íàçûâàåìîå 
ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè z â äàííîì 
íàïðàâëåíèè l (ðèñ. 15.7). 

Åñëè MM1 = lΔ , òî, î÷åâèäíî, 
÷òî Δx = lΔ cosα; Δy = Δl cos β,

ñëåäîâàòåëüíî,  
l

Δ z = f (x +

+ lΔ cosα; y + lΔ cos β) – f (x, y).

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé
l
z′

ïî íàïðàâëåíèþ l ôóíêöèè äâóõ 

ïåðåìåííûõ z = f (x, y) íàçûâàåò-

ñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ 
ôóíêöèè â ýòîì íàïðàâëåíèè ê 
âåëè÷èíå ïåðåìåùåíèÿ lΔ ïðè

ñòðåìëåíèè ïîñëåäíåé ê íóëþ, ò.å.

0

lim
l

l

l

z

z

lΔ →

Δ

′ =

Δ

. (15.6)

Ïðîèçâîäíàÿ
l
z′  õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â 

íàïðàâëåíèè l.
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññìîòðåííûå ðàíåå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 

x

z′

è
y
z′  ïðåäñòàâëÿþò ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì, ïàðàëëåëü-

íûì ñîîòâåòñòâåííî îñÿì Îx è Îy.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 

l
z′=

x

z′ cos α +
y
z′ cos β. (15.7)

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè z = f (x, y).

Îïðåäåëåíèå. Ãðàäèåíòîì z∇ ôóíêöèè z = f (x, y) íàçûâàåòñÿ

âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (
x

z′ ,
y
z′ ).

Ðèñ. 15.7
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Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ñì. § 3.1) âåêòîðà 

∇z = (
x

z′ ,
y
z′ ) è åäèíè÷íîãî âåêòîðà e

→

= (cos α; cos β). Ïîëó÷èì 

 (∇z, e

→

) = 
x

z′ cos α + 
y
z′ cos β. (15.8)

Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (15.7) è (15.8), ïîëó÷èì, ÷òî 
l
z′= (∇z, e

→

),

ò.å. ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðà-

äèåíòà ∇z è åäèíè÷íîãî âåêòîðà, çàäàþùåãî íàïðàâëåíèå l.
Èçâåñòíî (ñì. § 3.1), ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòî-

ðîâ ìàêñèìàëüíî, åñëè îíè îäèíàêîâî íàïðàâëåíû. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ãðàäèåíò ôóíêöèè ∇z â äàííîé òî÷êå õàðàêòåðèçóåò íàïðàâëå-
íèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. 

Çíàÿ ãðàäèåíò ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå, ìîæíî ïî êðàéíåé 
ìåðå ëîêàëüíî ñòðîèòü ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè. À èìåííî, èìååò 
ìåñòî òåîðåìà. 

Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ z = f (x, y) è

ïóñòü â òî÷êå M(
0 0
,x y ) âåëè÷èíà ãðàäèåíòà îòëè÷íà îò íóëÿ. Òî-

ãäà ãðàäèåíò ïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàí-
íóþ òî÷êó. 

� Ëèíèÿ óðîâíÿ 
c

L  çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì f (x, y) = C (ãäå 

C = f (
0 0
,x y )). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðå-

øèòü îòíîñèòåëüíî y, ò.å. y = g (x) íà 
c

L  (åñëè ýòî íåâîçìîæíî, 

òî ñëåäóåò ðàçðåøèòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x è ïîâòîðèòü âñå 
ðàññóæäåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé). 

Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû 
(1, g ′(x)). Óìíîæèâ åãî êîìïîíåíòû íà dx, ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîð 
(dx, g ′(x)dx), ò.å. (dx, dy), êàñàòåëåí ê ëèíèè óðîâíÿ 

c

L  (ñì. 

ðèñ. 15.8). 
Ìåæäó òåì íà ëèíèè óðîâíÿ f (x, y) = const, ò.å. df |

c

L =0,

îòêóäà
x

z′ dx +
y
z′ dy = 0 íà

c

L . Íî 
x

z′ dx +
y
z′ dy — ñêàëÿðíîå 

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ãðàäèåíòà (
x

z′ ,
y
z′ ) è âåêòîðà (dx, dy),

êàñàòåëüíîãî ê 
c

L , ò.å. ðàññìàòðèâàåìûå âåêòîðû ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû. �
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Òàêèì îáðàçîì, ëèíèè óðîâ-
íÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 15.9). 
Ïðåäïîëîæèì, ìû íà÷èíàåì 

ñ òî÷êè (
0 0
,x y ). Ïîñòðîèì 

ãðàäèåíò â ýòîé òî÷êå. Çàäàåì 
íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîå ãðàäèåíòó. Îíî ïî-
çâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàëóþ 
÷àñòü ëèíèè óðîâíÿ. Äàëåå 
ðàññìîòðèì áëèçêóþ òî÷êó 

(
1
,x

1
y ) è ïîñòðîèì ãðàäèåíò 

â íåé. 
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, 

ìîæíî (ñ îïðåäåëåííîé ïî-
ãðåøíîñòüþ) ïîñòðîèòü ëè-
íèè óðîâíÿ. 

15.6. Экстремум функции нескольких переменных 

Êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé, ôóíêöèÿ z = f (x, y) èìååò 
óçëîâûå, îïðåäåëÿþùèå ñòðóêòóðó ãðàôèêà òî÷êè. Â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ýòî òî÷êè ýêñòðåìóìà. 

Îïðåäåëåíèå.  Òî÷êà M(
0 0
,x y ) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà

(ìèíèìóìà) ôóíêöèè z = f (x, y), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 
òî÷êè M, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê (x, y) èç ýòîé îêðåñòíîñòè 
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f (
0 0
,x y ) ≥ f (x, y)

Ðèñ. 15.8                                Ðèñ. 15.9

Ðèñ. 15.10
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(f (
0 0
,x y ) ≤ f (x, y)).

Íà ðèñ. 15.10 òî÷êà A (
1 1
,x y ) — åñòü òî÷êà ìèíèìóìà, à òî÷-

êà B (
2 2
,x y ) — òî÷êà ìàêñèìóìà. 

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà ëîêàëüíûé õàðàêòåð ýêñòðåìóìà 
(ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà) ôóíêöèè, òàê êàê ðå÷ü èäåò î ìàê-
ñèìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè ëèøü â äîñòàòî÷íî ìàëîé 
îêðåñòíîñòè òî÷êè (

0 0
,x y ).

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà — ìíîãî-
ìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ôåðìà. 

Òåîðåìà. Ïóñòü òî÷êà (
0 0
,x y ) — åñòü òî÷êà ýêñòðåìóìà 

äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè z = f (x, y). Òîãäà  ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå
0

(
x

f x′ ,
0
y ) è 

0
(

y
f x′ ,

0
y ) â ýòîé òî÷êå ðàâíû íóëþ. 

� Ïóñòü òî÷êà M(
0 0
,x y ) — òî÷êà ìàêñèìóìà. Çàôèêñèðóåì 

îäíó èç ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð y, ïîëàãàÿ y = 
0
y . Òîãäà ïîëó-

÷èì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé 
1
z  = f (x,

0
y ), êîòîðàÿ, î÷å-

âèäíî, áóäåò èìåòü ìàêñèìóì ïðè x =
0
x . Ñîãëàñíî òåîðåìå 

Ôåðìà
1
z′ (

0
x ) =

x

f ′ (x,
0
y ) = 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, 

÷òî è 
y
f ′ (

0 0
,x y ) = 0. �

Òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðå-

ìóìà ôóíêöèè z = f (x, y), ò.å. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 
x

z′  è 
y
z′

ðàâíû íóëþ, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè  èëè  ñòàöèîíàðíûìè.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ìîæíî ïåðåôîðìóëèðî-
âàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì: â òî÷êå ìèíèìóìà èëè ìàêñè-

ìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ. Ìîæíî 
äîêàçàòü è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå — â òî÷êå ýêñòðåìóìà 

îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. 
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Ðàâåíñòâî ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ íóëþ âûðàæàåò ëèøü íåîá-

õîäèìîå, íî íåäîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íå-

ñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 
Íà ðèñ. 15.11 èçîáðàæåíà òàê 

íàçûâàåìàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà 

M(
0 0
,x y ). ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå 

0
(

x

f x′ ,
0
y ) è 

0
(

y
f x′ ,

0
y ) ðàâíû 

íóëþ, íî, î÷åâèäíî, íèêàêîãî 

ýêñòðåìóìà â òî÷êå M(
0 0
,x y ) íåò. 

Òàêèå ñåäëîâûå òî÷êè ÿâëÿ-
þòñÿ äâóìåðíûìè àíàëîãàìè 
òî÷åê ïåðåãèáà ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ 
â òîì, ÷òîáû îòäåëèòü èõ îò òî÷åê ýêñòðåìóìà. Èíûìè ñëîâàìè, 
òðåáóåòñÿ çíàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. 

Ïðåæäå ÷åì ýòî ñäåëàòü, ââåäåì ïîíÿòèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. 

Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 
x

z′ =
x

f ′ (x, y) è 
y
z′ =

y
f ′ (x, y) ñàìè 

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, òî ìîæíî íàéòè 
òàêæå è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ÷àñòíû-

ìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. 

Âû÷èñëèâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 
x

z′ =
x

f ′ (x, y), ïîëó-

÷èì
xx

z′′ =
xx

f ′′ (x, y) è 
yx
z′′ =

yx
f ′′ (x, y). Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäå-

ëèòü äâå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 
y
z′ =

y
f ′ (x, y), êîòîðûå 

îáîçíà÷àþòñÿ
yy
z′′ =

yy
f ′′ (x, y) è 

xy
z′′ =

xy
f ′′ (x, y).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿä-

êà ôóíêöèè z = f (x, y) íåïðåðûâíû â òî÷êå (
0 0
,x y ), òî â ýòîé 

òî÷êå
xy
f ′′ (

0 0
,x y ) =

yx
f ′′ (

0 0
,x y ).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñ-
òðåìóìà.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðå-

ìåííûõ). Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y): à) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé 

îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè (
0 0
,x y ), â êîòîðîé 

0
(

x

f x′ ,
0
y ) = 0 è

0
(

y
f x′ ,

0
y ) = 0; 

Ðèñ. 15.11
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á) èìååò â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòî-

ðîãî ïîðÿäêà 
xx

f ′′ (
0 0
,x y ) = A;

xy
f ′′ (

0 0
,x y ) =

yx
f ′′ (

0 0
,x y ) = B;

yy
f ′′ (

0 0
,x y ) = C. Òîãäà, åñëè Δ = AC – 2

B  > 0, òî â òî÷êå 

(
0 0
,x y ) ôóíêöèÿ z = f (x, y) èìååò ýêñòðåìóì, ïðè÷åì åñëè A < 0 — 

ìàêñèìóì, åñëè A > 0 — ìèíèìóì. Â ñëó÷àå Δ = AC – 2
B < 0, 

ôóíêöèÿ z = f (x, y) ýêñòðåìóìà íå èìååò. Åñëè Δ = AC – 2
B  = 0,

òî âîïðîñ î íàëè÷èè ýêñòðåìóìà îñòàåòñÿ îòêðûòûì. 

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà ýêñòðåìóì ðåêî-
ìåíäóåòñÿ ïðîâîäèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1°. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 
x

z′  è 
y
z′ .

2°. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 
x

z′ = 0, 
y
z′ = 0 è íàéòè êðèòè-

÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè.
3°. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, âû÷èñëèòü 

èõ çíà÷åíèÿ â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå è ñ ïîìîùüþ äîñòà-
òî÷íîãî óñëîâèÿ ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè ýêñòðåìóìîâ.

4°. Íàéòè ýêñòðåìóìû (ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ) ôóíêöèè.

� Ïðèìåð 15.9. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè 

2 2

2( )(1 )

(1 )(1 )

x y xy

z

x y

+ +

=

+ +

.

Ð å ø å í è å. 1°. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 

x

z′ =
2

2 2

2(1 )

(1 )

x

x

−

+

,
y
z′ =

2

2 2

2(1 )

(1 )

y

y

−

+

.

2°. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè íàõîäèì èç ñèñòåìû óðàâ-    
íåíèé:

2

2 2

2

2 2

2(1 )

0,

(1 )

2(1 )

0,

(1 )

x

x

y

y

−⎧
=

⎪
⎪ +

⎨
−

⎪ =

+⎪⎩

èìåþùåé ÷åòûðå ðåøåíèÿ (1; 1), (1; –1), (–1; 1) è (–1; –1). 
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3°. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà: 

xx

z′′ =
( )

2

2 2

4 3

;

(1 )

x x

x

−

+

xy
z′′ =

yx
z′′ = 0; 

yy
z′′ =

( )
2

2 2

4 3

,

(1 )

y y

y

−

+

 âû÷èñëÿåì èõ 

çíà÷åíèÿ â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå è ïðîâåðÿåì â íåé âû-
ïîëíåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. 

Íàïðèìåð, â òî÷êå (1; 1) À = z′′ (1; 1) = –1; B = 0; C = –1. 

Òàê êàê Δ = AC – 2
B = 2

( 1)−  – 0 = 1 > 0 è A = –1 < 0, òî òî÷-   

êà (1; 1) åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà. 
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî (–1; –1) — òî÷êà ìèíèìóìà, 

à â òî÷êàõ (1; –1) è (–1; 1), â êîòîðûõ Δ = AC – 2
B < 0, — ýêñ-

òðåìóìà íåò. Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè. 

4°. Íàõîäèì ýêñòðåìóìû ôóíêöèè 
max

z = z (1; 1) = 2, 
min
z =

= z(–1; –1) = –2.  

15.7. Наибольшее и наименьшее значения функции 

Ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé (ò.å. ãëî-
áàëüíîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà) ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ, íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì çàìêíóòîì1 ìíîæåñòâå, ñëåäóåò 
èìåòü â âèäó, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ èëè â òî÷êàõ ýêñ-
òðåìóìà, èëè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà. 

� Ïðèìåð 15.10. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ 

ôóíêöèè z=
2 2

1 1

1 1x y

+

+ +

 íà êðóãå ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷à-

ëå êîîðäèíàò. 
Ð å ø å í è å. 1. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 

2 2

2

(1 )
x

x

z

x

′ = −

+

;
2 2

2

(1 )
y

y

z

y

′ = −

+

.

2. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè èç ñèñòåìû 
x

z′ = 0, 

y
z′ = 0, îòêóäà x = 0, y = 0; ò.å. èìååòñÿ îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 

(0; 0). 

                                         
1 Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî âêëþ÷àåò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå

(ïðåäåëüíûå) òî÷êè, ò.å. òî÷êè, îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò òî÷êè êàê ïðèíàä-

ëåæàùèå ìíîæåñòâó, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå åìó. 
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3. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè — 

îêðóæíîñòè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì 2 2
x y+  = 1. Ïîäñòàâëÿÿ 

2 2
1y x= −  â ôóíêöèþ z = z(x, y), ïîëó÷èì ôóíêöèþ îäíîé ïå-

ðåìåííîé z =
2 2 2 4

1 1 3

1 2 2x x x x

+ =

+ − + −

, ïðè÷åì x ∈ [–1; 1].

Íàéäÿ ïðîèçâîäíóþ z′ =
2

2 4 2

2 (2 1)

(2 )

x x

x x

−

+ −

 è ïðèðàâíèâàÿ åå ê 

íóëþ, ïîëó÷èì êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà ãðàíèöå îáëàñòè: 
1
x = 0, 

2,3
x  = ±

1

2

.

4. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè z = f (x, y) â êðèòè÷åñêèõ 
òî÷êàõ âíóòðè îáëàñòè 

z = (0; 0) = 2 è íà åå ãðàíèöå 

z

1

2

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= z

1

2

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
4

3

, à òàê-

æå íà êîíöàõ îòðåçêà [–1; 1]
íà ãðàíèöå îáëàñòè z(–1) = 

= z(1) =
3

2

 è âûáèðàåì ñðåäè 

íèõ íàèáîëüøåå è íàè-        
ìåíüøåå.

Èòàê, zíàèá = z(0, 0) = 2  è 

zíàèì = z
1 1

,

2 2

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= z

1 1

,

2 2

⎛ ⎞
− −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

= z

1 1

,

2 2

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

= z

1 1

,

2 2

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=
4

3

 (ðèñ. 15.12). �

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì êëàññ âûïóêëûõ ôóíê-
öèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé 
ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. 

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ýòîò 
êëàññ ôóíêöèé. 

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî D n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçû-
âàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A è B, ïðèíàäëåæà-

x — òî÷êà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, 

• — òî÷êà íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ 

Ðèñ. 15.12
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ùèõ D, îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, òàêæå öåëèêîì ïðèíàä-
ëåæèò D.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 15.13à, — âû-
ïóêëûå, à ìíîæåñòâî íà ðèñ. 15.13á — íåâûïóêëîå. 

Ïðîñòûìè è íàèáîëåå åñòåñòâåííûìè ïðèìåðàìè âûïóêëûõ 
ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ñàìî ïðîñòðàíñòâî, à òàêæå åãî ïîëîæèòåëü-
íûé ñåêòîð, çàäàííûé óñëîâèÿìè x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0. 

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ z = f (x, y), çàäàííàÿ íà âûïóêëîì ìíî-
æåñòâå D, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê 

(
1
x ,

1
y ) è (

2
x ,

2
y )

f 1 2 1 2 1 1 2 2
( , ) ( , )

,

2 2 2

x x y y f x y f x y+ + +⎛ ⎞
≤

⎜ ⎟

⎝ ⎠

,

è âûïóêëîé ââåðõ, åñëè 

f 1 2 1 2

,

2 2

x x y y+ +⎛ ⎞
≥

⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 1 2 2
( , ) ( , )

.

2

f x y f x y+

≥

Ãðàôèê ôóíêöèè, âû-
ïóêëîé âíèç, èçîáðàæåí íà 
ðèñ. 15.14. 

Î÷åâèäíî, âûïóêëàÿ 
ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü 
ñåäëîâûõ òî÷åê, ïîäîáíûõ 
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 15.11. 
Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âûïóê-
ëîé ôóíêöèè ðàâåíñòâî åå 
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íóëþ 
ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñ-
òðåìóìà. Áîëåå òîãî, ýêñòðåìóì âûïóêëîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãëî-
áàëüíûì, ò.å. íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì â ñëó÷àå ôóíêöèè, âûïóêëîé 
âíèç, è íàèáîëüøèì — â ñëó÷àå ôóíêöèè, âûïóêëîé ââåðõ. 

à)                                          á) 

Ðèñ. 15.13

Ðèñ. 15.14
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Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ôóíêöèé ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ 
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Äàæå â ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ÷èñ-
òî òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ìîãóò âûçâàòü çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. 
Çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ïîäîáíûõ ýêñòðåìóìîâ ïîñâÿùåí ñïåöèàëü-
íûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè — 
âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Â 
ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ 
áóðíîå ðàçâèòèå ïåðåæèâà-
åò êîìïëåêñíàÿ íàó÷íàÿ 
äèñöèïëèíà — èññëåäîâàíèå

îïåðàöèé, ïîñâÿùåííàÿ ïî-
èñêó îïòèìàëüíûõ ðåøå-
íèé â ðàçëè÷íûõ, â òîì 
÷èñëå è ýêîíîìè÷åñêèõ, 
çàäà÷àõ, â êîòîðûõ èññëå-
äóåìàÿ (öåëåâàÿ) ôóíêöèÿ 
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå 
èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. 

15.8. Условный экстремум. 

Метод  множителей Лагранжа 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ñïåöèôè÷åñêóþ äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ 
ïåðåìåííûõ, êîãäà åå ýêñòðåìóì èùåòñÿ íå íà âñåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ, à íà ìíîæåñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåì íåêîòîðîìó óñëîâèþ. 

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ z = f (õ, ó), àðãóìåíòû õ è ó
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ g (õ, ó) = Ñ, íàçûâàåìîìó óðàâ-

íåíèåì ñâÿçè. 

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà (õî, óî) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ìàê-

ñèìóìà (ìèíèìóìà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé 

òî÷êè, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê (õ, ó) èç ýòîé îêðåñòíîñòè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ g (õ, ó) = Ñ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 

f (õ0, ó0) ≥ f (õ, ó) (f (õ0, ó0) ≤ f (õ, ó)).

Íà ðèñ. 15.15 èçîáðàæåíà òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà (õ0, ó0).
Î÷åâèäíî, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà 
ôóíêöèè z = f (õ, ó) (íà ðèñ. 15.15 ýòî òî÷êà (õ1, ó1)).

Ðèñ. 15.15
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Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðå-
ìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷è ê 
îòûñêàíèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Äîïóñòèì 
óðàâíåíèå ñâÿçè g (õ, ó) = Ñ óäàëîñü ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî 
îäíîé èç ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð âûðàçèòü ó ÷åðåç õ : ó = ϕ(õ).
Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, 
ïîëó÷èì    z = f (õ, ó) = f (õ, ϕ(õ)), ò.å. ôóíêöèþ î ä í î é  ïåðå-
ìåííîé. Åå ýêñòðåìóì è áóäåò óñëîâíûì ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè z
= f (õ, ó).

� Ïðèìåð 15.11. Íàéòè òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíê-

öèè z = õ2 + 2ó2 ïðè óñëîâèè  3õ +2ó = 11. 
Ð å ø å í è å .  Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ 3õ +2ó = 11 ïåðåìåííóþ 

ó ÷åðåç ïåðåìåííóþ õ è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå 

11 3

2

x

y

−

= â ôóíêöèþ z. Ïîëó÷èì 
2

2

11 3

2

2

x

z x

−⎛ ⎞
= +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 èëè 

( )
2

11

6 11

2

z x x= − + . Ýòà ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì ïðè 

õ0 = 3. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè  0

0

11 3

1.

2

x

y

−

= =  Òàêèì 

îáðàçîì, (3; 1) — òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà  (ìèíèìóìà). �

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå óðàâíåíèå ñâÿçè g (õ, ó) = Ñ îêà-
çàëîñü ëèíåéíûì, ïîýòîìó åãî ëåãêî óäàëîñü ðàçðåøèòü îòíîñè-
òåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ. Îäíàêî â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ 
ñäåëàòü ýòî íå óäàåòñÿ. 

Äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â îáùåì ñëó÷àå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ L(õ, ó, λ) = f (õ, ó) + 
+ λ(g (õ, ó) – Ñ).

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, à λ — ìíîæè-
òåëåì Ëàãðàíæà. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 

Òåîðåìà. Åñëè òî÷êà (õ0, ó0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà ôóíêöèè z = f (õ, ó) ïðè óñëîâèè g (õ, ó) = C, òî ñóùåñò-

âóåò çíà÷åíèå λ0 òàêîå, ÷òî òî÷êà (õ0, ó0, λ0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé 

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè L(õ, ó, λ).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà 

ôóíêöèè z = f (õ, ó) ïðè óñëîâèè g (õ, ó) = Ñ òðåáóåòñÿ íàéòè 
ðåøåíèå ñèñòåìû 
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( , ) ( , ) 0,

( , ) ( , ) 0,

( , ) 0.

x x x

y y y

L f x y g x y

L f x y g x y

L g x y C
λ

⎧ ′ ′ ′= + λ =

⎪
′ ′ ′= + λ =⎨

⎪ ′ = − =
⎩

Ïîñëåäíåå èç ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ñâÿçè. 
Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 

grad f = — λ grad g, 

ò.å. â òî÷êå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ãðàäèåíòû ôóíêöèé f (õ, ó) è 
g (õ, ó) êîëëèíåàðíû.

Íà ðèñ. 15.16 ïîêàçàí ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèé Ëàãðàí-
æà. Ëèíèÿ g (õ, ó) = Ñ  ïóíêòèðíàÿ, ëèíèè óðîâíÿ g (õ, ó) = Q
ôóíêöèè z = f (õ, ó) ñïëîøíûå. 

Èç ðèñ. 15.16 ñëåäóåò, ÷òî â
òî÷êå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ëè-
íèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè z = f (õ, ó)
êàñàåòñÿ ëèíèè g (õ, ó) = Ñ.

� Ïðèìåð 15.12. Íàéòè òî÷êè 

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè  z = õ2 + 2ó2

ïðè óñëîâèè 3õ + 2ó = 11, èñ-
ïîëüçóÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëà-
ãðàíæà.

Ð å ø å í è å. Ñîñòàâëÿåì 
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L = õ 2 +2ó 2 + λ(3õ + 2ó – 11). Ïðèðàâíèâàÿ 
ê íóëþ åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé 

2 3 0,

4 2 0,

3 2 11 0.

x

y

x y

+ λ =⎧
⎪

+ λ =⎨

⎪ + − =
⎩

Åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (õ = 3, ó = 1, λ = –2). Òàêèì îá-
ðàçîì, òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷-   
êà (3; 1). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíê-   

öèÿ z = f(õ, ó) èìååò óñëîâíûé ìèíèìóì. �

Â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî ïåðåìåííûõ áîëåå äâóõ, ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ è íåñêîëüêî óðàâíåíèé ñâÿçè. Ñîîòâåòñòâåííî â 
ýòîì ñëó÷àå áóäåò è íåñêîëüêî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. 

Ìû íå ðàññìàòðèâàåì çäåñü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî 
ýêñòðåìóìà. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ êðèòè÷å-
ñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîé è ñî-

Ðèñ. 15.16
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îòâåòñòâóåò íå òîëüêî ëîêàëüíîìó, íî è ãëîáàëüíîìó óñëîâíîìó 
ìèíèìóìó èëè ìàêñèìóìó. 

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà èñïîëüçóåòñÿ ïðè 
ðåøåíèè òàêèõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, êàê íàõîæäåíèå îïòè-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, âûáîð îïòèìàëüíîãî ïîðòôå-
ëÿ öåííûõ áóìàã è äð. (ïîäðîáíåå ñì. § 15.11). 

15.9. Понятие об эмпирических формулах.  

Метод наименьших квадратов 

Íà ïðàêòèêå ìû ÷àñòî ñòàëêèâàåìñÿ ñ çàäà÷åé î ñãëàæèâàíèè 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàâèñèìîñòåé. 

Ïóñòü çàâèñèìîñòü ìåæäó äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y âûðàæà-
åòñÿ â âèäå òàáëèöû, ïîëó÷åííîé îïûòíûì ïóòåì. Ýòî ìîãóò 
áûòü ðåçóëüòàòû îïûòà èëè íàáëþäåíèé, ñòàòèñòè÷åñêîé îáðà-
áîòêè ìàòåðèàëà è ò.ï. 

x
1
x

2
x …

i
x …

n

x

y
1
y

2
y …

i
y …

n

y

Òðåáóåòñÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ñãëàäèòü ýêñïåðèìåíòàëüíóþ 
çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè x è y,  ò.å. ïî âîçìîæíîñòè 
òî÷íî îòðàçèòü îáùóþ òåíäåíöèþ çàâèñèìîñòè y îò x, èñêëþ÷èâ 
ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåèçáåæíûìè ïî-
ãðåøíîñòÿìè èçìåðåíèé èëè ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Òà-
êóþ ñãëàæåííóþ çàâèñèìîñòü ñòðåìÿòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå 
ôîðìóëû y = f(x).

Ôîðìóëû, ñëóæàùèå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 
îïûòíûõ äàííûõ, ïîëó÷èëè íàçâàíèå ýìïèðè÷åñêèõ ôîðìóë.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ôîðìóë ðàçáèâàåòñÿ íà äâà 
ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íóæíî óñòàíîâèòü âèä çàâèñèìîñòè 
y = f (x), ò.å. ðåøèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ëèíåéíîé, êâàäðàòè÷íîé, 
ëîãàðèôìè÷åñêîé èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé. 
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Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî 
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
èññëåäîâàíèé íàíåñåíû íà 

ïëîñêîñòü (ïàðå ÷èñåë (
i
x ,

i
y )

ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ òàêèìè æå 
êîîðäèíàòàìè). Ðàçóìååòñÿ, ñó-
ùåñòâóåò ìíîæåñòâî êðèâûõ, 
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòè òî÷êè 
(ñì. ðèñ. 15.17). 

Äëÿ ïðîäâèæåíèÿ ê öåëè 
îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî êðè-
âàÿ èñòèííîé çàâèñèìîñòè — 
ýòî íàèáîëåå «ãëàäêàÿ» êðèâàÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ýìïèðè÷åñêèìè 
äàííûìè. Òàê, â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 15.17, èññëåäîâà-
òåëü íåñîìíåííî ïðåäïî÷òåò êðèâóþ I êðèâîé II. 

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè âûâîäà ïðîâîäÿòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ò.å. ïðîèçâîäèòñÿ åùå ðÿä îäíîâðåìåí-
íûõ èçìåðåíèé âåëè÷èí x è y. Äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè íàíîñÿòñÿ 
íà ïëîñêîñòü. Åñëè îíè îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê 
âûáðàííîé êðèâîé (íà ðèñ. 15.17 äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè èçî-
áðàæåíû êðåñòèêàìè), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âèä êðèâîé óñòà-
íîâëåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êðèâóþ íàäî ñêîððåêòèðîâàòü è 
âíîâü ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå èçìåðåíèÿ. 

Êðîìå òîãî, äëÿ âûáîðà ôóíêöèè y = f (x) ïðèâëåêàþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå ìàòåìàòè÷åñêîãî 
õàðàêòåðà (òåîðåòè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè, îïûò ïðåäøåñòâóþùèõ 
èññëåäîâàíèé è ò.ï.). 

Ïðåäïîëîæèì, ïåðâûé ýòàï çàâåðøåí — âèä ôóíêöèè 
y = f (x) óñòàíîâëåí. Òîãäà ïåðåõîäÿò êî âòîðîìó ýòàïó — îïðå-

äåëåíèþ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ýòîé ôóíêöèè. 

Ñîãëàñíî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîìó è òåîðåòè÷åñêè îáîñ-
íîâàííîìó ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â êà÷åñòâå íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè f (x) âûáèðàþò òàêèå çíà÷åíèÿ, ÷òîáû 

ñóììà êâàäðàòîâ íåâÿçîê
i

δ , èëè îòêëîíåíèé «òåîðåòè÷åñêèõ»

çíà÷åíèé f (
i
x ), íàéäåííûõ ïî ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëå y = f (x),

îò ñîîòâåòñòâóþùèõ îïûòíûõ çíà÷åíèé 
i
y , ò.å.

2 2

1 1

( ( ) )

n n

i i i

i i

S f x y

= =

= δ = −∑ ∑ (15.9)

Ðèñ. 15.17
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áûëà ìèíèìàëüíîé (ðèñ. 15.18). 

Ðèñ. 15.18 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ S ýì-
ïèðè÷åñêèõ òî÷åê (

i
x ,

i
y ) îò òî÷åê ñãëàæèâàþùåé ýêñïåðèìåí-

òàëüíóþ çàâèñèìîñòü êðèâîé y = f (x) â ïðèíöèïå ìîæíî áûëî 

âçÿòü îáû÷íóþ ñóììó íåâÿçîê 
1 1

( ( ) )

n n

i i i

i i

f x y

= =

δ = −∑ ∑  èëè ñóììó 

èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí 
1 1

( ( ) )

n n

i i i

i i

f x y

= =

δ = −∑ ∑ . Íî äåëàòü ýòî 

íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê â ïåðâîì ñëó÷àå 
1

n

i

i=

δ∑  ìîæåò áûòü ìà-

ëîé èëè äàæå ðàâíÿòüñÿ íóëþ ïðè çíà÷èòåëüíîì ðàçáðîñå ýìïè-
ðè÷åñêèõ òî÷åê, òàê êàê ïîëîæèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ 

i
δ  êîìïåí-

ñèðóþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. 

Âî âòîðîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ 
1

n

i

i=

δ∑  ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà, 

íî èìååò äðóãîé — îíà íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, ÷òî ñó-
ùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è. 

Ïóñòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè y = f (x) âçÿòà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 
y = ax + b è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ òàêèõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ a è b, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ (15.9) 

2

1

( )

n

i i

i

S ax b y

=

= + −∑

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ 
S = S(a, b) åñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ a è b äî òåõ ïîð, ïîêà 
ìû íå íàøëè, à çàòåì çàôèêñèðîâàëè èõ «íàèëó÷øèå» (â ñìûñëå 
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ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ) çíà÷åíèÿ, à 
i
x ,

i
y  — ïîñòîÿííûå

÷èñëà, íàéäåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî. 
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðÿìîé, íàèëó÷øèì îáðàçîì 

ñîãëàñîâàííîé ñ îïûòíûìè äàííûìè, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó 

0,

0,

a

b

S

S

′ =⎧

⎨
′ =

⎩

 èëè 1

1

2( ) 0,

2( ) 0.

n

i i i

i

n

i i

i

ax b y x

ax b y

=

=

⎧

+ − =⎪

⎪

⎨

⎪
+ − =

⎪
⎩

∑

∑

Ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòà ñèñòåìà ïðèíè-      
ìàåò âèä: 

2

1 1 1

1 1

( ) ( ) ,

( ) .

n n n

i i i i

i i i

n n

i i

i i

x a x b x y

x a nb y

= = =

= =

⎧

+ =⎪

⎪

⎨

⎪
+ =

⎪
⎩

∑ ∑ ∑

∑ ∑

(15.10)

Ñèñòåìà (15.10) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê åå îïðåäå-

ëèòåëü

⎢A⏐=

2

1 1

1

n n

i i

i i

n

i

i

x x

x n

= =

=

∑ ∑

∑

=

2

2

1 1

0

n n

i i

i i

n x x

= =

⎛ ⎞

− ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ (15.11)

(à òî÷íåå ⎢A⏐ > 0, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé 

èíäóêöèè ïðè n ≥ 2). 
Óáåäèìñÿ, ÷òî íàéäåííûå èç ñèñòåìû (15.10) çíà÷åíèÿ äàþò 

ìèíèìóì ôóíêöèè S = S(a, b). Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 

2

1

2

n

aa i

i

S x A

=

′′ = =∑ ;
1

2

n

ab i

i

S x B

=

′′ = =∑ ; 2
bb

S n C′′ = = .

Âûðàæåíèå Δ = AB – Ñ 2 = 4 ( 2

1

n

i

i

n x

=

∑ – ( 2

1

)

n

i

i

x

=

∑ ) > 0 â ñèëó 

èçëîæåííîãî âûøå è A = 2 2

1

n

i

i

x

=

∑ > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî 

äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìè-
íèìóìà, îïðåäåëÿåìóþ èç ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé 
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(15.10). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ S = S(a, b) èìååò íå 
ïðîñòî ëîêàëüíûé ìèíèìóì, íî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå (ãëîáàëü-
íûé ìèíèìóì). 

� Ïðèìåð 15.13. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå î öåíå íà íåôòü 

x (äåí. åä.) è èíäåêñå àêöèé íåôòÿíûõ êîìïàíèé y (óñë. åä.). 

x 17,28 17,05 18,30 18,80 19,20 18,50 

y 537 534 550 555 560 552 

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìåæäó ïåðåìåííûìè x è y ñóùåñòâóåò ëèíåé-
íàÿ çàâèñèìîñòü, íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó âèäà y = ax + b,
èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. 

Ð å ø å í è å. Íàéäåì íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòîâ ñóììû 

1

,

n

i

i

x

=

∑

1

,

n

i

i

y

=

∑

1

n

i i

i

x y

=

∑ , 2

1

n

i

i

x

=

∑ . Ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ îôîðìèì 

â âèäå âñïîìîãàòåëüíîé òàáëèöû. 

i
x

i
y

i
x

i
y

2

i
x

17,28   537  9 279,36  298,5984 
17,05   534  9 104,70  290,7025 
18,30   550 10 065,00  334,8900 
18,80   555 10 434,00  353,4400 
19,20   560 10 752,00  368,6400 
18,50   552 10 212,00  342,2500 

Σ 109,13 3288 59 847,06 1988,5209 

Ñèñòåìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé (15.10) èìååò âèä 

{
1988,5209 109,13 59847,06,

109,13 6 3288.

a b

a b

+ =

+ =

Åå ðåøåíèå a = 12,078, b = 328,32 äàåò èñêîìóþ çàâèñèìîñòü: 
y = 12,078x + 328,32. Òàêèì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì öåíû íåôòè 
íà 1 äåí. åä. èíäåêñ àêöèé íåôòÿíûõ êîìïàíèé â ñðåäíåì ðàñ-

òåò íà 12,08 åä. �
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15.10. Понятие двойного интеграла 

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû çàòðîíåì íåêîòîðûå âîïðîñû, 
ñâÿçàííûå ñ èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 
Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé çäåñü íå óäàåòñÿ ââåñòè 
ïðîñòîãî ïîíÿòèÿ ïåðâîîáðàçíîé è íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. 
Â òî æå âðåìÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî: èí-
òåãðèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê «ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íîãî 
÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí». 

Âíà÷àëå îïðåäåëèì äâóìåðíûé àíàëîã èíòåãðàëüíîé ñóììû 
(ñì. § 11.1). 

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî D íà ïëîñêîñòè Oxy (äëÿ 
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü åãî âûïóêëûì). Ïîñòðîèì ïîêðûâàþ-
ùóþ ýòî ìíîæåñòâî ðåøåòêó (ñì. ðèñ. 15.19). 

Íà ðèñ. 15.19 øòðèõîâêîé îáîçíà÷åíà ÷àñòü ìíîæåñòâà D, íå 
ïîêðûòàÿ ïîëíûìè êëåòêàìè ðåøåòêè. Î÷åâèäíî, ïëîùàäü ýòîé 
÷àñòè óìåíüøàåòñÿ ïî ìå-
ðå òîãî, êàê óâåëè÷èâàåòñÿ 
÷èñëî êëåòîê ðàçáèåíèÿ, 
ò.å. óìåíüøàþòñÿ ðàçìåðû 
êëåòîê (îïÿòü æå äëÿ ïðî-
ñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
âñå êëåòêè èìåþò îäèíà-
êîâûå ðàçìåðû). Çàíóìå-
ðóåì êëåòêè ðåøåòêè èí-
äåêñàìè i, j (i = 1, …, n;
j = 1, …, m), ãäå i — íîìåð 
êëåòêè ïî ãîðèçîíòàëè 
(ñ÷èòàÿ ñëåâà íàïðàâî), à j
— íîìåð êëåòêè ïî âåðòè-
êàëè (ñ÷èòàÿ ñíèçó ââåðõ). Ïóñòü 

i
xΔ è

j
yΔ — ñîîòâåòñòâåííî 

äëèíà ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñòîðîíû êëåòêè 
ij

Δ . Òîãäà 

ïðè
i
xΔ → 0 è 

j
yΔ → 0 ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé ÷àñòè ìíîæåñòâà 

D ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è, íåñêîëüêî ïðåíåáðåãàÿ ñòðîãîñòüþ, ìîæíî 
ñäåëàòü óòâåðæäåíèå: Dêëåò → D, ãäå Dêëåò — ýòî ÷àñòü ìíîæåñòâà 
D, ïîêðûòàÿ öåëûìè êëåòêàìè ðåøåòêè. 

Â êàæäîé êëåòêå 
ij

Δ  âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ( ;
i j
ξ η ).

Èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè z = f (x, y) íà ìíîæåñòâå D íàçû-

âàåòñÿ ñóììà 
1 1

( , )

n m

i j i j

i j

S f x y

= =

= ξ η Δ Δ∑∑ .

Ðèñ. 15.19

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



431

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d — äèàìåòð êëåòêè, ò.å. íàèáîëüøèé ëè-

íåéíûé ðàçìåð åå (â äàííîì ñëó÷àå d = 2 2

i j
x yΔ + Δ — äëèíà äèà-

ãîíàëè êëåòêè). 
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ z = f (x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé

íà ìíîæåñòâå D, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë I èíòåãðàëü-

íîé ñóììû ýòîé ôóíêöèè íà D ïðè óñëîâèè d → 0. Ñàìî çíà÷åíèå 

ïðåäåëà I íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè z = f (x, y) íà 

ìíîæåñòâå D.
Îáîçíà÷àåòñÿ äâîéíîé èíòåãðàë ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

I = ( , )

D

f x y dxdy∫∫ .

Ç à ì å ÷ à í è å. Óêàçàííûé ïðåäåë I èíòåãðàëüíîé ñóììû íå 
äîëæåí çàâèñåòü íè îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà D íà ýëå-
ìåíòàðíûå ÿ÷åéêè (ëèøü äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå òàêèõ ÿ÷ååê 
ìû èñïîëüçîâàëè ïðÿìîóãîëüíûå êëåòêè), íè îò âûáîðà òî-   

÷åê ( ;
i j
ξ η ) â êàæäîé ÿ÷åéêå. 

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

( , )

D

f x y dxdy∫∫ =
0

1 1

lim ( , )

n m

i j i j

d
i j

f x y

→

= =

ξ η Δ Δ∑∑ .

Îòìåòèì ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è é  ñ ì û ñ ë  äâîéíîãî èíòå-
ãðàëà. Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà â îá-

ëàñòè D, òî äâîéíîé èíòåãðàë ( , )

D

f x y dxdy∫∫  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

îáúåì ïðÿìîãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà (öèëèíäðîèäà), ïîñòðîåííîãî íà 
îáëàñòè D êàê íà îñíîâàíèè è îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ 

z = f (x, y). Åñëè f (x, y) ≡ 1 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ D, òî 

D

dxdy∫∫ ÷èñëåííî

ðàâåí ïëîùàäè îáëàñòè D.
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Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ çíà÷èòåëüíî áî-
ëåå òðóäíàÿ çàäà÷à ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé äëÿ îä-
íîé ïåðåìåííîé. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü 
çàâåðøåííûé ðåçóëüòàò. 
Ðàññìîòðèì îäèí èç òàêèõ 
âàæíåéøèõ ñëó÷àåâ. 

Ìíîæåñòâî D íà ïëîñ-
êîñòè Oxy íàçûâàåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûì îòíîñèòåëüíî 
îñè Ox, åñëè åãî ãðàíèöà 
ñîñòîèò èç ãðàôèêîâ äâóõ 
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 
g (x) è h (x), îïðåäåëåííûõ 
íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b]
è òàêèõ, ÷òî g (x) ≤ h(x), è 
èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ x = a
è x = b (ðèñ. 15.20). 

Äâîéíîé èíòåãðàë ìî-
æåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé äâó-
ìåðíûé àíàëîã ôîðìóëû Íüþòîíà—Ëåéáíèöà. 

Òåîðåìà.  Åñëè ôóíêöèÿ z = f (x, y) íåïðåðûâíà íà ýëåìåíòàðíîì 
ìíîæåñòâå D, òî

( , )

D

f x y dxdy∫∫ =

( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dy dx

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ . (15.12)

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (15.12), íàçûâà-
åòñÿ ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì è îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

I =

( )

( )

( , )

h xb

a g x

dx f x y dy∫ ∫ .

� Ïðèìåð 15.14. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë 3
( )

D

x y dxdy+∫∫ , ãäå D — 

êðóãîâîé ñåêòîð, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 15.21. 
Ð å ø å í è å. Ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì. Çäåñü 

a = 0, b = 1, g (x) ≡ 0 h(x) = 2
1 x+ − . Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé 

èíòåãðàë ïðèíèìàåò âèä: 

3
( )

D

x y dxdy+∫∫ =

2
1 1

3

0 0

( )

x

dx x y dy

−

+∫ ∫ =
1 2

4 1

0

0

(

4

x

y

xy dx

−

⎛ ⎞

⎜ ⎟+

⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ =

Ðèñ. 15.20
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=
1

2 2

2

0

(1 )

1

4

x

x x dx

−⎛ ⎞
− +

⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ =

1

2 2

0

1

1 (1 )

2

x d x− − −∫ +

1

2 4

0

1

(1 2 )

4

x x dx+ − +∫ =

=

3

2 51 1
2

3

0 0

1 (1 ) 1 2

32 4 3 5

2

x x

x x

− ⎛ ⎞
− + − +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

=
1 1 2 1 7

1

3 4 3 5 15

⎛ ⎞
+ − + =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.�

Äâîéíûå è ïîâòîðíûå èíòåãðàëû íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå â 
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè è ìíîãèõ äðó-
ãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííûå ýêîíî-
ìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. 

15.11. Функции нескольких переменных  

в экономической теории 

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïå-
ðåìåííûõ â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. 

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ èëëþñòðèðó-
åòñÿ íà ðèñóíêàõ, èçîáðàæàþùèõ ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè äâóõ 
ïåðåìåííûõ z = f (x, y). Íàïðèìåð, ëèíèè óðîâíÿ ïðîèçâîäñò-
âåííîé ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ èçîêâàíòàìè.

Ïóñòü x è y — äâà ðàç-
ëè÷íûõ ôàêòîðà ïðîèçâîä-
ñòâà, à ôóíêöèÿ z = f (x, y)
õàðàêòåðèçóåò âûïóñê ïðî-
äóêöèè, êîòîðûé ïîçâîëÿ-
þò çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ x è
y. Íà ðèñ. 15.22 ëèíèè 
óðîâíÿ f (x, y) = Q èçîáðà-
æåíû ñïëîøíûìè ëèíèÿ-
ìè, à øòðèõîâêîé âûäåëåíà 
òàê íàçûâàåìàÿ ýêîíîìè÷å-
ñêàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî âû-
ñåêàåìûå åþ ÷àñòè èçî-

Ðèñ. 15.21

Ðèñ. 15.22

f(x,y)=Q
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êâàíò ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàôèêè óáûâàþùèõ ôóíêöèé, ò.å. 
óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà îäíîãî ôàêòîðà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü 
êîëè÷åñòâî äðóãîãî, íå ìåíÿÿ ðàçìåðà âûïóñêà. Èíûìè ñëîâà-
ìè, ýêîíîìè÷åñêàÿ îáëàñòü — ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôàêòî-
ðîâ, äîïóñêàþùèõ çàìåùåíèå îäíîãî èç íèõ äðóãèì. Î÷åâèäíî,
÷òî âñå «ðàçóìíûå» çíà÷åíèÿ x è y ïðèíàäëåæàò ýêîíîìè÷å-
ñêîé îáëàñòè. 

Èçîêâàíòû ïîçâîëÿþò ãåîìåòðè÷åñêè èëëþñòðèðîâàòü ðå-
øåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ. Ïóñòü 
z = g (x, y) — ôóíêöèÿ èçäåðæåê, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàòðàòû, 
íåîáõîäèìûå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çíà÷åíèé ðåñóðñîâ x è y (÷àñòî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê ëèíåéíàÿ:              
g (x, y) =

x y
p x p y+ , ãäå 

x

p  è 
y

p — «öåíû» ôàêòîðîâ x è y).

Ëèíèè óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè òàêæå èçîáðàæåíû íà ðèñ. 15.20. 
Êîìáèíàöèè ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f (x) è g (x) ïîçâîëÿþò 
äåëàòü âûâîäû î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ 
ôàêòîðîâ x è y. Î÷åâèäíî, íàïðèìåð, ÷òî ïàðà çíà÷åíèé (

1
x ,

1
y )

áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà, ÷åì ïàðà (
2
x ,

2
y ), òàê êàê îáåñïå÷è-

âàåò òîò æå âûïóñê, íî ñ ìåíüøèìè çàòðàòàìè. Îïòèìàëüíûìè 
æå çíà÷åíèÿìè ôàêòîðîâ áóäóò çíà÷åíèÿ (

0
x ,

0
y ) — êîîðäèíà-

òû òî÷êè êàñàíèÿ ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè âûïóñêà è ôóíêöèè 
èçäåðæåê.

Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (îíè íàçûâàþòñÿ êðèâûìè
áåçðàçëè÷èÿ) (ñì. § 5.6) òàêæå ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü âîïðîñû 
çàìåùåíèÿ îäíîãî òîâàðà äðóãèì è èëëþñòðèðîâàòü ðåøåíèå 
çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïîòðåáëåíèè (ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà) 
(ñì. ðèñ. 15.23). 

Ëèíèÿ óðîâíÿ çàòðàò íà ïðèîáðåòå-
íèå òîâàðîâ x, y èçîáðàæåíû íà 
ðèñ. 15.23 ïóíêòèðîì. Îïòèìàëüíîå 
ïîòðåáëåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ çíà÷å-

íèÿìè (
0
x ,

0
y ) — êîîðäèíàòàìè òî÷êè 

êàñàíèÿ êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ è ëèíèè 
óðîâíÿ çàòðàò. Â ýòîé òî÷êå çàäàííàÿ 
ïîëåçíîñòü äîñòèãàåòñÿ íàèáîëåå ýêî-
íîìè÷íûì îáðàçîì. 

Äðóãîé ïðèìåð êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ 
âîçíèêàåò â òåîðèè èíâåñòèöèé.

Ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã (ïîä ïîðòôåëåì ìû çäåñü áóäåì ïî-
íèìàòü ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëåííûõ öåííûõ áóìàã â îïðåäåëåí-

Ðèñ. 15.23
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íûõ êîëè÷åñòâàõ) õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ îñíîâíûìè ïàðàìåòðà-
ìè — îæèäàåìîé äîõîäíîñòüþ r è ðèñêîì σ (òî÷íîå îïðåäåëå-
íèå ýòèõ âåëè÷èí çäåñü íå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî, òàê êàê îíî 
èñïîëüçóåò ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè). Êàæäîìó ïîðòôåëþ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå 
òî÷êó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (σ, r), è òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ 
âîçìîæíûõ ïîðòôåëåé ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ îáëàñòü D (ñì. 
ðèñ. 15.24). 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàâíûõ äîõîä-
íîñòÿõ èíâåñòîð ïðåäïî÷òåò ïîðòôåëü 
ñ ìåíüøèì ðèñêîì. Òàêèì îáðàçîì, 
êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ — ëèíèè óðîâíÿ 
ôóíêöèè ïðåäïî÷òåíèÿ U =U (σ, r) — 
âûïóêëû âíèç. Òî÷êà Ò, â  êîòîðîé 
ëèíèÿ áåçðàçëè÷èÿ êàñàåòñÿ îáëàñòè D,
ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå ïðåäïî÷òè-
òåëüíîìó äëÿ äàííîãî èíâåñòîðà ïîðò-
ôåëþ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ áûëà 
ïðåäëîæåíà àìåðèêàíñêèì ýêîíîìè-
ñòîì Õàððè Ìàðêîâèöåì â 1952 ã. è ñ òåõ ïîð ïîëó÷èëà øèðîêîå 
ðàçâèòèå â  òåîðèè èíâåñòèöèé. 

Ïîíÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé òàêæå íàõîäèò ïðèìåíåíèå â 
ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Â § 7.6 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ýëàñòè÷-

íîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé 
x

E (y). Àíàëîãè÷íî ìîæíî 

ââåñòè ïîíÿòèå ÷àñòíîé ýëàñòè÷íîñòè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïå-
ðåìåííûõ z = f (

1
x ,

2
x , …,

n

x ) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 
i
x :

i
x

E (z) =
0

lim :
i

i

i

x
i i

x

x

i

z
x x

z

z x zΔ →

Δ⎛ ⎞Δ
′= ⋅⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

Òàê, íàïðèìåð, â ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà—Äóãëàñà 

(ñì. § 15.1) z = 1 2

0

b b
b x y , êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, 

x

E (z) = 
1
b ,

y
E (z) = 

2
b ,

ò.å. ïîêàçàòåëè 
1
b  è 

2
b  ïðèáëèæåííî ïîêàçûâàþò, íà ñêîëüêî 

ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ âûïóñê ïðîäóêöèè ïðè èçìåíåíèè òîëüêî çà-
òðàò òðóäà x èëè òîëüêî îáúåìà ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ y íà 1%. 

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 
x

u′ ,
y

u′ — ôóíêöèè ïîëåç-

íîñòè. Îíè íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè è îáîçíà÷à-

þòñÿ M
x

u , M
y

u . Åñëè èçìåðÿòü êîëè÷åñòâî òîâàðà â ñòîèìîñò-

íîì âûðàæåíèè, òî ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè ìîæíî ðàññìàòðè-

Ðèñ. 15.24

Т

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



436

âàòü êàê ôóíêöèè ñïðîñà íà ñîîòâåòñòâóþùèé òîâàð. Íàéäåì 
ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè äëÿ ôóíêöèè ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòè

u(x, y) = 1 2

1 2
1 1

1 2
1 1

b b

a a

x y

b b

− −

+

− −

.

Èìååì 1

1
,

b

x
Mu a x

−

=
2

2
,

b

y
Mu a x

−

=  ò.å. ôóíêöèè ñïðîñà ñ 

ðîñòîì ñòîèìîñòè êàæäîãî òîâàðà ÿâëÿþòñÿ óáûâàþùèìè, à ïà-
ðàìåòðû

1
b è

2
b  ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûå ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà íà 

ýòè òîâàðû. 
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñïðîñ q êàê ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ ïåðå-

ìåííûõ, íàïðèìåð äâóõ – öåíû òîâàðà p è äîõîäîâ ïîòðåáèòå-
ëåé r, ò.å. q = f (p, r),  òî ìîæíî ãîâîðèòü î ÷àñòíûõ ýëàñòè÷íî-

ñòÿõ ñïðîñà îò öåíû Ep (q) = 
p

p

q

q

′  è ñïðîñà îò äîõîäîâ Er (q) = 

=
r

r

q

q

′ . Íàïðèìåð, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî Er (q) > 0 äëÿ êà÷åñò-

âåííûõ òîâàðîâ è Er (q) < 0 äëÿ íèçêîñîðòíûõ, òàê êàê ñ ðîñòîì 
äîõîäîâ ñïðîñ íà êà÷åñòâåííûå òîâàðû óâåëè÷èâàåòñÿ, à íà íèç-
êîñîðòíûå – óìåíüøàåòñÿ. 

Åñëè ïðè èññëåäîâàíèè ñïðîñà íà äàííûé òîâàð ðàññìàòðè-
âàòü âëèÿíèå äðóãîãî, àëüòåðíàòèâíîãî òîâàðà öåíîé ð1, ò.å. ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñïðîñ êàê ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ q = f (p, p1, r),
òî ìîæíî ââåñòè ïåðåêðåñòíûé êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ñïðî-

ñà, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå 
1 1

1

( )
p p

p

E q q

q

′= è ïîêàçûâàþùèé 

ïðèáëèæåííî ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå ñïðîñà íà äàííûé òîâàð 
ïðè èçìåíåíèè öåíû àëüòåðíàòèâíîãî òîâàðà íà 1%. Î÷åâèäíî, 
÷òî äëÿ â ç à è ì î ç à ì å í ÿ å ì û õ  òîâàðîâ 

1

( ) 0,
p

E q >  òàê 

êàê óâåëè÷åíèå öåíû îäíîãî òîâàðà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ 
ñïðîñà íà äðóãîé. Â òî æå âðåìÿ äëÿ â ç à è ì î ä î ï î ë -
í ÿ þ ù è õ  òîâàðîâ Ep1(q) < 0, èáî â ýòîì ñëó÷àå ðîñò öåíû 
ëþáîãî òîâàðà ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ñïðîñà. 

Ðàññìîòðèì åùå îäèí êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè, õàðàêòå-
ðèçóþùèé ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 
è èìåþùèé âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. 

Ïóñòü z = f (x, ó) — ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è MP(x) = 

( , ), ( ) ( , )
x y
f x y MP y f x y′ ′= =  — ïðåäåëüíûå ïðîäóêòû, ñîîòâåòñò-
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âóþùèå çàòðàòàì ðåñóðñîâ õ è ó. Êîýôôèöèåíòîì ýëàñòè÷íîñòè 
çàìåùåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà 

0

0

ln ln

lim .

( ) ( )

ln ln

( ) ( )

xy

x

y

x x

d

y y

МP x МP x

d

МP y МP y

Δ →

Δ →

Δ

σ = = −

Δ

Òàê êàê ïðè ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòà Δt èìååò ìåñòî 

ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ln ,

t

t

t

Δ

Δ =  ïðèðàùåíèå ëîãàðèôìà ïå-

ðåìåííîé âåëè÷èíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòíîñèòåëüíîå 
ïðèðàùåíèå ñàìîé âåëè÷èíû. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà, îá-
ðàòíàÿ êîýôôèöèåíòó ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ, ïîêàçûâàåò 
ïðèáëèæåííî, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ îòíîøåíèå ïðå-
äåëüíûõ ïðîäóêòîâ ÌÐ(õ)/ÌÐ(ó) ïðè èçìåíåíèè îòíîøåíèÿ çà-
òðàò ðåñóðñîâ (õ/ó) íà 1%. 

Â § 15.1 ïðèâåäåíà ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîñòîÿííîé 
ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ýëà-
ñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ åñòü ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ðàñ-
ñìîòðèì åå âûðàæåíèå â òî÷êàõ èçîêâàíòû. Òàê êàê âäîëü èçî-
êâàíòû çíà÷åíèå ôóíêöèè z = f (x, y) ïîñòîÿííî, òî ïîëíûé äèô-

ôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè  
x y

dz f dx f dy′ ′= +  âäîëü èçîêâàíòû ðà-

âåí íóëþ, ò. å. ÌÐ (õ)dx + ÌÐ (ó)dó = 0. Îòñþäà èìååì 

( )

,

( )

dy МP x

dx МP y

− =  ò.å. ïðè ñîõðàíåíèè îáúåìà âûïóñêà z âåëè÷è-     

íà ,

dy

dx

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 íàçûâàåìàÿ ïðåäåëüíîé íîðìîé çàìåùåíèÿ ðåñóðñà õ ðå-

ñóðñîì ó, ðàâíà îòíîøåíèþ èõ ïðåäåëüíûõ ïðîäóêòîâ. Ñ ó÷åòîì 

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

ln

1

.

ln
xy

dy

d

dx

y

d

x

⎛ ⎞
−

⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

σ

Î÷åâèäíî, ÷òî 
dy

dx

— òàíãåíñ óãëà α íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê 

èçîêâàíòå â òî÷êå Ì(õ, ó),
y

x

 — òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ðàäèóñà- 

âåêòîðà OM òî÷êè Ì (õ, ó) (ñì. ðèñ. 15.25). 
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Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà 

1

xy
σ

õàðàêòåðèçóåò îòíîñè-

òåëüíîå èçìåíåíèå óãëà íàêëîíà 
êàñàòåëüíîé ê èçîêâàíòå ïðè 
èçìåíåíèèè óãëà íàêëîíà åå ðà-
äèóñà âåêòîðà, ò.å. êðèâèçíó 
èçîêâàíòû.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü tg α

êàê ôóíêöèþ tg θ, òî 
1

xy
σ

 åñòü 

êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè â 
îáû÷íîì ñìûñëå (ñì. § 7.6). 

Ïîíÿòèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè òàêæå èãðàåò ñóùåñòâåííóþ 
ðîëü â ïîíèìàíèè âàæíåéøèõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàêîíîâ. Ìíîãî-
ìåðíûå àíàëîãè ïðèìåðîâ, ðàññìîòðåííûõ â § 8.10, ïîçâîëÿþò 
ìàòåìàòè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàòü çàêîíû óáûâàþùåé äîõîäíîñòè 
è óáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè. 

15.12. Решение задач 

� Ïðèìåð 15.15.  Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 

ðåñóðñîâ äëÿ ôóíêöèè âûïóñêà z =

3

2

0
b xy , åñëè çàòðàòû íà ôàê-

òîðû x è y — ëèíåéíû è çàäàþòñÿ öåíàìè 
1
p = 1, 

2
p = 2. 

Ð å ø å í è å. Â òî÷êå (
0
x ,

0
y ), çàäàþùåé îïòèìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ x è y, ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè èçäåðæåê 

z = x + 2y êàñàåòñÿ èçîêâàíòû 
3

2

0
b xy  = C (ñì. § 15.11). Íà ýêî-

íîìè÷åñêîé îáëàñòè èçîêâàíòà åñòü ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè 

y =

2

3

0

C

b x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè èçäåðæåê — ýòî ïðÿìûå 

x + 2y = A, óãëîâîé êîýôôèöèåíò êîòîðûõ k = 
1

2

− .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå êàñàíèÿ èìååò âèä 

Ðèñ. 15.25
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0

/

2

3

0

1

2

x

C

b x

⎡ ⎤

⎛ ⎞⎢ ⎥
= −⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, îòêóäà 
0
x =

23

55

3 2

5 5

0

4

3

C

b

 è ñîîòâåòñòâåííî 

0
y =

2 2

5 5

2 2

5 5

0

3

4

C

b

.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðû x, y ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü â îòíîøå-

íèè 4 : 3. �

� Ïðèìåð 15.16.  Ðåçóëüòàòû äåñÿòè îäíîâðåìåííûõ èçìåðå-

íèé âåëè÷èí x è y ñâåäåíû â ñëåäóþùóþ òàáëèöó: 

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 1,61 3,05 5,50 8,96 13,42 19,00 25,20 33,78 41,96 51,62

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû y îò âåëè÷èíû x

èìååò âèä y = 2
ax b+ , íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b ýòîé 

çàâèñèìîñòè, èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. 
Ð å ø å í è å. Âåëè÷èíà S, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (15.10), 

èìååò âèä 

S = 2 2

1

( )

n

i i

i

ax b y

=

+ −∑ .

Èìååì 2 2

1

2( )

n

a i i i

i

S ax b y x

=

′ = + −∑ , 2

1

2( )

n

b i i

i

S ax b y

=

′ = + −∑ .

Ïðèðàâíèâàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 
a

S′  è 
b

S′  ê íóëþ, êðèòè-

÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè S îïðåäåëÿåì êàê ðåøåíèå ñèñòåìû íîð-
ìàëüíûõ óðàâíåíèé: 

4 2 2

1 1 1

2

1 1

,

.

n n n

i i i i

i i i

n n

i i

i i

x a x b x y

x a nb y

= = =

= =

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ =⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞
⎪

+ =⎜ ⎟
⎪
⎝ ⎠⎩

∑ ∑ ∑

∑ ∑

(15.13)
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Âû÷èñëèâ ïðè n = 10 íåîáõîäèìûå ñóììû 
10

2

1

i

i

x

=

∑ = 385, 

10

4

1

i

i

x

=

∑ = 25 333,
10

1

i

i

y

=

∑ = 204,1, 
10

2

1

i i

i

x y

=

∑ = 13 183,65, 

ïîëó÷èì ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå: 

{
25 333 385 13183,65,

385 10 204,1,

a b

a b

+ =

+ =

îòêóäà a = 0,5067, b = 0,905, ò.å. y = 0,5067x + 0,902. �

УПРАЖНЕНИЯ 

Íàéòè óðàâíåíèÿ è âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå ëèíèé óðîâíÿ 
ôóíêöèé:

15.17. z =
2 1

x

y x

− − . 15.18. z =
2
(1 )

1

x y

y

+

−

.

15.19. z =
ln

xy

x

.   15.20. z =
(1 ln )x y

x

+

.

15.21. z = x

x e y− .   15.22. z = 2
ln lnx y x+ − .

Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: 

15.23. z = 3 2 3
2x y xy− . 15.24. z = 2 3

ln( 2 )x y+ .

15.25. z = 2
(1 )

y
x+ . 15.26. z = 2

1

( )
x y

x e

y

−

− .

15.27. z =
2

2

1

ln

1

x y

y x

+ +

+ +

. 15.28. z = ln
x

y .

Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèé è ïðîâåðèòü â íèõ âû-
ïîëíåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà: 

15.29. z = 2 2
( ) ( 2)y x y− + + .

15.30. z =
2

2 2

( 2 16)

5

x y

x y

+ −

+ + .

15.31. z = 2 4 2xy x y− − . 15.32. z = x

x e y− .

15.33. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 

z = 2 3
x y+  íà ïîëóêðóãå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå 

êîîðäèíàò è ðàñïîëîæåííîì â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. 
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15.34. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè   

z = x y+ íà òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0; 0), (0; 1) è 

(1; 0). 
15.35. Â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A (0; 1),          

B (3; 4), C (5; 2) íàéòè òî÷êó, ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò 
êîòîðîé äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé. 

Èññëåäîâàòü ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü: 

15.36. z =
2 2

1

1x y+ +

.   15.37. z  = 2 2
x y− .

15.38. z = 2 4
ln (1 )x y+ + .

15.39. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ 
ôîðìóëó y = ax + b äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ñëåäóþùåé òàá-    
ëèöåé:

x 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 
y 0,7 1,7 1,6 3,1 3,6 4,6 

Èçîáðàçèòü íà ãðàôèêå ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ è ïðÿìóþ. 

15.40. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ 
ôîðìóëó y = ax + b äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ñëåäóþùåé òàáëèöåé: 

x –0,2 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
y 3,2 2,9 1,8 1,6 1,2 0,7 

Èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè òàáëè÷íî çàäàííóþ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèè. Ïî ôîðìóëå y = ax + b âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y ïðè x = 0,1.

15.41. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè äëÿ èíâåñòîðà çàäàåòñÿ êâàäðà-
òè÷íîé çàâèñèìîñòüþ u (r, σ) = r – λσ  – μσ

2 (ãäå r — îæèäàåìàÿ 
äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ, à σ — ðèñê), à ãðàíèöà îáëàñòè D
(ñì. ðèñ. 15.23) åñòü ïðÿìàÿ r = a + bσ. Îïðåäåëèòü íàèáîëåå 
ïðåäïî÷òèòåëüíûé äëÿ äàííîãî èíâåñòîðà óðîâåíü ðèñêà. 

15.42. Êóðñ öåííîé áóìàãè èçìåíÿëñÿ äâà ðàçà: íà r 1 ïðî-
öåíòîâ è íà r 2 ïðîöåíòîâ. Âûðàçèòü îáùèé ðîñò êóðñà öåííîé 

áóìàãè ÷åðåç äâå õàðàêòåðèñòèêè: 1 2

2

r r

r

+

=  — ñðåäíþþ äîõîä-

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



442

íîñòü è 2 2

1 2

1

( ) ( )

2

r r r rσ = − + −⎡ ⎤
⎣ ⎦

, õàðàêòåðèçóþùóþ ðàçáðîñ 

çíà÷åíèé èçìåíåíèÿ êóðñà. Èìåþòñÿ ëè ó ïîëó÷åííîé ôóíêöèè 
êðèòè÷åñêèå òî÷êè? Ðàñøèðèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 

íà âñþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü ( ), .r σ  Íàéòè êðèòè÷åñêèå 

òî÷êè â ýòîì ñëó÷àå è îïðåäåëèòü èõ õàðàêòåð. 
15.43. Íàéòè êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ äëÿ 

ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà—Äóãëàñà. 
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Приложение 

Глава 16

 КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ðåøåíèÿ 
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Òàê, îñòàâàÿñü â ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë, íåâîçìîæíî ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, äèñêðè-
ìèíàíò êîòîðîãî ìåíüøå íóëÿ. 

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà íåîáõîäèìû â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ 
ìàòåìàòèêè. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé ÿâëÿåòñÿ äåéñòâåííûì èíñòðóìåíòîì ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè. 

16.1. Арифметические операции над комплексными 

числами. Комплексная плоскость 

Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà z= x + iy, ãäå 
x è y — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, i — ìíèìàÿ åäèíèöà. 

×èñëî õ íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ÷èñëà z è îáîçíà-
÷àåòñÿ Re(z) (îò ôðàíö. reele — «äåéñòâèòåëüíûé»), à ÷èñëî y — 
ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ Im(z) (îò ôðàíö. imagina-
ire — «ìíèìûé»), ò.å. x = Re(z), y = Im (z).

Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî õ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîì-
ïëåêñíîãî z= x + iy ïðè y = 0. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà z= x + iy,
íå ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, ò.å. ïðè y ≠ 0, íàçûâàþòñÿ 
ìíèìûìè, à ïðè x = 0 y ≠ 0, ò.å. ÷èñëà âèäà z = iy — ÷èñòî ìíè-
ìûìè.

×èñëà z= x+ iy  è z x iy= −  íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1=x1+ iy1 è z2 = x2 + iy2 íàçûâàþòñÿ 
ðàâíûìè, åñëè ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ò.å. 
z1= z2, åñëè Re(z1) = Rå(z2), Im(z1) = Im(z2). Â ÷àñòíîñòè, z = 0,
åñëè Re(z) = 0 è Im(z) = 0.

À ð è ô ì å ò è ÷ å ñ ê è å  î ï å ð à ö è è  íà ìíîæåñòâå 
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

1. Ñ ë î æ å í è å  (â û ÷ è ò à í è å) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 

z1 ± z2 = x1 ± x2 + i(y1 ± y2). (16.1)
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2. Ó ì í î æ å í è å  êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 

z1z2 = (x1x2– y1y2) + i(x1y2+ x2y1). (16.2)

Â ÷àñòíîñòè, 

i 2 = (0 + i1)(0+ i1) = (0 – 1)+ i(0+ 0) = –1,

ò.å. ìíèìàÿ åäèíèöà åñòü ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí –1.

3. Ä å ë å í è å  äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 

1 1 2 1 2 2 1 1 2

2
2 2

2 2 2

( ) ( )

( 0).

z x x y y i x y x y

z

z x y

+ + −

= ≠

+

(16.3)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè 
(16.1)– (16.3) íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñò-
âåííûì îáðàçîì èç ïðàâèë ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ 
x1 + iy1 è x2 + iy2, åñëè ñ÷èòàòü i 2 = –1. Íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå 
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (16.2) åñòü 

z1z2 = (x1 + iy1) (x2+ iy2) = (x1x2 + i 2y1y2) + i(x1y2+ x2y1)=

= (x1x2 – y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

� Ïðèìåð 16.1. Äàíû êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1=12+5i, z2=3–4i.

Íàéòè z1 ± z2, z1z2, z1/z2.

Ð å ø å í è å. z1+ z2= (12+5i) + (3–4i) = 15+ i,

z1– z2= (12+5i) – (3 – 4i) = 9+9i.

z1z2= (12+5i) (3– 4i) = 36+15i – 48i – 20i 2=56–33i

(ó÷ëè, ÷òî i 2 = –1). 

1

2

12 5

3 4

z i

z i

+

=

−

. Óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ñîïðÿæåííîå 

äåëèòåëþ êîìïëåêñíîå ÷èñëî 3+4i , ïîëó÷èì 

2

1

2

2

36 15 48 20(12 5 )(3 4 )

(3 4 )(3 4 ) 9 16

i

i

i iz i i

z i i

+ + ++ +

= = =

− + −

16 63

0,64 2,52 .

25

i

i

+

= = + �
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 Åñëè äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî 
èçîáðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë èñïîëüçóþòñÿ òî÷êè ÷èñëîâîé 
ïðÿìîé, òî äëÿ èçîáðàæåíèÿ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë ñëóæàò ò î ÷ ê è  
ê î î ð ä è í à ò í î é  ï ë î ñ -
ê î ñ ò è Oxy.

Ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíîé, åñëè êàæäîìó êîìïëåêñ-
íîìó ÷èñëó z = x + iy ñòàâèòñÿ â 
ñîîòâåòñòâèå òî÷êà ïëîñêîñòè z(x, y),
ïðè÷åì ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî 
îäíîçíà÷íîå (ðèñ. 16.1). 

Îñè Îõ è Îó, íà êîòîðûõ ðàñ-
ïîëîæåíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà z = x + 0i = x è ÷èñòî ìíèìûå 
÷èñëà z= 0 + iy = iy, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíîé è 
ìíèìîé îñÿìè.

16.2. Тригонометрическая и показательная формы 

комплексного числа 

Ñ êàæäîé òî÷êîé z (x, y) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñâÿçàí ðà-

äèóñ-âåêòîð ýòîé òî÷êè Oz
→

, äëèíà êîòîðîãî r íàçûâàåòñÿ ìîäó-

ëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ ⏐z⏐ (ñì. ðèñ. 16.1): 

2 2
.r z x y= = + (16.4)

Óãîë ϕ, îáðàçîâàííûé ðàäèóñîì-âåêòîðîì Oz
→

 ñ îñüþ Îõ, íà-
çûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ Arg z.
Èç çíà÷åíèé ϕ = Arg z âûäåëÿåòñÿ ã ë à â í î å  çíà÷åíèå arg z,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ — π < arg z ≤ π. Íàïðèìåð, arg5 = 0,
arg (–3i) =–π/2, arg (1– i) =–π/4.

Î÷åâèäíî (ñì. ðèñ. 16.1), ÷òî 

 x= r cosϕ, y= r sinϕ. (16.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê 

z= r (cosϕ+ i sinϕ). (16.6)

Ðèñ. 16.1

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



446

Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî 
÷èñëà â âèäå (16.6), ãäå r = ⏐z⏐ ≥ 0,
ϕ = Arg z, íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. 

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå 
ñ â î é ñ ò â à  àðèôìåòè÷åñêèõ 
îïåðàöèé íàä êîìïëåêñíûìè 
÷èñëàìè.

1. Ïðè ñëîæåíèè (âû÷èòàíèè) 
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ðàäèóñû-
âåêòîðû ñêëàäûâàþòñÿ (âû÷èòà-
þòñÿ) ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà. 

Íà ðèñ. 16.2 ïîêàçàíû ðà-
äèóñû-âåêòîðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2, èõ ñóììû z1 + z2 è 
ðàçíîñòè z1 – z2.

2. Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñòíîãî) äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí 
ïðîèçâåäåíèþ (÷àñòíîìó) ìîäóëåé ýòèõ ÷èñåë, à åãî àðãóìåíò — 
ñóììå (ðàçíîñòè) àðãóìåíòîâ ýòèõ ÷èñåë, ò.å.

åñëè z = z1z2, òî ⏐z⏐ = r1r2 = ⏐z1⏐•⏐z2⏐,

Arg z = ϕ1 + ϕ2 = Arg z1 + Arg z2; (16.7)

åñëè 1

2

2

( 0)

z

z z

z

= ≠ , òî 11

2 2

2 2

( 0),

zr

z r z

r z

= = = ≠

Arg z = ϕ1 – ϕ2 = Arg z1 – Arg z2. (16.8)

Ãåîìåòðè÷åñêè óìíîæåíèå ÷èñëà z1 íà z2 îçíà÷àåò èçìåíå-
íèå äëèíû ðàäèóñà-âåêòîðà r1 (èëè r2) â r2 (èëè r1) ðàç è åãî 
ïîâîðîò âîêðóã òî÷êè Î ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë ϕ2

(èëè ϕ1).

� Ïðèìåð 16.2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1 = –1+i,
2

3z i= +

ïðåäñòàâèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå è íàéòè z1z2 è z1/z2.

Ð å ø å í è å. Ïî ôîðìóëå (16.4) íàéäåì ìîäóëü êîìïëåêñíîãî 

÷èñëà z1: 2 2

1 1
( 1) 1 2,r z= = − + =  à èç ñîîòíîøåíèé (16.5) 

cos 1 2 ,ϕ = − sin 1 2ϕ =  ïîëó÷èì àðãóìåíò ÷èñëà z1 (áåðåì åãî 

ãëàâíîå çíà÷åíèå): ϕ1 = arg z1 = 3π/4, ò.å. 
1

3

2 cos

4

z

π⎛
= +

⎜

⎝

3

sin .

4

i

π ⎞

⎟

⎠

Ðèñ. 16.2
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Àíàëîãè÷íî ( )
2

2 2
3 1 2,r z= = + =

2
cos 3 2,ϕ = sin ϕ2 = 1/2,

ò.å. ϕ2 = arg z2 = π/6   è
2

2 cos sin .

6 6

z i

π π⎛ ⎞
= +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Òåïåðü ïî ôîðìóëàì (16.7) è (16.8) 

1 2

3 3

2 2 cos sin

4 6 4 6

11 11

2 2 cos sin ,

12 12

z z i

i

⎡ ⎤π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ + + + =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

π π⎛ ⎞
= +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

1

2

2 3 3

cos sin

2 4 6 4 6

z

i

z

⎡ ⎤π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 7 7

cos sin .

2 12 12

i

π π⎛ ⎞
= +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

Òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (16.7) è (16.8) ïðè óìíî-
æåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåí-
òû ñêëàäûâàþòñÿ, ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó â î ç â å ä å í è ÿ  
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â  í à ò ó ð à ë ü í ó þ  ñ ò å ï å í ü  n, èç-
âåñòíóþ êàê ôîðìóëà Ìóàâðà: 

[r (cosϕ + i sin ϕ)]n = r n (cosn ϕ+ i sinn ϕ). (16.9)

� Ïðèìåð 16.3. Íàéòè (–1+i)20.

Ð å ø å í è å. Â ïðèìåðå 16.2 ìû ïîëó÷èëè, ÷òî 1 i− + =

3

2 cos sin

4 4

i

π π⎛ ⎞
= +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. Ïîýòîìó ïî ôîðìóëå Ìóàâðà (16.9) 

( )

( )

20

20

20

3 3

1 2 cos sin

4 4

3 3

2 cos 20 sin 20

4 4

i i

i

⎡ ⎤π π⎛ ⎞
− + = + =

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( ) ( )1024 cos15 sin15 1024 1 0 1024.i i= π + π = − + = − �

Îáðàòèìñÿ ê è ç â ë å ÷ å í è þ  ê î ð í ÿ  èç êîìïëåêñíîãî 
÷èñëà.
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Ïóñòü

( )cos sin .
n

z i= ρ ψ + ψ

Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êîðíÿ è ôîðìóëó Ìóàâðà 
(16.9), ïîëó÷èì 

( ) ( )cos sin cos sin

n

n

z i n i n== ⎡ρ ψ + ψ ⎤ ρ ψ + ψ
⎣ ⎦

èëè

( ) ( )cos sin cos sin .
n

r i n i nϕ+ ϕ = ρ ψ + ψ

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

ρ
n = r  è nψ = ϕ+ 2πk, ãäå k∈ Z.

Èòàê, n

rρ =  è 
2

, ,

k

k Z

n

ϕ+ π

ψ = ∈  ò.å. 

( )
2 2

cos sin cos sin ,
n n

n

k k

z r i r i

n n

ϕ+ π ϕ + π⎛ ⎞
= ϕ + ϕ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (16.10)

ãäå k = 0, 1, 2, ..., n–1.
Ïðè k = n, n + 1, ... çíà÷åíèÿ êîðíÿ óæå áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ. 
Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (íå 

ðàâíîãî íóëþ) èìååò n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

� Ïðèìåð 16.4. Íàéòè 3

1 .i− +

Ð å ø å í è å. Â ïðèìåðå 16.2 áûëî ïîëó÷åíî 

3 3

1 2 cos sin .

4 4

z i i

π π⎛ ⎞
= − + = +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 Ïî ôîðìóëå (16.10) 

33
3 4 2 3 4 2

1 2 cos sin , 0, 1, 2,

3 3

k k

i i k

π + π π + π⎛ ⎞
− + = + =

⎜ ⎟

⎝ ⎠

îòêóäà ïîëó÷àåì òðè çíà÷åíèÿ êîðíÿ 

( )
63

1

1

1 2 cos sin ,

4 4

z i i

π π⎛ ⎞
= − + = +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )
63

2

2

11 11

1 2 cos sin ,

12 12

z i i

π π⎛ ⎞
= − + = +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )
63

3

3

19 19

1 2 cos sin .

12 12

z i i

π π⎛ ⎞
= − + = +

⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàé-
äåííûå çíà÷åíèÿ êîðíÿ ïðåäñòàâëÿþò 
ðàâíîîòñòîÿùèå äðóã îò äðóãà òî÷êè 
z1, z2, z3, ðàñïîëîæåííûå íà îêðóæíî-

ñòè ðàäèóñà 6

2  (ðèñ. 16.3). �

Ñâÿçü ìåæäó òðèãîíîìåòðè÷åñêè-
ìè è ïîêàçàòåëüíûìè ôóíêöèÿìè 
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà1.

               e iϕ = cos ϕ + i sin ϕ. (16.11)

Îòñþäà ñëåäóåò ïîêàçàòåëüíàÿ

ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà: 

z = re iϕ      (16.12)

ãäå r = |z|, ϕ = Arg z.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå, òàê æå 

êàê è â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé, ëåãêî ïðîâîäèòü îïåðàöèè óìíî-
æåíèÿ, äåëåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, èçâëå÷åíèå êîðíÿ èç 
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. 

УПРАЖНЕНИЯ 

16.5. Äàíû êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1=5–12i, z2=–6+8i. Íàéòè 
z1+z2, z1–z2, z1z2, z1/z2.

16.6. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1=1– i,
2

3z i= − −  ïðåäñòàâèòü â 

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå è íàéòè z1z2, è z1/z2.

16.7. Íàéòè
( )

( )

100

50

1

.

3

i

z

i

+

=

−

16.8. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ 4

1.−

                                         
1 Â ïðèâîäèìîì çäåñü ÷àñòíîì ñëó÷àå ôîðìóëû Ýéëåðà ϕ — äåéñòâèòåëüíîå 

÷èñëî.

Ðèñ. 16.3
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 ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 

 

ÃËÀÂÀ 1 

1.14. 28 000. 1.15.
9 13

22 9

−⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 1.16.
2 0

0 3

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 1.17.
1 0 10

6 3 15

34 0 82

⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

   

1.18.
7 0 0

0 7 0

0 0 7

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 1.19. 40. 1.20. 160. 1.21. 0.

1.22.
12 17 43

1

7 11 24

13
1 4 4

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟− −

⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠

. 1.23. 
5 2 0

6 8 2

4 0 5

⎛ ⎞

⎜ ⎟−

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 1.24. { }8; 1− . 1.25. 2. 

1.26. 2. 1.27. 3. 1.28. 4. 1.29. 2.

ÃËÀÂÀ 2 

2.11. (1; 2; 3). 2.12. (1; –2; 0). 2.13. (–2; 1; –1). 2.14. (3; 0; –2). 

2.15. (1; 1; 1). 2.16. (1; –1; 2; 0). 2.17. (1; 1; 1). 2.18. Íåñîâìåñò-

íà. 2.19. (14c; 21c; c; c), ãäå c — ëþáîå ÷èñëî.

2.20.
1 2

1 1

( ;

2 2

c c− + −
1 2

2 2;c c− +
1 2
;c c ), ãäå

1 2
;c c — ëþáûå ÷èñ-

ëà. 2.21. X =
7 1 5

15 2 3

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

. 2.22. X =

6 26

0 1

1 4

−⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

.

2.23. X =
40 50 43

29 36 31

− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

. 2.24. (–3/5; 14/5; 0), (19; 0; 14), (0; 

19/7; 3/7). 2.25. (–5/2; 7/2; 0; 0), (–5/2; 0; –7/2; 0), (–3/4; 0; 0; 

7/8), (0; –3/2; 0; 5/4), (0; 0; 3/2; 5/4). 2.26. (1; –1; 2; 0), (1; 0; 

2; –1). 2.27. (4; –4; 1; 0), (4; 0; 1; 2). 2.28. 25%, 20%, 15%.     

2.29. X = (945, 6; 691, 2)′.
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ÃËÀÂÀ 3

3.14. 40. 3.15. OC

→

= (1; –2; 1), AB

→

= (–1; –4; 1); 6OC

→

= ,

3 2AB

→

= . 3.16. ϕ = arccos(19/21) ≈ 25°. 3.17. 90°. 3.18. Äà.

3.19. Íåò. 3.21. d = (2; –2; 1). 3.22. (x, y) = –4, ⎢x⏐= 6 ;

⎢y⏐= 15 . 3.23.
0 0 1

1 0 0

0 1 0

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 3.24.
1 2

6 19e e− . 3.25.
1 2 3

4 7 7e e e− + + .

3.26.
3 14

3 8

−⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

. 3.27. (4c; –c),
1

λ = 1; (
1
c ; –

1
c ),

2
λ  = –2, ãäå c ≠ 0, 

1
c ≠ 0. 3.28. (–2c; c; c),

1
λ = 1; (0; 

1
c ;

1
c ),

2
λ = 3; (6

2
c ; –7

2
c ;

5
2
c ),

3
λ = –3, ãäå c ≠ 0, 

1
c ≠ 0,

2
c ≠ 0. 3.29.

1 0

0 5

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 3.30.
1 0

0 4

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

3.31. L=
1

1 2 3 2

3

2 2 3

( , , ) 2 3 5

3 5 1

x

x x x x

x

− ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
− −

⎝ ⎠⎝ ⎠

. 3.32.
1 1 2,5

1 4 0,5

2,5 0,5 1

−⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎜ ⎟
−

⎝ ⎠

.

3.33. L=
1 2

( , )y y = 2

1 1 22
19 2 10y y y y− − . 3.34. Ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ. 3.35. Îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. 3.36. 15 : 10 : 6. 

ÃËÀÂÀ 4 

4.14. 2
8( 2)y x= − . 4.15. à) y = 3; á) x = 2; â) y = x + 1.

4.16. à) 3x – 2y – 7 = 0; á) x = 3; â) y = 1. 4.17. A (2; –1), B (–1; 3), 

C (2; 4). 4.18. x – y = 0; x + y – 2 = 0. 4.19. 10 ; 3x + y – 11 = 0. 

4.20. x/2 – y/3 = 1 èëè –x/4 + 2y/3 = 1. 4.21. AE: 2x – 5y + 4 = 0; 

AD: x – 2y + 2 = 0; 29 . 4.22. AC: 2x – y + 6 = 0; BC: x – 4y – 4 = 0; 

CM = 2x – 3y + 2 = 0. 4.23. x – y + 2 = 0; x – 5y – 6 = 0; 

x + y = 0, x – 2y = 0. 4.24. 2x – y = 0; 5 6 . 4.25. 2 2
36 4 1x y+ = .

4.26. a = 6, b = 4; 
1
(2 5; 0)F ,

2
( 2 5; 0)F − ; 5 3ε = . 4.27. a = 2,

b = 3 ;
1
( 7; 0)F − ,

2
( 7; 0)F ; 7 2ε = ; y = ( 3 2)x± .

4.28. 2 2
16 9x y−  = 1. 4.29. (1; –5), (0; –4) è (2; –6), x = 1, 

y = –5. 4.30. 2
y = –9x; 2

x = –y. 4.31. 2
y = x, x = –1/4. 4.32. 1 5 .

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



453

ÃËÀÂÀ 5 

5.8. X = (2,5; +∞). 5.9. X = (–∞; 0) ∪ (0; 1). 5.10. X = [–1; 0,5].

5.11. Y = [–2; 2]. 5.12. Y = [–0,5; 0,5]. 5.13. ×åòíàÿ. 5.14. Íå÷åò-

íàÿ. 5.15. Íå÷åòíàÿ. 5.16. Îáùåãî âèäà. 5.17. T = π. 5.18. T = 2π.

ÃËÀÂÀ 6 

6.18. ∞. 6.19. 0. 6.20. 1,5. 6.21. 4. 6.22. 3. 6.23. –1. 6.24. –1.

6.25. –1. 6.26. 0,5. 6.27. 0. 6.28. 8. 6.29. 1. 6.30. 2. 6.31. 8. 6.32. –2.

6.33. 2
e . 6.34. 1. 6.35. ∞. 6.36. 1/ e . 6.37. e . 6.38. x = 1 — òî÷êà 

óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. 6.39.  Íåïðåðûâíà. 6.40. x = 1 — 

òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. 6.41. x = 1 — òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî 

ðîäà. 6.42. à) 9,663 ìëí ðóá.; á) 9,832 ìëí ðóá.; â) 9,892 ìëí ðóá. 

ÃËÀÂÀ 7 

7.20.
2 3

2 5

16 ( 1)

( 1)

x x

x

−

+

. 7.21. 3 2
32 lnx x . 7.22.

3

3
2

(9 1) 5

3

x

e x

x

+ −

.

7.23.
4

4 4 3
(1 )

x

x

e

e+

. 7.24.
2

4

9 1x −

. 7.25.
4 2

4

2 3 1

( 1)

x x

x x

− −

−

.

7.26. 3
2

2

2

2

ln(1 )

1

x

x

x

⎛ ⎞
− −

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

. 7.27. 2
ln (3ln 2)x x x + .

7.28.
3 4 2 4

4

3 (1 )
x x

e e

−

−

. 7.29. 2 2 4
5 ( 3) (2 1)

x x

e xe x+ + .

7.30.
1

ln 1

1

x

x

x

−

+

+

. 7.31. 2
(2 2 ln 2)cos( 2 )

x x

x x+ + . 7.32. – ln
2

x

e .

7.33.
2

sin (ln cos 1)

cos

x x

x

−

. 7.34.
1 sin sin 2

sin

x x

x

− ⋅

. 7.35.
1

1
x

e+

.

7.36. ( ln sin )
x

e x x+ctg . 7.37.
3

1

sin x

. 7.38.
4

5

8 3cos

cos

x

x

−

.

7.39.
2 3

1

(1 )

x x

x

+

−

+

arcctg
. 7.40. 

2

1 arccos

1

x

x

x

⎛ ⎞

− +
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

.
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7.41.
2 2

x a

x a

−

+

. 7.42.
2

ln

1 ln

x

x x+

; 0. 7.43.
2

1

12x +

; 0,25.

7.44. cos 2
(cos sin )

x

e x x− ; –1. 7.45.
1

2cos2x

; 0,5. 7.46. à) x + 2y –

– 4 = 0; á) y = 2. 7.47. à) y + 1 = 0, 6x + y + 4 = 0; á) 12x + 4y + 1 = 0, 
12x – 36y – 49 = 0; â) 4x – y – 9 = 0, 4x + y + 1 = 0. 7.48. 4x –

– y – 4 = 0, 12x + 9y + 4 = 0. 7.49. 0,13 ì/ñ; –0,026 ì/ñ 2 .

7.50.
2

2

x y

x y

+

−

+

. 7.51.
sin sin

cos cos

x y

x y

e y e x

e y e x

−

−

+

−

+

. 7.52. n ! 7.53. (ln )
x n

a a .

7.54. 43 åä./÷. 7.55. 9 äåí. åä.; 7 äåí. åä. 7.56. à) 3 äåí. åä.;           

á) ( )
p

E q = 0,75; ( )
p

E s = 0,75; â) +1,25%. 

ÃËÀÂÀ 8 

8.19. 1. 8.20. –4. 8.21. 4/7. 8.22. 3. 8.23. 0. 8.24. 1/2. 8.25. ∞.

8.26.
max

( 1)y − = 12, 
min

(7 3) 304 27y = . 8.27. Ýêñòðåìóìîâ íåò. 

8.28. 2

max
( )y e

−  = 4/ 2
e ,

min
(1)y = 0. 8.29. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

8.30. [ ]
max

(2 1)y k + π  = ln 3,
min

(2 )y kπ  = 0. 8.31.
min

(1)y  = e.

8.32. y íàèá. (3) = 9, y íàèì. (1) = –3. 8.33. y íàèá. íå ñóùåñòâóåò; 

y íàèì. = 1 e+ . 8.34. 16 ì è 32 ì. 8.35. r = h = p/(4 + π), ãäå r —

ðàäèóñ ïîëóêðóãà, h — âûñîòà ïðÿìîóãîëüíèêà. 8.36. Òî÷êà ïå-

ðåãèáà (1/2; 29/2); êðèâàÿ âûïóêëà ââåðõ íà (–∞; 1/2), âûïóêëà 

âíèç íà (1/2; +∞). 8.37. Òî÷êà ïåðåãèáà (1/2; 1/2 – ln2); êðèâàÿ 

âûïóêëà ââåðõ íà (0; 1/2), âûïóêëà âíèç íà (1/2; +∞). 8.38. Òî÷-

êà ïåðåãèáà (2; –16); êðèâàÿ âûïóêëà ââåðõ íà (–∞; 2), âûïóêëà 

âíèç íà (2; +∞). 8.39. Òî÷êà ïåðåãèáà (–2; –2 2
e
− ); êðèâàÿ âû-

ïóêëà ââåðõ íà (–∞; –2), âûïóêëà âíèç íà (–2; +∞). 8.40. Òî÷êè

ïåðåãèáà (–1/ 2 ; 1/ 2
e
− ) è  (1/ 2 ; 1/ 2

e
− ); êðèâàÿ âûïóêëà 

ââåðõ íà (–1/ 2 ; 1/ 2 ) è âûïóêëà âíèç íà (–∞; –1/ 2 ) è 

(1/ 2 ; +∞). 8.41. x = –2/5; y = –4/5. 8.42. y = –1. 8.43. x = 1, 

x = –1, y = –1. 8.44. y = 3x. 8.45. Àñèìïòîò íåò.               

8.46.
min

( 1/ 2)y − = –1/4, ôóíêöèÿ óáûâàåò íà (–∞; –1/2), âîçðàñ-

òàåò íà (–1/2; +∞), âûïóêëà âíèç íà (–∞; +∞). 8.47. Àñèìïòîòà 
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x = 0; 
min

( 1)y −  = 2, 
min

(1)y  = 2, ôóíêöèÿ óáûâàåò íà (–∞; –1) è 

íà (0; 1), âîçðàñòàåò íà (–1; 0) è íà (1; +∞). Âûïóêëà âíèç íà (–

∞; 0) è (0; +∞). Òî÷åê ïåðåãèáà íåò. 8.48. Àñèìïòîòû x = –1, 

y = x – 5; 
max

y  (–5) = –27/2, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà (–∞; –5) è 

íà (–1; +∞), óáûâàåò íà (–5; –1). Âûïóêëà ââåðõ íà (–∞; –1) è 

íà (–1; 1), âûïóêëà âíèç íà (1; +∞). Òî÷êà ïåðåãèáà (1; 0).              

8.49.
max

y (2) = 32, 
min
y (6) = 0, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà (–∞; 2) è 

íà (6; +∞), óáûâàåò íà (2; 6). Âûïóêëà ââåðõ íà (–∞; 4), âûïóêëà 

âíèç íà (4; +∞). Òî÷êà ïåðåãèáà (4; 16). 8.50. Àñèìïòîòû x = 0, 

y = x;
min
y (3) = 4, 

max

y (–3) = –4, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà (–∞;

–3) è íà  (3; +∞), óáûâàåò íà (–3; 0) è (0; 3). Âûïóêëà ââåðõ íà 

(–∞; 0), âûïóêëà âíèç íà (0; +∞). Òî÷åê ïåðåãèáà íåò.         

8.51. Ïðàâîñòîðîííÿÿ àñèìïòîòà y = 0;
max

y (–1) = e, ôóíêöèÿ 

âîçðàñòàåò íà (–∞; –1), óáûâàåò íà (–1; +∞). Âûïóêëà ââåðõ íà     

(–∞; 0), âûïóêëà âíèç íà (0; +∞). Òî÷êà ïåðåãèáà (0; 2).       

8.52.
min
y (0) = 1, ôóíêöèÿ óáûâàåò íà (–∞; 0), âîçðàñòàåò íà (0; +∞).

Âûïóêëà âíèç íà (–∞; – 2 /4) è íà ( 2 /4; +∞), âûïóêëà ââåðõ 

íà (– 2 /4; – 2 /4) . Òî÷êè ïåðåãèáà (– 2 /4; e ) è ( 2 /4; e ).

8.53. Àñèìïòîòà x = 1; 
min
y (e) = e, ôóíêöèÿ óáûâàåò íà (0; 1) è 

(1; e), âîçðàñòàåò íà (e, +∞). Âûïóêëà ââåðõ íà (0; 1) è âûïóêëà 

âíèç íà (1; +∞). Òî÷êà ïåðåãèáà (å2, å/2). 8.54. R > 27.

8.55. 6 4 0,61.g = ≈

ÃËÀÂÀ 9 

9.6. Δy = Δx 2 2
3( ( 1) (2 1))x x x x x+ − Δ − − + Δ⎡ ⎤
⎣ ⎦

; dy = 3(x – 1) 2 Δx;

ïðè x = 2, Δx = 0,01 Δy = 0,030301, dy = 0,03.

9.7. Δy = 2 2
1 ( ) 1 ;x x x+ + Δ − +  dy = x Δx/ 2

1 x+ ; ïðè x = 0,     

Δx = –0,01  Δy = 0,00005, dy = 0. 9.8. 2,02. 9.9. 3.03. 9.10. 1,03e ≈ 2,8. 

9.11. 1 + 0,272/e ≈ 1,1. 9.12. 0,1. 9.13. π/4 – 0,005 ≈ 0,78.       

9.14. 5%. 9.15. 15,5%.
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ÃËÀÂÀ 10 

10.29. 12 44
5 3

4 24 4

5 17 3

x x x x x C− + + .

10.30. 2 3

3

3 3 3 1

1

2 5 8

x x x C

x

⎛ ⎞
− + − + +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 10.31. 2

1

2

x x

e e x C− + + .

10.32. x + 2 ln
1

1

x

C

x

−

+

+

. 10.33.
2

2 5

5

x C− − + .

10.34.
12 11

1 (2 5) 5(2 5)

4 12 11

x x

C

+ +⎛ ⎞
− +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 10.35. 2

1

ln (1 )

2

x C+ + .

10.36.
4

4

1 2

ln

8 2 2

x

C

x

−

+

+

. 10.37. 3
2 1

1

6

x

e C
+

+ .

10.38. ln(2 )
x

e C+ + . 10.39. ( )
2

2 ln 1 ln

3

x x C− + + + .

10.40. 2
ln (sin 1 sin )x x C+ + + . 10.41.

2

ln 2 1

2 ln 2
x

x

C

+

− + .

10.42.
2 2

ln 1

2 4

x

C

x x

− − + . 10.43.
3

2
(9 6 2)

27

x

e

x x C− + + .

10.44. 2
ln 2 ln 2x x x x x C− + + . 10.45.

2
1 1

ln

2 1

x x

x C

x

− +

− +

−

.

10.46. x sin x + cos x + C. 10.47.
1 1

ln

3 2

x

C

x

−

+

+

.

10.48.
1 7 5

ln

2 35 7 5

x

C

x

−

+

+

. 10.49. 2

3 2

ln 4 ln

4 2

x

x C

x

−

− − +

+

.

10.50.
1 1

ln

4 3

x

C

x

−

+

+

. 10.51. ln ⎢x – 2⏐+ ln ⎢x + 5⏐ + C.

10.52.
2 3

3

1 ( 3 2)( 2)

ln

2 ( 1)

x x x

C

x

+ + +

+

+

. 10.53. x+ 3ln⎢x– 3⏐ – 3ln⎢x–2⏐ + C.

10.54.
1 2

5 5

x

C

+

+arctg . 10.55. 2

2

(32 8 3 ) 2

15

x x x C− + + − + .

10.56. 2 ln (1 )x x C− + + . 10.57.
4

4 2

2 4

1(1 )

C

xx

− +

++

.
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10.58.
2 2

2

1 1

ln 1

2 2 2

x x x

x x C

−

− + + − + .

10.59. 3 6 6

2 3 6 6ln ( 1)x x x x C− + − + + .

10.60.
1 1

2 2

1 1

x x

C

x x

+ +

− +

− −

arctg . 10.61. 2
2 ln ( 1)x x x C− + + + .

10.62. arcsin x – 2
1 x C− + . 10.63.

3 11

ln 3 2

2 4

x x C− + + + .

10.64.
2

ln

2

2

x

x C+ + . 10.65.
1 1

ln

1 1

x

x

e

C

e

+ −

+

+ +

.

10.66. 2sin x C+ . 10.67.
1

( sin )

2

x x C− + .

10.68. 3

2 1 1

2 ln

3 2 1

x

x x C

x

−

− − +

+

.

10.69. 4 1 4ln 1 1x x x C+ + + + − + .

10.70.
2 2

2

ln (3 2)

2 9 4 3

x x x

x C

⎛ ⎞
− + − + +

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

ÃËÀÂÀ 11 

11.25. 33
1

3

. 11.26. 7/4. 11.27. –2/3. 11.28. ln 2. 11.29. –12,5.

11.30. ln3/2. 11.31. 1/3. 11.32. 6 – 3π/2 + 6 arctg 2. 11.33. 1/2.

11.34. (4 – ln5)/5. 11.35. (8/3) ln 2 – 7/9. 11.36. π. 11.37. ln (9/8). 

11.38. ln (4/3). 11.39. 2ln 2 – 1. 11.40. π/6 + 1 – 3 / 2 .11.41. 2 – ln 

2. 11.42. 17/6. 11.43. 7/6 (åä.2). 11.44. 3/2 – ln 2 (åä.2). 11.45. 9/2

(åä.2). 11.46. 8/3 (åä.2). 11.47. (15 – 16 ln 2)/4 (åä.2). 11.48. 5/3

(åä.2). 11.49. (6e – 5)/3 (åä.2). 11.50. 3/2 (åä.2). 11.51. 8/9 (åä.2). 11.52. 1

(åä.2). 11.53. 256π/15; 8π (åä.3). 11.54. π 2
( 1)e − /2; 2π (åä.3).

11.55. 178π/15; 21π/2 (åä.3). 11.56. 6π/7; 3π/5(åä.3). 11.57. 1/2.

11.58. 1/ln2. 11.59. 1/2. 11.60. 3/2. 11.61. Ðàñõîäèòñÿ.

11.62. 3

6 2 . 11.63. 4,53 äåí. åä. 11.64. 23,98 äåí. åä.
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ÃËÀÂÀ 12 

12.25. xy ′ – 2y = 0. 12.26. y – 2xy ′ = 0. 12.27. 2 2
3y x− = 2xyy ′.

12.28. y ′′– y ′–2y = 0. 12.29. x =
2

1

Cy

y+

. 12.30. y = 1 + 
1

Cx

x+

.

12.31. 2 2 2
ln ( )x y Cx+ = . 12.32. y = Ñ(x + 1) x

e
− .

12.33. ln ⎢x⏐ = C + 2
1y + , x = 0. 12.34. 2 1/

2
x

y Ce− = .

12.35. 2 2
2y x x C+ − = . 12.36. y = –lg (C – 10x ).

12.37. 2x + y – 1 = x

Ce . 12.38. 5x + 10y + Ñ = 3ln ⎢10x – 5y + 6⏐.

12.39. y = x ln
c

x

. 12.40. x = Ñ åx/y; y = 0; 12.41. 2 2 2
( )x C y C− − = .

12.42. ln ,x y y C+ = y = 0. 12.43. x = (y – x) lnC (y – x), y = x.

12.44. e–y/x + ln Cx. 12.45. y = Ñx + 2
x . 12.46. y = 4 2

1

/

6

x C x+ .

12.47. x = 2
1Cy y− . 12.48. y = (x + C) x

e .

12.49. y = 2 2

1 2 3
8

x

e C x C x C+ + + . 12.50. y = 
2

1 2
ln

4

x

C x C− + .

12.51.
1

ln 1.

2

y y x− = + 12.52. 3
3y y x− = .

12.53. y = 2 3

1 2

x x

C e C e+ . 12.54. y =
1 2

( )
x

C C x e
−

+ .

12.55. y = / 6

1 2

11 11

( cos sin )

6 6

x

e C x C x+ .

12.56. y = 2

1 2
( cos3 sin3 )

x

e C x C x
−

+ .

12.57. y = 2 2

1 2

1

( ) (2 4 3)

8

x

C C x e x x+ + + + .

12.58. y = 2

1 2

1

( )

9

x x

C C x e e
−

+ + . 12.59. y = 7

1 2
2

x x

C e C e+ + .

12.60. y =
1 2

1

2

x x x

C e C e xe
−

+ + . 12.61. y = (7–3x) 2x

e
− .

12.62. y = 2cos x – 5sin x + 2 x

e . 12.63. y = 2 1
2 1

x x

e e e
−

− + − .

12.64. y = ( sin )
x

e x x
−

− .12.65. Îñòàâøååñÿ êîëè÷åñòâî âåùåñòâà 

x(t) = x(0) 20t
e
− ; x(t) = 0,01x(0) ïðè t = 60/lg 2 ≈ 200 äíåé.

12.66. y = 3e1,2t/(1 + 2e1,2t); y(2) ≈ 1,43. 
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ÃËÀÂÀ 13 

13.16.
3 1

2

n

n

u

n

+

=

+

. 13.17. 
2

2

( 1) 1

( 1) 1
n

n

u

n

+ −

=

+ +

. 13.18. 0,75. 13.19. 1/3.

13.20. Ðàñõîäèòñÿ. 13.21. Ðàñõîäèòñÿ. 13.22. Ñõîäèòñÿ. 13.23. Ðàñ-

õîäèòñÿ. 13.24. Ðàñõîäèòñÿ. 13.25. Ñõîäèòñÿ. 13.26. Ðàñõîäèòñÿ.

13.27. Ñõîäèòñÿ. 13.28. Ñõîäèòñÿ. 13.29. Ðàñõîäèòñÿ. 13.30. Ñõî-

äèòñÿ. 13.31. Ðàñõîäèòñÿ. 13.32. Ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 13.33. Ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî. 13.34. 0,09. 13.35. 0,63. 13.36. Ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî. 13.37. Ñõîäèòñÿ. 13.38. Ðàñõîäèòñÿ. 13.39. Ðàñõîäèòñÿ.

13.40. Ñõîäèòñÿ. 13.41. Ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 13.42. Ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî. 13.43. Ñõîäèòñÿ. 13.44. Ðàñõîäèòñÿ. 13.45. Ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî.

ÃËÀÂÀ 14

14.10. [–1; 1). 14.11. ( 1 2 ; 1 2− ). 14.12. { }0 .

14.13. ( 2 3; 2 3)− . 14.14. [3; 5]. 14.15. (–4; 4). 14.16. 1

1

/ !
n

n

x n

∞

−

=

∑

14.17. 1 2 1

1

( 1) /
n n

n

x n

∞

− +

=

−∑ . 14.18. 2 1 2

1

1 ( 1) 2 (2 )!
n n n

n

x n

∞

−

=

+ −∑ .

14.19. 2 1 2

1

( 1)
n n

n

x n

∞

− −

=

−∑ . 14.20. 0,8899. 14.21. 0,0953. 14.22. 0,3894.

14.23. 5,0658. 14.24. 1,0986. 14.25. 0,7635. 14.26. 0,5031;

δ = 0,00008. 14.27. 0,24479; δ = 0,000005. 

ÃËÀÂÀ 15 

15.17. y = 2x/( 2
1)x Cx+ + . 15.18. y = 2

( )C x− / 2
( )C x+ .

15.19. y = C(ln x)/x. 15.20. y = Cx/(1 + ln x). 15.21. y = (x – Ñ) x

e
− .

15.22. 2

.

C x
y xe

−

= 15.23. 2 2 3
3 2 ,

x

z x y y′ = −
3 2

2 6
y
z x y xy′ = − .
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15.24. 2 3
2 /( 2 )

x

z x x y′ = + , 2 2 3
6 ( 2 ).

y
z y x y′ = +

15.25. 2 2
2 (1 ) /(1 ),

y

x
z xy x x′ = + +

2 2
(1 ) ln (1 ).

y

y
z x x′ = + +

15.26. 2
2

(1 2 2 )
x y

x
z e x y x

−

′ = − + , 2
2 3 2

( 1 ).
x y

y
z e x y x y

−

′ = − +

 15.27. 
( )

2 2

2 2 2

1 1 1

1 ( 1 1)

x

y x x y

z

x y y x x

+ − + +

′ =

+ + + + +

,

2 2

2 2 2

1 1 1

( 1)( 1 1)

y

y x x y

z

y x x y y

+ − + −

′ =

+ + + + +

. 15.28. (ln ) ln ln ,
x

x

z y y′ =

1
ln

x

y
z x y y

−

′ = . 15.29. (–2; –2) — òî÷êà ìèíèìóìà. 15.30. (8/5;

16/5) — òî÷êà ìèíèìóìà. 15.31. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (1; 2), äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ. 15.32. Êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê íåò. 15.33. z íàèá. = 1 â òî÷êàõ (0; 1) è (1; 0), z íàèì. = –1 â 

òî÷êå (0; –1). 15.34. z íàèá. = 5/4 â òî÷êå (3/4; 1/4), z íàèì. = 0 â 

òî÷êå (0; 0). 15.35. (8/3; 7/3). 15.36. Ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ. 

15.37. Ôóíêöèÿ íåâûïóêëà. 15.38. Ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç. 

15.39. y = 1,525x – 0,12. 15.40. y = –2,186x + 2,92; y (0,1) = 2,7014. 

15.41. σ = (b – λ)/2 . 15.42. 2 2
2 2 2.z r r= + − σ  Êðèòè÷åñêàÿ 

òî÷êà (–1; 0) – cåäëîâàÿ. 15.43. 1. 

ÃËÀÂÀ 16

16.5. –1 – 4i; 11 – 20i; 66 + 112i; –1,26 + 0,32i. 16.6. ( ) ( )(2 2 cos 11 12π +

( ))sin 11 12 ;i+ π ( ) ( ) ( )( )1 2 cos 7 12 sin 7 12 .iπ + π

16.7. ( )1 2 3 2 .i− +  16.8. ( )( )1 2 1 ;i+

( )( )1 2 1 ;i− + ( )( )1 2 1 ;i− − ( )( )1 2 1 .i−
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ðûíêà 352, 353 

— ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè 351—
355

Ìîäóëü âåêòîðà 63 

— êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 445 

— ÷èñëà 125 

Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ 128 

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 226, 419 
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Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 226, 419 

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèÿ 226, 227 

— — — —, ñõåìà íàõîæäåíèÿ 226 

— — — — íà èíòåðâàëå 226 

— — — — íà îòðåçêå 225, 226 

— — — — ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ 419, 420 

Íàïðàâëåííûé îòðåçîê 63 

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû 413 

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé 121 

Íàòóðàëüíûå ëîãàðèôìû 160 

n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà 358 

Íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ 128 

Íåâÿçêà 426 

Íåçàâèñèìîñòü
xàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà îïåðàòîðà îò âûáîðà áà-
çèñà 83 

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå 7, 8 

— è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå 7, 8 

Íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ 152, 312 

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë 254–285 

— —, «íåáåðóùèåñÿ» èíòåãðàëû 282 

— —, ñâîéñòâà 256, 257 

— —, òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ 
257, 258 

Ñì. òàêæå Èíòåãðèðîâàíèå 

Íåïåðîâî ÷èñëî 160 

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå 
163–167

— —, ñâîéñòâà 164, 165 

— — íà îòðåçêå 167, 168 

— — íà ïðîìåæóòêå 166 

— — äâóõ ïåðåìåííûõ 408 

Íåðàâåíñòâî Êîøè—Áóíÿâñêîãî 77 

— òðåóãîëüíèêà 77 

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 308–313 

— —, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 310 

— — îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè 
312, 313 

— — ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè 
309–312

— — ñõîäÿùèéñÿ 309 

— — ðàñõîäÿùèéñÿ 309 

Íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ 128 

n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 
72

n-ìåðíûé âåêòîð 68 

— —, êîìïîíåíòû 68 

Íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ 127, 129—131 

Íåýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ 132, 296, 
297

Íîðìà âåêòîðà 77 

Íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè 119 

n-é îñòàòîê ðÿäà 361, 373 

— ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 142 

— ÷ëåí ðÿäà 358 

Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè 127, 
129—131

— îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 127, 129—
131

Îáðàç âåêòîðà 79 

Îáðàòíàÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ 

çàâèñèìîñòü 110 

— ôóíêöèÿ 132, 140 

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé 100, 101 

— — —, èññëåäîâàíèå 100, 101 

Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
142

— — ðÿäà 358 

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ 124 

Îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ 338 

Îêðåñòíîñòü òî÷êè 126, 404 

Îêðóæíîñòü, íîðìàëüíîå óðàâíåíèå 
104, 105 

Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ 128 

Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ 
ôóíêöèè 192 

Îïåðàòîð 78 

— ëèíåéíûé 78 
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— íóëåâîé 80 

— òîæäåñòâåííûé 80 

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë 285–287 

— —, âåðõíèé ïðåäåë 287 

— —, âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëî-
ñêèõ ôèãóð 301–306, 321–323 

— —, îáúåìîâ òåë âðàùåíèÿ 306–
308, 322, 323 

— — â ýêîíîìèêå 316–319 

— — — —, âû÷èñëåíèå äèñêîíòè-
ðóåìîé ñóììû 318 

— —, âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà 

        Äæèíè 317 

— — — îáúåìà ïðîäóêöèè 316, 317 

— — — ñðåäíåãî âðåìåíè 319 

— —, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 288 

— —, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå 

ñóùåñòâîâàíèÿ 289 

— — êàê ôóíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà 
294–297

— —, íèæíèé ïðåäåë 287 

— — ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïî 
ôîðìóëå òðàïåöèé 313–315 

— —, ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ñ 

ïîìîùüþ ðÿäîâ 391, 394–395 

— —, ñâîéñòâà 290–294 

— —, ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë 288, 
289

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 17–27 

— — äèàãîíàëüíîé 22 

— — âòîðîãî ïîðÿäêà 17 

— — n-ãî ïîðÿäêà 20 

— —, ñâîéñòâà 22—26 

— — ïåðâîãî ïîðÿäêà 17 

— — òðåòüåãî ïîðÿäêà 18 

— — òðåóãîëüíîé 22 

— ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ 
ìàòðèö 25 

— ñèñòåìû 40 

Îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû 77 

Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ 77 

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ 77 

Îòðåçîê 125 

Ïàðàìåòð 126 

— ïàðàáîëû 113 

Ïàðàáîëà, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå 
113

—, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî 
114

Ïàðàáîëîèä 405 

Ïàóòèíîîáðàçíàÿ ìîäåëü 137 

Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë 158, 
159

Ïåðâîîáðàçíàÿ 254, 255 

Ïåðåìåííàÿ çàâèñèìàÿ 126 

— íåçàâèñèìàÿ 126 

Ïåðåìåííûå áàçèñíûå 48 

— íåîñíîâíûå 48 

— îñíîâíûå 48 

— ñâîáîäíûå 48 

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ 124 

Ïåðåñòàíîâêà 19 

Ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó 74—76 

Ïåðèîä 128 

Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 128 

Ïåðèîä ìàòåìàòèêè ïåðåìåííûõ 
âåëè÷èí 5 

— ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè 6 

— ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè 5 

Ïîâòîðíûé èíòåãðàë 432 

Ïîêàçàòåëüíûé çàêîí ðîñòà 161 

Ïîäìàòðèöà 29 

Ïîäìíîæåñòâî 124 

Ïîäîáíûå ìàòðèöû 81 

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ 255, 287 

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå 255, 
287

Ïîëå íàïðàâëåíèé 330 

Ïîëóèíòåðâàë 124 
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— áåñêîíå÷íûé 124 

Ïîëèíîì 133 

Ïîëóîñü ãèïåðáîëû äåéñòâèòåëüíàÿ 
109

— — ìíèìàÿ 109 

— ýëëèïñà 107 

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ 215—218 

— ìíîãîóãîëüíèêà 64 

— ïàðàëëåëåïèïåäà 64 

— ïàðàëëåëîãðàììà 64 

— Ñàððóñà 17, 18 

— òðåóãîëüíèêà 64 

— òðåóãîëüíèêîâ 17, 18 

Ïðåäåë 143—146, 155—161, 167—
175

— ôóíêöèè â áåñêîíå÷íîñòè 145, 
147

— — —, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 146 

— —  ïðè õ → —∞, ïðè õ → +∞

147

— — â òî÷êå 147—149 

— — — —, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 
147, 148 

— — äâóõ ïåðåìåííûõ 407, 408 

— — îäíîñòîðîííèé ñëåâà ïðè 
õ → õ0   148 

— — — ñïðàâà ïðè õ → õ0 + 0  148 

— ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
143–145

— — —, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 145 

Ïðåäåëû, ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåí-
íîñòåé 168—175, 236—237 

Ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà 196 

— ïðîèçâîäèòåëüíîñòü 196 

— íîðìà çàìåùåíèÿ ðåñóðñà 437, 
438

— âûðó÷êà 196 

— ïîëåçíîñòü 196, 435 

Ïðåäåëüíûå èçäåðæêè 196, 242, 243 

Ïðåäåëüíûé àíàëèç 196 

— äîõîä 196, 197, 240, 241 

— ïðîäóêò 196 

Ïðåîáðàçîâàíèå 78 

— ãðàôèêîâ 134, 135 

Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà 
157, 158 

Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè 362 

— — Äàëàìáåðà 367–369, 377 

— — çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà 373, 
374

— — èíòåãðàëüíûé 369–371 

— — Ëåéáíèöà 371–373, 378 

— — —, îöåíêà îñòàòêà çíàêî÷åðå-
äóþùåãîñÿ ðÿäà 373 

— — íåîáõîäèìûé 362, 363, 376, 
378

— — — è äîñòàòî÷íûé 361, 362 

— — ñðàâíåíèÿ 364–365, 376, 379 

— — — ïðåäåëüíûé 364, 365, 375 

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî 63, 
69

— ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà ÷èñëî 
80

— ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 80 

— ìàòðèö 12—14 

— ìàòðèöû íà ÷èñëî 11, 12 

Ïðîèçâîäíàÿ 181—207 

— âòîðîãî ïîðÿäêà 196 

— — —, ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë 196 

— â ýêîíîìèêå 196–201, 205, 207 

— — —, çàêîí óáûâàþùåé äîõîä-
íîñòè 242, 243 

— — —, — — ïîëåçíîñòè 243 

— — —, óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè 

 âûïóñêà ïðîäóêöèè 242 

— — — , — íàèáîëåå ýêîíîìè÷íî-
ãî ïðîèçâîäñòâà 242 

— òðåòüåãî, n-ãî ïîðÿäêà 196 

—, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 181 

— ëîãàðèôìè÷åñêàÿ 191, 192 

— ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè 190 

—, ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë 181 
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— íåÿâíîé ôóíêöèè 194 

— îáðàòíîé ôóíêöèè 187—190 

— ïî íàïðàâëåíèþ 413 

— ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè 190, 191 

— ñëîæíîé ôóíêöèè 186–188 

— ñòåïåííîé ôóíêöèè 183, 184, 
191, 192 

— ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé ôóíê-
öèè 191 

—, ñõåìà âû÷èñëåíèÿ 183 

— òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé 
192, 193 

—, ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë 182, 197 

Ñì. òàêæå Äèôôåðåíöèðîâàíèå 

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ 136, 
403, 433, 434 

Ïðîìåæóòîê 125 

Ïðoîáðàç âåêòîðà 79 

Ïðîöåíòû ïðîñòûå 160 

— ñëîæíûå 160, 161 

Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ 68 

— êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 443 

— ìàòðèö 10 

— ìíîæåñòâ 124 

— ñòîëáöîâ (ñòðîê) 33 

Pàâíîâåñíàÿ öåíà 137, 206, 207 

Ðàâíîñèëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé 
39

Ðàäèóñ-âåêòîð 438 

— — êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 442 

Ðàçíîñòü âåêòîðîâ 65 

— ìíîæåñòâ 124 

Ðàçìåð ìàòðèöû 10 

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà 72—74 

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó 73 

— â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèé 386–
388, 393, 394 

Ðàíã ìàòðèöû 29—31, 33, 34 

— êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 89 

— îïåðàòîðà 79 

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè 

ïëîñêîñòè 67, 95, 117, 407 

— îò òî÷êè äî ïðÿìîé 103, 104 

Ðÿä Ìàêëîðåíà 386–390 

— — äëÿ ôóíêöèè åõ   388 

— — — — sin õ   388 

— — — — cos õ   388 

— — — — ln (1+ õ)   389 

— Òåéëîðà 387 

Ðÿäû — ñì. ñîîòâ. íàçâàíèÿ 

Ñâîéñòâà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî 

ïðîñòðàíñòâà 69, 71 

— ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä ìàò-
ðèöàìè 13 

— — — — âåêòîðàìè 69 

Ñåãìåíò 125 

Ñåäëîâàÿ òî÷êà 417 

Ñèìâîë ðàâíîñèëüíîñòè 7, 143 

Ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
38

— — — —, èññëåäîâàíèå 40, 41 

— ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 38, 39, 40, 
48

— — — â ìàòðè÷íîé ôîðìå 39, 
41—43

— — —, çàïèñü ñ ïîìîùüþ çíàêîâ 
ñóììèðîâàíèÿ 38 

— — —, èññëåäîâàíèå 48, 49 

— — —, êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðå-
ìåííûõ 38 

— — — íåîïðåäåëåííàÿ 38 

— — — íåñîâìåñòíàÿ 38 

— — — îïðåäåëåííàÿ 38 

— — —, ðåøåíèå 38 

— — —, ñâîáîäíûå ÷ëåíû 38 

— — — ñîâìåñòíàÿ 38 

— — —, ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ 
52, 53 
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Ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ 

óðàâíåíèé 51, 52 

— — — —, èññëåäîâàíèå 51, 52 

— — — —, îáùåå ðåøåíèå 52 

— — — —, ñâîéñòâà ðåøåíèé 52 

— íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé 428, 439 

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 
66, 76 

— — —, ñâîéñòâà 76 

— — —, ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë 76 

Ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà 67 

Ñëîæåíèå âåêòîðîâ 64 

— êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 443 

— ìàòðèö 12 

Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ 133 

Ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî 
îïåðàòîðà (ìàòðèöû) 84 

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî 

îïåðàòîðà (ìàòðèöû) 82, 83 

Ñî÷åòàíèÿ, ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî 
m 49

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè 127 

Ñðåäíèå èçäåðæêè 207, 242 

Ñðåäíèé äîõîä 197 

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà 221, 416 

Ñòåïåííîé ðÿä 381—399 

— — áèíîìèàëüíûé 389 

— —, èíòåðâàë ñõîäèìîñòè 382 

— —, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå 

óñëîâèå ñõîäèìîñòè 387 

— —, îáëàñòü ñõîäèìîñòè 381—386 

— — , ïðèìåíåíèå â ïðèáëèæåí-
íûõ âû÷èñëåíèÿõ 391–394, 398, 
399

— —, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè 382–383 

— —, ñâîéñòâà 386 

Ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ 128 

Ñóììà âåêòîðîâ 64, 69 

— ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 80 

— ìàòðèö 12, 13 

— ðÿäà 358, 359, 375 

Ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé 133 

Ñõîäèìîñòü ðÿäà 358 

— —, ñâîéñòâà 361, 362 

Òåìï èçìåíåíèÿ ôóíêöèè 190 

Òåîðåìà Àáåëÿ 381, 382 

— Áîëüöàíî—Êîøè 167 

— Âåéåðøòðàññà 166 

— Êðàìåðà 41, 42 

— Êðîíåêåðà–Êàïåëëè 48 

— Ëàãðàíæà 212, 213 

— Ëàïëàñà 21, 22 

— Ðèìàíà 375 

— Ðîëëÿ 211, 212 

— Ôåðìà 210, 211 

— —, ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë 242

— î åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ 
âåêòîðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 
72, 73 

— — çàâèñèìîñòè ìåæäó ìàòðèöà-
ìè îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ 
81

— — çàêîíå èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ 
ôîðì 89 

— — ìàòðèöå îïåðàòîðà â áàçèñå, 
cîñòîÿùåì èç åãî ñîáñòâåííûõ 
âåêòîðîâ 84, 85 
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