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ПРЕДИСЛОВИЕ

Теория трансцендентных чисел сформировалась как
теория, имеющая своп специфические методы и достаточ-
ное количество уже решенных проблем, только в XX веке.
Отдельные постановки проблем этой теории существовали
давно, и первая из них, насколько нам известно, при-
надлежит Л. Эйлеру. Проблема приближения алгебраи-
ческих чисел рациональными дробями или, более общо,
алгебраическими же числами также может быть отнесена
к теории трансцендентных чисел, несмотря на то, что
изучение приближения алгебраических чисел рациональ-
ными дробями стимулировалось проблемами теории дио-
фантовых уравнений. Целью настоящей монографии
является не только показать современное состояние тео-
рии трансцендентных чисел и изложить основные методы
этой теории, но и дать представление об историческом
ходе развития ее методов и о тех связях, которые сущест-
вуют между этой теорией и другими проблемами теории
чисел.

Так как доказательства основных теорем в теории
трансцендентных чисел достаточно громоздки и опираются
на большое количество вспомогательных предложений,
то каждое такое доказательство предваряется кратким из-
ложением его схемы, что должно, по нашему мнению,
облегчить понимание основных черт соответствующего
метода.
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В монографию включены полностью мои статьи «Ап-
проксимация алгебраических иррациональностей и их
логарифмов», «Об алгебраической независимости трансцен-
дентных чисел некоторых классов» и использована статья
«Приближение алгебраических чисел алгебраическими же
числами и теория трансцендентных чисел».

Метод К. Зигеля в монографии изложен в том виде,
в каком он дан К. Зигелем в книге «Трансцендентные
числа», Принстон, 1949 г.

А. Гелъфонд



ГЛАВА I

ПРИБЛИЖЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ

ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЕЙ

§ 1. Введение

Алгебраическим числом называется всякий корень
алгебраического уравнения с целыми рациональными коэф-
фициентами, другими словами, корень уравнения

о0ж
п-1-о1а;»-Ч---.+о„ = 0) (1)

где все числа а0, а1 ап — целые рациональные и а0 /=0.
Всякое пеалгебраическое число называется трансцен-
дентным.

Если уравнение (1) неприводимо, другими словами,
его левая часть не является произведением двух много-
членов с целыми рациональными коэффициентами, то его
степень будет степенью алгебраического числа а, ему
удовлетворяющего. Целым алгебраическим числом назы-
вается корень уравнения (1) в случае, когда о„ = 1.

Необходимые для понимания дальнейшего элементар-
ные арифметические свойства алгебраических чисел чита-
тель может найти в любом курсе алгебраических чисел,
например в книге Гекке «Лекции по теории алгебраи-
ческих чисел». Здесь мы займемся только вопросом
приближения алгебраических иррационалыюстей и раз-
личными приложениями этой теории.

Все методы доказательства трансцендентности тех или
иных чисел в явной или скрытой форме опираются на то
обстоятельство, что алгебраические числа не могут быть
хорошо приближаемы рациональными дробями или, более
общо, алгебраическими же числами. Поэтому в этой гла-
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ве будет рассмотрен вопрос о приближении алгебраиче-
ских чисел алгебраическими же числами. Этот вопрос,
как будет доказано, тесно связан с проблемой решения
алгебраических и трансцендентных уравнений в целых
числах и другими вопросами теории чисел. Аналитические
методы теории трансцендентных чисел в свою очередь
могут быть использованы для решения проблем теории
уравнений в целых числах, а в дальнейшем, вероятно,
и для решения проблем приближения алгебраических ир-
рациональностей.

Заметим, прежде всего, что существование трансцен-
дентных чисел может быть доказано и без использования
характера приближений алгебраических чисел алгебраи-
ческими же числами. Действительно, так как коэффициен-
ты уравнения (1) могут быть только целыми рациональ-
ными числами, то уравнений типа (1) заданной степени п
может быть только счетное множество. Отсюда следует,
что существует только счетное множество алгебраических
чисел степени п, так как каждое уравнение степени п
имеет только п корней. Поэтому множество всех алгебраи-
ческих чисел счетно. Но множество всех комплексных
чисел несчетно, откуда и следует, что трансцендентные
числа составляют основную часть всех комплексных и дей-
ствительных чисел. Несмотря на это, доказательства транс-
цендентности каких-либо конкретно заданных чисел,

V
например к или 2 , достаточно сложны.

Впервые вопрос об арифметической природе широкого
класса числовых образований был поставлен Л. Эйлером.
В своей книге «Введение в анализ» в 1744 г. он выска-
зал утверждение, что при рациональном основании а
логарифм любого рационального числа Ь, не являю-
щегося рациональной степенью а, не может быть даже
числом иррациональным (в современной терминологии
алгебраическим) и должен относиться к количествам
трансцендентным. Кроме этого утверждения, доказанного
только в настоящее время, он ставил а другие задачи,
относящиеся непосредственно к теории трансцендентных
чисел. Через столетие после Л. Эйлера Лпувилль [2]
впервые в 1844 г. дал необходимый признак алгебраич-
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ности числа и, тем самым, достаточный признак трансцен-
дентности. Он показал, что если а есть действительный
корень неприводимого уравнения степени ч>2, a p и q —
любые целые рациональные числа то имеет место не-
равенство

Р
а — Аг, С>0,

где постоянная С не зависит от р и q.
Доказательство этого неравенства весьма просто. Пусть

я—действительный корень неприводимого уравнения

где все а0, аи ..., a v — целые рациональные числа. Тогда,
воспользовавшись теоремой о конечном приращении,
имеем:

откуда непосредственно следует теорема Лиувилля. Этот
признак трансцендентности числа позволил впервые
строить примеры трансцендентных чисел. Действительно,
пз лиувиллевского признака трансцендентности следует,
например, трансцендентность числа

' ~ 2j П«!
п=1

Итак, Лиувилль установил, что алгебраические числа
не могут слишком хорошо приближаться рациональными
дробями. Б связи с этим фактом возникла проблема
определения такой постоянной & = &(v), что при произ-
вольном алгебраическом а степени v неравенство

1
(2)

где р п q — целые, будет иметь лишь конечное число
решений, когда е > 0 и бесконечное, когда е < 0. Заметим,
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что числа а, для которых неравенство (2) имеет бесчис-
ленное множество решений при любом 0, называются
числами Лиувилля. Впервые А. Туэ [1] в начале текущего
столетия смог понизить величину этой постоянной. Он

показал, что &<^--|-1. Для доказательства этого пред-
ложения А. Туэ построил многочлен от двух перемен-
ных х я у с целыми рациональными коэффициентами,
который имеет вид

f(x, y) = (y-*)h(*, y) + (x-a)mft(x, a), (3)

где Д (х, у) и /2 (х, а) — многочлены.
Допуская, что неравенство (2) имеет два решения

с достаточно большими знаменателями q1 и q2, —

и — , полагая в соотношении (3) т «* т—̂ -2 и доказывая,

что левая часть (3) при соответствующем выборе / (х, у)

при х = — и г / = — в нуль не обращается, он получает

свое утверждение аналогично тому, как была доказана
теорема Лиувилля. Этот метод, который позволил сущест-
венно понизить постоянную Лиувилля, неразрывно свя-
зан с предположением существования двух достаточно
больших решений неравенства (2). Поэтому этот метод
позволяет устанавливать только границу числа решений
неравенства (2), а не максимальные величины их знаме-
нателей.

Действительно, из рассуждений А. Туэ следует, что

если при &= —-|-1 и е > 0 неравенство (2) имеет доста-
точно большое решение со знаменателем qx > q'x (a, e),
то нет решений со знаменателями q2"^.q'2[a., s, q-^j. Это
сразу позволяет, в частности, установить конечность числа
решений уравнения

..+cnx" = c, п>Ъ, (4)

в целых числах х и у при целых рациональных коэф-
фициентах с, с0, сх, ,.., Сп-
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Действительно, из уравнения (4) следуют соотношения

из которых при условии неприводимости многочлена / (t)
в рациональном поле сразу следует противоречие с не-
равенством (2) при Ь-\-е<^п, если только мы допустим
существование бесконечного числа решений уравнения (4).

Этот метод был обобщен и уточнен К. Зигелем [1],
который показал, пользуясь, как и А. Туэ, существова-
нием двух достаточно больших решений, что верно не-
равенство

К. Зигель не только уточнил метод А. Туэ, но и рас-
пространил его на случай приближения алгебраического
числа а числом С также алгебраическим, высоты Н и сте-
пени п. Высотой алгебраического числа С мы называем
максимум модуля коэффициентов того неприводимого
в рациональном поле уравнения, которому С удовлетво-
ряет, если все коэффициенты этого уравнения целые
и их общий наибольший делитель равен единице. Он
показал, что неравенство

| а - С | < / / - " ( 9 + Е > , » = inin Г г ^ т + Л , S > 0 (7)

имеет лишь конечное число решений и алгебраических
числах С, если а есть алгебраическое число степени у.

Кроме этого, им были даны и другие варианты не-
равенства (7). Дальнейшие попытки К. Зигеля [2] и его
учеников уменьшить величину константы & в неравен-
ствах (2) и (7), использовав предположение о существо-
вании уже не двух, а любого числа достаточно больших
решений неравенств (2) и (7), привели его к теореме,
которая была уточнена его учеником Т. Шнейдером [1]
гг в уточненной форме звучит так: если qx, q2, . . . , qn, . ...
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будут знаменатели всех последовательных решений не-

равенства (2) при & = 2 и s > 0, то или lim . п 1 = оо
П-+оо Ш Яп

или п < п0. Эта теорема Зигеля-Шнейдера, как мы видим,
не только не дает возможности установить границу для
величины знаменателей решений неравенства (2) при

2 <С & <С &о> ^о== min -\- s \ , но и не утверждает

даже их конечности.
Последняя приведенная теорема естественно обобщает-

ся на случай неравенства (7). Из первого, основанного
на рассмотрении двух достаточно больших решений,
обобщения теоремы А. Туэ следует, в частности, что
уравнение

с02/п + сщр-Ч +... + спх
п = Рт (х, у), п > 3, (8)

при целых рациональных с0, с ь . , ., сп и Рт (х, у) много-
члене с целыми рациональными коэффициентами степени
т, имеет лишь конечное число решений в целых рацио-
нальных числах х и у, когда

п — т mm Г-4-т+Л

и левая часть уравнения неприводима. Из теоремы же
Зигеля-Шнейдера следует только, что при п > т-\-2 цело-
численные решения уравнения (8) очень редки. Можно
отметить, что вопрос о конечности или бесконечности
решений уравнения (8) при / г > т + 1 решен до конца
другим путем.

Дальнейшие обобщения теоремы Зигеля-Шнейдера и ее
приложения можно найти в работах К. Малера [2 — 5].
Следует также отметить, что некоторые результаты в обла-
сти приближения алгебраических иррациональностей были
получены Д. Д. Мордухай-Болтовским [1, 4—6], Р. О. Кузь-
миным [2], А. О. Гельфондом [10, 11] и другими авто-
рами.

Результаты, аналогичные теореме Туэ-Зигеля, отно-
сящиеся к вопросу об одновременном приближении не-
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скольких алгебраических чисел рациональными дробями
с одинаковыми знаменателями, были получены Г. Гассе [1].

Наиболее интересным непосредственным приложением
теорем типа Зигеля-Шнейдера в теории трансцендентных
чисел является следующее. Пусть р (х)— целочисленный
многочлен, положительный при ж > 1 . Зацишем его зна-
чения при х—1, 2, 3, . . . по системе счисления с осно-
ванием q. Напишем ^-нчную бесконечную дробь

"Л = 0, <7i<72 • • -q-ц ••• <7vo .. . . .

где qu q.2,...,qyi— знаки (7-пчного разложения p(i),
q^+i, . . . , дч2 — знаки gr-пчного разложения р (2) и т. д.
Тогда число -ц будет трансцендентным, но не числом
Лиувилля. В частности, при р(х)-=х и q = 10 будет
трансцендентным числом

•г] = 0,123456789101112 . . .

Теорема эта была доказана К. Малером [5] с помощью
теоремы о приближении алгебраических пррациоиаль-
ностей рациональными дробями, являющейся уточнением
теоремы Т. Шпейдора Б ТОМ случае, когда числители
и знаменатели приближающих дробей будут специального
вида. Из той же теоремы следует трансцендентность
чисел

где а > 1, а0, а1, . . . , Х1( Х2, . . . будут целыми рацио-
нальными и положительными числами. В частности, это
утверждение относится к числу

со

^ 1 а > 0.
-t—l Г2" 11

0 а

В связи с тем положением проблемы приближения
алгебраических иррациональностей, которое было вкратце
изложено выше, прежде всего естественно возникает
вопрос о том, можно ли понизить величину постоянной %
по сравнению с величиной, полученной К. Зигелем при
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использовании только двух решений неравенства (2).
Далее, принимая во внимание неэффективность резуль-
татов, получаемых методом А. Туэ, неэффективность
в том смысле, что нельзя установить этим методом грани-
цу величины знаменателей решений неравенства (2) при
& < v, также естественно встает вопрос о том, как должна
звучать теорема о приближении алгебраических чисел,
которая была бы предельной в смысле эффективности
при использовании двух решений неравенства (2). В этой
постановке вопроса приходится говорить только о двух
решениях, так как использование большего числа реше-
ний наталкивается на непреодолимые пока трудности,
связанные с общей теорией элиминации.

Теорему, которая давала бы ответ на поставленный
вопрос, мы сформулируем, введя предварительно понятие
меры алгебраического числа. Пусть С есть число алгебраи-
ческого поля К степени о, а числа щ, щ, . . . , ша пусть
образуют базис кольца целых чисел этого поля. Взятое
нами число С может быть бесчисленным множеством
способов представлено в форме

(9)

где ри р2, . . . , р„, д1г . . . , д, — целые рациональные
числа с общим наибольшим делителем, равным единице.
Мы будем называть число q мерой числа С, если оно
определяется соотношением

q^minqlpu ..., р„ qlt . . . , q,}, (10)

где минимум в правой части берется по всем возможным
представлениям числа С. Нетрудно заметить, что когда
г Р

(,=•-— есть число рациональное, то его мера равна
max[|/?|, \q\], другими словами, с ТОЧНОСТЬЮ ДО не-
существенного постоянного множителя совпадает с его
знаменателем q, если С есть элемент последовательности
дробей, сходящихся с ростом q к числу а Ф 0, 1. Теперь
мы можем сформулировать нашу общую теорему, которую
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будем называть в дальнейшем теоремой I. Пусть а и р
будут два произвольных числа алгебраического поля Ко

степени v (они могут и совпадать). Пусть также С и Сх

будут числами алгебраического поля К, меры которых
относительно фиксированного базиса целых чисел этого
поля ш„ о>2> •. . , ( ! ) , будут соответственно q и qx, а Ь
и &г будут два действительных числа, подчиняющихся
условиям & < & 1 < v , Ь^1 = 2v (1 + s), где е > 0 сколь угодно
мало, но фиксировано. Тогда, если неравенство

\*~l\<q-'* (И)

будет иметь решение С с мерой q > q' [Ко, К, а, [3, г, 8],
то неравенство

\Р-~^\<дГЬ1 (12)
не может иметь решений с мерой qx при условии, что

где 8 — любая сколь угодно малая положительная по-
стоянная г ) .

Соответствующим образом формулируется и Р-адиче-
ский аналог приведенной теоремы. Из приведенной теоремы
также следует, полагая в ней & = blt что неравенство (2)
при s > 0 имеет лишь конечное число решений, когда
i}=j/2v. Предельность нашей общей теоремы с точки
зрения эффективности можно непосредственно установить
в том случае, когда С и Ci будут рациональными дробями,
а а—-р. Действительно, если в условии теоремы &&г =
= 2v (I -f- s) можно было бы заменить s > 0 на — е < 0, то
оно имело бы вид Шх = 2v (I — s) и мы могли бы положить
& = 2 / " l —s < 2 и &! = v \/1 — s < v. Но неравенство (11)
при С рациональном, <з = 1 и Ь < 2 имело бы действительно
бесконечное множество решений, значит, для знаменате-
лей рациональных решений неравенства (12) нашлась бы

*) Частный случай этой теоремы, при а = р, С—рациональной
дроби, ft = 9, и без неравенства (13), независимо был доказан
Дисоном.
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эффективная граница в виде функции KQ, а, е. Отсюда
непосредственно уже следовало бы существование эф-
фективной границы для величин решений уравнения (4).
Наконец, можно сказать, что наша общая теорема остается
в силе при замене меры чисел С на их высоты.

Доказательство этой теоремы основано на некотором
усилении метода А. Туэ. Пользуясь нашей общей тео-
ремой I, с помощью некоторых дополнительных рас-
смотрений можно доказать теорему II: пусть a, Ci,
С2, . . . , Cs—-алгебраические числа поля К. Пусть также
произведение любых целых степеней чисел d, C2, • • •, С*
не может быть равно единице. Тогда неравенство

а - Й 1 ; ! 2 . . . Й51 < е-*х, х = max | X i | (1-'J)

и сравнение

а = тея . . . 'Cfmod^™, т = [Ъу], y = max \yi\, (15)

как бы ни были малы числа е > 0 и Ь > 0, могут иметь
только конечное число решений в целых рациональных
ч и с л а х х 1 } х 2 , ..., x s ш у ъ у 2 , ..., y s . <(p е с т ь п р о с т о й
идеал поля К. Мы приведем теперь два следствия тео-
рем I и I I . Прежде всего мы приведем применение
теоремы I к теории алгебраических уравнений. Пусть
система однородных форм Рг\х, у), Р2 (х, у), .. ., Рп (х, у)
обладает следующими свойствами: их степени т^ т2,..., тп

выше первой, все коэффициенты многочленов / )

1 (х, у),...
..., Рп(х, у) — целые рациональные числа, эти много-
члены не имеют линейных делителей в рациональном поле,
каждый действительный корень многочлена t~mhPh (t, tx) =
= Rk (x) принадлежит к алгебраическому полю К степени

не выше v и все такие корни различны между собой.
Будем также называть степенью многочлена от 2п пере-
менных Р {хг, уъ ..., хп, уп), имеющего целые рацио-
нальные коэффициенты, совокупность чисел (slt sa, . . . , sn),
где Si есть степень многочлена Р по совокупности пере-
менных Xi, уъ. Тогда будет иметь место теорема: урав-
нение ••' v ..'

^ i { x i , y i f : -.•(•• Р п ( х п > У п ) = Р i x u 2/i, х%, У-2- •••> г п > Уп) ( Щ
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будет иметь только конечное число решений в целых
рациональных числах х1} г/ь х2, у2, . . . , хп, уп, если
только одновременно выполнены неравенства mk—5/4>|/2v,
* = 1, 2, . . . , п; v > 3 .

Из теоремы II также можно получить ряд следствий,
но уже для показательных уравнений. Пусть, например,
числа d, . . . , Сп, <К, •••> <iV> 1̂> •••> ^Р будут целыми
числами поля А"; ни одно из них не будет алгебраи-
ческой единицей; А, В, С, ABC ф 0 будут числами того
же поля К, числа

С = Ci . . . С„, Ф = +1 . . . ф т , т) = % . . . т)р

будут взаимно просты. Тогда уравнение

Ж ? . . . Cn + B^Y . . . ф Г + Ст)? . . . 1 ^ = 0 (17)

> может иметь только конечное число неотрицательных
k решений в целых рациональных числах xlt . . . , хп,

Уи •••> УП' z n •••' zn- Д а л е е > почти непосредственно
из теоремы II, можно получить теорему относительно
поведения линейных форм с целыми рациональными
коэффициентами от логарифмов алгебраических чисел.

Если алгебраические числа а1; а2, . . . , as обладают
тем свойством, что произведение любых целых степеней
этих чисел не равно единице, то неравенство

\х1\пч1-\- ... -\-xslnas\ <c e~'x, s > 0, х = max \xi\, (18)

где логарифмы имеют любые, но фиксированные значе-
ния, имеет лишь конечное число решений в целых
рациональных числах ж1; хг, . . . , xs.

Как было показано Ю. В. Линпиком [1], это послед-
няя теорема, при 5 = 3 дает возможность провести новое,
не зависящее от аналитической теории L (s, /)-рядов
доказательство конечности числа одноклассных квадра-
тичных полей. Если бы можно было установить верхнюю
границу величины решений неравенства ( l ) j iW любом
фиксированном s > 0, то из этого новога,»йбказа\ельства
следовало бы непосредственно репигнд<^\'ислассмеской
проблемы эффективизации в квадртт^[€ЬскихрД|^яА дру-
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гими словами, возможность явного выражения границы
для величины дискриминантов одноклассных полей. Этим
устанавливается глубокая связь между неэффективностью
в различных на первый взгляд проблемах теории чисел.
Конечность числа решений неравенства (18) позволяет
также делать заключения и о поведении решений алге-
браических уравнений высших степеней с многими пере-
менными. Действительно, например, из уравнения
N (^ЛЧ" • • • -\-х8шь) = 1, где числа (%, со,, . . . , cos обра-
зуют базис кольца целых чисел, следует при условии
xh = 0 уравнение в единицах поля К. Это уравнение
будет вида (17) с большим числом членов. Все теоремы,
приведенные в этом параграфе, обладают неэффектив-
ностью, другими словами, из-за использования двух
решений соответствующих аппроксимативных неравенств
они принципиально не в состоянии указать величины
границ решений неравенств или уравнений и дают только \
их число. •

В следующих параграфах этой главы будут изложены <
доказательства сформулированных выше теорем. Повиди- '
мому, в настоящее время только с помощью аналити- *
ческих методов теории трансцендентных чисел можно
ожидать эффективного решения аппроксимативных нера-
венств для алгебраических чисел, а тем самым и эффек-
тивного решения проблем теории диофантовых уравнений
и полей.

§ 2. Вспомогательные леммы

В этом параграфе будут доказаны леммы, необходимые
в дальнейшем.

Л е м м а I. Пусть Lx, L2, ..., Lm будут линейные
формы с действительными коэффициентами ас, i=i,
2, . . . , т; k = i, . . . , п{п> т) от п переменных
хъ хг, . . . , хп, другими словами,

Li = aitix1+ ...+ а{, „ хп, max | а,-, & | < а,
1, ft

где а — целое число.
Тогда можно найти целые рациональные xv хг, ... хп,

\xk\<^x, в совокупности отличные от нуля, такие,
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что при N целом и N > 1

| L i | < - ^ , i = l , 2, . . . , т; х < 2 {naN)n'm. (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что | Li | •< пах,
i = l , 2, . . . , т . В пространстве то измерений с коорди-
натами Li, L2, . . . , Lm мы будем иметь (2а; + 1)" точек,
если будем давать всем хъ х2, . .., хп целые значения,
независимо друг от друга, не превышающие по модулю х.
Все эти точки будут находиться в кубе со сторонами 2пах.
Каждое ребро куба мы разделим на 2Nanx равных ча-
стей. Длина каждой части будет N~i. Весь наш куб
разобьется тогда на [2anxN]m кубиков. Положив

x=[(naN)n~m], мы можем непосредственно убедиться,
что число точек Llt .. ., Lm, нами построенных, больше

числа кубиков со стороной -^=-, Значит, хотя бы в одном

из кубиков найдется две наших точки (LJ, L'z, . . . , L'm)
и (Lj, L\, ..., L'm), разность между координатами кото-
рых не превысит N~l. Но тогда

п

Ц - Ц = ^ aL h(x'h~x'k), i = l , 2 , . . . , m,

что и доказывает нашу лемму.
Будем попрежнему высотой алгебраического числа С

называть максимум абсолютной величины коэффициентов
того неприводимого уравнения с целыми коэффициентами,
с общим наибольшим делителем, равным 1, которому
удовлетворяет С; другими словами, если С—корень
неприводимого уравнения

где все Но, Hlt . . . , Н^ — целые рациональные числа,
то Н есть высота С-
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Л е м м а I I . Если и1} ..., a s — числа алгебраического
поля К степени v, меры которых по отношению к фикси-
рованному базису кольца целых чисел поля К будут
qu g2, . . . , gs, a Р [хъ х2, ..., xs) будет многочлен

S

степеней т по отношению к Х{, l < i < s , п = ^П{, тоили

или
S

| Р К , . . . , as) | > Я-v+i Д дГп'е~"п, (20)

где Н —высота*) Р (х1у хг, ..., xs), a i зависит только
от поля К и фиксированного базиса кольца целых чисел
этого поля.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как по определению меры
алгебраического числа число

V V

a 2 £". { Ш п = 2 Р'п< * Ш{' I ^ » . • I < I1' \ C l n , i \ < Qi,
7 1 = 1 7 1 = 1

где /?„, i и qni — целые числа, а ш1 ; . . . , ш . , — в ы б р а н н ы й
базис к о л ь ц а целых чисел К, будет целым алгебраи-
ч е с к и м , то произведение

(
t = l n = l

будет целым алгебраическим числом поля К, отличным
от нуля, и его норма должна быть не меньше единицы.
Поэтому мы получаем неравенство

где Ck, к = 2, 3, . . . , v, числа сопряженные Сх, а •уо
зависит только от к. Из этих неравенств и следует непо-*
средственно неравенство (20).

*) Высотой многочлена называется максимум модулей его
коэффициентов.
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Л е м м а I I I . Пусть II и q будут высота и мера
алгебраического числа С, поля К, в котором MJ, м2, . . . , MS

будут базисом кольца целых чисел. Мера числа опреде-
ляется соотношением (10) § 1. Тогда между высотой
и мерой будет существовать соотношение

H>.cqK (21)

где с не зависит от q и Н и зависит только от
( O j , (1) 2, . . . , ( l ) s .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, прежде всего,
для числа С = С0 и всех его сопряженных ik, k= 1, 2, . . .
. . . , s — 1 , мы будем иметь неравенства, независимо от
степени неприводимого уравнения, которому С удовле-
творяет,

откуда непосредственно следует, что

К,иЯ + 1- (22)

С другой стороны, по определению меры q числа С

; A = 0 , l , • • • , * - ! , (23)
?0

max ps\]=p, p + qo>q,(p1,p2,---, Рв, q0) = 1,

ргде ю р , . . . , Mg' — базис поля Kh, сопряженного К.

Исключая из соотношений (23) отношения — и поль-

зуясь неравенством (22), мы видим, что

Н>с0Р-, (24)

где с0 зависит только от базисов полей К, К1г ..., Ks-i.
По свойству базиса поля К и благодаря отсутствию
общего делителя у целых чисел р1, рг, . . . , ps и q0 мы
можем утверждать, что коэффициент при старшей степени
в неприводимом уравнении, которому С, удовлетворяет,
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должен делиться на д0. Отсюда следует, что / / > д 0 '
Сопоставляя неравенства

р + до>д, Н>д0>0, Н > со^- ,

мы непосредственно получим основное неравенство нашей
леммы.

Пусть / (х) — любой многочлен степени п. Определим
его высоту Н (/) соотношением

/(*) = 2 4 * \ //(/)= max \Ak\. (25)
fc_0 o,<^n

Л е м м а IV. Пусть f1 (x) и /2 (х) будут многочлены
степеней их и п2 и высот Нг и If2. Тогда

H(f1f2)>2~3nH1H2, п = П1 + п2. (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем прежде всего нера-
венство (26). Для всякого многочлена степени п и высоты Н
справедливы неравенства:

max \ f (е2™ч)\2 > \

Я2 (/) >

, (28)

Кроме этих очевидных неравенств, из разложения в ряд
Фурье непосредственно следует

п 1

га. (29)

ft=-n О
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Из неравенств (28) и (29) мы последовательно полу-
чим:

о

о
откуда и следует неравенство (26) нашей леммы. Для
того чтобы доказать неравенство (27), докажем прежде
всего неравенство

. M = m a x | / 1 ( z ) / 2 ( z ) | > 2 - 2 « max|/ x (z)|max |/ 2 (z)|, (30
( z I — I I г | - 1 ' | z | - l

где п = п1-\-п2 и п1г п2 — степени многочленов /i(z), / 2(z).
Без нарушения общности можно предположить, что

max 1/^)1= max |/ a (z) | = l . (31)
I z 1 — 1 j z j = l

Допустим, что имеет место неравенство | /х (z) /a (z)| < 2~2 п.
Тогда для всякого /е = 0, 1, 2, . . . , п должно быть вер-
ным, по крайней мере, одно из двух неравенств:

I к (е 2 т а ^) | < 2-", [ /2 ( е

2 ^ ) | < 2-». (32)
Так как к принимает riiJ\-n2-{-'[ значений, то очевидно,
что или первое неравенство справедливо при Их+1 зна-
чениях к или второе при n2-\-i значениях к. Пусть
тогда, например, первое неравенство справедливо при
и г + 1 значениях к. Положим

av = е

 тсг»+1, v = 0, 1, . .., пх; < = е т " + т , (х = 1, 2, . . . , п2;

где Av—те значения к, при которых выполняется наше
неравенство, а к'у. — все остальные значения к. Тогда
по интерполяционной формуле Лагранжа:

/ Ы - - ? f(a s (z-*0)(z-«J... (z-ani)
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Непосредственно оценивая правую часть (33), умножая
числитель и знаменатель v-ro члена правой части на
(av — (Xj) . . . (av — а'Пг), мы получим, что при | | l

что противоречит условию (31). Таким образом, нера-
венство (30) доказано.

Далее, из неравенств (28), (29) и (30) мы последо-
вательно получим:

(A.

2-4П

I /2
Щ,

откуда и следует утверждение нашей леммы.
Л е м м а V. Пусть а и р—два произвольных числа

алгебраического поля степени v. Пусть также п и JJ, > п —
• произвольные целые положительные числа и к], 0 < к; <

^-^•—произвольное действительное число. Тогда можно

построить многочлен относительно х и у с целыми
рациональными коэффициентами Chl h, в совокупности
отличными от нуля,

Р (х, у) = max | C f c l i
(34)

где положено
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подчиняющийся условиям •,

д\1+к

ь Р(а, р) = 0, - * ! - + - * < 1 (36)

и/ш и > и0 (а, р).
Пусть Р (ж, ?/) — многочлен с целыми коэффициентами

степеней тх и т по х и ?/. Число его коэффициентов
равно тогда (т -f 1) (тх -f-1) и

(т1 + 1 ) ( т + 1 ) > | ( И + |/й)(х. (37)

Как показывает легкий подсчет, число решений нера-
венства в условии (36) не превосходит величины

Если d — такое целое рациональное число, что da и
будут целыми алгебраическими, то

где Mj, (o2, . . . , (ov —базис кольца целых чисел поля,
к которому принадлежат а и р, а Б^ ь fei s —линейные
формы от коэффициентов Chlt ^ с целыми рациональными
коэффициентами. Коэффициенты этих линейных форм
-Bfei, ft, s, как легко видеть, учитывая величину тх и т,
не превосходят величины

По лемме I всегда можно найти в совокупности
отличные от нуля целые рациональные значения для
Cfti, ft! при которых будут выполнены неравенства

max | Ckli fc | < 2

где г = (т-|-1) ( t i + 1 ) — число переменных, a /wr̂  число
неравенств,
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Нетрудно видеть, что

Отсюда следует, что
т

при и > 2 , откуда уже непосредственно следует неравен-
ство (34) нашей леммы.

Таким образом, наша лемма полностью доказана.
Л е м м а VI. Пусть Р (х, у) — многочлен, построенный

при условиях леммы V, где положено (х= -цп . , а £х

и С—два числа алгебраического поля К с целочисленным
базисом Mj, (о2, . . . , ( o s , меры которых при этом базисе
будут соответственно равны f/t и q.

Предположим также, что выполнены неравенства

n\ In gj > In q, п> их > п0, (38)

где п1 зависит только от п0 и базиса поля К. Тогда

существует целое число X, 0 < Д < n ? 1 - |-т+ 1, такое,

что

-•£Г/
)(С,С1)^О. (39)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условимся, что в доказатель-
стве этой леммы мы буквами о0> ох, о2, о3 будем обозна-
чать величины, не зависящие от п, qt, q. Многочлен
Р (х, у) можно представить, прежде всего, в форме

P{x,y)^^k{x)y\ Pft(z) = 2 Chl,hx*. (40)

Выберем из числа многочленов Р^ (х) г линейно
независимых, через которые все остальные могут быть
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линейно выражены. Тогда мы будем иметь представле-
ние

P(x,y)='2iPk(x)Qk(y), (41)

Все Qh (у) также линейно независимы в этом пред-
ставлении, так как в Qk (у) обязательно входит та сте-
пень у, которая стояла множителем при Рк (х) в пред-
ставлении (40) и кроме Qh (у) эта степень ни в какой
другой многочлен Qi (у) не входит. Коэффициенты мно-
гочленов Pfc (x) и Qh (у) будут рациональными числами.

Введем в рассмотрение два многочлена А (х) и D (у)

. . . Р Г ( Х )

. . . Р ' г ( х )

(42)

J
Коэффициенты этих многочленов будут рациональными
числами, поэтому можно положить

=^-R(x), (aub1)=i;
(43)

где аи 6Х и а2, 62—целые рациональные, все коэффи-
циенты многочленов R (х) и Т (у) — также целые рацио-
нальные, и общий наибольший делитель коэффициентов
R{x) и, соответственно, Т (у) есть единица.

Каждый из этих многочленов не равен нулю тожде-
ственно, так как равенство нулю одного из них влекло
бы за собой линейную зависимость многочленов Ph (x)
или Qh(y).
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Воспользуемся очевидным тождеством

A(x)D( У) =

Р(*,У)
0! 0!

К (*, У)
 J

1! 0!

P(Jr~P(*,y)
(г—1)10!

* ; (*, у)

0! 1!

Pjj, (Ж, у)

1! 1!

( г - 1 ) ! 11 •••

ifr-P (ж, 2/)
0! (г-1)!

4 ^ - 1 (ж, У)
1! (г — 1 ) !

P^IU (х
(г-1)!(г-

. У)

1)!

(44)

В правой части этого тождества состоит многочлен
с целыми коэффициентами от х и у. Оценим высоту,
другими словами, максимум модуля, Н, его коэффи-
циентов.

Прежде всего надо оценить высоту Hkl, h каждого
элемента этого детерминанта. Непосредственно очевидно,

так как | C
hlh

•"ftl, ft = "

exp[«V], что

P (ху)\
I\dxhldyh < •

<e n ll dxh

откуда следует далее, что

з

Н
к1
,
 h
 < e

ni
*

так как тх -|- т < 2v[i. Но тогда

Н (А (х) • D

Далее имеем:

(45)

(46)

(47)

(48)

(b,a)=i,
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но коэффициенты Д (х) В (у) — целые рациональные, а коэф-
фициенты В (х) и Т (у) — не только целые рациональные,
но и не имеющие общего делителя. Поэтому 6 = 1 . Зна-
чит, имеют место неравенства

1 1
H1 = If(R(x))<e^n^\ H2^H(T(y))<^n^. (49)

Покажем теперь, что Т (Сх) ф 0. Действительно, если
Т (Ci) = 0, то тогда

Т(у) = А(у).В(у),

где А (у) — неприводимый многочлен высоты h и степени
s o <s, которому Ci удовлетворяет, а В (у) — многочлен
с целыми коэффициентами степени не выше т2 — s0, высота

которого не меньше единицы. По лемме III h > cq*
а по лемме IV и условию (38)

Н (Т (у)) > 2-3т2/г > e-avV^ 2 1 * > е ' . » \ ^ > 0 . (50)

Сопоставляя неравенства (49) и (50), мы видим, что при
п >WQ(C '

 v> no) э т и неравенства противоречивы и, значит,
Т (d) Ф 0 при п > п'о.

Из того, что Т (Ci) Ф 0 непосредственно следует, что
числа (?i(Ci), ^ ( ^ I ) ' •••>Qr(^i) в совокупности отличны
от нуля.

Допустим теперь, что PW (С, Сх)= 0;

+ "с + 1. Тогда имеем систему уравнений:

Р[Х) (QQAQ + • • - + Prx) (Q Qr(^)^O;

Так как все Qt (d) не могут быть равны нулю, то из этой
системы следует, что

[^]=1и. (51)
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Вследствие этого мы имеем представление

R{x) = A™+i{x) • В{х),

где А1(х) — неприводимый многочлен степени ^ О и вы-
соты h, которому удовлетворяет С, а В (х) — многочлен
с целыми коэффициентами, степени не превосходящей

По лемме III h > cq2, а по лемме IV и условию (38)
гуу 3 i

Н{Я{х))> %z[ cm+i q ~ > е°4" " ' а4 > 0. (52)

Сопоставляя опять неравенства (49) и (52), мы непосред-
ственно видим, что при п > п'ц (п'о, с, v) они становятся
противоречивыми.

Этим наша лемма полностью доказана.
Совершенно так же, без изменения хода рассужде-

ния, с теми же самыми оценками, доказывается лемма VI',
являющаяся обобщением лемм V и VI.

Л е м м а VI'. Пусть К—алгебраическое поле сте-
пени s, числа а и (3 принадлежат полю Ко, которое
является расширением поля К от присоединения к нему
алгебраического числа относительной степени v, степень
поля Ко есть vs. Числа п, q > e"3, q^q —целые рацио-
нальные, т) — действительное, 0<т)<-^-. Тогда можно

построить многочлен Р (х, у), коэффициенты которого
будут целые числа поля К,

удовлетворяющий следующим условиям;

s 3

1
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где «!, . . ., со8 — базис кольца целых чисел поля К;

/ > ( я Р ) = = О +<1;в)
дук Iх п

г) существует такое X, 0<;Х<;у-— Ц-т + 1 , что

' =?ь 0, гЗе С и Ci— Зга числа поля с мерами соот-

ветственно q и qx.
Заметим, наконец, что если я и р принадлежат полю,

полученному от присоединения к полю Гаусса корня
любого неприводимого в этом поле уравнения степени v,
то все предыдущие леммы просто останутся в силе, при-
чем коэффициенты многочлена Р (х, у) в леммах V и VI
следует выбирать в виде целых комплексных чисел поля
Гаусса.

Аналогичная теорема будет иметь место и в более
общем случае при замене поля Гаусса мнимым квад-
ратичным полем.

§ 3. Основные теоремы

Доказанные леммы позволяют нам теперь доказать
некоторые общие теоремы относительно аппроксимации
алгебраических чисел. В этих теоремах числа а и р могут
быть любыми, в частности рациональными, но степень
поля Кй, к которому они принадлежат, предполагается
не меньше 3.

Т е о р е м а 1. Пусть а и р— два произвольных числа
алгебраического поля Кй степени v (они могут и совпа-
дать). Пусть также С и Ci будут числами алгебраи-
ческого поля К, меры которых относительно фиксиро-
ванного базиса целых чисел этого поля ши ш2> • • • > шэ
будут соответственно q и qlt а & и Ьг—две действи-
тельные постоянные 2 <1 & < $г < v, &&1 = 2ч (1-\-е),
г > 0, где е — произвольно малое фиксированное число.
Тогда, если неравенство

i a _q < ? -se (53)
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будет иметь решение С с мерой q > q'(Ku, К, а, р, е, 8),
то неравенство

I P C K 8

ке может иметь решений с мерой q1 при условии, что

" ' ' ( 5 5 )

гЗе о —любое, сколь угодно малое фиксированное число,
8 > 0 .

Этой теореме соответствует аналогичная т е О р е м а и з

^-адической области.
Пусть А — целый идеал некоторого поля алгебраических

чисел, а а —число из этого поля. В дальнейшем мы усло-
вимся писать ass0(modЛ), если а можно представить

ТУ

в виде О.—-ТГ, где В и С—целые идеалы, причем иде-
ал В делится на идеал А, а идеал С взаимно прост
с идеалом А.

Пусть а и Р принадлежат полю Ко степени v; С и d
принадлежат полю К степени s, а Кх — поле степени
g<;vs, полученное из К путем присоединения к нему
чисел а и р . Пусть $>1; g>2, . . ., fa будут идеалы поля Кх,
все делители которых принадлежат соответственно различ-
ным простым рациональным числам р1г р0, . . . , р3,
а числа fv /2, . . . , / , таковы, что pi не делится на сте-
пень <§>i больше /{. Пусть также попрежнему меры чисел
С и d по отношению к полю К будут q и qt. Положим
теперь

гдо все А{ не меньше нуля и ^ г̂ — 1? причем Х{ не зави-
i— 1

сят от q, q1} n;
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Т е о р е м а I I . Сохраняя смысл обозначений тео-
ремы I, можно утверждать, что если сравнение

а - С = 0 (mod Д ) (56)

имеет решение при q^q' (Ко, К, а, р, е, 8), то сравнение

p-d^Ofmod^a) (57)

не может иметь решений при условии, что

In ft > Г—£=L (-Sling, (58)
L2(/l + £-l) J

где 8 > О фиксировано, но сколь угодно мало.
Сравнения (56) и (57), естественно, рассматриваются

как сравнения в поле Кх. Естественно также, что ни
один из делителей идеалов <§>1, . . . , <(ра не входит в а
ни в положительной, ни в отрицательной степени.

Во всех дальнейших доказательствах числа -[о, "(и • • • > Тг
будут зависеть только от К, Ко, а, (3, е, 8 и не будут
зависеть от п, q, qx.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I. Возьмем числа
а, р, С, Ci, &, ^ 8, е и предположим, что они подчи-
няются всем условиям нашей теоремы, кроме одного,

а именно, мы допустим, что In q1 > — f-8 In о.
L2(yi-|-e —1) J

По леммам V и VI, предполагая также, что In<?>w 3 ,

п > п1 (Ко, К, а, р), 7) = —*-, мы построим многочлен
Р (х, у) и рассмотрим его производную порядка X, кото-
рая отлична от нуля при ж = С, 2/ = Ci. Тогда

S
С другой стороны, по лемме V
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Из этого последнего равенства, пользуясь оценкой (46),

непосредственно получаем:
3

p. n ^

и с помощью неравенств (53) и (54), что
з

I J I «сГ в^^п 4 шах f о—®^ î— )̂» с —®̂i ^̂  (62^

Преобразуя правую часть этого неравенства, пользуясь
тем, что

Х< Г-^р1] +-С + 1
In?!

и что при /• = -; •,
r In у '

j 3

s&X \nq < ns( —Л/ - ^ p + Ti и ^ j l n 1ъ е'о™4 ^ < g'/28™"1,

мы будем окончательно иметь:

(64)

Из соотношения (59), по лемме II, мы будем иметь,
с другой стороны, что

з
\J\> q-^q-'^-Ve—t*"*». (65)

Отсюда, пользуясь неравенствами, аналогичными нера-
венствам (63), мы получим, что

( 6 6 )

Сопоставляя неравенства (66) и (64) и принимая во

внимание, что
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так как

мы видим, что эти неравенства становятся противоречи-
выми при п > п'{К, Ко, а, р, е, 8). Этим наша теорема
доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы II проводится так же,
как и теоремы I.

По леммам V и VI, при тех же предположениях,
что и в доказательстве теоремы I, строим многочлен
р (х, у). В дальнейшем N (/) есть норма числа / в поле К.

Из представления (60), аналогично неравенству (61),
мы получаем сравнение

# ( / ) = = 0 (mod ^ i / # . . . р*Ч (69)

где положено

j = l, 2, . . . , a.

Число Х есть число, определяющееся по лемме VI, а
"к1г Х2, . . . , Х„, как было уже определено, будут положи-
тельные числа, сумма которых равна единице.

Из сравнения (69) мы непосредственно получим,
делая преобразования, аналогичные преобразованиям (62)
и (63), что

„ 1 l/v88l

т у" ( Т 1~*) г"~ Т
J l — I, ^х J •>

где положено

r-IL r -Я.
причем все величины С, С, С{, СТ будут целыми числами,
а меры соответствующих представлений С и Ci будут <?
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и q1. Мы будем иметь прежде всего из представления (59),
что

Пользуясь леммой II л оценками величин т, ru X, qlt q
и Cfe!, ft, мы из представления (71) будем иметь нера-
венство

г

или, аналогично неравенству (66):

(73)

Но так как С" и L"\—целые числа, то неравенство (70)
нам дает, что

1

(74)

Сопоставляя неравенства (73) и (74) и пользуясь нера-
венством (67) и соотношениями (68), мы опять получим,
что при п > п" (К, Ко, а, [3, е, 8) наши неравенства проти-
воречивы, что и доказывает теорему I I . Полагая в наших
теоремах, что <х = р и &1 = г}, мы получаем в этом частном
случае теорему Г .

Т е о р е м а I ' . Неравенство

| at — С | <g-«<V^+O, е > 0 (75)

и сравнение

где

(77)
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a f i в /; имеют прежние значения, те же, что и в тео-
реме I I , могут иметь только конечное число решений
в числах С с мерой q поля К.

Совершенно так же, опираясь на лемму VI' , можно
получить обобщения теорем I и II и, в частности, дока-
зать теорему

Т е о р е м а I". Неравенство

\а-Ц < q-siV^+s) , е > 0

и сравнение
а

а —1 = 0 (mod Aq), Аа^^[ф?1

1

могут иметь только конечное число решений, если С —
число поля К степени s, имеющее меру q, a — корень
неприводимого в К уравнения степени v с коэффициентами
из этого поля, $lt ..., g>, — идеалы поля Ко, получен-
ного расширением поля К от присоединения к нему
числа а, причем каждый идеал принадлежит одному
простому рациональному числу, fi — максимальная
степень, в которой <§>i делит соответствующее простое
Pi, Хъ Х2, . . . , \3~любые фиксированные неотрицатель-

ные числа, V ) t = 1 и
1

Число а фиксировано, С — переменное.
Доказательство этой теоремы повторяет полностью

доказательство теорем 1-й- II в частном случае & = &1

и-а = р. •
Основываясь иа замечании относительно возможности

рассматривать в ломмах V и VI корни неприводимых
в поле Гаусса уравнений без изменения формулировок
этих лемм, можно также доказать теорему Г " .

Т е о р е м а Г " . Формулировка теоремы останется
без изменения, если а — число поля степени v относи-
тельно поля Гаусса, а С — число степени s относительно
того же поля Гаусса, простые идеалы <@i определены
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попрежнему, число /j есть наибольшая степень идеала §>{,
на которую может делиться простое число гауссова
поля, мера q числа С берется относительно базиса
(«! . . ., u)s в гауссовом поле, и, наконец,

1 = 1, 2, . . . . о.

Доказательство этой теоремы есть полное повторение
доказательств теорем I и II, опять в частном случае
а = р и Ь = Ьг.

Следствием уже доказанных теорем являются две тео-
ремы о приближениях алгебраических иррациональностей
числами, состоящими из степеней одних и тех же задан-
ных алгебраических чисел.

Будем называть алгебраические числа Ci, Сг> • • • > Сп

мультипликативно-независимыми, если соотношение

(,1 . . . (,„ = 1

при целых рациональных х1г х2, • • •, хп возможно тогда
и только тогда, когда х1 = х2= . . . = хп = 0.

Т е о р е м а I I I . Пусть a, Ci, . . . , tn —алгебраические
числа поля Ко и Ci, •••> (,s — мультипликативно-незави-
симы. Тогда неравенство

а:г| (78)

м сравнение

г / = т а х | г / { | , (79)

бьг «м были малы заданные числа е > 0 и 8 > 0,
могут иметь только конечное число решений в целых рацио-
нальных числах х1, ..., xs и у1У ..., ys, <§> — естъ про-
стой идеал поля Ко.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для упрощения мы можем
предположить, без нарушения общности доказательства,
что простой идеал <§> не входит в а ни в положительной,
ни в отрицательной степени.

Будем считать также, что <§> есть делитель простого
числа р.
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Для доказательства первой части нашей теоремы
допустим, что неравенство (78) имеет бесчисленное мно-
жество решений

Лк) (ft)

^ - С * 1 . .. О , a;W=max|af>|, (80)

которые мы будем считать расположенными в порядке
возрастания чисел х^.

Меры чисел i]>ft должны неограниченно расти (мы
фиксируем какой-либо целочисленный базис поля К)
с ростом чисел х<&\ так как в противном случае в после-
довательности чисел tyk были бы одинаковые, что при-
вело бы к мультипликативной зависимости чисел Ci, • • •. Cs.

Возьмем любое сколь угодно большое целое число N
и рассмотрим сравнения

== а<#> (mod N), ]

} (81)

Различных совокупностей чисел а^>, . . . , aW не более Ns,
а числа к пробегают весь натуральный ряд. Поэтому
хотя бы одна совокупность остатков должна повторяться
бесчисленное множество раз.

Возьмем теперь только те решения неравенства (78),
в которых х1У ..., xs имеют одни и те же остатки при
делении на N. Таких решений будет бесчисленное мно-
жество, и они будут иметь вид:

[Cf ... c f fC? ... СГ = о^ (82)
ЛЬ)

max |2p)| = » ) < A b 0 \ < l

Заметим, что мера числа TJ

. . . Ces, z=-max | Z i | , (83)

не превосходит числа ет°2, где f0 зависит только от поля К,
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выбранного в нем целочисленного базиса и чисел d> Ca> • • •

...,с
Для последовательности решений (82) неравенство (78)

примет вид

z = m a x Z i | , (84)

где а фиксировано, а а' = — . Это неравенство должно,

как мы установили, иметь бесчисленное множество реше-
ний в целых рациональных числах zlt • • •, zs. Нера-
венство (84) может быть переписано так:

N i_

:~е-^, (85)

где a.'N есть какой-либо корень iV-й степени из числа
а', а шъ . . . , wN есть все корни N-й степени из единицы.

Для каждого из решений этого последнего неравен-
ства один, по крайней мере, из сомножителей будет
минимальным по величине. Для этого сомножителя, так
как он наименьший,

|а'^(в„ —7i| < | о | ~ ^ е - ' 2 . (86)

В силу этого для всякого к Ф п

I a'N ш/1 — '"I I ^ I a'N I I ш п — ШЛ I — I a'^ w n — '"I I ^

• • > 2 s m i | a ' " | - a " w e - « , - (87)

откуда окончательно получим, что

J_ JL
|a/JV(flft — T i | > s i n - ^ | a ' N | , к Ф n (88)

при z>zo(N).
Сопоставляя неравенства (85) и (88), мы получим,

что для всякого решения -ц неравенства (85), при доста-
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точно большом z, будет существовать свое п, при кото-
ром выполняется неравенство

1 -,-eJVz

\а.'*ип-т\\< — <Ae~'Nz. (89)

Так как неравенство (85) имеет бесчисленное множе-
ство решений, а п может принимать только N значений,
то для бесчисленного множества решений п одно и то же.
Полагая при этом п

а'*Ч = р, (90)

мы приходим к тому, что неравенство

Е

|р-т]|<\.4е-^<е~2 \ z>zl{N,A), (91)

имеет бесчисленное множество решений.
Предположим для определенности, что степень поля К,

к которому принадлежат числа а, Сх, . . . , Cs, будет ]х.
Тогда, очевидно, степень v поля Къ к которому должно
принадлежать р, не превзойдет числа ]xN. Так как мера -ц
не превосходит е1»2, то неравенство (91) может быть
окончательно переписано так:

[ p_Tjf < д~2^^ ? (92)

где q—мера г\ в поле К, Но по теореме I' неравенство

IP —Til < q-^V^+t) (93)

может иметь лишь конечное число решений при любых
числах TJ поля К с мерой q. Так как TV — любое целое
число, то, взяв N удовлетворяющим неравенству

jy -^ 32уо.и.3

мы получим, что будут справедливы неравенства

И), (94)
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откуда следует, что неравенство (92) имеет только ко-
нечное число решений. Так как мы пришли к противо-
речию, то первое утверждение теоремы III нами до-
казано.

Для доказательства второго утверждения нашей тео-
ремы мы опять берем любое сколь угодно большое N > р
простое и выбираем из последовательности решений
сравнения (79), которую мы предполагаем бесконечной,
бесконечную подпоследовательность таких решений, у
которых соответствующие хъ . . . , xs дают одни и те же
остатки а1г . . . , as при делении на N. Мы получим
тогда из сравнения (79), что сравнение

ь'-^^О^ой®"1), m = [bNz], (95)

где положено

-г) = Q . . . С?, а' = аСГа1 • • • СГа*, z = max | z-% |, (96)

имеет бесконечное число решений. Заметим, что а' вза-
имно просто с простым идеалом g>, так как этот идеал
не входит, что можно допустить без нарушения общно-
сти, ни в одно из С-

Допустим обратное, именно, что простой идеал <§>
входит в состав Ci, • • • , С;,; другими словами, что

C i ^ r 1 , •••> ^ = К®"к, (97)

и не входит ни в какое другое С.
Из сравнения (79) и того обстоятельства, что <§> не вхо-

дит в а, следует, что ^ ни для какого решения этого
сравнения не входит в число

С*1 ... С ? = 1? ... fh

h fXlZl+ "• +*ftTfc, (98)

где Xj, . . . , Xh — некоторые идеалы, в которые g> не вхо-
дит. Из равенства (98) следует, что для всякого реше-
ния сравнения (79) выполняется соотношение

х^+ . .. + V f c = 0. (99)

Не всегда найдется целое число п, такое, что идеалы
X", . . . , X" будут главными. Выбирая из решений сравне-
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ния такую бесконечную подпоследовательность", для ко-
торых х17 ... , xh будут давать при делении на п одни
и те же остатки ах, ... , ак, мы будем иметь для этих
решений, что

Ч • • • Сл = К • • • kk Co, Со = ^ • • • Afe • (1UU)

Полагая X" = С̂ , . . . , Х? = СЙ И замечая, что Со есть алге-
браическое число, мы опять приходим к сравнению типа
(79) с Ci, С2, • • • , Cs, в которые g> не входит, и a = a ' C ; r 1 .

Возвратимся теперь к сравнению (95). Числа
a, Ci, •. • , Cs и простой идеал ^ принадлежат полю Ко

степени ]х0. Пусть р — рациональное простое число, кото-
рое делится на $>, а /„ — наибольшая степень <§>, на ко-
торую может делиться р. Обозначим ш 1 = 1 , ш2, ••• , WN
корни Л-й степени из единицы, и пусть Klt . . . , KN
будут алгебраические поля, образованные присоедине-
нием к полю Ко, соответственно, чисел

a.'N w1, . . . , a.'N юн.

Все поля Klt ... , KN будут относительно сопряженными
полями. Число TV, которое предположено сколь угодно
большим, простым и большим р., естественно, бесчислен-
ным числом способов может быть выбрано так, чтобы
степень поля Ки i = l , 2, . . . , N, была равна ]х0Л", где
]х0 степень Ко. В поле К\ простой идеал ^ будет иметь
представление

где ^1,1, . . . , S°a,i будут простыми идеалами поля Кх.
В поле К1 сравнение (95) примет вид

_1_ N-l JV-2

(a"V-7i)(a' w + 7 ] a ' iv + . . . + Tj^-i)^

= 0 m o d 8 > { ^ , . . . , s £ m
0 . (101)

Если ^ 0 — один из простых идеалов модуля сравнения,
то делиться на него может только один из множителей
левой части этого сравнения. Действительно, допустив
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обратное, мы тем самым допустим, что имеют место
одновременно два сравнения

a'N ^r; TJ mod $p0,

>1Г _|_ r~>-ir + . . . + 4^-1 = 0 mod №„.

(102)

Исключая т) из обоих сравнений, мы получим сравнение

J V - 1

Л'а' N =s0mod^ 0 . (ЮЗ)

Это последнее сравнение невозможно, так как gp0 есть
делитель $>, §> делит /?, а числа Л̂  и норма а' не де-
лятся на р по условию.

Если мы допустим, что

a ' ^ - T j ^ O m o d ^ , ! , i = 1, 2, 3, . . . , о, (104)

то отсюда в каждом относительно сопряженном поле
будет следовать, что

_
a/JV(flfe — l i ^ m o d ^ , h; 1 < г < о , K & < i V . (105)

Но из невозможности сравнений должно следовать, что и

NKo (a'N - т]) -=- а' - -rf ф 0 mod g>, (106)

i_

где Лгк0 — относительная норма числа a'N — т\ в поле ЛГ0.
Значит, хотя бы для одного значения г должно иметь
место сравнение

S<i7S. (107)

Окончательно полагая §\ o = 8>o>/i = /i, мы будем иметь

сравнение.

= Г — l n g l , (108)
L 7o J

где ^ 0 входит в ^ в степени Д, q— мера числа TJ, e > 0
сколь угодно мало. Очевидно, что в зависимости от TJ
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может меняться этот простой идеал <(р0. Но так как
сравнение (98), по предположению, имеет бесчисленное
множество решений, то можно выбрать такую бесконеч-
ную подпоследовательность этих решений, для которой
^ 0 — одно и то же, так как g>0 может принимать не бо-
лее о значений. В дальнейшем будем иметь дело только
с этими решениями. Мы получаем, таким образом, из
предположения о бесконечности числа решений сравне-
ния (95) существование бесконечного числа решений срав-
нения (108) при одном и том же фиксированном g>0.

Так как простой идеал <§> в поле Ко входит в про-
стое число р в степени /0, а простой идеал £р0 входит
в идеал $> в поле Кх в степени /1( то простои идеал °̂о
в поле Кх входит в простое число р в степени / = /o/i-

Так как степень поля Ко есть ]х0, а степень v поля
К1 не превосходит Np0, v<Ar]x0, то по теореме Г, пола-
гая в ней о = Х1--=е= 1, мы получим, что сравнение

- Г»,. / ^ 1
£>o 0 1 n p J , (109)

где 8p=|/2v-f- 1 <! j / 2]xo7V+ 1, может иметь только ко-
нечное число решений в числах TJ ПОЛЯ К, если мера -ц
по отношению к выбранному целочисленному базису
поля Ко есть q. Но взяв N достаточно большим,

мы легко получим, что

откуда следует, что сравнение (108) имеет только ко-
нечное число решений.

Так как мы пришли к противоречию, то тем самым
второе утверждение теоремы III доказано.

Основная идея доказательства первой части тео-
ремы III принадлежит К. Малеру, который доказал
частный случай первой части теоремы III, именно, когда
я — алгебраическое, а все Ci, . . . , Cs — рациональные числа.
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Из теоремы III можно легко получить две теоремы
о степени приближения к нулю линейных форм с це-
лыми рациональными коэффициентами от логарифмов
алгебраических чисел.

Т е о р е м а IV. Если алгебраические числа а ь <х2, ... , <хв

мультипликативно-независимы, неравенство

?! In «! xs In as | < e~%x, e > 0, x — (110)

где все хи . . . , xs—целые рациональные числа, а число
In а может быть любым, но фиксированным значением
логарифма, имеет лишь конечное число решений в целых
рациональных числах xlt х2, • . • , xs-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, если бы нера-
венство (110) имело бесчисленное множество решений,
то, как легко видеть, и неравенство

i-a? < 2 e - « , (111)

решений, что невоз-имело бы также бесконечное число
можно по теореме III.

Т е о р е м а V. Если а.х as— алгебраические муль-
типликативно-независимые числа и их логарифмы опре-
делены в Чр-адическом расширении того поля К, к кото-
рому они все принадлежат, то неравенство

о

может иметь лишь конечное число решений в целых
рациональных числах хи х2, . . . , xs.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, если бы это
неравенство имело бесчисленное множество решений, то
а сравнение (79) теоремы III, как легко видеть, имело
бы бесчисленное множество решений, что невозможно.

В частном случае, для s=2 автором монографии была
доказана теорема более точная, чем теорема IV: нера-
венство

(ИЗ)
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имеет лишь конечное число решений в целых рацио-
нальных числах хх, х2-

Аналогичная теорема для s = 2 была доказана и для
случая теоремы V.

Доказательство этих теорем опиралось не на метод
Туэ, а на другой, эффективный метод, который позво-
ляет, например, установить верхнюю границу, в виде
функции а,, а2 и е, величины возможных решений не-
равенства (ИЗ). Этот метод будет изложен в главе III.

Из теоремы III также непосредственно следует тео-
рема VI.

Т е о р е м а V I . Если а, -ц1, . .., TJV — фиксированные
числа алгебраического поля Klt -i\lt . . . , T)V — мультипли-
кативно-независимы, a Cj, . . . , Cs — любые целые идеалы
этого поля, каждый из которых не есть единица, то
сравнения

a— rt

xi . . . 7ixv = 0 modCl"1 • • • СЧ mt = \hex], е > О, (114)

S

где х= max \xi\, числа \{ не отрицательны и 2 : ^ = 1 >

причем \i любые и могут быть в некотором количестве
равны нулю, имеют лишь конечное число решений в це-
лых числах хх, ..., xv в своей совокупности.

В противном случае, при наличии бесконечного мно-
жества решений у совокупности сравнений (114), оче-
видно, найдется бесконечная подпоследовательность этих
решений, для которой какое-то одно определенное \п все

время будет не меньше — и мы придем к теореме III.

§ 4. Приложения основных теорем

Условимся говорить, что система однородных форм
•̂1 (х> У), Рг{х1 2/)> • • •. Рп(

х> У)' имеющих степени соот-
ветственно тх, . . . , тп, удовлетворяет условиям (Ау),
если выполнены следующие условия: все наши формы
суть не имеющие линейных делителей в поле рациональ-
ных чисел многочлены степени выше первой с целыми
рациональными коэффициентами, и каждый действитель-
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ный корень уравнения t~mhPk (t, tx) = 0 принадлежит
к алгебраическому полю К степени не выше v, и эти
корни различны между собой в каждом Р(х,у). Будем
также называть степенью произвольного многочлена 2га
переменных Р (х17 у17 ..., хп, уп) совокупность чисел
(sl7 s2, . . ., sn), где Si есть степень многочлена Р по сово-
купности переменных х\ и yi, другими словами, макси-
мум к1 -|- к2 для всех членов хЬ^-у^, входящих в состав Р.

Т е о р е м а VII . Уравнение

Р (г 1/1 \ Р (г 11 \ Р(т 11 Т 11 \ (\\^Л
1 1 \^1' У/1) • • • Г п \^П' Уп) — Г W l ' У\1 • • • 1 Хп' Уп)' \ i L 0 )

где система многочленов Р17 . . . , Рп степеней, соответ-
ственно р1, ..., рп, подчиняется условию (Ау), степень
многочлена Р есть (sl7 .. ., sn) и выполняются неравенства
ph — s f e>9-, A = l , 2, . . . , га, не может иметь бесчислен-
ное множество решений в целых числах х17 у1 хп, уп,

если только &=|/2v- T -e, где ч > 3 и е > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что наше уравнение

имеет бесчисленное множество решений. Естественно,
здесь идет речь о решениях таких, что

Рассмотрим уравнение (115). Для каждого его реше-
ния будет иметь место определенная система неравенств

Так как таких систем неравенств будет только 2™,
а число решений бесконечно, то существует бесчислен-
ное множество решений, для которых справедлива одна
какая-нибудь система. Поменяв соответствующим обра-
зом местами х и у, мы получим бесконечную систему
решений тануго, что | ^ i | ^ хх , . . . , y n l ^ l ^ n l * Поэтому
мы можем допустить с самого начала существование
бесконечного множества таких решений уравнения (115)
и будем рассматривать в дальнейшем только эти решения.
Если Р (х, у) — однородный многочлен с различными кор-
нями ч17 <х2, . . . , ап; \х\>\у\, то, как легко видеть,

\Р(х.у)\>с a-if- x\\ (118)



I 4] ПРИЛОЖЕНИЯ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ 49

где и —степень многочлена, с не зависит от х и у,
а а — тот из корней многочлена, для которого величина
\ха— у\ будет наименьшей. В силу этого соображения
для каждого решения уравнения (115) будет иметь место
благодаря условиям нашей теоремы неравенство

п <С ух, хл, уп)
р„ 1ST. ( 1 1 9 )

где с не зависит от хг, . . ., хп, a ak есть один из корней
многочлена Pk(x, у).

Так как число решений неравенства (119) бесконечно
велико, то l^j), . . . , \хп\ в своей совокупности должны
неограниченно расти. Поэтому можно выбрать бесконеч-
ную подпоследовательность решений (119), в которой
какое-то из \х\, пусть это будет \х}, |, монотонно возра-
стает. Из этой подпоследовательности можно в свою оче-
редь выбрать бесконечную подпоследовательность, в кото-
рой или все остальные | Х{ \ имеют одно и то же значение а,
пли еще какое-то | х\х \ будет монотонно возрастать. Про-
должая этот процесс, который имеет не более п шагов,
мы придем к подпоследовательности, и притом бесконеч-
ной, решений (119), в которой \xh\, \xhl\, ..., \xhs_1

монотонно возрастают, а остальные значения а:9 = а.
Меняя номера у чисел а, х, у, мы таким образом

из неравенства (119) получим неравенство, имеющее
бесконечное число решений

sп
1= 1

а — —
nп

h=s +• 1

.. (120)
a ( " - s > 9 I ^ , , . x

Но все а и р р а ц и о н а л ь н ы е , а каждое у, \у\<С
п р и н и м а т ь не более 21 a | -)-1 з н а ч е н и й . Поэтому д л я
Л ю б о й С И С Т С М Ы г/s-j-i, . . . , Уп

может

II >d>0. (121;

где d — постоянная.
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Отсюда следует неравенство

п Vh (122)

имеющее бесконечное число решений и в котором все
ж1|, . . . , | xs | монотонно растут. Из этого следует, что

для всякой системы решений верно хотя бы одно из не-
равенств

Ук (123)

Но совокупность чисел ah может иметь не более рх ... рп

значений, а решений неравенства (122) бесчисленное
множество. Значит, хотя бы для одного из корней на-
ших многочленов а неравенство (v — степень а)

- (124)

имеет бесчисленное множество решений. Но из теоремы I',
если положить в ней s = l , следует, что это неравенство
имеет только конечное число решений и наша теорема
доказана при v > 3 . Когда v = 2 , невозможность существо-
вания бесчисленного множества решений (124) очевидна.

Т е о р е м а VIII. Пусть числа Ci, . . - , Сп, фх, •••, ф т ,
TJX, . . ., т\р будут целыми числами поля К, ни одно из
них не будет алгебраической единицей, А, В, С, ABC ф О
будут числами того же поля, числа

будут взаимно просты. Тогда уравнение

может иметь только конечное число решений в целых
неотрицательных числах хх, ..., хп, уъ ..., ут, zx, ..,, zp.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, допустим, что
это уравнение имеет бесчисленное множество решений.
Мы можем выбрать из них тогда такую бесконечную
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подпоследовательность, в которой одно и то же перемен-
ное, например г1( будет в данном решении не меньше
всех остальных. Из уравнения (126) мы будем тогда
иметь сравнение

А Ф] * ФттГ

В £Х1 £ х п

Но это сравнение может иметь только конечное число
решений по теореме III. Этим наша теорема доказана.

Неравенство (110) дает возможность дать новое дока-
зательство конечности числа одноклассных полей.

Т е о р е м а IX. Верхняя граница модулей фундамен-
тальных дискриминантов — D < 0, для которых поле
K{\f—D) имеет один класс идеалов, конечна.

Приведем краткое доказательство этой теоремы. Пусть
/)>163 — фундаментальный одноклассный дискрими-
нант. Хорошо известно, что D — простое число. Рас-
смотрим примитивный действительный характер мо-
дуля D, обозначив его х(п)- Тогда х( — 1 ) = — 1 - Пусть

Z)x < D^— какое-нибудь простое число, a Xi (n) ~ действи-
тельный характер модуля Dx. Тогда будет иметь место
соотношение

( 1 2 8 )

где | R (s) | < е Cl Di при | s | < 3 (в дальнейшем си с2, . . . ,
klt k2, . . . —эффективно вычисляемые положительные по-
стоянные). Соотношение (128) есть непосредственное
обобщение формулы М. Деуринга (М. Deuring) с заме-
ной С (s) L (s, x) = -j CQ (S) на L (s, Xi) L (*, ш) •

Положив в (128) s = l и воспользовавшись хорошо
известными соотношениями
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мы получим, что

( ^ ^ ^ + R11 (129)

А
где | Я х | < е Cl »i .

Отсюда, деля на L(\,y1) = c2, находим нужную для
дальнейшего оценку

(130)

Для исключения множителя С (2) берем D2 < D3, D2 Ф Dt,
пишем для этого числа D2 равенство, аналогичное (129),
умножаем его и равенство (129) соответственно на

( l — угЛ и (1—732) и вычитаем полученные соотноше-

ния одно из другого. Мы будем иметь тогда, что

Будем считать теперь D1 и D2 фиксированными,
Dx<k2, D2<_k2 и притом такими, что X l ( — 1) =
= Х а ( —1) = 1 (например, Z>1 = 5, Z>2 = 13). Воспользуемся
теперь хорошо известными в теории чисел соотно-
шениями

где 7/j и Н% — целые рациональные и удовлетворяющие
вследствие (130) неравенствам

к3 УЪ , i = l, 2. (132)

Далее, если щ = ti-\- щ\/D—основные пеллевские еди-
ницы полей К (у Di) i = l, 2, то, как известно,

= | ^ - ; 0<}ц<к,, i = \, 2,

где hi — целые числа.
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Подставляя полученные для значений функций L вы-

ражения в соотношение (131), сокращая равенство на —==.

и умножая его на общий целый рациональный знамена-
тель, мы приходим к неравенству

| ху In ax -'r х2 In a2 -f x3 In а3 | < е~с=» ^ , (133)

где ах и а2 —фиксированные алгебраические числа, а3 —
рациональное число с абсолютно ограниченными числи-
телем и знаменателем и xlt x2, х3 — целые рациональные
числа,

Xi\<ks\/D, i = l , 2 , \x3\<k5, (134)

причем с3 н к5 не зависят от D.
Предполагая, что D может принимать сколь угодно

большие значения, мы придем в противоречие с теоре-
мой IV, что и доказывает теорему IX.

В заключение этой главы можно отметить, что при-
знаки трансцендентности числа, опирающиеся на харак-
тер приближения числа рациональными дробями или
алгебраическими числами, могут быть непосредственно
использованы только для доказательства трансцендент-
ности чисел, представляющихся быстро сходящимися ря-
дами, члены которых обладают достаточно хорошими
арифметическими свойствами. Для доказательства транс-
цендентности чисел, определяемых как значения анали-
тических функций при алгебраических значениях аргу-
мента необходимы уже достаточно сложные аналитиче-
ские методы, к изложению которых мы и переходим
в следующих главах.

Ввиду конструктивной сложности этих методов ка-
ждый раз их точному изложению будет предпосылаться
краткая схема структуры соответствующего рассуждения,
что, как мы считаем, должно облегчить понимание основ-
ных идей метода.



ГЛАВА II

ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЗНАЧЕНИИ
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ, РЯДЫ ТЕЙЛОРА

КОТОРЫХ ИМЕЮТ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ
КОЭФФИЦИЕНТЫ

§ 1. Введение. Теоремы Эрмита и Линдемана

Как уже говорилось выше (§ 1 гл. I), впервые
Л. Эйлер поставил ряд вопросов о трансцендентности,
другими словами о неалгебраичности, некоторых общих
классов чисел. Примеры трансцендентных чисел были
построены впервые благодаря неравенству Лиувилля

а —
с

(р,

где а—алгебраическое степени v, а с не зависит от д.
Уже давно, задолго до работы Лиувилля, стояли

вопросы об арифметической природе классических кон-
стант е и тс. Вопрос об арифметической природе числа тс
был тем более интересен, что от арифметической при-
роды числа тс зависело положительное или отрицатель-
ное решение проблемы квадратуры круга, которой зани-
малась еще древнегреческая математика. Проблема
квадратуры круга, т. е. проблема построения с помощью
циркуля и линейки квадрата, площадь которого равна
площади заданного круга, получала бы отрицательное
решение в случае трансцендентности числа тс, так как,
как было показано в прошлом столетии, строить с помо-
щью циркуляи линейки можно только корни некоторых
классов алгебраических уравнений, коэффициенты кото-
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рых целые числа. Числа тс и е связаны между собой
знаменитой эйлеровской формулой. Впервые во второй
половине прошлого века, в 1873 г. Ш. Эрмит [1] связал
арифметическую природу значения функции в алгебраи-
ческой точке с ее аналитическим поведением и арифме-
тической природой ее коэффициентов. Связь эта у Эр-
мита дана в очень частной форме п во всей полноте
была им еще не осознана. Ш. Эрмит дал доказательство
трансцендентности числа е, основания натуральных лога-
рифмов.

Доказательство Эрмита основано на одном тождестве
для функции ех. Пусть / (х) будет любой многочден
относительно х, —"""

со

*•(*) = 2/<">(*)•

Очевидно, что F (х)—тоже многочлен той же степени.
Тогда с помощью интегрирования по частям непосред-
ственно может быть получено тождество

(1)

Действительно, интегрируя по частям, мы будем
иметь, что

х х х

е х ^ е- '/ (t) d t = - е- '/ (t) ex + ех \ е - ' / ' ( 0 d i =
о о "о

= /(0) e*-/(a) + e* $ e-'/'(')<«•
b

Продолжая интегрирование по частям, мы, очевидно,
после конечного числа шагов придем к соотношению (1).
Допустим теперь, что число е удовлетворяет алгебраи-
ческому уравнению с целыми рациональными коэффи-
циентами

«о + a i e + • • • + апе" = °» «о Ф °-
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Полагая в тождестве (1) х = к, умножая полученное
равенство на ah и складывая такие равенства, мы будем
иметь соотношение

F (0) 2 alte
h- 2 4F (к) = Ч (0 dt,

0

или вследствие того, что е удовлетворяет нашему урав-
нению, равенство

п п k

a0F (0) -f ^\F (к) = - ^ ake
k J e~'f (t) dt. (2)

ft = l ft = 0 0

Выберем теперь / ( ^ ) , положив

где />—простое число. Покажем прежде всего, что левая
часть равенства (2) есть целое, отличное от нуля число.
Так как / (t) имеет при t = 0 нуль кратности р — 1, то,
пользуясь формулой для производной от произведения,
мы будем иметь, что

к<р-\;

( 1 = 1

(3)
к > р -

Итак, мы видим, что при любом к /W (0)—целое
число, причем ft-P-1) (0) не делится на р, так как р
простое, р > п, а /№>(0), к^р, делится на р, так как

п

при дифференцировании произведения П [к — t)p число р

обязательно войдет в качестве сомно?кителя в целое
число fW(0). Поэтому число F (0) будет целым и, так
Хлак все слагаемые в сумме, которой оно представляется,
кроме одного, /(Р~ 4) (0), делятся на р, отличным от нуля.

Докажем; что второе слагаемое в левой части ра-
венства (2) также целое число, делящееся на р. Дей-
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ствительно, так как / (t) при t' = т, 1 < ! т < и , т—целое
число, имеет нуль порядка р, то fW (т) = 0, 0 < А: < /5 — 1,
и при к > /5

Г П
,р —1 ТТ /„ ,у

к\
(m — t)P t=m

Из этой последней формулы и следует непосредственно
наше утверждение, так как все слагаемые F (т)—целые,
кратные /) числа. Но так как | а0 \ < р, то aQF (0)—целое,
не делящееся на простое р число, а сумма

— целое, делящееся на р число, то левая часть равенства
(2) есть также целое, не делящееся на р, другими сло-
вами отличное от нуля, число. Так как левая часть
(2)—целое, отличное от пуля число, то по абсолютной
величине она должна быть больше или равна единице
при любом, достаточно большом р, р>п-\-\ао\.

Но правая часть (2), как легко показать, с ростом
простого числа р стремится к нулю. Действительно,

п k

ake
\ e~'f(t)dt < a f t | ) [ \f(t) dt

°-k I

(5)

где С и а от р не зависят. Но из этого неравенства
уже видно, что правая часть равенства (2) с ростом р
стремится к нулю, так как (р—1)! растет скорее,
чем любая постоянная в степени р. Выбирая р настолько
большим, чтобы правая часть (2) была по модулю

1

меньше у , мы приходим к противоречию, так как ле-
вая часть этого равенства должна быть не меньше еди-
ницы по абсолютной величине. Это противоречие, к ко-
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торому мы пришли, предположив, что е—алгебраическое
число, и доказывает его трансцендентность.
* Через некоторое время после работы Ш. Эрмита,
в 1882 г. Линдеман [1], [2] использовал тождество
Эрмита для доказательства общей теоремы относительно
природы значений функции ех при алгебраических зна-
чениях аргумента, носящей его имя. Пусть а1; а2, ... , as

будут произвольные, попарно различные алгебраические
числа, а Л1 ; А2, . • • , Л3—произвольные, отличные от нуля
алгебраические же числа. Тогда соотношение

e*s = О (6)

невозможно. Из этой теоремы следует сразу трансцен-
дентность числа тг и, тем самым, отрицательное решение
проблемы квадратуры круга, так как предположение
алгебраичности тс приводит благодаря тождеству Л. Эйлера,
е2тс* = 1, к соотношению типа (6).

Ход доказательства этой общей теоремы тот же
самый, что и доказательства теоремы Ш. Эрмита и от-
личается от него только техническими усложнениями.

Докажем теперь теорему Линдемана. Заметим прежде
всего, что если все числа Ah, 1<&<га, и Bs, l < s < m ,
отличны от нуля, а числа ah, 1<&<га, попарно различны,
так же как и числа ps, l < s < / n , то в равенстве

(7)
r = l

в котором сделано приведение подобных членов и все -^
различны между собой, хотя бы одно Ст отлично от нуля.
Действительно, без нарушения общности можно считать,
что числа ak, так же как и (Bs , расположены в порядке
возрастания их действительных частей, а при равных
действительных частях—в порядке возрастания коэффи-
циентов при i. В таком же порядке мы можем считать
расположенными и числа -\г. Тогда TP = an + Pm' и ДРУ"
гого члена с таким же показателем в правой части (7)
быть не может, так так любая сумма вида ah-\-$s, где
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или к или s соответственно меньше п или т, или
имеет действительную часть, меньшую, чем действитель-
ная часть лп + $т, или, при одинаковых действительных
частях, коэффициент при i меньший, чем у an + Pm.
Поэтому Ср = АпВт Ф 0.

Допустим теперь, что теорема Линдемана не верна,
другими словамп, что имеет место соотношение (6)
при алгебраических отличных от нуля Ah и различных
между собой алгебраических ак. Числа Ak мы можем
считать всегда целыми алгебраическими, так как в про-
тивном случае мы могли бы умножить левую часть (6)
на такое целое рациональное А, что числа AAh,
& = 1, 2, . . . , s стали бы целыми алгебраическими.
Целые алгебраические числа Ап, k-=i, ... , s будут
элементами кольца целых чисел некоторого алгебраиче-
ского поля Ко степени ч. Обозначая А^ элемент сопря-
женного с Ко поля Kq, сопряженный Au = Ak, мы будем
иметь, что в произведении

П 2 ^ П Ч=2 • • • 2 в* ^ • • • &> ( 8 )

коэффициенты В^ ks будут целыми рациональны-
ми числами, так как все А^ —целые алгебраические
и все Bklt..., ks—симметрические функции корней урав-
нения, которому удовлетворяет элемент, порождающий
алгебраическое поле Ко. Полагая в тождестве (8) xh~^ea'k,
к = 1, 2, . . . , s, мы на основании соотношения (6) и того,
что в равенстве (7) Ср ф 0, получаем, что

V— I s m

где все $к—алгебраические, различные попарно, и хотя
бы одно Вк ф 0, причем все Вк целые рациональные.

Таким образом, предположив, что равенство (6) имеет
место при алгебраических Ак, мы пришли к такому же
равенству (9) при целых Bh. Поэтому мы будем теперь
предполагать, допустив, что теорема Линдемана не верна,
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что равенство (6) имеет место при целых рациональных,
отличных от нуля Ah н различных между собой алгебраи-
ческих ak, & = 1 , 2 , . . . , s. Кроме того, если не все ah

в равенстве (6) целые алгебраические, то можно найти
такое целое положительное q, что числа [ih=qa.h, l<^ft<s,
будут целыми алгебраическими числами. Поэтому нам
достаточно доказать, что равенство

(10)

при целых рациональных, не равных нулю Ak и различ-
ных между собой целых алгебраических ]3Й невозможно.
Допустим опять, что равенство (10) имеет место. Все
различные числа 8ft, 1 < & < S , можно считать корнями
одного и того же алгебраического уравнения

Е«/ = 0- а т = 1 , (11)

с целыми рациональными коэффициентами ah. Можно
также считать, что это уравнение не имеет равных корней,
так как, для того чтобы все целые алгебраические, раз-
личные между собой |3Ь удовлетворяли подобному урав-
нению, достаточно, чтобы его левая часть, будучи пред-
ставлена в виде произведения неприводимых многочле-
нов, содержала только первые степени различных не-
приводимых многочленов, у которых одинаковых корней,
как хорошо известно, не может быть. Составим все
возможные размещения из т корней этого уравнения
по s элементов в каждом. Число таких размещений
будет т (т— 1) . . . (т — s-\- 1).

Обозначая корни уравнения (11) Zj, . . . , zm, рассмот-
рим произведение т(т— 1) . . . (т — s-|- 1) = |х сомножи-
телей

= 2 Bhl,...,hme 5 = 0 , (12)
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s
взятое по всем возможным размещениям zn , .. . , zn

корней уравнения (11). Это произведение действительно
равно нулю, так как среди размещений корней содержится
и размещение (31? . . . , j3s, а значит, один из множителей
произведения совпадает с левой частью (11).

Заметим теперь, что коэффициент В при степени е

с показателем - ^ — — h"Zm совпадает с коэффици-

ентом при е в степени (hn z1 -f . . . -;- hnmzm) — , где

п1У п2, .. . , пт—любая перестановка чисел 1, 2, . . . , т.
Это простое следствие того, что левая часть (12) не ме-
няется при замене zh на z\ и z-% па zk. Поэтому левая
часть равенства (12) может быть записана в форме

2 c h 2 ^ № A l + " " + h m ' n m > = o , (is)

где Ck—целые рациональные числа, г—число систем
К, . .., hm

т

2 A i = | i = m (m—1) . . . (те — s |-1),

не приводящихся одна к другой простой перестановкой
чисел hu h2, . . . , km, внешняя сумма взята повеем раз-
личным в этом смысле системам hlt . . . , hm, занумеро-
ванным в каком-то порядке, а внутренняя сумма взята
по всем перестановкам т корней уравнения (И). Левая
часть равенства (13) может быть, очевидно, также запи-
сана и в форме

yiDhe4=0, (14)

где все Dk—целые рациональные, отличные от нуля,
а \к—различные между собой целые алгебраические числа.
То, что левая часть равенства (13) после преобразова-

ния будет содержать хотя бы один член Dk eq
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есть прямое следствие замечания, связанного с равен-
ством (7)-

Равенство (13) показывает, что если в равенство (14)
входит целый алгебраический показатель ik, удовлетво-
ряющий неприводимому уравнению ср (х) — 0 степени v,
то все остальные корни этого уравнения также входят
с тем же Dk Ф 0 в качестве показателей в левую часть (14).
Действительно, так как Xk = h1z1-{-. ..-\-hmzm и произве-
дение

взятое по всем перестановкам корней уравнения (11),
есть многочлен с целыми рациональными коэффициентами,
то все сопряженные \ будут корнями этого уравнения
и, тем самым, с той же частотой, что и Xft, будут входить
в качестве показателей во внутреннюю сумму равен-
ства (13). Отсюда уже следует, что

будет многочленом с целыми рациональными коэффи-
циентами и не будет иметь равных корней, так как
все Xft различны и его правая часть есть симметрическая
функция всех корней ряда различных неприводимых
многочленов. Положим теперь

/ ^ = ^ ^ = 7 ^ 1 2 ^ ^ ' <15)
я

где р > q—любое простое число. Коэффициенты bTiS

в равенстве (15), очевидно, будут целыми рациональными
числами. В этом легко убедиться простым делением. Заме-
няя/ (t) в тождестве Эрмита на /j (t), мы получаем тождество

К (16)
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Полагая в этом тождестве х= — , умножая обе его части

на Dk и суммируя по к, мы получим, вследствие (14),
тождество

N Xh qN

k=l 1 0

Но, аналогично равенствам (3),

(17)

(p — 1)! (к—р+ 1)! dtk-P+i

> p,

N

П ( - *
(=-

откуда непосредственно следует, что при к Ф р — 1

/(p-i)( J . ] и _/№)(_!_) будут многочленами с целыми
V Я / J3 \ 9 /

рациональными коэффициентами относительно Xj. Зна-
чит,

Cf)= 2 f"}Ст)-^
где 7 (ж)—многочлен с целыми рациональными коэффи-
циентами относительно х.

Далее, аналогично соотношениям (4), мы будем

иметь, что fW (— ) = 0 ; 0<А</>—-1; s ф i, и при А> р

s , Xt), (20)
р\ (к — р)\
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где Ph (х, у)—многочлен с целыми рациональными коэф-
фициентами. Поэтому

где Q (x, у)—многочлен с целыми рациональными коэф-

фициентами. Но если ^ г ( — ) входит в левую часть (17)

с коэффициентом Dk Ф О, то, как мы установили выше,

— ) , где кк—лтобой другой корень неприводимого

уравнения, которому удовлетворяет целое алгебраическое
число Xft, будет входить в левую часть (17) с тем же
коэффициентом Dh. Но Ft (x) есть многочлен с рациональ-
ными коэффициентами относительно х и Xj. Поэтому
равенство

2 ^ 2 *"« ( т ) = л ( X i ) i (22)

где внутренняя сумма взята по всем корням одного
и того же неприводимого уравнения, показывает, что
R (Xj) есть многочлен с рациональными коэффициентами
относительно Х{. С другой стороны, как мы уже уста-
новили,

(^)№, (23)

где Wj—целое алгебраическое число, так как —fih)(—j,

{к — р+1)2+ (s— 1)2ф 0—целые алгебраические, f{iP~l) Г-")—

целое алгебраическое число, а все Dh—целые рациональ-
ные.

Из тождества (17) непосредственно следует, что

где С и а—положительные постоянные, не зависящие
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от р, L Отсюда следует, что

:„° ' ! • (24)

N

Но произведение Д/?(Х4), будучи произведением много-
1

членов с рациональными коэффициентами от всех корней
ряда неприводимых уравнений должно быть рациональ-
ным числом. С другой стороны, число L, будучи про-
изведением целых алгебраических чисел, должно быть
целым алгебраическим числом. Значит L, будучи одно-
временно и рациональным и целым алгебраическим,
должно быть целым рациональным числом.

Наконец, положив

и замечая, что Lo как произведение многочленов с целыми
рациональными коэффициентами, взятое по всем корням
неприводимых уравнений, должно быть целым числом,
мы легко убеждаемся в том, что целое число L — Lo,

Qf) +1Щ] Ш ^ С[ Q ?)'

должно делиться на р. Действительно, из (25) непосред-
ственно видно, что —[L — Lo] будет целым алгебраи-
ческим числом и, как отношение целых чисел, просто
целым рациональным числом. Но из (18), так кап Xj Ф \h,
видно, что целое число Lo не равно нулю. Поэтому мы

можем утверждать, что если простое p^>N-\-\Lp\t
1

то Lp

0 не может делиться на р. Так как L — Lo на р
делится, то отсюда следует, что целое число L не может
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быть I.J.-.CM и, зьачпт, | L \ > 1. Неравенство (24) теперь

1

переходит в BCJ нее при р > N + | ^Ро | неравенство

которое, при достаточно большом простом р становится
неверным, так на к С и а от /> не зависят. Итак, пред-
положив, что }.аг;еъстно (6) имеет место, мы прпплп
к пьотнво| ечио и доказали тем самым теорему Лппде-
маиа.

§ 2. Дальнейшее развитие идей Эрмита и Ливдемана

После работ Эршта и Лпндемэна появился ряд работ,
принадлежавших самым крупным математикам, которые
давали различные новые доказательства теорем Эрмита
п Ллпдемана, но меняя по существу основ метода.
Из этих работ можно отметить работу академика
А. А. Маркова [1], так как в ней доказательство теоремы
Линдемаиа проведено технически весьма совершенно
и основная идея дана очень выпукло. Приведенное выше
доказательство является переработкой его. Тождество
Эрмнта, лежащее в основу общей теоремы Линдемана,
специфично для функции ez; для других функций того же
типа, например для функций Бесселя, аналогичного то-
ждества построить, невидимому, нельзя. Более общий ме-
тод, позволяющий исследовать арифметическую природу
значений достаточно широкого класса целых функций,
имеющих алгебраические коэффициенты ряда Тейлора
в нуле и удовлетворяющих алгебраическим дифференци-
альным уравнениям с полиномиальными коэффициентами,
был опубликован К. Зигелем [3] в 1929—1930 гг. Этот
метод является естественным продолжением работ Эрмита
и Липдемана. Общая теорема об алгебраической незави-
симости, им доказанная, представляет собой прямое обоб-
щение теоремы Линдемана. Существенную роль играет
в этом методе одна общая идея относительно определения
нижних границ линейных форм с целыми или алгебраи-
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чесшшн коэффициентами от степеней одного пли несколь-
ких чисел, представляющая собой развитие идеи А. Туэ
в теории аппроксимации алгебраических чисел рациональ-
ными дробями.

Для выяснения основ этого общего метода мы в весьма
общих чертах приведем схему доказательства этим мето-
дом теоремы Лпндемана.

Для дальнейших рассуждений нам. понадобятся две
леммы, которые мы здесь и приведем.

Пусть число а при надлежит алгебраическому полю К
степени ч и числа а1г а2, ..., a-,-i будут числами, ему
сопряженными. Условимся в дальнейшем обозначать

а-, а V — 1 Iзначком \а\ наибольшее из чисел \а
Л е м м а I. Если а1г а2, . . . , as—заданные числа ал-

гебраического поля К степени v, а Р (хг, х2, . . . , xs)—
многочлен степени п по совокупности переменных, с це-
лыми коэффициента ми из поля К, то или Р (а 1 ; . . . , a s) = О,
или

| Р (а,, а2, . . ., =0 | > //"V+ 1е-Т„, -( > 0, (26)

где Н > |/. f t l,.., ,fis|, a Anlt...,ks суть коэффициенты
Р {хх, ..., xs), постоянная же -( не зависит от Н и п.

Эта лемма есть тривиальное следствие того, что норма
целого алгебраического числа не меньше 1 и представ-
ляет простое обобщение леммы II § 2 гл. I.

Л е м м а П. Пусть коэффициенты ahiS линейных форм

Lh = akt 1 х1 + . . . -f afti qxq, 1 < к < р,

будут целыми числами алгебраического поля К степени v

и
ah, s | < Л. Тогда существует решение системы урав-

нений Lk~Q, 1 <; к <; р, в целых, в совокупности отлич-
ных от нуля, числах поля К, причем

V

\xh\<C(CqA)*-t, (27)

где С—положительная постоянная, не зависящая от А,
р и q.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a>i0), a>2

0), . . . , ш(

7

0) будет
какой-нибудь базис кольца целых чисел поля К и
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Ш1 i ш Т , •••! шм —базис кольца целых чисел поля Кт,
сопряженного полю К, m—i, 2, . . . , ч — 1. Полагая

V

(т) ^1 (т) (0) . 1

T > (28)
(m) \\ r (m) (°) r

r-1

где afc% и z s

m ) —числа, сопряженные a h j S и xs, a ah, S i r—
заданные и a; s>r—произвольные целые рациональные
числа, мы будем иметь вследствие условий леммы, что

v

I X I (""0 ^ А П ^ j ' A

г = 1

Отсюда непосредственно, так как определитель | ш 7'
системы отличен от нуля, следует, что при любых к, s и г

| ak, s,r [ <С ^ о ^-' ( " " )

где Со зависит только от ^ .
Вставляя выражения ahjS и a;s из (28) в формы Lh,

мы будем иметь, что
V q

r=l s=l

где ^h, s, г — целые рациональные числа, удовлетворяющие
вследствие (29) неравенству

v \bh,s,r\<C1A (31)

при любых к, s и г, причем Сг зависит только от К.
Представление (30) показывает, что для выполнения
условий Lfc = 0, 1 <&</>, при целых рациональных xSi r

необходимо и достаточно выполнение равенств

!</•<*. (32)
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Число уравнений этой системы есть v/>, а число пере-
менных vg > чр. Воспользовавшись леммой I § 2 гл. I,
полагая в этой лемме А" = 2, n=-vq, т = чр, мы можем
утверждать, что существует система целых чисел xSt T,
l ~ < s < g , l < / i < v , в совокупности отличных от нуля,
удовлетворяющих неравенствам

(33)

которые удовлетворяют также системе неравенств

{ (34)

Но так как b k s r и xs<r — целые, то из неравенств (34)
непосредственно следует, что L h r = 0, 1 < & < р , 1 < / < < м ,
при этих значениях xSiT. Наконец, из неравенств (33)
п соотношений (28) непосредственно следует неравенство
(27) нашей теоремы с постоянной С, не зависящей от
А, р и q.

Пусть числа а>1; ш2, . . . , o>v образуют базис кольца
целых чисел алгебраического поля К. Допустим, что
существует соотношение

= 0 , (35)

i ftv
Л,

где d, Ah hv — целые рациональные числа, в совокуп-
ности отличные от нуля. Если мы докажем невозмож-
ность такого соотношения, то отсюда будет следовать,
как мы видели ранее, с помощью весьма несложных,
чисто алгебраических соображений, теорема Линдемана.

Мы расчленим ход доказательства невозможности
соотношения (35) на ряд этапов.

Э т а п п е р в ы й . Перенумеруем g = (p-f l ) v чисел

где р — любое достаточно большое число, в каком-либо
порядке и запишем их в виде последовательности
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(1ХЪ dh,, . . ., dXq, причем первые т = (а-{-1)у из них пусть
совпадают с совокупностью чпсел к1т1-<г . . . -\-А.ш.,;
0 < А $ ^ о ; l < i < v . Тогда соотношение (35) может быть
переписано в форме

g

Тг = 2 -V I A А, 1-0, А > х, | АК i | < А. (36)
1

Нетрудно заметить, что, умножая равенство (35) на

ed • 0 < А г < р —о, 1 < i < v ,

мы будем получать новые соотношения типа (36)

Г 5 = 2 А , / й - = 0 , | 4 , 8 1 < Л 1 < S < ( / > + 1 - 0 ) \ (37)
1

причем, очевидно, лппейпыс формы Г5 от веллчпи еЛк

будут лпнсйтю незашгсимы между собой. Число их будет
(/?+1 — o)v. Итак, из предположения верности соотно-
шения (35) мы получили иного линейных форм от пелп-
чнн e'h, линейно независимых между собой.

Э т а п в т о р о й . Пусть N^>eq2!n2q будет достаточно
большое целое число. Рассмотрим функцию

q N ^

1 (z) = S Pm W e"mZ' Рш (z)=N\yiCKm^r. (38)
1 fe = 0

Почти непосредственным, елсдеттитем леммы II является
суТцествовапне таких целых алгебраических чпсел поля К,
В С О В О К У П Н О С Т И О Т Л И Ч Н Ы Х ОТ Б у л я , Cjt^m, ] Cf t , m j < 6 ' ° Q"',

где f0 нс зависит ни от N, пи от q, что разложение
функции / (г) в нуле в ряд Тейлора будет начинаться
со степени г, не меньшей, чем N(q—l)-\-2q. Мы легко
получаем, рассматривая выбранную таким образом функ-
цию / (г), что

2)inw (39)

при | z | ^ 4 , где Yi опять не зависит от Л̂  и q.



§2] ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ ИДЕЯ ЭРИИТА И ЛИНДЕМАНА 71

Э т а п т р е т и й . Дифференцируя функцию /(г), мы
получаем систему лпиешшх форм от ея'г"', к = 1, 2, . . ., q,

(40)

Um,s{z) --
ft = O ' j

где все числа Cm, k, s будут целыми алгебраическими,
причем по модулю j Ст, ь, s | пе будут превосходить ЛгЗЛ

при s<N п /V > No. Так как функция /(z) имеет в на-
чале пуль не ниже, чем порядка N(q—l)-\-2q, то, как
легко убедиться последовательным дифференцированием
ц исключением показательных функций e'hZ, ни один из
многочленов Pm(z) в представлении (38) функции /(г)
не может тождественно равняться нулю. Вследствие
этого и того обстоятельства, что функция, состоящая из
суммы произведений многочленов на различные е2Л/»,
никогда ле может быть тождественным нулем, мы можем
утверждать, что линейные формы £0(z), ..., L4_l (z)
линейно независимы, другими словами, что определитель

Uuo(z) . . . Uq<0{z)

f{z)U2t0{z) Uq,0(z)

не равен тождественно нулю. Так как степень этого
определителя относительно z не превышает Nq, то, имея
вначале нуль порядка не ниже N (q — l)-\--q -\-1, он ни
при каком значении г, отличном от нуля, не может
иметь нуль порядка выше N — q—1.
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Э т а п ч е т в е р т ы й . Выбирая из N-\-i линейных
форм LQ(z), ...,Lff(z) произвольным образом q форм
с индексами slt s2, . . . , s g и рассматривая определители
таких систем A(z, sT, ...,sq), мы можем утверждать, что
хотя бы один из этих определителей не будет нулем
при z = 1. В противном случае Д (z) в точке z = 1 имел бы
нуль порядка не ниже N—q, что невозможно. Прини-
мая во вниманпе ранее приведенную оценку коэффици-
ентов форм Ls(z) при s*cN, оценку (39) и меняя нуме-
рацию наших форм, мы можем теперь утверждать суще-
ствование системы q линейных форм от q величин
е*к, к= 1, 2, . . . , q, определитель которых не равен нулю
и таких, что

= 2' yv4 dNU

где все С-х, sd — целые алгебраические и j 2 > 0 не зави-
сит от q и N. Вспоминая, что мы располагаем
г = (р -j- 1 — a)v линейно независимыми форл1ами Т1г . .. ,ТГ

от тех же величин eXk, мы можем выбрать, очевидно, из
q форм L q — r форм, образующих вместе с г формами Т
систему линейно независимых форм. Ввиду возможности
изменения нумерации форм L мы можем считать, что
формы Lu L2, . .., Lq-r, Tlt ..., Tr линейно независимы.
Определитель этой системы форм D фО будет иметь вид

D = т> р

Э т а п п я т ы й . Этот отличный от нуля определительD
может быть оценен по модулю снизу благодаря лем-
ме I и оценкам величин А и \С\ и сверху, так как нам
рзвестны оценки модулей величин форм L. Эти оценки
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нам дают неравенства

^ - , r g - 4 v (,-r)JV in /V-T3N9 < | D | <

< [ e ~ V (9-3) in N + i ^ i ] eT t (9-r) N in N ^ r >

где f3 и -f4 зависят только от К. Так как q — г =

= (/? + l ) v — (/7 + 1 — a)v < vag v , то можно выбрать р столь
большим, чтобы было верно неравенство (T4 + 5V) (д —г) <
<12(д — 3). Выбрав, таким образом, /? и полагая 7\ = 0
(наше основное предположение), мы при достаточно
большом N, которое можно неограниченно увеличивать,
придем к противоречию, так как правая часть неравен-
ства (42) станет меньше левой. Этим теорема Линдемана
доказана.

Неравенство (42) позволяет не только доказать эту,
последнюю, теорему, но и установить нижнюю границу
формы (35) в зависимости от ее высоты А и степени а.
К вопросу о таких нижних границах мы вернемся позже.

Рассматривая этапы, на которые разбито доказатель-
ство теоремы Линдемана, можно сказать следующее.
Первый этап заключается в том, что из одного алгебра-
ического соотношения с целыми коэффициентами для
степеней е'"1, е1"2, . . ., e'"v получается много соотношений,
тоже с целыми коэффициентами. Мы получаем здесь,

таким образом, не менее чем q — ^'g v линейно незави-
симых форм от q чисел eh, высота которых фиксирована.
Этап второй заключается в построении функции, скон-
струированной из функций, порождающих при z= 1 наши
числа • е'~к, которая, имея относительно малые целые коэф-
фициенты из поля К, мала как алгебраически,^ так как
ее тейлорово разложение начинается с высокой степени
z, так и по модулю на конечном расстоянии от начала.
Эта функция служит основой для построения системы
линейно независимых функциональных форм. Этап тре-
тий состоит в построении системы функциональных ли-
нейных форм, причем то обстоятельство, что построенная
нами функция мала алгебраически, служит основанием
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для присутствия в этих формах всех степеней eAftZ и тем
самым для линейной независимости q подряд идущих
функций. Определитель этой системы не может делиться
на z — 1 в степени выше N-q— 1 по той же причине.
Самым существенным обстоятельством при этом является
то, что при дифференцировании этих форм мы получаем
снова формы от тех же функций попрежнему с алгебраи-
ческими коэффициентами. Это является следствием того,
что основные наши функции удовлетворяют системе
алгебраических уравнений с полиномиальными коэффи-
циентами, коэффициенты которых в свою очередь —
алгебраические числа. Когда мы имеем дело с функ-
цггами, этим последним свойством не обладающими, то
изложенный метод по существу неприменим, и задача
исследования арифметической природы их значений ста-
новится неизмеримо более трудной. Этап четвертый
состоит в выборе из полученных N функциональных
форм q числовых, линейно независимых форм, получа-
ющихся из функциональных при z==l. Комбинируя эти
формы с ранее имевшимися, мы получаем опять q чис-
ловых линейно независимых форм, из которых не менее

q — счд v , т. е. основная масса, по модулю равны нулю
и имеют фиксированные коэффициенты. Пятый и послед-
ний этап заключается в оценке определителя этой ком-
бинированной системы форм как сверху, так и снизу,
что при достаточно больших значениях параметров q
и N приводит к противоречию. Этот метод, границы
применимости которого уже достаточно видны, позволил
К. Зигелю доказать ряд теорем трансцендентности. Мы
сформулируем некоторые из них.

Пусть £, а1( . . . , ап будут алгебраическими числами,
причем пусть С не равно нулю, а числа <х1( <х2, . . ., ап будут
различны между собой. Пусть также Рг(х, у), ..., Рп (х, у)
будут многочленами с алгебраическими коэффициентами,
в совокупности не равными нулю тождественно. Тогда

' Л [Jo (С), /о (C)J Л +...+Pn[Jo П J'o (С)] еап Ф О,
где J0(x) — хорошо известная функция Бесселя. В Слу-
чае, когда левая часть состоит из одного многочлена
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Р(х,у), С есть алгебраическое число степени от, а высота
и степень многочлена Р(х,у) суть Н и р, то имеет место
неравенство

IPVoW, J'o(y]\>Ciri23pim\ (43)
причем коэффициенты Р (х, у)—целые рациональные.
Класс функций, к которым применим его метод, может
быть, в частности, описан следующим образом: функция

со

!/ = 2 г - г принадлежит к этому классу, если: 1) все
и = 0

числа ап суть целые числа одного и того же поля К, причем
модули как самих чисел ап, так и всех их сопряженных
растут медленнее любой сколь угодно малой степени п\;
2) все знаменатели Ьп суть целые рациональные, причем
общее наименьшее кратное первых п знаменателей растет
медленнее любой сколь угодно малой степени п\\ 3) функ-
ция у = у (г) должна удовлетворять линейному диффе-
ренциальному уравнению с полиномиальными коэффи-
циентами, имеющими в свою очередь алгебраические
числовые коэффициенты. Если подобная функция у удо-
влетворяет линейному дифференциальному уравнению
степени s, то весь ход рассуждений в доказательстве
теоремы Линдемана к ней применим, вообще говоря,
причем роль функций e*ftZ будут играть функции

Чисто качественные факты трансцендентности числа <х
или алгебраической независимости в поле рациональных
чисел системы чисел <х1( <х2, ...., <xs получают количествен-
ную характеристику, если мы введем в рассмотрение так
называемую меру трансцендентности числа <х или, более
общо, меру взаимной трансцендентности системы чисел
а1, <х2, . . . , as. Мерой взаимной трансцендентности системы
чисел аи <х2, . . . , <xs мы будем называть функцию
Ф (Я, пъ . . . , ns; <х1( . . ., <xs)

Ф{Л,п1, ...,na;a.1,-..:,-a.a) = min\P{au . . ., <xs) | , (44)

где Р (хи . . . , xs) есть многочлене целыми рациональ-
ными, коэффициентами, высота его не превышает И,
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степени его по хи хг, .. ., xs не превышают пх, п2, • •., ns,
а минимум в правой части взят по всем многочленам,
удовлетворяющим этим условиям. Иногда удобно рас-
сматривать степень многочлена Р (xlt . .., xs) по сово-
купности переменных хх, . .., xs. Обозначая эту степень п,
мы будем записывать тогда нашу меру трансцендентности
в виде Ф (Я, п; <хь . . . , <xs). Основные неравенства, кото-
рым всегда удовлетворяет мера трансцендентности, будут
следующие:

Ф ( Я , п 1 г ..., n s ; a l f ..., a s ) < e H
(45)

и, аналогично,

Ф(Я, п; <х1( . . . , <х 8 )<е^Я n!si , (46)

где X > 0 не зависит от высоты Я и степеней п1г ..., ns

или п, а х равно 1, если все числа л1г <х2, . . ., а3 дей-
1 -

ствительны, и -п- > если хотя бы одно из них комплекс-

ное число. Доказываются эти неравенства непосредственно

с помощью леммы I (принцип Дирихле) § 2 гл. I.
На поведении меры трансцендентности основаны раз-

личные классификации трансцендентных чисел, как, на-
пример, классификация Д. Д. Мордухая-Болтовского или
К. Малера. Мы не будем останавливаться на этих клас-
сификациях ввиду их недостаточной эффективности или
отсутствия реальных критериев принадлежности чисел
к тому или иному классу. Мы приведем здесь только
определение числа Лиувилля с помощью понятия меры
трансцендентности. Число а называется числом Лиувилля,
если оно иррациональное и

,. 1пФ(Я, 1; а) .„.
Iim ^—'—'—- = — со. (47)

Исследованием поведения меры трансцендентности зани-
мались весьма многие математики, в частности Д. Д. Мор-
духай-Болтовской [1, 2], который впервые дал оценку
меры трансцендентности Ф(Я, п; е1*1, ..., е"4) и
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Ф (Я, п\ 1п<х), К. Зитель, К. Малер, А. Гельфонд,
Н. Фельдман и многие другие. Мы приведем здесь только
некоторые наиболее точные из известных результатов
относительно нижней границы меры трансцендентности.
К. Малер [2] доказал, что если <х1( <х2, . . . , <xs— алгебраи-
ческие числа и линейно независимы в поле рациональных
чисел, то имеет место неравенство

Ф (Я, пх ..., ns; еч, . . ., е».) > #-•»«,... «S( H > я 0 , (48)

где X не зависит от Я , п1г . . . , ns. Им же были даны
более точные неравенства

С 0п 2

Ф (Я, п; е) > Я " ' « в ; Ф (Я, и; In a) > H~° , (49)
где Со — абсолютная постоянная, а — алгебраическое число,
а С > 1—любое число. Эти последние неравенства по
существу получены для п фиксированного и растущего Я .
Метод получения всех этих неравенств для меры яв-
ляется количественным оформлением идей Эрмита-Зигеля.
Соответствующая оценка меры для значений цилиндри-
ческих функций в алгебраических точках была приведена
ранее (неравенство (43)). Неравенство для меры транс-
цендентности числа к значительно более точное, когда п
растет вместе с II, чем неравенство (49), было получено
сравнительно недавно Н. И. Фельдманом. Метод его
получения существенно отличен от методов, изложенных
в настоящем параграфе, и о нем будет идти речь в сле-
дующей главе. Н. И. Фельдман [1] установил нера-
венства

Ф(Я, п; rc)>e^o«iv( iV = max [In Я In In Я, и In2 и], (50)

и при а алгебраическом а Ф 0, 1
Ф(Я, п; In а) >e-rn2(i+inn)W(

N = max [In Я In In Я , nln2n], '

гД е То > 0 — абсолютная постоянная, a f зависит только
от In а. При п > In In Я неравенства (50) и (51) сущест-
венно точнее всех ранее существовавших и значительно
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ближе подходят- к естественной границе сверху для меры
трансцендентности, даваемой неравенствами (45) и (46).
Существенным преимуществом неравенств (50) и (51)
перед ранее имевшимися, является то, что они верны
при любых п и Н.

В следующих параграфах мы дадим полное изложение
метода, развитого К. Зигелем, применимого для дока-
зательств трансцендентности и алгебраической независи-
мости значений -^-функции, определение которых будет
дано ниже, при алгебраических значениях аргумента.

§ 3. Вспомогательные предложения и определения

Б у д е м н а з ы в а т ь ц е л у ю "аналитическую ф у н к ц и ю f ( z ) ,

Е-функцией, если выполнены следующие условия:
1) все коэффициенты Сп функции f(z) принадлежат

к конечному алгебраическому полю К;
2) каково бы ни было е > 0, | Сп | = О (ппе);
3) если qn > 0 наименьше^ целое рациональное число,

такое, что числа С^дп, А = 0, 1, . . . , п, будут целыми
алгебраическими, то дп = О (ппв) при любом е > 0.

Функция е'м при алгебраическом ш будет, очевидно,
^-функцией. .Е-функцией также будет функция

ап'=2
если ап — целые рациональные и ап=О(пП£) при лю-
бом s > 0.

Любой многочлен с алгебраическими коэффициентами
будет, очевидно, ^-функцией, так как все условия для
^-функции в этом случае тривиально выполняются.
Если мы в дальнейшем будем рассматривать совокуп-
ность конечного числа ^-функций, то мы будем заранее
предполагать, что их коэффициенты принадлежат к одному
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и тому же конечному алгебраическому полю К, в которое
вложены поля коэффициентов всех этих функций.

оо

Если fk (z) — 2 afe, s ̂ j > 1 < A < m, Zi-функции и

Qk, n—такие пелые числа, что <7ь, п^ь, s— целые алге-
браические при s < n, то, очевидно, положив qn~ qiyn. ..
• • • <7m, n, мы будем иметь, что qn— О (ппе) и что qna^t а —
целые алгебраические при 1 < к < т, s < п. Другими сло-
вами, если мы имеем дело с конечным числом ^'-функций,
то последовательность чисел qn, от умножения на которые
коэффициенты a f e > s, s < n, делаются целыми алгебраи-
ческими, может быть выбрана стандартной, не завися-
щей от к.

Мы можем также утверждать, что сумма и произве-
дение конечного числа ^-функции будут также £-функ-
циями.

Достаточно доказать это утверждение только для
суммы и произведения двух Е-функций. Действительно,
если Д (z) и /2 (z),

суть .Е-функции, то существуют две последовательности
целых рациональных чисел gn и/?п таких, что числа qnak,
0 < А < и , и pnbk, 0 < А < и , будут целыми алгебраичес-
кими. Но тогда числа rn= pnqn = O (пвп) будут такими,
что числа rn(ah + bk), 0<А;<и, и числа rnasbh, 0 < s ,
к<Сп, окажутся целыми алгебраическими.

Поэтому функции

), An=an+bn,

О ft = 0
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будут ^-функциями, так как

=0

при любом 8 > 0.
Наконец, можно утверждать, что любая производная

^-функции есть ^-функция. Для доказательства этого
утверждения достаточно показать, что первая производ-
ная ^-функции есть опять i^-функция. Действительно,

оо

коэффициенты ап функции /' (z), где / (z) = 2 ~т zU' г д е

о
/ (z) есть ^-функция, будут иметь вид я п = сп+1, откуда
непосредственно следует, что они удовлетворяют всем
условиям для iJ-функций. Объединяя все сказанное выше,
мы можем теперь утверждать, что FW (z), если

где Ph (z)—многочлены с алгебраическими коэффициен-
тами и fh (z) — ̂ -функции, будет также ^-функцией.

В дальнейшем мы будем рассматривать и изучать
арифметические свойства только таких совокупностей
^-функций /1(2), ...,fm(z), которые удовлетворяют
системе дифференциальных уравнений первого порядка

m

fs(z)^^Qk,s(z)fh^)^<^^' (52)

где Qk, s (z), l < A ; < m , 1 < s < m , — рациональные функции
с алгебраическими коэффициентами у их числителей и
знаменателей.

Как мы уже видели на частном примере, когда рас-
сматривали ход доказательства теоремы Линдемана мето-
дом К. Зигеля, весьма существенную роль в исследовании
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арифметической природы ^-функций играют линейные
формы от ^-функций с полиномиальными коэффициен-
тами, разложение которых в ряд Тейлора начинается
с очень высокой степени z. Возможность построения
подобных линейвйх форм, которые мы будем называть при-
ближающими формами, в общем случае дается леммой 111.

Л е м м а III. Пусть j x (z), /2 (z), . . ., fm (z)—Е-функции
с коэффициентами из конечного алгебраического поля К
и п — любое большое целое число. Тогда существуют
т многочленов Р1 (z), . . ., Рт (z), степени которых не пре-
вышают In— 1, таких, что выполняются следующие
условия:

1) коэффициенты многочленов Pi(z), . . . , Pm(z) —це-
лые числа поля К, в совокупности отличные от нуля,

2п-1

причем эти коэффициенты А\ k> Ph(z)= 2 ^ kzi>ydoe-
t-=0

летворяют условиям

\Al>k =О[п^+')п], s > 0 , (53)

при любом е > 0 равномерно по i и к, к</и, 1 < 2 и — 1 .
2) Коэффициенты av линейной формы

обращаются в нуль при ч<;2#ш — п — 1, другими словами,

a v = 0, 0 < v < 2 m / z — n — 1, (55)

и, при v > Ъпп — п равномерно по v,

\ау\ = ^О(п2п), s > 0 , n>no{e), (56)

где s сколь угодно мало.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

2 n - l
(57)

P h (z) = ( 2 r a - 1 ) ! 2 J ^ . v ^ f , A = 1, 2, . . . . m,
v=0
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где gh, у — некоторые целые числа поля К. Вводя обо-
значения

У Л

v =
>( (58)

v! „ I
dk, v - 2• pi ( v l p)\ gh' pCh- y-p'

p = 0 )

где •gft> p = 0 при /7 > 2n — 1, мы получаем, что

Так как все функции fk (z) принадлежат к классу
.Е-функций, то существует последовательность целых
рациональных положительных чисел дп таких, что про-
изведения qnCk,\,4^n> будут целыми алгебраическими
числами. Из определения ^-функции следует, что

Сh. v -=0(v"), дп = О{пт), s > 0 . (59)

Для выполнения условия (55) нашей леммы необходимо,
чтобы выполнялась система линейных относительно ght v

уравнений
v

2 2(2л —1)! ~ 2j 2. s\ (v- s)! Q^k, y-sgk, s — U,

0 < v < 2mn — n — \.

Эту систему уравнений с 2тп неизвестными gk> s можно
решить в целых алгебраических числах gk, s благодаря
лемме II § 2 настоящей главы.

По этой лемме всегда существует совокупность целых
алгебраических чисел ghi v, I ^ А<. т, 0 < v < 2 « — 1 , таких,
что выполняются условия (60) и

gk, у I < C[CmnAY=i = О (л2"»п) = О («s"), (61)
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при любом 8 > 0, так как в нашем случае р = 2тп — п,

q — 2тп, ——- = 2т — 1 и А= О(nSn) вследствие неравенств

Ck- v -

при любом 8 > 0 и п > п0. Так как коэффициентами

Ph(z) будут числа ^ ^ g K s и (2п~1) ! = С(/г2"), то

из неравенств (61) следует условие (53) нашей леммы.

Эти же неравенства и оценка Си, v = 0 ( v e v ) доказывают
и условие (56).

Пусть т ^-функций Д (z), . . ., / m (z) образуют решение
системы дифференциальных уравнений

п

fh{z)^^JQKs{z)is{z), 1<*<т, (62)
s-=l

где (̂ ь, 8 (z) — рациональные функции z с коэффициентами
целыми числами из алгебраического поля К степени v.
Числами этого же поля мы будем предполагать и коэф-
фициенты наших .Е-функций. Пусть также Т (z) будет
многочлен наименьшей степени с целыми алгебраическими
коэффициентами из поля К такой, что все произведения
T{z)Qk,s{z) будут многочленами с целыми алгебраиче-
скими коэффициентами. Эти обозначения и условия оста-
нутся без изменений в этом и следующем параграфе
настоящей главы.

Положим

z), |

[ (63)
Hs(z)^JiPs,h(z)fk(z),

где Pk (z) = Pi, k (z) — заданные многочлены с коэффициен-
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тами из поля К и при s > 1
т

Rs (z) = T (z) i?J_4 (z) = Г (z) [ 2 ^ - i . fc (z) Д (z) +

]
ft=l ft-1

m

+ 2iPs-Uq(z)T(z)Qq,k(z)]fk(z), (64)
4 = 1

откуда непосредственно следует, что Ps> h (z) — многочлены
с целыми коэффициентами из К, так как Д (z), . . ., fm (z) —
решение системы (62). Рассматривая функции i?i(z),
R2{z), ..., Rm (z) как линейные формы от функций Д (z), ...
. . . , /m(z), нам в дальнейшем будет очень важно знать,
при каких условиях определитель Д (z) этой системы

A ( z ) =
Pm, 1 (Z) / V 2 (Z) . . . P m , m (Z)

(65)

не будет тождественно равен нулю, предполагая при этом,
что многочлены Рх (z), . . . , Pm (z) в совокупности не равны
нулю тождественно. Для ответа на этот вопрос рассмотрим
матрицу коэффициентов системы (62), Q= || Qht s (z) ||. Эта
матрица Q после перестановки строк и столбцов, которую
мы будем считать уже осуществленной, может оказаться
распавшейся на ряд квадратных ящиков, расположенных
вдоль главной диагонали, причем все элементы Q вне
ящиков будут нулями. Каждый из ящиков будет матри-

г

цей Wt порядка nit, 2 mt = m, гДе г — число независимых
( = 1

ящиков-матриц. Предполагая, что г — наибольшее из воз-
можных, мы непосредственно видим, что при таком
наибольшем г разбиение матрицы Q на ящики будет
единственным с точностью до перестановок ящиков вдоль
диагонали. Конечно, при этом не исключен случай, что
/• = 1; другими словами, Q сама является, как мы будем
говорить, примитивной матрицей. Итак, предположим,
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что Q распалась на г примитивных матриц порядков
тг, т2 тг, причем г —наибольшее из возможных.
В соответствии с распадением Q наша линейная система
первого порядка (62) распадается на г независимых под-
систем

тп;

Pi,iW = 2?M,f(#.,iW. i<k<mt, (66)
s=l

г

где t пробегает значения 1, 2, . . ., г, *У mt = m, и функ-
( - 1

ции Qk,s,t{z) иначе занумерованные Qh,s{z)- Вводя
в рассмотрение фундаментальную систему решений линей-
ной системы (66), матрицу которой обозначим Wt,

U \ , i t t { z ) ••• U m t t l , t ( z )

U l , m t , t ( z ) . . . U m t , m t , t ( z

мы можем на основании известных теорем об общем
решении системы (66) утвсргкдать, что

mt

/ f c , t ( z ) = 2 Cs,tUk,s,t{z), l < * < m j , l < i < r , ( 6 7 )
s - l

где fk,t{z), l < A < m ( , 1 < f < ; г —иначе занумерованные
наши 2?-функци"п", a Cs,; — некоторые постоянные.

Будем говорить, что матрицы Wx, W2 ^ . л и н е й -
но независимы в поле рациональных функций, или просто,
для сокращения, независимы, если соотношение

(68)
( - 1

где Ph,t{z) — произвольные многочлены, a Cs j — произ-
вольные постоянные, возможно в том и только в том
случае, когда все произведения Cs, tPk, t(z) равны то-
ждественно нулю. Очевидно, что это определение незави-
симости матриц Wh не зависит от выбора фундаментальных
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систем решений уравнений (66). Из этого определения
и соотношений (67) уже непосредственно следует, что
функция R(z),

т

R(z)=%Ph(z)fh(z),
k=i

где Ph.(z) — многочлены, в совокупности отличные от нуля,
a fi_{z), /2(z) /rn(z) —произвольное решение систе-
мы (62), не равна тождественно нулю. Более того, не-
зависимость примитивных матриц системы (62) дает воз-
можность весьма просто сформулировать условия необра-
щения в нуль тождественно определителя (65).

Л е м м а IV. Если все примитивные матрицы систе-
мы (66) независимы и для каждого t—1, 2, ..., г хотя
бы один из многочленов Р^ ; (z) не равен нулю тождествен-
но, то определитель Д (z) ==| Ps, h (z) \\', \\ "'.] т системы

z), l < s < m ; (69)

r mi

h (z) fh (z) - = 2 2 p*. t(z)fu,t(z),
ft-i

где Р^^ t (z) — иначе занумерованные, в соответствии с рас-
падением матрицы Q системы (62) на примитивные, много-
члены Pk (z) ~Pi, и (z), a {fh,t{z)j —решение системы (62),
не равен нулю тождественно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /i(z), . . . , fm (z) — про-
извольное решение системы (62). Допустим, что A(z) = O.
Тогда, как известно из линейной алгебры, можно найти
такие многочлены g, (z), . . . , <7v(z), i<Cm, что будет
тождественно выполняться соотношение

v

2?s(z)i?a(z)-O, ? v ( # 0 .
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Отсюда следует благодаря соотношениям (69), что

5 1 ( z ) / ? ( v - 1 ) ( z ) + . . . + 5 v ( z ) / ? ( z ) = O, |

где B1(z), ..., By(z) — многочлены, J51(z)^fe0.
Эти коэффициенты Bk(z), очевидно, не зависят от

выбранного нами произвольного решения fi(z), . .., fm(z)
и зависят только от коэффициентов системы (62) и много-
членов Pk(z), A = l , 2, . . . , т. Так как система (62),
по предположению, разбилась на г независимых систем
с матрицами Wlf . . . , Wr, то наше произвольное решение
/ i ( z ) . /г(2)> •••> fm (z) системы (62) является совокуп-
ностью г произвольных решений Us>t(z), l < ! s < l m j не-
зависимых систем (66), 1 < £ <г г. При дифференцировании
функции Us t (z) переходят в линейные комбинации функ-
ций Us,t(z) при том же t.

Поэтому, так как

m r mt

ft-1 ( = 1 ft-1

то, положив C/ f t > s (z)^O, s # f, s = l , 2, . . . , r; A =
2, . . . , m s, мы получим, что функции

должны удовлетворять уравнению (70), если Uk>t(z),
1 < & < т г , образуют любое решение системы (66). Но,
вставляя вместо Uk,t(z), l < A < m j , каждое решение
из фундаментальной системы решений (66) Uk, s, t (z),
l < A < m / , мы отсюда заключаем, что функции

mt

ft=.i

должны удовлетворять уравнению (70). Так как мы имеем
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г

= 2 mt решений Rs ; (z) линейного уравнения (70),

а степень этого уравнения есть ч—1 < т, то эти решения
должны быть линейно зависимы в обычном смысле, дру-
гими словами, должно иметь место соотношение

2 Л , tRt, t(z)= 2 Л , tPk, t (z) Uki s, t (z) = 0, (71)
k, s, t

при постоянных, As>t, l < s < m ; , l < £ < r , в совокуп-
ности отличных от нуля. В этой сумме хотя бы одно
произведение 4̂S> tPk, t (2) фО, так как если AQt t Ф 0, то
найдется, по условию леммы, такое к, что P f e > ; (z) ф О .
Но тогда соотношение (71) противоречит условию неза-
висимости примитивных матриц системы (62) и, значит,
Д(2)фО.

Введем теперь определение нормальной системы
ij-функций.

Систему т ^-функций f1(z), / 2 ( z ) , . . . , / m (z) мы будем
называть нормальной, если:

1) ни одна из функций не равна нулю тождественно;
2) эта система функций является решением линейной

системы дифференциальных уравнений (62) при условиях,
что все функции Q^yS{z) этой системы уравнений—ра-
циональные функции z с числовыми коэффициентами,
принадлежащими к конечному алгебраическому полю,
а все примитивные матрицы этой системы независимы.

Пусть система ^-функций /i(z), . . . , fm{z) будет
нормальной. С помощью леммы III построим прибли-
жающую форму

т

R(z) = JiPk(z)fh(z), (72)

где все Pu{z) — многочлены, отличные от нуля в сово-
купности, степени которых не превышают 2 и — 1 , а
В (z) имеет при z = 0 нуль порядка не ниже 1пт — п.

Если матрица системы линейных уравнений (62) рас-
падается на примитивные матрицы Wlt ... , Wr степеней
тг, . . . , тг, то равенство (72) может быть записано в
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форме

i?(z) = 2 ^Zph.t(z)fk,t(z), (72')

где совокупность fhyt(z), 1 < А; < mt есть решение системы
с примитивной матрицей Wt, t= 1, 2, . . . , г, а совокуп-
ность многочленов .Р^ ; (z) совпадает с совокупностью
многочленов Ph(z).

Покажем, что если R (z) — приближающая форма, други-
ми словами, удовлетворяет высказанным выше условиям,
то, каково бы пн было t, i ^ t ^ r хотя бы для одного
7 Л 7 7-1 / \ / П >П [т 1)

к, 1-<;ft<m;, P h > i (z)^s0, если п>р+д—Ц^—-.
Действительно, допустим, что можно сделать без на-

рушения общности, что при каждом t, l<! i<[j . , \>. <C m
хотя бы для одного A; Pkt t (z)фО, а при t > JJ. все
Pk<t(z)==0, l < / c < m ; . Тогда функции / fe>i(z), К ^ О ,
1 А образуют нормальную систему ^-функций, а

л ( 2 ) = 2 2 ph.t(z)h, t(z).

Если мы положим т о ^ = 2 т е ь тео ^ т> т о п 0 л е м -
1

ме IV определитель До (z) системы т0 линейных форм
R^z), ...,Rmu{^Rh+i{z)^T{z)R'h{z);R1{z)^R{z), не
будет равен нулю тождественно. Обозначим q — наиболь-
шую из всех степеней т2 + 1 многочленов Т (z) и
Т (z) Qhy s (z); 1 < к < m; 1 < s < m, где (^feiS (z) — коэффици-
енты системы (62). Тогда, если

m

Rh (z) = 2 J>fc..(z)Mz),

то наибольшая возможная степень Ph,s(z), 1 < * < / и , не
превысит величины 2и — 1 + ( А — 1 ) д. Отсюда следует,
что степень определителя \(z), многочлена относительно
z, не превысит величины

(2n-i)m0 + qm°{m°-ll. (73)
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С другой стороны, так как R (z) имеет в начале нуль
порядка пе ниже 2тп— п, то и Rh{z) вследствие соот-
ношений Rh+i (z) = T (z) R'h(z) должно иметь в начале
нуль порядка не ниже 2ти— и — к -\-1. Умножая первый
столбец До (z) на /^ i (z) и складывая его с остальными,
умноженными на соответствующие fh,s(z), мы получим,
что все элементы первого столбца fi,i(z)\(z) будут
делиться на z в степени 2тп — п — т0 -f-1. Обозначая
теперь через р наибольший порядок нуля в начале, ко-
торый могут иметь функции нашей системы /i(z), . . .
. . . , / m ( z ) , мы видим, что До (z) должно делиться нацело
на zh, к — 2тп— п — т — р-\-1. Поэтому должно иметь
место, вследствие Д 0 ( г ) ф 0 , неравенство

(2 п - 1) т0 + д т° (от

2° ~ 1 } > 2тп - п - т0 - р t 1,

или неравенство

?^f^>[2(m-mo)-l)n + l. (74)

Допустив теперь, что

т (т — 1) /г7г\

n>p + q—^ -, (75)
что возможно, так как п можно брать независимо от т
сколь угодно большим, мы видим, что если т0 < т, то
неравенство (74) неверно. Значит, при выполнении не-
равенства (75) для каждого t, 1 < ; £ < г в соотношении
(72') найдется хотя бы одно Р ^ j (z) sjfe 0, 1 <А;<ти;.
Отсюда уже непосредственно следует, что если систе-
ма .Е-функцпй fx(z), ..., / m (z) нормальна, a i?(z) —
приближающая форма, удовлетворяющая условиям (55)
леммы III, и степени многочленов в ней не превосхо-
дят 2 ю — 1 , то при выполнении неравенства (75) будут
выполнены условия леммы IV и, значит, определитель си-
стемы линейных относительно Д(г), . . . , / m (z) форм

R k ( z ) = T (z) Щ - i i z ) , R 1 ( z ) = R ( z ) , к = 1 , 2 , ... , m ,

не будет тождественным нулем. Другими словами, если
/?(z) — приближающая форма и выполнено неравенство (75),
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т о Д ( г ) ; ф О . Это последнее обстоятельство позволяет пе-
рейти от линейных функциональных приближающих форм
для функций fi(z), .,., fm(z) к линейным приближаю-
щим числовым формам от /i(a), . . . , /т(<*), где а = £ 0 —
уже фиксированное число.

Л е м м а V. Пусть ]г (z), . . . , / m ( z ) образуют нор-
мальную систему Е-фунщий и удовлетворяют системе
(62). Пусть также Т (z) будет общее наименьшее крат-
ное знаменателей Qh>s(z) в системе (62), q — верхняя
грань степеней Т(z) и 71 (2) (?ft; s (z), 1 < А; <тга, l=Cs*Cm,
и р — наивысший порядок нуля при z = О у функций
/ I ( Z ) J fi{z)i ••• J / m ( z ) . Наконец, пусть

где многочлены Pk (z) степеней не выше 2/г — 1 выбраны
так, чтобы выполнялись все условия леммы III и

i ? s ( z ) = 2 P,,k(z)fk(z),

RB+i(z) = T(z)R's(z), R1(z)=--R(z), Pi, h(z) = Ph(z).

Тогда, если а не нуль и не совпадает ни с одним корнем
Т (z), и выполнено неравенство (75), то ранг матрицы

P i . i W P i , 2 ( a ) . - . P l . m

Р щ + t , 1 ( a ) P m + t , 2 ( a ) ••• P m + t ,

(76)

, m (m — 1) ,
где t = n + p -f- q —^-^ — 1 есть т.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как мы уже видели выше,
определитель Д (z) системы форм Rx{z), . .., Rm(z) при
выполнении условий нашей леммы не тождественный
нуль. Степень многочлена A(z), как мы уже выяснили,
по формуле (73), при то — т, не превысит (2п—1)т +

-f- qm „ -. С другой стороны, по условиям выбора
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Ph(z), к = 1 , 2 , . .. , т как мы уже видели, Д (z) должен
иметь при z = 0 нуль порядка не ниже 2тп—п—т —
— р + 1 • Поэтому

Д (Z) = Z2mn-n-m-P + l ^ ^^

где До (z) — многочлен степени не выше t,

- 1 ) т

. . те. (m— 1) .

= л + р + д - ^ — - ^ - 1.

Поэтому в точке z = а А̂ О Д (z) не может иметь нуль
порядка выше t. Другими словами, Д^) (а) ф 0 при неко-
тором (j,, 0<![х<^.

Вводя обозначение

Д (z; п и . . . , и т ) —

П 1 , 1 (z) Р П 1 , 2 (z) . . . Р П 1 , m (z)

n 2 , 1 (Z) Рпг, 2 (Z) . . . ^ n j , m (Z)

где 1 <! «! < и2 < . . . < п т , и воспользовавшись форму-
лами (64), мы непосредственно получаем соотношение

Т (z) Д' (z; пъ ... ,пт) =

Т (?\ ^ ^ Р l-Л S 1 П (?\ Л (7- и п \
— 1 \ z / £) £J nk> ' ^ ' —̂J ^ ' ' г ^ ' ^' г ^ ' l j • • • ' rtm/'

r - 1

где Д>[| г (z;. «!, . .. , nm) — алгебраическое дополнение эле-
мента Pnhtr(z) в Д (z; пи п2, .. . , пт). Меняя в послед-
ней сумме порядки суммирования, суммируя сначала по
к, и отбрасывая определители, имеющие равные столбцы,
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мы получим окончательно соотношение

A' (z; nlt ... , пт) =

nk+i,

-A(z; * ! , . . . , n m ) 2 &.r(z). (77')

Если мы допустим, что ранг матрицы (76) мень-
ше т, то Д(а; пъ . . . , и т ) = 0 при nm<4Lm-{-t. Из со-
отношений (77) следует тогда вследствие Т(а)фО, что
Д'(я; % , . . . , и т ) = 0 при nm<7ra-j-£ — 1 . Дифференци-
руя соотношение (77), мы последовательно приходим
из получающихся при этом соотношений к тому, что
Д^)(а; пи . . . , nm) = 0 при nm<7W-f1 — ц. Но при
некотором [х, [i<£,

Д^)(а)=Д^)( а ; 1, 2 те) =̂ 0.

Значит, при некотором (*<£ должно выполняться нера-
венство m > ти + г — [х, что невозможно в силу неравен-
ства (x<J. Этим наша лемма доказана.

Мы условимся теперь считать, что во всех дальней-
ших леммах и основной теореме этой главы сохраня-
ются определения и свойства величин, участвующих в
формулировке леммы V.

Докажем необходимые в дальнейшем оценки величии

(а) I и Pk,s{n)\t п р е д п о л а г а я , что число я = 0 и все
коэффициенты функции f1 (z), . . . , / m (z), T(z), Qk,s(z),
I *Ck<lm, 1 < S < T W , и многочленов PitS(z) = Ps(z),
1 < S ^ T W , в силу их выбора по лемме III принадлежат
к конечному алгебраическому полю К степени ч.

Л е м м а VI. Пусть а, принадлежит полю К и

"'Тогда

(7«)

любом s > 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Условимся при одновременном
выполнении неравенств \ak\^.bk, bk^0 Л = 0, 1,2, . . . ,
писать f1 (z) < /2(2), если

О fe-0
и, если

то

Прежде всего, так как R(z) выбрано по лемме III, то
вследствие условий (54), (55) и (56) этой леммы

оо со

i ? ( z ) « 7 ? ( z ) = 2 K l S = 2 ^ ( » 2 п ) £ . (79)
О v-(2m-l)n

при любом е > 0 и п > ио(е).
Далее,

T(z)<tC(l + z)% T (z) Qk< s ( z ) < С (1 + z)9,

где С и g — постоянные, от и не зависящие.
Отсюда следует, что

Г (z) « Сд (1 + z)"

и что, вследствие соотношения

« С* (I + z)2" [qH' (z)



§ 3] ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 95

и, по индукции,

ft-1

Rk+i(z)4iCb(l + z)b*Yl (sq+£)H(z). (80)

Совершенно так же, вследствие соотношения

m

Pk+it, (z) = Т (Z) Pi s (z) + ^ РЬ, г (2) T (Z) QT< . (Z),

по индукции доказывается неравенство

fc-i

Pk+i,.(z) « Ck (i +
r-0

(81)

так как коэффициенты Pk,s(z), s = l , . . . , тге, удовле-
творяют условиям леммы I I I . Заметим, что в силу усло-
вий этой леммы наше последнее веравенство останется
верным, если у всех многочленов Pk< s(z.), T (z) и
T(z)Qk,$(z) коэффициенты из поля К заменить одновре-
менно на числа, им сопряженные, из поля К', сопря-
женного К. Так как при к<£m-\-1 — п-\-п0, п0=О(1),

8 = 0

s=(2m-l)n

s=(2m-2)n-n0

оэ

s = (2m-2)n-n0

sd-3e)s '

при любом e, -r > e > 0 и га > n x (e), то, полагая | a j = p,
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мы получаем окончательно из неравенства (80), что

v = (2m—2) п—щ

< О [И( 3 + 2 Е ) П ] П~(1~^ (2т-2) п = О [n-(2m-5-i')nJ

при любом е' > 8те и п > и 2 (е'), так как е сколь угодно
мало.

Далее, из неравенства (81), полагая в нем z = a', где
а' — сопряженное а в поле К', сопряженном К, и заменяя
коэффициенты Ps (z), T'(z) и Qkt s (z) их сопряженными
из if', мы будем иметь для всех А; < т -\-1 = п -\- п0,
по= О (1), что

/Vn..(a)l < п^п'Л
при любом 8 > 0 и п > и 3(§), так как е может быть
взято сколь угодно малым. Этим наша лемма полностью
доказана.

Введем определение ранга совокупности, вообще го-
воря комплексных, чпсел <л1, ..., <um относительно дан-
ного конечного алгебраического поля К. Мы будем го-
ворить, что совокупность т чисел и>1} . . ., ш,,, имеет
в поле К ранг г, если среди этих т чисел имеется г,
и только г, чисел, липейно независимых в поле К. Дру-
гими словами, если система ш1; . . . , ш т имеет в поле К
ранг г, то ее элементы удовлетворяют т — г, и только
т — г, независимым линейным соотношениям

к = 1, 2, . . ., т — г,
8 = 1

где все Ck, s — элементы поля К.
Л е м м а VII . Допустим, что а и все коэффициенты т

Е-функций fi(z), . . . , / m (z) принадлежат конечному ал-
гебраическому полю К степени v и система этих Е-функ-
ций нормальна. Тогда, если аТ (а) Ф 0, то ранг число-
вой системы /i(a), . . . , /.,„ (а) относительно К не меньше,

т
чем -р— .

2



I 3] ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 97

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как, по предположению,
а не является полюсом ни одной из функций Qh,s(z)>
то а —регулярная точка для системы (62) и хотя бы
одно из чисел Д (а), . . ., / т (а) должно быть отлично от
нуля, другими словами, без нарушения общности можно
допустить, что Д (а)=^0. Если ранг системы Д (а), .. ., /т(а)
относительно поля К будет г, то должны иметь место
соотношения

(82)

!— Г, К
где Lh — линейно независимые формы величин Д(а), . . .
• • • > /ш (а)> числа Ak> s — целые числа поля К, числа A$s —
сопряженные AktS — Akt\, принадлежащие полю К-г, со-
пряженному полю К, и Л — некоторая постоянная. По
лемме V мы можем построить линейные формы

m

s = i

где Pbt s (z) — многочлены степени не выше, как нетрудно
подсчитать, чем 2и— 1 + q (A— 1), коэффициенты кото-
рых—целые числа поля К, причем ранг матрицы систе-
мы (83) есть т. Поэтому можно из системы (83) выбрать т
линейно независимых линейных форм

причем ka^.m-\-t, l < o < m . Так как формы (82) в числе
т — г линейно независимы, то из числа т линейно не-
зависимых форм £/jj3 можно выбрать г форм, которые
вместе со всеми формами (82) будут образовывать си-
стему уже т линейно независимых форм от величин
/i( a ) . •••> /m(a)- Пусть это будут формы Uki, . . . , Ukr.
Положив N = 2п—{-{-q^m-^-t — 1) = (q-\-2) п-\-О (1) и
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где а —целое, а > О, такое, что аа— целое алгебраическое,
мы будем иметь, что линейные формы

будут линейно независимыми. Все числа Ak,s> т—г +
4-1<!&<!иг, будут теперь целыми алгебраическими из
поля К, и вследствие леммы VI будут выполнены не-
равенства

Аи s < aN0 [rc(3+s)n] = О f«(3+5)n] (85)

при любом § > О и l < s < w , т — г-\-1 < / с < т .
Так как формы Lh лиьейыо независимы относи-

тельно /1 ; /2, . . . , / т , то определител!» этсй системы D

1, 1 1, 2

2, 2 2, m

, 2

(86)

не равен нулю и будет целым алгебраическим числом,
^умьсжая пе(вый столбец на )х (а) ^ 0 и складывая с ним
остальные столбцы, умноженные на соответствующие
/ft(a), мы получим равенство

'1 А\> 2 • • • A\t 1

'2 - ^ 2 2 . . . - ^ * 2 т

• •. Am, m

Но миноры элементов первого столбца при к > т — г
не превосходят по модулю, вследствие (85), величины
п1

тАт~гО[п^+^1-г-^п]. Поэтому вследствие условий (78)
леммы VI имеет место неравенство

2 \Lh\<

)n]O [w-(2m-5-e)n]

(87)
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1
где ех > 0 сколь угодно мало и Ы . Если в опре-

делителе Dx заменить все элементы сопряженными, при-
надлежащими полю Ki, сопряженному полю К, то мы
получим определитель D{, сопряженный Du

1,тп

Ad)
i l ...А •т, т

причем Di Ф О, и целое алгебраическое число. Оценивая
модуль Du мы в силу неравенств (82) и (85) получаем,
что

А | <mmAm~rO[n<~s^™} = O[n(s+^rn}, (88)

где 8j > 0 сколь угодно мало и 2<!i<:v.
Но норма целого алгебраического числа, не равного

нулю, всегда не меньше 1. Поэтому в силу неравенств
(87) и (88)

1 = 1

П]

где е0 > 0 сколь угодно мало. Из этого неравенства, ко-
торое должно быть верно при достаточно большом п,
уже следует неравенство 3vr — 2т -\- 2 + е0 > 0, или, так
как е0 может быть взятым сколь угодно малым, нера-
венство

2т — 2
>

Мы доказали, таким образом, нашу лемму для т > 4 ,

так как в этом случае 2т — 2 > у т . Если т = то

^-, другими словами, г > 1 , v > l и r > 2 , v = l .

В случае те т—1, 2; г > 1 . Эти же границы даются
и нашей леммой. Лемма доказана теперь полностью.
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§ 4, Общая теорема об алгебраической независимости
значений _Е-функций и следствия из нее

Нетрудно заметить, что если т функций f1 (z), . . .
. . . , fm (z) составляют решение линейной системы (62)
с рациональными QkiS(z), коэффициенты которых алге-
/- i - 7-1 / \ (т + N)\
браичсские числа, то и ц функции t (z), [x = г-щ—>

где iV1} . . . , Nm — целые неотрицательные числа, удовле-
творяют системе типа (62) при т = [х и некоторых раци-
ональных коэффициентах Qkt s (z), числовые коэффициенты
которых в свою очередь принадлежат к конечному алге-
браическому полю. Действительно, дифференцируя F (z),
мы будем иметь соотношения

m

из которых и будет следовать наше утверждение, если
заменить f'k (z) с помощью (62). Пользуясь этим обстоя-
тельством и последней леммой предыдущего параграфа,
мы можем доказать уже одну общую теорему.

О с н о в н а я т е о р е м а . Предположим, что т
Е-функций /i (z), . . . , /m (z) образуют нормальную си-
стему и а.Т (а) Ф 0, где а.— алгебраическое число, а Т (z) —
общее наименьшее кратное знаменателей рациональных
Qk,s (z) из системы (62), решением которой являются наши

Е-функции. Если тогда при любом N \х = - ' функ-
т

ций fi1 (z) . . . /£m (z), iV{>0, l < 2

нормальную систему Е-функций, то числа
/i( a )> /г( а)> '•••» / т ( а ) н е могут быть связаны между
собой никаким алгебраическим соотношением с алгебраи-
ческими коэффициентами, отличными от нуля в сово-
купности.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть S [fu /2, . . ., / т ] будет
многочлен относительно /1 } /2, . . . , / т степени s, по сово-
купности переменных, с коэффициентами из алгебраи-
ческого поля К степени v, к которому принадлежат и все
коэффициенты функций Д (z), . . . , / m ( z ) . Пусть число 7V
,- лт ^ т-> ( » » — S + ./V)!

будет целым, /V > s. Рассмотрим fxjy-s = -—т-т-̂  ~- много-
членов

L (z) = № (z) . . . ft? (z) J [;х (z), .. ., /m (z)], (88')

1 = 1

где N{ — любые целые неотрицательные числа. Если рас-
сматривать эти многочлены L как линейные формы от-
носительно переменных /^i . . . / ^ m = ^Ni,...,Nm, то, очевид-
но, эти [XJV_S линейных форм будут линейно независимы.

m
Так как [xN функций /^i (z) . . . /^ m (2), 2 ^ й < л г > о б р а -

fe=i
зуют нормальную систему 2?-функций и а удовлетворяет
условиям леммы VII, то ранг г системы fxjy чисел
^ (а) . . . /^"1 (а) относительно поля ЛГ степени v не мо-

жет быть меньше ^—; другими словами, эти числа не

могут быть связаны между собой более чем [xjy— г <

< ( 1— к- ) IXJV независимыми линейными соотношения-

ми с коэффициентами из поля К. Но если имеет место
равенство

то из (88') мы получаем ровно [XJV_S линейных незави-
симых соотношений между нашими [Xjy числами. Поэто-

му должно выполняться неравенство [XJV_S<( I —-^

или неравенство

(N Л-т — s)\ (A

m\{N—s)\ < l 1 — '
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Но из этого неравенства, так как N по условию теоре-
мы можно брать сколь угодно большим, следует, что
для сколь угодно большого N верно неравенство

что, очевидно, невозможно. Этим и доказывается невоз-
можность соотношения (89).

Благодаря доказанной основной теореме доказатель-
ство алгебраической независимости значений £"-функ-
ций в конечном алгебраическом поле при алгебраических
значениях аргумента сводится на доказательство нор-
мальности конечной совокупности произведений степе-
ней этих функций. Из этой теоремы уже непосредствен-
но следует теорема Линдемана. Действительно, пусть
алгебраические числа аи . . ., ат конечного поля К бу-
дут линейно независимы в рациональном поле. Тогда т
функций e*lZ, . . ., e*'"Z) которые, очевидно, будут £"-функ-
циями, образуют нормальную систему .Е-функций, так
как являются решением распавшейся системы

и линейное соотношение между ними с полиномиальными

коэффициентами невозможно. Более того, ;л^=—пгту-

функций eYZ, т = 2J Nkah, "^N^^N также будут реше-
ft = i i

нием такой же распавшейся системы и ввиду того, что
все 7 различны, линейное соотношение между ними
с полиномиальными коэффициентами невозможно. Поэто-
му будут выполнены для функций е*1г, . . ., еЛ1"г условия
основной теоремы, при а = 1 , что и доказывает теорему
Линдемана.

Покажем теперь, как из этой общей теоремы следует
трансцендентность значений цилиндрических функций.

Рассмотрим функцию К^ (z),

- а д<л+',7.'Л»+.,(т
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при р а ц и о н а л ь н о м X =f= —m, т= 1, 2, . . . Б у д е м считать
1 '1т — 1 ^

также, что X /= — - — , где т — люоое целое число, так
как в противном случае, как легко показать, Kx(z) сводится
к простейшей линейной комбинации показательных функ-
ций и многочленов.

Покажем, что Kx(z) — .Е-функция. Положим X —— ,

(m,q) = \, q>i, где т и q — целые числа. Тогда, если

то
__ 2~21V (2n)l

Если простое число р делит q, то (р, т) = 1, от - да
следует, что (т -f nq, p) = 1, т г > 0 . Поэтому если 2'2Пя2п =

= ^-, где А и (? — целые рациональные числа, (A, Q) 1,

то (р, Q)-=\. Найдем в какой наибольшей степени про-
стое число р, (р, q) = 1, может делить Q. Пусть эта сте-
пень будет vp. Как хорошо известно из элементарной

(2п)\
теории чисел, простое число р входит в отношение -—-

в степени ;хр

2"! i1 " 1\! 1 - I' -

Рассмотрим сравнение

m-\~qk=^0 mod p.

Пусть &! будет наименьшее неотрицательное решение
этого сравнения. Число к^ всегда существует, так как
(q, р) -- 1 и, очевидно, кх р. Тогда, как известно, все
положительные решения к этого сравнения будут иметь
вид к^^к^ + rp, г = 0, 1, . . . Поэтому число чисел в ря-
ду m-\-q, m^-rq, .. ., m-\-nq, делящихся на р, будет
«i-t-1, где вх определится из неравенства кг -г о г /о<тг.
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Отсюда a t = . Конечно, если кг > п, то а1 = — 1 .

Совершенно так же число чисел в ряду т + q, . . . , т + Щ,
делящихся на р^, которое мы обозначим av-f-l, будет

равно 1 -f- — ^ , 0 < A v < / ) . Поэтому число р будет

входить в произведение (m-l-q) (m-{-2q) . . . (m-{-nq)
в степени, не превосходящей

rinn-i
( Lin pi

Отсюда уже следует, что степень /?, делящая (?, не пре-
восходит

о Г " ! Г 2л 1 )

Теперь уже ясно, что если мы положим
Пп(пг+п<г)

П Пп(пг+
Л i n p

то мы будем иметь неравенство

J

вследствие хотя бы простейшей чебышевской оцен-
ки гс (ж) In я < 2х.

Так как 22nQna№, /с = 0, 1, . . ., п будут целыми чис-
лами и 2 2 n 2 n = (9(rcEn), то действительно Кх (z) будет
наравне с ЛГд (z) ^-функцией.

Дифференцируя Kk(z), мы для этой функции будем
иметь дифференциальное уравнение второго порядка

~0, (91)
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Полагая Kx(z) = f1(z), K'x(z) = /2(z), мы получим для
^-функций fx (z) п /2 (z) линейную систему

Для того чтобы доказать нормальность совокупности
^-функций Д11 (z)/£2 (z), п 1 + и 2 < Л г . нам понадобятся
вспомогательные чисто аналитические рассмотрения.
Прежде всего нам надо будет доказать отсутствие алге-
браических соотношений между функциями

у = Jx(x) = T(l + i) ( j ^ y Кх (х), у' и х.

Отсутствие подобных соотношений между у', у, х экви-
валентно в силу рациональности X отсутствию алгебраи-
ческих соотношений между х, Кх (х) и К'х (х), а все рас-
суждения удобнее вести с функцией Jx(x). Функция
у = Jx{x), являющаяся цилиндрической функцией, удов-
летворяет уравнению

X ^ X J

причем \ не равно целому отрицательному числу или
половине любого нечетного числа. Допустим, что у есть
какое-нибудь фиксированное нетривиальное решение
уравнения (93), удовлетворяющее, кроме (93), еще и
уравнению

т.

ь=о

где Р (х, у, у') — не равный тождественно нулю много-
член относительно х,у,у', a Ph(x, у, у') — однородные,
измерения к, многочлены относительно у и у'. Много-
член Р(х,у,у') можно без нарушения общности предпо-
лагать неприводимым и считать, что Рт(х, у, у')фО,
/?г>-1. Нетрудно заметить, что у' должно входить в
Р (х, у, у'). В противном случае уравнение (94) показы-
вало бы, что у — алгебраическая функция. Но тогда у
на бесконечности разлагалось бы в ряд по рациональ-
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ным, с одним и тем же знаменателем, убывающим сте-
пеням х. Легко видеть, что любое такое разложение,
будучи подставлено вместо у в (93), не может обратить
левую часть тождественно в нуль, так как его единствен-
ный старший член останется единственным после диф-
ференцирований и в левой части (93). Поэтому у ие
может быть алгебраической функцией и у' входит в
Р(х,у,у'). Из неприводимости и последнего рассужде-
ния следует, что любой другой многочлен R(x,y,y'),
обращающийся тождественно в нуль при подстановке
в пего выбранного нами решения у уравнения (93), дол-
жен нацело, алгебраически, как многочлен от х, у, у',
делиться на Р (х, у, у'). В противном случае можно было
бы из двух уравнений исключить у' и мы опять приш-
ли бы к тому, что у — алгебраическая функция. Продиф-
ференцируем по х уравнение (94) и воспользуемся урав-
нением (93). Мы получим новое уравнение

ЭР . ЭР , ЭР

-2 {£+$»'-£
причем, очевидно, к-й член суммы опять будет однород-
ным относительно у' а у многочленом измерения к. Так
как уравнение (95) опять дает алгебраическую связь
между у, у', х, то его левая часть должна делиться
на Р{х,у,у'), причем, так как степени обоих многочле-
нов относительно совокупности у и у' одинаковы, их от-
ношение должно зависеть только от х и, как легко ви-
деть, должно иметь вид а-\ \-— , где а, Ь и с постоян-
ные. Более того, так как измерения членов сумм в (94)
и (95) одинаковы при одном и том же к, то для
Рт(х> У> У')фО мы будем иметь тождество по перемен-
ным х, у, у'

дх ^ ду У ду'
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Н о л е в а я ч а с т ь ( 9 6 ) , т а к к а к (96) т о ж д е с т в о п о х, у, у',
dP (x)есть при любом решении у уравнения (93) 'IL^L

Поэтому

dx " V. ^ х ^ х* ) Гт\х> У> У )>

если у — любое решение (93) и после интеграции

~*, (97)

где 6 — постоянная, зависящая только от выбранного ре-
шения у. Пусть ?/х и у2 — два любых линейно независи-
мых решения уравнения (93). Полагая у ~t1yl-\-t2y2

и подставляя в уравнение (97), мы получаем, что
0 = 6(г1( £2) должна быть однородным многочленом изме-
рения т от t1 и t2, так как таким многочленом является

левая часть (97). Но тогда 6 (tlt t2) = t™0 ( — ^ , откуда

следует, что tx и t.2 можно выбрать в совокупности от-
личными от нуля и такими, чтобы 0 (t[, t'z) обращалась
в нуль. Для выбранного, таким образом, решения
у0 = t\yt -f- t'iy^ мы получаем уравиепие

(98)

v'vгде t=— и R(x, t) — многочлен, так как Р (х, у, у')
Уо

однородный относительно у, у' многочлен. Так как j/J '=4=0,
то уравнение (98) показывает, что t — алгебраическая
функция х. Нетрудно показать, что t удовлетворяет
уравнению первого порядка. Действительно, пользуясь
уравнением (93), мы будем иметь уравнение

dt v"v v'2 7 у'оУо +(1-^)Уо + Уо*

или

-̂{ + -
dx ' х

(100)
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Так как t есть алгебраическая функция х, то при боль-
ших значениях х t должно разлагаться в ряд по убы-
вающим, целым или рациональным, с одним и тем же
знаменателем, степеням х,

Подставляя это разложение в (100), мы должны полу-
чить в левой его части тождественный нуль. Так
как в (100) есть t2, то а„<0, а ввиду присутствия 1,
а0 > 0. Поэтому, сравнивая нулевые степени х, мы
получаем, что ajj + l = O, или ao=±i. Следующими
по величине степенями х в левой части (100) будут аох~1

и 2a0a1x
ai. Так как остальные степени меньше, то аг= — 1

и а0 (1 + 2^) = 0 . Отсюда ах=—^ . Далее, если мы до-
пустим, что все ah, k=l, . . . , п, — целые отрицательные
числа, то член 2a0an+ixa'n+l, который входит в левую
часть (100) из t2, может сократиться только со степенями £
с показателями, не превышающими an+1 и, следовательно,
вида —2, ah— I, a.h-\-a.s; 1</с<гс, 0 < s < r a . Так как все
эти показатели, по предположению, — целые отрицатель-
ные числа, то и an+1 — тоже целое отрицательное число.
Так как ao = O, a j^=—1, то, по индукции, мы можем
утверждать, что все ak, /с>1 — целые отрицательные
числа. Отсюда следует, что

другими словами, что t = t(x) регулярна в бесконечности.
Так как особыми точками уравнения (93), как нетрудно

видеть, могут быть только точки 0 и оо, то t = — не
Уа

может иметь точек ветвления нигде, кроме 0 и оо. Но
мы доказали, что в бесконечности t (x) регулярна и, значит,
она и в нуле не может иметь точки ветвления. Но алге-
браическая функция без точек ветвления должна быть
рациональной и, значит, t (х) — рациональная функциях.
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Поэтому t (х) при х=0 может быть разложена в ряд
Лорана; другими словами,

со

' = 2 Chx\
h = — rn

Вставляя это разложение в уравнение (100) и приводя
подобные члены, мы сразу, из-за присутствия t2, получаем,
что лг<1 и, из-за члена — \х~2, что т = \ и — C _ i +
-\-C-i + С_! — Х2 = 0. Отсюда C_i = ± X. Легко видеть,
делая подстановку

у = (х — хо)
ту1(х), х0ф0, у1(х0)ф0,

гД е yi(x) регулярна в точке х0, в уравнение (93), что
полюса в этой точке у решения не может быть, а нуль у0

не может быть порядка выше единицы. Поэтому полюса

рациональной функции t (х) = — будут всегда полюсами

первого порядка с вычетами 1. Так как мы уже знаем
вид t (x) вначале, то мы имеем право записать теперь
t (x) в форме

где xh не равны нулю и различны. Пользуясь этим видом
t(x), мы можем записать ее разложение на бесконечности
в форме

Сравнивая полученное значение аг с ранее найденным,
мы видим, что X должно удовлетворять условию

2т —

где т — целое число. Но по условию это невозможно.
Значит, и соотношение (94) также невозможно.
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Пользуясь полученными результатами, мы можем
доказать лемму VIII.

Л е м м а VIII. Пусть у0 и ух будут любые два
линейно независимых решения уравнения (93) и X не равно
половине нечетного числа. Тогда не существует алгебраи-
ческого соотношения между х, у0, у'о и ух.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное, т. с. что
имеет место соотношение

Р (х, ус, у'о, Уд = / (*. Уо, г/о) у\ + • • • = 0, (102)

где Р (хх, х2, х3, хА) — многочлен относительно хг, х2, xs, xit

a f(x, y0, у'о) — коэффициент при старшей степени у1У

входящей в Р{х,уо,у'ъ,уд. Функция f{x,yo,y'u), конеч-
но, многочлен. Число п^\, так как в противном случае
соотношение (102) было бы алгебраическим соотноше-
нием между х, у0, у'о, невозможность которого доказана
выше. Мы предположим также, что Р (хи х2, х3, ж4) —
неприводимый многочлен. Если бы Р (xlt . . ., ж4) был
произведением более чем одного неприводимого множи-
теля, то, приравнивая нулю какой-то из них, мы
получили бы для х, у0, у'о, >у: соотношение типа (102)
с неприводимым Р. Поэтому, если R (х, у0, уо, 2/i) = 0 —
любое другое алгебраическое соотношение между х, у0,
у'о, yv то многочлен В (xlt x2, х3, хА) должен делиться
на Р (х1У х2, х3, ж4). В противном случае мы могли бы
из двух соотношений исключить у1 и получить алгебраи-
ческое соотношение между х, у0, у'о, что невозможно.
Дифференцируя (102) по х, получаем:

Но между у0 и у1г так как они линейно независимы
и являются решениями линейного уравнения (93), по
теореме Лиувилля существует зависимость

УоУ1-У1У'о-=~, афО, (103)

откуда
dP _
dx ~
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причем левая часть есть опять многочлен степени п
относительно у1 типа у'о Р (х, yQ, у'о, уг), так как во всех

1 ,элементах левой части можно у$ заменить у о —&'
/ Х2\

— ( 1—a J 2/о- Т а к как левая часть (104), умноженная

на у0, должна нацело делиться на Р, то мы можем записать
тождественное в х, у0, у'о, у1 соотношение

УоУ 7 Уо

где, если у0, у1 решения (93), то Р' и /' будут произ-
водными по х. Но так как это тождество, то оно будет
верным, каковы бы ни были линейно независимые реше-
ния у0, у1 (93), так как тогда будет иметь место (103),
причем наше тождество от а не зависит. Поэтому,
заменяя в (105) у1 на У\Л-°Уо, где о —произвольная
постоянная, и интегрируя, мы будем иметь, что

Р{х, Уо, Уо, 2/1 + а2/0) = Т(°)/(а;> Уо, Уо)Уо,

где f (о)—многочлен с постоянными коэффициентами
степени п относительно о. Если продЕффереицпровать
это соотношение по о и положить о = 0, то мы получим,
что

где С1 — постоянная и следующие члены в скобках имеют
относительно ух степени не выше п—2. Но, как мы уже
знаем, левая часть (106) должна как многочлен от х, у0,
Уо, У\ Делиться на Р(х, у0, у'о, у^), что невозможно, так
как степень левой части (106) не больше п— 1 (степень Р
по отношению к у1 равна п > 1 ) . Поэтому в левой части
все коэффициенты при у™~1, у\~г у1 должны быть
равны нулю. Но так как равенство f(x, yQ, у'о) = О, по
доказанному, невозможно, то мы заключаем из (106),
что и = 1 . Поэтому Р(х, у0, у'о, уг) должен быть первой
степени относительно ylt откуда

,. _ Ул (д, Уо, Уо)
и2 \х, У а, У о)



112 ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЗНАЧЕНИИ ФУНКЦИИ [ГЛ. II

где иг и U2 — многочлены относительно х, у0, уо, не
имеющие общих делителей. Подставляя это представ-
ление у1 в уравнение (103), мы получаем в силу (93)
соотношение

(107)

Это равенство, так как нетривиальное соотношение
между х, у0, у'о невозможно, должно быть тождеством
по переменным х, у0, у'о. Пусть d1 будет наибольшая
сумма показателей членов у1гу'™г, пх^пг~йх, действи-
тельно входящих в Uг, a d2 — в U2- Соберем все члены
степени d1, входящие в Ult и все члены степени dv

входящие в U2, и обозначим их суммы V1 и V2- Назовем

d =размерностью рациональной функции -=- разность

~d1 — d2. Тогда, очевидно, размерность функции =Д — =̂

будет меньше d. Положив также W'= ~ , мы видим
V 2

что W будет отношением однородных относительно у0 и
многочленов, причем размерность W есть d. Так как

( 1 0 8 )

то благодаря однородности (93) после замены y'd = у'о —

— ( 1 ) Уо> измерение W, как отношения однородных
п о Уо> Уо многочленов, остается равным d, а размерность
другого слагаемого в (108) меньше d. Так как правая
часть тождества (107) имеет нулевую размерность,
член yJV' — y'oW B левой части имеет размерность с?-}-1,
а размерность оставшихся членов меньше с?-}-1,тос?-г1>0.
В противном случае (107) не могло бы быть тождеством.
Если d-\-i > 0, то член в левой части (107), y$V' — y'oW,
не может сократиться ни с каким другим, будучи отно-
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шсшюм однородных многочленов и имея высшую размер-
ность. Отсюда следует, что yo\V — y'0W -- 0 или W = Cy0,
где С —постоянная. Так как, в силу невозможности
алгебраических соотношении между х, у0, т/о» W — Cy0—
тождество в х, у0, г/о, то в этом случае размерность W
есть 1. Если же d-'rl = 0, то, по тем же соображениям,

y0W'-y'0W=--±, афО, (109)
X

причем это тождество в переменных х, у0, у', a W — отно-
шение однородных относительно у0, ?/о многочленов
и размерность W есть (/——!. Заметим, что первый
случай, когда d = l , приводится заменен], что всегда
возможно, ух па У\—Суа ко второму случаю. Итак, всегда
существует фупкция W размерности а?= — 1, обладающая
высказанными выше свойствами и тождественно в пере-
менных х, у0, у'о удовлетворяющая (109). Но, что крайне
легко проверить, если W удовлетворяет (109), то W есть
линейно независимое с у0 решение (98). Так как (109) —
тождество в переменных х, у0, т/о и W остается производ-
ной по х от W при замене уа на любое другое реше-
ние (93), то (109) остается в силе при замене у0 па любое
другое решение (93). Заменяя у0 на tozo •',- t-^z-,, где z0 и zx —
любые линейно независимые решения (93), a t{), tt --
постоянные, мы можем теперь утверждать, что

W=--W(x, ^Zo-i-^zj, « o Z o - l - M D ^ ^ o - ' - J ^ i , (HO)

где 7'0 и ^ — некоторые постоянные, зависящие только
от tn и tj, так кат; W есть peuienue (93), a z0 и zx

линейно независимы. Вычисляя выражения I'Fzo—W'z0

и H^zS—W'z1 путем замены в них W на TgZg+TiZ^^
и пользуясь соотношением (103), мы будем иметь соот-
ношения

Wz[ - VF% = ^ 71!, IFzo - Wz0 -= - °̂ Гп,

где С п — не зависящая от t0 и ^ постоянная. Эти соот-
ношения показывают, что То и Tj суть однородные рацио-
нальные функции t0 и 1г размерности—1- Поэтому мож-
но найтп такие значения t0 и tr, отличные от пуля в сово-
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купности и конечные, что хотя бы одно из чисел Т1 или
Т2 обратится в бесконечность. Но тогда из (110) и
линейной независимости z0 и z1 уже следует, что

где W1 — рациональная однородная функция z2, z'2 раз-
мерности 1. Но подобпое алгебраическое соотношение,
как было уже доказано, невозможно, и тем самым дока-
зана невозможность соотношения (102).

Для доказательства алгебраической независимости
в любом конечном алгебраическом поле чисел Кл (а)
и К'х (а) при а Ф 0 алгебраическом и рациональном
, , 2ге — 1
к ф —г— , где п — целое, достаточно доказать, что система
^-функций

нормальна при любом iV. Это прямое следствие основ-
ной теоремы, так itaK f1 (z) и /2 (z) образуют решение
системы (92).

Полагая Fhtq{z)~f\(z)f\~h{z), беря производную
от Ffrtq(z) и пользуясь системой (92), мы получаем
уравнения

А = 0, 1, ...,<?, ( I l l )

где условимся считать i^-i, g = -fq+i,g = 0. Решением этой
линейной системы является совокупность q + 1 функций
FOi q FQi q. Совокупность таких систем при 9 = 0 , 1, ...
...,N имеет решением совокупность функций Fk<q(z),

0<&<<7, Q^Cq^CN, число которых (АЛГ = ^ -w - .

Мы видим, что система линейных дифференциальных
уравнений для рм функций распалась на iV+ 1 прими-
тивных систем (111). Если мы положим, что матрица
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фундаментальной системы решений системы (111) будет
состоять из элементов Uh,s,q(z), 0<&<<?, 0<s<^r, то
доказательство нормальности системы наших |j.w функций
Fh, q (z) будет заключаться в доказательстве невозмож-
ности соотношения

N q q

g=0 ft = 0 s=0

где Pk>q(x)—отличные от нуля в совокупности много-
члены, a CSj q — постоянные, также отличные от нуля
в совокупности. Допустим, что соотношение (112) имеет
место. Так как функции f1 (z) и /2 (z) удовлетворяют
системе (92), то, заменяя /i(z) на V, a /2(z) iraF', где V
есть любое решение уравнения

(113)

мы видим, что функции Fh,q = VnV'q~k, 0</г<<7 опять
являются решением системы (111). Полагая V = t0V0-{-
+ t1V1, где Vo и V± — линейно независимые решения (113),
a t0, t1 — постоянные, мы можем определить </ + 1 функ-
ций Uh,s>q(z) соотношениями, тождественными по t0, t1

(114)

То, что функции Uhts,qi 0<;A<(/, образуют решение
системы (111), следует из возможности s-кратного диф-
ференцирования V (V')q~ по ^0 и возможности после
этого положить го==0, ^ = 1 . Такие действия с системой
функций V (V')q~ , к — 0, 1, . . . , q, в силу линейно-
сти (111) приводят к системе функций, которая опять
является решением (111). Линейная независимость q-\-\
р е ш е н и й U0>Siq, Uii s, q, . . ., Uq, e> q п р и s=O,l,...,q

следует хотя бы из того, что любое линейное с по-
стоянными коэффициентами соотношение между Uq,s,q =
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— si f —sU Vffl'i S' 0 < ^ < 9 i привело бы к алгебраиче-

скому уравнению для —. Это же невозможно

в силу линейной независимости Vo и Vx.
Положим

\
Тогда уп и уг будут два линейно независимых реше-

ния уравнения (93) и, кроме того,

^г, (И5)

где а —постоянная, а ф 0. Делая простые преобразования,
мы также получим, что

в силу (115), откуда уже следует, что

Отсюда следует, что xtte+VyQ-bUk, s<q{x) есть многочлен

относительно у0, у'о, у± и хг , если X = — . Умножая ле-

вую часть (112) на г/^жЛ7(р+1), предполагая, естественно,

что не все произведения Pki QCs> q—-0 и вставляя вместо

Uu,s,q{x) их значения из (116), мы получаем соотноше-

ние между х т, у0, у'о, ух. Если при этом левая часть (112)

не будет тождественным нулем по переменным хг , у0.
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1 I

у'о, г/1; то, вставляя вместо хт произведение щхг ,
где u)ft корень г-ж степени из единицы, шх = 1, и пе-
ремножая полученные при к =1,2, ...,г выражения,
мы приходим к нетривиальной алгебраической связи
между х, у0, у'о, ylt что невозможно по лемме VIII. Итак,
левая часть (112) после подстановки вместо Uk,s,q

 и х

значений должна быть тождественным нулем в перемен-
ных х, у0, г/0, ух. Допустим теперь, что все произведения
Ph,qCs,q = 0 для к, s; 1<A<(/, l<s<<7 и q~?i +
+ 1, ...,N.

Определим тенерь из соотношения (116) вид U^: Si n (x).
Мы будем иметь, что

Вставляя эти выражения в левую часть (112) и собирая
в ней все члены степени п по отношению к совокупно-
сти переменных г/0, г/0, уг, мы получим, что их сумма
должна быть тождественным нулем, так как (112) есть
тождество по всем входящим в него переменным и члены
одной степени относительно переменных у0, у'о, ух не могут
интерферировать с членами других степеней. Мы полу-
чили, таким образом, тождество

k = 0 s-0

в переменных — и —. Отсюда уже непосредственно сле-

дует, что

Ph, n {x) CS: п — 0 при 0<А;<и, 0 < s < « .

Итак, мы доказали, что соотношение (112) не может
иметь места, если хотя бы одно из произведений
Cs, qPh, q (#) ОТЛИЧНО ОТ нуЛЯ.

Этим доказана нормальность системы ^-функций
Fk,q(z), 0<&<:<7, 0 < ( / < Л г , нри любом N, откуда уже
следует па основании основной теоремы этого параграфа,
что числа Кл (а) и К'л (а) алгебраически независимы
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в любом конечном алгебраическом поле и, в частности
трансцевдентны, если а =,= 0 алгебраическое, а X рацио-
нально и не равно половине нечетного числа или отри-
цательному целому числу. Таким же путем можно дока-
зать, что 2т чисел

К, ( а , ) , К', {а.,), ...,КЛ ( * , „ ) , К\ ( а т )

при аг, я2, . . ., а„, различных, не равных пулю и алге-
браических, п /. рациональном, но не равном половине
нечетного числа, алгебраически независимы в любом
конечном алгебраическом ноле. Отметим, что доказа-
тельство нормальности системы .Ё-функцпй представляет
большие трудности, если эти функции являются произ-
ведениями степеней некоторой функции и ее производ-
ных, причем основная функция удовлетворяет линейному
дифференциальному уравнению с полиномиальными
коэффициентами степени выше второй.

§ 5. Вопросы трансцендентности н алгебраической
независимости в рациональном поле чисел, заданных

бесконечными рядами или являющихся корнями
алгебраических или трансцендентных уравнений

Будем говорить, что число TJ алгебраически ие выра-
жается через числа a l t а.,, . . ., хп, если между числами TJ,
а ъ а2, . . ., ап нет алгебраических соотношений в рацио-
нальном поле. Введя понятие алгебраической невыра-
жаемости, Д. Д. Мордухай-Болтовекой впервые поставил
вопрос о признаках, позволяющих судить об алгебраиче-
ской невыражаемости числа г, через числа ах, а2, . . ., ап

но характеру приближения числа TJ рациональными дро-
бями или, более общо, алгебраическими числами. Усло-
вимся, что (в последующем изложении это относится
ко всему параграфу) Р (х, у1, .. ., уп) всегда будет мно-
гочленом с целыми рациональными коэффициентами,
неприводимым в рациональном поле и действительно
содержащим х и хотя бы одно у. Д. Д. Мордухай-Бол-
товской [1, 2] доказал следующие две теоремы об алгеб-
раической невыражаемости.
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Если т] —корень уравнения

Р (г P°-I р'хп\ — о (\\1\
i {£, е L, . . .. е п) — и, \LL ')

где лг, а2, . . . , а(1 —алгебраические числа, линейно неза-
висимые в рациональном поле, или т; —корень уравне-
ния

Р{х,Ыа)=0, (118)

где а Ф 0, 1 алгебраическое, то существует целое число
v > 0 такое, что при q > q0 будет выполняться неравен-
ство

I

где р и q — целые рациональные числа, а ч не зависит
от р и д. Обе теоремы обобщаются также на случай
аппроксимации числа т) алгебраическими числами.

Невыполнение неравенства (119) и является условием
иевыражаемости числа TJ через числа exi, е*2, . . ., е а" или
число In а. В основе доказательства приведенных теорем
лежит тождество Ш. Эрмита и теорема о конечном при-
ращении функции.

Неравенство (119) в этих теоремах может быть зна-
чительно улучшено с номощыо более ноздпих оценок
меры трансцендентности соответствующих чисел. Из нера-
венств (48) и (49) § 2 почти непосредственно следует,
что неравенство (119) в теоремах Д. Д. Мордухай-Бол-
товского можно заменить неравенством

1
(120)

Из этого последнего неравенства следует, что числа
Лиувилля не выражаются алгебраически через e'i, . . ., е'Хп

или In а. Примером такого числа может служить число

Определение чисел Лиувилля было дано в § 2 (опреде-
ление (47)).
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Д. Д. Мордухай-Болтовской дает н некоторые обобще-
ния вышеприведенных теорем.

Можно дать, пользуясь различными неравенствами
для меры трансцендентности различных чисел, и другие
признаки алгебраической непыражаемости чисел.

Пусть 7j будет некоторым действительным числом,
р п д, (р, q) = 1, —целыми рациональными, а о (t) —моно-
тонно растущей положительной функцией t. Допустим,
что для числа rt выполняется условие

mm In г, —— |
,. In Ф (Я, 1, г,) .. (jo<4 ?o I , . „ . ,
lim , ' " — lim n — — oo . (121)

Если cs (q) — h\ q [In In r/];-, ). > 2, то т( алгебраически не
выражается через а^, а если ср (</);= [In q]x, i* > 2, то т] не

выражается и через ^-? при а и р алгебраических. Это

является щ)ямым следствием неравенств (116), (117) гл. 111.
Если ср(</) = 1и(/, другими словами, к] будет числом
Лнувилля, то т] не выран^ается алгебраически через
/ 0 ( а ) , /о(а)> г ^ е / 0 (ж) — цилиндрические функции,
а а — алгебраическое число. Это прямое следствие нера-
венства (43) § 2.

Наконец, если lim n c f — со, то, как доказал

Д. Д. Мордухап-Болтовской [6], число rt не может быть
корнем ypaBiieiiiui

Р(х, а*, . . . , а * ) = 0 , (122)

где о х, Яо, . . . . а, г—алгебраические числа. Он доказал

существование такого целого v > 0, что > 'т\——
Я

я
'"1

Это можно получить с помощью леммы 1 § 2.
В топ же работе Д. Д. Мордухай-Болтовскои утвер-

ждает, что теорема имеет место и тогда, когда а будут,
более общо, корнями уравнений типа (118) при одном и том
же In а. Действительно, подсчет показывает, что из не-
равенства (51) § 2, верного при любых п и //, следуют
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для т] неравенство

г,—
р ехр [ — q3n hi3 q],
Я

где п — число показательных функций в уравнении (122)
и д> д0.

Наконец, Д. Д. Мордухай-Болтовской ввел понятие
и доказал существование гинертрансцендентных чисел.

Будем называть просто трансцендентным числом
трансцендентное значение, при алгебраическом значении
аргумента, всякой функции F (х), которая является ре-
шением любого алгебраического дифференциального урав-
нения с постоянными и целыми коэффициентами, опре-
деляющейся алгебраическими начальными данными.
Гипертрансцендентными числами назовем все остальные
комплексные числа. Существование гипертрансцепдентных
чисел есть следствие счетности множества чисел просто
трансцендентных и несчетности множества всех действи-
тельных или комплексных чисел.

Отметим еще, что трансцендентность корней уравне-
ния при алгебраических и линейно независимых аг, а2,, , .
. . ., а„,

есть следствие общей теоремы Липдемана.
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АРИФМЕТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МНОЖЕСТВА ЗНА-
ЧЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ПРИ АРГУ-
МЕНТЕ, ПРОБЕГАЮЩЕМ ТОЧКИ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО

ПОЛЯ, И ПРОБЛЕМЫ ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТИ

§ 1. Целочпсленность аналитических функций

Между ростом целой аналитической функции и ариф-
метической природой со значений при аргументе, прини-
мающем значения из данного алгебраического поля,
существует весьма существенная связь. Если мы пред-
положим, что значения функции также принадлежат
при этом к какому-нибудь определенному алгебраическо-
му пслю, причем все сопряженные каждого значепия
н этом поле не будут слишком быстро расти, то это
сразу накладывает ограничение на рост функции снизу,
другими словами, он не может быть слишком мал. Это
обстоятельство и его аналоги для мороморфных функций
могут быть с успехом использованы для решения проб-
лемы трансцендентности. Первой теоремой, относящейся
к связи между ростом и арифметикой значений функции,
была теорема Г. Полна [1], Он доказал, что если целая
аналитическая функция принимает целые значения при
целых рациональных и положительных значениях аргу-
мента, а рост ее ограничен неравенством

то она должна быть многочленом. Из дальнейших резуль-
татов в этом направлении, ряд из которых принадлежит
и автору этой книги, мы приведем только одну общую
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теорему, которой и ограничимся, так как эти вопросы
непосредственно не входят в тему книги.

Предположим, что значения целой аналитической
функции при аргументе, пробегающем некоторое счетное
множество Е, принадлежат к конечному алгебраическому
полю. Тогда нет даже необходимости предполагать, что
множество Е само, например, состоит из всех целых
чисел конечного алгебраического поля, для того чтобы
на рост целой функции накладывались определенные
ограничения, невыполнение которых влечет принадлеж-
ность функции к тому нлн иному подклассу класса
целых функций. Для этого достаточно предположить,
что Е обладает некоторыми групповыми структурными
свойствами. Пусть максимум модуля целой функции
будет М (г), а множество Е имеет только одну предель-
ную точку в бесконечности. Будем называть целую функ-
цию / (z) нормально целочисленной, если значения / (z)
при z £ Е будуг целыми числами алгебраического поля К
степени v и если при этом из а£Е, при любом 8 > 0
и Со, не зависящем от а, вытекает

Число v будем называть степенью целочисленности / (z).
Предположим также, что множество Е состоит из всех
сумм вида ah -f- Ps, где ak, | ah j < | afe+11, к = 0, 1,. . ., — точки
счетного множества Elt a (3h, [ §h | < | P,1+i|, — точки счетно-
го множества Е2, и введем в рассмотрение функции
Лг

1(г), Nz(r) и N(r), положив

N(r)=min[N1(r), Лг

2 (/•)]•

Будем называть N (г) аддитивной плотностью множе-
ства Е. Заметим, что множества Ех и Е2 могут и сов-
падать. Тогда может быть доказана теорема. '

Т е о р е м а I. Если целая функция / (z) с максиму-
мом модуля М (г) нормально целочисленна на множест-
ве Е, Е = i?! -f- Е2, с аддитивной плотностью N (г), ее
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значения на Е принадлежат полю К степени v, то можно

указать такие два числа 6 и X, например, 6 > 2-J-J/2 и

К < н- In -—2Й „—, v степень целочисленности, что при

выполнении неравенства

In M (Or) < IN (r) (3)

/ (z) должна быть решением функционального уравнения
т

2 A / ( z + P f t ) = 0 , m > l , (4)
ft=0

где Аъ А2, ..., Ат — алгебраические числа поля К, в сово-
купности отличные от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В дальнейших рассуждениях
числа аъ а2, . . . будут постоянными, не зависящими от р,
действительное число р > 0 мы будем предполагать до-
статочно большим, а величину его определим в даль-
нейшем.

Рассмотрим вспомогательную функцию F (z)

(5)

По лемме II § 2 гл. II числа Ak, 0^.к <^п, можно вы-
брать целыми алгебраическими числами поля К, в сово-
купности отличными от нуля, так, чтобы выполнялось
m-j-1 равенств

i?K)=0, 0<&<m, « = [ £ = ! ] , (6)
и n-\-i неравенств

\Ah\ < аоп[М (2Р)}1+\ 0<А<«, (7)

при любом фиксированном 8 > 0 и а0, зависящем только
от S. Действительно, так как |aft-f [3s[<;2p при к^Сп,

и |/(a f t + Pe) I < я 0 [М (2р)]]+5 на основании неравен-
ства (1), то наше утверждение непосредственно следует
из леммы II вследствие того, что F(ah), 0<й:<7/г, явля-
ются линейными формами относительно Ah.
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Выберем теперь число 0 < 5 < 1 в условии (1) и а > О,
удовлетворяющими неравенствам

что возможно, так как 0 и X удовлетворяют условиям
нашей теоремы.

Так как целая функция F (z) имеет нули в точках
ak, 0<A;<;m, то, воспользовавшись известными свойства-
ми функций Бляшке, по принципу максимума мы будем
иметь, что при jz [•</?, i?=(S — 1)р,

откуда, если [ z| < p t = (I-j-e) р, следует вследствие (3)
неравенство

Но из условий (1) и неравенств (7)
неравенства

(10)

следуют

a0N(p)[M __

< a4./V2 (p) [M (2p) M (pi + p)] 1 + 5, (11)

где а4 не зависит ни от рх ни от р, или при Pi = ( l + e ) p

F (aft) | < a4iV
2 (p) {Ж [(2+ e) p]}2+2S<

-21n7V(p)]. (12)

Так как все числа F (afe), по предположению, целые
алгебраические, то, предположив, что F (aft) Ф 0 при
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каком-нибудь к, мы приходим к неравенству

v - l

К|^К)1П1^К)1' (13)
1

где произведение взято по всем v — 1 , сопряженным
с F (ak) числам. Воспользовавшись неравенствами (10) и
(12), мы получаем отсюда неравенство

1 < а 5 е х р | \2Ъ (2 + 8) —

- Т1п(?а~Т(2+Т)£ ] N (P)

где ав = а2а^~1. Но D силу неравенств (8) при TV (p)
стоит отрицательный коэффициент. Значит, при р > р0 и
] a h ] < ( l + e ) p правая часть неравенства (14) станет
меньше 1. Поэтому при р > р0

Но чисел a.h, по модулю не превосходящих р1? не меньше,
чем N (р,) — TV [(I + e ) р]. Воспользовавшись опять нера-
венством (9) при т = т1 = N (рх) и положив р 2 = (1 + s ) p l5

мы получим, что при | z | < l p 2 , i ? = ( 0 — 1)р а имеет место
неравенство

\F(z)\< a ^ ( P l ) [М (flPl

< а3 ехр { [l (2 + 8) - In (\^l^~ ] N (Pl) + 2 In TV (Pl) } .

(15)

Далее, при | ak [ < p2 будет, очевидно, иметь место нера-
венство (12), с заменой в нем р на p v Отсюда, восполь-
зовавшись неравенством (13) при предположении, что
F (<zfe) Ф 0 для какого-нибудь к, j a f e | < p 2 , мы получаем
опять неравенство (14) с заменой в нем р на рх. Но
Pi > Р > Ро> откуда следует опять, что

= 0, K
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Продолжая этот процесс накопления нулей F (z) неогра-
ниченно, что возможно, так как постоянные в наших
неравенствах не зависят от р и рг, мы приходим к тому,
что F (ak) = О для всех к = О, 1, . . . , так как рп = (1 -\- s)n р.
Но

\ F ( z ) \ < C ( p ) M ( r + P), \z\ = r.

Поэтому, воспользовавшись опять функциями Бляшке
и положив R=(B— 1)г, где г сколь угодно велико, мы
получаем при | z | < l , что

F(z)\<C(P)M(R + p)J[ ?1?--к\ <

откуда уже следует, что

l n | F ( z ) | < In M (Or) - I n ( O - l - y

Это последнее неравенство, в котором г можно брать
сколь угодно большим, показывает, так как по услови-
ям теоремы \ < In (6— 1), что

F(z) = 0.

Этим наша теорема доказана. Заметим, что границы для
величин постоянных 0 и X могут быть улучшены.

По теореме Шюрера, если целая функция / (z) первого
порядка минимального типа есть решение уравнения (4),
то / (z) должна быть многочленом, а если /(z) — функ-
ция первого порядка и нормального типа, то / (z) должна
быть конечной суммой произведений многочленов на
показательные функции х ) .

Следовательно, всякая целая функция, растущая не
скорее показательной и удовлетворяющая условиям

J) См., например, А. О. Г е л ь ф о н д, Исчисление конечных
разностей, 1952 г., стр. 290, теорема VIII.
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нашей теоремы, должна принадлежать или к классу
многочленов или к классу линейных форм от показа-
тельных функций с полиномиальными коэффициентами.
Кроме того, если мы сделаем какие-либо арифметические
предположения относительно арифметической природы
чисел ak и f!3, то при известных предположениях / (z)
может быть только постоянной. Приведенная теорема
показывает, что предооложенде об алгебраичности значе-
ний аналитической функции, в частности целой функции,
при аргументе, пробегающем значения, принадлежащие
множеству, обладающему простейшим структурным свой-
ством и достаточной плотностью, уже накладывает огра-
ничения на функцию /(z). Связи этого типа с успехом
можно использовать для решения проблем, относящихся
к арифметической природе чисел. Впервые подобные
связи были использованы в области проблем трансцен-
дентности автором настоящей монографии.

§ 2. Проблема Эйлера-Гильберта

Проблема трансцендентности или рациональности
логарифмов рациональных чисел при рациональном же
основании, высказанная Л. Эйлером в 1748 г., была сфор-
мулирована Д. Гильбертом в значительно более общей
форме и введена им под номером семь в число 23 проб-
лем, к которым не видно было подхода в самом конце
девятнадцатого века. Д. Гильберт высказал предполо-
жение о трансцендентности или рациональности логариф-

. мов алгебраических чисел при алгебраическом основании,
что эквивалентно предположению трансцендентности чисел
вида а&, а Ф О, 1, при алгебраическом а и алгебраическом
и иррациональном р.

В 1929 г. было дано частичное решение проблемы
Эйлера-Гильберта. Автором настоящей монографии было
доказано, что при а алгебраическом, число O.1VP, а Ф О, 1,
р > О, где р—целое рациональное, не являющееся точ-
ным квадратом, будет всегда числом трансцендентным.
Для выяснения метода доказательства вкратце проведем
доказательство трансцендентности (—1)~* — еп. Перену-
меруем все точки кольца целых чисел гауссова поля,
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другими словами, числа т -j- ni при пит целых рацио-
нальных. Нумерацию будем производить в порядке
роста модулей целых комплексных чисел, а в случае
одинаковых модулей—в порядке роста аргументов их.
Тогда мы можем записать множество целых комплексных
чисел в виде последовательности zo = O, z1( z2, . . .
Разложим целую аналитическую функцию eTCZ в интер-
поляционный ряд Ньютона с узлами интерполяции
z0, zx, .. . , zn, •. . Тогда мы будем иметь, как хорошо
известно, разложение

Ап = ~о, I — Zo) . . . (S — 2 „ ) - t J (Zfc—Zo) . . . ( z h — Z n )
fe=O

Чрезвычайно легко доказывается, что ввиду сравнительно
малого роста нашей функции и относительно большой
плотности узлов интерполяции ряд Ньютона при любом z
сходится к этой функции. Рассмотрим теперь общее
наименьшее кратное целых комплексных чисел

Воспользовавшись весьма простыми соображениями из
теории распределения простых чисел вида An + 1 и An + 3,
мы легко можем установить, что это общее наименьшее
кратное Qn удовлетворяет условиям

-s- п 1пта+О (та) о
IO — Р Г . 1 - п —РО(п) (4 7)
\ п — е > n ft — — е '• \ 1 ( /

1п, ft

В силу того, что Qn есть общее наименьшее кратное
чисел tnt ь, мы можем утверждать, что все числа Сп, h будут
целыми комплексными числами. Далее, так как eUZfe =

= e n ( m i + m 2 i ) = J-gum^ Q < mx < 2)/"A, МЫ ВИДИМ, ЧТО Q , ^

будет многочленом относительно eu степени не выше 2 ] / л
с целыми комплексными коэффициентами. Предположив
алгебраичность еп и воспользовавшись оценкой (17)



130 АРИФ11ЕТИЧ. СВОЙСТВА АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ [ГЛ. III

и леммой I § 2 гл. II, мы непосредственно получаем, что
или Ап = 0 или

\QnAn\>e-<>W. (18)

С другой стороны, рассматривая интегральное представ-
ление (16) и беря в качестве контура С окружность
| \ | = п, мы непосредственно получаем оценку

- f n In n + 0(n)
\QnAn\<e 2 . (19)

При достаточно большом п оценки (18) и (19) становятся
противоречивы, откуда следует, что Ап~ 0 при п > п0.
Но в правой части разложения (16) будет тогда стоять
многочлен, а в левой—целая трансцендентная функция eTCZ.
Итак, из предположения алгебраичпости ета следует, что
е7" должна быть многочленом. Отсюда и следует транс-
цендентность ета.

Р. О. Кузьмин [1] перенес этот метод доказательства
трансцендентности чисел, с небольшими изменениями,
на случай действительных показателей и доказал, что
при алгебраическом, не равном нулю или единице а
число а1' Р, где р > 0 — целое рациональное и не равно
квадрату целого числа, будет числом трансцендентным.

В частности, это относится к числу 2Г .
К. Зигель [4] использовал этот метод для доказатель-

ства трансцендентности хотя бы одного периода элли-
птической функции §> (г):

[r(z)]2-4r(z)-^(z)-g3, (20)
если ее инварианты g2 и g3—алгебраические числа. Для
показателей (3 алгебраических, но степени выше второй,
К. Боле [1] установил, что по крайней мере одно из
чисел аР, а?2, . . . , а$у~\ где а Ф 0, 1—алгебраическое, а
(3—корень неприводимого уравнения с целыми коэффици-
ентами степени v, будет числом трансцендентным. Дока-
зательство этого предложения было проведено тем же
методом, что и в случае квадратичной иррациональности.
Полное решение проблемы Эйлера-Гильберта было дано
автором монографии другим методом в 1934 г. [5].
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В этом новом методе прежняя интерполяционная идея
была дополнена идеей аналитико-арифметического продол-
жения. Для выяснения основных элементов этого мето-
да мы приведем схему доказательства трансцендент-
ности отношения логарифмов двух алгебраических чисел,
когда это отношение иррационально. Мы разобьем это
доказательство на ряд этапов. Пусть а и (3 будут алге-
браическими числами конечного поля К, а = In а, Ъ—- In (3,

т] = — и логарифмы пусть будут произвольными, но опре-
деленными логарифмами чисел а и (3. Пусть также целое
число N > 0 будет неограниченно велико. Предположим
также, что -ц — алгебраическое иррациональное число.

Этап п е р в ы й . Положим гх= -—=• , r2=[ln In TV],

Тогда будут существовать такие целые числа конечного
алгебраического поля К, в совокупности отличные от нуля,
Ck,i, \С^Т\<е™\ N>N0, что функция f(z), /(г)фО,

N N N N

/ (̂ ) = 2 2 С": "*a^mZ = 2 2 ^ , me< o f t+ b m) z, (21)
fc = 0 m = 0 0 0

будет иметь в точках 0, 1, .. . , г2 нули кратности ги

другими словами, что
Л' N

о о

Так как а, р и т;—алгебраические числа, то это утвер-
ждение может быть легко доказано с помощью леммы II
§ 2 гл. II.

Этап в т о р о й . Благодаря большому количеству
нулей у / (z) и интегральному представлению

5 1 С Г 6(6-1)., .(6-1-,) -К + 1 /(а) , , _.

С
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_3_

где Сг — о к р у ж н о с т ь 11 \ = N 4 , а С2 — о к р у ж н о с т ь \z\ = N,
мы легко получаем оценку при N^> 7Vt

\fis)(t)\<e 1 0 ,\t\<[V N] = rt, s < r 1 . (24)

Из этих оценок, опять с помощью леммы I § 2 гл. II,
следует, так как а, [3 и -q алгебраические, что

/00 (г) = 0; 0<г</- 4 , 0 < 5 < г 1 . (25)

Этап т р е т и й . Воспользуемся снова интегральным
представлением (23), в котором мы можем заменить г2 на
7-4, так как функция наша имеет теперь больше ну-
лей и выполняются условия (25). Оценивая с помощью это-
го нового интегрального представления /(s)(0> MI)I

получаем, что верны неравенства

e 5 , 0 < s < (7V+1)2. (26)

Из этих последних неравенств, опять с помощью леммы I
§ 2 гл. II, следует, что

N N

а-' /<*> (0) = 2 2 С»- т (к + '1m)S = 0, 0 < s < (TV + I)3. (27)
о о

Этап ч е т в е р т ы й . Так как чисел С^ т всего
(7V+1)2, то, рассматривая первые (7V+1)2 равенств (27),
мы получаем систему (7V + 1)2 однородных уравнений
с (Л^+ I) 2 неизвестными Ck, m- Определитель этой системы
есть определитель Вандермонда. Он может быть равен нулю
тогда и только тогда, когда будет иметь место равенство
ч\т1 -\-к1 = 7jm2-|- к2 хотя бы один раз. Но такое равенство
вообще невозможно, так как т\ иррационально. Значит,
определитель системы отличен от нуля и все С&_ т равны
нулю. Мы приходим к противоречию с условием выбора
Ck, m и тем самым трансцендентность числа -ц доказана.

Этап первый состоит в построении функции, являющей-
ся линейной комбинацией степеней az и (3Z, которая при
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не слишком больших целых коэффициентах имеет очень
много нулей. Это построение возможно только благодаря
алгебраичности а, р и, по предположению, -ц. Эта функция
не может быть тождественным нулем, так как ц иррацио-
нально.

Этап второй состоит в доказательстве существования
еще большего количества нулей у нашей функции, рас-
положенных в большем, чем раньше, круге. Это возможно
благодаря тому, что функция, не слишком большая
по модулю в некотором круге и имеющая там достаточно
много нулей, должна быть мала н большом по радиусу
круге. На этом этапе еще нельзя, вообще говоря, обеспе-
чить достаточную малость (N-{- I) 2 производных в начале,
из которой следовали бы условия (27).

Этап третий состоит в новом накоплении нулей нашей
функции, число которых становится достаточным для
выполнения условий (27).

Этап четвертый состоит в использовании большого
числа нулей у нашей функции в начале для доказатель-
ства, что она тождественно равна нулю. Это же невоз-
можно в силу выбора ее коэффициентов и иррациональ-
ности отношения логарифмов. Этот процесс накопления
нулей функции состоит из трех этапов. При получении
возможно более точных результатов относительно нижних
границ меры трансцендентности число этапов накопления
может неограниченно расти.

Приведем теперь полное доказательство трансцендент-
ности чисел аъ при а Ф 0, 1 алгебраическом и Ъ алгебраи-
ческом иррациональном.

Т е о р е м а II. Число аь при а алгебраическом, а ф 0, 1
и Ъ алгебраическом иррациональном трансцендентно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим обратное, именно, что
число с = аь = е Ь 1 п а , где In а есть любое, но фиксирован-
ное значение логарифма, будет алгебраическим числом.
Пусть числа а, Ь и с будут числами алгебраического
поля степени v. Положим t\ = In а и рассмотрим вспомо-
гательную функцию

4 4
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где Ak, s — любые целые числа поля К, a q > q0—любое
целое число. Пусть d> 0 — целое рациональное, причем

da, db и dc будут целыми алгебраическими и qx = \ у— .

По лемме II § 2 гл. II числа Ak,n, 0 <&<<?, O^n^q,
можно выбрать в совокупности отличными от нуля и удо-
влетворяющими двум группам соотношений:

/<">(*) = О, (29)

0<n<q. (30)

Действительно, рассматривая при целых t выражения

4 4

rrsd3i^(s) (г) = 2 2 Дк, г а " ' с " (к + b r ) s d3q2 ( 3 1)
й = 0 r=0

как линейные формы относительно (# + 1)2 переменных
4̂Й, г, полагая в лемме II § 2 гл. II /i=(^r-f-1)2, m = q1 (̂ i + l),

мы непосредственно получаем доказательство существова-
ния чисел Ak, n, удовлетворяющих соотношениям (29)
и (30), так как

| (32)

при s^Cq1, t < r̂ и C/Sj (, r, h — целые алгебраические числа.
Выбрав числа A^t n, мы выбрали, таким образом, не

равную тождественно нулю из-за иррациональности Ъ
целую функцию / (z), для которой выполняются условия
(29) и (30). В силу условий (29) мы будем иметь при

I ] < [q 2 ] = t2 интегральное представление

( \
| ; |=Д 0Г=0

где Rx= q ^, RQ = q. Оценивая интеграл в правой части
по модулю и предполагая, что s^,qlt мы получаем не-
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< e
- i « 2 In 4 + 0(42)

8 (34)

Далее, из соотношений (30) и (32) следует при s <
и целых г, 0 < г < t2, что

Так как при целых t, 0<;г<;?2> 0 < s < g 1 , числа
r.-sd3q2j(s) (I'J—целые алгебраические, то, предполагая, что
хотя бы одно /(s>(£) ф 0 при 0 < s < g 1 , 0 < t < t 2 , мы при-
ходим, в силу того, что норма целого алгебраического
числа по модулю должна быть не меньше единицы и со-
отношений (34) и (35), к неравенству

- - 2 i

Но это неравенство при q > q' не может иметь места.
Поэтому при q > q' будут иметь место равенства

где t — числа натурального ряда.
Заметим, что при действительных Ь и т] — In а равен-

ства (36) уже доказывают нашу теорему. Действительно,
в этом случае числа Аьу s также будут действительными
и /(z), что крайне легко доказать простым последователь-
ным дифференцированием, не может иметь более (q -f-1)2— 1
действительных нулей, учитывая и их кратность. Но тогда
равенства (36), так как

при q > е6, показывают, что / ( z ) ^ 0 . Это же противоре-
чит иррациональности b и характеру выбора чисел A^t s .
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Для того чтобы получить из соотношений (36) противоре-
чие в общем случае, достаточно, например, доказать,
что / (z) должна иметь в начале нуль кратности, большей,
чем (^r-fl)2. При выполнении условий (36) функция /(z)
будет в точках z = О, 1, . . . , t2 иметь нули кратности
9i + 1» откуда следует, что интегральное представление (33)
будет иметь место, если заменить t1 на t2. Произведя
эту замену в (33), положив в нем также 7 ^ = 1 , R0 = q
и оценивая по модулю правую часть (33), мы получаем
неравенство

5 5

In s + O(s)+O(«2) Г V

lg

< e 2 = e ^ (37)
при 5̂ C (^ + I) 2 .

Но из оценок (30) и (32) опять следует неравенство
9 9

I Tpedsty,) (0) | < 2 2 М*.»11 ^. о. п. * I <
ft = 0 n=0

«^ eO(g2 + s in q) <- eO(g2 щ Q) ; (33)

при s<(^r + l ) 2 . Новее числа Tj-sd3«2/(s) (0), s<3^r 2 , целые
алгебраические, откуда, если /<s) (0) /= 0 и s ( l ) 2

снова следует неравенство

1 < е 2 < е 2

Это последнее неравенство будет противоречивым, если
q>q" > q' > 10 и, значит, при </>?", /<s)(0) = 0, s = 0,
1, . . . . ( ? + 1 ) 2 - 1 , или

2 2^.»( f t + 6 n) s = 0' 0<s<( ? + l) a-l. (39)
ft=0 n=0

Система равенств (39) является линейной однородной
системой (̂  + 1)3 уравнений относительно (q -f-1)2 неиз-
вестных Ak, n- Определитель этой системы Д будет опре-
делителем Вандермонда и Д ^ О , так как к± -\- щЬ Ф к2^пф
при (&2— А;1)

2 + (/г2— /гх)
2 Ф 0 вследствие иррационально-
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сти Ъ, Значит, единственным решением системы (33) может
быть только тривиальное решение

что противоречит условию выбора Aki n, которые были
выбраны отличными от нуля в совокупности. Это про-
тиворечие и доказывает нашу теорему.

Т..Шнейдер [2], давший независимо другое, по форме
более близкое к идеям К. Зигеля доказательство этой
теоремы уже после опубликования полного решения про-
блемы Эйлера-Гильберта автором настоящей монографии,
применил вышеизложенный метод для доказательства
трансцендентности некоторых постоянных, связанных с эл-
липтическими функциями и абелевыми интегралами. Мы
приведем здесь полное доказательство одного из наиболее
интересных результатов, им полученных.

Предварительно напомним читателю некоторые не-
обходимые для дальнейшего факты из теории эллипти-
ческих функций. Если u)j и и>2 — два произвольных числа,

отношение которых — не есть действительное число, то

эллиптическая функция Вейерштрасса $ (z) определяется
равенством

Ф () + 2 [ J > ( 4 0 )
7711, 7712

где сумма взята по всем целым как положительным, так
и отрицательным значениям т1 и иг2 с пропуском
ml-\-ml = 0. Эта функция #> (z) четная двояко периодиче-
ская, с периодами ш1 и ш2, другими словами,

где кх и к2 — любые целые числа. Функция %'(z) удовле-
творяет дифференциальному уравнению

[ Г ( z ) ] 2 - 4 [чр ( z ) ] 3 - g a g> (z)-g3, (41)

тно-

( 4 2 )

где g2

 и ^з — инварианты, связанные с периодами соотно-
шениями
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где суммы опять взяты по всем целым, в совокупности
отличным от нуля значениям т1 и т2- Для функции <§> (z)
имеет место так называемая теорема сложения

где х и у — два произвольных комплексных числа. Далее,
дифференцируя (41), мы получаем важное соотношение

r(*) = 6[«>(z)]*-Ig2. (44)

Из соотношений (43) и (44) непосредственно следует,
что <(р (kz) при любом целом рациональном к есть рацио-
нальная функция от $> (z) и $?' (z), причем коэффициенты
этой рациональной функции будут многочленами с рацио-
нальными коэффициентами от g2 и g3. Известно также, что

1)=*' (?)=г
Единственными особенностями g> (z) на конечной части
плоскости будут полюса второго порядка в точках z =
= т 1 1 « 1 | и А . Если заданы инварианты g2 и g3 и дискри-
минант Д = g% — 27g% Ф 0, то существует эллиптическая
функция §* (z) с этими инвариантами. Если мы положим
ш[ = Хш1г и>2 = Хш2

 и обозначим g'2 и gg инварианты эллипти-
ческой функции §>! (z) с периодами ш̂  и ш!2, то из выше
приведенных формул будут непосредственно следовать
соотношения

-*ga, g's = \-'ga. (46)

С помощью <§> (z) определяется эллиптическая функция С (z)

z, C'(z) = -S>(z) , (47)

6
где интеграл берется по любому пути, не проходящему
через полюса ^ ( z ) . Для этой функции также имеет место
теорема сложения, именно

ЦХ).+ Ш+±ГМ£Щ\ (48)
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из которой опять непосредственно следует, что С (kz) при
любом целом рациональном к есть рациональная функция
с рациональными коэффициентами от величин C(z), g>(z),
f (z) и g2, g3.

Далее, имеют место соотношения

C(z + u)1) = C(z) + 27 l l, C(Z + U)2) = C(Z) + 2T]2! (49)

где 7]х и т]2—постоянные, связанные равенством

7 l lU)2-7 l2U)1=(-l)M- | i , (50)

где ц==0 или (л = 1 в зависимости от того, будет ли

/ - 2 > 0 или / ^ < 0 .

Все эти сведения читатель может найти в любом
курсе теории эллиптических функций, например в книге
Н. И. Ахиезера «Элементы теории эллиптических функ-
ций» .

Введем теперь в рассмотрение функцию /(z), положив

/(z)==/ l Z + /2C(z), (51)

где tx и t2—какие-либо фиксированные постоянные, не
равные одновременно нулю. На основании соотношения
(48) для / (z) опять будет иметь место теорема сложения

t%()l'S)- (52)
Из этой теоремы опять непосредственно следует, что
при любом целом рациональном к функция f(kz) есть
рациональная с рациональными коэффициентами, функ-
ция от /(z), <§> (z), g>'(z), g2, g3 и t2.

Докажем отсутствие алгебраических соотношений
между /(z) и ̂ ( z ) . Допустим обратное, именно, что имеет
место тождество по z

[/ (z)]« + Л (z) [/ (z)]»-i +...+An(z) = 0, (53)

где Ах (z), . . ., Ап (z)—рациональные функции <§> (z) и g»' (z).
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Если к1 и к2—целые рациональные числа, то из соот-
ношений (49) и (51) мы будем иметь тождества

/ (z + /CJWJ + к2ш2) ==

= / (z) + ^( V i + А2ш2) + Иг (к1Га + йа7]я). (54)

Но при не равных одновременно нулю tx и t% и любых а^,
Ш21 TJIJ т]а можно выбрать такие целые к1 и /с2, чтобы
число 6 = t1 (к1ш1 -\- А2ш2) + 2?2 (AjT]! -f- /c27j2) не равнялось
нулю. В противном случае числа tx и t2 были бы реше-
нием линейной системы уравнений

ЮЛ + 271̂ 2 =•• 0, ( V J J- 2-̂ 2̂ 2 = 0,

определитель которой в силу (50) был бы отличен от нуля
и tx, t2 обращались бы в нуль. Выбрав при заданных
tx и t2 целые числа к1 и к2 так, чтобы О Ф 0, и положив
). = AJCUJ -)- A2(u2i

 м ы в силу (54) при любом целом рацио-
нальном t будем иметь тождество

Заменяя в соотношении (53) z на zJ

r\t, мы видим,
что Ai(z), l < i < n не изменятся, так как §> (z) и §>' (z)
имеют u)j и ш2 своими периодами. Поэтому мы получаем
новое соотношение

[f{z) + t^ + A1(z)[f{z) + t^-^ .. . +An{z)=0.

Но это последнее соотношение верно при любом целом t.
Взяв конечную разность порядка п по t от его левой
части, мы приходим к равенству га!Оп = 0, что невоз-
можно, так как 6 Ф 0 по выбору кх и к2. Итак, соотно-
шение (53) невозможно.

Приведенные выше сведения о функциях <§> (z) и / (z)
позволяют доказать следующую теорему.

Т е о р е м а I I I . Если tx и t2 не равны нулю одновре-
"менно и zx ф ZCJUJJ-j- /c2u)j при кх и /с2 целых рациональных,
то хотя бы одно из шести чисел g2, g3, tlt t%, ^ (zj) и /(zj)
должно быть трансцендентным. Числа (Uj а ш2—периоды

) f) )
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим обратное, именно,
что семь чисел /

будут числами алгебраического'поля К степени v (алгеб-
раичность <$>' (zx) следует из (41)). Положим <jr=8v — 3
и zk--=sltz1, A = l, 2, . . . , </, где sft > s f t_b s 1 = = l и sft—це-
лые рациональные числа, выбранные так, чтобы zksh Ф
Ф к1ш1 -\- к2ш2 при целых рациональных кх и к2. В част-
ности, если z1 ф т1м1 -\- т2и>2 при рациональных т1 и т2,
то sk = к.

Тогда на основании теорем сложения для функций
$> (z) и / (z) мы можем утверждать, что все ?>q чисел
^(s^Zj), S0'(sfezi)> f iskzi)—также числа поля К.

Эти 'Sq чисел, а также числа tx, t2, g2 и g3, естествен-
но, не обязаны быть целыми числами поля К. Поэтому
мы выберем два отличных от нуля целых рациональных
числа а и b так, чтобы "iq + 4 числа

~а^2, a*gs, bah, ba~H2, a2g>(zft), bf(zh), a3<§>'(z,),

* = 1 , 2, . . . , q,

были целыми числами поля К. Такие числа а и Ъ всегда

можно выбрать. Но теперь, заменив шх, ш2, tx и t2 соот-

ветственно на —, — , bati, ba~xt2, мы получим, что ̂  (z),

g*'(z), /(z) и g2, g3 соответственно перейдут, в силу (46),
в a?jp(az), а3<$ (az), bf(az), aig2 и aeg3. Поэтому значения

этих новых функций при z = — будут не только алгебраи-

ческими из поля К, но и целыми алгебраическими

числами. Благодаря соотношениям (41) и (44) для

$1 (z) = а21Р (az) м ы видим также, что ^ ^ ( — j будут це-

лыми алгебраическими, а благодаря уравнению

где
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мы можем утверждать, что /j ( — ) будут также целы-

ми алгебраическими при любом s и 1 < Л < д .
Это показывает, что с самого начала мы можем счи-

тать наши Зд + 4 числа

\gi, ga, h, h; e>(zfc-), r W , f(zk); l<k<q, (55)

целыми числами поля К, так как к этому частному пред-
положению сводится общее предположение алгебраичности
этих чисел простой заменой периодов и без изменения
алгебраической природы этих чисел и числа zx. Поэтому
мы будем считать числа (55) целыми алгебраическими.

Положим

fm, n{z) = [W(z)]m U (z)]n, 0<m<N, 0<n^N, (56)

где N—любое целое число. Тогда, как мы уже видели,
из предположения, что числа (55)—целые алгебраические,
следует, что числа $ ^ (zft) и /^(z f t), а значит, и числа
f$n(zh), 1<&<<7, при любом s будут целыми алгебраи-
ческими из поля К.

Из интегрального представления

где s столь мало, что в кругах jz — z, v |^s,
нет полюсов $?(z), непосредственно следует оценка

l/g^WK^0'^, i<k<q. (58)

Условимся обозначать а число поля К, сопряженного
полю К, если а сопряжено числу а поля К. Для полу-
чения оценки чисел p-*)(zk) применим следующий прием.
Фиксируем какое-либо поле К, сопряженное К. Так как

то и число
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По инвариантам g2 и g3 вследствие Д ф О можно по-
строить эллиптическую функцию g> (z) с периодами <и{ и и>'2,
в каком-то смысле сопряженными <о1 и ш2.

Определим теперь q чисел г£, лежащих в основном
параллелограмме периодов р̂ (z), соотношениями

№ ) = «>(О. Г (z/0 = Г (zh), l<ft<g. (59)
Как известно, соотношения (59) однозначно определяют
числа Z/J, l<fc<<y, если они должны лежать в основном
параллелограмме периодов функции g> (z). Положив также

/h(z)=*i-« 28»(z) и
мы определим при данном А: однозначно /,4 (z). Но тогда
/W (z'k)=fh

s) (zj, ^(s) (Zfe) = #^~(2?J вследствие того, что
соотношения, связывающие Д8) (z) и g)(s) (z) с J(z), <§> (z)
и §>' (z), отличаются от соотношений, связывающих /(s) (z)
и S°(S) (z) с /(z), ^ (z) и ^ ' (z) , только заменой входящих
в них постоянных на сопряженные им числа из поля К.
Но тогда и

Поэтому, так как для чисел / ^ ) т п (z) справедливо инте-
гральное представление (57), а следовательно, и оценка (58),
мы и получаем, что

Напомним, что \а\ есть максимум модулей а и всех
V —1 чисел, сопряженных а, а О (N -f-s) < С (N + s),
где С не зависит от к, s, N,

Введем в рассмотрение функцию
N N

где .4т )п, 0 < т < Л г , 0 < n < TV, —целые числа поля
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в совокупности отличные от нуля, а / П ь П 2 (z) определены
соотношениями (56). По лемд1е II § 2 гл. II мы выбираем
целые в совокупности отличные от нуля числа Ani<ni

поля К так, чтобы выполнялись соотношения

- l = * - l , (62)

ПиП2\<Л(е°М. (63)

Действительно, число линейных уравнений относительно

Лщ, па есть q\ 2~ <^--^ 2 и имеют место оценки (60).

Подставляя эти данные в лемму II, мы и получаем усло-
вия (62) и (63).

Функция F (z), выбранная таким образом окончательно,
не может быть тождественным нулем, так так числа АП1, П2

отличны от нуля в совокупности п соотношение (53)
невозможно. Поэтому существует такое целое г, что

F(s) (zj = 0, l < A < g , 0 < s < 7 - - l

и

к = F^r) (zho) Ф 0, 1 < А 0 < ? -

По условиям выбора F (z) r>t. Так как

щ=0 П2 = 0

то в силу (60) и (63)

= | F(r)(zh0) < r^e0^, (64)

так как r > i > i V при N > /Vo. Но учитывая, что норма
целого алгебраического числа, не равного нулю, не мень-
ше 1, мы из (64) непосредственно получаем неравенство

Положим

[V%]'n>
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гак как /•>£. Пусть также /V столь велико, что в парал-
лелограмме с границей С, с вершинами в точках тц ,-;
; = 0, 1, / = 0, 1,

на плоскости z, где ш1 и ш2—периоды g> (z), находятся все
точки zk, l < A < g . Функция F (z) имеет особенности
только в точках к1ш1-\-к2ш2, где кх и А2—целые, причем,
так как в этих точках у <§> (z) полюса второго порядка,
а у С (z)—первого порядка, то особые точки F (z) могут
быть только полюсами порядка не выше 3/V в силу опре-
деления F (z). Поэтому и в силу определения числа г
должно иметь место интегральное представление

Г

Co

X

n

П П
q

П

n n

ГГ П (?-*!«>! ft=l

где С—периметр выше определенного параллелограмма,
а Со—окружность | z — Z}l0 ] = s, причем это е > 0 то же
самое, что и в интеграле (57). Оценим модуль инте-
грала (67). Если z—точка контура С, то

2

д

2
=—n

z —

и, наконец,
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r
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в силу периодичности <§> (z), соотношений (54) для f (z)
и неравенства 2qr > 2qt>N2. Поэтому, оценивая по моду-
лю правую часть (67), мы получаем неравенство

(68)

Но так как г>1>^ 1> т о N < V ^Чг +^Ч и> значит,

то

, . - V In r+0 (г)
X | < гг е 4

Сопоставляя это неравенство с неравенством (65), мы
получаем неравенство

i 3

Но так как g = 8v — 3 , то -j- g=2v — — > 2v— 1, что дела-

ет последнее неравенство противоречивым при достаточно

большом N, а значит, и г, так как г > 1. Это про-

тиворечие и доказывает теорему III.
Из теоремы III можно получить ряд более конкретных

следствий. Допустим, например, что при алгебраических
инвариантах g2 и g3 число ^ = Zi («I и А:2 —целые
рациональные, к\ -\-к\ Ф 0, (ки к2, 2) = 1) будет алгебраи-
ческим. Положим также tx — l, £2 = 0, где t1 и t2 входят
в f(z). Тогда в силу (45), (41) и периодичности <&'{z)
будут выполнены условия теоремы III, и мы получаем
противоречие с основным утверждением этой теоремы.
Поэтому число к1{о1-\~к2{о2(к\ + к1 ФО и ши ш2— периоды
g> (z)) при алгебраических инвариантах должно быть
трансцендентным. Отсюда уже непосредственно следует
трансцендентность периодов ши ш2 при алгебраических
инвариантах. Полагая опять t1 — 1, t2 = 0 и предполагая zx
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алгебраическим, мы получаем, что g> (zL) трансцендентно
при алгебраических g3 и g3. Полагая t1 = 0, t2=l, мы
получаем, что при любом ъх ф к1ш1-]-к2и>2, к1 и к2 — целые,
хотя бы одно из двух чисел <(р (гх) и £ (zx) должно быть
трансцендентным. Далее, Т. Шнейдер [3] доказал транс-
цендентность значений эйлеровой функции В (р, q) при
рациональных, но не целых р и q. Вышеприведенный
метод доказательства теоремы III был использован также
Д. Риччи [1] для доказательства трансцендентности чисел
вида аР при а и р , принадлежащих к различным классам
чисел типа лиувиллевских, и К. Малером для доказатель-
ства Р-адического аналога теоремы о трансцендентности
чисел вида а**.

§ 3. Вопросы меры трансцендентности и дальнейшее
развитие метода

В этом параграфе мы прежде всего покажем, каким
образом метод, изложенный в § 2, может быть исполь-
зован в проблемах меры трансцендентности. Мы подробно
разберем в качестве примера вопрос о приближении
отношения логарифмов рациональными дробями в §>-ади-
чески расширенном алгебраическом поле. Мы останавли-
ваемся специально на этом вопросе, так как возможность
или невозможность той или иной аппроксимации, в этом
смысле, отношения логарифмов рациональными дробями
соответствует разрешимости или неразрешимости в алге-
браическом поле показательных сравнений по высокой
степени простого идеала, и тем самым этот пример пока-
зывает, как аналитические методы теории трансцендентных
чисел могут быть использованы в классической теории
делимости.

Пусть Чр есть простой идеал алгебраического поля К
степени v, p — простое целое рациональное число,
N (Чр) — р", /> = Omod <(pv-t причем [л наибольшее возможное.
Если идеал $> входит в степени п в число а поля К,
другими словами, если п есть разность показателей сте-
пеней идеала <@, на которые (степени) делятся целые

а, „

числа а1 и а2, а = — i , то $>-адическои нормой числа а
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является f?~n, что записывается в виде

\a\p = f-». (69)

Целое число п, конечно, может быть и положительным,
п отрицательным, и нулем. Если пг > п2 и

то

1«2|

Далее, если

и l im rah= оо,
h-+oo

TO

lim | e f c | p = 0.
ft*oo

^-адическая норма подчиняется законам

(70)

(71)

В §>-адической метрике, благодаря (70) и (71) ряд

0» (72)

где aft — элементы поля ЛГ, будет сходящимся, причем
полученные таким образом формально элементы а, не
являющиеся, вообще говоря, числами поля К, будут
подчиняться всем законам действий над обычными ком-
плексными числами. Если мы присоединим к полю К все
элементы (72), то мы получим ^-адическое расширение
поля К, являющееся в свою очередь полем, которое мы
будем обозначать К(Чр). Элементы К (g>) называются
^-адическими числами. Среди различных классов функ-
ций от §>-адического переменного из К (g>) особый интерес
представляет класс нормальных функций, введенных
в рассмотрение К. Малером и Т. Сколемом.
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Мы будем называть / (z) нормальной функцией §>-ади-
ческого переменного z, если

/(^)= 2/**": I/J P <1. А = 0, 1 lim|/ f t |p = 0. (73)

Вследствие (72) ряд (73) будет сходиться для всякого
z, | z |р < 1. В области | z |g) < 1 ряд (73) можно интегри-
ровать и дифференцировать вследствие его равномерной
сходимости в §>-адическом смысле. Кроме того, в области
| z \а •< 1 и |/(z) |<p<l. Совершенно очевидно также, что
функция F(z), если | z o | ^ < l ,

будет нормальной. Так как

то функция

где к = 1 при g>, делящем простое нечетное, и А: = 2
при <§>, делящем 2, будет нормальной, причем она сохра-
няет алгебраические свойства показательных функций.
Совершенно так же

in(i-Pz)-= - 2 т -
1

(75)

так как < 1 , будет нормальной функцией, при-
чем алгебраические свойства логарифма сохраняются.
Если а —элемент К ($) и [ а [ р = 1 , то а = ао-\-а1,
где а0—число поля К, | а о | ^ = 1 и | ах \^ < g)-3^. По
теореме Эйлера для алгебраических полей a j = I mod $>3|%
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X = p3°v- — р О я - 1 )»} откуда

Поэтому для числа ах мы можем определить натуральный
логарифм т),

оо

т) = In в* = - ^ ( 1 ~ / с

а ) h , * = Р3'* - р ^ " 1 ) " , (76)

причем |ч) | ^ < ^ ~ 2 | А и в силу (74) e1i = aA.
Заметим теперь, что если а — любое целое число поля К

ы ( а [ < Л , то

[ > £ ] (77)
Действительно, если а^ сопряжено а, ах — а, то

1

где и — целое рациональное число. Но поэтому п не может
е „ Г V 1П ^41

делиться на J? в степени, большей -= , что и дока-

зывает наше утверждение. Далее, если хх, х2, . . . , хт ,
ж ь1р^1> 1 < А; < г 2 , — различные элементы поля К (<§>)

и нормальная функция / (z) удовлетворяет условиям

то
f(z) = [(z-x0) . . . ( z - ^ l ' x / x t z ) , (78)

где /i (z) — опять нормальная функция. Действительно,
в этом случае-

^(г-гоГх. 2
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где f1 (z) — нормальная функция, так как
оо

tg £> п{ (m—n)vm °

откуда и следует нормальность /i(z). Так как Xi Ф хк,
i Ф к, то, продолжая процесс отделения степеней линей-
ных функций, мы и придем к утверждению (78).

Наконец, если многочлен Р (z) степени ?у-2 —1 опре-
деляется условиями

I— urn -v. nlf I7Q\

— 1 , 0<A</-2

где as_ ^ — элементы К (<§>), то

1 ( z ) t (80)

причем многочлен Рх (z) — нормальная функция в том
смысле, что его коэффициенты степенного разложения
имеют §>-адические нормы, не превышающие единицы.

Запишем в явном виде интерполяционный много-
член Р (z), определяемый условиями (79). Воспользо-
вавшись формулой Эрмита х)

'
n=0 s

- Л — l ) | ( n — S ) !
X

Q l£\ — TT lz x \rt

ft-0

мы для доказательства нашего утверждения должны
определить наибольшую степень g>, на которую долж-
ны делиться все коэффициенты нормальных функций

*) См. А. О. Г е л ь ф о н д , Исчисление конечных разностей,
1952, Гостехиздат, стр. 58.
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(z — xk)-s~l Q{z). Дифференцируя, мы получаем, что

Q (*) I

_____
! — n — l ) ! ( n — s)\

( ^

Но наибольшая степень /?, на которую может делиться
П п т21

целое число, не превосходящее гг, будет р*-1пР\ Отсюда
следует, что наибольшая степень р, которая может де-

1r i [ — 1
пить AVl . . . (A—r2)

v»-2, не превосходит р L l n ' J , так как

S ' v i < ' ' i ' Далее, наибольшая степень р, делящая

[к\ (г2 — 1 — А)!]7"1, не превосходит наибольшей степени р,
делящей [?-

21]Г1) которая, как мы }гже видели выше, не
r i L p-i J

аревосходит prir2. Поэтому

0 < ?г < гх — 1;

так как 2?\r2 + rx y 1 ^ + ' ' i < 3 ^ ^ при r 2 > 4 . Отсюда

и следует непосредственно условие (80). Пользуясь сде-
ланными замечаниями, мы можем доказать теперь теоре-
му о приближении отношения логарифмов алгебраиче-
ских чисел рациональными дробями в $>-адическом смысле.

Т е о р е м а IV. Пусть а и b будут числа алгебраи-
ческого поля К, ani Ф Ьп-, п\-\-п\ ф 0, ни при каких це-
лых рациональных пг, пг и $> — простой идеал поля К,
причем N(§>) = р", p = 0mod<§>'\ Тогда если | a L = l ,
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= 1, то неравенство

|1пал — ̂ iln&A|p < g>-™o, X ^ p 3 " 1 — p(3i»-i)», (83)

0 < | / г 1 | + | И 2 |<2ЛГ, т о = [1п7ЛП, (п1 ; п 2 ) = 1 ,

где И], и2 — целые рациональные числа, не может иметь
решений при N > 7V0, причем NQ может быть эффек-
тивно вычислено как функция a, b и <§.

Заметим, что эту теорему можно доказать и при
wo = [1п2+ЕЛГ], где е > 0—любое, что потребует только
некоторых технических усложнений в доказательстве. Мы
дадим доказательство этой теоремы в терминах О(х),
так как это его упростит, а вычисление 7V0 вполне до-
ступно и при этом доказательстве, но не является необ-
ходимым для дальнейшего.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Inax — ~t]v 1пйЛ —TJ2,
где логарифмы понимаются в смысле (75), предполагая,
что [ 7]2 [jp < [ 7j2 \<p, что можно сделать, не нарушая общ-
ности доказательства, и будем считать, что неравен-
ство (83) выполняется для некоторого N > iV0, причем
значение этого iV0 мы определим в ходе доказательства
невозможности (83). Пусть также d — целое рациональ-
ное число, такое, что da'- и dhk — целые числа поля К.

Рассмотрим функцию

где Ah h —целые числа поля К, в совокупности отлич-
ные от нуля. Функция / (z) в силу линейной независи-
мости Tjj и т)2 в рациональном поле не может быть тож-
дественным нулем и будет на основании вышеизложен-
ных соображений нормальной функцией.

Введем в рассмотрение вспомогательные линейные
относительно Ak k формы

(5 )> (85)
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где п1 и п2 определены в неравенстве (83) и t — целое
число. Заметим, что из предположения [ т) 1 |м<| т)2 \а,
условия (пи п2) = 1 и неравенства (83) следует (п2, р) — 1.

2

Так как \тц\< 2N, i= 1, 2, и N < е ^ , то при 0 < s <
1

< [qt] r, 0 < ^ < r , мы, очевидно, будем иметь неравен-
ства

п1
(86)

каково бы ни было целое рациональное г !> 1, причем чис-
ла, модули которых мы этими неравенствами оцениваем,
будут целыми алгебраическими из поля К. На основа-

Г ! hнии этих неравенств мы можем, полагая ?• = ?•<>= ~т=Я >

по лемме И § 2 гл. II выбрать числа Ah ife , 0
О^^г^С?! отличными от нуля в совокупности и целыми
числами поля К, так, чтобы выполнялись условия

,( = О,

и
о(,в)

Выбрав таким образом 4 h ift , рассмотрим разности

(87)

(88)

На основании неравенства (83) мы непосредственно по-
лучаем неравенства

х
9 9

2 2
X (89)



{ S] ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ МЕТОДА 155

верные при любых целых рациональных s > 0 и t, так
так (щ, />) = 1 и | а | р = |6 |р = 1.

Пусть теперь г > 1 будет такое целое число, что

,,, = 0, 0<s<[</ 3 ] r , 0 < * < r , (90)

и ^78о,(о^Опри некоторых «0 и s0, «„</• + 1 , s o <[g 3 ] (/•+ 1).
На основании (87) г0 < г и r < ( g + l ) 2 , так как линей-
ная относительно 4fe ife система (</ + 1 ) 2 уравнений

«/o.f = 2 2 Aki.kebibi+\W =0, 0 < Z < ( g + l ) 2 - l
fei=0 ftj=0

имеет определитель, отличный от нуля вследствие линей-
ной независимости % и TJ2 В поле рациональных чисел.
Воспользовавшись условиями (90) и неравенствами (89),
мы будем иметь неравенства

m г. (91)

Построим интерполяционный многочлен Р (z), опре-
деляемый условиями

pW(Lpt)=sf)(pt), 0 < s < [ g » j r , 0 < « < r . (92)

Воспользовавшись соотношением (80), мы получаем бла-
годаря неравенствам (91) представление

Pi(z), (93)

г д е Р1 (z) — н о р м а л ь н а я ф у н к ц и я . Т а к к а к r < ( g + l ) 2 и
mo-=--[ki7N], то

13 13 __

(94)

при N > Nlt откуда следует, что при TV > УУХ

Г—°l+i
. • J P ( Z ) = / 2 1 1 J + J P 2 ( 2 ) ) ( 9 5 )
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где Р2 (z) — опять нормальная функция. Если мы положим

/1(z) = /(z)- J P(z),

то в силу условий (92) и представления (78)

= p№+i Рг (Z) + [Z (Z - р) . . . ( z _ rp))№T+i U (z), (96)

где /2 (z) и ^2 (z) — нормальные функции. Но тогда для

любых 5 и t, s < [q3] (r + 1), £<r-f-l> будет иметь мес-
то оценка

/О (рО | , < шах

ff-№, ЛГ>ЛГ1. (97)

Воспользовавшись теперь неравенствами (89), мы из
неравенств (97) получаем неравенства

j
< ^-ixIe^'-'+n.! ( m i = о (qsr), (98)

в силу (94) верные для любых s и t, s<[<73] (r-f-1),
Z</- + 1- Из неравенств (86) и (88) непосредственно сле-
дует также, что

И !_

/3](r + l), 0 < « < r + l. (99)

_
Если £/s,( для каких-нибудь s0 и t0, s o < [ g 3 ] (r + 1),

0̂ с̂т- —f— I, то из неравенств (99) и (77) следует неравен-
ство

-3 ), (100)
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так как г>го=\ —=q^\ . Сопоставляя неравенства (9£)

и (100), мы видим, что при N^N1 должно выполняться
неравенство

ц [q3] r\ — т1<тге2 = 6>(^),

или, что то же самое, неравенство

[q*)r*<C,r[q*)*, (101)

при ЛГ>ЛГ

1, где Со — эффективно вычисляемая постоян-
ная, не зависящая от г и q. Но из (101) следует, что

- 1 -
r<^Coq

3, а с другой стороны, г > г 0 > у ? 6 . Но при
ЛГ>УУО>ЛГ

1 эти неравенства будут противоречивы. Это
приводит нас к заключению, что при /V>7V0, £7S( = 0

для всех s и t, 0 < s < [q3] (/•+ 1); 0 < £ < > + l . Мы при-
шли, таким образом, к противоречию с условиями вы-
бора числа г, что и доказывает нашу теорему.

Из доказанной теоремы непосредственно следует, что
если а и b — алгебраические числа поля К, <(р — простой
идеал этого поля, \а \р = | b \р — 1 и aXl Ф б*2 ни для ка-
ких отличных от нуля в совокупности целых рациональ-
ных хг и х2, то сравнение

a*i — 6*г = 0тос1£рт, \х1\+\х2\^х, т=[1п7х], (102)

при х > х0, где xlf х2 — целые рациональные числа
и хо=хо(а, Ь, §>) —эффективно вычисляемая постоянная,
невозможно. Неравенства для меры трансцендентности
в обычном, не $>-адическом смысле, для чисел вида аъ или

-—г при а и b алгебраических будут доказаны ниже.

Мы приведем здесь только один частный случай подоб-
ных неравенств. Как будет доказано ниже, неравенство

ISilne + Saln&l <e-i*2+«* f х>\х1\ + \х2\, г > 0, (103)

не имеет решений в целых рациональных xlt x% при
х > х0, ха = х0(а, Ь), причем х-0 может быть эффективно
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вычислено. Это неравенство является частным случаем
неравенства (НО) § 3 гл. I, существенная роль которого
в теории диофантовых уравнений и алгебраических полей
была там же установлена. В нашем частном случае при
бинарной форме граница величины возможных решений
неравенства (103), как уже было сказано, может быть
найдена вполне эффективно благодаря применению вполне
эффективных аналитических методов. Поэтому можно
считать основной задачей аналитической теории трансцен-
дентных чисел задачу такого усиления аналитических
методов в теории трансцендентных чисел, при котором
станет возможным применение их к исследованию пове-
дения линейных форм от п логарифмов алгебраических
чисел. Неравенство же (103) позволяет подойти к вопросу
о границах решений некоторых классов кубических урав-
нений, поля которых имеют одну единицу. Из наших
неравенств следует также, что уравнение

a * + p » = 7 i (104)

при алгебраических а, р и у и условии, что хотя бы одно
из них не есть алгебраическая единица и у не есть сте-
пень двойки, имеет только конечное число решений
в целых рациональных числах х, у, г. Граница величины
возможных решений здесь может быть эффективно вычис-
лена. Из тех же неравенств (83) и (103) следует конеч-
ность числа решений довольно широкого класса трансцен-
дентных уравнений с двумя переменными. Возвращаясь
опять к вопросу о мере трансцендентности, мы приведем
еще некоторые результаты относительно меры трансцен-
дентности некоторых классов чисел, связанных с эллип-
тическими функциями. Впервые результаты в этом направ-
лении были получены Н. И. Фельдманом [1], который поль-
зовался в основном методом, который будет изложен ниже.

Пусть инварианты g2 и gs эллиптической функции
<§> (г) будут алгебраическими числами, со —ее период,
а е > 0 произвольно мало и действительно. Тогда мы

• будем иметь неравенство

Ф(Н, п; со)>ехр{ — п4+ в тах[1п#(1п1п#) 4 + в , nln 5 +'n]},

max [Я, n n ] > C ( s , g2, g3).
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Пусть инварианты <§> (z) — попрежнему алгебраические
числа, а а —корень уравнения $>(а) = а, где а —алгебра-
ическое число. Пусть также 0 < 8 < 1 и е > 0 . Тогда мы
будем иметь неравенство

Ф (Я, п; а) >

>exp{-max
2+4-+3t

22 Т"' 1 ,
J / >

max L # , e e n " T " J > С (g2, g3, a, 8, e).

Проблема алгебраической независимости в рациональ-
ном поле чисел вида а& и, тем более, логарифмов алге-
браических чисел, неизмеримо труднее проблемы алге-
браической независимости значений ^-функций, о кото-
рой шла речь в главе II.

Трудность этих проблем связана, повидимому, со сле-
дующими обстоятельствами. Прежде всего видно, что
при дифференцировании функций типа чг при а алгебраи-
ческом быстро растут степени трансцендентного числа lna,
что препятствует построению линейных форм от произве-
дения степеней этих логарифмов, имеющих не слишком
большие показатели. Далее, сразу видно, что получаю-
щиеся при дифференцировании формы не имеют стан-
дартно и достаточно просто связанных с простыми функ-
циями коэффициентов. Наконец, можно заметить, что
замена действия взятия производной при образовании
нужных линейных форм действием прибавления к z еди-
ницы или каких-либо алгебраических чисел вызывает
слишком большой рост коэффициентов этих форм, что
также препятствует получению нужного результата. Бла-
годаря всем этим обстоятельствам долгое время не уда-
валось добиться движения вперед в решении вопросов
взаимной трансцендентности, о которых идет речь. В на-
стоящий момент можно указать один новый метод [12],
который позволяет решать некоторые из этих вопросов
пока еще частного характера, хотя можно надеяться, что
этот метод может быть значительно усилен. Мы покажем
его основные черты на примере доказательства одной
достаточно общей теоремы о взаимной трансцендентности
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или, что то же самое, алгебраической независимости
в рациональном поле одного класса чисел. Мы ограни-
чимся здесь только изложением хода доказательства,
разбив его на отдельные этапы, и докажем теорему, что
если а —число алгебраическое, а ф 0, 1 а а —кубическая
иррациональность, которую можно, без нарушения общ-
ности, считать целым числом, то между числами аа и аа

нет алгебраических соотношений в рациональном поле.
Допустим, что такое соотношение существует, другими
словами, что имеет место уравнение Р(ш, ш^^О, где
ш — а* = еа1па, ш1 = а*2 = е*21п а н многочлен Р (х, у) непри-
водим в рациональном поле и имеет целые рациональ-
ные коэффициенты. Трансцендентность числа ш будем
считать уже доказанной. В дальнейшем целое число q
будет неограниченно велико, а константы X с любыми
индексами не будут зависеть от д.

Э т а п п е р в ы й . Можно найти такие целые рацио-
нальные, в совокупности отличные от нуля числа
Cfto, hi, H, h3 и Хо > 0, что для функции / (z)

/ ( * ) = 2 2 S 4ч. **, *з eCAi+**»+».»V, (105)
hi=0 h2"=0 h 3 =0

9' 3 1_

Tj = In a, Ahu h 2 ( k i = 2 Cfto, hi, ft2, k3 <"h°, ^ ' = [ ? 2 l n 4 g ] ,

h o = O

будут выполнены условия

з i_

fte,fcl,fts,fc3l<e2^lnI9 (Ю6)

I i
< ?! = [?* in*?],

2 1 n ~ 9 ] , Xo > 0. (107)

Эта функция легко может быть построена с помощью
леммы И § 2 гл. II.
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Э т а п в т о р о й . М о ж н о д о к а з а т ь , что н а ш а ф у н к -
ц и я / (z) обладает тем свойством, что среди ч и с е л / < > ( )

* = i, 2, з,
(108)

найдется хотя бы одно число, отличное от нуля,
•̂Для доказательства этого предложения запишем нашу

функцию в форме

N-l

max | Bh | = | S v | * 0,

N - l N - l

И ПОЛОЖИМ (? (X) = [ J (X — Xj), 2 C h , г Xs ••= Q (X) (X — Х^'1.

Предположим, что все числа / ( s ) (0 в границах, указы-
ваемых неравенствами (108), равны нулю. Тогда мы
будем иметь интегральное представление

r f f тт п тт

Го Ti 0 0 0

«-*1-*1°—

/ (г) rfz dx

где Г о есть окружность | ж | = 1, а Гх — окружность

| z | = —-. Оценивая правую часть по модулю и прини-

мая во внимание, что | к1 + к2а + к3а
21 > XjA;"2, | A |

1 = 1 , 2, 3, в силу того, что а —кубическая иррациональ-
ность, мы получим неравенство

1 < е х р [ — <73(ln<7 — X2lnln<7)],
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откуда и следует верность нашего утверждения при
q > ?о-

Э т а п т р е т и й . Воспользовавшись представлением
чисел

/»м--таг И П П П [:-^к£-
Г Г ] О О О

/ (г) dz dx
Х ( ж £ ) s + 1 (*

где Г есть окружность \x\~Y q\nq, а 1\ — окружность
| г | = <72, имеющим место в силу условий, которым с са-
мого начала, по построению, удовлетворяет функция f(z),
мы доказываем, что для этой функции выполняются
условия

^ A 9 3 1 n \ (но)

= 1,2,3.

Это легко может быть получено, если оценить по модулю
интеграл в правой части (109).

Э т а п ч е т в е р т ы й . Комбинируя результат, полу-
ченный на втором этапе, с неравенством (110) и исклю-
чая со с помощью Р (со, coj) = 0, мы доказываем, что,
каково бы ни было целое число q > qQ, всегда сущест-
вует многочлен Рд (х) с целыми рациональными коэффи-
циентами степени п. и высоты Н такой, что

1 3 3 JI

0 < | ^ в ( о > ) | < е *"°9 П 9 , т а х К 1 п Я ] < Х 3 ? 2 1 п ^ , (111)

где Х3 > 0 и со== аа.
Э т а п п я т ы й . Из факта существования многочлена

Р(х), удовлетворяющего условиям (111) для любого q,
мы устанавливаем существование для бесчисленного мно-
жества значений q неприводимого, с целыми без общего
делителя коэффициентами, многочлена /?(«>), подчиняю-
щегося условиям

2 3 1

0 < | R (со) | < e ~ V Vine, max [nu In Hx] < о < \bq^ In4 q,
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Рда 4̂ > 0, Хв > 0, a /jj и Hi — степень и вдеата цно-
гочдана R(x). Подбирая многочлен Р(ы), цодходщщида
по величине, и составляя результант двух многочледоц
Р (со) и /?(<"), мы приходим к противоречию ввиду того,
что Р (х) можно подобрать не делящимся на R (х) и мало^
сти \Р(ш)\ и |i?(o))|.

Этап первый состоит в построении функции f(z),
имеющей очень много нулей большой кратности в точках
вида /q-f к2а4-к3а

2. Коэффициенты функции выбираются
в виде многочленов не слишком большой степени с це-
лыми, в свою очередь не слишком большими коэффи-
циентами. Подобный выбор возможен ввиду того, что
при предположении алгебраической зависимости между
числами ш и Wj число условий, определяющих коэффи-
циенты многочленов от и> может быть взято значительно
меньшим числа этих коэффициентов.

Этап второй состоит в том, что доказывается невоз-
можность для функции /(г) иметь слишком много нулей.
Это обстоятельство связано с тем, что функция / (г) есть
линейная комбинация показательных. Весьма существен-
ным обстоятельством при этом является неравенство

\к1 + к2а + к3а
2\>\к'2, | * i | < * , i = l , 2 , 3,

которое в свою очередь имеет место из-за того, что
а. —г кубическая иррациональность.

Этап третий заключается в доказательстве достаточ-
ной малости значений функции / (г) и ее производных
вплоть до очень большого порядка.

Этап четвертый состоит в доказательстве существо-
вания, для весьма плотной последовательности целых
чисел о и многочленов P(z), высоты и степени которых
не превышают величин е* и о, удовлетворяющих неравен-
ствам — <з2\/ In q > In | P (w) |. Это возможно благодаря тем
фактам, которые были установлены на этапах втором
и третьем.

Этап пятый заключается в доказательстве того, что
не существует никакого трансцендентного числа ш, кото-
рое удовлетворяло бы условиям, полученным на пре-?
дыдущем этапе.
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Приведенный ход рассуждения непосредственно, почти
без изменений, приводит и к более общему утверждению.
Пусть GCJ, <z2, <х3 будут числами алгебраического поля сте-
пени v, линейно независимыми в рациональном поле,
Pi> ?2> Рз линейно независимы в рациональном поле. Тогда
между 9 числами еа^\ А = 1, 2, 3, i— 1, 2, 3 не может
существовать алгебраических соотношений в рациональ-
ном поле, с помощью которых эти числа могут быть
выражены алгебраически через одно.

В частности, если <х — алгебраическая иррациональ-
ность степени не ниже третьей, а а Ф 0, 1 алгебраическое,
то четыре числа аа, а^, а*3, аа" не могут одновременно
быть выражены алгебраически в рациональном поле через
одно из них. Несколько изменив метод, можно, напри-
мер, доказать, что числа ее , ее2 , ее3 не могут одновре-
менно быть выражены алгебраически через е и, в частно-
сти, хотя бы одно из них должно быть трансцендентным
числом при любом целом рациональном к > 0. Совер-
шенно так же одно из двух чисел eie%', eie должно быть
трансцендентным числом.

В следующих параграфах мы дадим полное изложе-
ние этого метода.

§ 4. Формулировки основных теорем
и вспомогательные предложения

В этом параграфе мы приведем] ̂ формулировки трех
основных теорем и докажем вспомогательные предложе-
ния, нужные для их доказательства.

Для сокращения изложения мы введем несколько
обозначений и определений, которые будут в дальнейшем
иметь один и тот же смысл. Многочлен Q(xlt х%, . .., xs)
от переменных xlt х2, . . ., xs всегда будет многочленом
с целыми рациональными коэффициентами, общий наи-
больший делитель которых равен единице, неприводимым
в рациональном поле. Этот многочлен будет предпола-
гаться отличным от постоянной. Мы будем говорить,
что два многочлена Qx и Q2 различны, если @i Ф ± Qi>
и что числа a l f . . . , <xs алгебраически независимы в ра-
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циональном поле, если равенство Q (а 1 , <х2, . . . , <zs) = О
невозможно ни при к а к о м ^ ( ^ I - xz< •••> г з ) ф 0 . Д а л е е
мы будем говорить, что числа a.lt <х2, . . . , <zs в ы р а ж а ю т с я
алгебраически через одно из н и х , н а п р и м е р , <ц, если
имеют место s уравнений

Qh{<Lh,<Li)=O, k = i, 2 , . . . . *,

где все Qh(x, а^фО. Наконец, расширим рациональное
поле присоединением к нему одного трансцендентного
числа, а полученное поле Ro расширим в свою очередь
присоединением к нему корня алгебраического уравне-
ния с коэффициентами из поля RQ. Любое такое поле
или просто конечное алгебраическое поле мы будем на-
зывать полем Яг. Очевидно, что если мы расширим любое
алгебраическое поле присоединением к нему чисел
a.lt <х2, . . . , <zs, то мы получим поле Яг тогда и только
тогда, когда все числа аи . . . , <zs алгебраически выра-
жаются через одно из них.

Т е о р е м а I. Пусть числа т]0, т]1, т]2, так же как
и числа 1, alt <z2, будут линейно независимы в рациональ-
ном поле, и неравенство

[^о^о + ^ Л + ^ 2 | > е - т а 1 п ж , | z i | < z , i = l , 2, 3, (112)
з

где т > 0 — некоторая постоянная, а х0, xlt x2, 2J | ж̂  | > 0 —

целые рациональные числа, будет иметь место при
х>х'. Тогда расширение рационального поля путем
присоединения к нему 11 чисел

о ь <х2, еТчаь, 1 = 0, 1, 2; Л = 0, 1, 2, а о = 1, ( И З )

никогда не может дать поля Я1.
С л е д с т в и я из т е о р е м ы I.
1) При т]0 = 1па, т ] 1 = а 1 п а , т ] 2 = а 2 1 п а , а.1 = а, <х2 = а2,

где а и а =£ 0, 1 алгебраические числа, причем ос сте-
пени не ниже третьей, мы получаем, что числа аа, аа ,
а0-3, аа* не могут быть алгебраически выражены через
одно из них. В частности, когда а — кубическая ирра-
циональность, аа и а1*2 алгебраически независимы в ра-
циональном поле.
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При 4)0 = lha , % = e \2 , t t
2 \ где йфО, 1 алгебраическое, a v ^ O рациойайь-*
1ий Нолучаем, ч*о четыре числа йеУ, ае*у, atSy, а"*у

не могут быть алгебраически выражены через число ё
и, в частности, хотя бы одно из этих чисел должно
быть трансцендентным числом.

3) При % = a-rlo, -r)2=(i2-rlo, a1 = a, <z2 = a2, i)0 # a - f e In a,
A = 0, 1, 2, где a =~ 0, 1 и a алгебраические, причем
a — кубическая иррациональность, мы получаем, что т]0

не может быть общим корнем двух уравнений

где Q± и Q2 различны.

Т е о р е м а П . Пусть т\0ф0, — иррационально,

числа 1, a.lt <х2 линейно независимы в рациональном поле
и при х > х' выполняется неравенство

(114)

где х— постоянная, а х0 и хг — целые рациональные числа.
Тогда расширение рационального поля путем присоеди-
нения к нему 10 чисел

никогда не может быть полем Яг.
С л е д с т в и я и з т е о р е м ы I I .
1) При "г)о = 1, T)i = e v, a1 = e v, a2 = e 2 v , где v Ф 0 ра-

циональное число, мы получаем, что три числа ee V, ee v , ee v

не могут быть алгебраически выражены через число е
и хотя бы одно из них трансцендентно.

2) При "т)0=1па, - r ) 1 = l n v + 1 a , a 1 = l n v a , <z2 = ln 2 v a, где
а ф 0, 1 — алгебраическое число, а v ф 0 —рациональное,
мы получаем, что три числа a l n V a , a l n 2 v < 2, a l n 3 v < 2 не могут
быть алгебраически выражены через In a и хотя бы одно
из них трансцёндентно.

Ив первых двух теорем можно получить и ряд других
следствий. • .'
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Далее мы докажем Одну общую теорему о мере транс-
1 In a ~

цендентности а" и -=—j- при алгебраических а и о.

Т е о р е м а III . Пусть.а, р, b и афО, 1 будут алгебраи-

ческие числа, а Ъ и -,—~ иррациональны. Пусть также
степень и высота многочлена Р (х), имеющего целые ра-
циональные коэффициенты, будут s > 0 и / / > 1 . Тогда
при любом фиксированном s > 0 и Н > Но будут иметь
место неравенства

\Р(аЬ)\>е-^и+ЫВ)Ы2+Чз+111В) (116)

(117)

Доказательства этих теорем будут даны в следующем
параграфе. Заметим, что неравенство (103) предшеству-
ющего параграфа есть частный случай неравенства (117)
при s—1.

Поле Ви нами уже определенное, будет всегда обра-
зовано числами ш и ш1г где ч>1 — корень алгебраического
уравнения с коэффициентами из поля Ro, другими сло-
вами, из расширенного путем присоединения к нему и>
рационального поля. Число ш1; степень которого будет v
в Ro, мы будем предполагать целым числом, называя
целым числом корень уравнения в Ro, старший коэффи-
циент которого 1, а остальные коэффициенты многочлены
с целыми рациональными коэффициентами от ш. В частном
случае w1 может быть и алгебраическим числом. Целым
числом поля Rx мы будем называть любой многочлен
с целыми рациональными коэффициентами от ш и ш1; его
высотой, если его степень относительно w1 не превосхо-
дит v—1 — максимум модуля его коэффициентов, а сте-
пенью в том же случае, степень относительно ш.

Эти обозначения и условия остаются в силе во всех
дальнейших рассмотрениях. В дальнейшем также целые
положительные числа N, q и р будут предполагаться
сколь угодно большими числами, величина которых огра-
ничена снизу конечным числом неравенств, а числа
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1 и X с любыми индексами не будут зависеть от этих
чисел N, д, р. Эти условия и стабильные обозначения
являются дополнением к тем условиям и обозначениям,
которые были введены нами выше.

Мы докажем теперь ряд лемм, необходимых для до-
казательства основных теорем.

Л е м м а I. Пусть мы имеем систему т линейных
уравнений с п неизвестными, п > т,

= l 2 (118)

где все a,itk, 1<д<!то, 1 < & < п — целые рациональные
числа. Тогда будет суи{ествоватъ решение этой системы
в целых рациональных числах х1г х2, . . . , хп, отличных
от нуля в совокупности, величина которых ограничена
сверху неравенствами

\xh\<2(2na)n-m, A = l, 2, . . . , п. (119)

Эта лемма есть частный случай леммы II § 2 гл. II
и доказывается применением леммы I § 2 гл. I.

Л е м м а I I . Пусть Рг(х1, х2, ...,xs),..., Рт (х1гх2,...,х$)
будут произвольными многочленами от s переменных
с высотами Нх, Н2, ••., Нт. Обозначая высоту и степени
многочлена Р (xlt x2, ...,xs)=P1(x1, .. .,xs) ... Рт (хи ..., ха)
через Н и п1г п2, •. •, ns по переменным хх, х2, . . . , xs,
мы будем иметь неравенство

S

Н>е~пЯ1 Н2... Нт, п = 2 и - (1 2°)
i=l

Высота многочлена, как и всегда, будет максимумом
модуля его коэффициентов. Эта лемма является обобще-
нием леммы III § 2 гл. I.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть М будет максимум
\Р(хи х2, . . . , xs)\, когда | а ч | = 1 , i = 1, 2, . . . , s, дру-
гими словами,

М = тах\Р(х1, хг х,)\. (121)
lii
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Положим теперь xh= e2nvfb, 0 < < р < 1 . Тогда очевидно,
что

1 1

4 Р > ^ . . . ^\P{xlt . . . , z s ) | 2 < % ( % . . . < % . (122)
о 6

Пусть теперь Рх (х), Р2(х), .. •, Рт (х) будут много-
членами степеней ръ р2, ..., рт с максимумами Ми ...,Мт

при | х | = 1 одного переменного х. Положим Р (х) =
= Рх (х) Р2 (х) . . . Рт (х). Тогда степень Р (х) будет р •=
= Pi + р2+ • • • + Рт- Некоторые из этих рг могут быть
и нулями. Пусть какой-либо многочлен R(x), R (0) =h 0,
степени п имеет при | х \ = 1 максимум, равный единице.
Тогда при х = е2тс1?

- = П (l«ft

Но так как

П (К
то

-™*bx\\ (123)

2, . . . , « .

(125)

и, следовательно,
n

>Пн1- :
(126)
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Каждый множитель в правой части неравенства (126)

достигает своего минимума при ;ft = —, откуда следует

неравенство
п

| R (х) | 2 > 2-2» Д | х + xh \\ zfe = ez™K • (127)

Если R(0)—Q, то число п в неравенстве (127) замени-
лось бы на число п' < п. Применяя неравенства (127)
и (122) к многочленам Pk(x), мы получаем неравенства

(128)

где pk*CPh> x = e2™4. Далее, из неравенств (128) следует,
при почленном их перемножении, что

Р' 1

... Рт(хт) \Ып ... dVm, (129)

где опять р'^Ср. Интегрируя по <р обе части неравен-
ства (129), мы получим, что

\\P{x)\'d9

1

^ . . P m ( x i n ) \ * d < f l . . . d < ? m , ( 1 3 0 )
1 1
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так йак, еСли^//>1, то

р '

О ft=l

а если р' = 0 , то неравенство (130) очевидно. Неравенство
(130) удобно переписать в форме

т 1

0 ft = l 0

П у с т ь т е п е р ь Рг ( x l t х 2 , . . . . x s ) , . .., Рт ( х и х 2 , •-., x s )
будут многочлены уже от s переменных, а

Р (Х1> &2г • • • 1 xs) = 4 (Х1> Х21 • • • 1 xs) • • • Рщ \ХЪ %%1 • • • 1 %s)

будет многочлен степеней пг, п2, • • •, щ по переменным
хх, х2, . •., xs. Полагая

2ти<р.

и фиксируя произвольно хх, х2, . . . , Zp_i, a ; p + i , v ,
Жр+2, v. • • •, xs, v', v^= 1, 2, . . . , т, мы получаем из нера-
венства (130) неравенства

1 т

1 m

6 о v = i

. . . , ж р _ 1 , a ; p > v , Ж р + i , v , •••, ^ s , v ) I 2 C ? T P , I •• • < % , « ( 1 3 1 )

/?= ;1, 2, . . ., s,

так как степень многочлена в левой части неравенства
по хр не превысит пр.
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Допустим теперь, что при некотором q,
верно неравенство

1 1

[ С I p (r т ,Г т 1 I 2 rim
\ • • • \ I \ 1» • • • > ^ 9 — I х 9 > • • • > a ; s ^ I a T 9 • • •

b b
s

0 0 v = l

где справа стоит (s — 9 + 1)яг-кратный интеграл.
Проинтегрировав обе части неравенства (132) по <р9_4

и воспользовавшись неравенством (131) при p = q—i_,
мы непосредственно получаем неравенство

I f (xu . . . , a; g_i, xq, . . . , xs) I ' acp9_i d<pq . . . d<p8 >

о о
s

> 2 v - e - i " v + 3 9 + 2 С . . . С r r i p i x . . .
J J
0 0 V = l

s m

. . . , Xq^2^q~\ V» • • * j 2-s vJ I I I I ^Tk V» \ J-*J*JJ
' » / i J . A J . A '

fe=9—1 V = l

где справа стоит уже (s —д + 2)т-кратный интеграл.
Итак, если неравенство (132) верно при q > 1, то

оно верно и при д — 1. Когда g — s, то неравенство (132)
совпадает с неравенством (131) при p = s. Отсюда следует,
что неравенство (132) верно при любом <7>1, и, в ча-
стности, при q — \. Полагая в неравенстве (132) q — i,
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мы получаем непосредственно основное неравенство
1 1

^ . . . ^ | Р (х1: х 2 , . .., ха) | 2 d<pi d<?2 ..: d<?s >
о о

т 1 1

> 2 - 2 п + а Д ^ . . . ^ | / > v (а?!, я : я , . . . , a ; , ) | a r f < p 1 d < p 2 . . . d?s,
V = l О О

(134)

так как п= 2 nh. Это последнее неравенство есть обоб-
fe=i

щение неравенства (130') на случай s переменных.
Далее, если //\, —высота многочлена Р^(хъ х2, . . . , х3),

то очевидно, что
1 1

# 2 < ^ . . . \\Pv(xltx2, ...,xa)\'d9l...d?i; (135)
о о

и если Н и пи п2, ..., ns — высота и степени многочлена
Р (xlt х2, . .., х3), то также очевидно, что

8 1 1

(136)

Сопоставляя неравенства (134), (135) и (136), мы прихо-
дим к неравенству

Л " _1
Н > 2 2 Д (1 + и*) * 2 - ^ t f , . . . Нт, (137)

откуда, так как ер > 1/ -̂к— 2Р при /?>1, мы оконча-

тельно получаем неравенство нашей леммы, именно, что

Н>е~^Н1Н2 ... Нт. (138)

Докажем теперь лемму, дополняющую лемму П.
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Л е м м а II. 1. фслц Р(xlt . . . , xs) — многочлен
ней пг, п2, . . . , ns no переменным х1г х2, ..., хв высоты ft,,
а многочлен R (х1г х2, . . . , хв) — Рт (х1г х2, . . . , ха) имеет
высоту Н, то

Н > Д (1 + 2mnv)-
4 hm. (139)

Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве мы сохраним
те обозначения, которыми мы пользовались, доказывая
лемму П. Разложим | R2 (xlt х2, . .., xs) \ в ряд Фурье.
Мы получаем соотношение

hs=-Pjs _

з
-2^1 2 ftvfv

>-i сг ? 1 . . . d<f8,

= тпи i = l , 2, . . . , s,

откуда следует неравенство
1 1

0 0 v = l

где М определено равенством (121). Пользуясь неравен-
ством (136), мы получаем отсюда неравенство

v = l

и далее, с помощью неравенств (122) и (135), неравенство

что и доказывает лемму.



Любопытно отметить, что неравенство (137) щсщцрто-
тическа достижимо.

n~sm, s ̂ \_p*ln-* р }, т=

• Р(х) = хп-1, Ph(x) = l[
V=0

ft = 0, 1, . . . , m — 1 .

Тогда Я = 1, /7ft = 2 S + O ( l n n ) , и следовательно,

Частный случай этой леммы был доказан в главе I.
Л е м м а III. Пусть р, д, р < qr, г, гх—целые рацио-

нальные большие нуля числа, s > 0 к j фиксированы, а
все числа <х1( <х2, . . . , aq> так же как и числа фи |32, . . . , Рг,
различны между собой и расположены в порядке неубы-
вания модулей, другими словами, | <xk \ <; | aft+11 и | P f t | <
< | P f e + l | . Положим | а ? | = а, | [Зг | = р и допустим, что
существуют такие постоянные -f0 > 0, -fi > 0, Ti + To<l>
что а < (pqf1, P <С (/"7)Т°- Допустим также существова-
ние постоянной 72> такой, что выполняются неравенства

Q

Д | сц - <хА | > е - ™ l n P9, | <Ч - аА | > е - ' м 1 п и , (140)

Тогда, если функция / (z) имеет вид
р-1 g

fc=0 3 = 1

г9е числа Akt 3 б совокупности отличны от нуля, то по
крайней мере одно из чисел

г, (142)

отлично от нуля при достаточно большом pq.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что без нарушения
общности нашей леммы можно считать |^4ft>s|<jl, при-
чем хотя бы один коэффициент нашей функции равен по
модулю единице. Для этого мы всегда можем разделить
все коэффициенты на наибольший по модулю коэффи-
циент, который отличен от нуля по предположению.
Положим, для сокращения записи, m = pq, e = 3S и до-
пустим, что

l, 1 < & < г , (142')

1 — Yi — Yo

Тогда мы будем иметь представление

где контур Г —окружность | z | = l , а коьтур 1\ — окруж-
ность |С| — ml~'<1- Оценивая при s < m интеграл в правой
части этого равенства по модулю, мы непосредственно
получаем неравенство

|/( s )(O)|<exp{[l + S - X ( l - T l - T o ) ] m l n m } , s < m . (144)

Построим теперь многочлен Р (z) степени m — 1 = pq — 1,
удовлетворяющий условиям

Р00(а3) = 0, (к-ч)*+(з-п)*фО, P(v)(an) = l, (145)

s = l , 2, . . ., q, k = 0,i, ..., р — 1, v</>— 1, n < g /

Такой многочлен степени pq—i, когда все <xs различны,
определяется единственным способом с помощью условий
(145) из уравнения

\ [gig:::gig]'gg*-°- ^<*- <146>
Решая это уравнение, мы получим, что

X
-(С-о„>Р (147)
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«

и далее, что

X 2 К-гГ"-1 П ^
vi+... + v s= fe-1 v r

= p—V—1

С другой стороны, мы будем иметь представление
m - l

P v , n ( z ) = 2 Cftz
fc, m = /><?. (149)

Коэффициенты Ch можно непосредственно оценить по
модулю, если принять во внимание условия (140) и не-
равенство^,! < т~ч. Мы получаем тогда оценку

ch
< e x P[(Ti + 2T2 + s)™l

равномерно по v и п.
Заметив теперь, что

dz*
z e

z = 0

мы получаем соотношение
m - l

1

urn]

fe-r dr „ft
as ~ dzr Z

2-0'

(150)

z=a,'

(151)

(152)
fe-0

откуда следует непосредственно, что

m—1 р—1 q

k—Q r—0s=l

Так как хотя бы одно ^ v > n равно по модулю единице,
то, оценивая по модулю левую часть равенства (153),
с помощью неравенств (144) и (150) и принимая во вни-
мание, что \(l—fi—fo) = 1 + f i + 2f2 + e> мы получаем
неравенство

(154)
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которое и приводит нас к противоречию при достаточно
большом т .

Условие р < <7Т> входящее в формулировку леммы,
служит только для упрощения доказательства и может
быть заменено более слабым условием. Величина числа X
может также быть уменьшена. Лемма IV, которую мы
сейчас докажем, служит дополнением к лемме III.

Л е м м а IV. Пусть числа -цфО, а, е, — > е > О,

заданы, а—иррациональное число, для которого выпол-
няется при х > х' неравенство

| х0 а + х11 > е - т а , ж = | ж о | , (155)

где х0 и хг—целые рациональные числа, а х > 0—посто-
янная. Пусть также N > О и q, N^q >ln 4 + 6 iV— целые
рациональные числа, причем N будет достаточно велико.
Тогда если / (z) имеет вид

q N

2 2 (156)

и имеют место неравенства

i, 0 < * < / ! , / = 0 , 1 , . . . , г, (157)

где или

г = []/<? In N], 7*!= — iVl/ g , при

млм п/?м q = N,

то
2. TVn i n о

e 4 . 0<Л 1 <д, 0<fc2<iV. (158)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие (155) этой леммы три-
виально выполняется, если а или алгебраическое или
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равно иррациональному отношению логарифмов алгебраи-
ческих чисел при одном и том же основании. Положим

( l)(iV l), p = | a | + 1 и запишем /(z) в форме

Оценим теперь величину | / ( s ) ( 0 ) | при

Рассмотрим прежде всего представление / (z) при

| z | = y-{-r, где г определено в условиях леммы,

/(О -.[
г

/ ( h ) ( 0 У Г 2 ( д 1 ) ( д г ) ] Г 1 + 1 ( C t ) f c ,]
(C —1) . . . (С-г) J С—

fe=0J = O Г {

где контур Г есть окружность |С | —<?, а контуры Tt

суть окружности | С — * | = х ' f ~ 0 > •••>/"•
Оценивая непосредственно правую часть этого нера-

венства по модулю и принимая во внимание неравен-
ства (156), мы получаем неравенство

-— q

| / ( Z ) | < 6 ^ V + T 3 m

 + e-mln9+T4m, | z | = i . + r. (159)
Рассмотрим теперь многочлен Рп (z)

m - l

pn{z)=(—i)(—**>...(—пО= 2 Ck,nz
k; (160)

(2 — а „ ) П ( а п — а{) k=0

Г 1, к = п
( 0, A f̂c и

Тогда, так же как и в лемме I I I ,
m - l
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При s < w из неравенства (159) следует, что

[ 4 9 "1

g б г I g—m In g I

Найдем теперь верхнюю границу модулей Cfe> n. Прежде
ссего, так как si (N — s)! > 2~N N\, мы будем иметь при
любом а оценку

N+p

J] \a-k\>(a)2-N~i N1, (162)

где р — произвольное целое число, а символ (а) опреде-
ляется соотношением

- A | , k = 0, ±1, ±2, . . . (163)

Отсюда следует неравенство
m q N

П К-^Ы7)!"1"-1 П П

> h | m - 1 f [ ([Pi-k1\*)

где 0 < | px — кг | < д . В силу условия (155) мы получаем
окончательно, что

Далее, мы имеем непосредственно, что

откуда и следует оценка
I Cfc n [ <; g(m-fe)ln7V_mlnN+-f7m;_g-felnN+-f7m. (164)
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Объединяя неравенства (161) и (164), мы получаем оценку

[ — i — 1

е~1т П г _|_e-mlngJ _ (1^5)
Так как, по условиям леммы,

4 In?—lnr , In г , 1 In r 1
Т In~7~~ "Т" TnT ~ > Y ' In q ^ "2 '

то из неравенства (165) следует, что

I л i ^ о -4-»»lng , --rnilnff
|Л„ | < 2те 3 <е 4 ,

что и доказывает нашу лемму.
Заметим теперь, что если неравенства (157) заменить

условиями /<s> (t) — 0, где s ж t изменяются в прежних
границах, то мы можем разделить / (z) на тал\А^и ь2 [,
и тогда неравенства (158) приведут нас к противоречию.
Отсюда следует, что хотя бы одно /<s) (/) при s и /, изме-
няющихся в указанных в лемме границах, будет отлично
от нуля.

Л е м м а V. Пусть а будет фиксированное трансцен-
дентное число, числа wlt со2, . . . , cov образуют базис коль-
ца целых чисел алгебраического поля J5TV, Р (х) и R (х) —
многочлены степеней, не превосходящих соответственно
р и г е коэффициентами — целыми числами поля К^,
другими словами,

s=0 i=l

r v

R (x) = f>j hsx
3; hs= 2 hSt t cut; m a x | h s , Г\ < h ,

s=0 i=l

где все ffs,i и hStl — целые рациональные. Тогда, если
будет выполнено неравенство

| Р (а) | + | R (а) | < (ap)-v (Р+Г) /J-VP ^ - V (/? + r ) - v
 <Р+Г>, (166)

a = v max
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где (о^^о)^, а ш^\ ..., ш^ — его сопряженные, то при
р + г'^-2 многочлены Р (х) и R(x) должны иметь
общий корень, и если R(x) неприводим в поле Kv,
то Р(х) делится нацело на R{x). В случае v = l чис-
ло а= 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без нарушения общности можно
предположить, что Р (0) Ф 0, Л(0) =^0, Hv Ф 0, hr Ф 0,
так как правая часть (166) есть убывающая функ-
ция р и г.

Допустим, что R(x) и Р(х) не имеют общего корня.
Тогда Dlt результант двух многочленов R(x) и Р(х),
будет целым алгебраическим числом поля Kv, отличным
от нуля. Этот результант является определителем порядка
р-\-г и имеет вид

(16?)

где Hh = Q при k<Q, k> p; hh = Q при k < 0, k > r.
Оценивая по модулю с помощью неравенства Адамара
как Dlt так и все ему сопряженные числа D2, D3, . . . , Z)v,
мы получаем непосредственно, что

_E±TV

) 2 (168)

в силу условий (166). Это доказывает лемму.
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Л е м м а VI. Пусть а фиксировано и трансцендентно,
и Р (х)— многочлен с целыми рациональными коэффициен-
тами, общий делитель которых единица, высоты Нй

и степени п0. Если имеют место неравенства

\Р(а)\<Н~Хп, Х > 6 , \пН>п, Н0<Н, п о < п , (169)

то существует делитель Р(х), Р±(х), являющийся сте-
пенью неприводимого в рациональном поле многочлена,
причем степень пъ высота Нг и величина в точке <х
этого делителя Рх (х) удовлетворяют условиям

\P1(a)\<ff~("-^n, tf^tfe", п^п. (170)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что если Р (х) =
= Rxix) R2 (x), где R\(x) и R2(x) — взаимно простые
многочлены с целыми коэффициентами и | jRj (a) | >
> | Д я ( а ) | , то

H-3n<\Rl(a)\. (171)

Действительно, если высоты и степени Rx (x) и R2 (x)
будут klt h2 и пг, п2, то пг + « 2 = и и в силу леммы II
hji2 < Неп. Отсюда следует, что при Н > Н' (а)

(1 + | а | ) п nnh?hV < (1 + | а | )ппп (V*2)
n < | # 3 п . (172)

Значит, если неравенство (171) не имеет места, то выпол-
нены условия леммы V при v = l, и многочлены Rx(x)
и /?2 (х) имеют общий делитель.

Представим теперь Р (х) в виде произведения степе-
ней различных неприводимых многочленов с целыми
коэффициентами

Р(х)=Р1(х) ••• РА*). | / \ ( а ) | < | Р 2 ( а ) | < . . . < | Р * ( а ) | .
(173)

Неравенство

!Л(а) ••• ^* (*) I > I ^ft+i И ••• ftWI (174),

не может иметь места в силу условий (17/3) уже при
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к > 5 — к. Значит, существует такое ч < у , что

\Рг(а) . . . P^W^PvWPv+iW . . . ^ W l . l

| Л ( » ) ••• / \ W | < | P v + i ( a ) . . . Л И | . Г

Но тогда, с одной стороны, в силу условия (169) и нера-
венства (171)

| Рч И Pv+i (̂ ) . . . Ps (л) | < # - ( л - 3 ) п , (176)

а с другой стороны,

|/\+i(a) . . . P s ( a ) | > # - 3 n . (177)

Отсюда непосредственно следует неравенство

| Л ( » ) | < | ^ ( а ) | < Я - ( л - 6 ) п . (178)

Но из леммы II следует, что высота Рг(х) не превы-
шает Неп, что и доказывает полностью нашу лемму.

Л е м м а VI. 1. При выполнении условий леммы VI
многочлен Р (х) имеет неприводимый делитель Q (х)
(общий делитель целых коэффициентов Q(x) — единица),
удовлетворяющий условиям

Я-6 j^ 2n

| < Я s ", Я«е« >h2, 4 > n 2 , (179)
S

где h2 и п2 —высота и степень Q (x), a s — некоторое
целое число.

Эта лемма непосредственно следует из неравенств (170)
и леммы II, так как P1(x)=^Qs (х), где Q (х) неприводим.

Л е м м а VII. Пусть о. =/=0, а0 > 1, о (х) > i и fl (х) > 0
будут заданы, причем а(х) и 0 (х) будут при х > х0 > 0
монотонно и неограниченно расти вместе с х и аоа (х) >
>а(,я-1-1). Тогда, если для каждого целого N > No > 0
существует многочлен Р(х)фО, с целыми рациональ-
ными коэффициентами, высоты Н и степени п, такой,
что выполняются условия

^ (180)

то а должно быть алгебраическим числом. ,
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что а трансцендентно.
Тогда Р (а) =^0. Из леммы VI, 1 и условий (180) следует
существование для каждого целого q > g0 неприводимого
многочлена Qq (x) с целыми рациональными взаимно про-
стыми коэффициентами, высоты Hq и степени nq Ф 0,
удовлетворяющего условиям:

(181)

max[n9, l n # 9 ] < T a(q),

Определим теперь число xq из уравнения

[n9, In Hq]=a(xq), a;9 = o_1(s9), (182)

где o j [о (х)] = x, что можно сделать единственным обра-
зом в силу монотонного роста о (х) и того обстоятельства,
что sq неограниченно растет вместе с q вследствие нера-
венств (181).

Неравенства (181) могут теперь быть заменены нера-
венствами

o<l?,WK^ ( 1 8 3 )

max[nq,lnHq]=a(xq), a:9<g.

Определим монотонно растущую функцию ф (х) следующим
образом:

} (184)

Далее, если у = у(х) определено уравнением

Ш (185)

то вследствие (184) о (у) > ]/о (х) , у > о_х []/о (х)] , и

стремится к бесконечности с ростом х.
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Найдем теперь целое число N из условий

t (187)

Тогда, так как 6 (N) > 0 (yq), c_, [$&] =Уя,

о2 (N) 6 (N) > о2 (ж,) ^ = °* (хя) <? (xq), (188)

и

Для этого N = N (xq) при достаточно большом xq, по усло-
виям нашей леммы, будет существовать многочлен
с целыми коэффициентами Р^ (х) ̂ fe 0, удовлетворяющий
условиям

О < | Р (а) | < e-o4NmN) < е-„4хдмхд)г (189)

где п и Я — степень и высота ()
Из неравенств (183) и (189) мы легко получаем

неравенства

(1 + | а |)п+п« (и + n,
з

< exp [3o2 (a;,) + a0o
2 (xq)

при ж9 > x' и

< 2 exp [ - о2 (ж,,) min { 1 6 (xq), <p (ж,)} ] < e-"2(-e) (191)

при Xq > ж", так как в (а;) и <р (ж) растут неограниченно.
Неравенства (190) и (191) показывают, что выполнены

условия леммы V при v = 1, другими словами, PN (X)
и Qq (x) должны иметь общий корень. Но Qq (x) непри-
водим и общий делитель его коэффициентов единица.



§ 4] ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ 187

Значит Р(х) делится на Q (х) и PN (x) = Qq(x) R(x), где
R (x) —многочлен с целыми коэффициентами и, тем самым,
с высотой не меньшей, чем единица.

По лемме II тогда следуют неравенства

, (192)
(хо)

которые при xq > х"' будут противоречить уравне-
нию (182), определяющему xq. Это и доказывает нашу лемму.

Условия этой леммы могут быть обобщены и уточ-
нены. В частности, функцию 9 (х) можно заменить доста-
точно большой постоянной.

Л е м м а VIII. Пусть Р (х) будет неприводимый
в рациональном поле многочлен с целыми рациональными
коэффициентами степени п и высоты Н, <х — фиксирован-
ное число, a wlt u>2, . . . , u>v — какой-либо фиксированный
базис кольца целых чисел алгебраического поля Kv. Если
Р (х) приводим в поле К^ и имеет место неравенство

\Р(о.)\<Г\ (193)

то в поле Kv у Р (х) существует неприводимый дели-
тель Т (х), коэффициенты которого будут целыми числами
поля Кч, подчиняющийся условиям

_ 1 r v

\Т(а)\<НТ *; Т(х)=У1 ^bKewsx
h; (194)

\ K \ o < < ;

где Хо зависит только от поля К^ и ш1, . . . , cov.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что, как

известно, Р (х) может быть представлен в поле Kv про-
изведением неприводимых в этом поле делителей един-
ственным образом, с точностью до постоянных множи-
телей. Далее, число этих неприводимых делителей, если
считать каждый столько раз, какова его кратность, не
превысит порядка поля ч. Действительно, если

П р . ц

Р W = 2 ^ / = An

1[[Rk(x) = АПЦВР (х),
h»=0 fe=l h—l
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где Bh(x) — неприводимые в поле К^ многочлены со стар-
шими коэффициентами, равными единице, а $£\х),
s-—l, 2, . . . , V— 1, — многочлены, коэффициенты, кото-
рых сопряжены коэффициентам Rh (x) = R^ (x) и принад-
лежат соответственно полям Kv,s=l, . . . , v — 1, сопря-
женным полю К^, то имеют место соотношения

V - 1

Отсюда следует, что nh — степень Rh (x) — находится в гра-

ницах — < nfe < п. Это и доказывает наше утверждение,

что fj.<v. Положим теперь

где a.k, s — некоторые, вообще говоря, не целые числа
поля Kw. Пусть §> —простой идеал поля Ку, ^ — наи-
высшая степень <^~1, в которой <^~1 может входить в числа
a,k,s> s ^ O , I , . . . , nk—1, а с — целое число поля /sTv> ко-
торое делится только на первую степень ^ . Тогда из со-
отношения

Р (х) cr = An J J [сгьх

пь + 2 crfcafc> ,*•] = АпР, (х);
fe«l s=0

где все коэффициенты Рх (х) уже не могут делиться на <§>,
так как хотя бы один коэффициент crhRh (x) на §> не де-
лится, а все остальные могут содержать @ только в не-
отрицательных степенях, следует, что Ап делится на ^ г .

Отсюда следует (полагаем- ̂ s ) (x) = AnR^ (x), Ап = А),
что, так как предшествующее рассуждение верно для
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любого 7?£° (х),

4 \ ! ) v - l , (195)

где Q^ix), A = l , 2, . . . , [х — неприводимые в поле
многочлены, имеющие коэффициентами целые числа
поляЛГ^. а А —целое рациональное, ] Л | < / / .

Пусть среди полей К^\ К^1), ..., K(J~l) будет ^ дей-
ствительных и 2г2 комплексно сопряженных, и единицы
поля Ki0), lk>0, /с = 1, 2, . . . , г; r = r1 + r2 — l, образуют
фундаментальную систему единиц. Совершенно так же
пусть 5ft, g, &= 1, 2, . . . , г будет фундаментальная система
сопряженных единиц для поля K-f, s = l , 2 , . . . , v — 1,
Положим

In 15ft, s I = irjft, s; 0 < s < v — 1 ; 1 < & < г . (196)

Условимся также, что поля K-f , s = l , 2, . . . , т^— 1,
будут действительными, а поля К* , s = r±, r1-{-1, .,,, г,
будут комплексными, причем К^ ф К-?\ r 1 < s , p<^.r.
Пусть также логарифмы высот сопряженных многочленов

будут соответственно

Фиксируя число Л > 2 , решим теперь систему урав-
нений

г
"v̂  М Q7^

s = l
v - l

т и = 1 , 2 , 3 , . . . , г ; дь = ^ j — f̂e, s«
8 = 0

Определитель этой системы в силу того, что поля
s ^ = l , 2 , . . . , rx — 1 действительны и при гг<s<r попарно
не комплексно сопряженные, а система единиц \ц фунда-
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ментальная, отличен от нуля. Поэтому наша система (197)
имеет единственное решение. Пусть теперь в дальней-
ших рассуждениях системы чисел Xk>s; ft = 2,3, . . . , -ji;
5 = 1, 2, . . . , г, будут системами решений соответству-
ющих систем уравнений и, тем самым, фиксированы.

Условимся дополнительно, что K^1+s) = K-J+s J ,
s = 0, 1, . . . , r2 — 2. Отсюда следует, что или К^ — К^
действительно, и тогда К1;? = К^~1), или
и тогда К^~^ действительно.

Вследствие того что £ь ) 8, s = 0, 1, . . . , v — 1 , суть си-
V - 1

стема сопряженных единиц, то 2 "Чь, s = 0. Отсюда следует,
8=0

что для действительного поля KJ , не входящего в ряд

Ki2) Kir)

, Д. v , . . . , Х\. v ,

V — 1 Г

p=0 s=l

v - 1

2 ? м = й-г»,« (198)
p=0

b

так как если К^^К^, то 7 ) s m = 7)S)p, s = l , . . . , г,
и Qk m = Qh v в силу комплексной сопряженности (7fe

m) (a;)

Эти последние соображения показывают, что при вы-
бранных нами xh> 1 ; xk< 2, . . . , zfej r всегда имеют место
соотношения

г

2 ХЬ> sT)s,m=gfe— gfe.m, (199)
s = l

m = 0, 1, . . . , v— 1, & — 2, 3, . . . , [А.

П о л а г а е м теперь
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г Д е Уи, s — целые рациональные, и вводим дополнительно
обозначения

г

i<s) _ ТТ f k > m ; k = 2 3
m=l

s = 0, 1, . . . , v - 1 ,

r

, m = 2 £fe. s^s. ">> ^ ~ ^V m a x I *̂, m | ,
s=l

(200)

, 0 < m < v — 1 ,

Так как \m> s — единицы, то 7t s ) (a;)—опять многочлены
с целыми коэффициентами поля К^\ Соотношения (195)
можно переписать теперь в форме

...Tls)(x); 0 < s < v - l . (201)

Обозначая высоту Т^ (х) буквой hktS, мы будем иметь
в силу соотношений (199) и (200), что

0 < s < v - l . (202)
V - 1

Далее, так как Th (х) = П Т^ (х) будет многочленом с це-
s = 0

лыми рациональными коэффициентами, то из очевидных
соотношений

(l + n f c)
vA f c > o...Afc,v-i>l, ft=l, 2 [л (203)

и соотношений (202) следуют неравенства

ln(l + nk)-lk, \h = ~^\k,t; ft = 2, . . . , | * . (204)
«-о
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Из этих неравенств и неравенств (202) в свою очередь
следуют неравенства

e-X f c; (205)

Далее, с помощью леммы II и соотношений (201) мы
также получаем неравенства

= 0, I, . . . , v - 1 . (206)

Неравенства (206) и (205) дают нам для hh s границу
сверху, именно

и- v-
Inh i t s<f* In H + n + 2 In (1 + nh) + (jx - 1) Xfc- 2 \ s,

2 fe=2

0 < s < v - l . - (207)

Так как Th (x) будет многочлен с целыми рациональ-
ными коэффициентами степени чпк, то его высота hk по
лемме II удовлетворяет неравенству

V - 1

s=0

= vInAJk>. + v(Xh-Xfc>s), (208)

. A = 2, 3, . . . , fj,, 0 < s < v — 1 ,

а вследствие соотношений

Av i»-i)pv ф = , y t ( a ; ) Г ( 1 ( а ; ) (209)

и леммы II — неравенствам

>4lnhKs-4nh + 4(kk — Xfe>s). (210)
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Это последнее неравенство непосредственно приводит нас
к неравенству

S-X, ;<fj,lnfl" + 2n + X, (211)

0 < s < v — l.

Нетрудно заметить, что и неравенство (207) также
может быть переписано в этом же виде, так как

2J In (I + nh) < п. Значит, неравенства (211) справедливы
2

и при к = 1. Эти неравенства и доказывают нашу лемму,
так как если

то должно быть выполнено хотя бы одно из неравенств

| 7l0 ) (а) | < НТ" (212)

вследствие соотношений (201).
V

Далее, пусть 6 = 2 bkwh будет любой коэффициент

многочлена 7\ (ж), для которого выполнено неравенство
(212). Целые алгебраические числа Ы*\

где (Оь\ u>h2\ . . . , o)feS) сопряжены числу mk = ш10) пусть
будут сопряженными числа Ь = Ы°). Тогда в силу не-
равенств (212) мы имеем неравенства

Решая систему уравнений

относительно W, к = 1, 2, .. . , v, которая разрешима, так
как ее определитель есть дискриминант поля Kv, мы по-

13 А, о, Гельфонд
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лучаем неравенства
v

2 f- /,(s) -< X ffv-o^n

8 = 1

где все Ck, s зависят только от чисел о)1, о)2, .. . , <DV.
Значит Хо не зависит от п, Н и 71, что и требовалось доказать.

§ 5. Доказательство основных теорем

' Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I. Допустим, что
от присоединения к рациональному полю 11 чисел, где
1, ах, а2, так же как и т ,̂ т)2, т)3, линейно независимы в
рациональном поле,

o l t а2, e
Tli\ » = 1,2,3; £ - 0 , 1 , 2 ; ао = 1, (213)

получилось поле Я1. Это поле не может быть просто ал-
гебраическим полем, так как при алгебраичности егл,
т)! Ф 0, eT'iai должно быть трансцендентным, вследствие
того, что ах алгебраическое иррациональное число. Тогда
это поле ./?! образовано числами о> и о)1, где степень ш1

положим равной ч, свойства которых определены в на-
чале § 4 этой главы. Наши 11 чисел (213) будут, по
предположению, совпадать с 11 числами поля

^ , 1 = 1,2, . . . ,11; Т=Т, Т2 . . . Тп, (214)

где все Si и 7\ — целые числа поля Лх (определенно
целого числа и его степени было дано ранее).

Пусть ./V будет сколь угодно большое целое число.
з _ 1

Положим р = [N3 ln~ 27V] + 1 = [(N In 5 дг)8] + 1 я рас-
смотрим функцию

р - 1 N N N

Р1

А . „ , - V Г „^ т, - Г ^ 1
л * о . *i. kt, «з — £д bo hi ш > УI — I {" 1 '

"4-0 Lln2JVj
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где все Ckt, ь1( hs>h8, л4 — целые рациональные числа, в со-
вокупности отличные от нуля.

Воспользовавшись неравенствами (112) и (162), мы
получаем неравенство при 0<Л г {<Л г , N > N', т\[ — | i\i\ +

—

п
- N i

N—N

> \liii~' IT

! N-N2 N-N3

П П
-N2 - N 3

2 N-N3

П 1

(216)

Применим теперь к нашей функции f (z) лемму Ш. За-
метим, что

_ 3 _£
Ar4n 2 iV+l ]> iV e l n 2/V,

и положим То = тт > X = 3 + т. При таком выборе постоян-
ных благодаря неравенствам (112) и (216), как легко
проверить, выполняются условия леммы III и мы полу-
чаем, что хотя бы одно из чисел

fiko + k^+k^), 0 < * i < } . - £ L ^ , ; = 0 , 1, 2 (217)
у In N

не равно нулю. Величина / (к0 ~\- к^ -\- к2а2) есть много-

член относительно И величин (213) и при Ai < XiV2 In 2N
его степень по отношению к каждому из этих чисел не
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_ 1_

превышает (X + 1) Л^3In 2N. Поэтому числа /feOi fel) ft2,

], « = 0, 1,2, Х = 3

будут целыми числами поля /?х.
Вспоминая выражение чисел А через ш, мы получаем

представления

i—1 v - 1

5=0 5 i = 0

p - 1 N N N pi

^ j ^ j 2j 2j 2j no, «l. ••• , «4 -"«o. ... • ni, ho, fti, h2, «, 5i,
"0=0 ni =0 n 2 = 0 пз=0 «4=0

_ I _ i (219)
| i i < [ y V » l n 2N], к{ < Ш Ч п 27V, « = 0, 1,2,

o, ... , П4, ft0> fti, h2, 5, 51
__

где все числа В целые рациональные. Число чисел С,
которое обозначим п, удовлетворяет, как показывает про-
стой подсчет, неравенству и > 7V9ln""27V. Положим Х2 =

_ !
= (3vX0)

 3 . Так как, для того чтобы обратилась в нуль
величина /Й 0 )ЙЬЬ 2> нужно, чтобы выполнилось vp.x <

2 N уравнений, то, по лемме первой, целые
числа С можно выбрать в совокупности отличными от
нуля и такими, что

_ i
/fto,fti,ft2 = O, 0 < * t < [ X 2 i V 4 n 2iV],

I Г
I ^ no, .. ч

n 1

(220)
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Действительно, число уравнений для СПо П 4 будет мень-
ше, чем

->\N4n 2 TV-X3 TV6 In 2N < | i V 9 l n - 2 i V . (221)

Но тогда / (г) — 0 в точках

q. (222)

Это обстоятельство позволяет нам воспользоваться инте-
гральным представлением /(г),

п тт п [^^o-^-^i/^^ 2
J 1 1 1 1 1 1 L С — к 0 — к ^ — /r2a2 J С — z v '
Г йо = 0 fti=0 ft2 = 0

9

где контур Г есть окружность \(,\ = 2N2, a j z j</V 3 . Из
этого представления мы непосредственно, оценивая инте-
грал в правой части по модулю, получаем неравенство

_ L
j / (2) j < e-*i N 6 I n 2N,\Z\<N3. (224)

Но так как при TV > X, /V3 > \NZ, то при достаточно
большом N выполняются неравенства

1 з _ i 1
Ifko,k1,ka\<e~***mia *N, 0<ki<\N4n~2N. (225)

Мы уже доказали, что среди этих чисел будет хотя
бы одно отличное от нуля. Это число будет многочленом,
с целыми рациональными коэффициентами, Р (о>, а)х) от-
носительно чисел а) и о)1, степени п и высоты Н, при-
чем вследствие неравенств (225), (219) и (220) будут спра-
ведливы неравенства

_ 1 з _ 1 1
|/>(о>, ю 1 ) | < е ~ 2 Я 2 Л ' в 1 п 2 N j n + i n H <KiN3in-2N. ( 2 2 6 )

Пусть числа о>2, м3, . . . ,<DV будут сопряженными к ш1 в
поле R (с»), где R (о>) есть поле, полученное от присоеди-
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нения к рациональному полю зисла о>. Тогда мы будем
иметь, что

v

л> и = П р к ш * ) Ф °« ( 2 2 7 )
h = l

и что Ро (о>) — многочлен с целыми рациональными коэф-
фициентами степени п0 и высоты Но, для которого верны
неравенства

max [яо, In Ho] < к, Ns In"2" N, N> N". (228)

Положив

a (TV) = 3>,e iV
3 In 2iV, 6 ( 7 у ) ^ ^ ] / Ъ 7 У , (229)

мы видим, что для числа о> выполняются условия леммы
VII и, значит, о) — алгебраическое число. Мы приходим,
таким образом, к противоречию, что и доказывает нашу
теорему.

Неравенство (112) нашей теоремы безусловно имеет

место в случае, когда — и ^ будут или алгебраическими,

или рациональными степенями одного и того же лога-
рифма алгебраического числа, или алгебраическими сте-
пенями числа е. Во всех этих случаях, как давно из-
вестно, будет иметь место неравенство

I Zi4i + ЗДг + х3ъ I > е~~~т х, I ^ | < х, (230)

где х— некоторая постоянная (см., например, неравен-
ства (48) и (49) гл. II). Это замечание доказывает закон-
ность следствий 1, 2 и 3 из нашей теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы II . Доказательство
этой теоремы мало чем отличается от доказательства
теоремы I. Поэтому приведем его в несколько сокращен-
ном виде. Поле Я1 будет опять образовано числами о>
и (Bj, причем о)2, u>3> • • • 1 шч будут сопряженными в преж-
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нем смысле числа ш1. Десять чисел

\> Ъ> ai> аг> еТЧаь; 1 = 0 , 1 , А = 0 , 1 , 2 , а о = П (231)

будут равны отношениям целых чисел поля Rlt которые
имеют вид

р;; » = 1 , 2 , . . . , 10, Т^-Т1Г2...Т10. (232)

Число о) трансцендентно, так как числа vj0 ц ет>°, по тео-
реме Линдемана, не могут быть одновременно алгебраи-
ческими. Пусть ./V будет сколь угодно большое целое

_»_
число. Положим р = [N 3 ln'W] + 1 и рассмотрим функ-
цию /(z),

р - 1 N N

/(«)=2 2 2 \*»,
fe = 0 fc0-0 fci-0 I

PI A i
^ft, feo,fei= 2 Ch,fto,fti,ft3

a>ft2> P l = [ ^ 3 ] .
fe2-0 J

где все Cfe> feo> fel> fe2 — ц е л ы е р а ц и о н а л ь н ы е , о т л и ч н ы е от
н у л я в с о в о к у п н о с т и , ч и с л а . В о с п о л ь з о в а в ш и с ь н е р а в е н -
с т в о м (162), м ы п о л у ч а е м н е р а в е н с т в о п р и 0 i V 7 V

N-No N-Ni

П П

TT

fti-"-

N-Ni

TT m i n A0 + ^5L , (234)

где (x) — расстояние ж до ближайшего;~целого числа-



2 0 0 АРИФМЕТИЧ. СВОЙСТВА АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ [ГЛ. I I I

Пусть 7)2 = 5i. Тогда, если при целых ki

I*o + *x42l<2- w , |АЯ + А,7 | 2 |<2-", IftJ, |ft,|<AT, (235)

то очевидно, что линейные формы &0 + А^г п к2-\-к31\г
пропорциональны. Пусть, далее,

р = m i n \к0 -; AiTfjg |

осуществляется при |А г | =-s<A''. Тогда, воспользовав-
шись неравенством (114), мы получим, что

N ~ N l Г-1 S2 r^vi i n s
1 Л min \ка + А,Т|„ | > 2~* р s J > 2-**е L s J >

ftl =5«- О

> е-тя !11»2-»'. (236)

Теперь мы имеем окончательно, что

N-No N-Ni 3

Q П IV% + A 1 -q 1 !>e-^ 2 ' » ' v >e-To T e l n p 9 , (237)

где ;J = [iV 3 ln-W] -f 1, д = (Л^+1)2- Применим теперь
к нашей функции лемму III. Заметим, что в этом слу-

- 3 3
чае m~-pq >̂  Лт 3 ln~fjV, Ti = i?j > Т2 = 7п'с и положим

7о = -г- и Х'=3 4-2т:. При таком выборе постоянных, бла-
годаря неравенствам (237) и (114), как легко проверить,
выполняются условия леммы III, и мы получаем, что
хотя бы одно из чисел

2

Р'Цко + к&г + к&г), 0<ki<\N^,0^s<p,i=0,1,2,(238)

отлично от нуля. Величина /(s> (Ao + Aiai + A2a2) есть
многочлен относительно 10 величин (231), причем степень
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его по отношению к каждой из этих величин не превос-

ходит \N3 .
Поэтому числа /s> hOi hly h2

ь_
fs,k0,h1,k2 = T^(k0 + k1a1+k2a2), ( л = [ 1 0 Ш 3 ] , (239)

JL JL
0 < s < / V 3 l n - W , 0 < A { < / J V 3 , 1 = 0 , 1 , 2

будут целыми числами поля Rx.
Аналогично (219) мы получаем выражения

14.—1 V - 1

5i
р - 1 N N pi

X _2J 2j 2j 2j n' n°' ni> na-"s, h0, hi, h->n , ..., n2, г,
n=0 no=O ni=0 na=0

ln-1iV ) (240)

i=-.0, 1, 2,

где все числа В целые рациональные. Число целых
16 _i

чисел С не меньше, чем N 3 I n - W . Положим Х2 = (3v\,) 3 .

Для того чтобы fs7 hOi feb fe2 обратилось в нуль, достаточно,
5_

чтобы имело место v[x1<Xov7V3 уравнений. Поэтому,
по лемме I, числа С можно выбрать целыми рациональ-
ными и такими, что

/», ho, fti, fe2 == " i no,

, i = 0, 1,2; 0 < s < i V 3 ln-W, (241)

так как в этом случае число переменных будет не меньше,
16

чем iV3 In"1 TV, а число уравнений не больше, чем
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16 1Ь

klktfN 3 In""1 N < -jN3 l i rW. Но при выбранных таким

образом числах С, /(s> (t) = 0, где 5

[ ^ ] , (242)
что и дает интегральное представление

/(s>(') =

- s l С d z ^ П П П r z - ^ o - M i - ^ a a V + 1 /(С),,
~ ( 2 и П ( г - 1 ) 8 + ' И 1 И 11 Lt-Ae-Aja,-*^, J С _ я

а * '
г0

 v ' г h o =o fei=Ofe2=o

s<r, t^ko + k^ + k&i, 0<ki<lN3, (243)

где контур Г о — окружность \z\ = N, а контур Г —окруж-

иость | С | — N 3 . Интегральное представление (243) при
оценке по модулю интегралов в правой части дает нера-
венства

1 = 0,1,2, (244)

что в свою очередь непосредственно приводит к неравен-
ствам

(245)

где хотя бы одно из чисел fs,h0,hi,k2 отлично от нуля.
Это отличное от нуля число является многочленом от ш
и о)1( тождественно не равным нулю, с целыми рацио-
нальными коэффициентами, высоты Н и степени п по от-
ношению к о), причем для него справедливы в силу
неравенств (240), (241) и (245), неравенства

и 5

| Р (ш, Ш1) | < e-hN 3 m-1w) т а х [ п > 1 п щ < >чдгТ. (246)
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Положив

ft-1

где о)2, . . . , о)v — сопряженные с w1 числа, мы получаем,
что для многочлена Р0(х), имеющего целые рациональ-
ные коэффициенты, высоту Но и степень п0 справедливы
неравенства

и

О" < | Р о (ш) | < е~ "2""" I n " , max [n, In Я] < \SN
T. (247)

Итак, для каждого целого N > TV' существует тож-
дественно не равный нулю многочлен Ро (х) с целыми
рациональными коэффициентами, для которого верны
неравенства (247). Отсюда следует, по лемме VII, что со
алгебраическое и мы пришли к противоречию, которое
и доказывает нашу теорему. Для законности следствий
1, 2, 3 из теоремы II достаточно напомнить примечание
к теореме I и неравенство (230).

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы III. Докажем сперва
неравенство

3 > 0, (248)

где Р (х) — многочлен с целыми рациональными коэф-
фициентами степени s и высоты Н, а Ф 0, 1 — алгебра-
ическое, [3 — алгебраическое иррациональное число, 8>0
сколь угодно мало, но фиксировано, a s + In H > п (а, [3, 8).

Пусть N будет достаточно большое целое число,
q— целое, /V> # > ln1+'/V, e > 0 сколь угодно мало, но
фиксировано. Положим r=\\rq\nN'\, ш = а*, т) = 1па,
и рассмотрим функцию

Q N

/i!(*)= 2 2 Ako,kle^W, (249)
fto«O fti-0

l n
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где С&, Й0, fci— целые рациональные числа, в совокупности
отличные от нуля. В этом случае числа А^д> ^ будут также
отличны от нуля в совокупности, так как со, как изве-
стно, будет трансцендентным.

Пусть а и р будут числа алгебраического поля В.
степени v, аоа, и ао(3, где а 0 — целое рациональное, будут
целыми числами этого поля, a u>lt и>2, .. ., cov пусть будет
базис кольца целых чисел этого поля i? v . Тогда при

2 2

PI

2 2 шй(
, «о. , (250)

\Bt

0<t<r,

где все числа В — целые рациональные. Число чисел С
А .1

равно (р+ 1) (q + i) (N + l) > q2 Nln2N. Для того чтобы
имели место равенства

необходимо,
X(^i+1) (̂ а

чтобы числа С удовлетворяли
+ 1 ) уравнениям. Так как

<v(2 ?

2 ln 2 ' iV 3)(7V?

2ln , (252)

то, по лемме I, мы можем выбрать числа С целыми
рациональными, в совокупности отличными от нуля, так,
чтобы выполнялись все равенства (251). Для этих чисел
вследствие неравенств (250), по лемме I, будут иметь
место неравенства

n<p, (253)
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Выбрав такую систему чисел С'п, По, гц, мы рассмотрим
теперь совокупность чисел Ап0, щ, являющихся много-
членами с целыми рациональными коэффициентами отно-
сительно со с коэффициентами С„, п0, тц, степени которых
не превосходят qoyqlnN. Если все эти многочлены
имеют общий наибольший делитель R(u>), то мы положим
An,,, щ = R (ш) АПЗг щ> где АПо, ni — опять многочлены с целы-
ми рациональными коэффициентами, высота которых может
быть оценена по лемме II, так как R (и>) — тоже многочлен
с целыми коэффициентами, причем многочлены AnOi П1

не имеют уже общего корня. Мы приходим, таким обра-
зом, к новой функции /(z), удовлетворяющей условиям:

q N -j

no=om-o v. ( 2 5 4 ^

А -У С <o» С I - /4 ; '°W у Г ' ! О I
л П э , П1 ^ J ^ П , Па, m ш ? ° П , По, till \ l j j

n-0 >

p=[qyrqlnN]

/(•) (0 = 0, 0< s < ̂  = [ TV j / ^ ] , (255)

Условия (255) позволяют воспользоваться интегральным
представлением

/(•)(*) =

- ( 2 ^ ? р 3 ( « - « г 1 " J L c ( c — i ) . . . ( c — г а ) J c = j e ( - ' t ^ o j
Г rj

где Г есть окружность | z | = I — \f q\i\N I, а Гх — окруж-

ность |С| = <7- Для того чтобы контур Г был внутри
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контура ±\, достаточно выполнения неравенства

Оценивая правые части неравенств (256) по модулю
на соответствующих контурах Г и 1\ и принимая во
внимание неравенства (254), мы получаем неравенства

|уС.)(О|<е 1 8 V lnN,

0 < * < [ / ^ h W V ] . (257)

В нашем случае р алгебраическое, и, очевидно, вы-
полняется условие (155) леммы IV. Эта лемма может
быть применена к нашей функции /(z), если будут вы-
полняться условия (157), так как неравенства (254) и
(257) эквивалентны остальным условиям леммы IV.
Отсюда следует, что или

- 4 Nq in q

\Ano,ni\<e 4 , 0 < n e < g , Q<nx<N, (258)
или хотя бы для одной пары s и t,

/7ЫлГ] (259)

имеет место неравенство
I /(s) (0 ! > e-2JV9ing . (260)

Из соотношений (250) и (254) мы получаем, что
2р+2 v

(261)

где gho? hl — целые рациональные, удовлетворяют условиям

" * " " ° " ( 2 62)
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Пусть -g- > 8 > 0 будет сколь угодно мало, но фикси-
ровано, a Q (х) — многочлен степени п и высоты Н,
с целыми рациональными коэффициентами и неприводи-
мый в рациональном поле, такой^ что выполняются
неравенства

\QM\<e
-Nqln

In N
i n 3 8 In q

г 1 П : I n - 3 4 In q, (263)

Тогда, по лемме VIII, существует неприводимый в поле
Ry многочлен Т (х) такой, что при N > Л"

T (о) | < е 1Г

no=O ni = l

= max < exp у q
In ^ In~28 In q,

(264)

где все tnOi n i — целые рациональные, отличные от нуля
в совокупности числа. Возьмем теперь любой из много-
членов PSi t {%) • Так как

<ехр
N

l n пгж l n ~ 2 4 n ? x i

j/g In ЛГ] < exp [>g In ^ In"5 In q ] <

(265)
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где а и ро определены в лемме V, то вследствие нера-
венства

1 q

| 2 » + | Р ( ) | ~ ш в П П П 7

(266)

которое непосредственно следует из неравенств (263) и
(265), выполняются условия леммы V, откуда прямо
следует делимость любого многочлена PSlt(x), где s и t
находятся в границах (261), на многочлен Т (%).

Значит,

Ps<t(x) = R(x)T(x), (267)

причем высота R (х) пусть будет R, а степень его не
превысит 2р — п-{- 2. Найдем границу сверху для вели-
чины In R. Так как числа tkOt hl удовлетворяют неравен-
ствам (264), а сох, ш2, . . ., со.,, — базис кольца целых чисел
поля Ry, то по хорошо известным свойствам алгебраи-
ческих чисел мы будем иметь, что высота Т (х) не может
быть меньше величины X3£~v, гдеХ 3>1 зависит только от
чисел (Dlf . . ., (DV. Отсюда следует по лемме II и с помощью
неравенства (262), что

nto>lnR, (268)

что дает непосредственно неравенство

~ >lnR. (269)

Пользуясь неравенством (269), мы из неравенства
(264) получаем новое, более сильное чем (262), неравен-
ство для Р-в>1((о), где s и t находятся в границах (261),
именно

-Nq In j-^r. In5 In q
l n W 2Wi (270)

так как вследствие того, что # >

2 1 n < 7 < l n j ^ l n e l n < 7 . (271)
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Но раз выполняются неравенства (270) для s и t в пре-
делах (262), то должны быть верны неравенства (258);
другими словами,

* -4-We Ing
< e '

где нес Ch, ho, ki — целые рациональные и удовлетворяют
условиям (254), а к0 и &х находятся в границах О^ко^,д,
0-<й;1<Лт. Но многочлены -4k0l/ц (ш) ничем, в смысле
ограничений па степени и коэффициенты, не отличаются
от многочленов Ps< t (ш) и, значит, всякий многочлен
^ho. hi (х) Должен делиться на Т (х). Это по характеру
выбора чисел A/lOi h1 (">) невозможно, так как мы уже
избавились заранее от общего наибольшего делителя
AhOihl(w). Мы пришли, таким образом, к противоречию,
что показывает невозможность, при любых о > 0, s > 0
и любых N и д, N > g > In1 i~6JV, неравенства

5 in 9

, (273)
если Q (х) — неприводимый в рациональном поле много-
член с целыми рациональными коэффициентами, высоты
Н > 3 и степени п, где

Il7nv I
[• (274)

К 7 In Л ' ш In Л' " j

при достаточно большом N. Выбирая теперь о > 0 и
8 > 0 произвольно малыми и решая уравнения

^ ]
г

2 Г (2 7 5)
/г -|- In Я = - ? = = = Ь * I n - 6 In x,

у x\nz In z ' J
при n + In Я > А (о, о), и полагая q = [x], N = [z], мы
приходим, наконец, к неравенству (248).

Действительно, пусть о фиксировано, но сколь угодно
мало и а > 0. .
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Тогда мы имеем уравнения

2 П+ЫН .

(л + ln° (п + In Я) =— I n 2 , — ln-a« Inх,
v ' ; ] п г I n 2 '

^ — —• / и _L_ I п ^
Y —• 1 At —r~ 111

In 2 v

откуда следует, что

2 / X

X In"2 [га + In" In Я ] ln$i (n • h Ь Я ) ,

X In'2 (n + In0 In Я) lns'-! (n + In Я),
In z = In (ra + In Я) 1п5з [ n + In Я],

In ~ = 2 In (л + In3 in Я) In6" (»-fin Я),

lim

(276)

(277)

Из этих соотношений следует, что

— > и -fin3 In Я > In3 г

In j — In8 In x == r^- т— In2 z In j — In8 In ,r =In z I n ]n z In г

lim £j = 0.
г->о

(279)

Так как одновременно неравенства (273) и (274) при
произвольных е > 0 и 8 > 0 невозможны, если N >
>ЛГ'(е,8, а, р), то

ехр [ - 1п Я) (280)
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при n > In' In Н. Если же, каково бы ни было а,
при й + In Я > 4, и < In* In # , то

|<?(а>)| > e x p [ - l n # l n 2 + £ * l n # ] , е г > 0 , (281)

каково бы ни было е2 > 0. Это и доказывает первую часть
нашей теоремы III. От неприводимости же Q (со) избав-
ляемся благодаря лемме VI, 1.

Докажем теперь, что если а и [3 — алгебраические,

со = -—^ иррационально, Q (х) — неприводимый в рацио-
нальном поле многочлен степени п и высоты Н с целыми
рациональными коэффициентами, общий делитель кото-
рых единица, то

£ \ » 0 , (282)

где, е сколь угодно мало, но фиксировано, при

n + lnH > C(e; In a, ln^).

Трансцендентность числа ш была доказана выше.
Доказательство этого неравенства проходит совершенно

так же, как и неравенства (248), поэтому мы приведем
несколько упрощенное его доказательство.

Пусть числа а и [3 принадлежат алгебраическому
полю Kv, о)!, . . . , to., — базис кольца целых чисел этого
поля и а0 — целое рациональное число, такое, что аоа

и aofi - целые алгебраические. Пусть также е f - r > e > 0 j

сколь угодно мало, но фиксировано и N—-целое сколь
угодно большое число. Рассмотрим функцию

N N

Л . , fci = S С*. ""- 'п ш". Д Г 1 + 6 < 9 < /V 2 In 2 /V,

где все числа Cft)ft0)ftl — целые рациональные и в сов оку п-
ности отличны от нуля.
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Положим р= и рассмотрим (/>+1)(? + 1)

чисел /i, s, i

/1..., = 1п-рвГ'/(')(') =
2e v q N N

= 2 2 ^I'0''" 2 ZJ S '̂"' "»•ni ^s- '•n- "о- "ь*<>• *i'
ho = Ofti=l n - 0 no=O «1=0

(284)

, t = Q, 1 p.

Числа В, как нетрудно видеть, будут целыми рациональ-
ными и удовлетворять неравенством

/о —

Bs, i. п, п0, «!, ь„, /п 1 < ел° в . (285)

Число целых чисел С равно (q +1) (7V + 1)2. Для того
чтобы /i>e, i при s и t в границах (284) обратилось в нуль,
необходимо выполнение v (2(7 + 1) условий. Поэтому, для
того чтобы имели место равенства

/i...« = 0; (286)

= 0,1 г; r f l ^ J 1

необходимо выполнение ч (г-\-1) (q-{• \) (2q-\-\) условий.
Так как

-*(ЛГ + 1)а(<7 + 1 ) > * ( г + 1 ) ( ? + 1)(&/ + 1), (287)

то, по лемме I и неравенствам (285), числа С'п<„0,П1 можно
выбрать целыми рациональными, в совокупности отлич-
ными от нуля и удовлетворяющими неравенствам

так, чтобы выполнялись условия (286).
Выбрав, таким образом, С^)По>П1, мы их зафиксируем

и, тем самым, полностью определяем нашу функцию /г (z).
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Рассмотрим зафиксированные таким образом числа
о, и — A'ho, hi (<»), которые являются многочленами с це-

лыми рациональными коэффициентами от числа со. Пусть
R (ш) — многочлен с целыми коэффициентами будет общим
наибольшим делителем многочленов A'kriihj (ш)-. Полагая
тогда

•' N N

Н() ' ! *•">'" I \Z> ~ 2j 2j k"' ''i '

Л ' , , , , h i -— ^ j W i , ft,,, In w < >

мы но лемме II можем оценить модули целых рациональ-
ных чисел Cd, kn, kt ч получаем для всех чисел Си, А0.-fti

 н е "
равенства

Л?3

Полагая снова

где на ос ЙОВНН1ЛГ

So

неравенств

— max ghl

(290)

, h < (292)

ii нее эти числа gkOi h l — целые рациональные. Так как для
/(г) выполняются условия (286), то мы имеем инте-
гральное представление

Р»,, (ш) =

«log"" ^ dz { Г «(«-I) •••(»-O]«+ i ./(О rfr= (2^)aln'& J ( г - f ) 8 ^ Д LC(C-l) . . . ( С - г ) J С-« '

(293)
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где контур Г есть окружность | z | — , а контур 1\ —

окружность |С) = N, a s и t меняются в границах (291).
• Оценивая по модулю интегралы в правых частях

неравенств (293), мы получаем неравенства

е-^т1п\ (294)

По лемме IV или для всех Ah^ kl (ш) справедливы нера-
венства

I Ао, н Н I < е ~ т " ' 1 П А', 0 < h < Л', i = О, 1, (295)

или хотя бы для одной пары (s, t), 0 < * < 5 r , 0<•
должно выполняться неравенство

(296)

Пусть — > 8 > 0 фиксировано и пусть Q (х) будет

неприводимый в рациональном поле многочлен с целыми
рациональными коэффициентами, общий делитель которых
единица, высоты Н и степени п, удовлетворяющий усло-
виям

(297)

Тогда, по лемме VIII, в поле A"v существует неприводи-
мый многочлен Т(х), коэффициенты которого — целые
числа поля Кv, удовлетворяющий условиям

N v

| Т И | < е-"21п1+8*; Т (х) = 2 2 Ч . n^m*"" . (298)

= max |г„ 0, П 1 | < ехр [ — 1п~тУУ J .
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Пусть Р (х) — любой из многочленов P,j(x), где
0 < f < / j . С помощью неравенств (292) и (298)

мы получаем неравенство

< cxp [X3iV
2] < охр [ А- N* In ;V ] , (299)

где числа а и р определены в лемме V.
Значит, для многочленов Р (х) и ?' (я) выполнены

условия леммы V, и Р (х) должен нацело делиться на Т (х)
в силу неприводимости Т (х) в поле К,. Значит,

PBtt(x) = R(x)T(x), (300)

где R(x) многочлен высоты R и степени, не превыша-
ющей 2</— п. Для этой высоты /? с помощью тех же
рассуждений, что и при доказательство первой части
нашей теоремы, мы неиосредствекно получаем неравенство,
аналогичное (269), именно

/V* > 2q 4->х ~
3 + -< ~ > 1и Я. (301)

Значит,
- - N 2 i n t \-*>N

\Pt,t(u)\<e 2 , 0<»<q, 0<i<p, (302)
откуда следует справедливость всех неравенств (295),
так как ни одно из неравенств (296) не может иметь
места. Но так как многочлены с целыми рациональными
коэффициентами Ако, ^ {я) теперь будут удовлетворять
тем же условиям, что в многочлены PSti(x), то все
Аи, н ix) должны делиться нацело на Т(х), что невоз-
можно из-за того, что ояи не имеют общего корня. Итак,

з _ j_
пусть 7V достаточно велико и Nl+t <5 r</V2 In 2N, где
e > 0 сколь угодно мало, но фиксировано. Фиксируем

также 5, -т- > 5 > 0. Пусть Q [х) будет многочлен с целыми

рациональными коэффициентами, неприводимый в рацио-
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нальном поле, степени п и высоты //

n < - £ - l i f •*#, I n Я < — I n " * TV. (303)

Мы доказали, что тогда неравенство

ItfHKe-"1"1*" (304)
невозможно. Решим уравнения, при т——^ > а >

^

п + In1 Н = ^- In"1 ж, и -I- In Я = -^- Ьг ] з-. (305)

Мы будем иметь:

х = О2 (/г + In" Я) (и -| In //) In2 (и 4- In H), 1 < й < 2 (306)
и

z = 0 (n + In3 Я) 2 (п 4- In Я) In3 (га 4- In Я). (307)
_ i

П о л а г а я N ~[х], q — [zln 2(n + lnH)], м ы в и д и м , ч т о
при достаточно большом числе п -\- In// будут удовле-
творены неравенства (303) и q будет находиться в нзгж-
ных границах. Значит,

| Q (ш) | > е-^21«2« > e-»VJ.-m H ) 2 + n , (308)

где е2 > 0 сколь угодно мало.
Пусть теперь Pk (x) —приводимые многочлены с це-

лыми коэффициентами, степени nk и высоты Hh такие,
что при некотором е > 0 имеет место неравенство

I Pk H I < е - " * [ п * + 1 п H " l 2 + e , (309)
независимо от А; п

lim(nh-'rlnHh) — oo.
h-»oo

Тогда, по лемме VI, при любом А; существует неприво-
димый многочлен Qk (x) высоты hk и степени дк, такой,
что

A) In hh < у (raft 4- In Hh), < 7 h < 4 " b |

в) / •
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Неравенство В) показывает, что

lim (

а все эти неравенства вместе приводят нас к неравен-

ству типа (308) уже для Q (х) при замене е на 7 . Это,

lio доказанному, невозможно, и наша теорема полностью
доказана.

Заметим, что, так же как мы доказывали теорему III,

можно доказать и трансцендентность чисел о? и -.—к , при-
чем для этого нужна значительно более простая лемма,
чем лемма V. Кроме доказанных теорем, вышеизложен-
ный метод приложим и к другим вопросам трансцен-
дентности.

Из неравенства (117) теоремы III § 4 настоящей главы
непосредственно следует одно утверждение, которое заслу-
живает быть сформулировано в виде отдельной теоремы.

Т е о р е м а IV. Неравенство

| х1 In a + х2 In р | < e-in2 + e*, | Xl | + | х21 = х > 0, (311)

где а. и р — алгебраические числа, -.—г иррационально,

s > 0 — произвольное фиксированное число, не имеет реше-
ний в целых рациональных числах хи х2 при х > х0,

f n In а Л . .

,r0 = a;0( а, р, -—Г| з , где х0 — эффективно вычисляемая
постоянная.

Неравенство (311) использовалось существенным обра-
зом в доказательстве ряда теорем теории чисел. Для
того чтобы был ясен круг приложений этого типа нера-
венств, мы приведем здесь формулировки четырех теорем,
которые доказываются с помощью неравенства (311).

Первая теорема относится к приближенному пред-
ставлению целых чисел с помощью произведения про-
извольных степеней конечного числа фиксированных
простых чисел. Пусть plt ...,p8 будут различные про-
стые числа s > 3 , - 5 - > s > 0 , e > 8 > 0 , iV — любое целое



АРИФМЙТИЧ. СВОЙСТВА АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ [ГЛ. ltt,

рациональное число, N > 0. Тогда будет иметь место
теорема.

Для числа решений 1^, $ равенства

N = dp*i . . . p°-s- |1п(Л<Д; A = e-[ J n I n N J V . v = 3,(312)

где av . . . , as — целые положительные, а d— положитель-
ное рациональное число, имеет место асимптотическая,
при больших N, формула

т 2 In 8- 1 NA
' (s — 1)! In Px ... In ps

Эта теорема была доказана Б. И. Сегалом1), который
пользовался прежним, менее точным неравенством (311),
где вместо 2 в показателе стояло 3. Из неравенства (311)
эта теорема следует при v = 2.

Другая теорема относится к свойствам арифметиче-
ских функций типа характеров. Пусть функция <f (и)
определена для всех целых рациональных чисел, муль-
типликативна, т. е. ср (п) ср (тп) = <р (ппг) и ср (1) ;= 0. Тогда

.имеет место теорема.
Если ср (/>) = 0 для всех простых чисел р за исклю-

чением конечного числа и существует постоянная С та-
кая, что для любого iV

N

2*(*)
то ср (/;) = 0 для всех р, кроме, может быть, одного р — pQ,
причем ср (JD0) = e'a Ф 1, гдо а действительно.

Эта теорема была доказана Ю. В. Линником и Н. Г. Чу-
даковым 2 ) . Далее если а и р — действительные целые
числа кубического поля К отрицательного определи-

*) Б. И. С е г а л, О целых числах с - каноническим разло-
жением определенного вида, И. А. Н., сер. матем. (1939),
стр. 519 — 538.

») Н. Г. Ч у д а к о в и Ю. В. Л и в н и к , Об одном классе
вполне мультипликативных функций, ДАН СССР, 1950, т. 7-4, М2.
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теля X), отношение 4- иррационально, то можно указать

эффективную границу хо = хо (a, j3) величины модулей
решений уравнения

1 (313)

при

• ~ ~ р

если р, g, (p, q)~i— целые, а а2, <х3 и р2, р8 сопряже-
ны а и р .

Эта теорема была впервые доказана Б . Н. Делоне 1)
в несколько более общей форме, но она непосредственно
следует также из неравенства (311).

Покажем вкратце, как доказывается эта теорема с по
мощью неравенства (311). Так как поле А" имеет в нашем
случае только одну основную единицу /, то из (313)
следует, что ах-\-$у, если х и у решение (313), единица
и лх-\-$у — /". Обозначая a2, a3, |32, рз и 1г, Ia числа, сопря-
женные а = ; а 1 ; Р = рд и / —/ й , мы получаем, таким обра-
зом, систему уравнений:

где п — целое число. Исключая из этой системы ж и г / ,
мы получаем уравнение для числа п

- Ыг - Ш П + Ыз - РА,) /2 + (РЛ - аД) /? = 0. (314)

Предполагая, что IY действительно, а / 2 , 1 3 — комплексно
сопряженные, | / i | = p, мы получаем, что | / 2 | = | / 3 | ~

= | / i | 2 . Легко показать, что при достаточно больших

х) Б. Н. Д е л о н е , Теория иррациональиостей третьей сте-
пени. Труды, мат. института им. Стеклова, 11 (1940), 1—340,
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\х\ или | у ) п > 0. Полагая т\ = I n ^ , деля левую

часть (314) па (<XiJ33 — pia3)/"> мы получаем, в силу усло-
вий теоремы, неравенство

I е

п''1+2пг (т+~^' - 1 | < Со | /х Г
2" =-• Сов-^, (315)

где Со и А — постоянные, т—произвольное целое число.
Из (315) непосредственно уже следует неравенство

l n ^ + tti! In e « | < Cje-'", ' (Я16)

где и и и?! — цельте числа, С]̂  —постоянная, числа
2kni

—•, е 1 —алгебраические, а значения их логарифмов

любые, но фиксированные. Это же неравенство, более
сильное чем (311), не может иметь решений при \п
vr \m1\, больших некоторой границы. Если бы мы могли
доказать неравенство (221) гл. I так же эффективно,
как и неравенство (311) этого параграфа, то мы полу-
чили бы вычисляемую границу для величин решепий
уравнений (313) при любом алгебраическом поле К.
К этой задаче сегодня не видно сколько-нибудь реаль-
ных подходов кроме вышеизложенного.

Наконец, можно пользуясь неравенствами (311) на-
стоящего параграфа и (83) § 3, доказать весьма просто
следующую теорему (А. О. Гельфонд [9]).

Пусть а, (3 и у — действительные числа конечного
алгебраического поля К, не равные 0, ± 1 и одно из них
по крайней море не есть алгебраическая единица. Тогда
уравнение

не имеет при t > t0 (a, p, 7) решений в целыг числах
х, у, z, исключая случай
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где nL, пг, n s —рациональные, причем t0 может быть
эффективно вычислено.

Приведенные примеры использования оценки прибли-
жения отношения логарифмов алгебраических чисел
рациональными дробями показывают, что результаты
и методы теории трансцендентных чисел могут исполь-
зоваться ие только для теории геометрических построе-
ний—например, невозможности квадратуры круга.

Нетривиальные нижние границы линейных форм
с целыми коэффициентами от любого числа логарифмом
алгебраических чисел, эффективно полученные методами
теории трансцендентных чисел, будут иметь чрезвычайно
большое значение в решении очень трудных проблем
современной теории чисел. Поэтому можно считать, что
уже говорилось выше, наиболее актуальной задачей
в теории трансцендентных чисел исследование меры
трансцендентности конечных совокупностей логарифмов
алгебраических чисел. Следует также напомнить, что до
сих пор не найдено путей для исследования арифметиче-
ской природы чисел типа постоянной Эйлера или значе-
ний С (z) при г = 2п + 1,где п > 1 целое число.
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