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введение

Настоящий  учебник  можно  рассматривать  как  введение 
в методы автоматического и оптимального управления техни-
ческими и иными системами, описываемыми обыкновенными 
дифференциальными  уравнениями.  Авторы  ставят  цель  — 
дать  сведения  об  основных  математических  моделях,  приме-
няемых для описания управляемых динамических процессов, 
об  алгоритмах  их  оптимального  управления  и  практических 
навыках решения таких задач. Программы системы MathCAD, 
встроенные в виде вставок в текст, позволят студентам выпол-
нять расчеты с помощью «живых формул» в электронном вари-
анте пособия. Рассматриваемый материал соответствует курсу 
«Теория управления» для студентов всех форм обучения по на-
правлению «Информатика и вычислительная техника», специ-
альности «Прикладная математика», а также может быть по-
лезен студентам инженерных специальностей и специалистам, 
интересующимся подобными задачами.

При принятии решений в сложных технических, экономи-
ческих,  социальных  системах  лицо,  принимающее  решение 
(ЛПР), должно учитывать множество разнообразных факторов 
и  уметь  оценивать  последствия  их  изменения.  Важно,  чтобы 
эти изменения не только приводили к лучшему результату, но 
и давали максимально полезный эффект. достижению такого 
эффекта в технических и экономических системах и посвящен 
данный раздел.

Целью оптимизации является выбор среди некоторого мно-
жества  допустимых  решений,  которые можно  было  бы  в  том 
или ином смысле квалифицировать как оптимальные. При этом 
допустимость каждого решения понимается как возможность 
его фактического осуществления, а оптимальность — как его 
целесообразность.  Следует  подчеркнуть,  что  оптимальное  ре-
шение показывает предельные возможности системы и служит 
советом  для ЛПР,  а  решение,  которое  оно  принимает, может 
быть и другим, с учетом факторов иного рода, например поли-
тических, влияющих на принятие решения.
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Указанная проблема решается с помощью синтеза многих научных направ-
лений, таких как системный анализ и исследование операций, моделирование 
экономических и технических систем, численные методы и методы оптимиза-
ции  функций,  теория  автоматического  регулирования,  теория  оптимального 
управления и других направлений.

В инженерной деятельности часто возникает необходимость управлять раз-
нообразными технологическими, организационными, социальными и другими 
процессами (рис. 1).

В этой схеме состояние объекта управления характеризуется вектором со-
стояния x =  (x1(t), x2(t), ..., xm(t)) и находится под воздействием управляемых 
переменных — вектора управления u =  (u1(t), u2(t),  ..., un(t)) и возмущения (в 
общем случае вектора) f(t).

Теория управления — наука о принципах и методах управления различ-
ными системами, процессами и объектами. Суть теории управления: на осно-
ве системного анализа составляется математическая модель объекта управ-
ления  (ОУ),  после  чего  синтезируется  алгоритм  управления,  реализуемый 
в  управляющем  устройстве  (УУ)  и  (или)  корректирующем  устройстве  (КУ) 
для получения желаемых характеристик протекания процесса для целей уп-
равления.

Методы  управления  базируются  на  трех  фундаментальных  принципах: 
принцип  разомкнутого  (программного)  управления,  принцип  компенсации, 
принцип обратной связи.

Суть программного  (разомкнутого)  управления  состоит в нахождении уп-
равления u(t) как функции времени. В этом случае работа управляющего уст-
ройства не зависит от состояния системы x(t).

Управление по принципу компенсации сводится к измерению возмущающе-
го воздействия f(t) и воздействию на объект управления u(t), по возможности 
компенсирующего, это возмущение.

Управление по принципу обратной связи является наиболее распространен-
ным и заключается в воздействии управления как функции состояния u(x).

рис. 1
Схема процесса управления:

ИУ — исполнительное устройство; УИ — устройство измерений; УУ — управляющее устройство;  
КУ — компенсирующее устройство.
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Современные методы решения инженерных задач предполагают численные 
эксперименты с математической моделью исследуемого процесса. Задача мате-
матического моделирования — установление связи между входными и выход-
ными  переменными  в  виде  математических  соотношений  и  реализация  этих 
моделей на ЭВМ. Модели, рассматриваемые в учебнике, можно разбить на сле-
дующие типы:
•  статические;
•  динамические.

Статические  модели  могут  быть  заданы функцией F(x, u) =  0  в  неявном 
виде или функцией x = f(u) в явном виде. Такие модели осуществляют преобра-
зование числа (чисел) — значений входных переменных u в число — значение 
выходной переменной x.

Линейные статические модели описываются решением системы линейных 
алгебраических уравнений Ax = u и имеют точное решение x = A–1u, det A ≠ 0.

для нелинейных моделей в неявном виде их реализации на ЭВМ требуются, 
как правило, численные методы решения систем алгебраических уравнений. Но 
часто априорных знаний оказывается недостаточно для построения модели, по-
этому в главе 1 будут рассмотрены методы построения модели по данным экспе-
римента и на этой основе идентифицированы динамические системы (глава 6).

Динамические  модели  реализуют  преобразование  функции  в  функцию. 
Обычно рассматриваются функции времени

  L x t u t dx
dt

f x t u t( ( ), ( )) ( ( ), ( )).= =0 или

В этих уравнениях традиционно через xi(t), i = 1, 2, ..., m обозначают выход-
ные переменные (переменные состояния), через uj(t), j = 1, 2, ..., n — входные 
переменные. Обычно модель динамической  системы задается  в  виде  системы 
дифференциальных уравнений в нормальной форме:

 
dx
dt

f x u t x R u R t Tm n= ∈ ∈ ∈( , , ), , , [ , ],0   (1)

где f(x, u, t) — вектор-функция правых частей уравнения.
Система дифференциальных уравнений должна быть дополнена m услови-

ями для единственности решения. Обычно это начальные условия, задаваемые 
в виде

  x(0) = x0.  (2)

если время t явно входит в функцию f(x, u, t), то система не автономная; 
если явно не входит, т. е. f = f(x, u), то это нелинейная автономная система; если 
функция линейная по переменным x и u, то тогда получаем линейную систему

 
dx
dt

Ax Bu= + .   (3)

для  непрерывно  функционирующих  систем  управления,  какими  обычно 
являются  системы  автоматического  регулирования, можно пренебречь  влия-
нием начальных условий (2) и для бесконечного времени работы линейной сис-
темы (3) можно применить операторные методы в виде преобразования Лапласа 
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и Фурье (глава 2). На этой же основе можно рассматривать и дискретные систе-
мы (глава 3). Операторные методы позволяют при таких условиях свести реше-
ние дифференциальных уравнений к решению алгебраических уравнений.

Системы линейных дифференциальных уравнений имеют точное решение 
в виде формулы Коши (глава 5), а для реализации нелинейных динамических 
моделей или линейных систем высокого порядка на ЭВМ потребуются числен-
ные методы интегрирования дифференциальных уравнений (глава 5).

Использование динамической модели для оптимизации процессов требует 
многократного интегрирования дифференциальных уравнений, что связано со 
значительными затратами машинного времени. Линейные дифференциальные 
уравнения допускают общее аналитическое решение. Поэтому часто для эко-
номии вычислительных затрат используют линейное приближение уравнений 
в окрестности рабочего режима. Процедуры линеаризации, решения линейных 
дифференциальных уравнений и идентификации параметров в динамических 
моделях нашли свое отражение в главах 5 и 6.

если  известна  статическая  модель  некоторого  процесса  в  виде  функции 
f(x, u) = 0 и критерий оптимальности F x f x u

u U
( , ( , )) min(max),→

∈
 то для оптималь-

ного ведения процесса нужно найти неизвестный вектор u, что решается при 
помощи методов оптимизации функций. В задачах оптимального управления 
рассматриваются динамические модели, критерием оптимальности в которых 
является не функция, а функционал, и нужно определить неизвестную функ-
цию u(t), доставляющую минимум интегралу J  при условии, что управление 
u(t) выбирается из множества допустимых управлений U.

  J F x t u t dt
u t U

T

= →
∈

∫ ( ( ) ( )) min
( )

0

  (4)

при связи x(t) и u(t) в виде дифференциального уравнения:

 
dx
dt

f x u t x R u R t Tm n= ∈ ∈ ∈( , , ), , , [ , ].0   (5)

Эту задачу с некоторым приближением можно свести к задаче параметри-
ческой оптимизации. для этого введем дискретное время, разбив отрезок [0, T]
N точками с шагом ∆t:

  tk = t0 + k∆t,  k = 0,  1, ...

Заменим непрерывную функцию u(t) кусочно-постоянной функцией u(tk). 
Тогда интеграл (4) мы приближенно можем заменить суммой

  ≈ = −
=

= −

∑∫ F x t u t t J u uk k N
k

k N

( ( ), ( ) ( ,..., ).∆ 1 1
0

1

  (6)

Используя необходимые условия минимума 
∂
∂

=J
u

0  или подходящий чис-

ленный метод поиска минимума функции (6), можно приближенно найти опти-
мальное управление. Однако такой подход годится лишь для малого числа раз-
биений N (порядка 10...20). Более точное решение задачи сталкивается с непре-
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одолимыми трудностями ввиду «проклятия размерности» в оптимизационных 
задачах, в которых сложность вычислений растет по меньшей мере как куб раз-
мерности  задачи  (N3). Применение метода динамического программирования 
позволяет  уменьшить  число  вычислений  функции,  однако  потребует  значи-
тельно большего объема памяти компьютера (глава 11).

Но  в  некоторых  случаях  такой  подход  вполне  оправдан.  если  известна 
структура управления с точностью до параметров, то проще решить задачу оп-
ределения этих параметров, чем искать функцию управления. Так, если извес-
тно, что управление должно носить релейный характер и число переключений 
функции управления с одного уровня на другой невелико, то тогда в качестве 
неизвестных  параметров  целесообразно  рассматривать  время  переключений 
и решать задачу минимизации функции по этим параметрам.

Задача  параметрической  оптимизации  возникает  и  в  случае  управления 
с обратной связью при помощи регуляторов с заданным законом регулирования 
и с точностью до параметров регулятора, связывающего управление u(t) с выхо-
дом системы x(t) (глава 4).

Возникает вопрос о том, нельзя ли найти аналогичные необходимые усло-
вия оптимальности для непрерывной функции u(t) и на этой основе разработать 
соответствующие численные методы (глава 9). Ответ на этот вопрос дает теория 
оптимального управления.

для постановки задачи оптимального управления необходимо иметь следую-
щие составляющие (глава 7):
•  уравнения  движения,  которые  обычно  задаются  обыкновенными  диффе-
ренциальными уравнениями и представляют собой математическую модель 
объекта управления;

•  ограничения на управляющие функции, отражающие практическую реали-
зуемость управления;

•  критерий  оптимальности  —  числовая  оценка  качества  достижения  цели 
системой управления.
если первые две составляющие задачи носят объективный характер и, как 

правило, не могут быть произвольно изменены, то критерий оптимальности на-
ходится в распоряжении проектировщика системы управления, который часто 
пытается удовлетворить противоречивым требованиям к качеству системы уп-
равления, и вынужден решать задачу управления с различными критериями 
оптимальности (главы 10, 12). Теоретические положения и алгоритмы управ-
ления применены к задачам управления геостационарными спутниками (гла-
вы 5–12).
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СТаТичеСКие СиСТемы

для многих сложных и мало изученных процессов невозмож-
но получить математическую модель, исходя только из апри-

орных знаний. В этих условиях недостаток знаний можно ком-
пенсировать  наблюдениями  за  функционированием  процесса. 
данная информация может быть использована как для опреде-
ления неизвестных параметров системы при известной структу-
ре модели (тогда говорят о модели как о «сером ящике»), так и о 
попытке построить модель, не обладая даже знаниями о ее струк-
туре («черный ящик»). Необходимые условия проведения экспе-
римента для этого задаются условиями идентифицируемости.

Как  уже  отмечалось,  статические  модели  описываются 
функцией

y = f(x),  x ∈ Rn, y ∈ R1.

Линейные  модели  описываются  линейной  функцией.  для 
линейных моделей справедлив принцип суперпозиции: реакция 
суммы воздействий есть сумма реакций на каждое воздействие:

y(x1 + x2) = y(x1) + y(x2).

единственная функция, удовлетворяющая этому условию:

y x c xi i
i

n

( ) .=
=
∑
1

Нелинейные модели определяются нелинейной функцией 

y = f(x1, ..., xn, c1, .., cm),

где  через  вектор  с  обозначены некоторые  неизвестные или не 
точно известные константы. если модель линейна по этим па-
раметрам, то

y c xk k
k

m

=
=

∑ ϕ ( ),
1

где ϕk(x) — система линейно независимых функций.

Гл
ав

а 
1
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1.1. ошибКи моделирования

Пусть точное значение выходной переменной y∗, предсказанной по модели 
y = f(x), равно y. Ошибка моделирования определяется нормой || y∗ – y ||, в качест-
ве которой для вектора a = (a1, a2, ..., an) наиболее часто используют следующие 
величины:

  || || max | |,a a
i n

i1
1

=
≤ ≤

  (1.1)

  || || .a ai2
2= ∑   (1.2)

Относительная ошибка определяется отношением (обычно точное значение 
y∗ неизвестно)

  ρ = − ≈ −∗

∗

∗|| ||
|| ||

|| ||
|| ||

.
y y

y
y y

y
  (1.3)

Можно  выделить  три  источника  ошибок  моделирования.  Первый  источ-
ник — погрешность моделирования ρ1,  связанная  с  неточностью  самой мате-
матической модели. Второй — погрешность численного решения ρ2 уравнений 
модели, связанных с применением численных методов, например метода сеток 
для  решения  дифференциальных  уравнений. И,  наконец,  любая  реализация 
численных методов на ЭВМ связана с третьим источником ошибок — ошибка-
ми  округления  ρ3.  Общая  ошибка  моделирования  будет  удовлетворять  нера-
венству

  ρ ≤ ρ1 + ρ2 + ρ3.  (1.4)

если  мы  находимся  в  рамках  одной  математической  модели,  то  влиять 
на  первый  источник  ошибок  нет  возможности,  поэтому  такую  ошибку  часто 
считают неустранимой. На остальные два источника ошибок можно повлиять 
выбором метода решения и разрядностью представления чисел в ЭВМ. Обыч-
но считают выбор приемлемым, если ρ2 на порядок меньше ρ1, а ρ3 на порядок 
меньше ρ2.

1.2. аппроКСимация фунКций

При большом числе измерений и наличии помех задача интерполяции ста-
новится лишенной практического смысла, так как число параметров в интерпо-
ляционной функции равно числу измерений, а присутствие ошибок измерений 
может привести к разным значениям функции при одном и том же значении 
аргумента функции. далее будем предполагать известной математическую мо-
дель с точностью до констант c:

  y = f(x1, ..., xn, c1, ..., cm).  (1.5)

Пусть имеются данные эксперимента для входных переменных 

  x k n i Nk
i , , ,..., , , ,..., ,= =1 2 1 2
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где n — размерность вектора x; N — число экспериментов и соответствующие зна-
чения входных переменных xi и выходной переменной yi в эксперименте i. Подстав-
ляя эти числовые данные в уравнение для модели, получим систему уравнений:

 

y f x x c c

y f x x c c
n m

n m

1
1
1 1

1

2
1
2 2

1

=
=

( ,..., , ,..., ),

( ,..., , ,..., ),

........,

( ,..., , ,..., ).y f x x c cN N
n
N

m=










1 1

  (1.6)

При m = N имеем замкнутую систему уравнений для определения парамет-
ров c в задаче интерполяции и модель будет проходить точно через эксперимен-
тальные точки. Однако для проверки соответствия модели реальности никакой 
информации не будет. если m < N, то число условий избыточно и выбор m па-
раметров вектора c удовлетворить всем N условиям (1.5) не может. Функцию 
невязки (меру уклонения) между экспериментальными данными и предсказан-
ными по модели (1.5) можно представить в виде нормы

  Q(c) = || y – f(x, c1, ..., cm)
 ||.

Наиболее часто используют квадратичную норму

  Q c y f x c ci i
m

i

N
2

1
2

1

( ) ( ( , ,..., )) ,= −
=
∑   (1.7)

и минимизация этой ошибки приводит к процедуре решения уравнения (1.6) 
методом наименьших квадратов. В общем случае минимизация Q может быть 
осуществлена лишь численно. Ниже приведена программа MathCAD, решаю-
щая эту задачу (док. 1.1).

для  достаточно  широкого  класса  задач  минимизацию  функции  невязки 
можно осуществить аналитически. Такой класс  составляют функции, линей-
ные по параметрам с:

  y x c xk k
k

m

( ) ( ).=
=

∑ ϕ
1

  (1.8)

для такой модели функция невязки имеет следующий вид:

  Q c y c xi

i

N

k k
i

k

m

( ) ( ( )) .= −
= =
∑ ∑
1

2

1

ϕ   (1.9)

Необходимые условия минимума этой функции

 
∂
∂

= =Q
c

j m
j

0 1, ,

приводят к определению параметров с с помощью решения системы уравнений:

 
∂
∂

= − = =
= =
∑ ∑Q

c
y c x x j m

j

i

i

N

k k
k

k

m

j
k( ( )) ( ) , , .

1 1

0 1ϕ ϕ   (1.10)
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Раскрывая скобки и меняя порядок суммирования, получим

  c x x y xk k
i

j
i

k

m

i

N
i

j
i

i

N

ϕ ϕ ϕ( ) ( ) ( ).
== =

∑∑ ∑=
11 1

док. 1.1
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Введем следующие обозначения:

  ω ϕi
i

j
i

i

N

y x j m= =
=
∑ ( ), , ,
1

1   (1.11)

  ϕ ϕ ϕkj k
i

j
i

i

N

x x k m j m= = =
=
∑ ( ) ( ), , , , .
1

1 1    (1.12)

Тогда можно записать систему линейных уравнений:

  c j mk kj j
k

m

ϕ ω= =
=

∑
1

1, , ,

или в векторном виде:

  Φс = Ω,  (1.13)

где Φ = {ϕkj} — информационная матрица размером m×m; Ω = {ωj} — вектор пра-
вых частей размерности m. Из (1.12) видно, что матрица Φ является симметри-
ческой (ΦT = Φ) и зависит только от значений входных переменных xi.

Решение системы

  c = Φ–1Ω  (1.14)

дает искомые значения параметров модели.
для случая линейной модели, зависящей от n переменных, имеем:

  y c c x c x c x c x xn n j j
j

n

= + + + + = =
=
∑0 1 1 2 2 0

0

1... , ,   (1.15)

 

ϕ

ϕ

ϕ

j j

i

N

i

i

N i

x j n

N

x N
x

N
Nx

= =

= ⋅ =

= ⋅ = =

=

=

∑

∑ ∑

, , ,

,

,

1

1 1

1

00
1

01 1
1

1
1

где через  x1  обозначено среднее значение x1 по всем экспериментам. Продол-
жая вычисление элементов матрицы Φ подобным образом, для диагональных 
элементов матрицы получим формулу

  ϕ jj j
i

N
n

jx N
x

N
Nx= = =

=
∑ ∑2

1

2
2,

а для произвольных элементов —

  ϕ jk j k
i

N

j kx x Nx x= =
=
∑
1

,   (1.16)

где через x  обозначено среднее значение величины x.
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Тогда для линейной модели структура матрицы Φ будет следующая:

  Φ =





















N

x x

x x x x

x x x x

n

n

n n n

1 1

1 1
2

1

1
2

...

...

. . . .

...

.   (1.17)

Элементы вектора Ω:

  ω ω0 1= ⋅ = = ⋅ =∑ ∑y Ny x y Nx yi

i
j j

i i

i
j,

и сам вектор

  Ω = ⋅



















N

y

x y

x yn

1

...
.   (1.18)

В частном случае для модели y = c1 + c2x нужно провести прямую, наимень-
шим образом уклоняющуюся от  точек  с координатами  (xi, yi),  i =  1, 2,  ..., N. 
В этом случае

  Φ Ω=








 =









N

x

x x
N

y

xy
   
1

2
, ,

и нужно решить систему уравнений:

 
1

2

0

1

х

x x

c
c

y

xy

















=












   ,

  Φ− =
−

−
−









1

2 2

21

1x x

x x
x( )

,   (1.19)

  c
x x

x x
x

y

xy
=

−
−

−




















1

12 2

2

( )
.    (1.20)

В случае аппроксимации исходных данных полиномом

  y c xi
i

i

m

=
=
∑
0

  (1.21)
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имеем следующую структуру матрицы Φ:

  Φ =

∑ ∑
∑ ∑ ∑ +

N x x

x x x

x

i

i

i m

i

i

i

i

i

i m

i

i m

i

... ( )

( ) ... ( )

... ... ... ...

( )

2 1

∑∑ ∑ ∑

∑
∑

+

























=

( ) ... ( )

...

(x x

y

x y

xi m

i

i m

i

i

i

i i

i

1 2

, Ω

ii m i

i

y)∑

























.   (1.22)

Программа MathCAD, решающая задачу аппроксимации методом наимень-
ших квадратов, для этого случая приведена ниже (док. 1.2).

док. 1.2
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Рассмотрим простой пример аппроксимации многомерной (двумерной) фун-
кции. Пусть в результате экспериментов получена следующая таблица данных, 
и мы хотим получить модель в виде функции  y x x c c x c x( , ) .1 2 0 1 1 2 2= + +

номер 
эксперимента i Значения xi

1 Значения xi
2 Значения yi Значения 

по модели
ошибка 

аппроксимации

1 0 0 0,5 0,391 0,109

2 0 1 1,2 1,318 –0,118

3 1 0 1,6 1,527 0,073

4 1 1 2,4 2,455 –0,055

5 2 1 3,4 3,591 –0,191

6 2 4 4,7 4,518 0,182

В соответствии с  (1.9) ϕ1(x) = 1,   ϕ2(x) = x1,  ϕ3 2( ) .x x=  По формуле (1.12) 
имеем:

 

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

11 1 1
1

6

1

6

12 21 1 2
1

6

1 1 6= = ⋅ =

= =

= =

=

∑ ∑

∑

( ) ( ) ,

( ) ( )

x x

x x

i i

i i

i i

i

== ⋅ =

= = = ⋅ = =

=

= =

∑

∑ ∑

1 6

1 5

1

6

1

13 31 1 3
1

6

1

6

2 22

i

i

i i

i i

i

x

x x x

,

( ) ( ) ,ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

2 2
1

6

1
2

1

6

23 32 2 3
1

6

10( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )

x x x

x x

i i

i

i

i

i i

i

= =

=

∑ ∑= =

= = ∑∑ ∑

∑ ∑

= =

= = =

=

= =

  x x

x x x

i

i

i

i i

i

i

i

1
1

6

2

33 3 3
1

6

2
1

6

7

7

,

( ) ( ) .ϕ ϕ ϕ

Теперь матрица Φ имеет следующий вид:

  Φ =
















6 6 5

6 10 7

5 7 7

.

Вектор правых частей определим из (1.11):

 

ω ω

ω

1
1

6

2 1
1

6

3
1

6

2

13 8 20 2

16 4

13

= = = =

= = =

= =

=

∑ ∑

∑

y y x

y x

i

i

i i

i

i

i

i

, , , ,

, , Ω
,,

,

,

.

8

20 2

16 4

















Алгоритм обработки данных для определения параметров модели приведен 
в следующем документе (док. 1.3).
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В некоторых случаях удается нелинейную по параметрам модель преобразо-
вать в линейную. Такова, например, производственная функция Кобба — дуг-
ласа:
  Y K L a K La a( , ) ,= 0

1 2   (1.23)

где Y — объем произведенной продукции; K — капитальные затраты на произ-
водство; L — затраты на труд; a0, a1, a2 — параметры функции, подлежащие опре-
делению по данным функционирования производства. Эта нелинейная функция 

док. 1.3
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путем преобразования с помощью логарифмирования сводится к линейной по 
параметрам. После этого к ней можно применить описанную процедуру опреде-
ления параметров так, как это представлено в следующем документе (док. 1.4).

1.3. адеКваТноСТь маТемаТичеСКой модели

Рассмотрим вопрос о соответствии или несоответствии математической мо-
дели объективной реальности. Несоответствие может быть вызвано двумя при-
чинами: либо сама функция f(x) не соответствует реальности, либо случайные 
факторы исказили результаты экспериментов, вследствие чего коэффициенты 
в модели  определены  с  ошибками,  что  сказывается  на  точности моделирова-
ния.

док. 1.4
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Пусть по данным N экспериментов определяется модель с m параметрами. 
если N = m, то мы имеем задачу интерполяции, в которой модель точно прохо-
дит через экспериментальные точки, однако мы не имеем ни одного дополни-
тельного измерения для того, чтобы оценить адекватность модели. если N > m, 
то данные N – m экспериментов (число степеней свободы) можно использовать 
для оценки адекватности модели при помощи остаточной дисперсии:

  S

y f x

N m

i i

i

N

=
−

−
=
∑( ( ))

.

2

1   (1.24)

Эта  величина может  быть  признана  неудовлетворительной,  что  приводит 
к необходимости увеличить число экспериментов  (увеличив тем самым вели-
чину знаменателя) или уменьшить числитель, взяв другую функцию f и введя, 
например,  поправочный член. для  того  чтобы выбрать  решение,  необходимо 
оценить, чем вызвана неадекватность модели: неудачной функцией f или ошиб-
ками в измерениях. Рассмотрим случай, когда выходная величина y измеряет-
ся с ошибками. Пусть ошибки измерений e подчиняются нормальному закону 
с нулевым математическим ожиданием Me = 0 (систематической ошибки нет) 
и дисперсией  σy

2.  Тогда необходимо оценить  гипотезу о  том, что ошибки мо-
делирования  с  дисперсией S  и измерений  σy

2   взяты из  одной выборки,  тогда 
различия между этими величинами несущественны. Этот вопрос может быть 
разрешен с помощью отношения Фишера

  F S

y

=
σ2

.

если

  F > FT(p, n, m),

где p — уровень доверительной вероятности; n — число степеней свободы для 
большей дисперсии S; m — число степеней свободы (обычно равное бесконечнос-
ти) для  σy

2,  то данная гипотеза должна быть отвергнута и ошибку моделирова-
ния можно уменьшить за счет изменения функции модели. В противном случае 
ошибка моделирования с вероятностью P может быть обусловлена ошибками 
измерений и никакого улучшения моделирования за счет функции f добиться 
не удастся. Тогда нужно улучшать условия эксперимента. Табличное значение 
критерия Фишера FT(p, n, m) можно найти в книгах по статистике.

В MathCAD значение критерия вычисляется с помощью встроенной функ-
ции pF. Щелкнув дважды по этому документу, вы получите доступ к программе 
MathCAD, позволяющей аппроксимировать набор данных с помощью полино-
ма и определить степень адекватности по критерию Фишера (док. 1.5).

При n = 4 отношение Фишера F = 4,09 еще больше его табличного значения 
F = 2,67. В приведенном документе (док. 1.5) соотношение вычисленного значе-
ния F = 2,62 и табличного F = 2,74 позволяет сделать вывод о том, что остаточ-
ная дисперсия сравнима с шумом измерений и дальнейшее улучшение модели 
за счет изменения функции бессмысленно.
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Определим вероятностные характеристики ошибок в определении коэффи-
циентов c, возникающих из-за ошибок измерений. Математическое ожидание 
ошибок с учетом Me = 0

  Mc M y e M
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i i

i

i
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док. 1.5
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дисперсия ошибок

  Dc = M(c – Mc)T(c – Mc) = 
        = M(Φ–1Ω(y + e) – Φ–1Ω(y))T(Φ–1Ω(y + e) – Φ–1Ω(y)) = Φ–2MeTe = Φ–2Dy.

  (1.25)

если помехи измерений постоянны и не коррелированы, то

  D Ey y= σ2 ,

где Е — единичная матрица. Окончательно имеем

  Dc y= −σ2 2Φ .   (1.26)

Из анализа  этой формулы следует, что ошибки в  определении коэффици-
ентов с можно уменьшать, либо уменьшая помехи измерений, либо влияя на 
информационную матрицу Φ.

В задачах аппроксимации число неизвестных параметров меньше числа эк-
спериментов, поэтому проверку адекватности можно осуществить без привле-
чения дополнительных данных.

для функций, линейных по параметрам, процедура определения коэффи-
циентов с помощью метода наименьших квадратов сводится к решению систем 
линейных алгебраических уравнений. Ошибки измерений приводят к ошибкам 
в определении коэффициентов. В рамках ошибок измерений, распределенных 
по нормальному закону, ошибки в определении коэффициентов тоже распреде-
лены по нормальному закону и зависят от значений входных переменных. Это 
создает основу для такого планирования эксперимента, при котором ошибки 
будут  в  некотором  смысле минимальными. Ортогональные планы позволяют 
избежать коррелированности ошибок, а D-оптимальные планы позволяют ми-
нимизировать дисперсии ошибок.

КОНТРОЛьНые ВОПРОСы К ГЛАВе 1

1.  Какие ошибки типичны при моделировании систем?
2.  Какие системы удовлетворяют принципу суперпозиции?
3.  Какие модели являются линейными по параметрам?
4.  К решению какой системы сводится аппроксимация методом МНК?
5.  С  помощью какого  критерия  проверяется  адекватность математической 

модели?

ЗАдАНИя К ГЛАВе 1

Задание 1.1.  Определить  абсолютные  и  относительные  ошибки  (макси-
мальные  и  квадратичные),  если  задан  вектор  экспериментальных  значений 
y = (2, 5, 9, 7, 4) и значений, полученных по модели y∗ = (2,1; 4,8; 9,3; 6,7; 4,2).

Ответ: | ∆y |1 = 0,3; | ∆y |2 = 0,52; | ∆y |1/|
 y |1 = 0,033; | ∆y |2/|

 y |2 = 0,039.
Задание 1.2.  Определить  аппроксимирующий  квадратичный  полином, 

считая, что измерения y∗ = (2,1; 6,8; 9,3; 7,2; 4,2) сделаны в узлах интерпо-
ляции x = (0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5).

Ответ: коэффициенты аппроксимирующего полинома:
dT = − −( , , , ).5 46 90 314 142 857
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Задание 1.3. Определить необходимость уточнения модели из задания 7.3 
при условии, что выходная величина была измерена с нормальным шумом 
с известными нулевым средним и дисперсией  σy

2 0 1= , ,  уровень доверитель-
ной вероятности равен 0,995.

Ответ: такой необходимости нет, так как вычисленное значение 
критерия Фишера F = 3,503 меньше табличного значения FT = 4,542 
при числе степеней свободы, равном 3.
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линейные СиСТемы  
С беСКонечным временем

Многие  динамические  системы  моделируют  непрерывные 
или  дискретные  системы,  работающие непрерывно  в  те-

чение  длительного  времени,  намного  превышающее  время 
релаксации  (время устранения влияния начальных условий). 
Кроме того, часто такие процессы протекают вблизи некоторых 
рабочих  условий,  определяющих  нормальное  функциониро-
вание процесса. Тогда задача управления процессом сводится 
к поддержанию таких условий, т. е. к задаче регулирования. 
Это  позволяет  линеанизировать  исходную  (нелинейную)  мо-
дель процесса в точке рабочих условий, принять эти условия за 
начало отчета и рассмотреть линейные модели с бесконечным 
временем.

2.1. передаТочные фунКции  
элеменТарных Звеньев

Линейная динамическая система с одним входом u(t) и од-
ним  выходом  x(t)  может  быть  описана  дифференциальным 
уравнением порядка m, где m — порядок наивысшей производ-
ной в уравнении
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если входное известие u1(t) — известная и n раз дифферен-
цируемая функция, то, вычислив соответствующие производ-
ные и обозначив
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уравнение (2.1) можно свести к нормальному виду, разрешенному относитель-
но первых производных:

 
dx
dt

Ax Bu= + ,   (2.2)

где квадратная m×m-матрица  A
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Решение  дифференциального  уравнения  (2.2)  дается  формулой  Коши 
(см. главу 5):

  x t e x e Bu dAt A t
t

( ) ( ) ,( )= + −∫0

0

τ τ τ   (2.3)

где x0 = x(0) = x(t)|t=0 — вектор начальных условий.

если система управления функционирует достаточно долго и  lim ,
t

Ate
→∞

→ 0  то 

при больших t первым слагаемым (свободным движением системы) можно пре-
небречь и в системах регулирования рассматривают и анализируют второе сла-
гаемой формулы Коши (вынужденное движение системы):

  x t e Bu dA t
t

( ) ( ) .( )= −∫ τ τ τ
0

  (2.4)

Переход  от  пространства  оригиналов x(t)  в  пространство  изображений  по 
Лапласу x(p) или по Фурье x(iw) позволяет рассматривать вместо дифференци-
альных уравнений (2.1) или интеграла (2.4) алгебраические уравнения.

Преобразование Лапласа

  x p x t e dtpt( ) ( ) ,= −
∞

∫
0

  (2.5)
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где p = α + iw — комплексное число, действительная часть которого α обеспе-
чивает сходимость интеграла для неустойчивых систем, позволяет перейти от 
дифференциальных  уравнений  к  алгебраическим.  если  система  устойчива, 
lim ( ) ,
t

x t
→∞

→ 0  то можно для этой цели применить преобразование Фурье

  x iw x t e dtiwt( ) ( ) .= −
∞

∫
0

  (2.6)

Применяя эти преобразования к производной функции x, получим

 
dx t

dt
e dt px ppt( )

( ),−
∞

∫ =
0

  (2.7)

а для производной степени n:

 
d x t

dt
e dt p x p

n

n
pt n( )

( ).−
∞

∫ =
0

  (2.8)

Теперь, используя преобразование Лапласа, одномерное дифференциальное 
уравнение такого, например, вида

  a d x
dt

b dx
dt

cx du
dt

gu
2

2
+ + = +

можно  свести  к  алгебраическому  уравнению  в  пространстве  изображений  по 
Лапласу:

  (ap2 + bp + c)x(p) = (p + g)u(p).

Отношение изображения входного и выходного сигналов

 
x p
u p

p g
ap bp c

W p
( )
( )

( )= +
+ +

=
2

называется передаточной функцией.
В общем случае передаточная функция системы с одним входом и выходом 

определяется как дробь

  W p

b p

a p

n m
i

i

i

n

i
i

i

m
( ) , ,= ≤=

=

∑

∑
0

0

  (2.9)

в которой старшая производная входного сигнала n не больше старшей произ-
водной выходного сигнала m (условие физической реализуемости), а ai, bj — ко-
эффициенты дифференциального уравнения.

Зная  передаточную функцию W(p)  и  изображение  входного  сигнала u(p), 
легко получить изображение реакции системы на это воздействие x(p):

  x(p) = W(p)u(p).
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далее, применив обратное преобразование Лапласа

  x t x p e dppt( ) ( ) ,= −
∞

∫
0

  (2.10)

получим временную реакцию системы x(t) в пространстве оригиналов.
если дифференциальное уравнение задано в нормальной форме, разрешен-

ной относительно первой производной:

 
dx t

dt
Ax Bu x R u Rm( )

, , ,= + ∈ ∈ 1   (2.11)

то вычисление передаточной функции по каналу управления u(t)–x1(t) можно 
произвести, преобразовав (2.11) по Лапласу
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−
00

b

u p



















( ).   (2.12)

Вычислив  отношение  W p
x p
u p

( )
( )
( )

,= 1   получим  необходимую  передаточную 

функцию. Приведем пример вычисления передаточной функции системы тре-
тьего порядка с матрицами A и B (здесь и далее рубленым шрифтом отражены 
операторы системы MathCAD):

	 A
a b c

B
d

: : .=












=












0 1 0
0 0 1

0
0

Вычислим члены, содержащие x1(p):

	
p

p
p

x A p
p

x p2

3
2

2
2

3

1













⋅ − ⋅






























⋅
















→ ⋅ xx x c p b p a simplify x c p p b p a− ⋅ ⋅ + ⋅ + → − ⋅ ⋅ − + ⋅ +( ) ( ),2 2 3

и содержащие u(p):

	 B2⋅u	→	d⋅u.

Вычислив отношение  x
u
,  получим передаточную функцию W(p):

	 W p d
c p p b p a

( ) :
( )

.= −
⋅ − + ⋅ +2 3

Так как i-я компонента вектора xi(t) в (2.12) связана с выходной компонен-

той x1(t) дифференциальным соотношением x t d
dt

x ti

i

i
( ) ( ),= 1  передаточные фун-

кции  по  этим  каналам  определятся  умножением  полученной  передаточной 
функции Wi(p) = W(p)pi.
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Совершенно аналогично операционное исчисление применяется к решению 
задачи Коши для систем линейных дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами. Рассмотрим задачу Коши:

 
dx
dt

Ax Bu x x= + =, ( ) .0 0

Решение  этой  задачи  во  временной  области  дается формулой Коши  (2.3). 
Применим преобразование Лапласа для решения во временной области. Обоз-
начим x(p), u(p) изображения для x(t), u(t). Переходя к изображениям по Лап-
ласу, получим

  (pE – A)x(p) = x0 + Bu(p).

Разрешая  это  уравнение  относительно  x(p),  получим  векторное  уравне-
ние:

  x(p) = (pE – A)–1(x0 + Bu(p)),  (2.13)

где W(p) = (pE – A)–1 — передаточная матрица системы дифференциальных урав-
нений в нормальной форме.

пример. В задаче скругления орбиты

  A B=
−

















=
















0 1 0

3 0 2

0 2 0

0

0

1

, .

Используя (2.13), получим передаточную матрицу:

	


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A B u p
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
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p p

.

Фундаментальная  матрица  решений  системы  (матрица  перехода)  eAt  оп-
ределится  через  обратное  преобразование  Лапласа  (сравните  с  формулой 
(12.36)):

	 e W p invlaplace p

t t t

tAt : ( ) ,

cos( ) sin( ) cos( )

sin( ) co= →
− ⋅ − ⋅

⋅
4 3 2 2

3 ss( ) sin( )

cos( ) sin( ) cos( )

.t t

t t t

2

6 6 2 4 3

⋅
⋅ − − ⋅ ⋅ −














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Реакция системы на трансверсальное ускорение u(t) = 0,001 в области изоб-
ражений:

	 x p W p B u p

p p p

p p

p

p

( ) : ( ) ( )

.
( )

.
( )

. ( )

= ⋅ ⋅ →

⋅ +

⋅ +
⋅ −

0 002
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1
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
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














p

.

Применяя обратное преобразование Лапласа, получим реакцию системы во 
временной области:

	


x t x p invlaplace p simplify

t t

( ) : ( ) ,

. . sin( )

.= → →
⋅ − ⋅0 002 0 002

0 002 −− ⋅ − ⋅
⋅ − ⋅















⋅ − ⋅0 001 0 001

0 004 0 003

1 0 1 0. .

. sin( ) .

. .e e

t t

i t i t ..

Любую динамическую систему, описываемую линейными дифференциаль-
ными уравнениями, можно представить как комбинацию элементарных дина-
мических звеньев: усилительного, интегрирующего, дифференциального, апе-
риодического и колебательного.

1. усилительное (пропорциональное) звено. В этом случае выходная вели-
чина пропорциональна входной с коэффициентом k:

  x(t) = ku(t),  W(p) = k.  (2.14)

Этот  элемент  статический — мгновенное  изменение u(t)  вызывает  немед-
ленную реакцию выхода x(t) = ku(t). часто таким звеном описывают динами-
ческий процесс с пренебрежимо малым временем перехода из одного состояния 
x(t) в другое по сравнению со временами реакции в системе в целом.

Определим переходную функцию усилительного звена, используя символь-
ное преобразование Лапласа в системе MathCAD.

Сделаем замену переменной p  в передаточной функции W(p) на  символ s, 
который используется по умолчанию в программах преобразования Лапласа:

	 W(p)	:=	k		W(s)	:=	W(p)substitute,		p	=	s	→	k.

В данном случае такого преобразования не требовалось, так как передаточ-
ная функция не зависит от p.

Зададим  входное  воздействие  u(t)  в  виде  единичного  скачка  и  применим 
прямое преобразование Лапласа (переход в пространство изображений):

	 u t u s u t laplace
s

( ) : ( ) : ( ) .= = →1 1


Теперь осталось применить обратное преобразование (переход в пространс-
тво оригиналов):

	 W(s)	⋅	u(s)invlaplace	→	k.
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2.  интегрирующее звено.  Такое  звено  описывается  дифференциальным 
уравнением:

 
dx
dt

u=   (2.15)

с решением  x t u d
t

( ) ( )= ∫ τ τ
0

 (начальные условия нулевые) и передаточной функ-
цией:

  W p
p

( ) .= 1
  (2.16)

Примером такого  звена может  служить процесс наполнения бака  без  сто-
ка с единичной площадью водой, где x(t) — уровень воды, а u(t) — количест-
во  поступающей  в  бак  воды.  Последовательное  соединение  усилительного  

и интегрирующего звена даст передаточную функцию  W p k
p

( ) .=  При постоян-

ном воздействии

  u t
t
t

u p( )
, ,

, ,
( )=

≥
<





=
1 0

0 0
1

реакция такого соединения x(t) (кривая разгона, переходная функция) будет пред-
ставлять собой прямую, выходящую из 0 и имеющую угол наклона tg(x(t)) = k.

3. апериодическое звено. Этот элемент динамической системы описывается 
дифференциальным уравнением:

  a dx
dt

x u+ =   (2.17)

с передаточной функцией:

  W p
ap

( ) ,=
+
1
1

  (2.18)

где a — постоянная времени, определяющая динамику звена. Кривые разгона 
апериодического звена (решение уравнения при u = 1) описываются формулой

  x t e
t
a( ) .= − −

1

В системе MathCAD можно получить этот результат при помощи преобразо-
вания Лапласа:

	

W p
a p

W s W p substitute p s
a s

u t

u s

( ) : ( ) : ( ) , ( ) : ,

( ) :

= ⋅ + = = → ⋅ +

=

1
1

1
1

1




uu t laplace
s

W s u s invlaplace e a
t

( ) ( ) ( ) .→ ⋅ → − − ⋅1 1
1

Кривые разгона для двух различных значений a показаны на рисунке 2.1.
Как видно из рисунка, чем больше параметр a, тем медленнее успокаивает-

ся кривая разгона. При a < 0 решение будет монотонно возрастать.
Примером апериодических звеньев могут служить нагревательные элемен-

ты: вход — напряжение, выход — температура; бак с притоком и оттоком воды: 
вход — приток, выход — высота жидкости.
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3.  Колебательное звено. Реакция 
такого  звена на  воздействие u(t)  описы-
вается  дифференциальным  уравнением 
второго порядка

        T d x
dt

dx
dt

x u2
2

2
2+ + =ξ   (2.19)

с передаточной функцией

        W p
T p Tp

( ) .=
+ +
1
2 12 2 ξ

  (2.20)

Решение  дифференциального  урав-
нения  и  характер  кривой  разгона  опре-
деляются корнями характеристического уравнения λ1, λ2:

  Tλ2 + 2ξTλ + 1 = 0.

если корни действительны и различны, т. е. характеристическое уравнение 
можно представить в виде (λ – λ1)(λ – λ2) = 0, то такое звено можно представить 
как последовательное соединение двух апериодических звеньев. если корни от-
рицательные, звенья устойчивы, кривая разгона стремится к установившемуся 
значению, в противном случае решение будет монотонно возрастать.

Определение кривой разгона при помощи преобразования Лапласа имеет вид:

	

 
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В  последнем  операторе  применена 
операция  упрощения  выражения,  по-
лученного  при  переходе  в  пространство 
оригиналов.

Кривая переходного процесса приве-
дена на рисунке 2.2.

если  корень  комплексно  сопряжен-
ный

λ ξ ξ α

α ξ ξ

1 2
2

2

1 1

1

, ( ) ,

, ,

= − ± − = ±

= − =
−

T
iw

T
w

T

рис. 2.1
Кривые разгона апериодического звена

рис. 2.2
Кривая разгона для двух апериодических 

звеньев
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то  решение  будет  содержать  гармони-
ческие колебания с частотой w, модули-
руемые экспонентой eαt. если α < 0, ре-
шение устойчиво и колебания затухают, 
при α = 0 колебания не затухающие, при 
α > 0 — амплитуда колебаний неограни-
ченно возрастает.

Кривая разгона устойчивого колеба-
тельного  звена  представлена  на  рисун-
ке 2.3.



T

h t e
T

t a

t
T

: : ,

( ) : sin tan

= =

= −
−

⋅
−

⋅ +
−
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
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− ⋅

1 1

1
1

1 1
2

2 2

ξ

ξ
ξ ξ

ξ

ξ



.

Переходная функция неустойчивого 
звена представлена на рисунке 2.4.

h t
e

t
T

T
t a1 1

1

1 1
2

2 2

( ) : sin tan .= −
⋅

−
⋅

−
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−



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
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ξ

ξ
ξ ξ

ξ

Примерами  колебательных  звень-
ев  могут  служить  процессы  колебания 
маят ника, подвески автомобиля, генера-
ция колебаний в электронных системах.

4.  дифференцирующее звено.  Иде-
альное дифференцирующее звено описы-
вается дифференциальным уравнением

 x t
du t

dt
( )

( )=   (2.21)

с передаточной функцией

  W(p) = p.  (2.22)

Такое звено физически нереализуемо, так как для ступенчатого воздействия 
производная  не  существует  в  момент  скачка  u(t)  и  описывается  обобщенной 
производной в виде δ-функции дирака с бесконечной амплитудой, но с единич-
ной площадью. Физически реализуемые звенья приближенно аппроксимируют 
такую функцию.

Линейная динамическая система с постоянными параметрами может быть 
описана сочетанием в виде структурной схемы этих элементарных звеньев.

2.2. чаСТоТные хараКТериСТиКи элеменТарных Звеньев

О динамических свойствах как элементарных звеньев, так и систем регу-
лирования в целом, часто судят по частотным характеристикам. Преобразо-
вание Фурье получается при замене комплексно-сопряженного параметра p 

рис. 2.3
Переходная функция устойчивого колеба-
тельного звена, модулированная экспо-

нентой

рис. 2.4
Переходная функция неустойчивого 

колебательного звена, модулированная 
экспонентой
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на чисто мнимый параметр iω. Так, передаточная функция апериодического 
звена

  W p
ap

( ) =
+
1
1

преобразуется в амплитудно-фазочастотную характеристику (АФчХ)

  W i
ai

( ) .ω
ω

=
+

1
1

График АФчХ, построенный в коор-
динатах Re(W(iω), Im(W(iω) при измене-
нии ω ∈ [0, → ∞), называется годографом 
АФчХ.  Пример  такого  годографа  для 
апериодического  звена  показан  на  ри-
сунке 2.5.

i a w

W p
a p

W w W p substitute p

: : : , . .. ,

( ) : ( ) : ( ) ,

= − = =

= ⋅ + =

1 2 0 0 1 50

1
1

 

==

= ⋅ → + ⋅ ⋅w i
w i

1
1 2

.

Амплитудно-частотной  характе-
ристикой  (АчХ)  называется  зависи-
мость  амплитуды  выходного  сигнала 
A  от  частоты  синусоидального  входно-
го  сигнала u(t) =  sin(ωt): A(ω) =  | W(ω)  |. 
В этом примере АчХ изображена на ри-
сунке 2.6.

Из  графика  АчХ  видно,  что  сигнал 
с  нулевой  частотой  (постоянный)  будет 
проходить  не  искаженный,  с  увеличе-
нием  частоты  ω  гармонический  сигнал 
будет ослабевать и при ω =  10 амплиту-
да  сигнала  уменьшится  в  100  раз.  Это 
свойство часто используют для фильтра-
ции высокочастотных помех.

Фазочастотной  характеристикой 
(ФчХ)  называется  зависимость  сдвига 
начала  гармонического  сигнала  на  вхо-
де  системы по  сравнению  с  началом  та-
кого  сигнала  на  выходе  этой  системы: 
Φ(ω)  =  arg(W(iω)).  В  рассматриваемом 
примере  ФчХ  изображена  на  рисун-
ке 2.7.

Из графика видно, что чем выше час-
тота, тем больше сдвиг фаз, и при доста-

рис. 2.5
АФчХ апериодического звена

рис. 2.6
АчХ апериодического звена

рис. 2.7
ФчХ апериодического звена
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точно большой частоте выходной сигнал сдвигается на половину периода (угол 
на графике в радианах).

Аналогичные характеристики для устойчивого колебательного звена пока-
заны на рисунке 2.8.
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Анализ графиков показывает, что ко-
лебательное  звено  обладает  резонансной 
частотой: при ω = 1 амплитуда выходного 
сигнала увеличивается в 5 раз, и лишь при 
частотах ω  >  1,5  выходной  сигнал  начи-
нает ослабевать. Такое свойства часто ис-
пользуется  для  настройки,  например  ра-
диоприемника на определенную частоту.

График  ФчХ  колебательного  звена 
показан на рисунке 2.9.

Из  графика  видно,  что  максималь-
ная скорость изменения фазы выходного 
сигнала находится в районе резонансной 
частоты.

2.3. передаТочные фунКции Сложных линейных СиСТем

Реальные системы автоматического регулирования имеют сложную струк-
туру, состоящую из многих элементов, включая не только объект регулирова-
ния,  возможно  состоящий  из  многих  элементов,  но  и  исполнительные меха-
низмы,  измерительные  устройства,  регуляторы,  корректирующие  элементы. 
Линейная  система  в  общем  случае может  быть представлена  сочетанием  эле-
ментарных звеньев, соединенных параллельно, последовательно, охваченных 

рис. 2.8
АФчХ колебательного звена (а); АчХ колебательного звена (б)

рис. 2.9
ФчХ колебательного звена



33ЛИНейНые СИСТеМы С БеСКОНечНыМ ВРеМеНеМ

обратными и перекрестными обратными 
связями.

Последовательное соединение звень-
ев изображено на рисунке 2.10.

В соответствии с определением пере-
даточных функций имеем

  x1(p) = W1(p)u(p),  x2(p) = W2(p)x1(p),

исключая x1(p), получим выражение для передаточной функции:

  W p
x p
u p

W p W p( )
( )
( )

( ) ( ).= =2
1 2   (2.23)

В общем случае последовательное соединение n элементов с передаточными 
функциями Wi(p) будет описываться произведением передаточных функций

  W p
x p
u p

W pn
i

i

n

( )
( )
( )

( ).= =
=

∏
1

  (2.24)

Следующий рисунок 2.11 иллюстрирует  вычисление  общей передаточной 
функции и частотные характеристики полученного соединения звеньев.
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Параллельное соединение звеньев показано на рисунке 2.12.
Так как на вход каждого звена подается один и тот же сигнал, имеем:

  x1(p) = W1(p)u(p),  x2(p) = W2(p)u(p),  x(p) = x(p)1 + x2(p),

рис. 2.10
Последовательное соединение звеньев

рис. 2.11
АФчХ (а) и ФчХ (б) последовательного соединения звеньев



34 ГЛАВА 2

откуда передаточная функция такого со-
единения определится следующим обра-
зом:

                  W(p) = W1(p) + W2(p).  (2.25)

для параллельного соединения n зве-
ньев имеем выражение

 W p W pi
i

n

( ) ( ).=
=
∑
1

  (2.26)

Рисунок 2.13 иллюстрирует характеристики соединения трех звеньев.
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Передаточная  функция  системы 
с обратной связью.

Схема системы с обратной связью по-
казана на рисунке 2.14.

Обычно передаточная функция Wo(p) 
описывает  объект  регулирования,  а  пе-
редаточная функция Wp(p) — регулятор. 
Регулирующее воздействие x2 направля-

ется со знаком «–» для положительной обратной связи и со знаком «+» для от-
рицательной обратной связи. Уравнения связи в такой системе следующие:

  W p
x p
e p

e p W p W p

e p e p W p W p

W p W po p

o p

o p
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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= =

±
=
11± W p W po p( ) ( )

.   (2.27)

рис. 2.14
Схема системы с обратной связью

рис. 2.12
Параллельное соединенние звеньев

рис. 2.13
АФчХ (а), АчХ (б) последовательного соединения звеньев
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В качестве регуляторов чаще всего используют стандартные законы регули-
рования, реализованные в промышленной аппаратуре.

Пропорциональный регулятор (П-регулятор). В качестве такого регулирую-
щего устройства используют усилительное звено с передаточной функцией:

  W(p) = k,  (2.28)

где k — коэффициент усиления.
Пропорционально-интегральный регулятор  (ПИ-регулятор) имеет переда-

точную функцию:

  W p k
Tp

( ) ,= +



1 1
  (2.29)

где параметр T (время изодрома) определяет долю интегральной составляющей 
в законе управления.

Пропорционально-интегрально-дифференциальный  регулятор  (ПИд  регу-
лятор). Используется наиболее часто и имеет передаточную функцию

  W p k
T p

p
T

( ) ,= + +





1 1

1 2
  (2.30)

где параметр T2 определяет долю производной в законе управления.
Рассмотрим передаточную функцию, частотные характеристики и переход-

ную функцию для апериодического звена в качестве объекта управления и уси-
лительного звена в качестве регулятора. Процедура вычисления частотных ха-
рактеристик замкнутой системы приведена на рисунке 2.15.
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Переходный процесс в системе регулирования при переходе системы на за-
данный уровень x = 1 приведен на рисунке 2.16.

рис. 2.15
АФчХ (а) и АчХ (б) замкнутой системы
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Как  видно  из  рисунка,  система  ре-
гулирования  с П-регулятором обладает 
статической  ошибкой — при  t → ∞  ре-
шение стремится не к 1, а к 10/11.

2.4. чаСТоТные КриТерии уСТойчивоСТи динамичеСКих 
СиСТем

Важным вопросом,  решающим вопрос  о  работоспособности  системы регу-
лирования, является вопрос об устойчивости динамической системы. Как уже 
отмечалось,  динамическая  система  устойчива,  если  все  корни  характеристи-
ческого уравнения, полученные из знаменателя передаточной функции, имеют 
отрицательную действительную часть:

  Re(λk) < 0 ∀ k ∈ 1, 2, ..., n,  (2.31)

где n — порядок  знаменателя. частотные критерии устойчивости позволяют 
судить об устойчивости системы по виду частотных характеристик, не опреде-
ляя корней характеристического уравнения.

Критерий устойчивости михайлова.  динамическая  система,  описывае-
мая  линейным  дифференциальным  уравнением  n-го  порядка,  устойчива, 
если  при изменении  частоты w  от  0  до ∞  годограф  вектора W(iw)  проходит 
в положительном направлении (против часовой стрелки) n квадрантов ком-
плексной плоскости Re(W(iw)), Im(W(iw)). Рисунок 2.17 иллюстрирует кри-
терий Михайлова для устойчивой системы третьего порядка с λ1 = –1, λ2 = –2, 
λ3 = –3:
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Аналогичный  график  для  неустой-
чивой системы показан на рисунке 2.18 
для

λ1 = + 1,  λ2 = –2,  λ3 = –3:

рис. 2.16
Переходный процесс в замкнутой системе

рис. 2.17
Годограф устойчивой системы
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Критерий найквиста  позволяет  су-
дить  об  устойчивости  замкнутой  систе-
мы по  годографу разомкнутой системы. 
В соответствии с (2.27) передаточная функция замкнутой системы с обратной 
связью Wзам(p) определяется как

  W p
W p W p

W p W p
o p

o p
( )

( ) ( )

( ) ( )
,=

+1

передаточная функция разомкнутой системы:

  Wраз(p) = Wo(p)Wp(p),  (2.32)

где Wo(p) — передаточная функция объекта управления, Wp(p) — передаточная 
функция регулятора. Пусть передаточная функция объекта регулирования

  W
p p po =

+ + +
1

8 1 4 1 2 1( )( )( )
,

а регулятор пропорционально-интегральный (ПИ) с параметрами

  W p
pp ( ) .= +



2 1 1

2

Тогда передаточная функция разомкнутой системы будет
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Рисунок  2.19  иллюстрирует  построе-
ние годографа АФчХ для этого примера.
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Так  как  годограф  охватывает  точку 
с  координатами  (–1,0i),  замкнутая  сис-
тема будет неустойчивой.

Увеличим время изодрома (уменьшим вклад интегральной составляющей регу-
лятора) в 3 раза. диаграмма Найквиста для этого случая показана на рисунке 2.20.

рис. 2.18
Годограф неустойчивой системы

рис. 2.19
Годограф неустойчивой системы
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Так как годограф не охватывает точ-
ку (–1,0i), замкнутая система с такой на-
стройкой регулятора будет устойчивой.

Теперь  можно  сформулировать  частотный  критерий  устойчивости  Най-
квиста:  линейная  динамическая  система,  устойчивая  в  разомкнутом  состоя-
нии, устойчива и в замкнутом состоянии, если АФчХ разомкнутой системы не 
охватывает точку (–1,0i) на комплексной плоскости.

если  линейная  динамическая  система  задана  в  нормальной  форме  вида 
(1.1), то ее устойчивость определяется вычислением собственных чисел матри-
цы A, решением уравнения | A – λE | = 0. В качестве примера определим собствен-
ные числа для системы четвертого порядка:
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Так как действительные части всех корней отрицательны, система устойчи-
ва. Пример неустойчивой системы:

	


A eigenvals A: ( )

.

.
=

− − −



















=

−
−

0 1 0 0

0 0 1 0
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−



















0 866

0 5 0 866

0 303

.

. .

.

.
i

i

В этой системе при достаточно больших t решение будет неограниченно воз-
растать пропорционально e0,303t.

* * *
Операторные методы на основе преобразования Лапласа и Фурье являют-

ся  удобным  методом  анализа  линейных  динамических  систем,  работающих 
неограниченно  долго  и  не  испытывающих  влияния  не  нулевых  начальных 
условий. Сложную линейную систему с достаточно большим временем функ-
ционирования  (системы автоматического регулирования) можно представить 
в  виде  соединения  элементарных  звеньев  с  хорошо  изученными  свойствами. 
Операторные  характеристики  такой  сложной  системы можно  получить  в  ре-
зультате алгебраических вычислений, не прибегая к интегрированию диффе-
ренциальных уравнений, описывающих поведение сложной динамической сис-
темы. Некоторые результаты, характеризующие поведение динамической сис-

рис. 2.20
Годограф устойчивой системы
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темы, такие как астатичность, устойчивость, зависимость амплитуды и сдвига 
синусоидального сигнала от его частоты, можно получить непосредственно из 
передаточных  функций  или  частотных  характеристик.  Осуществить  точное 
обратное преобразование из пространства изображений по Лапласу или Фурье 
в пространство оригиналов удается только в достаточно простых случаях. Тогда 
необходимо использовать численные алгоритмы преобразований или численно 
интегрировать систему дифференциальных уравнений.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 2

1.  С помощью какого преобразования дифференциальных уравнений опреде-
ляются передаточные функции линейных динамических систем?

2.  В чем отличие преобразования Лапласа от преобразования Фурье?
3.  Каковы основные типы элементарных динамических звеньев?
4.  Какому входному воздействию соответствует кривая разгона (переходная 

функция)?
5.  Как определяются передаточные функции при последовательном, парал-

лельном соединении и соединении с обратной связью?
6.  Сформулируйте критерии устойчивости динамических систем.

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 2

Задание 2.1. Найти передаточную 
функцию  W  соединения  звеньев,  со-
единенных по следующей схеме:

где W
p

W
p

W
p

p
W

p p1 2 3 2 12
0 1 2

1
1

1
1

1 2
= + =

+
= +

+
=

+ +
,
; ; ;

( )( )
. 

W
p

W
p

W
p

p
W

p p1 2 3 2 12
0 1 2

1
1

1
1

1 2
= + =

+
= +

+
=

+ +
,
; ; ;

( )( )
.

Ответ: W(p) = 
0 1 20 0 1 0 3 2 3

1 2 1

2

3 2

. ( . . ) ( )
( ) ( ) ( )

.
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +
⋅ + ⋅ + ⋅ + + +

p p p
p p p p p p

Задание 2.2. Вычислить частотные характеристики | W(w) |, arg(W(w)) пе-
редаточной функции W из задания 2.1, определить, устойчива ли разомкну-
тая система.

Ответ: частотные характеристики разомкнутой системы:
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Корни характеристического уравнения

	 λ : ( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + + →

−
−
−
−









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
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



p p p p p p solve

i

i

1 2 1

0

1

1

2
3 2 





имеют нулевую действительную часть, поэтому разомкнутая систе-
ма находится на границе устойчивости.

Задание 2.3.  Замкнуть  отрица-
тельной  обратной  связью  разомкну-
тую систему W из задания 2.1, опре-
делить, устойчива ли замкнутая сис-
тема.

Ответ: Годограф частотных 
характеристик  разомкнутой 
системы  охватывает  точку 
(–1,0i),  поэтому  замкнутая 
система неустойчива:

Задание 2.4. Найти передаточную 
матрицу системы дифференциальных 

уравнений в нормальной форме с матрицей  A =
−













1 1 1

0 1 2

0 2 0
 и определить ус-

тойчивость системы.

Ответ: Передаточная матрица системы:

	 W p
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p p p
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Собственные числа матрицы A

	 eigenvals A i

i

( ) . .

. .

=
−

− +
− −















1

0 5 1 936

0 5 1 936

имеют отрицательные действительные части, следовательно, система устойчива.
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диСКреТные линейные СиСТемы

дискретными называются  системы, в которых переменные 
изменяются не непрерывно, а перескакивают с одного уров-

ня на другой. Характерной чертой любой дискретной системы 
является  наличие  импульсного  преобразователя,  преобразую-
щего  непрерывный  сигнал  в  последовательность  дискретных 
сигналов — импульсов. Так, при использовании ЭВМ в системе 
управления  измеряемый 
сигнал должен поступить 
на  ЭВМ  в  оцифрованном 
виде,  что  осуществля-
ется  аналого-цифровым 
преобразователем.  Об-
работка  сигналов  в  ЭВМ 
осуществляется  в  диск-
ретные  моменты  време-
ни. В соответствии с этим 
квантование  непрерыв-
ных сигналов может осу-
ществляться:
•  по уровню сигнала

xj = jk, j = 0, 1, ...,

где k — шаг квантования 
сигнала;
•  по времени

ti = ih, i = 0, 1, ...,

где h — шаг квантования 
времени, или по этим па-
раметрам совместно.

Рисунок  3.1  иллюс-
трирует  представление 

Гл
ав

а 
3

рис. 3.1
Сигналы, квантованные по времени (а)  

и по уровню (б)
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сигнала  с  квантованием  по  времени  и  с 
квантованием по  уровню  для  непрерыв-
ной функции

x t t( ) .=

На  рисунке  3.2  изображен  сигнал, 
квантованный и по времени, и по уровню.

f i

for j n

a j if i h j k

a

( ) :

..

.=

∈

← ⋅ ≥ ⋅

0

Квантование по уровню часто осущест-
вляется при преобразовании непрерывно-

го сигнала от измерительных систем для управляющих устройств с помощью циф-
ровых регуляторов. Поскольку шаг квантования ограничен длиной слова в ЭВМ, 
этой величиной можно пренебречь по сравнению с уровнем сигнала. другой пре-
дельный случай квантования — по уровню с помощью релейных  элементов на 
нескольких уровнях, но это существенно нелинейные системы. Поэтому ограни-
чимся рассмотрением линейных систем с квантованием только по времени, такие 
системы  называются  импульсными.  Импульсную  систему  можно  представить 
как последовательное соединение непрерывной системы и импульсного элемента, 
пропускающего выходной сигнал системы в дискретные моменты времени

  ti = ih,  i = 1, 2, 3, ...,

где h — шаг квантования.
Аналогом такого процесса может служить реализация численным методом 

интегрирования  обыкновенного  дифференциального  уравнения.  В  реальных 
цифровых системах управления шаг квантования определяется временем, не-
обходимым для решения задачи управления на текущем шаге.

В импульсных системах решетчатые функции являются аналогами непрерыв-
ных функций, а разностные уравнения — аналогами дифференциальных уравнений.

Решетчатой  функцией  называется  функция,  полученная  заменой  непре-
рывной функции ее значениями в дискретные моменты времени

  xi = x(ti) = x(ih).

Непрерывная функция является  огибающей по  отношению к  решетчатой 
функции, при конкретном шаге h для данной функции существует единствен-
ная решетчатая функция, однако обратного однозначного соответствия нет.

3.1. Конечно-раЗноСТные уравнения

Разностью первого порядка (первой разностью) называют величину

  ∆x = xi+1 – xi,  (3.1)

и она  служит аналогом первой производной, приближением производной при 
шаге h = 1.

рис. 3.2
Сигнал, квантованный и по уровню,  

и по времени
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Разностью второго порядка (второй разностью) называют величину разно-
сти между двумя последовательными значениями первых разностей:

  ∆2 = xi – 2xi+1 + xi+2,  (3.2)

и эта величина служит аналогом второй производной. Аналогично можно опре-
делить разности более высокого порядка.

Заменяя в  дифференциальном уравнении производные конечными разно-
стями, можно перейти от дифференциального уравнения (2.18) к конечно-раз-
ностному уравнению типа

  a∆2(xi) + b∆(xi) + cxi = ∆(ui) + gui.

для уравнения a dx
dt

x bu+ = , конечно-разностное уравнение запишется в сле-

дующем виде:

  a x x x bu x x
x
a

bui i i i i i
i

i( ) , .+ +− + = = − +1 1

На рисунке 3.3 показано сравнение решения конечно-разностного уравне-
ния и точного решения для кривой разгона апериодического звена.

a b x u

N i N

x x
x
a

b
a

ui
i

: : : : ,

: : .. ,

: .

= = = =
= =

= − + ⋅+

2 2 0 1

20 0
0 61

1 1



если  применить  к  решению  диффе-

ренциального уравнения 
dx
dt

f x u= ( , )  фор-

мулу Эйлера численного интегрирования

xi+1 = xi + f(xi, ui)h,

где h — шаг интегрирования, то получим 
для кривой разгона апериодического звена формулу

  x x
a

x bu hi i i i+ = + − +1
1 ( ) ,   (3.3)

которая  отличается  от  решения  разностного  уравнения  шагом  интегрирова-
ния h. Ошибка интегрирования по формуле Эйлера пропорциональна шагу h, 
поэтому для разностного уравнения приходится выбирать текущее целочислен-
ное время i как ti = ih.

Разности произвольного порядка k  определяются при помощи рекуррент-
ных соотношений:

  ∆k(x(i)) = ∆k–1x(i + 1) – ∆k–1x(i),  (3.4)

рис. 3.3
Сравнение решения разностного уравне-

ния xi и точного решения
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или в разрешенном виде относительно значений выходной переменной x в k мо-
ментов времени:

  ∆k m

m

k

x i k
m k m

x i k m( ) ( ) !
!( )!

( ).= −
−

+ −
=

∑ 1
0

  (3.5)

Иногда используют обратные разности, связанные с прямыми разностями 
соотношением ∇kx(i) = ∆k(i – k). Обратные разности обладают важной особенно-
стью. если решетчатая функция определена только для положительных зна-
чений аргумента, т. е. x(i) = 0, i < 0, то, как следует из (3.3), в точке i = 0 k-я 
разность ∇kx(0) = x(0).

Составим разностное уравнение для колебательного звена (2.18):

  T2(xi – 2xi+1 + xi+2) + 2Tξ(xi+1 – xi) + xi = ui,

разрешив относительно xi+2, получим рекуррентное уравнение:

  x
T

u
T T

x
T

xi i i i+ += − − +



 − −



2 2 2 1

1 1
2 1 2 1

ξ ξ
.

В  этой  формуле  нужно  задать  два 
начальных числа x0 = 0 и x1 = 0. В силу 
этого  реакция  системы на  внешнее  воз-
действие будет с запаздыванием на m – 1 
шагов, где m — порядок дифференциаль-
ного уравнения (рис. 3.4).
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,

( ) : sin tan

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





.

если  этим  нельзя  пренебречь,  нуж-
но использовать обратные разности или 
привести  систему  к  нормальной форме, 
как показано на рисунке 3.5.



 

A

T
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tk h N tk
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=
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


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=


0 1

1 2

50 1
0

1

0

0

2 2

2

0

ξ





= = + ⋅ + ⋅+i N x x A x B hi i i: .. : ( )0 1

рис. 3.4
Сравнение непрерывного h(i) и дискретно-

го xi решений

рис. 3.5
Сравнение непрерывного h1(t1) и диск-

ретного (xi)0 решений
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В этом случае два начальных условия x0 задаются в начальный момент вре-
мени. Следует иметь в виду, что интервал дискретности должен удовлетворять 
не только точности, но и условиям устойчивости.

3.2. передаТочные фунКции и чаСТоТные 
хараКТериСТиКи диСКреТных СиСТем

Подобно тому, как применение преобразования Лапласа к линейным диф-
ференциальным уравнениям давало возможность получить удобную методику 
анализа непрерывных  систем,  для дискретных  систем  также  был разработан 
ряд специальных преобразований.

Z-преобразованием  решетчатой функции x(ih)  называется функция комп-
лексного аргумента z, определяемая выражением

  X z x ih z i

i

( ) ( ) .= −

=

∞

∑
0

  (3.6)

Функция x(ih) называется оригиналом,  а функция X(z) — изображением, 
или z-преобразованием функции x(ih).

дискретные значения функции по ее z-преобразованию определяют следу-
ющим контурным интегралом:

  f ih Z X z
ih

X z z dzi( ) [ ( )] ( ) .= =− −∫1 11
2π 

  (3.7)

Приведем  примеры прямых и  обрат-
ных z-преобразований, вычисленных с по-
мощью системы MathCAD (по умолчанию 
для  дискретного  времени  используется 
переменная n, а на рисунке 3.6 представ-
лены графики кривой разгона и весовой 
функции в дискретном времени):
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рис. 3.6
Кривая разгона f1 и весовая функция f 

апериодического звена
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Пусть разностное уравнение, связывающее выходную координату xi = x(ih) 
импульсной системы с входным воздействием ui = u(ih) имеет следующий вид:

              a0x(i) + a1x(i – 1) + ... + amx(i – m) = b0u(i) + b1u(i – 1) + ... + bku(i – k) (3.8)

при m ≥ k.
Подвергнув исходное уравнение z-преобразованию, получим уравнение

          a0X(z) + z–1a1X(z) + ... + z–mamX(z) = b0U(z) + b1z–1U(z) + ... + bkz–kU(z),  (3.9)

которое можно переписать в виде

  A(z)X(z) = B(z)U(z),  (3.10)

где  A z a z B z b zi
i

i

m

i
i

i

k

( ) , ( ) .= =−

=

−

=
∑ ∑
0 0

Обозначив через W(z) передаточную функцию импульсного звена, получим

  W z
X z
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для разностного уравнения колебательного звена:

  b
T

a a
T

a
T T0 2 0 1 2 2
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и передаточная функция

  W z T

T z T T z

( ) .=
+ −( ) + − +
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1 2 1 1 1
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Такая  передаточная  функция  характеризует  преобразование  решетчатой 
функции u(ih) в дискретные моменты времени ti = ih на входе дискретного филь-
тра с дискретной передаточной функцией W(z) в выходную решетчатую функ-
цию x(ih) в области изображений.

3.3. чаСТоТные хараКТериСТиКи диСКреТных СиСТем

частотные  характеристики  дискретного  фильтра  определяются  комплек-
сным  спектром  передаточной  функции  W(z)  (спектром  дискретной  функции 
веса) и представляют собой комплексную функцию вещественного переменного 
ω, определяемую формулой

  W ei h W z
z e h( ) ( ) .ω

ω=
=   (3.11)

Таким образом, для получения комплексного спектра необходимо в изобра-
жении решетчатой функции произвести замену z = eiωh, откуда следует, что фун-
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кция eiωh является периодической функцией ω с периодом, равным  2π
h
.  По этой 

причине комплексный спектр решетчатой функции также является периоди-
ческой функцией с таким же периодом

  W e W ei h i
h

h
( ) ω ω π

= ( )+( )2

и, следовательно, может рассматриваться на любом интервале значений ω, дли-

на которого равна 
2π
h
.  Пример вычисления частотных характеристик колеба-

тельного звена приведен на рисунке 3.7.
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Рассмотрим последовательное соеди-
нение  импульсного  элемента,  реализу-
ющего на выходе решетчатую функцию 
u(ih), которая подается на вход динами-
ческого элемента с непрерывным преоб-
разованием  функции  u(ih)  в  непрерыв-
ную функцию x(t) (рис. 3.8).

Решетчатая функция представляет собой сумму дельта-функций δ(ih) в дис-
кретные моменты времени с шагом h,  δ( ) ( ),ih dt u ih=∫  поэтому реакция непре-
рывного  динамического  элемента  в  силу  принципа  суперпозиции  линейных 
систем  будет  представлять  собой  сумму  импульсных  переходных  характери-
стик (функций веса) в моменты времени ih.

рис. 3.7
дискретные АФчХ (а) и ФчХ (б) колебательного звена

рис. 3.8
Схема непрерывной системы с импуль-

сным элементом
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В большинстве  случаев импульсный 
элемент формирует прямоугольные или 
близкие  к  прямоугольным  импульсы 
длительности h, т. е. импульсная функ-
ция формирующего элемента имеет вид, 
представленный на рисунке 3.9.

Прямоугольный импульс единичной 
высоты  и  длительности  h  можно  пред-
ставить как

        u t h
t t h

t h
( , )

( ), ;

, .
=

≤ ≤
>




1 0

0
  (3.12)

В этом случае передаточная функция We(p) непрерывного элемента, преоб-
разующего δ-функции в прямоугольные импульсы:

  W p t e dt
p

e
p

e
pe

pt
h

hp
hp

( ) ( ) .= = − + = −− −
−

∫1 1 1 1

0

  (3.13)

Тогда расчетное соотношение для дискретной передаточной функции разом-
кнутой импульсной системы можно получить из 

  W z Z e
p

W p W z W z
hp
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= +
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где
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Передаточную функцию W2(z) можно выразить через передаточную функ-
цию W2(z) в соответствии с теоремой сдвига. В результате получим

  W z z W z W z z
z

W z z
z

Z
W p

p2
1

1 1
1 1( ) ( ), ( ) ( )

( )
.= = − = − 





−   (3.16)

пример. Определить дискретную передаточную функцию импульсной сис-
темы,  у  которой  импульсный  элемент  формирует  прямоугольные  импульсы 
длительности с периодом дискретности h = 1, а непрерывная часть задана пере-
даточной функцией:

  W p k
Tp p

( ) ,=
+

⋅
1

1

которая соответствует регулированию апериодического объекта интегральным 
регулятором.

дискретную передаточную функцию разомкнутой импульсной системы на-

ходим по выражению (3.16), представляя передаточную функцию W p
W p

p
( )

( )=  
в виде суммы элементарных дробей:

рис. 3.9
Импульсы длительностью h
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Найдем z-преобразование для каждого из слагаемых в правой части полу-
ченного выражения:
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Импульсная переходная характеристика разомкнутой системы определит-
ся с помощью обратного z-преобразования:
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3.4. уСТойчивоСТь импульСных СиСТем

Как и для непрерывных систем, устойчивость импульсных систем является 
необходимым условием их работоспособности.

Устойчивость  системы  характеризуется  ее  свободным  движением  при  от-
сутствии внешних воздействий, свойствами функции веса. Линейная импуль-
сная система называется устойчивой, если переходная составляющая процесса 
xi = x(ih), i = 0, 1, ..., стремится к нулю с течением времени:

Сформулированное условие устойчивости сводится к выполнению равенства

  lim ( ) .
i

x ih
→∞

= 0   (3.17)

если
  lim ( ) ,

i
x ih

→∞
= const

то импульсная система находится на границе устойчивости.
Таким  образом,  чтобы  оценить  устойчивость  системы,  необходимо  найти 

переходную составляющую процесса. Переходная составляющая процесса ре-
гулирования  определяется  решением  однородного  разностного  уравнения  за-
мкнутой импульсной системы:

  a0xi + a1xi–1 + ... + amxi–m = 0,

где m — порядок системы.
Решение однородного разностного уравнения при некратных корнях харак-

теристического уравнения может быть записано следующим образом:

  x c zi k k
i

k

m

=
=

∑
1

,   (3.18)

где zk — корни характеристического уравнения a0 + a1 + ... + am = 0, а ck — посто-
янные коэффициенты, значения которых зависят от свойств системы.
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Из  (3.18)  следует, что для устойчивости импульсной системы необходимо 
и достаточно, чтобы все корни характеристического полинома удовлетворяли 
условию

  | zk
 | < 1 ∀ k.  (3.19)

если хотя бы один корень | zk
 | = 1, система будет на границе устойчивости.

Графически  область  устойчивости  импульсной  системы  на  комплексной 
плоскости z корней характеристического уравнения изображается единичным 
кругом.

Таким образом, исследование устойчивости сводится к изучению располо-
жения корней характеристического полинома замкнутой импульсной системы 
относительно единичной окружности.

Критерии устойчивости используются для исследования устойчивости им-
пульсных систем без нахождения корней характеристического уравнения. для 
импульсных систем обобщаются все критерии устойчивости, используемые для 
исследования непрерывных систем.

аналог критерия михайлова. для устойчивости замкнутой линейной им-
пульсной системы m-го порядка необходимо и достаточно, чтобы изменение ар-

гумента функции  W z z eiwh( ) =  при изменении частоты w от 0 до 
π
h
 равнялось бы 

значению mπ, т. е. годограф АФчХ проходил бы m квадрантов графика.
аналог критерия найквиста. если разомкнутая система устойчива, то для 

устойчивости замкнутой импульсной системы требуется, чтобы амплитудно-фа-
зовая частотная характеристика разомкнутой импульсной системы W z

z eiwh( )
=

 
не охватывала точку с координатами (–1, i0).

для разомкнутой системы, рассмотренной в качестве примера в п. 3.3, кри-
терий Найквиста определяет такую систему как неустойчивую (рис. 3.10).
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ssubstitute z e iwh	 = −

данное  преобразование  W(z)  для 
функции W(w) не входит в формат доку-
мента.

* * *
Необходимость в  анализе дискрет-

ных  систем  часто  возникает  при  при-
менении  вычислительной  техники 
в управляющих системах. Разностные 
уравнения,  моделирующие  процессы, 
протекающие в таких системах, явля-
ются конечно-разностными аналогами 
непрерывных  систем.  для  линейных 
дискретных систем,  так же как и для 
непрерывных  систем,  можно  приме-

рис. 3.10
Годограф критерия Найквиста для диск-

ретной системы
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нить операционные методы для определения передаточных функций, часто-
тных характеристик и на этой основе делать заключения о свойствах диск-
ретных систем. если для непрерывных систем передаточная функция явля-
ется изображением реакции непрерывной системы на δ-функцию — импульс 
бесконечной амплитуды, но  единичной площади,  то дискретная передаточ-
ная функция является z-изображением реакции дискретной системы на еди-
ничный импульс в начальный момент времени. В связи с этим преобразова-
ние Лапласа и z-преобразование связаны соотношением W p W z

z e sh( ) ( ) .=
= −

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 3

1.  что такое квантование по времени и по уровню для дискретных систем?
2.  На  чем  основана  замена  дифференциального  уравнения  конечно-разно-

стным соотношением?
3.  что такое z-преобразование решетчатой функции?
4.  Как получить передаточную функцию дискретной системы?
5.  Как связаны частотные характеристики с передаточной функцией диск-

ретной системы?

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 3

Задание 3.1. Определить передаточную функцию W(z) для дифференци-

ального уравнения  25 0 2
2

2

d x
dt

dx
dt

x u+ + =,  при h = 1, функцию веса при реак-

ции на δ-функцию и кривую разгона как реакцию на единичный импульс.

Ответ: Передаточная функция W z

z z

( )
.

,=
− +( )
1

25 1 1 96 1
2
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Задание 3.2. Построить АчХ и ФчХ для передаточной функции из при-
мера 3.1.

Ответ:
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КачеСТво СиСТем управления 
и наСТройКи регуляТоров

Схема системы управления с использованием регулятора по 
принципу  отрицательной  обратной  связи  показана  на  ри-

сунке 4.1.

4.1. оСновные хараКТериСТиКи КачеСТва 
СиСТем управления

Качество системы управления часто оценивают по времен-
ным динамическим характеристикам, полученным при реали-
зации возмущающего воздействия. Рассмотрим наиболее часто 
используемые показатели качества на примере кривой перехо-
да при изменении задания:

g t
t
t

( )
, ,

, ,
=

≥
<




1 0

0 0

т. е. при единичной ошибке e(t) для системы 2-го порядка, по-
лученной численным интегрированием (рис. 4.2):

ξ
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

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рис. 4.1
Структурная схема системы 

регулирования:
g — задание; e — ошибка;  

u — управ ление; x — состояние 
(выход); Wp — регулятор;  
Wo — объект управления.
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Устойчивость системы определяют 
по собственным числам λ матрицы A:

λ =
− +
− −







0 2 0 98

0 2 0 98

. .

. .
.

i

i

Так  как  действительные  части  всех 
собственных  чисел  отрицательны,  сис-
тема устойчива. О степени устойчивости 
судят по свойствам собственных чисел.

Запас  устойчивости  по  амплитуде 
определяют  как  действительную  часть 
собственного  числа,  наиболее  близко 
расположенного к мнимой оси:

|	max	|(Re(λ))	|	=	0.2.

Запас устойчивости по фазе определяют как угол между лучом, проходя-
щим через комплексно-сопряженный корень с максимальной мнимой состав-
ляющей, и мнимой осью:

	 |max|(arg( ))| .λ π− =
2

0 201.

время перехода определяют как минимальное время Tm, после которого пе-
реходный процесс | x(t) – 1 | ≤ ε∀t > Tm:

	 Tm

for i N

break if ht

N i h

TmN i:

..

| |

( )

. .=
∈

− >
− + ⋅

=−

0

1

1

19 5ε

величина  перерегулирования  определяется как максимальное  верхнее  от-
клонение выхода системы от заданного значения:

	 max(ht)	–	1	=	0.619.

Степень  колебательности  характеризует  затухание  колебательного  про-
цесса  и  является  отношением  второго  к  первому  максимальных  отклонений 
выходной величины от заданного значения:

	 h

for i N

break if ht ht

h submatrix ht i N
i2

0

0

2 0 0

:

..

(max( ))

( , , , ,

=
∈

− =
← ))

(max( ) )
max( )

. .
− +

− =h
ht

2 1
1

0 618

интегральные  показатели характеризуют суммарное отклонение выход-
ной величины от заданного значения в принятой метрике (чаще всего использу-
ются суммарная ошибка по модулю и суммарная квадратичная ошибка):

	 | | . ( ) . .ht hti
I

N

i
i

N

= =
= =
∑ ∑297 101 312 159

0

2

0

рис. 4.2
Переходная функция  
системы 2-го порядка
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Эти  показатели  часто  противоречат  друг  другу,  и  добиться  одновременно 
всех  наилучших  показателей  не  представляется  возможным,  поэтому  часто 
приходится решать задачу проектирования системы управления на основе ком-
промисса между ними.

С этой целью наиболее часто прибегают к методу ведущего критерия, при 
котором оптимизируют главный показатель, а остальные критерии вводят в ог-
раничения — условия, в которых остальные показатели должны быть не хуже, 
чем заданные требования:

ht1:=	icfft(hf),

hf:=	cfft(ht).

частотные методы позволяют на  ос-
нове частотных характеристик косвенно 
судить о динамических свойствах систе-
мы.  Однако  точные  обратные  преобра-
зования  из  пространства  изображений 
в  пространство  оригиналов  возможны 
только в простых случаях для систем не 
высокого порядка. На основе численных 
преобразований решить эту задачу мож-
но  для  широкого  круга  проблем.  для 
примера  сравним  кривые  перехода,  по-
лученные численным методом и дискрет-
ным преобразованием Фурье (рис. 4.3).

4.2. аналиЗ наСТроеК регуляТоров

Проведем  анализ  настроек  регулято-
ров  на  качество  систем  регулирования 
с объектом в виде апериодического звена.

п-регулятор.  В  качестве  такого  регу-
лятора  используется  усилительное  звено 
с  единственным  параметром,  требующим 
выбора, — коэффициент усиления k. доку-
мент  4.1  иллюстрирует  свойства  переход-
ных процессов с таким регулятором. 

Как  видно  из  графиков,  система 
с  П-регулятором  обладает  статической 
ошибкой, которая определяется как раз-
ница между  заданием и  пределом пере-
даточной  функции  замкнутой  системы 
при p → 0:

1
1

1−
+

=k
k k

,

рис. 4.3
Сравнение численного интегрирования 
и численного преобразования Фурье

док. 4.1
Процесс регулирования с П-регулятором
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в данном случае кривая разгона стремится к пределу

  h t k
k

( ) ,→ ∞ =
+1

а статическая ошибка

  ∆t k→∞ =
+
1
1

уменьшается с увеличением k.
и-регулятор. В этом случае используется интегрирующее звено с одним па-

раметром настройки — времени изодрома  T
k

= 1.  документ 4.2 иллюстрирует 
свойства замкнутой системы в этом случае.

Анализ решения показывает, что за-
мкнутая система с интегральным регуля-
тором обладает свойством астатизма (от-
сутствием  статической  ошибки),  с  уве-
личением  интегральной  составляющей 
k  в  обратной  связи  решение  становится 
с большим перерегулированием и с боль-
шей степенью колебательности.

Вычислим  интеграл  от  квадрата 
ошибки (отклонения выхода системы от 
заданного  значения),  график  зависимо-
сти интеграла от параметра настройки k 
показан на рисунке 4.4.

док. 4.2
Процесс регулирования 

с И-регулятором

рис. 4.4
Зависимость интегрального критерия от 

настроек И-регулятора
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J k h t k dt( ) : ( ( , ) ) .= −∫ 1 2
0

10

Из  рисунка  4.4  видно, 
что  интегральная  ошибка 
монотонно  уменьшается 
с увеличением k, однако чем 
больше k,  тем хуже  другие 
показатели  качества  систе-
мы,  поэтому  проектиров-
щику приходится выбирать 
компромисс  между  этими 
показателями.

пи-регулятор.  Переда-
точная  функция  ПИ-регу-
лятора

W p k
k
p

( ) = +1
2

зависит от двух параметров: 
k1 характеризует вклад про-
порционального  регулиро-
вания, а k1 — вклад интегрального регулирования. документ 4.3 иллюстрирует 
свойства регулирования с ПИ-регулятором.

При  символьном  вычислении  переходного  процесса  результат  оказался 
сложной  формулой,  не  входящей  в  рамки  формата  страницы. Интегральная 
функция ошибки от настроек ПИ-регулятора представляет собой поверхность 
в пространстве коэффициентов k1, k2 (рис. 4.5).

j k k h t k k dt

M J i j j n ii j

( , ) : ( ( , , ) ) ,

: ( , ) : .. :,

1 2 1 2 1

0 2
0

10
2= −

= ⋅∆ ⋅ =
∫

∆ == = = =0 1 0 1 2 50 1 50.. : . : : .n n n∆

Как видно из рисунка 4.5а, оптимальные настройки ПИ-регулятора соот-
ветствуют k1 ≈ k2 ≈ 30. На рисунке 4.5б показан переходный процесс с ПИ-регу-

док. 4.3
Процесс регулирования с ПИ-регулятором

рис. 4.5
Интегральный критерий (а) и процесс регулирования  

при оптимальных настройках (h(t, 30, 30)) ПИ-регулятора (б)
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лятором с оптимальными настройками и для сравнения с настройками k1 = 10, 
k2 = 20 при переходе на задание x = 1.

документ  4.4  иллюстрирует  влияние  производной  в  закон  управления 
с пид-регулятором при оптимальных настройках ПИ-регулятора из предыду-
щего примера. Анализ показывает, что увеличение вклада производной приво-
дит к скачку x(t) при t = 0 тем больше, чем больше вклад производной в закон 
управления. Следует иметь в виду, что увеличение этого вклада уменьшает ус-
тойчивость системы при гармонических влияниях, так как 

 
dx wt

dt
wx wt

(sin( )
cos( ),= ′

и при возрастании частоты гармонические колебания усиливаются.

Рисунок  4.6  иллюстрирует  зависи-
мость интегрального критерия от вклада 
производной  в  закон  управления.  При 
отсутствии  помех  интегральный  крите-
рий монотонно уменьшается:

j k h t k dt( ) : ( ( , ) ) .3 3 1
0

10
2= −∫

Проведенный  анализ  использовал 
известные решения для дифференциаль-
ных  уравнений,  описывающих  динами-
ку элементарных звеньев систем автома-
тического управления. В более сложных 

док. 4.4
Переходные процессы 

с ПИд-регулятором в зави-
симости от вклада произ-
водной k3 в закон управле-

ния

рис. 4.6
Зависимость качества регулирования от 

вклада производной k3 в закон управления
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случаях  приходится  использовать  численные  методы  для  анализа  настроек 
регуляторов. документ 4.5 иллюстрирует анализ настроек П- и ПИ-регулято-
ра для объекта управления, описывающихся нелинейным дифференциальным 
уравнением второго порядка:

  a d x
dt

b dx
dt

cx dx k u t k u d
t2

2
3

1 2

0

+ + + = + ∫( ) ( ) .τ τ

для  реализации  численного  решения  такого  дифференциального  уравне-
ния применен метод Эйлера (см. главу 5), интегральная составляющая замене-
на суммой, дифференциальная составляющая заменялась бы конечной разно-
стью.  Преимуществом  такого  подхода  является  анализ  нелинейных  систем 
с ненулевыми начальными условиями и с конечным временем переходных про-
цессов. В данном случае приведен переходный процесс за конечное время tk = 20 

док. 4.5
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из состояния  x( )0
1

0
= 




 в конечное состояниеx( ) .∞ = 





2

0
 Следует иметь в виду 

наличие ошибок из-за конечного времени анализа и  ошибок интегрирования 
дифференциального уравнения, пропорционального шагу h в схеме интегриро-
вания по формуле Эйлера.

Анализ переходных процессов доку-
мента  4.5  показывает,  что  П-регулятор 
обладает  статической  ошибкой,  умень-
шающейся  с  увеличением  коэффициен-
та k1, но это приводит к увеличению ко-
лебательности  процесса  регулирования. 
ПИ-регулятор  лишен  этого  недостатка 
и  позволяет  добиться  лучшего  качества 
переходного процесса.

Анализ  влияния  настроек  ПИ-регу-
лятора на интегральный показатель ка-
чества представлен на рисунке 4.7.

i k

k i k k x F k ki k i k i k

: .. : .. ,

: . : . : ( , ).,

= =
= ⋅ = ⋅ =
0 20 0 10

1 0 5 2 0 005 1 2

Из  рисунка  4.7  видно,  что  в  значи-
тельных  пределах  изменения  настроек 
ПИ-регулятра  интегральный  критерий 
слабо меняется, поэтому другие показа-
тели  качества  процесса  регулирования 
могут иметь решающее значение.

* * *
Показатели  качества  систем  управления  часто  противоречат  друг  другу, 

и добиться одновременно всех наилучших показателей не представляется воз-
можным,  поэтому  часто  приходится  решать  задачу  проектирования  системы 
управления на основе компромисса между ними.

С этой целью наиболее часто прибегают к методу ведущего критерия, при 
котором оптимизируют главный показатель, а остальные критерии вводят в ог-
раничения — условия, в которых остальные показатели должны быть не хуже, 
чем заданные требования.

частотные  методы  позволяют  на  основе  частотных  характеристик  кос-
венно  судить  о  динамических  свойствах  системы. Однако  точные  обратные 
преобразования  из  пространства  изображений  в  пространство  оригиналов 
возможны  только  в  простых  случаях  для  систем  не  высокого  порядка.  На 
основе численных преобразований решить  эту  задачу можно для широкого 
круга проблем.

численное  моделирование  динамики  процесса  управления  на  основе 
дифференциальных уравнений позволяет анализировать нелинейные систе-
мы с конечным временем управления и произвольными начальными усло-
виями.

рис. 4.7
Интегральный критерий качества для 

ПИ-регулятора
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КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 4

1.  Каковы основные характеристики качества систем управления?
2.  Перечислите основные типы законов управления в промышленных регу-

ляторах.
3.  что такое статические и астатические системы регулирования?

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 4

Задание 4.1. Определить основные показатели качества переходного про-

цесса для динамической системы 
dx
dt

Ax Bu= + ,  где матрица

  A B u t x=
− −







= 





= = 





0 1

4 2

0

4
1 0

0

0
, , ( ) , ( ) .

Ответ: 1. Переходный процесс:

2. Запас устойчивости по модулю:

| max(Re(λ)) | = 1,

по фазе:

|max(arg( ))| . .λ π− =
2

0 524

3. Перерегулирование:

max(ht) – 1 = 0.238.

4. Время перехода с точностью

ε	=	0,02:

Tm = 4.1.
5. Показатель колебательности:

(max( ) )
max( )

. .
− +

− =h
ht

2 1
1

0 236
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динамичеСКие модели.  
уравнения движения СиСТем 

С Конечным временем

Уравнения  движения  задают  связь между  состоянием  сис-
темы  x(t)  и  управлением  u(t).  для  динамических  систем 

обычно эта связь задается системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОдУ) типа:

                       
dx
dt

f x u t x R u R t Tm n= ∈ ∈ ∈( , , ), , , [ , ].0   (5.1)

Покомпонентно эту систему можно записать в следующем 
виде:

                           

dx
dt

f x x x u u u

dx
dt

f x x x

m n

m

1
1 1 2 1 2

2
2 1 2

=

=

( , ,..., , , ,..., ),

( , ,..., ,uu u u

dx
dt

f x x x u u u

n

m
m m n

1 2

1 2 1 2

, ,..., ),

...,

( , ,..., , , ,..., ).=


















  (5.2)

Система  (5.1)  должна  быть  дополнена  m  условиями  для 
единственности решения. Обычно это начальные условия, за-
даваемые в виде

                          x(0) = x0.  (5.3)

Задача  решения  системы  обыкновенных  дифференциаль-
ных уравнений (5.1) с начальными условиями (5.2) называется 
задачей Коши.

если время t явно входит в функцию f(x, u, t), то такая сис-
тема называется неавтономной, иначе система с правой частью 
f(x, u) является нелинейной автономной системой. явная зави-
симость правых частей от времени не является обременитель-

Гл
ав

а 
5
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ной,  так как можно  ввести  дополнительную переменную  ′ =+xm 1 1,  xm+1(0) =  0 
и исключить время t. если функция линейная по x и u, тогда имеют дело с ли-
нейной системой:

 
dx
dt

Ax Bu= + .   (5.4)

если матрицы A, B зависят от времени, то

 
dx
dt

A t x B t u= +( ) ( )   (5.5)

является линейной системой с переменными параметрами.
При моделировании систем часто u(t) — известная функция времени, и тог-

да, не теряя общности, можно рассматривать задачу Коши в виде

 
dx
dt

f x x x= =( ), ( ) .0 0

Приведем примеры уравнений движения.
пример 1. Рассмотрим уравнения движения математического маятника.

  m d x
dt

k dx
dt

mg x u t
2

2
+ + =sin ( ).   (5.6)

Первый член в этом уравнении характеризует силы инерции маятника (m — 
масса маятника); второй член характеризует силы сопротивления среды движе-
нию маятника (k — коэффициент сопротивления); последнее слагаемое — силы 
тяжести (g — ускорение свободного падения). B правой части (5.6) присутствует 
возмущающая сила u(t), которая может быть и управлением, предназначенным 
для успокоения колебаний маятника. Подобной математической моделью (но 
с другой функцией g(x) вместо силы тяжести) описываются многие технические 
и физические процессы, начиная от модели подвески автомобиля и заканчивая 
процессами в электронных схемах. для приведения уравнения (5.6) к стандар-
тному  виду — системе ОдУ 1-го порядка — произведем  замену переменных: 
x1 — положение маятника, x2 — скорость маятника:

  x1 = x,  x′1 = x2.

Теперь уравнение (5.6) примет вид

 

′ =

′ = − − +

= = − − +

x x

x k
m

x g x
u t
m

f x f k
m

x g x
u t
m

1 2

2 2 1

1 2 2 2 1

,

sin
( )

,

; sin
( )

.

  (5.7)

Полученная система уравнений должна быть дополнена начальными усло-
виями для выделения единственного решения, характеризующими положение 
маятника, и его скорость в начальный момент времени:

  x x x x1 1
0

2 2
00 0( ) , ( ) .= =   (5.8)
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Уравнение  (5.7) совместно с начальными условиями  (5.8) позволяет опре-
делить поведение системы для всех t > 0. Несмотря на простоту системы (5.7), 
она не интегрируется в квадратурах. Это обстоятельство является обычным при 
моделировании динамики сложных систем. Общий метод получения решения 
нелинейных ОдУ — метод численного интегрирования. Ниже приведена про-
грамма, позволяющая получить такое решение (док. 5.1). В этом документе ис-
пользована встроенная программа MathCAD rkfixed, интегрирующая уравне-
ния методом Рунге — Кутта 4-го порядка точности.

пример 2.  Рассмотрим  динамику  несвязанной  трехсекторной  экономи-
ки:  производство  средств  производства  с  производственной  функцией  (ПФ) 
Y1 = F1(K1, L1), производство предметов потребления с производственной функ-
цией Y2 = F2(K2, L2) и «производство» культурных ценностей с ПФ Y3 = F3(K3, L3). 
Здесь Yi, Ki, Li — объемы производства, затраты капитала и труда соответствен-
но в каждом секторе. если через αi обозначить долю произведенного продукта, 
идущего на накопление капитала, через βi — долю выбытия капитала в каждом 

док. 5.1
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из секторов, то для изменения капитала во времени система дифференциаль-
ных уравнений будет следующей:

 

dK
dt

Y K L K

dK
dt

Y K L K

dK
dt

Y K

1
1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2

3
3 3

= −

= −

=

α β

α β

α

( , ) ,

( , ) ,

( 33 3 3 3, ) .L K−












 β

  (5.9)

Пусть  первоначальный  капитал,  вложенный  в  эти  секторы  K Ki i( )0 0= , 
а вложения в труд постоянны — Li(t) = Li. Решение дифференциального уравне-
ния покажет изменение капитала, а следовательно, и производства во времени. 
Эти изменения иллюстрирует следующий документ MathCAD (док. 5.2). Интег-
рирование произведено методом Эйлера 1-го порядка точности, использована 
производственная функция Кобба — дугласа Y K L a K La a( , ) .= 0

1 2

В качестве управления могут быть использованы коэффициенты αi, опреде-
ляющие инвестиции в развитие производства, целью управления может быть 
максимизация производства.

док. 5.2 (начало)
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пример 3.  Уравнения  плоского  движения  космического  аппарата  (КА) 
в ньютоновском поле имеют следующий вид:

  m d r
dt

k
m m r

r
m a r x y z1

2

2
1 2

3 1
2 2 2= − + = + +

| |
, | | .   (5.10)

В этой системе из трех дифференциальных уравнений 2-го порядка r — ра-
диус-вектор расстояния от притягивающего центра, например Земли, до КА, 
m1 — масса КА, m2 — масса притягивающего центра, a — вектор реактивного 
ускорения, k — гравитационная постоянная, x, y, z — проекции вектора r на 
декартовы оси координат.

От уравнения (5.10) в размерных единицах полезно перейти к безразмерным 
переменным как с точки зрения численного счета, так и для распространения 
полученных результатов на любой притягивающий центр: Землю, Луну и т. д. 
для этого сделаем замену переменных на безразмерные, взяв за единицу време-
ни суточный период вращения Земли Tc = 86 164 с и безразмерное расстояние от 
центра Земли до геостационарной орбиты Rc = 42 164 км. В этом случае радиусу 
стационарной орбиты и периоду обращения спутника на ней соответствуют еди-
ничные радиус и скорость.

Записывая это уравнение покомпонентно, имеем систему из трех уравнений 
2-го порядка:

 

d x
dt

a x
r

d y
dt

a
y

r
d z
dt

a z
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  (5.11)

ее можно упростить и записать

 
d r
dt

a r
r

2

2 3
= −

| |
.

Здесь управление — это реактивное ускорение a. Целью управления может 
быть вывод КА на заданную орбиту.

док. 5.2 (окончание)
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пример 4. Простейшие уравнения движения самолета имеют вид

 
m d x

dt
ma C y dx

dt

m
d y
dt

ma mg C dx
dt

x

y

2

2

2

2

2 2

= − ( )
= − +










( ) ,

.

  (5.12)

Вывод  данных  формул  и  интегрирование  уравнений  движения  читатели 
должны будут сделать самостоятельно.

5.1. чиСленное решение Задачи Коши

В отличие от статических моделей процессов, в которых входные воздейс-
твия вызывают немедленное изменение выходных переменных и связь между 
входом и выходом модели описывается функцией, динамические модели осу-
ществляют преобразование  входной функции u(t)  в  выходную функцию x(t). 
Это функции от независимого аргумента t (в динамических моделях t — это вре-
мя). Связь между функциями x(t) и u(t) в этом случае задается в виде дифферен-
циального уравнения. Линейные дифференциальные уравнения имеют точное 
решение в общем случае (см. главу 2), однако довести его до конечного результа-
та часто удается лишь численно. Нелинейные уравнения интегрируются точно 
лишь в некоторых случаях. В данной главе будут рассмотрены простые числен-
ные алгоритмы решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОдУ) в нормальном виде — виде численного интегрирования следу-
ющего дифференциального уравнения с заданными начальными условиями:

 
dx
dt

f x u t x R u R t Tn m= ∈ ∈ ∈( , , ), , , [ , ],0   (5.13)

  x(0) = x0.  (5.14)

Прежде чем искать решение дифференциального уравнения, полезно убе-
диться  в  существовании  и  единственности  его  решения,  которое  определяет 
следующая теорема.

теорема. Пусть функция f(x) правой части дифференциального уравнения 
удовлетворяет условию Липшица: если

  | x1 – x2
 | < A,  то  | f(x1) – f(x2)

 | < M,

где M — константа Липшица; x1, x2 — произвольные точки из отрезка [a, b], 
принадлежащего области определения функции f(x). Тогда данное уравнение 
имеет единственное решение на отрезке [a, b], т. е. если функция допускает раз-
рывы первого рода, то решение существует; если 2-го рода, то решение может 
не существовать.

Теорема  о  существовании  решения  задачи Коши  основана  на  доказатель-
стве сходимости следующего итерационного процесса, полученного на основе 
интегрирования уравнения (5.13):

  x t x f x u d x x kk k

t

( ) ( ) ( ( ) , ( )) , ( ) , , ,...+ = + = =∫1
0

0

0 0 0 1τ τ τ   (5.15)
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Этот процесс  сходится при указанных условиях, и метод интегрирования 
ОдУ называется методом Пиккара. Приведем документ MathCAD, реализую-

щий  этот  алгоритм  для  задачи  Коши 
dx
dt

x x= − =, ( )0 1  с  точным  решением 
x(t) = e–t (док. 5.3).

для  приближенного  решения  ОдУ  можно  применить  формулу  Тейлора. 
если  правая  часть  дифференциального  уравнения  f(x,  t)  —  аналитическая 
функ ция в точке f(x0, 0), то, дифференцируя ее, имеем:

  x′ = f(x, t),

  x″ = ft(x, t) + fx(x, t)x′,

  x′′′ = ftt(x, t) + 2ftx(x, t)x′ + fx(x, t)x″ + fxx(x, t)(x′)2.

док. 5.3
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Теперь можно получить, кроме начального условия x(0),  значения произ-
водных x′(0), x″(0), ... Удерживая конечное количество членов ряда, получим 
приближенную формулу:

  x t
x

i
t

i
i

i

n

( )
( )
!

( )

≈
=
∑ 0

0

  (5.16)

с остаточным членом o(tn+1). если t больше радиуса сходимости ряда Тейлора, то 
этот метод неприменим. чаще поступают следующим образом.

Разбивают интервал интегрирования [0, T] на отрезки [tk, tk+1]. если значе-
ние решения в точке tk известно (например, tk = 0, x(0) = x0), то применим форму-
лу Тейлора для определения решения в остальных точках отрезка:
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  (5.17)

Ошибка такого приближения

  max | ( ) ( )| ( ) .
t t t

k k
n

k k

x t x t o t t
≤ ≤

∗
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+

+
− ≤ −

1
1

1   (5.18)

Обычно разбивают интервал интегрирования с равномерным малым шагом

  h = T/N,

где N — число шагов. Тогда, обозначая на каждом шаге xk = x(tk), получим итера-
ционную схему интегрирования ОдУ n-го порядка точности (понижение поряд-
ка вызвано накапливанием ошибок (5.18) с числом слагаемых порядка 1/h):

  x
x t

i
hk

i
k

i

n
i

+
=

≈ ∑1
0

( ) ( )
!

.   (5.19)

Теперь можно попытаться определить решение шаг за шагом, отталкиваясь 
от начального условия x(0) = x0.

В частном случае при n = 1 по формуле (5.19) получаем формулу Эйлера:

  xk+1 = xk + f(xk, tk)h.  (5.20)

Метод Эйлера — метод 1-го порядка, в котором при уменьшении шага в два 
раза ошибка интегрирования также уменьшается в два раза. Но следует иметь 
в виду, что это утверждение справедливо для достаточно малых шагов.

К выводу формулы Эйлера можно подойти и из других соображений.
По формуле (5.15) имеем

  x t h x t f x d x t x d
h h

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) .+ = + = + ′∫ ∫τ τ τ τ
0 0

  (5.21)

Вычисляя этот интеграл методом прямоугольников, имеем

  x(t + h) = x(t) + hx′(t) + 0(h2),
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откуда получим схему Эйлера, для чего можно заменить производную в уравне-
нии конечной разностью:

 
x x

h
f x tk k

k k
+ − =1 ( , ).

Разрешая это уравнение относительно xk+1, также получим схему Эйлера.
Итак, метод Эйлера — явный метод, т. е. разрешенный относительно значе-

ния функции на следующем шаге k + 1. Он имеет локальную ошибку на каждом 
шаге 2-го порядка и глобальную ошибку на всем интервале интегрирования 1-го 
порядка. Знание начального условия x0 = x(0) позволяет вычислить x1, далее ис-
пользуя x1,  вычисляем x2,  продолжая подобным образом до конца интервала 
интегрирования, определяем все решение ОдУ в дискретных точках tk. Ниже 
приведен документ MathCAD, реализующий этот алгоритм на конкретном при-
мере (док. 5.4).

док. 5.4 (начало)
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5.2. линеариЗация в оКреСТноСТи рабочего режима

Несмотря на то что условия Липшица гарантируют существование и единствен-
ность решения дифференциального уравнения, найти его во многих случаях для 
нелинейных систем можно только численно. В задачах оптимизации с использо-
ванием такой модели это обстоятельство вынуждает искать оптимальное решение 
тоже численными методами, т. е. многократно интегрировать систему уравнений, 
что вызывает большие вычислительные трудности. Между тем часто можно огра-
ничиться приближенным решением задачи в линейном приближении или исполь-
зовать такое решение в качестве хорошего начального значения оптимизационной 
задачи в нелинейном случае. Уравнения движения представляют собой в этом слу-
чае систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОдУ):
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  (5.22)

Эту систему ОдУ можно записать в сокращенном виде:

 
dx
dt

Ax Bu x R u Rm n= + ∈ ∈, , ,   (5.23)

где А — матрица, состоящая из элементов A =  [aij],  i,  j = 1, 2,  ..., m размером 
m×m; в — матрица, состоящая из элементов B = [bik], k = 1, 2, ..., n, эта матрица 
не обязательно квадратная, ее размерность m×n. Рассмотрим процедуру линеа-
ризации системы в окрестности некоторого рабочего режима.

Пусть задана нелинейная система:

  x′ = f(x, u).  (5.24)

Обозначим  через  x u,   рабочий  режим  процесса,  который  моделируется 
уравнением (5.24). часто в качестве такого режима выбирается стационарная 
точка, т. е. x u,  удовлетворяют условию

  f x u( , ) .= 0   (5.25)

док. 5.4 (окончание)
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Очевидно, что (5.25) представляет собой неявно заданную статическую мо-
дель исследуемого процесса, если можно пренебречь динамикой системы. Рас-
смотрим отклонения от этого номинального режима. для этого разложим f(x, u) 
в ряд Тейлора в окрестности точки x u, :

  f x u f x u
f
x

x x
f
u

u ux u x u( , ) ( , ) ( ) ( )., ,≈ + ∂
∂

− + ∂
∂

−   (5.26)

Погрешность такого приближения определяется остаточным членом ряда 
Тейлора и при малых отклонениях от рабочего режима представляет собой 
величину 2-го порядка малости. если в качестве рабочего режима выбран ре-
жим, удовлетворяющий условию (5.25), то первый член в разложении (5.26) 
равен нулю. Тогда, вводя новые переменные в отклонениях от рабочего ре-
жима

   x x x u u u= − = −, ,   (5.27)

получим линеаризованную систему:

 
dx
dt

Ax Bu x x x


  = + = −, ( ) ( ) .0 0   (5.28)

если условие (5.25) не выполняется, то в уравнении (5.28) появляется до-
полнительный член  f x u( , )—  постоянно действующее возмущение, что не ме-
няет общей формулы решения задачи интегрирования линейных ОдУ. Вопрос 
об  устойчивости  стационарной  точки  решается  на  основе  собственных  чисел 
матрицы А. если действительные части всех собственных чисел λi, i = 1, 2, ..., 
m, являющихся решением уравнения | A – λE | = 0, отрицательны, то стационар-
ное состояние x u,  является устойчивым.

Применим рассмотренную процедуру к линеаризации уравнений движения 
космического аппарата (КА).

Уравнения движения КА в ньютоновском поле имеют следующий вид:

  m d r
dt

k
m m r

r
m a r x y z1

2

2
1 2

3 1
2 2 2= − + = + +

| |
, | | .   (5.29)

В этой системе из трех дифференциальных уравнений 2-го порядка r — ра-
диус-вектор расстояния от притягивающего центра, например Земли, до КА; 
m1 — масса КА; m2 — масса притягивающего центра; a — вектор реактивного 
ускорения; k — гравитационная постоянная; x, y, z — проекции вектора r на 
декартовы оси координат.

От уравнения (5.29) в размерных единицах полезно перейти к безразмерным 
переменным — как с точки зрения численного счета, так и для распростране-
ния полученных результатов на любой притягивающий центр — Землю, Луну 
и т. д. для этого сделаем замену переменных на безразмерные, взяв за единицу 
времени суточный период вращения Земли Tc = 86 164 с и безразмерное расстоя-
ние от центра Земли до геостационарной орбиты Rc = 42 164 км. В этом случае 
радиусу стационарной орбиты и периоду обращения спутника на ней соответ-
ствуют единичные радиус и скорость.
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Записывая это уравнение покомпонентно, имеем систему из трех уравнений 
2-го порядка:
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  (5.30)

ее можно упростить и записать в виде

 
d r
dt

a r
r

2

2 3
= −

| |
.

Интегрирование этой системы уравнений в отсутствие ускорения a иллюст-
рирует документ MathCAD (док. 5.5).

Геостационарные спутники движутся в плоскости экватора по круговой ор-
бите с периодом обращения Tc, что соответствует расстоянию от центра Земли 
Rc. Такой рабочий режим в декартовых координатах описывается соотношения-
ми (оси x, y лежат в плоскости отбиты):

  x y z2 2 1 0+ = =, ,   (5.31)

где за единицу измерения расстояния принято Rc, за единицу измерения вре-
мени — Tc. движение КА по такой геостационарной орбите происходит с такой 

док. 5.5
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же угловой скоростью, что и вращение Земли, и это обеспечивает «зависание» 
спутника для земного наблюдателя. Однако даже небольшие отклонения КА от 
круговой орбиты заданного радиуса со временем приведут к уходу спутника от 
наблюдателя, так как такое стационарное состояние является неустойчивым.

Ограничимся движением КА в  экваториальной плоскости орбиты. В этом 
случае  ускорение az  =  0  и  используются  два  первых  уравнения  2-го  порядка 
в системе (5.30)
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  (5.32)

Рабочий  режим  (5.31)  и  уравнения  движения  (5.32)  удобнее  представить 
в полярных координатах r, ϕ:

  x = rcos ϕ,  y = rsin ϕ.

В полярных координатах круговая орбита описывается очень просто:

  r = 1,  r′ = 0,  ϕ′ = 0,  ϕ = t,  (5.33)

а уравнения движения примут вид (вывод формул представлен в документе 5.6 
MathCAD).

док. 5.6 (начало)
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док. 5.6 (окончание)
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В этих уравнениях индексы переменных увеличены на единицу (в докумен-
те MathCAD индексация начиналась с нуля), и z1 = r, z2 = r′, z3 = ϕ′, z4 = ϕ.

Поместим  начало  координат  в  центр  масс  второго  КА,  находящегося  на 
круговой орбите единичного радиуса, и примем движение этого КА за рабочую 
траекторию, относительно которой будем линеаризовать уравнения движения. 
Тогда, с учетом (5.33):

  z z z z t u u1 2 3 4 1 21 0 1 0 0= = = = = =, , , , , .   (5.35)

дифференцируя правые части (5.34) по переменным z, получим
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Подставляя в (5.36) значения z и u из (5.35), получим матрицу A:

   A
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Матрицу B образуют производные 
∂
∂

f
u
,  вычисленные в точке x u, :
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Вводя замену переменных

  x t z t z( ) ( ) ,= −   (5.39)

получим систему линейных дифференциальных уравнений:
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или

  x Ax Bu= + ,

где x — отклонение траектории КА от траектории КА-цели, движущегося по 
круговой орбите. Начальные условия для уравнения (5.40) есть разница поло-
жения двух КА в начальный момент времени:

  x z x z x z x z1
0

1
0

2
0

2
0

3
0

3
0

4
0

4
01 1= − = = − =, , , ,   (5.41)

а конечное состояние

  x(T) = 0  (5.42)

означает совпадение траекторий обоих КА.
документ MathCAD, содержащий программу линеаризации уравнений дви-

жения в символьном виде, приведен ниже (док. 5.7).
Результаты  работы  этой  программы —  символьная  реализация  процеду-

ры линеаризации, определение стационарной точки, матриц A и B линейного 
приближения, вычисленных в стационарной точке, и сравнение движения ли-
нейной  и  нелинейной  систем,  полученного  численным интегрированием  (см. 
рис. 5.1).
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док. 5.7 (начало)
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док. 5.7  
(продолжение)
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док. 5.7  
(окончание)
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рис. 5.1
Сравнение траекторий сво-
бодного движения КА для 
отклонения по начальному 
радиусу на 0,005 безразмер-

ных единиц

рис. 5.2
Сравнение траекторий 

вынужденного движения 
системы
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Сравним  вынужденное  движение  КА  под  воздействием  малого  трансвер-
сального постоянного ускорения u = 0,05, показано на рисунке 5.2.

Результаты расчетов показывают хорошее  совпадение  линейного прибли-
жения с нелинейной моделью в рассмотренном диапазоне отклонений от кру-
говой орбиты.

5.3. формула Коши.  
Свободное и вынужденное движения

После  этапа  линеаризации  можно  получить  решение  системы  линейных 
ОдУ в явном виде. Пусть имеем систему ОдУ

  x Ax Bu x R u R t T x x  m n= + ∈ ∈ ∈ =, , , [ , ], ( ) .0 0 0   (5.43)

Задача решения этой системы, т. е. определение неизвестной функции x(t), 
удовлетворяющей уравнению движения и начальным условиям (5.43), называ-
ется задачей Коши. Сначала найдем решение однородного уравнения:

   dx
dt

Ax  = ,   (5.44)

описывающего свободное движение системы без управления. Оно зависит толь-
ко от начального состояния. если начальные условия не нулевые, то решение 
не тривиально.

Решение ищем в виде ряда Тейлора в окрестности точки x(0):

  x t x    
x

t
x

t    ( ) ( )
( )
!

( )
!

...= + ′ + ′′ +0
0

1
0

2
2   (5.45)

Вычислим производные, входящие в (5.45):

  x(0) = x0,

  x′(0) = Ax0 — в силу уравнения (5.44),

 

′′ =

=

x A x

x A xn n

( ) ,

....

( ) .( )

0

0

2 0

0

Подставив эти производные в (5.45), получим

  x t x Ax t A x t( )
! !

...= + + +0
0 2 0

2

1 2

Вынесем x0 за скобки:

  x t E A t A t x( )
! !

... .= + + +



1 2

2
2 0

Выражение в скобках называется матрицей перехода, или фундаменталь-
ной матрицей решений линейных ОдУ, и обозначается

  e E A t A tAt = + + +
1 2

2
2

! !
...   (5.46)



82 ГЛАВА 5

Теперь можно записать решение этого дифференциального уравнения в виде

  x(t) = e Atx0.  (5.47)

Подставляем его в исходное уравнение:

  Ax0eAt = Ax0eAt,

  x(0) = eA0x0 = x0.

Убеждаемся, что (5.47) является решением уравнения и удовлетворяет на-
чальным условиям (5.43).

Теперь  будем  искать  решение  неоднородного  дифференциального  уравне-
ния:

 
dx
dt

  Ax Bu= + .   (5.48)

Пусть функция x(t) = eAtz(t) является претендентом на решение уравнения. 
В этом случае она должна удовлетворять исходному дифференциальному урав-
нению. Продифференцируем x(t) по t и результат подставим в (5.45):

  Ae z e z Ae z Bu At At At+ = + .

Теперь  можно  определить  функцию  z(t),  интегрируя  дифференциальное 
уравнение:

  z e BuAt= − ,

В результате получим

  z t c e Bu dA
t

( ) ( ) .= + −∫ τ τ τ
0

Теперь решение можно записать в следующем виде:

  x t e c e Bu d e c e Bu dAt A
t

At A
t

( ) ( ( .= +








 = +− −∫ ∫τ ττ τ τ τ) )

0 0

для определения константы интегрирования c подставим в это уравнение 
t = 0:

  x(0) = c = x0.

В окончательном виде получаем формулу Коши:

  x t = e x e Bu dAt A t
t

( ) ( )0

0

+ −∫ τ τ τ( ) .   (5.49)

Формула  Коши  дает  аналитическое  решение  системы  линейных  диффе-
ренциальных  уравнений  с  постоянными  коэффициентами.  Первое  слагаемое 
описывает  свободное  движение  системы,  определяемое  только  начальными 
условия ми. Второе слагаемое зависит только от управления и называется вы-
нужденным движением системы.
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Системы линейных ОдУ можно решать различными способами:
1) численным интегрированием, при этом возникают большие объемы вы-

числений (пример численного интегрирования приведен во введении к данному 
разделу);

2) использованием формулы Коши, для этого нужно знать фундаменталь-
ную матрицу решений. Она может быть определена тремя способами:

•  использованием разложения в ряд  e A AtAt = + +
1!

...,  при росте t возрастает 

ошибка представления ряда вплоть до потери сходимости (этот случай пред-
ставлен в документе 5.8);

•  численным  интегрированием  уравнения  de
dt

Ae
At

At= ,   при  этом  требуется 

большой объем памяти для хранения табличных функций (этот случай реа-
лизован в документе 5.9);

•  аналитическим определением матрицы, которое возможно для некоторых 
простых случаев.
Здесь показаны результаты определения матрицы перехода с помощью раз-

ложения в ряд Тейлора с удержанием 5, 10 и 15 членов ряда для одного элемен-
та  e AT

11 .

док. 5.8
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док. 5.9
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5.4. определение маТрицы перехода

Функция eAt имеет вид

  e t AAt
k

k

k

m

=
=

−

∑ α ( ) ,
0

1

  (5.50)

где линейнонезависимые функции αk(t)  определяются с помощью интерполя-
ционного полинома Лагранжа — Сильвестера:

  r
m

f

k

m

m
k

m
k

k
k

k

( )
(( ))!

( )
( )

λ
ρ λ

λ
ϕ λ

ρ

ρ
λ λρ

=
− −

∂
∂







− −

− −
==

−
1

1

1

1
0

1

∑∑∑
=

+⋅
−k

s

k1
1

ϕ λ
λ λ ρ

( )

( )
.   (5.51)

В этой формуле ϕ(λ) — минимальный аннулирующий полином, определяе-
мый по характеристическому уравнению A – λE = 0:

 
∆( ) ( ) ( ) ... ( ) ,

... ,

λ λ λ λ λ λ λ= − − −
+ + + =
1 2

1 2

1 2m m
s

m

s

s

m m m m

 

где mk — кратности собственных чисел λk.
Обозначим через Dn–1(λ) наибольший общий делитель всех миноров (n – 1)-

го порядка характеристической матрицы A – λE, т. е. наибольший общий дели-
тель элементов присоединенной матрицы B(λ), и получим выражение для анну-
лирующего полинома:

  ϕ λ λ
λ

( ) =
−

∆( )
( )

.
Dn 1

  (5.52)

Функции ϕk(λ) определяются следующим образом:

  ϕ λ ϕ λ

λ λ
k

k
km

( )
( )

.  
( )=

−
  (5.53)

Значения функции f(λ) = eλt на спектре матрицы A определяются как:

  f ek
t

k
( ) .λ λ

λ λ= =   (5.54)

Пусть матрица A имеет, например, следующий вид:

  A =
















1 1 0

0 1 0

0 0 2

.

Тогда характеристическая матрица A – λE будет

  λ
λ

λ
λ

E A− =
−

−
−

















1 1 0

0 1 0

0 0 2

.
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Определитель характеристической матрицы равен

  ∆(λ) = (λ – 1)2(λ – 2).

Присоединенная матрица имеет вид

  B( ) .λ
λ λ λ

λ λ

λ

=
− − −

− −

−











( 1)( 2) 2 0

0 ( 1)( 2) 0

0 0 ( 1)2

Общий наибольший делитель присоединенной матрицы D2(λ) = 1.
Минимальный полином матрицы A будет следующим:

  ϕ λ λ
λ

λ λ( )
( )
( )

( ) ( ).= = − −∆
D2

21 2

Значения функции f(λ) = eλt на спектре матрицы A будут

  f(λ) = eλt|λ = 1 = et,  f(λ) = eλt|λ = 2 = e2t.

Интерполяционные условия имеют следующий вид:

  r(λ1) = et,  r(λ2) = e2t,

где λ1 = 1, λ2 = 2.
для рассматриваемой здесь матрицы A имеем

  ψ λ ψ λ
λ

ψ λ ψ λ
λ1 2 21 2

( )
( )

( )
, ( )

( )
( )

,=
−

=
−

поэтому интерполяционный полином Лагранжа — Сильвестера согласно (5.51) 
будет

  r e e et t t
( ) ( ) ( )( )

(
λ

λ
λ

λ λ
λ λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ
=

−




 − + ∂

∂ −




 − − +

−= =2
2

2
1 2

11 1 ))
( ) ,

2
2

21







 −

=λ

λ

или

  r(λ) = –et(λ – 2) + (–tet – et)(λ2 – 3λ + 2) + e2t(λ2 – 2λ + 1).

Это выражение можно переписать в виде

  r(λ) = α0(t) + α1(t)λ + α2(t)λ2,

где α0(t) = –2tet + e2t; α1(t) = 2tet + e2t – 2e2t; α2(t) = –tet – et + e2t.
Следовательно, для рассматриваемой здесь матрицы A, учитывая, что A0 = E 

(где E — единичная матрица), будем иметь

  eAt = α0(t)E + α1(t)A + α2(t)A2.

Вернемся к нашему примеру. Так как

  A2

2 0

0 1 0

0 0 4

   

1

=















,
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то матрица eAt будет иметь следующий вид:

  e
e te

e
e

At

t t

t

t

   =
















0

0 0

0 0 2

.

Алгоритм  и  программа  для  символьного  вычисления  матрицы  перехода 
приведены в следующем документе MathCAD (док. 5.10).

Как следует из формул (5.50), (5.51), в решение задачи Коши входят экспо-
ненциальные функции,  содержащие в показателе  степени собственные числа 
λk матрицы A уравнений движения, а в качестве сомножителей могут входить 
полиномы степени

  nk – 1,

где  nk  —  кратность  соответствующего  корня  характеристического  уравнения. 
Однако если действительные части собственных чисел отрицательны (Re(λk) < 0) 
то  при  отсутствии  возмущений  свободное  движение  системы  (5.40)  стремится 
к нулю даже при любых ненулевых начальных условиях. Это означает, что сис-
тема линейных уравнений устойчива «в большом». если же система линейных 
ОдУ получена линеаризацией нелинейной системы в стационарной точке, то ис-
ходная нелинейная система устойчива «в малом», т. е. что при малых возмуще-
ниях стационарного режима система ОдУ будет возвращаться к нему с течением 
времени, однако гарантировать устойчивость при всех возмущениях невозможно.

Определим устойчивость движения КА на стационарной орбите с матрицей

  A =
−



















0 1 0 0

3 0 2 0

0 2 0 0

0 0 1 0

из уравнений движения (5.40)

	 A eigenvals A
i

i
=

−



















=
−















0 1 0 0

3 0 2 0

0 2 0 0

0 0 1 0

0

0

( ) 


.

В матрице A имеется одно комплексно-сопряженное число ±i и двукратный 
нулевой корень. Следовательно, в решении будет присутствовать линейная со-
ставляющая по времени  t  и  гармонические колебания с  единичной частотой. 
Отсюда вытекает, что стационарная орбита является неустойчивой и при ма-
лых отклонениях от стационарной орбиты возможен уход из зоны видимости.

* * *
Математическим аппаратом для моделирования динамических систем яв-

ляются  обыкновенные  дифференциальные  уравнения.  Задача  Коши  состоит 
в  нахождении  функции  x(t),  удовлетворяющей  дифференциальному  уравне-
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док. 5.10 (начало)
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док. 5.10 (продолжение)
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док. 5.10 (продолжение)
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док. 5.10 (окончание)
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нию и начальным условиям. В общем случае задача Коши может быть решена 
численно, однако для системы линейных ОдУ известно общее решение, опреде-
ляемое по формуле Коши.

если правые части ОдУ f(x, u) дифференцируемы по x и u и есть основания 
считать, что моделируемый процесс незначительно отклоняется от рабочего ре-
жима  x u, ,  то можно с точностью до малых 2-го порядка представить модель 
в виде линейной системы в отклонениях от рабочего режима. В этом случае пра-
вая часть ОдУ представляет собой отрезок ряда Тейлора:

  f x u f x u
f
x

x x
f
u

u ux u x u( , ) ( , ) ( ) ( )., ,≈ + ∂
∂

− + ∂
∂

−

Формула Коши отражает принцип суперпозиции для линейных систем и со-
стоит из суммы свободного (под влиянием начальных условий) и вынужденного 
(под влиянием внешних сил) движений системы.

Центральным моментом в формуле Коши является  определение матрицы 
перехода  eAt. для  систем невысокого порядка  ее можно найти  аналитически, 
для более сложных случаев приходится определять фундаментальную матрицу 
численно. Тем не менее это часто более приемлемо, чем численно интегрировать 
систему, так как однократное определение матрицы перехода позволяет опре-
делить решение при любых начальных условиях и внешних воздействиях.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 5

1.  что такое задача Коши для ОдУ?
2.  В чем суть метода Пикара для интегрирования ОдУ?
3.  Как  связана  ошибка  интегрирования  с шагом  интегрирования  в  методе 

Эйлера?
4.  что такое стационарная точка для динамических систем?
5.  что представляет собой каждое слагаемое в формуле Коши для линейных 

систем?
6.  Перечислите основные методы определения матрицы перехода для линей-

ных динамических систем.

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 5

Задание 5.1. Составить уравнения движения материальной точки массой 
m на плоскости, на которую действуют следующие силы: вдоль горизонталь-
ной оси x — сила сопротивления среды (воздуха) пропорционально квадра-
ту скорости C1(y)(vx)

2; составляющая тяги max; вдоль вертикальной оси y — 
сила тяжести mg, подъемная сила крыла C2vx и составляющая тяги may.

Ответ:

 
m d x

dt
ma C y dx

dt

m
d y
dt

ma mg C dx
dt

x

y

2

2

2

2

2 2

= − ( )
= − +










( ) ,

.
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Задание 5.2.  Найти  решение  уравнений  из  задания  5.1  на  интервале 
t ∈ [0, 5] при m = 2, g = 2, C2 = 3 зависимости плотности воздуха от высоты 
C(y) = 1 – e–y/10, отсутствия управляющих ускорений a = 0 с начальными ус-
ловиями:

  x(0) = 0,  x′(0) = 2,  y(0) = 5,  y′(0) = 0.

Ответ:

Задание 5.3.  Линеаризовать  уравнения  движения  из  заданий  5.1,  5.2 
в точке x x u= =( ), .0 0

Ответ:

  A B=
− −



















=









0 1 0 0

0 0 787 0 121 0

0 0 0 1

0 1 5 0 0

0 0

1 0

0 0

0 1

, ,

,

,












=
−

+



















′ = + +,
,

, .v
u

u

x Ax Bu v

2

0 787

0

1

1

2

Задание 5.4. Сравнить решения линейной и нелинейной систем при ну-
левом управлении и тех же начальных условиях.

Ответ:
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Задание 5.5. Найти матрицу перехода eAt при

  A =
















1 1 0

0 1 0

0 0 1

.

Ответ:

  e
e te

e
e

At

t t

t

t

=
















0

0 0

0 0

.
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иденТифиКация  
динамичеСКих СиСТем

6.1. уСловия иденТифицируемоСТи

Рассмотрим линейную систему ОдУ с постоянными коэффи-
циентами

                     
dx
dt

Ax x Rm= ∈, .   (6.1)

Пусть  состояние  системы x(kτ)  измерено  в моменты вре-
мени 

                    t = kτ,  k = 0, 1, ..., m,

где τ — фиксированная величина — временной шаг. Так как 
в соответствии с формулой Коши для свободного движения:

                   

x e x
x e x

x m e x m

A

A

A

( ) ( ),

( ) ( ),

...

( ) (( ) )

,

τ
τ τ

τ τ

τ

τ

τ

=
=

= −







0

2

1

  (6.2)

то имеет место следующее соотношение:

[x(τ)x(2τ)...x(mτ)] = eAτ[x(0)x(τ)...x((m – 1)τ)].

Обозначим через L(τ) и K(τ) следующие матрицы размером 
m×m:

                    L(τ) = [x(τ)x(2τ)...x(mτ)], 
                  K(τ) = [x(0)x(τ)...x((m – 1)τ)] 

(6.3)

и представим (6.2) в виде

                        L(τ) = eAτK(τ).  (6.4)

если K(τ) — не особая матрица, то, умножая (6.4) слева на 
обратную матрицуK–1(τ), получим решение уравнения (6.4):

                          eAτ = L(τ)K(τ),  (6.5)

Гл
ав

а 
6
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т. е. матрица eAτ может быть найдена по m + 1 измерению вектора x. Это свой ство 
системы называют идентифицируемостью. для этого необходимо условие

  detK(τ) ≠ 0,  (6.6)

что  эквивалентно  условию  линейной  независимости  векторов  x(kτ),  k  =  0, 
1, ..., m.

Программа MathCAD, определяющая матрицу перехода по данным измере-
ний вектора x, приведена ниже (док. 6.1).

док. 6.1
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6.2. определение парамеТров линейной СиСТемы 
во временной облаСТи

С  помощью  решения  системы  (6.5)  мы  можем  определить  динамические 
характеристики системы при отсутствии внешних воздействий под влиянием 
ненулевых начальных условий.

Рассмотрим один из каналов динамической системы управления: ui — вы-
ходная переменная xj. Пусть из эксперимента известны эти две функции, ко-
торые  обозначим u(t)  и x(t)  соответственно.  В  задачу  идентификации  входит 
восстановление дифференциального или интегрального оператора связи между 
этими переменными. Эту задачу можно решить различными способами.

Сначала  рассмотрим  линейную  систему.  для  нее  связь  между  входными 
и выходными переменными определяется формулой Коши

  x t e x e Bu dAt A t
t

( ) ( ) ,( )= + −∫0

0

τ τ τ   (6.7)

являющейся  решением  системы  линейных  дифференциальных  уравнений 
x′ = Ax + Bu с матрицами A и B. В нашей ситуации известны все компоненты 
вектора ui = 0, i = 1, 2, ..., n, i ≠ j, кроме компоненты uj, которая считается из-
вестной функцией времени. Известна также и реакция системы на это воздей-
ствие x(t). Вопрос о возможности определения параметров системы решается на 
основе критерия идентифицируемости  (6.4). Запишем реакцию  i-компоненты 
вектора x (Ψik — соответствующая компонента матрицы eAt):

  x t t B u di ik kj j
k

mt

( ) ( ) ( ) .= −
=

∑∫ Ψ τ τ τ
10

Обозначая через

  K t t Bik kj
k

m

( ) ( ) ,− = −
=

∑τ τΨ
1

получим следующий интеграл свертки (индексы опущены):

  x t K t u d K u t d
t t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .= − = −∫ ∫τ τ τ τ τ τ
0 0

  (6.8)

Это интегральное уравнение относительно неизвестной функции K(τ). для 
численного решения этого уравнения введем дискретное время 

  τi i N N t
h

, , ,..., , ,= =1 2

где [0, t] — интервал наблюдения; h — шаг. Тогда интеграл в (6.8) приближенно 
заменится суммой

  x t K ui N i
i

N

( ) ,= −
=
∑
0

  (6.9)
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где индексы у функций обозначают их значения в соответствующие моменты 
времени. Теперь у нас есть одно линейное уравнение с N + 1 неизвестными зна-
чениями функции Ki. Однако из эксперимента мы имеем N + 1 значений функ-
ции x, что позволяет получить систему из N + 1 уравнений:

 

x t K u

x t K u

x t K u

i
i

N i

N i
i

N i

( ) ,

( ) ,

......

( ) .

0 0 0

1
0

1

0

1

=

=

=

=
−

=
−

∑

∑

  (6.10)

Решив эту систему, определим значения функции K в дискретные момен-
ты времени. Ниже представлена программа MathCAD, решающая  эту  задачу 
(док. 6.2).

документ MathCAD  (док.  6.3)  показывает  сравнение реакции  системы на 
другое входное воздействие, полученной в результате численного интегрирова-
ния и использовании интеграла свертки.

Следует  отметить,  что  рассмотренная  задача  относится  к  числу  плохо 
обусловленных  задач,  для  которых  неизбежные  даже  небольшие  ошибки 
в  начальных  данных  приводят  к  значительным  ошибкам  в  решении  зада-

док. 6.2 (начало)
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док. 6.2 (окончание)

док. 6.3
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чи. для корректного решения необходимо регуляризировать задачу, решая, 
например, избыточную систему уравнений с меньшим числом неизвестных 
значений функции K  по  сравнению с числом измерений входных и выход-
ных сигналов.

6.3. иденТифиКация  
в проСТранСТве преобраЗований

для линейных систем с бесконечным временем часто применяют оператор-
ные  методы —  преобразования  Лапласа  и  Фурье.  Применяя  преобразование 
Лапласа

  x p e x t dt p ipt( ) ( ) , ,= = +−
∞

∫
0

σ ω   (6.11)

комплексного переменного p, интегральное уравнение свертки при нулевых на-
чальных условиях сводят к алгебраическому в области изображений:

  x(p) = K(p)u(p).  (6.12)

Тогда решением будет функция

  K p
x p
u p

( )
( )
( )

.=   (6.13)

Применив  обратное  преобразование Лапласа  и  перейдя  во  временную  об-
ласть получают искомое решение. если  система устойчива,  то можно приме-
нить преобразование Фурье при σ = 0. По Фурье-изображению входного и вы-
ходного сигналов получают изображение

  K i
x i
u i

( )
( )
( )

,ω ω
ω

=   (6.14)

которое  в  терминах  теории  регулирования  называют амплитудно-фазочас-
тотной  характеристикой  (см.  главу  2). Модуль  этой функции A(ω)  назы-
вается амплитудной  характеристикой  и  показывает,  насколько  изменит-
ся амплитуда выходного сигнала при входном синусоидальном воздействии 
с частотой ω и единичной амплитудой. Аргумент ϕ(ω) функции K(iω) назы-
вается  фазовой  характеристикой  и  определяет  сдвиг  по  фазе  выходного 
сигнала по сравнению с входным сигналом. Перейдя во временную область, 
получим K(t) как функцию времени. Программа, определяющая динамичес-
кие характеристики с помощью преобразования Фурье, представлена ниже 
(док. 6.4).

для проверки соответствия полученных характеристик сравним результа-
ты моделирования с другим входным воздействием (док. 6.5).

Следует  отметить,  что  преобразование  Фурье  справедливо  для  систем 
с бесконечным временем, поэтому если наблюдать систему на отрезке време-
ни,  сравнимом  со  временем  ее  релаксации,  можно  получить  значительные 
ошибки.
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док. 6.4
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док. 6.5

6.4. парамеТричеСКая иденТифиКация

Рассмотренные  выше  подходы  реализуют  концепцию  «черного  ящика», 
при которой ничего не известно о структуре исследуемой системы. В случае 
«серого  ящика»  известна  структура  объекта,  например  дифференциальное 
уравнение,  но  не  известны  конкретные  значения  параметров  c1,  c2,  ...,  cm. 
В этом случае задачу определения параметров можно свести к задаче парамет-
рической оптимизации — минимизации ошибки моделирования. В качестве 
примера рассмотрим задачу определения параметров математического маят-
ника,  динамика которого  описывается дифференциальным уравнением 2-го 
порядка:

  a
d x t

dt
b

dx t
dt

cx t u t
2

2

( ) ( )
( ) ( ).+ + =   (6.15)
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Пусть из эксперимента известны функции воздействия на систему u1(t) и ре-
акции на это воздействие x1(t) на интервале времени [0, T]. Ошибку моделиро-
вания можно определить как функцию параметров a, b, c:

  Q a b c x t x a b c u t dt
T

a b c
( , , ) ( ( ) ( , , , ( )) min,

, ,
= − →∫ 1 1 2

0

  (6.16)

где x(⋅) — решение дифференциального уравнения (6.15).
Важно отметить, что такой подход можно использовать при рассмотрении 

нелинейных систем, систем с конечным временем и с ненулевыми начальными 
условиями.  Обычно  для  реализации  численных методов  приходится  вводить 

дискретное  время  t k t k n n T
tk = = =∆

∆
, , ,..., , .0 1  Тогда  дифференциальный опе-

ратор можно  заменить  конечными  разностями,  интегральный — конечными 
суммами и минимизировать полученную сумму по параметрам. Ниже приведен 
документ MathCAD (док. 6.6), решающий данную задачу. В нем показаны ре-
зультаты  идентификации  нелинейного  маятника,  выходной  сигнал  которого 
замерен с нормальным шумом, сглажен процедурой скользящего среднего и ис-
пользован для определения параметров.

В  следующем документе  (док.  6.7)  показаны результаты  сравнения полу-
ченной модели с данными эксперимента.

док. 6.6 (начало)
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док. 6.6 (окончание)

док. 6.7
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если данные не зашумлены и функция Q линейна по параметрам, то эту за-
дачу часто удается решить до конца. Рассмотрим этот подход в задаче определе-
ния параметров математического маятника. Заменим производные конечными 
разностями:

 

d x
dt

x x x
t

dx
dt

x x
t

k k k

k k

2
1 1

2

1 1

2

2

= − +

= −

+ −

+ −

∆

∆

,

.
  (6.17)

Из исходного дифференциального уравнения получим уравнение в конеч-
ных разностях

  a
x x x

t
b

x x
t

cx uk k k k k
k k

+ − + −− + + − + =1 1
2

1 12
2∆ ∆

,   (6.18)

где индексами обозначены значения функций в соответствующие моменты вре-
мени. Разрешив это уравнение относительно xk+1, получим

  xk+1 = c1xk + c2xk–1 + c1uk,  (6.19)

где c1 = с1(a, b, c), c2 = с2(a, b, c), c3 = с3(a, b, c). Это уравнение можно рассматри-
вать как линейную статическую модель y = c1z1 + c2z2 + c3z3 с функциями ϕ1 = z1, 
ϕ2 = z2, ϕ3 = z3 в формуле (1.15). Представим исходные данные в виде таблицы:

i zi
1 zi

2 zi
3

yi

1 x1 x0 u1 x2

2 x2 x1 u2 x3

3 x3 x2 u3 x4

... ... ... ... ...

N xN xN–1 uN–1 xN–2

Тогда проблема определения параметров модели c сведется к решению сис-
темы линейных уравнений:
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  (6.20)

после чего можно перейти к исходным параметрам. Ниже приведена программа 
MathCAD, решающая эту задачу с помощью символьных и численных операто-
ров (док. 6.8).

Результат  программы при  отсутствии  помех —  точное  определение  пара-
метров, однако данный алгоритм очень чувствителен к помехам и временному 
шагу. Убедиться в этом вы можете после проведения конкретных расчетов по 
программе для измерений с шумом.

* * *
Центральный вопрос, рассматриваемый в данной главе, — как по измерени-

ям функций времени (входных и выходных сигналов) восстановить динамиче-
ский оператор, описывающий динамическую модель исследуемого процесса.
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док. 6.8 (начало)
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док. 6.8 (окончание)
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В отсутствие информации о структуре модели приходится иметь дело с си-
туацией  «черного  ящика».  для  линейных  систем  в  этом  случае  приходится 
отыскивать  ядро  интегрального  преобразования — импульсную  переходную 
функцию во временной области или частотные характеристики в пространс-
тве преобразований Фурье или Лапласа. Работа  во  временной области имеет 
определенные преимущества перед работой в области преобразований: можно 
рассматривать системы с конечным временем наблюдений и с ненулевыми на-
чальными условиями. При работе же в частотной области интервал наблюде-
ний должен быть достаточно большим, чтобы можно было пренебречь остаточ-
ным членом в интегральном преобразовании, вызванном конечностью време-
ни наблюдения и влиянием ненулевых начальных условий. для нелинейных 
систем часто используют гипотезу о последовательном соединении линейной 
динамической системы и нелинейного статического звена. В этом случае ис-
пользуются методы определения статической нелинейности по исследованию 
стационарных режимов и восстановлению статической зависимости f(x, u) = 0 
методами, рассмотренными в главе 1.

Более благоприятна ситуация в случае известной структуры модели. Тогда 
имеют дело с «серым ящиком», и для построения модели нужно решить задачу 
определения неизвестных параметров. Конечно, и в предыдущем случае в качест-
ве таких параметров можно рассматривать постоянные значения ядра интеграль-
ного преобразования на достаточно малых временных интервалах. Однако в дан-
ном случае для достаточно точного решения задачи этих интервалов, а значит, 
и параметров, будет очень много. Известная же структура предполагает сущес-
твенно меньшее количество неизвестных параметров. Общий подход к решению 
задач параметрической идентификации — это их сведение к задаче нелинейного 
программирования,  т.  е.  вычисление по  решению дифференциального  уравне-
ния функции ошибки моделирования и ее минимизация по идентифицируемым 
параметрам.

Следует иметь в виду, что часто такие задачи являются плохо обусловлен-
ными. Иными словами, незначительные ошибки в исходных данных  (напри-
мер, ошибки измерений) могут привести к значительным ошибкам в определе-
нии модели. В этих условиях необходимо применять процедуры регуляризации 
решения, заключающиеся в наложении дополнительных условий на решение, 
например на ограничение его нормы.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 6

1.  Каковы условия идентифицируемости линейных динамических систем?
2.  На основе какой формулы проводится идентификация линейных динами-

ческих систем?
3.  Какие преобразования используются для идентификации динамических 

систем в частотной области?
4.  что такое параметрическая идентификация?
5.  Как можно свести параметрическую идентификацию динамической сис-

темы к задаче аппроксимации статической системы?
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ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 6

Задание 6.1. Найти решение дифференциального уравнения:

 
d x
dt

dx
dt

x x u
2

2
2 4+ + + = −

при u(t) = 2, 0 ≤ t ≤ 5, начальное состояние — устойчивая стационарная точка 
при f(x, u) = 0.

Определить импульсную переходную функцию линейного приближения 
по решению x(t) при таком управлении.

Ответ:

Задание 6.2. Сравнить решение нелинейной системы (см. задание 6.1) 
при u(t) =  2, 5, 0 ≤  t ≤  5  с реакцией линейной системы, вычисленной по 
интегралу  свертки  с  определенной  выше импульсной переходной функ-
цией.

Ответ:

Задание 6.3. По решению дифференциального уравнения x(t) на интер-
вале 0 ≤ t ≤ 50 (см. задание 6.2) определить амплитудно-частотную и фазочас-
тотную характеристики при управлении u(t) = 0,5t, 0 ≤ t ≤ 1, u(t) = 0,5, t > 1 
(преобразование Фурье ступенчатой функции не существует), начальное со-
стояние — устойчивая стационарная точка.
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Ответ:

Задание 6.4. По найденным в задании 6.3 частотным характеристикам 
определить реакцию при u(t) = 0, 5t, 0 ≤ t ≤ 1, u(t) = 0, 5, 1 < t ≤ 5, решение 
сравнить с реакцией нелинейной системы.

Ответ:

Задание 6.5. Решить задачу параметрической оптимизации определения 

коэффициентов a, b, c уравнения a
d x
dt

b dx
dt

cx u
2

2
+ + = −  по результатам реше-

ния x(t) уравнения 
d x
dt

dx
dt

x x u
2

2
2 4+ + + = −  при u(t) = 2, 0 ≤ t ≤ 10, начальные 

условия  соответствуют  устойчивой 
стационарной точке.

Ответ: a = 2,151; b = –2,36; 
c = –6,257.

Задание 6.6.  Сравнить  решение 
линейной и нелинейной систем по ре-
зультатам задания 6.5 при u(t) = 2, 5, 
0 ≤ t ≤ 10.

Ответ:
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поСТановКа Задачи управления

При принятии решений в сложных технических, экономи-
ческих, социальных системах лицо, принимающее реше-

ние (ЛПР), должно учитывать множество разнообразных фак-
торов  и  уметь  оценивать  последствия  их  изменения.  Важно, 
чтобы эти изменения не только приводили к лучшему резуль-
тату,  но  и  давали  максимально  полезный  эффект.  достиже-
нию такого эффекта в технических и экономических системах 
и посвящен данный раздел.

Целью оптимизации является выбор среди некоторого мно-
жества  допустимых  решений,  которые можно  было  бы  в  том 
или ином смысле квалифицировать как оптимальные. При этом 
допустимость каждого решения понимается как возможность 
его фактического осуществления, а оптимальность — как его 
целесообразность.  Следует  подчеркнуть,  что  оптимальное  ре-
шение показывает предельные возможности системы и служит 
советом  для ЛПР,  а  решение,  которое  оно  принимает, может 
быть и другим, с учетом факторов иного рода, например поли-
тических, влияющих на принятие решения.

Указанная проблема решается с помощью синтеза многих 
научных направлений, таких как системный анализ и исследо-
вание операций, моделирование экономических и технических 
систем,  численные  методы  и  методы  оптимизации  функций, 
теории оптимального управления и других направлений.

В инженерной деятельности часто возникает необходимость 
управлять разнообразными технологическими, организацион-
ными социальными и другими процессами (рис. 7.1).

В  этой  схеме  состояние  объекта  управления  характеризу-
ется вектором состояния x = (x1(t), x2(t), ..., xm(t)) и находится 
под воздействием управляемых переменных — вектора управ-
ления u = (u1(t), u2(t), ..., un(t)).

если  известна  статическая  модель  некоторого  процесса 
в виде функции  F x xm

x X
( ,..., ) min(max),1 →

∈
 то для оптимального 

Гл
ав

а 
7
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ведения процесса нужно найти неизвестное число или вектор x, что решается 
при помощи методов оптимизации функций.

В задачах оптимального управления рассматриваются динамические моде-
ли, критерием оптимальности в которых является не функция, а функционал, 
и нужно определить неизвестную функцию u(t), доставляющую минимум ин-
тегралу J при условии, что управление u(t) выбирается из множества допусти-
мых управлений U:

  J F u t dt
u t U

T

= →
∈

∫ ( ( )) min.
( )

0

  (7.1)

Эту задачу с некоторым приближением можно свести к задаче параметри-
ческой оптимизации. для этого введем дискретное время, разбив отрезок [0, T] 
N точками с шагом ∆t:

  tk = t0 + k∆t,  k = 0, 1, ...

Заменим непрерывную функцию u(t) кусочно-постоянной функцией u(tk). 
Тогда интеграл (7.1) мы приближенно можем заменить суммой

  ≈ = −
=

= −

∑∫ F u t t J u uk N
k

k N

( ( ) ( ,..., ).∆ 1 1
0

1

  (7.2)

Используя необходимые условия минимума 
∂
∂

=J
u

0  или подходящий чис-

ленный метод поиска минимума функции (7.2), можно приближенно найти оп-
тимальное управление. Однако такой подход годится лишь для малого числа 
разбиений N (порядка 10...20). Более точное решение задачи сталкивается с не-
преодолимыми трудностями ввиду «проклятия размерности» в оптимизацион-
ных задачах, в которых сложность вычислений растет по меньшей мере как куб 
размерности задачи  (N3). Применение метода динамического программирова-
ния позволяет уменьшить число вычислений функции, однако потребует зна-
чительно большего объема памяти компьютера.

Но  в  некоторых  случаях  такой  подход  вполне  оправдан.  если  известна 
структура управления с точностью до параметров, то проще решить задачу оп-
ределения этих параметров, чем искать функцию управления. Так, если изве-
стно, что управление должно носить релейный характер и число переключений 

рис. 7.1
Схема процесса управления:

ИУ — исполнительное устройство; УИ — устройство измерений; УУ — управляющее устройство.
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функции управления с одного уровня на другой невелико, то тогда в качестве 
неизвестных  параметров  целесообразно  рассматривать  время  переключений 
и решать задачу минимизации функции по этим параметрам.

Возникает вопрос о том, нельзя ли найти аналогичные необходимые усло-
вия оптимальности для непрерывной функции u(t) и на этой основе разработать 
соответствующие  численные методы. Ответ  на  этот  вопрос  дает  теория  опти-
мального управления.

для постановки задачи оптимального управления необходимо иметь следу-
ющие составляющие:
•  уравнения  движения,  которые  обычно  задаются  обыкновенными  диффе-
ренциальными уравнениями и представляют собой математическую модель 
объекта управления;

•  ограничения на управляющие функции, отражающие практическую реали-
зуемость управления;

•  критерий  оптимальности  —  числовая  оценка  качества  достижения  цели 
системой управления.
если первые две составляющие задачи носят объективный характер и, как 

правило, не могут быть произвольно изменены, то критерий оптимальности на-
ходится в распоряжении проектировщика системы управления, который часто 
пытается удовлетворить противоречивым требованиям к качеству системы уп-
равления, и вынужден решать задачу управления с различными критериями 
оптимальности.

7.1. уравнения движения

Уравнения движения задают связь между состоянием системы x и управле-
нием u. Обычно эта связь задается системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОдУ) типа:

 
dx
dt

f x u t x R u R t Tm n= ∈ ∈ ∈( , , ), , , [ , ].0   (7.3)

Некоторые  примеры  уравнений  движения  приведены  в  главе  5.  еще  раз 
приведем конкретные уравнения движения для космического аппарата.

пример. Уравнения плоского движения космического аппарата (КА) в нью-
тоновском поле имеют следующий вид:

  m d r
dt

k
m m r

r
m a r x y z1

2

2
1 2

3 1
2 2 2= − + = + +

| |
, | | .   (7.4)

В этой системе из трех дифференциальных уравнений 2-го порядка r — ра-
диус-вектор расстояния от притягивающего центра, например Земли, до КА, 
m1 — масса КА, m2 — масса притягивающего центра, a — вектор реактивного 
ускорения, k — гравитационная постоянная, x, y, z — проекции вектора r на 
декартовы оси координат.

От уравнения (7.4) в размерных единицах полезно перейти к безразмерным 
переменным как с точки зрения численного счета, так и для распространения 
полученных результатов на любой притягивающий центр: Землю, Луну и т. д. 
для этого сделаем замену переменных на безразмерные, взяв за единицу време-
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ни суточный период вращения Земли Tc = 86 164 с и безразмерное расстояние от 
центра Земли до геостационарной орбиты Rc = 42 164 км. В этом случае радиусу 
стационарной орбиты и периоду обращения спутника на ней соответствуют еди-
ничные радиус и скорость.

Записывая это уравнение покомпонентно, имеем систему из трех уравнений 
2-го порядка:

 

d x

dt
a x

r

d y
dt

a
y

r
d z
dt

a z
r

x

y

z

2

3

2

2 3

2

2 3

2
= −

= −

= −






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





,

,

.

  (7.5)

ее можно упростить и записать

 
d r
dt

a r
r

2

2 3
= −

| |
.

Интегрирование этой системы уравнений в отсутствие ускорения a иллюст-
рирует следующий документ MathCAD (док. 7.1).

Здесь управление — это реактивное ускорение a. Целью управления может 
быть вывод КА на заданную орбиту.

док. 7.1
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7.2. КриТерии опТимальноСТи

В задачах оптимального управления в качестве показателя эффективности 
процесса управления используется критерий оптимальности — преобразование 
входных u(T) и (или) выходных x(t) переменных в некоторое число I, например 
точность  достижения  цели  управления,  время  достижения  цели,  производи-
тельность агрегата.

Критерий оптимальности и задачи, связанные с ним, определяются следую-
щим образом:
•  минимизация интегрального критерия — задача Лагранжа:

  I F x u t dt
T

u U
= →∫ ∈

( , , ) min;
0

  (7.6)

•  минимизация функции в конечный момент времени — задача Майера:
  I x T u T T

u U
= →

∈
Φ( ( ), ( ), ) min;   (7.7)

•  минимизация смешанного функционала — задача Больца:

  I x T u T T F x u t dt
T

u U
= + →∫ ∈

Φ( ( ), ( ), ) ( , , ) min. 
0

  (7.8)

Все три задачи могут быть сведены к задаче Майера путем введения допол-
нительной переменной x′0 = F(x, u, t)  с начальным условием x0(0) = 0. В этом 
случае критерий оптимальности примет вид

  I = Φ(x(T), u(T), T) + x0(T).  (7.9)

В  конкретных  задачах  часто  используются  частные  критерии,  например 
интегралы, связанные с задачей Лагранжа:

  I t dt T
T

( ) ,= =∫
0

  (7.10)

  I u u t dt
T

( ) | ( )| ,= ∫
0

  (7.11)

  I u u t dt
T

( ) ( ) ,= ∫ 2

0

  (7.12)

  I x x t x t dt
T

( ) | ( ) ( )| .= − ∗∫
0

  (7.13)

В критерии (7.10) минимизируется время процесса управления, в (7.11) — 
расход,  в  (7.12) — энергия,  затрачиваемая на процесс управления, критерий 
(7.13) характеризует отклонение траектории от желаемой x∗(t). Несмотря на то 
что в эти критерии явно входит только одна переменная, все они связаны между 
собой уравнениями движения (7.3).
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Критерий,  связанный  с  задачей Майера, может  характеризовать  требова-
ния к отклонению от цели в конечный момент времени:

  [x(T) – x∗]2 → min,  (7.14)

или к максимизации траектории, например высоты самолета:

  x(T) → max.  (7.15)

В задаче Больца присутствуют требования как к конечному состоянию, так 
и к состоянию на всем интервале времени, например

  x T Fx T x t Qx t u t Ru t dtT T T
T

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) .+ +∫
0

  (7.16)

В последнем критерии первый член характеризует отклонение траектории 
от начала координат в конечный момент времени, первое слагаемое под инте-
гралом — суммарное отклонение траектории; второе — затраты на управление. 
Симметрические матрицы F, Q, R формируют соответствующие квадратичные 
формы, и их выбор определяется условиями компромисса между этими част-
ными показателями процесса управления. Такой критерий часто применяется 
в задачах стабилизации некоторого рабочего режима.

7.3. ограничения

Задача оптимального управления состоит в том, чтобы выбрать управление 
u(t) с наилучшим значением критерия оптимальности  I

u
→ min.  Однако только 

этого условия часто оказывается недостаточно, поэтому необходимо учитывать 
условия, гарантирующие осуществимость управления, т. е. должна решаться 
задача условной минимизации:

  I
u U

→
∈

min,

где U — множество допустимых управлений.
Ограничения на управление обычно связаны с тем, что управляющие воз-

действия не могут превышать по абсолютной величине некоторых предельных 
значений: рули у самолета не могут повернуться больше предельного угла, дви-
гатель ракеты не может развить тягу больше предельной и т. д. Такие ограниче-
ния можно сформулировать как

  | u(t) | ≤ umax.  (7.17)

Могут возникать и ограничения на скорость изменения управления. Напри-
мер, положение руля самолета не может измениться мгновенно. Такое ограни-
чение можно записать в виде

  max ,
t

du
dt

≤ ε   (7.18)

где ε — предельная скорость.
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Ограничения могут иметь и интегральный вид. Так, ограничения на расход 
топлива можно записать в виде

  | ( )| .u t dt
T

0
∫   (7.19)

Сравнивая  (7.19)  и  (7.11),  мы  видим,  что  критерии  и  ограничения могут 
иметь один и тот же вид, но только в разных задачах. Ограничения могут быть 
наложены не только на управления. часто в реальных задачах присутствуют 
ограничения и на переменные состояния системы. Стандартным является усло-
вие, характеризующее начальное состояние системы:

  x(t)|t=0 = x0.  (7.20)

Это условие часто присутствует в задачах управления — задачах с закреп-
ленным левым концом  траектории. часто  также  бывает  закреплен и правый 
конец траектории, например если необходимо попасть в цель. Тогда

  x(t)|t=T = xk.  (7.21)

если заданы оба условия (7.20) и (7.21), то это задача с закрепленными кон-
цами (терминальная); если какое-либо одно, то это задача со свободными кон-
цами. Ограничения могут быть заданы не только в точках, но и на множестве 
функций x(t) ∈ X(t). Эти ограничения могут быть в виде дифференциальных 
и интегральных операторов, например

  max , | ( ) | .
t

T
dx
dt

x t dt≤ ≤∫ε β
0

данные ограничения имеют следующую трактовку: первое — скорость про-
грева материала не может без разрушения превышать предельного значения, 
второе — суммарное отклонение траектории ограничено.

Как уже отмечалось, в разных постановках задачи критерии и ограничения 
могут меняться местами.

7.4. пример поСТановКи Задачи

Приведем пример постановки задачи управления космическим аппаратом. 
Пусть оси x, y расположены в плоскости орбиты, проекция ускорения a на ось z 
отсутствует. Тогда движение космического аппарата происходит только в плос-
кости орбиты, его положение в каждый момент времени характеризуется точ-
кой с координатами x и y. если вектор a — это вектор реактивной тяги с проек-
циями ax, ay, то из (7.2) для плоского случая имеем:

 

d x
dt

a x
r

d y
dt

ay
y

r

x

2

2 3
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= +










,
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  (7.22)
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где  r x y= +2 2 —  расстояние между притягивающим центром и космическим 
аппаратом.

В начальный момент времени космический аппарат находится в точке x(0) = x0, 
y(0) = y0 и имеет скорость  ′ = ′ ′ = ′x x y y( ) , ( ) .0 00 0  Пусть на круговой орбите единич-
ного радиуса находится другой космический аппарат, двигающийся с посто янной 
единичной угловой скоростью. Этот КА имеет траекторию движения:

  | r(t) | = 1,  ϕ(t) = ϕ0 + t,   (7.23)

где ϕ0 — угловое положение КА-цели в начальный момент времени.
Встреча двух КА должна пройти за время T. Конечные условия — это точка 

на окружности единичного радиуса x(T)2 + y(T)2 = 1 с угловым положением

  ϕ(T) = λ + T,

где т — конечный момент времени; λ — начальный угол для КА-цели относи-
тельно первого КА.

для решения задачи управления удобнее перейти к полярным координатам 
с помощью замены, так, как это выполнено в главе 5:

  x = rcos ϕ,  y = rsin ϕ,

 

′ =

′ = − +

′ = −
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  (7.24)

Новые координаты имеют смысл

  z1 = r,  z2 = r′,  z4 = ϕ, z3 = ϕ′,

где r — радиус-вектор; r′ — радиальная составляющая скорости; ϕ — угол; ϕ′ — 
угловая составляющая скорости.

Положение космического аппарата в начальный момент времени характе-
ризуется числами:

  z r z r z z1
0

0 2
0

0 3
0

0 4
0

0= = ′ = =, , , ,ϕ ϕ

связанными с начальными условиями x, y формулами замены координат. В ко-
нечный момент времени T должны выполняться условия:

  z z z z Tk k k k
1 2 3 41 0 1= = = = +, , , .  λ

Сформулируем  критерий  оптимальности.  В  задаче  быстродействия  этот 
критерий имеет вид

  dt T
T

u U
0
∫ = →

∈
min,   (7.25)
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где u — вектор, компонентами которого являются радиальное u1  и  трансвер-
сальное u2 ускорения реактивных двигателей.

Развиваемое двигателем ускорение u не может быть больше установленной 
величины. Тогда множество U ограничений на управление будет описываться 
неравенством

  | ( ) ( ) | .maxu t u t u1
2

2
2+ ≤   (7.26)

Теперь  можно  сформулировать  одну  из  задач  оптимального  управления. 
Необходимо найти вектор-функцию u(t), удовлетворяющую неравенству (7.26), 
переводящую систему (7.24) из начальной точки z0 в конечную точку zk и мини-
мизирующую критерий (7.25), в нашем случае за минимальное время.

В другой постановке можно решать задачу минимизации расхода топлива

  I u t u t dt
T

= +∫ | ( ) ( ) |1
2

2
2

0

за  фиксированное  время  с  учетом  ограничения  (7.26).  часто  приходится  ре-
шать  задачу  оптимального  управления  на  основе  компромисса  между  этими 
критериями.

* * *
При решении задач оптимального управления — вычислении критерия оп-

тимальности и ограничений — наибольшие трудности возникают в связи с ин-
тегрированием уравнений движения. Нелинейные системы ОдУ требуют, как 
правило, численных методов решения. При единичных получениях решений 
ОдУ численными методами существенных трудностей не возникает при при-
менении средств вычислительной техники. Однако получающиеся зависимос-
ти, связанные с решением ОдУ, имеют алгоритмический характер и не могут 
быть  использованы  в  аналитических  методах.  В  этих  условиях  имеет  смысл 
упростить математическую модель, линеаризовав ее в окрестности некоторого 
рабочего режима. если отклонения от этого режима незначительны, то лине-
аризованная модель не будет существенно отличаться от нелинейной модели. 
Это обстоятельство часто позволяет применять аналитические методы решения 
задачи и использовать, если нужно, полученное решение в качестве начального 
приближения с целью уточнения решения по нелинейной модели.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 7

1.  Перечислите основные составляющие задачи оптимального управления.
2.  В чем отличие задач Лагранжа, Майера и Больца?
3.  В чем отличия между задачами с фиксированными концами и задачи со 

свободными концами?

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 7

Задание 7.1. Ракета стартует вертикально вверх с начальными условиями 
x(0) = x1(0) =  1, v(0) = x2(0) =  0.  Составить  одномерное  уравнение  движения 
в ньютоновском поле в безразмерном виде. Найти решения этого уравнения 
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при действии ускорения u(t) = 1,04 + 0,01t на интервале t ∈ [0, 3] и дальнейшем 
пассивном движении. Определить максимальную высоту xmax, на которую под-

нимется ракета, максимальную скорость vmax и расход топлива J u t dt= ∫ | ( )| .
0

3

Ответ:

Задание 7.2. Составить уравнения движения материальной точки массой 
m на плоскости, на которую действуют следующие силы: вдоль горизонталь-
ной оси x — сила сопротивления среды (воздуха) пропорционально квадра-
ту скорости C1(y)(vx)

2; составляющая тяги max; вдоль вертикальной оси y — 
сила тяжести mg, подъемная сила крыла С2vx и составляющая тяги may.

Ответ:

 
m d x

dt
ma C y dx

dt

m
d y
dt

ma mg C dx
dt
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2

2

2

2 2

2
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= − +
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



( ) ,

.

Задание 7.3. Линеаризовать уравнения движения из задания 7.2 в точке 
x x u= =( ), .0 0

Ответ:
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Задание 7.4. Сравнить решения линейной и нелинейной систем при ну-
левом управлении и тех же начальных условиях.

Ответ:
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управляемоСТь и наблюдаемоСТь 
линейных обыКновенных 

дифференциальных уравнений

В данной  главе  будут  рассмотрены  свойства  линейных  уп-равляемых систем, связанные со структурой матриц A, B, 
характеризующих свойства объекта управления, и матрицы C, 
характеризующей систему управления. Эти свойства позволя-
ют оценить объект управления и систему измерений на предва-
рительном этапе их проектирования.

8.1. Терминальная Задача управления 
С линейной СиСТемой обыКновенных 

дифференциальных уравнений. вполне 
управляемая СиСТема

При проектировании системы управления, прежде чем ре-
шать задачу управления, важно быть уверенным в возможно-
сти управлять динамической системой. для линейных систем 
этот вопрос решается на основе критерия управляемости.

Рассмотрим систему линейных ОдУ

                        x′ = Ax + Bu,  (8.1)

где х ∈ Rm и u ∈ Rn, t ∈ [0, T], с начальными условиями

                        x(0) = x0 ≠ 0.  (8.2)

Выясним,  можно  ли  за  конечное  время T  перейти  из  на-
чального состояния (8.2) в начало координат x(T) = xk = 0. При 
положительном  ответе  на  этот  вопрос  система  (8.1)  является 
вполне управляемой системой, или, иначе, обладает свойством 
управляемости.

для ответа на поставленный вопрос запишем решение зада-
чи (8.1), (8.2) с помощью формулы Коши (5.42):

                  x t e x e Bu dAt A t
t

( ) ( )( )= + −∫0

0

τ τ τ.   (8.3)

Гл
ав

а 
8
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Умножим обе части этого выражения на матрицу e–At:

  e x t x e Bu dAt A
t

( ) ( ) .= + −∫0

0

τ τ τ

для конечного момента времени T с учетом нулевого конечного состояния 
в случае управляемости за это время имеем:

  −∫ = −A
T

e Bu d xτ τ τ
0

0( ) .   (8.4)

если существует функция u(t), удовлетворяющая этому условию, то систе-
ма (8.1) вполне управляема: она может за конечное время перейти в начало ко-
ординат.

Учитывая формулы (5.43), для матрицы перехода выражение (8.4) можно 
записать в следующем виде:

  α τ τ τk
k

k

mT

A Bu d x( ) ( ) ,− = −
=

′−

∑∫
0

1

0

0   (8.5)

где m′ — степень минимального полинома матрицы A; αk — коэффициенты ин-
терполяционного полинома Лагранжа — Сильвестера.

если элементы матриц A и B не зависят от времени, то

  A B u d xk

k

m T

=

′−

∑ ∫ = −
0

1

0

0α τ τ ττ ( ) ( )   (8.6)

или

 

B u d AB u d

A B u

T T

m
n

α τ τ τ α τ τ τ

α τ

01

0

1

0

1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ...

( ) (

− + − + +

+ −

∫ ∫

′−
′− ττ τ) .d x

T

= −∫ 0

0

  (8.7)

Каждое из слагаемых в (8.7) является вектором размера n×1. Представим ле-
вую часть этого равенства в виде составной матрицы и перепишем (8.7) в виде

  [ ... ]

( ) ( )

( ) ( )

...

( )

B AB A B A B

u d

u d

u

m

T

T

2 1

0
0

1

0
′−

′

×

−∫

−

−

∫

τ α τ τ

τ α τ τ

τ αmm

T

d

x

−∫























= −

1

0

0

( )

.

τ τ

  (8.8)
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Так как каждая матрица вида AkB, k = 0, 1, ... имеет размер m×n, то состав-
ная матрица

  W = [BABA2B...Am′–1B]  (8.9)

имеет размер m×(n×m′).
Каждый элемент в векторе

  U

u d

u d

u d

T

T

m

T

=

−

−

−∫

∫

∫









′−

( ) ( )

( ( )

...

( ( )

τ α τ τ

τ α τ τ

τ α τ τ

0

0

1

0

1
0

)

)
















  (8.10)

представляет собой n-мерный вектор, так как u ∈ Rn. Таким образом размер-
ность вектора U есть q = n × m′. Тогда уравнение (8.8) примет вид

  WU = x0

или в скалярной форме:

 

W U W U W U x

W U W U W U

q q

m m mq q

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

0+ + + = −

+ + +

... ( ),

........

... == −





 xm ( ).0
  (8.11)

Система (8.11) есть система линейных алгебраических уравнений. Следова-
тельно, выполнение условий управляемости сводится к существованию реше-
ния этой системы. для этого, как известно из курса линейной алгебры, необхо-
димо и достаточно, чтобы ранг q матрицы W был равен m. если q = m, то сущес-
твует единственное решение системы U. В реальных системах q = n × m′ > m, 
тогда матрица W прямоугольная и решение системы (управление) является не 
единственным, поэтому на него могут быть наложены дополнительные требова-
ния, например минимизации критерия оптимальности.

Сформулируем  теорему  об  управляемости.  Система  вполне  управляема, 
если пара матриц системы A и B таковы, что ранг составной матрицы

  W = [BABA2B...Am′–1B]

равен порядку системы m.
пример. Рассмотрим линеаризованные уравнения движения космического 

аппарата  (8.18),  в  которых  опущено последнее  уравнение  для  углового поло-
жения КА. Эта координата z4 не входит ни в одно уравнение системы ((7.33), 
переменная z4) и может быть получена интегрированием переменной z3. Таким 
образом,  в  этом  случае  рассматривается  задача перевода на круговую  орбиту 
с произвольным угловым положением КА.
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′
′
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









=
−




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








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




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x
x

x
x
x
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3
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3
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3 0 2

0 2 0

0 0
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00 1

1

2























 
u
u

.

Степень минимального аннулирующего полинома равна размерности систе-
мы, т. е. m′ = m = 3. В случае управления только радиальным ускорением (u2 = 0) 
имеем:

 

A B A=
−

















=
















= −
− −








0 1 0

3 0 2

0 2 0

0

1

0

3 0 2

0 1 0

6 0 4

2, ,











=
−

















⋅
















=
−






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







,

AB
0 1 0

3 0 2

0 2 0

0

1

0

1

0

2

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− −




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










⋅






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



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= −













, A B2

3 0 2

0 1 0

6 0 4

0

1

0

0

1

0 
 .

Составная матрица

  W = −
−

















0 1 0

1 0 1

0 2 0

,

∆(W) = 0, ранг W < 3, следовательно, система с данным управлением неуправля-
ема, и перейти на круговую орбиту заданного радиуса невозможно.

Рассмотрим вместо радиального ускорения трансверсальное. В этом случае 
управление входит не во вторую, а в третью строку уравнения и u1 = 0. Тогда

  B AB A B W=
















=






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







=
−

















=
0

0

1
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2
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2

0

4

0 0 2

02, , , 22 0

1 0 4

4

−

















= −, ( ) .∆ W

Так как ∆ ≠  0,  то ранг W =  3. Следовательно,  система является управляе-
мой.

При  комбинации  трансверсального  и  радиального  управления  вектор  B 
имеет следующий вид:

  B =
















0 0

1 0

0 1

.

При работе в системе MathCAD можно войти в представленную ниже про-
грамму определения управляемости пары матриц A и B (док. 8.1).

док. 8.1 (начало)
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8.2. уСловия наблюдаемоСТи

Рассмотрим систему линейных ОдУ, дополненную алгебраическим линей-
ным векторным уравнением, определяющим систему измерений:

  x Ax Bu= + ,   (8.12)

  y = Cx + Du.  (8.13)

Система уравнений (8.13) представляет собой такую систему измерений, что 
для целей управления известен в общем случае не вектор состояния x, а вектор 
наблюдения y (его называют также вектором выхода системы), связанный ли-
нейным преобразованием с вектором x через матрицу наблюдений C:

  C
c c

c c
y

y

y

m

p pm p

=
















=















11 1

1

1...

... ... ...

...

, ...


,

где m — размерность вектора состояний; p — число датчиков (каналов измере-
ний); cij — коэффициенты усилений датчиков от i-го канала состояния xi до j-го 
канала наблюдения yj.

если C = E, то имеется m каналов измерений и контролируется вектор со-
стояния.

док. 8.1 (окончание)
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Пусть по данным измерений известен вектор выхода y(t) на отрезке времени 
0 ≤ t ≤ T. Предполагается также, что управление u(t) на этом отрезке известно. 
Согласно формуле Коши (8.27):

  x t e x e Bu dAt A t
t

( ) ( ) ,( )= + −∫0

0

τ τ τ

поэтому в соответствии с (8.13):

  y t Ce x C e Bu d Du tAt A t
t

( ) ( ) ( ).( )= + +−∫0

0

τ τ τ   (8.14)

Так как функция u(t) известна,  то  второе и  третье  слагаемые в  (8.14) мо-
гут быть вычислены и вычтены из наблюдений. При выполнении этого условия 
можно считать, что получено измерение только свободного движения системы 
при u(t) = 0:

  y(t) = CeAtx0.  (8.15)

В уравнении (8.15) неизвестным является вектор начального состояния сис-
темы x0. если по известным значениям функции y(t) и известным матрицам A 
и C можно определить начальное  состояние  системы,  то  такая  система назы-
вается вполне наблюдаемой. Очевидно, что наблюдаемость системы зависит от 
этих матриц. для нахождения условий наблюдаемости представим матрицу C 
в виде множества вектор-строк:

 

C c c j p

C

C
C

C

j j jm

p

= =

=



















[ ,..., ], ... ,

...
.

1

1

2

1

Тогда компоненту вектора измерений yj(t) можно представить в виде

  yj(t) = CjeAtx0.  (8.16)

Учитывая, что

  e t AAt
k

k

k

m

=
=

′−

∑ α ( ) ,
0

1

из (8.16) получим

  y t C t A xj j k
k

k

m

( ) ( ) .=
=

′−

∑ α 0

0

1

  (8.17)

Умножая левую и правую части (8.17) на αi(t), i = 0, 1, ..., m – 1, получим
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  α α αi j j i k
k

k

m

t y t C t t A x i m j p( ) ( ) ( ) ( ) , , , , .= = ′ − =
=

′−

∑
0

1

0 1 1

Таких уравнений будет m×p. Теперь проинтегрируем по времени:

  α α αi j

T

i k j
k

k

mT

t y t dt t t dtC A x( ) ( ) ( ) ( ) .
0

0

0

1

0
∫ ∑∫=

=

′−

Обозначим

  w t y t dt t t dtij i j

T

ij i j

T

= =∫ ∫α α α α( ) ( ) , ( ) ( )
0 0

и получим следующую систему линейных алгебраических уравнений:
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





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m
m jC A x w1 1

1 0
1

  (8.18)

Определитель из коэффициентов при членах Сjx0СjAx0, ..., СjAm′–1x0 в уравне-
ниях (8.18) отличен от нуля, так как это определитель Грамма, составленный из 
линейно независимых функций αk(t):
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0

Следовательно, система (8.18) имеет единственное решение
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=

=









′−

′−

,

,

....

.,

  (8.19)

Так как j = 1, 2, ..., p, то имеем m′×p условий (8.19). Перепишем (8.19) в виде 
скалярного произведения векторов (при операции транспонирования произве-
дения матриц сомножители меняются местами):

 

〈 〉 =
〈 〉 =

〈 〉 =′−
′−

C x a

A C x a

A C x a

j
T

j

T
j
T

j

T m
j
T

j m

, ,

, ,

......

( ) , ,

0
0

0
1

1 0
1,, , ,..., .j p=1 2  

  (8.20)
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Столбцы матриц СT, ATCT,  ...,  (AT)m′–1CT  (число таких столбцов равно m′×p) 
входят в качестве векторов в левые части (8.20). Эти векторы образуют состав-
ную матрицу S:

  S C A C A C A CT T T T T T m T= ′−[ , ,( ) ,...,( ) ].2 1   (8.21)

Предположим, что среди столбцов матрицы  S имеется m линейно незави-
симых столбцов с номерами i1, i2, ..., im, т. е. ранг матрицы S равен m. Тогда 
будем иметь следующую систему линейных уравнений:

 

S x S x S x a
S x S x

i i i m m i

i i

11 1 1 2 2 1 1

21 1 2 2

0 0 0

0
, , ,

, ,

( ) ( ) ... ( ) ,

( )

+ + + =
+ 22 2 2

1 1 2 2

0 0

0 0

( ) ... ( ) ,

.........

( ) ( ) ..

,

, ,

+ + =

+ +

S x a

S x S x

i m m i

im im .. ( ) .,+ =








S x aim m m im0

  (8.22)

Определитель этой системы отличен от нуля в силу линейной независимо сти 
векторов Si, следовательно, система (8.22) имеет единственное решение, позво-
ляющее единственным образом определить вектор начальных условий x(0).

Итак, мы можем сформулировать теорему о наблюдаемости.
если матрица

  S = [CT, ATCT, (AT)2CT, ..., (AT)m′–1CT]

имеет ранг, равный m, то система вполне наблюдаема.
пример. движение  спутника  без  углового положения  описывается  систе-

мой с матрицей

  A =
−

















0 1 0

3 0 2

0 2 0

.

Пусть измеряется только дальность до КА, т. е. система измерений описы-
вается матрицей C = [ ],1 0 0  и вектор выхода системы имеет вид

  y Cx
x
x
x

x= = ⋅
















=[ ] .1 0 0
1

3

1

Можно ли восстановить начальное состояние, наблюдая только за дально-
стью? для ответа на этот вопрос проверим условия наблюдаемости:

 

C A CT T T=
















= −
















⋅
















=
1

0

0

0 3 0

1 0 2

0 2 0

1

0

0

0

, 11

0

3 0 6

0 1 0

2 0 4

1

0

0

2

















=
−

−
−

















⋅
















,

( )A CT T ==
















=
















3

0

2

1 0 3

0 1 0

0 0 2

, ,S

  ∆(S) = 2 ≠ 0,  rankS = 3.
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Следовательно,  система наблюдаема,  и  по наблюдению  за  дальностью мы 
можем определить начальное состояние, а по формуле Коши — траекторию по-
лета КА.

Можно воспользоваться программой определения наблюдаемости по следу-
ющему документу MathCAD, в котором произведена проверка наблюдаемости 
для измерения только радиальной скорости (док. 8.2).

Так как ранг составной матрицы меньше порядка системы, то система не-
наблюдаема.

8.3. принцип двойСТвенноСТи в линейных СиСТемах

для линейных систем движения и измерений, описываемых уравнениями 
(8.12), (8.13):

 
x Ax Bu x R u R

y Cx Du y R

m n

p

= + ∈ ∈
= + ∈

, , ,

, ,
  (8.23)

док. 8.2
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справедлив принцип двойственности, связывающий наблюдаемость и управля-
емость в прямой (8.23) и сопряженной линейных системах.

Рассмотрим также сопряженную систему:

 
z A z C w z R w R

g B z D w g R

T T m p

T T n

= + ∈ ∈
= + ∈

, , ,

, .
  (8.24)

Условие управляемости прямой системы состоит в том, что ранг составной 
матрицы

  W = [BABA2B...Am′–1B]

должен быть равен m, условия управляемости — ранг составной матрицы

  S = [CT, ATCT, (AT)2CT, ..., (AT)m′–1CT]

также должен быть равен m.
Условие  управляемости  для  сопряженной  системы  определяется  рангом 

матрицы

  W C A C A C A CT T T T T T m T= ′−[ , ,( ) ,...,( ) ],2 1

а наблюдаемости рангом матрицы

  S BABA B A Bm= ′−[ ... ].2 1

Таким образом, прямая системы (8.23) управляема, если сопряженная сис-
тема (8.24) наблюдаема, и наоборот, прямая система наблюдаема, если сопря-
женная система управляема.

* * *
Линейное приближение исходной нелинейной системы ОдУ позволяет су-

дить о качественном и количественном поведении системы вблизи номиналь-
ного режима. На основе формулы Коши для линейных ОдУ можно сделать вы-
вод об управляемости и наблюдаемости системы. Эти показатели определяются 
структурой матриц A, B, C управляемой системы. если матрица A определяется 
природой управляемого процесса и не может быть изменена проектировщиком 
системы,  то  матрицы B, C  определяют  расположение  управляющих  органов 
и контролирующих приборов соответственно и находятся в распоряжении про-
ектировщика. Используя критерии управляемости и наблюдаемости, проекти-
ровщик системы может установить, не решая задачу моделирования и управле-
ния, существует ли решение задачи управления с рассматриваемой структурой 
системы контроля и управления.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 8

1.  От каких матриц линейной системы зависит ее управляемость?
2.  От каких матриц линейной системы зависит ее наблюдаемость?
3.  Сформулируйте теорему двойственности для линейных систем.
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ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 8

Задание 8.1.  Проверить  систему  линейных  уравнений  из  ответа  зада-
ния 5.3 с матрицами A, B на управляемость:

  A B=
− −



















=









0 1 0 0

0 0 787 0 121 0

0 0 0 1

0 1 5 0 0

0 0

1 0

0 0

0 1

, ,

,

,












.

Ответ: составная матрица W:

	 W n( )

. . .

. . . . .
=

− −
− − −

0 0 1 0 0 787 0 0 619 0 121

1 0 0 787 0 0 619 1 121 0 669 0 095

00 0 0 1 1 5 0 1 181 0

0 1 1 5 0 1 181 0 0 929 0 181

. .

. . . .

,
−

− −



















ранг матрицы rank(W(n)) = 4, система управляема.
Задание 8.2. Проверить систему линейных уравнений из задания 8.1 с мат-

рицей B, соответствующей только горизонтальной тяге на управляемость.
Ответ:

	 B W n: ( )

. .

. . .
=



















=

−
− −

0

1

0

0

0 1 0 787 0 619

1 0 787 0 619 0 669

0 0 1.. .

. . .

( ( )) .
5 1 181

0 1 5 1 181 0 929

3
−

−



















=rank W n

Система неуправляема.
Задание 8.3. Проверить систему линейных уравнений из задания 5.3 с мат-

рицей B, соответствующую только вертикальной тяге, на управляемость.
Ответ:

	 B W n: ( )

.

. .

.

=



















=

−
−

−

0

0

0

1

0 0 0 0 121

0 0 0 121 0 095

0 1 0 0

1 0 0 0 1811

4



















=rank W n( ( )) .

Система управляема.
Задание 8.4. Проверить систему измерений на наблюдаемость для урав-

нения с матрицей A из задания 5.3, если измеряются только высота и гори-
зонтальное положение самолета.

Ответ:

	 C W n: ( )
. . . .

=








 =

− −1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 787 1 5 0 619 1 181

0 1 0 0 −− −
−



















=
0 121 0 0 095 0 181

0 0 0 1 0 0 0 121 0

4
. . .

.

( ( )) .rank W n

Система наблюдаема.
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Задание 8.5. Проверить систему измерений на наблюдаемость для урав-
нения с матрицей A из задания 5.3, если измеряются только вертикальная 
и горизонтальная скорости самолета.

Ответ:

	

C W n: ( )

. . . . .

=








 =

=
− − − −

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 787 1 5 0 619 1 181 0 6669 0 929

0 0 0 121 0 0 095 0 181 0 075 0 143

0 1 0 0 0 121 0 0 095 0

.

. . . . .

. .

− − − −
− − ..

( ( )) .

181

3



















=rank W n

Система ненаблюдаема.
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КлаССичеСКое вариационное 
иСчиСление

В задачах оптимального управления необходимо минимизи-ровать функционал I = I(x(t), u(t)) — преобразование функ-
ций управления и состояния в число — критерий оптимальнос-
ти. Рассмотрим связь и отличия задач минимизации функций 
и функционалов.

Пусть задана функция f(x, y, z). если приращения аргумен-
тов ∆x, ∆y, ∆z достаточно малы, то, раскладывая в ряд Тейлора 
и учитывая линейные члены, получим

f x x y y z z f x y z
f
x

x
f
y

y
f
z

z( , , ) ( , , ) .+ + + − ≈ ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

Необходимые условия локального минимума или максиму-
ма заключаются в нулевом приращении функции

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

=f
x

x
f
y

y
f
z

z∆ ∆ ∆ 0,

т. е. требуется, чтобы выполнялись равенства:

                                     
∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

=f
x

f
y

f
z

0 0 0, , ,   (9.1)

или в векторной форме grad f = 0.
достаточные условия определяются матрицей вторых про-

изводных  функции,  вычисленной  в  точке,  удовлетворяющей 
условию  (9.1):  локальный  минимум  или  максимум  функции 
достигается,  если  матрица  вторых  производных  определена 
соответственно положительно или отрицательно. для решения 
задач  оптимального  управления  необходимо  получить  анало-
гичные условия минимума функционала, которые будут состо-
ять не в решении систем алгебраических уравнений, а в реше-
нии систем дифференциальных уравнений.

Гл
ав

а 
9
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9.1. вариация фунКционала

Перейдем к рассмотрению функционалов. если функция задает преобразо-
вание числа или чисел (значений аргументов функции) в число (значение функ-
ции), то функционал задает преобразование функции или функций в число. Рас-
смотрим функционал, зависящий от некоторой функции x(t) и ее производной:

  I F x x dt
t

t

x t
= →∫ ( , ) min.

( )


1

2

  (9.2)

Выясним,  как  определить  прира-
щение для функционала. Прежде всего 
заметим, что аргументом функционала 
служат функции, поэтому сначала нуж-
но  определить  приращение  функции. 
Это  можно  сделать  следующим  обра-
зом.

Пусть  наша  кривая  проходит  через 
заданные точки x(t1) = x1, x(t2) = x2. Вы-
берем  из  класса  непрерывных функций 
функцию ε(t)  такую, что ε(t1) = ε(t2) = 0. 
Тогда x∗(t) = x(t)  + αε(t) —  приращение 
функции  при  приращении α,  ε(t) —  ва-
риация функции, удовлетворяющая гра-
ничным условиям (рис. 9.1).

Рассмотрим приращение критерия эффективности в зависимости от пара-
метра α:

  ∆I I x t x t I x x( ) ( ( ), ( )) ( , ).α αε αε= + + −     (9.3)

Как и в предыдущем случае, разлагая в ряд Тейлора, получим

  ∆I J J( )
! !

...α
α

α
α

α
α α

= ∂
∂( ) + ∂

∂







+
= =0 0

2

1 2

2

2
  (9.4)

Первое слагаемое в этом ряду

 
∂
∂( )

=

I
α

α
α 0

  (9.5)

называется первой вариацией функционала. Второе слагаемое — вторая вари-
ация функционала:

 
∂
∂





 =

2

2
0

2

2
I

α
α

α !
.   (9.6)

В точке минимума (максимума) должно выполняться необходимое условие

 
∂
∂

=I
α

0.   (9.7)

рис. 9.1
Вариация функции x(t)
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достаточные условия связаны со второй вариацией:
• в точке максимума

 
∂
∂

<
2

2
0I

α
;   (9.8)

•  в точке минимума

 
∂
∂

>
2

2
0I

α
.   (9.9)

если 
∂
∂

=
2

2
0I

α
,  то необходим анализ вариаций функционала более высоких 

порядков.

9.2. уравнение эйлера

Нам предстоит выяснить, при каких условиях первая вариация функцио-
нала (9.7) равна нулю. Л. Эйлером получено дифференциальное уравнение, при 
решении которого выполняются условия (9.7) и, следовательно, необходимые 
условия оптимальности. В отличие от условий оптимальности в задаче мини-
мизации функций (9.1), для решения уравнений Эйлера приходится решать не 
систему алгебраических уравнений, а систему дифференциальных уравнений.

Рассмотрим приращение функционала в зависимости от параметра α:

 
∂
∂( ) = ∂

∂
+ + = ∂

∂
+ ∂

∂=
∫I F x t x t dt F

x
t F

x
t

t

α α
αε αε ε ε

α 0
1

2

( ( ), ( )) ( ) ( 



 tt dt
t

t

) .





=∫
1

2

0  (9.10)

Проинтегрируем  второе  слагаемое  с  учетом  формулы  интегрирования  по 
частям:

  UdV UV VdU U F
x

dV t dt= −



 = ∂

∂
=∫∫  , , ( ) ,



ε

 
∂
∂

= ∂
∂

− ∂
∂∫ ∫F

x
t dt F

x
t d

dt
F
x

t dt
t

t

t

t

t

t





 

1

2

1

2

1

2

ε ε ε( ) ( ) ( ) .   (9.11)

Так как вариация функции ε(t) в крайних точках равна нулю, то

 
∂
∂

− ∂
∂( ) =∫ F

x
d
dt

F
x

t dt
t

t



1

2

0ε( ) .   (9.12)

чтобы это равенство выполнялось при произвольной функции ε(t), должно 
выполняться соотношение

 
∂
∂

− ∂
∂

=F
x

d
dt

F
x

0,   (9.13)

которое называют уравнением Эйлера. Это дифференциальное уравнение 2-го 
порядка.  Обобщим  уравнение  Эйлера  в  случае,  если  функционал  зависит  от 
векторной функции x t x t x t x tm( ) ( ( ), ( ),..., ( )):= 1 2
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  I F x x x x dtm m

t

t

= ∫ ( ,..., , ,..., ) .1 1

1

2

    (9.14)

Проводя  аналогичные  преобразования  по  каждой  компоненте  векторной 
функции x(t), получаем систему уравнений Эйлера:

 

∂
∂

− ∂
∂

=

∂
∂

− ∂
∂

=













F
x

d
dt

F
x

F
x

d
dt

F
xm m

1 1
0

0





,

...

.

  (9.15)

В векторном виде сохраняется форма уравнения (9.13):

  I F x x dt
t

t

= ∫ ( , ) .

1

2

Обобщенное уравнение Эйлера имеет вид

 
∂
∂

− ∂
∂

=F
x

d
dt

F
x

0,   (9.16)

где x

x

x

F
x

F
x

F
x

F
x

m

m

=
















∂
∂

=

∂
∂

∂
∂





















∂
∂

1 1

... , ... ,


==

∂
∂

∂
∂





















F
x

F
xm





1

... .

В дальнейшем будем использовать одну форму записи как для скалярного, 
так и для векторного случая:

 
∂
∂

− ∂
∂

=F
x

d
dt

F
x

0.   (9.17)

данная  система  является  системой  ОдУ  2-го  порядка  размерности  m. 
В нормальной форме это система ОдУ 1-го порядка размерности 2m. для того 
чтобы  получить  единственное  решение  системы  (9.16),  ее  нужно  дополнить 
2m условиями. для каждой функции задают два значения в точках на левом 
и правом концах траектории. Это позволяет найти решение уравнения Эйле-
ра в принципе, хотя практически этот процесс часто связан со значительными 
трудностями.

9.3. вариационные Задачи на уСловный эКСТремум

В задачах оптимального управления критерий оптимальности нужно мини-
мизировать не по траекториям x(t), а по управлениям u(t), связь между которы-
ми задана дифференциальным уравнением  x f x u= ( , ).
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Рассмотрим многомерный случай, когда функционал J зависит не только от 
траектории движения x(t), но и от управления u(t):

  I F x x u dt
t

t

= ∫ ( , , ) .

1

2

  (9.18)

Функционалы в задачах оптимального управления, как правило, зависят от 
нескольких функций

  I = I(x, u),

где x ∈ Rm, u ∈ Rn — вектор-функции, определяющие управление u и траекто-
рию x. две эти функции, однако, не являются независимыми. Траектория x(t) 
является следствием управления u(t). Связь между ними задается уравнениями 
движения системы, поэтому x и y не могут варьироваться независимо и уравне-
ние Эйлера не может применяться непосредственно. Иногда удается исключить 
зависимые функции, и тогда можно применить уравнение Эйлера, в остальных 
случаях имеем задачу на условный экстремум.

Классическим примером такой задачи является задача о геодезических ли-
ниях, где необходимо найти минимум функционала — длины кривой L:

  L y z dx
x

x

= + +∫ 1 2 2

1

2

  ,   (9.19)

причем кривая должна принадлежать поверхности

  f(x, y, z) = 0.  (9.20)

другой  классической  задачей  является  изопериметрическая  задача,  где 
требуется  найти  замкнутую  линию  заданной  длины  l,  ограничивающей  наи-
большую площадь S. если кривая задана параметрически x = x(t), y = y(t), то 
ограниченная кривой площадь равна

  S y t x t dt
t

t

= ∫ ( ) ( ) ,

1

2

  (9.21)

а длина кривой

  l x t y t dt
t

t

= +∫  ( ) ( ) .2 2

1

2

  (9.22)

В задаче о геодезических линиях дополнительное условие выражается ко-
нечным уравнением, а в изопериметрической задаче эта связь определяется ин-
тегралом.

В задачах оптимального управления рассматриваются задачи на условный 
экстремум функционалов вида

  I F x t x t x t x t dtm m

t

t

= ∫ ( ( ),..., ( ), ( ),..., ( )) .1 1

0

1

    (9.23)
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Связь между x(t) и u(t) имеет вид

 
dx
dt

f x u= ( , ),   (9.24)

или в скалярной форме:

 

dx
dt

f x x u u

dx
dt

f x x u

m n

m
m m

1
1 1 1

1 1

=

=

( ,..., , ,..., ),

...

( ,..., , ,...,, ).un











  (9.24а)

Задачи  на  условный  экстремум,  записанные  в  виде  равенства,  решаются 
с помощью метода множителей Лагранжа λi(t),  где множители Лагранжа яв-
ляются неизвестными функциями, подлежащими определению. Расширенная 
функция F∗ имеет вид

  F x u F x u t f x u x t f x u xm m m
∗ = + − + + −( , , ) ( , ) ( )( ( , ) ) ... ( )( ( , ) )λ λ λ1 1 1  ..   (9.25)

В точке минимума F и F∗ совпадут при условии, что x(u) является решением 
дифференциального уравнения. Таким образом, получим задачу без ограниче-
ний. Тогда

  I F x u t x f x u dti
i

m

t

t
∗

=
= + −





∑∫ ( , ) ( )( ( , ) ,λ 

11

2

  (9.26)

где m имеет значение размерности вектора f(x, u).
Уравнения Эйлера будут зависеть не только от состояния x, но и от управле-

ния u, потому в уравнении появляются члены, связанные с производными по u:

 

∂
∂

− ∂
∂

=

∂
∂

− ∂
∂

=









∗ ∗

∗ ∗

F
x

d
dt

F
x

F
u

d
dt

F
u





0

0

,

.
  (9.27)

для нахождения оптимального управления нужно решить эту систему урав-
нений Эйлера, используя начальное и конечное положения траектории в качес-
тве начальных условий. Следует отметить, что если производные управления 
по времени  u  не входят в функционал, то последняя система уравнений являет-

ся алгебраической, так как 
d
dt

F
u

∂
∂

=
∗



0.

пример. Необходимо минимизировать энергию

  I u t dt
T

= →∫ 2

0

( ) min,   (9.28)

затрачиваемую на перевод из начальной точки x0 в конечную точку xk:

  x x x T x x x x T xk k
1 1

0
1 1 2 2

0
2 20 0( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,= = = =   (9.29)
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системы с уравнениями движения

 

dx
dt

x

dx
dt

u

1
2

2

=

=









,
  (9.30)

на интервале t ∈ [0, T].
Физическим аналогом этой задачи может служить задача посадки лунного 

модуля на поверхность Луны. Уравнения одномерного движения материальной 
точки вдоль оси x можно получить по одному из уравнений (7.31):

  m x m a
km m

xx1 1
1 2
2

′′ = − .

Считая изменения переменной x незначительными по сравнению с радиу-

сом Луны Rл, можно считать ускорение свободного падения  g
km
R

= 2

л
 постоян-

ным. Уравнения движения в этом случае примут вид

  x″ = ax – g.

Обозначая u = ax – g, получим уравнения (9.30). Записав расширенный кри-
терий для этой задачи

  I u t x u t x x dt
T

∗ = + − + −∫ [ ( )( ) ( )( )] ,2
1 2 2 1 2

0

λ λ 

перейдем к безусловной оптимизации. Производные в уравнении Эйлера имеют 
вид:

 

∂
∂

= −

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂

=

∂

∗

∗ ∗ ∗ ∗

F
u

u t

F
x

F
x

d
dt

F
u

F
u

F

2

0 0 0

1

1
2

1

λ

λ

( ),

; ; ; ,
  

∗∗ ∗ ∗ ∗

∂
= − ∂

∂
= ∂

∂
= ∂

∂
=

x
F
x

d
dt

F
x

d
dt

d
dt

F
x

d
dt2

2
2

1
1

2

2

1λ λ λ λ
; ; ; .
  

Подставив эти выражения в (9.27) и проведя необходимые вычисления, по-
лучим следующие выражения:

 

− = ⇒ = =

− − =

= ⇒ = +

d
dt

t c

t
d
dt

d
dt

c t c t

λ λ

λ λ

λ λ

2
2 1

2

1 1

0

0

1

( ) ,

( ) ,

( )

const

1

1 cc

u t u c t c

u t
c

t
c

a t a

2

1 1 2

1 2
1 2

2 0 2

2 2

,

( ) , ,

( ) .

− = = −

= − = +

λ
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В  данном  случае  оптимальное  управление  является  линейной  функцией 
времени и определено с точностью до двух констант. Их можно найти, исполь-
зуя известные условия на правом конце траектории. для этого подставим выра-
жение для управления в уравнения движения системы (9.30):

 

dx
dt

x

dx
dt a t a

1
2

2
1 2

=

= +









,

.

  (9.31)

Проинтегрируем сначала второе уравнение из (9.31), а затем первое:

 
x t

a
t

a
t c t c

x t
a

t a t c

1
1 3 2 2

1 2

2
1 2

2 1

6 2

2

( ) ,

( ) .

= + + +

= + +

Используя начальные условия для определения констант интегрирования, 
получим:
  с x c x1 2

0
2 1

0= =, ,

 
x t

a
t

a
t x t x

x t
a

t a t x

1
1 3 2 2

2
0

1
0

2
1 2

2 2
0

6 2

2

( ) ,

( ) .

= + + +

= + +
  (9.32)

В конечный момент времени имеем:

 
x T

a
T

a
T x T x

x T
a

T a T x

1
1 3 2 2

2
0

1
0

2
1 2

2 2
0

6 2

2

( ) ,

( ) .

= + + +

= + +
  (9.33)

Система уравнений (9.31) дает возможность определить неизвестные постоян-
ные a1 и a2. Ниже приведен документ MathCAD, решающий эту задачу (док. 9.1).

док. 9.1 (начало)
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9.4. КаноничеСКая форма уравнений эйлера. 
гамильТониан и Сопряженные переменные

В современной литературе по оптимальному управлению используется дру-
гая форма уравнений Эйлера.

Рассмотрим уравнение Эйлера:

  F d
dt

Fx x− =


0.   (9.34)

Введем новую (сопряженную) переменную:

  p Fx=


  (9.35)

и связанную с ней функцию Гамильтона (гамильтониан)

  H F xF F xpx= − + = − + 



.   (9.36)

дифференцируя гамильтониан по p, получим

 
∂
∂

=H
p

x.   (9.37)

Производные гамильтониана по времени t и состоянию системы x равны:

 
∂
∂

= − ∂
∂

H
t

F
t
,   (9.38)

 
∂
∂

= − ∂
∂

H
x

F
x
,   (9.39)

так как во второе слагаемое t и x явно не входят.

док. 9.1 (окончание)
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Гамильтониан не зависит от  x,  так как

 
∂
∂

= − + = − + ≡H
x

F p F Fx x x


  

0.

Следовательно, H  = H(x,  p,  t).  Преобразуя  (9.34)  в  соответствии  с  (9.38), 
(9.39) и с учетом (9.37) получим систему уравнений Гамильтона — якоби или 
уравнение Эйлера в канонической форме:

 

dx
dt

H
p

dp
dt

H
x

= ∂
∂

= − ∂
∂









,

.
  (9.40)

Покажем, что минимизировать функционал — то же, что минимизировать 
гамильтониан. действительно,

 
dH
dx

H
x

dx
dx

H
x

dp
dx

H
x

dx
dx

dp
dt

H
x

H
x

= ∂
∂

+ ∂
∂

= ∂
∂

+ = ∂
∂

− ∂
∂

= 0.

Приведение уравнений Эйлера к каноническому виду для функционалов, 
зависящих от многих функций, достигается аналогичным образом:

 

I F x x x x t dt

H F x p

p F

m m

t

t

i i
i

m

xi i

=

= − +

=

∫

∑
=

( ,..., , ... , ) ,

,

.

1 1

1

1

2

 





  (9.41)

Преобразуя систему уравнений Эйлера (9.41), получим систему каноничес-
кого вида, содержащую 2m уравнений, где m — размерность вектора x:

 

dx
dt

H
p

dp
dt

H
x

p F i m

i

i

i

i

xi i

= ∂
∂

= − ∂
∂










= =

,

,

, , ,..., .


1 2

  (9.42)

Перейдем к задаче условной минимизации. В этом случае нужно минимизи-
ровать критерий оптимальности

  I F x x u u dt f x u dtn m

T T

= =∫ ∫( ,..., , ,..., ) ( , )1 1

0

0

0

  (9.43)

при наличии ограничений:

 





x f x u i m

x f x u

x

i i= =
=

=

( , ), , ,..., ,

( , ),

( ) .

1 2

0 0
0 0

0

  (9.44)
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дополнительная переменная x0 представляет величину критерия в зависи-
мости от текущего времени t:

  x t f x u dt
t

0 0

0

( ) ( , ) .= ∫   (9.45)

В начальный момент времени система находится в состоянии

  x xi i( ) ,0 0=   (9.46)

а в конечный момент — в состоянии

  x T x i mi i
k( ) , , ,..., .= =1 2   (9.47)

Найдем уравнение Эйлера в форме Гамильтона — якоби. для этого сформи-
руем расширенный функционал:

  I F x u t x f x u dtk
k

m

k k

T
∗

=
= + −∑∫ ( ( , ) ( )( ( , ))) .λ

10

   (9.48)

Обозначим подынтегральное выражение через F∗. для того чтобы критерий 
был оптимальным, должно выполняться уравнение Эйлера:

 
F

dF

dt

F
dF

dt

x
x

u
u

i

i

j

j

∗
∗

∗
∗

− =

− =














0

0

,

.

  (9.49)

Перейдем к уравнению в форме Гамильтона — якоби. Производные в урав-
нении Эйлера имеют вид:

 

F
f
x

t
f
x

F t

F
f
u

t

x
i

k
k

ik

m

x i

u
j

k

i

j

∗ ∗

=
∗

∗

= ∂
∂

− ∂
∂

=

= ∂
∂

−

∑0

1

0

λ

λ

λ

( ) ,

( ),

( )



∗∗

=
∗

∂
∂

=

∑ f
u

F F

k

jk

n

uj

1

0

.

.


  (9.50)

Подставим (9.50) в уравнение (9.49):

 
d
dt

f
x

t
f
x

i

i
k

k

kk

mλ λ= ∂
∂

− ∂
∂=

∑0

1

( ) ,   (9.51)

 
∂
∂

− ∂
∂

=
=

∑f
u

t
f
uj

k
k

kk

n
0

1

0λ ( ) .   (9.52)
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чтобы  избавиться  от  первого  слагаемого  в  уравнении  (9.52),  введем  еще 
один множитель Лагранжа:

  λ0 = –1.  (9.53)

Тогда уравнение (9.52) примет следующий вид:

 
λ

λ

k
k

kk

n

i x i

f
u

p F
i

∂
∂

=

= =
=

∗

∑ 0
0

,

.


  (9.54)

Отсюда легко сделать следующий вывод: сопряженные переменные pi — это 
множители Лагранжа в задаче с ограничениями:

  pi = λi,  i = 0, 1, ..., m,

  H p f x u p fi
i

m

i= =
=
∑ ( , ) ( , ),
0

где через (p, f) обозначено скалярное произведение двух векторов.
Рассмотрим условие (9.52). Оно аналогично условию

 
∂
∂

=H
u

0.   (9.55)

Итак, уравнения Гамильтона — якоби имеют вид:

 





x f x u
H p f

p H
x

p
f x u

xi
i

k
k

kk

m

=
=

= − ∂
∂

= − ∂
∂=

∑

( , ),

( , ),

( , )
.

0

  (9.56)

Эти 2m дифференциальных уравнения содержат 2m + n неизвестных функ-
ций x(t), p(t), u(t). для замыкания уравнений имеется условие стационарности га-

мильтониана, содержащие недостающие n алгебраических уравнений 
∂
∂

=H
u

0.

Таким образом, для определения оптимального управления необходимо ре-
шить систему дифференциальных уравнений порядка 2m:

 





x f x u

p H
x

p
f
x

H
u

i
i

k
k

kk

m

=

= − ∂
∂

= − ∂
∂

∂
∂

=













=
∑

( , ),

,

,

0

0

  (9.57)

для выделения единственного решения которой необходимо иметь 2m условий. 
если задан левый конец x(0) = x0 и правый конец x(T) = xk, то, рассматривая 
задачу с закрепленными концами, получаем необходимые 2m условий, что поз-
воляет получить единственное решение. если условия заданы частично, то их 
дополняют условиями трансверсальности.
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пример. Найти оптимальное управление в задаче:

 

I u d

dx
dt

x x

dx
dt

u

x x x x

T

=

= +

=









= = =

∫ 2

0

1
1 2

2

0 1 1
0

20 0 0 0

,

,

.

( ) , ( ) , ( ) xx2
0.

Правые части уравнений f0(x, u) = u2, f1(x, u) = x1 + x2, f2(x, u) = u.
Гамильтониан примет вид

  H = (p, f) = p0f0 + p1f1 + p2f2 = p0u2 + p1(x1 + x2) + p2u.

Уравнения для сопряженных переменных следующие:

 

dp
dt

H
x

dp
dt

H
x

p

dp
dt

H
x

p

0

0

1

1
1

2
1

0

2

= − ∂
∂

=

= − ∂
∂

= −

= − ∂
∂

= −















,

,

,

  p0 = –1.

Получаем систему из четырех уравнений, которую дополняем условием ста-

ционарности гамильтониана 
∂
∂

=H
u

0,  откуда следует

  − + = ∂
∂

=2 0
2

u p H
u

.

Решив это уравнение, находим оптимальное управление u0(t):

  u t
p t0 2

2
( )

( )
.=   (9.58)

Запишем  эту  систему,  исключив  из  уравнений  движения  управление  из 
(9.58):

 

dx
dt

x x

dx
dt

p t

dp
dt

p

dp
dt

p

1
1 2

2 2

1
1

2
1

2

= +

=

= −

= −













,

( )
,

,

.

  (9.59)
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Из третьего уравнения системы имеем

  p1(t) = c2e–t,

из четвертого уравнения:

  p2(t) = c1 + c2e–t.

Теперь структура управления определена с точностью до параметров a1, a2:

  u t
c c

e a a et t0 1 2
1 22 2

( ) .= + = +− −

Подставим это управление в уравнения движения:

 

dx

dt
x x

dx
dt

a a e t

1
1 2

2
1 2

= +

= +










−

,

.

После интегрирования уравнений на интервале [0, T] получим систему из 
двух алгебраических уравнений относительно двух параметров a1, a2:

 
x x x a a t x T

x x x a a t x T
t T

t T

1 1
0

2
0

1 2 1

2 1
0

2
0

1 2 2

( , , , , ) ( ),

( , , , , ) (
 

 

=

=

=

= )).







Ниже приведен документ MathCAD, где данная задача решена как двухто-
чечная краевая задача с помощью встроенной подпрограммы sbval (док. 9.2).

док. 9.2 (начало)
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9.5. формула полной вариации фунКционала

Выше мы рассматривали такие процессы управления (терминальные задачи, 
или задачи перевода), в которых граничные точки фиксированы, все траектории 
проходят через эти точки и 2m координат данных точек задают необходимые ус-
ловия для решения двухточечной краевой задачи, вытекающей из уравнения Эй-
лера. Однако существует обширный класс задач, в которых неизвестны или часть 
этих координат, или все координаты, и они должны выбираться вместе с управ-
лением из условия минимизации функционала. В некоторых случаях выбор этих 
точек стеснен дополнительными условиями: граничные точки должны принадле-
жать некоторой кривой, поверхности или не выходить за пределы некоторой об-
ласти. Такие задачи принадлежат к классу вариационных задач с подвижными 
границами. В качестве примера можно привести задачу оптимального управле-
ния ракетой класса воздух — воздух, где, помимо определения оптимального уп-
равления ракетой, может выбираться оптимальный момент ее старта и оптималь-

ный момент встречи ракеты с целью.
для решения задач такого рода необ-

ходимо получить выражение для полной 
вариации  функционала,  вызванной  не 
только  вариацией  траектории,  но  и  ва-
риацией концов  траектории. Вычислим 
приращение функционала ∆J  при  усло-
вии,  что  функция  x(t)  получает  прира-
щение  αh(t),  левая  граничная  точка  — 
приращение δt1, а правая граничная точ-
ка — приращение δt2 (рис. 9.2).

Рассмотрим влияние на функционал 
вариации  функции  и  вариации  концов 
траектории:

  ∆I F x h x h dt F x x dt
t t

t t

t

t

= + + −
+ ′

+ ′

∫ ∫( , ) ( , ) .





1 1

2 2

1

2

σ

σ

  (9.60)

Обозначим

  F F t x h x h= + +( , , ).

   (9.61)

док. 9.2 (окончание)

рис. 9.2
Приращение функции x(t)
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Разбивая интервал интегрирования на участки, из (9.60) с учетом (9.61) по-
лучим

  ∆I F F dt Fdt Fdt
t

t

t

t t

t

t t

= − + −∫ ∫ ∫
+ ′ + ′

( ) .
1

2

2

2 2

1

1 1δ σ

  (9.62)

Так как приращения малы, то, разлагая  F  в ряд Тейлора в окрестностях 
точки α = 0, ограничимся линейным приближением:

  F F F
x

h F
x

h≈ + ∂
∂

+ ∂
∂ 

.   (9.63)

На малом интервале интегрирования:

  Fdt F dt Fdt F dt
t

t t

t t

t

t t

t t

2

2 2

2

1

1 1

12 1

+

=

+

=∫ ∫= =
´ ´

, .

С учетом этого

  δ δ δI F
x

h Fxh dt F t F t
t

t

t t t t= ∂
∂

−( ) + ′ − ′∫ = =




1

2

2 12 1.   (9.64)

Интегрируя второе подынтегральное слагаемое по частям, получим

  δ δ δI F
x

d
dt

F hdt F h F t F tx
t

t

x t

t
t t t t= ∂

∂
−( )∫ + ′ − ′= = 

1

2

1

2

2 12 1  .   (9.65)

С точностью до бесконечно малых высшего порядка имеем

  h t x x t h t x x t( ) , ( ) .1 1 1 2 2 2= ′ − ′ = ′ − ′δ δ δ δ 

Окончательно формула для полной вариации функционала  будет  следую-
щей:

 
δ δ δI F d

dt
F hdt F x t F x t

F

x x

t

t

x t t x t t
= −( ) + ′ − ′ +

+ −

∫ = =  



1

2

2 1
2 1( ) ( )

( xxF t F xF tx t t x t t 

) ( ) .= =− −
2 12 1δ δ

  (9.66)

Итак, в формуле полной вариации, кроме интегрального члена, появились 
конечные члены, отражающие влияние варьированных концов траектории.

9.6. уСловия ТранСверСальноСТи

Пусть для допустимых кривых функционала граничные условия не заданы, 
и, следовательно, их координаты t1, x(t1), t2, x(t2) могут выбираться любыми. 
В терминальной задаче координаты этих точек использовались для определе-
ния постоянных интегрирования  уравнения Эйлера. В  задаче  со  свободными 
концами недостающие условия должны вытекать из формулы полной вариации 
функционала (9.66). Свободные граничные точки выбираются таким образом, 



150 ГЛАВА 9

чтобы функционал достигал минимума. если некоторая кривая доставляет экс-
тремум функционалу среди всех допустимых кривых, то она является лучшей 
и в более узком классе кривых, имеющих с ней одинаковые граничные точки. 
Отсюда следует, что эта кривая должна быть экстремалью, т. е. решением урав-
нения Эйлера. Поэтому в выражении  (9.66) интегральный член должен быть 
равен 0. если выбор граничных точек не стеснен никакими условиями, то ва-
риации их координат независимы и из равенства нулю вариации функционала 
(9.66) вытекают следующие условия:
•  для определения оптимальной точки на правом конце траектории:

  F F xFx t t x t t 



= == − =
2 2

0 0; ( ) ;   (9.67)

•  на левом конце траектории:

  F F xFx t t x t t 



= == − =
1 1

0 0; ( ) .   (9.68)

Это и есть условия трансверсальности в случае, если нет условий на концы 
траектории. если граничные точки должны лежать на некоторых кривых

  x(t1) = ϕ1(t1),  (9.69)

  x(t2) = ϕ2(t2),  (9.70)

то вариации δx и δt оказываются связанными между собой. В линейном при-
ближении можно считать, что

  ′ = ′ ′ ′ = ′δ ϕ δ δ ϕ δx t t x t t( ) ( ) .2 2 2 1 1 1,    (9.71)

Так как на δt1 и δt2 ограничений нет, то из (9.66) получаем

 
[ ( )] ,

[ ( )] .

F F x

F F x
x t t

x t t

− − =
− − =







=

=





 

 

ϕ
ϕ
1 1

2

0

0
2

  (9.72)

Условия (9.72) — это условия трансверсальности. Они устанавливают связь 
между угловыми коэффициентами функций  ϕ  и  x  в граничных точках. Вмес-
те с уравнениями кривых (9.69) и (9.70) они определяют постоянные интегри-
рования в уравнении Эйлера.

если один из концов фиксирован,  то для определения постоянных интег-
рирования используются заданные граничные условия в этой точке и условия 
трансверсальности в другой.

пример 1. Пусть задано уравнение движения

  x ax bu x x= + =, ( ) .0 0

Требуется перевести выходную координату x(t) за время T из точки x0 в точ-

ку на кривой x T t t
t T

( ) = +
=

2
2

2

 
с минимальным значением критерия

  I x u d I x u p x ax bu dt
T T

= + = + + − −∫ ∫∗( ) , ( ( ) .2 2

0

2 2

0





151КЛАССИчеСКОе ВАРИАЦИОННОе ИСчИСЛеНИе

Гамильтониан

  H = –(x2 + u2) + (ax + bu)p.

Система уравнений Эйлера:

 




x ax bu
p x ap

= +
= −

,

.2

Оптимальное управление удовлетворяет условию (9.55):

  –2u + bp = 0,

откуда

  u b p∗ =
2

.

Исключив u из уравнений Эйлера, получим систему с двумя неизвестными 
функциями x и p:

 




x ax b p

p x ap

= +

= −

2

2
2

,

.

для  этой  системы  задано  только  одно  условие — начальная  точка. Недо-
стающее условие определим из условий трансверсальности. Поскольку время 
процесса управления фиксировано, неизвестным остается одно значение — зна-
чение p(T), которое можно определить из условия совпадения траектории x(t) 
и кривой ϕ(t) в конечный момент времени: 

  x(T) = ϕ(T).

Ниже приведен документ MathCAD, решающий эту задачу с помощью под-
программы решения двухточечной краевой задачи (док. 9.3).

док. 9.3 
(начало)



152 ГЛАВА 9

Покажем результаты работы программы для случая a = –2, b = 2, x(0) = 1, 
T = 3 (док. 9.4). При этом получено значение критерия I = 144,9.

док. 9.3 (окончание)

док. 9.4
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Изменяя время перевода T, будем по-
лучать различные значения критериев I 
(рис. 9.3).

Выясним,  можно  ли  определить 
время перевода с минимальным значе-
нием  критерия  без  проведения  подоб-
ного анализа. для этого время перево-
да  нужно  считать  не  фиксированным 
и воспользоваться еще одним условием 
трансверсальности  для  определения 
данного  параметра.  В  соответствии 
с (9.72) имеем

[ ( )] .F F xx t t− − ==

 ϕ2 2
0

Подставляя уравнения движения и уравнение кривой, имеем

  H(T) = –F(T) + p(T)(ax(T) + bu(T)) = 0.

Последнее  уравнение  дает  недостающее  условие  на  правом  конце.  Опти-
мальный процесс показан в основном документе (см. док. 9.3).

В более общем случае конечное состояние системы задается на некотором 
множестве M1 (плоскости, линии и т. п.), а не в виде фиксированной точки про-
странства  состояний  (ради  простоты  рассмотрим  этот  случай,  но  все  рассуж-
дения справедливы и для начального состояния). Пусть S1, S2, ..., Sk, k ≤ m — 
гладкие гиперповерхности, заданные уравнениями:

 

ϕ
ϕ

ϕ

1 1 2

2 1 2

1 2

0

0

( , , ..., ) ,

( , ,..., ) ,

...

( , ,..., )

x x x

x x x

x x x

m

m

k m

  =
=

==








 0.

  (9.73)

Множество всех точек, удовлетворяющих всем уравнениям (9.73), называ-
ется (m – k) гладким многообразием, если в каждой точке x векторы

  grad ϕi(x),  i = 1, 2, ..., k

линейно независимы. через Li, i = 1, 2, ..., k обозначим касательную гиперплос-
кость к гиперповерхности ϕi(x1, x2, ..., xm) = 0 в точке x. Пересечение гиперплос-
костей Li, i = 1, 2, ..., k представляет собой (m – k)-мерную касательную гипер-
плоскость многообразия M1 в точке x.

Теперь мы имеем задачу оптимального управления, в которой требуется пе-
рейти из известного начального состояния в некоторую точку xk ∈ M1 с мини-
мальным значением критерия оптимальности.

если многообразие вырождается в точку, то мы имеем задачу с фиксирован-
ными концами, иначе — задачу с подвижным правым концом. Заметим, что 
если положение точки xk ∈ M1 известно, то это будет задача с фиксированны-
ми концами и для нее должно выполнятся уравнение Эйлера. Таким образом, 
уравнение Эйлера остается в силе и для задачи с подвижными концами. Однако 

рис. 9.3
Зависимость критерия I  
от времени перевода T
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нужно еще r = m – k соотношений дополнительно к k уравнениям (9.70). Этими 
соотношениями и являются условия трансверсальности.

Пусть xk ∈ M1 — некоторая точка, а T1 — касательная плоскость многооб-
разия M1 в этой точке. Размерность плоскости T1 есть r. Пусть также x(t), u(t), 
t1 ≤ t ≥ t2 — решение задачи с закрепленными концами, а p(t) — соответствую-
щий вектор сопряженных переменных.

Условия трансверсальности на правом конце траектории состоят в том, что 
вектор  p t t T( ) =  ортогонален плоскости T1. Аналогичным образом определяют-
ся условия трансверсальности на левом конце. для этого достаточно рассмот-
реть множество M0  размерности q  и  касательную плоскость T0  размерности 
m – q.

В  задаче  со  свободным правым концом  вектор  сопряженных переменных 
p(T)  должен  быть  ортогонален  всему  пространству  x.  единственный  вектор, 
удовлетворяющий этому условию, — p(T) = 0. Так, в примере 1 в случае свобод-
ного правого конца:

 
λ
λ
1 1

2 2

0

0

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

t p t

t p t
t T

t T

= =
= =

=

=

пример 2. Простейшие  уравнения  движения  самолета  в  плоскости  даль-
ность x — высота y имеют вид:

 
m d x

dt
ma C y dx

dt

m
d y
dt

ma mg C dx
dt

x

y

2

2

2

2

2 2

= − ( )
= − +










( ) ,

.

В нормальной форме (разрешенной относительно первых производных) эта 
система имеет следующий вид:

 









x x

x a
C x

m
x

x a g
C
m

x

x x

x

y

1 2

2
4

2
2

3
2

1

4 3

=

= −

= − +

=














,

( )
,

,

,

где x1 — положение самолета по оси x; x2 — горизонтальная скорость самолета; 
x3 — вертикальная  скорость; x4 — высота  самолета; ax, ay — горизонтальная 
и вертикальная составляющие управляющего ускорения a; C(x4) — коэффици-
ент аэродинамического сопротивления, зависящий от высоты; С2 — коэффици-
ент подъемной силы крыла самолета.

Решение двухточечной краевой задачи приведено для уравнений движения 
самолета без первого уравнения — перемещения вдоль оси x, так как перемен-
ная x1 не входит ни в одно уравнение и может быть вычислена интегрированием 
переменной x2. Коэффициент C(y) = 2, m = 1, значения остальных параметров 
находятся из нижеприведенного документа MathCAD (док. 9.5).
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док. 9.5

9.7. Символьно-чиСленная реалиЗация алгориТма 
в СиСТеме MathCaD

Приведем реализацию алгоритма на примере нелинейной нестационарной 
системы 2-го порядка. Правые части дифференциальных уравнений, временной 
интервал, начальное и конечное состояние имеют следующую запись в системе 
MathCAD (для записи операторов MathCAD используется прямой шрифт):
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  f t x
x

t x u
tn tk xn xk( , ) : : : : :=

+

⋅ +













= =















1
0 1

1

0

2

3

1

0

5
2 

.   (9.74)

Подынтегральная функция в критерии оптимальности:

  F x u x x u( , ) : ( ) .= ⋅ + +2 0
2

1
2 2   (9.75)

Эти  операторы являются исходными данными  в  задаче  оптимального  уп-
равления. Следующий оператор символьно вычисляет  гамильтониан, резуль-
тат символьных вычислений здесь и далее справа от стрелки:

	 H x u p F x u
p

p
f t x u t x p x p( , , ) : ( , ) ( , ) ( ) ( )= − +









 ⋅ → + ⋅ ⋅ + + ⋅0

1
0

5
2

1 1 1 00 0
2 2

1
22− ⋅ − −( ) .x u x

Следующие  три  оператора  определяют  структуру  оптимального  управле-
ния, исходя из условия стационарности гамильтониана:

	 dHu d
du

H x u p uopt dHusolve u
p

uopt
p

: ( , , ) : , .= = → →1 1

2 2

В программах MathCAD невозможно выполнить символьное дифференци-
рование по индексной переменной xk, поэтому для вычисления частных произ-

водных 
∂
∂

H
xk

 приходится в записи гамильтониана сделать подстановку с помо-

щью оператора substitute вместо индексных переменных x0, x1 простых пере-
менных x0, x1 (по умолчанию нумерация в MathCAD начинается с нуля):

	 H:	=	H(x,	u,	p)substitute,		x0	=	x0,		x1	=	x1	→	u⋅p1	+	x1⋅p0	–	(2⋅x0)2	–	u2	–	x12	+	t⋅x02⋅p1	+	p0.

далее вычислим частные производные 
∂
∂

H
xk

 по простым переменным и ис-
пользуем обратную подстановку:

 
dHx d

dx
H dHx dHx substitute x x x x

t p x

d

0
0

0 0 0 1
5

3

20 1
1 0

2

: : , , ,= = = = → ⋅ ⋅ ⋅

HHx d
dx

H dHx dHx substitute x x x x p x1
1

1 1 0 1 20 1 0 1: : , , .= = = = → − ⋅

Теперь есть возможность вычислить правые части краевой задачи:

	 Fp x

f t x

f t x

dHx

dHx

Fp x Fp x sub( ) :

( , )

( , )
( ) : ( )=

−
−



















=

0

1

0

1

sstitute u uopt

x

t x
p

t p x

x p

, = →

+

⋅ +

⋅ ⋅ ⋅

⋅ −













1

0

5
2 1

2

1

3
2

1 0

1

5 0
2 









.

для численного решения краевой задачи выразим правые части только че-
рез  вектор x:
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	 Fp t x Fp x substitute p x p x

x

t x
x

t x

( , ) : ( ) , ,= = = →

+

⋅ +

⋅ ⋅ ⋅
0 2 1 3

1

0

5
2 3

2

3

1

5 xx

x x
0

3
2

1 22 ⋅ −























.

Теперь  все  готово  для  численного  решения  краевой  задачи  методом  при-
стрелки. для этого используется подпрограмма sbval, которая определяет не-
достающие начальные условия (a) для двух последних уравнений в Fp(t, x), на-
чиная с начального приближения (v), после чего задача сведется к задаче Коши 
вместо двухточечной краевой задачи:

	 v x stak xn v f tn v stak xn v f tk x
x x

: : ( , ) ( , ) : ( , ) ( , ) :=








 = = =

−0

0
1 2 0 kk

x xk

a sbval v tn tk Fp f f

0

1 1

1 2
27 631

9 994

−










= =
−
−





,

: ( , , , , , )
.

.



.

v x stak xn v f tn v stak xn v f tk x
x x

: : ( , ) ( , ) : ( , ) ( , ) :=








 = = =

−0

0
1 2 0 kk

x xk

a sbval v tn tk Fp f f

0

1 1

1 2
27 631

9 994

−










= =
−
−





,

: ( , , , , , )
.

.



.

Интегрируем численно задачу Коши 
с известными начальными условиями y 
на левом конце

y

x

x

a

a

z rkfixed y tn tk Fp i: : ( , , , , ) : .. .=



















= =

0

1

0

1

50 0 50

и получаем оптимальный процесс, пред-
ставленный на рисунке 9.4

Имея  соответствующую  программу, 
пользователю необходимо для конкретной задачи с системой 2-го порядка на-
брать только условия задачи: правые части дифференциальных уравнений, ин-
тервал времени, начальные и конечные условия, а также критерий оптимальнос-
ти (операторы (9.74), (9.75)). далее вычисления, как символьные, так и числен-
ные, пройдут автоматически. Например, для задачи с начальными данными:

  f t x
x x

t x u
tn tk xn( , ) :

ln( ) cos( )

sin( )
: : :=

+
⋅ +









 = =






1 0

0

0 1
1

2










xk : ,

2

5   (9.76)

  F x u u( , ) : .= 2   (9.77)

Правые части системы получились следующими:

	 Fp t x Fp x substitute p x p x

x x

t x
( , ) : ( ) , ,

cos( ) ln( )

sin(
= = = →

+

⋅
0 2 1 3

0 1

00
3

0 2 0 3

2

1

2
)

sin( ) cos( )
,

+

⋅ − ⋅ ⋅

−

























x

x x t x x

x
x

а оптимальный процесс представлен на рисунке 9.5.

рис. 9.4
Процесс в динамической системе 
с оптимальным управлением
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Система более высокого порядка по-
требует больших размерностей векторов 
и  введения дополнительных операторов 
для вычисления производных.

Следует иметь в виду, что далеко не 
каждая задача может быть решена пред-
ложенным  способом.  Первая  трудность 
может быть связана с тем, что програм-
ма символьного решения solve может не 
найти точного решения, особенно тогда, 
когда его нет. В этом случае придется ис-
кать решение уравнения 

                   
∂
∂

= →H
u

u x p0 0( , )   (9.78)

численно. Вторая особенность заключается в трудности решения краевой за-
дачи методом пристрелки программой  sbval. В  этой программе происходит 
минимизация  ошибки  между  требуемым  и  текущим  положением  системы 
в конечный момент времени за счет подбора начальных условий для сопря-
женных переменных p.  Решение  такой  задачи  часто  зависит  от  выбора  на-
чальных значений v. Наконец, для нелинейных систем, в отличие от линей-
ных,  область  решения  не  всегда  принадлежит  всему  пространству  Rn.  Так 
в  системе  (9.77)  присутствует  натуральный  логарифм  ln(x),  что  исключает 
значения x ≤ 0.

Применим  полученные  результаты  для  оптимизации  развития  отрасли, 
описываемой производственной функцией Кобба — дугласа:

  Y a Ka La= 0
1 2 ,   (9.79)

где Y —  объем  произведенной  отраслью  продукции  в  денежном  выражении, 
K — затраты на капитальные вложения, L — затраты на труд, a0, a1, a2 — коэф-
фициенты, характеризующие функционирование конкретной отрасли.

Накопление капитала K(t) от времени t описывается следующим дифферен-
циальным уравнением:

 
dK
dt

Y K L K K K= − =α β( , ) , ( ) ,0 0   (9.80)

где α —  доля  дохода  отрасли,  направляемая  на  развитие,  β —  коэффициент 
амортизации, K0 — начальное значение капитала.

Рассмотрим задачу увеличения капитала за время T до величины K(T) = Kk 
за счет оптимальных вложений в труд L(t) с минимальными суммарными за-
тратами

  L t dt
L

L t
T

( ) min, ( ) .→ >∫
0

0   (9.81)

Программа для решения этой задачи имеет следующий вид.

рис. 9.5
Процесс в динамической системе (9.76), 

(9.77) с оптимальным управлением
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Функции правых частей уравнения (9.80) и подынтегральная функция (9.81):

	 f t K a K L K F K L La a( , ) : ( , ) : .= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ =α β0 1 2



Гамильтониан:

	 H(K,L,p)	:=	–F(K,L)	+	p⋅f(t,K)	→	–L	–	p⋅(K⋅β	–	Ka1⋅La2⋅a0⋅α).

Значения констант:

	 a0	:=2		a1	:=.5		a2	:=0.75.

Производная гамильтониана по управлению:

	 dHL d
dL

H K L p K p
L

: ( , , ) . .
.

.= → ⋅ ⋅ ⋅ −1 5 1
0 5

0 25
α

Оптимальное управление как функция прямых и сопряженных переменных:

	 Lop:=	dHL solve,		L	→	5.0625⋅K2.0 α4.0 p4.0.

Производная гамильтониана по переменной K:

	 dHK d
dK

H K L p p L
K

: ( , , ) . .
.

.= → − ⋅ − ⋅ ⋅



β α1 0 0 75

0 5

Исключение управления из краевой задачи:

	 Fp x
f t K

dHK
substituteL Lop

K aa a

( ) :
( , )

.

=
−







= →

⋅ ⋅ ⋅ ⋅5 02625 02 1 α (( )

. ( )

K p K

p
K K p

K

a2 4 4 2

2 4 4
3
43 375

⋅ ⋅ − ⋅

⋅
⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅




















α β

β α α










.

Значения коэффициентов инвестиций и амортизации:

  α	:=	0.3		β:=	0.05.

Формирование правых частей краевой задачи:

	 Fp x
f t K

dHK
substituteL Lop

K aa a

( ) :
( , )

. (

=
−







= =→

⋅ ⋅ ⋅5 0625 02 1 α KK p K

p K K p

K

a2 4 4 2

2 4 4
3
43 375

⋅ ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅






















α β

β α α

)

. ( )


.

Определение начального условия a для сопряженной переменной в задаче 
увеличения капитала от K0 = 1 до Kk = 3 за время т = 10:

	 x xk f tn v
x

v
f tk x x xk v x tn0 0

0

0
0 0 0 01 3 1 2 0: : ( , ) : ( , ) : : := = =







= − = = ttk : .= 10

	 a	:=	sbval(x,tn,tk,Fp,f1,f2)		a2	=	1.376		x1	=	a0.

Интегрирование краевой задачи и расчет оптимального управления:

	
y

x

x
z rkfixed y tn tk Fp i

Lopi

: : ( , , , , ) : ..

: .

=






= =

= ⋅

0

1

50 0 50

5 026 (( , ) ( , ) .. . .z zi i1 22 0 4 0 4 0⋅ ⋅α
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Оптимальный  процесс  накопления 
капитала (рис. 9.6).

Современные вычислительные среды 
позволяют  автоматизировать  решение 
многих  задач,  требующих  как  числен-
ных, так и аналитических вычислений. 
Среда  MathCAD  является  одной  из  на-
иболее приспособленных сред для реше-
ния таких задач.

* * *
Вариационное  исчисление  из  условия 

равенства нулю первой вариации функци-
онала определяет необходимые условия его 
минимума или максимума. Уравнение Эй-

лера является аналогом равенства нулю градиента функции в задаче минимизации 
функций. Условия минимума функционала сводятся к условию стационарности га-
мильтониана по управлению, его градиент должен быть равен нулю. Однако в этом 
случае, в отличие от задачи минимизации функций, необходимо решить краевую 
двухточечную задачу удвоенной размерности по сравнению с уравнениями движе-
ния. дифференциальные уравнения этой задачи содержат m уравнений движения 
и m уравнений для сопряженных переменных. Кроме этих неизвестных функций, 
в уравнения двухточечной краевой задачи входят и функции управления. Условия 
стационарности  гамильтониана  позволяют  выразить  управление  через  прямые 
и сопряженные переменные и тем самым полностью определить задачу.

для единственного решения краевой задачи требуется 2m констант интег-
рирования.  В  задаче  с  фиксированными  концами  ими  являются  начальные 
и конечные условия на траекторию движения системы. если концы траектории 
фиксированы не полностью, недостающие константы интегрирования опреде-
ляются из условий трансверсальности. для частично свободного правого конца 
траектории условия трансверсальности сводятся к ортогональности вектора со-
пряженных переменных в конечный момент времени к многообразию, задаю-
щему положение конца траектории. если правый конец траектории полностью 
свободен, то условия трансверсальности сводятся к равенству нулю вектора со-
пряженных переменных в конечный момент времени.

Классическое  вариационное исчисление не  выполняется,  если функция u 
является ограниченной по существу, т. е. ограничение активно, и если x и u не 
являются непрерывно дифференцируемыми функциями времени.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 9

1.  Каковы необходимые и достаточные условия минимума интеграла?
2.  Какой метод применяется для сведения задачи оптимального управления 

динамической системой к формуле Эйлера минимума интеграла?
3.  что такое гамильтониан и сопряженные переменные?
4.  что дает использование условия стационарности гамильтониана?
5.  что такое двухточечная краевая задача?
6.  для чего нужны условия трансверсальности?

рис. 9.6
Оптимальный рост капитала K и затрат 

на труд L
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ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 9

Задание 9.1. Составить уравнения Эйлера для критерия оптимальности

  ( ( ) ) cos( ( )) .x t x t dt− + ′∫ 1 2

1

2

Ответ: x″(t)sin(x′(t))  +  2(x(t)  –  1) =  0, или,  делая  замену, x1 = x,  
x2 = x′:

 

′ =

′ = −






x x

x
x

x

1 2

2
1

1

1 2

,

sin( )
.

Задание 9.2. Решить уравнение Эйлера из задания 9.1, используя про-
грамму MathCAD решения двухточечной краевой задачи sbval, при услови-
ях x(t)|t = 1 = 1, x(t)|t = 2 = 2.

Ответ:

Задание 9.3. Записать гамильтониан и условия его стационарности в за-
даче накопления капитала от начального значения K(0) = K0 до конечного 
значения K(T) = K1 за фиксированное время T. Уравнения движения имеют 
следующий вид:

 
d
dt

K t Y K L K( ) ( , ) ,= −α β

где Y(K, L) — производственная функция, имеющая вид

  Y K L a K La a( , ) ,= 0
1 2

и управление L должно минимизировать затраты на труд:

  J L t dt
T

= ∫ 2

0

( ) .

Ответ: гамильтониан

  H K L p p a K L K La a( , , ) ( ) ;= − −α β0
21 2
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производная гамильтониана по L:

  p a a K L La aα 0 2
11 2 2− − .

Из равенства нулю производной имеем

  L
p a a Ka

a0

0 2

1
22

1

2= 





−

α
.

Задание 9.4. Решить краевую двухточечную задачу, определяющую оп-
тимальные вложения в труд и увеличивающую капитал от K(0) = 1 до K(2) = 3, 
при значении констант производственной функции a0 = 0,9, a1 = 0,5, a2 = 0,5, 
доле инвестиций α = 0,3 и коэффициенте амортизации β = 0,2.

Ответ:
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принцип маКСимума

Принцип максимума Понтрягина дает возможность решать 
задачи оптимального управления с учетом ограничений на 

функции управления, при этом ограничения рассматриваются 
как возможность технической реализации управления.

10.1. формулировКа принципа маКСимума 
понТрягина

Приведем без доказательства теорему Понтрягина о необхо-
димых условиях оптимальности в задаче с ограничениями.

Рассмотрим управляемую систему с ОдУ:

                           
dx
dt

f x u x R u R u Um n= ∈ ∈ ∈( , ), , , ,   (10.1)

с начальными и конечными условиями:

                  x t x x t T xk( ) , ( )0
00= = = =   (10.2)

и критерием эффективности

                    I f x u dt
u U

T

= →
∈∫ 0

0

( , ) min.   (10.3)

Введем  дополнительную  переменную x0,  подчиняющуюся 
дифференциальному уравнению

                   
dx
dt

f x u x0
0

0 0= =( , ), .   (10.4)

Эта переменная представляет собой значение критерия в те-
кущий момент времени:

                      x t f x u dt
t

0 0

0

( ) ( , ) .= ∫   (10.5)

Гл
ав

а 
10
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Теперь будем рассматривать расширенную систему ОдУ:

 

dx
dt

f x u

dx
dt

f x u

dx
dt

f x um
m

0
0

1
1

=

=

=















( , ),

( , ),

...

( , )

  (10.6)

с начальными условиями x x i mi i( ) , , ,..., .0 0 10= =
Введем гамильтониан H и вектор сопряженных переменных p:

 
H x u p p f p f

dp
dt

H
x

k k
k

m

( , , ) ( , ) ,

,

= =

= − ∂
∂

=
∑

0   (10.7)

или в скалярной форме

 
dp
dt

f x u
x

p i mi k

k
k

k

m

= − ∂
∂

=
=
∑ ( , )

, , ,..., .
0

0 1

Так как все функции правых частей fk(x, u) не зависят от переменной x0, то 
уравнение для p0 является тривиальным. Обычно принимают p0(t) = const = –1.

Приведем формулировку принципа Понтрягина:
Пусть u(t), 0 ≤ t ≤ T такое допустимое управление, т. е. управление, удовлет-

воряющее ограничению u ∈ U, что соответствующая ему траектория x(t), выхо-
дящая из точки x(0), проходит в момент времени T через точку x(T).

для оптимальности управления u(t) траектории x(t) необходимо существо-
вание такой непрерывной ненулевой вектор-функции p0(t)...pm(t), чтобы соблю-
дались следующие условия:

1) для любого t ∈ [0, T] гамильтониан достигает максимума, т. е. 
  max ( , , ) ( , , );

u U
H p x u H p x u

∈
∗ ∗ ∗ ∗=

2) в конечный момент времени t = T должно выполняться соотношение

  H∗(T) = 0.

для доказательства принципа максимума используется игольчатая вариа-
ция траектории x(t): вариация функции ε(t) совпадает с x(t) во всех точках t, 
кроме некоторого участка длиной δ, в пределе стягивающегося в точку.

10.2. принцип маКСимума в Терминальной Задаче. 
Краевая двухТочечная Задача

Терминальная задача управления характеризуется известными начальны-
ми и конечными положениями управляемой системы.



165ПРИНЦИП МАКСИМУМА

Используя принцип максимума, получаем для нее краевую двухточечную 
задачу:

 

dx
dt

H
p

dp
dt

H
x

x x x T xk

=
∂

= −
∂









= =

∂

∂

,

,

( ) , ( ) .0 0

  (10.8)

Условие стационарности гамильтониана в вариационном исчислении заме-
няется условием его максимума, и решение задачи оптимального управления 
сводится к решению следующей задачи:

 





x f x u x x x T x

I F x t dt f x t dt

x f

k

TT

= = =

= =

=

∫∫

( , ); ( ) ; ( ) ,

( , ) ( , ) ,

(

0 0

00
0

xx u, ),

  (10.9)

 

p f x u p

H p f
p

u p x H x p u

x

u U

= −
=

= −
=∗

∈

( , ) ,

( , ),

,

( , ) max ( , , ).
0 1

для терминальной задачи с фиксированными концами все необходимые ус-
ловия для краевой задачи содержатся в условиях (10.2), и поэтому 2-й пункт 
в теореме Понтрягина не нужен. Это условие теоремы

  H(p(T),  x(T),  u(T)) = 0

дает возможность определить и оптимальное время T в задаче с нефиксирован-
ным временем.

10.3. раЗличные поСТановКи Задач  
в принципе маКСимума

Различные постановки задач требуют привлечения условий трансверсаль-
ности.  Рассмотрим  некоторые  модификации  постановки  задач  оптимального 
управления.

в задаче с фиксированным временем и свободным правым концом согласно 
условиям трансверсальности (9.72) для сопряженных переменных в конце про-
цесса управления имеем

  p(T) = 0.  (10.10)

если время не фиксированно, то к условию (10.10) добавляется 2-е условие 
принципа максимума:

  H(x(t),  p(t),  u(t))|t=T = 0.  (10.11)
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пример. Одномерное движение ракеты вдоль оси x в линейном приближе-
нии описывается следующим ОдУ:

  m d x
dt

mg p
2

2
= − + ,

где m — масса ракеты; g — ускорение свободного падения; p — тяга двигате-
ля. Рассматривая  в  качестве  управления  ускорение,  развиваемое  двигателем 

u
p

m
= ,  уравнение движения представим в виде

 
d x
dt

u g
2

2
= − .

Пусть развиваемое ускорение ограничено:  | u  | ≤ umax. Переходя к стандарт-
ной записи, получим:

 




x x

x u g
1 2

2

=
= −

,

,

где x1 — положение ракеты; x2 — ее скорость.
Пусть необходимо найти управление, позволяющее за данное время T под-

няться на наибольшую высоту. Начальное положение равно нулю, начальная 
скорость тоже равна нулю:

  x1(0) = 0,  x2(0) = 0.

Это задача с фиксированным временем и свободным правым концом. Крите-
рий оптимальности взят с обратным знаком, чтобы получить задачу на минимум:

  J x dt x T
T

= − = − →∫ 1

0

1( ) min.

Гамильтониан

  H = –(–x2) + p1x2 + p2(u – g).

Сопряженная система:

 





p H
x

p H
x

p

1
1

2
2

1

0

1

= − ∂
∂

=

= − ∂
∂

= − −

,

.

двухточечная краевая задача имеет вид

 









x x
x u g
p
p p

1 2

2

1

2 1

0

1

=
= −
=
= − −










,

,

,
  (10.12)
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с граничными условиями:

  x1(0) = 0,  x2(0) = 0,  p1(T) = 0,  p1(T) = 0.  (10.13)

В системе уравнений (10.12) пять неизвестных функций, а самих уравнений 
четыре. Управление u(t) из системы нужно исключить, используя максимиза-
цию гамильтониана:

  H x p x p u g x p x p g p u
u u u u

∗
≤ ≤

= + + − = + − +max [ ( )] ( ) max
| |max max

2 1 2 2 2 1 2 2 2 ..

Последнее слагаемое линейно по u, поэтому оптимальное управление в этом 
случае релейного типа:

  u t
u p
u p

∗ =
>

− <




( )
, ,

, ,
max

max

2

2

0

0

здесь umax включает двигатель в одну сторону; –umax включает двигатель в дру-
гую сторону.

Интегрируем (10.12), и для сопряженных переменных имеем:

 

p t c

p t c t c

p T c a

p T

1 1

2 1 2

1 1

2

1

0 0

1 0

( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ,

( ) (

= =
= − − +

= → =
= − −

const

)) ,

( ) .

T c c T

p t T t

+ = → = −
= −

2 2

2

0

Так как 0 ≤ t ≤ T, то p2(t) > 0 и оптимальное управление, как и следовало 
ожидать, является постоянным и соответствует включению двигателя на мак-
симальную тягу:

  u∗(t) = umax.

Подставляя это управление в уравнения движения и, интегрируя, получим 
оптимальную траекторию:

 





x x

x u g

x u g t u g T

x u g dt

T

t

1 2

2

2 0

1

0

=
= −

= − =

= −∫

,

,

( ) ( ) ,

( )

max

max max

max == −

= −

t u g

x T T u g

T2

0

1

2

2

2

( )

( ) ( ).

max

max

в задаче с фиксированным правым концом и свободным временем время не-
известно, и для его определения будет добавляться условие равенства гамильто-
ниана нулю в конце процесса управления:
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



x f x u x x x T x

I F x t dt f x t dt

x f

k

TT

= = =

= =

=

∫∫

( , ), ( ) , ( ) ,

( , ) ( , ) ,

(

0 0

0

00

xx u
p f x u p

H p f
p

u p x H x p u

H

x

u U

, ),

( , ) ,

( , ),

,

( , ) max ( , , ),

(

 = −
=

= −
=∗

∈

0 1

TT) .= 0

  (10.14)

Продолжим рассмотрение примера с ракетой. Пусть нужно перейти от ну-
левых начальных условий на новую высоту x1(T) = h, x2(T) = 0 за минимальное 
время. Тогда имеем следующую задачу:

 

J dt T

H p x p u g

p

p p

T

= = →

= − + + −
=

= −

∫
0

1 2 2

1

2 1

1

0

min,

( ),

,

,





 

u t u p t

x
x
x
x

∗ =

=
>
=

− <







( ) sign ( ),

sign( )

, ,

, ,

, .

max 2

1 0

0 0

1 0

  (10.15)

В отличие от предыдущего примера, конечные условия для сопряженных 
переменных неизвестны. Их роль выполняют конечные условия (10.14) на тра-
екторию.  Считая  неопределенными  постоянные  интегрирования  для  сопря-
женных переменных, имеем:

 

p t c

p t c t c

u t u c t c

1 1

2 1 2

1 2

( ) ,

( ) ,

( ) sign( ).max

=
= − +

= − +∗

  (10.16)

По последнему уравнению в (10.16) видно, что оптимальное управление мо-
жет менять знак только один раз, так как p2(t) — линейная функция времени. 
Поскольку приращение высоты положительно (h > 0), то в начальный момент 
времени ускорение положительно, следовательно, c2 > 0.

Из уравнений движения имеем

   x x x u c t c g1 2 2 1 2= = − + −, sign( ) .max

Обозначим через τ момент переключения управления, т. е. корень уравне-
ния p2(t) = 0. Тогда на отрезке 0 ≤ t ≤ τ u∗ = umax:
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x t u g t x u g

x t u g t x u

2 2

1

2

12

( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) , ( ) (

max max ,

max

= − = −

= − =

τ τ

τ mmax ) .− g τ2
2

На отрезке τ ≤ t ≤ T u = –umax, продолжив интегрирование, получим:

 
x t u g t u g

x t u g
t

u

2

1

2

2

( ) ( )( ) ( ) ,

( ) ( )
( )

(

max max

max ma

= − − − + −

= − − − +

τ τ
τ

xx max) ( ) ( ) .− − + −g t u gτ τ τ2
2

для конечного момента времени имеем систему из двух уравнений для оп-
ределения двух неизвестных τ и T: 

 
0

2

2

= − − − + −

= − − − + − −

( )( ) ( ) ,

( )
( )

( )(

max max

max max

u g T u g

h u g
T

u g T

τ τ
τ τ)) ( ) .maxτ τ+ −u g

2

2

Условия трансверсальности оказались излишними, так как было использо-
вано физическое условие для данных начальных условий u∗(0) > 0.

Ниже приведена программа системы MathCAD для решения данной задачи 
(док. 10.1).

док. 10.1
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в задаче с фиксированным временем и подвижным правым концом уравне-
ния движения и конечное многообразие имеют вид:

 
x f x u x x
x T k p nk

= =
= = ≤
( , ), ( ) ,

( ( )) , ,..., .

0

0 1

0

ϕ
  (10.17)

если p = m,  то мы имеем  задачу  с фиксированным правым концом. если 
p  =  0,  то  уравнение  (10.17)  соответствует  задаче  с  фиксированным  временем 
и свободным правым концом. если 0 < p < m, то на конец траектории налагают-
ся некоторые условия, но их недостаточно, чтобы решить двухточечную задачу. 
Условия трансверсальности в  этом случае имеют следующий геометрический 
смысл: вектор p(T) должен быть ортогонален касательной плоскости к многооб-
разию функций, заданных условиями (10.17) на правом конце траектории.

Гамильтониан имеет вид

  H = –f0 + pTf.

Условие трансверсальности

  p T
x

i mi j
j

ij

k

t T

( ) , , ,..., .=
∂
∂

=
= =
∑ν

ϕ

1

1 2   (10.18)

в  задаче  с  нефиксированным  временем  и  подвижным  правым  концом  до-
полнительно к предыдущему случаю добавляется условие для определения вре-
мени процесса:

  H x t p t u t t T( ( ), ( ), ( )) .= = 0   (10.19)

в задаче с нефиксированным временем и перемещающимся многообразием 
на правом конце функции ϕk(x(t), t) явно зависят от времени с условием на пра-
вом конце ϕk(x(T), T) = 0. Требование на конечное значение функции Гамильто-
на — якоби с учетом (10.18) примет вид

  H x T p T u T
x T T

T
T( ( ), ( ), ( ))

( ( ), )
.= − ∂

∂
ν ϕ

  (10.20)

в  задаче  Больца дополнительно к интегральному члену в критерии опти-
мальности прибавляется неинтегральный член

  J f x u t x T T dt
T

= +∫ ( ( , , ) ( ( ), )) .0 0

0

ϕ

Используем те же уравнения движения, но с ограничениями:

  x′ = f(u, x, t), x(0) = x0,

  ϕk x T T k p n( ( ), ) , , ,= = ≤0 1

  H = –f0(x, u, t) + pTf,
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′ =

′ = ∂
∂

′=−
∂
∂

= − ∂
∂

+
∂
∂=

∑

x f x u t

x H
p

p
H
x

p T
x xi

i
j

j
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k

t

0
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,

,

( )
ϕ ν

ϕ

==T

,

  H x p u
t tt T

t T
j

j

j

p

t T

( , , ) .=
= = =

= − ∂
∂

−
∂
∂

=∑ϕ ν
ϕ0

1

0

* * *
Принцип максимума  позволяет  решать  задачи  оптимального  управления 

с ограничениями на функции управления. В этом случае условия стационар-
ности  гамильтониана  (равенство  нулю  его  градиента  —  задача  безусловной 
оптимизации) заменяются на условия максимума гамильтониана — задачу ус-
ловной оптимизации функции Гамильтона, которая в общем случае является 
задачей нелинейного программирования.

Как и прежде, решение этой задачи позволяет исключить из уравнений 
краевой  двухточечной  задачи функции управления и  тем  самым  замкнуть 
систему  уравнений. для  решения  краевой  задачи  константы  интегрирова-
ния  определяются  из  условий  на  концах  траектории  и  условий  трансвер-
сальности.

Вариационные методы позволяют определить управление в виде програм-
мы,  т.  е. функции времени u(t). Неизбежные отклонения от  этой программы 
в процессе ее реализации вынуждают либо решать задачу управления заново, 
либо вводить в систему управления корректирующее звено, возвращающее сис-
тему  в  расчетное  состояние. Метод  динамического  программирования  позво-
ляет решить задачу управления в форме синтеза, т. е. определять управление 
u(x) как функцию состояния системы. В этом случае отклонения от расчетного 
режима не требуют какой-либо коррекции.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 10

1.  чем заменяется условие стационарности гамильтониана при наличии ог-
раничений на управление?

2.  Какого значения должен достигать гамильтониан в конце процесса управ-
ления?

3.  В каком случае оптимальное управление имеет релейный характер?

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 10

Задание 10.1. Найти условия максимума гамильтониана в задаче о росте 
капитала (см. задание 9.3) при ограничениях на трудозатраты L ≤ Lmax.
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Ответ:

  L p a a K

L
p a a K

a

a

a
0

0 2

1
2

0 2

2 2
1

2

1
=



















−

α α
,

max иначе.

если


≤
−
1
22a

Lmax,

Задание 10.2. Решить задачу оптимального управления при условиях за-
дания 9.4 и величине Lmax = 1,75.

Ответ:

Задание 10.3. Записать уравнения двухточечной краевой задачи принци-
па максимума для уравнений движения:

 
m d x

dt
ma C y dx

dt

m
d y
dt

ma mg C dx
dt

x

y

2

2

2

2

2 2

= − ( )
= − +










( ) ,

.

Записать условия максимума гамильтониана при ограничениях на вели-
чину управляющего ускорения | a | ≤ amax и критерия оптимальности

  J y t h dt
T

= −∫ ( ( ) ) .2

0

Ответ: уравнения принципа максимума:
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Гамильтониан

  H x h p x p u
C x x

m
p x p u g

C x
m

= − − + + −




 + + − +



( )

( )
3

2
1 2 2 1

3 2
2

3 4 4 2
2 2 ..

Максимум гамильтониана достигается при достижении максимума 
линейной функции

  g(u) = p2u1 + p4u2

при условии  u u a1
2

2
2+ ≤ max.

Задание 10.4. Решить задачу оптимального управления:
• двухсекторной экономикой с уравнениями движения:

 

d
dt

K t Y K L Y K L K

d
dt

K t Y K

1 11 1 1 1 12 2 2 2 1 1

2 21 1 1

( ) ( , ) ( , ) ,

( ) ( ,

= + −

=

α α β

α LL Y K L K1 22 2 2 2 2 2) ( , ) ;+ −







 α β

• производственными функциями:

 
Y K L a K L

Y K L a K L

a a

a a
1 1 1 01

1 1 1 01

11 12

11 12

( , ) ,

( , ) ;

 

 

=
=

• критерием оптимальности

  J L t L t dt= +∫ ( ( ) ( ) ) .1
2

2
2

0

3

Задачу решить при значениях коэффициентов:

  a01 = 1,002,  a02 = 0,98,  a11 = 0,5382,  a12 = 0,6,  a21 = 0,4518,  a22 = 0,4,

  α β= 





= 





0 1 0

0 1 0 2

0 05

0 2

,

, ,
,

,

,
,

начальном значении капитала

  K1(0) = 3, K2(0) = 1

и выполнении соотношения в конечный момент времени

  K K1 2
23 3( ) ( ).=
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Ответ:
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динамичеСКое программирование

Вариационные методы и принцип максимума позволяют най-
ти оптимальное управление как функцию времени в зависи-

мости от начального состояния системы. Реализовать это управ-
ление можно в виде программы управления. Однако погрешно-
сти в модели системы, ошибки в начальных данных и неточности 
управления приводят к отклонению действительной траектории 
от программной. Решать последовательно задачи оптимального 
управления при отклонениях от расчетных режимов в реальном 
времени  не  представляется  возможным.  Поэтому  используют 
систему  автоматического  регулирования,  устраняющую  эти 
отклонения. Однако если удастся решить задачу методом дина-
мического программирования (дП), то решение будет получено 
для  множества  начальных  данных,  иными  словами —  задача 
синтеза оптимальной системы будет решена. Кроме того, в мето-
де дП естественным образом удается учесть ограничения как на 
фазовые, так и на управляющие переменные.

11.1. динамичеСКое программирование 
в Задаче опТимиЗации фунКций

Рассмотрим  применение  метода  динамического  програм-
мирования (дП) к задаче оптимизации функций. Идея метода, 
предложенного Р. Беллманом, состоит в замене задачи мини-
мизации  функции  многих  переменных  последовательностью 
задач минимизации функции  одной переменной,  что  сущест-
венно  сокращает необходимое для минимизации число ариф-
метических операций.

Задача дП формулируется следующим образом: необходи-
мо найти минимум (максимум) функции

                F x x x f x xn i i
i

n

( , ,..., ) ( , )0 1 1
1

= −
=
∑   (11.1)

Гл
ав

а 
11
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при ограничениях

  x X i ni i∈ =, , .0   (11.2)

Эта  задача имеет  следующую геометрическую интерпретацию. Введем се-
мейство прямых, каждая из которых соответствует переменной xi (рис. 11.1).

Теперь задача минимизации аддитивной функции свелась к поиску ломаной 
кратчайшей длины, соединяющей прямые x0 и x1. Каждая дуга этой ломаной, 
соединяющей некоторые  точки   x xi j, ,   представляет  собой  одно из  слагаемых 
f x xi j( , )    в  сумме  (11.1). Идея метода динамического программирования и бо-
лее общего метода последовательного анализа вариантов состоит в возможности 
минимизировать не всю сумму (11.1) по всем переменным, а только пару слага-
емых из нее по одной переменной. Цена за эту возможность — необходимость ее 
решения n + 1 раз.

другая  интерпретация  метода  динамического  программирования  состоит 
в возможности находить оптимальные решения в задачах минимизации функци-

оналов вида  f u t dt
T

( ( )) ,
0
∫  возникающих в теории оптимального управления. Имен-

но для некоторых таких задач Р. Беллманом и был разработан метод динамичес-
кого программирования. В дискретном варианте интервал интегрирования раз-
бивается  на N  шагов  с  достаточно  малым  интервалом  h  = T/N  и  дискретным 
временем ti = ih, i = 0, 1, ..., N – 1. Величина интеграла может быть представлена 
по формуле трапеций в виде

  f u t dt h f u t f u t F u u
T

i i
i

N

i i
i

N

( ( )) / ( ( ( )) ( ( )) ( , )
0

1
0

1

1
0

2∫ ∑≈ + =+
=

−

+
=

−−

∑
1

,

рис. 11.1
Геометрическая интерпретация задачи динамического программирования
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что  представляет  собой  аддитивную функцию  от  переменных ui,  i  =  0,  1,  ..., 
N – 1.

Рассмотрим  алгоритм,  позволяющий  минимизировать  не  всю  функцию 
(6.1) по всем переменным, а только ее часть по одной переменной.

На первом шаге найдем кратчайшее расстояние от прямой x0 до произволь-
ной точки x1 на прямой x1:

  l x f x x
x X

1
0

1 1 0 1
0 0

( ) min ( , ).=
∈

  (11.3)

На втором шаге найдем кратчайшее расстояние от прямой x0 до произволь-
ной точки x2 на прямой x2:

 
l x f x x f x x

f x

x X x X

x X

2
0

2 1 0 1 2 1 2

2

0 0 1 1

1 1

( ) min ( ( , ) ( , ))

min( (

,
= + =

=
∈ ∈

∈
11 2 1 0 1 2 1 2 1

0
1

0 0 1 1

, ) min ( , )) min( ( , ) ( )).x f x x f x x l x
x X x X

+ = +
∈ ∈

  (11.4)

Разделение операции минимизации на две операции по одной переменной 
является возможным ввиду независимости f2 от x0. В этом случае f2 можно вы-
нести за знак операции минимизации по переменной x0.

для произвольного шага k + 1 получим аналогичным образом

  l x f x x l xk k
x X

k k k k k
k k

0
1 1

0( ) min ( ( , ) ( )).+
∈

+= +   (11.5)

Эта рекуррентная формула вместе с начальным условием (11.3) позволяет 
определить  на  последнем  шаге  расчетов  в  прямом  направлении  кратчайшее 
расстояние  l xn n

0( )   от  начальной  прямой  до  произвольной  точки  на  конечной 
прямой.

далее расчет ведется в обратном направлении. Сначала определим конкрет-
ную точку на прямой xn по условию

  l l x
x X

n n
n n

0
1=

∈
+min ( ( )).   (11.6)

Оптимальное  значение  xn
0  представляет  собой конечную точку оптималь-

ной траектории. далее используем предпоследнюю функцию 

  l x f x x l xn n
x

n n n n n
n

0
1

0
1

0
1

0
1

1

( ) min( ( , ) ( ))− − − −= +
−

и определяем значение  xn−1
0  по этому условию. Продолжая определение подоб-

ным образом, восстановим всю оптимальную траекторию, закончив ее опреде-
лением точки x0

0 .  В некоторых случаях фиксированы начальная и (или) конеч-
ная точки, что соответствует вырождению множеств допустимых стратегий для 
этих переменных в точку.

В качестве примера рассмотрим задачу об оптимальном распределении ре-
сурса. Пусть имеется n инвестиционных проектов и сумма средств для инвести-
ций ξ0. Прибыль от каждого проекта задана функцией  f x i n xi i i( ), , , —=1  вло-
жения в каждый проект. должна быть максимизирована суммарная прибыль 
от всех проектов
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  F x x x f xn i i
i

n

( , ,..., ) ( )1 2
1

=
=
∑   (11.7)

при условии

  xi
i

n

=
=
∑ ξ0
1

.   (11.8)

Разобьем решение задачи на n шагов. На первом шаге выделим деньги пер-
вому предприятию, на втором — второму и т. д. Обозначим через ξk остаток ре-
сурса после k-го распределения, так что

  ξk = ξk–1 – xk,  ξn = 0.  (11.9)

Теперь геометрическая интерпретация задачи состоит в нахождении лома-
ной наибольшей длины, соединяющей точку ξ0 на начальной прямой и точку ξn 
на конечной прямой.

Введем функцию

  F x x x f xk k k n i i
i k

n

( , ,..., ) ( ),+
=

= ∑1   (11.10)

которая представляет  собой прибыль от n  – k  – 1 последних проектов. Опти-
мальное  значение  этой функции  Fk

0,   соответствующее максимальной прибы-
ли, называется функцией Беллмана, так что x0 — оптимальные вложения. для 
последнего шага имеем

  F f xn n
x

n n
n n

0
1

0
( ) max ( ).ξ

ξ
−

≤ ≤
=   (11.11)

Величина  ξn–1 —  остаток  ресурса  после  предпоследнего  распределения — 
нам неизвестна, поэтому прибыль зависит от этой величины. для двух послед-
них проектов на шаге k – 1 имеем

 
F f x f xn n

x x
n n n n

xn n n n
− − − −

≤ ≤
= + =

− − −
1

0
2 1 1

01 1 2

( ) max ( ( ) ( )) max (
,

ξ
ξ 

ff x

f x f x

n n

x
n n

x
n n

n n n n

− −

≤ ≤ ≤ ≤
− −

+

+ =
− − −

1 1

0 0
1 1

1 1 2

( )

max ( )) max ( ( )
ξ ξ

++ −Fn n
0

1( )).ξ
  (11.12)

для произвольного шага k аналогичным образом получим следующее урав-
нение Беллмана:

  F f x Fk k
x

k k k k
k k

0
1

0
1

0

1

( ) max ( ( ) ( )),ξ ξ
ξ

−
≤ ≤ += +

−
  (11.13)

которое вместе  с начальным условием  (11.11) позволяет рекуррентно опреде-
лить  все функции Беллмана. для функции  F1

0
0( )ξ   величина ξ0  известна,  что 

позволяет определить максимальную прибыль и наилучшие вложения в пер-
вый проект x1

0 .  далее, двигаясь в обратном направлении, определим оптималь-
ные вложения во все проекты.

Преимущество применения метода динамического программирования для 
аддитивных функций (11.1) определяется тем, что вместо задачи минимизации 
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функции многих переменных, что требует числа вычислений пропорционально 
кубу размерности задачи, решается n задач минимизации более простой функ-
ции одной переменной. число вычислений в такой задаче растет линейно с рос-
том n. А недостаток состоит в том, что для решения задачи необходимо помнить 
все n функций Беллмана.

Рассмотрим простой численный пример задачи распределения. Имеется сум-
ма средств ξ0 = 100 для инвестиций в три проекта порциями по 20 единиц. Потен-
циальная прибыль от вложений в каждый проект дана в следующей таблице:

x
i

f1(x
i
) f2(x

i
) f3(x

i
)

20 5 4 6

40 8 10 9

60 12 15 14

80 17 18 18

100 20 21 17

Расчеты сведем в основную таблицу:

k = 1 k = 2 k = 3

x1
0 F1

0 x2
0 F2

0 x3
0 F3

0

0 6 0 6 20 6

20 11 20, 40 10 40 9

0 16 40 16 60 14

0, 20 21 60 21 80 18

20 26 40, 60, 80 24 80 18

Примечание. В этой и следующей таблицах максимальные значения прибыли от одного, двух или 
трех проектов выделены курсивом.

Последние два столбца таблицы получены из (11.11) максимизацией функ-
ции f3(x3).

Расчеты  функции  Беллмана  для  следующих шагов  сведены  во  вспомога-
тельную таблицу:

ξk–1 xk ξk
k = 2 k = 1

f2(x2) F3
0

2( )ξ F2(ξ1) f1(x1) F2
0

1( )ξ F1(ξ1)

20
0 20 0 6 6 0 6 6

20 0 4 0 4 5 0 5

40

0 40 0 9 9 0 10 10

20 20 4 6 10 5 6 11

40 0 10 0 10 8 0 12

60

0 60 0 14 14 0 16 16

20 40 4 9 13 5 10 15

40 20 10 6 16 8 6 14

60 0 15 0 15 12 0 12

80

0 80 0 18 18 0 21 21

20 60 4 14 18 5 16 21

40 40 10 9 19 8 10 18

60 20 15 6 21 12 6 18

80 0 18 0 18 17 0 17
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ξk–1 xk ξk
k = 2 k = 1

f2(x2) F3
0

2( )ξ F2(ξ1) f1(x1) F2
0

1( )ξ F1(ξ1)

100

0 100 0 18 18 0 24 24

20 80 4 18 22 5 21 26

40 60 10 14 24 8 16 24

60 40 15 9 24 12 10 22

80 20 18 6 24 17 6 23

100 0 21 0 21 20 0 20

В графе xk k = 1, 2 найдем максимизирующие прибыль значения аргумен-
тов и эти данные занесем в основную таблицу для соответствующего шага. Те-
перь можно определить оптимальные вложения.

Наибольшая прибыль от вложения 100  единиц от  трех проектов  состав-
ляет 26 единиц при вложениях  x1

0 20= .  Остаток средств после первого шага 
ξ1 = ξ0 – x1 = 80, наилучшая прибыль от двух последних проектов составляет 
(см. основную таблицу) 21 единицу при вложениях  x2

0 60= .  Остаток средств 
для последнего проекта  ξ2 3

020 20= =, .x
данный пример подтверждает, что метод динамического программирова-

ния позволяет находить глобальный минимум и решать задачу оптимизации 
для всех рассматриваемых начальных значений состояния объекта в рассмат-
риваемом интервале. Иными словами, решается задача синтеза в терминах за-
дач управления. Программа, в которой реализован пример решения задачи рас-
пределения ресурса, приведена в следующем документе MathCAD (док. 11.1).

П р о д о л ж е н и е   т а б л .

док. 11.1 (начало)
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Таким  образом,  динамическое  программирование  является  эффективным 
способом решения задач оптимального управления. В непрерывном случае оно 
используется сравнительно редко ввиду трудности решения уравнения Беллма-
на в частных производных, осложненных операцией максимизации. В приме-
нении к дискретным многошаговым процессам уравнение Беллмана позволяет 
вместо оптимизации функции по всем переменным оптимизировать по шагам 
функцию  одной  переменной.  Это  требует  меньшего  количества  операций  по 
сравнению с прямой оптимизацией функции, но большей памяти ЭВМ для хра-
нения промежуточных результатов — функций Беллмана.

В  случае  минимизации  функционалов  динамическое  программирование 
основано на принципе Беллмана, который утверждает, что если мы имеем на-
чальную точку x0 и конечную точку xk и если траектория оптимальна, т. е. вы-
полнено условие

  I x t u t F x u dt
x u

T

( ( ), ( )) max ( , ) ,
,

0 0

0

= ∫   (11.14)

то любой участок  траектории  от  t′  до конечной  точки T  тоже является  опти-
мальным:

  I x t u t F x u dt
x u

t

T

0
0 0( ( ), ( )) max ( , ) .

,
=

′
∫   (11.15)

Это означает, что неважно, каким способом система пришла в состояние t′, 
ее дальнейшее поведение полностью определяется этим состоянием. Такие ди-
намические процессы называются марковскими.

док. 11.1 (окончание)
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11.2. диСКреТный принцип беллмана 
для динамичеСКих СиСТем

Рассмотрим дискретный вариант принципа Беллмана (скалярный случай). 
Как  было  показано  выше,  если  мы  имеем  аддитивную  функцию

f x xi i i
x

i

n

( , ) min,+
=

→∑ 1
0

 зависящую от n переменных, то сможем свести ее к n зада-

чам оптимизации от одной переменной.
Применим этот алгоритм для скалярной динамической системы с уравне-

нием движения

 
dx
dt

f x u= ( , ).   (11.16)

Заменив производную конечной разностью, перейдем к дискретной системе

 
x x

h
f x u t kh k Nk k

k k
+ − = = =1 0 1( , ), , , ,..., ,   (11.17)

где N — число разбиений интервала времени от 0 до T с шагом h,  N T
h

= .
Тогда уравнение состояния имеет следующий вид:

  xk+1 = xk + hf(xk, uk),  x0 = x(0).  (11.18)

если величина этого интервала достаточно мала, то критерий оптимальнос-
ти можно вычислить как сумму площадей прямоугольников:

  I f x u dt f x u
T

k k
k

N

= ≈∫ ∑
=

−
( , ) ( , ).

0

0
0

1

  (11.19)

В соответствии с принципом оптимальности расчет ведут от конца траекто-
рии. На последнем интервале от N – 1 до N точки на оси t величина критерия

  I f x u dt hf x u
N h

Nh

N N= ≈
−

− −∫ 0

1

0 1 1( , ) ( , )
( )

должна быть минимальной:

  S x hf x uN N
u U

N N
N

− −
∈

− −=
−

1 1 0 1 1
1

( ) min ( , ).   (11.20)

Рассматривая два последних интервала, получим

min [ ( , ) ( , )] min [ (
,u u

N N N N
u UN N N

h f x u f x u h f x
− − −

− − − −
∈

+ =
1 2 2

0 2 2 0 1 1 0 NN N
u U

N Nu f x u
N

− −
∈

− −+
−

2 2 0 1 1
1

, ) min ( , )].

Последнее слагаемое в этой формуле уже известно из (11.20):

  S x hf x u S xN N
u U

N N N N
N

− −
∈

− − − −= +
−

2 2 0 2 2 1 1
2

( ) min [ ( , ) ( )].



183дИНАМИчеСКОе ПРОГРАММИРОВАНИе

Продолжая по индукции, можно записать общее уравнение Беллмана для 
этого случая:
  S x hf x u S xN k N

u U
N k N k n k N k

N k
− −

∈
− − + + − += +

−
( ) min [ ( , ) ( )],1 0 1 1   (11.21)

которое должно вычисляться итерационно с начальным условием (11.20).
Ниже приведен документ MathCAD с решением уравнения Беллмана для урав-

нения 1-го порядка с нефиксированным положением концов траектории (док. 11.2).

док. 11.2 (начало)
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11.3. динамичеСКое программирование  
в непрерывном Случае

Обобщим данный подход для непрерывного случая:

 
dx
dt

f x u t x x u U= = ∈( , , ), ( ) , .0 0   (11.22)

Критерий эффективности

  I F x u t dt
T

= ∫ ( , , ) .
0

  (11.23)

док. 11.2 (окончание)
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Рассмотрим  случай,  когда  крите-
рий  эффективности  зависит  от  времени 
t.  Возьмем  некоторую  траекторию  x(t) 
(рис. 11.2).

Наилучшее значение критерия

I S x t F x u t dt
u U

t

T
0 0

0

0

= =
∈ ∫( , ) min ( , , ) .

Так как система не автономна, то ве-
личина интеграла зависит от начального 
момента времени. Интеграл вычислен на 
всей траектории — это функция Беллма-
на. В момент времени t

  I F x u dt

t

T

= ∫ ( , , )τ τ

(это часть интеграла от момента времени t до T).
Обозначим минимальное значение этого интеграла

  min ( ( ), ) ( , ).
u U

tJ S x t t S x t
∈

= =

для момента времени t′ имеем:

 

I F x u d

J S x t S x t t t t
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t

t

T

u U
t

′
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∈
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=
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∆ ∆
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∈
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  ≤≤ ≤ ′

∫
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







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F x v u v v dv
t

T

( ( ), ( ), ) ) .

  (11.24)

Первое  слагаемое в квадратной  скобке  зависит от управления u(τ) ∈ U  на 
отрезке t ≤ τ ≤ t′. Второе слагаемое получено в результате минимизации  It′  на 
отрезке t ≤ τ ≤ т. Выбирая разные функции u(t) на отрезке t ≤ τ ≤ t′, получим 
исходящий из точки x(t) пучок траекторий, на каждой из которых система зай-
мет в момент времени t′ некоторое положение x(t′). Выбирая управление u(v) 
так, чтобы обеспечить минимум  It′,  мы определяем дальнейшее развитие этих 
траекторий. Поэтому в последнем выражении по u(τ) минимизируется все вы-
ражение, а не только его первое слагаемое.

Обозначая

  S x t F x v u v v dv
u v U t

T

t v T

( , ) min ( ( ), ( ), ) ,
( )

′ ′ =
∈ ′

′≤ ≤

∫

рис. 11.2
Траектория движения динамической 

системы
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представим (11.24) в виде

  S x t F x u d S x t
u U

t

t

t t

( , ) min ( ( ), ( ), ) ( , )
( )
[ , ]

= + ′ ′







∈

′

∈ ′

∫τ
τ

τ τ τ τ



.   (11.25)

Заметим, что

  ′ = + = + + = + +x x t t x t dx
dt

t o t x t f x t u t t o t( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( )) ( ).∆ ∆ ∆ ∆ ∆1 1

Учитывая  это  и  предполагая  непрерывность  всех  частных  производных 
функции S(x, t) по всем своим аргументам, будем иметь

   

S x t S x t t t t S x t f x t u t t t o t t( , ) ( ( ), ) ( ( ) ( ( ), ( ), ) ( ),′ ′ = + + = + + +∆ ∆ ∆ ∆1 ∆∆
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∂

+ ∂
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∑
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2 ..
  (11.26)

Обозначая  через  〈 〉 = ∂
∂=

∑grad ,
( , )

( , , )S f
S x t

x
f x u t

ii

m

i
1

  скалярное  произведение 

двух векторов, из (11.25) с учетом (11.26) получим

S x t F x u d S x t
u U

t

t

t t

( , ) min ( ( ), ( ), ) ( , ) gr
( )
[ , ]

= + ′ ′ + 〈
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



∆ ∆2  (11.27)

Согласно приведенным выше рассуждениям, функция S(x, t) уже миними-
зирована по u(t) и, следовательно, не зависит от него. Поэтому все члены, зави-
сящие от этой функции, можно вынести за знак минимизации и представить 
в следующем виде:

  − ∂
∂

= + 〈
∈

′

∈ ′

∫S x t
t t

F x u d S
u U

t

t

t t

( , )
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

2 ∆
∆

Переходя  в  этом  уравнении  к  пределу  при  ∆t →  0,  получим  уравнение 
Беллмана для непрерывных неавтономных систем с фиксированным временем 
и свободным правым концом траектории:

  − ∂
∂

= + 〈 〉
∈

S x t
t

F x u S f
u U

( , )
min [ ( ( ), ( ), ) , ].
( )τ

τ τ τ grad   (11.28)

Уравнение Беллмана (11.28) — это уравнение в частных производных 1-го 
порядка, оно должно быть дополнено граничным условием: в конечный момент 
времени функция Беллмана

  S(x(T), T) = 0.  (11.29)

В случае автономной системы правая часть дифференциального уравнения 
и подынтегральная функция от времени явно не зависят. Кроме того, будем рас-
сматривать задачу перевода системы в конечное состояние x(T) = xk за неизвест-
ное время T:
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dx
dt

f x u x x x T x u Uk= = = ∈( , ), ( ) , ( ) , .0 0   (11.30)

Критерий эффективности

  I F x u dt
T

= ∫ ( , ) .
0

  (11.31)

В этом случае функция Беллмана S(x(t)) явно не зависит от времени t и урав-
нение (11.28) записывается в виде

  min[ ( ( ), ( )) grad , ] ,
u U

F x u S f
∈

+ 〈 〉 =τ τ 0   (11.32)

а граничное условие (11.29) — в виде

  S(x1(T), x2(T), ..., xm(T)) = 0.  (11.33)

Уравнение (11.32) является уравнением Беллмана в задаче с закрепленным 
правым концом и фиксированным временем.

частный случай такой задачи — задача о быстродействии. В ней требуется 
найти управление u(t) ∈ U, переводящее систему (11.30) из начального состо-
яния x(0) = x0 в конечное состояние x(T) = xk за минимально возможное время 
T.  Это  время  является функцией  начального  состояния  системы T = T(x1(0), 
T(x2(0), ..., T(xm(0)), а подынтегральная функция в рассмотренной выше зада-
че — F(x, u) = 1. Так как уравнение Беллмана будет решаться в обратном време-
ни, то задача будет иметь решение для произвольных начальных состояний x(t) 
и уравнение (11.24) запишется в виде

  min[ grad , ]
u U

T f
∈

〈 〉 = −1   (11.34)

для неизвестной функции T(x) c граничным условием

  T(xk) = 0.  (11.35)

пример. Рассмотрим задачу быстродействия для системы

 
dx
dt

u x x x x
dx
dt

u x x1
1 1 2 1 1

0 2
2 2 2

00 0= + = = =, ( ) , , ( )   (11.36)

с ограничениями на управление:

  –1 ≤ u1(t) ≤ 1,  –1 ≤ u2(t) ≤ 1.  (11.37)

Систему (11.36) нужно перевести из известного начального состояния в на-
чало координат за минимальное время.

Уравнение Беллмана для этого случая имеет вид
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188 ГЛАВА 11

Выполняя в этом уравнении операцию минимизации, получим

  u T
x

x u T
x1

1
1 2

2
= − ∂

∂






= − ∂
∂







sign , sign .   (11.39)

Подставив (11.39) в уравнение Беллмана, окончательно имеем следующее 
уравнение

 
∂
∂

+ ∂
∂

− ∂
∂

=T
x

x T
x

T
x

x
1

1
2 1

2 1| |   (11.40)

с начальным условием

  T(0, 0) = 0.  (11.41)

* * *
Метод динамического программирования в принципе позволяет найти зада-

чу оптимального управления в форме синтеза, так как управление ищется в за-
висимости от состояния системы. Используя свойство независимости прошлого 
от настоящего для динамических систем, процедуру минимизации функционала 
мы свели к минимизации по управлению дифференциального уравнения в част-
ных производных. Получающееся уравнение представляет собой задачу Коши, 
так как все условия заданы в начальный момент времени. Это уравнение, как 
правило, можно решить только численно, что приводит к дискретному варианту 
динамического программирования. В этом случае управление на каждом шаге 
является кусочно-постоянным и задача минимизации функционала заменяется  
задачей минимизации функции многих переменных. Структура этой функции 
позволяет заменить задачу минимизации функции многих переменных на мно-
гошаговую оптимизацию функции одной переменной, что позволяет существен-
но сократить объем вычислений. Однако для решения задачи до самого конца вы-
числений приходится хранить все функции Беллмана, получающиеся на каждом 
шаге, и только после вычисления этих функций можно найти решение задачи.

КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 11

1.  Какой тип должна иметь минимизируемая функция, чтобы к ней можно 
было применить метод динамического программирования?

2.  В чем преимущества и недостатки метода динамического программирова-
ния для минимизации функций?

3.  Как связаны функция Беллмана и текущее значение критерия?
4.  К  какому  типу  дифференциальных  уравнений  относится  уравнение 

Беллмана?
5.  Каковы начальные условия для уравнения Беллмана?

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 11

Задание 11.1.  Самолет  должен  совершить  набор  высоты  и  скорости  от 
точки А до точки в на этой схеме. На каждом шаге самолет может набирать 
либо  высоту,  либо  скорость.  Затраты  топлива  в  зависимости  от  состояния 
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 самолета для каждого шага даны цифрами на схеме — для набора скорости 
по горизонтали и для набора высоты по вертикали. Определить минималь-
ные затраты топлива для осуществления этого перехода.

Ответ: минимальный расход топлива составляет 120 единиц.
Задание 11.2.  Какова  наибольшая  прибыль  от  вложения  100  единиц 

в три проекта, прибыли в зависимости от вложений в эти проекты представ-
лены в следующей таблице:

Вложения 20 40 60 80 100

Проект 1 3 7 9 11 12

Проект 2 2 8 9 10 13

Проект 3 3 8 9 12 11

Ответ: наибольшая прибыль = 19.
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опТимальные линейные 
управляемые СиСТемы

Свойство линейности управляемых систем позволяет достичь 
существенных  успехов  в  аналитическом  решении  задачи 

управления. Линейная динамическая система с квадратичным 
критерием качества и без ограничений на управление позволя-
ет решить задачу в виде синтеза — регулятора с линейной об-
ратной связью. другие критерии и ограничения на управления 
лишают задачу управления линейности даже при линейной ди-
намической системе. если ограничения и управление зависят 
только от функций управления, то метод моментов позволяет 
избежать трудностей решения краевой двухточечной задачи.

12.1. Задача о регуляТоре СоСТояния

Значительный класс задач оптимального управления зани-
мают  задачи  о  стабилизации  некоторого  состояния  системы. 
В  случае  линейной  системы и  квадратичного  критерия  опти-
мальности такую вариационную задачу удается решить в фор-
ме  синтеза,  т.  е.  нахождения  оптимального  управления  u(x) 
в зависимости от состояния системы.

Рассмотрим нестационарную линейную систему

                      x A t x B t u t= +( ) ( ) ( ),   (12.1)

где x — m-мерный вектор фазовых координат системы — вектор 
состояния системы; u(t) — n-мерный вектор управления; A(t) — 
m×m-матрица; B(t) — m×n-матрица. Требуется выбрать вектор 
управления u(t) так, чтобы минимизировать функционал

    I x T Fx T x t Qx t u t R t u t dtT T T

t

T

1

0

1
2

1
2

= + + ∫( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,   (12.2)

где T —  некоторый фиксированный момент  времени. Целью 
управления  является  удержание  вектора  x(t)  вблизи  нуля, 

Гл
ав

а 
12
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иными словами, задача состоит в регулировании состояния системы. Матрицы 
F, Q(t) являются неотрицательно-определенными m×m-матрицами, а матрица 
R(t) — положительно-определенной n×n-матрицей.

Необходимые условия оптимальности можно получить из принципа макси-
мума. Согласно (10.7) гамильтониан имеет вид

 
H x p u p t x t Qx t u t R t u t

p t A t x t

T T

T

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

= +( ) +

+

0
1
2

1
2

)) ( ) ( ) ( ),+ p t B t u tT
  (12.3)

где p(t) — вектор сопряженных переменных, удовлетворяющий системе урав-
нений:

  p H
x

p t j mj
j

= − ∂
∂

= =, ( ) , , ,..., .0 1 1 2    (12.4)

Значение сопряженной переменной p0(t) = 1 принято положительным, что 
означает необходимость минимизации гамильтониана, так как подынтеграль-
ная функция входит в гамильтониан с обратным знаком.

В соответствии с (12.3) система (12.4) будет иметь вид

  p t Q t x t A t p tT( ) ( ) ( ) ( ) ( ).= − −   (12.5)

Оптимальное управление u(t), доставляющее минимум функционалу (12.2), 
будет удовлетворять векторному уравнению

 
∂
∂

= + =H
u

R t u t B p tT( ) ( ) ( ) .0   (12.6)

Из этого уравнения следует, что оптимальное управление

  u(t) = –R–1(t)BT(t)p(t).  (12.7)

Вторая производная гамильтониана

 
∂
∂

=
2

2

H
u

R t( )

является положительно-определенной матрицей, и управление доставляет кри-
терию минимум. Подставляя (12.7) в уравнение (12.1), получим

  x A t x B t R t B t p A t x S t pT= − = −−( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1   (12.8)

где

  S(t) = B(t)R–1(t)BT(t).  (12.9)

Уравнения  (12.5)  и  (12.7)  образуют  систему  дифференциальных  уравне-
ний:

 




x A t x S t p

p t Q t x t A t p tT

= −
= − −





( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
  (12.10)
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Векторное дифференциальное уравнение  (12.10) определяет оптимальную 
систему, решение которой должно удовлетворять m известным начальным ус-
ловиям:
  x t x tt t( ) ( ).= =

0 0   (12.11)

Недостающие m условий, определяющие единственное решение (12.11), на-
ходятся из условий трансверсальности

  p(T) = Fx(T).  (12.12)

Будем искать p(t) в виде

  p(t) = K(t)x(t),  (12.13)

где K(t) — m×m-матрица, подлежащая определению. Тогда (12.8) примет вид 
следующий вид:

  x A t S t K t x= −( ( ) ( ) ( )) .   (12.14)

Из (12.13) следует, что

  p(T) = K(T)x(T).  (12.15)

Сравнивая (12.15) и (12.12), получим

  K(T) = F(T).  (12.16)

Подставляя (12.13) в уравнения (12.10), получим

      K t x t K t A t x t K t S t K t x t Q t x t A K t xT( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (+ − = − − tt),   (12.17)

или, учитывая (12.9),

  ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) .K t K t A t K t S t K t Q t A K t x tT+ − + − = 0

Это уравнение должно выполнятся при любом x(t), следовательно, матрица 
K должна удовлетворять дифференциальному уравнению:

  K t K t A t A K t K t S t K t Q tT( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).= − − + −   (12.18)

Уравнение  (12.18)  является  нелинейным матричным  дифференциальным 
уравнением Риккати, вместе с условием (12.16) оно определяет матрицу K(t). 
Легко видеть, что матрица K(t) симметрическая. действительно, транспонируя 
(12.18), получим такое же уравнение для  KT,  а на основании симметричнос-
ти матрицы F — такое же начальное условие. В силу единственности решения 
дифференциального уравнения

  KT(t) = K(t).  (12.19)

Решив это дифференциальное уравнение, полностью определим оптималь-
ное управление. Тогда уравнение замкнутой системы будет следующим:

  x A t BR K t B xT= − −( ( ) ( ) ) .1   (12.20)
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Можно доказать, что минимальное значение критерия оптимальности при 
этом будет

  I x T x T x T1
0 1

2
( , ) ( ), ( ) .= 〈 〉   (12.21)

Таким  образом,  применение  принципа  максимума  в  линейной  системе 
позволяет аналитически решить двухточечную краевую задачу и найти опти-
мальное управление в виде обратной связи по состоянию системы x(t) с мини-
мальным значением квадратичного критерия качества. Однако часто встре-
чаются  системы,  у  которых  измеряется  не  вектор  состояния x(t),  а  вектор 
выхода y(t).

12.2. Задача о регуляТоре выхода

В некоторых случаях система измерений не позволяет контролировать век-
тор состояния x(t), выдавая на выходе вектор y(t) = Cx(t), где матрица C харак-
теризует  систему  измерений. если  для  такой  системы  выполняются  условия 
наблюдаемости, то можно решить задачу о стабилизации выхода y(t) в форме 
синтеза.

Рассмотрим нестационарную линейную систему:

 
x A t x B t u t
y C t x

= +
=





( ) ( ) ( ),

( ) ,

  I y T F y T y t Q t y t u t R t u t dtT T T

t

T

2
1
2

1
2

0

= + +∫( ) ( ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ,   (12.22)

где T — некоторый фиксированный момент времени; C(t) — матрица системы 
измерений размера p×m. Целью управления является удержание вектора y(t) 
вблизи нуля, т. е. задача состоит в регулировании выхода системы. Матрицы 
F(t), Q(t) являются неотрицательно-определенными m×m-матрицами, а матри-
ца R(t) — положительно-определенной n×n-матрицей. Поскольку

  y(t)TQ(t)y(t) = x(t)TC(t)TQ(t)C(t)x(t),

  y(T)TFy(t) = x(T)TC(T)TFC(T)x(T),

то функционал (12.22) можно переписать в виде

 

I x T C t FC T x T

x t C t Q t C t x t u t R

T T

T T T

2
1
2

1
2

= +

+ +

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (tt u t dt
t

T

) ( ) . ∫
0

  (12.23)
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Заметим, что поскольку система (12.21) вполне наблюдаема, а F и Q(t) — не-
отрицательно-определенные матрицы, то симметрические матрицы CT(t)FC(t) 
и  CT(t)Q(t)C(t)  также  будут  неотрицательно-определенными.  действительно, 
в силу того, что Q(t) — неотрицательно-определенная матрица, имеет место со-
отношение

  y(t)TQ(t)y(t) ≥ 0, 
  x(t)TC(t)TQ(t)C(t)x(t) ≥ 0,  (12.24) 

  y(t) = C(t)x(t).

если система вполне наблюдаема, то по вектор-функции y(t) на [0, T] мож-
но  единственным  образом  вычислить  начальный  вектор x(t0)  системы  (12.1), 
а  каждый  вектор  x(t0)  определяет  единственную  траекторию  x(t)  системы 
(12.21).  Следовательно,  уравнения  (12.21)  вполне  наблюдаемой  системы  вза-
имно однозначно отображают пространство Y на пространство X. Поэтому из 
условия (12.24) следует, что

  〈y(t),  Q(t)С(t)x(t)〉 ≥ 0.

Таким образом, матрица CT(t)Q(t)C(t) и, аналогично, матрица CT(t)FC(t) яв-
ляются неотрицательно-определенными матрицами.

Имея в виду те же соображения, что и при выводе оптимального управления 
в задаче о регуляторе состояния, получим выражение для оптимального управ-
ления

  u(t) = –R–1(t)BT(t)K(t)x(t).  (12.25)

дифференциальное управление, описывающее закон движения оптималь-
ной системы будет следующим:

  x A t B t R t B t K t xT= − −[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] .1   (12.26)

Минимальное значение функционала будет

  I x T x T C FCx T AT
2

1
2

∗ = 〈 〉( , ) ( ), ( ) .   (12.27)

Входящая  в  выражения  (12.25)  и  (12.27)  и  дифференциальное  уравнение 
(12.26) положительно-определенная, симметрическая матрица K(t) есть реше-
ние уравнения Риккати:

 
K KA t A t K KB t R t B t K C t Q t C t

t t T

T T T= − − + −
∈

−( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

[ , ],

1

0

  (12.28)

удовлетворяющее граничному условию

  K(T) = CT(T)FC(T).

Программа  синтеза  оптимального  регулятора  с  квадратичным критерием 
качества представлена в следующем документе MathCAD (док. 12.1).
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док. 12.1 (начало)
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В данной программе решена задача регулятора состояния для случая откло-
нения от стационарной орбиты на следующие величины:

  x1(0) = 0,3 ⋅ 42 164 км,  x2(0) = 0,9 ⋅ 42 164 км/сут,

  x3(0) = 0 рад/сут,  x4(0) = 0 рад.

док. 12.1 (окончание)
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Сравним  процессы  управления  для  линейной  и  нелинейной  систем,  опи-
сывающих движение космического аппарата в ньютоновском поле тяготения 
(рис. 12.1).

Переход КА с околокруговой орбиты в заданную точку на стационарной ор-
бите показан в полярной системе координат в следующем документе MathCAD 
(док. 12.2).

12.3. меТод моменТов в управлении линейными 
СиСТемами

если критерий оптимальности не квадратичный, то решить задачу управ-
ления в форме синтеза не удается, как правило, даже для линейной системы. 
Однако если критерий зависит только от управления, то в случае линейной сис-
темы можно избежать трудностей решения краевой задачи принципа максиму-
ма с помощью метода моментов.

рис. 12.1
Сравнение управления в линейной и нелинейной системах
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Рассмотрим следующую задачу терминального управления динамической 
системой,  описываемой  системой  обыкновенных  дифференциальных  уравне-
ний:

 
dx
dt

f x u x x x T x

x R u R u U t T

k

m n

= = =

∈ ∈ ∈ ∈

( , ), ( ) , ( ) ,

, , , [ , ].

0

0

0

  (12.29)

Линейность  правой  части  уравнения  (12.29)  по  управлению u  определяет 
многие оптимальные процессы с релейным характером изменения управления. 
Это свойственно, например, для управления космическими аппаратами с реак-
тивными ускорениями в качестве управления.

Линеаризация уравнений (12.29) дает следующую систему линейных диф-
ференциальных уравнений:

 
х Ax Bu x x x T x

x R u R u U t T

k

m n

= + = =
∈ ∈ ∈ ∈

, ( ) , ( ) ,

, , , [ , ].

0

0

0

  (12.30)

док. 12.2
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Мы  будем  рассматривать  решение  следующих  задач  управления:  управ-
ление с минимальной интенсивностью, управление с ограниченной интенсив-
ностью, управление с предельным быстродействием, а также использовать эти 
критерии в различных комбинациях.

Такой выбор критериев эффективности обусловлен тем, что при использова-
нии для решения задачи метода моментов Н. Н. Красовского, критерий эффек-
тивности должен являться функцией управления. Это накладывает определен-
ные ограничения на круг решаемых задач.

Метод  моментов  Н.  Н.  Красовского  является  одним  из  эффективных  ме-
тодов решения терминальной задачи оптимального управления линейной ди-
намической  системой. его  преимущества  связаны  с  тем,  что  решение  задачи 
сводится к минимизации выпуклой функции, размерность которой равна раз-
мерности уравнений движения, в результате чего не возникает необходимость 
решать краевую задачу, как в принципе максимума, или иметь задачу большей 
размерности, как в методах параметрической оптимизации. для решения за-
дачи управления с помощью метода, по существу, требуется лишь знание соб-
ственных функций управляемой системы.

если использовать в проблеме моментов не собственные функции системы, 
а, например, степенные функции gk(t) = tk, k = 1, 2, ..., то управление u(t) будет 
представлять собой сумму степенного ряда

  u t a tk
k

к

( ) .= ∑

Одной из наиболее важных задач теории степенных рядов является нахожде-
ние условий на коэффициенты сходящегося в окрестности нуля степенного ряда

  a z a zk
k

k

( ) ,=
≥
∑

0

которые обеспечивали бы принадлежность его суммы заданному классу, напри-
мер рациональных или алгебраических функций.

Пусть управляемая  система описывается  (12.30),  заданы 0 ≤  t ≤ T, x0, xk, 
выбрана интенсивность χ[u] и определена норма ρ∗[u] функции u(t). Необходи-
мо найти оптимальное управление u0(t), переводящее систему из x0 в xk с мини-
мальной интенсивностью χ[u].

Решение уравнений движения задается формулой Коши:

  x t e x e Bu dAt A t
T

( ) ( ) .( )= + −∫0

0

τ τ τ

Состояние системы в момент времени T:

  x T e x e Bu dAT A T
T

( ) ( ) .( )= + −∫0

0

τ τ τ

Умножим это равенство слева на матрицу e–AT:

  e x T x e Bu dAT A
T

− −− = ∫( ) ( ) .0

0

τ τ τ   (12.31)
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Обозначим через αk, k = 1, 2, ..., m компоненты вектора e–ATx(T) – x0, если 
конечное состояние нулевое, то α = x0. Покомпонентно для одномерного управ-
ления n = 1 уравнение (12.31) можно записать следующим образом:

 

e e

e e

b

b

A A

m
A A

T

m

m

mm

11 1

0

1

1

− −

− −




















∫

τ τ

τ τ

...

...

...

...

 

 

  










=
















 u d

m

( ) ... ,τ τ
α

α

1

или, умножая матрицу на вектор,

 

b e

b e

u d

i
i

n
A

i
i

n

mi
A

T
i

=

−

=

−

∑

∑
∫























=
1

1

1

0

1

τ

τ

τ τ
α

... ( ) .... .

αm

















Обозначая  g t b ek i
i

n

ki
A( ) ,=

=

−∑
1

τ  получим

 

g

g
u d

m

T

m

1

0

1( )

...

( )

( ) ... .

τ

τ
τ τ

α

α

















=
















∫

Теперь для решения двухточечной задачи — перевода системы из заданного 
начального состояния в требуемое конечное — функция u(t) должна удовлетво-
рять m условиям (12.31), т. е. обладать моментами αk, k = 1, 2, ..., m относитель-
но системы функций gk(t), k = 1, 2, ..., m,  которые определяются компонентами 
вектора e–AtB. Обладать конечным числом моментов αk, k = 1, 2, ..., m могут мно-
го функций u(t). Задача будет иметь единственное решение, если среди таких 
функций выбрать функцию с минимальной интенсивностью χ[u].

Задача имеет решение, если существует число

  ρ0[h0(τ)] > 0,

где h0(τ) — минимальная функция.
Тогда интенсивность управления

  χ[u0] = 1/ρ0

и принцип максимума формулируется следующим образом:

  [ ( )] ( ) max [ ( )] ( ) ,h u d h u dT
т

u

T
т

0 0

0

0

0

τ τ τ τ τ τ∫ ∫=

где h0(τ) — решение задачи на условный экстремум:

  min [ ] min ( ) ( ) [
ξ ξ

ρ ρ ξ τ ρ ξ τ ρh g g hi
i

i

m

i
i

i

m

=








 =









 =

= =
∑ ∑
1

0

1

0]] ,= ρ0   (12.32)
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при условии

  ξi i
i

m

x0

1

1= −
=
∑ .   (12.33)

В этом случае оптимальное управление имеет следующий вид:

  u t h t( ) sign( ( )),= ⋅1
0

0

ρ
  (12.34)

  h t g ti i
i

m
0 0

1

( ) ( ).= ⋅
=
∑ξ   (12.35)

Здесь вектор-функции gi(t) являются собственными функциями динамичес-
кой системы и представляют собой столбцы матрицы

  G(t) = e–AtB.

Установлены следующие соответствия между интенсивностями χ[u] и нор-
мой ρ[h]:
•  ограничен модуль ускорения:

  χ τ ρ τ τ
τ

1
0

1

0

[ ] sup | ( )|, [ ] | ( )| ;u u h h d
T

т

= =
≤ ≤

∫

•  ограничен  модуль  ускорения  и  время  работы  двигателей  величиной 

1
λ

= Ta :

 
χ τ λ τ τ

ρ

τ
2

0 0

2

[ ] max sup | ( )|, | ( )| ,

[ ] max |

u u u d

h

T

T

=












=

≤ ≤
∫

∆
hh d( )| ,τ τ

∆
∫

где ∆ — система отрезков на оси [0, T] суммарной длиной ∆.
пример. Рассмотрим задачу перевода космического аппарата с околокруго-

вой орбиты в заданную точку на геостационарной орбите с малой трансверсаль-
ной тягой двигателей КА.

Математическая модель движения КА приведена во втором разделе. При ма-
лых отклонениях от круговой орбиты уравнения движения могут быть линеа-
ризованы с достаточной точностью. В линейной модели матрицы A и B имеют 
следующий вид:

  A B=
−



















=



















0 1 0 0

3 0 2 0

0 2 0 0

0 0 1 0

0

0

1

0

, ,



202 ГЛАВА 12

Фундаментальная матрица решений

  e

t t t
t t t

t t
At =

− −

− −

4 3 2 1 0

3 2 0

6 1 2 4

cos sin ( cos )

sin cos sin

(cos ) sin coss

(sin ) (cos ) sin

.
t

t t t t t
−

− − −

















3 0

6 2 1 4 3 0

  (12.36)

Функции gi(t) являются элементами следующей матрицы:

  e BA− =

−

−
−



















τ

τ
τ

τ
τ τ

2 1

2

4 3

4 3

( cos )

sin

cos

sin

.

Пусть известно начальное и конечное состояния системы:

  x xk = =



















0 0

1

1

2

0

, ( ) .

Тогда система (12.31) будет выглядеть следующим образом:

 

2 1 1

2 1

4 3 2

0

0

0

( cos ) ( ) ,

sin ( ) ,

( cos ) ( )

− =

=

− =

∫

∫

∫

τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

u d

u d

u d

T

T

T

,,

( sin ) ( ) .4 3 0
0

τ τ τ− =



















∫ u d
T

Неизвестная функция u(t)  должна  определяться  из  этой  системы  уравне-
ний. Из всех функций, удовлетворяющих моментным равенствам, нужно най-
ти такую функцию u(t), норма которой была бы минимальна.

для определения оптимального управления нужно найти

  min | ( cos ) sin ( cos ) ( sin )|
ξ

ξ ξ ξ ξ ξ1 2 3 4

0

02 1 2 4 3 4 3− + + − + − =∫ t t t t t dt
T

(( )ξ0

при условии

  ξi i
i

n

x0

1

1= −
=
∑ .
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если ρ0 > 0, то оптимальное управление u(t) определяется по выражению

  u t g t h ti i
i

n
0

0
0

0
0

1

1 1( ) sign ( ) sign( ( )),= =
=
∑ρ

ξ
ρ

где  h t g t a a t a t ai i
i

n

( ) ( ) sin( ),= = + + +
=
∑ξ 1 2 3 4
1

 тогда оптимальное управление явля-

ется переключательной функцией с амплитудой 
1
0ρ
 и знак управления опреде-

ляется знаком функции h0(t).
Сформулированную задачу условной минимизации можно свести к задаче 

условной минимизации, исключив при помощи равенства  ξi i
i

n

x0

1

1= −
=
∑  одну из 

переменных ξ. если, например, xj
0 0≠ ,  тогда мы можем выразить из этого усло-

вия переменную ξj:

  ξ
ξ

j

i i
i j i

n

j

x

x
=

− −
≠ =
∑1 0

1

0

,
.

Подставив полученное выражение в формулу для ρ(ξ), получим задачу на 
безусловную  минимизацию  функции  трех  переменных.  Так,  если  x4

0 0≠ ,   то 

ξ
ξ ξ ξ

4
1 1

0
2 2

0
3 3

0

4
0

1
=

− − − −x x x

x
 и минимизируемая функция имеет следующий вид:

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ
1 2 3, ,

1min ( cos ) sin ( cos )2 1 2 4 3
1

2 3
1 1

0
2 2

0

− − + − −
− − − −

t t t
x x ξξ3 3

0

40

4 3
x

x
t t dt

T

( sin )−∫ .

Программа вычисления оптимального управления в линейной терминаль-
ной задаче методом моментов представлена в документе (док. 12.3).

док. 12.3 (начало)
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* * *
Линейность  объекта  управления  позволяет  существенно  упростить  процесс 

проектирования системы. Линейные системы с квадратичным критерием качес-
тва позволяют решить задачу оптимального управления в виде синтеза — регу-
лятора с обратной связью в виде корректирующего звена с переменными коэффи-
циентами, зависящими от времени. Уравнение Риккати для определения закона 
обратной связи может быть рассчитано заранее и введено в цифровой регулятор. 
для систем с бесконечным временем коэффициенты обратной связи вообще ока-
зываются постоянными и определяются из алгебраического уравнения Риккати.

для систем с фиксированными концами траектории (задачи перевода) при-
ходится решать краевую двухточечную задачу. если критерии оптимальности 
и ограничения на управление заданы в виде некоторых функционалов от управ-
ления, избежать трудностей решения краевой задачи можно с помощью метода 
моментов. В этом случае задача сводится к минимизации выпуклой функции от 
небольшого количества аргументов.

док. 12.3 (окончание)
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КОНтРОЛьНыЕ вОПРОСы К гЛАвЕ 12

1.  Зачем  требуется  положительная  или  неотрицательная  определенность 
матриц в квадратичном критерии?

2.  В прямом или обратном времени следует интегрировать уравнение Риккати?
3.  Во что преобразуется уравнение Риккати для систем с бесконечным време-

нем?
4.  Каковы требования к критерию оптимальности в методе моментов?

ЗАДАНиЯ К гЛАвЕ 12

Задание 12.1. Составить и решить численно уравнение Риккати для ре-
гулятора состояния уравнений

  Ax + Bu,

где  A B=
− −


















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

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
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






,  с начальными условиями отклоне-
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1

0

1
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 и критерием оптимальности

  J x T Fx T x t Qx t u t Rx t dt tT T T
T

= + + ∈∫1
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с матрицами:
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


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

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


= 
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0 2

Ответ:
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Задание 12.2.  Найти  оптимальное  управление  и  переходные  процессы 
в системе (задание 12.1).

Ответ:

Задание 12.3. При прочих равных условиях этой задачи уменьшить в 10 
раз условия, накладываемые на конец траектории. Получить оптимальное 
управление и переходные процессы в системе.

Ответ:

Задание 12.4.  Найти  решение  алгебраического  уравнения  Риккати 
(см. задание 12.1) для системы с бесконечным временем.

Ответ:

  K( )

, , , ,

, , , ,

,
∞ =

− − − −
− − −
−

0 072 0 591 0 396 0 172

1 596 0 237 1 742 0 528

0 419 −− − −
− −



















0 745 0 336 0 013

0 652 0 063 0 478 0 975

, , ,

, , , ,

.
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ЗаКлючение

В данном учебнике мы рассмотрели основные подходы к ре-шению  задач  оптимального  управления  динамическими 
системами.

1. Сведение к задаче параметрической оптимизации. В этом 
подходе неизвестное оптимальное управление представляется 
в виде функции от некоторых параметров, чаще всего в виде на-
бора кусочно-постоянных управлений ui в моменты времени ti, 
i = 1, 2, ..., n, отстоящие друг от друга с шагом h. Тогда рассмат-
ривают дискретную систему с состояниями xi, зависящими че-
рез конечно-разностное уравнение движения от управлений ui. 
Критерий оптимальности будет представлять собой функцию, 
минимум которой необходимо найти, т. е. решить задачу нели-
нейного программирования

min ( , , ) .
,...,u u U

i i i
i

n

n

F u x t h
1 1

∈ =
∑

Несомненным  преимуществом  такого  подхода  является 
принципиальная  возможность  рассматривать  в  его  рамках 
очень широкий класс задач, а очевидным недостатком — высо-
кая размерность задачи при необходимости находить достаточ-
но точное решение, которое может быть получено лишь с ма-
лым шагом дискретизации.

Однако если известна структура управления, например ку-
сочно-постоянная, или краевая задача решается методом при-
стрелки,  то  с помощью методов нелинейного программирова-
ния часто удается определить время переключения управления 
или минимизировать ошибку в краевых условиях до приемле-
мо малой величины.

В рамках параметрической оптимизации также решаются 
задачи  автоматического  регулирования. Такие  системы рабо-
тают неограниченно долго и влиянием ненулевых начальных 
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условий можно пренебречь и рассматривать процессы управления с бесконеч-
ным временем. Операторные методы позволяют свести задачу интегрирования 
дифференциальных  уравнений  к  алгебраическим  преобразованиям  операто-
ров. Преобразование Фурье позволяет произвести частотный анализ и косвенно 
судить о свойствах динамической системы по частотным характеристикам. Од-
нако окончательное суждение о качестве системы регулирования можно соста-
вить по временным характеристикам.

часто для систем регулирования используются устройства с заданным за-
коном управления, и остается лишь определить наилучшие параметры таких 
регуляторов, что и составляет задачу параметрической оптимизации.

2. вариационное исчисление. Здесь необходимо решать двухточечную кра-
евую задачу:

 





x f x u x x

p f x u p T p

H x u p
u

x
k

= =
= − =

∂
∂

=

( , ), ( ) ,

( , ), ( ) ,

( , , )
.

0

0

0

Решение такой задачи является серьезной вычислительной проблемой, ос-
ложненной неустойчивостью прямой или  сопряженной  системы в  одном вре-
менном направлении. Однако иногда из анализа  гамильтониана можно опре-
делить  управление  с  точностью  до  параметров,  что  позволяет  использовать 
первый  подход.  Кроме  того,  без  привлечения  дополнительных  условий  этим 
методом не удается решать задачи с ограничениями на управление и перемен-
ные состояния.

3. принцип максимума. В данном случае условие стационарности гамиль-
тониана заменяется его максимизацией в каждый момент времени. если срав-
нивать  его  с методом параметрической оптимизации,  где нужно было искать 
минимум  по  управлениям  во  все  моменты  времени  с  большой  размерностью 
задачи, то здесь решается задача оптимизации по одной переменной (в случае 
скалярного управления):
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Все проблемы, связанные с решением краевой задачи, в полной мере прису-
щи и этому подходу.

4. динамическое программирование. Общим недостатком, присущим всем 
трем перечисленным выше методам, является определение управления в виде 
программы управления — функции времени u(t), а не в виде функции состояния 
u(t). В первом случае неизбежные отклонения от расчетного режима требуют 
корректировки программы. Невозможность решать задачу в режиме реального 
времени приводит к необходимости строить квазиоптимальные системы, добав-
ляя корректирующие устройства при отклонении от расчетного режима, хотя 
они не требуются во втором случае, так как оптимальное управление известно 
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при всех состояниях x, а не только при расчетных состояниях. Построить такое 
управление позволяет в принципе решение уравнения Беллмана:

  min[ ( ( ), ( )) , ]
u U

F x u S f
∈

+ < > =τ τ grad 0

с граничным условием S(x1(T), x2(T), ..., xm(T)) = 0.
В этом случае приходится решать не краевую задачу, а задачу Коши, что, ес-

тественно, проще, однако решать ее нужно для уравнения в частных производ-
ных под знаком минимизации, что усложняет задачу. дискретный вариант ди-
намического программирования близок к первому подходу, однако он исполь-
зует  специфику  интегральных  критериев —  их  аддитивность.  Это  позволяет 
минимизировать функцию одной переменной — управления в текущий момент 
времени, что объединяет его с принципом максимума. Сравнение гамильтониа-
на и функций Беллмана показывает, что градиент функции Беллмана суть век-
тор сопряженных переменных.

5. метод моментов.  Главное преимущество метода моментов  заключается 
в отсутствии необходимости решения краевой задачи, которая заменена зада-
чей минимизации функции
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Важно  отметить,  что  эта  функция  является  выпуклой  (это  гарантирует 
единственность решения) и имеет сравнительно небольшую размерность, рав-
ную размерности управляемой системы. Однако существенным ограничением 
этого метода является его пригодность только для линейных систем с критери-
ем оптимальности, зависящим от управления.

Вопрос  о  том,  какой метод применить  для  решения  задачи  оптимального 
управления, зависит как от свойств объекта управления (его математической 
модели), от критерия оптимальности и ограничений, так и от предпочтений ис-
следователя.

* * *
В учебнике мы рассмотрели основные вопросы, возникающие при решении 

инженерных задач, возникающих при проектировании систем управления. Пос-
троение математической модели,  расчеты  с  ее использованием и  оптимизация 
исследуемых процессов требуют применения компьютерной техники. Следует по 
возможности использовать аналитические методы, часто даже в ущерб точнос-
ти математической модели и вычислений, однако сложные задачи невозможно 
решить без компьютера. Современные информационные технологии позволяют 
решать даже сложные задачи инженеру, далекому от тонкостей программирова-
ния. Однако без знания вычислительных алгоритмов, их свойств легко можно по-
лучить неверный результат из-за плохой сходимости или ошибок вычислений.
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Вычислительная система MathCAD является одной из наиболее распростра-
ненных вычислительных сред. Простота программирования, возможность сим-
вольных и аналитических вычислений, большой набор встроенных функций, 
легкость графики и анимации делают систему MathCAD незаменимой как для 
первоначального ознакомления с вычислительными средами, так и для профес-
сиональной деятельности.
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приложение

оСновы рабоТы в СиСТеме MathCaD

язык  программирования  в  системе  MathCAD  приближен 
к математическому языку. Работа с системой интуитивно по-
нятна и  для простых  задач напоминает  работу  с  калькулято-
ром, имеющим очень большое количество операций. Операто-
ры  MathCAD  выполняются  немедленно  после  окончания  на-
писания сверху вниз по документу и слева направо, если они 
написаны в  одной  строке. документ MathCAD имеет  следую-
щий вид.

Выпадающие меню «File», «Edit», «View», «Insert», «For-
mat», «Window», «Help» стандартны для оконного интерфей-
са, в меню «Math» можно менять режимы вычислений, меню 
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«Simbolics» содержит операторы для символьных вычислений. Справа на эк-
ране расположены палитры операторов математических вычислений. В первом 
ряду сверху вниз расположены арифметические операторы, интегралы и сум-
мы, операторы построения графиков. Во втором ряду — матричные операторы, 
логические  операторы и  операторы  программирования.  В  последнем  ряду — 
операторы символьных вычислений и греческий алфавит. Подведя курсор к со-
ответствующей кнопке и нажав на нее, можно ввести данный оператор в бланк 
программы на место, помеченное крестиком.

арифмеТичеСКие вычиСления

Простейшие операторы присвоения (<переменная>:=<арифметическое вы-
ражение>) и вывода (<переменная>=<содержимое переменной>) вместе со зна-
ками арифметических операций и элементарными функциями находятся в па-
литре арифметических вычислений. Пример их использования (здесь и далее 
документ MathCAD выделен рамкой):

	 a a: . sin( ) .= ⋅ =2 1 1 1 9833

MathCAD имеет очень богатый набор стандартных функций, доступ к ко-
торым достигается нажатием кнопки f(x),  однако часто требуется написать 
свою функцию, например такую  ff x y e y ffx( , ) : sin( ) ( , ) . .= ⋅− 12 0 335  Слева от опера-
тора  (:=)  должно  стоять  уникальное  имя функции  со  списком формальных 
параметров, разделенных запятой, справа — арифметический оператор, свя-
зывающий эти параметры. Никакие вычисления по этой программе не будут 
производиться, пока не произойдет обращение к ней с фактическими пара-
метрами.

для построения графика функции нужно нажать кнопку декартовых фун-
кций в палитре графики. В шаблоне графика слева нужно вставить имя функ-
ции, внизу — аргумент функции.

Пределы аргументов и значений функции можно изменить прямо на графи-
ке (правый график).
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Переменная  (как  и  функция)  может  содержать  не  только  одно  зна-
чение.  Оператор  цикла  имеет  вид:  <переменная>,..<нижнее  значение 
переменной>,<следующее значение>..<верхнее значение>.

если шаг изменения переменной равен единице, следующее значение мож-
но не указывать. Обратите внимание, что это не две точки, а отдельный опера-
тор в палитре арифметических вычислений. С помощью целочисленных пере-
менных (в данном случае i, j) можно формировать векторы и матрицы:
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Операции с векторами и матрицами можно производить как с обычными пе-
ременными (учитывая их размерности):
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Первый оператор — транспонирование матрицы, второй — умножение мат-
рицы на вектор,  третий — вычисление определителя матрицы, последний — 
длина вектора.

Элементы матрицы представляют собой значения некоторой функции двух 
переменных (ff в данном случае). Построить график такой функции можно, на-
жав кнопку трехмерных графиков и введя в шаблон в нижнем левом углу имя 
матрицы:
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Поместив курсор в поле левого графика и удерживая левую кнопку мыши, 
можно перемещением курсора изменить точку зрения на эту поверхность. Пра-
вый график представляет собой изолинии, т. е. линии равного уровня функции. 
Получить его можно, щелкнув дважды по исходному графику, что обеспечивает 
вызов редактора графики рисунков. В данном случае выбрана опция «Contour 
plot».

Палитра интегрирования и сумм позволяет вычислять определенные интег-
ралы,  суммы, произведения, пределы. Пример  таких  вычислений не  требует 
особых пояснений.

	

tan(( cos( ) sin( )) . : ( , ) . ,x x dx x d
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Символьные вычиСления

Система MathCAD позволяет проводить и символьные вычисления. Опера-
тор присвоения имеет тот же вид, а оператор вывода — стрелка вправо (→). При-
меры символьных вычислений приведены ниже. Неопределенный интеграл вы-

числяется с помощью кнопки  ∫  в палитре интегрирования и суммирования:

	
Интегрирование

 d x dx x∫ ∫ → −sin( ) cos( )

В  первый  шаблон  следует  ввести  подынтегральную  функцию,  во  второй 
шаблон — переменную интегрирования, затем нажать →. Константа интегри-
рования  в  результате  не  присутствует.  Вычисление  определенного  интеграла 
аналогично:
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	 e x dx a a ex
x

a
a− −⋅ → − ⋅ − ⋅( )⋅ +∫ sin( ) cos( ) sin( )1

25
1
2

1
2

Кнопка обратной операции интегрированию — дифференцирования — на-
ходится в той же палитре.

	

Дифференцирование



F a a a e

d
da

F

a( ) : cos( ) sin( )

(

= − ⋅ − ⋅( )⋅ +−1
2

1
2

1
2
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1
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1
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Результат отличается от записи подынтегральной функции, но его можно 
упростить с помощью оператора  symplify → , в шаблон которого следует ввести 
выражение для упрощения:

	
Упрощение

d
da

F a simplify e aa( ) sin( )→ ⋅−

для разложения в ряд Тейлора используют оператор   series, → , в левый 
шаблон вставляют функцию, в правый — точку разложения:

	 − ⋅ − ⋅( )⋅ − + = → ⋅ − ⋅ +1
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2 3cos( ) sin( ) exp( ) ,a a a series a a a
22

4⋅ a .

если уравнение имеет точное решение, можно попытаться найти его с помо-
щью оператора   solve, :→

	
1
2

1
2

1
2

1
2

1
4

− ⋅ − ⋅( )⋅ − +





→ − ⋅cos( ) sin( ) exp( ) ,a a a solve a π

решение уравнений и СиСТем

Большинство уравнений может быть решено лишь численно. для числен-
ного  решения  алгебраических  уравнений  и  в  задачах  оптимизации функций 
используется блок решения, начинающийся словом «Given» — дано. до этого 
ключевого слова должно быть определено начальное значение корня или опти-
мума функции, которое будет уточнено с требуемой точностью в блоке решения. 
для формирования ограничений на аргументы функции можно использовать 
логические операторы. для решения уравнений используются функции:

  Find(x, y ...) и Minerr(x, y ...),

где х, у ... — аргументы функций, составляющих систему уравнений. Первая 
программа  пытается  найти  значения  аргументов  с  нулевой  невязкой  левых 
и правых частей уравнений, вторая — с минимальной квадратичной невязкой.
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Функция Начальное значение Слово Уравнение Решение Аргумент Функциия





f x x x e y Given f y y Find y y f( ) : sin( ) : ( ) . : ( ) .= ⋅ = = = =−2 2 1 0 1 0 572 (( ) .

( ) : ( ) . ( ) .

y

Given f y y Minerr y y f y

=

= = = =

0 1

1 1 727 0 524


В первом случае уравнение решено точно, f(0,572) = 0,1, во втором случае 
найдено значение аргумента, при котором значение функции минимально от-
клонено от 1, т. е. фактически максимальное значение. Однако для задач опти-
мизации имеются функции Minimize(f, x, y, ...) и Maximize(f, x, y, ...), решаю-
щие задачи минимума и максимума соответственно, где f — оптимизируемая 
функция, остальные параметры — аргументы этой функции.

	

Ограничениена аргумент

y Givenf y y y Maximize f y y: ( ) max : ( , ) m= > =1 0 aax .

: ( ) min: ( , ) min .

=
= > = =

1 727

4 0 4 227y Givenf y y y Minimize f y y

Отобразим  результаты  вычислений 
на  графике  нескольких  функций.  для 
этого нужно охватить синим уголком имя 
первой функции  f(z),  ввести  символ <,> 
(запятая)  и  в  следующий  ниже  шаблон 
ввести имя следующей функции f(ymax).

для  решения  систем  уравнений  це-
лесообразно представлять функции и их 
аргументы в виде векторов. Так, для ре-
шения систем линейных алгебраических 
уравнений вида Ax = b исходные данные 
можно представить в виде векторов и мат-
риц. Пример решения такой системы:
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для создания вектора или матрицы нужно нажать кнопку матрицы в левом 
окне, затем в появившемся правом окне выбрать число строк и столбцов и на-
жать «ОК».

Такую же  структуру  исходных  данных  можно  применить  и  для  решения 
систем нелинейных уравнений. Пусть нужно найти корни следующей системы:

 
x x

e xx

1
2

2
2

1

1 0

02

+ − =
+ =



 −

,

.

Программа для решения такой задачи может иметь следующий вид.

	

F x
x x

e x
x Given F x x Fi

x
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+







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2

1
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0
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0
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1
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x F x
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.
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.

.
=

−
−


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
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×
×





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0 4

0 917

7 292 10

1 238 10

7
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программирование

Рассмотренные ранее программируемые пользователем функции позволя-
ют реализовать алгоритм вычисления функции лишь одним оператором. В бо-
лее сложных случаях необходимо использовать операторы программирования 
из палитры программирования. Составление программы начинается с нажатия 
кнопки «Add line» — «добавить линию», после чего в шаблоны можно встав-
лять операторы программирования. Реализуем поэтапно программу вычисле-
ния функции Хевисайда — единичный скачок в точке а:

В этом примере вначале набрано имя функции с двумя формальными пара-
метрами, оператор присвоения и нажата кнопка «Add  line». На втором этапе 
в первый шаблон вставлен оператор «if» — «если». На следующем этапе в шаб-
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лоны оператора «if» вставлено значение единичной функции при x ≥ a. Затем 
была нажата кнопка «otherwise» — «иначе», и в шаблон этого оператора встав-
лено нулевое значение функции. Обращение к функции с фактическими пара-
метрами дает требуемые значения функции.

В более сложных программах необходимо выполнять операции присвоения. 
Оператор присвоения имеет вид стрелки, направленной влево:  ← .  Рассмотрим 
пример использования оператора цикла «for» — «для».

	 f m n

s

for f m n

s

for i m nf m n

s

for i m
2

0

2

0

2

0

( , ) : ( , ) : .. ( , ) :=
←

∈
←

∈ =

←
∈

 

 

...
( , )

n

s s i

s

f
← +

=
2

2 3 10 380

На первом этапе обнуляем переменную суммирования s и вводим во вторую 
строку  программы  оператор  «for»,  получая  в  результате  и  третью  строку — 
шаблон для тела цикла. далее вставляем в шаблоны для оператора цикла имя 
циклической переменной и пределы ее изменения. На следующем этапе встав-
ляем оператор тела цикла, осуществляющий суммирование квадратов целых 
чисел и, добавляя еще одну строку нажатием «Add line», в последнюю строку 
программы вводим имя переменной s как результат выполнения программы — 
суммы квадратов всех целых чисел от m до n.

Оператор «while» — «пока» используется для прерывания цикла при выпол-
нении некоторых условий. Следующая программа иллюстрирует метод простой 
итерации для решения уравнения f(x) = 0 по итерационной формуле

  xx+1 = xk + τf(xk), x0 = x0,

где τ — итерационный параметр, x0 — начальное значение корня уравнения. 
Вычисления продолжаются до тех пор, пока не выполнится условие нахожде-
ния корня с заданной точностью по функции f(x) ≤ ε.

	
f x f

a x g x e x

while f a f g

x

3

0 2

3 1 0 0
( , , , ) :

( ) : sin( ) .

| ( )| ( , .
ε τ
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← = ⋅ −
>

−
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=
← + ⋅

= × −

a a f a

a g

τ

инТегрирование дифференциальных уравнений

Обыкновенные дифференциальные уравнения вида dx/dt = f(x, t) с началь-
ным условием x(0) = x0 в общем виде могут быть проинтегрированы лишь чис-
ленно. для решения этой задачи можно применить как функции MathCAD, так 
и методы численного интегрирования, реализованные в своей программе. Один 
из  наиболее  простых  методов  —  метод  Эйлера,  реализующий  итерационную 
формулу:

  xk+1 = xk + f(xk, tk)h, x0 = x0,
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где tk = kh, k = 0, 1, ...; h — шаг интегрирования; xk = x(tk). Например, дифферен-
циальное уравнение  d x dt dx dt x t2 2 2/ / ,+ + =  x(0) = 1, d/dtx(0) = 2 сначала нужно 
преобразовать к нормальному виду — системе уравнений 1-го порядка, разрешен-
ной относительно первых производных. Это можно сделать, введя новые перемен-
ные x1 = x, x2 = dx1/dt. В новых переменных это уравнение будет следующим:

  d dt
x

x

x

t x x
/ 1

2

2

1
2

2









 =

− −










с начальным условием
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x
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2
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0

1

2
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( )
.









 =











Приведем программу, реализующую схему Эйлера для такого уравнения на 
интервале (0, 1] с шагом h = 0, 1.

Схема Эйлера имеет невысокий (1-й) порядок точности, ошибки в решении 
уравнения  пропорциональны  шагу  интегрирования  h.  Интегрирование  это-
го уравнения можно осуществить и с помощью программы MathCAD методом 
Рунге — Кутта, имеющей 4-й порядок точности (ошибки пропорциональны h4), 
но и требующий вычислений правой части уравнения в 4 раза больше.

Сравнивая полученное разными методами решение, можно сделать вывод 
о том, что численные методы обладают погрешностью метода, и для их коррек-
тного использования необходимо знание свойств конкретного метода и анализ 
возможных ошибок его использования.
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