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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Моим школьным учителям 

и университетским преподавателям 

Каждый человек в жизни сталкивается с необходимостью 

принятия важных и не очень важных решений. Но не всякий 

задумывается, как сделать свой индивидуальный выбор наилуч

шим образом, получить наибольшую пользу и уменьшить воз

можные негативные последствия от реализованного решения. 

В современных условиях резко повысилась цена, которую 

приходится платить оБIЦеству за недостаточно обоснованные 

экономические или социальные решения. Одновременно увели

чилась и мера ответственности руководителей, принимаюIЦИХ 

решение. Как никогда ранее, усилилась взаимная зависимость 
всех лиц, участвуюIЦИХ в подготовке и принятии решения. Каж

дый руководитель, решая конкретные вопросы на своем уровне 

управления, должен увязывать интересы разных сторон, учиты

вать сложившиеся связи и последствия их нарушения. 

ВозрастаЮIЦие требования к качеству управления в разных 

сферах человеческой деятельности диктуют необходимость вы

полнения специальной аналитической работы при формирова

нии и принятии решения. Современный руководитель должен 

принимать решение не интуитивно, а используя соответствую

IЦий инструментарий для поиска лучшего варианта и обоснова

ния сделанного выбора. 

Для подготовки решения привлекаются специалисты-экспер

ты, консультанты, системные аналитики, а в сложных и уни

кальных ситуациях выбора их участие обязательно. Основная 

задача экспертов состоит в разработке альтернативных вариан

тов, выявлении достоинств и недостатков каждого из них, оцен

ке последствий выбора того или иного варианта. Для эффектив

ного выполнения своих функций эти специалисты должны обла
дать знаниями о СУIЦествуюIЦИХ методах и средствах поддержки 

принятия решений, а также умением применять такой инстру

ментарий на практике. 

Теория принятия решений - комплексная научная дисципли

на, направленная на разработку методов и средств, помогаюIЦИХ 

одному или нескольким лицам сделать обоснованный выбор наи-
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лучшего из имеющихся вариантов. В учебнике с единой точки 

зрения изложены основные методологические подходы, сложив

шиеся в теории выбора и принятия решений. Рассмотрен поня

тийный аппарат теории принятия решений. Представлены наи

более важные методы оптимального и рационального индиви

дуального выбора, коллективного принятия решений в различ

ных условиях. Приведено много примеров, близких к практиче
ским задачам принятия решений, которые иллюстрируют и по

ясняют теоретические положения. Автор сознательно стремил

ся уделять больше внимания содержательным аспектам, избегая 

детализации математического аппарата, строгих формулировок 

и доказательств теорем, которые можно найти в литературе. 

Книга состоит из четырех частей и приложения. 

В части I приведены основные понятия теории принятия ре
шений, даны формулировка задачи принятия решения и их клас

сификация, раскрыто понятие предпочтения лица, принимаю

щего решение, рассмотрены способы оценки, сравнения и выбо

ра вариантов. 

Часть 11 посвящена задачам и методам оптимального инди
видуального выбора в условиях определенности, неопределенно

сти и нечеткости. Рассмотрены методы решения задач с одним и 

многими критериями оптимальности, человеко-машинные ите

ративные методы многокритериальной оптимизации. Изложены 

методы многоэтапного оптимального выбора и динамического 

управления при полной, неполной и нечеткой информации. 

В части II! рассмотрены основные группы методов раци
онального индивидуального выбора, включающие эвристиче

ские методы, методы теории полезности, методы аналитической 

иерархии и ограниченной пороговой предпочтительности, мето

ды вербального анализа решений и теории функций выбора. 

Часть IV содержит описание различных подходов к реше
нию задач коллективного выбора, основанных на механизмах и 
процедурах голосования, аксиоматических правилах агрегиро

вания предпочтений, многокритериальных методах оптималь

ного и рационального группового выбора. 

В приложении приведены вспомогательные данные для зада
чи группового многокритериального выбора. 

В учебнике принята единая нумерация разделов, примеров, 

формул, рисунков, таблиц, состоящая из двух цифр, первая из 
которых соответствует номеру главы, вторая - порядковому но

меру раздела, примера, формулы, рисунка, таблицы. Окончание 
примера отмечено знаком 8. 
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В основу учебника положены курсы лекций, которые автор 

читал в течение многих лет студентам ~OCKOBCKOГO государ

ственного университета им. ~. В. Ломоносова, Московского го
сударственного технического университета им. Н. э. Баумана, 
Московского физико-технического института (Государственного 
университета), ~еждународного университета, Нового гумани
тарного университета Наталии Нестеровой. 

Слова самого глубокого уважения и признательности автор 

адРесует и. А. Квасникову, одному из лучших преподавателей 
Московского государственного университета им. ~. В. Ломоно

сова, которого автор считает своим наставником и другом, чья 

научная эрудиция, педагогическое мастерство и широта интере

сов всегда служили образцом для подражания. 

Автор выражает искреннюю благодарность рецензентам кни

ги - доктору технических наук, заведующему кафедрой Го

сударственного университета - Высшей школы экономики 

Ф. Т. Алескерову, доктору физико-математических наук, про

фессору Санкт-Петербургского государственного университета 

В. Д. Ногину, а также своему коллеге по работе в Институ

те системного анализа РАН ~. ю. Стернину, которые взяли 
на себя нелегкий труд ознакомиться с рукописью и высказа

ли много ценных советов и конструктивных замечаний, способ

ствовавших устранению неточностей и улучшению содержания 

книги. Автор благодарен доктору физико-математических наук 

А. В. Лотову, профессору ~OCKOBCKOГO государственного универ

ситета им. ~. В. Ломоносова, предоставившему конспект своих 

лекций по многокритериальной оптимизации. 

Особая признательность моим коллегам В. и. Вишневской, 

Л. С. Гнеденко, В. В. Кузнецовой, Н. В. ~орозовой, Г. В. Ройзен

зону, А. В. Рябовой, з. Ф. Филипенковой за помощь в подготовке 

рукописи к изданию, а также B.~. Афанасьеву, E.~. Фуремс, 
Г. и. Шепелеву, моим близким и друзьям за многолетнюю под

держку работы над книгой. 

Необходимость выбора развивает человека, обостряет его 

творческие способности, усиливает ответственность за сделан

ный выбор. С повышением культуры принятия решений отдель
ными людьми будут возрастать и общий уровень культуры обще

ства, и его способности предвидеть кризисы в своем развитии, и 

его возможности преодолевать их. Вместе с тем, по мнению ав
тора, нельзя научить человека принимать правильные решения. 

Этому можно только научиться. 



ЧАСТЬ I 

ПРЕДМЕТ ТЕОРИИ 

ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 

ГЛАВА 1 

ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 

1.1. Решение и выбор 

Слово «решенuе~ имеет в русском языке несколько значений, 
которые для наших целей важно различать. Во-первых, под ре

шением понимается совокупность рассматриваемых возможно

стей, которые тем или иным образом выделены человеком, де

лающим выбор. Во-вторых, решение представляет собой про

цесс поиска наиболее предпочтительных вариантов, включаю
щий в себя обдумывание, изучение какого-либо вопроса или за
дачи, нахождение правильного ответа. В-третьих, решением яв

ляется и сам полученный в ходе поиска ответ, например один 

или несколько выбранных вариантов, результат анализа неко

торой проблемы или математической задачи. Наконец, решени

ями называют указы, постановления, распоряжения, приказы, 

акты органов законодательной и исполнительной власти, судеб

ные и иные решения. В других языках для этих понятий ис

пользуются разные слова. Например, в английском языке в пер

вом случае говорят alternative, decision, во втором - solving, 
choice, в третьем - solution, resolution, в четвертом - decree, 
order. 

Прuняmuе решенuи в профессиональном отношении пред
ставляет собой особый вид человеческой деятельности, который 

состоит в обоснованном выборе наилучшего в некотором смыс

ле варианта или нескольких предпочтительных вариантов из 

имеющихся возможных. По-английски этот термин звучит, как 

decision making, т. е. буквально означает «делание» или созда

ние решения, что более адекватно смыслу этого словосочетания. 
Здесь слово «решение~ соответствует своему первому и третье
му значениям. 

Задачи принят ия решений часто отождествляются с задача

ми выбора, являющимися одними из самых распространенных 
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задач, с которыми человек сталкивается в своей деятельности. 

В повседневной жизни нам постоянно приходится делать выбор 

того или иного товара, покупаемого в магазине, блюда, зака

зываемого в кафе или ресторане, маршрута поездки или вида 
транспорта и т. п. В силу повторяемости, стереотипности ситуа

ций выбора человек принимает решение, почти не задумываясь, 

часто интуитивно или по аналогии. Лучший вариант обычно на

ходится без какого-то особого анализа. 
В более сложных и соответственно более редких, уникальных 

ситуациях, например при выборе места отдыха, учебы или ра

боты, покупке квартиры или дорогостоящей вещи (автомобиля, 
мебели и т. д.), голосовании за того или иного кандидата или 
партию, человек более тщательно подходит к своему выбору. 
Прежде чем принять решение, он старается детально рассмот

реть, оценить и сопоставить различные варианты, учесть разные 

точки зрения. 

Еще более сложные задачи выбора возникают в професси
ональной деятельности каждого руководителя, ученого, кон

структора, врача, экономиста, финансиста, бизнесмена, воена

чальника. Этот список профессий нетрудно продолжить. При 

принятии политических, экономических, производственных, во

енных решений требуется учитывать различные и зачастую не 

совпадающие интересы действующих сторон, нужно отыскивать 

и анализировать разнообразную информацию. Для сравнения 

различных вариантов действий приходится проводить всесто

ронний, иногда достаточно сложный анализ проблемной ситуа

ции, разрабатывать для этого специальные модели, привлекать 
к выработке вариантов решения специалистов, экспертов, кон

сультантов, аналитиков, использовать средства вычислительной 

техники, строить компьютерные системы подцержки принятия 

решений. 

Сходного рода проблемы возникают у людей, занятых управ
лением сложными техническими объектами (энергетическими 
системами и установками, самолетами, кораблями и т. п.). Но 
здесь ситуации осложняются еще и тем, что решение требуется 

принять оперативно, в реальном масштабе времени, практиче
ски не имея возможности для детального анализа всех альтерна

тивных вариантов и возникающих последствий их реализации. 

Без преувеличения можно сказать, что необходимость обос
нования выбора присутствует во всех сферах человеческой де

ятельности. Обоснованный выбор особенно важен в управлении 
организационными и техническими системами. 

7 



В ситуациях принятия сложных решений всегда существу

ет недостаток информации. Часть нужной информации неред
ко отсутствует, а имеющаяся информация может быть проти
воречивой. Опытный руководитель или специалист покрывает 
неполноту информации своими знаниями, умением и интуици
ей. Принятие верных решений в сложных ситуациях является 

своего рода искусством, которым владеют немногие. 

Однако одного искусства в принятии решений в современ
ных условиях мало. Возросла динамичность жизни; сократил

ся период времени, в течение которого принятые ранее решения 

остаются верными; повысилась сложность вариантов принимае

мых решений, их взаимозависимость и взаимосвязь; существен

но увеличились возможные риски и неопределенность послед

ствий, масштабы и размеры потерь в случае принятия недоста

точно обоснованных решений. Как следствие, существенно воз

росла ответственность человека за принятие наилучшего, «са

мого правильного» решения, увеличились трудности, связанные 

с его нахождением, преодолеть которые невозможно без исполь
зования всего арсенала средств, накопленных современной тео

рией принят ия решений. 

1.2. Теория принятия решений 

Изучением того, как человек принимает решения, и созда

нием методов выбора занимаются многие научные дисциплины, 

которые возникли и исторически развивались независимо друг 

от друга. К ним относятся теория принятия решений, систем

ный анализ, исследование операций, теория статистических ре

шений, теория игр, теория оптимального управления, экономи

ческая кибернетика, теория организаций, информатика, искус

ственный интеллект, когнитивная психология, теория поведения 

и др. Эти дисциплины с разных точек зрения анализируют меха

низмы, процессы и правила выбора применительно к объектам 
различной природы и в различных условиях их существования. 

Все вместе они образуют многодисциплинарную науку, помога

ющую человеку сделать обоснованный выбор. 
Теория nрu'НЯmия решенuи как самостоятельное научное на

правление стала складываться в середине хх в. в рамках мето

дологии системного анализа, хотя самые первые работы по ис
следованию голосования как способа коллективного выбора по

явились еще в конце ХУН в. Основное назначение теории при
нятия решений состоит в разработке методов и средств, позво-
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ляющих одному человеку или группе лиц сформулировать мно

жество возможных вариантов решения проблемы, сравнить их 
между собой, найти среди них лучшие или допустимые вариан

ты, которые удовлетворяют тем или иным требованиям (ограни
чениям), и при необходимости объяснить сделанный выбор. 

Теория принятия решений может оказать существенную по

мощь в анализе и решении сложных проблем, но лишь тогда, 

когда ее методологические и математические средства приме

няются «правильно», соответственно их возможностям, не пре

увеличивая и не умаляя их роли в процессе нахождения реше

ния. Поэтому теорию принятия решений правильнее было бы 

назвать теорией поиска и обоснованного выбора наиболее пред

почтительных для человека вариантов решения проблемы. 

Существуют две противоположные точки зрения на роль 

формальных методов при решении практических проблем выбо

ра. Люди, профессионально не владеющие математическими ме

тодами, нередко считают, что любая проблема может быть фор

мально переведена на язык математики и потом решена ее сред

ствами. Другие полностью отвергают такие возможности. Дей

ствительность же гораздо сложнее этих крайних утверждений. 

Любые ситуации, требующие принятия решения, содержат, 

как правило, большое число неопределенных факторов, которые 

оказывают влияние как на формальную постановку задачи, так 

и на средства ее решения. Эти неопределенные факторы можно 
в самом общем виде разбить на три группы. 

Прежде всего это так называемая 1tеоnреде.лен:носmъ nрuро
дЪt, т. е. факторы людям попросту неизвестные или от них не за
висящие. Затем - 1tеоnреде.ле1t1tосmъ 'Ч,е.лове1Са, который может 

вести себя непоследовательно, противоречиво, допускать ошиб
ки, зависеть от других лиц (партнеров, противников и т. д.), чьи 
действия он не может полностью учесть или предвидеть. И на

конец, 1tеоnреде.ле1t1tосmъ 'Це.леЙ, которые могут различаться и не 
совпадать друг с ·другом. Например, авиаконструкторы, проек
тируя самолет, должны учитывать его целевое назначение, за

данные показатели скорости, грузоподъемности и дальности по

лета, условия безопасности и комфортности для экипажа и пас
сажиров, факторы экономичности и технологичности производ

ства и эксплуатации самолета, экологические требования и мно

гие другие обстоятельства. 

Ясно, что полностью свести подобные задачи с неопреде
ленностью к корректно поставленным математическим задачам 

нельзя в принципе. Чтобы сделать возможным их решение, надо 
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как-то ограничить, уменьшить или, как говорят, «снять. неопре

деленность. Для этого проводится содержательный анализ про

блемной ситуации, делаются какие-либо предположения и вво
дятся упрощения в постановку задачи. И именно средства, вхо

дящие в состав тех или иных методов принятия решений, очень 

часто позволяют получить дополнительную информацию, нуж
ную для формализации реальной проблемной ситуации и приве

дения ее к виду, пригодному для использования математических 

методов и получения приемлемого результата. 

Говоря о практической при мени мости методов принятия ре

шений, следует особенно подчеркнуть, что должны существо

вать как объективные внешние обстоятельства, так и субъектив

ные внутренние условия, которые побуждали бы человека - ру

ководителя, ответственного за решение стоящей проблемы, спе

циалиста, аналитика - искать лучшие варианты ее решения. Без 

такой потребности спрос на научно обоснованные методы выбо

ра будет невелик. 

1.3. Участники процесса решения 

Принятие решений, как уже отмечалось, есть особый вид 

человеческой деятельности, направленный на нахождение наи

лучших из возможных вариантов. Конечный результат реше

ния проблемы определяется многими участниками, имеющими 

различные функции. Главное место принадлежит человеку или 

группе людей, которые фактически осуществляют выбор пред

почтительного решения. В теории принятия решений такого че

ловека или группу таких людей называют лuцом, nрuнuмаю

ЩUМ решенuе (лпр), или действующuм лuцом, по-английски
decision maker (DM), actor. Обычно в роли лпр выступает ру
ководитель или группа компетентных в своей области специали

стов, обладающих соответствующими знаниями и опытом дея

тельности, наделенных необходимыми полномочиями для при

нятия решения и несущих ответственность за реализацию при

нятого решения. 

Иногда целесообразно специально выделить владельца nро
бле.м:ы (ВП) - человека или группу лиц, имеющих основания и 
мотивы для постановки проблемы, осознающих необходимость 
ее решения, инициирующих тем или иным образом принятие и 

выполнение нужного решения. 

В ряде случаев ВП и лпр могут быть одним и тем же чело
веком, но могут быть и разными людьми. 

10 



Важную роль в процессе принятия решений, особенно тех из 

них, которые затрагивают политические, социальные, экономи

ческие и другие интересы различных общественных институтов, 

социальных групп, крупных организаций, играют так называе

мые а1Сmивн:ые гpynnъt (АГ). Эти группы объединяют людей, ко
торые имеют общие интересы по отношению к проблеме, требу

ющей решения, и стремятся оказать влияние на процесс выбора 

с тем, чтобы добиться нужного им результата. Активные груп
пы - окружение, в котором протекает процесс решения пробле

мы и действует ЛПР. Обычно владелец проблемы принадлежит 
к одной из основных активных групп. Очевидно, что интересы 
разных активных групп могут как совпадать, так и отличаться 

друг от друга, а также от интересов и ЛПР, и владельца про

блемы. 

В сложных ситуациях выбора на разных этапах процесса под

готовки и принятия решения могут привлекаться Э1Ссnерmъt (Э) 
и 1Сонсулъmанmъt по nрu'НЯmuю решенuй (К). Эксперты (от лат. 
expertus - опытный) - компетентные специалисты, профессио
нально разбирающиеся в решаемой проблеме, обладающие необ

ходимой информацией о проблеме и отдельных ее аспектах, но 

не несущие ответственности за принятое решение и его реали

зацию. Консультанты по принятию решений оказывают помощь 

ЛПР и владельцу проблемы в организации процесса ее решения, 
в правильной постановке задачи принятия решения, обеспечива

ют сбор необходимой информации, разрабатывают модель про

блемы, процедуры и методы принятия решения. 

Те или иные участники имеют определяющее значение на 
разных этапах жизненного цикла процесса решения проблемы. 

1.4. Процесс принятия решения 

Теория принятия решений применима к объектам различной 

природы и в различных условиях их существования. Вместе с 

тем процессы принятия решений в разных сферах человеческой 

деятельности имеют много общего. 

Формальные методы принятия решения могут оказаться по
лезными в следующих случаях: 

• существует некоторая проблема или проблемная ситуация, 
требующая своего разрешения. Нередко желаемый результат 
отождествляется с одной или несколькими целями, которые 

должны быть достигнуты при разрешении проблемной ситуа
ции; 
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• имеется несколько вариантов решения проблемы, способов 
достижения цели, действий, объектов, среди которых произво

дится выбор. Эти варианты в теории принятия решений обычно 

называют а.л:ьmер'НаmU6а.мu. Если существуe't одна возможность 

и выбор отсутствует, то нет и задачи принятия решения; 

• присутствуют факторы, накладывающие определенные 
ограничения на возможные пути решения проблемы, достиже

ния цели. Эти факторы определяются контекстом решаемой 

проблемы и могут иметь различную природу: физическую, тех

ническую, экономическую, социальную, персональную и иную; 

• имеется человек или группа лиц, которые заинтересованы в 
разрешении проблемы, имеют полномочия для выбора того или 

иного варианта решения и несут ответственность за выполнение 

принятого решения. 

Приведем типовую схему процесса принятия решения, уста

навливающую набор и последовательность этапов при принятии 

решения, и обозначим основных действующих лиц этого процес
са и их роли. Жизненный цикл решения проблемы состоит из 

нескольких стадий (рис. 1.1) и представляет собой многоэтап
ную итеративную процедуру. 

Необходимость принятия решения возникает при появлении 

проблемной ситуации (этап О). В этом случае проводится 6'blЯ6-
ле'Нuе nробле.м:ы (этапы 1-3), т. е. дается содержательное опи
сание проблемы, определяется желательный результат ее разре
шения, оцениваются имеющиеся ограничения. 

На следующей стадии осуществляется nосmа'НО6'/Са задшчu 

принятия решения (этапы 4 - 7). для этого требуется опреде
лить совокупность возможных вариантов решения (альтерна
тив). в зависимости от рассматриваемой проблемы число воз
можных вариантов решения может составлять и несколько еди

ниц и достигать десятков, сотен и даже тысяч. Теоретически 
число рассматриваемых вариантов может быть и бесконечным. 

Чтобы полностью описать все возможные варианты реше

ния, обычно приходится собирать и анализировать различную 

информацию, относящуюся к проблеме и альтернативным спо

собам ее решения. Отсутствие или невозможность получения 
нужных сведений может сделать проблему неразрешимоЙ. В та

ких случаях приходится возвращаться к исходной постановке 

проблемы и изменять ее описание. Подобная необходимость мо

жет возникать и на всех предыдущих этапах процесса решения. 

В сложных ситуациях выбора может потребоваться также раз
работка специальной модели проблемной ситуации (обычно ма-
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этапы решения проблемы 

Возникновение проблемной ситуации 

Выявление проблемы 

Содержательное описание проблемы 

За,цание желательного результата решения 

Определение ограничений 

Постановка задачи 

Определение возможных вариантов решения 

Сбор и анализ информации 

Разработка модели проблемной ситуации 

Формулировка за,цачи принятия решения 

Поиск решения 

Выбор/разработка метода решения за,цачи 

Оценка и анализ вариантов решения 

Выбор наиболее предпочтительного варианта 

Изменение формулировки проблемы 

Исполнение решения 

Реализация и контроль принятого решения 

Оценка результата решения проблемы 

1 

• ш 
• ш 
] 
ш 
• ш 
• ш 
• ш 
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ш 
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Участники 

ВП,АГ 

ВП,ЛПР,к 

ЛПР,ВП 

ЛПР,К,Э 

ЛПР,К,Э 
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ЛПР,К,Э 

ЛПР 

ЛПР,ВП,К 

ВП, ЛПР, АГ 

ВП, АГ, Э 

Рис. 1.1. Жизненный цикл решения проблемы 

тематической), с тем чтобы получить с ее помощью упрощенное 
модельное решение проблемы. 

Вторая стадия завершается формулировкой задачи принятия 

решения (более подробно она будет рассмотрена в следующем 
разделе). Следует отметить, что детальное содержательное опи-
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сание разрешаемой проблемы уже на первом этапе во многом 

определяет возможные подходы к ее решению и может сразу 

привести к постановке задачи принятия решения, минуя все или 

многие из последующих этапов. 

Сформулировав задачу принятия решений, переходят к nо

UC'ICY реше'Н,u.я (этапы 8-10). Эта стадия включает в себя, во
первых, подбор некоторого метода решения задачи из уже из

вестных или разработку нового метода; во-вторых, собственно 

сам процесс решения, состоящий в оценке и анализе различных 

вариантов решения и выборе среди них наиболее предпочти

тельного. В ряде задач получение окончательного результата не 

представляет больших трудностей. Однако чаще это достаточно 
сложные и трудоемкие процедуры, требующие привлечения зна
ний и умения многих людей и возможностей современной вычис

лительной техники. 

Вместе с тем, даже пройдя все этапы процесса решения про

блемы, не всегда оказывается возможным сделать окончатель

ный выбор. Встречаются ситуации, когда не удается найти луч

шее решение. Нужного варианта может просто не быть в нали

чии. Тогда можно либо изменить формулировку исходной про

блемы (этап 11), либо возвратиться на предыдущие этапы и со
брать необходимую дополнительную информацию, внести изме

нения в формальную постановку задачи или модель проблемной 

ситуации, расширить или сузить число рассматриваемых аль

тернатив, сконструировать новые варианты; 

В любом случае проделанный поиск лучшего варианта реше

ния, даже если он не привел к положительному результату, не 

будет бесполезным. Он может натолкнуть на новое понимание 
рассматриваемой проблемы, обратить внимание на какие-то но

вые аспекты, которые необходимо учесть, указать на иные пути 

решения задачи. 

Если приемлемый вариант найден, наступает стадия исnол
'Н,е'Н,u.я реше'Н,u.я (этапы 12, 13), на которой происходит реализа
ция принято го решения, осуществляется контроль над процес

сом реализации и оценивается результат разрешения проблем
ной ситуации. Строго говоря, эта стадия не относится к процеду
ре принятия решения. Однако включение исполнения решения 

в общую схему важно с методологической и практической точек 

зрения, так как эта стадия замыкает жизненный цикл процесса 

возникновения, разрешения и исчезновения проблемной ситуа

ции. А кроме того, реализация принятого решения может поро
дить новую проблему, требующую поиска своего решения. 



ГЛАВА 2 

ЗАДАЧА ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЯ 

2.1. Постановка задачи принятия решения 

Задача принятия решения состоит в формировании множе

ства возможных вариантов, обеспечивающих разрешение про

блемной ситуации при существующих ограничениях, и выделе

нии среди этих вариантов одного лучшего или нескольких пред

почтительных вариантов, удовлетворяющих предъявляемым к 

ним требованиям. Формально задачу принятия решения D мож
но записать в следующем обобщенном виде: 

D = (Р,А,Х,С,Р). 

Здесь F - формулировка задачи принятия решения, которая 
включает в себя содержательное описание стоящей проблемы и 

при необходимости ее модельное представление, определение це
ли или целей, которые должны быть достигнуты, а также требо

вания к виду окончательного результата. 

А - совокупность возможных вариантов (альтернатив), из 
которых производится выбор. Это могут быть реально суще

ствующие варианты, в качестве которых в зависимости от кон

текста задачи выступают объекты, кандидаты, способы дости

жения цели, действия, решения и т. п., либо гипотетическое мно

жество всех теоретически возможных вариантов, которое может 

быть даже бесконечным. Подчеркнем еще раз, что выбор возни

кает только тогда, когда имеется не менее двух возможных ва

риантов решения проблемы. 

Х - совокупность признаков (атрибутов, параметров ), опи
сывающих варианты и их отличительные особенности. В каче

стве признаков выступают, во-первых, объективные показате

ли, которые характеризуют те или иные свойства, присущие ва

риантам, и которые, как правило, можно измерить; во-вторых, 

субъективные оценки, которые обычно даются по специально 

отобранным или сконструированным критериям, отражающим 
важные для участников выбора черты вариантов. Например, со

стояние здоровья человека можно охарактеризовать температу

рой тела, величиной кровяного давления, отсутствием или нали

чием боли, ее локализацией. 
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G - совокупность условий, ограничивающих область допу
стимых вариантов решения задачи. Ограничения могут быть 

описаны как содержательным образом, так и заданы в виде неко

торых формальных требований к вариантам и/или их призна
кам. Например, это могут быть ограничения на значения какого

либо признака или различная степень характерности (выражен
ности) признака для тех или иных вариантов, или невозмож
ность одновременного сочетания определенных значений при

знаков для реально существующих вариантов. Так, если человек 
здоров, то у него ничего не должно болеть, а температура и кро

вяное давление должны быть нормальными. Отсутствие ограни

чений существенно упрощает задачу принятия решения. 

р - предпочтения одного или нескольких ЛПР, которые слу

жат основой для оценки и сравнения возможных вариантов ре

шения проблемы, отбора допустимых вариантов и поиска наи

лучшего или приемлемого варианта. Достаточно часто для упро

щения постановки задачи принятия решения часть информации, 
описывающей предпочтения ЛПР, превращается в ограничения. 

Факторы, характеризующие проблемную ситуацию, условно 

делятся на две группы: управляемые инеуправляемые. Уnрав

ляе.м:ые фа1Сторъt, выбор которых зависит от ЛПР, - суть 

поставленные цели, варианты (альтернативы) их достижения, 
субъективные оценки вариантов и степени достижения целей. 

Неуnравляемые фа1Сторы не зависят от ЛПР. Они определя

ют объективные признаки вариантов и отчасти устанавливают 

ограничения на выбор возможных вариантов. 

Факторы подразделяются также: 

• на оnределен:н,ые, или детерминированные, 8 с известными 
и/или заранее заданными точными характеристиками; 

• вероятностные, или стохастические, ~ с известными и/или 
заранее заданными случайными характеристиками; 

• неоnределеННЪtе, или неизвестные, ~ с нечетко определенны
ми и/или неизвестными характеристиками, но иногда с извест
ной областью изменения их значений. 

Пpu.мер 2.1. Рассмотрим покупку товара как задачу при
нятия решения. Формулировка проблемы заключается в описа

нии того, какой товар требуется купить (например, продукты 
повседневного спроса, костюм, автомобиль), а также следует ли 
выбрать самый лучший (и в каком смысле) товар, либо все то
вары нужно рассортировать по каким-то группам. Возможные 
варианты представляют собой перечни (ассортименты) ПРОдуК-
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тов, костюмов, автомобилей. Объективными признаками, опи
сывающими товар, будут его цена, дата изготовления, произ

водитель, жирность молока, состав ткани, мощность двигателя 

и т. п. Субъективными признаками могут служить оценки по

лезности продукта, модности фасона костюма, комфортабель

ности автомобиля. Область допустимых вариантов может быть 
ограничена, например, ценой товара ( «не дороже, чем» ) или пе
речнем производителей (<<только отечественные», какая-то кон
кретная фирма). Предпочтения покупателя могут выражаться 
в различной важности для него тех или иных признаков това

ра, установлении предельных значений для признаков, опреде

лении правил отбора и сравнения вариантов друг с другом и, 

наконец, в том, что же, собственно говоря, покупатель считает 

самым лучшим для себя товаром. Определенными факторами 
являются, например, цена и дата изготовления товара, вероят

ностными факторами - потребительские характеристики това

ра, неизвестными факторами - вкусовые или эксплуатационные 

качества товара. • 

2.2. Классификация задач принятия решений 

Приведем классификацию задач принятия решений по раз

личным аспектам их рассмотрения. 

По регулярности nроблс.м,ноЙ ситуации можно указать но

вые, уникальные задачи, никогда ранее не возникавшие, и повто

ряющиеся задачи, незначительно отличающиеся друг от друга и 

регулярно встречающиеся на практике. 

По длительности периода реализации принятого решения 

различают долгосрочные (стратегические), среднесрочные (так
тические) и краткосрочные (оперативные) задачи. 

По виду о'/Сон'ч.ательного результата выделяют следующие 

задачи выбора, которые принято считать типовыми: 

• выделить один или несколько лучших вариантов (альтер
натив); 

• упорядочить все варианты, как правило, от лучшего вари
анта к худшему; 

• распределить все варианты по отличающимся по своим 
свойствам группам, причем эти группы могут быть как упоря
доченными, так и неупорядоченными по некоторому качеству. 

Варианты решения проблемы различаются: 

• по '/Соли'Честву - немного (единицы, десятки), много (сотни 
и тысячи), бесконечно много; 
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• по 'На.l/,U'ЧUЮ в nроцессе реше'Нu.я зада'Чu - варианты, задан
ные заранее при формулировке задачи; варианты, конструируе

мые в процессе решения задачи; варианты, появляющиеся после 

окончания процесса решения; 

• по стеnе'Ни взаu.м,'НоU завuсu.м,остu - независимые вариан

ты, манипуляции с которыми не влияют на другие варианты; за

висимые варианты с разными видами зависимости между ними. 

По 'Чuс.ау лuц, обладающих полномочиями для принятия ре

шения, выделяются: 

• индивидуальные решения (имеется единственное ЛПР); 
• коллективные или групповые решения (существуют не

сколько ЛПР, действующих независимо друг от друга, преследу

ющих свои цели и имеющих совпадающие или противоречивые 

интересы); 
• организационные решения (решение принимается несколь

кими ЛПР, которые стремятся к достижению общей цели, мо

гут иметь различающиеся интересы, но зависят друг от друга и 

вынуждены действовать согласованно). Коллектив таких ЛПР 
принято называть «органом, принимающим решение~. 

По ролu ЛПР в процессе принятия решения можно выделить 

такие задачи: 

• выбор производится без участия ЛПР на основе аксиомати
чески или эвристически определенных процедур; 

• ЛПР принимает участие только на заключительном этапе 
выбора; 

• выбор осуществляется при непосредственном участии ЛПР 
в основных этапах процесса решения. 

В зависимости от способа nредставле'Нu.я nредnо'Чте'Нuu ЛПР 
говорят о задачах целостного и критериального выбора. По 'Чuс

лу '/Сритериев различаются однокритериальные и многокрите

риальные задачи. Критерии, в свою очередь, по стеnе'Ни за

виcu.м,ocти могут подразделяться на независимые и зависи

мые. 

И наконец, задачи принятия решений можно классифициро

вать по особенностям используемой информации, в том числе: 

• по виду u'Нфор,м,ацuu - количественная (числовая), каче
ственная (словесная или вербальная), смешанная; 

• по хара'/Стеру u'Нфор,м,ацuu - объективная, полученная пу
тем измерений и/или расчетов, и субъективная, полученная от 
человека (ЛПР, эксперта); 

• по 'На.лu'Чuю яв'Ноu завuсu.м,остu u'Нфор,м,ацuu от вре.ме'Ни -
статическая и динамическая; 
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• по стеnени оnреде.ленностu uнфор,м,ацuu - детерминиро
ванная, вероятностная (стохастическая),неопределенная(впер
вом случае говорят о принятии решения в условиях определен

ности, во втором - в условиях вероятностной неопределенности 

или риска, в третьем - в условиях полной неопределенности). 

2.3. Структуриэация проблемной ситуации 

Существует еще один аспект, играющий важную роль в тео
рии принятия решений, - стеnен'Ь стРУ'/'i,турuзацuu, или фор

,м,a.n.uзацuu, проблемной ситуации. Структуризация проблемы 

включает в себя построение набора возможных вариантов ре

шения и перечня их характеристик, формирование модели про

блемной ситуации, задание критериев оценки вариантов и их 

шкал, изучение и анализ возможных отношений между вариан

тами, обусловленных их свойствами. Структуризация позволяет 
глубже понять природу стоящей проблемы, а значит, и найти ее 

лучшее решение. Степень структуризации проблемы имеет боль

шое значение для выбора соответствующего метода ее решения. 

Понятие степени структуризации проблемы, введенное 

г. Саймоном и А. Ньюэллом (1958), связано с различным соче
танием количественной и качественной, объективной и субъек

тивной информации, описывающей проблему. Хорошо cmpY'/'i,my
рируе.мъщ или хорошо фор,м,a.n.uзуе.мые, nробле.мы допускают ко

личественную формулировку, их наиболее существенные зависи

мости выражаются объективными моделями и представляются в 

символьной форме, где символы принимают числовые значения. 

HecmpY'/'i,mypupye.мble, или нефор,м,a.n.uзуе.мЪtе, nробле.мы имеют 

лишь качественные, словесные описания, основанные на субъек

тивных суждениях человека, количественные связи между важ

нейшими характеристиками проблемы отсутствуют или неиз

вестны. Промежуточное положение занимают слабо cmpY'/'i,mypu
руе.м'Ые, или плохо фор,м,алuзуе.мъtе, nробле.мъt, сочетающие коли

чественные и качественные компоненты и зависимости, причем 

преобладающую роль играют плохо определенные и недостаточ

но известные стороны проблемы (так называемые НЕ-факторы). 
Хорошо структурируемые проблемы обычно изучаются в на

учной дисциплине, называемой исследованием операций. Под 

операцией понимается совокупность управляемых действий, 

объединенных единым замыслом, направленных на достижение 

определенных целей и имеющих повторяемый характер. В ис
следовании операций основные этапы решения проблемы сле-
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дующие: построение математической модели операции, отража

ющей важнейшие черты и взаимосвязи существенных факто

ров операции; задание количественных показателей эффектив
ности, или критериев оптимальности операции, которые харак

теризуют ее целевую направленность; вычисление оптимально

го решения, являющегося наилучшим по выбранным критери

ям. Иногда оптимальное решение проблемы единственное, чаще 

оно принадлежит некоторому подмножеству равноценных вари

антов решения, среди которых и проводится окончательный вы

бор. 

ЛПР, как правило, почти не участвует в построении модели 

операции и нахождении оптимального решения, за исключением 

случаев, когда требуется определить цели операции и критерии 

их достижения, выбрать окончательное решение, сообщить нуж

ную дополнительную информацию. Построением модели опе

рации и разработкой методов решения проблемы занимаются 

консультанты-аналитики, эксперты. Не существует общих уни

версальных способов построения моделей. Поэтому построение 

моделей операций является своего рода искусством, требующим 

опыта и умения разработчиков. 

В то же время считается, что в силу объективности модели

руемых зависимостей различные специалисты-аналитики, опи

раясь на одни и те же данные, должны получать одинаковые ре

зультаты. В этом состоит одна из существенных слабостей иссле

дования операций. Примерами хорошо структурируемых про

блем могут служить военные операции (отсюда, кстати, происхо
дит и сам термин «исследование операций»), выбор маршрутов 
и способов транспортировки грузов, распределение различного 

вида работ между исполнителями, задачи массового обслужи

вания. 

Плохо структурируемые проблемы имеют следующие особен

ности: 

• наличие неопределенности в описании проблемы и вариан
тов ее решения, связанной с отсутствием необходимой объектив

ной информации, ее нехваткой или невозможностью получения 

на момент постановки задачи; 

• невозможность построения полностью формализованной 
модели проблемной ситуации и необходимость получения ин

формации от ЛПР, экспертов, аналитиков для построения каче
ственной вербальной модели; 

• сочетание количественных и качественных характеристик, 
представляющих проблемную ситуацию, использование мно-
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гих критериев для оценки возможных вариантов решения про

блемы; 
• отсутствие «объективного» способа выбора наилучшего ва

рианта, обеспечивающего экстремум некоторого критерия (или 
критериев) оптимальности, и осуществление такого выбора на 
основе субъективных предпочтений ЛПР. 

Плохо структурируемые проблемы обычно рассматриваются 

в теории принятия решений. К таким проблемам относят зада

чи стратегического выбора, конкурсный отбор инвестиционных 

или научно-исследовательских проектов, диагностика и выбор 
методов лечения заболеваний, выбор места жительства, работы, 

учебы, отдыха и др. 
Обязательность использования субъективной информации 

для постановки задачи принятия решения и выбора наилучше

го или приемлемого варианта является принципиальной чертой 

плохо структурируемых проблем. 

2.4. Предпочтения ЛПР 

в теории принятия решений полагается, что ЛПР оценивает 

и сравнивает рассматриваемые варианты (альтернативы, объек
ты, способы действия) и осуществляет целенаправленный выбор 
среди них лучшего или приемлемого варианта (вариантов), ос
новываясь на субъективных предпочтениях. 

Предпочтения ЛПР - одна из главных составляющих задачи 

принятия решения. Несмотря на ее важность, нет общеприня

той точки зрения, что же подразумевается под предпочтениями 

ЛПР. Будем называть nредnо'Чmен,uем ЛПР выраженное каким
либо образом его личное суждение о наличии или отсутствии 

преимущества одного из вариантов по отношению к другому ва

рианту или ко всем остальным вариантам, либо в целом, либо по 

некоторым отдельным характеристикам. 

Субъективность предпочтений не означает, что ЛПР может 

поступать, как ему заблагорассудится. В реальных ситуациях 

выбора человек обычно ведет себя достаточно разумно, его по

ведение и действия подчиняются некоторому внутреннему прин

ципу рациональности (от лат. ratio - разум). При этом, конеч
но, разные люди могут иметь свои собственные системы ценно

стей, свои различные представления о предпочтительности, со

образуясь с которыми они и делают свой субъективно лучший 
выбор. В этом смысле нельзя утверждать, что наиболее предпо

чтительный вариант решения является единственным «объек-
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тивно» лучшим, поскольку лучшие решения у разных ЛПР мо
гут отличаться. Поэтому в теории принятия решений предпола

гается, что ЛПР - разумный человек, чьи предпочтения обеспе

чивают его рациональный, т. е. наиболее выгодный для данного 

человека, выбор. 
Свои предпочтения ЛПР может выражать как непосред

ственно, в явной форме, так и опосредованно, неявно. Предпо

чтения ЛПР проявляются при выделении тех или иных свойств 
и характеристик сравниваемых вариантов, сравнении вариан

тов, оценке качества решения. При этом обычно считается, что 

ЛПР может либо сразу указать лучший среди всех вариант ре

шения, либо выделить приемлемые для него варианты, либо 

сравнить варианты друг с другом по качеству и сказать, ка

кие варианты лучше, а какие равноценны. Предпочтения ЛПР 
представляются в виде формальной модели, регламентирующей 

результат выбора, или в виде специальных решающих правил, 

определяющих процедуру выбора. Модели и правила выбора 

имеют как логико-математическую, так и вербальную (словес
ную) формулировки. 

Явно выраженные предпочтения могут быть описаны и за

фиксированы на каком-то языке, обоснованы и/или объяснены 
самим ЛПР. При неявно выраженных предпочтениях получить 

у ЛПР объяснение результатов сравнения и выбора вариантов 

решения бывает затруднительно. Большие сложности для вы

явления предпочтений возникают обычно и в случае несколь

ких ЛПР, каждый из которых может иметь собственную систе

му ценностей, личные интересы и различающиеся источники ин

формации. Явное указание ЛПР своих предпочтений существен

но облегчает процесс решения задачи выбора. 

Вместе с тем даже при явно и ясно выраженных предпочте

ниях ЛПР может допускать ошибки и противоречия в своих 

оценках, быть непоследовательным в суждениях, особенно когда 
требуется рассмотреть и сравнить большое число альтернатив

ных вариантов. Эти особенности человека должны учитываться 

при разработке методов принятия решений. Поэтому во многих 

методах предусматриваются специальные процедуры, позволя

ющие находить подобного рода неточности ЛПР и исправлять 
их. 

~ля реализации возможности использования предпочтений 

ЛПР в процессе принятия решения необходимо располагать ин
формацией о них, т. е. описать и/или измерить предпочтения 
ЛПР. Описание является неформализуемым способом выраже-
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ния предпочтений в отличие от измерений, которые позволяют 

выразить свойства варианта или совокупности вариантов и/или 
свойств в числовой или символьной форме. 

2.5. Модели предпочтений 

В теории принятия решений употребляются разные модели 

формализации предпочтений ЛПР. 

Одним из наиболее часто применяемых инструментариев, ко

торый позволяет содержательно выразить представления ЛПР 

о сравнительной ценности вариантов на формальном языке, яв

ляется так называемая рел.я:цuо'Н:ная .модель nредпочтенuй, ос
нованная на бинарных отношениях. 

Пpu.м.ер 2.2. Бинарные отношения: 1) «Илья старше Татья
ны», 2) «Москва находится южнее Санкт-Петербурга, а Санкт
Петербург - южнее Архангельска~, 3) «Железо тверже и тяже
лее BOCKa~, 4) «Иван и Петр - братья», 5) «Слова день и ночь 
состоят из одинакового числа букв». • 

Первое, второе и третье высказывания указывают на опреде

ленную неравнозначность сравниваемых объектов, на различие 
их свойств. Четвертое и пятое высказывания, наоборот, свиде

тельствуют о некоторой похожести объектов, одинаковости их 

характеристик. 

Во всех высказываниях присутствуют названия сравнива

емых объектов (Илья, Татьяна, Москва, железо, воск, ... ) и 
названия бинарных отношений между объектами (быть стар
ше, находиться южнее, быть братом, ... ). Отметим, что во вто
ром высказывании приведено одно и то же отношение меж

!lY несколькими объектами (Москва, Санкт-Петербург, Архан
гельск), а в третьем - упомянуто несколько разных отношений 
(тверже и тяжелее) между двумя объектами. Кроме того, отно
шение может выполняться для всех объектов: «Все братья явля

ются детьми мужского пола своих родителей», или только для 

некоторых: «Некоторые слова имеют одинаковую длину~. 

Обратим внимание на одно важное обстоятельство. Если из
менить названия объектов или виды отношений, поменять объ
екты местами, то могут возникнуть следующие ситуации: 

• высказывание останется верным, т. е. отношение сохранит
ся, например, «Москва старше Санкт-Петербурга», «Петр и 

Иван - братья», «Слова Иван и Петр состоят из одинакового 
числа букв~, «Татьяна находится южнее ИЛЬи»; 

23 



• высказывание станет неверным, т. е. отношение нарушит
ся, например, «Татьяна старше Ильи», «Архангельск находится 
южнее Москвы и Санкт-Петербурга», «Слова железо и воск со
стоят из одинакового числа букв»; 

• высказывание потеряет смысл, т. е. отношение будет невоз
можным, например, «Илья и Татьяна - братья», «День нахо

дится южнее ночи», «Москва тверже и тяжелее Санкт-Петер

бурга». 

Предпочтения ЛПР, описываемые с помощью бинарных от
ношений, можно в широком смысле разделить на три группы: 

нейтральные, слабые и сильные. Нейтрал:ьн,ая, или н,еоnреде.лен,

н,ая, nредnо'Чтите.лън,остъ вариантов, которую будем обозна

чать как Ai ~ Aj , характеризуется симметричным отношением 

(сходство, эквивалентность; несходство, противоположность) и 
свидетельствует либо о некоторой равноценности, либо о неопре

деленной ценности обоих вариантов дЛЯ ЛПР, например: «Вари

анты Ai и Aj эквивалентны», «Варианты Ai и Aj несопостави

мы». 

Слабая, или н,естрогая, nредnо'Чтите.лън,остъ вариантов, ко
торую будем обозначать как Ai ?:: Aj , задается либо антисим

метричным, либо рефлексивным и полным отношением (нестро
гое превосходство, нестрогий порядок, предпорядок) и отража
ет как различимость, так и одинаковость вариантов дЛЯ ЛПР: 
«Вариант Ai не хуже, чем вариант Aj », «Вариант Ai , по край
ней мере, такой же, как и вариант Aj ». Первая формулировка 
допускает, чтобы вариант Ai был как лучше, так и равноценен 

варианту Aj . Вторая формулировка разрешает, чтобы оба вари

анта Ai и Aj были одинаково либо приемлемыми ( «хорошими» ), 
либо неприемлемыми ( «плохими» ) дЛЯ ЛПР. 

Силън,ая, или строгая, nредnо'Чтите.лън,остъ вариантов, ко

торую будем обозначать как ~ >- Aj , выражается асимметрич
ным отношением (строгое превосходство, строгий порядок) и ин
терпретируется как явно выраженное различие вариантов: «Ва

риант Ai лучше варианта Aj ». 
Таким образом, в рамках реляционной модели предпочтений 

при необходимости выбора из пары вариантов (Ai , Aj ) в слу
чае нейтральной предпочтительности (Ai ~ Aj ) выбираются оба 
варианта: и Ai , и Aj ; в случае нестрогой предпочтительности 

(Ai ?:: Aj ) либо выбирается вариант Ai , либо выбираются или не 
выбираются оба варианта вместе; в случае строгой предпочти
тельности (Ai >- Aj ) выбирается только первый вариант Ai и не 
выбирается второй вариант Aj . 
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Бинарные отношения позволяют ЛПР достаточно просто и 

наглядно оценить сравнительные достоинства рассматриваемых 

вариантов и выразить их на языке, близком к естественному. 

При этом ЛПР может устанавливать предпочтительность вари

антов как в целом, так и по отдельным их характеристикам, на

пример, сравнивая железо и воск по твердости и тяжести. 

Рефлексивные отношения свидетельствуют о каком-то сход

стве сравниваемых вариантов дЛЯ ЛПР. Антирефлексивные от
ношения указывают на определенное различие между вариан

тами. Однако эти средства сравнения вариантов не достаточно 

выразительны для характеристики предпочтений ЛПР. 

Для большей определенности выбора обычно используют от

ношения, обладающие свойствами симметричности и транзи

тивности. Транзитивные и симметричные отношения разбивают 

множество вариантов на неупорядоченные классы, транзитив

ные и рефлексивные отношения - на упорядоченные классы. 

Варианты, принадлежащие к одному и тому же классу, счита

ются эквивалентными, или идентичными. Транзитивные и асим
метричные отношения обеспечивают упорядочение сравнивае

мых вариантов. 

И наконец, могут иметься варианты, не сравнимые ни по 

одному из отношений. Последнее может быть обусловлено как 

формальной несравнимостью вариантов, так иневозможностью 

их сравнения, например вследствие недостатка имеющейся у 

ЛПР информации. 

Другой достаточно популярной моделью представления пред

почтений ЛПР является так называемая. Фун:х:цuона.л:ьная м,о

дель, в рамках которой предпочтительность варианта дЛЯ ЛПР 
выражается значением некоторой числовой функции, зависящей 

от характеристик рассматриваемого варианта. Такие функции 

носят разные названия: целевые функции, показатели эффек

тивности, функции ценности и полезности и т. п. Различные ви

ды функциональных моделей, а также иные возможные модели 
представления предпочтений ЛПР будут подробно обсуждаться 

в дальнейшем при изучении задач оптимального и рационально

го выбора. 

Все многообразие способов выявления предпочтений ЛПР 

можно свести к трем основным процедурам: оце1t'lсе, сравненuю и 

выбору. Отметим, что сами эти процедуры могут быть как объ

ективного, так и субъективного характера. 



ГЛАВА 3 

ОЦЕНКА ВАРИАНТОВ 

3.1. Шкалы 

Рассмотрим способы выявления предпочтений ЛПР в поряд

ке возрастания их сложности и трудоемкости для человека, уве

личения объема обрабатываемой информации. Обсудим, преж

де всего, два важных понятия, широко употребляемых в теории 

принятия решений, - шкала и критерий. 

Ш1Сма представляет собой множество чисел или символов, с 

помощью которого можно измерить какую-то отдельную особен
ность, свойство предмета или явления. Наиболее распростране

ны следующие типы шкал. 

1. Но.мuн,мън,ая Ш1Сма ( Ш1Сма н,au.мeн,oвaн,иЙ). Устанавлива
ет взаимно-однозначное соответствие между объектами, обла
дающими одним и тем же свойством. Номинальная шкала ос

нована на отношении эквивалентности. Используется для обо
значения принадлежности объекта к некоторому определенному 

классу и дает только минимум информации о свойствах объек

тов. Номинальные шкалы инвариантны относительно взаимно

однозначных преобразований, например переобозначений имен 

классов. 

Возможны следующие операции обработки данных, измерен

ных в номинальной шкале: проверка принадлежности объектов 

Ai и Aj к одному и тому же классу - вычисление показате

ля принадлежности eij, принимающего значения eij = 1, если 
Ai ~ A j (объекты A i и A j из одного и того же класса), и eij = О, 

m 
если Ai '1- Aj ; подсчет абсолютного mk = L: eik и относительно

i=l 
го Pk = mk/m числа совпадений объектов, входящих в k-й класс, 
m - число объектов; поиск номера класса kШах = arg тах Pk, со

k 
держащего наибольшее число объектов. 

Пpu.мер 3.1. Номинальные шкалы: названия болезней; поч
товые, телефонные, автомобильные индексы регионов и стран; 

пол человека. • 
2. Поряд1Совая (ран,говая) Ш1Сма. Устанавливает упорядоче

ние объектов по степени выраженности какого-либо свойства. 
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Порядковая шкала основана на отношении строгого порядка. 

она не имеет фиксированного начала отсчета и определенного 

масштаба измерений (расстояния между соседними значениями 
оценок), характеризующего величину различия свойства при пе
реходе от одного значения к другому. Используется для обозна

чения различия объектов без указания, на сколько или во сколь

ко раз один объект превосходит другой. Порядковые шкалы ин

вариантны относительно монотонно возрастающих преобразова

ний. 

Возможные операции обработки данных, измеренных в по

рядковой шкале, включают: вычисление показателей eij принад
лежности объектов A i и A j к классу; определение целочислен
ных рангов объектов 

m 

ri = m + 1 L r(Ai , A j ), (3.1) 
j=l 

где r(Ai,Aj ) = 1, если A i >- A j , или A i ~ A j , и r(Ai,Aj ) = О, если 
A i -< Aj ; подсчет частот Pk = mk/m числа совпадений; нахож
дение мод - медианы qs, ближайшей к частоте 1/2, квантиля 
qp*, ближайшего к заданной частоте р*; вычисление коэффици
ентов ранговой корреляции, оценивающих степень близости раз

личных упорядочен ий объектов по рангам. 

Прu.м.ер 3.2. Порядковые шкалы: перечень воинских зва
ний; шкалы школьных и вузовских отметок; шкалы оценки силы 

землетрясения, силы ветра, твердости минералов; лингвистиче

ские шкалы оценки качества. • 

3. Ш1Са.л.а uн,mерва.л.ов. Устанавливает упорядочение объек
тов в зависимости от величины различия какого-либо свойства. 

Шкала интервалов имеет определенный масштаб (а > О) и неко
торую произвольную начальную точку отсчета (Ь - любое чис

ло). Используется для измерения, насколько объект A i превос
ходит объект A j по разности dij = Xi - Xj числовых оценок Xi 
и Х j объектов по шкале. Шкалы интервалов инвариантны от
носительно линейных преобразований вида У = ср(х) = ах + Ь. 
Измерения оценок Xi и Yi, выполненные в разных шкалах интер
валов, сохраняют величину отношения dij/dkl = (Xi - Xj)/(Xk -
- Xl) = (Yi - Yj)/(Yk - Yl). 

Возможны следующие операции обработки данных, измерен

ных в шкале интервалов: вычисление числа Pk = mk/m совпаде
ний объектов, входящих в k-й класс, рангов объектов ri, разно
стей оценок dij объектов A i и Aj . 
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Пpu.мер 3.3. Шкалы интервалов: шкалы измерения време
ни с масштабами секунда, минута, час, сутки, месяц, год, век и 

соответствующими разными начальными точками отсчета; шка

лы измерения температуры по Реомюру, Фаренгейту, Цельсию и 

Кельвину. • 

Частным случаем шкалы интервалов является Ш1Сма разно

стей, имеющая единичный масштаб (а = 1) и некоторую про
извольную начальную точку отсчета (Ь - любое число). Шка
лы разностей инвариантны относительно преобразований сдвига 

вида У = ср(х) = Х + Ь. 
Пpu.мeр 3.4. Шкалы разностей: системы летосчисления (по 

старому и новому стилю, от Сотворения Мира, от Рождества 
Христова и т. п.); часовые пояса измерения времени; шкалы из
мерения температуры по Цельсию и Кельвину. • 

4. Ш1Сма отношенuЙ. Устанавливает упорядочение объек
тов в зависимости от величины различия какого-либо свойства. 

Шкала отношений имеет определенный масштаб (а > О) и ну
левую точку отсчета (Ь = О), представляет собой частный слу
чай шкалы интервалов. Используется для измерения, во сколько 

раз объект Ai превосходит объект Aj по отношению hij = Xi/Xj 

числовых оценок Xi и Xj объектов по шкале. Шкалы отноше

ний инвариантны относительно преобразований растяжения ви

да У = ср(х) = ах. Измерения оценок Xi и Yi, выполненные 
в разных шкалах отношений, сохраняют величину отношения 

hij = Xi/Xj = Yi/Yj' 

Возможные операции обработки данных, измеренных в шка
ле отношений, те же, что и для шкалы интервалов, а также все 

алгебраические операции. 

Пpu.мер 3.5. Шкалы отношений: шкалы измерения длины 
(в метрах, милях, саженях, ... ); массы (в граммах, фунтах, пу
дах, ... ); мощности (в ваттах, лошадиных силах, ... ); стоимости 
(в рублях, долларах, евро, юанях, ... ); шкалы измерения темпе
ратуры по Цельсию и Реомюру. • 

5. Абсолютная Ш1Сма. Устанавливает упорядочение объек
тов. Абсолютная шкала имеет единичный масштаб (а = 1) и ну
левую точку отсчета (Ь = О), являясь частным случаем шкал 
разностей и отношений, и представляет собой ряд натуральных 
чисел Х. Применяется для измерения количества объектов. Аб
солютная шкала единственна и инвариантна относительно тож

дественного преобразования У = ср(х) = Х. В абсолютной шка-
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ле возможны все перечисленные выше операции обработки дан

ных. 

Шкалы оценок и их особенности изучаются в теории измере
ний, где разные типы шкал вводятся формально, исходя из сле
дУющего набора аксиом. 

А 'lCСио.м'Ы то::нсдества. 
И1. Либо а ~ Ь, либо а -;:j:, Ь. 
И2. Если а ~ Ь, то Ь ~ а. 

из. Если а ~ Ь и Ь ~ с, то а ~ с. 

A'lCcUOM'bl уnорядо'Чен:ности. 
И4. Либо а >- Ь, либо Ь >- а. 
И5. Если а >- Ь и Ь >- С, то а >- с. 
A'lCcUOMbl аддитивности. 
Иб. а + Ь = Ь + а. 
И7. (а + Ь) + С = а + (Ь + С). 
И8. Если а = Ь и С = d, то а + с = Ь + d. 
И9. Если а = Ь и С > О, то а + с > Ь. 
Номинальная шкала основывается на аксиомах И1- из, по

рядковая шкала и шкала интервалов - на аксиомах И1- И5, 

шкала отношений - на аксиомах И1- И9. 

Отметим, что помимо перечисленных шкал, инвариантных 
относительно линейных преобразований, существуют и шкалы, 

инвариантные относительно нелинейных преобразований (на
пример, степенная, экспоненциальная, логарифмическая шка

лы). 
В зависимости от специфики измеряемых характеристик объ

ектов выделяют шкалы 'lCоли'ЧествеНН'Ьtе (числовые) и 'lCа'Че
ственн'Ые (символьные, вербальные), а также auC'ICpemHble и 
неnрер'ЫвН'Ьtе (табл. З.1). 

Выбор шкалы измерения должен опираться на наиболее су

щественные и, по возможности, независимые характеристики 

Таблица 3.1 

Виды шкал 

Тип шкалы 
Характер шкалы 

количественная качественная дискретная непрерывная 

Номинальная • • 
Порядковая • • 
Интервалов • • • 
Отношений • • • 
Абсолютная • • 
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измеряемого объекта и максимально с ними согласовываться. 

Использование шкал, не соответствующих специфике измеряе
мых свойств, сопряжено с опасностью получения значительных 

искажений картины из-за применения при обработке результа

тов измерений недопустимых операций и сделанных на их ос

новании неверных выводов. Типичные примеры: «оцифровка» 

качественной шкалы, т. е. присвоение символьным оценкам по 

номинальной или порядковой шкале числовых значений; пре

вращение порядковой шкалы в шкалу интервалов или отноше

ний. 

3.2. Критерии 

Как уже отмечалось, проблемные ситуации, требующие свое

го решения, содержат различного рода неопределенности, кото

рые можно условно свести к неопределенностям природы, чело

века и целей разрешения проблемы. Чтобы преодолеть неопре

деленность, прибегают к упрощенному представлению стоящей 
задачи и построению моделей, что всегда является неформаль

ной инерегламентированной процедурой. Один из наиболее рас

пространенных подходов к упрощению задачи выбора состоит 

в получении дополнительной информации за счет описания рас

сматриваемых вариантов (альтернатив, объектов) на языке кри
териев. 

Критерии (от греч. KpL"tY)pLOV - мерило, средство суждения) 
представляет собой некоторую выделенную особенность, с по

мощью которой можно охарактеризовать предмет или явление. 

При оценке вариантов по какому-либо критерию К этой особен
ности приписывается определенная шкала Х, а каждому вари

анту Ai из имеющейся совокупности А = {А1 , ... , Ат} вариантов 
ставится в соответствие одно из значений Xi Е Х по шкале это

го критерия: A i {::} Xi. Значение Xi = K(Ai ) называется оцен:х:ои 
варианта A i по критерию К. Иными словами, критерий задает 

отображение К: А ---t Х совокупности А вариантов выбора на 

множество значений особенности х. 

По виду шкалы выделяются количественные и качественные 
критерии. Шкала критерия может быть также естественной или 

искусственной. Естественная шкала выражает свойство, объек

тивно присущее предмету или явлению, например температура, 

мощность, стоимость и т. п. Искусственная шкала конструирует

ся специально для описания какой-то важной особенности вари
анта решения или объекта, на.пример эффективность, перспек-
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тивность, безопасность, управляемость, комфортность, элегант

ность и др. 

Однако чтобы шкала могла считаться критериальной, града

ции оценок должны иметь ясно выраженный смысл, какие оцен

ки считать «лучшими», какие «худшими», а какие «равноцен

ными». Обычно это устанавливает ЛПР из содержательных со
ображений, отражающих его предпочтения. Тем самым на шка

ле критерия задается определенное направление или указыва

ется на его отсутствие. Даже при оценке какого-то объективно

го свойства варианта по естественной числовой шкале в одних 

случаях лучшими будут меньшие числовые значения, а в дру

гих - большие. Например, для отбора космонавтов и подводни

ков лучше, когда их рост меньше, а для баскетболистов, когда 

рост больше. Таким образом, критерий объединяет в себе шка

лу для измерения некоторого свойства варианта и предпочтения 

ЛПР, что можно записать как К = {Х, Р}. 
Совокупность критериев, используемых для описания про

блемной ситуации, должна удовлетворять следующим требова

ниям: 

• nол:nота - набор критериев должен отражать все суще
ственные аспекты рассматриваемой проблемы, качество ее ре

шения и основные особенности вариантов; набор всех оценок по 

шкале каждого критерия должен исчерпывающе характеризо

вать соответствующее свойство; 

• раЗЛО{)ICu,м,остъ - состав критериев должен упрощать опи

сание и анализ проблемы, позволять оценивать различные ха

рактеристики вариантов и разные аспекты качества решения 

проблемы; 

• н,еuзб'ыто'Ч,н,остъ - число критериев должно быть мини
мально необходимым для решения задачи, критерии не должны 

дублировать друг друга по своему содержанию; 

• nрозра'Ч,н,остъ - содержание и смысл критериев, форму
лировки градаций оценок по шкалам критериев должны одно

значно пониматься всеми участниками процесса принятия реше

ния: ЛПР, владельцем проблемы, экспертами, членами актив
ных групп. 

3.3. Оценка вариантов в целом 

Наиболее простая и сравнительно нетрудная дЛЯ ЛПР про
цедура выявления его предпочтений - непосредственная оценка 

характеристик предмета или явления. Оценка характеристики 
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Рис. 3.1. Оценки вариантов А1 , А2 , Аз, А4 , А5 : 
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а - оценки по дискретной шкале; б - точечные оценки по непрерывной шкале; 
в - интервальные оценки; г - вероятностные оценки 

означает измерение ее значения по некоторой шкале критерия. 

Так, скорость может быть измерена в метрах в секунду, в кило

метрах в час. Степень реализуемости научного или инвестицион
ного проекта можно оценить как высокую, среднюю или низкую. 

Оцениваться может как сам вариант решения (объект, его ка
чество) в целом, так и его отдельные свойства. Для оценки объ
екта как целого требуется единственная шкала измерения, для 

оценки нескольких характеристик - несколько шкал для каж

дого из измеряемых свойств. 

При целостной оценке вариантов в условиях определенно
сти каждому варианту Ai ставится в соответствие его точечная 

оценка Xi = К (A i ), которая представляет собой некоторое чис
ло или символ из множества значений Х шкалы критерия К. 

В условиях полной неопределенности измеряемой характеристи

ке варианта Ai соответствует не одно точечное значение оценки 

Xi, а некоторый интервал возможных значений [X~, X~]. В услови
ях вероятностной неопределенности варианту Ai сопоставляет

ся некоторое распределение вероятностей на заданном числовом 

интервале. Примеры непосредственной оценки вариантов для 

разных ситуаций принятия решения изображены на рис. 3.1. 
В простых случаях можно легко найти итоговое решение за

дачи выбора, например упорядочение (нестрогий порядок) всех 
вариантов. 

Пpu.мер 3.6. Варианты, представленные на рис. 3.1, а, име
ют следующие точечные оценки: Х4 = а, Х2 = Х5 = Ь, Хl = С, 
Хз = е. Допустим, что значения на шкале критерия упорядоче-
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Hы от лучших К худшим как а >- Ь >- с >- d >- е. Тогда получается 
следУЮщее упорядочение вариантов: А4 >- А2 ~ А5 >- А1 >- Аз·. 

3.4. Оценка вариантов по многим критериям 

Необходимость использования многих критериев для оценки 

вариантов обусловлена разнородностью характеристик вариан

тов и многообразием достигаемых при решении проблемы целей. 

Многокритериальность играет в теории принятия решений дво

якую роль, которую будем различать с методической точки зре

ния. 

Во-первых, рассматриваемые варианты (альтернативы, объ
екты) могут обладать многими свойствами и характеризоваться 
многими различными признаками (атрибутами, параметрами), 
которые выражаются критериями К1 , К2 , ... , Кn . Тогда каждо

му варианту Ai можно сопоставить n-мерный вектор или кортеж 

вида Xi = (Xi1, ... ,Xin), компонентами которого будут числовые 
или словесные оценки Xiq = Kq(Ai) характеристик варианта по 
шкалам X q критериев K q , q = 1, ... ,n. 

Вариант Ai можно также изобразить точкой Xi, имеющей ко
ординаты Xiq в n-мерном пространстве шкал критериев Х = 
= Х1 Х ••• х Хn (которое, вообще говоря, не является евклидо
вым). Совокущюсть всех комбинаций оценок свойств вариантов 
по критериям К 1, ... , Кn образует в пространстве Х множество 
ха ~ Х, которое называют .м:н,ожеством доnусти.м:ых з'Нд'Чении 

nрuзна'/Сов, множеством дonycтuм'b/,X решении, или, короче, до
nycтuм'ЫМ множеством (рис. 3.2, а). Многокритериальноеопи
сание признаков вариантов позволяет формализовать неопреде

ленности природы и человека. 

Во-вторых, разрешение проблемной ситуации может быть 

связано с достижением многих различных целей. В этом слу

чае каждый вариант Ai оценивается по многим критериям, ко-

~ Ых) 

• • f(xa) • • ха • 
• 

Х; f(x) 
• 

О Хl О Л(х) 
а б 

Рис. 3.2. Множества допустимых значений признаков ха И достижи
мых целей уа = лха) 
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торые называются критериями оценки качества решения, пока

зателями эффективности, критериями оптимальности, целевы
ми функциями, функциями ценности. Каждый такой критерий 

является числовой функцией У = 1 (Х) скалярной Х или вектор
ной переменной х = (Хl, ... ,Хn ). Качество варианта Ai при на
личии многих различных целей характеризуется h-мерНblМ век

тором Yi = (Yi1"" ,Yih), координатами которого будут оцен
ки по частным критериям качества Yik = Ik(Xi), принадлежа
щие множествам значений Yk ~ R, k = 1, ... ,h. Иными слова
ми, качество варианта Ai представляется векторной функцией 

Yi = f(Xi) = (fl(Xi), ... , Ih(Xi)), Множеству допустимых значе
ний ха соответствует в пространстве У = У1 Х .•• х Yh = R h мно
жество уа = 1 (ха) ~ У, называемое м'Н,ожеством оце'Н,О'/с 'lCа'ч,е
ства реше'Н,ия, м'Н,ожеством достижи.м:ых целей, или, короче, 

м'Н,ожеством достижимости (рис. 3.2, б). Многокритериаль
ное представление качества решения позволяет формализовать 

неопределенности целей и человека. 

Пpu.м.ер 3.7. Оценим грузовые автомобили по их свойствам, 
в качестве которых выберем такие конструктивные характери

стики автомобиля, как мощность, тип и расположение двигате

ля, расход топлива, максимальная скорость, грузоподъемность, 

тип кузова и др. Множество автомобилей можно представить 

точками х на плоскости (Хl, Х2), образованной двумя критерия
ми: мощность двигателя Хl и расход топлива Х2. Лучшими оцен

ками по оси Хl будем считать БОльшую мощность двигателя, а по 
оси Х2 - меньший расход топлива. ха - множество допустимых 

значений признаков (см. рис. 3.2, а). 
Оценим теперь грузовые автомобили по их эксплуатацион

ным качествам. Показателями эффективности (целевым функ
циями) могут служить эксплуатационные расходы, общий про
бег без капитального ремонта, сроки окупаемости и эксплуата

ции и др. Каждый показатель эффективности является функци

ей конструктивных характеристик автомобиля. Множество ав

томобилей можно представить также точками У на плоскости 
(Л,/2), образованной двумя показателями: эксплуатационные 
расходы 11(Хl, Х2) и общий пробег 12(Хl, Х2), Лучшими оценка
ми по оси Л будем считать меньшую стоимость эксплуатации, 
а по оси 12 - больший пробег. Каждому автомобилю соответ

ствует точка на плоскости (Хl, Х2) и точка на плоскости (Л, 12), 
а множеству допустимых значений признаков ха соответствует 

множество достижимых целей уа = f(x a ) (см. рис. 3.2, б). • 
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Таким образом, применяются разные способы описания ва

риантов при помощи многих критериев, которые представляют 

собой отображения следующих видов: 

К: А ---t Х1 Х ..• Х Хn , f: А ---t У1 х ... х Yh, 
Kf: А ---t Х1 Х ••• х ХN ---t У1 Х ••. х Yh. 

Отметим, что не всегда при изложении теории принятия ре

шений проводится принципиальное различие между указанны

ми выше видами многокритериальности. Зачастую все разно
образие характеристик вариантов и способов достижения целей 
считается просто многими критериями оценки проблемной си

туации. Такая точка зрения на роль критериев обычно присуща 

работам в области исследования операций и многокритериаль

ной оптимизации, имеющим дело с числовыми показателями. 

3.5. Измерение, агрегирование и нормирование 
оценок 

Для всех задач выбора существенны два аспекта, требующие 
особого внимания: проблема измерения и проблема агрегирова

ния оценок вариантов. 

Пробл,е.м,а из,м,ерен:ия характеристик вариантов и предпочте

ний ЛПР состоит в определении того, какими показателями опи

сывать проблемную ситуацию, по каким критериям и как оцени

вать варианты, как получить необходимую для выбора инфор

мацию. 

Пробл,е.м,а агрегuрованu.я оценок вариантов и предпочтений 

ЛПР возникает при необходимости преобразовать значения от

дельных показателей, оценки по многим частным критериям в 

общий (интегральный) критерий качества вариантов, сформи
ровать общее коллективное предпочтение группы лиц, исходя из 

их индивидуальных субъективных предпочтений. 

Агрегирование частных оценок используется в задачах мно
гокритериального выбора, а также в групповом принятии ре

шений. Последнее будет рассматриваться при обсуждении про

блемы коллективного выбора. Принципиального различия меж
ду оценками вариантов по числовым критериям Xiq = Kq(Ai ) И 
показателям эффективности Yik = fk(Xi) при их агрегировании 
нет. 

При измерении характеристик, описывающих варианты, и 
последующей обработке результатов измерения большое зна
чение имеют вопросы сопоставимости разнородных характери-
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стик, поскольку восприятие разнородной информации сопряже
но с определенными трудностями. Поэтому во многих методах 

принятия решений такую информацию тем или иным образом 

трансформируют, приводя ее к более удобному и нормализован

номувиду. 

Одним из распространенных приемов нормирования число
вых оценок является их усреднение по множеству значений с ис

пользованием формул среднего арифметического, среднего гео

метрического, среднего статистического: 

N N 

Xi = (l/N) LXij, Xi = (П Xij)l/N, 

j=l j=l 

N N 

X~j = Xij/LXij, X~j = Xij/(LX;j)1/2, (3.2) 
j=l j=l 

N N 

X~j = [Xki - (l/N) LXij]/(LX;j)1/2, 

j=l j=l 

где N - общее число оценок вариантов решения. 

Количественные характеристики, как размер, продолжи
тельность, скорость, мощность, стоимость и ДР., измеряются 

числами. Как правило, их числовые шкалы имеют разную раз

мерность: м2 , с, км/ч, кВт, р. и различный «размах» шкалы 
от минимального до максимального значения. Если шкалы X q 

частных числовых критериев.Кq имеют разные единицы изме
рения, то оценки по критериям можно сделать безразмерными 

такими способами: 

" / шах Xq = Xq Xq , х" = Х /(хшах _ хшiп ) q q q q' 

х" = (Х - хшiп)/(хшах _ хшiп ) q q q q q' 

где x~ax И Х~iП - максимальное и минимальное значения оценки 
по q-MY критерию, определяющие «размах» шкалы. 

Качественные характеристики, например значимость, без

опасность, комфортность, выражаются словесными (вербальны
ми) признаками. У таких нечисловых шкал нет размерности, но 
они имеют разнообразное смысловое содержание. В ряде случа
ев частные вербальные критерии K q , имеющие разные порядко

вые шкалы оценок, унифицируют, используя лингвистическую 

шкалу X q = {X~q} следующего вида: 
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X~ - отличный (очень высокий, большой); 

X~ - хороший (высокий, большой); 

X~ - удовлетворительный (средний); 

X~ - плохой (низкий, маленький); 

X~ - очень плохой (очень низкий, маленький). 
Применяются также шкалы с четырьмя градациями (отлич

ный, хороший, удовлетворительный, плохой) или с семью гра
дациями (превосходный, отличный, хороший, удовлетворитель
ный, посредственный, плохой, очень плохой). 

Достаточно часто вербальные шкалы «оцифровывают» пу

тем присвоения порядковым градациям шкалы соответствую

щих числовых оценок: либо целочисленных, например 1,3,5,7,9 
(для пятибалльной шкалы) или 5,4,3,2 (для четырехбалльной 
шкалы), либо дробных, лежащих в пределах от О до 1. В ме
тодах, основанных на нечетких множествах, применяют специ

альные способы для вычисления числовых значений лингвисти

ческих переменных. Однако такая трансформация нечисловой 

информации в числовую может заметно исказить предпочтения 

ЛПР. 

Иногда удобнее перейти от непрерывной шкалы к дискрет
ной, например балльной, разбивая множество ее значений на 

несколько подмножеств и полагая значение x:?in равным о или 
1 баллу, а значение Х:?ах - 10 или 100 баллам. Результирую
щая шкала будет шкалой интервалов. Гораздо реже непрерыв

ная шкала заменяется дискретной лингвистической шкалой, со

поставляя x:?in С наихудшей оценкой по порядковой шкале кри
терия K q , а х:?ах - с наилучшей оценкой. Аналогичным образом 

можно преобразовывать и шкалы Yk показателей эффективно
сти Yk = fk(X). 



ГЛАВА 4 

СРАВНЕНИЕ ВАРИАНТОВ 

4.1. Сравнение вариантов в целом 

В реальных ситуациях выбора не всегда удается полностью 

описать все особенности каждого варианта. В ряде случаев воз

можно сопоставить вариант с другими вариантами целиком и 

указать, какой из вариантов предпочтительнее, не вдаваясь в их 

отдельные характеристики. 

Сравнение вариантов в целом равнозначно их сравнению по 

какому-то одному признаку, выражаемому единственным кри

терием К, который может быть и количественным, и качествен

ным. Смысловое содержание критерия зависит от контекста кон

кретной решаемой задачи. Варианты Ai и Aj считаются равно

ценными дЛЯ ЛПР, если оценки вариантов Xi = K(Ai ) и Xj = 
= K(Aj ) по шкале Х критерия К совпадают: 

(4.1) 

Будем говорить, что дЛЯ ЛПР вариант Ai предпочтительнее 
варианта A j , если оценки варианта А по критерию К не хуже 

или лучше оценок варианта Aj : 

Предполагается, что оценки на шкале Х критерия К упоря

дочены от лучших к худшим. При ином порядке оценок на шка
ле критерия предпочтительность вариантов в левых частях (4.2) 
заменяется на противоположную. 

Варианты можно также сравнивать по значениям единствен

ного показателя эффективности решения (целевой функции, 
функции ценности, критерию качества, критерию оптимально

сти), выражаемого числовой функцией У = f (Х). ЛПР считает 
варианты Ai и Aj равноценными, если равны значения показа

теля эффективности Yi = j(Xi) и Yj = f(Xj) на множестве дости
жимых целей уа = f(Xa) ~ у = R: 

(4.3) 
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Вариант A i будет для ЛПР предпочтительнее варианта A j , 

если Ai имеет не меньшее или большее значение показателя эф
фективности, чем A j : 

ЛПР может также считать один из вариантов предпочтительнее 

дРугого, если A i имеет не большее или меньшее значение пока
зателя эффективности, чем Aj : 

Здесь Xi и Xj могут быть как скалярными, так и векторными 

переменными, определенными на множестве допустимых значе

ний признаков ха ~ х. 

Такие способы выражения предпочтений ЛПР суть не что 

иное, как задание бинарных отношений равенства, нестрогого 

порядка и строгого порядка соответственно на множестве допу

стимых значений признаков или на множестве достижимых це

лей. 

Выявить предпочтения ЛПР можно и непосредственно с по

мощью nарн'Ых сравнений ]щриантов, не оценивая их по какому

либо критерию К или показателю эффективности f. ЛПР 
предъявляется каждая пара вариантов и предлагается указать, 

какой из вариантов предпочтительнее, или сказать, что вари

анты равноценны. Измерение выполняется по порядковой шка

ле. Результатом сравнения вариантов может быть строгое пре

восходство Ai >- Aj , нестрогое превосходство A i !':: Aj , эквива
лентность Ai ~ A j или равенство Ai = A j вариантов. Результа

ты измерений заносятся в квадратную матрицу типа «объект

объект» А = (aij), которая называется матрицей nарн'Ых срав
нений. Элементы матрицы aij могут задаваться различным об
разом. Часто используются следующие числовые представления 

элементов матрицы парных сравнений: 

{
2' 

aij = 1, 
О, 

aij = {1, 
О, 

если A i >- A j , 

если A i ~ Aj , 

если Ai -< A j ; 

если A i !':: Aj , 

если Ai -< Aj ; 

{
1' 

aij = О, 

-1, 

если A i >- Aj , 

если A i ~ Aj , 

если A i -< A j . 
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А 

А1 

А2 

Аз 

А4 

А5 

Таблица 4.1 

Матрица парнhlX сравнений 

А1 А2 Аз А4 А5 ai 

1 О 2 О О 3 

2 1 2 О 1 6 

О О 1 О О 1 

2 2 2 1 2 9 

2 1 2 О 1 6 

При единственном ЛПР и сравнении вариантов в целом вы

явление его предпочтений не составляет больших сложностей. 

Так, все варианты решения можно упорядочить по значениям 

строчных сумм Щ = Lj aij элементов матрицы парных сравне
ний А = (aij), которые являются, по сути, показателями эффек
тивности вариантов дЛЯ ЛПР. 

Пpu.м.eр 4.1. Построим матрицу А парных сравнений 

(табл. 4.1) вариантов с оценками, приведенными на рис. З.1. 
Элементы матрицы aij заданы вторым из указанных выше 
способов, последний столбец представляет строчные суммы ai. 
Итоговым результатом является упорядочение всех вариантов 

А4 >- А2 ::::::: А5 >- А1 >- Аз, которое совпадает с полученным в 
примере З.6. • 

При наличии многих критериев и/или многих ЛПР дЛЯ вы
явления предпочтений необходимо строить отдельную матрицу 

парных сравнений «объект - объект» по каждому из критериев 

и для каждого из ЛПР. Обработка множества таких матриц ма

жет быть сопряжена с определенными трудностями. Построение 

итогового упорядочения вариантов с помощью парных сравне

ний - в целом более трудоемкая процедура, чем при непосред

ственной оценке вариантов. 

4.2. Сравнение вариантов по свойствам 

Многокритериальное описание предпочтений ЛПР позволяет 

провести оценку и сравнение вариантов по отдельным аспектам 

вместо их целостного рассмотрения. Во многих ситуациях это 

оказывается более удобным подходом к поиску приемлемого ва

рианта решения проблемы, особенно в случае плохо структури

руемых проблем. Использование многих критериев также рас-
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IПиряет возможности для интерпретации полученных результа

тов. 

Ранее уже отмечалось, что природа многокритериальности 

состоит в наличии как многих характеристик у вариантов, так 

и многих показателей эффективности или качества результата 

выбора. Определение самих критериев и шкал их оценок оста

ется во многом искусством ЛПР и консультантов по принятию 

решений, опирающимся на их практический опыт. 

Когда различные свойства вариантов оцениваются по мно

гим критериям К1 , ••• ,Кп , имеющим шкалы оценок Х1 , ••. , Хп , 

равноценность вариантов Ai и Aj для ЛПР определяется ра
венством соответствующих векторов или кортежей оценок xi = 
= (ХН, ... ,Xin) И Xj = (Х л, ... , Х jn) на множестве допустимых 
значений признаков Ха ~ Х = Х 1 Х ... х Хп : 

Равенство векторов признаков Xi = Х Xj выполняется при ра

венстве всех одноименных компонентов: Xiq = Xjq; Xiq, Xjq Е X q , 

q = 1, ... ,n. 
Вариант Ai считается дЛЯ ЛПР предпочтительнее варианта 

Aj, если вектор или кортеж оценок Xi = (ХН, ... , Xin) варианта 
Ai превосходит вектор или кортеж оценок Xj = (ХЛ, .•. , Xjn) ва
рианта Aj , например, по векторному отношению доминирования 

или строгого доминирования на множестве Ха ~ Х: 

A i t: A j {:} (ХН, ... ,Xin) ~X (ХЛ, ... ,Xjn), (4.6) 

A i >- A j {:} (ХН, ... ,Xin) >х (ХЛ, ... ,Xjn). (4.7) 

Первое отношение называют также отношением Парето. Оно 
выполняется при условии: Xiq ~ Xjq для q = 1, ... , n, Xiq, Xjq Е X q 

и Xik > Xjk хотя бы для одного номера k. Второе отношение вы
полняется, если Xiq > Xjq для всех Xiq, Xjq Е X q , q = 1, ... , n. 
Множество всех доминирующих вариантов будем обозначать че
рез Х#. Варианты, входящие в множество Х#, не сравнимы 
друг с другом по своим свойствам. 

Вариант A i может быть также предпочтительнее варианта Aj 

по отношению лексико-графического порядка: 

которое выполняется, если компоненты векторов или кортежей 

оценок признаков удовлетворяют для любого произвольного k 
следующим соотношениям: 
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Рис. 4.1. Сравнение векторов оценок 
свойств вариантов по отношению ДО

минирования на плоскости признаков 

(Xl' Х2) 

Xi1 --< Xjl, или Хп = Xjl, Xi2 --< Xj2, ... , или 

Xi1 = Xjl, Xi2 = Xj2, ... , Xi,k-l = Xj,k-l, Xik --< Xjk' 

Пpu.мeр 4.2. Сравним грузовые автомобили по их конструк
тивным характеристикам, приведенным в примере 3.7. Множе
ство автомобилей представлено точками Х на плоскости (Хl, Х2), 
образованной двумя критериями: мощность двигателя Хl и рас
ход топлива Х2. ха - множество допустимых значений призна

ков (рис. 4.1). 
Множество векторов оценок СвОЙСТв вариантов, доминирую

щих вариант Ad , совпадает с заштрихованным неотрицательным 
квадрантом с вершиной в точке Xd = (Xdl, Xd2)' Множество х# 
лучших вариантов, доминирующих все остальные варианты по 

мощности двигателя и расходу топлива, имеют векторы оценок, 

которые изображены жирной линией между точками ха и Хь. • 

4.3. Сравнение вариантов по эффективности 

При наличии многих числовых показателей эффективности 

или целевых функций Л(Х), ... ,Jh(X), характеризующих каче
ство решения, предпочтительность варианта дЛЯ ЛПР, так же 
как и при сравнении вариантов Ai и Aj по их свойствам Xi, Xj Е 
Е ха, i, j = 1, ... , т, можно установить различным образом. 

Варианты A i и A j будут равноценны дЛЯ ЛПР, если на мно
жестве достижимых целей уа = f (ха) ~ у = Уl Х ••• х Yh рав
ны векторы показателей эффективности вариантов Yi = f(Xi) = 
= (Л (Xi), ... ,fh(Xi)) и Yj = f(Xj) = (Л (Xj), ... ,fh(Xj)): 

Ai ~ A j {::} (Л (Xi), ... ,fh(Xi)) =у иl (Xj), ... ,Jh(Xj)). (4.9) 

Равенство векторов целей Yi =у Yj выполняется при ра
венстве значений всех одноименных компонент fk(Xi) = fk(Xj), 
fk(xi), fk(Xj) Е Yk = R, k = 1, ... , h. 

Вариант Ai считается дЛЯ ЛПР предпочтительнее варианта 

Aj , если вектор показателей эффективности Yi = f(Xi) = (Л (Xi), 
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... , !h(Xi)) варианта Ai доминирует вектор показателей эффек
тивности Yj = f(Xj) = (!I(Xj), ... , A(Xj)) варианта Aj на мно
жестве достижимых целей уа: 

А?:: Aj {::} (Л(Хi), ... ,!h(Xi)) ~ y(!I(Xj), ... ,!h(Xj)), (4.10) 

т. е. если !k(Xi) ~ fk(xj) и !1(Xi) > !1(Xj) хотя бы для одного 
номера l; k, 1 = 1, ... , h. В этом случае говорят, что вариант Ai 

доминирует по Эд:Ж60рту - Парето вариант Aj • Такая предпо
чтительность означает, что, выбирая вариант A i , ЛПР получает 

по каждому частному показателю эффективности не меньший 

выигрыш, а хотя бы по одному показателю - больший выигрыш, 

чем при выборе варианта A j . 

Вариант Ai может также предпочитаться варианту Aj , если 
вектор показателей эффективности Yi = f(Xi) = (!I(Xi), ... , 
!h(Xi)) варианта Ai строго доминирует вектор показателей эф
фективности Yj = f(Xj) = (Л(Хj), ... , !h(Xj)) варианта Aj на 
множестве достижимых целей уа: 

Ai >- Aj {::} (Л(Хi), ... ,!h(Xi)) >у (!I(Xj), ... ,A(xj)), (4.11) 

т. е. если !k(Xi) > !k(Xj) для всех k = 1, ... ,h. В таком слу-
чае говорят, что вариант A i доминирует по Слейтеру вариант 

Aj • ЛПР получает по каждому частному показателю эффектив

ности более предпочтительного варианта A i БОльший выигрыш, 
чем при выборе менее предпочтительного варианта Aj. 

Вариант Ар называют nарето-оnтu.малън'ЫМ, оnтu.малън'Ым 
по Эд:Ж60рту - Парето, или эффе'/Сти6Н'ЫМ, если не существует 
других вариантов A i , чьи векторы показателей эффективности 

Yi = f(Xi) = (Л (Xi), ... ,!h(Xi)) доминируют вектор Ур = f(xp ) = 
= иl(ХР)' ... , !h(Xp )), т. е. таких вариантов, для которых по всем 
частным показателям выполняется условие !k(Xi) ~ !k(Xp ) и хо
тя бы для одного показателя !1(Xi) > !1(Xj), k, 1 = 1, ... , h. Соот
ветственно вариант As называется оnтu.малън'ЫМ по Слейтеру, 
или слабо эффе'/Сти6Н'ЫМ, если не существует других вариантов 
Ai , чьи векторы показателей эффективности Yi = f(Xi) = (Л (Xi), 
... ,Jh(Xi)) строго доминируют вектор Ys = f(x s ) = (Л(Хs ), ... , 
fh (Х s) ), т. е. таких вариантов, для которых по всем частным по
казателям выполняется условие !k(Xi) > !k(Xs ), k = 1, ... ,h. 

Множество эффективных вариантов принято обозначать че
рез Х* ~ ха, а множество векторов их показателей эффективно

сти, которое называется также nаретО60Й границей множества 

Достижимости, - через у* = !(Х*). Множество у*, представля
ющее в множестве достижимых целей уа парето-оптимальные 
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yctи • 

Рис. 4.2. Сравнение векторов показа
телей эффективности вариантов по 

отношению доминирования на плос-

кости ц~лей (/1,/2) 

варианты, состоит из недоминируемых векторов показателей 

эффективности, не сравнимых между собой. Анализ геометри
ческих характеристик паретовой границы у* является весьма 

полезным приемом при разработке методов поиска эффектив

ных вариантов, которые достаточно часто выбираются в каче

стве лучших. Отметим, однако, что на множестве допустимых 
значений признаков Ха множество эффективных вариантов Х* , 
вообще говоря, не совпадает с множеством вариантов Х# , недо
минируемых по своим свойствам. Аналогичные выводы справед
ливы и в отношении вариантов, оптимальных по Слейтеру. 

Пpu.м,ер 4.3. Сравним грузовые автомобили по их эксплу
атационным качествам, приведенным в примере 3.7. Множе
ство автомобилей представлено точками У на плоскости (Л, 12), 
образованной двумя показателями: эксплуатационные расходы 

11(Хl,Х2) и общий пробег 12(Хl,Х2). уа = пха) - множество 
достижимых целей (рис. 4.2). 

Множество векторов показателей эффективности вариантов, 

доминирующих вариант Ас по Эджворту - Парето, совпадает 

с заштрихованным неотрицательным квадрантом с верmиной в 

точке УС = f(xc ) = (Л(Хс ), 12(ХС ))' а доминирующих по Слейте
ру - с неотрицательным квадрантом, у которого удалены гра

ницы и точка Ус. Неотрицательный квадрант с вершиной в ЛIО

бой эффективной точке у* = f(x*) = (Л(х*),/2(Х*)) не содер
жит оценок других вариантов, кроме самой вершины. Множе

ству лучших (парето-оптимальных) вариантов Х* соответству
ет во множестве достижимости уа = 1 (ха) паретова граница 
у* = 1 (Х*), которая изображена жирной линией между точ
ками ут И Yt. Парето-оптимальные варианты, принадлежащие 
множеству Х* , доминируют другие варианты по эксплуатацион
ным расходам и общему пробегу. В общем случае эффективные 
варианты из множества Х* не совпадают с вариантами из мно

жества Х# (см. пример 4.2), доминирующими другие варианты 
по мощности двигателя и расходу топлива. • 



ГЛАВА 5 

ВЫБОР ВАРИАНТОВ 

5.1. Выделение предпочтительных вариантов 

Лицо, принимающее решение, выражает свои предпочтения 

на разных этапах процесса выбора: формируя перечни критери

ев для оценки вариантов и/или их качества, задавая шкалы оце
нок по критериям, оценивая и сравнивая варианты по критери

ям, определяя решающее правило для выбора предпочтительно

го варианта. При этом ЛПР может руководствоваться разными 

стратегиями выбора. 

Так, приобретая автомобиль, покупатель может считать цену 
одной из характеристик автомобиля, которая учитывается наря

ду с другими признаками, такими, как грузоподъемность, ско

рость, безопасность, комфортность и пр. И тогда лучшим будет 

автомобиль, который превосходит остальные по всему набору 

свойств. Если цена принимается за единственный показатель ка
чества решения, то лучшим будет автомобиль, имеющий мини

мальную цену. В этом случае цена автомобиля представляет со

бой целевую функцию, зависящую от набора его характеристик. 
Наконец, цена может рассматриваться покупателем как ограни

чение, сужающее множество возможных вариантов выбора. 
Обсудим особенности формализации предпочтений ЛПР при

менительно к трем типовым задачам принятия решений: вы

деление одного или нескольких предпочтительных вариантов, 

строгое и нестрогое упорядочение множества вариантов, груп

пировка исходного множества вариантов решения в классы. 

Существуют ситуации, когда ЛПР может непосредственно 
указать один или несколько наиболее предпочтительных вари

антов, исходя из своих неявных внутренних ощущений. В этом 

случае ЛПР делает свой выбор интуитивно, ему бывает трудно 

объяснить побудительные мотивы и причины подобного выбора. 
Обычно от него и не требуется таких объяснений. При необхо
димости обосновать принятое решение ЛПР нуждается в аргу

ментации своего выбора. В зависимости от контекста задачи это 

делается различным образом. 

Выделение одного или нескольких предпочтительных вари
антов сводится, по сути, к сокращению исходного множества 
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возможных вариантов. Для этого разрабатываются специаль

ные процедуры, позволяющие находить лучшие варианты, осно

вываясь на различных способах их сравнения (как правило, по 
характеристикам рассматриваемых вариантое ). Решающее пра
вило выбора выглядит так: 

ЕСЛИ (условие), ТО (решение). (5.1) 

Здесь терм (условия) представляет собой требования, кото
рым должны удовлетворять выбираемые варианты. Например, 
это могут быть значения признаков, описывающих варианты, 

или вид отношения между вариантами. Терм (решение) указы
вает имена выбираемых вариантов. 

Если возможно задать единственный показатель эффектив
ности (критерий качества) решения, то лучшими дЛЯ ЛПР при
знаются варианты А * {::} х*, имеющие такое или такие значе
ния признаков х* Е ха, при которых показатель эффективности 

у = f (х) достигает своего экстремума 
х* Е arg extr f(x). 

хЕха 

Содержательная трактовка экстремума у* = f(x*) зависит 
от контекста решаемой задачи. Это может быть, например, ми
нимальное время достижения цели, максимум грузоподъемно

сти, минимум затрат и т. п. Такой выбор называется э'/Ссmремu
заЦUОН:/-t'Ьt.М, или оnmu.м,а.л,ъ'/-t'bt.М, выбранный вариант - оnmи

.м,а.л,ъ'/-t'bt.М реше'/-tuем, а показатель эффективности - '/Сриmери

ем оnmu.м,а.л,ъ'/-tосmu. Очевидно, что правило экстремизационно
го выбора оптимальных вариантов по показателю эффективно
сти можно формально записать в виде (5.1). 

Пpu.м,ер 5.1. Выберем лучший вариант среди вариантов, 
оцененных с помощью парных сравнений в примере 4.1. В ка
честве критерия оптимальности возьмем строчную сумму ai = 
= L: aij = a(xi) элементов матрицы парных сравнений. Опти-

j 

мальное решение х* - вариант А4 , дЛЯ которого а* = 
= шах a(xi) = 9. • 

xiEXa 

При наличии многих различных показателей эффективности 
!I (х), ... , fh (х) возникает задача многокритериальной оптими-
зации 

х* Е arg extr fk(X), k = 1, ... ,h, 
хЕха 

которая будет рассматриваться в гл. 8. Для выделения вариан
тов, лучших по многим критериям, используются разные проце-

46 



дУры построения одного или нескольких решающих правил вы

бора. Основные трудности связаны здесь с получением инфор
мации о предпочтениях ЛПР, согласованием предпочтений и их 

проверкой на непротиворечивость. 

В ряде случаев показатели эффективности характеризуют 
«разнонаправленное» качество решения, условно подразделя

ясь на «положительные» и «отрицательные~. Тогда при вы

боре оптимального решения «положительные» критерии стре

мятся максимизировать, при этом большие значения оценок по 

этим критериям являются лучшими. «Отрицательные» крите
рии стремятся минимизировать, для них лучшими будУТ мень

шие значения оценок. 

В коллективном принятии решений широко применяются 

различные правила выбора (правила голосования), основанные 
на подсчете голосов, поданных за тот или иной имеющийся ва

риант. Эти правила выбора конструируются из индивидуальных 

предпочтений отдельных ЛПР. В таких ситуациях возможно по

явление парадоксов, связанных снесогласованностью предпо

чтений одного ЛПР или нескольких ЛПР, нетранзитивностью 

агрегированного предпочтения. 

Когда имеется возможность тем или иным образом упорядо

чить все рассматриваемые варианты· (альтернативы, объекты), 
лучшие варианты будут занимать первые места в итоговом упо

рядочении вариантов или при надлежать к первому классу (при 
разбиении вариантов на упорядоченные классы). 

5.2. Упорядочение вариантов 

Упорядочение вариантов является одним из наиболее распро

страненных видов итогового выбора и представляет собой уста

новление между вариантами бинарных отношений строгого или 

нестрогого порядка, эквивалентности или несравнимости. Срав

нение вариантов по признакам производится на основе их харак

теристик. Итоговый порядок строится либо на основе объектив

ных свойств объектов, либо исходя из субъективных предпочте

ний ЛПР, либо на сочетании того и другого. 

Многие задачи упорядочения вариантов часто сводятся к их 

ра'Н:JICuрова1tUЮ. Упорядочение вариантов с помощью ранжиро
вания осуществляется по значениям рангов Ti вариантов, изме

ренным в порядковой шкале. Упорядочению вариантов А1 >-
>- А2 >- ... >- Ат соответствует упорядочение их рангов Тl < 
< Т2 < ... < Тт . Получаемая ранжировка вариантов может быть 
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строгой и нестрогоЙ. В последнем случае в ранжировке присут

ствуют эквивалентные варианты с равными рангами, которым 

обычно присваиваются одинаковые так называемые связанные 

ранги, равные среднему арифметическому ЗНj1чению их рангов. 

Пpu.мeр 5.2. Вычислим ранги вариантов, оцененных с помо
щью парных сравнений в примере 4.1. Воспользовавшись фор
мулой (3.1), получим следующие значения рангов: Тl = 4, Т2 = 2, 
Тз = 5, Т4 = 1, Т5 = 2, по которым строится нестрогая ранжиров
ка вариантов А4 >- А2 ~ А5 >- А1 >- Аз. Так как варианты А2 и 
А5 эквивалентны, то каждому из них можно приписать связан
ный ранг Т2-5 = 2, 5. • 

В методах ранжирования, основанных на парных сравнени

ях, сделанных единственным ЛПР, итоговое упорядочение вари

антов строится на основе сравнения всех пар вариантов. В слу

чае сравнимости всех пар вариантов и транзитивности предпо

чтений ЛПР получается полное упорядочение объектов. Если 
некоторые из вариантов окажутся несравнимыми, то упорядо

чение будет частичным. Если же все варианты несравнимы, то 

упорядочить их не удается. 

Значительные трудности может вызвать построение итогово

го упорядочения объектов, которые имеют много признаков и 

должны рассматриваться и анализироваться как единое целое, 

например объекты, оцененные несколькими ЛПР. Когда имеет

ся несколько разных индивидуумов и много критериев оценки 

объектов, объекты сравниваются каждым человеком отдельно 
по каждому критерию. В результате появляется целый набор 

разнообразных матриц парных сравнений объектов друг с дру

гом, обработка которых с целью окончательного выбора требует 

создания специальных вычислительных алгоритмов. 

Применяются различные способы определения рангов вари

антов. Например, варианты могут предъявляться человеку все 

сразу или поочередно. При небольшом числе вариантов и одном 

признаке (критерии оценки) ранжирование вариантов не пред
ставляет больших трудностей. При увеличении числа вариантов, 

критериев и экспертов, оценивающих варианты, число сопостав

ляемых вариантов резко возрастает. В таких случаях ранжиро

вание вариантов существенно затрудняется. 

При сравнении вариантов, особенно в трудных и сложных 

ситуациях, человек может быть не всегда последовательным в 

своих ответах, допускать ошибки и неточности, предпочтения 

ЛПР могут оказаться противоречивыми. Поэтому особое вни-
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мание требуется уделить выявлению и устранению возможной 

несогласованности высказываний ЛПР, неточностей и противо
речий в его суждениях. для этого нужно использовать специ

альные процедуры. 

В силу ограниченных возможностей человека при обработке 
информации методы ранжирования являются для него доста

точно трудоемкими. 

5.3. Классификация вариантов 

Наиболее сложная и трудная задача выбора - классифика

ция вариантов. Понятие «класс» определяется следующим обра

зом: 'lCласс - совокупность объектов, обладающих общими свой

ствами. Информация о свойствах объекта может быть получена 
путем наблюдений, измерений, оценок и представлена совокуп

ностью признаков, имеющих числовые, символьные и/или вер
бальные (словесные) шкальные значения. 

Каждый класс объектов характеризуется некоторым каче
ством, отличающим его от других классов. Входящие в один 

класс объекты считаются неразличимыми (эквивалентными) по 
качеству, а все классы вместе должны составлять исходную со

вокупность объектов. Сходство и различие объектов, относя
щихся к одному классу, широко используются при построении 

различных методов классификации. 

Применяется два основных подхода к классификации объек

тов: nр.я.мая массuфU'ICацuя состоит в перечислении объектов, 

составляющих класс; 1tеnр.я.мая 'lCлассuфU'ICацuя производится на 
основе перечисления свойств, характеризующих класс. 

Прямая классификация осуществляется путем непосред

ственного отнесения объекта в один из заданных классов с 

помощью измерения свойства объекта по порядковой шкале. 

При непрямой классификации классы выделяются по некото
рым признакам или их сочетаниям, которые определяют осо

бенности, общие для каждого класса, и отличают классы друг 
от друга. Объекты, обладающие требуемыми значениями при

знаков, включаются в соответствующий класс. Классом могут 
быть, например, объекты, имеющие желаемую комбинацию при
знаков; объекты, признаки которых лежат в определенных гра

ницах значений; объекты, наиболее близкие в признаковом про
странстве. 

Результатом прямой классификации является зачисление 
каждого классифицируемого объекта в заданный класс, при 
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этом максимально возможное число классов ограничено, оче

видно, числом рассматриваемых объектов. При наличии у объ

ектов многих свойств возникает проблема поиска таких значе

ний признаков, которые наиболее характерны.для каждого клас

са и позволяют различать эти классы. 

При непрямой классификации теоретически возможное чис

ло классов определяется мощностью прямого (декартового ) про
изведения множеств значений шкал признаков. Когда число 

признаков и/или их значений достаточно велико, число потенци
ально возможных классов может существенно превысить число 

реально имеющихся объектов. Основная проблема в этом случае 
состоит в том, чтобы найти, какие комбинации признаков и их 

значений позволяют сформировать необходимое число классов, 

которые отличаются друг от друга по своим качествам и вклю

чают достаточное количество объектов. 

Процедура классификации объектов в рамках формальной 
логики может быть описана как совокупность или последова

тельность решающих правил, схожих справилом (5.1). 
При прямой классификации терм (условия) включает назва

ния объектов. При непрямой классификации один или несколь

ко термов (условия) конструируются как отношения между 
различными признаками и/или их значениями, описывающими 
объекты класса. Терм (решение) в обоих случаях указывает имя 
определенного класса, к которому относятся объекты. 

При одном ЛПР и достаточно небольшом числе классифи

цируемых вариантов и признаков, их описывающих, семейство 

решающих правил легко обозримо и доступно для анализа. Чем 

больше рассматриваемых вариантов и разнообразнее решающие 

правила их классификации, тем труднее анализ этих правил. 

При классификации вариантов ЛПР может допускать неточ

ности, совершать ошибки, его оценки могут оказаться нетран

зитивными. Поэтому в методах классификации, основанных на 
предпочтениях одного ЛПР, должны быть предусмотрены спе

циальные возможности для выявления и устранения таких про

тиворечий в его суждениях. 

Принципиально иная ситуация возникает при классифика

ции вариантов, которые оцениваются несколькими ЛПР. Неод

нозначность классификации может обусловливаться различны
ми причинами. Например, разные ЛПР могут по-разному клас

сифицировать варианты - относить сильно различающиеся ва
рианты в один и тот же класс, а варианты со сходными значени

ями признаков - в разные классы. Несогласованность индиви-
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дУальных решающих правил может быть вызвана неоднознач

ностью понимания ЛПР решаемой задачи, субъективным раз

личием решающих правил, используемых разными людьми, спе

цифичностью знаний самих ЛПР и многими другими причина

ми. В итоге могут появиться решающие правила, среди которых 

будут одинаковые, сходные, различающиеся и противоречивые 

правила. Все эти особенности должны не устраняться, а учиты
ваться при построении обобщенного решающего правила, клас

сифицирующего варианты, что представляет достаточно труд

нуюзадачу. 

Одним из наиболее популярных и сравнительно простых спо

собов прямой классификаций вариантов решения проблемы яв
ляется их сорmuров-х:а по именованным и/или упорядоченным 
классам. При сортировке вариантов индивидуум (ЛПР, эксперт) 
непосредственно относит вариант к одному из выделенных клас

сов, измеряя свойства варианта по номинальной или порядковой 

шкале. В ряде методов сортировки допускается одновременное 

указание пары соседних оценок, если человек затрудняется с вы

бором одной из них. 

Заметим, что сортировка является, по существу, не строгой 
ранжировкой, которая состоит из небольшого числа упорядо

ченных групп (классов), объединяющих в себе эквивалентные 
варианты. 

Пpuмер 5.3. Рассортируем объекты, представленные на 
рис. З.1, а, по упорядоченным классам, имена которых обозна

чены буквами а, Ь, с, d, е. Тогда вариант А4 относится к клас
су а, варианты А2 и А5 - к классу Ь, вариант А1 - к клас
су с, вариант Аз - к классу е. Класс d не содержит ни одно
го варианта. Получим следующую классификацию вариантов: 

(А4 ) >- (А2 ~ А5 ) >- (А1 ) >- (Аз), которая совпадает снестрогой 
ранжировкой, приведенной в примерах З.6, 5.2. • 

Коллективная сортировка вариантов про водится на основе 
агрегирования индивидуальных суждений группы людей. Здесь 

также возможны ситуации, в которых к согласованности мне

ний отдельных участников предъявляются особые требования. 

Если согласованность оценок оказывается приемлемой, то ито
говое распределение вариантов по классам может быть постро

ено, например, путем усреднения индивидуальных оценок. Ес
ли мнения отдельных участников заметно различаются, должны 

использоваться другие методы сортировки, учитывающие эти 

различия. 
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5.4. Особенности способов выражения 
предпочтений ЛПР 

Оценка, сравнение и выбор вариантов с и.спользованием би
нарных отношений и многих критериев раскрывают широкие 

возможности для выявления и представления предпочтений 

ЛПР. 

Отметим основные особенности этих способов выражения 
предпочтений ЛПР. 

Выражение предпочтений ЛПР с помощью бинарных отно

шений имеет следующие характерные черты: 

• каждый из вариантов решения рассматривается не по от
дельности, а в парах с другими вариантами; 

• для каждой сравниваемой пары вариантов всегда мож
но либо сказать, сравнимы ли они, и указать одно из отноше

ний - безразличие или эквивалентность вариантов, нестрогое 
или строгое превосходство одного из вариантов, либо считать ва

рианты несравнимыми; 

• результат сравнения любой пары вариантов не зависит от 
наличия или отсутствия других вариантов (условие постоян
ства свойств или а'/Ссио.ма независимости от других вариан

тов). 
Использование бинарных отношений для выявления и пред

ставления предпочтений ЛПР обладает рядом преимуществ, 

обеспечивших их широкую распространенность при решении 
многих теоретических и практических задач - возможность 

формализованного описания многих содержательных понятий 
«<лучше~, «не хуже~, «похожие», «одинаковые~ и др.); доста
точно высокая степень обобщенности, позволяющая учитывать 

при сравнении вариантов как объективные, так и субъективные 

факторы, а также различные характеристики вариантов; отно
сительная простота процедуры получения информации о срав

ниваемых вариантах. 

Среди недостатков языка бинарных отношений можно от
метить: невозможность получения оценки одного отдельно взя

того варианта; жесткость требований, предъявляемых к ЛПР, 

при получении от него информации о сравниваемых вариантах; 
ограниченность, недостаточная гибкость выражения предпочте

ний ЛПР; трудоемкость процедуры попарного сравнения при 
большом числе сравниваемых вариантов, при наличии различ

ных предпочтений нескольких ЛПР в групповом принятии ре

шений. 
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Основные особенности многокритериального подхода к выра

жению предпочтений ЛПР состоят в следующем: 

• каждый из вариантов решения может рассматриваться по 
отдельности и оценивается как по признакам, описываемым од

ним или несколькими критериями, так и по одному или несколь

ким показателям эффективности решения; 

• шкала оценок по каждому критерию определяется либо ха
рактером или свойством рассматриваемых вариантов, либо сте

пенью достижения поставленной цели или качеством решения; 

• оценки варианта даются отдельно и независимо по каждо
му критерию; 

• сравнение вариантов решения сводится к попарному срав
нению наборов их многокритериальных оценок. Для каждой па

ры сравниваемых вариантов всегда можно указать или строгое, 

или нестрогое превосходство одного из вариантов, или эквива

лентность, или несравнимость вариантов; 

• выделение лучших вариантов может осуществляться по 
экстремальным значениям одного или нескольких показателей 

эффективности, целевых функций, критериев качества решения 

(nри'Н:циn оnтu.м.а.ll:ыюстu решения). 
Укажем достоинства многокритериального способа выраже

ния предпочтений ЛПР. Перечень и содержание частных крите

риев, вид шкал и число градаций оценок определяются как объ

ективными свойствами вариантов, так и субъективными требо

ваниями к качеству решения. 

Разложение общего качества вариантов решения на совокуп

ность многих составляющих качеств позволяет: дать более пол

ную, «объемную» характеристику рассматриваемой проблемной 

ситуации; более гибко выражать предпочтения ЛПР, его поли

тику в выборе решения, ослабить или усилить отдельные ас

пекты проблемной ситуации; полнее учесть интересы различных 

участников процесса принятия решения (ЛПР, владельца про
блемы, активных групп); легче находить компромисс при груп
повом принятии решений; проще проверять согласованность по

лучаемой информации. 

Оценки по отдельным частным критериям более четко отра
жают различные аспекты смыслового содержания, более точны 

и удобны для объяснения результатов. Получаемая с их помо

щью информация содержит меньше противоречий. 

В числе недостатков многокритериального подхода отметим 
следующие: многокритериальный подход не универсален, т. е. 

при мени м не ко всем проблемным ситуациям; процедуры вы-
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деления частных критериев неоДНозначны и субъективны, их 
невозможно формализовать, набор частных критериев не един

ственен; сами критерии и оценки по шкалам критериев могут 

оказаться зависимыми и даже несовместимыми. 

При единственном скалярном критерии оценки и единствен

ном ЛПР все рассматриваемые варианты будут сравнимыми. 

При наличии многих критериев среди вариантов могут оказать

ся как сравнимые, так и несравнимые варианты. При многих 

критериях и нескольких ЛПР одни и те же варианты могут 

иметь различающиеся, в том числе и противоречивые, оценки, 

обработка которых для получения окончательного решения со

ставляет значительные трудности. 

Наиболее распространенными и практически важными явля

ются задачи индивидуального выбора в случае хорошо и плохо 
структурируемых проблем. Все большее значение приобретают 

задачи группового и экспертного выбора. При этом поиск итого

вого решения задачи опирается, как правило, на информацию, 
полученную либо от одного индивидуума (ЛПР, эксперта), либо 
путем согласования или агрегирования различных оценок, дан

ных разными индивидуумами. Именно таким задачам уделяется 

основное внимание в современной теории принятия решений. 

В последнее время актуальны задачи, в которых невозмож

но или крайне сложно найти согласованное мнение нескольких 

участников, например, когда все они оценивают варианты неза

висимо друг от друга и не могут знать оценок, данных другими. 

Поэтому есть потребность в создании новых методов получения 

и обработки информации, которые позволяли бы одновременно 

учитывать оценки, в том числе многокритериальные и противо

речивые, всех членов группы, принимающей решения, без поис
ка компромисса между мнениями отдельных участников. 

Основное содержание настоящего курса составляет изложе

ние различных методов, помогающих людям находить лучшие 

варианты решения сложных проблем. Сначала рассматривают
ся задачи индивидуального выбора, когда решение принимается 

одним человеком, а затем задачи коллективного выбора, в кото
рых результат решения зависит от суждений многих участвую

щих в выборе людей. 

*** 
Рекомендуемая литература: [2), [6), [7), [9), [1О), [11), [12), [13), 

[15), [16), [29), [32), [62), [73). 



ЧАСТЬ 11 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ 

ОПТИМАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

ГЛАВА б 

ОПТИМАЛЬНЫЙ ВЫБОР 

6.1. Понятие оптимального выбора 

Большое число встречающихся на практике задач выбора 

сводится к нахождению лучших или наиболее предпочтитель

ных для человека вариантов, анередко - к поиску единственно 

лучшего варианта. При этом у каждого ЛПР есть собственные 

субъективные представления о том, что для него является пред

почтительным в конкретной ситуации выбора. 

Вместе с тем имеется достаточно много задач, для которых 
можно построить математическую модель выбора, где понятие 
лучшего варианта формализуется путем задания одного или не

скольких числовых показателей эффективности или критериев 

качества решения. Эти показатели, хотя и задаются ЛПР, но

сят объективный характер, определяемый содержанием решае
мой задачи, и выражаются какими-либо функциями, зависящи

ми от переменных, которыми измеряются свойства вариантов. 

В таких случаях наиболее предпочтительным дЛЯ ЛПР вариан
том решения задачи выбора принято считать так называемый 

оптимальный вариант, который соответствует экстремальному 

значению одного или нескольких показателей эффективности 

решения при существующих условиях. 

Пpu.м.ер 6.1. Требуется найти наилучший маршрут пере
возки определенных грузов между заданными пунктами. Из

вестны объемы отправляемых и получаемых грузов, рассто
яния между пунктами отправления и назначения, стоимость 

перевозки единицы груза между двумя пунктами. В качестве 

лучшего может быть принят вариант перевозки грузов, кото

рый характеризуется наименьшей стоимостью всех перевозок 

или минимальным временем транспортировки грузов, или крат

чайшими маршрутами между пунктами отправления и назна-
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чения, или одновременным выполнением всех этих требова

ний. • 

Задание того или иного перечня критерие~, их числа и функ
циональных зависимостей может и значительно облегчить или, 

напротив, затруднить нахождение лучшего варианта, для чего 

нередко приходится выполнять довольно сложные вычисления. 

Весьма часто оказывается, что предпочтительный вариант не 

единственен, а имеется несколько различных, но, по сути, рав

ноценных вариантов, например множество парето-оптимальных 

вариантов. Чтобы выделить среди них один наилучший «<самый 
лучший») вариант, нужна какая-то дополнительная информа
ция о предпочтениях ЛПР. Таким образом, поиск оптимального 

варианта не означает полного исключения ЛПР из процесса вы

бора. 

Оптимальный вариант решения и возможности его нахожде
ния во многом зависят от содержательной интерпретации кри

териев оптимальности. А это определяется интересами ЛПР и 
может быть указано только им. Итак, даже оптимальный (экс
тремальный в математическом смысле) выбор в той или иной 
степени опирается на субъективные предпочтения человека. 

Еще раз подчеркнем, что непременным условием для поста

новки задачи оптимального выбора, как и любой задачи при
нятия решения, является наличие нескольких возможных вари

антов, среди которых производится выбор лучшего в каком-то 
смысле варианта. Если имеется только один исходный вариант 

решения, то нет и возможности для выбора. 

6.2. Задача оптимального выбора 

Принципиальным моментом для формулировки задачи опти

мального выбора является возможность описания проблемной 

ситуации и предпочтений ЛПР в количественной форме. 

Это означает, что, во-первых, возможные варианты решения 

(альтернативы, объекты, способы действия) определяются ко
личественными признаками (переменными, параметрами, атри
бутами), измеряемыми с помощью числовых шкал. Во-вторых, 
должны быть заданы количественные же показатели (критерии 
оптимальности, показатели эффективности, целевые функции, 

функции ценности), по величине которых оценивается качество 
выбранного варианта. Такого рода ситуации характерны для 
хорошо структурируемых проблем и повторяющихся ситуаций 
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выбора, типичных для исследования операций и оптимального 

управления. 

Для анализа возможных вариантов решения проблемы (спо
собов достижения цели) и выбора среди них одного или несколь
ких лучших вариантов строятся формальные модели оптималь

ного выбора. Модель дает упрощенное представление реальной 

проблемы и должна отражать наиболее важные и объективно 

существующие зависимости и связи между вариантами, описы

вающими их признакам и и ограничениями, которые задаются 

управляемыми и неуправляемыми факторами. Построение та

кой модели - задача консультантов-аналитиков и экспертов при 

участии ЛПР. При построении модели выбора нужно соизмерять 
(а это - уже искусство!) адекватность и детальность модели с 
точностью требуемого решения реальной задачи выбора, а так

же с объемом необходимой для поиска решения информации -
как имеющейся в наличии, так и получаемой дополнительно. 

Математическая модель оптимального выбора включает в се

бя следующие основные элементы: 

• совокупность возможных вариантов решения А1 , ... , Ат , 
число которых может быть и конечным, и бесконечным; 

• скалярный признак х или n-мерный вектор признаков Х = 
= (Хl, ••• , Хn), описывающий характерные особенности каждого 
варианта при помощи числовых шкал X j критериев K j , j = 1, 
... ,n; 

• ограничения на множество возможных вариантов, кото
рые задаются равенствами или неравенствами 9q(Xi, 8,~,~) ~ Ьq , 
включающими действительные функции многих переменных 

9q(Xi,~, 8,~,~) Е R, q = 1, ... ,р, где 8 - детерминированные, 
~ - стохастические, ~ - неопределенные факторы; 

• один или несколько критериев оптимальности (показате
лей эффективности, целевых функций) Уl, ... , Yh, которые яв
ляются действительными функциями многих переменных Yk = 
= A(Xi, 8,~, ~), A(Xi, 8,~,~) Е R, k = 1, ... ,h. 

Детерминированные факторы 8 характеризуются известны
ми или заранее заданными числовыми значениями. Неопреде

ленные факторы ~ представляют собой случайные величины, 
точные числовые значения которых хотя и неизвестны, но мо

гут быть заданы функциями распределения плотности вероят

ностей. Неопределенные и нечеткие факторы ~ могут принимать 

Отдельные числовые значения, но функции распределения веро
ятностей для них либо не известны, либо не могут быть опреде
лены. 
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Ограничения определяют в пространстве Х = Х1 Х ••• х ХN 
признаков вариантов м:н,о::нсество доnустим:ых знд'Чении nри
зна1Сов, или область доnустим'Ых решении ха ~ х. Множе

ству допустимых значений ха соответствует в пространстве по

казателей эффективности У = Уl Х ... х Yh = R h .лmо::нсе
ство дocтu::нcим'Ыx целеи уа = пха) ~ У. Каждому вари
анту решения Ai можно сопоставить некоторую точку Xi или 
вектор xi = (Хп, ... , Xin), Xij Е X j из множества допусти
мых значений ха, характеризующую(ий) свойства варианта, и 

точку Yi = f(Xi, 8,~,~) или вектор Yi = (УН, ... , Yih), Yik = 
= fk(Xi, 8,~,~) Е R из множества достижимых целей уа, оце
нивающую(ий) эффективность решения. 

Зада'Ча оптимального в'Ыбора (выделения лучшего вариан
та) формулируется следующим образом: найти вектор призна
ков варианта х* = (Xi, ... , X~), который обеспечивает экстре
мальные (например, максимальные) значения частных целевых 
функций на множестве допустимых значений ха, т. е. 

(6.1) 

и удовлетворяет заданным ограничениям 9q (Xi , 8,~,~) ::::; bq, q = 
= 1, ... ,р, k = 1, ... , h. Такой вариант х* = (Xi, ... , X~) назы
вают оnтималЬН'Ьt,м, решением задачи выбора, а целевые функ

ции - 1Сритерu.я.ми оптимальности. В задачах оптимального 

выбора варианты сравниваются друг с другом по значениям 

критериев оптимальности в пространстве целей, где и ищется 

оптимальный вариант или варианты, которые отождествляются 

с наиболее предпочтительным дЛЯ ЛПР результатом. 

Следует помнить, что получаемые с помощью различных ме

тодов оптимальные варианты всегда нужно рассматривать толь

ко как некоторые рекомендации дЛЯ ЛПР по выбору предпочти
тельного варианта решения, а не как окончательные и безогово

рочные «научно обоснованные» результаты. 

6.3. Классификация задач и методов 
оптимального выбора 

Оптимальный выбор может осуществляться при разных 

внешних условиях или, как еще говорят, в различной окружа

ющей среде. В зависимости от присутствия тех или иных факто

ров 8,~,~, характеризующих информированность ЛПР, возмож
ны следующие задачи оптим~ьного выбора: 
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• в ус.л,овuяx оnреде.л.ен:н,осmu - имеется полная и исчерпыва
ющая информация о состоянии среды, необходимая для приня

тия решения; 

• в ус.л,овuяx верояm'Н.Осm1toU 1tеоnреде.л.е1t1tосmu u рис'/Са - ин
формация о состоянии среды неполная, но с известными вероят

ностными характеристиками случайных факторов; 

• в ус.л,овUJl.Х nол1tой 1tеоnреде.л.е1t1tосmu - имеется отрывоч
ная, недостаточная, нечеткая и/или приблизительная информа
ция о некоторых характеристиках состояния среды. 

В задаче оптимального выбора могут одновременно присут

ствовать и факторы различных типов. 

Пpu.мeр 6.2. Требуется подобрать для магазина ассорти
мент товаров, которые обеспечивают получение максимальной 
прибыли. Условия определенности: товары повседневного спро

са, имеющие устойчивую продажу со стабильным спросом на 

товар и известным числом покупателеЙ. Условия неопределен

ности: сезонные товары, имеющие известные вероятностные по

казатели спроса (осенью всегда нужны зонты и непромокаемая 
обувь), и ожидаемое (прогнозируемое) число покупателей; мод
ные товары, распродажа которых характеризуется неизвестным 

числом покупателей и плохо прогнозируемым спросом (трудно 
предугадать, какая одежда станет модной через год). • 

По числу целевых функций будем различать одн.о'/Сриmери
алЪ1t'blе и м,1tого'/Срumерuалъ1t'Ые задачи. Множественность крите

риев оптимальности, как уже отмечалось, обусловливается раз
нообразием способов оценки качества вариантов. По наличию 

или отсутствию зависимости процедуры принятия решения от 

времени выделяют сmаmu'Ч.ес'/Сuе и дu1tамu'Ч.ес'/Сuе задачи. В та

ких случаях говорят об одно- или многоэтапном оптимальном 

выборе. 

Сложность решения задачи оптимального выбора во многом 
зависит от специфичности множеств, ограничений и функций, 

используемых в математической модели проблемной ситуации. 
Поиск оптимального решения облегчается в случае ограничен
ных, конечных и выпуклых множеств, непрерывных функций, 
затрудняется на невыпуклых множествах. 

В условиях определенности при небольшом числе вариантов 
Xi и одном критерии можно найти оптимальное решение х* , вы
Числяя экстремальное значение функции у* = j(x*). При боль
шом числе переменных и ограничений поиск оптимального ре

шения в случае скалярной целевой функции осуществляется ме-
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тодами математического программирования, некоторые из них 

описаны в гл. 7, 10. Оптимальный выбор при многих целевых 
функциях осложняется тем обстоятельством, что критерии оп

тимальности обычно достигают своих экстремальных значений 

в различных точках множества допустимых решений. В таком 
случае для нахождения оптимального варианта необходимы до

полнительная информацию о предпочтениях ЛПР и специаль

ные методы многокритериальной оптимизации, представленные 

в гл. 8, 9. 
Задачи оптимального выбора в условиях неопределенности и 

нечеткости рассматриваются в гл. 11, 12. Для нахождения опти
мальных решений при заданных функциях распределения зна
чений случайных факторов используются статистические мето
ды. При наличии неизвестных или нечетко определенных фак

торов применяются методы и алгоритмы теории нечетких мно

жеств, теории игр, теории адаптивного управления, эвристиче

ские методы. 



ГЛАВА 7 

СКАЛЯРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 

7.1. Выбор в условиях определенности 

Для принятия решений в условиях определенности характер

на полная информированность ЛПР о закономерностях поведе

ния рассматриваемой системы, объекта или процесса при извест

ном состоянии окружающей среды. Это означает, что между вы

бираемыми вариантами решения задачи и результатом выбора 

имеется детерминированная взаимная связь, заданная функци

ями и отношениями. 

Задача оптимального детерминированного выбора записыва

ется так: 

fk(X) --t шах, k = 1, ... , h, 
хЕха 

9q(x,8) ~ bq, q = 1, ... ,р, 
(7.1) 

где Х = (Хl' .•. ' Хn) - n-мерный вектор признаков вариан
та; А(Х) - целевые функции, или критерии оптимальности; 
9q(x,8) - заданные функции, образующие систему ограничений 
из равенств и/или неравенств; ха - множество допустимых зна
чений; 8 - детерминированные факторы. Эквивалентная форма 

записи задачи оптимального выбора имеет вид 

х* Е arg шах fk(X), k = 1, ... ,h, 
хЕха 

9q(X, 8) ~ bq, q = 1, ... ,р. 
(7.2) 

Задачи оптимального детерминированного выбора можно 
условно разделить на вариационные задачи и задачи математи

ческого программирования. 

Для решения вариацион:н:ых зада'Ч, оnтuмизации при меняют
ся методы вариационного исчисления и математического анали

за, позволяющие находить экстремумы критериев оптимально

сти. Критерии Yk = fk(X), k = 1, ... ,h, и ограничения 9q = 9q(X), 
q = 1, ... ,р, предполагаются дифференцируемыми функциями 
многих переменных Хl, ... , Хn . Множество допустимых значе

ний ха может также являться подмножеством некоторого функ

ционального пространства. 
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Классические методы оптимизации подразделяются на мето

ды отыскания безусловного экстремума функции многих пере

менных при отсутствии ограничений и отыскания условного экс

тремума функции многих переменных при Н8:lIИЧИИ ограничений 

в виде равенств инеравенств. 

Необходимые условия экстремума дифференцируемой функ
ции задаются уравнениями Gfk(X)/OXi = О, i = 1, ... , n. Широко 
известен метод множителей Лагранжа для нахождения экстре

мума скалярной функции Yk = fk(Хl, ... , Хn ) при ограничениях 
9q(Xl, ... ,Хn ) = bq, q = 1, ... ,р, основанный на использовании 
функции Лагранжа 

р 

L(x, л) = fk(X) + L лq[Ьq - 9q(X)J. 
q=l 

Оптимальный вариант х* = (Xt, ... ,X~) принадлежит мно
жеству решений системы n + р уравнений, которые получаются 
приравниванием к нулю частных производных функции L(х,л) 
по Xi И лq . Для выделения лучшего варианта используют неко

торые достаточные условия экстремума. Существуют и другие 

так называемые неклассические методы решения задач оптими

зации в бесконечномерном пространстве. 
Задшча .маmе.маmu'ЧеС'lCого nрогра.м.мuрован,uя формулирует

ся обычно как задача максимизации (или минимизации) целевой 
функции У = f(x) на множестве допустимых решений ха, кото
рое задается системой равенств и/или неравенств: 

f(x) --t тах, 
хЕха 

9q(X) ~ bq, q = 1, ... ,р. 
(7.3) 

Критерий оптимальности f(x) и входящие в ограничения 
функции 9q(X) являются скалярными функциями векторного 
аргумента х = (Хl, ... ,Хn ) f: Х --t R, 9q: Х --t R. Задачи и ме
тоды математического программирования различаются по виду 

критерия оптимальности, характеру ограничений, особенностям 

множества допустимых решений, зависимости процедуры выбо
ра от времени. 

7.2. Задача управления запасами 

Рассмотрим в качестве при мера классической задачи скаляр

ной оптимизации задачу управления запасами. Такая зада"tJа 
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возникает при необходимости создать оптимальный запас ма

териальных ресурсов, сырья, готовой продукции, предметов по

требления и тому подобного в целях удовлетворения спроса на 

протяжении заданного промежутка времени. 

Модель управления запасами предназначена для расчета мо

ментов времени и объемов каждого очередного пополнения за

пасов, т. е. сроков размещения и величины заказа. Обычно эти 

характеристики ищутся из условия минимизации удельных (в 
единицу времени) суммарных расходов z = f (х), связанных с 
управлением запасами, как функции величины запаса х. В об
щем случае удельные суммарные расходы складываются из сле

дующих составляющих: 

z = Zэкспл + Zнепроизв + z дефиц· 

Удельные эксплуатационные расходы Zэкспл связаны с расхо
дами на хранение запасов, содержанием складских помещений и 

оборудования, амортизационными отчислениями, убытками от 

порчи запасенных ресурсов и т. п. Эксплуатационные расходы 
возрастают с увеличением объема запасов. 

Непроизводственные расходы определяются главным об

разом расходами на содержание управленческого аппарата, 

оформление заказов и предполагаются условно постоянными, 

практически не зависящими от размера заказа. Поэтому удель

ные непроизводственные расходы Zнепроизв уменьшаются при 

увеличении промежутков времени между очередными зака

зами. 

Дополнительные издержки Zдефиц представляют собой расхо
ды, вызванные дефицитом (неудовлетворенным спросом) из-за 
отсутствия нужных запасов. Обычно такие финансовые потери 

оценить труднее всего, поскольку они могут быть вызваны плохо 

формализуемыми и неизмеряемыми факторами. 
Величина и срок размещения заказа определяются различ

ными обстоятельствами и, в первую очередь, ожидаемыми по
требностями в запасах. По своему характеру эти потребности 

могут быть известными или прогнозируемыми; определенными 

(детерминированный спрос) или неопределенными (вероятност
ный спрос); стационарными (не зависящими от времени) или 
нестационарными (меняющимися во времени). 

Влияние на формулировку модели управления запасами ока
зывают также многие другие факторы, в их числе: 

• услов"я пополнения запаса (в определенный момент време
ни или при определенном уровне оставшегося запаса); 
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• кратность пополнения запаса (однократное пополнение в 
течение заданного периода времени - избыточный запас, или 
многократное в некоторые моменты времени - недостаточный 

запас); 
• способы пополнения запаса (одномоментное или равномер-

но распределенное во времени); 
• период управления запасами (конечный или бесконечный); 
• сроки выполнения заказа (фиксированные или случайные); 
• имеющиеся виды запасов (ограничения на количества и вид 

пунктов хранения, производства или потребления запасов). 
Сложность модели управления запасами возрастает при пе

реходе от определенного и стационарного спроса к неопределен

ному инестационарному. 

Наиболее простым и задачами управления запасами являют
ся детерминированные задачи, описываемые однопродуктовой 

стационарной моделью с постоянным спросом. Примером таких 
задач могут служить потребление основных продуктов питания 

(хлеб, молоко, масло, сахар, соль), использование расходных ма
териалов (бумага, канцелярские товары, строительные матери
алы, крепежные изделия - гайки, болты и т. п.). 

В однопродуктовой стационарной модели с постоянным спро

сом уровень запаса Х является функцией времени, имеющей пи

лообразную форму (рис. 7.1). Минимальный уровень Хо, при ко
тором запас должен быть пополнен, называется mо'Ч'/Соu за'/Саза. 

Длumе.л/Ь1tосmъ цu'/СЛа за'/Саза - промежуток времени Т между 

соседними точками заказа - определяется имеющимся запасом 

Х и интенсивностью спроса d в единицу времени Т = х / d. При 
одной и той же интенсивностью спроса высота пика функции 

пропорциональна длительности цикла. 

Рассмотрим некоторые детерминированные задачи управле

ния однопродуктовым запасом, отличающиеся условиями. 

х 

Рис. 7.1. Зависимость уровня запаса от времени (однопродуктовая ста
ционарная модель с постоянным спросом), • - точка заказа 
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А. Отсутствие дефицита, eдuн,oвpe.м,eн,н,oe пополн,ен,ие за

паса. Суммарные расходы в единицу времени состоят из удель

ных эксплуатационных Zэкспл и непроизводственных Zнепроизв рас

ходов. Положим для простоты, что эксплуатационные расхо
ды по определению пропорциональны уровню среднего запаса 

Zэкспл = hxcp = hx /2, где h - эксплуатационные расходы в едини
цу времени, связанные с хранением единицы запаса, а непроиз

водственные расходы обратно пропорциональны длительности 

цикла заказа Zнепроизв = k/T = kd/x, где k - общие непроизвод
ственные расходы. Тогда удельные общие расходы равны 

hx kd 
Zл= -+-. 

2 х 

Оптимальный уровень запаса х* находится из условия мини

мизации функции 

Z = f(x) ---t min. 

dz h kd 
Из уравнения dx = "2 - х2 = О получаем величину так назы-

ваемого экономичного размера заказа хА = J2kd/h (формула 
Уилсона) и оптимальное значение удельных суммарных расхо

дОВ ZA = zл(х*) = 2kd/xA = v'2kdh. (Читателю рекомендуется 
самостоятельно убедиться, что в точке ХА выполняется доста

точное условие d2z/dx2 > О минимальности функции z.) 
Б. Отсутствие дефицита, равн,омерн,ое nоnо.л:нен,ие запаса. 

Предположим, что запас пополняется за счет выпускаемой про
ДУкции с интенсивностью производства в единицу времени т, ко

торая превосходит интенсивность спроса d(r > d). Тогда для 
удельных суммарных расходов имеем 

hx(l - d/r) kd 
ZB = +-. 

2 х 

Отсюда получаем выражения для экономичного размера за
каза Хв = J2kd/h(1- d/r) и оптимальных расходов ZB = 

= ZB(X*) = 2kd/XB = J2kdh(1 - d/r). 
В. Наличие дефицита, eдuн,oвpe.м,eн,н,oe nonолн,ен,ие запаса. 

В Этом случае в суммарные расходы дополнительно включают
ся издержки ZдефИЦ' обусловленные отсутствием необходимого 
уровня запасов, и удельные общие расходы определяются выра-
жением 

h(x - v)2 + bv2 kd 
ZB = 2 +-, 

х х 

65 



где v - величина дефицита (неудовлетворенного спроса); Ь -
удельные потери от дефицита в едини 

)'::-;:-":-;;--:--,---;",,-:-:-
Экономичный размер заказа ХН = 2kd( h + Ь) j hb, оптималь-

ная величина дефицита VB = J2kdhjb(h + Ь), тогда оптималь
ные общие расходы составляют ZB = ZB(X*,V*) = 2kdjxH = 
= J2kdhbj(h + Ь). 

Г. На.л,и'Чие дефицита, равномерное пополнение запаса. 
Удельные общие расходы в единицу времени определяются вы-
ражением 

h[x(l - djr) - vJ2 + 002 kd 
Zr= +-

2х(1 - djr) Х . 

Экономичный размер заказа ХГ = J2kd(h + b)jhb(l- djr), 
оптимальная величина дефицита vГ = J2kdh(1 - dj;)jb(h + Ь), 
тогда оптимальные общие расходы составляют z;' = zr(x*, v*) = 
= 2kdjxr* = J2kdhb(1 - djr)j(h + Ь). 

Оптимальная стратегия управления запасами состоит в зака
зе х* единиц ресурсов через каждые Т* = х* j d единиц времени. 
В реальных условиях существует некоторый промежуток вре

мени Тзак между моментом размещения заказа и его фактиче
ским выполнением. Момент заказа определяется тогда условием 

to = IT* - Тзакl (см. рис. 7.1). Фактически точка размещения за
каза определяет уровень запаса хо = dto, соответствующий мо
менту to. Заметим, что в приведенных моделях управления запа
сами в любой момент времени имеется более одного размещен

ного, но не выполненного заказа. 

В практических ситуациях уровень спроса, величина дефици

та, сроки выполнения заказа и другие показатели могут иметь не 

детерминированный, а вероятностный характер, число видов ре

сурса не единственно. Такие ситуации описываются более слож

ными многопродуктовыми моделями, для решения которых при

меняются методы линейного и динамического программирова

ния, методы оптимального выбора в условиях неопределенности. 

7.3. Математическое программирование 

Задачи математического программирования возникли из по
требностей решения практических проблем в области экономи
ки, промышленности, техники, военного дела, связанных с по

строением наилучшей программы действий, и являются матема

тическими моделями таких проблем выбора. Общая постановка 

задачи математического программирования представлена СООТ-
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ношениями (7.3). К числу основных относятся следующие зада
чи математического программирования: 

• задача лuн,еu:н,ого nрогра.м.мuрован,u.я с линейным критери
ем и линейными ограничениями 

n 

у = f(x) = ~ Cj,Xi --t тах, 
~ хЕха 
i=l 

n 

LaqiXi ~ bq, q= 1, ... ,р, 
i=l 

Xi 2:: О, i = 1, ... ,n, 

(7.4) 

где aqi, bq , cj, - заданные постоянные; множество допустимых 

решений ха - выпуклый многогранник; 

• задача 1Свадраmu'Чн,ого nрогра.м.мuрован,u.я с квадратичным 
критерием 

n n 

у = f(x) = ~ Cj,Xi + ~ dijXiXj --t тах 
~ ~ хЕха 
i=l i,j=l 

и линейными ограничениями, аналогичными приведенным вы

ше, где aqi, bq , Cj" dij - заданные постоянные; множество ха -
выпуклый многогранник; 

• задача в'ЫnУ1Слого nрогра.м.мuрован,u.я, где критерии и огра
ничения - нелинейные выпуклые функции векторного аргумен
та, в частности квадратичные функции; множество ха - выпук

лый многогранник; 

• задача дuC1Cpemн,oгo nрогра.м.мuрован,u.я, где все переменные 
Xi принимают дискретные, в частности целочисленные, значе

ния. 

Существуют и другие специализированные задачи матема

тического программирования - динамическое программирова

ние, стохастическое программирование, задачи с сепарабельны

ми критериями оптимальности: аддитивным f(x) = L: fk(X), 

мультипликативным f(x) = П fk(X), 
k 

k 

Общий метод решения задачи линейного программирования 
разработал выдающийся математик и экономист, лауреат Нобе

левской премии Л. В. Канторович (СССР, 1938). Теория выпук
лого программирования опирается на теорему Куна - Таккера 

о существовании седловой точки функции Лагранжа. В осно
ве ряда методов программирования лежит принцип оптималь-
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ности Беллмана (США, 1957). Универсальные методы решения 
задач дискретного программирования отсутствуют. Для отдель

ных видов дискретных задач созданы специальные методы по

иска экстремума целевых функций. 

Одно из главных мест в решении задач математического про
граммирования занимают вычислительные методы, используIO

щие ЭВМ. Широкое распространение получили методы возмож
ных направлений, метод штрафных функций и др. Вычисли

тельные методы подразделяют на mо'Чн,'ые, которые гарантиру

ют нахождение экстремума целевой функции у = f(x), и nри
блu:жен,'н,'ые, приводящие к экстремуму целевой функции у = 
= f(x) с заданной точностью. Методы можно также подразде
лить на 'Х:О'Н,е'Чн,'ые, дающие итоговый результат решения задачи 

за конечное число шагов, и асu.м,nmomu'Чес'Х:uе, состоящие из бес

конечного числа шагов. В иmераmивн,'ых методах процесс поиска 

результата решения задачи разбивается на последовательно вы

полняемые циклические шаги (итерации). 

7.4. Задача линейного программирования 

Задачи линейного программирования (7.4) относятся к чис
лу наиболее простых и хорошо изученных задач математическо

го программирования. Основная их особенность состоит в том, 

что скалярный критерий оптимальности у = f(x) является ли
нейной функцией n переменных Хl, ••• , Хn , составляющих в со
вокупности вариант х = (Хl, ••• , Хn ) решения задачи оптималь
ного выбора, а все ограничения 9q(X) ~ bq, q = 1, ... ,р, пред
ставляют собой систему линейных уравнений и неравенств. Рас

смотрим в качестве примера задачи оптимального планирования 

производства, имеющие одинаковую математическую постанов

ку, но разное содержание. 

Пpu.мер 7.1. На предприятии выпускается n различных ви
дов изделий и используется р разных видов ресурсов. Обозна
чим: Xi - количество выпускаемых изделий i-ro вида, ci - це

на i-ro вида изделий, aqi - затраты q-ro вида ресурсов на вы
пуск единицы i-ro вида изделий, bq - запасы q-ro вида ресурсов. 
Вариантом планирования производства является распределение 

х = (Хl' .•• ' Хn) объемов выпуска различных видов изделий, 
n 
2: CiXi определяет общий доход от продажи выпущенной про
i=l 

n 
ДУкции, 2: aqiXi - общие затраты q-ro вида ресурсов. Требует

i=l 
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ся найти такие оптимальные объемы х* = (xi, ... ,x~) выпуска 
каждого вида продукции, чтобы общий доход от ее продажи был 
максимальным. • 

Пpu.мeр 7.2. На предприятии, выпускающем однородную 
продукцию, при меняется n различных технологических спосо
бов производства. Для выпуска изделий используются р раз
ных видов ресурсов: рабочая сила, оборудование, сырье, элек

троэнергия и т. п. Обозначим через xi - время работы по i-MY 
технологическому способу, c-t - количество изделий, выпускае

мых в единицу времени при работе по i-MY технологическому 
способу, aqi - затраты q-ro вида ресурсов в единицу времени 
при работе по i-MY технологическому способу, bq - запасы q-ro 
вида ресурсов. Вариантом планирования производства является 

распределение х = (хl, ... , хn) времени работы по технологи-
n 

ческим способам, L: CiXi определяет общий объем выпускаемой 
i=l 

n 
продукции, L: aqiXi - общие затраты q-ro вида ресурсов. Требу-

i=l 
ется найти такое оптимальное распределение х* = (Xi, ... ,X~) 
времени работы по каждому технологическому способу, чтобы 

общий объем выпускаемой продукции был максимальным. • 

Можно усложнить постановку задачи оптимального плани

рования, если ввести дополнительные ограничения. Например, 

ограничения на объемы выпуска i-ro вида изделий xiin ::; Xi ::; 

::; xiaJC • Здесь xiin И xiaJC - минимальный и максимальный объ
емы продукции, которые характеризуют план выпуска и величи

ну спроса на соответствующее изделие. 

Любая задача линейного программирования может быть при

ведена к следующей стандартной, или 1Санонuчес1СОй, форме. 
Требуется максимизировать значение линейной функции 

f(Xl, Х2, ... ,хn ) = СIХl + С2Х2 + ... + CnХn ---t тах 

на множестве всех неотрицательных решений системы линейных 

алгебраических уравнений xi ~ О (i = 1, ... , n, р < n): 

аllХl + а12Х2 + ... + аlnХn = Ь1 , 

(7.5) 

арlХl + ар2Х2 + ... + аpnХn = Ьр , 

которое определяет множество допустимых значений ха. 
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Для записи задачи линейного программирования в стандарт
ной форме могут понадобиться дополнительные преобразова

ния. Нередко из содержательных соображений может потребо
ваться минимизация критерия оптимальност,и. Например, в за

даче оптимального планирования производства необходимо ми
нимизировать расходы на выпуск определенных видов продук

ции. В таком случае достаточно заменить критерий оптималь

ности f(x) на противоположный по знаку критерий - f(x). Оче
видно, что при этом будет выполняться равенство min f(x) = 

хЕха 

= - mах( - f(x)). Отметим, что подобное сведение задачи мини-
хЕха 

мизации к задаче максимизации справедливо для произвольной 

(необязательно линейной) целевой функции и произвольного до
пустимого множества ха. 

Если среди ограничений задачи присутствуют ограничения в 
n 

виде неравенств L aqiXi ~ bq, то в этом случае, вводя дополни
i=l 

тельные неотрицательные переменные V q ~ О, ограничения мож
n 

но записать как равенства L aqiXi + Vq = bq . Аналогичным 06-
n i=l 

разом неравенства вида L aqiXi ~ bq приводятся К равенствам 
n i=l 

L aqiXi - Vq = bq . Заметим, что ограничения, заданные в стан
i=l 
дартной форме задачи как равенства, всегда можно превратить 

в ограничения-неравенства. 

Из курса линейной алгебры известно, что неотрицательное 

решение системы алгебраических уравнений (7.5) существует не 
всегда и возможны следующие ситуации: 

• система несовместна, т. е. не имеет ни одного, в том числе 
неотрицательного, решения (число переменных n меньше числа 
уравнений р); 

• система совместна, т. е. имеет хотя бы одно решение (число 
переменных n больше числа уравнений р), но среди ее решений 
нет ни одного неотрицательного; 

• система имеет неотрицательные решения, но целевая функ
ция f(x) не достигает максимума на множестве неотрицатель
HblX решений, так как она не ограничена сверху на этом множе

стве; 

• система имеет неотрицательные решения, среди которых 
существует такое (или такие), при котором функция f(x) дости
гает максимума на этом множестве решений. 
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Совместную систему r линейных уравнений с n переменны
ми, среди коэффициентов которой хотя бы один отличен от ну
ля, при r ~ р < n всегда можно разрешить относительно r пере
менных. Эти переменные называют базuс'Н/ы.м.u, или глав'Н'bl.МU, а 
остальные s = n - r переменных, через которые выражаются ба
зисные переменные, - свободн.'Ы.м.u. В таком случае критерий оп

тимальности f(x) также можно выразить через свободные пере
менные. Число переменных уменьшается на т. Все оставшиеся s 
переменных удовлетворяют ограничениям-неравенствам. Заме

тим, что выбор базисных и свободных переменных в общем слу

чае не является однозначным. Поэтому неоДНозначен и переход 

от стандартной формы к форме (7.4) записи задачи линейного 
программирования. 

7.5. Геометрический метод решения задачи 
линейного программирования 

Рассмотрим задачу линейного программирования в стандарт

ной форме. Известен так называемый гео.м.еmрu'Чес1СUЙ метод 

решения задачи линейного программирования. Поясним суще

ство этого метода для имеющего наглядное представление слу

чая двух свободных и любого числа базисных переменных. 

Будем считать переменные Хl и Х2 свободными, а остальные 

переменные - базисными. Разрешим систему р = n - 2 линей
ных алгебраических уравнений (7.5) относительно переменных 
Хз, Х4, ••• , Хn , т. е. выразим базисные переменные Хз, Х4, ••• ,хn 
через свободные переменные Хl и Х2. Получим новую систему, 

состоящую из р линейных уравнений: 

Хз = СХ31 Хl + СХЗ2Х2 + ~з, 
Х4 = СХ41Хl + СХ42Х2 + ~4, 

(7.6) 

где каждая базисная переменная Xi ~ О (i = 3, 4, ... , n). 
Рассмотрим плоскость, заданную осями координат Хl и Х2 

(рис. 7.2, а), и изобразим на ней область допустимых решений 
ха. Поскольку каждая переменная Xi (i = 1, 2, ... , n) неотри
цательна, допустимые решения должны лежать в неотрицатель

ном квадранте плоскости (Хl, Х2), образованном двумя осями ко
ординат Хl = О, Х2 = О. Положим Хз = О. Из первого уравнения 
Системы линейных уравнений (7.6) получаем уравнение прямой 
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о 

а б 

Рис. 7.2. Область допустимых решений: 

а - имеется единственное оптимальное решение; б - допустимых решений нет 

линии (Х31Хl + (ХЗ2Х2 + ~з = о. Допустимые решения должны ле
жать не ниже этой прямой линии в полуплоскости Хз ~ о. Поло

жительное направление в каждой полуплоскости обозначено на 

рис. 7.2, а стрелкой. 
Выполним то же самое для остальных базисных переменных 

Х4, ••• , Хn . В результате будут построены n - 2 прямые линии 
Хз = о, Х4 = о, ... , ХN = о, каждая из которых определяет допу
стимую полуплоскость Xi ~ о, где может лежать решение зада

чи линейного программирования. Таким образом, область допу

стимых решений ха представляет собой многоугольник, явля

ющийся общей частью всех допустимых полуплоскостей Xi ~ О 
(i = 1,2, ... ,n). 
В зависимости от того, как пересекаются друг с другом до

пустимые полуплоскости, может получиться много разнообраз

ных форм области допустимых решений, где будет иметься един

ственное оптимальное решение (см. рис. 7.2, а) или много оп
тимальных решений. Может оказаться, что допустимое множе

ство ха пусто (см. рис. 7.2, б). Это означает, что система линей
ных уравнений (7.5) несовместна при неотрицательных значени
ях переменных Xi. 

Перейдем к поиску оптимального решения задачи линейного 

программирования, считая, что оно существует. Выразим кри

терий оптимальности у = f(x) через свободные переменные Хl 
и Х2: 

или в более простой форме 
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отбросив постоянное слагаемое Уо, не влияющее на оптимальные 

значения переменных. Построим на плоскости (хl, Х2) так назы
ваемую опорную прямую 

При параллельном перемещении опорной прямой величина Уо 

будет изменяться (возрастать или убывать). Величина этого из
менения зависит от коэффициентов Уl и У2 при переменных хl 
и Х2. 

Будем перемещать опорную прямую в сторону увеличения 

значения Уо. В некоторой точке А* функция Уо может достичь 
своего максимального значения (см. рис. 7.2, а). Назовем эту 
точку опорной. Координаты опорной точки определяют опти

мальные значения переменных xi и Х2' по которым из уравне
ний (7.6) можно найти оптимальные значения остальных пере
менных хз , ... , x~, задающих оптимальное решение 

* (* *) х = хl' ... 'Хn 

исходной задачи линейного программирования, и оптимальное 

значение целевой функции 

у* = f(xi, ... ,x~). 

Пpu.м.eр 7.3. Рассмотрим задачу линейного программирова
ния в стандартной форме, где требуется максимизировать зна

чение целевой функции 

У = f(x) = 2Хl + Х2 - Х4 - тах, 

при наличии ограничений: 

хl +Х2 +хз = 6, 

хl - Х2 - Х4 = 1, 

хl - 4Х2 - Х5 = -4, 
хl - 2Х2 + Х6 = 4, 

xi 2:: О, i = 1, ... ,6. 

1. Выберем переменные хl и Х2 В качестве свободных. Выра
зим через них критерий оптимальности У и все остальные базис

ные переменные хз, Х4, Х5, Х6: 
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а 

Рис. 7.3. Оптимальные решения: 

а - бесконечно много оптимальных решений; б - оптимальных решений нет 

У = f(x) = Хl + 2Х2 + 1 --t тах, 
Хз = -Хl - Х2 + 6, 
Х4 = Хl - Х2 -1, 
Х5 = Хl - 4Х2 + 4, 
Х6 = -Хl + 2Х2 + 4. 

(7.7) 

2. Положим все базисные переменные равными нулю и по
строим на плоскости (Хl,Х2) прямые линии: Хз = о, Х4 = о, 
Х5 = о, Х6 = О (см. рис. 7.2, а). Построим множество допустимых 
значений ха, которое составляет общую часть шести неотрица

тельных полуплоскостей Xi ~ О (i = 1, ... ,6). 
3. Построим на плоскости (Хl,Х2) опорную прямую Уо = Хl + 

+ 2Х2 = О И станем перемещать ее параллельно самой себе в 

направлении увеличения Уо. Линии уровня функции Уо = Хl + 
+ 2Х2 показаны на рис. 7.2, а штрихпунктиром. 

4. Функция Уо достигает максимального значения Уо = 8 в 
опорной точке А* с координатами Xi = 4 и Х2 = 2. Из уравнений 
(7.7) получаем итоговое оптимальное решение задачи: xi = 4, 
Х2 = 2, хз = о, Х4 = 1, Х5 = о, Хв = 4, у* = 9. • 

в изображенном на рис. 7.2, а случае оптимальный вариант 
решения х* = (xi, ... ,x~) единственен, причем оптимальные 
значения переменных хз = о, Х5 = о. в общем случае оптималь

ных вариантов решения может быть бесконечно много, если мак

симум критерия оптимальности достигается не в одной опорной 

точке, а на отрезке, параллельном опорной прямой (рис. 7.3, а), 
на прямой или на луче. Оптимальный вариант решения может 
и не существовать даже тогда, когда имеется бесконечно много 

допустимых решений (рис. 7.3, б). 
Итак, оптимальное решение общей задачи линейного про

граммирования (если оно существует) достигается при такой 
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совокупности значений переменных Хl,Х2, ... ,Хn , где, по край

ней мере, две переменные равны нулю (являются координатами 
точки пересечения двух допустимых полуплоскостей ), а осталь
ные неотрицательны. Область допустимых решений образует в 
n-мерном пространстве выпуклый многогранник, называемый 

симплексом. 

7.б. Симплексный метод решения задачи 

линейного программирования 

Еще одним общим методом решения задач линейного про

граммирования является сu.м.nле1ССН:ЫU метод ( сu.м.nле1Сс-.ме
mод), или метод nоследоваmелън,ого улу'Ч,шен,uя оцен,о1С, разрабо
танный Дж.Данцигом (США, 1947). 

Геометрическая идея этого метода проста и состоит в следую

щем. Пусть имеется n переменных Хl, Х2, ... , ХN ир < n ограни
чений. Область допустимых решений, задаваемая ограничени

ями, представляет собой выпуклый многогранник. Если задача 

линейного программирования имеет оптимальное решение х* , то 
оно совпадает с опорной точкой, являющейся одной из вершин 

многогранника, где, по крайней мере, k = n - р переменных рав

ны нулю. Симплекс-метод заключается в таком направленном 

переборе вершин многогранника, при котором значение целевой 

функции возрастает от одной вершины к другой. Переходя по

следовательно из одной опорной точки в другую (изменяя пере
менные) и постепенно улучшая решение, находим оптимальное. 
Каждой вершине соответствует система уравнений, выбираемых 

специальным образом из ограничений. 

Поясним идею симплекс-метода на примере. 

Прuмeр 7.4. Требуется минимизировать значение линейной 
функции 

у = f(x) = 5Хl - 2хз -t min 

при наличии ограничений 

5Хl +Х2 - 2хз ~ -2, 

-Хl + ХЗ + Х4 ~ 5, 

-ЗХl + 5Х4 ~ 7, 

Xi~O (i=I,2,З,4). 

1. Приведем задачу линейного программирования к стандарт
ной форме. Заменим критерий оптимальности у на у' = -у и 
введем дополнительные переменные 
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Vl = 5Хl + Х2 - 2хз + 2, 

V2 = Хl - Хз - Х4 + 5, 

Vз = 3Хl - 5Х4 + 7. 

Получаем задачу линейного программирования 

у' = -5Хl + 2хз -+ шах, 

-5Хl - Х2 + 2хз + VI = 2, 

-Хl + Хз + Х4 + V2 = 5, 

-3Хl + 5Х4 + Vз = 7, 

(7.8) 

в которой имеется n = 7 неотрицательных переменных Хl, Х2, Хз, 
Х4, щ, V2, Vз ир = 3 уравнений-ограничений (7.8). Число свобод
ных переменных k = n - р = 4. Переменные Х2, Х4, Vl, V2, Vз вхо
дят В функцию у' с нулевыми коэффициентами. 

2. Выберем переменные Хl,Х2,хз,Х4 в качестве свободных и 
выразим все остальные переменные через них. Эти уравнения 
(7.8) для переменных Vl, V2, Vз записаны выше. 

3. Положим все свободные переменные равными нулю: Хl = 
= Х2 = Хз = Х4 = о. Тогда из уравнений (7.8) имеем Vl = 2, 
V2 = 5, Vз = 7. Получаем опорное решение, для которого у' = о. 
Проверим, является ли это значение у' оптимальным. 

Если бы в выражении для критерия оптимальности у' все ко
эффициенты при переменных Xi были отрицательными, то уве

личить значение у', повышая значения переменных Xi, было бы 
нельзя. И сразу получили бы оптимальное значение у'*. Однако 
в выражении для функции у' коэффициент при переменной Хз 
положителен. Поэтому, повышая значение Хз и переходя к дру

гому опорному решению, можно увеличить и значение у'. 
4. Попробуем увеличить значение переменной Хз. Но для пе

ременных Vl и V2 этого делать не следует. Как видно из урав

нений (7.8), в выражениях для Vl и V2 коэффициенты при пере
менной Хз отрицательны. Поэтому с увеличением значения пе
ременной Хз переменные Vl и V2 тоже могут стать отрицатель

ными, что противоречит условию неотрицательности всех пере

менных. 

Если в выражениях для Vl и V2 коэффициенты при перемен

ной Хз не были бы отрицательными, то значения переменной Хз 
можно было бы увеличивать беспредельно. В этом случае опти
мальное решение не существует. 

Выясним, какую из переменных можно сделать свободной, 
считая по-прежнему, что Хl = Х2 = Х4 = о. Из уравнений (7.8) 
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следует, что Vl = О при ХЗ = 1, а V2 = О при ХЗ = 5. Таким об
разом, переменная Vl обращается в нуль при меньшем значении 

Хз. Переменная Vl и будет наиболее подходящим кандидатом на 
роль свободной переменной. 

5. Сделаем Vl новой свободной переменной, а переменную 
ХЗ - базисной. Выразим критерий оптимальности у' и новые ба
зисные переменные ХЗ, V2, VЗ через новые свободные переменные 

Xl,X2,Vl,X4: 

ХЗ = 2,5Хl + 0,5Х2 - 0,5Vl + 1, 
V2 = -1,5Хl - 0,5Х2 + 0,5Vl - Х4 + 4, 
VЗ = 3Хl - 5Х4 + 7. 

Получим задачу линейного программирования в виде 

у' = Х2 - Vl + 2 ---t шах, 

ХЗ - 2,5Хl - 0,5Х2 + 0,5Vl = 1, 

V2 + 1,5Хl + 0,5Х2 - О,5щ + Х4 = 4, 
VЗ - 3Хl + 5Х4 = 7. 

(7.9) 

Если бы в выражении для критерия оптимальности у' все ко
эффициенты при переменных были отрицательными, то имели 

бы оптимальное значение у'*. Но это не так. 
6. Поэтому положим все свободные переменные равными ну

лю: Хl = Х2 = Vl = Х4 = О. Тогда из уравнений (7.9) имеем 
хз = 1, V2 = 4, VЗ = 7. Получаем новое опорное решение, для 
которого у' = 2. Значение критерия оптимальности (у' = 2) ста
ло уже больше, чем было (у' = О). Но это еще не оптимальное 
значение у'* , так как в выражении для функции у' коэффициент 
при переменной Х2 положителен. Если увеличивать значение Х2, 

то будет повышаться и значение у'. 
7. Начнем увеличивать значение переменной Х2. Получаем 

новый цикл. Выясним, какую из переменных можно сделать сво

бодной, считая, что Хl = Vl = Х4 = О. Наиболее подходящим 
кандидатом на роль свободной переменной является только одна 

переменная V2, так как в уравнениях (7.9) переменная Х2 входит 
с отрицательным коэффициентом только в выражение дЛЯ V2. 

Поэтому переменная V2 может стать отрицательной при увели
чении значения переменной Х2. ИЗ уравнений (7.9) следует, что 
V2 = О при Х2 = 8. 

8. Сделаем V2 новой свободной переменной, а переменную 
Х2 - базисной. Выразим критерий оптимальности у' и новые ба
зисные переменные хз, Х2, VЗ через новые свободные переменные 

Xl,V2,Vl,X4: 
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ХЗ = Хl - V2 - Х4 + 5, 

Х2 = -ЗХl - 2V2 + Vl - 2Х4 + 8, 
Vз = ЗХl - 5Х4 + 7. 

Получим задачу линейного программирования: 

у' = -ЗХl - 2V2 - 2Х4 + 10 - тах, 
хз - Хl + v2 + Х4 = 5, 

Х2 + ЗХl + 2V2 - Vl + 2Х4 = 8, 

Vз - ЗХl + 5Х4 = 7. 

(7.10) 

9. Положим все свободные переменные равными нулю: Хl 
= Vl = V2 = Х4 = о. Тогда из уравнений (7.10) имеем хз = 5, 
Х2 = 8, Vз = 7. Получаем новое опорное решение, для которо
го у' = 10. Это решение уже является оптимальным, так как 
в выражении для критерия оптимальности у' все коэффициен
ты при переменных отрицательны, а значит, нельзя увеличить 

значение функции у', повышая значения свободных переменных. 
Итак, получено следующее оптимальное решение: xi = о, Х2 = 8, 
хз = 5, х.: = о, у* = -у'* = -10. • 

Вычислительная процедура симплекс-метода носит итератив
ный характер и состоит в последовательном решении однотип

ных систем линейных алгебраических уравнений. Процедура по

вторяется до тех пор, пока не будет получено оптимальное ре

шение. Метод позволяет также определить число оптимальных 

вариантов решения и провести анализ чувствительности резуль

тата к изменению коэффициентов целевой функции. 

Симплекс-метод является вычислительным методом решения 
задачи линейного программирования, обеспечивающим нахож

дение оптимального решения за конечное число шагов при про

извольном числе свободных переменных. Простота алгоритма 

делает симплекс-метод удобным для реализации на ЭВМ. Симп
лекс-метод входит во многие современные пакеты прикладных 

программ. 

7.7. Двойственная задача линейного 
программирования 

Изучение свойств задач линейного программирования опира

ется на теорию двойственности. Напомним, что задачей линей

ного программирования, которую также называют прямой, яв

ляется максимизация значения функции (7.4): 
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n 

у = L Cixi -+ тах, 
i=1 

которая удовлетворяет условиям 

n 

LaqiXi 5 bq, q = 1, ... ,р, 
i=1 

Xi ~ О, i = 1, ... , n, 

где aqi, bq , ci - заданные постоянные. Двойствен/ной по отноше
нию к прямой задаче линейного программирования (7.4) назы
вается задача минимизации значения функции 

при ограничениях 

р 

р 

z = LbpUq -+ min 
q=l 

LaqiUq ~ Ci, i = 1, ... ,n, 
q=l 

U q ~ О, q = 1, ... , р, 

(7.11) 

где aqi, bq, ci - те же самые постоянные, что и в прямой задаче. 

Пpu.м.eр 7.5. Обратимся к задаче оптимального планирова
ния производства из примера 7.1. В прямой задаче (7.4) требо
валось определить, какой объем Xi каждого вида изделий на
до произвести, чтобы при заданных ограничениях на величину 

bq затрат ресурсов и цене ci единицы i-ro вида продукции по
лучить максимальный доход у* = тах у от продажи выпущен
ной продукции. Двойственная задача имеет следующий смысл. 

В выражении (7.11) переменная uq ~ О, q = 1, ... ,р, обозначает 
цену единицы используемого q-ro вида ресурсов, bq - имеющи

еся запасы q-ro вида ресурсов, aqi - затраты q-ro вида ресур
сов на выпуск единицы i-ro вида изделий, ci - цену i-ro вида 
изделий. Вариантом планирования производства является рас

пределение и = (иl, ... , Uq ) цен используемых видов ресурсов. 
Стоимость ресурсов, затраченных на производство i-ro изделия 
р 

L aqiUq, не может быть меньше цены ci изделия. Общие расхо
q=1 

р 

ды на выпуск продукции составляют L bqUq. Требуется найти 
q=i 
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такие оптимальные цены u~ различных видов ресурсов, чтобы 

при заданных ограничениях на величины bq имеющихся запасов 
ресурсов и цены ci изделий общие расходы на выпуск продукции 
были минимальны z* = min z. • 

Связь прямой и двойственной задач состоит в том, что ре

шение одной из них может быть получено из решения другой. 

Как видно из соотношений (7.4) и (7.11), в прямой и двойствен
ной задачах линейного программирования используется одна и 

та же матрица затрат А = (aqi)pxn. Коэффициенты ci целе
вой функции у в исходной задаче являются свободными члена
ми ограничений в двойственной задаче, а свободные члены bq 

ограничений в исходной задаче являются коэффициентами це

левой функции z в двойственной задаче. Теоретически доказа
но, что прямая и двойственная задачи линейного программиро

вания либо обе неразрешимы, либо обе имеют решение, причем 

значения целевых функций для оптимальных решений совпада

ют: тах у = у* = z* = min z. Если целевая функция одной из за
дач линейного программирования не ограничена, то другая за

дача не имеет решения. 

Для задач линейного программирования разработано боль

шое количество методов решения. Часто используется двой

ственный симплексный метод, с помощью которого решение пря

мой задачи получают при решении двойственной задачи. Для 

решения задач большой размерности, возникающих при моде

лировании реальных ситуаций, применяются методы декомпо

зиции, где система ограничений разбивается на ряд подсистем 

и для каждой из подсистем решается подзадача линейного про

граммирования меньшей размерности. В итеративных асимпто

тических методах решение ищется путем последовательных при

ближений к оптимальному. 

В реальных задачах исходная информация обычно известна 

лишь с некоторой точностью. Поэтому даже небольшие погреш

ности в исходных данных могут вызывать неустойчивость ре

зультатов. Кроме того, при численном решении задач большой 

размерности возникают ошибки округления данных, накопление 

которых также может приводить к заметным отклонениям в ре

зультатах. Для обеспечения устойчивости результатов в методах 
решения задач линейного программирования используют специ

альные процедуры регуляризации. 



ГЛАВА 8 

МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 

8.1. Оптимальный выбор по многим критериям 

Во многих задачах выбора, представляющих практический 

интерес, бывает трудно, а порой и невозможно свести поиск наи

лучшего варианта к нахождению оптимума только какого-то 

единственного критерия качества решения (целевой функции, 
показателя эффективности, критерия оптимальности). 

Действительно, определяя наилучший план выпуска продук

ции, желательно обеспечить не только максимальный доход 
от ее реализации, но также максимаЛьную производительность 
труда, минимальную себестоимость продукции и т. д. Состав
ляя оптимальный план перевозок грузов, стремятся не толь

ко минимизировать расходы на транспортировку, но и принять 

во внимание другие возможные критерии: регулярность перево

зок, равномерность загрузки транспорта, обязательность пере

возки отдельных видов грузов и т. п. Множественность критери

ев выбора обусловлена необходимостью учета разнородных ха
рактеристик сравниваемых вариантов, разнообразием достигае

мых целей. 

Будем характеризовать каждый вариант Ai одной или не

сколькими переменными Xi = (Xi1, ... ,Xin), представляющи
ми его свойства, значения которых принадлежат множеству 

ха ~ Х = Х1 Х ••• х хn допустимых значений. В дальнейшем, 
если специально не оговаривается, не станем делать различия 

между скаляром Х и вектором Х. Пусть имеется нескольких част

ных или локальных целевых функций (критериев) Yk = fk(Xi) Е 
Е Yk ~ R, k = 1, ... , h, численно оценивающих качество ре
шения. Весьма заманчиво сформулировать задачу многокрите
риальной оптимизации в условиях определенности (7.1) следу
ющим внешне «простым,> образом: найти значения переменнbIX 

х* = (Xi, ... ,X~), которые обеспечивают максимизацию значе
ний всех частных целевых функций, т. е. 

!I (Х) ---t шах, 
хЕха 
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на множестве ха ~ Х допустимых значений, ограниченном си

стемой уравнений и/или неравенств 9q(X, 8) ~ Ьq , q = 1, ... ,р. 
Однако такая постановка задачи многокритериальной опти

мизации не имеет особого смысла, поскольк~ в общем случае все 

частные критерии Yk = fk(X) достигают своего максимума не в 
одной и той же, а в различных точках области допустимых зна

чений ха. Поэтому обычно задача многокритериальной оптими

зации переформулируется на основе некоторой дополнительной 

информации о том, что же все-таки следует считать оптималь

ным решением. 

Для уменьшения неопределенности, связанной с многокри

териальностью выбора, и нахождения оптимального варианта 

х* = (Хl *, ... ,x~), удовлетворяющего требованиям ЛПР, ис
пользуются специальные приемы, которые в самом общем виде 

можно подразделить на процедуры исключения и компенсации. 

Процедур'Ы UС'X:.II.ю'Чен:uя 'состоят в последовательном сужении 
множества допустимых вариантов и/или множества достижи
мых целей, исходя из каких-то дополнительных требований. На

пример, при покупке автомобиля устанавливается сравнитель

ная важность частных критериев качества решения (цена, гру
зоподъемность, мощность двигателя и т. д.), по которым после
довательно уменьшается число рассматриваемых автомобилей. 

Процедур'Ы '/Сомnе'Н,сации или замеще'Н,uя опираются на прин
цип справедливого компромисса или справедливой уступки, при 

котором снижение качества решения по одним частным крите

риям должно компенсироваться повышением качества решения 

по другим частным критериям. Например, при выборе автомо

биля более высокая стоимость эксплуатации может компенсиро

ваться большим общим пробегом без капитального ремонта. 

8.2. Построение множества эффективных вариантов 

Достаточно часто в качестве лучших выбирают эффектив

ные или парето-оптимальные варианты, множество Х* которых 

есть подмножество множества допустимых значений ха. Обыч

но поиск парето-оптимальных вариантов осуществляется одно

временно с построением паретовой границы у* = f(X*), кото
рая, напомним, представляет собой подмножество недоминируе

мых векторов оценок качества (показателей эффективности) ре
шения во множестве достижимых целей уа = f (Ха) ~ У, у = 
= Уl Х ••• х Yh. В ряде случаев поиск парето-оптимальных ва
риантов непосредственно приводит и к нахождению оптималь-
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ных вариантов. Однако построение паретовой границы множе

ства достижимости служит, как правило, лишь начальным эта

пом выбора наилучшего варианта решения. 

Укажем один из наиболее простых методов построения мно

жества эффективных вариантов, реализующих процедуру ис
ключения. Метод основан на непосредственном попарном срав

нении векторов оценок вариантов по частным критериям эффек

тивности и применим, когда множество достижимых целей уа 

состоит из конечного числа векторов Yi = (Yi1, ... ,Yih), Yik = 
= Ik(Ai ), i = 1, ... ,т, k = 1, ... ,h. 

Выбирается произвольный вектор Yi, который последова
тельно сравнивается со всеми другими векторами У j из множе

ства уа по векторному отношению доминирования Yi ~ Yj, где 
Yik ~ Yjk и Yil > Ул хотя бы для одного [. Доминируемые век
торы исключаются из дальнейшего рассмотрения, несравнимые 

оставляются. Вектор, оказавшийся в числе несравнимых, запо

минается как эффективный. После чего переходят к рассмотре

нию следующего вектора из множества уа. Оставшиеся векторы 
составляют суженное множество уl С уа. 

Любой из оставшихся векторов попарно сравнивается по от

ношению доминирования ~ со всеми остальными векторами из 

множества уl, которое аналогичным образом сужается до мно
жества у2 С уl. Процедура попарного сравнения векторов окан
чивается, когда будут сравнены все векторы. Полученное в итоге 

множество векторных оценок будет паретовой границей у*. 

Пpu.мер 8.1. Требуется выбрать лучший проект строитель
ства предприятия из пяти предложенных вариантов А1 -А5 . 

Качество проекта предварительно оценивается по четырем част
ным показателям эффективности: 

!I - величине ожидаемой прибыли, которую будет давать 
предприятие; 

12 - стоимости строительства предприятия; 
1з - величине экологического ущерба от строительства; 
14 - заинтересованности жителей района в строительстве. 
Для простоты будем считать, что оценки по каждому из че-

тырех критериев даются по шкале: 5, 4, 3, 2, 1, О баллов. По
скольку оценки по второму и третьему критериям необходимо 

минимизировать, а не максимизировать, как по остальным, то 

вместо них введем критерии I~ = 5 - 12 И Л = 5 - 1з. По резуль
татам экспертизы были получены следующие векторные оценки 

качества проектов: 
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Уl = (4,3,4,3), 
У2 = (5,3,3,3), 
Уз = (2,4,2,4), 
У4 = (5,3,2,3), 
У5 = (4, 4, 3, 4). 

Сравним вектор Уl с остальными векторами по отношению 
доминирования ~ на множестве достижимости уа. В данном 

случае пары векторов Уl - У2, Уl - уз, Уl - У4, Уl - У5 несравни

мы по отношению доминирования. Вектор Уl запоминается как 

эффективный. Далее сравнивается вектор У2 с векторами Уз, У 4, 
У5· Пары векторов У2 - уз, У2 - У5 несравнимы. Так как У2 ~ У4, 
вектор У 4 удаляется из рассмотрения как доминируемый, а век

тор У2 запоминается как эффективный. Для сравнения остаются 

векторы УЗ и У5. Поскольку У5 ~ Уз, то вектор Уз удаляется из 
рассмотрения как доминируемыЙ. В итоге остаются три вектора 

Уl, У2, У5, образующие паретову границу у* С уа И соответ

ствующие эффективным вариантам А1 , А2 , А5 , среди которых и 

следует сделать окончательный выбор. • 

Чтобы еще больше сузить паретово множество у* и выде

лить единственный наилучший вариант решения, необходима 

еще какая-то дополнительная информация, которую может дать 
толькоЛПР. 

8.З. Важность критериев 

Одним из основных видов дополнительной информации, ча
сто используемым при решении различных многокритериаль

ных задач, является информация о сравнительной важности 

частных критериев дЛЯ ЛПР. Обычно такая информация задает

ся в виде числовых коэффициентов важности критериев Wk ~ О, 

характеризующих весомость, значимость частных критериев 1k. 
Коэффициенты важности составляют в совокупности весовой 

вектор w = (Wl, ... ,Wh), компоненты которого принято норми
ровать условием LWk = 1. Рассмотрим некоторые из наиболее 

k 
известных способов вычисления коэффициентов важности кри-
териев. 

1. Последоваmе./l/Ь1tое срав1tе1tuе '/Сриmериев по ва::нс1tосmu. 
ЛПР упорядочивает все критерии по предпочтительности, до
пустим, ft >- 12 >- ... >- А, и каждому критерию 1k приписы-
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Таблица 8.1 

Матрица парных сравнений критериев 

по абсолютной важности 

А 11 12 ... Ih ak 

Л 1 1 ... 1 аl 

12 О 1 ... о а2 

. .. .. . ... 1 .. . . .. 

!h о 1 ... 1 ah 

вает некоторую числовую значимость 8k > о. Например, самому 
важному критерию fI дается 100 баллов, а остальным крите
риям - меньшие баллы в зависимости от их предпочтительно
сти. Важность k-ro критеРия!k определяется среднеарифмети-

h 
ческим значением Wk = 8k/ Е 8j. 

j=1 

2. Последовате.лЪ'/юе сравнение 1Сритериев по су.м.марноЙ 

ва:жностu - .метод У. Чер'Ч.Мена -л. А1Соффа (США). ЛПР 
упорядочивает все критерии по предпочтительности, допустим, 

fI >- 12 >- ... >- Ih, и каждому критерию Ik приписывает неко
торую числовую значимость 8k > о. ЛПР сравнивает значи

мость критерия 11 с суммарной значимостью остальных крите-
h 

риев 12, ... ,Ih. Если неравенство 81 > Е 8j не выполняется, то 
j=2 

значимость остальных критериев корректируется. После этого 

критерий 11 исключается из рассмотрения, и процедура повто
ряется для критерия 12, т. е. проверяется справедливость усло-

h 
вия 82 > Е 8j, И т. д. Важность k-ro критерия Ik задается выра

j=3 
h 

жением Wk = 8k/ Е 8j. 
j=l 

3. Попарное сравнение 1Сритериев по абсолютной ва:жн,остu. 
Строится матрица А = (aij)hxh парных сравнений критериев 
11, ... , Ih по их важности, в которой ЛПР указывает предпочти
тельность одного из критериев, задавая элементы матрицы, на

пример, условиями aij = 1, если li t: Ij; aij = о, если li -< Ij· 

Пример матрицы парных сравнений критериев по абсолютной 
важности приведен в табл. 8.1. Важность k-ro критерия Ik опре-

h 
деляется формулой Wk = ak / h, ak = Е akj· 

j=l 
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Таблица 8.2 

Матрица парных сравнений критериев 

по относительной важности 

А !l 12 ... lh 

Л 1 81/82 ... 81/8 h 

12 82/81 1 ... 82/8 h 

.. . ... .. . 1 . .. 
!h 8h/8 1 8h/8 2 ... 1 

РазНОВИДНОСТЬЮ данного ш:щхода является многократное по

парное сравнение критериев по важности, при котором значи

мость критерия определяется числом раз, когда ЛПР предпочел 

данный критерий другим критериям. В этом случае важность 
h 

k-ro критерия fk рассчитывается по формуле Wk = ak/ L aj. 
j=l 

4. Попарное сравнение 'Критериев по относител:ьноu важно
сти - м,етод Т. Саати (США). Строится матрица А = (aij)hxh 

парных сравнений критериев Л, ... , fh по их относительной 

важности, элементы которой ЛПР задает в виде aij = Si/ Sj, где 
Si > О - некоторая числовая значимость критерия, выражен
ная баллами от 1 до 9 (табл. 8.2). Предпочтительность критери
ев определяется условиями fi >- fj, если aij > 1; fi ~ fj, если 
aij = 1; fi -< !j, если aij < 1. Важность k-ro критерия fk опреде
ляется формулами: 

h 

Wk = Ck/LCj, 

j=l 

h 

Ck = (П akj)1/h. 

j=1 

Важность критериев может задаваться и иными способами. 

8.4. Компенсация критериев 
по относительной ваJКНОСТИ 

(8.1) 

Воспользовавшись дополнительной информацией о структу
ре множества достижимых целей уа, можно сузить множество 

у*, представляющее паретову границу. Опишем один из таких 
подходов, который основан на учете относительной важности 

частных критериев качества дЛЯ ЛПР и предложен В. Д. Ноги

ным (Россия, 2002). 
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Рассмотрим два произвольных варианта Уl = (Ун, ... , Ylh) и 
У2 = (У21, ... , Y2h) из множества достижимости уа, координаты 
которых удовлетворяют условиям: 

Уlр > У2р, Ylq < Y2q, Ylk = Y2k для всех k i= р, q. 

Формально эти варианты несравнимы по отношению доми

нирования. Однако при сравнении этих векторов ЛПР может 
сказать, что для него первый вариант субъективно предпочти

тельнее, чем второй вариант, т. е. Уl >- У2. В подобной ситуа
ции будем говорить, что р-й частный критерий важнее q-ro част
ного критерия с параметрами Тр = Уlр - У2р > О, Tq = Y2q -
- Ylq > О. Иными словами, р-й критерий важнее q-ro критерия, 
если при выборе одного из двух указанных векторов ЛПР со

гласно потерять величину T q по менее важному критерию, чтобы 

получить дополнительный выигрыш Тр по более важному крите
рию. 

Число tpq = Tq/(Tp + Tq) назовем долевым коэффициентом 
относительной важности для р-го и q-ro критериев. Этот коэф
фициент характеризует долю потерь, на которую ЛПР готово 
пойти по менее важному критерию, отнесенную к суммарной 

величине потерь и приобретений по более важному критерию. 

При tpq = 0,5 величины потерь и приобретений совпадают. Ана
логичным образом можно установить относительную важность 

для двух групп критериев с заданными наборами долевых коэф

фициентов относительной важности. 

При выполнении определенных аксиом согласованности пред
почтений ЛПР множество ув выбираемых векторов оценок ка

чества вариантов содержится в суженной паретовой границе У', 
состоящей из векторов у' = f' (Х) = и{ (Х), ... , f~ (Х) ), компонен
ты которых определяются выражениями: 

«Новый» векторный критерий оценки качества получается из 
«старого» заменой менее важного критерия fq(X) на выпуклую 
комбинацию критериев fp(X) и fq(x) при сохранении всех осталь
ных частных критериев. При этом исходное множество дости

жимых целей У может быть как конечным, так и бесконечным, 

а функции fk(X), k = 1, ... , h, не обязаны удовлетворять каким
либо специальным требованиям типа непрерывности, монотон
ности, выпуклости и пр. Таким образом, используя информацию 
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об относительной важности критериев, можно рассчитывать на 

сужение паретовой границы у*, при этом будут выполняться 
следующие включения: ув С у' С у*. 

Пpu.мер 8.2. Рассмотрим три вектора оценок качества ре
шения Уl = (4;3;4;3), У2 = (5;3;3;3), У5 = (4;4;3;4), кото
рые остались несравнимыми в примере 8.1. Допустим, что ЛПР 
считает первый критерий !I более важным, чем третий кри
терий /3, с долевым коэффициентом относительной важности 
t13 = 0,5. Пересчитаем третью компоненту каждого вектора Yi 
по формуле Л(Аi ) = 0,5!I(Ai ) + 0,5/з(Аi ). Получим новые век
торы Y~ = (4;3;4;3), Y~ = (5;3;4;3), Y~ = (4;4;3,5;4). Оче
видно, что вектор Y~ доминирует вектор Y~. Поэтому в сужен
ной паретовой границе у' останутся два вектора Y~ и Y~, соот
ветствующие эффективным вариантам А2 и А5 , из которых И 

следует осуществлять итоговый выбор. Если ЛПР считает тре

тий критерий /3 важнее первого критерия !I с таким же до
левым коэффициентом относительной важности t31 = 0,5, то, 
пересчитав первую компоненту каждого вектора Yi по формуле 
/((A i ) = 0,5/з(Аi ) + 0,5!I(Ai ), получим векторы Y~ = (4;3;4;3), 
Y~ = (4;3;3;3), Y~ = (3,5;4;3;4). В таком случае в суженной 
паретовой границе у' останутся два вектора Y~ и Y~, которые 
соответствуют эффективным вариантам А1 и А5 • • 

8.5. Свертка критериев 

Столкнувшись с необходимостью учета многокритериально
сти, исследователи стали искать возможные подходы к решению 

задач оптимального выбора при многих критериях. 

Простейшим способом устранения многокритериальности це

лей является перевод задачи выбора в русло однокритериаль

ности, например, путем объединения всех частных (локальных) 
показателей эффективности /j(X) в один общий (глобальный) 
критерий качества /(х) = F(Jl(X),J2(X), ... , А(х)). Подобный 
прием носит название свертки критериев. 

Каждый частный критерий отражает какое-то отдельное ка

чество варианта решения. Наилучший вариант должен характе

ризоваться наиболее удачным сочетанием всех этих отдельных 
качеств. Таким образом, поиск лучшего варианта решения сво

дится к отысканию экстремума единственной функции / (х) 
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Остается только установить, как глобальное качество реше

ния зависит от локальных качеств. Вид функции f(x) опреде
ляется тем, каким образом можно представить вклад каждого 

частного критерия fj(x) в общий критерий качества. Заметим, 
что для этого должна существовать возможность содержатель

ного сопоставления критериев. 

Достаточно популярным способом служит запись глобально

го критерия в виде суммы локальных критериев (так называе
мая аддитивная сверт1Са) 

h 

f(x) = L fj(x) (8.2) 
j=l 

ИЛИ В виде их произведения (мул:ьтиn.л,и1Сативная сверт1Са) 

h 

f(x) = П fj(x). 
j=l 

(8.3) 

Формула (8.2) выражает принцип равномерной оптимально
сти. Им обычно пользуются, когда частные критерии эффек

тивности имеют одинаковую размерность, например выражены 

в денежных единицах. Тогда глобальный критерий качества ре

шения будет представлять собой общую ценность варианта, ко

торая слагается из ценностей его отдельных составляющих. 

Формула (8.3) отражает принцип справедливого 1Сомnромисса, 
в соответствии с которым общее качество решения должно рав

няться нулю, если хотя бы один из частных критериев эффек

тивности принимает нулевое значение. Подобный подход при

меняется, например, для оценки общей надежности функциони

рования сложной системы, состоящей из многих частей, узлов 

и блоков. Интересно, что принцип справедливого компромисса 
был сформулирован еще английским математиком Ч. Доджсо
ном (более известным как английский писатель Льюис Кэрролл) 
в книге «История С узелкамИ». 

Существенным недостатком указанных способов свертки кри
териев является равная важность или значимость критериев дЛЯ 

ЛПР, при которой низкие оценки по одним критериям можно 
компенсировать только за счет высоких оценок по другим кри

териям. Вследствие этого лучшим может оказаться вариант ре

шения, сочетающий не самые лучшие критериальные оценки. 

Чтобы избежать такого несоответствия, часто используют 
взвешенные свертки частных критериев эффективности вида 
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h 

f(x) = L wjfj(x), 
j=l 

h 

f(X) = П wjfj(x), 
j=l 

h 

f(x) = П[Jj(х)]Wj, 
j=l 

(8.4) 

где Wj ~ О - вес частного критерия fj(x). Способ свертки част
ных критериев и значения их весов задаются ЛПР и отражают 

его предпочтения. 

В ряде случаев частные критерии эффективности (особенно 
если они имеют разные единицы измерения) приводят к безраз
мерному виду или, как еще говорят, нормализуют, например, од

ним из следующих способов: 

fj(x) = fj(x)/yjax, fj(x) = fj(x)/(yjax _ yjin), 

fj(x) = (Jj(x) - yjin)/(yjax _ yjin), 

где утах И yjin - максимальное и минимальное значения част
ного критерия fj (х). 

Пpu.м.ер 8.3. Обратимся к задаче выбора лучшего проекта 
строительства предприятия, приведенной в примере 8.1. По ре
зультатам экспертизы пять имевшихся вариантов А1 - А5 полу
чили следующие оценки по частным критериям эффективности: 

Уl = (4,3,4,3), У2 = (5,3,3,3), УЗ = (2,4,2,4), 

У4 = (5,3,2,3), У5 = (4,4,3,4). 

Будем определять общую значимость f(A i ) варианта реше
h 

ния дЛЯ ЛПР взвешенной суммой f(Ai ) = ~ Wjfj(Ai ) всех оце-
j=l 

нок по частным критериям. При равной важности критериев 

(Wj = 0,25) лучшим будет проект А5 , имеющий максимальную 
общую значимость f(A5 ) = 3,75. Если считать наиболее важ
ным критерием величину экологического ущерба от строитель

ства fз (например, Wl = 0,3; W2 = 0,2; Wз = 0,4; W4 = 0,1), то 
лучшим окажется проект А1 , имеющий максимальную общую 
значимость f(A 1 ) = 3,7. Если наиболее важным критерием яв
ляется величина ожидаемой прибыли !t (например, Wl = 0,4; 
W2 = 0,3; Wз = 0,2; W4 = 0,1), то лучшими будут проекты А2 и А5 , 
имеющие максимальную общую значимость f(A2) = f(A5) =3,8. 
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Сделать окончательный выбор в пользу одного из вариантов 

невозможно без привлечения дополнительной информации от 

~~ . 
Наиболее просто выполнить аддитивную свертку критериев 

в многокритериальной задаче линейного программирования с 
n 

линейными локальными целевыми функциями fj(X) = L: CijXi, 
i=l 

j = 1, ... h, где Cji - заданные постоянные. Когда глобальный 
критерий качества решения f(x) представляет собой сумму ло
кальных критериев fl(X), ... , fh(X): 

h n h n 

f(x) = L Wjfj(x) = L(L WjCji)Xi = L kiXi, 
j=l i=l j=l i=l 

с известными или назначенными ЛПР весовыми коэффициента

ми Wl, ... , Wh, многокритериальная задача линейного програм
мирования сводится к традиционной однокритериальной задаче 

(7.4). Когда такой поход невозможен, прибегают к другим про
цедурам решения. 

Отметим, что использование весовых коэффициентов важ

ности частных критериев также не свободно от недостатков, 

поскольку веса назначаются из разных и не всегда обоснован
ных соображений. Важность критерия может, например, опреде

ляться «размахом» шкалы критерия по формуле Wj = l/(уТах_ 

- yjin), а может задаваться ЛПР из некоторых соображений 
или рассчитываться одним из способов, рассмотренных в под

разд.8.3. 

Таким образом, даже в этих сравнительно простых случаях 

нахождение оптимального решения многокритериальной задачи 

выбора неизбежно связано с необходимостью учета предпочте

ний ЛПР, выраженных в той или иной форме. Неоднозначность 

формулировки общего показателя эффективности и назначения 
весов важности частных критериев оказывает заметное влияние 

на получаемое оптимальное значение результата. 

8.6. Векторная оптимизация 

Другой возможный подход к учету многокритериальности в 
задаче оптимального выбора состоит в задании общего показате

ля качества решения в виде вектора у=С(х) = иl(Х)' ... , fh(X)), 
компонентами которого служат оценки варианта по отдельным 
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частным критериям эффективности Yj = fj(x), j = 1, ... , h, в 
многомерном пространстве целей. Напомним, что варианту A i 

соответствует либо скаляр Xi, либо вектор xi = (Xi1, ... ,xin). 
Однако формулировать задачу поиска QПТИМального реше

ния как задачу «максимизации» векторной целевой функции 
эффективности f(x) -t тах, вообще говоря, не имеет смысла. 

хЕха 

Во-первых, компоненты векторного критерия эффективности 

могут иметь разное качество и измеряться в разных единицах. 

Например, скорость и грузоподъемность самолета, дальность 

полета, стоимость перевозки груза и т. п. Во-вторых, В много

мерном пространстве, как правило, нельзя однозначно указать 

одну или несколько «абсолютно лучших» точек, их надо как-то 

еще дополнительно определить. 

у последнего правила могут быть исключения, если окажет

ся, что существует оптимальное решение 

где все отдельные частные критерии Yj = fj(X), j = 1, ... ,h, од
новременно достигают максимума. Однако такая ситуация, ко
гда решение выгодно сразу со всех точек зрения, редко встреча

ется на практике. 

Возможные способы решения задачи векторной оптимиза
ции зависят от того, соизмеримы ли частные критерии или нет, 

а если соизмеримы, то насколько они одинаково важны дЛЯ 

ЛПР. Рассмотрим некоторые подходы к нахождению оптималь
ного решения задачи векторной оптимизации, позволяющие тем 

или иным образом сузить множество допустимых вариантов или 
установить компромисс между частными критериями качества 

решения. 

Равномерная оnmu.мuзацu.я основана на принципе, постули
рующем равенство всех частных критериев качества 

Л(х) = f2(X) = ... = А(Х), 

который обеспечивает улучшение общего качества решения за 

счет гармоничного повышения качества по всем частным крите

риям. Тогда допустимое множество ха сужается до множества 

х1 = {xl!I(x) = ... = fh(X)}. 
Оптимальный вариант решения определяется условием 
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ДЛЯ произвольного j. Оптимальному решению соответствует 
наиболее «удаленная» от начала координат точка у* = (Л (х*), 
... , fh(X*)), лежащая на пересечении биссектрисы многогранно
го угла, образованного осями координат в пространстве крите
риев, с границей множества достижимости уа f (ха) 
(рис. 8.1, а). 

Однако равенство всех частных критериев fj(X) является 
достаточно сильным условием, которое может оказаться невы

полнимым. Более слабым требованием является квазиравен

ство частных критериев, например, в виде условия I fj (Х) -
- fk(X)1 :::; Zjk, где Zjk > О - некоторая уступка, определяю
щая «коридор» 2Zj k (рис. 8.1, б), в котором могут находиться 
оптимальные значения частных критериев У; = fj(x*). Можно 
дополнительно считать, что для всех пар критериев уступки Zjk 
одинаковы и равны Z. Условие квазиравенства частных критери

ев сужает множество допустимых вариантов ха до множества 

х2 = {xllfj(X) - A(x)1 :::; z}. 
Неравн,омерн,ая оnmu.мuзацu.я разрешает устанавливать раз

личную важность Wj частных критериев качества fj(X) и осно
вывается на равенствах 

в остальном сохраняются все особенности подхода равномер

ной векторной оптимизации к сужению множество допустимых 

вариантов и поиску оптимального варианта решения, исходя из 

условия 

х* Е arg тах wjfj(x) 
хЕХ3 

для произвольного j Е 1, ... , h при х3 = {хIWIЛ(Х) 
= whfh(X)}. 

Мх) 

Мх) 
а б 

Рис. 8.1. Равномерная оптимизация: 

Мх) 

а - равенство частных критериев; б - квазиравенство частных критериев 
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Рис. 8.2. Условная оптимизация 
I 

1h.шах 
I 

+------..~--------~--
I 
I 
I 
I 
I 
I 

УзШ8Х fз(Х) 

Условная оnти.м:uзацu.я предполагает, что один из частных 

критериев эффективности, например первый критерий Уl = 
= Л(Х), выделяется в качестве главного критерия, а на осталь
ные частные критерии налагаются какие-то дополнительные 

условия. Одна из имеющихся возможностей состоит в перево

де всех остальных частных критериев Yj = /j(x), j = 2, ... , h, 
в ограничения, которые можно задать, например, в виде равен

ства /j (х) = yJ = const или неравенств /j (х) 2:: yjin, /j (х) ~ утах 
(рис. 8.2). В таком случае задача векторной оптимизации сво
дится к нахождению условного экстремума функции 

х* Е arg шах Л(Х) 
хЕХ4 

при дополнительных ограничениях на область допустимых ва

риантов решений х4 = {xlYjin ~ /j(x) ~ yjax,j = 2, ... , h} и 
область достижимых целей у4 = / (х4). 

Другая возможность - установить допустимые предельные 

уступки по каждому из частных критериев качества Zj, на ко
торые ЛПР соглашается пойти, чтобы улучшить общее качество 

решения. Тогда оптимальное решение ищется при дополнитель

ных ограничениях /j(x) 2:: yjax - Zj, j = 1, ... , h. Лучший ва
риант решения обеспечивает наибольшее увеличение глобально

го критерия эффективности, заданного в виде аддитивной или 

мультипликативной свертки частных критериев качества (точ
ка у* на рис. 8.2). 

Последовател/ьная оnтимизацu.я предполагает, что все част

ные критерии эффективности могут быть упорядочены ЛПР, 

например, по их важности или в лексикографическом порядке. 

Процедура решения задачи многокритериальной оптимизации 
состоит тогда в последовательном решении однокритериальных 

задач оптимизации на постепенно сужаемом множестве допусти

мых значений. 

Пусть наиболее важным дЛЯ ЛПР частным критерием будет 

первый критерий Л. Тогда сначала решается задача 
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и находятся оптимальные варианты X(l)' которые образуют мно

жество X 1 С ха. Оставляют только варианты X(l)' а остальные 

варианты исключают из дальнейшего рассмотрения. Затем ре

шается задача 

f2(X) --t шах 
хЕХl 

при условии Yi = fl(X(l»)' находятся оптимальные варианты 
ХЬ), составляющие множество Х 2 С Х 1, И т. д., пока не будут 

рассмотрены все остальные частные критерии. В качестве окон

чательного результата принимается множество Xh, состоящее из 
вариантов 

Обычно оптимизация уже по первым наиболее важным кри
териям эффективности приводит к результату, практически яв

ляющемуся окончательным. 

Описанный подход основан на установлении так называемого 
жесm1Сого nриориmеmа частных критериев. ЛПР может также 

установить гuб1СUЙ nриориmеm, задав по каждому из частных 

критериев эффективности допустимые уступки Zj, j = 1, ... , h, 
на которые можно пойти для улучшения общего качества реше

ния. Схема нахождения оптимального решения остается такой 
же, но появляются дополнительные ограничения на критерии 

fj(X) ~ У; - Zj, которые должны учитываться при сужении мно
жества допустимых значений и поиске оптимального варианта. 

8.7. Поиск вариантов с заданными 
характеристиками 

Как видим, существуют задачи выбора, в которых можно за

ранее указать желательные дЛЯ ЛПР значения частных крите

риев качества У2, или границы их изменения. Эти особенности 
задачи могут либо вытекать из объективных требований к опти

мальному решению, например быть нормативно установленны

ми параметрами конструируемого оборудования, либо субъек

тивно назначаться ЛПР. Такие желательные значения частных 
критериев У2 называются уровн.я.м,u nрuтяза'Н,uя, а их совокуп
ность УО = (y~, ... ,y~) - оnор'Н,ой mо'Ч1СОЙ. Двумя характерны
ми опорными точками являются, в частности, ушах = (yrax , ... , 
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Yhax ) и ymin = (yrin , ... 'Yhin ), которые носят название соответ
ственно точек утоnии и а'Нтиутоnии. 

Вектор признаков варианта хо = (x~, ... , x~), соответствую
щий опорной точке уО, может как принадлежать, так и не при
надлежать множеству ха допустимых значений. В первом слу

чае говорят о достижимой цели, а во втором - о недостижимой 

цели. Если цель достижима и опорная точка уО сама принадле
жит множеству достижимых целей уа = f(xa), то, очевидно, 
вариант хо и является наилучшим решением. Однако, как пра
вило, этого не бывает. Поэтому для нахождения оптимального 

решения приходится вводить дополнительные требования. 

Оптимальный вариант решения можно искать, например, как 

вариант, 'Наuболее блuз1СUЙ 1с оnор'Ной тО'Ч1Се. Для этого в много

мерном пространстве оценок по частным критериям эффектив

ности задается некоторая мера близости d[f(x), уО] между точ
ками f(x) = (/1 (х), ... ,fh(X)) и уО = (y~, ... ,yR). Тогда опти
мальным будет вариант, для которого 

х* Е arg тах d[f(x),yO]. 
хЕха 

Обычно в качестве меры близости выбирается одна из метрик 

h-мерного векторного пространства (R h , dp ): 

• взвешенная метрика Чебышева 

doo[f(x), уО] = т~ Wjlfj(x) - yJI, 
l~~h 

• взвешенная метрика Хемминга 

h 

d1[f(x),yO] = L Wjlfj(x) - yJI, 
j=l 

• взвешенная метрика Евклида 

(8.5) 

(8.6) 

(8.7) 

где Wj - коэффициенты важности j-ro частного критерия fj (х). 
Метрu1СОЙ на множестве Х называется неотрицательная дей
ствительная функция d: Х х Х ---t R+, удовлетворяющая для 
любых х, у, z Е Х условиям: cu.м..м.eтpии d(x, у) = d(y, х); mo:JIC
дества d(x, у) = о {::} х = у; треугОЛ'Ь'НU1Са d(x, у) ~ d(x, z) + 
+ d( z, у). Множество Х с определенной на нем метрикой d назы
вается .метрu'Чес1Сu.м nростра'Нство.м и обозначается (Х, d). 
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Задание той или иной меры близости d[f(x), уО] представляет 
собой еще один возможный способ свертки частных критериев и 

преобразования многокритериальной задачи к однокритериаль

ной. Однако при всей распространенности, привлекательности 

и прозрачности такого подхода у него имеется ряд недостатков. 

Первый и самый главный состоит в невозможности строго и ар

гументированно обосновать справедливость утверждения о су

ществовании меры близости d[f(x), уО], или, иными словами, о 
метризуемости множества достижимых целей уа. 

Кроме того, саму меру близости можно задавать по-разному. 

Вводя различные метрики d[f(x), уО], будем получать, вообще 
говоря, разные оптимальные варианты х* = (xi, ... ,x~). Тем 
самым задача поиска наилучшего варианта заменяется решени

ем не менее сложной задачи выбора наилучшей метрики. Вме

сте с тем, даже подобрав подходящую метрику и упорядочив все 
варианты по близости к опорной точке, можно все-таки не полу
чить лучшее окончательное решение. 

Другого рода дополнительные требования к характеристи

кам окончательного решения представляют собой nрин:циn'Ы га

ра:н,тирован:н,ого результата. Среди них наиболее популярны
ми являются критерии максимина и минимакса. Оптимальный 

вариант решения в первом случае обеспечивает получение наи

большей эффективности в самых худших условиях 

а во втором 

условиях. 

х* Е arg тах min fj(x), 
ХЕха lQ~h 

(8.8) 

наименьшей эффективности в самых лучших 

х* Е arg min тах fj(x). 
хЕха lQ~h 

(8.9) 

Вводят также ослабленные требования к качеству решения, 

которое может отличаться от оптимального значения на неко

торую величину уступки Zj, j = 1, ... , h, а вместо fj(X) ис
пользуют нормализованные частные критерии качества, к при-

меру fj(x) = fj(x)/yJ, fj(x) = (fj(x) - уjiП)/(уjах - уjiП), или 
fj(x) = Ifj(x) - yJI/(yjax - уjiП). В последнем случае критерий 
минимакса (8.9) содержательно совпадает с критерием близости 
к опорной точке по метрике Чебышева (8.5). 

Несмотря на отмеченные недостатки, эти и подобные им эв
ристические механизмы оптимального выбора вариантов с за

данными оценками качества находят широкое применение при 

решении практических задач. 
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8.8. Условия парето-оптимальности решения 

Обратимся к вопросу о строгих формальных основаниях, 
гарантирующих существование парето-оптимальных решений. 

Как оказалось, необходимые условия парето-оптимальности тес

но связаны с определенными свойствами частных показателей 

эффективности Yj = fj(X), j = 1, ... , h, а также с особенностями 
множества допустимых значений ха И множества достижимых 
целей уа. 

Простейшее необходимое условие парето-оптимальности 

определяется возможностью построить в любой эффективной 

точке у* = (Yi, ... , yiJ = f(x*) гиперплоскость, опорную к мно
жеству уа. Напомним, что множество векторов оценок качества 

вариантов, доминирующих вариант х по Эджворду - Парето, 
совпадает с пересечением множества достижимых целей уа И 

внутренней части неотрицательного ортанта С (х) с вершиной в 
точке ус = f(xc). Для парето-оптимального варианта решения 
х* неотрицательный ортант С(х*) состоит из одной-единствен
ной эффективной точки у* = f(x*). 

Возможность построить опорную гиперплоскость к множе

ству достижимых целей уа имеется, в частности, в случае, ко

гда множество уа является строго выпуклым (рис. 8.3, а), т. е. 
таким множеством, которое содержит внутри себя отрезок, со

единяющий две любые точки этого множества. Пусть, кроме то

го, множество целей уа ограничено и замкнуто, что гарантиру

ет существование парето-оптимальных вариантов. Для парето

оптимальности варианта х* Е ха необходимо и достаточно, что

бы существовали такие неотрицательные числа Wl ~ О, ... , 
h 

Wh ~ О, I: Wj = 1, для которых неравенство 
j=l 

h h 

L wjfj(X*) ~ L wjfj(x) 
j=l j=l 

h 
выполняется для любого варианта х Е ха. Условие I: Wj 1 

j=l 
позволяет избежать тривиального случая Wl = ... = wh = О. 

Сформулированное утверждение является теоремой С. Кар
лина, устанавливающей условия парето-оптимальности вариан

та х*. Эта теорема, гарантирующая возможность построения 
опорной гиперплоскости к множеству уа, была доказана Кар

линым в другой постановке, когда множество допустимых зна-
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о 

Мх) 

Мх) о 

а б 

Рис. 8.3. Условия парето-оптимальности: 

а - выпуклый случай; б - невыпуклый случай 

Мх) 

чений ха выпукло, а все частные критерии Yj = fj(X) - стро
го вогнутые функции. При этом множество достижимых целей 
уа может и не быть выпуклым. К классу таких задач относят

ся, например, многокритериальные задачи линейного програм

мирования, в которых область допустимых значений ха пред

ставляет собой выпуклый многогранник. 
При невыпуклом множестве достижимых целей уа для полу

чения парето-оптимального решения х* уже не удается восполь

зоваться аддитивной сверткой частных критериев эффективно

сти в виде линейной функции. В этом случае (рис. 8.3, б) для 
точки у* = f(x*) нет других доминирующих ее точек у = f(x). 
В то же время нельзя построить линейную функцию Wl/I(x) + 
+ w2f2(X), которая достигала бы в точке f(x*) максимума. 

Установим теперь условия парето-оптимальности варианта 

х* для невыпуклого множества целей уа. Пусть, как и выше, 

множество уа ограничено, замкнуто и, кроме того, целиком ле

жит внутри неотрицательного ортанта Ri. ПеРIJое условие га
рантирует существование парето-оптимальных вариантов, а по

следнее введено для удобства, поскольку Л1обое ограниченное 

множество можно передвинуть в ортант Ri, не изменяя отно
шения доминирования векторов оценок по частным показателям 

эффективности. Совокупность указанных требований означает, 

что выполняется неравенство 

для любой прямой линии, лежащей в ортанте Ri и проходя
щей через начало координат, справедливо условие неравномер

ной оптимизации 
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где Wl > О, W2 > О, Wl + W2 = 1. Для прямой, проходящей через 
эффективную точку у* = f(x*), которая является единственной 
точкой ортанта С(х*), очевидно, имеем WIЛ(Х*) = w2f2(X*). По
ложим wjfj(x*) = у*. Тогда точки, лежащие на сторонах угла 
С(х*) выше и правее точки у*, удовлетворяют соотношениям: 

Л(Х) ~ Л(х*), w2f2(X) = w2f2(X*) = у*; 

f2(X) ~ f2(X*), wlfl(X) = WIЛ(Х*) = у*. 
Соответственно в точках, лежащих под прямой, задаваемой 

соотношением WIЛ(Х*) = w2f2(X*), выполняется неравенство 
WIЛ(Х) ~ w2f2(X), а в точках, лежащих над прямой, - нера
веНСТВОWIЛ(Х) ~ w2f2(X). Поэтомуфункцияg(х) = m~nwjfj(x) 

J 
достигает своего максимального значения у* = wjfj(X*) в точке 

Способ поиска такого варианта в направлении Wj fj (Х) = const 
был назван «nодтягuванuем са.м.ого отстающего». 

Обобщая изложенное на h-мерный случай, получаем, что для 
парето-оптимальности варианта х* Е ха необходимо и достаточ

но, чтобы существовали такие положительные числа Wl > О, ... , 
h 

Wh > О, I: Wj = 1, для которых неравенство 
j=l 

выполняется для любого варианта Х Е ха, причем равенство 

имеет место тогда и только тогда, когда fj(X) = fj(x*), а Wj(x*) = 
h 

= П fi(X*)j I: П fi(X*), j = 1, ... , h. 
i#j k=li# 
Приведенное утверждение есть теорема ю. Б. Гермейера, 

справедливая также для выпуклого множества достижимых це

лей уа. Она, в частности, полезна, когда необходимо выяснить, 
является ли данный вариант решения парето-оптимальным. 

Установлены и другие условия парето-оптимальности решения, 
например для недифференцируемых функций Yj = fj(X), для 
нелинейных сверток частных критериев. 



ГЛАВА 9 

ИТЕРАТИВНЫЕ МЕТОДЫ 

МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

9.1. Итеративный подход к оценке вариантов 

Решение задачи многокритериальной оптимизации, как виде

ли ранее, можно в значительной мере облегчить, если учесть сле

дУющие важные обстоятельства. Во-первых, найти оптималь

ный вариант зачастую невозможно без получения дополнитель

ной информации о предпочтениях ЛПР. Эта информация может 

касаться, например, требований к виду общего показателя каче

ства решения, важности отдельных частных критериев эффек

тивности, возможной степени компенсации изменений качества 

решения по разным критериям и других содержательных аспек

тов задачи. Во-вторых, поиск оптимального решения идет быст

рее, когда на основе такой информации можно последовательно 

сужать область допустимых значений и/или множество дости
жимых целей. 

Совместное использование этих двух особенностей задач мно

гокритериальной оптимизации составляет основу большой груп

пы эвристических методов их решения, получивших название 

итеративных человеко-машинных методов. Процесс решения за

дачи разбивается на ряд последовательно выполняемых цикли

ческих шагов (итераций), состоящих из чередующихся фаз, ко
торые попеременно выполняются человеком (ЛПР) и компьюте
ром (ЭВМ). 

Компьютер реализует фазу рас'Чеmов, на которой, исходя из 

первоначально имеющейся информации или информации, полу

ченной от ЛПР на предыдущем этапе решения задачи, форми

руется область допустимых значений X i , вычисляются призна
ки x i = (хl, ... ,~) некоторого варианта, оценивается качество 
варианта по целевым функциям У; = fj(x i ) И вырабатывается 
некоторая вспомогательная информация дЛЯ ЛПР. Верхний ин

декс обозначает номер итерации. 

Человек осуществляет фазу а'/-tа.л.uза, на которой, исходя из 

характера информации, полученной путем расчетов на ЭВМ, 
и своих субъективных предпочтений, оценивает приемлемость 

признаков варианта x i = (хl, ... ,x~) и значений целевых функ
ций У; = fj(x i ). Если они удовлетворяют ЛПР, то процедура ре-
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шения задачи заканчивается. В противном случае ЛПР целена

правленно изменяет параметры задачи оптимизации. На основе 

измененных данных компьютер выполняет новый вариант рас

четов на следующем этапе решения задачи. 

Различные итеративные человеко-машинные методы отлича
ются характером и способами выполнения указанных выше фаз, 

содержанием, количеством и качеством информации, которой 

обмениваются ЛПР и ЭВМ. В зависимости от вида информации, 
сообщаемой человеком для проведения вычислений компьюте

ром, принято выделять методы прямого назначения параметров, 

поиска удовлетворительных значений критериев, сравнительной 

оценки вариантов решения. Рассмотрим несколько итеративных 

человеко-машинных методов. 

9.2. Приближенное построение паретовой границы 

Метод последовательного нахождения недоминируемых век

торов целей, приближенно определяющих паретову границу у* 
в множестве достижимых целей уа = f(xa), относится К наибо
лее известным методам прямого назначения параметров. Метод 

включает в себя следующие шаги. 

1. ЛПР задает некоторые начальные значения локальных це
левых функций fj(X) = yJ, j = 1, ... , h, после чего находятся 
оптимальные решения h оДНокритериальных задач 

fk(X) = у2, k =1= j, k = 1, ... ,h, 

h *1 ( *1 *1 ) которые определяют векторов Х(Л = Хи)1"'" Х(Лn ' при-

надлежащих множеству допустимых значений переменных ха, 
~ *1 _ f( *1) _ ( о и соответствующие им векторы целеи у (Л - Х(Л - Уl"'" 

fj (X~»), ... , yR) из множества достижимости уа. 

Мх) 

I 
I 
I 
I I 

y~ ___ + _______ 1 __ _ 

I I 
I I 
I I 
I I 

: : а1 
y~ ---f-------г--------

о ых) 
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Если соединить точки y(J), получится простейшая аппрокси
мация паретовой границы у* в множестве достижимости уа. 

В случае двух критериев оптимальным решениям x(i) и x(J) со-
*1 _ f( *1) - (/ ( *1) О) *1 - f( *1) ответствуют цели У(1) - Х(1) - 1 Х(I) 'У2 И У(2) - Х(2) = 

= (y~, /2 (x(i))), которые на рис. 9.1 обозначены точками а 1 и Ь1 . 
Прямая линия аl Ь1 представляет первое приближение паретовой 
границыУ*. 

2. ЛПР анализирует полученное решение и задает новые зна
чения локальных целевых функций /j(x) = уз' например уз >yJ, 
j = 1, ... , h, после чего снова решается h задач однокритериаль
ной оптимизации 

/k(X) = yl, k =1= j, k = 1, ... , h. 

Н h *2 _ ( *2 *2 ) 
ахоДЯтся векторов хи) - Хи)1'···' Хи)n из множества 

значений ха И соответствующие им векторы целей y(J) = f (x(J)) = 
= (yt, ... , /j(x(J)), ... , y~) из множества достижимости У. Со
единяя точки Y(J), получают следующую аппроксимацию паре
товой границы у* во множестве достижимости уа. 

В случае двух критериев оптимальным решениям x(l) и x(i) 
соответствуют векторы целей Y(l) = f (x(l)) = (Л (x(l)), y~) и 
y(i) = f(x(i)) = (yt'/2(x(i))), обозначенные на рис. 9.1 точками 
а2 и Ь2 . Ломаная линия а1 а2Ь2Ь1 представляет второе приближе
ние паретовой границы У*. Процедура продолжается до полу

чения приблцжения к множеству парето-оптимальных решений, 

удовлетворяющего ЛПР. 

9.3. Замещение критериев по важности 

Метод замещения критериев по важности принадлежит к 

числу методов прямого назначения параметров. Первый вариант 

метода был предложен для двух критериев С. Гассом и Т. Саати 
(США). Позднее метод был обобщен на многокритериальный 
случай. Основные шаги метода состоят в следующем. 

h 
1. Вводится аддитивная свертка f(x) = Е Wj/j(x) локаль

j=1 

ных целевых функций /j(x), j = 1, ... , h, снеопределенными 
коэффициентами важности Wj ~ О локальных критериев, кото-
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Мх) 

о 

Рис. 9.2. Аппроксимация паретовой 
границы ломаной линией 

рые удовлетворяют условию нормировки L Wj = 1. ЛПР задает 
j 

некоторые начальные значения весов, например wl = 1, w} = О, 
j i= k, j = 1, ... , h, после чего решается задача оДНокритериаль
ной оптимизации 

f(x) --t тах . 
хЕха 

(9.1) 

Варианту решения х*l = (xi1, ... ,x~l), принадлежащегомно
жеству значений переменных ха, соответствует вектор целей 

у*l = (л(х*l), ... ,Jh(x*l)), представленный во множестве до
стижимости уа точкой с1 . 

2. ЛПР анализирует полученное решение х*l = (xi1 , ... , x~l) 
И вектор целей у*l = (л(х*l), ... , fh(x*l)) и задает новые значе
ния весов О ::::; w; ::::; 1 локальных критериев, например W~ = V, 

W[ = 1 - v, w; = О, j i= k, l, j = 1, ... , h, или какие-то иные. Ре
шается новая задача оДНокритериальной оптимизации (9.1), ко
торой будет соответствовать вектор у*2 = (Л (х*2), ... ,fh(x*2)) 
из множества целей уа. 

На i-й итерации находится вектор целей y*i :3 (Л (x*i), ... , 
fh(X*i)). Процедура оканчивается, когда ЛПР будет удовлетво
рено полученным результатом. Соединяя после каждой итера

ции точки ci , соответствующие векторам y*i, получаем ломаную 
линию СIС2 ..• ci (рис. 9.2), которая аппроксимирует паретову 
границу. 

С помощью описанной процедуры можно последовательно 

находить недоминируемые векторы целей у*, причем ЛПР полу

чает представление о том, насколько улучшится значение одной 

из локальных целевых функций, если ухудшить значение дру
гой. Однако с ростом числа локальных целевых функций начи

нают сильно усложняться процедуры расчетов из-за увеличения 

размерности задачи и появления неоднозначности при переборе 
недоминируемых решений. Одновременно с этим информация, 
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предъявляемая ЛПР дЛЯ анализа, становится менее обозримой 
и более трудной для понимания. 

9.4 . .о.опустимое ограничение значений критериев 

Методы, основанные на последовательном изменении допу

стимых пороговых уровней локальных целевых функций, отно

сятся К группе процедур поиска удовлетворительных значений 

критериев. Метод удовлетворительных целей Р. Бенсона (США) 
состоит из следующих шагов. 

1. ЛПР устанавливает минимально допустимые пороговые 
уровни yJ для каждой локальной целевой функции fj(X) так, 
чтобы были выполнены условия fj(X) ~ yJ, j = 1, ... , h, и ука
зывает наименее удовлетворяющий его критерий fk(X). 

2. Ищется решение задачи однокритериальной оптимизации 

при дополнительных ограничениях fj(X) ~ yJ, j i= k. 
3. ЛПР анализирует полученное решение х*l = (xi1, ... , x~l) 

и глобальную целевую функцию у*l = С(х*1) = (Л (х*l), ... , 
fh(X*l )). Если их значения удовлетворяют ЛПР, то задача реше
на и процедура оканчивается. Если их значения не удовлетворя

ют ЛПР, то процедура решения продолжается. 
4. ЛПР ослабляет требования к локальным критериям, вво

дя меньшие значения пороговых уровней уз ~ yJ, j = 1, ... , h. 
Повторяются шаги 2 - 4 до тех пор, пока не будет получена гло
бальная целевая функция y*i = f(x*i) = (Л (x*i), ... , fh(x*i)), 
удовлетворяющая ЛПР. Если такую целевую функцию получить 

не удается, возвращаются к шагу 1. 
5. ЛПР указывает другую наименее удовлетворяющую его 

локальную целевую функцию, например fs(X). Снова повторя
ются шаги 2 - 4. Процедура продолжается до получения прием
лемого дЛЯ ЛПР результата. 

В эту же группу входит метод отсекающих порогов, предло

женный В. С. Михалевичем и В. л. Волковичем (СССР). 
1. ЛПР устанавливает минимально допустимые пороговые 

уровни yJ по каждой локальной целевой функции fj(X) так, что-
бы были выполнены условия fj(X) ~ yJ, j = 1, ... , h. Варианты 
решения Х, имеющие оценки по локальным критериям ниже по

роговых, рассматриваются как нежелательные. 
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2. Ищется решение задачи оДНокритериальной оптимизации: 

х*l Е arg шах ш~п(fj(Х) - yJ) 
хЕха J 

при дополнительных ограничениях /j(X) ;::: yJ. 
Шаги 3 - 4 совпадают с приведенными ранее. Процедура про

должается до получения приемлемого дЛЯ ЛПР результата. 

Если локальные целевые функции /j(X) имеют дЛЯ ЛПР раз
ную важность, выражаемую весом Wj > О, то оптимальный ва
риант ищется как решение задачи х*l Е arg шах Wk/k(X) или 

хЕха 

9.5. Последовательное ограничение значений 
критериев 

Метод последовательного ограничения значений локальных 

целевых функций СТЕМ (STEM - STEp Method, пошаговый ме
тод) принадлежит к группе процедур поиска удовлетворитель
ных значений критериев. Метод разработан Р. Бенайюн, ж. де 

Монгольфье, ж. Терни (Франция) и О.И.Ларичевым (СССР) и 
состоит из следующих шагов. 

1. Предварительно, чтобы показать ЛПР допустимые уровни 
притязания, проводится анализ максимально возможных уров

ней достижимости по всем частным критериям. Решается h за
дач однокритериальной оптимизации: 

X*(j) Е arg шах /j(x), j = 1, ... ,h, 
ХЕха 

(9.2) 

и находится h векторов Х(Л = (Х(Л1' ... 'Х(Лn)' которые опре
деляют локально-оптимальные решения по каждому критерию 

/j(X) на множестве допустимых значений переменных ха. Каж
дому локально-оптимальному решению Х(Л соответствует своя 

векторная целевая функция С(Х(л)' характеризующая общее ка

чество решения. Всего получается h векторов вида 

Полная совокупность значений локальных целевых функций 
для всех локально-оптимальных решений образует матрицу У = 
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::::: (Yjk), Yjk = fk(X(j))' элементы которой характеризуют множе
ство достижимых целей уа. Значение диагонального элемента 
матрицЫ Ykk = fk(X(k)) определяет предельно достижимый уро
вень оценки по k-MY локальному критерию. 

Для удобства значения элементов Yjk матрицы у нормируют
ся по столбцам путем их деления на значение соответствующего 
диагонального элемента Ykk. Таким образом, получается преоб
разованная матрица У' = (YJk)' YJk = Yjk/Ykk, где максимальные 
значения диагональных элементов Y~k = 1. 

2. Проводится анализ матрицы локальных критериев, кото
рый может дать ЛПР полезную информацию. Если значения 

оценок по локальным критериям в каких-то двух столбцах от

личаются мало, то можно предположить, что эти два локальных 

критерия как-то взаимно связаны, так как остальные критерии 

одинаково влияют на них. Если значения оценок сильно разли

чаются, то соответствующие критерии, скорее всего, противоре

чивы. 

Для каждой локальной целевой функции fj(X) вычисляется 
ее вес Wj ~ О, воспользовавшись следующими соотношениями: 

h 

Wj/Wk = (1 - щ)/(1 - Vk), vj = L YJI/(h - 1), 
l=l,l#j j=l 

Чем меньше вес Wj локального критерия fj(X), тем ближе 
среднее значение всех его оценок vj к максимально возможно
му. Значит, этот критерий fj(X) относится к числу удовлетво
рительных, и ЛПР может не обращать на него внимание. Если 

вес критерия Wk велик, а среднее значение оценок Vk мало, то 
локальный критерий fk(X) сильно зависит от изменения осталь
ных критериев, и этот критерий fk(X) должен привлечь внима
ниеЛПР. 

3. Ищется решение задачи оДНокритериальной оптимизации 
h 

с глобальной целевой функцией f(x) = :L wjfj(x): 
j=l 

х*l Е arg тах f(x), 
хЕха 

где веса Wj локальных критериев fj(X) вычислены на этапе 2. 
4. ЛПР анализирует полученное решение х*l = (xi1, ... ,x~l), 

значения локальных критериев fj(x*l) и глобального критерия 
h 

f(x*l) = :L Wjfj(x*l). Если эти значения удовлетворяют ЛПР, 
j=l 
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то задача решена и процедура оканчивается. Если их значения 

не удовлетворяют ЛПР, то процедура решения продолжается. 
5. ЛПР указывает локальный критерий fk(X), в наименьшей 

степени его удовлетворяющий, и устанавливает для этого крите

рия некоторый минимальный пороговый уровень У2, выше кото
рого решение может устроить ЛПР. Условие fk(X) 2: У2 добавля
ется в число ограничений исходной задачи, которые в совокупно

сти определяют новую область допустимых значений перемен

ных х1 • Шаги 1-4 повторяются для этой новой области х1 • 
Процедура продолжается до получения приемлемого дЛЯ ЛПР 
результата по всем локальным критериям. 

В модификации метода, предложенной Д. Лауксом (США), 
ЛПР может неоднократно изменять ранее установленные поро

ги по любому из критериев, что позволяет ему устранять воз

можные ошибки. В. Михаловски (Канада) предложил поменять 
в методе порядок фаз расчета и анализа и начинать очередную 

итерацию с действий ЛПР, а также ввел более гибкую процедуру 

задания ограничений на критерии. ЛПР может назначать поро

говые уровни одновременно по нескольким критериям, улучшая 

значения одних критериев, ухудшая значения других и не меняя 

значения третьих. 

9.6. Последовательное приближение 
к опорной точке 

Методы, основанные на последовательном приближении к 

опорной точке, относятся к группе процедур сравнительной 

оценки вариантов решений. Приведем основные шаги метода 

А. Вержбицкого (Польша). 
1. Совпадает с шагом 1 метода последовательного ограни

чения значений критериев СТЕМ и состоит в построении мат

рицы У = (Yjk), Yjk = fk(х(л), j, k = 1, ... , h, всех значений 
векторов локальных целевых функций, которые соответствуют 

h локально-оптимальным решениям однокритериальных задач 
линейного программирования (9.2) на множестве допустимых 
значений переменных ха. 

Значения диагональных элементов Ykk = fk(X(k») матрицы у 
представляют собой максимально возможные оценки по каждо
му локальному критерию, которые в принципе могут быть до

стигнуты, но, конечно, не все одновременно. Все эти оценки вме

сте определяют идеальную точку у*О = (YiO, ... ,Y'h°) с координа-
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тамиу'kО = Ykk = A(x(k»)' k = 1, ... ,h, которая задает предельно 
достижимые уровни в пространстве целей уа. Сравнивая теку
щее решение с предельно достижимым, ЛПР может оценить до

стижимость желаемой глобальной цели. 
2. ЛПР указывает в пространстве целей уа желательную 

опорную точку Уо = (y~, ... ,yg), может быть, практически и 
не достижимую. В качестве опорной точки можно выбрать иде

альную точку с координатами у2 = Y'k° = fk(X(k») или точку с 
координатами у2 = min А (Х*( О»), или точку с любыми другими 

l~~h J 

координатами по усмотрению ЛПР. 
3. ЛПР задает в пространстве целей уа некоторую меру бли

зости между векторами целевых функций (точками) f(x) и опор
ной точкой уО, используя метрику d[f(x), УО] вида (8.5) - (8.7), 
которая играет роль показателя эффективности решения. Ана

логично подходу, примененному для поиска варианта с задан

ными оценками качества (см. разд. 8.7), в области допустимых 
значений переменных ха ищется решение оптимизационной за

дачи: 

и находится точка у*l = f(x*l), ближайшая к опорной точке уО. 
4. ЛПР анализирует полученное решение х*l = (xi1, ... ,x~l) 

и глобальную целевую функцию у*l = f(x*l) = (Л (х*l), ... , 
fh(х*1)). Если их значения удовлетворяют ЛПР, то задача реше
на и процедура оканчивается. Если их значения не удовлетворя

ют ЛПР, то процедура решения продолжается. 
5. Вблизи опорной точки уО по каждому значению локально

го критерия yJ ЛПР задает небольшое отклонение z, в результа-

те чего получается h «возмущенных» точек y~) = (y~, ... ,yJ + 
+ z, ... , yg), близких к исходной опорной точке уО. ЛПР анали
зирует векторы отклонений от опорной точки уО, выбирает сре
ди «возмущенных» точек наиболее предпочтительную, напри-

О ( О О + О) ~ ~ мер у(в) = Уl"" 'Ув Z, ... 'Yh и назначает ее новои опорнои 

точкой y~B) = уl. 
6. Повторяются шаги 3 и 4. Ищется решение оптимизацион

ной задачи: 

х*2 Е arg min d[f(x), уl] 
хЕха 

и находится точка у*2 = f(x*2), ближайшая к опорной точке уl. 
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7. ЛПР анализирует полученное решение х*2 = (xi2, ... ,x~2) 
И глобальную целевую функцию у*2 = f(x*2) = (Л (х*2), ... , 
fh(X*2)). Если они удовлетворяют ЛПР, то процедура решения 
оканчивается. Если нет, процедура продол~тся до получения 

приемлемого результата. 

В методе целевого программирования А. Чарнса и В. Купера 
(США) ЛПР находит удовлетворяющий его результат, варьируя 
коэффициенты важности Wj частных критериев fj(X), входящие 
в выражение для взвешенной метрики Хемминга d1 [f(x), уО], за
данной формулой (8.6). В методе М. Е. Салуквадзе (СССР) ис
пользуется взвешенная метрика Евклида d2[f(x), уО], определя
емая выражением (8.7) с коэффициентами важности критери
ев Wj = ljyjO. В модифицированном варианте метода целевого 
программирования (в.д. Ногин, Россия) сначала производится 
сужение области допустимых значений ха на основе получае

мой от ЛПР информации об относительной важности частных 

критериев fj(X), а затем ищется вектор f(x), наиболее близкий 
к идеальной точке уО. 
К методам последовательного приближения к опорной точке 

примыкает и метод максимизации эффективности, разработан

ный В.В.Хоменюком (СССР). 
В этом методе шаги 1 и 2 те же, что и ранее. Мера близости 

к идеальной точке у* в пространстве целей уа определяется не 

абсолютным, а относительным показателем достижимости (кри
терием эффективности): 

1. Х = d[fj(X), yjin] = fj(x) - y~in 
J () d[YjO, yjin] yjO _ УjШ ' 

где yjin - минимальная (наихудшая) оценка по j-й локальной 
целевой функции fj(X), вычисляемая или задаваемая ЛПР. 

Оптимальное решение ищется далее аналогичным образом 
как решение задачи: 

или задачи оДНокритериальной оптимизации с глобальным кри-
терием 

h 

х* Е arg шах ~ wjlj(x). 
XExa~ 

j=l 

Процедура решения продолжается до тех пор, пока не будет 

получен приемлемый дЛЯ ЛПР результат. 
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9.7. Визуализация множества достижимых целей 

Технические возможности современной вычислительной тех

ники позволяют сделать процедуру решения задачи многокри

териальной оптимизации наглядной для человека. Разработан 

ряд итеративных человеко-машинных методов, реализованных 

в виде компьютерных систем поддержки принятия решений, где 

ход решения задачи многокритериальной оптимизации, проме

жуточные и окончательные результаты отображаются на экране 

дисплея в графической форме. 

Одним из таких методов является метод достижимых целей, 

или метод Парето СТЕП (Pareto Step, шаг Парето), разработан
ный А. В. Лотовым с коллегами (Россия), который обеспечивает 
визуализацию паретовой границы и сочетает процедуры прямо

го назначения параметров и поиска удовлетворительных значе

ний критериев. Метод основан на последовательном приближе

нии к паретовой границе у*, аппроксимируемой выпуклым мно

гогранником, который определяется системой линейных нера-
h 

венств L CljYj ~ Cl, l = 1, ... , L. Паретова граница у* гра-
j=l 

фически изображается с помощью наборов специальных 'lCapm 
решенuй в пространстве достижимых целей уа. Каждая карта 

решений представляет собой несколько плоских двумерных се

чений многомерной паретовой границы по паре выделенных так 

называемых координатных критериев при различных фиксиро

ванных значениях третьего критерия, задающего эти сечения. 

Метод включает в себя следующие основные шаги. 
1. ЛПР устанавливает некоторые начальные значения ло

кальных целевых функций fj(X) = yJ, j = 1, ... , h, по которым 
строится первая аппроксимация паретовой границы у* в множе

стве достижимости уа - вектор целей у*l = (Yi1, ... , У;/). 
2. Вектор целей у*l = (Yi1, ... , у;/) предъявляется ЛПР, вы

бирающему три критерия, значения которых он хочет изменить, 

например fi(X), fj(x) и fs(x). Критерии fi(X) и fj(X) назначают
ся координатными критериями, а fs(x) - критерием, задающим 
сечения. Шаг изменения значений критерия fs(X) определяется 
ЛПР и для удобства обычно принимается постоянным. 

3. На экране дисплея высвечивается карта решений, на ко
торой в координатах (fi(X), fj(x)) представлены сечения первой 
аппроксимации паретовой границы у* для различных значений 

критерия fs(X), и выделена лежащая на одном из сечений точка, 
соответствующая вектору у*l (рис. 9.3). . 
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I;{x) 

о /;(х) 

Рис. 9.3. Карта решений (двумерное 
сечение паретовой границы) 

4. ЛПР анализирует построенное решение и указывает на па
ретовой границе другие более предпочтительные значения кри

териев fi(X) = Yi2, fj(x) = у;2, fs(x) = у;2, В результате чего 
получается следующая итерация паретовой границы 

5. Аналогичные карты решений строятся для других пар ко
ординатных критериев fp(X), fq(x) и критериев fr(x), задающих 
сечения. Наборы разных карт решений отображаются на экране 

дисплея (каждая карта показывается своим цветом) и дают ЛПР 
наглядное представление об аппроксимации многомерной паре
товой границы У* в множестве достижимых целей. Процедура 

продолжается до тех пор, пока не будет получен удовлетворяю

щий ЛПР результат. 

Приемлемая быстрота построения карт решений при измене

нии значений критериев обеспечивается используемым в методе 

способом аппроксимации паретовой границы У*. Метод позво

ляет накладывать изображения сечений друг на друга, что 06-
.легчает их визуальное сравнение и анализ структуры парето вой 

границы. В результате ЛПР может проанализировать различ

ные варианты решения и выбрать наиболее предпочтительный 

для себя вариант. 



ГЛАВА 10 

МНОГОЭТАПНЫЙ ОПТИМАЛЬНЫЙ ВЫБОР 

10.1. Транспортная задача 

в ряде случаев процессы принятия решений можно есте

ственным или искусственным образом разделить на этапы, кото

рые выполняются параллельно и/или последовательно. Обычно 
это задачи оптимального планирования или управления дина

мическими процессами. Тогда возникает задача многоэтапного 

оптимального выбора, решение которой можно упростить, раз
бив исходную задачу на ряд менее сложных задач оптимиза

ции. 

Рассмотрим один весьма важный частный случай динамиче

ской задачи оптимального выбора в условиях определенности -
задачу транспортного типа, которая относится к классу задач 

линейного программирования и содержательно формулируется 

следующим образом. 

Имеется m пунктов отправления А1 , А2 , ••• , Ат , условно на
зываемых складами, где сосредоточены запасы однородного гру

за в объемах аl,а2, ... ,ат единиц, и n пунктов назначения В1 , 
В2 , ••• , Вn , условно называемых базами, которые вмещают Ь1 , 

Ь2 , ... , Ьn единиц груза. Обозначим через Xij ;::: О количество 
единиц груза, пере возимого из пункта A i в пункт Bj. Предпо
лагается, что стоимость перевозки единицы груза из пункта Ai в 

любой пункт Bj равна Cij, а расходы на перевозку груза из про
извольного пункта отправления Ai в любой пункт назначения B j 

пропорциональны объему груза Zij = Cij Xij. Требуется выбрать 
такие маршруты перевозок, чтобы груз был перевезен со скла

дов на базы, а суммарные расходы Z на транспортировку грузов 

были минимальными. Этапом в такой задаче служит решение о 
перевозке груза из пункта A i в пункт B j . 

Модель транспортной задачи относится к числу так называ

емых сетевых моделей, широко применяемых на практике, что 

еще раз подчеркивает ее особую прикладную важность. Модель 
транспортной задачи удобно изображать в виде транспортной 

сети с m начальными пунктами Ai и n конечными пунктами Bj , 

которые соединены дугами Xij, соответствующими маршрутам 

перевозки грузов (рис. 10.1). Графически такая сеть представля-
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ет собой двудольный граф или дру

гого вида ациклический граф с ори

ентированными дугами. 

Задача линейного программиро-

вания заключается в следующем: 

Рис. 10.1. Транспортная сеть необходимо минимизировать общие 

расходы на транспортировку груза 

m n 

Z = L L CijXij ---t min, 
i=l j=l 

на объемы перевозимого груза при ограничениях 

n 

LXij ~ ai,i = 1, ... ,т, 
j=l 

m 

LXij 2: bj,j = 1, ... ,n. 

i=l 

(10.1) 

(10.2) 

Первое из ограничений-неравенств указывает, что суммар

ный объем груза, отправляемого с i-ro склада, не может превы
шать имеющийся там запас ai, а второе, - что суммарный объем 

груза, поступившего на j-ю базу, должен обеспечивать полную 

загрузку существующей вместимости базы bj . 

Транспортная задача в стандартной форме удовлетворяет 

ограничениям-равенствам 

n 

LXij = ai, 
j=l 

m 

LXij = bj , (10.3) 
i=l 

которые означают, что весь груз должен быть перевезен со скла

дов на базы, причем объем вывезенного груза в точности равен 

имевшемуся на складе запасу, а объем ввезенного груза равен су

ществующей вместимости базы. Такая постановка транспортной 

задачи называется сба.лд'Нсuрова'Н'НоЙ. Необходимым и достаточ

ным условием для разрешимости сбалансированной транспорт

ной задачи является выполнение условия баланса 

m n 

Lai = Lbj. (10.4) 
i=l j=l 

При решении сбалансированной транспортной задачи требу

ется найти k = тn переменных Xij 2: О (объемы перевозок 
из пунктов A i в пункт B j ), которые минимизируют функцию Z 

114 



(общие расходы на транспортировку груза), заданную выраже
нием (10.1), и удовлетворяют m + n ограничениям-равенствам 
(10.3). Так как величины ai и bj связаны дополнительным усло
вием баланса (10.4), то общее число линейно независимых урав
нениЙ в системе (10.3), а значит, и число базисных переменных 
r = m + n - 1. Тогда число свободных переменных s = k -
- r = тn - (т + n - 1) = (т - 1)( n - 1). 

Совокупность всех переменных Xij образует матрицу Х = 
= (Xij)mxn, называемую n.llдн,о.м nеревозо'Х:, строки которой со
ответствуют пунктам отправления А1 , А2 , ••• , Ат , столбцы -
пунктам назначения В1 , В2 , ••• , Вn . План перевозок, удовлетво

ряющий ограничениям (10.3), называют дonycтu.м,'ы.м. Будем на
зывать допустимый план onopн,'bl.М, если в плане отличны от ну

ля не более r = т+n-1 базисных переменных Xij (перевозок), а 
остальные s = (т -1)(n -1) свободных переменных Xij равны о. 
Допустимый план, обеспечивающий минимум целевой функции 

z* = min z, называется оnтu.м,а.л,ън,'bl.М. 
Условия, задающие сбалансированную транспортную зада

чу, представляются с помощью транспортной таблицы размером 

(т + 1) х (n + 1). Транспортная таблица включает в себя план 
перевозок Х = (Xij)mxn, к которому добавляется столбец, ука
зывающий величину запаса ai на складе Ai , и строка, указыва
ющая вместимость bj базы B j . В левом верхнем углу каждой 

клетки транспортной таблицы проставляется стоимость Cij пе
ревозки из пункта A i в пункт B j . 

10.2. Методы решения задач транспортного типа 

Специфические особенности транспортной задачи позволи
ли разработать для ее решения значительно более простые и 

эффективные алгоритмы, чем, например, симплекс-метод, хотя 
транспортная задача, как и всякая задача линейного програм

мирования, может быть решена и любым общим методом. 

Проиллюстрируем на следующем примере решение сбаланси

рованной транспортной задачи так называемым .методо.м севе

ро-заnадuого угла, который основан на заполнении транспорт
ной таблицы. 

Прu.мeр 10.1. Транспортная таблица перевозок из пунктов 
А1 , А2 , Аз, А4 В пункты В1 , В2 , Вз , В4 , В5 приведена в табл. 10.1. 
Стоимость Cij перевозки единицы груза между пунктами указа
на в рамке в левом верхнем углу соответствующей клетки таб
лицы. 
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Таблица 10.1 

Транспортная матрица (l-й опорный план, Zl = 1442 ед., 
2-й опорный план, Z2 = 1398 ед.) 

Пункт В1 ~ вз В4 В5 Запас 

А1 r!т Ш Iйl Ш Ш 
18 12 а1 = 30 

А2 [ПJ 00 [!]] ш 00 
15 -(22)133 + 1(11) О ~=48 

Аз Ш IШ IШ 1 001 [ПJ 
+(20) 9 - (о) 11 аз = 20 

А4 Iйl 00 IШ IШ ~ 
4 26 а4 = 30 

Вмести- Ь1 = 18 ~=27 ьз = 42 Ь4 = 15 ьs = 26 L=128 
мость 

1. Заполнение транспортной таблицы для составления опор
ного плана перевозок начинается с левого верхнего (северо-за
падного) угла. Первой базисной переменной Х11 придается мак
симально возможное значение, одновременно допускаемое огра

ничениями на запас склада и вместимость базы. После этого вы

черчивается соответствующий столбец или строка. Это означает, 
что остальные переменные такого столбца или строки являются 

свободными и полагаются равными нулю. Если ограничения по 

столбцу или строке совпадают, то можно вычеркнуть или стол

бец, или строку. В данном случае имеем Х11 = Ь1 = 18 ед. груза. 
Считая Х21 = Х31 = Х41 = о, вычеркиваем первый столбец В1 • 

2. После вычеркивания первой группы свободных перемен
ных, стоящих в первом столбце В1 , переходят к ближайшей по 
строке или столбцу невычеркнутой базисной переменной, кото

рая допускается заданными ограничениями на запасы и вмести

мость. Если оДНовремеltНО и по строке, и по столбцу запасы и ем
кости окажутся полностью исчерпанными, то значение очеред

ной переменной принимается равным нулю. В данном примере в 

первой строке А1 остались неиспользованными аl - Х11 = 30-
- 18 = 12 ед. груза, которые приписываются базисной перемен
ной Х12 = 12. Остальные переменные первой строки считаются 
свободными Х13 = Х14 = Х15 = о, И первая строка А1 вычеркива
ется. 

3. Во втором столбце В2 остаток составляет Ь2 - Х12 = 27 -
-12 = 15 ед. груза. Припишем его базисной переменной Х22 = 15, 
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а остальные переменные второго столбца положим свободными 

ХЗ2 = Х42 = О. Второй столбец В2 вычеркивается. 
4. Процесс продолжается до полного использования всех за

пасов и вместимостей транспортной матрицы. Получим базис

ные переменные Х2З = 33, Хзз = 9, Х34 = 11, Х44 = 4, Х45 = 26 и 
свободные переменные во второй строке А2 Х24 = Х25 = О; В тре
тьем столбце Вз Х4З = О; В третьей строке Аз ХЗ5 = О. Итак, по
строен удовлетворяющий ограничениям допустимый план с ба

зисными переменными Х11 = 18, Х12 = 12, Х22 = 15, Х2З = 33, 
Хзз = 9, Х34 = 11, Х44 = 4, Х45 = 26. Общие расходы на транспор
тировку всего груза составляют: 

Zl = 13 . 18 + 7 . 12 + 8 . 15 + 12 . 33 + 10 . 9 + 
+ 8 . 11 + 10 . 4 + 15 . 26 = 1 442 ед. 

Количество базисных переменных, отличных от нуля, r = 
= т + n - 1 = 8. Поэтому план будет также и опорным. Однако 
этот план не будет оптимальным. 

5. Если проанализировать транспортную таблицу, то нетруд
но убедиться, что можно построить более выгодный план с мень

шими расходами, если по-другому перераспределить перевози

мые грузы. Для этого нужно уменьшить количество груза, пе

ревозимого по высокой стоимости, и увеличить количество гру

за, перевозимого по низкой стоимости. Так, если везти 11 еди
ниц груза в пункт В4 не из пункта Аз по стоимости 8 единиц, а 
из пункта А2 по стоимости 6 единиц, то общие расходы станут 
меньше. 

Составим новый опорный план перевозок, переместив 11 еди
ниц груза из клетки [3,4] в клетку [2,4] и из клетки [2,3] в клет
ку [3,3], т. е., сделав циклическую перестановку. Получим новые 
значения базисных переменных Х2З = 22, Х24 = 11, Хзз = 20, 
а бывшая базисная переменная ХЗ4 станет свободной, т. е. будет 

ХЗ4 = О. (В табл. 10.1 эти новые значения переменных указаны в 
круглых скобках.) Таким образом, объемы перевозок, указанные 
в клетках таблицы с номерами, сумма цифр которых нечетна, 

уменьшатся (для обозначения этого в вершинах цикла ставится 
знак минус), а объемы перевозок, указанные в клетках таблицы 
с номерами, сумма цифр которых четна, увеличатся (в верши
нах цикла ставится знак плюс). Стоимость перевозки единицы 
груза по циклу [2,4] ---t [2,3] ---t [3,3] ---t [3,4] ---t [2,4] равняется 
6 - 12 + 10 - 8 = -4 ед. поэтому общие расходы на транспорти
ровку всего груза уменьшатся на дZ2 = 4 . 11 = 44 ед. и составят 
Z2 = 1398 ед. • 
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Таблица 10.2 

Транспортная матрица (3-й опорный план, zз = 1332 ед.) 

Пункт В1 ~ Вз В4 В5 Запас 

А1 ~ ~г ~ r71 -ш-
18 + 12 А1 = 30 

А2 [!] ШL U"12t-
~ ею ш 

+ 27 21 + ~=48 

Аз ею [ill [ill ш [!] 
20 аз = 20 

А4 [и] Ш [ill JЮl 1ш-
+ 1 15 - 14 а4 = 30 

Вмести-
Ь1 = 18 ~=27 ьз = 42 Ь4 = 15 Ь5 = 26 Е=128 

мость 

Пpu.мeр 10.2. Определим, нельзя ли улучшить полученный 
новый опорный план, т. е. проверим, нет ли какой-либо свобод

ной переменной, имеющей более низкую стоимость перевозки, 

которую можно сделать новой базисной переменной так, чтобы 

образовался цикл с отрицательным значением стоимости пере

возки единицы груза. В рассматриваемом примере такая пере

менная есть - это Х15, стоящая в клетке [1,5] с четной суммой 
цифр номера. Эта клетка принимается за положительную вер

шину цикла. Очевидно, что можно построить несколько различ
ных циклов, проходящих через клетку [1, 5J. 

Наибольшая выгода получается, если в качестве следующей 
отрицательной вершины цикла взять клетку с наибольшей по 

столбцу В5 стоимостью перевозки груза - клетку [4, 5J. с уче
том заданных ограничений на запасы и емкости следующими 

положительными вершинами цикла будут клетки [4,3] и [2,2], 
отрицательными вершинами - клетки [2,3] и [1,2J. Таким об
разом, новый опорный план перевозок (табл. 10.2) образуется 
с помощью циклической перестановки [1,5] --t [4,5] --t [4,3] --t 

--t [2,3] --t [2,2] --t [1,2] --t [1,5]. Стоимость перевозки единицы 
груза по этому циклу отрицательна и составляет 5 - 15 + 10 -
-12 + 8 -7 = -11 ед., а общие расходы на транспортировку всего 
груза будут равны 

zз = 13 . 18 + 5 . 12 + 8 . 27 + 12 . 21 + 10 . 20 + 

+ 10 . 1 + 10 . 15 + 15 . 14 = 1 332 ед. 8 

Последовательно отыскивая свободные клетки, имеющие от
рицательные стоимости перевозки груза, и уменьшая общие рас-
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ходы z за счет перераспределения перевозок, можно получить в 
итоге оптимальный план z* = min z. 

Описанный метод северо-западного угла необязательно сразу 

дает «хорошее~ решение сбалансированной транспортной зада

чи и требует выполнения дополнительных процедур для полу
чения оптимального решения. Однако этот метод легко можно 

улучшить различными способами. 
Например, в м,етоде наименьшей стоимости в качестве пер

вой базисной переменной следует выбирать не Х11, а перемен
ную, которой соответствует наименьшая во всей таблице стои

мость перевозки грузов, и придавать этой переменной возмож

но большее значение, допускаемое заданными ограничениями на 

запасы и вместимости. Если таких переменных несколько, то бе
рется любая из них. Вычеркивается соответствующий столбец 

или строка. Если ограничения по столбцу и строке выполня
ются одновременно, то вычеркивается или столбец, или стро

ка. В качестве следующей базовой переменной выбирается та 
из невычеркнутых переменных, которой соответствует мини

мальное значение стоимости перевозок, и процесс продолжается. 

Процедура завершается после исчерпания всех запасов и вмести

мостей. 

Прu.м.ер 10.3. Опорный план перевозок, составленный с по
мощью метода наименьшей стоимости для примера 10.1, приве
ден в табл. 10.3. Этот план характеризуется такими базисными 
переменными: Х15 = 26, Х24 = 15, ХЗl = 18, Х12 = 4, Х22 = 23, 

Таблица 10.3 

Транспортная матрица (оптимальный план, Z4 = 980 ед.) 

Пункт В1 вz Вз В( В5 Запас 

А1 ~ Ш [ИJ Ш Ш 
4 26 а1 = 30 

А2 [п] Ш ~ 1]] ш 
23 10 15 ~=48 

Аз 1]] [IQJ [IQJ ш [п] 

18 2 аз = 20 

А( ~ Ш l!QJ l!QJ l!QJ 

30 а(=30 

Вмести-
Ь1 = 18 ~=27 ьз = 42 Ь( = 15 Ь5 = 26 L=128 

мость 
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Х21 = 10, Хзз = 2, Х4З = 30. Общие расходы на транспортировку 
груза равны 

z4=7·4+5·26+8·23+12·10+6·15+6·18+10·2+10·30 = 980 ед., 

что существенно меньше расходов, полученных по методу севе

ро-запа,цного угла. Можно показать, что данное решение и будет 

оптимальным Z4 = z* = min z. • 

Итак, для уменьшения расходов и построения оптимального 

плана перевозок нужно перераспределить перевозки по циклам, 

имеющим отрицательные стоимости перевозки единицы груза. 

При этом одна из свободных переменных станет базисной, а ка

кая-то из базисных переменных - свободной. Направление об

хода клеток транспортной таблицы несущественно. В теории ли

нейного программирования доказано, что для каждой свободной 

переменной в опорном плане перевозок существует единствен

ный цикл, одна вершина которого (первая) лежит в данной клет
ке транспортной таблицы, а остальные - в клетках с базисными 

переменными. При оптимальном плане в транспортной таблице 

не останется свободных переменных с циклом, имеющим отри

цательную стоимость перевозки единицы груза. 

10.3. Разновидности транспортной задачи 

в стандартной постановке транспортной задачи предполага

ется, что все грузы сразу перевозятся из пунктов отправления 

в пункты назначения, причем эти пункты связаны кратчайши

ми маршрутами. На практике предварительно приходится нахо

дить такие кратчайшие маршруты, прежде чем определять сто

им ость перевозок груза между пунктами. Чтобы избежать реше
ния дополнительной задачи о выборе кратчайшего пути, мож

но видоизменить транспортную задачу и допустить перевозку 

груза через промежуточные ПУНКТ!;>I. Введение таких промежу

точных пунктов позволяет перевозить весь груз транзитом через 

шобой пункт отправления или назначения, рассматривая их как 

дополнительные вершины транспортной сети. 

Для перехода к стандартной постановке транспортной задачи 
общее число промежуточных пунктов принимается равным сум

ме m + n пунктов отправления и назначения, поскольку априори 
неизвестно, через какие пункты пройдет маршрут. В этом случае 

стоимость перевозки единицы груза между двумя транзитными 

пунктами в прямом и обратном направлениях может оказаться 
различной, если будут использоваться разные маршруты. 
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Чтобы учесть транзитные перевозки, в каждом пункте от

правления и назначения вводится дополнительный буфер вме

стимостью Ьо ~ ~ ai = ~ Ьj . Эти буферы располагаются в диа-
i j 

гональных клетках расширенной транспортной таблицы разме

ром (т+n+ 1) х (т+n+ 1) и имеют нулевую стоимость перевозки 
Cij = о. 

в итоговое решение транспортной задачи войдут только пе

ременные, стоящие в недиагональных клетках таблицы. 

В реальных ситуациях не всегда выполняется условие (10.4) 
баланса между объемами запасов груза ai на складах Ai и вме

стимостями Ьj баз B j . Однако такую транспортную задачу, на

зываемую оm1Ср'Ыmоu, всегда можно сбалансировать. Если об

щий объем запасов превосходит общую вместимость баз, т. е. 

~ ai > ~ Ьj , то вводится фиктивный пункт назначения Вn+1 , 
i j 

имеющий вместимость Ьn+1 = ~ ai - ~ Ьj и нулевую стоимость 
i j 

перевозки единицы груза Ci,n+l = о. в противоположном слу
чае вводится фиктивный пункт отправления Ат+1 с запасом 

ат+1 = ~ Ьj - ~ ai и нулевой стоимостью перевозки Cm+l,i = о. 
j i 

Тем самым открытая транспортная задача сводится к сбаланси
рованной. 

Еще одно обобщение стандартной транспортной задачи -
многоиндексная задача, в которой учитывается неоднородность 

перевозимого груза или выпускаемой продукции и неоднород

ность транспортных средств. В этом случае многоиндексная за

дача сводится к стандартной с помощью разбиения каждого 

пункта отправления и/или назначения на несколько отдельных 
пунктов по числу видов груза и/или продукции. 

Задачи транспортного типа имеют многообразные приложе
ния - составление наиболее экономичного плана перевозок гру

зов из нескольких пунктов отправки в пункты доставки (отсю
да собственно и появилось название задачи), управление запа
сами разного вида, распределение работ между исполнителями, 

назначение претендентов на должности, регулирование расхода 

ресурсов, оборот наличного капитала и др. 

Одна из возможных интерпретации транспортной задачи со
стоит в том, что пункты отправления считаются пунктами про

изводства, где вьшускается однотипная продукция, а пункты на

значения - пунктами потребления, где используется или реали

зуется выпущенная продукция. 
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Таблица 10.4 

Задачи транспортного типа 

Транспортная Задача управления 
З8tJ;ача о назначениях 

задача запасами 

A i - пункт A i - период A i - ИСПОJПШтель 

отправления производства 

B j -пункт B j - период B j - работа 

назначения потребления 

ai - запас на ai - объем выпуска ai = 1 - назначение 

складе изделий исполнителя 

bj - вместимость bj - объем реализации bj = 1 - выполнение 

базы изделий работы 

Xij - объем Xij - количество Xij - выполнение испол-

перевозимого выпускаемых изделий нителем определенной 

груза работы 

Cij - стоимость Cij - стоимость хране- Cij - стоимость выпол-

перевозки еди- ния одного изделия нения исполнителем 

ницы груза работы 

z - расходы на z - расходы на хране- z - расходы на выпол-

перевозку груза ние изделий нение работ 

в задаче управления разнотипными запасами требуется со

ставить оптимальный план выпуска нескольких видов продук

ции в течение заданного срока, минимизирующий суммарные 

расходы на производство и хранение изделий. 

В задаче о назначениях необходимо так распределить различ

ные виды работ между исполнителями, чтобы минимизировать 

суммарные расходы на выполнение работ. Эквивалентность этих 

задач отражена в табл. 10.4. 
Известно много различных методов решения транспортных 

задач. При этом может создаться обманчивое впечатление, что 

все эти методы, в том числе и приведенные ранее, имеют какую

то специфику, отличающую их от общих методов решения задач 
линейного программирования. 

Однако, по сути, все методы решения транспортных задач 

воспроизводят так или иначе принципиальные моменты сим

плекс-метода, обеспечивая нахождение оптимального плана пе
ревозок путем последовательного улучшения опорных планов. 

В основе ряда методов лежит использование теорем двойствен

ности и введение двойственных переменных и двойственной це

левой функции. 
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10.4. Задача оптимального управления 

Управление динамическими процессами также принадлежит 

к числу задач многоэтапного принятия решения. Например, 

при управлении запасами заказы новых порций продукта про

изводятся через определенные промежутки времени, когда ве

личина имеющегося запаса опускается до некоторого заданно

го уровня. При автоматическом управлении полетом самолета 

управляющие воздействия осуществляются в заранее опреде

ленных точках маршрута. В других случаях разбиение процесса 

на этапы можно ввести искусственно, причем необязательно по 

временному фактору. Так, при составлении плана сооружения 

сложного объекта этапы можно выделять по выполнению опре

деленных видов или циклов строительных работ. 

Применение различных управляющих воздействий оказыва

ет разное влияние на управляемый процесс. Разумным представ

ляется желание ЛПР достигнуть цели управления наилучшим 
из возможных способов. Так появляется задача оптимального 

управления. Приведем несколько примеров таких задач. 

Пpu.м,eр 10.4. Владелец автомобиля стремится обеспечить 
его стабильную эксплуатацию. В начале каждого года владелец 

может принять одно из трех возможных решений: ОР - отка

заться от проведения ремонта; ТР - провести небольшой теку

щий ремонт; кр - провести капитальный ремонт автомобиля. 

Нужно выбрать такую очередность решений, чтобы суммарные 

эксплуатационные расходы за несколько лет были наименьши
ми. В этой задаче имеются естественные этапы, соответствую

щие годовым периодам. • 

Пpu.м,eр 10.5. Между пунктами А и В планируется постро
ить дорогу. Дорога будет проходить по пересеченной местности 

(значит, нужно сделать насыпи или выемки), через реки (нужно 
построить мосты) и леса (нужно прорубить просеки ). Все рас
стояние между пунктами А и В разбивают на несколько участ

ков, одинаковых по сложности строительства. При проектирова
нии каждого участка выбирают направление трассы. Требуется 

так проложить дорогу, чтобы минимизировать суммарные рас

ходы на строительство. В этой задаче искусственными этапами 

являются отдельные участки дороги. • 

Пpu.м,eр 10.6. Необходимо загрузить контейнер предмета
ми, имеющими объем щ и массу Wi таким образом, чтобы сум
марная масса W загруженных предметов была максимальной, а 
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общий объем не превысил вместимости контейнера v. Формаль
но эти требования записываются так: 

W = L Wi ---t тах, 

Данная задача носит особое название - задача об упаковке, или 

о рюкзаке. В этой задаче i-M этапом является реmение: положить 
ли i-й предмет в контейнер или нет. • 

Сформулируем основную идею задачи оптимального управ

ления. Пусть имеется система, объект или процесс, находящий

ся в начальном состоянии 80, который нужно наиболее выгод

ным образом перевести в конечное состояние 8 N. Разобьем всю 

процедуру перевода системы из начального состояния в конеч

ное состояние на несколько простых дискретных и однотипных 

этапов (шагов), выполняемых последовательно. 
Считается, что на каждом i-M этапе или в ti-Й момент времени 

(i = 1, ... , N) система мгновенно переходит из состояния 8i-l В 
новое состояние 8i при изменении некоторого параметра Xi, кото

рый называется шагов'ЫМ уnравленuем. Обычно предполагается, 

что «последствия. управления отсутствуют. Совокупность всех 
шаговых управлений х = (Хl, ... , XN) задает управление систе
мой. Эффективность каждого этапа перехода характеризуется 

целевой функцией Yi = fi(Si-l, Xi). Требуется найти такое оп
тимальное управление х* = (Xi, ... ,ХЛТ ), которое на множестве 
допустимых управлений ха обеспечивает экстремум (как прави
ло, максимум) общего выигрыша, заданного в виде аддитивной 
свертки локальных целевых функций 

m 

У = Lfi(8i-l,Хi) ---t тах. 
i=1 

в примерах 10.4-10.6 шаговым управлением было решение 
о ремонте автомобиля в i-й период времени, направление про

кладки i-ro участка дороги, загрузка i-ro предмета в контейнер. 
Заметим попутно, что в последнем случае шаговое управление 

бинарно, т. е. Xi = 1 (если предмет загружается) или Xi = О (если 
предмет не загружается), а сама задача оптимального управле
ния становится еще и задачей целочисленного программирова

ния. 
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Особенности задачи оптимального управления зависят от ха

рактера целевой функции fi(8i-1, Xi). Если целевая функция за
дает однозначное отображение fi: S Х Х ~ В, где S = {8О, S1, ... , 

8 N} - множество состояний системы; Х - конечное множе
ство возможных значений шаговых управлений, то имеется за

дача многоэтапного оптимального выбора в условиях опреде

ленности, а система называется детерми'Нирован:nои. Состояние 
8i детерминированной системы на i-M этапе (в момент ti) од
нозначно определяется состоянием системы 8i-1 и управлени

ем Xi. Если целевая функция задает однозначное отображение 
fi: S х Х ~ Р(В), где Р(В) - совокупность распределений веро
ятностей на множестве состояний системы В, то имеется задача 
многоэтапного оптимального выбора в условиях вероятностной 

неопределенности, а система называется стохастu'Ч,еС1Сои. Со
стояние Si стохастической системы на i-M этапе (в момент ti) од
нозначно определяется состоянием системы 8i-1, управлением Xi 

и вероятностью этого состояния Pi-1 и/или вероятностью пере
хода системы из одного состояния в другое. Рассмотрим задачу 

оптимального управления детерминированной системой. 

10.5. Метод динамического программирования 

Динамическое программирование представляет собой специ
альный математический метод, предназначенный для решения 

задач многоэтапной оптимизации в условиях определенности, 

которме можно разложить на ряд повторяющихся и менее слож

ных однотипных оптимизационных подзадач. 

В основе метода динамического программирования лежит 

nри'Н'Циn оnтuма.л:ь'Ностu, предложенный Р. Беллманом (США, 
1957). Принцип оптимальности Беллмана - правило поэтапно
го оптимального выбора, которое состоит в следующем. Неза
висимо от того, В каком состояНии находится система на теку

щем этапе, шаговое управление на данном этапе нужно выби
рать так, чтобы этот и все последующие шаги были наиболее 
выгодными. Иначе говоря, суммарный выигрыш должен быть 
максимальным на данном и на всех остальных этапах. Таким 
образом, управление, оптимальное для всего процесса в целом, 

находится путем последовательного вычисления на каждом эта

пе локальных оптимальных управлений. 

Общая схема решения задачи динамического программиро

вания с конечным числом этапов состоит из следующих основ

ных стадий. 
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1. Прежде всего процесс управления системой необходимо 
разделить на N этапов (шагов). Это разбиение выполняется 
естественным или искусственным образом, исходя из конкрет

ных особенностей задачи. Выбираются СОСll'ояния 80,81, ... , 8N 

управляемой системы на каждом этапе, шаговое управление Xi 

для каждого этапа и налагаемые на шаговые управления огра

ничения, определяющие множество допустимых управлений ху 

на каждом этапе. 

2. Задается соотношение, связывающее переход системы из 
одного состояния в другое под действием шагового управления. 

Поскольку отсутствуют «последствия» управления, то состоя

ние 8i системы на i-M этапе зависит только от предыдущего со
стояния 8i-1 И шагового управления Xi на данном этапе 

(10.5) 

3. Задается целевая функция, характеризующая эффектив
ности этапа перехода системы из предыдущего состояния 8i-1 в 

данное состояние 8i, 

(10.6) 

4. В соответствии с принципом оптимальности Беллмана оп
тимальное управление Xi на i-M этапе должно обеспечивать мак
симум суммарного выигрыша на данном и всех последующих 

этапах. Воспользовавшись этим принципом, легко получить ос

новное рекуррентное соотношение динамического программиро

вания, называемое урав1tе1tuе.м, Ве.л.л.м,а1tа. Оно связывает услов

ный оптимальный выигрыш 9i(8i-l) на i-M этапе с условным оп
тимальным выигрышем 9i+1(8i) на следующем (i + 1)-м этапе: 

9i(8i-1) = max{Yi + 9i+1(8i)} = 
Xi 

(10.7) 

Максимум ищется по всем допустимым на i-M этапе управ
лениям Xi. Оптимальный выигрыш 9i(8i-1) является условным, 
так как зависит от возможных состояний системы 8i-1 на преды

дущем этапе. 

5. Среди всех этапов есть единственный, на котором выбор 
оптимального управления не влияет на все последующие эта

пы, - последний N-й этап. Поэтому можно задать условный оп

тимальный выигрыш на N-M этапе соотношением 

(10.8) 
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где максимум ищется по всем допустимым на N-M этапе управ
лениям XN. ИЗ соотношения (10.8) находится условное опти
мальное управление XN = XN(8N-l) для всех возможных состо
яний системы 8N-l на предпоследнем (N -1)-м этапе. 

6. Осуществляется переход от конечного состояния 8 N систе

мы к начальному 80. Ищутся условные оптимальные выигрыши 
и условные оптимальные управления на (N - 1 )-м, (N - 2)-м эта
пах и т.д. в соответствии с формулой (10.7). Пройдя все этапы, 
находят все условные оптимальные выигрыши 91 (80),92 (81), ... , 
9N (8 N -1) И все условные оптимальные управления Хl (80), Х2 (81), 
•.• , Х N (8 N -1). После этого можно решить исходную задачу дина
мического программирования, найти оптимальное управление и 

общий безусловный оптимальный выигрыш. 

7. Производится обратный переход из начального состояния 
системы 80 в конечное. Согласно принципу оптимальности об
щий оптимальный выигрыш у* определяется с учетом формулы 

(10.7) соотношением 

(10.9) 

Начальное состояние системы 80 обычно задано. Поэтому ша
говое управление Хl(80) варьировать не нужно, и оптимальное 
управление xi = Хl (80) находится из требования безусловной оп
тимизации функции (10.9). 

8. Воспользовавшись уравнением (10.5), определяется состо
яние 81 = h l (80, xi), в которое перейдет система на первом этапе, 
а условное оптимальное управление Х2 (81) уже известно. Пройдя 
все этапы, последовательно вычисляются величины xi = Хl (80), 
Х2 = Х2(81), ... , ХЛТ = XN(8N-l) и тем самым получается ито
говое оптимальное управление х* = (xi, ... ,хЛт). А общий без
условный оптимальный выигрыш у* определен формулой (10.9). 

Отметим две важные особенности метода динамического про

граммирования. Во-первых, решение задачи может оказаться 

не единственным, так как оптимальными могут быть несколь

ко шаговых управлений и появляется несколько различных ва

риантов перехода системы из начального состояния в конечное. 

Однако все эти варианты равноценны и оптимальны с точки зре
ния общего выигрыша. Поэтому можно выбирать любой из вари

антов. От этого будет зависеть только окончательное оптималь

ное управление, но не величина общего выигрыша. Во-вторых, с 
помощью метода динамического программирования фактически 

решается не одна конкретная задача для какого-то начального 
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состояния системы 80, а сразу целый набор однотипных задач 

для любых произвольных начальных состояний. 

Метод динамического программирования применим и к за

дачам с мультипликативной целевой функцией У = Пi fi(Xi), 
fi(Xi) > О. Основное рекуррентное соотношение (10.7) заменя
ется тогда на соотношение 

с сохранением общей схемы решения задачи. 

10.6. Задача распределения ресурсов 

Проиллюстрируем работу метода динамического программи

рования на примере задачи оптимального распределения ресур

сов, допустим инвестиций, выделяемых на развитие производ

ства. Пусть для расширения производственных мощностей трех 

предприятий А, В, С предполагается выделить ХО = 5 условных 
единиц инвестиций. Для простоты предположим, что объем ин

вестиций, выделяемых предприятию, выражается числом О, 1, 
2, 3,4 или 5, а нулевые вложения означают отказ от развития 
какого-либо предприятия. Вкладывая в развитие i-ro предпри
ятия Xi единиц, можно получать доход Yi единиц. Для каждого 
предприятия существуют разные варианты k = 1, ... , к вложе
ния инвестиций Xi (k), приносящие разные доходы Yi (k). Возмож
ные варианты развития предприятий приведены в табл. 10.5. 
Цель состоит в максимизации общего дохода У = L Yi (k) от вло
жения инвестиций. 

Самый простой способ решения поставленной задачи - пол
ный перебор допустимых вариантов. В данном примере всего 

Таблица 10.5 

Варианты развития предприятий 

Вариант k 
Предприятие А Предприятие В Предприятие С 

XA(k) YA(k) XB(k) YB(k) xc(k) yc(k) 

1 О О О О О О 

2 1 4 2 5 1 3 

3 2 6 3 7 2 5 

4 - - 4 10 - -
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А в с 

(О) 

Рис. 10.2. Допустимые варианты распределения инвестиций 

имеется 3 . 4 . 3 = 36 ВОЗМОЖных вариантов распределения ин
вестиций, из которых только 17 вариантов допустимы, т. е. удо
влетворяют ограничению на общий объем имеющихся в наличии 

средств I: Xi(k) = ХО. Вариант 1 одновременно для всех пред-
i 

приятий рассматривать не имеет смысла, так как он не дает ни-

какого дохода и введен лишь для удобства вычислений. 

Допустимые варианты распределения инвестиций можно 

представить в виде сетевой модели, или ориентированного гра

фа (рис. 10.2), где цифра в круглых скобках обозначает инвести
ции Xi(k), выделенные i-MY предприятию по k варианту, цифра 
на линии - доход Yi (k) от вложения средств. 

Перебрав все допустимые варианты вложения инвестиций, 
нетрудно найти, что максимальный общий доход у* = 14 единиц 
можно получить, например, если реализовать на предприятии 

А второй вариант, на предприятии В - четвертый, а на пред
приятии С - первый (не расширять производственные мощно
сти). Этот оптимальный вариант решения выделен на рис. 10.2 
жирной линией. Ему соответствует самый длинный путь между 
крайними узлами сети (вершинами графа). 

Вместе с тем полный перебор даже допустимых вариантов 

при большом их числе требует значительных затрат времени и 

вычислительных ресурсов. Применим для решения задачи ме
тод динамического программирования. 

В рассматриваемом примере управляемой системой является 
распределение инвестиций между предприятиями, а принятие 

решения о выделении средств некоторому предприятию соответ

ствует этапу (шагу) управления. Очевидно, что таких этапов три 
(по числу предприятий). Крайне важно правильно определить 
показатели Si, которыми характеризуется состояние системы на 

каждом этапе, и шаговые управления Xi. Конструктивное опре-
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деление состояния системы должно позволять принимать реше

ние на каждом этапе без учета решений, принятых на предыду

щих этапах. 

Выберем в качестве шагового управления Xi на i-M этапе объ
ем инвестиций, выделяемых i-MY предприятию. Для каждого 
i-ro этапа множество Х? допустимых управлений определяется 
заданными объемами предполагаемых вложений Xi(1), ... , Xi( К), 
а любой возможный набор шаговых управлений связан ограни

чением на общий объем имеющихся инвестиций: I: Xi (k) ~ Хо. 
i 

Состояние 8i системы на i-M этапе удобно определить объ-
емом имеющихся в распоряжении инвестиций, оставшихся не 

распределенными к данному этапу. Тогда уравнение, связываю

щее два соседних состояния системы, можно записать как 8i-l -

- 8i = Xi (k). Отсюда следует естественное ограничение на вели
чину выделяемых инвестиций: Xi (k) ~ 8i-l, поскольку на i-м эта
пе можно выделить средств не больше, чем осталось на преды
дущем этапе. 

Условно оптимальное управление Xi (k) = Xi (8i-l) на i-м этапе 
ищется как решение рекуррентного уравнения Беллмана (10.7) 
для выигрыша, которое в нашем случае принимает вид 

Условно оптимальное управление на последнем этапе Х N (k) = 
= XN(8N-l) находится как решение уравнения (10.8): 

Очевидно, что для k разных вариантов вложения инвестиций 
получаются разные значения условно-оптимального выигрыша 

9i и условно-оптимального управления xi(k). 
Начальное состояние системы 80 характеризуется наличием 

исходного объема Хо еще не распределенных инвестиций. Макси

мальный общий доход от вложения инвестиций или общий без

условный оптимальный выигрыш составит согласно (10.9) 

а соответствующее оптимальное управление на 1-м этапе будет 

равно Xl (ХО) = Хl (ki) = Xi. После выделения первому пред
приятию xi ед. на долю второго предприятия останется Х2(ХО
- Xi) = x2(k2) = Х2 ед. и т. д. 
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При решении задачи теоретически можно использовать лю

бую последовательность этапов, т. е. распределять инвестиции 

между предприятиями в произвольном порядке, например так: 

А - В - с. На практике объем вычислений можно сокра
тить, если при выделении инвестиций последним считать пред

приятие, где существует меньшее число вариантов использова

ния средств, предпоследним - второе по числу имеющихся ва

риантов, и т. д. 

В рассматриваемом примере сопоставим 1-й этап операции с 

выделением инвестиций предприятию В, 2-й этап - предпри

ятию А, 3-й этап - предприятию с. В таком случае процеду

ра вычисления оптимальных выигрышей и управлений задает

ся последовательностью С ---t А - В и возможными состояни
ями системы (объемами нераспределенных инвестиций), кото
рые могут принимать целочисленные значения о, 1, 2, 3, 4, 5. 
В табл. 10.6-10.8 приведены результаты поэтапных расчетов 
соответствующих показателей операции. 

Начнем рассмотрение процедуры решения поставленной за

дачи с последнего (3-го) этапа, на котором инвестиции вьщеля
ются предприятию с. Условно оптимальное управление на 3-м 

этапе ищется как решение уравнения 

9С(82) = шахfС[82,хс(k)],хс(k) < 82, k = 1,2,3. 
k -

Имеется три возможности вложения средств - три шаговых 

управления хс(l) = О ед., хс(2) = 1 ед., хс(3) = 2 ед., и шесть 
теоретически возможных состояний системы 82, предшествую

щих выделению средств предприятию С, - объемы не распреде

ленных к 3-му этапу инвестиций: о, 1, 2, 3, 4, 5 ед. 
Предположим, что система находилась в состоянии 82 = о. 

Тогда единственное допустимое шаговое управление есть хс(l) = 
= о, которое и будет оптимальным для этого состояния, дающим 

условно максимальный выигрыш 9С(82) = о. Если система нахо
дилась в состоянии 82 = 5, то допустимы все шаговые управ
ления хс(l) = о, хс(2) = 1, хс(3) = 2, а оптимальным будет 
управление хс(3) = 2, которое обеспечивает условно максималь
ный выигрыш 9С(82) = 5. Аналогично рассматриваются все воз
можные состояния, предшествующие З-му этапу. Оптимальные 

значения показателей выделены в таблицах жирным шрифтом. 

Далее таким же образом рассматривается 2-й этап, состоя
щий в вьщелении инвестиций предприятию А. На 2-м этапе об

щий выигрыш складывается из выигрышей, получаемых на 3-м 

и 2-м этапах, и задается соотношением: 
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Таблица 10.6 

Условно-оптимальные решения (3-й этап) 

Состояние !c[82,xc(k)] Управление Выигрыш 

82 

О 

1 

2 

3 

4 

5 

хс{1) = о хс(2) = 1 хс(3) = 2 kc ХС 
9С(82) 

О - - 1 О О 

О 3 - 2 1 3 

О 3 5 3 2 5 

О 3 5 3 2 5 

О 3 5 3 2 5 

О 3 5 3 2 5 

Таблица 10.7 

Условно-оптимальные решения (2-й этап) 

Состояние lА[81, XA(k)] + 9С[81 - XA(k)] Управление Выигрыш 

81 

О 

1 

2 

3 

4 

5 

Состоя-
ние 80 

5 
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XA(l) = О ХА(2) = 1 ХА(3) = 2 kA ХА 
9А(81) 

0+0=0 - - 1 О О 

0+3=3 4+0=4 - 2 1 4 

0+5=5 4+3=7 6+0=6 2 1 7 

0+5=5 4+5=9 6+3=9 2 или 3 1 или 2 9 

0+5=5 4+5=9 6+5=11 3 2 11 

0+5=5 4+5=9 6+5=11 3 2 11 

Таблица 10.8 

Безусловно-оптимальные решения (l-й этап) 

lВ[80, xB(k)] + 9А[80 - xB(k)] Управление Выигрыш 

XB(l)=O хв(2)=2 хв(3)=3 хв(4)=4 kB ХВ 
9В(80) 

0+ 11 = 5+9= 7+7= 10+4 = 2,3 2,3 
14 

=11 = 14 = 14 = 14 или 4 или 4 



Здесь могут возникнуть ситуации, при которых оптимальное ре

шение будет не единственным. Например, в состоянии 81 = 3 
условно-оптимальными будут шаговые управления ХА(2) = 1 и 
ХА(3) = 2, дающие один и тот же выигрыш 9А(81) = 9. 

На 1-м этапе - выделении инвестиций предприятию В - есть 

только одно предшествующее состояние системы, соответствую

щее начальному состоянию 80 = 5. Безусловно-оптимальный вы
игрыш определяе':Гся выражением: 

у* = 9В(80) = тахиВ[80, xB(k)] + 9А[80 - xB(k)]}, 
k 

xB(k) ~ 80 = ХО, k = 1,2,3,4. 

Безусловно-оптимальные управления, обеспечивающие мак
симальный доход, очевидно, могут быть разными. 

Итоговое оптимальное решение (распределение инвестиций 
между предприятиями В, А и С) определяется, если рассмот
реть табл. 10.6 -10.8 в обратном порядке и воспользоваться уже 
полученными результатами. В данной задаче получается четыре 

равнозначных способа распределения инвестиций, дающих оди

наковый максимальный общий доход у* = 14 ед. для удобства 
эти распределения сведены в табл. 10.9. 

Схема нахождения всех оптимальных вариантов распределе

ния инвестиций между предприятиями х* = (Х В, ХА, ХС), приве
денных в табл. 10.9, представлена на рис. 10.3. В рамках указа
ны объемы инвестиций, имеющиеся в наличии на соответствую

щем этапе, в круглых скобках - выделенные инвестиции Xi(k). 
Цифра на стрелке обозначает доход Yi (k) от вложения средств. 

Таблица 10.9 

Оптимальные распределения инвестиций 

Распределение инвестиций Общий доход у* 

XB~)=2, XA~)=I, xc~)=2 ув(2) + УА(2) + УС(3) = 14 

хв(2) = 2, ХА(3) = 2, хс(2) = 1 ув(2) + УА(3) + ус(2) = 14 

ХВ(3) = 3, ХА(2) = 1, хс(2) = 1 УВ(3) + УА(2) + ус(2) = 14 

хв(4) = 4, ХА(2) = 1, хс(l) = О ув(4) + УА(2) + ус(l) = 14 
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2-й этап З-й этап Управление 

1-йэтап [(1) -4- [1] -(2)-5-х*= (2, 1,2), у*= 14 

Е
(2)_5_Ш (2) -6_Ш-(1)-3_Х*= (2,2, 1), у*= 14 

Ш (3)-7-[1]- (1) -4-Ш-(1)-3-х*= (3, 1, 1), у*= 14 

(4)-1О~Ш- (1) -4~ [Q]-(O)-O~x*= (4, 1,0), у*= 14 

Ув УА ХС Ус 

Рис. 10.3. Схема оптимального распределения инвестиций между пред
приятиями 

Последний четвертый вариант представляет оптимальный вари

ант распределения инвестиций, который изображен на рис. 10.2 
жирной линией. 

Лицо, принимающее решение о распределении инвестиций, 

может выбрать любой из перечисленных оптимальных вариан

тов. Однако если все-таки нужно выбрать единственный вари

ант, то для обоснования выбора необходима дополнительная ин

формация, отсутствующая в исходном описании проблемной си

туации и формулировке математической модели. 
В заключение укажем, что задача динамического програм

мирования, вообще говоря, может сразу решаться и в «прямом» 

направлении, если иначе определить состояния системы и свя

зать их между собой другими рекуррентными соотношениями. 

Для рассмотренной задачи развития предприятий состояние си

стемы на i-M этапе можно охарактеризовать, например, объемом 
не оставшихся, а уже распределенных инвестиций. Общая схема 

решения задачи останется той же. 

Опыт практического применения методов динамического 
программирования показывает, что алгоритмы «обратной про

гонки» в целом являются более эффективными с вычислитель

ной точки зрения, чем алгоритмы «прямой прогонки». Это раз

личие оказывается весьма существенным в задачах поэтапно

го принятия решений, где нумерация этапов производится в 

хронологической последовательности, как, например, в задачах 

управления запасами и планирования производства. 

В ряде случаев схема динамического программирования ис

пользуется для решения задач с непрерывными переменными, 

несмотря на то что сама задача динамического программирова

ния сформулирована для дискретных процессов. 

С помощью динамического программирования можно также 
решать задачи линейного программирования, если каждую пе

ременную интерпретировать как этап операции. 



ГЛАВА 11 

ОПТИМАЛЬНЫЙ ВЫБОР 
ПРИ НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ 

11.1. Выбор в условиях неопределенности 

В реальных условиях ЛПР почти всегда делает выбор в усло

виях дефицита информации, описывающей рассматриваемую 

проблемную ситуацию. Недостаток информации может быть 

обусловлен различными причинами, имеющими политическую, 

социальную, организационную, техническую, природную, персо

нальную или иную основу. Недостаточная полнота и определен

ность данных, используемых при подготовке и принятии реше

ний, должны учитываться при построении математических мо

делей оптимального выбора. 
Качество решения задачи оптимального выбора в общем слу

чае определяется значениями одного или нескольких показате

лей эффективности (целевых функций, функций ценности) Yk = 
= fk(Xi, &,~, ~), k = 1, ... , h. Числовые функции Yk зависят 
от переменных Xi = (Xi1, ... ,Xin), характеризующих вариант 
Ai , i = 1, ... , т, детерминированных (8) инеопределенных 
(~,~) факторов, отражающих степень информированности ЛПР 
о внешних условиях, в которых осуществляется выбор. Для слу

чайных факторов ~ известны функции распределения вероятно
стей и их параметры. Неопределенные факторы ~ определены 
нечетко или неизвестны. 

Задача поиска оптимального варианта А* в условиях нео
пределенности ставится следующим образом: найти с учетом 

неопределенных факторов ~ и ~ такие значения вектора пере

менных х* = (Xi, ... ,X~), которые обеспечивают экстремальные 
значения показателей эффективности на множестве допустимых 
значений ха: 

и удовлетворяют ограничениям 9q(X, &,~,~) ~ bq, q = 1, ... ,р, 
k = 1, ... ,h. 

Неопределенные факторы имеют различное происхождение. 

Во-первых, неопределенность может быть вызвана активны
ми действиями нескольких участников процесса принятия ре

шения, каждый из которых преследует свои цели и стремится 
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получить для себя максимальные преимущества (извлечь наи
большую выгоду) за счет других. Обычно подобные действия 
осуществляются в условиях, когда неизвестно, какие ответные 

действия могут предпринять соперники (противники или союз
ники). Наиболее простой ситуацией, в которой проявляется тако
го рода неопределенность, является конфликтная ситуация, где 

сталкиваются интересы разных сторон. Такие и подобные им за

дачи изучает теория игр. 

Во-вторых, неопределенность может быть связана с прин

ципиальной неизвестностью или недостаточной изученностью 

внешних обстоятельств, которые могут повлиять на выбор. Со

вокупность таких объективных обстоятельств принято называть 

природой, которая в данном контексте выступает в качестве ней

трального, не обладающего «разумом~ участника, безразлично

го к действиям ЛПР и не пытающегося получить выгоду или 

причинить ущерб. Соответствующие ситуации называются иг
рами с природой, или статистическими играми, и составляют 

предмет теории статистических решений, изложенной далее. 

В-третьих, неопределенность может быть обусловлена невоз

можностью четкого описания на естественном языке ситуации 

выбора, анализируемых вариантов, ограничений на область до

пустимых значений, целевых показателей качества решения, 

предпочтений ЛПР, имеющихся зависимостей между элемента
ми задачи выбора. Нечеткость доступной информации может 

вызываться как объективными, так и субъективными причина

ми. Задачи оптимального выбора в нечеткой среде рассматрива
ются в гл. 12. 

Для исследования неопределенной проблемной ситуации ис

пользуется математический аппарат, который опирается на тео

рию вероятностей и теорию нечетких множеств, где разработа

ны специфические средства для формализации, представления 

и обработки вероятностной и нечеткой информации. В основе 

вероятностного подхода лежит функция плотности распределе

ния вероятностей, определяющая возможность реализации слу

чайного события. Основой нечеткого подхода служит функция 
принадлежности, с помощью которой оценивается степень выра

женности некоторого свойства у элемента нечеткого множества. 

Наконец, переменные, описывающие варианты решения про

блемы, и неопределенные факторы, характеризующие возмож
ные состояния рассматриваемых объектов и окружающей сре

ды, в свою очередь зависят от многих параметров, которые под

разделяются на наблюдаемые и вычисляемые. Наблюдаемые па-

136 



раметры могут быть получены путем непосредственных измере

ний или оценок рассматриваемых признаков. Очевидно, что при 
измерении возможны различные ошибки и погрешности. Вычис

ляемые параметры получаются в результате обработки инфор

мации, в ходе которой могут возникать новые ошибки и вносить
ся новые неточности. Указанные обстоятельства порождают до

полнительную неопределенность в задаче оптимального выбора, 

которая также должна приниматься во внимание. 

11.2. Теория статистических решений 

Теория статистических решений имеет дело с ситуациями оп

тимального выбора в предположении, что отсутствует какое

либо противодействие лицу, принимающему решения, а неопре

деленность ситуации обусловлена лишь недостаточным знанием 
объективной действительности. В этих условиях и набор част

ных критериев, используемых для оценки качества решения, и 

принимаемые ими значения основываются на неполной инфор

мации. 

Рассмотрим сначала ситуацию, когда ЛПР способно перечис
лить все возможные состояния внешней среды, однако в каком 

конкретном состоянии находится среда ЛПР, доподлинно неиз

вестно. Пусть существует всего d таких состояний среды Е1 , ••• , 

Ed, а из имеющихся вариантов А1 , ••• , Ат требуется выделить 
наиболее предпочтительный вариант. Считается, что ЛПР само

стоятельно или, привлекая экспертов, может каким-либо спосо

бом численно оценить так называемую частную эффективность 

или полезность Yij = !j(Ai ) варианта Ai для каждого j-ro состо
яния среды Ej, i = 1, ... ,т, j = 1, ... ,d. 

Модель оптимального выбора в условиях полной неопреде

ленности представляется матрицей частной эффективности У = 
= (Yij)mxd, где Yij = !j(Ai ), а i-я строка матрицы соответству
ет вектору Yi = (Yi1, ... ,Yid), составленному из значений функ
ций частной эффективности Yij варианта Ai (табл. 11.1). Неред
ко частную эффективность нормируют, переводя ее значения 

в пределы О ~ Y~j ~ 1 путем замены переменных, например 
m 

I _ ( miп)/( тах miп) I _ . / " Yij - Yij - Yj Yj - Yj , или Yij - Ylj L.J Ykj· 
k=l 

Функция частной эффективности !j(Ai ) варианта Ai в j-M со-
стоянии среды Ej характеризует возможность достижения цели, 
возможный доход или выигрыш, получаемые при выборе вари

анта A i . Иногда, исходя из существа задачи, вместо функции 
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Таблица 11.1 

Матрица частной эффективности 

вариантов-

у Е1 Е2 ... Ed 

А1 Yll У12 ... Yld 

А2 У21 У22 ... Y2d 

.. . .. . .. . . .. . .. 

Ат Утl Ут2 ... Ymd 

эффективности удобнее ввести противоположную ей по смыс

лу функцию потерь Zj(A i ), которая отражает возможные расхо
ДЫ, проигрыш или ущерб, возникающие при реализации вариан

TaAi · 

Модель оптимального выбора в условиях полной неопреде

ленности, по существу, идентична модели многокритериальной 

векторной оптимизации, если частную эффективность Yij = 
= fj(Ai ) варианта Ai в j-M состоянии внешней среды отож
дествить с частным критерием оптимальности. Как и в слу
чае векторной оптимизации, сведем задачу многокритериально

го выбора к оДНокритериальной задаче, где обобщенный крите
рий качества решения конструируется из функций частной эф
фективности. Согласно принципу гарантированного результата 

(см. разд. 8.7), наиболее предпочтительный для ЛПР вариант А * 
определяется экстремальным значением обобщенного критерия 
качества решения, в роли которого выступает один из следую

щих критериев: 

• критерий равнозначности Лапласа 

d 

А* Е агgm~у~ред = argm~[(l/d) L fi(Ai )]; 
~ ~ 

j=l 

• критерий оптимизма 

А* Е argm~m~fj(Ai); 
~ J 

• критерий осторожности 

А* Е argm~nm~fj(Ai); 
~ J 

• критерий пессимизма Вальда 

А* Е argm~m~nfj(Ai); 
_~ J 
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• критерий риска Сэвиджа 

• критерий взвешенного оптимизма-пессимизма Гурвица 

где величина параметра у задается ЛПР в пределах О S у s 1. 
Перечисленные критерии качества решения отражают в чис

ловой форме субъективную точку зрения ЛПР на ситуацию 
выбора. Критерий Лапласа выражает nри'Н:циn н,едосmаmо'Чн,оu 

обосн,ован,н,осmu, который ведет к выбору в качестве лучшего 

варианта, обеспечивающего наибольшую среднюю эффектив

ность. По критерию оптимизма лучшим признается вариант, 

имеющий максимально возможную частную эффективность. 

Минимаксный критерий осторожности рекомендует ЛПР выби

рать наихудший из всех наилучших вариантов. Пользуясь мак
симинным критерием Вальда, ЛПР стремится уменьшить воз

можные потери, выбирая наилучший из всех наихудших вари

антов. 

Критерий Сэвиджа минимизирует максимальный риск Tij 

или так называемые «сожаления», связанные с отказом от выбо
ра варианта, лучшего по каждому частному критерию. Заметим, 

что использование понятия риска позволяет по-иному предста

вить сравнительную значимость вариантов дЛЯ ЛПР. Наконец, 

критерий Гурвица устанавливает баланс между наиболее опти

мистичным и наиболее пессимистичным мнениями, вводя взве
шенную комбинацию лучшего и худшего вариантов. Выбор ве
личины параметра у также субъективен и отражает меру опти
мизма/пессимизма ЛПР. Чем больше ЛПР стремится подстра
ховаться, тем ближе к единице он будет задавать параметр у. 

Пpu.м,ер 11.1. Рассмотрим задачу выбора лучшего проекта 
строительства предприятия, приведенную в примере 8.1. Пять 
имевшихся вариантов А1 - А5 были оценены экспертами по че
тырем критериям: Л - величина ожидаемой прибыли, которую 

будет давать предприятие, 12 - стоимость реализации проекта, 
1з - величина экологического ущерба от строительства, 14 - за
интересованность жителей района в строительстве. Оценки по 

каждому критерию давались по шкале от О до 5 баллов. 
Будем считать, что каждый частный критерий выражает не

которое состояние внешней среды, а экспертная оценка по со-
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у 

А1 

А2 

Аз 

А4 

А5 

Таблица 11.2 

Матрица оценок частной эффективности проектов 

Е1 Е2 Ез Е4 у,( m~Yij 
3 

m~nYij m~rij ui 
3 • 3 

4 3 4 3 3,50 4 3 1 3,50 

5 3 3 3 3,50 5 3 1 4,00 

2 4 2 4 3,00 4 2 3 3,00 

5 3 2 3 3,25 5 2 2 3,50 

4 4 3 4 3,75 4 3 1 3,50 

ответствующему критерию характеризует частную эффектив

ность проекта. Матрица У = (Yij) частной эффективности про
ектов приведена в табл. 11.2. Здесь величина Ui = (1- у) т~ Yij + 

3 
+ У т~п Yij рассчитана при параметре у = 0,5. Лучшими вариан-

3 
тами решения будут: по критерию Лапласа - As; по критерию 
оптимизма - А2 , А4 ; по критерию осторожности - А1 , Аз, As; по 
критерию Вальда - А1 , А2 , А5 ; по критерию Сэвиджа - А1 , А2 , 
As; по критерию Гурвица - А2 • • 

Таким образом, разные обобщенные критерии качества ре
шения приводят к неодинаковым результатам. Проанализировав 

ситуацию с различных точек зрения, используя разные обобщен

ные критерии и варьируя величину параметра у, ЛПР может бо
лее обдуманно и взвешенно сделать свой выбор. 

Пусть теперь ЛПР располагает более детальной информаци
ей о внешней среде и ему известны не только численное значе

ние /j (Ai ) функции частной эффективности каждого варианта 
Ai для любого состояния среды Ej, i = 1, ... , т, j = 1, ... , d, но 
и вероятность Pj каждого состояния Ej . При этом сумма вероят
ностей всех состояний удовлетворяет условию :EPj = 1. 

j 
Как и в первой ситуации, для выбора наиболее предпочти

тельного варианта ЛПР может воспользоваться разными обоб
щенными критериями качества решения, зависящими от част

ных функций полезности. Таковыми являются: 

• критерий Байеса - Лапласа 

d 

А* Е argm~B(Ai), , B(Ai) = LPj/j(Ai)j 
j=l 
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• критерий минимума среднеквадратического отклонения 

• критерий минимума энтропии 

d 

А* Е argm.inH(Ai), H(Ai ) = - LPij logpij, 
t 

j=l 

Pij = pj!j(Ai)/B(Ai ); 

• критерий Гермейера 

А* Е argm~minpjzj(Ai), 
t J 

где zj(Ai ) = а - !j(Ai ) < О - частная функция потерь, получае
мых при реализации варианта Ai в j-M состоянии среды Ej. 

Применяются и другие обощенные критерии оптимальности, 

например комбинированный критерий, представляющий собой 

линейную комбинацию (свертку) критериев Байеса - Лапласа и 
среднеквадратического отклонения 

А* Е arg[(l- л)m~В(Аi) + лm~nС(Аi)], 
t t 

где величина параметра л выбирается ЛПР. 

Критерий Байеса-Лапласа задает только усредненные зна

чения частных функций эффективности. Поэтому лучшее реше

ние максимизирует математическое ожидание функции эффек

тивности по апостериорным вероятностям состояний среды без 
учета диапазона изменения эффективности. Рассеивание слу

чайных значений частных функций эффективности учитывает

ся критерием среднеквадратического отклонения, которое в ря

де задач ассоциируется с величиной риска. 

Энтропийный критерий достаточно часто используется для 

оценки неопределенности. Энтропия Н (Ai ) достигает минималь
но возможного значения Hmin(Ai ) = О, когда ситуация полно
стью определена и имеется единственное состояние среды Ej 
с вероятностью Pj = 1, и максимально возможного значения 
Hmax(Ai ) = dlogd, когда все состояния среды Е1 , •.. ,Ed равно
вероятны и Pj = l/d. Лучший вариант минимизирует величину 
энтропии при известных апостериорных вероятностях состояний 

среды. Согласно критерию Гермейера лучшим является вариант 
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с минимальными частными потерями Zj(Ai ). По своему смыслу 
критерий Гермейера обратен критерию оптимизма. 

Для формирования обобщенного критерия качества решения 

нужна также достоверная информация о ра~пределении вероят

ностей Pj состояний внешней среды. Если это априорные или так 
называемые субъективные вероятности, то они, по сути, ничем 

не отличаются от показателей важности (весов) Wj частных кри
териев, назначаемых ЛПР из некоторых соображений. Для оцен

ки значений апостериорных вероятностей ЛПР должно распола

гать статистическими данными, которые можно получить либо 

в результате многократных наблюдений за состоянием окружа

ющей среды в течение продолжительного времени, либо в ре

зультате экспериментальных исследований или статистических 

испытаний. Получить же такие данные бывает достаточно труд
но, а иногда и невозможно. 

Отметим, что не существует общепринятого способа опреде
ления решающего правила для оптимального выбора лучшего 

варианта. ЛПР задает тот или иной обобщенный критерий ка

чества решения, величины параметров у или Л, исходя из субъ
ективных предпочтений. Однако сделать выбор, основываясь на 
одном из указанных критериев, человеку столь же трудно, как 

и непосредственно определить наиболее предпочтительный для 

него вариант. 

11.3. Дерево решений 

Ранее уже встречались проблемы выбора с представление м 

решения в виде многоэтапной процедуры, в которой поиск наи

более предпочтительного дЛЯ ЛПР варианта разбивается на ряд 

взаимосвязанных однотипных этапов (шагов), выполняемых по
следовательно. 

Рассмотрим один из подходов к многоэтапному оптимально
му выбору в условиях вероятностной неопределенности, кото

рый носит название дерева реше'Н,uи (decision tree), где пробле
ма подразделяется сначала на отдельные задачи, те в свою оче

редь на более частные задачи и т. д. В этой динамической про
цедуре выбора на каждом этапе имеется два типа событий: одни 

полностью определяются решениями ЛПР (его стратегией выбо
ра), другие характеризуются средой и не могут контролировать
ся человеком (происходят случайно). 

Графически дерево решений представляет собой иерархиче
ский ветвящийся граф, имеющий корневую вершину (пробле-
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му, требующую решения), вершины-решения и вершины-случаи. 
В каждой n-й вершине-решении (она обозначается знаком О) 
ЛПР делает детерминированный выбор одного из частных ва

риантов решения Xin из множества допустимых решений хn . 

В каждой n-й вершине-случае (она обозначается знаком а) воз
можны разные случайные события Sl(Xr), ... , Sj(xr), ... , свя
занные с реализацией частного варианта xr. Таким образом, ди
намическая процедура принятия решений обладает последстви

ем, поскольку каждое последующее решение зависит от преды

дущих. 

Частная эффективность или полезность !(xr), характеризу
ющая возможные последствия реализации варианта xr на n-м 
этапе, оценивается как 

mf 
f(xr) = LPj(xr)!j(xr), (Н.1) 

j=l 

где pj(xr) - вероятность случайного события Sj(xr); !j(xr) -
ожидаемый денежный доход (если !j(xr) > О) или убыток (если 
!j(xr) < О); mr - число возможных последствий на n-м этапе. 

Вероятность Pj (xr) события S j (xr) может быть либо известна 
заранее, либо получена путем многократных наблюдений, экспе

риментальных измерений или статистического моделирования и 

расчета. Сумма вероятностей в любой n-й вершине-случае пола

гается равной единице: LPj(xr) = 1. 
j 

Каждый интегральный вариант решения проблемы A i обра

зует одну из ветвей дерева решений, которая представляет собой 

совокупность последовательно принимаемых решений и проис

ходящих случаев, рассматриваемых от корня дерева к каждой 

конечной вершине. Общая эффективность !(Ai ) интегрального 
варианта A i выражается суммарным денежным доходом, полу

ченным на всех этапах реализации варианта Ai , который под

считывается по формуле 

Ni 

!(Ai ) = L !(xr), (Н.2) 
n=1 

где Ni - число этапов реализации i-ro интегрального варианта 
А 1 n N i 

i, состоящего из многих частных вариантов x i ' ... , X i , ... , X i . 

Для нахождения лучшего интегрального варианта решения 

проблемы ЛПР должно придерживаться оптимальной страте

гии, руководствуясь следующими правилами. Решение ищется, 
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последовательно переходя от последнего этапа (конечных вер
шин дерева решений) к начальному этапу (корню дерева). В каж
дой вершине-случае вычисляется частная эффективность вари

анта f (ху) с учетом всех возможных послед.;ствИЙ его реализа
ции. В каждой вершине-решении выбирается вариант ху*, имею

щий наибольшую частную эффективность УУ* = f (ху*). Осталь
ные варианты (ветви дерева решений) отсекаются. 

Передвигаясь по неотсеченным ветвям в обратном направле

нии от начала дерева к его концу и последовательно объединяя 
частные оптимальные решения, получаем интегральный опти

мальный вариант решения проблемы А *, который дает макси
мально возможный доход у* = т~ I: УУ*. Такая процедура вы-

~ n 
бора оптимального варианта, аналогичная процедуре обратного 
вывода в динамическом программировании, получила название 

свора:ч,uванuе дерева решенuи. 

Приведем пример одного из этапов процедуры поиска лучше

го варианта, которая представлена деревом решений. 

Пpu.мер 11.2. Требуется выбрать лучший вариант модер
низации предприятия, обеспечивающий выпуск новой имеющей 

спрос продукции. На одном из этапов среди возможных путей 

модернизации предприятия рассматривается модернизация тех

нологии (вершина-решение). Имеются следующие частные вари
анты модернизации технологии: xf - переход на технологию 1; 
x~ - переход на технологию 2; x~ - отказ от модернизации тех

нологии (рис. 11.1). 
Возможные характеристики продукции, производимой по од

ной или другой технологии, являются случайными (вершины
случаи). При использовании технологии 1 выпускаемая продук
ция может иметь высокое качество и высокую себестоимость; 

среднее качество и низкую себестоимость. Продукция, выпуска
емая по технологии 2, может иметь высокое качество и высокую 
себестоимость; среднее качество и среднюю себестоимость; сред
нее качество и низкую себестоимость. Эти свойства обозначены 

на рис. 11.1 буквами В, С, Н. 
Результатом перехода на одну из технологий на n-м этапе бу

дет выпуск новой продукции, обладающей определенными уров

нями качества и себестоимости. Продукция разного качества и 

себестоимости будет иметь разный спрос, а значит, и давать раз
ный дополнительный доход. Величины вероятностей Pj (ху) ожи
даемого спроса и возможных доходов/убытков fj(xf) в случае 
разных способов модернизации указаны на рис. 11.1. При отка-

144 



- Рl(хпl) =06· !l(ХIп) = - 500 ед. В.В. 
хп - переход на технологию'l ' , 
1 1I2(x~) =0,4; !2(xf) = - 2 500 ед. С.Н. 
R ~ Рl(Х2) =0,5; ЫХ2) = - 200 ед. В.В. 

Мо"ерниз Х2 - переход на технологию 2 ( п) =0 з.!: ( п) = 1 О С С " ~-LI-------------l1-- 112 Х2 ,,2 Х2 00 ед. . . 

Х3 - отказ от модернизации 
Рз(Х2) =0,2; fз(Х2) = 1 500 ед. С.П. 

Рl(ХЗ) = 1,0; fI(хз) = О ед. 

Рис. 11.1. Часть дерева решений по модернизации предприятия 

зе от модернизации технологии новая продукция выпускаться не 

будет, дополнительный доход fl(Хз ) будет равен нулю, а вероят
ность такого события равна Pl (хз) = 1, о. 

Общие эффективности вариантов модернизации технологии: 

J(xi) = 0,6( -500) + 0,4·2500 = 700 ед.; 

f(x2) = 0,5( -200) + 0,3 . 1000 + 0,2 . 1500 = 500 ед.; 

f(хз) = 1,0· О = О ед. 

Лучшей будет технология 1, переход на которую сможет прине
сти наибольший дополнительный доход yf* = f(xf*) = 700 ед .• 

В дерево решений можно легко включать новые вершины. 

Например, в зависимости от изменения спроса на продукцию по

являются новые вершины-случаи. Это может потребовать рас

ширения ассортимента и увеличения объемов выпуска продук

ции, и тогда добавляются новые вершины-решения и т. д. В та

ких ситуациях лучшими могут оказаться другие варианты мо

дернизации и технологии и предприятия в целом. 

Построение дерева решений является полезным приемом по

следовательного структурного анализа рассматриваемой про

блемы, позволяющим находить лучший интегральный вариант 
решения. Можно строить достаточно сложные деревья решений, 

учитывающие неопределенности оценок денежных доходов, не

однозначности и ошибки в назначении вероятностей событий, 

различную склонность ЛПР к риску при осуществлении выбора, 
возможности привлечения дополнительной информации. Вме

сте с тем остаются открытыми ответы на вопросы: «Как заранее 

определить все возможные варианты решения и все последствия 

реализации каждого варианта? Как оценить вероятности их осу

ществления и соответствующие денежные эквиваленты?» 
Из примера 11.2 видно, что функции, оценивающие эф

фективность различных вариантов модернизации предприятия, 
являются, по существу, функциями нескольких переменных. 
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В рассмотренном случае частная эффективность fj (xr) вариан
та xi зависит от двух показателей: качества продукции хfз. и се
бестоимости продукции xi2' описывающих разные последствия 
реализации варианта xr. Эти факторы можнр считать частными 
критериями, которыми ЛПР оценивает предпочтительность то
го или иного варианта. Фактически, как видно из формул (11.1), 
(11.2), частная эффективность варианта fj(xr) на n-м этапе, а 
значит, и общая эффективность интегра.'IЬНОГО варианта опре

деляются оценками fj (xrl , xi2) вариантов по двум частным кри
териям. Тем самым, по сути, имеем дело с многокритериальной 

оценкой эффективности вариантов. 

11.4. Марковекие задачи принятия решений 

Рассмотрим другой подход к многоэтапному оптимальному 

выбору в условиях вероятностной неопределенности - .мар'/Сов

с'/Сии процесс nрu'НЯmu.я решенuи, связанный с именем извест

ного российского математика А. А. Маркова. Основная особен
ность марковской модели принятия решений заключается в том, 

что «будущее» и «прошлое» случайного управляемого процесса 

не влияют друг от друга. Иначе говоря, в такой динамической 

процедуре выбора каждое из принимаемых решений не зависит 

от предшествующих решений и не оказывает влияния на после

дующие решения, т. е. управление не имеет последействия. 

Марковский процесс принятия решений представляется сле

дующим образом. Имеется система, объект или процесс, кото

рые в каждый момент времени могут находиться в одном из 

т возможных дискретных состояний 81, ... , 8т . Примем неко

торый момент времени tl за начальный. В определенные фик
сированные моменты t2, tз, ... (tn < tn+l, n = 1, ... , N) система 
вследствие какого-то принятого шагового решения (управления) 
мгновенно переходит из имеющегося состояния в некоторое дру

гое состояние или остается в том же самом состоянии. 

Введем случайное событие 8r, означающее, что в момент tn 

(на n-м этапе) система находится в состоянии 8i, i = 1, ... , т. 
В соответствии со сделанными допущениями условная вероят

ность Pij перехода системы в любое возможное в момент t n+ 1 

состояние 8у+l определяется только состоянием системы 8r в 
предыдущий момент tn и принятым на k-M этапе шаговым реше
нием xi(k) из множества допустимых решений ху = {xr(1), ... , 
xr(ki )}: 

(11.3) 
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m 
i, j = 1, ... ,т, n = 1, ... ,N. Предполагается, что 1: Pij = 1, 

j=1 
Pij(xi(k)) 2:: О при xi(k) Е Xf· 

Эффективность перехода системы из состояния si в другое 
состояние sj+1 характеризуется частной функцией полезности 
lij(xi(k)), которая зависит от принятого k-ro шагового решения 
xi(k) и имеет смысл возможного дохода при fij(xi(k)) > О или 
убытка при fij(xi(k)) < о. Общая полезность на n-м этапе, если 
система находится в состоянии si, определяется выражением 

m 

fi(xi(k)) = LPij(xi(k))fij(xi(k)). 
j=1 

(11.4) 

Математическая модель марковского процесса принятия ре

шений включает в себя наборы матриц переходных вероятно

стей Pn(k) = (Pij(k))mxm, Pij(k) = Pij(xi(k)) и матриц част
ных полезностей Yn(k) = (Yij(k))mxm, yij(k) = fij(xi(k)), где 
i-я строка матрицы Pn(k) или Yn(k) есть соответственно т

мерный вектор переходных вероятностей pi(k) = (pi1 (xi(k)), 
pi2(xi(k)), ... ,Pim(xi(k))) или частных полезностей Yi(k) = 
= (fi1(xi(k)), fi2(xi(k)), ... , fim(xi(k))) на n-м этапе. 

Каждый из векторов pi(k) и Yi(k) задан на множестве допу
стимых шаговых решений ха,n = Xr х ... х X~, которое назы
вается nростран,ство.м стратегий. Стратегия управления пред
ставляет собой последовательность решений x1(k), ... ,xn(k), 
... ,xN(k), где вектор решений xn(k) = (xf(k), ... ,xi(k), ... , 
x~(k)) Е ха,n состоит из всех допустимых шаговых решений, 
принимаемых в момент t n . Требуется найти такие шаговые ре-

n(k*) 1* n* N* шения x i и оптимальную стратегию х , ... , х , ... , х , 
которые максимизируют суммарную эффективность перехода 

системы из некоторого начального состояния в конечное состоя

ние за N этапов. 
Марковские задачи принятия решения имеют свою специфи

ку в зависимости от конечности или бесконечности числа эта

пов. В таких случаях говорят о конечном или бесконечном го

ризонте планирования. Эффективность стратегии управления 
при конечном горизонте можно оценить суммарной полезностью 

(доходом) за весь промежуток времени, а при бесконечном го
ризонте - суммарной полезностью (доходом) в единицу вре
мени. 

Существуют также задачи, где ЛПР принимает только какое
то одно фиксированное решение, зависящее от фактического со-
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gn(Sf)@!J;cl... pI1 (xf(k»'/i1(xj( k»-••. @!Jgn+l(sr+1) 1) 

gn(i;) 8i Pi;<xj(k)), # .. xj(k)) - [!j] gn + l(sj + 1) 
0'0 0.0 

gn(S';:) ~ Pim(xi(k)), /im(xj(k))- ~ gn + 1(8';: + 1) 

Рис. 11.2. Возможные переходы из состояния si на (n + l)-м этапе 

стояния системы, безотносительно к тому, на каком конкретном 

этапе процедуры это случилось. В этом случае говорят, что при

нятие решений характеризуется стационарной стратегией. При 

стационарной стратегии принятия решений выражения (11.3), 
(11.4) для условных вероятностей Pij(xi(k)) и частных функ
ций полезности fij(xi(k)) упрощаются, поскольку их значения 
на любом этапе будут определяться только единственным допу
стимым для i-ro состояния шаговым решением xi(k?). 

Марковскую задачу принятия решений с конечным числом 

этапов можно представить как задачу динамического програм

мирования (см. разд. 10.5). Обозначим через 9n(si) условный оп
тимальный выигрыш, который может быть получен на этапах с 

номерами n, n + 1, ... ,N при условии, что в момент tn (на n-м 
этапе) система находится в состоянии si. Возможные переходы 
из состояния si на n-м этапе изображены на рис. 11.2. 

Обратные рекуррентные уравнения Беллмана (10.7), (10.8), 
связывающие условные оптимальные выигрыши 9n(si) и 

9n+1 (sj+1), принимают тогда вид: 

m 

9n(si) = max[fi(xi(k)) + LPij(xi(k))9n+1(sj+1)], 
k . 

з=l 

9N(sf) = maxfi(xf (k)), 
k 

(11.5) 

(11.6) 

где полезность fi(xi(k)) на n-м этапе задается выражением 
(11.4). Максимум ищется по всем допустимым на n-м этапе ша
говым решениям xi(k). Так как горизонт планирования конечен, 
то условные оптимальные выигрыши на (N + l)-м этапе должны 
быть равны 9N+1(sf+1) = О для всех i = 1, ... ,т. 

Первое слагаемое в правой части уравнения (11.5) представ
ляет собой полезность на n-м этапе. Второе слагаемое характе
ризует суммарный эффект после перехода системы на (n + l)-й 
этап, который определяется совокупностью условных оптималь

ных выигрышей 9n+1 (sj+ 1), имеющих вероятности Pij (xi (k) ). 
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Поиск оптимального решения задачи динамического програм

мирования по уравнениям (11.5), (11.6) иногда называют мето
дом итерации по стратегuя.м, так как оптимальные выигрыши 

определяются итеративно. 

Оптимальная стратегия обеспечивает получение максималь

ной суммарной полезности за все N этапов процесса, которая в 
данном случае равна значению оптимального выигрыша на пер

вом этапе 9i = 91(Sf). Размер оптимального суммарного выиг
рыша 9i зависит от того, в каком i-M состоянии s! находилась 
система в начале процесса в момент времени tl. 

Пpu.м.ер 11.3. Необходимо составить оптимальный план об
служивания оборудования, который обеспечит максимальный 

доход от выпуска продукции за счет поддержания оборудова

ния в работоспособном состоянии. По регламенту профилакти

ческий осмотр оборудования проводится трижды в течение сме

ны. В любой момент осмотра (на n-м этапе) оборудование может 
работать или простаивать (находиться в состоянии s~ или sЮ. 
За период между осмотрами работающее оборудование при но

сит доход fll(x~(k)) = 300 ед. Неработающее оборудование не 
дает никакого дохода и !I2(x~(k)) = О ед. 

Если на n-м этапе оборудование работает (состояние s~), то 
ремонт делать не надо. Тем самым в этом состоянии есть толь

ко одно-единственное решение x~(l). Для состояния B~ множе
ство допустимых решений Xr = {x~ (1)}. Вероятность того, что 
к следующему осмотру (на (n+ l)-м этапе) работающее оборудо
вание останется работоспособным (sr+1) paBHapll(x~(k)) = 0,7, 
а вероятность оказаться неработающим (B~+ 1) - Р12 (x~ (k)) = 0,3. 
Общий доход от работающего на n-м этапе оборудования 

fl(x~(l)) = 0,7·300 + 0,3· 0= 210 ед. 

Если на n-м этапе оборудование простаивает (s~), то его мож
но отремонтировать двумя способами, и, значит, на этом эта

пе есть два возможных решения x~(l) и x~(2). Для состояния 
s~ множество допустимых решений X~ = {x~(1),x~(2)}. Пер
вый способ ремонта обеспечивает переход оборудования в рабо
тоспособное состояние (sr+1) с вероятностью P21(x~(1)) = 0,6 
и требует затрат f21(X~(1)) = -150 ед. Второй способ ремон
та характеризуется вероятностью P21(x~(2)) = 0,4 и затратами 
f21(X~(2)) = -100 ед. Общий доход, а фактически, расход, свя
занный с ремонтом оборудования на n-м этапе, составляет для 
каждого из способов ремонта: 
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Рис. 11.3. Часть процесса принятия решений по ремонту оборудования 

f2(x~(1)) = 0,6· (-150) + 0,4· О = -90 ед., 
f2(X~(2)) = 0,4· (-100) + 0,6· 0= -40 ед. 

Возможные состояния оборудования и переходы между ними 

представлены на рис. 11.3. 
Так как в состоянии s~ можно принять только одно шаговое 

решение x~(l), а в состоянии s~ допустимы два шаговых реше
ния x~(l), x~(2), то на любом n-м этапе имеется только два допу
стимых вектора решений хn (1) = (x~(l), x~(l)) и хn (2) = (x~(l), 
x~(2)). Матрицы переходных вероятностей и частных полезно
стей имеют следующий вид: 

Рn(1) = (0,7 
0,6 

0,з) 
0,4 ' 

0,з) 
0,6 ' 

Уn(1) = ( 300 
-150 

Уn(2) = (!~go 
Воспользовавшись формулами (11.6) и (11.7), рассчитаем ве

личину условно-оптимального выигрыша 9n (si) для каждого 
этапа, состояния и допустимого шагового решения (табл. 11.3). 
Поскольку на втором этапе можно воспользоваться любым спо

собом ремонта x~(1) или x~(2), то имеется две равноценные оп
тимальные стратегии обслуживания оборудования х1 (1),х2 (1), 
х3 (2) или х1 (1),х2 (2),х3 (2), дающие одинаковый оптимальный 
суммарный выигрыш, равный 20 ед. Если при первом осмотре 
оборудование работает, то выигрыш будет равен 9i = 91 (sl) = 
= 457,5 ед., а если оборудование не работает, то выигрыш равен 
9i = 91 (s~) = 125 ед. • 

При достаточно большом горизонте планирования начальное 

состояние системы оказывает незначительное влияние на мар

ковский процесс принятия решений. При бесконечном числе эта

пов (N = 00) приходится находить установившееся состояние 
системы и изучать переходный период, предшествующий уста

новившемуся состоянию. Для решения марковской задачи опти
мального выбора с бесконечным числом этапов применяют мето

ды итерации по стратегиям и полного перебора. Один из мето-
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Этап 

1 

2 

3 

Таблица 11.3 

Условно-оптимальные поэтапные выигрыши 

Состояние, 
m 

Выигрыш fi(x?(k)) + L Pij(x?(k))9n+1(sj+1) 
решение j=l 9n(sf) = maxk 

B~, x~(l) 210 210 

B~, x~(1) -90 -

B~, x~(2) -40 -40 

B~, x~(l) 210 + 0,7 . 210 + 0,3 . (-40) = 345 345 

B~,x~(1) -90 + 0,6·210 + 0,4· (-40) =20 20 

B~, x~(2) -40 + 0,4 . 210 + 0,6 . (-40) = 20 20 

st,xt(l) 210 + 0,7·345 + 0,3·20 =457,5 457,5 

B~,xH1) -90 + 0,6 . 345 + 0,4 . 20 = 125 125 

B~,x~(2) -40 + 0,4·345 + 0,6·20 = 110 -

дов позволяет найти оптимальную стратегию за небольшое чис

ло итераций и не требует существенных вычислительных затрат. 

Полный перебор оправдан лишь при малом числе стационарных 

стратегий и небольшой размерности задачи выбора. 
Примерами марковских задач принятия решений служат 

практические проблемы, где конечный результат зависит от на

чальной ситуации и влияния случайных факторов - управление 

запасами при стохастическом выполнении заказов, управление 

финансовыми операциями, управление водными ресурсами, ре
монт и замена оборудования, планирование экспериментов. 



ГЛАВА 12 

ОПТИМАЛЬНЫЙ ВЫБОР 
ПРИ НЕЧЕТКОЙ ИНФОРМАЦИИ 

12.1. Выбор в нечеткой среде 

Применение детерминированного и вероятностного подходов 
для решения задачи оптимального выбора оправдано при усло

вии, что информации, которая имеется в распоряжении ЛПР, 

достаточно, чтобы поведение анализируемой системы, объек
та или процесса могло считаться полностью определенным или 

статистически устойчивым. Иными словами, должна существо

вать многократная повторяемость ситуации выбора и воспроиз

водимость результатов при заданных условиях и/или состояни
ях окружающей среды. 

При недостатке количественных данных, необходимых для 

четкого и полного описания проблемной ситуации, при отсут

ствии возможности их получения, при трудностях, связанных 

со всесторонним и точным учетом влияния известных факторов 

на функционирование системы, ЛПР может воспользоваться ка

чественной вербальной информацией. Такая информация носит 

нечеткий, расплывчатый характер и может быть либо дана са

мим ЛПР и/или экспертами, либо получена независимо от них с 
помощью вычислений или технических средств. 

Нечеткость качественной информации, обусловленная неточ

ностью выражения на естественном языке представлений, суж

дений, оценок, касающихся свойств предметов или явлений, 

формализуется при помощи математического аппарата теории 

нечетких множеств, родоначальником которой является Л. Заде 

(США) [18,26,43,67,691. Понятие нечеткости определяется ли
бо с помощью задаваемой степени принадлежности ~A(X) эле
мента х Е Х к нечеткому множеству А = {~A(X)/X} (символ «/» 
обозначает нечеткость ), которая может варьироваться от пол
ной принадлежности (~A(X) = 1) до полной непринадлежности 
(~A(X) = О), либо с помощью совокупности специальных чет
ких множеств - так называемых множеств а-уровня Аа = {Х Е 
Е XI~A(X) ~ а ~ О}. 

Заметим, что нечеткое или размытое значение какого-то по
казателя или параметра, характеризующего некоторое свойство 

элемента (варианта, объекта), означает степень выраженности 
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Рис. 12.1. Функции принадлежности нечетких множеств «Темпера
тура»: 

а - нечеткое множество; б - лингвистическая переменная 

или интенсивности этого свойства и не является ни синонимом 

неточности (ошибки) измерения значения данного показателя, 
ни синонимом вероятности (частоты) реализации этого значения 
как случайного события. 

Пpu.м,ер 12.1. Одним из показателей оценки состояния здо
ровья человека служит температура его тела. Температуру мож

но измерить с помощью термометра и указать ее четкое чис

ловое значение по шкале термометра. Для здорового челове

ка нормальной считается температура 36,6 ОС, точность измере
ния которой определяется градацией шкалы термометра (обыч
но ±0,1 ОС). При этом весьма вероятно, что у значительного чис
ла здоровых людей нормальная температура именно 36,6 ОС, хо
тя для других нормальной будет температура и 36,3 ОС, и 36,9 ОС. 

Когда же под рукой нет термометра, можно, прикоснувшись 

к человеку, сказать, что у него «пониженная», «нормальная», 

«повышенная» или «высокая» температура, т. е. указать ее не

четкое вербальное значение по шкале оценок температуры ти

па рассмотренной в разд. 3.5. Если каждой градации оценок на 
шкале температуры Х присвоить число из интервала [0,1J, то 
получим нечеткое множество Т «Температура» с непрерывной 

функцией принадлежности ~T: Х -+ [0,1J, дающей нечеткую 
оценку степени нагретости тела (рис. 12.1, а). 

Если каждую градацию на шкале Х рассматривать в свою 

очередь как нечеткое число, то получим лингвистическую пе

ременную «Температура» (рис. 12.1, б), значениями которой 
являются самостоятельные нечеткие переменные - нечеткие 

терм-множества Тпон «Пониженная температура», Тнорм «Нор
мальная температура», Тпов «Повышенная температура», Твыс 

153 



«Высокая температура» со своими функциями принадлежно

сти !lТпои (х), !lТиорм (х), !lTnoB (х), !lTBblC (х), х Е х. к примеру, 
функция принадлежности !lТиорм (х) нечеткого множества Тнорм 
«Нормальная температура» может быть задана трапециевидной 

функцией, лежащей в пределах [36,0; 37,21 и принимающей мак
симальное значение !lТиорм (х) = 1 при 36,3 ~ х ~ 36,9. Значение 
нечетко определенной температуры, в отличие от четко измерен

ной, представляет собой уже не объективную инструментальную 

оценку, а субъективную оценку, данную индивидуумом. • 

Практически все рассмотренные ранее задачи оптимального 

выбора типа (6.1), (7.1) и (10.1) допускают нечеткую формули
ровку. Нечетко могут описываться любые элементы задачи оп

тимизации и их сочетания: переменные Х = (хl, ... ,хn ), харак
теризующие рассматриваемый вариант, объект, процесс или си

стему; условия 9q(X) ~ Ьq , q = 1, ... ,р, задающие ограничения 
на множество допустимых значений переменных ха; скалярные 

или векторные показатели эффективности (целевые функции, 
критерии) Yj = fj(X), j = 1, ... , h, и их весовые важности Wj; со
стояния окружающей среды Е1 , ••• ,Ed; операции максимизации 
и минимизации целевых функций; бинарные отношения между 

вариантами, переменными, функциями, в частности, отношения 

«равно», «больше», «меньше». 

Основное внимание при постановке и решении задач нечет

кого оптимального выбора уделяется описанию нечетких пред

почтений ЛПР, построению функций принадлежности нечетких 

множеств, выполнению операций над нечеткими множествами и 

нечеткими отношениями. 

С помощью нечетких алгоритмов и операторов можно опре

делять новые нечеткие понятия через уже известные, устанав

ливать нечеткие отношения между нечеткими понятиями, зада

вать нечеткие функции нечетких переменных, находить нечет

кое решение поставленной задачи. 

Для решения задач нечеткого оптимального выбора приме

няются известные методы оптимизации, в частности человеко

машинные процедуры многокритериальной оптимизации (см. 
гл. 9), модифицированные и адаптированные к нечеткой среде, 
а также разрабатываются новые методы и алгоритмы. Наибо
лее распространенные подходы к решению задач нечеткого вы

бора базируются на двух упомянутых возможностях выражения 

нечеткости. В первом случае реализуется принцип нечеткой оп

тимальности Беллмана- Заде, состоящий в нахождении нечет-
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кого решения, которое является общей частью нечеткого мно

жества достижимых целей и нечеткого множества ограничений. 

Во втором случае исходная постановка задачи нечеткой опти

мизации заменяется эквивалентным набором задач детермини

рованной оптимизации (7.1), записанных в терминах множеств 
сх-уровня. 

12.2. Получение нечеткого гарантированного 
результата 

Одна из наиболее распространенных задач нечеткого опти

мального выбора - получение гарантированного результата -
была сформулирована Р. Беллманом и л. Заде (1970) как зада
ча достижения нечетко определенной цели. Необходимо в мак
симально возможной степени обеспечить достижение поставлен

ной цели F и в наибольшей мере удовлетворить имеющимся 
ограничениям С, которые задают множество допустимых реше
ний ха. Нечеткость задания цели и/или степени ее достижения 
означает приблизительность оценки результата выбора вариан

та или отклика системы при воздействии на нее. 

Особенность такой постановки задачи состоит в том, что цель 
F и ограничения G являются нечеткими подмножествами неко
торого универсального множества вариантов Х, из которого де

лается выбор. Нечеткая цель F описывается функцией принад
лежности ~F: Х -+ [О, 1J, а нечеткие ограничения G - функци
ей принадлежности ~a: Х -+ [О, 1J. Нечетким решением задачи 
достижения нечетко определенной цели F будет нечеткое мно
жество D, которое представляет собой общую часть нечетких 
множеств целей F и ограничений С, образованную пересечени
ем D = F n G с функцией принадлежности 

~D(X) = min{~F(x), ~a(x)}. (12.1) 

При нескольких целях Рl, ... , Fh И нескольких ограничениях 
С1 , .•. ,Ср общая цель определяется как F = Р1 п ... n Fh, а мно
жество допустимых вариантов - как G = С1 n ... n Ср • В таком 

случае нечеткое решение D описывается функцией принадлеж
ности 

Если каждая частная цель Fj и ограничение Gq имеют дЛЯ 
ЛПР разную важность, которую можно охарактеризовать весом 
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Таблица 12.1 

Функции принадле.>Кности нечетких мно.>Кеств F, G1, G2 , D 

х 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

!lF(X) 0,0 0,2 0,5 0,8 1,0 0,8 0,5 0,2 0,0 0,0 

!lGt(x) 0,1 0,4 0,7 1,0 0,9 0,8 0,7 0,5 0,3 0,1 

!lG2(X) 0,1 0,3 0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 0,7 0,4 0,1 

!lD(X) 0,0 0,2 0,5 0,7 0,8 0,8 0,5 0,2 0,0 0,0 

цели Wj и весом ограничения Vq , где I: Wj = 1, I: vq = 1, то 
j q 

общую цель F и общие ограничения G можно представить как 
взвешенные пересечения'вида F = WIFl n ... n WhFh, G = Vl Сl n 
n ... n vpGp или как F = F;Vl n ... n F;:h, G = C~1 n ... n c~p. 
Такого рода операции, невозможные для четких множеств, до

пустимы для нечетких множеств в силу существования опера

ции умножения Ь . А любого нечеткого множества А на число Ь, 
О S Ь S 1, и возведения АС любого нечеткого множества А в 
степень с, О S с s 1. Функция принадлежности решения D при
нимает тогда вид 

или 

в качестве наилучшего варианта решения задачи достиже

ния нечетко поставленной цели принимается так называемый 

,м,а1Ссu.мuзирующиЙ вариант, который имеет наибольшую сте
пень принадлежности нечеткому решению D: 

(12.2) 

Пpu.м.ер 12.2. Пусть универсальное множество вариантов 
есть множество целых чисел Х = {1,2,З,4,5,6, 7,8,9, 1О}. Тре
буется выбрать число, примерно равное 5, которое должно ле
жать приблизительно между 4 и 7. Цель F и ограничения С1 и 
С2 можно выразить, например, такими словами: F = «Х должно 
быть числом, примерно равным 5»; С1 = «Х должно быть чис

лом, приблизительно большим, чем 4»; С2 = «Х доЛ.>Кно быть 
числом, приблизительно меньшим, чем 7». 
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Дискретные функции принадлежности нечетких множеств 

цели F, ограничений С1 и С2 , решения D приведены в табл. 12.1. 
Наилучшими вариантами х* будут числа 5 и 6, значения функ
ции принадлежности которых равны ~D(X*) = max~D(x) = 0,8. 
Нечеткое решение записывается как D = «х должно быть чис
лом, близким к 5 и 6~. • 

В общем случае эффективность достижения цели может оце
ниваться нечеткой целевой функцией У = ](х), которая каж
дому варианту х Е Х ставит в соответствие нечеткую оцен

ку У Е У, где Х - универсальное множество вариантов, У -
унив~рсальное множество оценок. Нечеткая целевая Ф:ункция 

У = f(x) задается нечетким однозначным отображением f: Х --t 

--t У, которое описывается функцией принадлежности ~ j: Х х 
хУ --t [0,1]. Нечеткая цель F определяется тогда как нечеткое 
подмножество множества оценок У и характеризуется функцией 

принадлежности ~F: У --t [0,1]. 
В таком случае нечетким решением задачи достижения не

четкой цели F на нечетком множестве вариантов G является 
нечеткое множество D, которое обладает следующими свойства
ми: допустимостью решения, т. е. D ~ С; достижимостью нечет
кой цели, т. е. ](D) ~ F, где f(D) - образ нечеткого множества 
D при нечетком отображении ~ j с функцией принадлежности 

~j(D)(Y) = sup min{~j(x, У), ~D(X)}. 
хЕХ 

Максимальное среди всех подмножеств нечеткое множество 

Н, представляющее собой прообраз ]-1 (F) нечеткого множества 
F при нечетком отображении ~j' имеет функцию принадлеж-
ности ~H(X) = inf ~F(Y) при х Е ХО, ~H(X) = 1 при х Е 

yEW(x) 

Е Х \ Хо. Здесь W(x) = {У Е YI(x, У) Е W}, W = {(х, У) Е Х х 
xYI~j(x, У) > ~F(Y)}, ХО = {х Е XIW(x) i= 0}. Таким образом, 
функция принадлежности нечеткого решения D есть 

(12.3) 

при х Е ХО и ~D(X) = ~a(x) при х Е Х \ Хо. 
Когда целевая функция У = f(x) определяется четким од

нозначным отображением f: Х --t У и отображение ~ f также 
является четким, т. е. ~f(X, У) = 1 при У = f(x) и ~f(x, У) = О 
при У i= f(x), тогда, как несложно убедиться, ~H(X) = ~F(J(X)). 
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В этом случае выражение (12.3) для функции принадлежности 
нечеткого решения D совпадает с ранее найденным выражением 
(12.1): 

~D(x) = шiП{~F(J(х)), ~G(ХП· 

Подход Беллмана - Заде к нечеткому выбору в существен
ной мере использует возможность описания целей и ограниче

ний в виде нечетких подмножеств одного и того же исходного 

множества вариантов. Это позволяет представить результат ре
шения задачи в более простой форме, реализующей известный 
максиминный принцип наилучшего гарантированного результа

та. Выражение (12.1) можно трактовать как нечеткую инструк
цию, выполнение которой обеспечивает достижение нечетко по

ставленной цели. Однако такому подходу не хватает гибкости 

при учете предпочтений ЛПР, поскольку теряется значительная 

часть информации о нечетко описанных множествах достижи

мых целей и допустимых вариантов. Кроме того, не всегда уда

ется задать цель в виде нечетного подмножества множества ва

риантов. 

12.3. Нечеткое математическое программирование 
с четкой целевой функцией 

Задача математического программирования, сформулиро
ванная в общей форме (7.3), состоит в нахождении таких пере
менных - компонент вектора х* = (xi, ... x~), характеризую
щего оптимальный вариант, - которые обеспечивают максимум 

целевой функции у = f(x) на множестве допустимых решений 
ха, заданном системой равенств или неравенств: 

х* Е arg шах f(x), 
хЕха 

9q(x) S О, q = 1, ... ,р, 
(12.4) 

где х Е ха ~ х, f: Х --t R и 9q: Х --t R - действительные 

функции. 

В нечеткой среде при дефиците доступной информации, име
ющейся в распоряжении ЛПР, любой элемент задачи матема
тического программирования может иметь нечеткое описание. 

• Нечеткими могут быть целевая функция f(x), множество допу
стимых вариантов ха, ограничения 9q (х) на допустимое множе
ство, отдельные параметры в функциях 9q(X) , отношения равен
ства и неравенства в постановке задачи (12.4). Различные ком-
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бинации четких и нечетких элементов в формулировке задачи 
дают разные задачи нечеткого математического программиро

вания. Рассмотрим сначала задачи нечеткого математического 

программирования с четко поставленной целью. 

Задача А. Найти оптимальный вариант х*, который в мак

симально возможной степени обеспечивает достижение четкого 
целевого показателя Уо при нечетко заданных ограничениях на 

множестве допустимых решений: 

f(x)?yo, g(x)~O, Х Е ха, 

где волнистая линия означает нечеткое неравенство. 

Подобная постановка задачи Анечеткого математическо
го программирования эквивалентна задаче достижения нечет

ко определенной цели (см. разд. 12.2), где степень достижения 
цели и степень выполнения ограничений описывается функция

ми принадлежности !lF(X) и !lG(X) нечетких множеств цели F и 
ограничений С. 

Один из возможных способов введения таких функций при

надлежности, предложенный Г. Циммерманном (1978), заклю
чается в следующем: 

{ О, 
!lF(X) = !lF(a) (Х, а), 

1, 

если f(x) ::::; уо - а, 

если уо - а < f(x) < уо, 
если f(x) ~ уо; 

{ О, 
!lG(x) = !lF(b)(X, Ь), 

1, 

если g(x) ~ Ь, 
если О < g(x) < Ь, 
если g(x) ::::; О. 

Здесь а и Ь - два пороговых уровня или предельные уступки, 
которые задаются ЛПР так, что выполнение неравенств f(x) ::::; 
::::; уо - а и g(x) ~ Ь означает недопустимое, с точки зрения ЛПР, 
нарушение неравенств f(x) ~ уо и g(x) ::::; О; !lF(a): Х ---t [О,1] 
и !lF(b): Х ---t [О,1] - некоторые функции принадлежности, ха
рактеризующие степень допустимого, по мнению ЛПР, наруше

ния соответствующих неравенств (чем больше отклонение, тем 
меньше степень его допустимости). 

Применив подход Беллмана- Заде, получим для оптималь
ного варианта решения задачи А математического программи

рования значение функции принадлежности вида (12.2): 

!lD(X*) = max!lD(X) = maxmin{!lF(x), !lG(x)}. 
хЕХ хЕХ 
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Для задачи нечеткого линейного программирования можно, 

сформулировав соответствующую двойственную задачу, прове

сти анализ чувствительности оптимального решений х* по отно
шению к изменению значений пороговых уровней а, Ь и парамет

ров линейных функций ~F(a)(X, а), ~F(b) (х, Ь). 

Задача Б. Найти оптимальный вариант х*, который обеспечи

вает максимум четкой целевой функции f(x) на нечетком мно
жестве допустимых решений С, описываемом функцией принад
лежности ~c: Х -+ [О, 1]. Эквивалентная формулировка этой за
дачи нечеткого математического программирования имеет вид: 

z(x) -+ тах, f(x) 2:: z, ~a(x) 2:: z, х Е ха. 
хЕХ 

Для простоты изложения будем считать далее, что ха = х. 
к. Негойта и Д. Ралеску (1975) предложили рассматривать 

задачу Б нечеткого математического программирования как за

дачу достижения нечетко поставленной цели, изложенную в 

разд. 12.2. Функция принадлежности нечеткой цели F задается 
нормированной функцией ~F(x) = f(x)/ sup f(x), где чет-

xESuppF 

кое множество SuppF = {х Е XI~F(X) > О} является носите
лем нечеткого множества Р. В этом случае нечеткое решение 

D задачи Б описывается функцией принадлежности ~D(x) ви
да (12.1), а наилучший вариант х* характеризуется функцией 
~D(x*), определяемой формулой (12.2). 

Другой подход к решению задачи Б был предложен с. А. Ор
ловским (СССР, 1977). Максимизация целевой функции f на 
нечетком множестве G может пониматься двояко. Максимиза
цию функции f можно рассматривать как поиск такого нечетко
го подмножества С(1) нечеткого множества С, которому соответ
ствует наилучшее в каком-то смысле нечеткое значение функ

ции f(x), являющееся результатом нечеткой операции тах. Под 
максимизацией функции f можно понимать также поиск ком
промисса между желанием ЛПР одновременно получить макси

мально возможное значение целевой функции f(x) на нечетком 
подмножестве допустимых вариантов, которые имеют наиболь

шее значение функции принадлежности ~a(x). 
В первом случае исходная задача Б нечеткого математиче

ского программирования сводится к набору задач оптимизации 

f(x) -+ тах на всевозможных четких множествах а-уровня Са = 
хЕаа 

= {х Е XI~G(x) 2:: а} нечеткого множества с. Обозначим через 
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= {х Е XlflG(x) ~ сх} нечеткого множества с. Обозначим через 
х(сх) = {х Е Xlf(x) = sup f(x'),Ga i= 0,сх > О} множество 

х'Еаа. 

решений задачи максимизации функции f(x), которое состоит 
из допустимых вариантов х, имеющих степень принадлежности 

нечеткому множеству G не менее сх. 
Решением типа 1 задачи Б называется нечеткое подмноже

ство G(l) нечеткого множества с, описываемое функцией при
надлежности flG(l) (х) = sup сх, которая задается следующим 

ХЕХ(а) 

образом: flG(l) (х) = flG(X) при х Е Ua Х(сх), сх > О, и flG(1) (х) = О 
в остальных случаях. Можно показать, что flG(1) (х) i= О тогда и 
только тогда, когда найдется такое число сх > О, что Х(сх) i= 0. 

Нечеткому решению типа 1 С(1) соответствует нечеткий мак
симум тах функции f(x) - нечеткое наибольшее значение: 

fl/(1) (у) = sup flG(1) (х) = sup sup сх, у Е R, 
xE/-1(у) XE/-1(y) ХЕХ(а) 

которое представляет собой образ нечеткого множества С(1) при 
отображении f. Функция fl /(1) (у) является монотонно убываю

щей на четком множестве SUPpG(l) = {х Е XlflG(1) (х) > О} -
носителе нечеткого множества G (1). Поэтому значение fl 1(1) (у) 

для любого у = f(x) есть максимальная степень принадлеж
ности flG(X) варианта хнечеткому множеству с. Иными сло
вами, во множестве допустимых решений Х нет такого вариан

та х', для которого одновременно выполнялись бы неравенства 
flG(X') > fl/(1)(Y') > О и f(x') > у'. 

При выборе наиболее предпочтительного варианта рекомен

дуется сначала определить значение у*, которое обеспечива

ет наибольшее значение fl/(I) (у*) нечеткого максимума функ
ции у = f(x), удовлетворяющее ЛПР, а затем найти вари
ант х* Е f-l(y*), который имеет наибольшую степень принад
лежности flG(X*) = maxflG(x) множеству допустимых реше
ниЙG. 

В описанном подходе к нахождению решения задачи Б прак

тически не учитывается необходимость компромисса между зна

чениями целевой функции f(x) и степенью допустимости вари
анта flG(x). Второй подход к решению задачи Б опирается на 
идею поиска парето-оптимальных вариантов (см. разд. 4.3). 

Вариант хе Е Х называется парето-оптимальным, или эф
фективным, при функциях f(x) и flG(x), если не существует 
других таких вариантов х Е Х, что выполняются неравенства 
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оптимальных вариантов через Хе . 

Решением типа 2 задачи Б является нечеткое подмножество 
С(2) нечеткого множества С, описываемое функцией принад

лежности ~a(2) (х), которая задается как ~G(2) (х) = ~a(x) при 
х Е Хе , ~a(2) (х) = О в остальных случаях. Иными словами, в ка
честве лучшего решения ЛПР выбирает эффективный вариант. 

Нечеткому решению типа 2 С(2) соответствует нечеткое значе
ние функции f(x): 

Доказано, что если функция f непрерывна, а функция ~a по
лунепрерывна сверху на компактном множестве допустимых ва

риантов Х, то при любом у Е R выражения для функций ~ 1(1) (у) 

И ~ 1(2) (у) совпадают. В этом случае первый и второй способы ре
шения задачи Б дают одинаковый результат. 

Заметим, что множество парето-оптимальных решений Хе 
может содержать много и, в частности, бесконечно много эф

фективных вариантов Хе. Для выделения среди них наилучшего 

варианта, в наибольшей степени удовлетворяющего ЛПР, необ

ходимо привлечение дополнительной информации, использова
ние процедур компенсации и исключения подобно тому, как это 

делается в задачах многокритериальной оптимизации (см. гл. 8). 

12.4. Нечеткое математическое программирование 
с нечеткой целевой функцией 

Рассмотрим другие постановки задач нечеткого математиче

ского программирования, где цель задается нечеткой целевой 

функцией. 

Задшча В. Найти оптимальный вариант х*, который обеспе

чивает на четком множестве допустимых вариантов ха четкий 

максимум нечеткой целевой функции j(x), описываемой функ
цией принадлежности ~j: Х х R ---t [0,1]. 

Функция ~j(Xo, у) для каждого фиксированного варианта ха 

представляет собой нечеткую оценку этого варианта и харак

теризует некоторое нечеткое подмножество У универсального 

множества оценок R. Задано также нечеткое множество допу
стимых решений G с функцией принадлежности ~a: Х ---t [0,1]. 
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Для простоты будем считать, что множество допустимых вари

антов ха совпадает с универсальным множеством вариантов х. 
Задачу В можно рассматривать как задачу отыскания вари

анта Х, недоминируемого со степенью принадлежности, не мень

шей, чем ~, что является задачей математического программи

рования 

f(x) --t тах, ~i(x, у) ~ ~ > О, х Е х, У Е R. 

Для поиска решения поставленной задачи вводится специаль

ное нечеткое отношение доминирования Rdom, заданное на уни
версальном множестве вариантов Х и имеющее функцию при-

надлежности ~R- : Х х Х --t [О,1] вида 
doтn 

(12.5) 

Заметим, что в обычной задаче математического программи

рования f(x) --t тах выполняются условия: ~f(X, у) = 1 при 
у = f(x) и ~f(x, у) = О в остальных случаях. Тогда вместо (12.5) 
имеем ~Rdoтn(Xl,X2) = 1 при f(Xl) ~ f(X2) и ~Rdom(Xl,X2) = О В 
остальных случаях. Тем самым нечеткое отношение доминиро

вания Rdom становится четким отношением векторного домини
рования Rdom, с помощью которого устанавливается предпочти
тельность вариантов: 

Решением задачи В нечеткого математического программи

рования является нечеткое подмножество недоминируемых ва

риантов N D, описываемое функцией принадлежности 

~ND(X) = min{~R- (X,X),~NX(X)}. dom 

Здесь 

~NX(X) = 1- sup {~A (х',Х) - ~й (х,х')}-
х' Е Х doтn doтn 

функция принадлежности нечеткого подмножества недомини
руемых вариантов N Х по нечеткому отношению доминирования 
Rdurn на множестве х. Значение функции ~ND(X) характеризу
ет степень недоминируемости варианта Х. Если ~ND(XO) ~ ~, то 
в множестве Х отсутствуют варианты, которые доминируют ва

риант ха, со степенью принадлежности, большей, чем 1 -~. 
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Задшча Г - задача нечеткого математического программиро

вания в наиболее общей постановке, которая описывается нечет

кой целевой функцией j(x) и нечеткими функциями 9q(X), q = 
= 1, ... ,р, определяющими ограничения на нечеткое множество 
допустимых вариантов с. Решение обобщенной задачи Г ищет
ся с применением разнообразных приемов решения задач типа 

А - В и их комбинаций. К задачам этого типа относится также 

задача нечеткого математического программирования с ограни

чениями в виде равенств и/или неравенств gq(x) :::; bq, в которых 
параметры функций gq(x) и постоянные bq заданы как нечеткие 
множества. 

При решении задачи Г, наряду с нечетким отношением до-

минирования Rdom с функцией принадлежности IJ R- (Хl,Х2) 
г dom 

вида (12.5), необходимо принимать во внимание ~ще одно от-
ношение - нечеткое отношение допустимости Rfeas, задан
ное на множестве вариантов Х с функцией принадлежности 

~R- (Хl,Х2) = 1 при ~C(Xl) ~ ~C(X2) И ~R- (Хl,Х2) = О при 
/еав /еав 

~C(Xl) < ~C(X2). Отношение Rfeas предписывает выбирать в 
первую очередь варианты, которые имеют большую степень до

пустимости, оцениваемую значением функции ~c(x). 
Для учета противоречивых требований, налагаемых нечетки

ми функциями ограничений 9q(X), можно воспользоваться раз
личными схемами компромисса, которые приняты в методах де

терминированной многокритериальной оптимизации, рассмот

ренных в гл. 8 и 9. В их числе компенсация и разные виды сверт
ки функций 9q с учетом их относительной важности; введение 
жесткого и гибкого приоритета функций 9q с установлением до
пустимых отклонений (уступок); взвешенное равенство и квази
равенство функций 9q; выделение главной функции; упорядоче
ние функций 9q по предпочтительности или в лексикографиче
ском порядке; задание на множестве функций 9q опорных то
чек с желательными дЛЯ ЛПР значениями и другие процеду

ры. С помощью подобного рода приемов обеспечивается суже

ние множества допустимых вариантов, а также в ряде случа

ев выполняется трансформация многих нечетких ограничений в 

единственное ограничение. 

В качестве примера использования четких множеств сх-уров

ня рассмотрим, как снять нечеткость постановки задачи нечет

кой скалярной оптимизации с одним нечетким ограничением: 

f(x, i;) -+ шах, g(x, ai) :::; ь. 
хЕХ 

(12.6) 
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В частности, в задаче нечеткого линейного программирования 
n n 

функции f и 9 линейны: f(x, i;) = L i;Xi, g(X,o'i) = L o'iXi· 
i=l i=l 

Здесь параметры (коэффициенты) o'i, Ь, i; являются нечеткими 
числами, т. е. нечеткими множествами Ai , В, ёi , описываемыми 
соответствующими функциями принадлежности ~ А; (х), ~ Ё (х), 

~ёi (х) на множестве вариантов х. 

Перейдем от нечетких множеств Ai , В, ёi К четким множе
ствам а-уровня. Тогда каждое нечеткое число заменяется со

вокупностью четких чисел. Так, нечеткому множеству iJ = 
= {~Ё(X)/X}' xi Е [xiin , xiaxj, i = 1, ... , n, выражающему 
нечеткий параметр Ь, сопоставляется объединение четких чисел 
Ь(а) = UexE[o,lj(a. Вех), Вех = [biex) , b~ex)j. Аналогичным образом 
нечеткие параметры o'i и i; заменяются объединениями четких 
чисел ai(a) и l;(a). 

После всех замен единственная задача нечеткого математиче

ского программирования (12.6) сводится к набору обычных за
дач математического программирования вида (12.4), зависящих 
от выбранного уровня а: 

х*(а) Е arg тах minf(x,l;(a)), 
хЕха Ci(ex) 

ха = {х Е Xlx Е arg[maxg(x,ai(a)) ~ minb(a)]}, 
ai(ex) Ь(а) 

где f: Х --t R и g: Х --t R - действительные функции. 

Оптимальный вариант х*(а) реализует максиминный прин
цип гарантированного результата, обеспечивающий получение 
наилучшего решения задачи при наихудших значениях парамет

ров ai(a), b(a),l;(a), где величина а служит оценкой точности ап
проксимации исходной неточной информации. 

Отметим, что описание нечеткости постановки задачи мате
матического программирования при помощи функций принад
лежности нечетких множеств позволяет применять для реше

ния задачи обычные методы программирования. Использование 

же множеств а-уровня фактически превращает задачу нечетко

го математического программирования в задачу многокритери

ального выбора. ЛПР должно сравнить разные оптимальные ва
рианты х* (а), получающиеся при различной заданной точности 
аппроксимации а, и выбрать наилучший вариант. По существу 

одна СJIOжная задача оптимального выбора заменяется другой, 

не менее сложной. 
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12.5. Нечеткая многокритериальная оптимизация 

Задача нечеткой многокритериальной оптимизации в общем 
случае характеризуется несколькими частными целевыми функ

циями (критериями) fj(X) , j = 1, ... , h, и несколькими огра
ничениями - системой равенств и/или неравенств 9q(X) ~ Ьq , 
q = 1, ... ,р, определяющих множество допустимых вариантов 
ха. Как и в задачах А - Г нечеткого математического програм

мирования, возможны различные комбинации четких и нечет

ких элементов задач нечеткой многокритериальной оптимиза

ции, которые определяют разные виды таких задач. 

Проблема многокритериальности оптимального выбора, со
стоящая в практической невозможности одновременной макси

мизации h различных функций: 

j 1, ... , h, fj: Х ---+ R, обсуждал ась в гл. 8 применительно 
к детерминированным условиям. Эта проблема сохраняет свою 

актуальность и в нечеткой среде. Как и в четкой постановке, 
чтобы найти оптимальное решение х* задачи нечеткой много

критериальной оптимизации, необходимо тем или иным образом 

переформулировать задачу, используя дополнительную инфор

мацию. 

Если считать, что нечеткие множества целей Р1 , ... , Fh опре
деляются нечеткими целевыми функциями Л, ... , ih, а нечет
кие множества ограничений С1 , ... , Ср - нечеткими функция

ми 91, ... ,9р, то задача многокритериального нечеткого выбо
ра лучшего варианта совпадает с задачей достижения нечетко 

поставленной цели, решение которой дано формулами (12.1) и 
(12.2). Заметим, что выражение (12.2) по смыслу аналогично 
результатам решения задач многокритериального оптимального 

выбора (8.8). 
При оперировании с несколькими нечеткими функциями це

ли ij , j = 1, ... , h, и ограничений 9q, q = 1, '" ,р, могут приме
няться также различные процедуры исключения и компенсации, 

аналогичные изложенным в гл. 8, 9. Часть таких схем и приемов 
компромисса, относящихся к ограничениям 9q, уже упоминал ась 
в предыдущем разделе. Покажем, как будут выглядеть некото
рые из постановок задач нечеткой многокритериальной оптими

зации, ограничившись рассмотрением целевых функций ij и по
ка явно не учитывая ограничения 9q. Для простоты, там где это 
не вызовет разночтений, будем считать, что множество допусти-
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мых вариантов ха совпадает с универсальным множеством ва

риантов х. Заметим, что сведение нечеткой задачи к четкой поз
воляет использовать для решения нечеткой задачи многие мето

ды обычной многокритериальной оптимизации. 

Нечеткое множество недоминируемых достижимых целей 
N F и соответствующее нечеткое множество недоминируемых 
вариантов N Х строится (аналогично способам из разд. 8.2 и 9.2) 
следующим образом. 

1. ЛПР задает либо некоторые начальные значения четких 
целевых функций fj(X) = yJ, либо начальные значения функ-
ций принадлежности !l/j (Х) = !l~j нечетких целевых функций 

!j (Х), j = 1, ... , h. После этого решается либо h однокритери
альных задач нечеткого программирования типа А, Б, В или Г, 
либо задача 

!l/- (Х) ---t шах, 
J хЕХ 

!l/k(X) = !l~k' k =1= j, k = 1, ... ,h, 

h *1 ( *1 решениями которых являются вариантов Хи) = Хи)1' . .. , 

х(])n) и соответствующие целевые функции !j с функциями при
надлежности !l /; (x(J») = !l}j' дающие первое приближение не
четких множеств Nx1 и NP1. 

2. ЛПР анализирует полученное решение задачи и задает но
вые значения либо частных целевых функций fj(X) = yJ, ли-
бо функций принадлежности !l /; (Х) = !l}j' j = 1, ... ,h. Снова 
решается h оДНокритериальных задач оптимизации и находят-

h *2 (*2 *2 ) Ф f-ся вариантов Х(Л = Хи)1' ... ' Хи)n и целевые ункции j с 

функциями принадлежности !l /; (x(J») = !l Jj' которые дают вто
рое приближение нечетких множеств N х2 и N р2. Процедура 
продолжается до получения множества достижимых целей N Р 
и соответствующего множества вариантов N Х, удовлетворяю
щихЛПР. 

При нечеткой условной оптимизации ЛПР устанавливает для 

каждой нечеткой частной целевой функции !j и ограничива
ющей функции 9q минимально допустимые пороговые уровни 
функций принадлежности !l~j' !l~q и указывает главный для се-

бя критерий, например А. Аналогично четкому случаю (см. 
разд. 8.6, 9.4), ищется решение задачи оДНокритериальной оп-
тимизации 
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на множестве Xk, которое задается дополнительными ограни
чениями !l!j(x) 2: !l~j' j =1= k, j = 1, ... ,h, и !lgq(x) 2: !l~q' 
q = 1, ... ,р. ЛПР анализирует полученное решение x(J) = (x(J) 1 ' 

... , x(J)n) и значения функций принадлежности частных целе

вых функций !l!l (x(J)), ... , !l!h (x(J)). Если они удовлетворяют 
ЛПР, то задача решена. 

Если эти результаты не удовлетворяют ЛПР, то ЛПР ослаб

ляет требования, вводя другие пороговые ур~вни !l}j' !l~q и/или 

указывая иную частную целевую функцию fs в качестве глав
ного критерия. Процедура решения продолжается до получения 

приемлемого дЛЯ ЛПР результата. 
При нечеткой последовательной оптимизации ЛПР упорядо

чивает все частные целевые функции }j, j = 1, ... , h, и/или 
ограничения 9q, q = 1, ... ,р, по важности или в лексико-
графическом порядке, например, как Л >- }2 >- ... >- }h, 
91 >- 92 >- ... >- 9р· Как и в четком случае (см. разд. 8.6), 
решение задачи многокритериальной оптимизации заменяет

ся последовательным решением однокритериальных задач вида 

fj(X) ---t шах или !l!. (х) ---t шах на постепенно сужаемом 
хЕХз-l з XEXj-l 

множестве X j - 1 допустимых решений, которое образуется из оп

тимальных решений х(л' полученных на предыдущем (j - l)-м 
шаге. 

Рассмотрим теперь ситуацию нечеткого выбора, где общая 

целевая функция }(х) задана как свертка нечетких частных 
целевых функций h(x), имеющих дЛЯ ЛПР разную важность 
Wj > о, L Wj = 1. В нечетком случае имеется большое разнооб-

j 
разие видов сверток. Так, возможна аддитивная свертка в виде 

_ h_ 

взвешенной суммы f(x) = L wjfj(x) с функцией принадлежно
j=1 

сти !l!(x) = L~=1 Wj!l!j(X)' мультипликативная свертка в виде 
h h 

взвешенных произведений }(х) = П Wj}j(x) и }(х) = П[h(Х)]Wj 
j=1 j=1 

с функциями принадлежности !l!(X) = П~=1 Wj!l!j (х), !l!(X) = 

= П~=1[!l!j (X)]Wj, свертка в виде взвешенныхпересечений }(х) = 
= W1Л(Х) n ... n Wh}h(X) и }(х) = [Л(х)]Wl n ... n [}h(X)]Wh с 
функциями принадлежности 
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I-Ч(Х) = miП{WНЧl(Х)' ... 'WМЧh(Х)}' 
щ(х) = min{[!-l/l (x)]W!, ... , [!-lfh (x)]Wh}. 

Здесь !-l/j (х) - функция принадлежности частной целевой 

функции jj(X). Существование подобного рода нечетких функ
ций j(x) вытекает из операций взвешенного сложения и взве
шенного умножения нечетких множеств, умножения любого не

четкого множества на число Ь, О ~ Ь ~ 1, возведения нечеткого 
множества в степень с > о. 

Тогда задача нечеткой многокритериальной оптимизации 

сводится к следующей однокритериальной задаче: 

!-l/(X) ---t тах, 
хЕХе 

где множество недоминируемых решений N Х ищется на множе
стве парето-оптимальных вариантов Хе , построенных с учетом 

четких или нечетких ограничений 9q(X). Для определения важ
ности частных критериев Wj можно воспользоваться одним их 

прямых способов (см. разд. 8.3) или человеко-машинной проце
дурой замещения критериев по важности (см. разд. 9.3). Полу
ченный результат предъявляется ЛПР дЛЯ анализа. 

Поиск вариантов с заданными нечеткими характеристика

ми предполагает, что ЛПР заранее указывает желательные для 

него значения ч/'!-стных целевых функций fj(X) = yJ или функ-
ций принадлежности !-l/j (Х) = !-l~j' j = 1, ... , h, которые опреде
ляют четкую уО = (yr, ... ,y~) или нечеткую уО опорную точку. 
В частности, такими точками могут быть точки утопии и анти

утопии, которые имеют, соответственно, максимальные и мини

мальные значения координат Yjax, yjin и функций принадлеж-
ности !-lJ;ах, !-lJ;iП. Кроме этого ЛПР должно выбрать некоторую 

меру близости d[f(x), уО] между точками - одну из метрик дей
ствительного векторного пространства R h вида (8.5) - (8.7). 

Наиболее близкий к опорной точке вариант 

х* Е argmind[f(x),yO], 
хЕХ 

служащий решением задачи нечеткой многокритериальной оп

тимизации, ищется с учетом заданных ограничений на четком 

или нечетком множестве допустимых вариантов с помощью ме

тода, аналогичного одному из методов последовательного при

ближения к опорной точке из разд. 9.6. 
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Для решения задач многокритериальной оптимизации в не

четкой среде часто используются итеративные человеко-машин

ные методы, в которых выявление предпочтений ЛПР проис

ходит итеративно и одновременно с анализом множества допу

стимых значений и множества достижимых целей. Применение 
ЭВМ дЛЯ сложных расчетов позволяет ЛПР получать дополни
тельную информацию, помогающую находить лучшие варианты 

решения. 

12.6. Оптимальное управление в нечетких условиях 

Рассмотрим одну из задач нечеткого многоэтапного выбо

ра - задачу оптимального управления детерминированной си

стемой в нечеткой среде, которая состоит в нахождении наи

более выгодного способа перевода системы из начального со

стояния 80 В конечное состояние 8 N. Эффективность перехо
да системы из одного состояния в другое определяется целевой 

функцией Yi = fi(8i-l, Xi), зависящей от шагового управления 
Xi, которая задает однозначное отображение fi: S х Х --t В, 
где S = {80,81, ... , 8N} - множество состояний системы; Х = 
= {Хl, ... , Х N } - множество управлений. 

В нечетких условиях значение шагового управления Xi на i-M 
этапе или в ti-Й момент времени удовлетворяет нечеткому огра

ничению, которое является нечетким подмножеством Gi множе

ства управлений Х с функцией принадлежности flGi: Х --t [0,1]. 
Нечеткая цель управления, состоящая в переводе системы в 

конечное состояние 8 N, представляет собой еще одно нечеткое 

ограничение на состояние 8 N И задается нечетким подмноже

ством FN множества состояний системы S с функцией принад
лежности flFN: S --t [О, 1J. Требуется найти последовательность 
управлений Хl, ... , Х N, которая удовлетворяет нечетким огра-

ничениям Сl , ... , G N И обеспечивает максимально возможную 
степень достижения нечеткой цели FN. 

Аналогично задаче четкого оптимального управления (см. 
разд. 10.4) конечное состояние системы можно выразить через 
все шаговые управления 8N = h(SO,Xl, ... ,XN) путем решения 
системы уравнений типа (10.5) 

(12.7) 

в таком случае множество состояний системы S можно рас
сматривать как подмножество множества Х х ... х Х (N раз), 
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анечеткое подмножество цели FN считать нечетким подмноже
ством множества Х х ... х Х. 

Согласно подходу Беллмана-- Заде, нечеткое решение D за
дачи достижения нечеткой поставленной цели представляется 

функцией принадлежности вида 

Оптимальное управление х* = (xr, ... , x'N ), имеющее наи
большую степень принадлежности нечеткому решению, харак

теризуется значением 

~D(Xr, ... ,x'N) = тах min{~FN(SN),~Gl(Xl)' ... , 
Xl,···,XN 

~GN(XN)}. 
(12.8) 

Для поиска оптимального управления xr, ... ,x'N воспользу
емся общей схемой метода динамического программирования. 

Запишем выражение (12.8) с учетом равенства (12.7) в виде 

~D(Xr, ... ,x'N) = тах mахmiП{~FN[hN(SN-l,ХN)], 
Xl···,XN-l XN 

~Gl (Хl)' ... , ~GN(XN)}. 
(12.9) 

Нетрудно убедиться, что для произвольной функции <р(Х) И 
любого ф, не зависящего от Х, справедливо следующее соотно-
шение: 

mахmiп{<р(х),ф} = miп{mах<р(х),ф}. 
Х Х 

С помощью этого соотношения перепишем (12.9) в форме: 

~D(Xr, ... ,x'N) = тах miП{~FN_l(SN-l), 
Xl, ... ,XN-l (12.10) 

Здесь 

представляет собой функцию принадлежности нечеткой цели 

управления FN -1 на этапах 1, ... ,N - 1, соответствующей цели 
управления FN на этапах 1, ... , N. Соотношение (12.10) опреде
ляет максимальную степень достижения нечеткой цели FN при 
воздействии выбранного управления XN(SN-l) и условии, что на 
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(N - l)-м этапе система находилась в состоянии SN-l. Выра
жение (12.10) является нечетким аналогом рекуррентного урав
нения Беллмана (10.7), которое связывает условно оптималь
ные выигрыши на предыдущем и последующих этапах процесса 

управления детерминированной системой. 

Поскольку SN-l = hN-l(SN-2,ХN-l), то значение функции 
принадлежности !lFN-l [hN-l (SN-2, XN-l)] будет также оценкой 
максимальной степени достижения нечеткой цели FN в резуль
тате выбора управления XN-l(SN-2) при условии, что на (N -
- 2)-м этапе система была в состоянии SN-2. Управление 
XN-l(SN-2) выбирается так, чтобы обеспечить наибольшее из 
возможных значение функции 

!lFN_2(SN-2) = max{!lFN_l [hN-l (SN-2, XN-l)], !lGN-l (XN-l)}' 
XN-l 

которое оценивает максимальную степень достижения заданной 

цели FN- 1 из состояния SN-2. 
Продолжая эти рассуждения последовательно для этапов 

N - 2, ... ,N - k, ... ,1, получим набор рекуррентных соотно
шений вида 

!lFN_k(SN-k) = тах {!lFN_k+l[hN-k+1(SN-k,ХN-k+1)], 
XN-k+l (12.11) 

!lGN-k+l (XN-k+1)}, 
с помощью которых определяется последовательность условно

оптимальных управлений 

XN(SN-l),ХN-l(SN-2), ... ,Xl(SO). 

Двигаясь в обратном порядке от начального состояния So к 
конечному состоянию SN и пользуясь уравнением (12.7), нахо
дим оптимальное решение задачи управления: 

Xi = Xl(SO), Х2 = X2(Sl) = x2[h1(so,xi)], 

Хз = ХЗ(S2) = хз[h2(Sl, Х2)] = хз[h2(h1 (sо,хi),Х2)], ... 

Максимально возможная степень достижения нечетко по

ставленной цели FN задается значением функции принадлежно
сти !lD(xi, ... ,x'N). 

12.7. Общая характеристика методов 
оптимального выбора 

Понятия оптимальности и оптимального выбора, возникшие 
при решении специальных классов задач на поиск экстремума 
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функции, сыграли важную роль в формировании современных 

системных представлений в различных сферах человеческой де

ятельности. Они широко распространились на практике и да
же вошли в повседневную жизнь и обыденную речь. Основная 
идея оптимального выбора - поиск наилучшего в определенном 

смысле варианта решения при заданных ограничениях - содер

жит в себе одновременно и способ сравнения вариантов, исходя 

из вычисленных значений критерия или критериев качества ре

шения, и правило выбора наилучшего варианта, заданное экс
тремальным значением критерия качества, и возможность заме

ны лучшего варианта другим при изменении условий. 

Оптимизационный подход обладает такими особенностями: 
• для описания проблемы выбора используются математиче

ские модели, которые носят объективный характер, но в ряде 

случаев требуют учета субъективных оценок, которые даются 

человеком; 

• существует один или несколько количественных показате
лей эффективности решения, по вычисляемым значениям кото

рых можно сравнивать различные варианты и выбирать лучшие 

варианты; 

• подход сравнительно прост при его применении и достаточ
но прозрачен. Он имеет теоретическое обоснование алгоритмов 
оптимизации и позволяет объяснить полученные результаты; 

• интерактивные человеко-машинные методы оптимизации 
допускают непосредственное включение человека в процесс ре

шения задачи выбора, поддерживают процедуры выявления и 

анализа предпочтений ЛПР, повышают доверие ЛПР к получа
емым результатам. 

Эти особенности оптимизационного подхода составляют его 

главные достоинства, но они же порождают и ряд недостатков, 

среди которых можно отметить следующие: 

• содержательная постановка задачи оптимального выбора 
даже с единственным критерием эффективности по-прежнему 

остается скорее искусством, чем наукой. Одна и та же проблем

ная ситуация может быть представлена разными формальными 

моделями, при этом использование количественных критериев 

оптимальности не всегда адекватно отражает действительность; 

• для определения области допустимых значений признаков 
требуется как можно более полно учесть все имеющиеся ограни

чения, что весьма затруднительно сделать на практике. Вместе с 

тем недостаточный учет ограничений может привести к непред

сказуемым эффектам при решении задачи выбора; 
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• оптимальное решение хрупко и неустойчиво, оно сильно за
висит от заданных ограничений, незначительное изменение ко

торых может привести к другому оптимальному варианту, су

щественно отличающемуся от ранее получеННQГО; 

• локальная оптимизация по частным критериям не обяза
тельно совпадает с глобальной оптимизацией в целом, а иногда 

может и не приводить к выбору глобально лучшего варианта; 

• в задачах многокритериальной оптимизации ЛПР прихо
дится выполнять не всегда обоснованные и трудные для чело

века операции, связанные с назначением весов критериев, выбо

ром пороговых оценок по критериям, заданием величин откло

нений оценок, сравнением векторов значений переменных и век

торов целевых функций, учетом неопределенности инечеткости 
используемой информации. При выборе наилучшего варианта 

нередко возникает необходимость компромисса, который не все

гда может быть объективен и однозначен. В то же время человек 

практически лишен права на неточность или ошибку, наличие 

которых может заметно повлиять на окончательный результат; 

• в эвристических человеко-машинных методах решения оп
тимизационных задач существует проблема сходимости ите

ративных процедур, связанная с неформализуемым характе

ром изменений параметров задачи, которые производятся ЛПР. 

И поскольку весьма трудно предусмотреть все последствия та

ких действий, наилучшее решение может оказаться пропущен

ным в процессе поиска и вернуться к нему не всегда удается. 

Несмотря на указанные недостатки, методы нахождения оп
тимальных решений остаются одними из самых мощных и наи

более развитых средств решения широкого круга задач инди

видуального выбора, позволяя в количественной форме обосно

вать предпочтительность выбранного варианта. Для различных 

модификаций многих методов программирования разработаны 

разнообразные пакеты прикладных программ, многие из кото
рых входят В стандартный набор программного обеспечения для 

современных персональных компьютеров и стали сейчас доступ

ными через Интернет. 

* * * 
Рекомендуемая литература: [2], [3], [4], [5], [7], [8], [9], [1О], [11], 

[12], [13], [14], [15], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [26], [27], [ЗО], [33], 
[34], [42], [43], [46], [49], [50], [52], [53], [54], [55], [67], [68], [69]. 



ЧАСТЬ 111 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ 

РАЦИОНАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

ГЛАВА 13 

РАЦИОНАЛЬНЫЙ ВЫБОР 

13.1. Понятие рационального выбора 

Одним из краеугольных камней современной теории приня

тия решений служит постулат рациональности (от лат. ratio -
разум) предпочтений человека при индивидуальном выборе луч
шего варианта. Считается, что каждый человек должен иметь 

свое собственное (реальное или воображаемое, явное или нея в
ное) представление о ценности сравниваемых вариантов, свой 
собственный «измеритель ценности,>. И ЛПР, делая свой выбор, 

интуитивно или осознанно стремится получить в конечном итоге 

наиболее выгодный для себя результат. Тем самым в понятие ра

ционального выбора включается так или иначе понимаемое по

нятие оптимальности, хотя само это понятие уже не является 

определяющим. 

Рациональность выбора предполагает также его субъектив

ность. Вариант решения, наилучший или приемлемый для од

ного, может не быть таковым для другого. У каждого челове

ка есть свои собственные предпочтения, на основании которых 

он сравнивает варианты и выбирает из них наиболее предпочти

тельный для себя вариант. С необходимостью учета субъектив
ных предпочтений ЛПР при выборе лучшего варианта мы уже 

сталкивались в задачах многокритериальной оптимизации и ве

роятностного выбора. 
Использование полученной от ЛПР информации о различ

ных аспектах сравниваемых вариантов в процедурах искл~ 

чения и компенсации критериев позволяет последовательно 

сужать область допустимых значений переменных и в ряде слу

чаев находить наилучшие решения задачи. Аналогичные проце
дуры исключения и компенсации критериев широко использу

ются и при рациональном выборе. Сначала из имеющегося мно-
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жества вариантов тем или иным образом выделяется подмноже

ство недоминируемых вариантов, а затем это подмножество по

следовательно сужается с учетом предпочтений ЛПР. 
Вместе с тем ЛПР, как и любой человек,.может вести се

бя непоследовательно, ошибаться в своих оценках и выводах, 

противоречить самому себе. Подобное поведение обусловлено 
различными причинами, в частности трудностью анализируе

мой ситуации, недостатком и/или недостоверностью имеющей
ся информации, дефицитом времени, недостаточной опытно
стью человека и/или ограниченностью его мышления, непред
намеренным заблуждением, усталостью иневнимательностью, 

индивидуальными склонностями человека завышать или зани

жать свои оценки, рисковать или быть осторожным в суждениях 

и т. п. Считается, что такого рода ошибки и противоречия не со

гласуются с понятием индивидуальной рациональности и пото

му должны выявляться И устраняться в процессе решения зада

чи. В то же время при групповом принятии решения необходимо 

стремиться к компромиссу при агрегировании несовпадающих 

предпочтений нескольких ЛПР. 

13.2. Задача рационального выбора 

Задачи рационального выбора обычно возникают в уникаль

ных и повторяющихся проблемных ситуациях, обладающих осо

бенностями плохо структурируемых проблем, а именно: 

• отсутствует формализованная модель проблемной ситуа
ции, которую бывает трудно или невозможно построить из

за сложности ситуации: отсутствии необходимой информации 
ит.п.; 

• имеется большая неопределенность при формировании пе
речня всех возможных вариантов решения проблемы, а сами ва

рианты могут описываться и количественными, и качественны

ми показателями с преобладанием последних; 

• отсутствуют одинаково понимаемые и формализуемые кри
терии для сравнения и выбора вариантов; 

• наиболее предпочтительный (наилучший) результат выбо
ра определяется субъективными предпочтениями ЛПР. 

Задшча ра:цuо1tа.Л:Ь1tого вЪtбора состоит в следующем. Имеется 
несколько реально существующих или гипотетически возмож

ных вариантов (объектов, альтернатив) А, ... , Ат , число кото
рых может быть как конечным, так и бесконечным. Варианты 

заданы изначально или могут появляться в процессе решения за-
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дачи. Каждый вариант оценивается по единственному или мно

гим критериям К1 , ••• ,Кn , имеющим числовые или вербальные, 

непрерывные или дискретные шкалы оценок X q = {X~, ... ,X~}, 
q = 1, ... ,n. Порядковые шкалы обычно предполагаются упо
рядоченными, например от лучших градаций оценок к худшим. 

Варианту Ai сопоставляется n-мерный вектор или кортеж оце

нок Xi = (Xil, ... , Xin), либо одна V(Xi) или n целевых функций 
Vq(Xiq), где Xiq = Kq(Ai ) - оценка варианта Ai по q-MY критерию 
Kq . Совокупности вариантов соответствует допустимое множе
ство ха = {Хl, ... , Хт}, ха ~ Х = Х1 Х ... х Хn . 

Основываясь на предпочтениях ЛПР и используя всю имею

щуюся информацию, требуется решить одну из следующих за

дач: 1) выделить лучшие варианты; 2) упорядочить все вариан
ты от лучшего к худшему; 3) отнести каждый вариант к одному 
из заранее указанных классов решений. Главная сложность при 

решении задачи рационального выбора заключается в выявле

нии и формализации предпочтений ЛПР. 

Моделъ рациОНa.tLъного вЪtбора отражает предпочтения кон
кретного ЛПР и тем самым всегда носит субъективный харак

тер. Эта модель может иметь формализованное представление 

и состоять из некоторых определенных требований или правил 
описания вариантов, процедур их сравнения и выделения луч

ших вариантов, может задаваться функциональными зависимо

стями либо быть неформальной. Обычно предполагается, что 
для вариантов выполняется ус.ловие постоянства свойств, или 

a'ICcuoMa независимости от посторонних вариантов, а именно: 
оценки каждого варианта и/или результаты сравнения двух ва
риантов не должны зависеть от наличия или отсутствия других 

вариантов. 

В ряде случаев задается условие независимости критериев 

К1 , ••• ,Кn по предпочтению, устанавливающее независимость 
результатов попарного сравнения вариантов по отдельным кри

териям от одинаковых оценок по другим критериям. Это усло

вие состоит в следующем. Пусть два варианта различаются 

оценками по некоторому критерию K q , причем X~ >- X~, а по 
остальным критериям оценки вариантов совпадают. Если из до

минирования векторов/кортежей оценок 

(Хl, ... ,X~, ... ,Х;, ... ,Хn ) ~ Х(Хl, ... ,X~, ... ,Х;, ... ,Хn ) 

для оценок X~, X~ по критерию Kq и оценки X~ по какому-то дру
гому критерию Кр следует доминирование векторов 

(Хl, ... ,X~, ... ,X~, ... ,Хn ) ~ Х(Хl, ... ,X~, ... ,X~, ... ,Хn ) 

177 



для всех других оценок x~ и любых критериев Кр , р = {1, ... , 
n} \ {q}, то критерий K q называется независи.м:ы.м, по предпочте
нию от остальных критериев. Здесь знаком ~ обозначено отно

шение доминирования и векторов, и кортежей. 

Имеются разные подходы к формализации модели радио
нального выбора. Одной из наиболее распространенных явля
ется функциональная модель рационального выбора, выражае
мая монотонной действительной функцией ценности или полез

ности, которая достигает минимального и максимального зна

чений на множестве допустимых вариантов. Лучшим считается 

тот вариант, чья полезность выше. Тот или иной вид функции 

полезности определятся аксиомами общего характера и аксио

мами рациональности суждений ЛПР. В теории экономическо

го поведения Дж. фон Неймана и о. Моргенштерна (1944) по
стулируется аксиоматика, обеспечивающая существование чис

ловой функции, которая ассоциируется с мерой потребитель

ских благ дЛЯ ЛПР. п. Фишберн доказал (1964), что если на 
конечном множестве вариантов задан строгий слабый порядок 

(асимметричное и отрицательно транзитивное отношение), то 
существует аддитивная действительная функция, определяю

щая многомерную ценность (в случае определенности) или по
лезность (в случае неопределенности) вариантов. Аналогичное 
утверждение для бесконечного множества вариантов было дока

зано Г.Дебрё (1959). Ясно, что такая функция не является един
ственной. 

Вместе с тем, как оказалось, не всегда возможно построить 

функциональную модель рационального выбора, которая и вы
ражает, и количественно измеряет качество варианта. На прак

тике и в многочисленных экспериментах было обнаружено, что 

принимаемые людьми решения не всегда соответствуют тем или 

иным аксиомам рациональности. Нередко люди ведут себя непо

следовательно, противоречиво, прибегают при выборе к различ
ным эвристикам. 

Поэтому были предложены иные модели рационального вы

бора, не использующие понятие числовой функции ценности или 

полезности. Сформулированная Б. Руа аксиома ограниченной 
сравнимости (1968) позволяет сравнивать варианты, имеющие 
многокритериальные числовые оценки, по отношению к огра

ниченной пороговой предпочтительности. При этом допускается 

существование некоторых зон неопределенности, отличающихся 

оценками по критериям, в пределах которых предпочтения ЛПР 

сохраняют свой характер. 
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В методах вербального анализа решений, разработанных 

о. и. Ларичевым и другими, рациональность индивидуума озна

чает транзитивность и непротиворечивость его суждений, кото

рые проверяются по результатам многократных сравнений вари

антов, отличающихся своими многокритериальными оценками 

на вербальных порядковых шкалах. Для построения решающих 

правил выбора применяются только такие операции преобразо

вания информации, которые сохраняют качественный характер 

данных и допустимы с точки зрения их выполнимости челове

ком. 

В теории функций выбора сужение исходного множества 
вариантов до небольшого числа приемлемых осуществляется 

по определенным правилам с учетом имеющейся информации 

о свойствах вариантов и предпочтениях ЛПР. Возможность 

конструирования разнообразных механизмов выбора позволяет 

описывать как классически рациональные, так и иные модели 

выбора, допускающие, в частности, нетранзитивность предпо

чтений и отказ от выбора. 

13.3. Классификация задач и методов 
рационального выбора 

Классификация задач рационального выбора во многом сход

на с классификацией задач оптимального выбора. Для описа
ния проблемной ситуации, вариантов ее решения, критериев их 
оценки и предпочтений ЛПР используется 'Чuсловая и верба.II/Ь

ная, обr,е1Стuвная и субr,е1Стuвная, детермuнuрованная, вероят
ностная и не'Чет1Сая информация. По числу критериев различа
ются од1tО1срuтерuа.л/ЬН'Ьtе и MHOlO1cpumepua.lI/bH'bte задачи рацио
нального выбора. 

Существенное влияние на метод решения задачи оказывает 
принятая модель рациональности выбора. В зависимости от ха

рактера информации, используемой для измерения параметров 

вариантов, способов агрегирования и преобразования данных 

можно условно выделить следующие группы методов, основан

ных на измерении: 

• количественных показателей и сравнении вариантов по 
числовому значению ценности вариантов; 

• качественных показателей, которые переводятся в число
вые оценки вариантов и числовые ценности вариантов; 

• количественных показателей и сравнении вариантов без 
вычисления их числовой ценности; 
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• качественных показателей и сравнении вариантов без вы
числения их числовой ценности. 

К первой группе методов относятся эвристические и аксио

матические методы оценки ценности или полезности решений, 

представленные в гл. 14 и 15. В эту же группу можно услов
НО включить и человеко-машинные методы многокритериальной 

оптимизации, описанные в гл. 9. Во вторую группу входят мето
ды аналитической иерархии, изложенные в гл. 16. В первую и 
вторую группы можно условно отнести методы, основанные на 

использовании нечетких множеств (см. гл. 12). В третью группу 
включены методы многокритериального сравнения вариантов 

по ограниченной пороговой предпочтительности с применени

ем специальных индексов согласованности предпочтений ЛПР, 

приведенные в гл. 17. Четвертую группу составляют методы вер
бального анализа решений, рассмотренные в гл. 18. Методы, ис
пользующие функции выбора, которым посвящена гл. 19, отно
сятся к третьей и к четвертой группам. 

Отмеченные особенности задач рационального выбора позво
ляют сформулировать следующие требования к методам их ре

шения: 

• максимальная приближенность к естественному языку опи
сания проблемной ситуации и выражения предпочтений ЛПР; 

• математическая корректность, использование только таких 
математических и логических процедур при обработке соотно

шений и зависимостей, которые являются допустимыми для со

ответствующих количественных и качественных переменных; 

• психологическая обоснованность, соответствие возможно
стям и особенностям человека при переработке информации, в 

частности проверка полученной от человека субъективной ин

формации на противоречивость, поиск и исключение противо

речий при индивидуальном выборе, учет и использование про

тиворечивых субъективных суждений при коллективном вы

боре; 

• «прозрачность~ дЛЯ ЛПР, возможность с его стороны кон
тролировать все этапы процесса решения задачи, получать объ

яснения конечного и промежуточных результатов. 

Многие из современных методов рационального выбора ре

ализуются в виде интерактивных и итеративных человеко-ма

шинных процедур, попеременно выполняемых ЛПР и ЭВМ. Это 
обусловлено необходимостью обязательного участия человека в 
процессе решения задачи и сложностью используемых для обра
ботки информации операций. 



ГЛАВА 14 

ЭВРИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

14.1. Эвристический подход к выбору вариантов 

Достаточно широкое распространение на практике получи

ли эвристические методы рационального выбора, основанные на 

функциональной модели в виде действительной функции, кото

рая характеризует в случае определенности ценность v(Ai ) или 
в случае вероятностной неопределенности полезность u(Ai ) ва
рианта Ai дЛЯ ЛПР. 

Предполагается, что ЛПР может оценить ценность/полез
ность каждого варианта А1 , ... , Ат по многим количественным 
критериям К1 , •.• , Кn с помощью частных числовых функций 
ценности vq(A i ), i = 1, ... , т, q = 1, ... ,n. Общая ценность v(Ai ) 

варианта Ai либо количественно оценивается непосредственно 
самим ЛПР или группой экспертов, либо тем или иным обра

зом вычисляется, используя полученную от ЛПР информацию. 
При этом никак не обосновывается ни вид общей функциональ

ной зависимости v(Ai ) = F(щ (Ai ), ... ,vn(Ai )) ценности v(Ai ) от 
оценок по частным критериям, ни способы измерения входящих 

в функцию показателеЙ. 

Сопоставление каждому варианту Ai его числовой ценности 
v(Ai ) позволяет ЛПР очень просто проводить сравнение вариан
тов по предпочтительности: вариант Ai предпочтительнее вари
анта Aj (Ai >- Aj ), тогда и только тогда, когда v(Ai ) > v(Aj ), и 
варианты Ai и Aj равноценны (Ai ~ Aj ), если v(Ai ) = v(Aj ). 

Сравнивая варианты Ai по их ценности v(Ai ), можно упоря
дочить варианты или найти лучший вариант, имеющий макси

мальную ценность. 

Если задана ранжировка Тl < Т2 < ... < т m вариантов 
А1 , ... , Ат , то функция m - Ti, где Ti - ранг варианта Ai , опре
деляемый формулой (3.1), является одной из простейших функ
цией ценности. Действительно, если m - Ti ~ m - Tj, то Ai t: Aj . 

В зависимости от способа определения общей ценности вари

анта выделим группы методов прямой оценки вариантов: 

• вычисление общей ценности по заданной формуле; 
• поиск компромисса между отдельными частными ценно

стями. 

181 



14.2. Вычисление общей ценности 
по заданной формуле 

Вычисление общей ценности v(Ai ) вариантз Ai как некоторо
го функционала 

зависящего от многих частных функций ценности vq(Ai), вид 
которого и все его параметры задаются ЛПР или экспертами, 

является одним из самых популярных эвристических подходов, 

широко применяемым на практике. 

Часто общая функция ценности задается с помощью адди

тивной сверт1Си частных функций ценности в виде так назы
ваемой взвешенной суммы 

n 

v(Ai) = L wqvq(Ai), (14.1) 
q=l 

с помощью м,ул:ьтun.tl.U1СатuвноU сверт1Си 

n 

v(Ai) = П[аqvq(Аi)]Wq (14.2) 
q=l 

или аддитuвно-м,улътun.tl.U1СатuвноU сверт1Си в виде полили

нейной функции 

n n 

v(Ai ) = L lqvq(Ai) + L L lqpvq(Ai)Vp(Ai) + ... + 
q=l q=lp>q (14.3) 

+ ll ... nVI (Ai )V2(Ai) ... vn(Ai ). 

Здесь wq > О - вес q-ro критерия, характеризующий его важ
ность или значимость дЛЯ ЛПР; aq > О, lq, lq ... p - шкалирующие 
коэффициенты. Числовые значения W q, aq, lq, lq ... p могут либо на
значаться непосредственно ЛПР, либо рассчитываться по неко

торой процедуре на основе оценок ЛПР. Обычно при аддитив

ной свертке считается, что веса частных критериев нормирова

ны условием L W q = 1. 
q 

Во многих задачах выбора задается простейший вид частной 

функции ценности vq(Ai) = Xiq, полагая ее просто равной число
вой оценке Xiq = Kq(Ai) варианта Ai по q-MY частному критерию 
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Kq. Когда оценки варианта Xiq измеряются целыми числами, а 
все веса W q = 1, метод взвешенной суммы называют балльным 
методом. В иных случаях полагают vq(Ai ) = hexp{kxiq}. 

Типичными примерами общей функции ценности для n = 2 
являются: 

v(Ai ) = WIVl(Xi1) +W2V2(Xi2), v(Ai) = [Vl(Xi1)]a[V2(Xi2)]b, 

v(Ai ) = WIVl(Xi1) + W2V2(Xi2) + C[Vl(Xi1)]a[V2(Xi2)]b. 

Часто удобно перейти к величинам v~, нормированным в преде
лах О ~ v~ ~ 1, воспользовавшись, например, преобразованием 
v' = (v - vшiп)/(vшах _ vшiп ) q q q q q. 

в ряде методов функция общей ценности варианта вводится в 

виде так называемой штрафной функции, оценивающей откло
нение от заданных параметров, например от лучших значений 

x~ax по частным критериям: 

n 

v(Ai ) = L[(X~ax - Xiq)/X~ax], 
q=l 

n 

v(Ai ) = L[(X~ax - Xiq)/x~ax]2 
q=l 

или от худших значений Х~iП. 
Для аргументации вывода о справедливости той или иной 

формулы, задающей общую функцию ценности варианта, обыч

но ссылаются на выполнение определенных условий, анало

гичных используемым в методах многокритериальной оптими

зации. В их числе могут выступать принципы равномерно

сти, справедливого компромисса, выделения главного крите

рия, установления допустимых уступок и допустимых порого

вых уровней, указания предельно возможных оценок (уровней 
притязания, идеальных точек) и др. 

Так, при объяснении использования аддитивной свертки 

частные ценности трактуются как «BeCOMOCTЬ~ отдельных со

ставляющих некоторого целого. Применение мультипликатив

ной свертки объясняют тем, что частные ценности можно ассо
циировать с вероятностями достижения определенных целевых 

показателеЙ. Однако во всех этих случаях, в том числе и в рас
смотренных выше, ЛПР достаточно трудно обосновать выбор 

вида общей зависимости функции ценности от частных крите
риев, а сам выбор также не является однозначным. 
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14.3. Поиск компромисса между частными 
ценностями 

Один из наиболее наглядных и простых .способов задания 
ценности варианта - прямое построение частной функции цен

ности vq(Ai) по каждому q-MY критерию Kq, взятому отдельно 
и независимо от других, которое проводится на основе получае

мой от ЛПР информации. ЛПР указывает для числовой оценки 

Xiq = Kq(Ai) каждого варианта Ai по q-MY критерию Kq значение 
частной функции ценности vq(Ai) = Vq(Xiq). Отмечая эти точки 
на плоскости (Xq , Vq ) и соединяя их линией (рис. 14.1), строится 
график частной функции ценности Vq • 

Чтобы найти общую функцию ценности v(Ai) варианта Ai, 
можно воспользоваться одним из приведенных выше способов 

свертки частных функций ценности. Более сложные способы 
построения функции ценности основаны на поиске компромис
са между оценками вариантов по частным критериям путем 

взаимной компенсации (замещения) их достоинств и недостат
ков. 

Пусть некоторые варианты A i и A j эквивалентны дЛЯ ЛПР 
по предпочтительности Ai ~ Aj , т. е. ЛПР все равно, какой из 

двух вариантов выбрать. В многокритериальном пространстве 

К1 х ... х Кn (рис. 14.2) варианты A i и A j , имеющие равные цен
ности v(Ai) = v(Aj ), представляются точками Xi = (Xi1, ... ,Xin) 
и Xj = (ХЛ, ... ,Xjn). Соединив все точки, соответствующие эк
вивалентным вариантам, получим так называемые поверхности 

(линии) безразличuя, или поверхности равн'ых ценностеи/ nо
лезностеU. 

Задание поверхностей безразличия определяет структуру 

предпочтений ЛПР в пространстве критериев. Для более пред
почтительного варианта Ak >- A i будет выполняться условие 

Рис. 14.1. Графики частных функций ценности 
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Рис. 14.2. Поверхности безразличия ~ 

о 

V(Ak) > v(Ai ), а соответствующая ему точка Xk будет распо
лагаться на более отдаленной от начала координат поверхно

сти безразличия, чем точка Xi (считая, что оценки по частным 
критериям упорядочены от худших к лучшим). Если любые два 
варианта сравнимы и отношения ~, >-, ~, выражающие пред
почтения ЛПР, транзитивны, то при заданной структуре пред
почтений можно легко найти лучший вариант решения как ва

риант, лежащий на наиболее отдаленной от начала координат 

поверхности безразличия. Здесь наблюдается полная аналогия 

с парето-оптимальными решениями задач многокритериальной 

оптимизации, где ищется точка х*, максимизирующая значение 

целевой функции или показателя эффективности f(x). 
Функции ценности, имеющие поверхности безразличия одно

го и того же вида и дающие одно и то же упорядочение вариан

тов, называются стратегu'Чес'Кu э'Квuва.л,ен,тн,'bl.МU. Так, страте

гически эквивалентны функции 

n 

v(Ai ) = L WqXiq, 

q=l 

при условии, что критериальные оценки Xiq варианта Ai и веса 
W q положительны для всех номеров критериев q. 

Знание структуры предпочтений ЛПР позволяет проводить 

непосредственное построение функции ценности, используя за
мещен,uе 'Критериев по ценности. Укажем один из таких спосо

бов построения функции ценности, который получил название 

процедуры «зубья пилы», или двойной стандартной последова

тельности (рис. 14.3). 
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Для простоты рассмотрим случай двух критериев Кl и К2 • 

Процедура построения функции ценности состоит из следующих 

этапов. 

1. На плоскости двух критериев (хl, Х2) ЛПР выбирает исход
ный вариант - точку х1 = (xl, x~). 

2. Один из критериев, например К1 , выделяется как основ

ной, и ЛПР задает отклонение дхl = x~ - хl по этому критерию. 
3. ЛПР указывает такое отклонение дХ2 = x~ - x~ по второ

му критерию К2 , чтобы вариант х2 = (x~,x~) был эквивалентен 
по предпочтению варианту х1 = (xl,xP, Т.е. чтобы v(xl,x~) = 
= v(x~,x~). Это означает, что точки х и х2 лежат на одной и 
той же линии безразличия. 

4. ЛПР задает отклонение дx~ = xt - x~ по первому крите
рию и ищет такое отклонение дХ2 = Х2 - Х2 по второму крите
рию К2 , чтобы были эквивалентны варианты (x~, x~) ~ (x~, x~) 
и v(x~, x~) = v(x~, x~), и т. д. 

5. Соединяются все точки, соответствующие эквивалентным 
вариантам, которые образуют линию безразличия. 

Отношение lk = дx~ / дx~ называется 1Соэффuцuенmом, за
м,ещенuя. Коэффициент замещения равен «количеству единиц», 

которое ЛПР согласно «заплатить» за увеличение дХ2 по кри
терию К2 , чтобы компенсировать уменьшение дхl по критерию 
К1 . Если коэффициенты замещения lk = lo = const и не зави
сят от выбора вариантов x k , то общая функция ценности имеет 
линейный вид: 

v(Ai ) = V(Xi1,Xi2) = xi1 + lOXi2· 

Линии безразличия будут тогда параллельными прямыми. 

Если коэффициенты замещения не зависят от оценок по перво
му критерию К1 , но зависят от оценок по второму критерию К2 , 

то общая функция ценности 

v(Ai ) = v(Xi1,X~2) = xi1 + V2(Xi2), 
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В этом случае линии безразличия будут параллельно сдвину
тыми кривыми. 

Построение функций ценности путем замещения критериев 

по ценности по своей идее аналогично компенсации критериев 

по относительной важности в методах многокритериальной оп

тимизации. 

14.4. Совместное построение функций ценности 

Более трудоемким дЛЯ ЛПР является совместное nостро

ение функций ценности. Предполагается, что общая функция 
ценности варианта задается аддитивной функцией 

Процедура построения функции ценности состоит из следую
щих этапов. 

1. Устанавливается начало отсчета для измерений. Обознача
ются наименьшие оценки по критериям xrin = x~, x~in = xg И 
полагается V(Xo) = Vl(X~) = V2(ХЮ = о. 

2. Устанавливается единица измерения. Выбирается большая 
оценка x~ по критерию К 1, чем оценка x~, и полагается VI (x~) = 1. 

з. Строится эквивалентный вариант. ЛПР указывает такое 

значение оценки x~ по критерию К2 , чтобы варианты (X~,xg) ~ 
~ (x~ , x~) были эквивалентны по предпочтительности (рис. 14.4). 
В этом случае V2(X~) = 1. 

4. ЛПР указывает такие значения оценок х\ и x~ по крите
риям Кl и К2 , чтобы варианты (xI,xg) ~ (X~'X2) ~ (x~,x~) бы
ли эквивалентны по предпочтительности. Полагается Vl (xI) 
= V2(X~) = 2. 

xg 
~------~--------~-------------. 

Рис. 14.4. Проверка эквивалентности вариантов 
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5. Поверяется эквивалентность по предпочтительности вари
антов (Xi, X~) ~ (xl, x~). Если условие эквивалентности этих ва
риантов не выполняется, то, изменяя значения оценок xi и x~, 
добиваются справедливости шагов 4 и 5. 

6. Если шаги 4 и 5 выполнены, то ЛПР указывает такие 
значения оценок x~ и x~, чтобы варианты (x~, xg) ~ (xi, x~) ~ 
~ (xl, x~) ~ (x~, x~) были эквивалентны по предпочтительности. 
Полагается Vl(X~) = V2(X~) = 3. 

7. Проверяется эквивалентность вариантов (x~, x~) ~ 
~ (xi, x~) ~ (xl, x~). Если условие эквивалентности этих вариан
тов не выполняется, то, изменяя значения оценок x~ и x~, ЛПР 
добивается справедливости шагов 6 и 7. 

8. Процедура продолжается до достижения максимальных 
значений хтах и x~ax оценок по критериям К1 и К2 • 

9. Строятся графики частных функций ценности Vq = vq(xq), 
-12 012 3 б-q - , ,по точкам Xq,Xq,Xq,Xq, ... , например, такие, как изо 

раженные на рис. 14.1. 
10. Выполняется контрольная проверка эквивалентности ва

риантов. Выбирается несколько значений оценок X~ и X~ таких, 
чтобы Vl(X~) = V2(X~) = k, и проверяется эквивалентность дЛЯ 
ЛПР вариантов (X~, xg) ~ (x~, x~) при нескольких разных значе
ниях k. Если условие эквивалентности этих вариантов в каких
либо случаях окажется нарушенным, то ЛПР нужно изменить 

значения функций ценности Vl(X~) и V2(X~) на соответствующих 
графиках. 

Используются и другие способы совместного построения 

функций ценности вариантов, например путем нахождения 

средней по ценности точки, лежащей в некотором интервале зна

чений оценок по критерию. 

Когда имеется больше двух критериев, проводится сравне

ние двух вариантов, которые различаются оценками только по 

двум каким-то критериям, а оценки по остальным критериям 

считаются одинаковыми. Тем самым от ЛПР требуется много

кратно устанавливать эквивалентность вариантов на плоскостях 

различных пар критериев, что является сложной для человека 

процедурой. 

14.5. Способ Франклина, метод СМАРТ 

Приведем примеры простых эвристических методов нахож

дения лучшего варианта решения. Первый способ применял 

Бенджамин Франклин, американский государственный деятель, 
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один из авторов Декларации независимости США, философ, 
естествоиспытатель и журналист. Он известен также как автор 
многих афоризмов, в том числе такого: «Если ты за день не 

заработал ни цента, считай, что ты потратил день зря», кото

рый трансформировался теперь в популярный лозунг «Время -
деньги!». 

В способе Б. Франклина, который может считаться одним из 

первых методов принятия решений, выделение лучшего вари

анта производится путем исключения достоинств и недостатков 

различных вариантов, взаимно компенсирующих друг друга, и 

последующего анализа оставшейся информации. Вот что писал 

Б. Франклин в сентябре 1772 г., советуя своему другу, как следу
ет принимать решения: 

«Когда встречаются трудные случаи, то они трудны, глав
ным образом, потому, что при их рассмотрении все доводы «за» 

и «против» не присутствуют в уме одновременно. Иногда при

сутствует одна часть, в другое время - иная, причем первая ис

чезает из вида. Следовательно, различные цели или склонности 

по очереди берут «верх» и появляется неопределенность, кото

рая озадачивает нас. Мой путь преодоления этого состоит в том, 

чтобы разделить половину листа бумаги линией на два столбца: 

в одном писать доводы «за», а в другом - «против». Затем, после 

размышления в течение трех или четырех дней, я излагаю под 

другими заголовками короткие намеки на разные побуждения, 

которые в различные моменты времени приходят мне в голову и 

говорят «за» или «против» варианта действий. 

Когда я имею все это вместе в поле зрения, я пытаюсь оце

нить их соответствующие веса. Если я найду два, каждый на 

другой стороне, которые кажутся равными, я их вычеркиваю. 

Если я нахожу довод «за», равный двум доводам «против», я 
вычеркиваю все три. Если я считаю, что некоторые два дово

да «за» равны трем доводам «против», я вычеркиваю все пять. 

Продолжая таким образом, я нахожу со временем, где находит
ся баланс. И если через день или два дальнейших размышлений 

ничего нового не появляется на каждой стороне, я прихожу к 

соответствующей определенности» 1. 

Еще один эвристический метод - СМАРТ (SMART - Simple 
Multi-Attribute Rating Technique, простой способ многомерно-

1 Русский перевод письма Б. Франклина цитируется по книге: Ларu-че6 о. и. 
Теория и методы принятия решений, а также хроника событий в волшебных 
странах. - М. : Логос, 2002. - с. 106. 
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го упорядочения) предложен В. Эдвардсом (Великобритания, 
1971). Метод основан на использовании взвешенной суммы част
ных ценностей и включает следующие этапы. 

1. Формируется перечень А1 , ••• , Ат всех'ВОЗМОЖНЫХ вари
антов решения проблемы и задается набор критериев их оценки 

Кl, ... , Кn , которые имеют одинаковую балльную шкалу в пре

делах от 1 до 5 (до 10, до 100). 
2. ЛПР упорядочивает все критерии К1 , ••• , Кn по важности 

и указывает значимость Sq каждого критерия Kq в баллах. Са
мый важный критерий получает максимальный балл, а осталь

ные критерии - меньшие баллы в зависимости от их важности. 

3. Вычисляется вес q-ro критерия K q по формуле W q = 
n 

= Sq/ I: Sj. 
j=l 

4. ЛПР оценивает частные ценности vq(Ai ) каждого варианта 
A i по каждому q-MY критерию Kq , используя введенную балль
ную шкалу. 

5. Вычисляется общая ценность v(Ai ) каждого варианта Ai 
как взвешенная сумма частных ценностей, определяемая фор

n 
мулой (14.1): v(Ai ) = I: wqvq(Ai ). 

q=l 

6. Варианты А1 , ... ,Ат упорядочиваются по значениям об
щей ценности v(Ai ). Вариант, имеющий наибольшую общую цен
ность v(Ai ), выбирается в качестве лучшего. 

7. ЛПР оценивает чувствительность результата к изменениям 
весов отдельных критериев. 

В. Эдвардс и Ф. Варрон в 1994 г. разработали модифициро
ванный вариант метода - СМАРТЕР (SMARTER - SMART 
Exploiting Ranking, СМАРТ, использующий ранжирование), в 
котором используется нелинейная функция общей ценности ва

рианта v(Ai ) вместо линейной. Вместо вычисления веса W q q-ro 
критерия Kq по его прямой оценке ЛПР ранжирует критерии по 

важности, и вес W q рассчитывается по специальной процедуре 

на основании рангов критериев. Р. Робертс и п. Гудвин (США, 
n 

2002) предложили рассчитывать вес критерия как wq=rq/ I: rj, 
j=l 

где r q - ранг критерия. 

Метод СМАРТ дает целостную оценку вариантам, прост и 
удобен при практическом применении. Проверка чувствительно
сти общей ценности к изменениям весов позволяет оценить вли

яние неточностей оценок. Метод весьма популярен в западных 
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странах. Вместе с тем во всех разновидностях метода не учи
тываются возможная зависимость между частными критериями 

и их неадцитивность. СМАРТЕР менее «прозрачен» дЛЯ ЛПР, 
чем СМАРТ, а также усиливает различие между наиболее и наи
менее важными дЛЯ ЛПР критериями. 

14.б. Особенности эвристических методов 

Эвристические методы входят в первую группу методов ра

ционального выбора, которые основаны на количественных по

казателях и числовой оценке ценности вариантов. Методы пря

мой оценки ценности вариантов относятся к числу наиболее рас

пространенных методов принятия решений, имеющих огромное 

число практических применениЙ. Многие из них реализованы 

в виде компьютерных систем. Так, метод СМАРТ положен в 

основу компьютерной системы «Логическое решение» (Logical 
Decision). 

Обычная аргументация в пользу практического применения 
эвристических методов состоит в их наглядности, простоте и 

очевидности «<так делают многие», «задачу следует решить 
именно таким способом», «это удобно и просто» ). и как считают 
создатели этих методов, если пока еще нет достаточно надежных 

средств и способов для точного измерения ценности, то лишь по

тому, что человеческие знания несовершенны. Различные вари

анты методов оценки ценности, действительно, выглядят вполне 

привлекательно. Однако эти методы не имеют какого-либо стро
гого теоретического обоснования. 

В целом эвристические методы предъявляют достаточно вы

сокие требования к человеку (ЛПР, эксперту), который должен 
каким-то образом определять ценность разных вариантов, оце

нивать важность и вес частных критериев, выбирать вид общей 
функции ценности, строить поверхности безразличия. В то же 
время эти методы весьма чувствительны к небольшим измене

ниям параметров функции ценности и ошибкам человека при их 

измерении, что может приводить к совершенно другим итого

вым результатам. Заметим, что в случае зависимости частных 
критериев, а проверить это на практике бывает достаточно труд

но, применение приведенных ранее формул для вычисления об

щей ценности вариантов становится некорректным. 



ГЛАВА 15 

ТЕОРИИ ПОЛЕЗНОСТИ 

15.1. Аксиоматический подход к выбору вариантов 

Аксиоматические теории полезности возникли из потребно
сти дать теоретическое обоснование понятию рационального вы

бора, совершаемого человеком при сравнении вариантов реше

ния проблемы. Эти теории отражают игровую точку зрения на 

экономическое поведение человека и принимают во внимание 

«неопределенность природы~, «неопределенность человека» и 

«неопределенность целей». Человек делает свой выбор, напри

мер, на что потратить деньги, под влиянием различных факто
ров, многие из которых от него не зависят и носят случайный ха

рактер. Зная или предполагая вероятности возможных резуль

татов выбора при воздействии случайных факторов, рациональ

ный человек старается выбрать такую последовательность своих 

действий, чтобы получить максимально возможную выгоду. 

В а'ICсио.мати'Чес'ICО.м подходе считается, что заданы оценки 

вариантов и известны вероятности осуществления вариантов. 

В первом случае (выбор при определенности) каждому варианту 
A i ставится в соответствие значение числовой функции ценности 
v(Ai ). Во втором случае (выбор при вероятностной неопределен
ности) - значение числовой функции полезности u(Ai ), завися
щей от вероятностей различных способов реализации варианта 

A i и других вариантов. Выбирая те или иные варианты, раци

онально поступающий человек стремится максимизировать об
щую ценность или полезность, по которой он оценивает получа

емые им материальные блага. 
Функция ценности/полезности определенного вида порож

дается некоторой постулируемой системой аксиом. Справедли
вость этих аксиом устанавливается на основе получаемой от 

ЛПР информации о предпочтительности сравниваемых им ва

риантов. Возможность построения функции полезности базиру

ется на предположении, что ЛПР может сравнивать по предпо

чтительности не только варианты решения, но и их вероятност

ные смеси. Дадим этому понятию содержательную трактовку. 

Лотереей, или вероятностной смесью вариантов, будем на
зывать совокупность различных вариантов (исходов) А1 , .•• , 
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~Pl,Al 

L~Pi'Ai 
Рт' Ат 

а 

L~:1~::,A2 
~ l-Р2,А2 

б 

Рис. 15.1. Лотереи: 

а - простая; б - составная; в - простая лотерея, эквивалентная составной 
лотерее б 

Ат и вероятностей их реализации (осуществления) Рl, ... , Рт, 
т 

О ~ Pi ~ 1, I: Pi = 1 и записывать лотерею в виде 
i=l 

Лотереи различаются своими наборами вероятностей {Рl, 
... ,Рт} И исходов {А1 , ••• , Ат}. Простая лотерея (рис. 15.1, а) 
состоит только из исходов и их вероятностей. В простейшем слу

чае двух исходов ее можно представить как 

Если одним из исходов лотереи вместо варианта Ai будет какая

либо другая лотерея L i , то такая лотерея является составной 

в простейшем случае двух исходов составную лотерею 

(рис. 15.1, б) можно представить следующей простой лотереей 
(рис. 15.1, в): 

L = (Р2, (А1 ,Рl, А2 ); 1 - Р2, А2 ) = 

= ((А 1 ,Рl, А2 ),Р2, А2 ) = (А1 ,РIР2, А2 ). 

15.2. Теории одномерной полезности 

На необходимости явного учета неопределенности в предпо

чтениях ЛПР акцентируется внимание во всех разновидностях 
теории полезности. Одной из первых была теория экономиче

ского поведения Дж. фон Неймана и о. Моргенштерна (США, 
1944). В ней сформулирован ряд требований к рациональности 
поведения человека в виде аксиом общего характера и аксиом 
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рациональности суждений ЛПР, исходя из которых доказывает
ся существование аддитивной действительной функции полезно

сти, реализующей функциональную модель рационального вы
бора. 

Для всех вариантов решения Ai из некоторого заданного мно

жества А = {A 1 , ••• , Ат}, имеющих вероятности PI, ... ,Рт реа
лизации, постулируется выполнение следующих утверждений. 

ОП1. А'/Ссиома полнои сравнимости. При сравнении любых 

двух вариантов Ai и Aj между ними выполняется одно и только 
одно бинарное отношение: либо Ai ~ Aj (эквивалентность), либо 
Ai >- Aj , либо Ai --< Aj (строгое превосходство). 

ОП2. А'/Ссиома тра'НЗитивности. Отношения эквивалентно
сти и строгого превосходства между вариантами транзитивны: 

если Ai ~ Aj и Aj ~ Ak, то Ai ~ Ak; если Ai >- Aj и Aj >- Ak, то 
Ai >- Ak· 

опз. А'/Ссиома неnрер'Ывности. Для любых вариантов Ai,Aj , 

Ak таких, что Ai >- Aj >- Ak, найдется вероятность р такая, что 
вариант Aj и простая лотерея (Ai,p, Ak) эквивалентны: Aj ~ 
~ (Ai,p, Ak). 

ОП4. А'/Ссиома замещенuя или уnрощенuя лотереи. Для лю
бых вариантов Ai и Aj , эквивалентных соответственно простым 
лотереям Ai ~ (Аu,р, Ak) и Aj ~ (Av,p, Ak), выполняются соот-
ношения: 

Ai ~ Aj {::} (Аu,р, Ak) ~ (Av,p, Ak); 

Ai >- Aj {::} (Аu,р, Ak) >- (Av,p, Ak). 

Аксиома замещения ОП4 представляет собой аналог уже 
упоминавшегося условия независимости результатов сравнения 

двух вариантов от сравнения остальных пар вариантов. 

Доказано (теорема Неймана- Моргенштерна), что при вы
полнении аксиом ОП1- ОП4 существует действительная фУН'/С

'Цuя полезности и(А), заданная на множестве вариантов А, та
кая,что 

Вариант Ai предпочтительнее дЛЯ ЛПР варианта Aj (Ai >- Aj ) 

тогда и только тогда, когда u(Ai ) > u(Aj ), варианты эквивалент
ны дЛЯ ЛПР (Ai ~ Aj ), когда u(Ai ) = u(Aj ). 

При вычислении значений функции щ>Лезности для разных 
вариантов можно воспользоваться методом стандартной игры, 

предложенным Дж. фон Нейманом и о. Моргенштерном. Суть 
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этого метода заключается в следующем. ЛПР каким-либо об
разом упорядочивает все варианты решения проблемы по пред

почтительности, например А1 >- А2 >- ... >- Ат . Первому ва
рианту А1 приписывается максимальное значение полезности 
u(А1 ) = uШах , а п.оследнему варианту Ат - минимальное зна
чение u(Ат ) = uшш . 

Для каждого из оставшихся вариантов Ai ставится следую

щий мысленный эксперимент: сравниваются по предпочтитель

ности вариант A i и простая лотерея Li = (А 1, Pi, Ат), в которой 
вариант А1 может выпасть с вероятностью Pi, а вариант Ат -

с вероятностью 1 - Pi. Изменяя величину вероятности Pi, ЛПР 
стремится установить эквивалентность варианта A i и лотереи 
Li, т. е. найти точку безразличия Ai ~ Li. В этом случае функ
ция полезности для варианта Ai равна 

(15.1) 

Информация, полученная от ЛПР об упорядоченности вари

антов и параметрах функции полезности (величинах вероятно
стей Pi), позволяет задать вид функциональной зависимости по
лезности. Из приведенного соотношения (15.1) следует, что 

uШах - u(Ai ) 

u(Ai ) - uшiп 
1- Pi 

Pi 
(15.2) 

Это означает, что функция полезности u(Ai ), выражающая 
предпочтения ЛПР, измеряется в шкале интервалов и инвари

антна относительно положительного линейного преобразования 

(выбора масштаба и точек отсчета uШах И uшiп ). Заметим, что ме
тод стандартной игры позволяет также согласовать качествен

ные и количественные измерения предпочтений ЛПР, сделанные 

в порядковой шкале и шкале интервалов. 

Помимо ставшей классической аксиоматики Неймана - Мор

генштерна, были сформулированы и другие системы аксиом ра

ционального выбора, которые позволяют устанавливать не толь
ко вид функции полезности, но и определять вероятности собы

тий. Были также разработаны разные варианты теории полезно

сти, опирающиеся не на объективные, а на субъективные вероят
ности, которые назначаются ЛПР и отражаlОТ степень его субъ

ективной уверенности в осуществлении вариантов решения. Од
ним из первых такой субъективистский подход к взаимосвязан

ным понятиям вероятности и полезности предложил Ф. Рамсей 

(Великобритания), работа которого появилась в 1926 г., т. е. зна
чительно раньше теории Неймана - Моргенштерна. В методе 
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анализа решений г. Райфы (США) условные субъективные ве
роятности исходов в лотереях находятся как результаты стати

стических испытаний (опирающихся на байесовскую методоло
гию) на разных ветвях дерева решений. 

15.3. Теория многомерной полезности 

в общем случае полезность каждого варианта зависит от его 

оценок по многим частным критериям. С подобной ситуацией 

мы уже неоднократно встречались, например, при построении 

деревьев решений в разд. 11.3. Необходимость учета этого обсто
ятельства привела к созданию аксиоматической теории много

мерной полезности (Multi-Attribute Utility Theory - MAUT) , су
щественный вклад в построение которой внесли Р. Кини, г. Рай

фа, п. Фишберн (США). 
Теория опирается на формальные допущения (аксиомы), ха

рактеризующие предпочтения ЛПР и задающие определенный 

вид функции полезности. Предложены разные системы таких 

аксиом. Представим одну из наиболее известных аксиоматик 

многомерной полезности, которая включает в себя аксиомы, ана

логичные используемым в теории одномерной полезности, и ряд 

дополнительных аксиом, устанавливающих независимость пред

почтений ЛПР. 

МПl. А7Ссиома nОЛ:НОЙ сравнимости. При сравнении любых 

двух вариантов Ai и Aj выполняется одно и только одно бинар
ное отношение между полезностями вариантов u(Ai ) и u(Aj ): ли
бо равенство u(Ai ) = u(Aj ), либо строгий порядок u(Ai ) > u(Aj ) 

или u(Ai ) < u(Aj ). 

МП2. А7Ссиома тра'НЗитивности. Отношения равенства и 
строгого порядка между полезностями вариантов транзитивны: 

если u(Ai ) = u(Aj ) и u(Aj ) = u(Ak), то u(Ai ) = u(Ak); если 
u(Ai ) > u(Aj ) и u(Aj ) > u(Ak), то u(Ai ) > u(Ak). 

МП3. А7Ссиома растворимости. Для любых вариантов Ai , Aj , 

Ak, таких, что u(Ai ) > u(Aj ) > u(Ak), найдется такая вероят
ность р, что полезности варианта Aj и простой лотереи (Ai,p, Ak) 
равны: 

МП4. А7Ссиома Архимеда. Для любых вариантов Ai , Aj , Ak , 
таких, что u(Ai ) > u(Aj ) > u(Ak), найдутся вероятности р и q 
такие, что полезности варианта Aj и простых лотерей (Ai,p, Ak), 
(Ai , q, Ak) удовлетворяют неравенствам 

196 



МП5. А'/Ссио.ма 'Незавuсимостu ПО nредnо'Чте'Нuю. Для лю

бых вариантов A i и A j , таких, что u(Ai ) ~ u(Aj ), найдется та
кая вероятность р, что полезности простых лотерей (Ai,p, A k ) и 
(Aj, р, Ak) при любом варианте A k удовлетворяют неравенству 

МП6. А'/Ссио.ма 'Незавuсимостu ПО nолез'Ностu. Для любых 

простых лотерей Li и L j , таких, что u(Li ) ~ u(Lj ), найдется та
кая вероятность р, что полезности составных лотерей (Li,p, Ak ) 

и (Lj, р, Ak) при любом варианте Ak удовлетворяют неравенству 

Аксиомы МП1 и МП2 совпадают с аксиомами ОП1 и ОП2. 
Аксиомы МП3 и МП4 в совокупности аналогичны аксиомам 

ОП3 и ОП4. Аксиомы независимости по предпочтению МП5 и 

полезности МП6 означают, что на результаты сравнения двух 
конкретных вариантов или лотерей не влияет присутствие ка

ких-либо третьих вариантов. На критериальном языке это зву

чит так: предпочтительность вариантов и лотерей, которые раз

личаются лишь значениями оценок по отдельным частным кри

териям, не зависит от одинаковых фиксированных значений оце
нок по остальным частным критериям. 

Доказано, что при выполнении аксиом МП1-МП6 существу

ет действительная .м'Ного.мер'Ная фУ'Н'/С'Цu.я nолез'Ностu u(Ai ), за
данная на множестве вариантов А = {A1 , ... ,Ат} в виде поли
линейной функции 

n n 

u(Ai ) = L lqUq(Xiq) + k L L lplquq(Xiq)Up(Xip) + ... + 
q=l q=l p>q (15.3) 

+kn-1l1 ... lnUl(Xi1)U2(Xi2) ... Un(Xin). 

Здесь Uq(Xiq) - полезность оценки Xiq варианта Ai по q-мy част
ному критерию K q , удовлетворяющая условию нормировки 

О<и < 1 причем u (xmin ) = О U (хтах ) = 1 x min - ху,дшая и -q-, qq ,qq 'q 
Х:;ах - лучшая оценка по шкале критерия K q; 0< lq < 1 - част-

ный шкалирующий параметр, который определяется значением 

Ф l - (min min тах min min) 
ункции полезности q - u Xl , ... 'Xq_l' Xq 'Xq+l'· .. ,Хп . 

Общая шкалирующая константа k > -1 находится из характе
ристического уравнения 
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n 

k+1= П(klq +1). 
q=l 

n 
При I: lq = 1 функция полезности u(Ai ) приобретает адци

q=l 
тивную форму 

n 

u(Ai ) = L lqUq(Xiq), 
q=l 

n 
а при I: lq i= 1 - мультипликативную форму 

q=l 

n 

ku(Ai) + 1 = П[klqUq(Хiq) + 1J. 
q=l 

(15.4) 

(15.5) 

При k = О мультипликативная функция полезности (15.5) 
сводится к адцитивной функции (15.4). Как и в одномерном слу
чае, вариант Ai предпочтительнее дЛЯ ЛПР варианта Aj (Ai >
>- Aj ) тогда и только тогда, когда u(Ai) > u(Aj ), варианты экви
валентны дЛЯ ЛПР (Ai ~ Aj ), когда u(Ai ) = u(Aj ). 

На практике нахождение численных значений шкалирующих 

констант k, lq и конкретного выражения для функции многомер
ной полезности сопряжено со значительными трудностями. Это 

связано с большими расхождениями, которые может допускать 

ЛПР при выражении своих предпочтений. 

15.4. Метод аддитивной разности оценок 

Существуют и более сложные подходы к сравнению вариан
тов, основанные на использовании функций полезности, в кото

рых сначала варианты оцениваются по отдельным частным кри

териям, а затем проводится их сопоставление по некоторому ин

тегральному показателю. Согласно одному из таких методов -
м,етоду аддитивнои разностu оцено1С - вариант A i считается 
предпочтительнее варианта A j , если 

n 

D(Ai , Aj ) = L Jq[Uq(Xiq) - uq(Xjq)J ~ О. (15.6) 
q=l 

Здесь Uq(Xiq) - нормированная полезность оценки Xiq вариан
та Ai по q-MY частному критерию; Jq[Zq(Ai , Aj)J - возрастающая 
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функция, характеризующая предпочтительность одного из ва

риантов по q-MY критерию, Zq(Ai,Aj ) = Uq(Xiq) - Uq(Xjq). 
А. Тверский (США, 1969) доказал, что если все функции 

Jq(Zq) линейны, то предпочтения ЛПР, выраженные результата
ми сравнения вариантов по аддитивной разности оценок (15.6) 
и по взвешенной сумме частных полезностей (15.4), совпада
ют. Транзитивность отношений между вариантами будет выпол

няться: при q = 1 - всегда; при q = 2 - тогда и только тогда, 

когда Л(Zl) = J2(WZ2), W > О; при q ~ 3 - тогда и только то
гда, когда Jq(Zq) = WqZq, Wq > о. В последнем случае показатель 
D(Ai, Aj ) является аналогом взвешенной метрики Хемминга ви
да (8.6) в метрическом пространстве частных функций полезно
сти, а коэффициенты W q суть веса этих функций. Для нелиней
ных функций Jq(Zq) результаты сравнения вариантов по показа
телю D(Ai, Aj ) могут оказаться нетранзитивными. 

Метод адцитивной разности оценок обладает определенны

ми преимуществами по сравнению с другими методами полезно

сти. Человеку легче проводить сравнение достоинств и недостат
ков вариантов по отдельным частным критериям. Число таких 

попарных сравнений меньше, чем при непосредственной оценке 

каждого варианта по всем частным критериям с последующим 

вычислением и сравнением многомерных функций полезностеЙ. 

Вместе с тем практическое применение аксиоматических ме

тодов оценки полезности и специально проведенные многочис

ленные эксперименты показали, что люди, решая свои задачи, 

зачастую используют упрощенные эвристические подходы, не 

укладывающиеся в аксиоматику рационального выбора. Были 

построены примеры такого нерационального поведения. Одним 
из них является известный парадокс М. Алле (Франция), соглас
но которому люди, сравнивая различные лотереи, чаще предпо

читают варианты, которые дают больший выигрыш и/или ис
ключают какой-либо проигрыш, хотя субъективная полезность 

этих вариантов меньше максимально возможной. В аксиомати

ческих теориях полезности нет средств, позволяющих избегать 

появления таких парадоксов. 

15.5. Теория проспектов 

Теория проспектов Д. Канемана и А. Тверского (США, 1979) 
ориентирована на учет ряда особенностей реального поведения 

людей при выборе предпочтительного варианта по его субъ
ективной полезности. К числу таких особенностей относятся 
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Рис. 15.2. Графики функций: 

а - полезности u(Ai ); б - важности вероятности W(Pi) 

стремление придавать детерминированным вариантам большую 
важность, чем стохастическим, изменение предпочтений при за

мене выигрышей на проигрыши, исключение одинаковых со

ставляющих из вариантов решения проблемы. 

Просnе1Сmом называется простая лотерея L = (Pi, Ai;pj, Aj ; 
1 - (Pi + Pj), Ak) с тремя вариантами: Ai и Aj - выигрыши с 
вероятностями Pi и Pj; Ak - отсутствие выигрыша (нулевой ва
риант). Полезность лотереи определяется выражением 

где u(Ai ) - полезность варианта Ai; W(Pi) - важность вероят
ности Pi варианта Ai. Лучшим считается вариант А *, имеющий 
наибольшую полезность uтах = u(А*). 

В теории проспектов предполагается, что полезность u(Ai ) и 
важность вероятности W(Pi) варианта Ai являются нелинейны
ми монотонно возрастающими вьmукло-вогнутыми функциями. 

Примеры таких функций приведены на рис. 15.2. Функция по
лезности u(Ai ) положительна для выигрышей и отрицательна 
для проигрышей. Функция важности вероятности W(Pi) облада
ет следующими свойствами: w(O) = О; w(0,5) = 0,5; w(l) = 1; 
W(Pi) > Pi при О < Pi < 0,5; W(Pi) < Pi при 0,5 < Pi < 1,0; 
W(Pi) + w(l- Pi) ::::; 1. Как видно из графика, функция W(Pi) пло
хо определена у своих предельных значений и не соответствует 

всем постулатам теории вероятностей. 

При применении теории проспектов на практике рекомен

дуется выполнить так называемое редактирование проспектов. 

Эта процедура включает в себя исключение наименее предпо
чтительных вариантов; исключение вариантов, имеющих оди

наковые вероятности; объединение вариантов, имеющих разные 

вероятности, в один вариант с суммарной вероятностью; округ

ление значений полезностей и вероятностей при их вычислении. 
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Введение функций важности вероятности W(Pi) при оценке 
полезности лотереи позволяет, по мнению авторов теории про

спектов, лучше, чем это делается в теориях полезности, учесть 

нерациональность и другие особенности поведения человека, а 
также устранить некоторые парадоксы выбора (например, па
радокс Алле). Вместе с тем используемые процедуры для оцен
ки значений функций полезности и важности вероятности вари

антов являются трудными для человека. Кроме того, ряд поло

женных в основу теории проспектов предположений допускает 

неоднозначные толкования, что может приводить к противоре

чивости получаемых результатов. 

15.б. Особенности аксиоматических методов 

Аксиоматические методы оценки полезности вариантов до
статочно распространены за рубежом. Их принято считать (в 
основном среди американских специалистов) чуть ли не един
ственным «научно обоснованным подходом» к решению задач 

рационального выбора. Выражения для многомерной функции 

полезности, полученные на основе аксиоматики, служат теоре

тическим обоснованием приведенных ранее эвристических фор

мул. 

Проработанность способов выявления предпочтений ЛПР от

носится к числу важных достоинств аксиоматических методов 

оценки полезности вариантов. Использование количественных 

показателей и обrцей числовой оценки полезности вариантов 

обеспечивают полную сравнимость всех имеюrцихся вариантов 

и выделение лучших по предпочтительности вариантов. В то же 

время аксиоматические методы весьма чувствительны к неточ

ностям и ошибкам измерения параметров функций полезности. 

При практическом использовании аксиоматических методов 

оценки полезности требуется проверять выполнение систем ак

сиом ОПl- ОП4 или МПl-МП6 и в особенности аксиом неза

висимости по предпочтению и полезности. Проверка ocyrцecTB

ляется путем поиска точек безразличия вариантов и лотерей. На 

практике такая проверка представляет собой сложную задачу, 

которая требует от ЛПР cyrцecTBeHHЫx трудозатрат. Поэтому 

проверка аксиом независимости проводится лишь выборочно и 

по отдельным точкам функции полезности. Кроме того, установ
ление эквивалентности между детерминированным вариантом и 

вероятностной лотереей - психологически трудная задача. При 
оценке значений субъективных вероятностей человек может ча-
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сто ошибаться, допускать большие неточности, давать несогла
сованные ответы. 

Известны также случаи, когда некоторые аксиомы вообще не 

выполняются. Так, показано, что аксиома Архимеда МП4 нару
шается при лексикографическом упорядочении критериев. 

Если аксиомы независимости по предпочтению и/или полез
ности не выполняются, то рекомендуется либо перегруппиро

вать или агрегировать зависимые критерии и заново решить за

дачу, либо воспользоваться каким-либо из способов компенса

ции, позволяющим уравновесить полезности вариантов по част

ным критериям. Однако построение поверхностей безразличия 
при большом числе критериев - достаточно трудоемкая для че

ловека процедура. 

Вместе с тем при нарушении условий независимости и/или 
отсутствии проверки выполнения этих условий (а это часто слу
чается в практических задачах) аксиоматические методы теря
ют свою математическую обоснованность и становятся двойни
ками эвристических методов со всеми присущими им достоин

ствами и недостатками. 



ГЛАВА 16 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ИЕРАРХИЯ 

16.1. Иерархический подход к выбору вариантов 

Важным методологическим приемом решения сложных про

блем рационального выбора является декомпозиция задачи на 

ряд более простых и меньших по размерности составляющих. 

С подобным приемом уже встречались ранее в многоэтапном 
выборе, где задача оптимального управления или планирова
ния разлагалась на несколько повторяющихся однотипных и ме

нее сложных подзадач. Разложение комплексной проблемы на 

отдельные компоненты позволяет полнее отразить разнообраз

ные факторы, характеризующие проблемную ситуацию, помо

гает всесторонне проанализировать проблему с учетом взаимно

го влияния выделенных факторов, облегчает поиск лучших пу

тей решения проблемы. Такой подход соответствует естествен

ной способности человека к системному логическому исследова
нию и решению сложных задач. 

Один из примеров иерархического подхода к структури
зации проблемы - метод деревьев решений - излагался в 

разд. 11.3. Другим примером служит .метод ан,a.ttити'Чес'/СоU 

иерархии (Analytic Нierarchy Process - АИР), разработанный 
Т. Саати (США, 1980) и развитый другими учеными. Метод ана
литической иерархии предназначен для упорядочения реально 

имеющихся вариантов, оцененных по многим количественным и 

качественным критериям, исходя из значений общей ценности 
этих вариантов, которые представляют собой численно выра

женные предпочтения ЛПР. Вариант, имеющий наибольшую об
щую ценность, выбирается в качестве оптимального. Для вычис

ления общей ценности вариантов используется специальная про
цедура нахождения и агрегирования частных ценностей вариан

тов. Таким образом, метод аналитической иерархии принадле

жит ко второй группе методов рационального выбора. 

Принципиальные моменты многоэтапной процедуры, состав

ляющей содержание метода аналитической иерархии, сводятся 

к следующему: иерархическая декомпозиция проблемы; срав

нительная многоаспектная оценка элементов каждого уровня 

иерархии, основанная на предпочтениях ЛПР; синтез ценно-
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сти (приоритетов) вариантов решения; оценка согласованности 
предпочтений ЛПР. Обоснование метода аналитической иерар

хии базируется на теории графов, матричной алгебре. Рассмот

рим основные этапы метода более подробно. 

16.2. Декомпозиция проблемы выбора 

Иерархическая декомпозиция сложной проблемы состоит в ее 

структуризации «сверху вниз~ и выделении базовых элементов 
проблемы путем последовательного перехода от более общих и, 

как правило, слабо формализованных уровней иерархии к более 

частным и конкретным уровням. Количество уровней декомпо

зиции проблемы не формализуется и обычно определяется ЛПР 
из содержательных соображений. Иерархичность может быть 

обусловлена иерархией целей, способов их достижения, исполь

зуемых ресурсов и т. п. 

В методе аналитической иерархии в качестве базового эле

мента верхнего (первого) уровня выступает цель F, выражаю
щая содержание проблемы, которая формально состоит в упо

рядочении вариантов решения по их общей ценности. Базовыми 

элементами нижнего (последнего) уровня являются имеющиеся 
варианты (объекты, ресурсы, альтернативы) A 1 , ••• ,Ат . Базо
выми элементами средних уровней служат различные критерии 

K 1 , ... , Кn , которые характеризуют цели и варианты и опре

деляют их признаки. Критерии обеспечивают взаимную связь 

между элементами верхнего и нижнего уровней иерархии. Са

ми критерии, в свою очередь, также могут образовывать некото

рую последовательно детализируемую иерархическую структу

ру. Простейшим случаем является трехуровневая иерархическая 
структура «цель - критерии - варианты» с единственным уров

нем детализации критериев. Заметим, что в методе аналитиче

ской иерархии не требуется, чтобы критерии задавались шкала

ми оценок. Достаточно дать критериям, где необходимо, только 

содержательные формулировки. 

Проиллюстрируем суть метода аналитической иерархии на 
примере задачи покупки загородного дома с приусадебным 

участком. Предположим, что есть три конкретных дома A1 , А2 , 

Аз, из которых нужно выбрать один, самый лучший. Критерии 
имеют содержательные описания или шкалы оценок. Для срав

нения имеющихся вариантов ЛПР (покупатель дома) определил 
следующие критерии, которые он счел для себя важными при 
оценке дома и участка: 
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к 1. Величина дома (число этажей, общая жилая площадь, ко
личество и размеры комнат, наличие и размеры веранды, кухни, 

подсобных помещений). 
к 2. Комфортабельность жилища (удобство планировки по

мещений, наличие электричества, газа, водопровода, канализа

ции, других бытовых удобств). 
Кз . Состояние дома (состояние строительных конструкций и 

инженерных коммуникаций, необходимость текущего или капи

тального ремонта). 
К4 . Состояние и планировка участка (размеры и форма 

участка, его ухоженность, озелененность и обустроенность, ха

рактер почвы, н~ичие хозяйственных построек, посадок фрук

товых деревьев и кустарников, огорода, близость соседних до

мов). 
К5 . Окрестности (общий вид и состояние прилегающей к 

участку территории, наличие поблизости от участка лесных мас

сивов и водоемов, промышленных и сельскохозяйственных пред

приятий, других населенных пунктов). 
Кб. Транспортное сообщение (близость участка к основному 

месту жительства, время, затрачиваемое на поездку, используе

мые виды транспорта, развитость транспортной инфраструкту

ры, состояние автомобильных дорог, интенсивность движения, 

наличие поблизости железнодорожной станции и/или автобус
ной остановки). 
К7 . Условия продажи (затраты, связанные с оформлением 

сделки, возможность получения кредита и/или оплаты в рас
срочку, необходимость дополнительных затрат на благоустрой

ство дома и участка, необходимость решения дополнительных 

организационных вопросов и т. п.). 
КВ. Цена участка (измеренная в рублях или по шкале каче

ственных оценок: высокая, умеренная, средняя, низкая). 
Очевидно, что некоторые критерии из приведенного переч

ня могут оказаться зависимыми. Например, состояние дома и 

состояние участка (критерии КЗ и К4 ) могут повлечь дополни
тельные расходы на их благоустройство, что приведет к факти

ческому увеличению стоимости покупки (критерий К8 ). 
С учетом введенных критериев каждый из рассматриваемых 

вариантов загородных домов получил такое описание. 

Вариа'Н,т А1 . Большой дом с большим количеством комнат, 
мансардой, верандой, но не очень удобной планировкой. В до

ме имеются все основные удобства. Дом старый, требует ка

питального ремонта. Большой и в целом ухоженный участок, 
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Уровень 1. Цель 

Уровень 2. Критерии 

Уровень з. Варианты 

Рис. 16.1. Иерархическая структура проблемы выбора 

на котором имеется фруктовый сад. Недалеко есть лес и река, 

рядом расположен небольшой поселок. Дом находится относи

тельно недалеко от города, но поездка на автомобиле занимает 

больше 1 ч. Условия продажи вполне приемлемые, деньги мож
но выплатить в рассрочку, однако потребуются дополнитель

ные затраты на благоустройство участка. Цена достаточно вы

сокая. 

Вариант А2 • Средний по размерам одноэтажный дом с до
статочно удобной планировкой и верандой. Имеется электриче

ство и возможности подключения к водопроводу. Газа нет. Дом 

нестарый, находится в хорошем состоянии, но требуется ремонт 

электрооборудования. Участок небольшой и малообработанный. 

Участок расположен в большом лесном массиве, где много гри

бов и ягод, есть озеро, однако недалеко имеется функциониру
ющий цементный завод. Дом находится далеко от города, доби

раться туда надо на электричке и автобусе около 2 ч. Условия 
продажи участка приемлемые, но для его приобретения необхо

димо вступить в члены садового товарищества. Цена близка к 

средней. 

Вариант Аз. Небольшой по размерам дом без веранды. Име
ется электричество, водопровод и возможность подключения к 

магистральному газопроводу. Дом новый, но требуется замена 

дверей и оконных рам. Участок среднего размера, на котором 

имеется хозяйственный блок и баня, но нет сада и огорода. По
близости от участка нет лесов и крупных водоемов, а также от

сутствуют промышленные предприятия. Дом находится близко 

от города, транспортное сообщение удобное. Условия продажи 
приемлемые, оформление сделки не потребует существенных за
трат. Цена умеренная. 

Иерархическая декомпозиция (структуризация) проблемы 
покупки загородного дома представлена на рис. 16.1. 
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16.3. Оценка важности элементов структуры 

Сравнительная оценка важности всех базовых элементов 

иерархической структуры по отношению к вышележащему 

уровню выполняется на каждом уровне иерархии, начиная со 

второго, в целях вычисления частных ценностей этих элементов 

и их вклада в общую ценность каждого варианта решения про

блемы. Оценка относительной важности элементов иерархии Hi 

и Hj осуществляется путем их попарного сравнения по каждому 
k-MY аспекту более высокого уровня и заполнения матриц пар
ных сравнений Ak = (afj)hXh, h - число сравниваемых базовых 
элементов на рассматриваемом уровне иерархии. Для измерения 

предпочтений ЛПР используется унифицированная шкала отно

шениЙ. 

Элемент at матрицы парных сравнений элементов Hi и Hj 
любого иерархического уровня определяется выражением at = 
= Si/Sj, где Si > 0- показатель сравнительной важности эле
мента Hi , i,j = 1,2, ... , h. Напомним, что такой подход к вы
числению весов критериев по их относительной важности изло

жен в разд. 8.3. Показатель Si сравнительной важности элемен
та иерархии по соответствующему аспекту является субъектив

ной оценкой, которая задается ЛПР или экспертом и измеряется 

целым числом 1,3,5,7,9 по порядковой балльной шкале, приве
денной в табл. 16.1. Каждая числовая градация важности имеет 
здесь определенное смысловое объяснение. Для большей точно-

Таблица 16.1 

Оценка сравнительной важности Si элемента иерархии 

Оценка 
Градация 

Объяснение важности 
важности 

1 Равная Одинаковый вклад элементов 

в вышележащий уровень 

3 Умеренная Небольшое преимущество вклада одного 

из элементов 

5 Существенная Большое преимушество вклада одного 

из элементов 

7 Превосходящая Значительное преимущество вклада 

одного из элементов 

9 Наивысшая Подавляющее преимущество вклада 

одного из элементов 
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А1 

А 1 

А2 

Аз 

АЗ 

А1 

А2 

Аз 

АБ 

А 1 

А2 

Аз 

А7 

А 1 

А2 

Аз 

АО 

К1 

К2 

Кз 

К4 

КБ 

Кб 

К7 

КВ 
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Таблица 16.2 

Матрицы парных сравнений загородных домов 

А1 

1 

l/б 

1/8 

А1 

1 

2 

2 

А1 

1 

1/8 

l/б 

А1 

1 

1 

1 

К1 

1 

l/б 

3 

l/б 

1/3 

1/5 

1/7 

4 

А2 Аз v1 • А2 А 1 А2 Аз v2 • . 
б 8 0,754 А1 1 8 б 0,747 
1 4 0,181 А2 1/8 1 1/5 О,ОБО 

1/4 1 0,Об5 Аз l/б 5 1 0,193 

А2 Аз VЗ • А4 А1 А2 Аз v4 • 
1/2 1/2 0,200 А1 1 5 4 0,б74 

1 1 0,400 А2 1/5 1 1/3 0,101 

1 1 0,400 Аз 1/4 3 1 0,225 

А2 Аз v~ • Аб А1 А2 Аз vб • 
8 б 0,754 А1 1 7 1/5 0,233 

1 1/4 0,Об5 А2 1/7 1 1/8 0,054 

4 1 0,181 Аз 5 8 1 0,713 

А2 Аз v? • АВ А1 А2 Аз vB • 
1 1 0,333 А1 1 1/7 1/5 0,072 

1 1 0,333 А2 7 1 3 0,б50 

1 1 0,333 Аз 5 1/3 1 0,278 

Таблица 16.3 

Матрица парных сравнений критериев 

К2 Кз К4 КБ Кб К7 КВ wq 

б 1/3 б 3 5 7 1/4 0,175 

1 1/5 2 1/4 1/3 4 l/б 0,042 

5 1 5 l/б 5 7 1/2 0,lб7 

1/2 1/5 1 1/3 1/3 3 l/б 0,03б 

4 б 3 1 3 б 1/5 0,149 

3 1/5 3 1/3 1 5 1/7 0,Об3 

1/4 1/7 1/3 l/б 1/5 1 1/8 0,019 

б 2 б 5 7 8 1 0,350 



сти сравнения элементов допускается использование промежу

точных числовых оценок 2,4,6,8. 
Набор матриц парных сравнений элементов на всех уровнях 

иерархической структуры представляет собой субъективную мо

дель рационального выбора, где предпочтительность элементов 

дЛЯ ЛПР имеет следующее выражение: Hi >- Hj , если a:j > 1; 
Hi ~ Hj , если a:j = 1; Hi -< Hj , если a:j < 1. Заметим, что такие 
бинарные отношения между элементами иерархии могут быть и 

нетранзитивными. В модель рационального выбора входит так
же оценка степени влияния элемента Hi нижележащего уровня 

на элементы вышележащего уровня, которая характеризуется 

частной ценностью (локальным приоритетом ) vf этого элемен
та по k-MY аспекту, определяемой выражением (8.1): 

h 

vf = vk (Hi ) = cf / L cj, 
j=l 

( ) 

l/h 

cf = П afj 
з=1 

(16.1) 

По определению значения локальных приоритетов всех элемен

тов иерархии нормированы в пределах от О до 1. 
Вычислим теперь относительную важность v{ каждого име

ющегося варианта загородного дома с точки зрения критериев 

их оценки. Для этого построим матрицы Aq = (а{j)ЗХЗ парных 
сравнений домов А1 , А2 , Аз по каждому критерию Kq в соответ

ствии с приведенными выше описаниями (табл. 16.2). 
Далее определяется относительная важность W q каждого из 

критериев оценки вариантов с точки зрения стоящей цели F вы
бора лучшего загородного дома. Для этого аналогичным обра

зом строится матрица АО = (a~I)8X8 парных сравнений критери
ев К1 , ••• , Кn , приведенная в табл. 16.3. 

16.4. Вычисление ценности вариантов 

Общая ценность (глобальный приоритет) каждого вариан
та решения стоящей проблемы выбора характеризует значи

мость варианта дЛЯ ЛПР с точки зрения цели высшего уровня и 

служит основой для итогового упорядочения исходного множе

ства вариантов. Общая ценность варианта определяется в соот

ветствии с принципом иерархического синтеза. Согласно этому 
принципу для всех элементов на каждом из уровней иерархи

ческой структуры рассчитываются частные ценности (локаль
ные приоритеты) элементов, которые затем агрегируются «сни-
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зу вверх», начиная с последнего (самого нижнего) уровня и кон
чая первым (самым верхним) уровнем. 

В простейшем случае трехуровневой иерархической струк
туры «цель - критерии - варианты» частная. ценность (локаль
ный приоритет) vi варианта A i по каждому q-MY критерию оцен
ки Kq и относительная важность (вес) Wq критерия Kq, рассчи
танные по формуле (16.1), имеют вид: 

m 

vi = vq(Ai ) = cj I L СЗ, 
j=1 

n 

W q = w(Kq ) = c~/Lc?, 
1=1 

cj = (n aij ) 1/т 
)=1 

(16.2) 

( ПО) 1/n 
c~ = П aql 

1=1 

(16.3) 

где ajj и a~1 - суть элементы соответственно матриц парных 
сравнений вариантов А q и критериев оценки А О; m - число срав
ниваемых вариантов; n - число сравниваемых критериев оцен

ки. 

Общая ценность v(Ai ) варианта A i определяется взвешенной 
суммой частных ценностей (локальных приоритетов), которая 
получается путем их последовательной адцитивной свертки по 

всем уровням иерархии: 

n 

v(Ai ) = L wqvq(Ai ). (16.4) 
q=1 

Варианты решения проблемы ранжируются по вычисленным 

значениям общей ценности v(Ai ), и выделяется лучший вариант. 
Вычислим частную ценность загородных домов Аl , А2 , Аз и 

относительную важность критериев K q • Значения частной цен

ности vi = vq(Ai ) домов A i по соответствующему критерию K q, 
рассчитанные по формуле (16.2) при m = 3, указаны в пра
вом столбце каждой матрицы Aq (см. табл. 16.2). Относительная 
важность (вес) W q критерия K q , рассчитанная по формуле (16.3) 
при n = 8, указана в правом столбце матрицы А о (см. табл. 16.3). 

Относительная важность критерия выражает его предпо

чтительность дЛЯ ЛПР при выборе участка. Как следует из 

табл. 16.3, наиболее важным ЛПР считает критерий К8 «Це
на участка», который почти в два раза важнее критериев К5 
«Окрестности», Кl «Величина дома», Кз «Состояние дома». 
Наименее важными оказались критерии К 7 «Условия продажи», 
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Таблица 16.4 

Ценности загородных домов 

Частная ценность варианта Общая 
Вариант ценность 

v 1 , v2 , v3 , v~ , v5 , v6 , v7 , v8 , v(Ai ) 

А1 0,754 0,747 0,200 0,674 0,754 0,233 0,333 0,072 0,379 

А2 0,181 0,060 0,400 0,101 0,065 0,054 0,333 0,650 0,351 

Аз 0,065 0,193 0,400 0,225 0,181 0,713 0,333 0,278 0,270 

Becwq 0,175 0,042 0,167 0,036 0,149 0,063 0,019 0,350 -

К4 «Состояние и планировка участка», К2 «Комфортабельность 
жилища», Кб « Удобство транспортного сообщения», которые за
метно уступают по важности остальным критериям. 

Вычислим теперь общую ценность v(Ai ) каждого из загород
ных домов А1 , А2 , Аз, воспользовавшись формулой (16.4). Для 
удобства расчетов локальные ценности вариантов v{ = vq(A i ) по 
каждому q-MY критерию K q из табл. 16.2 и веса критериев Wq из 

табл. 16.3 сведены в единую табл. 16.4. 
Итак, получаем такие значения общей ценности дома: 

v(A1 ) = 0,379; v(A2 ) = 0,351; v(A1 ) = 0,270, что дает следу
ющие итоговое упорядочение вариантов: А1 >- А2 >- Аз. Наибо
лее предпочтительным дЛЯ ЛПР является вариант А1 , имеющий 
наивысшую общую ценность. Может возникнуть желание упро

стить процедуру оценки домов, оставив только те критерии, ко

торые оказывают наибольшее влияние на выбор лучшего вари

анта. Это возможно, например, сделать, введя скорректирован-
n 

ные значения весов критериев W~ = W q/ L W q для q = 1,3,5,8 и 
q=l 

w~ = О для q = 2,4,6,7. Однако делать этого не следует, посколь
ку исключение отдельных критериев может оказать влияние на 

итоговый результат. 

Действительно, наиболее предпочтительный дЛЯ ЛПР вари
ант А1 наименее ценен с точки зрения самого важного для по
купки критерия К8 «Цена участка», так как частные ценности 
вариантов по этому критерию равны v8 (A1 ) = 0,072; v8 (A2 ) = 
= 0,650; v8 (Аз ) = 0,278. Вместе с тем вариант А1 полностью 
превосходит остальные варианты по четырем критериям К1 , К2 , 

К4 , К5 , полностью уступает только по двум критериям Кз , К8, 

а по одному критерию К7 все варианты эквивалентны. Поэтому 
следует быть крайне осторожным, желая исключить какие-либо 
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критерии из рассмотрения после первых шагов вычислений. 

16.5. Оценка согласованности предпочтений ЛПР 

Как известно, при большом числе попарно сравниваемых 

объектов человек может вести себя непоследовательно, оши

баться, допускать нетранзитивность сравнений. Поэтому метод 

включает в себя проверку согласованности оценок, даваемых 

ЛПР при попарном сравнении элементов иерархии на всех эта

пах получения промежуточных и окончательных результатов. 

В первую очередь в процессе решения задачи требуется контро

лировать, чтобы при заполнении всех матриц парных сравнений 

А = (aij)hxh для элементов матрицы выполнялись условия об
ратной симметричностиаij·аji = 1 и совместимостиаij·аjk = aik. 

Для оценки согласованности субъективных сравнений эле
ментов иерархической структуры вводятся специальные показа

тели:индекссогласованности 

Ih = (Лhах - h)j(h - 1) (16.5) 

и отношение согласованности Rh = IhjI~P, которые рассчитыва
ются для каждого уровня иерархии. 

Параметр лhах , входящий в показатели согласованности I h и 

Rh, определяется для каждого уровня иерархической структуры 
по следующей формуле: 

h 

Л Шh ах = '" a~v~ L.., ~ ~, 

i=l 

h 

af = I:afj, (16.6) 
j=l 

где ~t - суть элементы матрицы А k парных сравнений элемен
тов Hi и Hj по k-MY аспекту более высокого уровня. 

Величина ~P называется индексом средней согласованности. 
Значения I~P были вычислены экспериментальным путем по 
формулам (16.5), (16.6) для обратно симметричных матриц ран
га h, элементы a~] которых генерировались случайным образом 

h 

ICP 
h 

212 

Таблица 16.5 

Эмпирические индексы средней согласованности 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0,00 0,58 0,90 1,12 1,24 1,32 1,41 1,45 1,49 1,51 



из набора чисел 1/9,1/8, ... , 1/2, 1,2, ... ,8,9. В табл. 16.5 ука
заны эмпирические значения индекса средней согласованности 

tftP , полученные для матриц разных рангов. 
В матричной алгебре показано, что если элементы aij = 8i/8j 

квадратной матрицы А = (aij) h х h удовлетворяют условиям по
ложительности aij > О, обратной симметричности aij . aji = 1 и 
совместимости aij . ajk = aik для всех i, j, k = 1,2, ... , h, то чис
ло h есть максимальное собственное значение, а вектор-столбец 
s = (81,82, ... , 8h)T, составленный из чисел 8i, - соответствую
щий правый собственный вектор матрицы А. Иными словами, 
выполняется равенство 

As = hs. (16.7) 

С математической точки зрения, чем ближе величина лhах к 
собственному значению h идеальной матрицы А, тем более со
гласованными будут элементы afj реальной матрицы А k, а са-
ма матрица А k будет ближе к матрице А. На практике условия 
обратной симметричности элементов матрицы обычно соблюда

ются, а выполнение условия совместимости не обеспечивается. 

Поэтому индекс согласованности I h характеризует также нару

шение условия совместимости. 

Окончательное вычисление общей ценности v(Ai ) вариантов 
по формуле (16.4) проводится только после того, как будут полу
чены согласованные оценки элементов на всех уровнях иерархи

ческой структуры, удовлетворяющие ЛПР. Субъективные пред

почтения при сравнении элементов иерархии принято считать 

согласованными, если отношение согласованности Rh лежит в 

эмпирически установленных пределах 0,1-0,15. Если величи
на Rh на каком-то этапе выходит за эти пределы, то это слу
жит сигналом дЛЯ ЛПР к проверке своих оценок. При неудо

влетворительной согласованности оценок возможна частичная 

или полная реструктуризация всей проблемы. Полезными при

емами, улучшающими согласованность оценок, являются груп

пировка однотипных элементов, объединение зависимых крите
риев. 

Выполним проверку согласованности субъективных попар
ных сравнений элементов иерархической структуры и получен

ных на их основе результатов выбора лучшего загородного дома. 

Значения соответствующих индексов согласованности Ih и отно
шений согласованности Rh для сравнений вариантов по крите
риям и различных критериев между собой указаны в табл. 16.6. 

Параметр лhах рассчитывается для каждого уровня иерархии 
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Таблица 16.6 

Показатели согласованности сравнений элементов структуры 

Матрица А1 А2 АЗ А4 А5 

Параметр лh'ах 3,136 3,197 3,000 3,086 3,136 

Индекс Ih 0,068 0,099 0,000 0,043 0,068 

Отношение Rh 0,117 0,170 0,000 0,074 0,117 

Матрица А6 А7 А8 АО 

Параметр лh'ах 3,247 3,000 3,065 9,863 

Индекс Ih 0,123 0,000 0,032 0,266 

Отношение Rh 0,213 0,000 0,056 0,189 

по следующим формулам, вытекающим из формулы (16.6): 
m m 

лшах = '"' a?v lJ q ~ ~ ~, а? = '"' а? ~ ~ ~з' 
i=l j=l 

Здесь a;j и a~l - суть элементы соответственно матриц парных 
сравнений вариантов А q и критериев оценки А О; m - число срав
ниваемых вариантов; n - число сравниваемых критериев оцен

ки. Индекс средней согласованности для матриц А 1 - А 8 равен 
I~P = 0,58 (h = 3), для матрицы АО - I~P = 1,41 (h = 8). 

В рассматриваемом примере полностью согласованными яв

ляются оценки загородных домов по критериям Кз «Состояние 
дома» и К7 «Условия продажи», для которых отношения согла

сованности Rз = R7 = 0,000. Наименее согласованы, а значит, 
содержат большое число неточностей и нарушений, оценки по 

критериям Кб «Удобство транспортного сообщения» и К2 «Ком
фортабельность жилища». Заметим, что при парных сравнениях 

вариантов ЛПР считает критерий Кз более важным, а критерии 
К2 , К4 , Кб, К7 относит к наименее важным (см. табл. 16.3). Со
гласованность оценок при сравнении критериев друг с другом не 

очень высокая: Ro = 0,189, но близкая к приемлемоЙ. 
Оценим теперь согласованность всей иерархической структу

ры в целом, вычислив для нее индекс согласованности 1 и отно
шение согласованности R: 
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8 

1 = L wqlq = 0,175 . 0,068 + 0,042 ·0,099 + 0,167·0,000 + 
q=1 

+ 0,036 . 0,043 + 0,149·0,068 + 0,063·0,123 + 0,019 . 0,000 + 
+ 0,350 ·0,032 = 0,047; 

R = 1/ Г:ЗР = 0,047/0,58 = 0,081. 

Таким образом, отношение согласованности R для иерархиче
ской структуры имеет приемлемое значение 0,081, которое мень
ше предельного 0,100. Поэтому некоторую несогласованность 
критериев можно во внимание не принимать. Итак, решение о 

выборе дома А1 в качестве лучшего можно считать в целом до
статочно обоснованным. 

16.6. Упрощенный метод аналитической иерархии 

Естественным является желание уменьшить или полностью 

исключить несогласованность оценок при попарном сравнении 

базовых элементов иерархической структуры, особенно когда 

число таких сравнений достаточно велико. Вычисление соб

ственных значений квадратных матриц большого размера при 

наличии несогласованности парных сравнений вариантов также 

представляет существенные вычислительные трудности. 

Один из вариантов метода аналитической иерархии, разрабо
танный В.Д.Ногиным (Россия, 2004), позволяет заметно упро
стить процедуру вычисления относительных приоритетов сколь 

угодно большого числа элементов структуры и тем самым об

легчить нахождение общей ценности вариантов. Предлагается 
следующий способ построения матрицы парных сравнений эле

ментов H i и H j любого иерархического уровня (вариантов, кри

териев). 
Вначале ЛПР выделяет некоторый элемент в качестве так на

зываемого эталона, с которым будут сравниваться все остальные 
элементы данного уровня иерархии. Этому элементу присваива

ется первый номер. Остальным элементам даются произвольные 

номера. Далее производится попарное сравнение каждого из эле

ментов Hi, i = 2,3, ... , h, с первым элементом Н1 , и элементу Hi 
сопоставляется некоторое положительное число bli , показываю
щее субъективную значимость этого элемента дЛЯ ЛПР по от

ношению к элементу Н 1. В результате всем элементам Hi будут 
сопоставлены положительные числа ыl , Ь12 , ... , b1h. Очевидно, 
что ыl = 1. 
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Примем последовательность чисел ыl , Ь12 , ... ,blh за первую 

строку квадратной матрицы парных сравнений В = IIbij Ilhxh 

ранга h. Будем с самого начала строить матрицу В как согла
сованную, т. е. так, чтобы ее элементы bij удовлетворяли усло

виям обратной симметричности bij . bji = 1 и совместимости 
bij . bjk = bik. Благодаря этим свойствам для всех номеров 
i,j = 2, ... , h выполняются равенства bij = Ьi1 . blj = blj /b li , С 
помощью которых однозначно находятся все элементы матрицы 

парных сравнений В. 
Введем показатель сравнительной важности элемента иерар

хии Hi в виде 
(16.8) 

Тогда локальный приоритет элемента H i (частная ценность 
варианта, вес критерия) будет определяться выражением vf = 

= vk(Hi) = 8i/ 2.~=1 8j. 

Нетрудно убедиться, что для произвольного элемента bij мат

рицы В выполняется соотношение bij = Si/8j, аналогичное пра
вилу задания элементов матрицы парных сравнений А в основ
ном методе аналитической иерархии Саати. Вектор-столбец s = 
= (SI,82, ... , 8h)T, составленный из значений показателей срав
нительной важности (16.8), является собственным вектором 
матрицы В, а ее собственное значение равно h. Тем самым ра
венство (16.7) оказывается справедливым и для матрицы В. 

Упростить метод аналитической иерархии можно также, взяв 

за основу не элементы первой строки матрицы парных сравне

ний В, а определенные наборы, состоящие из h - 1 элементов 
разных строк. Сначала подбирается элемент, наиболее подходя

щий для сравнения с эталонным элементом Нl , которому при

сваивается второй номер. В результате сравнения элементов Нl 
и Н2 получаем число Ь12 . Затем для второго элемента Н2 ищет
ся наиболее подходящий элемент Нз и находится число Ь2З и так 
далее, пока не будет получен набор чисел ыl' Ь12 , Ь2З , ... , bh - l ,h. 

Формула для вычисления всех элементов матрицы парных срав

нений В имеет тогда вид bij = bi,j-l . bj - l ,j, где i = 1, ... , h - 2, 
j > i + 1. 

При использовании упрощенного метода аналитической 
иерархии для построения матрицы парных сравнений на каж

дом уровне иерархии достаточно выполнить только h - 1 срав
нение элементов по отношению к выделенному элементу вместо 

h( h - 1) /2 при полном сравнении всех пар. Таким образом, упро
щенный вариант оказывается в h/2 раз эффективнее основного. 
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16.7. Метод мультипликативной 
аналитической иерархии 

Предложено несколько разновидностей метода аналитиче

ской иерархии, в которых используются иные способы сравни

тельной оценки элементов иерархии и агрегирования локальных 

приоритетов. Одна из наиболее интересных и известных моди

фикаций метода - мультипликативная аналитическая иерархия 

(Multiplicative АНР) - разработана Ф. Лутсма (Нидерланды, 
1993) применительно к трехуровневым иерархическим структу
рам. 

Первое существенное отличие мультипликативного метода 

состоит в способе определения сравнительной предпочтительно

сти дЛЯ ЛПР элементов иерархической структуры. Предлагает

ся оценивать элементы иерархии по показательной шкале вместо 

шкалы отношений. В обоснование такого подхода к измерению 
субъективных предпочтений ЛПР выдвигается его аналогия с 

экспериментально обнаруженными психофизическими зависи

мостями между объективными значениями физических факто

ров, таких как яркость света, громкость звука, и субъективными 
оценками восприятия этих факторов человеком. 

Сравнительная предпочтительность элементов H i и H j , при
надлежащих одному и тому же иерархическому уровню, по каж

дому k-MY аспекту по отношению к элементам вышележаще
го уровня иерархии характеризуется матрицей парных сравне

ний А k = (afj)' элементы которой определяются выражением 
afj = exp{ykg~}. Здесь yk - параметр шкалы, Y~ - числовая 
оценка вербальной градации сравнительной предпочтительно

сти i-ro и j-ro элементов одного уровня, взятая из табл. 16.7. 
Как и в основном методе, элементы матрицы парных срав

нений устанавливают предпочтительность элементов иерархиче

ской структуры дЛЯ ЛПР: Hi >- Hj, если afj > 1; Hi ~ Hj , если 
at = 1; H i -< H j , если at < 1. Для более точной оценки пред
почтительности элементов могут задаваться и промежуточные 

числовые значения градаций. 

Ценность vf = vk(Hi ) i-ro элемента иерархии H i по k-мy ас
пекту выражается через среднее геометрическое величин afj: 

(16.9) 
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Таблица 16.7 

Оценка сравнительной предпочтительности 9ij 

элементов иерархии 

Оценка Градация предпочтительности 

8 Очень сильное превосходство i-ro элемента над j-M эле-
ментом 

6 Сильное превосходство i-ro элемента над j-M элементом 

4 Определенное превосходство i-ro элемента над j-M эле-
ментом 

2 Слабое превосходство i-ro элемента над j-M элементом 

О Безразличие между i-M и j-M элементами 

-2 Слабое превосходство j-ro элемента над i-M элементом 

-4 Определенное превосходство j-ro элемента над i-M эле-
ментом 

-6 Сильное превосходство j-ro элемента над i-M элементом 

-8 Очень сильное превосходство j-ro элемента над i-M 
элементом 

где h - общее число элементов рассматриваемого уровня иерар

хии. В этом случае частная ценность варианта Ai и сравни

тельная важность (вес) q-го критерия К q определяются соответ
ственно выражениями 

(П a{j) 1/т = (ц eXP{yv9{j}) 1/т 
)=1 )=1 

m 

= exp{(yV 1т) L9t}, 
j=1 

Wq = w(Kq ) = (п a~l) 1/n = (п еХР{УW9~д) 1/n = 
1=1 1=1 

n 

= exp{(yW In) L9~д, 
1=1 

(16.10) 

(16.11) 

где рекомендуется (без особой аргументации) положить yV = ln 2, 
yW = 0,51n2. 
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Вторым важным отличием мультипликативной модифика

ции метода служит использование вместо взвешенной аддитив

ной свертки мультипликативной свертки частных ценностей для 

получения общей ценности варианта: 

n 

v(Ai ) = П[vq(А)]Wij • (16.12) 
q=l 

Частные ценности варианта и веса критериев обычно нормиру-

ются: 
m n 

Lvq(Ai) = 1, LWq = 1. 
i=l q=l 

Однако последнее, вообще говоря, не является обязательным. 

Еще одна ва)Кная особенность метода мультипликативной 

аналитической иерархии - согласованность сравнительных оце

нок предпочтительности элементов, не требующая специальных 
дополнительных проверок. Основной и мультипликативный ва

рианты метода сопоставимы по трудоемкости. 

Отметим определенное методологическое сходство методов 
многомерного упорядочения СМАРТ (см. разд. 14.5) и мульти
пликативной аналитической иерархии. И в том и в другом ме

тодах ЛПР задает важность критериев и частную ценность ва

риантов, пользуясь одной и той )Ке балльной системой оценок (в 
ка)КДом из методов своей). Логарифмируя формулу (16.12), по
лучим для общей ценности варианта выражение 

n 

ln v(Ai ) = L wq ln vq(Ai ), 
q=l 

которое с точностью до переобозначения v'(Ai ) = ln v(Ai ) сов
падает со взвешенной суммой частных функций ценности (14.1), 
как в методе СМАРТ. Напомним, что такие функции ценности 

называют стратегически эквивалентными. 

16.8. Особенности иерархических методов 

Методы аналитической иерархии применимы для решения 

разнообразных практических задач, где требуется выделить 
лучший вариант или упорядочить варианты на основе многих 

качественных показателей, которые переводятся в количествен

ные значения субъективной многомерной ценности вариантов. 
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Иерархические методы относятся ко второй группе методов ра

ционального выбора. 
Методы аналитической иерархии характеризуются гибко

стью и сравнительной простотой использования. Поэтому и сам 

основной метод Саати, и его различные модификации получили 
в настоящее время широкое распространение в мире, приобрели 

большую популярность среди исследователей и практиков. Су
ществует международное общество приверженцев подхода ана

литической иерархии, которое регулярно проводит международ

ные конференции. 

Разработаны компьютерные реализации методов аналити

ческой иерархии в виде систем поддержки принятия реше

ний <<Экспертный выбор» (Expert Choice) и «Критерий» (Crite
rium), где используется аддитивная свертка приоритетов, РЕМ
БРАНДТ (REMBRANDT - Ratio Estimation in Magnitudes or 
deciВels to Rate Alternatives, which are Nоп-DоmiпаТеd, вычис
ление соотношения в величинах или децибелах для оценивания 
недоминируемых альтернатив), где применяются мультиплика
тивная свертка приоритетов. 

Методы предлагают пользователю (ЛПР, экспертам, кон
сультантам) универсальную схему анализа и структуризации 
сложной комплексной проблемы в виде иерархической структу

ры, в которой рассматриваемая проблема разбивается на мень

шие составные части разной степени общности. Методы включа

ют в себя достаточно простую систематизированную процедуру 

выявления предпочтений ЛПР и прямого измерения взаимной 

связи элементов разных уровней иерархии и их вклада в дости

жение глобальной цели. Относительная интенсивность взаимо
действия элементов иерархической структуры вычисляется на 

основе последовательного учета предпочтений ЛПР путем по
парного многоаспектного сравнения элементов каждого уровня 

иерархии. 

Иерархические методы позволяют ЛПР контролировать и, 

если нужно, корректировать процесс достижения цели на раз

ных стадиях процедуры. Методы не требуют обязательной тран

зитивности предпочтений ЛПР, что часто считается синонимом 

рациональности выбора. В рамках методов можно одновремен

но учитывать количественные и качественные факторы, влияю

щие на достижение глобальной цели, интегрировать различные, 

в том числе взаимозависимые и несогласованные, точки зрения, 

а также оценивать степень их согласованности по «горизонтали» 

и «вертикали». 
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Принципиальная методологическая ограниченность метода 

аналитической иерархии, снижающая его выразительные воз

можности, состоит, прежде всего, в замене сравнительных вер

бальных оценок разнохарактерных элементов иерархии - целей, 

критериев, вариантов - на однотипные числа. Это, во-первых, 

навязывает несвойственный человеку единообразный язык для 
выражения предпочтений ЛПР. Во-вторых, может сильно ис

казить (усилить или ослабить) предпочтения ЛПР. Кроме то
го, при большом числе сравниваемых элементов высока вероят
ность несогласованности и нетранзитивности оценок. 

Например, при сравнении домов А1 и Аз по критерию К1 «Ве
личина дома» имеем согласно табл. 16.2, что дОМ А1 предпочти
тельнее (больше) дома Аз в аlз = 81/8З = 8 раз. В то же время, 
воспользовавшись другими сравнениями, получим, что А1 >- А2 
В al2 = 81/82 = 6 раз, а А2 >- Аз в а~з = 82/8З = 4 раза. Тогда 
А1 >- А2 >- Аз и дОМ А1 предпочтительнее (больше) дома Аз в 
(81/82) . (82/8З) = 24 раза, что в три раза превышает результат 
непосредственного сравнения домов А1 и Аз. 

Еще одно слабое место методов аналитической иерархии свя

зано с отсутствием убедительных аргументов в пользу выбора 
аддитивной или мультипликативной свертки частных ценностей 

при вычислении скалярного показателя общей ценности вариан

тов. ИСПОЛl~зование того или иного способа агрегирования ло
кальных приоритетов оказывает сильное влияние на то, какой 

вариант будет выделен в итоге как наилучший, что в ряде слу

чаев может приводить к результатам, противоречащим здраво

му смыслу. 

Среди существенных недостатков иерархических методов, ос

нованных на агрегировании оценок с использованием среднего 

арифметического, отметим сильную зависимость конечного ре

зультата от контекста. Исключение или добавление нового ва

рианта, изменение набора или относительной важности крите

риев оценки может заметно изменить вычисленные ценности ва

риантов, а значит, привести к совершенно иному упорядочению 

вариантов. Этого недостатка лишен мультипликативный метод, 

основанный на агрегировании оценок с использованием среднего 

геометрического. 



ГЛАВА 17 

ОГРАНИЧЕННАЯ ПОРОГОВАЯ 

ПРЕДПОЧТИТЕЛЬНОСТЬ 

17.1. Пороговый подход К выбору вариантов 

Методы рационального выбора, рассмотренные в предыду

щих разделах, обеспечивают субъективную оценку и сравне

ние вариантов решения проблемы, исходя из значений числовой 

функции ценности/полезности v(Ai ). Функция ценности пред
ставляет собой функциональную модель предпочтений ЛПР, в 

соответствии с которой ЛПР имеет только две возможности при 

попарном сравнении вариантов Ai и Aj: либо указать на сходство 
обоих вариантов A i ~ A j , если v(Ai ) = v(Aj ), либо предпочесть 
один из них A i >- A j , если v(Ai ) > v(Aj ). 

Вместе с тем на практике столь же часто встречаются и две 

другие вполне реалистические ситуации, которые нельзя охарак

теризовать с помощью понятия функции ценности или полезно

сти. Одна из них - ситуация несравнимости вариантов, когда 

ЛПР не может или затрудняется сделать выбор в пользу одного 

из них. Другая - ситуация слабой предпочтительности (нестро
гого превосходства), когда ЛПР колеблется в определенном вы
боре одного из вариантов. Она занимает промежуточное поло

жение между сходством и сильным различием вариантов. 

Наличие таких четырех возможностей для выражения пред

почтений ЛПР было сформулировано Б. Руа (Франция) как ак
сиома ограниченной сравнимости. 

Потребность в иной модели предпочтений ЛПР, которая со

ответствовала бы аксиоме ограниченной сравнимости и описы

вала все указанные выше ситуации выбора, привела к созданию 

специального подхода к многокритериальному сравнению вари

антов, называемого за рубежом «outranking approach,>, что до
словно означает «подход внешнего ранжирования'>. По причи

нам, которые станут понятными позднее, будем называть его по

роговым подходом. 

Пороговый подход предназначен для упорядочения или сор

тировки конечного множества вариантов А1 , ••• , Ат , оцененных 
по многим критериям К1 , ... ,Кn . Каждый вариант A i представ

ляется вектором его оценок Xi = (Хй, .•. , Xin), где Xil = KI(Ai ), 

1 = 1, ... , n - оценка варианта Ai по критерию Kl, имеющему 
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количественную шкалу Xl, которая упорядочена от худших (ми
нимальных) оценок к лучшим (максимальным). 

Пороговый подход основан на бинарном «отношении внеш

него ранжирования» «<outranking relation») Sout, которое назо
вем отношенuем огранu'Ченной nредnо'Чтuте./l/ьностu, или от

ношенuем Руа. Это отношение определяется следующим обра
зом. Будем говорить, что вариант Ai ограниченно предпочти
тельнее варианта A j , и писать AiSoutAj , если ЛПР считает, что 
по большинству критериев вариант Ai , по крайней мере, та

кой же хороший или «желательный., как и вариант Aj , или 

что по меньшинству критериев вариант Ai не хуже, чем вари
ант Aj . 

Формально отношение ограниченной предпочтительности яв

ляется объединением Sout = Rg U R h двух отношений: Rg - «по 
большинству критериев такой же хороший, как и. и Rh - «по 

меньшинству критериев не хуже, чем», которое задает на мно

жестве Х = Х1 Х ••• х ХN оценок по критериям нестрогий слабый 
порядок (полное и транзитивное отношение). 

Такое определение отношения Sout позволяет одновременно 
выразить разнообразные виды предпочтений ЛПР: безразличие 

(сходство) Jout = Sout n B~~, нестрогое (слабое) превосходство 
- 1 

Qout = Sout n S~t, строгое (сильное) превосходство Pout = 
--1 - --1 = Sout n Sout, несравнимость Tout = Sout n Sout вариантов. Заме-

тим, что в общем случае вышеприведенные отношения нетран
зитивны. 

Таким образом, пороговый подход реализует реляционную 

модель субъективного выбора, основанную на отношении огра

ниченной предпочтительности. 

17.2. Измерение согласованности 
предпочтений ЛПР 

Реляционная модель ограниченной предпочтительности ва
риантов, принятая в пороговом подходе для описания предпо

чтений ЛПР, опирается на основополагающие принципы согла

сия и разногласия и понятие порогов различимости предпочте

ний. Принципы согласия и разногласия служат для проверки 

выполнения условий «по крайней мере, такой же хороший, как 

и» и «не хуже, чем» и звучат так. 

Прuнцun согласu.я (nринциn достато'Чного бол'Ьшuнства) -
справедливость утверждения о выполнении отношения Sout под
держивается по «достаточному большинству» критериев. 
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Прuн:цun 'Н,есуществе'Н,'Н,ого ра3'Н,огласu.я (nри'Н,'Циn 'Н,ез'Н,шчu
тель'Н,ого .ме'Н,ьшu'Н,ства) - справедливость утверждения о вы
полнении отношения SO'Ut не слишком строго отвергается по «не
значительному меньшинству~ критериев. 

Применение принципов согласия и разногласия, как будет по

казано далее, позволяет измерить степень согласованности пред

почтений ЛПР при сравнительной оценке вариантов с помощью 

специальных индексов. Это первая характерная черта порогово
го подхода. 

При практическом сравнении вариантов человеку бывает 

трудно указать точные границы значений оценок по критери

ям, в пределах которых его предпочтения четко различаются. 

Кроме того, сами предпочтения могут быть в какой-то степени 

нестабильными. Они могут незначительно отличаться при изме
нении обстановки, в которой происходит выбор, особенно в ситу

ациях, трудных для оценки вариантов. 

В рамках порогового подхода постулируется, что небольшие 

различия в оценках вариантов не изменяют характер отношения 

между этими вариантами. Тем самым по каждому виду отноше

ния для каждого критерия вводятся некоторые буферные зоны 

неразличимости предпочтений ЛПР, которые определяются со

ответствующими порогами. Это вторая весьма важная черта по

рогового подхода. 

Предпочтения ЛПР по каждому критерию Kl характеризу
ются информацией о его относительной важности (весе) Wl, ин
тервалах неразличимости предпочтений, которые для отноше

ний безразличия и строгого превосходства задаются соответ

ственно пороговыми функциями безразличия ql(Xl) и превосход
ства Pl(Xl) критериальных оценок Xl, и пороге вето Yl(Xl), уста
навливающем предел оценок, при превышении которого нару

шается справедливость утверждения о выполнении отношения 

ограниченной предпочтительности SO'Ut для данного критерия 
Kl, даже если оно остается верным для остальных критериев. 

Для пороговых функций выполняются следующие соотноше

ния: 

о:::; ql(Xil) :::; Pl(Xil) :::; Yl(Xil); 

Xjl+ql(Xjl) :::; Xil+ql(Xil); Xjl+Pl(Xjl):::; Xil+Pl(Xil) при Xjl < Хи· 
Значения пороговых функций можно вычислить по форму

лам: Ql(Xil) = Ql + alxil; Pl(Xil) = Рl + ыlil.. В практических при
ложен иях пороги часто считаются постоянными: Ql(Xil) = Ql, 
Pl(Xil) = Pl, Yl(Xil) = Уl или даже Ql(Xil) = Qo, Pl(Xil) = Ро, 
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Yt(Xil) = Уо· Величины порогов для каждого критерия Kt зада
ютсяЛПР. 

Тройка (Xil, qt (Хи), Рl (Хи)) носит название nсевдО1Срumерu.я. 
С помощью псевдокритерия можно выразить все разновидно

сти отношений между вариантами по каждому из критериев 

KI, ... , КП • Пороговые функции выделяют такие зоны неопре

деленности предпочтений ЛПР, в пределах которых по отдель

ному критерию сохраняется характер отношения между сравни

ваемыми вариантами: 

AiJout(I)Aj - варианты Ai и A j безразличны по критерию Kl, 
если IXil - Xjll ~ ql(Xjl); 

AiQout(I)Aj - вариант Ai слабо превосходит вариант A j по 
критерию K 1, если Ql(Xjl) < Хи - Xjl ~ Pl(Xjl); 

AiP out(I)Aj - вариант Ai сильно превосходит вариант A j по 
критерию Kl, если Pl(Xjl) < Хи - ХЛ ~ Yl(Xjl); 

AiPdom(I)Aj - вариант Ai очень сильно превосходит (домини
рует) вариант Aj по критерию Kl, если Yl(Xjl) < Хи - Xjl. 

Используя понятия пороговых функций, можно следующим 

образом формализовать понятия «гармония» и «дисгармонию> 
каждого критерия с отношением ограниченной предпочтитель

ности Sout, которые определяются принципами согласия и раз
ногласия. Говорят, что критерий Kl: 

полностью согласован с утверждением AiSoutAj , если 

Xjl - Xil ~ Ql(Xil); 
частично согласован с утверждением AiSoutAj , если 

Ql(Xil) < Xjl - Xil ~ Pl(Xil); 
частично не согласован с утверждением AiSoutAj , если 

Pl(Xil) < Xjl - Xil ~ Yl(Xil); 
полностью не согласован с утверждением AiSoutAj , если 

Yl(Xil) < Xjl - Хи· 

17.3. Метод ЭЛЕКТРА ранжирования вариантов 

Исторически первым методом, появившимся в рамках поро

гового подхода, был метод ЭЛЕКТРА (ELECTRE - ELimination 
Et Choix Тraduisant la Realite, исключение и выбор, отражаю
щие реальность), разработанный Б. Руа (Франция, 1968). Позд
нее были созданы многочисленные модификации, образовавшие 

целое семейство методов ЭЛЕКТРА (ELECTRE Iv, Is, 11,111, IV, 
А, TRI, GD), а также другие пороговые методы. 

Различные варианты методов состоят из следующих типовых 

этапов: 
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• 'Х:он,стру'Х:цuон:н:ы:й этап, где определяются отношения пре

восходства, используемые для попарного сравнения вариантов 

по всем критериям, и рассчитываются специальные индексы со

гласованности предпочтений ЛПР; 
• оnерацuон,н,'bI:Й (э'Х:сnлуатацuон,н,'Ыu) этап, где на основе 

введенных отношений превосходства и индексов согласованно

сти предпочтений строится последовательно сужаемое множе

ство недоминируемых вариантов и находится искомое множе

ство наиболее предпочтительных вариантов, которое будет су

щественно меньшим, чем множество парето-оптимальных реше

ний. 

Варианты в методе ЭЛЕКТРА 1 ранжируются, исходя из 
отношений сильного превосходства одного из вариантов или 

их безразличия (сходства). На конструкционном этапе пер вон а
чально удаляются из рассмотрения все доминируемые вариан

ты. Для остальных проверяется справедливость утверждения об 

ограниченной предпочтительности одного из вариантов или, го

воря иными словами, выполнимость отношения AiSoutAj . 

Проверка проводится на основе специальных индексов согла
сия и разногласия, которые рассчитываются для каждой па

ры вариантов A i и Aj • Для этого множество критериев оцен
ки К1 , ... ,Кn разбивается на три подмножества: L~ - груп
па критериев, по которым вариант Ai сильно превосходит ва

риант Aj (AiPout(I)Aj ); L~ - группа критериев, по которым ва

рианты Ai и Aj безразличны (AiJout(l) Aj ); L~ - группа крите
риев, по которым вариант A j сильно превосходит вариант A i 

(A j Р out(I)Ai ). 
Ин,де'Х:с согласия ('Х:он,'Х:ордан,са) вариантов A i и Aj определя

ется отношением сумм показателей важности критериев 

(17.1) 

и характеризует соотношение критериев, по которым первый ва

риант такой же хороший, как и второй вариант, или не хуже 

второго и второй вариант лучше первого. Вес wl критерия Кl 
назначается ЛПР и трактуется как число голосов, поданных из
бирателями на выборах за кандидата. 

Ин,де'Х:с ра3н,огласия (дuc'X:opдaн,ca) вариантов A i и Aj устанав
ливается как относительная разность оценок по самому неблаго

приятному критерию: 
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(17.2) 

где М = maxl Ml, Ml = xiaJC - xiin - длина шкалы l-ro крите
рия, равная максимальной разности оценок по этому критерию. 

Очевидны следующие свойства индексов согласия и разногла

сия: О ~ 4j ~ 1, О ~ dij ~ 1, причем Cij = 1, dij = о, если A i >- A j 
по всем критериям К1 , ... ,Кn , Cij = о, dij = 1 в противополож
ном случае. 

Обобщенную информацию об ограниченной предпочтитель

ности всех вариантов можно представить в виде матриц согла

сия С = (Cij)mxm и разногласия D = (dij)mxm, элементами ко
торых являются соответствующие индексы. Индексы согласия 

носят некомпенсаторный характер: они не замещают «потери» 

по одним критериям за счет «выигрышей» по другим. Индексы 

согласия зависят только от соотношений весов отдельных кри

териев и измеряют предпочтения ЛПР в шкале отношений. Ин

дексы разногласия, напротив, зависят от разности оценок по от

дельным критериям и измеряют предпочтения ЛПР в шкале ин

тервалов. Заметим, что достаточно одного дисгармонирующего 
критерия, чтобы нарушить отношение ограниченной предпочти

тельности. 

На операционном этапе для ранжирования вариантов ЛПР 

задает для индексов согласия и разногласия два пороговых зна

чения Сl > О И d1 > о. Считается, что вариант Ai превосходит 
вариант A j , если Cij ~ Сl И dij ~ d1 . Иными словами, вариант 
Ai ограниченно предпочтительнее варианта A j (AiSoutA j ), если 
совокупность критериев, по которым сравнивается предпочти

тельность вариантов Ai и Aj , является достаточно большой, а 

оценки по остальным критериям не дают основания для возра

жений против такой предпочтительности. Заданные пороговые 

уровни индексов Сl и d1 выделяют первое ядро х1 предпочти
тельных вариантов, куда входят недоминируемые варианты. 

Далее вводятся новые пороговые уровни, которые уменьша

ют порог согласия С2 < Сl И увеличивают порог разногласия 

d2 > d1, В результате происходит сужение множества недомини

руемых вариантов и выделяется второе ядро х2 предпочтитель
ных вариантов. После чего процедура сужения множества вари

антов продолжается. В последнее ядро войдут самые «непредпо

чтительные» и совершенно непохожие варианты. Образовавша
яся последовательность сужающихся ядер Х1 , Х2 , ••• , х f опре
деляет нестрогую ранжировку вариантов по отношению ограни-
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ченной предпочтительности Sout. ЛПР, задавая пороговые уров
ни согласия и разногласия, получает возможность для гибкого 

анализа имеющегося множества вариантов решения проблемы. 

17.4. Семейство методов ЭЛЕКТРА 

В последующих модификациях метода ЭЛЕКТРА 1 исполь
зовались более разнообразные способы выражения и агрегиро

вания предпочтений ЛПР, учитывающие разные виды отноше

ний между вариантами. 

Метод ЭЛЕКТРА 11 (1973) опирается на отношение ограни
ченной предпочтительности Sout, включающее отношения силь
ного Pout и слабого Qout превосходства, безразличия Jout и не
сравнимости т out вариантов. Дополнительно к индексам согла
сия Cij и разногласия dij вводится индекс несравнимости вари
антов A i и A j 

tij = t(Ai,Aj ) = L Wl/ L Wl· (17.3) 
lEL~ lEL;j 

Для каждого из индексов задаются пороговые уровни, опре

деляющие отношения ограниченной предпочтительности для 

каждой пары вариантов: О < СЗ < С2 < Сl < 1; О < d1 < d2 < 1. 
Варианты A i и A j считаются сравнимыми, если tij ~ 1. При 
этом вариант A i слабо превосходит вариант A j (AiQoutAj), если 
Cij ~ сз и dij ~ d2, И сильно превосходит (AiPoutAj ), если Cij ~ Сl 
И dij ~ d2, либо Cij ~ С2 И dij ~ d1. При О < tij < 1 варианты A i и 
A j несравнимы (AiToutAj ). 

В отличие от метода ЭЛЕКТРА 1 в методе ЭЛЕКТРА 11 фор
мируются две последовательности ядер, сужающихся по отно

шению ограниченной предпочтительности Sout вариантов. Одна 
из последовательностей содержит недоминируемые варианты и 

строится от лучших вариантов к худшим, другая содержит недо

минирующие варианты и строится в обратном направлении - от 

худших вариантов к лучшим. Очевидно, что нестрогие ранжи
ровки вариантов z+ и z- в общем случае не совпадают. Если 
ранги вариантов в этих ранжировках не слишком различаются, 

то в качестве окончательного результата принимается пересече

ние этих ранжировок Z = z+ n z- , которое задает предпорядок 
на множестве вариантов. 

Процедура сравнения предпочтительности вариантов в мето

де ЭЛЕКТРА 111 (1978) использует в явном виде пороги безраз-
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личия ql(Xil), строгого превосходства Pl(Xil) и вето Yl(Xil), кото
рые задаются ЛПР дЛЯ оценок Хи = Kl(Ai ) по каждому кри
терию Kl. На конструкционном этапе индекс согласия для двух 
вариантов A i и Aj рассчитывается по формуле 

n n 

Cij = c(Ai , A j ) = L WlCl(Ai , A j )/ L Wl, (17.4) 
1=1 1=1 

где показатель согласия cI(Ai , A j ) для пары вариантов Ai и A j 
по критерию K 1 в простейmем случае постоянных порогов Ql, Pl 
и Yl определяется соотношениями: 

Cl(Ai,Aj ) = 1, 

cl(Ai , A j ) = (Хи - Xjl + Pl)/(Pl - Ql), 

cl(Ai,Aj ) = О, 

если Xjl - Xil ~ Ql; 

если Ql < Xjl - Хи ~ Pl; 

если Pl < Xjl - Xil· 

При индексе согласия c(Ai , A j ) 1 нет критериев, по кото-
рым вариант Aj лучше варианта Ai , при c(Ai,Aj ) = О вариант 
Ai хуже варианта A j по всем критериям. 

Индекс разногласия для двух вариантов Ai и A j по каждому 
критерию КI полагается равным: 

dt(Ai,Aj ) =0, 
dl(Ai,Aj ) = (ХЛ - Хи - Pl)/(Yl - Pl), 

dl(Ai ,Aj )=l, 

если Xjl - Хи ~ Pl; 

если Pl <Xjl-Xil ~Yl; 

если Yl < Xjl - Хи· 

(17.5) 
Значение индекса разногласия dl (Ai , Aj ) = О означает, что 

вариант Aj не лучше варианта Ai , а dl (Ai , A j ) = 1, что A j суще
ственно лучше варианта A i по критерию K1• 

Стеnен'Ь доверия f (A i , A j ) к утверждению о выполнимости 
бинарного отношения ограниченной предпочтительности SO'Ut 

для каждой пары вариантов A i и Aj вводится следующим обра

зом. Если согласие двух вариантов «не слабее,> их разногласия, 

т. е. c(Ai , A j ) ~ dl(Ai , A j ), то 

(17.6) 

в противоположном случае 

fij = f(Ai , A j ) =c(Ai , A j ) П [l-dj(Аi , Aj )JI[l-с(Аi , Aj)J, (17.7) 

lEL?j 
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где L?j - подмножество критериев, для которых c(Ai,Aj ) < 
< dl (A i , A j ). Если для некоторого критерия индекс разногла
сия dl(Ai,Aj ) = 1, то степень доверия I(Ai,Aj ) = о. Со
вокупность всех степеней доверия образуе~ матрицу доверия 

F = (Jij)mxm, которая характеризует выполнимость бинарного 
отношения ограниченной предпочтительности Sout для рассмат
риваемой совокупности вариантов. 

Далее, аналогично методу ЭЛЕКТРА 11, на операционном 
этапе формируются две последовательности сужающихся ядер и 
строятся две соответствующие им ранжировки вариантов: нис

ходящая z+ и восходящая z-. Опишем процедуру построения 
нисходящей ранжировки вариантов z+. Определяется макси
мальное значение степени доверия - элемент матрицы 10 = 
= max/ij, и ЛПР устанавливает некоторый порог доверия еио). 
Строится вспомогательная матрица В = (bij )тхт, элементы ко
торой задаются условиями bij = 1, если lij ~ 10 - еио); bij = О в 
противоположном случае. Вычисляются суммы элементов мат-

m m 
рицы В по строке Si = I: bij И столбцу Ti = I: bk1 , равные соот-

j=l k=l 

ветственно числу вариантов, которые хуже варианта Ai (уступа
ют варианту A i по отношению Sout) , и числу вариантов, которые 
лучше варианта A i (превосходят вариант A i по отношению Sout). 

Подмножество вариантов, имеющих наибольшее значение 

разности max(Si - Ti), образуют первое по предпочтительности 
ядро вариантов х1 . Если в ядре х1 содержится только один ва
риант, он исключается из рассмотрения, и процедура повторяет

ся вне ядра х1 на суженном множестве вариантов Х \ х1 . Если 
в ядре х1 содержится больше одного варианта, то процедура по
вторяется внутри ядра х1 до тех пор, пока в последнем самом 
малом подмножестве ядра х1 останется единственный вариант. 
После чего ядро х1 исключается из рассмотрения, и процеду
ра повторяется вне ядра х1 на суженном множестве вариантов 
х\х1 . В результате появляется нисходящая последовательность 
ядер Х1 , Х2 , .•• , х f, составляющая первую ранжировку z+ . 

Аналогичным образом для другого порога доверия еио) стро
ится вторая ранжировка z-, в которой восходящая последо
вательность ядер образуется из вариантов, имеющих наимень

шее значение разности min(Si - Ti). Итоговый результат в виде 
нестрогого упорядочения вариантов находится как пересечение 

нисходящей и восходящей ранжировок Z = z+ n z-. 
Метод ЭЛЕКТРА IV (1982) близок к методу ЭЛЕКТРА III. 

В нем также используются пороги безразличия, строгого пред-
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почтения и вето, но показатели относительной важности кри

териев явно не вводятся. Вместо них для разных групп крите
риев задаются четыре вида бинарных отношений, в совокупно

сти определяющих отношение ограниченной предпочтительно

сти Sout, по которому строится предпорядок на множестве вари
антов. 

Метод ЭЛЕКТРА TRl (1993) предназначен для сортиров
ки вариантов в заранее заданные классы решений, упорядочен

ные от худшего к лучшему. Каждый класс характеризуется сво

им так называемым профилем, определяемым нижней и верх

ней границами класса. Вариант относится к соответствующему 

классу решений, если верхняя граница класса и этот вариант 

находятся в отношении ограниченной предпочтительности Sout, 
выполнение которого проверяется путем вычисления степени до

верия, как это делается в методе ЭЛЕКТРА 111. Существуют 
другие модификации методов ЭЛЕКТРА, а также иные поро
говые методы упорядочения заданного множества вариантов. 

17.5. Задача формирования портфеля проектов 

Рассмотрим в качестве примера решение задачи формиро

вания портфеля проектов для инвестиций с помощью метода 

ЭЛЕКТРА 111. Допустим, имеется пять предприятий А1 -А5 , 
где предполагается модернизировать производство. Руководи

тель, отвечающий за распределение средств на выполнение про

ектов, заинтересован в упорядочении предприятий, позволякr 

щем ему выбрать лучший вариант инвестиций. 

1. Предварительно проводится структуризация проблемы. 
При участии ЛПР и экспертов были сформулированы следукr 

щие критерии оценки проектов: 

К1 . Финансовая устойчивость предприятия. 

К2. Обоснованность предлагаемого плана модернизации. 

кз . Возможность неудачной реализации проекта. 

К4 . Риск экологического ущерба при использовании новой 

технологии. 

К5 • Обеспеченность предприятия сырьем для работы по но
вой технологии. 

Каждый из критериев объединяет несколько заранее ото

бранных показателей, характеризующих соответствующий ас
пект проекта. Так, финансовый критерий К1 включает в се
бя величины расходов и доходов, налоговые платежи, показате
ли амортизации оборудования, дисконтирования и ряд других 
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Таблица 17.1 

Матрица оценок проектов 
по критериям 

х К1 К2 Кз К4 И5 

А1 -15 90 О 40 100 

А2 130 100 О О О 

Аз -10 50 О 10 100 

А4 45 90 О 5 20 

А5 -15 100 О 20 40 

стоимостных показателей, рассчитанных за период окупаемости 

проекта. 

Значения выделенных показателей для каждого из предпри

ятий задаются экспертами, а затем агрегируются в числовые 

оценки по соответствующим критериям. Оценка по критерию К1 
представляет собой величину, соотнесенную с чистым дисконти

рованным доходом (ЧДЦ) предприятия. Оценки по остальным 
критериям К2 -К5 даются по балльным шкалам от О до 100. 
Полученные предприятиями оценки по критериям Х = (Xil)mxn 

указаны в табл. 17.1. 
Заметим, что процедура отбора критериев и назначения оце

нок по критериям носит сугубо субъективный характер. Как 

видно из табл. 17.1, оценки по критерию Кз «Возможность не
удачной реализации проекта~ имеют нулевое значение для всех 

проектов. Однако, как убедимся ниже, исключать критерий КЗ 
из списка рассматриваемых критериев нельзя. 

2. Следующим и также субъективным шагом является кон
струкционный этап процедуры. ЛПР устанавливает показатели 
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Таблица 17.2 

Индикаторы предпочтений ЛПР 

Индикатор Kl К2 Кз К4 Ks 

Показатель важности Wl 1 1 1 1 1 

Порог безразличия ql 25 15 О 10 10 

Порог превосходства Рl 50 30 1 25 20 

Порог вето Уl 100 60 2 50 90 



важности критериев W/, пороги безразличия q/, строгого превос
ходства Р/ и вето у/, которые выражают его предпочтения. Зна
чения этих показателей приведены в табл. 17.2. Для простоты 
все критерии приняты одинаково важными дЛЯ ЛПР. 

Воспользовавшись данными табл. 17.1 и 17.2, вычисляются 
значения индексов согласия с( Ai , Aj ) и разногласия d/ (Ai , A j ) 

для каждой пары проектов А и Aj по формулам (17.4) и (17.5). 
Например, для проектов А2 и А5 результаты этих вычислений 

выглядят следующим образом. 

Индексы согласия: 

сl (А2 , А5 ) = 1, 

С2(А2, А5 ) = 1, 

сз(А2 , А5 ) = 1, 

С4(А2, А5 ) = 0,333, 

так как - 15 - 130 ~ 25; 

так как 100 - 100 ~ 15; 

так как О - О ~ О; 

так как 10 < 20 - О ~ 25 и 

(О - 20 + 25)/(25 - 10) = 1/3; 

так как 20 < 40 - О; 

С25 = с(А2 , А5 ) = (1 . 1 + 1 . 1 + 1 . 1 + 
+ 1 ·0,333 + 1 ·0)/(1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 0,667. 

Индексы разногласия: 

d1(A2 , А5 ) = о, 

d2 (A2 , А5 ) = о, 

dз (А2 , А5 ) = о, 
d4(A2 , А5 ) = о, 
d5 (A2 , А5 ) = 0,286, 

так как - 15 - 130 ~ 50; 

так как 100 - 100 ~ 30; 

так как О - О ~ 1; 

так как 20 - О ~ 25; 

таккак20<40-0<90и 

(40 - О - 20)/(90 - 20)=2/7. 

Матрица согласия С = (Cij)mxm представлена в табл. 17.3. 
Вычисленные таким образом индексы согласия и разногласия 

для всех пар проектов и всех критериев используются для изме

рения степени доверия к выполнимости отношения ограничен

ной предпочтительности Sout. Так, поскольку с(А2 , А5 ) > d/(A2, 
А5 ) дЛЯ всех критериев К1 - К5 , то степень доверия к выполни
мости отношения A2 SoutA5 , согласно формуле (17.6), 125 = 0,667. 
Если сравнить варианты А1 и А2 по критерию К1 , то индекс раз

ногласия составит dl(A1 , А2 ) = 1, так как 100 < 130 - (-15). 
В этом случае степень доверия к выполнимости отношения 

A1SoutA2 по формуле (17.7) равна Л2 = о. Матрица доверия 

2ЗЗ 



с 

А1 

А2 

Аз 

А4 

А5 

Таблица 17.3 

Матрица согласия С 

А1 А2 Аз А4 А5 

1,00 0,80 1,00 0,80 1,00 

0,60 1,00 0,80 0,80 0,67 

0,60 0,60 1,00 0,60 0,80 

0,60 0,80 0,80 1,00 0,73 

0,67 0,80 0,80 0,80 1,00 

F = (Jij), рассчитанная для рассматриваемого примера, приве
дена в табл. 17.4. 

3. Матрица доверия F используется на операционном этапе 
для построения итоговой ранжировки проектов А1 - А5 по отно
шению ограниченной предпочтительности Sout. Максимальное 
значение степени доверия, согласно табл. 17.4, 10 = 1,0. Поло
жим порог доверия равным еио) = 0,1/0. Вспомогательная мат
рица В для нисходящей последовательности дана в табл. 17.5. 

Нисходящая ранжировка проектов имеет вид 

Аналогичным образом строится восходящая ранжировка про
ектов, которая при пороге доверия еио) = 0,2/0 имеет такой вид: 

z- {:} (А1 ~ А2) >- (Аз ~ А5) >- А4 . 

Ядра вариантов выделены круглыми скобками. Проекты, по

павшие в одно и то же ядро, получают одинаковые ранги. Учи

тывая эти ранги, легко найти итоговую ранжировку проектов: 

F 

А1 

А2 

Аз 

А4 

А5 
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Таблица 17.4 

Матрица доверия F 

А1 А2 Аз А4 А5 

1,00 0,00 1,00 0,80 1,00 

0,00 1,00 0,00 0,80 0,67 

0,60 0,00 1,00 0,60 0,80 

0,21 0,80 0,57 1,00 0,73 

0,67 0,00 0,80 0,80 1,00 



в 

А1 

А2 

Аз 

А4 

А5 

ri 

Таблица 17.5 

Вспомогательная матрица В 

А1 А2 Аз А4 А5 Si Si - ri 

1 О 1 О 1 3 2 

О 1 О О О 1 О 

О О 1 О О 1 -1 

О О О 1 О 1 О 

О О О О 1 1 -1 

1 1 2 1 2 - -

После получения итоговой ранжировки необходимо провести 

анализ чувствительности результата к изменению значений ве

сов критериев и порогов индексов согласованности предпочте

ний ЛПР. в рассмотренном примере согласованность итоговых 
результатов оказалась приемлемой для ЛПР. 

17.6. Особенности пороговых методов 

Пороговые методы многокритериального сравнения вариан

тов достаточно часто применяются на практике, особенно в стра

нах Западной Европы. Здесь сложилась так называемая евро
пейская школа принятия решений, главенствующее место в ко

торой занимают именно пороговые методы. Эти методы поз

воляют гибко выражать различные виды предпочтений ЛПР: 

сильные, слабые, нейтральные, а также учитывать несравни

мость вариантов, используя специальные числовые индикаторы 

согласованности и неопределенности предпочтений. 

Основное содержание пороговых методов заключается в по
следовательном сужении множества допустимых вариантов, 

особом способе согласования оценок вариантов по отдельным ко

личественным критериям и специфическом подходе к агрегиро

ванию предпочтений ЛПР. Результат применения методов - ли

бо частичное или полное упорядочение, либо порядковая клас

сификация заданного множества вариантов на основе специаль
ного отношения ограниченной предпочтительности без вычисле

ния ценности вариантов. Таким образом, пороговые методы вхо

дят в третью группу методов рационального выбора. 
Одно из важных достоинств пороговых методов - возмож

ность ЛПР активно участвовать и вмешиваться в ход решения 
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задачи, влиять на полученный результат. Это может осуществ
ляться различными средствами: путем определения весов кри

териев, задания порогов отношений безразличия, превосходства 

и доминирования, установления пороговых уровней индексов со

гласия и разногласия, последовательного выделения ядер пред

почтительных вариантов. Существенно, что предпочтения ЛПР 

не задаются априорно, а формируются и уточняются в процессе 

поэтапного анализа и решения проблемы. 

Использование принципов согласия и разногласия предотвра

щает возможность компенсации существенного недостатка по 

одному из критериев за счет нескольких незначительных досто

инств по другим критериям, как это, например, производится в 

методах, основанных на функции ценности. Вместе с тем приме

нение этих принципов приводит К бинарным отношениям, кото

рые могут быть нетранзитивными и/или неполными, что услож
няет процедуры полного ранжирования вариантов. В ряде слу

чаев возможно возникновение циклов на множестве вариантов, 

что требует введения в метод специальных процедур для их ис
ключения. Сильное влияние на конечный результат оказывает 

назначение весов критериев. При решении практических про

блем выяснилось, что для одного и того же набора реальных ис

ходных данных разные модификации методов ЭЛЕКТРА дают 
хотя и близкие, но различающиеся результаты, что обусловлива

ет необходимость проведения дополнительного анализа чувстви

тельности результатов. 

Первоначально пороговый подход был эвристическим. В по
следние годы стали публиковаться работы, где дается его тео
ретическое обоснование, использующее теорию графов и упоря

доченных множеств. Появились также пороговые методы для 
группового принятия решений при наличии нескольких незави

симых ЛПР. Разнообразие и обилие показателей, вычисление ко
торых связано с непосредственным участием ЛПР, делает при
менение пороговых методов сравнительно сложным и трудоем

ким для человека. Для их практического использования раз

работано несколько компьютерных систем поддержки приня

тия решений, реализующих разные варианты методов ЭЛЕК

ТРА, которые обеспечивают интерактивность процедур взаимо

действия человека и ЭВМ. 



ГЛАВА 18 

ВЕРБАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РЕШЕНИЙ 

18.1. Вербальный подход к выбору вариантов 

в реальной жизни встречается немало ситуаций субъектив

ного выбора, варианты решения которых характеризуются глав
ным образом не числовыми, а вербальными (словесными) при
знаками. Подобный подход больше соответствует присущим лю

дям способам описания проблемы и выражения их предпочте
ний. С одной из таких проблем, связанных с покупкой загород
ного дома, уже встречались в гл. 16. Для оценки имевшихся ва
риантов там использовались качественные критерии с разверну

тыми содержательными описаниями. 

Однако в тех же иерархических методах при сравнении вари
антов друг с другом и последующем вычислении ценности вари

антов качественные оценки по критериям переводились в число

вые показатели, причем это делалось по единственной и единой 

для всех критериев шкале. Очевидно, что при таком преобразо

вании качественной информации в количественную возможны 

существенные погрешности и большой произвол в измерениях 

предпочтений ЛПР, что может приводить к их заметному иска

жению. 

Среди требований, предъявляемых к методам рационально
го выбора, большое значение имеют математическая коррект

ность и психологическая обоснованность методов, их прибли

женность к естественному языку, более удобному для описа

ния конкретной проблемной ситуации и выражения предпочте

ний ЛПР. Этим требованиям в значительной мере удовлетворя
ют методы вербал:ьного анализа решенuи, становление и разви

тие которых связано с именем о. и. Ларичева (СССР, Россия). 
Методы базируются на результатах психологических экспери

ментов по исследованию возможностей человека обрабатывать 

нечисловую информацию. 

Вербальный анализ решений реализует реляционную модель 

предпочтений ЛПР, основанную на многокритериальной сим
вольной оценке и сравнении вариантов. Определения числовой 

ценности вариантов не требуется. Собственно говоря, именно по
этому методы и получили название «вербальные». 
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18.2. Выявление предпочтений ЛПР 

В вербальном анализе решений используются оригинальные 

процедуры выявления предпочтений ЛПР. Свойства вариантов 

измеряются с помощью многих качественных·критериев К1 , ••• , 

Кn , имеющих небольшое число четко различающихся градаций 

на шкалах X q = {x~,x~, ... ,x~q}, q = 1, ... ,n. Перечень крите
риев и содержание их шкал определяется при непосредственном 

участии ЛПР и отражают его цели и предпочтения. Градации 

шкал критериев имеют развернутые словесные формулировки 

на обычном дЛЯ ЛПР языке. Варианты А1 , ... ,Ат представля-
ются n-мерными кортежами Xi = (xi1, Xi2, ... , Xin), где компо-
нента Xiq = Kq{Ai ) является оценкой варианта Ai по q-MY крите
рию Kq , а сам кортеж оценок принадлежит декартовому произ

ведению шкал критериев: xi Е Х = Х1 Х ••• х ХN • 

Одна из отличительных особенностей вербального анализа 

решений - специальный способ выявления предпочтений ЛПР. 

Вначале, исходя из своих субъективных предпочтений, ЛПР 

определяет некоторые порядки градаций оценок на шкалах всех 

критериев Х1 , ... ,хn . Тем самым на множестве Х задается 

транзитивное отношение доминирования кортежей Rdom, по ко
торому можно упорядочить часть кортежей, не обращаясь к 

ЛПР. В рамках вербального подхода будем называть такое упо

рядочение объективным. 

Далее пары формально несравнимых по отношению доми

нирования Rdom кортежей предъявляются ЛПР дЛЯ сравнения. 
ЛПР задается вопрос о предпочтительности для него одного 

из вариантов, который формулируется на естественном языке в 

развернутом виде, где присутствуют словесные формулировки 

градаций шкал сравниваемых сочетаний оценок по критериям. 

Пример такого вопроса к ЛПР приведен ниже в задаче от
бора проектов. Отвечая на поставленный вопрос, ЛПР выража

ет свои предпочтения, устанавливая между кортежами оценок 

одно из следующих бинарных отношений: субъективное стро
гое превосходство одного из вариантов XiPsubXj, субъективное 
нестрогое превосходство одного из вариантов XiRSUbXj, субъек
тивная эквивалентность вариантов xiIsubXj или их несравни

мость XiTXj. 

При измерении свойств вариантов и агрегировании предпо

чтений ЛПР используются только такие психологически допу
стимые процедуры, как сравнение двух кортежей, различаю

щихся оценками либо по одному, либо по двум критериям при 
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одинаковых оценках по остальным критериям; отнесение корте

жей оценок к заданным классам решений. При сравнении кор

тежей оценок считается, что вьшолняется аксиома независимо

сти свойств вариантов, а критерии независимы по предпочте

нию. 

В методах вербального анализа решений предполагается так

же непротиворечивость предпочтений единственного ЛПР, т. е. 
транзитивность отношений субъективного превосходства РвиЬ, 

Rsub и эквивалентности I sub . При появлении нетранзитивных 

циклов они должны исключаться. С этой целью в вербальных 
методах выполняется специальная проверка получаемой от ЛПР 
информации на непротиворечивость. 

Несогласованность суждеltий ЛПР может проявляться в ви

де ошибок, неточностей и противоречий, допускаемых челове

ком при сравнении вариантов по многим критериям, их упорядо

чении и/или классификации. Подобные ошибки и противоречия 
выявляются, предъявляются ЛПР дЛЯ анализа и затем устра
няются. Обычно это производится в интерактивном режиме. 
Осуществляется прямая и косвенная проверка ответов ЛПР, во

просы частично дублируются, а ответы многократно сравнива

ются с предыдущими ответами. Такие процедуры были названы 
за.м~уm'Ьt.мu. 

Полученные итоговые результаты или решающие правила 

описываются с помощью вербальных признаков (оценок по кри
териям), что позволяет дать их объяснение на привычном дЛЯ 
ЛПР языке. Таким образом, вербальный анализ решений в наи

большей степени отвечает требованиям, предъявляемым к мето

дам решения плохо структурируемых задач рационального вы

бора. 

18.3. Метод последовательного сужения 
множества вариантов 

Опишем разработанный с. В. Емельяновым, о. и. Лариче

вым, В. М. Озерным (СССР, 1972) метод, который относится к 
вербальным методам принятия решений. Метод предназначен 

для выделения небольшого числа наиболее предпочтительных 
вариантов из очень большого (содержащего несколько тысяч) 
числа вариантов, оцененных по многим (несколько десятков) 
критериям. Множество вариантов ха представлено кортежами 

оценок Xi = (Xi1, ... ,Xin). Дискретные вербальные шкалы всех 
качественных критериев упорядочены от лучших оценок к худ-
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шим. Метод обеспечивает последовательное сужение исходно
го множества вариантов на основе нескольких бинарных отно

шений векторного доминирования и состоит из следующих эта

пов. 

1. Варианты решения А1 , ... , Ат оцениваются экспертами по 
всем критериям. На множестве вариантов ха вводится первое 

отношение предпочтительности - доминирование R1, в соот

ветствии с которым из всего множества допустимых вариантов 

формируется подмножество наиболее предпочтительных вари
антов х1 С ха, куда входят недоминируемые по отношению R1 

кортежи. 

2. Все критерии разбиваются на группы, содержащие одина
ково важные критерии. Из двух критериев более важным дЛЯ 

ЛПР считается тот критерий, ухудшение оценки по которому 

на одну градацию шкалы менее желательно. Группы критери

ев упорядочиваются по важности. Для каждой s-й группы кри

териев вводится единая шкала, состоящая из трех вербальных 

оценок x~, х;, x~, также упорядоченных от лучшей оценки x~ к 
худшей x~. 

3. Вводится второе отношение предпочтительности R2 , кото
рое устанавливает следующее правило сравнения вариантов по 

числу оценок на группах критериев. 

Вариант Ai считается предпочтительнее варианта Aj , если 

хотя бы по одной группе критериев вариант Ai имеет больше 

лучших оценок, чем вариант Aj , а по остальным группам крите

риев вариант Ai не уступает варианту Aj . 

Варианты Ai и Aj эквивалентны, если по каждой группе кри

териев равны числа одинаковых оценок. Варианты Ai и Aj несрав

нимы, если ни один из вариантов не является доминирующим и 

если они неэквивалентны. 

В соответствии с отношением R2 из подмножества х1 выде
ляется суженное подмножество наиболее предпочтительных ва

риантов х2 С х1 , куда входят недоминируемые по отношению 
R2 кортежи оценок. 

4. Несравнимость вариантов по отношению R2 , связанную с 

оценками по одной группе критериев, можно устранить, если по 

всем критериям перейти от порядковых шкал оценок к интер

вальным. Этот переход выполняется следующим образом. Вари

анту Ai , имеющему оценки по одному из критериев s-й группы, 
приписывается некоторый численный штраф: за наличие оцен
ки x~ - штраф p~, за наличие оценки х; - штраф р;, за наличие 
оценки x~ - штраф p~, причем полагается p~ > р; > p~ ~ о. 
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5. Вводится третье отношение предпочтительности Rз, ко
торое устанавливает правило сравнения вариантов по величине 

штрафа на группах критериев. 
Вариант Ai считается предпочтительнее варианта Aj , если 

хотя бы по одной группе критериев вариант Ai имеет штраф 

меньший, чем вариант Aj , а по остальным группам критериев 

вариант Ai не имеет штрафов больших, чем вариант Aj . 

Варианты Ai и Aj эквивалентны, если по каждой группе кри

териев они имеют одинаковые штрафы. Варианты Ai и Aj несрав
нимы, если один из них имеет меньшие штрафы по одним груп

пам критериев, а другой - по другим. 

В соответствии с отношением Rз из подмножества х2 выде
ляется суженное подмножество наиболее предпочтительных ва

риантов ХЗ С Х2 , куда входят недоминируемые по отношению 
Rз кортежи оценок, которые затем рассматриваются ЛПР на за

ключительном этапе. 

Заметим, что выбор видов бинарных отношений предпочте

ния, а также последовательность их применения оказывает су

щественное влияние на итоговый результат. 

Метод был применен для отбора рациональных технологиче

ских схем шахт. Из более чем 7 000 допустимых вариантов, оце
ненных по 25 критериям, было отобрано около двух десятков ва
риантов для более детального анализа. 

18.4. Метод ЗАПРОС упорядочения вариантов 

Метод ЗАПРОС 1 (ЗАмкнутые ПРоцедуры у Опорных Ситу
аций, 1978) принадлежит к числу первых методов, разработан
ных в рамках вербального анализа решений, и предназначен для 

упорядочения относительно большой (несколько десятков) сово
купности реальных вариантов А1 , ... ,Ат , которые оценены по 

многим качественным критериям К1 , ••• , Кn , имеющим поряд

ковые шкалы X q = {x~, x~, ... , x~q} вербальных оценок. Решаю
щее правило для сравнения и выбора вариантов формулируется 
на множестве всех гипотетически возможных комбинаций кри
териальных оценок еще до появления реально рассматриваемых 

вариантов. 

Градации оценок порядковых шкал считаются упорядочен-

ными от лучших к худшим x~ >- x~ >- ... >- x~q. Сочетания самых 
лучших и самых худших оценок по всем критериям образуют 

кортежихl = (x~,x~, ... ,x~) ихh = (x~1,x~2, ... ,x~n), которые 
задают две оnорн:ые ситуации: лучшую и худшую. В ряде слу-
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чаев для их обозначения удобно пользоваться векторами, пред
ставленными номерами оценок по критериям 1 = (1,1, ... ,1) и 
h = (h1, h2, ... , hn ). Опорные ситуации могут соответствовать 
или не соответствовать реально имеющимся вариантам. 

Метод ЗАПРОС 1 основан на использовании единой порядко
вой шкалы (ЕПШ) оценок, задающей линейный предпорядок на 
множестве возможных оценок Х = Х1 Х ... х Хn . ЕПШ оценок 
формируется исходя из предпочтений ЛПР при помощи много

кратных парных сравнений гипотетических вариантов у лучшей 

хl и худшей x h опорных ситуаций. 
Вначале строятся единые порядковые шкалы для всех воз

можных пар критериев. При построении таких парных ЕПШ и 

сравнении различных пар кортежей оценок проводится провер

ка условия независимости критериев по предпочтению, выявле

ние и устранение несогласованности предпочтений ЛПР. 

Затем все парные ЕПШ объединяются в одну общую ЕПШ 
Ql оценок у лучшей опорной ситуации x l . Аналогичным образом 
строится вторая общая ЕПШ Qh оценок у худшей опорной ситу
ациихh . 

Построенные две общие ЕПШ представляют собой, по сути, 

решающие правила, с помощью которых можно сравнить и упо

рядочить реальные варианты, представленные кортежами оце

нок, а также объяснить ЛПР полученные результаты. 
Если две нестрогие ранжировки вариантов zl и zh, получен

ные с использованием обеих общих ЕПШ, совпадут или будут 

мало различаться, то это будет свидетельствовать о независимо

сти критериев. 

При большом различии или противоречии ранжировок вари

антов нужно либо получить дополнительную информацию от 

ЛПР, либо переформулировать постановку задачи, чтобы ис

ключить зависимость критериев. 

Рассмотрим детально основные этапы метода ЗАПРОС 1. 
1. Предварительно формируется подмножество x l гипотети

ческих вариантов - кортежей x fs = (xl, ... ,Х!д, ... ,x~), кото
рые отличаются от лучшей опорной ситуации x l = (xl, ... ,x~, 
... ,x~) только одной оценкой х!э по какому-либо S-МY критерию 
Кв , т. е. fs = 2, ... ,hs ; S = 1, ... , n. Переход от лучшей опорной 
ситуации к кортежам с худшими оценками влечет понижение об

щего качества решения. 

2. Проводится сравнение пар кортежей x fs и x ft , имеющих 
разные оценки по одному критерию: либо по S-MY, либо по t-мy, 
и одинаковые (лучшие) оценки x~ (q i= s, t) по всем оста.ль-
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ным критериям. Часть таких кортежей оценок можно объектив

но упорядочить по отношению доминирования Rdom без участия 
ЛПР. Действительно, имеем 

( ... ,x~, ... ,x~, ... ) ~ ... ~ ( ... ,x~, ... ,x{t, ... ) ~ ... ~ 

~ ( ... ,x~, ... ,x~t, ... ), 

( ... ,x~, ... ,x~, ... ) ~ ... ~ ( ... ,Х{В, ... ,x~, ... ) ~ ... ~ 

~ ( ••• ,X~B, ••• ,x~, ... ), 
где одинаковые оценки по остальным критериям для простоты 

опущены. 

Пары кортежей, имеющих другие сочетания оценок по S-MY 

и t-MY критериям, останутся несравнимыми, например ( ... ,x~, 
... ,х;, ... ) и ( ... , x~, ... , х}, ... ), ( ... , x~, ... ,x~, ... ) и ( ... , х в' 
... ,х}, ... ), и подобные им пары. Такие пары кортежей предъ-
являются ЛПР дЛЯ сравнения в виде подробных словесных фор

мулировок, включающих все оценки сравниваемых вариантов по 

критериям. 

3. В соответствии со своими предпочтениями ЛПР устанавли
вает между формально несравнимыми кортежами одно из двух 
отношений: или отношение субъективной эквивалентности Isub, 

т. е. ( ... , x~, ... , x~, ... ) ~ ( ... , x~, ... , xf, ... ), или отношение 
субъективного нестрогого превосходства Rsub, т. е. либо ( ... , 
x~, ... ,x~, ... ) t: ( ... ,x~, ... ,xf, ... ), либо ( ... ,x~, ... ,x~, ... ) j 
j ( ... , x~, ... , xf, ... ). 

4. Проводится сравнение остальных пар кортежей оценок по 
их предпочтительности для ЛПР. Выбор следующей сравнива

емой пары осуществляется в зависимости от данного ЛПР от

вета. Пусть ЛПР выразил свои предпочтения так, как показано 
ниже: 

/( ... ,x~, ... ,x;, ... )-t( ... ,x~, ... ,x~, ... ) ... 
( ... , x~, ... , x~, ... )~ -u- ~ -u-

( ... ,x~, ... ,х}, ... Н ... ,x~, ... ,х}, ... ) ... 

Здесь одинарная стрелка -t изображает отношение домини

рования Rdom, двойная стрелка => - отношение субъективного 

превосходства Rsub вариантов дЛЯ ЛПР. Объединив все сравне
ния, получим следующее упорядочение пар кортежей, отличаю

щихся только оценками по S-MY и t-MY критериям: 

243 



( ... , X~, ... , X~, ... ) ~ ( ... , X~, ... , х;, ... ) ~ 
~ ( ... ,х;, ... ,X~, ... ) ~ ( ... ,X~, ... ,X~, ... ) ~ 

~ ( ... , X~, ... , X~, .•• ) ~ ••• ~ 

> ( 1 ht) '" ( h. 1) _ ••• , Х в' ... ,Xt , ... '" ... , Х s , ... , X t , ... , 

где отношение доминирования Rdom обозJtачено знаком~, отно
шение превосходства Rsub - знаком ~, отношение эквивалентно

сти lвuь - знаком ~. 
Запишем это упорядочение кортежей оценок в более ком

пактной форме, указывая только индексы сравниваемой пары 

критериев, номера оценок по этим критериям и опуская значок 

нестрогости неравенства (нижнюю черту): 

> slt ht ~ shstl. 

П риведенное выражение и есть nарная едuная nоряiЖовая 
ш'/Са.ла для критериев Кв и K t у лучшей опорной ситуации. Обо
значим парную ЕПШ дЛЯ s-ro и t-ro критериев как Q~t. ЕПШ 
Q~t можно записать еще более простым образом, если указывать, 
кроме первой пары, только оценки, отличающиеся от лучших: 

sl t l > t 2 >- s2 >- t 3 >- s3 > ... >- tlt >- sls > ... > tht ~ sh •. 
(18.1) 

5. Сравнивая все пары гипотетических кортежей x ls и x ft 
из подмножества X l , которые отличаются от кортежа x l только 
оценкой по одному из критериев, формируют все парные ЕПШ 
Q~t s, t = 1, ... ,n у лучшей опорной ситуации. Всего имеется 
n(n-1)j2 таких парных ЕПШ. Объединив все парные ЕПШ Q~t, 
получим общую едuную nоряiЖовую ш'/Са.лу Ql оценок по крите
риям у лучшей опорной ситуации, на которой будут упорядоче

ны все градации оценок по шкалам всех критериев, начиная с 

лучшей оценки x l = (X~, X~, ... ,X~). 
Точно таким же образом строится общая ЕПШ Qh у худшей 

опорной ситуации, на которой будут упорядочены все градации 

оценок по шкалам всех критериев, закончив худшей оценкой 

xh = (x~l, x~2, ... , x~n). Для этого формируется подмножество 
x h гипотетических вариантов - кортежей x g• = (x~l, ... ,x~B, 
... ,x~n), которые отличаются от худшей опорной ситуации x h = 

( hl h. hn ) й ~ g. о а о у = Х1 , ••• ,Хв , ... 'Хn только одно оценкои Хв п к к м -
либо критерию Кв , т. е. 9в = 1, ... ,hs - 1; s = 1, ... ,n. 
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Совокупность всех парных ЕПШ Q~t можно представить в 
виде ориентированного графа, вершинами которого служат па
ры критериальнblX оценок (одна из них - лучшая). Построение 
общей ЕПШ Ql производится С помощью стандартной проце
дуры разборки графа - определения недоминируемblX вершин. 
Аналогичным ориентированным графом представляется сово

купность всех парных ЕПШ QZt у худшей опорной ситуации, а 
общая ЕПШ Qh строится путем определения недоминирующих 
вершин. 

18.5. Ранжирование вариантов 
с помощью единой шкалы 

В ходе сравнения кортежей оценок для разных пар критери

ев и построения парных ЕПШ у лучшей Q~t и худшей QZt опор
ных ситуаций про водится многократная проверка ранее выска

занных предпочтений ЛПР на непротиворечивость и транзитив

ность. Если при построении общей ЕПШ Ql или Qh недоминиру
емая или недоминирующая вершина графа не выделяется, зна

чит, имеется несогласованность отдельных частей в некоторых 

парных ЕПШ, связанная с нарушением условия независимости 

критериев по предпочтению. Например, если на каком-то этапе 

процедуры при сопоставлении парных ЕПШ Q~u и Q~u окажет
ся, что 

или 
2 3 ....... 2 3 ... t >t ....... 8 >8 ... , 

то это вступит в противоречие с порядком оценок (18.1), уста
новлен,НЫМ по парной ЕПШ Q~t. 

Такие несогласованности выявляются и представляются ЛПР 

дЛЯ анализа. Для их устранения выполняется повторный опрос 

ЛПР с помощью замкнутых процедур для соответствующих пар 

критериев. Результаты специальных психологических исследо
ваний показывают, что человек допускает мало противоречий 

при n = 7 - 8 критериях, имеющих h = 3 - 4 оценки на шкалах. 
Помимо условия независимости критериев по предпочтению 

проверяется также возможная зависимость критериев от изме

нения качества решения у двух опорных ситуаций. Для этого 

для каждой пары критериев КВ и K t сравнивают парные еди

ные порядковые шкалы Q~t и QZt, построенные у лучшей и худ
шей опорных ситуаций. Если ЕПШ Q~t И QZt непротиворечивы, 
то критерии КВ и Kt можно считать независимыми. В противо-
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положном случае критерии КВ и Kt зависят от изменения каче

ства. 

Как правило, зависимость критериев от изменения качества 

обусловлена влиянием оценки по одному ИЗ'критериев на оцен

ки по другим критериям. При наличии такой зависимости или 
исключают оказывающее влияние оценку из рассмотрения, или 

объединяют зависимые критерии в один критерий с новой шка

лой. После этого формируются новые опорные ситуации и стро

ятся новые общие ЕПШ Ql или Qh, которые для независимых 
критериев должны совпадать. 

Построенная общая ЕПШ оценок Ql используется для ран
жирования реально имеющихся вариантов решения. В соответ

ствии с общей ЕПШ каждому сочетанию оценок, начиная с луч

шей опорной ситуации, можно присвоить свой ранг. Так, если в 

общей ЕПШ Ql присутствует начальная часть условия (18.1), то 
кортежи оценок получат следующие ранги: 

и т. д. Таким образом, каждой градации x~и на шкале каждого 
критерия КU будет соответствовать свой собственный ранг T~и 
по общей ЕПШ Ql. Например, все лучшие оценки x~, и = 1, ... , 
n, имеют ранг 1, оценка х; - ранг 2, оценка х; - ранг 3 и т. д. 

Сопоставим каждому реально имеющемуся варианту Ai , 

представленному кортежем оценок Xi = (xi1, ... , Xin), вектор 
ri = (ri1, ... , rin), составленный из рангов соответствующих 
критериальных оценок, а затем расставим эти ранги по воз

растанию их значений. Все реальные варианты можно теперь 

сравнить и упорядочить по отношению доминирования ранго

вых векторов. 

Если реальных вариантов много, то сначала выделяются все 

доминирующие и несравнимые варианты, которые составят пер

вое ядро х1 наиболее предпочтительных вариантов. Ядро х1 

удаляется из рассмотрения, а из оставшихся вариантов выделя

ется второе ядро Х2 , затем третье ядро х3 и т. д. Получающа
яся последовательность ядер Х1 , Х2 , ••• , х f образует частично 
упорядоченное по предпочтительности множество вариантов. 
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Общие ЕПШ Ql и Qh, построенные у лучшей и худшей опор
ных ситуаций, представляют собой агрегированные предпочте

ния ЛПР. Они позволяют упорядочить кортежи оценок, компо
нентами которых являются лучшие и худшие оценки по крите

риям. При этом кортежи, составленные из комбинаций средних 
оценок, отличающихся от лучших и худших, окажутся вне рамок 

общих ЕПШ. А значит, соответствующие им варианты останут
ся несравненными. 

Описанная процедура ранжирования с помощью общей ЕПШ 
оценок позволяет объяснить ЛПР получившееся превосходство 

или несравнимость вариантов на привычном для него языке. 

Кроме того, появляется возможность показать ЛПР, какие из 

его ответов привели к соответствующим рангам отдельных оце

нок на общей ЕПШ. 

18.6. Задача отбора проектов 

Применим метод ЗАПРОС 1 к решению задачи отбора на
учно-исследовательских проектов для финансирования, кото

рая по своему содержанию аналогична задаче формирования 

портфеля инвестиционных проектов, изложенной в разд. 17.5, 
и состоит в упорядочении проектов, оцененных по многим каче

ственным критериям. 

1. На предварительном этапе структуризации проблемы ДЛЯ 
сравнения проектов были определены с участием ЛПР следу~ 
щие критерии и их шкалы. I 

к 1. Перспективность проекта 

а 1 - получение принципиально новых методов, технологий, материа
лов; 

а2 - существенное совершенствование методов, технологий, материа
лов; 

аЗ - определенное улучшение методов, технологий, материалов. 

К2 • Новизна подхода к решению задачи 

Ь1 - новый оригинальный подход; 
Ь2 - модернизация существующих подходов; 
ЬЗ - повторение известных подходов. 

КЗ • Квалификация исполнителей 

с1 - одна из самых высоких в данной области; 
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с2 - достаточна для выполнения проекта; 
с3 - недостаточна для выполнения проекта. 

к 4. Ресурсное обеспечение 

d1 - достаточно для выполнения проекта; 
d2 - в основном достаточно, требуется незначительное пополнение ре
сурсов; 

d3 - недостаточно, требуется значительное пополнение ресурсов. 

Кб. Возможность практического использования результатов 

е 1 - результаты будут полностью пригодны к практическому приме
нению; 

е2 - потребуется дополнительная работа для доведения результатов до 
практической пригодности; 

е3 - возможность практического применения результатов не ясна. 

Согласно введенным шкалам, лучшей опорной ситуации соот
ветствует кортеж Хl = (а 1, Ь1 , с1 , d1 , е1 ), а худшей - x h = (аЗ, ЬЗ , 
сЗ , dЗ , еЗ ), которые можно записать так же, как векторы номеров 
оценок 1 = (11111) и h = (33333). Здесь и далее будем опускать 
для простоты записи запятые между компонентами векторов но

меров оценок. 

2. Для построения общих единых порядковых шкал оценок Ql 
и Qh У лучшей хl и худшей x h опорных ситуаций формируется 
два вспомогательных подмножества хl и x h . В первое подмно
жество хl входят векторы оценок, у которых значение одной из 
компонент отличается от 1, т. е., может быть 2 или 3. Во второе 
подмножество x h - векторы оценок, где все значения компо
нент, кроме одной, равны 3, а эта компонента принимает значе
ние 1 или 2. 

Рассмотрим процедуру построения ЕПШ Ql у лучшей опор
ной ситуации. Сначала множество хl оценок упорядочивается 
по отношению доминирования Rd,om. Оставшиеся несравнимыми 
по отношению Rd,om кортежи предъявляются для субъективного 
сравнения ЛПР. 

Типовой вопрос к ЛПР о сравнимости двух кортежей, отли

чающихся оценками по паре критериев, формулируется следую
щим образом: 

«Сравните два проекта, которые выполняются специалиста

ми самой высокой квалификации, имеющими достаточное для 

выполнения проекта ресурсное обеспечение, а ожидаемые ре
зультаты будут полностью пригодны к практическому примене-
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нию. Какой из проектов вы предпочитаете: 

• предполагающий получение принципиально новых мето
дов, технологий, материалов и использующий модернизацию су

ществующих подходов к решению задачи; 

• предполагающий существенное совершенствование мето
дов, технологий, материалов и использующий новый оригиналь

ный подход к решению задачИ». 

Возможные ответы на вопрос: 

• первый проект лучше второго; 
• второй проект лучше первого; 
• проекты равноценны. 
Здесь ЛПР предлагается сравнить два варианта Xi = (а 1, Ь2 , 

с1 , d1 , е1 ) и Xj = (а2 , ь1 , с1 , d1, е 1 ), которые отличаются оценка
ми по первому и второму критериям, и выразить свое субъек

тивное предпочтение XiRsubXj или XiISUbXj. Пусть ЛПР ответил, 
что оба проекта равноценны. Это означает, что на парной ЕПШ 

оценок Qi2 для критериев К1 и К2 сочетания оценок а2ь1 и а 1 ь2 
эквивалентны. Дальше сравниваются варианты (а1 , Ь2 , с1 , d1 , е 1 ) 
и (аЗ, ь1 , с1 , d1 , е1 ) и т. д. В результате по ответам ЛПР строится 
парная ЕПШ Qi2' имеющая, например, такой вид: 

(18.2) 

Сравнив при участии ЛПР все объективно не сравнимые па

ры кортежей из подмножества x 1, которые отличаются только 
одной компонентой от лучшей оценки по соответствующему кри

терию, образуют все парные ЕПШ Q~t у лучшей опорной ситуа
ции Xl. Допустим, что результаты сравнений кортежей по отно

шениям Rdom, Rsub и Isub дали следующие парные ЕПШ оценок: 

Qiз - а1 с1 > с2 > СЗ >- а2 > аЗ; 
Qi4 - a 1d1 > d2 >- а2 >- dЗ >- аЗ; 

Qi5 - а1 е1 > а2 >- еЗ >- аЗ >- еЗ ; 

Q~З - ь1 с1 > с2 > СЗ >- ь2 > ьЗ ; 

Q~4 - b1d1 > d2 >- ь2 >- dЗ >- ьЗ ; 

Q~5 - ь1 е1 > ь2 >- е2 > еЗ ~ ьЗ ; 

Q~4 - с1е1 > с2 ~ d2 >- СЗ >- dЗ ; 

Q~5 - с1 е1 > с2 > СЗ >- е2 > еЗ ; 

Q~5 - d1e 1 > d2 > dЗ >- е2 > еЗ . 
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При построении парных ЕПШ Q~t новые ответы ЛПР со
поставляются с ранее данными. При появлении противоречий 
в предпочтениях ЛПР они предъявляются ЛПР дЛЯ анализа и 

устраняются. При непротиворечивости всех парных ЕПШ Q~t 
их можно легко объединить в одну общую порядковую шкалу 

оценок Ql у лучшей опорной ситуации, которая в нашем случае 
выглядит так: 

Ql - alblcldlel > с2 ~ d2 >- СЗ >- а2 ~ 

~ ь2 >- dЗ >- е2 >- аЗ >- ЬЗ ~ еЗ . 
(18.3) 

3. Аналогичным образом, выполнив по отношениям Rdom и 
Rsub парные сравнения кортежей оценок из подмножества Xh, 
которые отличаются от худшей оценки x h только одной компо
нентой, получаем все парные ЕПШ Q~t и общую ЕПШ Qh у худ
шей опорной ситуации, например, следующего вида: 

Qh _ а1 >- с1 >- е 1 >- d1 >- ь1 >- с2 >- d2 >-
(18.4) 

4. После построение парных ЕПШ Q~t и Q~t У лучшей и худ
шей опорных ситуаций выполняется дополнительная проверка 

условия независимости критериев от изменения качества. На

пример, для критериев К1 и К2 парные ЕПШ непротиворечивы: 

Qi2 - а 1 ь1 > а2 >- ь2 >- аЗ >- ЬЗ , 

Q~2 - а1 >- ь1 >- а2 >- ь2 >- аЗЬЗ . 

Значит, в данном случае критерии Кl и К2 независимы. 
Сопоставляя выражения для общих ЕПШ Ql (18.3) и Qh 

(18.4), можно увидеть, что оценка & «квалификация исполни
телей недостаточна для выполнения проекта» не согласована 

с оценками а2 «существенное совершенствование методов, тех
нологий, материалов» и Ь2 «модернизация существующих под
ходов к решению задачи», а оценка dЗ «ресурсное обеспечение 
недостаточно для выполнения проекта» не согласована с оцен

кой е2 «потребуется дополнительная работа для доведения ожи
даемых результатов до практической пригодностИ». Это указы

вает на влияние критерия КЗ «Квалификация исполнителей» на 
критерии К1 «Перспективность проекта» и К2 «Новизна подхо
да к решению задачи», а также на зависимость между критери

ем К4 «Ресурсное обеспечение» и критерием К5 «Возможность 
практического использования результатов». 
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Таблица 18.1 

Ранж:ировка 

векторных оценок 

Оценка Ранг 

11111 1 

11211 2 

11121 

11311 3 

21111 4 

12111 

11131 5 

11112 6 

31111 7 

13111 8 

11113 

Поскольку зависимость критериев от изменения качества на

блюдается лишь для оценок, близких к худшим, то реальные 

проекты, имеющие такие оценки, скорее всего будут относить

ся к ядрам, которые находятся в конце ранжировки, а значит, 

их ранг будет не очень важен для итогового результата. Обыч

но на практике градации зависимых оценок (в нашем случае с?
и сЗ , d? и dЗ на шкалах критериев Кз и К4) соединяют в еди
ные интегральные градации с соответствующими развернутыми 

формулировками. В итоге все критерии станут независимыми от 
изменения качества. 

5. Общая единая порядковая шкала Ql у лучшей опорной си
туации определяет линейный предпорядок на множестве оценок 

Х = Х1 Х ... х Х5 И набор рангов, соответствующий градациям 
оценок на шкалах критериев. Ранжировка комбинаций вектор

ных оценок, заданная формулой (18.3), приведена в табл. 18.1, 
где градации оценок выделены жирным шрифтом. 

Пpu..мe.р 18.1. Пусть имеется три реальных проекта А1 , А2 , 
Аз, которые несравнимы по отношению доминирования Rdam. 
Векторные оценки проектов по критериям, ранговым оценкам, 
упорядоченным рангам указаны в табл. 18.2. 
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Таблица 18.2 

Векторные оценки проектов 

Проект Критериальная оценка Ранговая оценка Упорядоченные ранги 

А 1 12121 14121 11124 

А2 21212 41216 11246 

Аз 31113 71118 11178 

Проект А1 предпочтительнее проектов А2 и Аз, которые оста
ются несравнимыми. При этом проект А1 будет находиться в бо
лее высоком ядре, чем проекты А2 и Аз. Если проекты А2 и Аз 
попадут в разные ядра, то тем самым можно установить предпо

чтительность одного из них. В противоположном случае проек

ты А2 и Аз окажутся равноценными дЛЯ ЛПР. • 

Заметим, однако, что используемое в методе ЗАПРОС упо

рядочение компонент вектора ранговых оценок по возрастанию 

приводит к «перемешиванию» компонент, имеющих различные 

«содержания~. Поэтому сравнивать такие векторы по отноше

нию доминирования, строго говоря, математически некоррект

но. Вместо этого можно принять во внимание, например, сумму 

рангов, агрегирующую неравноценные дЛЯ ЛПР ранговые оцен

ки и играющую роль функции ценности, по которой и опреде

лять предпочтительность вариантов. Лучшему варианту будет 

соответствовать меньшая сумма рангов. При таком подходе по

лучаем, что проекты А1 , А2 , Аз имеют суммы рангов, равные со
ответственно 9, 14 и 18, а значит, проекты ранжируются так: 
А1 >- А2 >- Аз. 

18.7. Группа методов ЗАПРОС 

Методы семейства ЗАПРОС, куда наряду с методом ЗА
ПРОС 1 (1978) входят и его усовершенствованные варианты -
методы ЗАПРОС 11 (1995) и ЗАПРОС 111 (2001), составляют 
группу методов вербального анализа решений, использующих 
специальные процедуры измерения и агрегирования предпочте

ний ЛПР. Первая и вторая версии метода ЗАПРОС базируются 
на понятиях ЕПШ оценок. Общие ЕПШ Ql и Qh, построенные в 
методе ЗАПРОС 1 у лучшей и худшей опорных ситуаций, зада
ют в случае независимых критериев линейный предпорядок на 

множестве оценок Х = Х1 Х ... х Хn , на основе которого полу

чаются нестрогие ранжировки реально имеющихся вариантов. 
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В методе ЗАПРОС П предложена модифицированная проце
дура, позволяющая работать с зависимыми критериями, а так

же введены различные способы построения итоговой ранжиров

ки вариантов. ЛПР может выбрать по своему усмотрению раз

личные способы формирования ядер. В ядро можно включать 
доминирующие варианты; доминируемые варианты; варианты, 

доминирующие наибольшее число других вариантов; варианты, 

доминируемые наименьшим числом других вариантов. Внут

ри ядер можно провести дополнительные сравнения вариантов 

между собой, привлекая добавочную информацию об изменении 

качества решения по отдельным критериям. В отличие от мето

да ЗАПРОС 1 сравнения кортежей оценок у худшей опорной си
туации x h используются здесь лишь для проверки независимо
сти критериев, а не для построения второй общей ЕПШ оценок. 

Внестрогой ранжировке вариантов, получаемой в методах 

ЗАПРОС 1 ~ П, заметная часть вариантов остается несравни
мой. Это касается главным образом вариантов, которые имеют 
«средние» оценки по критериям, занимающие промежуточное 

положение между лучшими и худшими оценками. 

В методе ЗАПРОС ПI реализована иная процедура выявле
ния предпочтений ЛПР, в которой ЛПР сравнивает изменения 

качества вариантов при переходе от одной оценке к другой по 

шкале каждого из критериев. Результатом является построение 

единственной единой шкалы изменений качества (ЕШИК), зада
ющей линейный порядок на множестве оценок Х = Хl Х ••• х ХN • 

В процессе построения шкалы производится многократная про

верка условий независимости критериев по предпочтению и из

менению качества, выявление и устранение возможных наруше

ний этих условий, а также нетранзитивности суждений ЛПР. 

Общая шкала изменений качества используется для ранжи

рования реальных вариантов и объяснения полученного резуль

тата. Ранжировка вариантов остается по-прежнему нестрогой, 

но число несравнимых вариантов становится существенно мень

шим, чем в методах ЗАПРОС 1 и ЗАПРОС 11, поскольку теперь 
ранжировка определяется линейным порядком, а не линейным 

предпорядком. 

Самым простым для практического применения является ме

тод ЗАПРОС П, где ЛПР непосредственно сравнивает корте
жи оценок. В методе ЗАПРОС 1 сравниваются изменения ка
чества вариантов, отсчитываемые от опорных ситуаций, а в ме

тоде ЗАПРОС 111 - изменения качества на шкалах всех крите
риев, что требует большего объема информации от ЛПР. Метод 
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ЗАПРОС III имеет самую большую разрешающую силу среди 
методов этой группы. 

18.8. Метод ОРКЛАСС классификации вариантов 

Метод ОРКЛАСС (ОРдинальная КЛАССификация, 1986) 
предназначен для построения решающего правила, которое поз

воляет распределять имеющиеся многопризнаковые варианты 

(объекты, альтернативы) А1 , ... , Ат по небольшому числу (2-
5) заранее заданных классов решений С1 , ... , Си, упорядочен
ных по убыванию некоторого свойства. 

Представим рассмотренную в разд. 18.7 задачу отбора про
ектов для финансирования как задачу порядковой классифика

ции. Варианты A i характеризуются n-мерными кортежами Xi = 
= (Xi1, Xi2, ... ,Xin) оценок Xiq = Kq(Ai ) по критериям. Критерии 
K q и их порядковые шкалы X q - те же, что и ранее. 

Возможными классами решений о финансировании научно

исследовательских проектов могут быть, например, такие клас

сы, которые приведены ниже. 

С1 . Выделить запрашиваемые на проект средства в полном 
объеме. 

С2 . Выделить запрашиваемые на проект средства в меньшем 
объеме. 

СЗ . Рассмотреть возможность выделения средств после дора
ботки проекта. 

С4 • Не выделять средства на проект. 
Решающие правила классификации формулируются до по

явления рассматриваемых вариантов. Решающие правила пред

ставляют собой комбинации значений оценок, которые устанав

ливают границы классов в многокритериальном пространстве 

признаков Х = Х1 Х ... х ХN • Декартово произведение шкал 

критериев X q определяет множество всех гипотетически воз

можных кортежей оценок. Так как для каждого кортежа оце

нок можно указать его принадлежность к конкретному классу, 

то классификация является nол:/t,ои. 

Строить такую полную классификацию непосредственно пу
тем отнесения каждого из кортежей к тому или иному классу 

неэффективно, так как даже при небольшом числе критериев и 
градаций оценок на шкалах общее число сочетаний оценок мо
жет быть достаточно велико. 

Для этих целей в методе ОРКЛАСС предложен оригиналь
ный подход к построению полной порядковой классификации 
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кортежей оценок вариантов по относительно небольшому числу 

ответов ЛПР с выявлением и устранением возможных противо

речий в предпочтениях. Основная идея подхода состоит в следу
ющем. Во-первых, на множестве кортежей оценок Х = Х1 Х ••• Х 
Х ХN имеется отношение доминирования Rd,om, порожденное 
упорядочением градаций оценок на шкалах критериев от луч

шей к худшей. Во-вторых, имеется упорядоченность классов ре

шений Сl, ... ,Си по степени выраженности свойства, которая 
означает, что любой многопризнаковый вариант (кортеж оце
нок) из каждого класса с более выраженным свойством предпо
чтительнее любого варианта из класса, обладающего менее вы

раженным свойством. Наличие двух таких упорядочений позво

ляет построить специальную процедуру опроса ЛПР дЛЯ выяв
ления его предпочтений. 

Изначально принимается, что кортеж оценок Х/ = (х}, x~, ... , 
x~), соответствующий лучшей опорной ситуации, принадлежит 
к первому, наиболее предпочтительному классу решений С1 , а 

кортеж x h = (x~l, x~2, .,. , x~n ), соответствующий худшей опор
ной ситуации, - к последнему, наименее предпочтительному 

классу Си. Выбрав некоторый кортеж с промежуточными оцен
ками и предъявив его ЛПР дЛЯ отнесения к определенному клас

су, можно затем распространить эту принадлежность к классу 

на все остальные кортежи, которые доминируют данный. На

помним, что вопрос к ЛПР формулируется в виде развернутого 
словесного описания варианта на языке критериальных оценок. 

Для сокращения числа обращений к ЛПР каждый раз ему 
следует предъявлять наиболее информативный кортеж оценок, 

т. е. такой кортеж, исходя из принадлежности которого к како

му-то классу можно дополнительно классифицировать макси
мально возможное число других кортежей. 

18.9. Информативные кортежи оценок 

Для иллюстрации процедуры классификации кортежей рас

смотрим ситуацию, в которой задано только два класса решений 

С1 и С2 , К которым нужно отнести варианты, оцененные по трем 
критериям, имеющим три градации качества: Кl = {а1 ,а2 ,аЗ }, 
К2 = {ы,2, ьз} ,' КЗ = {cI,c2,dI}. Представим все возможные 
кортежи оценок (всего их 3 х 3 х 3 = 27) в виде трех матриц, 
каждая из которых содержит комбинации оценок по критериям 
К1 и К2 (табл. 18.3). Левая матрица соответствует лучшей оцен
ке с1 , средняя - средней оценке с2, правая - худшей оценке сз . 
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Таблица 18.3 

Распространение ответа ЛПР на другие сочетания оценок 

Полная классификация кортежей оценок будет построена, ес
ли в каждой клетке всех матриц будет указан номер класса, к ко

торому относится соответствующий кортеж. Очевидно, что все

гда х1 = (al,bl,cl ) Е Cl , x h = (аЗ,ЬЗ,сЗ ) Е С2. Таким образом, 
остается расклассифицировать еще 25 кортежей. 

Предположим, что ЛПР был предъявлен кортеж (аз ,ы1 с2),' 
представленный левой нижней клеткой средней матрицы, и 

ЛПР отнесло его к классу С1 • Тогда, распространяя принад
лежность кортежа к классу по отношению доминирования, по

лучим, что.к этому же классу принадлежат кортежи (a2 ,bl ,c2), 
(a l ,bl,c2), (аз,ы1сl) ,' (a2 ,bl,cl ), представленные левыми столб
цами первой и второй матриц, которые имеют лучшие оценки, 

чем кортеж (аЗ, Ь! , с2). Тем самым по одному ответу ЛПР уда
лось расклассифицировать сразу пять кортежей (см. табл. 18.3). 

Если бы ЛПР отнесло кортеж (аЗ, Ь! , с2) к классу С2 , то В 
этот же класс вошли кортежи (аЗ ,Ь2 ,с2), (аЗ ,ЬЗ ,с2), (аз,ы,з) ,, 
(аЗ, ь2 , сЗ ), представленные нижними строками второй и третьей 
матриц, которые имеют худшие оценки, чем кортеж (аз ,ы1 с2) •• 

И в этом случае пять кортежей оказались отнесенными к кон

кретному классу. 

Инде1ССО,м, инфор,м,ативности кортежа оценок, предъявлен

ного ЛПР дЛЯ классификации, назовем два числа кортежей, 
которые будут классифицированы при двух вариантах ответа 

ЛПР. В рассмотренном случае индекс информативности кор
тежа (аз ,ы1 с2)) есть 5 ± 5. Смысл знака ± объясняется далее. 
В табл. 18.4 указаны индексы информативности для всех кор
тежей оценокl , где первая составляющая индекса относится к 
классу C l , а вторая - к классу С2 • 

Сформулируем теперь, что такое наиболее информативный 
кортеж оценок. Во-первых, желательно обеспечить одновремен

ную классификацию возможно большего числа кортежей. Во
вторых, нужно стремиться к наибольшей информативности лю-

lПримеры индексов взяты из работы [32]. 
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Таблица 18.4 

Индексы информативности различных комбинаций оценок 

I±О 1 ± 17 2±8 1 ± 17 3± 11 5±5 2±8 5±5 8±2 

1 ± 17 3± 11 5±5 3 ± 11 7±7 11 ±3 5±5 11 ±3 17± 1 

2±8 5±5 8±2 5±5 11 ±3 17± 1 8±2 17 ± 1 О±1 

бого возможного ответа ЛПР, которая достигается при наимень

шем различии числа кортежей, отнесенных к разным классам. 

Таким образом, наиболее информативным будет кортеж, имею
щий максимальную величину суммы и минимальную величину 

разности составляющих индекса информативности. Эти условия 
и обозначены знаком ± в табл. 18.4. 

На каждом шаге классификации кортежей лицу, принима

ющему решение, должен предъявляться наиболее информатив

ный кортеж оценок. Если таких кортежей несколько, можно 

предъявить любой из них. В рассматриваемом случае самым ин

формативным кортежем до начала процедуры классификации 

является кортеж (а2 , ь2 , с2 ). Величина разности составляющих 
индекса информативности для кортежа (а2 , ь2 , с2) равна нулю, а 
любой ответ ЛПР позволяет сразу классифицировать 7 корте
жей оценок, отнеся их к классу С1 или к классу С2 • 

Прu.мeр 18.2. Допустим, что ЛПР отнесло кортеж (а2 ,ь2 , 
с2 ), обозначенный в табл. 18.5 номером N 1 , к классу Сl, тем са
мым классифицировав семь кортежей оценок. Остались неклас

сифицированными 25 - 7 = 18 кортежей. Для каждого из них 
заново рассчитывается индекс информативности, с учетом ко

торого ЛПР предъявляется для классификации новый наиболее 

информативный кортеж. В данном случае таким будет кортеж 

(а2 ,Ь2 ,с3 ), обозначенный номером N2 • ЛПР отнесло его к клас-

Таблица 18.5 

Последовательность наиболее информативных кортежей 

1 1 1(Nl0) 1 1 2(N4) 2(Nll) 2(Ns) 2 

1 1 2(N7) 1 I(Nl) 2 2(N6) 2(N2 ) 2 

1 2(N9) 2(Nз) l(Ns) 2 2 2 2 2 

Сl СЗ 
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су С2 , что позволило классифицировать еще 3 кортежа. На сле
дующем шаге ЛПР предъявляется кортеж (аЗ, ЬЗ , с1 ) С номером 
NЗ и т. д. Последовательность пересчета индексов информатив
ности и предъявления кортежей указана в табл. 18.5 номерами 
Nk. Предъявив ЛПР всего 11 кортежей и задав всего 11 вопро
сов, оказалось возможным полностью классифицировать все 25 
возможных сочетаний значений оценок. • 

Если классов решений больше двух, то индекс информатив
ности кортежа оценок, предъявляемого ЛПР дЛЯ классифика

ции, рассчитывается более сложным способом. Было разработа

но несколько различных модификаций правил для выбора наи

более информативного кортежа оценок. 

18.10. Решающие ~равила классификации 

Определяя на некотором шаге процедуры принадлежность 

рассматриваемого кортежа оценок к какому-либо классу, ЛПР 

может указать класс, который окажется в противоречии с по

строенной ранее классификацией других кортежей. В методе 
предусмотрена возможность выявления таких ошибочных отве

тов ЛПР и устранения противоречий или после построения пол

ной классификации, или в ходе ее построения по мере появления 

ошибок (последний способ более эффективен). 
При возникновении противоречивой ситуации ЛПР предъяв

ляются последний и ранее классифицированные кортежи оце

нок, которые не соответствуют друг другу. Например, ЛПР ука

зало, что. (а2 , Ь1 , СЗ ) Е С2 , а ранее было сказано, что (а2 , Ь2 , СЗ ) Е 
Е С1 • Здесь по критерию К2 оценка Ь1 лучше оценки Ь2 , хотя 
класс решений С2 менее предпочтительнее класса С1 . В таком 
случае ЛПР предлагается либо изменить последний ответ, либо, 

если последний ответ его устраивает, проанализировать ситуа

цию и изменить ранее данные ответы о принадлежности корте

жей оценок к соответствующим классам. 

Для этого ЛПР выдаются все противоречивые пары корте

жи оценок (а их может оказаться много, иногда даже все) для 
повторной классификации. Вновь проклассифицированные кор

тежи снова проверяются на непротиворечивость с предыдущи

ми результатами. Процедура заканчивается построением пол

ной и непротиворечивой классификации всех сочетаний оце
нок. 

Получив полную и непротиворечивую порядковую классифи

кацию, можно сформулировать достаточно компактные реша-
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ющие правила для отнесения реальных вариантов к заданным 

классам, выраженные комбинациями значений оценок по кри

териям. Для наглядного представления решающих правил ис
пользуются понятия граничных комбинаций оценок, которыми 

удобно охарактеризовать классы решений. 

Верхней гра:ницей ~acca называется совокупность наиболее 

предпочтительных кортежей, не доминируемых другими корте

жами данного класса. Соответственно Hu::нcneй границей 'X:.II.acca 
называется совокупность наименее предпочтительных кортежей, 

не доминирующих другие кортежи данного класса. Все корте

жи, которые относятся к этому классу, имеют значения оценок, 

лежащие между верхней и нижней граничными оценками. 

Граничные значения оценок позволяют экономно и наглядно 

описать решающие правила, с помощью которых можно легко и 

быстро классифицировать реально имеющиеся многопризнако

вые варианты, а также объяснить ЛПР полученную классифи

кацию. При задании границ класса отпадает необходимость хра

нить информацию о принадлежности каждого кортежа оценок 

к определенному классу решений. 

Прuмер 18.3. Границы классов С1 и С2, построенных в при
мере 18.2 (см. табл. 18.5), имеют следующий вид: 

Класс С 1. Верхняя граница: (а 1, ь1 , с1 ). 

Нижняя граница: (аl,ьз,сl),(аз,ы1с2),(а2,ь2,~) •. 

Класс С2 • Верхняя граница: (аЗ ь2 с1 ) (а2 ЬЗ с1 ) (а1 ЬЗ с2 ) , , , , , , , , , 
(а1 , ы, СЗ ). 

Нижняя граница: (аЗ, ьЗ , СЗ ). • 

Для иллюстративного примера по отбору проектов для фи
нансирования были найдены по ответам ЛПР такие границы 

классов: 

Класс С1 . Верхняя граница: 

Нижняя граница: 

Класс С2 • Верхняя граница: 

Нижняя граница: 

Класс СЗ • Верхняя граница: 

Нижняя граница: 

Класс С4. Верхняя граница: 

Нижняя граница: 

(11111). 

(23131), (23221). 

(11113), (11121), (11212). 

(23232). 

(11131). 

(22333), (23233), (23332). 

(31111), (23333). 

(33333). 
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Обычно классифицируемые варианты заранее не известны. 

На практике может оказаться, что реальные варианты будут 

присутствовать лишь в отдельных классах или даже вообще толь
ко в одном, а остальные классы будут пуотыми. Это один из 

недостатков метода. В таком случае нужно модифицировать ре
шающие правила, уточнив число классов, изменив уровни тре

бований по некоторым или всем критериям, построив новые гра

ницы новых классов. При этом фактически придется заново вы

полнить всю процедуру классификации. 

Другой недостаток метода связан с вычислительной слож

ностью при выборе наиболее информативных кортежей, кото

рая определяется размерностью множества гипотетически воз

можных оценок Х = Хl Х ••• х ХN • Процесс построения новой 

полной и непротиворечивой порядковой классификации мож

но ускорить, если ЛПР сможет сразу указать граничные значе

ния оценок, которые затем следует проверить на непротиворе

чивость. 

Наряду с методом ОРКЛАСС были разработаны и другие ме
тоды вербальной классификации многопризнаковых вариантов: 

ДИФКЛАСС (ДИФференциальная КЛАССификация), СТЕП
КЛАСС (STEPCLASS - пошаговая классификация), ЦИКЛ 
(Цепная Интерактивная КЛассификация), КЛАНШ (КЛАсси
фикация по Непорядковым Шкалам), КЛАРА (КЛАссифика
ция Реальных Альтернатив), которые различаются способами 
выявления предпочтений ЛПР и построения решающих правил 

классификации. 

18.11. Метод ПАРК выбора лучшего варианта 

Метод ПАР К (ПАРная Компенсация, 1995) предназначен 
для решения так называемых задач стратегического выбора -
выделения наиболее предпочтительного (лучшего) варианта ре
шения проблемы из сравнительно небольшого (3-10) числа 
имеющихся и, как правило, несравнимых вариантов А1 , ... , Ат . 
Каждый из вариантов представлен своим кортежем оценок 

Xi = (Xi1, ... ,Xin), Xiq = Kq(Ai) по критериям Kq с порядко-

выми шкалами вербальных оценок X q = {x~,x~, ... ,x~q}. Так 
как число рассматриваемых вариантов невелико, не имеет смыс

ла ранжировать все сочетания оценок с помощью единой поряд

ковой шкалы, как в методах ЗАПРОС, или классифицировать 
все гипотетически возможные сочетания оценок, как в методе 

ОРКЛАСС. 
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Метод ПАРК идейно напоминает способ Франклина (см. 
разд. 14.5), в котором у сравниваемых вариантов взаимно ис
ключаются компенсирующие друг друга достоинства и недо

статки. Содержание метода ПАРК заключается в следующем. 
Первоначально формируется набор гипотетических вариантов, 
незначительно отличающихся от реально существующих, кото

рые затем попарно сравниваются ЛПР. Определяются недостат

ки этих вариантов, ищутся условия взаимной компенсации недо

статков по группам признаков и выделяется лучший вариант. 

Проверяется независимость пар критериев от изменения каче

ства, выявляются и устраняются возможные противоречия в 

предпочтениях ЛПР. Если не удается указать лучший вариант, 

необходимо провести реструктуризацию рассматриваемой про

блемы. 

Проиллюстрируем применение метода ПАРК на примере за
дачи выбора загородного дома, описанной в гл. 16, где эта зада
ча решалась методом аналитической иерархии. Для оценки дома 

и участка воспользуемся теми же критериями, которым дадим 

шкалы оценок, упорядоченных от лучших к худшим. 

к 1. Величина дома 

а1 - большая; 

К2 • Комфортабельность жилища 

Ь1 - высокая; 

а2 - средняя; 

аз - небольшая; 

а4 - малая. 

Ь2 - средняя; 

Ьз - ниже средней; 

Ь4 - низкая. 

Кз . Состояние дома К4 • Состояние участка 
С1 - отличное; d1 - отличное; 

С2 - хорошее; d2 - хорошее; 

СЗ - удовлетворительное; dз - удовлетворительное; 

С4 - неудовлетворительное. d4 - неудовлетворительное. 

К5 . Окрестности Кб. Транспортное сообщение 

е1 - очень привлекательные; !I - очень удобное; 

е2 - привлекательные; 12 - удобное; 

ез - не очень Iз - не очень удобное; 

привлекательные; 14 - неудобное. 

е4 - непривлекательные. 

К7 . Условия продажи кв. Цена участка 
g1 - выгодные; h1 - низкая; 
g2 - приемлемые; h2 - средняя; 

gз - удовлетворительные; hз - умеренная; 

g4 - неудовлетворительные. h4 - высокая. 

Каждый из трех рассматриваемых вариантов загородных до

мов характеризуется следующими кортежами оценок, которые 
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совпадают по смыслу с содержательными описаниями домов, 

приведенными в разд. 16.2: 

( 1 ь1 3 d2 1 f2 2 h4) хl = а, ,С, ,е, ,9, , 

( 2 ЬЗ 2 .4 3 f4 2 h2) Х2 = а, ,С, а -,е, ,9, , 

( 3 ь2 2 dЗ 4 fl 2 hЗ) хз = а, ,С, ,е, ,9, . 

Очевидно, что эти варианты формально несравнимы по со

четаниям оценок. Поэтому, чтобы выявить предпочтения ЛПР 

и выбрать лучший из имеющихся вариантов, вместо часто ис

пользуемого сужения исходной совокупности вариантов в мето

де ПАР К увеличивают число рассматриваемых вариантов пу

тем добавления других гипотетически возможных вариантов, 

которые формируются по специальной процедуре при участии 

ЛПР. 

18.12. Формирование множества 
рекомендуемых вариантов 

Вначале задаются два так называемых базов'ых варианта: по

тенциально лучший X V и потенциально худший x W , которые со

ставляются соответственно из самых лучших и самых худших 

значений оценок, присутствующих в кортежах оценок рассмат

риваемых вариантов. Базовые варианты выступают аналогами 

опорных ситуаций х' и x h . В данном примере базовыми являют
ся варианты 

Для каждого из базовых вариантов формируется множество 

гипотетически возможных pe'ICOoМeHдyeM:blX вариантов, которые 
будут сравниваться ЛПР. Рекомендуемые варианты строятся 

следующим образом. В каждом реально имеющемся варианте 
выделяют его относительные недостатки по сравнению с луч

шим базовым вариантом. Эти недостатки характеризуются зна

чениями оценок, по которым реальный вариант уступает базово

му. Так, для вариантов Хl, Х2, ХЗ такими недостатками являются 
соответственно 

[Х ] - сЗ f2 h4. 
1 '" 
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Недостатки вариантов предъявляются ЛПР дЛЯ того, чтобы 
упорядочить их по значимости (важности) от наиболее суще
ственного к наименее существенному. Допустим, упорядочения 

этих недостатков имеют такой вид: 

Затем оценки в лучшем базовом варианте последовательно 
заменяются на соответствующие оценки-недостатки каждого из 

реальных вариантов в порядке их следования в полученных упо

рядочениях. В результате для каждого исходного варианта по

лучается набор рекомендуемых вариантов, которые отличаются 

друг от друга по нескольким показателям. В рассматриваемом 

примере получаем следующие рекомендуемые варианты: 

x~5) = (g?,!i,c2,d.4,§..3,14,g2,h2), 

х(l) = (а1 ь1 с2 d2 е4 /1 g2 h2) 
3 ""-",, 

x~4) = (Q3,b1 ,c2,d.3,§..4,/I,g2,fl?), 

x~5) = (Q3,"Q?,c'2,d.3,§..4,fI, g2,fl3). 

Оценки-недостатки выделены подчеркиванием. 

Совокупность всех наборов рекомендуемых вариантов x~T) 
для каждого из исходных вариантов xi образует множество ре

комендуемых вариантов X V = {x~T)} у лучшего базового вари
aHTaxv • 
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18.13. Сравнение рекомендуемых вариантов 

Рекомендуемые варианты из множества X V , представленные 
в виде развернутых словесных формулировок, предъявляются 

ЛПР дЛЯ их попарного сравнения. ЛПР может дать один из че
тырех возможных ответов: 

• варианты x~T) И x;s) равноценны; 
• вариант x~T) предпочтительнее варианта x;s); 

• вариант x;s) предпочтительнее варианта x~T); 
• варианты x~T) И x;s) сравнить затруднительно. 
Выбор того или иного ответа определяет, в какой мере раз

личные недостатки вариантов компенсируют друг друга. 

Предположим, что ЛПР сравнивает рекомендуемые вариан

ты xi1) и x~l). Если эти варианты дЛЯ ЛПР равноценны, т. е. 
xi1) ~ x~l), то это означает, что, по мнению ЛПР, недостаток 
h.4 «высокая цeHa~ первого реального варианта хl компенсирует 
недостаток j4 «неудобное сообщение» второго варианта Х2. Если 

ЛПР счита;';', что вариант хР) предпочтительнее варианта x~l), 
т. е. xi1) >- x~l), то недостаток 11.4 реального варианта хl менее 
существен дЛЯ ЛПР, чем недостаток j4 реального варианта Х2. 

Чтобы оценить, можно ли уравновесить последний недоста-

ток, ЛПР предъявляется для сравнения с вариантом x~l) реко
мендуемый вариант xi2) , который содержит недостатки 11.4 «вы
сокая цeHa~ и f3 «удовлетворительное состояние ДOMa~. Если 
ЛПР указывает, что xi2) ~ x~l), то это значит, что два недостат
ка 11.4 и f3 первого реального варианта хl компенсируют один 
недостаток j4 второго реального варианта Х2. Если xi2) -< x~l), 
то два HeДO~TaTKa j4 и f3 варианта хl более существенны дЛЯ 
ЛПР, чем один неМ>статок j4 варианта Х2, и процедуру срав
нения можно остановить, с~тая, что недостатки 11.4 и f3 при
близительно компенсируют недостаток j4. Если же дЛЯ ЛПР 

xi2) >- x~l), то два недостатка 11.4 и f3 ва;ианта хl менее суще
ственны, чем один недостаток j4 варианта Х2, и значит, с ва-
риантом x~l) надо сравнивать следующий рекомендуемый вари
ант xi3). 

Процедура сравнения продолжается, пока несколько недо

статков первого реального варианта хl не компенсируют один 
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недостаток [4 второго реального варианта Х2, или не будут ис
черпаны все недостатки первого варианта хl. 

Вернемся теперь к началу процедуры сравнения рекоменду-

емых вариантов xi1) и x~l) И рассмотрим ситуацию, когда ЛПР 
указало, что вариант x~l) предпочтительнее варианта xi1), т. е. 
хР) -< x~l). Это означает, что недостаток л4 первого реально
го варианта хl более существен дЛЯ ЛПР, чем недостаток j4 
второго реального варианта Х2. Тогда ЛПР предъявляется для 

сравнения с вариантом xi1) рекомендуемый вариант x~2). Если 
варианты xi1) и x~2) равноценны, то недостаток л4 первого ре
ального варианта хl уравновешивается двумя недостатками j4 
и §.3 второго реального варианта Х2. Если же рекомендуемый в-;'
риант xi1) менее предпочтителен, чем рекомендуемый x~2), т. е. 
xi1) -< x~2), то один недостатокл4 не компенсируется двумя недо
статками j4 и §.3. И ЛПР предъявляют следующий рекомендуе-

мый вари;:-нт x~3) . 
Если недостаток л4 первого реального варианта хl не компен

сируется всеми недостатками второго реального варианта Х2, то 

ЛПР должно перейти к сравнению двух недостатков варианта 

хl с двумя недостатками варианта Х2, т. е. сравнить рекомен-

дуемый вариант xi2) с рекомендуемым вариантом x~2), затем с 
~3) и т. д. Если не удастся установить равноценность рекомен
дуемых вариантов xi1), xi2), xi3) ни С каким из рекомендуемых 
вариантов x~l), ... ,x~5), то недостаток л4 первого реального ва
рианта хl является очень существенным дЛЯ ЛПР и его нельзя 

компенсировать никакими недостатками второго реального ва

рианта Х2. И значит, варианты хl и Х2 дЛЯ ЛПР несравнимы. 
ЛПР имеет также возможность на любом шаге ответить, что 

рекомендуемые варианты xir ) и x~B) несравнимы, и тем самым 
остановить процедуру сравнения. В этом случае, а также когда 

не удается компенсировать все недостатки одного варианта все

ми недостатками другого варианта, реальные варианты хl и Х2 

признаются несравнимыми. 

Подобным образом проводится сравнение всех возможных 

пар рекомендуемых вариантов и ищутся условия компенсации 

их недостатков. В итоге по ответам ЛПР на множестве X V за

даются отношения субъективного строгого превосходства РвuЬ, 
субъективной эквивалентности lвuь и несравнимости Т рекомен-
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дуемых вариантов. Таким образом, образуются упорядоченные 

совокупности оценок, составленные из «кусочков» оценок ком

пенсирующих друг друга пар рекомендуемых вариантов, кото

рые аналогичны единым парным порядковым шкалам у лучшей 

опорной ситуации в методе ЗАПРОС 1. Эти совокупности «ку
сочных» оценок можно использовать вместо ЕПШ дЛЯ сравне
ния и ранжирования реальных вариантов. 

18.14. Нахождение лучшего варианта 

Прежде чем переходить к выделению лучшего варианта, сле
дует, как и в других вербальных методах, убедиться в непроти

воречивости предпочтений ЛПР. Частично такая проверка дела

ется при поиске сочетаний недостатков вариантов, взаимно ком

пенсирующих друг друга. Кроме этого необходимо проверить 

выполнение условия независимости критериев от изменения ка

чества у двух базовых вариантов. 

Для этого формируется второе множество гипотетически воз

можных рекомендуемых вариантов X W , которые получаются из 

худшего базового варианта X W путем замены его оценок на оцен

ки-достоинства реальных вариантов, упорядоченные ЛПР по 

предпочтительности. По процедуре, аналогичной описанной вы

ше, выполняется сравнение и компенсация достоинств рекомен

дуемых вариантов и строятся упорядоченные совокупности «ку

сочных» оценок у худшего базового варианта x W • Если две по

следовательности «кусочных» оценок, построенные у лучшего и 

худшего базовых вариантов, совпадают, то можно считать кри
терии независимыми от изменения качества. 

Если упорядочения «кусочных» оценок заметно различают

ся, то предпочтения ЛПР противоречивы, и требуется провести 
дополнительный анализ. Среди возможных причин несоответ
ствия оценок укажем следующие. Сравниваемые варианты ре

шения достаточно близки, а ЛПР указало, что они неравноцен

ны. Тогда ЛПР нужно изменить результаты сравнения этих ва
риантов. Некоторые пары критериев зависимы. Тогда нужно ли

бо объединить зависимые оценки и/или критерии, удалить один 
из критериев, либо дополнительно ввести новый критерий и за

ново выполнить всю процедуру сравнения вариантов. 

Полученная информация о взаимной компенсации недостат
ков и достоинств реальных вариантов решения по отдельным 

критериям используются для выбора лучшего варианта. Если 

исходных вариантов относительно много (больше десяти) и все 
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они несравнимы, целесообразно уменьшить их число, например, 
введя ограничения (пороги) на значения оценок по некоторым 
критериям или вьщелив группу лучших вариантов с помощью 

метода ОРКЛАСС. 
Если компенсация недостатков позволяет указать наиболее 

предпочтительный вариант с удовлетворяющим ЛПР набором 

оценок по критериям, то задача будет решена. Допустим, что в 
данном примере недостатки первого реального варианта Хl (а4 
«высокая цена», ~з «удовлетворительное состояние ДOMa~) пол
ностью компенсируются недостатками второго реального вари

анта Х2 и4 «неудобное сообщение», f:.З «не очень привлекатель-
ные окре~тности~, f2.З «комфортабельность жилища ниже сред
ней~) и третьего реального варианта хз (f:.4 «непривлекатель
ные окрестности~,!J.З «небольшая величина дома»), а недоста
ток 12 «удобное сообщение» варианта Хl менее существен, чем 
все остальные недостатки вариантов Х2 и хз. Тем самым пер
вый вариант Хl будет лучшим. Аналогичным образом, считая, 

что недостатки 14 и f:.З второго варианта Х2 менее существен
ны, чем недоста':;-ки f:.4 и !J.З третьего варианта ХЗ, устанавлива
ется предпочтительность второго варианта Х2. Таким образом, 

получаем следующее итоговое упорядочение загородных домов 

А1 >- А2 >- Аз, что совпадает с результатом, полученным мето
дом аналитической иерархии. 

Когда недостатки рекомендуемых вариантов скомпенсиро
вать не удается, реальные варианты остаются несравнимыми. 

Тогда предлагается реструктурировать задачу. Возможны сле
дующие дальнейшие действия. 

Если несравнимость вариантов обусловлена наличием очень 
существенных недостатков, то нужно уменьшить число критери

ев, агрегировав их в менее подробные. Если несравнимость вари

антов обусловлена большим числом ответов ЛПР о несравнимо

сти рекомендуемых вариантов, то нужно увеличить число кри

териев оценки, дезагрегировав их в более подробные. Если ЛПР 

не считает возможным агрегированиеj дезагрегирование крите
риев, то либо шкалы критериев изменяются путем добавления 

новых градаций оценок или объединения несколько прежних 
градаций в одну, либо список критериев дополняется новыми 

критериями. После внесения изменений и реструктуризации за

дачи нужно заново провести сравнение обновленных вариантов. 

Если с помощью модификации задачи не удается выделить 

наиболее предпочтительный вариант решения, то ЛПР вынуж-
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дено будет ослабить свои предпочтения и выбрать реальный ва
риант, наиболее близкий к желаемому. ЛПР может также скон

струировать из оценок по критериям новый гипотетический ва

риант, который будет соответствовать его предпочтениям, и про

анализировать возможности его практической реализации. Если 

ЛПР сконструирует несколько новых желательных вариантов, 

то их можно либо сравнить тем же методом, либо привлечь до

полнительную информацию. Таким образом, метод ПАР К поз
воляет ЛПР проводить детальный и подробный анализ имею
щихся вариантов, уточнять свои предпочтения в ходе решения 

задачи, формулировать требования к новым желательным ва

риантам решения сложной проблемы. 

18.15. Особенности вербальных методов 

Ведение диалога на привычном для человека языке, макси

мально приближенном к его профессиональной деятельности, -
характерная особенность вербального анализа решений. ~я 

описания проблемной ситуации и измерения предпочтений ЛПР 

используются только словесные (качественные) оценки вариан
тов решения по многим разнообразным критериям, которые не 

заменяются числами. Не вычисляются и не применяются ника

кие числовые коэффициенты важности критериев и ценности 
вариантов. Таким образом, вербальные методы относятся к чет

вертой группе методов рационального выбора. 

Основное содержание вербальных методов состоит в последо
вательном выявлении предпочтений ЛПР путем попарного срав

нения многокритериальных описаний вариантов. Оценка и срав
нение могут выполняться как для всех гипотетически возмож

ных вариантов, так и для любого заданного их подмножества. 

Для получения информации от ЛПР и экспертов используют

ся процедуры, надежность которых подтверждена психологиче

скими экспериментами. 

Получаемая от ЛПР информация проверяется на согласо

ванность. Выявленные ошибки и противоречия предъявляются 

ЛПР дЛЯ анализа и устранения. Тем самым, используя только 
качественные измерения, на множестве возможных оценок зада

ются транзитивные отношения превосходства и эквивалентно

сти вариантов, с помощью которых классифицируются или упо
рядочиваются варианты, выделяются лучшие. 

Вербальные методы реализованы в виде интерактивных че
ловеко-машинных процедур и систем поддержки принятия ре-
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шений, обеспечивающих диалоговый режим работы с ЛПР. Ме
тоды отличаются активным участием ЛПР в анализе и реше

нии стоящей проблемы, позволяя разносторонне и достаточно 
подробно выражать предпочтения ЛПР, уточнять и корректи

ровать их в ходе решения задачи, генерировать новые вариан

ты. Построенные решающие правила обеспечивают четкое и по
нятное объяснение получаемых результатов, основанное на вы

явленных предпочтениях ЛПР. 

В целом вербальные методы более «прозрачны,>, мало чув
ствительны к ошибкам измерения и менее трудоемки для че
ловека. Вместе с тем по сравнению с методами теории полез
ности, аналитической иерархии, сравнения вариантов по огра

ниченной предпочтительности методы вербального анализа ре

шений имеют меньшую «разрешающую способность», так как 

относительно большая часть вариантов остается несравнимой. 

Успешность и эффективность применения вербального подхода 

во многом определяются удачной и «правильной» структуриза

цией рассматриваемой проблемы, что зависит от опыта и про

фессионализма консультанта-аналитика, активно участвующего 

в постановке и решении задачи. 

Методы вербального анализа решений использовались в ос

новном в нашей стране для решения важных прикладных про

блем. Так, методы ранжирования ЗАПРОС применялись для 
формирования планов научных исследований в АН СССР. Ме

тоды вербальной классификации использовались для построе
ния баз экспертных знаний, решения задач медицинской диа
гностики, оценки кредитоспособности заемщиков. Метод выбора 

лучшей многокритериальной альтернативы ПАР К был исполь
зован при экспертной оценке разных вариантов прокладки трас

сы газопровода на полуострове Ямал. 



ГЛАВА 19 

Функции ВЫБОРА 

19.1. Формализованный подход к выбору вариантов 

Рассмотренные методы принятия решений основывались на 

реляционной или функциональных моделях предпочтений ЛПР. 

Согласно этим моделям выбор предпочтительных вариантов 
осуществляется путем их сравнения друг с другом либо непо

средственно по бинарным отношениям, заданным на допусти

мом множестве, либо опосредованно с помощью числовых функ

ций ценности или полезности, специальных индикаторов. При 

этом ЛПР стремится в той или иной мере максимизировать 

получаемую им выгоду. Рациональность поведения ЛПР пред

писывает транзитивность его субъективных индивидуальных 

предпочтений. 

Вместе с тем имеется достаточно много практических за
дач субъективного выбора, которые не укладываются в рамки 
этих ограничений. Приведем несколько характерных примеров, 

иллюстрирующих формально нерациональное поведение людей 
при принятии решения, но вполне естественное и разумное с со

держательной точки зрения. В этих примерах результат выбора 

существенно зависит от условий, в которых делается выбор, или, 

как еще говорят, от контекста ситуации выбора. 

Покупка товаров - типичный пример контекстно зависимо
го индивидуального выбора. Предположим, что дама желает об

новить свой гардероб и отправляется в магазины за покупками. 

Дама пока еще не решила, что она купит - брючный ли костюм 

или костюм с юбкой, платье, а может быть, отдельно жакет, а 

к нему блузку, юбку или брюки. Ясно, что сделанная дамой по

купка сильно зависит от ассортимента товаров, причем, скорее 

всего, в разных магазинах будут различные наборы вещей. 

Вещи оцениваются покупателем по разнообразным объектив

ным и субъективным критериям, таким, как назначение вещи, 

модность фасона, сочетаемость с другими вещами, обувью и 

аксессуарами, изготовитель, качество пошива, вид ткани, стои

мость вещи и еще многими-многими другими. При этом каждый 

из покупателей обычно имеет собственные критерии оценки, ин
дивидуальные предпочтения и правила для выбора товара. для 
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одного покупателя цена вещи не имеет значения и не является 

критерием (главное, «чтобы костюмчик сидел» и «он мне нра
вится» ), для другого цена - основной критерий покупки (<<за
платить поменьше» ), для третьего цена выступает как ограни
чение (<<потратить не больше, чем»). 

На сделанный выбор может повлиять и то обстоятельство, в 

комплекте с какими другими вещами данная вещь рассматрива

ется и оценивается покупателем. Так, если к имеющемуся набору 

блузок добавить еще какие-то блузки, то выбранной может ока
заться совсем иная блузка, нежели выбранная из первого набора 

вещей. Причем выбранная во втором случае «лучшая» блузка 

необязательно будет из числа добавленных. 
И наконец, даже найдя что-либо подходящее, покупатель мо

жет совсем ничего не купить. Налицо явная непоследователь

ность поведения ЛПР, противоречивость его предпочтений. Тем 

не менее тот или иной выбор все-таки делается. Даже отказ от 

покупки (отказ от выбора) - это тоже один из возможных вари
антов решения проблемы выбора. 

Другой пример контекстно зависимого выбора - определе

ние абсолютного победителя конкурса. Допустим, требуется вы

брать лучшую группу университета. Конкурс можно орган изо

вать по-разному. Можно сначала выбрать лучшую группу на 

каждом курсе, а из них - лучшую группу университета. Мож

но поступить и иначе: сначала выбрать лучшую группу каждого 

факультета, а затем - лучшую группу университета. Очевидно, 

что итоги конкурса сильно зависят от реализуемой схемы отбо

ра победителей и конкретного состава участников, прошедших 

на следующий тур по каждой из номинаций. Поэтому победите
лями могут оказаться совершенно разные группы. 

Большим разнообразием способов выявления победителей 
(выбора лучших вариантов) отличаются спортивные соревнова
ния. Победители могут либо определяться по индивидуальным 

показателям, которые характеризуют каждого участника в от

дельности, либо вычисляться как общие показатели, склады

вающиеся из показателей членов команды. Показатели оценки 

результативности участников состязаний могут быть и объек
тивными, измеренными приборами или вычисленными по опре

деленным правилам, и субъективными, данными одним или 

несколькими судьями. 

Победители могут определяться и по результатам взаимных 

встреч (матчей, игр, партий, схваток, ... ) друг с другом, кото
рые, в свою очередь, могут быть организованы различным об-
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разом. Например, все участники встречаются со всеми в один 
или несколько кругов (турнирная схема); или все участники раз
биваются на пары, из которых победители выходят на следую
щую ступень (кубковая схема); или все учас'.r;НИКИ разбиваются 
на несколько групп, где встречаются друг с другом, а затем по

бедители встречаются между собой по турнирной или кубковой 

схеме и т.д. 

Во всех приведенных выше примерах производится сужение 

исходного множества имеющихся вариантов (объектов, альтер
натив) на основе тех или иных правил выбора. При этом ито
говый результат во многом определяется принятой процедурой 

выбора. При таком подходе предпочтения ЛПР выражаются в 
виде некоторой функции выбора, указывающей, какие именно 

варианты следует считать предпочтительными в заданном мно

жестве допустимых решений. 

Главное достоинство формализованного подхода - возмож

ность построения более сложных и разнообразных моделей вы

бора лучших вариантов, в особенности если этот выбор не осуще
ствим с помощью парных сравнений вариантов, экстремизации 

критериев оптимальности решения или вообще нерационален в 

классическом понимании (нетранзитивен), хотя и вполне прием
лемдляЛПР. 

19.2. Формальная модель выбора 

Теория функций выбора (К Эрроу, п. Фишберн, А. Сен, 
М. А. Айзерман, Ф. Т. Алескеров, А. В. Малишевский, Б. Г. Мир
кин И др.), опирается на следующую формальную модель вы
бора. Имеется некоторое заданное множество допустимых вари

антов (объектов, альтернатив) ха = {Хl, Х2, ••• , Хт}, которое в 
теории выбора принято обозначать строчными буквами. Множе

ство ха содержит не менее двух вариантов Ixa I ~ 2 и предпо
лагается конечным. Любое подмножество вариантов Х ~ ха, на 

котором производится выбор, называется nреift,явле'Нuе.м. 

Результатом вЪtбора, или просто вЪtбором, из предъявления 

Х называется некоторое подмножество предпочтительных вари

антов У ~ х, выделенных ЛПР тем или иным образом. Фу'Н'/с

цией вЪtбора С будем называть правило, или набор правил, ста
вящих в соответствие каждому предъявлению Х результат вы

бора У. Формально функция выбора У = с(х) представляет 
собой множество пар {(х, У)} и является отображением вида 
С: А ---t А, заданным на семействе А всех непустых подмножеств 
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предъявлений Х из исходного множества ха И сужающим мно

жество всех возможных вариантов до подмножества У. Заме

тим, что в отличие от обычной функции функция выбора уста
навливает соответствие между множествами, а не между эле

ментами множеств. 

Выбор называется nусты,м" или отказом от выбора, если У = 
= С(Х) = 125, IYI = О; одшto'Ч:Н'ЫМ, если У = С(Х) = {х}, IYI = 1; 
и М:НЖJICестве'Н'Н'ЫМ, если IYI > 1 при любом Х Е А. Вариант 
х Е ха называется nрuе.м.лем'ЫМ, если он принадлежит резуль

тату выбора х Е У = С(Х). Если предъявляется единственный 
приемлемый вариант х, то этот вариант х и выбирается. В этом 

случае выполняется условие {х} = С ( { х } ). 
Схематически формальную модель выбора можно изобра

зить в виде преобразователя, на вход которого поступает предъ
явление Х, а на выходе имеется результат выбора У (рис. 19.1). 
Функцию выбора У = С(Х) можно определить двояко: 

• поэлементным заданием совокупности всех вариантов у 
из множества Х, удовлетворяющих некоторым условиям Фl(У)' 
Ф2(У), ... , т. е. 

С(Х) = {у Е ХIФl(У)' Ф2(У), .. . }; 

• путем целостного задания единственного подмножества У 
множества вариантов Х, удовлетворяющего некоторым услови

ям Фl(У), Ф2(У), ... , т. е. 

С(Х) = {У ~ ХIФl(У)' Ф2(У), ... }. 

Требования Фl, Ф2, ... и Фl, Ф2, ... , обусловливающие выбор, 
могут быть описаны содержательно на естественном языке или 

представлены формально логически. Различные условия будут 

порождать, вообще говоря, разные функции выбора. 

В реальных ситуациях выбора совокупность предъявляемых 

наборов вариантов не произвольна, а ограниченна, и образует 

некоторое подсемейство Ар семейства А всех возможных поДМно

жеств множества Х, которое будем называть семейство-м допу

стимых nреikявле'НuЙ. Функция выбора С(Х) ~ Х будет опре
делена тогда только для предъявлений Х Е Ар и задавать отоб

ражение С: Ар ---t А. Назовем ее 'Частu'Ч'Ной фуюсцuей выбора. 

При Ар = А функция выбора называется всюду оnределе'Н'НоЙ. 

• 
I Правила выбора I Результат выбора У = С(Х) Предъявление Х 

Рис. 19.1. Формальная модель выбора 
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Часто в задачах выбора бывает трудно рассмотреть все вари
анты, имеющиеся в исходном множестве ха, И поэтому часть из 

вариантов может остаться не предъявленной для выбора. В по

добной же ситуации оказываются и уже пpqcмотренные вари

анты, если не решено принять их, либо отвергнуть. Выбор, при 
котором для некоторых из существующих вариантов не сдела

но никакого определенного решения или это решение неизвест

но, называется HenOДHъt.М. Неполный выбор задается на семей

стве Ар допустимых предъявлений функциями выбора C1(X) и 
сО(х), такими, что для любого Х Е Ар выполняется 

c1(x) ~ Х, СО(Х) ~ Х, c1(x) n СО(Х) = 0. 

Вариантых Е Cl(X) называются nрu'НЯmъt.Мu, ах Е СО(х)
omвepгн,ymъt.Ми. Одно из множеств C1(x), СО(Х) и оба эти мно
жества могут оказаться пустыми. Если C1(X) U СО(х) = х, то 
говорят, что выбор в предъявлении Х nол:н,осmъю определен. 

Задание частичной функции выбора С (Х) на семействе Ар 
соответствует ситуации, когда выбор в любом предъявлении 

Х Е Ар полностью определен. В этом случае частичная функция 
выбора совпадает с множеством принятых вариантов C1 (Х) = 
= С(Х), а множество отвергнутых вариантов представляет ее 
дополнение СО(х) = Х \ C1(x). 

Построение функции выбора производится на основе инфор

мации о выборе, сделанном на ограниченном семействе Ар допу

стимых предъявлений. Как и всякая другая функция, функция 

выбора может быть задана различными способами. При таблич

ном задании функции выбора для каждого допустимого предъ

явления Х приводятся множества принятых C1(x) и отвергну
тых СО(х) вариантов. При аналитическом задании функции вы
бора используются формальные аппараты теории множеств, ал

гебры логики, функционального анализа, теории оптимального 

управления. 

19.3. Механизмы выбора 

Выбор осуществляется по определенным правилам на основе 

имеющейся информации о вариантах. В совокупности они де
тализируют внутреннее устройство преобразователя, реализую

щего функцию выбора, и носят название ,м,еханuз,м,а выбора. Ме

ханизм выбора задается парой М = (0,1t), где 0- некоторая 
сmРУ1Сmура на семействе вариантов А; 1t - правило выбора, ука
зывающее, каким образом из предъявления Х на основе струк-
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туры (1 выделяется множество У = С(Х) выбираемых вариан
тов. 

Первая компонента механизма выбора - структура (1 - от

ражает особенности всех вариантов из множества ха, которые 

позволяют сопоставить варианты друг с другом или с группа

ми вариантов и произвести выбор. Если выбор осуществляется 

лишь на основе информации о попарном сравнении вариантов, 

то структура представляет собой набор бинарных отношений и 

результаты сравнения. Если варианты сравниваются по многим 

критериям, то в качестве структуры выступают критерии, их 

шкалы и критериальные оценки вариантов. 

Иногда указываются либо эталонные варианты (опорные, 
или идеальные, точки), к которым желательно максимально 
приблизиться при выборе, либо варианты определенного уровня, 
не ниже которого должны быть выбранные варианты. В струк

туру могут включаться также сведения о важности бинарных 

отношений или критериев, или об их упорядоченности по отно

сительной важности, если эта информация существенна для вы

бора. Используются и другие разновидности структур. При рас

смотрении конкретных механизмов выбора обычно указывается 

составляющая их структура. 

Вторая компонента механизма выбора - правило выбора 1t -

является набором инструкций Фl, Ф2, ... или Фl, Ф2, ... для от
бора желательных вариантов. В соответствии с двумя возмож

ными способами определения функции выбора С(Х) правило 
выбора 1t также допускает поэлементное и целостное описания 

условий, при которых вариант у включается в выбранное мно

жество У. Очевидно, что при одной и той же структуре (1 могут 

использоваться различные правила выбора п. Укажем некото

рые из них. 

Одни из наиболее распространенных - правила, предписыва

ющие выбирать из предъявления Х лишь лучшие варианты по 

отношению R либо нехудшие варианты, для которых в предъяв
лении Х нет лучших вариантов. В первом случае (правило раз
решения) функция выбора С(Х) имеет вид 

CR(X) = {у Е XlyRx, 'Vx Е Х}, 

а во втором (правило запрещения) -

CR(X) = {у Е XI3x Е X,xRy}. 

Структура (1 должна содержать в первом случае информацию, 

что отношение R рефлексивно, а во втором - антирефлексивно, 
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иначе второй способ выбора при х = у даст тождественно пустой 
выбор. 

Правило экстремального выбора при наличии числового кри

терия качества решения (показателя эффеКТJlВНОСТИ) f(x) есть 
процедура вычисления переменных у Е argmaxf(x), которые 

хЕХ 

экстремизируют критерий оптимальности на множестве Х, что 

эквивалентно следующей форме записи: 

Copt(X) = {у Е Xlf(Y) ~ f(x), Vx Е Х}. 

При совокупно-экстремальном выборе по многим критериям 

качества fI (х), ... , f n (х) лучшими считаются варианты, не усту
пающие всем остальным вариантам хотя бы по одному из крите

риев: 

Cextr(X) = {у Е XI3k Е {1, ... ,n},Jk(Y) ~ fk(X), Vx Е Х}, 

а при мажоритарном выборе - варианты, превосходящие 

остальные варианты по большему числу критериев: 

n 

Cmaj(X) = {у Е XI Lsign(fj(Y) - fj(x)) > О, Vx Е Х}. 
j=l 

Структура а описывает здесь соотношения между критериями 
качества решения и шкалы критериев. 

Выбор парето-оптимальных вариантов осуществляется по 

правилу 

Срат(Х) = {у Е Xlfj(Y) ~ fj(x) и 

3k Е {1, ... ,n},fk(Y) > fk(X),VX Е Х}, 

а лексикографический выбор по правилу 

Clex(X) = {у Е Xlfl(Y) < Л(Х), 

или fl(Y) = fl(X),J2(Y) < f2(X), ... , 

или Л(у) = fl(X), ... ,fk-l(У) = 

= fk-l(Х)' fk(у) < fk(х), Vk, Vx Е Х}. 

В первом случае структура а устанавливает строгий частичный 

порядок на множестве критериев качества, во втором - лекси

кографический порядок. 
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Рис. 19.2. Схемы механизмов выбора: 

а - агрегированный; б - последовательный; в - параллельный; г -
последовательно-параллельный 

Перечисленные механизмы выбора достаточно просты и опи

раются на рассмотренные ранее способы выражения предпочте

ний ЛПР с помощью бинарных отношений и многокритериаль
ных оценок. Вместе с тем представление предпочтений ЛПР 
функциями выбора позволяет строить и более сложные меха

низмы, которые можно представить в виде многоступенчатых 

схем. 

При агрегированном выборе (рис. 19.2, а) дополнительно за
дается правило агрегирования, позволяющее построить новый 

агрегированный механизм, в соответствии с которым и будет 

осуществляться выбор. Обычно это некоторая операция С, сопо
ставляющая набору механизмов выбора М = (М1 , М2 , ... ,Mk) 
новый агрегированный механизм Мауу = С(М) = С(М1 , М2 , ••• , 

Mk). Агрегированный выбор характеризуется функцией 

Сауу(Х) = Са(М) (Х). 

Примером агрегированного выбора может служить парето

оптимальный выбор. 

При последовательном выборе (рис. 19.2, б), использующем 
набор механизмов М = (М1 , М2 , •.. , Mk), вначале производится 
выбор по механизму М1 , из отобранных вариантов выбираются 

варианты по механизму М2 и т. д. Последовательный выбор опи
сывается функцией 

Примером последовательного выбора является лексикографиче

ский выбор, где механизм M j определяет правило выбора по со
ответствующему критерию fj. 
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Параллельный выбор (рис. 19.2, в) формируется из множеств 
выбранных вариантов CMl (Х), СМ2 (Х), ... ,CMk (Х) С помощью 
некоторой операции F и задается функцией 

Примерами параллельного выбора служат многокритериаль

ный и мажоритарный выборы, где механизм M j определяет 

правило выбора по соответствующему критерию fj. Используя 
различные сочетания разных механизмов выбора, можно стро

ить более сложные функции выбора для реальных ситуаций 

(рис. 19.2, г). 
Каждый конкретный механизм выбора М порождает опреде

ленную функцию выбора См(Х). Обратное утверждение, вооб
ще говоря, не верно: одна и та же функция выбора может по
рождаться различными механизмами. Механизмы, отличающи
еся структурами о, правилами выбора 1t или же и тем и другим, 

но порождающие одну и ту же функцию выбора, называются 

Э1Свuва.ле1tmн:ы.м,u. Чем проще механизм выбора, тем меньше ин

формации требуется для построения этого механизма. И наобо

рот, для конструирования более сложных механизмов нужна бо

лее детальная информация. 

При построении сложных механизмов выбора в виде много

ступенчатых схем «составная» функция выбора СМ(Х) образу
ется в результате агрегирования или комбинирования несколь

ких «простых» функций выбора. Такие преобразования функ

ций выбора можно формально представить как операции над 

функциями выбора, среди которых простейшие - операции су

перпозиции, объединения и пересечения, частичного объедине
ния и пересечения, заданные на множестве функций выбора. Ис
пользование этих операций позволяет построить результирую

щую функцию выбора из набора исходных функций. 

19.4. Свойства функции выбора 

Рассмотрим самые общие условия, которые налагаются на 

функции выбора, и покажем, как изменяется множество выби

раемых вариантов У = С(Х) при различных ограничениях на 
предъявление Х. Отдельные свойства функции выбора проил

люстрируем на примерах покупки товаров и определения луч

ших групп университета. Обозначим через Х исходное множе
ство всех вещей или групп, X k - некоторое подмножество вещей 
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или групп, С(Х) и C(Xk) - вещи или группы, выбранные соот
ветственно из Х и X k • Свойства функции выбора определяются 

следующими условиями. 

Незавuсимостъ выбора от UС'К:.fl,ю'Ч,ен:u.я отверг'Нут'Ых вари

а'Нтов (О): если С(Х) ~ X k ~ Х, то C(Xk) = С(Х). Вари
анты, выбранные из исходного множества, совпадают с вари

антами, выбранными из суженного множества, полученного пу

тем исключения невыбранных вариантов (рис. 19.3, о). Приме
ры: удаление из ассортимента невыбранных товаров не влияет 

на результаты выбора; исключение из числа участников конкур

са групп, не являющихся лучшими на факультетах, не меняет 

состав лучших групп университета. 

Мо'Ното'Н'Ностъ выбора (М): если Xk ~ Х, то C(Xk) ~ С(Х). 
Варианты, выбранные из суженного множества, входят в чис

ло вариантов, выбранных из исходного множества (рис. 19.3, М). 
Примеры: товары, выбранные из ограниченного ассортимента, 

будут среди выбранных и из широкого ассортимента; лучшие 
группы факультета будут среди лучших групп университета. 

Наследова'Нuе выбора (Н): если Xk ~ Х, то C(Xk) :2 С(Х) n 
n Xk· Варианты, выбранные из исходного множества и имеющи
еся в суженном множестве, входят в число вариантов, выбран

ных из суженного множества (рис. 19.3, 'Н). Примеры: товары, 
выбранные из широкого ассортимента и имеющиеся в ограни

ченном ассортименте, будут среди выбранных и из ограничен

ного ассортимента; лучшие группы университета, относящиеся 

к некоторому факультету, будут среди лучших групп этого фа

культета. 

Ко'Нста'Нт'Ностъ (сu.л.ъ'Ное 'Наследова'Нuе) выбора (К): если 
Xk ~ Х и С(Х) n Xk =1= О, то C(Xk) = С(Х) n Xk. Только 
варианты, выбранные из исходного множества и имеющиеся в 

суженном множестве, будут выбраны из суженного множества 

(рис. 19.3, 1С). Примеры: только те товары, которые выбраны из 
широкого ассортимента и имеются в ограниченном ассортимен

те, будут выбраны и из ограниченного ассортимента; только луч
шие группы университета, относящиеся к некоторому факульте
ту, будут лучшими группами этого факультета. 

Согласuе (слабое 'Наследова'Нuе) выбора (С): если Х =XkUXh, 
то C(Xk) n C(Xh) ~ С(Х) = C(Xk U X h). Варианты, входящие 
одновременно в число выбранных из всех суженных множеств, 

входят в число вариантов, выбранных из расширенного множе

ства, которое объединят все варианты, и в общее число вариан
тов, выбранных из всех суженных множеств (рис. 19.3, с). При-
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Рис. 19.3. Свойства функции выбора: 

о - независимость от исключения отвергнутых вариантов; ом - монотонность; 

н, - наследование; '11: - константность; с - согласие; в - совмещенность; а

агрегируемость; n - независимость от пути 

меры: товары, одновременно выбранные во всех ограниченных 
ассортиментах, будут среди выбранных и из расширенного ас

сортимента; лучшие группы всех факультетов будут среди луч

ших групп университета. 

Сов.мещен:н,остъ (.мулътun.л,u-х:атор1tостъ) выбора (В): 
C(Xk) n C(Xh) = C(Xk n X h)· Варианты, входящие одновре
менно в число выбранных из всех суженных множеств, совпа

дают с вариантами, выбранными из множества, которое состоит 

из общей части всех суженных множеств (рис. 19.3, в). Приме
ры: товары, одновременно выбранные во всех ограниченных ас

сортиментах, будут среди выбранных и из общей части ограни

ченных ассортиментов; лучшие группы всех факультетов будут 
лучшими среди групп, общих для всех факультетов (если тако
вые имеются). 

Агрегируе.мостъ (су.м.маторпостъ) выбора (А): если Х = 
= Xk U X h, то С(Х) = C(Xk U X h) = C(Xk) U C(Xh), Вариан
ты, выбранные из объединения всех суженных множеств, сов

падают с вариантами, выбранными из всех суженных множеств 

(рис. 19.3, а). Примеры: товары, выбранные из всех ограничен
ных ассортиментов, будут выбраны и из расширенного ассорти
мента; лучшие группы всех факультетов будут лучшими груп

пами университета. 

Незавuсu.мостъ выбора от nути' (П): если Х = Xk UXh, то 
С(Х) = C(Xk U X h) = C(C(Xk) U C(Xh)), Варианты, выбран
ные из объединения всех суженных множеств, совпадают с вари

антами, выбранными из множества, которое состоит из всех ва-
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риантов, выбранных из всех суженных множеств (рис. 19.3, n). 
Примеры: товары, выбранные из расширенного ассортимента, 

будут выбраны и из множества товаров, объединяющего това

ры, выбранные из всех ограниченных ассортиментов; лучшие 

группы университета будут группами, выбранными из множе

ства лучших групп всех факультетов. 

К функции выбора можно предъявить и другие виды тре

бований. Каждое из сформулированных условий и их сочета

ние определяют некоторый класс функций выбора. Так, условие 

константности К характеризует классически рациональный вы

бор по скалярному критерию оптимальности или функции цен

ности/полезности и усиливает каждое из свойств Н, О, С. Сов
местное выполнение условий наследования Н, независимости от 

отвергнутых вариантов О и согласия С ведет к многокритери
альному выбору по Эджворту - Парето и, в частности, обеспе
чивает выполнение свойства К. Условие агрегируемости А эк

вивалентно совместному выполнению свойств М и С, а условие 

независимости от пути П - совместному выполнению свойств Н 

и О. В то же время существуют и функции выбора, не обладаю
щие какими-то из указанных выше свойств. 

19.5. Турнирный выбор 

в качестве одного из известных примеров функции выбо

ра, для которой не выполняются некоторые из указанных вы

ше свойств, определяющих рациональный выбор, рассмотрим 

функцию турнирного выбора. Эта функция, как следует из 

ее названия, используется для описания, например, результа

тов спортивных состязаний, в которых все участники пооче

редно встречаются друг с другом по одному или несколько 

раз (в один или несколько кругов). в этом случае множе
ство ха = {Хl, Х2, ... , Хт} допустимых вариантов представ
ляет собой общий перечень всех игроков или команд, прини
мающих участие в состязании; предъявление Х - любое под

множество участников, например, по какому-либо виду спор

та; результат выбора (выбор) У - один или несколько победи
телей всего состязания или одного из видов состязания. Функ
ция турнирного выбора порождается механизмом турнирно

го выбора, который задается структурой (1 и правилом выбо
ра л. 

Структура (1 содержит информацию о множестве всех рас
сматриваемых вариантов и представляется квадратной матри-
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цей Т = (tij)mxm. Строки и столбцы турнирной матрицы Т со
ответствуют участникам Хl, ... , Хт , а элементы tij, i,j = 1, ... , 
т, обозначают результаты встреч между соперниками. Для 

удобства считается, что tij суть целые неотрицательные числа 
(очки). Например, участнику начисляется 2 очка за победу, 1 
очко - за ничью и О очков - за поражение. Используются и 

иные правила начисления очков. Поскольку участник сам с со

бой не встречается, диагональные элементы tii полагаются рав

ными нулю или бесконечности либо вообще исключаются из тур
нирной матрицы. Этим турнирная матрица отличается от мат

рицы парных сравнений. Семейство всех возможных матриц Т 
определяет специальный класс турнирных структур. 

Турнирная матрица задает на множестве Ха участников или 

подмножестве Х ~ ха бинарное отношение W, которое назы
вается мажорumар'Н:ы.м" или mурн,ирн:ы.м, и интерпретируется в 

данном случае как отношение «быть победителем~. Мажоритар

ное отношение W определяется для Xi =1= Xj условием 

(19.1) 

и обладает свойствами антирефлексивности, асимметричности, 

связности. В общем случае мажоритарное отношение W нетран
зитивно. 

Для выявления победителя (или лучших участников) сорев
нования на структуре (1 вводится некое правило выбора л. Как 

мы знаем, правила выбора могут быть разными. Хорошо из

вестно и широко применяется правило определения победителя 

по наибольшей сумме набранных очков S(Xi) = L tij. Правило 
j 

«суммы очков~ лв выглядит следующим образом: 

Xi t: Xk {::} S(Xi) 2: S(Xk), i, k = 1, ... ,т. 

Функция турнирного выбора по правилу «суммы очков~ лв име

етвид 

св(х) = {у Е XIS(y) = тахВ(х)}. 
хЕХ 

Согласно этому правилу победителем становится участник, на
бравший максимальную сумму очков. Разумеется, такой выбор 
не пуст, но он не всегда единственен, так как несколько участни

ков может набрать одинаковое число очков. 

Можно определять победителя соревнования и по-другому. 
По правилу «гарантированного результата» победителем объ

является участник, который имеет максимальное значение наи-
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меньшего числа очков N(Xi) = ~J.I.l tij, набранных во всех пар
Зт-~ 

ных встречах. Правило «гарантированного результата» (прави
ло максимина) 1tN выглядит следующим образом: 

Xi !':: Xk {::} N(Xi) ~ N(Xk), i, k = 1, ... ,т, 

а функция турнирного выбора -

CN(X) = {у Е XIN(y) = maxN(x)}. 
хЕХ 

Как и в первом случае, здесь также может оказаться несколько 

победителей. В качестве правила «гарантированного результа
та» можно применять и правило минимакса. 

В много круговом турнире победитель определяется по итого

вой турнирной матрице, которая образуется как результат сло

жения всех турнирных матриц для каждого круга соревнования. 

Пpu.мeр 19.1. Рассмотрим однокруговой турнир, в котором 
принимают участие шесть команд Хl, Х2, ХЗ, Х4, Х5, Х6. Резуль
таты встреч между ними представлены в турнирной матрице 

(табл. 19.1). Все варианты сравнимы по мажоритарному отноше
нию w. В матрице есть нетранзитивная цепочка Хl >- Хз >- Х2 >
>- Хl. В двух последних столбцах турнирной матрицы в строке 
i-ro участника указаны сумма очков S(Xi) и минимальное число 
очков N(Xi). По правилу «суммы очков» победителем соревно
вания является участник Х4, набравший большее число очков и 

одержавший больше побед, а по правилу «гарантированного ре
зультата» - участник Х5, не проигравший ни одной встречи. • 

Для функций турнирного выбора всегда выполняется усло

вие агрегируемости А, а условия наследования Н, независимо-

Таблица 19.1 

Турнирная матрица 

Т Xl Х2 ХЗ Х4 Х5 Х6 S(Xi) N(Xi) 

Хl * О 2 О 1 2 5 О 

Х2 2 * О О 1 О 3 О 

хз О 2 * О 1 1 4 О 

Х4 2 2 2 * О 2 8 О 

Х5 1 1 1 2 * 1 6 1 

Х6 О 2 1 О 1 * 4 О 
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сти от исключения отвергнутых вариантов О и согласия С ино

гда выполняются, а иногда и нет. 

19.6. Особенности методов функций выбора 

Функции выбора являются достаточно универсальным сред

ством решения сложных задач выбора, которое дает возмож

ность построить сложные модели выбора, сочетающие разные 

методы и механизмы выбора, включая бинарные отношения и 

многокритериальные оценки. Выбираемые варианты могут опи

сываться и количественными, и качественными признаками. Тем 

самым методы, основанные на функциях выбора, входят в тре

тью и четвертую группы методов рационального выбора. 

Использование функций выбора позволяет оценивать каж
дый вариант решения по отдельности и сравнивать их между со

бой. Оценка, сравнение и поиск лучших вариантов могут прово

диться как в целом, без детализации свойств вариантов, так и по 

отдельно выделенным характеристикам вариантов. Поиск наи
более предпочтительных вариантов осуществляется путем по

следовательного сужения исходного множества альтернативных 

вариантов. При этом задание самой функции выбора фактиче

ски предопределяет и вид окончательного результата, и способ 

его получения. 

Функции выбора являются удобным языком для формули

ровки различных содержательных моделей выбора, способных 

учитывать зависимость результатов выбора от состава конкрет

но имеющихся вариантов, наличия или отсутствия определен

ных вариантов. С помощью функций выбора можно формаль

но описать разные логики выбора, выразить многообразие инди

видуальных предпочтений единственного ЛПР и коллективных 

предпочтений нескольких ЛПР, в том числе не укладывающиеся 

в рамки классической рациональности, например нетранзитив

ные предпочтения. В процедурах выявления предпочтений ЛПР 

имеется возможность отказа от выбора. 

В то же время функции выбора остаются во многом теорети

ческой конструкцией, не получившей пока широкого практиче

ского применения. Для функций выбора характерна некоторая 

заформализованность языка, усложняющая в ряде случаев со

держательную интерпретацию полученных результатов. Могут 

также появляться ситуации, когда понятие предпочтения ЛПР 
лишается смысла, а сам выбор становится невозможным. 
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19.7. Общая характеристика методов 
рационального выбора 

Потребность в создании методов рационального выбора обу

словлена необходимостью решения сложных и плохо формали

зуемых практических проблем, для которых трудно установить 

объективные критерии качества или эффективности решения, 

находя экстремумы которых можно выделить лучший вариант. 

Рациональный выбор, как правило, осуществляется в ситуаци

ях, где присутствуют неопределенности природы, человека и це

лей. «Снятие'> этих неопределенностей производится с помощью 

неформального упрощения задачи выбора. 

Возможными путями такого упрощения служат введение 

многих показателей, как количественных, так и качественных, 

содержательно описывающих рассматриваемую проблемную си
туацию; использование специальных способов измерения и аг
регирования предпочтений ЛПР с помощью функций ценности, 

бинарных отношений, решающих правил; сведение рациональ

ного выбора к поиску оптимума некоторых субъективно задава
емых показателей качества решения. В методах рационального 

выбора часто применяются многие идеи оптимизационного под

хода. Однако существенное значение для определения, какой же 

вариант решения считать лучшим или наиболее предпочтитель

ным, имеют субъективные предпочтения ЛПР. 

Методы рационального выбора характеризуются такими осо

бенностями: 

• для описания проблемной ситуации используются модели, 
сочетающие объективные и субъективные факторы при преоб

ладании последних; 

• сравнение вариантов осуществляется на основе одного или 
нескольких числовых и/или вербальных показателей, выража
ющих субъективные предпочтения ЛПР; 

• результатом решения задачи выбора является выделение 
предпочтительных вариантов, упорядочение или классифика

ция вариантов. 

К недостаткам методов рационального выбора относят следу

ющее: 

• содержательная постановка задачи рационального выбо
ра в еще большей степени, чем в случае оптимального выбора, 
является искусством. Еще более неоднозначна структуризация 

проблемной ситуации; 

• отсутствуют убедительные аргументы в пользу того или 
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иного метода решения практической задачи. Нет строгого тео

ретического обоснования многих методов, широко применяемых 

на практике. Многие из них носят эвристический характер; 

• относительно высокой остается трудоемкость многих мето
дов, предъявляющих большие требования к ЛПР при измерении 
его предпочтений. Не все методы обеспечивают полную срав

нимость вариантов, часть из них может остаться несравнимой. 

В ряде методов может появляться нетранзитивность предпочте

нийЛПР; 
• при решении одной и той же задачи даже при применении 

методов, относящихся к одной И той же группе, возможна неод

нозначность получаемых результатов. Многие методы обладают 

большой чувствительностью результата к незначительным изме

нениям исходных данных, к ошибкам в ответах ЛПР. 

Лишь в некоторых методах предусмотрены специальные воз

можности для объяснения полученных результатов. В других 

методах такие возможности отсутствуют, что порождает недо

статочную прозрачность методов. 

В целом методы рационального выбора позволяют решать бо

лее широкий круг задач выбора, чем методы оптимизации. В них 

используются разнообразные средства для описания решаемой 

проблемы, выражения, измерения и агрегирования предпочте

ний ЛПР. Методы предоставляют в распоряжение ЛПР различ

ные возможности для обоснования и в ряде случаев аргументи

рованного объяснения сделанного выбора. Многие методы раци

онального выбора реализованы в виде интерактивных человеко

машинных процедур, которые позволяют ЛПР активно участво

вать в процессе решения задачи, контролировать и вмешиваться 

в ход ее решения, проводить анализ полученных результатов. 

Человеко-машинные методы оказались успешными при реше

нии сложных задач многокритериальной оптимизации и многих 

других многокритериальных задач. Однако чем сложнее реша
емая проблема, чем труднее она формализуется, тем с большей 

осторожностью и тщательностью нужно подходить к выбору со

ответствующего метода ее решения. 

*** 
Рекомендуемая литература: [6], [7], [11], [16], [23], [25], [28], 

[29], [31], [32], [36], [39], [41], [42], [45], [47], [48], [51], [55], [58], [61], 
[62], [63], [64], [65], [66]. 



ЧАСТЬ IV 

КОЛЛЕКТИВНЫЕ РЕШЕНИЯ 

г ЛАВА 20 

КОЛЛЕКТИВНЫЙ ВЫБОР 

20.1. Понятие коллективного выбора 

Задачи принятия решений, в которых результаты выбора 
определяются мнениями или действиями не одного человека, 

а многих людей, столь же распространены на практике, как 

и задачи индивидуального выбора. В качестве отдельных ЛИЦ, 

принимающих решения, выступают руководители и члены вы

борных органов, жюри, комитетов, судьи, эксперты, избирате

ли и т. п. Совокупность таких действующих лиц будем называть 
группой, nрu'Нu.м.ающеЙ решенuе (ГПР) независимо от роли и 
значимости каждого члена группы в процессе решения задачи 

выбора. Таким образом, под 1СО.ll.ll.е1Сmuвн'ЫМ, или груnnов'ЫМ, вы
бором понимается процедура принятия решения, основанная на 

совместном учете и/или согласовании индивидуальных предпо
чтений членов ГПР. 

Групповой выбор сочетает в себе субъективные и объектив

ные аспекты. Предпочтение каждого конкретного ЛПР субъек
тивно и зависит от присущей данному человеку системы ценно

стеЙ. В то же время объединение нескольких индивидуальных 

предпочтений в одно коллективное предпочтение должно осу

ществляться по возможности более объективным способом с по

мощью явно определенных формальных процедур, разделяемых 

всеми членами группы и не подверженных, в идеале, влиянию 

отдельных членов группы. 

С содержательной точки зрения проблема коллективного вы
бора состоит в том, как наиболее «правильно», «справедливо» и 

«разумно» осуществить переход от вариантов, лучших для ин

дивидуумов, к вариантам, лучшим для всего коллектива. При 

этом предполагается, что должно быть выработано общее для 
членов ГПР понимание, что считать «правильным», «справедли
вым», «разумным» и «лучшим» коллективным решением. Груп

повой выбор включает две категории проблем: как агрегировать 
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индивидуальные предпочтения в интегральные оценки качества 

решения, на основе которых ищется наиболее предпочтительное 

решение, и как организовать саму процедуру выработки коллек

тивного решения, т. е. технологию работы ГIIР. 

Когда имеется много лиц, принимающих решения, проблема 
агрегирования предпочтений распадается на две составляющие. 

Во-первых, при оценке варианта отдельным ЛПР по многим 

показателям (критериям) качества необходимо синтезировать 
единую многокритериальную оценку, обобщенно выражающую 

предпочтения данного лица. Во-вторых, нужно каким-то обра

зом соизмерить и объединить различные индивидуальные суж

дения отдельных ЛПР в одно общее коллективное мнение. Раз

нообразные аспекты первой, «внутренней», составляющей про

блемы агрегирования индивидуальных предпочтений ЛПР рас

сматривались в предыдущих частях книги. Вторая, «внешняя», 

составляющая проблемы агрегирования индивидуальных пред

почтений ЛПР и представляет, собственно говоря, коллектив

ный выбор. 

В зависимости от контекста рассматриваемой ситуации ин

дивидуальные предпочтения могут агрегироваться различным 

образом: суммированием и усреднением индивидуальных суж

дений ЛПР независимо от совпадения мнения членов группы; 

согласованием разных точек зрения с учетом баланса интере
сов членов группы и поиском компромиссного варианта реше

ния; выработкой коллективной точки зрения, учитывающей раз

личные, в том числе несогласованные и противоречивые, мнения 

всех членов группы без поиска компромисса между ними. Та
ким образом, конструирование механизма агрегирования инди

видуальных предпочтений - важнейший элемент коллективно

го принятия решений. 

Технология коллективной работы ГПР требует учета разно

образных содержательных, организационных и психологических 

факторов. На поведение членов группы, их предпочтения и, в 
конечном счете, на результат коллективного выбора оказывают 

влияние характер решаемой проблемы, уровень знаний и опыт 

участников, их эмоциональное состояние, регламент обсужде
ния проблемы, открытость и последовательность высказывания 

мнений, возможность создания коалиций, особенности процедур 

голосования и многое другое. 

Кроме того, каждый член ГПР может обладать разной сте
пенью влияния на принятие решения, источником которого слу

жат личностные качества, административное положение, иму-
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щественное состояние индивидуума. Выделяются следующие ви

ды влиятельности: вознаграждающая (движущие мотивы - на
грады, премии, поощрения, побуждения); устрашающая (дви
жущие мотивы - насилие, угрозы, наказание); обусловленная 
(движущие мотивы - образование, культурные традиции, рели

гиозные вероучения, внушение). Многие из перечисленных ас
пектов относятся к трудным и мало изученным вопросам и не

редко не учитываются в моделях коллективного принятия реше

ний. 

20.2. Задача коллективного выбора 

Под задачей 1СО.ll.l/,е1Сmuв1-tого в'Ыбора будем понимать следую

щее. Имеется ГПР, состоящая из t человек, которые рассмат
ривают возможные варианты решения проблемы (альтернати
вы, объекты, способы действия, кандидаты) A1, ... ,Ат , число 
которых может быть как конечным, так и бесконечным. Каж

дый :из членов ГПР независимо от остальных оценивает все ва

рианты в соответствии со своими индивидуальными предпочте

ниями. Предполагается, что выработаны общие для всех членов 
ГПР правила организации и проведения процедур сравнения и 

выбора вариантов. 

Основываясь на индивидуальных предпочтениях всех членов 

группы и учитывая степень их влиятельности, требуется решить 

одну из задач: 1) выделить лучшие варианты; 2) упорядочить 
все варианты; 3) отнести каждый из вариантов к одному из за
ранее заданных классов решений. Типичными примерами задач 

коллективного выбора служат определение победителей на вы
борах путем голосования, конкурсный отбор исполнителей для 

выполнения заказных работ. 
Каждый индивидуум, вообще говоря, преследует свои соб

ственные интересы и цели, имеет свои собственные правила и 
критерии выбора лучшего варианта, которые могут не совпадать 

и/или конфликтовать с предпочтениями других членов ГПР. 
Поскольку каждый член ГПР принимает решения независимо 

от других, исходя из своих собственных интересов и целей, мак

симально возможное число индивидуальных предпочтений рав

но числу членов ГПР. При коллективном принятии решений мо

гут также возникать коалиции, куда входят участники, име1Q

щие совпадающие интересы. Тогда каждая коалиция может рас

сматриваться как самостоятельный член группы, принимающей 

решения, и общее число индивидуальных предпочтений умень

шается. 
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При принятии коллективного решения и индивидуумы, и ко

алиции могут придерживаться различных стилей поведения, а 

именно: статус-кво, конфронтация, рациональность. В случае 
статус-кво участники слабо взаимодействуI(y,[' друг с другом, ста

раются сохранять сложившуюся ситуацию. Такие взаимоотно

шения характерны для поведения независимых участников эко

номического рынка. При конфронтации участники действуют 

так, чтобы нанести максимальный ущерб другим участникам, 
рассматривая их как противников. При этом они могут навре

дить и самим себе. Такие взаимоотношения характерны для ло

кальных военных действий, конфликтных ситуаций, спортив

ных игр. Участники, ведущие себя рационально, стремятся дей

ствовать в своих интересах так, чтобы получить максимальную 

для себя выгоду, необязательно нанося ущерб другим участни

кам. В ряде случаев участникам выгодно объединяться, стано

вясь союзниками, иногда выгоднее оставаться противниками. 

Такие взаимоотношения присущи крупным компаниям, действу

ющим в одном и том же секторе экономики; странам, вовлечен

ным в глобальный конфликт. 

Приведенная выше задача коллективного выбора во многом 

повторяет рассмотренную ранее задачу индивидуального раци

онального выбора, однако существенно отличается от последней 

наличием нескольких действующих лиц. Основная сложность 

задачи индивидуального рационального выбора, связанная с вы

явлением предпочтений отдельного ЛПР, дополнительно усугуб

ляется сложностью агрегирования и согласования индивидуаль

ных предпочтений нескольких ЛПР, неоднозначностью возмож

ного перехода от индивидуальных суждений к коллективному 

мнению ГПР. Достаточно трудным является и ответ на вопрос: 

«Что считать рациональным коллективным решением?~ 

20.3. Принципы согласования 
индивидуальных предпочтений 

Чтобы найти коллективное предпочтение, требуется каким

то образом объединить, а зачастую и согласовать друг с дру

гом индивидуальные предпочтения членов ГПР. Для взаимно
го учета индивидуальных интересов устанавливается некоторый 

принцип согласования, который позволяет выделить наилучшие 

с коллективной точки зрения варианты. Укажем наиболее из
вестные принципы согласования интересов участников при кол

лективном выборе. 
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• ПРU'НЦUn Кур'Но. Все члены ГПР имеют различные соб
ственные интересы и делают свой выбор независимо друг от дру

га, т. е. число коалиций равно числу членов ГПР. Тогда никакому 

участнику по отдельности не выгодно менять свое предпочтение, 

так как это может только ухудшить принятое решение. 

• ПРU'НЦUn Парето. Все члены ГПР имеют общие интересы 
и делают свой выбор согласованно, т. е. имеется одна-единствен

ная коалиция. Тогда всем участникам вместе не выгодно менять 

свои предпочтения, так как это может только ухудшить приня

тое решение. 

• ПРU'НЦUn Эд:жворта. Все члены ГПР входят в коалиции, 
число которых может быть любым (от одного до равного числу 
членов ГПР), и делают свой выбор в интересах своей коалиции. 
Тогда никакой коалиции не выгодно менять свои предпочтения, 

так как это может только ухудшить принятое решение. 

Рассмотрим простой пример, иллюстрирующий принципы со

гласования интересов, которые применяются во многих задачах 

принятия решений в экономике, технике, производстве. 

Прu.мер 20.1. Пусть группа, принимающая решение, состо:. 
ит из двух участников, и имеется два варианта решения про

блемы A i и Aj • Каждый участник, исходя из своих предпочте
ний, может выбрать любой из вариантов. Поэтому возможны 

всего четыре комбинации группового выбора, представленные 

в табл. 20.1. Вариант, выбранный одним из участников, обозна
чен соответствующим верхним индексом в угловых скобках. Так, 

A~l) А;2) означает, что вариант Ai выбрал первый участник, а ва
риант Aj - второй участник. Члены ГПР выразили свои инди

видуальные предпочтения, поставив каждую из комбинаций на 

первое, второе, третье или четвертое место (см. табл. 20.1). 
Согласно принципу Курно наилучшим решением является 

ситуация A~l) A~2), где каждый член ГПР предпочитает вариант 
Ai . Действительно, если первый участник выбрал вариант Ai , то 
второму также выгодно принять такое же решение, и наоборот. 

Таблица 20.1 

Индивидуальные предпочтения участников 

Участник A(l) А(2) , , A(l) А(2) 
, J 

A(l) А(2) 
J , 

A\l) А(2) 
J J 

1 2 1 4 3 

2 2 4 1 3 
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Ситуация A~l) A~2) более выгодна, чем ситуация Азl) АУ), но яв
ляется неустоЙчивоЙ. Если первый участник захочет улучшить 

свое положение за счет второго участника, выбрав более предпо-

чтительную для себя комбинацию A~l) АУ) , то второй участник 
может ответить тем же, выбрав комбинацию АУ) A~2) и ухудшив 
положение первого. Согласно принципу Парето лучшими ситуа-

циями являются A~l) A~2) A~l) А ~2) И А ~1) A~2) Согласно принципу 
t t't J J t· 

Эджворта лучшей ситуации не существует. • 

20.4. Классификация задач и методов 
коллективного выбора 

Проблема коллективного выбора как задача голосования на

чала изучаться французскими учеными еще в конце ХУН в. Од
нако, несмотря на свой солидный возраст, проблема группового 
выбора исследована гораздо хуже, чем проблема индивидуаль

ного выбора. Это обусловлено главным образом как трудностя

ми содержательной постановки задачи группового выбора, так 

и сложностью построения формальных моделей агрегирования 

индивидуальных предпочтений в единое результирующее кол

лективное предпочтение. 

По числу членов ГПР можно выделить задачи коллектив
ного выбора с двумя и мн,огими (больше двух) у'Частн,u1Са.мu. 
Когда существует необходимость и имеется возможность согла

совать индивидуальные предпочтения участников, будем гово

рить о согласованном или компромиссном коллективном выборе. 

Когда индивидуальные предпочтения участников несогласован

ны и даже противоречивы, а компромисс по каким-то причинам 

невозможен, то такой коллективный выбор назовем несогласо

ванным или бескомпромиссным. 

По числу критериев, используемых для оценки вариантов, 

задачи коллективного выбора подразделяются на одн,О1Сритери
а.л:ьн,'blе и мн,огО1Срuтерuа.л,ън,'blе. Когда качество вариантов оце

нивается числовыми целевыми функциями, функциями ценно

сти, можно говорить об оптимальном коллективном выборе, со

ответствующем экстремальным значениям целевых функций. 
В зависимости от того, описываются ли варианты и предпо

чтения участников детерминированными, вероятностными или 

нечеткими переменными, говорят о коллективном принятии ре

шений в условu.ях оnреде.лен,н,остu, вероятн,остн,оu, н,е'Чет1СОU 

или полн,оu н,еоnреде.лен,н,остu. 
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Устоявшейся классификации методов коллективного выбора 

нет. Условно выделяют методы голосования, аксиоматические, 

игровые и экспертные методы, групповые разновидности мето

дов многокритериального выбора. Как и в случае индивидуаль

ного выбора, методы коллективного выбора можно также раз

делить на подгруппы в зависимости от характера измеряемых 

показателей (количественные или качественные) и последующе
го сравнения вариантов с вычислением или без вычисления их 

числовой ценности (см. разд. 13.3). 
Голосование как широко используемый способ коллективного 

принятия решений, выражающий волю большинства, рассмат

ривается в гл. 21. Избиратели отдают свои голоса, чтобы вы
брать лучшего кандидата или альтернативный вариант. Суще

ствует значительное число разнообразных процедур голосова

ния, которые отличаются формами организации и проведения, 

способами сбора голосов и обработки результатов, правилами 

выявления победителей. 

Аксиоматические теории 1Солле1Стивного в'Ыбора, служащие 
обоснованию понятия коллективной рациональности, обсужда
ются в гл. 22. В основе этих теорий лежат разные модели агреги
рования и согласования индивидуальных предпочтений. Теории 

коллективного выбора сыграли важную роль в осмыслении воз

можностей создания «честной» и «справедливой» системы го

лосования как «объективного» способа для выражения общего 

мнения многих независимых индивидуумов. 

Метод'Ы группового м,ногО1Сритериалъного в'Ыбора, которые 

основаны на агрегировании индивидуальных предпочтений чле

нов ГПР, представленных функциями ценности, векторами или 

кортежами оценок вариантов, излагаются в гл. 23. 
Для решения проблем группового выбора применяются так

же игровые и экспертные методы, обладающие своей специфи
кой. Эти методы коллективного принятия решений в данной 

книге не рассматриваются. 



ГЛАВА 21 

ГОЛОСОВАНИЕ 

21.1. Механизмы и процедуры голосования 

Голосование - один из наиболее распространенных, популяр

ных и давно известных способов коллективного принятия реше

ний, который применяется для выбора наиболее предпочтитель

ного для всех варианта в различных по размеру группах. Если 

число избирателей достаточно велико, то такой выбор называют 
со'Цuа.лън:ы.м, или общесmвен,н:ы.м,. 

Разные системы голосования отличаются используемыми 

процедурами сравнения вариантов, правилами подсчета голосов 

и определения победителей, формами организации и проведения 

выборов. «Честные'> выборы предполагают независимость изби

рателей, свободу волеизъявления голосующих, отсутствие нару

шений установленных процедур и правил голосования. Вместе 

с тем, как оказалось, разные системы голосования могут давать 

различные результаты даже при соблюдении всех условий «чест

НОСТИ» выборов. 

Обоснование процедур голосования и формализация правил 
подсчета голосов для определения победителей были одними 

из первых задач коллективного принятия решений, привлек

ших внимание исследователей. Еще в конце XVIII в. француз
ские ученые Жан Борда, математик, физик и морской штурман, 

и маркиз Жан де Кондорсе, общественный деятель, секретарь 

Французской академии, философ-просветитель, математик и со

циолог, приступили К систематическому изучению задачи голо

сования. Борда доложил свои результаты по формам выборов 

на заседании Королевской академии наук в Париже в 1770 г. и 
опубликовал их в 1784 г., а Кондорсе - в 1785 г. В XIX в. про
блемы голосования изучались французским математиком и фи

зиком П. Лапласом и английским математиком Ч. Доджсоном. 

Первым же, кто предложил (1951) аксиоматику рационального 
коллективного выбора, был К. Эрроу, американский математик 

и экономист, впоследствии лауреат Нобелевской премии. 

Голосование объединяет два механизма: индивидуальный вы
бор избирателей и подведение итогов выборов, которые обыч

но выполняются разными людьми. Индивидуальный выбор осу-
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ществляется всеми избирателями, которыми могут быть жители 

страны, области или города, члены комитета или жюри. Очевид
но, механизмы голосования и волеизъявления должны быть про

стыми И понятными для всех избирателей. Для выявления ин

дивидуальных предпочтений избирателей применяются две ос

новные разновидности процедур: неранжирующая и ранжирую

щая. 

Внеранжирующей процедуре голосования каждый избира
тель отдает свой голос за один или несколько имеющихся аль

тернативных вариантов. В одних процедурах следует голосовать 

только за определенное число вариантов, например за одного 

кандидата на парламентских выборах или за нескольких претен

дентов по числу лиц, избираемых в состав руководящего органа; 

в других допускается голосование за любое произвольное число 

вариантов. Голоса, поданные за каждый вариант, суммируются. 

В ранжирующих процедурах голосования требуется, чтобы 

каждый избиратель оценивал все имеющиеся варианты. В одних 
случаях предлагается полностью или частично упорядочить все 

варианты по предпочтительности и расположить их в порядке 

убывания предпочтительности; в других необходимо провести 

парное сравнение вариантов и указать предпочтительность од

ного из них. 

Результаты голосования подводит независимая избиратель
ная комиссия по определенным правилам и под строжайшим 

наблюдением и контролем. Механизм подсчета голосов может 

быть и не очень простым по сравнению с механизмом голосова

ния, но он должен быть прозрачным, точным и эффективным. 
При подсчете голосов учитывается ряд дополнительных усло

вий. Если все избиратели являются равноправными участника

ми, то обычно один голосующий имеет 1 голос или m голосов 
по числу сравниваемых вариантов при так называемом куму

лятивном голосовании. В последнем случае голосующий дол

жен по своему усмотрению распределить эти m голосов между 
произвольными вариантами. Если избиратели неравноправны, 

то каждый из них располагает определенным и, как правило, 

неравнозначным числом голосов. Например, председатель жю

ри или генеральный директор компании имеет право на два го

лоса при рассмотрении спорных ситуаций; акционер имеет число 

голосов, равное количеству принадлежащих ему акций; выбор
щики на выборах президента США имеют число голосов, равное 

числу избирателей штата, и все эти голоса отдаются одному кан

дидату, победившему в штате на промежуточных выборах. 
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21.2. Правила определения победителя 

Для определения лучшего по итогам голосования варианта 

наиболее часто используются следующие правила: 

• один голос «за"» или 1-болъшинство голосов - лучшим счи

тается вариант, за который проголосовал хотя бы один участник, 

а остальные участники воздержались от выбора; 

• относителъное болъшинство голосов - лучшим считает
ся вариант, за который проголосовало большинство участников 

(больше, чем за любой другой вариант, но необязательно более 
половины от общего числа голосов); 

• простое болъшинство голосов - лучшим считается вари
ант, за который проголосовало простое большинство участников 

(более половины от общего числа голосов); 
• абсолютное или -х:ва.лифицированное болъшинство голо

сов - лучшим считается вариант, за который проголосовало 

больше заранее заданного числа участников (например, более 
двух третей или более трех четвертей от общего числа голосов); 

• (k1 , k2)-болъшинство голосов - лучшим считается вариант, 
за который про голосовало не менее чем k1 участников и про

тив - не более чем k2 участников; 

• единогласие - лучшим считается вариант, за который про
голосовали все участники; 

• вето - вариант не выбирается, если против него проголо

совал хотя бы один участник независимо от результатов голосо

вания остальных участников. 

Каждому из правил большинства голосов можно сопоставить 

некоторое мажоритарное отношение, по которому определяет

ся победитель при попарном сравнении вариантов, аналогичное 

приведенному в разд. 19.5. Все правила большинства голосов 
можно объединить одним nравило.м k-болъшинства, где число 

k устанавливает порог большинства голосов или так называе
мую квоту. Участники, проголосовавшие одинаково, представ

ляют собой коалицию. 

В применяемых на практике системах голосования использу

ются разные виды итогового коллективного выбора. В качестве 

основных результатов выбора укажем: выбор единственного ва

рианта из имеющихся; выбор заданного числа вариантов; выбор 

произвольного числа вариантов; упорядочение всех или опреде

ленной части вариантов. Так, в системе .мяг-х:ого рейтинга каж
дый участник может голосовать за любое произвольное число 

имеющихся вариантов. Победитель определяется по правилу от-
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носительного большинства голосов. Такая система голосования 

часто используется в парламентах. 

Системы голосования различаются также формами своей ор
ганизации (одно-, многотуровые), правилами определения побе
дителей каждого тура. В м:nоготурових процедурах коллектив

ного принят ия решений процесс поиска победителя или итого

вого упорядочения вариантов разбивается на несколько туров 

или этапов, на каждом из которых может использоваться своя 

система голосования, свои правила подсчета голосов и опреде

ления победителей, выходящих в следующий тур выборов. На
пример, в системе голосования, основанной на процедуре ис1СЛЮ

'Ч,ения xyдw.eгo варианта, каждый участник попарно сравнива
ет все варианты по предпочтительности. Вариант, признанный 

худшим большинством голосов участников, исключается из рас

смотрения. Процедура повторяется до тех пор, пока не останет

ся единственный лучший вариант. Эта система голосования ис

пользуется в конгрессе США. 
Победители 1СОН1Сурсов определяются коллективным решени

ем жюри, которое обычно также принимается голосованием. Ес

ли конкурс проводится В несколько туров и по разным груп

пам участников (например, в музыкальном конкурсе принимают 
участие пианисты, скрипачи, виолончелисты и другие музыкан

ты), то вначале специализированные по номинациям жюри про
водят последовательный отсев участников, допуская к следую

щему туру только часть лучших исполнителей. На заключитель

ном туре определяются победители по каждому виду конкурса, 

занявшие первое, второе и третье места. На окончательное рас

пределение мест могут повлиять оценки, полученные участника

ми на каждом из туров, а также состав участников. Часто фаво

риты получают завышенные оценки независимо от показанных 

результатов. Кроме того, на каждом отдельном туре и по каждо

му виду конкурса могут использоваться свои процедуры и пра

вила для определения лучших участников и победителей, что 

тоже оказывает свое влияние на итоговые результаты конкурса. 

Для оценки применимости той или иной системы голосова
ния весьма существенно установить, какие правила необходимы 

и достаточны в реальных условиях, чтобы адекватно упорядо

чить кандидатов и/или определить победителя. Оказалось, что 
использование того или иного способа обработки и подсчета по

данных голосов может заметно повлиять на итоговые результа

ты голосования и дать разных победителей выборов. Такие си

туации получили название парадоксов голосования. Первый па-
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радокс голосования был обнаружен де Кондорсе (1785) и впо
следствии получил его имя. Позднее были найдены и другие па

радоксы коллективного выбора. 

Рассмотрим наиболее известные процедуры голосования. 

21.3. Процедуры Борда 

Процедура Борда (1770) была исторически первой системой 
голосования, где использовалась ранжирующая процедура уче

та мнений голосующих. Она является естественным и коррект

ным способом коллективного выбора, который обеспечивает 

всем участникам возможность выразить индивидуальные пред

почтения и позволяет учесть интересы меньшинства. Процедура 

состоит из следующих шагов. 

1. Каждый участник ранжирует все варианты А1 , ... , Ат по 
предпочтительности. 

2. В каждом S-M индивидуальном строгом упорядочении пер

вый вариант получает m - 1 баллов, второй вариант - m - 2 
баллов, последний вариант - О баллов. Очевидно, что в S-M упо
рядочении балл Борда b(s) (Ai ) каждого варианта Ai равен чис
лу L r(s)(Ai , A j ) вариантов A j , которые уступают варианту A i · 

j#i 

Здесь величина r(s)(Ai , A j ) = 1, если A i >- A j , и r(S) (A i , A j ) = О, 
если Ai --< Aj . 

3. Для каждого варианта Ai вычисляется значение функции 

Борда 
t 

fB(A i ) = L b(S) (A i ), 

s=1 

равное сумме баллов Борда b(s) (Ai ), присвоенных варианту A i во 
всех индивидуальных упорядочениях. 

4. Упорядочение вариантов строится по убыванию значения 
функции Борда fB(A i ). Лучший вариант А* определяется мак
симальным значением функции Борда 

А* Е arg шах fB(A i ). 
l::;i::;m 

Отметим, что балл Борда b(s) (Ai ) связан с рангом r;S) ва
рианта A i , введенным формулой (3.1), соотношением: b(s)(Ai ) + 
+ r;s) = т. Тем самым убывающая последовательность баллов 
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Борда m - 1 > m - 2 > ... > о эквивалентна возрастающей по
следовательности рангов вариантов Т1 < Т2 < ... < Тт . 

Пpu.м.ер 21.11. Предположим, что 60 избирателей должны 
выбрать одного из трех кандидатов А, В и С. Пусть при исполь

зовании ранжирующей процедуры учета мнения избирателей их 

индивидуальные предпочтения распределились следующим об

разом: 

А >- в >- С - 23 чел.; 

В >- С >- А - 17 чел.; 

В >- А >- С - 2 чел.; 

С >- А >- В - 10 чел.; 

С >- В >- А - 8 чел. 

Вычислим значение функции Борда f в для каждого из кан
дидатов, полагая, что в индивидуальном упорядочении первому 

кандидату присваивается 2 балла, второму - 1 балл, третьему -
О баллов. 

Тогда получаем: 

для кандидата А 

fB(A) = 2· (23) + 1· (2 + 10) + О· (17 + 8) = 58; 

для кандидата В 

fB(B) = 2 . (17 + 2) + 1 . (23 + 8) + О . (10) = 69; 

для кандидата С 

fB(C) = 2· (10 + 8) + 1· (17) + О· (23 + 2) = 53. 

Упорядочение кандидатов в соответствии со значениями 

функции Борда f в имеет вид: В >- А >- С, поскольку 
fB(B) > fB(A) > fB(C). Лучшим является кандидат В. • 

Модифuцuрован:nая nроцедура Борда учитывает возможные 

различия индивидуальных предпочтений избирателей. 

1. Каждый участник ранжирует все варианты А1 , .•• ,Ат по 
предпочтительности. 

2. Подсчитывается количество индивидуальных строгих упо
рядочений одного и того же вида. 

lПримеры оценок кандидатов взяты из работы Ж.Кондорсе (1785). 
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3. Для каждого варианта Ai подсчитывается общее число 
g(Ai , Aj ) участников, предпочитающих данный вариант Ai всем 
остальным вариантам Aj при парных сравнениях во всех полу

ченных упорядочениях. 

4. Для каждого варианта Ai вычисляется значение модифи

цированной функции Борда 

!BM(Ai ) = I)g(Ai , A j ) - g(A j , Ai )]. 

j 

5. Упорядочение вариантов строится по убыванию значения 
модифицированной функции Борда !BM(Ai ). Лучший вариант 
А * определяется максимальным значением функции Борда 

А* Е arg тах !BM(Ai ). 
l~i~m 

Вместо шагов 1, 2 каждый голосующий может попарно срав
нить все варианты друг с другом и по результатам сравнений 

построить упорядочение вариантов (см. разд. 4.1). 
Нетрудно убедиться, что функция Борда !B(Ai ) представ

ляет собой общее число g(Ai , A j ) участников, предпочитающих 
данный вариант Ai всем остальным вариантам Aj (j i= i) при 
парных сравнениях: 

!B(Ai ) = Lg(Ai , A j ). 

joIi 

Прu.м.ер 21.2. Пусть выполняются условия примера 21.1. 
Вычислим значения функций Борда для каждого из кандида

тов А, В и С. Если во всех упорядочениях рассматривать только 

парные сравнения кандидатов А и В, то у(А, В) = 23 + 10 = 33 
избирателя считают кандидата А предпочтительнее кандидата 
В, а у(В,А) = 17 + 2 + 8 = 27 избирателей - кандидата В 
предпочтительнее кандидата А. Аналогичным образом, сравни

вая остальные пары кандидатов, получим 
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у(В, С) = 23 + 17 + 2 = 42, 

у(С, А) = 17+10+8=35, 

у( С, В) = 10 + 8 = 18; 

у(А,С) = 23+2 = 25. 

Значения функции Борда! в для кандидатов: 

!в(А) = у(А, В) + у(А, С) = 33 + 25 = 58; 

!в(В) = у(В, А) + у(В, С) = 27 + 42 = 69; 

!в(С) = у(С, А) + у(С, В) = 35 + 18 = 53. 



Таблица 21.1 

Групповая матрица G 
парных сравнений, 

функции Борда IB' IBM 
кандидатов 

G А В С 18 18М 

А - 33 25 58 -4 

В 27 - 42 69 18 

С 35 18 - 53 -14 

Значения модифицированной функции Борда fBM: 

fBM(A) = g(A, В) - g(B, А) + g(A, С) - g(C, А) = 

= (33 - 27) + (25 - 35) = -4; 

fBM(B) = g(B, А) - g(A, В) + g(B, С) - g(C, В) = 

= (27 - 33) + (42 - 18) = 18; 

fBM(C) = g(C, А) - g(A, С) + g(C, В) - g(B, С) = 
= (35 - 25) + (18 - 42) = -14. 

Представим распределение числа избирателей при парных 
сравнениях кандидатов А, В и С групповой матрицей G = 
= (gij)mxm, где gij = g(Ai , A j ). Значения элементов матрицы 
G и функций Борда fB, fBM указаны в табл. 21.1. Упорядоче
ние кандидатов в соответствии со значениями модифицирован

ной функции Борда fBM имеет вид: В >- А >- С, поскольку 
fBM(B) > fBM(A) > fBM(C). Лучшим является кандидат В. 
Тот же результат дает применение функции Борда f В. • 

21.4. Процедура Кондорсе 

Анализируя различные системы голосования, Кондорсе 
сформулировал принцип, обеспечивающий, по его мнению, чест
ные и справедливые результаты выборов. Как писал Кондор

се, «существует только один прав ильный путь выяснения мне

ния большинства на выборах. Он состоит в попарном сравне

нии соответствующих достоинств кандидатов. .. Тот, кто дей
ствительно получает предпочтение большинства голосов на вы

борах, должен казаться наиболее пре~осходящим своих конку
рентов и, таким образом, является тем, кто утверждается боль-
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шинством голосов, как превосхоДЯщий всех» 1. Другими слова
ми, принцип Кондорсе гласит: победителем на выборах объяв
ляется кандидат, превосхоДЯщий при попарном сравнении всех 

остальных кандидатов по правилу простого большинства голо

сов. В таком случае нет необходимости проводить многократное 
баллотирование кандидатов. 

Процедура Кондорсе (1785), реализующая этот принцип, бази
руется на ранжирующей процедуре учета мнений голосующих и 

состоит из следующих шагов. 

1 - 3. Совпадают с шагами 1 - 3 модифицированной проце
дуры Борда и состоят в построении группового распределения 

участников, попарно сравнивающих предпочтительность вари

антов по отношению друг к другу во всех полученных индиви

дуальных строгих упорядочениях. 

4. Лучший вариант при попарном сравнении вариантов опре
деляется по правилу простого большинства голосов. 

Прu.мер 21.3. Пусть выполняются условия примера 21.1 и 
предпочтения избирателей при попарном сравнении кандидатов 

А, В и С распределились так: 

g(A, В) = 33, 

g(B, С) = 42, 

g(C, А) = 35, 

g(B,A) = 27; 

g(C, В) = 18; 

g(A, С) = 25. 

По мнению большинства избирателей, кандидат А превосхо

дит кандидата В, поскольку g(A, В) > g(B, А). Аналогично, кан
дидат В превосходит кандидата С, так как g(B,C) > g(C, В), а 
кандидат С - кандидата А, так как g( С, А) > g( А, С). Таким об
разом, получается несогласованное коллективное предпочтение: 

А >- В >- С >- А, содержащее цикл, вследствие чего нельзя вы
брать лучшего кандидата. • 

Причина возникшего противоречия - так называемого nара

дmсса Кондорсе - состоит в том, что результаты парных сравне

ний вариантов, полученные путем суммирования количества ин

дивидуальных упорядочений, являются взаимозависимыми. Ес

ли индивидуум утверждает, что А >- В и В >- С, то должно 
быть и А >- С. Однако когда правило большинства при меняется 

IЦитируется по русскому переводу отрывка из опубликованной в 1847 г. ра
боты Ж. Кондорсе о способах оценки мнения выборного органа, который при
веден в сборнике: Математические методы в социальных науках / Под ред. 
П. Лазарсфельда и Н. Генри. - М. : Прогресс, 1973, - С. 198. 
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к совокупности этих индивидуальных утверждений, результаты 

могут оказаться другими, в том числе инесогласованными. 

Действительно, в примере 21.3 кандидат А предпочтитель
нее кандидата В по большинству голосов «<за» - 33 голоса), 
В предпочтительнее С (<<за» - 42 голоса), с предпочтительнее 
А «<за» - 35 голосов). Но эти три множества избирателей, го
лосовавших «за» своего кандидата, совершенно различны. Бо

лее того, эти множества даже не пересекаются, поскольку нет ни 

одного участника, который одновременно входил бы во все три 

множества голосующих «за». 

Если воспользоваться правилом абсолютного большинства, 

то победителем станет кандидат В, набравший 42 голоса при 
парных сравнениях с остальными кандидатами. В то же вре

мя согласно правилу относительного большинства при неран

жирующей процедуре учета мнений избирателей лучшим кан

дидатом должен быть признан кандидат А, за которого выска

зались 23 голосовавших, тогда как за кандидата В было подано 
17 + 2 = 19 голосов, а за кандидата С - 10 + 8 = 18 голосов. 
Как видно, результаты выборов существенно зависят от приня

той системы голосования. Итак, может оказаться, что у группы 

участников не будет единственного обоснованного коллективно

го предпочтения. 

Заметим также, что в общем случае вариант, лучший по про

цедуре Кондорсе, может не совпадать с вариантом, лучшим по 

процедуре Борда. 

21.5. Процедуры Симпсона 

Процедура Симпсона (1965) позволяет избежать возникнове
ния парадокса несогласованности Кондорсе и состоит в следую

щем: 

1 - 3. Совпадают с шагами 1-3 модифицированной процеду
ры Борда и процедуры Кондорсе. 

4. Для каждого варианта Ai определяется значение функции 
Симпсона 

fs(Ai ) = min g(Ai , Aj ), 
1~з~т 

равное минимальному числу участников, предпочитающих дан

ный вариант A i всем остальным вариантам A j (j i= i) при всех 
парных сравнениях. 

5. Упорядочение вариантов строится по убыванию значения 
функции Симпсона fs(Ai ). Лучший вариант А* определяет-
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Таблица 21.2 

Групповая матрица G 
парных сравнений, 

функции Симпсона fs, fT 
кандидатов 

G А В С fs fT 

А - 33 25 25 33 

В 27 - 42 27 42 

С 35 18 - 18 35 

ся максимальным значением функции 18 или правилом макси
мина: 

в процедуре, двойственной процедуре Симпсона, для опреде

ления лучшего варианта А * используется правило минимакса: 

в этих процедурах правила определения лучшего вариан

та А * являются аналогами правил «гарантированного резуль
тата», выявляющего победителя группового турнира, а группо

вая матрица парных сравнений кандидатов G = (gij )тхт, где 
gij = g(Ai, Aj ), аналогична турнирной матрице (см. разд. 19.5). 

Прuмер 21.4. Пусть выполняются условия примера 21.1. 
Вычислим значения двойственных функций 18 и Ir для каждо
го из кандидатов А, В и С: 

18(А) = g(A, С) = 25, 18(В) = g(B, А) = 27, 

18(С) = g(C, В) = 18. 

Ir(A) = g(A, В) = 33, Ir(B) = g(B, С) = 42, 

Ir(C) = g(C, А) = 35. 

Групповая матрица парных сравнений кандидатов G = 
= (gij )тхт, gij = g(Ai, Aj ), и значения функций Симпсона 18 
и Ir приведены в табл. 21.2. 

Упорядочение кандидатов в соответствии со значениями 

функции 18 имеет вид: В >- А>- С, поскольку 18(В) > 18(А) > 
> 18(С). Лучшим является кандидат В. Упорядочение канди
датов в соответствии со значениями функции Ir имеет вид: 
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А >- С >- В, поскольку fT(A) < fT(C) < fT(B). Лучшим яв
ляется кандидат А. Таким образом, в общем случае лучшие ва

рианты, выбранные по правилам максимина и минимакса, могут 

не совпадать друг с другом. • 

21.6. Процедура Доджсона 

Процедура Доджсо'На (1877) представляет собой модифика
цию подхода Кондорсе, которая позволяет устранить несогласо

ванность коллективного предпочтения при построении резуль

тирующего упорядочения вариантов. Основная идея процедуры 

Доджсона заключается в следующем: все варианты упорядочи

ваются по числу голосов, которых им не хватает для того, чтобы 

превосходить все остальные варианты по простому большинству 

(более половины от общего числа) голосов. 
1-3. Совпадают с шагами 1-3 модифицированной процеду

ры Борда и процедуры Кондорсе. 

4. Строится вспомогательная матрица Н= (hij )тхт, где h ij = 
= 9(Ai , Aj )/9(Aj , Ai ) - групповая матрица парных сравнений 
вариантов по числу поданных голосов. Для каждого варианта 
Ai по строке матрицы II находятся варианты Aj , для которых 

hij < 1. Это как раз и будут те варианты, в сравнении с которы
ми вариант Ai получил меньше половины от общего числа голо
сов. Обозначим совокупность таких вариантов через А1 /2 • 

5. Для каждого варианта Ai вычисляется значение функции 

Доджсона 

fD(A i ) = L [91/2 - 9(Ai , Aj )], 

AjE A1/ 2 

где 91/2 = t/2, если число t избирателей четно, и 91/2 = (t + 1)/2 
при нечетном t. 

6. Упорядочение вариантов строится по возрастанию значе
ния функции Доджсона fD(Ai ). Лучший вариант А* определя
ется минимальным значением функции Доджсона 

А* Е arg шах fD(Ai ). 
l~i~m 

Прuмeр 21.5. Пусть выполняются условия при мера 21.1. 
Представим распределение числа голосов избирателей при по
парном сравнении кандидатов А, В, С двумя групповыми мат

рицами G = (9ij)mxm, Н = (hij)mxm (табл. 21.3). 
Кандидат А превосходит кандидата В, а чтобы превосходить 

кандидата С по простому большинству голосов кандидату А не 
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G 

А 

В 

С 

Таблица 21.3 

Групповые матрицы G и Н парных сравнений, 
функция Доджсона f D кандидатов 

А В С fD н А В С 

- 33 25 5 А - 33/27 25/35 

27 - 42 3 В 27/33 - 42/18 

35 18 - 12 С 35/25 18/42 -

хватает (t/2) - g(A, С) = 30 - 25 = 5 голосов. Аналогично, кан
дидату В не хватает (t/2) - g(B, А) = 30 - 27 = 3 голосов, что
бы превосхоДИть кандидата А по простому большинству голо
сов, а кандидату С не хватает (t/2) - g(C, В) = 30 - 18 = 12 го
лосов, чтобы превосходить кандидата В. Тогда значения функ

ции Доджсона fD для кандидатов будут равны: fD(A) = 5, 
fD(B) = 3, fD(C) = 12. 

Упорядочение кандидатов в соответствии со значениями 

функции Доджсона fD имеет вид: В >- А >- С, поскольку 
fD(B) < fD(A) < fD(C). Лучшим является кандидат В. Заме
тим, что в данном примере для каждого варианта Ai есть только 

один превосходящий его вариант Aj . В общем случае это не так, 
т. е. вариантов Aj , превосхоДЯщих вариант A i по простому боль

шинству голосов, может быть несколько. • 

21.7. Процедуры Нансона и Кумбса 

Процедура На'Нсо'На (1882) объединяет подход Борда и прин
цип Кондорсе. Основная идея процедуры состоит в последова
тельном сокращении множества вариантов путем исключения 

получивших минимальное число голосов до тех пор, пока не 

останутся неисключаемые варианты. Эти варианты и будут счи

таться результатом коллективного выбора. 

1-3. Совпадают с шагами 1-3 процедуры Борда. Вместо 
шага 1 каждый участник может провести попарные сравнения 
всех вариантов А1 , .•. ,Ат друг с другом и по матрице парных 
сравнений упорядочить все варианты. 

4. Определяется вариант А1 , соответствующий минимально
му значению функции Борда, 
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А1 = arg ~in fB(A i ). 
l~t~m 

Этот вариант А1 исключается из рассмотрения. 



5. Повторяются шаги 1-4, и на суженном множестве А1 = 
= А\{А1 } вариантов находится следующий вариант А2 , имею
щий минимальное число голосов, который исключается из рас

смотрения. 

6. Шаги 1 - 4 повторяются, пока не останется один или не
сколько вариантов, которые дальше нельзя исключить. Остав
шиеся наиболее предпочтительные варианты составляют мно

жество А*, определяемое функцией Нансона: 

в модификации процедуры Нансона из рассмотрения исклю

чается не единственный вариант, имеющий минимальную оцен

ку Борда, а сразу несколько вариантов, оценки которых меньше 

среднего по всем вариантам значения функции Борда лгд = 
= (11т) L: fB(A i ). 

i 
Процедура Ку.мбса (1950) аналогична процедуре Нансона, но 

в ней последовательно исключаются из рассмотрения варианты, 

которые считаются худшими по большинству голосов. 

Прu,м,ер 21.6. Пусть выполняются условия примера 21.1. 
Распределение голосов избирателей при упорядочении кандида

тов А, В и С имеет вид: 

А >- в >- С - 23 чел.; 

В >- С >- А - 17 чел.; 

В >- А >- С - 2 чел.; 

С >- А >- В - 10 чел.; 

С >- В >- А - 8 чел. 

Значения функции Борда для каждого кандидата: fB(A)= 58, 
fB(B) = 69, fB(C) = 53. Кандидат С, имеющий наименьшеезна
чение функции Борда, исключается. Индивидуальные предпо

чтения избирателей на оставшемся множестве кандидатов А1 = 
= {А, В} выглядят следующим образом: 

А >- В - 23 чел.; 

В >- А - 17 чел.; 

В >- А - 2 чел.; 
А >- В - 10 чел.; 

В >- А - 8 чел. 

307 



Вычислим новые значения функции Борда для каждого 
оставшегося кандидата А и В, полагая, что в каждом индивиду
альном упорядочении первому кандидату присваивается 1 балл, 
а второму кандидату - О баллов: 

fB(A) = 1· (23 + 10) + О· (17 + 2 + 8) = 33; 
fB(B) = 1 . (17 + 2 + 8) + О . (23 + 10) = 27. 

Кандидат В, имеющий наименьшее значение функции Борда, 

исключается. Новое множество кандидатов А2 состоит из един
ственного кандидата А, который и является лучшим. Упорядо

чение кандидатов в соответствии с функцией Нансона f N имеет 

вид А >- В >- С и отличается от результата, полученного с помо
щью функции Борда. • 

21.8. Процедуры Коупленда и Фишберна 

Рассмотрим ряд процедур коллективного выбора, основан

ных на использовании неранжирующей процедуры учета мне

ний избирателей. В основе nроцедур'Ы Коуnлен,да (1950) лежит 
идея учета различия индивидуальных предпочтений участни

ков, аналогичная идее модифицированной процедуры Борда. 

Однако здесь различие определяется не количеством голосов, 
поданных за более и менее предпочтительные варианты, а чис

лом самих более или менее предпочтительных вариантов. 

1. Каждый участник сравнивает все варианты А1 , ..• , Ат по
парно друг с другом независимо от сравнений других пар вари

антов. 

2. Для каждого варианта Ai подсчитывается число n(Ai , Aj ) 

вариантов Aj , уступающих варианту Ai , и число n(Aj , Ai ) вари
анта Aj , превосходящих вариант Ai по простому большинству 

голосов. 

3. Для каждого варианта Ai вычисляется значение функции 
Коупленда 

fc(Ai ) = n(Ai , Aj ) - n(Aj , Ai ), 

равное разности числа вариантов Aj , которые уступают вариан

ту Ai , И числа вариантов Aj , которые превосхоДЯт вариант Ai по 
простому большинству голосов. 

4. Упорядочение вариантов строится по убыванию значения 
функции Коупленда fc(Ai ). Лучший вариант А* определяется 
максимальным значением функции Коупленда 

А* Е arg тах fc(Ai ). 
l~i~m 

308 



Заметим, что получающееся итоговое упорядочение может 
быть как строгим, так инестрогим. 

Процедура Фuшберн,а (1970) объединяет идеи процедур Бор
да, Кондорсе и Коупленда, определяя предпочтительность каж

дого варианта по числу вариантов, которые данный вариант пре

восходит по простому большинству голосов. 

1. Совпадает с шагом 1 процедуры Коупленда. 
2. Для каждого варианта Ai вычисляется значение функции 

Фишберна 

равное числу вариантов Aj , которые уступают варианту Ai по 

простому большинству голосов. 

3. Упорядочение вариантов строится по убыванию значения 
функции Фишберна 1F(Ai ). Лучший вариант А* определяется 
максимальным значением функции Фишберна 

Прu.м.ер 21.7. Пусть выполняются условия примера 21.1 и 
голоса избирателей при попарном сравнении кандидатов А, В и 
С распределились так: 

у(А, В) = 33, 

у(В, С) = 42, 

у(С, А) = 35, 

у(В, А) = 27; 

у(С, В) = 18; 

у(А, С) = 25. 

Вычислим значения функции Коупленда 1с для каждого из 
кандидатов А, В и С. Кандидат А превосходит по простому 
большинству голосов (первая колонка) только одного кандидата 
В и уступает только одному кандидату С. Поэтому 1с(А) = 1 -
- 1 = о. Кандидат В превосходит одного кандидата С и уступа
ет одному кандидату А, поэтому 1с(В) = 1 - 1 = о. Аналогично, 
для кандидата С имеем 1с( С) = 1 - 1 = о. Таким образом, все 
три кандидата А, В и С эквивалентны. Лучшего кандидата по 
функции Коупленда 1 с нет. 

Вычислим значение функции Фишберна 1F дЛЯ каждого из 
кандидатов А, В и С. Кандидат А превосхоДИт по простому 
большинству голосов только одного кандидата В, и 1F(A) = 1. 
Аналогично, 1F(B) = 1 и 1F(C) = 1. Итак, все три кандидата А, 
В и С эквивалентны. Лучшего кандидата по функции Фишбер

~h~ • 
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21.9. Свойства процедур голосования 

Рассмотренные ранее процедуры голосования, агрегирующие 

индивидуальные предпочтения участников, обладают в той или 

иной мере следующими свойствами: 

• результативностью, позволяющей осуществлять группо
вой выбор и обеспечивающей получение итогового результа

та, - каждое индивидуальное предпочтение должно приводить 

к определенному и однозначно понимаемому коллективному ре

шению; 

• анонимностью, предотвращающей появления неравенства 
участников (избирателей), - все участники должны быть равно
правными, каждый участник имеет равный вес (например, 1 че
ловек - 1 голос), коллективный выбор не должен зависеть от 
перенумерации участников; 

• нейтральностью, предотвращающей появление фаворитов 
среди вариантов (кандидатов), - все варианты должны быть 
равноценными, коллективный выбор не должен зависеть от пе

ренумерации вариантов; 

• монотонностью - если какая-то часть участников счита

ет некоторый вариант предпочтительнее других вариантов, то 

предпочтительность этого варианта не должна уменьшаться при 

увеличении числа участников, придерживающихся такого же 

мнения; 

• единогласием - если каждый участник считает некоторый 
вариант лучше или хуже других вариантов, то таким же должен 

быть и коллективный выбор; 

• однородностью - если один из участников считает какой
то из вариантов лучше другого, а второй участник имеет про-

Таблица 21.4 

Свойства процедур голосования 

Свойство 18 18М 18 lD lN lс lF 

Результативность • • • • • • • 
Анонимность • • • • • • • 
Нейтральность • • • • • 
Монотонность • • • • • 
Единогласие • • • • • • • 
Однородность • • • • • • • 
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тивоположное мнение, то этих двух участников можно заменить 

третьим участником, для которого оба варианта одинаково пред

почтительны (эквивалентны). 
Сводка свойств процедур голосования приведена в табл. 21.4. 
Можно построить много различных процедур голосования, 

причем их применение может давать разные результаты, в том 

числе и противоречивые. Естественно возникает вопрос, мож
но ли сформулировать такие требования к процедурам голосо

вания, которые обеспечивали бы «честные», «объективные» и 
«разумные» итоги выборов. Поиск путей решения этой важной 

проблемы составляет содержание теорий коллективного выбора, 

рассмотренных далее. 

21.10. Особенности систем голосования 

В настоящее время разработано большое количество разнооб

разных систем голосования, получивших широкое распростра

нение на практике. Голосование как способ коллективного при

нятия решений принято считать одним из наиболее объектив

ных, если не самым объективным механизмом демократических 

выборов в общественной жизни, политике, экономике, управ

лении, судопроизводстве и многих других областях, поскольку 

опирается на волеизъявление большинства. 

Голосование и правила большинства голосов часто использу

ют для разрешения конфликтных ситуаций при наличии проти

воречивых интересов сторон. Вместе с тем опора только на мне

ние большинства нередко приводит к выбору не самого эффек
тивного решения, так как не учитываются иные возможности 

для выбора, предлагаемые несогласным меньшинством. 

Заметное влияние на итоги голосования могут оказывать и 
правила определения победителей, и способы подсчета голосов, 

которые даже в рамках одной и той же процедуры могут приво

дить К несовпадающим и противоречивым результатам. В ряде 

процедур голосования избиратели располагают неравнозначным 

числом голосов, что также может сильно отразиться на резуль

татах выбора. Для повышения объективности выбора лучшего 
варианта иногда рекомендуют проводить голосование п~ разным 

системам, а затем сопоставлять получившиеся результаты и от

бирать наиболее стабильные в качестве итоговых. 

Вместе с тем использование любой системы голосования, а 

тем более комбинаций разных систем, оставляет возможности 
для манипулирования результатами выборов путем преднаме-

311 



ренного искажения предпочтений. Такое манипулирование мо

жет производиться и со стороны организаторов голосования, и 

со стороны избирателей, а также и организаторами, и избира

телями одновременно. Как оказалось, полностью защищенным 

от манипулирования является только так называемый диктатор

ский выбор, когда в качестве коллективного предпочтения при

нимается точка зрения одного-единственного участника без уче

та интересов остальных избирателей. 

Можно провести определенную аналогию между голосова

нием, как способом группового принятия решений, и индиви

дуальным многокритериальным выбором, основанным на поня

тии ценности сравниваемых вариантов. Каждый избиратель, де

лая свой выбор в пользу одного кандидата (варианта), явно или 
неявно опирается на свои представления о его значимости, кото

рые могут быть целостными (например, «нравится» - «не нра
вится» ), либо составляться из конкретных характеристик пре
тендентов, важных для избирателя. Например, при выборах 

в парламент такими критериями могут быть принадлежность 

кандидата к определенной партии, порядочность, честность, на

личие опыта работы и пр. 

у разных людей наборы таких характеристик могут разли

чаться, причем существенно, а значит, индивидуальная ценность 

каждого кандидата будет оцениваться, вообще говоря, разными 
функциями ценности. Коллективная ценность агрегирует инди

видуальные (пусть даже неизвестные) ценности всех избирате
лей в общую оценку кандидата, которая выражается суммарным 

числом поданных за него голосов и по наибольшему значению 

которой определяется победитель. 
Принципиальная трудность при агрегировании индивидуаль

ных предпочтений состоит в формализации понятия рациональ

ности применительно к коллективному решению, которое в слу

чае индивидуального выбора трактуется как непротиворечи

вость, или транзитивность, предпочтений единственного ЛПР. 

В случае же многих независимых ЛПР агрегирование даже 

транзитивных индивидуальных предпочтений может приводить 

к несогласованности выбора уже при трех альтернативных вари

антах. Несогласованность коллективного предпочтения может 

быть также обусловлена используемой процедурой подсчета го
лосов и принятым правилом определения победителя. 



ГЛАВА 22 

ТЕОРИИ КОЛЛЕКТИВНОГО ВЫБОРА 

22.1. Модели агрегирования 
индивидуальных предпочтений 

Представление о рациональном, или «разумном~ (reasonab
le), коллективном выборе сформировалось во многом под влия
нием идей Борда и Кондорсе. 

Согласно идее Кондорсе, относительная ценность выбираемо
го варианта (кандидата) для рационального индивидуума вы
является при непосредственном сравнении данного варианта с 

другими независимо от его ценности по отношению к осталь

ным вариантам из заданного набора. Степень взаимной предпо

чтительности вариантов для индивидуума устанавливается пу

тем прямого сопоставления их свойств. Назовем такую инфор

мацию прямой. В этом случае правилом коллективного выбо

ра будет правило относительного большинства: Ai >- Aj , ес

ли g(Ai , Aj ) > g(Aj , Ai ), где g(Ai , Aj ) - число членов группы 
(избирателей), принимающей решение, которые предпочитают 
данный вариант A i всем остальным вариантам Aj при попар
ных сравнениях. По Кондорсе, наиболее предпочтительным для 

всех оказывается вариант, превосхоДЯщий по большинству голо

сов любого конкурента. 

Борда, в отличие от Кондорсе, определяет предпочтитель
ность каждого варианта, опираясь на информацию об относи

тельной ценности всех вариантов из заданного набора. Для это

го вводится специальный критерий ценности варианта - сумма 

баллов Борда, величина которой выражает агрегированное кол

лективное предпочтение с учетом индивидуальных предпочте

ний всех членов ГПР. Назовем такую информацию 'Косвенной. 

Таким образом, одно из принципиальных расхождений меж

ду концепциями Борда и Кондорсе состоит в следующем. Борда 

использует для выбора всю имеющуюся информацию (прямую и 
косвенную), а Кондорсе - только прямую. Потеря части инфор
мации и приводит, собственно говоря, к известному парадоксу 

несогласованности Кондорсе. Действительно, когда нет хотя бы 
одного участника, входящего одновременно во все группы изби

рателей, которые выбрали большинством голосов разные вари
анты, тогда мнение большинства вообще не выражает чье-либо 
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мнение. Поэтому, хотя каждый индивидуум в отдельности по

ступает рационально по Кондорсе, вся группа в целом уже не 

обладает этим качеством. Напротив, индивидуумы, рациональ

ные по Борда, остаются такими же и при коялективном выборе. 

Правило, по которому формируется общее коллективное 

предпочтение, исходя из имеющихся индивидуальных предпо

чтений, будем называть .моде.л:ью агрегирован:u.я nредпочте1tиЙ. 
Возможны следующие модели синтеза коллективного предпо

чтения: 

• ре.л..яцио1t1tа.я, согласно которой индивидуальные предпо

чтения, представленные бинарными отношениями, преобразу

ются в коллективное бинарное отношение; 

• фуюсцио1ta.tLъ1tа.я, согласно которой индивидуальные пред
почтения, описанные функциями выбора, преобразуются в кол
лективную функцию выбора; 

• ре.л..яцио1t1tо-фу1t~цио1ta.tLъ1tа.я, согласно которой индивиду

альные предпочтения, выраженные бинарными отношениями, 

преобразуются в коллективную функцию выбора. 

Проблему рациональности коллективного выбора можно ре

шать двояко: 1) построить некоторую эвристическую модель аг
регирования предпочтений и изучать, какими она обладает ха

рактерными свойствами (примером такого подхода служат про
цедуры голосования, рассмотренные в гл. 21); 2) модель агреги
рования предпочтений ввести аксиоматически, сформулировав 

необходимые и достаточные условия, которым должны удовле

творять коллективное и индивидуальные предпочтения, чтобы 

коллективный выбор мог считаться разумным с точки зрения 

здравого смысла всеми членами ГПР. Главенствующую роль в 

формировании понятия коллективной рациональности на про
тяжении долгого времени играла концепция Кондорсе, лежащая 

в основе многих теорий коллективного выбора. 

22.2. Реляционная модель 
агрегирования предпочтений 

Проблема рационального коллективного выбора в рамках ре

ляционной модели агрегирования индивидуальных предпочте

ний ставится следующим образом. Имеется несколько возмож
ных вариантов А1 , ••• ,Ат решения некоторой проблемы, ко
торые рассматриваются группой лиц, ответственных за ее ре

шение. Индивидуальное предпочтение каждого 8-ГО члена ГПР 

(8 = 1, ... , t) выражается ранжировкой ris } < T~B} < ... < T~} 
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вариантов, r;S) - ранг i-ro варианта в s-й ранжировке, которую 
обозначим через R(S) . 

Каждой ранжировке R(S) соответствует некоторое упорядо
чение вариантов Z(S), принадлежащее семейству R = {Zl, ... , 
Zk} всех возможных типов упорядочений. Упорядочение типа 
Zk для k вариантов можно построить различными способами, 
количество которых зависит от числа рассматриваемых вариан

тов и общего числа вариантов т. Так, один вариант А есть един

ственно возможное упорядочение типа Zl. Два варианта А и В 
можно упорядочить тремя способами: А >- В, В >- А и А ~ В, 
т. е. имеется три возможные упорядочения типа Z2. В случае 
трех вариантов А, В и С будет уже 13 возможных упорядочений 
типа ZЗ, а именно: 

А >- в >- с, А >- С >- В, В >- С >- А, В >- А >- с, 

С >- А >- В, С>- В >- А, 

А >- В ~ с, А >- С ~ В, В >- С ~ А, В >- А ~ с, 

С >- А ~ В, С >- В ~ А, А ~ В ~ С. 

Ре.ляцuон:н:ы.м nрофu.л.е.м uн,дuвuдуа.л/ьн,'Ых nредnо'Чmен,uu, или 

R-nрофu.л.е.м, называется t-мерный кортеж ранжировок (R(1), 
... , R(t) ), который является элементом прямого произведения се
мейств ранжировок Rt = R х ... х R. Ре.ляцuон,н,ое nравu.л.о агреги
рован,uя, или R-оператор группового выбора, есть отображение 

F: Rt ---t R, которое задано на множестве R-профилей R и име
ет своим значением коллективную ранжировку Ragg , принадле

жащую семейству R. Иными словами, реляционное правило аг
регирования Ragg = F(R(l), ... , R(t)) представляет собой пра
вило, по которому из семейства возможных ранжировок R вы
бирается ранжировка Ragg как наиболее предпочтительное кол

лективное решение, учитывающее индивидуальные ранжировки 

R(l), ... ,R(t) всех членов группы. 
Требуется сформулировать условия, однозначно определя

ющие реляционное правило агрегирования, которое «честно~ 

и «справедливо» объединяет индивидуальные предпочтения в 

коллективное предпочтение, разделяемое всеми членами ГПР. 

Очевидно, что разные наборы таких условий или аксиом бу
дут порождать различные правила агрегирования. Рациональ

ный коллективный выбор в рамках реляционной модели опира

ется на так называемую аксиому независимости, согласно кото

рой результаты сравнения каждой пары вариантов не зависят от 

результатов сравнения остальных пар вариантов. 
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22.3. Условия рациональности выбора 
в реляционной модели 

Концепции рационального коллективного выбора, основан

ные на реляционной модели агрегирования индивидуальных 

предпочтений, были независимо предложены А. Бергсоном и 
п. Самуэльсоном (1938). Позднее они были развиты К. Эрроу 
в теории голосования (1951), а затем обобщены п. Фишберном 
(1964) и А. Сеном (1970), лауреатом Нобелевской премии. Об
судим аксиоматические подходы к агрегированию индивидуаль

ных предпочтений. 

Основываясь на анализе различных процедур голосования, 

Эрроу предложил набор требований к рациональному коллек

тивному выбору, которые должны, во-первых, быть естествен

ными, понятными и приемлемыми для всех членов ГПР с точки 

зрения здравого смысла и, во-вторых, иметь четкую математи

ческую формулировку. 

Считается, что ГПР состоит, по крайней мере, из двух чело
век, а число возможных вариантов больше или равно трем. Если 

имеется только один участник, группа исчезает. Если есть толь

ко два варианта, то конфликт интересов отсутствует и нетран

зитивность индивидуальных предпочтений не возникает. 

Требования Эрроу включают следующие две аксиомы и пять 

условий. 

Аксиомы Эрроу постулируют свойства полной сравнимости 

вариантов и транзитивности индивидуальных предпочтений. 

А1. При сравнении любых двух вариантов всегда выполняет

ся одно из бинарных отношений: либо AiSAj , либо AjSAi . Здесь 
S обозначает отношение строгого превосходства >- или отноше
ние эквивалентности~. 

А2. Каждое из отношений транзитивно: если AiSAj и AjSAk , 

то AiSAk • 

Заметим, что две точно такие же аксиомы присутствуют в 
аксиоматике теории ожидаемой полезности Неймана - Морген

штерна и теории многомерной полезности Фишберна. 

Условия Эрроу устанавливают требования к реляционному 
правилу агрегирования индивидуальных предпочтений, обеспе

чивающие рациональность коллективного выбора. 

КВ1. Оnреде.л,ен:н,осmъ. Реляционное правило агрегирования 

определено на множестве всех возможных R-профилей индиви

дуальных предпочтений, представленных кортежами ранжиро

вок. 
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КВ2. Поло:жuте.ll:Ь1tая связъ 'lCолле'ICmuв1tоu u u1tдuвuдуалъ
'Н'ЫХ nредnо'Ч,mе1tuU. Коллективная предпочтительность для лю

бой пары вариантов не должна ухудшаться при изменении лю

бой ИНДИВидУальной ранжировки, которое не ухудшает предпо

чтительность каждого из вариантов. 

КВ3. Незавuсu.мостъ в'Ыбора от nocmopo1tHUX варuа1tтов. 

При изменении R-профиля индивидуальных предпочтений на 

некотором подмножестве вариантов реляционное правило агре

гирования должно давать на подмножестве остальных вариан

тов такую же результирующую ранжировку, что и на исходном 

множестве вариантов. 

КВ4. Сувере1t1tостъ у'Ч,аст1tU'ICов. Для каждой пары вариан
тов найдется такой R-профиль индивидуальных предпочтений, 

который обеспечивает предпочтительность одного из вариантов 

в коллективной ранжировке. 

КВ5. Отсутствие дu'ICmamopa. Среди участников нет ни од

ного, чьи индивидуальные предпочтения для любой пары вари

антов определяют коллективный выбор Fieзависимо от индиви

дуальных предпочтений остальных участников. 

Поясним смысл условий Эрроу. Первое условие КВ1 гаранти

рует получение результата при любых ИНДИВидУальных предпо

чтениях членов ГПР и совпадает со свойством результативности 

процедуры голосования из разд. 21.9. Первое условие называют 
также условuем у1tuверсалъ1tостu. 

Второе условие КВ2 означает, что коллективное упорядоче

ние вариантов не должно ухудшаться при изменении одной из 

индивидуальных ранжировок. Если по коллективному мнению 

и мнению одного из членов ГПР Ai >- Aj и этот участник меняет 

свое предпочтение на Ai ~ Aj , то имеющееся групповое отно

шение не изменится. Если по коллективному мнению и мнению 

одного из членов ГПР Ai ~ Aj и этот участник меняет свое пред

почтение на Ai >- Aj , то имеющееся групповое отношение или не 
изменится, или станет Ai >- Aj . Второе условие аналогично свой

ству монотонности процедуры голосования. 

Третье условие КВ3 требует, чтобы коллективная предпо
чтительность для любых двух вариантов зависела только от их 

предпочтительности при ИНДИВидУальных сравнениях и не меня

лась при добавлении или исключении из результирующего упо
рядочения каких-то других вариантов. Третье условие называ

ется также условuем ЛО'ICалъ1tостu правила агрегирования. 

Согласно четвертому условию КВ4 процедура коллективно
го выбора не должна навязывать превосходство одного из ва-
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риантов, если хотя бы часть членов ГПР придерживается ино
го мнения. Реляционное правило агрегирования, не соответ

ствующее условию КВ4, называется н.авЯЗ'Ьtвающu.м. Условия 
КВ2 и КВ4 вместе эквивалентны так навываемому условию 

парето-оптимальности правила агрегирования, которое анало

гично свойству единогласия процедуры голосования. 

Пятое условие КВ5, совпадающее со свойством анонимности 

процедуры голосования, устанавливает равноправие всех членов 

ГПР и исключает доминирование чьей-либо точки зрения. Ре
ляционное правило агрегирования, не соответствующее условию 

КВ5, называется дшсmаmорс'Кu.м. 
К. Эрроу доказал две теоремы о возможности существования 

реляционного правила агрегирования. Согласно первой из тео

рем, при наличии двух вариантов реляционное правило агре

гирования является правилом простого большинства голосов и 

удовлетворяет условиям КВ2 - КВ5. Вторая теорема утвержда

ет, что при наличии трех и более вариантов реляционное прави

ло агрегирования, удовлетворяющее аксиомам А1, А2 и услови
ям КВ1- КВ3, должно быть либо навязывающим, либо дикта

торским. Таким образом, не существует реляционного правила 

агрегирования, которое одновременно удовлетворяет всем усло

виям КВ1- КВ5. Поэтому эти теоремы называют также теоре

мами о невозможности. Тем самым в силу теорем Эрроу невоз

можно построить правило коллективного выбора, которое ра

ционально объединяет индивидуальные ранжировки, а значит, 
невозможно создать «справедливую» систему выборов, исклю

чающую парадоксы голосования. 

При решении практических проблем важно знать, насколь

ко часто требования Эрроу не выполняются в реальной жизни. 

Специально проведенное вычислительное моделирование проце

дур голосования показало, что при нескольких выбираемых ва

риантах и большом числе голосующих (порядка нескольких ты
сяч человек) коллективный выбор противоречит выводам Эрроу 
примерно в 6 - 9 % случаев. 

Парадокс Эрроу о невозможности построения справедливой 

системы голосования получил широкую известность и вызвал 

попытки изменить требования, налагаемые на реляционное пра

вило агрегирования, чтобы избежать столь неприятных послед

ствий. 

Д. Блэк показал (1948), что если все индивидуальные пред
почтения выражаются ранжировками, которые можно пред

ставить монотонными функциями, определенными на конеч-
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ном множестве вариантов и имеющими единственный экстре

мум, то результирующее групповое предпочтение можно за

дать как транзитивное упорядочение. Было доказано, что при 

ограничении области определения множеством таких «однопи

KoBых> функций реляционное правило агрегирования удовле
творяет условиям КВ 1-КВ5 дЛЯ произвольного, но конечного 
числа участников 

П. Фишберн доказал (1970), что все условия КВ1-КВ5 будут 
согласованными при бесконечном множестве вариантов и воз

можности существования бесконечного числа участников, сколь 

угодно близких по предпочтениям к диктатору. Такая постанов

ка формально отличается от теории Эрроу, где множество вари

антов и участников предполагается конечным. 

Р. Уилсон (1972) установил, что отказ в теории Эрроу от тре
бования парето-оптимальности выбора (условия КВ2 и КВ4) 
приводит к недиктаторскому реляционному правилу агрегиро

вания. При этом коллективное предпочтение будет задавать

ся бинарным отношением, обратным к бинарному отношению, 

выражающему индивидуальное предпочтение одного из членов 

ГПР. 

Парадоксы голосования не возникают также, если в осно

ву аксиоматики рационального коллективного выбора положить 

концепцию Борда, которая учитывает общую значимость каж

дого варианта, вычисленную по результатам индивидуальных 

парных сравнений всех вариантов. Соответствующие системы 

аксиом были предложены Н. Миллером (1980), В. С. Левченко
вым (СССР, 1987) и другими и включают следующие требова
ния: 

БВ 1. Оnределен:н,остъ. 
БВ2. Независимостъ вЪtбора от посторонних вариантов. 

БВ3. Парето-оnтималъностъ. 

БВ4. Отсутствие дшстатора. 

Перечисленные условия определяют на множестве всех воз

можных R-профилей индивидуальных предпочтений другое ре

ляционное правило агрегирования, названное правилом демо-

1Срати'ЧеС1Сого агрегированu.я. Это правило обеспечивает выбор в 

качестве коллективного решения некоторого строгого упорядо

чения всех вариантов и позволяет преодолеть парадокс Эрроу. 

Замена условия БВ3 парето-оптимальности на условие так 

называемой накрывающей парето-оптимальности расширяет 

возможности использования правила демократического агреги

рования на случай нетранзитивных индивидуальных преДПочте-
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ний, представленных нд'/Ср'Ывающu.м отношением. Говорят, что 

вариант Ai накрывает вариант Aj i= Ai, когда вариант Ai пре
восходит вариант Aj по мажоритарному отношению W (19.1) и 
для всех вариантов Ak i= A i , Aj из условия AjW Ak следует, что 
Ai W Ak. Свойство накрывающей парето-оптимальности устанав
ливает прямое и косвенное превосходство варианта Ai над вари

антом Aj . Это означает, что все члены ГПР не только единоглас

но признают вариант Ai строго превосхоДЯщим вариант Aj , но и 

считают вариант Ai не уступающим варианту Aj при косвенных 

сравнениях этих двух вариантов с любыми другими вариантами 

Ak из совокупности вариантов А. 

22.4. Правила агрегирования 
по числовым покаэателям 

Рассмотрим другие подходы к агрегированию индивидуаль

ных предпочтений в рамках реляционной модели, основанные на 

использовании числовых показателеЙ. 

В процедуре л. Гудмана и Г. Марковица (1952) в качестве 
правила агрегирования выступает nравu.л,о су.м.м'Ы м,ест. Со

гласно этому правилу, ранг варианта Ai , который определяет его 
место в коллективной ранжировке Ragg , задается как общая сум-

ма рангов r;s) данного варианта во всех индивидуальных ранжи
ровках R(1), ... ,R(t) членов ГПР: 

t 

ragg(Ai) = L r;S). 
s=1 

Вариант Ai предпочтительнее варианта Aj , если ragg(Ai) < 
< ragg(Aj ). 

Правило суммы мест удовлетворяет следующим условиям. 

РВ1. Парето-оnтu.ма.л:ыюстъ. Если вариант A i не уступает 
варианту Aj для всех членов ГПР, а для кого-то из них вариант 

Ai предпочтительнее варианта Aj , то вариант Ai в целом пред
почтительнее варианта Aj . 

РВ2. Независu.мостъ от сдвига. Групповое отношение пред
почтительности для двух вариантов Ai и Aj не изменится, ес-

ли заменить индивидуальные ранги r;s) и т?) соответственно на 
r;S) + Ь и rJs) + Ь, где Ь - целочисленная константа. 

РВ3. Сu.м.метри'Ч1tостъ. Коллективная ранжировка вариан
тов не изменится, если поменять местами строки матрицы R = 
= (ris)txm, где ris = r;s). 
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Таблица 22.1 

Матрица весов мест 

кандидатов 

Количество Вариант 

голосов 

А В С 

23 2 4 5 

17 6 1 3 

2 4 2 7 

10 2 3 1 

8 7 5 3 

При исключении условия РВ3 можно ввести взвешенную сум-

му рангов 
t 

Tagg(Ai ) = L WSiT;S} , 

в=1 

где вес Wsi > О характеризует субъективную важность места, 
которое занимает вариант Ai в индивидуальной ранжировке 
участника s. 

Пpu.мeр 22.1. Пусть при выборе лучшего из трех кандида
тов А, В, С индивидуальные предпочтения 60 избирателей рас
пределились, как в примере 21.1: 

А >- В >- С - 23 чел.; 

В >- С >- А -17 чел.; 

В >- А >- С - 2 чел.; 

С >- А >- В - 10 чел.; 

С >- В >- А - 8 чел., 

а важность мест всех кандидатов определяется матрицей весов 

W = (Wsi)txm, представленной в табл. 22.1. 
Вычислим взвешенные суммы рангов для кандидатов: 

т agg (А) = 2 . 23 + 6 . 17 + 4 . 2 + 2 . 1 О + 7 . 8 = 232, 

Tagg(B) = 4·23 + 1·17 + 2·2 + 3·10 + 5·8 = 183, 

Tagg(C) = 5·23 + 3·17 + 7·2 + 1·10 + 3·8 = 214. 

Коллективное упорядочение кандидатов в соответствии со 

значениями суммы рангов т agg имеет вид: В >- С >- А, посколь
ку Tagg(B) < Tagg(C) < Tagg(A). Лучшим является кандидат В. 
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Данный результат отличается от результата В >- А >- С, полу

ченного с помощью функции Борда в примере 21.1. • 

Отметим, что процедура коллективного выбора по правилу 
суммы мест практически совпадает с проце~ой Борда, так как 
сумма баллов Борда (см. разд. 21.3) полностью идентична сумме 
рангов. Вместе с тем назначение веса важности места варианта 
является «узким местом» способа Гудмана- Марковица, кото

рое вызвало много возражений со стороны оппонентов. 

Коллективный выбор может также основываться на число
вой функции ценности v(Ai ) или полезности u(Ai ) варианта, ко
торая характеризует предпочтительность варианта Ai для от

дельного ЛПР. Варианты ранжируются по значениям их цен

ности/полезности: вариант A i превосходит вариант Aj тогда и 
только тогда, когда v(Ai ) > v(Aj ), варианты Ai и Aj эквива
лентны, когда v(Ai ) = v(Aj ). При наличии нескольких ЛПР аг
регирование индивидуальных предпочтений задается функцией 

vagg(Ai ) = F(v{1)(Ai ), ... ,v(t)(Ai )), которая зависит от функ-
ций ценности/полезности v(s)(Ai ), s = 1, ... , t, каждого из чле
нов ГПР. Вид функции vagg(Ai ) определяется дополнительными 
условиями, отражающими вклад каждого члена ГПР в коллек

тивное предпочтение. 

Агрегированное групповое предпочтение можно представить, 
например, при помощи вектора vagg{Ai ) = (v(I)(Ai), ... ,v(t)(Ai )), 

компоненты которого суть функции индивидуальных полезно

стей v(s) (Ai ). Подобным образом коллективная полезность трак
туется, в частности, в аксиоматической теории А. Сена. Коллек

тивная предпочтительность варианта выражается тогда доми

нированием по Эджворту-Парето или по Слейтеру. Лучши
ми считаются либо парето-оптимальные, либо оптимальные по 

Слейтеру варианты. 

Агрегировать индивидуальные предпочтения можно и ина
че. Так, если функции коллективной uagg(Ai ) и индивидуальной 

U(s) (Ai ) полезности удовлетворяют аксиоматике теории ожидае
мой полезности Неймана- Моргенштерна и, кроме того, имеет

ся положительная связь коллективной и индивидуальных полез

ностей, аналогичная условию КВ2 Эрроу, то коллективная по
лезность варианта определяется, согласно Дж. Харшаньи (1955), 
аддитивной функцией, которая является взвешенным средним 

индивидуальных полезностей варианта 
t 

uagg(Ai ) = L b(s)u(s) (Ai ), 

s=1 
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где ьи - положительные константы. Вариант A i предпочти
тельнее варианта A j , если uagg(Ai ) > uagg(Aj ), варианты A i и 
A j эквивалентны, если uagg(Ai ) = uagg(Aj ). Заметим, что сумма 
рангов является простейшей функцией групповой ценности. 

В процедурах голосования, рассмотренных в гл. 21, каждый 
голос, поданный за какого-то кандидата, можно считать индиви

дуальной оценкой полезности этого кандидата и отождествить 

его с результатом индивидуального выбора по единственному 

критерию, имеющему шкалу, которая состоит всего из двух оце

нок: «за» и «против». В таком случае процедура голосования 

представляет собой модель оптимального коллективного выбора 
лучшего варианта по адцитивной функции общей полезности. 

Сходные с результатами Харшаньи дает теория многомер

ной полезности Кини-Райфа (1976), изложенная в разд. 15.4. 
В рамках этой теории, вообще говоря, природа многомерности 

функции полезности, заданной на множестве вариантов, не прин

ципиальна. Многомерность общей полезности может быть обу

словлена и использованием многих независимых критериев, по 

которым оцениваются частные полезности варианта, и наличи

ем нескольких независимых ЛПР, каждый из которых дает ин
дивидуальную оценку полезности варианта. 

В случае группового выбора при выполнении соответствую
щих аксиом теории полезности коллективная полезность вари

анта Ai определяется значением полилинейной функции (15.3): 
t t 

uagg(Ai ) = L l(I)U(8) (Ai ) + k L L l(8) l(P)u(s) (Ai)u(P) (Ai ) + ... + 
8=1 8=1 Р>8 

Здесь и(8) (Ai ) - индивидуальная полезность варианта Ai для 
участника s, удовлетворяющая условию О ::; ии ::; 1; О < l(8) < 
< 1 - частный шкалирующий параметр, который определяется 
значением функции полезности l(8) = uagg(Ai ) при и(8) (Ai ) = 1 и 
u(r)(Ai ) = О для r #- s. Общая шкалирующая константа k > -1 
находится из характеристического уравнения 

t 

k + 1 = П(kl(8) + 1). 
8=1 

t 
При L: l(8) = 1 функция полезности uagg(Ai ) принимает ад-

8=1 
дитивную форму 
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t 

uagg(Ai ) = L l(8)U(8) (Ai ), 

8=1 
t 

а при L l(8) i= 1 - мультипликативную форму 
8=1 

t 

kuagg(Ai ) + 1 = П[kl(8)u(8) (Ai ) + 1J. 
8=1 

Числовая функция многомерной коллективной полезности 

uagg(Ai ), как правило агрегирования индивидуальных предпо
чтений, удовлетворяет всем условиям Эрроу. На практике на
хождение числовых значений шкалирующих констант k, l(8) и 
конкретного выражения для функции коллективной полезности 

сопряжено со значительными трудностями. Кроме того, могут 

существовать большие расхождения между предпочтениями от
дельных ЛПР. 

22.5. Оптимальное согласование 
индивидуальных ранжировок 

в описанных ранее подходах к агрегированию индивидуаль

ных предпочтений в рамках реляционной модели коллективные 

ранжировки вариантов строятся по правилу большинства го

лосов членов ГПР. Рассмотрим один из методов рационально
го коллективного выбора, состоящий в отыскании результирую

щей ранжировки, которая учитывает все индивидуальные пред

почтения и в максимальной степени удовлетворяет всех участ

ников. 

Примем в качестве меры различия индивидуальных предпо
чтений расстояние d(R(8) , R(P)) между ранжировками R(8) и R(P) 
участников s и р, введенное на множестве всех индивидуальных 
ранжировок вариантов R = {R(I), R(2), ... , R(t) }. Максимально 
приемлемое для всех коллективное решение представляет собой 

оптимальную ранжировку ri < Т2 < ... < T~, которая называ
ется .медианой Ке.мени R* и определяется условием 

t 

R* Е arg min L d(R(8) , R(P)). 
Р 8=1 

Конкретное выражение для медианы Кемени R* зависит от 
выбранного вида метрики и характера ранжировок (строгие, 
нестрогие). Медиана Кемени R* наиболее близка ко всем ин-
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дивидуальным ранжировкам вариантов R(S} в смысле миниму
ма расстояния и тем самым отражает возможный компромисс 

или консенсус между индивидуальными предпочтениями членов 

ГПР. 
Можно показать, что мажоритарное отношение, выражаю

щее правило простого большинства голосов, представимо меди

аной Кемени. Обратное утверждение верно не всегда: медиана 

Кемени может соответствовать, а может и не соответствовать 

мажоритарному отношению. 

Для нахождения медианы Кемени применяют разные эври

стические и точные комбинаторные методы дискретной оптими

зации, среди которых отметим методы, разработанные Дж. Ке
мени (1959), Дж. Кемени и Дж. Снеллом (1972), В. Куком и 
л. Сейфордом (1982). Приведем алгоритм Kyka-СеЙфорда. 

1, 2. Совпадают с шагами 1, 2 модифицированной процеду
ры Борда и процедуры Кондорсе. Строятся все индивидуальные 
строгие или нестрогие ранжировки R(1}, ... ,R(t} вариантов. 

3. Задается расстояние между медианой Кемени R* и s-й ин
дивидуальной ранжировкой R(S}, используя метрику Хемминга 
вида (9.6): 

m 

d(S} = d1 (R*, R(s}) = L Ir; - т;в} 1, 
i=1 

где т; и т;В} - ранги i-ro варианта Ai в ранжировках R* и R(S} 

соответственно. Расстояние d(S} характеризует индивидуальное 
отличие предпочтений участника s от коллективного мнения. 

4. Задается общая мера различия коллективного и индивиду
альных предпочтений как сумма индивидуальных различий: 

t t m 

d = Ld(s) = LL Iri - r;S}I. (22.1) 
в=1 в=1 i=1 

Меру различия коллективного и индивидуальных предпочте

ний можно записать также в ином виде. Для этого подсчиты

вается число 91 голосов, поданных на шаге 2 за каждый l-й вид 
ранжировки Rl' l = 1, ... , n, n - общее число индивидуальных 
ранжировок разных видов. Тогда расстояние d представляет со
бой взвешенную метрику Хемминга 

m n 

d = L L 911r; - rill, (22.2) 
i=1 1=1 

где Ти - ранг i-ro варианта Ai в ранжировке Rl. 
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Заметим, что ранг т; может быть равен только одному како
му-то целому числу k из множества номеров вариантов {1, ... , 
т}. Полагая т; = k, определим взвешенное расстояние между 
рангом варианта Ai и коллективным рангом k 

n 

dik = L 91l k - rill· 
1=1 

Расстояние dik отражает меру разногласия между мнениями экс
пертов, присвоивших варианту Ai ранг Ти в своих индивидуаль

ных ранжировках, и коллективным мнением, согласно которому 

наилучшим для варианта Ai считается ранг k. 
5. Вычисляется мера различия между коллективным и ин

дивидуальными предпочтениями для каждого ранга k по всем 
вариантам: 

m 

dk = Ldik. 
i=1 

6. Результирующая оптимальная ранжировка вариантов 

ищется как ранжировка R*, минимизирующая общую меру раз
личия коллективного и индивидуальных предпочтений для всех 

вариантов: 

m m 

d = LLdik --t mind = d*. 
i=1 k=1 

Лучшим будет вариант, занимающий в медиане Кемени R* 
первое место. 

Так как расстояния d и dik принимают только целочисленные 
значения, то задача отыскания медианы Кемени сводится к сле

дующей задаче целочисленного линейного программирования: 

m m 

d = L L dikXik --t min d = d*, 
i=1 k=1 

m 

L Xik = 1, k = 1, ... ,т, 
i=1 

m 

LXik = 1, i = 1, ... ,т, 
k=1 

где Xik = 1, если объект Ai получает ранг k, и Xik = О в противо
положном случае. 

Данная задача известна как задача о назначениях (транс
портная задача), в которой необходимо наилучшим образом рас
пределить исполнителей для выполнения работ. Тогда исполни

тели Ai суть варианты Ai ; работы Bk - ранги k; стоимости Cik 
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выполнения исполнителем работ - коэффициенты различия dik, 
образующие матрицу D = (dik)mxm; суммарные расходы на вы
полнение работ z - общая мера d различия коллективного и 
индивидуальных предпочтений. Наилучшему решению соответ

ствует распределение работ, обеспечивающее минимум расходов, 
что и будет представлять наиболее приемлемую для всех членов 

ГПР оптимальную ранжировку - медиану Кемени. 

Прu.мер 22.2. Пусть выполняются условия примера 21.1 и 
голоса между пятью получившимися ранжировками кандидатов 

А, В и С распределились так: 

А >- В >- С - 91 = 23 голоса, 

В>- С>- А - 92 = 17 голосов, 

В >- А >- С - 9з = 2 голоса, 

С >- А >- В - 94 = 10 голосов, 

С >- В >- А - 95 = 8 голосов. 

Подсчитаем меру различия для кандидата А. Имеем соответ

ственно: 

для ранга k = 1 

dAl = 23'11-11 +17 '11-31 +2'11- 21 + 10'11-21 +8'11-31 = 62; 

для ранга k = 2 

dA2 = 23'12-11 + 17 '12-31 +2'12-21 + 10'12-21 +8·12-31 = 48; 

для ранга k = 3 

dA3 = 23'13-11 + 17 '13-31 +2'13-21 + 10·13- 21 +8·13-31 = 58. 

Аналогичные меры различия для кандидатов В и С равны: 

dВ1 = 51, dm = 29, dB3 = 69; dCl = 67, dC2 = 43, dСЗ = 53. 

Групповая матрица D = (dik)mxm различия индивидуальных 
ранжировок приведена в табл. 22.2. 

В данном примере имеется всего шесть возможных коллек

тивных решений - ранжировок кандидатов А, В и С, опреде

ляемых распределениями кандидатов по рангам. Минимальное 

расстояние d* = min d можно легко найти простым перебором. 
Оно равно 

m 

d* = L L dik = dAl + dm + dСЗ = 62 + 29 + 53 = 144 
i=1 k=i 
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Таблица 22.2 

Групповая матрица D различия 
индивидуальных ранжировок 

Вариант 
Ранг 

1 2 3 

А 62 48 58 

В 51 29 69 

С 67 43 53 

и совпадает с суммой L: dii диагональных элементов матрицы 
i 

D. Расстоянию d* соответствует медиана Кемени R*, дающая 
упорядочение А >- В >- С. Лучшим является кандидат А. За
метим, что такое же упорядочение кандидатов дает примене

ние функции Нансона f N. Последний столбец в матрице D раз
личия индивидуальных ранжировок совпадает со значениями 

функции Борда fB для каждого кандидата: dA3 = fB(A) = 58, 
dB3 = fB(B) = 69, dсз = fB(C) = 53. • 

22.6. Функциональная модель 
агрегирования предпочтений 

Обсудим теперь проблему рационального коллективного вы
бора, сформулировав ее в рамках функциональной модели аг

регирования индивидуальных предпочтений. Имеется несколь

ко возможных вариантов, традиционно обозначаемых в теории 

функций выбора как Хl, ••• Хт , из которых требуется выделить 

варианты, наиболее предпочтительные с общей точки зрения 

всех членов ГПР. 

Индивидуальное предпочтение отдельного s-ro члена ГПР 
(8 Е 1 = {1, ... , t}) выражается функцией выбора y(s) =C(s)(X), 
рассмотренной в гл. 19. Функция выбора представляет индиви
дуальное правило, определяющее подмножество вариантов y(s) , 
которые участник s считает для себя приемлемыми в произволь
ном множестве предъявленных вариантов Х, взятых из множе

ства допустимых вариантов ха. Каждая функция выбора С(Х) 
принадлежит семейству С всех возможных функций выбора. 
Любой член ГПР осуществляет свой выбор независимо от вы
бора остальных участников, т. е. функции индивидуального вы
бора с(l) (Х), ... ,C(t) (Х) отдельных участников независимы. 
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Фу'Н,'к;'Ц ио1tа.л.ън'Ь/"М, nрофu.//,е.м, иnдuвuдyа.л.ъ1t'ЫХ nредnо'Чmе1tиu, 
или С-nрофu.//,е.м" назовем t-мерный кортеж функций выбора 
(С(I)(х), ... ,C(t)(X)), который является элементом прямого 
произведения семейств функций выбора Ct = С х ... х С. Функ
циональное правило агрегирования, или С-оператор группово

го выбора, есть отображение Р: ct ---t С, которое задано на 
множестве С-профилей ct и имеет своим значением функцию 
коллективного выбора Yagg = Cagg(X), принадлежащую семей
ству С. Иными словами, функциональное правило агрегирова
ния Cagg(X) = р(с{1)(х), ... ,C(t)(X)) представляет собой пра
вило, по которому из семейства возможных функций выбора С 
выбирается функция Cagg(X) как наиболее предпочтительное 
коллективное решение, учитывающее функции индивидуально
го выбора с(l) (Х), ... ,C(t) (Х) всех членов группы. 

Функциональную модель агрегирования индивидуальных 

предпочтений (рис. 22.1) можно изобразить схематически, ана
логично формальной модели выбора в разд. 19.2, как преобра
зователь, на вход которого поступает С-профиль индивидуаль
ных предпочтений (С(I) (Х), ... ,C(t) (Х)), кратко обозначаемый 
через {С(8) (.)}, а на выходе имеется функция коллективного вы
бора Yagg = Cagg(X). 

Функция коллективного выбора Cagg(X) может реализовы
ваться, в частности, параллельным механизмом выбора, описан
ным в разд. 19.3, где каждый отдельный механизм выбора пред
ставляет собой правило индивидуального выбора. Так, два пра

вила, определяющих победителя на выборах из разд. 21.2, мож
но ввести для произвольных С-профилей следующим образом: 

единогласие 
t 

Cagg(X) = n С(8) (Х), 
8=1 

Oau1t голос «за» 

t 

Cagg(X) = U С(8)(Х). 

С-профиль 

(с(1)(х), ... ,C(t)(X)) 

8=1 

Правило 

агрегирования 

Результат выбора 

Yagg = Cagg(X) 

Рис. 22.1. Функциональная модель агрегирования индивидуальных 
предпочтений 
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22.7. Условия рациональности выбора 
в функциональной модели 

Важную роль в функциональной моделц агрегирования ин
дивидуальных предпочтений играют локальные правила агреги

рования, которые определяют возможность включения некото

рого варианта Xi в коллективное решение Cagg(X) В зависимости 
от того, считают ли члены ГПР этот вариант предпочтительным 

или нет. Функциональное правило агрегирования называется '//'0-

~а.лЪН'bl.М, если для любых С-профилей {с,{в) (.)} и {с"{в) (.)}, лю
бого множества предъявляемых вариантов Х и любого варианта 

Xi из предъявления Х из условия одинаковости индивидуально
го выбора Xi Е С'{В)(Х) {:} xi Е С"{В)(Х) вытекает одинаковость 
коллективного выбораХi Е C~gg(X) {:} xi Е C~gg(X). Условиело
кальности функционального правила агрегирования аналогично 

условию КВ3 независимости выбора от посторонних вариантов, 

введенному Эрроу. 

Аксиоматические требования, которым должно удовлетво

рять функциональное правило агрегирования индивидуальных 

предпочтений, обеспечивающее рациональность коллективного 

выбора, были сформулированы М. А. Айзерманом и Ф. Т. Алес
керовым (СССР, 1983) и состоят в следующем. 

ФВ1. Ненавязанностъ вЪtбора, илu суверенность у'ч.астнu

-х:ов. Для любого множества предъявляемых вариантов Х и лю

бого варианта Xi из предъявления Х существует такой С-про
филь {с{в)(.)}, что возможно как включение варианта Xi в кол
лективный выбор Cagg(X), т. е. Xi Е Cagg(X), так иневключение 
этого же варианта в коллективный выбор, т. е. Xi (j. Cagg(X). 

Первая часть условия ФВ1 определяет так называемую по

ложительную ненавязанность, а вторая часть - отрицательную 

ненавязанность. 

ФВ2. Монотонностъ. Пусть заданы два С-профиля {С'{в)(.)}, 
{С"{В) (.)} и для некоторого множества предъявляемых вариан
тов Х и варианта Xi Е Х выполняются условия Xi Е C~gg(X) 

и J[Xi, Х; {С'{В) (.)}] ~ J[Xi, Х; {с"и (.)}], где J[Xi, Х; {С{В) (.)}] -
множество членов ГПР, включивших вариант Xi в свой индиви

дуальный выбор С{В)(Х). Тогда Xi Е C~gg(X). 
Условие монотонности ФВ2 представляет собой усиление 

условия локальности, поскольку гарантирует, что при расшире

нии числа участников, которые выбрали вариант Xi, вошедший 

в коллективный выбор C~gg (Х), этот вариант Xi войдет и в изме
ненный коллективный выбор C~gg (Х). 
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ФВ3. НеЙmра.л,ън,осmъ по оmн,ошен,uю 'IC вариан,mа.м. Пусть за
даны два С-профиля {С'(В) (.)}, {С"(В)(.)} и для любых множеств 
предъявляемых вариантов Х', Х" и вариантов X~ Е Х', X~' Е Х" 

выполняется условие приемлемости вариантов X~ Е С'(В) (Х') {::} 
{::} Х? Е С"(В)(Х") при индивидуальном выборе участника s. То
гда вариант X~ приемлем при коллективном выборе X~ Е C~gg(X') 
в том и только том случае, если вариант Х? приемлем при кол
лективном выборе X~' Е С" (Х") z agg . 

Условие ФВ3 нейтральности по отношению к вариантам со

стоит, по сути, из двух условий: независимость от варианта (если 
X~ Е х, Х? Е Х) и независимость от контекста или предъявления 
(если Xi Е Х', xi Е Х"), каждое из которых является усилением 
условия локальности. 

ФВ4. Aн,oн,u.мн,ocmъ у'Ч,асmн,U'lсов. Функциональное правило 

агрегирования индивидуальных предпочтений не зависит от пе

ренумерации членов ГПР: F(C(l)(x), ... , C(t) (Х)) =F(c(e1)(X), 
... ,c(et)(X)), el, ... ,et Е!= {1, ... ,t}. 

Условие анонимности ФВ4 обеспечивает равноправность 

участников. 

ФВ5. Пареmо-оnmu.малън,осmъ. Если все члены ГПР считают 

вариант Xi предпочтительным, т. е. xi Е си(х) для всех s Е !, 
то этот вариант Xi включается в коллективный выбор Cagg(X). 
Если все члены ГПР не считают вариант Xi предпочтительным, 

т. е. Xi (j. С(В) (Х) для всех s Е !, то этот вариант Xi не включается 
в коллективный выбор Cagg(X). 

Первая часть условия ФВ5 определяет так называемое поло

жительное условие Парето, а вторая часть - отрицательное. 

Перечисленные выше нормативные требования к Функцио
нальным правилам агрегирования индивидуальных предпочте

ний аналогичны нормативным требованиям к реляционным пра

вилам агрегирования индивидуальных предпочтений, приведен

ным в разд. 22.3. 
При одновременном выполнении условий ФВl- ФВ3 выпол

няются локальные функциональные правила агрегирования ин

дивидуальных предпочтений: 

федерация 
р 

Cagg(X) = U n С(В)(Х), 
k=l sEPk 

nредсmавumелъсmво 
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q 

Cagg(X) = n u C(s)(X). 
k=1 sEQk 

Здесь коалиция Pk - k-элементное (k ~ 1) подмножество 
множества членов ГПР [ = {1, ... , t}, которые включают любой 
вариант Xi из любого предъявляемого множества Х в функцию 

коллективного выбора Cagg(X) в том И только том случае, ес
ли этот вариант Xi предпочитается всеми участниками, т. е. при

надлежит всем функциям индивидуального выбора с(l) (Х), ... , 
C(t) (Х); коалиция Qk - k-элементное (k ~ 1) подмножество мно
жества членов ГПР [ = {1, ... , t}, которые включают любой ва
риант Xi из любого предъявляемого множества Х в функцию 

коллективного выбора Cagg(X) в том И только том случае, если 
этот вариант Xi предпочитается хотя бы одним участником, т. е. 

принадлежит хотя бы одной функции индивидуального выбора 
C(s)(X), s Е [. 

Таким образом, по агрегирующему правилу «федерация~ в 

коллективное решение включается тот вариант, который едино

гласно выбирают все члены хотя бы одной коалиции Pk. Едино
гласный выбор одного из вариантов группой участников гаран

тирует непустоту пересечения функций индивидуального вы
бора с(l) (Х), ... , C(t) (Х). По агрегирующему правилу «пред
ставительство» в коллективное решение включается тот вари

ант, который выбирает хотя бы один участник (представитель ) в 
каждой из коалиций Ql, ... , Q k. Правило коллективного выбора 
по k-большинству голосов представляет собой частный случай 

агрегирующего правила «федерация~, где коалиции Pk , ••• , Рр 
содержат только k-элементные подмножества участников и не 

содержит подмножества с меньшим, чем k, числом участников. 
Локальные функциональные правила агрегирования: 

олuгархия 

Cagg(X) = n сИ(х), 
SEPl 

cин,дu1Caт 
Cagg(X) = U C(s)(X) 

SEQl 

являются другими частными случаями соответственно агреги

рующих правил «федерация» и «представительство» при един

ственных коалициях Р1 и Ql. Агрегирующее правило «дu1Cтa
тор» или «решающuй у'Частн,u1С» соответствует коалиции Рl 

или Ql, состоящей из единственного участника. 
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Напомним, что классически рациональная функция выбо

ра С(Х) обладает свойствами наследования выбора Н, незави
симости выбора от исключения отвергнутых вариантов О, со

гласия (слабого наследования) С или свойством константности 
(сильного наследования) выбора К, приведенными в разд. 19.4. 
По теореме Айзермана - Алескерова, служащей прямой анало
гией теоремы Эрроу о невозможности, не существует локаль

ного функционального правила агрегирования индивидуаль

ных предпочтений, которое бы удовлетворяло всем требовани

ям ФВ1- ФВ4 и гарантировало классическую рациональность 

функции коллективного выбора в случаях, когда все участники 

используют классически рациональные функции индивидуаль

ного выбора. 

Ответственным за несовместимость этих требований являет
ся условие ФВ4. 

При нарушении условия ФВ4, как было показано Айзерма
ном и Алескеровым, появляются привилегированные группы 
участников, в частности это может быть единственная группа 

или даже единственный участник, которые, по существу, опре

деляют коллективный выбор независимо от результата агреги

рования индивидуальных предпочтений остальных участников. 

Преодолеть указанные трудности можно, только отказавшись от 

требования, чтобы все функции коллективного и индивидуаль

ного выбора были одновременно классически рациональными. 

Оказалось, что особую роль здесь играет свойство наследования 

Н функции выбора. Для функций выбора, имеющих только это 

характеристическое свойство, можно построить локальные пра

вила агрегирования, для которых выполняются все требования 

ФВ1-ФВ4. 

22.8. Особенности аксиоматических подходов 
к агрегированию предпочтений 

в аксиоматических теориях коллективного выбора постули

руются некоторые нормативные требования к правилам агреги
рования индивидуальных предпочтений, которые должны обес

печивать рациональность коллективного предпочтения членов 

ГПР. Были предложены различные модели синтеза группового 

предпочтения, в рамках которых построены различные аксиома

тики рационального коллективного выбора. 

Реляционная модель агрегирования индивидуальных предпо
чтений, представленных бинарными отношениями, исследована 
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достаточно детально. Функциональная и реляционно-функцио
нальная модели агрегирования изучены слабее. 

Основной вывод теорий, основанных на концепции рацио
нального выбора Кондорсе, состоит в невозможности существо
вания «справедливой» системы голосования, которая была бы 

одновременно результативной, единогласной, демократической 

(ненавязывающей) и равноправной (недиктаторской). Решения, 
принимаемые большинством голосов, не всегда выражают со

гласованное общее мнение, особенно если индивидуальные мне
ния сильно различаются или противоречат мнению большин

ства. Было также показано, что и условие независимости резуль

татов сравнения вариантов, и правила большинства голосов при 

агрегировании индивидуальных предпочтений могут приводить 

как к транзитивном~ так и нетранзитивному мажоритарному 

отношению, характеризующему групповое решение, несмотря на 

транзитивность отношений, задающих индивидуальные предпо

чтения. 

Следуя концепции рационального выбора Борда, а также при 

ослаблении или модификации требований Кондорсе становит

ся возможным построение более справедливых систем голосова

ния, в которых при агрегировании индивидуальных предпочте

ний, заданных разными видами отношений, допустимо приме

нять правила большинства. Групповое предпочтение останется 

при этом транзитивным, если таковыми были индивидуальные 

предпочтения. 

Как и в случае рационального индивидуального выбора, при 

практическом при мене нии теорий рационального коллективно

го выбора сохраняется необходимость проверки выполнимости 

вводимых аксиом, что представляет собой достаточно трудоем

кую для человека процедуру. 



ГЛАВА 23 

ГРУППОВОЙ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫЙ ВЫБОР 

23.1. Многокритериальный подход 
к коллективному выбору 

Многоаспектный анализ сложной, плохо формализованной 

проблемы обычно выполняется группой специально отобран

ных высококвалифицированных экспертов, которые выполняют 

функции членов ГПР. Эксперты анализируют возможные пути 

решения проблемы, формируют перечень альтернативных вари

антов, дают свои независимые субъективные оценки вариантов 

по многим критериям. Эти оценки обрабатываются каким-либо 
методом, и ищется один лучший или несколько приемлемых ва

риантов решения. Полученные результаты обсуждаются всеми 

экспертами и могут быть дополнены и изменены с целью их 

улучшения. 

В решении проблемы, как правило, принимает также уча

стие руководитель более высокого ранга, который несет общую 

ответственность за ее решение. Такой руководитель называет

ся суперЛПР. СуперЛПР определяет критерии оценки вариан

тов, рассматривает полученные от экспертов индивидуальные 

заключения и результаты предварительного анализа проблемы, 

делает окончательный выбор. Обычно суперЛПР отвечает и за 

подбор экспертов. 

Задача 1Со.л.л,е1Сmuвн,ого мн,огО1Срumерuа.лън,ого вЪtбора состоит 
в следующем. Имеется т вариантов решения проблемы А1 , ... , 

Ат , которые оценены независимо t членами ГПР или экспер
тами по n критериям K 1 , ••• , Кn . Каждый критерий K q имеет 

свою собственную шкалу оценок X q - непрерывную или дис

кретную, числовую или вербальную. Порядковые шкалы оце
нок обычно предполагаются упорядоченными, например, от наи

более предпочтительных значений к наименее предпочтитель

ным. Вариант Ai представляется группой n-мерных векторов 
(8) (8) (8)) б ~ или кортежей оценок X i = X i1 , ... , Xin , ли О группои це-

левых функций (функций ценности, полезности) v~8)(Ai), где 
х;;) = K~8\Ai) - индивидуальная оценка варианта A i по кри
терию K q , данная участником s, s = 1, ... , t. Основываясь на 
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предпочтениях суперЛПР и/или учитывая экспертные оценки 
членов ГПР, требуется решить одну из следующих задач: 1) вы
делить один или несколько лучших вариантов; 2) упорядочить 
все варианты от лучшего к худшему; 3) распределить все вари
анты по классам решений. 

Реальный процесс принятия решения зачастую не является 

одноразовой процедурой. Нередко выполняется несколько по

вторяющихся туров, В которых варианты, критерии, эксперты 

появляются, заменяются, исключаются до тех пор, пока не бу

дет найдено приемлемое решение. 

Коллективный многокритериальный выбор имеет ряд специ
фических особенностей. Эксперты, как члены ГПР, в общем слу
чае могут быть неравноправными. Различная степень компетен

ции и/или влиятельности экспертов учитывается при агрегиро
вании индивидуальных предпочтений. Допускается также, что 

разные критерии могут иметь, вообще говоря, различную инди

видуальную важность (вес) для суперЛПР и для каждого участ
ника. Важность критерия можно задать, воспользовавшись од
ним из способов, указанным в разд. 8.3. 

При нахождении итогового агрегированного результата неред

ко используется формальная аналогия между множественностью 

индивидуальных предпочтений членов ГПР и множественностью 
критериев оценки вариантов. Сначала для каждого члена ГПР 
решается своя задача индивидуального многокритериального вы

бора. Полученные результаты решения t индивидуальных задач 
принимаются в качестве исходных при решении новой задачи 

группового многокритериального выбора, где члены ГПР высту

пают в роли IJОВЫХ критериев. В этом случае показа'l'ель компе

тентности и/или влиятельности участника выступает аналогом 
относительной важности критерия. Подобный подход применя

ется, например, в теории многомерной полезности. 

Итоговый выбор, очевидно, не должен зависеть от очеред

ности выполнения процедур обработки индивидуальных много

критериальных оценок (сначала по членам ГПР, а потом по кри
териям, или наоборот). Это условие независимости результата 
от очередности учета предпочтений индивидуумов или оценок 

по критериям представляется естественным «разумным» требо

ванием рациональности коллективного выбора и может быть на

звано nрин:циnо.м инвариантности агрегированuя индивидуаль

ных многокритериальных предпочтений. 

Одним из важных аспектов, на который необходимо обра
щать внимание при обработке и анализе информации в задачах 
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коллективного многокритериального выбора, является пробле
ма сопоставимости разнородных данных. Шкалы количествен

ных критериев оценок имеют обычно разную размерность. На
пример, стоимость, длина, время, скорость измеряются соответ

ственно в рублях, метрах, секундах, километрах в час. Как пра

вило, именованные показатели приводят к безразмерным, а ча

сто их еще и нормируют, используя один из способов, упомяну

тых в разд. 3.5. 
Качественные критерии оценок имеют различное содержание 

и разнообразные шкалы. Для унификации качественных шкал 

можно использовать лингвистические переменные вида: «отлич

но», «хорошо», «удовлетворительно», «плохо», «неудовлетвори

тельно». Во многих методах применяется оцифровка лингвисти

ческих переменных, например с помощью балльных шкал. Одна
ко такая квантификация качественных шкал может приводить к 

существенным искажениям индивидуальных предпочтений чле

нов ГПР, а значит, оказывает влияние на результаты коллектив

ного выбора. 

Кроме того, следует учитывать «разнонаправленность» кри

териев, которая выражает разное качество решения. «Положи

тельные» критерии, по которым большие значения оценок счи

таются предпочтительными (лучшими), обычно ассоциируются 
с «доходами». «Отрицательные» критерии, для которых пред
почтительными будут меньшие значения оценок, уподобляют 

«расходам». Такая ситуация уже встречалась в задачах мно

гокритериальной оптимизации, где оценки по одним целевым 

функциям нужно было максимизировать, а по другим - мини

мизировать. 

23.2. Оценка компетентности экспертов 

Привлечение нескольких экспертов к поиску решения про

блемы порождает необходимость учета их индивидуальных ин

тересов и мнений, которые не всегда могут быть одинаково зна
чимы для суперЛПР. Компетентность эксперта как специалиста 

характеризуют его профессиональные знания и опыт, аналитич

ность и широта мышления, уровень квалификации в определен

ной области. 
Компетентность эксперта можно оценить, вообще говоря, 

лишь опираясь на мнения других лиц или на результаты про

шлой деятельности эксперта. Пусть список экспертов формиру-
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ется путем опроса специалистов. По результатам опроса состав

ляется матрица N = (nsp)txt, в которой nsp = 1, если эксперт р 
предложил включить эксперта s в группу, и nsp = О, в противо
положном случае. Тогда показатель компепштности k(S) экспер
та s можно определить как число поданных за него голосов: 

t t t 

k(s) = L n sp / L L nsp· (23.1) 
s=1 s=lp=1 

Вместе с тем такой упрощенный подход к оценке компетент
ности не позволяет учесть всю многогранность и сложность этой 

характеристики эксперта. 

Для вычисления показателя компетентности эксперта 

л. г. Евланов и В. А. Кутузов (СССР, 1978) предложили эври
стическую итеративную процедуру, которая базируется на ин-

дивидуальных оценках x~s), данных экспертом s i-MY варианту 
Ai , i = 1, ... , т, S = 1, ... , t. 

1. Первоначально показатели компетентности всех экспертов 

полагаются равными ki~~ = l/t. 
2. На каждом последующем шаге показатель компетентности 

каждого эксперта S корректируется по формуле средней оценки 

m 
k(S) - (/h ) ~ (s) и) - 1 (j) ~ Xi Xi(j) , 

i=1 

t 
_ ~ (s)k(s) 

Xi(j) - ~ Xi и-l) , 
s=1 

t m 

h(j) = L L x~s) Хф), 
s=1 i=1 

t 

Lki;~=l. 
s=1 

3. Процедура продолжается до получения приемлемого ре
зультата. 

Таким образом, компетентность экспертов оценивается по 

степени согласованности их индивидуальных оценок с групп о

вой экспертной оценкой. Однако данная процедура не всегда да
ет удовлетворительные результаты, а ее сходимость строго не 

обоснована. 

Обычно принято считать экспертов достаточно точными ге
нераторами и измерителями информации. В таком случае мож

но ожидать, что достоверность получаемой экспертной инфор

мации будет повышаться при увеличении числа экспертов. Вме

сте с тем возрастают BpeMeHHble и финансовые затраты на прове
дение экспертизы. Поэтому общее число экспертов должно опре-
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деляться разумным компромиссом между степенью достоверно

сти экспертных суждений и допустимой величиной расходов на 

экспертизу. 

Для оценки достоверности суждений эксперта используется 
показатель L (В) = М(В} / М, где М(В} - число случаев, в кото
рых суждения эксперта s получили практическое подтвержде
ние; М - общее число случаев участия эксперта в эксперти

зе. Тогда средняя достоверность суждений группы экспертов 
t 

Lсред = (l/t) L: L(S}, а относительная достоверность суждений 
в=1 

эксперта s в группе L~H = L(s} / Lсред . 
Однако применение таких показателей достоверности экс

пертных суждений требует надежной статистической информа

ции о результатах практического участия многих экспертов в 

различных экспертизах. А подобная информация, как правило, 
либо отсутствует, либо труднодоступна. 

23.3. Статистический анализ экспертных суждений 

Статистический анализ экспертных оценок позволяет из
влечь полезную дополнительную информацию путем обработки 

массивов данных с помощью методов математической статисти

ки. При этом часто возникает необходимость проверки выдвину

тых предположений о справедливости того или иного утвержде

ния или вывода, которые принято называть гипотезами. Тра

диционно рассматриваются две гипотезы осн,О6н,ая, или н,улъ

гипотеза и алътерн,ати6н,ая, или nроти60nОЛОЖн,ая. Провер

ка истинности выдвинутых гипотез позволяет сделать выводы о 

различимости сравниваемых вариантов, оценить степень неза

висимости анализируемых показателей, найти границы изме

нений неизвестных параметров, выявить расхождения между 

усредненными величинами и т. п. 

При выработке группового решения желательно оценивать 

согласованность экспертных суждений, что означает их непро

тиворечивость и близость. Определение меры согласованности 

экспертных мнений позволяет при обработке результатов экс

пертизы определить расхождения в экспертных оценках и вы

явить возможные группировки в коллективе экспертов. 

Непротиворечивость экспертных суждений рационального 

эксперта предполагает транзитивность его индивидуальных 

предпочтений при оценке вариантов. Допускаемые экспертом 
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нарушения транзитивности необходимо выявлять и устранять. 

Это может производиться как непосредственно в ходе эксперт

ного опроса, так и после его проведения. Хотелось бы, чтобы 
результирующее коллективное предпочтение также было тран

зитивным. Однако поиск компромисса и обеспечение непротиво

речивости общего мнения на практике не всегда представляются 

возможными. Усреднение же противоречивых индивидуальных 

экспертных суждений ведет к определенной потере информатив

ности результата и снижает его содержательную ценность. 

Близость экспертных суждений ассоциируется со своего ро
да компактностью результатов измерений характеристик объ

ектов экспертизы. При использовании числовых шкал эксперт

ные оценки можно рассматривать как точки многомерного про

странства признаков или параметров. В таком случае мерой со

гласованности экспертных мнений может служить степень раз

броса точек, которая определяется либо как среднеквадратиче

ское отклонение от математического ожидания, либо как меди

ана случайной величины. Если точки, представляющие оценки 
всех экспертов, образуют компактную группу, то мнения экс

пертов считаются хорошо согласованными. Точки могут образо

вывать также две или несколько компактных групп. Это свиде

тельствует о наличии различающихся точек зрения на оценива

емые объекты. 

В качестве меры согласованности экспертных суждений, 

представленных индивидуальными ранжировками вариантов 

R(8), используются 1Соэффuцuе'Нm'Ы 1СО'Н1Сордацuu. Дисперсион
ный коэффициент конкордации Кендалла (1955) определяется 
как отношение оценки дисперсии случайной величины к ее мак

симальному значению и вычисляется по формуле 

(23.2) 

S - ~т (~t (8) ) 2 . _ (1/ ) ~т ~t (8) _ 
где - L..i=1 L..8=1 Ti - Тер ,Тер - т L..i=1 L..8=1 Ti -

= t(m + 1)/2; Тер - средний ранг (оценка математического ожи-

дания); т;8) - ранг, присвоенный варианту Ai экспертом s; t -
общее число экспертов; т - общее число вариантов. 

Если ранжировка вариантов нестрогая и допускаются связан
ные ранги вариантов, то коэффициент конкордации 

t 

W = 12S/[t2 (m3 - т) - t LT(8)J, (23.3) 
8=1 
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где 

N(S) 

Т(В) = L [(niS))З - nis )], (23.4) 
k=l 

nks ) - число совпадающих рангов с кратностью n в s-й индиви
дуальной ранжировке; k - порядковый номер группы связанных 

рангов; N(S) - число групп связанных рангов в s-й ранжировке. 
Если в ранжировке R(S) связанных рангов нет, то k = О, 

nks ) = О, и выражение (23.3) превращается в формулу (23.2). 
При полностью совпадающих предпочтениях экспертов коэффи

циент конкордации Кендалла W = 1, при полностью различаю
щихся- W =0. 

Коэффициент ранговой корреляции Спирмена характеризу
ет сходство двух ранжировок Rq и яр (неважно по отдельным 
экспертам q и р или по частным критериям K q и Кр) т вариан-
тов И задается выражением 

6Sqp 
Pqp = 1- З ' 

т -т 
(23.5) 

m 

где Sqp = I: (Tiq - Tip)2; Tiq И Tip - ранги варианта Ai в ранжи
i=l 

ровках Rq и яр соответственно. 

При наличии связанных рангов коэффициент ранговой кор

реляции Спирмена определяется как 

тЗ - т - [6Sqp + 3(Tq + Тр)] 
Pqp = [(тЗ - т - Тq)(тЗ - т - Тр)]1/2' 

где Tq и Тр вычисляются по формуле (23.4). 

(23.6) 

Коэффициент корреляции Спирмена Pqp = 1 при одинаковых 
ранжировках Rq и яр вариантов, когда Tiq = Tip; Pqp = -1 при 
противоположных ранжировках и Pqp = о при линейно незави
симых ранжировках. Гипотеза о наличии или отсутствии кор

реляционной связи между ранжировками и статистическая зна

чимость величины коэффициента Pqp проверяются с использова

нием статистики х2-распределения Стьюдента, имеющим т - 1 
степеней свободы. 

23.4. Представление многоприэнаковых вариантов 

Обсудим теперь, какие существуют возможности для пред
ставления вариантов, которые описываются многими числовы

ми и вербальными признаками. 
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Свойства варианта Ai , i = 1, ... ,т, оцененного одним экс
пертом по многим количественным и качественным критериям 

К1 , ... , Кn , характеризуются вектором или кортежем Xi = (Xi1, 

... ,Xin), состоящим из экспертных оценок ~iq = Kq(Ai ), q = 1, 

... ,n, которому соответствует точка Xi в n-мерном пространстве 

Х = Хl Х ••• х ХN шкал Xq = {x~q}, eq = 1, ... ,9q, 9q - число 
градаций оценок на шкале критерия K q • 

Когда многокритериальную оценку дают t экспертов, вари-
анту A i соответствует уже группа из t векторов/кортежей x~8) = 

( (8) (8») (8) к(8) (А ) = Xi1 '·.·' x in С компонентами Xiq = q i , которые яв-

ляются индивидуальными оценками варианта Ai по критерию 

Kq , проставленными участником s, s = 1, ... , t. Вариант A i 

представляется теперь в n-мерном пространстве признаков Х = 
= Х1 Х ... х ХN не одной-единственной точкой Xi, а целой груп-

пой ( «облаком» ) из t точек {x~I), ... ,x~t)}, которые должны рас
сматриваться как единое целое. При этом индивидуальные оцен

ки, данные экспертами, могут быть похожими и различающими

ся, что в свою очередь может приводить к несравнимости n-мер-

ных векторов/кортежей x~I), ... ,ху), характеризующих один и 
тот же вариант Ai . 

Анализировать совокупность вариантов А1 , ... , Ат , каждый 
из которых изображается в пространстве признаков Х = Х 1 Х 

Х ••• х хn своим «облаком», состоящим, строго говоря, из t раз
личных точек, достаточно сложно. Поэтому информацию, опи

сывающую многопризнаковые варианты, тем или иным образом 

упрощают, нормализуют и агрегируют. 

Один из возможных способов упрощения описания варианта 
Ai , i = 1, ... ,т, представленного группой векторов 

х;l) = (x;~), ... ,x;~), ... ,x;~), ... , 

х;8) = (X~~), ... , х;;), ... ,x;~), ... , 
x;t) = (x;~), ... ,x;~, ... ,Xi~) 

(8) к(8) (А ) с числовыми компонентами X iq = q i, q = 1, ... , n, со-

стоит в следующем. Набор t различных векторов х;I), ... , x;t) 
заменяется единственным вектором Yi = (Yil, ... , Yin), КОТО
рый в пространстве признаков Х = хl Х ..• х ХN будет 

теперь соответствовать варианту A i . Компонентами вектора 

Yi = (Yil, ... ,Yin) служат усредненные по всем экспертам оцен-

ки Yiq = (l/t) 2:;=1 X~:), в предположении, что все эксперты оди-
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наково компетентны и/или влиятельны, или средневзвешенные 

оценки Yiq = (1/t) ~:=1 k(B}x~;}, если эксперт s обладает компе
тенцией k(B} . 

На многокритериальные экспертные оценки, выраженные 
(В) ( (В) (В)) 

векторами X i = хй , . .. , xin С числовыми компонентами 

X~;} = KJB} (Ai ), можно посмотреть и иначе. Запишем индиви
дуальные оценки эксперта s вариантов А1 , ... , Ат как совокуп
ность векторов 

(В) _ ( (В) (В) (В)). 
Х1 - Х11 ,···, X 1q , ••• , Х1п , ••• , 

x~B} = (X~~), ... ,X~;}, ... , X~~), ..• ; 

(В) _ ( (В) (В) (В) ) xm - Хт1 ,··· ,Xmq' ... 'хтп . 

Оценки всех m вариантов А1 , ... , Ат , данные экспертом s, 
образуют матрицу индивидуальных оценок Х(В} = (X~;})тxn, 

(В) (В) 
строки которой являются векторами оценок Х1 , ... , X i , ... , 

X~), отображающими предпочтения этого эксперта. 
Коллективное предпочтение экспертов, проставивших много

критериальные оценки вариантам A1, ... ,Ат и имеющих раз
ную компетентность, представляется матрицей «объекты-приз

наки» Х = (Xiq)mxn> которая является линейной комбинацией 
Х = k(l) . х(l} + ... + k(t} . x(t} t матриц индивидуальных оце-

нок х(l} = (X~~})тxn, ... , x(t) = (X~:})тxn. Элемент Xiq = k(l) . 

(1) k(t} (t) С Х Х(В} - 1 t . Xiq + ... + . Xiq . троки матриц и , s - , ... , ,соот-
ветствуют вариантам A1, ... , Ат , столбцы - критериям оценок 

K 1 , ... , Кп . Так как каждый вариант A i оценивается всеми t экс
пертами по всем n критериям, то в матрицах экспертных оценок 
Х и Х(В} не будет незаполненных клеток. 

Указанные способы агрегирования данных применимы лишь 
к числовой информации. Для нечисловых (вербальных) и сме
шанных данных нужно использовать другие подходы. Обратим 
внимание на одну особенность, которой обладают многокритери

альные оценки, представленные векторами или кортежами. Так 

как разные эксперты r и s могут использовать при оценке вари
анта Ai одну и ту же градацию X~q по шкале любого из критериев 

Kq , то векторы/кортежи x~T} и x~B}, представляющие вариант A i , 

будут иметь одинаковые компоненты X~;} = X~q и X~;} = X~q. И та
ких совпадений оценок в принципе может быть много. Иными 
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словами, любое значение х~ч может неоднократно встречаться в 
компонентах разных векторов/кортежей экспертных оценок. 

Введем вместо декартова произведения шкал критериев Х = 
= Х1 Х Х2 Х ... х ХN единую развернутую обобщенную шкалу 
(гипершкалу) оценок в виде множества 

G = Х1 U Х2 U ... u ХN = 

- {х1 х91 . х1 х92 . . х1 х9n } - 1'· .. , l' 2'···' 2'···' n'···' n , 

которое объединяет все градации оценок на шкалах всех кри

териев. Представим каждую числовую или вербальную оценку 

х;;), проставленную экспертом s варианту A i по критерию Kq , 

выражением 

(В) ( 1) 1 (В) ( 9ч) 9ч CAi Xq OXq , ... , CAi Xq OXq , 

где C~; (х~ч) = 1, если х;;) = х~ч, т. е. эксперт s использовал для 
оценки варианта Ai градацию х~ч шкалы X q , и C~; (х~ч) = О, если 
х;;) i= х~ч. Знак О указывает, что элемент х~ч нужно рассматри
вать совместно с числом C~: (х~ч). 

Совокупность индивидуальных экспертных оценок варианта 

Ai , данных всеми t экспертами, можно тогда записать как сле
дующий набор: 

{ (1) (1) (1)} _ { (1) ( 1) 1 (1) ( 91) 91. 
Хн , ... ,Xiq , ... 'Xin - CAi Х1 ОХ1' ••. 'CAi Х1 ОХ1 ' 

(1)( 1) 1 (1)( 9ч) 9ч. . (1)( 1) 1 (1)( 9n) 9n} CAi Xq OXq , ... ,CAi Xq OXq , ... ,CAi Хn ОХn ' ... ,CAi Хn ОХn , 

{ (В) (В) (В)} _ { (В) ( 1) 1 (В) ( 91) 91 . 
Хн , ... ,Xiq , ... ,Xin - CAi Х1 ОХ1' ••• ,CAi Х1 ОХ1 ••. , 

(В)( 1) 1 (В)( 9ч) 9ч. . (В>( 1) 1 (в)( 9n) 9n} CAi Xq OXq , ... ,CAi Xq OXq , ... ,CAi Хn ОХn ' ... ,CAi Хn ОХn , 

{x;~), ... , Xi~, ... , xi~} = {c~~(xOox~, ... , C~~(Xi1 )oxi1; .•• ; 

(t) ( 1) 1 (t) ( 9ч) 9ч. . (t) ( 1) 1 (t) ( 9n) 9n} CAi Xq OXq , ... ,CAi Xq Oxq , ... ,CAi Хn ОХn ' ... ,CAi Хn ОХn . 

Просуммируем теперь по всем экспертам числа C~: (х~ч), стоя
щие в каждом столбце х~ч правых частей равенств. Целое число 

t 
CAi(x~q) = L C~: (Х~Ч) показывает, сколько всего экспертов про-

в=1 

ставило варианту A i по критерию K q оценку вида х~ч в предпо
ложении, что все эксперты одинаково компетентны и/или вли
ятельны. При разной компетентности экспертов число CAi(x~q) 
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t 
вычисляется как взвешенная сумма CAi(X~q) = ~ k(8)c~1 (xq)eq, 

8=1 

где показатель компетентности k(8) эксперта s должен оцени
ваться целым числом. 

Каждому варианту Ai можно теперь сопоставить выражение 

A i = {CAi(X~)OX~, ... ,CAi(X![l)OX![l; ... ; 

CAi(X~)OX~, ... , CAi(X~q)ox~q; ... ; 

CAi(X~)OX~, ... ,CAi(X~n )ox~n}, 

которое представляет собой мультимножество (или множество 
с повторяющимися элементами) над порождающим множеством 
G [70, 71, 721. Здесь знаком О обозначено, что в мультимножестве 
А ( еч) еч - 1 i присутствует CAi Xq одинаковых элементов Xq ,q - , ... , n. 
Функция CAi: G -+ Z+ = {О, 1,2, З, ... } называется функцией 
кратности, или функцией числа экземпляров мультимножества 

A i . Всего в мультимножестве A i имеется n групп элементов по 
числу критериев, в каждую группу элементов входят оценки х~ч , 
относящиеся только к одному из критериев K q • 

Прuмер 23.1. Поясним смысл мультимножества A i на при

мере избрания главы государства. Будем рассматривать вари

анты А1 , ••. , Ат как кандидатов на выборах, критерии К1 , ... , 

Кn - как разные избирательные округа, а х~ч - как отдельный 
избирательный участок внутри округа K q , где происходит голо

сование избирателей. Тогда при равноправии всех голосующих 

CAi(x~q) будет числом голосов, поданных за кандидата Ai на из
бирательном участке х~ч по округу K q , а мультимножество A i 

покажет распределение общего числа голосов, поданных на всех 

избирательных участках по всем округам К1 , ••• , Кn . • 

Коллективное предпочтение членов ГПР при использовании 

формализма мультимножеств для представления многопризна

ковых вариантов удобно выражать с помощью матрицы С = 

= (C;/)mxg, Cif = CAi(Xf), f = 1, ... ,9, 9 = 91 + .. ·+9q+·· ·+9n
общее число всех градаций оценок на шкалах всех критериев. 

Строки матрицы С соответствуют вариантам А1 , ... , Ат , столб

цы - градациям оценок Х/ =х~ч, eq = 1, ... ,9q, q= 1, ... , n. Мат
рица «объекты-признаки» С называется также информацион

ной таблицей и часто используется в теории принятия решений, 

распознавании образов, анализе данных, других приложениях. 

Пpuмер 23.2. Пусть имеется три варианта А1 , А2 , Аз, ко

торые оцениваются тремя экспертами по двум критериям К1 , 
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К2 , имеющим шкалы оценок Х1 = {x~,x~,xH и Х2 = {х~,хП. 
В декартовом произведении шкал критериев Х = Х1 Х Х2 каж
дому из вариантов соответствуют следующие группы кортежей, 

составленных из индивидуальных оценок экспертов: 

(1) (1 2) (1) (2 1) (1) (2 2) 
Х1 = Хl,Х2, Х2 = Хl,Х2, ХЗ = Хl,Х2 , 

(2) (2 2) (2) (2 1) (2) (1 2) 
Х1 = Хl,Х2, Х2 = Хl,Х2, ХЗ = Хl,Х2 , 

Х(з) - (х2 х1 ). Х(З) (х2 х2 ). Х(З) (хз х2 ) 
1 - l' 2' 2 = l' 2' З = l' 2 . 

Единая развернутая обобщенная шкала оценок, объединяю
щая все градации оценок на шкалах всех критериев, есть мно-

жество 

G = Х1 U Х2 = {x~,x~,x1;x~,x~}. 
Каждому из вариантов соответствуют следующие мульти

множества над порождающим множеством С, составленные из 

индивидуальных оценок экспертов: 

А 1 = {10X~, 20xi, оох1; 10X~, 20X~}, 

А2 = {Oox~, зохi, Оох1; 20X~, 10X~}, 

Аз = {10X~, 1oxi, 10х1;оох~,зох~}. 

Матрица «объекты-признаки» С = (сц )mxg, 9 = 91 + 92 = 5, 
m = 3 имеет следующий вид: 

c=(~;~~~). 
1 1 1 О 3 

Строки матрицы С соответствуют вариантам А1 , А2 , Аз, столб
цы - всем градациям оценок по критериям Кl и К2. Элемент 
матрицы С показывает, сколько раз градация оценки x~q была 
проставлена экспертами данному варианту. 

На рис. 23.1 изображены кортежи x~8) в декартовом простран
стве шкал критериев Х = Х1 Х Х2 И мультимножества A i , пред

ставляющие варианты А1 , А2 , Аз. 
Если критерии К1 и К2 имеют числовые шкалы, например 

Х1 = {1, 2, 3} и Х2 = {10,20}, то вариантам будут соответство
вать такие группы векторов: 

х(l) = (1 20) 
1 " 

х(l) = (2 10) 
2 " 

х(l) = (2 20) 
з " 

х(2) = (2 20) 
1 " 

(2) 
Х2 = (2,10), х(2) = (1 20) 

з " 
Х(З) = (2 10)' 

1 " 
~з) = (2,20); Х~З) = (3,20). 
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Х2 Х2 Х2 

x~ 8 [> x~ [> 8 x~ О [> 

x~ о x~ о 
1 

Х2 8 

xt x~ x~ Х1 xt x~ x~ Х1 х! x~ x~ Х1 
а б в 

Х2 Z 

З о [> 

x~ 8[> 80[> [> 

2 8 О 8 

x~ 800 1 8[> [> [> 8 о 

О 

х! x~ x~ Х1 xt x~ x~ x~ x~ G 
г д 

Рис. 23.1. Способы представления многопризнаковых вариантов: 
а - кортежи оценок эксперта 1; б - кортежи оценок эксперта 2; в - кортежи 

оценок эксперта 3; г - кортежи оценок трех экспертов; д - мультимножества 
оценок трех экспертов;. - вариант Аl, О - вариант А2 , 1> - вариант Аз 

Векторы оценок, усредненных по всем экспертам, равны со

ответственно: 

Yl = (5/3, 50/3), y~l) = (2, 40/3), y~l) = (2,20). 

Группы векторов числовых оценок, данных каждым из экс

пертов, запишем следующим образом: 

x(l) = (1 20) 
1 " 

х(2) = (2 20) 
1 " 

х(з) = (2 10) 
1 " 

x(l) = (2 10) 
2 " 

х(2) = (2 10) 
2 " 

х(з) = (2 20) 
2 " 

x(l) = (2 20)· 
з " 

х(2) = (1 20)· 
з " 

х~з) = (3,20). 

Матрицы индивидуальных экспертных оценок Х(В) 

= (X~~»)тxт s = 1,2,3, и матрица коллективной оценки Х 
= (Xiq)mxn имеют вид 

= 

х(1) = (~ i~), х(2) = (; 10 ,х(з)= 220 ,х= 6 40 . 20) (2 10) (5 50) 
2 20 1 20 320 660 

Строки матриц х(в) и Х соответствуют вариантам A1 , А2 , Аз, 
столбцы - критериям K 1 и К2 • Элемент матрицы х(в) показы
вает значение оценки X~q, проставленное экспертом s данному 
варианту, а элемент матрицы Х - сумму всех экспертных оце

нок. • 
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23.5. Метод усреднения индивидуальных оценок 

Рассмотрим некоторые методы коллективного многокритери

ального анализа и выбора вариантов, которые ПРОИЛЛIOCтриру

ем на при мере решения задачи упорядочения заданной совокуп

ности проектов, оцененных несколькими экспертами по многим 

количественным и качественным критериям. Первый вариант в 

результирующей ранжировке принимается в качестве наиболее 

предпочтительного. 

Один из простых методов коллективного упорядочения ва

риантов основан на вычислении групповой многокритериальной 

оценки путем усреднения индивидуальных оценок, выраженных 

баллами. Метод относится к первой группе методов рациональ

ного выбора и состоит из следующих этапов. 

1. Каждый вариант из заданной совокупности А1, ... , Ат 
оценивается каждым экспертом 8 (8 = 1, ... , t) по всем кри
териям К1 , .•• , Кn , имеющим установленные шкалы оценок. Все 

количественные критерии имеют одинаковую балльную шкалу 

оценок, например от О до 10. Все качественные критерии имеют 
одинаковую вербальную шкалу оценок, например, с градациями: 

очень высокая (ов), высокая (в), средняя (с), низкая (н), очень 
низкая (он). Каждому варианту A i ставится в соответствие груп-

(8) ((8) (8)) (8) к(8) (А ) па из t кортежей X i = X i1 , ... ,Xin , где X iq = q i-

оценка варианта A i по критерию Kq , данная участником 8. 

2. Вербальные оценки по «положительным~ качественным 
критериям, которые желательно максимизировать, преобразу

ются в числовые балльные оценки следующим образом: очень 
высокая - 9, высокая - 7, средняя - 5, низкая - 3, очень низ
кая -1. Вербальные оценки по «отрицательным~ качественным 
критериям, KOTopbJe желательно минимизировать, преобразуют
ся в числовые балльные оценки по следующему правилу: очень 

низкая - 9, низкая - 7, средняя - 5, высокая - 3, очень высо
кая - 1. Каждый вариант Ai представляется группой, состоящей 

(8) ((8) (8)) (8) к(8) (А ) из t векторов X i = X i1 , ... , X in ,где X iq = q i - оценка 

варианта Ai , данная участником 8 по скорректированной шкале 

критерия K q • 

3. Если критерии К1 , ... , Кn имеют для эксперта 8 разную 

важность, то для каждого критерия K q определяется его ин-

дивидуальный вес w~8), используя, например, одну из процедур 
(см. разд. 8.3). Веса критериев обычно нормированы L: W~8) = 1. 

q 
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4. Если эксперты обладают, по мнению суперЛПР, разной 
компетентностью и/или влиятельностью, то вычисляется пока

затель компетентности k(8) эксперта s, например, по результатам 
опроса всех экспертов или итеративно по апостериорным резуль

татам экспертизы, как в разд. 23.2. Показатели компетенции экс
пертов обычно нормированы L k(8) = 1. 

8 

5. Для каждого варианта Ai вычисляется групповая много-
критериальная экспертная оценка как взвешенная сумма оценок 

по всем экспертам и всем критериям: 

t t n 

U (А-) = ~ k(8)X~8) = ~ ~ k(s)W(8)X~8) (23.7) agg ~ ~ ~ ~ ~ q Щ' 

8=1 8=1 q=l 

где х1:) = K~8)(Ai) - индивидуальная оценка варианта Ai, дан
ная экспертом s по скорректированному критерию K q ; x~8) = 

n 
= L ш~8) x~:) - взвешенная сумма индивидуальных многокри

q=l 

териальных оценок i-ro варианта экспертом s. 
6. Упорядочение вариантов по предпочтительности строится 

по убыванию значения групповой экспертной оценки uagg(Ai ). 

Лучший вариант А* определяется максимальной оценкой: 

А* Е arg щах uagg(Ai ). 
1::;~::;т 

Прu.м.ер 23.3. Рассмотрим задачу выбора лучшего проек
та строительства предприятия, аналогичную описанной в при

мере 8.1. Пусть предложено девять проектов А1 , ... , Ag , кото
рые предварительно оценены пятью экспертами по следующим 

11 критериям. 
К1 . Финансовая устойчивость предприятия. 

К2 • Величина ожидаемой прибыли. 

кз . Объем выпуска продукции. 
К4 • Количество дополнительных рабочих мест. 

К5 . Обеспеченность предприятия сырьем. 

Кб. Заинтересованность жителей в строительстве. 

К 7. Обоснованность предлагаемого проекта. 
К8 . Стоимость строительства предприятия. 
Kg. Период окупаемости проекта. 
К 10. Риск экологического ущерба от строительства. 

кв. Возможность неудачной реализации проекта. 
Требуется упорядочить проекты А1 , ... , Ag от лучшего к худ

шему. 
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Количественные критерии К 1 - К4 имеют одинаковую балль
ную шкалу оценок в пределах от О до 10. Качественные крите
рии К5 - К11 имеют одинаковую вербальную шкалу оценок: ов, 

в, с, н, он. Лучшей по критериям К1 -К7 я~ляется более высо
кая оценка (оценки по этим критериям желательно максимизи
ровать), а лучшей по критериям КВ - К11 является более низкая 
оценка (оценки желательно минимизировать). 

Исходные оценки проектов A 1 -Ag по критериям К1 -К11 , 

полученные по результатам экспертизы, указаны в прил. П.1. 

Преобразованные экспертные оценки проектов, в которых вер

бальные значения заменены балльными, даны в прил. П.2. Экс

пертные оценки проектов, в которых скорректированы оцен

ки по «отрицательным~ критериям КВ - К11 , приведены в 

прил. П.3. Такие же оценки проектов по этим критериям получа

ются, если вместо преобразованных оценок ввести новые оценки 
(8) О (8) • 

Ziq = 1 - X iq , q = 8 --;- 11. 
Для простоты считаем, что все эксперты одинаково компе

тентны k(8) = 1/5, s = 1+5, оценки всех экспертов равноценны, а 
индивидуальный вес каждого критерия для всех экспертов один 

и тот же: W~8) = 1/11, q = 1 + 11. 
Взвешенные суммы индивидуальных экспертных оценок пер

вого проекта А1 равны: 
для эксперта 1 

x~l) = (1/11)(5+6+4+6+5+5+7+7+5+5+5) =60/11; 

для эксперта 2 

x~2) = (1/11)(6 + 2 + 4 + 3 + 7 + 5 + 5 + 5 + 5 + 3 + 3) = 48/11; 

для эксперта 3 

Х~З) = (1/11)(6+6+4+8+7+9+5+3+7+5+7) = 67/11; 

для эксперта 4 

x~4) = (1/11)(5 + 2 + 4 + 7 + 5 + 9 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5) = 57/11; 

для эксперта 5 

x~5) = (1/11)(3 + 8 + 4 + 3 + 7 + 7 + 7 + 7 + 7 + 5 + 3) = 61/11. 

Групповая многокритериальная оценка первого проекта А1 , 
вычисленная по формуле (23.7), равна: 

uagg (A1 ) = (1/55)(60 + 48 + 67 + 57 + 61) = 293/55 = 5,327. 
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Групповые многокритериальные оценки остальных проектов 
вычисляются аналогично: 

uagg (A2 ) = 267/55 = 4,855; 

uagg(A4 ) = 261/55 = 4,745; 

uagg(k) = 267/55 = 4,855; 

uagg(A8 ) = 275/55 = 5,000; 

uаgg(Аз ) = 266/55 = 4,836; 

uagg (A5 ) = 273/55 = 4,964; 

uagg(A7) = 266/55 = 4,836; 

uagg(Ag) = 270/55 = 4,909. 

Упорядочение проектов в соответствии с групповыми экс

пертными оценками имеет вид 

Лучшим является проект А1 . Второй по предпочтительно
сти - проект А8 , третий - проект Ag• Проекты А2 и А6 , Аз и 
А7, имеющие одинаковые оценки, эквивалентны. Оценки проек
тов А2 И А6 , Аз и А7 практически не отличаются, поэтому эти 
проекты можно считать условно эквивалентными друг другу. • 

Метод усреднения балльных экспертных оценок получил ши

рокое применение. По своей идее данный метод аналогичен мето

ду СМАРТ (см. разд. 14.5), а групповая оценка варианта иден
тична функции многомерной полезности. Метод приемлем для 

практического применения, если разброс индивидуальных оце
нок экспертов невелик. В реальных задачах это требование не 

всегда выполняется. 

Нетрудно убедиться, что результаты вычисления группо
вых многокритериальных оценок проектов по формуле (23.7) 
не зависят от порядка суммирования (по экспертам или по 
критериям). Следовательно, метод усреднения балльных оце
нок удовлетворяет введенному выше принципу инвариантности 

агрегирования индивидуальных многокритериальных предпо

чтений. 

Если индивидуальные экспертные оценки x;~} представляют 
собой ранги T~}, присвоенные экспертом s варианту Ai , то груп
повая оценка ui будет средневзвешенным рангом rсреД(Аi ) -

аналогом ранговой функции агрегирования ragg(Ai ) Гудмана
Марковица (см. разд. 22.4). Последний способ агрегирования ин
дивидуальных предпочтений также достаточно часто использу

ется на практике, однако может приводить к неудовлетворитель

ным результатам. 

351 



23.6. Метод аддитивной свертки 
индивидуальных ценностей 

Метод группового многокритериального упорядочения ва

риантов, основанный на вычислении значений агрегированной 

взвешенной функции многомерной ценности вариантов, отно

сится к первой и второй группам методов рационального выбо

ра. Метод включает следующие этапы. 

1. Совпадает с шагом 1 метода усреднения индивидуальных 
оценок. 

2. Вербальные оценки по качественным критериям преобра
зуются в числовые балльные оценки следующим образом: очень 
высокая - 9, высокая - 7, средняя - 5, низкая - 3, очень низ
кая - 1. Каждый вариант Ai представляется группой из t век-

(8) ((8) (8)) (8) к(8) (А ) 
торов X i = X i1 , ... , X in ,где X iq = q i - оценка вари-

анта Ai , данная участником s по преобразованной шкале крите
рия K q • 

3,4. Совпадают с шагами 3, 4 метода усреднения индивиду
альных оценок. 

5. Для каждого варианта Ai вычисляется значение функции 

индивидуальной ценности, заданной формулой (14.1) в виде ад
дитивной взвешенной свертки функций частных ценностей по 

критериям 
n 

v(8)(Ai ) = L W~8)V~8)(Ai), 
q=1 

где функция частной ценности определяется как оценка вари

анта A i по критерию K q , данная экспертом s, V~8) (A i ) = X~~), 

:;~(= ~Э:;:;:~; /O~:;:)~r7fH::::H: с::::::::: 
функций частных ценностей по «положительным» качествен

ным критериям «<дoxoды~), которые желательно максимизиро
вать, считаются положительными, а по «отрицательным» каче

ственным критериям «<расходы»), которые желательно мини
мизировать, - отрицательными. 

6. Для каждого варианта Ai вычисляется значение функции 

групповой ценности 

t t n 

vagg(Ai ) = Lk(8)V(s)(Ai ) = LLk(8)W~8)V~8)(Ai), (23.8) 
8=1 8=1 q=1 
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агрегирующей индивидуальные предпочтения экспертов с уче

том их компетентности k(S} • 

7. Упорядочение вариантов по предпочтительности строит
ся по убыванию значения функции групповой ценности vagg(Ai ). 

Лучший вариант А * определяется максимальной ценностью 

Заметим, что индивидуальная ценность варианта v(S}(Ai ) ана
логична баллу Борда Ь(В} (Ai ), а групповая ценность vagg(Ai ) -

функции Борда fB(A i ), введенным в разд. 21.3. Когда ценность 
варианта оценивается в баллах, рассматриваемый метод совпа

дает с методом упорядочения вариантов по усредненным инди

видуальным экспертным оценкам. 

Пpu.мер 23.4. Исходные и преобразованные многокритери
альные экспертные оценки проектов строительства предприятия 

приведены в П.1 и П.2. Для простоты положим индивидуальные 

веса всех критериев одинаковыми для каждого эксперта и рав

ными w~s} = 1/11. 
Вычислим индивидуальные ценности проектов в случае, ко

гда функция частной ценности задается как экспертная оценка 

v~s} (Ai ) = x~:}. Функции индивидуальной ценности первого про
екта А1 равны: 

для эксперта 1 

v(1}(A1 ) = (1/11)[(5+6+4+6+5+5+7) - (3+5+5+5)] = 20/11; 

для эксперта 2 

V(2) (А1 ) = (1/11)[(6+2+4+3+ 7 +5+ 5) - (5+5+ 7 + 7)] = 8/11; 

для эксперта 3 

v(з} (А1 ) = (1/11)[(6+6+4+8+7 +9+5) - (7 +3+5+3)] = 27/11; 

для эксперта 4 

v(4}(A1 ) = (1/11)[(5+2+4+7+5+9+5) - (5+5+5+5)] = 17/11; 

для эксперта 5 

v(5}(A1 ) = (1/11)[(3+8+4+3+7+7+7)-(3+3+5+7)] = 21/11. 
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При одинаковой компетентности всех экспертов k(S) = 1/5 
получаем по формуле (23.8) для групповой ценности проекта A1 : 

vagg(A1) = (1/55)(20 + 8 + 27 + 17 + 21) = 93/55 = 1,691. 

Аналогичным образом вычисляются значения функции кол

лективной ценности для остальных проектов: 

vagg (A2 ) = 67/55 = 1,218; vаgg(Аз ) = 66/55 = 1,200; 

vagg (A4 ) = 61/55 = 1,109; vagg (A5 ) = 73/55 = 1,327; 

vagg (A6 ) = 67/55 = 1,218; vagg (A7) = 66/55 = 1,200; 

vagg (A8 ) = 75/55 = 1,364; vagg(Ag) = 70/55 = 1,273. 

Упорядочение проектов в соответствии со значением функ

ции групповой ценности Vagg имеет вид 

Лучшим является проект A1 , вторым по предпочтительно

сти - проект А8 • Проекты А2 и А6 , Аз и А7 эквивалентны, 
так как имеют одинаковые оценки. Оценки проектов А6 и Аз 
практически не отличаются, поэтому эти проекты можно счи

тать условно эквивалентными друг другу. Упорядочение проек

тов совпадает с полученным методом усреднения индивидуаль

ных оценок. • 

Пpu.мeр 23.5. Применим этот же метод для случая, ко
гда функция частной ценности задается как экспертная оценка 

v~S) (Ai ) = х~~Э), усредненная по вариантам. Воспользовавшись 
прил. П.4, получим для первого проекта A1 следующие значе

ния функций индивидуальной и групповой ценности: 

v(l) (A1 ) = (1/11)[(0,26 + 0,43 + 0,22 + 0,43 + 0,31 + 0,39 + 0,38)

-(0,15 + 0,38 + 0,32 + О,30)] = 1,27/11 = 0,115; 

v(2) (A1) = (1/11)[(0,39 + 0,11 + 0,38 + 0,31 + 0,40 + 0,47 + 0,27)

-(0,31 + 0,38 + 0,44 + О,44)] = 0,76/11 = 0,069; 

v(з) (A1) = (1/11)[(0,36 + 0,36 + 0,39 + 0,45 + 0,39 + 0,50 + 0,26)

-(0,39 + 0,22 + 0,39 + О,19)] = 1,52/11 = 0,138; 

v(4) (A1) = (1/11)[(0,26 + 0,12 + 0,39 + 0,47 + 0,33 + 0,55 + 0,35)
-(0,24 + 0,47 + 0,29 + О,33)] = 1,14/11 = 1,04; 
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V(5) (А1 ) = (1/11)[(0,22 + 0,37 + 0,34 + 0,31 + 0,42 + 0,39 + 0,36)

-(0,16 + 0,28 + 0,38 + 0,48)] = 1,11/11 = 1,01; 
vagg (A1 ) = (1/55)(1,27 + 0,76 + 1,52 + 1,14 + 1,01) = 

= 5,70/55 = 0,104. 

Аналогичным образом вычисляются значения функции груп

повой ценности для остальных проектов: 

vagg(A2 ) = 4,55/55 = 0,083; 
vagg (A4 ) = 3,78/55 = 0,069; 

vagg (A6 ) = 3,92/55 = 0,071; 
vagg (A8 ) = 4,71/55 = 0,086; 

vаgg(Аз ) = 3,61/55 = 0,066; 
vagg (A5 ) = 4,43/55 = 0,081; 

vagg (A7 ) = 4,02/55 = 0,073; 

vagg(Ag) = 4,51/55 = 0,082. 

Упорядочение проектов в соответствии со значением функ

ции групповой ценности имеет вид 

А1 >- А8 >- А2 ?:: Ag ?:: А5 >- А7 ?:: А6 >- А4 >- Аз. 
Лучшим является проект А1 , вторым по предпочтительно

сти - проект А8 • Проекты А2 , Ag и А5 , А7 И А6 можно счи
тать условно эквивалентными, если пренебречь незначительны

ми различиями в значениях функции ценности. • 

Как следует из этих результатов, ранжировки проектов, по

лученные путем агрегирования исходных х;:) и усредненных 
x~~8) индивидуальных экспертных оценок, не совпадают друг 
с другом. Таким образом, любые недостаточно обоснованные 

преобразования экспертной информации, которая характеризу

ет свойства вариантов и предпочтения членов ГПР, оказывают 

заметное влияние на итоговый результат и могут его существен

но изменить. 

Упорядочение вариантов по их групповой ценности, вычис

ляемой по формуле (23.8), как и упорядочение по индивидуаль
ным экспертным оценкам, усредненным по всем вариантам, удо

влетворяет принципу инвариантности агрегирования индивиду

альных многокритериальных предпочтений. 

23.7. Метод групповой аналитической иерархии 

Иерархический подход к многокритериальному выбору ва

риантов, рассмотренный в гл. 16, применим и в коллективном 
принятии решений, например для многоаспектного анализа кон

фликтных ситуаций, при проведении переговоров и т. п. 
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УРОВень 1. Цель F. Разрешение конфликта 

Уровень 2. Участники 

Уровень 3. Критерии 

Уровень 4. Варианты 

Рис. 23.2. Иерархическая структура проблемы группового выбора 

Метод групповой аналитической иерархии, позволяющий упо

рядочивать варианты по многим критериям, и развивающий ме

тод аналитической иерархии разработаны Т. Саати и Дж. Алек
сандером (США, 1981). Метод основан на вычислении агрегиро
ванной общей ценности вариантов, которая представлена взве

шенными средними арифметическими значениями показателей, 

и входит во вторую группу методов рационального выбора. 

Иерархическая структура проблемы группового выбора пред

ставлена на рис. 23.2. Верхний уровень иерархии в модели про
блемной ситуации характеризует стоящую перед участниками 

(членами ГПР) основную цель F. Средние уровни иерархии 
включают в себя участников, обозначенных номерами 1, ... , t, 
критерии оценки вариантов К1 , ... , Кn . Нижний уровень иерар

хии представляет альтернативные варианты действий, реше

ния, сценарии поведения А1 , ... , Ат . Основные этапы процеду
ры группового выбора лучшего варианта те же, что и в случае 

индивидуального выбора. 

Для измерения показателей сравнительной важности эле

ментов иерархической структуры используется абсолютная де

вятибалльная шкала (см. табл. 16.1). Участники оцениваются 
( «взвешиваютсЯ» ) по степени их влиятельности, критерии - по 
их относительной важности. Постулируется, что влиятельность 

участников является аддитивной величиной, которая распреде

лена по всем уровням иерархии между участниками, критерия

ми, вариантами. 

Коллективная оценка общей ценности варианта Ai задается 
выражением 

t t n 

vagg(Ai ) = Lk(8}V(8}(Ai ) = LLk(8}W~8}V~8}(Ai). (23.9) 
8=1 8=lq=1 
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Здесь v~s) (Ai ) - индивидуальная локальная ценность вари
анта A i , i = 1, ... , т, по критерию Kq для участника s, вычис-

ляемая по формуле (16.2); w~s) - индивидуальная относитель
ная важность (вес) критерия K q для участника s, вычисляемая 
по формуле (16.3); t - число участников; n - число критери
ев; m - число сравниваемых вариантов. Степень влиятельности 
участника s либо определяется выражением, аналогичным при
веденному в гл. 16, 

t 
k(S) = Ь(Э) / L Ь(Т) , 

т=1 

( 
t ) 1ft 

Ь(Э) = Ц а({ , 

где a~T - элемент Ао матрицы парных сравнений участников, 
либо вычисляется по формуле (23.1). 

Коллективная общая ценность характеризует приоритет

ность варианта с учетом влиятельности участников. Варианты 

упорядочиваются по вычисленным значениям общих ценностей 

vagg(Ai ), и выделяется лучший вариант по максимальному зна
чению общей ценности. 

Метод групповой мультипликативной аналитической иерар

хии, разработанный Ф. Лутсма и Дж. Барзилай (1977), основан 
на агрегировании средних геометрических значений показате

лей для определения коллективной общей ценности варианта в 
иерархической структуре <<Цель - участники - критерии - ва

рианты». Метод также относится ко второй группе методов ра

ционального коллективного выбора и сохраняет все особенности 

метода (см. разд. 16.7), предназначенного для одного ЛПР. 
Индивидуальная локальная ценность варианта Ai по крите

рию K q и вес критерия Kq для участника s вычисляются по фор
мулам (16.10) и (16.11): 

vq(,> (А,) = (д ехр{ у' У;}'>}) 1/т = ехр{( у' (т) t, у;}'>}, 
т~'> = (ц ехр{ yW У$>}) 1/П = ехр{( yW (n) t. У;;>}, 

где gi?) - градация сравнительной предпочтительности i-ro и 
j-ro вариантов по критерию K q для участника s; g~~) - градация 
сравнительной важности q-ro и l-ro критериев для участника s, 
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которые берутся из табл. 16.7; yV и yW - параметры шкал кри

териев и весов, равные, как и ранее, yV = ln 2, yW = ln 2/2. 
Степень влиятельности участников предлагается оценивать 

подобно тому, как это делается с весами критериев, и рассчиты
вать показатель влиятельности члена s ГПР по формуле: 

k{') ~ (ц eXP{Y'90'J) 1/' ~ ехР{(У' /t) ~gQJ, 
где ggr - градация сравнительной предпочтительности участ

ника s по сравнению с участником т, измеренная по шкале из 
табл. 16.7; yk - параметр шкалы. Рекомендуется, как и в случае 
шкалы весов, полагать yk = ln 2/2. Аналогичным образом мож
но оценивать и влиятельность коалиций. 

Идентичность методологического подхода к оценке сравни

тельной влиятельности участников и весов критериев аргумен

тируется авторами метода тем, что обычно отбор членов ГПР 

и критериев оценки вариантов осуществляет некоторый руково

дитель высокого ранга (суперЛПР), ответственный за решение 
проблемы. 

Коллективная оценка общей ценности варианта агрегируется 

по всем критериям и всем участникам и представляется как 

t t n 

vagg(Ai) = П[v(8)(Аi )]k(S) = П П[vq(8)(Аi)]w~8)k(.). (23.10) 
8=1 8=1 q=1 

Все варианты упорядочиваются по предпочтительности в со

ответствии со значениями их агрегированных ценностей V agg (Ai). 
Иерархические методы группового принятия решения допус

кают определенную несогласованность предпочтений как от

дельного ЛПР, так нескольких ЛПР и/или экспертов, независи
мо оценивающих элементы иерархической структуры. Объеди

нение их оценок производится путем арифметического или гео

метрического усреднения индивидуальных суждений. 

Как следует из выражений (23.9) и (23.10), очередность 
усреднения матриц парных сравнений элементов иерархической 

структуры - сначала по участникам, а потом по критериям или 

наоборот - не влияет на характер зависимости общей ценности 
от степени влиятельности участников и весов критериев. Этот 
вывод вытекает из арифметического и геометрического способов 

усреднения всех показателеЙ. Таким образом, итоговое упоря

дочение вариантов не зависит от процедуры агрегирования ин

дивидуальных многокритериальных предпочтений членов ГПР. 
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А значит, метод групповой аналитической иерархии удовлетво
ряет условию рациональности коллективного выбора. 

23.8. Метод агрегирования парных сравнений 

Метод РАМПА (Ранжирование по Агрегированным Много
критериальным Парным сравнениям Альтернатив) предназна
чен для коллективного упорядочения вариантов (А. Б. Петров
ский и ДР., СССР, 1981). Метод основан на агрегировании ин
дивидуальных предпочтений экспертов, которые представлены 

парными сравнениями вариантов по многим критериям. В мето

де предусмотрена проверка и оценка согласованности эксперт

ных суждений на всех этапах построения коллективного реше

ния. Метод РАМПА относится к третьей группе методов рацио
нального выбора и включает следующие основные этапы. 

1. Все варианты из заданной совокупности A1, ... , Ат срав
ниваются попарно друг с другом каждым экспертом s (s = 1, ... , 
t) по каждому частному критерию K 1, ... , Кn в отдельности. 
Результаты парных сравнений вариантов экспертом s по крите
рию Kq заносятся в матрицу индивидуальных парных сравне-

А(В} (э}) (э) 2 А А ний [q] = a[q]ij тхn, элементы которой a[q]ij = ,если i >- j; 

a~:fij = 1, если Ai ~ Aj или эксперт затрудняется сделать срав
нение этих вариантов; a~:fij = О, если A i -< A j . 

2. MaTp~цы A~f индивидуальных парных сравнений проверя
ются на транзитивность. Наличие нетранзитивных триад оценок 

свидетельствует о противоречивости суждений соответствующе

го эксперта. Этот эксперт либо опрашивается повторно, либо его 

оценки исключаются из дальнейшего рассмотрения. 

3. По каждому частному критерию K q для каждого эксперта 

s строится индивидуальное упорядочение ZJS} вариантов по убы
m 

ванию значений строчных сумм a~fi = j'>;I a~fij' вычисленных 

для каждой матрицы A~f индивидуальных парных сравнений. 
4. Проверяется нуль-гипотеза о согласованности индивиду

альных предпочтений экспертов. Для оценки близости индиви

дуальных упорядочений ZJS} по каждому q-мy частному кри
терию вычисляется дисперсионный коэффициент конкордации 

Кендалла W по формуле (23.2) или (23.3). Значение W сравни
вается с х2-распределением Стьюдента, имеющим т-1 степеней 
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свободы. Если выполняется неравенство Wt(m-l) ~ XI-cx(m-l) 
при выбранном уровне значимости, например сх = 0,05, то коэф
фициент конкордации W значимо отличается от нуля и, следова
тельно, индивидуальные предпочтения экспертов по критерию 

K q различаются мало. 

5. Если эксперты обладают, по мнению суперЛПР, разной 
компетентностью и/или влиятельностью, то вычисляется пока

затель компетентности k(8) эксперта s, например по результатам 
опроса всех экспертов или итеративно по апостериорным резуль

татам экспертизы (см. разд. 23.2). Показатели компетенции экс
пертов обычно нормированы I: k(8) = 1. 

8 

6. По каждому критерию K q строится коллективное упорядо-

чение Zq вариантов по убыванию значений взвешенных строч
t 

ных сумм a[q]i = I: k(8)a~:ii' вычисленных для каждой матрицы 
8=1 

A[q] агрегированных парных сравнений, которая получается пу-

тем сложения всех взвешенных матриц индивидуальных парных 

сравнений: A[q] = k(l) . A~! + ... + k(t) . A~f . 
7. Проверяется нуль-гипотеза о согласованности коллектив

ного предпочтения экспертов с помощью оценки близости кол

лективных упорядочен ий Zq по каждому критерию Kq анало
гично этапу 4. 

8. Если критерии К1 , ... , Кn имеют для суперЛПР разную 
важность, то для каждого критерия Kq определяется его вес W q , 

используя одну из процедур, описанных в разд. 8.3. Веса крите
риев обычно нормированы I: W q = 1. 

q 

9. Строится итоговое коллективное упорядочение Z вариан
тов по предпочтительности как объединение коллективных упо

рядочений по всем частным критериям К1 , ... , Кn . Это мож
но сделать различными способами. Например, упорядочить ва

рианты по их средневзвешенным рангам (как в разд. 23.5). 
Или упорядочить варианты по значениям взвешенных строчных 

n 
сумм ai = I: Wqa[q]i' вычисленных для агрегированной матрицы 

q=1 

А парных сравнений, которая получается в результате сложения 
всех взвешенных матриц агрегированных парных сравнений по 

частным критериям: А = Wl . А[I] + ... +Wn ' А[n]. Лучший вариант 
А * занимает в итоговом упорядочении первое место. 

10. Проверяется нуль-гипотеза об эквивалентности всех вари
антов. По каждому частному критерию K q вычисляется стати-
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m 

стика Н = (4/tm) L (ai)2 - (т-1)2, значение которой сравнива-
i=l 

ется с х2-распределением Стьюдента, имеющим m - 1 степеней 
свободы. Если выполняется неравенство Н ~ XI-a(m - 1) при 
выбранном уровне значимости, например сх = 0,05, то статисти
ка Н значимо отличается от нуля и, следовательно, варианты 

считаются различающимися. 

11. Если этапы 7 и 9 не дают нужного результата, то матри
цы A[q] агрегированных парных сравнений по частным критери
ям проверяются на транзитивность. При выявлении нетранзи

тивности триад оценок матрицы A[q] корректируются, полагая 
равными нетранзитивные элементы матрицы. 

12. По каждому частному критерию K q строятся скорректи

рованные коллективные упорядочения Zq вариантов и проверя
ется согласованность коллективного предпочтения аналогично 

этапам 6-9. 
13. Проверяется нуль-гипотеза о наличии корреляционных 

связей между коллективными упорядочениями по разным част

ным критериям. Для каждой пары критериев Kq и Кр вычис
ляется коэффициент ранговой корреляции Спирмена Pqp упо
рядочений Zq и Zp по формуле (23.5) или (23.6), значение 
которого сравнивается с х2-распределением Стьюдента, имею
щим m - 1 степеней свободы. Если выполняется неравенство 
Pqp ~ XI-a(m-1) при выбранном уровне значимости, например 
сх = 0,05, то коэффициент ранговой корреляции Pqp значимо от
личается от нуля и, следовательно, упорядочения Zq и Zp мало 
зависимы. 

Заметим, что упорядочение вариантов по убыванию значений 

строчных сумм матриц парных сравнений аналогично применя

емому в процедуре Борда упорядочению по баллам Борда и зна

чению функции Борда (см. разд. 21.3). 

Прu.м.eр 23.6. Смоделируем процедуру индивидуальных 
парных сравнений проектов строительства предприятия А1 , ... , 

Ag по критериям К1 , ... , K l1 , воспользовавшись исходными экс-

пертными оценками проектов x~~), приведенными в прил. П.1. 
Примем во внимание, что оценки по критериям упорядочены от 

более предпочтительных к менее предпочтительным следующим 
образом: для критериев К1 - К4 как x~O >- x~ >- ... >- x~, для 
критериев К5 - К7 как x~B >- x~ >- x~ >- x~ >- x~H, для кри
териев К8 - K l1 как x~H >- x~ >- x~ >- x~ >- x~B. Будем так

же считать, что все эксперты одинаково компетентны k(S) = 1, 
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а вес каждого критерия для всех экспертов один и тот же: 

W q = 1. 

Для при мера в табл. 23.1 представлены матрицы АШ индиви
дуальных парных сравнений для экспертов З = 1,2,3,4,5 и аг
регированная матрица A[l] парных сравнений проектов по кри-

терию K1. В правых столбцах матриц АШ - Af~i и A[l] указаны 
значения соответствующих строчных сумм аШi и a[l]i. Отметим, 
что значения строчных сумм агрегированной матрицы парных 

сравнений A1 по критерию K 1 можно вычислить без построения 
самой матрицы. 

Индивидуальные упорядочения проектов по критерию K 1 , 

построенные по значениям строчных сумм аШi' выглядят сле
дующим образом: 

Таблица 23.1 

Матрицы индивидуальных парных сравнений 

и агрегированная матрица парных сравнений проектов 

по критерию К 1 

Эксперт 1 

AiN А1 А2 Аз А4 А5 Ав А7 А8 Ag aiNi 
А1 1 О 1 О 2 О 1 1 2 8 

А2 2 1 2 О 2 О 2 2 2 13 

Аз 1 О 1 О 2 О 1 1 2 8 

А4 2 2 2 1 2 2 2 2 2 17 

А5 О О О О 1 О О О 1 2 

Ав 2 2 2 О 2 1 2 2 2 15 

А7 1 О 1 О 2 О 1 1 2 8 

А8 1 О 1 О 2 О 1 1 2 8 
Ag О О О О 1 О О О 1 2 
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Продо.л:жен.uе табл. 23.1 

Эксперт 2 
А (2) 

'[1] А1 А2 Аз ~ А5 Аб А7 Ав Ag af;ii 
А1 1 2 О 2 О 2 2 2 2 13 

А2 О 1 О 2 О 2 1 2 1 9 

Аз 2 2 1 2 1 2 2 2 2 16 

~ О О О 1 О 1 О О О 2 

А5 2 2 1 2 1 2 2 2 2 16 

Аб О О О 1 О 1 О О О 2 

А7 О 1 О 2 О 2 1 2 1 9 

Ав О О О 2 О 2 О 1 О 5 

Ag О 1 О 2 О 2 1 2 1 9 

Эксперт 3 

АШ А1 А2 Аз А4 А5 Аб А7 Ав Ag 
(З) 

а[щ 

А1 1 2 О 2 О 2 2 О 2 11 

А2 О 1 О 2 О 2 1 О 2 8 

Аз 2 2 1 2 1 2 2 О 2 14 

А4 О О О 1 О 1 О О О 2 

А5 2 2 1 2 1 2 2 О 2 14 

Аб О О О 1 О 1 О О О 2 

А7 О 1 О 2 О 2 1 О 2 8 

Ав 2 2 2 2 2 2 2 1 2 17 

Ag О О О 2 О 2 О О 1 5 

Эксперт 4 

Af:i А1 А2 Аз А4 А5 Аб А7 Ав Ag a~ 
А1 1 О 1 О 1 О 1 2 2 8 

А2 2 1 2 О 2 О 2 2 2 13 

Аз 1 О 1 О 1 О 1 2 2 8 

А4 2 2 2 1 2 2 2 2 2 17 

А5 1 О 1 О 1 О 1 2 2 8 

Аб 2 2 2 О 2 1 2 2 2 15 

А7 1 О 1 О 1 О 1 2 2 8 

Ав О О О О О О О 1 1 2 

Ag О О О О О О О 1 1 2 
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Продм:жен.uе табл. 23.1 

Эксперт 5 

АП/ А1 А2 Аз А4 А5 Аб А7 Ав Ag a1Ni . 
А1 1 О 2 О 2 О 2 2 2 11 

А2 2 1 2 О 2 О 2 2 2 13 

Аз О О 1 О 1 О 1 2 2 7 

А4 2 2 2 1 2 2 2 2 2 17 

А5 О О 1 О 1 О 1 2 2 7 

Аб 2 2 2 О 2 1 2 2 2 15 

А7 О О 1 О 1 О 1 2 2 7 

Ав О О О О О О О 1 1 2 

Ag О О О О О О О 1 1 2 

Агрегированные оценки 

Аш А1 А2 Аз А4 А5 Аб А7 Ав Ag ЩЩ 

А1 5 4 4 4 5 4 8 7 10 51 

А2 6 5 6 4 6 4 8 8 9 56 

Аз 6 4 5 4 6 4 7 7 10 53 

А4 6 6 6 5 6 8 6 6 6 55 

А5 5 4 4 4 5 4 6 6 9 47 

Аб 6 6 6 2 6 5 6 6 6 49 

А7 2 2 3 4 4 4 5 7 9 40 

Ав 3 2 3 4 4 4 3 5 6 34 

Ag О 1 О 4 1 4 1 4 5 20 

Коллективное упорядочение проектов по критерию К 1, по

строенное по значениям строчных сумм a[l]i и агрегирующее ин

дивидуальные упорядочения экспертов, имеет вид 

Zl {::} А2 ?:: А4 >- Аз >- A1 >- А6 >- А5 >- А7 >- Ав >- А2 • 

Лучшими по критерию К1 являются проекты А2 и А4 , оцен

ки которых практически не отличаются. Поэтому эти проекты 

можно считать условно эквивалентными. 

Аналогичным образом по агрегированным матрицам парных 
сравнений A[q], q = 2 -7 11 строятся коллективные упорядочения 
проектов по критериям К2 -Кll : 

Z2 {::} А6 ?:: А7 >- А5 >- А2 >- A1 ~ Ав ?:: А4 >- Ag >- Аз, 
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Таблица 23.2 

Результирующая матрица парных сравнений проектов 

А А1 А2 Аз А4 А5 Ав А7 Ав Ag ai 

А1 55 60 66 69 66 68 65 62 63 574 

А2 50 55 56 58 55 54 59 53 51 491 

Аз 44 54 55 56 55 55 55 50 53 477 

А4 41 52 52 55 53 55 54 50 46 458 

А5 44 55 55 57 55 58 56 56 57 493 

Ав 42 56 55 55 52 55 51 51 48 465 

А7 45 51 55 58 54 57 55 56 58 489 

Ав 48 57 60 60 54 59 52 55 57 502 

Ag 47 59 57 64 53 62 52 53 55 502 

ZЗ {:} А2 >- А4 >- А1 >- А8 >- А7 >- Аз >- А5 ~ А6 >- Ag, 

Z4 {:} А1 >- А5 !: Ag >- А8 >- А2 >- А6 >- А4 ~ А7 >- Аз, 

Z5 {:} А1 ~ Ав ~ Ag >- А7 >- Аз !: А5 !: А6 >- А4 >- А2 , 

Z6 {:} А1 >- Аз >- Ав ~ Ag >- А7 >- А5 >- А2 >- А6 !: А4 , 

Z7 {:} Аз >- А1 ~ А5 ~ А7 ~ А8 >- А2 >- Ag >- А6 >- А4 , 

Z8 {:} А1 >- А2 >- Аз >- А5 >- А6 ~ А8 !: А4 >- А7 >- Ag, 

Zg {:} Ag >- А6 !: А7 >- А2 >- А4 ~ А5 !: А1 >- Аз >- А8 , 

Z10 {:} А8 >- А5 !: Аз ~ Ag >- А6 !: А4 >- А1 ~ А2 >- А7 , 

Zl1 {:} А7 ~ Ag >- Аз ~ А4 !: А5 >- А2 >- А6 !: А1 >- А8 · 

Результирующая матрица А, объединяющая результаты кол
лективных парных сравнений проектов по всем критериям, 

представлена в табл. 23.2. В правом столбце матрицы указа
ны значения соответствующих строчных сумм ai. Итоговое кол

лективное упорядочение проектов, построенное по значениям 

строчных сумм результирующей матрицы А, имеет вид 

Лучшим по всем критериям является проект А1 , вторыми по 
предпочтительности - проекты А8 и Ag. Оценки проектов А5 , 
А2 И А7 практически одинаковы, поэтому эти проекты можно 
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считать условно эквивалентными друг другу. Итоговое упоря

дочение проектов не очень сильно отличается от упорядочений 

проектов, полученных с помощью методов усреднения эксперт

ных оценок (см. при мер 23.3) и вычисления агрегированной цен
ности (см. пример 23.4). • 

При решении практических задач в результате сложения всех 

матриц индивидуальных парных сравнений A~~/ + ... + A~;~ = A[q] 

нередко происходило своеобразное <<поглощение» нетранзитив

ных триад оценок, присутствующих в разных матрицах A~i, 
другими транзитивными триадами. Поэтому в матрицах агреги

рованных парных сравнений A[q] фактически оказывалось зна
чительно меньшее число нетранзитивных триад оценок, чем в 

исходных матрицах A~/. Обычно исключение нетранзитивных 
оценок одного или двух экспертов вело к улучшению статисти

ческих характеристик результата, однако существенно не влия

ло на коллективные упорядочения Zq, порождаемые матрицами 
агрегированных парных сравнений A[q]. 

Если итоговое коллективное упорядочение Z вариантов стро
ится по результирующей матрице парных сравнений А, которая 
получается как результат сложения взвешенных матриц индиви

дуальных и агрегированных парных сравнений по частным кри

териям, то нетрудно проверить, что значения элементов матри

цы А не зависят от порядка агрегирования (по экспертам или 
по критериям). Таким образом, метод РАМПА удовлетворяет 
принципу инвариантности агрегирования индивидуальных мно

гокритериальных предпочтений. 

23.9. Метод оценки близости к опорной точке 
с усредненными оценками 

Метод ТОПСИС (TOPSIS - Technique for Order Preference Ьу 
Similarity to Ideal Solution, способ для предпочтения упорядоче
ний по сходству С идеальным решением), предназначенный для 
коллективного ранжирования вариантов, разработан К. Хванг 

и К. Юн (США, 1981). Метод основан на учете относительной 
близости вариантов к опорной точке, которая определяется ин
дивидуальными многокритериальными экспертными оценками, 

усредненными по всем вариантам и всем экспертам. Метод вхо

дит в третью группу методов рационального выбора. 
Основные этапы метода ТОПСИС состоят в следующем. 
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1, 2. Совпадают с шагами 1, 2 метода адцитивной свертки ин
дивидуальных ценностей. 

3. Для каждого варианта Ai вычисляются экспертные оценки 

по каждому критерию K q , усредненные по всем вариантам 

и всем экспертам 

в предположении, что все эксперты одинаково компетентны и/ 
или влиятельны. Каждому варианту Ai ставится в соответствие 

вектор оценок Yi = (Yi1, ... , Yin). Совокупность всех агрегиро
ванных оценок вариантов образует матрицу У = IIYiqllmxn, вы
ражающую предпочтения экспертов. 

4. Если критерии К1 , ... , Кn имеют для суперЛПР разную 
важность, то для каждого критерия Kq вычисляется его вес W q , 

используя, например, одну из процедур, описанных в разд. 8.3. 
Строится матрица взвешенных агрегированных оценок вариан

тов у' = (Y~q)mxn, где Y~q = WqYiq. Веса критериев обычно нор
мированы I: W q = 1. 

q 
5. В n-мерном векторном пространстве оценок задаются две 

опорные точки, имеющие все лучшие оценки у+ = (Yt, ... , y;t) 
и все худшие оценки У- = (Уl' ... , У;;), которые соответству
ют наилучшему варианту (идеальной ситуации) А + и наихудше
му варианту (антиидеальной ситуации) А -. Для «положитель
HOГO~ критерия Kq лучшей оценкой У: является оценка у:гах = 
= ш~ Yiq, а худшей оценкой Yq - оценка у:гiп = щiп Yiq по 

1~~~n 1~~~n 

всем вариантам. Для «отрицательного~ критерия K q , наоборот, 

у:гiп будет лучшей оценкой У:, а у:гах - худшей оценкой У;; . 
6. Для каждого варианта Ai в n-мерном пространстве оценок 

вычисляется по метрике Евклида (8.7) расстояние до наилучше
го опорного варианта А + 

(23.11) 
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и расстояние до наихудшего опорного варианта А-

d2(Ai) = d2(Yi,Y-) = [t)YiQ _ у;n:] 1/2 

Q=l 

(23.12) 

7. Для каждого варианта A i задается показатель его удален
ности от наихудшего опорного варианта А-как 

(23.13) 

Очевидно, что для Ai = А+ показатель h(A+) 1, а для 
Ai = А- показатель h(A-) = о. 

tolerance=1000 8. Упорядочение вариантов по предпочтитель
ности строится по убыванию значения показателя h(Ai ) относи
тельной удаленности варианта A i от наихудшего опорного вари
анта А -. Лучший вариант А * определяется максимальным зна
чением показателя h(Ai ) удаленности от наихудшего опорного 
варианта 

А* Е arg тах h(Ai ). 
l~i~m 

Прu.мер 23.7. Исходные и преобразованные многокритери
альные экспертные оценки проектов строительства предприятия 

приведены в прил. П.1 и П.2. Считаем, что все эксперты равно 

компетентны, вес каждого критерия для всех экспертов один и 

тот же W q = 1, и значит, матрицы агрегированных оценок У и 
У' совпадают. Экспертные оценки проектов А1 - Ag по крите
риям К1 -Кll , усредненные по всем проектам, и соответству

ющие этим проектам агрегированные оценки, усредненные по 

всем экспертам, указаны в прил. П.4. 

Агрегированные векторные оценки проектов, усредненные по 
всем экспертам с учетом равной важности критериев и одинако

вой компетентности экспертов, имеют следующий вид, где для 

удобства запятые между компонентами векторов опущены: 
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У1 = (0,300,280,340,390,370,460,32 0,25 0,35 0,36 0,35); 

У2 = (0,350,35 0,46 0,34 0,16 0,23 0,32 0,29 0,31 0,36 0,32); 

Уз = (0,31 0,270,280,170,300,380,35 0,32 0,38 0,30 0,32); 

У4 = (0,390,310,360,240,270,210,300,340,340,330,32); 

У5 = (0,300,370,270,380,300,230,320,34 0,34 0,30 0,32); 

У6 = (0,35 0,36 0,27 0,28 0,30 0,19 0,32 0,33 0,28 0,33 0,35); 

У7 = (0,260,320,280,230,390,320,320,360,280,390,29); 



У8 = (0,260,300,300,350,370,380,320,330,410,250,34); 

yg = (0,21 0,280,240,380,370,330,31 0,370,260,300,29). 

Наилучший и наихудший опорные проекты представляются 

векторами: 

у+ = (0,390,370,460,390,39 0,46 0,34 0,25 0,26 0,25 0,29); 

у- = (0,21 0,270,240,170,160,190,300,370,41 0,390,35). 

Евклидовы расстояния между отдельными проектами Ai и 
наилучшим А + или наихудшим А-опорными проектами, вы
численные по усредненным экспертным оценкам, равны соответ

ственно: 

dt(A1 ) = 0,250, 

dt(A4 ) = 0,379, 

dt(A7 ) = 0,367, 

d2"(A1) = 0,463, 

d2"(A4 ) = 0,283, 

d2"(A7 ) = 0,326, 

dt(A2 ) = 0,371, 

dt(A5 ) = 0,356, 

dt(A8 ) = 0,316, 

d2"(A2 ) = 0,356, 

d2"(A5 ) = 0,350, 

d2"(A8 ) = 0,383, 

dt(Аз ) = 0,381, 

dt(A6 ) = 0,394, 

dt(Ag ) = {),357; 

d2"(Аз ) = 0,296, 

d2"(A6 ) = 0,296, 

d2"(Ag ) = 0,386. 

Значения показателя h(Ai ) относительной удаленности вари
анта Ai от наихудшего опорного варианта А-задаются величи

нами: 

h(A1) = 0,649, 

h(A4 ) = 0,427, 

h(A7 ) = 0,470, 

h(A2 ) = 0,490, 
h(A5 ) = 0,496, 

h(A8 ) = 0,548, 

h(Аз ) = 0,437, 

h(A6 ) = 0,429, 

h(Ag) = 0,520. 

Упорядочение проектов по уменьшению значения показате

ля относительной удаленности от наихудшего опорного вариан

та А-имеет вид: 

Лучшим является проект А1 , вторым по предпочтительно

сти - проект А8 • Оценки проектов А5 , А2 и Аз, А6 , А4 практи
чески не отличаются, поэтому проекты в каждой из этих групп 

можно считать условно эквивалентными друг другу. Упорядоче

ние проектов почти полностью совпадает с упорядочением, по

лученным методом РАМПА (см. пример 23.6). • 
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Для вычисления расстояний (23.11) и (23.12) между вариан
тами вместо метрики Евклида (8.7) можно воспользоваться и 
другими метриками, например метрикой Хемминга (8.6): 

dt(Ai ) = d1(Yi,Y+), 

d1(Ai ) = dl(Yi,Y-)· 

Соответственно изменятся выражение (23.13) для показателя 
h(Ai ) относительной удаленности варианта от наихудшего вари
анта А - , а значит, может оказаться иным и итоговое упорядоче
ние вариантов. 

Как нетрудно установить из выражений (23.11) и (23.12), из
менение порядка агрегирования оценок вариантов (по критери
ям и по экспертам) дает несовпадающие итоговые результаты. 
Тем самым метод ТОПСИС не удовлетворяет принципу инвари
антности агрегирования индивидуальных многокритериальных 

предпочтений. Упорядочения, полученные с использованием ме

тода ТОПСИС, отличаются также от упорядочений по усреднен
ным балльным оценкам и агрегированной ценности, хотя голов

ные части всех этих упорядочен ий одинаковы. 

23.10. Метод оценки близости к опорной точке 
с суммарными оценками 

Метод АРАМИС (Агрегирование и Ранжирование Альтер
натив около Многопризнаковых Идеальных Ситуаций), предна
значенный для коллективного упорядочения многокритериаль

ных вариантов, разработан А. Б. Петровским (Россия, 2001). Ме
тод основан на оценке взвешенной близости вариантов к опор

ной точке, когда варианты описаны агрегированными индивиду

альными экспертными оценками, представленными в виде муль

тимножеств. Метод АРАМИ С принадлежит к четвертой группе 
методов рационального выбора и включает следующие этапы. 

1. Каждый вариант из заданной совокупности А1 , ... , Ат 
оценивается каждым экспертом 8 (8 = 1, ... , t) по всем крите
риям К1 , ... , Кn , имеющим установленные шкалы оценок. Каж

дый критерий может иметь свою собственную шкалу оценок. На

пример, количественный критерий - балльную шкалу от О до 10 
или любую другую числовую шкалу. Шкала качественного кри

терия может быть вербальной, например: очень высокая оценка 

( ов), высокая (в), средняя (с), низкая (н), очень низкая (он), мо
жет быть символьной шкалой или какой-то иной. 
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2. Порядковая шкала критерия X q = {х~Ч}, q=l, ... , n, в за
висимости от смыслового содержания критерия K q упорядочи

вается от более предпочтительных оценок к менее преДПочти-
10 '-- 9 '-- '-- О ОВ '-- В,-- С '--

тельным оценкам как X q г X q г ... г X q , X q г ХqгХq г 

'-- Н '-- ОН О '-- 1 '-- '-- 10 ОН '-- Н '-- С '-- В,-- ОВ 
Г X q г X q или X q г X q г ... г X q ,Xq г X q г X q г ХqгХq . 

3. Каждому варианту Ai ставится в соответствие мультимно

жество экспертных оценок вида: 

A i ={CAi(X~O)OX~O,CAi(XI)OXI, ... ,CAi(X~)OX~; ... , 

( О) О (1) 1 (10) 10. . CAi Хр ОХр' CAi Хр OXq , ... ,CAi Хр ОХр' ... ' 

( ОВ) ОВ (В) В (С) С CAi X q OXq , CAi X q OXq , CAi X q OXq , 

CAi(X~)OX~,CAi(X~H)OX~H; ... ; 
(23.14) 

CAi (X~) ox~H , CAi (X~) OX~, CAi (X~) OX~, 

CAi(X~)OX~, CAi(X~B)OX~B}, 

где CAi(X~q) - число экспертов, давших варианту Ai по критерию 
К еч 

q оценку X q . 

4. Если критерии К1 , ••• ,Кn имеют шкалы X q = {х~Ч} раз
ной «длины» IXql, состоящие из неодинакового числа градаций, 
то для сопоставимости оценок вариантов по различным крите

риям и удобства последующей интерпретации полученных ре

зультатов целесообразно согласовать шкалы всех критериев и 

привести их к одному и тому же масштабу 'X~I = const для 
всех q = 1, ... ,n. Для всех критериев вводится единая унифи-

, {e~} , , цированная шкала X q = X q ,eq = 1, ... ,9q , с одинаковыми по 
смыслу градациями оценок, упорядоченными от более предпо-

l' е' 
чтительных к менее предпочтительным как X q >- ... >- xqq >-

g' >- ... >- X q Ч. в зависимости от специфики задачи это можно 

сделать, или «сжимая» более «длинную» шкалу путем объеди

нения нескольких соседних градаций оценок х~ч(1), х~ч(2) , ... в 
е' 

одну градацию х/, или «растягивая» более «короткую» шка-

лу за счет ввода фиктивных промежуточных градаций оценок 
~ ~ 

x qO между существуюlЦИМИ градациями и полагая CAi(XqO) = о. 
Можно применять оба эти способа согласования шкал оценок и 

одновременно. 

5. Каждое мультимножество экспертных оценок A i (23.14), 
соответствующее варианту Ai , записывается в следующем пре
образованном виде: 
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е' 
Здесь CAi(Xqq) = I: CAi(X~q) - общее число экспертов, 

q=q(I),q(2), ... 

которые дали варианту Ai оценки X:q(l) , x~q(2), ... по старой шка-
е' 

ле критерия K q , и CAi(XqO) = О. 
6. В пространстве мультимножеств оценок задаются две опор

ные точки - мультимножества 

А+ -{ l' e~ g~.. - tOXl , '" ,ООХ1 , ... ,ООХ1 , ... , 

l' е' g' 
toxq , ••• ,Оох/, ... ,Оох/; ... ; 

l' е' g' 
toxp , ••• ,0ОХрР , ••• , ООХрР ; ••• ; 

l' е' g' } toxn, ... ,Оохnn , ••• ,Оохnn , 

- l' е' g' 
А ={ООХl' ... ,Oox11 , ••• ,toX11 ; ... , 

l' e~ g~ 
О OXq , ... ,00Xq , ... ,toXq ; ... , 

l' e~ g~ 
ООХр , ••• ,0ОХр , ••• ,toxp ; ... , 

l' е' g' } ООХn ' ... ,Оохnn , ••• ,toxnn , 

которые соответствуют наилучшему варианту (идеальной си
туации) А + и наихудшему варианту (антиидеальной ситуации) 
А -. Наилучшему варианту А + все t экспертов поставили по 
всем критериям только лучшие оценки, а наихудшему вариан

ту А - - только худшие оценки. Для «положительного» крите

рия K q лучшей оценкой X~' = Xt является оценка X~O или x~B, 

а худшей оценкой X~~ = Х;; - оценка xg или x~H. Для «отрица
тельного~ критерия K q , наоборот, оценка Xg или x~H будет луч
шей оценкой X~' = Xt, а оценка X~O или x~B - худшей оценкой 

X~~ = xq. Таким образом, в мультимножествах А + и А-числа 
е' е' 

CA+(xt) = t, Ck(X;;) = t и СА+(Х/) = О, CA-(Xqq) = О при всех 
e~ _ I 

остальных оценках X q ,q - 1, ... ,n eq =1 +, -. 
7. Если критерии К1 , ... , Кn имеют для суперЛПР разную 

важность, то для каждого критерия K q вычисляется его вес W q , 
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используя одну из процедур, описанных в разд. 8.3. Веса крите
риев обычно нормированы: ~ W q = 1. 

q 

8. Для каждого варианта Ai в пространстве мультимножеств 
оценок по основной метрике вычисляется расстояние до наилуч

шего опорного варианта А + 

n g~ 

dt(Ai ) = d1(A i , А+) = L W q L ICAi(X~~) - cA+(x~~)1 (23.15) 
q=l e~ 

и расстояние до наихудшего опорного варианта А-

n g~ 

d1(Ai ) = d1(A i , А-) = L W q L ICAi(X~~) - cA-(х~~)I, (23.16) 
q=l e~ 

которые принимаются соответственно за показатель близости 

варианта Ai к наилучшему опорному варианту А + и показатель 
удаленности варианта Ai от наихудшего опорного варианта А - . 

9. Для каждого варианта Ai задается показатель его относи
тельной близости к наилучшему опорному варианту А + 

(23.17) 

Очевидно, что для Ai = А+ показатель l(A+) О, а для 
Ai = А- показатель l(A-) = 1. 

10. Упорядочение вариантов по предпочтительности строит
ся по возрастанию значения показателя 1 (Ai ) относительной бли
зости варианта Ai к наилучшему опорному варианту А +. Луч
ший вариант А * определяется минимальным значением показа
теля близости к лучшему опорному варианту 

А* Е arg шiп l(Ai ). 
l~i~m 

Заметим, что, как и в методе топсие, выбор другой метри
ки для вычисления расстояний между вариантами может приве

сти к их иному итоговому упорядочению. 

Прu.м.ер 23.8. Исходные и скорректированные многокрите
риальные экспертные оценки проектов строительства предприя

тия указаны в прил. п.l и п.з. Будем считать, что все эксперты 

равно компетентны, вес каждого критерия для всех экспертов 

один и тот же: W q = 1. 
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Введем единую для всех критериев унифицированную шкалу 

X~ = {x~~}, e~ = 1, ... ,g~, имеющую вербальные градации оце
нок: x~B' - очень высокая (ов') , x~' - высокая (в'), x~' - средняя 
( с'), х;' - низкая (н'), x~H' - очень низкая (он'). Числовые оцен
ки по шкалам количественных критериев К1 - К4 , выраженные 

в баллах от О до 10, преобразуем в вербальные оценки следую
щим образом: 10, 9 - очень высокая x~B'; 8, 7 - высокая x~' ; 6, 5, 
4 - средняя x~' ; З, 2 - низкая х;'; 1, О - очень низкая x~H'. Шка
лы «положительных,> качественных критериев К5 - К7 совпада
ют с унифицированной шкалой x~. На шкалах «отрицательных» 
качественных критериев КВ - К11 более предпочтительными яв
ляются меньшие оценки, поэтому градации оценок преобразу

ются по правилам: он = ов' = хОВ' Н = в' = хВ' С = с' = хС' q , q' q' 

в = н' = х;' , ов = он' = x~H'. Преобразованные экспертные оцен
ки проектов А1 -Ag по критериям К1 -К11 , имеющим унифи

цированные шкалы, и соответствующие этим проектам мульти

множества даны в прил. П.5. 

Приведем для примера многокритериальные экспертные 

оценки проекта А1 , данные по критериям К1 -К11 с исходными 
и преобразованными шкалами, и мультимножество А 1, соответ
ствующее этому проекту: 

x~1)=(5646; ссв; н с С с) (с' с' с' с'; с' с' в'; в' с' с' с'); 

х ~2) = (6 2 4 З; всс; ссвв) = (с' н' с'н'; в' с' с'; с' с' н' н'); 

x~3)=(6648; в ов С' В Н С н) = (с' с' с' в'· в' ов' с'· н' в' с' в'), , '" 
x~4) = (5247; с ов с; С С С с) = (с' н' с' в'· с' ов' с'· с' с' с' с'), , , , 
х~5)=(З84З; ввв; н нс в) = (н' в' с' н'; в' в' в'; в' в' с' н'). 

Мультимножества А2 -Ag, соответствующие проектам А2 - Ag, 
записываются аналогично. 

Наилучший и наихудший проекты представляются мульти

множествами 
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+ { ов' в' с' н' он' А = 5аХl ,0ОХl' ООХl ,0аХl ,0ОХl ; ••• ; 

08' в' О с' н' О он' 50xq ,00Xq , OXq,O OXq , OXq ; .•• ; 

ов' в' с' н' О он'} 5 0Хn , ООХn , OOXn , О ОХn ' ОХn , 

А- { ов' в' О с' О н' он' = ООХl ,0ОХl' ОХl, ОХl, 50Хl ; .•• ; 

О ов' О в' О с' О н' он' OXq , OXq , OXq , OXq , 5 0 x q ; ••• ; 

ов' О в' с' О н' 5 оп' } ООХn , охn,ООХn , ОХn , ОХn • 

Расстояния между отдельными проектами Ai и наилучшим 

А + или наихудшим А - проектами, вычисленные по формулам 
(23.15), (23.16) равны соответственно: 

dt(A1 ) = 106, dt(A2 ) = 106, dt(Аз ) = 108, 

dt(A4 ) = 98, dt(A5 ) = 108, dt(A6 ) = 100, 

~(A7)=104,~(A8)=1~,~(~)=1~; 

d1(A1 ) = 110, d1(A2 ) = 106, d1 (Аз ) = 106, 

d1(A4 ) = 110, d1(A5 ) = 106, d1(A6 ) = 106, 

~~7)=100,~~8)=100,~(~)=1~. 

Значения показателя l(Ai ) относительной близости проекта 
Ai к наилучшему проекту А+ (23.17) задаются величинами: 

l(A1) = 0,491, 

l(A4 ) = 0,471, 

l(A7 ) = 0,510, 

l(A2 ) = 0,500, 

l(A5 ) = 0,505, 

l(A8 ) = 0,505, 

l(Аз ) = 0,505, 

l(A6 ) = 0,485, 

l(Ag) = 0,514. 

Упорядочение проектов по увеличению значения показателя 

относительной близости к наилучшему проекту А + имеет вид 

Лучшим является проект А4 , вторым по предпочтительно

сти - проект А6 . Оценки проектов А2 и Аз, А5 , А8 ; А7 И Ag 

практически не различаются, поэтому проекты в каждой из этих 

групп можно считать условно эквивалентными друг другу. Упо

рядочение проектов отличается от упорядочений, полученных 

другими методами (см. примеры 23.3 - 23.7). • 

в методе АРАМИ С все мультимножества, представляющие 
варианты и опорные точки, а также расстояния между ними 
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формируются только путем суммирования индивидуальных оце

нок по экспертам и критериям. Поэтому результаты вычисле

ний по формулам (23.15) - (23.17) не зависят от порядка этого 
суммирования. Таким образом, метод АРАМИ С удовлетворяет 
принципу инвариантности агрегирования индивидуальных мно

гокритериальных предпочтений. 

23.11. Особенности групповых 
многокритериальных методов 

Современные методы многокритериального коллективного 
выбора носят в основном эвристический характер и сочетают 

подходы, присущие методам многокритериального индивиду

ального выбора, экспертного оценивания и агрегирования инди

видуальных предпочтений. 

Эти методы позволяют экспертам/членам ГПР индивидуаль
но оценивать каждый вариант по многим критериям и находить 

наилучшее или приемлемое для всех решение задачи коллек

тивного выбора. В процессе решения суперЛПР имеет возмож
ность выражать свои предпочтения, устанавливая компетент

ность экспертов и задавая различную важность критериев, по 

которым оцениваются варианты. Наряду с этим, если необходи

мо, каждый эксперт также может вводить свои собственные ин

дивидуальные веса критериев. 

Характерная особенность принятия коллективных решений 

при наличии нескольких независимых ЛПР и/или экспертов за
ключается в неоднозначности их оценок, которая может быть 

обусловлена разнообразными причинами. Большие сложности 

решения задач группового многокритериального выбора созда

ют множественность и повторяемость признаков, описывающих 

варианты. Дополнительные трудности связаны с необходимо

стью одновременного учета различных числовых и вербальных 

показателей, спецификой их обработки. 

В групповых методах многокритериального анализа и выбо

ра нередко используются такие известные приемы многокрите

риальной оптимизации, как усреднение показателей и свертка 

критериев, с помощью которых множественное представление 

рассматриваемых многопризнаковых вариантов сводится к бо
лее простому. Усреднение числовых оценок вариантов по экспер

там позволяет объединить совокупность многих векторов оценок 

в единственный вектор, а усреднение по вариантам - сделать 

сопоставимыми оценки по разнородным количественным шка,-
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лам. Свертка критериев делает многокритериальную оценку од
нокритериальноЙ. Подобные преобразования числовых данных 

облегчают поиск лучшего группового решения. 

Вычисление средних значений экспертных оценок, в частно
сти средних баллов, и свертка критериев являются весьма по

пулярными на практике приемами для представления коллек

тивного мнения. Вместе с тем стремление все усреднять ведет к 

нивелированию различий в индивидуальных суждениях экспер

тов, сглаживанию и устранению крайних точек зрения, в кото

рых, быть может, и заключено рациональное зерно. Усреднен
ные же оценки только выражают обезличенное коллективное 

мнение экспертов, которое либо может оказаться тривиальным, 

либо давать худшее, а иногда и совсем плохое решение стоящей 

проблемы. 

Примечательно в этом отношении мнение А. Курно, который 
еще в 1843 г. отмечал ограниченность использования операции 
усреднения, указывая, что средние значения элементов сложной 

системы могут быть несовместимы друг с другом. Например, 
треугольник, имеющий стороны, длины которых суть средние 

арифметические длин соответствующих сторон нескольких пря

моугольных треугольников, сам уже прямоугольным треуголь

ником не будет. 

Для обработки вербальных (не числовых) оценок вариантов 
нередко качественные шкалы превращают в числовые, что не 

всегда является допустимой операцией. Применение же для ка

чественных признаков процедуры «усреднения» вообще некор
ректно. 

Более обоснованным подходом представляется использова

ние для описания многопризнаковых вариантов формализма 

теории мультимножеств, при котором не происходит «перемеши

вания» количественных и качественных признаков и усреднения 

их значений, а каждый из видов признаков сохраняет свою при

роду на протяжении всего процесса решения задачи. Разнообра

зие и большее, чем у множеств, число допустимых для мульти
множеств операций открывает новые возможности для агреги

рования и дезагрегирования значений признаков, группирова

ния и анализа многопризнаковых вариантов. Такого рода преоб

разования не вносят искажений в исходные данные и существен

но упрощают процедуры обработки информации. 

Методы принятия групповых многокритериальных решений 

в целом пока еще не получили широкого распространения, как 

из-за недостаточного числа практических задач, где возможно 

377 



их использование, так и вследствие трудностей организации экс

пертизы вариантов, которая обеспечивала бы надежное полу

чение необходимой для выбора информации. Существенно, что 

применение разных методов коллективного многокритериально

го выбора может давать разные итоговые результаты, что, впро
чем, характерно не только для этих методов. Вместе с тем по

требность В методах группового многокритериального выбора 

постоянно возрастает, привлекая к ним все большее внимание 

исследователей и практиков. 

23.12. Общая характеристика методов 
коллективного выбора 

Задачи коллективного выбора относятся к наиболее сложным 
и наименее изученным проблемам принятия решений. Эти за
дачи отличаются большим разнообразием, но центральной для 

них является проблема объединения многих индивидуальных 

предпочтений отдельных участников в общее групповое предпо

чтение. Необходимость разработки «справедливых» решающих 

правил и специальных процедур, КО1'орые позволили бы «разум

ным» образом агрегировать различные точки зрения избирате

лей, участвующих в голосовании, была осознана исследователя

ми уже в XVIII в. 
Переход от единственного ЛПР ко многим ЛПР порождает 

дополнительные сложности при разрешении проблемной ситуа

ции. Вместо поиска наилучшего варианта решения, соответству
ющего предпочтениям единственного индивидуума, возникает 

необходимость учета совпадающих, различающихся или проти

воположных интересов многих участников, которые имеют раз

ные цели, критерии выбора и т. п. 

Информация, характеризующая проблему, может сильно раз
личаться одной от ситуации к другой и от одного индивидуу

ма к другому. В процессе решения проблемы участники могут 

вести себя по-разному, сообщать друг другу как достоверную, 
так и ложную информацию о проблеме, предпочтениях, целях. 
Поэтому задача коллективного выбора может трактоваться как 

сложная задача рационального перехода от заданных «индиви

дуальных наборов данных» к единственному «групповому набо

ру данных». 

Существующие методы группового выбора, основанные на 
подсчете голосов, отличаются большой «пестротой». Многие из 

них являются эвристическими и включают в себя идеи и при-
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емы методов оптимального и рационального выбора. Аксиома
тические теории коллективного выбора опираются на условия, 
которые характеризуют рациональность группового поведения 

участников, соответствующего интересам всех членов ГПР. 

Основное внимание в методах группового выбора уделяется 
тому, какими свойствами должны обладать механизмы и прави

ла выбора, какими должны быть процедуры выбора, как про

водить согласование и агрегирование индивидуальных предпо

чтений, как выявить манипулирование результатами выбора. 

Однако согласованность общего мнения не гарантирует «пра

вильносты> конечного результата, а согласованный коллектив

ный выбор может оказаться далеким от наилучшего, в то вре

мя как лучшим может являться выбор одного или нескольких 

несогласных, чьи точки зрения отличаются от мнения большин

ства. Построение методов нахождения общего коллективного ре

шения, основанного на выявлении и учете несогласованых инте

ресов участников, остается мало разработанным аспектом груп

пового выбора. 

Отметим следующие основные особенности методов рацио

нального коллективного выбора: 

• имеется группы лиц, которые действуют по определенным 
правилам, отвечающим их собственным целям. Члены группы 

могут быть либо заинтересованы в выработке согласованного ре

шения, либо быть безразличными к этому, либо оказывать ак

тивное или пассивное противодействие принятию общего реше

ния; 

• каждая проблема может описываться многими количе
ственными и/или качественными критериями и признаками. 
Каждый член ГПР может формировать свои наборы критери

ев и признаков, которые могут разделяться или не приниматься 

другими членами ГПР. Различные участники и критерии неред

ко конфликтуют друг с другом; 

• сравнение вариантов и выбор среди них наиболее предпо
чтительных осуществляются на основе субъективных индивиду

альных предпочтений членов ГПР, которые агрегируются в еди

ное коллективное предпочтение; 

• модели агрегирования индивидуальных предпочтений под
разделяются на порядковые (ординальные) и количественные 
(кардинальные), которые опираются на бинарные отношения, 
функции и правила выбора. 

Методы рационального коллективного выбора обладают и 
определенными недостатками. К ним относятся: 
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• неконструктивность многих аксиоматических подходов к 
коллективному выбору, не дающих механизмов для выработки 

группового решения; 

• формальность моделей агрегирования индивидуальных 

предпочтений; 

• слабая разработанность средств, позволяющих учитывать 
противоречивые суждения членов ГПР и находить на их основе 

общее решение без поиска компромисса между интересами сто

рон; 

• неоднозначность результатов решения задачи коллективно
го выбора, полученных разными методами; 

• слабая вовлеченность членов ГПР в процесс решения за
дачи выбора, отсутствие во многих методах возможностей для 

активного вмешательства участников в ход решения, аргумен

тированного обоснования и содержательного объяснения полу

ченных результатов. 

Многие методы группового выбора требуют от человека вы

полнения трудных и не всегда обоснованных операций по оцен
ке компетентности экспертов, назначению весов критериев, уста

новлению правил подсчета голосов и определения лучшего вари

анта, которые в то же время оказывают существенное влияние 

на окончательный результат. Современные методы коллектив

ного принятия решений достаточно сложны, связаны с обработ
кой больших объемов информации. Часто такие методы реали

зованы в виде компьютерных программ или систем поддержки 

принятия решений. 

Результаты коллективного выбора, помимо методологиче
ских вопросов, сильно зависят еще и от организационной и пси

хологической составляющих, которые определяются процедура

ми получения экспертных оценок и способами выявления инди
видуальных предпочтений членов ГПР. Важно, чтобы членами 

ГПР были специалисты, имеющие высокую компетентность и 
способные быть надежным источником необходимой для приня

тия решения информации. Подбор экспертов, создание условий 
для высказывания независимых суждений, поиска общих точек 
зрения и согласования интересов участников - все это относится 

к неформализуемым, но важным аспектам групповых решений. 

Методы коллективного принятия решений остаются в целом 

менее развитыми по сравнению с методами индивидуального 

принятия решений. Это обусловлено в первую очередь большей 

размерностью задачи группового выбора, необходимостью учи
тывать различные, в том числе противоречивые, интересы мно-
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гих участников, разнообразием и несовпадением их целей, спосо
бов выражения их мнений, трудностью агрегирования их пред

почтений. Возможности применения методов группового выбора 

в еще большей степени, чем в случае индивидуального выбора, 

ограничены неполнотой, неточностью, нечеткостью и недоста

точной достоверностью исходных данных. 

*** 
Рекомендуемая литература: [1], [11], [16], [23], [24], [35], [36], 

[37], [38], [40], [44], [56], [57], [59], [60], [66], [70], [71], [72]. 



Многокритериальные экспертные оценки 

для эадачи группового выбора 

П.1. Исходные экспертные оценки проектов 

Эксперт 1 
xi1) = (5646; с с в; н с с с); 
x(l) = (73 2 4· он н С· в с с н)· 

2 " , 

X~l) = (558 1; с н в; с с с с); 
x(l) - (103 6 6· с н н· С С С с)· 4 - " , 

x(l) = (4462· н он в· В С С В)· 
5 " , 

x~l) = (9462; в н н; в н с с); 
х(1) = (5 5 7 6· ОВ он в· ОВ Н С с)· 7 , , , 

x(l) = (5656· СОВ в· В С В в)· 
8 " , 

x~l) = (4585; ссв; овнсв). 

Эксперт 2 
х(2) = (6243· в с С· с с в В)· 

1 " , 

х(2) = (5555· он н в· Н Н В в)· 
2 " , 

х(2) = (7332· в с С· с с с с)· 
3 " , 

х(2) - (2 74 2· с н ов· В С С с)· 4 - , , , 

х(2) = (7933· с он С· с с с с)· 
5 '" 

~2) = (2935; с он ов; В Н С с); 
х(2) = (5631· ов Н С· Н с с с)· 

7 " , 
х(2) - (4 543· в с С· в с н с)· 8 - , , , 

x~2) = (5523; н н н; с н с н). 

Эксперт 3 
х(3) = (6648· вов С· В Н С н)· 

1 " , 

х(3) = (5752· н с в· С С С н)· 
2 " , 

x~3) = (7534; н ов в; В Н Н с); 
х(3) = (2644· с н ов· В С Н с)· 

4 " , 

x~3) = (7538; с с с; с с н с); 
х(3) = (2 8 3 6· с с ов· В С С с)· 6 " , 

х(3) = (5533· в с С· с н в с)· 
7 " , 

x~3) = (8437; в с с; в в н В); 
~3) = (4328; овсн; нннв). 

Эксперт 4 
х(4) - (5 24 7· сов С· С С С с)· 1 - , , , 
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x~4) = (7954; н н н; в н с в); 
x~4) = (5332; с с с; в с с с); 
х(4) = (10 942' н н н' В Н В с)' 

4 '" 
х(4) = (5 8 3 7' в с С' в н в с)' 5 " , 

x~4) = (9535; н н н; с н в с); 
x~4) = (5432; с ов с; ов Н В с); 
х(4) = (4335' с он С' с н н с)' 

8 " , 

~4) = (4427; в с В; ОВ Н С н). 

Эксперт 5 
х(5) = (3 843' в в В' Н Н С в)· 

1 " , 

x~5) = (5 795; с н В; с н с с); 
х(5) = (28 1 2' с в В' С С С с)' 

3 " , 

x~5) = (9242; с н н; с н с с); 
x~5) = (2 72 5; с в в; в н н н); 
х(5) =(8621' снс' сннв)' 6 " , 

х(5) = (2823' н в В' ОВ Н С н)' 
7 " , 

х(5) = (1 833' в в В' С С Н н)' 
в " , 

x~5) = (1 8 2 3; в в В; ОВ Н С н). 
Для удобства здесь и далее запятые между компонентами корте

жей/векторов опущены. Оценки по группам критериев К1 - К4 , 
К5 - К7 , КВ - К11 отделены точками с запятыми. 

Примеры исходных многокритериальных экспертных оценок про

ектов взяты из книги [БОI. 

П.2. Преобраэованные экспертные оценки проектов 

Эксперт 1 
хр) = (5 б 4 б; с с в; н с с с) = (5 б 4 б; 557; 3555); 

x~l) = (73 2 4; он н с; в с с н) = (7 3 2 4; 1 3 5; 75 5 3); 

x~l) = (558 1; с н В; с с с с) = (558 1; 537; 5555); 

х(l) = (103 б б' с н н' С С С с) = (103 б б' 533' 5555)' 
4 " '" 

x~l) = (44 б 2; н он В; в с с в) = (44 б 2; 317; 7557); 

~1) = (94 б 2; в н н; в н с с) = (94 б 2; 733; 7355); 

x~l) = (557 б; ов он В; ов Н С с) = (557 б; 9 1 7; 9355); 

x~l) = (5 6 5 б; с ов В; В С В В) = (5 б 5 б; 597; 7577); 

~1) =(4585; ССВ; овнсв) = (4585; 557; 9357). 

Эксперт 2 
x~2) = (б 243; в с с; с с в В) = (б 243; 755; 5577); 

x~2) = (5555; он н В; н н в в) = (5555; 137; 3377); 
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x~2) = (7332; В с С; с с с с) = (7332; 755; 5555); 
xi2) = (2 742; с Н ОВ; В с с с) = (2 742; 5 а 9; 7 5 5 5); 
x~2) = (7933; с ОН С; С С С с) = (7933; 515; 5555); 
x~2) = (2935; с ОН ОВ; В Н С с) = (2935; 5, 1 9; 7"355); 
x~2) = (5631; ОВ Н С; Н С С с) = (5 631; 9 а 5; 3555); 
x~2) = (4543; В с с; В с Н с) = (4543; 755; 7535); 
x~2) = (5 52 3; Н Н Н; С Н С Н) = (55 2 3; 33 3; 53 5 3). 

Эксперт 3 
хiЗ) = (6 6 4 8; В ОВ с; В Н С Н) = (6 648; 7 !}5; 73 5 3); 
х~з) = (5 75 2; Н с В; с с с Н) = (5 7 5 2; 35 7; 5 553); 
х~з) = (7534; Н ОВ В; В Н Н с) = (7534; 39 7; 733 5); 
хiЗ) = (2644; с Н ОВ; В С Н с) = (2 644; 5 а 9; 7535); 
х~з) = (7 5 3 8; с с с; с с Н с) = (7 5 3 8; 5 5 Б; 553 5); 
х~з) = (2836; с с ОВ; В С С с) = (2836; 559; 7555); 
х~з) = (5 5 3 3; В с С; с Н В с) = (5 5 3 3; 75 б; 53 7 5); 
х(з) = (843 7' В с С' В В Н В) = (843 7' 75 ')' 773 7)' 8 " , • , , 

х~з) = (4328; ОВ С Н; Н Н Н В) = (4328; 953; 3337). 

Эксперт 4 
xi4) = (5 24 7; с ОВ с; С С С с) = (5 24 7; 5 9 5; 5 5 5 5); 
x~4) = (7954; Н Н Н; В Н С В) = (7954; 333; 7357); 

x~4) = (5 3 3 2; с с С; В С С с) = (533 2; 5 5 5; 75 5 5); 
xi4) = (10942; Н Н Н; В Н В с) = (10942; 333; 7375); 
x~4) = (5837; В с С; В Н В с) = (5837; 75 Б; 7375); 
x~4) = (9 5 3 5; Н Н Н; С Н В с) = (9 5 3 5; 3 3:3; 5 375); 
x~4) = (5432; с ОВ С; ОВ Н В с) = (5432; 5!} 5; 9375); 
x~4) = (4335; с ОН с; с Н Н с) = (4335; 515; 5335); 
x~4) = (4427; В с В; ОВ Н С Н) = (4427; 757; 9353). 

Эксперт 5 
xi5) = (3843; В В В; Н Н С В) = (3 843; 77 'i'; 33 5 7); 
x~5) = (5 79 5; с Н В; С Н С с) = (5 795; 53 7; 535 5); 
х(5) - (28 1 2' с В В' С С С с) - (28 1 2' 577' 5555)' з - " - , , , 
xi5) = (9242; с Н Н; С Н С с) = (9242; 533; 5355); 
x~5) = (2 7 2 5; с В В; В Н Н Н) = (2 7 2 5; 5 7 7'; 7 3 3 3); 
x~5) = (8 6 2 1; с Н С; С Н Н В) = (86 2 1; 5 3 5; 53 3 7); 
x~5) = (2 8 2 3; Н В В; ОВ Н С Н) = (2 8 2 3; 3 7 7; 9353); 
x~5) = (1 833; В В В; С С Н Н) = (1 8 3 3; 77 7; 5 533); 
~5) = (1 8 2 3; В В В; ОВ Н С Н) = (1 8 2 3; 777; 93 5 3). 
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п.з. Скорректированные экспертные оценки проектов 

Эксперт 1 
X(l) = (5 646· с с в· Н С С с) = (5 64 6· 5 5 7· 7 5 5 5)· 

1 " '" 
x~l) = (7324; он н с; в с с н) = (7324; 1 3 5; 3557); 

X~l) = (558 1; с н в; с с с с) = (558 1; 537; 5555); 

xi1) = (10366; с н н; с с с с) = (10366; 533; 5555); 
X~l) =(4462; нонв; вссв) = (4462; 317; 3553); 
X~l) = (9462; в н н; в н с с) = (9462; 733; 3755); 

X~l) = (5576; ов он в; ов Н С с) = (5576; 9 1 7; 1 755); 

x~l) = (5656; с ов в; В С В в) = (5656; 597; 3533); 

X~l) = (4585; ссв; овнсв) = (4585; 557; 1753). 

Эксперт 2 
х(2) = (6243· в с С· с с в в) = (6243· 755· 5533)· 

1 " '" 
x~2) = (5555; он н в; н н в в) = (5555; 1 37; 7733); 

x~2) = (7332; в с с; с с с с) = (7332; 755; 5555); 

xi2) = (2 742; с н ов; В С С с) = (2742; 539; 3555); 
x~2) = (7933; с он с; с с с с) = (7933; 5 1 5; 5555); 
x~2) = (2935; с он ов; В Н С с) = (2935; 5 19; 3755); 

x~2) = (563 1; ов Н с; Н с с с) = (563 1; 935; 7555); 
х(2) = (4543· в с С· в с н с) = (4543· 755· 3575)· 

8 " '" 
x~2) = (5523; н н н; с н с н) = (5523; 333; 5757). 

Эксперт 3 
Х(З) = (6648· вов С· В Н С н) = (6648· 795· 375 7)· 

1 " '" 
Х~З) = (5752; н с в; с с с н) = (5752; 357; 5557); 
Х~З) = (7534; н ов в; В Н Н с) = (7 534; 397; 3775); 

ХiЗ) = (2644; с н ов; В С Н с) = (2 644; 539; 3575); 
х~З) = (7538; с с с; с с н с) = (7538; 555; 5575); 

х~З) = (2836; с с ов; В С С с) = (2836; 559; 3555); 

Х?) = (5533; в с с; с н в с) = (5533; 755; 5735); 
х~З) = (8437; в с с; в в н в) = (8437; 755; 3373); 

Х~З) = (4328; овсн; нннв) = (4328; 953; 7773). 

Эксперт 4 
x~4) = (5247; с ов с; С С С с) = (5247; 595; 5555); 
x~4) = (7954; н н н; в н с в) = (7954; 333; 3753); 

x~4) = (5332; ссс; вссс) = (5332; 555; 3555); 
х(4) = (10942· н н н· В Н В с) = (10942· 333· 3735)· 

4 " '" 
x~4) = (5837; в с с; в н в с) = (5837; 755; 3735); 
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xi,4) = (9535; Н Н Н; С Н Б с) = (9535; 33 Э; 5735); 
х(4) = (5432' с ОБ С' ОБ Н Б с) = (5432' 5 Ч 5' 1 735)' 7 " , .., , 

х(4) - (4335' с ОН С' с Н Н с) = (4335' 5 1 5' 5775)' 
8 - " '" 

~4) = (4427; Б С Б; ОБ Н С Н) = (4427; 757; 1757). 

Эксперт 5 
x~5) = (3843; Б Б Б; Н Н С Б) = (3843; 77,'; 7753); 
х(5) = (5 79 5' с Н Б' С Н С с) = (5 79 5' 53 7' 5 7 5 5)' 

2 " '" 
x~5) = (28 1 2; с Б Б; С С С с) = (28 1 2; 577; 5555); 

xi5) = (9242; с Н Н; С Н С с) = (9242; 533; 5755); 
x~5) = (2 725; с Б Б; Б Н Н Н) = (2725; 57 'j'; 3777); 

xi,5) = (8 6 21; с Н С; С Н Н Б) = (8621; 535; 5773); 
x~5) = (2 8 2 3; Н Б Б; ОБ Н С Н) = (2 8 2 3; 37 7; 1 75 7); 

x~5) = (1 83 3; Б Б Б; С С Н Н) = (1 8 33; 777; 5 5 77); 

~5) = (1 823; Б Б Б; ОБ Н С Н) = (1 823; 777; 1757). 

П.4. Экспертные оценки, 
усредненные по проектам и экспеl)там 

ПроектА1 

x~(l) = (0,26 0,43 0,22 0,43; 0,31 0,390,38; О,lб 0,38 0,32 0,30); 
x~(2) = (0,390,11 0,38 0,31; 0,400,470,27; 0,3] 0,380,440,44); 

х~(з) = (0,360,360,390,45; 0,390,50 0,26; O,3~I 0,22 0,39 0,19); 

x~(4) = (0,260,120,390,47; 0,330,550,35; 0,24,0,470,290,33); 

x~(5) = (0,220,370,340,31; 0,42 0,39 0,36; 0,160,280,38 0,48); 
Уl =(0,300,280,340,39; 0,370,460,3; 0,250,350,360,35). 

ПроектА2 

х;(1) = (0,390,21 0,11 0,29; 0,06 0,23 0,27; 0,34 0,38 0,32 0,18); 
х;(2) =(0,33 0,27 0,47 0,51; 0,060,280,38; од: 0,23 0,44 0,44); 

х;(з) = (0,300,420,490,11; 0,170,280,36; 0,280,370,390,19); 
х;(4) = (0,370,520,490,27; 0,200,180,21; 0,37' 0,280,290,46); 

х;(5) = (0,360,330,760,51; 0,300,170,36; 0,27' 0,280,380,35); 
У2 = (0,350,350,460,34; 0,16 0,23 0,32; 0,290,31 0,360,32). 

ПроектАз 

х;(1) = (0,260,360,440,07; 0,310,230,38; 0,25,0,380,320,30); 
х;(2) = (0,460,160,280,21; 0,400,470,27; 0,3] 0,380,310,31); 

х;(з) = (0,420,300,290,22; 0,170,500,36; о,зg l 0,22 0,23 0,32); 
х;(4) = (0,260,170,290,13; 0,330,31 0,35; 0,37' 0,47 0,29 0,33); 
х;(5) = (0,140,370,090,21; 0,300,390,36; 0,27' 0,47 0,380,35); 
Уз = (0,31 0,270,280,17; 0,300,380,35; 0,32 0,38 0,30 0,32). 
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ПроектА4 
X~(l) = (0,530,21 0,33 0,43; 0,31 0,23 0,16; 0,25 0,38 0,32 0,30); 
x~(2) = (0,130,380,380,21; 0,280,280,49; 0,430,380,310,31); 

x~(3) = (0,120,360,39 0,22; 0,28 0,17 0,47; 0,390,370,230,32); 
x~(4) = (0,530,520,390,13; 0,200,180,21; 0,370,280,400,33); 

x~(5) = (0,650,090,340,21; 0,300,170,15; 0,270,280,380,35); 
У4 = (0,390,310,360,24; 0,270,210,30; 0,340,340,330,32). 

ПроектА5 
x~(1) = (0,21 0,290,330,14; 0,180,080,38; 0,340,380,320,42); 
x~(2) = (0,460,490,280,31; 0,280,090,27; 0,31 0,380,310,31); 

X~(3) = (0,42 0,30 0,29 0,45; 0,280,28 0,26; 0,280,370,230,32); 

x~(4) = (0,260,46 0,29 0,47; 0,470,31 0,35; 0,370,28 0,400,33); 
x~(5) = (0,140,330,170,51; 0,300,39 0,36; 0,38 0,28 0,23 0,21); 
У5 = (0,300,370,270,38; 0,300,230,32; 0,340,340,300,32). 

Проект Аб 
X~(l) = (0,470,290,330,14; 0,430,230,16; 0,340,230,320,30); 

x~(2) = (0,130,490,280,51; 0,280,090,49; 0,430,230,310,31); 

x~(3) = (0,120,470,290,33; 0,280,280,47; 0,390,370,390,32); 

x~(4) = (0,470,270,290,33; 0,200,18 0,21; 0,240,280,400,33); 
x~(5) = (0,580,280,170,10; 0,300,170,26; 0,270,280,230,48); 
Уб = (0,350,360,270,28; 0,300,190,32; 0,330,280,330,35). 

ПроектА7 
X~(l) = (0,260,360,390,43; 0,550,080,38; 0,440,230,320,30); 

x~(2) =(0,33 0,33 0,28 0,10; 0,51 0,28 0,27; 0,180,380,310,31); 

X~(3) = (0,300,300,290,17; 0,390,28 0,26; 0,28 0,22 0,54 0,32); 
x~(4) = (0,26 0,23 0,29 0,13; 0,330,55 0,35; 0,430,280,400,33); 

x~(5) = (0,140,370,170,31; 0,180,390,36; 0,490,280,380,21); 
У7 = (0,26 0,32 0,28 0,23; 0,39 0,32 0,32; 0,36 0,28 0,39 0,29). 

ПроектАв 
x~(1) = (0,260,430,28 0,43; 0,31 0,690,38; 0,340,380,440,42); 
x~(2) = (0,260,270,380,31; 0,400,470,27; 0,430,380,190,31); 
x~(3) = (0,490,240,290,39; 0,390,280,26; 0,390,520,230,45); 

x~(4) = (0,210,170,290,33; 0,330,060,35; 0,240,280,170,33); 
x~(5) = (0,070,370,250,31; 0,420,39 0,36; 0,270,470,230,21); 
УВ =(0,260,300,300,35; 0,370,380,32; 0,330,410,250,34). 

ПроектАg 

~(l) = (0,21 0,360,440,36; 0,31 0,39 0,38; 0,440,230,320,42). 
x~(2) = (0,330,270,190,31; 0,170,280,16; 0,310,280,310,19). 
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х~(З} = (0,240,180,190,45; 0,500,28 0,16; 0,170,22 0,23 0,45). 
x~(4} = (0,21 0,230,190,47; 0,470,31 0,49; 0,430,280,270,20). 
x~(5} = (0,070,370,170,31; 0,420,390,36; 0,490,280,380,21). 
yg = (0,210,280,240,38; 0,370,330,31; 0,370,26 {),зо 0,29). 

П.5. Преобраэованные экспертные оценки 

по критериям с унифицированными шкалами 

ПроектА1 
X~l> = (5646; с с В; Н С С с) = (с' с' с' с'; с' с' В'; В' с' с' с'); 
х<2> = (6243· В с С· с с В В) = (с' Н' с' Н'· В' с' с'· с' с' Н' Н')· 

1 " '" х<З>=(6648· ВОВС· внсн)=(с'с'с'В'· В'ОВ'С'· Н' В' с' В')· 
1 " '" х<4> =(5247· СОВ с· С С С с)=(с' Н' с' В'· с' ОВ' с'· с' с' с' с')· 
1 " '" х<5>=(3843· ВВВ· ннсв)=(н'В'с'Н'· В' В' В'· В' В' с' Н') 
1 " ". 
А1 ={40x~', 10xr'; 10х2', 20X~', 20x~'; 50Х:{; 20X~', 10Х4', 20X~{; 

I , , I , , I 

30X5,20X5;20X6B,10x~,20Xв;20x~,30X7; 

20Хв', 20Хв', 1 ОХв'; 20 Xg', 30Xg'; 40X~~, 1 oxr~; 1 ox]'~, 20X~'l' 20xr~}. 

ПроектА2 
X~l> = (7324; ОН Н с; В с с Н) = (В' Н' Н' с'; ОН' Н' с'; Н' с'с' В'); 
x~2> = (5555; ОН Н В; Н Н В В) = (с' с' с' с'; ОН' Н' В'; В' В'Н' Н'); 
х<З>=(5752· НСВ· сссн)=(с'в'с'Н'· Н' с' в'· с' с' с' в')· 

2 " '" x~4>=(7 9 5 4; Н Н Н; В Н С В)=(В' ОВ' с' с'; Н' Н' Н'; Н' В' с' Н'); 
x~5>=(5795; СНВ; снсс)=(с'в'ОВ'с'; с' Н' В'; с' в' с' с'). 
А2 = {20Х]", 30X~'; 10Х2В" 2ОХ2" 10X~', 10X~'; 10Х3В', 

I , I , I , I , , 

30Хз,10хз;40Х4,10х:;10Х5,20ХБ ,20Х5Н ;10Хв,40Хв; 
, I I , I I I I I 

30X~ , 10Х7, 10Х7 ; 10Хв , 20Хв , 20Хв ; 30 Х!: , 20Xg ; 40X~o, 
10xr~; 20x]'~, 10X~~, 20xr~. 

Проект Аз 
X<l> = (5581· с Н В· С С С с) = (с' с' В' ОН'· с' Н' В'· с' с' с' с')· 

3 " '" xf2> = (7332; В с с; с с с с) = (В' Н' Н' Н'; в' с' с'; с' с' с' с'); 
х<З> = (7534· НОВ В· В Н Н с) = (В' с' Н' с'· Н' ов' в'· Н' В'В' с')· 

3 " '" х<4>=(5332· ссс· вссс)=(с'н'н'Н'· с' с' с'· Н' с' с' с')· 
3 " '" х<5>=(2812· свв· сссс)=(н'в'он'Н'· с' в' В'· с' с' с' с') 
3 " ". 
Аз = {20Х]", 20X~', 10xr'; 20Х2" 20X~', 20X~'; 10Хз', 30Хз', 10Х3Н'; 
1 с' 3 н' 1 он' . 1 в' 3 с' 1 н' . 1 ов' 1 в' 2 с' 1 н' . 
ОХ4, ОХ4, ОХ4 , ОХ5, ОХ5, ОХ5, ОХ6 , ОХ6, ОХ6, ОХ6, 

30X~', 20Х7'; 30Хв', 20Хв'; 10Xg', 40Xg'; 10x]'~, 40X~~; 50X~~}. 

ПроектА4 
X~l> = (10366; с Н Н; С С С с) = (ОВ' Н' с' с'; с' Н' Н'; с' с'с' с'); 
х<2> = (2742· с Н ов· В С С с) = (Н' в' с' Н'· с' Н' ОВ'· Н' с'с' с')· 

4 " '" х<З> = (2644· с Н ОВ· В С Н с) = (Н' с' с' с'· с' Н' ОВ'· Н' с'в' с')· 
4 " '" х<4> = (10942· Н Н Н· В Н В с) = (ОВ' ОВ' с' Н'· Н' Н' Н'· Н' В'Н' с')· 
4 " '" х<5>=(9242· СНН· СНСС)=(ОВ' Н' с' Н'· с' Н' Н'· с' В' с' с') 
4 " ". 
А4 = {30x~B', 20Х(; 1 ОХ2В" 1 ОХ2" 1 ox~', 20X~'; 50Хз'; 20Х4" 30Х:'; 
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I I I , I I , I I , 

4ОХ5 ,1 ОХ/: ; 50X~ ; 20x~B , 30X~ ; 2 о ХВ ,3 о X~ ; 20X~ , 30Х!) ; 10Х),о, 
3 с' 1 н' 5 с'} 
ОХI0' ОХI0; oXll . 

Проект А5 
х<l> = (4462· н он В· В С С В) - (с' с' С' н'· н' он' В'· н' с'с' н')· 5 ,,- , , , 

х<2> = (7933· с он С· с с с с) = (В' ОВ' н' н'· С' он' с'· с' с'с' с')· 
5 " '" х<З> = (7 5 3 8· с с С· с с н с) = (В' С' н' В'· с' с' С'· с' С' В' с')· 
5 " '" 

x~4> = (5837; В с С; В Н В с) = (с' В' н' В'; В' с' с'; н' В' н' с'); 
х<5> = (2 7 2 5· с В В· В Н Н н) - (н' В' н' С'· С' В' В'· н' В' В' В') 5 " - , , . 

, , I , / , , I I , 

А5 = {2 ох)' , 20Х! , 10Xi ; 10Х2В ,2 ОХ2 , 20Х2 ; 10X~ ,40Хз ; 20Х4 , 10X~ , 
, , I I , , I , I I 

2 0Х4 ; 1 0ХБ , 3ОХ5 , 1 ОХ/: ; 10Х6 ,2 о X~ ,2 о Х6Н ; 2 о Х7 ,3 о Х7 ; 20Хв , 
30X~'; 20X~', 30Xg'; 20X)'~, 20x!~, 1 oxi~; 1 о x)'~, 3 о X!~, 1 о Xi~}. 

Проект А6 
x~l> = (9462; В н н; В н с с) = (ОВ' с' с' н'; В' н' н'; н' В'С' с'); 
х<2> - (2935· с он ОВ· В Н С с) - (н' ОВ' н' с'· с' он' ОВ'· н' В'С' с')· 6 - , , - , , , 

х<З>=(2836· ССОВ· вссс)=(н'в'н'с'· С' с' ОВ'· н' С' С' с')· 
б " '" x~4> =(9535; н н н; с н В С) = (ОВ' С' н' с'; н' н' н'; С' В' н' с'); 
х<5>=(8621· снс· СННВ)=(В' С' н' он'· С' н' С'· С' В' В' н') 

6 " ". 
А6 = {20x~B', 10Х(, 20xi'; 10Х2В', 10Х2', 30Х2'; 10X~', 

, I I , , I , I 

40Хз;30х~,10Х4,10Х4Н;10Хs,30Х5,10х/:;10Х~, 
, I I I , I , , 

30x~,10X6H;20x~B,10X7,20X~ ;20XB,30x~;40X~, 

10 Xg'; 10X)'~, 30x!~, 10 xi~; 40x!~, 10xi~}. 

Проект А7 
xi 1> = (5576; ОВ он В; ОВ Н С с) = (с' С' в' с'; ОВ' он' В'; ОН'В' с' с'); 
xi2> = (5631; овнс; нссс) = (с' С' н' он'; ов' н' с'; в' с'с' с'); 
хiз> = (5533; ВСС; снвс) = (с' С' н' н'; в' с' с'; С' В' н' с'); 
xi4> = (5432; совс; овнвс) = (с' С' н' н'; С' ов' с'; он' в'н' с'); 
х<5> = (2823· н В в· ОВ Н С н) = (н' В' н' н'· н' В' В'· он' в'с' В') 

7 " ". I , I , I , , I , 

А7 = {40Х!, 10xi; 10Х2 ,40Х2; 10Хз ,40Хз; 10X~ '3ОХ4' IОХ4Н; 
2 ов' 1 в' 1 с' 1 н'. 1 ов' 1 в' 1 с' 1 н' 1 он' . 2 в' 
ОХ5, ОХ5, ОХ5, ОХ5, ОХ6 , ОХ6, ОХ6, ОХ6, ОХ6 , ОХ7, 

30Х7'; 10X~', 10Хв', 3 ox~H'; 40X~', 10Xg'; 30x!~, 20xi~; 10X)'~, 40х!'l}. 

ПроектАв 
х<1>=(5656· СОВВ· ВСВВ)=(С'с'с'с'· с'ов'в'· н' С' н' н')· 

8 " '" х<2> - (4543· В с С· В с н с) - (с' с' С' н'· В' с' с'· н' с' В' с')· 8 - " - , , , 
х<з> - (8437· В с С· В В Н В) - (В' С' н' В'· В' с' с'· н' н' В' н')· 8 - " - " , 
х<4>=(4 335· с он С· с н н С) = (с' н' н' с'· С' он' с'· С' В' В' с')· 

8 " '" х<5>=(1833· ввв· сснн)=(он'в'н'н'· в' В' в'· с'с'в'в') 
8 " "о 
Ав = {10Х)", 30Х!', 10x~H'; 10Х2', 30Х2', 1 ox~'; 20X~', 30Хз'; 10Х4', 

, , , , I I I , I I 

20X~ ,20Х4 ; 3ОХБ , 20Х5 ; 10Х6В , 10Х6 ,2 о X~ , 1 ох6н ; 2ОХ7 , 3ОХ7 ; 
20Хв', 30X~'; 10X~', 3 OXg', 10X~'; 40X)'~, 10xi~; 10X)'~, 20х!'l' 20xi~}. 

ПроектАg 
x~1>=(4 5 8 5; с с В; ОВ Н С в)=(с' С' В' с'; с' с' В'; он' В' с' н'); 
x~2>=(5523; ннн; снсн)=(с'с'н'н'; н' н' н'; с'в'с'в'); 
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~3> = (4328; ов С н; Н н н в) = (с' н' н' в'; ов' с' н'; в' в'в' н'); 
~4>=(4427; всв; овнсн)=(с' с' н' в'; в' с' в'; он'в'с'в'); 
~5> = (1 823; в в в; ов Н С н) = (он' в' н' н'; в' в' в'; он' в'с' в'). 
A g = {40X~', 10x~H'; 10Х2', 30X~{, lОХ2'; 10Хз', 40Х;'; 20Х4" 
10Х4" 20Х:'; 10x~B', 20X~', 10Х§', 10X~'; 10 x~', З0хg', 10X~'; 
30X~', 20Х7'; 10Хв', 10Хв', 30ХвН'; 50Xg'; 10xi~, 40X~~; 
3 в' 2 н'} OXll ' OXll • 

Оценки в мультимножествах по каждому из критериев К 1 - К 11 

отделены точками с запятыми. 
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