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1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ

Ïåðâûå ïðèìåðû àëãîðèòìîâ âñòðå÷àþòñÿ óæå â ñðåäíåé øêîëå: àëãîðèòì ñëîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ñòîëáèêîì, àëãîðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì àëãîðèòìà Åâêëèäà. Èç äðóãèõ
àëãîðèòìîâ ìîæíî óêàçàòü àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, èçâëå÷åíèÿ
êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà è ò. ä.
Êàæäûé èç ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó, âûïîëíåíèå êîòîðîé
íå òðåáóåò èçîáðåòàòåëüíîñòè èëè ñîîáðàçèòåëüíîñòè, à ñîñòîèò ëèøü â ñòðîãîì ñëåäîâàíèè èíñòðóêöèÿì.

Îáùèå ÷åðòû àëãîðèòìîâ:
1. Äèñêðåòíîñòü. Àëãîðèòì � ýòî ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ, èäóùèé â äèñêðåòíîì

âðåìåíè òàêèì îáðàçîì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàåòñÿ èñõîäíûé íàáîð îáúåêòîâ, à â êàæäûé ñëåäóþùèé
ìîìåíò èç íàáîðà îáúåêòîâ, èìåâøèõñÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò, ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó (ïðîãðàììå) ïî-
ëó÷àåòñÿ íîâûé íàáîð îáúåêòîâ. Âûïîëíåíèå âñÿêîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ øàãîâ. Êàæäûé øàã
îáÿçàòåëüíî çàâåðøàåòñÿ. Åñëè âûïîëíåíèå àëãîðèòìà íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì
ñîâåðøàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

2. Äåòåðìèíèðîâàííîñòü. Íàáîð îáúåêòîâ, ïîëó÷àåìûõ â êàêîé-òî ìîìåíò, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà-
áîðîì îáúåêòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû.

3. Ýëåìåíòàðíîñòü øàãîâ. Çàêîí ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäóþùåãî íàáîðà îáúåêòîâ èç ïðåäøåñòâóþùåãî äîëæåí
áûòü ïðîñòûì è ëîêàëüíûì.

4. Íàïðàâëåííîñòü. Äîëæíî áûòü óêàçàíî, ÷ò�î íàäî ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà.
5.Ìàññîâîñòü. Íà÷àëüíûé íàáîð îáúåêòîâ ìîæåò âûáèðàòüñÿ èç ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà �

ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ èñõîäíûõ äàííûõ ýòîãî àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì èñõëäíûìè äàííûìè äëÿ àëãîðèòìà
ìîãóò áûòü ëèøü òàê íàçûâàåìûå êîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû. Èíòóèòèòâíî, êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò � ýòî
òàêîé îáúåêò, êîòîðûé ïîñòðîåí (ñêîíñòðóèðîâàí) èç íåêîòîðûõ èñõîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ íåäåëèìûõ ýëåìåí-
òîâ ôèêñèðîâàííîãî òî÷íî î÷åð÷åííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïî ôèêñèðîâàííûì ïðàâèëàì, òàê ÷òî ñòðîåíèå
ýòîãî îáúåêòà ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíî íåêîòîðûì òåêñòîì íà ïîäõîäÿùåì ÿçûêå. Åñëè ôèêñèðîâà-
íû íàáîð èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ è ïðàâèëà êîíñòðóèðîâàíèÿ îáúåêòîâ èç íèõ, ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí àíñàìáëü
êëíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì àíñàìáëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñëîâ â äàííîì êîíå÷íîì
àëôàâèòå. Ïðè ýòîì èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ áóêâû àëôàâèòà, à ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè êîíå÷íûõ öåïî÷åê áóêâ, ò. å. ñëîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {0, 1, 2, . . .}
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, èáî íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî èçîáðàæàòü,
íàïðèìåð, ñëîâàìè â îäíîáóêâåííîì àëôàâèòå {|}: 0 � ïóñòîå ñëîâî; 1 � ñëîâî |; 2 � ñëîâî || è ò. ä. Ìíîæåñòâà
öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêæå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àíñàìáëè êîíñòðóòèâíûõ îáúåêòîâ.

Âñÿêèé àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ ñ÷åòåí. Áîëåå òîãî, åãî âñåãäà ìîæíî ýôôåêòèâíî çàíóìåðî-
âàòü, ò. å. óñòàíîâèòü òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àíñàìáëåì êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ
è ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïî ëþáîìó îáúåêòó ìîæíî âû÷èñëèòü åãî íîìåð, à ïî ëþáîìó íàòó-
ðàëüíîìó ÷èñëó n ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü îáúåêò ñ íîìåðîì n. Ñâîéñòâî ýôôåêòèâíîé íóìåðóåìîñòè
ìû ïðèìåì çà îñíîâíîé ïðèçíàê àíñàìáëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ. Èòàê, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäíûõ
äàííûõ ëþáîãî àëãîðèòìà � ýòî íåêîòîðûé àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Ïîíÿòèå àëãîðèòìà, îïðåäåëÿåìîå òðåáîâàíèÿìè 1�5, íå ñòðîãîå. Ýòî íåñòðîãîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà îáû÷íî
íàçûâàåòñÿ èíòóèòèâíûì ïîíÿòèåì àëãîðèòìà.

Ïðè ïðèìåíåíèè äàííîãî àëãîðèòìà ê èñõîäíîìó äàííîìó âîçèîæíû ñëåäóþùèå òðè âàðèàíòà. 1) Ïðèìå-
íåíèå àëãîðèòìà ê èñõîäíîìó äàííîìó çàâåðøèòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, è àëãîðèòì âûäàñò ðåçóëüòàò.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì ïðèìåí�èì ê èñõîäíîìó äàííîìó. 2) Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ê èñõîäíîìó
äàííîìó çàâåðøèòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, íî àëãîðèòì íå âûäàñò íèêàêîãî ðåçóëüòàòà. 3) Ïðèìå-
íåíèå àëãîðèòìà ê èñõîäíîìó äàííîìó íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ, ò. å. àëãîðèòì ñîâåðøàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
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øàãîâ. Â ñëó÷àÿõ 2) è 3) ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì íå ïðèìåíèì ê èñõîäíîìó äàííîìó. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
èñõîäíûõ äàííûõ, ê êîòîðûì àëãîðèòì ïðèìåíèì, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè ýòîãî àëãîðèòìà.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäíûõ äàííûõ àëãîðèòìà A, à åãî ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò àí-
ñàìáëþ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ Y . Ïóñòü D ⊆ X � îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà A. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : D → Y , êîòîðàÿ êàæäîìó x ∈ D ñîïîñòàâëÿåò ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ àëãîðèòìà A ê x. ×àñòè÷íîé ôóíêöèåé èç X â Y áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ f : D → Y , ãäå
D ⊆ X. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé àëãîðèòì ñ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ èñõîäíûõ äàííûõ X, ðåçóëüòàòû êîòî-
ðîãî ïðèíàäëåæàò àíñàìáëþ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ Y , âû÷èñëÿåò íåêîòîðóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ èç X
â Y.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ âûðàæåíèÿìè (÷àñòè÷íûìè èìåííûìè ôîðìàìè), â êîòîðûõ âñòðå-
÷àþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, è êîòîðûå, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíû íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Â ñâÿçè ñ ýòè ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü ñèìâîë óñëîâíîãî ðàâåíñòâà ' è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðåäëîæåíèå s ' t èñòèííî ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ îáà âûðàæåíèÿ s è
t îïðåäåëåíû è èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ èëè æå îáà íå îïðåäåëåíû.

Èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà óäîâëåòâîðÿëî ìàòåìàòèêîâ äî òåõ ïîð, ïîêà âîçíèêàþùèå â ìàòåìàòè-
êå ïðîáëåìû, òðåáóþùèå íàõîæäåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ðîäñòâåííûõ çàäà÷
(èëè àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû), óäàâàëîñü ðåøèòü ïóòåì óêàçàíèÿ êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ. Ïîëîæåíèå
èçìåíèëîñü â XX â., êîãäà íà ïåðâûé ïëàí âûäâèíóëèñü àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû, ïîëîæèòåëüíîå ðåøå-
íèå êîòîðûõ áûëî ñîìíèòåëüíûì. Ñðåäè íèõ � òàê íàçûâàåìàÿ 10-ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà î ðàçðåøèìîñòè
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. ×òîáû äîêàçàòü íåñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, íàäî èìåòü òî÷íîå
îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Ìàòåìàòè÷åñêèå óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà áûëè ïîëó÷åíû â ñåðåäèíå
òðèäöàòûõ ãîäîâ â ðàáîòàõ Ãèëüáåðòà, Ã�åäåëÿ, ×�åð÷à, Êëèíè è Ïîñòà.

2 Ìàøèíà Òüþðèíãà

Ïîñò (1936) è Òüþðèíã (1937) íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðåäëîæèëè óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà êàê
ïðîöåññà, êîòîðûé ìîæåò ñîâåðøàòüñÿ ïîäõîäÿùå óñòðîåííîé "ìàøèíîé". Ìàøèíû, ââåäåííûå Ïîñòîì è
Òüþðèíãîì, îòëè÷àëèñü íå î÷åíü ñóùåñòâåííî è â äàëüíåéøåì ñòàëè íàçûâàòüñÿ ìàøèíàìè Òüþðèíãà. Ìû
ðàññìîòðèì âàðèàíò ìàøèí Òüþðèíãà, áëèçêèé ê òîìó, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí Ïîñòîì.

Ìàøèíà Òüþðèíãà ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ÷àñòè:
1. Êîíå÷íàÿ ëåíòà, ðàçáèòàÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê (èëè ÿ÷ååê). Â ïðîöåññå ðàáîòû ìàøèíû ê ëåíòå

ìîãóò ïðèñòðàèâàòüñÿ íîâûå ÿ÷åéêè, òàê ÷òî ëåíòà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîé. Â êàæäîé
ÿ÷åéêå ëåíòû çàïèñàí (èëè ñîäåðæèòñÿ) îäèí èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñèìâîëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ âíåøíèé àëôàâèò
A = {a0, a1, . . . , am}. Êëåòêè, â êîòîðûõ çàïèñàí ñèìâîë a0, îáû÷íî îáîçíà÷àåìûé 0, íàçûâàþòñÿ ïóñòûìè.
Âñå âíîâü ïðèñòðàèâàåìûå ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè.

2. Âíóòðåííÿÿ ïàìÿòü � íåêîòîðå óñòðîéñòâî, êîòîðîå â êàæäûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç êîíå÷-
íîãî ÷èñëà "ñîñòîÿíèé", ñîñòàâëÿþùèõ âíóòðåííèé àëôàâèò Q = {q0, q1, . . . , qn}. Ñîñòîÿíèå q0 íàçûâàåòñÿ
çàêëþ÷èòåëüíûì.

3. Óïðàâëÿþùàÿ ãîëîâêà � íåêîòîðîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ëåíòû òàê, ÷òî â
êàæäûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ â îïðåäåëåííîé ÿ÷åéêå, èëè "îáîçðåâàåò"ýòó ÿ÷åéêó.

4. Ìåõàíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, êîòîðîå â çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæèìîãî îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêè è ñîñòîÿíèÿ
âíóòðåííåé ïàìÿòè ìîæåò èçìåíèòü ñîñòîÿíèå âíóòðåííåé ïàìÿòè è ïðè ýòîì ëèáî èçìåíèòü ñîäåðæèìîå
îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêè, ëèáî ñäâèíóòü óïðàâëÿþùóþ ãîëîâêó â ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó ñëåâû èëè â ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó
ñïðàâà. Åñëè óïðàâëÿþùàÿ ãîëîâêà íàõîäèòñÿ â êðàéíåé ÿ÷åéêå è äîëæíà ñäâèíóòüñÿ â îòñóòñòâóþùóþ
ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó, òî ìàøèíà ïðèñòðàèâàåò íåäîñòàþùóþ ïóñòóþ ÿ÷åéêó.

Ìàøèííûì ñëîâîì ìàøèíû Òüþðèíãà (èëè êîíôèãóðàöèåé) íàçûâàåòñÿ ñëîâî

aj1aj2 . . . qajk . . . ajr ,

ñîäåðæàùåå ñîâîêóïíîñòü âñåõ äàííûõ î ñîñòîÿíèè ìàøèíû â äàííûé ìîìåíò: aj1aj2 . . . ajk . . . ajr � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü áóêâ, çàïèñàííûõ â ÿ÷åéêàõ ëåíòû, qi � âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå, k � íîìåð îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêè.

Ðàáîòà ìàøèíû ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïåðåõîäå îò îäíîé êîíôèãóðàöèè ê äðóãîé â ðåçóëüòàòå
âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

1. Èìåÿ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå qi è îáîçðåâàÿ ÿ÷åéêó, â êîòîðîé çàïèñàí ñèìâîë aj , ìàøèíà ïåðåâîäèò âíóò-
ðåííþþ ïàìÿòü â ñîñòîÿíèå qs è îäíîâðåìåííî çàìåíÿåò ñèìâîë â îáîçðåâàåìîé ÿ÷åéêå íà ar. Ýòî äåéñòâèå
âûðàæàåòñÿ êîìàíäîé

qiaj → qsar.
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2. Èìåÿ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå qi è îáîçðåâàÿ ÿ÷åéêó, â êîòîðîé çàïèñàí ñèìâîë aj , ìàøèíà ïåðåâîäèò
âíóòðåííþþ ïàìÿòü â ñîñòîÿíèå qs è îäíîâðåìåííî ïåðåäâèãàåò óïðàâëÿþùóþ ãîëîâêó â ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó
ñïðàâà. Ýòî äåéñòâèå âûðàæàåòñÿ êîìàíäîé

qiaj → qsR.

3. Èìåÿ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå qi è îáîçðåâàÿ ÿ÷åéêó, â êîòîðîé çàïèñàí ñèìâîë aj , ìàøèíà ïåðåâîäèò
âíóòðåííþþ ïàìÿòü â ñîñòîÿíèå qs è îäíîâðåìåííî ïåðåäâèãàåò óïðàâëÿþùóþ ãîëîâêó â ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó
ñëåâà. Ýòî äåéñòâèå âûðàæàåòñÿ êîìàíäîé

qiaj → qsL.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìàíä, êîòîðûå ìîæåò âûïîëíÿòü ìàøèíà, íàçûâàåòñÿ åå ïðîãðàììîé. Äëÿ êàæäîãî
íåçàêëþ÷èòåëüíîãî âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ qi è êàæäîãî ñèìâîëà aj èç âíåøíåãî àëôàâèòà ïðîãðàììà äîëæíà
ñîäåðæàòü ðîâíî îäíó êîìàíäó, íà÷èíàþùóþñÿ ñ qiaj .

Âûïîëíåíèå êàæäîé èç êîìàíä ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êîíôèãóðàöèè m′ ïî çàäàííîé
êîíôèãóðàöèè m.

Ïóñòü Σ,∆ � íåêîòîðûå àëôàâèòû, íå ñîäåðæàùèå ñèìâîë a0, F � ÷àñòè÷íàÿ n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà Σ∗ âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå Σ è ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå ∆∗.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ F , åñëè åå âíåøíèé àëôàâèò âêëþ÷àåò
àëôàâèòû Σ,∆ è, êàêîâû áû íè áûëè ñëîâà r1, . . . , rn â àëôàâèòå Σ, åñëè çíà÷åíèå F (r1, . . . , rn) îïðåäå-
ëåíî, òî ýòà ìàøèíà ïåðåðàáàòûâàåò êîíôèãóðàöèþ q10r10 . . . 0rn â êîíôèãóðàöèþ 0 . . . 0q00a0 . . . 0, ïðè÷åì
F (r1, . . . , rn) = a, à åñëè çíà÷åíèå F (r1, . . . , rn) íå îïðåäåëåíî, òî â ïðîöåññå ïåðåðàáîòêè êîíôèãóðàöèè
q10r10 . . . 0rn ìàøèíà íèêîãäà íå ïðèäåò â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé ïî
Òüþðèíãó, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ F .

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà èçîáðàæàþòñÿ êàê ñëîâà â îäíîáóêâåííîì àëôàâèòå {|}, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü
îïðäåëåííûì ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé ïî Òüþðèíãó ÷àñòè÷íîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè.

Çàäà÷è

Ïîñòðîèòü ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþùèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
1) s(x) = x+ 1; 2) o(x) = 0; 3) Inm(x1, . . . , xn) = xm (1 ≤ m ≤ n); 4) x+ y;

5) p(x) =
{
x− 1, åñëè x > 0;
0, åñëè x = 0; 6) sg(x) =

{
1, åñëè x > 0;
0, åñëè x = 0; 7) sg(x) =

{
0, åñëè x > 0;
1, åñëè x = 0;

8) d(x) =
{
x− y, åñëè x ≥ y;
0, åñëè x < y; 9) x− y; 10) x

2 ; 11)
[
x
2

]
.

3 ×àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Ñ ïîìîùüþ ìàøèí Òüþðèíãà ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè
èç ìíîæåñòâà Σ∗ â ìíîæåñòâî ∆∗ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ àëôàâèòîâ Σ è ∆. Â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì ïîíÿòèå
âû÷èñëèìîé ïî Òüþðèíãó ÷èñëîâîé ôóíêöèè, ò. å. ÷àñòè÷íîé ìíîãîìåñòíîé ôóíêöèè èç N â N. Ïîñðåäñòâîì
C(n) áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ âû÷èñëèìûõ ïî Òüþðèíãó ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé èç Nn â N. Âìåñòî C(1)

áóäåì ïèñàòü ïðîñòî C.
Íàñêîëüêî õîðîøî ïîíÿòèå ôóíêöèè, âû÷èñëèìîé ïî Òüþðèíãó, ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâíîìó ïîíÿòèþ âû-

÷èñëèìîé ôóíêöèè? Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî ìíîãî äðóãèõ ôîðìàëüíûõ îïèñàíèé âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.
Îêàçàëîñü, ÷òî âñå îíè çàäàþò îäèí è òîò æå êëàññ n-ìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ ÷àñòè÷íûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé,
ñîâïàäàþùèé ñ C(n). Êðîìå òîãî, äî ñèõ ïîð íèêîìó íå óäàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð âû÷èñëèìîé ôóíêöèè,
êîòîðàÿ íå áûëà áû âû÷èñëèìà ïî Òüþðèíãó. Ýòî, à òàêæå ìíîãèå äðóãèå íàáëþäåíèÿ, ïîçâîëèëè ñôîðìóëè-
ðîâàòü ñëåäóþùèé òåçèñ, îáû÷íî íàçûâàåìûé òåçèñîì ×�åð÷à: äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè
èç Σ∗ â ∆∗ ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ýòó ôóíêöèþ. Â ÷àñòíîñòè, èíòóèòèâíî ïîíè-
ìàåìûé êëàññ n-ìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ ÷àñòè÷íûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ C(n). Çàìåòèì, ÷òî òåçèñ
×�åð÷à íåâîçìîæíî íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü, òàê êàê ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé ôóíêöèè íå èìååò ñòðîãîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, òåçèñ ×�åð÷à � ýòî ñâîåãî ðîäà åñòåñòâåííî-íàó÷íàÿ ãèïîòåçà,
ïîäòâåðæäàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îïûòîì.

Êëàññû C(n) (n = 1, 2, . . .) äîïóñêàþò è äðóãîå, âíóòðåííåå îïèñàíèå, êîòîðîå ïîëåçíî çíàòü âñÿêîìó, êòî
èçó÷àåò òåîðèþ àëãîðèòìîâ.

Ñëåäóþùèå òîòàëüíûå (ò. å. âñþäó îïðåäåëåííûå) ÷èñëîâûå ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòåéøèìè èëè
áàçèñíûìè: s(x) = x + 1; o(x) = 0; Inm(x1, . . . , xn) = xm (1 ≤ m ≤ n). Î÷åâèäíî, ÷òî âñå áàçèñíûå ôóíêöèè
âû÷èñëèìû. Áîëåå òîãî, ðåøèâ çàäà÷è 1) -3) èç ðàçäåëà 2, ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå îíè âû÷èñëèìû ïî Òüþðèíãó.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n-ìåñòíàÿ (n ≥ 1) ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ h ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïîäñòà-
íîâêè èç k-ìåñòíîé ôóíêöèè f è n-ìåñòíûõ ôóíêöèé g1, . . . , gk, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ N èìååò ìåñòî
óñëîâíîå ðàâåíñòâî

h(x1, . . . , xn) ' f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn)).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = 1 ïîëó÷àåòñÿ îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè èç ôóíêöèé s(x) è o(x). Ôóíêöèÿ

f(x, y, z) = z + 1

ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé èç ôóíêöèé s(x) è I3
3 (x, y, z). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèè f, g1, . . . , gk âñþäó îïðå-

äåëåíû, òî h � òîòàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèè f, g1, . . . , gk âû÷èñëèìû, òî è ôóíêöèÿ h
âû÷èñëèìà.

Ñêàæåì, ÷òî (n+ 1)-ìåñòíàÿ (n ≥ 1) ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ h ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ðåêóðñèè èç
n-ìåñòíîé ôóíêöèè f è (n+2)-ìåñòíîé ôóíêöèè g, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn, y ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâíûå ðàâåíñòâà:

h(x1, . . . , xn, 0) ' f(x1, . . . , xn);

h(x1, . . . , xn, y + 1) ' g(x1, . . . , xn, y, h(x1, . . . , xn, y)).

Äëÿ n = 0 îïåðàöèÿ ðåêóðñèè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îäíîìåñòíàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ h ïîëó-
÷àåòñÿ îïåðàöèåé ðåêóðñèè èç äâóìåñòíîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè g è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a, åñëè äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî y âûïîëíÿþòñÿ óñëîâíûå ðàâåíñòâà

h(0) = a;

h(y + 1) ' g(y, h(y)).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ h(x, y) = x+y ïîëó÷àåòñÿ ðåêóðñèåé èç ôóíêöèé I1
1 (x) è g(x, y, z) = z+1. Î÷åâèäíî, ÷òî

åñëè ôóíêöèÿ h ïîëó÷àåòñÿ ðåêóðñèåé èç âû÷èñëèìûõ ôóíêöèè f è g, òî è ôóíêöèÿ h âû÷èñëèìà. Êðîìå
òîãî, åñëè ôóíêöèè f è g âñþäó îïðåäåëåíû, òî h � òîòàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåïóðñèâíîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç áàçèñíûõ ôóíêöèé ñ
ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåíåíèé îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè è ðåêóðñèè. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ f ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f0, . . . , fn, â êîòîðîé
êàæäàÿ ôóíêöèÿ fi (i ≤ n) ëèáî ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç êàêèõ-íèáóäü ïðåäøåñòâóþùèõ
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè èëè ðåêóðñèè, è ïðè ýòîì fn åñòü ôóíêöèÿ f . Êàê ïîêàçûâàþò ïðèâåäåí-
íûå âûøå ïðèìåðû, ôóíêöèè f(x) = 1, g(x, y) = x+ y ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûìè. Èç îòìå÷åííûõ
âûøå ñâîéñòâ îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè è ðåêóðñèè íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ
ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà è ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n-ìåñòíàÿ (n ≥ 1) ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ g ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ìèíèìèçà-
öèè (èëè µ-îïåðàòîðà) èç (n+ 1)-ìåñòíîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè f , åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn, y ∈ N çíà÷åíèå
g(x1, . . . , xn) îïðåäåëåíî è ðàâíî y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî z < y çíà÷åíèå f(x1, . . . , xn, z)
îïðåäåëåíî è íå ðàâíî 0, à f(x1, . . . , xn, y) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

g(x1, . . . , xn) ' µy[f(x1, . . . , xn, y) = 0].

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ g ïîëó÷àåòñÿ îïåðàöèåé ìèíèìèçàöèè èç âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f , òî g òàêæå
âû÷èñëèìà, îäíàêî îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ íå òîòàëüíîé, äàæå åñëè ôóíêöèÿ f âñþäó îïðåäåëåíà.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç áàçèñíûõ ôóíêöèé ñ ïîìî-
ùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåíåíèé îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè, ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíê-
öèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, çàêàí÷èâà-
þùàÿñÿ ôóíêöèåé f , â êîòîðîé êàæäàÿ ôóíêöèÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè, ðåêóðñèè èëè ìèíèìèçàöèè. Òîòàëüíûå ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûå
ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ îáùåðåêóðñèâíûìè.

Òåîðåìà 3.1 Êëàññ âñåõ n-ìåñòíûõ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì C(n).

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ðóòèííûì ñïîñîáîì. Ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî â
ñèëó òåçèñà ×�åð÷à ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åùå îäíî óòî÷íåíèå
ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè.
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Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà, òî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà òàêæå
ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)), ãäå σ � ïðîèçâîëüíàÿ òîòàëüíàÿ ôóíêöèÿ èç {1, . . . , n} â
{1, . . . , n}.

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà, òî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà òàêæå
ôóíêöèÿ h(x1, . . . , xn, xn+1) = f(x1, . . . , xn).

3. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû:

à) f(x, y) = x · y; á) f(x, y) = xy (çäåñü 00 = 1); â) f(x) = x! (çäåñü 0! = 1);

ã) sg(x) =
{

1, åñëè x > 0;
0, åñëè x = 0; ä) sg(x) =

{
0, åñëè x > 0;
1, åñëè x = 0; å) p(x) =

{
x− 1, åñëè x > 0;
0, åñëè x = 0;

æ) d(x) =
{
x− y, åñëè x ≥ y;
0, åñëè x < y; ç) |x− y|; è) max(x, y); ê) min(x, y).

4. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíû:

à) x− y; á) x
y ; â) y

√
x; ã) x

2 ; ä)
[
x
2

]
.

4 Ìàøèíà ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåãèñòðàìè

Ðàññìîòðèì åùå îäíî óòî÷íåíèå èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà, ðàáîòàþùåãî ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Ìàøèíà ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåãèñòðàìè (ÌÍÐ) � ýòî ñâîåãî ðîäà èäåàëèçèðîâàííûé êîìïüþòåð. ÌÍÐ

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåãèñòðîâ R1, R2, R3, . . ., â êàæäîì èç êîòîðûõ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè çàïèñàíî
íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×èñëî ñîäåðæàùååñÿ â ðåãèñòðå Rn, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü rn. Ñîäåðæèìîå ðå-
ãèñòðîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîé êîìàíäû. Êîíå÷íûé ñïèñîê êîìàíä îáðàçóåò ïðîãðàììó.
Êîìàíäû áûâàþò ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ òèïîâ:
1) Êîìàíäà îáíóëåíèÿ èìååò âèä Z(n) (n ∈ {1, 2, 3, . . .}). Âûïîëíåíèå òàêîé êîìàíäû çàìåíÿåò ñîäåðæèìîå
ðåãèñòðà Rn íà 0, íå çàòðàãèâàÿ äðóãèå ðåãèñòðû.
2) Êîìàíäà ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû èìååò âèä S(n), ãäå n ∈ {1, 2, 3, . . .}. Âûïîëíåíèå òàêîé êîìàíäû óâåëè÷è-
âàåò ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà Rn íà 1, íå çàòðàãèâàÿ äðóãèå ðåãèñòðû.
3) Êîìàíäà ïåðåàäðåñàöèè èìååò âèä T (m,n) (çäåñü m,n ∈ {1, 2, 3, . . .}). Âûïîëíåíèå òàêîé êîìàíäû çàìåíÿåò
ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà Rn ÷èñëîì rm, ñîäåðæàùèìñÿ â ðåãèñòðå Rm, íå çàòðàãèâàÿ äðóãèå ðåãèñòðû (âêëþ÷àÿ
Rm).
4) Êîìàíäà óñëîâíîãî ïåðåõîäà èìååò âèä J(m,n, q) (m,n, q ∈ {1, 2, 3, . . .}). Âûïîëíåíèå òàêîé êîìàíäû ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñðàâíèâàåòñÿ ñîäåðæèìîå ðåãèñòðîâ Rm è Rn. Åñëè rm = rn, òî ìàøèíà ïåðåõîäèò ê
âûïîëíåíèþ q-é êîìàíäû âûïîëíÿåìîé ïðîãðàììû; åñëè rm 6= rn, òî ìàøèíà ïåðåõîäèò ê âûïîëíåíèþ ñëåäó-
þùåé êîìàíäû. Åñëè òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå êîìàíäû ñ íîìåðîì, ïðåâîñõîäÿùèì ÷èñëî êîìàíä â ïðîãðàììå,
ìàøèíà ïðåêðàùàåò ðàáîòó.

Êîìàíäû îáíóëåíèÿ, ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû è ïåðåàäðåñàöèè íàçûâàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè.
Ïóñòü n ∈ {1, 2, 3, . . .}. Êàæäóþ ïðîãðàììó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãîðèòì ñ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ

èñõîäíûõ äàííûõ Nn. Ïðèìåíåíèå òàêîãî àëãîðèòìà ê èñõîäíîìó äàííîìó 〈x1, . . . , xn〉 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷èñëà x1, . . . , xn ïîìåùàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ðåãèñòðû R1, . . . , Rn, ïðè ýòîì âî âñåõ
îñòàëüíûõ ðåãèñòðàõ ñîäåðæèòñÿ 0. Çàòåì âûïîëíÿþòñÿ êîìàíäû äàííîé ïðîãðàììû, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé. Îäèí
øàã ðàáîòû àëãîðèòìà ñîñòîèò â âûïîëíåíèè îäíîé êîìàíäû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà
íàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì. Âû÷èñëåíèå çàâåðøàåòñÿ, êîãäà â ïðîãðàììå íåò êîìàíäû, êîòîðóþ ìîæíî áûëî
áû âûïîëíèòü. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè, åñëè

1) âûïîëíåíà ïîñëåäíÿÿ êîìàíäà ïðîãðàììû, è ýòà êîìàíäà áûëà àðèôìåòè÷åñêîé;
2) ïðè âûïîëíåíèè êîìàíäû J(m,n, q) îêàçàëîñü, ÷òî rm = rn, íî q ïðåâîñõîäèò ÷èñëî êîìàíä â ïðîãðàììå;
3) ïðè âûïîëíåíèè êîìàíäû J(m,n, q) îêàçàëîñü, ÷òî rm 6= rn, íî ýòî áûëà ïîñëåäíÿÿ êîìàíäà ïðîãðàììû.
Çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà âñåãäà ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòèâíûì. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàïèñàííîå â ðåãèñòðå R1 â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàêîâî áû
íè áûëî n ∈ {1, 2, 3, . . .}, êàæäàÿ ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ÷àñòè÷íóþ n-ìåñòíóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ.

×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èç Nn â N íàçûâàåòñÿ ÌÍÐ-âû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà äëÿ ÌÍÐ,
êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ýòó ôóíêöèþ.

Ïðèìåðû.
1. Ôóíêöèÿ f(x, y) = x+ y âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîãðàììîé:
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1. J(3, 2, 5);

2. S(1);

3. S(3);

4. J(1, 1, 1).

2. Êàêîâî áû íè áûëî n ∈ {1, 2, 3, . . .}, íèãäå íå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ èç Nn â N âû÷èñëÿåòñÿ, íàïðèìåð,
ñëåäóþùåé ïðîãðàììîé:

1. J(1, 1, 1).

Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÌÍÐ-âû÷èñëèìû:

à) sg(x); á) f(x) = 5; â) f(x, y) =
{

0, åñëè x = y,
1, åñëè x 6= y; ã) f(x, y) =

{
0, åñëè x ≤ y,
1, åñëè x > y;

ä) f(x) = x
3 ; å) f(x) =

[
2x
3

]
([z] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà z).

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãðàììîé áåç êîìàíä óñëîâíîãî ïåðåõîäà, òî íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî m, ÷òî ëèáî (∀x)f(x) = m, ëèáî (∀x)f(x) = x+m.

3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ÌÍÐ-âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà áåç êîìàíä ïåðåàäðåñàöèè,
âû÷èñëÿþùàÿ ýòó ôóíêöèþ.

5 ÌÍÐ-âû÷èñëèìîñòü ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé

Ìû äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà íà ìàøèíå ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåãè-
ñòðàìè.

5.1 Ñîåäèíåíèå ïðîãðàìì

Â äàëüíåéøåì íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðîãðàììû, êîòîðûå ñîäåðæàò äðóãèå ïðîãðàììû â êà÷åñòâå
ïîäïðîãðàìì. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü ñëîæíûå ïðîãðàììû èç
áîëåå ïðîñòûõ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðîãðàìì. Ïóñòü ïðîãðàììà P ñîñòîèò
èç êîìàíä I1, . . . , Is. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîãðàììà P èìååò ñòàíäàðòíûé âèä, åñëè âî âñÿêîé êîìàíäå
óñëîâíîãî ïåðåõîäà J(m,n, q) èç P âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî q ≤ s+ 1. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ïðîãðàììà P
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ïóòåì çàìåíû â íåé âñÿêîé êîìàíäû âèäà J(m,n, q), ãäå q > s+1
íà J(m,n, s+ 1), âûïîëíÿþùóþ òî÷íî òàêîå æå äåéñòâèå, à èìåííî, îñòàíîâêó âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû P .

Ïóñòü òåïåðü P = I1, . . . , Is è Q = I ′1, . . . , I
′
t � ïðîãðàììû ñòàíäàðòíîãî âèäà. Ñîåäèíåíèåì ïðîãðàìì P è

Q íàçûâàåòñÿ ïðîãðàììà
PQ = I1, . . . , Is, Is+1, . . . , Is+t,

ãäå Is+1, . . . , Is+t � êîìàíäû ïîëó÷åííûå èç êîìàíä ïðîãðàììû Q çàìåíîé êàæäîé êîìàíäû óñëîâíîãî ïå-
ðåõîäà J(m,n, q) íà J(m,n, s + q). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû PQ òàêîé æå, êàê è
ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì P è Q. Ìîæíî ãîâîðèòü òàêæå î ñîåäèíåíèè òðåõ è
áîëåå ïðîãðàìì, ïîíèìàÿ, íàïðèìåð, ïðîãðàììó PQR êàê (PQ)R.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà ïðîãðàììà èñïîëüçóåòñÿ êàê ïîäïðîãðàììà â äðóãîé ïðîãðàììå, âàæíî ïîçàáî-
òèòüñÿ î òîì, ÷òîáû â õîäå âûïîëíåíèÿ ïîäïðîãðàììû íå èçìåíèëîñü ñîäåðæèìîå ðåãèñòðîâ, èñïîëüçóåìûõ
îñíîâíîé ïðîãðàììîé. Ýòîãî íåòðóäíî äîáèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü
ïðîãðàììó P êàê ïîäïðîãðàììó ïðè ñîñòàâëåíèè íîâîé ïðîãðàììû Q. Ïîñêîëüêó ïðîãðàììà P êîíå÷íà,
â íåé èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðåãèñòðîâ, òàê ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî u (îáîçíà÷èì åãî
ρ(P )), ÷òî ðåãèñòðû Rv ïðè v > u íå èñïîëüçóþòñÿ â ýòîé ïðîãðàììå. Òîãäà ïðè ñîñòàâëåíèè ïðîãðàììû Q,
èñïîëüçóþùåé P â êà÷åñòâå ñâîåé ÷àñòè, ò. å. ïîäïðîãðàììû, íóæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ðàáî÷èõ òîëüêî
ðåãèñòðû Rv ïðè v > u.

Åñëè ïðîãðàììà P ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ
îáùèìè ñîãëàøåíèÿìè, èñõîäíûå äàííûå çàïèñûâàþòñÿ â ðåãèñòðû R1, . . . , Rn, à ðåçóëüòàò � â ðåãèñòð R1.
Â òîæå âðåìÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììû P â êà÷åñòâå ïîäïðîãðàììû â äðóãîé ïðîãðàììå, èñõîäíûå
äàííûå äëÿ P ìîãóò áûòü çàïèñàíû â êàêèõ-òî äðóãèõ ðåãèñòðàõ Rl1 , . . . , Rln , à ðåçóëüòàò òðåáóåòñÿ ïîìåñòèòü
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â ðåãèñòð Rl. ×òîáû îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììû P , ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü
åå â ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó, ÿâëÿþùóþñÿ ñîåäèíåíèåì òðåõ ïðîãðàìì:

T (l1, 1);
. . .
T (ln, n);
Z(n+ 1);
. . .
Z(ρ(P ));

P
{T (1, l) .
Ìîäèôèöèðîâàííóþ òàêèì îáðàçîì ïðîãðàììó P áóäåì îáîçíà÷àòü

P [l1, . . . , ln → l].

5.2 Ðåàëèçàöèÿ ïîäñòàíîâêè íà ÌÍÐ

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññ âñåõ ÌÍÐ-âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîäñòàíîâ-
êè.

Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x), ãäå x = (x1, . . . , xn), ïîëó÷åíà ïîäñòàíîâêîé èç ÌÍÐ-âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé f(y1, . . . , yk) è g1(x), . . . , gk(x). Òîãäà è ôóíêöèÿ h(x) ÌÍÐ-âû÷èñëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîãðàììû F,G1, . . . , Gk, èìåþùèå ñòàíäàðòíûé âèä, âû÷èñëÿþò ñîîòâåòñòâåí-
íî ôóíêöèè f, g1, . . . , gk. Íàïèøåì ïðîãðàììó H äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè h. Ïóñòü

m = max(n, k, ρ(F ), ρ(G1), . . . , ρ(Gk)).

Òîãäà ïðîãðàììà H áóäåò âûãëÿäåòü êàê ñëåäóþùåå ñîåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ïðîãðàìì: T (1,m+ 1);
. . .
T (n,m+ n);

G1[m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ n→ m+ n+ 1]
. . .
Gk[m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ n→ m+ n+ k]
F [m+ n+ 1, . . . ,m+ n+ k → 1]
Âñïîìíèâ òîëüêî ÷òî ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ïðîãðàìì, ÷èòàòåëü áåç òðóäà óáå-

äèòñÿ, ÷òî ïðîãðàììà H äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ h. Òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà.

5.3 Ðåàëèçàöèÿ ðåêóðñèè íà ÌÍÐ

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññ âñåõ ÌÍÐ-âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ðåêóðñèè.

Òåîðåìà 5.2 Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x, y), ãäå x = (x1, . . . , xn), ïîëó÷åíà ðåêóðñèåé èç ÌÍÐ-âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé f(x) è g(x, y, z). Òîãäà è ôóíêöèÿ h(x, y) ÌÍÐ-âû÷èñëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîãðàììû F è G, èìåþùèå ñòàíäàðòíûé âèä, âû÷èñëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ôóíê-
öèè f(x) è g(x, y, z). Íàïèøåì ïðîãðàììó H äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè h(x, y). Ïóñòü

m = max(n+ 2, ρ(F ), ρ(G)).

Îáîçíà÷èì ñóììó m+n ÷åðåç t. Òîãäà ïðîãðàììà H áóäåò âûãëÿäåòü êàê ñëåäóþùåå ñîåäèíåíèå íåñêîëüêèõ
ïðîãðàìì: T (1,m+ 1);

. . .
T (n+ 1,m+ n+ 1);

F [1, 2, . . . , n→ t+ 3]
{Iq : J(t+ 2, t+ 1, p)
G[m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ n, t+ 2, t+ 3 → t+ 3] S(t+ 2);

J(1, 1, q);
Ip : T (t+ 3, 1)

Âñïîìíèâ ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ïðîãðàìì, ÷èòàòåëü áåç òðóäà óáåäèòñÿ,
÷òî ïðîãðàììà H äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ h. Òåîðåìà 5.2 äîêàçàíà.
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5.4 Ðåàëèçàöèÿ ìèíèìèçàöèè íà ÌÍÐ

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññ âñåõ ÌÍÐ-âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ìèíèìèçà-
öèè.

Òåîðåìà 5.3 Ïóñòü g(x) = µy[f(x, y) = 0], ãäå x = (x1, . . . , xn), à f(x, y) åñòü ÌÍÐ-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) òàêæå ÌÍÐ-âû÷èñëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîãðàììà F , èìåþùàÿ ñòàíäàðòíûé âèä, âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f(x, y). Íàïèøåì
ïðîãðàììó G äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè g(x). Ïóñòüm = max(n+1, ρ(F )). Òîãäà ïðîãðàììà G áóäåò âûãëÿäåòü
êàê ñëåäóþùåå ñîåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ïðîãðàìì: T (1,m+ 1);

. . .
T (n,m+ n);

Jp : F [m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ n+ 1 → 1]
(ò. å. Jp ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì ïåðâîé êîìàíäû)

J(1,m+ n+ 2, q);
S(m+ n+ 1);
J(1, 1, p);
Iq : T (m+ n+ 1, 1)

Âñïîìíèâ ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ïðîãðàìì, ÷èòàòåëü áåç òðóäà óáåäèòñÿ,
÷òî ïðîãðàììà G äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ g. Òåîðåìà 5.3 äîêàçàíà.

5.5 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 5.4 Âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÌÍÐ-âû÷èñëèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáàÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç áà-
çèñíûõ ôóíêöèé

o(x), s(x), Inm(x1, . . . , xn)(n = 1, 2, . . . ; 1 ≤ m ≤ n)

ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïîäñòàíîâêè, ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè. Áàçèñíûå ôóíêöèè, î÷åâèäíî, ÌÍÐ-âû÷èñëè-
ìû. Òàê, ôóíêöèÿ o(x) âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãðàìììîé, ñîñòîÿùåé èç îäíîé êîìàíäû

Z(1),

ôóíêöèÿ s(x) âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãðàìììîé, ñîñòîÿùåé èç îäíîé êîìàíäû

S(1),

à ôóíêöèÿ Inm(x1, . . . , xn) âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãðàìììîé, ñîñòîÿùåé èç îäíîé êîìàíäû

T (m, 1).

Îòñþäà è èç òåîðåì 5.1�5.3 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ÌÍÐ-âû÷èñëèìà.
Òåîðåìà 5.4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5.5 Âñÿêàÿ ÌÍÐ-âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíî ñ ïîìîùüþ òàêîãî ðàññóæäåíèÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x), ãäå x =
(x1, . . . , xn), âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãðàììîé P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç c(x, t) ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà R1 ïîñëå t øàãîâ
ðàáîòû ïðîãðàììû P íà èñõîäíûõ äàííûõ x, åñëè îíà íå çàâåðøèëàñü ðàíüøå, è çàêëþ÷èòåëüíîå ñîäåðæèìîå
ðåãèñòðà R1, åñëè ðàáîòà ïðîãðàììû çàâåðøèëàñü çà < t øàãîâ. ×åðåç j(x, t) îáîçíà÷èì íîìåð ñëåäóþùåé
êîìàíäû ïîñëå òîãî êàê ñäåëàíî ðîâíî t øàãîâ ðàáîòû ïðîãðàììû P íà èñõîäíûõ äàííûõ x, åñëè îíà íå
çàâåðøèëîñü ðàíüøå, è 0, åñëè ðàáîòà ïðîãðàììû çàâåðøèëàñü çà ≤ t øàãîâ. Òîãäà, î÷åâèäíî,

f(x) ' c(x, µt[j(x, t) = 0]).

Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè c è j ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíû. Ýòî äàåò ÷àñòè÷íóþ ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè f .
Òàêèì îáðàçîì, êëàññû ÷èñëîâûõ ôóíêöèé âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà è íà ìàøèíàõ ñ íåîãðà-

íè÷åííûìè ðåãèñòðàìè, ñîâïàäàþò ñ êëàññîì âñåõ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Ýòîò ôàêò ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê åùå îäèí äîâîä â ïîëüçó òåçèñà ×�åð÷à, â ñèëó êîòîðîãî ìû òåïåðü èìååì, ÷òî ÷èñëîâûå
ôóíêöèè, âû÷èñëèìûå â èíòóèòèâíîì ñìûñëå, � ýòî â òî÷íîñòè ÌÍÐ-âû÷èñëèìûå ôóíêöèè.
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Çàäà÷è

Ñîñòàâèòü ïðîãðàììû äëÿ ÌÍÐ, âû÷èñëÿþùèå ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå ôóíêöèè:
1) f(x, y, z) = x+ y + z; 2) f(x) = x! (ôàêòîðèàë); 3) f(x, y) = x · y; 4) f(x, y) = xy; 5) f(x, y) = |x− y|;
6) f(x, y) = max(x, y); 7) f(x, y) = min(x, y); 8) f(x, y) = x

y .

6 Íóìåðàöèÿ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî N = {0, 1, 2, . . .}. Ïóñòü N+ = {1, 2, . . .}. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

π(m,n) = 2m · (2n+ 1)− 1

çàäàåò âû÷èñëèìîå âçèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè N×N è N. Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ

ζ(m,n, q) = π(π(m− 1, n− 1), q − 1)

çàäàåò âû÷èñëèìîå âçèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè N+ × N+ × N+ è N. Íàêîíåö,
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

τ(〈a1, . . . , ak〉) = 2a1 + 2a1+a2+1 + 2a1+a2+a3+2 + . . .+ 2a1+a2+...+ak+k−1 − 1

(â äàëüíåéøåì âìåñòî τ(〈a1, . . . , ak〉) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî τ(a1, . . . , ak)). Ôóíêöèÿ τ çàäàåò âû÷èñëèìîå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâîì N.
Ðåàëüíî ýòî ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê. Äëÿ äàííîãî êîðòåæà 〈a1, . . . , ak〉 áóäåì ñòðîèòü êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö ñïðàâà íàëåâî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâóþ åäèíèöó ïîñòàâèì íà (a1+1)-
ì ìåñòå ñïðàâà, ò. å ïèøåì a1 íóëåé, à çà íèìè � îäíó åäèíèöó. Âòîðóþ åäèíèöó ïîñòàâèì íà (a2 +1)-ì ìåñòå
âëåâî îò ïåðâîé åäèíèöû, è òàê äàëåå. Íàêîíåö, ïîñëåäíþþ, k-þ åäèíèöó ïîñòàâèì íà (ak + 1)-ì ìåñòå ñëåâà
îò (k−1)-é åäèíèöû. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ íåêîòîðîãî
ïîëîæèòåëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a. Òîãäà a−1 êàê ðàç è åñòü τ(a1, . . . , ak). Ïóñòü, íàïðèìåð, äàí êîðòåæ
〈3, 7, 1〉. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, τ(3, 7, 1) = 23 + 211 + 213 − 1. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö,
êàê ñêàçàíî âûøå. Ïîëó÷èì äâîè÷íîå ÷èñëî 10100000001000, î÷åâèäíî, ðàâíîå ÷èñëó 23 + 211 + 213. Âû÷èòàÿ
èç íåãî 1, êàê ðàç è ïîëó÷àåì τ(3, 7, 1).

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè π è ζ, êàæäîé êîìàíäå I äëÿ ÌÍÐ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî β(I) ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó:

β(Z(n)) = 4(n− 1);
β(S(n)) = 4(n− 1) + 1;
β(T (m,n)) = 4π(m− 1, n− 1) + 2;
β(J(m,n, q)) = 4ζ(m,n, q) + 3.
Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ β çàäàåò âû÷èñëèìîå âçâèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìàíäàìè äëÿ ÌÍÐ

è íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. ×èñëî β(I) áóäåì íàçûâàòü ã�åäåëåâûì íîìåðîì êîìàíäû I. Íàêîíåö, äëÿ ëþáîé
ïðîãðàììû P = I1, I2, . . . , Is ïîëîæèì

γ(P ) = τ(β(I1), . . . , β(Is)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ γ çàäàåò âû÷èñëèìîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîãðàììàìè äëÿ
ÌÍÐ è íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. ×èñëî γ(P ) áóäåì íàçûâàòü ã�åäåëåâûì íîìåðîì ïðîãðàììû P èëè ïðîñòî
åå íîìåðîì. Ïðîãðàììó ñ íîìåðîì n áóäåì îáîçíà÷àòü Pn.

Êàê èçâåñòíî, ïðè ëþáîì n ≥ 1 âñÿêàÿ ïðîãðàììà äëÿ ÌÍÐ âû÷èñëÿåò íåêîòîðóþ ÷àñòè÷íóþ n-ìåñòíóþ
÷èñëîâóþ ôóíêöèþ. n-ìåñòíóþ ôóíêöèþ, âû÷èñëÿåìóþ ïðîãðàììîé Pa, áóäåì îáîçíà÷àòü ϕ(n)

a . Îäíîìåñòíóþ
ôóíêöèþ, âû÷èñëÿåìóþ ïðîãðàììîé Pa, áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî ϕa.

Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëèìûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñëîâûõ ôóíêöèé èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, î÷åâèäíî ñóùåñòâîâàíèå íåâû÷èñëèìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèâåñòè êîíêðåòíûé ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè. Ïóñòü

f(n) =
{
ϕn(n) + 1, åñëè çíà÷åíèå ϕn(n) îïðåäåëåíî;
0, åñëè çíà÷åíèå ϕn(n) íå îïðåäåëåíî.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà. Òîãäà îíà ÌÍÐ-âû÷èñëèìà. Ïóñòü f âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãðàììîé
Pm, ò. å. f åñòü ϕm. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ϕm(m) îïðåäåëåíî, òàê ÷òî èìååì:

f(m) = ϕm(m) + 1 = f(m) + 1.

Ýòî ÿâíûé àáñóðä. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ôóíêöèÿ f íåâû÷èñëèìà.
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Çàäà÷è.

1. Íàéòè ã�åäåëåâ íîìåð êîìàíäû J(3, 4, 2).

2. Íàéòè êîìàíäó ñ íîìåðîì 503.

3. Íàéòè íîìåð ñëåäóþùåé ïðîãðàììû:

1. T (3, 4);

2. S(3);

3. Z(1).

4. Íàéòè ïðîãðàììó P100.

5. Äîêàçàòü, ÷òî íåâû÷èñëèìà ôóíêöèÿ f(n) =
{
ϕn(n) + 27n, åñëè ϕn(n) îïðåäåëåíî
n2, åñëè ϕn(n) íå îïðåäåëåíî .

6. Ïóñòü f(x, y) � òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî m îáîçíà÷èì ÷åðåç gm òàêóþ ôóíêöèþ,
÷òî (∀y)gm(y) = f(m, y). Ïîñòðîèòü òàêóþ òîòàëüíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ h, ÷òî (∀m)h 6= gm.

7 Òåîðåìà î ïàðàìåòðèçàöèè

Óñëîâèìñÿ î íåêîòîðûõ òåðìèíàõ è îáîçíà÷åíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ôóíêöèÿìè. Â ýòîé è ñëåäóþùèõ ëåöèÿõ ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ÷èñëîâûå ôóíêöèè, ò. å. ìíîãîìåñòíûå ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè èç N â N. Âñþäó
îïðåäåëåííûå ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü òîòàëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Èíîãäà ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ïóòåì âûðàæåíèÿ åå çíà÷åíèé ÷åðåç çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ â âèäå ÷èñëîâîé
ôîðìû. Íàïðèìåð, ãîâîðÿò î ôóíêöèè x2. ×òîáû âûðàæàòüñÿ áîëåå àêêóðàòíî è ðàçëè÷àòü ÷èñëîâûå (è
âîîáùå, èìåííûå) ôîðìû è çàäàâàåìûå èìè ôóíêöèè, îáû÷íî èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå λ-îáîçíà÷åíèÿ.
Íàïðèìåð, óïîìÿíóòóþ ôóíêöèþ x2 ìîæíî îáîçíà÷èòü òàê: λx.x2. Âîîáùå, åñëè äàíà èìåííàÿ ôîðìà f(x) ñ
åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì x, òî âûðàæåíèå λx.f(x) ñ÷èòàåòñÿ èìåíåì (ò. å. îáîçíà÷åíèåì) ôóíêöèè, êîòîðàÿ
êàæäîìó çíà÷åíèþ a ïåðåìåííîé x ñîïîñòàâëÿåò çíà÷åíèå f(a) ôîðìû f(x) ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé x.
Â âûðàæåíèè λx.f(x) ïåðåìåííàÿ x îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé. Åñëè èìåííàÿ ôîðìà f(x,y) íàðÿäó ñ x ñîäåðæèò
äðóãèå ïàðàìåòðû èç ñïèñêà y, òî âûðàæåíèå λx.f(x,y) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìîé ñ ïàðàìåòðàìè y,
çíà÷åíèåì êîòîðîé ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ a ïàðàìåòðîâ y ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ λx.f(x,a). Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîãîìåñòíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü äàíà èìåííàÿ ôîðìà f(x1, . . . , xn) ñ ïàðàìåòðàìè x1, . . . , xn.
Òîãäà âûðàæåíèå λx1 . . . xn.f(x1, . . . , xn) ñ÷èòàåòñÿ îáîçíà÷åíèåì n-ìåñòíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ êàæäîìó íà-
áîðó a1, . . . , an çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ñîïîñòàâëÿåò îáúåêò, èìåíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå
f(a1, . . . , an). Åñëè èìåííàÿ ôîðìà f(x1, . . . , xn,y) íàðÿäó ñ x1, . . . , xn ñîäåðæèò äðóãèå ïàðàìåòðû èç ñïèñêà
y, òî âûðàæåíèå λx1 . . . xn.f(x1, . . . , xn,y) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìîé ñ ïàðàìåòðàìè y, çíà÷åíèåì
êîòîðîé ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ a ïàðàìåòðîâ y ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

λx1 . . . xn.f(x1, . . . , xn,a).

Òåîðåìà 7.1 (òåîðåìà î ïàðàìåòðèçàöèè) Ïóñòü f � äâóìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Ñóùåñòâóåò
îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ k òàêàÿ, ÷òî f(x, y) ' ϕk(x)(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîãðàììà F âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f . Äëÿ êàæäîãî x ïîñòðîèì ïðîãðàììó Qx,
ÿâëÿþùóþñÿ ñîåäèíåíèåì äâóõ ïðîãðàìì:

T (1, 2);
Z(1);
S(1);
. . .
S(1)

F ,
ãäå êîìàíäà S(1) íàïèñàíà x ðàç. Ïóñòü k(x) � ã�åäåëåâ íîìåð ïðîãðàììû Qx. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ k
âû÷èñëèìà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîãðàììà Qx âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ λy.f(x, y), ò. å. èìååò ìåñòî

f(x, y) ' ϕk(x)(y),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà 7.1 äîêàçàíà.
Òîëüêî ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà èìååò ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå.
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Òåîðåìà 7.2 (s-m-n-òåîðåìà) Äëÿ ëþáûõ m,n ≥ 1 ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ (m+1)-ìåñòíàÿ
ôóíêöèÿ smn òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë e, x1, . . . , xm, y1, . . . , yn èìååò ìåñòî

ϕ(m+n)
e (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) ' ϕ

(n)
sm

n (e,x1,...,xm)(y1, . . . , yn).

Ýòà òåîðåìà èìååò ïðîçðà÷íûé ñìûñë: ïî ïðîãðàììå ñ ã�åäåëåâûì íîìåðîì e, âû÷èñëÿþùåé (m + n)-
ìåñòíóþ ôóíêöèþ ϕ

(m+n)
e , è ïðîèçâîëüíîìó íàáîðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, . . . , xm ìîæíî íàéòè (ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè smn ) ã�åäåëåâ íîìåð ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ

λy1 . . . yn.ϕ
(m+n)
e (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn).

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîãî æå ïðîãðàììèñòñêîãî ïðèåìà, ÷òî è òåîðåìà î ïàðàìåòðèçàöèè.

8 Óíèâåðñàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ n-ìåñòíûõ (n ≥ 1) ôóíêöèé. Òîãäà (n + 1)-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ U íàçûâàåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà K, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî e ôóíêöèÿ λx1 . . . xn.U(e, x1, . . . , xn) ïðèíàäëåæèò êëàññó K;

• äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç êëàññà K ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî e, ÷òî

f = λx1 . . . xn.U(e, x1, . . . , xn).

Î÷åâèäíî, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êëàññà K ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êëàññ
K íå áîëåå ÷åì ñ÷åòåí. Áîëåå èíòåðåñåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âû÷èñëèìûõ óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ
êëàññîâ, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 8.1 (ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñëèìîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà n ≥ 1 ñóùåñòâóåò (n+1)-ìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êëàññà C(n) âñåõ n-ìåñòíûõ
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (n+1)-ìåñòíóþ ôóíêöèþ Φ(n) îïðåäåëèì êàê λex1 . . . xn.ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn).Ôóíêöèÿ Φ(n)

âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì àëãîðèòìîì:
"Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà e, x1, . . . , xn. Íàéäèòå ïðîãðàììó Pe ñ íîìåðîì e. Çàòåì ïîìåñòèòå â

ðåãèñòðû R1, . . . , Rn ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà x1, . . . , xn è çàïóñòèòå âûïîëíåíèå ïðîãðàììû Pe. Åñëè âû÷èñëåíèå
çàêàí÷èâàåòñÿ, òðåáóåìîå çíà÷åíèå Φ(n)(e, x1, . . . , xn) ñîäåðæèòñÿ â ðåãèñòðå R1."

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Φ(n) âû÷èñëèìà.
Äîêàæåì, ÷òî Φ(n) � óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êëàññà C(n). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

e ôóíêöèÿ λx1 . . . xn.Φ(n)(e, x1, . . . , xn) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ϕe è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó C(n).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ ôóíêöèÿ f èç êëàññà C(n) âû÷èñëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïðîãðàììîé Pe è ïîòîìó èìååò
âèä ϕe äëÿ íåêîòîðîãî e. Íî òîãäà, î÷åâèäíî, f = λx1 . . . xn.Φ(n)(e, x1, . . . , xn). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà âñåõ îäíîìåñòíûõ òî-
òàëüíûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êëàññà âñåõ îäíîìåñòíûõ ïðèìè-
òèâíî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

3. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè, óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà âñåõ îäíî-
ìåñòíûõ ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îáùåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé.
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9 Ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü X � íåêîòîðûé àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, A � åãî ïîäìíîæåñòâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χA : X → {0, 1}, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χA(x) =
{ 1, åñëèx ∈ A;

0, åñëèx 6∈ A.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì (èëè ðåêóðñèâíûì), åñëè åãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χA âû÷èñëèìà.

Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî x ∈ X âû-
÷èñëÿåò èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ x ∈ A. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà X è ∅ ðàçðåøèìû.

Òåîðåìà 9.1 Åñëè ìíîæåñòâà A,B ⊆ X ðàçðåøèìû, òî ìíîæåñòâà A ∪B, A ∩B, A \B ðàçðåøèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñîâåðøåííî î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ìíîæåñòâà
A,B ⊆ X ðàçðåøèìû, òî èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè χA è χB âû÷èñëèìû. Òîãäà ôóíêöèÿ χA∪B âû-
÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì: "åñëè χA(x) = 1 è χB(x) = 1, òî χA∪B(x) = 1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
χA∪B(x) = 0". Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ χA∩B(x) è χA\B(x), åñëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ χA(x) è χB(x).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 9.1, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äîïîëíåíèå X \A ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A ðàçðåøèìî.
Ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ψA èç X â {1}, îïðå-

äåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψA(x) =
{ 1, åñëèx ∈ A;
íå îïðåäåëåíî, åñëèx 6∈ A.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàåòñÿ ïîëóðàçðåøèìûì, åñëè åãî ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ψA âû÷èñëèìà.

Òåîðåìà 9.2 Âñÿêîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïîëóðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊆ X ðàçðåøèìî. Òîãäà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χA âû-
÷èñëèìà. Ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψA ìíîæåñòâà A âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì àëãî-
ðèòìîì: "Ïóñòü äàí ýëåìåíò x ∈ X. Âû÷èñëèòü χA(x). Åñëè χA(x) = 1, òî ïîëîæèòü ψA(x) = 1; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå çíà÷åíèå ψA(x) íå îïðåäåëåíî."Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.3 (òåîðåìà Ïîñòà) Ìíîæåñòâî A ⊆ X ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ìíîæå-
ñòâà A è X \A ïîëóðàçðåøèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî, òî ìíîæåñòâî X \A òàêæå ðàçðåøèìî, è ïî òåîðåìå 9.2
îáà îíè ïîëóðàçðåøèìû.

Îáðàòíî, ïóñòü îáà ìíîæåñòâà A èX\A ïîëóðàçðåøèìû. Òîãäà èõ ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ψA è
ψX\A âû÷èñëèìû. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χA ìíîæåñòâà A âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì
àëãîðèòìîì: "Ïóñòü äàí ýëåìåíò x ∈ X. Çàïóñòèòü ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå ïðîãðàìì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèé ψA(x) è ψX\A(x). Åñëè ïåðâàÿ ïðîãðàììà âûäàëà ðåçóëüòàò, òî χA(x) = 1. Åñëè âòîðàÿ ïðîãðàììà
âûäàëà ðåçóëüòàò, òî χA(x) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé � ìíîæåñòâî âñåõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë N. Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü X � íåêîòîðûé àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì
(èëè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì), åñëè A = ∅ èëè A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 9.4 Âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïîëóðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊆ X ïåðå÷èñëèìî. Åñëè A = ∅, òî A ðàçðåøèìî è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëóðàçðåøèìî. Ïóñòü A 6= ∅. Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè f : N → X. Ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψA ìíîæåñòâà A âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íåôîð-
ìàëüíûì àëãîðèòìîì: "Ïóñòü äàí ýëåìåíò x ∈ X. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n, íà÷èíàÿ ñ 0, âû÷èñëÿòü f(n)
è ïðîâåðÿòü óñëîâèå f(n) = x. Åñëè íàøëîñü òàêîå n, ÷òî f(n) = x, òî ψA(x) = 1."Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü X è Y � íåêîòîðûå àíñàìáëè êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, f � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èç X â Y .
Ãðàôèêîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Γf ⊆ X × Y , îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γf = {〈x, y〉|y = f(x)}.
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Òåîðåìà 9.5 (òåîðåìà î ãðàôèêå) ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f èç X â Y âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå ãðàôèê Γf ïåðå÷èñëèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ èç X â Y . Åñëè ôóíêöèÿ f íèãäå íå
îïðåäåëåíà, òî åå ãðàôèê ïóñò è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðå÷èñëèì ïî îïðåäåëåíèþ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f
îïðåäåëåíà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â òî÷êå a ∈ X. Òîãäà ïàðà 〈a, f(a)〉 ïðèíàäëåæèò
ãðàôèêó Γf . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå êîäèðîâàíèå àíñàìáëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ
X íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò. å. ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ âû÷èñëèìàÿ áèåêöèÿ α : X → N. Äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ïîëîæèì xi = α−1(i). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g : N → X × Y îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Îíî ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì íåêîòîðîé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 〈l, r〉
ïðè ðàññìîòðåííîé íàìè íóìåðàöèè âñåõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë τ , ò. å. τ(l, r) = n, ïðè÷åì ÷èñëà l è r
ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ïî n. Çàïóñòèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f íà èñõîäíîì äàííîì xl
è äîæäåìñÿ âûïîëíåíèÿ r + 1 øàãîâ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà. Åñëè çà r + 1 øàãîâ èëè ðàíüøå ïîëó÷åí
ðåçóëüòàò f(xl), ïîëàãàåì g(n) = 〈xl, f(xl)〉. Åñëè æå çà r + 1 øàãîâ ðàáîòà àëãîðèòìà åùå íå çàâåðøèëàñü
èëè æå ïðîèçîøëà áåçðåçóëüòàòíàÿ îñòàíîâêà, ïîëàãàåì g(n) = 〈a, f(a)〉. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
g âû÷èñëèìà. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé Ran(g) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ãðàôèêà Γf .
Äîêàæåì, ÷òî Γf ⊆ Ran(g). Ïóñòü ïàðà 〈x, y〉 ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó ôóíêöèè f . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f íà èñõîäíîì äàííîì x çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, ñêàæåì, çà r > 0 øàãîâ è âûäàåò ðåçóëüòàò
y. Ïóñòü α(x) = l. Ïîëîæèì n = τ(l, r − 1). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g âèäíî, ÷òî g(n) = 〈x, y〉, ò. å.

〈x, y〉 ∈ Ran(f).

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g, ñëå-
äîâàòåëüíî, îí ïåðå÷èñëèì ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïóñòü ãðàôèê Γf ôóíêöèè f ïåðå÷èñëèì. Åñëè îí ïóñò, òî ôóíêöèÿ f íèãäå íå îïðåäåëåíà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, âû÷èñëèìà. Åñëè æå ãðàôèê íå ïóñò è ïåðå÷èñëèì, òî îí ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé
âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g : N → X × Y . Ôóíêöèÿ f âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Ïóñòü
äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i, íà÷èíàÿ ñ 0, âû÷èñëÿåì çíà÷å-
íèå g(i) = 〈a, f(a)〉 è ïðîâåðÿåì óñëîâèå a = n. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî f(n) = f(a), è âû÷èñëåíèå
çàêîí÷åíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.6 Ïóñòü f � ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ èç X â Y . Òîãäà åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom(f) ⊆
X è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Ran(f) ⊆ Y ñóòü ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå 9.5 åå ãðàôèê ïåðå÷èñëèì. Åñëè f íèãäå íå
îïðåäåëåíà, òî Dom(f) è Ran(f) ïóñòû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðå÷èñëèìû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Γf ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g : N → X × Y . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d :
N → X è r : N → Y îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Âû÷èñëÿåì

g(n) = 〈a, b〉

è ïîëàãàåì d(n) = a, r(n) = b. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d è r îáå âû÷èñëèìû, ïðè÷åì Ran(d) åñòü
â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî ïåðâûõ êîìïîíåíò ïàð èç Γf , ò. å. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíöèè f , à Ran(r) � ýòî
â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî âòîðûõ êîìïîíåíò ïàð èç Γf , ò. å. ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî Dom(f) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d è ïåðå÷èñëèìî ïî
îïðåäåëåíèþ. Ìíîæåñòâî Ran(f) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r è ïîòîìó
òàêæå ïåðå÷èñëèìî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.7 Ìíîæåñòâî A ⊆ X ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïåðå÷èñëèìî. Äîêàæåì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Åñëè îíî ïóñòî, òî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íèãäå íå îïðåäåëåí-
íîé ôóíêöèè. Åñëè æå A íå ïóñòî, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé
ïîñäåäîâàòåëüíîñòè, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îáðàòíî, åñëè A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, òî ïî òåîðåìå 9.6 îíî
ïåðå÷èñëèìî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.8 Ìíîæåñòâî A ⊆ X ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïåðå÷èñëèìî. Òîãäà, ïî òåîðåìå 9.4, îíî ïîëóðàçðåøèìî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, åãî ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψA âû÷èñëèìà. Íî âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ñâîåé ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, A ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ψA.

Îáðàòíî, åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, òî ïî òåî-
ðåìå 9.6 îíî ïåðå÷èñëèìî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.9 Âñÿêîå ïîëóðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëóðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè
ψA è ïî òåîðåìå 9.6 ïåðå÷èñëèìî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.10 Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, A � ïðîèçâîëüíîå åãî ïîä-
ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ìíîæåñòâî A ïåðå÷èñëèìî;
2) ìíîæåñòâî A ïîëóðàçðåøèìî;
3) ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè;
4) ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1) è 2) âûòåêàåò èç òåîðåì 9.4 è 9.9. Â ñèëó òåîðåì 9.8 è 9.7
êàæäîå èç óñëîâèé 3), 4) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.11 Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, A,B ⊆ X � ïåðå÷èñëèìûå
ìíîæåñòâà. Òîãäà ìíîæåñòâà A ∩B è A ∪B ïåðå÷èñëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A,B ⊆ X � ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Äîêàæåì ïåðå÷èñëèìîñòü ìíîæåñòâà A∪
B. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ A,B ïóñòî, òî A∪B ñîâïàäàåò ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì è ïîòîìó ïåðå÷èñëèìî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáà ìíîæåñòâà A,B íåïóñòû. Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé
âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f , à B � ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
g. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ïîëîæèì

h(n) =
{ f(n2 ), åñëèn ÷åòíî;
g(n−1

2 ), åñëèn íå÷åòíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h âû÷èñëèìà, à ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî A∪B.
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A ∩ B ïåðå÷èñëèìî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îíî ïîëóðàçðåøèìî.

Ìíîæåñòâà A,B ïîëóðàçðåøèìû, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åêèå ôóíêöèè ψA è ψB âû÷èñëèìû.
Ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψA∩B ìíîæåñòâà A ∩B âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Ïóñòü äàí
ýëåìåíò x ∈ X. Âû÷èñëÿòü ψA(x). Åñëè âû÷èñëåíèå çàâåðøèëîñü ðåçóëüòàòèâíî, âû÷èñëÿòü ψB(x). Åñëè è
ýòî âû÷èñëåíèå çàâåðøèëîñü ðåçóëüòàòèâíî, òî ψA∩B(x) = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ÿâëÿþùååñÿ ïåðå÷èñëèìûì.

2. Äîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊆ N ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì çíà÷åíèé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊆ N ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì çíà÷åíèé ìîíîòîííî (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî) âîçðàñòàþùåé òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

10 Òåîðåìû î ðàçðåøèìûõ è ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâàõ

Ôóíêöèÿ f : N → N íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé, åñëè

(∀x, y)[x < y ⇒ f(x) ≤ f(y)].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåóáûâà-
þùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → N, ÷òî A = Ran(f).

Òåîðåìà 10.1 Ïóñòü A ⊆ N. Ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî è íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïåðå-
÷èñëèìî â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊆ N ðàçðåøèìî è íåïóñòî. Ïîëüçóÿñü ðàçðåøèìîñòüþ ìíîæåñòâà
A, íàéäåì åãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò n0. Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : N → N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(0) = n0;

f(x+ 1) =
{
x+ 1, åñëè x+ 1 ∈ A,
f(x), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f � íåóáûâàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, è

A = Ran(f).

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåóáûâàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → N, ÷òî A = Ran(f). Î÷å-
âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå A íåïóñòî. Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, òî îíî, î÷åâèäíî, ðàçðåøèìî. Åñëè æå A
áåñêîíå÷íî, òî äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà, ïðèíàäëåæèò ëè ïðîèçâîëüíîå äàííîå ÷èñëî x ìíîæåñòâó A, áóäåì
âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûå çíà÷åíèÿ f(0), f(1), f(2), . . . ôóíêöèè f , ïîêà ñðåäè íèõ íå ïîÿâèòñÿ ÷èñëî,
áîëüøåå, ÷åì x. Åñëè ê ýòîìó ìîìåíòó ÷èñëî x óæå ïîÿâèëîñü ñðåäè çíà÷åíèé ôóíêöèè f , òî x ∈ A; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå x 6∈ A. Èòàê, ìû ðàñïîëàãàåì àëãîðèòìîì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà ìíîæåñòâó A, ò. å. A ðàçðåøèìî. Òåîðåìà 10.1 äîêàçàíà.

Ôóíêöèÿ f : N → N íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè

(∀x, y)[x < y ⇒ f(x) < f(y)].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñ-
òàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → N, ÷òî A = Ran(f).

Òåîðåìà 10.2 Ïóñòü A ⊆ N. Ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî è áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ïåðå÷èñëèìî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊆ N ðàçðåøèìî è áåñêîíå÷íî. Ïîëüçóÿñü ðàçðåøèìîñòüþ ìíîæå-
ñòâà A, íàéäåì åãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò n0. Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : N → N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(0) = n0;

f(x+ 1) = µy[y ∈ A& f(x) < y].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f � òîòàëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, è A = Ran(f).
Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → N, ÷òî A = Ran(f). Î÷å-

âèäíî. ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî. Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà, ïðèíàäëåæèò ëè ïðîèçâîëüíîå
äàííîå ÷èñëî x ìíîæåñòâó A, áóäåì âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûå çíà÷åíèÿ f(0), f(1), f(2), . . . ôóíêöèè f ,
ïîêà ñðåäè íèõ íå ïîÿâèòñÿ ÷èñëî, áîëüøåå, ÷åì x. Åñëè ê ýòîìó ìîìåíòó ÷èñëî x óæå ïîÿâèëîñü ñðåäè çíà÷å-
íèé ôóíêöèè f , òî x ∈ A; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x 6∈ A. Èòàê, ìû ðàñïîëàãàåì àëãîðèòìîì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâó A, ò. å. A ðàçðåøèìî. Òåîðåìà 10.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 10.3 Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíî-
æåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî è áåñêîíå÷íî. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, A ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

g(0) = f(0);

g(x+ 1) = f(µy[f(y) > g(x)]).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî g � òîòàëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì B = Ran(g). Ïî
òåîðåìå 10.2 ìíîæåñòâî B ðàçðåøèìî. Òàê êàê ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, B ⊆ A, òî òåîðåìà 10.3 äîêàçàíà.
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11 Íóìåðàöèÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ

Êàê áûëî äîêàçàíî â ðàçäåëå 9, êàæäîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñòâ N.
Ïóñòü Wx = Dom(ϕx). ×èñëî x áóäåì íàçûâàòü ã�åäåëåâûì íîìåðîì ìíîæåñòâà Wx. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå
ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ.

Â ðàçäåëå 9 áûëî òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ íóìåðàöèþ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, ýòîò ôàêò ìîæíî âûðàçèòü
â ñëåäóþùåé áîëåå ñèëüíîé ôîðìå.

Òåîðåìà 11.1 Ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x
Dom(ϕx) = Ran(ϕf(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äâóìåñòíàÿ ôóíêöèÿ h îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(x, y) =
{
y, åñëè !ϕx(y);
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ h âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè (ðàçäåë 7) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ
òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî h(x, y) ' ϕf(x)(y) äëÿ ëþáûõ x, y. Èç ýòîãî óñëîâíîãî ðàâåíñòâà è
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h ñëåäóåò, ÷òî y ∈ Ran(ϕf(x)) ⇔!ϕx(y) ⇔ y ∈ Dom(ϕx). Ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî
f � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Òåîðåìà 11.1 äîêàçàíà.

12 Íåðàçðåøèìûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû

Ïóñòü f � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f , åñëè Dom(f) ⊆ Dom(g) è
g(x) = f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Dom(f).

Òåîðåìà 12.1 Ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ òîòàëüíîãî âû÷èñëèìîãî ïðî-
äîëæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ f èç N â N:

f(n) =
{ ϕn(n) + 1, åñëè çíà÷åíèå ϕn(n) îïðåäåëåíî;
íå îïðåäåëåíî, åñëè çíà÷åíèå ϕn(n) íå îïðåäåëåíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà. Äîêàæåì, ÷òî íèêàêàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f . Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g : N → N, è ïóñòü
m � ã�åäåëåâ íîìåð ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ g. Òîãäà g = ϕm, è

g(m) = ϕm(m). (1)

Òàê êàê çíà÷åíèå ϕm(m) îïðåäåëåíî, òî

f(m) = ϕm(m) + 1. (2)

Ðàâåíñòâà (1) è (2) ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f . �

Òåîðåìà 12.2 Ñóùåñòâóåò íåðàçðåøèìîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 12.1 ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , íå èìåþùàÿ òî-
òàëüíîãî âû÷èñëèìîãî ïðîäîëæåíèÿ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè Dom(f) � ïåðå÷èñëèìîå ìíîæå-
ñòâî. Äîêàæåì, ÷òî îíî íåðàçðåøèìî. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî äîâîëüíî î÷åâèäíîãî îáùåãî ôàêòà: åñëè
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ÷àñòè÷íîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ðàçðåøèìà, òî ýòà ôóíêöèÿ èìååò òîòàëüíîå âû÷èñëè-
ìîå ïðîäîëæåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g � âû÷èñëèìàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èç X â Y , ïðè÷åì ìíîæåñòâî
Dom(g) ⊆ X ðàçðåøèìî. Ðàññìîòðèì òîòàëüíóþ ôóíêöèþ h : X → Y , îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ ëþáîãî x ∈ X

h(x) =
{ g(x), åñëè x ∈ Dom(g);

0, åñëè x 6∈ Dom(g).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ h âû÷èñëèìà è ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè g. �
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Òåîðåìà 12.3 Ìíîæåñòâî K = {n|ϕn(n) îïðåäåëåíî} ïåðå÷èñëèìî, íî íå ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , ïîñòðîåííîé ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 12.1. Åãî íåðàçðåøèìîñòü áûëà óñòàíîâëåíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12.2. �

Òåîðåìà 12.3 îçíà÷àåò àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü òàê íàçûâàåìîé ïðîáëåìû ñàìîïðèìåíèìîñòè
ïðîãðàìì: íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ëþáîé ïðîãðàììå äëÿ ÌÍÐ äàâàë áû ïðàâèëüíûé îòâåò
íà âîïðîñ, çàâåðøàåòñÿ ëè ðàáîòà ýòîé ïðîãðàììû, êîãäà èñõîäíûì äàííûì ÿâëÿåòñÿ ã�åäåëåâ íîìåð ýòîé
ïðîãðàììû. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ÿâëåíèå õàðàêòåðíî íå òîëüêî äëÿ ÌÍÐ, íî è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñïîñîáà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 12.4 (íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû îñòàíîâêè) Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ëþáîé
ïðîãðàììå P äëÿ ÌÍÐ è ëþáîìó èñõîäíîìó äàííîìó x äàâàë áû ïðàâèëüíûé îòâåò íà âîïðîñ, çàâåðøàåòñÿ
ëè ðàáîòà ïðîãðàììû P íà èñõîäíîì äàííîì x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû ñóùåñòâîâàë àëãîðèòì, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, òî,
î÷åâèäíî, áûëà áû ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñàìîïðèìåíèìîñòè ïðîãðàìì, ÷òî, êàê ìû âèäåëè, íåâîçìîæíî. �

13 Òåîðåìà Ðàéñà

Ïðîáëåìà ñàìîïðèìåíèìîñòè è ïðîáëåìà îñòàíîâêè � ýòî ëèøü äâà ïðèìåðà íåðàçðåøèìûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðîáëåì â òåîðèè àëãîðèòìîâ. Íà ñàìîì äåëå îêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîé ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ àëãîðèìè÷å-
ñêàÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ðàñïîçíàâàíèìåì ñâîéñòâ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî ïðîãðàììàì, âû÷èñëÿþùèì
ýòè ôóíêöèè.

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îäíîìåñòíûõ ÷àñòè÷íûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé, ò. å. F ⊆ C. Èíäåêñíûì
ìíîæåñòâîì ñåìåéñòâà F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî IF = {n|ϕn ∈ F}. Èíûìè ñëîâàìè, èíäåêñíîå ìíîæåñòâî ñå-
ìåéñòâà F ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ íîìåðîâ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ ôóíêöèè èç ñåìåéñòâà F . Ñåìåéñòâî
F ⊆ C íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè F 6= ∅ è F 6= C.

Òåîðåìà 13.1 (òåîðåìà Ðàéñà) Èíäåêñíîå ìíîæåñòâî IF âñÿêîãî íåòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé
F ⊆ C íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � íèãäå íå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ξ ∈ F . Òàê êàê ñåìåéñòâî
F íåòðèâèàëüíîå, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ C \ F . Äâóìåñòíóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ f îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è x ïîëîæèì

f(n, x) '
{ g(x), åñëè ϕn(n) îïðåäåëåíî;
íå îïðåäåëåíî, åñëè ϕn(n) íå îïðåäåëåíî.

Ôóíêöèÿ f âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì àëãîðèòìîì:
"Âû÷èñëÿòü ϕn(n). Åñëè áóäåò ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ g(x). Åñëè âû÷èñëåíèå çàâåð-

øèòñÿ ðåçóëüòàòèâíî, ïîëîæèòü f(n, x) = g(x)."
Â ñèëó òåîðåìû î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ k òàêàÿ, ÷òî

f(n, x) ' ϕk(n)(x). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè n ∈ K, ò. å. çíà÷åíèå ϕn(n) îïðåäåëåíî, òî ϕk(n) = g, è k(n) 6∈ IF . Åñëè
æå n 6∈ K, ò. å. çíà÷åíèå ϕn(n) íå îïðåäåëåíî, òî ϕk(n) = ξ, è k(n) ∈ IF . Òàêèì îáðàçîì,

n ∈ K ⇔ k(n) 6∈ IF . (3)

Èç óñëîâèÿ (3) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî åñëè áû ìíîæåñòâî IF áûëî ðàçðåøèìûì, òî ðàçðåøèìî áûëî
áû è ìíîæåñòâî K, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó òåîðåìû 12.3.

Ìû äîêàçàëè íåðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâà IF ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ ∈ F . Åñëè æå ξ 6∈ F , òî èç äîêàçàííîãî
âûòåêàåò íåðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâà IC\F = N \ IF , îòêóäà óæå ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâà IF , òàê
êàê äîïîëíåíèå íåðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà íåðàçðåøèìî. �

14 Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Ìû âèäèì, ÷òî â òåîðèè àëãîðèòìîâ èìååòñÿ î÷åíü ìíîãî íåðàçðåøèìûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì. Èñïîëü-
çóÿ ðåçóëüòàòû î íåðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ ïðîáëåì â òåîðèè àëãîðèòìîâ, óäàëîñü äîêàçàòü àëãîðèòìè÷å-
ñêóþ íåðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ ïðîáëåì, èìåþùèõ îáùåìàòåìàòè÷åñêîå çíà÷åíèå.
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Â 1900 ãîäó íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â Ïàðèæå çíàìåíèòûé íåìåöêèé ìàòåìàòèê
Ä. Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, ðåøåíèå êîòîðûõ, ïî åãî ìíåíèþ, íàèáîëåå àê-
òóàëüíî äëÿ ìàòåìàòèêè 20-ãî âåêà. Îäíà èç íèõ, ïîä íîìåðîì 10, êàñàëàñü òàê íàçûâàåìûõ äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé, ò. å. óðàâíåíèé âèäà

p(x1, x2, . . . , xn) = 0,

ãäå p(x1, x2, . . . , xn) � äèîôàíòîâ ìíîãî÷ëåí, ò. å. ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ïðè÷åì èùóòñÿ òîëüêî öåëûå ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ. Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà ñîñòîÿëà â
òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü, èìååò ëè ðåøåíèå
ïðîèçâîëüíîå íàïåðåä çàäàííîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå. Â 1970 ãîäó ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê Þ. Â. Ìàòèÿñåâè÷
äîêàçàë, ÷òî òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò. Ñóòü åãî äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïåðå-
÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A ⊆ N ìîæíî íàïèñàòü òàêîé äèîôàíòîâ ìíîãî÷ëåí p(a, x1, x2, . . . , xn) îò ïåðåìåííûõ
a, x1, x2, . . . , xn, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a óðàâíåíèå p(a, x1, x2, . . . , xn) = 0 êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn èìååò öåëûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ A. Òåïåðü ðåøåíèå äåñÿòîé
ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ íåðàçðåøèìîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà.

Çàäà÷è.

1. Ïóñòü òîòàëüíàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∀x)f(x) ≥ x.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Ran(f) ôóíêöèè f ðàçðàøèìî.

2. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A ⊆ N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
íåêîòîðîé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f : N → N.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ðàçðåøèì.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(A) ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè f ðàçðåøèì.

5. Ïóñòü A ⊆ N � ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî, f : N → N � òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì
Ran(f) = N, f(A) ∩ f(N \A) = ∅. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî f(A) ðàçðåøèìî.

6. Ïóñòü A,B � ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà, C � ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì A∩B = ∅, A ⊆ C ⊆ A∪B.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî.

7. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èíäåêñíûì ìíîæå-
ñòâîì ñåìåéñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî IA = {n|Wn ∈ A}. Ñåìåéñòâî A íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì,
åñëè îíî íå ïóñòî è ñîäåðæèò íå âñå ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàçàòü ñëåäóþùèé
âàðèàíò òåîðåìû Ðàéñà äëÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ: èíäåêñíîå ìíîæåñòâî IA âñÿêîãî íåòðèâèàëüíîãî
ñåìåéñòâà ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ A íåðàçðåøèìî.

15 Èíäåêñû ðàçðåøèìûõ è êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Êàæäîå ðàçðåøèìîå, â ÷àñòíîñòè, êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò âèä Wx

äëÿ íåêîòîðîãî x. Äîïîëíåíèå ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà òàêæå ðàçðåøèìî, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðå÷èñëèìî. Îä-
íàêî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ã�åäåëåâ íîìåð äîïîëíåíèÿ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà Wx íå ìîæåò áûòü íàéäåí
ïî ÷èñëó x ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 15.1 Íå ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ψ òàêîé, ÷òî

(∀x)[Wx ðàçðåøèìî ⇒ (!ψ(x)&Wψ(x) = Wx)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ

f(x, y) ' ϕx(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû-
÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî f(x, y) ' ϕg(x)(y) äëÿ ëþáûõ x, y. Èç ýòîãî óñëîâíîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî

Wg(x) =
{

N, åñëè x ∈ K;
∅, åñëè x 6∈ K.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x ìíîæåñòâî Wg(x) ðàçðåøèìî. Òîãäà ïðè ëþáîì x îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ψ(g(x)),
ïðè÷åì

Wψ(g(x)) =
{
∅, åñëè x ∈ K;
N, åñëè x 6∈ K.

Çíà÷èò, K = {x|Wψ(g(x) 6= ∅}. Òàê êàê ìíîæåñòâî K ïåðå÷èñëèìî, íî íå ðàçðåøèìî, òî ïî òåîðåìå Ïîñòà
åãî äîïîëíåíèå íåïåðå÷èñëèìî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî {x|Wψ(g(x)) 6= ∅} ïåðå÷èñëèìî. Äåéñòâèòåëüíî,
îíî ïîëóðàçðåøèìî, òàê êàê åãî ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì
àëãîðèòìîì: "Ïóñòü äàíî ÷èñëî x. Âû÷èñëèòü ψ(g(x)). Íàéòè ïðîãðàììó ñ íîìåðîì ψ(g(x)) è çàïóñòèòü
ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ýòîé ïðîãðàììû íà èñõîäíûõ äàííûõ 0, 1, 2, . . .. Åñëè êàêîå-òî èç ýòèõ âû÷èñëåíèé
çàâåðøèëîñü ðåçóëüòàòèâíî, âûäàòü 1."Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè ψ íå ñóùåñòâóåò. Òåîðåìà 15.1 äîêàçàíà.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû÷èñëèìà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Ã�åäåëåâ íîìåð õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χA ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A ⊆ N áóäåì íàçûâàòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì èíäåêñîì ìíîæåñòâà A.

Òåîðåìà 15.2 Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h : N → N òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, åñëè ϕx � õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A, òî ϕh(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åãî äîïîëíåíèÿ
N \A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâóìåñòíóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ f îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, y) ' sg(ϕx(y)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h, ÷òî f(x, y) ' ϕh(x)(y) äëÿ ëþáûõ x, y. Èç ýòîãî óñëîâíîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî ϕh(x)(y) ' sg(ϕx(y)). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕx � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà A, òî ϕh(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åãî äîïîëíåíèÿ N \ A, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 15.2 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó èíäåêñó
ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A íàõîäèò åãî ã�åäåëåâ íîìåð êàê ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 15.3 Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g : N → N òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, åñëè ϕx � õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A, òî Wg(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâóìåñòíóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ f îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, y) =
{

1, åñëè ϕx(y) = 1;
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî

f(x, y) ' ϕg(x)(y)

äëÿ ëþáûõ x, y. Èç ýòîãî óñëîâíîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî Wg(x) = {y|ϕx(y) = 1}.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ϕx � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A, òî Wg(x) = A, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà 15.3 äîêàçàíà.

Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî îáðàòíûé ïåðåõîä � îò ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ ê èõ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì èíäåêñàì � íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 15.4 Íå ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíîé ÷àñòè÷íîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè φ òàêîé, ÷òî

(∀x)[Wx ðàçðåøèìî ⇒ (!φ(x)&ϕφ(x) = χWx
].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ φ ñóùåñòâóåò. Äëÿ êàæäîãî x ïîëîæèì

ψ(x) ' g(h(φ(x))),

ãäå g è h � ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ óòâåðæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òåîðåìàõ 15.3 è 15.2. Î÷åèäíî,
÷òî ôóíêöèÿ ψ âû÷èñëèìà. Òîãäà, åñëè x � ã�åäåëåâ íîìåð ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A, òî φ(x) � õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé èíäåêñ ìíîæåñòâà A, à h(φ(x)) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíäåêñ åãî äîïîëíåíèÿ N \ A. Íàêîíåö,
ψ(x) åñòü ã�åäåëåâ íîìåð ìíîæåñòâà N \ A. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ψ ìû ìîæåì
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ïî ã�åäåëåâó íîìåðó ïðîèçâîëüíîãî ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A íàéòè ã�åäåëåâ íîìåð åãî äîïîëíåíèÿ, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò òåîðåìå 15.1. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå âû÷èñëèìîé ôóíêöèè φ íå ñóùåñòâóåò. Òåîðåìà
15.4 äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìû çíàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíäåêñ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà, òî ìû âëàäååì è ðàç-
ðåøàþùèì àëãîðèòìîì äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà. Òåîðåìà 15.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ã�åäåëåâó íîìåðó ðàçðåøèìîãî
ìíîæåñòâà â ïðèíöèïå íåâîçìîæíî íàéòè ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà, òàê ÷òî â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå èíäåêñû ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ îáëàäàþò áîëüøåé "èíôîðìàòèâíîñòüþ"ïî
ñðàâíåíèþ ñ èõ ã�åäåëåâûìè íîìåðàìè.

Êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿÿñü ðàçðåøèìûì, èìååò ã�åäåëåâ íîìåð è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíäåêñ.
Îäíàêî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äîïóñêàþò åùå è íóìåðàöèþ òðåòüåãî âèäà. À èìåííî, åñëè
A = {x1, x2, . . . , xn}, ãäå x1 < x2 < . . . < xn, òî ÷èñëî 2x1 + 2x2 + . . . + 2xn íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì èíäåê-
ñîì ìíîæåñòâà A. Êàíîíè÷åñêèì èíäåêñîì ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñ÷èòàåòñÿ ÷èñëî 0. ×åðåç Dx áóäåì îáîçíà÷àòü
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, êàíîíè÷åñêèì èíäåêñîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî x. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî èìååò åäèíñòâåííûé êàíîíè÷åñêèé èíäåêñ, è êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åñòü êàíîíè÷åñêèé èíäåêñ
íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. ×òîáû â ÿâíîì âèäå íàéòè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Dx, íóæíî ðàññìîòðåòü
äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà x è, åñëè â ýòîé çàïèñè öèôðà 1 ñòîèò íà (i + 1)-ì ìåñòå ñïðàâà, òî i ∈ Dx. Íàïðè-
ìåð, ÷èñëî 13 èìååò äâîè÷íóþ çàïèñü 1101. Ñëåäîâàòåëüíî, D13 = {0, 2, 3}. Î÷åâèäíî, ÷òî ïî êàíîíè÷åñêîìó
èíäåêñó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü àëãîðèòìè÷åñêè íàéäåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíäåêñ ýòîãî ìíîæå-
ñòâà. Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèé ïåðåõîä îò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíäåêñîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
ê èõ êàíîíè÷åñêèì èíäåêñàì íåâîçìîæåí. Ñíà÷àëà îòìåòèì ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ôàêò: ñóùåñòâóåò òîòàëü-
íàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → N òàêàÿ, ÷òî f(x) åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Dx,
êàêîâî áû íè áûëî x. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ÷èñëó x ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü ìíîæåñòâî Dx, à çàòåì ïîäñ÷èòàòü
÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 15.5 Íå ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíîé ÷àñòè÷íîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ψ òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x,
åñëè ϕx � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A, òî çíà÷åíèå ψ(x) îïðåäåëåíî
è ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ ñóùåñòâóåò. Äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ f çàäàäèì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

f(x, y) =

 1, åñëè ðàáîòà ïðîãðàììû Px íà èñõîäíîì
äàííîì x çàâåðøàåòñÿ ðîâíî çà y øàãîâ;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî

f(x, y) ' ϕg(x)(y)

äëÿ ëþáûõ x, y. Èç ýòîãî óñëîâíîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî ϕg(x) ÿâëÿåòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åêîé ôóíêöèåé îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, åñëè x ∈ K, è ïóñòîãî ìíîæåñòâà, åñëè x 6∈ K. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x

ψ(g(x)) =
{

1, åñëè x ∈ K;
0, åñëè x 6∈ K.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâà K. Çíà÷èò, íà ñàìîì äåëå ôóíêöèÿ ψ íå ñóùåñòâóåò. Òåîðåìà
15.5 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïî êàíîíè÷åñêîìó èíäåêñó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ìû ìîæåì íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
A, à ïî åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó èíäåêñó � íåò. Çíà÷èò, àëãîðèòìè÷åñêèé ïåðåõîä îò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
èíäåêñîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ê èõ êàíîíè÷åñêèì èíäåêñàì íåâîçìîæåí, è êàíîíè÷åñêèå èíäåêñû êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ îáëàäàþò áîëüøåé "èíôîðìàòèâíîñòüþ"ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè èíäåêñàìè.

16 Ðåêóðñèâíî íåîòäåëèìûå ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü X � íåêîòîðûé àíñàìáëü êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A,B ⊆ X ðåêóðñèâíî
îòäåëèìû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî C ⊆ X, ÷òî A ⊆ C, B ⊆ (X \ C).

Òåîðåìà 16.1 Ñóùåñòâóåò ïàðà ðåêóðñèâíî íåîòäåëèìûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ
A,B ⊆ N.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
A = {x|ϕx(x) = 0}, B = {x|ϕx(x) = 1}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà A è B îáà ïåðå÷èñëèìû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîïóñòèì, ÷òî îíè ðåêóðñèâíî îòäå-
ëèìû. Ïóñòü C ⊆ N � òàêîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî, ÷òî A ⊆ C, B ⊆ (N \C). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà C âû÷èñëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïðîãðàììîé Pm. Äîïóñòèì, ÷òî m ∈ C. Òîãäà ϕm(m) = 1, è m ∈ B,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ B ⊆ (N \ C). Çíà÷èò, m 6∈ C. Òîãäà ϕm(m) = 0, è m ∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âêëþ÷åíèþ A ⊆ C. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî C ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò. Òåîðåìà
16.1 äîêàçàíà.

Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç f(A) ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè
f ïåðå÷èñëèì.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(A) ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîé âû÷èñëè-
ìîé ôóíêöèè f ïåðå÷èñëèì.

3. Ïóñòü A,B � ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà A1, B1

òàêèå, ÷òî
A1 ⊆ A,B1 ⊆ B,A1 ∩B1 = ∅, A1 ∪B1 = A ∪B.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà íåðàçðåøèìû:

(a) A1 = {x|ϕx � êîíñòàíòà};
(b) A2 = {x|ϕx(a) = b}, ãäå a, b � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà;

(c) A3 = {〈x, y〉|y ∈ Dom(ϕx)};
(d) A4 = {〈x, y〉|y ∈ Ran(ϕx)};
(e) A5 = {x|ϕx = ϕy}.

17 Òåîðåìà Ðàéñà � Øàïèðî

Ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé F ⊆ C íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàçðåøèìûì, åñëè åãî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî
ðàçðåøèìî. Äîêàçàííàÿ â ðàçäåëå 13 òåîðåìà Ðàéñà óòâåðæäàåò, ÷òî íèêàêîå íåòðèâèàëüíîå ñåìåéñòâî F íå
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçðåøèìûì. Ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé F ⊆ C íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïåðå÷èñëèìûì,
åñëè åãî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî. Ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå âïîëíå ïåðå÷èñëèìûå ñåìåéñòâà
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Òàêîâî, íàïðèìåð, ñåìåéñòâî âñåõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 0 â
òî÷êå 0. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå âïîëíå ïåðå÷èñëèìîñòè ñåìåéñòâà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé äàåò òåîðåìà Ðàéñà �
Øàïèðî.

Êîíå÷íîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Çàïèñü θ ⊆ f áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè θ.

Òåîðåìà 17.1 (òåîðåìà Ðàéñà � Øàïèðî) Ïóñòü F � âïîëíå ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî îäíîìåñòíûõ
âû÷èñëèìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé. Òîãäà

F = {f ∈ C| ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ θ ∈ F òàêàÿ, ÷òî θ ⊆ f}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � âïîëíå ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî, ò. å. èíäåêñíîå ìíîæåñòâî IF ñåìåéñòâà F
ïåðå÷èñëèìî. Ñåìåéñòâî

{f ∈ C| ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ θ ∈ F òàêàÿ, ÷òî θ ⊆ f},

ó÷àñòâóþùåå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Òåîðåìó äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì
ñíà÷àëà, ÷òî íåâåðíî âêëþ÷åíèå F ⊆ A. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ F òàêàÿ, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì íèêàêîé êîíå÷íîé ôóíêöèè θ èç F . Ïóñòü P � ïðîãðàììà äëÿ ÌÍÐ, âû÷èñëÿþùàÿ ïîëóõàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà K. Äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ g îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(z, t) '

 f(t), åñëè âû÷èñëåíèå P (z) íå çàâåðøàåòñÿ çà ≤ t øàãîâ;
íå îïðåäåëåíî, åñëè âû÷èñëåíèå P (z) çàâåðøàåòñÿ çà
≤ t øàãîâ.

21



Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ s : N → N, ÷òî äëÿ ëþáûõ z, t èìååò ìåñòî óñëîâíîå ðàâåíñòâî g(z, t) ' ϕs(z)(t). Îòñþäà
è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ñëåäóåò, ÷òî ϕs(z) ⊆ f . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè z ∈ K, òî âû÷èñëåíèå P (z)
çàâåðøàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ñêàæåì, t0. Òîãäà, êàê âèäíî èç çàäàíèÿ ôóíêöèè g, çíà÷åíèÿ g(z, t)
äëÿ t > t0 íå îïðåäåëåíû, è ôóíêöèÿ ϕs(z) êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕs(z) 6∈ F è s(z) 6∈ IF . Åñëè æå z 6∈ K, òî
g(z, t) ' f(t) ïðè ëþáîì t, è ϕs(z) = f . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ϕs(z) ∈ F è s(z) ∈ IF . Òàêèì îáðàçîì,
ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî z

z 6∈ K ⇔ s(z) ∈ IF ,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî äîïîëåíèå ìíîæåñòâà K ïåðå÷èñëèìî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äî-
ïóùåíèå íåâåðíî, è íà ñàìîì äåëå F ⊆ A.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íåâåðíî âêëþ÷åíèå A ⊆ F . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ θ ∈ F òàêàÿ, ÷òî
f ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè θ, íî f 6∈ F . Äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ g îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(z, t) '
{
f(t), åñëè t ∈ Dom(θ) èëè z ∈ K;
íå îïðåäåëåíî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ s : N → N, ÷òî äëÿ ëþáûõ z, t èìååò ìåñòî óñëîâíîå ðàâåíñòâî g(z, t) ' ϕs(z)(t). Îòñþäà
è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ñëåäóåò, ÷òî åñëè z ∈ K, òî ϕs(z) = f , ñëåäîâàòåëüíî, ϕs(z) 6∈ F è s(z) 6∈ IF . Åñëè
æå z 6∈ K, òî èç òîãî ôàêòà, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè θ, ñëåäóåò, ÷òî ϕs(z) = θ, ñëåäîâàòåëüíî,
ϕs(z) ∈ F è s(z) ∈ IF . Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî z

z 6∈ K ⇔ s(z) ∈ IF ,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà K ïåðå÷èñëèìî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äî-
ïóùåíèå íåâåðíî, è íà ñàìîì äåëå A ⊆ F . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè îáà âêëþ÷åíèÿ F ⊆ A è A ⊆ F .
Ñëåäîâàòåëüíî, F = A, è òåîðåìà 17.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà Ðàéñà � Øàïèðî ïîçâîëÿåò ëåãêî äîêàçûâàòü íåïåðå÷èñëèìîñòü íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ. Òàê, ðàíåå
ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ îäíîìåñòíûõ òîòàëüíûõ âû÷èñëèìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé
íåïåðå÷èñëèìî. Òåïåðü ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðàéñà �Øàïèðî. Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî � ýòî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâà F âñåõ îäíîìåñòíûõ òîòàëüíûõ
âû÷èñëèìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé. Ýòî ñåìåéñòâî íå ñîäåðæèò íè îäíîé êîíå÷íîé ôóíêöèè, òàê ÷òî íèêàêàÿ
ôóíêöèÿ èç F íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì êîíå÷íîé ôóíêöèè èç F , è ïî òåîðåìå Ðàéñà � Øàïèðî F íå áóäåò
âïîëíå ïåðå÷èñëèìûì.

Òåîðåìà Ðàéñà � Øàïèðî ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà è äëÿ ñåìåéñòâ ïåðå÷èñëèìûõ ìíî-
æåñòâ. Ñåìåéñòâî K ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà áóäåì íàçûâàòü âïîëíå ïåðå÷èñëèìûì,
åñëè ïåðå÷èñëèìî åãî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî. Êëàññ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ D íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêè ïåðå÷èñ-
ëèìûì, åñëè ïåðå÷èñëèìî ìíîæåñòâî êàíîíè÷åñêèõ èíäåêñîâ âñåõ ìíîæåñòâ èç D.

Òåîðåìà 17.2 Ñåìåéñòâî K ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñòâ N âïîëíå ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêè ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ D òàêîå, ÷òî

(∀A)[A ∈ K ⇔ (A ïåðå÷èñëèìî è (∃D)(D ∈ D&D ⊆ A))]. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � âïîëíå ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü D � ñå-
ìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç K. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî êàíîíè÷åñêèõ èíäåêñîâ {x|Dx ∈ D} âñåõ
ìíîæåñòâ èç D ïåðå÷èñëèìî. À èìåííî, óáåäèìñÿ, ÷òî îíî ïîëóðàçðåøèìî. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî
x. Êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 15, ïî ÷èñëó x ìîæíî ýôôåêòèâíî, ò. å. ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, íàéòè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé èíäåêñ ìíîæåñòâà Dx, à çàòåì � ñ ïîìîùüþ òåîðåì, äîêàçàííûõ â ðàçäåëå 15, � ã�åäåëåâ
íîìåð ýòîãî ìíîæåñòâà, ò. å. òàêîå ÷èñëî φ(x), ÷òî Dx = Wφ(x). Ïðèìåíèì ê ýòîìó ÷èñëó àëãîðèòì, âû÷èñ-
ëÿþùèé ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà K. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò
áóäåò ïîëó÷åí â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî Wφ(x) ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó K, ò. å. ìíîæå-
ñòâî Dx, ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó D. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êàíîíè÷åñêèõ èíäåêñîâ âñåõ ìíîæåñòâ èç D
ïåðå÷èñëèìî. Èòàê, D � êàíîíè÷åñêè ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî.

Ðàñcìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé

{f ∈ C|Dom(f) ∈ K}.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíäåêñíûå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâ K è F ñîâïàäàþò. Òàê êàê ñåìåéñòâî K âïîëíå ïåðå÷èñëèìî,
òî òàêîâî æå è ñåìåéñòâî F . Ïî òåîðåìå 17.1 ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó F òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì íåêîòîðîé êîíå÷íîé ôóíêöèè èç F . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà F ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî èìååò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç K, à çíà÷èò, è èç D. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî D ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêè
ïåðå÷èñëèìûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ K ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêè
ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ D òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), òî ñåìåéñòâî K âïîëíå
ïåðå÷èñëèìî. Åñëè ñåìåéñòâîD ïóñòî, òî, î÷åâèäíî, ñåìåéñòâî K òàêæå ïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, âïîëíå ïåðå÷èñ-
ëèìî. Åñëè æå ñåìåéñòâî D íå ïóñòî, òî ìíîæåñòâî êàíîíè÷åñêèõ èíäåêñîâ âñåõ ìíîæåñòâ èç D ïåðå÷èñëÿåòñÿ
íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé. Îïèøåì àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èí-
äåêñíîãî ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà K. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî x. Áóäåì ïåðå÷èñëÿòü ýëåìåíò çà ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâî êàíîíè÷åñêèõ èíäåêñîâ âñåõ ìíîæåñòâ èç D. Ïîëó÷àÿ î÷åðåäíîé ýëåìåíò y ýòîãî ìíîæåñòâà, âû-
ïèñûâàåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Dy è çàïóñêàåì àëãîðèòì ïðîâåðêè ýòèõ ýëåìåíòîâ íà ïðèíàäëåæíîñòü èõ
ìíîæåñòâó Wx, ò. å. íà êàæäîì èç íèõ íà÷èíàåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕx. Ïîêà ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ
èäåò, ìû íàõîäèì ñëåäóþùèé ýëåìåíò y èç ìíîæåñòâà êàíîíè÷åñêèõ èíäåêñîâ âñåõ ìíîæåñòâ èç D è çàïóñ-
êàåì àëãîðèòì ïðîâåðêè åãî ýëåìåíòîâ íà ïðèíàäëåæíîñòü èõ ìíîæåñòâó Wx, è ò. ä. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî âñå
ýëåìåíòû êàêîãî-òî èç ýòèõ ìíîæåñòâ Dy ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Wx, äåëàåì âûâîä, ÷òî Wx ïðèíàäëåæèò
ñåìåéñòâó K, à x ïðèíàäëåæèò èíäåêñíîìó ìíîæåñòâó ñåìåéñòâà K. Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñíîå ìíîæåñòâî
ñåìåéñòâà K ïåðå÷èñëèìî, à ñàìî ýòî ñåìåéñòâî âïîëíå ïåðå÷èñëèìî. Òåîðåìà 17.2 äîêàçàíà.

Çàäà÷è.

1. Âûâåñòè òåîðåìó Ðàéñà èç òåîðåìû Ðàéñà � Øàïèðî.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ âñåõ íåòîòàëüíûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íåïåðå÷èñëèìî.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ âñåõ âû÷èñëèìûõ íåèíúåêòèâíûõ ôóíêöèé ïåðå÷èñëèìî.

4. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìû, êàêèå ïåðå÷èñëèìû, êàêèå èìåþò ïåðå÷èñëèìîå
äîïîëíåíèå:

(a) {x|x ∈Wx};
(b) {x|x åñòü ïîëíûé êâàäðàò};
(c) {x|ϕx åñòü èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ};
(d) {x| â äåñÿòè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà π ñóùåñòâóþò x

èäóùèõ äðóã çà äðóãîì ñåìåðîê};
(e) {x|ϕm(x)íå îïðåäåëåíî} (m ôèêñèðîâàíî).

18 Ìíîãîçíà÷íàÿ ñâîäèìîñòü

Äîêàçûâàÿ íåðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ, ìû ÷àñòî ïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì ïðèåìîì: ìû ïîêàçûâà-
ëè, ÷òî åñëè áû ñóùåñòâîâàë ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà, òî ìû èìåëè áû ðàçðåøàþùèé
àëãîðèòì è äëÿ íåêîòîðîãî çàâåäîìî íåðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà, íàïðèìåð, K. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ïðèåì
íàçûâàåòñÿ ñâåä�åíèåì îäíîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû ê äðóãîé. Ïîíÿòèþ ñâåä�åíèÿ ìîæíî ïðèäàòü òî÷íûé
ñìûñë ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ìû ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ � ìíîãîçíà÷íóþ ñâîäèìîñòü.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ N ìíîãîçíà÷íî ñâîäèòñÿ (èëè m-ñâîäèòñÿ) ê ìíîæåñòâó B ⊆ N
(A ≤m B), åñëè ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : N → N òàêàÿ, ÷òî

(∀x)[x ∈ A⇔ f(x) ∈ B].

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ñâîäèìî ê B ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f , à ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü
ñâîäÿùåé A ê B.

Ïðèìåðû.
1) Ïóñòü B åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 0. Òîãäà K ≤m B.

×òîáû äîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ g, îïðåäåëÿåìóþ òàê:

g(x, y) =
{

0, åñëè x ∈ K;
íå îïðåäåëåíî, åñëè x 6∈ K.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ óñëîâíîå ðàâåíñòâî g(x, y) ' ϕf(x)(y). Îòñþäà
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è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈ K, òî ôóíêöèÿ ϕf(x) òîæäåñòâåííî ðàâíà 0,
ò. å. f(x) ∈ B, à åñëè x 6∈ K, òî ôóíêöèÿ ϕf(x) íèãäå íå îïðåäåëåíà, è f(x) 6∈ B. Òàêèì îáðàçîì, (∀x)[x ∈
K ⇔ f(x) ∈ B], ò. å. K ≤m B.

2) Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ðàéñà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî K m-ñâîäèòñÿ ê èíäåêñíîìó ìíî-
æåñòâó ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, íå ñîäåðæàùåãî íèãäå íå îïðåäåëåííóþ
ôóíêöèþ.

3) Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ òîòàëüíûõ îäíîìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ ÷èñëîâûõ ôóíê-
öèé, à B � ìíîæåñòâî âñåõ ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 0. Òîãäà A ≤m B. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ðàññìîòðèì äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ g(x, y) ' 0 · ϕx(y). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà. Ïî
òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
x, y âûïîëíÿåòñÿ óñëîâíîå ðàâåíñòâî g(x, y) ' ϕf(x)(y). Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈ A, òî ôóíêöèÿ ϕf(x) òîæäåñòâåííî ðàâíà 0, ò. å. f(x) ∈ B, à åñëè x 6∈ A, òî ôóíêöèÿ
ϕf(x) íå âñþäó îïðåäåëåíà, è f(x) 6∈ B. Òàêèì îáðàçîì, (∀x)[x ∈ A⇔ f(x) ∈ B], ò. å. A ≤m B.

Òåîðåìà 18.1 1. Îòíîøåíèå ≤m ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.
2. A ≤m B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ≤m B.
3. Åñëè ìíîæåñòâî B ðàçðåøèìî, è A ≤m B, òî ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî.
4. Åñëè ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî, B 6= ∅, B 6= N, òî A ≤m B.
5. Åñëè ìíîæåñòâî B ïåðå÷èñëèìî, è A ≤m B, òî ìíîæåñòâî A ïåðå÷èñëèìî.
6. A ≤m N ⇔ A = N;
7. A ≤m ∅ ⇔ A = ∅;
8. N ≤m A⇔ A 6= ∅;
9. ∅ ≤m A⇔ A 6= N.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Î÷åâèäíî, ÷òî A ñâîäèòñÿ ê A ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè, òàê ÷òî A ≤m
A, è îòíîøåíèå ≤m ðåôëåêñèâíî. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè A ñâîäèòñÿ ê B ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f , à B
ñâîäèòñÿ ê C ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè g, òî A ñâîäèòñÿ ê ïîñðåäñòâîì êîìïîçèöèè ýòèõ ôóíêöèé, ò. å. òàêîé
ôóíêöèè h, ÷òî (∀x)h(x) = g(f(x)).

2. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A ñâîäèòñÿ ê B ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f , òî A ñâîäèòñÿ ê B ïîñðåäñòâîì òîé æå
ôóíêöèè.

3. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A ñâîäèòñÿ ê B ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f , òî (∀x)χA(x) = χB(f(x)), òàê ÷òî åñëè
ìíîæåñòâî B ðàçðåøèìî, ò. å. ôóíêöèÿ χB âû÷èñëèìà, òî ôóíêöèÿ χA òàêæå âû÷èñëèìà, ò. å. ìíîæåñòâî A
ðàçðåøèìî.

4. Åñëè B 6= ∅, B 6= N, âîçüìåì b ∈ B, c 6∈ B. Åñëè A ðàçðåøèìî, òî âû÷èñëèìà ôóíêöèÿ

f(x) =
{
b, åñëè x ∈ A;
c, åñëè x 6∈ A.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà, è A ñâîäèòñÿ ê B ïîñðåäñòâîì f .
5. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A ñâîäèòñÿ ê B ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f , òî (∀x)ψA(x) = ψB(f(x)), òàê ÷òî åñëè

ìíîæåñòâî B ïåðå÷èñëèìî, ò. å. ôóíêöèÿ ψB âû÷èñëèìà, òî ôóíêöèÿ ψA òàêæå âû÷èñëèìà, ò. å. ìíîæåñòâî
A ïåðå÷èñëèìî.

6. Ñîãëàñíî ïóíêòó 1, N ≤m N. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè A ñâîäèòñÿ ê N ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f , òî
x ∈ A ⇔ f(x) ∈ N. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x, çíà÷èò, ëåâàÿ òîæå, è
A = N.

7. A ≤m ∅ ⇔ A ≤m N ⇔ A = N ⇔ A = ∅.
8. Ïóñòü N ñâîäèòñÿ ê A ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f . Òîãäà A = Ran(f), òàê ÷òî A 6= ∅. C äðóãîé ñòîðîíû,

åñëè A 6= ∅, âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå c ∈ A. ÒîãäàN ñâîäèòñÿ ê A ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé c.
9. ∅ ≤m A⇔ N ≤m A⇔ A 6= ∅ ⇔ A 6= N.
Òåîðåìà 18.1 äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî K â íåêîòîðîì ñìûñëå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ñðåäè

ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 18.2 Ìíîæåñòâî A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ≤m K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò ôàêò, ÷òî åñëè A ≤m K, òî A ïåðå÷èñëèìî, âûòåêàåò èç ïóíêòà 5 òåîðåìû 18.1 è
òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîæåñòâî K ïåðå÷èñëèìî. Îáðàòíî, ïóñòü A ⊆ N � ïðîèçâîëüíîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî.
Äâóìåñòíóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ g îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x, y) =
{

1, åñëè x ∈ A;
íå îïðåäåëåíî, åñëè x 6∈ A.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ óñëîâíîå ðàâåíñòâî g(x, y) ' ϕf(x)(y). Îòñþäà
è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈ A, òî ôóíêöèÿ ϕf(x) âñþäó îïðåäåëåíà,
â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ϕf(x)(f(x)), ò. å. f(x) ∈ K, à åñëè x 6∈ A, òî ôóíêöèÿ ϕf(x) íèãäå íå
îïðåäåëåíà, è f(x) 6∈ K. Òàêèì îáðàçîì, (∀x)[x ∈ A⇔ f(x) ∈ K], ò. å. A ≤m K. Òåîðåìà 18.2 äîêàçàíà.

Çàäà÷è.

1. Ïóñòü c � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, B = {x|c ∈Wx}. Äîêàçàòü, ÷òî K ≤m B.

2. Ïóñòü A� ìíîæåñòâî âñåõ ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ òîòàëüíûõ îäíîìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.
Äîêàçàòü, ÷òî A íå m-ñâîäèòñÿ ê K.

3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A � ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ðàçðåøèìûì, òî A íå m-ñâîäèòñÿ ê
A, è A íå m-ñâîäèòñÿ ê A.

19 Ïðîäóêòèâíûå ìíîæåñòâà

Êàê ìû çíàåì, äîïîëíåíèå K ìíîæåñòâà K íåïåðå÷èñëèìî. Ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü âûðàæåí â áîëåå ñèëüíîé
ôîðìå: ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî ã�åäåëåâó íîìåðó x ëþáîãî ïåðå÷èñëèìîãî ïîäìíîæåñòâà
Wx ìíîæåñòâà K íàéòè íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç K, íå ïðèíàäëåæàùåå Wx. À èìåííî, â êà÷åñòâå òàêîãî ÷èñëà
ìîæíî âçÿòü x. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Wx ⊆ K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ Wx. Òîãäà x ∈ K, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, x 6∈Wx, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ K è x ∈ (K \Wx). Ýòî ñâîéñòâî ìíîæåñòâà K ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îá-
ùåìó îïðåäåëåíèþ: ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ
÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ψ òàêàÿ, ÷òî

(∀x)[Wx ⊆ A⇒ (!ψ(x) &ψ(x) ∈ A \Wx)].

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ψ íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé ôóíêöèåé äëÿ ìíîæåñòâà A. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïðîäóêòèâíîå ìíîæåñòâî íåïåðå÷èñëèìî. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ
ïðîäóêòèâíûì, ïðè÷åì òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ(x) = x ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé ôóíêöèåé äëÿ K. Ìíîãî
äðóãèõ ïðèìåðîâ ïðîäóêòèâíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 19.1 Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïðîäóêòèâíî, è A ≤m B. Òîãäà ìíîæåñòâî B ïðîäóêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ñâîäèìî ê B ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f . Ðàññìîòðèì äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ
h(x, y) ' ϕx(f(y)). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò îä-
íîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ k òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ óñëîâíîå ðàâåíñòâî
h(x, y) ' ϕk(x)(y). Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ϕk(x)(y) îïðåäåëåíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ϕx(f(y)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ Wk(x) ⇔ f(y) ∈ Wx, ò. å.
Wk(x) = f−1(Wx). Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Wx ⊆ B. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ m-ñâîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî

Wk(x) = f−1(Wx) ⊆ A.

Ïóñòü g � ïðîäóêòèâíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ A. Òîãäà g(k(x)) ∈ (A \Wk(x)), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

f(g(k(x))) ∈ (B \Wx).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ(x) = f(g(k(x))) ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé äëÿ ìíîæåñòâà B. Òåîðåìà 19.1 äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 19.1.
Ïðèìåð 1. Â ðàçäåëå 18 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî K m-ñâîäèìî ê ìíîæåñòâó ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ

ôóíêöèè 0, òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî K m-ñâîäèìî ê ìíîæåñòâó {x|ϕx 6= 0},
êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíûì.

Ïðèìåð 2. Êàê áûëî çàìå÷åíî â ðàçäåëå 18, ìíîæåñòâî K m-ñâîäèìî ê èíäåêñíîìó ìíîæåñòâó IF ëþáîãî
íåòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé F , íå ñîäåðæàùåãî íèãäå íå îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåòðèâèàëüíîå ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé F ñîäåðæèò íèãäå íå îïðåäåëåííóþ
ôóíêöèþ, òî K ≤m IF , ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî IF ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíûì.

Òåîðåìà 19.2 Ëþáîå ïðîäóêòèâíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïðîäóêòèâíîå ìíîæåñòâî, g � åãî ïðîäóêòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü f : N → N îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü e0 � ã�åäåëåâ íîìåð ïðîãðàììû äëÿ ÌÍÐ, ñîñòîÿùåé
èç åäèíñòâåííîé êîìàíäû

J(1, 1, 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå We0 = ∅, ñëåäîâàòåëüíî, We0 ⊆ A, è çíà÷åíèå y0 = g(e0) îïðåäåëåíî. Â êà÷åñòâå
f(0) âîçüìåì y0. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, y0 ∈ A. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå âû÷èñëèëè çíà÷åíèÿ f(i) = yi äëÿ
i = 0, . . . , n, ïðè÷åì {y0, . . . , yn} ⊆ A. Ïóñòü en+1 � ã�åäåëåâ íîìåð ïðîãðàììû äëÿ ÌÍÐ, çàâåðøàþùåé ðàáîòó
òîëüêî íà èñõîäíûõ äàííûõ y0, . . . , yn. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Wen+1 = {y0, . . . , yn}, ñëåäîâàòåëüíî,
Wen+1 ⊆ A, è çíà÷åíèå yn+1 = g(en+1) îïðåäåëåíî. Â êà÷åñòâå f(n + 1) âîçüìåì yn+1. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
yn+1 ∈ A è yn+1 6∈ {y0, . . . , yn}. Òàêèì îáðàçîì, f � âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé
Ran(f) áåñêîíå÷íî, ïåðå÷èñëèìî è ñîäåðæèòñÿ â A. Òåîðåìà 19.2 äîêàçàíà.

Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïðîäóêòèâíû:

(a) {x|c 6∈Wx} (c � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî);

(b) {x|c 6∈ Ran(ϕx)} (c � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî);

(c) {x|Wx êîíå÷íî};
(d) {x|ϕx íå ñþðúåêòèâíà};
(e) {x|ϕx èíúåêòèâíà};
(f) {x|ϕx òîòàëüíà};
(g) {x|ϕx ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì};
(h) {x|ϕx íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì}.

2. Äîêàçàòü, åñëè A ïåðå÷èñëèìî, à ìíîæåñòâî A ∩B ïðîäóêòèâíî, òî B òàêæå ïðîäóêòèâíî.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïðîäóêòèâíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ðàçðåøèìîå ïîäìíîæåñòâî.

20 Êðåàòèâíûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ êðåàòèâíûì (èëè òâîð÷åñêèì), åñëè îíî ïåðå÷èñëèìî, à åãî äîïîëíåíèå A
ïðîäóêòèâíî. Ñàìûì ïðîñòûì ïðèìåðîì êðåàòèâíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî K. Äðóãèì ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî

A = {x|ϕx(x) = 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî. Ïîñòðîèì ïðîäóêòèâíóþ ôóíêöèþ äëÿ åãî äîïîëíåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì äâóìåñòíóþ ôóíêöèþ f , îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, y) =
{

0, åñëè çíà÷åíèå ϕx(y) îïðåäåëåíî;
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ óñëîâíîå ðàâåíñòâî f(x, y) ' ϕg(x)(y). Îòñþäà
è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ϕg(x)(g(x)) îïðåäåëåíî (è ðàâíî 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ϕx(g(x)). Òàêèì îáðàçîì, g(x) ∈ A⇔ g(x) ∈Wx, òàê ÷òî åñëè Wx ⊆ A, òî äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå g(x) ∈ (A \ Wx), ò. å. g � ïðîäóêòèâíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ A. Ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ
êðåàòèâíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 20.1 Ïóñòü F � íåòðèâèàëüíîå ñåìåéñòâî îäíîìåñòíûõ ÷èñëîâûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, A �
åãî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî A ïåðå÷èñëèìî, òî îíî êðåàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íèãäå íå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ íå ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó F , òî, êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ðàéñà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî A ïðîäóêòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò
áûòü ïåðå÷èñëèìûì. Çíà÷èò, íèãäå íå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ ñåìåéñòâà F , à òîãäà
äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A ïðîäóêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, A êðåàòèâíî. Òåîðåìà 20.1 äîêàçàíà.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ýòîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ÷òî ìíîæåñòâî {x|c 6∈ Wx} è
{x|c 6∈ Ran(ϕx)} (c � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî) ÿâëÿåòñÿ êðåàòèâíûì.
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Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà êðåàòèâíû:

(a) {x|Wx 6= ∅};
(b) {x|x ∈ Ran(ϕx)};
(c) {x|ϕx íå èíúåêòèâíà};
(d) {x|ϕx(x) = f(x)}, ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ.

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A êðåàòèâíî, à ìíîæåñòâî B ïåðå÷èñëèìî, ïðè÷åì A∩B = ∅, òî ìíîæå-
ñòâî A ∪B êðåàòèâíî.

21 Ïðîñòûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• A ïåðå÷èñëèìî;

• A áåñêîíå÷íî;

• A íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîãî ïåðå÷èñëèìîãî ïîäìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 21.1 Ïðîñòîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ íè ðàçðåøèìûì, íè êðåàòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïðîñòîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî ìíîæåñòâà, åãî äîïîëíå-
íèå íå ïåðå÷èñëèìî. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïîñòà ïîëó÷àåì, ÷òî A íå ðàçðåøèìî. Èç òåîðåìû 19.2 è îïðåäåëåíèÿ
ïðîñòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ñëåäîâàòåëüíî, A íå ÿâëÿåòñÿ êðåàòèâ-
íûì. Òåîðåìà 21.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 21.2 Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îäíîìåñòíóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ f îïðåäåëèì ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì åå âû÷èñëåíèÿ.
Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî x. ×òîáû íàéòè f(x), áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ

ϕx(0), ϕx(1), . . .

(ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå ϕx(n+ 1) íà÷èíàåòñÿ òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê âû÷èñëåíèå ϕx(n) çàâåðøèëîñü); âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ, åñëè íàéäåíî òàêîå ÷èñëî n, ÷òî ϕx(n) > 2n; â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì f(x) = ϕx(n).
Òàêèì îáðàçîì, f � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé ïåðå÷èñëèìî. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A = Ran(f) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
B ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕb. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
f âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå f(b) îïðåäåëåíî è f(b) ∈ B. Çíà÷èò, B íå ñîäåðæèòñÿ â äîïîëíåíèè
ìíîæåñòâà A. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî, çàìåòèì, ÷òî åñëè çíà÷åíèå f(x) îïðåäåëåíî,
òî f(x) > 2x. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî n â ìíîæåñòâå {0, 1, 2, . . . , 2n} ñîäåðæàòñÿ íå ìåíåå n ýëåìåíòîâ èç
A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî. Òåîðåìà 21.2 äîêàçàíà.

22 m-ïîëíûå ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿm-ïîëíûì, åñëè îíî ïåðå÷èñëèìî, è ëþáîå äðóãîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâîm-
ñâîäèìî ê A. Â ðàçäåëå 18 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâîK ÿâëÿåòñÿm-ïîëíûì. Îòñþäà è èç òðàíçèòèâíîñòè
îòíîøåíèÿ ≤m ñëåäóåò, ÷òî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
K ≤m A.

Ìíîæåñòâî K ïåðå÷èñëèìî, íî íå ðàçðåøèìî. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: âñÿêîå ëè íåðàçðåøèìîå
ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì? Ñåé÷àñ ìû ïîëó÷èì îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 22.1 Ëþáîå m-ïîëíîå ìíîæåñòâî êðåàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî A m-ïîëíî, òî K ≤m A. Ñëåäîâàòåëüíî, K ≤m A. Òàê êàê K ïðîäóê-
òèâíî, òî ïî òåîðåìå 19.1 ìíîæåñòâî A òàêæå ïðîäóêòèâíî, à òîãäà A êðåàòèâíî. Òåîðåìà 22.1 äîêàçàíà.

Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: âñÿêîå êðåàòèâíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì. Îäíàêî äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òðåáóåò áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ è íå âõîäèò â íàøè
ïëàíû.
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Òåîðåìà 22.2 Ïðîñòûå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ m-ïîëíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 22.1 ëþáîå m-ïîëíîå ìíîæåñòâî êðåàòèâíî, â òî æå âðåìÿ òåîðåìà 21.1
óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîñòûå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ êðåàòèâíûìè. Òåîðåìà 22.2 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòûå ìíîæåñòâà ïåðå÷èñëèìû, íå ðàçðåøèìû, íî íå ÿâëÿþòñÿ m-ïîëíûìè.

23 ßçûê ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå. Êàê èçâåñòíî,
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ. Âñÿêîå ðàññóæ-
äåíèå åñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ëîãè÷åñêè ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé. ×òîáû ñäåëàòü ìà-
òåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ òî÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè, äëÿ èõ çàïèñè â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå
ðàçðàáîòàíû èñêóññòâåííûå, ôîðìàëèçîâàííûå ÿçûêè. Ìû ðàññìîòðèì îäèí èç òàêèõ ÿçûêîâ � ÿçûê ôîð-
ìàëüíîé ïðèôìåòèêè, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ çàïèñè óòâåðæäåíèé î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Êàê è âñÿêèé ôîð-
ìàëèçîâàííûé ÿçûê, ÿçûê ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè èñïîëüçóåò ôèêñèðîâàííûé àëôàâèò. Àëôàâèò ÿçûêà
ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ñèìâîëû: êîíñòàíòû 0 è 1, ñèìâîëû äëÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
+ è óìíîæåíèÿ ·, ñèìâîë äëÿ îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà =, à òàêæå ñèìâîëû äëÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ¬ (îòðè-
öàíèå), & (êîíúþíêöèÿ), ∨ (äèçúþíêöèÿ), ⊃ (èìïëèêàöèÿ) è êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè ∀ è ñóùåñòâîâàíèÿ ∃.
Êðîìå òîãî, â ÿçûêå ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè èìåþòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ V = {v0, v1, v2, . . .} è
ñêîáêè (, ).

Ñðåäè âñåõ ñëîâ â îïèñàííîì àëôàâèòå ðàçëè÷àþòñÿ äâà òèïà îñìûñëåííûõ âûðàæåíèé � òåðìû è ôîð-
ìóëû. Òåðì � ýòî ôîðìàëüíûé àíàëîã ÷èñëîâîé ôîðìû. Òåðìû ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• êîíñòàíòû 0 è 1 ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè;

• âñÿêàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ òåðìîì;

• åñëè t1 è t2 � òåðìû, òî âûðàæåíèÿ (t1 + t2) è (t1 · t2) ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè.

Íàïðèìåð, òåðìàìè ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ 0, 1, (1+1), ((1+1)+1) è ò. ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè òåðìû ÿâëÿþòñÿ
çàïèñÿìè ÷èñåë 0, 1, 2, 3 è ò. ä. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷åðåç n îáîçíà÷àòü òåðì, ÿâëÿþùèéñÿ çàïèñüþ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Íàïðèìåð, 7 åñòü ((((((1+1)+1)+1)+1)+1)+1).

Ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì àíàëîãîì âûñêàçûâàíèÿ èëè âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû. Ôîðìóëû ñòðî-
ÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• åñëè t1 è t2 � òåðìû, òî âûðàæåíèå t1 = t2 ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé;

• åñëè Φ � ôîðìóëà, òî âûðàæåíèå ¬Φ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé;

• åñëè Φ è Ψ � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ (Φ &Ψ), (Φ ∨Ψ), (Φ ⊃ Ψ) ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè;

• åñëè Φ � ôîðìóëà, x � ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ ∀xΦ è ∃xΦ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

Íàïðèìåð, ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå ∃v1(v1 ·(1+1)) = v0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ çàïè-
ñüþ âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû "v0 � ÷åòíîå ÷èñëî". Ôîðìóëà ∃v1(v1 ·2) = 5 âûðàæàåò ëîæíîå âûñêàçûâàíèå,
à ôîðìóëà ∃v1(v1 · 2) = 4 âûðàæàåò èñòèííîå âûñêàçûâàíèå.

Âûðàæàåò ëè äàííàÿ ôîðìóëà âûñêàçûâàíèå èëè âûñêàçûâàòåëüíóþ ôîðìó, çàâèñèò îò ïðèñóòñòâèÿ â íåé
ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ôîðìóëó ðàçëè÷àþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ôîðìóëå âèäà ∀xΦ èëè ∃xΦ åå ÷àñòü ∀x èëè ∃x íàçûâàåòñÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé,
à Φ � åå îáëàñòüþ äåéñòâèÿ. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî íàõîäèòñÿ â êâàí-
òîðíîé ïðèñòàâêå ∀x èëè ∃x èëè â åå îáëàñòè äåéñòâèÿ. Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè
îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì.

Ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé ôîðìóëîé èëè âû-
ñêàçûâàíèåì. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå âûñêàçûâàíèå îêàçûâàåòñÿ èñòèííûì èëè ëîæíûì ïðè åñòåñòâåííîì
ïîíèìàíèè âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî ñèìâîëîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî âñåõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé, à
÷åðåç F � ìíîæåñòâî âñåõ ëîæíûõ âûñêàçûâàíèé.

Åñëè ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn) íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò x1, . . . , xn, òî
îíà ïðåâðàùàåòñÿ â âûñêàçûâàíèå Φ(k1, . . . , kn), åñëè âìåñòî ýòèõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïîäñòàâèòü ñîîò-
âåòñòâåííî òåðìû k1, . . . , kn, èçîáðàæàþùèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k1, . . . , kn. Ïîýòîìó òàêàÿ ôîðìóëà ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà. Íàïðèìåð, îòíîøåíèå x < y âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

∃v0(¬v0 = 0 & (x+ v0) = y).

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì âìåñòî òàêîé ôîðìóëû ìû èíîãäà áóäåì ïèñàòü ïðîñòî x < y.
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24 Àðèôìåòè÷åñêèå ìíîæåñòâà è ôóíêöèè

Ïóñòü n ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî A ⊆ Nn íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò
àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ΦA(v1, . . . , vn) ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè òîëüêî èç ñïèñêà v1, . . . , vn òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k1, . . . , kn âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

〈k1, . . . , kn〉 ∈ A⇔ Φ(k1, . . . , kn) ∈ T .

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ΦA(v1, . . . , vn) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî A.

Òåîðåìà 24.1 Åñëè ìíîæåñòâà A,B ⊆ Nn ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè, òî ìíîæåñòâà Nn \ A, A ∪ B,
A ∩B òàêæå ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè ΦA(v1, . . . , vn) è
ΦB(v1, . . . , vn). Òîãäà, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî Nn \A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ¬ΦA(v1, . . . , vn), ìíîæåñòâî A∪B
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ΦA(v1, . . . , vn)∨ΦB(v1, . . . , vn), à ìíîæåñòâîA∩B îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ΦA(v1, . . . , vn) &ΦB(v1, . . . , vn).
Òåîðåìà 24.1 äîêàçàíà.

×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f èç ìíîæåñòâà Nn â ìíîæåñòâî N íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé, åñëè åå ãðàôèê Γf
ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ ãðàôèê àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè f , áóäåì
îáîçíà÷àòü Φf (v1, . . . , vn, vn+1).

Òåîðåìà 24.2 Âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåçèñà ×�åð÷à âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóð-
ñèâíîé. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé.
Ñíà÷àëà äîêàæåì àðèôìåòè÷íîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ s(x) = x + 1 îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé v2 = (v1 + 1); ôóíêöèÿ o(x) = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé v2 = 0; ôóíêöèÿ Inm(x1, . . . , xn) = xm
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé vn+1 = vm.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè àðèôìåòè÷íû k-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ f è n-ìåñòíûå ôóíêöèå g1, . . . , gk, òî n-
ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ h, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç íèõ ïîäñòàíîâêîé, òàêæå àðèôìåòè÷íà. Ïóñòü

Φf (v1, . . . , vk, vk+1),Φgi(v1, . . . , vn, vn+1)(i = 1, . . . , k)

ñóòü ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè. Òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ h îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùåé ôîðìóëîé:

∃u1 . . .∃uk(Φg1(v1, . . . , vn, u1) & . . . &Φgk
(v1, . . . , vn, uk) &Φf (u1, . . . , uk, vn+1)).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè n-ìåñòíàÿ (n ≥ 1) ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ g ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè èç
(n + 1)-ìåñòíîé ÷àñòè÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè f , òî ôóíêöèÿ g òàêæå àðèôìåòè÷íà. Ïóñòü ôîðìó-
ëà Φg(v1, . . . , vn, vn+1, vn+2) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ g. Òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:

∀v(v < vn+1 ⊃ ∃w(Φg(v1, . . . , vn, v, w) &¬w = 0)) &Φg(v1, . . . , vn, vn+1, 0).

Ñëó÷àé, êîãäà (n + 1)-ìåñòíàÿ (n ≥ 1) ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ h ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ðåêóðñèè
èç n-ìåñòíîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè f è (n+ 2)-ìåñòíîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè g, òðåáóåò íåêîòîðîé
èçîáðåòàòåëüíîñòè. Ïóñòü x, y, z � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî z ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì y ïî ìîäóëþ
x è ïèøóò z ≡ y(modx), åñëè ÷èñëà z è y äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà x èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
åñëè èõ ðàçíîñòü z − y äåëèòñÿ íà x. Îòìåòèì ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ôàêò èç àëãåáðû: åñëè ÷èñëà w è x
âçàèìíî ïðîñòû, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî z, ÷òî wz ≡ 1(modx).

Ëåììà 24.1 (êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ) Êàêîâû áû íè áûëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà y1, . . . , yk è íà-
òóðàëüíûå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà x1, . . . , xk, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî z òàêîå, ÷òî

z ≡ y1(modx1), . . . , z ≡ yk(modxk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = x1 . . . xk. Òîãäà x = w1x1 = . . . wkxk äëÿ ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë w1, . . . , wk. Äëÿ
ëþáîãî i = 1, . . . , k ÷èñëà wi è xi âçàèìíî ïðîñòû, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî zi, ÷òî wizi ≡
1(modxi). Ïîëîæèì òåïåðü z = w1z1y1 + . . . + wkzkyk. Òîãäà z ≡ y1(modxi) äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k. Ëåììà
24.1 äîêàçàíà.

Ïóñòü rm(x, y) îáîçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y íà ÷èñëî x. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:
β(x, y, z) = rm(1 + (z + 1) · y, x) (îáû÷íî åå íàçûâàþò β-ôóíêöèåé Ã�åäåëÿ).
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Ëåììà 24.2 Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k0, k1, . . . , kn ñóùåñòâóþò òà-
êèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà b è c, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, . . . , n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî β(b, c, i) = ki.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü j = max(n, k0, k1, . . . , kn) è c = j!. Ðàññìîòðèì ÷èñëà ui = 1 + (i + 1) · c (i =
0, 1, . . . , n). Îíè ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ÷èñëà ul è um, ãäå 1 ≤ l < m ≤ n, èìåëè
ïðîñòîé îáùèé äåëèòåëü p, òî p áûëî áû äåëèòåëåì èõ ðàçíîñòè um − ul = (m− l) · c, à çíà÷èò, è äåëèòåëåì
õîòÿ áû îäíîãî èç ÷èñåë m− l è c. Íî òàê êàê m− l ≤ j, òî â ëþáîì ñëó÷àå c äåëèòñÿ íà p. Îäíàêî î÷åâèäíî,
÷òî òîãäà íè ul, íè um íå ìîãóò äåëèòñÿ íà p. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå
÷èñëà ul è um âçàèìíî ïðîñòû. Ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ (ëåììà 24.1), ñóùåñòâóåò ÷èñëî
b òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, . . . , n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî b ≡ ki(modui), ò. å. ÷èñëî b äàåò òàêîé æå
îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà ui, êàê è ÷èñëî ki. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, . . . , n âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
ki ≤ j ≤ j! = c < 1 + (i+ 1) · c = ui, ò. å. ki < ui. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî rm(ui, ki) = ki. Òåïåðü èìååì:

β(b, c, i) = rm(1 + (i+ 1) · c, b) = rm(ui, b) = rm(ui, ki) = ki,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ëåììà 24.2 äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ β ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé: îíà îïðåäåëèìà ôîðìóëîé

∃v5v1 = (((1 + ((v3 + 1) · v2)) · v5) + v4) & v4 < ((1 + ((v3 + 1) · v2))),

êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, îáîçíà÷àåòñÿ Φβ(v1, v2, v3, v4).
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 24.2. Ïóñòü (n+1)-ìåñòíàÿ (n ≥ 1) ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ h ïîëó÷àåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèè èç n-ìåñòíîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè f è (n+2)-ìåñòíîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè g.
Ïóñòü Φf (v1, . . . , vn, vn+1, vn+2), Φg(v1, . . . , vn+2, vn+3) �ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè.
Òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ h îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∃u∃v((∃w(Φβ(u, v, 0, w) &Φf (v1, . . . , vn, w)))& Φβ(u, v, vn+1, vn+2) &

&∀w(w < vn+1 ⊃ ∃y∃z(Φβ(u, v, w, y) &

&Φβ(u, v, (w + 1), z)& Φg(v1, . . . , vn, w, y, z)))).

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ h ïîëó÷àåòñÿ ðåêóðñèåé èç ÷èñëà a è äâóìåñò-
íîé ôóíêöèè g. Ïóñòü Φg(v1, v2, v3) � ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèþ g. Òîãäà ôóíêöèÿ h îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∃u∃v(Φβ(u, v, 0, a) &Φβ(u, v, v1, v2) &∀w(w < v1 ⊃ ∃y∃z(Φβ(u, v, w, y)&

&Φβ(u, v, (w + 1), z) &Φg(w, y, z)))).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå áàçèñíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè, à ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïîäñòà-
íîâêè, ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè èç àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ àðèôìåòè÷íà. Òåîðåìà 24.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 24.3 Âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A ⊆ N ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî. Òîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f . Ïî òåîðåìå 24.2, ôóíêöèÿ f àðèôìåòè÷íà. Ïóñòü Φf (v1, v2) � ôîðìóëà,
îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèþ f . Òàê êàê A ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , òî, î÷åâèäíî, ôîðìóëà
∃v2Φf (v1, v2) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî A. Òåîðåìà 24.3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 24.4 Ñóùåñòâóåò íåïåðå÷èñëèìîå àðèôìåòè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � êàêîå-íèáóäü íåðàçðåøèìîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Ïî òåîðåìå 24.3 îíî
ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì. Ïî òåîðåìå 24.1 åãî äîïîëíåíèå òàêæå àðèôìåòè÷íî, íî îíî, î÷åâèäíî, íåïåðå-
÷èñëèìî. Òåîðåìà 24.4 äîêàçàíà.
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Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì.

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A,B ⊆ N àðèôìåòè÷íû, òî èõ ðàçíîñòü A \B òàêæå àðèôìåòè÷íà.

3. Äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé íàïèñàòü îïðåäåëÿþùèå èõ àðèôìåòè÷åñêèå ôîðìóëû:

à) f1(x) =
{
x2, åñëè x ÷åòíî,
x+ 1, åñëè x íå÷åòíî; á) f(x, y) = xy (çäåñü 00 = 1); â) f(x) = x! (çäåñü 0! = 1);

ã) sg(x) =
{

1, åñëè x > 0;
0, åñëè x = 0; ä) sg(x) =

{
0, åñëè x > 0;
1, åñëè x = 0; å) p(x) =

{
x− 1, åñëè x > 0;
0, åñëè x = 0;

æ) d(x) =
{
x− y, åñëè x ≥ y;
0, åñëè x < y; ç) |x− y|; è) max(x, y); ê) min(x, y); ë) x− y; ì) x

y ; í) y
√
x;

î) x
2 ; ï)

[
x
2

]
.

25 Ã�åäåëåâà íóìåðàöèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ôîðìóë

Êàæäîìó ñèìâîëó α èç àëôàâèòà ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ñîïîñòàâèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî g(α), íàçû-
âàåìîå ã�åäåëåâûì íîìåðîì ñèìâîëà α: g(0) = 3, g(1) = 5, g(+) = 7, g(·) = 9, g(=) = 11, g(¬) = 13, g(&) = 15,
g(∨) = 17, g(⊃) = 19, g(∀) = 21, g(∃) = 23, g(() = 25, g()) = 27, g(vi) = 29 + 2i (i = 0, 1, 2, . . .). Òàêèì îáðàçîì,
ðàçëè÷íûì ñèìâîëàì ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Êàæäîìó ñëîâó w = α0α1 . . . αn â àëôàâèòå ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ñîïîñòàâèì íàòóðàëüíîå
÷èñëî

g(w) = 2α0 · 3α1 · . . . · pαn
n ,

ãäå pn åñòü n-å ïðîñòîå ÷èñëî, åñëè ñ÷èòàòü p0 = 2. ×èñëî g(w) áóäåì íàçûâàòü ã�åäåëåâûì íîìåðîì ñëîâà
w. Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé òåðì t èìååò íåêîòîðûé ã�åäåëåâ íîìåð g(t), è êàæäàÿ ôîðìóëà Φ èìååò íåêîòîðûé
ã�åäåëåâ íîìåð g(Φ). Íàïðèìåð, g(v0 = v1) = 229 · 311 · 531. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþò ðàçëè÷íûå
ã�åäåëåâû íîìåðà. Êðîìå òîãî, ã�åäåëåâû íîìåðà âûðàæåíèé ÷�åòíû è ïîòîìó îòëè÷íû îò ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ
ñèìâîëîâ. Òàêàÿ íóìåðàöèÿ ñèìâîëîâ è âûðàæåíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè áûëà âïåðâûå ââåäåíà
Ã�åäåëåì ñ öåëüþ çàìåíû âûñêàçûâàíèé î ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿõ íà âûñêàçûâàíèÿ î íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.

Ðàññìîòðåííûé çäåñü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì. Ãëàâ-
íîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýòîé è äðóãèõ ã�åäåëåâûõ íóìåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà,
ïîçâîëÿþùåãî ïî ëþáîìó âûðàæåíèþ íàéòè åãî ã�åäåëåâ íîìåð, è àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè n ã�åäåëåâûì íîìåðîì êàêîãî-íèáóäü âûðàæåíèÿ è, åñëè
ÿâëÿåòñÿ, íàéòè ýòî âûðàæåíèå.

Åñëè X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âûðàæåíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè, åìó ñîîòâåòñòâóåò ìíîæå-
ñòâî IX ⊆ N, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ âûðàæåíèé, âõîäÿùèõ â X . Áóäåì íàçûâàòü IX
èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âûðàæåíèé X . Òåïåðü âñå ýïèòåòû, êîòîðûìè íàãðàæäàþòñÿ ÷èñëî-
âûå ìíîæåñòâà, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ìíîæåñòâàì âûðàæåíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè, òàê ÷òî
ìíîæåñòâî âûðàæåíèé X áóäåò íàçûâàòüñÿ ðàçðåøèìûì, ïåðå÷èñëèìûì, ïðîäóêòèâíûì, êðåàòèâíûì, àðèô-
ìåòè÷åñêèì è ò. ä., åñëè åãî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî IX ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàçðåøèìûì, ïåðå÷èñëèìûì,
ïðîäóêòèâíûì, êðåàòèâíûì, àðèôìåòè÷åñêèì è ò. ä.

26 Òåîðåìà Òàðñêîãî

Ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëåå èíòåðåñåí âîïðîñ î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà T âñåõ èñòèííûõ
âûñêàçûâàíèé. Â íåêîòîðîì ñìûñëå îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 26.1 (òåîðåìà Òàðñêîãî) Ìíîæåñòâî âñåõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèô-
ìåòèêè íå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî T âñåõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèô-
ìåòèêè àðèôìåòè÷íî, è ΦT (v1) � ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî IT , ò. å. ìíîæåñòâî ã�åäåëåâûõ íîìåðîâ
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âñåõ èñòèííûõ ôîðìóë. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ôîðìóëà ΦT (n)
èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ÿâëÿåòñÿ ã�åäåëåâûì íîìåðîì èñòèííîé çàìêíóòîé ôîðìóëû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äâóìåñòíóþ ÷àñòè÷íóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ:

sub(x, y) =
{
g(Φ(y)), åñëè x = g(Φ(v1)) äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû Φ;
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà. Îíà âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì: "Ïóñòü äàíû íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà x è y. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè x ã�åäåëåâûì íîìåðîì êàêîé-ëèáî ôîðìóëû Φ(v1). Åñëè ýòî òàê,
òî âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé v1 â ôîðìóëó Φ(v1) ïîäñòàâüòå òåðì, èçîáðàæàþùèé ÷èñëî
y. Âû÷èñëèòå ã�åäåëåâ íîìåð ïîëó÷åííîé ôîðìóëû. Ýòî è åñòü çíà÷åíèå sub(x, y)."Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ sub
âû÷èñëèìà, òî â ñèëó òåîðåìû 24.2 îíà àðèôìåòè÷íà. Ïóñòü Φsub(v1, v2, v3) � ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ ôóíê-
öèþ sub. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ∃v0(Φsub(v1, v1, v0) &¬ΦT (v0)), êîòîðóþ îáîçíà÷èì Ψ(v1). Ýòà ôîðìóëà èìååò
ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ òîëüêî ïåðåìåííîé v1 è, î÷åâèäíî, óòâåðæäàåò, ÷òî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ
ïîäñòàíîâêîé òåðìà v1 âìåñòî ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé "v1"â ôîðìóëó ñ ã�åäåëåâûì íîìåðîì v1,
ëîæíà. Ïóñòü m = g(Ψ(v1)). Òîãäà sub(m,m) = g(Ψ(m)). Äîïóñòèì, ÷òî âûñêàçûâàíèå Ψ(m) èñòèííî. Ýòî
âûñêàçûâàíèå èìååò âèä ∃v0(Φsub(m,m, v0) &¬ΦT (v0)), è åãî èñòèííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-
ëî a, äëÿ êîòîðîãî èñòèííî âûñêàçûâàíèå Φsub(m,m, a) &¬ΦT (a). Ñëåäîâàòåëüíî, a = sub(m,m), è èñòèííî
âûñêàçûâàíèå ¬ΦT (sub(m,m)). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûñêàçûâàíèå ñ íîìåðîì sub(m,m), ò. å. Ψ(m), ëîæ-
íî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî âûñêàçûâàíèå Ψ(m) íå ìîæåò áûòü èñòèííûì. Çíà÷èò, îíî
ëîæíî. Ëîæíîñòü âûñêàçûâàíèÿ ∃v0(sub(m,m, v0) &¬ΦT (v0)) îçíà÷àåò, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî a, åñëè èñòèííî âûñêàçûâàíèå Φsub(m,m, a), òî âûñêàçûâàíèå ¬ΦT (a) ëîæíî. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà
a = sub(m,m), ïîëó÷àåì, ÷òî ëîæíî âûñêàçûâàíèå ¬ΦT (sub(m,m)). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñòèííî âûñêà-
çûâàíèå ΦT (sub(m,m)), à òîãäà èñòèííî è âûñêàçûâàíèå ñ ã�åäåëåâûì íîìåðîì sub(m,m), ò. å. Ψ(m). Îïÿòü
ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, âûñêàçûâàíèå Ψ(m) íå èñòèííî è íå ëîæíî, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Èòàê, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå îá àðèôìåòè÷íîñòè ìíîæåñòâà T è ñóùåñòâîâàíèè ôîðìóëû ΦT (v1) íåâåðíî, è íà ñàìîì äåëå
ìíîæåñòâî T íåàðèôìåòè÷íî. Òåîðåìà 26.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 26.2 Ìíîæåñòâî T âñåõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè íå ÿâëÿåòñÿ
ïåðå÷èñëèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 24.3, âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì. Â ñèëó
òåîðåìû Òàðñêîãî ìíîæåñòâî T íåàðèôìåòè÷íî, çíà÷èò, îíî è íåïåðå÷èñëèìî. Òåîðåìà 26.2 äîêàçàíà.

27 Ïåðâàÿ òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Òåîðåìà 26.2 èìååò ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå çàäàíèÿ ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè â âèäå
àêñèîìàòè÷åñêîé ñèñòåìû. Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
íåêîòîðûå èñõîäíûå ôàêòû ýòîé òåîðèè, íàçûâàåìûå àêñèîìàìè èëè ïîñòóëàòàìè, ïðèíèìàþòñÿ "áåç äîêà-
çàòåëüñòâà", à âñå äðóãèå óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðèè âûâîäÿòñÿ èç íèõ ïóòåì ðàññóæäåíèé. Â 1891 ã. èòàëüÿí-
ñêèé ìàòåìàòèê Ïåàíî ïðåäëîæèë àêñèîìàòèêó äëÿ íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Íà ÿçûêå ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè
àêñèîìû Ïåàíî çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. ∀x∀y((x+ 1) = (y + 1) ⊃ x = y);

2. ∀x¬(x+ 1) = 0;

3. ∀x(x+ 0) = x;

4. ∀x∀y(x+ (y + 1)) = ((x+ y) + 1);

5. ∀x(x · 0) = 0;

6. ∀x∀y(x · (y + 1)) = ((x · y) + x);

7. Φ(0) &∀x(Φ(x) ⊃ Φ(x+ 1)) ⊃ ∀xΦ(x).

Ïðè ýòîì 7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå îòäåëüíóþ àêñèîìó, à ñõåìó àêñèîì: êàêîâà áû íè ôîðìóëà Φ(x), âûðà-
æåíèå 7) ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ðàçðàáîòàíû ñðåäñòâà ôîðìàëüíîãî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, ïîçâîëÿþùèå èç äàí-
íûõ àêñèîì ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì ïîëó÷àòü íîâûå âûñêàçûâàíèÿ, ëîãè÷åñêè âûòåêàþùèå èç àêñèîì
è íàçûâàåìûå òåîðåìàìè. Îäíèì èç òàêèõ ñðåäñòâ ÿâëÿåòñÿ èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ, èçó÷àåìîå â êóðñå
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ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Â ðàìêàõ ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äîêàçàòåëüñòâà êàê êîíå÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ñòðîÿùåéñÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì. Ïðè ýòîì, åñëè ìíîæåñòâî âñåõ àêñèîì
ðàçðåøèìî (êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå àêñèîì Ïåàíî), òî ìíîæåñòâî âñåõ äîêàçàòåëüñòâ òàêæå îêàçûâàåò-
ñÿ ðàçðåøèìûì. Ôîðìóëà Φ ñ÷èòàåòñÿ äîêàçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî, îêàí÷èâàþùååñÿ ýòîé
ôîðìóëîé. Ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïîçâîëÿþò íà îñíîâå èñòèííûõ àêñèîì äîêàçûâàòü òîëü-
êî èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äîêàçóåìûõ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ
ïåðå÷èñëèìûì. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 26.2, îíî íå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ èñòèííûõ âûñêà-
çûâàíèé. Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé òåîðåìû Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå,
êîòîðàÿ â óïðîùåííîì âèäå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 27.1 Ïóñòü çàäàíà àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ â ÿçûêå ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ñ ðàçðåøèìûì
ìíîæåñòâîì àêñèîì, â êîòîðîé âñå äîêàçóåìûå âûñêàçûâàíèÿ èñòèííû. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûñêàçûâàíèå
Φ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, íî íå äîêàçóåìûì.

Êàê ïîñòðîèòü êîíêðåòíîå èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå íå äîêàçóåìî â äàííîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè ñ ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì àêñèîì? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷àåòñÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 27.2 Ìíîæåñòâî T âñåõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ÿâëÿåòñÿ ïðî-
äóêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà T . Òàê êàê èíäåêñíîå ìíîæåñòâî
IX ìíîæåñòâà X ïåðå÷èñëèìî, òî îíî àðèôìåòè÷íî, ïðè÷åì ïî åãî ã�åäåëåâó íîìåðó ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìóëó
ΦX (v1), îïðåäåëÿþùóþ ìíîæåñòâî IX . Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ∃v0(sub(v1, v1, v0) &¬ΦX (v0)), êîòîðóþ îáîçíà-
÷èì Ψ(v1). Ïóñòü m = g(Ψ(v1)). Òîãäà, î÷åâèäíî, sub(m,m) = g(Ψ(m)). Äîïóñòèì, ÷òî âûñêàçûâàíèå Ψ(m)
ëîæíî. Îíî èìååò âèä ∃v0(sub(m,m, v0) &¬ΦX (v0)). Åãî ëîæíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî a, åñëè èñòèííî âûñêàçûâàíèå Φsub(m,m, a), òî âûñêàçûâàíèå ¬ΦX (a) ëîæíî. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà
a = sub(m,m), ïîëó÷àåì, ÷òî ëîæíî âûñêàçûâàíèå ¬ΦX (sub(m,m)). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñòèííî âûñêàçû-
âàíèå ΦX (sub(m,m)), à òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûñêàçûâàíèå ñ ã�åäåëåâûì íîìåðîì sub(m,m), ò. å. Ψ(m),
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X , ñîñòîÿùåìó òîëüêî èç èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé. Çíà÷èò, âûñêàçûâàíèå Ψ(m) èñ-
òèííî è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî âûñêàçûâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî a, äëÿ êîòîðîãî èñòèííî âûñêàçûâàíèå Φsub(m,m, a) &¬ΦX (a). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a = sub(m,m), è
òîãäà èñòèííî âûñêàçûâàíèå ¬ΦX (sub(m,m)). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûñêàçûâàíèå ñ íîìåðîì sub(m,m), ò. å.
Ψ(m), íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X . Èòàê, ïî ã�åäåëåâó íîìåðó ïåðå÷èñëèìîãî ïîäìíîæåñòâà IX ìíîæåñòâà
IT ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî, ò. å. ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ïîñòðîèòü ÷èñëî èç T \X , à èìåííî, â êà÷åñòâå òàêîãî
÷èñëà íóæíî âçÿòü ã�åäåëåâ íîìåð ïîñòðîåííîé íàìè ôîðìóëû Ψ(m). Òåîðåìà 27.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 27.2 èìååò è äðóãîå, áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 19.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ïðîäóêòèâíîå ìíîæåñòâî K m-ñâîäèìî ê ìíîæåñòâó IT . Ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì. Ïóñòü
ΦK(v1) � îïðåäåëÿþùàÿ åãî ôîðìóëà. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì f(n) = g(ΦK(n)). Ìíîæåñòâî
K m-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó IT ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè f . Äåéñòâèòåëüíî, n ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôîðìóëà ΦK(n) èñòèííà, ò. å. åå ã�åäåëåâ íîìåð g(ΦK(n)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó IT . Ïðèâåäåííîå äîêà-
çàòåëüñòâî, îäíàêî, íå äàåò ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïðîäóêòèâíîé ôóíêöèè äëÿ ìíîæåñòâà IT è â ýòîì ñìûñëå
óñòóïàåò ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó.

Çàäà÷è.

1. Íàéòè ã�åäåëåâ íîìåð òåðìà 2.

2. Íàéòè ã�åäåëåâ íîìåð ôîðìóëû (2 · 2) = 4.

3. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî âñåõ ëîæíûõ âûñêàçûâàíèé ÿçûêà ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè. Äîêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî F íåàðèôìåòè÷íî.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F ïðîäóêòèâíî.

28 Ìåðû ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé

Â ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ äàæå äëÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f âåñüìà àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ: "Âû÷èñ-
ëèìà ëè f ïðàêòè÷åñêè?"Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè ïðîãðàìììà, âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ f çà âðåìÿ,
êîòîðûì ìû ðàñïîëàãàåì? Êîíå÷íî, ìíîãîå çàâèñèò îò ìàñòåðñòâà ïðîãðàììèñòà: íåóäà÷íî ñîñòàâëåííàÿ
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ïðîãðàììà ìîæåò ðàáîòàòü î÷åíü äîëãî. Îäíàêî åñòü è îáúåêòèâíûå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ñêîðîñòü âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèé. Îíè èçó÷àþòñÿ â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.

Êàê èçâåñòíî, êàæäûé àëãîðèòì ðàáîòàåò ïî øàãàì. Â ðàññìîòðåííûõ íàìè ìàøèíàõ Òüþðèíãà è ìàøè-
íàõ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåãèñòðàìè øàãîì ðàáîòû ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ âûïîëíåíèå îäíîé êîìàíäû. Ñ÷èòàÿ, ÷òî
êàæäûé øàã âûïîëíÿåòñÿ çà åäèíèöó âðåìåíè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êàê ÷èñëî øàãîâ
àëãîðèòìà, ñîâåðøàåìûõ â ïðîöåññå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ. Âîçìîæíû è äðóãèå ìåðû ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ.
Ïîñëå òîãî êàê âûáðàíà ìåðà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ, âîçíèêàåò âîïðîñ î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ êîíêðåò-
íûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ "íàèëó÷øåãî"àëãîðèòìà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè.

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà e è n ≥ 1 îïðåäåëèì ôóíêöèþ t
(n)
e (x1, . . . , xn)

êàê ÷èñëî øàãîâ, ñäåëàííîå ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ϕ(n)
e (x1, . . . , xn) ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ñ íîìåðîì e.

(Åñëè çíà÷åíèå ϕ(n)
e (x1, . . . , xn) íå îïðåäåëåíî, òî çíà÷åíèå t

(n)
e (x1, . . . , xn) òàêæå ñ÷èòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.)

Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ t(n)
e íàçûâàåòñÿ ñèãíàëèçèðóþùåé ôóíêöèåé. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå, íî

âàæíûå ñâîéñòâà ñèãíàëèçèðóþùåé ôóíêöèè t(n)
e :

• Dom(t(n)
e ) = Dom(ϕ(n)

e );

• äëÿ êàæäîãî n ìíîæåñòâî
{〈e, x1, . . . , xn, y〉|t(n)

e (x1, . . . , xn) ' y}

ðàçðåøèìî.

Âòîðîå èç ýòèõ ñâîéñòâ ÿâíî êîíòðàñòèðóåò ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ìíîæåñòâî

{〈e, x1, . . . , xn, y〉|ϕ(n)
e (x1, . . . , xn) ' y}

íåðàçðåøèìî. Ïðè n = 1 âìåñòî t(n)
e áóäåì ïèñàòü ïðîñòî te.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ñâîé-
ñòâî M(n), êîòîðûì ìîæåò îáëàäàòü èëè íå îáëàäàòü êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîé-
ñòâî M(n) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ n èëè ïî÷òè âñþäó, åñëè

(∃n0)(∀n ≥ n0)M(n)

(èíûìè ñëîâàìè, åñëè ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êðîìå êîíå÷íîãî èõ ìíîæå-
ñòâà).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî ñëîæíî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 28.1 Ïóñòü b � îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ
òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1, ÷òî

(∀e)(f = ϕe ⇒ te(n) > b(n) ïî÷òè âñþäó).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íóþ îäíîìåñòíóþ ôóíêöèþ i ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî n

i(n) =

 íàèìåíüøåå i ≤ n òàêîå, ÷òî i îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé i(m) ïðè m < n, è ti(n) ≤ b(n);
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ôóíêöèÿ i âû÷èñëèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè óñëîâèå ti(n) ≤ b(n), íóæíî âû÷èñ-
ëèòü b(n) è ñäåëàòü íå áîëåå b(n) øàãîâ â âû÷èñëåíèè ϕi(n). Åñëè çà ýòî âðåìÿ âû÷èñëåíèå çàêîí÷èëîñü, òî
óñëîâèå ti(n) ≤ b(n) âûïîëíåíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, i(0). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì
b(0) è ñäåëàåì íå áîëåå ÷åì b(0) øàãîâ â âû÷èñëåíèè ϕ0(0) (ò. å. â ðàáîòå ïðîãðàììû ñ íîìåðîì 0 íà èñõîäíîì
äàííîì 0). Åñëè çà ýòî âðåìÿ âû÷èñëåíèå çàêîí÷èëîñü, ïîëàãàåì i(0) = 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå i(0)
ñ÷èòàåì íåîïðåäåëåííûì. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè i ðàçðåøèìà, è åñëè çíà÷åíèå i(k)
îïðåäåëåíî, òî i(k) ≤ k.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ÷èñëî i òàêîâî, ÷òî ti(m) ≤ b(m) äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ m, òî i = i(n) äëÿ íåêîòîðîãî
n. Ïóñòü

p = 1 + max{k|i(k) îïðåäåëåíî è i < i(k)}

(ïîëîæèì p = 0, åñëè íåò íè îäíîãî çíà÷åíèÿ i(k) < i). Âîçüìåì òàêîå n ≥ i, ÷òî n ≥ p è ti(n) ≤ b(n). Åñëè
i = i(k) äëÿ íåêîòîðîãî k < n, òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü i 6= i(k) äëÿ âñåõ k < n. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî i ≤ n, i
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îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé i(m) ïðè m < n è ti(n) ≤ b(n). Çíà÷èò, i(n) îïðåäåëåíî, ïðè÷åì
i(n) ≤ i. Íî ïîñêîëüêó n ≥ p, òî äîëæíî áûòü i(n) ≥ i. Ñëåäîâàòåëüíî, i(n) = i, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ïîëîæèì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

f(n) =
{

1, åñëè i(n) îïðåäåëåíî è ϕi(n)(n) = 0;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû óæå îòìåòèëè âûøå, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè i ðàçðå-
øèìà, òàê ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîæíî óçíàòü, îïðåäåëåíî ëè çíà÷åíèå i(n). Äàëåå, åñëè ýòî çíà÷åíèå
îïðåäåëåíî, òî îáÿçàòåëüíî îïðåäåëåíî è çíà÷åíèå ϕi(n)(n). Âû÷èñëèâ åãî, ìû ìîæåì óçíàòü, ðàâíî ëè îíî
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî n ìû ìîæåì íàéòè çíà÷åíèå f(n).

Ïîêàæåì, ÷òî f � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü f = ϕe, ò. å. ïðîãðàììà ñ íîìåðîì e âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ
f . Äëÿ ëþáîãî n, åñëè çíà÷åíèå i(n) îïðåäåëåíî, òî, êàê âèäíî èç çàäàíèÿ ôóíêöèè f , e 6= i(n). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè áû íåðàâåíñòâî te(m) ≤ b(m) âûïîëíÿëîñü äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ m, òî, êàê ìû ïîêàçàëè
ðàíåå, äîëæíî áûòü e = i(n) äëÿ íåêîòîðîãî n. Çíà÷èò, äëÿ ïî÷òè âñåõ m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

te(m) > b(m),

÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåîðåìà 28.1 äîêàçàíà.
Ìîæíî ëè èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû èñêëþ÷èòü ñëîâà "ïî÷òè âñþäó"è çàìåíèòü èõ íà "äëÿ âñåõ n"?

Î÷åâèäíî, íåò. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ìîæíî íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ î÷åíü áûñòðî
âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå f â îäíîé êîíêðåòíîé òî÷êå a. Ïóñòü, íàïðèìåð, f(a) = 1, è ïóñòü ïðîãðàììà P âû÷èñëÿåò
ôóíêöèþ f . Ñîñòàâèì íîâóþ ïðîãðàììó P ′, âû÷èñëÿþùóþ ôóíêöèþ f :

1) S(2)
. . .

a) S(2)
a+ 1) Z(1)
a+ 2) S(1)
a+ 3) J(1, 2, stop)
a+ 4) Z(2)

P

(çäåñü stop � íåêîòîðîå ÷èñëî, áîëüøåå ÷èñëà êîìàíä â ïðîãðàììå P ′). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè e � íîìåð
ïðîãðàììû P ′, òî te(a) = a + 3. Ïîýòîìó, åñëè, íàïðèìåð, b(n) = n + 4, òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 28.1 áóäåò
íåâåðíûì äëÿ òàêèõ ôóíêöèé f è b ïðè çàìåíå ñëîâ "ïî÷òè âñþäó"íà "äëÿ âñåõ n".

Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü îäíîé èç âîçìîæíûõ ìåð ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé. Ïðè àáñòðàêòíîì
ïîäõîäå ê ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ìåðîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè (îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé) íàçûâàåòñÿ
ñåìåéñòâî îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé Φe (e ∈ N) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• Dom(Φe) = Dom(ϕe);

• ìíîæåñòâî {〈e, x, y〉|Φe(x) ' y} ðàçðåøèìî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññìîòðåííîå âûøå ñåìåéñòâî ôóíêöèé te ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè â ýòîì
ñìûñëå. Âîò äðóãèå ïðèìåðû ìåð âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè:

1. Φe(x) � êîëè÷åñòâî âûïîëíåíèé êîìàíä óñëîâíîãî ïåðåõîäà ïðè âû÷èñëåíèè ϕe(x), åñëè ýòî âû÷èñëåíèå
çàâåðøàåòñÿ;

2. Φe(x) � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, ñîäåðæàùååñÿ â êàêîì-ëèáî ðåãèñòðå ÌÍÐ çà âñå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ϕe(x),
åñëè ýòî âû÷èñëåíèå çàâåðøàåòñÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê
÷èñëî øàãîâ â âû÷èñëåíèè, è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê äëèíà ëåíòû, èñïîëüçîâàííîé
â âû÷èñëåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 28.1 ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî òå ñâîéñòâà ôóíêöèè te, êîòî-
ðûå ñôîðìóëèðîâàíû â îïðåäåëåíèè ìåðû âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òåîðåìà îñòàåòñÿ
âåðíîé ïðè çàìåíå te(n) íà Φe(n) äëÿ ëþáîé ìåðû âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè Φe.
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29 Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 29.1 (òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå) Êàêîâû áû íè áûëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≥ 1 è òî-

òàëüíàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ñóùåñòâóåò ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ϕ(m)
f(n) = ϕ

(m)
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ (m+ 1)-ìåñòíóþ ôóíêöèþ:

ψ(u, x1, . . . , xm) ' ϕ
(m)
ϕu(u)(x1, . . . , xm).

Ïóñòü e -ã�åäåëåâ íîìåð ôóíêöèè ψ, ò. å. ψ = ϕ
(m)
e . Â ñèëó s-m-n-òåîðåìû (òåîðåìà 7.2) ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ

âû÷èñëèìàÿ äâóìåñòíàÿ ôóíêöèÿ s (ôóíêöèÿ s1m â îáîçíà÷åíèÿõ óïîìÿíóòîé òåîðåìû) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

, u, x1, . . . , xm èìååò ìåñòî óñëîâíîå ðàâåíñòâî ϕ(m+1)
e (u, x1, . . . , xm) ' ϕms(e,u)(x1, . . . , xm). Â íàøåì ñëó÷àå, ïðè

ôèêñèðîâàííîì e, ïîëîæèì g(u) = s(e, u). Òîãäà

ϕmg(u)(x1, . . . , xm) ' ϕ
(m)
ϕu(u)(x1, . . . , xm).

Ïóñòü v � ã�åäåëåâ íîìåð êîìïîçèöèè ôóíêöèé f è g, ò. å. ϕv(x) = f(g(x)) äëÿ ëþáîãî x. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
x1, . . . , xm èìååì:

ϕmg(v)(x1, . . . , xm) ' ϕ
(m)
ϕv(v)(x1, . . . , xm) ' ϕ

(m)
f(g(v))(x1, . . . , xm),

è òåîðåìà äîêàçàíà, åñëè âçÿòü n = g(v). �
Ïðè m = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òîòàëüíîé îäíîìåñòíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò "íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà", ò. å. òàêîå ÷èñëî n, ÷òî ϕf(n) = ϕn. Ýòà òåîðåìà èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè
àëãîðèòìîâ.

Ïðèìåðû. 1. Âîò êàê, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ðàéñà.
Äîïóñòèì, ÷òî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî IF íåòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà îäíîìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé F
ðàçðåøèìî. Ïóñòü ϕa ∈ F , ϕb 6∈ F . Åñëè ìíîæåñòâî IF ðàçðåøèìî, òî âû÷èñëèìà ôóíêöèÿ

f(x) =
{
b, åñëè x ∈ IF ;
a, åñëè x 6∈ IF .

Ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ϕf(n) = ϕn. Ïóñòü n ∈ IF , ò. å. ϕn ∈ F .
Òîãäà f(n) = b, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ϕn = ϕf(n) = ϕb 6∈ F . Àíàëîãè÷íî, åñëè n 6∈ IF , ò. å.
ϕn 6∈ F , òî f(n) = a, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî, èáî â ýòîì ñëó÷àå ϕn = ϕf(n) = ϕa ∈ F . Çíà÷èò, íåâåðíî íè
îäíî èç óòâåðæäåíèé n ∈ IF è n 6∈ IF . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìíîæåñòâî
IF íåðàçðåøèìî.

2) Åñëè f � òîòàëüíàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî Wf(n) = Wn.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ϕf(n) = ϕn. Òîãäà

Wf(n) = Dom(ϕf(n)) = Dom(ϕn) = Wn.

3) Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî (∀x)ϕn(x) = xn. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ðàññìîòðèì äâóìåñò-
íóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f(m,x) = xm. Ïî òåîðåìå î ïàðàìåòðèçàöèè ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ îäíîìåñòíàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ k òàêàÿ, ÷òî f(m,x) = ϕk(m)(x) äëÿ ëþáûõ m,x. Ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî ϕk(n) = ϕn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x èìååì: ϕn(x) = ϕk(n)(x) = f(n, x) = xn, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷è.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî

à) ϕn(0) = n; á) ϕn(n) = n; â) ϕn = χ{n}; ã) ϕn = ψ{n}.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî

à) Wn = {n}; á) Wn = {n2}; â) Wn = N \ {n}.

36



30 Òåîðåìà îá óñêîðåíèè

Ïóñòü Pa è Pb � äâå ïðîãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîòàëüíîé ôóíêöèè f , ïðè÷åì 2tb(x) < ta(x) äëÿ ëþáîãî
x. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîãðàììà Pb ðàáîòàåò â äâà ñ ëèøíèì ðàçà áûñòðåå ïðîãðàììû
Pa. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ ôóíêöèÿ f , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êàêîâà áû íè
áûëà ïðîãðàììà P äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f , ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ðàáîòàåò â äâà ñ
ëèøíèì ðàçà áûñòðåå íà ïî÷òè âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò
"íàèëó÷øåé"ïðîãðàììû. Ýòîò ôàêò � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé Áëþìîì:

Òåîðåìà 30.1 (òåîðåìà îá óñêîðåíèè) Ïóñòü r � òîòàëüíàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Ñó-
ùåñòâóåò òîòàëüíàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî ïî ëþáîé ïðîãðàììå Pi, âû÷èñëÿ-
þùåé ôóíêöèþ f , ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãóþ ïðîãðàììó Pj äëÿ âû÷èñëåíèÿ f òàêóþ, ÷òî r(tj(x)) < ti(x)
äëÿ ïî÷òè âñåõ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå, êîãäà r � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè r � ïðîèçâîëüíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ r′, çàäàííóþ òàê:
r′(0) = r(0) è

r′(n+ 1) =
{
r(n+ 1), åñëè r(n+ 1) ≥ r′(n);
r′(n) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ r′ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, âû÷èñëèìà è ìàæîðèðóåò ôóíêöèþ r â òîì ñìûñëå, ÷òî
r(n) ≤ r′(n) äëÿ ëþáîãî n. Òåïåðü, åñëè r′(tj(x)) < ti(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x, òî è r(tj(x)) < ti(x) äëÿ ïî÷òè
âñåõ x.

Ïóñòü ôèêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî e. Îïðåäåëèì äâóìåñòíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ g(u, x) ðåêóðñèåé
ïî x ïðè ôèêñèðîâàííîì u. Ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì g(u, x) áóäóò ñòðîèòüñÿ âñïîìîãàòåëü-
íûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Cu,x. Èòàê, ïóñòü çíà÷åíèÿ g(u, 0), . . . , g(u, x− 1) è ìíîæåñòâà Cu,0, . . . , Cu,x−1 óæå
îïðåäåëåíû. Â ñèëó s-m-n-òåðåìû ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ äâóìåñòíàÿ ôóíêöèÿ s (ôóíêöèÿ s11 â
îáîçíà÷åíèÿõ óïîìÿíóòîé òåîðåìû) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ , x, y èìååò ìåñòî óñëîâíîå ðàâåíñòâî

ϕ(2)(x, y) ' ϕs(e,x)(y).

Çàôèêñèðóåì òàêóþ ôóíêöèþ s. Ïîëîæèì

Cu,x = {i|u ≤ i < x& i 6∈ ∪y<xCu,y & ti(x) ≤ r(ts(e,i+1)(x) + x)},

åñëè çíà÷åíèå ts(e,i+1)(x) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ i = u, . . . , x − 1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Cu,x íå îïðå-
äåëåíî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ≤ u, òî Cu,x îïðåäåëåíî è ðàâíî ∅. Êðîìå òîãî, åñëè ts(e,i+1)(x) îïðåäåëåíî, òî
ìîæíî ðåøèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî ti(x) ≤ r(ts(e,i+1)(x) + x). Òåïåðü îïðåäåëèì g(u, x) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

g(u, x) =
{

1 + max{ϕi(x)|i ∈ Cu,x}, åñëè Cu,x îïðåäåëåíî;
íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Cu,x îïðåäåëåíî, òî äëÿ êàæäîãî i ∈ Cu,x çíà÷åíèå ϕi(x) îïðåäåëåíî, òàê ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå g(u, x) îïðåäåëåíî.

Èòàê, g � äâóìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Âîîáùå-òî åå îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò ôèêñèðîâàííîãî â
ñàìîì íà÷àëå íàøèõ ðàññóæäåíèé ÷èñëà e. Î÷åâèäíî, ÷òî íîìåð ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ g,
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ÷èñëó e, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîìåñòíàÿ òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ k, ÷òî
g(u, x) ' ϕ

(2)
k(e)(u, x). Â ñèëó òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå (òåîðåìà 29.1) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî e, ÷òî

g(u, x) ' ϕ(2)
e (u, x), (5)

ò. å. òàê ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ïðè ýòîì ôèêñèðîâàííîì e ñàìà âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãðàììîé ñ íîìåðîì e.
Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ g òîòàëüíà. Ôèêñèðóåì x. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, äëÿ u ≥ x

ìíîæåñòâî Cu,x îïðåäåëåíî è ïóñòî, òàê ÷òî g(u, x) = 1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ

g(x, x), g(x− 1, x), . . . , g(u+ 1, x)

îïðåäåëåíû. Â ñèëó (5) è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè s ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ

ϕs(e,x)(x), ϕs(e,x−1)(x), . . . , ϕs(e,u+1)(x)

îïðåäåëåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ i = u, . . . , x−1 îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ts(e,i+1)(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî
Cu,x îïðåäåëåíî; ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî è çíà÷åíèå g(u, x). Òàêèì îáðàçîì, g(u, x) � òîòàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïîëîæèì gu(x) = g(u, x). Òîãäà gu(x) = g(u, x) = ϕ
(2)
e (u, x) = ϕs(e,x)(x). Ïîëîæèì f = g0. Ïîêàæåì, ÷òî

f ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî u è óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèè g0 è gu îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â
êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ò. å. g(0, x) = g(u, x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x. Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Cu,x âèäíî, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî x

Cu,x = C0,x ∩ {u, u+ 1, . . . , x− 1}.

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ âñå ìíîæåñòâà C0,x ïðè ðàçëè÷íûõ x ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ìîæíî íàéòè ÷èñëî
v = max{x|(∃i < u)i ∈ C0,x}. Òîãäà äëÿ x > v èìååì C0,x ⊆ {u, u + 1, . . . , x − 1}; ñëåäîâàòåëüíî, C0,x = Cu,x,
òàê ÷òî g(0, x) = g(u, x) äëÿ âñåõ x > v.

Ïóñòü òåïåðü f = ϕi. Òîãäà, åñëè j = s(e, i+ 1), òî ϕj = ϕs(e,i+1) = gi+1. Äîêàæåì, ÷òî r(tj(x) + x) < ti(x)
äëÿ ïî÷òè âñåõ x. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, ò. å. âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî ti(x) ≤ r(ts(e,i+1)(x) + x) äëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ x, òî íàøëîñü áû x, äëÿ êîòîðîãî

0 ≤ u < x& i 6∈ ∪y<xCu,y & ti(x) ≤ r(ts(e,i+1)(x) + x)},

ò. å. i ∈ C0,x. Íî òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ñëåäóåò g(0, x) 6= ϕi(x), ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî r(tj(x) + x) < ti(x) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ x.

Èòàê, ïî äàííîìó i, äëÿ êîòîðîãî f = ϕi, ìû ïîñòðîèëè òàêîå ÷èñëî j, ÷òî ôóíêöèÿ ϕj ñîâïàäàåò ñ f
ïî÷òè âñþäó è r(tj(x) + x) < ti(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x. Îñòàëîñü òîëüêî ïðîãðàììó ñ íîìåðîì j ïåðåäåëàòü â
ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f . Ïóñòü (∀x > v)ϕj(x) = f(x) è f(m) = bm äëÿm ≤ v. Òîãäà ïðîãðàììó
Pj íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) J(1, 2, l0)
2) S(2)
3) J(1, 2, l1)

. . .
2v) S(2)

2v + 1) J(1, 2, lv)
2v + 2) Pj

. . .
J(1, 1, stop)

l0) Qb0
J(1, 1, stop)
. . .

lv) Qbv

J(1, 1, stop)

(Çäåñü ÷åðåç Qb îáîçíà÷åíà ïðîãðàììà, ïîìåùàþùàÿ ÷èñëî b â ïåðâûé ðåãèñòð.) Ïóñòü j∗ � íîìåð òîëüêî
÷òî ïîñòðîåííîé ïðîãðàììû. Ýòà ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f . Äîïîëíèòåëüíûå êîìàíäû óâåëè÷èâàþò
âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãðàììîé Pj íå áîëåå ÷åì íà c øàãîâ, ãäå c � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ
îò èñõîäíîãî äàííîãî x. Òàêèì îáðàçîì, (∀x)tj∗(x) ≤ tj(x) + c. Ïîñêîëüêó r � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,
r(tj∗(x)) ≤ r(tj(x) + c) ≤ r(tj(x) + x) äëÿ x ≥ c. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî r(tj(x) + x) < ti(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x,
ïîëó÷àåì, ÷òî r(tj∗(x)) < ti(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà 30.1 äîêàçàíà.
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