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ëÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÑ! íÎÏÇÉÅ ÅÝÅ Ó ÄÅÔÓÔ×Á ÚÁÉÎÔÒÉÇÏ×ÁÎÙ ÜÔÉÍ

ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ. ëÔÏ ÎÅ ÐÏÍÎÉÔ �ÐÌÑÛÕÝÉÈ ÞÅÌÏ×ÅÞËÏ×�ëÏÎÁÎ äÏÊ-

ÌÑ? îÏ ÒÅÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÝÅ, É ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ

ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÁÐÉÓÁÎÏ × ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÍ ÒÁÓÓËÁÚÅ ËÌÁÓÓÉËÁ. ó ÏÄÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ É ÚÎÁËÏÍÉÔ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ.

õ×ÉÄÅ× × ÎÁÚ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ

×ÁÓ ÓÏÞÔÕÔ ËÎÉÇÕ ÓËÕÞÎÏÊ É ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ. ïÛÉÂÁÅÔÅÓØ! ðÏÓÏ-

ÂÉÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÖÉ×Ï, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ É ÏÞÅÎØ ÄÏÓÔÕÐÎÏ. äÌÑ ÐÏÎÉÍÁ-

ÎÉÑ ÓÕÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÎÉÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. îÏ ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ

ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÔÉÌØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÓÔÒÏÇÉ-

ÍÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ ÉÌÉ ÓÓÙÌËÁÍÉ ÎÁ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ.

ëÒÕÇ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÏÞÅÎØ ÛÉÒÏË: ÏÔ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀ-

ÝÉÈÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÄÏ ÂÁÎËÏ×ÓËÉÈ É ËÏÒ-

ÐÏÒÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏ×, ÖÅÌÁÀÝÉÈ ÇÌÕÂÖÅ ×ÎÉËÎÕÔØ × ÏÓ-

ÎÏ×Ù Ó×ÏÅÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
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ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÒÑÄ ÌÉ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÉ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÙÈ É ÉÚÑÝÎÙÈ

ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ, É ÓÔÏÌØ ÔÒÕÄÎÙÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ, ÎÁ-

ÓÔÏÌØËÏ ÏÔÏÒ×ÁÎÎÙÈ ÏÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÅÊ ÞÅÌÏ×ÅËÁ.

íÁÌÏ ËÁËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÖÅÔ ÐÏÈ×ÁÓÔÁÔØÓÑ ÓÔÏÌØ

ÄÒÅ×ÎÅÊ É ÓÌÁ×ÎÏÊ ÉÓÔÏÒÉÅÊ. óÅÇÏÄÎÑÛÎÑÑ ÖÅ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ,

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ ÐÏÐÒÏÓÔÕ �ÁÒÉÆÍÅÔÉËÏÊ�,

×ÄÏÂÁ×ÏË, ÅÝÅ É ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁ ÐÏ Ó×ÏÉÍ ÍÅÔÏÄÁÍ, ÐÏÞÅÒÐÎÕ-

ÔÙÍ ÉÚ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÐÒÏÞÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË.

ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÁÂÚÁÃ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ËÎÉ-

ÇÁÍ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÞÅÍ ÖÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÎÉÇÉ, ÐÒÅÄÌÁ-

ÇÁÅÍÏÊ ÓÅÊÞÁÓ ÞÉÔÁÔÅÌÀ? ðÏÖÁÌÕÊ, × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÉÞÔÏ ÉÚ ÓËÁ-

ÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÄÌÑ ÎÅÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ

Ä×ÁÄÃÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ Õ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÐÒÉ-
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ÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ. ëÁË ÐÅÌÉ
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ÓÔÁÔØ, ÎÁÄÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÚÎÁÔØ�. ñÒËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ

ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ | ËÒÉÐÔÏÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÅÍ,

ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÍÁÑ × ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ. éÄÅÑ ÔÁËÏÊ ËÒÉÐÔÏÓÉÓÔÅ-

ÍÙ ÐÒÏÓÔÁ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ: ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ Ä×Á ÂÏÌØÛÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉ-

ÓÌÁ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ, Á ×ÏÔ ÎÁÊÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÚÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅ | ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏ.

÷ÔÏÒÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ | ÅÅ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. ëÎÉÇÁ ÎÁ-

ÐÉÓÁÎÁ Á×ÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ÞÔÏ × ÐÅÒÅ×ÏÄÅ

ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÉÎÔÅÒÅ-

ÓÕÀÝÅÍÕÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÕ 9, 10, 11 ËÌÁÓÓÁ. îÉËÁËÉÈ, ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ

ÎÉËÁËÉÈ, ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ ÅÅ ÞÔÅÎÉÅ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ.

ðÒÏÞÔÑ ÅÅ, ÷Ù ÕÚÎÁÅÔÅ ÍÎÏÇÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÔÅÏ-

ÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÉÚ ÅÅ ÉÓÔÏÒÉÉ, ÐÏÊÍÅÔÅ, ÎÁ ÞÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÅÅ ÐÒÉ-

ÌÏÖÅÎÉÑ Ë ËÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÷Ù ÎÅ ÓÏÞÔÅÔÅ ÚÁ ÔÒÕÄ ÐÒÏ-

ÒÅÛÁÔØ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÷Ù ÂÕÄÅÔÅ

ÇÏÔÏ×Ù ÞÉÔÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ËÎÉÇÉ. á ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÷Ù ÐÏÞÕ×-

ÓÔ×ÕÅÔÅ ËÒÁÓÏÔÕ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÕÀ üÓÈÉÌ ÇÏ×ÏÒÉÌ:

�ÎÁÕËÁ ÞÉÓÅÌ, ÉÚ ÎÁÕË ×ÁÖÎÅÊÛÁÑ�.

í.á.ãÆÁÓÍÁÎ



áÎÄÒÜÁ É äÁÎÉÜÌÀ

é ÖÅÌÁÎÉÅ ÍÏÅ | ÞÔÏÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ Ñ

ÓÄÅÌÁÌ ÓÅÂÅ ÒÁÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ ÉÚ ÐÉÓÁÎÉÑ; Á ÞÔÏÂÙ ÞÔÅ-

ÎÉÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÕÄÎÙÍ É ÓËÕÞÎÙÍ ÚÁÎÑÔÉÅÍ,

Ñ ÓÄÏÂÒÉÌ ÐÏ×ÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ | ÎÅ ÓËÁÂÒÅÚÎÏÓÔÑÍÉ, ÎÏ

ÛÕÔËÁÍÉ ÎÅ×ÉÎÎÙÍÉ É ÂÅÓÐÅÞÎÙÍÉ; É ÅÓÌÉ ÔÙ |

ÞÅÌÏ×ÅË ÓÔÒÏÇÉÊ É ÎÒÁ×Á ÍÒÁÞÎÏÇÏ, ÔÏ ÓÕÄÉÔØ Ï ÎÉÈ

ÎÅ ÓÍÅÊ, ÉÂÏ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ ÍÕÄÒÙÅ, ÂÙ×ÁÀÔ ÏÓËÏÒ-

ÂÌÅÎÉÑ ÎÁÎÅÓÅÎÎÙÅ É ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÎÅ ÂÕÄÕÞÉ ÎÁ-

ÎÅÓÅÎÎÙÍÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÎÁ Ó×ÏÊ ÓÞÅÔ.

áÊÚÅË õÏÌÔÏÎ1, �óÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÊ ÒÙÂÏÌÏ×�.

1Izaak Walton (1593-1683), ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÐÉÓÁÔÅÌØ. ëÎÉÇÁ �The Compleat

Angler� ×ÙÛÌÁ × ìÏÎÄÏÎÅ × 1653 ÇÏÄÕ.
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üÔÁ ËÎÉÇÁ ÐÒÉÇÌÁÛÁÅÔ ÷ÁÓ × ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÅ, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÅÌØ

ËÏÔÏÒÏÇÏ | (RSA), ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÏÔËÒÙ-

ÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ òÉ×ÅÓÔÁ, ûÁÍÉÒÁ É áÄÌÅÍÁÎÁ (Rivest, Shamir,

Adleman). ðÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÐÅÛÎÙÍ, Ó ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×ÏÍ ÏÓÔÁÎÏ×ÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÀÂÏ×ÁÔØÓÑ ÏËÒÕÖÁÀ-

ÝÉÍ ÐÅÊÚÁÖÅÍ É ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÏÓÔÏÐÒÉÍÅ-

ÞÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÎÉÇÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÓËÏÒÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ

×ÏÐÒÏÓÁÍ, ÞÅÍ ËÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÉ. èÏÔÑ ÍÙ É ÉÚÕÞÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ

ÒÁÂÏÔÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ RSA, ÄÅÔÁÌÉ ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÓÔÁ-

ÎÕÔÓÑ × ÓÔÏÒÏÎÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍÓÑ ÎÁ ×ÏÚÎÉ-

ËÁÀÝÉÈ × Ó×ÑÚÉ Ó ÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ | ÒÁÚÌÏ-

ÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍ. üÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ

Ë ÞÉÓÌÕ ÓÔÁÒÅÊÛÉÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÐÏÄ ÉÍÅÎÅÍ ÔÅÏÒÉÉ

ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÁÑ Ó ÁÎÔÉÞÎÙÈ ×ÒÅÍÅÎ ÓÌÕÖÉÔ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÉÎÔÒÉÇÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ. ÷ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÁÌÉ ÔÁËÉÅ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÁË ü×ËÌÉÄ (Euclid), æÅÒÍÁ (Fermat), üÊÌÅÒ (Eu-

ler), ìÁÇÒÁÎÖ (Lagrange), ìÅÖÁÎÄÒ (Legendre), çÁÕÓÓ (Gauss),

òÉÍÁÎ (Riemann), Á ÔÁËÖÅ, ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÔÄÁÌÅÎÎÙÅ,

á. ÷ÅÊÌØ (Weil), äÅÌÉÎØ (Deligne) É õÁÊÌÓ (Wiles).

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ × ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔÌÉÞÁ-

ÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÓÔÁÒÙÈ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÊ × ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÈ ×ÁÖÎÙÈ ÁÓÐÅËÔÁÈ. íÙ ×ÓÀÄÕ ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ-
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ÓËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÅÌÁ, ÎÅ ÚÁÂÙ×ÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ×ÓÔÒÅÞÁ-

ÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÐÕÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ ü×-

ËÌÉÄÁ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÁ ÐÒÏÎÉÚÁÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ, ÏÄÎÁËÏ ÄÏ

ÓÁÍÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ËÁÚÁÌÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÁ-

ÒÏÍÏÄÎÙÍ. íÙ ÏÔÎÏÓÉÍÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÏÞÅÎØ ÓÅÒØÅÚÎÏ. ôÁË, ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ü×ËÌÉÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌÁ, Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï-

×ÁÎÉÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ çÁÕÓÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÔ ÉÚÏÂÒÅÌ

ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔ-

ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÉÆÒÏ×Á-

ÎÉÑ RSA. îÏ ÈÏÔÑ ÃÅÌØ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÏÞÅÎØ ÞÅÔËÏ, ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÉ

× ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÚÁÃÉËÌÅÎÏ ÎÁ ÎÅÊ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÐÕÔÅÍ, ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÑ ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÏÓÏ-

ÂÅÎ ÐÒÏÌÉÔØ ÂÏÌØÛÅ Ó×ÅÔÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ×ÏÐÒÏÓ. üÔÉÍ

ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÇÒÕÐÐÙ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔ × ÇÌÁ×ÁÈ 10 É 11 ÅÄÉÎÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ. îÁÛÅ

ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐ ÚÁ×ÏÄÉÔ ÁÖ ÄÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ

É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.

÷ ÏÓÎÏ×Õ ËÎÉÇÉ ÌÅÇÌÉ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ, ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÈ

ÄÌÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏ×-ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÏ×. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-

ÓÔÉ ÏÂßÑÓÎÑÀÔÓÑ ÓÌÁÂÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÏÊ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×. ôÁË, ÏÎÁ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÁÇÁÅÔ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÌÉÛØ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÚÎÁÎÉÑ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÉ-

ÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ

É ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÈÏÔÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ

ËÎÉÇÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁ-

ËÏÍÓÔ×Á Ó ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. íÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ,

ÏÄÎÁËÏ (ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÁÍÏÍÕ ×ÙÂÏÒÕ ÐÒÅÄÍÅÔÁ), ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÎÔ ËÏÍ-

ÐØÀÔÅÒÎÏ ÇÒÁÍÏÔÎÙÈ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ × ËÏÎÃÅ ËÁÖÄÏÊ ÇÌÁ×Ù ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ) ÕÐ-

ÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÝÉÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÔÅËÓÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.



12 ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ Á×ÔÏÒÁ

ãÅÌØ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÄÁÎÎÙÈ

ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÌÉ ÇÉÐÏÔÅÚ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

éÈ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÍÐØÀ-

ÔÅÒÎÙÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏÍ.

óËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÓÔÉÌÅ. éÎÏÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ËÎÉÇÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÈÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÊ, ÔÅÏÒÅÍ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. ôÁËÏÊ ÓÔÉÌØ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë �üÌÅ-

ÍÅÎÔÁÍ� ü×ËÌÉÄÁ, É × ËÏÎÃÅ Ä×ÁÄÃÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ ÏÎ ÐÒÉÏÂÒÅÌ ÓÉÌÕ

ÓÔÁÎÄÁÒÔÁ. îÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÏÎÕÍÅÎÔÁÌØ-

ÎÙÊ ÓÔÉÌØ ÎÅ ÂÙÌ ÄÏÍÉÎÉÒÕÀÝÉÍ ÄÁÖÅ ÓÒÅÄÉ ÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÏ×. áÒÈÉÍÅÄ (Archimedes), Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ ÞÉÔÁ-

ÔÅÌÑÍ Ï ×ÏÚÎÉËÁ×ÛÉÈ ÎÁ ÅÇÏ ÐÕÔÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÈ É ÔÕÐÉËÁÈ, ËÕÄÁ

ÅÍÕ ÓÌÕÞÁÌÏÓØ ÚÁÂÒÅÄÁÔØ, É ÄÁÖÅ ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÁÌ ÉÈ ÏÂ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ É ËÏÔÏÒÙÅ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ

ÏËÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÌÏÖÎÙÍÉ. ÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ Ñ ÓÌÅÄÕÀ ÓËÏÒÅÅ ÐÒÉÍÅ-

ÒÕ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÎÅÖÅÌÉ ü×ËÌÉÄÁ, É ÓÄÅÌÁÎÎÙÊ ÍÎÏÀ ×ÙÂÏÒ ÚÁ-

ÍÅÔÎÏ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÐÏÓÏÂ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ

ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ×ÖÉ×ÌÅÎÙ × ÔÅËÓÔ, Á ÎÅ ×ÙÄÅÌÅÎÙ × ÏÔÄÅÌØÎÙÅ

ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÑ, Á ÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ×ÓÅ, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ:

ÏÔ ÉÓÔÏËÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÄÏ ÁÎÅËÄÏÔÏ×. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÁÌÇÏÒÉÔ-

ÍÙ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÍ ÑÚÙËÅ, É Ñ ÎÅ ÓÔÒÅÍÌÀÓØ Ë ÉÈ ÏÐÔÉ-

ÍÉÚÁÃÉÉ | ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÎÁ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ. ðÑÔØ

ÌÅÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÕÂÅÄÉÌÉ ÍÅÎÑ × ÔÏÍ,

ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÅ ×ÙÚÙ×Á-

ÅÔ ÓËÏÌØ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁÍÅÔÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ Õ ×ÓÑËÏÇÏ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÕ.

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÎÉÇÉ: Õ ËÁÖÄÏÊ

×ÁÖÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É Õ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÅÓÔØ Ó×ÏÅ ÉÍÑ.

÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å Ó×ÏÅÍ ÜÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÉÍÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÕÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÖÅ ÄÅÓÑÔÉ- ÉÌÉ ÓÔÏÌÅÔÉÑÍÉ. äÒÕÇÉÅ

ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÙ ÍÎÏÊ. ðÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÚ ÎÉÈ, ËÁË, ÓËÁÖÅÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ

Ï ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÍ ËÏÒÎÅ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ

×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÉÍ, ÚÎÁËÏÍÙÍ Ó ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ;

ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÔÒÕÄÎÅÅ. þÔÏÂÙ ÏÂÌÅÇÞÉÔØ ÐÏÉÓË, Ñ



ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ Á×ÔÏÒÁ 13

×ÙÄÅÌÉÌ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× × ÏÔÄÅÌØ-

ÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ, ÓÎÁÂÄÉ× ÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ËÒÁÔËÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉ-

ÅÍ2. óÓÙÌËÁ ÎÁ ÂÅÚÙÍÑÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÄÅÔ ÐÏ ÎÏÍÅÒÁÍ ÇÌÁ×

É ÒÁÚÄÅÌÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ.

üÔÏÔ ÔÒÕÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔÁÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ

ËÎÉÇÉ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÎÁ ÐÏÒÔÕÇÁÌØÓËÏÍ ÑÚÙËÅ × 1997

ÇÏÄÕ, É × ÅÅ ÏÓÎÏ×Å ÌÅÖÁÔ ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÅ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ-

ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÁÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ æÅÄÅÒÁÌØÎÏ-

ÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ òÉÏ ÄÅ öÁÎÅÊÒÏ. ñ ÏÂÑÚÁÎ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, ÓÌÕ-

ÛÁ×ÛÉÍ ÜÔÏÔ ËÕÒÓ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÑÔÉ ÌÅÔ, ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ñ

ÓÐÏÓÏÂÅÎ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÓÌÏ×ÁÍÉ. éÈ ÕÞÁÓÔÉÅ ÐÏ×ÌÉÑÌÏ ËÁË ÎÁ ÓÔÉÌØ

ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÁË É ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÎÉÇÉ, Á ÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É

ËÒÉÔÉËÁ ÐÏÍÏÇÌÉ ÍÎÅ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ ÏÛÉÂËÉ É ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ñ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ öÏÎÁÓÕ ÄÅ íÉÒÁÎÄÁ çÏÍÅÓÕ. éÍÅÎ-

ÎÏ ÏÎ ÐÅÒ×ÙÍ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÍÙÓÌØ ÏÂ ÉÚÄÁÎÉÉ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÁ É ÐÒÏ×ÅÌ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÐÅÒÅÇÏ×ÏÒÙ. âÅÚ ÎÅÇÏ ËÎÉÇÁ

ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÅ ÚÁÒÏÄÉÌÁÓØ ÂÙ. ñ ÔÁËÖÅ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁ-

ÒÅÎ áÍÉÌØËÁÒÕ ðÁÞÅËÏ É íÁÒÔÉÎÕ èÏÌÌÁÎÄÕ ÚÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ

É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ.

é, ÎÁËÏÎÅÃ, Ñ ×ÙÒÁÖÁÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ×ÓÅÍ ÒÁÂÏÔÎÉËÁÍ ÉÚ-

ÄÁÔÅÌØÓÔ×Á á. ë. ðÅÔÅÒÓ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ Ñ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÌ ÐÒÉ ÓÏ-

ÚÄÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ. éÈ ÐÏÄÄÅÒÖËÁ É ÓÐÏËÏÊÓÔ×ÉÅ, ÄÁÖÅ × ÍÏ-

ÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ Õ ÍÅÎÑ ÏÐÕÓËÁÌÉÓØ ÒÕËÉ, ÐÏÍÏÇÌÉ ÍÎÅ ÄÏ×ÅÓÔÉ

ÒÁÂÏÔÕ ÄÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ.

òÉÏ ÄÅ öÁÎÅÊÒÏ, 18 ÉÀÌÑ 1998 ÇÏÄÁ

2÷ ÒÕÓÓËÏÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×

ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ ÉÌÉ × ÐÒÅÄÍÅÔÎÏÍ ÕËÁÚÁÔÅÌÅ. | ðÒÉÍ. ÐÅÒÅ×.
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ä×Á ÓÁÍÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | ÜÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

ÄÅÌÅÎÉÑ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ. ïÂÁ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÁÍ äÒÅ×ÎÅÊ çÒÅÃÉÉ | ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × �îÁÞÁÌÁÈ� ü×ËÌÉ-

ÄÁ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ 300 Ç. ÄÏ Î.Ü. áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄ-

ÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. áÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÁÉ-

ÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏ ÍÅÒÅ ÞÔÅÎÉÑ

ËÎÉÇÉ ÷Ù ÕÂÅÄÉÔÅÓØ × ÉÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ.
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ïËÓÆÏÒÄÓËÉÊ ÓÌÏ×ÁÒØ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ �ÁÌÇÏÒÉÔÍ�:

�ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÒÁ×ÉÌ, ÏÂÙÞÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÎÙÊ

ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ; × ÎÁÓÔÏ-

ÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, × ÐÒÏÇÒÁÍ-

ÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÍÁÛÉÎÎÏÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÅ É ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉËÅ.�

åÓÌÉ ÎÅ ÏÔÈÏÄÉÔØ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÁÌÅËÏ × ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÃÅÐÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.
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äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÄÅÔÁÌØÎÏ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏ-

ÓÔÅÊÛÉÊ ÒÅÃÅÐÔ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÅÞÅÍ ÐÉÒÏÇ. ÷ ÈÏÒÏÛÅÊ ËÕÌÉÎÁÒ-

ÎÏÊ ËÎÉÇÅ ÚÁ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÃÅÐÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÐÉÓÏË ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ

ÐÒÏÄÕËÔÏ×. úÁÔÅÍ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÂßÑÓÎÑÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÒÏÄÕËÔÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÐÉÒÏÇ. éÎÓÔÒÕË-

ÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ �ÐÒÏÓÅÑÔØ, ÓÍÅÛÁÔØ, ×ÚÂÉÔØ, ×ÙÐÅÞØ�.

÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÏÔÏ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÐÉÒÏÇ, ÐÒÉ-

ÇÏÄÎÙÊ Ë ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÀ.

ðÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÔÒÏÅÎ É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ðÒÉ

ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ �××ÏÄ�É �×Ù-

×ÏÄ�. ÷×ÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒÕ ÐÒÏÄÕËÔÏ×, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ×

ÒÅÃÅÐÔÅ, ×Ù×ÏÄ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ;

× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÅ ÔÁËÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÂÙÌ ÐÉÒÏÇ.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ

ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÎÁÄ ××ÏÄÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×Ù×ÏÄ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÒÅÃÅÐÔÕ Ó ÄÏÌÖÎÏÊ ÁËËÕ-

ÒÁÔÎÏÓÔØÀ. ôÏÇÄÁ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÐÅÞØ

ÂÕÄÅÔ ÏÔËÒÙÔÁ, × ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÐÉÒÏÇ, Á ÎÅ

ÒÏÓÔÂÉÆ ÉÌÉ ÐÅÞÅÎØÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÒÅÃÅÐÔÁ ÍÙ

ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÉÒÏÇ ÉÓÐÅÞÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÖÅÌÁ-

ÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÅ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÙ ÏÖÉ-

ÄÁÅÍ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ

Ó ÏÖÉÄÁÅÍÙÍ ×Ù×ÏÄÏÍ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ É ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÙÌÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÍ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÍÏÇÕÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ-

ÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏ. ÷ÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 1 Ë ÃÅ-

ÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (××ÏÄÕ), ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 1 Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ É Ô.Ä. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ Ó ÔÁËÉÍÉ

ÉÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,

ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÂÅÓÐÏÌÅÚÅÎ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÏÞÅÎØ ÍÅÄ-

ÌÅÎÎÏ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÎÏÓÉÔØ ×ÅÓØÍÁ ÏÝÕÔÉÍÕÀ ÐÏÌØÚÕ. íÏ-

ÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÉÌÉ

ÓÁÍÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÙ É Ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,
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ÞÔÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ×ÓÑËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ

ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÓÌÅÄÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÐÒÁ×ÉÌ. âÏÌÅÅ

ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁ-

ÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. ë ÎÅÓÞÁÓÔØÀ, ÄÁÖÅ ËÏÒÏÔ-

ËÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Õ×ÅÌÏ ÂÙ ÎÁÓ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÁÌÅËÏ

× ÓÔÏÒÏÎÕ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ × ËÎÉÇÅ [13].

úÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÊÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ: �ÐÒÉ ÔÁ-

ËÏÍ-ÔÏ É ÔÁËÏÍ-ÔÏ ××ÏÄÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ-ÔÏ É ÔÁËÏÊ-ÔÏ ×Ù-

×ÏÄ�. ôÅÏÒÅÍÙ ÞÁÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ × ×ÉÄÅ �ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ�. äÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ,

Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ××ÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, Á ×Ù×ÏÄ | ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ.

ðÕÓÔØ ÷ÁÓ ÎÅ ÐÕÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ËÏÍ-

ÍÅÎÔÁÒÉÅ×: ÍÙ ÌÉÛØ ÄÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÍÓÑ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ÷ÓÅ ÓÔÁ-

ÎÅÔ ÑÓÎÅÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. éÔÁË, ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ | ÜÔÏ ÒÅÃÅÐÔ, ÎÁÂÏÒ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ, ÄÌÑ ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ-

ÂÏÒÁ ÐÒÏÄÕËÔÏ× (××ÏÄ) × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (×Ù×ÏÄ). ðÕÓÔØ

ÎÁÂÏÒ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÚÁÄÁÎ. ëÁË ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÒÅÛÁÅÔ ÌÉ ÏÎ ÐÏÓÔÁ-

×ÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ? ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÓÏÏÂÝÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÑÀÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ××ÏÄ É ×Ù×ÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ôÅÐÅÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ:

� ×ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ?

� ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÏÖÉÄÁÅÍÙÍ?

÷ÓÐÏÍÎÉ× ÐÒÏ ËÕÌÉÎÁÒÎÕÀ ÍÅÔÁÆÏÒÕ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÇÌÁ-

ÓÉÔØÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÃÅÐÔÁ ÐÉÒÏÇÁ ÎÁ ÜÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÔ-

×ÅÔÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. ðÒÉÞÉÎÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓÄÅÌÁÎÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ,

ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.

ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÒÁÚÙ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï� | ÍÙ ÐÒÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ. ðÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÍÙ

ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, × ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ

ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÁËÔÙ, ÉÌÉ ÁËÓÉÏÍÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ
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ÚÁÒÁÎÅÅ. äÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁËÓÉÏÍ ×Ù-

ÓÔÕÐÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅÔ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÒÅÃÅÐÔÁ ÐÉÒÏÇÁ ÍÏÖÎÏ

× ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÆÍ) ÓÔÏÌØ ÎÅ-

ÏÂÙÞÎÏ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÓÔÏÉÔ ÕÄÅÌÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ. òÁÎØÛÅ ÅÇÏ ÐÉÓÁ-

ÌÉ × ×ÉÄÅ ÁÌÇÏÒÉÓÍ, É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÎÏ ÉÚ ÌÁÔÉÎÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ

ÁÒÁÂÓËÏÇÏ ÉÍÅÎÉ áÌØ-èÏÒÅÚÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ × èÏÒÅÚ-

ÍÅ�. ôÁË Ú×ÁÌÉ ÁÒÁÂÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÄÅ×ÑÔÏÇÏ ×ÅËÁ áÂÕ äÖÁ-

ÆÁÒÁ íÏÈÁÍÍÅÄÁ ÉÂÎ íÕÓÕ (Abu J'afar Mohamed Ben Musa).

éÍÅÎÎÏ ÉÚ ÅÇÏ �ëÒÁÔËÏÊ ËÎÉÇÉ ÏÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÁÌ-ÄÖÁÂÒÁ É ÁÌ-

ÍÕËÁÂÁÌÙ� ÁÒÁÂÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÌÉÓØ ÐÏ ×ÓÅÊ å×ÒÏÐÅ.

áÌÇÏÒÉÓÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÐÒÏÓÔÕ �ÞÉÓÌÏ�, ÞÔÏ ÐÏ-ÇÒÅÞÅÓËÉ ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÉÆÍÏÓ�. úÁÔÅÍ, ËÁË ÌÀÂÅÚÎÏ ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÎÁÍ ÏËÓÆÏÒÄ-

ÓËÉÊ ÓÌÏ×ÁÒØ, ÜÔÉ Ä×Á ÓÌÏ×Á ÐÅÒÅÐÌÅÌÉÓØ, É ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÓÌÏ×Ï

ÁÌÇÏÒÉÆÍ.

îÅ ×ÐÏÌÎÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÞÁÌ

ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÃÅÐÔ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ�, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÈÏÖÅ,

ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÏÄÉÌÏÓØ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ. ÷ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÏÎÏ ×ÐÅÒ-

×ÙÅ ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÏËÏÌÏ 1812 ÇÏÄÁ. ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ × ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÍ ×Å-

ËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÚÁÍÅÔÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÌÏÓØ. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ

ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÁÌÇÏÒÉÔÍ� ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÁËÏ ÚÁÔÅÍ ÔÁË

ÓÔÁÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ðÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÍ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ×Ù×ÅÌ ÜÔÏ ÓÌÏ-

×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉË É ÆÉÌÏÓÏÆ ç. ÷. ìÅÊÂÎÉÃ (G. W. Leibniz). ÷ Ó×Ï-

ÅÍ ÐÅÒ×ÏÍ ÄÏËÌÁÄÅ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ, ÏÐÕÂÌÉ-

ËÏ×ÁÎÎÏÍ × 1684 Ç., ìÅÊÂÎÉÃ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÏ×ÏÇÏ ÉÓÞÉ-

ÓÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ. óÔÏÌÅÔÉÅ ÓÐÕÓÔÑ ÏÎÏ ÏÂÒÅÌÏ Ó×ÏÅ ÓÏ×ÒÅ-

ÍÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. çÁÕÓÓ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÏ×Ï ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ × Ó×ÏÉÈ �áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ�, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ

ÐÏ ÌÁÔÙÎÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÉÍ ÎÁÂÏÒ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÍÅÔÏÄ

ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

éÂÎ íÕÓÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÝÅ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ×ËÌÁÄ ×

ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ: ÓÌÏ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÑÚÁ-
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ÎÏ Ó×ÏÉÍ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÀ ÅÇÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ËÎÉÇÉ, Ï

ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ.

x 2.2. áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÈÅ-

ÍÏÊ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ

ÄÅÌÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ

ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÉ ÓÌÏ×ÁÈ �ÞÁÓÔÎÏÅ� É �ÏÓÔÁÔÏË� ÂÏÌØ-

ÛÉÎÓÔ×Õ ÉÚ ÎÁÓ ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÎÁ ÕÍ ËÁÒÔÉÎËÁ ×ÒÏÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ:

1234 54

108 22

154

108

46

÷ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÄÅÌÉÍ 1234 ÎÁ 54; ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ

ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁ×ÎÙÍ 22, Á ÏÓÔÁÔÏË ÒÁ×ÅÎ 46. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÅÒ×Ï-

ÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ××ÏÄÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÌÕÖÁÔ ÄÅÌÉÍÏÅ É ÄÅÌÉÔÅÌØ;

× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1234 É 54.

÷Ù×ÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×

ÐÒÉÍÅÒÅ 22 É 46.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ××ÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b. äÅÌÑ a ÎÁ b, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉ ×Ù-

×ÏÄÅ ÞÉÓÌÁ q É r, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó a É b ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a = bq + r É 0 6 r < b:

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, q | ÜÔÏ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ, Á r | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅ-

ÌÅÎÉÑ. õ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ, ËÏ-

ÔÏÒÕÀ ÓÔÏÉÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÌÏÍÁÔØ

ÐÏÌÏÓËÕ ÛÏËÏÌÁÄÁ ÄÌÉÎÙ a ÎÁ ËÕÓËÉ ÄÌÉÎÙ b. áÌÇÏÒÉÔÍ ÇÏ×Ï-

ÒÉÔ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ q ËÕÓËÏ× ÄÌÉÎÙ b É ËÕÓÏÞÅË
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ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ r. üÔÕ ÍÏÄÅÌØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÍÎÉÔØ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÐÒÉ-

ÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÛÏËÏÌÁÄÎÁÑ ÐÏÌÏÓËÁ ÎÁ×ÏÄÉÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ q É r ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ a É b.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ

÷×ÏÄ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b.

÷Ù×ÏÄ: ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ q É r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-

ÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: a = bq + r É 0 6 r < b.

ûÁÇ 1. ðÏÌÏÖÉÔØ Q = 0 É R = a.

ûÁÇ 2. åÓÌÉ R < b, ÔÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ: �ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÁ×ÎÏ Q, Á ÏÓÔÁ-

ÔÏË ÒÁ×ÅÎ R�, É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë

ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. åÓÌÉ R > b, ÔÏ ×ÙÞÅÓÔØ b ÉÚ R, Õ×ÅÌÉÞÉÔØ Q ÎÁ 1 É

×ÏÚ×ÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÛÁÇÕ 2.

ôÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ

ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÊ ËÎÉÇÉ. äÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÞÔÅÎÉÑ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÇÌÁ-

ÛÅÎÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ Ä×Å ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Q

É R. éÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁËÉÍÉ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏ ÚÁ-

×ÅÒÛÅÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÎÅÐÏÌ-

ÎÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÍÕ É ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ1 a ÎÁ b. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÛÁÇÉ 2 É 3 ÂÕÄÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. úÎÁ-

ÞÉÔ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉËÌ. úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Q É R ÂÕÄÕÔ

ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÃÉËÌÁ Ë ÃÉËÌÕ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ-

ÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ! éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ

ÎÁ ÛÁÇÅ 3. éÎÓÔÒÕËÃÉÑ �×ÙÞÅÓÔØ b ÉÚ R� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÏÊ R ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÒÉÓ×ÏÅÎÏ ÎÏ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ÅÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÃÉËÌÁ, ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÍÕ

ÎÁ b. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÎÓÔÒÕËÃÉÑ �Õ×ÅÌÉÞÉÔØ Q ÎÁ 1� ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

1ôÅÒÍÉÎÙ �ÞÁÓÔÎÏÅ� É �ÏÓÔÁÔÏË� × ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ËÁË

�quotient� É �remainder�; ÏÔÓÀÄÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. | ðÒÉÍ. ÐÅÒÅ×.



x 2.3. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ 45

ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Q ÐÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÃÉËÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ

Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ 1.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ a > b. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ

ÐÒÏÈÏÄÁ ÞÅÒÅÚ ÛÁÇ 3 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Q = 1 É R = a � b. åÓÌÉ

a� b > b, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÛÁÇ

3 ÅÝÅ ÒÁÚ. ðÒÏÄÅÌÁ× ÜÔÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Q = 2 É R = a�2b, É Ô.Ä.
ðÏÞÅÍÕ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ? äÒÕ-

ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏÞÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅËÒÁÝÁÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ? úÁ-

ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÛÁÇÁ

3 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÏÊ R:

îÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1-Ê ÃÉËÌ 2-Ê ÃÉËÌ 3-Ê ÃÉËÌ . . .

a a� b a� 2b a� 3b . . .

üÔÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓËÏÌØ-

ËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÍÅÖÄÕ a É 0 ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ b. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÛÁ-

ÇÅ 2 ÒÁÂÏÔÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ R É Q. ÷ÏÔ ÐÏÞÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ

ÒÁÂÏÔÕ.

x 2.3. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ

÷ x 2.1 ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÕ ÄÅÌÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ a É b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅ-

ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ q É r ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

a = bq + r É 0 6 r < b:

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÞÉÓÌÁ q É r. ÷Ï-

ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÎÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ. íÙ
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ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ a É b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ q É r,

ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ. íÙ ÄÁÖÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ. ïÄÎÁËÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÍ. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ q É r? ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÚÑÌÉ

Ä×Á ÞÉÓÌÁ a É b É ÐÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÌÀÄÑÍ, ÐÏÐÒÏÓÉ×

ÉÈ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ q É r, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÓÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

×ÓÅ ÜÔÉ ÌÀÄÉ ÎÁÊÄÕÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-

ÓÔÉ, ÎÅ×ÁÖÎÏ, ËÁËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ

ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÅÌ q É r; ÌÀÂÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÁÄÕÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. úÎÁÔØ ÜÔÏ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÐÒÁ×ÄÁ. ðÕÓÔØ a É b | Ä×Á ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÒÁÚÎÙÍ ÌÀÄÑÍ, ÓËÁ-

ÖÅÍ, ëÁÒÌÕ É óÏÆÉÉ, É ÐÏÐÒÏÓÉÌÉ ÉÈ ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ

É ÏÓÔÁÔÏË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ×

ÔÅÏÒÅÍÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ëÁÒÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ q É r, Á

óÏÆÉÑ ÎÁÛÌÁ ÞÉÓÌÁ q0 É r0. îÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ

a = bq + r É 0 6 r < b;

a = bq0 + r0 É 0 6 r0 < b:

óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ r = r0 É q = q0? ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ r É

r0 ÃÅÌÙÅ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÓËÁÖÅÍ r0 6 r. éÚ

ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÒÌÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = a�bq, Á ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á
óÏÆÉÉ | ÞÔÏ r0 = a� bq0. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

r � r0 = (a� bq)� (a� bq0) = b(q0 � q):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ r É r0 ÍÅÎØÛÅ b. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, r > r0, ÏÔËÕÄÁ 0 6 r�r0 < b. ïÄÎÁËÏ r�r0 = b(q0�q),
ÐÏÜÔÏÍÕ

0 6 b(q0 � q) < b:

þÉÓÌÏ b ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ. úÎÁ-

ÞÉÔ, 0 6 q0 � q < 1. îÏ ÞÉÓÌÏ q0 � q ÃÅÌÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ
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ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ

q0� q = 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, q = q0, ÏÔËÕÄÁ r = r0 É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÓÔØ ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÄ×ÏÄÑ ÉÔÏÇ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉ-

×ÏÄÉÔ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: ÎÅÐÏÌÎÏÅ

ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÏÎÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ. íÎÏÇÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÅÝÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ × ÎÁÛÅÊ ËÎÉÇÅ, ÔÁËÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. îÁÉÂÏÌÅÅ

×ÁÖÎÁÑ ÉÚ ÎÉÈ | ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÉ ÉÚ ÇÌÁ×Ù 3.

x 2.4. áÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ

áÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØ-

ÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÍÙ ÐÏÓ×ÑÔÉÍ

ÎÁÞÁÌÏ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÅ-

ÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ b ÄÅÌÉÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ a, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ c ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a = bc.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ,

ÉÌÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ a, Á a, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, | ËÒÁÔÎÙÍ

ÞÉÓÌÁ b. ÷ÓÅ ÜÔÏ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ b ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ a, ÍÏÖ-

ÎÏ, ÐÏÄÓÞÉÔÁ× ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b É ÐÒÏ×ÅÒÉ×, ÒÁ×ÅÎ ÌÉ

ÏÎ ÎÕÌÀ.

ðÕÓÔØ a É b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b | ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÎÁ ËÏ-

ÔÏÒÏÅ É a, É b ÄÅÌÑÔÓÑ; ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÐÉÛÅÍ d = îïä(a; b). åÓÌÉ

îïä(a; b) = 1, ÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÞÉÓÌÁ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a É b ÚÁÄÁ-

ÎÙ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÍ ×ÓÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ a É ×ÓÅ ÐÏ-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ b. ÷ÙÂÅÒÅÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ
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× ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, É ×ÏÚØÍÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ. ïÎÏ É ÂÕÄÅÔ

ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÁ,

ÏÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Å, ÏÎÁ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ

ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ a É b. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ

É ÄÒÕÇÉÍ, ×ÅÓØÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ü×ËÌÉÄ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ

ÅÇÏ × ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÈ 1 É 2 ËÎÉÇÉ VII Ó×ÏÉÈ �üÌÅÍÅÎÔÏ×�. áÌÇÏ-

ÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÚÄÅÌÉÍ a ÎÁ

b Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ; ÎÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË r1. åÓÌÉ r1 6= 0, ÔÏ ÒÁÚÄÅ-

ÌÉÍ b ÎÁ r1 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ; ÐÕÓÔØ r2 | ÏÓÔÁÔÏË ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ r2 6= 0, ÔÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ r1 ÎÁ r2 É ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏ-

×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË r3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, i-ÙÊ ÃÉËÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÌÉÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÓÔÁÔËÕ,

ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ × (i�2)-ÏÍ ÃÉËÌÅ, Á ÄÅÌÉÔÅÌØ | ÏÓÔÁÔËÕ, ÐÏÌÕÞÅÎ-

ÎÏÍÕ × (i�1)-ÏÍ ÃÉËÌÅ. ãÉËÌ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÙ

ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ; ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ a É b.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ

ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÉÓÅÌ 1234 É 54. äÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ×ÙÇÌÑÄÑÔ

ÔÁË:

1234 = 54 � 22 + 46;

54 = 46 � 1 + 8;

46 = 8 � 5 + 6;

8 = 6 � 1 + 2;

6 = 2 � 3 + 0:

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÒÁ×ÅÎ 2, ÐÏÜÔÏÍÕ

îïä(1234; 54) = 2:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÏÌÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÇÏ ÕÞÁÓÔÉÑ × ÐÏÄÓÞÅÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ïÐÉÛÅÍ

ÔÅÐÅÒØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÌÅÄÕÑ ÍÏÄÅÌÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ × x 2.1 É x 2.2.
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áÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ

÷×ÏÄ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b, a > b.

÷Ù×ÏÄ: ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b.

ûÁÇ 1. ðÏÌÏÖÉÔØ A = a É R = B = b.

ûÁÇ 2. úÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ R ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ A ÎÁ B É

ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. åÓÌÉ R = 0, ÔÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ: �ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ-

ÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b ÒÁ×ÅÎ B�, É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 4.

ûÁÇ 4. úÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ A ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ B, ÚÎÁÞÅÎÉÅ B ÎÁ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ R É ×ÏÚ×ÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÛÁÇÕ 2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌÑ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÌÉÛØ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÌÅÎÉÊ Ó

ÏÓÔÁÔËÏÍ. îÏ ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ

Ó ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÓÔÁÔËÏÍ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅ-

ÎÉÊ? äÁ É ×ÏÏÂÝÅ, ÐÏÞÅÍÕ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÕÌØ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÕÌØ ÎÅ ÐÏÑ×ÌÑÌÓÑ,

ÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÂÙ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÁÓØ.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏ-

ÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b, ÍÙ

ÐÒÏÄÅÌÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ:

a = bq1 + r1 É 0 6 r1 < b;

b = r1q2 + r2 É 0 6 r2 < r1;

r1 = r2q3 + r3 É 0 6 r3 < r2;

r2 = r3q4 + r4 É 0 6 r4 < r3;

. . . . . . . . . . . . . . : : : . . . . . . . . . . . .

úÁÂÕÄÅÍ ÎÁ ÍÉÎÕÔÕ ÐÒÏ ÌÅ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ. ÷ ÐÒÁ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÓÔÏ-

ÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ×ÓÑËÉÊ

ÏÓÔÁÔÏË ÍÅÎØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÎÅÏ-

ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. ðÅÒÅÐÉÓÁ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ, ÍÙ ÐÏ-
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ÌÕÞÁÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ

b > r1 > r2 > r3 � � � > 0: (4.1)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÖÄÕ b É ÎÕÌÅÍ ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ïÄÎÁËÏ × ËÏÎÃÅ ÅÅ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌØ, Á

ÚÎÁÞÉÔ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÏÖ-

ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÅÎÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ

ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (4.1). ëÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÇÏ

ÍÅÎØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ ÏÓÔÁÔËÁ × ËÁÖÄÏÍ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÅÌÅÎÉÉ. åÓÌÉ ÂÙ × ËÁÖÄÏÍ ÃÉËÌÅ ÜÔÏ

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÇÁÌÏÓØ, ÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅ-

ÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÂÙ b ÄÅÌÅÎÉÊ. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÎÁÉÈÕÄÛÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ

ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ü×ËÌÉÄÁ Ë ÐÁÒÅ ÞÉÓÅÌ a > b ÞÉÓÌÏ ÄÅ-

ÌÅÎÉÊ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ b.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ b > 3 ÞÉÓÌÏ

ÄÅÌÅÎÉÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ b. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ n. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÕ

ÌÕÞÛÅ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ×ÚÁÉÍ-

ÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ a É b ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ îïä(a; b) ÔÒÅÂÕÅÔ n ÄÅÌÅÎÉÊ?

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ a É b ÂÙÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØ-

ÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ, ÞÁÓÔÎÙÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌØ ÍÅÎØÛÅ ÄÅÌÉÍÏÇÏ, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ

ÞÁÓÔÎÏÅ Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ×Ù-

ÐÏÌÎÉÌÉ n ÄÅÌÅÎÉÊ ÄÏ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ. ôÏÇÄÁ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

b > r1 > r2 > r3 � � � > 0:

íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ × ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

×ÓÅ ÎÅÐÏÌÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ 1. úÁÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÓÅ ÄÅÌÅÎÉÑ,
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ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. ÷ ÓÉÌÕ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ ÍÙ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

rn�1 = 1;

rn�3 = rn�2 � 1 + 1;

rn�4 = rn�3 � 1 + rn�2;

: : : : : : : : :

a = b � 1 + r1:

÷ÏÔ ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÒÉ n = 10:

34; 21; 13; 8; 5; 3; 2; 1; 1; 0:

úÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÁÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b, ÄÌÑ

ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

10 ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÜÔÏ a = 34 É b = 21. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ

ÞÉÓÌÏ b = 21 É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ, ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n = 10.

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ÚÎÁÍÅÎÉ-

ÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. ÷Ù ÓÎÏ×Á ×ÓÔÒÅÔÉÔÅÓØ Ó

ÎÅÊ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 6.

x 2.5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ü×ËÌÉÄÁ

íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÂÏÌØÛÅ ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔ-

ËÏÍ, ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÏ ÐÏÞÅÍÕ ÐÏÓÌÅÄ-

ÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ

ÄÅÌÉÔÅÌÀ? þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔØ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÉÎ ×ÓÐÏÍÏ-

ÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÔÅÈ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÅÍ-

ÍÁÍÉ. üÔÏ ÓÌÏ×Ï ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ, É ÏÚÎÁÞÁÅÔ

ÏÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ �ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ� × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ.
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ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ a É b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏ-

ÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ g É s, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

a = bg + s. ôÏÇÄÁ îïä(a; b) = îïä(b; s).

íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ü×ËÌÉÄÁ ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÄÅÌÉÔÅÌÀ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ Ë ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ a > b > 0 É ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË

ÐÏÓÌÅ n-ÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÉÍÅÅÍ

a = bq1 + r1 É 0 6 r1 < b;

b = r1q2 + r2 É 0 6 r2 < r1;

r1 = r2q3 + r3 É 0 6 r3 < r2;

r2 = r3q4 + r4 É 0 6 r4 < r3;

. . . . . . . . . . . . . . : : : . . . . . . . . . . . . . . (5.1)

rn�4 = rn�3qn�2 + rn�2 É 0 6 rn�2 < rn�3;

rn�3 = rn�2qn�1 + rn�1 É 0 6 rn�1 < rn�2;

rn�2 = rn�1qn É rn = 0:

îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ

× ÌÅ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ rn�2 ÄÅ-

ÌÉÔÓÑ ÎÁ rn�1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ

ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÅÎ rn�1. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, îïä(rn�2; rn�1) = rn�1.

ôÅÐÅÒØ × ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÓÔÕÐÁÅÔ ÌÅÍÍÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÅ Ë ÐÒÅÄÐÏ-

ÓÌÅÄÎÅÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

îïä(rn�3; rn�2) = îïä(rn�2; rn�1);

ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÒÁ×ÎÁ rn�1. ðÏ-

×ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Õ, ÄÁÅÔ

îïä(rn�4; rn�3) = îïä(rn�3; rn�2);

ÞÔÏ ÏÐÑÔØ ÒÁ×ÎÏ rn�1. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁ-
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ÚÏÍ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ îïä(a; b) = rn�1
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ,

ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

ÞÅÔÙÒÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ a; b; g É s Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÅÍ a = bg+s, ÔÏ îïä(a; b) = îïä(b; s). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÌÅÇÞÅ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ

d1 = îïä(a; b) É d2 = îïä(b; s):

ðÏËÁ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ, ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÓ×ÏÉÌÉ ÉÍÅÎÁ ÎÁÉÂÏÌØ-

ÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÞÉÓÅÌ a É b É ÞÉÓÅÌ b É s. íÙ ÈÏÔÉÍ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ d1 = d2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÄÅÍ × Ä×Á ÜÔÁÐÁ.

óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ d1 6 d2, Á ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ d2 6 d1.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ d1 É d2 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ d1 6 d2; ×ÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, É ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. îÁ-

ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ d1 = îïä(a; b). ôÏÇÄÁ d1 ÄÅÌÉÔ ËÁË a, ÔÁË É b. üÔÏ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ u É v, ÞÔÏ

a = d1u É b = d1v:

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = bg + s, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

d1u = d1vg + s. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

s = d1u� d1vg = d1(u� vg):

îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ s ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d1.

ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, d1 = îïä(a; b), ÐÏÜÔÏ-

ÍÕ d1 ÄÅÌÉÔ b. îÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ

d1 ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔ ÞÉÓÌÏ s. ðÏÜÔÏÍÕ d1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅ-

ÌÅÍ ÞÉÓÅÌ b É s. ïÄÎÁËÏ d2 | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÏÂÝÉÈ

ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ d1 6 d2, ÞÔÏ ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a = bg + s, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ × ÔÅÏÒÅÍÅ
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ÄÅÌÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ ÎÁÍ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ,

ÞÔÏ s ÍÅÎØÛÅ b; ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ s ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ É ÐÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙÍ. úÎÁÞÉÔ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅ-

ÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ,

ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ

ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ.

x 2.6. òÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ

õ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ü×ËÌÉÄÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁ-

ÆÅ, ÅÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÙÊ. íÏÝÎÙÊ × ÄÁÎÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÙÊ. äÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï ÎÏ×ÏÇÏ ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ | ÌÉÛØ ÞÁÓÔØ

×ÙÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ a É b --- ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á d --- ÉÈ

ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. òÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ

ÐÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ d, ÎÏ É Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ � É � ÔÁËÉÈ,

ÞÔÏ

� � a+ � � b = d: (6.1)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÕ-

ÞÁÅ×) ÅÓÌÉ � ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÔÏ � | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-

ÎÏÅ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ìÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ, ÄÏÂÁ×É× ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎ-

ÓÔÒÕËÃÉÉ × ÏÂÙÞÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ d, � É �

ÐÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÌÉÓØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÏ×ÁÑ ÐÒÏÃÅ-

ÄÕÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ü×ËÌÉÄÁ. ðÒÉ×Ï-

ÄÉÍÙÊ ÚÄÅÓØ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëÎÕÔÕ,

Á×ÔÏÒÕ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ËÎÉÇÉ �éÓËÕÓÓÔ×Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ�. áÌ-

ÇÏÒÉÔÍ ÏÐÉÓÁÎ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÔÏÍÅ ÜÔÏÇÏ ÓÏÞÉÎÅÎÉÑ, ÓÍ. [28] ([ä.4]).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË × ÜÔÏÊ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ

ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË × ×ÉÄÅ (6.1).
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óÕÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ëÎÕÔÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÖÄÁÔØ,

ÐÏËÁ ÍÙ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ; ×ÍÅÓÔÏ

ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÓÔÏÉÔ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÏÌÕ-

ÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÓÔÁÔËÏ×. ôÁËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ, ÐÏ-

×ÉÄÉÍÏÍÕ, Ë ÂÏÌØÛÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.

ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÐÏÚÄÎÅÅ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÁË.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌÑ ÞÉÓÅÌ a É b ÍÙ ×ÙÐÏÌÎÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÌÅ-

ÎÉÊ (5.1). ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÅÅ, ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÚÁ-

ÐÉÓØÀ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÔËÁ:

a = bq1 + r1 É r1 = ax1 + by1;

b = r1q2 + r2 É r2 = ax2 + by2;

r1 = r2q3 + r3 É r3 = ax3 + by3;

r2 = r3q4 + r4 É r4 = ax4 + by4; (6.2)

. . . . . . . . . . . . . . : : : . . . . . . . . . . . . . .

rn�3 = rn�2qn�1 + rn�1 É rn�1 = axn�1 + byn�1;

rn�2 = rn�1qn É rn = 0;

þÉÓÌÁ x1; : : : ; xn�1 É y1; : : : ; yn�1 ÍÙ É ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ. îÅ-

ÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÕÄÏÂÎÏ Ó×ÅÓÔÉ × ÔÁÂÌÉÃÕ:

ÏÓÔÁÔËÉ ÞÁÓÔÎÙÅ x y

a * x�1 y�1
b * x0 y0
r1 q1 x1 y1
r2 q2 x2 y2
r3 q3 x3 y3
...

...
...

...

rn�2 qn�2 xn�2 yn�2
rn�1 qn�1 xn�1 yn�1

ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó Ä×ÕÈ

ÓÔÒÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÍ × ÎÅÊ ÎÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÂÙÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
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ÓÔÏÑÝÉÅ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË ÞÉÓÌÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÔÁÔ-

ËÁÍÉ × ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ ÄÅÌÅÎÉÑ. íÙ ÄÁÅÍ ÜÔÉÍ ÓÔÒÏÞ-

ËÁÍ ÎÏÍÅÒÁ �1 É 0, ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÈ �ÎÅÚÁËÏÎÎÏÓÔØ�.

÷ÓËÏÒÅ ÍÙ ÏÂÏÓÎÕÅÍ ÉÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ.

þÔÏ ÖÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÄÅÌÁÔØ? íÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÓÔÏÌÂÃÙ

x É y. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ÍÉÎÕÔÕ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁÂÌÉÃÕ ÚÁ-

ÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ, ÓËÁÖÅÍ ÄÏ (j � 1)-ÏÊ, ÓÔÒÏËÉ. äÌÑ

ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ j-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ

rj�2 ÎÁ rj�1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ rj É qj | ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁ j-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. îÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ rj�2 = rj�1qj + rj
É 0 6 rj < rj�1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

rj = rj�2 � rj�1qj: (6.3)

éÚ ÓÔÒÏÞÅË j � 1 É j � 2 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ xj�2, xj�1,

yj�2 É yj�1. íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

rj�2 = axj�2 + byj�2 É rj�1 = axj�1 + byj�1:

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × (6.3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

rj = (axj�2 + byj�2)� (axj�1 + byj�1)qj =

= a(xj�2 � qjxj�1) + b(yj�2 � qjyj�1):

ðÏÜÔÏÍÕ

xj = xj�2 � qjxj�1 É yj = yj�2 � qjyj�1:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ xj É yj ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ

ÞÁÓÔÎÏÅ qj É ÄÁÎÎÙÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË ÔÁÂÌÉÃÙ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ j-ÏÊ. ÷ÏÔ ÐÏÞÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ëÎÕÔÁ ÔÁËÏÊ

ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ. äÌÑ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÚÎÁÔØ Ä×Å ÓÔÒÏÞËÉ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÅÊ; ×ÓÅ

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏÞËÉ ÈÒÁÎÉÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ. ÷ÓÅ, ÞÔÏ ÎÅ-

ÏÂÈÏÄÉÍÏ | ÜÔÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÅÅ ÚÁÐÕÓËÁÔØ. éÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ
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É ÄÏÂÁ×ÉÌÉ × ÔÁÂÌÉÃÕ Ä×Å �ÎÅÚÁËÏÎÎÙÅ� ÓÔÒÏËÉ. îÁÊÔÉ × ÎÉÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ x É y ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÉÄÁ×ÁÑ ÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ

É × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ

a = ax�1 + by�1 É b = ax0 + by0:

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

x�1 = 1; y�1 = 0; x0 = 0 É y0 = 1;

É ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÕÓËÁÔØ.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï îïä(a; b) = rn�1 É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ xn�1
É yn�1, ÞÔÏ

d = rn�1 = axn�1 + byn�1:

úÎÁÞÉÔ � = xn�1 É � = yn�1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÚÎÁÑ � É d = rn�1,

ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ � ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

� = (d� a�)=b:

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÓÔÏÌÂÃÁ

ÔÁÂÌÉÃÙ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. åÓÌÉ a = 1234 É b = 54, ÔÏ

(ÐÏÌÎÁÑ) ÔÁÂÌÉÃÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

ÏÓÔÁÔËÉ ÞÁÓÔÎÙÅ x y

1234 * 1 0

54 * 0 1

46 22 1� 22 � 0 = 1 0� 22 � 1 = �22
8 1 0� 1 � 1 = �1 1� 1 � (�22) = 23

6 5 1� 5 � (�1) = 6 �22� 5 � 23 = �137
2 1 �1� 1 � 6 = �7 23� 1 � (�137) = 160

0 3 * *

ðÏÜÔÏÍÕ � = �7, � = 160 É

(�7) � 1234 + 160 � 54 = 2:



58 æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ

ðÒÉÛÌÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÁÅÔ ÐÒÁ-

×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ É ÐÏÞÅÍÕ ÏÎ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ. ëÁË É

ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉ-

ÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ x É y. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ

ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÁÓÔØ ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ëÒÏÍÅ

ÔÏÇÏ, × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏ× x É y ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÉÐÁ (6.1), × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ d ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÉÚ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6.1) ×ÙÐÏÌ-

ÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å � É � ×ÚÑÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏ× x É y

ÓÔÒÏËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÏÓÔÁÔËÕ. òÁÓÛÉ-

ÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ d | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ �

É �, ÞÔÏ

� � a+ � � b = d:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ �; �, ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÅ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. îÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ×ÏÚØÍÅÍ � É �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ � � a+ � � b = d; É ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÃÅÌÏÅ k. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,

(�+ kb) � a+ (� � ka) � b = d:

ðÒÉÌÏÖÉ× ÓÔÏÌØËÏ ÕÓÉÌÉÊ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ � É �, ÒÁÚÕÍÎÏ ÚÁ-

ÄÁÔØÓÑ ×ÏÐÒÏÓÏÍ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÕÔ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔØÓÑ. ðÒÏ-

ÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÏÔ×ÅÔÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ.

úÎÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ×ÁÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ ×ÙÂÏÒ ËÌÀÞÅÊ

× ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ RSA.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÐÁÒÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b

ÎÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ É ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ � É �, ÞÔÏ



õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 59

îïä(a; b) = � � a+ � � b:
(1) 14 É 35;

(2) 252 É 180;

(3) 6643 É 2873;

(4) 272, 828, 282 É 3242 (ÏÂÏÂÝÉÔÅ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ

ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ).

2. ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(1) îïä(n; 2n+ 1) = 1;

(2) îïä(2n+ 1; 3n+ 1) = 1;

(3) îïä(n! + 1; (n+ 1)! + 1) = 1.

3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b É n > 0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

bn � an = (b� a)(bn�1 + bn�2a+ bn�3a2 + � � � + ban�2 + an�1):

4. ðÕÓÔØ n > m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á r | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ

ÄÅÌÅÎÉÑ n ÎÁ m.

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 2n � 1 ÎÁ 2m � 1

ÒÁ×ÅÎ 2r � 1.

(2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ r ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ

ÄÅÌÅÎÉÑ 2n + 1 ÎÁ 2m + 1 ÒÁ×ÅÎ 2r + 1.

ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÕÐ-

ÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 3; ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔ-

ËÁ.

5. ðÕÓÔØ n > m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÐÒÁÖ-

ÎÅÎÉÑ 4 ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ îïä(22
n

+1; 22
m

+1). üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 8 ÇÌÁ×Ù 4.

6. ëÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ, × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÐÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÈ. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ n-ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ fn,



60 æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f0 = f1 = 1 É fn = fn�1 + fn�2:

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉ-

ÂÏÎÁÞÞÉ ÒÁ×ÅÎ 1.

(2) óËÏÌØËÏ ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÐÏÌÎÉÔØ

ÄÌÑ ÐÏÄÓÞÅÔÁ îïä(fn; fn�1)?

7. ÷ ÜÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ ÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÍÅÔÏÄ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax+by = c Ó ÃÅÌÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÌÉÂÏ ÕËÁÚÁÔØ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x É y, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÌÉÂÏ

ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ. ðÕÓÔØ d = îïä(a; b). ôÏÇÄÁ

a = da0 É b = db0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a0 É b0. ðÏÜÔÏÍÕ

c = ax+ by = d(a0x+ b0y):

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ

c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d.

åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ c = dc0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ-

ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ a0x + b0y = c0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ü×ËÌÉÄÁ É ×ÙÞÉÓÌÉÍ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ � É � ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ � � a + � � b = 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ x = c0� É y = c0� ÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

8. ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 7, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ

ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax+by = c × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ

ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a; b É c. îÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÑ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÌÉÂÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ
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Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÔÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÒÅÁ-

ÌÉÚÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ.

9. ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ | ×ÙÑÓÎÉÔØ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ-

ÔÁÌØÎÏ, ËÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÁÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔ

ÎÁ ×ÈÏÄÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÅÎÅÒÉÒÕÅ-

ÍÙÈ ÐÁÒ. ë ËÁÖÄÏÊ ÉÈ ÜÔÉÈ ÐÁÒ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉ-

ÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, Á ÚÁÔÅÍ

ÐÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 1. ÷ÙÈÏÄÏÍ

ÓÌÕÖÉÔ ×ÅÌÉÞÉÎÁ

ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

m
:

üÔÁ ÄÒÏÂØ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÒÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎ-

ÎÁÑ ÐÁÒÁ1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ

ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÕÖ-

ÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ m. ðÒÏÇÏÎÉÔÅ ÅÅ ÄÅÓÑÔØ

ÒÁÚ ÐÒÉ m = 105. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÷Ù ÐÏÌÕÞÉÌÉ? ôÅÏÒÅÔÉÞÅ-

ÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÁÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 6=�2, ÓÍ. [28] ([ä.4]).

îÁÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÷ÁÍÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ-

ÇÌÁÓÕÀÔÓÑ Ó ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ?

1ôÅÒÍÉÎ �ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÐÁÒÁ� ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÏÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒ ÉÚÂÅÇÁÅÔ. óÔÒÏÇÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×

ÃÉÔÉÒÕÅÍÏÊ ËÎÉÇÅ ëÎÕÔÁ. | ðÒÉÍ. ÐÅÒÅ×.



çÌÁ×Á 3.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

óÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÒÁÚÄÅÌÑÊ É ×ÌÁÓÔ×ÕÊ� ÏÞÅÎØ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁ × ÎÁÕËÅ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ, ÎÁ

ÁÔÏÍÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÔÏÍÏ× ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ,

ÏÎÉ ÍÎÏÇÏÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ É Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÓÁÍÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á.

îÅÞÔÏ ÐÏÈÏÖÅÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ É × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ ÒÏÌØ ÁÔÏÍÏ× ÉÇÒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÌÕÖÉÔ

ÇÌÁ×ÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÎÏÇÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÌÅÇËÏ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÞÅÎØ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏ-

ÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, É ÏÎÁ ÐÒÅÄß-

Ñ×ÌÑÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ.

x 3.1. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÇÅÒÏÅ×. ãÅÌÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ p 6= �1 É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÅÇÏ
ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ �1 É �p. ôÁË, ÞÉÓÌÁ 2; 3; 5 É �7
ÐÒÏÓÔÙÅ, Á ÞÉÓÌÏ 45 = 5 � 9 | ÎÅÔ. ðÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ × ËÎÉÇÅ ÍÙ

ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÏÍ ÓÍÙ-

ÓÌÅ, ÎÁÚÙ×ÁÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ãÅÌÏÅ ÞÉ-
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ÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ �1 É ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ, ÉÌÉ
ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ. äÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅ-

ÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b, ÞÔÏ 1 < a; b < n É n = ab. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ 45

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ�1 ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍÉ, ÎÉ ÐÒÏ-
ÓÔÙÍÉ. ïÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕÐÐÅ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÃÅÌÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ. ÷ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ

ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ

ÉÈ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÓÔÙÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÅ

ÞÉÓÌÏ n > 2 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

n = pe1
1
: : : p

ek
k ;

ÇÄÅ p1; p2; : : : ; pk | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, 1 < p1 < p2 < p3 < � � � < pk
É e1; : : : ; ek | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÁÖÎÁ, ÞÔÏ ÅÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ

ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. ÷ÐÅÒ×ÙÅ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÏÎÁ

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ çÁÕÓÓÏÍ × x 16 ÅÇÏ �áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÊ�, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÌÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÅÇÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÁÍ ÎÅÑ×ÎÏ

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÅ. ëÁË ÐÉÛÕÔ èÁÒÄÉ (Hardy) É òÁÊÔ (Wright) ×

Ó×ÏÅÊ ËÎÉÇÅ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, �çÁÕÓÓ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÌ ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉËÕ × ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÕËÕ�, ÓÍ. [23].

ðÏËÁÚÁÔÅÌÉ e1; : : : ; ek ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ ÐÒÏÓÔÙÈ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÒÁÔÎÏ-

ÓÔØÀ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ p1 × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØ-

ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ e1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p
e1
1
. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

Õ n ÅÓÔØ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏÄÎÁËÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ

ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ e1 + � � �+ ek.

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,

×ÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É

ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÍ

ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÏÎÏ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÉÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÓÕ-
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ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ, Á ×ÏÔ ÅÇÏ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ | ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÊ ÆÁËÔ.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ,

ÎÁÍ ÌÅÇÞÅ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ �1 ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÓÔÙ-

ÍÉ. åÓÌÉ ×ËÌÀÞÉÔØ ÉÈ × ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏ-

ÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÏÔÅÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 1 ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ 2 É 12 �2 | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ 2 ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ

ÔÒÀË Ó ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÞÉÓÌÁ 1 (ÉÌÉ �1) ÄÁ-
ÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ó

ÃÅÌØÀ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÜÔÉÈ ÐÓÅ×ÄÏÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÙÈ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ), ÍÙ É ÉÓËÌÀÞÁÅÍ �1 ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

x 3.2. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ

n > 2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ. äÌÑ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊ ÎÁ ×ÈÏÄÅ

ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n > 2 É ×ÙÄÁÀÝÉÊ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ n

É ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÛÁÇÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ×ÙÈÏÄÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÏÊ

ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n.

äÌÑ ÐÏÉÓËÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ-

ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ n ÎÁ ×ÓÅ ÃÅ-

ÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2 ÄÏ n � 1 ÐÏÄÒÑÄ. åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔ n,

ÔÏ ÞÉÓÌÏ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, É ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅ-

ÌÅÊ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ n

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ f | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 2 6 f 6 n�1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ f | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n, É ÐÕÓÔØ f 0 > 1 | ÄÅÌÉ-

ÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ f . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ
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ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b, ÞÔÏ

n = f � a É f = f 0 � b:

úÎÁÞÉÔ, n = f 0 � ab É f 0 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ n.

ðÏÓËÏÌØËÕ f | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ n, ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f 6 f 0, ÎÏ f 0 ÄÅÌÉÔ f , ÐÏÜÔÏÍÕ f 0 6 f . üÔÉ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Á ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ f = f 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ f 0 6= 1 ÄÅÌÉÔ f , ÔÏ ÏÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó f . úÎÁÞÉÔ, f

ÐÒÏÓÔÏÅ.

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÏÄÒÏÂÎÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ,

ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÍÏÍÅÎÔ. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ ×ÅÄÅÔ ÐÏÉÓË ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÔÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ëÁË ÄÁÌÅËÏ ÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÂÉÒÁÔØÓÑ? ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁ n � 1

ÚÁÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÓÔÏÉÔ, ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅ×ÙÛÁÔØ ÅÇÏ

ÓÁÍÏÇÏ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ËÏÅ-ÞÔÏ ÐÏÓÉÌØÎÅÅ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÉÓËÁÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÅ
p
n. ðÏÓÌÅÄ-

ÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÎÏ×Ø ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÝÅÔ

ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n, ÂÏÌØÛÉÊ ÞÅÍ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ f > 1

ÞÉÓÌÁ n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f 6
p
n.

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ. ðÕÓÔØ n = fa. ðÏÓËÏÌØ-

ËÕ f > 1 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n, ÉÍÅÅÍ f 6 a. ôÅ-

ÐÅÒØ a = n=f É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f 6 n=f , ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

f2 6 n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, f 6
p
n, ÞÔÏ ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÏÄ×ÅÓÔÉ ÉÔÏÇ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. áÌ-

ÇÏÒÉÔÍ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒËÏÊ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 2 É ÐÒÏÂÅÇÁÑ ÐÏ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÍ
p
n) ÔÏÇÏ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉ n

ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÕ-

ÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÂÏÌØÛÉÊ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÊ 2.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÜÔÏÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ-

ÓÔÙÍ. åÓÌÉ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ

ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ, ÔÏ ÓÁÍÏ n | ÐÒÏÓÔÏÅ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ [�] ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ-

×ÁÍÉ, [�] | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ �.
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ôÁË, [�] = 3 É
�p

2
�
= 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r 6 �

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï r 6 [�]. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÉ-

ÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ

ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ1
�p

n
�
. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÜÔÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × xð.1 ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.
îÉÖÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÁÐÉÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÇÌÁ×Å 2.

þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÉÚÌÉÛÎÅÊ ÓÕÅÔÙ, ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ

ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÕÍÅÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
�p

n
�
.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÐÕÔÅÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ

÷×ÏÄ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n.

÷Ù×ÏÄ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f > 1 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ

ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n | ÉÌÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ.

ûÁÇ 1. ðÏÌÏÖÉÔØ F = 2.

ûÁÇ 2. åÓÌÉ n=F ÃÅÌÏÅ, ÔÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ: �F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ

ÞÉÓÌÁ n�, É ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë

ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. õ×ÅÌÉÞÉÔØ F ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ É ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 4.

ûÁÇ 4. åÓÌÉ F >
�p

n
�
, ÔÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ: �n ÐÒÏÓÔÏÅ�, É ÚÁ×ÅÒ-

ÛÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 2.

íÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÞÉÓÌÏ n > 2

ÐÒÏÓÔÙÍ, É ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÅÓÌÉ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. òÁ-

ÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ n ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ É ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÎÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÅÇÏ

ÄÅÌÉÔÅÌÉ É ÕËÁÚÁÔØ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉ-

ÍÅÎÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ë n ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌØ q1 ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ôÏÇÄÁ q1 |

1óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÁÖÅ ÜÔÏ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÎÅ

ÐÒÅ×ÙÓÉÌ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n. |

ðÒÉÍ. ÐÅÒÅ×.
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ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ Ë ÞÉÓÌÕ n=q1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n=q1 ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ É

q2 | ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ q2 > q1.

úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ.

ôÁËÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q2
1
. ðÒÏÄÏÌ-

ÖÁÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ë n=(q1q2) É Ô.Ä.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

q1 6 q2 6 q3 6 � � � 6 qs;

ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ n. üÔÏÊ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÈ

n

q1
>

n

q1q2
>

n

q1q2q3
> � � � :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅ-

ÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ Ë n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÉÈ ÛÁÇÏ× ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ n ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ 1, ÞÔÏ É ÓÌÕÖÉÔ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÚÁ×ÅÒ-

ÛÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÅ × ÔÏÍ ×ÉÄÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÏ ÚÁÐÉÓÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁÚÌÏ-

ÖÅÎÉÉ. ÷ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ

ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÓËÏÌØ-

ËÏ ÒÁÚ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÏÄÓÞÅÔ ÐÒÏ-

ÝÅ ×ÓÅÇÏ ×ÅÓÔÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. äÏ-

ÐÕÓÔÉÍ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÏ n = 450. áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅ-

ÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ ÄÁÅÔ ÐÅÒ×ÙÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌØ 2. ðÏ×ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ Ë ÞÁÓÔ-

ÎÏÍÕ 450=2 = 225, ÄÁÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 3. úÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÉÔÅÌØ 3 ÞÉÓÌÁ
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225 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ 450. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ë ÞÉ-

ÓÌÕ 75 = 225=3. ÷ÎÏ×Ø ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 3.

úÎÁÞÉÔ, 450 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 32. åÝÅ Ä×Á ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ

ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ 25 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 52, ÐÒÉ-

ÞÅÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÁ×ÎÏ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÐÏÌÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ:

450 = 2 � 32 � 52.

x 3.3. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ

ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ

ïÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÌÅÇËÏ ÐÏ-

ÎÑÔØ É ÚÁÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ ÏÎ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊ-

ÎÏ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÐÏÉÓËÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÍÎÏ-

ÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ, ÓÌÅÄÕÅÔ

ÏÃÅÎÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ

ÐÒÏÓÔÏÍ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.

ðÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ Ë ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n > 2, ÈÕÄÛÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÔ,

ËÏÇÄÁ n ÐÒÏÓÔÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÄÏ ÏÓÔÁ-

ÎÏ×ËÉ
�p

n
�
ÃÉËÌÏ×. äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ É × ÎÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÁ ÃÉÆÒ. óËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ

ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ n Ó ÐÏÍÏÝØÀ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ?

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ n > 10100, Ô.Å.
p
n > 1050. úÎÁÞÉÔ

ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÃÉËÌ ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 1050 ÒÁÚ. þÔÏÂÙ

ÐÒÉËÉÎÕÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ÚÁÊÍÅÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛ

ËÏÍÐØÀÔÅÒ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ 1010 ÄÅÌÅÎÉÊ × ÓÅËÕÎÄÕ. úÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÒÏÍÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÅ-

ÌÅÎÉÑ, × ÃÉËÌÅ ÎÅÔ. âÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÜÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÔÁË, ÏÄÎÁËÏ ÓÄÅ-

ÌÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÄÏÐÕÝÅÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÉ× ÐÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ, ÍÙ

ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÕ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 1040 ÓÅËÕÎÄ ÎÁ ÐÒÏ-

×ÅÒËÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ n. ðÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÓÞÅÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ

ÎÁ ÜÔÏ ÕÊÄÅÔ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ 1031 ÌÅÔ. ðÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÓÔÁÎ-
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ÄÁÒÔÁÍ ÜÔÏ ÞÅÒÅÓÞÕÒ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÒÏË. þÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ

ÓÅÂÅ, ×ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÏÊ ÔÏÞ-

ËÅ ÚÒÅÎÉÑ, âÏÌØÛÏÊ ÷ÚÒÙ× ÐÒÏÉÚÏÛÅÌ ÏËÏÌÏ 2 � 1011 ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ.
äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ× ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ: ÞÉÓÌÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ

ÓÁÍÉ ÚÁ ÓÅÂÑ.

ïÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉ ÜÔÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ ÂÅÓ-

ÐÏÌÅÚÅÎ? òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅÔ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ ÅÓÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓËÁÖÅÍ, ÍÅÎØÛÉÊ,

ÞÅÍ 106. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ ÂÙÓÔÒÏ ÅÇÏ

ÏÔÙÝÅÔ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÁ-

ÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÓÔÉÒÕÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ

ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ ÎÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.

åÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÉÐÁ ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

ôÁË, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ x 3.2 ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ Ó ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ

ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÞÉ-

ÓÅÌ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ), ÎÅ

ÓÉÌØÎÏ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÊ
p
n.

óÌÅÄÕÅÔ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÉÚ-

×ÅÓÔÅÎ. îÅÑÓÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ

Õ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Á ÐÏËÁ ÎÅ È×ÁÔÉÌÏ ÕÍÁ ÄÏ ÎÅÇÏ ÄÏÄÕÍÁÔØÓÑ.

x 3.4. áÌÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

áÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ x 3.2 ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Õ ÞÉÓÌÁ
n, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÉÝÅÍ, ÅÓÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌØ. îÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÍÁÌ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ

ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ, ËÏÇÄÁ Õ n ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ÐÒÏÓÔÏÊ), ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ
p
n. éÄÅÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
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ÐÒÉÄÕÍÁÌ æÅÒÍÁ, É ÏÎÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚÏÂÒÅÔÁ-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ n ÎÅÞÅÔÎÏÅ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ

ÞÅÔÎÙÍ, ÔÏ 2 ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. ëÌÀÞÅ×ÁÑ ÉÄÅÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ

ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ n × ×ÉÄÅ n =

= x2�y2, ÇÄÅ x; y | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÔÁËÉÅ

ÞÉÓÌÁ ÎÁÊÄÅÎÙ, ÔÏ

n = x2 � y2 = (x� y)(x+ y):

úÎÁÞÉÔ, x� y É x+ y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÞÉÓÌÁ n.

þÔÏÂÙ ÏÔ×ÌÅÞØÓÑ ÏÔ ÐÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÄÅÔÁÌÅÊ, ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁ-

ÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÕÍÅÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ
p
n.

ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ Ë ÐÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁ-

ÔÁÍ. åÓÌÉ n = r2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r, ÔÏ r Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ n. ôÏÇÄÁ x = r É y = 0.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ y > 0, ÔÏ

x =
p
n+ y2 >

p
n:

áÌÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

÷×ÏÄ: ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n.

÷Ù×ÏÄ: ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n ÉÌÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ n ÐÒÏ-

ÓÔÏÅ.

ûÁÇ 1. ðÏÌÏÖÉÔØ x =
�p

n
�
. åÓÌÉ n = x2, ÔÏ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ n, É ÒÁÂÏÔÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ; × ÐÒÏ-

ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ x ÎÁ 1 É ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 2.

ûÁÇ 2. åÓÌÉ x = (n + 1)=2, ÔÏ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ, É ÒÁÂÏÔÁ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

y =
p
x2 � n.

ûÁÇ 3. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ y ÃÅÌÏÅ (Ô.Å., ÅÓÌÉ [y]2 = x2 � n), ÔÏ n

ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (x+ y)(x � y), É ÒÁÂÏÔÁ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ x ÎÁ 1

É ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 2.
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ëÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÞÅÎØ

ÐÒÏÓÔ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÏ n = 1342 127. óÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÐÒÉÓ×ÁÉ-

×ÁÅÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ
p
n. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ x = 1158.

ïÄÎÁËÏ

x2 = 11582 = 1340 964 < 1 342 127:

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ x ÎÁ 1. íÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏÔ

ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÞÉÓÌÏ
p
x2 � n ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÃÅÌÙÍ ÉÌÉ

ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = (n + 1)=2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

× ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ (n+ 1)=2 = 671064. úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

É y ÐÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÔÁÂÌÉÃÅ.

x
p
x2 � n

1159 33,97. . .

1160 58,93. . .

1161 76,11. . .

1162 90,09. . .

1163 102,18. . .

1164 113

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÛÅÓÔÏÍ ÃÉËÌÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÙÅ ÞÉÓÌÁ x = 1164 É y = 113. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÒÁ×ÎÙ

x+ y = 1277 É x� y = 1051:

x 3.5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ æÅÒÍÁ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ ×ÙÐÏÌ-

ÎÑÅÔ Ó×ÏÀ ÚÁÄÁÞÕ, É ÞÔÏ ÏÎ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ. ðÒÉ ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ É ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏ-

ÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ×ÈÏÄÅ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ,
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ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ
�p

n
�
6 x <

< (n + 1)=2 É
p
x2 � n ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÈÏÄÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÍÅÎØÛÉÊ x,

ÐÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ x ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ (n + 1)=2. á ÅÓÌÉ n ÐÒÏ-

ÓÔÏÅ, ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ
p
x2 � n ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÃÅÌÙÍ ÐÒÉ x < (n+ 1)=2.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÑ n = ab, ÇÄÅ a 6 b. íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x

É y, ÞÔÏ n = x2 � y2. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

n = ab = (x� y)(x+ y) = x2 � y2:

ðÏÓËÏÌØËÕ x�y 6 x+y, ÒÁÚÕÍÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ a = x�y
É b = x+ y. òÅÛÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

x =
b+ a

2
É y =

b� a

2
:

é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÓÔÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ�
b+ a

2

�
2

�
�
b� a

2

�
2

= ab = n: (5.1)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x É y ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍÉ, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ

ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ b+a É b�a ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÙÍÉ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ

ÍÙ É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ n ÂÙÌÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ; ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ

a É b, ÂÕÄÕÞÉ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ n, ÔÁËÖÅ ÎÅÞÅÔÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ É b+ a, É

b � a ÞÅÔÎÙÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÒÁÂÏ-

ÔÁÔØ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏ. åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, n = 2k ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ k, ÔÏ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÉÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ.

åÓÌÉ n ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a

É b | ÜÔÏ a = 1, b = n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x = (n + 1)=2, É

ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ
p
x2 � n ÃÅÌÏÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÅÓÌÉ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. åÓÌÉ

a = b, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÄÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁ ÛÁÇÅ 1. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ

ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ
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Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, 1 < a < b < n. íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ,

ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË

�p
n
�
<

a+ b

2
<

n+ 1

2
: (5.2)

îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

ðÒÁ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ a+b < n+1. úÁÍÅÎÑÑ n ÎÁ

ab É ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ b+1, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

a � 1 < ab � b. ïÄÎÁËÏ a > 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ a � 1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 1 < b.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 < b ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ a + b < n + 1. ðÏÓËÏÌØËÕ 1 < a < b ÐÏ

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ (a+ b)=2 < (n+ 1)=2.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÅ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁ-

ÌÁ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ
�p

n
�
6
p
n, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏp

n 6 (a+ b)=2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n 6 (a + b)2=4. ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÕ-

ÌÁ (5.1) ÄÁÅÔ
(a+ b)2

4
� n =

(b� a)2

4
;

É ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a+ b)2=4� n > 0, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÏÊ x ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÁ×ÎÏ
�p

n
�
, Á ÚÁÔÅÍ ÏÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1 ÐÒÉ

ËÁÖÄÏÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÃÉËÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.2) ×Ù-

ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÊÄÅÔ ÄÏ

(a + b)=2 ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÏ (n + 1)=2. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ x = (a + b)=2

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y2 =

�
a+ b

2

�
2

� n =

�
b� a

2

�
2

:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÉÇÎÕ× ÜÔÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁ×ÅÒ-

ÛÉÔ ÒÁÂÏÔÕ, Á ÅÇÏ ×Ù×ÏÄ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ a É b.

ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ-

ÓÑ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x < (n+ 1)=2, ×ÙÞÉÓÌÉ× Ä×Á ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ.
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ

× ×ÉÄÅ n = ab, ÇÄÅ 1 < a < b < n, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ëÁËÏÅ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

æÅÒÍÁ? ðÏÉÓË ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÐÒÉ x =
�p

n
�
, É x Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ

ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÅÌÉÔÅÌÉ a

É b ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ

a+ b

2
�
�p

n
�

| ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ.

áÌÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÎÁÍ ËÏÅ-ÞÔÏ ×ÁÖÎÏÅ Ï ÓÉÓÔÅ-

ÍÅ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ RSA. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ

RSA ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ n,

Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÐÒÏÓÔÙÈ. åÓÌÉ ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ

ÒÁÚÌÏÖÉÔØ n, ÔÏ ÛÉÆÒ ÂÕÄÅÔ ×ÚÌÏÍÁÎ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏ-

ÄÏÍ ÐÒÏÂ ÍÏÇ ÂÙ ÓÏÚÄÁÔØ ÉÌÌÀÚÉÀ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÁ× ÂÏÌØÛÉÅ ÐÒÏ-

ÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ n ÓÌÏÖÎÏ

ÒÁÚÌÏÖÉÔØ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. åÓÌÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÂÏÌØÛÉÅ, ÎÏ

ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÁÌÁ, ÔÏ n ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ æÅÒÍÁ. íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓÕ × ÇÌÁ×Å 12.

x 3.6. ïÄÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉ-

ÓÌÁ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÆÕÎ-

ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ

Ó×ÏÊÓÔ×Ï × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, Á x 3.7 É x 3.8 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÍ ÅÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÕ-

ÖÉÔ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ü×ËÌÉÄÁ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ a; b É c ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ a É b

×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ôÏÇÄÁ:
(1) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ac ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, ÔÏ c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b;

(2) ÅÓÌÉ c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a É ÎÁ b, ÔÏ c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ab.
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äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (1). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÉ-

ÓÌÁ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, Ô.Å. îïä(a; b) = 1. ôÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁ-

ÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ü×ËÌÉÄÁ ÓÌÕÖÁÔ ÔÁËÉÅ

ÞÉÓÌÁ � É �, ÞÔÏ

a�+ b� = 1:

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë �ÁÂÒÁËÁÄÁÂÒÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. õÍÎÏÖÉ×

ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ c, ÐÏÌÕÞÉÍ

�ac + �bc = c: (6.1)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, ÎÏ ÔÏ

ÖÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ac, Á ÐÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, É ÎÁ b. ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ

ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ c, ÔÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

÷Ù×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ (2) ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (1). òÁÚ c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

a, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ t, ÞÔÏ c = at. ïÄÎÁËÏ c

ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ b, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ t ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b,

ÔÁË ËÁË a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. úÎÁÞÉÔ, t = bk ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÃÅÌÏÇÏ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ

c = at = a(bk) = (ab)k

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ab, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ × Ð. (2).

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × ×ÉÄÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 30 ËÎÉÇÉ VII Ü×ËÌÉÄÏ×ÙÈ

�îÁÞÁÌ�. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÁÖÎÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÅÍÕ

ÉÍÑ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a � b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ p, ÔÏ ÌÉÂÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍ-

ÍÙ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. åÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p,
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ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ p. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ îïä(a; p) = 1.

ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ab ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ p, ÎÏ a É p ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ), ÞÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

x 3.7. çÒÅËÉ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÉÌÏÖÅ-

ÎÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ

× x 3.6. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ
p
p

ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÐÅÒ×ÙÍ × ÄÌÉÎÎÏÊ ÃÅ-

ÐÏÞËÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.

éÄÅÑ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÁ, É ÍÙ ÞÁ-

ÓÔÏ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÍ × ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ. ÷ÏÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÅ-

ÚÙÓËÕÓÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÷ÁÍ ÎÕÖÅÎ ÆÁÊÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔ-

ÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÓËÅÔ | ÓÉÎÅÊ ÉÌÉ ËÒÁÓÎÏÊ. ë ÎÅÓÞÁ-

ÓÔØÀ, ÷Ù ÎÅ ÐÏÍÎÉÔÅ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ, Á ÍÅÔÏË ÎÁ ÄÉÓËÅÔÁÈ

ÎÅÔ. þÔÏ ÷Ù ÄÅÌÁÅÔÅ? ÷ÓÔÁ×ÌÑÅÔÅ ÏÄÎÕ ÉÚ ÄÉÓËÅÔ, ÓËÁÖÅÍ ÓÉ-

ÎÀÀ, × ÄÉÓËÏ×ÏÄ, É ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÅ ÅÅ ÏÇÌÁ×ÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÕÖ-

ÎÏÇÏ ÆÁÊÌÁ ÔÁÍ ÎÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÄÉÓËÅÔÅ. åÓÌÉ

ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÷Ù ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÎÕÖ-

ÎÙÊ ÆÁÊÌ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÓÉÎÅÊ ÄÉÓËÅÔÅ. ïÂÎÁÒÕÖÉ×, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ

ÔÁË, ÷Ù ÚÁËÌÀÞÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ, É ÞÔÏ

ÆÁÊÌ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÒÁÓÎÏÊ ÄÉÓËÅÔÅ.

ðÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÅ-

ÇÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙÍ É ÌÏÖÎÙÍ. ôÁË, ÅÓÌÉ

ÆÁÊÌ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÓËÅÔ, É ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÔ ÎÁ ÇÏ-

ÌÕÂÏÊ ÄÉÓËÅÔÅ, ÔÏ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÁ ËÒÁÓÎÏÊ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×

ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ ÒÅÄËÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÉÔÕÁ-

ÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÷ÁÛÁ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÁÊÌ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ

ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÓËÅÔ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÛÉÂÏÞÎÏÊ. éÌÉ, ÈÕ-

ÖÅ ÔÏÇÏ, ÷Ù ÍÏÇÌÉ ÐÏÈÏÄÑ ÓÔÅÒÅÔØ ÎÕÖÎÙÊ ÆÁÊÌ. ë ÓÞÁÓÔØÀ,

× ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÔÁËÏÊ ÂÅÓÐÏÒÑÄÏË ÒÅÄËÏÓÔØ.
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ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅ-

ÇÉÀ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ
p
p ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ. ëÓÔÁ-

ÔÉ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÜÔÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÓÌÏ×Ï �ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ�?

éÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÙÛÁÔØ, ÞÔÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ | ÜÔÏ ÞÔÏ-ÔÏ,

ÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÎÑÔØ. ïÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ

ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÎÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, Ô.Å. �ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ�.

óÏÇÌÁÓÎÏ ïËÓÆÏÒÄÓËÏÍÕ ÓÌÏ×ÁÒÀ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ, ÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ

�ÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ-

ÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÐÏ×ÔÏÒÅ-

ÎÉÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ × ÄÒÕÇÏÊ.�

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ü×-

ËÌÉÄÁ ÉÚ ËÎÉÇÉ V �îÁÞÁÌ�. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÷Ù ÅÝÅ ÎÅ ÚÎÁ-

ÅÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÎÏ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ

Ü×ËÌÉÄÏ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ: �ÎÅÞÔÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÞÁÓÔÅÊ�.

ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ ÜÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ×ÉÄÅ ÄÒÏÂÉ.

éÔÁË, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ×ÏÐÒÏÓ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á

ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉÌÏÖÉÍ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏp
p ÎÅ ÄÒÏÂØ? äÁ×ÁÊÔÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É ÐÒÉ-

ÄÅÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. åÓÌÉ ÎÁÍ ÜÔÏ ÕÄÁÓÔÓÑ, ÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ

ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ
p
p.

÷ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÏÓÔÏÒÏÖ-

ÎÏÓÔØ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ (× ÎÁÄÅÖÄÅ ÐÒÉÊÔÉ Ë

ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ), ÞÔÏ
p
p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂØÀ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ p
p =

a

b
: (7.1)

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎ-

ÎÏÍ ×ÉÄÅ, Ô.Å. îïä(a; b) = 1. ÷ ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

ËÁÖÄÕÀ ÄÒÏÂØ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÓÏ-

ËÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁ-
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ÔÅÌÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅ-

ÎÁÔÅÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ | ÏÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÐÏÉÓË ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ.

þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ×ÏÚ×ÅÄÅÍ ÏÂÅ

ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7.1) × Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏÌÕÞÉÍ

p =
a2

b2
; Ô.Å. b2 � p = a2: (7.2)

úÎÁÞÉÔ, a2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Õ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏÜÔÏÍÕ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÔÏ a = pc. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × (7.2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

b2 � p = p2 � c2:

óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ p, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ b2 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p.

ðÏ×ÔÏÒÎÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÓ-

ÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÁÅÔ, ÞÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. úÎÁÞÉÔ, É a, É b ÄÅÌÑÔÓÑ

ÎÁ p. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ îïä(a; b) = 1. ôÅÍ

ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÏÖÉÄÁÅÍÏÍÕ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, É
p
p ÎÅ ÍÏ-

ÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÒÏÂØÀ. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ
p
p ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

õ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏÌ-

ÇÁÑ É ÑÒËÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÇÒÅÞÅÓËÏÍÕ ÉÓÔÏÒÉËÕ çÅÒÏÄÏÔÕ

(Herodotus), ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÚÁÒÏÄÉÌÁÓØ × åÇÉÐÔÅ, ÇÄÅ ÆÁÒÁÏÎ ÒÁÚ-

ÄÁ×ÁÌ ÐÏÄÄÁÎÎÙÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÚÅÍÌÉ ÐÏÄ ÇÏÄÏ×ÕÀ

ÒÅÎÔÕ. åÓÌÉ îÉÌ ÓÍÙ×ÁÌ ÞÁÓÔØ ÕÞÁÓÔËÁ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙ-

ÌÏ ×ÙÚÙ×ÁÔØ ÚÅÍÌÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÔÅÒÑÎÁ.

ðÌÁÔÁ ×ÌÁÄÅÌØÃÁ ÕÞÁÓÔËÁ ÓÏËÒÁÝÁÌÁÓØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÐÏÔÅ-

ÒÑÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.

åÇÉÐÔÑÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÚÍÅÒÅ-

ÎÉÑÍÉ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ

ÏÎÉ ÎÅÑ×ÎÏ ÐÏÌÁÇÁÌÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÄÒÏÂÑÍÉ. îÁ ÐÅÒÅÄÎÉÊ ÐÌÁÎ ÉÒ-

ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÙÄ×ÉÎÕÌÉÓØ × äÒÅ×ÎÅÊ çÒÅÃÉÉ × ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÂÏÌÅÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ × ÆÉ-

ÌÏÓÏÆÓËÏÊ ÛËÏÌÅ (ÉÌÉ ÓÅËÔÅ), ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ðÉÆÁÇÏÒÏÍ. òÁÚ×É-
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ÔÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÏ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÅ×, ÐÏ-

ÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ (ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÉ ÐÏÄÒÁÚÕ-

ÍÅ×ÁÌÉ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÄÒÏÂÉ) ÌÅÖÁÔ × ÏÓÎÏ×Å ÍÉÒÏÚÄÁÎÉÑ. íÏÖ-

ÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ, ËÁË ÕÖÁÓÎÕÌÉÓØ ÏÎÉ, ÐÏÎÑ×, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÍÙÅ ÎÉËÁËÏÊ ÄÒÏÂØÀ. çÏ×Ï-

ÒÑÔ, ÞÔÏ èÉÐÁÓ ÉÚ íÅÔÁÐÏÎÔÕÍÁ (Hypasus of Metapontum) ÂÙÌ

ÉÚÇÎÁÎ ÉÚ ÓÅËÔÙ ÚÁ ÏÂÎÁÒÏÄÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓÅËÒÅÔÁ. òÅÛÉ×, ÞÔÏ

ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÙ ÄÁÖÅ ×ÏÚÄ×ÉÇÌÉ ÅÍÕ ÇÒÏÂ-

ÎÉÃÕ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÌÑ ÎÉÈ ÕÍÅÒ!

ïÔËÒÙÔÉÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ×ÓËÏ-

ÒÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÌÏÓØ ÓÒÅÄÉ ÆÉÌÏÓÏÆÏ×. ðÌÁÔÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ×

ÄÉÁÌÏÇÅ �ôÅÁÔÅÔ�, ÞÔÏ æÅÏÄÏÒ óÉÒÅÎÓËÉÊ (Theodorus of Cirene)

ÄÏËÁÚÁÌ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ
p
3; : : : ;

p
17. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ,

ÏÎ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÍÅÔÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÉ-

ÓÌÁ
p
p ÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÇÒÅËÁÍ. ÷ ÇÌÁ×Å 23 ËÎÉÇÉ I Ó×ÏÅÊ �ðÅÒ×ÏÊ

ÁÎÁÌÉÔÉËÉ� áÒÉÓÔÏÔÅÌØ (Aristotle) ÐÉÛÅÔ, ÞÔÏ

�ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ,

ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÉÈ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ, ÔÏ

ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ ÞÅÔÎÙÍ.�

üÔÏ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÓÖÁÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÒÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ
p
2. âÏÌÅÅ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔÓÑ × ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 117 ËÎÉÇÉ X Ü×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �îÁÞÁÌ�.

x 3.8. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ðÒÉÛÌÏ ×ÒÅÍÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ-

ÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ × x 3.1, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-

ÔÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 2, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ
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n | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÐÏ ËÒÁÊ-

ÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ

n = pe1
1
: : : pekk = qr1

1
: : : qrss ; (8.1)

ÇÄÅ p1 < � � � < pk É q1 < � � � < qs | ÐÒÏÓÔÙÅ, Á e1; : : : ; ek,

r1; : : : ; rs |ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ,

ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ

ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ ÐÏ Ä×ÕÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ

× ÄÒÕÇÏÍ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×

ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×, ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ-

ÍÉ. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÎÅ×ÁÖÎÏ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ

ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (8.1).

éÓÓÌÅÄÕÑ ÌÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ p1. îÏ n = qr1
1
: : : qrss . íÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-

ÔÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ

ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × qr1
1
: : : qrss ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p1, Á ÚÎÁÞÉÔ ÏÄ-

ÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ qi ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p1. îÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ. úÎÁÞÉÔ p1 = qj ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j, 1 6 j 6 s.

ðÏÜÔÏÍÕ × ÐÒÁ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ qj
ÎÁ p1:

n = pe1
1
: : : p

ek
k = qr1

1
: : : q

rj
j : : : qrss

= qr1
1
: : : p

rj
1
: : : qrss :

ôÅÐÅÒØ ÎÁ p1 ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÁ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

pe1�1
1

: : : p
ek
k = qr1

1
: : : p

rj�1

1
: : : qrss ;

Ô.Å. Ä×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ
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×ÙÂÒÁÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å n ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó Ä×Õ-

ÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ, Á m = n=p1 < n. òÁÚ ÐÏÌÕÞÅÎ-

ÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ j = 1, Ô.Å. p1 = q1, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ

k = s. äÁÌÅÅ,

p2 = q2; p3 = q3; ; : : : É pk = qk;

É ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÏ-

ÖÅ ÒÁ×ÎÙ,

e1 � 1 = r1 � 1; e2 = r2; ; : : : É ek = rk:

ïÄÎÁËÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × (8.1) ÔÁË-

ÖÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, É ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. úÎÁÞÉÔ, ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ × ÔÅÏÒÅÍÅ

ÉÚ x 3.1, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÅÏÄÏÌÅ× ×ÓÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÌÀÄÅÊ

ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÅ-

ÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ. úÎÁÞÉÔ ×ÎÏ×Ø ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ

ÎÅÞÔÏ, ÞÔÏ ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

éÓÔÉÎÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁ. ðÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÄÌÑ ÎÁÓ ÏÞÅ×ÉÄ-

ÎÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó

ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ, É × ÏÞÅÎØ ÒÁÎÎÅÍ ×ÏÚÒÁÓÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑ

×ÙÒÁÂÏÔÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÅ. üÔÏ

×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ÞÔÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ü×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ, É ×

ÎÁÛÅ ×ÒÅÍÑ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÞÅÒÎÙÈ ÄÙÒ ÎÉËÁËÏÍÕ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÞÅÌÏ×ÅËÕ ÎÅ ÐÒÉÄÅÔ ÎÁ ÕÍ ×ÙÓËÁÚÁÔØ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ

ÐÏÄÏÂÎÏÅ.

åÓÌÉ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÉÓÔÏÒÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏ-

ÌÅÔÉÑ, ÔÏ × ÎÅÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÉÍÅÒÏ× �ÞÉ-

ÓÌÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ�, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ

ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ. ôÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ. óÁÍÙÊ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ó×ÑÚÁÎ Ó ×ÅÌÉËÏÊ ÔÅÏÒÅ-
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ÍÏÊ æÅÒÍÁ. ôÁË ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ æÅÒÍÁ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

xn + yn = zn

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 3, ÔÏ xyz = 0. îÁ Ó×ÏÅÍ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÅ

ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÊ �áÒÉÆÍÅÔÉËÉ� æÅÒÍÁ ÐÏÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ

ÐÏÉÓÔÉÎÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÏÄÎÁËÏ

ÐÏÌÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÚËÉ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ.

ïÞÅ×ÉÄÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ-

ÂÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ zn � yn. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏ-

ÄÉÍÏ ××ÅÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÔÏÇÄÁ

xn � yn = (z � y)(z � �y) � � � (z � �n�1y);

ÇÄÅ � = cos(2�=n)+ i sin(2�=n). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ

ÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ÓÑËÉÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ, Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ É ÓÌÕÖÉÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÐÏ-

ÌÕÞÅÎÉÀ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï� æÅÒÍÁ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÏÛÉÂËÕ. æÅÒÍÁ ÍÏÇ ÐÏÐÁÓÔØÓÑ × ÌÏ×ÕÛËÕ, ÐÏÌÁ-

ÇÁÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÌ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. âÙÌÏ ÂÙ ÎÅÕÄÉ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ æÅÒÍÁ ÐÁÌ ÖÅÒÔ×ÏÊ ÔÁËÏÊ ÏÛÉÂËÉ. ëÁË ÍÙ

ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ × x 3.1, ÔÏÌØËÏ çÁÕÓÓ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÔÏÍ Ñ×ÎÏÍ

×ÉÄÅ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ É ÐÏ ÓÅÊ ÄÅÎØ. äÁÖÅ ÐÏÓÌÅ ×Ù-

ÈÏÄÁ �éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ� çÁÕÓÓÁ, ëÕÍÍÅÒ (Kummer) ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ, ÐÏÈÏÖÅÅ ÎÁ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ,

ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÑ, × ÞÅÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ, ÐÏËÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÌ-

ÌÅÇ ÎÅ ÕËÁÚÁÌ ÅÍÕ ÎÁ ÏÛÉÂËÕ. îÅ ÖÅÌÁÑ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÐÏÂÅÖÄÅÎ-

ÎÙÍ, ëÕÍÍÅÒ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌ ÍÅÔÏÄ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÏÂÈÏÄÉÔØ ÎÅ-

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÎ
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ÓÍÏÇ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÅÌÉËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ

ÎÏ×ÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ n.

÷ÅÌÉËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ÂÙÌÁ × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÄÏËÁÚÁÎÁ õÁÊÌ-

ÓÏÍ × 1995 Ç. ïÎ ÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÐÕÔÅÍ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÍ ÌÉÛØ × ÐÏÓÌÅÄ-

ÎÉÅ 10 ÌÅÔ, ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×Á×ÛÉÅ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÅ. üÔÏÔ ÐÕÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎ

ÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ õÁÊÌÓ Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÜËÓÐÅÒÔÏÍ. âÏÌÅÅ ÒÁÎÎÀÀ ÉÓÔÏÒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÍÏÖÎÏ

ÉÚÕÞÉÔØ ÐÏ ËÎÉÇÅ [15] ([ä.12]). èÏÒÏÛÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ××ÅÄÅ-

ÎÉÅ × ÉÄÅÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÓÎÏ×Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á õÁÊÌÓÁ, ÍÏÖÎÏ

ÎÁÊÔÉ × [20].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x; y É z, ÞÔÏ

2x � 34 � 26y = 39z?

2. ðÕÓÔØ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, k > 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ

ÞÉÓÌÁ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

k! + 2; k! + 3; : : : ; k! + k

ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

3. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ æÅÒÍÁ ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ: 175 557, 455 621 É 731 021.

4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒ-

ÎÙÍÉ:

(1) þÉÓÌÏ
p
6 ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ.

(2) óÕÍÍÁ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÄÒÏÂÉ ×ÓÅÇÄÁ ÉÒ-

ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.

(3) óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÉÒÒÁÃÉ-

ÏÎÁÌØÎÁ.

(4) þÉÓÌÏ
p
2 +

p
3 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ.
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5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ

R(n) =
10n � 1

9
= 111 : : : 11| {z }

n ÒÁÚ

ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. ôÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÍÉÓÑ

ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ.

ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k, ÔÏ R(n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ R(k).

6. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n > 0 ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ É p| ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÏ-

ÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n, ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ

(1) p >
p
n;

(2) îïä(6n+ 7; 3n+ 2) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p� 4.

7. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ îïë(a; b) Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ

ÄÅÌÉÔÓÑ ËÁË ÎÁ a, ÔÁË É ÎÁ b. ðÏÌÏÖÉÍ

a = pe1
1
pe2
2
� � � pekk É b = pr1

1
pr2
2
� � � prkk ;

ÇÄÅ p1 < p2 < � � � < pk, Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ e1; : : : ; ek É r1; : : : ; rk ÎÅÏ-

ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ × ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎÉÉ ÏÂÏÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÉ-

ÎÁËÏ×ÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1, Á b

ÎÅÔ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ r1 = 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ

ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÞÉÓÅÌ îïä(a; b) É îïë(a; b) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

p1; : : : ; pk É ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÌÏ-

ÖÅÎÉÑÈ.

8. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÍ-

ÍÁ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (×ËÌÀÞÁÑ 1 É ÓÁÍÏ n) ÒÁ×ÎÁ 2n. îÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÞÉÓÌÁ 6 É 28 ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ. ðÕÓÔØ s | ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ 2s+1 � 1 ÐÒÏÓÔÏÅ.

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ 2s(2s+1�1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ
Ä×Å ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2,
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ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 1, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÓÏ

ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2s+1 � 1.

(2) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ 2s(2s+1 � 1) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ.

÷ÙÛÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36 ËÎÉÇÉ IX Ü×ËÌÉÄÏ-

×ÙÈ �îÁÞÁÌ�. ôÁËÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ü×-

ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ.

ãÅÌØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÅÔÎÙÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ü×ËÌÉÄÏ×Ù, Ô.Å.

ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ 2s(2s+1� 1), ÇÄÅ 2s+1� 1 ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ üÊÌÅÒÏÍ, ÏÄÎÁËÏ ÓÁÍÁ ÓÔÁÔØÑ ÂÙÌÁ ÏÐÕ-

ÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × 1849 ÇÏÄÕ, ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÐÏÓÌÅ ÅÇÏ ÓÍÅÒÔÉ. ðÒÉ-

×ÏÄÉÍÏÅ ÎÉÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÚÑÔÏ ÉÚ [14]. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅ-

ÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÕÖÅ ü×ËÌÉÄÕ. âÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ

ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 10300, É ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ×ÏÓØÍÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅ-

ÌÉÔÅÌÅÊ.

9. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(n) ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n, ×ËÌÀÞÁÑ 1 É n.

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ r ÐÒÏÓÔÏÅ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

S(r) = r + 1.

(2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ

ÅÓÌÉ S(n) = 2n.

(3) ðÕÓÔØ b1 É b2 | ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b1b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØ-

ËÏ ÅÓÌÉ d ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ d = d1d2, ÇÄÅ d1 =

= îïä(d; b1), Á d2 = îïä(d; b2).

(4) ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3) ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ b1
É b2 ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ S(b1b2) = S(b1)S(b2).

10. ÷ÓÑËÏÅ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ n = 2st,

ÇÄÅ s > 1, Á ÞÉÓÌÏ t ÎÅÞÅÔÎÏÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-

ÎÏÅ.
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(1) ðÏÄÓÔÁ×ØÔÅ n = 2st × ÆÏÒÍÕÌÕ S(n) = 2n É, ×ÏÓ-

ÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ (4) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 9, ÐÏ-

ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S(t) ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 2s+1.

(2) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ (1), ÞÔÏ S(t) = 2s+1q ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ q. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ t = (2s+1 � 1)q.

(3) íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÞÔÏ q = 1. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ q > 1. ôÏÇÄÁ ÉÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ q

ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ

1; q É t. ðÏÜÔÏÍÕ S(t) > 1 + q + t. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

S(t) = 2s+1q = t+ q É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-

ÞÉÅ.

(4) éÚ (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ q = 1. ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ t, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ t = 2s+1 � 1 É

S(t) = 2s+1. úÎÁÞÉÔ, S(t) = t + 1 É ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÑ (1) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 9 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ t ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ n = 2s(2s+1 � 1), ÐÒÉÞÅÍ

×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÒÏÓÔÏÊ.

11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(n) ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. þÉÓÌÏ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ,

ÅÓÌÉ d(m) < d(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ m < n. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏ-

ÔÏÒÁÑ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ r ×ÙÄÁÅÔ ×ÓÅ ÓÉÌØÎÏ

ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ r. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÷ÁÛÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ

ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ ÓÐÉÓÏË ×ÓÅÈ ÓÉÌØÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ 5000.

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÐÉÓËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ? óÉÌØÎÏ

ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ É ÉÚÕÞÅÎÙ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍ ÉÎÄÉÊ-

ÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ ûÒÉÎÉ×ÁÓÏÊ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÏÍ (Srinivasa Ra-

manujan), ÓÍ. [40].

12. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ÈÏÄÏÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏÌÖÎÏ ÓÌÕ-

ÖÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 232, Á ×ÙÈÏÄÏÍ |

ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÌÉ ÓÏÏÂÝÅ-
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ÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ. îÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ, ÞÔÏ Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ-

ÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ æÅÒÍÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÈÏÄÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔØ. üÔÏ ÕÐÒÁÖ-

ÎÅÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÓÅÒÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 8

ÇÌÁ×Ù 12.



çÌÁ×Á 4.

ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ

÷ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÇÌÁ×ÁÈ ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÅÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÖÅÛØ, É Ä×Á ÁÌÇÏÒÉÔ-

ÍÁ, ÂÅÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏ ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÉÛØ. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù

ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÎÁÛÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÌØÀ | RSA-ËÒÉÐÔÏ-

ÓÉÓÔÅÍÏÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔÉ × ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔÉ ÒÅÁ-

ÌÉÚÁÃÉÉ RSA ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÍÅÔØ ÐÏÄÂÉÒÁÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ

ÞÉÓÌÁ: ÐÏ Ä×Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÇÌÁ-

×Å ÍÙ ÐÒÉÓÔÕÐÁÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ, ÜËÓ-

ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ É ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. ÷ÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×É-

ÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. çÌÁ×Á ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ-

ÓÑ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÒÅÛÅÔÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ | ÓÔÁÒÅÊÛÅÇÏ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÒÁÒÏÄÉÔÅÌÑ ×ÓÅÈ

ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÔ.

x 4.1. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÌÀÄÅÊ Ï �ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ� ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ. æÕÎË-

ÃÉÑ f : N �! N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ
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f(m) | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏm 2 Z. ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÜÔÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÁÍÂÉÃÉÏÚÎÏ. ÷ÍÅÓÔÏ �ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÓÔÙÈ

ÞÉÓÅÌ� ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁ-

ÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÐÒÏ-

ÓÔÅÊÛÁÑ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÔÏÉÔ ÎÁÞÁÔØ Ó ×ÏÐÒÏÓÁ: ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ?

ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a1x+ a0

Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ an; an�1; : : : ; a1; a0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒ-

ÍÕÌÏÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ f(m) ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ m. ðÏÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉÒÕÅÍ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏÍ f(x) = x2 + 1. îÁÞÎÅÍ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f(x) ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ

× ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ.

x f(x) ðÒÏÓÔÏÅ?

1 2 ÄÁ

2 5 ÄÁ

3 10 ÎÅÔ

4 17 ÄÁ

5 26 ÎÅÔ

6 37 ÄÁ

7 50 ÎÅÔ

8 65 ÎÅÔ

9 82 ÎÅÔ

10 101 ÄÁ

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ f(x) ÞÅÔÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, f(x) | ×ÓÅÇÄÁ ÞÅÔÎÏÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ÎÅ-

ÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ x = 1, ÔÁË ËÁË f(1) = 2).

úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ x > 1 É f(x) | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ x ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÞÅÔ-

ÎÏÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ f(x) ÂÙÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÒÉ

ËÁÖÄÏÍ ÞÅÔÎÏÍ x, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(2x) ÂÙÌ ÂÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(8) = 65 |
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ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÔÁË, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x2 + 1 ÎÅ ÄÁÅÔ ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÓÍÙÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ëÏ-

ÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ, É ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ

ÎÁÍ ÎÅ ÐÏ×ÅÚÌÏ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. îÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÌÏ ÎÅ × ÜÔÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ m, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

ÞÉÓÌÏ f(m) ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅ-

ÎÉ 2. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕ-

ÌÙ ÂÕÄÕÔ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍÉ, É ÕÓÉÌÉÑ, ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÅÍÙÅ ÄÌÑ ÉÈ

ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ, ÍÏÇÕÔ ÌÅÇËÏ ÚÁÔÍÉÔØ ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÉÄÅÉ.

ðÕÓÔØ f(x) = ax2 + bx+ c | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-

ÃÉÅÎÔÁÍÉ a; b É c. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ a > 0. üÔÏ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(x) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. åÓÌÉ f(x) ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ x, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ f(x) = 4x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ m, ÞÔÏ p = f(m) | ÐÒÏÓÔÏÅ.

ðÕÓÔØ h | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ f(m + hp). ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÒÅÚÏÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÏÔËÕÄÁ ÐÏÑ×É-

ÌÏÓØ m+hp? îÁÉÌÕÞÛÉÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÚÁËÌÀÞÅÎ × ×ÙËÌÁÄËÁÈ,

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ

f(m+ hp) = a(m+ hp)2 + b(m+ hp) + c:

òÁÓËÒÙ×ÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔ É ÓÏÂÉÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ p,

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f(m+ hp) = (am2 + bm+ c) + p(2amh+ aph2 + bh):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÐÅÒ×ÏÊ ÓËÏÂËÅ ÒÁ×ÎÏ f(m) = p; ÔÁË

ÞÔÏ

f(m+ hp) = p(1 + 2amh+ aph2 + bh): (1.1)
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æÏÒÍÕÌÁ (1.1) ÓËÌÏÎÑÅÔ ÎÁÓ Ë ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ-

ÓÔÉ ÞÉÓÌÁ f(m+ hp). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ

p ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Á. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÏÛÉÂËÁ. þÉÓÌÏ

f(m+hp) ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÙÍ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

× ÓËÏÂËÁÈ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.1) ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 1. ðÏÜÔÏÍÕ

ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ h, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

1 + 2amh+ aph2 + bh > 1:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ

2amh+ aph2 + bh > 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ h ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ), ÔÒÅÂÕ-

ÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

2am+ aph+ b > 0; Ô.Å. h >
�b� 2am

ap
:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �b�2am ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ b ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ É ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �2am.
þÔÏ ÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ? íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) = ax2 +

+bx+c| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÍ a, É ÞÉÓÌÏ f(m) = p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ f(m + hp) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ h > (�b� 2am)=ap: ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÄÅÔ-

ÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

f(x) | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÐÏÈÏÖÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔÁÅÔ

É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ëÏ-

ÎÅÞÎÏ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(m + ph) ÎÅ ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ,

ÎÏ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ-

ÃÙ ÄÌÑ h. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÁÓ ÂÙÌ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÜÔÁ

ÇÒÁÎÉÃÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ÷ ÏÂÝÅÊ

ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÎÉÖ-

ÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÄÌÑ h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ
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ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n � 1. üÔÁ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×Á-

ÎÁ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 1, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÂÏÌØÛÅ 3, ÔÏ ÐÒÏ-

ÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÌÑ h, ÎÅÔ. ÷

ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÄÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁ-

ÎÉÃÁ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ×ÙÐÉÓÁÔØ

ÄÌÑ ÎÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÉÖ-

ÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÁÎÁÌÉÚÁ, É ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ

ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [41] ([ä.14]).

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ, ÓÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ × ÎÁÞÁÌÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÅ-

ÏÖÉÄÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÓÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ | ÐÒÏÓÔÙÅ

ÞÉÓÌÁ. ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÎÅÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÁËÔÉÞÎÏ. ðÒÉÍÅÒÙ ÓÍÏÔÒÉ × [41] ([ä.14]).

x 4.2. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:

ÞÉÓÌÁ íÅÒÓÅÎÎÁ

åÓÔØ Ä×Å ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÇÒÏÍÎÏÊ ÉÓÔÏÒÉÞÅ-

ÓËÏÊ ×ÁÖÎÏÓÔÉ. ïÂÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ XVII É XVIII

×ÅËÏ×, × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ æÅÒÍÁ É üÊÌÅÒÏÍ. ÷ÏÔ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ:

M(n) = 2n � 1 É F (n) = 22
n

+ 1;

ÇÄÅ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. þÉÓÌÁ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ

ÞÉÓÌÁÍÉ íÅÒÓÅÎÎÁ, Á ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ | ÞÉÓÌÁÍÉ æÅÒÍÁ.

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÞÉÓÌÁ íÅÒÓÅÎÎÁ ÐÒÏ-

ÓÔÙ, ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ ÁÎÔÉÞÎÏÊ çÒÅÃÉÉ. ÷ ÐÉÆÁÇÏ-

ÒÅÊÓËÏÍ ÍÉÓÔÉÃÉÚÍÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ



x 4.2. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ: ÞÉÓÌÁ íÅÒÓÅÎÎÁ 93

ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ Ó×ÏÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. îÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ 6 | ÜÔÏ 1, 2, 3 É 6. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÉÈ, ÐÏÌÕ-

ÞÁÅÍ:

1 + 2 + 3 + 6 = 12 = 2 � 6:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 6 | ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÉËÁËÏÅ ÐÒÏ-

ÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÅÌÉÔÅÌÉ

ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p | ÜÔÏ 1 É p, É 1 + p < 2p, ÐÏÓËÏÌØËÕ p > 1.

ü×ËÌÉÄ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2n�1(2n�1) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ 2n�1
ÐÒÏÓÔÏÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÅÔÎÙÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÎ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÂÙÌ ÔÏÌØËÏ üÊ-

ÌÅÒÏÍ × ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÍ ×ÅËÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ 8, 9 É 10 ÇÌÁ×Ù 3. æÏÒ-

ÍÕÌÁ ü×ËÌÉÄÁ Ó×ÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÐÏÉÓËÅ ÞÅÔÎÙÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎÎÁ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÁÑ Ó×Ï-

ÉÍ ÉÓÔÏËÏÍ ÔÕÍÁÎÎÙÊ ÍÉÓÔÉÃÉÚÍ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÅ×, ÍÏÖÅÔ ÐÏ-

ËÁÚÁÔØÓÑ ËÒÁÊÎÅ ÓÔÒÁÎÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ, ÖÉ×ÕÝÉÍ × ËÏÎÃÅ Ä×Á-

ÄÃÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ. ïÄÎÁËÏ, ÆÁËÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÍ: ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ,

ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÔÏÉÔ ÏËÏÌÏ 2500 ÌÅÔ, Õ ÎÅÅ ×ÓÅ ÅÝÅ ÎÅÔ ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÏÂÑÚÁÎÏ ÌÉ ÓÏ-

×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÙÍ, ÈÏÔÑ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ

ÎÁÊÄÅÎÏ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ. ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÏÚÒÁÓÔ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅ-

ÍÙ ÂÒÏÓÁÅÔ ÔÒÕÄÎÏÐÒÅÏÄÏÌÉÍÙÊ ×ÙÚÏ× ×ÓÅÍ, ËÔÏ ÌÀÂÉÔ ÞÉÓÌÁ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë

ÇÌÕÂÏÞÁÊÛÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÅÅ ÄÁÖÅ ÅÝÅ

ÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏÊ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

ëÁË ÍÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, íÁÒÜÎ íÅÒÓÅÎÎ ÂÙÌ Ó×Ñ-

ÝÅÎÎÉËÏÍ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ-ÌÀÂÉÔÅÌÅÍ ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ. þÉ-

ÓÌÁ ×ÉÄÁ 2n�1 ÏÂÑÚÁÎÙ Ó×ÏÉÍ ÉÍÅÎÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ íÅÒÓÅÎÎÁ

Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÏÓÔÙ, × ÓÌÕÞÁÅ

n = 2; 3; 5; 7; 13; 17; 19; 31; 67; 127; É 257;

É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 44 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ

ÐÒÏÓÔÙÈ n, ÍÅÎØÛÉÈ 257.
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ðÅÒ×ÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: íÅÒÓÅÎÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÆÕÎËÃÉÉ 2n � 1 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÙÈ n. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ

n| ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÉM(n). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n = rs,

1 < r É s < n, ÔÏÇÄÁ

M(n) = 2n�1 = 2rs�1 = (2r�1)(2r(s�1)+2r(s�2)+ � � �+2r+1):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ r ÄÅÌÉÔ n, ÔÏ M(r) ÄÅÌÉÔ M(n). ÷ÔÏÒÏÊ

×ÁÖÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ M(n) ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ

ÐÒÏÓÔÙÍ. íÙ ×ÉÄÉÍ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ íÅÒÓÅÎÎÁ, ÞÔÏ M(11) ÄÏÌÖÎÏ

ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ:

M(11) = 2047 = 23 � 89:

ëÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÌÏ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, íÅÒÓÅÎÎ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÌ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÄÁÌÏ ÐÏ×ÏÄ ÄÌÑ ÓÏÍÎÅÎÉÊ

× ÅÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ É ÏÓÔÁ×ÉÌÏ ÛÉÒÏËÏÅ ÐÏÌÅ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. ÷ ÐÏÉÓËÁÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎÎÁ ÐÒÉÎÑÌ ÕÞÁ-

ÓÔÉÅ É üÊÌÅÒ. ÷ 1732 ÇÏÄÕ ÏÎ ÎÁÛÅÌ Ä×Á �ÎÏ×ÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ� ÞÉ-

ÓÌÁ:M(41) ÉM(47), ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ × ÓÐÉÓËÅ íÅÒÓÅÎÎÁ. ðÏÚ-

ÖÅ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ üÊÌÅÒ ÂÙÌ ÎÅ ÐÒÁ×. ðÅÒ×ÕÀ

ÏÛÉÂËÕ × ÓÐÉÓËÅ íÅÒÓÅÎÎÁ ÎÁÛÌÉ ðÅÒ×ÕÚÜÎ (Pervusin) É úÉÌ-

ÈÏÆ (Seelhov) × 1886. ïÎÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ M(61) ÐÒÏ-

ÓÔÏÅ, ÈÏÔÑ ÅÇÏ É ÎÅÔ × ÓÐÉÓËÅ. äÒÕÇÉÅ ÏÛÉÂËÉ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ×

ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÇÏÄÙ. óÅÊÞÁÓ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅM(61), × ÓÐÉÓ-

ËÅ ÐÒÏÐÕÝÅÎÙ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁM(89) ÉM(107), É ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ

ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ M(67) É M(257).

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎÎÁ, æÅÒÍÁ ÉÓ-

ÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ

ÏÐÉÓÁÎ × x 10.1. ÷ ÎÁÛÅ ×ÒÅÍÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÜÆ-

ÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÔÅÓÔ ìÀËÁ{ìÅÍÅÒÁ, ÉÚÕÞÁÅÍÙÊ × x 10.4. ó ÐÏÍÏ-

ÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÔÅÓÔÁ × 1998 ÇÏÄÕ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ íÅÒ-

ÓÅÎÎÁ M(3 021 377) ÐÒÏÓÔÏ. ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1 819 050 ÚÎÁËÏ× É

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ

ÉÚÄÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ.
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x 4.3. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:

ÞÉÓÌÁ æÅÒÍÁ

éÓÔÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ ÏÞÅÎØ ÓÈÏÖÁ Ó ÉÓÔÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ íÅÒ-

ÓÅÎÎÁ. æÅÒÍÁ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 2m+1 ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ m ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ

ÓÔÅÐÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÑÓØ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉ-

ÍÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 22
n

+ 1. ÷ ÐÉÓØÍÅ, ÁÄÒÅ-

ÓÏ×ÁÎÎÏÍ ÛÅ×ÁÌØÅ æÒÅÎÉËÌÀ (Frenicle), ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ-

ÌÀÂÉÔÅÌÀ, æÅÒÍÁ ×ÙÐÉÓÁÌ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ n = 0; 1; : : : ; 6:

3; 5; 17; 257; 65 537; 4 294 967 297 É 18 446 744 073 709 551 617:

úÁÔÅÍ ÏÎ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 22
n

+1 ÐÒÏÓÔÙÅ.

ëÁË ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, æÅÒÍÁ, ËÁÖÅÔÓÑ, ÎÅ ÐÙÔÁÌÓÑ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ ÎÁ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÍÕ

ÉÍ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎÎÁ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÎ ÐÒÉÍÅÎÉÌ ÜÔÏÔ

ÍÅÔÏÄ, ÔÏ Õ×ÉÄÅÌ ÂÙ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ F (5) ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ

ÐÒÏ×ÅÒËÕ üÊÌÅÒ ÓÄÅÌÁÌ ÓÔÏÌÅÔÉÅ ÓÐÕÓÔÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÅÇÏ

ÍÅÔÏÄ × x 10.2.
éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ æÒÅÎÉËÌØ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÏÛÉÂËÉ æÅÒ-

ÍÁ. ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ×, ÏÎ ÂÙÌ ÓÌÉÛËÏÍ ÚÁÎÑÔ ÐÏÐÙÔËÁÍÉ ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. æÒÅÎÉËÌØ ÎÅ ÍÅÞÔÁÌ

ÚÁÔÍÉÔØ æÅÒÍÁ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÎÏ ÔÏÎ ÅÇÏ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ ÎÁ-

×ÏÄÉÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÞÅÎØ ÈÏÔÅÌ ÎÁÊÔÉ ÏÛÉÂËÕ × ÒÁÂÏÔÅ

æÅÒÍÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁÖÅÔÓÑ, ÏÎ ÂÙÌ ÓÏÇÌÁÓÅÎ Ó æÅÒÍÁ ×

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÚÙ.

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎÎÁ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÇÁÔÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÒÅÄÉ

ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ×ÓÅ

ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ æÅÒÍÁ | ÜÔÏ F (0); : : : ; F (4) | ÓÐÉ-

ÓÏË, ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÊ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ æÅÒÍÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÞÉÓÌÁ

æÅÒÍÁ ÐÒÉ �ÂÏÌØÛÉÈ� ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ. ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎ-

ÃÏ×, ÆÏÒÍÕÌÁ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÁÑ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ | Ä×ÏÊÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ,

Ô.Å. ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÏÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ.



96 ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ

÷ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ÍÙ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉ-

ÌÉÓØ Ó ÉÓÔÏÒÉÅÊ ÓÁÍÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÜËÓ-

ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÏ ÇÌÁ×Ù 10. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÍ

ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÓÔ×Ï×ÁÔØÓÑ ÚÎÁÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ íÅÒÓÅÎ-

ÎÁ | ÎÅÉÓÞÅÒÐÁÅÍÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

óÌÅÄÕÅÔ ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊæÅÒÍÁ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÑ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎÎÁ ×ÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔ ÄÌÑ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ É ÎÅÔÒÕÄÅÎ

ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å. îÏ ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ,

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÛÅÌ ÂÙ É ÓÁÍ æÅÒÍÁ; ÏÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÉÈ ÕÄÁÞÎÙÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÊ (ÓÍ. [8]). îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÍÙ

ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ æÅÒÍÁ ÄÏ ÄÅ×ÑÔÏÊ ÇÌÁ×Ù. ë ÔÏ-

ÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÌÁÄÅÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ É ÔÅÏ-

ÒÅÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÔ ÎÁÍ ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏ-

ÒÏÔËÏÅ É ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ æÅÒÍÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å

ÂÅÓÐÌÁÔÎÏÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÓÁ-

ÍÙÅ ÉÄÅÉ × ÒÑÄÅ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÍÅÔÏÄ

üÊÌÅÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ.

ïÄÉÎ ÉÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏ× ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÁÖÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÒÅÄËÏ

ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÏÂÝÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× É ÁÂÓÔÒÁËÔ-

ÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ, ×ÙÑ×ÌÑÀÝÉÈ Ó×ÑÚÉ É ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÍÅÖÄÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ-

ÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÎØÛÅ ÓÞÉÔÁÌÉÓØ ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÍÁÌÏ ÏÂÝÅÇÏ. üÔÉ

Ó×ÑÚÉ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÞÁÓÔÏ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÅ ÐÒÉ-

ÌÏÖÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×.

x 4.4. ðÒÁÊÍÏÒÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ-

×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌ p# ÐÒÏ-

ÓÔÏÇÏ p > 0 ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ

ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÈ p. îÁÐÒÉÍÅÒ, 2# = 2 É 5# = 2 � 3 � 5 = 30: úÁÍÅÔÉÍ,
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ÞÔÏ ÅÓÌÉ q | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÓÌÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ

q# = p#q:

íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ p# + 1. þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ,

ÚÁÞÅÍ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÔÁÂÌÉÃÕ:

p p# p# + 1

2 2 3

3 6 7

5 30 31

7 210 211

11 2 310 2 311

÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÐÒÁ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÔÁÂÌÉÃÙ | ÐÒÏÓÔÙÅ! íÏÖÅÔ

ÌÉ ÜÔÏ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅÍ? åÓÌÉ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ×ÓÅÌÑÅÔ ×

×ÁÓ ÎÁÄÅÖÄÕ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ p#+1 ÐÒÏÓÔÙÅ, ×ÁÍ ÂÙ

ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÔÁÂÌÉÃÙ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

13# + 1 = 30 031 = 59 � 509

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

ïÄÎÁËÏ, ÈÏÔÑ p#+1 ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÈ p. ÷ÏÓÐÏÌØ-

ÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ �ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ�. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ q 6 p |

ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ p#+1. ðÏÓËÏÌØËÕ p# | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÐÌÏÔØ ÄÏ p, q ÄÏÌÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔØ p#.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, q ÄÅÌÉÔ ÒÁÚÎÏÓÔØ

(p# + 1)� p# = 1:

úÎÁÞÉÔ, q = 1, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÔÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÏ-

ÌÕÞÁÅÍ: ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ p#+1 ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÏÌØ-

ÛÅ p.

üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÍÙÓÌØ Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ
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×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÐÌÏÔØ ÄÏ p. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ p# + 1. åÓÌÉ ÏÎÏ

ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ×ÓÅ ÓÄÅÌÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÍ ÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ

ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ; ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ p. ÷ ÌÀÂÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ p.

ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÌÏÈ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ. îÁÉÂÏ-

ÌÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ ÉÚ ÎÉÈ| ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ p# + 1. äÁÖÅ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ p ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌ p# ÏÇÒÏÍÅÎ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÇÏ ÎÁ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ ×ÅÓØÍÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉÞÎÏ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÐÏ×ÅÚÅÔ, ÞÉÓÌÏ p# + 1 ÍÏÖÅÔ ÏËÁ-

ÚÁÔØÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ. á ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÐÏÚÖÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÐÏÌ-

ÎÅ ÐÒÉÅÍÌÅÍÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌØ-

ÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁÉ×ÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÒÏ×ÅÒËÅ

ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊÓÑ × ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÐÙÔËÁÈ ÐÏ-

ÄÏÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × x 3.3,
ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÅÓØÍÁ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ. óÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ p# + 1 ÂÕÄÅÔ ÉÚÕÞÁÔØÓÑ ×

ÇÌÁ×Å 11. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÅÎ, ÐÏËÁ ÎÁÊÄÅ-

ÎÏ ÔÏÌØËÏ 16 ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ p = 24 027 É ÎÁÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ 10 387 ÚÎÁËÏ×.

éÔÁË, ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÄÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÕÖ ÕÄÏÂÎÏÇÏ

ÐÕÔÉ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÎÁ ÎÅÊ

Ó×ÅÔ ËÌÉÎÏÍ ÎÅ ÓÏÛÅÌÓÑ.

x 4.5. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

éÓÔÉÎÎÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÔÁË ÄÏÌÇÏ É ÄÅÔÁÌØÎÏ

ÒÁÚÂÉÒÁÌÉÓØ Ó ÐÒÁÊÍÏÒÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÏÎÁ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÓÁÍÏÅ ÂÙÓÔÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎ-

ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

× �üÌÅÍÅÎÔÁÈ� ü×ËÌÉÄÁ ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20 ËÎÉÇÉ IX. äÏËÁÚÙ-

×ÁÅÍ �ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ�. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ËÏÎÅÞÎÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÐÒÏ-

ÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÓËÁÖÅÍ, p. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ,

ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, Â�ÏÌØÛÉÅ p, | ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ ×É-

ÄÅÌÉ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÞÉÓÌÏ p# + 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ

ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÅÎØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÈ p. éÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ

É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ p#+1 ÎÅÔ ÐÒÏÓÔÙÈ

ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, Ô.Å. ÏÎÏ ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. á ÐÏÓËÏÌØ-

ËÕ p# + 1 > p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ:

p | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÔÁË, ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏÌÖÎÏ

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

âÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ

ÒÑÄÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ (1737 ÇÏÄÁ) ÎÏ-

ÓÉÔ ÏÓÏÂÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ïÎÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÔÅÍ ÓÅÍÅÎÅÍ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÐÏÚÖÅ ×ÙÒÏÓÌÉ ÍÎÏÇÉÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÇÏ

ÚÄÅÓØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ. ðÏÄÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ü×-

ËÌÉÄÁ, ÏÎÏ ÔÏÖÅ ÉÄÅÔ �ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ�. éÔÁË, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÐÕÓÔØ

p | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅ-

ÌÅÊ

P =

�
1

1� 1=2

��
1

1� 1=3

��
1

1� 1=5

�
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�

1

1� 1=p

�
; (5.1)

ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÜÔÏ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÞÌÅÎÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

P = 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+
1

5
+
1

6
+ � � � ; (5.2)

ÇÄÅ ÔÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ó×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ, Á ÓÅÊÞÁÓ
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ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÅÇÏ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. èÏÔÑ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁ-

ÇÁÅÍÙÈ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (5.2) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÅÝÅ ÍÏÇÌÁ

ÂÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ

1+1=2+1=22+1=23+1=24+ � � � , ËÁË ÓÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 1=2, ÒÁ×ÎÁ 1

1�1=2
= 2.

îÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ P , ÎÅ ÍÏ-

ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ

ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

1

3
+
1

4
> 2 � 1

4
=
1

2

1

5
+
1

6
+
1

7
+
1

8
> 4 � 1

8
=
1

2

: : : : : :

1

2n�1 + 1
+ � � �+ 1

2n
> 2n�1

1

2n
=
1

2
:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

P > 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+
1

5
+
1

6
+ � � �+ 1

2n
> n � 1

2
=

n

2

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P ÂÏÌØ-

ÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ËÁËÉÍ-ÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-

ÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

ôÅÐÅÒØ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.2). æÁËÔÉ-

ÞÅÓËÉ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (5.1) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ

Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ (5.2). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ 1

1�q (ÐÒÉ

q 2 (0; 1)) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q:

1

1� q
= 1 + q + q2 + q3 + q4 + � � �+ qn + � � � :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5.1) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ:

P =
�
1 + 1

2
+ 1

22
+� � �

�
�
�
1 + 1

3
+ 1

32
+� � �

�
� � �
�
1 + 1

p
+ 1

p2
+� � �

�
:
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òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ × ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ. ôÁËÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÍÏÖ-

ÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓËÏÂÏË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÍ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓËÏÂÏË, ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÎÁ ÔÒÅÔØÀ, É Ô.Ä. üÔÏ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ, ÎÏ ÄÌÉÎ-

ÎÙÊ É ÍÁÌÏÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ ÔÏÞÎÏÅ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÓËÏÂÏË, ÄÁ É ËÁÖÄÁÑ ÓËÏÂËÁ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ.

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ, ÍÅÎÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÊ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÁÍÏÔÎÙÊ, ÏÓÎÏ-

×ÁÎ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ÂÙ Õ ÎÁÓ È×ÁÔÉÌÏ ÔÅÒÐÅÎÉÑ

É ÓÉÌ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ ÐÅÒ×ÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ 1

2
r1

1

3
r2

1

5
r3
� � � 1

prs
(ri > 0); ÐÏ

ÏÄÎÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓËÏÂËÉ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ

ri = 0 ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ i-ÏÊ ÓËÏÂËÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÑ ÍÙ ÂÅÒÅÍ 1). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂßÑÓÎÑÔØ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ

ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÇÞÅ

ÏÓÏÚÎÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÎÅÖÅÌÉ ÐÏÎÑÔØ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

éÔÁË, ÞÉÓÌÏ P ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ

1

2r13r25r3 � � � prs ; r1 > 0; r2 > 0; : : : ; rs > 0: (5.3)

õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÜÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÀ. óÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ

ÂÕÄÅÔ ÞÌÅÎ 1

203050���p0
= 1 ÚÁÔÅÍ ÉÄÅÔ 1

213050���p0
= 1=2, ÐÏÔÏÍ

1

203150���p0
= 1=3, ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ | 1

223050���p0
= 1=4, É Ô.Ä. ëÁË ×ÉÄÉ-

ÔÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ (5.2). îÁÍ ÏÓÔÁ-

ÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ P ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÜÔÏÊ

ÓÕÍÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ:

(Á) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÓÒÅÄÉ ÄÒÏÂÅÊ (5.3)

ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

1

n
=

1

2r13r25r3 � � � prs ;

(Â) ËÁÖÄÁÑ ÄÒÏÂØ ×ÉÄÁ 1

n
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÅ,

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ P , ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.
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îÁÞÎÅÍ, ËÁË ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, Ó ÐÒÏ×ÅÒËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

(ÏÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÝÅ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÌÉÓØ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ

ÄÒÏÂÉ, ÒÁ×ÎÙÅ 1

n , Ô.Å.

1

n
=

1

2r13r25r3 � � � prs =
1

2k13k25k3 � � � pks :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÒÁ×ÎÙ 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ:

n = 2r13r25r3 � � � prs = 2k13k25k3 � � � pks :

ëÁË ÐÅÒ×ÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ÔÁË É ×ÔÏÒÏÅ, ÃÅÌÉ-

ËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ô.Å. ÍÙ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏ-

ÂÁÍÉ ÒÁÚÌÏÖÉÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅ-

ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. úÎÁÞÉÔ,

r1 = k1; r2 = k2; : : : ; rs = ks, Ô.Å. ÄÒÏÂÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÌÉ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â) ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ (Á). ðÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉËÉ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: n = p�1
1
� p�2

2
� � � p�mm : ó ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ (5.3) | ÜÔÏ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ: 2r1 � � � prs , ÐÒÉÞÅÍ ÉÈ

ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ÄÒÏÂØ ×ÉÄÁ (5.3) ÞÉÓÌÕ
1

n
, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ri.

�áÇÁ! | ÓËÁÖÅÔÅ ÷Ù, | ÷ÏÔ Ñ É ÐÏÊÍÁÌ ÐÅÄÁÎÔÁ-ÌÅËÔÏÒÁ!

ëÁË ÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÄÒÏÂÉ

1

p�1
1
� p�2

2
� � � p�mm

É
1

2r1 � � � prs ;

ÅÓÌÉ × ÐÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏ-

ÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ×ÓÅ?� îÅ ÓÐÅÛÉÔÅ Ó

×Ù×ÏÄÁÍÉ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ri ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ ×

ÎÕÌØ. ÷ÏÔ ÍÙ É ×ÏÚØÍÅÍ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÌÅ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ. éÔÁË,
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ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÔÁËÖÅ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ. ôÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (5.1) É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ (5.2) ÒÁ×ÎÙ ÏÄÎÏÍÕ É

ÔÏÍÕ ÖÅ ÞÉÓÌÕ P .

÷ÓÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÅ ÍÅÌËÏÅ ÖÕÌØÎÉÞÅ-

ÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÄÏÐÕÝÅÎÏ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ. ïÎÏ ÚÁ-

ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÒÉÇÌÁÛÅÎÉÉ: �ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÜÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏ ÕÂÙ-

×ÁÎÉÀ�. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÅ,

ÎÅÑ×ÎÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ, ËÁË É × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÕÍÍÉ-

ÒÕÀÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁ-

ÛÅÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ. úÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÞÅÓÔØ

ÏÂ ÜÔÏÍ × [ä.6]. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁÍ ÖÅ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ

Ó ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ×

ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍÁÈ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏÍÅÎÑÔØ ÐÏÒÑÄÏË

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÀÂÏÅ, ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

÷ÏÔ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÒÉ×ÅÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÏ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÏ, ÖÉÚÎØ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÏÝÅ, ÎÏ ÍÉÒ ÓÔÁÌ ÂÙ ÓËÕÞÎÅÅ. ôÏÔ ÆÁËÔ,

ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÓÔÁ×ÉÔ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓ-

ÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÉ? òÁÓÔÅÔ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÐÌÏÔÎÏÓÔØ� ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÇÄÁ

ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ ËÏ ×ÓÅ Â�ÏÌØÛÉÍ É Â�ÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÁÍ? óÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÔØ ÜÔÕ �ÐÌÏÔÎÏÓÔØ�? îÁÉÌÕÞÛÉÊ ÓÐÏ-

ÓÏÂ ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �-ÆÕÎËÃÉÉ. äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(x) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ x. èÏÒÏÛÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

�(x) | ×ÁÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

õÐÏÍÑÎÉÔÅ ÐÒÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÈ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ, É ×Ù ÔÕÔ ÖÅ ÕÓÌÙÛÉÔÅ ÉÍÑ òÉÍÁÎÁ. éÄÅÉ, ÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÄÏ-
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ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ üÊÌÅÒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÅÇ-

ÌÉ × ÏÓÎÏ×Õ ÒÁÂÏÔÙ â. òÉÍÁÎÁ, ÓÔÁ×ÛÅÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ

ÔÒÕÄÏÍ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÉ �(x) É ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÁÍ.

üÔÁ ÓÔÁÔØÑ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÁÑ × 1895 ÇÏÄÕ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÉÎ-

ÔÅÒÅÓÎÙÈ ÏÞÁÒÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ×Å-

ÄÅÎÁ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, òÉÍÁÎ ÕÍÅÒ ÏÔ ÔÕÂÅÒ-

ËÕÌÅÚÁ ÓÅÍØ ÌÅÔ ÓÐÕÓÔÑ, ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉ× ÄÅÔÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÒÁÂÏÔËÕ

Ó×ÏÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. üÔÕ ÒÁÂÏÔÕ ×Ú×ÁÌÉÌÏ ÎÁ Ó×ÏÉ ÐÌÅÞÉ ÎÅ-

ÓËÏÌØËÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ áÄÁÍÁÒ (Hadamard).

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÕÓÉÌÉÊ áÄÁÍÁÒÁ ÐÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÀ ÐÒÏ-

ÂÅÌÏ×, ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ òÉÍÁÎÏÍ, ÓÔÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÎÁÍÅÎÉ-

ÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ , ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ

lim
x!1

�(x) lnx

x
= 1;

ÇÄÅ lnx | ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ e (Ô.Å. ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏ-

ÇÁÒÉÆÍ). üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÖÅ ÓÔÁÒÛÅ ÒÁÂÏÔÙ òÉÍÁÎÁ; ÅÇÏ

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ çÁÕÓÓ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÇÉÐÏÔÅÚÙ. äÏËÁÚÁÎ ÖÅ ÏÎ ÂÙÌ

× 1896 ÇÏÄÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ áÄÁÍÁÒÏÍ É ÄÅ ÌÑ ÷ÁÌÌÅ-

ðÕÓÓÅÎÏÍ (de la Vall�e-Poussin).

îÅÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x ÞÉÓÌÏ �(x) ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ

ÒÁ×ÎÏ x= ln(x). îÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

x ÐÏÉÓÔÉÎÅ ×ÅÌÉËÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ x = 1016; ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ

�(x)�
h x

lnx

i
= 7804 289 844 393

ÂÕÄÅÔ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ 1013. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x= lnx

ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 1014, ÔÏ ÏÛÉÂËÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁ.

åÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÁÀÝÉÈ ÎÅÐÌÏÈÕÀ ÁÐ-

ÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ �(x) ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ x. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÕÞÁ-

ÅÔÓÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 11. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ

ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [23]

É [24] ([ä.10]). éÓÔÏÒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ-

ÓÑ × [7].
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òÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ | ÜÔÏ ÓÔÁÒÅÊÛÉÊ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÓÐÏ-

ÓÏÂÏ× ×ÙÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÅÔÏÄÏ×,

ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÈÓÑ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, ÏÎ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ

ÎÉËÁËÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. üÒÁÔÏÓÆÅÎ (Erathostenes) ÂÙÌ

ÇÒÅÞÅÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ, ÒÏÄÉ×ÛÉÍÓÑ ÏËÏÌÏ 284 ÇÏÄÁ ÄÏ Î.Ü.

ïÎ ×ÌÁÄÅÌ ÍÎÏÇÉÍÉ ÏÔÒÁÓÌÑÍÉ ÚÎÁÎÉÊ, ÏÄÎÁËÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÉ

ÎÅ ÓÞÉÔÁÌÉ ÅÇÏ ×ÙÄÁÀÝÉÍÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏÍ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.

ïÎÉ ÐÒÏÚ×ÁÌÉ ÅÇÏ �âÅÔÁ� (×ÔÏÒÁÑ ÂÕË×Á ÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ)

É �ðÅÎÔÁÔÌÏÓÏÍ�1. ÷ÏÔ ÕÖÅ 2300 ÌÅÔ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÅÇÏ ÒÁÂÏ-

ÔÁÍÉ, Á ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÍ ÐÒÏÚ×ÉÝÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛÎÉÍ ÐÏÄÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅÍ ×ÅÌÉÞÉÑ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

÷ Ó×ÏÅÊ �áÒÉÆÍÅÔÉËÅ�, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ 100 ÇÏÄÁ Î.Ü.,

îÉËÏÍÁÈ ÉÚ çÅÒÁÓÙ (Nicomachus of Gerasa) ××ÏÄÉÔ ÒÅÛÅÔÏ üÒÁ-

ÔÏÓÆÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

�íÅÔÏÄ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ [ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ] ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÐÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÕ ÒÅÛÅÔÏÍ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÂÅÒÅÍ

×ÓÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÂÅÓÐÏÒÑÄÏÞÎÏ ×ÍÅ-

ÓÔÅ, É ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ, ËÁË ÎÅËÉÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ,

ÉÌÉ ÒÅÛÅÔÏÍ, ÍÙ ÏÔÄÅÌÑÅÍ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÅÒÁÚ-

ÌÏÖÉÍÙÅ, Á ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÉÈ

ÓÁÍÉÈ.�

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅÍ îÉËÏÍÁÈÁ Ï ÒÅ-

ÛÅÔÅ ÓÍÏÔÒÉ [47].

éÔÁË, ÒÅÛÅÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏ Ó×ÏÅ ÉÍÑ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÏÎÏ

ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÓÐÉÓËÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ÐÒÏÓÅÉ×ÁÀÔÓÑ, Á ÐÒÏÓÔÙÅ ÚÁÄÅÒÖÉ×ÁÀÔÓÑ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÏÎÏ

ÒÁÂÏÔÁÅÔ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÃÅÌØ ÒÅÛÅÔÁ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÙ n > 0,

1ðÅÎÔÁÔÌÏÓ (Pentatlos) × ÐÅÒÅ×ÏÄÅ Ó ÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÐÑ-

ÔÙÊ�. | ðÒÉÍ. ÐÅÒÅ×.
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ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÃÅÌÏÊ. þÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄ

ÒÅÛÅÔÁ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌ üÒÁÔÏÓÆÅÎ (ÉÍÅÑ ÔÏÌØËÏ ËÁÒÁÎÄÁÛ É

ÂÕÍÁÇÕ), ÍÙ ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÐÉÓÙ-

×ÁÅÍ ×ÓÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÍÅÖÄÕ 3 É n. ðÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ

ÍÙ ÎÅ ÔÒÏÇÁÅÍ ÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ 2,

ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅÔ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÐÒÏÓÅÉ×ÁÔØ ÓÐÉÓÏË. ðÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ×

ÎÅÍ 3. îÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÓÐÉÓËÅ (ÜÔÏ 5), ÍÙ ×Ù-

ÞÅÒËÉ×ÁÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ËÁÖÄÏÅ ÔÒÅÔØÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÏÄÅÌÁ× ÜÔÏ ÄÏ ËÏÎ-

ÃÁ, ÍÙ ×ÙÞÅÒËÎÅÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ, ËÒÁÔÎÙÅ 3 É Â�ÏÌØÛÉÅ

ÓÁÍÏÊ ÔÒÏÊËÉ.

ôÅÐÅÒØ ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ, ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑ-

ÝÅÅ 3, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏ. ôÁËÉÍ ÂÕÄÅÔ 5, Á ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÎÉÍ ÞÉÓÌÏ | 7. ÷ÙÞÅÒËÉ×ÁÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÐÑÔÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÓÐÉÓËÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 7. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔ-

ÎÙÅ 5, ÂÕÄÕÔ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÙ. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÐÏËÁ ÎÅ

ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÔØ

ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÄÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÏÔÓÞÅÔ Ó ÞÉÓÌÁ

p+ 2, ÄÁÖÅ ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ

ÛÁÇÁÈ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ n = 41 ÓÐÉÓÏË ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÙÇÌÑÄÉÔ

ÔÁË:
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

÷ÙÞÅÒËÎÕ× ËÁÖÄÏÅ ÔÒÅÔØÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 5, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

3 5 7 6 9 11 13 615 17 19 621
23 25 627 29 31 633 35 37 639 41

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÐÑÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 7, ÞÔÏ

ÄÁÅÔ
3 5 7 6 9 11 13 615 17 19 621
23 625 627 29 31 633 635 37 639 41

íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ËÁÖÄÏÅ ÓÅÄØÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ-

ÞÉÎÁÑ Ó 9. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ, ÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÎÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ



x 4.6. òÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ 107

ÎÅ ÏÔÓÅÀÔÓÑ. äÁÌÅÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÙ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ËÁÖÄÏÅ ÏÄÉÎ-

ÎÁÄÃÁÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 13, ÎÏ ÜÔÏ ÏÐÑÔØ ÎÅ ÄÁÓÔ ÎÉËÁËÏÇÏ

ÜÆÆÅËÔÁ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ × ÓÐÉÓËÅ

ÐÏÓÌÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÑÔÏÇÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÚÖÅ ×ÙÞÅÒË-

ÎÕÔÏ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÜÔÁÐÅ ÐÒÏÓÅÉ×ÁÎÉÑ. éÔÁË, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ

ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ 41, ÜÔÏ

3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41:

÷ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ×ÁÖÎÙÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×,

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÁ ÚÁÍÅÔËÕ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÈÏÔÑ ÎÁÍ ÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÌÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏ-

ÇÏ ÞÉÓÌÁ n (41 × ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ), ÍÙ ÉÚÂÁ×ÉÌÉÓØ ÏÔ ×ÓÅÈ ÓÏ-

ÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ, ËÏÇÄÁ ÏÔÓÅÑÌÉ ËÒÁÔÎÙÅ 5, É

×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÅÉ×ÁÎÉÑ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÉÚÌÉÛÎÉÍÉ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ,

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÌÉÓØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ôÁËÏÅ

ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó 15. ðÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏ,

ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÔÓÅÉ×ÁÌÉ ËÒÁÔÎÙÅ 3. îÏ 15 ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, ÐÏ-

ÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏ ÓÎÏ×Á ÐÒÉ ÏÔÓÅÉ×ÁÎÉÉ ËÒÁÔÎÙÈ 5.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÔÁ

× Ó×ÅÔÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, Ô.Å.

ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÍÏÖÅÍ ÌÉ ÍÙ ÔÁË ×ÓÅ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ

ÞÉÓÌÏ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ? ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÏÔ×ÅÔ ÎÁ

ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ: ÎÅÔ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÜÔÏ-

ÇÏ. èÏÔÑ ËÏÅ-ÞÔÏ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ-ÔÁËÉ

ÍÏÖÎÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÓÅÉ×ÁÅÍ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ

ÐÒÏÓÔÏÍÕ p. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÎÁÛÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÒÅÛÅÔÁ, ÎÁÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ

ÂÙ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÔØ ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó (p+2) | ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÇÏ ÚÁ p ÞÉÓÌÁ × ÓÐÉÓËÅ. ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ |

ÜÔÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ ÎÅ Ó p+2, Á Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅ-

ÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÏÇÏ p, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ,

ÍÅÎØÛÅÅ p. îÁÊÄÅÍ ÅÇÏ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ p, ÚÁ-

ÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ kp, ÇÄÅ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. åÓÌÉ k < p, ÔÏ

kp ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ p, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÁ k. úÎÁÞÉÔ, ÐÅÒ×ÏÅ



108 ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ

ËÒÁÔÎÏÅ p ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØ-

ÛÅÅ p, ÅÓÔØ p2. ôÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÔØ ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ

ÞÉÓÌÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó p2. ïÄÎÁËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ

ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÏ×Ï××ÅÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÅÄÉÎÏÖÄÙ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÍÏÖÅÍ ÌÉ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÔØ

ÏÔÓÅ× ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ n-ÇÏ ÛÁÇÁ? îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÏÔ×ÅÔ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÏÎ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÌÉ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÅÍ ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÉÄÅÌÉ, ÐÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÅ ×ÙÞÅÒ-

ËÉ×ÁÎÉÀ, ÒÁ×ÎÏ p2. îÏ ÅÓÌÉ p2 > n, ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔ × ÓÐÉÓËÅ

É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÂÙÔØ Ï ÎÅÍ. ÷ ÉÔÏÇÅ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÔØ

ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ p 6
p
n. ðÏÓËÏÌØËÕ p | ÃÅÌÏÅ,

ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ p 6
�p

n
�
. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍ

×ÙÛÅ,
�p

41
�
= 6. ÷ÏÔ ÐÏÞÅÍÕ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ËÒÁÔÎÙÈ 3 É 5

ÂÙÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÙÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ

ÓÐÉÓËÁ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÓÕÄÉÔØ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ

ÒÅÛÅÔÁ. óÐÉÓÏË ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ

ÍÁÓÓÉ×ÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ. îÁÐÏ-

ÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ ÁÓÓÏÃÉÉÒÕÅÔÓÑ Ä×Á ÞÉÓÌÁ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑÞÅÊËÉ, Á ÄÒÕÇÏÅ ÉÄÅÎÔÉÆÉÃÉÒÕÅÔ ÅÅ

ÍÅÓÔÏÐÏÌÏÖÅÎÉÅ × ×ÅËÔÏÒÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ×ÅËÔÏÒÅ

( a b c d e f g )

"

×ÅÌÉÞÉÎÁ ÑÞÅÊËÉ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÒÁ×ÎÁ b, Á ÅÅ ÉÎÄÅËÓ |

Ä×ÕÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ × ×ÅËÔÏÒÅ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÅÛÅÔÕ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏ-

ÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÃÅ-

ÌÏÇÏ n. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÅËÔÏÒ Ó (n�1)=2 ÑÞÅÊ-
ËÁÍÉ, ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ 2j + 1. ñÞÅÊËÉ

ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: 1 ÉÌÉ 0.

åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑÞÅÊËÉ ÒÁ×ÎÏ 0, ÔÏ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÀ ÐÒÅÄÓÔÁ-
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×ÌÅÎÎÏÅ, ÂÙÌÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ ÐÒÏ-

ÃÅÓÓÁ ÐÒÏÓÅÉ×ÁÎÉÑ. éÔÁË, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÉ

ÒÁ×ÎÏ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÝÅ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÔÏ-

ÂÙ �×ÙÞÅÒËÎÕÔØ� ÞÉÓÌÏ 2j + 1, ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 1, ÓÔÏÑÝÕÀ ×

j-ÏÊ ÑÞÅÊËÅ ×ÅËÔÏÒÁ, ÎÁ 0. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÁ ÑÞÅÊËÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ

�×ÙÞÅÒËÎÕÔÁ� ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ ÒÅÛÅÔÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÕÖÅ ÒÁ×ÎÏ 0 É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×ÙÐÏÌ-

ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÔÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÏÐÉÓÁÎ ×Ù-

ÛÅ. ïÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÁ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕ-

ÖÄÁÌÉ, Ô.Å. ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó p2, Á

ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ p ÐÒÅ×ÙÓÉÔ
p
n:

òÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ

÷×ÏÄ: ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n.

÷Ù×ÏÄ: ÓÐÉÓÏË ×ÓÅÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÍÅÎØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÈ n.

ûÁÇ 1. îÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÓÏÚÄÁÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ v Ó (n� 1)=2 ÑÞÅÊËÁÍÉ,

ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÓ×ÏÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, É ÐÏÌÁÇÁÅÍ P = 3.

ûÁÇ 2. åÓÌÉ P 2 > n, ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ 2j + 1, ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ j-ÏÊ ÑÞÅÊËÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÏ 1 É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ;

× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑÞÅÊËÉ ×ÅËÔÏÒÁ v Ó ÎÏÍÅÒÏÍ P�1
2

ÒÁ×-

ÎÏ 0, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ P ÎÁ 2 É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÛÁÇÕ 2; × ÐÒÏÔÉ×-

ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 4.

ûÁÇ 4. ðÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÍ ÎÏ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ T ÚÎÁÞÅÎÉÅ P 2; ÚÁ-

ÍÅÝÁÅÍ ÎÕÌÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑÞÅÊËÉ ×ÅËÔÏÒÁ v ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ T�1
2

É

Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ T ÎÁ 2P ; ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍ ÜÔÉ Ä×Á ÛÁÇÁ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ

T 6 n, ÚÁÔÅÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ P ÎÁ 2 É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÛÁÇÕ 2.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ T ÎÁ 2P ,

Á ÎÅ ÎÁ P , ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÖÉÄÁÔØ. íÙ ÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÐÏ-

ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ v ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁË

ÞÔÏ ËÁË T , ÔÁË É P ÎÅÞÅÔÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÅÍ
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ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏ ÐÏÓÌÅ

T , ÅÓÔØ T + 2P .

÷ÁÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ

ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÓËÏÒÉÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. óÐÏ-

ÓÏÂ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÉÚÂÁ×ÌÑÅÍÓÑ ÏÔ ÎÅÖÅÌÁÔÅÌØÎÙÈ

ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ×ÅËÔÏÒÅ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÚÁÍÅÎÅ 1, ÓÔÏÑÝÅÊ × ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÑÞÅÊËÅ, ÎÁ 0. îÏ ÐÏÞÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÅ ÚÁÂÏÔÉÍ-

ÓÑ Ï ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÉÈ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÁ?

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ. îÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔØ ×

ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÕÚÎÁÅÍ ËÒÁÔÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ, ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ p, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ

ÑÞÅÊËÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ p, ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×

ËÁÖÄÏÊ p-ÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ. åÓÌÉ ÍÙ ÕÄÁÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ

ÒÁÂÏÔÁÔØ.

ðÏÄÏÂÎÏ ×ÓÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ, ÒÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÏ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÐÒÉ ÐÏÉÓËÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØ-

ÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÃÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÁ | ÐÏÉÓË ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÅÎØÛÉÈ, ÞÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ

×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÉÓË ÎÅ×ÙÐÏÌÎÉÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÁ-

ÎÉÃÁ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÁ.

óÕÍÍÉÒÕÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÁ, ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Á ÅÇÏ ÓÌÁÂÙÈ ÍÅÓÔÁ: ÒÅÛÅÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÊ-

ÍÕ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ É ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ

×ÉÔËÏ× ÃÉËÌÁ. ë ÅÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÁÍ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ ÐÒÏÓÔÏÔÕ

ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ

ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. ðÕÓÔØ a; b; c É d | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ a > 0. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = ax3 + bx2 + cx + d ÓÔÅÐÅÎÉ 3. ðÒÅÄÐÏ-

ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m, ÞÔÏ f(m) =

= p > 0 ÐÒÏÓÔÏÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ h, ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ f(m+ hp) | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
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2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ ÉÚ x 3.2, ÎÁÊ-
ÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ p# + 1 ÄÌÑ

(1) p = 17;

(2) p = 13.

îÅÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË 4n + 1,

ÌÉÂÏ ËÁË 4n+ 3. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅ-

ÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 4 | ÜÔÏ 1 ÉÌÉ 3. îÁÐÒÉÍÅÒ 3, 7, 11 É 19

ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ 4n + 3, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË 5 É 13 | ×ÉÄ 4n + 1. ãÅÌØ

ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ 3{7 | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n+ 3. üÔÏ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ×ÉÄÁ 4n+1, ÎÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ ÓÔÏÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ;

ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ × [23].

3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n+1

ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ×ÉÄ.

4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ

×ÉÄ ÌÉÂÏ 4n+ 1, ÌÉÂÏ 4n+ 3.

5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n+3 ÔÏÖÅ

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4n+ 3?

6. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 3 < p1 < � � � < pk | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ

×ÉÄÁ 4n + 3. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

4(p1 �p2 � � � pk)+3 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 4n+3,
ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ f3; p1; : : : ; pkg.

7. ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n+ 3.

8.íÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 5 ÇÌÁ×Ù 2, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n > m|

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ îïä(F (n); F (m)) = 1. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,

Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁ æÅÒÍÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÄÁÊÔÅ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p; p + 2 É p + 4 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ

ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ p = 3.
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10. ðÕÓÔØ f | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍ-

ÍÕ ÐÏÉÓËÁ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n, ÍÅÎØÛÅÇÏ 100, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(n) |

ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÓÈÏÄÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÂÕÄÕÔ ËÏÜÆ-

ÆÉÃÉÅÎÔÙ a; b É c ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = ax2 + bx+ c. üÔÉ ËÏÜÆ-

ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ, ÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁË ÐÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÔÁË É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉ-

ÓÌÑÔØ f(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ n, ÍÅÎØÛÉÈ 100, É

×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÍÙ ÓÎÁÞÁ-

ÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ ÄÌÑ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ

ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ, ÞÅÍ maxfjf(0)j; jf(100)jg. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ jaj; jbj
É jcj. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(x) ÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ ÚÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÏÊ ÑÚÙËÏÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ,

ËÏÔÏÒÙÍ ÷Ù ÐÏÌØÚÕÅÔÅÓØ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÜÔÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ Ë ËÁÖÄÏ-

ÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:

(1) f(x) = x2 + 1;

(2) f(x) = x2 � 69x+ 1231;

(3) f(x) = 2x2 � 199;

(4) f(x) = 8x2 � 530x + 7681.

÷ÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ×ÁÒÉÁÎÔ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ,

ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÇÏ ì. üÊÌÅÒÏÍ × 1772 ÇÏÄÕ.

11. íÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ × x 4.5, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌ, ÁÐ-
ÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÈ �(x), ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑ-

ÝÉÈ x. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ

ÞÉÓÌÁÈ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ x= lnx ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏ �(x)

ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ x. îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏÂÙ ÏÛÉÂËÁ ÂÙÌÁ ÎÅÚÎÁ-

ÞÉÔÅÌØÎÏÊ, ÞÉÓÌÏ x ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÞÕÄÏ×ÉÝÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. ÷ ÜÔÏÍ

ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ ÍÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÄÁÀÝÕÀ

ÌÕÞÛÕÀ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÀ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ x. ÷ÏÔ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ:

S(x) =
x

lnx

0
@1 +

"
12X
k=0

ak(ln lnx)
k

#
�
1

4

1
A ;
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ÇÄÅ ln ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ (ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ e), É

a0 = 229 168; 50747390; a1 = �429 449; 7206839;
a2 = 199 330; 41355048; a3 = 28 226; 22049280;

a4 = 0; a5 = 0; a6 = �34 712; 81875914;
a7 = 0; a8 = 33 820; 10886195;

a9 = �25 379; 82656589; a10 = 8386; 14942934;

a11 = �1 360; 44512548; a12 = 89; 14545378:

îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ �(x) ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ x, ÐÏÌÏÖÉ× × ÅÅ ÏÓÎÏ×Õ ÒÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ðÒÉ-

ÍÅÎÉÔÅ ÜÔÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ �(x) � S(x)

ÐÒÉ x = 11; 100; 1000; : : : ; 9000 É 10 000. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �(x)�x= lnx. ëÁ-

ËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ?

12.íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ-

ÐÉÓÁÎÏ ÉÌÉ ËÁË 4n+1, ÉÌÉ ËÁË 4n+3. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7, ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n + 3 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

÷ÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÖÅ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÈÏÔÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏÖÎÅÅ (ÓÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ

ÐÅÒÅÄ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 3). ãÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ | ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ-

ÔÁÌØÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÉÐÏ× ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÁÝÅ

×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ x | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,

�1(x) | ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n + 1, ÎÅ

ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ x, Á �3(x) | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ×ÉÄÁ

4n + 3. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÅÛÅÔÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ,

×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ �1(x) É �3(x) ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ x. éÓ-

ÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÅÅ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �1(x); �3(x) É
�1(x)
�3(x)

ÄÌÑ x = 100k,

ÇÄÅ 1 6 k 6 105. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ lim
x!1

�1(x)
�3(x)

= 1. ðÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ

ÌÉ ×ÁÛÉ ÄÁÎÎÙÅ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ?

13. áÄÁÐÔÉÒÕÊÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 12 ÄÌÑ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �1(x) > �3(x).
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þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ÄÏÓÔÕÐÎÙÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ÓÐÒÏ×Ï-

ÃÉÒÏ×ÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1(x) < �3(x)

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÙÍ. éÓÔÉÎÁ ×ÙÑÓÎÉÌÁÓØ × 1914 ÇÏ-

ÄÕ, ËÏÇÄÁ äÖ. å. ìÉÔÌ×ÕÄ (J. E. Littlewood) ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x1; x2; : : : É

y1; y2; : : : ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

lim
i!1

(�1(xi)��3(xi)) =1 É lim
i!1

(�1(yi)��3(yi)) = �1:

íÏÒÁÌØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÒÉÓËÏ×ÁÎÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ

ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ.
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âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÇÌÁ-

×ÁÈ, ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ,

ÕÂÅÖÄÁÑÓØ, ÞÔÏ × ÏÓÔÁÔËÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 0. ïÄÎÁ-

ËÏ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÙ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ (× ÇÌÁ×Å 10) ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ 5 � 223 473 + 1 | ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ F (23 471). ôÁË ËÁË ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÅ, ÍÙ

ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÚÁÊÍÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÃÅÎÉÔØ ÎÁÓËÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÏ ÞÉÓÌÏ F (23 471)? ðÏÌØÚÕ-

ÑÓØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉ, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 107063

ÚÎÁËÏ×! ôÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÎÁËÏ× × F (23 471) ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ

ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ × ×ÉÄÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅÌÅÎÎÏÊ. îÅ ÐÒÉÈÏ-

ÄÉÔÓÑ É ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ

ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ 5 � 223 473+1 | ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ F (23 471). ëÁË ÖÅ

ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

÷ÙÈÏÄ ÉÚ ÜÔÏÊ ÄÉÌÅÍÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÔËÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÔÅÍÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Ù. ðÒÉ ÒÅ-

ÛÅÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÔÅÈÎÉËÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ÉÇ-

ÒÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ É, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÇÌÁ×Å 8, ÏÎÁ ÐÏÌÅÚÎÁ

ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÆÅÎÏÍÅÎÕ ÐÅ-

ÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.



116 áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ÂÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÏÞÅÎØ

ÄÁ×ÎÏ, ÎÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÅÅ ÁÐÐÁÒÁÔÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ

ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÌ çÁÕÓÓ × ÎÁÞÁÌÅ Ó×ÏÉÈ �áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-

ÎÉÊ�(ÓÍ. [17]). ÷ ÎÁÛÅ ×ÒÅÍÑ Ë ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÂÙÞÎÏ

ÐÏÄÈÏÄÑÔ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ × ÐÅÒ×ÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

x 5.1. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

áÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÏÓÔÁÔËÏ× ÌÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ ××ÏÄÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ

ÉÇÒÁÔØ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ËÁË × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å, ÔÁË É ÄÁÌÅÅ, ÓÔÏÉÔ ÐÏ-

ÄÒÏÂÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÜÔÏ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ðÕÓÔØX |ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÔÎÏÛÅ-

ÎÉÅÍ ÎÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ�

ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÔÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÏ ÅÇÏ ×ÐÏÌÎÅ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÞÅÔËÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; ÄÒÕÇÉ-

ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÑÓÎÏ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÕÖÎÏ

ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ×ÒÏÄÅ �ÒÁ×ÎÏ�, �ÎÅ ÒÁ×-

ÎÏ�, �ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ�, �ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ�. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ã×ÅÔ-

ÎÙÈ ÍÑÞÅÊ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÔÏÔ ÖÅ Ã×ÅÔ�. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ

ÐÒÉÍÅÒ, ××ÉÄÕ Ó×ÏÅÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÓÔÉ, ÈÏÒÏÛ ÄÌÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÅÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ëÓÔÁÔÉ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ

ËÁÖÄÙÊ ÍÑÞ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏËÒÁÛÅÎ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÉÎ Ã×ÅÔ, ÐÅ-

ÓÔÒÙÅ ÍÑÞÉ ÍÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÓØÍÁ ÓÐÅ-

ÃÉÆÉÞÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÏÂÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ, ÐÒÅÄÐÏ-

ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÍ×ÏÌ ÄÌÑ ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÙÞÎÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÚÎÁÞÏË �� �.

ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ �� � ÂÕÄÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ,
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ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y; z 2 X ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

(1) x � x;

(2) ÅÓÌÉ x � y, ÔÏ y � x;

(3) ÅÓÌÉ x � y É y � z, ÔÏ x � z.

ðÅÒ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØÀ. ïÎÏ ÇÏ×Ï-

ÒÉÔ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ

ÜÌÅÍÅÎÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ. îÏ ÏÎÏ

ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �<�. ðÏÜÔÏÍÕ �<� ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

Z ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

÷ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ. ïÔÎÏÛÅ-

ÎÉÅ �<� ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, 2 < 3, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 3 < 2 ÌÏÖÎÏ. ó

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �6� ÎÁ Z ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÎÏ.

ôÒÅÔØÅ | Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅ-

ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÒÁ×ÎÏ�, �ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ�, �ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×-

ÎÏ�, | ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙ. á ×ÏÔ �ÎÅ ÒÁ×ÎÏ� ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅ ÏÂÌÁ-

ÄÁÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 2 6= 3 É 3 6= 2, ÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÅ

ÓÌÅÄÕÅÔ 2 6= 2. äÏÂÁ×ÉÍ, ÞÔÏ �6=� ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÒÅÆÌÅË-
ÓÉ×ÎÏ.

íÙ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ×ÅÌÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏ-

ÔÏÒÙÅ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÏ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ Ë ÐÏÎÉÍÁÎÉÀ ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ. éÍÅÎ-

ÎÏ ×ÌÁÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ É ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÕÓÐÅÈ

× ÕÓ×ÏÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ. ÷ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ

�ÔÏÔ ÖÅ Ã×ÅÔ� ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ã×ÅÔÎÙÈ ÍÑÞÅÊ | ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÏ-

ÓÔÏÊ É, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÙÊ ÑÒËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. óÒÅÄÉ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁÈÏ-

ÄÑÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ËÁË �ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ� É �ÏÄÎÁ

É ÔÁ ÖÅ ÐÌÏÝÁÄØ�.
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ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ-

ÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÉÈ × ÐÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÓÈÏÖÅÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÎÁ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �, É x |

ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ëÌÁÓÓÏÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏ×, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �. ïÂÏÚÎÁÞÉ× ËÌÁÓÓ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÓÉÍ×ÏÌÏÍ x, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ:

x = fy 2 X : y � xg :

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍM ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Ã×ÅÔÎÙÈ ÍÑÞÅÊ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÔÏÔ ÖÅ Ã×ÅÔ�.

ëÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÁÓÎÏÇÏ ÍÑÞÁ × M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ

ËÒÁÓÎÙÈ ÍÑÞÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × M.

ïÄÎÏ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÁÖ-

ÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÉÎÃÉÐ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÈÏÒÏÛÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ×ÓÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ. éÎÁÞÅ

ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÎÁÑ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ

ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ. üÔÏÔ ÆÁËÔ

ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍM Ã×ÅÔ-

ÎÙÈ ÍÑÞÅÊ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �ÔÏÔ ÖÅ Ã×ÅÔ�. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÷ÁÍ ÇÏ-

×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ × ËÁÒÔÏÎÎÏÊ ËÏÒÏÂËÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄÎÏ-

ÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM. õ×ÉÄÅ× ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ

ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÜÔÏ ÓÉÎÉÊ ÍÑÞ), ÷Ù ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ

ÚÁËÌÀÞÁÅÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÒÏÂËÅ ÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ

ÓÉÎÉÈ ÍÑÞÅÊ M. ðÒÏÝÅ É ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ!

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË-

×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y |

ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ x, ÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÏÓÔÉ x É y ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ËÏÒÏÞÅ:

ÅÓÌÉ x 2 X É y 2 x; ÔÏ x = y:



x 5.1. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 119

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ y 2 x, ÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, y � x. ÷×ÉÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ, x � y. îÏ ÅÓ-

ÌÉ z 2 x, ÔÏ É z � x. ôÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ×ÌÅÞÅÔ

z � y, Ô.Å. z 2 y. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ: x � y: ðÏÈÏÖÅÅ ÒÁÓ-

ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ: y � x: ÷ÅÒÏÑÔÎÏ,

ÜÔÏ ×ÓÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÅÄÁÎÔÉÞÎÙÍ. îÏ ÏÓÎÏ×-

ÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ | ÔÁËÏÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÎÅÒÁÚÂÅÒÉÈÉ É ÏÛÉÂÏË, ÞÔÏ

ÎÁÍ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÖÁÌÅÔØ ÕÓÉÌÉÊ ÎÁ ÐÒÏÑÓÎÅÎÉÅ ÅÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÓÍÙ-

ÓÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÓÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÓÔÁÔÉ

Ï ÐÅÄÁÎÔÉÞÎÏÓÔÉ: ×Ù ÐÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï x 2 x ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ

ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔÉ?

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÁÖÎÅÊÛÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÐÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �; ÔÏÇÄÁ
(1) X | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ �; É
(2) Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂ-

ÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÞÁÓÔÏ ÕÐÏÍÉÎÁÅÍÏÇÏ ÆÁË-

ÔÁ: ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÁÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÙ x; y; z 2 X É z 2 x \ y. ôÁË ËÁË z 2 x, ÔÏ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ

ÐÒÉÎÃÉÐÕ z = x. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ z = y. ôÁË ÞÔÏ x = y. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á (1) É (2) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁÚÂÉÔÏ

ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �, ÉÍÅÅÔ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ: ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á × X. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×ÏÍ × X, ÂÕÄØÔÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙ!
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úÁËÏÎÞÉÍ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÎÁËÏÎÅÃ ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÐÒÉÒÏÄÁ ÄÒÏÂÅÊ. éÚ ÞÅÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÄÒÏÂØ?

ëÏÇÄÁ ÷Ù ÎÁ ÎÅÅ ÓÍÏÔÒÉÔÅ, ÔÏ ×ÉÄÉÔÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ (ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÷Ù

ÅÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔÅ ËÁË ÞÁÓÔÎÏÅ. îÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÷ÁÓ ÎÁ-

ÄÁ×ÉÔØ, ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÌÅÇËÉÊ ×ÙÈÏÄ

É ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ, ÏÄÎÏ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ïÄÎÁËÏ, ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÒ-

ÒÅËÔÎÏ.

÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ Ä×Å ÐÁÒÙ ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ

ÐÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ôÁË, ÐÁÒÙ (2,4) É (1,2) ÎÅÒÁ×ÎÙ. îÏ

ÄÒÏÂÉ 2=4 É 1=2 ÒÁ×ÎÙ; ÔÁË ÞÔÏ ÄÒÏÂÉ | ÎÅ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ.

þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÄÒÏÂÉ? üÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Á! òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÐÁÒ ÃÅÌÙÈ (a; b) Ó b 6= 0. îÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ

ÖÁÒÇÏÎÅ Q = Z� (Znf0g). ä×Å ÐÁÒÙ (a; b) É (a0; b0) ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ

ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ab0 = a0b. ìÅÇ-

ËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÄÒÏÂØ |

ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a=b ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ ÐÁÒÕ (a; b), Á ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÉÚ Q, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ (a; b). éÔÁË,

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÐÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÓÅÂÅ ÎÁ ÍÉÎÕÔÕ, ÞÔÏ ÷Ù ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÉÞÅÇÏ

Ï ÄÒÏÂÑÈ ÎÅ ÓÌÙÛÁÌÉ É ÷ÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÉÑ,

ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ. åÓÌÉ ÷ÁÍ ÔÅÐÅÒØ ÓËÁÖÕÔ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉ-

ÓÌÑÔØ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ, ÷Ù ÐÏÞÕ×ÓÔ×ÕÅÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÅ ×ÅÓËÕÀ ÐÒÉÞÉ-

ÎÕ ÄÌÑ ÐÁÎÉËÉ: ÷Ù ÖÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÙÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ | ÜÔÏ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. íÙÓÌØ Ï ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÎÕÛÁÅÔ

ÌÅÇËÏÅ ÂÅÓÐÏËÏÊÓÔ×Ï. éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÎÁ ÐÏ-

ÍÏÝØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ. ÷ÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÂÒÅÍÅÎÉ

×ÓÅÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á; ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ ÉÚ ÎÅÇÏ. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁÓÓËÁÖÅÔ ÷ÁÍ ÏÂÏ ×ÓÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ-
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ÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ Ï ÃÅÌÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

÷ÁÓ ÕÓÔÒÏÉÔ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÌÁÓÓÁ.

éÔÁË, ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÔØ Ó 1/2 ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÔÁË ÖÅ,

ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÁ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ. ÷Ù ×ÓÐÏÍÉÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ |

ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ (× ÐÒÏÃÅÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÊ) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ

×Ù ÚÁÍÅÎÑÅÔÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

úÁÞÅÍ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÔÁËÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ Ï ÄÒÏÂÑÈ?

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z, Á ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

ÉÇÒÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ. ëÁË

É × ÓÌÕÞÁÅ ÄÒÏÂÅÊ, ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÙ, Á ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÄÅÌÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÎÉÍÉ. îÏ ÔÅÐÅÒØ ÷Ù

ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÐÒÉÞÉÎ ÄÌÑ ×ÏÌÎÅÎÉÑ.

x 5.2. óÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙÅ 24-ÞÁÓÏ×ÙÅ ÞÁÓÙ × Ó×Å-

ÔÅ ÎÁÒÁÂÏÔÏË ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. ëÏÇÄÁ ÎÅËÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ

�ÏÄÉÎ ÞÁÓ�, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ ÌÉ ÇÏ×ÏÒÑÝÉÊ

ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÓÅÇÏÄÎÑ, ×ÞÅÒÁ, ÉÌÉ ÚÁ×ÔÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÄÉÎ ÞÁÓ� ÜÔÏ

ÎÅ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, Á ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ×.

ïÂßÑÓÎÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÏÎ-

ÔÉÎÕÕÍ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÓËÁÖÅÍ ÞÁÓÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: Ä×Á ÍÏÍÅÎÔÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉ-

ÅÓÑ ÎÁ ÜÔÉ 24 ÒÁ×ÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ôÅÐÅÒØ ÏÄÉÎ

ÞÁÓ | ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÐÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍÕ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ

ÕÓÌÏÖÎÑÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ, ËÒÁÊÎÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÐÒÁËÔÉ-

ËÏ×ÁÔØÓÑ Ó ÆÅÎÏÍÅÎÏÍ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏÈÏÖÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ÙÂÅ-

ÒÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ËÏÔÏÒÏÅ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ ÆÉË-
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ÓÉÒÏ×ÁÎÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÏÍ, ÉÌÉ ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ,

ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z, ÄÅ-
ËÌÁÒÉÒÕÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ n-ÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 0) ×ÈÏÄÉÔ × ÏÄÉÎ

É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÃÅ-

ÌÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ËÒÁÔÎÏÅ n, ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÙ. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ a� b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n; × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÉÛÅÍ:

a � b (modn):

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×. äÌÑ ÍÏÄÕÌÑ n = 5

10 � 0 (mod 5) É 14 � 24 (mod 5):

÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÕÌØ, ÓËÁÖÅÍ n = 7; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

10 � 3 (mod 7) É 14 � 0 (mod 7):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÎÅ ÏÂÑ-

ÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. ôÁË, 21 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5; ÎÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7, ÐÏÔÏÍÕ

ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ 21� 1 = 20 ÎÅ ËÒÁÔÎÁ 7.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÒÅÆÌÅËÓÉ×-

ÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÅÅ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ

ÞÉÓÌÏ a ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ a � a (mod n). üÔÏ ÂÕÄÅÔ

ÔÁË, ÅÓÌÉ a� a ËÒÁÔÎÏ n. îÏ a� a = 0 ËÒÁÔÎÏ ÌÀÂÏÍÕ ÃÅÌÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ. úÎÁÞÉÔ, ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ.

óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÉÄÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ a É b ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ a � b (mod n). üÔÏ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a� b = kn ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÃÅÌÏÇÏ k. õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ �1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

b� a = �(a� b) = (�k)n;

ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ËÒÁÔÎÏ n. ðÏÜÔÏÍÕ b � a (mod n), É ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ,

ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.
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îÁËÏÎÅÃ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a � b (mod n)

É b � c (mod n), ÇÄÅ a; b É c | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

ÜÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ a � b É b � c ËÒÁÔÎÙ n.

îÏ ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ËÒÁÔÎÙÈ n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ n.

ðÏÜÔÏÍÕ (a� b) + (b� c) = (a� c) ËÒÁÔÎÏ n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

a � c (mod n), ËÁË ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ ÐÏËÁÚÁÔØ. õÂÅÄÉ×ÛÉÓØ × ÓÐÒÁ-

×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÍÙ

ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÏÎÏ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÔÑÇÉ×ÁÔØ Â�ÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ-

ÛÅÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù | ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï Z ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ïÎÏ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ-

×ÏÌÏÍ Zn. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ Zn | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Z, Ô.Å. ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

× Z ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. íÙ ÈÏÔÉÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ

ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.

ðÕÓÔØ a 2 Z. ëÌÁÓÓ a ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ×ÓÅÍÉ ÃÅÌÙÍÉ b, ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ b � a ËÒÁÔÎÏ n, Ô.Å. b � a = kn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k 2 Z.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

a = fa+ knj k 2 Zg :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n, É ËÁÖÄÙÊ

ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ × a ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÁÖÄÙÊ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ ÃÅÌÉËÏÍ. ïÔÓÀÄÁ ÒÅ-

ÚÏÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ a ? ïÔ×ÅÔ | ÄÁ. îÁÍ

ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ a ÎÁ n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r ÏÓÔÁÔÏË, Á

ÞÅÒÅÚ q ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ; ÔÏÇÄÁ

a = nq + r É 0 6 r 6 n� 1:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÎÏÓÔØ a � r = nq ËÒÁÔÎÁ n. ðÏÜÔÏÍÕ

a � r (mod n). þÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÅÔÏÍ a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.
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îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÅÝÁÌÉ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÏÄÎÉÍ

ÉÚ ÃÅÌÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÍÅÖÄÕ 0 É n � 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÁËÔÏÒÍ-

ÎÏÖÅÓÔ×Ï Zn ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ËÌÁÓÓÏ× 0; : : : ; n� 1. äÌÑ Õ×Å-

ÒÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×

ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁ-

ËÉÅ Ä×Á ÉÚ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ. ëÁ-

ÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ

ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÅÎØÛÉÍ n. åÓÌÉ ÂÙ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÌÉ, ÉÈ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, Ô.Å. ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ

ÒÁÚÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n, ÄÅÌÉÌÁÓØ

ÂÙ ÎÁ n. üÔÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ. ôÁË ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ 0; : : : ; n� 1 ÎÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. éÔÁË,

Zn =
n
0; 1; : : : ; n� 1

o
:

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ a ÚÁÐÉÓÁÎ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ

×ÉÄÅ, ÅÓÌÉ 0 6 a 6 n � 1. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÄÒÏÂÅÊ, ËÌÁÓÓ ÓÏ-

ÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ. üÔÏ-

ÍÕ ÅÓÔØ Ä×Å ÐÒÉÞÉÎÙ. ðÅÒ×ÁÑ: ÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ËÌÁÓÓÁ

×ÙÂÒÁÔØ ÌÅÇÞÅ, ÞÅÍ Â�ÏÌØÛÉÊ. ÷ÔÏÒÁÑ: ÅÓÌÉ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÚÁÐÉ-

ÓÁÎÙ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÔÏ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÒÁ×ÎÙ

ÏÎÉ ÉÌÉ ÎÅÔ (ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ,

ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓÙ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÎÅ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ.

üÔÏ ×ÓÅ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ.

èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÎÁÇÌÑÄÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÉÚÏ-

ÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Zn. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÌÀÄÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÅÂÅ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÔÏÞËÉ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ×ÄÏÌØ ÐÒÑ-

ÍÏÊ ÌÉÎÉÉ. çÄÅ-ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÔÏÉÔ ÔÏÞËÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ

0, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅÅ,

Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ | ÓÐÒÁ×Á. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÏÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÌÑÅÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ kn (k 2 Z),
É ÐÏÜÔÏÍÕ, ÐÏÄÈÏÄÑ Ë n, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÏÐÑÔØ Ë 0.
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åÓÌÉ ÐÒÑÍÕÀ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÇÉÂËÕÀ

ÐÒÏ×ÏÌÏËÕ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÏÞËÕ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÕÀ n, É ÓËÌÅÉÔØ

ÅÅ Ó 0, ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ

ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÷Ù Õ×ÉÄÉÔÅ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÁ, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÐÏÐÁÄÕÔ × ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÔÏÞËÉ

ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ Zn ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ

ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÒÅÚ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÏÔÍÅ-

ÞÅÎÙ n ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ.

x 5.3. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ × ËÏÎÃÅ ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÎÁÍ ÄÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏÖÅ-

ÎÉÑ × Zn. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÓÅÂÅ n ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Zn ÃÉ-
ÆÒÁÍÉ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÃÉÆÅÒÂÌÁÔÅ ÞÁÓÏ×. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÅ ËÒÕÇÁ (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 12-ÔÉ

ÞÁÓÁÍ), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÄÏÌØ

ÇÒÁÎÉÃÙ ÃÉÆÅÒÂÌÁÔÁ ÞÅÒÅÚ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ. ðÕÓÔØ ÜÔÉ ÞÁ-

ÓÙ ÉÍÅÀÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÓÔÒÅÌËÕ, ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÕÀ × ÃÅÎÔÒÅ ÃÉÆÅÒ-

ÂÌÁÔÁ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÀ ÎÁ ÎÁÛÉ ËÌÁÓÓÙ.

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ ÜÔÉ �ÞÁÓÙ� × ÐÒÉÂÏÒ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑ ÓÕÍÍ × Zn. âÅÓÓÐÏÒÎÏ, �ÞÁÓÙ� ÄÌÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÔËÏ× |
ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÞÅÔ ÎÁ ÐÁÌØÃÁÈ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉËÉ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÎÕÀ É ×ÙÄÁÀ-

ÝÕÀÓÑ ÉÓÔÏÒÉÀ. ÷ ÓÒÅÄÎÉÅ ×ÅËÁ ÅÍÕ ÏÂÕÞÁÌÉ × ÍÏÎÁÓÔÙÒÓËÉÈ

ÛËÏÌÁÈ, Á ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÈ ËÎÉÇ ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ,

�ïÓÎÏ×Á ÎÁÕË� òÏÂÅÒÔÁ òÅËÏÒÄÁ (Robert Recorde), ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ

ÃÅÌÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ, ÏÂßÑÓÎÑÀÝÉÊ �ÉÓËÕÓÓÔ×Ï ÓÞÅÔÁ ÒÕËÁÍÉ�. ôÁË

ÞÔÏ ÍÙ × ÈÏÒÏÛÅÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ.

éÔÁË, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ a É b, Ä×Á ËÌÁÓÓÁ

ÉÚ Zn. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ËÌÁÓÓÁ ÚÁÐÉÓÁÎÙ × ÐÒÉ×Å-

ÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, Ô.Å. a É b ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ É ÍÅÎØÛÅ n. ðÒÏÃÅÓÓ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ a+b ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ. ðÏÍÅÓÔÉÍ ÓÔÒÅÌËÕ �ÞÁÓÏ×� × ÔÏÞ-
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ËÕ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÕÀ a, ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÅÍ ÅÅ ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÎÁ

b ÍÅÓÔ. ôÅÐÅÒØ ÓÔÒÅÌËÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÍÍÕ a+ b.

þÉÓÌÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÷ÁÍ ÎÕÖÎÏ Ë 4

ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 5 × Z8. ðÏÍÅÓÔÉÔÅ ÓÔÒÅÌËÕ �ÞÁÓÏ×� ÎÁ 5 É ÐÅÒÅÄ×ÉÎØ-
ÔÅ ÅÅ ×ÐÅÒÅÄ ÎÁ 4 ÍÅÓÔÁ. ëÏÇÄÁ ÷Ù ÂÕÄÅÔÅ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÓÔÒÅÌËÁ

ÍÉÎÕÅÔ 0 É ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ 4 + 5 = 1 × Z8.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÁÛ ÐÒÉÂÏÒ ÂÕÄÅÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÒÁÂÏ-

ÔÁÔØ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n (ËÁË É ÓÞÅÔ ÎÁ ÐÁÌØÃÁÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÕÄ-

ÎÏÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÐÒÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÈ). ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅ-

ÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍ ×

Zn. òÅÁÌØÎÏ, ÏÎ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔ. ðÕÓÔØ a É b | ËÌÁÓÓÙ ×

Zn, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÓÌÏÖÉÔØ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

a+ b = a+ b:

éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏ-

ÓÔÉ. óÌÅ×Á × ÎÅÊ ÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ× Zn, Á ÓÐÒÁ×Á ÍÙ

ÉÍÅÅÍ ËÌÁÓÓ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. éÔÁË,

ÓÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ

ÍÙ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÍ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÒÉÍÅÒÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ × Z8, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ×ÙÐÏÌÎÉÌÉ

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÂÏÒÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ Ë 4 ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ 5. õÞÉÔÙ×ÁÑ

ÆÏÒÍÕÌÕ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏÖÉÍ 4 É 5; ÉÈ ÓÕÍÍÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÁ 9.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 4+5 = 9. îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ

ÎÏ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ Ó

ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÂÏÒÁ. îÏ ÎÅ ÚÁÂÙ×ÁÊÔÅ, ÞÔÏ 9� 1 = 8, Ô.Å. 9 = 1.

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ×ÁÖÎÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ.

íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎ ÌÀÂÙÍ Ó×ÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ; ÜÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÚ x 5.1.
îÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ, ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÉÔÅÌÅÊ, Á ÚÁÔÅÍ ÂÅÒÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ. ëÁË ÖÅ ÍÙ ÍÏ-

ÖÅÍ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÎÙÍÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÈ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ, ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ?

äÌÑ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÷Ù ÕÌÏ×ÉÌÉ ÓÕÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ
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ÒÁÚ ÓÕÍÍÕ 5 É 4 × Z8. óÌÅÄÕÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÐÒÁ×É-

ÌÕ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 9. ïÄÎÁËÏ, 13 = 5 É 12 = 4,

É ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÉÔØ 13 É 12, ÔÏ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔÓÑ 25. ôÁË, ÐÏÎÁÞÁÌÕ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÙÂÉÒÁÑ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ×, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÎÙÅ ÓÕÍÍÙ.

îÏ ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ËÁÖÅÔÓÑ. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ 25 � 9 = 16

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ: 25 = 9 × Z8.
ïÄÉÎ ÉÚ ÐÕÔÅÊ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÏÇ ÂÙ ÓÏÓÔÏÑÔØ × ÚÁÐÉÓÉ

ËÌÁÓÓÏ× × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ ÐÅÒÅÄ ÉÈ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÎÅÕÄÏÂ-

ÎÏ É ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. ëÁË ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÊ

×ÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ×. üÔÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÒÏ-

×ÅÒÅÎÏ × ÄÅÔÁÌÑÈ. ðÕÓÔØ a É b | Ä×Á ËÌÁÓÓÁ × Zn. ðÕÓÔØ a = a0

É b = b0. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a+ b = a0 + b0. îÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a = a0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a � a0 ËÒÁÔÎÏ n É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ

b� b0. óÕÍÍÁ ËÒÁÔÎÙÈ n ÓÎÏ×Á ËÒÁÔÎÁ n, ÏÔËÕÄÁ ÞÉÓÌÏ

(a� a0) + (b� b0) = (a+ b)� (a0 + b0)

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÒÁÔÎÏ n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a+ b = a0 + b0, ÞÔÏ É

ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

÷ÙÞÉÔÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É

ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÄÏÌÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a É b| ËÌÁÓÓÙ × Zn. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÌÁÓ-
ÓÏ× ÓÏ×ÅÔÕÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ

a � b = ab:

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÙ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓ-

ÓÏ×. éÔÁË, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a = a0 É b = b0. îÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,

ÞÔÏ ab = a0b0. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = a0 ×ÌÅÞÅÔ: a�a0 ËÒÁÔÎÏ n; ÓËÁÖÅÍ,

a = a0 + rn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ r. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ b = b0 + sn

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ s. õÍÎÏÖÁÑ a ÎÁ b, ÐÏÌÕÞÉÍ

ab = (a0 + rn)(b0 + sn) = a0b0 + (a0s+ rb0 + srn)n:

úÎÁÞÉÔ ab� a0b0 ËÒÁÔÎÏ n É ab = a0b0.



128 áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×

úÎÁÑ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ,

ÌÀÂÏÐÙÔÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÔÁË ÖÅ ÌÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ËÁË

ÉÈ ÔÅÚËÉ × Z. ðÕÓÔØ a; b É c | ËÌÁÓÓÙ × Zn. óÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ×
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(a+ b) + c = a+ (b+ c);

a+ b = b+ a;

a+ 0 = a;

a+�a = 0:

üÌÅÍÅÎÔ �a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ a. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ a ÚÁÐÉÓÁÎ × ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ×ÉÄÏÍ

ËÌÁÓÓÁ �a ÂÕÄÅÔ n� a. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(a � b) � c = a � (b � c);

a � b = b � a;

a � 1 = a:

éÔÁË, ËÁÖÄÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÌÏ-

ÖÅÎÉÑ, ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖ-

ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓÕ × x 5.7, ÇÄÅ ÏÂÓÕ-
ÄÉÍ ÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ×.

åÓÔØ ÅÝÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ

a � (b+ c) = a � b+ a � c:

üÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÉÈ ÁÎÁÌÏÇÏ× ÄÌÑ ÓÌÏ-

ÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Á. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ ÔÒÕÄÁ ÎÁÊÔÉ

ÉÈ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.
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îÕ ÈÏÒÏÛÏ. ïÐÅÒÁÃÉÉ × Zm, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÔÁË ÖÅ,

ËÁË ÉÈ Ä×ÏÊÎÉËÉ × Z. ïÄÎÁËÏ ÓÌÅÐÏ ÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÕ ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÀ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÐÁÓÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÌÏÖ-

ÎÏÅ ÞÕ×ÓÔ×Ï Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÅÅ Ë ÏÛÉÂËÁÍ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏ ËÌÀÞÅ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ-

ÓÑ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔ

ÜÔÏÔ ÆÁËÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓÙ 2 É 3 × Z6. ïÎÉ ÏÂÁ ÏÔÌÉÞÎÙ

ÏÔ ÎÕÌÑ, ÏÄÎÁËÏ

2 � 3 = 6 = 0;

Ô.Å. ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Z6 ÍÏÖÅÔ ÒÁ×-

ÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ. ôÁËÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ × Z.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÁÖÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ,

ÞÔÏ × Zn ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ a 6= 0, ÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÅ:

a � b = a � c =) b = c:

ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2 � 3 = 2 � 0, ÎÏ 3 6= 0. íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏ-

ÍÕ ×ÏÐÒÏÓÕ × x 5.7, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÔËÏ×.

x 5.4. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÌÀÄÅÊ ÐÏÍÎÑÔ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÙ, ÞÔÏ ÞÉ-

ÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ × ÅÇÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. îÏ ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ? íÙ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÍ ÜÔÏ ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 0 ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ 3. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ËÒÉÔÅÒÉÊ

ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 3 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 0 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ

3, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÅÇÏ

ÃÉÆÒ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÄÏËÁÖÅÍ.
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ðÕÓÔØ a | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ É a0; a1; : : : ; an | ÅÇÏ ÃÉÆÒÙ × ÄÅ-

ÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,

a = an10
n + an�110

n�1 + � � �+ a110 + a0;

ÇÄÅ 0 6 ai 6 9 ÄÌÑ i = 0; : : : ; n. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ

ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅ-

ÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ðÏÓËÏÌØËÕ 10 � 1 (mod 3), ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ 10k ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1k ÐÏ ÍÏÄÕ-

ÌÀ 3 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÌÀÂÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ 10 ÉÍÅÅÔ ×ÙÞÅÔ 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 3. úÎÁÞÉÔ,

a � an + an�1 + � � � + a1 + a0 (mod 3):

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a � 0 (mod 3) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ an + an�1 + � � � + a1 + a0 � 0 (mod 3). á ÜÔÏ ËÁË

ÒÁÚ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ×ÅÒ-

ÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ 3 ÎÁ 9, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ 10 � 1 (mod 9). úÎÁÞÉÔ,

ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÁ 9 ÄÅÌÉÔÓÑ ÓÕÍ-

ÍÁ ÅÇÏ ÃÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÏÈÏÖÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

Ë 11. óÎÏ×Á ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ

a = an10
n + an�110

n�1 + � � �+ a110 + a0;

ÇÄÅ an; an�1; : : : ; a1; a0 | ÃÉÆÒÙ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ a. ðÏÓËÏÌØËÕ

10 � �1 (mod 11), ÔÏ

10k � �1k (mod 11)

ÂÕÄÅÔ ÌÉÂÏ 1 (ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ), ÌÉÂÏ �1 (ÅÓÌÉ k ÎÅÞÅÔÎÏ). ðÏÜÔÏÍÕ

a � an(�1)n + an�1(�1)n�1 + � � �+ a2 � a1 + a0 (mod 11):

çÏ×ÏÒÑ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÉÍ ÑÚÙËÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11 ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ 11 ÄÅÌÉÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ
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ÃÉÆÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 3 443 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ 3�4+4�3 = 0

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 2 É 5 ÓÌÉÛËÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, ÞÔÏÂÙ

ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÐÒÏ-

ÓÔÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2 ÄÏ 11,

ÉÓËÌÀÞÁÑ 7. òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ

ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë 7.

íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÞÔÏ ÔÁ ÞÁÓÔØ ÒÁÓ-

ÓÕÖÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÏÄÕÌÑ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ 10. îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ 10 � 3 (mod 7), Á ÓÔÅÐÅÎÉ 3 ÎÅ ÔÁË ÌÅÇ-

ËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ, ËÁË ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÉÌÉ �1. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ ÜÔÉ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÈ. ÷ÓÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ

ÎÉÖÅ, ÓÄÅÌÁÎÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7.

102 � 32 � 2

103 � 10 � 102 � 3 � 2 � 6 � �1
104 � 10 � 103 � (�1) � 3 � 4

105 � 10 � 104 � 3 � 4 � 5

106 � 10 � 105 � 3 � 5 � 1

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ×ÙÞÅÔ ÒÁ×ÅÎ 100 = 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔÙ ÂÕÄÕÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ, Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 6, ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ.

üÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 7

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ ÄÌÑ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ, ÞÅÍ ÎÁ 3 É 11. ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÐÒÏÄ×ÉÎÕÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÄ

ÜÔÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ, ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ × ÐÒÏÓÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a = a210
2 + a110 + a0, ÇÄÅ 0 6 a0; a1; a2 6 9.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÙÞÅÔÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 10, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ, ÍÙ

ÉÍÅÅÍ

a � a210
2 + a110 + a0 � 2a2 + 3a1 + a0 (mod 7):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÎÁ 7 ÄÅÌÉÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 2a2+3a1+ a0. îÁÐÒÉÍÅÒ, 231 ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ 7 ××ÉÄÕ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ 2 � 2 + 3 � 3 + 1 = 14 ÎÁ 7.
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x 5.5. óÔÅÐÅÎÉ

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ: ÐÕÓÔØ a; k É n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÎÁÊÔÉ

ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ak ÎÁ n. åÓÌÉ k ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ

ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÄÁÖÅ ÐÅÒÅÓÞÉÔÁÔØ ÚÎÁËÉ × ak, ËÁË ×

ÐÒÉÍÅÒÅ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ

ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÏÓÔÁÔËÏ×.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ

ÎÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 10135 ÎÁ 7. íÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÞÔÏ 106 � 1 (mod 7). äÅÌÑ 135 ÎÁ 6, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ

135 = 6 � 22+3. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7:

10135 � (106)22 � 103 � (1)22 � 103 � 6:

úÎÁÞÉÔ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 10135 ÎÁ 7 ÒÁ×ÅÎ 6.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍÉ ÌÅÇËÉÍÉ. îÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ËÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ 364 ÎÁ 31? ÷Ù-

ÞÉÓÌÉ× ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 3 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 31, ÍÙ ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÊ-

ÄÅÍ, ÞÔÏ 33 � �4 (mod 31). ÷ÍÅÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÉÈ
ÓÔÅÐÅÎÅÊ × ÎÁÄÅÖÄÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÁÎÅÔ ÓÎÏ×Á 1, ×ÏÓÐÏÌØ-

ÚÕÅÍÓÑ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ. ôÁË ËÁË 64= 3 � 21 + 1,

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 31:

364 � (33)21 � 3 � (�4)21 � 3 � �(2)42 � 3:

íÙ ÅÝÅ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÓÔÁÔÏË, Á ÔÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎØ 2,

ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÎÁÍÉ É ÎÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ. õÄÁÞÎÏ, ÞÔÏ

25 � 1 (mod 31). ôÁË ËÁË 45 = 8 � 5 + 2, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ

364 � �(2)42 � 3 � �(25)8 � 22 � 3 � �12 (mod 31):

îÏ �12 � 19 (mod 31), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 364 ÎÁ 31

ÒÁ×ÅÎ 19.

âÙÌÉ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÌÅÇÞÅ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÊ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÔÅ-

ÐÅÎÉ 3 ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ 1? ïÔ×ÅÔ | ÎÅÔ, × ÞÅÍ
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÷Ù ÓÁÍÉ ÍÏÖÅÔÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÏÐÙÔÁ×ÛÉÓØ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 3r � 1 (mod 31).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅ-

ÌÅÎÉÑ 635 ÎÁ 16. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÔÙÓËÁÔØ

ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ 6, ÓÒÁ×ÎÉÍÕÀ Ó 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 16: ÅÅ ÐÒÏÓÔÏ

ÎÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

64 � 24 � 34 � 0 � 34 � 0 (mod 16);

ÏÔËÕÄÁ

635 � 64 � 631 � 0 (mod 16):

üÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÀËÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕ-

ÅÍÙÅ ÄÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ×ÙÞÅÔÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ

n. äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÅÍÙ ÐÏÑ×ÑÔÓÑ × ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÌÁ×ÁÈ. ëÏÎÅÞÎÏ,

ËÏÍÐØÀÔÅÒÕ ÎÅ ÎÕÖÎÙ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÀËÉ. üÔÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ,

ÞÔÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÏÓÔÁÔËÏ× ÄÌÑ ÔÁ-

ËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ; ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎ ÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ. âÙÓÔÒÙÊ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×

xð.2 ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ F (23 471) ÎÁ 5 � 223 473 + 1 | ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ

ÒÁÎØÛÅ ËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

x 5.6. äÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

îÉÖÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔÓÕÔ-

ÓÔ×ÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ Õ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ äÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. äÉÏ-

ÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÎÅ-

ÓËÏÌØËÉÍÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ É ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÒÉÍÅ-

ÒÙ: 3x � 2y = 1; x3 + y3 = z2; x3 � 117y3 = 5. ëÏÇÄÁ ÇÏ×Ï-

ÒÑÔ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÂÙÞÎÏ ÉÍÅÀÔ × ×É-

ÄÕ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. üÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚ×ÁÎÙ ÐÏ ÉÍÅÎÉ

ÇÒÅÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ äÉÏÆÁÎÔÁ ÉÚ áÌÅËÓÁÎÄÒÉÉ, ÖÉ×ÛÅÇÏ

ÏËÏÌÏ 250 Ç. Î. Ü. ÷ Ó×ÏÅÊ �áÒÉÆÍÅÔÉËÅ� äÉÏÆÁÎÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ
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ÏÂÓÕÖÄÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÐÏÉÓËÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÎ ÉÓËÁÌ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÎÅ ÃÅÌÙÅ, ÞÔÏ

ÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÄÅÌÁÅÍ ÓÅÇÏÄÎÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k ÞÉÓÌÁ x = 1+2k É y = 1+3k ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ 3x� 2y = 1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + y3 = z3 | ÞÁÓÔÎÙÊ

ÓÌÕÞÁÊ ×ÅÌÉËÏÊ ôÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ×Ï

××ÅÄÅÎÉÉ É ËÏÎÃÅ ×ÔÏÒÏÊ ÇÌÁ×Ù. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÅÓÌÉ x; y É

z | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏ ÏÄÎÏ

ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. üÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ üÊÌÅÒÏÍ × 1770 ÇÏÄÕ. ÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ,

ÞÔÏ æÅÒÍÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ Ó×ÏÀ ×ÅÌÉËÕÀ ôÅÏÒÅÍÕ ÎÁ ÐÏÌÑÈ

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÅÍÕ ËÏÐÉÉ äÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÊ �áÒÉÆÍÅÔÉËÉ�.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3�117y3 = 5 ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÎÅÄÁ×ÎÀÀ É ÐÒÏÓÔÕÀ

ÉÓÔÏÒÉÀ. ÷ ÓÔÁÔØÅ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ × 1969 ÇÏÄÕ, ìØÀÉÓ (D. J. Lewis)

ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ 18 ÃÅÌÏÞÉ-

ÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ä×Á ÇÏÄÁ ÓÐÕÓÔÑ ò. æÉÎËÅÌØÛÔÅÊÎ (R. Finkel-

stein) É è. ìÏÎÄÏÎ (H. London) ÎÁËÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. éÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ËÏÒÏÔËÏ: ÏÎÏ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÁÎÉÃÕ 111 ÞÅÔÙÒÎÁÄÃÁÔÏÇÏ

ÔÏÍÁ �ëÁÎÁÄÓËÏÇÏ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ âÀÌÌÅÔÅÎÑ�, ÎÏ ÏÔÎÀÄØ

ÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ. ïÄÎÁËÏ, × 1973 ÇÏÄÕ èÁÌÔÅÒ-ëÏÈ (F. Halter-

Koch) É õÄÒÅÓËÏ (V. St. Udresco) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÁÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ Õ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 9. éÍÅÎÎÏ ÅÇÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ

ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÐÉÛÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ�. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ x3 � 117y3 = 5 ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ô.Å. ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ x0 É y0, ÞÔÏ x3
0
� 117y3

0
= 5. ôÁË ËÁË ×ÓÅ

ÞÉÓÌÁ × ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÃÅÌÙÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ 9. þÉÓÌÏ 117 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, ÐÏÜÔÏÍÕ

x3
0
� x3

0
� 117y3

0
� 5 (mod 9):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x0; y0),
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ÔÏ x3
0
� 5 (mod 9). ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ? þÔÏÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ,

ÎÁÐÏÍÎÉÍ: ËÁÖÄÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 9 ÉÍÅÅÔ ×ÙÞÅÔ, ÌÅ-

ÖÁÝÉÊ ÍÅÖÄÕ 0 É 8. úÎÁÞÉÔ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

ËÕÂÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 9 ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÙÞÅÔÏ×.

ËÌÁÓÓ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8

ËÕÂ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 9 0 1 8 0 1 8 0 1 8

ðÒÏÓÔÏÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÔÁÂÌÉÃÕ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÞÅÔ ËÕÂÁ ÃÅÌÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 9 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÌØËÏ 0, 1 ÉÌÉ 8. ÷

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ x0, ËÕÂ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó 5

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 9: x3
0
� 5 (mod 9). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x3 � 117y3 = 5

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ

ÄÏËÁÚÁÔØ.

íÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÔÁËÕÀ ÍÏÒÁÌØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ: ÐÅÒ×ÏÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É ÎÅ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏ-

ÓÔÙÍ, É ÎÅ ÓÁÍÙÍ ÜÌÅÇÁÎÔÎÙÍ. ôÁË ÂÙ×ÁÅÔ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÅÒ-

×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÍ, �×ÓÐÁ-

ÈÉ×ÁÀÝÉÍ ÃÅÌÉÎÕ� ÎÅÉÚÕÞÅÎÎÏÇÏ. óÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ

ÎÏ×ÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ É ÂÌÉÖÁÊÛÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÑÓ-

ÎÅÅ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ, ÐÒÏÓÔÏÅ

É ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ. ðÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ

ÒÁÚÏÂÒÁÌÉ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÁÉ×ÅÎ, ÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÎ ÎÅ ÌÉÛÁÅÔ ÚÁËÏÎ-

ÎÏÊ ÓÉÌÙ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ×Ù×ÏÄÁ. ëÁË ÏÄÎÁÖÄÙ ÓËÁÚÁÌ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉË á. ó. âÅÚÉËÏ×ÉÞ (A. S. Besicovitch), �ÒÅÐÕÔÁÃÉÑ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÁ ÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÏÎ ÄÁÌ ÎÅËÒÁÓÉ×ÙÈ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×�.

x 5.7. äÅÌÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n

îÁÓÔÁÌÏ ×ÒÅÍÑ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× × Zn.
îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ×ÏÐÒÏÓ × ÂÏÌÅÅ ÚÎÁËÏÍÏÊ

ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ a É b | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏ-

ÂÏ× ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ a ÎÁ 1=b. þÉÓÌÏ 1=b
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ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë b É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÅ-

ÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ b � x = 1. ó ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÏÔ

ÓÐÏÓÏÂ ÎÅ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÄÅÌÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 1=b ÍÙ

×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ 1 ÎÁ b. ïÄÎÁËÏ Ó ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ

ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÌÕÞÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ

ÜÌÅÍÅÎÔÅ, ÎÅÖÅÌÉ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ. îÁËÏÎÅÃ, 1=b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ

ÅÓÌÉ b 6= 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 0 � x = 1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ.

äÅÒÖÁ ÜÔÉ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ × ÕÍÅ, ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë Zn.
ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, n | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a 2 Zn. îÁÚÏ×ÅÍ � 2 Zn ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë a, Á ÓÁÍ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ a ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ × Zn ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: a �� = 1.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ × Zn. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, 0 ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ × Zn, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏ-

ÇÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÏÞÅÎØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a 2 Zn ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �, É

ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ Ó ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

a � � = 1

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a�� 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,

a�+ kn = 1 (7.1)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.1) ×ÌÅÞÅÔ: îïä(a; n)=1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ × Zn, ÔÏ îïä(a; n) = 1.

÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ? äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a | ÔÁ-

ËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ îïä(a; n) = 1. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7.1)

ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ Ë

ÞÉÓÌÁÍ a É n. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ � É

�, ÞÔÏ

a�+ n� = 1:

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ

a � � = 1
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× Zn. úÎÁÞÉÔ ËÌÁÓÓ �, ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë a × Zn. éÔÁË, ÅÓÌÉ
îïä(a; n) = 1, ÔÏ a ÏÂÒÁÔÉÍ × Zn. ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÔÅÏÒÅÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. ëÌÁÓÓ a ÏÂÒÁÔÉÍ × Zn ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÃÅÌÙÅ a É n ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×-

ÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ, × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,

ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ 3 ÏÂ-

ÒÁÔÎÙÍ × Z32? é ÅÓÌÉ �ÄÁ�, ÔÏ ÞÅÍÕ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ? ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ Ë ÞÉÓÌÁÍ 32 É 3, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ, ÞÔÏ

îïä(3; 32) = 1, É

3 � 11� 32 = 1:

ôÁË ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 32 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ: 3�11 = 1: éÔÁË,

11 | ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë 3 × Z32.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Zn, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅÓÑ

ÓÉÍ×ÏÌÏÍ U(n), ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÇÌÁ×ÁÈ 9, 10 É 11.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

U(n) =
n
a 2 Znjîïä(a; n) = 1

o
:

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U(p) ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÞÅÎØ ÌÅÇ-

ËÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ îïä(a; p) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ

ÔÁËÏÍÕ: p ÎÅ ÄÅÌÉÔ a. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ p, ÉÍÅÅÍ U(p) = Zp n f0g:
ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U(p) ×ÅÒ-

ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p. åÓÌÉ n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ É 1 < k < n |

ÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÔÏ îïä(k; n) = k 6= 1, ÔÁË ÞÔÏ k ÎÅ ÏÂÒÁ-



138 áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×

ÔÉÍ × Zn. ä×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ.

U(4) =
n
1; 3

o
É U(8) =

n
1; 3; 5; 7

o
:

ëÌÀÞÅ×ÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U(n) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ,

ÅÓÌÉ a É b | ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÌÁÓÓÙ × Zn, ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a � b
ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ × Zn. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ×ÁÖ-

ÎÙÍ ÄÌÑ ÇÌÁ×Ù 9, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÅÇÏ ÄÅÔÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ � |

ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÑ a, Á � | ÄÌÑ b × Zn. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÙÍ

Ë ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ a � b ÂÕÄÅÔ � � �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(a � b)(� � �) = (a � �)(b � �) = 1 � 1 = 1:

íÙ ÅÝÅ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U(n)

× ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÌÁ×ÁÈ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ a ÎÁ b × Zn, Ó ËÏÔÏÒÏÊ

ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ,

ÉÍÅÅÔ ÌÉ b ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × Zn. åÓÌÉ ÉÍÅÅÔ, ÔÏ ÍÙ ÎÁÊ-

ÄÅÍ ÅÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ. ðÕÓÔØ,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ �. þÔÏÂÙ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ a ÎÁ b, ÍÙ ×ÙÞÉ-

ÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a � �. òÁÚÄÅÌÉÍ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ, 2 ÎÁ 3
× Z8. ðÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ë 3 É 8 ÍÙ ÉÍÅ-

ÅÍ: îïä(3; 8) = 1 É 3 ÓÁÍ ÓÅÂÅ ÏÂÒÁÔÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ÄÅÌÅÎÉÑ 2 ÎÁ 3 × Z8 ÒÁ×ÅÎ 6.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ × Zn. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

ax � b (mod n); (7.2)

ÇÄÅ a; b 2 Z. åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÄ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÁÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ a. ðÏ-

ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÕ ÖÅ ÉÄÅÀ ÚÄÅÓØ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ

îïä(n; a) = 1, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ), ÞÔÏ
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ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ � 2 Z, ÞÔÏ a� � 1 (mod n). õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ

ÓÔÏÒÏÎÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7.2) ÎÁ �, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x � �ax � �b (mod n);

É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ 7x �
� 3 (mod 15) ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÝÅÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë 7 ÐÏ ÍÏÄÕ-

ÌÀ 15. ôÁË ËÁË 15�2 �7 = 1, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë 7 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 15 ÂÕÄÅÔ

�2 � 13 (mod 15). õÍÎÏÖÁÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ 7x � 3 (mod 15) ÎÁ 13,

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

x � 13 � 3 � 39 � 9 (mod 15);

ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÍÅÔÏÄ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÊ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ îïä(a; n) = 1 ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax �
� b (mod n) ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÃÅÌÙÈ, ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÄÒÕÇ Ó

ÄÒÕÇÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÂÁÎÁÌØ-

ÎÙÍ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ÎÅ ×ÅÒÎÏ,

ÅÓÌÉ îïä(a; n) 6= 1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2x � 1 (mod 8), ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅ

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ ×Ï×ÓÅ. íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓÕ × ÎÁÞÁÌÅ

ÇÌÁ×Ù 8.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z, ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ,
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ?

(1) a � b, ËÏÇÄÁ îïä(a; b) = 1;

(2) ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n > 0 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ: a � b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

îïä(a; n) = îïä(b; n).
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2. îÁÊÄÉÔÅ ×ÙÞÅÔ ÞÉÓÌÁ a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ

(1) a = 2351 É n = 2;

(2) a = 50 121 É n = 13;

(3) a = 321 671 É n = 14.

3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÙÞÅÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ:

(1) 520 (mod 7);

(2) 71001 (mod 11);

(3) 81119 (mod 13);

(4) 13216 (mod 19).

4. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 1000! ÎÁ 3300.

5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ U(n) É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÅÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÉ n = 4; 11 É 15.

6. òÅÛÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

(1) 4x � 3 (mod 4);

(2) 3x+ 2 � 0 (mod 4);

(3) 2x� 1 � 7 (mod 15).

7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ U(34) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅ-

ÎØÀ 3.

8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 � 7y2 = 3 ÎÅ

ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p = 274 177 = 1 071 � 28 + 1 | ÐÒÏÓÔÏÊ

ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ æÅÒÍÁ F (6).

õËÁÚÁÎÉÅ: óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ 1 0718 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. äÌÑ ÜÔÏ-

ÇÏ ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ 1 071 = 7 � 9 � 17 É ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÏÓØÍÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ

ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖØ-

ÔÅ ÉÈ. äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË p = 1071 � 28 + 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

(1 071 � 28)8 � 1 (mod p):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

(1 071 � 28)8 � 1 0718 � 264 (mod p):
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úÁÍÅÎÉÔÅ 1 0718 × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÁ ÅÇÏ ×ÙÞÅÔ É ÓÒÁ×ÎÉÔÅ

Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ p ÄÅÌÉÔ F (6) ×ÙÔÅ-

ËÁÅÔ ÏÔÓÀÄÁ ËÁË ÐÏ ×ÏÌÛÅÂÓÔ×Õ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÞÉ | ÂÌÉÚËÉÅ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÉËÉ. íÙ ×ÅÒ-

ÎÅÍÓÑ Ë ÎÉÍ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÔÅÓÔÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ íÅÒÓÅÎ-

ÎÁ (ÓÍ. x 10.4).

10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + b
p
3, ÇÄÅ a É b

ÃÅÌÙÅ. ïÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Z[
p
3]. ðÏÓËÏÌØËÕ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z[
p
3] | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ

ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �; � 2 Z[
p
3]

ÉÈ ÓÕÍÍÁ (�+ �) É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (��) ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × Z[
p
3].

11. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ Z[
p
3] ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n É ×ÏÚØÍÅÍ �; � 2 Z[
p
3]. óËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ � � � (mod n), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ

 2 Z[
p
3], ÞÔÏ � � � = n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ Z[
p
3].

12. äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

Zn[
p
3] ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z[

p
3] ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-

ÓÔÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e� É e� |

ËÌÁÓÓÙ ÉÚ Zn[
p
3]. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ

e�+ e� = �̂+ �;

e� � e� = g� � �
ÚÁÄÁÀÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ Zn[

p
3].

13. ÷ ÜÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 4n+3

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ËÁË ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÃÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ.

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÒÁ×-

ÎÉÍ Ó 0 ÉÌÉ 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4.

(2) éÓÐÏÌØÚÕÑ (1), ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ x É y ÓÕÍÍÁ

x2 + y2 ÓÒÁ×ÎÉÍÁ Ó 0, 1 ÉÌÉ 2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4.
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(3) õÞÉÔÙ×ÁÑ (2), ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 4n+3

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÃÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ.

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-

×ÁÎÎÏÊ æÅÒÍÁ × ÐÉÓØÍÅ òÏÂÅÒ×ÁÌÀ (1640 ÇÏÄ). æÅÒÍÁ ÚÎÁÌ

ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4n + 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. úÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑ-

ÍÉ ÏÂÒÁÔÉÔÅÓØ Ë [49] ([ä.13]). óÍÏÔÒÉÔÅ ÔÁËÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14

ÇÌÁ×Ù 6.

14. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × xð.2 ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. éÓÈÏÄ-
ÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: a; k É n; Á

×Ù×ÏÄÉÔØÓÑ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÞÅÔ ÞÉÓÌÁ ak ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. üÔÏÔ ÁÌÇÏ-

ÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÏÓÎÏ×ÏÊ ×ÓÅÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÌÁ×.



çÌÁ×Á 6.

éÎÄÕËÃÉÑ É æÅÒÍÁ

ôÅÐÅÒØ, ÚÎÁÑ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÔËÏ×, ÍÙ

ÇÏÔÏ×Ù ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù | ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁ-

ÚÁÎÎÁÑ æÅÒÍÁ. ïÎÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ

ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ × ÇÌÁ×Å 9. úÄÅÓØ

ÖÅ ÍÙ, ÓÌÅÄÕÑ ÕËÁÚÁÎÉÑÍ æÅÒÍÁ, ÄÁÅÍ ÅÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ó ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ

ÍÅÔÏÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

x 6.1. èÁÎÏÊ! èÁÎÏÊ!

äÕÍÁÌÉ ÌÉ ÷Ù ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁÄ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÏÊ ÐÏÄ ÎÁÚ×Á-

ÎÉÅÍ �èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ�? ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÅÒÅ×ÑÎÎÙÈ

ÓÔÅÒÖÎÅÊ, ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÄÅÒÅ×ÑÎÎÏÊ ÏÓÎÏ×Å É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ ÄÅÒÅ×ÑÎÎÙÈ ÄÉÓËÏ× (ÉÚ ÛÅÓÔÉ × ÍÏÅÍ ËÏÍÐÌÅËÔÅ). ÷ ÃÅÎ-

ÔÒÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÉÓËÁ ÅÓÔØ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÄÌÑ ÎÁÎÉÚÙ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÓÔÅÒ-

ÖÅÎØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÒÅÖÎÉ A, B É C. äÉÁÍÅÔÒÙ ÄÉÓËÏ× ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙ; × ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ ×ÓÅ ÏÎÉ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÔÅÒÖÎÅ A ×

ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÏ×: ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ×ÎÉÚÕ, Á ÓÁÍÙÊ

ÍÁÌÅÎØËÉÊ | ÎÁ×ÅÒÈÕ ÂÁÛÎÉ.
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ãÅÌØ ÚÁÄÁÞÉ: ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ×ÓÀ ÂÁÛÎÀ ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑ A ÎÁ

ÓÔÅÒÖÅÎØ C, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ B ËÁË ÐÅÒÅ×ÁÌÏÞÎÙÊ ÐÕÎËÔ, ÐÏÄÞÉÎÑ-

ÑÓØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ:

(1) ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÄÉÓË;

(2) Â�ÏÌØÛÉÊ ÄÉÓË ÎÅÌØÚÑ ËÌÁÓÔØ ÐÏ×ÅÒÈ ÍÅÎØÛÅÇÏ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ! ðÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ Ó ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ

ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÓÎÑÔØ É ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÈÎÉÊ ÄÉÓË.

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ÉÚ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ ÐÅÒÅ×ÁÌÏÞÎÙÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ B,

ÚÁÄÁÞÁ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.

óÔÏÉÔ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÕ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ,

ÞÔÏÂÙ ÏÓ×ÏÉÔØÓÑ Ó ÎÅÊ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÏ-

×ÏÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ. îÏ ×ÏÐÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ, ×Ù-

ÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÉÇÒÙ: ÍÏÖÅÍ ÌÉ ÍÙ ÎÁÊÔÉ ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÈÏÄÏ×, ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ

×ÓÅÊ ÂÁÛÎÉ ÉÚ n ÄÉÓËÏ× ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑ A ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ C? åÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÉÓËÉ ÐÅÒÅÍÅÝÁÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓ-

ÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ. ðÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÉÍÅÅÔ ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÇÏÔÏ× ÐÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÁÓÓËÁÚÕ.

ðÏÄ ×ÙÓÏËÉÍ ËÕÐÏÌÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÄÉÊÓËÏÇÏ ÈÒÁÍÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ

ÔÒÉ ÛÐÉÌÑ, ÇÕÓÔÏ ÕÓÅÑÎÎÙÅ ÁÌÍÁÚÁÍÉ, ËÁË ÐÞÅÌÁ ÂÁÒÈÁÔÎÙÍ

×ÏÒÓÏÍ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ ÓÏÔ×ÏÒÅÎÉÑ ÍÉÒÁ âÏÇ ÐÏÍÅÓÔÉÌ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ

ÎÉÈ 64 ÄÉÓËÁ ÞÉÓÔÏÇÏ ÚÏÌÏÔÁ: ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ | ×ÎÉÚÕ, Á ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÅ | Ó×ÅÒÈÕ, ÔÁË, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÂÁÛÎÑ. ïÎ ÄÁÌ ÚÁÄÁÎÉÅ

ÇÌÁ×ÎÏÍÕ ÖÒÅÃÕ ÈÒÁÍÁ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÄÉÓËÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ,

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ. ëÏÇÄÁ ×ÓÑ ÂÁÛÎÑ ÉÚ 64 ÄÉÓËÏ× ÂÕ-

ÄÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÁ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÛÐÉÌÅÊ, âÏÇ

×ÅÒÎÅÔÓÑ É ÐÏÌÏÖÉÔ ËÏÎÅÃ ÍÉÒÕ. éÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ËÏÇÄÁ

ÎÁÓÔÕÐÉÔ ËÏÎÅÃ Ó×ÅÔÁ, ÷ÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÉÎÉ-

ÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ 64 ÄÉÓËÏ×.

ïÓÔÁ×É× × ÓÔÏÒÏÎÅ ÓÈÏÌÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ×ÅÒ-

ÎÅÍÓÑ Ë ÅÅ �ÄÅÒÅ×ÑÎÎÏÊ� ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ. åÓ-

ÌÉ × ÉÇÒÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÄÉÓË, ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ

ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑ A ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ C. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÍ ÎÉËÁ-

ËÉÈ ÐÒÁ×ÉÌ, É ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÁ ÒÅÛÅÎÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
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ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ä×Á

ÄÉÓËÁ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ÍÅÎØÛÉÊ ÄÉÓË ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ B;

ÚÁÔÅÍ Â�ÏÌØÛÉÊ ÄÉÓË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ C; É ÎÁ-

ËÏÎÅÃ, ÍÅÎØÛÉÊ | ÎÁ C, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÏËÁÖÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÂÏÌØÛÏÇÏ

ÄÉÓËÁ. éÔÁË, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÉÓËÁÍÉ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÈ ÈÏÄÏ×. åÓÌÉ Õ ÷ÁÓ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÁ, ÔÏ

ÎÅÐÌÏÈÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÷Ù ÓÄÅÌÁÅÔÅ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÁÛÎÀ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ, Á ÐÏÔÏÍ ÉÚ

ÐÑÔÉ ÄÉÓËÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÒÁÚÍÙÛÌÑÅÍ ÎÁÄ ÏÂÝÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ ÉÚ

n ÄÉÓËÏ×. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÅÔ ÌÅÇÞÅ ÄÌÑ ×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ

ÏÐÉÛÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ÄÉÁÌÏÇÁ ÍÅÖÄÕ ÕÞÅÎÉËÏÍ É ÕÞÉÔÅÌÅÍ.

õÞÉÔÅÌØ: ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÓËÉ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ Ó×ÅÒ-

ÈÕ ×ÎÉÚ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, ... , n, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÉÓË ÉÍÅÅÔ

ÎÏÍÅÒ 1 (É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ××ÅÒÈÕ), Á ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ | n (ÏÎ ×ÎÉÚÕ

ÓÔÅÒÖÎÑ). þÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ

ÄÉÓË n?

õÞÅÎÉË: þÅÇÏ?

õÞÉÔÅÌØ: íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ÄÉÓË n, ÎÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÅ ÄÉÓËÉ ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÎÅÍ. þÔÏ ÖÅ ÎÁÍ ÄÅÌÁÔØ?

õÞÅÎÉË: ðÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ×ÓÅ ÄÉÓËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÓÁÍÏÍ

ÂÏÌØÛÏÍ?

õÞÉÔÅÌØ: üÔÏ ÔÁË, ÎÁÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ n � 1 ÄÉÓËÏ×,

ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ n-ÏÍ. îÏ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅ-

ÒÅÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÄÉÓËÉ ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ C, Á ÄÉÓË n ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÅÎ

ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ÓÁÍÏÍ ÎÉÚÕ ÓÔÅÒÖÎÑ. ëÕÄÁ ÖÅ ÎÁÍ ÄÅÔØ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÅ n� 1?

õÞÅÎÉË: îÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ B?

õÞÉÔÅÌØ: îÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ B. ïÄÎÁËÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÏÂÌÅÍÙ.

õÞÅÎÉË: ïÎÉ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ.

õÞÉÔÅÌØ: ðÒÁ×ÉÌÁ! ðÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÍÅÎÑÔØ
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ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÉÓËÏ×; Á ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ | ÄÉÓËÉ

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÁÎÉÚÁÎÙ ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ B × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÈ

ÒÁÚÍÅÒÏ×. ëÁË ÎÁÍ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ n�1 ÍÅÎØÛÉÈ ÄÉÓËÁ Ó A ÎÁ B?

õÞÅÎÉË: îÁÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅÄ×ÉÇÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÄÉÓË ÚÁ

ÏÄÉÎ ÈÏÄ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÐÒÁ×ÉÌ.

õÞÉÔÅÌØ: á ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ?

õÞÅÎÉË: âÙÌÏ ÂÙ ÚÄÏÒÏ×Ï, Ñ ÐÏÌÁÇÁÀ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÞÁ Ó n�1
ÄÉÓËÁÍÉ ÂÙÌÁ ÕÖÅ ÒÅÛÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ

ÂÁÛÎÀ ÉÚ n� 1 ÄÉÓËÏ× ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑ A ÎÁ B.

õÞÉÔÅÌØ: á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÅÒÅ×ÁÌÏÞÎÙÍ ÐÕÎËÔÏÍ?

õÞÅÎÉË: íÏÖÅÔ, ÜÔÏ C?

õÞÉÔÅÌØ: ôÏÞÎÏ. ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ

ÄÉÓË n ÎÁ C. îÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÍÅ-

ÝÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ B (n � 1) ÄÉÓËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÄ

ÎÉÍ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ, ÉÇÒÁÑ Ó n � 1 ÍÅÎØÛÉÍÉ ÄÉÓËÁÍÉ, ÉÓÐÏÌØ-

ÚÕÑ C × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒÅ×ÁÌÏÞÎÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅÓØ

ÎÁÂÏÒ ÉÚ n � 1 ÄÉÓËÏ× ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔ ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑ A ÎÁ B.

ïÓÕÝÅÓÔ×É× ÜÔÏ, ÍÙ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ n-ÙÊ ÄÉÓË ÎÁ C.

õÞÅÎÉË: ëÁË ÖÅ ÍÙ ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÅÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ n � 1

ÄÉÓËÉ ÎÁ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÌÅÇÌÉ ÐÏ×ÅÒÈ ÄÉÓËÁ n?

íÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÐÑÔØ ÐÏÉÇÒÁÔØ × n � 1 ÄÉÓËÉ,

ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ÉÈ Ó B ÎÁ C?

õÞÉÔÅÌØ: ôÁËÁÑ ÉÇÒÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁÎÑÔØ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÏ

ÜÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÔ ÐÕÔØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÂÅÄÅ. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÕ Ó n � 1 ÄÉÓËÁÍÉ Ä×Á-

ÖÄÙ. ÷ ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÌÉ ÂÁÛÎÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ n�1
ÄÉÓËÏ× Ó A ÎÁ B (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ C × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒÅ×ÁÌÏÞÎÏÇÏ). üÔÏ

ÎÁÍ ÏÓ×ÏÂÏÄÉÌÏ n-ÙÊ ÄÉÓË, É ÍÙ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÌÉ ÅÇÏ ÎÁ C. îÁËÏ-

ÎÅÃ, ÍÙ ÅÝÅ ÒÁÚ ÓÙÇÒÁÌÉ × ÉÇÒÕ Ó n � 1 ÄÉÓËÁÍÉ, ÐÅÒÅÍÅÝÁÑ

ÉÈ ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑ B ÎÁ C (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ A ËÁË ÐÅÒÅ×ÁÌÏÞÎÙÊ). ÷ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÓÅ n ÄÉÓËÏ× ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁÎÉÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ C,

É ÎÉ ÏÄÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁÒÕÛÅÎÏ.
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õÞÅÎÉË: õÈ!

õÞÉÔÅÌØ: üÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ËÏÎÅÃ!

õÞÅÎÉË: îÅ ËÏÎÅÃ? ï, âÏÖÅ!

õÞÉÔÅÌØ: íÙ ÈÏÔÅÌÉ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÎÅ-

ÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ, ÒÁÚ×Å ÎÅÔ?

õÞÅÎÉË: ðÏÌÁÇÁÀ, ×ÓÅ ÅÝÅ ÈÏÔÉÍ.

õÞÉÔÅÌØ: þÔÏÂÙ ÏÂÌÅÇÞÉÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T (n) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÄÌÑ

ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ Ó n ÄÉÓËÁÍÉ. ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÅÌÉ, ÄÌÑ ÅÅ ÒÅ-

ÛÅÎÉÑ ÎÁÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ n� 1 ÄÉÓËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ

ÎÁÄ n-ÙÍ. óËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ?

õÞÅÎÉË: þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ B, ÎÁÍ ÎÕÖ-

ÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÕ Ó n � 1 ÄÉÓËÁÍÉ, ÎÅ ÔÁË ÌÉ? é ÎÁÍ, Ñ

ÐÏÌÁÇÁÀ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ T (n� 1) ÈÏÄÏ×.

õÞÉÔÅÌØ: ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÐÅÒÅÎÅÓÌÉ n� 1 ÍÅÎØÛÉÈ ÄÉÓËÏ×

ÎÁ ÓÔÅÒÖÅÎØ B, ÓÔÅÒÖÅÎØ C ÏÓÔÁÌÓÑ ÐÕÓÔÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÐÅÒØ

ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ n-ÙÊ ÄÉÓË ÎÁ C. íÎÏÇÏ ÌÉ ÎÁÍ

ÎÕÖÎÏ ÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ?

õÞÅÎÉË: ïÄÉÎ?

õÞÉÔÅÌØ: åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ; É ÓËÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ×ÓÅÇÏ ÚÁÔÒÁÞÅÎÏ

ÈÏÄÏ× ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÉÇÒÙ?

õÞÅÎÉË: õÆ, T (n� 1) + 1?

õÞÉÔÅÌØ: þÔÏ ÄÁÌØÛÅ?

õÞÅÎÉË: îÁÍ ÅÝÅ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÔÁÝÉÔØ n�1 ÍÅÎØÛÉÈ ÄÉÓËÏ×
Ó B, ÇÄÅ ÏÎÉ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ, ÎÁ C, ÎÁËÒÙ× ÉÍÉ ÄÉÓË n.

õÞÉÔÅÌØ: ôÁË, Á ÓËÏÌØËÏ ÐÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÊ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ

ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ?

õÞÅÎÉË: îÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ T (n�1), ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ
ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× × ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÅ Ó n� 1 ÄÉÓËÁÍÉ.
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õÞÉÔÅÌØ: éÔÁË, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁÞÁÌÁ ÉÇÒÙ

×ÓÅÇÏ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÓÄÅÌÁÔØ T (n�1)+1+T (n�1) = 2T (n�1)+1
ÈÏÄÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏ×Å-

ÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏÓÔÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÔØ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÕ ÚÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×.

ôÁË ÞÔÏ ÔÁËÏÅ T (n)?

õÞÅÎÉË: íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÀ n ÄÉÓËÏ× ÓÏ ÓÔÅÒÖÎÑA ÎÁC.

õÞÉÔÅÌØ: äÁ, ÎÏ ËÁË ÎÁÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ T (n), ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ,

ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ T (n� 1)?

õÞÅÎÉË: T (n) = 2T (n� 1) + 1?

õÞÉÔÅÌØ: ïÔÌÉÞÎÏ! ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÛÅÓÔØÀ ÄÉÓËÁ-

ÍÉ.

ëÏÎÅÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÉÁÌÏÇÁ | ÆÏÒÍÕÌÁ

T (n) = 2T (n� 1) + 1:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ T (n).

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ T (n) ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÔÉ T (n�1). úÎÁ-
ÞÉÔ, T (n) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕ-

ÌÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ T (6), ÎÁÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-

ÍÏ ÎÁÊÔÉ T (1); T (2); : : : ; T (5). ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÓ×ÏÉÌÉ,

T (1) = 1, ÔÏ

T (2) = 2T (1) + 1 = 3:

äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁË ÖÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

T (3) = 7; T (4) = 15; T (5) = 31 É T (6) = 63:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÅÊ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ

6 ÄÉÓËÏ×, ÍÎÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 63 ÈÏÄÁ. á ËÁË ÎÁÓÞÅÔ

ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ × ÉÎÄÉÊÓËÏÍ ÈÒÁÍÅ? äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ

ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ T (64), ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÛÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.
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òÁ×ÅÎÓÔ×Ï T (n) = 2T (n � 1) + 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ T (n) ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅ-

ÎÉÔØ ÅÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷Ù ÍÏ-

ÖÅÔÅ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ? ïÔ×ÅÔ: ÐÒÉ×ÅÄÅÎ-

ÎÙÊ ÄÉÁÌÏÇ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ. äÏÐÕÓËÁÀ, ÞÔÏ ÏÎÏ

ÉÚÌÏÖÅÎÏ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÓÞÕÒ

ÜËÚÏÔÉÞÎÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×ÏÍ. îÏ ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÌÅÇËÏ ÌÅÞÉÔÓÑ; ×ÓÅ ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅ-

ÌÁÔØ | ÜÔÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÚ ÄÉÁÌÏÇÁ É ÐÅÒÅÐÉ-

ÓÁÔØ ÉÈ ÎÁ ÐÒÉ×ÙÞÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÖÁÒÇÏÎÅ.

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕ-

ÌÕ, ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔ ÎÁÛÉÈ ÐÏÐÙÔÏË ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

ÄÌÑ T (n), Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ T (n) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄ-

ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ n. åÓÌÉ ÷Ù ÏÂÒÁÔÉÌÉ ×ÎÉÍÁ-

ÎÉÅ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T (n), ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÔÏ ÍÏÖÅÔÅ ÄÏÇÁ-

ÄÁÔØÓÑ Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÍ ×ÉÄÅ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. îÏ ÒÁÚ ËÏÎÅÞÎÁÑ

ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÕÇÁÄÁÎÁ, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ×ÓÔÁÅÔ ÎÏ×ÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ:

ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÑ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÕÀ

ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÁÂÌÉÃÙ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÌÉÛØ

× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÍÅÔÏÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

âÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÷Ù ÄÕÍÁÅÔÅ: �úÁÞÅÍ ÂÅÓÐÏËÏÉÔØÓÑ Ï ÐÏÉÓËÅ

ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ? þÔÏ ÐÌÏÈÏÇÏ × ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ?� òÅÚÏÎÎÙÅ ×Ï-

ÐÒÏÓÙ. ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ×, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ T (n) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ-

×ÁÎÎÏÍ n ÎÁÍ ×ÓÅÇÏ-ÔÏ É ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ

T (0); : : : ; T (n). äÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÓÄÅÌÁÅÔ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ! þÅÇÏ

ÖÅ ÅÝÅ ÖÅÌÁÔØ? ëÁË ÒÁÚ ÚÄÅÓØ ÐÕÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ×ÙÞÉÓÌÉ-

ÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÞÉ-

ÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÇÒÕÂÏÇÏ, ÓÉÌÏ×ÏÇÏ

ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÒÁÂÏÔÅ: ÄÅÌÁÔØ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏ
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ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ; Á ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÁÃÅÌÅÎÁ ÎÁ ÐÏÉÓË ÐÕÔÉ

ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ. ëÏ-

ÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ, × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÄÎÏÊ ÍÅÄÁÌÉ.

÷ ÒÅÁÌØÎÏÍ ÍÉÒÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÏÒÇÁÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÎÔÅÚÏÍ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ôÁË ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÁÕ-

ËÉ ÞÁÝÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÀÔ, ÞÅÍ ËÏÎËÕÒÉÒÕÀÔ.

x 6.2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ

óÌÏ×Ï �ÉÎÄÕËÃÉÑ� ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ × ÏÞÅÎØ ÓÐÅ-

ÃÉÆÉÞÅÓËÏÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ. éÎÏÇÄÁ Ë ÎÅÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ, ËÁË × ÎÁÚ×ÁÎÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁ-

ÇÒÁÆÁ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ, 12 ÉÚ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × �ïËÓÆÏÒÄÓËÏÍ ÓÌÏ×ÁÒÅ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÑÚÙ-

ËÁ�. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á �ÉÎÄÕËÃÉÑ� ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ

ÉÚ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÇÏ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÍÏÇÏ × ÌÏÇÉËÅ,

ËÏÔÏÒÏÅ ÂÌÉÚËÏ Ë ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÍÕ ÕÐÏÔÒÅÂÌÅÎÉÀ. óÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ

�ïËÓÆÏÒÄÓËÉÊ ÓÌÏ×ÁÒØ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ�, �ÉÎÄÕËÃÉÑ� × ÔÁ-

ËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ | ÜÔÏ

�ÐÒÏÃÅÓÓ ×Ù×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÌÉ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÉÚ

ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×.�

úÎÁÞÉÔ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏÄÕÍÁÌÉÓØ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ T (n),

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T (1); : : : ; T (6), ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÷Ù ÄÅÌÁÅÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ×ÅÝÉ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ, ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅ-

ÎÉÉ ×ÓÅÇÏ ÄÎÑ. îÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ

Ë ÕÖÁÓÎÅÊÛÉÍ ÏÛÉÂËÁÍ (×ÐÒÏÞÅÍ, ÐÏ ÍÎÅÎÉÀ Á×ÔÏÒÁ, ÔÁËÏÅ

ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ É × ÐÏ×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ).

þÁÓÔÏ ÃÉÔÉÒÕÅÍÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÛÉÂËÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ-

×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÑ,| ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ æÅÒÍÁ, ×ÙÓËÁÚÁÎÎÏÅ æÒÅ-

ÎÉËÌÀ, Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ

F (n) = 22
n

+ 1
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ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÓÔÙÍÉ. ïÎ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÒÏ×ÅÒÉÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ÄÌÑ n =

= 0; 1; 2; 3 É 4, ÞÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÄÅÌÁÌ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ

F (5) = 22
5

+ 1 = 4 294 967 297

ÄÏ×ÏÌØÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ, ÞÔÏ Õ ×ÁÓ ÅÓÔØ | ÜÔÏ ÒÕÞËÁ É ÂÕ-

ÍÁÇÁ. âÙÌ ÌÉ æÅÒÍÁ ÎÁÐÕÇÁÎ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÞÉÓÌÁ, ÉÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÌ

ÏÛÉÂËÕ ÐÒÉ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ? ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ

ÕÚÎÁÅÍ. îÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, F (5) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ, É üÊÌÅÒ ÂÙÌ ÐÅÒ×ÙÍ, ËÔÏ × 1738 ÇÏÄÕ ÎÁÛÅÌ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ

(ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ × ÇÌÁ×Å 10). ó ÔÅÈ ÐÏÒ

ÏÛÉÂËÁ æÅÒÍÁ ÓÔÁÌÁ ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅÍ ÏÂ ÏÐÁÓÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅ-

ÎÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×.

÷ XVII ÓÔÏÌÅÔÉÉ ÒÑÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, É æÅÒÍÁ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ, ÎÁ-

ÞÁÌÉ ÐÒÏÑ×ÌÑÔØ ÂÅÓÐÏËÏÊÓÔ×Ï ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÄÏ×ÅÒÉÑ

Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. üÔÏ ÐÏÂÕÄÉÌÏ ÉÈ

ÒÁÚ×ÉÔØ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÞÅÎØ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á

ÆÁËÔÏ×, ÐÒÏÄÉËÔÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ-

ÔÏ×, Ô.Å. ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÒÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. îÏ-

×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÌÕÞÉÌ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÓÔØ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕË-

ÃÉÑ, ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ, ÉÌÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

÷ ÔÒÁËÔÁÔÅ â. ðÁÓËÁÌÑ �ïÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ�,

ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÍ × 1654 ÇÏÄÕ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ.

ëÏÎÅÞÎÏ, �ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË� ÉÚ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÔÒÁËÔÁ-

ÔÁ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ. ðÁÓËÁÌØ, ÞÅÌÏ-

×ÅË ÍÎÏÇÉÈ ÔÁÌÁÎÔÏ×, ÂÙÌ ÐÅÒ×ÏËÌÁÓÓÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ É ÆÉÚÉ-

ËÏÍ. éÍÅÎÎÏ ÏÎ ÉÚÏÂÒÅÌ ÐÅÒ×ÕÀ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÄÌÑ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒ). åÇÏ �íÙÓÌÉ� | ËÌÁÓÓÉËÁ ÆÒÁÎÃÕÚ-

ÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÎÁ ×ÒÅÍÑ Ë èÁÎÏÊÓËÉÍ ÂÁÛÎÑÍ. ÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T (1); : : : ; T (6), ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÐÒÅÄÙÄÕ-

ÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÍÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

ÕÓÌÏ×ÉÀ: T (n) + 1 = 2n. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ,
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ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÑ

ÂÁÛÎÉ ÉÚ n ÄÉÓËÏ× × ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÅ �èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ�, ÒÁ×ÎÏ

2n� 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉ-

ÓÌÁÍÉ. á ÎÁÛ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ n = 1; : : : ; 6 É ÎÅ ÂÏÌÅÅ.

ðÒÉÍÅÒ Ó èÁÎÏÊÓËÉÍÉ ÂÁÛÎÑÍÉ ÔÉÐÉÞÅÎ. éÚÕÞÅÎÉÅ (ËÏÎÅÞ-

ÎÏÊ) ÔÁÂÌÉÃÙ Ó ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÞÁÓÔÏ

ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÍ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ S(n), É ÍÙ

ÏÖÉÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄ-

ÈÏÄ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÍÎÏÇÉÈ ÔÁËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÅÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

S(n), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) S(1) ×ÅÒÎÏ;

(2) ÅÓÌÉ S(k) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k, ÔÏ S(k+1) ÔÁËÖÅ

×ÅÒÎÏ.

ôÏÇÄÁ S(n) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1)

É (2) ÐÒÉÎÃÉÐÁ. ÷ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ

S(k), ÔÏ S(k + 1) ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÙÍ. ðÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ

S(1) | ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ (2) ÐÒÉ

k = 1, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ S(2) ×ÅÒÎÏ. ôÅÐÅÒØ, ÚÎÁÑ ÏÂ ÉÓÔÉÎÎÏ-

ÓÔÉ S(2), ÍÙ ÏÐÑÔØ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ (2), ÎÏ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÐÒÉ

k = 2. ðÏÌÕÞÉÍ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ S(3). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÂÒÁ× ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ

ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÍ S(n). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n.
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ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,

ÏÎ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎ! áÎÒÉ ðÕÁÎËÁÒÅ (Poincar�e),

ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× XIX ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ

ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ:

�óÕÖÄÅÎÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-

ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÏ × ÄÒÕÇÉÈ

ÆÏÒÍÁÈ; ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ × ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÒÕÇÉÈ. íÏÖ-

ÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ Ë ÄÒÕ-

ÇÏÍÕ É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ÉÌÌÀÚÉÀ ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁËÏÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÕÔÅÍ ÒÅËÕÒ-

ÒÅÎÃÉÉ. îÏ × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÏÓÔÁÎÏ-

×ÉÔØÓÑ; ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏÊ ÁËÓÉÏÍÅ,

ËÏÔÏÒÁÑ, × ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ

ÐÅÒÅ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÑÚÙË.�

ôÁË ÐÏÞÅÍÕ ÍÙ ×ÓÅ ÖÅ ×ÅÒÉÍ × ÓÔÒÏÇÏÓÔØ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ?

óÎÏ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ðÕÁÎËÁÒÅ ÚÁ ÐÏÍÏÝØÀ:

�úÄÅÓØ ÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÇÕÝÅÓÔ-

×Á ÒÁÚÕÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÏÓÏÂÅÎ ÐÏÓÔÉÞØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ

ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÁËÔÁ, ÒÁÚ ÜÔÏÔ ÁËÔ

ÏËÁÚÁÌÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÄÎÁÖÄÙ.�

ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÍÙ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÏÓÏÚÎÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ, ÈÏÔÑ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÎÉÍÉ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÞÉÓÅÌ. ãÉÔÁÔÙ ðÕÁÎËÁÒÅ ÍÙ ×ÚÑÌÉ ÉÚ ÅÇÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ËÎÉÇÉ

�îÁÕËÁ É ÇÉÐÏÔÅÚÁ� ([36], [ä.11]).

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ �èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ�. õÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÍÉ-

ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ T (n), ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ �èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ� ÉÚ n ÄÉÓËÏ×, ÒÁ×ÎÏ 2n�1. éÌÉ
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ËÏÒÏÞÅ: ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T (n) = 2n�1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎ-
ÃÉÐÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n, ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ. óÎÁÞÁÌÁ

ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÉ Ó 1 ÄÉÓËÏÍ.

îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ T (1) = 1 É 2n � 1 = 1. ôÁË ÞÔÏ

ÐÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎ. îÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÖÁÒÇÏÎÅ ÏÎ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

äÁÌÅÅ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÉÌÉ ÛÁÇ ÉÎ-

ÄÕËÃÉÉ, Ô.Å. ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-

ÔÏ k > 1, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ k + 1. éÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ

ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×ÕÈ ÍÏÍÅÎÔÁÈ:

� ðÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ k > 1. ÷ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï T (k) = 2k�1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k > 1. ôÁËÏÅ

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

� ëÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ T (k) É T (k+1). ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ |

ÜÔÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: T (k + 1) = 2T (k) + 1.

éÔÁË, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ T (k) = 2k � 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k > 1.

éÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

T (k + 1) = 2T (k) + 1 = 2(2k � 1) + 1 = 2k+1 � 2 + 1 = 2k+1 � 1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË-

ÃÉÉ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÁÅÔ: ÔÁË ËÁË (1) É (2) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù, ÔÏ T (n) =

= 2n � 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n.

úÎÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÈ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁ-

ÄÁÞÉ �èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ�, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÏÓÔÁ×-

ÛÅÅÓÑ ×ÒÅÍÑ ÄÏ ËÏÎÃÁ Ó×ÅÔÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÛÎÑ × ÉÎÄÉÊ-

ÓËÏÍ ÈÒÁÍÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 64 ÄÉÓËÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅ-

ÍÅÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÖÒÅÃÕ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏ ÄÎÑ Ô×ÏÒÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÏ

T (64) = 264 � 1. íÁÌÏ ÜÔÏÇÏ, ÎÁÍ ÅÝÅ ÈÏÞÅÔÓÑ ÚÎÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ

×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁÊÍÅÔ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÖÒÅÃÕ ÄÌÑ
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ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÄÎÏÇÏ ÄÉÓËÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, × ÓÒÅÄÎÅÍ, 30 ÍÉÎÕÔ.

äÉÓËÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ. îÁÍ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ

ÎÁÓËÏÌØËÏ ×ÅÌÉË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÏ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÅ

ÍÁÌÅÎØËÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÚÄÁÌ ÅÇÏ ÓÁÍ çÏÓÐÏÄØ. á ÔÁË ËÁË ÏÎÉ,

Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÓÄÅÌÁÎÙ ÉÚ ÚÏÌÏÔÁ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÑ-

ÖÅÌÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÞÁÓÁ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏ-

ÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ 264 ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 1019, É ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÖÒÅÃÕ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏËÏÌÏ 1014 ÌÅÔ,

ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ×ÓÅ ÄÉÓËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÏÔ

âÏÌØÛÏÇÏ ÷ÚÒÙ×Á ÐÒÏÛÌÏ ÏËÏÌÏ 1011 ÌÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉËÉÎÕÔØ,

ÓËÏÌØËÏ ÅÝÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ.

üÔÁ ÌÅÇÅÎÄÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × ðÁÒÉÖÅ × 1883

ÇÏÄÕ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÏÊ, ÎÅËÉÍ î. ëÌÁÕÓÏÍ ÉÚ ËÏÌ-

ÌÅÄÖÁ × ìÉ-óÏÕ-óÔÜÊÎÁ. éÍÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ËÏÌÌÅÄÖÁ |

× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÁÎÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÎÉ ìÀËÁ Ä'áÍØÅÎ, ÐÒÅÐÏ-

ÄÁ×ÁÔÅÌÑ ÌÉÃÅÑó×ÑÔÏÇÏ ìÀÄÏ×ÉËÁ.üÔÏÍÁÔÅÍÁÔÉË æ. å. á. ìÀËÁ

(F. E. A. Lucas), ÐÒÉÄÕÍÁ×ÛÉÊ ËÁË ÇÏÌÏ×ÏÌÏÍËÕ, ÔÁË É ÒÁÓÓËÁÚ

Ï ÅÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÉ. åÇÏ ËÎÉÇÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ�

1894 ÇÏÄÁ ÓÔÁÌÁ ËÌÁÓÓÉËÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔÁ. ìÀËÁ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ É ÔÅÏ-

ÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ. ÷ 10 É 11 ÇÌÁ×ÁÈ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ Ä×Á ÔÅÓÔÁ ÎÅÐÒÉ×Ï-

ÄÉÍÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÏÔËÒÙÌ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ìÀËÁ,

ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÐÏÍÏÝÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏ× (ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÇÄÁ ÅÝÅ É ÎÅ

ÂÙÌÏ), ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ íÅÒÓÅÎÎÁ

M(127) = 170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.
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ôÅÏÒÅÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÎÏÇÄÁ ÌÁÓËÏ×Ï ÎÁ-

ÚÙ×ÁÀÔ �ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÅÒÍÁ�. ïÎÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p

ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É a | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ, ÔÏ p ÄÅÌÉÔ ap � a. þÁÓÔÎÙÊ

ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÍÎÏÇÉÅ ÓÏÔÎÉ ÌÅÔ, ÎÏ æÅÒÍÁ, ËÁ-



156 éÎÄÕËÃÉÑ É æÅÒÍÁ

ÖÅÔÓÑ, ÂÙÌ ÐÅÒ×ÙÍ, ËÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÅÒÅ×ÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁ ÑÚÙË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. ðÕÓÔØ p | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ É a | ÃÅÌÏÅ; ÔÏÇÄÁ

ap � a (mod p):

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ-

ÄÕËÃÉÉ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ P (n), Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖ-

ÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ. ÷ÏÔ ÏÎÏ:

np � n (mod p) ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ P (n) ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ×ÅÒÎÏÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ô.Å. ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ

n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝ-

ÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ, ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p Ó

ËÁËÉÍ-ÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÃÅÌÙÍ, ÍÅÎØÛÉÍ p. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ 0 6 a 6 p � 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÅÓÌÉ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÊ P (n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 1.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, P (1) ÉÓÔÉÎÎÏÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 1p=1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ. äÌÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ

ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ P (n) Ë P (n + 1) ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÑ×ÉÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖ-

ÄÕ ÜÔÉÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ. ïÎÁ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ

ÔÅÏÒÅÍÏÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÐÒÏÝÅ, ÅÓÌÉ

ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, × ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ p | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, a É

b | ÃÅÌÙÅ; ÔÏÇÄÁ

(a+ b)p � ap + bp (mod p):
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ

îØÀÔÏÎÁ,

(a+ b)p = ap + bp +

p�1X
i=1

�
p

i

�
ap�ibi:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ
p�1X
i=1

�
p

i

�
ap�ibi � 0 (mod p):

á ÜÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÂÕÄÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÄÅÌÉÍÏ-

ÓÔÉ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×
�
p
i

�
ÎÁ p ÐÒÉ 1 6 i 6 p� 1.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,�
p

i

�
=

p(p� 1) � � � (p� i+ 1)

i!
:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓ-

ÌÉ 1 6 i 6 p� 1, ÔÏ p ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ i!. ðÏÜÔÏÍÕ

ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ p ÉÚ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÄÒÏÂÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ ÎÉ Ó

ËÁËÉÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ. úÎÁÞÉÔ, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÂÑ-

ÚÁÎ ÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (p � 1) � � � (p � i + 1). ïÔÓÀÄÁ
�
p
i

�
|

ÞÉÓÌÏ ËÒÁÔÎÏÅ p, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙæÅÒÍÁ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ:

np � n (mod p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n:

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(n+ 1)p � n+ 1 (mod p). ðÏ ÌÅÍÍÅ

(n+ 1)p � np + 1p � np + 1 (mod p):

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, np ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ n. ðÒÏ-

ÄÅÌÁ× ÜÔÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: (n + 1)p � np + 1 � n + 1 (mod p);

ÞÔÏ ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ ÐÏËÁÚÁÔØ.
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îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÐÒÉÄÅÔ-

ÓÑ ÐÏÄÏÖÄÁÔØ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁ×Ù. á ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÍ ÄÏ×ÏÌØÓÔ×Ï-

×ÁÔØÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ

ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÐÒÏÂÌÅÍÙ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÖÅ ÓÔÁÌËÉ-

×ÁÌÉÓØ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ

ÆÏÒÍÅ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á a | ÃÅÌÏÅ, ÔÏ

ap � a (mod p). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

ôÏÇÄÁ, ××ÉÄÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ p, ÞÉÓÌÁ a É p ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, É ÉÚ

ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

ðÕÓÔØ a0 | ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë a ÜÌÅÍÅÎÔ. õÍÎÏÖÁÑ ÎÁ a0 ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ap � a (mod p), ÉÍÅÅÍ

a0a � ap�1 � a0a (mod p):

îÏ a0a � 1 (mod p), É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ap�1 � 1 (mod p). éÍÅÎÎÏ

ÜÔÏÔ ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÏ×ÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ. äÌÑ ÂÕÄÕÝÉÈ ÓÓÙÌÏË ÓÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. ðÕÓÔØ p | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ É a | ÃÅÌÏÅ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ p; ÔÏÇÄÁ ap�1 � 1 (mod p):

úÁÄÁÞÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒ-

ÍÁ, Ú×ÕÞÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a; k É p ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ k > p � 1, ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔ ak ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ p.

åÓÌÉ p ÄÅÌÉÔ a, ÔÏ ×ÙÞÅÔ ÒÁ×ÅÎ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p ÎÅ ÄÅÌÉÔ a. òÁÚÄÅÌÉÍ k

ÎÁ p�1 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: k = (p�1)q+r, ÇÄÅ q É r|ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ 0 6 r < p� 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ak � a(p�1)q+r �
�
ap�1

�q
ar (mod p):

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ ap�1 � 1 (mod p). úÎÁÞÉÔ, ak � ar (mod p),

É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÅÌÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ, ÐÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ p� 1.



x 6.4. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ 159

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÁÇÌÑÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÀÝÉÊ ÓÉÌÕ ÜÔÏÊ

ÐÒÏÓÔÏÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔ ÞÉÓÌÁ

25 432 675 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 13. òÅÃÅÐÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁ×Ù ÐÒÅÄÐÉÓÙ×ÁÌ

×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 13, ÐÒÅÖÄÅ

ÞÅÍ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÕÞÉÔØ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ-

ÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ

5 432 675 ÎÁ 13� 1 = 12. ïÎ ÒÁ×ÅÎ 11. úÁÔÅÍ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ, ËÁË ×

ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÁÂÚÁÃÁÈ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

25 432 675 � 211 (mod 13):

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÞÅÔ ÄÁÅÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ:

211 � 7 (mod 13):

x 6.4. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÏÐÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÍÅÎØÛÅÅ, ÞÅÍ p�1, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
ak � 1 (mod p) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ p?

íÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-

ÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÎÅÊ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÅÇÏ ÓÔÅ-

ÐÅÎØ. á ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ak � 1 (mod p)

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó p, ËÏÒ-

ÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ xk = 1 × Zp | ÜÔÏ 1; : : : ; p� 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ p� 1 ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÑ. ðÏ ÕÐÏ-

ÍÑÎÕÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ: k > p � 1. ôÁË ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ

ÎÁ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ.

èÏÔÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ, ÏÎÉ ÐÒÑÞÕÔ ÉÓÔÉÎÎÕÀ

ÐÒÉÒÏÄÕ ÐÒÏÂÌÅÍÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÒÅÛÉÌÉ

ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ Ï ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ,

ÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÉÍÅÅÍ ××ÉÄÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. á ÐÏÄ �ËÏÒÎÅÍ� ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×Á-

ÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. îÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÁË É ÅÇÏ ËÏÒÎÉ, ÓÕÔØ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ Zp. ÷ÏÔ ÇÄÅ ÓÏÂÁËÁ ÚÁÒÙÔÁ! îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÃÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. íÏÖÅÔ, ÜÔÏ ÏÐÑÔØ ÎÅÏÐÒÁ×ÄÁÎ-

ÎÙÊ ÐÅÄÁÎÔÉÚÍ? ïÔÎÀÄØ ÎÅÔ. èÏÔÑ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ

ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, ÄÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÏÎÁ ÌÏÖÎÁ!

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k Ó ÃÅÌÙ-

ÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. åÓÌÉ p |

ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ f(x) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ËÏÒÎÅÊ × Zp.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÏÇÒÕÚÉÔØÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂ-

ÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ Ä×Á ÍÏÍÅÎÔÁ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÍÏÄÕÌØ ÄÏÌÖÅÎ

ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÅÓÌÉ

ab � 0 (mod p), ÔÏ ÉÌÉ a � 0 (mod p) ÉÌÉ b � 0 (mod p). úÁ-

ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷Ï-×ÔÏ-

ÒÙÈ, ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÏÔÄÅÌØ-

ÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏËÁÖÅÍ × ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ h(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ m Ó ÃÅÌÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ q(x) ÓÔÅÐÅÎÉ m� 1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

h(x) = (x� �)q(x) + h(�):

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n (ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ) Ó

ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ n = 1, ÔÏ f(x) = x + b. é ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �b × Zp.
éÔÁË, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ × Zp,
É ÔÅÏÒÅÍÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÎÁ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k � 1

ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k� 1 ËÏÒÎÑ × Zp.
üÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎ-

ÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÌÅÞÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.
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éÔÁË, ÐÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ-

ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ 1. åÓÌÉ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ËÏÒÎÅÊ × Zp, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, ÉÂÏ 0 6 k. ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÙ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ

ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÐÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ

ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ � 2 Zp; ÉÎÁÞÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, f(�) � 0 (mod p). ðÏ ÌÅÍÍÅ

f(x) = (x� �)q(x) + f(�); (4.1)

ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ q(x) ÒÁ×ÎÁ k � 1. ôÁË ËÁË ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f(x) É x� � ÒÁ×ÎÙ 1, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É

ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q(x). úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×-

ÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ë q(x).

òÅÄÕÃÉÒÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4.1) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f(x) � (x� �)q(a) (mod p): (4.2)

ðÕÓÔØ � 6= � | ÅÝÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ f(x) × Zp. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

f(�) � 0 (mod p); ÎÏ �� � 6� 0 (mod p):

úÁÍÅÎÑÑ x ÎÁ � × (4.2), É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

0 � f(�) � (� � �)q(�) (mod p):

ôÁË ËÁË p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÜÔÏ ×ÌÅÞÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ q(�) � 0 (mod p).

íÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x), ÏÔÌÉÞ-

ÎÙÊ ÏÔ �, ÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ËÏÒÎÅÍ q(x) × Zp. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Õ
f(x) ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÂÏÌØÛÅ (× Zp), ÞÅÍ Õ q(x). á ÐÏ

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ,

ÞÅÍ k�1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × Zp. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(x) ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÅ k ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×. ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ | ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ f(x) = x2 +3. ïÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ,
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ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ

×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5 | ÜÔÏ

1 É 4, ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÛÅ ÚÁÑ×ÌÅÎÉÅ. üÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÏÔ

ÐÒÉÍÅÒ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ.

÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ËÏÇÄÁ ÍÙ

ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÉÓËÁÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ.

ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 � 170 × Z385 | ÜÔÏ 95; 150; 235 É 290,

ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ. éÔÁË, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÏÒÎÑÍÉ. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ

ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 385 ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏ-

×ÅÒÉÔØ ÌÅÍÍÕ. íÙ ÏÐÑÔØ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ïÄ-

ÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ × ÔÏÍ

×ÉÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ × x 6.2, ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ × ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÔËÒÏÅÔÓÑ ÄÙÒÏÞËÁ. ðÏÚÖÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, Ë ËÁËÏÊ

ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÌÅÍÍÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×Á× ÐÒÉÎÃÉÐ ÉÎÄÕËÃÉÉ ×

ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÊ ÆÏÒÍÅ. éÎÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÐÒÉÎÃÉÐÁ × ÆÏÒÍÅ

ÉÚ x 6.2 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ S(k) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ

k > 1. îÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ S(k + 1), ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ S(k), ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ÏÂ ÉÓÔÉÎ-

ÎÏÓÔÉ S(1); S(2); : : : ; S(k � 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÐÒÁ-

×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ S(k), ÎÏ É S(1); S(2); : : : ; S(k � 1) ÂÕÄÅÔ

ÎÅÂÏÌØÛÏÊ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÍÅÔÏÄÁ. úÁÔÏ ÄÌÑ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á S(k + 1) ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÕÀ

ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÉÎÃÉÐÁ, ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÜÔÏ ÄÏ-

ÐÏÌÎÅÎÉÅ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ ÕÔ-

×ÅÒÖÄÅÎÉÅ S(n), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) S(1) ×ÅÒÎÏ;

(2) ÅÓÌÉ S(1); : : : ; S(k) ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k, ÔÏ ÕÔ-

×ÅÒÖÄÅÎÉÅ S(k + 1) ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÏ.

ôÏÇÄÁ S(n) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n.
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ðÏÌØÚÕÑÓØ ÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÐÒÉÎÃÉÐÁ, ÌÅÍÍÕ ÔÅÐÅÒØ

ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉm ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h(x).

åÓÌÉ m = 1, ÔÏ h(x) = ax + b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ a É b.

ðÏÜÔÏÍÕ

h(x) = ax+ b = a(x� �) + a�+ b = a(x� �) + h(�):

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m � 1. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ,

ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

h(x) Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ðÕÓÔØ

h(x) = amx
m + am�1x

m�1 + � � � + a1x+ a0;

ÇÄÅ am 6= 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g(x) ÒÁÚÎÏÓÔØ

h(x)� amx
m�1(x� �);

ÔÏ ÅÓÔØ

g(x) = (am�1 + am�)x
m�1 + am�2x

m�2 + � � � + a1x+ a0:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(x) ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁ m � 1.

úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÕÄÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ m � 1,

ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ am�1 + am� 6= 0, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÚÎÁÔØ ÔÁË

ÜÔÏ, ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ g(x)

ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ m�1. üÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÓÔÁÌËÉ-

×ÁÅÍÓÑ Ó ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍÉ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ

× ÆÏÒÍÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × x 6.2. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÄÌÑ ÂÕÄÕ-

ÝÉÈ ÓÓÙÌÏË, ÞÔÏ g(�) = h(�).

ôÁË ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(x) ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁ m� 1,

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ ×ÌÅÞÅÔ

g(x) = j(x)(x� �) + g(�);
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ÇÄÅ j(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ g(x). ÷×ÉÄÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

g(�) = h(�), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

g(x) = j(x)(x � �) + h(�):

îÏ h(x) = g(x) + amx
m�1(x� �); ÔÁË ÞÔÏ

h(x) =
�
j(x) + amx

m�1
�
(x� �) + h(�):

îÁËÏÎÅÃ, j(x)+amx
m�1 ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉm�1, ÐÏÔÏÍÕ

ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ j(x) ÍÅÎØÛÅ m�1. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÌÅÍÍÙ.

åÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀ-

ÝÅÅ ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ëÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÐÕÓÔØ h(x) | ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ m Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. òÁÚÄÅÌÉ× h(x) ÎÁ

x� �, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q(x) É r(x), ÞÔÏ

h(x) = q(x)(x� �) + r(x); (4.3)

ÐÒÉÞÅÍ ÌÉÂÏ r(x) = 0, ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ x��.

úÎÁÞÉÔ, ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÊ 0, Ô.Å. r(x) = c |

ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÍÅÎÉÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (4.3) x ÎÁ �:

h(�) = q(�)(� � �) + c = c:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ (4.3) × ×ÉÄÅ:

h(x) = q(x)(x� �) + h(�);

ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. íÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(1) ÞÉÓÌÏ n3 + 2n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ

ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ n;

(2) ÅÓÌÉ n > 0 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ n3�n ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ 24;

(3) ×ÙÐÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n(n � 3)=2 ÄÉÁ-

ÇÏÎÁÌÅÊ;

(4) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n > 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
nP

k=1

k(k + 1) = n(n+ 1)(n+ 2)=3:

2. þÉÓÌÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ hn = 1 + 3n(n� 1) (n 2 N),
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÅËÓÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ. éÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÔÏÍÕ ÆÁË-

ÔÕ, ÞÔÏ ÏÎÉ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÍÅÝÅ-

ÎÙ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.

(1) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒ×ÙÈ n ÇÅËÓÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

ÄÌÑ n = 1; 2; 3; 4 É 5. ïÂÏÂÝÉÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔÙ ÄÏ ÇÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÕÍÍÙ ÐÅÒ×ÙÈ n

ÇÅËÓÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

(2) äÏËÁÖÉÔÅ ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ fn | n-ÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÅÓÌÉ f0 = 1,

f1 = 1 É fn = fn�1 + fn�2. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

fn =
�n � �np

5
;

ÇÄÅ � É � | ËÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � x� 1 = 0:

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ S0; S1; S2; S3; : : :, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÅÍ:

S0 = 4 É Sk+1 = S2

k � 2:
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ðÕÓÔØ ! = 2 +
p
3 É $ = 2 �

p
3. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n ÐÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ Sn = !2
n

+$2
n

:

5. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÅÎ, ÎÏ

ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó ÎÉÍ ÎÕÖÎÏ ËÒÁÊÎÅ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÉÖÅ

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÂÓÕÒÄÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: × ËÏÎÅÞ-

ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ã×ÅÔÎÙÈ ÍÑÞÉËÏ× ×ÓÅ ÍÑÞÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ-

ÇÏ Ã×ÅÔÁ. îÁÊÄÉÔÅ × ÎÅÍ ÏÛÉÂËÕ.

åÓÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÍÑÞ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ k ÍÑÞÅÊ ×ÓÅ ÛÁÒÙ ÏÄÎÏÇÏ

Ã×ÅÔÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÑÞÉ × ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Å ÉÚ k+1 ÍÑÞÁ ÔÏÖÅ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ Ã×ÅÔ. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÍÑÞÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÅÒÅÚ m1; : : : mk+1.

õÄÁÌÉ× ÉÚ ÎÅÇÏ mk+1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏ-

ÄÅÒÖÁÝÅÅ k ÍÑÞÅÊ É, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ,

ÍÑÞÉ m1; : : : ;mk ÏÄÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÏÓÔÁ-

ÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ã×ÅÔ mk+1 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó

Ã×ÅÔÏÍ ÍÑÞÅÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fm1; : : : ;mkg, É ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. îÏ fm2; : : : ;mk+1g |

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÎÁÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ k ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ× É, ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÍÑÞÅÊ ÏÄÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, mk+1 ÉÍÅ-

ÅÔ ÔÏÔ ÖÅ Ã×ÅÔ, ÞÔÏ É, ÓËÁÖÅÍ, m2. éÔÁË, ÍÑÞÉ

m1; : : : ;mk+1 ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ Ã×ÅÔ.

6. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ 3n ÍÏÎÅÔ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ

ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÌÅÇÞÅ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÈ. ÷ÁÍ ÄÁÌÉ ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ ÂÅÚ ÇÉÒØ. ôÁË ÞÔÏ Õ ÷ÁÓ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÔØ ÍÏÎÅÔÙ: ÐÏÌÏÖÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÎÅÔ

ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ, ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ | ÎÁ ÐÒÁ×ÕÀ É ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ,

ËÁËÁÑ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÔÑÖÅÌÅÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÂÕÄÅÔ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ n ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.
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7. ðÕÓÔØ pn | n-ÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, p1 = 2; p2 = 3

É p3 = 5. íÙ ÈÏÔÉÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ n ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ pn.

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ pn+1 6 p1 � � � pn + 1:

(2) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÎ-

ÄÕËÃÉÀ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ: pn 6 22
n

:

8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ, ÞÔÏ 270 + 370 ÄÅ-

ÌÉÔÓÑ ÎÁ 13.

9. ðÕÓÔØ a | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÚÎÁËÉ × ÚÁÐÉÓÑÈ

a5 É a ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

10. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÃÅÌÏÇÏ n ÞÉÓÌÏ n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.

11. ðÕÓÔØ p| ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 2 É 5. ðÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ p ÄÅÌÉÔ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

f1; 11; 111; 1111; 11 111; : : :g:
õËÁÚÁÎÉÅ: ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ ÞÉÓÌÏ 10p�1� 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p,

ÅÓÌÉ p > 5. óÌÕÞÁÊ p = 3 ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ.

12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x13+12x+13y6 = 1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ: òÅÄÕÃÉÒÕÊÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 13 É ÐÒÉÍÅ-

ÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ.

13. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ

(1) 3950! ÎÁ 2251;

(2) 1939
4

ÎÁ 191.

14. ãÅÌØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

×ÉÄÁ p = 4n+1 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÃÅÌÙÅ a É b, ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ

a2 + b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÕÓÔØ x É y | Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ, ×ÚÁÉÍÎÏ

ÐÒÏÓÔÙÈ Ó p. ðÏÌÏÖÉÍ a = xn É b = yn. ôÏÇÄÁ

(a2 � b2)(a2 + b2) = x4n � y4n:



168 éÎÄÕËÃÉÑ É æÅÒÍÁ

(1) éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÄÅÌÉÍÏ-

ÓÔÉ x4n � y4n ÎÁ p.

(2) õÞÉÔÙ×ÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p

ÄÅÌÉÔ ÌÉÂÏ a2 + b2, ÌÉÂÏ a2 � b2.

åÓÌÉ p ÄÅÌÉÔ a2 + b2, ÔÏ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ

ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ x É y

ÒÁÚÎÏÓÔØ x2n � y2n = a2 � b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ x | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ, Á y = 1, Ô.Å.

x2n � 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ x.

(3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2n � 1 (mod p) (ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n) ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÔÅÏÒÅÍÅ x 6.4.
(4) óÏÂÉÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÚÁ×ÅÒÛÉ-

ÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

æÅÒÍÁ ÚÎÁÌ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÆÁËÔ: ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×É-

ÄÁ 4n + 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. [49], [ä.13]). óÒÁ×ÎÉÔÅ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó

ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 13 ÇÌÁ×Ù 5.

15. ÷ ÜÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ ÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï üÊ-

ÌÅÒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÁÍÏÇÏ

æÅÒÍÁ, ÏÎÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÄÕËÃÉÀ. ðÕÓÔØ

p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É a | ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ U(p) = Zp n f0g. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S =

n
a; 2a; : : : ; (p� 1)a

o
:

(1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

(2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÓÏÄÅÒÖÉÔ p�1 ÜÌÅÍÅÎÔ
É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ S = U(p).

(3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (2) ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: (p� 1)! = 1 �
2 � � � (p� 1); ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S.

(4) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ a p�1 �(p� 1)!.

(5) éÚ (3) É (4) ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ.
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16. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, É a | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ

ÎÁ p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë a × Zp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a p�2.

17. ðÕÓÔØ p = 4k+3 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ

ÄÁÎÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ a ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 � a (mod p).

(1) ðÏÄÂÅÒÉÔÅ a É p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅ-

ÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ.

(2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÏÎ

ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó �ak+1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

õËÁÚÁÎÉÅ: åÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ

ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ b, ÞÔÏ b2 � a (mod p). ðÏÜÔÏÍÕ

(ak+1)2 � b4(k+1) � b4k+2 � b2 (mod p):

ôÅÐÅÒØ (2) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ.

18. óÌÅÄÕÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 16, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ p É a ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ðÒÅÖÄÅ

×ÓÅÇÏ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉ a ÎÁ p.

19. ðÕÓÔØ p = 4k + 3 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁ-

ÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉ-

ÓÌÕ a ÎÁÈÏÄÉÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � a (mod p). îÁÐÏÍÎÉÍ,

ÞÔÏ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 17 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ

ÒÅÛÅÎÉÅ b, ÔÏ b � �ak+1 (mod p). ôÁË ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ

×ÙÞÉÓÌÑÔØ ×ÙÞÅÔ ak+1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p É ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ

ÜÔÏÔ ×ÙÞÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÌÉ ÓÏ-

ÏÂÝÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ

ÓÌÕÞÁÊ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 8 ÇÌÁ×Ù 12.

20. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ

ÞÉÓÌÁÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

ap�1 � 1 (mod p2)

ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÃÅÌÏÇÏ a. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÄÁÎ-

ÎÙÍ ÃÅÌÙÍ r É a > 1 ÉÝÅÔ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ p ÏÔ a + 1 ÄÏ r, ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ



170 éÎÄÕËÃÉÑ É æÅÒÍÁ

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÛÅÔÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ r. úÁÔÅÍ ÉÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÕÖÎÏ ÂÕ-

ÄÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ. íÅÖÄÕ a+ 1 É r = 105, ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ 2 ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉ-

ÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÐÒÉ a = 2; 5; 10 É 14; É 5,

ÅÓÌÉ a = 19.



çÌÁ×Á 7.

ðÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ

úÄÅÓØ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ,

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ, ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÅÇÏ ÎÁ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. çÌÁ×Á ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÄÌÑ ÐÒÏ-

×ÅÒËÉ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÉÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ.

x 7.1. ðÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ

ëÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ, ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a, ÎÅ ÄÅÌÑ-

ÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ p, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ: ap�1 � 1 (mod p).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÎÅ-

ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÏÓÔÙÍ. äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ

ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÃÅÌÏÅ b, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ n É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ

ÕÓÌÏ×ÉÀ: bn�1 6� 1 (modn). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ÇÏ-

×ÏÒÉÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ. ôÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ b ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ó×ÉÄÅÔÅÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ n. éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÅÔÏÄ

ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÉ

ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÒÕÄÎÏÓÔØ

ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÔÅÓÔÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÂÕÄÅÔ

ÒÁÂÏÔÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ Ó×ÉÄÅÔÅÌÑ; Á ÜÔÏ ÔÒÅ-
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ÂÕÅÔ ×ÅÚÅÎÉÑ. îÏ ËÁË ÍÙ ÄÁÌØÛÅ Õ×ÉÄÉÍ, ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ

ÔÁËÏÊ Ó×ÉÄÅÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ, ÞÅÍ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÉÓËÁ Ó×ÉÄÅÔÅÌÑ b ÎÁÍ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÐÒÏ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÓÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÒÁ-

ÂÏÔÁÅÍ Ó ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÐÏÉÓË

ÞÉÓÌÁÍÉ b, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ 0 6 b 6 n� 1. éÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ

ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÅÝÅ 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ b ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ n) É 1

(ÉÂÏ 1n�1 � 1 (mod n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ n

×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ: (n�1)n�1 � 1 (mod n), Ô.Å. ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×Ù-

ÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ n� 1. éÔÁË, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ

Ó×ÉÄÅÔÅÌØ b ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ: 1 < b < n�1. ðÒÅÖÄÅ,
ÞÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÜÔÏÔ ÔÅÓÔ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ

ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÓÔ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ b, ÞÔÏ

(1) 1 < b < n� 1, É

(2) bn�1 6� 1 (modn),

ÔÏ n | ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ, Ô.Å. ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÅÄÉÎÉÃÙ R(n) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ-

ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

R(n) =
10n � 1

9
:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5 ÇÌÁ×Ù 3). íÙ ÕÖÅ

×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ R(n) ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ n. ïÄÎÁËÏ

ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 229 Õ ÎÁÓ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÂÙÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÐÒÏÓÔÏÅ ÌÉ R(229) ÉÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ

ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 200 ÚÎÁËÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ

ÅÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÔÏÍÉÔÅÌØÎÏ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉ-

ÍÅÎÉÍ ÔÅÓÔ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ Ó b = 2. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔ 2R(229)�1 ÐÏ ÍÏÄÕ-
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ÌÀ R(229). ïÎ ÒÁ×ÅÎ

104516500584333397781753768885982835488612737233884898

570848288405666898406290825536552313452374268256539145

527606121567512885287283062854774198632697829520351103

663852079821692412346101479040743884170069248576365931

1045450329217

É ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ R(229). ôÁË ÞÔÏ R(229) | ÓÏÓÔÁ×-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅÖÅÌÉ

ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ, ÒÅÚÏÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÏÐÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅ-

ÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ? âÏÌÅÅ ÔÏÞ-

ÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ bn�1 � 1 (mod n) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÌÏÍ ÞÉÓÌÅ

b, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 1 < b < n � 1; ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

ÌÉ n ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ? ìÅÊÂÎÉÃ, ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÆÉÌÏÓÏÆ É

ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÐÏÌÁÇÁÌ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÙÊ. ïÎ ÉÓÐÏÌØÚÏ-

×ÁÌ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÁË ÔÅÓÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ, ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÂÉÒÁÑ 2

× ËÁÞÅÓÔ×Å b ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ìÅÊÂÎÉÃ ÂÙÌ ÎÅÐÒÁ×. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔ ÍÅ-

ÓÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2340 � 1 (mod 341) É, ÐÏ ìÅÊÂÎÉÃÕ, ÞÉÓÌÏ 341

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ. îÏ 341 = 11 � 31 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. þÉÓÌÁ,

ÄÁÀÝÉÅ ÌÏÖÎÙÊ �ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ� ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÜÔÏÍ ÔÅÓÔÅ, ÉÚ-

×ÅÓÔÎÙ ÐÏÄ ÉÍÅÎÅÍ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ. ÷ÙÒÁÖÁÑÓØ ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅÞÅÔ-

ÎÏÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÀ bn�1 � 1 (mod n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ b ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ

(1; n� 1), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b. óÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏ, 341 | ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2.

îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÔÅÓÔ ìÅÊÂÎÉÃÁ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÐÏÌÅÚÅÎ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÁÂ-

ÓÏÌÀÔÎÏ ÔÏÞÅÎ. äÌÑ ÍÁÌÙÈ ÃÅÌÙÈ, ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÕÇÁÄ, ÔÅÓÔ ÞÁ-

ÝÅ ÄÁÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, ÞÅÍ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ

× ÜÔÏÍ, ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÐÒÏÓÔÙÅ É ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÉÀ 2, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÇÒÁÎÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÖÄÕ 1 É 109 ÌÅÖÉÔ 50 847 544 ÐÒÏÓÔÙÈ É ÔÏÌØËÏ
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5597 ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÉÚ

ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ, ×ÙÄÅÒÖÁ×ÛÅÅ ÔÅÓÔ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÂÕÄÅÔ ÓËÏÒÅÅ

ÐÒÏÓÔÙÍ, ÎÅÖÅÌÉ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉ ÜÔÏÔ ÔÅÓÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ, Á ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ,

ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ

ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 3340 � 56 (mod 341), ÔÁË ÞÔÏ 3 Ó×ÉÄÅ-

ÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ 341. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÅÖÄÕ

1 É 109 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ 1272 ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ 2 É 3 É

ÔÏÌØËÏ 685 ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ 2, 3 É 5.

ôÁË ËÁË ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÒÑÔØ ÔÅÓÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ: 2, 3, ..., n� 2, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ n

ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ×ÓÅÍ ÜÔÉÍ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÉÑÍ? ðÕÓÔØ n > 2 É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ bn�1 � 1 (mod n)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 1 < b < n � 1. ðÏÓËÏÌØËÕ bn�1 = b � bn�2, ÔÏ
ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ b ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. á ÔÅ-

ÏÒÅÍÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ×

ÓÌÕÞÁÅ îïä(b; n) = 1. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, Á ÏÄÉÎ ÉÚ

ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ b ÄÅÌÉÔ n, ÔÏ bn�1 6� 1 (modn). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ

ÄÅÌÉÔÅÌØ n Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ n. éÔÁË, ÏÔ×ÅÔ ÎÁ

×ÙÛÅÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ.

ëÁËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁ-

ÆÁ? îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÃÅÌØ | ÎÁÊÔÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÍ.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó ÐÏ-

ÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÂ ÉÚ ÇÌÁ×Ù 3. ôÁË ÞÔÏ

ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÔÅÓÔ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ

× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÌÉ,

ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

×ÏÐÒÏÓ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ, ÉÍÅÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎ-

ÔÅÒÅÓ. âÙÌÏ ÂÙ ÂÙÓÔÒÅÅ ÎÁÊÔÉ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÞÅÍ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÒÏ-

×ÅÒÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ×ÓÅÍ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÍÅÖÄÕ 2 É n� 2. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÜÔÏ ÎÅ ËÏÎÅÃ ÉÓÔÏÒÉÉ.
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ðÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÍÙ Ë ÎÅÍÕ ÐÅÒÅÊÄÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚ-

ÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÇÁÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �(109) ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ 109, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ, ÞÅÍ

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ. üÔÏ ÎÅ ÏÐÅÞÁÔËÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÎÉÇÉ

ÐÒÉ×ÏÄÑÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ. ïÛÉÂÏÞÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÂÑÚÁÎÁ Ó×ÏÉÍ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ÄÁÔÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÕ âÅÒÔÅÌØÓÅÎÕ (Bertelsen), ËÏÔÏÒÙÊ × 1893 ÇÏÄÕ ÎÁÓÞÉÔÁÌ

ÎÁ 56 ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏ ÉÒÏ-

ÎÉÉ ÓÕÄØÂÙ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ

ÎÁ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÅÊ × ÎÅËÉÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ

ÏÎ ÄÏÐÕÓÔÉÌ ÏÛÉÂËÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÁÈ, ÏÐÕÂÌÉ-

ËÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÏ 1993 ÇÏÄÁ.
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ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ × ËÏÎÃÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÓÏÓÔÁ×-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b, ÅÓÌÉ

ÞÉÓÌÁ n É b ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. ë ÓÏÖÁÌÅ-

ÎÉÀ, ÜÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÁ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÞÔÏÂÙ

ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÏÂßÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÒÁÚÕÍÎÙÍÉ ÒÁÍËÁÍÉ, ÍÙ ×Ù-

ÄÅÌÑÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÓÒÅÄÉ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

é ÅÓÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ, ÔÏ ×ÓÅ

×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó n. ðÏÜÔÏÍÕ ×Ï-

ÐÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ ÓÔÏÉÌÏ ÂÙ ÚÁÄÁÔØ, ÎÕÖÎÏ ÎÁÃÅÌÉÔØ ÎÁ ÕÓÏ-

×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ × ËÏÎÃÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n

ÂÙÔØ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÐÒÏÓÔÙÍ Ó ÎÉÍ ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÑÍ b? úÁÂÅÇÁÑ ×ÐÅÒÅÄ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ: �ÄÁ�.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó n, ÔÏ ÓÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÅ bn � b (mod n) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ bn�1 � 1 (mod n). üÔÏ ÐÏ-

Ú×ÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ

ÔÁËÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ËÏÔÏÒÏÅ, ÂÕÄÕÞÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ bn � b (mod n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ b?

ïÄÎÏ ÉÚ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ× ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ×ÏÐÒÏÓÁ ÚÁËÌÀÞÁ-
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ÅÔÓÑ × ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b. ðÅÒ×ÙÍ ÐÒÉ×ÅÌ ÐÒÉÍÅÒ

ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ n ÍÁÔÅÍÁÔÉË ò. ä. ëÁÒÍÁÊËÌ (Carmichael) × Ó×Ï-

ÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × 1912 ÇÏÄÕ ([10]). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ É

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ëÁÒÍÁÊËÌÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÉÚ

ÔÏÇÏ, Ï ÞÅÍ ÎÁÍ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÄÁÔØ ÉÈ

ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÞÉÓÌÏÍ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ É bn � b (mod n) ÄÌÑ

×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ b. ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 1 < b < n�1,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ëÁË ÐÏËÁÚÁÌ ÓÁÍ ëÁÒÍÁÊËÌ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÏÔËÒÙ-

ÔÙÈ ÉÍ, ÒÁ×ÎÏ 561. ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏÔ

ÆÁËÔ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÏÞÅÎØ ÄÌÉÎÎÁ É ÓËÕÞÎÁ. äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

561 | ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÉÓÔÉÎ-

ÎÏÓÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ b561 � b (mod 561) ÄÌÑ b = 2; 3; 4; : : : ; 559, Ô.Å.

×ÓÅÇÏ | 557 ÒÁÚ. üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÔÁËÏÊ ÕÖ ÔÑÖÅÌÏÊ

ÒÁÂÏÔÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÷ÁÓ ÅÓÔØ ËÏÍÐØÀÔÅÒ, Á ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ËÏÇÄÁ Õ ÷ÁÓ

ÔÁËÏÊ ËÁÎÄÉÄÁÔ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ:

349 407 515 342 287 435 050 603 204 719 587 201?

óÁÍÏÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÄÏÓËÅ É ÍÅÌÕ (Ô.Å. ÔÅÏ-

ÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÙÓËÁÎÉÑÍ).

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÎÁÊÔÉ ÏÂÈÏÄÎÏÊ ÐÕÔØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ,

ÞÔÏ 561 | ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ

ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

561 = 3 � 11 � 17:

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ

b561 � b (mod 561) (2.1)
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ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ b. îÁÛÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÅÍÏÎ-

ÓÔÒÁÃÉÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ b561� b ÎÁ 3, 11 É 17. ôÁË ËÁË ÜÔÏ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÌÅÍÍÁ ÉÚ ÇÌÁ×Ù 3 ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ,

ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ b561 � b. îÏ

ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 561, ÔÁË ÞÔÏ (2.1) ÜÔÉÍ ÂÕÄÅÔ

ÄÏËÁÚÁÎÏ.

þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÁÛÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÒÁÂÏÞÅÊ, ÎÕÖÎÏ ÉÓÈÉÔÒÉÔØ-

ÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ b561 � b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ 561. ÷ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÐÏÍÏÖÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. íÙ ÐÒÉ-

×ÅÄÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÁ 17,

ÏÓÔÁ×É× ÓÌÕÞÁÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 3 É ÎÁ 11 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÌÅÚÎÙÈ

É ÎÅÏÂÒÅÍÅÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ. éÔÁË, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ 17 ÄÅÌÉÔ ÒÁÚÎÏÓÔØ b561 � b, ÉÌÉ, ÎÁ ÑÚÙËÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

b561 � b (mod 17): (2.2)

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.

1) þÉÓÌÏ 17 ÄÅÌÉÔ b. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ (2.2) ÓÒÁ×ÎÉÍÙ Ó 0 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 17, Ô.Å. ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÐÒÁ×ÅÄ-

ÌÉ×Ï.

2) þÉÓÌÏ 17 ÎÅ ÄÅÌÉÔ b. ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï: b16 � 1 (mod 17). ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ

Ë ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2.2), ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 561

ÎÁ 16. îÏ 561 = 35 � 16 + 1, ÐÏÜÔÏÍÕ

b561 � (b16)35 � b � b (mod 17):

úÁÍÅÔÉÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ÔÁË ÓÉÌØÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÌÁ ÎÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 561 ÎÁ 16 ÏËÁÚÁÌÓÑ

ÒÁ×ÎÙÍ 1. õÄÁÞÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 561 ÎÁ 2(= 3 � 1)

É ÎÁ 10(= 11� 1) ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÙ 1. ôÁË ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ

÷ÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ 3 É 11 | ÄÏÓÌÏ×ÎÏÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ

ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ.

õÓÐÅÈ ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÏÂÑÚÁÎ Ä×ÕÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÞÉÓÌÁ 561.

ðÅÒ×ÏÅ: ÄÅÌÅÎÉÅ 561 ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ É

ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÁÅÔ × ÏÓÔÁÔËÅ 1. ÷ÔÏÒÏÅ: ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ
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ÞÉÓÌÁ 561 ×ÈÏÄÉÔ × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó

ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1. þÔÏ ÖÅ ÜÔÏ: ÎÁÍ ÏÞÅÎØ ÐÏ×ÅÚÌÏ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÐÒÉ-

ÍÅÒÁ, ÉÌÉ ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÅ ÒÅÄËÏ? òÅ-

ÁÌØÎÏÓÔØ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÊ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, É ×ÓÅ ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ, ÓÔÏÌØ ÏÂÌÅÇÞÉ×ÛÉÍÉ ÎÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó 561. èÁÒÁËÔÅ-

ÒÉÓÔÉËÁ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ×ÙÔÅËÁÀÝÁÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ,

×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÄÁÎÁ á. ëÏÒÓÅÌÔÏÍ (A. Korselt) ÚÁ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔØ

ÌÅÔ ÄÏ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÍÕ. ïÄÎÁËÏ,

ëÏÒÓÅÌÔ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÌ ÎÉËÁËÉÈ ÎÏ×ÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉ ÂÙ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÒÓÅÌÔÁ. îÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ

ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ p ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:

(1) p2 ÎÅ ÄÅÌÉÔ n;

(2) p� 1 ÄÅÌÉÔ n� 1.

ðÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-

×ÉÑÍ (1) É (2) ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÒÍÁÊËÌÁ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÕÀ × ÐÒÅÄÙ-

ÄÕÝÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ 561. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p | ÐÒÏ-

ÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

bn � b (mod p): (2.3)

åÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ × (2.3) ÓÒÁ×ÎÉÍÙ Ó ÎÕÌÅÍ ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ p, É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ p

ÎÅ ÄÅÌÉÔ b. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ, bp�1 � 1 (mod p).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë (2.3), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ

ÎÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ n ÎÁ p�1. îÏ p�1 ÄÅÌÉÔ n�1 ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÕÓÌÏ×ÉÀ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ, Ô.Å. n � 1 = (p � 1)q ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÃÅÌÏÇÏ q É

n = (n� 1) + 1 = (p� 1)q + 1:

úÎÁÞÉÔ

bn = (bp�1)q � b � b (mod p);
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ÇÄÅ ×ÔÏÒÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. óÕÍÍÉÒÕÑ

×ÓÅ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

ÞÉÓÌÁ n, ÔÏ bn � b (mod p) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ b.

÷×ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ, n = p1 � � � pk, ÇÄÅ p1; : : : ; pk |

ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ bn� b

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙ, ÔÏ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÌÅÍÍÕ x 3.6, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ: bn � b

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ p1 � � � pk = n. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, bn �
� b (mod n). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÃÅÌÏÇÏ b, ÔÏ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÒÍÁÊËÌÁ.

ôÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2) ÔÅÏÒÅÍÙ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÍÅÔÏÄÏÍ

�ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ�. óÎÁÞÁÌÁ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ n ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊ-

ËÌÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ n ÎÁ p2 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-

ÞÉÀ. üÔÉÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ

ÕÓÌÏ×ÉÀ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÁË ËÁË n | ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ,

ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÃÅÌÏÅ b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ bn 6� b (modn). ðÏÌÏÖÉÍ

b = p. ôÏÇÄÁ

pn � p = p(pn�1 � 1):

îÏ p ÎÅ ÄÅÌÉÔ pn�1�1, ÐÏÜÔÏÍÕ p2 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØ pn�p. éÎÁÞÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, pn 6� p (modn). üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï

ÔÏÍ, ÞÔÏ n | ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÄÎÁËÏ

ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ËÏÒÎÑÈ , ËÏÔÏ-

ÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÏÌØËÏ × x 11.3.
ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÎÁ

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ÞÉÓÌÁÍ ëÁÒÍÁÊËÌÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ ëÏÒÓÅÌÔÁ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÉ, ÞÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅ-

ÎÅÅ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ ëÁÒ-

ÍÁÊËÌÁ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ

Ó 36 ÚÎÁËÁÍÉ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, Ñ×ÌÑÅÔ-
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ÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÒÍÁÊËÌÁ Ó 20 ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ.

åÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

11�13�17�19�29�31�37�41�43�61�71�73�97�101�109�113�151�181�193�641:

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÔÅ-

ÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÏ

ëÁÒÍÁÊËÌÁ. äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

× ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 3, ÇÄÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

÷ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ 1912 ÇÏÄÁ ëÁÒÍÁÊËÌ ×ÙÐÉÓÁÌ 15 ÞÉÓÅÌ, ÎÁ-

Ú×ÁÎÎÙÈ ÅÇÏ ÉÍÅÎÅÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁ×ÉÌ: �ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ-

ÄÏÌÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ�. ôÏ ÅÓÔØ ÏÎ ÉÍÅÌ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ. ïÄÎÁËÏ ÓËÏÒÏ ÓÔÁÌÏ ÑÓ-

ÎÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÁÑ

ÐÒÏÂÌÅÍÁ. ðÒÉÞÉÎÁ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁ-

ËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÄËÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÖÄÕ

1 É 109 ÌÅÖÉÔ ÔÏÌØËÏ 646 ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË

ÐÒÏÓÔÙÈ | 50 847 534. ðÒÏÂÌÅÍÁ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ áÌØ-

ÆÏÒÄÏÍ (Alford), çÒÁÎ×ÉÌÌÅÍ (Granville) É ðÏÍÅÒÁÎÃÅÍ (Pomer-

ance) × 1994 ÇÏÄÕ. ïÎÉ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ. ðÏÂÏÞÎÙÊ ÐÒÏÄÕËÔ ÜÔÏ-

ÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÐÒÏÓÔÏÔÙ É

ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ × x 7.4.

x 7.3. ôÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ

÷ x 7.1 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÓÐÏ-

ÓÏÂ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ ÐÏÉÓËÁ

ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É, ÅÓ-

ÌÉ ÏÞÅÎØ ÎÅ ÐÏ×ÅÚÅÔ, ÍÏÖÅÔ ÐÏÔÅÒÐÅÔØ ÎÅÕÄÁÞÕ. äÁÌÅÅ (x 7.2)
ÍÙ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÎÅ×ÅÚÅÎÉÅ� × ÄÁÎÎÏÍ

ËÏÎÔÅËÓÔÅ. âÙÌÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ×ÅÄÕÔ ÓÅ-

ÂÑ ËÁË ÐÒÏÓÔÙÅ, × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ



x 7.3. ôÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ 181

ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÒÁÚ×ÉÔÙÍ × ËÏÎÃÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. îÏ

ÜÔÏÔ ÔÅÓÔ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ

ÏÂÍÁÎÕÔØ ÄÁÖÅ ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ. îÏ×ÙÊ ÔÅÓÔ ××ÅÌ íÉÌÌÅÒ

(G. L. Milller) × 1976 ÇÏÄÕ.

ðÕÓÔØ n > 0 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÃÅÌÏÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ b, ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 1 < b < n � 1, É ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ, ËÁË

É ÒÁÎØÛÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, n � 1 ÄÏÌÖ-

ÎÏ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ ÔÅÓÔÁ íÉÌÌÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ×

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ k > 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ n�1 = 2kq,

ÇÄÅ q ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉ-

ÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÄÅÌÑÝÕÀ n � 1, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÞÁÓÔÎÏÅ q.

äÁÌÅÅ ÔÅÓÔ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ×ÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ:

bq; b2q; : : : ; b2
k�1q; b2

kq:

òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ËÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ n. éÔÁË, ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÏÓÏ-

ÂÏ, n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ

b2
kq � bn�1 � 1 (mod n):

úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ×ÙÞÅÔ × ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ 1. ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÄÉÎÉÃÁ ÓÒÅÄÉ ×ÙÞÅÔÏ×

ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ É ÒÁÎØÛÅ. ðÕÓÔØ j | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ b2
jq � 1 (mod n). åÓÌÉ j > 1, ÔÏ

b2
jq � 1 =

�
b2

j�1q � 1
��

b2
j�1q + 1

�
:

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏ n | ÐÒÏÓÔÏÅ É (ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÄÅÌÉÔ

ÒÁÚÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× b2
jq�1) ÄÅÌÉÔ ÌÉÂÏ b2j�1q�1, ÌÉÂÏ b2j�1q+1.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ j, ÞÉÓÌÏ n ÎÅ

ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØ b2
j�1q � 1. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ:

n | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ b2
j�1q + 1, Ô.Å. b2

j�1q � �1 (mod n).
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üÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ n

ÓÒÅÄÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ:

bq; b2q; : : : ; b2
k�1q

ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ, ÓÒÁ×ÎÉÍÁÑ Ó �1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

èÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ

ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÏÓØ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ: j > 0. åÓÌÉ j = 0, ÔÏ bq �
� 1 (mod n). á Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ

bq � 1 ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ q ÎÅÞÅÔÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ n |

ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ Ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, Ï

ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ: ÌÉÂÏ

ÐÅÒ×ÙÊ ÖÅ ×ÙÞÅÔ ÒÁ×ÅÎ 1, ÌÉÂÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ n�1. ÷ ÐÒÏ-

ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ÔÏÇÏ, ÎÉ ÄÒÕÇÏÇÏ) ÞÉÓÌÏ n ÄÏÌÖÎÏ

ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÅÔÏ×, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ × ÔÅÓÔÅ íÉÌÌÅ-

ÒÁ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ×ÙÞÅÔ (ÚÁ

ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ) | Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

b2
jq =

�
b2

j�1q
�
2

ÐÒÉ j > 1: ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁË ÔÏÌØËÏ

× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ n� 1,

×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ 1.

õ ÎÁÓ ÐÏÑ×ÉÌÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÅÓÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÐÏ-

ËÁÚÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÔÏÌØËÏ

ÐÒÉ ÕÄÁÞÎÏÍ ÓÔÅÞÅÎÉÉ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÔÅÓÔ íÉÌ-

ÌÅÒÁ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ, ÎÅÖÅÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × x 7.1. þÔÏ-
ÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÐÏÞÅÍÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅ-

ÎÅÊ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÁÑ ÄÌÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÇÏ n ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b, ÄÏÌÖÎÁ

ÉÍÅÔØ ÞÌÅÎ, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÊ Ó 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. á ÔÁË ËÁË n ÎÅ ÐÒÏ-

ÓÔÏÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÒÏÛÉÊ ÛÁÎÓ, ÞÔÏ ÜÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ

ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÄÒÕÇÁÑ, ÓÒÁ×ÎÉÍÁÑ Ó n�1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÓÔ

íÉÌÌÅÒÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,

ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ.

ôÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ

÷×ÏÄ: ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ b, ÇÄÅ 1 < b < n�1.
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÷Ù×ÏÄ: ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ: �n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ� ÉÌÉ �ÎÉÞÅÇÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ�.

ûÁÇ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÅÌÉÍ n�1 ÎÁ 2 ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅ-

ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁÊÄÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ

k É ÎÅÞÅÔÎÏÅ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n� 1 = 2kq.

ûÁÇ 2. ðÒÉÓ×ÏÉÍ i ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á r ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ bq

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ûÁÇ 3. åÓÌÉ i = 0 É r = 1, ÉÌÉ i > 0, Á r = n � 1, ÔÏ

×Ù×ÅÓÔÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ: �ÎÉÞÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ�; ×

ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 4.

ûÁÇ 4. õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ i ÎÁ 1 É ÚÁÍÅÎÑÅÍ r ÎÁ r2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n;

ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 5.

ûÁÇ 5. åÓÌÉ i < k, ÔÏ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÛÁÇÕ 3; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÄÁÅÍ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ: �n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ�.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Å ÓÉÔÕ-

ÁÃÉÉ: ÌÉÂÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ×ÔÏÒÏÊ

ÓÌÕÞÁÊ ÒÅÁÌØÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×,

ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÈÏÒÏÛÉÈ ÎÏ×ÏÓÔÅÊ. íÙ ×ÉÄÅÌÉ × x 7.1, ÞÔÏ
341 | ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÉÊ

ÏÂßÅËÔ ÄÌÑ ÔÅÓÔÁ íÉÌÌÅÒÁ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, 340 = 22 � 85. ôÅ-
ÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 341 Õ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 2 Ó

ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ 85 É 170:

285 � 32 (mod 341); 2170 � 322 � 1 (mod 341):

üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÅÓÔÕ ÄÁÔØ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ: ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.

âÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ 561.

ðÏÄ×ÅÒÇÎÅÍ ÅÇÏ ÔÅÓÔÕ íÉÌÌÅÒÁ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2. ðÒÏÓÔÙÅ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ 560 = 24 � 35. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÅÔÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ 2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 561:

óÔÅÐÅÎÉ 35 2 � 35 22 � 35 23 � 35
÷ÙÞÅÔÙ 263 166 67 1

é × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÓÔ ÓÏÏÂÝÉÔ ÎÁÍ Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ.
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èÏÔÑ 561 | ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ.

ôÅÐÅÒØ ÐÌÏÈÉÅ ÎÏ×ÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ ÐÏ ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÀ 7 Ë 25. ðÏÓËÏÌØËÕ 24 = 23 �3, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÅÊ
É ÉÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

óÔÅÐÅÎÉ 3 2 � 3 22 � 3
÷ÙÞÅÔÙ 18 24 1

ôÁË ÞÔÏ ÔÅÓÔ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ,

ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ 25 ×ÉÄÎÁ ÎÅ×ÏÏÒÕÖÅÎ-

ÎÙÍ ×ÚÇÌÑÄÏÍ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ 7 ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ,

ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÂÙÌÏ 2, ÔÏ ÔÅÓÔ ÂÙ ÕÚÎÁÌ × Ä×ÁÄÃÁÔÉ ÐÑÔÉ

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÕÓÔØ n > 0 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ É 1 < b < n� 1. åÓÌÉ

n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, Á ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ ÅÇÏ ÎÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁÌ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b. ÷ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄÅÎ-

ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ 25 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 7. ìÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÖÅ ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÀ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7).

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÔÉÌÉ, ÞÉÓÌÏ 25 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×-

ÄÏÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏ-

ÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2 | ÜÔÏ 2047. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ 1282 ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÀ 2, ÌÅÖÁÝÉÈ ÍÅÖÄÕ 1 É 109, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅÓÔÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ-

ÍÅÎÑÔØ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔ ÅÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ

ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ 2, 3 É 5 |

ÜÔÏ 25 326 001.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÓÔÒÏÇÏ ëÁÒÍÁÊËÌÏ×ÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ�.

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ í. ï. òÁÂÉÎÁ (Rabin).

ôÅÏÒÅÍÁ òÁÂÉÎÁ. ðÕÓÔØ n > 0| ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë n ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ
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n=4 ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÍÅÖÄÕ 1 É n� 1, ÎÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔ × n

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ n | ÐÒÏÓÔÏÅ.

úÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë [39], ÉÌÉ Ë [28]. îÅ

ÓÔÏÉÔ É ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÏÌØÛÉÈ n ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÓÔÁ

íÉÌÌÅÒÁ ÐÏ n=4 ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÚÁÊÍÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. ÷Ï-

ÐÒÅËÉ ÜÔÏÍÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÁËÔÉÞÎÙÅ ÔÅÓÔÙ ÎÁ ÐÒÏ-

ÓÔÏÔÕ, ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ

ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ òÁÂÉÎÁ.

x 7.4. ôÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÔÙ É

ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ

íÎÏÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÓÔÕÀ

ËÏÍÁÎÄÕ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÍ. óÁ-

ÍÏÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ×ÙÄÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÍÇÎÏ-

×ÅÎÎÏ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ.

ôÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÙ ÎÁ ÔÅÓÔÅ íÉÌÌÅÒÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÏÍ ÐÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÉÊ.

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÚÅÒÎÏ × ÔÁËÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÔÅÓÔÁ íÉÌÌÅÒÁ

ÐÒÏÒÁÓÔÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÂÉÎÁ. ðÕÓÔØ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÓÏÓÔÁ×-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ b ÍÅÖÄÕ 1 É n � 1 ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÂÉÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÓÔÁ íÉÌÌÅÒÁ Ë n É b

ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

n=4

n
=
1

4
:

ôÁË ÞÔÏ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ: ÞÉÓÌÏ n × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=4. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÂÒÁÔØ k

ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏÊ 1=4k. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ, ÂÅÒÑ ×ÓÅ ÂÏÌØÛÅ É ÂÏÌØÛÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ.
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üÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÅÓÔÕ òÁ-

ÂÉÎÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ . ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ

ÒÅÛÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÁÌÏÊ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÐÒÅ-

×ÏÓÈÏÄÉÌÁ ", É ÐÕÓÔØ k | ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ 1=4k < ". ôÏÇÄÁ ÔÅÓÔ òÁÂÉÎÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔ k ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ É

ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ. éÚ ×ÙÛÅÐÒÉ×Å-

ÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ

ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ ÐÏ ×ÓÅÍ ÜÔÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅ ÖÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ, ÂÕ-

ÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁ 1=4k, Ô.Å. ÍÅÎØÛÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ". ëÁË

ÖÅ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ? ëÏÎÅÞÎÏ, ÕÄÏÂÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÒÁÔØ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÍÅÎØÛÅ, ÉÎÁÞÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÔÅ-

ÓÔÁ íÉÌÌÅÒÁ, ÂÕÄÕÔ ÚÁÎÉÍÁÔØ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÁË

ÐÒÁ×ÉÌÏ, ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÐÅÒ×ÙÅ k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÂÙÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Õ×ÅÒÅÎÙ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÁ, ÐÒÏÛÅÄÛÉÅ ÔÅÓÔ, ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÓÔÙÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-

ÍÏ ×ÙÂÒÁÔØ " ÏÞÅÎØ ÍÁÌÅÎØËÉÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ " = 10�20.

ôÁË ËÁË 1=440 | ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÐÏÒÑÄËÁ 10�24, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ

40 ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ 10�20.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ×ÙÂÒÁÌÉ 40 ÐÅÒ×ÙÈ ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ (ÉÚ 397 ÚÎÁ-

ËÏ×), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ ÄÁÅÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ,

ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓ-

ÈÏÄÑÝÉÅ 300 (ÓÍ. [5]). á ÔÁË ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ 62 ÔÁËÉÈ

ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÔÅÓÔ, ÐÒÏ×ÅÒÑÑ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ

ÐÏ ×ÓÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ, ÂÕÄÅÔ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ÎÅ-

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ!

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ËÁË ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÓÔ òÁÂÉÎÁ × ÏÄÎÏÊ ÛÉÒÏËÏ

ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ëÏÎÅÞÎÏ, ËÁÖÄÁÑ

ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÅÊ ÏÄÎÏÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. îÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, Maple V.21 ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÐÒÏÓÔÏÔÕ × ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ. óÎÁÞÁÌÁ

1MapleTM | ÐÁËÅÔ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÐÏ ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑÍ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÊ Waterloo Maple Software, Inc.
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ÐÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÔÅÓÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅ-

×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ 103. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ, ÔÏ ÐÒÏ-

ÇÒÁÍÍÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ 2, 3, 5, 7 É 11.

á × ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÓÑ ÎÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×:

(u+ 1)(k
u

2
+ 1) ÄÌÑ 3 6 k 6 9;

ÉÌÉ

(u+ 1)(ku + 1) ÄÌÑ 5 6 k 6 20:

ðÒÉÞÉÎÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÔÁÐÁ ÓÌÕÖÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁ-

ÃÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ÎÁÊÄÅÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÔÒÏ-

ÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÔÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÕÀÔÓÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (ÓÍ. [38]). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

12 530 759 607 784 496 010 584 573 923

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Maple'ÏÍ ËÁË ÐÒÏÓÔÏÅ. åÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ

ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 286 472 803. ÷ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÈ ×ÅÒÓÉÑÈ Maple'Á

ÔÅÓÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÂÙÌ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÞÉ-

ÓÌÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÉÄÅÎÔÉÆÉÃÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.

Axiom 1.12 ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ: ÐÏÄÂÉÒÁÅÔ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÂÉÒÁÅÔ-

ÓÑ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÔØ. âÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÓÔ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ Ax-

iom 1.1 , ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ

ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 341 550 071 728 321 (ÓÍ. [26]). äÌÑ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÈÏÄÑ-

ÝÉÈ ÚÁ ÜÔÕ ÇÒÁÎÉÃÕ, Axiom 1.1 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÌÑ ÔÅÓÔÁ

íÉÌÌÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ 10 ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÄÏÂÎÏ

Maple, ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÅÌÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÄÌÑ

ÞÉÓÅÌ, ÓÞÉÔÁÀÝÉÈÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÅÐÒÉÑÔÎÙÍÉ. é ÜÔÏÔ ÔÅÓÔ ÎÅ

ÓÏ×ÅÒÛÅÎÅÎ; ÏÎ ÄÁÅÔ ÓÂÏÊ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÉÚ 56 ÚÎÁËÏ×.

óÎÁÞÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÄÌÑ

ÜÔÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÄÁÄÕÔ �ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ� ÔÅÓÔÙ, ÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏ-

ÄÏÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. îÏ ÐÅÞÁÌØÎÁÑ ÉÓÔÉÎÁ × ÔÏÍ,

2Axiom | ÚÁÒÅÇÉÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÒÇÏ×ÁÑ ÍÁÒËÁ NAG (Numarical Algo-

rithms Group), Ltd.
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ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÁÖÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ. ïÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÊ, ×ÙÔÅËÁÀÝÉÈ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ áÌØÆÏÒÄÁ, çÒÁÎ×ÉÌÌÑ É ðÏÍÅ-

ÒÁÎÃÁ ÎÁÄ ÞÉÓÌÁÍÉ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:

�äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ, ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏ-

ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏ ×ÓÅÍ ÜÔÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ.�

éÔÁË, ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÓÔÅÒÅÇÁÔØÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï

ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØ ÔÅÓÔÏÍ íÉÌÌÅÒÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÅ-

ÍÙÍ ÐÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙÊ ×ÙÈÏÄ

ÉÚ ÓÏÚÄÁ×ÛÅÊÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÂÙÌ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ × Axiom 2.2 . ôÅÐÅÒØ

ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒ ÔÅÓÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Õ×ÅÌÉÞÉ×Á-

ÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ. äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÉÚ 2k ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× ÐÒÏ-

ÇÒÁÍÍÁ ÂÅÒÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ k ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ, ÐÏ×ÙÛÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞ-

ÎÏÓÔØ ÔÅÓÔÁ.

ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Ï ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÉÍÉ ÐÒÏ-

ÇÒÁÍÍÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÓÂÏÊ, ÍÏÖ-

ÎÏ ÎÁÊÔÉ × [5]. ÷ ÇÌÁ×Å 11 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÅÓÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÐÏÚ×ÏÌÑÔ ÎÁÍ Ó Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÅÌ. îÏ

ÅÓÌÉ ÂÙÔØ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÏÔËÒÏ×ÅÎÎÙÍ, ÏÎÉ ÎÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ É ÜÆ-

ÆÅËÔÉ×ÎÙÅ, ËÁË ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. ëÁËÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ: 645, 567 É 701 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÍÉ

ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2? ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 3?

ëÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙ?

2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n | ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏ×ÒÅ-

ÍÅÎÎÏ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ a É ab, ÔÏ ÏÎÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ É ÐÏ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÉÀ b.

3. ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ p1 = 6n + 1,

p2 = 12n + 1 É p3 = 18n + 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p1; p2 É
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p3 | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ p1p2p3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ

ëÁÒÍÁÊËÌÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ

n = 1; 6 É 35. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n?

4. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÞÉÓÌÏ 29 341 ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÏÎÏ | ÞÉÓÌÏ ëÁÒÍÁÊËÌÁ.

5. ðÕÓÔØ p1 < p2 | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÌÏÖÉÍ

n = p1p2 É ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁË p1�1, ÔÁË É p2�1 ÄÅÌÉÔ n�1. ðÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n�1 � p1�1 (mod p2�1). ÷ÏÓÐÏÌØ-
ÚÕÊÔÅÓØ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÍ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ. óÄÅÌÁÊÔÅ

ÏÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ

ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

6. ëÁËÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ: 645, 2047 É 2309 ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÅ

ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2? ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÉÀ 3? ëÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ?

7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÓÔÒÏ-

ÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b, ÔÏ ÏÎÏ É ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏ

ÜÔÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ.

8. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀ ×ÓÅ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÅ

ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ 2 É 3, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ 106. îÁÐÏÍÎÉÍ,

ÞÔÏ n|ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ 2 É 3, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏÅ,

ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

2n�1 � 1 (mod n) É 3n�1 � 1 (mod n):

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×-

ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÓÔÏ-

ÉÔ × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÒÅÛÅÔÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ Ë ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÃÅÌÙÍ, ÎÅ

ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÍ 106. ôÏÌØËÏ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÔØ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ. óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÷ÁÍÉ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ëÁÒÍÁÊËÌÁ?
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9. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÈÏÄÉÌÁ ÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ

ëÁÒÍÁÊËÌÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ d ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅ-

ÌÅÊ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 103. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅ-

ÍÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ (ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ d)

ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ëÁÒÍÁÊËÌÁ ÂÕÄÕÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØ-

ÛÉÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ p ÞÉÓÌÁ n, ÐÒÏ×ÅÒÑÑ ÄÅ-

ÌÉÍÏÓÔØ n�1 ÎÁ p�1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ. âÏ-
ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÌÁ ÞÉÓÌÏ n = p1p2 � � � pd,
ÔÏ ×ÙÞÅÔ n ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ pi�1 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×Ù-
ÞÅÔÏ× ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ n É ÒÅÄÕËÃÉÅÊ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕ-

ÌÀ pi�1. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ n ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ
103, ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÞÉÓÌÁ-

ÍÉ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÎÏÍÕ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÀ.

ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÎÁÐÉÓÁÎÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ëÁÒÍÁÊËÌÁ Ó d ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ 103,

ÄÌÑ 3 6 d 6 8. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÉÈ ÎÁÂÏÒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉ-

ÓÌÁ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ.

10. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ

ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ. åÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍÉ

ÄÁÎÎÙÍÉ ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ b > 2. ÷ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉ-

ÍÅÎÑÔØ ÔÅÓÔ íÉÌÌÅÒÁ (ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b) ËÏ ×ÓÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÎÅ-

ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÷Ù ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ

Ï ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÏÔ×ÅÔÅ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×-

ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÂÌÁÓÔØ ÐÏÉÓËÁ

ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ K, ÐÏÄÄÅÒÖÉ×Á-

ÅÍÙÍ ÑÚÙËÏÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÷Ù ×ÙÂÒÁÌÉ. ÷ÁÛÁ

ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ×ÙÄÁ×ÁÔØ Ä×Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ: ÎÁÉ-

ÍÅÎØÛÅÅ ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b ÉÌÉ ÓÏ-

ÏÂÝÅÎÉÅ: �ÓÔÒÏÇÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ b, ÍÅÎØ-

ÛÉÈ K, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ K, ÍÏÖÅÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÓÅ×ÄÏ-

ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ 2, 3, 5 É 7.
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11. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2, ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p, ÐÒÉ

ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ p < r = 5 �104. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅ-
ÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ ÄÌÑ ÐÏÉÓËÁ ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p 6 r, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2p
2 � 2 (mod p2).

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÐÓÅ×ÄÏÐÒÏÓÔÙÈ

ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ.



çÌÁ×Á 8.

óÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ

÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ËÉÔÁÊÓËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÏÓÔÁÔËÏ×. ÷

ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ËÁË ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉÍÅ-

ÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ËÌÀÞÁ Ë ÛÉÆÒÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÌÀÄÑÍ.

x 8.1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

ax � b (mod n); (1.1)

× ËÏÔÏÒÏÍ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ x 5.7 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ îïä(a; n) = 1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ

ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ, ×ÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÅÌ a É n ×ÌÅÞÅÔ ÏÂÒÁÔÉ-

ÍÏÓÔØ a × Zn. ðÕÓÔØ �| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

õÍÎÏÖÁÑ ÎÁ ÎÅÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

�(ax) � �b (mod n):

ôÁË ËÁË �a � 1 (mod n), ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ

x � �b (mod n);
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ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ

É a 6� 0 (modn), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.1) ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ a ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ × Zn. îÁÐÏÍÎÉÍ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ îïä(a; n) 6= 1. îÁÌÉÞÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ

Õ (1.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x; y 2 Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

ax� ny = b; (1.2)

Á ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ îïä(a; n) ÄÅÌÉÔ b. éÔÁË, ÅÓÌÉ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.1) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ îïä(a; n). òÁ-

ÚÕÍÅÅÔÓÑ, × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ a × Zn, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ
ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ îïä(a; n) = 1.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ d = îïä(a; n)

ÄÅÌÉÔ b. ôÏÇÄÁ a = da0, b = db0 É n = dn0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÙÈ a0; b0 É n0. óÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.2) ÎÁ d ÄÁÅÔ:

a0x� n0y = b0;

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ a0x � b0 (mod n0). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n0 | ÄÅÌÉÔÅÌÀ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕ-

ÌÑ n. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, îïä(a0; n0) = 1, ÔÁË ÞÔÏ ÎÏ×ÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ. éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä(a; n)

ÄÅÌÉÔ b, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.1) ÎÅÐÕÓÔÏ.

óÕÍÍÉÒÕÑ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.1) ÉÍÅ-

ÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ îïä(a; n) ÄÅÌÉÔ b (ÓÍ.

ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7 ÇÌÁ×Ù 2). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅ-

ÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÌÅÇËÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÓÐÏÌØ-

ÚÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ. ïÄÎÁËÏ, ËÏÇÄÁ

ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÅÎÙ, Õ ÎÁÓ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÐÏ×ÏÄÏ× ÄÌÑ ÕÄÉ×ÌÅÎÉÑ.

òÅÛÉÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ 6x � 4 (mod 8). ðÏÓËÏÌØËÕ îïä(6; 8) =

= 2 6= 1, ÔÏ 6 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ × Z8. åÓÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ x É y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

6x � 8y = 4: òÁÚÄÅÌÉÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ 2: 3x � 4y = 2, ÞÔÏ

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ 3x � 2 (mod 4). îÏ 3 ÓÁÍ ÓÅÂÅ ÏÂÒÁ-

ÔÅÎ × Z4. õÍÎÏÖÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ 3, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë
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ÒÅÛÅÎÉÀ:

x � 2 (mod 4): (1.3)

üÔÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ ÓÏ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 8, É ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ 8, Á ÎÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4, ËÁË × (1.3). âÅÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÐÒÁ×É-

ÍÁ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (1.3), ÒÅÛÅÎÉÅ x ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ 6x � 4 (mod 8)

ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ x = 2 + 4k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k 2 Z. åÓ-
ÌÉ k ÞÅÔÎÏ, ÔÏ x � 2 (mod 8) | ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ k ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ k = 2m + 1 É x = 6 + 8m. ôÁË

ÞÔÏ x � 6 (mod 8) | ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØ-

ËÕ k ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ ÞÅÔÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ

ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 6 � x = 4

ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ × Z8, Á ÉÍÅÎÎÏ 2 É 6. üÔÏ

ÐÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ. ëÁË ÍÙ ×É-

ÄÅÌÉ × x 6.4, ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÂÙÌ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ.

x 8.2. áÓÔÒÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ

ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. üÔÏ ÏÞÅÎØ ÄÒÅ×ÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ïÎ

ÐÒÉÍÅÎÑÌÓÑ ÅÝÅ × ÁÎÔÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍ ÁÓÔÒÏÎÏ-

ÍÉÉ. íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÚÁÄÁÞÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ

ÑÚÙËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÄÒÅ×ÎÉÍÉ ÁÓÔÒÏÎÏ-

ÍÁÍÉ.

ôÒÉ ÓÐÕÔÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÕÔ ÍÅÒÉÄÉÁÎ ÇÏÒÏÄÁ ìÉÄÓÁ ÓÅ-

ÇÏÄÎÑ ÎÏÞØÀ: ÐÅÒ×ÙÊ | × 1 ÎÏÞÉ, ×ÔÏÒÏÊ | × 4

ÕÔÒÁ, Á ÔÒÅÔÉÊ | × 8 ÕÔÒÁ. õ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÐÕÔÎÉËÁ

Ó×ÏÊ ÐÅÒÉÏÄ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÏÍÕ ÎÁ ÐÏÌÎÙÊ ÏÂÏÒÏÔ

×ÏËÒÕÇ úÅÍÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 13 ÞÁÓÏ×, ×ÔÏÒÏÍÕ | 15, Á

ÔÒÅÔØÅÍÕ | 19 ÞÁÓÏ×. óËÏÌØËÏ ÞÁÓÏ× ÐÒÏÊÄÅÔ (ÏÔ

ÐÏÌÕÎÏÞÉ) ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÓÐÕÔÎÉËÉ ÏÄÎÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÕÔ ÍÅÒÉÄÉÁÎ ìÉÄÓÁ?
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ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ x | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÁÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÊÄÕÔ c 12 ÞÁÓÏ× ÎÏ-

ÞÉ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÐÕÔÎÉËÁÍÉ ÎÁÄ

ÍÅÒÉÄÉÁÎÏÍ ìÉÄÓÁ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÕÔÎÉË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÔÏÔ ÍÅÒÉÄÉ-

ÁÎ ËÁÖÄÙÅ 13 ÞÁÓÏ×, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÞÁÓÕ ÎÏÞÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

ËÁË x = 1 + 13t ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ t. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

x � 1 (mod 13). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

ÓÐÕÔÎÉËÏ× ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:

x � 4 (mod 15) É x � 8 (mod 19):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÉ ÓÐÕÔÎÉËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÕÔ ÍÅ-

ÒÉÄÉÁÎ ìÉÄÓÁ ÞÅÒÅÚ x ÞÁÓÏ×, ÅÓÌÉ x ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÉ ÔÒÅÍ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï-

ÐÒÏÓ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ:8<
:

x � 1 (mod 13);

x � 4 (mod 15);

x � 8 (mod 19):

(2.1)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÉÌÉ ×ÙÞÉÔÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÎÉÈ ÒÁÚÎÙÅ. âÕ-

ÄÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ

× ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ôÁË, ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x � 1 (mod 13) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÅÔ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ: x = 1 + 13t. úÁÍÅÎÑÑ x ×Ï ×ÔÏÒÏÍ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ 1 + 13t, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

1 + 13t � 4 (mod 15); Ô.Å. 13t � 3 (mod 15):

îÏ 13 ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 15, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ |

ÜÔÏ 7. õÍÎÏÖÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ 7 É ÐÅÒÅÈÏÄÑ × ÎÅÍ Ë

×ÙÞÅÔÁÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 15, ÉÍÅÅÍ:

t � 6 (mod 15):

úÎÁÞÉÔ, t ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ: t = 6+15u ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ

ÃÅÌÏÇÏ u. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

x = 1 + 13t = 1 + 13(6 + 15u) = 79 + 195u:
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 79 + 195u Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÒÅ-

ÛÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (2.1). îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÄ-

ÓÔÁ×ÉÍ × ÔÒÅÔØÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÏ x ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 79 + 195u:

79 + 195u � 8 (mod 19); ÔÁË ÞÔÏ 5u � 5 (mod 19):

÷×ÉÄÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÁ 5 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 19, ÎÁ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ

ÓÏËÒÁÔÉÔØ É Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ u � 1 (mod 19). ðÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÑ ÜÔÏ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁË ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ u = 1+19v

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ v. éÔÁË,

x = 79 + 195u = 79 + 195(1 + 19v) = 274 + 3705v:

ëÁËÏÊ ÏÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÐÕÔÎÉ-

ËÏ×? îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ x | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÁÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÊÄÕÔ

ÏÔ ÐÏÌÕÎÏÞÉ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÐÕÔ-

ÎÉËÏ× ÎÁÄ ÍÅÒÉÄÉÁÎÏÍ ìÉÄÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÁÊ-

ÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÕÄÏ×ÌÅ-

Ô×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÉÓÔÅÍÅ (2.1). íÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÌÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÓÉÓÔÅÍÙ: x = 274+3705v, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ: 274. éÔÁË, ÓÐÕÔÎÉËÉ ÏÄÎÏ-

×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÏÊÄÕÔ ÎÁÄ ÍÅÒÉÄÉÁÎÏÍ ìÉÄÓÁ ÞÅÒÅÚ 274 ÞÁÓÁ ÐÏ-

ÓÌÅ 0 ÞÁÓÏ× ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÊ ÎÏÞÉ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 11 ÄÎÑÍ É 10

ÞÁÓÁÍ. îÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.

ðÒÉÂÁ×ÌÑÑ Ë 274 ÌÀÂÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ 3705, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅ-

ÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÐÕÔÎÉËÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅÓÅ-

ËÁÀÔ ÏÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÍÅÒÉÄÉÁÎ ËÁÖÄÙÅ 3705 ÞÁÓÏ× ÐÏÓÌÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ

ÔÁËÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 154 ÄÎÑÍ É 9 ÞÁÓÁÍ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÅÔÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÅÛÁÌÉ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÑ ÐÏ Ä×Á ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁ ÒÁÚ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ

ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ: x = 79 + 195u, ÞÔÏ

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ x � 79 (mod 195). äÌÑ ÐÏÉÓËÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÒÅÔØÅ-

ÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÙ ÒÅÛÁÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Á

ÉÍÅÎÎÏ �
x � 79 (mod 195);

x � 8 (mod 19):
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÷ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÒÅÛÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉÓÔÅÍ

Ä×ÕÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÅÔÁÌØÎÏ

ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ÓÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ.

x 8.3. ëÉÔÁÊÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÔËÏ×:

×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ

ëÉÔÁÊÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÔËÏ× ÔÁË ÎÁÚ×ÁÎ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ

×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌ ÎÁÊÄÅÎ × �õÞÅÂÎÉËÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÁÓÔÅÒÁ óÁÎÁ�,

ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÍ ÍÅÖÄÕ 287 É 473 ÇÏÄÁÍÉ ÎÁÛÅÊ ÜÒÙ. ÷ Ó×ÏÅÊ ËÎÉ-

ÇÅ ÍÁÓÔÅÒ óÁÎ ÒÅÛÁÌ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, Á ÐÏÔÏÍ ×Ù×ÏÄÉÌ ÉÚ

ÎÉÈ ÏÂÝÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ

ÁÎÁÌÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊ-

ÔÉ × ËÎÉÇÅ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ãÚÉÎØ ãÚÀ-ÛÁÏ (Qin Jiushaq) × 1247

ÇÏÄÕ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ×ËÌÀÞÁÑ ÉÎÄÉÊÃÁ âÈÁÓËÁÒÕ (Bhaskara, VI ×ÅË

ÎÁÛÅÊ ÜÒÙ) É îÉËÏÍÁÈÁ ÉÚ çÅÒÁÓÙ. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÐÒÁ×ËÕ Ï

ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÍ. × [27].

ëÉÔÁÊÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÔËÏ× | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ

ÍÅÔÏÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ x 8.2. ðÏ-
ÄÒÏÂÎÏÍÕ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ É ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÐÁÒÁ-

ÇÒÁÆ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ�
x � a (mod m);

x � b (mod n):
(3.1)

ëÁË É × x 8.2, ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = a +my,

ÇÄÅ y|ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ x ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ

a+my, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: a+my � b (mod n). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

my � (b� a) (mod n): (3.2)

îÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ x 8.1 ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ
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m É n ÄÅÌÉÔ b�a. äÌÑ Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù-

ÐÏÌÎÅÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ îïä(n;m) = 1. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ m ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ

× Zn; ÓËÁÖÅÍ, �.
ôÅÐÅÒØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3.2) ÌÅÇËÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÅÇÏ

ÞÁÓÔÉ ÎÁ �, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: y � �(b � a) (mod n). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

y = �(b� a) + nz; ÇÄÅ z | ÃÅÌÏÅ. ôÁË ËÁË x = a+my, ÔÏ

x = a+m�(b� a) +mnz:

îÏ �m = 1 × Zn. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ �, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
1� �m = �n. éÔÁË,

x = a(1�m�) +m�b+mnz = ��n+m�b+mnz:

ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ � É � ÌÅÇËÏ

×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 1 = �m + �n, ÔÁË ÞÔÏ � É �

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ü×ËÌÉÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÍ

Ë m É n. ÷ ÉÔÏÇÅ, ÅÓÌÉ îïä(m;n) = 1, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ k

ÞÉÓÌÏ a�n+ b�m+ kmn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (3.1).

á ÓËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ? âÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ. ÷ÅÄØ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ z ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ-

×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÌÙÅ

x É y ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ (3.1). ôÏÇÄÁ x � a (mod m) É

y � a (mod m). òÁÚÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÀ: x�y � 0 (mod m), Ô.Å. x�y ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. ðÒÏÄÅÌÙ×ÁÑ

ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x�y ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ n. á ××ÉÄÕ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ m É n É ÌÅÍÍÙ ÉÚ x 3.4, ÜÔÏ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÄÅÌÉÍÏÓÔØ x� y ÎÁ mn. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ x É y | ÃÅ-

ÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (3.1), ÔÏ x � y (mod mn). ðÏÜÔÏÍÕ, ÈÏÔÑ

ÓÉÓÔÅÍÁ É ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ

ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ mn. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅ-

ÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × Zmn. îÏ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ
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ÎÁÛÉ ×Ù×ÏÄÙ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÏÌØËÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ:

îïä(m;n) = 1. ó×ÅÄÅÍ ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ

ÔÅÏÒÅÍÕ.

ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ m É n | ×ÚÁ-

ÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÉÓÔÅÍÁ�
x � a (mod m);

x � b (mod n)

ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × Zmn.

èÏÒÏÛÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÷Ù ÐÏÎÑÌÉ

ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ-

ÃÉÀ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÷ÁÓ ÅÓÔØ ÔÁÂÌÉÃÁ Ó mn ËÌÅÔËÁÍÉ.

óÔÏÌÂÃÙ ÔÁÂÌÉÃÙ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Zm, Á ÓÔÒÏËÉ|
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Zn. ÷ ËÌÅÔËÕ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÓÔÏÑÝÕÀ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ

ÓÔÏÌÂÃÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ a 2 Zm, É ÓÔÒÏËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÅÊ b 2 Zn, ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

� 0 6 x 6 mn� 1,

� x � a (mod m),

� x � b (mod n).

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÙ (a; b). ðÏÓËÏÌØËÕ 0 6 x 6 mn � 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ

ÞÉÓÌÏ x ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ mn,

Ô.Å. ÒÅÁÌØÎÏ x ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ x 2 Zmn.

þÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÏÂ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔ-

ËÁÈ? ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ îïä(m;n) = 1. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÍÕ

ÃÅÌÏÍÕ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÍÕ ÍÅÖÄÕ 0 É mn � 1, Ô.Å. ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ

ÉÚ Zmn. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÁÚÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÓÔÏÑÔ ÒÁÚÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. åÝÅ ÒÁÚ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ Õ ÎÁÓ ×ÚÁÉÍÎÏ
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ÐÒÏÓÔÙ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÄÌÑ m = 4 É n = 5.

0 1 2 3

0 0 5 10 15

1 16 1 6 11

2 12 17 2 7

3 8 13 18 3

4 4 9 14 19

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÀ Z4 � Z5. ó ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÅÛÉÔØ 20 ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. îÏ ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ

ÚÁÐÏÌÎÑÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ �× ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ�. äÌÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x

ÍÅÖÄÕ 0 É mn�1 ÎÁÊÄÅÍ ÍÅÓÔÏ × ÔÁÂÌÉÃÅ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÅÇÏ ×ÙÞÅ-

ÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m É n. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÅÔ 14 ÐÏ

ÍÏÄÕÌÀ 4 ÒÁ×ÅÎ 2, Á ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5 | 4. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ËÌÅÔËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (2; 4).

îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏ×Ï × ÎÁÕËÅ; ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝÅ ÐÒÏ-

ÝÅ. òÅÁÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ×ÓÀ ÔÁÂÌÉÃÕ

ÃÅÌÉËÏÍ, ÎÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ! þÔÏ-

ÂÙ ÐÏÎÑÔØ ËÁË, ×ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎ-

ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z4: ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ
ÒÁ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ×ÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ × Z4. ðÏÈÏÖÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ
ÅÓÔØ É ÄÌÑ Z5.

÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÛÕ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ-

×ÁÔØ ËÁË ÐÌÏÓËÕÀ ËÁÒÔÕ, ÉÌÉ ÐÌÁÎ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÎÅËÕÀ

ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ. þÔÏ-

ÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜÔÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÍÙ ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓÙ Z4 (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) ÍÏÖ-
ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ×ÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÓËÌÅÉÍ

ÐÒÁ×ÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÁÂÌÉÃÙ Ó ÌÅ×ÏÊ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÉÌÉÎÄÒ. îÏ ËÌÁÓ-

ÓÙ Z5 (×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) ÔÁËÖÅ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ
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ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÈ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÕÖÎÏ ÓËÌÅ-

ÉÔØ Ó ÎÉÚÏÍ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÒÏÍ, ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÝÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÅ ÂÕÂÌÉË ÉÌÉ ÂÁ-

ÒÁÎËÕ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÉ ÔÁÂÌÉÃÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ

0, 1, 2 É 3 ÍÅÎØÛÅ É ÞÅÔÙÒÅÈ, É ÐÑÔÉ, ÏÎÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ Ó×ÏÉ-

ÍÉ ×ÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÜÔÉÍ ÍÏÄÕÌÑÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ

ÄÅÌÁÔØ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,

É ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÍÏÖÅÍ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÉÈ × ÔÁÂÌÉÃÕ:

0 1 2 3

0 0

1 1

2 2

3 3

4

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÐÏ ËÌÅÔ-

ËÁÍ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÍÙ, ÎÁÞÁ× Ó ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÐÅ-

ÒÅÈÏÄÉÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ×ÐÒÁ×Ï É ÏÄÎÕ ×ÎÉÚ. á

ÐÒÏÓÔÁ×É× ÞÅÔÙÒÅ ÐÅÒ×ÙÈ ËÌÁÓÓÁ, ÕÐÅÒÌÉÓØ × ÐÒÁ×ÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ

ÔÁÂÌÉÃÙ. åÓÌÉ ÂÙ × ÔÁÂÌÉÃÅ ÂÙÌ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÔÏ, ÐÒÉ-

ÄÅÒÖÉ×ÁÑÓØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ, ÍÙ ÐÏÍÅÓÔÉÌÉ ÂÙ ×

ÎÅÍ 4, ÎÏ ÎÁ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏÞËÕ ÎÉÖÅ 3, Ô.Å. × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ. ïÄ-

ÎÁËÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÜÔÏÇÏ ÌÉÛÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÎÅ ÔÁË ÌÉ? îÁ ÐÏÍÏÝØ

ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÔÁÂÌÉÃÙ. óËÌÅÉ× ÅÅ

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÎÉÃÙ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ

ÔÁÂÌÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÄÕÝÉÍ ÓÒÁÚÕ ÚÁ ÅÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÐÒÁ-

×ÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÅÓËÌÅÅÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÐÅÒÅÐÒÙÇÎÕÔØ� Ó ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÁ ÐÅÒ-

×ÙÊ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÐÕÓÔÉ×ÛÉÓØ ÎÁ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏÞËÕ ×ÎÉÚ. óÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏ, 4 ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ
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É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ:

0 1 2 3

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

ëÁÖÅÔÓÑ, Õ ÎÁÓ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÎÏ×ÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: ÍÙ ÄÏÛÌÉ ÄÏ

ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÙ É ÏÐÑÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ. îÏ ×

ÓÉÌÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÁÒÔÉÎËÉ, ÎÉÖÎÑÑ É ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÙ ÔÁ-

ÂÌÉÃÙ ÓËÌÅÅÎÙ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ.

ôÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÓÍÅÓÔÉÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ ×ÐÒÁ×Ï ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. óÄÅÌÁ× ÜÔÏ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ,

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

0 1 2 3

0 0 5

1 1

2 2

3 3

4 4

íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏËÁ ÎÅ ÚÁÐÏÌÎÉÍ ×ÓÅ ËÌÅÔ-

ËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ.

x 8.4. ëÉÔÁÊÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÔËÏ×:

ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ

íÙ × ÄÅÔÁÌÑÈ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÍÅÎ-

ÎÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÁÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÌÁ×ÁÈ. ïÄÎÁËÏ
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ËÉÔÁÊÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÔËÏ× ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ É

ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÄÕÌÉ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ.

îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔ-

ÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁ-

ÇÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÐÒÉ-

ÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

�
x � 3 (mod 12);

x � 19 (mod 8):

éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: x = 3 + 12y ÄÌÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ y. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ x ×Ï

×ÔÏÒÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÉÍÅÅÍ: 12y � 16 (mod 8). ôÁË ËÁË

îïä(12; 8) = 4 ÄÅÌÉÔ 16, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ

ÒÅÛÅÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ ÉÍÅÅÔ

×ÉÄ: 12y � 8z = 16. òÁÚÄÅÌÉÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ 4: 3y � 2z = 4,

Ô.Å. 3y � 4 (mod 2). îÏ 3 � 1 (mod 2), Á 4 � 0 (mod 2), ÔÁË ÞÔÏ

y � 0 (mod 2). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, y=2k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ 2k ×ÍÅÓÔÏ y × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = 3 + 12y, ÎÁ-

ÈÏÄÉÍ x = 3 + 24k. éÔÁË, ÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 24. ïÄÎÁËÏ 8 � 12 = 96. ôÁË ËÁËÏÅ ÖÅ ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÏ 24 ÉÍÅÅÔ Ë ÍÏÄÕÌÑÍ 8 É 12? ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ

ÎÁÊÄÅÔÅ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 5.

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖ-

ÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÕÀ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ x 8.3, ÜÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏÄÕÌÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÂÝÉÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ

ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ

ÎÅÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ.

åÝÅ ÒÁÚ ÐÏ×ÔÏÒÉÍ, ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÅÌÁÔØ ËÁ-

ËÉÅ-ÌÉÂÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉÃÙ. ðÒÏÓÔÏ ÍÙ ÄÏÌ-

ÖÎÙ ÐÒÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÞÉÓÌÁ 0; 1; : : :, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ËÌÅÔ-

ËÉ, ÓÄ×ÉÇÁÑÓØ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ ×ÐÒÁ×Ï É ÏÄÎÕ ÓÔÒÏ-

ËÕ ×ÎÉÚ, ÎÅ ÚÁÂÙ×ÁÑ �ÐÅÒÅÐÒÙÇÉ×ÁÔØ� ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï É ÓÎÉÚÕ

××ÅÒÈ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÔÁÂÌÉÃÙ.
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úÁÐÏÌÎÑÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÄÌÑ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏ-

ÄÕÌÅÊ, ÍÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ × ËÌÅÔËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0), ÎÅ ÐÅÒÅÂÒÁ×

×ÓÅÈ mn � 1 ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÅÔËÉ

ÔÁÂÌÉÃÙ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍÉ. äÌÑ m = 4 É n = 6 ÔÁÂÌÉÃÁ ×Ù-

ÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

0 1 2 3

0 0 6

1 1 7

2 8 2

3 9 3

4 4 10

5 5 11

x 8.5. óÎÏ×Á ÓÔÅÐÅÎÉ

äÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ

Ä×ÕÈ, ÅÓÔØ Ó×ÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. íÙ

ÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ

ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ËÉÔÁÊÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁÔËÏ×. óÎÁ-

ÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n1; : : : ; nk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ

ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ îïä(ni; nj) = 1 ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÊ ÐÁÒÙ i 6= j. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ n1; n2; n3 | ÐÏÐÁÒÎÏ

×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÅÓÌÉ îïä(n1; n2) = 1, îïä(n1; n3) = 1,

îïä(n2; n3) = 1.

ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ n1; : : : ; nk |
ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ôÏÇÄÁ ×ÓÑËÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ 8><

>:
x � a1 (mod n1);
x � a2 (mod n2);
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
x � ak (mod nk)

ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × Zn1���nk .
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ðÒÉÍÅÎÉ× ÜÔÕ ×ÅÒÓÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÅÇÏ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏ-

ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÈÏÄÉÔ × ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÅ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÔÏÄ

ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: n = p1 � � � pk, ÇÄÅ
0 < p1 < � � � < pk | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ ÃÅÌÙÈ a É m ÍÙ ÓÎÁ-

ÞÁÌÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÙÞÅÔ am ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ pi. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ×ÅÌÉËÉ, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÞÅÎØ ÂÙ-

ÓÔÒÙÍÉ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ m É a, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÜÔÏ

ÄÅÌÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÉ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ

am � r1 (mod p1) É 0 6 r1 < p1;

am � r2 (mod p2) É 0 6 r2 < p2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . : : : . . . . . . . . . . . .

am � rk (mod pk) É 0 6 rk < pk:

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÞÅÔÁ am ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ

ÔÏÌØËÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ:8>><
>>:

x � r1 (mod p1);

x � r2 (mod p2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x � rk (mod pk):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ËÉÔÁÊ-

ÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÓËÁ-

ÖÅÍ, r; 0 6 r 6 n � 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p1 � � � pk = n. ôÁË ËÁË am | ÔÏÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÓÉÓÔÅÍÙ, ÉÍÅÅÍ am � r (mod n). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r | ×ÙÞÅÔ am

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔ ÞÉ-

ÓÌÁ 26754 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1155. òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ 1155 ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ,
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ÎÁÊÄÅÍ: 1155 = 3 � 5 � 7 � 11. ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ Ë ËÁÖÄÏ-

ÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

26754 � 1 (mod 3);

26754 � 4 (mod 5);

26754 � 2 (mod 7);

26754 � 5 (mod 11):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ:8>><
>>:

x � 1 (mod 3);

x � 4 (mod 5);

x � 2 (mod 7);

x � 5 (mod 11)

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÉÔÁÊÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁÔËÏ×. ðÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÓÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ x = 1 + 3y, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÔÏÒÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÁÅÔ:

1 + 3y � 4 (mod 5); Ô.Å. y � 1 (mod 5);

ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5 É ÎÁ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ

ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ. éÔÁË, x = 4 + 15z. ðÏÄÓÔÁ-

×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ x ÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ z × ÔÒÅÔØÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ É

ÒÅÛÁÑ ÅÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: x = 79+105t. îÁËÏÎÅÃ, ÒÅÛÁÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t, ÍÙ ÉÍÅÅÍ t � 6 (mod 11). úÎÁÞÉÔ

x = 709 + 1155u É 709 | ÉÓËÏÍÙÊ ×ÙÞÅÔ ÞÉÓÌÁ 26754 ÐÏ ÍÏÄÕ-

ÌÀ 1155.

x 8.6. ðÏÓ×ÑÝÅÎÉÅ × ÔÁÊÎÕ

âÅÎÄÖÁÍÅÎ æÒÁÎËÌÉÎ (Franklin) ÏÄÎÁÖÄÙ ÓËÁÚÁÌ: �ôÒÏÅ ÍÏ-

ÇÕÔ ÈÒÁÎÉÔØ ÔÁÊÎÕ, ÅÓÌÉ Ä×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÒÔ×Ù.� ÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁ-

ÆÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÂÅÚÏÐÁÓÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÏÐÕÓËÁ ÖÉ×ÙÈ Ë ÓÅËÒÅÔ-

ÎÙÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔ-

ËÁÈ. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÓÅÂÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ðÏÄ×ÁÌ ÂÁÎËÁ
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ÄÏÌÖÅÎ ÏÔËÒÙ×ÁÔØÓÑ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ. ÷ ÂÁÎËÅ ÓÌÕÖÁÔ ÐÑÔØ ÓÔÁÒ-

ÛÉÈ ËÁÓÓÉÒÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÏÓÔÕÐ Ë ÐÏÄ×ÁÌÕ. ðÏ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÂÅ-

ÚÏÐÁÓÎÏÓÔÉ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ÂÁÎËÁ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÔÒÅÂÕ-

ÀÝÕÀ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÕÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÑÔÅÒËÉ ÄÌÑ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔØ ÐÏÄ×ÁÌ. ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄ×ÁÌ ÍÏÇÌÉ

ÏÔËÒÙÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÔÁÒÛÉÈ ËÁÓÓÉÒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ,

ÞÔÏÂÙ ÏÔËÒÙÔØ ÐÏÄ×ÁÌ ÂÁÎËÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ ËÏÄ, ËÏÔÏ-

ÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ s. íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓ-

ÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏÔ ËÏÄ ÍÅÖÄÕ n ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÁÓÓÉÒÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁÌ ÞÔÏ-ÔÏ ÏÂ s. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÕÀ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ

ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ ËÏÄÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔËÒÙÔØ ÐÏÄ×ÁÌ

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ × ÂÁÎËÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÎÅÅ k

ÓÔÁÒÛÉÈ ËÁÓÓÉÒÏ×, ÇÄÅ k > 2 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ n.

íÙ ÄÏÂØÅÍÓÑ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉ× ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ËÏÄÅ

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ

� ÞÉÓÌÏ s ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ k ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ

ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×;

� ÞÉÓÌÏ s ÔÒÕÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÅÎÅÅ k ÆÒÁÇ-

ÍÅÎÔÏ×.

æÒÁÇÍÅÎÔÙ ËÏÄÁ, ÓÏÏÂÝÁÅÍÙÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÁÓÓÉ-

ÒÏ×, | ÜÔÏ, × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S, ÓÏ-
ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÔÏÂÙ

ÐÏÓÔÒÏÉÔØ S, ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ÉÚ n ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁ-

ÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ N | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ k

ÉÚ ÎÉÈ, Á M | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k � 1 ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ. âÕÄÅÍ ÇÏ×Ï-

ÒÉÔØ, ÞÔÏ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÏÇÏÍ ÄÌÑ L, ÅÓÌÉ M < N . éÚ ÜÔÏÇÏ

ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ k (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ) ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏ× ÉÚ L ×ÓÅÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ N , Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k � 1 (ÉÌÉ

ÍÅÎÅÅ) ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ×ÓÅÇÄÁ ÍÅÎØÛÅ M .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ËÏÄ s ×ÙÂÒÁÎ ÔÁË, ÞÔÏ M < s < N , Á ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÁÒ (m; sm), ÇÄÅm 2 L, Á sm | ×ÙÞÅÔ ÞÉÓÌÁ s

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m. üÔÉ ÐÁÒÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÄÁ,
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ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÂÝÁÀÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÁÓÓÉÒÁÍ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï L ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÏÇ k > 2, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï s > m

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m 2 L. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, sm < s ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 L.
þÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ÅÓÌÉ k ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÁÓÓÉÒÏ× ÎÁÈÏ-

ÄÑÔÓÑ × ÂÁÎËÅ? ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ t (> k) ÐÁÒ ÉÚ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á S. ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÜÔÉ ÐÁÒÙ ÞÅÒÅÚ (m1; s1); : : : ; (mt; st), ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ:8>><
>>:

x � s1 (mod m1);

x � s2 (mod m2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x � st (mod mt):

(6.1)

üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ

ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ

0 6 x0 < m1 � � �mt. îÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÌÉ x0 Ó s? üÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÁ

ÐÒÉÞÉÎÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÌÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ: L ÉÍÅÅÔ

ÐÏÒÏÇ k. ðÏÓËÏÌØËÕ t > k, ÔÏ ÎÁÛÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ×ÌÅÞÅÔ:

m1 � � �mt > N > s:

îÏ s ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ (6.1), É ÐÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ

ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ

x0 � s (mod m1 � � �mt):

á ÔÁË ËÁË s É x0 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ m1 � � �mt, ÔÏ

s = x0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ × ÂÁÎËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÎÅÅ k ÓÔÁÒ-

ÛÉÈ ËÁÓÓÉÒÏ×. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ t ÔÅÐÅÒØ ÍÅÎØÛÅ k, ÍÙ ×ÓÅ

ÒÁ×ÎÏ ÓÍÏÖÅÍ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ (6.1). ðÕÓÔØ x0 | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ

ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ 0 6 x0 < m1 � � �mt. îÏ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ, ÞÅÍ k ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ L ×ÓÅÇÄÁ

ÍÅÎØÛÅ M ; ÔÁË ÞÔÏ x0 < M < s. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ËÏÄÁ s. ïÄÎÁËÏ ËÁË

x0, ÔÁË É s | ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (6.1), ÐÏÜÔÏÍÕ

s = x0 + y � (m1 � � �mt);
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ÇÄÅ y | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

N > s > M > x0

×ÌÅÞÅÔ
M � x0

m1 � � �mt
6 y 6

s� x0

m1 � � �mt
6

N � x0

m1 � � �mt
:

ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ: ÅÓÌÉ t < k, ÔÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ËÏÄÁ s

ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ y ÓÒÅÄÉ

ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

d =

�
N �M

M

�
ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ÙÂÒÁ× ÍÏÄÕÌÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ d ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÞÅÎØ

ÂÏÌØÛÉÍ, ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÉÓËÁ y ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÅÛÁÅÍÏÊ.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÒÁÚÂÏÒÁ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÓ×ÅÔÉÔØ ÏÄÉÎ ×Ï-

ÐÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ×ÓÅÍ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ? ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÎÏ

ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏ-

ÔÏÒÙÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÄÁÎÎÏÊ ËÎÉÇÉ. üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÄÅÔÁÌØÎÏ

ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × [32].

óÄÅÌÁÅÍ ÏÂÚÏÒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. äÌÑ ÎÅÅ ÔÒÅÂÕ-

ÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ: ÞÉÓÌÏ n ÓÔÁÒÛÉÈ ËÁÓÓÉÒÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ

ÄÏÓÔÕÐ × ÐÏÄ×ÁÌ ÂÁÎËÁ, É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ k ÉÚ ÎÉÈ, ÐÒÉ-

ÓÕÔÓÔ×ÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ × ÂÁÎËÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÐÏÄ×ÁÌÁ.

ðÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÅÇÏ

ÐÏÒÏÇ k. äÁÌÅÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ× Ó ÐÏÒÏÇÏÍ k (ÜÔÕ ÞÁÓÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÎÅ ÏÂÓÕ-

ÖÄÁÌÉ), É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ M É N , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ,

ÞÔÏ L ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞÅÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ d, Ï

ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÂÙÌÏ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ËÏÄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÇÁÄÁÎ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ. ëÏÄ s|

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÌÅÖÁÝÉÍ ÍÅÖÄÕ M

É N . ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S É ÓÏ-

ÏÂÝÉÔØ ÉÈ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÁÍ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÏ k, ÕÍÅÎØÛÁÀÝÅÅ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ k ËÁÓÓÉÒÏ× ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÎËÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ
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ÎÅÞÅÓÔÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÜÔÏ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ÔÏ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ

ÕÔÅÛÁÔØ ÓÅÂÑ ÍÙÓÌØÀ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔÉ

100-ÐÒÏÃÅÎÔÎÏÊ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ÂÁÎËÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ 5

ÓÔÁÒÛÉÈ ËÁÓÓÉÒÏ× É ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅ-

ÒÅ Ä×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÒÉ ÏÔËÒÙÔÉÉ ÐÏÄ×ÁÌÁ.

úÎÁÞÉÔ, L ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÐÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÅÇÏ ÐÏÒÏÇ ÒÁ-

×ÅÎ 2. ÷ÙÂÒÁ× ÜÌÅÍÅÎÔÙ L ÓÒÅÄÉ ÍÁÌÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

L =
�
11; 13; 17; 19; 23

	
:

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏ

N = 11 � 13 = 143: ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ k = 2, ÐÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÅ k � 1 ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÚ L × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ÒÁ×ÎÏ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, M = 23

É L ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÏÇ 2. ëÏÄ s ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ,

ÌÅÖÁÝÉÍ ÍÅÖÄÕ 23 É 143. ðÕÓÔØ s = 30. ôÏÇÄÁ

S=
�
(11; 19); (13; 17); (17; 13); (19; 11); (23; 7)

	
:

îÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ × ÂÁÎËÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÁÓ-

ÓÉÒÙ Ó ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ (17,13) É (23,7)? ëÏÄ ÉÚ ÉÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÉÓÔÅÍÅ:�
x � 13 (mod 17);

x � 7 (mod 23):

ìÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÂÕÄÅÔ 30. üÔÏÔ ËÏÄ ËÏÒÒÅË-

ÔÅÎ, ÏÎ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔËÒÙÔØ ÐÏÄ×ÁÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ

1. òÅÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÕÀÓÑ ÅÝÅ × ËÉ-

ÔÁÊÓËÏÊ ËÎÉÇÅ 717 ÇÏÄÁ Î. Ü.:8<
:

x � 1 (mod 2);

x � 2 (mod 5);

x � 5 (mod 12):
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2. úÁÄÁÞÁ ÉÚ �õÞÅÂÎÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÁÓÔÅÒÁ óÁÎÁ�: �åÓÔØ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. åÓÌÉ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ 3, ÔÏ × ÏÓÔÁÔ-

ËÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ 2; ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× ÎÁ 5, × ÏÓÔÁÔËÅ

ÏÓÔÁÅÔÓÑ 3, Á ÎÁ 7 | 2. ëÁËÏ×Ï ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×?�

3. úÁÄÁÞÁ ÉÚ �áÒÉÁÂÈÁÔÉÁÍÙ�, ÉÎÄÉÊÓËÏÇÏ ÔÒÁËÔÁÔÁ ÐÏ ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉËÅ VI ×ÅËÁ: �îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÁ-

ÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔÏË 5 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 8; ÏÓÔÁÔÏË 4 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9,

Á ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 7 | ÏÓÔÁÔÏË 1.�

4. ÷ ÄÒÅ×ÎÅÊ ÉÎÄÉÊÓËÏÊ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÐÅÒÉÏÄ

ëÁÌØÐÁ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØÀ × 4320 ÍÉÌÌÉÏÎÏ× ÌÅÔ; ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ,

ÞÔÏ × ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÅ É ËÏÎÃÅ ×ÓÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÞÅ-

ÓËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÐÌÁÎÅÔ ÂÙÌÉ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ T ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ëÁÌØÐÙ ÓÏÌÎÃÅ, ÌÕÎÁ

É Ô.Ä. ÐÒÏÐÕÔÅÛÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÄÎÅÊ ÐÏÓÌÅ

ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÉÈ ÐÏÌÎÙÈ ÏÂÏÒÏÔÏ×:

óÏÌÎÃÅ ìÕÎÁ íÁÒÓ íÅÒËÕÒÉÊ àÐÉÔÅÒ óÁÔÕÒÎ

1000 41 315 1000 1000 1000

úÎÁÑ, ÞÔÏ ÓÏÌÎÃÅ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ÔÒÉ ÏÂÏÒÏÔÁ ÚÁ 1096 ÄÎÅÊ, ÌÕÎÁ |

ÏÄÉÎ ÏÂÏÒÏÔ ÚÁ 185 ÄÎÅÊ, íÅÒËÕÒÉÊ| ÔÒÉÎÁÄÃÁÔØ ÏÂÏÒÏÔÏ× ÚÁ

1096 ÄÎÅÊ, àÐÉÔÅÒ | ÔÒÉ ÏÂÏÒÏÔÁ ÚÁ 10 960 ÄÎÅÊ É óÁÔÕÒÎ |

ÏÄÉÎ ÏÂÏÒÏÔ ÚÁ 10 960, ÎÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÄÎÅÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ëÁÌØÐÙ

ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ T .

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ�
x � a (mod m);

x � b (mod n)

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ

ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ m É n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ

×ÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÅÌ m É n.

6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÉÔÁÊÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ

ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 245 632 É 354 632 ÎÁ 12 155.
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7. òÅÛÉÔÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ: x2 + 42x+ 21 � 0 (mod 105).

õËÁÚÁÎÉÅ: òÁÚÌÏÖÉÔÅ 105 ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÒÅÛÉÔÅ

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÉÓÌÁ 105.

úÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ËÉÔÁÊÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÔËÏ×.

8. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÓÔÏ-

ÑÝÕÀ ÉÚ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 11, Ó ÐÏÒÏ-

ÇÏÍ 3. óÄÅÌÁÊÔÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÐÏÒÏÇÁ 4.

9. ðÕÓÔØ p É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É n = pq. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: x2 � a (mod p) É

x2 � a (mod q). ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ËÉÔÁÊÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁÔËÏ×

ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � a (mod n).

óÒÁ×ÎÉÔÅ ÷ÁÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÚ x 8.5 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 7.

10. ðÕÓÔØ p É q| ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É n = pq. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 3 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ

ÎÁ 4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ p, q É a ÎÁÈÏ-

ÄÉÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � a (mod n). îÁÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï

ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÞÉÓÅÌ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ x2 � a (mod p)

É x2 � a (mod q) (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 6, ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17). üÔÏ ÔÒÅÔØÑ

ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ ÓÅÒÉÉ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ × ËÏÎÃÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 8 ÇÌÁ×Ù 12.


