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СИММЕТРИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

 

ç. Ä. äìÑêüòéÇ

 

åÓÒÍÓ‚ÒÍËÈ ËÌÊÂÌÂÌÓ-ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ËÌÒÚËÚÛÚ
(ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÈ ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ)

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

Каждый человек, исходя из своего житейского
опыта, имеет какое-то представление о симметрии,
поскольку это одно из самых распространенных яв-
лений в природе, искусстве и науке. Однако обычно
под симметрией понимается либо зеркальная симме-
трия, когда одна половина предмета зеркально-сим-
метрична другой, либо центральная, как у буквы И.
Такая симметрия означает, что есть преобразование
(поворот), которое переводит предмет сам в себя.

В ряде случаев симметрия является достаточно
очевидным фактом. Например, любой школьник,
рассматривая равносторонний треугольник, может
показать, почему эта фигура симметрична, и для
подтверждения своей мысли может предложить не-
сколько преобразований, в результате которых тре-
угольник не изменит своего вида. В действительно-
сти понятие симметрии гораздо шире, и под ней
понимается неизменность при какой-либо опера-
ции не только предметов, но и физических явлений,
математических формул, уравнений и т.д.

Дать точное определение симметрии в общем
случае не представляется возможным, поскольку
она принимает свою конкретную форму в каждой
области человеческой деятельности. Например, в
искусстве симметрия проявляется в соразмерности
и взаимосвязанности отдельных частей, образую-
щих произведение. В классической механике она
выражается в виде принципа относительности.
Симметрия сыграла чрезвычайно важную роль при
проведении исследований в физике микромира [1].
И не случайно крупнейший физик-теоретик акаде-
мик А.Б. Мигдал в книге “Поиски истины” [2] ут-
верждал, что “главными направлениями физики
двадцатого века были поиски симметрии и единства
картины мира”.

Математики также издавна стремились к красо-
те математических формул и справедливо считали,
что красивая формула отличается от некрасивой
тем, что в красоте больше симметрии.

В статье пойдет речь о симметрии алгебраичес-
ких и дифференциальных уравнений и о том, как
использовать это свойство, чтобы находить решения.
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The symmetry of alge-
braic and ordinary diffe-
rential equations is con-
sidered. Symmetric poly-
nomials and their
application for solution of
equations of higher order
and sets of equations are
discussed. Definitions of
group and group of trans-
formation are given.
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differential equations are
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tion of group analysis for
ordinary differential equa-
tion is considered.
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ëàååÖíêàóÖëäàÖ åçéÉéóãÖçõ

 

При решении некоторых алгебраических урав-
нений высшего порядка и некоторых систем алгеб-
раических уравнений используются специальные
многочлены, называемые симметрическими, опре-
деление которых дадим на примере многочленов от
двух переменных [3].

 

Определение 1.

 

 Многочлен 

 

P

 

(

 

x

 

, 

 

y

 

) от двух пере-
менных называется 

 

симметрическим

 

, если при за-
мене 

 

x

 

 на 

 

y

 

 и 

 

y

 

 на 

 

x

 

 он не меняется.

Например, многочлен

 

P

 

(

 

x

 

, 

 

y

 

) = 2

 

x

 

3

 

y

 

 + 

 

x

 

2

 

y

 

 + 

 

xy

 

2

 

 + 2

 

xy

 

3

 

(1)

является симметрическим, поскольку при замене 

 

x

 

на 

 

y

 

 и 

 

y

 

 на 

 

x

 

 имеем тождество

 

P

 

(

 

x

 

, 

 

y

 

) = 

 

P

 

(

 

y

 

, 

 

x

 

).

Простейшие симметрические многочлены от 

 

x

 

 и 

 

y

 

σ

 

1

 

 = 

 

x

 

 + 

 

y

 

,

 

σ

 

2

 

 = 

 

xy

 

(2)

называются 

 

элементарными

 

 (или 

 

основными

 

) 

 

сим-
метрическими многочленами

 

.

Обобщение определения симметрических мно-
гочленов от 

 

n

 

 переменных осуществляется естест-
венным путем. Например, симметрическим много-
членом от трех переменных называется многочлен

 

Q

 

(

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

z

 

) от трех переменных, который не меняется
при перестановке любых двух переменных, а эле-
ментарные симметрические многочлены определя-
ются формулами

 

σ

 

1

 

 = 

 

x

 

 + 

 

y

 

 + 

 

z

 

,

 

σ

 

2

 

 = 

 

xy

 

 + 

 

yz

 

 + 

 

xy

 

,

 

σ

 

3

 

 = 

 

xyz

 

.

Для симметрических многочленов справедлива
следующая важная

 

Теорема 1.

 

 

 

Всякий симметрический многочлен
от n переменных можно представить в виде многочле-
на от элементарных симметрических многочленов

 

, 

 

и
это представление единственно

 

.

Доказательство этой теоремы можно найти в
книге [3].

Используя теорему 1, симметрический много-
член (1) с учетом (2) можно представить в виде

Таким образом, чтобы найти выражение симмет-
рического многочлена через элементарные, необ-
ходимо разбить многочлен на однородные части и
затем, собирая все члены многочлена с одной степе-
нью по совокупности переменных, выразить каж-
дую однородную часть через элементарные симмет-
рические многочлены.

P x y,( ) = P1 σ1 σ2,( ) = 2σ1

2σ2 4σ2

2– σ2σ1.–

 

èêàåÖçÖçàÖ ëàååÖíêàóÖëäàï 
åçéÉéóãÖçéÇ Ñãü êÖòÖçàü 
ìêÄÇçÖçàâ à ëàëíÖå

 

Симметрические многочлены можно успешно
использовать при решении некоторых уравнений и
систем.

В качестве примера рассмотрим решение следу-
ющей системы уравнений с помощью симметриче-
ских многочленов:

 

x

 

4

 

 + 

 

x

 

2

 

y

 

2

 

 + 

 

y

 

4

 

 = 91,

 

x

 

2

 

 

 

−

 

 

 

xy

 

 + 

 

y

 

2

 

 = 7. (3)

Используя элементарные многочлены (2), эту сис-
тему можно записать в виде

Подставляя  из второго уравнения в первое,
находим

 

σ

 

2

 

 = 3,

а из второго

Таким образом, решение системы уравнений (3)
свелось к решению двух простейших систем

 

x

 

 + 

 

y

 

 = 4,

 

x

 

 + 

 

y

 

 = 

 

−

 

4,

 

xy

 

 = 3;

 

xy

 

 = 3.

Симметрические многочлены применяются так-
же при решении некоторых уравнений высших сте-
пеней, называемых возвратными. У таких уравне-
ний коэффициенты многочленов, равноудаленные
от концов, совпадают. Решение возвратных уравне-
ний основывается на следующей теореме [3].

 

Теорема 2.

 

 

 

Всякий возвратный многочлен

P

 

(

 

z

 

) = 

 

a

 

0

 

z

 

2

 

k

 

 + 

 

a

 

1

 

z

 

2

 

k

 

 

 

−

 

 1

 

 + … + 

 

a

 

2

 

k

 

 

 

−

 

 1

 

z

 

 + 

 

a

 

2

 

k

 

четной степени 

 

2

 

k представляется в виде

P

 

(

 

z

 

) = 

 

z

 

k

 

h

 

(

 

σ

 

), (4)

 

где

и

 

 

 

h

 

(

 

σ

 

) – 

 

некоторый многочлен степени k от

 

 

 

σ

 

.

 

Всякий возвратный многочлен

 

 

 

P

 

(

 

z

 

) 

 

нечетной сте-
пени делится на

 

 

 

z

 

 + 1, 

 

причем частное от деления
представляет собой возвратный многочлен четной
степени

 

.

 

Доказательство. Рассмотрим сначала доказа-
тельство первого утверждения этой теоремы. Пусть

σ1

4
4σ1

2σ2– 3σ2

2+  = 91,

σ1

2
3σ2–  = 7.

σ1

2

σ1

2
 = 16.

σ = z
1

z
--+
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P(z) – многочлен четной степени, тогда его можно
представить в виде

Принимая во внимание определение возвратного
многочлена, имеем a0 = a2k, a1 = a2k − 1 , …, поэтому

Поскольку степенная сумма

Sk = xk + yk

в соответствии с теоремой 1 выражается через эле-
ментарные симметричные многочлены σ1 и σ2, то,
полагая

получаем, что двучлены

выражаются через

и, следовательно, многочлен P(z) может быть пред-
ставлен в виде (4).

Возвратный многочлен нечетной степени

P(z) = a0z
2k + 1 + a1z

2k + … + a2kz + a2k + 1

в силу равенств

a0 = a2k + 1, a1 = a2k, a2 = a2k − 1 , …

может быть представлен в виде

P(z) = a0(z2k + 1 + 1) + a1z(z2k − 1 + 1) +

+ a2z
2(z2k − 3 + 1) + … + akz

k(z + 1). (5)

В каждом двучлене, стоящем в скобках, можно вы-
делить множитель z + 1, поскольку

z2m + 1 + 1 = (z + 1)(z2m − z2m − 1 + z2m − 2 + … + z2 − z + 1).

Принимая это соотношение во внимание, получаем
из (5)

P(z) = (z + 1)R(z),

где R(z) – возвратный многочлен степени 2k.

В качестве примера рассмотрим решение урав-
нения пятой степени

x5 − 8x4 + 11x3 + 11x2 − 8x + 1 = 0. (6)

Хорошо известно, что в общем случае уравнение
пятой степени и выше не может быть решено при
помощи корней (радикалов). Это было доказано в
1824 году норвежским математиком Нильсом Абе-
лем. Однако уравнение (6) является возвратным не-

P z( ) = z
k a0z

k a1z
k 1–

…
a2k 1–

z
k 1–

------------
a2k

z
k

------+ + + + 
  .

P z( ) = z
k a0 z

k 1

z
k

----+ 
  a1 z

k 1– 1

z
k 1–

---------+ 
  … ak+ ++ .

x = z, y = 
1

z
--.

z
k 1

z
k

----+ , z
k 1– 1

z
k 1–

---------+ , …

σ = σ1 = z
1

z
--+ , σ2 = 1

четной степени, и поэтому одним из его корней яв-
ляется x = −1. Поделив уравнение (6) на x + 1,
получаем возвратное уравнение четвертой степени

x4 − 9x3 + 20x2 − 9x + 1 = 0,

которое сводится к квадратному уравнению отно-
сительно σ

σ2 − 9σ + 18 = 0.

Симметричные многочлены используются так-
же при доказательстве неравенств, при решении ир-
рациональных уравнений, при разложении много-
членов на множители и при решении некоторых
других задач [3].

èéçüíàÖ éÅ ÄÅëíêÄäíçéâ ÉêìèèÖ

Понятие группы возникло при изучении сим-
метрии, относящейся к корням алгебраических
уравнений.

Из школьного курса алгебры известно, что квад-
ратное уравнение

x2 + ax + b = 0

может быть записано в виде

(x − x1)(x − x2) = 0,

где x1 и x2 – корни квадратного уравнения, причем

x1 + x2 = −a,

x1x2 = b.

Эти соотношения известны как теорема Виета.

Для кубического уравнения

x3 + ax2 + bx = c = 0

аналогичное представление для корней приводит к
соотношениям

x1 + x2 + x3 = −a,

x1x2 + x2x3 + x1x3 = b,

x1x2x3 = −c.

Любопытно, что корни уравнения в эти соотноше-
ния входят симметрично и a, b, c являются элемен-
тарными симметрическими многочленами.

Такие равенства могут быть написаны для кор-
ней алгебраического уравнения произвольного по-
рядка. Именно эти соотношения были использова-
ны Нильсом Абелем, чтобы доказать, что в общем
случае решения уравнения пятой степени не могут
быть получены через радикалы. После Абеля пол-
ную теорию разрешимости уравнений в радикалах
создал французский математик Эварист Галуа, ко-
торому, в частности, принадлежит определение ал-
гебраической операции.

Определение 2. Пусть задано множество G каких-
то элементов, тогда если каждым двум элементам
из этого множества, взятым в определенном поряд-
ке, однозначно ставится в соответствие некоторый
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элемент из множества G, то говорят, что на множе-
стве G определена алгебраическая операция.

Обычно алгебраическая операция, определен-
ная на множестве G, называется умножением или
сложением.

Определение 3. Множество G с определенной в
нем алгебраической операцией является группой,
если:

1) для любых трех элементов этого множества (a,
b, c ∈  G) выполняется ассоциативный закон:

a(bc) = (ab)c;

2) для любого элемента a ∈  G в множестве G су-
ществует единичный элемент e такой, что:

ae = ea = a;

3) для любого элемента a ∈  G в множестве G су-
ществует обратный элемент a−1 ∈  G такой, что:

aa−1 = a−1a = e.

Рассмотрим совокупность всех целых чисел, со-
стоящую из положительных, отрицательных и нуля.
Покажем, что множество таких чисел образуют
группу относительно операции сложения. В самом
деле, если за единицу в этом множестве возьмем
нуль, то сумма двух целых чисел всегда целое число.
Прибавление нуля к любому числу не изменит его,
поэтому в данном множестве есть единичный эле-
мент. Кроме того, прибавление к любому числу чис-
ла с обратным знаком дает также нуль. Таким обра-
зом, все три пункта определения 3 выполнены, и
совокупность целых чисел относительно операции
сложения в самом деле образуют группу.

éÑçéèÄêÄåÖíêàóÖëäÄü 
ÉêìèèÄ èêÖéÅêÄáéÇÄçàâ

Применение теории групп для анализа диффе-
ренциальных уравнений было открыто норвежским
математиком Софусом Ли (1842–1899). Ему удалось
показать, что большинство методов, используемых
при решении дифференциальных уравнений и ка-
завшихся до него искусственными и хитроумными,
могут быть получены с помощью теории групп [4–6].

Пусть задано дифференциальное уравнение
первого порядка

(7)

где E – некоторая функция от трех переменных x, y
и yx . Рассмотрим семейство преобразований на пло-
скости (x, y)

(8)

зависящее от вещественного параметра a.

Фактически соотношения (8) отображают точку
(x, y) некоторого множества М в точку (x', y') того же
множества, но поскольку эти преобразования зави-

E x y yx, ,( ) = 0, yx = 
yd
xd

-----,

x' = ϕ x y a, ,( ),

y' = ψ x y a, ,( ),

сят от параметра, то таких отображений целое се-
мейство.

Предположим, что семейство преобразований
(8) достаточное число раз дифференцируемо по
всем переменным и по параметру а и имеет следую-
щие свойства:

1) существует a0 ∈  ∆ (∆ – интервал вещественной
оси), такое, что

ϕ(x, y, a0) = x, ψ(x, y, a0) = y

(далее полагаем a0 = 0);

2) последовательное выполнение двух преобра-
зований равносильно применению третьего того же
вида (8). Это свойство может быть записано в виде

ϕ(x', y', b) = ϕ(x, y, a + b),

ψ(x', y', b) = ψ(x, y, a + b);

3) существует −a ∈ ∆ , такое, что

ϕ(x', y', −a) = ϕ(x, y, a),

ψ(x', y', −a) = ψ(x, y, a).

Теперь можно сформулировать определение одно-
параметрической группы преобразований.

Определение 4. Семейство преобразований (8),
которое можно дифференцировать достаточное
число раз по x, y и по параметру а и имеющее свой-
ства 1–3, называется однопараметрической группой
преобразований.

Легко заметить, что свойства 1–3 – это обычные
групповые свойства. Существенно новым момен-
том этого определения является то, что эти преоб-
разования можно дифференцировать. Условие 2 в
определении может выполняться не для всех значе-
ний параметра а и b из интервала ∆, а только при до-
статочно малых. О таком семействе преобразова-
ний говорят как о локальной однопараметрической
группе преобразований.

Примерами локальных однопараметрических
групп преобразований, которые часто используют-
ся, являются следующие преобразования на плос-
кости:

1) преобразование переноса (сдвига) параллельно
прямой kx + ly = 0 (k и l – постоянные)

(9)

2) преобразование вращения на плоскости (x, y)

(10)

3) преобразование дилатации (неоднородного
растяжения)

(11)

x' = x la,+

y' = y ka;–

x' = x α y α ,sin+cos

y' = y α x α ;sin–cos

x' = xea
,

y' = yeka
.
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Нетрудно проверить, что все эти преобразова-
ния образуют однопараметрические группы преоб-
разований.

àçÇÄêàÄçíõ èêÖéÅêÄáéÇÄçàâ

С помощью однопараметрической группы пре-
образований можно найти некоторое соотношение
между переменными, которое не меняется при дей-
ствии на него преобразований. Такое соотношение
называется инвариантом соответствующей группы
преобразований.

Если задана также функция F(x, y) от двух пере-
менных, то точка (x, y) может подвергаться преоб-
разованию в соответствии с формулами (8). Тогда и
функция F в общем случае изменится при действии
преобразования, причем F(x', y') будет, вообще го-
воря, зависеть от группового параметра a. Однако
для каждой однопараметрической группы преобра-
зований существуют инвариантные функции, кото-
рые не меняются при действии преобразований.

Инвариант может быть найден путем исключе-
ния группового параметра a из соответствующей
группы преобразований. В качестве примера рас-
смотрим, как найти инвариант групп преобразова-
ний неоднородного растяжения на плоскости.

Возведя первое соотношение семейства (11)
преобразований в степень k и разделив на второе
равенство, получим

Это соотношение показывает, что функция

является инвариантом группы преобразований не-
однородного растяжения (11).

Аналогично можно доказать, что инвариантами
групп преобразований (9) и (10) будут соответствен-
но соотношения

I2 = kx' + ly' = kx + ly

и

I3 = x'2 + y'2 = x2 + y2.

Класс функций, который будет инвариантен отно-
сительно группы преобразований растяжения, оп-
ределяется функциями, которые зависят от инвари-
анта I1, для групп преобразований (9) и (10) –
соответственно функциями от I2 и I3.

Инвариант группы преобразований может быть
получен и более формальным путем. Для этой цели
при заданной группе преобразований находятся
функции, называемые компонентами касательного
векторного поля:

I 1 = 
x'

k

y'
------  = 

xk

y
----.

I 1 = 
xk

y
----

В теории Софуса Ли доказано, что необходимым
и достаточным условием того, что функция F инва-
риантна относительно группы преобразований, яв-
ляется выполнение равенства

XF = 0. (12)

Здесь X – выражение (называемое дифференциаль-
ным оператором), которое действует на функцию и
дает снова функцию. Оно имеет вид

Докажем необходимость условия (12). Если
функция F(x, y) – инвариант соответствующей
группы преобразований, то

F(x, y) = F(x', y'). (13)

Используя соотношения для x' и y' (справедливые
при малых а) в виде

имеем равенства

(14)

Подставляя (14) в (13), приходим к (12).

Соотношение (12) эквивалентно следующему
уравнению в частных производных:

Решение его как раз и дает инвариант искомой
группы преобразований.

В качестве примера найдем инвариант группы
преобразований вращения на плоскости.

Поскольку

то

ξ  = ϕ∂
a∂

------
a 0=

, η  = ψ∂
a∂

-------
a 0=

.

X = ξ ∂
x∂

----- η ∂
y∂

-----.+

x' = x a ϕ∂
a∂

------
a 0=

+  = x ξa,+

y' = y a ψ∂
a∂

-------
a 0=

+  = y ηa+ ,

F x' y',( ) = F x ξa y ηa+,+( ) =

= F x y,( ) a ξ F∂
x∂

------ η F∂
y∂

------+ 
  .+

ξ F∂
x∂

------ η F∂
y∂

------+  = 0.

x'∂
α∂

-------  = x α y α ,cos+sin–

y'∂
α∂

-------  = y α x α ,cos–sin–

ξ  = x'∂
α∂

-------
α 0=

 = y,

η  = y'∂
α∂

-------
α 0=

 = x.–
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Уравнение (12) для данного случая примет вид

решение которого дает инвариант группы преобра-
зований (10) в виде

I = x2 + y2.

ëïÖåÄ ÉêìèèéÇéÉé ÄçÄãàáÄ 
ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï ìêÄÇçÖçàâ

Алгоритм, позволяющий находить группы пре-
образований, для которых дифференциальное урав-
нение остается инвариантным, называется группо-
вым анализом дифференциального уравнения. Схему
этого алгоритма рассмотрим на примере дифферен-
циального уравнения первого порядка (7). Задача,
которая при этом ставится: найти группы преобра-
зований, относительно которых дифференциальное
уравнение остается инвариантным (в этом случае
обычно говорят о группе преобразований, которая
допускается дифференциальным уравнением).

Дифференциальное уравнение (7) можно рас-
сматривать как алгебраическое уравнение с функ-
цией от трех переменных x, y и yx . Важным момен-
том теории группового анализа дифференциальных
уравнений является то, что при заданной группе
преобразований однозначно определяются компо-
ненты касательного векторного поля и, наоборот,
при известных компонентах касательного вектор-
ного поля однозначно восстанавливается группа
преобразований. Таким образом, задание однопа-
раметрической группы преобразований фактичес-
ки эквивалентно заданию компонент касательного
векторного поля.

Это обстоятельство позволяет при групповом
анализе дифференциального уравнения (7) искать
не сами группы, а только компоненты касательного
векторного поля ξ и η. Однако дифференциальное
уравнение (7) содержит три переменные x, y и yx, и
поэтому оператор, который должен действовать на
левую часть уравнения (7), принимает вид

причем поскольку yx является производной от y по x,
то η' определяется следующим выражением от ξ и η:

Кроме того, поскольку соотношение (7) является
дифференциальным уравнением, в котором E = 0,
то условие инвариантности уравнения (7) относи-
тельно группы преобразований принимает вид

(15)

Условие (15) позволяет найти все компоненты
касательного векторного поля ξ и η и тем самым оп-
ределить все независимые однопараметрические

y
F∂
x∂

------ x
F∂
x∂

------–  = 0,

X' = ξ ∂
x∂

----- η ∂
y∂

----- η '
∂
yx∂

-------,+ +

η ' = η x yx η y ξ x–( ) yx
2ξ y.–+

X'E E = 0 = 0.

группы преобразований, которые допускаются
уравнением (7).

Техника проведения группового анализа диффе-
ренциальных уравнений довольно трудоемка, и, как
правило, в настоящее время этот алгоритм выпол-
няется с применением программ аналитических вы-
числений на ЭВМ. Такие программы с успехом при-
меняются в последние годы для решения многих
математических задач, где требуется большое коли-
чество алгебраических вычислений.

Следует заметить, что некоторые группы преоб-
разований (но не все) можно установить по виду са-
мого дифференциального уравнения.

Покажем, например, как это делается на приме-
ре дифференциального уравнения, имеющего вид

(16)

Предположим, что это уравнение допускает
группу преобразований неоднородного растяжения
на плоскости (x, y), тогда

(17)

Подставляя эти соотношения в уравнение, получаем

Последнее уравнение совпадает с (16), если b = a, и
поэтому уравнение (16) допускает группу преобра-
зований (17) при b = a. Эта группа имеет инвариант

Используя инварианты групп преобразований,
можно упростить процедуру нахождения решения
дифференциального уравнения. В самом деле, по-
скольку y = θ(x)x, то уравнение (16) можно запи-
сать в виде

откуда находится решение

(здесь с – постоянная).

В качестве еще одного примера рассмотрим, как
можно с помощью инварианта решить дифферен-
циальное уравнение вида

(18)

x2 yd
xd

-----  = xy y2
.+

x' = ax,

y' = by.

x'
2 y'd

x'd
-------  = x'y'

a
b
---y'

2
.+

θ = 
y'

x'
----  = 

y
x
--.

x
θd
xd

------  = θ2
,

y = 
x

ln xc( )
----------------–

yd
xd

-----  = αx βy.+
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Предположим, что это дифференциальное урав-
нение допускает группу преобразований сдвига по
x и по y

(19)

Подставляя эти соотношения в уравнение (18), по-
лучим, что оно не изменит своего вида, если

Инвариант группы преобразований (19) имеет
вид

z = αx' + βy' = αx + βy.

В этом случае

и уравнение (18) преобразуется к уравнению

решение которого выражается формулой

(здесь c1 – произвольная постоянная).

Учитывая обозначение инварианта, находим
окончательное решение уравнения (18) в виде

Приведенные примеры показывают, что в ряде
случаев группа преобразований находится непо-
средственно из вида дифференциального уравне-
ния и полученные инварианты существенно упро-
щают решение дифференциального уравнения.

áÄäãûóÖçàÖ

Групповой анализ дифференциальных уравне-
ний в последние годы находит широкое примене-
ние при построении решений уравнений в частных
производных. Оказалось, что инварианты соответ-
ствующих групп преобразований для уравнений та-
кого вида позволяют существенно упростить проце-
дуру получения аналитического решения. Это, по-

x' = x a,+

y' = y b.+

b = 
β
α
---a.–

yd
xd

-----  = 
1

β
--- zd

xd
----- α

β
---–

zd
xd

-----  = α βz,+

z x( ) = 
c1

β
----eβx α

β
---–

y = 
c1

β2
-----eβx α

β2
-----–

α
β
---x.–

видимому, один из самых важных практических ре-
зультатов теории симметрии дифференциальных
уравнений.

После открытия солитонов в 60-х годах нашего
столетия резко усилился интерес к применению те-
ории симметрии при решении нелинейных уравне-
ний в частных производных, и идеи Софуса Ли в ра-
ботах ряда ученых были обобщены. Эти работы
расширили наше понимание симметрии диффе-
ренциальных уравнений и привели к понятию
“высшей” симметрии. В последнее время этот раз-
дел нелинейной математической физики интенсив-
но изучается, и в научных периодических журналах
можно найти много работ, посвященных этой теме.
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