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УМНОЖЕНИЕ СИММЕТРИЙ
И ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

 

Ä. û. éãúòÄçëäàâ

 

åÓÒÍÓ‚ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ
ËÏ. å.Ç. ãÓÏÓÌÓÒÓ‚‡

 

1. ÇÇÖÑÖçàÖ

 

Изощренная громоздкость алгебраических вы-
ражений, приводимых порою в учебниках и задач-
никах, их отпугивающий вид в некоторых экзаме-
национных заданиях при поступлении в высшие
учебные заведения могут создать впечатление,что
математическое искусство должно совершенство-
ваться именно в исследовании все более запутан-
ных нагромождений формул и уравнений. К счас-
тью, такое представление далеко от реальностей
математики, развитие которой связано как с реше-
нием известных старых проблем, так и с появлени-
ем новых точек зрения, новых понятий, диктуемых
и внутренней логикой науки, и ее приложениями.

Исчисление, об элементах которого мы поведем
речь, не является числовым и возникло в связи с
фундаментальными для математики и естествозна-
ния свойствами симметрий и с необходимостью
“умножать” преобразования.

Группы преобразований (и просто “группы”) ле-
жат в основании современной алгебры и определя-
ют лицо многих разделов математики и теоретичес-
кой физики, где симметрия проявляется не всегда
столь наглядно, как, скажем, симметрия молекул в
строении составленных из них кристаллов. 

Цель настоящей статьи, адресованной преиму-
щественно старшеклассникам, – дать представле-
ние о преобразованиях множеств и их умножении,
свойства которого далеки от привычных свойств
операций над числами. Правило четности для про-
изведения перестановок иллюстрируется одной иг-
рой. Каких-либо знаний за пределами школьной
программы от читателя не требуется. В следующей
статье, следуя истории возникновения “групповых
исчислений”, мы предполагаем перейти к общему
понятию группы.

 

2. ëàååÖíêàà

 

Та или иная группа преобразований часто воз-
никает как группа симметрий некоторого объекта.
Например, квадрат симметричнее произвольного
прямоугольника, потому что число симметрий ква-
драта равно восьми, а у прямоугольника их всего че-
тыре. В самом деле, квадрат преобразуется в себя же
при зеркальных отражениях относительно любой из
двух средних линий 

 

AB

 

 или 

 

CD

 

 (рис. 1

 

а

 

), при отра-
жениях относительно диагоналей 

 

1

 

 – 

 

3

 

 и 

 

2

 

 – 

 

4

 

 и при

 

MULTIPLICATION
OF SYMMETRIES
AND TRANSFORMATIONS

 

A. Yu. OL'SHANSKII

 

This paper introduces
the group theoretical
point of view of symme-
tries and transformations.
Symmetries of polynomi-
als are used as a defini-
tion for permutation's
sign, which is applied
afterwards to a puzzle.
Multiplication of symme-
tries is quite different from
usual numerical opera-
tions. Therefore a “cal-
culus” arises which leads
to general notions of the
group theory.
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поворотах по часовой стрелке на углы 0

 

°

 

, 90

 

°

 

, 180

 

°

 

 и
270

 

°

 

 вокруг его центра.

Среди этих 8 преобразований “поворот” на 0

 

°

 

называется 

 

тождественным преобразованием 

 

(кото-
рое также полезно учитывать, как мы увидим поз-
же). Оно состоит в том, что каждая точка остается
неподвижной, то есть отображается в себя. В этом
смысле поворот на 360

 

°

 

 является тем же тождест-
венным преобразованием, а поворот на 90

 

°

 

 совпа-
дает с поворотом на 450

 

°

 

: важен результат, а не про-
деланный той или иной точкой путь при
динамической интерпретации движения.

У прямоугольника (рис. 1

 

б

 

) кроме тождествен-
ной есть еще 3 симметрии: поворот вокруг центра
на 180

 

°

 

 и зеркальные отражения относительно 

 

AB

 

 и

 

CD

 

. У трапеции (рис. 1

 

в

 

) группа симметрий включа-
ет в себя лишь одно тождественное преобразование.
Читатель может сосчитать число симметрий у тетра-
эдра, куба и других правильных многогранников. 

К фигурам с бесконечной группой симметрий
(то есть состоящей из бесконечного множества раз-
личных преобразований) относятся, например,
прямой круговой конус (рис. 2

 

а

 

) (любой поворот
пространства около его оси есть симметрия), а так-
же бесконечная трехцветная раскраска плоскости
(рис. 2

 

б

 

), для которой симметриями будут парал-

лельные переносы на векторы  и

вообще на любой вектор , если разность 

 

k

 

 

 

−

 

 

 

l

 

целых чисел 

 

k

 

 и 

 

l

 

 делится на 3.

Многочлен 

 

xy

 

 + 

 

xz 

 

+ 

 

yz

 

 кажется симметричнее,
чем многочлен 

 

xy

 

2

 

 + 

 

yz

 

2

 

 + 

 

zx

 

2

 

, который в свою оче-

3a 3b 6a 6b …, , , ,

ka lb+

 

редь выглядит симметричнее, чем 

 

x

 

 + 2

 

y

 

 + 5

 

z

 

. Одна-
ко, чтобы “измерить” симметрию многочленов, за-
висящих от трех переменных, нужно ввести в
рассмотрение всевозможные перестановки перемен-
ных 

 

x

 

, 

 

y

 

 и 

 

z

 

 между собой. К примеру, первый и второй
многочлены, в отличие от третьего, не меняются при
замене переменных 

 

x

 

  

 

y

 

, 

 

y

 

  

 

z

 

, 

 

z

 

  

 

x

 

.

Запишем все возможные перестановки трех пе-
ременных вместе с тождественной в таблицу 1. Они
и составляют группу симметрий первого многочле-
на, в то время как симметриями второго многочле-
на оказываются лишь перестановки из второго ряда
таблицы 1 (проверьте!), а группа симметрий третье-
го содержит в себе лишь последнюю, тождествен-
ную перестановку переменных.

 

Таблица 1

 

Как мы видим, первой важной характеристикой
и мерой симметричности фигуры, многочлена и т.д.
является число различных симметрий в группе сим-
метрий, которое называется 

 

порядком

 

 группы. Так,
первый из трех рассмотренных многочленов имеет
группу симметрии порядка 6, а квадрат имеет груп-
пу симметрии порядка 8. Но еще важнее понять, как
устроена в таких группах операция умножения, к
которой мы теперь и переходим.

 

3. èêÖéÅêÄáéÇÄçàü

 

Каждая симметрия является преобразованием
какого-то “множества” (множества, состоящего в
рассмотренных примерах из всех точек плоскости,
пространства или из всех многочленов от трех пере-
менных с вещественными коэффициентами).

Что такое произвольное преобразование 

 

f 

 

про-
извольного множества 

 

X

 

?

 

 

 

Пусть 

 

X 

 

состоит из каких-
то 

 

точек

 

. (Вообще нужно говорить о так называе-
мых “точках”. В одном из примеров у нас в качестве
точек выступают многочлены от трех переменных!)
Говорят, что задано 

 

преобразование 

 

(или взаимно од-
нозначное отображение, соответствие, обратимая
функция) 

 

f 

 

множества 

 

X

 

, если для каждой точки 

 

a

 

 из

 

X  

 

(

 

a

 

 

 

∈

 

 

 

X

 

) однозначно задана другая точка из 

 

X

 

, ко-
торую называют 

 

образом 

 

точки 

 

a

 

 и обозначают 

 

f

 

(

 

a

 

);
при этом требуется дополнительно, чтобы каждая
точка 

 

b 

 

из 

 

X 

 

(

 

b

 

 

 

∈

 

 

 

X

 

) была также образом некоторой,
причем единственной, точки 

 

a

 

 

 

∈

 

 

 

X

 

. В этом случае
точку 

 

a 

 

называют 

 

прообразом

 

 точки 

 

b.

 

Приведем несколько примеров. 

x y z

y x z

x y z

z y x

x y z

x z y

x y z

y z x

x y z

z x y

x y z

x y z

 

Рис. 1.

Рис. 2.
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1. Пусть 

 

X –

 

 плоскость, а 

 

f –

 

 ее поворот по часо-
вой стрелке на 90

 

°

 

 около начала координат. Тогда
образом точки (1, 0) будет точка (0, 

 

−

 

1), а образом
точки (0, 

 

−

 

1) будет точка (

 

−

 

1, 0). Проверьте, что во-
обще образом произвольной точки (

 

x, y

 

) является
точка (

 

y

 

, 

 

−

 

x

 

), а прообразом для (

 

x

 

,

 

 y

 

) служит (

 

−

 

y

 

, 

 

x

 

).

2. Пусть опять 

 

X

 

 – это координатная плоскость,
но 

 

f –

 

 ее параллельный перенос на вектор 

 

n

 

 с коор-
динатами (

 

ν

 

1

 

, 

 

ν

 

2

 

). Образом произвольной точки 

 

A с
координатами (a1 , a2) будет точка (a1 + ν1 , a2 + ν2),
а прообраз точки А – точка с координатами (a1 − ν1,
a2 − ν2).

3. Пусть теперь X – множество всех веществен-
ных чисел. Тогда формула y = f(x) задает преобразо-
вание множества X, если в качестве образа y произ-
вольной точки x выбрать f(x) = 2x − 6 или f(x) = x3.
Однако функция f(x) = x2 уже не будет преобразова-
нием вещественной прямой, так как, например, у
точки 4 (то есть числа 4 в данном случае) два прооб-
раза: 2 и −2, а у точки −1 нет ни одного прообраза.

4. Рассмотрим все преобразования какого-ни-
будь конечного множества X, то есть множества, в
котором конечно число “точек”. Пусть, например,
X состоит из трех букв x, y, z. Тогда преобразование f,
для которого f(x) = y, f(y) = z и f(z) = x, является про-
сто четвертой перестановкой из таблицы 1, а число
всевозможных преобразований множества X равно 6,
как видно из той же таблицы.

При обобщении этого примера на произвольное
конечное множество X, состоящее из n точек, по-
ступают следующим образом. Все точки этого мно-
жества нумеруют целыми числами от 1 до n. (В при-
мере выше можно считать, скажем, что x имеет
номер 1, y – номер 2, а z – номер 3.) В таком случае
всякая перестановка f (то есть преобразование ко-
нечного множества X) может быть задана двумя
строками: в первой мы приводим все точки множе-
ства X (а значит, после нумерации – просто числа 1,
…, n), а во второй пишем соответственно их образы
при преобразовании f. Так, преобразование f из пре-

дыдущего абзаца запишется как , а

таблица 1 переписывается в виде таблицы 2.

Таблица 2

Понятно, что каждая перестановка f полностью
определяется указанием образов всех точек конеч-
ного множества X, то есть f задается второй строкой

f  = 
1 2 3

2 3 1 
 
 

 

f 1 = 
1 2 3

2 1 3 
 
 

, f 2 = 
1 2 3

3 2 1 
 
 

, f 3 = 
1 2 3

1 3 2 
 
 

,

f 4 = 
1 2 3

2 3 1 
 
 

, f 5 = 
1 2 3

3 1 2 
 
 

, f 6 = 
1 2 3

1 2 3 
 
 

.

своей стандартной записи. Такая строка всего одна:
(1) при n = 1, их две: (1, 2) и (2, 1) при n = 2 и их
шесть: (2, 1, 3), (3, 2, 1), (1, 3, 2,), (2, 3, 1), (3, 1, 2),
(1, 2, 3) для n = 3.

Естественно предположить, что для всякого n
число всех различных перестановок на множестве X,
состоящем из n точек, равно 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ … ⋅ (n – 1) ⋅ n =
= n!. (Правая часть читается “n факториал”.) Такое
предположение оказывается верным, так как оно
подтверждается каждый раз при переходе к следую-
щему значению для n. В самом деле, из любой дан-
ной строки, заполненной числами от 1 до n, можно
получить n + 1 строку, заполненную числами от 1 до
n + 1, если вставлять число n + 1 на любое из воз-
можных мест: в самом начале строки или после пер-
вого числа строки, или после второго, ..., или после
n-го. Поэтому число всех строк, заполненных чис-
лами от 1 до n + 1, в n + 1 раз больше, чем число
строк, составленных из чисел от 1 до n, а значит, оно
равно n!(n + 1) = (n + 1)!.

4. èêéàáÇÖÑÖçàÖ èêÖéÅêÄáéÇÄçàâ

Мы придем к “исчислению” симметрий и пре-
образований после того, как зададим следующую,
присущую преобразованиям операцию, называе-
мую их суперпозицией, или просто умножением.

Пусть f и g – два произвольных преобразования
какого-то определенного множества X. Тогда их
произведение fg, обозначаемое сейчас буквой h, оп-
ределяется так: для всякой точки x из X по определе-
нию h(x) = f(g(x)). Другими словами, для вычисле-
ния h(x) нужно сначала вычислить y = g(x), а потом
найти образ z = f(y) точки y при преобразовании f.
Пользуясь определениями, читатель без особого
труда может убедиться, что h – также преобразова-
ние множества X. Мы ограничимся только следую-
щими примерами.

1. Пусть преобразование f вещественной прямой
задается функцией f(x) = 2x + 6 вещественного пе-
ременного x. Пусть также по определению g(x) = x3.
Тогда преобразование h = fg является функцией, вы-
числяемой по правилу

h(x) = f(g(x)) = f(x3) = 2x3 + 6,

поскольку для получения последнего равенства x
заменяется на x3 в формуле, задающей функцию f.
Заметим, что функция h' = gf должна находиться по
правилу 

h'(x) = g(f(x)) = g(2x + 6) = (2x + 6)3.

Этот пример показывает, что умножение преобра-
зований вполне может быть некоммутативным, то
есть результат может существенно зависеть от по-
рядка множителей и преобразование fg не обязано
совпадать с gf.

2. Найдем произведение каких-нибудь двух пе-
рестановок из таблицы 2, например f1 f2. Здесь мно-
жество X состоит из трех чисел: X = {1, 2, 3}. Значит,
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для вычисления h = f1 f2 мы должны сначала найти
h(1) = f1( f2(1)). Из таблицы 2 видим, что f2(1) = 3, а
f1(3) = 3, откуда h(1) = 3. Аналогично находим по-
следовательно: h(2) = 1 и h(3) = 2. Это означает, что
произведение f1 f2 преобразует числа точно так же,
как перестановка f5 из таблицы 2, то есть, f1 f2 = f5.
Читатель тем же способом подсчитает, что f2 f1 = f4,
то есть f1 и f2 не коммутируют, а, к примеру, f4 и f5

коммутируют: f4 f5 = f5 f4.

3. Проверьте, пожалуйста, самостоятельно, что
произведение зеркальных симметрий квадрата от-
носительно прямых 2 – 4 и AB (рис. 1а) есть поворот
на 90° вокруг его центра по часовой стрелке, а про-
изведение тех же преобразований в обратном по-
рядке  – поворот на 270° по часовой стрелке. Для та-
кой проверки достаточно проследить за образами
только вершин квадрата. В качестве упражнения
можно порекомендовать провести умножения для
выбранных каким-либо образом симметрий других
правильных многоугольников: тетраэдра, куба и т.д.

5. Éêìèèõ èêÖéÅêÄáéÇÄçàâ

Выделим теперь общие свойства групп симмет-
рий. Во-первых, симметрии выбираются среди пре-
образований какого-то множества X. При этом уже
заранее к рассмотрению могут допускаться не обя-
зательно все преобразования множества X. Так, при
определении группы симметрий квадрата мы с са-
мого начала ограничивались только движениями
плоскости, то есть преобразованиями, сохраняю-
щими длины отрезков (хотя допускали как “собст-
венные” движения, при которых сохраняется еще и
ориентация, так и “несобственные” движения, ме-
няющие ориентацию, такие, как зеркальные симме-
трии). Затем среди движений плоскости выбирались
симметрии квадрата, то есть те преобразования, при
которых каждая его точка отображается в некото-
рую точку того же квадрата.

Во-вторых, определено произведение преобра-
зований, которое опять-таки является преобразова-
нием. Произведение симметрий – симметрия: если,
например, преобразования f и g каждое  переводят
некоторую фигуру в себя, то и произведение fg, ко-
нечно же, переводит эту фигуру в себя, так как оно
сводится к последовательному выполнению g и f.
Следовательно, для симметрий фигуры всегда име-
ется операция умножения.

Отметим далее, что умножение преобразований
(в том числе симметрий) ассоциативно. Это значит,
что для любых трех (не обязательно различных)
преобразований f, g, h произвольного множества X
всегда (fg)h = f(gh) (здесь скобки указывают на поря-
док выполнения умножений). Для проверки убеди-
тесь просто, пользуясь определением умножения
преобразований, что как произведение, стоящее в
левой части этого равенства, так и произведение из
правой части, отображают произвольную точку x из
X в точку f(g(h(x))). Это наблюдение позволяет далее

опускать скобки, то есть писать fgh, так как резуль-
тат не зависит от их расстановки. 

Нами было замечено также, что среди преобра-
зований и симметрий всегда можно выделить тож-
дественное преобразование e. Оно оставляет каж-
дую точку x на месте: e(x) = x, а выбранное для него
обозначение обусловлено тем, что e является “еди-
ничным” (или нейтральным) сомножителем при
умножении преобразований: ef = fe = f для любого
преобразования f, так как всегда e(f(x)) = f(x) и
f (e(x)) = f (x) по определению преобразования e.
В таблице 2 e = f6.

Наконец для каждого преобразования f имеется
обратное преобразование g со свойством: fg = gf = e;
для него используется обозначение g = f −1. Чтобы
задать преобразование f−1, нужно его определить
правилом f −1(b) = a, если f(a) = b, то есть образ и
прообраз меняются ролями при переходе от f к f −1.
Очевидно, что (f −1)−1 = f. Проверьте, что в таблице 2

Обратными в этом смысле к функциям веществен-
ного переменного f(x) = x3 и f(x) = 2x + 6 являются
соответственно  и . (Про-
верьте!)

Полезно заметить, что если некоторое преобра-
зование f рассматривается как симметрия (преобра-
зует некоторую фигуру в себя), то и f −1 – тоже сим-
метрия.

6. óÖíçéëíú èÖêÖëíÄçéÇéä

Обобщим сначала пример из раздела 2, рассмат-
ривая теперь многочлены с вещественными коэф-
фициентами от n переменных x1, x2, …, xn, где n –

любое целое положительное число. Обозначим Sn

группу всех перестановок на символах 1, 2, ..., n, по-
рядок которой равен n! (см. раздел 3). Группу Sn бу-

дем также считать группой преобразований множе-
ства всех многочленов от n переменных. Точнее,
если перестановка f переводит 1 в какое-то число i1,

2 – в i2, ..., n – в in (то есть ), то пере-

менная x1 заменяется на , x2 – на , …, xn – на .

Например, многочлен x1 − 2x2 + 5x3x4 под действием

преобразования, заданного перестановкой

, меняется на x2 − 2x4 + 5x1x3.

При n = 3 многочлены второй и третьей степе-
ней от трех переменных  и (x1 + x2)(x1 +
+ x3)(x2 + x3) (читатель может сам раскрыть скобки)
симметричны, то есть не меняются при любых пе-
рестановках переменных. А что можно сказать о
многочлене d3(x1, x2, x3) = (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)?
Каждый из его трех множителей под действием
любой перестановки, выбранной из таблицы 2,

f 1

−1
 = f 1    f 2

−1
 = f 2,    f 3

−1
 = f 3    f 4

−1
 = f 5    f 6

−1
 = f 6., , ,

g x( ) = x3 g x( ) = 
x
2
--- 3–

f  = 
1 2 … n

i1 i2 … in 
 
 

xi1
xi2

xin

1 2 3 4

2 4 1 3 
 
 

x
1

2 x
2

2 x
3

2+ +
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заменяется на другой множитель из этого произведе-
ния, но с возможной заменой знака перед ним. (Про-
верьте!) Поэтому их произведение d3(x1, x2, x3) либо
не меняется, либо меняет свой знак на противопо-
ложный. Группу симметрий многочлена d3(x1, x2, x3)
составляют те перестановки, которые его не меня-
ют. Проверьте, что к ним относятся f4, f5 и f6 из таб-
лицы 2. Такие перестановки называют четными, а
f1, f2, f3 – нечетные перестановки.

Чтобы определить четность произвольной пере-
становки

на числах от 1 до n, нужно ввести многочлен от n пе-
ременных x1, x2, …, xn :

dn(x1, x2, …, xn) = (x1 − x2)(x1 − x3) … (x1 − xn)(x2 − x3) …

… (x2 − xn)(x3 − x4) … (x3 − xn) … (xn − 1 − xn). (1)

По определению разность xk − xl включается множи-
телем в многочлен dn(x1, …, xn) тогда и только тогда,
когда k < l.

Под действием перестановки f сомножитель xk − xl

заменяется на , то есть либо на другой мно-
житель произведения (1), либо на двучлен, проти-
воположный по знаку одному из множителей в (1)
(если k < l, но ik > il). Значит, многочлен (1) преобра-
зуется в ±dn(x1, …, xn).

Те перестановки из группы всех перестановок
Sn, которые составляют группу симметрий много-
члена dn(x1, …, xn), то есть не меняющие произведе-
ния (1), называются четными, а меняющие его знак
на противоположный называются нечетными.

Для примера рассмотрим элементарную транс-
позицию, которая меняет местами только два ка-
ких-либо соседних числа k и k + 1 в ряду 1, …, n:

(2)

Преобразование, заданное перестановкой (2), заме-
няет множитель xk − xk + 1 на xk + 1 − xk = −(xk − xk + 1).
Все же остальные сомножители в (2) могут только
остаться без изменения или поменяться местами с
другими множителями, не меняя знак. Например,
если k + 1 < l, то xk + 1 − xl превращается в xk − xl, где
опять-таки k < l, и т.д. Поэтому перестановка (2) по-
меняет знак перед многочленом (1), то есть

всякая элементарная транспозиция является не-
четной перестановкой.

7. èêÄÇàãé óÖíçéëíà Ñãü èêéàáÇÖÑÖçàü 
èÖêÖëíÄçéÇéä

Из свойств произвольной группы симметрий, в
частности группы четных перестановок, заключа-
ем, что произведение четных перестановок есть чет-

f  = 
1 2 … n

i1 i2 … in 
 
 

xik
xil

–

f  = 
1 2 … k 1– k k 1+ k 2+ … n

1 2 … k 1– k 1+ k k 2+ … n 
 
 

.

ная перестановка. Впрочем, это видно и непосред-
ственно, поскольку результат действия на какой-
либо многочлен произведения fg двух перестановок
будет таким же, как и при последовательном при-
менении к нему сначала g, а потом f. Отсюда видно
также, что произведение нечетной перестановки
на четную (или четной на нечетную) есть нечетная
перестановка, так как если g не меняет многочлена
(1), а f заменяет dn(x1 , …, xn) на −dn(x1 , …, xn ), то
произведение fg (то есть последовательное приме-
нение сначала g, а затем f) преобразует dn(x1 , …, xn )
в –dn(x1 , …, xn). Точно так же произведение двух не-
четных перестановок будет четной перестановкой.
Все эти возможности объединяются одним прави-
лом четности произведения:

При умножении перестановок их четности “скла-
дываются”. В частности, произведение двух четных
или двух нечетных перестановок является четной пе-
рестановкой, а произведение четной на нечетную (или
нечетной на четную) есть нечетная перестановка.

Найдем четность произведения произвольной
транспозиции, то есть перестановки, меняющей ме-
стами только два различных (не обязательно сосед-
них, как в случае элементарной транспозиции) чис-
ла k и l :

(3)

Для определенности считаем, что k < l, а также, что
k + 1 < l, так как иначе транспозиция (3) является
элементарной и, как уже нам известно, нечетной.

Удобно ввести следующую вспомогательную пе-
рестановку g, переставляющую только числа k + 1 и l :

Для этой перестановки g и элементарной транс-
позиции f, заданной формулой (2), составим произ-
ведение g f g. Оставим читателю его вычисление, ко-
торое убеждает, что g f g совпадает с транспозицией
(3). (Например, k под действием g переходит в себя,
затем под действием f отображается в число k + 1,
которое при применении g отображается в l. В итоге
k преобразуется в l, как и при выполнении одной
перестановки (3), и т. д.) Однако нам уже известно,
что f – нечетная перестановка. Поэтому двукратное
применение правила четности к произведению g f g
приводит к выводу, что транспозиция (3) есть нечет-
ная перестановка. Тем самым доказана

Теорема 1. Всякая транспозиция является не-
четной перестановкой.

Подсчет числа четных или нечетных перестано-
вок в группе Sn может быть при n  > 1 проведен сле-
дующим образом. Предположим, что f1, …, fs – все
различные четные перестановки из Sn, а g1, …, gt – все
нечетные перестановки. Выберем среди последних

1 2 … k k 1+ … l 1– l … n

1 2 … l k 1+ … l 1– k … n 
 
 

.

g = 
1 2 … k k 1+ k 2+ … l 1– l l 1+ … n

1 2 … k l k 2+ … l 1– k 1+ l 1+ … n 
 
 

.
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также какую-нибудь одну транспозицию и обозна-
чим ее h (такая найдется, ибо n  > 1). Тогда все пере-
становки hf1, …, hfs различны (равенство вида hfi = hfj

после умножения слева обеих его частей на h−1 при-
вело бы к равенству fi = fj). Но по правилу четности
произведения и теореме 1 все эти s перестановок
должны быть нечетными, а значит, содержаться
среди перестановок g1, …, gt. Такое возможно только,
если s # t. Однако тем же способом, но рассматривая
уже произведения hg1, …, hgt, получаем и обратное
неравенство: t # s. Следовательно, s = t, а из раздела
3 мы уже знаем, что s + t = n!. Значит, доказана

Теорема 2. При n > 1 число четных перестановок
в группе Sn совпадает с числом нечетных перестано-
вок и равно n!/2.

8. àÉêÄ Ç “èüíçÄÑñÄíú” à èÖêÖëíÄçéÇäà

Покажем теперь, как свойства перестановок по-
могают объяснить одну давно известную голово-
ломку. Это так называемая игра в “пятнадцать”. Для
нее предназначена коробка, заполненная фишками
с номерами от 1 до 15. При этом шестнадцатое место
в четырех рядах и четырех колонках остается пус-
тым (рис. 3а). За один ход разрешается передвинуть
на пустое место любую из соседних фишек, находя-
щихся слева, справа, выше или ниже пустого места
(место, занимаемое фишкой ранее, наоборот, ста-
новится пустым). В позиции рисунка 3а, например,
можно передвинуть только одну из фишек с номе-
рами 2 (вправо), 11 (влево), 6 (вниз) или 15 (вверх).

Спрашивается, можно ли от произвольной по-
зиции перейти за несколько ходов к другой, ска-
жем, от показанной на рисунке 3б к рисунку 3в.

Для математического анализа игры можно счи-
тать, что на пустом месте как бы находится допол-
нительная фишка с номером 16, которую только и
разрешается менять с соседними (слева, справа,
сверху или снизу). В этом случае каждая позиция
однозначно характеризуется перестановкой

где  i1 – номер фишки, стоящей в левом верхнем углу,
i2 – номер фишки из первого ряда и второй колон-
ки, ..., i5 – из второго ряда и первой колонки и т. д.

f  = 
1 2 … 16

i1 i2 … i16 
 
 

,

Например, позиция рисунка 3а задается переста-
новкой

позиция рисунка 3в – тождественной перестанов-
кой, а позиция рисунка 3б – элементарной транспо-
зицией, меняющей местами 14 и 15.

Делая один ход, игрок меняет позицию и пере-
становку, ее характеризующую. Так, если в позиции
рисунка 3а фишку с номером 6 опустить на пустое
место (то есть поменять ее местами с фиктивной
фишкой 16), то в нижней строке выписанной выше
перестановки f числа 6 и 16 поменяются местами.
Но тот же результат достигается, если перестановку
f умножить слева на такую транспозицию g, которая
меняет местами числа 6 и 16. (Проверьте умножени-
ем, что перестановка gf задает новую позицию.)
Точно так же при перемещении на пустое место
фишки с номером 2 (с номером 11 или 15) переста-
новка f умножится слева на транспозицию, перестав-
ляющую 2 и 16 (11 и 16 или 15 и 16 соответственно). 

В соответствии с теоремой 1 и правилом четности
произведения можно заключить теперь, что каждый
ход меняет четность перестановки, характеризую-
щей определенную позицию, на противоположную.

Перестановки, задающие позиции рисунков 3б
и 3в, имеют разные четности. Поэтому от позиции
рисунка 3б к позиции рисунка 3в можно было бы
перейти, только сделав нечетное число ходов.

С другой стороны, в позициях рисунков 3б и 3в
“фишка” 16 занимает одно и то же место. Значит,
при существовании какой-то последовательности
ходов, ведущих от позиции рисунка 3б к 3в, она бы
в итоге столько же раз поднялась вверх, сколько и
опустилась вниз, и столько же раз передвинулась
налево, сколько и направо. Но это значит, что число
ходов при преобразовании позиции рисунка 3б в 3в
может быть только четным. 

Полученное противоречие показывает всю
тщетность попыток прийти от позиции рисунка 3б к
стандартной позиции рисунка 3в (если, конечно,
играть по правилам!). Читателю, заинтересованно-
му в объяснении других игр (таких, например, как
“кубик Рубика”) с помощью групп перестановок,
мы рекомендуем следующую элементарную книгу:

Калужнин Л.А., Сущанский В.И. Преобразования и пе-
рестановки. М.: Наука, 1985. 

* * *

Александр Юрьевич Ольшанский, доктор физи-
ко-математических наук, профессор кафедры выс-
шей алгебры Механико-математического факуль-
тета Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова, входит в состав редколлегий
нескольких международных математических жур-
налов. Автор более 50 научных работ, им и его уче-
никами найдены решения многих известных ста-
рых вопросов теории групп.

f  = 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3 14 6 8 5 2 16 11 13 4 15 10 9 7 1 12 
 
 

,

Рис. 3.
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